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MpeomMeT HayyHOr UCTpaXuBaka OBE [AOKTOPCKe AucepTauuje
jecy pasnuuuta yonwTewa KoHuenTta jesrapHe-ElNM opToroHanHocTu
Kao n ocobuHe jesrapHor-ElN npe-ypehewa. JesrapHu-ElN nHeeps je
npBO JedUHUCaH 3a KBagpaTHe MaTpuLe NPOU3BOSbHON MHAEKCA Kao
yonwTewe jesrapHoOr MHBep3a 3a KBagpaTHe maTpuue mHaekca 1.
OBaj koHUenT je 3atuMm npoyyaBaH 3a [lpejsuH wHBepTUOUNHE
onepartope, €enemMeHTe npcTeHa ca WHBOMYLMOM W efeMeHTe
BaHaxose anrebpe. JesrapHu-El1 nHBep3 je npumereH y peluaBakby
cMCTeMa jedHaynHa W MUHUMM3AUMOHMX npobrnema, kao WM 3a
neduHucarwse jesrapHe-ElN opTtoroHanHoctn wn jesrapHor-ElN npe-
ypehema.

Uure  oBe guceptaumje je Hajnpe yonwTewe MNojMoBa
jeOHOCTpaHUX  jesrapHUX  OpPTOrOHanHoOCTU n  jesrapHe-EIN
OpTOroHanHoOCTU. JedHOCTpaHe jesrapHe OPTOroHarHOCTU  Cy
yBeeHe 3a KBagpaTHe maTtpuue nHgekca 1, a y oBoj gucepraunjm ce
npoy4aBajy KOHLENTM OpTOroHanHocTn 3a [pejsvH uMHBepTUOWIHE
ornepartope Npou3BOSbHOr MHAekca. lNpeunsHuje, npeacraerbajy ce
neea wn pecHa jesrapHa-ElN opTtoroHanHoct M m-cnabo rpynHa
OpPTOroOHaNHOCT N HWUXOBE penauunje ca noctojehMm kKoHuenTuma
OpPTOrOHanHOCTW. Paanuuute Kapaktepusauuje HOBUX
OpTOroHanmHOCTM  Cy  u3yyaBaHe. 3Havaj HOBUX  MoOjMoBa
OPTOrOHanHOCTM je Yy wu3yyaBawy OCOOBMHA aguTUBHOCTM U Mpe-
ypehemsa.

PasmatpaHe cy u HoBe ocobuHe jearapHor-ElNl npe-ypeheta.
TayHuje, NpeacTaBbEHN CYy EKBUBANEHTHN YCNOBU NOL KOjUMa BaXXu
jesrapHo-El npe-ypehewe, kao 1 ycnosu nog kKojuma jesrapHo-Ell
ypehewe wumnnuuupa ga Baxe 3aKoHW OOPHYTOr W AUPEKTHOr
penocnena 3a jesrapHu-ElN nHeeps.

Y npcTeHy ca WHBOMyUWjOM, WCTPaXeHW Cy HOBM MNojaMOBWU
OPTOroHanHOCTM KOju NpeacTaBrbajy yonwTerwa noctojehux nojmosa
OpPTOrOHanNHOCTM 3a onepaTope W eneMeHTe TnpcTeHa ca
nHBonyumjom. Pasnmnunte ocobrHe n KapakTepucTmke OpTOroHanHMx
erleMeHaTa cy [okasaHe, a Takofhe cy NpeAcTaBrbeHu U HUXOBU
MaTpuyHm  obnuun. Y cnyyajy Kaga Baxe HoBe yomnwTeHe
OpTOroHanHoCTK, M3y4yaBajy ce 1 ogroeapajyhe agutMBHe OCOOUHE.
NcTpaxeHe cy u ocobuHe jesrapHor-ElN npe-ypehewa u 3akoHu
0OpHYTOr N ANPEKTHOr pegocneaa 3a jesrapHn-ElN nHeepa.
PesyntaTtn oBe OOKTOpcke AucepTauumje ce ofgHoce Ha yomnwTewa
nocrtojehnx nojMoBa  OPTOrOHANHOCTM HA  HOBE  NOjMOBE




OpPTOroHanHOCTM 3a onepaTope W efeMeHTe TnpcTeHa ca
nmHBonyuujoMm. [locTojehn pesyntatn ce yonwTasajy W O0Nykwyjy
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M3Bog, U3:

lMpeoMeT  HayyHOr  UCTpaxuBawa OBe  [OKTOPCKe
aucepTtauumje jecy pasnuuuTa yornwTera KOHLeNTa jesrapHe-
ElMN optoroHanHoctTM kao u ocobuHe jesrapHor-ElNM npe-
ypehewa. JesrapHu-El1 uHBEep3 je npBo pgeduHucaH 3a
KBagpaTtHe MaTtpuue NPOU3BOSbHOI MHOEKCa Kao YonwTehe
jesrapHor mHBep3a 3a kBagpaTHe maTpuue mHaekca 1. OBaj
KOHUEeNT je 3atum npoyyaBaH 3a [pejaH uHBepTUbUNHe
onepaTope, efnemMeHTe NpCcTeHa ca MHBOMYLUMOM U ereMeHTe
BaHaxoBse anrebpe. JesrapHu-El1 uHBep3 je npumerseH Yy
peluaBaky CcUCTEMa jegHauYnHa 1 MMHUMK3aLMOoHUX npobnema,
Kao u 3a pgeduHucakwe jesrapHe-EIN opToroHanmHocTn U
jesrapHor-ElN npe-ypehetwa.

LU oBe pguceptaumje je Hajnpe yonwTewe MNojMOBa
jeQHOCTpaHuX jesrapHUX OpTOroHanHocTM U jesrapHe-Ell
OPTOroHanHoCTU. JegHoOCTpaHe jesrapHe OPTOrOHanHOCTU Cy
yBedeHe 3a KBagpaTHe wMaTtpuue uHaekca 1, a y OBOj
aucepTtaumju ce npoyyaBajy KOHLENTU OPTOroHasHOCTM 3a
[pejsvmH unHBepTMOMNHE onepaTtope MPOM3BOSbLHOI MHAEKCA.
MpeunsHuje, npenctaBrbajy ce neeBa U gecHa jesrapHa-Ell
OPTOroHanNHOCT U m-cnabo rpynHa OpTOroOHanHOCT U HUXOBE
penaumje ca nocTojehmM KOHUenTMMa OpTOroHasHOCTW.
Pasnuunute kKapakTepusaumje HOBMUX OPTOrOHanmHOCTU Cy
n3yyaBaHe. 3Ha4yaj HOBWUX MOjMOBaA OPTOrOHANHOCTM je y
n3y4aBary 0cobvMHa aguUTUBHOCTU M Npe-ypehetra.

PasmaTtpaHe cy n HoBe ocobuHe jesrapHor-ElN npe-ypehemsa.
TayHuje, NpeacTaBfbeHN CY EKBUBANEHTHU YCMOBM Nog Kojuma
Baxu jesrapHo-Ell npe-ypehewe, kao 1 ycrnosu nog Kojuma
jesrapHo-ElN ypehewe nmnnmumpa ga Baxke 3akoHn oGpHyTOr 1
OVpekTHOr pegocneaa 3a jesrapHu-ElN nHeepa.

Y NpCTeHy ca WHBOMYLUWjOM, UCTPaXeHW Cy HOBU MOjaMOBU
OPTOroHasnHOCTU KOju npeacTasrbajy yonwTewa nocTojehunx
nojMoBa OPTOrOHANHOCTM 3a onepaTtope U erieMeHTe MnpcTeHa
ca uHBONyuuwjoM. Pasnuumte ocobMHE W KapaKTepucTuke
OPTOroHanHWX enemeHata Cy [JdoKasaHe, a Takohe cy
NPeACTaBfbEHN M HUXOBU MaTPUYHKU obnuun. Y cnyyajy Kaga
Bake HOBE YOMwITeHe OpPTOroHanHOCTK, Wu3y4vaBajy ce W
ogrosapajyhe agutmeHe ocobuHe. McTpaxeHe cy u ocobuHe
jesrapHor-ElN npe-ypehewa n 3akoHM OBPHYTOr U ANPEKTHOT
penocnena 3a jesrapHu-ElN nHeeps.

Pesyntatm oBe [OKTOpCKe Auceptauvje ce OfdHOCe Ha
yonuwTewa noctojehux mnojMoBa OPTOrOHANHOCTU Ha HOBE
NOjMOBE OPTOrOHaNHOCTU 3a OonepaTope U enemMeHTe npcreHa
ca wuHBonyuujom. [locTojehn pesyntatM ce yonwTtaeajy u
O0ornykYjy HOBUM.
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Abstract, AB:

The subject of the scientific research in this doctoral
dissertation are various generalizations of the concept of core-
EP orthogonality, as well as the properties of the core-EP pre-
order. The core-EP inverse was first defined for square
matrices of an arbitrary index as a generalization of the core
inverse for square matrices of index 1. This concept was
subsequently studied for Drazin invertible operators, elements
of a ring with involution, and elements of a Banach algebra.
The core-EP inverse is applied in solving systems of equations
and minimization problems, as well as for defining core-EP
orthogonality and the core-EP pre-order.

The aim of this dissertation is, primarily, the generalization of
the concepts of one-sided core orthogonalities and core-EP
orthogonality. One-sided core orthogonalities are introduced for
square matrices of index 1, while this dissertation investigates
orthogonality concepts for Drazin invertible operators of an
arbitrary index. More precisely, left and right core-EP
orthogonality and m-weak group orthogonality are presented,
along with their relations to existing orthogonality concepts.
Various characterizations of these new orthogonalities are
studied. The significance of these new concepts of
orthogonality lies in the study of additivity properties and pre-
orders.

New properties of the core-EP pre-order are also considered.
Specifically, equivalent conditions under which the core-EP
pre-order holds are presented, as well as conditions under
which the core-EP order implies that the reverse order and
forward order laws for the core-EP inverse hold.

In a ring with involution, new concepts of orthogonality,
which represent generalizations of existing orthogonality
concepts for operators and elements of a ring with involution,
are explored. Various properties and characteristics of
orthogonal elements are proven, and their matrix forms are
also presented. In cases where the new generalized
orthogonalities hold, the corresponding additive properties are
also studied. Furthermore, the properties of the core-EP pre-
order and the reverse order and forward order laws for the
core-EP inverse are investigated.

The results of this doctoral dissertation relate to the
generalizations of existing orthogonality concepts to new
concepts of orthogonality for operators and elements of a ring
with involution. Existing results are generalized and
supplemented with new ones.
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Poglavlje 1

Uvod

Istorijski razvoj uopstenih inverza zapocinje radovima E. H. Moore-a (1920) i R. Penrose-
a (1955) [66], ¢iji je prvi doprinos definisanje onoga sto danas poznajemo kao Mur-Penrouzov
inverz. Nekoliko godina kasnije, ta¢nije 1958. godine, M. P. Drazin [16] uvodi novi koncept
uopstenih inverza u okviru teorije polugrupa, poznat kao Drejzinov inverz.

Proucavanje jezgarnog inverza pocelo je u okviru matricne teorije, ali je ubrzo uopsteno
na apstraktnije strukture poput prstena sa involucijom i operatora na Hilbertovim prosto-
rima [72, 73]. Nakon sto su O. M. Baksalary i G. Trenkler (2010) u [1] definisali pojam
jezgarnog inverza za kompleksne kvadratne matrice, kljuéni korak ka apstraktnoj algebri
napravljen je nekoliko godina kasnije. Koncept jezgarnog inverza uveli su O. M. Baksalary
i G. Trenkler kao alternativu grupnom inverzu, fokusirajuci se na matrice indeksa 1.

D. S. Raki¢, N. C. Dinci¢ i D. S. Dordevié¢ su u radu [73] uveli definiciju jezgarnog
inverza za elemente prstena sa involucijom. Oni su pokazali da za element a prstena R,
jezgarni i dualni jezgarni inverz istovremeno postoje ako i samo ako je a istovremeno grupno
i Mur-Penrouz invertibilan.

Istrazivanje se nastavlja za ogranicene linearne operatore na Hilbertovom prostoru B(H),
gde su geometrijska svojstva (jezgro i slika operatora) omoguéila razumevanje veze izmedu
ortogonalnih projektora i ovog inverza.

Definisanje jedinstvenog uopstenog inverza koji ima osobine Mur-Penrouzovog i grupnog
inverza bilo je motivacija za uvodenje jezgarnog-EP inverza kako bi se prevazislo ogranic¢enje
jezgarnog inverza (koji postoji samo za matrice indeksa 1). K. M. Prasad i K. S. Mohana
su uveli novi tip uopstenog inverza matrica koji su nazvali jezgarni—-EP inverz 2014. godine
u radu [67]. Kasnije, ovi rezultati su uopsteni za elemente u Banahovoj algebri i operatore
na beskonac¢no-dimenzionalnim prostorima [47].

Dva elementa unitarnog prostora su ortogonalna ako je njihov skalarni proizvod nula.
Koncept ortogonalnosti moze biti prosiren na elemente normiranog linearnog prostora na
razne nacine. Jedan od najvaznijih je koncept Birkhoff-James-ove ortogonalnosti [5, 30].

Neka je X kompleksan Banach-ov prostor. Element z € X je Birkhoff-James ortogo-
nalan elementu y € X ako je ||z + A\y|| > ||z|| za svaki kompleksan broj A.

Za A, B € B(H), operator A je Birkhoff-James ortogonalan sa operatorom B, oznacava-



mo sa AL B, ako je A+ AB > A za sve kompleksne brojeve A. U unitranom prostoru (kao $to
je Hilbertov prostor), ova ortogonalnost je ekvivalentna sa obiénim pojmom ortogonalnosti.
Ocigledno, Birkhoff-James-ova ortogonalnost jeste nedegenerativna, pa je ALA < A = 0.
Homogena je, dakle AL B < MNALuB za svako A\, u € C', i nije simetri¢na, dakle A1 B ne
mora da implicira B A [46]. Stavise, Turnsek u [81] dokazuje da AL B uvek implicira B A
ako 1 samo ako je B skalarni umnozak izometrije ili ko-izometrije.

Koncepti ortogonalnosti zasnovani na uslovima jednostrane ili dvostrane ortogonalnosti
do sada su izucavani za matrice i operatore. U ovoj disertaciji se uopstavaju neki raniji
rezultati dokazani za ortogonalnost matrica.

Zasnovano na jezgarnom-EP inverzu, D. Mosi¢, G. Dolinar, B. Kuzma i J. Marovt
uopstavaju koncept jezgarne ortogonalnosti i uvode jezgarnu-EP ortogonalnost za Drejzin
invertibilne operatore A i B na Hilbertovom prostoru.

Rezultati istrazivanja ove doktorske disertacije jesu razlic¢ita uopstenja jezgarne-EP orto-
gonalnosti za operatore na Hilbertovom prostoru, kao i za elemente prstena sa involucijom.

Poznato je da binarna relacija na nepraznom skupu jeste pre-uredenje ako je refleksivna
i tranzitivna. Ako je takode i antisimetri¢na, onda se naziva parcijalno uredenje.

Mnoga parcijalna uredenja i pre-uredenja istrazena su ranije koriste¢i razlicite vrste
uopstenih inverza [50]. Jezgarno parcijalno uredenje je predstavljeno u [1]. Jezgarno
uredenje je takode uopsteno za operatore na Hilbertovom prostoru u [72].

Pored pojma jezgarne-EP ortogonalnosti, uvodi se i odgovarajuce jezgarno-EP pre-
uredenje za operatore. Koristeci jezgarni-EP inverz, jezgarno-EP pre-uredenje je definisano
u [54], za operatore A, B € B(X)P, kao A <® B kada je AA? = BA® i APA = A®B. Za
razne karakterizacije jezgarnog-EP pre-uredenja pogledati [83] za sluc¢aj kompleksnih ma-
trica, [49, 54| za operatrore, [53] za elemente C*-algebre i [14, 23, 48] za elemente u prstenu
sa involucijom. U opstem slucaju, kada su A, B € B(X)#, jezgarno parcijalno uredenje je
dato u [1, 72] kao A <® B kada je AA® = BA® i AP A = A®B. Interesantne osobine
jezgarnog parcijalnog uredenja mogu se videti u [19].

Ovde su takode izucavane nove osobine jezgarnog—EP pre—uredenja za operatore.

Doktorska disertacija je podeljena u sedam poglavlja, gde je svako poglavlje podeljeno
na odeljke.

- U prvom, uvodnom poglavlju dat je kratak pregled disertacije. Takode, date su defini-
cije uopstenih inverza operatora i elemenata prstena.

- Drugo poglavlje predstavlja rezultate istrazivanja ortogonalnosti operatora na Hil-
bertovom prostoru. Jasno je da jednostrana jezgarna ortogonalnost jeste uvedena za
matrice indeksa 1 a ovde je istrazen koncept ortogonalnosti za Drejzin invertibilne ope-
ratore proizvoljnog indeksa. Takode, uopsten je koncept jednostrane jezgarne ortogo-
nalnosti i jezgarne-EP ortogonalnosti definisuéi verzije jednostrane jezgarne-EP orto-
gonalnosti. Na ovaj nacin, uopsteni su neki poznati rezultati i predstavljeno je nekoliko
novih rezultata za jednostrane jezgarne ortogonalnosti.
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Predstavljene su matricne forme jednostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora.
Takode, istrazeni su dodatni uslovi koji sa jednostranom jezgarnom-EP ortogonalnoséu
impliciraju (A + B)® = A® + B®. Dakle, pojam jednostrane jezgarne-EP ortogona-
Inosti jeste koriS¢en i u proucavanju osobina aditivnosti jezgarnih-EP inverza.

Trece poglavlje jeste istrazivanje novog koncepta jezgarne-EP ortogonalnosti za ele-
mente u prstenu sa involucijom. Razli¢ite osobine i karakteristike jezgarno-EP orto-
gonalnih elemenata su dokazane, a takode su predstavljeni i njihovi matri¢ni oblici.

Za par jezgarno-EP ortogonalnih elemenata, predlozeni su ekvivalentni uslovi za
jezgarnu-EP aditivnost. Pomocu jezgarne-EP ortogonalnosti, istrazena je i proucavana
stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom. Zatim, uopsteni
su neki rezultati za operatore i dat je niz novih rezultata.

Cetrvto poglavlje govori o jednom od bitnih problema u teoriji uopstenih inverza,
tj. nalazenju uopstenog inverza proizvoda. Za jezgarni inverz, potrebni i dovoljni
uslovi da zakon obrnutog redosleda (AB)® = B®A® i zakon direktnog redosleda
(AB)® = A® B® vaze jesu istrazeni od strane mnogih autora [1].

Podsetimo se da jezgarno parcijalno uredenje A <® B implicira

(AB)® = B#A® = (BA)®.
Pretpostavke pod kojima zakon obrnutog redosleda (AB)® = B® A® vazi za jezgarni-
EP inverz su predstavljene.

Prvi cilj bio je da se pronadu nove karakteristike za jezgarno-EP pre-uredenje
A <® B koristeéi odgovarajuée samo-adjungovane operatore i jezgarne-EP inverze.
Dalje, u slucaju da je A <® B, pokazane su karakteristike zakona (AB)® = A®BO.

Potrebni i dovoljni uslovi za ekvivalenciju izmedu zakona direktnog redosleda
(AB)® = A®BO® i zakona obrnutog redosleda (AB)® = B® A® su posmatrani.

Pod uslovom A <® B, dobijeni su uslovi pod kojima bi vazila sledec¢a jednakost:
(B— A)® =B® — A®,
Primenjujuci prethodno pomenute uslove, dobijene su i karakteristike za jezgarno pa-

rcijalno uredenje i osobine zakona direktnog redosleda za jezgarne inverze.

Peto poglavlje je uopstenje koncepta jezgarne-EP ortogonalnosti na m-slabo grupnu
ortogonalnost za ogranicene linearne Drejzin invertibilne operatore na Hilbertovom
prostoru, koriste¢i m-slabo grupni inverz. Raszlicite osobine i karakteristike m-slabo
grupno ortogonalnih operatora su dokazane isto kao njihove matri¢ne forme.

Veza izmedu m-slabo grupne binarne relacije i m-slabo grupne ortogonalnosti je data
i predstavljene su osobine aditivnosti za m-slabo grupni inverz.
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- Sesto poglavlje je uopstenje koncepta leve i desne jezgarne EP ortogonalnosti na
elemente prstena sa involucijom. Na ovaj nac¢in, uopsteni su pojmovi jednostrane
jezgarne—EP ortogonalnosti za operatore i jezgarne—EP ortogonalnosti za elemente
prstena sa involucijom. Mnoge osobine i karakteristike leve i desne jezgarne—EP orto-

gonalnosti su date.

- Sedmo poglavlje sadrzi zakljuéna razmatranja ove doktorske disertacije.
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Osnovne definicije uopstenih inverza operatora

1.1 Osnovne definicije uopstenih inverza operatora

Neka su X 1Y proizvoljni Hilbertovi prostori. Ozna¢imo sa B(X,Y") skup svih ograni¢enih
linearnih operatora iz X u Y. Specijalno, B(X) = B(X, X) oznacava skup svih ogranic¢enih
linearnih operatora iz X u X.

Za operator A € B(X,Y'), koriste se sledeée standardne oznake:

- A* — adjungovani operator operatora A definisan relacijom (Az,y) = (x, A*y), x € X,
yey;

- N(A) ={r e X : Axr = 0} — jezgro operatora A;
- R(A) = {Ax : x € X} — slika operatora A [32].

Operator P € B(X) naziva se idempotent (ili projektor) ako vazi P? = P. Ako dodatno
vazi P = P*, tada je P ortogonalni projektor [9].

Definicija 1.1.1. Neka je A € B(X,Y). Ako postoji operator B € B(Y, X) tako da je
ABA = A, onda je B unutrasnji inverz operatora A, a operator A je regularan.

Skup svih unutrasnjih inverza regularnog operatora A oznacava se sa A{l} [3], tj.
A{1} ={B e B(Y,X): ABA = A}.

Definicija 1.1.2. [51] Neka je A € B(X,Y). Ako je BAB = B za neko B € B(Y, X),
B # 0, onda je B spoljasnji inverz operatora A.

Ako je B € B(Y,X) unutrasnji i spoljasnji inverz operatora A € B(X,Y), tada je B
refleksivni uopsteni inverz od A [51].

Ako su X i Y Hibertovi prostori, tada je A regularan ako i samo ako je R(A) zatvoren
potprostor od Y. Unutrasnji inverz operatora nije jedinstven ako fiksiramo sliku i jezgro
kod unutrasnjeg inverza. Refleksivni uopsteni inverz je jedinstveno odreden svojom slikom
i jezgrom. Ovo je takode osobina spoljasnjeg inverza [51].

Nenula operator A € B(X,Y') uvek ima nenula spoljasnji inverz B € B(Y, X). Ako je
BAB =B, T =R(B)iS = N(B), tada je B poznat kao Ag?g spoljasnji inverz od A.

Sada su date definicije veoma poznatih spoljasnjih inverza.

Definicija 1.1.3. [3, 51] Mur-Penrouzov inverz od A € B(X,Y) je jedinstven operator
B = A" € B(Y, X) koji zadovoljava uslove

ABA=A, BAB=B, (AB)=AB, (BA) =BA.

Poznato je da AT postoji ako i samo ako R(A) jeste zatvoren u Y, §to je ekvivalentno sa
A{1} # 0.

Mur-Penrouzov inverz moze biti primenjen u restauraciji slika, graficima, kriptografiji,
teoriji kodiranja, robotici [3, 8].
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Definicija 1.1.4. [51] Drejzinov inverz od A € B(X) je jedinstven operator B = AP € B(X)
takav da je
AB=BA, BAB=DB i A*'B= A%

gde je k = ind(A) indeks od A, tj. najmanji pozitivan ceo broj u ovoj definiciji.

Grupni inverz je specijalan slu¢aj Drejzinovog inverza za koji je A = A?B
(ili ind(A) < 1) i grupni inverz se oznacava sa A#. Dakle, za grupni inverz A% vaze sledece
jednakosti:

AATA = A, ATAA* = A% i AA* = A7 A

Simboli B(X)? i B(X)#, redom, oznacavaju skupove svih Drejzin invertibilnih i grupno
invertibilnih operatora u B(X). Drejzinov inverz je koriséen u teoriji lanca Markova, dife-
rentnim i diferencijalnim jednac¢inama, kriptografiji [3, 6, 27].

Definicija 1.1.5. [70] Operator A € B(X) ima jezgarni inverz B € B(X) ako vaze slededi
uslovi:

ABA=A, R(A)=R(B) i N(A*)=N(B).

Jezgarni inverz od A je jedinstven, ako postoji, i oznacava se sa A®. Operator A ima
jezgarni inverz ako i samo ako je ind(A) < 1.

Definicija 1.1.6. Operator sa zatvorenom slikom A € B(X) je EP operator ako vazi jed-
nakost
R(A*) = R(A).

Primetimo da operator sa zatvorenom slikom A € B(X) jeste EP ako i samo ako je:
AAT = ATA; odnosno ako i samo ako je A € B(X)# i AT = A# [50].

Pojam jezgarnog-EP inverza je predstavljen za kvadratne matrice [67] i uopsSten na
Drejzin invertibilne operatore na Hilbertovom prostoru u [54, 58].

Definicija 1.1.7. Za A € B(X)? i ind(A) = k, postoji jedinstven jezgarni-EP inverz
B € B(X) od A (oznacen sa A®) koji zadovoljava [54]

BAB=DB i R(B)=R(B") =R(A"),

i predstavljen je sa [22]
A® = AP AF(AM)T.
Kada je ind(A) < 1, A® se poklapa sa jezgarnim inverzom A® = A% AAT [1].

Zanimljive osobine jezgarnog—EP inverza jesu date u [14, 34, 42, 53, 62, 93, 94, 95, 96].
Jezgarni-EP inverz je primenjen za reSavanje nekih aproksimativnih problema u [60].
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1.2 Osnovne definicije i osobine uopstenih inverza u
prstenima

Neka je R prsten sa jedinicom 1. Element x € R je inverz elementa a € R ako vazi

1

ar = ra = 11 tada se kaze da je element a invertibilan. Ozna¢imo sa ¢~ inverz elementa

a a sa R™! skup svih invertibilnih elemenata prstena R [51].

Najmanji prirodan broj k € N za koji vazi da je a* = 0 naziva se indeks nilpotentnosti
elementa a. Neka R™! oznacava skup svih nilpotentnih elemenata u prstenu R [51].

Za a € R, definisani su slede¢i skupovi:

aR ={ax:z € R}, Ra={za:zeR}

a={reR:axr=0}, °a={reR:za=0}
Razlicite vrste uopstenih inverza jesu definisane u prstenu.

Definicija 1.2.1. [51] Element a € R ima unutrasnji inverz ukoliko postoji x € R tako da
vazi jednakost axa = a. U tom slucaju element a € R jeste regularan u prstenu R.

Neka R~ oznacava skup svih regularnih elemenata u prstenu R. Moze se primetiti da
jeR'CR™.
Definicija 1.2.2. [51] Element a € R ima spoljasnji inverz ukoliko postoji x € R tako da

vazi da je xaxr = x.

Definicija 1.2.3. [51] Ako je element prstena z € R unutrasnji i spoljasnji inverz elementa
a € R, onda se on naziva refleksivni uopsteni inverz od a.

Za regularni element u prstenu uvek postoji refleksivni uopsteni inverz [13].

Definicija 1.2.4. [51] Drejzinov inverz od a € R (ako postoji) jeste jedinstven element
r = a” € R koji zadovoljava

r = xax, ar = xa, a” =a"x,

gde je k = ind(a) indeks od a, tj. najmanji pozitivan ceo broj u ovoj definiciji.

Za element a € R kaze se da je Drejzin invertibilan ukoliko postoji njegov Drejzinov
inverz.

Oznac¢imo sa RP skup svih Drejzin invertibilnih elemenata u prstenu R.

Ako je ind(a) < 1, Drejzinov inverz od a jednak je grupnom inverzu od a, tj. a* = a”.

Skup svih grupno invertibilnih elemenata skupa R oznacava se sa R*.
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Definicija 1.2.5. [51] Involucija a — a* u prstenu R jeste anti-izomorfizam stepena 2. To
je preslikavanje a — a* za koje vazi:

pri cemu su a,b € R.

Neka je R prsten sa involucijom. Element a € R je samo-adjungovan ako je a* = a.
Element e € R je idempotent ako je e? = e.

Element a € R koji zadovoljava jednakost aa™ = a*a naziva se normalan.

Definicija 1.2.6. [51] Mur-Penrouzov inverz elementa a € R (ako postoji) jeste jedinstveni
element x = af € R takav da vazi:

arxa =a, zar==z, (ar)"=azxr 1 (za)" = za.

Ukoliko postoji Mur-Penrouzov inverz elementa a € R kaze se da je element a Mur-
Penrouz invertibilan (ili MP-invertibilan). Skup svih Mur-Penrouz invertibilnih elementa u
R bice oznacen sa RI.

Definicija 1.2.7. [70] Neka je a € R. Element = = a® € R koji zadovoljava uslove
axa =a, zar==z, (ar)"=azxr, za"°=a, 1 ar’*==x

se zove jezgarni inverz od a.

Napomenimo da prve dve jednacine iz prethodne definicije mogu biti izostavljene na
osnovu rada [87].

Jezgarni-EP inverz je uveden za elemente prstena sa involucijom u [22], uopsStavajuéi
isti koncept za kvadratne matrice predstavljen u [67].

Definicija 1.2.8. [22] Element x = a® € R jeste jedinstven jezgarni-EP inverz elementa
a € R ako zadovoljava sledeCe jednacine:

ar’ =z, (ax)* =ax, xa"tt =dF,
za neki pozitivan ceo broj k.
Najmanji takav k se poklapa sa ind(a) [22, Theorem 2.3], i podsetimo se da vazi

a® = aPa* ().

Ako je ind(a) < 1, a® = a® jeste jezgarni inverz od a [1]. Skupovi svih jezgarnih-EP i
jezgarno invertibilnih elemenata skupa R su oznaceni sa R® i R®, redom.
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Definicija 1.2.9. [51] Element a € R jeste *-skrativ ako
a'ar=0=ar=0 1 za"=0=za=0, (1.1)

Primenom involucije na (1.1) , uo¢avamo da je element a *-skrativ ako i samo ako je a*

*-skrativ.

Teorema 1.2.1. [50] Za a € R sledece jednakosti vaze:

(vi) a' = (a*a)Ta* = a*(aa*)! = (a*a)¥a* = a*(aa*)¥;
(vii) (a*)' = a(a*a)’ = (aa*)Ta.
Definicija 1.2.10. [50, 70] Element a € Rf N R¥ je EP element ako je al = a”.

EP matrice i EP operatori su opSirno ispitivani od strane mnogih istrazivaca.
U skorasnje vreme, EP elementi su dosta proucavani i u kontekstu prstena sa involucijom

[50, 55, 56, 57].

Dekompozicija jedinice je jednakost: 1 = ey + es + - - - + ¢, sa idempotentima
€1,€2,...,6, € R takvim da je e;e; =0 za i # j.

Za dve dekompozicije jedinice 1 =e; +ey+---+e,1 1= fi+ fo+ -+ fn, proizvoljno
r € R ima jedinstvenu matri¢nu formu [71]:

11 - Tin

Tn1 = Tpn exf

gdeje x;; = exf; € eRf;. Akoje o = (Tij)exs 1 Y = (Yij)ex s, onda je x +y = (i + Yij)ex -
Kada 1= gy + - -- + g, jeste treca dekompozicija jedinice i z = (z;;) rxgs
vz= (>, xikzkj)exg’ onda, Ceste algebarske operacije u skupu R mogu biti predstavljene

kao jednostavne operacije izmedu odgovaraju¢ih n x n matrica preko R.

Takode,

*
Typ 0 Ty
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gde je ova matricna reprezentacija od x* data u odnosu na dekompozicije jedinice
l=ff++fril=e+---+e¢€ .
U slucaju da je n =21 p € R jeste idempotent, piSe se:

X i
x = parq+pr(l —p) + (1 —pap+ (1 - p)z(l —p) = { x; x;z 1 ,
PXp

gde je x11 = pap, v12 = pr(1 —p), 91 = (1 — p)ap i 120 = (1 — p)(1 - p).
Definicija 1.2.11. [70] Za binarnu relaciju p na skupu X kaze se da je:
(i) refleksivna ako je xpzx, za svako x € X;
(i) simetriéna ako za sve z,y € X, iz xzpy sledi ypx;
(iii) antisimetri¢na ako za sve z,y € X, iz xpy i ypx sledi x = y;
)

(iv) tranzitivna ako za sve z,y,z € X, iz xpy 1 ypz sledi zpz.

Definicija 1.2.12. [70] Relacija p na X je relacija ekvivalencije ako je ona refleksivna,

simetricna 1 tranzitivna.

Definicija 1.2.13. [70] Relacija p na X je relacija poretka, odnosno relacija parcijalnog

uredenja, ako je ona refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Definicija 1.2.14. [70] Relacija p na X se zove pre-uredenje ako je ona refleksivna i tra-

nzitivna.
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Poglavlje 2

Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni
operatori

2.1 Definicije ortogonalnosti i jezgarnog-EP pre-uredenja

U ovoj disertaciji se posmatra prvenstveno ortogonalnost ogranicenih linearnih opera-
tora. Za operatore na Hilbertovom prostoru moguce je definisati nekoliko vrsta ortogona-
Inosti.

Podsetimo se sada koncepta obostrane ortogonalnosti za A, B € B(X).

Definicija 2.1.1. Dva operatora A, B € B(X) su ortogonalna (oznacavamo sa AL B) ako
je

AB=0 i BA=0.
Uocimo da, kada A¥ postoji, ALB (tj. A i B su #-ortogonalni) ako i samo ako je

A¥B=0 i BA" =0.

x-ortogonalnost je uvedena u [29] radi istrazivanja spektralne teorije kvadratnih ma-
trica. *-ortogonalnost je primenjena za istrazivanje aditivnosti Mur-Penrouzovog inverza,
parcijalnih uredenja i drugih problema [28].

Definicija 2.1.2. Dva operatora A, B € B(X) su x-ortogonalna (oznacavamo sa ALl,B)
ako je
A*B=0 i BA"=0.

Podsetimo se da matrice A i B jesu x-ortogonalne ako i samo ako je

(A+B)Y =A"+B" i rank(A+ B) = rank(A) + rank(B),

gde rang matrice, u oznaci rank(A), ozna¢ava maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta
(ili kolona) te matrice [29].

Zasnovano na jezgarnom inverzu, koncept jezgarno ortogonalnih matrica je dat u [20].
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

Definicija 2.1.3. [20] Ako su A, B € B(X)#, onda A jeste jezgarno ortogonalno sa B
(oznacavamo sa Al g B) ako je

APB=0 i BA® =0

ili ekvivalentno sa
A*B=0 1 BA=0.

Shodno tome, Al gB implicira ortogonalnost potprostora R(A) i R(B) i ortogonalnost
potprostora R(A) i R(B*).

Ortogonalnost i x-ortogonalnost jesu simetricne relacije, ali jezgarna ortogonalnost nije
simetri¢na [39].

U [20] je pokazano da stroga jezgarna ortogonalnost definisana sa:
AlgB i BlgA

implicira
(A+ B)® = A% + B® (jezgarna aditivnost).

Jezgarna ortogonalnost je proucavana takode u [37].

Pojam jezgarne ortogonalnosti uopsten je na jezgarnu-EP ortogonalnost u [59], koristedi
jezgarni-EP inverz umesto jezgarnog inverza. Sledi definicija jezgarne-EP ortogonalnosti za
dva ogranic¢ena linearna operatora na Hilbertovom prostoru.

Definicija 2.1.4. [59] Neka su A, B € B(X)P. Tada je A jezgarno-EP ortogonalno sa B,
Sto se oznacava sa AL B, ako je

A®PB =0 i BA® =0.

Mnogobrojne karakterizacije jezgarne-EP ortogonalnosti su veé¢ dokazane u [59]. Veza
izmedu jezgarne-EP ortogonalnosti i jezgarne-EP aditivnosti je data takode u [59].

Imamo da Al g B znaéi ortogonalnost potprostora R(A*) i R(B) i ortogonalnost potpro-
stora R(A*) i R(B*). U slucaju da je AlgB, ekvivalentni uslovi za (A + B)® = A® + BO®
jesu izucavani u [59]. Koncepti jezgarne i jezgarne-EP ortogonalnosti jesu veoma vazni za
istrazivanje aditivnih osobina jezgarnog inverza i jezgarnog-EP inverza, kao i parcijalnih
uredenja [78, 99].

Cilj ove disertacije je da se istrazi ortogonalnost ogranic¢enih linearnih Drejzin invertibi-
Inih operatora na Hilbertovom prostoru i uopste raniji rezultati za jezgarnu-EP ortogona-
Inost.

Jednostrane jezgarne ortogonalnosti jesu uvedene za matrice indeksa 1 u [17]. Zbog
toga se javilo interesovanje za istrazivanje koncepata jednostranih ortogonalnosti za Drejzin
invertibilne operatore proizvoljnog indeksa.
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Definicije ortogonalnosti i jezgarnog-EP pre-uredenja

U ovom poglavlju, uopstavaju se koncepti jednostrane jezgarne ortogonalnosti i jezgarne-
EP ortogonalnosti definisu¢i jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti. Na ovaj nacin, uo-
pstavaju se neki noviji rezultati i predstavlja nekoliko novih rezultata za tipove jednostrane
jezgarne ortogonalnosti.

Preciznije, definise se leva i desna jezgarna-EP ortogonalnost i prezentuje njihova veza
sa postoje¢im konceptima ortogonalnosti operatora. Predstavljene su matri¢cne forme je-
dnostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora. Istrazeni su dodatni uslovi koji sa jednos-
tranim jezgarnim-EP ortogonalnostima impliciraju (A + B)® = A® + B®. Dakle, pojmovi
jednostranih jezgarnih-EP ortogonalnosti su koriséeni za proucavanje osobina aditivnosti
jezgarnog-EP inverza.

Rezultati dati u ovom poglavlju dokazani su u radu [77].

Za A, B € B(X)#, jezgarno parcijalno uredenje je definisano na slede¢i nacin:

A<® B kada AA® =BA® | A®A = A®B.

Koriste¢i jezgarni-EP inverz, jezgarno-EP pre-uredenje je definisano u [53]. Za A, B €
B(X)P, jezgarno pre-uredenje je definisano kao

A<® B kada AA® =BA® i A®A= A®B.
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2.2 Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti

Za A € B(X)P i B € B(X), poznato je da A jeste jezgarno-EP ortogonalno sa B, tj.
Al o B ako vaze jednakosti A°B =01 BA® = 0. Ako se posmatra samo jedna od ove dve
jednakosti, jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti mogu biti definisane.

Preciznije, u ovoj sekciji predstavljaju se i opisuju leva i desna jezgarna-EP ortogonalnost
za operatore na Hilbertovom prostoru.

Definicija 2.2.1. Neka je A € B(X)? i B € B(X). Tada [77]

(i) A jeste levo jezgarno-EP ortogonalno sa B (oznac¢avamo sa ALlg B) ako je

A®B = 0;

(ii) A jeste desno jezgarno-EP ortogonalno sa B (oznac¢avamo sa Alg ,B) ako je

BA® = 0.

Za A € B(X)” i B € B(X), zakljutujemo da je ALgB ako i samo ako vazi Al g B i
Alyg,B.

Napominjemo da jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti mogu biti posmatrane za kva-
dratne matrice istih dimenzija, obzirom da su one Drejzin invertibilne.

Naznac¢imo da leva (ili desna) jezgarna-EP ortogonalnost ne implicira jezgarnu-EP orto-
gonalnost u opstem slucaju sto potvrduje sledec¢i primer.

Primer 2.2.1. Za matrice dimenzija 3 x 3

1
A=10
0

o O O

2 000
1| i B=|2 8 6/,
0 115

1
A2 = | 0
0

o O O

0
0 | implicira A®B =01 BA® # 0. Dakle, Aly B, ali AlgBiAly,B
0

ne vazi.

Jasno je da se jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za A € B(X)# redukuju na
jednostrane jezgarne ortogonalnosti date u [17, Definition 3.3] za kvadratne matrice
indeksa 1.

Definicija 2.2.2. Neka je A € B(X)* i B € B(X). Tada

(i) A jeste levo jezgarno ortogonalno sa B (oznacavamo sa ALlg ;B) ako je
A®B = 0;
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(ii) A jeste desno jezgarno ortogonalno sa B (oznatavamo sa Alg ,B) ako je

BA® = 0.

Verzije jednostranih *-ortogonalnosti za operatore mogu biti definisane kao u [17].

Definicija 2.2.3. [77] Neka su A, B € B(X,Y). Tada

(i) A jeste levo x-ortogonalno sa B (oznacimo sa A1, ;B) ako je
A*B = 0;
(ii) A jeste desno *-ortogonalno sa B (ozna¢imo sa AL, ,B) ako je

BA* =0.

Osobine leve jezgarne-EP ortogonalnosti se pokazuju u sledeé¢im rezultatima.

Lema 2.2.1. Akoje A € B(X)P, k =ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) AlpuB;

(ii) (A¥)'B = 0;

(iii) (A*)*B =0 (tj. A*L,,B);

(iv) R(B) € N((A%)");

(v) R(B) € N(A®);

(vi) B*A* =0 (tj. BL, A");

(vii) B*A® =0 (tj. Alp.B*);
(viii) R(A*) C N(B*);

(ix) R(A®) C N(B").

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je ALy ;B.
Koriste¢i AB =01 A? = AP Ak(A*)T to je dokazano u [22, Theorem 2.3], sledi da je

(A)TB = (AM)TAF(AR)TB = (AF)TA(AP AF(AFYB = (AF)TA(A®B) = 0.
(ii) = (iii): Pretpostavka (A*)TB = 0 implicira (A*¥)*B = (AF)*A*[(A*)TB] = 0.
(iii) = (iv): Ova implikacija je jasna.

(iv) = (v): Ocigledno je iz N((A*)*) = N(A®).
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(v) = (i): Ovo sledi iz definicije.
(iii) < (vi): Ova ekvivalencija sledi koriséenjem adjungovanog operatora.
Na slican nacin zavrSavamo ovaj dokaz. [J

Na osnovu Leme 2.2.1, vidimo da ALlg ;B implicira ortogonalnost potprostora R(AF) i
R(B).

Ako su A, B € B(X)# u Lemi 2.2.1, slede ekvivalentni uslovi da vazi Alg ;B i tako se
dobijaju neki novi uslovi u literaturi, dok su neki ve¢ postojeci uslovi u [17, Theorem 3.4].

Posledica 2.2.1. Za A, B € B(X)#, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) Alg,B;
(ii) ATB = 0;
(ili) A*B =0 (tj. AL,,B);
(iv) R(B) C N(A");
(v) R(B) C N(4®):
(vi) B*A =0 (tj. BL.;A);
(vii) BTA = 0;
(vii) R(A) € N(B");
(ix) R(A®) C N(B*).
U slucaju da su A, B € B(X)P, k =ind(A) i ALg,;B, dokazuje se da je Blg A"

Lema 2.2.2. Nekasu A, B € B(X)?, k = ind(A)i Alg,;B. Ondaje Bl g A*, AA® | 5 BB®,
AlgpB® i BlgAP.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.2.1, Alg ;B implicira (4%)*B = 0. Ako je p = ind(B), onda je
B®A* = BPBP(Br)T AF = BP[(A*)*BP(BP)1]* =0

i shodno tome B_Lg A

Pretpostavka A®B = 0 daje AA®BB® = (0i BBPAA® = (AA®BB®)* = 0. Da se
kompletira ovaj dokaz, uo¢imo da je (AA®)® = AA® (BB®)® = BB® A®B® =0 i
B®A® =0. O

Desna jezgarna-EP ortogonalnost je proucavana sada.
Lema 2.2.3. Za A € B(X)?, k =ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) AJ—@,TB;
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti

(ii) BAP =
(iii) BA* = 0;
(iv) R(A*) C N(B);

(v

(vi

R(4®) C N(B);
(A%)'B* =0 (tj. BL..(A%)");
(vii) APB* =0 (tj. Alp.B*);
R(B*) € N((A")");

(viii

)
)
)
)
)
)
)
(ix) R(B*) S N(A®).
Lema 2.2.3 implicira neke potrebne i dovoljne uslove da bi vazilo ALlg B .
Posledica 2.2.2. Ako su A, B € B(X)#, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) Alg,B

(i) BA# = 0;
(ili) BA = 0;

(iv) R(A) C N(B);

(v) R(A®) C N(B);

(vi) A*B* =0 (tj. BL,,A");
(vii) ABB* = 0;

(viil) R(B*) C N(A%):

(ix) R(B") C N(4®).

Sada se predstavljaju operatorske matricne forme za dva levo jezgarno-EP ortogonalna
operatora.

Teorema 2.2.1. Za A, B € B(X)” i k = ind(A), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A*) & N((A*)*) tako da je

A A . [0 0
A‘{o Ag] ! B_{Bg, BJ’

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan, A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A*)*)]

je Drejzin invetibilan;
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(iii) postoji ortogonalna suma X = R(A*) & X; & X, tako da je

Al A21 A22 0 0 0
A=1 0 An Az i B=| Bu Bu Bag |,
0 A3 Ay Bs; 0 By
. BN s o Az Asg .
gde je A; € B(R(A”)) invertibilan, A A € B(X; & X») je nilpotentan,
33 Az

By € B(X)) je invertibilan i By € B(X3) je nilpotentan;
(iv) B = (I — AA®)W, za proizvoljan operator W € B(X);
(v) A®B je idempotent i A®(A+ B)A® = A®;
(vi) A®B je idempotent i A2 BA® = 0;
(vii) A®B je idempotent i AAPBA®A = 0;
(viii) A®B je idempotent i (A*)*BA* = 0.

Dokaz. (i) < (ii): Prema [54, Corollary 2.2], operatori A i A® imaju sledece operatorske
matri¢ne forme u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(AF) & N((A*)*):

A, A, , ATl 0
A= A0 — | 1
lo A;;] ' [0 0}’

gde A; € B(R(AF)) jeste invertibilan i A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan.
Neka je
[ B By } { R(A¥) } [ R(AY) ]
B = : k= - k= :
By By N((A%)) N((A%)")
Onda je 0 = AP B ako i samo ako je

0 AT'By A{'Bs
0 0 ’

0 0

sto je ekvivalentno sa By =01 By = 0. Kako je B =
Bs By

] Drejzin invertibilan, sledi

da je B, Drejzin invertibilan, takode.
(ii) = (iii): Zbog toga §to je B, Drejzin invertibilan, postoji ortogonalna suma

N((A%)") = R(B}) @ N((B})"), za j = ind(By), i

B41 B42
B, =
4 { 0 By ] :
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gde je By € B(R(BY)) invertibilan i Bys € B[N((B})*)] je nilpotentan. Ovaj deo moze
ocigledno biti zavrsen.
(iii) = (i): Iz
A7 000
AP = 0 0 01,
0 00
sledi A®B = 0. Dakle, Al ;B.
(i) = (iv): Koristedi [3, p. 52] i A € AP{1}, opste resenje jednacine APB = 0 je
B = (I — AA®)W, za proizvoljno W € B(X).
(iv) = (i): Jasno, za B = (I — AA®)W, vazi A®B = 0.
(i) = (v): Jednakost AP B = 0 implicira da je A® B idempotent i A?(A+ B)A® = A®.
(v) = (i): Primenjujué¢i AP(A+ B)A® = A® sledi da je APBA® = 0. Zbog toga sto
je A®B idempotent, dobija se

A®B = (APBA®)B = 0.

(v) & (vi) < (vii): Ovo je jasno.
(vii) < (viii): Ove ekvivalencije proizilaze iz osobina jezgarnog-EP inverza. [J

Primenom Teoreme 2.2.1, dobijaju se slede¢i ekvivalentni uslovi da bi vazilo Alg ;B
Posledica 2.2.3. Za A, B € B(X)#, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A) & N(A*) tako da je

Ay As . 0 0
A: B:
{0 0} 1 {33 34}’

gde je A; € B(R(AY)) invertibilan i B, € B[N (A*)] grupno invertibilan;

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(A) & X; & X, tako da je

Al A21 A22 O O O
A=1 0 0 0 i B=| Bsgs By Bg |,
0 0 0 Bs; 0 0

gde je A; € B(R(A¥)) invertibilan i By, € B(X1) je invertibilan;
(iv) B= (I — AA®)W, za proizvoljno W € B(X);
(v) A®B je idempotent i A®(A + B)A® = A®;

(vi) A®B je idempotent i AZBA® = 0;
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(vii) A®B je idempotent i AAZBA®A = 0;
(viii) A®B je idempotent i A*BA = 0.
Matri¢na forma operatora koji su desno jezgarno-EP ortogonalni je data sada.
Teorema 2.2.2. Za A, B € B(X)” i k = ind(A), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) Alp.B;

(i) postoji ortogonalna suma X = R(A*) @& N((A4*)*) tako da je

(A A . [0 B
A_[o Ag] ! B_{o BJ’

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan, A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A*)*)]

je Drejzin invertibilan;

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(A*) & X; & X, tako da je

Ay Ay Ao 0 Ba B
A=1 0 An Az i B=|0 By Bgp |,
0 As3 Asy 0 0 DBy
. BN s o Asp Asg .
gde je A; € B(R(A”)) invertibilan, A A € B(X; & X») je nilpotentan,
33 Az

By € B(X)) je invertibilan i Byz € B(X3) je nilpotentan;
(iv) B=W(I — AP A), za proizvoljno W € B(X);
(v) BA® je idempotent i AP(A 4+ B)A® = A®;
(vi) BA® je idempotent i A2 BA® = 0;
(vii) BA® je idempotent i AAPBA®A = 0;
(viii) BA® je idempotent i (A*)*BA* = 0.
Pored toga, ako vazi jedno od tvrdenja (i)—(viii), onda, za B predstavljeno kao u (ii), vazi

BO _ By(BY)?L(ByBy)* By(BY)*L(B4BY)*
BPL(B,BY)* BPL(B4BY)* ’
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Dokaz. Kao u Teoremi 2.2.1, pokazujemo da tvrdenja (i)—(v) jesu ekvivalentna.
Koristeéi [7, Theorem 2.3|, za B predstavljeno kao u (ii), imamo

BD: OBQ<B4D)2
0o BP |

Sada, iz [10],
;
0 B,BP L(B,BP)* L(BBP)* |’
Dakle,

5o _ BoBBY) [BQ<BE>2L<BQB4D>* BQ<B4D>2L<B4B£>*]

BPL(B,BY)* BPL(B4BY)*
]

Teorema 2.2.2 implicira sledec¢e potrebne i dovoljne uslove za Alg . B.
Posledica 2.2.4. Za A, B € B(X)#, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) Alg,B;
(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A) & N(A*) tako da je:

A= Al A2 i B— 0 B2 ’
0 0 0 By

gde je A; € B(R(AY)) invertibilan i B, € B[N(A*)] je grupno invertibilan;

(ili) postoji ortogonalna suma X = R(A) & X; @& X, tako da je

Al A21 AQQ 0 B21 B22
A - O 0 O 1 B - O B41 B42 5
0 O 0 0 0 0

gde je A; € B(R(A¥)) invertibilan i By, € B(X1) je invertibilan;
(iv) B=W(I — A®A), za proizvoljno W € B(X);
(v) BA® je idempotent i A®(A + B)A® = A®;
(vi) BA® je idempotent i APBA® =0
(vii)) BA® je idempotent i AA2PBA® A = 0;
)

(viii) BA® je idempotent i A*BA = 0.
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2.3 Aditivnost jezgarnog-EP inverza

U ovoj sekciji proucavaju se uslovi pod kojima je jezgarni-EP inverz sume dva operatora

jednak sumi njihovih jezgarnih-EP inverza.
Najpre, pod pretpostavkom da je Al ,B, predstavljaju se ekvivalentni uslovi pod ko-

jima jednakost (A + B)® = A® 4 B® vazi.
Teorema 2.3.1. Akosu A, B € B(X)P i Alg,B, slede¢i uslovi su ekvivalentni:
(i) A+ BeB(X)Pi(A+ B)® = A? + BO;
(i) A+ Be B(X)?i(A+ B)®(I — AA®) = BO;
(iii) A+B € B(X)P, (I-AA®)((A+B)®—-B®) =01 AA®(A+B)®(I-AA®) = AA®BO;
(iv) A+ B e B(X)P, (I — AA®)((A+ B)® — B®) = 0i A®(A+ B)®(I — AA®) = APBO,
(v) A+ BeB(X)P, (A+ B)®(I — AA®) = B2(] — AA®) i BPAA® = (;
(vi) A+ Be B(X)P, (A+ B)®(I — AA®) = B®(I — AA®) i BBPAA® = (;
(vii) A+ B e B(X)P, (A+ B)®(I — AA®) = BO(] — AA®) i AA®BB® = (.

Dokaz. Pretpostavka Al ,B i Teorema 2.2.2 impliciraju da postoji ortogonalna suma
X = R(A*) @ N((A%)*) tako da je

A Ay . 0 B,
A — B =
{0 %} 1 {OBJ’
gde je Ay € B(R(A¥)) invertibilan, A3 € B[N((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A4%)*)]
Drejzin invertibilan.

Zbog toga sto je
Ay Ay + Bs ]

At B-=
* [0 Ay + By

Drejzin invertibilan, iz [7, Theorem 2.3], mi zaklju¢ujemo da je A3+ By Drejzin invertibilan.
Primenom [43, Lemma 2.3], dobija se
ATV —ATH Ay + By)(As + By)®
A+BO=| ! ! :
( ) [ 0 (As + B4)®

Teorema 2.2.2 implicira

A0 4 po _ | AT+ Ba(BYYL(BBY)" Ba(BY)L(B.BY)*
BYL(B2BY)* BPL(B,BPY |’
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gde je L = (BsBP)*ByBP + (B,BP)*B,BP).
Uocimo da je (A+ B)® = A® + B® ekvivalentno sa

0= BPL(B,BP)", (2.1)
—ATY(Ay + By)(As + By)® = By(BP)?L(ByBP)*, (2.2)
(A3 + Bs)® = By L(B4BY)". (2.3)

(i) & (ii): Kako je

(A+ B)®(I — AA®) = (A + B)® [ 0 0] _ [0 — A7 (Az + By)(As + By)®

0 I 0 (A3 + By)® ’

zakljucuje se da je (A + B)®(I — AA®) = B® ako i samo ako jednakosti (2.1)—(2.3) jesu
zadovoljene, sto je ekvivalentno sa (1i).
(i) & (iii): Primetimo da je:

(I — AA®)(A+ B)® = { 8 (A +OB4)@ ]
0 0
(I - AA®)B® = { BPL(ByBY)* BPL(B,BP)* } ’

Prema tome, (I — AA®)((A + B)® — B®) = 0 vazi ako i samo ako vaze jednakosti (2.1) i
(2.3). 1z (2.1),

AA®(A+ B)®(I — AA®) = { 0 —A' (A2 + Bo)(As + By)® ]

0 0

AAP RO — [ By(BY)’L(ByBY)*  Ba(B{)?L(B4BY)* 1

0 0
sledi da je AA®(A+ B)®(I — AA®) = AA®PBO ekvivalentno sa (2.2). Dakle, (iii) vazi ako
i samo ako je tvrdenje (i) zadovoljeno.

(iii) = (iv): Mnozenjem jednakosti AA®(A + B)®(I — AA®) = AA®B® sa A® sa leve
strane, dobija se A®(A+ B)®(I — AA®) = A®BO.

(iv) = (iii): Ocigledno, A®(A + B)®(I — AA®) = A®B® implicira

AA®P(A+ B)®(I — AA®) = AA®B®,
(ii) = (v): Pretpostavka (A + B)®(] — AA®P) = B® daje
BO(I — AA®) = (A+ B)®(I — AA®)? = (A + B)®(I — AA®)
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BPAA® = (A+ B)®(I — AA®?)AA® = 0.

(v) = (ii): Iz (A+ B)®(I — AA®) = BO(I — AA®) i BPAA® =0, sledi da je
(A+ B)®(I — AA®) = B®(] — AA®) = BO.

(v) & (vi): To moze biti pokazano kao (iii) < (iv).

(vi) < (vii): Ova ekvivalencija sledi koristeéi adjungovane operatore. [

Posmatramo sada pretpostavke
APB 4+ APA =0 i BA® 4+ AA® =0

i istrazujemo u konjunkciji sa kojim dodatnim uslovima impliciraju (A + B)® = A® 4+ B®.
Mogu se povezati uslovi APB+ APA =01 BA® + AA® = ( sa jednostranim jezgarnim-
EP ortogonalnostima.

Lema 2.3.1. Za A, B € B(X)” i k = ind(A), vazi:

(i) A°B+ APA =0 ako i samo ako je ALg (B + A) ako i samo ako je
R(B + A) C N((A*)*) ako i samo ako je AA®(B + A) = 0 ako i samo ako je
AA® 14 (B + A);

(ii) BA®+AA® = ( ako i samo ako je ALg .(B+A) ako i samo ako je R(A*) C N(B+A)
ako i samo ako je (B + A)A®A = 0;
(ii) A°B+ APA =01 BA® + AA® =0 ako i samo ako je Al g(B+ A).

Pod pretpostavkama AP B+ APA =01 BA® + AA® = 0, predstavljamo matri¢ne forme
operatora A i B.

Lema 2.3.2. Za A, B € B(X)” i k = ind(A), vazi:
(i) APB + A®A = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna suma X = R(A*) & N((A¥)*)
tako da je
Al A2 . _Al —AQ
A - B =
{ 0 A, 1 1 { By By |’
gde je A; € B(R(AF)) invertibilan i Az € B[N ((A*)*)] je nilpotentan;
(ii) BA® + AA® = ( ako i samo ako postoji ortogonalna suma X = R(AF) @& N((A*)*)
tako da je
A As . —A1 By
A= B =
{ 0 A ] 1 { 0 B ] ’
gde je Ay € B(R(A¥)) invertibilan, A3 € B[N ((A¥)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A*)*)]

je Drejzin invertibilan. Pored toga,

BO — { _Al_1 Al_lBQB4® } ‘

0 B2

25



Aditivnost jezgarnog-EP inverza

(iii) A°B + APA = 0i BA® + AA® = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna suma
X = R(A*) @ N((A%)*) tako da je

A Ay . A, —A,
A — B =
[ 0 AJ 1 { 0 B } 7

gde je Ay € B(R(A¥)) invertibilan, A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A*)*)]

je Drejzin invertibilan. Pored toga,

BO _ { ATt AT ABP } ‘

0 BP

Dokaz. Na osnovu [54, Corollary 2.2], operatori A i A® su predstavljeni, u odnosu na
ortogonalnu sumu X = R(AF) @ N((A4%)*), kao:

A: Al A2 1 A©: AII 0 )
0 A 0 O

gde je A; € B(R(A¥)) invetibilan i A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan. Pretpostavljamo da je

b= [ o } ‘ { Nféj:))*) } 7 [ Nféﬁ:;w ] |

(i) Iz

0 0

APB + AP A =0 je ekvivalentno sa By = —A; i By = —As.
(i) Jednakost

APB + A®A = { AT'Bi+ 1 A7H(By + As) ]

BiAT + 1 0
BA® 4+ AA® = | T
- { BATl 0
implicira da je BA® + AA® = ( ako i samo ako B; = —A; i By = 0. Koristeéi [7,
—-A, B
Theorem 2.3], Drejzinova invertibilnost operatora B = { 0 ! 32 } implicira Drejzinovu
4

invertibilnost operatora By. Izraz za B® sledi iz [43, Lemma 2.3].
(iii) Ovaj deo je jasan iz (i) i (ii). O

U slucaju da je APB+ APA =01 BA® + AA® = (), predstavljamo potrebne i dovoljne
uslove za (A + B)® = A® + BO.

Teorema 2.3.2. Za A, B € B(X)? takve da je A°B+A®PA =01 BA®? + AA® = 0, sledeca
tvrdenja su ekvivalentna:

(i) A+ B e B(X)?i(A+ B)® = A® + BO;
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

(i) A+ BeBX)Pi(A+ B)® = BO(I — AA®);
(i) A+ BeBX)P, (A+B)® = (I — AA®)B® | A? = — AA® BO;
(iv) A+ B e B(X)P, (A+ B)® = (I — AA®)B® i (A®)? = —A® O,

Dokaz. 1z Leme 2.3.2, APB + APA = 01 BA® + AA® = 0, postoji ortogonalna suma
X = R(A*) @& N((A%)*) tako da je

Ap Ay : —Ar —A
A= B =
[ 0 AJ 1 [ 0 B } 7

gde je A; € B(R(AY)) invertibilan, A3 € B[N((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A*)*)] je
Drejzin invertibilan. Takode,

4o Ao . po_ —A7Y —ATTABP
0 0 0 B® ’
pa je
0 —A'A,BP
A® + B® = Lo b
! {o By ]
0 0

Kako je A+ B = [ } Drejzin invertibilan, iz [7, Theorem 2.3], zakljucuje se da

0 As+ B,
je Az + B4 Drejzin invertibilan i

(A+ B)® = [8 (A3+OB4)® ]

Dakle, (A+ B)® = A® + B® ako i samo ako je
0= A;B?, (2.4)
(As + Ba)® = B. 2.5)
(i) & (ii): Moze se uociti da

0 —A'A,BP ]

BO(I — AA®) = {O o
4

implicira (A + B)® = BO(I — AA®) ako i samo ako (2.4) i (2.5) vaze, odnosno
(A+ B)® = A® + B®.
(i) & (iii): Koristedi
0 O
[~ AA®)BO =
1= a1 = g |
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Aditivnost jezgarnog-EP inverza

imamo da je (A+ B)® = (I — AA®)B® ekvivalentno sa (2.5).
Dalje,
—A7Y —ATTABP
0 0

implicira A® = —AA®B® ako i samo ako (2.4) jeste zadovoljeno. Dakle, tvrdenja (i) i (iii)

jesu ekvivalentna.
(iii) = (iv): Uslov A® = —AA®B® implicira (A?)? = —APAA®B® = —A®RBO,
(iv) = (iii): Mnozenjem (A®)? = —A®B® sa A sa leve strane, sledi A2 = —AA®B®. ]

AA®B® —

Teorema 2.3.2 implicira sledeci rezultat za aditivnost jezgarnog inverza.

Posledica 2.3.1. Za A, B € B(X)# takve da je A2B + A®A = 0 i BA® + AA® = (,
sledec¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) A+ Be B(X)*i(A+ B)® = A® + B®;
i (A4 B)® = B®(] — AA®);

i A® = —AA®B®,;

(

(ii) A+ B e B(X

(iii) A+ B e B(X
(

) )
) )*
) )*
(iv) A+ B e B(X)* i (A®)? = —A®B®,

Teorema 2.3.3 moze biti dokazana slicno kao Teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.3. Za A, B € B(X)P takve da je BA® + AA® = 0, slede¢a tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) A+ BeB(X)?i(A+B)® = A® + BO;
(i) A+BeB(X)”i(A+B)®=B2(I - AA®);

(iii) A+B € B(X)P, (I-AA®)((A+B)®—B®) = 0i AA?((A+B)®—B®)(I—AA®) = 0;
(iv) A+B € B(X)?, (I—AA®)((A+B)®—B®) = 01 A2((A+ B)® — B®)(I — AA®) = 0.

Primenjujuéi Teoremu 2.3.3, dobijaju se slede¢i uslovi da jednakost (A+B)® = A®+ B®
vazi.
Posledica 2.3.2. Za A, B € B(X)# takve da je BA® + AA® = (, sledec¢a tvrdenja su

ckvivalentna:
(i) A+ BeB(X)*i(A+ B)® = A® + B®,
(ii) A+ BeB(X)"i(A+ B)® = B®(] — AA®);
(il) A+B € B(X)#, (I—AA®)((A+B)®2—B®) = 0i AA®((A+B)®— B®)(I— AA®) = 0;
(iv) A+B e B(X)#, (I—AA®)((A+B)®—B®) = 0i A®((A+B)® — B®)(] — AA®) =0
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

Sada se predstavljaju uslovi pod kojima relacija A? <©® B? vazi.

Teorema 2.3.4. Za A, B € B(X)P takve da je A°B+APA =0i BA?+ AA® = 0, slede¢a
tvrdenja jesu ekvivalentna:

(i) A% <® B2

(i) AA®(A%+ AB) =0
(ili) A®(A2+ AB) = 0;
(iv) AA®(AB — BA) = 0;
(v) A®(AB — BA) =0,

Dokaz. Jasno je da, koriséenjem Leme 2.3.2, AB + APA =01 BA® + AA® = 0, postoji
ortogonalna suma X = R(A*) & N((A*)*) tako da je

Al AZ . _Al _A2
A = B =
{ 0 1431 : { 0 By |

gde je A; € B(R(A¥)) invetibilno, Az € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i By € B[N ((A¥)*)] je
Drejzin invertibilan. Kako je A € B(X)P, zakljucujemo da je A% € B(X)?,
o [ A A+ Ay e [ A Aid - AB
0 A2 ! 0 B

(ﬁw:[ﬁggy

Najpre, uo¢imo da je

I 0

’ﬁﬁp:{oo

] = B?(A?)°.
Dalje, na osnovu

0 0 ’

0 0

A% <© B? ako i samo ako je (A%)PA? = (A%)®B? §to je ekvivalentno sa Ay Az = — Ay B,y.

(i) & (ii): Primenjujudi

40 _ ATt 0
| 0 0

i jw:{ﬂﬁ_m@+@&]

0 A3By
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Aditivnost jezgarnog-EP inverza

dobija se

AA®(A? 4 AB) = AA® { 0 AsAs+ A;B, ] _ [0 AyAs + AsBy

0 A%+ A3B, 0 0

Dakle, AA®(A% + AB) = 0 ako i samo ako je AyA3 = — Ay By $to je ekvivalentno sa (i).
Ekvivalencije (ii) < (iii) i (iv) < (v) jesu ocigledne.

: o\ [ A —A1A — A4,
(i) & (iv): Iz BA = [ 0 BiA,

} , imamo

AA®(AB — BA) = [ 8 AZBﬁAZAS } .

Zakljucujemo da je AA®P(AB — BA) = 0 ako i samo ako —A; By = Ay A3 ako i samo ako (i)
vazi. [
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Poglavlje 3

Jezgarno—EP ortogonalni elementi u
prstenu sa involucijom

3.1 Relacije parcijalnog uredenja i pre-uredenja u prstenu

Relacije minus i zvezda uredenja prvobitno su definisane na polugrupi odnosno *-polugrupi
[15, 26], a zatim na matricama [4].

Koristeci razli¢ite uopstene inverze, mnoga pre-uredenja i parcijalna uredenja jesu pre-
dstavljena u [44, 45, 50].

Definicija 3.1.1. [70] Ako su a,b € R, zvezda parcijalno uredenje a <* b vazi ako je
aa* =ba* 1 a*a=a"b.
Specijalno, pretpostavka a,b € RT daje a <* b ako i samo ako je
aa' =ba’ 1 dala=d'b.
Definicija 3.1.2. [70] Ako su a,b € R, onda a je manje od b u odnosu na grupno parcijalno

uredenje (a <# b) ako je:
aa’ =ba® i a*a=a"b.

Definicija 3.1.3. [70] Ako su a,b € R® onda je a manje od b u odnosu na jezgarno
parcijalno uredenje (a <® b) ako je:
aa® =ba® i a®a = a®b.

Pomocu jezgarnog-EP inverza, jezgarno-EP pre-uredenje je definisano za elemente u
prstenu sa involucijom.
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Definicija 3.1.4. [23] Ako su a,b € R®, onda je a manje od b u odnosu na jezgarno-EP
pre-uredenje (a <® b) ako je:

aa® =ba® i a®Pa = a®b.

Posebno, ako je a,b € R®, onda a <® b postaje a <® b. Jezgarno parcijalno uredenje
jeste dato u [1].

Detaljniji rezultati u vezi sa jezgarnim-EP pre-uredenjem mogu se videti u [14, 53, 54].
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Jezgarno—EP ortogonalni elementi u prstenu sa involucijom

3.2 Definicije ortogonalnosti u prstenu
U vezi sa konceptima obostrane ortogonalnosti u prstenu, najpre se podsetimo slede¢ih
definicija.
Definicija 3.2.1. Elementi a,b € R jesu ortogonalni (oznac¢avamo sa a_lb) ako je:
ab=0 i ba=0.
Specijalno, kada je a € R*, a_Lb je ekvivalentno sa:

a”b=0 1 ba” =0.

Definicija 3.2.2. Elementi a,b € R jesu x-ortogonalni (oznacava se sa al.b) ako vazi:
atb=0 1 ba" =0.
U slucaju da je a € Rf, aL,b je ekvivalentno sa
a'b=0 i ba' =0.

Jezgarna ortogonalnost nije simetri¢na relacija. Da dobijemo simetri¢nost, stroga jezga-
rna ortogonalnost je istrazena u [20].

Pojmovi jezgarne i stroge jezgarne ortogonalnosti su uopsteni za elemente prstena sa
involucijom u [38].

Definicija 3.2.3. Zaa € R® i b € R, a je jezgarno ortogonalno sa b (oznacimo sa a_Lgb)
ako je
a®b=0 i ba® = 0.

Definicija 3.2.4. Za a,b € R®, a je strogo jezgarno ortogonalno sa b (ozna¢imo sa a_Lg b)
ako je
algb=0 i blga.

Poznato je u [20], da alg (b implicira (a + b)® = a® + b®. Obrnuto tvrdenje je tacno
pod dodatnim uslovima datim u [20, 37, 41].
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Jezgarna—EP ortogonalnost

3.3 Jezgarna—EP ortogonalnost

Koristeéi jezgarni-EP inverz umesto jezgarnog inverza u definiciji jezgarne ortogonalno-
sti, novi koncept jezgarne-EP ortogonalnosti je predstavljen u [59] za Drejzin invertibilne
ogranicene linearne operatore.

Kako je jezgarni-EP inverz uopstenje jezgarnog inverza operatora indeksa 1 na operator
proizvoljnog indeksa, koncept jezgarne-EP ortogonalnosti je uopstenje jezgarne ortogona-
Inosti. Pomocu jezgarne-EP ortogonalnosti, pojam stroge jezgarne-EP ortogonalnosti je
definisan takode u [59] i povezan je sa jezgarnom-EP aditivnoséu.

Zmacaj razlicitih tipova ortogonalnosti i skorasnji rezultati o jezgarnoj-EP ortogonalnosti
za operatore i jezgarnoj ortogonalnosti za matrice i elemente u prstenu sa involucijom,
motivisali su istrazivanja u ovoj sekciji.

Tacnije, definisana je jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom
uopstavajuc¢i pojam jezgarne ortogonalnosti skoro predstavljene za elemente prstena sa
involucijom u [41] i koncept jezgarne-EP ortogonalnosti istrazen za Drejzin invertibilne
ogranicene linearne operatore u [59).

Potrebni i dovoljni uslovi za jezgarnu-EP ortogonalnost dva elementa dokazani su na
osnovu algebarskih jednacina, idempotenata, samo-adjungovanih elemenata i jezgarnog-EP
pre-uredenja. Predstavljene su i matri¢ne reprezentacije za dva jezgarno-EP ortogonalna
elementa.

Takode, za dva jezgarno-EP ortogonalna elementa, uvode se ekvivalentni uslovi za jezgarnu-
EP aditivnost (a + b)® = a® + b®. Nekoliko osobina jezgarne-EP ortogonalnosti je pred-
stavljeno u slu¢aju kada je a* EP, gde je ind(a) = k.

Stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom je uvedena takode
kao uopstenje stroge jezgarne ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom u [41] kao
i stroge jezgarne-EP ortogonalnosti za Drejzin invertibilne ogranicene linearne operatore u
[59]. U ovom poglavlju su prikazani rezultati pokazani u radu [78].

Najpre definiSemo pojam jezgarne-EP ortogonalnosti u prstenu sa involucijom.

Definicija 3.3.1. [78] Zaa € R® i b € R, a je jezgarno-EP ortogonalno sa b (oznacava se
sa algpb) ako je
a®b =0 i ba® = 0.

Kada je a € R®, jezgarna-EP ortogonalnost se poklapa sa jezgarnom ortogonalnoséu
definisanom u [41].

Nekoliko potrebnih i dovoljnih uslova da vazi aLpb je predstavljeno.
Lema 3.3.1. Za a,b € R® iind(a) = k, sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
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(i) bR C (a®)° i a®R C b°;
(iii) (a®)*b=0bia* =0 (tj. a*Lgb);
(iv) bR C [(a¥)*]° i a*R C b°;
(v) alghb* (tj. b*a* =01 (a®)*b* = 0);
(vi) a"R C (b")° 1 b*R C [(a")'];

(vii) bPa* =01 a®b* = 0;

(viii) a*R C (b®)° i "R C (a®)°.

Dokaz. (i) < (ii): Dokaz je jasan po Definiciji 3.3.1.
Ovaj dokaz se zavrsava slicno kao u [59, Lemma 2.1].

O

Za ind(a) < 1, napominjemo da je [41, Theorem 3.3] specijalan slucaj Leme 3.3.1.
Sledeée osobine jezgarne-EP ortogonalnosti slede kao u [59, Lemma 2.2].

Lema 3.3.2. Ako je a,b € R® ialgpb, onda je aa®Lbb® i bPbLa®a.

Kao u [59, Theorem 2.1], potvrduju se sledece karakteristike jezgarne-EP ortogonalnosti
u prstenu sa involucijom. Primetimo da se uopstavaju neka tvrdenja iz [59, Theorem 2.1] i

dokazuju se nova tvrdenja (vi)—(ix).

Lema 3.3.3. Za a,b € R® iind(a) = k, sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) alpb;
(i) a <®a+b;
(iii) b = (1 — aa®)z(1 — a®a), za proizvoljno z € R;
(iv) a®bi ba® su idempotenti i a®(a + b)a® = a®;
(v) a®b=ba® ia®(a+b)a® = a®;
(vi) a®b i ba® su idempotenti i a®ba® = 0;
(vil) a®b = ba® i a®ba® = 0;
(viii) a®b i ba® su idempotenti i aa®ba®a = 0;

(ix) a®b = ba® i aa®ba®a = 0.

Dokaz. Ekvivalencije tvrdenja (i)—(v) slede kao u [59, Theorem 2.1]. Tvrdenja (vi) (ili (viii))
i (vii) (ili (ix)) su ekvivalentna sa (iv) i (v), redom, direktnim izracunavanjem. [
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Matricne reprezentacije jezgarno-EP ortogonalnih elemenata a i b su pokazane sada u
prstenu sa involucijom, i delovi (iii) i (iv) u [59, Theorem 2.1] jesu uopsteni.

Teorema 3.3.1. Za a,b € R®, p = aa®, ind(a) = k i ind(b) = m, sledeéa tvrdenja su

ekvivalentna:
(i) alpb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; 4 ey sa e; = p tako da je

a_ts ib—OO
10 a 10 by ’

PXp
gdejet € (pPRp)~, ak=01iby € (1 -p)R(1 —p))®;

pXp

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e + es + €3 sa e; = p i es = €5 tako da je

t S1 S9 0 0 0
a = 0 a1 Q929 1 b= 0 tl S3 s
0 axs ax ], 00 bl .

gde je t € (pRp)™, (a9 + asy + ags + agy)® =0, t1 € (eaRey) i bk = 0.
Dokaz. (i) = (ii): Prema [14] i [43, Lemma 2.3], imamo, za p = aa® da je
t s =1 0
“ { 0 ay } b { 0 0 ] ’
pPXp pPXp

gde je t € (pRp)~' i al = 0. Pretpostavimo da je

by b3
b:
[64 bz}

pXp
Jednakosti ) )
t=*by tbs
0=a®b=
@o= | " "]
pXp
i 1
bit™ 0
“ |: b4t_1 0 :|
pxp

1 € RO, mozemo pokazati da je
PXp

impliciraju by =0, b3 =01 by = 0. Kako je b = [ 8 bO
2
by € (1 =p)R(1 = p))®.
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(ii) = (iii): Posto je by € ((1 — p)R(1 — p))@, iz [14] i [43, Lemma 2.3], za ¢ = byb3 i

ind(bg) = m, vazi

: thoo

i b?:{ : 0} ,
pXp

tl S3
by —
2 {0 bm}

gde je t; € (qRq)™' i b5, = 0. Primetimodaje l=p+q+(l—p—q), p*=piq¢ =q.

axq

Cinjenica da je by € (1 — p)R implicira da je pg = pbabP = 0.

Iz ¢ = ¢¢ = (bD)*, b5 € R(1 — p), zakljucujemo da je qp = 0. Za e = p, e3 = q i
e3=1—p—gq,sledidajel=e +e+eziee;=0,i+#7j,i,7=13.

Moze se uociti da je:

b = by =11+ 534 ba = qbag + qba(1 — q) + (1 — q)bs(1 — q)
q(1 = p)b(1 = p)g+q(1 —p)b(1 —p)(1 —¢q) + (1 — g)(1 = p)b(1 — p)(1 — q)
= qbg+qb(1 —p—q)+(1—p—q)b(1 —p—q),

t1 = qbgq, s3 = qgb(l —p—q) ibyp =(1—p—q)b(l —p—¢q). Shodno tome, b ima sledeéu
matricnu formu:

0 0 O
b= 0 tl S3
0 0 b

exe

Kako je

a = t+s+ay=pap+pa(l —p)+ (1 —p)a(l —p)
= pap+paq+pa(1—p—Q)+qa(1—p)+(1—p q)a(l —p)
= pap + paq + pa(l — p — q) + qaq + qa(l — p — q)
+ (1-=p—qlag+ (1 —p—qla(l —p—q),

oznatimo: sy = pag, sz = pa(l —p —q), an = qaq, azz = qa(l —p —q), azs = (1 —p — g)ag
iay=(1—p—q)a(l —p—q). Prema tome, a moze biti predstavljeno kao

t S1 So
a= |0 ay ax )

0 ags ag exe

gde je 0 = aé = (ag1 + ag + ass + a24)k~
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(iii) = (i): Posto je:
0
a® = 0 0
0 0
sledi da je: a®b =01 ba® = 0. Dakle, aLpb. O

Sada ¢emo dokazati nove karakteristike za a_Lpb pomocu samo-adjungovanih elemenata
i idempotenata.

Teorema 3.3.2. Za a,b € R® iind(a) = k, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) alob;
(ii) a®b i ba® su samo-adjungovani i a®(a + b)a® = a®;
(iii) a®bi ba® su samo-adjungovani i a®ba® = 0;
(iv) a®b i ba® su samo-adjungovani i aa®ba®a = 0;
(v) a®b =01 ba® je samo-adjungovan;
(vi) aa®b =01 ba® je samo-adjungovan;
(vii) (a®)*b =01 ba® je samo-adjungovan;
(viii) a®b =01 ba® je idempotent;
(ix) aa®b =01 ba® je idempotent;
(x) (a*)*b =01 ba® je idempotent;
(xi) ba® =01 a®b je samo-adjungovan;
(xii) ba®Pa = 01 a®b je samo-adjungovan;
(xiii) ba* = 01 a®b je samo-adjungovan;
(xiv) ba® =01 a®b je idempotent;
(xv) ba®a = 01 a®b je idempotent;
(xvi) ba® =01 a®b je idempotent.

Dokaz. (i) = (ii)-(xvi): Dokaz je jasan.
(ii) = (i): Iz [14] i [43, Lemma 2.3], imamo da je:

t s t=1 0
_ : O __
“ [0 aJ ' 4 [0 0} ’
pPXp
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gde je p=aa®, t € (pRp)~'ial = 0. Neka je
b1 b3
b—
{ by by }

71, b,
0 0

pXp
Tada je

a®b:{

byt™t 0
pPXp pPXp
Kako su a®b i ba® samo-adjungovani, zaklju¢ujemo da je: b3 = 0 i by = 0. Hipoteza

a®(a + b)a® = a® je ekvivalentna sa a®ba® = 0. Iz

0=a%ba® = U
0 0 ’
pXp
0 0

sledi da je by = 0. Sada b = [ 0 by

] € R® implicira by € ((1 —p)R(1 — p))®. Dakle,

pXp
Teorema 3.3.1 implicira a_Lgb.

(il) < (iii) & (iv): Ove ekvivalencije se dokazuju jednostavnim izracunavanjima.

(v) = (i): Koristedi reprezentacije a, a® i b kao u (ii) = (i), moze se uociti da je: a®b =0
i ba® je samo-adjungovan ako i samo ako su by = 0, b3 = 01 by = 0. Ostalo je jasno na
osnovu Teoreme 3.3.1.

(v) & (vi) < (vii): Primenom jednakosti a® = a”a*(a*) i direktnim izracunavanjem,
mogu se proveriti ove ekvivalencije.

(viii) = (i): Pretpostavke da je a®b =0 i da je ba® idempotent impliciraju da je
ba® = b(a®b)a® = 0, tako da je algb.

Na slican nacin se zavrsava ovaj dokaz. [J

U slucaju da je algb, potrebni i dovoljni uslovi za (a 4+ b)® = a® + b® jesu dokazani.
Primetimo da Teorema 3.3.3 jeste uopstenje [59, Theorem 2.2] sa novim tvrdenjima u
uslovima (vi)—(vii).

Teorema 3.3.3. Neka je a,b € R® iind(a) = k. Ako je algb, sledeta tvrdenja jesu

ekvivalentna:
(i) a+beR®P1i(a+b)® =a®+0b2;

(i) a+beRPi(a+b)®(1— aa®) = bO;
(i) a+ b€ R®, (1 —aa®)(a+b)® =02 ia®a(l —aa®)(a+b)® = 0;
(iv) a+beR®, (1 —aa®)(a+b)® =02 ia®Pab® = 0;

(v) a+beR®, (1—aa®)(a+b)® =b2iaa®ab® = 0;

) S ( )(a +b)

(vi) a+ b€ RO, (1 —aa®)(a+b)® =02 ia®(a+b)®(1 - aa®)=0;
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(vii) a+b € RO, (1 —aa®)(a+b)® =2 i aa®(a + b)°(1 — aa®) = 0.

Dokaz. Pretpostavka da je algpb i Teorema 3.3.1 impliciraju:

a_ts ib_[)O
_OCLQ —Obg ’

pXp pXp
gde je p=aa®,t € (pRp)~!, ak =0iby € (1 —p)R(1 —p))®. Sada je

t=t 0 0 0
o _ ' po —
“=lool, o oeeloel
PXp pPXp

Koristec¢i a + b = f ° € R®, na osnovu [43, Lemma 2.3], zakljucujemo da je

0 as + b2 pxp
as+by e (1 —p)R(1—p))®i

71 —t7's(ag + by)®
b)® =
(@+9) [ 0 (ag+1by)®

pXp

Prema tome, (a + b)® = a® + b® ako i samo ako je s(ay + b2)® = 0i (ag + by)® = by .
(i) < (ii): Kako je
P pXp

onda je
(@+D)2(1— aa®) = [ 0 —t's(ag +by)® ]

0 ((12 + bg)g

pXp
Shodno tome, (a + b)®(1 — aa®) = b® ako i samo ako je s(ay +by)® = 01 (ay + by)® = b,
sto je ekvivalentno sa (i).

(i) & (vi): Iz

(1 - aa®)(a+b)® = [ : (a3 +Ob2>@ pr’

zakljucuje se da je (1 — aa®)(a + b)® = b® ako i samo ako je (ay + by)® = b3.

Dalje, iz

0®(a+b)®(1 — aa®) { 0 —t2s(ag + b2)® ] |

0 0

pXp
a®(a+b)®(1 — aa®) = 0 je ekvivalentno sa s(as + b2)® = 0. Dakle, dobija se ekvivalencija
izmedu tvrdenja (i) i (vi).

Sli¢no, zavrsavamo ovaj dokaz. [

Poznato je da, na osnovu [59, Example 2.1], jezgarna-EP ortogonalnost nije simetri¢na
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relacija i da, u opstem slucaju, (a + b)® = a® + b® ne implicira a_L5b.

Sledeéi rezultati su pomoéni.

Lema 3.3.4. Neka je a,b € RP, ind(a) = k i ind(b) = m. Ako je a*b™ = 0, onda je
(i) a*RNb™R = {0};

(i) (a*)"RN@®")"R = {0}

(iii) (a* +0™)° = (a*)°n (™)

(iv) ((@®)*+ ™)) = ((@®)")° (™))"

Dokaz. Na osnovu a,b € RY, ind(a) = k i ind(b) = m, mozemo uoéiti da je a*, b™ € R¥.
Ostatak sledi iz [41, Lemma 3.6]. O

Uz uslov algpb, Lema 3.3.4 implicira sledeci rezultat.
Teorema 3.3.4. Neka je a,b € R®, ind(a) = k i ind(b) = m. Ako je alpb, onda vazi
(i) a*RNbvmR = {0};

i) (
) (ab +0m)° = (a®)* N (07)%;

(iv) ((a®)" + (™))" = ((a*)")* N (™))
) (@*)*RnNb™R = {0};

) a"RN (") R ={0};

(vii) ((a%)" +b™)° = ((a*)*)°n ™)

(viii) (a* + (b™)7)° = (a*)° N (™))",

Dokaz. Prema [22], uslovi a,b € R®, ind(a) = k i ind(b) = m impliciraju a,b € R
i a® b™ € RI. Pretpostavka algpb i Lema 3.3.1 daju (a*)*b = 0 i ba® = 0. Onda je
(a®)*b™ = 0 i b™a* = 0. Koriste¢i Lemu 3.3.4, ovaj dokaz moze biti zavrsen. [J

Ako je a¥ EP, izucavaju se ekvivalentni uslovi za a_Lgb. Primetimo da se uslovi (ii)(iii)
pojavljuju u [59, Corollary 2.3], ali uslovi (iv)—(vi) jesu novi u literaturi.

Teorema 3.3.5. Neka je a,b € R® i ind(a) = k. Ako je a* EP, slede¢a tvrdenja su
ekvivalentna:

(1) alpb;
(ii) a® Lb;
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(iii) a®L,b;

(iv) a* <® a* +b;
(v) a® <# a* + b;
(vi) a* <* a* +b.

Stavise, ako jedno od tvrdenja od (i)-(vi) vazi, ind(b) = m i b™ jeste EP, onda a* + 1™ jeste
EP.

Dokaz. (i) & (ii) < (iii): Ove ekvivalencije slede kao u [59, Corollary 2.3].

(iv) < (i): Cinjenica da je a® EP implicira da je (a*)® = (a*)# = (a*)1.

Sada, uocimo da je a® <® a* + b ako i samo ako je a*(a*)® = a*(a*)® + b(a®)® i
(a*)®ak = (a*)Ba* + (a*)®b, sto je ekvivalentno sa b(a*)® = 01 (a¥)®b = 0, tj, ba* = 0 i
(a*)*b = 0. Primenjujuéi Lemu 3.3.1, zaklju¢ujemo da (iv) jeste ekvivalentno sa (i).

Kao u dokazu (iv) < (i), pokazuje se da vazi (v) < (i) < (vi). O
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3.4 Stroga jezgarna-EP ortogonalnost

U ovoj sekciji, istrazuje se stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente u prstenu sa
involucijom, uopstavajué¢i ovaj pojam za Drejzin invertibilne ogranicene linearne operatore
definisan u [59] i koncept stroge jezgarne ortogonalnosti dat u [41].

Definicija 3.4.1. Zaa € R® i b € R, a je strogo jezgarno-EP ortogonalno sa b (oznaceno
sa al g sb) ako je

U slucaju da su a,b € R®, stroga jezgarna-EP ortogonalnost se redukuje na strogu
jezgarnu ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom predstavljenu u [41]. Poseban
slucaj Definicije 3.4.1 je stroga jezgarna-EP ortogonalnost za Drejzin invertibilne ogranicene
linearne operatore [59].

Lema 3.4.1. Neka je a,b € R® iind(a) = k. Ako je algp b, onda je aa® Lbb® i a®a Lb®b.

Dokaz. Lema 3.3.2 implicira da je aa®bb® = 0, bbPaa® = 01 bCba®Pa = 0.
Takode, iz ab® = 0, imamo a®ab®b =0. O

Sledece karakteristike strogo jezgarno-EP ortogonalnih elemenata mogu se dokazati pri-
menjujuéi Lemu 3.3.3 na isti na¢in kao u [59, Theorem 3.1].

Lema 3.4.2. Za a,b € R® iind(a) = k, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) algpsb;
(i) a <P a+bib<®a+d;
(ili) e <®a+0, (1 —aa®)bPa =01 ab®(1 — aa®) = 0;
(iv) a®bi ba® su idempotenti, a®(a + b)a® = a®, (1 — aa®)bPa =01 ab®(1 — aa®) = 0;

(v) a®b=ba®, a®(a+b)a® = a®, (1 —aa®)b®a =01 ab®(1 — aa®) = 0.

Sada istrazujemo matricne forme strogo jezgarno-EP ortogonalnih elemenata u prstenu
sa involucijom.

Teorema 3.4.1. Za a,b € R®, p = aa®, ind(a) = k i ind(b) = m, sledeéa tvrdenja su
ekvivalentna:

<1) aJ_@75b;
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(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; 4 ey sa e; = p tako da je

lonl el
Oa2 Obg PXp

pXp

gdejet € (pRp)~Y, ak =0, by € (1 —p)R(1 —p))®, bPas =0, sbY = 0 i asb? = 0;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e + es + €3 sa e; = p i es = €} tako da je

t 0 s9 0 0 0
a=100 0 1 b=10 t s3 5
0 0 24 0 0 b22 exe

gde je t € (pRp)™Y, (a9 + asy + ags + aoy)® =0, t1 € (eaRey) i b = 0.

Dokaz. (i) = (ii): Na osnovu Teoreme 3.3.1, imamo da je
t s ] : [0 0 }
a = i b= ,
[ 0 as pxp 0 bg pxp

gdejet € (pPRp)~, ak=01iby € (1 —p)R(1—p))®.

Koristeci
0 O
ve =
ol
pXp
dobija se da je
0 O
0=10%a= [ o }
O b2 a2 PXP
: O
0 sb
O a2b2 PXP
Sto implicira bPay = 0, sb3 = 01 axb? = 0.

t=1 0 0 0
(ii) = (i): Primetimo da je a® = ib6® = o
0 0 0 b
pXp pXp
Elementarnim rac¢unanjem, proverava se da je a®b = ba® = b®a = ab® = 0, tj. alg b.
(i) = (iii): Teorema 3.3.1 implicira da postoji dekompozicija jedinice

l=e;+ey+egsae =piey=ejtako da je

t s1 S 0 0 O
a = 0 21 Q929 1 b= 0 tl S3 R
0 A23 Q24 0 0 622 xe

exe
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gde je t € (pRp)™, (a9 + asy + agz + ass)® =0, t1 € (eaRez) i b = 0. Uocimo da je:

0 0 O
=10 t;* 0
0 0 0
exe
Sada jednakosti
0 0 0
0= b©a = 0 tl_lagl tl_lagg
0 0 0 oxe
i
0 Sltl_l 0
0= ab@ = 0 agltl_l 0
0 aggtl_l 0 exe
impliciraju 91 = 0, 99 = 0, S1 — 0i 93 = 0.
(iii) = (i): Sledi iz:
t1 0 0 0 0 O
a®=| 0 00 i =0 "0 (3.1)
0 00 oxe 0 0 0 oxe

O

Pretpostavka da je aL g b u konjunkciji sa uslovom da je (1 — aa® — bb®)(a + b) nilpo-
tentan implicira da je (a 4+ 0)® = a® 4 0°.

Teorema 3.4.2. Neka je a,b € R®?. Akojealp bi(1—aa®—bb®)(a+Db) jeste nilpotentan,
onda je

(i) a+beR®Pi(a+b)® =a® +bO;
(ii) aa” = (a+b)a”;
(iii) bbP = (a + b)bP.

Dokaz. Koristec¢i Teoremu 3.4.1, postoji dekompozicija jedinice 1 = e; +e; +e3sa ey =p i
e = €5 tako da je

t 0 s 0 0 O
a=]100 0 i b= |0 t s3 ;
0 0 924 0 0 b22

exe
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gde je t € (pRp)~", (a1 + ago + ass + az4)* = 0, 1 € (ea3Res) 1 i b3y = 0. Primetimo da su
a® i b® predstavljeni kao u (3.1). Zbog toga sto je

0 0 0
(1—aa® —0b®)(a+b)=1|0 0 0
0 0 CL24—|—522 exe
nilpotentan, sledi da je asq + bys takode nilpotentan.
(i) Moze se proveriti da je:
t 0 s 17 [t 0 0
(a+0)® =10 t S3 =1 0 #'0
0 0 Qo4 + ng 0 0 0 exe
Prema tome, (a + b)® = a® + b®.
(ii) Kako je, za neke elemente x i y,
t1ox oy
a®=10 00 ,
0 00
exe
onda vazi
p txr ty
ac® =10 0 0 = (a+b)a®.
0 0 0
exe
(iii) Za neko z, uocimo da je:
0 O
vP=10 t!
0 0 0

exe

Ostali deo dokaza postaje jasan direktnim izra¢unavanjem. [J
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Poglavlje 4

Nove osobine jezgarnog-EP
pre-uredenja za operatore

4.1 Zakon direktnog i obrnutog redosleda za operatore

Jedan od bitnih problema u teoriji uopstenih inverza je da nademo uopsteni inverz proizvoda
[11, 12, 25, 52]. Za jezgarni inverz, potrebni i dovoljni uslovi za zakon obrnutog redosleda

(AB)® = B®A®
i zakon direktnog redosleda

(AB)® = A®B®
istrazeni su od strane mnogih autora [35, 74, 86, 98].

Na osnovu [90, Theorem 2.10], jezgarno parcijalno uredenje A <® B implicira
(AB)® = B#A® = (BA)®.
Pretpostavke pod kojima zakon obrnutog redosleda
(AB)® = BPA®

jeste zadovoljen za jezgarni-EP inverz su predstavljene u [22, 48].

U ovoj disertaciji prikazane su mnoge nove osobine jezgarnog-EP pre-uredenja i jezgar-
nog parcijalnog uredenja koje su dokazane u radu [80].

Prvi cilj je da se pronadu nove karakteristike za jezgarno-EP pre-uredenje A <® B
koristec¢i odgovaraju¢e samo-adjungovane operatore i stepen jezgarnog-EP inverza.

Dalje, u slucaju da je A <® B, pokazane su karakteristike zakona direktnog redosleda

(AB)® = AP O,
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Potrebni i dovoljni uslovi za ekvivalenciju izmedu zakona direktnog redosleda
(AB)® = A®B®

i zakona obrnutog redosleda
(AB)® = BPA®

su istrazivani.
Pod uslovom A <® B, dobijamo nove ekvivalentne uslove pod kojima bi vazilo

(B— A)® = B® — A®,

Primenjujuéi prethodno pomenute rezultate, dobijene su karakteristike za jezgarno par-
cijalno uredenje i osobine zakona direktnog redosleda za jezgarni inverz.
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4.2 Karakteristike jezgarnog-EP pre-uredenja

Ova sekcija je posve¢ena novim karakteristikama jezgarnog-EP pre-uredenja. Na pocetku,
predstavljamo pomo¢ni rezultat koji je koristan u nastavku.

Lema 4.2.1. [54, Corollary 3.7] Za A € B(X)P, k = ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja
su ekvivalentna:

(i) A<® B;

(ii) postoje sledece matri¢ne reprezentacije u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(AF) @ N((A")*):

A A , [ A A
A_[o AJ ! B_{o BJ’

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan i Az € B[N ((A*)*)] je nilpotentan.

U prvoj teoremi istrazujemo ekvivalentne uslove, u kojima je operator BA® samo-adju-
ngovan, da pre-uredenje A <® B vazi.

Teorema 4.2.1. Za A € B(X)P, k =ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna
(i) A<® B;
(ii) BA® je samo-adjungovan i APA = APB;
(iii) BA® je samo-adjungovan i AAPA = AA®B;
(iv) BA® je samo-adjungovan i A*AF = B* AF;
(v) BA® je samo-adjungovan i A*A® = B*A®;
(vi) BA® je samo-adjungovan i A*AP = B*AP.

Dokaz. (i) < (ii): Na osnovu [54, Corollary 2.2], operatori A i A® mogu biti predstavljeni
u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(AF) & N((A*)*) kao

A A, . A7 0
A= A® = ! 4.1
{ 0 AJ : { 0 0] (41)

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan i Az € B[N ((A*)*)] je nilpotentan.

Neka je
N R B e 42
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Najpre, primetimo da je

BA® — [ BiA 0 }

B,ATY 0

samo-adjungovan ako i samo ako B; A jeste samo-adjungovan i By = 0.
Dalje, AP A = A®PB jeste ekvivalentno sa

I AT'A ] [ AT'B1 A'Bs
0 0 N 0 0 ’

pa je, By = A; i By = Ay. Koristeéi Lemu 4.2.1, zakljuéujemo da tvrdenja (i) i (ii) jesu
ekvivalentna.
(ii) < (iii): Ova ekvivalencija sledi na osnovu jednakosti

APAA® = A®,

(iii) < (iv): Pomocu jednakosti A? = AP AF(AR)T i (AF)* = (AF)* AF(AF)T, sledi da je
AAPA = AA®B ako i samo ako je A*(AF)TA = A*(A¥)TB, sto je ekvivalentno sa
(AF)*A = (AF)*B, tj. A*A* = B*AF.

(iv) & (v): Ovaj deo je jasan iz A? = AFAP(AF)T i AF = ADAFHL,

(iv) < (vi): Na osnovu osobina Drejzinovog inverza, ovo je oc¢igledno. [

U slucaju da je ind(A) = 1 u Teoremi 4.2.1, uocimo da sledeée karakteristike jezgarnog
parcijalnog uredenja vaze.

Posledica 4.2.1. Za A € B(X)# i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

Sada su izucavani potrebni i dovoljni uslovi, koji ukljué¢uju da je (AA®PA)*B samo-
adjungovan, da bi vazila relacija A <® B.

Teorema 4.2.2. Za A € B(X)P, k = ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;

(ii)) (AA®A)*B je samo-adjungovan i AA® = BA®;
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(iii) (AA®PA)*B je samo-adjungovan i AAPA = BA®A;
(iv) (AA®A)*B je samo-adjungovan i A¥*1 = BA¥;

(v) (AA®A)*B je samo-adjungovan i APA* = A®B*;
(vi) (AAPA)*B je samo-adjungovan i AAP = BAP,

Dokaz. (i) < (ii): Pretpostavimo da su operatori A, A® i B predstavljeni kao u (4.1) i
(4.2). Sada, AA® = BA® vazi ako i samo ako je

I o} BiATY 0
0 0] | BsA7Y 0]
Sto je ekvivalentno sa By = Ay 1 By = 0.

Onda je

A5 0] 0 By AsA, AiB,

samo-adjungovan ako i samo ako je By = As. Lema 4.2.1 implicira da je (i) ekvivalentno sa
(ii).

Slicno kao u Teoremi 4.2.1, zavrSavamo ovaj dokaz. [

Primetimo da je uslov da je (AA®A)* B samo-adjungovan ekvivalentan sa uslovom da je
A*AA®PB (ili BAA® A) samo-adjungovan.
Teorema 4.2.2 implicira sledeé¢e posledice vezane za jezgarno parcijalno uredenje.

Posledica 4.2.2. Za A € B(X)# i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(ii)) A*B je samo-adjungovan i AA® = BA®;
(iii) A*B je samo-adjungovan i A = BA® A;
(iv) A*B je samo-adjungovan i A? = BA;
(v) A*B je samo-adjungovan i A®A* = A® B*;
(vi) A*B je samo-adjungovan i AA* = BA#.

Koristedi stepene jezgarnog-EP inverza A®, dokazujemo sledeée karakterizacije relacije
A<® B.

Teorema 4.2.3. Zan € N, A € B(X)P, k = ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su
ekvivalentna:
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(i) A<® B;

(ii) B(A®)™! = (A®)" i APA = A®;

(iti) B(AP)™! = (AP)" | APA = A®B;

(iv) B(A®)™! = (A®)" i (AA® A)* B je samo-adjungovan;
(v) B(A®)™1 = (A®)" i (AAPA)*(A — B) = 0;

(vi) BA® je samo-adjungovan i (AAPA)*(A— B) = 0.

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavka da je A <® B implicira AA® = BA® i APA = A®B.
Prema tome, (A®)" = A(A®)"t! = B(AQ@)"+1,
(ii) = (iii): Iz [65, Lemma 2.1], (A®)" = (AP)" A*(AF)T, sto implicira

(AP)"AAP = (AP)"AR(AF)TAAP = (AP)"(AR(AR)TAR)(AP)H
= (A7)"AN(AP)" = (AP)"AAP = (A7), (4.3)

za proizvoljno n € N. Koriste¢i (4.3) i B(A®)" = (A®)" sledi da je
B(AD>n+1 — (B(A@)n+1)AAD (Ag)"AAD (AD)
(iii) = (i): Primenjujué¢i A2 = AP A*(AF)T i B(AP)"1 = (AP)", uocavamo da je:

BA® = BAPAF(AR)T = (B(AP)™) ARt (AR)
= (AP)"AT(AR)T = A(APAR(AT)T)
= AA®.

(i) & (iv): Ako su A, A® i B predstavljeni kao u (4.1) i (4.2), primetimo da je
B(A®)"1 = (A®)" ako i samo ako je

BA" 0| [ AT 0
BAT™Y o | 0 o)’

Sto je ekvivalentno sa By = A; i By = 0.

AtA, AiB
ASA, AsBs
Prema Lemi 4.2.1, (i) i (iv) jesu ekvivalentni.

(i) & (v): Akosu A, A® i B predstavljeni sa (4.1) i (4.2), kao u delu dokaza (i) < (iv),
B(A®)" ! = (A®)" je ekvivalentno sa By = A; i By = 0. Onda, iz

Sada, (AARA)*B = [ } je samo-adjungovan ako i samo ako je By = A,.

0 Aj(As — By)

(442474~ B) = { 0 A3(As — By)
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(AAPA)*(A — B) =0 ako i samo je By = A.
(i) & (vi): Neka A, A® i B su dati kao u (4.1) i (4.2). Zbog

AAP A (A — B) = 1 |
( A ) A3(Ar — Br) A5(Az — By)

zakljucujemo da je (AACA)*(A — B) = 0 ekvivalentno sa By = A; i By = Ay. Takode,

pae | 1

ByATL 0 } je samo-adjungovan ako i samo ako je By =0. O

Na osnovu Teoreme 4.2.3, sledeéi rezultat vazi. Primetimo da je deo (iv) u Posledici
4.2.3 predstavljen kao deo (iv) u [99, Theorem 3.10].

Posledica 4.2.3. Zan € N, A € B(X)# i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(ii) B(A®)"t! = (A®@)" i ABA = A®B;
(iii) B(A#)"H! = (A#)" i ABA = A®PB;
(iv) B(A®)"t1 = (A®)" i A*B je samo-adjungovan;
(v) B(A®)"tl = (A®)" i A*A = A*B;
(vi) BA® je samo-adjungovan i A*A = A*B.
Takode dokazane su sledeée karakteristike za A <® B.
Teorema 4.2.4. Za A € B(X)P, k =ind(A) i B € B(X), sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(i) BA® = AAPBA® i APB = A®A;
(i) BAPA = AAPBA®A | AAPB = AACA;
(iv) BA®? = AAPBA® i B* Ak = A* Ak
(v) BA® = AAPBA® APBA®PA = APAi APB(I — AA®) = APA(I — AA®);
(vi) BAPA = AAPBACA, APBA® = A® i AAPB(] — AAD) = AAPA(] — AA®).

Dokaz. (i) < (ii): Neka su A, AP i B datisa (4.1) i (4.2). Onda je BA® = AA®PBA® ako
i samo ako je (I — AA®)BA® = 0, sto je ekvivalentno sa:

0 0]_,
B,ATY 0| 7
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odnosno, By = 0.

Kao u dokazu Teoreme 4.2.1, AP B = AP A ako i samo ako je By = A; i By = A,. Ostalo
je jasno iz Leme 4.2.1.

(ii) < (ili) © (iv): Ove ekvivalencije mogu biti proverene kao u Teoremi 4.2.1.

(i) & (v): Pretpostavimo da A, A® i B imaju matri¢ne forme kao u (4.1) i (4.2). Kao
u delu (i) < (ii), pokazujemo da je BA® = AA®PBA® ekvivalentno sa By = 0. Jednakost
APBA®A = A® A vazi ako i samo ako je

AT'By AT'BIATTA, | [T ATMA
{ 0 0 } B { 0 0 ] ’
sto je ekvivalentno sa By = A;. Takode, APB(I — AA®) = AP A(I — AA®) je ekvivalentno
sa
0 AT'By ] [0 AT'A
{ 0 0 ] a { 0 0 } ’

tJ B2 = AQ.
(vi) & (v): Ovo je jasno. O

Kao posledica, karakterise se A <® B na slededi nacin.
Posledica 4.2.4. Za A € B(X)# i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(ii) BA® = AAPBA® i AR = A®A;
(ili) BA®A=AA®BA®A i AA®B = A,
(iv) BA® = AA®BA® i B*A = A*A;
(v) BA® = AA®PBA® APBA®PA = A®PA1 A®PB(] — AA®) = AP A — AA®;
(vi) BA®A = AAPBA®A, APBA® = A® § AAPB(] — AA®) = A(I — AA®).
Nekoliko karakteristika relacije A <® B je istrazeno pomocu proizvoda BA®PB.
Teorema 4.2.5. Za A € B(X)P, k = ind(A) i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(i) AA®(BA®B — A) =01 AA® = BAO®;
(iii) A2(BA®B - A) =01 AA® = BA®;
(iv) AAPA=BA®Bi AA® = BA®.
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Dokaz. (i) < (ii): Pretpostavimo da A, A® i B imaju reprezentacije kao u (4.1) i (4.2).
Kao u dokazu Teoreme 4.2.2, zakljucuje se da AA® = BA® jeste ekvivalentno sa By = A;
i By =0. Sada, iz
BA®B = { A By ]
0 O
By — A
AAP(BA®B — A) = [8 2 0 2 }

AA®(BA®B — A) = 0 ako i samo ako je By = As.

(ii) < (iii): Ovo je ocigledno.

(i) & (ii): Ponovo, koristeéi reprezentacije operatora A, A® i B kao u (4.1) i (4.2),
AA® = BA® ako i samo ako je By = A; i By = 0. Stavise, AA? A = BA®B je ekvivalentno

sa
Al A2 o Al B2
o o |0 0]

Kao posledica, opisuje se relacija A <® B.

tj, Bg = AQ. ]

Posledica 4.2.5. Za A € B(X)# i B € B(X), slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A <® B;

(i) AA2(BA®?B— A)=01 AA® = BA®;
(ii) A2(BA®B —A) =01 AA® = BA®;

)

(iv) A= BA®?Bi AA® = BA®,
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4.3 Jezgarni-EP inverz proizvoda i razlike dva opera-
tora

Pod pretpostavkom da je A <® B, posmatramo jezgarni-EP inverz proizvoda i razlike
operatora A i B u ovoj sekciji.
Najpre izuc¢avamo potrebne i dovoljne uslove da bi vazilo A? <® B® kada je A <® B.

Teorema 4.3.1. Za A, B € B(X)P takve da je A <® B, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A® <@ Be;
(i) APB® = B® AO;
(iii) (A®)? = ACBO,

Dokaz. Prema Lemi 4.2.1, A <® B implicira da u odnosu na ortogonalnu sumu
X = R(A*) @ N((A%)*), moze biti zapisano

A AT L A A
A_[o Ag] ! B_{o BJ’

gde je k = ind(A), A; € B(R(AF)) je invertibilan i Az € B[N((A*)*)] je nilpotentan.

Znamo da Drejzinova invertibilnost operatora B implicira Drejzinovu invertibilnost ope-
ratora Bs. Iz [43, Lemma 2.3],

qo_[A 0 (42)® — AL 0] o e [AT —ATABY T
0 0]’ 0 0 0 B®

(i) < (ii): Uoc¢imo da vazi:

AR (A®)® — I 04 _ BO(A®),
0 0
Zbog
(A®)2AC — I0 i (A®)°RBO — I =487
0 0 0 0 ’

(AP)PA® = (AP)OBO vaji ako i samo ako je A;BY = 0. Dakle, (i) je ekvivalentno sa
AyBY = 0.

Iz 2 2 2

qopgo _ [ AT A A, BP . gogo_ AT 0
0 0 0 0]’

zakljuéujemo da je A? B2 = B® A® ekvivalentno sa A, By = 0, pa vazi i sa (i).
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(i) & (iii): Kako je 2
wer= A 0

(A®)? = AP B® je ekvivalentno sa A,BY =0, tj. (1). O

U slucaju da je A <® B, predstavljamo ekvivalentne uslove da vazi zakon direktnog
redosleda: (AB)® = A®B® . Primetimo da je (AB)® = A®B® povezano sa zakonom
obrnutog redosleda (AB)® = BPA®.

Teorema 4.3.2. Za A, B € B(X)” takve da je A <® B, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
D'i (AB)® = A®BO;

AB)®(I — AA®) =01 AA®PB®(I — AA®) =0
AB)®(I — AA®) =0 i APBO(] — AA®) = 0;
AB)® = BPA® { AAPBO(] — AA®) =0;

)

~—~~ o~~~ o~~~

AB)® = B2 A® | AOBO(] — AA®) = 0.

Dokaz. Primenjujuéi Lemu 4.2.1, iz pretpostavke da je A <® B, imamo reprezentacije u
odnosu na ortogonalnu sumu X = R(A*) & N((A*)*):

A AT A A
A_[o Ag] ! B_{o BJ’

gde je k = ind(A), A; € B(R(AF)) je invertibilan, Az € B[N ((A*)*)] je nilpotentan
i By € B[N((A*)*)]P. Posto je

A} A Ay + AB

AB — 1 Ai1ds + As by

{ 0 Ay By !

Drejzinova invertibilnost od AB implicira Drejzinovu invertibilnost od A3Bs. Koristedi [43,
Lemma 2.3], sledi

A7 0 ATl —ATTABD
o_ | ‘1 o_ | 1 A2b3
Sl I B A

(AB)® = { AP = AT (AiAs + A9 By) (A3 By)® } |

0 (A3B3)®

(i) & (ii): Evidentno,

ACPRBO — [ AT? —ATPA,BY } .
0 0
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Dakle, (AB)® = AP B® vazi ako i samo ako je (A3B3)% =01 A;,BY = 0.
Kako je
0 —A7%(A1As + AyB3)(A3B3)®
AB)O(] — AA®) — 1 (ArAz 253)(A3 53
(B - 44%) = | ¢ T ,
(AB)®(I — AA®) = 0 je ekvivalentno sa (A3B3)® = 0.
Jednakost

0 0

implicira AAPB®(] — AA®) = 0 ako i samo ako je A;BY = 0. Dakle, tvrdenja (i) i (ii)
jesu ekvivalentna.
(ii) < (iii): Direktnim izra¢unavanjem i jednakoséu A® = A®PAA® pokazuje se ova

_q-1 (o)
AAPBO(] — AAR) = [0 A A B }

ekvivalencija.
(i) < (iv): Koriste¢i

0 0

imamo da (AB)® = B®A® vazi ako i samo ako je (A3B3)® = 0. Kao u delu (i) < (ii),
moze se pokazati da je AAPB®(I — AA®) = 0 ako i samo ako je A,BY = 0.
(iv) < (v): Ovo sledi kao i (ii) & (ili). O

B©A®:|:A12 O:|7

Iz [90, Theorem 2.10], A <® B implicira (AB)® = B®A® = (BA)®. Na osnovu ove
¢injenice, Teorema 4.3.2 daje sledec¢e karakteristike zakona direktnog redosleda

(AB)® = A2B®.
Posledica 4.3.1. Za A, B € B(X)# takve da je A <® B, sledec¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) AB e B(X)* i (AB)® = A2 B®;
(ii) AB € B(X)* i AA2B®(] — AA®) = 0;
(iii) AB € B(X)# i A2B®(] — AA®) = (;
(iv) AB € B(X)# i B2A® = A®B®;
(v) BAe B(X)* i (BA)® = A®B®,

Interesantno je da sledeéi rezultat slican Teoremi 4.3.2 vazi za (BA)® = BPA® pod
istom pretpostavkom A <® B.

Teorema 4.3.3. Za A, B € B(X)” takve da je A <® B, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) BAe B(X)Pi(BA)® = BPAO;
(ii) BA € B(X)P, (BA)®(I — AA®) =01 AA®BO(] — AA®) = 0;
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(iii) BA € B(X)P, (BA)®(I — AA®?) =01 APBO(I — AA®) = (;
(iv) BA € B(X)P, (BA)® = A®B® i AA®B®(] — AA®) = 0;
(v) BAe B(X)P, (BA)® = APB® i APB®(] — AA®) = 0.
Dokaz. Koriste¢i matri¢ne reprezentacije za A i B kao u Lemi 4.2.1, dobija se

B {A% A1A2+A2A3]

0 B3 A;

(BA)® = { AP —ATH( AL Ay + Ay Ag) (B3 A3)® } |

0 (B3A3)®
Zavrsavamo ovaj dokaz kao u Teoremi 4.3.2. [

Koristec¢i Teoremu 4.3.1 i Teoremu 4.3.2, dokazujemo ekvivalencije izmedu zakona direk-
tnog redosleda (AB)® = A® B® i zakona obrnutog redosleda (AB)® = B A®,

Posledica 4.3.2. Za A, B € B(X)? takve da je A <® Bi A® <® B® gledeta tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) AB € B(X)P i (AB)® = A®B®;
(i) AB € B(X)P i (AB)®(I — AA®) = 0;
(iii) AB € B(X)P i (AB)® = B®AO,

Dokaz. Teorema 4.3.1 i pretpostavka A®? <® B® impliciraju da je A2 B® = B®A®, Ostali
deo dokaza sledi iz Teoreme 4.3.2. [

Slicno, iz Teoreme 4.3.1 i Teoreme 4.3.3, dobijaju se slede¢i rezultati za jezgarni-EP
inverz proizvoda BA.

Posledica 4.3.3. Za A, B € B(X)P takve da je A <® B i A? <® BO® gledeta tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) BAe B(X)Pi(BA)® = BPAO;
(ii) BA € B(X)” i (BA)®(I — AA®) =0;
(iii) BAe€ B(X)P i (BA)® = A®BO,
U slucaju da je A <® B, istrazujemo ekvivalentne uslove za (B — A)® = B® — A®,
Teorema 4.3.4. Za A, B € B(X)P takve da je A <® B, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) B—AeB(X)P?i(B—- A)® =B® — A®:
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(i) B— A€ BX)Pi(B— AP =BO(I — AA®);

(i) B— A€ B(X)?, AAPB® = A® i (B — A)® = (I — AA®)B®;

(iv) B— A€ B(X)P, AOB® = (A?)? i (B — A)® = (I — AA®)BO;

(v) B— A€ B(X)P, AAPBO(] — AA®) =01 (B — A)® = (I — AA®)B®;
(vi) B— A€ B(X)?, A2BO(] — AA®) =i (B — A)® = (I — AA®)BO.

Dokaz. Za k = ind(A), u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(A*) ® N((A*)*), Lema 4.2.1
i A <® B impliciraju

Ar Ay : A A
A= B =
[0 AB] 1 [0 Ba]’

gde je A; € B(R(A¥)) invertibilan, A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i Bz € B[N ((A*)*)]P.
Koristedi [43, Lemma 2.3], sledi

qo _ [AT 0] L e _[AT —ATABY ]
0 0 0 B?
Cinjenica je da B — A = 0 0 € B(X)P implicira By — A3 € B[N ((A¥)")]” i
L 0 B3 — Ag
0 0
B— A)® = .
( ) { 0 (Bs—A3)® }

Dakle, tvrdenje (i), tj. (B — A)® = B® — A® je ekvivalentno sa AyBY =0 i
(Bg - A3)© == B:?
(i) & (ii): Na osnovu

BO(I — AA®) — [A;l —AT'A,B? ] [0 0} _ [0 — AT A, BY }

0 BY 0 I 0 BY
(B — A)® = BO(] — AA®) vazi ako i samo ako je A;BY = 01 (Bs — A3)® = BP, sto je

ekvivalentno sa (i).
(i) & (iii): Primetimo da iz

AACRO — [ I 0 } [ ATV —ATTALBY } _ [ ATt —ATTABY ]

0 0 0 BP 0 0

AAPB® = A® vazi ako i samo ako je Ay B = 0.
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Kako je

0 0
I— AA®)B® =
a-asm5 = [ o |
(B — A)® = (I — AA®)B® vazi ako i samo ako je (Bs — A3)® = BY. Dakle, tvrdenja (i) i
(iii) jesu ekvivalentna.
(iii) < (iv): Ova ekvivalencija sledi na osnovu jednakosti A2 = A(A®)2.
(i) & (v): Posto je
1 o)
AA®PBO (] — AA®) = 0 A A B :
0 0
AA®PBO(] — AA®) = 0 ako i samo ako je A, BY = 0. Kao u delu (i) < (iii), moze se videti
daje (B — A)® = (I — AA®)B® ckvivalentno sa (Bs — A3)® = BY.
(v) < (vi): Ova ekvivalencija je ocigledna. [
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Poglavlje 5

m~slabo grupna ortogonalnost za
operatore

5.1 Osnovna definicija m-slabo grupnog inverza

Jedan od najvaznijih uopstenih inverza je grupni inverz, koji se primenjuje u resavanju
diferencijalnih jednacina i mnogih drugih problema, na primer u lancu Markova [3].

Slabo grupni inverz za kvadratne matrice sa proizvoljnim indeksom je definisan kao
uopstenje grupnog inverza [84]. U radovima [64, 84], za A € B(X)P, dokazan je izraz za
slabo grupni inverz:

A® = (AD)2A.

U slucaju kada je ind(A) = 1, slabo grupni inverz se redukuje na grupni inverz. Mnoge
osobine slabo grupnog inverza su istrazene u [85, 91].

m-slabo grupni inverz je uopstenje slabo grupnog inverza, koje je definisano u [92]. Za
proizvolino m € Ni A € B(X)”, m-slabo grupni inverz od A je jedinstveni operator A®™
koji zadovoljava sistem jednacina:
AB = (A®)™A™ i AB*=B.
Poznato je da za m-slabo grupni inverz vazi:
A@,m — (A@)m+1Am
i on je spoljasnji inverz od A, tj.

A®TAA®™ — A®™

Takode,
A(A®D™)?2 = A®m,
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U slucaju da je m = 0, m-slabo grupni inverz se redukuje na jezgarni-EP inverz. Ako
je m = 1, m-slabo grupni inverz je jednak slabo grupnom inverzu. Za primenu i osobine
m-slabo grupnog inverza mozete pogledati radove [31, 36, 40, 61, 63].

m-slabo grupna binarna relacija je istrazena za operatore u [33] kao uopstenje jezgarnog-
EP pre-uredenja za operatore. Za A, B € B(X)?” im € N, kazemo da je A ispod B u odnosu
na m-slabo grupnu relaciju (oznacavamo sa A <®™ B) ako je

A®MB = A®™A i BA®™ = AA®™,

Takode, u [33], kaze se da je A ispod B u odnosu na slabo grupnu relaciju (oznac¢imo sa
A <® B) ako je
A®PB = A®A i BA® = AA®,

Pomocéu m-slabo grupnog inverza kao uopstenja jezgarnog-EP inverza, pojam m-slabo
grupne ortogonalnosti je istrazen u radu [76] i na taj nacin je uopsten pojam jezgarne-EP
ortogonalnosti. Razli¢ite osobine i karakteristike m-slabo grupne ortogonalnosti su date u
nastavku.

Matri¢ne forme m-slabo grupno ortogonalnih operatora su proucavane.
Proucavana je i veza m-slabo grupne binarne relacije sa m-slabo grupnom ortogonalnoséu.

Za jezgarno-EP ortogonalne operatore, predstavljeni su ekvivalentni uslovi da bi vazila
aditivnost (A + B)®™ = A®™  BO&m

Kao posledice, dobijaju se rezultati za slabo grupnu ortogonalnost, slabo grupnu relaciju
i slabo grupnu aditivnost.
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5.2 m-~slabo grupna ortogonalnost

m-slabo grupna ortogonalnost je istrazena u ovoj sekciji za operatore kao uopstenje
jezgarne-EP ortogonalnosti.

Definicija 5.2.1. Za A, B € B(X)P i m € N, kaZe se da je A m-slabo grupno ortogonalno
sa B (oznacimo sa Alg ,,B) ako je

A®"B =0 i BA®™ = (.
U slucaju da je m = 1 u Definiciji 5.2.1, definiSe se slabo grupna ortogonalnost.

Definicija 5.2.2. Za A, B € B(X)?, kaze se da je A slabo grupno ortogonalno sa B
(oznaceno sa Al gB) ako je

A®B =0 i BA® = 0.
Sledi predstavljanje novih karakteristika m-slabo grupne ortogonalnosti.
Teorema 5.2.1. Neka su A, B € B(X)” im € N. Onda slede¢a tvrdenja jesu ekvivalentna:
(i) AJ—@,mB )
(i) A®™B i BA®™ su idempotenti i A®™(A 4 B)A®™ = A®™;
(iii) A®™mB = BA®™ i A®M(A 4+ B)A®™ = A®™,
(iv) B= (I — AA®™)G(I — A®"™A), za proizvoljno G € B(X).

Dokaz. (1) = (ii) A (iii): Iz Alg B, A®"B =01 BA®™ = (), iz ¢ega sledi da su A®"B
i BA®™ idempotenti.

Takode, iz AO™AA®™ = A®™
A®™(A + B)AD™ = ADMAAO™ 4 AOTBA®M = A®T
(ii) = (i): Kako je AD™AA®™ = A®™ gledi
A®M = AOM(A 4 B)AD™ = A®M 4 A©™ B A®M,
Dakle, A" BA®™ = (), pa je

A®™MB = (A®MB)? = (

BA®™ = (BA®™)? = (.

64



m-slabo grupna ortogonalnost za operatore

Prema tome, Alg ,,B.
(iii) = (i): Iz uslova u (iii), imamo da je

A®M _ A®M(A § BYADT = A®m | (AOM2R,
iz cega sledi da je (A®™)?2B = 0. Na osnovu toga, iz A(A®™)? = A®™ gledi

A®™B — A(A®™)?2B =

BA®™ = A®™B = (.

(i) = (iv): Jednacina A®™B = 0 ima resenje, na osnovu A € A®™{1} 1 [3, p. 52], u
obliku
B=(I—-AA®™)H, (5.1)

za proizvoljno H € B(X). Kada (5.1) zamenimo u BA®™ = 0, onda sledi
(I — AA®™)HA®™ = (. (5.2)
Sada, iz I — AA®™ € (I — AA®™){1} 1 [3, p. 52|,
H=G— (I - AA®"™)GA®™A, (5.3)
za proizvoljno G € B(X). Jednakosti (5.1) i (5.3) daju
B = (I —-AA®™G(I — A®™A).

(iv) = (i): Ako je B = (I — AA®™)G(I — A®™A), za proizvoljno G € B(X),
izracunavamo da je A®"™B =01 BA®™ =0. O

Iz Teoreme 5.2.1, dobijaju se karakteristike slabo grupne ortogonalnosti.
Posledica 5.2.1. Neka je A, B € B(X)”. Onda su slede¢a tvrdenja ekvivalentna:
(i) AlgB:
(ii) A®B i BA® su idempotenti i A®(A 4+ B)A® = A9;
(ili) A®B = BA® i A®(A+ B)A® = A9;
(iv) B=(I — AA®)G(I — A®A), za proizvoljno G € B(X).
Potrebni i dovoljni uslovi za A®"™B = 0 su predstavljeni sada.

Lema 5.2.1. Za A, B € B(X)”, m € N1iind(A) = k, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
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(i) A®™B =0;
(i) APA™B =0;

(iii) (AM)TA™B =0;

(v

(vi

)
)
)
(iv) (A¥)*A"B = 0;
) R(B) € N(A®™);
) R(B) C N((A*)*A™).
Dokaz. (i) <= (ii): Prema [63, Lemma 2.1],

A@,m — (AD)m+1Ak(Ak)TAm

Koriste¢i A2 = AP A*(AF)T, imamo sledeée:

A®9MB = () <= (AP)Y" T AR (AM)TA™B =0
= AP AR (AMTA™B =0
<= APA™B =0.
(ii) <= (iii): Iz osobina jezgarnog-EP inverza, slede ekvivalencije:
APA™B = () <= AAPA*(AFYA™B =0
— AF(AR)TA™B =0
— (AHTA™B = 0.

(iii) <= (iv): Jasno je iz osobina Mur-Penrouzovog inverza.
(i) <= (v) <= (vi): Ocigledno je zbog N(A®™) = N((A*)*A™) iz [31]. O

Mi takode izucéavamo ekvivalentne uslove za BA®™ = ().

Lema 5.2.2. Za A, B € B(X)P, m € Niind(A) = k, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
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Dokaz. (i) = (ii): Primenjujuéi A®™ = (AP)ymH1AR(AR)TA™ BA®™ = () je ekvivalentno
sa B(AP)mHLAR(AF)TA™ = 0, §to daje

BAP AR = B(APY" AR A™ = B(AP)™ T AR (AR Am AR = 0.
Kako je A? = AP AF(AF)T sledi da je
BA® = BAP AF(AFYT = 0.
(ii) = (i): Primetimo da BA® = 0 implicira
BA®™ = B(A®)" 1 A™ = (.

(ii) <= (iii): Ova ekvivalencija sledi iz A? = AP Ak(A*)T,
Ostalo je jasno. [J

Ako se kombinuju uslovi Leme 5.2.1 1 Leme 5.2.2, moze se okarakterisati m-slabo grupna
ortogonalnost.

Teorema 5.2.2. Neka je A,B € B(X)?, m € N iind(A) = k. Onda su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

() ALgumB:

(i) APA™B =01 BA® = 0;

(iii) (A¥)TA"B =01 BAP =

(iv) (AR)*A™B =01 BA* = 0;
(v)
)

(vi

R(B) € N(A®™) 1 R(A®™) C N(B);
R(B) C N((A%)"A™) i R(A*) C N(B).
Posledi¢no, mogu se dobiti karakteristike za slabo grupnu ortogonalnost.

Posledica 5.2.2. Neka su A, B € B(X)P i ind(A) = k. Onda su slede¢a tvrdenja ekviva-
lentna:

(i) AlgDB;
(i) APAB =01 BA® =0

)

)

(iii) (A¥)TAB =01 BAP =0

(iv) (A¥)*AB =01 BA* =0,
)

(v) R(B) € N(A®) i R(A®) C N(B);
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(vi) R(B) C N((A")*A) i R(A*) C N(B).

Pretpostavka Al g ,, B implicira sledece jednakosti vezane za proizvode nekih idempote-
nata.

Lema 5.2.3. Nekasu A, B € B(X)”, m € Ni Alg,,B. Onda, sledeca tvrdenja vaze:
(i) BPBAPA = 0;
(il) AA®MBBO™ = (;
(ili) BOmBA®™A = 0.

Dokaz. (i) BAPBAP A = 0 sledi iz BAP = 0, §to je dokazano u Lemi 5.2.2.
(i) AA®mBBO™ = ( sledi iz A®™B = 0.
(iii) BOMmBA®™A = 0 sledi iz BA®™ =0. [

Slede¢a matri¢na forma Drejzin invertibilnog operatora je predstavljena u [54], a repre-
zentacija njegovog m-slabo grupnog inverza u radu [31].

Lema 5.2.4. Ako je A € B(X)P, m € Niind(A) = k, postoji ortogonalna suma
X = R(A*) @ N((A%)*) tako da je

A= [fél ﬁz}, (5.4)

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan i A3 € B(N((A*)*)) je nilpotentan. Dodatno,

1 a—men &l m—1—j
AL AT S A A,
j=0

() A" = 7
0 0
B m—1 .
I AT S A A, AT
(ii) AA®™ = ! Eo R :
0 0
[ [ AT SN 4, AT
(ili) A®™A = ! Eo 1
0 0

Dokaz. Da jednakost (5.4) vazi sledi iz [54, Corollary 2.2]. Izrazi (i), (ii) i (iii) su dokazani
u [31]. O

Matriéne forme operatora A i B koji zadovoljavaju ALg, ,, B su date.

Teorema 5.2.3. Neka je A, B € B(X)P, m € Niind(A) = k. Onda sledeca tvrdenja jesu
ekvivalentna:
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(i) AlgmB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(AF) & N((A*)*) tako da je

m—1 . .
A [ A A Cop_ |0 —AT Y AJAAYTTB,
0 Aj 7=

0 By

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan, A3 € B(N((A*)*)) je nilpotentan i
By € B(N((A%)*)P.

Dokaz. (i) = (ii): Neka A ima formu kao u (5.4) u odnosu na ortogonalnu sumu

"
X = R(A¥) & N((A%)) i

o= m ) Ui = Lo |

Onda A®™ jeste predstavljeno kao u Lemi 5.2.4 (i). Kada uslov AL ,, B vazi, onda je

B, BQ} AtoAp ey ZA{AQAS”‘*H

0= BA®™ =
{ B; B,

0 0

BiATY ByA; ™Y 2 AT A, AT
j=0
m—1 9

BsA7' By AMTY Y AT A AT

7=0
Sto implicira B; =01 B3 = 0. Iz
1 4—(m+1) = A m—1—j
0— qomp_ | ; 1245 { 8 gz ]
0 0 !
m—1 .
0 A7'By+ A7V ST A A,APTIIB,
= 7=0 ’
0 0
m—1 .
dobija se da je By = —A7™ S AJ A, A7/ B,. Tako da, moze se koristiti slede¢a matricna
=0

forma operatora B:

m—1 ; .
0 —A7™ S AlA,AT VB,
B - j=0
0 B,

(ii) = (i): Ovo je jasno iz direktnih izracunavanja. [
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Teorema 5.2.3 daje sledece ekvivalentne uslove za AlgB.

Posledica 5.2.3. Neka su A, B € B(X)? i ind(A) = k. Onda su slede¢a tvrdenja ekviva-
lentna:

(i) AlgB;

(i) postoji ortogonalna suma X = R(A*) @& N((A4*)*) tako da je

A, A, . 0 —AT'A,B,
A: B:
{ 0 Ag] ! {0 B, ’

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan, A3 € B(N((A*)*)) je nilpotentan i
B, € B(N((4%)))".

Sledece karakterizacije m-slabo grupne relacije mogu biti potvrdene kao u Lemi 5.2.1 i
Lemi 5.2.2.

Teorema 5.2.4. Za A, B € B(X)P, m € Niind(A) = k, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<®™B;
(i) APA™B = ADA™+1 | BA® = AAO;
(ii) (AF)TA™B = (AF)TA™TL§ BAP = AAP;
(iv) (AF)*A™B = (AF)*Amtl i BAk = Ak+L
(v) R(B—A) C N(A®™) i R(A®™) C N(B — A);
(vi) R(B—A) C N((A¥)*A™) i R(A*) C N(B — A).
Posledicno, dobijaju se rezultati za slabo grupnu relaciju.
Posledica 5.2.4. Za A, B € B(X)? i ind(A) = k, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<® B;
(ii) A°PAB = APA? i BA® = AA®;
(ii) (AF)TAB = (A%)TA%2 1 BAP = AAP;
(iv) (A*)*AB = (A¥)*A? i BAF = AR
(v) R(B—A) C N(A®) 1 R(A®) C N(B - A);
(vi) R(B—A) C N((A*)*A) i R(AF) C N(B — A).
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KarakteriSemo Al g, ,, B pomoc¢u m-slabo grupne relacije.

Teorema 5.2.5. Neka su A, B € B(X)” i m € N. Onda su sledeca tvrdenja ekvivalentna:
(i) A<®m™ A+ B;
(i) AlgmDB;
(iii) A <®m A — B.
Dokaz. Posmatramo da je

A<®™ A4 B (A+ B)A®™ = AA®™ i A®™M(A4 B) = A®™A
&= BA®™ = i A®"MB =0 <= Alg B
= AP™(A—B)=A®"A i (A— B)A®™ = AA®™
= A<®™ (A-B)

O

U slucaju da je A <®™ B iz [33], postoje matricne forme operatora A i B i sada
istrazujemo formu od B®™,

Teorema 5.2.6. Neka su A, B € B(X)” i m € N. Onda su slede¢a tvrdenja ekvivalentna:
(i) A <®m™ p:;
(i) postoji ortogonalna suma X = R(A*) @ N((A4*)*) tako da je
m—1 .
A { A Ay } g A A+ AT S AJAAT TV (A — By)
= — jZO 9
0 As 0 B,

gde je A; € B(R(AY)) invertibilan, A3 € B(N((A¥)*)) je nilpotentan
i By € B(N((A%)*))P.
Staviée,
m—1 . . m . .
ATt X ATTBBY = 30 AL By(BR) By
i=0 i=0
0 By

B@7m —

Dokaz. (i) = (ii): Operator A moze biti zapisan kao u (5.4) u odnosu na ortogonalnu sumu
X = R(A*) @ N((A%)*) i A®™ je predstavljen u Lemi 5.2.4 (i). Iz [33], mozemo koristiti
matri¢nu formu operatora B:

2= o

0 B,
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m—1 .

gdeje By = Ay + A7™ S AJA, AT/ (A3—B,). Pretpostavka B € B(X)P daje Drejzinovu
j=0

invertibilnost operatora By.

Sada, izracunavamo B®"™. Primenjujudi [43, Lemma 2.3], imamo da je:

[ A7Y —AT'B,BP

B@
0 B2

Sada rac¢unamo:

—(m+1 n —(m+1)+1i 7
oyt — | AT~ AT B (BRY

0 (B?>m+1

AT ST APTTIB B
1=0
0 B

B =
Staviée,

m—1 m .
Afl A*i*ZB Bz o A*(mJFI)JFZB B@ i+1Bm
B®m — (B@)m+1Bm _ 1 'L:Z:O 1 284 ;) 1 2( 4 ) 4

0 BE™
(ii) = (i): Ovaj deo dokaza sledi iz elementarnih izracunavanja. [

Kao posledica Teoreme 5.2.6, dobija se sledeci rezultat.

Posledica 5.2.5. Neka su A, B € B(X)P. Onda su slede¢a tvrdenja ekvivalentna:
(i) A<® B;
(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A*) ® N((A*)* tako da je

L[ A A o[ A At AT, -BY ]
0 Ag 0 B4

gde je A; € B(R(AF)) invertibilan, A3 € B(N((A*)*)) je nilpotentan i
By € B(N((A%)*)P.
Staviée,
1 ) )
po_ | AT ATB— S ATTBA(BY) By

0 B®
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Pod pretpostavkom Al B, posmatraju se potrebni i dovoljni uslovi za
(A+ B)®™ = A®™ 4 o™

Teorema 5.2.7. Neka su A,B € B(X)” i m € N. Ako je AlgB, sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) A+ BeB(X)Pi(A+ B)®™ = A®m 4 Bom.
(i) A+ B € B(X)Pi(A+ B)®™( — AA®D) = (A®m 4 BO™M)(] — AA®);
(iii) A+ B € B(X)P, AAP(A + B)®m = A®m i (] — AA®)(A + B)®™ = B®m;

(iv) A+ B € B(X)?, A2(A+ B)®™ = APA®™ i (] — AAP)(A + B)®m = B®m

Dokaz. Koristedi [59, Theorem 2.1] 1 Al g B, za ind(A) = k, u odnosu na ortogonalnu sumu
X = R(A*) ® N((A*)*), mozemo zapisati:

A A . [0 o
A_[o Ag] ! B_[OBQ]’

gde je A; € B(R(A¥)) invertibilan, A3 € B[N ((A*)*)] je nilpotentan i By, € B[N ((A*))]P.
Sada,

ATt o

m—1 . .
AT AT ST AT A AT
0 0 §=0

9

RIS

0 0

0 0

m—1 . .
Al_l Al—(m-i-l) Z AJIA2A'§1—1—]
0 BP™ -

} i A®™ 4 BO™ = j

0 BE™

(i) <= (ii): Drejzinova invertibilnost operatora

AJFB:{A1 Az ]

0 As+ Bs

implicira Drejzinovu invertibilnost operatora Az + Bs. 1z [43, Lemma 2.3], za odgovarajudi
operator S, imamo da je

(A+ B)® = [ ATt —ATT AR (A + By)® }

0 (As + By)®

(A+ B)®™ = [(A+ B)®]"* (A + B)" = [ Ay 8 }

0 (Ag + B2>@,m
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Zbog
0 S

A+ B)®™([ — AA®) =
( + ) ( ) O (A3+BQ)@’m

m—1
0 Af(erl) A]A Amflfj
(A®™ 4 BOM)( _ AAD) = v A |

0 By

m—1 . .
zakljucujemo da je (A+B)®™ = A®m4 BO™ gko i samo ako je S = A;(mﬂ) S ATA AP
=0

J

i (A3+ B)®™ = BP™ ako i samo ako je (A+ B)®™ ([ — AA?) = (A®™ 4 BO™) (] — AAD).
(i) < (iii): Iz dela (i) < (ii) i A(A®)? = A®, sledi
0 O

—1
AA® (A + B)Om = {Al S}

m—1
AL A*(mH) AT A, AT
A®m — A A A®m 1 1 ];] 1432443

0 0

Prema tome, AAP(A + B)®™ = A®™ jeste ekvivalentno sa

m—1 . .
S = A7 Z; AT A AT

]:
I/

0 0
O (Ag —|— BQ)@,m ’

(I — AAD)(A + B)®™ = B®™ ako i samo ako je (As + By)®™ = BP™,
Dakle, ekvivalencija tvrdenja (i) i (iii) vazi.

(I — AAP)(A+ B)®™ =

(iii) <= (iv): Osobine jezgarnog—EP inverza impliciraju ovu ekvivalenciju. O
Teorema 5.2.7 daje aditivne osobine za slabo grupni inverz.
Posledica 5.2.6. Neka su A, B € B(X)P. Ako je Alg B, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A+ BeB(X)Pi(A+ B)® = A® + B9,
(ii) A+ BeB(X)Pi(A+ B)®(I — AA®) = (A® + B®)(I — AA®);
(iii) A+ Be B(X)P i AAP(A+ B)® = A® i (I — AA®)(A + B)® = B®;
(

(iv) A+ Be€B(X)P i A2(A+ B)® = APA® i (] — AA®)(A+ B)® = B9,
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Poglavlje 6

Jednostrane jezgarne-EP
ortogonalnosti za elemente prstena sa
involucijom

6.1 Leva i desna ortogonalnost i svojstva aditivnosti

Koristeci uslove jednostranih ortogonalnosti, mnoge vrste jednostranih ortogonalnosti su
definisane za matrice i operatore. U ovom poglavlju se uopstavaju mnogi od ovih rezultata
za elemente prstena sa involucijom R. U vezi sa konceptima jednostranih ortogonalnosti,
slede definicije leve i desne ortogonalnosti.

Definicija 6.1.1. Element a € R je levo ortogonalan sa b € R (oznacava se sa a_L;b) ako je
ab = 0.
Element a € R je desno ortogonalan sa b € R (oznacava se sa a_l,.b) ako je

ba = 0.

Kao uopstenja jezgarne ortogonalnosti i *-ortogonalnosti, njihove jednostrane verzije su
posmatrane u [17] za matrice.

Znamo da su pojmovi jezgarne ortogonalnosti i jezgarne-EP ortogonalnosti uopsteni u
[77] za operatore na jednostrane tipove jezgarnih—EP ortogonalnosti.

Cilj ovog poglavlja je da se istraze koncepti leve i desne jezgarne-EP ortogonalnosti
za elemente prstena sa involucijom. Na ovaj nacin, uopstavaju se pojmovi jednostrane
jezgarne-EP ortogonalnosti za operatore i jezgarne—EP ortogonalnosti za elemente prstena
sa involucijom.

Data su mnoga svojstva levih i desnih jezgarno-EP ortogonalnih elemenata. Istrazene
su matri¢ne forme jednostrano jezgarno-EP ortogonalnih elemenata.
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Kao posledica, karakterisu se levo i desno jezgarno ortogonalni elementi. Takode, proucavaju
se ekvivalentni uslovi za aditivnost jezgarnog—EP inverza i Drejzinovog inverza. Rezultati
predstavljeni u ovom poglavlju su dokazani u radu [79].
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6.2 Nove osobine jednostranih jezgarnih—EP ortogo-

nalnosti

U ovoj sekciji, definisu se jednostrane vrste jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente
prstena sa involucijom i na taj nacin se uopstavaju pojmovi jezgarne-EP ortogonalnosti za
elemente u prstenu [78] i jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za operatore [77].

Definicija 6.2.1. Za a € R® i b € R, kazemo:
(i) a je levo jezgarno-EP ortogonalno sa b (oznacavamo sa alg ;b) ako je

a®b = 0;

(ii) @ je desno jezgarno-EP ortogonalno sa b (oznacavamo sa a_lg ,.b) ako je

ba® = 0.

Ocigledno, ako je a € R® ib e R, algpb ako i samo ako vazi algbialg,b.
Prema tome, jezgarna-EP ortogonalnost implicira i levu i desnu jezgarnu—EP ortogonalnost,
ali u opStem slucaju, iz Primera 2.2.1 vidi se da leva (ili desna) jezgarna-EP ortogonalnost
ne impliciraju jezgarnu-EP ortogonalnost.

Za a € R® leva (ili desna) jezgarna ortogonalnost za elemente prstena moze biti defini-
sana kao specijalan slucaj leve (ili desne) jezgarne-EP ortogonalnosti.

Definicija 6.2.2. Za a € R® i b € R, kazemo:

(i) a je levo jezgarno ortogonalno sa b (oznacimo sa a_lg b) ako je

a®b = 0;

(ii) a je desno jezgarno ortogonalno sa b (oznacimo sa alg ,b) ako je

ba® = 0.

Podsetimo se da jednostrana jezgarna ortogonalnost i jednostrana x-ortogonalnost jesu
predstavljene za matrice i operatore u [17, 77|, a ovde za elemente prstena.

Definicija 6.2.3. Za a,b € R, kazemo da je:

(i) a levo x-ortogonalno sa b (oznac¢imo sa a_L,;b) ako je
a*b = 0;
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(ii) a desno *-ortogonalno sa b (ozna¢imo sa a_L,,b) ako je
ba* = 0.

U slucaju kada je a € RT, sledi da je al, b ekvivalentno sa a’d = 0, a a_L, b ako i samo
ako je ba' = 0.

Najpre se moze opisati a_L g ;b kao u [77, Lemma 2.1].

Lema 6.2.1. Ako je a € R®, b€ R iind(a) = k, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

Kada je ind(a) = 1 u Lemi 6.2.1, dobijaju se karakteristike za a_Lg b.

Posledica 6.2.1. Ako jea € R® i b € R, sledeta tvrdenja su ekvivalentna:

78



Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

Takode, mogu se proveriti sledeé¢i rezultati.

Lema 6.2.2. Akosua,b € R®, k =ind(a)ialg,b, ondavazibLlg a", aa®Lgbb®, alyb®
iblga®.

Sliéno, dobijaju se potrebni i dovoljni uslovi za a_lg b ialg,bu prstenu.

Lema 6.2.3. Ako je a € R®, b€ R iind(a) =k, sledeCa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) alp,b;
(ii) ba? = 0;
(iii) ba* = 0;

(iv) (a*)*b* =0 (tj. bLs,(a")");
(v) a®b* =0 (tj. algb*);

(vi) a®R C b°;

(vii) a*R C b°;

(viii) b*R C (a*)°;

(ix) b*R C (a®)°.

Posledica 6.2.2. Ako jea € R® i b € R, sledeta tvrdenja su ekvivalentna:
(i) alg,b;

(ii) ba™ = 0;

(iv) a*b* =0 (tj. bL,,a%);
(v) a®b* = 0;
(vi) a®R C b°;
(vii) aR C b°;
(viii) bR C a°;
(ix) b*R C (a®)°.
Pokazuju se sledece korisne osobine jezgarno—EP invertibilnih elemenata.
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Lema 6.2.4. Neka je b€ RP? ip=p* =p? € R. Ako je

0 0
b:
{bs b4} ’

pXp

onda je by € ((1 —p)R(1 —p))®.
Dokaz. Neka je
bO — 1 T2
T3 T4

Iz b(b®)? = b®, zakljutujemo da je x; = 0, zo = 0 i by = z4. Kako je bz = (bx)* i

b — 0 0
N b4$3 b4l’4 ’

pXp

pXp

sledi byzy = (byz4)*. 1z Einjenice da je zb** = b* za neko k, sledi

{ 0 0 ] B { 0 0 ]
k k+1 - k—1 k )

pa je i 2408 = bk, Zakljucujemo da je by € (1 —p)R(1 —p))2 i bP =24 O

Sada, uvode se dekompozicije u matricnim formama za jednostrano jezgarno-EP orto-
gonalne elemente prstena sa involucijom.

Teorema 6.2.1. Ako su a,b € R®, ind(a) = ki p = aa®, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) alpb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; + e sa e; = p tako da je

o= ap das i b — 0 0
N 0 as N bg b4 ’

PXp
gde je a; € (pRp)~Y, ak =01ibs € (1 —p)R(1 —p))®;

pPXp

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e + es + €3 sa e; = p i es = e} tako da je

ai Gz G2 0O 0 O
a = 0 as as 1 b= bs1 by bao )
0 ass ass |, bso 0 baz | .

gde je a; € (pRp)~", (az1 + ass + azs + azs)® =0, byy € (e2Rea)t i big =0,
za neko 7.

80



Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

(iv) b= (1 — aa®)w, za proizvoljno w € R;
(v) a®b je idempotent i a®(a + b)a® = a®;
(vi) a®b je idempotent i a®ba® = 0;
(vii) a®b je idempotent i aa®ba®a = 0;
(viii) a®b je idempotent i (a*)*ba* = 0.

Dokaz. (i) = (ii): U odnosu na p = aa®, iz [14] i [43, Lemma 2.3|, primetimo da a i a®
imaju slede¢e matricne forme:

o — a; as
N 0 as

gde je a; € (pRp)~tial=0.
Neka je

-1
e g

pXp pXp

by by
T lbs b

[ &Ilbl a;lbg }

pXp

0 0

pXp

Dakle, by =01 by = 0. Zbog

b:[l? l?} € RO,
3 4 pXp

primenom Leme 6.2.4, sledi da je by € ((1 —p)R(1 — p))®.
(ii) = (iii): Kako je by € ((1 —p)R(1 — p))®, za ¢ = bsbP, na osnovu [14] i [43, Lemma

23],
b41 b42
by —
4 { 0 b43 } )

axq

gde by € (¢Rq)™Y, ind(by) = j i bj3 = 0. Prema tome,

b by 0
4 0 0

axq

Uotimo daje 1l = p+q¢+ (1 —p—9¢q), p" =piqg = q Koristedi by € (1 —p)R,
pq = pbabg’ = 0.
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Nove osobine jednostranih jezgarnih—EP ortogonalnosti

Takode, ¢ = ¢* = (b?)*b; € R(1—p) daje qp =0. Nekajee; =p, es =qies=1—p—q.
Sada je, 1 = €1 +ex+e3iee; =0,i%# 4, 1,7 =1,3. Ovaj deo moze biti zavren na slededi
nacin:

b="b3+by=(1—p)bp+bs=qbp+(1—p—q)bp+by

Sa

by = by + byo + by3
q(1 = p)b(1 = p)g+q(1 —p)b(1 —p)(1 —¢q) + (1 — q)(1 = p)b(1 —p)(1 — q)
= qbg+qb(1 —p—q)+(1—p—q)b(1—p—q).

Dakle, b ima slede¢u matri¢nu formu:

0O 0 0
b= | bs1 bu bao )
bz 0 bag

exe

gde se oznacava bs; = qbp, bss = (1 —p — q)bp, byy = qbq, bys = gb(1 —p —q) i
bz = (1 —p—q)b(1 —p—q).
Takode,

a = ay+ag+az=pap+pa(l—p)+(1—pa(l—p)
= pap+paq+pa(l —p—q) +qa(l —p) + (1 —p—q)a(l - p)
= pap + paq + pa(l —p —q) + qaq + qa(l —p — q)
+ I=p—qag+(1—-p—qla(l—p—q)

1 shodno tome
a1 Q21 A2

a = 0 as as )

0 ass asq J_

gde je a; = pap € (pRp)™', a1 = paq, aze = pa(l —p — q), az1 = qaq, azs = ga(l —p — q),

bss = (1 —p—qlag, asa = (1 —p — q)a(l —p —q) i (as1 + asy + ass + az1)* = af = 0.
(iii) = (i): Iz
a;'t 00
a® = 0 00 ,
0 00

exe

proveravamo da je a®b = 0. Dakle, a_Lg b.
Ostalo sledi kao u [77, Theorem 2.1]. O

Koristec¢i Teoremu 6.2.1, pokazuju se sledec¢i ekvivalentni uslovi za a_L g ;b.

Posledica 6.2.3. Ako je a,b € R® i p = aa®, sledeta tvrdenja su ekvivalentna:

82
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(1) alegb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; 4 e5 sa e; = p tako da je

o= a; as ; b— 0 0
10 0 | by by ’

pPXp PXDP
gde je a; € (pRp) ' ibs€ (1 —p)R(1—p))®;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e + es + €3 sa e; = p i es = €} tako da je

ap Qo1 G922 0O 0 O
a=|0 0 0 i b= b3y by bao ;
O O O exe b32 0 0 exe

gde je a; € (pRp)~'iby € (eaRez)™;
(iv) b= (1 — aa®)w, za proizvoljno w € R;
(v) a®b je idempotent i a®(a + b)a® = a®;
(vi) a®b je idempotent i a®ba® = 0;
(vii) a®b je idempotent i aa®ba®a = 0;
(viii) a®b je idempotent i a*ba = 0.

Istrazuju se matricne forme za desno jezgarno—EP ortogonalne elemente prstena sa invo-
lucijom.

Teorema 6.2.2. Ako je b € R, a € R®P, ind(a) = k i p = aa®, onda su sledeca tvrdenja
ekvivalentna:

(i) alg,b;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; + ey sa e; = p tako da je
yal el
0 as| 0 by pxp’
gde je a; € (pRp)~tial = 0;
(iii) b = w(1 — a®a), za proizvoljno w € R;
(iv) ba® je idempotent i a®(a + b)a® = a®;

(v) ba® je idempotent i a®ba® = 0;
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(vi) ba® je idempotent i aa®ba®a = 0;

(vii) ba® je idempotent i (a*)*ba* = 0.

Dokaz. (i) = (ii): U skladu sa [14] i [43, Lemma 2.3], za p = aa®, je
a, as . o al_l 0
= 1 a = s
0 as 0 O
pPXp pPXp

gde je a; € (pRp)~tiak =0.

Pretpostavimo da je

by be
b:
[bs b4}

pPXp
Onda ,
0=0ba® = [blal_l 0]
pXp

implicira by =01 b3 = 0.
(ii) = (i): Kako je
—1
W@ — a;- 0 7
0 O

sledi da je ba® = 0 i shodno tome je alg,,b.
(i) & (iii)—(viii): Ove ekvivalencije slede iz karakteristika jezgarnog-EP inverza. [

Pod dodatnim uslovom (1 —aa®)b € R®, dobijaju se novi ekvivalentni uslovi za a_L g, ,b.

Teorema 6.2.3. Ako jeb e R, a,(1 —aa®)b € RO, ind(a) = k, p = aa®, onda su sledeca

tvrdenja ekvivalentna:
(i> aJ—@ ,Tb ;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; + e3 + e3 sa e; = p i es = e} tako da je

a1 G21 Q22 0 bar by
a = 0 as as 1 b= 10 by bao )
0 ass ass oxce 0 0 by .

gde je a; € (pPRp)~, (asy + asy + ass + ass)® = 0, byy € (e3Rey) ™' i by = 0, za neko j.

Dokaz. (i) = (ii): Mozemo predstaviti a i b kao u delu (ii) Teoreme 6.2.2. Kako je
0 0
1 — aa®)h = )
(1 —aa®) l 0 64} e R®,

pXp
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zakljuéujemo da je by € ((1 —p)R(1 —p))®

by — [ b1 baz }
O b43 axq ’

Dalje, za q = byb%,

gde je by € (qRq)™Y, bl = 01 ind(by) = j.
Kao u dokazu Teoreme 6.2.1, zavrsava se ovaj deo.
(ii) = (i): Jasno je iz

exe

O

Mozemo okarakterisati relaciju a_Lg b iz Teoreme 6.2.2 i Teoreme 6.2.3.
Posledica 6.2.4. Akojebe R, a € R® ip = aa®, sledeta tvrdenja su ekvivalentna:
(i) alg,b;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; 4 ey sa e; = p tako da je

o= a; as ; b— 0 bg
L0 0 L0 by ’
pXp pXp
gde je a1 € (pRp)~" i by € (1 = p)R(1 - p))®;
(iii w(l —a®a), za proizvoljno w € R;
(iv) ba® je idempotent i a®(a + b)a® = a®;

) b
)
(v) ba® je idempotent i a®ba® = 0
(vi) ba® je idempotent i aa®ba®a = 0;
)

(vii) ba® je idempotent i a*ba = 0.

Posledica 6.2.5. Ako je b € R, a,(1 — aa®)b € R® i p = aa®, sledeta tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) alg.,b;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e; 4+ e3 + e3 sa e; = p i es = e} tako da je

a1 ag1 Q22 0 ba1 Do
a = 0 0 0 1 b= 0 b41 b42 s
0 O 0 oxe 0O 0 0 e

gde je a; € (pRp) "1 by € (eaRey)™?
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6.3 Aditivnost za jezgarni—EP i Drejzinov inverz

U ovoj sekciji, predstavljaju se aditivni rezultati za jezgarni-EP inverz i Drejzinov inverz
u prstenu sa involucijom.

Jednakosti a®b+a®a = 01 ba®+aa® = 0 mogu biti povezane sa jednostranim jezgarnim-—
EP ortogonalnostima na sledeé¢i nacin.

Lema 6.3.1. Za a,b € R® i k = ind(a):

(i) a®b+ a®a = 0 ako i samo ako je alg;(b+ a) ako i samo ako je (a + b)R C [(a¥)*]°
ako i samo ako je aa®(b+ a) = 0 ako i samo ako je aa®_Lg (b + a);

(ii) ba® + aa® = 0 ako i samo ako je algp .(b+ a) ako i samo ako je a*R C (a + b)° ako i
samo ako je (b+ a)a®a = 0;

(iii) a®b+ a®Pa =01 ba® + aa® = 0 ako i samo ako je alg (b + a).

Dokazujemo matriéne forme elemenata a i b u sluc¢aju da je a®b+ a®a =0
iba® + aa® = 0.

Lema 6.3.2. Za a,b € R®, k = ind(a) i p = aa®:
(i) a®b+ a®a = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e; + €3 sa e; = p

0= a; Qs ; b— —a; —a2
N 0 as n bg b4 ’

pXp pXp

tako da je

gde je a; € (pRp)tiak =0
(i) ba® + aa® = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e; + €9 sa e; = p

a1 a2 . —a; by
a = 1 == ,
0 as 0 b4

pXp

tako da je

gde je a; € (pRp)~t, a =01ibs € ((1—p)R(1 - p))®. Dodatno,

o —a;t ay'hebQ
0 bY

pXp

(iii) a®b+a®a = 0iba®+aa® = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e;+ey
sa e; =piey = e} tako da je

| a1 a2
N 0 as



Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

gde je a; € (pRp)~t, a =01ibs € ((1—p)R(1 - p))®. Dodatno,

o —al_l —al_lazb?
N 0 bY

pXp

Dokaz. Koristedi [14] i [43, Lemma 2.3], a i a® su predstavljeni kao:

a:|:(11 a2:| ; a®:|:a1_1 O:| :
0 as

0 O
gde je a; € (pRp)~' ial = 0. Pretpostavimo da je
by by
h—
[ by ba }

Ostatak sledi iz [43, Lemma 2.3 kao dokaz u [77, Lemma 3.2]. [

pXp pXp

pXp

Pod pretpostavkama da je a®b+a®a = 01 ba®+aa® = 0, istrazuju se sada karakteristike
za (a+b)® = a® + bO.

Teorema 6.3.1. Ako a,b € R® zadovoljavaju a®b + a®Pa = 0 i ba® + aa® = 0, sledeca
tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a+beR®1i(a+b)® =a®+b°;
(i) a+beRPi(a+b)®=02(1 —aa®);
(i) a+ b€ R®, (a+b0)® = (1 —aa®)b® ia® = —aa®0®;
(iv) a+beR®, (a+b)®=(1—-0aa®)b® i (a®)? = —a®O.
Dokaz. Primenjujuéi Lemu 6.3.2, pokazuje se ovaj rezultat kao [77, Theorem 3.2]. [
Sada su predstavljeni aditivni rezultati za jezgarni inverz kao posledica Teoreme 6.3.1.

Posledica 6.3.1. Ako a,b € R® zadovoljavaju a®b + a®a = 0 i ba® + aa® = 0, sledeca
tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a+bec R®i(a+b)®=a® @
(i) a+b€ R® i (a+b)® =b®B(1 — aa®);
(iii) a+b € R®ia® = —aa®b®;

)

(iv) a+ b€ R® i (a®)? = —a®D®.

Pod istim pretpostavkama kao u Teoremi 6.3.1, dobijaju se novi aditivni rezultati za
Drejzinov inverz.
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Teorema 6.3.2. Ako a,b € R® zadovoljavaju a®b + aPa = 01 ba® + aa® = 0, sledeéa
tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a+beRPi(a+b)P =al +bP;

(i) a+beRPi(a+b)P =bP(1 - ad?);

(iii) a +b e RP, (a+b)P = (1 —aa®)b? i a? = —aa®bP;
(iv) a+beRP (a+b)P =(1—-aa®)b? i (aP)? = —a®bP;
(v) a+beRPi((a+b)P —0bP)(1 —ad’) =0.

Dokaz. 1z Leme 6.3.2 sledi da postoji dekompozicija jedinice 1 =e; +eysae; =piey =€

a_[al az} ; b_|:_a1 —CLQ}

0 as pXp 0 b4 p><p’
gde je k = ind(a), a; € (pPRp)~L, a§ = 0,1 by € (1 —p)R(1 — p))®. Zakljucuje se da je
b € (1 =p)R(1—p))”,

tako da je

za neke elemente s, s9 € R.

Shodno tome,

0 s;+s
D pD _ 1 2
a” + 0 bo

pXp
Zbog toga sto je

a—i—b:{o 0 }

0 (I3+b4 pxp

Drejzin invertibilan, sledi da je as + b4 takode Drejzin invertibilan i

(a+b)D:{O 0 }

0 (ag+by)” o
Sada je (a + b)P = a” 4 bP ekvivalentno sa
0=s51+s5 (6.1)
1
(a3 +by)? = by, (6.2)
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(i) < (ii): Kako je
0 —as 0 s1+s
D(1 — agP) — bP 151 _ 11 82
b (1 —aa”)=b {0 I 0 b ,

pXp pXp

(a+b)P = bP(1 — aaP) vazi ako i samo ako su jednakosti (6.1) i (6.2) zadovoljene. Dakle,
(i) i (ii) jesu ekvivalentni.
(i) & (iii): Iz

0 0 —a;l s 0 0
e e I I - L P I
0 1-p] 0 bP - 0 bY

pPXp

(a+b)P = (1 —aa®)bP je ekvivalentno sa (6.2). Na osnovu

0 s1+s
a” +aa [ 0 0 ] ,
PXp
zakljucujemo da je a? = —aa®bP ako i samo ako je a” + aa®bP = 0 ako i samo ako (6.1)
vazi. Tako da, (i) je ekvivalentno sa (iii).
(i) & (iv): Uslovi a? = —aa®b” i (aP)? = —a®bP jesu ekvivalentni iz poznate jednakosti
aP = aPaa®.
(i) & (v): Prema
(o —ya-aa) = [90 s []
- - - D _ 1D _
0 (a5 +b4) by pXp 0 1-p pXD

o 0 —S1 — S92
N 0 (CL3 + b4)D — bf pxp ’
((a+b)P —bP)(1 — aa®) = 0 je ekvivalentno sa (6.1) i (6.2). O

Teorema 6.3.2 daje aditivne rezultate za grupni inverz.

Posledica 6.3.2. Ako a,b € R® zadovoljavaju a®b 4+ a®a = 0 i ba® + aa® = 0, sledeca
tvrdenja su ekvivalentna:

() a+beR*i(a+b)# =at +b#;
(i) a+beR*i(a+b)* =b7(1— aa®);
(ili) a+be R¥ i a# = —aa®b#;
(iv) a+be R* i (a¥)? = —a®b¥;
(V) a+be€ R#* i ((a-|-b)# —b#)(l —aa#) —0
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Takode, mozemo proveriti sledece rezultate.

Teorema 6.3.3. Ako a,b € R® zadovoljavaju ba® + aa® = 0, sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna:

(i) a+beR2i(a+b)® =a® +b;
(i) a+be R (a+b)® =b2(1 — aa®);
(iii) a+be R, (1—aa®)((a+b)® —b2) =0iaa®((a+b)® —b2)(1 — aa®) = 0;
(iv) a+beR®, (1—aa®)((a+b)® —b2) =0ia®((a+b)® —b2)(1 - aa®) = 0.

Posledica 6.3.3. Ako a,b € R® zadovoljavaju ba® + aa® = 0, sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna:

(i) a+beR®i(a+b)® = a® + b2
(i) a+beRB i (a+b)® =0b2(1 — aa®);
(iii) a+beR?, (1—aa®)((a+b)® —b2) =01 bb2((a+b)® - b2)(1 - aa®) = 0;
(iv) a+beR®, (1—aa®)((a+b)® —b®) =01ia®((a+b)®—b®)(1 — aa®) = 0.

Teorema 6.3.4. Ako a,b € R® zadovoljavaju ba® + aa® = 0, sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna:

(i) a+beRPi(a+b)P =al +bP;
(i) a+b€RP i (a+b)P =bP(1 - aab);

(iii) a+b e RP i ((a+b)P —bP)(1 — aa?) = 0.

Posledica 6.3.4. Ako a,b € R® zadovoljavaju ba® + aa® = 0, sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna:

(i) a+beR*1i(a+b)* =a’ + b,
(ii) a+b e R* i (a+b)# = b#(1 — aa®);

(ii)) a+b € R* i ((a+b)# —b#)(1 —aa®) = 0.

Kao u Teoremi 6.3.2, pokazuju se sledeci aditivni rezultati pod uslovom da je a_lg ,b.

Teorema 6.3.5. Ako a,b € R® zadovoljavaju aLp b, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
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(i) a+beRPi(a+b)P =al +bP;

(i) a+beRP i ((a+b)P —bP)(1 —ad’) =0.

Posledica 6.3.5. Ako a,b € R® zadovoljavaju a_lg b, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) a+beR”i(a+b)* =a’ + b7,
(ii) a+be R¥ i ((a+b)# —b#)(1 —aa®) = 0.

U slucaju da je a®b + a®Pa = 01 ba® + aa® = 0, izucavaju se ekvivalentni uslovi za
2 O 2
a” <O b=,

Teorema 6.3.6. Ako a,b € R® zadovoljavaju a®b + a®Pa = 0 i ba® + aa® = 0, sledeca
tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a® <@ b

(ii) aa®(a® + ab) = 0;
(iii) a®(a® 4 ab) = 0;
(iv) aa®(ab— ba) = 0;
(v) a®(ab — ba) = 0.

Dokaz. Koristedi Lemu 6.3.2 i [43, Lemma 2.3], ovaj dokaz se kompletira kao [77, Theorem
34]. O
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Poglavlje 7

Zakljucéna razmatranja i predlozi za
buduéa istrazivanja

7.1 DMotivacija za izucavanje uopstenih inverza opera-
tora i elemenata prstena

U mnogim prakti¢nim problemima javlja se potreba za resavanjem sistema linearnih je-
dnacina kod kojih operator nije invertibilan. Zbog toga je uveden koncept uopstenih inverza,
koji predstavlja prirodno uopstenje klasicnog pojma inverza.

Uopsteni inverzi imaju znacajnu primenu u statistici, operacionim istrazivanjima, ekono-
miji, fizici, elektrotehnici, obradi signala i masinskom ucenju, posebno u problemu najmanjih
kvadratnih resenja i optimizacije.

Za razliku od klasi¢nog inverza, koji je jedinstven kada postoji, uopsteni inverzi u opstem
sluc¢aju nisu jedinstveni. Razli¢iti izbori uopstenog inverza odgovaraju razli¢itim geometri-
jskim ili optimizacionim svojstvima reSenja.

Geometrijski posmatrano, uslovi za sliku i jezgro fiksiraju nacin na koji operator deluje
izmedu domena i kodomena, ¢ime se uklanja nejedinstvenost koja se javlja kod opstih un-
utrasnjih ili spoljasnjih inverza. Zbog toga {2}-inverzi imaju zna¢ajnu primenu u teoriji
projektora i dekompoziciji linearnih preslikavanja [3, 6].

Teorija uopstenih inverza matrica i operatora sistematicno je razvijana tokom poslednjih
nekoliko decenija i detaljno izlozena u [82, 88, 89]. Ova teorija predstavlja snazan alat u
analizi singularnih sistema, posebno u situacijama kada klasicne metode linearne algebre
nisu primenljive.

Pojam jezgarnog inverza prvi put su uveli O. M. Baksalary i G. Trenkler u radu [1], sa
ciljem objedinjavanja osobina grupnog i Mur-Penrouzovog inverza.

Kasnije je ovaj koncept uopsten na jezgarni-EP inverz za kvadratne matrice proizvoljnog
indeksa u radu [67].

Prasad i Raj predlozili su novi metod za izra¢unavanje jezgarnog-EP inverza u [68], dok

92



Zakljuéna razmatranga 1 predlozi za buduca istraZivanja

je iterativni metod aproksimacije predstavljen u radu [69].

Uopsteni inverzi imaju kljuénu ulogu u problemima optimizacije i aproksimacije. Naj-
manje kvadratna reSenja linearnog sistema Az = b definiSu se kao resenja optimizacionog
problema min, ||[Az — b||. U skupu najmanjih kvadratnih resenja izdvaja se jedinstveno
reSenje minimalne norme. Najmanje kvadratno reSenje minimalne norme poznato je pod
nazivom najbolje aproksimativno resenje. Mur-Penrouzov uopsteni inverz A' generise naj-
bolje aproksimativno resenje A'b sistema linearnih jedna¢ina Az = b.

Mur-Penrouzov inverz predstavlja jedan od najznacajnijih uopstenih inverza. On je
istovremeno unutrasnji i spoljasnji inverz i ima posebno znacenje u reSavanju problema
najmanjih kvadrata. Prvobitno je uveden u kontekstu resavanja sistema linearnih jednacina
koji nemaju jedinstveno resenje.

Drejzinov inverz predstavlja drugu vaznu klasu spoljasnjih inverza, posebno pogodnu
za analizu singularnih kvadratnih matrica i diferencijalnih jednacina sa singularnim opera-
torima. Ovaj inverz uvodi pojam indeksa matrice koji meri stepen singularnosti operatora.

Jezgarni-EP inverz predstavlja novije uopstenje spoljasnjeg inverza. Motivacija za nje-
govo uvodenje potekla je iz potrebe objedinjavanja osobina Drejzinovog i Mur-Penrouzovog
inverza kroz uslove definisane pomocu slika operatora.

Reprezentacije jezgarnog-EP inverza, detaljno predstavljene u [94], daju formalnu teori-
jsku osnovu za strogo definisanje ovih inverza. Time je moguce definisati jezgarni-EP inverz
i u kontekstu beskona¢no dimenzionalnih prostora, ¢ime se znacajno povecava njegova pri-
menljivost.

Nadalje, u [24] potvrdena je neprekidnost jezgarnog-EP inverza, sto implicira da mali
perturbacioni uticaj na originalnu matricu A dovodi do proporcionalno malih promena u
njenom jezgarnom-EP inverzu. Ova osobina neprekidnosti je od posebnog znacaja za nu-
mericku linearnu algebru, gde se pri racunanjima ¢esto susre¢u aproksimacije i numericke
greske, ali i za primene u teoriji kontrolnih sistema, optimizaciji i inzenjerskim simulaci-
jama, gde stabilnost reSenja i otpornost na perturbacije imaju kljuénu ulogu u pouzdanosti
modela.

Razvoj koncepta jezgarnog-EP inverza nije ograni¢en samo na matric¢ne prostore. U [47],
jezgarni-EP inverz je uopSten za elemente Banahove algebre, ¢ime je omoguéeno njegovo
koris¢enje za beskonacéno dimenzionalne linearne operatore. Ovo uopstenje je znacajno u
funkcionalnoj analizi i teoriji operatora, gde se Cesto susre¢u linearni operatori na Hilbe-
rtovim i Banahovim prostorima, a definicija inverza mora biti kompatibilna sa normom i
topologijom prostora.

Analogno uopstenje je izvrseno za elemente prstena u [22, 48], gde algebarske jednacine
omogucavaju definisanje inverza i za nekomutativne algebarske elemente, ¢ime se omogucava
analiza operatora u apstraktnim algebrama i modulima. U [75] koncept je dalje uopsten
za tenzore, Sto otvara primenu u multilinearnoj algebri i teoriji visedimenzionalnih po-
dataka, ukljucujué¢i obradu slike, analizu signala, statisticke modele visedimenzionalnih
promenljivih, kao i u masinskom uc¢enju i modeliranju visedimenzionalnih sistema.
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Wang i Chen [84] su uveli pojam slabo grupnog inverza, koji predstavlja prirodno
uopstenje grupnog inverza.

Slabo grupni inverz omogucava definisanje jedinstvenog operatora koji zadovoljava kom-
binaciju algebarskih i spektralnih uslova, ¢ime se uopstava teorijska baza za rad sa delimi¢no
invertibilnim matricama i operatorima. Prema rezultatu iz [84], slabo grupni inverz se moze

eksplicitno predstaviti izrazom
A® = (A®)? A,

Sto pokazuje direktnu vezu izmedu slabo grupnog inverza i jezgarnog-EP inverza, kao i
njihovu funkcionalnu kompoziciju. Ova veza omogucava efikasno numericko ra¢unanje slabo
grupnog inverza koris¢enjem prethodno poznatih algoritama za jezgarni-EP inverz, ¢ime se
smanjuje slozenost izracunavanja i poboljSava numericka stabilnost.

Dalje, u [91], pojam slabo grupnog inverza je uspesno uopsten i za elemente prstena, ¢ime
se otvara mogucnost primene u apstraktnoj algebri i teoriji modula, uklju¢ujudii proucavanje
operatora nad modulima koji nisu striktno linearni. Ovo uopstenje omogucava definisanje
inverza u kontekstu algebarskih struktura koje nemaju klasi¢nu matriénu reprezentaciju, sto
je posebno vazno za teoriju nekomutativnih prstena.

Najnoviji rezultati u vezi sa slabo grupnim inverzom mogu se pronaci u [21, 64, 85|, gde su
detaljno razmatrane razlicite algebarske karakteristike, relacije sa jezgarnim-EP i grupnim
inverzima, kao i primene u strukturalnoj teoriji matrica i prstena. Ovi radovi dodatno
potvrduju vaznost slabo grupnog inverza u analizi parcijalno invertibilnih operatora i u
teoriji perturbacione analize, posebno u situacijama kada operatori imaju visestruke nulte
vrednosti.

S obzirom na sva navedena uopStavanja, jezgarni-EP i slabo grupni inverzi predstavlja-
ju kljucne alate u savremenoj linearnoj algebri, sa Sirokom primenom u numerickoj analizi,
teoriji kontrolnih sistema, optimizaciji, kao i u proucavanju spektralnih svojstava singularnih
i parcijalno invertibilnih operatora. Njihova univerzalnost proizilazi iz sposobnosti da obje-
dine spektralne, algebarske i geometrijske aspekte invertibilnosti, $to ih ¢ini neophodnim
konceptima za dalja istrazivanja u apstraktnoj i primenjenoj algebri.

Velika popularnost slabo grupnog inverza i jezgarnog-EP inverza potvrdena je u mnogim
skorijim nauc¢nim istrazivanjima. Jezgarni-EP inverz je postao jedan od najpopularnijih
uopstenih inverza poslednjih godina, $to se vidi u [2, 18, 24, 83, 94, 97].

Mnoga parcijalna uredenja i pre-uredenja su uvedena u terminima razlic¢itih uopstenih
inverza, ¢ime se definisu hijerarhijske i geometrijske relacije izmedu operatora i matrica.
Jezgarno parcijalno uredenje je predstavljeno u [1] i uopsteno je za operatore na Hilberto-
vom prostoru [70].

Ove definicije parcijalnih uredenja, zajedno sa definicijama m-slabo grupnog i jezgarnog-
EP inverza, formiraju bogatu algebarsku i geometrijsku teoriju, koja povezuje spektralne,
projekcione i algebarske osobine operatora i matrica, ¢ine¢i ih neophodnim alatima za savre-
mena istrazivanja u linearnim i apstraktnim operatorima.
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Koncept uopstenih inverza ima znac¢ajnu primenu u razli¢itim poljima matematike kao
Sto je teorija matrica, teorija operatora, diferencijalne jednacine, i u tehnici i inzinjerstvu

3].
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7.2 Analiza nauc¢nog istrazivanja disertacije

Primarni cilj disertacije je istrazivanje ortogonalnosti za ogranicene linearne operatore
na Hilbertovom prostoru kao i ortogonalnost elemenata prstena sa involucijom.

Skorasnja istrazivanja o jednostranim jezgarnim ortogonalnostima i jezgarnoj-EP orto-
gonalnosti, kao i njihov znacaj u izu¢avanju osobina aditivnosti i parcijalnog uredenja, bili
su motivacija da glavni cilj ovog rada bude dalje izucavanje ortogonalnosti operatora na
Hilbertovom prostoru.

S obzirom da su jednostrane jezgarne ortogonalnosti uvedene za matrice indeksa 1, bilo je
interesantno istraziti koncepte ortogonalnosti za Drejzin invertibilne operatore proizvoljnog
indeksa.

Uopstenja predstavljena u ovoj disertaciji omogucavaju detaljnu analizu ortogonalnosti
operatora i elemenata prstena, pri ¢emu se zadrzavaju osnovne algebarske i geometrijske
osobine prethodnih definicija.

Ova uopstenja omogucavaju formalno i prakticno proucavanje operatora koji nisu stri-
ktno invertibilni ili imaju visetruke spektralne nule, ¢ime se znacajno povecava opseg primene
jezgarnog-EP inverza i povezanih ortogonalnih koncepata u savremenoj linearnoj algebri i
teoriji operatora.

U ovoj disertaciji, uopsteni su koncepti jednostranih jezgarnih ortogonalnosti i jezgarne-
EP ortogonalnosti. Na ovaj nacin, uopsteni su neki skorasnji rezultati i predstavljeno je
nekoliko novih rezultata za jednostrane jezgarne ortogonalnosti.

Preciznije, definiSemo levu i desnu jezgarnu-EP ortogonalnost i prezentujemo njihovu
vezu sa postoje¢im konceptima ortogonalnosti operatora. Takode, ovde su predstavlje-
ne matricne forme jednostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora. Istrazeni su dodatni
uslovi koji sa jednostranim jezgarnim-EP ortogonalnostima impliciraju

(A+ B)® = A® | BO,

Dakle, pojam jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti je koriséen i u proucavanju osobina
aditivnosti jezgarnih-EP inverza.

Naucna istrazivanja predstavljena u ovoj doktorskoj disertaciji donela su znacajno u-
opstenje pojma jezgarne-EP ortogonalnosti na m-slabu ortogonalnost za operatore, zasno-
vano na m-slabo grupnom inverzu kao prirodnom uopstenju jezgarnog-EP inverza. Ovo
uopstenje omogucava proucavanje operatora sa visestrukim promenama ili ve¢im indeksom,
pri cemu se zadrzavaju kljuc¢ne algebarske i geometrijske osobine prethodnih definicija orto-
gonalnosti.

Dokazane su mnoge karakteristike m-slabo grupno ortogonalnih operatora, ukljucujuci
njihove eksplicitne matri¢ne forme i relacije izmedu m-slabo grupnih inverza i standardnih
uop$tenih inverza kao $to su Drejzinov, Mur-Penrouzov i jezgarni-EP inverz. Analizira-
na je aditivnost m-slabo grupnih inverza u kontekstu jezgarno-EP ortogonalnih operatora,
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ukljucujuéi uslove kada je (A 4 B)®™ = A®™ 4 BO®™ 5to predstavlja uopstenje poznatih
rezultata za jezgarne i jezgarne-EP inverze. Posmatrani su novi rezultati za slabo grupnu
ortogonalnost operatora, uklju¢ujuéi njihova parcijalna uredenja.

Jedna od kljuénih prednosti uvodenja m-slabo grupnog inverza je moguc¢nost proucavanja
operatora sa viSestrukim spektralnim nulama i visim indeksom, Sto nije uvek moguce kori-
S¢enjem standardnog jezgarnog-EP inverza.

U daljem radu, planirano je uopstenje ovih rezultata na tezinski slucaj. Ovo uopstenje
uvodi dodatnu fleksibilnost u definiciju inverza, omogucavajuci ukljucivanje tezinskih faktora
koji se mogu koristiti u spektralnoj dekompoziciji i analizi operatora u numerickoj praksi.

Takvo uopstenje otvara put za dalje istrazivanje:
- Analize stabilnosti i perturbacione teorije operatora sa viSestrukim promenama.

- Razvoj novih tipova parcijalnih uredenja zasnovanih na m-slabo grupnim i tezinskim
m-slabo grupnim inverzima.

- Primene u problemima aproksimacije, tenzorskih operatora, blok-matrica i visedimen-
zionalnih sistema u kvantnoj teoriji, statistici i optimizaciji.

Ova strategija omogucava sistematsko uopstavanje teorije jezgarne-EP ortogonalnosti i
njenog uticaja na moderne probleme linearne algebre i teorije operatora, ¢ime se znacajno
povecava opseg primene pomenutih koncepata.
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