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Извод, ИЗ: Предмет научног истраживања ове докторске
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једностраних језгарних ортогоналности и језгарне-ЕП
ортогоналности. Једностране језгарне ортогоналности су
уведене за квадратне матрице индекса 1, а у овој
дисертацији се проучавају концепти ортогоналности за
Дрејзин инвертибилне операторе произвољног индекса.
Прецизније, представљају се лева и десна језгарна-ЕП
ортогоналност и m-слабо групна ортогоналност и њихове
релације са постојећим концептима ортогоналности.
Различите карактеризације нових ортогоналности су
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Poglavlje 1

Uvod

Istorijski razvoj uopštenih inverza započinje radovima E. H. Moore-a (1920) i R. Penrose-

a (1955) [66], čiji je prvi doprinos definisanje onoga što danas poznajemo kao Mur-Penrouzov

inverz. Nekoliko godina kasnije, tačnije 1958. godine, M. P. Drazin [16] uvodi novi koncept

uopštenih inverza u okviru teorije polugrupa, poznat kao Drejzinov inverz.

Proučavanje jezgarnog inverza počelo je u okviru matrične teorije, ali je ubrzo uopšteno

na apstraktnije strukture poput prstena sa involucijom i operatora na Hilbertovim prosto-

rima [72, 73]. Nakon što su O. M. Baksalary i G. Trenkler (2010) u [1] definisali pojam

jezgarnog inverza za kompleksne kvadratne matrice, ključni korak ka apstraktnoj algebri

napravljen je nekoliko godina kasnije. Koncept jezgarnog inverza uveli su O. M. Baksalary

i G. Trenkler kao alternativu grupnom inverzu, fokusirajući se na matrice indeksa 1.

D. S. Rakić, N. Č. Dinčić i D. S. -Dord̄ević su u radu [73] uveli definiciju jezgarnog

inverza za elemente prstena sa involucijom. Oni su pokazali da za element a prstena R,

jezgarni i dualni jezgarni inverz istovremeno postoje ako i samo ako je a istovremeno grupno

i Mur-Penrouz invertibilan.

Istraživanje se nastavlja za ograničene linearne operatore na Hilbertovom prostoru B(H),

gde su geometrijska svojstva (jezgro i slika operatora) omogućila razumevanje veze izmed̄u

ortogonalnih projektora i ovog inverza.

Definisanje jedinstvenog uopštenog inverza koji ima osobine Mur-Penrouzovog i grupnog

inverza bilo je motivacija za uvod̄enje jezgarnog-EP inverza kako bi se prevazǐslo ograničenje

jezgarnog inverza (koji postoji samo za matrice indeksa 1). K. M. Prasad i K. S. Mohana

su uveli novi tip uopštenog inverza matrica koji su nazvali jezgarni–EP inverz 2014. godine

u radu [67]. Kasnije, ovi rezultati su uopšteni za elemente u Banahovoj algebri i operatore

na beskonačno-dimenzionalnim prostorima [47].

Dva elementa unitarnog prostora su ortogonalna ako je njihov skalarni proizvod nula.

Koncept ortogonalnosti može biti proširen na elemente normiranog linearnog prostora na

razne načine. Jedan od najvažnijih je koncept Birkhoff–James-ove ortogonalnosti [5, 30].

Neka je X kompleksan Banach-ov prostor. Element x ∈ X je Birkhoff–James ortogo-

nalan elementu y ∈ X ako je ∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥ za svaki kompleksan broj λ.

Za A,B ∈ B(H), operator A je Birkhoff-James ortogonalan sa operatorom B, označava-

1



mo sa A⊥B, ako je A+λB ≥ A za sve kompleksne brojeve λ. U unitranom prostoru (kao što

je Hilbertov prostor), ova ortogonalnost je ekvivalentna sa običnim pojmom ortogonalnosti.

Očigledno, Birkhoff-James-ova ortogonalnost jeste nedegenerativna, pa je A⊥A ⇔ A = 0.

Homogena je, dakle A⊥B ⇔ λA⊥µB za svako λ, µ ∈ C , i nije simetrična, dakle A⊥B ne

mora da implicira B⊥A [46]. Štavǐse, Turnšek u [81] dokazuje da A⊥B uvek implicira B⊥A

ako i samo ako je B skalarni umnožak izometrije ili ko-izometrije.

Koncepti ortogonalnosti zasnovani na uslovima jednostrane ili dvostrane ortogonalnosti

do sada su izučavani za matrice i operatore. U ovoj disertaciji se uopštavaju neki raniji

rezultati dokazani za ortogonalnost matrica.

Zasnovano na jezgarnom-EP inverzu, D. Mosić, G. Dolinar, B. Kuzma i J. Marovt

uopštavaju koncept jezgarne ortogonalnosti i uvode jezgarnu-EP ortogonalnost za Drejzin

invertibilne operatore A i B na Hilbertovom prostoru.

Rezultati istraživanja ove doktorske disertacije jesu različita uopštenja jezgarne-EP orto-

gonalnosti za operatore na Hilbertovom prostoru, kao i za elemente prstena sa involucijom.

Poznato je da binarna relacija na nepraznom skupu jeste pre-ured̄enje ako je refleksivna

i tranzitivna. Ako je takod̄e i antisimetrična, onda se naziva parcijalno ured̄enje.

Mnoga parcijalna ured̄enja i pre-ured̄enja istražena su ranije koristeći različite vrste

uopštenih inverza [50]. Jezgarno parcijalno ured̄enje je predstavljeno u [1]. Jezgarno

ured̄enje je takod̄e uopšteno za operatore na Hilbertovom prostoru u [72].

Pored pojma jezgarne-EP ortogonalnosti, uvodi se i odgovarajuće jezgarno-EP pre-

ured̄enje za operatore. Koristeći jezgarni-EP inverz, jezgarno-EP pre-ured̄enje je definisano

u [54], za operatore A,B ∈ B(X)D, kao A ≤DO B kada je AADO = BADO i ADOA = ADOB. Za

razne karakterizacije jezgarnog-EP pre-ured̄enja pogledati [83] za slučaj kompleksnih ma-

trica, [49, 54] za operatrore, [53] za elemente C∗-algebre i [14, 23, 48] za elemente u prstenu

sa involucijom. U opštem slučaju, kada su A,B ∈ B(X)#, jezgarno parcijalno ured̄enje je

dato u [1, 72] kao A ≤#O B kada je AA#O = BA#O i A#OA = A#OB. Interesantne osobine

jezgarnog parcijalnog ured̄enja mogu se videti u [19].

Ovde su takod̄e izučavane nove osobine jezgarnog–EP pre–ured̄enja za operatore.

Doktorska disertacija je podeljena u sedam poglavlja, gde je svako poglavlje podeljeno

na odeljke.

- U prvom, uvodnom poglavlju dat je kratak pregled disertacije. Takod̄e, date su defini-

cije uopštenih inverza operatora i elemenata prstena.

- Drugo poglavlje predstavlja rezultate istraživanja ortogonalnosti operatora na Hil-

bertovom prostoru. Jasno je da jednostrana jezgarna ortogonalnost jeste uvedena za

matrice indeksa 1 a ovde je istražen koncept ortogonalnosti za Drejzin invertibilne ope-

ratore proizvoljnog indeksa. Takod̄e, uopšten je koncept jednostrane jezgarne ortogo-

nalnosti i jezgarne-EP ortogonalnosti definǐsući verzije jednostrane jezgarne-EP orto-

gonalnosti. Na ovaj način, uopšteni su neki poznati rezultati i predstavljeno je nekoliko

novih rezultata za jednostrane jezgarne ortogonalnosti.
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Predstavljene su matrične forme jednostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora.

Takod̄e, istraženi su dodatni uslovi koji sa jednostranom jezgarnom-EP ortogonalnošću

impliciraju (A + B)DO = ADO + B DO. Dakle, pojam jednostrane jezgarne-EP ortogona-

lnosti jeste korǐsćen i u proučavanju osobina aditivnosti jezgarnih-EP inverza.

- Treće poglavlje jeste istraživanje novog koncepta jezgarne-EP ortogonalnosti za ele-

mente u prstenu sa involucijom. Različite osobine i karakteristike jezgarno-EP orto-

gonalnih elemenata su dokazane, a takod̄e su predstavljeni i njihovi matrični oblici.

Za par jezgarno–EP ortogonalnih elemenata, predloženi su ekvivalentni uslovi za

jezgarnu-EP aditivnost. Pomoću jezgarne-EP ortogonalnosti, istražena je i proučavana

stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom. Zatim, uopšteni

su neki rezultati za operatore i dat je niz novih rezultata.

- Četrvto poglavlje govori o jednom od bitnih problema u teoriji uopštenih inverza,

tj. nalaženju uopštenog inverza proizvoda. Za jezgarni inverz, potrebni i dovoljni

uslovi da zakon obrnutog redosleda (AB)#O = B#OA#O i zakon direktnog redosleda

(AB)#O = A#OB#O važe jesu istraženi od strane mnogih autora [1].

Podsetimo se da jezgarno parcijalno ured̄enje A ≤#O B implicira

(AB)#O = B#OA#O = (BA)#O.

Pretpostavke pod kojima zakon obrnutog redosleda (AB)DO = B DOADO važi za jezgarni-

EP inverz su predstavljene.

Prvi cilj bio je da se pronad̄u nove karakteristike za jezgarno-EP pre-ured̄enje

A ≤DO B koristeći odgovarajuće samo-adjungovane operatore i jezgarne-EP inverze.

Dalje, u slučaju da je A ≤DO B, pokazane su karakteristike zakona (AB)DO = ADOB DO.

Potrebni i dovoljni uslovi za ekvivalenciju izmed̄u zakona direktnog redosleda

(AB)DO = ADOB DO i zakona obrnutog redosleda (AB)DO = B DOADO su posmatrani.

Pod uslovom A ≤DO B, dobijeni su uslovi pod kojima bi važila sledeća jednakost:

(B − A)DO = B DO − ADO.

Primenjujući prethodno pomenute uslove, dobijene su i karakteristike za jezgarno pa-

rcijalno ured̄enje i osobine zakona direktnog redosleda za jezgarne inverze.

- Peto poglavlje je uopštenje koncepta jezgarne-EP ortogonalnosti na m-slabo grupnu

ortogonalnost za ograničene linearne Drejzin invertibilne operatore na Hilbertovom

prostoru, koristeći m-slabo grupni inverz. Različite osobine i karakteristike m-slabo

grupno ortogonalnih operatora su dokazane isto kao njihove matrične forme.

Veza izmed̄u m-slabo grupne binarne relacije i m-slabo grupne ortogonalnosti je data

i predstavljene su osobine aditivnosti za m-slabo grupni inverz.
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- Šesto poglavlje je uopštenje koncepta leve i desne jezgarne–EP ortogonalnosti na

elemente prstena sa involucijom. Na ovaj način, uopšteni su pojmovi jednostrane

jezgarne–EP ortogonalnosti za operatore i jezgarne–EP ortogonalnosti za elemente

prstena sa involucijom. Mnoge osobine i karakteristike leve i desne jezgarne–EP orto-

gonalnosti su date.

- Sedmo poglavlje sadrži zaključna razmatranja ove doktorske disertacije.
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Osnovne definicije uopštenih inverza operatora

1.1 Osnovne definicije uopštenih inverza operatora

Neka suX i Y proizvoljni Hilbertovi prostori. Označimo sa B(X, Y ) skup svih ograničenih

linearnih operatora iz X u Y . Specijalno, B(X) = B(X,X) označava skup svih ograničenih

linearnih operatora iz X u X.

Za operator A ∈ B(X, Y ), koriste se sledeće standardne oznake:

- A∗ – adjungovani operator operatora A definisan relacijom ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩, x ∈ X,

y ∈ Y ;

- N (A) = {x ∈ X : Ax = 0} — jezgro operatora A;

- R(A) = {Ax : x ∈ X} — slika operatora A [32].

Operator P ∈ B(X) naziva se idempotent (ili projektor) ako važi P 2 = P . Ako dodatno

važi P = P ∗, tada je P ortogonalni projektor [9].

Definicija 1.1.1. Neka je A ∈ B(X, Y ). Ako postoji operator B ∈ B(Y,X) tako da je

ABA = A, onda je B unutrašnji inverz operatora A, a operator A je regularan.

Skup svih unutrašnjih inverza regularnog operatora A označava se sa A{1} [3], tj.

A{1} = {B ∈ B(Y,X) : ABA = A}.

Definicija 1.1.2. [51] Neka je A ∈ B(X, Y ). Ako je BAB = B za neko B ∈ B(Y,X),

B ̸= 0, onda je B spoljašnji inverz operatora A.

Ako je B ∈ B(Y,X) unutrašnji i spoljašnji inverz operatora A ∈ B(X, Y ), tada je B

refleksivni uopšteni inverz od A [51].

Ako su X i Y Hibertovi prostori, tada je A regularan ako i samo ako je R(A) zatvoren

potprostor od Y . Unutrašnji inverz operatora nije jedinstven ako fiksiramo sliku i jezgro

kod unutrašnjeg inverza. Refleksivni uopšteni inverz je jedinstveno odred̄en svojom slikom

i jezgrom. Ovo je takod̄e osobina spoljašnjeg inverza [51].

Nenula operator A ∈ B(X, Y ) uvek ima nenula spoljašnji inverz B ∈ B(Y,X). Ako je

BAB = B, T = R(B) i S = N(B), tada je B poznat kao A
(2)
T,S spoljašnji inverz od A.

Sada su date definicije veoma poznatih spoljašnjih inverza.

Definicija 1.1.3. [3, 51] Mur-Penrouzov inverz od A ∈ B(X, Y ) je jedinstven operator

B = A† ∈ B(Y,X) koji zadovoljava uslove

ABA = A, BAB = B, (AB)∗ = AB, (BA)∗ = BA.

Poznato je da A† postoji ako i samo ako R(A) jeste zatvoren u Y , što je ekvivalentno sa

A{1} ≠ ∅.
Mur-Penrouzov inverz može biti primenjen u restauraciji slika, graficima, kriptografiji,

teoriji kodiranja, robotici [3, 8].
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Definicija 1.1.4. [51] Drejzinov inverz od A ∈ B(X) je jedinstven operator B = AD ∈ B(X)

takav da je

AB = BA, BAB = B i Ak+1B = Ak,

gde je k = ind(A) indeks od A, tj. najmanji pozitivan ceo broj u ovoj definiciji.

Grupni inverz je specijalan slučaj Drejzinovog inverza za koji je A = A2B

(ili ind(A) ≤ 1) i grupni inverz se označava sa A#. Dakle, za grupni inverz A# važe sledeće

jednakosti:

AA#A = A, A#AA# = A# i AA# = A#A.

Simboli B(X)D i B(X)#, redom, označavaju skupove svih Drejzin invertibilnih i grupno

invertibilnih operatora u B(X). Drejzinov inverz je korǐsćen u teoriji lanca Markova, dife-

rentnim i diferencijalnim jednačinama, kriptografiji [3, 6, 27].

Definicija 1.1.5. [70] Operator A ∈ B(X) ima jezgarni inverz B ∈ B(X) ako važe sledeći

uslovi:

ABA = A, R(A) = R(B) i N(A∗) = N(B).

Jezgarni inverz od A je jedinstven, ako postoji, i označava se sa A#O. Operator A ima

jezgarni inverz ako i samo ako je ind(A) ≤ 1.

Definicija 1.1.6. Operator sa zatvorenom slikom A ∈ B(X) je EP operator ako važi jed-

nakost

R(A∗) = R(A).

Primetimo da operator sa zatvorenom slikom A ∈ B(X) jeste EP ako i samo ako je:

AA† = A†A, odnosno ako i samo ako je A ∈ B(X)# i A† = A# [50].

Pojam jezgarnog-EP inverza je predstavljen za kvadratne matrice [67] i uopšten na

Drejzin invertibilne operatore na Hilbertovom prostoru u [54, 58].

Definicija 1.1.7. Za A ∈ B(X)D i ind(A) = k, postoji jedinstven jezgarni-EP inverz

B ∈ B(X) od A (označen sa ADO) koji zadovoljava [54]

BAB = B i R(B) = R(B∗) = R(Ak),

i predstavljen je sa [22]

ADO = ADAk(Ak)†.

Kada je ind(A) ≤ 1, ADO se poklapa sa jezgarnim inverzom A#O = A#AA† [1].

Zanimljive osobine jezgarnog–EP inverza jesu date u [14, 34, 42, 53, 62, 93, 94, 95, 96].

Jezgarni–EP inverz je primenjen za rešavanje nekih aproksimativnih problema u [60].
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Osnovne definicije i osobine uopštenih inverza u prstenima

1.2 Osnovne definicije i osobine uopštenih inverza u

prstenima

Neka je R prsten sa jedinicom 1. Element x ∈ R je inverz elementa a ∈ R ako važi

ax = xa = 1 i tada se kaže da je element a invertibilan. Označimo sa a−1 inverz elementa

a a sa R−1 skup svih invertibilnih elemenata prstena R [51].

Najmanji prirodan broj k ∈ N za koji važi da je ak = 0 naziva se indeks nilpotentnosti

elementa a. Neka Rnil označava skup svih nilpotentnih elemenata u prstenu R [51].

Za a ∈ R, definisani su sledeći skupovi:

aR = {ax : x ∈ R}, Ra = {xa : x ∈ R}

i

a◦ = {x ∈ R : ax = 0}, ◦a = {x ∈ R : xa = 0}.

Različite vrste uopštenih inverza jesu definisane u prstenu.

Definicija 1.2.1. [51] Element a ∈ R ima unutrašnji inverz ukoliko postoji x ∈ R tako da

važi jednakost axa = a. U tom slučaju element a ∈ R jeste regularan u prstenu R.

Neka R− označava skup svih regularnih elemenata u prstenu R. Može se primetiti da

je R−1 ⊆ R−.

Definicija 1.2.2. [51] Element a ∈ R ima spoljašnji inverz ukoliko postoji x ∈ R tako da

važi da je xax = x.

Definicija 1.2.3. [51] Ako je element prstena x ∈ R unutrašnji i spoljašnji inverz elementa

a ∈ R, onda se on naziva refleksivni uopšteni inverz od a.

Za regularni element u prstenu uvek postoji refleksivni uopšteni inverz [13].

Definicija 1.2.4. [51] Drejzinov inverz od a ∈ R (ako postoji) jeste jedinstven element

x = aD ∈ R koji zadovoljava

x = xax, ax = xa, ak = ak+1x,

gde je k = ind(a) indeks od a, tj. najmanji pozitivan ceo broj u ovoj definiciji.

Za element a ∈ R kaže se da je Drejzin invertibilan ukoliko postoji njegov Drejzinov

inverz.

Označimo sa RD skup svih Drejzin invertibilnih elemenata u prstenu R.

Ako je ind(a) ≤ 1, Drejzinov inverz od a jednak je grupnom inverzu od a, tj. a# = aD.

Skup svih grupno invertibilnih elemenata skupa R označava se sa R#.
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Definicija 1.2.5. [51] Involucija a 7→ a∗ u prstenu R jeste anti-izomorfizam stepena 2. To

je preslikavanje a → a∗ za koje važi:

(a∗)∗ = a, (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (ab)∗ = b∗a∗, 0∗ = 0, 1∗ = 1,

pri čemu su a, b ∈ R.

Neka je R prsten sa involucijom. Element a ∈ R je samo-adjungovan ako je a∗ = a.

Element e ∈ R je idempotent ako je e2 = e.

Element a ∈ R koji zadovoljava jednakost aa∗ = a∗a naziva se normalan.

Definicija 1.2.6. [51] Mur-Penrouzov inverz elementa a ∈ R (ako postoji) jeste jedinstveni

element x = a† ∈ R takav da važi:

axa = a, xax = x, (ax)∗ = ax i (xa)∗ = xa.

Ukoliko postoji Mur-Penrouzov inverz elementa a ∈ R kaže se da je element a Mur-

Penrouz invertibilan (ili MP-invertibilan). Skup svih Mur-Penrouz invertibilnih elementa u

R biće označen sa R†.

Definicija 1.2.7. [70] Neka je a ∈ R. Element x = a#O ∈ R koji zadovoljava uslove

axa = a, xax = x, (ax)∗ = ax, xa2 = a, i ax2 = x

se zove jezgarni inverz od a.

Napomenimo da prve dve jednačine iz prethodne definicije mogu biti izostavljene na

osnovu rada [87].

Jezgarni–EP inverz je uveden za elemente prstena sa involucijom u [22], uopštavajući

isti koncept za kvadratne matrice predstavljen u [67].

Definicija 1.2.8. [22] Element x = aDO ∈ R jeste jedinstven jezgarni–EP inverz elementa

a ∈ R ako zadovoljava sledeće jednačine:

ax2 = x, (ax)∗ = ax, xak+1 = ak,

za neki pozitivan ceo broj k.

Najmanji takav k se poklapa sa ind(a) [22, Theorem 2.3], i podsetimo se da važi

aDO = aDak(ak)†.

Ako je ind(a) ≤ 1, aDO = a#O jeste jezgarni inverz od a [1]. Skupovi svih jezgarnih-EP i

jezgarno invertibilnih elemenata skupa R su označeni sa RDO i R#O, redom.
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Osnovne definicije i osobine uopštenih inverza u prstenima

Definicija 1.2.9. [51] Element a ∈ R jeste ∗-skrativ ako

a∗ax = 0 ⇒ ax = 0 i xaa∗ = 0 ⇒ xa = 0, (1.1)

Primenom involucije na (1.1) , uočavamo da je element a ∗-skrativ ako i samo ako je a∗

∗-skrativ.

Teorema 1.2.1. [50] Za a ∈ R† sledeće jednakosti važe:

(i) (a†)† = a;

(ii) (a∗)† = (a†)∗;

(iii) (a∗a)† = a†(a†)∗;

(iv) (aa∗)† = (a†)∗a†;

(v) a∗ = a†aa∗ = a∗aa†;

(vi) a† = (a∗a)†a∗ = a∗(aa∗)† = (a∗a)#a∗ = a∗(aa∗)#;

(vii) (a∗)† = a(a∗a)† = (aa∗)†a.

Definicija 1.2.10. [50, 70] Element a ∈ R† ∩R# je EP element ako je a† = a#.

EP matrice i EP operatori su opširno ispitivani od strane mnogih istraživača.

U skorašnje vreme, EP elementi su dosta proučavani i u kontekstu prstena sa involucijom

[50, 55, 56, 57].

Dekompozicija jedinice je jednakost: 1 = e1 + e2 + · · ·+ en sa idempotentima

e1, e2, . . . , en ∈ R takvim da je eiej = 0 za i ̸= j.

Za dve dekompozicije jedinice 1 = e1 + e2 + · · ·+ en i 1 = f1 + f2 + · · ·+ fn, proizvoljno

x ∈ R ima jedinstvenu matričnu formu [71]:

x =

 x11 · · · x1n

...
. . .

...

xn1 · · · xnn


e×f

, (1.2)

gde je xij = eixfj ∈ eiRfj. Ako je x = (xij)e×f i y = (yij)e×f , onda je x+ y = (xij + yij)e×f .

Kada 1 = g1 + · · ·+ gn jeste treća dekompozicija jedinice i z = (zij)f×g,

xz = (
∑n

k=1 xikzkj)e×g, onda, česte algebarske operacije u skupu R mogu biti predstavljene

kao jednostavne operacije izmed̄u odgovarajućih n× n matrica preko R.

Takod̄e,

x∗ =

 x∗
11 · · · x∗

n1

...
. . .

...

x∗
1n · · · x∗

nn


f∗×e∗

,
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gde je ova matrična reprezentacija od x∗ data u odnosu na dekompozicije jedinice

1 = f ∗
1 + · · ·+ f ∗

n i 1 = e∗1 + · · ·+ e∗n .

U slučaju da je n = 2 i p ∈ R jeste idempotent, pǐse se:

x = pxq + px(1− p) + (1− p)xp+ (1− p)x(1− p) =

[
x11 x12

x21 x22

]
p×p

,

gde je x11 = pxp, x12 = px(1− p), x21 = (1− p)xp i x22 = (1− p)x(1− p).

Definicija 1.2.11. [70] Za binarnu relaciju ρ na skupu X kaže se da je:

(i) refleksivna ako je xρx, za svako x ∈ X;

(ii) simetrična ako za sve x, y ∈ X, iz xρy sledi yρx;

(iii) antisimetrična ako za sve x, y ∈ X, iz xρy i yρx sledi x = y;

(iv) tranzitivna ako za sve x, y, z ∈ X, iz xρy i yρz sledi xρz.

Definicija 1.2.12. [70] Relacija ρ na X je relacija ekvivalencije ako je ona refleksivna,

simetrična i tranzitivna.

Definicija 1.2.13. [70] Relacija ρ na X je relacija poretka, odnosno relacija parcijalnog

ured̄enja, ako je ona refleksivna, antisimetrična i tranzitivna.

Definicija 1.2.14. [70] Relacija ρ na X se zove pre-ured̄enje ako je ona refleksivna i tra-

nzitivna.
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Poglavlje 2

Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni

operatori

2.1 Definicije ortogonalnosti i jezgarnog-EP pre-ured̄enja

U ovoj disertaciji se posmatra prvenstveno ortogonalnost ograničenih linearnih opera-

tora. Za operatore na Hilbertovom prostoru moguće je definisati nekoliko vrsta ortogona-

lnosti.

Podsetimo se sada koncepta obostrane ortogonalnosti za A,B ∈ B(X).

Definicija 2.1.1. Dva operatora A,B ∈ B(X) su ortogonalna (označavamo sa A⊥B) ako

je

AB = 0 i BA = 0.

Uočimo da, kada A# postoji, A⊥B (tj. A i B su #-ortogonalni) ako i samo ako je

A#B = 0 i BA# = 0.

∗-ortogonalnost je uvedena u [29] radi istraživanja spektralne teorije kvadratnih ma-

trica. ∗-ortogonalnost je primenjena za istraživanje aditivnosti Mur-Penrouzovog inverza,

parcijalnih ured̄enja i drugih problema [28].

Definicija 2.1.2. Dva operatora A,B ∈ B(X) su ∗-ortogonalna (označavamo sa A⊥∗B)

ako je

A∗B = 0 i BA∗ = 0.

Podsetimo se da matrice A i B jesu ∗-ortogonalne ako i samo ako je

(A+B)† = A† +B† i rank(A+B) = rank(A) + rank(B),

gde rang matrice, u oznaci rank(A), označava maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta

(ili kolona) te matrice [29].

Zasnovano na jezgarnom inverzu, koncept jezgarno ortogonalnih matrica je dat u [20].
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

Definicija 2.1.3. [20] Ako su A,B ∈ B(X)#, onda A jeste jezgarno ortogonalno sa B

(označavamo sa A⊥#OB) ako je

A#OB = 0 i BA#O = 0

ili ekvivalentno sa

A∗B = 0 i BA = 0.

Shodno tome, A⊥#OB implicira ortogonalnost potprostora R(A) i R(B) i ortogonalnost

potprostora R(A) i R(B∗).

Ortogonalnost i ∗-ortogonalnost jesu simetrične relacije, ali jezgarna ortogonalnost nije

simetrična [39].

U [20] je pokazano da stroga jezgarna ortogonalnost definisana sa:

A⊥#OB i B⊥#OA

implicira

(A+B)#O = A#O +B#O (jezgarna aditivnost).

Jezgarna ortogonalnost je proučavana takod̄e u [37].

Pojam jezgarne ortogonalnosti uopšten je na jezgarnu-EP ortogonalnost u [59], koristeći

jezgarni-EP inverz umesto jezgarnog inverza. Sledi definicija jezgarne-EP ortogonalnosti za

dva ograničena linearna operatora na Hilbertovom prostoru.

Definicija 2.1.4. [59] Neka su A,B ∈ B(X)D. Tada je A jezgarno-EP ortogonalno sa B,

što se označava sa A⊥DOB, ako je

ADOB = 0 i BADO = 0.

Mnogobrojne karakterizacije jezgarne-EP ortogonalnosti su već dokazane u [59]. Veza

izmed̄u jezgarne-EP ortogonalnosti i jezgarne-EP aditivnosti je data takod̄e u [59].

Imamo da A⊥DOB znači ortogonalnost potprostora R(Ak) i R(B) i ortogonalnost potpro-

stora R(Ak) i R(B∗). U slučaju da je A⊥DOB, ekvivalentni uslovi za (A+B)DO = ADO +B DO

jesu izučavani u [59]. Koncepti jezgarne i jezgarne-EP ortogonalnosti jesu veoma važni za

istraživanje aditivnih osobina jezgarnog inverza i jezgarnog-EP inverza, kao i parcijalnih

ured̄enja [78, 99].

Cilj ove disertacije je da se istraži ortogonalnost ograničenih linearnih Drejzin invertibi-

lnih operatora na Hilbertovom prostoru i uopšte raniji rezultati za jezgarnu-EP ortogona-

lnost.

Jednostrane jezgarne ortogonalnosti jesu uvedene za matrice indeksa 1 u [17]. Zbog

toga se javilo interesovanje za istraživanje koncepata jednostranih ortogonalnosti za Drejzin

invertibilne operatore proizvoljnog indeksa.
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Definicije ortogonalnosti i jezgarnog-EP pre-ured̄enja

U ovom poglavlju, uopštavaju se koncepti jednostrane jezgarne ortogonalnosti i jezgarne-

EP ortogonalnosti definǐsući jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti. Na ovaj način, uo-

pštavaju se neki noviji rezultati i predstavlja nekoliko novih rezultata za tipove jednostrane

jezgarne ortogonalnosti.

Preciznije, definǐse se leva i desna jezgarna-EP ortogonalnost i prezentuje njihova veza

sa postojećim konceptima ortogonalnosti operatora. Predstavljene su matrične forme je-

dnostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora. Istraženi su dodatni uslovi koji sa jednos-

tranim jezgarnim-EP ortogonalnostima impliciraju (A+B)DO = ADO +B DO. Dakle, pojmovi

jednostranih jezgarnih-EP ortogonalnosti su korǐsćeni za proučavanje osobina aditivnosti

jezgarnog-EP inverza.

Rezultati dati u ovom poglavlju dokazani su u radu [77].

Za A,B ∈ B(X)#, jezgarno parcijalno ured̄enje je definisano na sledeći način:

A ≤#O B kada AA#O = BA#O i A#OA = A#OB.

Koristeći jezgarni-EP inverz, jezgarno-EP pre-ured̄enje je definisano u [53]. Za A,B ∈
B(X)D, jezgarno pre-ured̄enje je definisano kao

A ≤DO B kada AADO = BADO i ADOA = ADOB.
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

2.2 Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti

Za A ∈ B(X)D i B ∈ B(X), poznato je da A jeste jezgarno-EP ortogonalno sa B, tj.

A⊥DOB ako važe jednakosti ADOB = 0 i BADO = 0. Ako se posmatra samo jedna od ove dve

jednakosti, jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti mogu biti definisane.

Preciznije, u ovoj sekciji predstavljaju se i opisuju leva i desna jezgarna-EP ortogonalnost

za operatore na Hilbertovom prostoru.

Definicija 2.2.1. Neka je A ∈ B(X)D i B ∈ B(X). Tada [77]

(i) A jeste levo jezgarno-EP ortogonalno sa B (označavamo sa A⊥DO,lB) ako je

ADOB = 0;

(ii) A jeste desno jezgarno-EP ortogonalno sa B (označavamo sa A⊥DO,rB) ako je

BADO = 0.

Za A ∈ B(X)D i B ∈ B(X), zaključujemo da je A⊥DOB ako i samo ako važi A⊥DO,lB i

A⊥DO,rB.

Napominjemo da jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti mogu biti posmatrane za kva-

dratne matrice istih dimenzija, obzirom da su one Drejzin invertibilne.

Naznačimo da leva (ili desna) jezgarna-EP ortogonalnost ne implicira jezgarnu-EP orto-

gonalnost u opštem slučaju što potvrd̄uje sledeći primer.

Primer 2.2.1. Za matrice dimenzija 3× 3

A =

 1 0 2

0 0 1

0 0 0

 i B =

 0 0 0

2 8 6

1 1 5

 ,

ADO =

 1 0 0

0 0 0

0 0 0

 implicira ADOB = 0 i BADO ̸= 0. Dakle, A⊥DO,lB, ali A⊥DOB i A⊥DO,rB

ne važi.

Jasno je da se jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za A ∈ B(X)# redukuju na

jednostrane jezgarne ortogonalnosti date u [17, Definition 3.3] za kvadratne matrice

indeksa 1.

Definicija 2.2.2. Neka je A ∈ B(X)# i B ∈ B(X). Tada

(i) A jeste levo jezgarno ortogonalno sa B (označavamo sa A⊥#O,lB) ako je

A#OB = 0;
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti

(ii) A jeste desno jezgarno ortogonalno sa B (označavamo sa A⊥#O,rB) ako je

BA#O = 0.

Verzije jednostranih ∗-ortogonalnosti za operatore mogu biti definisane kao u [17].

Definicija 2.2.3. [77] Neka su A,B ∈ B(X, Y ). Tada

(i) A jeste levo ∗-ortogonalno sa B (označimo sa A⊥∗,lB) ako je

A∗B = 0;

(ii) A jeste desno ∗-ortogonalno sa B (označimo sa A⊥∗,rB) ako je

BA∗ = 0.

Osobine leve jezgarne-EP ortogonalnosti se pokazuju u sledećim rezultatima.

Lema 2.2.1. Ako je A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥DO,lB;

(ii) (Ak)†B = 0;

(iii) (Ak)∗B = 0 ( tj. Ak⊥∗,lB);

(iv) R(B) ⊆ N((Ak)∗);

(v) R(B) ⊆ N(ADO);

(vi) B∗Ak = 0 ( tj. B⊥∗,lA
k);

(vii) B∗ADO = 0 (tj. A⊥DO,rB
∗);

(viii) R(Ak) ⊆ N(B∗);

(ix) R(ADO) ⊆ N(B∗).

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Pretpostavimo da je A⊥DO,lB.

Koristeći ADOB = 0 i ADO = ADAk(Ak)†, što je dokazano u [22, Theorem 2.3], sledi da je

(Ak)†B = (Ak)†Ak(Ak)†B = (Ak)†A(ADAk(Ak)†)B = (Ak)†A(ADOB) = 0.

(ii) ⇒ (iii): Pretpostavka (Ak)†B = 0 implicira (Ak)∗B = (Ak)∗Ak[(Ak)†B] = 0.

(iii) ⇒ (iv): Ova implikacija je jasna.

(iv) ⇒ (v): Očigledno je iz N((Ak)∗) = N(ADO).
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

(v) ⇒ (i): Ovo sledi iz definicije.

(iii) ⇔ (vi): Ova ekvivalencija sledi korǐsćenjem adjungovanog operatora.

Na sličan način završavamo ovaj dokaz.

Na osnovu Leme 2.2.1, vidimo da A⊥DO,lB implicira ortogonalnost potprostora R(Ak) i

R(B).

Ako su A,B ∈ B(X)# u Lemi 2.2.1, slede ekvivalentni uslovi da važi A⊥#O,lB i tako se

dobijaju neki novi uslovi u literaturi, dok su neki već postojeći uslovi u [17, Theorem 3.4].

Posledica 2.2.1. Za A,B ∈ B(X)#, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥#O,lB;

(ii) A†B = 0;

(iii) A∗B = 0 (tj. A⊥∗,lB);

(iv) R(B) ⊆ N(A∗);

(v) R(B) ⊆ N(A#O);

(vi) B∗A = 0 (tj. B⊥∗,lA);

(vii) B†A = 0;

(viii) R(A) ⊆ N(B∗);

(ix) R(A#O) ⊆ N(B∗).

U slučaju da su A,B ∈ B(X)D, k = ind(A) i A⊥DO,lB, dokazuje se da je B⊥DO,lA
k.

Lema 2.2.2. Neka suA,B ∈ B(X)D, k = ind(A) iA⊥DO,lB. Onda jeB⊥DO,lA
k, AADO⊥#OBB DO,

A⊥DOB
DO i B⊥DOA

DO.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.2.1, A⊥DO,lB implicira (Ak)∗B = 0. Ako je p = ind(B), onda je

B DOAk = BDBp(Bp)†Ak = BD[(Ak)∗Bp(Bp)†]∗ = 0

i shodno tome B⊥DO,lA
k.

Pretpostavka ADOB = 0 daje AADOBB DO = 0 i BB DOAADO = (AADOBB DO)∗ = 0. Da se

kompletira ovaj dokaz, uočimo da je (AADO)#O = AADO, (BB DO)#O = BB DO, ADOB DO = 0 i

B DOADO = 0.

Desna jezgarna-EP ortogonalnost je proučavana sada.

Lema 2.2.3. Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥DO,rB;
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti

(ii) BAD = 0;

(iii) BAk = 0;

(iv) R(Ak) ⊆ N(B);

(v) R(ADO) ⊆ N(B);

(vi) (Ak)∗B∗ = 0 (tj. B⊥∗,r(A
k)∗);

(vii) ADOB∗ = 0 (tj. A⊥DO,lB
∗);

(viii) R(B∗) ⊆ N((Ak)∗);

(ix) R(B∗) ⊆ N(ADO).

Lema 2.2.3 implicira neke potrebne i dovoljne uslove da bi važilo A⊥#O,rB .

Posledica 2.2.2. Ako su A,B ∈ B(X)#, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥#O,rB;

(ii) BA# = 0;

(iii) BA = 0;

(iv) R(A) ⊆ N(B);

(v) R(A#O) ⊆ N(B);

(vi) A∗B∗ = 0 (tj. B⊥∗,rA
∗);

(vii) A#OB∗ = 0;

(viii) R(B∗) ⊆ N(A∗);

(ix) R(B∗) ⊆ N(A#O).

Sada se predstavljaju operatorske matrične forme za dva levo jezgarno-EP ortogonalna

operatora.

Teorema 2.2.1. Za A,B ∈ B(X)D i k = ind(A), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥DO,lB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
0 0

B3 B4

]
,

gde jeA1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan iB4 ∈ B[N((Ak)∗)]

je Drejzin invetibilan;
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕X1 ⊕X2 tako da je

A =

 A1 A21 A22

0 A31 A32

0 A33 A34

 i B =

 0 0 0

B31 B41 B42

B32 0 B43

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan,

[
A31 A32

A33 A34

]
∈ B(X1 ⊕X2) je nilpotentan,

B41 ∈ B(X1) je invertibilan i B43 ∈ B(X2) je nilpotentan;

(iv) B = (I − AADO)W , za proizvoljan operator W ∈ B(X);

(v) ADOB je idempotent i ADO(A+B)ADO = ADO;

(vi) ADOB je idempotent i ADOBADO = 0;

(vii) ADOB je idempotent i AADOBADOA = 0;

(viii) ADOB je idempotent i (Ak)∗BAk = 0.

Dokaz. (i) ⇔ (ii): Prema [54, Corollary 2.2], operatori A i ADO imaju sledeće operatorske

matrične forme u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(Ak)⊕N((Ak)∗):

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
,

gde A1 ∈ B(R(Ak)) jeste invertibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan.

Neka je

B =

[
B1 B2

B3 B4

]
:

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
→

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
.

Onda je 0 = ADOB ako i samo ako je

0 =

[
A−1

1 B1 A−1
1 B2

0 0

]
,

što je ekvivalentno sa B1 = 0 i B2 = 0. Kako je B =

[
0 0

B3 B4

]
Drejzin invertibilan, sledi

da je B4 Drejzin invertibilan, takod̄e.

(ii) ⇒ (iii): Zbog toga što je B4 Drejzin invertibilan, postoji ortogonalna suma

N((Ak)∗) = R(Bj
4)⊕N((Bj

4)
∗), za j = ind(B4), i

B4 =

[
B41 B42

0 B43

]
,
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gde je B41 ∈ B(R(Bj
4)) invertibilan i B43 ∈ B[N((Bj

4)
∗)] je nilpotentan. Ovaj deo može

očigledno biti završen.

(iii) ⇒ (i): Iz

ADO =

 A−1
1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

sledi ADOB = 0. Dakle, A⊥DO,lB.

(i) ⇒ (iv): Koristeći [3, p. 52] i A ∈ ADO{1}, opšte rešenje jednačine ADOB = 0 je

B = (I − AADO)W , za proizvoljno W ∈ B(X).

(iv) ⇒ (i): Jasno, za B = (I − AADO)W , važi ADOB = 0.

(i) ⇒ (v): Jednakost ADOB = 0 implicira da je ADOB idempotent i ADO(A+B)ADO = ADO.

(v) ⇒ (i): Primenjujući ADO(A + B)ADO = ADO, sledi da je ADOBADO = 0. Zbog toga što

je ADOB idempotent, dobija se

ADOB = (ADOBADO)B = 0.

(v) ⇔ (vi) ⇔ (vii): Ovo je jasno.

(vii) ⇔ (viii): Ove ekvivalencije proizilaze iz osobina jezgarnog-EP inverza.

Primenom Teoreme 2.2.1, dobijaju se sledeći ekvivalentni uslovi da bi važilo A⊥#O,lB

Posledica 2.2.3. Za A,B ∈ B(X)#, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥#O,lB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A)⊕N(A∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 0

]
i B =

[
0 0

B3 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i B4 ∈ B[N(A∗)] grupno invertibilan;

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(A)⊕X1 ⊕X2 tako da je

A =

 A1 A21 A22

0 0 0

0 0 0

 i B =

 0 0 0

B31 B41 B42

B32 0 0

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i B41 ∈ B(X1) je invertibilan;

(iv) B = (I − AA#O)W , za proizvoljno W ∈ B(X);

(v) A#OB je idempotent i A#O(A+B)A#O = A#O;

(vi) A#OB je idempotent i A#OBA#O = 0;
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(vii) A#OB je idempotent i AA#OBA#OA = 0;

(viii) A#OB je idempotent i A∗BA = 0.

Matrična forma operatora koji su desno jezgarno-EP ortogonalni je data sada.

Teorema 2.2.2. Za A,B ∈ B(X)D i k = ind(A), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥DO,rB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
0 B2

0 B4

]
,

gde jeA1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan iB4 ∈ B[N((Ak)∗)]

je Drejzin invertibilan;

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕X1 ⊕X2 tako da je

A =

 A1 A21 A22

0 A31 A32

0 A33 A34

 i B =

 0 B21 B22

0 B41 B42

0 0 B43

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan,

[
A31 A32

A33 A34

]
∈ B(X1 ⊕X2) je nilpotentan,

B41 ∈ B(X1) je invertibilan i B43 ∈ B(X2) je nilpotentan;

(iv) B = W (I − ADOA), za proizvoljno W ∈ B(X);

(v) BADO je idempotent i ADO(A+B)ADO = ADO;

(vi) BADO je idempotent i ADOBADO = 0;

(vii) BADO je idempotent i AADOBADOA = 0;

(viii) BADO je idempotent i (Ak)∗BAk = 0.

Pored toga, ako važi jedno od tvrd̄enja (i)–(viii), onda, za B predstavljeno kao u (ii), važi

B DO =

[
B2(B

D
4 )

2L(B2B
D
4 )

∗ B2(B
D
4 )

2L(B4B
D
4 )

∗

BD
4 L(B2B

D
4 )

∗ BD
4 L(B4B

D
4 )

∗

]
,

gde je L = ((B2B
D
4 )

∗B2B
D
4 + (B4B

D
4 )

∗B4B
D
4 )

†.
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Dokaz. Kao u Teoremi 2.2.1, pokazujemo da tvrd̄enja (i)–(v) jesu ekvivalentna.

Koristeći [7, Theorem 2.3], za B predstavljeno kao u (ii), imamo

BD =

[
0 B2(B

D
4 )

2

0 BD
4

]
.

Sada, iz [10],

(BBD)† =

[
0 B2B

D
4

0 B4B
D
4

]†
=

[
0 0

L(B2B
D
4 )

∗ L(B4B
D
4 )

∗

]
.

Dakle,

B DO = BD(BBD)† =

[
B2(B

D
4 )

2L(B2B
D
4 )

∗ B2(B
D
4 )

2L(B4B
D
4 )

∗

BD
4 L(B2B

D
4 )

∗ BD
4 L(B4B

D
4 )

∗

]
.

Teorema 2.2.2 implicira sledeće potrebne i dovoljne uslove za A⊥#O,rB.

Posledica 2.2.4. Za A,B ∈ B(X)#, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A⊥#O,rB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(A)⊕N(A∗) tako da je:

A =

[
A1 A2

0 0

]
i B =

[
0 B2

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i B4 ∈ B[N(A∗)] je grupno invertibilan;

(iii) postoji ortogonalna suma X = R(A)⊕X1 ⊕X2 tako da je

A =

 A1 A21 A22

0 0 0

0 0 0

 i B =

 0 B21 B22

0 B41 B42

0 0 0

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i B41 ∈ B(X1) je invertibilan;

(iv) B = W (I − A#OA), za proizvoljno W ∈ B(X);

(v) BA#O je idempotent i A#O(A+B)A#O = A#O;

(vi) BA#O je idempotent i A#OBA#O = 0

(vii) BA#O je idempotent i AA#OBA#OA = 0;

(viii) BA#O je idempotent i A∗BA = 0.
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Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

2.3 Aditivnost jezgarnog-EP inverza

U ovoj sekciji proučavaju se uslovi pod kojima je jezgarni-EP inverz sume dva operatora

jednak sumi njihovih jezgarnih-EP inverza.

Najpre, pod pretpostavkom da je A⊥DO,rB, predstavljaju se ekvivalentni uslovi pod ko-

jima jednakost (A+B)DO = ADO +B DO važi.

Teorema 2.3.1. Ako su A,B ∈ B(X)D i A⊥DO,rB, sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO = ADO +B DO;

(ii) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO(I − AADO) = B DO;

(iii) A+B ∈ B(X)D, (I−AADO)((A+B)DO−B DO) = 0 i AADO(A+B)DO(I−AADO) = AADOB DO;

(iv) A+B ∈ B(X)D, (I−AADO)((A+B)DO−B DO) = 0 i ADO(A+B)DO(I−AADO) = ADOB DO;

(v) A+B ∈ B(X)D, (A+B)DO(I − AADO) = B DO(I − AADO) i B DOAADO = 0;

(vi) A+B ∈ B(X)D, (A+B)DO(I − AADO) = B DO(I − AADO) i BB DOAADO = 0;

(vii) A+B ∈ B(X)D, (A+B)DO(I − AADO) = B DO(I − AADO) i AADOBB DO = 0.

Dokaz. Pretpostavka A⊥DO,rB i Teorema 2.2.2 impliciraju da postoji ortogonalna suma

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
0 B2

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan i B4 ∈ B[N((Ak)∗)]

Drejzin invertibilan.

Zbog toga što je

A+B =

[
A1 A2 +B2

0 A3 +B4

]
Drejzin invertibilan, iz [7, Theorem 2.3], mi zaključujemo da je A3+B4 Drejzin invertibilan.

Primenom [43, Lemma 2.3], dobija se

(A+B)DO =

[
A−1

1 −A−1
1 (A2 +B2)(A3 +B4)

DO

0 (A3 +B4)
DO

]
.

Teorema 2.2.2 implicira

ADO +B DO =

[
A−1

1 +B2(B
D
4 )

2L(B2B
D
4 )

∗ B2(B
D
4 )

2L(B4B
D
4 )

∗

BD
4 L(B2B

D
4 )

∗ BD
4 L(B4B

D
4 )

∗

]
,
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gde je L = ((B2B
D
4 )

∗B2B
D
4 + (B4B

D
4 )

∗B4B
D
4 )

†.

Uočimo da je (A+B)DO = ADO +B DO ekvivalentno sa

0 = BD
4 L(B2B

D
4 )

∗, (2.1)

−A−1
1 (A2 +B2)(A3 +B4)

DO = B2(B
D
4 )

2L(B4B
D
4 )

∗, (2.2)

(A3 +B4)
DO = BD

4 L(B4B
D
4 )

∗. (2.3)

(i) ⇔ (ii): Kako je

(A+B)DO(I − AADO) = (A+B)DO

[
0 0

0 I

]
=

[
0 −A−1

1 (A2 +B2)(A3 +B4)
DO

0 (A3 +B4)
DO

]
,

zaključuje se da je (A + B)DO(I − AADO) = B DO ako i samo ako jednakosti (2.1)–(2.3) jesu

zadovoljene, što je ekvivalentno sa (i).

(i) ⇔ (iii): Primetimo da je:

(I − AADO)(A+B)DO =

[
0 0

0 (A3 +B4)
DO

]
i

(I − AADO)B DO =

[
0 0

BD
4 L(B2B

D
4 )

∗ BD
4 L(B4B

D
4 )

∗

]
.

Prema tome, (I − AADO)((A + B)DO − B DO) = 0 važi ako i samo ako važe jednakosti (2.1) i

(2.3). Iz (2.1),

AADO(A+B)DO(I − AADO) =

[
0 −A−1

1 (A2 +B2)(A3 +B4)
DO

0 0

]
i

AADOB DO =

[
B2(B

D
4 )

2L(B2B
D
4 )

∗ B2(B
D
4 )

2L(B4B
D
4 )

∗

0 0

]
,

sledi da je AADO(A+B)DO(I −AADO) = AADOB DO ekvivalentno sa (2.2). Dakle, (iii) važi ako

i samo ako je tvrd̄enje (i) zadovoljeno.

(iii) ⇒ (iv): Množenjem jednakosti AADO(A+B)DO(I −AADO) = AADOB DO sa ADO sa leve

strane, dobija se ADO(A+B)DO(I − AADO) = ADOB DO.

(iv) ⇒ (iii): Očigledno, ADO(A+B)DO(I − AADO) = ADOB DO implicira

AADO(A+B)DO(I − AADO) = AADOB DO.

(ii) ⇒ (v): Pretpostavka (A+B)DO(I − AADO) = B DO daje

B DO(I − AADO) = (A+B)DO(I − AADO)2 = (A+B)DO(I − AADO)
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i

B DOAADO = (A+B)DO(I − AADO)AADO = 0.

(v) ⇒ (ii): Iz (A+B)DO(I − AADO) = B DO(I − AADO) i B DOAADO = 0, sledi da je

(A+B)DO(I − AADO) = B DO(I − AADO) = B DO.

(v) ⇔ (vi): To može biti pokazano kao (iii) ⇔ (iv).

(vi) ⇔ (vii): Ova ekvivalencija sledi koristeći adjungovane operatore.

Posmatramo sada pretpostavke

ADOB + ADOA = 0 i BADO + AADO = 0

i istražujemo u konjunkciji sa kojim dodatnim uslovima impliciraju (A+B)DO = ADO +B DO.

Mogu se povezati uslovi ADOB+ADOA = 0 i BADO+AADO = 0 sa jednostranim jezgarnim-

EP ortogonalnostima.

Lema 2.3.1. Za A,B ∈ B(X)D i k = ind(A), važi:

(i) ADOB + ADOA = 0 ako i samo ako je A⊥DO,l(B + A) ako i samo ako je

R(B + A) ⊆ N((Ak)∗) ako i samo ako je AADO(B + A) = 0 ako i samo ako je

AADO⊥#O,l(B + A);

(ii) BADO+AADO = 0 ako i samo ako je A⊥DO,r(B+A) ako i samo ako je R(Ak) ⊆ N(B+A)

ako i samo ako je (B + A)ADOA = 0;

(iii) ADOB + ADOA = 0 i BADO + AADO = 0 ako i samo ako je A⊥DO(B + A).

Pod pretpostavkama ADOB+ADOA = 0 i BADO+AADO = 0, predstavljamo matrične forme

operatora A i B.

Lema 2.3.2. Za A,B ∈ B(X)D i k = ind(A), važi:

(i) ADOB + ADOA = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna suma X = R(Ak) ⊕ N((Ak)∗)

tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
−A1 −A2

B3 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan;

(ii) BADO + AADO = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna suma X = R(Ak) ⊕ N((Ak)∗)

tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
−A1 B2

0 B4

]
,

gde jeA1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan iB4 ∈ B[N((Ak)∗)]

je Drejzin invertibilan. Pored toga,

B DO =

[
−A−1

1 A−1
1 B2B

DO

4

0 B DO

4

]
.
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(iii) ADOB + ADOA = 0 i BADO + AADO = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna suma

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
−A1 −A2

0 B4

]
,

gde jeA1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan iB4 ∈ B[N((Ak)∗)]

je Drejzin invertibilan. Pored toga,

B DO =

[
−A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

4

0 B DO

4

]
.

Dokaz. Na osnovu [54, Corollary 2.2], operatori A i ADO su predstavljeni, u odnosu na

ortogonalnu sumu X = R(Ak)⊕N((Ak)∗), kao:

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invetibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan. Pretpostavljamo da je

B =

[
B1 B2

B3 B4

]
:

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
→

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
.

(i) Iz

ADOB + ADOA =

[
A−1

1 B1 + I A−1
1 (B2 + A2)

0 0

]
,

ADOB + ADOA = 0 je ekvivalentno sa B1 = −A1 i B2 = −A2.

(ii) Jednakost

BADO + AADO =

[
B1A

−1
1 + I 0

B3A
−1
1 0

]
implicira da je BADO + AADO = 0 ako i samo ako B1 = −A1 i B3 = 0. Koristeći [7,

Theorem 2.3], Drejzinova invertibilnost operatora B =

[
−A1 B2

0 B4

]
implicira Drejzinovu

invertibilnost operatora B4. Izraz za B DO sledi iz [43, Lemma 2.3].

(iii) Ovaj deo je jasan iz (i) i (ii).

U slučaju da je ADOB +ADOA = 0 i BADO+AADO = 0, predstavljamo potrebne i dovoljne

uslove za (A+B)DO = ADO +B DO.

Teorema 2.3.2. Za A,B ∈ B(X)D takve da je ADOB+ADOA = 0 i BADO+AADO = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO = ADO +B DO;
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(ii) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO = B DO(I − AADO);

(iii) A+B ∈ B(X)D, (A+B)DO = (I − AADO)B DO i ADO = −AADOB DO;

(iv) A+B ∈ B(X)D, (A+B)DO = (I − AADO)B DO i (ADO)2 = −ADOB DO.

Dokaz. Iz Leme 2.3.2, ADOB + ADOA = 0 i BADO + AADO = 0, postoji ortogonalna suma

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
−A1 −A2

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan i B4 ∈ B[N((Ak)∗)] je

Drejzin invertibilan. Takod̄e,

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
i B DO =

[
−A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

4

0 B DO

4

]
,

pa je

ADO +B DO =

[
0 −A−1

1 A2B
DO

4

0 B DO

4

]
.

Kako je A+B =

[
0 0

0 A3 +B4

]
Drejzin invertibilan, iz [7, Theorem 2.3], zaključuje se da

je A3 +B4 Drejzin invertibilan i

(A+B)DO =

[
0 0

0 (A3 +B4)
DO

]
.

Dakle, (A+B)DO = ADO +B DO ako i samo ako je

0 = A2B
DO

4 , (2.4)

(A3 +B4)
DO = B DO

4 . (2.5)

(i) ⇔ (ii): Može se uočiti da

B DO(I − AADO) =

[
0 −A−1

1 A2B
DO

4

0 B DO

4

]
implicira (A+B)DO = B DO(I − AADO) ako i samo ako (2.4) i (2.5) važe, odnosno

(A+B)DO = ADO +B DO.

(i) ⇔ (iii): Koristeći

(I − AADO)B DO =

[
0 0

0 B DO

4

]
,
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imamo da je (A+B)DO = (I − AADO)B DO ekvivalentno sa (2.5).

Dalje,

AADOB DO =

[
−A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

4

0 0

]
implicira ADO = −AADOB DO ako i samo ako (2.4) jeste zadovoljeno. Dakle, tvrd̄enja (i) i (iii)

jesu ekvivalentna.

(iii) ⇒ (iv): Uslov ADO = −AADOB DO implicira (ADO)2 = −ADOAADOB DO = −ADOB DO.

(iv)⇒ (iii): Množenjem (ADO)2 = −ADOB DO saA sa leve strane, slediADO = −AADOB DO.

Teorema 2.3.2 implicira sledeći rezultat za aditivnost jezgarnog inverza.

Posledica 2.3.1. Za A,B ∈ B(X)# takve da je A#OB + A#OA = 0 i BA#O + AA#O = 0,

sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)# i (A+B)#O = A#O +B#O;

(ii) A+B ∈ B(X)# i (A+B)#O = B#O(I − AA#O);

(iii) A+B ∈ B(X)# i A#O = −AA#OB#O;

(iv) A+B ∈ B(X)# i (A#O)2 = −A#OB#O.

Teorema 2.3.3 može biti dokazana slično kao Teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.3. Za A,B ∈ B(X)D takve da je BADO + AADO = 0, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO = ADO +B DO;

(ii) A+B ∈ B(X)D i (A+B)DO = B DO(I − AADO);

(iii) A+B ∈ B(X)D, (I−AADO)((A+B)DO−B DO) = 0 i AADO((A+B)DO−B DO)(I−AADO) = 0;

(iv) A+B ∈ B(X)D, (I−AADO)((A+B)DO−B DO) = 0 i ADO((A+B)DO−B DO)(I−AADO) = 0.

Primenjujući Teoremu 2.3.3, dobijaju se sledeći uslovi da jednakost (A+B)#O = A#O+B#O

važi.

Posledica 2.3.2. Za A,B ∈ B(X)# takve da je BA#O + AA#O = 0, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)# i (A+B)#O = A#O +B#O;

(ii) A+B ∈ B(X)# i (A+B)#O = B#O(I − AA#O);

(iii) A+B ∈ B(X)#, (I−AA#O)((A+B)#O−B#O) = 0 i AA#O((A+B)#O−B#O)(I−AA#O) = 0;

(iv) A+B ∈ B(X)#, (I−AA#O)((A+B)#O−B#O) = 0 i A#O((A+B)#O−B#O)(I−AA#O) = 0.

28



Jednostrano jezgarno-EP ortogonalni operatori

Sada se predstavljaju uslovi pod kojima relacija A2 ≤DO B2 važi.

Teorema 2.3.4. Za A,B ∈ B(X)D takve da je ADOB+ADOA = 0 i BADO+AADO = 0, sledeća

tvrd̄enja jesu ekvivalentna:

(i) A2 ≤DO B2;

(ii) AADO(A2 + AB) = 0;

(iii) ADO(A2 + AB) = 0;

(iv) AADO(AB −BA) = 0;

(v) ADO(AB −BA) = 0.

Dokaz. Jasno je da, korǐsćenjem Leme 2.3.2, ADOB + ADOA = 0 i BADO + AADO = 0, postoji

ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
−A1 −A2

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invetibilno, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan i B4 ∈ B[N((Ak)∗)] je

Drejzin invertibilan. Kako je A ∈ B(X)D, zaključujemo da je A2 ∈ B(X)D,

A2 =

[
A2

1 A1A2 + A2A3

0 A2
3

]
, B2 =

[
A2

1 A1A2 − A2B4

0 B2
4

]
i

(A2)DO =

[
A−2

1 0

0 0

]
.

Najpre, uočimo da je

A2(A2)DO =

[
I 0

0 0

]
= B2(A2)DO.

Dalje, na osnovu

(A2)DOA2 =

[
I A−2

1 (A1A2 + A2A3)

0 0

]
i (A2)DOB2 =

[
I A−2

1 (A1A2 − A2B4)

0 0

]
,

A2 ≤DO B2 ako i samo ako je (A2)DOA2 = (A2)DOB2 što je ekvivalentno sa A2A3 = −A2B4.

(i) ⇔ (ii): Primenjujući

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
i AB =

[
−A2

1 −A1A2 + A2B4

0 A3B4

]
,
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dobija se

AADO(A2 + AB) = AADO

[
0 A2A3 + A2B4

0 A2
3 + A3B4

]
=

[
0 A2A3 + A2B4

0 0

]
.

Dakle, AADO(A2 + AB) = 0 ako i samo ako je A2A3 = −A2B4 što je ekvivalentno sa (i).

Ekvivalencije (ii) ⇔ (iii) i (iv) ⇔ (v) jesu očigledne.

(i) ⇔ (iv): Iz BA =

[
−A2

1 −A1A2 − A2A3

0 B4A3

]
, imamo

AADO(AB −BA) =

[
0 A2B4 + A2A3

0 0

]
.

Zaključujemo da je AADO(AB −BA) = 0 ako i samo ako −A2B4 = A2A3 ako i samo ako (i)

važi.
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Poglavlje 3

Jezgarno–EP ortogonalni elementi u

prstenu sa involucijom

3.1 Relacije parcijalnog ured̄enja i pre-ured̄enja u prstenu

Relacije minus i zvezda ured̄enja prvobitno su definisane na polugrupi odnosno ∗-polugrupi
[15, 26], a zatim na matricama [4].

Koristeći različite uopštene inverze, mnoga pre-ured̄enja i parcijalna ured̄enja jesu pre-

dstavljena u [44, 45, 50].

Definicija 3.1.1. [70] Ako su a, b ∈ R, zvezda parcijalno ured̄enje a ≤∗ b važi ako je

aa∗ = ba∗ i a∗a = a∗b.

Specijalno, pretpostavka a, b ∈ R† daje a ≤∗ b ako i samo ako je

aa† = ba† i a†a = a†b.

Definicija 3.1.2. [70] Ako su a, b ∈ R#, onda a je manje od b u odnosu na grupno parcijalno

ured̄enje (a ≤# b) ako je:

aa# = ba# i a#a = a#b.

Definicija 3.1.3. [70] Ako su a, b ∈ R#O, onda je a manje od b u odnosu na jezgarno

parcijalno ured̄enje (a ≤#O b) ako je:

aa#O = ba#O i a#Oa = a#Ob.

Pomoću jezgarnog-EP inverza, jezgarno-EP pre-ured̄enje je definisano za elemente u

prstenu sa involucijom.
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Relacije parcijalnog ured̄enja i pre-ured̄enja u prstenu

Definicija 3.1.4. [23] Ako su a, b ∈ RDO, onda je a manje od b u odnosu na jezgarno-EP

pre-ured̄enje (a ≤DO b) ako je:

aaDO = baDO i aDOa = aDOb.

Posebno, ako je a, b ∈ R#O, onda a ≤DO b postaje a ≤#O b. Jezgarno parcijalno ured̄enje

jeste dato u [1].

Detaljniji rezultati u vezi sa jezgarnim-EP pre-ured̄enjem mogu se videti u [14, 53, 54].
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3.2 Definicije ortogonalnosti u prstenu

U vezi sa konceptima obostrane ortogonalnosti u prstenu, najpre se podsetimo sledećih

definicija.

Definicija 3.2.1. Elementi a, b ∈ R jesu ortogonalni (označavamo sa a⊥b) ako je:

ab = 0 i ba = 0.

Specijalno, kada je a ∈ R#, a⊥b je ekvivalentno sa:

a#b = 0 i ba# = 0.

Definicija 3.2.2. Elementi a, b ∈ R jesu ∗-ortogonalni (označava se sa a⊥∗b) ako važi:

a∗b = 0 i ba∗ = 0.

U slučaju da je a ∈ R†, a⊥∗b je ekvivalentno sa

a†b = 0 i ba† = 0.

Jezgarna ortogonalnost nije simetrična relacija. Da dobijemo simetričnost, stroga jezga-

rna ortogonalnost je istražena u [20].

Pojmovi jezgarne i stroge jezgarne ortogonalnosti su uopšteni za elemente prstena sa

involucijom u [38].

Definicija 3.2.3. Za a ∈ R#O i b ∈ R, a je jezgarno ortogonalno sa b (označimo sa a⊥#Ob)

ako je

a#Ob = 0 i ba#O = 0.

Definicija 3.2.4. Za a, b ∈ R#O, a je strogo jezgarno ortogonalno sa b (označimo sa a⊥#O,sb)

ako je

a⊥#Ob = 0 i b⊥#Oa.

Poznato je u [20], da a⊥#O,sb implicira (a + b)#O = a#O + b#O. Obrnuto tvrd̄enje je tačno

pod dodatnim uslovima datim u [20, 37, 41].
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3.3 Jezgarna–EP ortogonalnost

Koristeći jezgarni-EP inverz umesto jezgarnog inverza u definiciji jezgarne ortogonalno-

sti, novi koncept jezgarne-EP ortogonalnosti je predstavljen u [59] za Drejzin invertibilne

ograničene linearne operatore.

Kako je jezgarni-EP inverz uopštenje jezgarnog inverza operatora indeksa 1 na operator

proizvoljnog indeksa, koncept jezgarne-EP ortogonalnosti je uopštenje jezgarne ortogona-

lnosti. Pomoću jezgarne-EP ortogonalnosti, pojam stroge jezgarne-EP ortogonalnosti je

definisan takod̄e u [59] i povezan je sa jezgarnom-EP aditivnošću.

Značaj različitih tipova ortogonalnosti i skorašnji rezultati o jezgarnoj-EP ortogonalnosti

za operatore i jezgarnoj ortogonalnosti za matrice i elemente u prstenu sa involucijom,

motivisali su istraživanja u ovoj sekciji.

Tačnije, definisana je jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom

uopštavajući pojam jezgarne ortogonalnosti skoro predstavljene za elemente prstena sa

involucijom u [41] i koncept jezgarne-EP ortogonalnosti istražen za Drejzin invertibilne

ograničene linearne operatore u [59].

Potrebni i dovoljni uslovi za jezgarnu-EP ortogonalnost dva elementa dokazani su na

osnovu algebarskih jednačina, idempotenata, samo-adjungovanih elemenata i jezgarnog-EP

pre-ured̄enja. Predstavljene su i matrične reprezentacije za dva jezgarno-EP ortogonalna

elementa.

Takod̄e, za dva jezgarno-EP ortogonalna elementa, uvode se ekvivalentni uslovi za jezgarnu-

EP aditivnost (a + b)DO = aDO + bDO. Nekoliko osobina jezgarne-EP ortogonalnosti je pred-

stavljeno u slučaju kada je ak EP, gde je ind(a) = k.

Stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom je uvedena takod̄e

kao uopštenje stroge jezgarne ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom u [41] kao

i stroge jezgarne-EP ortogonalnosti za Drejzin invertibilne ograničene linearne operatore u

[59]. U ovom poglavlju su prikazani rezultati pokazani u radu [78].

Najpre definǐsemo pojam jezgarne-EP ortogonalnosti u prstenu sa involucijom.

Definicija 3.3.1. [78] Za a ∈ RDO i b ∈ R, a je jezgarno-EP ortogonalno sa b (označava se

sa a⊥DOb) ako je

aDOb = 0 i baDO = 0.

Kada je a ∈ R#O, jezgarna-EP ortogonalnost se poklapa sa jezgarnom ortogonalnošću

definisanom u [41].

Nekoliko potrebnih i dovoljnih uslova da važi a⊥DOb je predstavljeno.

Lema 3.3.1. Za a, b ∈ RDO i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DOb;
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(ii) bR ⊆ (aDO)◦ i aDOR ⊆ b◦;

(iii) (ak)∗b = 0 b i ak = 0 (tj. ak⊥#Ob);

(iv) bR ⊆ [(ak)∗]◦ i akR ⊆ b◦;

(v) a⊥DOb
∗ (tj. b∗ak = 0 i (ak)∗b∗ = 0);

(vi) akR ⊆ (b∗)◦ i b∗R ⊆ [(ak)∗]◦;

(vii) bDOak = 0 i aDOb∗ = 0;

(viii) akR ⊆ (bDO)◦ i b∗R ⊆ (aDO)◦.

Dokaz. (i) ⇔ (ii): Dokaz je jasan po Definiciji 3.3.1.

Ovaj dokaz se završava slično kao u [59, Lemma 2.1].

Za ind(a) ≤ 1, napominjemo da je [41, Theorem 3.3] specijalan slučaj Leme 3.3.1.

Sledeće osobine jezgarne-EP ortogonalnosti slede kao u [59, Lemma 2.2].

Lema 3.3.2. Ako je a, b ∈ RDO i a⊥DOb, onda je aaDO⊥bbDO i bDOb⊥aDOa.

Kao u [59, Theorem 2.1], potvrd̄uju se sledeće karakteristike jezgarne-EP ortogonalnosti

u prstenu sa involucijom. Primetimo da se uopštavaju neka tvrd̄enja iz [59, Theorem 2.1] i

dokazuju se nova tvrd̄enja (vi)–(ix).

Lema 3.3.3. Za a, b ∈ RDO i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DOb;

(ii) a ≤DO a+ b;

(iii) b = (1− aaDO)z(1− aDOa), za proizvoljno z ∈ R;

(iv) aDOb i baDO su idempotenti i aDO(a+ b)aDO = aDO;

(v) aDOb = baDO i aDO(a+ b)aDO = aDO;

(vi) aDOb i baDO su idempotenti i aDObaDO = 0;

(vii) aDOb = baDO i aDObaDO = 0;

(viii) aDOb i baDO su idempotenti i aaDObaDOa = 0;

(ix) aDOb = baDO i aaDObaDOa = 0.

Dokaz. Ekvivalencije tvrd̄enja (i)–(v) slede kao u [59, Theorem 2.1]. Tvrd̄enja (vi) (ili (viii))

i (vii) (ili (ix)) su ekvivalentna sa (iv) i (v), redom, direktnim izračunavanjem.
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Matrične reprezentacije jezgarno-EP ortogonalnih elemenata a i b su pokazane sada u

prstenu sa involucijom, i delovi (iii) i (iv) u [59, Theorem 2.1] jesu uopšteni.

Teorema 3.3.1. Za a, b ∈ RDO, p = aaDO, ind(a) = k i ind(b) = m, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) a⊥DOb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

,

gde je t ∈ (pRp)−1, ak2 = 0 i b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 t s1 s2
0 a21 a22
0 a23 a24


e×e

i b =

 0 0 0

0 t1 s3
0 0 b22


e×e

,

gde je t ∈ (pRp)−1, (a21 + a22 + a23 + a24)
k = 0, t1 ∈ (e2Re2)

−1 i bm22 = 0.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Prema [14] i [43, Lemma 2.3], imamo, za p = aaDO da je

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i aDO =

[
t−1 0

0 0

]
p×p

,

gde je t ∈ (pRp)−1 i ak2 = 0. Pretpostavimo da je

b =

[
b1 b3
b4 b2

]
p×p

.

Jednakosti

0 = aDOb =

[
t−1b1 t−1b3
0 0

]
p×p

i

0 = baDO =

[
b1t

−1 0

b4t
−1 0

]
p×p

impliciraju b1 = 0, b3 = 0 i b4 = 0. Kako je b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

∈ RDO, možemo pokazati da je

b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO.
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(ii) ⇒ (iii): Pošto je b2 ∈ ((1 − p)R(1 − p))DO, iz [14] i [43, Lemma 2.3], za q = b2b
DO

2 i

ind(b2) = m, važi

b2 =

[
t1 s3
0 b22

]
q×q

i bDO

2 =

[
t−1
1 0

0 0

]
p×p

,

gde je t1 ∈ (qRq)−1 i bm22 = 0. Primetimo da je 1 = p+ q + (1− p− q), p∗ = p i q∗ = q.

Činjenica da je b2 ∈ (1− p)R implicira da je pq = pb2b
DO

2 = 0.

Iz q = q∗ = (bDO

2 )
∗, b∗2 ∈ R(1 − p), zaključujemo da je qp = 0. Za e1 = p, e2 = q i

e3 = 1− p− q, sledi da je 1 = e1 + e2 + e3 i eiej = 0, i ̸= j, i, j = 1, 3.

Može se uočiti da je:

b = b2 = t1 + s3 + b22 = qb2q + qb2(1− q) + (1− q)b2(1− q)

= q(1− p)b(1− p)q + q(1− p)b(1− p)(1− q) + (1− q)(1− p)b(1− p)(1− q)

= qbq + qb(1− p− q) + (1− p− q)b(1− p− q),

t1 = qbq, s3 = qb(1 − p − q) i b22 = (1 − p − q)b(1 − p − q). Shodno tome, b ima sledeću

matričnu formu:

b =

 0 0 0

0 t1 s3
0 0 b22


e×e

.

Kako je

a = t+ s+ a2 = pap+ pa(1− p) + (1− p)a(1− p)

= pap+ paq + pa(1− p− q) + qa(1− p) + (1− p− q)a(1− p)

= pap+ paq + pa(1− p− q) + qaq + qa(1− p− q)

+ (1− p− q)aq + (1− p− q)a(1− p− q),

označimo: s1 = paq, s2 = pa(1− p− q), a21 = qaq, a22 = qa(1− p− q), a23 = (1− p− q)aq

i a24 = (1− p− q)a(1− p− q). Prema tome, a može biti predstavljeno kao

a =

 t s1 s2
0 a21 a22
0 a23 a24


e×e

,

gde je 0 = ak2 = (a21 + a22 + a23 + a24)
k.

37



Jezgarna–EP ortogonalnost

(iii) ⇒ (i): Pošto je:

aDO =

 t−1 0 0

0 0 0

0 0 0


e×e

,

sledi da je: aDOb = 0 i baDO = 0. Dakle, a⊥DOb.

Sada ćemo dokazati nove karakteristike za a⊥DOb pomoću samo-adjungovanih elemenata

i idempotenata.

Teorema 3.3.2. Za a, b ∈ RDO i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DOb;

(ii) aDOb i baDO su samo-adjungovani i aDO(a+ b)aDO = aDO;

(iii) aDOb i baDO su samo-adjungovani i aDObaDO = 0;

(iv) aDOb i baDO su samo-adjungovani i aaDObaDOa = 0;

(v) aDOb = 0 i baDO je samo-adjungovan;

(vi) aaDOb = 0 i baDO je samo-adjungovan;

(vii) (ak)∗b = 0 i baDO je samo-adjungovan;

(viii) aDOb = 0 i baDO je idempotent;

(ix) aaDOb = 0 i baDO je idempotent;

(x) (ak)∗b = 0 i baDO je idempotent;

(xi) baDO = 0 i aDOb je samo-adjungovan;

(xii) baDOa = 0 i aDOb je samo-adjungovan;

(xiii) bak = 0 i aDOb je samo-adjungovan;

(xiv) baDO = 0 i aDOb je idempotent;

(xv) baDOa = 0 i aDOb je idempotent;

(xvi) bak = 0 i aDOb je idempotent.

Dokaz. (i) ⇒ (ii)–(xvi): Dokaz je jasan.

(ii) ⇒ (i): Iz [14] i [43, Lemma 2.3], imamo da je:

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i aDO =

[
t−1 0

0 0

]
p×p

,
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gde je p = aaDO, t ∈ (pRp)−1 i ak2 = 0. Neka je

b =

[
b1 b3
b4 b2

]
p×p

.

Tada je

aDOb =

[
t−1b1 t−1b3
0 0

]
p×p

i baDO =

[
b1t

−1 0

b4t
−1 0

]
p×p

.

Kako su aDOb i baDO samo-adjungovani, zaključujemo da je: b3 = 0 i b4 = 0. Hipoteza

aDO(a+ b)aDO = aDO je ekvivalentna sa aDObaDO = 0. Iz

0 = aDObaDO =

[
t−1b1t

−1

0 0

]
p×p

,

sledi da je b1 = 0. Sada b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

∈ RDO implicira b2 ∈ ((1 − p)R(1 − p))DO. Dakle,

Teorema 3.3.1 implicira a⊥DOb.

(ii) ⇔ (iii) ⇔ (iv): Ove ekvivalencije se dokazuju jednostavnim izračunavanjima.

(v)⇒ (i): Koristeći reprezentacije a, aDO i b kao u (ii)⇒ (i), može se uočiti da je: aDOb = 0

i baDO je samo-adjungovan ako i samo ako su b1 = 0, b3 = 0 i b4 = 0. Ostalo je jasno na

osnovu Teoreme 3.3.1.

(v) ⇔ (vi) ⇔ (vii): Primenom jednakosti aDO = aDak(ak)† i direktnim izračunavanjem,

mogu se proveriti ove ekvivalencije.

(viii) ⇒ (i): Pretpostavke da je aDOb = 0 i da je baDO idempotent impliciraju da je

baDO = b(aDOb)aDO = 0, tako da je a⊥DOb.

Na sličan način se završava ovaj dokaz.

U slučaju da je a⊥DOb, potrebni i dovoljni uslovi za (a + b)DO = aDO + bDO jesu dokazani.

Primetimo da Teorema 3.3.3 jeste uopštenje [59, Theorem 2.2] sa novim tvrd̄enjima u

uslovima (vi)–(vii).

Teorema 3.3.3. Neka je a, b ∈ RDO i ind(a) = k. Ako je a⊥DOb, sledeća tvrd̄enja jesu

ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = aDO + bDO;

(ii) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO(1− aaDO) = bDO;

(iii) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO i aDOa(1− aaDO)(a+ b)DO = 0;

(iv) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO i aDOabDO = 0;

(v) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO i aaDOabDO = 0;

(vi) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO i aDO(a+ b)DO(1− aaDO) = 0;
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(vii) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO i aaDO(a+ b)DO(1− aaDO) = 0.

Dokaz. Pretpostavka da je a⊥DOb i Teorema 3.3.1 impliciraju:

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

,

gde je p = aaDO, t ∈ (pRp)−1, ak2 = 0 i b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO. Sada je

aDO =

[
t−1 0

0 0

]
p×p

i bDO =

[
0 0

0 bDO

2

]
p×p

.

Koristeći a + b =

[
t s

0 a2 + b2

]
p×p

∈ RDO, na osnovu [43, Lemma 2.3], zaključujemo da je

a2 + b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO i

(a+ b)DO =

[
t−1 −t−1s(a2 + b2)

DO

0 (a2 + b2)
DO

]
p×p

.

Prema tome, (a+ b)DO = aDO + bDO ako i samo ako je s(a2 + b2)
DO = 0 i (a2 + b2)

DO = bDO

2 .

(i) ⇔ (ii): Kako je

1− aaDO =

[
0 0

0 1− p

]
p×p

,

onda je

(a+ b)DO(1− aaDO) =

[
0 −t−1s(a2 + b2)

DO

0 (a2 + b2)
DO

]
p×p

.

Shodno tome, (a+ b)DO(1− aaDO) = bDO ako i samo ako je s(a2 + b2)
DO = 0 i (a2 + b2)

DO = bDO

2 ,

što je ekvivalentno sa (i).

(i) ⇔ (vi): Iz

(1− aaDO)(a+ b)DO =

[
0 0

0 (a2 + b2)
DO

]
p×p

,

zaključuje se da je (1− aaDO)(a+ b)DO = bDO ako i samo ako je (a2 + b2)
DO = bDO

2 .

Dalje, iz

aDO(a+ b)DO(1− aaDO) =

[
0 −t−2s(a2 + b2)

DO

0 0

]
p×p

,

aDO(a+ b)DO(1− aaDO) = 0 je ekvivalentno sa s(a2 + b2)
DO = 0. Dakle, dobija se ekvivalencija

izmed̄u tvrd̄enja (i) i (vi).

Slično, završavamo ovaj dokaz.

Poznato je da, na osnovu [59, Example 2.1], jezgarna-EP ortogonalnost nije simetrična
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relacija i da, u opštem slučaju, (a+ b)DO = aDO + bDO ne implicira a⊥DOb.

Sledeći rezultati su pomoćni.

Lema 3.3.4. Neka je a, b ∈ RD, ind(a) = k i ind(b) = m. Ako je akbm = 0, onda je

(i) akR∩ bmR = {0};

(ii) (ak)∗R∩ (bm)∗R = {0};

(iii) (ak + bm)◦ = (ak)◦ ∩ (bm)◦;

(iv) ((ak)∗ + (bm)∗)◦ = ((ak)∗)◦ ∩ ((bm)∗)◦.

Dokaz. Na osnovu a, b ∈ RD, ind(a) = k i ind(b) = m, možemo uočiti da je ak, bm ∈ R#.

Ostatak sledi iz [41, Lemma 3.6].

Uz uslov a⊥DOb, Lema 3.3.4 implicira sledeći rezultat.

Teorema 3.3.4. Neka je a, b ∈ RDO, ind(a) = k i ind(b) = m. Ako je a⊥DOb, onda važi

(i) akR∩ bmR = {0};

(ii) (ak)∗R∩ (bm)∗R = {0};

(iii) (ak + bm)◦ = (ak)◦ ∩ (bm)◦;

(iv) ((ak)∗ + (bm)∗)◦ = ((ak)∗)◦ ∩ ((bm)∗)◦;

(v) (ak)∗R∩ bmR = {0};

(vi) akR∩ (bm)∗R = {0};

(vii) ((ak)∗ + bm)◦ = ((ak)∗)◦ ∩ (bm)◦;

(viii) (ak + (bm)∗)◦ = (ak)◦ ∩ ((bm)∗)◦.

Dokaz. Prema [22], uslovi a, b ∈ RDO, ind(a) = k i ind(b) = m impliciraju a, b ∈ RD

i ak, bm ∈ R†. Pretpostavka a⊥DOb i Lema 3.3.1 daju (ak)∗b = 0 i bak = 0. Onda je

(ak)∗bm = 0 i bmak = 0. Koristeći Lemu 3.3.4, ovaj dokaz moze biti završen.

Ako je ak EP, izučavaju se ekvivalentni uslovi za a⊥DOb. Primetimo da se uslovi (ii)–(iii)

pojavljuju u [59, Corollary 2.3], ali uslovi (iv)–(vi) jesu novi u literaturi.

Teorema 3.3.5. Neka je a, b ∈ RDO i ind(a) = k. Ako je ak EP, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) a⊥DOb;

(ii) ak⊥b;
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(iii) ak⊥∗b;

(iv) ak ≤#O ak + b;

(v) ak ≤# ak + b;

(vi) ak ≤∗ ak + b.

Štavǐse, ako jedno od tvrd̄enja od (i)–(vi) važi, ind(b) = m i bm jeste EP, onda ak + bm jeste

EP.

Dokaz. (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii): Ove ekvivalencije slede kao u [59, Corollary 2.3].

(iv) ⇔ (i): Činjenica da je ak EP implicira da je (ak)#O = (ak)# = (ak)†.

Sada, uočimo da je ak ≤#O ak + b ako i samo ako je ak(ak)#O = ak(ak)#O + b(ak)#O i

(ak)#Oak = (ak)#Oak + (ak)#Ob, što je ekvivalentno sa b(ak)#O = 0 i (ak)#Ob = 0, tj, bak = 0 i

(ak)∗b = 0. Primenjujući Lemu 3.3.1, zaključujemo da (iv) jeste ekvivalentno sa (i).

Kao u dokazu (iv) ⇔ (i), pokazuje se da važi (v) ⇔ (i) ⇔ (vi).
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3.4 Stroga jezgarna-EP ortogonalnost

U ovoj sekciji, istražuje se stroga jezgarna-EP ortogonalnost za elemente u prstenu sa

involucijom, uopštavajući ovaj pojam za Drejzin invertibilne ograničene linearne operatore

definisan u [59] i koncept stroge jezgarne ortogonalnosti dat u [41].

Definicija 3.4.1. Za a ∈ RDO i b ∈ R, a je strogo jezgarno-EP ortogonalno sa b (označeno

sa a⊥DO,sb) ako je

a⊥DOb = 0 i b⊥DOa.

U slučaju da su a, b ∈ R#O, stroga jezgarna-EP ortogonalnost se redukuje na strogu

jezgarnu ortogonalnost za elemente prstena sa involucijom predstavljenu u [41]. Poseban

slučaj Definicije 3.4.1 je stroga jezgarna-EP ortogonalnost za Drejzin invertibilne ograničene

linearne operatore [59].

Lema 3.4.1. Neka je a, b ∈ RDO i ind(a) = k. Ako je a⊥DO,sb, onda je aaDO⊥bbDO i aDOa⊥bDOb.

Dokaz. Lema 3.3.2 implicira da je aaDObbDO = 0, bbDOaaDO = 0 i bDObaDOa = 0.

Takod̄e, iz abDO = 0, imamo aDOabDOb = 0.

Sledeće karakteristike strogo jezgarno-EP ortogonalnih elemenata mogu se dokazati pri-

menjujući Lemu 3.3.3 na isti način kao u [59, Theorem 3.1].

Lema 3.4.2. Za a, b ∈ RDO i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DO,sb;

(ii) a ≤DO a+ b i b ≤DO a+ b;

(iii) a ≤DO a+ b, (1− aaDO)bDOa = 0 i abDO(1− aaDO) = 0;

(iv) aDOb i baDO su idempotenti, aDO(a+ b)aDO = aDO, (1− aaDO)bDOa = 0 i abDO(1− aaDO) = 0;

(v) aDOb = baDO, aDO(a+ b)aDO = aDO, (1− aaDO)bDOa = 0 i abDO(1− aaDO) = 0.

Sada istražujemo matrične forme strogo jezgarno-EP ortogonalnih elemenata u prstenu

sa involucijom.

Teorema 3.4.1. Za a, b ∈ RDO, p = aaDO, ind(a) = k i ind(b) = m, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) a⊥DO,sb;
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(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

,

gde je t ∈ (pRp)−1, ak2 = 0, b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO, bDO

2 a2 = 0, sbDO

2 = 0 i a2b
DO

2 = 0;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 t 0 s2
0 0 0

0 0 a24


e×e

i b =

 0 0 0

0 t1 s3
0 0 b22


e×e

,

gde je t ∈ (pRp)−1, (a21 + a22 + a23 + a24)
k = 0, t1 ∈ (e2Re2)

−1 i bm22 = 0.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Na osnovu Teoreme 3.3.1, imamo da je

a =

[
t s

0 a2

]
p×p

i b =

[
0 0

0 b2

]
p×p

,

gde je t ∈ (pRp)−1, ak2 = 0 i b2 ∈ ((1− p)R(1− p))DO.

Koristeći

bDO =

[
0 0

0 bDO

2

]
p×p

,

dobija se da je

0 = bDOa =

[
0 0

0 bDO

2 a2

]
p×p

i

0 = abDO =

[
0 sbDO

2

0 a2b
DO

2

]
p×p

,

što implicira bDO

2 a2 = 0, sbDO

2 = 0 i a2b
DO

2 = 0.

(ii) ⇒ (i): Primetimo da je aDO =

[
t−1 0

0 0

]
p×p

i bDO =

[
0 0

0 bDO

2

]
p×p

.

Elementarnim računanjem, proverava se da je aDOb = baDO = bDOa = abDO = 0, tj. a⊥DO,sb.

(i) ⇒ (iii): Teorema 3.3.1 implicira da postoji dekompozicija jedinice

1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 t s1 s2
0 a21 a22
0 a23 a24


e×e

i b =

 0 0 0

0 t1 s3
0 0 b22


e×e

,
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gde je t ∈ (pRp)−1, (a21 + a22 + a23 + a24)
k = 0, t1 ∈ (e2Re2)

−1 i bm22 = 0. Uočimo da je:

bDO =

 0 0 0

0 t−1
1 0

0 0 0


e×e

.

Sada jednakosti

0 = bDOa =

 0 0 0

0 t−1
1 a21 t−1

1 a22
0 0 0


e×e

i

0 = abDO =

 0 s1t
−1
1 0

0 a21t
−1
1 0

0 a23t
−1
1 0


e×e

impliciraju a21 = 0, a22 = 0, s1 = 0 i a23 = 0.

(iii) ⇒ (i): Sledi iz:

aDO =

 t−1 0 0

0 0 0

0 0 0


e×e

i bDO =

 0 0 0

0 t−1
1 0

0 0 0


e×e

. (3.1)

Pretpostavka da je a⊥DO,sb u konjunkciji sa uslovom da je (1− aaDO − bbDO)(a+ b) nilpo-

tentan implicira da je (a+ b)DO = aDO + bDO.

Teorema 3.4.2. Neka je a, b ∈ RDO. Ako je a⊥DO,sb i (1−aaDO−bbDO)(a+b) jeste nilpotentan,

onda je

(i) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = aDO + bDO;

(ii) aaD = (a+ b)aD;

(iii) bbD = (a+ b)bD.

Dokaz. Koristeći Teoremu 3.4.1, postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i

e2 = e∗2 tako da je

a =

 t 0 s2
0 0 0

0 0 a24


e×e

i b =

 0 0 0

0 t1 s3
0 0 b22


e×e

,
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gde je t ∈ (pRp)−1, (a21 + a22 + a23 + a24)
k = 0, t1 ∈ (e2Re2)

−1 i bm22 = 0. Primetimo da su

aDO i bDO predstavljeni kao u (3.1). Zbog toga što je

(1− aaDO − bbDO)(a+ b) =

 0 0 0

0 0 0

0 0 a24 + b22


e×e

nilpotentan, sledi da je a24 + b22 takod̄e nilpotentan.

(i) Može se proveriti da je:

(a+ b)DO =

 t 0 s2
0 t1 s3
0 0 a24 + b22

DO

=

 t−1 0 0

0 t−1
1 0

0 0 0


e×e

.

Prema tome, (a+ b)DO = aDO + bDO.

(ii) Kako je, za neke elemente x i y,

aD =

 t−1 x y

0 0 0

0 0 0


e×e

,

onda važi

aaD =

 p tx ty

0 0 0

0 0 0


e×e

= (a+ b)aD.

(iii) Za neko z, uočimo da je:

bD =

 0 0 0

0 t−1
1 z

0 0 0


e×e

.

Ostali deo dokaza postaje jasan direktnim izračunavanjem.
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Poglavlje 4

Nove osobine jezgarnog-EP

pre-ured̄enja za operatore

4.1 Zakon direktnog i obrnutog redosleda za operatore

Jedan od bitnih problema u teoriji uopštenih inverza je da nad̄emo uopšteni inverz proizvoda

[11, 12, 25, 52]. Za jezgarni inverz, potrebni i dovoljni uslovi za zakon obrnutog redosleda

(AB)#O = B#OA#O

i zakon direktnog redosleda

(AB)#O = A#OB#O

istraženi su od strane mnogih autora [35, 74, 86, 98].

Na osnovu [90, Theorem 2.10], jezgarno parcijalno ured̄enje A ≤#O B implicira

(AB)#O = B#OA#O = (BA)#O.

Pretpostavke pod kojima zakon obrnutog redosleda

(AB)DO = B DOADO

jeste zadovoljen za jezgarni-EP inverz su predstavljene u [22, 48].

U ovoj disertaciji prikazane su mnoge nove osobine jezgarnog-EP pre-ured̄enja i jezgar-

nog parcijalnog ured̄enja koje su dokazane u radu [80].

Prvi cilj je da se pronad̄u nove karakteristike za jezgarno-EP pre-ured̄enje A ≤DO B

koristeći odgovarajuće samo-adjungovane operatore i stepen jezgarnog-EP inverza.

Dalje, u slučaju da je A ≤DO B, pokazane su karakteristike zakona direktnog redosleda

(AB)DO = ADOB DO.
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Potrebni i dovoljni uslovi za ekvivalenciju izmed̄u zakona direktnog redosleda

(AB)DO = ADOB DO

i zakona obrnutog redosleda

(AB)DO = B DOADO

su istraživani.

Pod uslovom A ≤DO B, dobijamo nove ekvivalentne uslove pod kojima bi važilo

(B − A)DO = B DO − ADO.

Primenjujući prethodno pomenute rezultate, dobijene su karakteristike za jezgarno par-

cijalno ured̄enje i osobine zakona direktnog redosleda za jezgarni inverz.
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Nove osobine jezgarnog-EP pre-ured̄enja za operatore

4.2 Karakteristike jezgarnog-EP pre-ured̄enja

Ova sekcija je posvećena novim karakteristikama jezgarnog-EP pre-ured̄enja. Na početku,

predstavljamo pomoćni rezultat koji je koristan u nastavku.

Lema 4.2.1. [54, Corollary 3.7] Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja

su ekvivalentna:

(i) A ≤DO B;

(ii) postoje sledeće matrične reprezentacije u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗):

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
A1 A2

0 B3

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan.

U prvoj teoremi istražujemo ekvivalentne uslove, u kojima je operator BADO samo-adju-

ngovan, da pre-ured̄enje A ≤DO B važi.

Teorema 4.2.1. Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna

(i) A ≤DO B;

(ii) BADO je samo-adjungovan i ADOA = ADOB;

(iii) BADO je samo-adjungovan i AADOA = AADOB;

(iv) BADO je samo-adjungovan i A∗Ak = B∗Ak;

(v) BADO je samo-adjungovan i A∗ADO = B∗ADO;

(vi) BADO je samo-adjungovan i A∗AD = B∗AD.

Dokaz. (i) ⇔ (ii): Na osnovu [54, Corollary 2.2], operatori A i ADO mogu biti predstavljeni

u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) kao

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
, (4.1)

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan.

Neka je

B =

[
B1 B2

B4 B3

]
:

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
→

[
R(Ak)

N((Ak)∗)

]
. (4.2)
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Najpre, primetimo da je

BADO =

[
B1A

−1
1 0

B4A
−1
1 0

]
samo-adjungovan ako i samo ako B1A

−1
1 jeste samo-adjungovan i B4 = 0.

Dalje, ADOA = ADOB jeste ekvivalentno sa[
I A−1

1 A2

0 0

]
=

[
A−1

1 B1 A−1
1 B2

0 0

]
,

pa je, B1 = A1 i B2 = A2. Koristeći Lemu 4.2.1, zaključujemo da tvrd̄enja (i) i (ii) jesu

ekvivalentna.

(ii) ⇔ (iii): Ova ekvivalencija sledi na osnovu jednakosti

ADOAADO = ADO.

(iii) ⇔ (iv): Pomoću jednakosti ADO = ADAk(Ak)† i (Ak)∗ = (Ak)∗Ak(Ak)†, sledi da je

AADOA = AADOB ako i samo ako je Ak(Ak)†A = Ak(Ak)†B, što je ekvivalentno sa

(Ak)∗A = (Ak)∗B, tj. A∗Ak = B∗Ak.

(iv) ⇔ (v): Ovaj deo je jasan iz ADO = AkAD(Ak)† i Ak = ADOAk+1.

(iv) ⇔ (vi): Na osnovu osobina Drejzinovog inverza, ovo je očigledno.

U slučaju da je ind(A) = 1 u Teoremi 4.2.1, uočimo da sledeće karakteristike jezgarnog

parcijalnog ured̄enja važe.

Posledica 4.2.1. Za A ∈ B(X)# i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤#O B;

(ii) BA#O je samo-adjungovan i A#OA = A#OB;

(iii) BA#O je samo-adjungovan i A = AA#OB;

(iv) BA#O je samo-adjungovan i A∗A = B∗A;

(v) BA#O je samo-adjungovan i A∗A#O = B∗A#O;

(vi) BA#O je samo-adjungovan i A∗A# = B∗A#.

Sada su izučavani potrebni i dovoljni uslovi, koji uključuju da je (AADOA)∗B samo-

adjungovan, da bi važila relacija A ≤DO B.

Teorema 4.2.2. Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤DO B;

(ii) (AADOA)∗B je samo-adjungovan i AADO = BADO;
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(iii) (AADOA)∗B je samo-adjungovan i AADOA = BADOA;

(iv) (AADOA)∗B je samo-adjungovan i Ak+1 = BAk;

(v) (AADOA)∗B je samo-adjungovan i ADOA∗ = ADOB∗;

(vi) (AADOA)∗B je samo-adjungovan i AAD = BAD.

Dokaz. (i) ⇔ (ii): Pretpostavimo da su operatori A, ADO i B predstavljeni kao u (4.1) i

(4.2). Sada, AADO = BADO važi ako i samo ako je[
I 0

0 0

]
=

[
B1A

−1
1 0

B4A
−1
1 0

]
,

što je ekvivalentno sa B1 = A1 i B4 = 0.

Onda je

(AADOA)∗B =

[
A∗

1 0

A∗
2 0

] [
A1 B2

0 B3

]
=

[
A∗

1A1 A∗
1B2

A∗
2A1 A∗

2B2

]
samo-adjungovan ako i samo ako je B2 = A2. Lema 4.2.1 implicira da je (i) ekvivalentno sa

(ii).

Slično kao u Teoremi 4.2.1, završavamo ovaj dokaz.

Primetimo da je uslov da je (AADOA)∗B samo-adjungovan ekvivalentan sa uslovom da je

A∗AADOB (ili BAADOA) samo-adjungovan.

Teorema 4.2.2 implicira sledeće posledice vezane za jezgarno parcijalno ured̄enje.

Posledica 4.2.2. Za A ∈ B(X)# i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤#O B;

(ii) A∗B je samo-adjungovan i AA#O = BA#O;

(iii) A∗B je samo-adjungovan i A = BA#OA;

(iv) A∗B je samo-adjungovan i A2 = BA;

(v) A∗B je samo-adjungovan i A#OA∗ = A#OB∗;

(vi) A∗B je samo-adjungovan i AA# = BA#.

Koristeći stepene jezgarnog-EP inverza ADO, dokazujemo sledeće karakterizacije relacije

A ≤DO B.

Teorema 4.2.3. Za n ∈ N, A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:
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(i) A ≤DO B;

(ii) B(ADO)n+1 = (ADO)n i ADOA = ADOB;

(iii) B(AD)n+1 = (AD)n i ADOA = ADOB;

(iv) B(ADO)n+1 = (ADO)n i (AADOA)∗B je samo-adjungovan;

(v) B(ADO)n+1 = (ADO)n i (AADOA)∗(A−B) = 0;

(vi) BADO je samo-adjungovan i (AADOA)∗(A−B) = 0.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Pretpostavka da je A ≤DO B implicira AADO = BADO i ADOA = ADOB.

Prema tome, (ADO)n = A(ADO)n+1 = B(ADO)n+1.

(ii) ⇒ (iii): Iz [65, Lemma 2.1], (ADO)n = (AD)nAk(Ak)†, što implicira

(ADO)nAAD = (AD)nAk(Ak)†AAD = (AD)n(Ak(Ak)†Ak)(AD)k

= (AD)nAk(AD)k = (AD)nAAD = (AD)n, (4.3)

za proizvoljno n ∈ N. Koristeći (4.3) i B(ADO)n+1 = (ADO)n, sledi da je

B(AD)n+1 = (B(ADO)n+1)AAD = (ADO)nAAD = (AD)n.

(iii) ⇒ (i): Primenjujući ADO = ADAk(Ak)† i B(AD)n+1 = (AD)n, uočavamo da je:

BADO = BADAk(Ak)† = (B(AD)n+1)Ak+n(Ak)†

= (AD)nAk+n(Ak)† = A(ADAk(Ak)†)

= AADO.

(i) ⇔ (iv): Ako su A, ADO i B predstavljeni kao u (4.1) i (4.2), primetimo da je

B(ADO)n+1 = (ADO)n ako i samo ako je[
B1A

−(n+1)
1 0

B4A
−(n+1)
1 0

]
=

[
A−n

1 0

0 0

]
,

što je ekvivalentno sa B1 = A1 i B4 = 0.

Sada, (AADOA)∗B =

[
A∗

1A1 A∗
1B2

A∗
2A1 A∗

2B2

]
je samo-adjungovan ako i samo ako je B2 = A2.

Prema Lemi 4.2.1, (i) i (iv) jesu ekvivalentni.

(i) ⇔ (v): Ako su A, ADO i B predstavljeni sa (4.1) i (4.2), kao u delu dokaza (i) ⇔ (iv),

B(ADO)n+1 = (ADO)n je ekvivalentno sa B1 = A1 i B4 = 0. Onda, iz

(AADOA)∗(A−B) =

[
0 A∗

1(A2 −B2)

0 A∗
2(A2 −B2)

]
,
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(AADOA)∗(A−B) = 0 ako i samo je B2 = A2.

(i) ⇔ (vi): Neka A, ADO i B su dati kao u (4.1) i (4.2). Zbog

(AADOA)∗(A−B) =

[
A∗

1(A1 −B1) A∗
1(A2 −B2)

A∗
2(A1 −B1) A∗

2(A2 −B2)

]
,

zaključujemo da je (AADOA)∗(A − B) = 0 ekvivalentno sa B1 = A1 i B2 = A2. Takod̄e,

BADO =

[
I 0

B4A
−1
1 0

]
je samo-adjungovan ako i samo ako je B4 = 0.

Na osnovu Teoreme 4.2.3, sledeći rezultat važi. Primetimo da je deo (iv) u Posledici

4.2.3 predstavljen kao deo (iv) u [99, Theorem 3.10].

Posledica 4.2.3. Za n ∈ N, A ∈ B(X)# i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤#O B;

(ii) B(A#O)n+1 = (A#O)n i A#OA = A#OB;

(iii) B(A#)n+1 = (A#)n i A#OA = A#OB;

(iv) B(A#O)n+1 = (A#O)n i A∗B je samo-adjungovan;

(v) B(A#O)n+1 = (A#O)n i A∗A = A∗B;

(vi) BA#O je samo-adjungovan i A∗A = A∗B.

Takod̄e dokazane su sledeće karakteristike za A ≤DO B.

Teorema 4.2.4. Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤DO B;

(ii) BADO = AADOBADO i ADOB = ADOA;

(iii) BADOA = AADOBADOA i AADOB = AADOA;

(iv) BADO = AADOBADO i B∗Ak = A∗Ak;

(v) BADO = AADOBADO, ADOBADOA = ADOA i ADOB(I − AADO) = ADOA(I − AADO);

(vi) BADOA = AADOBADOA, ADOBADO = ADO i AADOB(I − AADO) = AADOA(I − AADO).

Dokaz. (i) ⇔ (ii): Neka su A, ADO i B dati sa (4.1) i (4.2). Onda je BADO = AADOBADO ako

i samo ako je (I − AADO)BADO = 0, što je ekvivalentno sa:[
0 0

B4A
−1
1 0

]
= 0,

53



Karakteristike jezgarnog-EP pre-ured̄enja

odnosno, B4 = 0.

Kao u dokazu Teoreme 4.2.1, ADOB = ADOA ako i samo ako je B1 = A1 i B2 = A2. Ostalo

je jasno iz Leme 4.2.1.

(ii) ⇔ (iii) ⇔ (iv): Ove ekvivalencije mogu biti proverene kao u Teoremi 4.2.1.

(i) ⇔ (v): Pretpostavimo da A, ADO i B imaju matrične forme kao u (4.1) i (4.2). Kao

u delu (i) ⇔ (ii), pokazujemo da je BADO = AADOBADO ekvivalentno sa B4 = 0. Jednakost

ADOBADOA = ADOA važi ako i samo ako je[
A−1

1 B1 A−1
1 B1A

−1
1 A2

0 0

]
=

[
I A−1

1 A2

0 0

]
,

što je ekvivalentno sa B1 = A1. Takod̄e, A
DOB(I −AADO) = ADOA(I −AADO) je ekvivalentno

sa [
0 A−1

1 B2

0 0

]
=

[
0 A−1

1 A2

0 0

]
,

tj. B2 = A2.

(vi) ⇔ (v): Ovo je jasno.

Kao posledica, karakterǐse se A ≤#O B na sledeći način.

Posledica 4.2.4. Za A ∈ B(X)# i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤#O B;

(ii) BA#O = AA#OBA#O i A#OB = A#OA;

(iii) BA#OA = AA#OBA#OA i AA#OB = A;

(iv) BA#O = AA#OBA#O i B∗A = A∗A;

(v) BA#O = AA#OBA#O, A#OBA#OA = A#OA i A#OB(I − AA#O) = A#OA− AA#O;

(vi) BA#OA = AA#OBA#OA, A#OBA#O = A#O i AA#OB(I − AA#O) = A(I − AA#O).

Nekoliko karakteristika relacije A ≤DO B je istraženo pomoću proizvoda BADOB.

Teorema 4.2.5. Za A ∈ B(X)D, k = ind(A) i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤DO B;

(ii) AADO(BADOB − A) = 0 i AADO = BADO;

(iii) ADO(BADOB − A) = 0 i AADO = BADO;

(iv) AADOA = BADOB i AADO = BADO.
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Dokaz. (i) ⇔ (ii): Pretpostavimo da A, ADO i B imaju reprezentacije kao u (4.1) i (4.2).

Kao u dokazu Teoreme 4.2.2, zaključuje se da AADO = BADO jeste ekvivalentno sa B1 = A1

i B4 = 0. Sada, iz

BADOB =

[
A1 B2

0 0

]
i

AADO(BADOB − A) =

[
0 B2 − A2

0 0

]
,

AADO(BADOB − A) = 0 ako i samo ako je B2 = A2.

(ii) ⇔ (iii): Ovo je očigledno.

(i) ⇔ (ii): Ponovo, koristeći reprezentacije operatora A, ADO i B kao u (4.1) i (4.2),

AADO = BADO ako i samo ako je B1 = A1 i B4 = 0. Štavǐse, AADOA = BADOB je ekvivalentno

sa [
A1 A2

0 0

]
=

[
A1 B2

0 0

]
,

tj, B2 = A2.

Kao posledica, opisuje se relacija A ≤#O B.

Posledica 4.2.5. Za A ∈ B(X)# i B ∈ B(X), sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤#O B;

(ii) AA#O(BA#OB − A) = 0 i AA#O = BA#O;

(iii) A#O(BA#OB − A) = 0 i AA#O = BA#O;

(iv) A = BA#OB i AA#O = BA#O.
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4.3 Jezgarni-EP inverz proizvoda i razlike dva opera-

tora

Pod pretpostavkom da je A ≤DO B, posmatramo jezgarni-EP inverz proizvoda i razlike

operatora A i B u ovoj sekciji.

Najpre izučavamo potrebne i dovoljne uslove da bi važilo ADO ≤DO B DO kada je A ≤DO B.

Teorema 4.3.1. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) ADO ≤DO B DO;

(ii) ADOB DO = B DOADO;

(iii) (ADO)2 = ADOB DO.

Dokaz. Prema Lemi 4.2.1, A ≤DO B implicira da u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗), može biti zapisano

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
A1 A2

0 B3

]
,

gde je k = ind(A), A1 ∈ B(R(Ak)) je invertibilan i A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan.

Znamo da Drejzinova invertibilnost operatora B implicira Drejzinovu invertibilnost ope-

ratora B3. Iz [43, Lemma 2.3],

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
, (ADO)DO =

[
A1 0

0 0

]
i B DO =

[
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 B DO

3

]
.

(i) ⇔ (ii): Uočimo da važi:

ADO(ADO)DO =

[
I 0

0 0

]
= B DO(ADO)DO.

Zbog

(ADO)DOADO =

[
I 0

0 0

]
i (ADO)DOB DO =

[
I −A2B

DO

3

0 0

]
,

(ADO)DOADO = (ADO)DOB DO važi ako i samo ako je A2B
DO

3 = 0. Dakle, (i) je ekvivalentno sa

A2B
DO

3 = 0.

Iz

ADOB DO =

[
A−2

1 −A−2
1 A2B

DO

3

0 0

]
i B DOADO =

[
A−2

1 0

0 0

]
,

zaključujemo da je ADOB DO = B DOADO ekvivalentno sa A2B
DO

3 = 0, pa važi i sa (i).
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(i) ⇔ (iii): Kako je

(ADO)2 =

[
A−2

1 0

0 0

]
,

(ADO)2 = ADOB DO je ekvivalentno sa A2B
DO

3 = 0, tj. (i).

U slučaju da je A ≤DO B, predstavljamo ekvivalentne uslove da važi zakon direktnog

redosleda: (AB)DO = ADOB DO . Primetimo da je (AB)DO = ADOB DO povezano sa zakonom

obrnutog redosleda (AB)DO = B DOADO.

Teorema 4.3.2. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) AB ∈ B(X)D i (AB)DO = ADOB DO;

(ii) AB ∈ B(X)D, (AB)DO(I − AADO) = 0 i AADOB DO(I − AADO) = 0;

(iii) AB ∈ B(X)D, (AB)DO(I − AADO) = 0 i ADOB DO(I − AADO) = 0;

(iv) AB ∈ B(X)D, (AB)DO = B DOADO i AADOB DO(I − AADO) = 0;

(v) AB ∈ B(X)D, (AB)DO = B DOADO i ADOB DO(I − AADO) = 0.

Dokaz. Primenjujući Lemu 4.2.1, iz pretpostavke da je A ≤DO B, imamo reprezentacije u

odnosu na ortogonalnu sumu X = R(Ak)⊕N((Ak)∗):

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
A1 A2

0 B3

]
,

gde je k = ind(A), A1 ∈ B(R(Ak)) je invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan

i B3 ∈ B[N((Ak)∗)]D. Pošto je

AB =

[
A2

1 A1A2 + A2B3

0 A3B3

]
,

Drejzinova invertibilnost od AB implicira Drejzinovu invertibilnost od A3B3. Koristeći [43,

Lemma 2.3], sledi

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
, B DO =

[
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 B DO

3

]
i

(AB)DO =

[
A−2

1 −A−2
1 (A1A2 + A2B3)(A3B3)

DO

0 (A3B3)
DO

]
.

(i) ⇔ (ii): Evidentno,

ADOB DO =

[
A−2

1 −A−2
1 A2B

DO

3

0 0

]
.
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Dakle, (AB)DO = ADOB DO važi ako i samo ako je (A3B3)
DO = 0 i A2B

DO

3 = 0.

Kako je

(AB)DO(I − AADO) =

[
0 −A−2

1 (A1A2 + A2B3)(A3B3)
DO

0 (A3B3)
DO

]
,

(AB)DO(I − AADO) = 0 je ekvivalentno sa (A3B3)
DO = 0.

Jednakost

AADOB DO(I − AADO) =

[
0 −A−1

1 A2B
DO

3

0 0

]
implicira AADOB DO(I − AADO) = 0 ako i samo ako je A2B

DO

3 = 0. Dakle, tvrd̄enja (i) i (ii)

jesu ekvivalentna.

(ii) ⇔ (iii): Direktnim izračunavanjem i jednakošću ADO = ADOAADO, pokazuje se ova

ekvivalencija.

(i) ⇔ (iv): Koristeći

B DOADO =

[
A−2

1 0

0 0

]
,

imamo da (AB)DO = B DOADO važi ako i samo ako je (A3B3)
DO = 0. Kao u delu (i) ⇔ (ii),

može se pokazati da je AADOB DO(I − AADO) = 0 ako i samo ako je A2B
DO

3 = 0.

(iv) ⇔ (v): Ovo sledi kao i (ii) ⇔ (iii).

Iz [90, Theorem 2.10], A ≤#O B implicira (AB)#O = B#OA#O = (BA)#O. Na osnovu ove

činjenice, Teorema 4.3.2 daje sledeće karakteristike zakona direktnog redosleda

(AB)#O = A#OB#O.

Posledica 4.3.1. Za A,B ∈ B(X)# takve da je A ≤#O B, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) AB ∈ B(X)# i (AB)#O = A#OB#O;

(ii) AB ∈ B(X)# i AA#OB#O(I − AA#O) = 0;

(iii) AB ∈ B(X)# i A#OB#O(I − AA#O) = 0;

(iv) AB ∈ B(X)# i B#OA#O = A#OB#O;

(v) BA ∈ B(X)# i (BA)#O = A#OB#O.

Interesantno je da sledeći rezultat sličan Teoremi 4.3.2 važi za (BA)DO = B DOADO, pod

istom pretpostavkom A ≤DO B.

Teorema 4.3.3. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) BA ∈ B(X)D i (BA)DO = B DOADO;

(ii) BA ∈ B(X)D, (BA)DO(I − AADO) = 0 i AADOB DO(I − AADO) = 0;
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(iii) BA ∈ B(X)D, (BA)DO(I − AADO) = 0 i ADOB DO(I − AADO) = 0;

(iv) BA ∈ B(X)D, (BA)DO = ADOB DO i AADOB DO(I − AADO) = 0;

(v) BA ∈ B(X)D, (BA)DO = ADOB DO i ADOB DO(I − AADO) = 0.

Dokaz. Koristeći matrične reprezentacije za A i B kao u Lemi 4.2.1, dobija se

BA =

[
A2

1 A1A2 + A2A3

0 B3A3

]
i

(BA)DO =

[
A−2

1 −A−2
1 (A1A2 + A2A3)(B3A3)

DO

0 (B3A3)
DO

]
.

Završavamo ovaj dokaz kao u Teoremi 4.3.2.

Koristeći Teoremu 4.3.1 i Teoremu 4.3.2, dokazujemo ekvivalencije izmed̄u zakona direk-

tnog redosleda (AB)DO = ADOB DO i zakona obrnutog redosleda (AB)DO = B DOADO.

Posledica 4.3.2. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B i ADO ≤DO B DO, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) AB ∈ B(X)D i (AB)DO = ADOB DO;

(ii) AB ∈ B(X)D i (AB)DO(I − AADO) = 0;

(iii) AB ∈ B(X)D i (AB)DO = B DOADO.

Dokaz. Teorema 4.3.1 i pretpostavka ADO ≤DO B DO impliciraju da je ADOB DO = B DOADO. Ostali

deo dokaza sledi iz Teoreme 4.3.2.

Slično, iz Teoreme 4.3.1 i Teoreme 4.3.3, dobijaju se sledeći rezultati za jezgarni-EP

inverz proizvoda BA.

Posledica 4.3.3. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B i ADO ≤DO B DO, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) BA ∈ B(X)D i (BA)DO = B DOADO;

(ii) BA ∈ B(X)D i (BA)DO(I − AADO) = 0;

(iii) BA ∈ B(X)D i (BA)DO = ADOB DO.

U slučaju da je A ≤DO B, istražujemo ekvivalentne uslove za (B − A)DO = B DO − ADO.

Teorema 4.3.4. Za A,B ∈ B(X)D takve da je A ≤DO B, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) B − A ∈ B(X)D i (B − A)DO = B DO − ADO;
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(ii) B − A ∈ B(X)D i (B − A)DO = B DO(I − AADO);

(iii) B − A ∈ B(X)D, AADOB DO = ADO i (B − A)DO = (I − AADO)B DO;

(iv) B − A ∈ B(X)D, ADOB DO = (ADO)2 i (B − A)DO = (I − AADO)B DO;

(v) B − A ∈ B(X)D, AADOB DO(I − AADO) = 0 i (B − A)DO = (I − AADO)B DO;

(vi) B − A ∈ B(X)D, ADOB DO(I − AADO) = 0 i (B − A)DO = (I − AADO)B DO.

Dokaz. Za k = ind(A), u odnosu na ortogonalnu sumu X = R(Ak)⊕N((Ak)∗), Lema 4.2.1

i A ≤DO B impliciraju

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
A1 A2

0 B3

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan i B3 ∈ B[N((Ak)∗)]D.

Koristeći [43, Lemma 2.3], sledi

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
i B DO =

[
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 B DO

3

]
.

Činjenica je da B − A =

[
0 0

0 B3 − A3

]
∈ B(X)D implicira B3 − A3 ∈ B[N((Ak)∗)]D i

(B − A)DO =

[
0 0

0 (B3 − A3)
DO

]
.

Dakle, tvrd̄enje (i), tj. (B − A)DO = B DO − ADO je ekvivalentno sa A2B
DO

3 = 0 i

(B3 − A3)
DO = B DO

3 .

(i) ⇔ (ii): Na osnovu

B DO(I − AADO) =

[
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 B DO

3

] [
0 0

0 I

]
=

[
0 −A−1

1 A2B
DO

3

0 B DO

3

]
,

(B − A)DO = B DO(I − AADO) važi ako i samo ako je A2B
DO

3 = 0 i (B3 − A3)
DO = B DO

3 , što je

ekvivalentno sa (i).

(i) ⇔ (iii): Primetimo da iz

AADOB DO =

[
I 0

0 0

] [
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 B DO

3

]
=

[
A−1

1 −A−1
1 A2B

DO

3

0 0

]
,

AADOB DO = ADO važi ako i samo ako je A2B
DO

3 = 0.
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Kako je

(I − AADO)B DO =

[
0 0

0 B DO

3

]
,

(B − A)DO = (I − AADO)B DO važi ako i samo ako je (B3 − A3)
DO = B DO

3 . Dakle, tvrd̄enja (i) i

(iii) jesu ekvivalentna.

(iii) ⇔ (iv): Ova ekvivalencija sledi na osnovu jednakosti ADO = A(ADO)2.

(i) ⇔ (v): Pošto je

AADOB DO(I − AADO) =

[
0 A−1

1 A2B
DO

3

0 0

]
,

AADOB DO(I −AADO) = 0 ako i samo ako je A2B
DO

3 = 0. Kao u delu (i) ⇔ (iii), može se videti

da je (B − A)DO = (I − AADO)B DO ekvivalentno sa (B3 − A3)
DO = B DO

3 .

(v) ⇔ (vi): Ova ekvivalencija je očigledna.
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Poglavlje 5

m-slabo grupna ortogonalnost za

operatore

5.1 Osnovna definicija m-slabo grupnog inverza

Jedan od najvažnijih uopštenih inverza je grupni inverz, koji se primenjuje u rešavanju

diferencijalnih jednačina i mnogih drugih problema, na primer u lancu Markova [3].

Slabo grupni inverz za kvadratne matrice sa proizvoljnim indeksom je definisan kao

uopštenje grupnog inverza [84]. U radovima [64, 84], za A ∈ B(X)D, dokazan je izraz za

slabo grupni inverz:

AwO = (ADO)2A.

U slučaju kada je ind(A) = 1, slabo grupni inverz se redukuje na grupni inverz. Mnoge

osobine slabo grupnog inverza su istražene u [85, 91].

m-slabo grupni inverz je uopštenje slabo grupnog inverza, koje je definisano u [92]. Za

proizvoljno m ∈ N i A ∈ B(X)D, m-slabo grupni inverz od A je jedinstveni operator AwO,m

koji zadovoljava sistem jednačina:

AB = (ADO)mAm i AB2 = B.

Poznato je da za m-slabo grupni inverz važi:

AwO,m = (ADO)m+1Am

i on je spoljašnji inverz od A, tj.

AwO,mAAwO,m = AwO,m.

Takod̄e,

A(AwO,m)2 = AwO,m.
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U slučaju da je m = 0, m-slabo grupni inverz se redukuje na jezgarni-EP inverz. Ako

je m = 1, m-slabo grupni inverz je jednak slabo grupnom inverzu. Za primenu i osobine

m-slabo grupnog inverza možete pogledati radove [31, 36, 40, 61, 63].

m-slabo grupna binarna relacija je istražena za operatore u [33] kao uopštenje jezgarnog-

EP pre-ured̄enja za operatore. Za A,B ∈ B(X)D im ∈ N , kažemo da je A ispod B u odnosu

na m-slabo grupnu relaciju (označavamo sa A ≤wO,m B) ako je

AwO,mB = AwO,mA i BAwO,m = AAwO,m.

Takod̄e, u [33], kaže se da je A ispod B u odnosu na slabo grupnu relaciju (označimo sa

A ≤wO B) ako je

AwOB = AwOA i BAwO = AAwO.

Pomoću m-slabo grupnog inverza kao uopštenja jezgarnog-EP inverza, pojam m-slabo

grupne ortogonalnosti je istražen u radu [76] i na taj način je uopšten pojam jezgarne-EP

ortogonalnosti. Različite osobine i karakteristike m-slabo grupne ortogonalnosti su date u

nastavku.

Matrične forme m-slabo grupno ortogonalnih operatora su proučavane.

Proučavana je i veza m-slabo grupne binarne relacije sa m-slabo grupnom ortogonalnošću.

Za jezgarno-EP ortogonalne operatore, predstavljeni su ekvivalentni uslovi da bi važila

aditivnost (A+B)wO,m = AwO,m +B wO,m .

Kao posledice, dobijaju se rezultati za slabo grupnu ortogonalnost, slabo grupnu relaciju

i slabo grupnu aditivnost.
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5.2 m-slabo grupna ortogonalnost

m-slabo grupna ortogonalnost je istražena u ovoj sekciji za operatore kao uopštenje

jezgarne-EP ortogonalnosti.

Definicija 5.2.1. Za A,B ∈ B(X)D i m ∈ N, kaže se da je A m-slabo grupno ortogonalno

sa B (označimo sa A⊥wO,mB) ako je

AwO,mB = 0 i BAwO,m = 0.

U slučaju da je m = 1 u Definiciji 5.2.1, definǐse se slabo grupna ortogonalnost.

Definicija 5.2.2. Za A,B ∈ B(X)D, kaže se da je A slabo grupno ortogonalno sa B

(označeno sa A⊥wOB) ako je

AwOB = 0 i BAwO = 0.

Sledi predstavljanje novih karakteristika m-slabo grupne ortogonalnosti.

Teorema 5.2.1. Neka su A,B ∈ B(X)D i m ∈ N. Onda sledeća tvrd̄enja jesu ekvivalentna:

(i) A⊥wO,mB;

(ii) AwO,mB i BAwO,m su idempotenti i AwO,m(A+B)AwO,m = AwO,m;

(iii) AwO,mB = BAwO,m i AwO,m(A+B)AwO,m = AwO,m;

(iv) B = (I − AAwO,m)G(I − AwO,mA), za proizvoljno G ∈ B(X).

Dokaz. (i) =⇒ (ii) ∧ (iii): Iz A⊥wO,mB, AwO,mB = 0 i BAwO,m = 0, iz čega sledi da su AwO,mB

i BAwO,m idempotenti.

Takod̄e, iz AwO,mAAwO,m = AwO,m,

AwO,m(A+B)AwO,m = AwO,mAAwO,m + AwO,mBAwO,m = AwO,m.

(ii) =⇒ (i): Kako je AwO,mAAwO,m = AwO,m, sledi

AwO,m = AwO,m(A+B)AwO,m = AwO,m + AwO,mBAwO,m.

Dakle, AwO,mBAwO,m = 0, pa je

AwO,mB = (AwO,mB)2 = 0

i

BAwO,m = (BAwO,m)2 = 0.
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Prema tome, A⊥wO,mB.

(iii) =⇒ (i): Iz uslova u (iii), imamo da je

AwO,m = AwO,m(A+B)AwO,m = AwO,m + (AwO,m)2B,

iz čega sledi da je (AwO,m)2B = 0. Na osnovu toga, iz A(AwO,m)2 = AwO,m sledi

AwO,mB = A(AwO,m)2B = 0

i

BAwO,m = AwO,mB = 0.

(i) =⇒ (iv): Jednačina AwO,mB = 0 ima rešenje, na osnovu A ∈ AwO,m{1} i [3, p. 52], u

obliku

B = (I − AAwO,m)H, (5.1)

za proizvoljno H ∈ B(X). Kada (5.1) zamenimo u BAwO,m = 0, onda sledi

(I − AAwO,m)HAwO,m = 0. (5.2)

Sada, iz I − AAwO,m ∈ (I − AAwO,m){1} i [3, p. 52],

H = G− (I − AAwO,m)GAwO,mA, (5.3)

za proizvoljno G ∈ B(X). Jednakosti (5.1) i (5.3) daju

B = (I − AAwO,m)G(I − AwO,mA).

(iv) =⇒ (i): Ako je B = (I − AAwO,m)G(I − AwO,mA), za proizvoljno G ∈ B(X),

izračunavamo da je AwO,mB = 0 i BAwO,m = 0.

Iz Teoreme 5.2.1, dobijaju se karakteristike slabo grupne ortogonalnosti.

Posledica 5.2.1. Neka je A,B ∈ B(X)D. Onda su sledeća tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) A⊥wOB;

(ii) AwOB i BAwO su idempotenti i AwO(A+B)AwO = AwO;

(iii) AwOB = BAwO i AwO(A+B)AwO = AwO;

(iv) B = (I − AAwO)G(I − AwOA), za proizvoljno G ∈ B(X).

Potrebni i dovoljni uslovi za AwO,mB = 0 su predstavljeni sada.

Lema 5.2.1. Za A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:
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(i) AwO,mB = 0;

(ii) ADOAmB = 0;

(iii) (Ak)†AmB = 0;

(iv) (Ak)∗AmB = 0;

(v) R(B) ⊆ N(AwO,m);

(vi) R(B) ⊆ N((Ak)∗Am).

Dokaz. (i) ⇐⇒ (ii): Prema [63, Lemma 2.1],

AwO,m = (AD)m+1Ak(Ak)†Am.

Koristeći ADO = ADAk(Ak)†, imamo sledeće:

AwO,mB = 0 ⇐⇒ (AD)m+1Ak(Ak)†AmB = 0

⇐⇒ ADAk(Ak)†AmB = 0

⇐⇒ ADOAmB = 0.

(ii) ⇐⇒ (iii): Iz osobina jezgarnog-EP inverza, slede ekvivalencije:

ADOAmB = 0 ⇐⇒ AADAk(Ak)†AmB = 0

⇐⇒ Ak(Ak)†AmB = 0

⇐⇒ (Ak)†AmB = 0.

(iii) ⇐⇒ (iv): Jasno je iz osobina Mur-Penrouzovog inverza.

(i) ⇐⇒ (v) ⇐⇒ (vi): Očigledno je zbog N(AwO,m) = N((Ak)∗Am) iz [31].

Mi takod̄e izučavamo ekvivalentne uslove za BAwO,m = 0.

Lema 5.2.2. Za A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) BAwO,m = 0;

(ii) BADO = 0;

(iii) BAD = 0;

(iv) BAk = 0;

(v) R(AwO,m) ⊆ N(B);

(vi) R(Ak) ⊆ N(B).
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Dokaz. (i) =⇒ (ii): Primenjujući AwO,m = (AD)m+1Ak(Ak)†Am, BAwO,m = 0 je ekvivalentno

sa B(AD)m+1Ak(Ak)†Am = 0, što daje

BADAk = B(AD)m+1AkAm = B(AD)m+1Ak(Ak)†AmAk = 0.

Kako je ADO = ADAk(Ak)†, sledi da je

BADO = BADAk(Ak)† = 0.

(ii) =⇒ (i): Primetimo da BADO = 0 implicira

BAwO,m = B(ADO)m+1Am = 0.

(ii) ⇐⇒ (iii): Ova ekvivalencija sledi iz ADO = ADAk(Ak)†.

Ostalo je jasno.

Ako se kombinuju uslovi Leme 5.2.1 i Leme 5.2.2, može se okarakterisati m-slabo grupna

ortogonalnost.

Teorema 5.2.2. Neka je A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k. Onda su sledeći uslovi

ekvivalentni:

(i) A⊥wO,mB;

(ii) ADOAmB = 0 i BADO = 0;

(iii) (Ak)†AmB = 0 i BAD = 0;

(iv) (Ak)∗AmB = 0 i BAk = 0;

(v) R(B) ⊆ N(AwO,m) i R(AwO,m) ⊆ N(B);

(vi) R(B) ⊆ N((Ak)∗Am) i R(Ak) ⊆ N(B).

Posledično, mogu se dobiti karakteristike za slabo grupnu ortogonalnost.

Posledica 5.2.2. Neka su A,B ∈ B(X)D i ind(A) = k. Onda su sledeća tvrd̄enja ekviva-

lentna:

(i) A⊥wOB;

(ii) ADOAB = 0 i BADO = 0;

(iii) (Ak)†AB = 0 i BAD = 0;

(iv) (Ak)∗AB = 0 i BAk = 0;

(v) R(B) ⊆ N(AwO) i R(AwO) ⊆ N(B);
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(vi) R(B) ⊆ N((Ak)∗A) i R(Ak) ⊆ N(B).

Pretpostavka A⊥wO,mB implicira sledeće jednakosti vezane za proizvode nekih idempote-

nata.

Lema 5.2.3. Neka su A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i A⊥wO,mB. Onda, sledeća tvrd̄enja važe:

(i) BDBADA = 0;

(ii) AAwO,mBB wO,m = 0;

(iii) B wO,mBAwO,mA = 0.

Dokaz. (i) BADBADA = 0 sledi iz BAD = 0, što je dokazano u Lemi 5.2.2.

(ii) AAwO,mBB wO,m = 0 sledi iz AwO,mB = 0.

(iii) B wO,mBAwO,mA = 0 sledi iz BAwO,m = 0.

Sledeća matrična forma Drejzin invertibilnog operatora je predstavljena u [54], a repre-

zentacija njegovog m-slabo grupnog inverza u radu [31].

Lema 5.2.4. Ako je A ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k, postoji ortogonalna suma

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
, (5.4)

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan i A3 ∈ B(N((Ak)∗)) je nilpotentan. Dodatno,

(i) AwO,m =

 A−1
1 A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0

;

(ii) AAwO,m =

 I A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0

;

(iii) AwO,mA =

 I A
−(m+1)
1

m∑
j=0

Aj
1A2A

m−j
3

0 0

.
Dokaz. Da jednakost (5.4) važi sledi iz [54, Corollary 2.2]. Izrazi (i), (ii) i (iii) su dokazani

u [31].

Matrične forme operatora A i B koji zadovoljavaju A⊥wO,mB su date.

Teorema 5.2.3. Neka je A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k. Onda sledeća tvrd̄enja jesu

ekvivalentna:
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(i) A⊥wO,mB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

 0 −A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 B4

0 B4

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B(N((Ak)∗)) je nilpotentan i

B4 ∈ B(N((Ak)∗))D.

Dokaz. (i) =⇒ (ii): Neka A ima formu kao u (5.4) u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) i

B =

[
B1 B2

B3 B4

]
:

[
R(Ak)

N((Ak)∗

]
→

[
R(Ak)

N((Ak)∗

]
.

Onda AwO,m jeste predstavljeno kao u Lemi 5.2.4 (i). Kada uslov A⊥wO,mB važi, onda je

0 = BAwO,m =

[
B1 B2

B3 B4

] A−1
1 A

−(m−1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0



=

 B1A
−1
1 B1A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

B3A
−1
1 B3A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

 ,

što implicira B1 = 0 i B3 = 0. Iz

0 = AwO,mB =

 A−1
1 A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0

[
0 B2

0 B4

]

=

 0 A−1
1 B2 + A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 B4

0 0

 ,

dobija se da je B2 = −A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 B4. Tako da, može se koristiti sledeća matrična

forma operatora B:

B =

 0 −A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 B4

0 B4

 .

(ii) =⇒ (i): Ovo je jasno iz direktnih izračunavanja.
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Teorema 5.2.3 daje sledeće ekvivalentne uslove za A⊥wOB.

Posledica 5.2.3. Neka su A,B ∈ B(X)D i ind(A) = k. Onda su sledeća tvrd̄enja ekviva-

lentna:

(i) A⊥wOB;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
0 −A−1

1 A2B4

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B(N((Ak)∗)) je nilpotentan i

B4 ∈ B(N((Ak)∗))D.

Sledeće karakterizacije m-slabo grupne relacije mogu biti potvrd̄ene kao u Lemi 5.2.1 i

Lemi 5.2.2.

Teorema 5.2.4. Za A,B ∈ B(X)D, m ∈ N i ind(A) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤wO,m B;

(ii) ADOAmB = ADOAm+1 i BADO = AADO;

(ii) (Ak)†AmB = (Ak)†Am+1 i BAD = AAD;

(iv) (Ak)∗AmB = (Ak)∗Am+1 i BAk = Ak+1;

(v) R(B − A) ⊆ N(AwO,m) i R(AwO,m) ⊆ N(B − A);

(vi) R(B − A) ⊆ N((Ak)∗Am) i R(Ak) ⊆ N(B − A).

Posledično, dobijaju se rezultati za slabo grupnu relaciju.

Posledica 5.2.4. Za A,B ∈ B(X)D i ind(A) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A ≤wO B;

(ii) ADOAB = ADOA2 i BADO = AADO;

(ii) (Ak)†AB = (Ak)†A2 i BAD = AAD;

(iv) (Ak)∗AB = (Ak)∗A2 i BAk = Ak+1;

(v) R(B − A) ⊆ N(AwO) i R(AwO) ⊆ N(B − A);

(vi) R(B − A) ⊆ N((Ak)∗A) i R(Ak) ⊆ N(B − A).
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Karakterǐsemo A⊥wO,mB pomoću m-slabo grupne relacije.

Teorema 5.2.5. Neka su A,B ∈ B(X)D i m ∈ N. Onda su sledeća tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) A ≤wO,m A+B;

(ii) A⊥wO,mB;

(iii) A ≤wO,m A−B.

Dokaz. Posmatramo da je

A ≤wO,m A+B ⇐⇒ (A+B)AwO,m = AAwO,m i AwO,m(A+B) = AwO,mA

⇐⇒ BAwO,m = 0 i AwO,mB = 0 ⇐⇒ A⊥wO,mB

⇐⇒ AwO,m(A−B) = AwO,mA i (A−B)AwO,m = AAwO,m

⇐⇒ A ≤wO,m (A−B)

U slučaju da je A ≤wO,m B, iz [33], postoje matrične forme operatora A i B i sada

istražujemo formu od B wO,m.

Teorema 5.2.6. Neka su A,B ∈ B(X)D i m ∈ N. Onda su sledeća tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) A ≤wO,m B;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗) tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

 A1 A2 + A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 (A3 −B4)

0 B4

 ,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B(N((Ak)∗)) je nilpotentan

i B4 ∈ B(N((Ak)∗))D.

Štavǐse,

B wO,m =

 A−1
1

m−1∑
i=0

A−i−2
1 B2B

i
4 −

m∑
i=0

A
−(m+1)+i
1 B2(B

DO

4 )i+1Bm
4

0 B wO,m
4

 .

Dokaz. (i) =⇒ (ii): Operator A može biti zapisan kao u (5.4) u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(Ak) ⊕ N((Ak)∗) i AwO,m je predstavljen u Lemi 5.2.4 (i). Iz [33], možemo koristiti

matričnu formu operatora B:

B =

[
A1 B2

0 B4

]
,
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gde je B2 = A2+A−m
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 (A3−B4). Pretpostavka B ∈ B(X)D daje Drejzinovu

invertibilnost operatora B4.

Sada, izračunavamo B wO,m. Primenjujući [43, Lemma 2.3], imamo da je:

B DO =

[
A−1

1 −A−1
1 B2B

DO

4

0 B DO

4

]
.

Sada računamo:

(B DO)m+1 =

 A
−(m+1)
1 −

m∑
i=0

A
−(m+1)+i
1 B2(B

DO

4 )i+1

0 (B DO

4 )m+1


i

Bm =

 Am
1

m−1∑
i=0

Am−i−1
1 B2B

i
4

0 Bm
4

 .

Štavǐse,

B wO,m = (B DO)m+1Bm =

 A−1
1

m−1∑
i=0

A−i−2
1 B2B

i
4 −

m∑
i=0

A
−(m+1)+i
1 B2(B

DO

4 )i+1Bm
4

0 B wO,m
4

 .

(ii) =⇒ (i): Ovaj deo dokaza sledi iz elementarnih izračunavanja.

Kao posledica Teoreme 5.2.6, dobija se sledeći rezultat.

Posledica 5.2.5. Neka su A,B ∈ B(X)D. Onda su sledeća tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) A ≤wO B;

(ii) postoji ortogonalna suma X = R(Ak)⊕N((Ak)∗ tako da je

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
A1 A2 + A−1

1 A2(A3 −B4)

0 B4

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B(N((Ak)∗)) je nilpotentan i

B4 ∈ B(N((Ak)∗))D.

Štavǐse,

B wO =

 A−1
1 A−2

1 B2 −
1∑

i=0

A−2+i
1 B2(B

DO

4 )i+1B4

0 B wO

4

 .
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Pod pretpostavkom A⊥DOB, posmatraju se potrebni i dovoljni uslovi za

(A+B)wO,m = AwO,m +B wO,m.

Teorema 5.2.7. Neka su A,B ∈ B(X)D i m ∈ N. Ako je A⊥DOB, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)D i (A+B)wO,m = AwO,m +B wO,m;

(ii) A+B ∈ B(X)D i (A+B)wO,m(I − AADO) = (AwO,m +B wO,m)(I − AADO);

(iii) A+B ∈ B(X)D, AADO(A+B)wO,m = AwO,m i (I − AADO)(A+B)wO,m = B wO,m;

(iv) A+B ∈ B(X)D, ADO(A+B)wO,m = ADOAwO,m i (I − AADO)(A+B)wO,m = B wO,m.

Dokaz. Koristeći [59, Theorem 2.1] i A⊥DOB, za ind(A) = k, u odnosu na ortogonalnu sumu

X = R(Ak)⊕N((Ak)∗), možemo zapisati:

A =

[
A1 A2

0 A3

]
i B =

[
0 0

0 B2

]
,

gde je A1 ∈ B(R(Ak)) invertibilan, A3 ∈ B[N((Ak)∗)] je nilpotentan i B2 ∈ B[N((Ak)∗)]D.

Sada,

ADO =

[
A−1

1 0

0 0

]
, AwO,m =

 A−1
1 A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0

 ,

B wO,m =

[
0 0

0 B wO,m
2

]
i AwO,m +B wO,m =

 A−1
1 A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 B wO,m
2

 .

(i) ⇐⇒ (ii): Drejzinova invertibilnost operatora

A+B =

[
A1 A2

0 A3 +B2

]
implicira Drejzinovu invertibilnost operatora A3 +B2. Iz [43, Lemma 2.3], za odgovarajući

operator S, imamo da je

(A+B)DO =

[
A−1

1 −A−1
1 A2(A3 +B2)

DO

0 (A3 +B2)
DO

]
i

(A+B)wO,m = [(A+B)DO]m+1(A+B)m =

[
A−1

1 S

0 (A3 +B2)
wO,m

]
.
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Zbog

(A+B)wO,m(I − AADO) =

[
0 S

0 (A3 +B2)
wO,m

]
i

(AwO,m +B wO,m)(I − AADO) =

 0 A
−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 B wO,m
2

 ,

zaključujemo da je (A+B)wO,m = AwO,m+B wO,m ako i samo ako je S = A
−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

i (A3+B2)
wO,m = B wO,m

2 ako i samo ako je (A+B)wO,m(I−AADO) = (AwO,m+B wO,m)(I−AADO).

(i) ⇐⇒ (iii): Iz dela (i) ⇐⇒ (ii) i A(ADO)2 = ADO, sledi

AADO(A+B)wO,m =

[
A−1

1 S

0 0

]
i

AwO,m = AADOAwO,m =

 A−1
1 A

−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3

0 0

 .

Prema tome, AADO(A+B)wO,m = AwO,m jeste ekvivalentno sa

S = A
−(m+1)
1

m−1∑
j=0

Aj
1A2A

m−1−j
3 .

Iz

(I − AADO)(A+B)wO,m =

[
0 0

0 (A3 +B2)
wO,m

]
,

(I − AADO)(A+B)wO,m = B wO,m ako i samo ako je (A3 +B2)
wO,m = B wO,m

2 .

Dakle, ekvivalencija tvrd̄enja (i) i (iii) važi.

(iii) ⇐⇒ (iv): Osobine jezgarnog–EP inverza impliciraju ovu ekvivalenciju.

Teorema 5.2.7 daje aditivne osobine za slabo grupni inverz.

Posledica 5.2.6. Neka su A,B ∈ B(X)D. Ako je A⊥DOB, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) A+B ∈ B(X)D i (A+B)wO = AwO +B wO;

(ii) A+B ∈ B(X)D i (A+B)wO(I − AADO) = (AwO +B wO)(I − AADO);

(iii) A+B ∈ B(X)D i AADO(A+B)wO = AwO i (I − AADO)(A+B)wO = B wO;

(iv) A+B ∈ B(X)D i ADO(A+B)wO = ADOAwO i (I − AADO)(A+B)wO = B wO.
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Poglavlje 6

Jednostrane jezgarne-EP

ortogonalnosti za elemente prstena sa

involucijom

6.1 Leva i desna ortogonalnost i svojstva aditivnosti

Koristeći uslove jednostranih ortogonalnosti, mnoge vrste jednostranih ortogonalnosti su

definisane za matrice i operatore. U ovom poglavlju se uopštavaju mnogi od ovih rezultata

za elemente prstena sa involucijom R. U vezi sa konceptima jednostranih ortogonalnosti,

slede definicije leve i desne ortogonalnosti.

Definicija 6.1.1. Element a ∈ R je levo ortogonalan sa b ∈ R (označava se sa a⊥lb) ako je

ab = 0.

Element a ∈ R je desno ortogonalan sa b ∈ R (označava se sa a⊥rb) ako je

ba = 0.

Kao uopštenja jezgarne ortogonalnosti i ∗-ortogonalnosti, njihove jednostrane verzije su

posmatrane u [17] za matrice.

Znamo da su pojmovi jezgarne ortogonalnosti i jezgarne–EP ortogonalnosti uopšteni u

[77] za operatore na jednostrane tipove jezgarnih–EP ortogonalnosti.

Cilj ovog poglavlja je da se istraže koncepti leve i desne jezgarne–EP ortogonalnosti

za elemente prstena sa involucijom. Na ovaj način, uopštavaju se pojmovi jednostrane

jezgarne–EP ortogonalnosti za operatore i jezgarne–EP ortogonalnosti za elemente prstena

sa involucijom.

Data su mnoga svojstva levih i desnih jezgarno-EP ortogonalnih elemenata. Istražene

su matrične forme jednostrano jezgarno–EP ortogonalnih elemenata.
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Leva i desna ortogonalnost i svojstva aditivnosti

Kao posledica, karakterǐsu se levo i desno jezgarno ortogonalni elementi. Takod̄e, proučavaju

se ekvivalentni uslovi za aditivnost jezgarnog–EP inverza i Drejzinovog inverza. Rezultati

predstavljeni u ovom poglavlju su dokazani u radu [79].
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

6.2 Nove osobine jednostranih jezgarnih–EP ortogo-

nalnosti

U ovoj sekciji, definǐsu se jednostrane vrste jezgarne–EP ortogonalnosti za elemente

prstena sa involucijom i na taj način se uopštavaju pojmovi jezgarne–EP ortogonalnosti za

elemente u prstenu [78] i jednostrane jezgarne–EP ortogonalnosti za operatore [77].

Definicija 6.2.1. Za a ∈ RDO i b ∈ R, kažemo:

(i) a je levo jezgarno–EP ortogonalno sa b (označavamo sa a⊥DO,lb) ako je

aDOb = 0;

(ii) a je desno jezgarno–EP ortogonalno sa b (označavamo sa a⊥DO,rb) ako je

baDO = 0.

Očigledno, ako je a ∈ RDO i b ∈ R, a⊥DOb ako i samo ako važi a⊥DO,lb i a⊥DO,rb.

Prema tome, jezgarna-EP ortogonalnost implicira i levu i desnu jezgarnu–EP ortogonalnost,

ali u opštem slučaju, iz Primera 2.2.1 vidi se da leva (ili desna) jezgarna-EP ortogonalnost

ne impliciraju jezgarnu-EP ortogonalnost.

Za a ∈ R#O, leva (ili desna) jezgarna ortogonalnost za elemente prstena može biti defini-

sana kao specijalan slučaj leve (ili desne) jezgarne–EP ortogonalnosti.

Definicija 6.2.2. Za a ∈ R#O i b ∈ R, kažemo:

(i) a je levo jezgarno ortogonalno sa b (označimo sa a⊥#O,lb) ako je

a#Ob = 0;

(ii) a je desno jezgarno ortogonalno sa b (označimo sa a⊥#O,rb) ako je

ba#O = 0.

Podsetimo se da jednostrana jezgarna ortogonalnost i jednostrana ∗-ortogonalnost jesu
predstavljene za matrice i operatore u [17, 77], a ovde za elemente prstena.

Definicija 6.2.3. Za a, b ∈ R, kažemo da je:

(i) a levo ∗-ortogonalno sa b (označimo sa a⊥∗,lb) ako je

a∗b = 0;
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Nove osobine jednostranih jezgarnih–EP ortogonalnosti

(ii) a desno ∗-ortogonalno sa b (označimo sa a⊥∗,rb) ako je

ba∗ = 0.

U slučaju kada je a ∈ R†, sledi da je a⊥∗,lb ekvivalentno sa a†b = 0, a a⊥∗,rb ako i samo

ako je ba† = 0.

Najpre se može opisati a⊥DO,lb kao u [77, Lemma 2.1].

Lema 6.2.1. Ako je a ∈ RDO, b ∈ R i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DO,lb;

(ii) (ak)†b = 0;

(iii) (ak)∗b = 0 (tj. ak⊥∗,lb);

(iv) b∗ak = 0 (tj. b⊥∗,la
k);

(v) b∗aDO = 0 (tj. b⊥∗,la
DO);

(vi) bR ⊆ (aDO)◦;

(vii) bR ⊆ [(ak)∗]◦;

(viii) akR ⊆ (b∗)◦;

(ix) aDOR ⊆ (b∗)◦.

Kada je ind(a) = 1 u Lemi 6.2.1, dobijaju se karakteristike za a⊥#O,lb.

Posledica 6.2.1. Ako je a ∈ R#O i b ∈ R, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥#O,lb;

(ii) a†b = 0;

(iii) a∗b = 0 (tj. a⊥∗,lb);

(iv) b∗a = 0 (tj. b⊥∗,la);

(v) b†a = 0;

(vi) bR ⊆ (a#O)◦;

(vii) bR ⊆ (a∗)◦;

(viii) aR ⊆ (b∗)◦;

(ix) a#OR ⊆ (b∗)◦.
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

Takod̄e, mogu se proveriti sledeći rezultati.

Lema 6.2.2. Ako su a, b ∈ RDO, k = ind(a) i a⊥DO,lb, onda važi b⊥DO,la
k, aaDO⊥#Obb

DO, a⊥DOb
DO

i b⊥DOa
DO.

Slično, dobijaju se potrebni i dovoljni uslovi za a⊥DO,rb i a⊥#O,rb u prstenu.

Lema 6.2.3. Ako je a ∈ RDO, b ∈ R i ind(a) = k, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DO,rb;

(ii) baD = 0;

(iii) bak = 0;

(iv) (ak)∗b∗ = 0 (tj. b⊥∗,r(a
k)∗);

(v) aDOb∗ = 0 (tj. a⊥DO,lb
∗);

(vi) aDOR ⊆ b◦;

(vii) akR ⊆ b◦;

(viii) b∗R ⊆ (ak)◦;

(ix) b∗R ⊆ (aDO)◦.

Posledica 6.2.2. Ako je a ∈ R#O i b ∈ R, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥#O,rb;

(ii) ba# = 0;

(iii) ba = 0;

(iv) a∗b∗ = 0 (tj. b⊥∗,ra
∗);

(v) a#Ob∗ = 0;

(vi) a#OR ⊆ b◦;

(vii) aR ⊆ b◦;

(viii) b∗R ⊆ a◦;

(ix) b∗R ⊆ (a#O)◦.

Pokazuju se sledeće korisne osobine jezgarno–EP invertibilnih elemenata.
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Nove osobine jednostranih jezgarnih–EP ortogonalnosti

Lema 6.2.4. Neka je b ∈ RDO i p = p∗ = p2 ∈ R. Ako je

b =

[
0 0

b3 b4

]
p×p

,

onda je b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO.

Dokaz. Neka je

bDO =

[
x1 x2

x3 x4

]
p×p

.

Iz b(bDO)2 = bDO, zaključujemo da je x1 = 0, x2 = 0 i b4x
2
4 = x4. Kako je bx = (bx)∗ i

bx =

[
0 0

b4x3 b4x4

]
p×p

,

sledi b4x4 = (b4x4)
∗. Iz činjenice da je xbk+1 = bk, za neko k, sledi[

0 0

x4b
k
4b3 x4b

k+1
4

]
p×p

=

[
0 0

bk−1
4 b3 bk4

]
p×p

,

pa je i x4b
k+1
4 = bk4. Zaključujemo da je b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO i bDO

4 = x4.

Sada, uvode se dekompozicije u matričnim formama za jednostrano jezgarno-EP orto-

gonalne elemente prstena sa involucijom.

Teorema 6.2.1. Ako su a, b ∈ RDO, ind(a) = k i p = aaDO, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥DO,lb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
0 0

b3 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1, ak3 = 0 i b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 a1 a21 a22
0 a31 a32
0 a33 a34


e×e

i b =

 0 0 0

b31 b41 b42
b32 0 b43


e×e

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1, (a31 + a32 + a33 + a34)
k = 0, b41 ∈ (e2Re2)

−1 i bj43 = 0,

za neko j.
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Jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti za elemente prstena sa involucijom

(iv) b = (1− aaDO)w, za proizvoljno w ∈ R;

(v) aDOb je idempotent i aDO(a+ b)aDO = aDO;

(vi) aDOb je idempotent i aDObaDO = 0;

(vii) aDOb je idempotent i aaDObaDOa = 0;

(viii) aDOb je idempotent i (ak)∗bak = 0.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): U odnosu na p = aaDO, iz [14] i [43, Lemma 2.3], primetimo da a i aDO

imaju sledeće matrične forme:

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i aDO =

[
a−1
1 0

0 0

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i ak3 = 0.

Neka je

b =

[
b1 b2
b3 b4

]
p×p

.

Onda, iz pretpostavke 0 = aDOb, imamo da je

0 =

[
a−1
1 b1 a−1

1 b2
0 0

]
p×p

.

Dakle, b1 = 0 i b2 = 0. Zbog

b =

[
0 0

b3 b4

]
p×p

∈ RDO,

primenom Leme 6.2.4, sledi da je b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO.

(ii) ⇒ (iii): Kako je b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO, za q = b4b
DO

4 , na osnovu [14] i [43, Lemma

2.3],

b4 =

[
b41 b42
0 b43

]
q×q

,

gde b41 ∈ (qRq)−1, ind(b4) = j i bj43 = 0. Prema tome,

bDO

4 =

[
b−1
41 0

0 0

]
q×q

.

Uočimo da je 1 = p + q + (1 − p − q), p∗ = p i q∗ = q. Koristeći b4 ∈ (1 − p)R,

pq = pb4b
DO

4 = 0.

81



Nove osobine jednostranih jezgarnih–EP ortogonalnosti

Takod̄e, q = q∗ = (bDO

4 )
∗b∗4 ∈ R(1−p) daje qp = 0. Neka je e1 = p, e2 = q i e3 = 1−p−q.

Sada je, 1 = e1 + e2 + e3 i eiej = 0, i ̸= j, i, j = 1, 3. Ovaj deo može biti završen na sledeći

način:

b = b3 + b4 = (1− p)bp+ b4 = qbp+ (1− p− q)bp+ b4

sa

b4 = b41 + b42 + b43

= q(1− p)b(1− p)q + q(1− p)b(1− p)(1− q) + (1− q)(1− p)b(1− p)(1− q)

= qbq + qb(1− p− q) + (1− p− q)b(1− p− q).

Dakle, b ima sledeću matričnu formu:

b =

 0 0 0

b31 b41 b42
b32 0 b43


e×e

,

gde se označava b31 = qbp, b32 = (1− p− q)bp, b41 = qbq, b42 = qb(1− p− q) i

b43 = (1− p− q)b(1− p− q).

Takod̄e,

a = a1 + a2 + a3 = pap+ pa(1− p) + (1− p)a(1− p)

= pap+ paq + pa(1− p− q) + qa(1− p) + (1− p− q)a(1− p)

= pap+ paq + pa(1− p− q) + qaq + qa(1− p− q)

+ (1− p− q)aq + (1− p− q)a(1− p− q)

i shodno tome

a =

 a1 a21 a22
0 a31 a32
0 a33 a34


e×e

,

gde je a1 = pap ∈ (pRp)−1, a21 = paq, a22 = pa(1− p− q), a31 = qaq, a32 = qa(1− p− q),

b33 = (1− p− q)aq, a34 = (1− p− q)a(1− p− q) i (a31 + a32 + a33 + a34)
k = ak3 = 0.

(iii) ⇒ (i): Iz

aDO =

 a−1
1 0 0

0 0 0

0 0 0


e×e

,

proveravamo da je aDOb = 0. Dakle, a⊥DO,lb.

Ostalo sledi kao u [77, Theorem 2.1].

Koristeći Teoremu 6.2.1, pokazuju se sledeći ekvivalentni uslovi za a⊥#O,lb.

Posledica 6.2.3. Ako je a, b ∈ R#O i p = aa#O, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:
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(i) a⊥#O,lb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
a1 a2
0 0

]
p×p

i b =

[
0 0

b3 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i b4 ∈ ((1− p)R(1− p))#O;

(iii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 a1 a21 a22
0 0 0

0 0 0


e×e

i b =

 0 0 0

b31 b41 b42
b32 0 0


e×e

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i b41 ∈ (e2Re2)
−1;

(iv) b = (1− aa#O)w, za proizvoljno w ∈ R;

(v) a#Ob je idempotent i a#O(a+ b)a#O = a#O;

(vi) a#Ob je idempotent i a#Oba#O = 0;

(vii) a#Ob je idempotent i aa#Oba#Oa = 0;

(viii) a#Ob je idempotent i a∗ba = 0.

Istražuju se matrične forme za desno jezgarno–EP ortogonalne elemente prstena sa invo-

lucijom.

Teorema 6.2.2. Ako je b ∈ R, a ∈ RDO, ind(a) = k i p = aaDO, onda su sledeća tvrd̄enja

ekvivalentna:

(i) a⊥DO,rb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
0 b2
0 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i ak3 = 0;

(iii) b = w(1− aDOa), za proizvoljno w ∈ R;

(iv) baDO je idempotent i aDO(a+ b)aDO = aDO;

(v) baDO je idempotent i aDObaDO = 0;
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(vi) baDO je idempotent i aaDObaDOa = 0;

(vii) baDO je idempotent i (ak)∗bak = 0.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): U skladu sa [14] i [43, Lemma 2.3], za p = aaDO, je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i aDO =

[
a−1
1 0

0 0

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i ak3 = 0.

Pretpostavimo da je

b =

[
b1 b2
b3 b4

]
p×p

.

Onda

0 = baDO =

[
b1a

−1
1 0

b3a
−1
1 0

]
p×p

implicira b1 = 0 i b3 = 0.

(ii) ⇒ (i): Kako je

aDO =

[
a−1
1 0

0 0

]
p×p

,

sledi da je baDO = 0 i shodno tome je a⊥DO,rb.

(i) ⇔ (iii)–(viii): Ove ekvivalencije slede iz karakteristika jezgarnog–EP inverza.

Pod dodatnim uslovom (1−aaDO)b ∈ RDO, dobijaju se novi ekvivalentni uslovi za a⊥DO,rb.

Teorema 6.2.3. Ako je b ∈ R, a, (1− aaDO)b ∈ RDO, ind(a) = k, p = aaDO, onda su sledeća

tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) a⊥DO,rb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 a1 a21 a22
0 a31 a32
0 a33 a34


e×e

i b =

 0 b21 b22
0 b41 b42
0 0 b43


e×e

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1, (a31 + a32 + a33 + a34)
k = 0, b41 ∈ (e2Re2)

−1 i bj43 = 0, za neko j.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Možemo predstaviti a i b kao u delu (ii) Teoreme 6.2.2. Kako je

(1− aaDO)b =

[
0 0

0 b4

]
p×p

∈ RDO,
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zaključujemo da je b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO.

Dalje, za q = b4b
DO

4 ,

b4 =

[
b41 b42
0 b43

]
q×q

,

gde je b41 ∈ (qRq)−1, bj43 = 0 i ind(b4) = j.

Kao u dokazu Teoreme 6.2.1, završava se ovaj deo.

(ii) ⇒ (i): Jasno je iz

aDO =

 a−1
1 0 0

0 0 0

0 0 0


e×e

.

Možemo okarakterisati relaciju a⊥#O,rb iz Teoreme 6.2.2 i Teoreme 6.2.3.

Posledica 6.2.4. Ako je b ∈ R, a ∈ R#O i p = aa#O, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a⊥#O,rb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p tako da je

a =

[
a1 a2
0 0

]
p×p

i b =

[
0 b2
0 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i b4 ∈ ((1− p)R(1− p))#O;

(iii) b = w(1− a#Oa), za proizvoljno w ∈ R;

(iv) ba#O je idempotent i a#O(a+ b)a#O = a#O;

(v) ba#O je idempotent i a#Oba#O = 0

(vi) ba#O je idempotent i aa#Oba#Oa = 0;

(vii) ba#O je idempotent i a∗ba = 0.

Posledica 6.2.5. Ako je b ∈ R, a, (1 − aaDO)b ∈ R#O i p = aa#O, sledeća tvrd̄enja su

ekvivalentna:

(i) a⊥#O,rb;

(ii) postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 + e3 sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

 a1 a21 a22
0 0 0

0 0 0


e×e

i b =

 0 b21 b22
0 b41 b42
0 0 0


e×e

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i b41 ∈ (e2Re2)
−1.
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6.3 Aditivnost za jezgarni–EP i Drejzinov inverz

U ovoj sekciji, predstavljaju se aditivni rezultati za jezgarni–EP inverz i Drejzinov inverz

u prstenu sa involucijom.

Jednakosti aDOb+aDOa = 0 i baDO+aaDO = 0 mogu biti povezane sa jednostranim jezgarnim–

EP ortogonalnostima na sledeći način.

Lema 6.3.1. Za a, b ∈ RDO i k = ind(a):

(i) aDOb + aDOa = 0 ako i samo ako je a⊥DO,l(b + a) ako i samo ako je (a + b)R ⊆ [(ak)∗]◦

ako i samo ako je aaDO(b+ a) = 0 ako i samo ako je aaDO⊥#O,l(b+ a);

(ii) baDO + aaDO = 0 ako i samo ako je a⊥DO,r(b+ a) ako i samo ako je akR ⊆ (a+ b)◦ ako i

samo ako je (b+ a)aDOa = 0;

(iii) aDOb+ aDOa = 0 i baDO + aaDO = 0 ako i samo ako je a⊥DO(b+ a).

Dokazujemo matrične forme elemenata a i b u slučaju da je aDOb+ aDOa = 0

i baDO + aaDO = 0.

Lema 6.3.2. Za a, b ∈ RDO, k = ind(a) i p = aa#O:

(i) aDOb + aDOa = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p

tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
−a1 −a2
b3 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i ak3 = 0

(ii) baDO + aaDO = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p

tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
−a1 b2
0 b4

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1, ak3 = 0 i b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO. Dodatno,

bDO =

[
−a−1

1 a−1
1 b2b

DO

4

0 bDO

4

]
p×p

.

(iii) aDOb+aDOa = 0 i baDO+aaDO = 0 ako i samo ako postoji dekompozicija jedinice 1 = e1+e2
sa e1 = p i e2 = e∗2 tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
−a1 −a2
0 b4

]
p×p

,
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gde je a1 ∈ (pRp)−1, ak3 = 0 i b4 ∈ ((1− p)R(1− p))DO. Dodatno,

bDO =

[
−a−1

1 −a−1
1 a2b

DO

4

0 bDO

4

]
p×p

.

Dokaz. Koristeći [14] i [43, Lemma 2.3], a i aDO su predstavljeni kao:

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i aDO =

[
a−1
1 0

0 0

]
p×p

,

gde je a1 ∈ (pRp)−1 i ak3 = 0. Pretpostavimo da je

b =

[
b1 b2
b3 b4

]
p×p

.

Ostatak sledi iz [43, Lemma 2.3] kao dokaz u [77, Lemma 3.2].

Pod pretpostavkama da je aDOb+aDOa = 0 i baDO+aaDO = 0, istražuju se sada karakteristike

za (a+ b)DO = aDO + bDO.

Teorema 6.3.1. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju aDOb + aDOa = 0 i baDO + aaDO = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = aDO + bDO;

(ii) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = bDO(1− aaDO);

(iii) a+ b ∈ RDO, (a+ b)DO = (1− aaDO)bDO i aDO = −aaDObDO;

(iv) a+ b ∈ RDO, (a+ b)DO = (1− aaDO)bDO i (aDO)2 = −aDObDO.

Dokaz. Primenjujući Lemu 6.3.2, pokazuje se ovaj rezultat kao [77, Theorem 3.2].

Sada su predstavljeni aditivni rezultati za jezgarni inverz kao posledica Teoreme 6.3.1.

Posledica 6.3.1. Ako a, b ∈ R#O zadovoljavaju a#Ob + a#Oa = 0 i ba#O + aa#O = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ R#O i (a+ b)#O = a#O + b#O;

(ii) a+ b ∈ R#O i (a+ b)#O = b#O(1− aa#O);

(iii) a+ b ∈ R#O i a#O = −aa#Ob#O;

(iv) a+ b ∈ R#O i (a#O)2 = −a#Ob#O.

Pod istim pretpostavkama kao u Teoremi 6.3.1, dobijaju se novi aditivni rezultati za

Drejzinov inverz.
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Teorema 6.3.2. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju aDOb + aDOa = 0 i baDO + aaDO = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ RD i (a+ b)D = aD + bD;

(ii) a+ b ∈ RD i (a+ b)D = bD(1− aaD);

(iii) a+ b ∈ RD, (a+ b)D = (1− aaDO)bD i aD = −aaDObD;

(iv) a+ b ∈ RD, (a+ b)D = (1− aaDO)bD i (aD)2 = −aDObD;

(v) a+ b ∈ RD i ((a+ b)D − bD)(1− aaD) = 0.

Dokaz. Iz Leme 6.3.2 sledi da postoji dekompozicija jedinice 1 = e1 + e2 sa e1 = p i e2 = e∗2
tako da je

a =

[
a1 a2
0 a3

]
p×p

i b =

[
−a1 −a2
0 b4

]
p×p

,

gde je k = ind(a), a1 ∈ (pRp)−1, ak3 = 0, i b4 ∈ ((1 − p)R(1 − p))DO. Zaključuje se da je

b4 ∈ ((1− p)R(1− p))D,

aD =

[
a−1
1 s1
0 0

]
p×p

, bD =

[
−a−1

1 s2
0 bD4

]
p×p

,

aDO =

[
a−1
1 0

0 0

]
p×p

i bDO =

[
−a−1

1 −a−1
1 a2b

DO

4

0 bDO

4

]
p×p

,

za neke elemente s1, s2 ∈ R.

Shodno tome,

aD + bD =

[
0 s1 + s2
0 bD4

]
p×p

.

Zbog toga što je

a+ b =

[
0 0

0 a3 + b4

]
p×p

Drejzin invertibilan, sledi da je a3 + b4 takod̄e Drejzin invertibilan i

(a+ b)D =

[
0 0

0 (a3 + b4)
D

]
p×p

.

Sada je (a+ b)D = aD + bD ekvivalentno sa

0 = s1 + s2 (6.1)

i

(a3 + b4)
D = bD4 . (6.2)
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(i) ⇔ (ii): Kako je

bD(1− aaD) = bD
[
0 −a1s1
0 1− p

]
p×p

=

[
0 s1 + s2
0 bD4

]
p×p

,

(a + b)D = bD(1− aaD) važi ako i samo ako su jednakosti (6.1) i (6.2) zadovoljene. Dakle,

(i) i (ii) jesu ekvivalentni.

(i) ⇔ (iii): Iz

(1− aaDO)bD =

[
0 0

0 1− p

]
p×p

[
−a−1

1 s2
0 bD4

]
p×p

=

[
0 0

0 bD4

]
p×p

,

(a+ b)D = (1− aaDO)bD je ekvivalentno sa (6.2). Na osnovu

aD + aaDObD =

[
0 s1 + s2
0 0

]
p×p

,

zaključujemo da je aD = −aaDObD ako i samo ako je aD + aaDObD = 0 ako i samo ako (6.1)

važi. Tako da, (i) je ekvivalentno sa (iii).

(i)⇔ (iv): Uslovi aD = −aaDObD i (aD)2 = −aDObD jesu ekvivalentni iz poznate jednakosti

aD = aDaaDO.

(i) ⇔ (v): Prema

((a+ b)D − bD)(1− aaD) =

[
a−1
1 −s2
0 (a3 + b4)

D − bD4

]
p×p

[
0 −a1s1
0 1− p

]
p×p

=

[
0 −s1 − s2
0 (a3 + b4)

D − bD4

]
p×p

,

((a+ b)D − bD)(1− aaD) = 0 je ekvivalentno sa (6.1) i (6.2).

Teorema 6.3.2 daje aditivne rezultate za grupni inverz.

Posledica 6.3.2. Ako a, b ∈ R#O zadovoljavaju a#Ob + a#Oa = 0 i ba#O + aa#O = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ R# i (a+ b)# = a# + b#;

(ii) a+ b ∈ R# i (a+ b)# = b#(1− aa#);

(iii) a+ b ∈ R# i a# = −aa#Ob#;

(iv) a+ b ∈ R# i (a#)2 = −a#Ob#;

(v) a+ b ∈ R# i ((a+ b)# − b#)(1− aa#) = 0.
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Takod̄e, možemo proveriti sledeće rezultate.

Teorema 6.3.3. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju baDO + aaDO = 0, sledeća tvrd̄enja su ekviva-

lentna:

(i) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = aDO + bDO;

(ii) a+ b ∈ RDO i (a+ b)DO = bDO(1− aaDO);

(iii) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)((a+ b)DO − bDO) = 0 i aaDO((a+ b)DO − bDO)(1− aaDO) = 0;

(iv) a+ b ∈ RDO, (1− aaDO)((a+ b)DO − bDO) = 0 i aDO((a+ b)DO − bDO)(1− aaDO) = 0.

Posledica 6.3.3. Ako a, b ∈ R#O zadovoljavaju ba#O + aa#O = 0, sledeća tvrd̄enja su ekviva-

lentna:

(i) a+ b ∈ R#O i (a+ b)#O = a#O + b#O;

(ii) a+ b ∈ R#O i (a+ b)#O = b#O(1− aa#O);

(iii) a+ b ∈ R#O, (1− aa#O)((a+ b)#O − b#O) = 0 i bb#O((a+ b)#O − b#O)(1− aa#O) = 0;

(iv) a+ b ∈ R#O, (1− aa#O)((a+ b)#O − b#O) = 0 i a#O((a+ b)#O − b#O)(1− aa#O) = 0.

Teorema 6.3.4. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju baDO + aaDO = 0, sledeća tvrd̄enja su ekviva-

lentna:

(i) a+ b ∈ RD i (a+ b)D = aD + bD;

(ii) a+ b ∈ RD i (a+ b)D = bD(1− aaD);

(iii) a+ b ∈ RD i ((a+ b)D − bD)(1− aaD) = 0.

Posledica 6.3.4. Ako a, b ∈ R#O zadovoljavaju ba#O + aa#O = 0, sledeća tvrd̄enja su ekviva-

lentna:

(i) a+ b ∈ R# i (a+ b)# = a# + b#;

(ii) a+ b ∈ R# i (a+ b)# = b#(1− aa#);

(iii) a+ b ∈ R# i ((a+ b)# − b#)(1− aa#) = 0.

Kao u Teoremi 6.3.2, pokazuju se sledeći aditivni rezultati pod uslovom da je a⊥DO,rb.

Teorema 6.3.5. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju a⊥DO,rb, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:
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(i) a+ b ∈ RD i (a+ b)D = aD + bD;

(ii) a+ b ∈ RD i ((a+ b)D − bD)(1− aaD) = 0.

Posledica 6.3.5. Ako a, b ∈ R#O zadovoljavaju a⊥#O,rb, sledeća tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a+ b ∈ R# i (a+ b)# = a# + b#;

(ii) a+ b ∈ R# i ((a+ b)# − b#)(1− aa#) = 0.

U slučaju da je aDOb + aDOa = 0 i baDO + aaDO = 0, izučavaju se ekvivalentni uslovi za

a2 ≤DO b2.

Teorema 6.3.6. Ako a, b ∈ RDO zadovoljavaju aDOb + aDOa = 0 i baDO + aaDO = 0, sledeća

tvrd̄enja su ekvivalentna:

(i) a2 ≤DO b2;

(ii) aaDO(a2 + ab) = 0;

(iii) aDO(a2 + ab) = 0;

(iv) aaDO(ab− ba) = 0;

(v) aDO(ab− ba) = 0.

Dokaz. Koristeći Lemu 6.3.2 i [43, Lemma 2.3], ovaj dokaz se kompletira kao [77, Theorem

3.4].
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Poglavlje 7

Zaključna razmatranja i predlozi za

buduća istraživanja

7.1 Motivacija za izučavanje uopštenih inverza opera-

tora i elemenata prstena

U mnogim praktičnim problemima javlja se potreba za rešavanjem sistema linearnih je-

dnačina kod kojih operator nije invertibilan. Zbog toga je uveden koncept uopštenih inverza,

koji predstavlja prirodno uopštenje klasičnog pojma inverza.

Uopšteni inverzi imaju značajnu primenu u statistici, operacionim istraživanjima, ekono-

miji, fizici, elektrotehnici, obradi signala i mašinskom učenju, posebno u problemu najmanjih

kvadratnih rešenja i optimizacije.

Za razliku od klasičnog inverza, koji je jedinstven kada postoji, uopšteni inverzi u opštem

slučaju nisu jedinstveni. Različiti izbori uopštenog inverza odgovaraju različitim geometri-

jskim ili optimizacionim svojstvima rešenja.

Geometrijski posmatrano, uslovi za sliku i jezgro fiksiraju način na koji operator deluje

izmed̄u domena i kodomena, čime se uklanja nejedinstvenost koja se javlja kod opštih un-

utrašnjih ili spoljašnjih inverza. Zbog toga {2}-inverzi imaju značajnu primenu u teoriji

projektora i dekompoziciji linearnih preslikavanja [3, 6].

Teorija uopštenih inverza matrica i operatora sistematično je razvijana tokom poslednjih

nekoliko decenija i detaljno izložena u [82, 88, 89]. Ova teorija predstavlja snažan alat u

analizi singularnih sistema, posebno u situacijama kada klasične metode linearne algebre

nisu primenljive.

Pojam jezgarnog inverza prvi put su uveli O. M. Baksalary i G. Trenkler u radu [1], sa

ciljem objedinjavanja osobina grupnog i Mur-Penrouzovog inverza.

Kasnije je ovaj koncept uopšten na jezgarni-EP inverz za kvadratne matrice proizvoljnog

indeksa u radu [67].

Prasad i Raj predložili su novi metod za izračunavanje jezgarnog-EP inverza u [68], dok
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je iterativni metod aproksimacije predstavljen u radu [69].

Uopšteni inverzi imaju ključnu ulogu u problemima optimizacije i aproksimacije. Naj-

manje kvadratna rešenja linearnog sistema Ax = b definǐsu se kao rešenja optimizacionog

problema minx ∥Ax − b∥. U skupu najmanjih kvadratnih rešenja izdvaja se jedinstveno

rešenje minimalne norme. Najmanje kvadratno rešenje minimalne norme poznato je pod

nazivom najbolje aproksimativno rešenje. Mur-Penrouzov uopšteni inverz A† generǐse naj-

bolje aproksimativno rešenje A†b sistema linearnih jednačina Ax = b.

Mur-Penrouzov inverz predstavlja jedan od najznačajnijih uopštenih inverza. On je

istovremeno unutrašnji i spoljašnji inverz i ima posebno značenje u rešavanju problema

najmanjih kvadrata. Prvobitno je uveden u kontekstu rešavanja sistema linearnih jednačina

koji nemaju jedinstveno rešenje.

Drejzinov inverz predstavlja drugu važnu klasu spoljašnjih inverza, posebno pogodnu

za analizu singularnih kvadratnih matrica i diferencijalnih jednačina sa singularnim opera-

torima. Ovaj inverz uvodi pojam indeksa matrice koji meri stepen singularnosti operatora.

Jezgarni-EP inverz predstavlja novije uopštenje spoljašnjeg inverza. Motivacija za nje-

govo uvod̄enje potekla je iz potrebe objedinjavanja osobina Drejzinovog i Mur-Penrouzovog

inverza kroz uslove definisane pomoću slika operatora.

Reprezentacije jezgarnog-EP inverza, detaljno predstavljene u [94], daju formalnu teori-

jsku osnovu za strogo definisanje ovih inverza. Time je moguće definisati jezgarni-EP inverz

i u kontekstu beskonačno dimenzionalnih prostora, čime se značajno povećava njegova pri-

menljivost.

Nadalje, u [24] potvrd̄ena je neprekidnost jezgarnog-EP inverza, što implicira da mali

perturbacioni uticaj na originalnu matricu A dovodi do proporcionalno malih promena u

njenom jezgarnom-EP inverzu. Ova osobina neprekidnosti je od posebnog značaja za nu-

meričku linearnu algebru, gde se pri računanjima često susreću aproksimacije i numeričke

greške, ali i za primene u teoriji kontrolnih sistema, optimizaciji i inženjerskim simulaci-

jama, gde stabilnost rešenja i otpornost na perturbacije imaju ključnu ulogu u pouzdanosti

modela.

Razvoj koncepta jezgarnog-EP inverza nije ograničen samo na matrične prostore. U [47],

jezgarni-EP inverz je uopšten za elemente Banahove algebre, čime je omogućeno njegovo

korǐsćenje za beskonačno dimenzionalne linearne operatore. Ovo uopštenje je značajno u

funkcionalnoj analizi i teoriji operatora, gde se često susreću linearni operatori na Hilbe-

rtovim i Banahovim prostorima, a definicija inverza mora biti kompatibilna sa normom i

topologijom prostora.

Analogno uopštenje je izvršeno za elemente prstena u [22, 48], gde algebarske jednačine

omogućavaju definisanje inverza i za nekomutativne algebarske elemente, čime se omogućava

analiza operatora u apstraktnim algebrama i modulima. U [75] koncept je dalje uopšten

za tenzore, što otvara primenu u multilinearnoj algebri i teoriji vǐsedimenzionalnih po-

dataka, uključujući obradu slike, analizu signala, statističke modele vǐsedimenzionalnih

promenljivih, kao i u mašinskom učenju i modeliranju vǐsedimenzionalnih sistema.
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Wang i Chen [84] su uveli pojam slabo grupnog inverza, koji predstavlja prirodno

uopštenje grupnog inverza.

Slabo grupni inverz omogućava definisanje jedinstvenog operatora koji zadovoljava kom-

binaciju algebarskih i spektralnih uslova, čime se uopštava teorijska baza za rad sa delimično

invertibilnim matricama i operatorima. Prema rezultatu iz [84], slabo grupni inverz se može

eksplicitno predstaviti izrazom

AWO = (ADO)2A,

što pokazuje direktnu vezu izmed̄u slabo grupnog inverza i jezgarnog-EP inverza, kao i

njihovu funkcionalnu kompoziciju. Ova veza omogućava efikasno numeričko računanje slabo

grupnog inverza korǐsćenjem prethodno poznatih algoritama za jezgarni-EP inverz, čime se

smanjuje složenost izračunavanja i pobolǰsava numerička stabilnost.

Dalje, u [91], pojam slabo grupnog inverza je uspešno uopšten i za elemente prstena, čime

se otvara mogućnost primene u apstraktnoj algebri i teoriji modula, uključujući i proučavanje

operatora nad modulima koji nisu striktno linearni. Ovo uopštenje omogućava definisanje

inverza u kontekstu algebarskih struktura koje nemaju klasičnu matričnu reprezentaciju, što

je posebno važno za teoriju nekomutativnih prstena.

Najnoviji rezultati u vezi sa slabo grupnim inverzom mogu se pronaći u [21, 64, 85], gde su

detaljno razmatrane različite algebarske karakteristike, relacije sa jezgarnim-EP i grupnim

inverzima, kao i primene u strukturalnoj teoriji matrica i prstena. Ovi radovi dodatno

potvrd̄uju važnost slabo grupnog inverza u analizi parcijalno invertibilnih operatora i u

teoriji perturbacione analize, posebno u situacijama kada operatori imaju vǐsestruke nulte

vrednosti.

S obzirom na sva navedena uopštavanja, jezgarni-EP i slabo grupni inverzi predstavlja-

ju ključne alate u savremenoj linearnoj algebri, sa širokom primenom u numeričkoj analizi,

teoriji kontrolnih sistema, optimizaciji, kao i u proučavanju spektralnih svojstava singularnih

i parcijalno invertibilnih operatora. Njihova univerzalnost proizilazi iz sposobnosti da obje-

dine spektralne, algebarske i geometrijske aspekte invertibilnosti, što ih čini neophodnim

konceptima za dalja istraživanja u apstraktnoj i primenjenoj algebri.

Velika popularnost slabo grupnog inverza i jezgarnog-EP inverza potvrd̄ena je u mnogim

skorijim naučnim istraživanjima. Jezgarni-EP inverz je postao jedan od najpopularnijih

uopštenih inverza poslednjih godina, što se vidi u [2, 18, 24, 83, 94, 97].

Mnoga parcijalna ured̄enja i pre-ured̄enja su uvedena u terminima različitih uopštenih

inverza, čime se definǐsu hijerarhijske i geometrijske relacije izmed̄u operatora i matrica.

Jezgarno parcijalno ured̄enje je predstavljeno u [1] i uopšteno je za operatore na Hilberto-

vom prostoru [70].

Ove definicije parcijalnih ured̄enja, zajedno sa definicijama m-slabo grupnog i jezgarnog-

EP inverza, formiraju bogatu algebarsku i geometrijsku teoriju, koja povezuje spektralne,

projekcione i algebarske osobine operatora i matrica, čineći ih neophodnim alatima za savre-

mena istraživanja u linearnim i apstraktnim operatorima.
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Koncept uopštenih inverza ima značajnu primenu u različitim poljima matematike kao

što je teorija matrica, teorija operatora, diferencijalne jednačine, i u tehnici i inžinjerstvu

[3].
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7.2 Analiza naučnog istraživanja disertacije

Primarni cilj disertacije je istraživanje ortogonalnosti za ograničene linearne operatore

na Hilbertovom prostoru kao i ortogonalnost elemenata prstena sa involucijom.

Skorašnja istraživanja o jednostranim jezgarnim ortogonalnostima i jezgarnoj-EP orto-

gonalnosti, kao i njihov značaj u izučavanju osobina aditivnosti i parcijalnog ured̄enja, bili

su motivacija da glavni cilj ovog rada bude dalje izučavanje ortogonalnosti operatora na

Hilbertovom prostoru.

S obzirom da su jednostrane jezgarne ortogonalnosti uvedene za matrice indeksa 1, bilo je

interesantno istražiti koncepte ortogonalnosti za Drejzin invertibilne operatore proizvoljnog

indeksa.

Uopštenja predstavljena u ovoj disertaciji omogućavaju detaljnu analizu ortogonalnosti

operatora i elemenata prstena, pri čemu se zadržavaju osnovne algebarske i geometrijske

osobine prethodnih definicija.

Ova uopštenja omogućavaju formalno i praktično proučavanje operatora koji nisu stri-

ktno invertibilni ili imaju vǐsetruke spektralne nule, čime se značajno povećava opseg primene

jezgarnog-EP inverza i povezanih ortogonalnih koncepata u savremenoj linearnoj algebri i

teoriji operatora.

U ovoj disertaciji, uopšteni su koncepti jednostranih jezgarnih ortogonalnosti i jezgarne-

EP ortogonalnosti. Na ovaj način, uopšteni su neki skorašnji rezultati i predstavljeno je

nekoliko novih rezultata za jednostrane jezgarne ortogonalnosti.

Preciznije, definǐsemo levu i desnu jezgarnu-EP ortogonalnost i prezentujemo njihovu

vezu sa postojećim konceptima ortogonalnosti operatora. Takod̄e, ovde su predstavlje-

ne matrične forme jednostranih jezgarno-EP ortogonalnih operatora. Istraženi su dodatni

uslovi koji sa jednostranim jezgarnim-EP ortogonalnostima impliciraju

(A+B)DO = ADO +B DO.

Dakle, pojam jednostrane jezgarne-EP ortogonalnosti je korǐsćen i u proučavanju osobina

aditivnosti jezgarnih-EP inverza.

Naučna istraživanja predstavljena u ovoj doktorskoj disertaciji donela su značajno u-

opštenje pojma jezgarne-EP ortogonalnosti na m-slabu ortogonalnost za operatore, zasno-

vano na m-slabo grupnom inverzu kao prirodnom uopštenju jezgarnog-EP inverza. Ovo

uopštenje omogućava proučavanje operatora sa vǐsestrukim promenama ili većim indeksom,

pri čemu se zadržavaju ključne algebarske i geometrijske osobine prethodnih definicija orto-

gonalnosti.

Dokazane su mnoge karakteristike m-slabo grupno ortogonalnih operatora, uključujući

njihove eksplicitne matrične forme i relacije izmed̄u m-slabo grupnih inverza i standardnih

uopštenih inverza kao što su Drejzinov, Mur-Penrouzov i jezgarni-EP inverz. Analizira-

na je aditivnost m-slabo grupnih inverza u kontekstu jezgarno-EP ortogonalnih operatora,
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uključujući uslove kada je (A + B)wO,m = AwOm + B wO,m, što predstavlja uopštenje poznatih

rezultata za jezgarne i jezgarne-EP inverze. Posmatrani su novi rezultati za slabo grupnu

ortogonalnost operatora, uključujući njihova parcijalna ured̄enja.

Jedna od ključnih prednosti uvod̄enjam-slabo grupnog inverza je mogućnost proučavanja

operatora sa vǐsestrukim spektralnim nulama i vǐsim indeksom, što nije uvek moguće kori-

šćenjem standardnog jezgarnog-EP inverza.

U daljem radu, planirano je uopštenje ovih rezultata na težinski slučaj. Ovo uopštenje

uvodi dodatnu fleksibilnost u definiciju inverza, omogućavajući uključivanje težinskih faktora

koji se mogu koristiti u spektralnoj dekompoziciji i analizi operatora u numeričkoj praksi.

Takvo uopštenje otvara put za dalje istraživanje:

- Analize stabilnosti i perturbacione teorije operatora sa vǐsestrukim promenama.

- Razvoj novih tipova parcijalnih ured̄enja zasnovanih na m-slabo grupnim i težinskim

m-slabo grupnim inverzima.

- Primene u problemima aproksimacije, tenzorskih operatora, blok-matrica i vǐsedimen-

zionalnih sistema u kvantnoj teoriji, statistici i optimizaciji.

Ova strategija omogućava sistematsko uopštavanje teorije jezgarne-EP ortogonalnosti i

njenog uticaja na moderne probleme linearne algebre i teorije operatora, čime se značajno

povećava opseg primene pomenutih koncepata.
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[13] D. S. -Dord̄ević, V. Rakočević, Lectures on generalized inverses, Faculty of Sciences

and Mathematics, University of Nǐs, 2008.
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[50] D. Mosić, Generalized inverses, Faculty of Sciences and Mathematics, University of

Nǐs, Nǐs, 2018.
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[56] D. Mosić, D. S. -Dord̄ević, Further results on partial isometries and EP elements in

rings with involution, Math. Comput. Model. 54(1-2) (2011), 460–465.
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Do sada je objavila pet radova, i to: tri rada u časopisima kategorije M21, jedan rad
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