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Predgovor

Tezinski automati predstavljaju znacajno proSirenje klasi¢nih kona¢nih automata, jer
omogucavaju da se, pored informacije o postojanju prelaza izmedu stanja, u model sistema
ukljuce 1 kvantitativne informacije. U zavisnosti od izabrane algebarske strukture nad
skupom teZina, moguce je modelovati razliite karakteristike sistema, kao Sto su trajanje
dogadaja, troskovi, vremena izvr$avanja, stepen pripadnosti i druge veli¢ine od znacaja za
opis i analizu sistema. TeZinski automati zbog toga predstavljaju prirodnu vezu izmedu
teorije automata, formalnih jezika, algebre 1 oblasti u kojima je potrebno opisati i analizirati

kvantitativno ponasanje sistema [/1, 2} 13]].

Jedan od osnovnih problema u teoriji automata jeste poredenje ponaSanja dva automa-
ta, odnosno ispitivanje da li je ponaSanje jednog automata sadrzano u ponasanju drugog ili
su njihova ponaSanja jednaka. Kod klasi¢nih automata ovi problemi svode se na ispitivanje
inkluzije 1 jednakosti formalnih jezika, dok se kod teZinskih automata ponaSanje opisu-
je funkcijom koja svakoj reci pridruzuje vrednost iz odgovarajuce algebarske strukture.
Direktno reSavanje problema inkluzije i ekvivalencije tada zahteva poredenje ponasanja
automata nad svim re¢ima iz slobodnog monoida, $to u opStem slu¢aju moze biti raCunar-
ski zahtevno. Zbog toga se javlja potreba za relacijama koje omogucéavaju da se ponasanje

automata poredi posredno, preko odnosa izmedu njihovih stanja i prelaza.

Simulacije i bisimulacije predstavljaju znacajan alat za takvo poredenje. Prvobitno
razvijene u teoriji tranzicionih sistema, koriste se za analizu odnosa izmedu sistema,
kao 1 za njihovu redukciju uz o€uvanje odredenih svojstava [4} 5]. U klasicnom pristupu
simulacije 1 bisimulacije predstavljaju binarne relacije izmedu skupova stanja. Medutim,
takav pristup nije dovoljan za izraZavanje kvantitativnih razlika izmedu teZinskih automata.
Zbog toga su razvijene kvantitativne simulacije i bisimulacije, kod kojih se relacije izmedu
stanja predstavljaju matricama nad odgovaraju¢om algebarskom strukturom [6, [/, |8, 9].
Na taj nadin moguce je istovremeno uzeti u obzir strukturne odnose izmedu stanja i

kvantitativne informacije sadrZane u teZinama automata.

Posebno znacajnu klasu teZinskih automata predstavljaju max-plus automati. Max-
plus algebra i max-plus automati imaju Siroku primenu u modelovanju diskretnih sistema
dogadaja, ukljucujudi proizvodne i transportne sisteme, komunikacione mreZe i probleme
rasporedivanja [[10}11,/12]. U takvim modelima teZine se mogu interpretirati kao vremena
izvrSavanja, kasnjenja ili troSkovi, dok se ponasanje automata odreduje maksimalnom teZi-
nom putanja koje odgovaraju datoj ulaznoj reci [13} 114} [15]. Upravo zbog ove moguénosti

modelovanja kvantitativnog ponasanja, max-plus automati predstavljaju prirodan okvir za



proucavanje simulacija i bisimulacija u ovoj disertaciji.

Uvodenje simulacija i bisimulacija za max-plus automate omogucéava da se problemi
inkluzije i ekvivalencije ponaSanja razmatraju preko sistema matri¢nih nejednacina. Za
max-plus automate definisana su dva tipa simulacija i Cetiri tipa bisimulacija, pri ¢emu se
njihovo postojanje i odredivanje najvecih relacija mogu svesti na reSavanje odgovarajucih
sistema matri¢nih nejednacina [9]. Ovakav pristup daje efikasan alat za poredenje automa-
ta, ali istovremeno otvara i pitanje terminacije postupaka za racunanje najvecih reSenja. U
opStem slucaju iterativni postupak se ne mora zavrSiti nakon kona¢no mnogo koraka, $to

predstavlja jedno od osnovnih ograni¢enja ovog pristupa.

Dodatno ograni¢enje nastaje zbog Cinjenice da standardne simulacije i bisimulacije
mogu biti suvise restriktivne. MoZe se dogoditi da dva automata imaju inkluzivna ili ¢ak
ekvivalentna ponasanja, a da izmedu njih ne postoji simulacija ili bisimulacija odgovara-
juceg tipa. Ovaj problem motivisao je uvodenje slabih simulacija i bisimulacija, kod kojih
se uslovi za poredenje ne postavljaju neposredno za pojedinacne prelaze, ve¢ se uzima
u obzir ponasanje automata nakon obrade reci. Takav pristup omogucava da se obuhvati
Sira klasa odnosa izmedu automata [16,|17]. Za max-plus automate, slabe simulacije i bi-
simulacije predstavljaju prirodno proSirenje standardnih relacija, pri ¢emu se i one mogu

karakterisati odgovarajuc¢im sistemima matri¢nih nejednacina [17].

Medutim, proSirivanje relacija sa standardnih na slabe simulacije i bisimulacije dovodi
do novog rac¢unarskog problema. Za razliku od sistema koji definiSu standardne simulacije
i bisimulacije, odgovarajudi sistemi za slabe relacije u opStem slu¢aju mogu sadrzati uslove
za beskona¢no mnogo reciiz skupa X*. Zbog toga ni odredivanje najvecih slabih simulacija
1 bisimulacija nije u opStem slucaju moguce svesti na postupak koji se garantovano zavrSava
nakon kona¢no mnogo koraka [17]. Ovaj problem predstavlja neposrednu motivaciju za

razvoj aproksimativnih i relaksiranih pristupa.

Jedan nacin za prevazilaZenje navedenog problema jeste relaksacija uslova tako da
se umesto svih reci iz skupa X* razmatra odgovarajuci konacan podskup. Na taj nacin
beskonacan sistem matri¢nih nejednadina moZe biti zamenjen konacnim sistemom, ¢i-
me se omogucava efektivnije raCunanje najvecih reSenja. U ovoj disertaciji razmatraju se
relaksacije zasnovane na ograni¢avanju duZine reci, kao 1 relaksacije zasnovane na ograni-
cavanju datuma realizacije reci. Takav pristup omogucava da se nivo detaljnosti poredenja

prilagodi konkretnom problemu.

Drugi pristup razmatran u disertaciji zasniva se na modifikovanju same algebarske
strukture nad kojom se vrSi racunanje. Kod standardnih postupaka za odredivanje najvecih
simulacija i bisimulacija, iterativno racunanje moze proizvesti beskonac¢no opadajuce
nizove elemenata koji konvergiraju ka —co. Odsecanjem kompletnog max-plus poluprstena

1 odgovaraju¢im pomeranjem teZina moguce je u odredenim slucajevima ograniciti takvo
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ponaSanje i omoguciti kona¢no racunanje najvecih relacija [18]]. Istovremeno, ovakav
pristup nije bez ograni¢enja jer prelazak na odseCenu strukturu moZe promeniti svo-
jstva relacija izmedu automata, pa se zbog toga posebno mora analizirati odnos izmedu

simulacija i bisimulacija originalnih i transformisanih automata.

Navedeni problemi i pristupi predstavljaju osnovu za Sire pitanje kojim se disertacija
bavi - Kako konstruisati relacije poredenja koje istovremeno pruzaju dovoljno preciznu
informaciju o odnosu izmedu ponasanja automata i mogu se efikasno izracunati? Odgovor
se u radu razvija kroz viSe nivoa, pocevsi od standardnih simulacija i bisimulacija, preko
slabih i relaksiranih relacija, do aproksimativnih simulacija i bisimulacija zasnovanih na

modifikacijama algebarske strukture.

Osnovni cilj disertacije jeste razvoj i analiza novih pristupa za poredenje teZinskih
automata pomocu simulacija, bisimulacija i njihovih slabih i aproksimativnih varijanti.
Poseban fokus stavljen je na max-plus automate, ali se razvijeni koncepti u zavrSnom delu
rada proSiruju i na fazi automate nad Goguenovom, odnosno proizvod strukturom. Pri
tome se posebna paZznja posvecuje karakterizaciji najvecih relacija, razvoju postupaka za
njihovo racunanje, analizi njihove terminacije 1 proucavanju nacina na koje se problemi

beskonacnosti mogu ublaziti relaksacijom ili aproksimacijom.

Jedan od doprinosa disertacije jeste sistematska analiza simulacija i bisimulacija za
max-plus automate. U okviru ovog pristupa razmatraju se razliciti tipovi simulacija i
bisimulacija, njihova karakterizacija pomocu sistema matri¢nih nejednacina i postupci
za odredivanje njihovih najvecih resenja. Pored toga, proucava se uticaj izbora max-
plus strukture na dobijene relacije i na ponaSanje postupaka za njihovo racunanje. Ovi
rezultati predstavljaju osnovu za dalji razvoj slabih 1 aproksimativnih oblika simulacija 1
bisimulacija [9]].

Naredni doprinos odnosi se na slabe simulacije i bisimulacije za max-plus automate.
Uvode se slabe presimulacije i prebisimulacije, kao i odgovarajuce slabe simulacije 1
bisimulacije, i karakteriSu njihova najveca reSenja. Na osnovu dobijenih karakterizacija
razvijaju se postupci za ispitivanje njihovog postojanja i za odredivanje najvecih relacija
kada one postoje. Time se proSiruje skup situacija u kojima se pomocu simulacija i
bisimulacija moZe zakljucivati o inkluziji i1 ekvivalenciji ponaSanja max-plus automata
[L7].

Dalje proSirenje predstavlja uvodenje relaksiranih slabih simulacija i bisimulacija.
Osnovna ideja je da se beskonacan skup uslova koji karakteriSe slabe relacije ogranici na
skup reci odredenih svojstava. U disertaciji se razmatraju relaksacije ograni¢ene duzinom
reci 1 relaksacije ograniene datumom realizacije. Na ovaj nacin uvodi se kontrolisana
aproksimacija slabih simulacija i bisimulacija koja omogucava da se problem ra¢unanja

prilagodi unapred zadatom nivou posmatranja.
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Poseban doprinos predstavlja proucavanje donjeg i gornjeg odsecanja i pomeranja
teZina na max-plus poluprstenu. Uvode se odgovarajuce odsecene strukture, proucavaju
njihova algebrajska svojstva i analizira njihov uticaj na simulacije i bisimulacije max-plus
automata. Pokazuje se da odsecanje u odredenim slucajevima moze omoguditi konacno
odredivanje najvecih relacija ili smanjiti broj potrebnih iteracija, ali se istovremeno iden-
tifikuju 1 situacije u kojima transformacija moze dovesti do gubitka simulacije koja postoji

izmedu originalnih automata [[18]].

Zavr$ni doprinos odnosi se na aproksimativno poredenje fazi automata nad proizvod
strukturom. Za razliku od nekih drugih fazi struktura, poluprstenski ostatak proizvod
strukture nije lokalno konacan, Sto mozZe dovesti do pojave beskonacnih sistema matri-
¢nih nejednacina pri odredivanju slabih simulacija i bisimulacija. Uvodenjem g-odsecene
proizvod strukture ovaj problem se svodi na odgovarajucu lokalno konac¢nu strukturu.
Na osnovu toga definiSu se e-slabe simulacije 1 e-slabe bisimulacije, koje omogucavaju
aproksimativno poredenje ponasanja originalnih fazi automata uz unapred kontrolisano
odstupanje. Za ove relacije razvija se i postupak za ispitivanje njihovog postojanja i

racunanje najvecih relacija kada one postoje [19].

Na taj nacin doprinos disertacije nije usmeren samo na uvodenje pojedinacnih novih
relacija, ve€ i na razvoj jedinstvenog pristupa problemu poredenja teZinskih automata u si-
tuacijama u kojima potpuno i direktno raCunanje nije moguce ili nije efikasno. Standardne
simulacije i bisimulacije daju polazni model, slabe relacije proSiruju njegovu primenlji-
vost, relaksacije ograni¢avaju problem na konacan skup relevantnih reci, dok odsecanje
1 aproksimacija modifikuju strukturu nad kojom se racunanje vr$i. Time se uspostavlja

prirodna veza izmedu teorijskih svojstava relacija i njihove racunarske obradivosti.
Disertacija je organizovana u sedam glava.

Glava 1 - Uvodni pojmovi, predstavlja matematicku osnovu rada. U njoj se uvode sku-
povi, relacije, preslikavanja i uredenja, osnovne algebarske strukture, mrezZe i reziduirane
mreZe, kao i osnovni pojmovi fazi skupova i fazi relacija. Posebna paznja posvecena je

strukturama koje ée biti koriSéene za definisanje teZina i relacija izmedu automata.

Glava 2 - Formalni jezicii teZinski automati, uvodi slobodan monoid i formalne jezike,
definiSu se teZinski automati 1 njihovo ponaSanje, a zatim se prikazuju njihova grafovska
1 matri¢na reprezentacija. Na kraju se uvode klasi¢ni kona¢ni automati, fazi automati i

max-plus automati, koji predstavljaju osnovne klase automata razmatrane u nastavku rada.

Glava 3 - Simulacije i bisimulacije za max-plus automate, predstavlja polaznu tacku
istrazivanja. Uvode se razliiti tipovi simulacija i bisimulacija za max-plus automate,
karakteriSu se pomocu sistema matri¢nih nejednacina i prou¢avaju njihova najveca reSenja.
Razvijaju se postupci za njihovo racunanje i analiziraju problemi terminacije iterativnih

postupaka. Rezultati ove glave zasnovani su na istrazivanju predstavljenom u radu [9].
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Glava 4 - Slabe simulacije i bisimulacije za max-plus automate, prosiruje standardne
relacije na njihove slabe varijante. Uvode se slabe presimulacije, prebisimulacije, simu-
lacije 1 bisimulacije, karakteriSu njihova najveca reSenja i1 razvija postupak za ispitivanje
njihovog postojanja. Posebno se analizira problem terminacije postupka koji nastaje zbog
mogucnosti pojave beskonacno mnogo uslova. Rezultati ove glave zasnovani su na radu
[17].

Glava 5 - Relaksacija slabih simulacija i bisimulacija za max-plus automate, bavi
se problemom beskonacnosti sistema koji definiSu slabe relacije. Uvodi se opSti pojam
relaksiranih slabih simulacija 1 bisimulacija, a zatim se razmatraju relaksacije ogranice-
ne duzinom reci i relaksacije ograni¢ene datumom realizacije. Na ovaj nacin razvija se
aproksimativni pristup koji omogucava kona¢no racunanje relacija za unapred odredenu
klasu relevantnih reci.

Glava 6 - Odsecanje i pomeranje teZina za max-plus automate, proucava moguénost
reSavanja problema beskonacnosti modifikovanjem max-plus strukture. Uvode se donja i
gornja odsecanja kompletnog max-plus poluprstena i odgovarajuée operacije, a zatim se
analizira njihova primena na max-plus automate, simulacije i bisimulacije. U zavrSnom
delu glave razmatra se moguénost primene odsecanja na slabe simulacije i bisimulacije i
ukazuje na ogranicenja takvog pristupa. Rezultati su zasnovani na radu [18]].

Glava 7 - Aproksimacije fazi automata nad proizvod strukturom, proSiruje razvijeni
aproksimativni pristup na fazi automate nad Goguenovom, odnosno proizvod strukturom.
Uvodi se odsecena proizvod struktura i razmatraju fazi automati nad njom, nakon cega
se definiSu &-slabe simulacije 1 bisimulacije. Razvija se algoritam za ispitivanje njihovog
postojanja i odredivanje najvecih relacija kada one postoje. Na taj nacin se pokazuje da se
ideja aproksimativnog poredenja moZe primeniti i u situacijama u kojima originalna stru-
ktura ne omogucava direktno efikasno reSavanje problema. Rezultati ove glave zasnovani
su prvenstveno na radu [19].

Celokupna organizacija disertacije prati razvoj ideje da se od preciznog, ali Cesto ra-
Cunarski zahtevnog poredenja ponaSanja automata, dode do relacija koje omogucavaju
kontrolisanu relaksaciju ili aproksimaciju tog poredenja 1 time omogucéavaju njegovo efek-
tivnije raCunanje. Polazeci od standardnih simulacija i bisimulacija za max-plus automate,
preko slabih i relaksiranih varijanti, pa sve do odsecenih struktura i aproksimativnih re-
lacija za fazi automate, u radu se ispituju razliciti nacini prevazilaZzenja ograni¢enja koja
nastaju pri direktnom reSavanju problema poredenja tezinskih automata. Dobijeni rezultati
doprinose razvoju teorije simulacija i bisimulacija za teZinske automate i pruZaju osnovu

za dalje prouc¢avanje aproksimativnih metoda za analizu njihovog ponaSanja.






Glava 1

Uvodni pojmovi

Skupovi, relacije i preslikavanja predstavljaju osnovne matematicke pojmove koji se
koriste u algebri, teoriji skupova i matematic¢koj logici. U ovom poglavlju uvode se osnovni
pojmovi i rezultati koji ¢e biti koriSéeni u nastavku rada.

U Sekciji 1.1 razmatraju se skupovi, relacije, preslikavanja i relacije uredenja, kao i
osnovni pojmovi vezani za minimum, maksimum, infimum i supremum. U Sekciji 1.2 uvo-
de se osnovne algebarske strukture, ukljuc¢ujuéi polugrupe, monoide, grupe, poluprstene,
prstene i dioide. Sekcija 1.3 posvecena je mreZzama i reziduiranim mreZama, sa posebnim
osvrtom na algebarske strukture koje imaju znacajnu primenu u teoriji fazi sistema i teoriji
automata. Na kraju, u Sekciji 1.4 uvode se osnovni pojmovi fazi skupova i fazi relacija, koji
predstavljaju matematicku osnovu za proucavanje fazi i tezinskih automata u narednim

poglavljima.

1.1 Skupovi, relacije i uredenja

U ovoj sekciji predstavljeni su osnovni pojmovi teorije skupova i teorije uredenja ko-
ji su neophodni za dalji rad. Najpre se razmatraju skupovi, relacije i preslikavanja kao
fundamentalni matematicki pojmovi na kojima se zasniva definisanje i analiza razlicitih
algebarskih i uredenih struktura. Relacije i1 preslikavanja omogucéavaju formalno opisi-
vanje odnosa medu elementima skupova i predstavljaju osnovu za uvodenje sloZenijih
matematickih koncepata [20, 21} 22, 23|, 24].

Savremeno proucavanje teorije skupova zapoceli su Georg Cantor i Richard Dedekind
krajem 19. veka. Cantor je u radu iz 1874. godine pokazao da skup realnih brojeva nije
prebrojiv i time postavio temelje sistematskog proucavanja beskona¢nih skupova [25]]. U
svojim kasnijim radovima razvio je teoriju kardinalnih i ordinalnih brojeva i uveo pojam
dobro uredenih skupova [26]], Cime je znacajno uticao na razvoj moderne matematike.

Pored osnovnih operacija nad skupovima, uvode se i binarne relacije, preslikavanja
1 relacije uredenja. Posebna paZnja posveéena je parcijalno uredenim skupovima, kao 1
pojmovima minimuma, maksimuma, infimuma i supremuma, koji imaju centralnu ulogu u
teoriji uredenja. Ovi pojmovi predstavljaju osnovu za definisanje polumreZa i mreZa, koje
¢e biti razmatrane u nastavku rada. Osnovni rezultati iz teorije skupova i uredenja mogu
se pronaci u standardnoj literaturi [20} 21} 22, 23, 27, 28]].
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Skup je jedan od osnovnih matematickih pojmova koji predstavlja kolekciju razlici-
tih objekata. Objekti koji pripadaju skupu nazivaju se elementi ili ¢lanovi skupa. Prema
konvenciji, skupovi se oznacavaju velikim slovima abecede, dok se njihovi elementi ozna-
¢avaju malim slovima abecede. Za skup A i element x, zapis x € A oznacava da je x
element skupa A (x pripada skupu A).

Za univernizalni skup U 1 skupove A, B C U, definiSu se sledece operacije:

Unija AUB={x|x€A V x € B},
Presek ANB={x|x€A A x € B},

Razlika A\B={x|x€A A x ¢ B}.

Osnovne operacije nad skupovima omogucavaju njihovo kombinovanje i poredenje.
Kroz operacije poput unije, preseka, razlike i komplementa, moZemo formirati nove sku-
pove i analizirati odnose medu njima. Skupove 1 operacije nad njima moZemo vizuelizovati

kori$¢enjem Venovih dijagrama (videti Sliku [I)).

Presek skupova- AN B Unija skupova- A U B Razlika skupova - A\B

Slika 1: Venov dijagram operacija medu skupovima

Neka je U univerzalni skup takav da je A € U. Komplement skupa A definiSe se sa
A€ = U\ A. Drugim re¢ima, komplement skupa A ¢ine svi elementi univerzalnog skupa
U koji ne pripadaju skupu A.

Za skupove A i B definiSemo relaciju inkluzije A C B — (Vx)(x € A = x € B).

Skup bez elemenata naziva se prazan skup i oznacava se (). Prazan skup je podskup
svakog skupa, tj. 0 € A za svaki skup A.

Jednakost skupova A i B vazi ako oba skupa imaju iste elemente, Sto zapisujemo:
A=Bo (Vx)(x€eA @ xeB)e (ACB A BCA).

Uredeni par elemenata je dvojka (a, b) kod koje je redosled komponenti od znacaja.

Dva uredena para su jednaka ako i samo ako su jednaka pokoordinatno, odnosno
(a,b) =(c,d) & a=c AN b=d.

Pojam uredenog para se prirodno proSiruje na uredenu n-torku (ay, . . ., a,), kod koje

je redosled navodenja elemenata takode od znacaja. Dve uredene n-torke jednake su ako i
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samo ako su pokoordinatno jednake, odnosno
(ay,az,...,a,) = (b1,by,...,b,) © a; =b;, zasvakoi € {1,...,n}.

Prema tome, uredene n-torke se razlikuju ukoliko se razlikuju u bar jednoj odgovarajucoj
komponenti (koordinati).

Dekartov proizvod skupova A i B definise se kao skup uredenih parova
AXB={(a,b)|acA, be B}.

U opstem slucaju, Dekartov proizvod skupova Ay, ..., A, definiSe se kao
Ay x---xA,={(ai,...,ay) |a; € A;, i=1,...,n}.

Relacija duZine n (n-arna relacija) izmedu skupova Aj,..., A, je svaki podskup
Dekartovog proizvoda Ay X - - - X A,. Za n = 2 dobija se binarna relacija.

Ako je R C A X B, piSemo xRy ako i samo ako je (x,y) € R. Tada kaZemo da su
elementi x 1 y u relaciji R. Poseban slucaj predstavlja binarna relacija na skupu A, koja je
svaki podskup skupa A X A.

Neka je A neprazan skup. Za relacije na skupu A uvodimo sledece pojmove:

Prazna relacija Rp =0,

Identicka relacija Ra ={(x,x) | x € A},
Univerzalna relacija Ry = AXA,

Inverzna relacija R ={(y,x) | (x,y) € R},

Komplement relacije R=(AXxA)\R,
Domen relacije dom(R)={xe€ A|Jye€A, (x,y) € R},

Rang relacije rang(R) ={ye€ A|Jx € A, (x,y) € R}.

Relacije se mogu predstavljati na razli¢ite nacine. U nastavku e biti razmatrane grafo-
vska i matri¢na reprezentacija relacija. Grafovska reprezentacija, zasnovana na usmerenim
grafovima, pruZa intuitivan prikaz odnosa izmedu elemenata, dok matri¢na reprezentacija,
zasnovana na binarnim matricama, omogucava efikasno izvodenje operacija nad relacijama

i predstavlja osnovu za matricni pristup koji ¢e biti koriséen u nastavku rada.

Primer 1.1 Neka je dat skup A = {1,2,3}, i relacija R = {(1, 1), (1,2),(2,2),(2,3)}.
Na Slici 2| prikazane su dve ekvivalentne reprezentacije relacije R.

U grafovskoj reprezentaciji cvorovi odgovaraju elementima skupa A, dok usmerene grane
predstavijaju uredene parove koji pripadaju relaciji R. U matricnoj reprezentaciji element
matrice u i-toj vrsti i j-toj koloni ima vrednost 1 ako i samo ako uredeni par (i, j) pripada

relaciji R, dok vrednost 0 oznacava da uredeni par (i, j) ne pripada relaciji.
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Grafovska reprezentacija Matri¢na reprezentacija

Slika 2: Grafovska i matri¢na reprezentacija binarne relacije R iz Primera

U matri¢noj reprezentaciji kompozicija relacija odgovara relacijskom mnoZenju ma-

trica. Za binarne relacije to je max—min kompozicija.

Neka je A neprazan skup, a R, S € A X A binarne relacije na skupu A. Kompozicija
relacija R 1 S definiSe se sa

RoS={(x,2) eAxA|(TyeA)((x.y) eRA(y,2) €S)}.
Za skup X C A ibinarnu relaciju R € A X A definiSemo

XoR={yeA|(3FxeX)(x,y) €R},

RoX={x€A|(3yeX)(x,y) €R}.

Neka je A neprazan skup, B,C C A njegovi podskupovi, R,S,7 € A X A binarne
relacije na skupu A i {S;};c; familija binarnih relacija na skupu A, gde je I indeksni skup.
Tada vaZe sledeca svojstva kompozicije relacija:

Asocijativnost (RoS)oT=Ro(SoT)=RoSoT,
(BoR)oS=Bo(RoS)=BoRoS,
(BoR)oC=Bo(RoC)=BoRoC(C,
(RoS)oB=Ro(SoB)=RoSoB.

Identicka relacija RoRA=RpA0oR=R.

Monotonost S1€S=>RoS; CRoS,,

S1C€S =S5,o0RCS0R.

Distributivnost u odnosu na uniju Ro (Ujer Si) = Ujer(R o S)),

(Uier S) o R = Ujes(Si o R).

Inverz kompozicije (RoS)'=5"ToR.
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Funkcija ili preslikavanje iz nepraznog skupa A u neprazni skup B je binarna relacija

f € A X B, koju oznaavamo sa f : A — B, za koju vaZe sledeci uslovi:
Dobra definisanost (Vx € A)(Jy € B) takodaje (x,y) € f,
Jednoznacnost akoje (x,y1) € f 1 (x,y2) € f, tadaje y; = y.

Drugim recima, preslikavanje iz skupa A u skup B je pravilo koje svakom elementu x € A

pridruZuje tacno jedan element y € B.

Preslikavanje moZe imati i sledeéa svojstva:
Injektivnost ako je x| # xp, tadaje f(x1) # f(x2), (Vx1,x2 € A),
Surjektivnost (Vy € B)(3x € A) takodajey = f(x),
Bijektivnost ako je preslikavanje istovremeno injektivno i surjektivno.

Preslikavanje koje ima svojstvo injektivnosti naziva se injekcija ili ''I-1"", preslikava-
nje koje ima svojstvo surjektivnosti naziva se surjekcija ili ''na'’, dok se preslikavanje koje
je istovremeno injektivno i surjektivno naziva bijekcija. Vizuelni prikaz ovih svojstava dat
je na Slici

Zabijekciju f : A — B postoji jedinstveno preslikavanje f~! : B — A, koje nazivamo

inverzno preslikavanje, te vazi f~'(f(x)) =xi f(f~'(y)) = y,gdesux € A,y € B.

f f f

Injektivno preslikavanje Surjektivno preslikavanje Bijektivno preslikavanje

Slika 3: Primeri preslikavanja

Neka je data relacija R € A X A na skupu A. KaZemo da je relacija R:

Refleksivna ako za svako x € A vazi (x,x) € R;

Simetricna akozasvex,y € Aiz (x,y) € Rsledi (y,x) € R;
Antisimetric¢na akozasvex,y € Aiz (x,y) € Ri(y,x) € Rsledix = y;
Tranzitivna akozasvex,y,z€ Aiz (x,y) € Ri(y,z) € Rsledi (x,z) € R.
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Svojstva binarnih relacija se medusobno ne podrazumevaju. Odredene kombinacije
navedenih svojstava definiSu vazne klase binarnih relacija:

* Kvazi-uredenje (preorder) je refleksivna i tranzitivna relacija;

* Relacija ekvivalencije je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija;

* Parcijalno uredenje je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija.

Ako je relacija < parcijalno uredenje na skupu A, tada se uredeni par (A, <) naziva
parcijalno ureden skup. Elementi x,y € A su uporedivi ako vazi x < y ili y < x. Ako su
svaka dva elementa skupa medusobno uporediva, tada je (A, <) linearno ureden skup ili

lanac. Kaze se da skup zadovoljava uslov rastuéeg lanca ako je svaki strogo rastuci niz

konacan, odnosno uslov opadajuéeg lanca ako je svaki strogo opadajuci niz konacan.

Za uredene skupove (A, <) i (B, <), preslikavanje f : A — B je:

Izotono (rastuée) akozasvex,y € Aizx < ysledi f(x) < f(y);
Antitono (opadajuce) akozasvex,y € Aizx < ysledi f(y) < f(x);
Izomorfno (izomorfizam) ako je f bijekcija, a preslikavanjaf i f~'su izotona.

U parcijalno uredenom skupu (A, <) element x € A je:

Minimalni element ako zasvakoy € Aizy < xsledi y = x;
Maksimalni element akozasvakoy e Aizx < yslediy = x;
Najmanji element ako za svako y € A vazi x < y;
Najveéi element ako za svako y € A vaziy < x.

Za podskup B C A, element x € A naziva se donja granica skupa B ako za svako
y € B vazi x < y. Sli¢no, element x € A naziva se gornja granica skupa B ako za svako
y € Bvaziy < x.

Najveca donja granica skupa B, ukoliko postoji, naziva se infimum skupa B i oznaCava
se /\ B ili inf B. Najmanja gornja granica skupa B, ukoliko postoji, naziva se supremum
skupa B i oznacCava se \/ B ili sup B. Infimum i supremum, ukoliko postoje, jedinstveni
su. Ako skup B ima najmanji element (odnosno najveci element), tada je njegov najmanji
element ujedno i infimum (odnosno njegov najveci element ujedno i supremum). Dakle,
postojanje najmanjeg elementa (odnosno, najveceg elementa) povlaci postojanje infimuma

(odnosno supremuma).

Primer 1.2 Posmatrajmo skup A = {2,3,5,6,10, 15,30} ureden relacijom deljivosti.
Definisimo relaciju uredenja < na skupu A tako da za a,b € A vaZi a < b ako i samo
ako a | b (a deli b). Ova relacija je refleksivna, antisimetricna i tranzitivna, te definise

parcijalno uredenje na A. Na Slici|d|prikazan je Hasseov dijagram ovog skupa.
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Elementi 2, 3 i 5 su minimalni, jer nijedan od njih nije deljiv drugim elementom skupa
osim samim sobom. Medutim, skup A nema najmanji element, posto ne postoji element
koji deli sve ostale elemente skupa.

Element 30 je najveci element. Buduci da je svaki element skupa A delilac broja 30,

element 30 je ujedno maksimum, pa samim tim i supremum skupa.

Parcijalno ureden skup (A, <) naziva se /\-polumreZa (infimum polumreZa) ako svaka
dva njegova elementa imaju infimum. Analogno, (A, <) je \/-polumreZa (supremum
polumreZa) ako svaka dva elementa imaju supremum. Ako svaki podskup skupa A ima
infimum, tada se (A, <) nazivakompletna )\-polumreZa (kompletnainfimum polumreZa).
Analogno, ako svaki podskup skupa A ima supremum, tada se (A, <) naziva kompletna
\/-polumreZa (kompletna supremum polumreZa).

MreZa je parcijalno ureden skup u kome svaka dva elementa imaju infimum i su-
premum. Kompletna mreZa je parcijalno ureden skup u kome za svaki podskup postoje
infimum i supremum.

Svaka kompletna mreza poseduje najmanji i najveci element, koji predstavljaju infimum
i supremum celog skupa. U opStem sluc¢aju mreZa ne mora biti ograni¢ena, odnosno ne
mora imati najmanji i najveci element. Ukoliko mreZa poseduje najmanji i najveci element,

naziva se ogranicena mreza.

Primer 1.3 Posmatrajmo ponovo skup iz Primerall.2} Kako elementi 2 i 3 nemaju najvecu
donju granicu, infimum para {2,3} ne postoji (njihov jedini zajednicki delilac je broj 1,
ali 1 ¢ A). Stoga, parcijalno ureden skup A nije mreza.

Dodajmo sada skupu A element 1 i posmatrajmo skup A’ = {1,2,3,5,6, 10, 15,30},
ureden istom relacijom deljivosti. Hasseov dijagram dobijenog parcijalno uredenog skup
prikazan je na Slici[5

Za svaki par elemenata skupa A’ postoje najveca donja granica i najmanja gornja

granica. Prema tome, skup A’ predstavija mreZu. StaviSe, kako svaki podskup skupa A’

; o

Slika 4: Hasseov dijagram za Primer Slika 5: Hasseov dijagram za Primer

ima infimum i supremum, skup A’ predstavlja kompletn mreZu.
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Kao $to je prethodno pokazano, pojam mreZe moZze se definisati polazeci od parcijalno
uredenih skupova. Medutim, mreZe se mogu posmatrati i kao algebarske strukture defini-
sane odgovaraju¢im binarnim operacijama. Ova dva pristupa su ekvivalentna, u smislu da
svaka mreza definisana pomocu parcijalnog uredenja odreduje odgovarajucu algebarsku

strukturu i obrnuto. Algebarski pristup definisanju mreZa bice predstavljen u Sekciji[I.3]

1.2 Osnovne algebarske strukture

U ovoj sekciji uvode se osnovne algebarske strukture koje ¢e biti koriS¢ene u nastavku
rada. Najpre se razmatraju grupoidi, polugrupe, monoidi i grupe kao strukture definisane
jednom binarnom operacijom, a zatim poluprsteni i prsteni kao strukture sa dve binarne
operacije. Bi¢e predstavljene i pojedine vaZzne klase poluprstena, ukljucujuéi uredene
poluprstene, dioide 1 kompletne dioide. Osnovni pojmovi i rezultati koji se navode u
ovoj sekciji mogu se pronaci u standardnoj literaturi iz algebre i teorije poluprstena
(2,121, 22,23, 27, 128, 129, 30, 131}, 32, 33]].

Neka je G neprazan skup i n € N. Preslikavanje f : G" — G naziva se n-arna
operacija ili sakrac¢eno operacija na skupu G. Specijalno, kada je n = 1, f je unarna
operacija, a kada je n = 2 onda je u pitanju binarna operacija.

Za binarnu operaciju * na skupu G kaZzemo da je:

Asocijativha akoje (x xy)xz=xx*(y=z), zasvakox,y,z € G;
Komutativna akojex xy =y *x, zasvakox,y € G;
Idempotentna ako je x x x = x, zasvakox € G.

Dodavanjem novih svojstava binarnoj operaciji definiSu se sloZenije algebarske struk-

ture, kao Sto su polugrupe, monoidi i grupe.

Grupoid je uredeni par (G, *) gde je G neprazan skup, a * : G X G — G binarna
operacija na skupu G. Operacija * je zatvorena na G, tj. zasve x,y € G vaZix xy € G.
Grupoid (G, ) je komutativan grupoid (resp. idempotentan grupoid) ako je operacija
komutativna (resp. idempotentna).

Za element e € G kazemo da je levi (resp. desni) neutralni element grupoida ako 1
samo ako je e xx = x (resp. x xe = x), zasvakox € G. Ako vazi e *x = x * e = x za svako
x € G, tada je e neutralni element grupoida (G, %). Neutralni element, ukoliko postoji,

jedinstven je.

Polugrupa je uredeni par (G, =) gde je G neprazan skup, a * zatvorena i asocijativna
binarna operacija na G. Drugim recima, polugrupa je asocijativni grupoid. Polugrupa

(G, %) je komutativna polugrupa (resp. idempotentna polugrupa) ako je operacija x
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komutativna (resp. idempotentna).

Element z € G je leva nula (resp. desna nula) ako vazi z = x = z (resp. x * 7 = 7), za
svakox € G. Akoje z*x = x * 7 = z, za sve x € G, tada je z nula polugrupe. Ukoliko
nula polugrupe postoji, jedinstvena je.

Ako se postoje¢em skupu G doda novi element z ¢ G koji zadovoljava zakon apso-
rpcije: x x 7 = z*x = zzasve x € G i 7 * 7 = z, dobija se proireni skup G° = G U {z}, a
(GY, %) se naziva nulto proirenje polugrupe (G, %), pri ¢emu je z nula te polugrupe.

Kao $to je prethodno pokazano, /\ -polumreZe mogu se definisati kao parcijalno uredeni
skupovi u kojima svaki par elemenata ima infimum, dok se \/-polumreZe definiSu kao
parcijalno uredeni skupovi u kojima svaki par elemenata ima supremum. Naredna definicija

daje njihovu ekvivalentnu algebarsku karakterizaciju.

PolumreZa je polugrupa (G, *) u kojoj je binarna operacija * komutativna i idempo-
tentna. Polumreza (G, =) predstavljalanac ako je odgovarajuée prirodno uredenje linearno,
ekvivalentno, za svaka dva elementax,y €e G vaZix xy = xilix xy = y.

Pregled do sada uvedenih algebarskih struktura dat je u Tabeli

Tabela 1: Pregled osnovnih osobina algebarskih struktura

Struktura Zatvorena | Komutativha | Idempotentna Asocijativna
(G, %) xxy€eG XHky=ykx XX =X (xxy)xz=xx*(y*2)
Grupoid DA
Komutat.ivni DA DA
grupoid
Idempote.ntni DA DA
grupoid
Polugrupa DA DA
Komutativna DA DA DA
polugrupa
Idempotentna DA DA DA
polugrupa
Polumreza DA DA DA DA

Ako polugrupa (G, *) ima neutralni element, on se naziva jedinica polugrupe. Svaka

jedinica je idempotentna (j * j = j), a ukoliko postoji, jedinstvena je.

Monoid je uredena trojka (G, *, 1) gde je G neprazan skup, * binarna operacija na G

i 1 € G neutralan element (jedinica), takva da je (G, *) polugrupai l «x =x*1 = x, za
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sve x € G. Drugim re¢ima, monoid je polugrupa sa jedini¢nim (neutralnim) elementom.

Monoid (G, *, 1) je komutativan monoid ako je * komutativha operacija, dok je

idempotentan monoid, ako je = idempotentna operacija.

Monoid se moZe konstruisati i jedinicnim prosirenjem polugrupe. Neka je data polu-
grupa (G, ) i element j ¢ G. Ako na proSirenom skupu G U {j} vazi jxa=ax*j =a
ij*j=j,zasvea € G, tada (G U {j}, «) predstavlja jedini¢no proSirenje polugrupe
(G,*)1 (G U{j},*,J) predstavlja monoid.

Neka je dat monoid (G, %, 1). Podmonoid je podskup P C G koji sadrZi neutralni

element i zatvoren je u odnosu na operaciju *, odnosno za svaka x,y € P vazix «y € P.

Svaki podmonoid nekog monoida i sam je monoid. Najmanji podmonoid koji sadrzi
dati podskup P C G dobija se kao presek svih podmonoida koji sadrze P. Ako se u preseku

dobije ceo skup G, tada kazemo da je G generisan skupom P.

Poseban znacaj u teoriji automata ima slobodni monoid, odnosno monoid reci. Ovoj

strukturi biée posveéena posebna paznja u Sekciji [2.1]

Grupa je uredena trojka (G, *, e) gde je (G, *, e) monoid i za svaki element x € G

1 1

postoji element x~! € G takav da vazi x * x™! = x~! % x = e. Drugim re¢ima, grupa je

monoid u kome svaki element ima inverzni element.
Grupa je komutativna grupa ili Abelova grupa ako je operacija * komutativna.
Ako je skup G konacan (resp. beskonacan), tada je grupa konacna (resp. beskonacna).

Kvazigrupa je uredeni par (G,x*) gde je G neprazan skup, a = binarna operacija
na G takva da za sve a,b € G postoje jedinstveni elementi x,y € G za koje vazi

xxa=b 1 axy=bh.

MozZe se zakljuciti da grupa predstavlja najbogatiju medu do sada razmatranim alge-
barskim strukturama, jer objedinjuje osobine grupoida, polugrupa i monoida uz dodatni
zahtev postojanja inverznog elementa. Medusobni odnosi izmedu navedenih struktura

prikazani su hijerarhijskim dijagramom na Slici [6]

U nastavku razmatramo poluprstene, algebarske strukture sa dve binarne operacije koje
predstavljaju prirodno proSirenje do sada uvedenih struktura. Poluprsteni imaju zna¢ajnu
ulogu u savremenoj matematici i racunarstvu, a posebno u teoriji teZinskih automata, gde
obezbeduju matematicki okvir za definisanje i kombinovanje teZina pridruZenih prelazima
automata. Zbog svojih algebarskih osobina nalaze primenu i u teoriji formalnih jezika,

optimizaciji, teoriji grafova i drugim oblastima [3} 31} 34, 35].
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Grupoid (G, %)
* je zatvorena operacija na G
x*xyeG (Yx,y €G)

— l I

Komutativan grupoid Asocijativni grupoid = Polugrupa Idempotentan grupoid
* je komutativna operacija * je asocijativna operacija * je idempotentna operacija
xxy=ysx(VryeG) | | (wxy)sz=x#(y+2) (Vu.y.2€G) xex=x (VxeG)

Monoid (G, *,1)
Postoji neutralni element 1
lxx=xx1=x(Vx € G)

P N

Grupa (G,+,1)
Svaki element ima inverz
xxx' =x"+xx=1(Vx € G)

l AN

Idempotentna
polugrupa

Komutativna
polugrupa

Komutativan Idempotentan

monoid

PolumreZa

monoid

Lanac Komutativna grupa Kvazigrupa
Svaki par elemenata je uporediv = Sledece jednacine imaju reSenje u G
xxy=xilixxy=y Abelova grupa axx=b,yxa=b (Va,beG)

Slika 6: Hijerarhija osnovnih algebarskih struktura

Poluprsten je uredena petorka (S, ®,®,0, 1), gde je S neprazan skup, ® i ® binarne
operacije na S, a0, 1 € S elementi takvi da vaze sledeci uslovi:

* (S, ®,0) je komutativan monoid.
* (S,®,1) je monoid.

* Operacija mnoZenja je distributivna u odnosu na sabiranje:
x(y®d2)=x®y)® (x®2)
xey)®z=x®2)®(y®27), zasvex,y,ze€S.

* 0 je apsorbujuci element:
x®0=0®x =0, zasvakox € S.
U zavisnosti od dodatnih osobina razlikuju se razlicite klase poluprstena. NajceSce
razmatrane klase navedene su u nastavku.
Poluprsten je komutativan poluprsten ako je mnoZenje komutativno tj. ukoliko je
(S, ®, 1) komutativan monoid.

Poluprsten je bez delilaca nule akoizx @ y = 0Osledix =0iliy =0, zasve x,y € S.

Primer 1.4 Razmotrimo skup nenegativnih celih brojeva Ny = {0,1,2, ...} sa standa-
rdnim sabiranjem i mnoZenjem. Tada struktura (Ny, +, -, 0, 1) ¢ini poluprsten.

Zaista, (N, +, 0) je komutativan monoid, dok je (N, -, 1) monoid. MnoZenje je distri-
butivno u odnosu na sabiranje, a nula je apsorbujuci element.

Dakle, (Ny, +, -, 0, 1) je komutativan poluprsten bez delilaca nule.
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Uredeni poluprsten je poluprsten (S,®,®,0,1) na kome je definisano parcijalno
uredenje < kompatibilno sa operacijama sabiranja i mnoZenja. Preciznije, poluprsten

(S,®,®,0,1) je ureden ukoliko postoji parcijalno uredenje < na skupu S takvo da vazi:

(c®) zasvex,y,z€ S,izx<ysledi x®z<y®z 1 z&x<zPYy

(c®) zasvex,y,z€ S,izx<yi0<zsledi x®z<y®z 1 zx<z®Yy.

Ako su svi elementi uredenog poluprstena pozitivni, odnosno ako vazi 0 < x za svako

x € §, tada se takav poluprsten naziva pozitivan poluprsten.

Poluprsten je aditivno-idempotentan poluprsten ili dioid ako je sabiranje idempotentna
operacija, tako da vazi x @ x = x za svako x € S, odnosno ako je (S, ®) idempotentna
polugrupa. Kod svakog dioida, operacija sabiranja indukuje prirodno parcijalno uredenje

definisano sa
x<y & x®y=y, zasvex,yce€S,

Sto se u literaturi naziva kanonicko parcijalno uredenje (engl. canonical partial order)
na S. Ovo uredenje kompatibilno je sa operacijama @ i ®, a element O (nula poluprstena)
predstavlja najmanji element u odnosu na ovo uredenje. Drugim re¢ima, kanonicki ureden
poluprsten je pozitivan poluprsten.

Operacija sabiranja u posmatranom dioidu odgovara supremumu dva elementa, odno-
sno vazi x ®y = sup{x, y}. Drugim re¢ima, struktura (.S, ®) predstavlja gornju polumrezu.
Ako svaki podskup skupa S ima supremum u odnosu na prirodno uredenje, tada se (S, ®)
naziva kompletnom gornjom polumreZom.

Za proizvoljnu familiju elemenata {a;};c; C S njen supremum oznacava se sa

pri ¢emu se izraz na desnoj strani posmatra kao beskonacna suma elemenata a;. Dioid
u kome je za svaku familiju elemenata {a;};c; C S definisana ovakva beskonacna suma
naziva se dioid koji dopusta beskonacne sume.

Kompletan dioid (kompletan aditivno-idempotentan poluprsten) je dioid koji dopusta

beskonacéne sume i u kome vazi beskonaéni distributivni zakon:

x®(@a,.):@<x®a,.>, i (@a,.)m:@(a,.@x),

i€l i€l i€l i€l
za svako x € S i svaku familiju {a;};e; C S.
Svaki kompletan aditivno-idempotentan poluprsten sa jedinicom naziva se kvantal sa
Jjedinicom (engl. unital quantale).
Primetimo da poluprsten iz Primera [.4] ne predstavlja dioid, jer operacija sabiranja

nije idempotentna, odnosno u opsStem sluc¢aju ne vazi x & x = x. Takode, ova struktura nije
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kompletna, jer proizvoljne beskona¢ne sume elemenata iz Ny ne moraju pripadati skupu
N (npr. ;- n divergira).

Neka je S = (S,,®,0, 1) kompletan dioid. Tada je, u odnosu na prirodno urede-
nje indukovano operacijom @, struktura (S, <) kompletna mreza. Drugim re¢ima, svaka
familija elemenata {a;};c; € S ima supremum i infimum, pri ¢emu vazi

Vai=Pan A

i€l i€l i€l
Dakle, supremum familije elemenata poklapa se sa njihovom beskonaénom sumom. Prema
tome, svaki kompletan dioid, pored strukture poluprstena, poseduje i strukturu kompletne

mreZe, pri ¢emu operacija sabiranja istovremeno predstavlja operaciju supremuma.

Reziduacija u kompletnim dioidima zasniva se na odredivanju najvecih reSenja ne-
jednacina definisanih pomoc¢u operacije mnoZenja.

Neka je S = (S, ®, ®,0, 1) kompletan dioid i neka su a, b € S.

Nejednacina a @ x < b, gde je x € S nepoznat element, ima najvecée reSenje. To reSenje
naziva se levi rezidual elementa b po elementu a i oznacava se sa a\b.

Analogno, nejednacina x ® a < b ima najvece reSenje koje se naziva desni rezidual
elementa b po elementu a i oznacava se sa b/a.

Operacije \ i / nazivaju se operacije reziduacije. One su povezane sa operacijom

mnoZzenja zakonom adjunkcije:
a®b<c¢c — b<a\c = a<c/b, zasvea,b,c€S. (1)

Ukoliko je operacija mnoZenja ® komutativna (kao kod komutativnih aditivno-idempotentnih
poluprstena), tada se levi 1 desni rezidual poklapaju. Tada je dovoljno posmatrati jednu

operaciju reziduacije, koja se naj¢esce oznacava sa —, pri cemu vazi
a—b=a\b=>b/a, zasvea,beS. 2)
U tom slucaju zakon adjunkcije poprima oblik
a®b<c¢c & a<b—c¢c & b<a—c, zasvea,b,ceS. 3)

Operacija — naziva se operacija reziduacije pridruZena operaciji ®.
U kompletnom aditivno-idempotentnom poluprstenu je O\a = a/0 = T, za svako

a € S, gde je T najveci element skupa S, a 0 € S je nula posmatranog poluprstena.

Prsten je petorka S = (S, ®, ®,0, 1), gde je S neprazan skup, @ i ® binarne operacije
nasS,a0,1 € S elementi takvi da vazi:

* (S,®,0) je komutativna grupa.
* (§,®,1) je monoid.

* MnoZenje je distributivno u odnosu na sabiranje, odnosno za sve x, y, z € S vaZzi:
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XR(y®z2)=xQydx®z,
x®Y)®z=xQ7®YQZ.

Za razliku od poluprstena, uslov da je 0 apsorbujuci element nije potrebno posebno

navoditi, jer sledi iz ostalih aksioma prstena.

Prsten se moZe posmatrati kao specijalan slu¢aj poluprstena u kome svaki element
poseduje aditivni inverz. Preciznije, svaki prsten je poluprsten, dok proizvoljan poluprsten

ne mora biti prsten, jer struktura (S, ®, 0) ne mora biti grupa.
Prsten je komutativan prsten ako je mnoZenje komutativna operacija na S.

Akoizx ® y = 0sledi x = 0ili y = 0, tada je prsten bez delilaca nule.

Polje je komutativan prsten (S, @, ®,0, 1) u kome svaki nenula element ima multipli-
kativni inverz, odnosno za svaki x € S\ {0} postoji x~! € S takav daje x ® x™! = 1.

Drugim re¢ima, (S,®,0) 1 (S \ {0}, ®, 1) su komutativne grupe.

1.3 Mreze i reziduirane mreze

U ovoj sekciji razmatraju se algebarske strukture koje objedinjuju pojmove uredenja
1 binarnih operacija na skupovima. Nakon kratkog podsecanja na osnovne osobine po-
lumreZa 1 mreZa, uvode se reziduirane mreZe kao njihovo prirodno proSirenje dodatnim

algebarskim operacijama i relacijom reziduacije [21} 22, 23]].

Reziduirane mreZe imaju znacajnu ulogu u teoriji fazi skupova, fazi relacija i viSevre-
dnosnih logika. Njihov znacaj za ovaj rad ogleda se u tome Sto obezbeduju algebarski
okvir za definisanje operacija nad fazi relacijama i fazi automatima, ukljucujuéi opera-
cije reziduacije, kao i razli¢ite oblike simulacija i bisimulacija koji ¢e biti razmatrani u

narednim poglavljima [36} 377, 38]].

PolumreZa je uredeni par (L, ) gde je L neprazan skup, a = binarna operacija na L koja
je asocijativna, komutativna i idempotentna. Drugim recima, polumreZa je komutativna
idempotentna polugrupa.

Ogranic¢ena polumreZa je uredena trojka (L, %, e) gde je (L, *) polumreza, a ¢ € L
neutralni element za operaciju *, tj. x * ¢ = e * x = x,za svakox € L. Drugim re¢ima,

ograni¢ena polumreZa je komutativan idempotentan monoid.

MrezZe su ve¢ uvedene u Sekciji [I.1)u okviru teorije parcijalno uredenih skupova, gde
su definisane pomocu postojanja supremuma 1 infimuma. U nastavku navodimo njihovu

ekvivalentnu algebarsku karakterizaciju.
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MreZa je uredena trojka (L, V, A) gde je L neprazan skup, a V i A binarne operacije

na L koje za sve x, y, z € L zadovoljavaju:

Idempotentnost XVx=x 1 xAXx=ux;

Komutativnost XVy=yVx 1 XAy=yAux;
Asocijativnost (xVy)Vz=xV(yVvz) i (xAy)Az=xA(yA2);
Apsorptivnost xVxAy)=x 1 xAXxVy)=ux;

Operacije V 1 A odgovaraju operacijama supremuma i infimuma.

Za elemente x, y € L definiSemo relaciju
X<y & xVy=y < xAy=ux.

MozZe se pokazati da je tako definisana relacija < parcijalno uredenje na skupu L.
StaviSe, za svaka dva elementa x,y € L operacije V i A odreduju njihov supremum i
infimum u odnosu na ovo uredenje. Prema tome, uredeni skup (L, <) predstavlja mrezu,
pri Cemu operacije V i A odreduju supremum i infimum svaka dva elementa. Na taj nacin
algebarska definicija mreze (L, V, A) ekvivalentna je definiciji mreZe pomocu parcijalno
uredenih skupova.

Mreza (L, V, A) je distributivna ako za sve x, y, z € L vaZi
xViAZ)=xVy)AxVvz) i xA(yVzy=xAy)V(xAz).

Element O € L naziva se najmanjim elementom mreZe (nulom mreZe) ako za svako
xe€Lvaz0Vvx=x 1 0Ax =0. Analogno, poseduje jedinicu 1 € L, ako za sve x € L
vazilvx =11 1 Ax =x.Ako mreza poseduje i O i 1, tada se struktura (L, V, A, 0, 1)
naziva ogranicena mreza.

Ogranicena mreza (L, V, A, 0, 1) je komplementarna mreZa ako za svaki x € L postoji
x" e LtakavdajexVvx' =11 xAx" =0.

Primer 1.5 Posmatrajmo skup B = {0, 1} sa operacijama V i A, koje predstavijaju logicku
disjunkciju i konjunkciju. Tada je struktura (B, V, A, 0, 1) distributivna komplementarna
ogranicena mreZa, poznata kao Bulova mreZa.

U ovoj mreZi element O predstavlja najmanyji, a element 1 najveci element. Pored toga,

svaki element ima svoj komplement, pri cemuvaZi 0/ =1 i 1’ =0.

Bulove mreZe predstavljaju najjednostavniji primer distributivnih komplementarnih
mreZa i imaju znacajnu ulogu u matematickoj logici, teoriji skupova i teoriji algebarskih
struktura. Mnoge njihove osobine mogu se posmatrati kao specijalni slu¢ajevi osobina

reziduiranih mreZa, koje ¢e biti uvedene u nastavku.
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Reziduirane mreZe predstavljaju prirodno proSirenje distributivnih mreZa uvodenjem
dodatne operacije ® 1 njoj odgovarajuce operacije reziduacije —. Njihov medusobni odnos
opisan je zakonom adjunkcije (videti (I)) i (3])), koji predstavlja jedno od osnovnih svojstava
reziduiranih mreZa.

Neka je L neprazan skup sa binarnim operacijama V, A, ® i —, 1 elementima 0, 1 € L.

Struktura L = (L, V, A, ®, —, 0, 1) naziva se reziduirana mreZa ako vazi:

(L,V,A,0,1) je ograni¢ena distributivna mreza;
(L,®,1) je komutativan monoid;
X®y<z7 & x<y—Z za sve x, y, z € L vaZzi zakon adjunkcije,

gde je < uredenje na mrezi(L, V, A, 0, 1);

Reziduirana mreZa naziva se kompletna reziduirana mreZa ukoliko je (L, V, A,0, 1)
kompletna ograni¢ena mreza.

Reziduirana mreza je idempotentna ako za sve x € L vazi x @ x = x.

Za dokaz svojstava prikazanih u predstoje¢im propozicijama videti [38, 39].

Propozicija 1.1 Neka jeL = (L, V, A, ®, —,0, 1) kompletna reziduirana mreza.

Za sve x,y,7,w € L vaZe sledece osobine:

x—>x=1; 1->x=x; x®0=0;, x—>1=1; 0->x=1; 4
x®(x—y)<y; y<x—>(x®y); x<(x—>y oy (5)
XSYy=>xQz5y®7, x<y=>z0x<270Yy; (6)
X®y<x; x<y—x; x<y & x—oy=1; (7
(x—>y)®(z—>w)<(x®z7) > (y®w) €))
xQ® (x = y) =y, ako i samo ako postoji 7 takav dajex ® 7 =y )

Propozicija 1.2 U svakoj kompletnoj reziduiranoj mreZi (L, V, A, ®, —,0, 1) vaZi:

(a) Operacija ® je rastuca po oba argumenta:

akoje x1 <xy i y1 <y, tadavaii x1 ® y;1 < x2 ® y2

(b) Operacija — je opadajuca po prvom i rastuca po drugom argumentu:

ako je x1 <xpiy; <ya, tadavaii xo — y1 < x| — y3.

Propozicija 1.3 U svakoj kompletnoj reziduiranoj mreZi (L, V, A, ®, —, 0, 1) vaZe sledeca

svojstva:
x—>y:\/{z€L|x®zSy} (10)

x®y:/\{z€L|x§y—>z} (11)
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Propozicija 1.4 U svakoj kompletnoj reziduiranoj mreZi (L, V, A, ®, —,0, 1), vaZe slede-

¢a svojstva, za svako {x;}icr, {yi}ier C L:

x®\/yi=\/ (e, x® [\yi< \&ey. (12)

iel iel iel iel
x = N\vi= \@— ). \xi=y= /-, (13)
iel iel iel iel
\/(x_))’i)sx_’\/)’i, \/(Xi*y)ﬁ/\xi—w’, (14)
iel iel iel iel
/\(xi — ;i) < /\Xi — /\yi’ \/(xi — ;i) < \/Xi — \/yi- (15)
iel i€l i€l i€l i€l i€l

Neka je (L,V,A,®,—,0, 1) reziduirana mreza. Binarna operacija birezidual na L
predstavlja meru ekvivalencije izmedu istinitosnih vrednosti i definiSe se kao:
xey=x-oy)A(y—ox), (Vx,yel).
Negacija na skupu L modeluje dopunu (komplement) za datu istinitosnu vrednost i
definiSe se kao:
-x=x—>0, (Vxel).

Propozicija 1.5 U svakoj kompletnoj reziduiranoj mrezi (L,V, A, ®,—,0, 1),0snovna

svojstva bireziduala su:

0-1=160=0, 00=1e1=1 (16)
xeox=1 (17)
X y=yex (18)
xey)®(yeo)<xez (19)
xel=x, xe0=-x (20)
xeoy=@Vy - (xAy) (21
Aoy <(Nx) o Ay, Aoy <Aooy @)
iel iel iel iel iel iel

Jedna od najznacajnijih klasa reziduiranih mreza dobija se na intervalu [0, 1], gde
se operacija mnoZenja definiSe pomocu t-normi. T-norme predstavljaju osnovu za mode-
lovanje konjunkcije u fazi logici i teoriji fazi skupova, dok reziduirane mreZe koje one

indukuju imaju znac¢ajnu ulogu u teoriji fazi relacija i fazi automata.

T-norma ili trougaona norma je binarna operacija ® : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] koja

zadovoljava sledece uslove:

* ([0,1],®, 1) je komutativan monoid.

* ® je monotona po oba argumenta, odnosno za sve xy, X3, y1, y2 € [0, 1] vazi

X1<x 1 y1<y2 = X1y <x2® ).
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T-norme predstavljaju prirodnu generalizaciju operacije preseka skupova i Cesto se
interpretiraju kao operacije konjunkcije u odgovaraju¢im visevrednosnim logikama. U
teoriji fazi skupova i fazi relacija, one omogucavaju kombinovanje stepena pripadnosti
elemenata.

Poseban znacaj imaju levo neprekidne T-norme, jer omogucavaju definisanje odgova-

rajuée operacije reziduacije. Za levo neprekidnu T-normu ® rezidual se definiSe sa

x> y=\/{ze[0,1] [x®z<y},

pri ¢emu struktura ([0, 1], max, min, ®, —, 0, 1) predstavlja kompletnu reziduiranu mrezu.

Reziduirane mreZe indukovane T-normama predstavljaju naj¢esce koriS¢ene strukture
vrednosti u teoriji fazi skupova, fazi relacija i fazi automata. Njihov znacaj proizlazi iz
¢injenice da svaka kompletna reziduirana mreZa prirodno indukuje odgovarajucu strukturu
poluprstena. Naime, ako je L = (L, V, A, ®, —,0, 1) kompletna reziduirana mrezZa, tada
struktura S = (L, V, ®, 0, 1) predstavlja komutativan aditivno-idempotentan poluprsten.

Na taj nacin reziduirane mreZe obezbeduju prirodan algebarski okvir za definisanje i
proucavanje teZinskih i fazi automata.

Najcesce koriséene reziduirane mreZe na intervalu [0, 1] dobijaju se razli¢itim izborom
operacije mnoZenja ® i odgovarajuceg reziduala —. Za svaku od ovih struktura operacije
supremuma i infimuma definisane su standardno, odnosno kao maksimum i minimum:
xVy=max{x,y} i x Ay =min{x, y}.

U Tabeli [2] prikazane su operacije mnoZenja ®, reziduala —, bireziduala < i negacije
- za Lukasiewiczevu, Godelovu i Goguenovu reziduiranu mrezu. Navedene reziduirane
mreZe predstavljaju najceSée koriSéene strukture vrednosti u teoriji fazi skupova, fazi
relacija i fazi automata. U narednoj sekciji bi¢e uvedeni osnovni pojmovi fazi skupova i

fazi relacija definisanih nad proizvoljnom kompletnom reziduiranom mreZom.

Tabela 2: Operacije u Lukasiewiczevoj, Godelovoj i Goguenovoj reziduiranoj mreZzi

Operacija | Lukasiewiczeva Godelova Goguenova
XQy max{0,x +y— 1} min{x, y} X-y
I, x< Lo xsy
xX—y min{l,1 —x + y} =Y y
y’ X > y K x> y
X
1, Xx=y 1, x=y=0
X ey 1=|x—yl . min{x,y} .
min{x,y}, x#y ————, 1nace
max{x, y}
1, x=0 1, x=0
—x 1-x
0, x>0 0, x>0
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1.4 Fazi skupovi i fazi relacije

Teoriju fazi skupova uveo je L. A. Zadeh 1965. godine kao prosirenje klasi¢ne te-
orije skupova, u kojem pripadnost elementa skupu nije nuzno binarna, ve¢ se izrazava
odredenim stepenom pripadnosti [40]. Na taj nacin omoguceno je formalno modelova-
nje nepreciznosti 1 postepene pripadnosti, zbog ¢ega je teorija fazi skupova nasla Siroku

primenu u matematici, logici, veStackoj inteligenciji i raCunarstvu [37, 138, 41, 42].

Savremeni algebarski pristupi fazi skupovima i fazi logici zasnivaju se na komple-
tnim reziduiranim mreZama, gde se skup pripadnosti ¢esto modeluje pomoc¢u kompletnih
reziduiranih mreza. Takve strukture omogucéavaju definisanje operacija konjunkcije, impli-
kacije, negacije i drugih operacija nad fazi vrednostima, te pruZaju prirodan matematicki

okvir za proucavanje fazi skupova i fazi relacija [38, 139, 43| 44].

Fazi relacije predstavljaju prirodno proS$irenje klasi¢nih relacija na fazi okruZenje i
imaju znacajnu ulogu u modelovanju odnosa izmedu objekata sa razli¢itim stepenima
povezanosti. U teoriji fazi automata one se koriste za definisanje simulacija i bisimulacija,
proucavanje ekvivalentnosti automata i konstrukciju postupaka za redukciju broja stanja
[6,09,145,146.,147]. Posebno znacajne su fazi relacije definisane nad kompletnim reziduiranim
mreZzama, kao Sto su Godelova, Lukasiewiczeva i proizvod struktura, koje Ce biti koriS¢ene
u nastavku rada [37, 38| 41]].

U nastavku neka je struktura L = (L, V, A, ®, —, 0, 1) kompletna reziduirana mreZa i

neka je A neprazan skup.

Fazi skup na skupu A je svako preslikavanje @ : A — L. Za a € A, vrednost a(a)
predstavlja stepen pripadnosti elementa a fazi skupu @. Skup svih fazi skupova nad A

oznacava se sa LA,

Klasi¢ni skupovi mogu se posmatrati kao specijalan slucaj fazi skupova. Naime, sva-

kom podskupu B C A odgovara karakteristicna funkcija yp : A — {0, 1} definisana

1, a€B,
xg(a) =
0, a¢B.
Na taj nacin, klasi¢na pripadnost elementa skupu je poseban sluc¢aj fazi pripadnosti.
Za fazi skupove a, 8 € L4 jednakost i inkluzija defini$u se pokoordinatno:

a=8 < ala) =B(a), zasvako a € A;

a<pB & ala) <p(a), zasvakoa € A;
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Za fazi skupove a, 8 € L4 skupovne operacije se defini$u pokoordinatno, za svako a € A:

Fazi unija (a Vv p)(a) = a(a) VvV B(a);
Fazi presek (a A B)(a) = a(a) A B(a);
Fazi negacija (komplement) (ma)(a) = a(a) — 0;

Za proizvoljnu familiju fazi skupova {a@;}ic; € LA, njihova fazi unija i fazi presek

(odnosno supremum i infimum na mreZi L*) definisu se takode pokoordinatno:

(v al-) (@) = \/ ai(a), ( A\ a,-) (@) = /\ @i(a).
i€l i€l i€l i€l

Fazi relacija izmedu skupova A i B je svako preslikavanje ¢ : A X B — L, odnosno
fazi podskup skupa A X B. Vrednost ¢(a, b) predstavlja stepen u kome je element a € A

u relaciji sa elementom b € B. Skup svih fazi relacija izmedu A i B ozna¢ava se sa LA*5,

Za fazi relaciju ¢ € LA*B njen inverz je fazi relacija ¢=' € LP*, definisana sa

¢ (b,a) = p(a,b),zasvakoa € Aib € B.

Za fazi relacije ¢,y € LB jednakost i inkluzija definidu se pokoordinatno:

=y = ¢(a,b)=y(a,b) i ¢<y¢y = ¢(a,b)<y(a,b),
zasvea € Aib € B.
Neka su ¢ € LA*B iy € LBXC fazi relacije, @ € LA i B € L? fazi skupovi, a A, B i
C neprazni skupovi. Kompozicije fazi relacija ¢ oy € LA, oo € LB, pop e LA

kompozicija fazi skupova a o § € L definisu se na sledeci nacin:

(pov)(a,c)=\/ ¢la,b)@y(b,c), acA, ceC, (23)
bes

(a0 @) (b) = vAa(a) ® ¢(a,b), beB, (24)

(¢op)(a) = Mgo(a,m ®B(b), acA, (25)

@of = VAa(a) ® B(a). (26)

Ako su skupovi A, B i C konacni, tada se fazi relacije mogu predstaviti matricama sa
elementima iz L, dok se fazi skupovi mogu posmatrati kao vektori nad istom strukturom. U
tom slucaju kompozicija fazi relacija definisana izrazom (23)) odgovara mnoZenju matrica.
Analogno tome, kompozicije fazi skupa i fazi relacije (24) i fazi relacije i fazi skupa (23)
odgovaraju proizvodu vektora i matrice, odnosno matrice i vektora, dok kompozicija fazi
skupova (26) predstavlja skalarni proizvod dva vektora. Inverzna fazi relacija moze se

posmatrati kao transponovana matrica odgovarajuce fazi relacije. Sve navedene operacije
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definisane su pomocu operacija \/ i ® u posmatranoj strukturi L.
Nije tesko pokazati da za proizvoljne fazi relacije ¢ € LA%B, y € LBXC iy e LEXP,

kao i fazi skupove @ € L4, B € LB iy € LC, vaze sledeée jednakosti:
(pox)oy =¢o(xoy), (@ogp)oyxy =aoc(poy),
(pox)oy=g¢o(xoy), (@og)of=aoc(pop).
Ove jednakosti izraZavaju asocijativnost kompozicije fazi relacija i fazi skupova, te mo-
Zemo zakljuditi da se sve dobro definisane kompozicije fazi relacija 1 fazi skupova mogu

zapisivati bez upotrebe zagrada.

Fazi relacija ¢ € LA*4 naziva se:
Refleksivna ako je p(a,a) =1 zasvakoa € A;
Simetricna ako je ¢ = ol
Tranzitivna akoje po ¢ < ¢;

Fazi relacija koja je refleksivna i tranzitivna naziva se fazi kvaziuredenje (fazi preor-
der), dok se refleksivna, simetri¢na i tranzitivna fazi relacija naziva fazi ekvivalencija.

Pomocu operacije reziduacije u strukturi L mogu se definisati posebne fazi relacije
indukovane fazi skupovima. Neka su @ € LA i 8 € L?. Fazi relacija o\ € L**® naziva

se levi rezidual fazi skupa £ po fazi skupu « i definisana je sa
(a\B)(a,b) = a(a) — B(b), zasvea € A, b € B. 27)

Analogno tome, fazi relacija a/B € LA*B naziva se desni rezidual fazi skupa « po

fazi skupu £ 1 definisana je sa
(a/B)(a,b) = (b) — a(a), zasvea € A, b € B. (28)

Pored toga, definise se i fazi relacija @ | 8 € LA*B koja se naziva birezidual fazi

skupova a i B 1 data je sa
(a| B)(a,b) =ala) < B(b), zasvea € A, b € B. (29)
Lako se proverava da levi i desni rezidual zadovoljavaju sledeca svojstva adjunkcije:
aop<f — p<a\p, pofsa — p<a/p, (30)

zasvea € LA, B e LBipe LA*B,

Levi idesni rezidual predstavljaju osnovne alate za definisanje aproksimativnih odnosa
izmedu fazi skupova, dok birezidual obezbeduje prirodan nacin za simetri¢no poredenje
elemenata. U teoriji teZinskih automata rezidualne operacije koriste se za formalizaciju
simulacija i bisimulacija izmedu stanja automata, omogucavajuci kvantitativno poredenje

njihovog ponasanja. Ovi koncepti bi¢e od kljuénog znacaja u nastavku rada.
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Glava 2

Formalni jezici i tezinski automati

Teorija automata predstavlja jednu od osnovnih oblasti teorijskog racunarstva koja
proucava matematicke modele diskretnih sistema Cije se ponasanje opisuje pomocu stanja
i prelaza izmedu njih. Prve ideje o apstraktnim masinama koje obraduju ulazne simbole
kroz konacan broj stanja, poticu iz rada McCullocha i Pittsa [48], u kome je predstavljen
logicki model neuronske aktivnosti. Kleene je kasnije uveo regularne izraze i pokazao
njihovu povezanost sa kona¢nim automatima, ¢ime su postavljeni temelji teorije regularnih
jezika [49]]. Rabin i Scott su potom formalizovali koncept nedeterministickih automata i
pokazali njihovu ekvivalenciju sa deterministi¢kim automatima, Sto predstavlja jedan od

osnovnih rezultata klasi¢ne teorije automata [S0].

Da bi se formalno opisali ulazi koje automati obraduju, neophodno je najpre uvesti
pojam alfabeta i reci nad datim alfabetom. Skup svih konac¢nih re¢i nad datim alfabetom,
zajedno sa operacijom konkatenacije i praznom reci kao neutralnim elementom, formira
strukturu slobodnog monoida. Formalni jezici, definisani kao podskupovi slobodnog mo-
noida, predstavljaju matematicki okvir za opisivanje skupova reci koje odredeni automat

moze da raspozna [42} 51} 152].

U klasi¢noj teoriji automata, prelazi izmedu stanja imaju binarnu prirodu: za dati ulazni
simbol prelaz izmedu dva stanja ili postoji ili ne postoji [51,53]]. Ovakav pristup omogucio
je razvoj bogate teorije formalnih jezika, ali u mnogim primenama nije dovoljno opisati

samo postojanje prelaza, ve¢ je potrebno izraziti i dodatne kvantitativne osobine sistema.

Prirodno prosirenje klasi¢nog modela predstavljaju teZinski automati, kod kojih se
prelazima, inicijalnim i zavrSnim stanjima pridruZuju vrednosti iz izabrane algebarske
strukture. Na taj nacin moguce je modelovati razliCite karakteristike sistema, kao Sto su
cena izvrSavanja, trajanje dogadaja, verovatnoca prelaza ili stepen pripadnosti. TeZinski
automati prvi put su sistematski prouc¢avani u radovima Schiitzenbergera [1]], dok je njihova
opSta algebarska teorija razvijena u okviru teorije automata nad poluprstenima [2, 3].
Zbog toga se ponasanje tezinskog automata ne opisuje samo skupom prihvacenih reci, veé
funkcijom koja svakoj reci pridruzuje odgovarajucu vrednost iz posmatranog poluprstena.

U zavisnosti od izbora strukture nad skupom tezina dobijaju se razliCite klase teZinskih
automata. Klasi¢ni kona¢ni automati mogu se posmatrati kao specijalan slucaj teZinskih
automata nad Bulovim poluprstenom. Daljim uopStavanjem skupa vrednosti razvijeni su

fazi automati, zasnovani na teoriji fazi skupova koju je uveo Zadeh [40]], kao i druge
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klase kvantitativnih automata. Posebnu paZnju posvecujemo max-plus automatima, koji
predstavljaju jednu od najznacajnijih klasa teZinskih automata i koriste se za modelovanje
sistema u kojima se teZine interpretiraju kao vremena izvrSavanja, troSkovi ili druge
optimizacione veli¢ine [13} (14, (15} 154].

Zaproucavanje strukture i ponasanja automata koriste se razli¢iti nacini reprezentacije,
koji su medusobno ekvivalentni sa stanoviSta opisivanja njihovog ponaSanja. Grafovska
reprezentacija omogucava interpretaciju automata pomoc¢u usmerenih teZinskih grafova i
pruza prirodan opis stanja, prelaza, putanja i ciklusa. Sa druge strane, matri¢na repreze-
ntacija opisuje prelaze pomocu matrica nad odgovaraju¢im poluprstenom, $to omogucava
primenu algebarskih metoda 1 predstavlja osnovu za veliki deo teorijskih razmatranja u
nastavku rada.

U ovom poglavlju detaljnije se razmatraju svi prethodno pomenuti koncepti. Najpre
se uvode osnovni pojmovi formalnih jezika, ukljuc¢ujuéi slobodni monoid i operacije nad
jezicima. Potom se definiSu teZinski automati, njihovo ponasanje i jezici koje raspoznaju.
U nastavku se prikazuju grafovska i matricna reprezentacija tezinskih automata, dok se
zavr$ni deo poglavlja posvecuje posebnim klasama automata koje ¢e imati znacajnu ulogu

u nastavku rada: klasi¢nim kona¢nim automatima, fazi automatima i max-plus automatima.

2.1 Slobodan monoid i formalni jezici

Formalni jezici predstavljaju jedan od osnovnih pojmova teorije automata i teorije
formalnih jezika. Oni omogucavaju matematicko opisivanje skupova reci koje odredeni
sistem moZe da generiSe, prihvati ili raspozna. Za njihovo formalno definisanje najpre se
uvode pojmovi alfabeta i re¢i nad datim alfabetom. Skup svih konac¢nih reci nad alfabetom,
zajedno sa operacijom konkatenacije i praznom reci kao neutralnim elementom, obrazuje
slobodni monoid, koji predstavlja osnovnu algebarsku strukturu u teoriji formalnih jezika
(42,151, 153].

Alfabet je neprazan konacan skup X. Elementi skupa X nazivaju se simboli ili slova
alfabeta. Rec¢ nad alfabetom X je konacan niz simbola u = xyx;...x,, gde je n € Np i
x; € X zasvako i € {1,...,n}. DuZina reCi u oznacava se sa |u| = n i predstavlja broj
simbola u toj reci. Re¢ duZine nula naziva se prazna rec¢ i oznacava se sa e, pri ¢emu je
le|] = 0.

DvereCiu =x1x3...X,1v =y1y2...Yyn sujednake ako i samo ako je
n=m 1 x;=y; ,zasvakoi € {l,...,n}.

Skup svih nepraznih re¢i nad alfabetom X oznacava se sa X*, dok se skup svih reci

nad alfabetom X, ukljucujudéi praznu re¢, oznacava sa X, pri Cemu vazi X* = X* U {e}.
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Za simbol x € X koriste se oznake

X0 =e, x! =x, xF=xx. . x, paje |x*| = k.
———

k puta

Konkatenacija ili nadovezivanje reci je binarna operacija nad re¢ima definisana sa
UV = X1 ...XpV1 - Vi gdesuu =x;...X, 1 V=y1...Vn.

Konkatenacija se oznacava simbolom tacke - ili bez navodenja ikakvog simbola.

Prazna re¢ e predstavlja neutralni element za operaciju konkatenacije, odnosno za
svakou € X* vaZiu-e=e-u = u.

Primetimo da je skup X* zatvoren za operaciju konkatenacije, odnosno u - v € X* za
sve u,v € X*. Kako je operacija konkatenacije asocijativna, a prazna re¢ e predstavlja
neutralni element za ovu operaciju, struktura (X*, -, e) predstavlja slobodni monoid ili

monoid rec¢i nad alfabetom X.

Operacija konkatenacije u opsStem slucaju nije komutativna, odnosno za razlicite reci
u,v € X*vaziu-v # v - u, te slobodan monoid nije komutativan.

Struktura (X, -) naziva se slobodna polugrupa ili polugrupa reci.

Preslikavanje f : X* — S, gde je S proizvoljan neprazan skup, naziva se funkcija
reci. Ona svakoj reci nad alfabetom X pridruzuje tacno jedan element skupa S. U teoriji
tezinskih automata, skup S je naj¢esce nosilac strukture poluprstena. Tada vrednost f(u)
odreduje teZinu pridruZenu re¢i u € X*, pa se funkcija re¢i mozZe posmatrati kao formalni

opis ponasanja teZinskog automata.

Ukoliko je skup S ureden (S, <), tada se poredak moZe prirodno preneti i na funkcije
reci. Naime, za dve funkcijereci f, g: X* — SkaZemodaje f < g ako vaZi pokoordinatni

poredak f(u) < g(u), za svakureC u € X*.
Jezik nad alfabetom X je proizvoljan podskup skupa svih reci, odnosno L C X*.

Zajezike L, L, C X* definiSu se sledede operacije:

Konkatenacija jezika LiLy,=Auv |uely,ve Ly};

Unija jezika LU ={weX"|we Liiliwe Ly},
Presek jezika LNnL={weX"|weLiiwe L};
Komplement jezika L=X" \ L.

Stepeni jezika definiSu se sa
L0 = {e}, LP=L-LY n>1.
Na osnovu stepena jezika definiSu se Kleeneovi operatori zatvorenja. Operator L*
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naziva se Kleeneova zvezda, dok se operator L™ naziva pozitivno zatvorenje jezika L:
o= Jen, L= e
n>0 n>1

Neka su u 1 v reci nad alfabetom X.

Rec u je prefiks reci v ako postoji re€ w € X* takva da vazi v = u - w. Ako je pritom
w € X7, tada se u naziva pravim prefiksom reci v.

Analogno, re¢ u je sufiks reCi v ako postoji re¢ w € X* takvadaje v = w - u. Ako je
w € X7, tada se u naziva pravim sufiksom reci v.

Dalje, re€ u je infiks reci v ako postoje re¢i wy, wp € X* takve davaziv = wy - u - wo.

Ukoliko su wi, wp € X*, tada se u naziva pravim infiksom reci v.

2.2 Tezinski automati

Tezinski automati predstavljaju prirodno proSirenje klasi¢nih kona¢nih automata u ko-
jem se prelazima izmedu stanja, kao i inicijalnim i zavrSnim stanjima, pridruzuju teZine
iz odgovarajuce algebarske strukture. Za razliku od klasi¢nih automata, kod kojih je infor-
macija o prelazu binarne prirode, teZinski automati omogucéavaju modelovanje razlicitih
kvantitativnih karakteristika sistema, kao $to su verovatnode prelaza, troSkovi, trajanja
dogadaja ili stepeni pripadnosti u fazi modelima.

Tezinski automati su prvi put sistematski proucavani u radovima Schiitzenbergera [1]],
anjihova opsta algebarska teorija razvijena je u okviru teorije automata nad poluprstenima
(3 55]].

Neka je X konacan alfabet i neka je dat poluprsten S = (S, ®,®,0, 1). U kontekstu
tezinskih automata, operacija @ koristi se za agregaciju teZina razliCitih putanja, dok
operacija ® opisuje kombinovanje teZina duZ jedne putanje automata.

TeZinski automat (engl. Weighted Finite Automaton, skraceno WFA) nad poluprstenom
S i alfabetom X definise se kao ¢etvorka A4 = (n, o, {Mf}xex, TA), gde je:

neN broj stanja (dimenzija) automata;

o4 e stn inicijalni teZinski vektor,

4 e gl zavr$ni teZinski vektor,

M2 € smn matrica prelaza za svako slovo ulaznog alfabeta x € X.

Vektor o4 posmatra se kao vektor reda (matrica dimenzija 1 x n), dok se 74 posmatra
kao vektor kolone (matrica dimenzija n x 1). Matrica M2 opisuje prelaze automata koji
se realizuju pri ¢itanju simbola x, za svako x € X. Element M2 (i, j) predstavlja teZinu

prelaza iz stanja i u stanje j, prilikom ¢itanja simbola x.
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Na osnovu matrica prelaza definisanih za pojedinane simbole mogu se definisati

matrice prelaza za proizvoljne reci iz X*.
Neka je u = x1x3...x; € X* neprazna re¢ nad alfabetom X. Matrica prelaza pridru-
Zena reci u definiSe se sa
M} =M}@M,® - ®M]. €2))
Pri tome se operacija ® nad matricama izvodi kao matri¢cno mnoZenje indukovano opera-
cijama @ i ® poluprstena S.

Za praznu re¢ definiSemo

MY =1, (32)

e

gde I,, oznacava jedini¢nu matricu dimenzije n X n. Ovakva definicija odraZava Cinjenicu

da citanje prazne reci ne menja stanje automata.
Na ovaj na¢in matrica M2 objedinjuje informacije o svim putanjama automata koje
se realizuju pri Citanju reci u. Zbog asocijativnosti operacije ® definicija matrice M4 je

dobro odredena.

Za proizvoljnu re¢ u € X™* definiSemo i vektore

cl=cteM? i tA=Mer (33)

u
Posebno, za praznu rec e vazi
ol = g4 i A =14, 34
Takode, za svaku re€ u € X i svako slovo x € X vazi

oA =octeoM? i 1l =MPerl (35)

ux —

Vektor o predstavlja rezultat primene prelaza odredenih re¢ju « na inicijalni vektor,

dok vektor 7' predstavlja rezultat primene istih prelaza na zavr$ni vektor.

U slucajevima kada nema opasnosti od zabune, u oznakama za inicijalni 1 zavrSni
vektor, kao 1 za matrice prelaza, izostavljacemo A u zapisu (eksponentu).

A:_A
17,

Matrice prelaza, zajedno sa vektorima o,

p omogucavaju kompaktan zapis pona-

Sanja automata na proizvoljnim recima, Sto ¢e biti iskoriS¢eno u narednoj definiciji.
Ponasanje (engl. behavior) tezinskog automata A definiSe se kao preslikavanje
[4] : Xx* — S.

Preslikavanje [ 4] naziva se i funkcija reci automata A4 i odreduje teZinski jezik (krade

Jjezik) koji automat A4 raspoznaje.
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Za razliku od klasi¢nih automata, kod kojih jezik predstavlja podskup slobodnog

monoida X*, kod teZinskih automata svakoj reci pridruZuje se vrednost iz poluprstena S:
[Alw) = o oM} ®t" = sl @M @M.e - @ M) ® 74, (36)

zasvakou = xyxp...x; € X*, gde suxy,xz,...,x; € X.

Na osnovu definicije (33)), za svaku re¢ u € X* vazi
[A]l(w) =creMieot =ctert =0t 1. 37)

Vrednost [[ 4] («) dobija se kombinovanjem inicijalnog vektora, matrice prelaza pri-
druZene reci u 1 zavrSnog vektora pomocu operacija poluprstena S, te predstavlja teZinu
koju automat A4 pridruzuje reci u.

ZapraznureC e € X vazi
[A](e) =t oMttt =0t @14 (38)

Ako za svakured u € X* vazi [ 4] (u) = 0, kaZzemo da automat 4 ima nulto ponasanje
(engl. zero behaviour). Ovde 0 oznaCava nulti element poluprstena S.
Formula (36) moZe se interpretirati i preko svih putanja automata koje odgovaraju

zadatoj ulaznoj reci. ZareC u = x1x3 ...xx € X* vazi:

[A] () = @ o (i) ® M (i1,i2) ® - -+ ® M (i ixs1) ® T4 (ik41)-

i],iz,...,ik+1€{l,...,n}

Drugim re¢ima, za svaku putanju oznacenu re¢ju u = XX . .. X vrednost
Ay Ase . A/ . A/
o (i1) ® My (i1,12) ® -+ ® My, (i, ik+1) ® T (i+1)

predstavlja teZinu te putanje.

Operacija ® odreduje nac¢in kombinovanja teZina duz jedne putanje, dok operacija @
agregira teZine svih mogudih putanja oznacenih istom re¢ju. Na taj nacin razliciti izbori
poluprstena dovode do razliCitih interpretacija ponasanja automata.

Prema tome, ponaSanje tezinskog automata moze se posmatrati kao tezinski jezik koji
automat raspoznaje, pri Cemu vrednost [ 4] (u) predstavlja teZinu pridruZenu re&i u.

Uvedeni pojmovi 1 oznake predstavljaju osnovu za formalno opisivanje i analizu te-
Zinskih automata. Iako se ovi automati mogu predstaviti na razli¢ite nacine, u nastavku
razmatramo njihove grafovske i matri¢ne reprezentacije, koje omogucavaju pregledniji

prikaz njihove strukture i efikasniji zapis ponaSanja.
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2.3 Reprezentacija tezinskih automata

TeZinski automati mogu se predstaviti na viSe medusobno ekvivalentnih nacina. Naj-
ceSc¢e koriS¢ene reprezentacije su matri¢na 1 grafovska reprezentacija. Matri¢na repreze-
ntacija omogucava kompaktan algebarski zapis automata i pogodna je za teorijsku analizu,
dokazivanje osobina i razvoj algoritama. Sa druge strane, grafovska reprezentacija pruza
intuitivnu vizuelnu interpretaciju stanja, prelaza, putanja i ciklusa u automatu.

Obe reprezentacije opisuju istu strukturu automata i nose istu informaciju, ali na-
glaSavaju razliite aspekte njegovog ponasanja. Matricni pristup posebno je pogodan za
algebarsku analizu teZinskih automata, dok grafovski pristup omogucéava lakSe razumeva-
nje njihove strukture i interpretaciju izvrSavanja automata na ulaznim recima [2, 3, 42].

U nastavku ¢e najpre biti predstavljena grafovska reprezentacija teZinskih automata, a

zatim 1 odgovarajuca matricna reprezentacija, uz objasnjenje veze izmedu ova dva pristupa.

2.3.1 Grafovska reprezentacija tezinskih automata

Tezinski automati mogu se predstaviti graficki pomoc¢u usmerenog teZinskog grafa.
U ovoj reprezentaciji ¢vorovi grafa odgovaraju stanjima automata, dok usmerene grane
predstavljaju prelaze izmedu stanja. Svaka grana oznacena je simbolom iz ulaznog alfabeta
1 odgovaraju¢om teZinom prelaza.

Posmatrajmo teZinski automat 4 = (n, 04, {M2},cx, 7*) definisan nad poluprstenom
S=(5,6,8,0,1).

Graf automata moZe se posmatrati kao usmereni oznaceni tezinski graf G = (V, E),

gdeje V ={1,2,...,n} skup ¢vorova, dok je E skup usmerenih grana definisan sa
E={(i,x,j) € VXXXV |M}i,j) #0},

gde 0 oznacava nulu posmatranog poluprstena S.
Svaka grana (i, x, j) € E nosi oznaku ulaznog simbola x i teZinu M2 (i, j). Graficki se
takav prelaz predstavlja usmerenom granom od ¢vora i ka ¢voru j ozna¢enom simbolom

x i odgovarajuom tezinom (videti Sliku 7).

@ x| MG, J) @

Slika 7: Usmerena grana u teZinskom automatu

U klasi¢nim krisp automatima teZine se ne navode na granama, ve¢ grana jednostavno
postoji ili ne postoji.
Stanje i € V je inicijalno ukoliko je o (i) # 0. Graficki se oznacava strelicom koja

ulazi u odgovarajuéi ¢vor, pri ¢emu se po potrebi navodi i inicijalna teZina o4 ().
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Analogno, stanje J je finalno ukoliko je 74(j) # 0. U grafi¢koj reprezentaciji finalna

stanja se naj¢eS¢e oznaCavaju dvostrukim krugom ili navodenjem odgovarajuce zavrSne

teZine.
Putanja u grafu automata je niz ¢vorova p = (iy,iz,...,Iix+1), takav da za svako
r € {1,...,k} postoji grana (i,,x,,i,+1) € E. U tom slucaju kazemo da je putanja p

oznaenarejuu = xjx...x; € X

TeZina putanje p definiSe se kao
w(p) = (i) ® M (i1,i2) ® M2 (i2,i3) ® -+ ® M (iksix+1) ® T4 (ik41).

Drugim re¢ima, teZina putanje dobija se kombinovanjem inicijalne teZine pocetnog
stanja, tezina svih prelaza na putanji i zavrSne teZine finalnog stanja.

DuZina putanje odgovara duZini reci u (videti sliku [g).

@ X1 @ X2 @ @ Xn @

Slika 8: Putanja u teZinskom automatu

U grafu automata moZe postojati viSe razliitih putanja koje realizuju istu re¢ u.

Vrednost koju automat pridruzuje reci u dobija se agregacijom teZina svih takvih putanja,

odnosno
[Alw) = P wip) =
PpEP(u)
= @ o (i) @ M{\ (i1, i2) ® -+ ® M, (ik,iks1) ® T (ig+1),
i1, ik+1€[1..1]

pri ¢emu P(u) oznacava skup svih putanja u grafu automata oznacéenih recju u.

Za praznu re€ e posmatraju se putanje duzine nula, pa vazi
n
[4](e) = P (i) @ T4 ().
i=1

Neka su p, = (i1,i2,...,0k+1) 1 pyv = (J1,J2,--.»Jm+1) putanje oznacene recima
u,v € X*. Konkatenacija putanja p, i p, definisana je pod uslovom da je zavr$no stanje
prve putanje jednako pocetnom stanju druge, odnosno ix+; = ji. Tada je konkatenisana

putanja data sa p,, = (i1,2,...,ik+1>J2> - -» Jm+1), Pri cemu njena teZina zadovoljava

Ww(puw) = w(pu) @ w(py).

Ciklus u grafu je putanja p = (iy,12,...,ix+1) za koju vaZi i; = ix4+;. DuZina ciklusa
definiSe se kao broj prelaza u ciklusu.
Specijalan slucaj ciklusa predstavlja petlja, koja nastaje kada grana pocinje i zavrSava

se u istom &voru (videti sliku [9).
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Slika 9: Primer ciklusa (levo) i petlje (desno)

Grafovska reprezentacija pruZa intuitivan uvid u strukturu automata, putanje i cikluse
koji odreduju njegovo ponasanje. Sa druge strane, matri¢na reprezentacija omogucava
kompaktan algebarski zapis i pogodna je za formalnu analizu i algoritamsku obradu. U

narednoj podsekciji bi¢e predstavljena matri¢na reprezentacija teZinskih automata.

2.3.2 Matricna reprezentacija tezZinskih automata

Matri¢na reprezentacija omogucava kompaktan algebarski zapis teZinskih automata i
predstavlja osnovu za primenu algebarskih metoda u njihovoj analizi. U ovom pristupu
prelazi automata predstavljaju se matricama nad odgovaraju¢im poluprstenom, dok se
inicijalna 1 zavrSna stanja opisuju odgovaraju¢im vektorima. Ovakav zapis je posebno
pogodan za formalno proucavanje ponaSanja automata, kao i za definisanje razliitih
odnosa izmedu automata, ukljucujuci simulacije i bisimulacije koje predstavljaju jednu od
centralnih tema ovog rada.

Nekaje S = (S, ®, ®,0, 1) poluprsten i neka su m,n € N.

Matrica dimenzije m xXn nad poluprstenom S je preslikavanje M : [1..m]x[1..n] — S.
Skup svih matrica dimenzije m X n nad poluprstenom S oznacava se sa S”". Vrednost
M (i, j) naziva se element matrice M na poziciji (i, j).

Matrica ¢iji su svi elementi jednaki nuli poluprstena naziva se nula matrica 1 oznaCava
se Ouxn.

Sli¢no, vektor duzine n nad poluprstenom S je preslikavanje v : [1..n] — S. Vrednost
v(i) je element vektora v na poziciji i. Skup svih vektora duzine n oznacava se sa S”.

Vektor vrste moZe se posmatrati kao matrica dimenzije 1 X n, dok se vektor kolone
moze posmatrati kao matrica dimenzije n X 1.

Jedinicna matrica reda n je matrica I,, € ™" definisana sa

gy ={" "7
0, i#],
gde su 01 1 redom nula i jedinica posmatranog poluprstena S.

Transponovana matrica matrice M € S™" je matrica M7 € S™™ definisana sa

MT(j,i) = M(i, )).
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Za matrice M, N € $"™*" sabiranje matrica definiSe se koordinatno:
(MeN)(i,j)=M(3>j) &N, j).

Za matrice M € §"™" i N € §"*P proizvod matrica definise se sa

(M®N)(i.k) = (M. j)) ® N(j.k)), zasveie[l.m]ike[l.p].
j=1

Proizvod matrica je asocijativan, odnosno
MRN)®P=MQ®(N®P), zasveM e S™" NeS” i PeSP*,

Za razliku od sabiranja, proizvod matrica u opStem slucaju nije komutativan, $to se

direktno moZe zakljuciti iz definicije sabiranja i proizvoda matrica.

Za vektor vrste @ € S i matricu M € S"™*" definise se vektorsko-matri¢ni proizvod
a®M e S sa

m

(@ ® M)(j) = @(a(k) ® M(k,j)), zasvej e [l.n].
k=1

Analogno, za matricu M € S™" i vektor kolonu 8 € $™! definiSe se matri¢no-
vektorski proizvod M ® 8 € ™! sa

n

(M & B)(i) = P (M(i.k)® B(K)), zasveie [L.m].

k=1
Poseban slu¢aj matricnog proizvoda predstavlja skalarni proizvod. To je proizvod
vektora vrste i vektora kolone, & € S™" i 8 € §™*!, gde je njihov proizvod element skupa

S 1 definiSe se sa
n
a®p =P (a@) e p)).
i=1
Za skalar s € S i matricu M € §™*" definiSe se skalarno mnoZenje matrice skalarom
s kao matrica s ® M € S™*" ¢iji su elementi dati sa
(s®@M)(i,j)=s®M(i,j), zasveie [l.m]ije[l.n].
Za skalare s,t € S 1 matrice odgovarajuc¢ih dimenzija vazi
sQ(tOM)=(s®t) @M, S@(MN)=(s®M)®N.

Ukoliko je mnoZenje u poluprstenu S komutativno, tada za sve s,t € S, M € S™*",

N € S™P a € S i B e §71 vaze sledeée relacije:
J

(sOAM)R(tAON)=(s®1))@(M®N), (s®a)@(t®B)=(s01)Q ().
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U prethodnim definicijama isti simbol ® koristi se za mnoZenje u poluprstenu, skalarno
mnoZenje matrica, matri¢ni proizvod i proizvode vektora i matrica. Konkretna interpre-
tacija operacije odredena je dimenzijama njenih Cinilaca. Vektorsko-matri¢ni, matri¢no-
vektorski i skalarni proizvod predstavljaju posebne slu¢ajeve matri¢nog proizvoda, dok se

skalarno mnoZenje matrice definiSe koordinatno pomo¢u mnoZenja u poluprstenu.

Ukoliko je na poluprstenu S definisano uredenje <, tada se na skupu matrica §"*"

definiSe koordinatno uredenje:
M<N < M(i,j)<N(i,j), zasveie[l.m]ije][l.n].
Analogno, za vektore iste duZine definiSe se koordinatno uredenje:
a<pB < a(i) <B(i), zasveiec [l..n].

Ako je S kompletan dioid, tada je i skup matrica $"*" kompletna mreZa u odnosu na
koordinatno uredenje.

Za proizvoljnu familiju matrica { My }rex € S™" vazi

P mi| G ) = P miti. (A Mk) (i) = /\ MeGi, ),

keK keK keK keK
odnosno supremum i infimum proizvoljne familije matrica odreduju se koordinatno.

Matri¢ne operacije uvedene iznad omogucavaju kompaktan algebarski zapis tezinskih
automata i njihovog ponasanja.

Posmatrajmo teZinski automat 4 = (n, 0, {M}cx, ") nad poluprstenom S. Sva-
kom ulaznom simbolu x € X pridruZuje se matrica prelaza M2 € S™", &iji element
MA(i, j) predstavlja teZinu prelaza iz stanja i u stanje j pri Citanju simbola x. Pored
matrica prelaza, automat je odreden i inicijalnim i zavrSnim teZinskim vektorom.

Vektori inicijalnih i zavrSnih stanja definiSu se redom
ot = (c2(1),c4Q2),....,c%n) € P, 4 = (4,72 Q),..., )T € s™.

Za nepraznu re¢ u = x1x2...x; € X' odgovarajuéa matrica prelaza definise se

proizvodom

M} =M} @M. ® - ®M]

XK

(39)
Za praznu reC e vazi
M2 =1,.

e

Na osnovu prethodno uvedenih pojmova, ponasanje tezinskog automata moZze se izra-

ziti u matri¢nom obliku:
[A](u) = o © M2 ® 4.
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Ako je poluprsten S kompletan dioid, tada se na matricama nad S mogu definisati i

operacije reziduacije.

Reziduali se prirodno javljaju kao najveca reSenja odgovarajuc¢ih matri¢nih nejednaci-
na. Za matrice M € §"" i N € §"*P posmatrajmo matri¢nu nejednacinu M U < N, gde
je U nepoznata matrica iz S"*P. Najvece reSenje ove nejednacine naziva se levi rezidual

matrice N po matrici M i oznacava se sa M \N. Elementi matrice M\N odredeni su sa:
m
(M\N)(i,j) = /\M(k,i)\N(k,j), zasvei € [l.n]ij € [l..p].
k=1

Analogno, za matrice M € §"™7 i N € §™*P posmatrajmo nejednacinu V® M < N,
gde je V nepoznata matrica iz S">". Najvece reSenje ove nejednacine naziva se desni
rezidual matrice N po matrici M i oznacava se sa N/ M. Elementi matrice N/M odredeni

Su sa

p
(N/M)(i.j) = \ NG.K)/M(j. k), zasveie[l.m]ije[l.n].
k=1

Osnovnu veza izmedu matri¢nog mnoZenja i reziduacije daje zakonom adjunkcije:
M®N<P & N<M\P < M<P/N

za sve matrice M € S™" N € §S™P 1 P € §"XP,

Posto se vektori mogu posmatrati kao specijalan slu¢aj matrica, operacije reziduacije

definiSu se analogno i za vektore nad kompletnim dioidom.

Za vektore vrste € S i 8 € S, levi rezidual o\ predstavlja najvece resenje
nejednacine @ ® U < S, dok za vektore kolone o € S™*! i g € §"¥! desni rezidual 8/«

predstavlja najvece reSenje nejednacine V ® @ < (5. Elementi ovih reziduala odredeni su
(@\B) (. j) =aD\B() i (B/a)(j.) =p(j)/ali), zasveie[l.m]ije[l.n].
Zbog komutativnosti operacije ® vaZzi
Bla = (a\p)".
Takode, vaZe osobine reziduacije:

a®@U<B — U<a\B i V®a<p < V <pB/a. (40)

Pored levog i desnog reziduala, €esto se koristi i birezidual, koji omogucava simetri¢no
poredenje vektora @ € ™" i B € 1", a oznaCava sa «|B i predstavlja matricu iz §"™"

definisanu kao infimum levog i desnog reziduala:
alp = (a\B) A (B/a)".
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Posto se infimum matrica definiSe koordinatno, zai € [1..m] i j € [1..n] vazi

(@|B) (i, )) = (@\B) (i, j) A (Bl)T (i, J),

gde A na desnoj strani oznacava infimum u kompletnom dioidu S.
Operacije nad matricama i1 vektorima, zajedno sa odgovarajué¢im rezidualima, predsta-
vljaju vaZan alat za reSavanje nejednacina koje se pojavljuju pri definisanju i izraCunavanju

simulacija (inkluzije) i bisimulacija (ekvivalencije) teZinskih automata 31, 2]].

2.4 Specificne klase tezinskih automata

Kao $to je prethodno prikazano, tezinski automati predstavljaju opsti algebarski mo-
del u kome se tezine prelaza, inicijalnih i zavrS$nih stanja uzimaju iz unapred zadatog
poluprstena. Izbor algebarske strukture nad skupom teZina odreduje nacin kombinovanja
prelaza, interpretaciju vrednosti koje automat pridruZuje re¢ima, kao i oblast primene
odgovarajuceg modela.

Klasi¢ni kona¢ni automati, kod kojih prelazi imaju binarnu prirodu, mogu se posma-
trati kao specijalan slucaj tezinskih automata nad Bulovim poluprstenom. Njihova teorija
predstavlja osnovu formalnih jezika i automata, razvijenu kroz radove ¢iji su autori Kleene,
Rabin i Scott [49, 50].

Daljim uopStavanjem binarnih vrednosti prelaza razvijeni su modeli koji omogucavaju
opisivanje sistema sa neodredenoS¢u i kvantitativnim informacijama. Nakon uvodenja
teorije fazi skupova od strane Zadeh-a [40], razvijeni su fazi automati, kod kojih vrednosti
prelaza predstavljaju stepene pripadnosti ili stepene mogucénosti prelaza, a najceSce se
posmatraju nad strukturama indukovanim kompletnim reziduiranim mreZama [56].

Sa druge strane, izborom drugih poluprstena dobijaju se razli¢iti kvantitativni mo-
deli automata. Za nas posebno znacajnu klasu predstavljaju max-plus automati, odnosno
tezinski automati definisani nad max-plus poluprstenom. Oni se koriste za modelovanje
vremenski diskretnih sistema dogadaja u kojima se javljaju sinhronizacija procesa, delje-
nje resursa i vremenska zavisnost aktivnosti. Max-plus automati imaju znac¢ajnu primenu
u proizvodnim i transportnim sistemima, racunarskim mreZama i drugim modelima kod
kojih je potrebno analizirati vremenska ograni¢enja i optimizovati izvr§avanje procesa.
Njihov znacaj proizilazi iz Cinjenice da se odredeni nelinearni fenomeni mogu opisati
linearnim modelima u okviru max-plus algebre [[13} 15,157,158, 59].

U nastavku Ce biti predstavljene ove tri klase automata kao specijalni slucajevi teZinskih
automata. Posebna paznja bice posvecena fazi automatima nad proizvod strukturom i max-
plus automatima, budu¢i da ¢e oni predstavljati osnovne modele za proucavanje simulacija
1 bisimulacija u narednim glavama rada. Odnos izmedu klasi¢nih konac¢nih, fazi i teZinskih

automata prikazan je na slici
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Klasi¢ni konacéni

) Fazi automati Tezinski automati
automati

Slika 10: Hijerarhijski odnos klasi¢nih kona¢nih, fazi i teZinskih automata

2.4.1 Klasi¢ni konac¢ni automati

Klasi¢ni kona¢ni automati predstavljaju osnovni model teorije automata kod kojih je
ponasanje sistema opisano kona¢nim skupom stanja i prelazima izmedu njih. Za razli-
ku od opstih tezinskih automata, kod kojih prelazi mogu imati proizvoljne vrednosti iz
odgovarajuceg poluprstena, kod klasi¢nih automata prelazi imaju binarnu prirodu: prelaz
izmedu dva stanja ili postoji ili ne postoji.

Klasi¢ni kona¢ni automati mogu se posmatrati kao specijalan slucaj tezinskih automata
nad Bulovim poluprstenom B = ({0, 1}, v, A, 0, 1). U ovoj strukturi element 1 oznacava
postojanje prelaza, dok element 0 oznacava njegovo odsustvo. Pri prirodnom uredenju
skupa {0, 1} element O predstavlja najmanji, a element 1 najvedi element. Operacija
V odgovara logickoj disjunkciji, dok operacija A odgovara logickoj konjunkciji. Bulov
poluprsten zasniva se na Bulovoj mreZi, koja je razmatrana u Primeru[I.5]

Neka je dat automat 4 = (n, 0, {M},ex, v*) nad Bulovim poluprstenom:
otefo, 1}, theqo, 1}, M2 € {0, 1},

Element matrice prelaza M2 (i, j) jednak je 1 ako postoji prelaz iz stanja i u stanje j
oznacen simbolom x, dok vrednost 0 oznacava da takav prelaz ne postoji.

Operacije Bulovog poluprstena odreduju nacin racunanja jezika raspoznatog automa-
tom. Operacija A koristi se za proveru postojanja kompletne putanje ozna¢ene odredenom
recju, dok operacija Vv agregira sve moguce putanje koje odgovaraju istoj reci.

Na taj na¢in ponaSanje automata [ 4] : X* — {0, 1} za svaku re¢ u € X* odreduje da
li je ona prihvacena ili nije. Ako je [ 4] («) = 1, tada automat prihvata re¢ u, dok vrednost
[A]](u) = 0 znaci da rec nije prihvaéena.

Skup svih reci koje automat A4 prihvata predstavlja jezik automata i definisan je sa
[Al = L(A) = {u e X" | [A] (w) = 1}.

Na ovaj nacin klasi¢ni kona¢ni automati predstavljaju osnovni binarni slu¢aj teZinskih
automata. U nastavku e biti razmotrene 1 druge znacajne klase teZinskih automata, medu

kojima posebno mesto zauzimaju fazi automati i max-plus automati.
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2.4.2 Fazi automati

Fazi automati predstavljaju posebnu klasu tezZinskih automata kod kojih teZine pre-
laza, kao i teZine inicijalnih i zavrS$nih stanja, uzimaju vrednosti iz skupa L kompletne
reziduirane mreze.

Neka je data kompletna reziduirana mreza (L, V, A, ®,—,0, 1). Kako (L, V,®,0, 1)
predstavlja komutativan poluprsten, fazi automat se moze posmatrati kao tezinski automat
4 = (n,04, {M2?}cx, ™) na poluprstenu L. Elementi poCetnog i zavr$nog vektora
predstavljaju stepene pripadnosti odgovaraju¢im fazi skupovima inicijalnih i zavrS$nih
stanja, dok elementi matrica prelaza odreduju stepene moguénosti prelaza izmedu stanja
automata.

Vektor o4 naziva se fazi skup inicijalnih stanja, dok se vektor T4 naziva fazi skup
zavr$nih stanja automata. Familija matrica prelaza {M2},cx odreduje fazi tranzicionu

Junkciju definisanu sa:
MY AXXXA—L, MA(a,x,b) = Mf(a,b), zasvea,be Aix e X.

Drugim re¢ima, vrednost M2 (i, j), odnosno M (i, x, j), odreduje stepen moguénosti
prelaza iz stanja i u stanje j prilikom ¢itanja simbola x.

Na taj naCin matrice prelaza mogu se posmatrati kao fazi relacije na skupu stanja
automata. Zbog toga se operacije nad fazi relacijama uvedene u prethodnoj glavi prirodno
primenjuju pri racunanju jezika raspoznatog fazi automatom.

U standardnoj terminologiji fazi automata uobicajeno je da se automat zapisuje u obliku
A= (A X, 04,64 1), gde su o i1 fazi skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja, 54 fazi
tranziciona funkcija, a X ulazni alfabet. Medutim, radi uskladenosti sa terminologijom
koja je razvijena u radovima koji ulaze u sastav ove doktorske disertacije, koristi¢emo
zapis 4 = (n, 04, {M3}cx, T4).

Za svaku re¢ u € X* matrica M2 predstavlja fazi relaciju na skupu stanja automata.
Pri tome za praznu re¢ vazi M2 = I, dok se za re€ u = x1x, - - - x4 relacija M7' dobija

kompozicijom fazi relacija

A _ A A A
M, —Mxloszo"'oM

Xk?
gde je kompozicija definisana operacijama kompletne reziduirane mreZe.
PonasSanje fazi automata, odnosno fazi jezik koji automat raspoznaje, predstavlja spe-
cijalizaciju ponasanja teZinskog automata nad poluprstenom (L, V, ®, 0, 1) i definisano je

preslikavanjem
[4] : X* — L.

Za svaku re¢ u € X* vrednost [ 4] () daje stepen u kome automat 4 raspoznaje re¢ u.
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Posebno znacajnu klasu fazi automata ¢ine automati definisani nad Goguenovom,
odnosno proizvodnom strukturom. Ova klasa fazi automata bice koriS¢ena u poslednjoj
glavi disertacije, prilikom prouc¢avanja aproksimativnih simulacija 1 bisimulacija izmedu
fazi automata.

Proizvod struktura definisana je na intervalu [0, 1], gde su operacije supremuma i

infimuma date sa
x Vy =max{x, y}, x Ay = min{x, y}. (41)

Operacija mnoZenja definisana je standardnim proizvodom, dok je njoj odgovarajuca

operacija reziduacije definisana na sledeci nacin:

x <Yy,

1,
X®y=x-Yy, X —>y= y (42)
x

, X > .

Na ovaj nacin dobija se kompletna reziduirana mreza ([0, 1], V, A, ®, —, 0, 1). Fazi au-
tomati definisani nad ovom strukturom predstavljaju teZinske automate nad poluprstenom
([0,1],V,®,0, 1), pri cemu se kombinovanje teZina vr$i pomocu standardnog proizvoda,
a agregacija pomoc¢u maksimuma.

U narednom primeru prikazan je nacin izraCunavanja stepena raspoznavanja reci nad

Goguenovom (proizvod) strukturom.

Primer 2.1 Neka je dat fazi automat A = (n, 04, {M2}cx, ) nad Goguenovom (pro-
izvod) strukturom. Neka je ulazni alfabet X = {x,y} i neka automat ima n = 3 stanja.

Inicijalni vektor, zavrsni vektor i matrice prelaza dati su sa:

0 0 07 0 0 0 05
ot =[1 06 0], =|os|, Mi=lo 0 09, Mi=|0 0 o0
0.5 0 0 0 06 0 0

Slika 11: Grafovska reprezentacija automata iz primera
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Stepen raspoznavanja prazne reci e racuna se koriséenjem formule[38) gde se matricno

mnoZenje izvodi pomocu operacija V i @ iz Goguenove proizvod strukture:

0
[A](e) =t or? = [1 0.6 o] ® 0.8 = max{l-0, 0.6-0.8, 0-0.5} =0.48
0.5

Stepen raspoznavanja svake neprezne reci u automatom A, racunacemo koriséenjem '

007 0] [o
[A](x) = o ® MA @ 74 = [1 0.6 o]® 0 0 09|®]|08|=0.56
0o 0 o |05

Po istom principu mogu se izracunati stepeni raspoznavanja proizvoljnih reci iz skupa X*,

pri cemu se kompozicija prelaza odreduje operacijama Goguenove proizvod strukture.

2.4.3 Max-plus automati

Max-plus automati predstavljaju posebnu klasu tezinskih automata kod kojih su teZine
prelaza, inicijalnih i zavr$nih stanja elementi max-plus poluprstena. Ovi automati imaju
znacajnu primenu u modelovanju diskretnih sistema dogadaja sa vremenom, optimizaci-
onih problema 1 drugih sistema kod kojih teZine predstavljaju trajanje, cenu ili koli¢inu
resursa potrebnih za izvrSavanje odredenih dogadaja.

Pre definisanja max-plus automata uvodimo osnovne max-plus strukture koje ée se
koristiti za dodeljivanje teZina stanjima i prelazima automata.

U nastavku, R oznacava skup realnih brojeva, dok se proSireni skupovi realnih brojeva

definiSu sa
Rmax =R U {—00}, Rew =R U {—OO, +Oo},

gde su —oo i1 +00 simboli koji ne pripadaju skupu R 1 predstavljaju negativnu, odnosno

pozitivnu beskonacnost. Takode, koristi¢emo skupove
R ={a€eR|a<0}, R*=P={a€eR|0<a},

pri ¢emu < oznacava uobicajeno linearno uredenje realnih brojeva, a < njegovo strogo
uredenje. Istim simbolom < oznacavademo i proSirenje ovog uredenja na skup R, pri

c¢emu je —oo najmanyji, a +oo najveci element.

Max-plus poluprsten oznacava se sa Rpax = (Rpax, ®, ®, —00,0), pri ¢emu su za
proizvoljne a, b € R« operacije definisane sa
) a+b, abeR,
a®b=max{a,b} 1 a®b=

-0, a=-00ilib=-c0.
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Element —oco predstavlja nulu poluprstena, dok je realni broj 0 jedini¢ni element za
operaciju ®. Operacija & odgovara supremumu u odnosu na uobi¢ajeno uredenje realnih
brojeva proSireno tako da je —oco najmanji element na skupu Rpax.

Operacija ® se moZe predstaviti i sledecom Caylel-evom tablicom:

® beR | —

aeR | a+b | —x

—00 —00 —Q0

Max-plus poluprsten Rp,ax je komutativan aditivno-idempotentan poluprsten (komu-
tativan dioid). Takode, on je pozitivan poluprsten, jer je —co < a za svako a € Rpux.
Dodatno, svaki neprazan podskup skupa Ry, ima infimum, a svaki kona¢an podskup ima
supremum. Medutim, ova struktura nema najveci element i nije kompletna u smislu po-
stojanja proizvoljnih supremuma, pa nije kompletna mreza. Zbog toga se uvodi proSirena

struktura dodavanjem elementa +oco.

Kompletan max-plus poluprsten oznacCava se sa Ry, = (Reo, ®,®, —00,0), gde je
Re = R U {—00, +00}. Pri tome je max-plus poluprsten Ry,x podpoluprsten kompletnog
max-plus poluprstena R.,. Uobi¢ajeno uredenje realnih brojeva proSiruje se na skup Ry

tako da vaZi —co < g < 400, za svako a € R.

Operacija sabiranja @ i mnoZenja ® na skupu R, definisane su na sledeci nacin:
a+b, a,beR,
a®b=max{a,b} 1 a®b={-c0, a=-c0ilib=—0o,

+00, inace.

Element —co predstavlja nulu poluprstena, dok je realan broj 0 jedini¢ni element za

operaciju Q.

Kako svaki podskup skupa R, ima supremum, u odnosu na uvedeno uredenje, struktura
Reo = (Reo, ®, ®, —0, 0) predstavlja kompletan komutativan dioid (kompletan aditivno-
idempotentan poluprsten engl. unital quantales). Idempotentnost operacije sabiranja @&

neposredno sledi iz jednakosti a ® a = max{a, a} = a, za svako a € R,.

Kako je R, kompletan dioid, na njemu je definisana operacija reziduacije. Zbog
komutativnosti operacije ®, levi i desni rezidual se poklapaju, pa je dovoljno posmatrati
jednu rezidualnu operaciju. U skladu sa opStom definicijom reziduacije u kompletnim

dioidima, reziduum a\b predstavlja najvece resenje nejednacine a ® x < b.
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U kompletnoj max-plus strukturi vazi:
b—a, a,beR,
a\b =1{+c0, a=-00ilib = +oo,
—00, inace.

Operacije mnoZenja ® i reziduacije \, na R, poluprstenu, mogu se prikazati i pre-

dstojecim Cayley-evim tablicama:

® beR | —c0 | +0 \ beR | —c0 | +00
aceR|a+b | —c0| 400 aceR | b—-—a | —oo| +0
—00 —00 —00 | —00 —00 +00 +00 | +00

Operacija reziduacije povezana je sa operacijom mnoZenja zakonom adjunkcije:
a®b<c & b<a\c, zasvea,b,c€Ru.

Na taj nacin kompletna max-plus struktura predstavlja reziduiranu strukturu, §to omo-
gucava reSavanje odgovarajucih nejednacina i definisanje rezidualnih relacija. Ove osobine
imaju klju¢nu ulogu u narednim poglavljima prilikom proucavanja simulacija i bisimula-
cija max-plus automata.

Pored max-plus poluprstena i kompletnog max-plus poluprstena, u nastavku rada
koristice se i odgovarajuéi dioidi. Zbog toga je u Tabeli 3| dat objedinjeni pregled osnovnih
max-plus struktura koje ¢e se pojavljivati u ovoj disertaciji.

Primetimo da su skupovi Py« 1 Pe podskupovi skupa Ro,, odnosno da je kompletan
max-plus poluprsten R, najopstija struktura koja obuhvata i max-plus dioid i kompletan
max-plus dioid. Kod svih struktura iz Tabele [3] operacija sabiranja definisana je na isti
naéin, a ® b = max(a, b), dok se operacije mnoZenja i reziduacije razlikuju, odnosno
zavise od posmatrane strukture. Operacija reziduacije definisana je samo na kompletnom
max-plus poluprstenu i kompletnom max-plus dioidu.

Skupovi Ze, = Z U {—00, 400} 1 Zpyax = Z U {—00} predstavljaju podskupove skupa
R koji su zatvoreni u odnosu na operacije @ 1 ®, pri ¢emu je Z, zatvoren i u odnosu na
beskonacne sume i operaciju reziduacije.

Sa operacijama nasledenim iz strukture R, koje se oznaCavaju istim simbolima kao
odgovarajuce operacije na Ry, struktura Ze, = (Zoo, ®, ®, —00, 0) predstavlja komutativan
kompletan aditivno-idempotentan poluprsten, koji se naziva kompletan max-plus polu-
prsten celih brojeva. Sa druge strane, struktura Zp,x = (Zmax, ®, ®, —00, 0) predstavlja

aditivno-idempotentan poluprsten, Koji se naziva max-plus poluprsten celih brojeva.
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Tabela 3: Pregled osnovnih max-plus struktura i operacija

Max-plus struktura a®b a\b

Poluprsten a+b, a,beR, . .

Rinax = R U {—oc0} o, 4= —coilib = —co nije definisana

Dioid a+b, a,beRt, . .

Py = R* U {—oco} o, e —coilib = —oo nije definisana
a+b, a,beR, b—a, a,bekR,

g:‘ggﬁn{li‘fipiie}n !0, a=-coilib=—co| 4400, a=-ocoilib=+oo,
+o00,  inade —oo,  inace

o a+b, a,beRt, b-—a, a,beR* b>a,

Kompletan dioid . .

P, = R* U {00, +00} —00, a=-001ilib = —c0,| §+00, a=-o00ili b = +o0,
+00, inace —00, inace

Neka je dat tezinski automat 4 = (n, oh, {M;C“ }rex, T4) nad kompletnim max-plus

poluprstenom. Tada je n broj stanja automata i vazi
ot e R A eRrmd MA e R

Vrednost M2 (i, j) predstavlja teZinu prelaza iz stanja i u stanje j pri Citanju slova x, dok
o4 (i) i 74 (i) predstavljaju inicijalnu, odnosno zavr$nu teZinu stanja i.

U literaturi koja se bavi max-plus automatima i njihovom primenom u modelovanju
vremenskih diskretnih sistema dogadaja, teZine se Cesto interpretiraju kao vremenske

A naziva se vektor inicijalnih kasnjenja (engl.

vrednosti. U tom slucaju inicijalni vektor o
initial delay vector), zavr$ni vektor T4 naziva se vektor zavrsnih kasnjenja (engl. final
delay vector), dok se matrice prelaza M2, x € X, nazivaju matrice vremena prelaza (engl.
transition time matrices). Elementi alfabeta X tada se interpretiraju kao dogadaji (engl.
events).

PonaSanje max-plus automata definisano je kao preslikavanje [ 4] : X* — R, pri
¢emu za svaku re¢ u € X* vazi [ 4] (u) = o4 ® M2 ® 74 (Videtii.

Drugim re¢ima, ponaSanje max-plus automata predstavlja funkciju reci definisanu na
slobodnom monoidu X* sa vrednostima u skupu R,. U teoriji max-plus automata ovakve
funkcije reci sa vrednostima u Ry,,x poznate su i pod engleskim nazivom daters, buduci da
njihove vrednosti predstavljaju vremena izvrSavanja odgovarajuéih dogadaja. Konkretno,
za datu sekvencu dogadaja u € X, vrednost [ 4] («) moZe se interpretirati kao trenutak
u kome je sekvenca dogadaja u sigurno zavrSena, dok vrednost [ 4] (1) = +oo oznadava
da ta sekvenca dogadaja nikada nece biti zavrSena.

Ako za svaku re¢ u € X* vazi [ A](u) = —o0, odnosno ako je ponasanje automata

jednako nultoj funkciji, kaZemo da automat 4 ima nulto ponasanje. U suprotnom, automat
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ima nenulto ponasanje.
Za dati max-plus automat A = (n, 04, {M2},cx, ") definiSe se njemu odgovarajuéi

— _ _A _ .
reverzni automat A = (n, a4, {M, }xex, TA), gde je
A=, = (M, Mf = (Mf)T, za svako x € X. (43)

Drugim rec¢ima, kod reverznog automata zamenjuju se inicijalni i zavrS$ni vektor, dok
se smerovi prelaza menjaju transponovanjem matrica prelaza.

Ako je operacija mnoZenja u poluprstenu S komutativna, tada reverzni automat odgo-
vara reverznoj re¢i. Naime, za svakureC u = x1x...x; € X*, gdejeu = xi ... xpx1, vazi
[A] ) = [A]@.

Zarazliku od fazi automata, gde vrednost [[ 4] («) predstavlja stepen raspoznavanja reci
u, kod max-plus automata ona predstavlja maksimalnu teZinu svih putanja oznacenih re¢ju
u. Tezina pojedinacne putanje dobija se primenom operacije ®, Sto odgovara sabiranju
tezina duz putanje, dok se medu svim moguéim putanjama bira najveca vrednost primenom
operacije @ = max. Drugim re¢ima, ponaSanje max-plus automata odredeno je najve¢om

ukupnom teZinom medu svim putanjama oznacenim posmatranom reci.

Primer 2.2 Neka je dat max-plus automat A = (n, 0, {M?},ex, ) nad kompletnim
max-plus poluprstenom Ro,. Neka je ulazni alfabet X = {x, y} i neka automat ima n = 3

stanja. Inicijalni vektor, zavrsni vektor i matrice prelaza dati su sa:

0 —00 —00 1 -0 —00 —oco0 2
ch=|-1|, =2, Ml=|-0 -0 3|, M}=|-0 -0 -0
—00 1 —00 —00 —00 1 —o0 —o0

Slika 12: Grafovska reprezentacija max-plus automata iz primera

Stepen raspoznavanja prazne reci e automatom A racuna se max-plus kompozicijom '

[A](e) = @14 = [O— 1 —oo]® 2 | =max(0+ (—0),-14+2,—c0+1) = 1.
1
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Stepen raspoznavanja svake neprezne reci u automatom A racuna se koris¢enjem max-plus
kompozicije matrica i vektora[36}
T T

0 —00 1 —00 —00 —00 —00
[A](x) =cteMioti=|-1| ®|-0 - 3 |®|2|=|1]| ®|2|=
—00 —00 —00 —00 1 2 1

[Al()
[A](xx) = o @ MA@ MA © 4 = 5.
[A](xy) = o @ M2 ®Mf et

0'A®M;‘®TA=3.

—00.

Drugim recima, u zadatom max-plus automatu ne postoji putanja koja povezuje po-
Cetno stanje sa zavrsnim stanjem preko reci xy.

Po istom principu moZemo izracunavati stepen raspoznavanja za svaku re¢ u € X*.

U ovoj glavi uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije teZinskih automata koji ¢e pre-
dstavljati teorijsku osnovu za rezultate izloZene u nastavku rada. Definisani su teZinski
automati, njihovo ponasanje i jezici koje raspoznaju, kao i njihove matricne i grafovske
reprezentacije. Posebno surazmotrene dve znac¢ajne klase teZinskih automata, fazi automati
1 max-plus automati, sa naglaskom na algebarske strukture nad kojima su definisani 1
interpretaciju njihovog ponasanja.

Max-plus automati, kao centralni objekat prou¢avanja u ovoj disertaciji, bi¢e predmet
detaljne analize u narednim poglavljima. Na osnovu pojmova uvedenih u ovoj glavi, u
slede¢em poglavlju uvode se simulacije i bisimulacije za max-plus automate, razmatraju

njihova osnovna svojstva i proucavaju metode za njihovo odredivanje.
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Glava 3

Simulacije 1 bisimulacije
za max-plus automate

U prethodnom poglavlju uvedeni su tezinski automati kao uopstenje klasi¢nih kona-
¢nih automata kod kojih se prelazima, inicijalnim i zavr§nim stanjima pridruZuju vrednosti
iz odgovarajuce algebarske strukture. Posebna paznja posvecena je max-plus automatima,
kod kojih se vrednosti prelaza, inicijalnih i zavrSnih stanja uzimaju iz max-plus poluprstena,
a ponaSanje automata opisuje maksimalnu teZinu svih putanja koje odgovaraju zadatoj
ulaznoj reci [13} [15].

Max-plus automati imaju znacajnu primenu u modelovanju diskretnih sistema doga-
daja, kao Sto su proizvodni sistemi, transportne mreze, komunikacioni sistemi i problemi
rasporedivanja poslova [10, [11} [12]]. U takvim modelima teZine prelaza najceSée pre-
dstavljaju trajanja, kasnjenja ili troSkove, dok ponaSanje automata opisuje najnepovoljniji
(najduzi) tok izvrSavanja sistema.

Jedan od osnovnih problema pri analizi automata jeste poredenje njihovih ponasa-
nja, odnosno ispitivanje da li su dva automata ekvivalentna ili da li je ponasanje jednog
automata sadrZzano u ponaSanju drugog. Kod max-plus automata, ovi problemi odgo-
varaju ispitivanju relacija izmedu funkcija ponaSanja automata, pri ¢emu se inkluzija
(sadrzavanje) moZe izraziti relacijom [A] < [ B], dok ekvivalencija odgovara jednakosti
[A] = [B]. Direktno resavanje ovih problema zahteva poredenje ponasanja automata
nad svim re¢ima iz X*, Sto u opStem sluCaju moZe biti raCunarski zahtevno. Zbog toga
se uvode simulacije i bisimulacije kao relacije izmedu stanja automata koje omogucavaju
da se svojstva njihovog ponaSanja ispituju posredno, na nivou stanja i prelaza, umesto
direktnim poredenjem ponaSanja nad svim re¢ima.

Simulacije 1 bisimulacije prvobitno su razvijene u oblasti racunarstva za analizu tra-
nzicionih sistema, gde se koriste za poredenje sistema, kao 1 za njihovu analizu i redukciju
broja stanja uz oCuvanje odredenih svojstava [4, |5]. Osnovna ideja jeste da se uspostavi
relacija izmedu stanja dva sistema, tako da se odgovarajuci prelazi mogu medusobno
pratiti. Na taj nacin, umesto ispitivanja svih mogucih izvrSavanja sistema, moguce je ra-
zmatrati lokalne odnose izmedu njihovih stanja i prelaza. U klasi¢nom pristupu, simulacije
i bisimulacije posmatraju se kao binarne relacije izmedu skupova stanja, koje se mogu
predstaviti pomoc¢u Bulovih matrica [6, 7, 8, 160, |61} 162} 163} 164]]. Takav pristup opisuje

postojanje veze izmedu stanja, ali ne omogucava izraZzavanje kvantitativnih razlika u
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teZinama akumuliranim tokom izvrSavanja, kao Sto su razlike u vremenima izvr§avanja
ili troSkovima. Ograni¢enje ovog pristupa motivisalo je razvoj kvantitativnih proSirenja

simulacija 1 bisimulacija za razliCite klase teZinskih automata.

U kontekstu max-plus automata, simulacije su prvi put razmatrane u radu [65], gde
su definisane kao matrice nad max-plus poluprstenom koje zadovoljavaju odgovarajuce
sisteme matri¢nih nejednacina. Kasnije su simulacije razmatrane i u kontekstu max-plus
automata sa parcijalnim opazanjem [39], kao i u problemu determinacije max-plus automa-
ta [[66]. Uslovi za postojanje simulacija izmedu max-plus automata dodatno su proucavani
u radu [67], dok su u radu [9] simulacije 1 bisimulacije sistematski razmatrane kao reSenja
odgovarajucih sistema matri¢nih nejednacina, pri ¢emu su uvedeni postupci za odredivanje
njihovih najvecih resSenja.

U kvantitativnom pristupu, simulacije i bisimulacije predstavljaju se matricama ¢iji
elementi pripadaju odgovarajuem max-plus poluprstenu i omogucavaju da se, pored
postojanja relacije izmedu stanja, u odnos ukljuce i kvantitativne informacije sadrZane u
teZinama prelaza. Na taj na¢in one daju kvantitativni opis odnosa izmedu stanja razli¢itih
automata, za razliku od klasi¢nih binarnih relacija [9, |65) 66]. Za max-plus automate,
dva tipa simulacija i Cetiri tipa bisimulacija definisana su kao reSenja odgovarajucéih
sistema matri¢nih nejednacina [9]. Time se ispitivanje postojanja simulacije ili bisimulacije
odredenog tipa, kao i odredivanje najveée simulacije ili bisimulacije tog tipa, ukoliko

postoji, svodi na reSavanje odgovarajuceg sistema matri¢nih nejednacina.

Isti koncept mozZe se primeniti i na poredenje automata sa samim sobom. U tom slu¢aju
govori se o autosimulacijama i autobisimulacijama, koje predstavljaju relacije simulacije,
odnosno bisimulacije, izmedu stanja jednog automata. Ove relacije mogu se koristiti za
redukciju broja stanja automata i identifikovanje stanja koja su, u odgovaraju¢em smislu,

medusobno povezana ili ekvivalentna.

Ove ideje razvijene su najpre za fazi automate [0, 68], a kasnije proSirene na teZinske
automate nad aditivno-idempotentnim poluprstenima [8]]. Iterativni pristup reSavanju ovih
sistema, koji je primenjen u ovom poglavlju, uveden je uradu [9] i zasnovan je na metodama
za reSavanje Sire klase slabo linearnih sistema matri¢nih nejednacina razvijenim u radu
[69].ReSavanje ovih sistema predstavlja znacajan teorijski 1 algoritamski izazov, zbog
¢ega se u nastavku posebna paZnja posvecuje postupcima za njihovo reSavanje i njihovim
svojstvima [70, [71].

U ovom poglavlju razmatraju se dva tipa simulacija i Cetiri tipa bisimulacija za max-
plus automate. Najpre se uvode forward i backward simulacije i analiziraju njihova osnovna
svojstva. Nakon toga definiSu se razliciti tipovi bisimulacija i razmatraju odnosi izmedu
njih. Pokazuje se da postojanje odgovarajue simulacije predstavlja dovoljan uslov za

inkluziju ponaSanja, dok postojanje odgovarajuée bisimulacije obezbeduje ekvivalenciju
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ponasanja posmatranih automata. Posebna paznja posvecena je karakterizaciji najvecih
simulacija i bisimulacija pomodu sistema matri¢nih nejednacina, kao i algoritmima za
njihovo rac¢unanje. Razmatra se i problem terminacije ovih postupaka za racunanje, koji
nastaje usled moguénosti pojave beskona¢nih nizova matrica tokom iterativnog postupka.
Teorijski rezultati izloZeni u ovom poglavlju potkrepljeni su odgovaraju¢im primerima.
Vedina rezultata predstavljenih u ovom poglavlju zasnovana je na koautorskom radu

proisteklom iz istraZivanja sprovedenog u okviru ove doktorske disertacije [9]].

3.1 Relacije poredenja automata

U prethodnom poglavlju pokazano je da svaki max-plus automat odreduje teZinski
jezik, odnosno preslikavanje koje svakoj ulaznoj reci pridruzuje odgovarajucu vrednost iz
max-plus poluprstena. Na taj nacin ponaSanje automata moZze se posmatrati kao funkcija
koja opisuje maksimalne teZine svih putanja oznac¢enih posmatranim re¢ima.

Neka su data dva max-plus automata nad kompletnim max-plus poluprstenom R,
A= (m, o M }rex. ) i B = (00" M }aex, 7).

Njihova ponaSanja opisana su funkcijama
[A] : X" >R i [B]: X" - Ra.

Za automate A4 i ‘B kazemo da su ekvivalentni ako vazi
[A] () = [B](u), zasvakure¢u € X .

Kazemo da je ponaSanje automata A4 sadrZano u ponasanju automata B ako vazi
[A](v) < [B](u), zasvakureCu € X*.

Direktna provera ovih uslova zahteva poredenje vrednosti koje automati pridruzuju
svim re¢ima iz skupa X*. Kako je skup X™* u opstem slucaju beskonacan, ovakav pristup
nije pogodan za efikasno poredenje ponasanja automata. Iz tog razloga se umesto dire-
ktnog poredenja teZinskih jezika uvode relacije izmedu stanja automata koje omogucavaju
izvodenje zaklju¢aka o njihovom ponaSanju. Najznacajnije medu njima su simulacije 1
bisimulacije, koje omogucavaju da se informacije o inkluziji ili ekvivalenciji ponasanja
izvedu iz lokalnih uslova definisanih nad stanjima i prelazima automata.

Kod max-plus automata ovakve relacije nisu samo binarne, ve¢ nose dodatne kvantita-
tivne informacije. Zato se relacija izmedu skupa stanja automata 4 i skupa stanja automata
B predstavlja matricom U € R”*", Element U(i, j) opisuje stepen povezanosti stanja i
automata A4 sa stanjem j automata B. Na taj na¢in matrica U predstavlja max-plus relaciju

izmedu skupova stanja dva automata.
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Intuitivno, simulacija izmedu automata 4 i ‘B omoguéava da automat ‘B prati ponasanje
automata A4, dok bisimulacija omogucava prac¢enje u oba smera. Budu¢i da su u max-plus
slu¢aju predstavljene matricama, ove relacije, pored informacije o postojanju odgovarajuce

veze izmedu automata, daju i kvantitativnu informaciju o odnosu njihovih stanja.

U kontekstu max-plus automata, pojmovi ekvivalentnosti 1 sadrZavanja mogu imati i
prirodno prakti¢no tumacenje, posebno u modelima u kojima teZine predstavljaju trajanja,
kaSnjenja ili troSkove. Tada sadrZavanje ponaSanja jednog automata u ponaSanju drugog
znaci da vrednost koju prvi automat pridruzuje svakoj ulaznoj reci nije veca od odgova-
rajuce vrednosti drugog automata. Kada teZine predstavljaju vremena izvrSavanja, to se
moze tumaciti kao zahtev da jedan sistem ni u jednom slucaju ne bude sporiji od drugog,
posmatrano u okviru najnepovoljnijeg scenarija. Sa druge strane, ekvivalentnost ponasanja
znaci da dva automata za svaku ulaznu re¢ daju istu vrednost, odnosno da pri tumacenju
tezina kao vremena izvrSavanja imaju isto ponaSanje u najnepovoljnijem slu¢aju. Ovakvo
tumacenje ¢ini probleme sadrZavanja i ekvivalentnosti znac¢ajnim za analizu performansi

1 poredenje modela diskretnih sistema dogadaja.

U nastavku se uvode relacije simulacije i bisimulacije izmedu max-plus automata, koje
predstavljaju osnovni alat za poredenje njihovog ponasanja. Za razliku od samog ispitivanja
inkluzije 1 ekvivalencije jezika, simulacije 1 bisimulacije pruZaju dodatnu informaciju o
medusobnom odnosu stanja posmatranih automata. U zavisnosti od smera u kome se
porede prelazi i stanja automata razlikuju se forward i backward simulacije. Na osnovu
njih definiSu se Cetiri tipa bisimulacija: forward, backward, forward-backward i backward-
forward bisimulacije. Ove relacije omogucavaju formulisanje dovoljnih uslova za inkluziju,
odnosno ekvivalenciju jezika koje automati prepoznaju. Postojanje vise tipova simulacija
1 bisimulacija nije samo formalna razlika. U opStem slu¢aju mozZe postojati bisimulacija
jednog tipa izmedu automata, dok bisimulacije ostalih tipova ne postoje. Medusobna

povezanost i klasifikacija tipova simulacija i bisimulacija prikazana je na Slici[I3]

Relacije
Simulacije Bisimulacije
Forward Backward Homotipne Heterotipne

/" N\ / \
Forward  Backward

Forward—-Backward  Backward-Forward

Slika 13: Klasifikacija simulacija i bisimulacija automata

56



3.2 Simulacije i bisimulacije

U prethodnoj sekciji razmatrane su relacije poredenja max-plus automata zasnovane na
inkluziji i ekvivalenciji njihovih ponasanja. Medutim, takve relacije ne pruZaju neposredan
uvid u strukturne veze izmedu automata koje dovode do jednakosti ili poredenja njihovih
jezika. Zbog toga se uvode simulacije i bisimulacije kao posebne relacije izmedu stanja
automata koje omogucavaju poredenje njihovog ponasanja na nivou prelaza i stanja.

Simulacije omogucéavaju poredenje ponaSanja automata u jednom smeru, odnosno
utvrdivanje da li se ponasanje jednog automata moze predstaviti ponasanjem drugog. Bi-
simulacije predstavljaju oblik poredenja kojim se zahteva medusobna uskladenost ponasa-
nja posmatranih automata. Kao Sto ¢e biti pokazano u nastavku, postojanje odgovarajucée
simulacije ili bisimulacije omogucava izvodenje zaklju¢aka o inkluziji ili ekvivalenciji
ponasanja automata.

U nastavku ¢e biti uvedeni razliciti tipovi simulacija i bisimulacija za max-plus auto-

mate i razmotrena njihova osnovna svojstva.

3.2.1 Simulacije max-plus automata

Simulacije predstavljaju relacije izmedu stanja automata koje omogucavaju izvodenje
zaklju¢aka o sadrzavanju ponasSanja automata bez direktnog poredenja vrednosti koje
automati pridruZuju svim recima iz skupa X*. Osnovna ideja simulacije jeste da automat
moZe da prati ponaSanje drugog automata uz ocuvanje odgovarajuce strukture prelaza,
kao 1 inicijalnih i zavrS$nih vrednosti.

Kod max-plus automata simulacije se posmatraju kao kvantitativne relacije izmedu
skupova stanja. Za razliku od klasi¢nih simulacija koje se predstavljaju Bulovim matricama
1 opisuju samo postojanje ili nepostojanje veze izmedu stanja, max-plus simulacije svakom
paru stanja pridruZuju vrednost iz max-plus poluprstena. Na taj nacin dobija se kvantitativni
opis odnosa izmedu stanja posmatranih automata.

U zavisnosti od nacina na koji se uskladuju inicijalni vektori, prelazi 1 zavrSni vektori
automata, razlikujemo dva tipa simulacija: forward 1 backward simulacije.

Neka su dati automati A = (m, 0, {M}rex, 7)1 B = (n, 08, {ME}cx, ) nad
kompletnim max-plus poluprstenom R, i neka je U € R”" nenulta matrica koja predsta-
vlja max-plus relaciju izmedu skupova stanja automata 4 i B.

Forward simulacija predstavlja relaciju izmedu stanja dva max-plus automata koja
omogucava da automat ‘B prati ponasanje automata 4. Intuitivno, svaki prelaz i svaka pu-
tanja automata 4 mogu biti predstavljeni odgovaraju¢im prelazima i putanjama automata

B, uz ofuvanje odgovarajucih tezinskih vrednosti.
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Matrica U naziva se forward simulacija izmedu automata 4 i B ako zadovoljava

sledeci sistem matri¢nih nejednacina:

(1-fs) o2 <ocPoUT
2fs) UTeMA<MBeU™ (xeX)
G-fs) UT @t <P

Prvi uslov povezuje inicijalne teZinske vektore automata A4 i B. On obezbeduje da
inicijalne vrednosti automata 4 budu povezane sa odgovaraju¢im inicijalnim vrednostima
automata B preko relacije odredene matricom U.

Drugi uslov predstavlja uskladenost prelaza automata. Za svaki simbol x € X zahteva
se da prelazi automata A, posmatrani kroz relaciju U, budu obuhvaceni odgovarajuéim
prelazima automata ‘B, ¢ime se obezbeduje da se izvrSavanje prelaza u automatu 4 moze
pratiti odgovarajuéim izvrSavanjem prelaza u automatu ‘B.

Tre¢i uslov povezuje zavrSne teZinske vektore automata. Njime se obezbeduje da
zavrs$ne vrednosti automata A4 budu ocuvane prilikom njihovog predstavljanja pomocéu
automata B.

Drugim re¢ima, forward simulacija omogucava da automat B prati ponasanje automata
A u smeru izvr$avanja prelaza, od inicijalnih ka zavr$nim stanjima. Kao $to ¢e biti
pokazano u nastavku, postojanje ovakve relacije predstavlja dovoljan uslov za sadrZavanje
(inkluziju) ponasanja automata A u ponaSanju automata ‘B. Intuitivni prikaz forward

simulacije izmedu dva max-plus automata dat je na slici[T4]

Slika 14: Forward simulacija izmedu max-plus automata
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Pored forward simulacija, kod max-plus automata razmatraju se i backward simulacije.
Ova dva tipa simulacija zasnivaju se na istoj ideji poredenja ponasanja automata pomocéu
relacije izmedu njihovih stanja, ali se razlikuju u nacinu uskladivanja inicijalnih i zavr$nih
vektora, kao i prelaza automata.

Backward simulacija predstavlja relaciju izmedu stanja dva max-plus automata koja
omogucava poredenje njihovog ponasanja u obrnutom smeru. Intuitivno, uskladivanje se
posmatra polazeci od zavrSnih vrednosti i nastavlja se unazad kroz prelaze automata prema
inicijalnim vrednostima.

Matrica U naziva se backward simulacija izmedu automata 4 i ‘B ako zadovoljava

slededi sistem matri¢nih nejednacina:

(1-bs) M <UeT?
(2-bs) MAQU<KU®M? (xeX)
(3-bs) oAU < o8

Dakle, dok forward simulacija uskladivanje vr$i u smeru od inicijalnih ka zavrSnim
stanjima, backward simulacija to ¢ini u suprotnom smeru, polaze¢i od zavrsnih vrednosti
ka inicijalnim.

Veza izmedu forward 1 backward simulacija moZe se izraziti pomocu reverznih auto-
mata. Naime, matrica U je backward simulacija izmedu max-plus automata A4 i B ako i

samo ako je U forward simulacija izmedu odgovarajuéih reverznih automata 4 i B.

3.2.2 Bisimulacije max-plus auomata

Bisimulacije predstavljaju simetrican oblik simulacije, kod koga se zahteva da svaki
od posmatranih automata moze simulirati ponaSanje drugog automata. Kao i kod simu-
lacija max-plus automata i bisimulacije se predstavljaju pomocu matrica nad max-plus
poluprstenom.

Neka su dati automati 4 = (m, 0, {M2} ex, )i B = (n,08, {MB},ex, 78) nad
kompletnim max-plus poluprstenom R, i neka je U € RZ2*" nenulta matrica koja pred-
stavlja max-plus relaciju izmedu njihovih skupova stanja. Kombinovanjem forward i bac-
kward simulacija izmedu automata A4 i ‘B dobijaju se Cetiri tipa bisimulacija.

Ako su i matrica U i njena transponovana matrica U" forward simulacije, tada se
U naziva forward bisimulacija izmedu automata 4 i B. Drugim re¢ima, matrica U je

Jorward bisimulacija ako zadovoljava sledeci sistem matri¢nih nejednacina:
(I-fb) oc*<aPeUT, e’ <o?eU
Q-fb) UTeMI<MEoU™, UsME<MIQU (xeX)
(3-fb) UTert <8 Uverf <
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Analogno, ako su i matrica U i njena transponovana matrica U " backward simulacije,
tada se U naziva backward bisimulacija izmedu automata 4 i B. Drugim re¢ima, matrica

U je backward bisimulacija ako zadovoljava sledeci sistem matri¢nih nejednacina:

(1-bb) " <Ue®, B<U !

A A
(2-bb) MA@U<KUME MB@UT <UToM?} (xecX)
(3-bb) creU<d?, ocPeoU <ot

Veza izmedu forward i backward bisimulacija moze se izraziti i pomocu reverznih
automata. Matrica U je backward bisimulacija izmedu automata A4 i B ako i samo ako je
U forward bisimulacija izmedu reverznih automata i B.

Pored forward i backward bisimulacija, razmatraju se i mesoviti oblici bisimulacija
koji nastaju kombinovanjem razliitih tipova simulacija.

Ako je matrica U forward simulacija, a njena transponovana matrica U backward si-
mulacija izmedu posmatranih automata, tada se U naziva forward-backward bisimulacija.

Ovaj tip bisimulacije odreden je sledec¢im sistemom matri¢nih nejednacina:

(1-fbb) o <cfoU™, B<U T ®!
2-fbb)y UToMA<MBEeU™, MPoUT <UT@M? (xeX)

(3-fbb) UT ® 74 <78 oPeUT L O'A,

Sa druge strane, ako je matrica U backward simulacija, a njena transponovana matrica

U™ forward simulacija, tada se U naziva backward-forward bisimulacija.

(1-bfb) ™M <U®7® o8 <otoU
(2-bfb) MAQU<KUME UesMB<MAQU (xeX)
(3-bfb) 0'A®U<0'B, U®TB<TA

Veza izmedu forward-backward i backward-forward bisimulacija moZe se izraziti i
pomocu reverznih automata 4 i B. Matrica U je backward-forward bisimulacija izmedu
automata A4 i B ako i samo ako je U forward-backward bisimulacija izmedu reverznih
automata 4 i B.

Na ovaj nacin dobijaju se Cetiri razlicita tipa bisimulacija za max-plus automate. Svaki
od njih predstavlja poseban nacin medusobnog uskladivanja ponaSanja dva automata, pri
¢emu se razlikuju prema smeru u kome se uskladuju prelazi, inicijalne i zavrSne vrednosti.

Vazno je napomenuti da navedeni tipovi bisimulacija u opstem slu¢aju nisu meduso-
bno ekvivalentni. Postojanje jednog tipa bisimulacije izmedu dva max-plus automata ne
mora da implicira postojanje ostalih tipova. Zbog toga razliciti oblici bisimulacija pruZaju

razli¢ite mogucnosti za poredenje ponaSanja automata.
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U daljem tekstu koristi¢emo sledecu skradenu terminologiju. Ako je & € {fs, bs}, tada
svako nenulto reSenje sistema (1 —¢), (2—-¢) i (3 — &) nazivamo simulacija tipa ¢ ili krade
&-simulacija. Ako je ¢ € {fb,bb, fbb, bfb}, tada svako nenulto reSenje odgovarajuéeg
sistema (1 — &), (2 — &) i (3 — ¢) nazivamo bisimulacija tipa ¢ ili é-bisimulacija.

Uslovi kojima su definisane prethodno navedene simulacije i bisimulacije mogu se
posmatrati kao sistemi matri¢nih nejednacina sa nepoznatom matricom U nad komple-
tnim max-plus poluprstenom R..

Zbog toga se problem ispitivanja postojanja simulacija i bisimulacija izmedu dva
max-plus automata svodi na problem odredivanja nenultih reSenja odgovarajucih siste-
ma matri¢nih nejednacina. Ovakav pristup predstavlja osnovu algoritama za raCunanje
najvecih simulacija i bisimulacija koji ¢e biti razmatrani u nastavku.

Naredna teorema pokazuje osnovni znacaj simulacija i bisimulacija u poredenju max-
plus automata. Postojanje simulacije predstavlja dovoljan uslov za inkluziju ponaSanja
automata, odnosno za inkluziju teZinskih jezika koje oni raspoznaju, dok postojanje bisi-

mulacije predstavlja dovoljan uslov za njihovu ekvivalenciju.

Teorema 3.1 Neka su A i ‘B max-plus automati nad kompletnim max-plus poluprstenom

Reo. Tada vaZi:
(a) Ako postoji simulacija bilo kog tipa izmedu automata A4 i ‘B, tada je [ A] < [ B].

(b) Ako postoji bisimulacija bilo kog tipa izmedu automata A i ‘B, tada je [ A] = [ B].

Dokaz 3.1 Dokazacemo najpre tvrdenje (a) za slucaj forward simulacije.

Neka je U forward simulacija izmedu automata A i ‘B. Tada vazZe (1-fs), (2-fs) i (3-fs).

Najpre ¢emo indukcijom po duZini reci pokazati da za svaku re¢ u € X* vaZi prosireni
oblik uslova (2-fs), odnosno da je UT @ M2} < MB e U™.

Tvrdnja ocigledno vazi za praznu rec, jer je M2 = MB = I, kao i za svaku re¢ duZine
jedan, |u| = 1, sto je upravo uslov (2-fs).

Pretpostavimo da za neku re¢u € X* vazi UT @ M2 < MBo UT.

Neka je v = u - x, gde je x € X. KoristeCi pretpostavku i uslov (2-fs), dobijamo:
UTeM=UTeoMAeoM} < MEoU oM} < MBeoMPoU™ = MEoUT, (44)

Time je pokazano da proSireni oblik uslova (2-fs) vazi za svaku re¢ u € X*. Na osnovu
navedenog, pokaZimo inkluziju jezika raspoznatih automatima.
Za proizvoljnu re¢ u € X*, koristeéi uslove (1-fs) i (3-fs), dobijamo:

[[/‘Zl]](u):O'A@)le@TA<0’B®UT®MZZ\®TA<
<0'B®M,f®UT®TA<0'B®M5®TB:[[Q3]](L¢).
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Dakle, [ A] < [B], ¢ime je dokazano tvrdenje (a) za forward simulacije. Dokaz za
backward simulacije zasniva se na istim idejama i sprovodi se analogno, ¢ime je dokazano
tvrdenje (a).

Tvrdenje (b) neposredno sledi iz tvrdenja (a). Naime, postojanje bisimulacije bilo kog

tipa podrazumeva postojanje odgovarajucih simulacija u oba smera, pa vaZe inkluzije
[A] < [B]:i[B] <[4l odakle neposredno sledi [ A] = [ B]. O

Posto simulacije 1 bisimulacije omogucavaju zakljucivanje o inkluziji i ekvivalenciji
ponaSanja automata, od posebnog znacaja je odredivanje najvecih simulacija i bisimulacija

datog tipa. Ovom problemu posvecena je naredna sekcija.

3.2.3 Simulacije i bisimulacije na jednom automatu

Do sada su simulacije 1 bisimulacije posmatrane kao relacije izmedu dva max-plus
automata. Medutim, ove relacije mogu se razmatrati i izmedu stanja jednog automata.
U tom slucaju govori se o simulacijama i bisimulacijama na jednom automatu. PoSto je
automat trivijalno ekvivalentan samom sebi, ovakve relacije nisu od znacaja za utvrdivanje

ekvivalencije dva automata, ve¢ pre svega za redukciju broja stanja datog automata.

Osnovna ideja redukcije jeste da se stanja koja imaju odgovarajuce, odnosno (dovoljno)
sli¢no ponaSanje mogu grupisati i zameniti manjim brojem reprezentativnih stanja. Na taj
nacin se vrsi faktorizacija automata u odnosu na posmatranu simulaciju ili bisimulaciju,
¢ime se dobija automat sa manjim brojem stanja. Postupak faktorizacije zasniva se na
odredivanju odgovarajucih grupa stanja i konstrukciji automata koji predstavlja reduko-
vani oblik pocetnog automata. Pri tome se nastoji da se, uprkos smanjenju broja stanja,
ocuvaju relevantne karakteristike ponaSanja po¢etnog automata. Drugim re¢ima, reduko-
vani automat treba da predstavlja adekvatnu aproksimaciju ili reprezentaciju originalnog

automata u odnosu na relaciju koja se koristi za redukciju.

Ovakav pristup je posebno znac¢ajan u slucaju kalsi¢nih i slabih bisimulacija. Slablje-
njem uslova koji definiSu simulaciju ili bisimulaciju moze se dozvoliti odredeni stepen
odstupanja izmedu ponaSanja povezanih stanja, ¢ime se otvara mogucénost za znacajniju
redukciju broja stanja. Na taj nacin moguce je uspostaviti ravnotezu izmedu sloZenosti
automata 1 stepena ocuvanja njegovog ponasanja.

Znacaj ovakve redukcije posebno dolazi do izrazaja kod automata sa velikim brojem
stanja. Umesto analize veoma sloZene mreZe sa velikim brojem ¢vorova, moZe se posma-
trati njen redukovani oblik sa znatno manjim brojem stanja, ¢ije ponaSanje u odgovarajucoj

meri predstavlja ponasanje originalnog automata.

62



3.3 Najveée simulacije i bisimulacije

U prethodnim sekcijama uvedeni su razliciti tipovi simulacija i bisimulacija izmedu
max-plus automata i pokazano je da njihovo postojanje predstavlja potvrdu inkluzije,
odnosno ekvivalencije jezika automata. Medutim, izmedu dva automata u opsStem slucaju
moze postojati viSe razli€itih simulacija ili bisimulacija istog tipa, zbog ¢ega se prirodno
postavlja pitanje odredivanja najveceg reSenja medu njima. Odredivanje najvece simulacije
ili bisimulacije od posebnog je znac¢aja, bududi da svaka druga simulacija ili bisimulacija
istog tipa predstavlja njenu podrelaciju. Stoga najveca simulacija, ukoliko postoji, sadrzi
svaku drugu simulaciju istog tipa, pa u potpunosti opisuje sve simulacije tog tipa izmedu
posmatranih automata. Drugim re¢ima, tada svaka druga simulacija ili bisimulacija istog
tipa predstavlja matricu manju ili jednaku toj matrici u prirodnom uredenju na RZ)".
Zbog toga najveca simulacija, odnosno bisimulacija, sadrzi potpunu informaciju o svim
simulacijama i bisimulacijama datog tipa izmedu posmatranih automata.

Kao $to je pokazano u prethodnoj sekciji, svaki od Sest tipova simulacija i bisimula-
cija definisan je odgovaraju¢im sistemom matri¢nih nejednacina. Zbog toga se problem
odredivanja simulacije ili bisimulacije moZe posmatrati kao problem pronalaZenja ne-
nultog reSenja odgovarajuceg sistema matri¢nih nejednacina. Pri tome, sistemi odredeni
uslovima (2-¢) predstavljaju poseban slucaj slabo linearnih sistema matri¢nih nejednacina
proucavanih u radu [69], dok uslovi (3-¢) omogucavaju odredivanje najvece matrice koja
moZe biti reSenje tog sistema. Na osnovu ovih rezultata moguce je konstruisati iterativni
postupak kojim se odreduje najvece reSenje sistema sastavljenog od uslova (2-¢) 1 (3-€).
Nakon toga proverava se da li dobijeno reSenje zadovoljava i uslov (1-¢), ¢ime se odlucuje
o postojanju simulacije ili bisimulacije odgovarajuceg tipa.

U nastavku Ce biti opisan postupak za odredivanje najvecih simulacija 1 bisimulacija
izmedu dva max-plus automata. Osnovna ideja zasniva se na konstrukciji opadajuceg
niza matrica ¢iji infimum predstavlja najvece reSenje odgovarajuceg sistema matri¢nih
nejednacina.

Kao §to je ranije receno, oznaka & predstavlja jedan od Sest tipova simulacija i bisi-
mulacija, odnosno ¢ € {fs, bs, b, bb, fbb, bfb}. Za svaki od navedenih tipova konstruise
se odgovarajuci opadajuci niz matrica {Uf} seN, Cij1 infimum predstavlja najvece reSenje
sistema odredenog uslovima (2-¢) 1 (3-€).

Naredna teorema predstavlja osnovu postupka za testiranje postojanja simulacija i

bisimulacija, kao i za odredivanje njihovih najvecih reSenja.

Teorema 3.2 Neka su A = (m, 0, {M2}cx, ) i B = (n, 08, {MP} cx, v8) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom R.
Za proizvoljno ¢ € {fs, bs, b, bb, fbb, bfb} neka je {Uf}seN opadajuci niz matrica iz

R definisan na sledeci nacin:
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.
U = tA\cB, Uk, =US A N\ ((MEe WD) imd)
xeX

Uy = o'y’ U, = U A\ MEUR @ M),
xeX

)

UP = (B A (AgeB), Ul =UP A\ ((MEe W) M) A (e UMY ME),
xeX

.

= U A N\ (MU © ME) A (MEY ()T @ M)
xeX

fob _ (A A fob _ 7/fbb foby T ny foby T A"
UM = (04 o) A (AeB), UM = UL AQ((M}?@(US )Y pmd) (MBI e M)

U%’b = (O'AVTB) A (O’A}{O'B), U?El

s+l T

U = (oMo A (eApeB), UM = U A N (MA@ ME)) A (2 @ US™) iME ),
xeX

za svako s € N.
Neka je U¢ infimum niza {Usg} seN. lada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Matrica U¢ predstavlja najvece reSenje sistema matricnih nejednacina koji cine
uslovi (2-¢) i (3-¢).

(b) Ako je, pored toga, U¢ nenulta matrica koja zadovoljava i uslove (1-¢), tada je U¢

najveéa simulacija, odnosno bisimulacija tipa & izmedu automata A4 i ‘B.

(c) Ako je U¢ nulta matrica ili ne zadovoljava uslove (1-¢), tada izmedu automata A4 i

B ne postoji simulacija, odnosno bisimulacija tipa €.

(d) Ako za neko s € N vaZi da je Uf = Uil, onda je U¢ = Uf.

Dokaz 3.2 Dokazacemo samo slucaj & = tb. Preostali slucajevi se dokazuju analogno.
(a) Na osnovu osobine reziduacije matrica U € R™" zadovoljava sistem nejedna-

¢ina (3-1b) ako i samo ako vaze:
Ut <t —= U' <8/t —= U< @B/ = U<t'\:® (45)

A= U<t (46)

U<t
Kako nejednacine 45|i 46| moraju biti istovremeno zadovoljene, vazi:
U< (8 A (eM\7B) = Ul (47)

Dakle, matrica U zadovoljava sistem (3-tb) ako i samo ako je manja ili jednaka matrici
Ufb, .U < U{ b Prema tome, najvece reSenje sistema koji cine uslovi (2-fb) i (3-tb)

Jjednako je najvecem resenju sistema (2-tb) koje je ograniceno matricom U fb.
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Sa druge strane, primenom svojstva reziduacije 40\ na sisteme nejednacina (2-fb), za
svako x € X dobijamo:
UToMA<MPoUT — UT<MBoUT)/MA

— U< ((Mf ® UT);!M;*)T 49

UMB < MU — U< M\ (UMD (49)

Kako nejednacine 48|ild9 moraju biti istovremeno zadovoljene za svako x € X dobijamo:
T
vs N\ [((M5®UT);M;‘) A (M;‘ \ (U@Mf))] (50)
xeX

Prema tome, odredivanje najveceg resenja sistema (2-fb) i (3-fb) svodi se na odredi-
vanje najveceg resenja sistemad7i

Prema rezultatu o resSavanju slabo linearnih sistema razmatranom u [69], sistem
predstavlja slabo linearni sistem matricnih nejednacina. Na osnovu prethodno odredenog
ogranicenja njegovo najvece resenje moZe se odrediti iterativnim postupkom za resa-
vanje slabo linearnih sistema. Naime, za pocetnu matricu U{ b konstruise se niz matrica
definisan sa

ul’ =ul’,

yft (5D

s+1

=ul"n N\ [((Mf ® (U{”)T)fuw;‘)T A (M;*\(U{b ® Mf))] s> 1.
xeX

Prema rezultatu iz [69], infimum konstruisanog niza predstavlja najvece resenje siste-
ma (2-fb) uz ogranicenje U < U { b Kako je premauslov U<U lf b ekvivalentan sistemu
nejednacina (3-fb), sledi da je najvece reSenje sistema koji cine uslovi (2-tb) i (3-fb)

Urb = /\U-f”. (52)
s>1

Time je dokazano da je U/t najvece resenje sistema (2-1b) i (3-tb). Prema tome, ukoliko
matrica UT? zadovoljava i uslov (1-fb), ona predstavlja najvecu forward bisimulaciju
izmedu automata A i ‘B.

(b) Pretpostavimo da je U™ nenulta matrica koja zadovoljava uslov (1-fb).

Prema tvrdenju (a), matrica Ut predstavlja najvece resenje sistema koji c¢ine uslovi
(2-fb) i (3-fb). Kako, po pretpostavci, zadovoljava i uslov (1-fb), sledi da ona zadovoljava
sva tri uslova. Dakle, U™ predstavija forward bisimulaciju izmedu automata A i ‘B.

Neka je sada U proizvoljna forward bisimulacija izmedu automata A i ‘B. Tada matrica
U zadovoljava sistem koji cine uslovi (1-tb), (2-fb) i (3-tb), pa samim tim zadovoljava i
sistem koji ¢ine uslovi (2-fb) i (3-tb). Kako je, prema tvrdenju (a), U najvece resenje tog

sistema, sledi da vazi U < U™. Prema tome, svaka Jorward bisimulacija izmedu automata
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A i B sadriana je u matrici U™, odnosno U™ Jje najveca forward bisimulacija izmedu
ovih automata.

(c) Pretpostavimo najpre da je U™ nulta matrica. Ako bi postojala forward bisimulacija
U izmedu automata A i ‘B, onda bi matrica U zadovoljavala sistem nejednacina odreden
uslovima (2-tb) i (3-fb). Kako je, prema tvrdenju (a), uf najvece resenje tog sistema,
mora vaziti U < U™. Posto je U™ nulta matrica, sledi da je i U nulta matrica, sto je u
suprotnosti sa definicijom forward bisimulacije, prema kojoj matrica simulacije mora biti
nenulta. Dakle, u ovom slucaju izmedu automata A i ‘B ne postoji forward bisimulacija.

Pretpostavimo sada da je U™ nenulta matrica, ali da ne zadovoljava uslov (1-fb).
Pretpostavimo suprotno, da postoji forward bisimulacija U izmedu automata A i ‘B. Tada,
prema tvrdenju (a), ponovo vaZi U < U™. Kako matrica U zadovoljava uslov (1-fb),
dobijamo 04 < 08 UT < of® (Ufb)T i 0B <oreU < o ®UP. Odavde sledi da
i matrica U™ zadovoljava uslov (1-fb), Sto je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Dakle, ni u ovom slucaju ne postoji forward bisimulacija izmedu automata A i ‘B.

(d) Pretpostavimo da za neko s € N vazi Ufb = U;CE] ,

tada je:
U= U a N\ (M2 e @Ry)T) mf) A ((f @ U, 1M
xeX
_ /b CeAWITAN A o 7t
=uPa A\ (7 e @) 1ma2) (07 0 U /7

_ b _ g
=Us = Uy

Jednostavnom indukcijom zakljucujemo da je U,fb = U™, zasvakot > s.

Prema tome, infimum posmatranog niza jednak je njegovom stabilizovanom clanu,
odnosno U™ = U™, [

Teorema [3.2] daje postupak za ispitivanje postojanja simulacija i bisimulacija proizvo-
ljnog tipa izmedu dva max-plus automata nad kompletnim max-plus poluprstenom R,
kao i za odredivanje njihove najvece simulacije, odnosno bisimulacije, ukoliko ona postoji.

Postupak se zasniva na sukcesivnom izracunavanju ¢lanova nerastueg niza matrica
{U;c} sen 1 odredivanju njegovog infimuma U¢. U sluc¢aju kada se niz stabilizuje, odnosno
kada za neko s € N vazi Uf = Uf+1,
pri ¢emu poslednja izraCunata matrica predstavlja infimum posmatranog niza. Na taj nacin

na osnovu tvrdenja (d) postupak se moze zaustaviti,

najvece reSenje sistema mozZe se odrediti u konaénom broju koraka.

Medutim, postupak ne mora uvek da se zavrSi u kona¢nom broju koraka, buduéi da
niz {Uf}seN moze biti beskonacan. U pojedinim situacijama infimum posmatranog niza
moze se odrediti eksplicitno, Sto ée biti ilustrovano u narednom primeru.

Kada se opisani postupak ne zavrSi u kona¢nom broju koraka, moZe se primeniti

metod predloZen u radu [8]. Ovaj metod se uvek zavrSava nakon kona¢no mnogo koraka,
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ali omogucava ispitivanje postojanja iskljuc¢ivo Bulovih simulacija i bisimulacija. Sa druge
strane, Teorema [3.3|pruza moguénost odredivanja parcijalne inkluzije, odnosno parcijalne
ekvivalencije ponaSanja automata za sve reci ¢ija je duzina manja od unapred zadate
vrednosti.

Nakon odredivanja matrice U¢ proverava se da li ona zadovoljava uslov (1-¢). Ukoliko
je taj uslov ispunjen, tada izmedu posmatranih automata postoji simulacija, odnosno bisi-
mulacija tipa &, pri ¢emu je matrica U¢ njihova najveca simulacija, odnosno bisimulacija.

U suprotnom, prema tvrdenju (c), simulacija ili bisimulacija tog tipa ne postoji.

Primer 3.1 Nekaje X = {x,y}ineka sudati max-plus automati 4 = (2,04, {M2, M;‘}, )

iB= (3,08 {MB, Mf }, 8) nad kompletnim max-plus poluprstenom R, odredeni sa

[ 4 1 —00 —00 —00
Mf = , M;‘ = , oh = [1 —oo] , T =

—c0 2 —o0 1 ] 0

—00 4 - —00 —c0o 0 -1
Mf =|-c0 4 -—o0f, Mf =|-00 —00 =2}, o8B = [1 —00 —oo] , 8 = |-3].

—00 —00 2 —00 —o0o0 1 0

Primenom postupka opisanog u Teoremi [3.2]dobijamo sledece rezultate.

(a) Postoji najveca forward simulacija izmedu automata A i ‘B.

Indukcijom po s dobija se da vaZi

+00 400 +00

Ut =
-1 -3 0

UfS:
’ s -1 -3 0

0 0 5-2s
, s =2

Prema Teoremi[3.2)(a), infimum ovog niza je najvece reSenje sistema (2-fs) i (3-fs):

UfS —

0 0 -
-1 =3 0|’

Kako matrica U zadovoljava uslov (1-fs)
ot =1~ <[1 0| =0Fe @,

sledi da U predstavija najveéu forward simulaciju izmedu automata A i ‘B.

(b) Ne postoji backward simulacija izmedu automata A i ‘B.

Racunanjem clanova niza {U }sen dobija se

o= | 0T T e > 2.

-0 - =
, S

+00 400 400 -0 -0 =0
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Dakle, U Je nulta matrica:
ijbs _ -0 -0 —0
-0 -0 —00 ’
Na osnovu Teoreme (c) zakljucujemo da izmedu automata A i ‘B ne postoji
backward simulacija.
(¢) Ne postoji forward bisimulacija izmedu automata A i ‘B.

Primenom postupka iz Teoreme [3.2] dobija se

-0 -0 =0

Ut = Coout=| T T TR s,
-1 -3 0 -2s—-1 -2s—-1 O
odakle sledi da je
f]\fb _ >—OO — 00 —OO—

—00 —o0o 0

Medutim, matrica U™ ne zadovoljava uslov (1-fb):

—00 —00
e (ﬁfb)T = [1 —00 —oo] ® [—o0 —oof| = [—oo —oo] ,
-0 0

stoga, prema Teoremi (c), zakljucujemo da izmedu automata A i ‘B ne postoji

forward bisimulacija.

Medutim, ako se pocetni teZinski vektori promene tako da
el ] el ]

onda ista matrica U™ zadovoljava i uslov (1-fb), te predstavlja najvecu forward

bisimulaciju izmedu automata A4 i ‘B.

Nakon odredivanja najvecih simulacija i bisimulacija prirodno se postavlja pitanje da
li se tokom same konstrukcije niza matrica {Uf}seN mogu dobiti informacije o odnosu
ponasanja posmatranih automata, i pre nego Sto se odredi njegovo grani¢no resenje U¢.
Pokazademo da svaki ¢lan ovog niza koji zadovoljava prvi uslov odgovarajuce simulacije ili
bisimulacije omogucava izvodenje zakljucaka o inkluziji, odnosno ekvivalenciji ponaSanja
automata za sve reci ¢ija je duzina manja od njegovog rednog broja. Drugim re¢ima, i kada
postupak iz Teoreme[3.2]ne moZe da se zavrsi u kona¢nom broju koraka, njegovi parcijalni
rezultati pruZaju informacije o ponaSanju automata na re¢ima ograni¢ene duZine. Naredna

teorema formalizuje ovu ¢injenicu.
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Teorema 3.3 Neka su A = (m,c?, {M2},cx, ) i B = (n, 08, {MPB} cx, v8) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom R.
Za proizvoljno & € {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb} neka je {U;C}seN niz matrica definisan kao

u Teoremi 3.2 Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Za svako k € N i ¢ € {fs,bs}, ako matrica U]f zadovoljava uslov (1-¢), tada vazi
[A](v) < [B](w), za svaku re¢ u € X* takvu da je |u| < k.

(b) Za svako k € N i ¢ € {fb, bb, fbb, bfb}, ako matrica U,f zadovoljava uslov (1-§),
tada vazi | A] (u) = [ B](v), za svaku re¢ u € X* takvu da je |u| < k.

Dokaz 3.3 Dokazacemo tvrdenje (a) u slucaju & = fs. Preostali slucajevi dokazuju se na
analogan nacin.

Najpre éemo pokazati da za svako k > 2 i svaku re¢ u € X* duZine |u| =1 < k vaZi
U ® My < M@ U (53)

Ova nejednakost predstavlja proSirenje uslova (2-fs) sa pojedinacnih simbola na pro-
izvoljne reci ogranicene duZine.

Za reci duZine jedan tvrdenje neposredno sledi iz definicije matrice UIES i osobine '
T
zﬁs;«Mf®(Uggﬂ;Mf)
= (UM < (MFeUE,)T) /M
— (UP)TeM! <M (UL,)", zasvakoxe€X.

Pretpostavimo sada da nejednakost (53)) vaZi za sve reci duZine | < k — 1, i neka je
v =ux, gde je lu| =1 i x € X. Kori§¢enjem (33)) i[39 dobijamo:

UDTeMt=UH" oMo M} < ME e (UE )" ® M{
<M eMP® (U, )" =M (U 1)
Dalje, iz definicije matrice U‘lcS sledi da je
(UM = (NPT = 7Bk,
Kako za svako | < k vazi U;‘;S_l < Ufs, dobijamo
UE)Teor* < (UM o1t <78,
Pretpostavimo sada da za neko k € N matrica U,{S zadovoljava uslov (1-fs), odnosno
ot <ofeUP)T.
Ako je k = 1, tada neposredno sledi

[A](e) =c?er? <oPo (Ufs)T et <oler®=[B]e).
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Neka je sada k > 2 iu € X* takva da je |u| = | < k. Tada, koriste¢i (53)), dobijamo
[A](w) =c?eMAett <oB® (U,lzs)T @MA oA
<oPeoMBo(UP )Tt <oPeoMBer? =[B](u).

Time je dokazano tvrdenje (a) u slucaju forward simulacija. Dokazi preostalih sluca-

Jeva zasnivaju se na istim idejama, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. []

Primer 3.2 Posmatrajmo automate iz Primera Kao sto je tamo pokazano, odgovara-
Juci niz matrica {U}CS}SeN se ne stabilizuje nakon konacno mnogo koraka, ali svaki njegov

¢lan pruza informacije o odnosu izmedu jezika automata A i ‘B.

Primenom Teoreme[3.3\moZe se odrediti za koje duZine reci ve¢ nakon konacno mnogo

koraka sledi inkluzija ponaSanja automata.

Kako Ufs zadovoljava uslov (1-fs), prema Teoremi za svako k € N vazi

[A] () < [B] (), za svaku re¢ u € X* takvu da je |u| < k.

Dakle, iako se najveca forward simulacija dobija tek kao infimum beskonacnog niza
matrica, ve¢ nakon izracunavanja k-tog ¢lana niza moze se potvrditi inkluzija ponasanja

automata za sve reci duzine manje od k.

Razmotrimo sada iste automate, ali neka pocetni teZinski vektori budu

aAz[—loo o], aBz[—oo _oo o].

Tada vaZi

[+00 —1

oPeUP)' = [—oo —00 O] ® [+00 3| = [+oo 0] > [_100 ()] -
| +00 0

Za svako k € N, k > 2 bice:
0 -1

B e (UM = [—oo oo 0]@ 0 -3|= [5—2k o],

5-2k O

pa je uslov (1-fs) ispunjen ako i samo ako je k < 52, jer je [5 -2k O] Z [—100 0].
Na osnovu Teoreme zakljucujemo da za sve reci u € X* duZine manje od 52 vaZi
[A](w) < [ B] (), iako inkluzija [ A] < [B] ne vazi u opstem slucaju.
Ovaj primer pokazuje da ¢lanovi niza {US} sy mogu prufiti znacajne informacije o
ponasanju automata i pre nego sto se odredi njihov infimum ili ustanovi postojanje najvece

simulacije.

70



U prethodnoj teoremi pokazano je da se postojanje simulacije ili bisimulacije odgova-
rajuéeg tipa moZe utvrditi proverom da li infimum niza matrica zadovoljava uslov (1-£).
Medutim, kada se niz {Uf}seN ne stabilizuje nakon kona¢no mnogo koraka, odredivanje
njegovog infimuma moze biti oteZzano. Zbog toga je vazno ispitati da li se zakljucci o
ispunjenosti uslova (1-£) mogu donositi ve¢ na osnovu pojedinacnih ¢lanova niza.

Naredna teorema pokazuje da je odgovor potvrdan. Naime, uslov (1-£) zadovoljen je
za infimum niza ako i samo ako je zadovoljen za svaki njegov ¢lan. Pored toga, ukoliko

neki ¢lan niza zadovoljava ovaj uslov, tada ga zadovoljavaju i svi prethodni ¢lanovi niza.

Teorema 3.4 Neka su A = (m,04, {M2}cx, ) i B = (n, 08, {MP} cx, v8) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom R.

Za proizvoljno ¢ € {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb} neka je {Uf} seN iz matrica definisan kao
u Teoremi a U¢ njegov infimum. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Matrica U¢ zadovoljava uslov (1-&) ako i samo ako svaka matrica Uf, s € N,

zadovoljava isti uslov.

(b) Ako za neko s € N matrica Uf zadovoljava uslov (1-€), onda taj uslov zadovoljava

i svaka matrica Uf zat <s.

Dokaz 3.4 Dokazacemo tvrdenje samo za slucaj ¢ = fs. Preostali slucajevi dokazuju se
na analogan nacin.

(a) Pretpostavimo najpre da matrica Us zadovoljava uslov (1-fs).

Kako je Us < US, za svako s € N, dobijamo 04 < o8 ® (l7fs)T <ol UM,
odnosno svaka matrica U™ zadovoljava uslov (1-fs).

Pretpostavimo sada obrnuto, da svaka matrica Uﬁs zadovoljava uslov (1-fs). Tada za
svako s € NvaZi 04 < 0B @ (UM)T.

Prema Lemi 4.1 iz rada [69], mnoZenje matrice sa leve strane cuva infimume i kako

transponovanje komutira se infimumom dobijamo

AXCAN

seN

T

ot < /\ (O‘B ® (UﬁS)T) =o8® =o8® =0l e (UM,

seN

o8

seN

Dakle, Ut zadovoljava uslov (1-fs), ¢ime je dokazano tvrdenje (a).
(b) Pretpostavimo da za neko s € N matrica U;CS zadovoljava uslov (1-1s).
Kako je niz {U} s nerastuci, za svako t < s vazi U™ < Utfs.
Otuda dobijamo o < o8 ® (UMT < o8 @ (UM, sto znaci da i matrica U™

zadovoljava uslov (1-fs). [

Na osnovu Teoreme [3.4] postupak za ispitivanje postojanja simulacija i bisimulacija,
opisan nakon Teoreme [3.2] mozZe se dodatno unaprediti. Naime, tokom sukcesivnog izra-

Cunavanja ¢lanova niza matrica { US"C}SeN nije neophodno odrediti njegov infimum. Ukoliko
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se za neki ¢lan Uf ustanovi da ne zadovoljava uslov (1-¢), tada, prema Teoremi is-
ti uslov ne zadovoljava nijedan naredni ¢lan niza, kao ni njegov infimum Ue. Stoga se
postupak moZze odmah prekinuti 1 zakljuciti da izmedu posmatranih automata ne postoji
simulacija, odnosno bisimulacija tipa &.

Na taj nacin, u slucaju nepostojanja simulacije ili bisimulacije, zaklju¢ak se mozZe
doneti bez odredivanja infimuma niza. Sa druge strane, ukoliko svi do tada izraCunati
¢lanovi zadovoljavaju uslov (1-£), postupak se ne mora zavrSiti nakon konaéno mnogo
koraka, jer niz {Uf}seN u opstem slucaju moZe biti beskonacan.

Teoreme [3.3]i[3.4 ukazuju i na mogucénost proucavanja parcijalne inkluzije i parcijalne
ekvivalencije ponaSanja automata. Umesto poredenja ponaSanja automata za sve reci iz
skupa X*, moZe se posmatrati njihovo ponasSanje samo na re¢ima ¢ija je duZina manja od
unapred zadate vrednosti k.

Za dati prirodan broj k, parcijalna inkluzija odredena je uslovom
[A] () < [B] (), za svaku re¢ u € X takvu da je |u| < k,
dok je parcijalna ekvivalencija odredena uslovom
[A](w) = [B](w), za svaku re¢ u € X* takvu da je |u| < k.

Prema Teoremamai dovoljno je odrediti najvedi ¢lan niza {Uf}seN koji zadovo-
ljava uslov (1-¢). Tada se moZe zakljuciti da vazi parcijalna inkluzija, odnosno parcijalna
ekvivalencija, ponaSanja automata za sve reci ¢ija je duzina manja od odgovarajuceg bro-
ja k, bez potrebe za neposrednim poredenjem vrednosti koje automati pridruZzuju svim

takvim reéima.

3.4 Uticaj izbora max-plus strukture

na odredivanje simulacija i bisimulacija

Rezultati dobijeni u prethodnim sekcijama izvedeni su za max-plus automate nad
kompletnim max-plus poluprstenom R,. Medutim, u mnogim primenama teZine automata
ne pripadaju skupu svih realnih brojeva, ve¢ nekoj njegovoj podstrukturi, kao Sto su skup
celih ili racionalnih brojeva. Zbog toga se prirodno postavlja pitanje u kojoj meri se
prethodno razvijeni postupci mogu primeniti i na takvim strukturama, kao i da li izbor
osnovne max-plus strukture uti¢e na tok i rezultat algoritama za odredivanje simulacija i
bisimulacija.

Kada su tezine automata celobrojne, prirodno se razmatra max-plus poluprsten nad
celim brojevima Zmax = (Zmax, ®, ®, —00,0), gde je Zmax = Z U {—o00}. Kako je Zmax
podpoluprsten strukture Ryy,x, svaki automat nad Zy,,x moZe se posmatrati i kao automat

nad Rpx, pri ¢emu se njegovo ponasanje ne menja.
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Sli¢no, kompletan max-plus poluprsten Zoo = (Zoo, ®, ®, —0,0), Zoo = ZU{—00, +o0},
predstavlja kompletan dioid sa istim operacijama sabiranja, mnoZenja i reziduacije kao 1
Re. Zbog toga se algoritmi za odredivanje simulacija i bisimulacija mogu primeniti na
isti nacin kao i u slu¢aju strukture R, pri ¢emu se dobijaju isti rezultati. Potpuno analogni
zakljucci vaZe i kada se skup celih brojeva zameni skupom racionalnih brojeva.

Za razliku od prethodno navedenih struktura, situacija se menja ukoliko se posmatra
skup nenegativnih realnih brojeva R* = P = {r € R | r > 0}. U tom sluaju definiSu
se strukture Ppax 1 Poo, koje imaju iste operacije sabiranja i mnoZenja kao odgovarajuce
max-plus strukture nad skupom svih realnih brojeva. Medutim, operacija reziduacije u P,

nije odredena na isti nacin kao u R, Sto je prikazano slede¢com Cayley-evom tablicom:

b eR*
\ b>a|b<al| -0 |+
ac€RY | b-—a | —oco0 | —c0 | +00
—00 +00 400 +00 | +00
+00 —00 —00 | —00 | 00

MozZe se primetiti da se reziduacija u strukturama R, 1 P, razlikuje upravo u slucajevi-
ma kada bi rezultat oduzimanja bio negativan. U strukturi Py, takve vrednosti zamenjuju se
elementom —oo. Ova naizgled mala razlika utice na konstrukciju nizova matrica {Uf}seN,
a samim tim i na tok algoritma za odredivanje simulacija i bisimulacija, $to ¢e biti anali-
zirano u nastavku. Tabelarni prikaz operacija nad karakteristicnim max-plus strukturama

dat je u Tabeli 3]

Primetimo da za proizvoljne elemente a, b € P, vazi
a\b:\/{xepmm@xgb}:-r{xepm|a®x<b}, (54)

gde oznaka T X predstavlja najveci element skupa X.

Teorema [3.2] zasniva se na opStim osobinama kompletnih dioida. Zbog toga se isti
postupak za odredivanje najvecih simulacija 1 bisimulacija moZe primeniti ne samo nad
kompletnim max-plus poluprstenom R, ve¢ i nad kompletnim max-plus dioidom Ps,.

Drugim re¢ima, algoritam ostaje formalno isti, dok se jedina promena odnosi na
operaciju reziduacije. Sve ostale operacije zadrzavaju isti oblik kao u strukturi R,. Iako
se ova izmena na prvi pogled moZe €initi neznatnom, ona moZe znacajno uticati na tok
izvrSavanja algoritma. Naime, svaki max-plus automat nad P,, moZe se posmatrati i kao
automat nad R, pa se postojanje simulacija i bisimulacija moZe ispitivati primenom oba
postupka. Medutim, zbog razlic¢ito definisane reziduacije, nizovi matrica {Us§} sen dobijeni
na ove dve strukture u opsStem slu€aju nisu isti.

Primetimo da se pri racunanju nad P, svaka negativna vrednost koja bi se u R, pojavila

kao rezultat reziduacije odmah zamenjuje elementom —co. Jednom dobijena vrednost —co
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viSe ne moze postati konacna vrednost u narednim iteracijama, Sto predstavlja bitnu razliku
u odnosu na postupak nad Rs,. Zbog toga se niz matrica nad P, Cesto stabilizuje brZze nego
odgovarajuci niz nad R, a u pojedinim slu¢ajevima stabilizacija nastupa 1 kada postupak
nad R, proizvodi beskonacan niz matrica.

Sa druge strane, postupak nad Ry ima vaznu prednost. PoSto dozvoljava i negativne
vrednosti u matricama relacije, reSenja se traZe u Siroj klasi matrica nego u slucaju strukture
P.. Zbog toga moZe postojati simulacija ili bisimulacija nad R, iako odgovarajuca
simulacija ili bisimulacija nad P, ne postoji.

Obe navedene pojave, brza stabilizacija niza 1 mogucnost postojanja simulacija u Siroj

klasi matrica, bi¢e ilustrovane u narednom primeru.

Primer 3.3 Neka je dat ulazni alfabet X = {x,y} i neka su 4 = (2, 04, {M;;‘, M;‘}, 74)
iB= (3,08 {MB, Mf}, ©8) max-plus automati zadati sa

[ 4 1 Sy -
M;‘= s Mf: 0 0 , 0'A=[5 —oo], A = b

—c0 2 -0 1 | 0

-0 4 -0 —00 —00 1
Mf =]l-00 4 —o0f, Mf =|-00 —-o00 2|, oB = [1 —00 —OO] s B = |3].

Ove automate moZemo posmatrati kao max-plus automate nad kompletnim max-plus
poluprstenom Ry, ali i kao max-plus automate nad kompletnim max-plus dioidom Pe,. U

nastavku ¢emo razmotriti oba slucaja.

a) Slucaj kada se automati A i ‘B posmatraju nad R.
Primenom postupka za izracunavanje clanova sekvence {U™} ey iz Teoreme

indukcijom po s dobijamo

+00 +o00 +o0 s 6 6 1 s 4 4 5-12s
’ U2 = ’ Us = ’ s 2 3’
-1 10 -1 1 0

a infimum ove sekvence je
ﬁfs — 4 4 - .
-1 1 0
Dalje, proverom uslova (1-fs) uvidamo da je U najveca forward simulacija izmedu

automata A i B nad Re,:

4 -1
oA = [5 —oo] < [5 0] - [1 —oo —oo] o4 1|=cBe (@
—00 0

74



b) Slucaj kada se automati A i ‘B posmatraju nad Pe.

Primenom odgovarajuceg iterativnog postupka dobijamo

fs _ +oo 400 +00 fs _ 6 6 1 UfS:UfS:ﬁfS: 4 4 —co
! 1 3 o] 7?2 |- 1 0| —0 1 0

Kako je i ovde ispunjen uslov (1-fs), U's je najveca forward simulacija izmedu

automata A i ‘B:

4 -0
ot = [5 —oo] < [5 —oo] = [1 —00 —oo] ®| 4 1 | =B @".
—00 0

Prednost postupka nad Po, ogleda se u tome sto daje konacnu sekvencu matrica, za
razliku od postupka nad R, koji u ovom primeru generise beskonacnu sekvencu.
Sa druge strane, postupak nad Ro, pretraZuje Siru klasu matrica, pa moZe utvrditi
postojanje forward simulacije i u situacijama kada ona ne postoji nad P,. Naime,
ako pocetni vektor automata A zamenimo sa o = [5 O], tada forward simulacija

izmedu automata postoji nad Re,, dok nad P, ne postoji.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi pokazuju da simulacije i bisimulacije predstavljaju
efikasan alat za ispitivanje inkluzije i ekvivalencije ponaSanja max-plus automata. Pokaza-
no je da se njihovo odredivanje moZe svesti na reSavanje odgovarajucih sistema matri¢nih
nejednacina, kao i da se najveée simulacije i bisimulacije mogu konstruisati primenom
odgovarajucih iterativnih postupaka. Takode je analiziran uticaj izbora max-plus strukture
na tok i rezultate ovih postupaka.

U narednoj glavi bice uvedene slabe simulacije i bisimulacije, koje predstavljaju pri-
rodno proSirenje razmatranih pojmova. Za razliku od simulacija i bisimulacija uvedenih
u ovoj glavi, one omogucavaju poredenje ponasanja automata uz vecu fleksibilnost, zane-

marujuci odredene prelaze koji ne uticu na posmatrano ponasanje automata.
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Glava 4

Slabe simulacije i bisimulacije
za max-plus automate

U prethodnoj glavi uvedeni su razliciti tipovi simulacija i bisimulacija za max-plus au-
tomate i pokazano je da njihovo postojanje predstavlja dovoljan uslov za potvrdu inkluzije,
odnosno ekvivalencije ponaSanja automata. Takode su razvijeni postupci za odredivanje
najvecih simulacija i bisimulacija zasnovani na reSavanju odgovarajucih sistema matri¢nih

nejednacina.

Medutim, moZe se dogoditi da izmedu dva automata ne postoji simulacija ili bisimula-
cija odgovarajuceg tipa, iako su njihova ponaSanja inkluzivna ili ekvivalentna. Razlog za
to leZi u ¢injenici da standardne simulacije 1 bisimulacije namecu stroge uslove koji se pro-
veravaju na nivou pojedinacnih prelaza automata. Zbog toga se prirodno postavlja pitanje
da 1i je moguce oslabiti ove uslove, a da se pritom i dalje o€uva mogucnost zakljucivanja

o inkluziji ili ekvivalenciji ponaSanja automata.

Jedan od odgovora na ovo pitanje predstavljaju slabe simulacije i slabe bisimulacije.
Osnovna ideja ovih relacija jeste da se uslovi koji se kod standardnih simulacija 1 bisi-
mulacija proveravaju na nivou pojedinacnih prelaza zamene uslovima koji se odnose na
ponasanje automata na nivou ulaznih reci. Na taj nacin slabe simulacije i bisimulacije
proSiruju moguénosti poredenja max-plus automata, iako njihovo odredivanje u opStem

slu¢aju mozZe zahtevati razmatranje beskona¢no mnogo parova vektora.

Slabe simulacije 1 bisimulacije prvi put su uvedene u teoriji fazi automata [16], gde
su se, pored potvrde inkluzije i ekvivalencije, pokazale kao uspeSan alat za redukciju
broja stanja i determinizaciju automata [[19, 46, [72,[73],[74.,/5,[76]. U ovoj glavi navedeni

pojmovi bi¢e proSireni na max-plus automate.

Kao 1 kod standardnih simulacija, razmatraju se dva tipa slabih simulacija, forward i
backward, kao i dva odgovarajuca tipa slabih bisimulacija. Pored njih uvode se i relacije
nazvane slabe presimulacije 1 slabe prebisimulacije. Pojmovi presimulacije i prebisimu-
lacije prvi put su uvedeni u [/7, [78], dok se njihove slabe varijante u ovoj glavi uvode
za max-plus automate. Bi¢e pokazano da svaka standardna presimulacija predstavlja sla-
bu presimulaciju odgovarajuceg tipa, kao i da analogni odnosi vaZe izmedu standardnih
1 slabih simulacija, odnosno izmedu standardnih i slabih prebisimulacija i bisimulacija
[L7].
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Kao i standardne simulacije i bisimulacije, slabe simulacije i bisimulacije karakteriSu
se kao reSenja odgovarajucih sistema matri¢nih nejednacina. Pokazace se da sistemi ko-
jima su definisane slabe presimulacije i prebisimulacije uvek imaju najvece reSenje, koje
predstavlja najvecu slabu presimulaciju, odnosno najveéu slabu prebisimulaciju odgo-
varajuéeg tipa. Na osnovu tih reSenja razvijaju se postupci za ispitivanje postojanja slabih
simulacija 1 bisimulacija. Time se dobija mogucnost poredenja Sire klase automata, bu-
dudi da postoje slucajevi u kojima standardna simulacija ili bisimulacija ne postoji, dok
odgovarajuca slaba simulacija ili bisimulacija postoji. Sa druge strane, postojanje sta-
ndardne simulacije ili bisimulacije uvek povlaci postojanje odgovarajuce slabe simulacije
ili bisimulacije.

U ovoj glavi najpre se uvode slabe presimulacije 1 prebisimulacije, a zatim se karakte-
riSu njihova najveca reSenja i razvija postupak za ispitivanje postojanja slabih simulacija
i bisimulacija. Posebna paZnja posveéena je problemu terminacije ovog postupka, buduci
da se najveca slaba reSenja u opstem sluc¢aju odreduju razmatranjem beskona¢no mnogo
reCi iz skupa X*. Takode se razmatraju slucajevi u kojima se najveéa reSenja mogu odrediti
eksplicitno, dok su teorijski rezultati ilustrovani odgovaraju¢im primerima.

Rezultati predstavljeni u ovom poglavlju zasnovani su na koautorskom radu proisteklom

iz istraZivanja sprovedenog u okviru ove doktorske disertacije [17].

4.1 Presimulacije i prebisimulacije

U prethodnoj glavi uvedeni su pojmovi forward 1 backward simulacija, kao i odgo-
varajuc¢i pojmovi bisimulacija izmedu max-plus automata. Pokazano je da postojanje
simulacije predstavlja dovoljan uslov za inkluziju ponaSanja automata, dok postojanje
bisimulacije predstavlja dovoljan uslov za njihovu ekvivalenciju.

Pored ovih pojmova, znacajnu ulogu imaju 1 presimulacije 1 prebisimulacije. One
predstavljaju prirodno slabljenje odgovarajudéih simulacija i bisimulacija i dobijaju se izo-
stavljanjem uslova koji povezuje inicijalne teZinske vektore automata. Njihov osnovni
znacaj ogleda se u tome Sto predstavljaju polaznu osnovu za odredivanje najvecih simula-
cijaibisimulacija. Takode, rezultati prikazani u ovoj glavi posluziée kao osnova za kasnije
uvodenje slabih simulacija i bisimulacija, kao i za konstrukciju njihovih najvecih reSenja.

U daljem tekstu koristi¢emo sledecu skradenu terminologiju. Ako je & € {fs, bs},
tada svako reSenje sistema (2 — &) i (3 — &) nazivamo presimulacija tipa ¢ ili krace
&-presimulacija.

Ako je & € {fb, bb, fbb, bfb}, tada svako resSenje sistema (2 — &) i (3 — &) nazivamo
prebisimulacija tipa ¢ ili krace &-prebisimulacija. Dakle, presimulacije i prebisimulacije
dobijaju se iz odgovarajucih simulacija i bisimulacija izostavljanjem uslova (1 — &) koji

se odnosi na inicijalne teZinske vektore automata.
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Kao i simulacije i bisimulacije, presimulacije i prebisimulacije mogu se posmatrati
kao reSenja odgovarajuéih sistema matri¢nih nejednacina. Narocito je znacajno to Sto
sistemi kojima su definisane presimulacije i prebisimulacije uvek imaju najvece resenje,
koje predstavlja najvecu presimulaciju, odnosno najvecu prebisimulaciju odgovarajuceg
tipa. Ova najveca reSenja mogu se zatim koristiti za ispitivanje postojanja simulacija i
bisimulacija odgovarajuceg tipa.

Najveca forward presimulacija moze se odrediti iterativnim postupkom zasnovanim na

opadaju¢em nizu matrica {U, }sen definisanom sa

T
Ur =t = (BT, U = U A [\ (P ouyml) | 69)
xeX
Infimum ovog niza predstavlja najvecu forward presimulaciju izmedu automata A4 i
B. Ukoliko dobijena matrica zadovoljava i uslov (1-fs), ona predstavlja najveéu forward

simulaciju. U suprotnom, izmedu posmatranih automata ne postoji forward simulacija.
Analogni postupci vaze i za ostale tipove presimulacija i prebisimulacija.

U narednoj sekciji bi¢e uvedene slabe simulacije i1 bisimulacije. Pokazace se da se
njihova konstrukcija prirodno nadovezuje na pojmove presimulacija i prebisimulacija

uvedene u ovoj sekciji.

4.2 Slabe simulacije i bisimulacije

U ovom odeljku uvode se slabe simulacije 1 slabe bisimulacije za max-plus automate.
Ovi pojmovi predstavljaju uopstenje odgovarajucih simulacija i bisimulacija razmatranih u
prethodnoj glavi, pri ¢emu zadrZavaju njihovu osnovnu ulogu u potvrdivanju relacija inklu-
zije 1 ekvivalencije izmedu automata. Kao 1 kod obi¢nih simulacija i bisimulacija, uvode
se odgovarajuci pojmovi slabih presimulacija i slabih prebisimulacija, koji omogucavaju
odredivanje najvecih slabih simulacija i bisimulacija.

Da bi se definisale slabe simulacije i bisimulacije, najpre je potrebno uvesti vektore
koji opisuju ponaSanje automata nakon izvrSavanja proizvoljne reci.

Neka je 4 = (n,04, {M2}cx, ™) max-plus automat nad kompletnim max-plus
poluprstenom R, i alfabetom X. Za svaku re¢ u € X* defini$u se vektori o4 € R i

u
A nx1
7, € RY sa

cl=cteoM? i th=M!'erh (56)

u

Ovi vektori mogu se ekvivalentno definisati induktivno. Za sve u € X* i x € X vazi

A _A A A
=o", o,=0, M, 1 T

O'? A TA, Tfu = Mf ®T,f‘. 57)
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A

Vektori o4, zau € X*, nazivaju se o-vektori, dok se vektori 7', za u € X*, nazivaju

u
T-vektori. U literaturi se o-vektori ¢esto nazivaju i generalized daters ili state vectors
(57,166, 67, [79]. Obe familije vektora imaju znacajnu ulogu u teoriji max-plus automata,

narocito u postupcima njihove determinizacije.

Za dva max-plus automata A4 i ‘B, uredeni par (T,j‘, Tf), zau € X*, koji se sastoji od
odgovarajucih 7-vektora automata 4 i ‘B, naziva se 7-par za automate 4 i ‘B. Analogno,
uredeni par (o, 0-8) naziva se o-par za automate 4 i B.

Neka su sada 4 = (n,04, {M2}ex, ) i B = (m,08, {MB},ex, v8) max-plus

automati nad kompletnim max-plus poluprstenom R, i alfabetom X.

Matrica U € R naziva se slaba forward simulacija izmedu automata 4 i ‘B ako

zadovoljava sledeci sistem matri¢nih nejednacina

(1-wfs) o2 <oPoUT,

2-wfs) UT @1d <15, (u € X).

u

Matrica U naziva se slaba forward presimulacija izmedu automata 4 i B ukoliko

zadovoljava uslov (2-wfs), pri cemu nije neophodno da bude ispunjen uslov (1-wfs).

Analogno se definiSe slaba forward bisimulacija. Matrica U € RZ" predstavlja slabu

forward bisimulaciju izmedu automata A4 i ‘B ako zadovoljava sistem

(1-wtb) A <oBeUT, o <oteu,
A

o
Q2-wib) UT® 1A < 1B, Ul <r

u

(u € X").

Ako je ispunjen samo uslov (2-wfb), tada se U naziva slaba forward prebisimulacija.

Slabe backward simulacije i bisimulacije, kao i odgovarajuce slabe presimulacije i
slabe prebisimulacije, definiSu se na potpuno analogan nacin. Radi lakSeg poredenja,

pregled svih tipova obi¢nih i slabih simulacija i bisimulacija dat je u Tabeli 4]

Kod svih navedenih relacija odgovarajuée presimulacije, odnosno prebisimulacije do-

bijaju se izostavljanjem prve grupe uslova.

Iz Tabele [ vidi se da se slabe simulacije i bisimulacije od odgovaraju¢ih obi¢nih
simulacijaibisimulacijarazlikuju jedino u uslovima kojima se opisuje ponaSanje automata.
Dok se kod obi¢nih relacija uskladenost ponaSanja izrazava preko matrica prelaza za svaki
simbol alfabeta, kod slabih relacija ona se izraZava preko o-vektora i 7-vektora odredenih
svim re¢ima iz skupa X*. Na taj nain poredenje ponaSanja automata nije ograni¢eno na
pojedinacne prelaze, ve¢ obuhvata odredene sekvence prelaza.

Kao i u slu¢aju obi¢nih simulacija i bisimulacija, odgovarajuée slabe simulacije, bisi-
mulacije, presimulacije i prebisimulacije mogu se posmatrati kao reSenja odgovarajucih

sistema matri¢nih nejednacina sa nepoznatom matricom U.
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Tabela 4: Pregled obic¢nih i slabih simulacija i bisimulacija.

Relacija Tip Obic¢ne Slabe
(1fs)0' <oloUT (L-wis) BgyT
-WIS O' 0'
) . Forward Q-5 U' ® Mj;‘ < Mf QUT T B
Simulacije (3fs) UT & 14 < 18 Q2-wis) U’ ® Tu <71,
-fs T <T
I-bs) T < U8
(159 4 s | (-wbs) Tt <U®TP
Backward | (2-bs) Mx ®U < U M, n B
(2-wbs) 0, @ U < o,
(3-bs) 0' ®U <
(1-fb) o <ol o UT
cB<oteoUu (1-wib) o < B UT,
. . Q) UT e MA < MBoUT, cB<oteU
orwar
U®MB<MA®U Q-wib) UT @ 2 < 75,
Bisimulacije B-b) UT @ 74 < 18, Ueotl < i
U8 < <74
(1-bb) 74 < U ® 75,
B<uT ot (1-wbb) 74 < U @ 75,
(2-bby MA@ U < U® M5, ngUTmA
Backward MEoUT < UT ® MA | (2-wbb) oA @ U < oF
X u ’
(3-bb) @ U < b, oreU" <oy
o ®UT oA

Napomena: U svim izrazima u tabeli podrazumeva se da je x € X, dok je u € X*.

Naredna teorema pokazuje da slabe simulacije i bisimulacije predstavljaju prirodno

uopstenje odgovarajucih obi¢nih simulacija i bisimulacija.

Teorema 4.1 Neka su A = (n,0, {M*},ex, ) i B = (m, 08, {MPB} cx, v8) max-plus

automati nad kompletnim max-plus poluprstenom Ry, i alfabetom X. Tada vaZe tvrdenja:

(a) Svaka forward (odnosno backward) presimulacija izmedu automata A i ‘B predsta-

vija slabu forward (odnosno slabu backward) presimulaciju izmedu istih automata.

Prema tome, svaka forward (odnosno backward) simulacija izmedu automata A
i B predstavija slabu forward (odnosno slabu backward) simulaciju izmedu istih

automata.

(b) Svaka forward (odnosno backward) prebisimulacija izmedu automata A i ‘B pre-
dstavlja slabu forward (odnosno slabu backward) prebisimulaciju izmedu istih au-

tomata.
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Prema tome, svaka forward (odnosno backward) bisimulacija izmedu automata A
i B predstavija slabu forward (odnosno slabu backward) bisimulaciju izmedu istih

automata.

Dokaz 4.1 Dovoljno je dokazati prvo tvrdenje za forward presimulacije. Tvrdenje za
forward simulacije neposredno sledi, buduci da se forward simulacije i slabe forward
simulacije od odgovarajucih presimulacija razlikuju jedino po uslovima (1-fs) i (1-wfs),
koji su identicni. Ostala tvrdenja dokazuju se na potpuno analogan nacin.

Neka je U forward presimulacija izmedu automata A i ‘B. Tada, prema definiciji, vaZe
uslovi (2-fs) i (3-1s).

Indukcijom po dufZini reci u € X*, pokazimo da vazi uslov 2-wfs) UT @ 2 < 1B,

Za praznu re¢ & tvrdnja neposredno sledi iz uslova (3-fs), jer je 2 =14 i 18 = 15

Za re¢ duZine jedan, |u| = 1, tvrdnja sledi primenom [56} uslova (2-fs) i (3-fs)
Uletl=U"eM!eot" <MPoU @t <MPe®=1]

Pretpostavimo da za svaku re¢ u € X* duZine n vaZi tvrdenje UT @ v < 18,

Neka je v = xu, gde je x € X i |u| = n. Tada, koristeci uslov (2-fs) i induktivnu

pretpostavku, dobijamo
UT®T;4 = UT®M)?®T;‘ < Mf@UTQ@T;‘ < Mf@‘r,f :Tf.

Time je indukcija zavrsena, pa vazi uslov (2-wfs) za svaku re¢ u € X*. Dakle, U je slaba

forward presimulacija. [

Prethodna teorema pokazuje da slabe simulacije i bisimulacije predstavljaju prirodno
uopstenje odgovarajuc¢ih simulacija i bisimulacija uvedenih u prethodnoj glavi. Naime,
svaka simulacija, odnosno bisimulacija, istovremeno predstavlja i slabu simulaciju, odno-
sno slabu bisimulaciju istog tipa. Kao Sto je pokazano u prethodnoj glavi, postojanje
simulacije izmedu dva max-plus automata predstavlja potvrdu inkluzije jezika koje oni
raspoznaju, dok postojanje bisimulacije predstavlja potvrdu njihove ekvivalencije. Zbog
toga simulacije imaju znacajnu ulogu u utvrdivanju inkluzije, a bisimulacije u utvrdivanju
ekvivalencije max-plus automata.

Na osnovu prethodne teoreme, izmedu klasa forward simulacija, forward presimulacija,

slabih forward simulacija i slabih forward presimulacija vaze sledece relacije:
FS € WFS € WFPS, FS € FPS € WFPS, FS = WFS N FPS, (58)

gde FS, WFS, FPS i WFPS oznacavaju, redom, klase forward simulacija, slabih forward
simulacija, forward presimulacija i slabih forward presimulacija. Ovi odnosi su ilustrovani
na slici
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Slabe forward
simulacije

Forward
simulacije

Forward
presimulacije

Slabe forward presimulacije

Slika 15: Odnosi izmedu forward simulacija i odgovarajucih slabih relacija.

U narednoj teoremi bi¢e pokazano da slabe simulacije i bisimulacije zadrZavaju ista
svojstva. Stavise, imajuéi u vidu prethodnu teoremu, one u pojedinim slu¢ajevima omogu-
¢avaju uspesnije utvrdivanje inkluzije i ekvivalencije nego odgovarajuée obi¢ne simulacije

i bisimulacije.

Teorema 4.2 Neka su A = (n,04, {M*}ex, ) i B = (m, 08, {MPB}.cx, t8) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom Ry, i alfabetom X. Tada vaZe sledeca

tvrdenja:

(a) Postojanje slabe simulacije bilo kog tipa izmedu automata A i ‘B implicira relaciju
inkluzije, odnosno [ 4] < [B].

(b) Postojanje slabe bisimulacije bilo kog tipa izmedu automata A i ‘B implicira ekvi-

valenciju, odnosno [ 4] = [ B] .

Dokaz 4.2 Dovoljno je dokazati tvrdenje (a) za slucaj slabe forward simulacije, dok se
ostali slucajevi dokazuju na analogan nacin.

Neka je U slaba forward simulacija izmedu automata A i ‘B. Tada za proizvoljnu rec¢
u € X*, na osnovu[36] uslova (1-wfs) i (2-wfs), dobijamo

[A](w) = cteMier? = oter) < oPeU et < oberl = cPeMPer? = [B](u).

Kako je u € X* bila proizvoljno izabrana rec, sledi da je [ A] < [ B].
Tvrdenje (b) neposredno sledi iz tvrdenja (a), buduci da slaba bisimulacija predstavlja

slabu simulaciju u oba smera. [J

Prva od naredne dve teoreme uspostavlja vezu izmedu slabih forward i slabih backward
simulacija i bisimulacija, dok se druga odnosi na zatvorenost ovih relacija u odnosu na

transponovanje, mnoZenje 1 sabiranje matrica.
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Teorema 4.3 Neka su A i ‘B max-plus automati nad kompletnim max-plus poluprstenom

R i alfabetom X. Tada vaZze sledeca tvrdenja:

(a) Matrica U € R je slaba forward simulacija izmedu automata A4 i ‘B ako i samo

ako je slaba backward simulacija izmedu reverznih automata A i ‘B.

(b) MatricaU € R je slaba forward bisimulacija izmedu automata A i ‘B ako i samo

ako je slaba backward bisimulacija izmedu reverznih automata aiB.

Dokaz 4.3 Tvrdenje (a) neposredno sledi iz definicija slabe forward i slabe backward
simulacije, kao i iz osobine reverznog automata date u (#3)). Naime, za svaku re¢ u € X*
a A B

vazi Tt = oo, T, = O'EB, pa se uslovi (1-wfs) i (2-wfs) za automate A i ‘B transformisu

upravo u uslove (1-wbs) i (2-wbs) za reverzne automate aiB.

Analogno se pokazuje i tvrdenje (b).

Teorema 4.4 Neka su A, B i C max-plus automati nad kompletnim max-plus poluprste-

nom R i alfabetom X. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Proizvod slabe forward simulacije izmedu automata A i ‘B i slabe forward simulacije

izmedu automata B i C jeste slaba forward simulacija izmedu automata A i C.

(b) Zbir proizvoljne familije slabih forward simulacija izmedu automata A i ‘B jeste

slaba forward simulacija izmedu automata A4 i ‘B.

(c) Transponovana matrica slabe forward (odnosno backward) bisimulacije izmedu
automata A i ‘B predstavlja slabu forward (odnosno backward) bisimulaciju izmedu

automata B i 4.

Tvrdenja (a) i (b) prethodne teoreme vaze i kada se izraz forward zameni izrazom
backward i/ili kada se izraz simulacija zameni izrazom bisimulacija.
U nastavku €e biti razmotrena karakterizacija najvecih slabih simulacija i bisimulacija,

kao 1 postupci za njihovo odredivanje.

4.3 Najvece slabe simulacije i bisimulacije

Kao i u slucaju obi¢nih simulacija i bisimulacija, problem odredivanja najvecih slabih
simulacija i bisimulacija svodi se na odredivanje najvecih slabih presimulacija i prebisi-
mulacija odgovarajudeg tipa.

U narednoj teoremi izvedeni su eksplicitni izrazi za najvece slabe forward i backward
presimulacije i prebisimulacije. Na osnovu ovih izraza moZe se utvrditi postojanje odgo-
varajucih slabih simulacija i bisimulacija, kao i odrediti njihova najveca reSenja kada ona

postoje.
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Teorema 4.5 Neka su A = (n, 0, {M*},ex, ) i B = (m, 08, {MB}cx, v8) max-plus

automati nad kompletnim max-plus poluprstenom R, i alfabetom X, i neka su matrice

wis _ A\ _B wbs __ A B
U —/\TM\TM, U —/\O'M\O'u,
ueX* ueX*
wib _ A B wbb __ A B
U —/\TM+TM, U —/\0',4%0'”.
ueX* ueXx*

Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(@) Matrica U™ je najveca slaba forward presimulacija izmedu automata A i ‘B.

Ukoliko UY™ zadovoljava uslov (1-wfs), tada predstavlja najvecu slabu forward
simulaciju izmedu automata A i ‘B. U suprotmom, izmedu automata A i B ne

postoji slaba forward simulacija.

(b) Matrica U™ je najveca slaba backward presimulacija izmedu automata A i ‘B.

Ukoliko U™ zadovoljava uslov (1-wbs), tada predstavlja najvecu slabu backward
simulaciju izmedu automata A i ‘B. U suprotnom, izmedu automata A i ‘B ne postoji

slaba backward simulacija.

(c) Matrica U™ je najveca slaba forward prebisimulacija izmedu automata A i ‘B.

Ukoliko U™ zadovoljava uslov (1-wfb), tada predstavlja najvecu slabu forward
bisimulaciju izmedu automata A i ‘B. U suprotnom, izmedu automata A i ‘B ne

postoji slaba forward bisimulacija.

(d) Matrica U™ je najveca slaba backward prebisimulacija izmedu automata 4 i ‘B.

Ukoliko U™ zadovoljava uslov (1-wbb), tada predstavlja najvecu slabu backward
bisimulaciju izmedu automata A i ‘B. U suprotnom, izmedu automata A i ‘B ne

postoji slaba backward bisimulacija.

Dokaz 4.4 Dovoljno je dokazati tvrdenje (a), jer se preostala tvrdenja dokazuju na ana-
logan nacin.

Prema osobini reziduacije (A0), za matricu U € RE™ uslov (2-wfs) ekvivalentan je
uslovima U < t\t8, u € X*. Otuda sledi da je U = A,cx- T2\T8 najvece resenje
uslova (2-wfs), odnosno najveca slaba forward presimulacija izmedu A i ‘B.

Pretpostavimo sada da matrica U™ zadovoljava i uslov (1-wfs). Tada ona predstavlja
slabu forward simulaciju izmedu automata A i ‘B. Kako je svaka slaba forward simulacija
ujedno i slaba forward presimulacija, za svaku slabu forward simulaciju U vaZi inklu-
zija U < UYS, Prema tome, U™® predstavlja najvecu slabu forward simulaciju izmedu

automata 4 i ‘B.
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Pretpostavimo sada da U™® ne zadovoljava uslov (1-wfs). Ako bi postojala slaba
forward simulacija U izmedu automata A i ‘B, onda bi ona ujedno bila i slaba forward

presimulacija, pa bi vazilo U < UYS. Posto U zadovoljava uslov (1-wfs), dobijamo
O_A < O_B ® UT g O_B ® (UWfS)T’

§to pokazuje da i matrica U™ zadovoljava uslov (1-wfs), $to je u suprotnosti sa pre-

tpostavkom. Dakle, izmedu automata A i ‘B ne postoji slaba forward simulacija. (]

Prethodna teorema pokazuje da se problem odredivanja slabih simulacija i bisimula-
cija svodi na odredivanje najvecih slabih presimulacija i prebisimulacija odgovarajuéeg
tipa. Naime, najvece slabe simulacije i bisimulacije mogu se dobiti neposredno iz najve-
¢ih slabih presimulacija 1 prebisimulacija proverom odgovarajucih uslova koji povezuju
inicijalne, odnosno zavrSme tezinske vektore automata. Ukoliko su ti uslovi ispunjenti,
dobijena reSenja predstavljaju najvece slabe simulacije, odnosno bisimulacije, dok u su-
protnom odgovarajuce slabe simulacije, odnosno bisimulacije ne postoje. Stoga se problem
odredivanja najvecih slabih simulacija 1 bisimulacija u sustini svodi na efikasno ra¢unanje
najvecih slabih presimulacija i prebisimulacija. U narednom odeljku biée opisan postupak

za njihovo odredivanje.

4.4 Procedura za racunanje najvecih slabih resenja

Prethodna teorema daje karakterizaciju najvecih slabih presimulacija i prebisimulacija
odgovarajuceg tipa. Medutim, dobijeni izrazi zadati su u obliku infimuma po svim re¢ima
iz skupa X*, zbog ¢ega se ne mogu neposredno koristiti za njihovo izraCunavanje.

U ovoj sekciji biée opisan postupak za ispitivanje postojanja slabih simulacija 1 bi-
simulacija, kao i za odredivanje njihovih najvecih reSenja kada ona postoje. Postupak se
zasniva na odredivanju najvece slabe presimulacije, odnosno prebisimulacije odgovaraju-
éeg tipa, nakon ¢ega se proverava da li dobijena matrica zadovoljava dodatni uslov kojim
se definiSe odgovarajuca slaba simulacija, odnosno bisimulacija. Na kraju sekcije bice
prikazani primeri koji ilustruju primenu predloZenog postupka, kao i situacije u kojima se
njegovo izvrSavanje ne zavrSava nakon kona¢no mnogo koraka.

U nastavku ¢e biti objasnjen rad Procedure|l|u slucaju kada je simTip = wfs, odnosno
kada se odreduje najveca slaba forward simulacija. U ostalim sluajevima postupak je
analogan.

Algoritam zapocinje formiranjem pocetnog para (776‘, ﬂg ) = (t4, v8) i inicijalizacijom
matrice U = 716‘ \ﬂg . Nakon toga se sukcesivno obraduju svi generisani parovi 7-vektora.
Za svaki obradeni par vektora (74, 78) i svaki simbol x € X formira se novi par vektora

(MAen?, MBen?). Svakinovodobijeni par obraduje se najvise jednom, dok se matrica U
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Procedura 1 Postupak za odredivanje najveceg slabog resenja izmedu max-plus automata
Ulaz:  Max-plus automati 4 = (n,04, {M2}yex,74) i B = (m, 08, {MB},cx,78);
ulazni alfabet X;
simType € {wfs, wbs, wfb, wbb} — tip slabe simulacije/bisimulacije.
Izlaz:  Najveca slaba simulacija/bisimulacija U, ukoliko postoji, u suprotnom null.

1: Inicijalizacija praznog reda toProcess i praznog skupa processedPairs;
2: Inicijalizacija para

() (t4,78), if simType € {wfs, wib},
Ty, Ty ) —
0770 (4, 08), if simType € {wbs, wbb};
3: Inicijalizacija matrice
U ng)“\ﬂg, if simType € {wfs, wbs},
-
ﬂ(‘;‘ ¢ ng, if simType € {wfb, wbb}.

4. processedPairs.add((ﬂg, ﬂ'g));
5: toProcess.enqueue((ﬂg, ﬂg ));
6: while toProcess is not empty do
7: (74, nB) « toProcess.dequeue();
8: for each x € X do
9:
( A B (M)’c4 Q 4, Mf ® nB), if simType € {wfs, wib},
V¢

(nd @ M2, nB ® MB), if simType € {wbs, wbb}.
10: if (72, 7B) ¢ processedPairs then
11: processedPairs.add((n2, nB));
12: toProcess.enqueue((n2, B));
13:

U A (nxnB),  if simType € {wfs, wbs},
-
UA (o2 C#ﬂ'*B), if simType € {wfb, wbb}.

14: end if
15: end for
16: end while
17:

oA <oBeUT, if simType = wfs,

M < U@, if simType = wbs,

condition «—
oA <oB® UT) A B <ot U), if simType = wib,

(
(tA<UTB)A (B SUT ®14), if simType = wbb.

18: if condition then
19: return U

20: else

21: return null
22: end if
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u svakoj iteraciji aZzurira odredivanjem infimuma sa odgovaraju¢im rezidualom. Postupak
se zavrSava kada viSe nije moguce generisati nove parove 7-vektora.

Ukoliko algoritam zavrsi nakon konacno mnogo koraka, dobijena matrica U predstavlja
najvecu slabu forward presimulaciju izmedu posmatranih automata. Nakon toga proverava
se da li je zadovoljen uslov (1-wfs). Ukoliko je taj uslov ispunjen, matrica U predstavlja
najveéu slabu forward simulaciju izmedu automata 4 i B. U suprotnom se zakljucuje da
izmedu posmatranih automata ne postoji slaba forward simulacija.

Iako algoritam u opsStem slu¢aju ne garantuje zavrSetak nakon konacno mnogo koraka,
moguce je proceniti sloZenost jedne njegove iteracije. Neka su n i m brojevi stanja automata
A i B, respektivno, a [ = |X| kardinalnost ulaznog alfabeta. U svakoj iteraciji obraduje se
jedan par vektora (74, 7%), pri ¢emu se za svaki simbol x € X racunaju proizvodi M @ t4
i MB ® tP, a zatim se, ukoliko generisani par nije ranije obraden, aZurira matrica U. S
obzirom na dimenzije matrica M2 € R, MB € R™™ { U € R%™, sloZenost obrade
jednog simbola iznosi O (n?> + m? + nm). Buduéi da se u svakoj iteraciji razmatra svih

| = | X| simbola ulaznog alfabeta, ukupna vremenska sloZenost jedne iteracije iznosi

O(l S+ m*+ nm)) = O(l - max(n?, mz)) .
Pri tome se zanemaruje sloZenost provere da li je generisani par ve¢ obraden, koja zavisi
od konkretne implementacije strukture podataka za Cuvanje obradenih parova.

Posto broj generisanih parova vektora u opsStem slucaju nije ograni¢en, ukupan broj
iteracija ne mora biti konacan. Zbog toga zavrSetak algoritma nije garantovan. U prakti¢nim
implementacijama c¢esto se uvodi dodatni kriterijumi zaustavljanja, kao $to je maksimalan
broj iteracija ili vremensko ograniCenje izvrSavanja.

U nastavku su dati primeri koji ilustruju primenu opisanog postupka, kao i situacije u

kojima se postupak ne zavrSava nakon kona¢no mnogo koraka.

Primer 4.1 Posmatrajmo max-plus automate nad kompletnim max-plus poluprstenom,
A = (2, O'A,{Mf,Mf},TA) i B = (3,0‘3,{M5,Mf},7'3), nad alfabetom X = {x,y},
zadate matricama i vektorima

[0 - [0 2 [ 1]
MA = *l. Mp=|"" ] =1 2], e
—00 —00 —00 —00 -2
[0 -0 - [—c0 —c0 2 [ 2
Mf= -0 —o00 1|, Mf= —00 0 -—oo|, oB= [O 1 —1], 8 =21
|—c0  —00 0 |~ —& 0 L 0 i

PrikaZimo primenu postupka iz Procedure |I| za odredivanje najvece slabe forward

simulacije izmedu automata A4 i ‘B.
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Automat A ima Cetiri razlidita T-vektora:

1 0
oA = ,keN;, 14 = , k € Np; T,f = , za ostaleu € X*.
X —00 Xy —00 —0

S druge strane, automat ‘B ima samo dva razlicita T-vektora:

2 2
B =1 = Tfk, 8 = 11|, gde je k € N, odnosno u € X* takvo da |u, # 0.
0 0

Prema tome, tokom izvrsavanja algoritma pojavljuje se ukupno sest razlicitih parova
T-vektora.

Tabela 3| prikazuje tok rada algoritma. Za svaki generisani par t-vektora odreduje se
odgovarajuci rezidual i aZurira trenutni infimum. Simbol X oznacava da je odgovarajuci
par vec ranije generisan, zhog cega se iz njega ne formiraju novi parovi niti utice na dalje
racunanje infimuma.

Na osnovu Tabele [3 dobija se da je najveca slaba forward presimulacija izmedu
automata A i ‘B:

1 -2 -1
4 1 21|

U=

Dalje, kako je ispunjena sledeca nejednakost, zakljucujemo da je matrica U najveca

slaba forward simulacija izmedu automata A4 i ‘B:

1 4

B T _ _ _ A

cPeU _[o 1 —1]®—2 1 _[1 4]2[1 2]_0.
-1 2

Analogna primena algoritma za odredivanje najvece slabe backward presimulacije daje:

U =

—00 —00 -3

1 -0 —2]
Kako uslov (1-wbs) nije ispunjen, zakljucujemo da izmedu posmatranih automata ne

postoji slaba backward simulacija:

1 -0 -2

—00 —o00 -3

U=

Ovaj primer pokazuje da postojanje slabe forward simulacije ne povlaci postojanje sla-
be backward simulacije. Naime, izracunavanjem se moZe utvrditi da izmedu posmatranih

automata postoji slaba forward simulacija, dok slaba backward simulacija ne postoji.
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Tabela 5: Proces racunanja najvece slabe forward simulacije iz Primera

Br. ko- Duzina Parovi 7-vektora koji su Reziduali izrac¢unatih Infimum nakon
raka reci izraCunati parova tekuceg koraka
1 2 1 -2 -1 (1 -2 —1]
A By _ _ A\ B _ = — e =
1 0 (TF,TE)—([_Z], 01 ) TONTS = 41 2] U = 41 2
1 2 1 0 1 1 -2 -1
A By _ A\_B _ - — s
2 ! (TX’TX)_([—oo]’ (1)) b = 400 400  +oo U= I 2]
0 2 2 1 0 1 -2 -1
A By _ _ A\-B _ - — e
3 (15, 7y) = ([_oo], Ol) kT = too 400 400 U= 12
| 2
4 2 (4,78 =([ } 1] X
X X —0
0
0 2] 2 1 0 1 -2 -1
A By _ B _ — e =
5 (Txy’Txy) = [_Oo]’ (1) ) xykay 400 400 400 U:= 1 2
00 :2: +00 400 400 1 2 1
A By _ || A\ B _ — s -
6 (15 Ty) = [—oo]’ (1)) T3 KTy +00 400 400 U= 1 2]
[—co 2 +00 +00 +00 1 2 1
A _By_||™ _ A\ B _ — e
7 (Tyz’Tyz) - (k—oo]’ 01 ) y2¥Ty2 T 400 400 400 U= 1 2 |
0 2
8 3 (TAZ,TBZ)Z([ ] 1] X
X°y X°y —0
0
(o] -2-
A B \_|[|~
9 (TyxysTyxy - ([—oo]’ 1 ‘Z
_0_
—0 —2-
10 (Tfyx,rByx)=([_oo}, 1| =
.O_
—00 —2-
11 (T;zx,‘l'y%x = ([_OO 1 X
_0_
OO’ —2-
A _B_||™
12 (T2 To2) = ([_Oo, 1] X
| _0_
—0 -2
13 (TA%,TB,) = ([ ], -1 X

Analogno, razmatranjem reverznih automata dobija se primer u kome postoji slaba

backward simulacija, dok slaba forward simulacija ne postoji. Prema tome, slabe forward

i backward simulacije su medusobno nezavisni pojmovi, pa pri ispitivanju relacije inkluzije

nijedan od ova dva tipa simulacije nema prednost u odnosu na drugi. Ukoliko jedan tip

simulacije ne postoji, potrebno je ispitati postojanje drugog.
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Primer 4.2 Razmotrimo automate iz Primera za koje je u prethodnom poglavlju
odredena najveca forward simulacija.
Za iste automate moZe se odrediti i najveca slaba forward simulacija. lako oba auto-

mata imaju beskonacno mnogo t-vektora, analizom svih mogucih parova dobija se da je

0 0 —20(u) +3
A( /\ [2{3@)—3 20(u) - 3 0

h(u)=x
0 0 -0 0 0 -o0
A = .
-1 -1 0 -1 -3 0

Kako vaZi sledeca nejednakost, zakljucujemo da je U najveca slaba forward simulacija:

najveca slaba forward presimulacija

U= /\T;\\Tf:

uex*

+00 400 +0o0

-1 -3 0

+00 400 +00

-1 -3 0

0 -1
aB®UT:[1 oo —oo]® 0 -3 :[1 0]>[1 —oo]:O'A.
—00 O

Pri tome, najveca slaba forward simulacija poklapa se sa najvecom forward simu-
lacijom odredenom u Primeru Time se pokazuje da uvodenje slabih simulacija ne
mora nuzno dovesti do novih simulacionih relacija, ve¢ u pojedinim slucajevima daje isti

rezultat kao i odgovarajuca obicna simulacija.

Primer 4.3 Za alfabet X = {x}, neka su dati max-plus automati 4 = (3,04, {M2},t4)

i B= (2,08 {MB}, 8) odredeni matricama i vektorima

3 5 - [— o
Mf =18 6 -, o = [5 4 —oo] , ™ = |—c0],

_4 2 0 | 1 ]
Mf = 2 _OO] , oB = [—oo 1] , B = o .

—00 —00 1

Postupak iz Algoritmall| prikazan je u Tabeli[6]

Dobija se da je najveca slaba forward presimulacija

+00 400
U= |40 +00].

-0 -0

Kako vaZi sledeéa nejednakost, zakljucujemo da je U najveca slaba forward simulacija

izmedu automata 4 i B:

+00 400 —00 A

a-B®UT:[—oo 1]@ :[+oo oo —oo]>[5 4 —oo]:O'.

+00 400 —00
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Tabela 6: Proces racunanja najvece slabe forward simulacije iz Primera

Br. ko- Duzina Parovi 7-vektora koji su Reziduali razli¢itih parova Infimum nakon
raka reci izraCunati tekuceg koraka
—c0 [+00  +00] [+00  +0o0]
—00
1 0 (t4,78) = ( -0 [ ) ]) A8 = [+00 40 U:=|[+00 +o0
| 1] |- 0| |—© 0]
[—co] [+c0  +o0] [+00  +00]
—00
2 1 (t4,78) = ( 00|, [_m]) T8N = |[+00  +o0 U:=|[+00 +o0
1 —00 —00 -0 —00

o] [
3 2 (T;,TEZ)Z ( —o0 ,[ -

Sa druge strane, primenom postupka iz Teoreme 4.1 rada [9] dobija se niz matrica

Cija je granicna vrednost najveca forward presimulacija izmedu automata A4 i ‘B:

+00 400 +00 —00 +00 —00
Uy =|+c0 +o00f, Us = [+00 —o0o|, §2=2, U=|[+0 -
—o0o 0 —00 —00 —00 —00

Medutim, U ne zadovoljava uslov, pa izmedu automata A i ‘B ne postoji forward simulacija:

cBe )T = [—oo 1]@ =|-00 -0 —oo] * [5 4 —oo] = o
-0 - -0

Ovaj primer pokazuje da slaba forward simulacija moZe postojati cak i kada odgova-

rajuca forward simulacija ne postoji, cime se potvrduje da slabe simulacije predstavijaju

strogo opstiji pojam od obicnih simulacija.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi pruZaju teorijsku osnovu za odredivanje najvecih
slabih simulacija i bisimulacija izmedu max-plus automata. Medutim, poSto zavrSetak
opisanog postupka u opStem slucaju nije garantovan, njegova prakti¢na primena moZze
biti ogranicena. Zbog toga ¢e u narednoj glavi biti uvedene relaksacije slabih simulacija i
bisimulacija, koje predstavljaju osnovu za razvoj efikasnijih postupaka cije je izvrSavanje

garantovano nakon kona¢no mnogo koraka.
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Glava 5

Relaksacija slabih simulacija i
bisimulacija za max-plus automate

U prethodnoj glavi uvedeni su pojmovi slabih simulacija i bisimulacija za max-plus au-
tomate i pokazano je da njihovo postojanje predstavlja dovoljan uslov za potvrdu inkluzije,
odnosno ekvivalencije ponaSanja automata. Takode je pokazano da se odredivanje najve-
¢ih slabih simulacija i bisimulacija svodi na reSavanje odgovarajucih sistema matri¢nih
nejednacina.

Medutim, za razliku od obi¢nih simulacija 1 bisimulacija, sistemi koji definiSu slabe
simulacije i bisimulacije u opStem slu¢aju sadrZe beskona¢no mnogo matri¢nih nejednaci-
na, bududi da se odgovarajuci uslovi formuliSu za sve reci slobodnog monoida X* [17, 80].
Zbog toga se procedura razvijena u prethodnoj glavi ne mora zavrSiti nakon kona¢no mno-
go koraka, pa odredivanje najvecih slabih simulacija i bisimulacija predstavlja ra¢unarski
zahtevan problem za koji u opStem slucaju nije garantovan zavrSetak postupka. Usled toga,
u opStem slucaju nije poznat efikasan postupak za odredivanje najvecih slabih simulacija
i bisimulacija izmedu dva proizvoljna max-plus automata.

Jedan od mogucih nacina za prevazilaZzenje ovog problema jeste relaksacija sistema
matri¢nih nejednacina kojima su definisane slabe simulacije i bisimulacije [[19, 80, 81,
82]. Osnovna ideja sastoji se u tome da se, umesto svih reci iz skupa X*, razmatra
samo odgovarajuci podskup reci. Na taj nac¢in beskonacan sistem matri¢nih nejednacina
zamenjuje se konacnim sistemom, ¢ime se omogucava efektivnije odredivanje njihovih
najvecih reSenja. Tako se dobijaju relaksirane slabe simulacije i bisimulacije, koje viSe ne
potvrduju inkluziju i ekvivalenciju ponasanja automata u potpunosti, ve¢ samo u okviru
posmatranog skupa reci. lako predstavljaju aproksimaciju slabih simulacija i bisimulacija,
ove relacije zadrZavaju njihovu osnovnu interpretaciju u pogledu poredenja ponasanja
automata, a istovremeno omogucavaju efikasniju raCunarsku obradu i prakti¢nu primenu.
Pored toga, u mnogim prakti¢nim primenama nije neophodno porediti ponaSanje automata
za sve reci iz skupa X, ve¢ samo za odredenu klasu reci relevantnih za konkretnu primenu.
Relaksirane slabe simulacije i bisimulacije omogucavaju upravo takav oblik parcijalnog
poredenja ponasanja automata.

U ovoj glavi uvodi se opsti pojam relaksiranih slabih simulacija i bisimulacija za
max-plus automate, kao i odgovarajuci pojmovi relaksiranih presimulacija i prebisimula-

cija. Izvode se karakterizacije njihovih najvecih reSenja 1 ispituje njihova veza sa slabim
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simulacijama i bisimulacijama uvedenim u prethodnoj glavi.

Posebna paZnja posveéena je dvema prirodnim klasama relaksacija. Prva se zasniva
na ograni¢avanju duZine posmatranih reci, pri ¢emu se razmatraju samo reci ¢ija duZina
ne prelazi unapred zadatu vrednost. Druga se zasniva na ograni¢avanju datuma realizacije
reci, pri ¢emu se posmatraju samo reci ¢ija je vrednost u ponaSanju bar jednog od dva
posmatrana automata manja od unapred zadate vremenske granice. Kada se re¢i posmatraju
kao sekvence dogadaja, ova relaksacija odgovara razmatranju samo onih sekvenci dogadaja
koje se u bar jednom od automata realizuju do zadatog datuma. Za obe klase relaksacija
razvijeni su postupci za odredivanje najvecih relaksiranih slabih simulacija i bisimulacija,
a njihova primena ilustrovana je odgovarajuéim primerima.

Rezultati prikazani u ovoj glavi predstavljaju nastavak istraZzivanja simulacija i bisimu-
lacija za max-plus automate zapocetih u prethodnim poglavljima i zasnovani su na do sada
neobjavljenim rezultatima proisteklim iz istraZivanja sprovedenog u okviru ove doktorske

disertacije.

5.1 Unapredeni postupci za ispitivanje inkluzije i ekvivalencije

Kao §to je pokazano u prethodnoj glavi, odredivanje najvecih slabih presimulacija i
prebisimulacija izmedu dva max-plus automata svodi se na reSavanje odgovarajucih siste-
ma matri¢nih nejednacina. Takode je razvijena procedura za odredivanje najvecih slabih
presimulacija i prebisimulacija, kao i za ispitivanje da li dobijena relacija zadovoljava
dodatne uslove potrebne da bude slaba simulacija, odnosno bisimulacija odgovarajuéeg
tipa. Efikasnost ovih postupaka neposredno zavisi od konacnosti skupa svih o-parova,
odnosno 7-parova posmatranih automata [[17]].

Rezultati predstavljeni u ovoj sekciji, kao i odgovarajuéi postupci, zasnivaju na svojstvi-
ma koja nisu specificna samo za max-plus poluprsten. Naime, analogni rezultati vaze i za
teZinske automate nad proizvoljnim kompletnim aditivno-idempotentnim poluprstenom.
U nastavku se, medutim, ograni¢avamo na max-plus automate.

U Proceduri [I] pokazano je da se u postupku za odredivanje najvece slabe simulacije,
odnosno bisimulacije, sukcesivno generiSu o-parovi ili T-parovi automata, pri ¢emu se za
svaki generisani par odreduju odgovarajuci uslovi i aZurira kandidat za najvece reSenje.
Medutim, ukoliko je cilj samo ispitivanje inkluzije ili ekvivalencije ponasanja automata,
nije neophodno odredivati samu slabu simulaciju, odnosno bisimulaciju. U tom slucaju
postupak se moZe pojednostaviti tako Sto se za svaki generisani par neposredno proverava
odgovarajuci uslov koji izrazava inkluziju, odnosno ekvivalenciju funkcija jezika automata.

Buduci da skup svih o-parova, odnosno skup svih 7-parova, dva max-plus automata u
opStem slu¢aju moZe biti beskonacan, sistemi matri¢nih nejednacina kojima su definisane

slabe simulacije 1 bisimulacije mogu sadrZati beskonacno mnogo uslova. Zbog toga se nji-
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hova najveca reSenja u opstem sluc¢aju ne mogu odrediti postupkom koji garantuje zavrSetak
nakon kona¢no mnogo koraka. Zbog toga je potrebno razmotriti odgovarajuce relaksacije
ovih sistema, kojima se beskonacan sistem uslova zamenjuje kona¢nim sistemom.

Osnovna ideja relaksacije sastoji se u tome da se, umesto svih rec¢i slobodnog monoida
X*, razmatra samo unapred zadati skup re¢i L € X*. Na taj nacin dobijaju se relaksirani
sistemi matri¢nih nejednacina Cija se reSenja nazivaju relaksirane slabe simulacije i re-
laksirane slabe bisimulacije. Ove relacije predstavljaju aproksimaciju slabih simulacija i
bisimulacija, jer potvrduju inkluziju i ekvivalenciju ponasanja automata samo u okviru
skupa reci L.

Neka je u nastavku L C X™ proizvoljan skup reci nad alfabetom X. Za max-plus auto-
mate 4 = (m, 0, {M3},ex, ) i B = (n,08, {MB},cx, 78), umesto sistema matri¢nih
nejednacina koji definiSu slabe simulacije 1 bisimulacije, razmatraéemo odgovarajuce re-
laksirane sisteme u kojima se uslovi koji ukljucuju o - i 7-parove zahtevaju samo za reci
koje pripadaju skupu L. Pre nego Sto predemo na razmatranje konkretnih relaksacija si-
stema matri¢nih nejednacina, pokazacemo da konacnost skupa svih o--parova ili T7-parova
omogucava efikasno reSavanje problema inkluzije i ekvivalencije ponaSanja max-plus

automata.

Teorema 5.1 Ako je skup svih t-parova ili skup svih o-parova max-plus automata A i
B konacan, tada se problemi inkluzije i ekvivalencije ponasSanja automata A i ‘B mogu

efikasno resiti.

Dokaz 5.1 Dokaz izvodimo za slucaj kada je konacan skup svih T-parova. Dokaz za slucaj
o-parova je analogan.

Pretpostavimo da je skup svih T-parova konacan i da je dat sa

A _B A _B A _B
{(r> ) (T Toy)s oo (T, T ) ) za neko k € N.
Tada za svaku re¢ u € X* postoji indeks i € [1..k] takav da vaZi (t},78) = (Tlﬁ, Tlﬁ ,
A__A : _B__B
odnosno T, =7, I T, =T,.
Otuda sledi da su

[Alw) =t e =0 @7y =[A](w) i [B]w) =[B]w).

Prema tome, svaka vrednost funkcije jezika automata A (odnosno ‘B) jednaka je jednoj

od vrednosti

[Al D). [Al (o), - .. [ AN ) 0 [ Bl D). [B](w2). . ... [B] (ur),

A§ 0B sa leve strane.

koje se dobijaju mnoZenjem odgovarajucih t-parova vektorima o
Na osnovu toga moZe se formulisati efikasan postupak za reSavanje problema inkluzije

i ekvivalencije. Naime, nakon odredivanja pojedinacnog t-para (T,ﬁ, T,ﬁ), umesto izracu-
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navanja odgovarajuceg reziduala i parcijalnog infimuma, dovoljno je izracunati proizvode
o4 ® Tlﬁ, ioB® T,ﬁ i proveriti da li vaZi odgovarajuca nejednakost. U slucaju ispitivanja
inkluzije proverava se nejednakost 59| (a) , odnosno u slucaju ispitivanja ekvivalencije

proverava se[59|(b).
o ® TQ- <o’e Tﬁ (a), o ® le. k) T£ (b). (59)
Potpuno analogan postupak dobija se koris¢enjem o -parova umesto t-parova. [

Prethodna teorema pokazuje da se, ukoliko je skup svih o-parova, odnosno 7-parova,
konacan, problemi inkluzije i ekvivalencije mogu resavati proverom kona¢nog broja uslo-
va. Ova Cinjenica omogucava 1 odredena poboljSanja postupka za odredivanje najvecih
slabih simulacija i bisimulacija uvedenog u Proceduri [I] Osnovna ideja sastoji se u tome
da se tokom generisanja o--parova, odnosno 7-parova, istovremeno proverava da li trenutno
dobijeni kandidat za najvecu slabu simulaciju ili bisimulaciju zadovoljava odgovarajuce
pocetne ili zavrSne uslove. Ukoliko se utvrdi da neki od ovih uslova nije zadovoljen, po-
stupak se moZe prekinuti bez daljeg generisanja novih parova. Na taj nacin ne menja se
rezultat postupka, ve¢ se u odredenim slu¢ajevima omogucava ranije otkrivanje da odgo-
varajuca slaba simulacija ili bisimulacija ne postoji. Ideja ovakvog unapredenja prikazana
je u Proceduri [2]

Medutim, u mnogim situacijama nije potrebno odredivati najvecu slabu simulaciju ili
bisimulaciju (Sto predstavlja izlaz Procedura[l]i[2)), ve¢ je dovoljno ispitati da li izmedu po-
smatranih automata postoji inkluzija, odnosno ekvivalencija ponaSanja. U tom slucaju nije
potrebno racunati reziduale i parcijalne infimume, niti odredivati matricu koja predstavlja
kandidata za najvecu slabu simulaciju ili bisimulaciju. Umesto toga, inkluzija ili ekviva-
lencija moze se ispitati direktno, proverom vrednosti ponasanja automata na generisanim
o -parovima, odnosno T-parovima.

Na osnovu Teoreme[5.T|moze se formulisati postupak za direktno ispitivanje inkluzije
1 ekvivalencije koriS¢enjem o -parova ili T-parova. Osnovna ideja sastoji se u tome da se
za svaki generisani par neposredno proverava odgovarajuéi uslov na vrednosti funkcija

jezika automata. U slucaju koriS¢enja T-parova proveravaju se uslovi
0'A®T,f<UB®Tf, O'A®T,;4:0'B®Tf

dok se u slucaju koriSéenja o-parova proveravaju uslovi
0'1:‘®TA<0'5®TB, O'MA®TA=0'5®TB.

Ukoliko odgovarajuéi uslov nije zadovoljen za neki generisani par, postupak se odmah
zaustavlja i zakljuCuje se da inkluzija, odnosno ekvivalencija, ne vazi. U suprotnom,
generisanje i obrada novih parova se nastavljaju. Ako je skup svih o-parova, odnosno

T-parova, konacan, svaki razli¢iti par moZe biti obraden najviSe jednom, pa se postupak
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Procedura 2 Unapredeni postupak za odredivanje najveée slabe simulacije/bisimulacije

Ulaz:  Max-plus automati 4 = (m, 0, {M2}ex, ) i B = (n, 08, {MB},cx,78);
ulazni alfabet X;
simType € {wfs, wbs, wfb, wbb} — specificira tip slabe simulacije/bisimulacije.
Izlaz:  Najveca slaba simulacija/bisimulacija U, ukoliko postoji, ili null

1: Inicijalizacija praznog reda toProcess i praznog skupa uniquePairs;
2: Inicijalizacija para

(t4,78), if simType € {wfs, wib}
(7164, Jrg) — :
(o2, 08), if simType € {wbs, wbb}

3: Inicijalizacija matrice

A\ B
U e n(/)‘&ﬂ
nydnm

4: function CueckConpitioN(U, 4, B, simType)

if simType € {wfs, wbs}
if simType € {wfb, wbb} ’

ome

5:
oA <oBeUu” if simType = wfs
A <U®TE if simType = wbs
return condition = ;
cA<oB®UTand 0B < oA QU if simType = wib
A<U@tPand® <UT @14 if simType = wbb

6: end function

7: condition < CHEckConbITION(U, A4, B, simType);
8: if not condition then

9: return null

10: end if

11: uniquePairs.add((ﬂ()“,71'(’)3));

12: toProcess.enqueue((ry, nf));

13: while foProcess is not empty do

14: (74, nB) « toProcess.dequeue();

15: for each x € X do

(M2 @ nt, ME @ nB) if simType € {wfs, wib}

. A B
t6: (', m) = (nt ® M2, 78 ® MB) if simType € {wbs, wbb}
17: if (74, 78) ¢ uniquePairs then
18: uniquePairs.add((74, n8));
19: toProcess.enqueue((n2, nB));
U A (nA\7B)  if simType € {wfs, wbs}
20: U« ) ;
{U A (2 7B) if simType € {wfb, wbb}
21: condition < CueckConbitioN(U, 4, B, simType);
22: if not condition then
23: return null
24: end if
25: end if
26: end for
27: end while
28: return U
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zavrSava nakon kona¢no mnogo koraka. Na taj nadin dobija se efikasan postupak za
direktno ispitivanje inkluzije i ekvivalencije ponaSanja automata. Ideja opisanog postupka

prikazana je u Proceduri 3]

Procedura 3 Testiranje inkluzije i ekvivalencije izmedu max-plus automata

Ulaz:  Max-plus automati 4 = (m, o4, {M;‘}xex, ™)iB = (n,oB, {Mf}xex, 8);
Ulazni alfabet X;
purp € {cont, equiv} (specificira namenu — da li testiramo inkluziju ili ekvivalenciju);
appr € {0, 7} (specificira pristup — da li koristimo o -parove ili T-parove).
Izlaz:  YES, ukoliko postoji inkluzija/ekvivalencija izmedu A4 i B, ili null, ukoliko ne postoji
1: Inicijalizuje prazan red toProcess i prazan skup uniqueFairs;

2: Dodeljuje vrednost inicijalnom paru:

T (t4,7B), ifappr=r1
Ty, Ty ) — ;
(o4, 0B), if appr = o

3: uniquePairs.add((ﬂg‘, ﬂ'g));

4: toProcess.enqueue((nf, 75));

5: while toProcess is not empty do
6

(74, nB) « toProcess.dequeue();

oAt <oB®nB  if purp =cont, appr =1

A etA <P ®18  if purp = cont, appr = o
condition = ;

crert=cBenb if purp =equiv, appr=1

A e@tA =818  if purp = equiv, appr = o

7. if not condition then
8: return null
9: end if

10: for each x € X do
(MA@, ME @ nB) if appr=r1 )

11: (A, 78) ;
(rA @ M2, n8 @ MB) if appr=o

12: if (74, 78) ¢ uniquePairs then

13: uniquePairs.add((74, 78));

14: toProcess.enqueue((n2, 7B));

15: end if

16: end for

17: end while
18: return YES

Iako se u slu¢aju kona¢nog skupa o-parova, odnosno 7-parova, inkluzija i ekvivale-
ncija mogu ispitati direktno, odredivanje slabih simulacija i bisimulacija ima S§iri znacaj.

Naime, za razliku od postupka koji samo utvrduje da li odredena inkluzija ili ekvivalencija
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vazi, slabe simulacije i bisimulacije daju dodatnu informaciju o odnosima izmedu stanja
posmatranih automata koji dovode do takvog odnosa njihovih ponasSanja. Ove informacije
mogu biti od znacaja 1 u postupcima redukcije broja stanja i determinizacije max-plus

automata.

Tako se uvodenjem Procedure [3|izbegava racunanje najvece slabe simulacije ili bisimu-
lacije, njena primena i dalje zavisi od konac¢nosti skupa svih o-parova, odnosno 7-parova.
U opsStem slucaju ta kona¢nost nije garantovana. Zbog toga ¢emo u nastavku razmotriti
relaksacije kojima se ograniCava skup reci za koje se zahtevaju odgovarajuci uslovi. Na taj
nacin broj relevantnih o-parova, odnosno 7-parova, postaje konacan, ¢ime se obezbeduje

zavrSetak postupka nakon kona¢no mnogo koraka.

5.2 Relaksirane slabe simulacije i bisimulacije

U prethodnoj glavi uvedene su slabe simulacije i bisimulacije za max-plus automate
kao reSenja odgovarajucih sistema matri¢nih nejednacina definisanih za sve re¢i slobodnog
monoida X*. U ovoj sekciji razmatramo njihove relaksacije dobijene ograni¢avanjem tih

uslova na unapred zadati skup reci.

Neka je L € X* proizvoljan jezik nad alfabetom X. U kontekstu max-plus auto-
mata, jezik L moZe se interpretirati kao skup sekvenci dogadaja za koje se proveravaju

odgovarajuci uslovi simulacije ili bisimulacije.

Neka su 4 = (m, o4, {Mf}xex,TA) iB=(no5, {Mf}xex, 78) max-plus automati
nad kompletnim max-plus poluprstenom R.,. Umesto sistema matri¢nih nejednacina koji
definiSu slabe simulacije i bisimulacije za sve reci iz X*, razmatraemo odgovarajuce

relaksirane sisteme u kojima se uslovi koji zavise od reci zahtevaju samo za re¢iu € L.
Za slabe forward simulacije razmatraéemo sistem
(1-wfs) o2 <ocBoUT,

(2-wfs) U’ ® T,f < Tf, zasvakou € L,

Cija se reSenja nazivaju L-relaksirane slabe forward simulacije izmedu posmatranih

automata 4 i B.

Za slabe backward simulacije razmatra¢emo sistem

(1-wbs) 74 < U ® 15,

(27-wbs) O'MA ®U < O'f, zasvakou € L,

Cija se reSenja nazivaju L-relaksirane slabe backward simulacije za automate 4 i ‘B.
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Za slabe forward bisimulacije razmatraéemo sistem

(1-wfb) o <oBoUT, oP<oieU,

2.-wib) U’ ® be‘ < 2B U T,f < 4, zasvakou € L,

u> u>

Cija se reSenja nazivaju L-relaksirane slabe forward bisimulacije za automate 4 i ‘B.

Konacno, za slabe backward bisimulacije razmatra¢emo sistem

(1-wbb) 74 <Uet?, HB<UT ®TA,

(2.-wbb) o',f U < 0'5, O'f QU < 0',;4, zasvakou € L,

Cija se reSenja nazivaju L-relaksirane slabe backward bisimulacije izmedu 4 i ‘B.

Radi jednostavnijeg zapisa, za svaki & € {wfs, wbs, wfb, wbb}, reSenja sistema sasta-
vljenog od uslova (1-¢) 1 (27-€) naziva¢emo L-relaksiranim slabim simulacijama, odnosno
bisimulacijama, tipa &. Analogno, reSenja sistema (27-¢) nazivaéemo L-relaksiranim sla-
bim presimulacijama, odnosno prebisimulacijama, tipa &.

Neka su 4 = (m, 0, (M2} ex, ) i B = (n,08, {MB},cx, v%) max-plus automati

nad poluprstenom R, inekaje L C X*.Relaciju <; izmedu njihovih ponaSanja definiSemo
[A] <. [B] < [Alw) <|[B](«), zasvakou € L.

Ukoliko vazi [A] <p [B], kazemo da je ponaSanje automata A L-inkluzivno
u ponaSanju automata ‘B (ponaSanje automata A4 je L-sadrzano u ponaSanju automata
B). Relaciju < nazivamo L-inkluzijom. Relaciju <; moZemo posmatrati i kao relaciju
izmedu automata, pa éemo pisati 4 <, ‘B ako i samo ako vazi [ 4] <. [ B].

Na analogan nacin definiSemo relaciju =7 sa
[A]l =L [B] < [A](w) =[B](«), zasvakou € L.

Relaciju =; nazivamo L-ekvivalencijom. Ukoliko vazi [ 4] =1 [‘B], kaZemo da su
automati 41 B L-ekvivalentni i piSemo 4 = ‘B.

Za svaki ¢ € {wfs, wbs, wfb, wbb} defini§imo matricu Ui € R”*" na slededi nadin:

Upt =\ wh, vy = N\ oo, (60)
uel uel

Ugfb:/\Tf+Tf, Ugbbz/\glf#o]f. 61)
uel uel

Kada je L = X*, umesto oznake U 'f* koristicemo kraéu oznaku U?.
U narednoj teoremi pokazujemo da postojanje L-relaksirane slabe simulacije pre-
dstavlja dovoljan uslov za L-inkluziju, dok postojanje L-relaksirane slabe bisimulacije

predstavlja dovoljan uslov za L-ekvivalenciju.
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Teorema 5.2 Neka su A = (m, 0, {M2}cx, ) i B = (n, 08, {MPB} cx, v8) max-plus

automati nad Ry, i neka je L C X*. Tada vaZi:

(a) Ako postoji L-relaksirana slaba simulacija bilo kog tipa izmedu automata A i ‘B,

tada vazi [ A] < [ B].

(b) Ako postoji L-relaksirana slaba bisimulacija bilo kog tipa izmedu automata A i ‘B,
tada vazi [ 4] =1 [ B].

Dokaz 5.2 Dokazacemo tvrdenje pod (a) za slucaj L-relaksirane slabe forward simulacije.
Neka je U jedna takva simulacija. Za proizvoljno u € L, na osnovu [37i uslova (1-wfs),

(21-wfts) dobijamo
[Al(w) =@t <oPoUT o1t <ofetf =[B]w).

Kako je u € L proizvoljno, sledi [ A] <. [ B].
Dokazi za slucaj L-relaksirane slabe backward simulacije, kao i za forward i backward

L-relaksirane slabe bisimulacije, izvode se na analogan nacin. [

Prethodna teorema pokazuje da postojanje L-relaksirane slabe simulacije, odnosno bi-
simulacije, predstavlja dovoljan uslov za L-inkluziju, odnosno L-ekvivalenciju ponaSanja
automata. U nastavku ¢emo pokazati da se najvece L-relaksirane presimulacije 1 prebisi-
mulacije mogu direktno karakterisati pomoc¢u matrica Ui definisanih preko odgovarajucih
reziduala. Na taj nac¢in dobijamo 1 kriterijum za postojanje najvecih L-relaksiranih slabih

simulacija i1 bisimulacija.

Teorema 5.3 Neka su A = (m,c?, {M2},cx, ) i B = (n, 08, {MPB} cx, v8) max-plus

automati nad Re, neka je L C X* i neka je & € {wfs,wbs} (£ € {wfb, wbb}). Tada vaZi:

(a) Ui jenajveca L-relaksirana slaba presimulacija (prebisimulacija) izmedu automata
AiBtipaé.

(b) Ako je UI"i ne nula matrica i zadovoljava uslov (1-§), tada je Ui najveca L-

relaksirana slaba simulacija (bisimulacija) izmedu automata A i ‘B tipa &.

(c) Ako je Ui nula-matrica ili ne zadovoljava uslov (1-€), tada izmedu automata A i ‘B

ne postoji L-relaksirana slaba simulacija (bisimulacija) tipa &.

Dokaz 5.3 Dokazacemo tvrdenje za slucaj & = wts. Dokaz za slucaj & = wbs, kao i za
slucajeve ¢ € {wfb, wbb}, izvodi se na analogan nacin.

(a) Prema definiciji matrice UszS, za proizvoljno u € L vaZi UZVfS < t\78,
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Otuda sledi
T T
(UZ“CS) < (T,f‘\'rf) =B4ch,
Na osnovu svojstva reziduala za { dobijamo da UZVfS predstavlja reSenje sistema (2 -wfs),

.
(U‘L”fs) ® Tf < 8.

u

Neka je U € R proizvoljno resenje sistema (2 -wfs). Tada za svako u € L vaZi

T o A B
U &1 <71,.

Ponovnom primenom svojstva reziduala za § dobijamo
T
UT < Tf;(‘r,f, odnosno U < (Tf;{T;‘) = T,f\‘r,f.
Kako ovo vaZi za svako u € L, dobijamo da je U‘LNfS najvece resenje sistema (2 -wfs):

U < /\Tf\ﬂf = UZVfS.
uel

(b) Pretpostavimo da je UZVfS matrica razlicita od nula-matrice i da zadovoljava uslov
(1-wfs). Prema delu (a), ULWfS Jje resenje sistema (21 -wfs), pa zajedno sa uslovom (1-wfs)
predstavlja L-relaksiranu slabu forward simulaciju izmedu automata A4 i ‘B.

Sa druge strane, svaka L-relaksirana slaba forward simulacija predstavlja reSenje
sistema (2p-wfs). Kako je UZVfS najvece resenje ovog sistema, sledi da je Ugfs najveéa
L-relaksirana slaba forward simulacija izmedu automata A4 i ‘B.

(c) Pretpostavimo da je UZVfS nula-matrica ili da ne zadovoljava uslov (1-wfs). Pretpo-
stavimo, suprotno, da postoji L-relaksirana slaba forward simulacija U izmedu automata
A i B. Prema delu (a), U‘L‘“Cs Je najvece reSenje sistema (2r-wfs), pa vazi U < U}f’fs.

Kako U zadovoljava uslov (1-wfs), bice
T
o <ofeuT <ofe (U] .

Ukoliko je U{st nula-matrica, poslednja nejednakost nije moguca, dok u slucaju kada

UZV‘CS ne zadovoljava uslov (1-wts) dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je
T
A B f
o <o’ ® (U‘LV S) )

Dakle, ni u jednom od posmatranih slucajeva ne postoji L-relaksirana slaba forward

simulacija izmedu automata A4 i ‘B. O]

Prethodno definisani uslovi za slabe simulacije i bisimulacije zavise od izbora jezika
L < X*. Zbog toga je prirodno ispitati na koji nadin promena jezika utie na njihovu
zadovoljenost. Sledeca teorema pokazuje da se zadovoljenost uslova (1-£) prenosi sa jezika

na njegove podjezike, kao i da se odgovarajuci uslov na jeziku X* moze karakterisati preko
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uslova definisanih na njegovim podskupovima.

Teorema 5.4 Neka su A = (m,c*, {M2}cx, ) i B = (n, 08, {MP} cx, v8) max-plus
automati nad Re, neka je L C X* i neka je & € {wfs, wbs, wfb, wbb}. Tada vaZe sledeca

svojstva:

(a) Ako Ui zadovoljava uslov (1-€) za neki L C X*, tada U]'i zadovoljava uslov (1-¢)
za svaki K C L;

(b) U¢ zadovoljava uslov (1-&) ako i samo ako Ui zadovoljava uslov (1-¢) za svaki
L cX"

Dokaz 5.4 Teoremu cemo dokazati za slucaj & = wfs. Dokazi u ostalim slucajevima su
analogni.
(a) Neka UZVfS zadovoljava uslov (1-wfs) i neka je K C L. Tada vazi
Uyt = N\ wivel < N\ mi\rl = URS, odakle sledi
uel uek
O'A < O'B ® (Ulv:/fS)T < O'B ® (UIV\(/fS)T.
Prema tome, UI"(st takode zadovoljava uslov (1-wfs).

(b) Prema delu (a), ako U™ zadovoljava uslov (1-wfs), tada UZVfS zadovoljava uslov

(1-wfs) za svaki L € X*. Obratno tvrdenje je ocigledno. [J

Teoreme dokazne u ovoj podsekciji pokazuju da se relaksirane slabe simulacije i bisi-
mulacije mogu posmatrati kao prirodno ograni¢enje odgovarajucih uslova na proizvoljan
skup re¢i L € X*. U nastavku ¢emo razmotriti jednu znacajnu klasu takvih relaksacija,

dobijenu ograni¢avanjem duZine posmatranih reci.

5.3 Relaksacije ogranicene duzinom reci

U ovoj sekciji razmatracemo posebnu klasu L-relaksiranih slabih simulacija 1 bisi-
mulacija, koja se zasniva na ograni¢avanju duZine posmatranih reci. Preciznije, za dato
k € No, neka je Ly = {u € X* | |u| < k} skup svih reci nad alfabetom X ¢ija duZina nije
veca od k.

Za ¢ € {wfs, wbs, wfb, wbb}, Li-relaksiranu slabu simulaciju, odnosno bisimulaci-
ju, tipa & nazivaemo slabom k-simulacijom, odnosno slabom k-bisimulacijom, tipa
&.Sistem (27, -€) krace ¢emo oznacavati sa (24-&), a njegova reSenja nazivacemo slabim
k-presimulacijama, odnosno slabim k-prebisimulacijama, tipa &.

Relacije Li-inkluzije i Lg-ekvivalencije nazivaéemo redom k-inkluzijom i k-ekvivalencijom,

a oznacavademo ih sa <; 1 =.
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Specijalizacijom definicija (60) i (61)) za slu¢aj L = L; dobijamo matrice

Ut = N\ el U= )\ ool (62)
|u|<k lu|<k

U,‘;Vfb = /\ Tf +Tf, U,‘;Vbb = A O'f#a'f. (63)
|u| <k lu|<k

Na osnovu Teoreme [5.3| neposredno dobijamo sledeci rezultat.

Teorema 5.5 Neka su A = (m, o?, {Mf}xex, ™) i B = (n,08, {MB}cx, v8) max-plus

automati nad R i neka je ¢ € {wfs, wbs} (¢ € {wfb, wbb}). Tada vazi:

(a) Ui Jje najveéa slaba k-presimulacija (k-prebisimulacija) izmedu automata A4 i ‘B

tipa &.

(b) Ako je U,‘“j matrica razlicita od nula-matrice i zadovoljava uslov (1-¢), tada je Ulf

najveca slaba k-simulacija (k-bisimulacija) izmedu automata A i ‘B tipa &.

(c) Ako je U]": nula-matrica ili ne zadovoljava uslov (1-£), tada izmedu automata A4 i ‘B

ne postoji slaba k-simulacija (k-bisimulacija) tipa &.
Dokaz 5.5 Dokaz neposredno sledi iz Teoreme|[5.3|izborom L = L. O

Relaksacije zasnovane na ogranic¢avanju duZine reci predstavljaju prirodan nacin redu-
kovanja uslova koji definiSu slabe simulacije i bisimulacije. Za dato k € Ny, razmatranjem
skupa Ly = {u € X* | |u| < k} dobija se konacan skup relevantnih o-parova, odnosno
T-parova, ¢ime se beskonacan sistem uslova zamenjuje kona¢nim sistemom. Na osnovu
Teoreme [5.5] moguce je na taj nacin odrediti najvecu slabu k-simulaciju, odnosno slabu
k-bisimulaciju odgovarajuceg tipa, ukoliko ona postoji.

Ogranicavanje duZine re¢i omogucava i neposredno razmatranje k-inkluzije i k-ekvi-
valencije ponasanja max-plus automata. Naime, umesto poredenja ponaSanja automata za
sve reci iz skupa X, moZe se ispitivati njihov odnos samo za reci Cija je duZina najvise k.
Na taj nacin dobija se konacan problem koji predstavlja prirodnu aproksimaciju problema
inkluzije, odnosno ekvivalencije ponaSanja automata na celom skupu reci.

Ovakav pristup je posebno znacajan kada se u konkretnoj primeni razmatraju samo
ulazne sekvence ograni¢ene duZine. Istovremeno, ograni¢avanje duZine re¢i predstavlja
samo jedan od mogucih nacina redukovanja beskona¢nog skupa uslova koji se javljaju kod
slabih simulacija 1 bisimulacija. U nastavku ¢emo razmotriti drugaciji pristup, zasnovan

na ogranicavanju datuma realizacije reci.
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Primer 5.1 Neka sudatiautomati 4 = (2,04, {M;C“, MyA}, )i B = (3,08, {Mf, Mf}, 78)

nad max-plus poluprstenom Py, i alfabetom X = {x, y}, zadati sa

4 1 —c0 - -
M)/? = 1) M)IJA = « 0 9 O-A = [1 _00]7 TA = < 1)

|0 2 |~ 1 | 0

—00 4 —o0 —oc0 —oo 0 1
MB=|-0 4 - , MB=|_0 —c0 2 , o8B = [1 —00 —oo] , =13

—00 —00 2 |—c0  —o0 0

Jasno je da se automati A i ‘B mogu posmatrati istovremeno kao automati nad R
i kao automati nad P. Kada je re¢ o racunanju t-parova, nema razlike izmedu rada
nad Ry, i Poo, buduci da se koriste samo operacije sabiranja i mnoZenja, a obe operacije
nad Po, predstavljaju restrikcije odgovarajuc¢ih operacija nad Re. Razlika se, medutim,
Javlja pri racunanju reziduala t-parova, jer se operacije reziduacije nad Ry, i Ps, bitno
razlikuju. U nastavku ¢emo pokazati da je u ovom primeru povoljnije racunanje sprovesti

nad P, pa cemo najpre razmotriti taj slucaj.

(a) Odredivanje postojanja i izracunavanje najvece slabe forward simulacije nad P.,.
Oba automata imaju beskonacno mnogo t-vektora, pa samim tim postoji i beskonacno
mnogo t-parova. Ovi parovi, zajedno sa odgovarajucim rezidualima, prikazani su u Ta-
beli @ Formule kojima su predstavljeni t-parovi (1}, 78) mogu se dokazati indukcijom
po sloZenosti reci u. Podsetimo da |u|, i |u|, oznac¢avaju redom broj pojavijivanja slova x
iyureciu.

Prema tome, najveéa slaba forward presimulacija izmedu automata A i ‘B dobija se:
4 4 1 6 6 1

A A A
3 30 5 5 0

6 6 —oof|
2s+3 2s+3 0|

+00 400 400

1 3 0

1)

s>2

+00 400 +00

U=U" = A i\l = A 1 0
—00

ueX*

A(A

s>2

4 4 —00
2s+1 2s+1 0

_ |+ 400 +oo +oo+oo+oo/\441/\661/\44—oo/\66
1 3 0 I | 0 3 3 0 5 5 0 55 0 7 7
|4 4 -
Tl 1 0|

Zakljucujemo da je U najveca slaba forward simulacija izmedu automata A i ‘B,

buduci da je:
4 —c0
O‘B®UT=[1 —00 —oo]® 4 1 2[5 —oo]>[1 —oo]ZO'A.
—o 0

-0

0

|



Tabela 7: T-parovi izraCunati u Primeru i njihovi reziduali.

Par (7}, 7,}) 7-vektora Rezidual 7 \753
T ; +00 +00  +00 B
l 0 }, 0 1 3 0 u=e

oo 2lulx +fuly =1 400 400 400
20ulx + |uly +1 u=yv,vex:
) x y ’
2leeb + el I ot 4l —e b0
2fulc v luly 1] [Hb T+ 4 4 v, v e X
2uly + luly |’ 2\;| +|;| 3 3 0 u=xyv,v
| x ¥
'2|u|x+|u|y+2s+1 _
2|u|x * |u|y 25 =3 1) zlulx + |M|y +2s5s + 1 4 4 00 u :xsyv’ s = 2’ veX
2ulx + uly 2luly + |ul 2s+1 2s+1 0
x y
| Z 6 6 1 B
2|° 5 5 5 u=x
4s +3
4s -3 6 6 - - x5
[ 2 | 4S2:3 2s+3 25+3 0] u=xl.5>2

Primeti¢emo da se, pri primeni Procedure 2] infimum dostiZe ve¢ nakon Sest koraka,
odnosno nakon generisanja Sest T-parova koji odgovaraju recima e, x, y, x%, yx i xy.
Medutim, postupak se nastavlja, jer u okviru postojece procedure ne postoji nacin da se u
ovom trenutku detektuje da je infimum ve¢ dostignut, na osnovu cega bi se postupak mogao

zaustaviti. Ovo pitanje ostaje otvoreno za dalja istraZivanja.

(b) Ispitivanje postojanja inkluzije i ekvivalencije nad P...

Udelu (a) ovog primera videli smo da, iako je skup svih T-parova beskonacan, najvecu sla-
bu forward simulaciju ipak mozZemo odrediti, mada ne pomocu Procedure[2} vec teorijskim
pristupom, korisc¢enjem indukcije po reci u. Na osnovu formula kojima su predstavijeni
T-parovi, moZemo pokazati i da izmedu max-plus automata A i ‘B postoji inkluzija:

—00 ako jeu = e,

[A)(w) = @12 = — akojeu = yv, v € X',
u
2ulyx + |uly +25s =3 akojeu=x’yv, s > 1, v e X",

4s — 3 akojeu =x%, s> 1
1 ako jeu = e,
2Muly + [uly -1 ako jeu = yv, v € X*,

=cletf = [B](u).

N

2ulx + uly +2s+1 akojeu=x’yv, s > 1, v e X,

45 +3 akojeu =x°%, s > 1
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Iz prethodnog se takode vidi da automati A i ‘B nisu ekvivalentni.

(c) Odredivanje najveée slabe k-forward simulacije nad P.

Bududi da se najveca slaba forward simulacija U™ izmedu automata A4 i B dobija veé
nakon odredivanja t-parova koji odgovaraju recima e, x, y, x>, yx i xy, kao i njihovih
reziduala, sledi da za svako k € N, k > 2, najveca slaba k-forward simulacija U]‘C”’fs

jednaka je sa najve¢om slabom forward simulacijom U™S, odnosno:

4 4 -0

U]:st — Uwfs — o 0

S druge strane, za k = 0i k = 1 dobijamo

+00 +00  +00 6 6 1
UWfS — TA\TB — , Uwfs — TA\TB/\TA\TB/\TA\TB —

0 e e 1 3 0 1 e e X X y y 0 1 0
(d) Ispitivanje postojanja i odredivanje najvece slabe forward simulacije nad R .
Kao sto smo ve¢ napomenuli, kada se proracuni vrse nad R, dobijaju se isti T-parovi kao
i u slucaju kada se proracuni vrse nad Pe,. Medutim, razlike se javljaju pri izracunavanju

reziduala t-parova. Naime, reziduali T-parova izracunati nad R dati su sa

400 400 400 .
ako je u

Il
N

+00 400 +00

-1 1 0

ako jeu = yv, v e X,

u u

4 4 -2s5s+3
2s+1 2s+1 0

ako jeu = x*yv, s > 1, v € X*,

6 6 -2s+3
2s+3 2s+3 0

akojeu =x*, s > 1.

Prema tome, u ovom slucaju dobijamo

wfs _ A\ B _
U™ = /\Tu\Tu =

uex*

4 4 -
-1 1 o0}

Dakle, najveca slaba forward simulacija izracunata nad Ry, razlikuje se samo neznatno
od one izracunate nad Po,. Medutim, znacajna razlika javlja se u njihovom odredivanju
primenom Procedure 2 Naime, u delu (a) videli smo da se infimum dostiZe ve¢ nakon
Sest koraka, sto se pokazalo znacajnim za delove (c) i (d). Nasuprot tome, za prethodno
navedene matrice, kada se proracuni vrse nad R, infinum se ne moZe dosti¢i nakon
konacno mnogo koraka. Razlog za to je cinjenica da se primenom reziduala nad Py

izbegavaju beskonacne sekvence vrednosti koje konvergiraju ka —oo.

107



(e) Ispitivanje postojanja inkluzije i ekvivalencije nad R..
Buduci da se u ovom slucaju koriste samo operacije sabiranja i mnoZenja, dobijaju se isti

rezultati kao u delu (b).

(f) Odredivanje najvece slabe k-forward simulacije nad R..

Kada se proracuni vrse nad R, dobijamo

+00 400 +00

R IR

)

a za proizvoljno k € N dobijamo

Ki={ueX" | h(u) =y, |ul <k},
Ky={ueX |u=xyv, s>1,veX" |ul <k},
Ks={ue X lu=x s> 1, Jul <k},

U;{Nfs = /\ Tf\‘rf = U(\)WS A (/\ Tlf\‘z’f) A (/\ Tf\?’,f) A (/\ Tl:‘\rlf) =

lu|<k uek; uek, ueks
+00 400 400 +00 400 +00 4 4 2k+5 A 6 6 -2k+3|
1 3 0 -1 1 0 3 3 0 5 5 0
|14 4 2k+3
-1 1 0o |

5.4 A-odseceni max-plus poluprsten.

Gornje odsecanje poluprstena P,

U prethodnoj sekciji razmatrali smo relaksacije zasnovane na ograni¢avanju duZine
posmatranih reci. U nastavku ¢emo razmotriti relaksacije dobijene ograni¢avanjem datuma
realizacije sekvenci dogadaja, koje ¢emo nazivati relaksacijama ogranicenim datumom.
U tu svrhu bi¢e nam potrebna sledeca modifikacija kompletnog max-plus poluprstena P,

koju ¢emo nazivati gornjim odsecanjem ovog poluprstena.

Teorema 5.6 Za dato A € R, A > 0, neka je Pn = [0,A) U {—o0, +o0}, neka je ®a
restrikcija operacije ® sa Po, na skup Pp, a ®, binarna operacija na Py definisana

sledecom Cayley-evom tablicom:

b € [0,A)
A a®b<A|la®b>A| -0 | +0
a € [0,A) a®b +00 —00 | 00
o) —00 -0 —00 | —00
+0o0 +00 +00 —00 | 400




Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) PetorkaPp = (Pa, ®a, ®a, —0, 0) ¢ini komutativan kompletan aditivno-idempotentan

poluprsten.
(b) Operacija reziduala \a na Py predstavlja restrikciju operacije reziduala \ na Py.

(c) Pa je lokalno konacan poluprsten.

Dokaz 5.6 (a) Najpre uocimo da je (Pa, ®p) polugrupa, jer je ®a restrikcija operacije @
na skup Pa, a element —oo predstavlja neutralni element za ovu operaciju.

Posmatrajmo skup P}, = [0,A) U {+00} sa operacijom ®), dobijenom restrikcijom
operacije ® na P. Tada je (P, ®)) Reesov faktor polugrupe (P,,,®’), gde je P, =
R¥ U {+00} = Po \ {—00}, poidealuIs = [A, +o0]. Otuda sledi da je (P, ®)) polugrupa.
Kako se (Pa,®a) dobija njenim prosirenjem nulom —oo, zakljucujemo da je i (Pa, ®a)
polugrupa. Pri tome je O neutralni element za operaciju Q.

Neposrednom proverom utvrduje se da vaZe distributivni zakoni i da je —oco apsorbujuci
element za mnoZenje. Prema tome, Ppo = (Pa, ®a, ®a, —00, 0) predstavlja poluprsten. Posto
je @ restrikcija operacije ® = max, sledi da je Pa kompletan aditivno-idempotentan

komutativan poluprsten.

(b) Neka su a, b € Pa.
Ako je a = —oo ili b = +oo, tada je svaki element skupa Pa resenje nejednacine

a ®ax < b, pavaZi

a\ab = +c0 = a\b. (64)
Pretpostavimo sada da je a # —c0 i b # +co.
Ako je b = —oo, tada je jedino resenje nejednacine a ®x x < b element —co, pa
dobijamo
a\ab = —c0 = a\b. (65)

Ako je a = +oo, tada za svako x € Py vaZi

—00, X = —00,

+00 QA X =
+0o, x € [0,A) U {+o0},
pa je za svako b € [0, A) U {—c0} ponovo jedino resenje nejednacine a @ x < b element
—oo. Dakle, i u ovom slucaju vazi (63).
Preostaje slucaj a,b € [0, A). Uocimo da je —co resenje i nejednacine a . x < b u
poluprstenu Py i nejednacine a ® x < b u poluprstenu Po,, dok +c0 nije reSenje nijedne

od njih.
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Dalje, za svako ¢ € [0, A) vaZi:
a®c<b & a®rc<b,

jerje b < Aiutom slucajua ®\c=a® c.

Prema tome, obe nejednacine imaju isti skup resSenja, pa imaju i isto najvece reSenje.
Dakle, a\ab = a\b.

Time je dokazano da je \a restrikcija operacije \ na skup Ph.

(c) Poznato je da je poluprsten lokalno konacan ako i samo ako su njegovi aditivni i

multiplikativni redukti lokalno konacni monoidi.

Aditivna struktura (Pp, ®p) lokalno je konacna, jer predstavlja komutativnu idempo-
tentnu polugrupu.

Zato je dovoljno pokazati da je i multiplikativna struktura (Pa, ®a) lokalno konacna.

Neka je S proizvoljan konacan podskup skupa Pa. Polugrupa generisana skupom S
ima noseci skup

USk, gde je Sk:{al ®p---®rag | ay,...,ar € S}.
keN

Bez umanjenja opstosti moZemo pretpostaviti da {—o0,0} & S, jer njihovo prisustvo ne

utice na konacnost generisane polugrupe.

Kako je S konacan skup, postoji njegov najmanyji element a. Po Arhimedovom aksiomu
postoji ko € N takav da je koa > A.

Tada za svako k > kg i proizvoljne elemente ay, . ..,ay € S vaZi
a1 ®---®ay = ka = kpa = A.

Otuda sledi, a; ®p -+ - Qp ap = +co.

Dakle,
st =) s* U+,
keN k<ko

Posto je svako S* konacno, zakljucujemo da je i generisana polugrupa konacna. Prema
tome, (P, ®4) je lokalno konacna polugrupa.

Sledi da je i poluprsten Pp lokalno konacan. [

Neka je parametar A € R, A > 0. Poluprsten P definisan Teoremom [5.6] naziva¢emo
A-odsecanjem poluprstena P,. Takode ¢emo reci da je Py A-odseceni poluprsten.

U skladu sa prethodnom definicijom, svakoj matrici M € P”*" pridruZzujemo matricu
My € P definisanu sa

o M(i,j), akoje M(i,j) <A,
Ma(i, j) = (66)
400, akoje M(i,j) > A,
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zasvakoi € [1..m] i j € [1..n]. Ovu matricu nazivamo A-odsecanjem matrice M.

Ako vektor @ € P2 posmatramo kao matricu dimenzije 1 X n ili n X 1, prethodna
definicija daje A-odsecanje ap € P vektora a.

Neposredno se moZe proveriti da za svaku matricu M sa elementima iz P, vazi
(MT)p = (Ma)". Bez opasnosti od zabune, A-odsecanje matrice M oznaavaéemo
jednostavno sa M .

Takode, ocigledno je da za svaku matricu M sa elementima iz P, 1 svako A € R,
A >0, vazi M < M. Isto svojstvo vazi i za svaki vektor sa elementima iz Pe.

Za matrice G € P i H € PZXP proizvod nad poluprstenom Py oznacavaéemo sa
G ®x H, odnosno G ®x H € PZ’XP definisademo sa

n
(G @ H)(i.k) = D G(i.j) @ H(j.k), zasvakoie€ [1.m]ik e [l.p].
j=1
Operacija sabiranja u ovom izrazu jeste operacija sabiranja u Py, ali se moZe posmatrati i
kao operacija sabiranja u P, buduci da je ®, njena restrikcija.

Pokazacemo da vazi sledece tvrdenje.

Propozicija 5.1 Nekaje A € R, A > 0, nekasu M € P"" i N € PL? proizvoljne matrice,

aa e PXm g e Pl iy e P proizvoljni vektori. Tada vazi
Mp ®x Ny = (M ®N)p, an® Mp = (a®M)a, Mp®nya=(M®y)a, (67)

a®pB, akojea® B <A,
ap ®a Ba = (68)
+00, ako jea @ B > A.

Dokaz 5.7 Nekasui € [1..m]ij € [1..p] proizvoljni. Pokazacemo da za svako k € [1..n]
vazi
MA(i, k) ® Na(k,j) <A & M(i,k) @ N(k,j) <A. (69)

Pretpostavimo najpre da je Ma(i, k) ®x Na(k, j) < A.
Tada je MA(i, k) < Ai Np(k, j) < A, pa iz definicije A-odsecanja sledi

M(i, k) = M(i, k), Na(k, j) = N(k, j).

Prema tome, M (i, k) ®x N(k, j) = Ma(i, k) ®x Na(k,j) < A.

Na osnovu definicije operacije ®a dobijamo M (i, k) & N(k, j) = M(i,k) @ N(k, ),
odakle sledi M (i, k) ® N(k, j) < A.

Obratno, neka je M(i, k) ® N(k, j) < A . Tada je nuzno M(i,k) < A, N(k,J) <A,
pavazi Ma(i, k) = M(i, k), Na(k,j) = N(k,J).

Stoga dobijamo M (i, k) ® N(k,j) = M(i,k) ® N(k, j) = Ma(i, k) ®r Na(k, j), te
je Ma(i, k) ®x Na(k, j) < A.
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Na osnovu ekvivalencije (69) vazi
{k € [1..n] | MA(i, k) ®r Na(k, j) <A} ={k € [1..n] | M(i, k) ® N(k, j) < A}.

Oznacimo ovaj skup sa K = {k € [1..n] | Ma(i, k) ®a Na(k, j) < A}.
Neka je najpre K C [1..n]. Tada postojil € [1..n]\K, paje Ma(i,[)®ANa(L, j) = +oo.

Kako je operacija ® maksimum, sledi

(Ma @ Na)(i, /) = ) Ma(i, k) @ Na(k, j) = +oo.
k=1

Sa druge strane, iz | ¢ K i (69) dobijamo M (i,1) @ N(I, j) > A, pa je

(M ®N)(,Jj) = @ M(i, k) ® N(k, j) > A.
k=1

Otuda je (M @ N)a(i, j) = +oo, te vaZi (Mp ®x Na) (i, j) = (M ® N)a(i, j).

Pretpostavimo sada da je K = [1..n]. Tada za svako k € [1..n] vaZi
Ma(i, k) ®a Na(k, j) = M(i, k) ® N(k, j),

pa dobijamo

(Ma ®a No) (i, j) = E) Ma(i, k) @ Na(k, )
k=1

=P M. k) Nk, )
k=1

=(M®N)(@,j).

Kako je K = [1..n], svi sabirci su manji od A, pajei (M ® N)(i,j) < A.

Zbog toga je (M @ N)a(i,j) = (M ® N)(i, j), te ponovo vazi (Mp ®x Na)(i, j) =
(M ® N)a(i, j).

Kako su i i j bili proizvoljni, zakljucujemo da je Ma @ No = (M @ N)a .

Drugaitreca jednakost u neposredno slede iz prve, dok se jednakost (68) dokazuje

na potpuno analogan nacin. [

Primer 5.2 U ovom primeru ponovo razmatramo automate A i ‘B iz Primera Za
proizvoljno A € R, A > 0, posmatrajmo njihove A-odsecene automate Ax i ‘Bp. U skladu
sa (72), T-parovi automata Ap i ‘Ba dobijaju se A-odsecanjem odgovarajucih t-vektora
automata A i ‘B.

Za razliku od slucaja bez odsecanja, skup svih T-parova automata Ax i ‘Bp je konacan.
Isto vazi i za skup svih o-parova. Stoga se ispitivanje inkluzije i ekvivalencije automata Ax
i By, kao i odredivanje njihovih najveéih slabih forward presimulacija i prebisimulacija,

moZe sprovesti primenom konacnog postupka.
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Za A\ = 5, postupak odredivanja najvece slabe forward presimulacije izmedu automata
Ap i Bp, primenom Procedure |2} prikazan je u Tabeli E?l Napominjemo da se pod brojem
koraka podrazumeva ukupan broj T-parova generisanih tokom izvrsavanja procedure, pri
Cemu generisani T-parovi ne moraju biti medusobno razliciti. Kao sto se vidi iz tabele,
za A = 5 procedura se izvrsava u ukupno 27 koraka. Nakon 5 iteracija generisano je 13

razlicitih T-parova, a najveca slaba forward simulacija izmedu automata Ax i ‘Ba je:

+00 400 —00

—o0 1 0

Neposrednom proverom moZe se utvrditi da ova matrica zadovoljava uslov (1-wfs),
odakle sledi da ona predstavlja najvecu slabu forward simulaciju izmedu max-plus auto-
mata Ap i ‘Bx.

Za A = 6, u izvrsavanju procedure generise se ukupno 33 t-parova, pri cemu je
potrebno 5 iteracija for petlje i dobija se 16 razlicitih T-parova. Najveca slaba forward

simulacija dobijena u ovom slucaju jednaka je onoj koja se dobija za A = 5.

Sa druge strane, za A =7, procedura se izvrSava u ukupno 39 koraka, kroz 6 iteracija
for petlje, pri cemu se generise 19 razlicitih T-parova. U ovom slucaju dobijena najveca
slaba forward simulacija jednaka je onoj koja je odredena u delu (a) Primera[5.1} odnosno

simulaciji dobijenoj u slucaju kada se ne primenjuje A-odsecanje.

Tabela 8: Detalji izraCunavanja iz primera zaA=5.

Broj Ciklus Par (724, 758 Rezidual Trenutni infimum
koraka T-vectors Ty, 7Ba
R
—0o0 +00 400 400 +oo 400 400
1 0 .13 u=-e
0 1 3 0 1 3 0
L 0_
- +m-
1 +o0  +oo 1 +oo 400 1
2 1 400 u=x
2 +00 400 0 1 3 0
L 2 |
i 0]
3 -0 12 +00 400 00 +oo0 400 1 u=y
1 —00 1 0 —00 1 0
L 1_
+o00
+0o +00 400 —00 +o00 +00 —00 5
4 2 , |+o0 u=x
4 +00 400 0 —o00 1 0
4
+o00
2 +o0  +oo 1 400 400 —00
5 , | +00 u=xy
3 +o0  +oo 0 —0co 1 0
3
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Broj Ciklus Par (7.8, 758 Rezidual Trenutni infimum
koraka T-vectors T8y, 7 Ba
- 5[]
—00 +00 400 400 +o00 400 —o00
6 14 u=yx
3 S —o 1 0
L | _3_
-1 [
7 —00 13 +00  +00 400 +00  +00 —o00 =y
2 —0o0 1 0 -0 1 0
L _2_
. -+(>o-
+00 400 400 400 +00 400  —00 3
8 3 , | +oo u=x
400 +00 400 400 -0 1 0
- |+oo
. -+oo-
+o00
9 , | oo X u= xzy
+o00
- - |too
r 1 +oo-
4 +00 400 400 400 400 —00
10 , | +oo U=xyx
+00 +00 400 400 -0 1 0
L A +m
+00
+00 400 1 +00 400 —00
11 , | 400 u=xy?
+o0 400 0 —00 1 0
4
s[4
— 400 400 +00 400 400  —00 )
12 , | +oo U=yx
400 —00 400 +00 —00 1 0
- |+oo
i 73]
—00 +00 400  +00 +00 400 —00
13 , | +0o0 u=yxy
4 —00 400 0 —o0 1 0
L | 4 |
113
—00
14 , | Foof| X u=yx
4
L | 4 |
—00 X
15 s X u=y
3
1 [+e] 4 2 2.2
+00 ue {x*, x“yx,xy",
16-20 4 , |+oo|| X
+00 xyx2, xyxy}
- |+oo
. -+00-
—00 +00 400  +00 +00 400 —00
21 , | oo u= yx3
+00 +00 +00 +0o —00 1 0
- - |+oo
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Broj Ciklus Par (7.8, 75) Rezidual Trenutni infimum

koraka T-vectors T8y, 7 Ba
+00
—00
22,24 4o | ® u € {yxyx, y2x?}
—+00
d +00
4
—00
23,25 ( , [ +oof | W u e {yxy?, y*xy}
+00
J +00
. +(>O
+00
26 5 , |+00 X u= )cyx3
+00
4 |+oo
+00
—00
27 , | +oo X u= yzx3
+00
4 |+oo

5.5 A-simulacije i A-bisimulacije.

Relaksacije ogranicene datumom

Tezinski automati nad poluprstenom P, takode ¢e se nazivati max-plus automatima,
odnosno preciznije, max-plus automatima nad Pp.
Neka je A € R, A > 0,1ineka je 4 = (m, o4, {Mf}xex, 74) max-plus automat nad

v A e Ve
P.. DefiniSimo max-plus automat Ay = (m, o4s, M/ A exs 744) nad P, na sledeéi naéin:
o = (M), M;‘A = (Mf)A, za svako x € X, 748 = (t4),.

Automat A, nazivamo A-odsecanjem automata 4. U slu¢ajevima kada ne postoji opasnost
od zabune, koristi¢emo pojednostavljenu oznaku Ax = (m, o®, {M2}ex, ).
Na osnovu Propozicije 5.1} kompozitne matrice prelaza, kao i o- i T-vektora automata

A koji odgovarajure€iu = xjx3...xx € X*, x1,X2,...,x; € X, dati su sa
M} = M @a M @y -2 M = (MA@ MA® @ ML) = (Ma (0)
oA = oA @y MAS = (aA ® M;‘)A = (M), 1)
78 = MA@, 788 = (M;‘ ® TA)A = (). (72)

Za praznu re€ vazi

M2 =Ty = (In)a = (M)a, (73)
O—?A — ohs = (O’A)A, (74)
it =1 = (1. (75)

Za proizvoljnu funkcijureci f : X* — Py definiSemo njeno A-odsecanje kao funkciju
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reci fp : X* — Pj datu za svaku re€ u € X* sa

() = f(u), akOJ:e f(u) <A, 76)
+o00, akoje f(u) > A.

Teorema 5.7 Neka je A € R, A > 0, i neka je A = (m, 0, {M*}rex, ) max-plus
automat nad Pe. Tada vaZi | Ax] = [ A] a-

Dokaz 5.8 PokaZimo da tvrdenje vaZi za svaku rec¢ u € X,

Na osnovu Propozicije[5.1] za praznu re¢ u = € bice
[Ar](e) = o™ @ 742
oA e 14, ako je oA @14 <A,
+00, ako je oA eTtd > A
[Al(e), akoje [A](e) <A,
+00, ako je [A] () = A
= [A]a(e).
Za proizvoljnu nepraznu rec¢ u € X*, na osnovu Propozicije i[75] dobijamo
[Ax] (n) = % @) M» @ 748 =
= (O'A ® be‘)A ® (%) =
ot e MA® 14, akojeo’ @ M} ® 1A <A,
+00, ako je o4 @ M} @ T4 > A
[Al(w), akoje [A](u) <A,
+00, ako je [A](u) = A
= [A]a(u).

Prema tome, za svako u € X* vazi [ Ax](u) = [ A]a(w). O

Neka je A € R, A > 0, i neka su 4 i ‘B max-plus automati nad Ps,. Defini§imo jezik
LA(A,B) C X*sa

La(A,B) ={ue X" |[A](u) <A ili [B]u) <A}. (77)

Prethodni rezultati omogucavaju da se relacija inkluzije izmedu A-odsecenih automata
izrazi preko A-odsecenja njihovih funkcija ponaSanja, kao i preko La-inkluzije polaznih

automata. Preciznije, vazi sledeca teorema.
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Teorema 5.8 Neka je A € R, A > 0, i neka su A i B proizvoljni max-plus automati nad

Pw. Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(@ [Aa]l < [Bal;
(b) [A]a < [Bla:
© [A] <c [B], gdeje L = La(A, B).
Dokaz 5.9 Ekvivalentnost tvrdenja (a) i (b) neposredno sledi iz Teoreme|[5.7]
(b) = (c) Pretpostavimo da vazi [A]|a < [B]a i posmatrajmo proizvoljnu rec

u € L. Prema definiciji skupa L = LA(A, B) imamo da je [ A](u) < A ili [B](u) <A.
Akoje [A](u) < A i [B](u) <A, tada vaZi

[A](u) = [A]aw) < [Blla(u) = [B](w).
Akoje [A](u) < A i [B](u) = A, tada je
[Al @) <A <[B](w).

Slucaj [ A]|(u) = A i [B](v) < Anije mogué, jer bi to bilo u suprotnosti sa polaznom
pretpostavkom:

[A]a(u) = +00 > A > [B] () = [ B]|a(u).

Prema tome, [ A]|(u) < [ B]|(u) za svako u € L, odakle sledi [ A] < [ B].

(¢c) = (b) Pretpostavimo davaZi | A] < [‘B] i posmatrajmo proizvoljnu re¢u € X*.
Ako je u € L, tada prema pretpostavci vazi | A (u) < [ B](w).
Ako je pritom || B]|(u) < A, tada je

[Alla(m) = [A](w) < [Bl(w) = [Bllaw).
U suprotnom, ako je | B]|(u) > A, tada je

[A]a(u) < +oo =[B]a(u).

Sa druge strane, ako u ¢ L, tada prema definiciji skupa L = La(A, B) vaZi [ A] (u) > A
i [B](u) = A, pa sledi

|[)7[]]A(u) = +00 = |['B]]A(u)
Prema tome, za svako u € X* vaZi [ A]|a(u) < [B]la(u), odnosno [ A]|a < [B]la- O

Na potpuno analogan nacin dobijamo odgovarajucu karakterizaciju La-ekvivalencije.
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Posledica 5.1 Neka je A € R, A > 0, i neka su A i ‘B proizvoljni max-plus automati nad

Pw. Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

@) [Ar] =Bl
() [Alla = [Bllas
©) [A] =1 [ B, gdeje L = La(A,B).

Sledeca tvrdenja takode predstavljaju direktne posledice prethodnih rezultata.

Posledica 5.2 Neka su A, Ay, Ay € R takvidaje A>0 i Ay > A; >0, i neka su 4i ‘B

proizvoljni max-plus automati nad Po.. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

@ [A] <[As] i [A] = [Aa], gdeje L = La(A);
®) [An] < [Ar ] i [As,] =1, [ A, ], gdeje L1 = La,(A);
() La, (A, B) C La,(A,B);

@) Al <, [A] implicira [ A] <r, [ 4]
gde je Ly = La, (A, B), Ly = La,(A, B);

) [A] =, [ A] implicira [ A] =, [A],
gdeje L, = LAI (/‘Zl, fB), Ly = LAz(ﬂ, 3)

Osnovni razlog za uvodenje A-odseCenog poluprstena jeste ¢injenica da njegova lo-
kalna konacnost omogucava da se dobije kona¢nost skupova svih 7-parova i o-parova

max-plus automata. Preciznije, vaZzi sledeca teorema.

Teorema 5.9 Neka je A € R, A > 0, i neka su A4 i ‘B max-plus automati nad A-odsecenim
poluprstenom Pa. Tada su skup svih t-parova i skup svih o-parova automata A i ‘B

konacni.

Dokaz 5.10 Dokazacemo samo tvrdenje koje se odnosi na t-parove, buduci da se tvrdenje
koje se odnosi na o-parove dokazuje na analogan nacin.

Neka je E skup svih elemenata koji se pojavijuju u zavrsnim teZinskim vektorima t i
78, kao i u matricama teZina prelaza M2 i MB, za svako x € X, i neka je G podpoluprsten
poluprstena Pp generisan skupom E. Buduci da je Pa lokalno konacan poluprsten, a skup
E konacan, sledi da je poluprsten G konacan.

Svi elementi T-vektora automata A i ‘B pripadaju poluprstenu G, pa zakljucujemo da
su skupovi svih t-vektora automata A i ‘B konacni. Odavde neposredno sledi da je i skup

svih T-parova automata A i ‘B konacan. [
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Neka je A € R, A > 0, i neka su 4 i B max-plus automati nad Ps,. Pod slabom
forward (odnosno backward) A-simulacijom izmedu automata A4 i B podrazumevace-
mo L-relaksiranu slabu forward (odnosno backward) simulaciju izmedu A4 i B, gde je
L = La(A, B). Analogno, pod slabom forward (odnosno backward) A-bisimulacijom
podrazumevaéemo L-relaksiranu slabu forward (odnosno backward) bisimulaciju izmedu
AiBzaL =Lx(A4,B).

Na osnovu Posledice[5.1], postupak za ispitivanje postojanja i odredivanje najvece slabe
A-simulacije, odnosno A-bisimulacije datog tipa izmedu max-plus automata 4 i B nad
Peo moZe se svesti na odgovarajuci postupak za ispitivanje postojanja i odredivanje najve-
¢e obicne slabe simulacije, odnosno bisimulacije istog tipa izmedu njihovih A-odsecenih
automata A i Bp nad P,. Na taj nacin problem odredivanja slabih A-simulacija i A-
bisimulacija postaje konacan, jer automati 4, i Ba imaju teZine iz kona¢nog poluprstena
PA. Stoga se najvece slabe A-simulacije i A-bisimulacije mogu efikasno odredivati prime-
nom postupaka razvijenih za obi¢ne slabe simulacije i bisimulacije nad kona¢nim max-plus

strukturama.
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Glava 6

Odsecanje i pomeranje tezina
za max-plus automate

U prethodnim glavama razmatrani su sistemi matricnih nejednacina ¢ija reSenja pre-
dstavljaju relacije poredenja izmedu max-plus automata, pri ¢emu se najvece presimu-
lacije 1 prebisumulacije mogu odredivati iterativnim postupkom. Kada se ovaj postupak
stabilizuje nakon kona¢no mnogo koraka, odgovarajuée najvece reSenje moZze se efikasno
izraCunati. Medutim, u opStem slucaju niz matrica dobijen ovim postupkom moZe biti
beskonacan, pri ¢emu se njegove komponente mogu strogo smanjivati 1 konvergirati ka
—oo. U takvom slu¢aju infimum niza, a samim tim ni najveéa presimulacija ili prebisumu-
lacija, u opStem slu¢aju ne moze se odrediti standardnim iterativnim postupkom u kona¢no
mnogo koraka [9].

Ovaj problem moZe se pojaviti ¢ak i kada su sve realne teZine koje se javljaju u pre-
laznim matricama, kao i u vektorima pocetnih i zavr$nih teZina posmatranih automata,
pozitivne. Naime, primena operacije reziduacije u konstrukciji niza matrica moze dovesti
do pojave negativnih elemenata, pri cemu se na pojedinim pozicijama mogu formirati bes-
konacno opadajuci nizovi realnih brojeva koji konvergiraju ka —co. Zbog toga se prirodno
postavlja pitanje da li se struktura nad kojom se vrsi raunanje moze modifikovati tako da
se ovakvi beskonacni procesi svedu na kona¢an broj koraka.

Jedan od odgovora na ovo pitanje predstavlja odsecanje kompletnog max-plus polupr-
stena R, odozdo, u odnosu na proizvoljan realan broj 4. Osnovna ideja jeste da se iz skupa
R uklone svi elementi manji od A, uz zadrzavanje elementa —co. Na taj nacin dobija se
skup R4 = [A, +00) U {—00, +00}.

Da bi ovako definisana struktura zadrZala svojstva potrebna za razmatranje teZinskih
automata 1 sistema matri¢nih nejednacina, neophodno je odgovaraju¢e modifikovati 1
operaciju mnozenja. Modifikovano mnoZenje dobija se pomeranjem proizvoda u R, za
—A4, Sto povlaci za sobom i odgovarajuéu promenu operacije reziduala. Detaljnije o donjem
odsecanju 1 odgovaraju¢im operacijama bice reci u prvoj sekciji ove glave.

Pored donjih odsecanja, u nastavku se razmatraju i gornja odsecanja kompletnog
max-plus poluprstena. U zavisnosti od toga da li se element +oo zadrzava u skupu nosacu,

uvode se dve varijante gornjeg odsecanja, koje ¢emo oznacavati sa RY i RY .. [ u ovim

max*
strukturama operacija mnoZenja dobija se pomeranjem rezultata proizvoda u Ry, za —v.

Pokazuje se da obe strukture predstavljaju komutativne kompletne aditivno-idempotentne
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poluprstene, pri ¢emu se njihove operacije reziduacije bitno razlikuju u zavisnosti od

prisustva, odnosno odsustva elementa +oco.

Nakon uvodenja odgovarajucih struktura, razmatra se njihova primena na max-plus
automate. Za automat 4 Cije se teZine nalaze u R, definise se njegovo donje A-pomeranje
A4, kao automat nad R%, sa istim osnovnim prelaznim matricama i vektorima pocetnih
i zavrSnih teZina. Pokazuje se da prelazak na donja pomeranja moZe omoguciti kona¢no
izraCunavanje najvecih presimulacija i prebisumulacija, kao i da se dobijene relacije mogu

povezati sa odgovarajuéim relacijama izmedu originalnih automata

Potom se razmatra primena odsecanja na simulacije i bisimulacije izmedu max-plus
automata. Numericki primeri ilustruju prednosti i ogranicenja ovog pristupa. Bi¢e pokaza-
no da se u pojedinim slu¢ajevima najveca presimulacija, koja se nad kompletnim max-plus
poluprstenom ne moZe odrediti u konacno mnogo koraka, moze efikasno izracunati nakon
prelaska na odgovarajuce donje odsecanje, kao i da se u nekim sluc¢ajevima broj potre-
bnih koraka moZe dodatno smanyjiti. Sa druge strane, odsecanje moze dovesti do gubitka

simulacije izmedu pomerenih automata iako ona postoji izmedu originalnih automata.

U zavrSnom delu poglavlja razmatra se primena odsecanja na slabe simulacije i bisimu-
lacije. Za razliku od standardnih simulacija 1 bisimulacija, slabe simulacije i bisimulacije
omogucavaju poredenje Sire klase automata, ali njihovo odredivanje zahteva razmatranje
sistema koji moZe sadrZati beskona¢no mnogo matri¢nih nejednacina [17]. Pokazace se
da u ovom slucaju donja i gornja odsecanja kompletnog max-plus poluprstena ne pruZaju
analogno efikasan nacin za obezbedivanje konac¢nosti postupka. Dobijeni rezultati ukazuju
na ograni¢enja primene odsecanja u ovom kontekstu, ali istovremeno ukazuju i na moguce

pravce daljeg istraZivanja.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi zasnovani su na koautorskom radu proisteklom iz

istraZzivanja sprovedenog u okviru ove doktorske disertacije [18].

6.1 Donje odsecanje i pomeranje teZina na max-plus poluprstenu

Za proizvoljno A € R definiSemo skupove

RY = [A,400) U{=c0, 400} i R} =4, +00) U {-co}.

max

Na skupovima R4 i R4 posmatramo restrikcije poretka definisanog na R, koje ¢emo,

kao 1 originalni poredak, oznacavati sa <.
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Teorema 6.1 Za proizvoljno A € R, neka je ®; operacija sabiranja na R, istovetna

operaciji sabiranja na Re, a neka je ®, operacija mnoZenja na R%, definisana tablicom:

®) b € [A,+00) | —00 | +00
a€[d,+0) | a+b—-A1 | —co | +o0
— 00 — 00 — 00 —00
400 400 —00 | +00

Tada je (RL,, @4, ®;, —00, 1) komutativan kompletan aditivno-idempotentan poluprsten
sa nulom —oo i jedinicom A, a operacija reziduacije — , pridruZena operaciji mnoZenja

®; na R, definisana je na sledeéi nacin:

b € [A, +0)
—) a<b a>b | —oo | +oo
acld,+0) | b—a+A| —o0 | —00 | +00
—00 +o00 +o0 +00 | +00
+00 —00 — 00 — 0 +00

Dokaz 6.1 Za proizvoljne a,b € [A,+), iza > Aib > Asledia+ b > 24, pa je
a+b—A> A, to znadi da je ®, dobro definisana operacija na RZ..

Uocimo da za sve a, b € [A, +0) vaZi
a®b=(a®b)-A=(a-A)@b=a® (b-2A).

Takode, skup RY zatvoren je za konacne i beskonacne sume, pri cemu su beskonacne sume
u R nasledene iz Reo. U nastavku éemo za beskonacne sume u R2, koristiti istu oznaku
kao za beskonacne sume u R, Sto nece dovoditi do zabune, jer se ove sume podudaraju
kada se primenjuju na elemente skupa R,

Jasno je da je operacija ®, komutativna, a neposrednom proverom dobija se da je i
asocijativna, kao i da je A njena jedinica. Kako je operacija ®, nasledena iz R, ona je
komutativna i asocijativna, a —oo predstavlja njen neutralni element.

PokaZimo sada da vaZi beskonacna distributivnost.

Najpre neka je a € [A,+00) i {b;}ic; C [A, +0). Tada vazi

a®, (@ bi) =(a-)® (EB bi) =P (a-veb)=F@eib).
i€l iel iel i€l

Ako je a = —o, tada za proizvoljnu familiju {b;}ic; C RY vaZi

a®, (@ b,-) = —00 = @(d ®a bi).
iel i€l
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Dalje, neka je a € RY, a # —oco, i neka {b;}ie; C RY sadrii element +oo, tj. neka je

bj = +oozaneko j € 1. Tada je a ® bj = +oo, pa vaZi
a ®, (@ b,) =a®) (+0) = 400 = @(Cl ®) b;).
i€l iel
Konacno, neka je a € RY, a # —oo, i {b;}ic; C [A, +o0) U {—0o0}. Tada imamo
a @) (@ bl) =a®, (@ bj) = EB(CI P bj) = @(a (] bl’),
i€l jeJ jeJ iel
gdejeJ ={jel|b; #—co}.
Ovde smo iskoristili ¢injenicu da beskonacne sume predstavljaju supremume, pa se svi
clanovi jednaki najmanjem elementu, u ovom slucaju —oo, mogu izostaviti. Ako je skup J

prazan, koristi se uobicajena konvencija prema kojoj je supremum praznog skupa jednak

najmanjem elementu.

Time je dokazano da je R%, komutativan kompletan aditivno-idempotentan poluprsten

sa nulom —oo i jedinicom A.

Preostaje da pokaZemo da je —, operacija reziduacije na R pridruZena operaciji
mnoZenja ®,. U tu svrhu pokazacemo daje a —, b najvece resenje nejednacine a®,x < b,

. . A
za proizvoljne a, b € R,.

Pre nego sto razmotrimo pojedinacne slucajeve, uocimo da za a,b € [A,+c0) takve
dajeb>avaZib—a > 0,pajeb—a+ A > A Dakle, —, je dobro definisana operacija

na R4,
Ako sua,b € [A,+) i b > a, tada vazi
ax<bhb & a+x-1<b < x<b-a+A. (78)
Prema tome, b — a + 1 = a —, b predstavlja najvece reSenje nejednacine a @ x < b.

Akosua,b € [A,+)ib <a,tadajeb—a+A <A, pab—a+A¢][A +0)U{+o0}.
Iz (78)) sledi da je —co = a —, b jedino resenje nejednacine a ®) x < b, te je samim tim i

njeno najvece resenje.

Ako je a € [A,+00) i b = —oo, na slican nacin zakljucujemo da je —c0 = a —, b
jedino resenje nejednacine a ®) x < b, pa je ono i njeno najvece resenje.

Dalje, ako je a = —oo, tada je a ®,) x = —c0 < b za sve x,b € Rﬁo. Prema tome, svaki
element x € RY, predstavlja reSenje nejednacine a ®, x < b, pa je njeno najvece resenje

+oo:a—>,1b.

Sa druge strane, ako je b = +oo, tada je za svako a € R., svaki x € RY resenje

nejednacine a ®, x < b. Stoga je njeno najvece resenje +co = a —) b.
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Konacno, nekaje a = +ooi b € RY, b # +o0. Tada je

+00, ako je x # —oo,
a®x =
—o00, ako je x = —oo.
Odavde sledi da je —0 = a —, b jedino resenje nejednacine a ®,) x < b, pa je ono i
njeno najvece resenje.
Obuhvativsi sve moguce slucajeve, zakljucujemo da je —, operacija reziduacije na

R4 pridruZena operaciji mnoZenja ®;. (]

Poluprsten R4, nazivamo donjim A-odsecanjem poluprstena R, pri emu je operacija
mnoZenja pomerena u odnosu na 1. RY jo§ nazivamo i donjim odsecenim kompletnim
max-plus poluprstenom.

Ako je A € Z, tada je Z4, podskup skupa R4, zatvoren za operacije @, ®, i —,, kao i

za beskonac¢ne sume. Prema tome,
74, = (ZL, @, 81,-00,4), ZL ={z€Z|A<z}U{-00,+0c0}

predstavlja komutativni kompletan aditivno-idempotentan poluprsten, koji nazivamo do-
njim A-odsecanjem poluprstena Z., sa pomerenim mnozZenjem.

Posebno je znacajno donje 0-odsecanje kompletnog max-plus poluprstena. Poluprsten
RY proucavan je u Glavi 3, kao i u radu [9], gde je oznacavan sa P, odnosno RZ.
Operacija mnoZenja ®y na R, predstavlja restrikciju operacije mnoZenja ® na R, dok
se operacija reziduacije —( razlikuje od operacije reziduacije — na R, i zapravo se
podudara sa operacijom reziduacije na poluprstenu Po,. Radi lakSeg pradenja daljeg teksta,

ovu operaciju navodimo i u sledecoj tabeli:

b € [0, +)
—0 a<b|a>b |- |+
a€l0,+0) | b—a | —c0 | —0co | +00
400 —00 —00 —00 | +00

Primetimo da ako je A < 0, tada interval [A, +00) nije zatvoren za operaciju ®. Naime,
za negativne a,b € [A,+o0) moZe se dogoditi da a ® b = a + b < A, zbog Cega je
neophodno pomeriti proizvod a ® b = a + b za —A kako bi se dobio element iz [ A, +c0).

Ako je 2 > 0, interval [A4, +00) jeste zatvoren za operaciju ®, pa bi se moglo uciniti
da nema potrebe za ovim pomeranjem. Medutim, u tom slucaju A ne bi bila jedinica za
operaciju mnoZenja. Zbog toga se, i za A > 0, proizvod a ® b = a + b pomera za —A,
¢ime se obezbeduje da nova operacija ima jedinicu A. Operacija ® ostaje nepromenjena

na [A4, +o00) samo u slucaju 4 = 0.
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Takode, iako je A najmanji element intervala [A, +00), element —co mora biti zadrzan
kao najmanji element u posmatranoj strukturi, odnosno kao nula poluprstena. U suprotnom,
bez elementa —co, A bi istovremeno bila nula 1 jedinica, Sto je za poluprsten moguce samo
kada on ima jedan element.

Posmatrajmo skup R4 . sa operacijama sabiranja i mnoZenja istovetnim kao u R4,
R4 u tom slucaju predstavlja komutativan aditivno-idempotentan poluprsten sa nulom
—oo i jedinicom A. Medutim, ovaj poluprsten nije kompletan, jer nema najveci element.

.. . .. .. . . . pl P
Zbog toga operacija reziduacije nije definisana za svaki par elemenata iz Ry, ., buduci da

nejednacina a ®, x < b nema najvece resenje R za sve a,b € R4 . Preciznije, to se
dogada kada je a = —oo, iako je tada svaki element iz R}, reSenje navedene nejednacine.

6.2 Gornje odsecanje i pomeranje teZina na max-plus poluprstenu

Za proizvoljno v € R definiSemo skupove

RIﬁlax = (=00, v] U {—o0} i Rﬁ.’o = (—o0,v] U {—00, +00}.

Na skupovima RY, 1 R} ,, posmatramo restrikcije poretka definisanog na R, koje ¢emo,

kao i originalni poredak, oznacavati sa <.

Teorema 6.2 Za proizvoljno v € R, neka je @, operacija sabiranja na R}, nasledena

od operacije sabiranja na Ruyax, a neka je ®, operacija mnoZenja na R}, definisana

sledecom tabelom:

®y b e (—oo,v] | —o0
a € (—oo,v] a+b-v | —o0
—00 — 00 —00

Tada je (R} ., ®y, ®,, —00, v) komutativan kompletan aditivno-idempotentan polupr-
sten sa nulom —oo i jedinicom v, a operacija reziduacije —,, na R}, pridruZena operaciji

mnoZenja ®, data je sledecom tabelom:

b € (—o0,v]
—y azb a<b | -0
a€(—oo,v] | b—a+v U —00
-0 v v v

Dokaz 6.2 Ovu teoremu moZemo dokazati na istovetan nacin kao i teoremu 6.1} te ée njen

dokaz biti izostavljen. []
v

Poluprsten RY,,, nazivamo gornjim v-odsecanjem poluprstena Ry, pri ¢emu je ope-

racija mnozenja pomerena za —v.
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Za razliku od poluprstena R% , kod kojeg je bilo neophodno zadrzati —co kao najma-
nji element, pri konstrukciji poluprstena R}, ne postoji opasnost da se izostavljanjem
elementa +oco dobije struktura u kojoj bi v istovremeno predstavljala jedinicu 1 najveci
element.

Ovako definisano R},

kvantal ¢ija se jedinica podudara sa najveéim elementom. Element +co moZzemo zadrzati

predstavlja kompletnu reziduiranu mreZu, odnosno komutativni

i na skupu RY,, definisati operaciju mnoZenja na analogan nacin kao za R4, $to éemo

formulisati u sledecoj teoremi.

Teorema 6.3 Za proizvoljno v € R, neka je ®, operacija sabiranja na RY, nasledena od

operacije sabiranja na Ry, a neka je ®, operacija mnoZenja na RY, definisana sledec¢om

tabelom:
®y b e (—oo,u] | —c0 | +00
a€(—oo,v] | a+b—-—v | —o0 | +00
—00 —0 —O0 — 00

Tada je (RY,, &y, ®,, —0, v) komutativan kompletan aditivno-idempotentan poluprsten
sa nulom —oo i jedinicom v, a operacija reziduacije —, na RY, pridruZena operaciji

mnozenja ®,, data je sledecom tabelom:

b € (—o0,v]
-y a=b a<b | —o0| +o0
a€(—oo,v] | b—a+v v —00 | +00
—00 +o00 +o00 +00 | +00
+00 — 00 —0 —0 +00

Dokaz 6.3 Ovu teoremu takode moZemo dokazati na slican nacin kao Teoremu te Ce

njen dokaz biti izostavljen. [

Poluprsten RY, nazivamo gornjim v-odsecanjem poluprstena R, pri ¢emu je operacija
mnoZenja pomerena za —uv.

Radi jednostavnije terminologije, poluprsten RY ., posmatra¢emo ne samo kao gornje
v-odsecanje poluprstena Ry,x, ve€ i kao gornje v-odsecanje poluprstena R..

Za proizvoljno v € Z, skupovi
2y, ={z€Z|z<v}U{-00,+0} i Z. ={z€Z]|z<v}U{-o0}

predstavljaju podskupove skupova RY,, odnosno R} .., zatvorene za operacije &,, ®, i

odgovarajuce operacije reziduacije, kao i1 za beskona¢ne sume.
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Prematome, ZY, = (Z¥,, ®y, ®y, —00,v) 1 Z¥ .. = (Z¥%.x> Dv»> ®y, —00, V) predstavljaju
komutativne kompletne aditivno-idempotentne poluprstene.

Iako su operacije mnoZenja na R% i RY, definisane na analogan nacin, a operacija
mnoZenja na RY.. predstavlja restrikciju operacije mnoZenja na RY,, Teoreme [6.1} [6.2] i
pokazuju da se odgovarajuée operacije reziduacije na R2, R% i RY__ bitno razlikuju.

max

Na kraju ove glave, u tabeli[9] dat je pregled svih razmatranih max-plus struktura.

6.3 Odsecanje i pomeranje tezina na max-plus automatima

Pre razmatranja max-plus automata nad odsecenim max-plus poluprstenovima, po-
trebno je precizirati na¢in mnoZenja matrica nad ovim strukturama. U tu svrhu najpre
uvodimo oznaku za multiplikativne stepene elemenata poluprstena Ro,. Za proizvoljno
r € Rik € Ny, k-ti multiplikativni stepen elementa r u poluprstenu R, oznacavaemo sa

rlkl kako bismo ga razlikovali od k-tog multiplikativnog stepena elementa r € R.

Teorema 6.4 Za proizvoljno ¢ € R neka je Ri, donje ili gornje &-odsecanje poluprstena
Re, a za proizvoljno s € N neka su My, M, . .., Mg matrice Ciji su elementi iz R}’; iza

koje postoji proizvod matrica My ®: M ®; - - - ® M. Tada vaZi
My ® My®: -+ ®: My = (-6)' e (M@ My®---® M), (79)
gde (=&)Y oznacava (s — 1)-vi stepen elementa —& u multiplikativnom monoidu RE..

Dokaz 6.4 Najpre cemo pokazati da za sve a, b € RS, vazi a ®:b=(-¢)®a®b.

Zaa,b € [é,+0) bicea®:b=a+b-¢=(=€)+a+b=(-¢)®a®b.

U svim ostalim slucajevima vaZi a ®: b = a ® b = (=¢) ® a ® b, jer je tada a ® b
Jednako —oo ili +o0, pri cemu (—¢) @ (—0) = —00 [ (=€) @ (+00) = +00.

Sada tvrdnju teoreme dokazujemo indukcijom po s. Za s = 1 jednakost ocigledno
vazi, jer je (=)' @ My = (-6 @ M1 = 0@ M, = M.

Radi preglednosti, najpre ¢emo eksplicitno pokazati slucaj s = 2. Neka su My € S™"

i My € S™P. Tada za proizvoljne i € [1.m] i k € [1..p] vazi

n

(M1 ® Ma) (i, k) = (D) (M (i, j) @ Ma(j, k)
j=1

= P (-8 ® M1 (i, j) & Ma(j. k))
j=1

n

=(-H)® (@(Ml(i,j) ® Ma(j, k)

=1
= (=¢) ® ((My ® My) (i, k)) = ((=¢) ® My ® M) (i, k).
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Dakle, M1 ®: M = (=¢) ® M1 ® M», cime je dokazana tvrdnja za s = 2.
Pretpostavimo sada da tvrdnja vaZi za neko s € N, s > 2, odnosno da vazi (19). Neka
je M.\ matrica sa elementima iz R'ECX, takva da proizvod My ®: M> ®; -+ - @ M ® M4y
postoji. Na osnovu indukcijske pretpostavke i svojstava skalarnog mnoZzenja dobijamo
My ®: My ®¢ -+ - & My ®: Mgy
= (M, Q¢ M @ -+ - & M) Q¢ My
= (&) ® (M) ® My ®; -+ ® My) ® Mj.1)
=8 ((-o e (Mo Me o M) ® M)

= (=)@ (O e (MM ® - ® M, ® M,))
= ()0 O e (M @M ® -+ ® My ® Myy1)
= (-6 e (M@ My ® -+ ® My ® Myy)).

Time je dokazana jednakost za s + 1, pa je teorema dokazana. [

Za max-plus automat 4 = (m, o, {M*} ex,7*), sa min(A) oznacavaéemo mini-
mum svih elemenata vektora pocetnih i zavr$nih teZina i osnovnih prelaznih matrica
automata A4, dok ¢e max(A4) oznacavati njihov maksimum. Dakle,

min(A) = min({c?(i) | i € [1.m]} U{M2(i, j) | i,j € [1..m], x € X} U {z2() | i € [1..m]}),
max(4) = max({c2() | i € [1.m]} U{M2(i,j) | i,j € [1..m], x € X} U{z2() | i € [1..m]}).

Za dva max-plus automata 4 i B definiSemo takode
min(A4, B) = min{min(A4), min(B)} i max(A4,B) = max{max(A4), max(B)}.

Neka je 4 = (m, o, {M?} ex,7*) max-plus automat nad kompletnim max-plus
poluprstenom R, i neka je R4 donje A-odsecanje poluprstena R.,, gde je A € R takav

da je 4 < min(A). Tada svi elementi prelaznih matrica Mf, x € X, kao i vektora
A'i 74, pripadaju skupu R% . Max-plus automat nad R, sa
A A

pocetnih i zavr$nih teZina o
istim matricama prelaza M, x € X, i istim vektorima pocetnih i zavr$nih teZina o i
kao automat 4 oznadavaéemo sa A* i nazivati njegovim donjim A-pomeranjem.

Analogno, neka je RY, gornje v-odsecanje poluprstena Ry, gde je v € R takav da
v > max(A4). Tada svi elementi prelaznih matrica M, x € X, kao i vektora o i
74, pripadaju skupu RY,. Max-plus automat nad RY, koji zadrzava iste prelazne matrice,
iste vektore pocetnih i zavrSnih teZina ozna¢avaemo sa A i nazivati njegovim gornjim
U-pomeranjem.

Gornje v-pomeranje A4Y mozZe se, na isti nacin, posmatrati i kao automat nad R} ..

U nastavku, kada kaZemo da je 41 donje A-pomeranje automata .4, podrazumevaéemo

da je ono dobro definisano, odnosno da vazi A < min(A). Analogno, kada kazemo da je
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AY gornje v-pomeranje automata A4, podrazumevaéemo da je dobro definisano, odnosno
da vazi v > max(A4).

Prethodno dobijeni rezultat omogucava da se proizvodi matrica nad odse¢enim max-
plus poluprstenovima izraze pomocu odgovarajucih proizvoda nad kompletnim max-plus
poluprstenom, uz odgovarajuci skalarni faktor. Budu¢i da se ponaSanje max-plus automata
dobija mnoZenjem pocetnog vektora, prelaznih matrica 1 zavrSnog vektora, prirodno je
ispitati kako je ponasanje automata povezano sa ponaSanjem njegovog donjeg, odnosno

gornjeg pomeranja. Odgovor na ovo pitanje daje naredna teorema.

Teorema 6.5 Neka je A max-plus automat nad kompletnim max-plus poluprstenom Ry, i

neka je & € R. Ako je A¢ donje ili gornje &-pomeranje automata A, tada vaZi

[2](w) = (- @ [A](v),  za svaku rec u € X* duZine s. (80)

Dokaz 6.5 Dokaz ove teoreme neposredno sledi iz definicije ponasanja tezinskih automata

i Teoreme O

Teorema 6.6 Neka su A i ‘B max-plus automati nad kompletnim max-plus poluprstenom
Reo i neka je & € R. Ako su A% i B¢ donja ili gornja é-pomeranja automata A i ‘B,

respektivno, tada vazi:
(a) [A4] < [B] ako i samo ako [A%] < [B¢];
®) [A4] = [B] ako i samo ako [ A¢] = [B¢].

Dokaz 6.6 Prema (80), za svaku re¢ u € X* duzine s vazi [ 4] (u) = (=€) [ 4] (u)
i analogno za automat ‘B.

Bududi da je (—€)5* isti skalarni faktor u oba izraza, iz [ A] (u) < [B](u) sledi
L2 (0 < [3] ).

Obrnuto, iz dobijamo [ A](u) = (=&)Y @ [4¢](u), i analogno za B, pa iz
[ () < [BE](w) sledi [A] (w) < [B](w).

Time je dokazana tvrdnja (a). Tvrdnja (b) neposredno sledi iz tvrdnje (a). U

6.4 Simulacije i bisimulacije na odseCenim i pomerenim
max-plus automatima
Jedan od osnovnih problema koji se javlja pri prakti¢noj primeni iterativnog postupka
za odredivanje najvece forward presimulacije U jeste njegovo efikasno zaustavljanje.

Naime, ukoliko postoji s € N takav da vazi Uy = Uy, tada se niz stabilizuje 1 najveca

forward presimulacija jednaka je matrici Uy. Zbog toga je nakon konstrukcije matrice Uy
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na osnovu U dovoljno proveriti da li su ove dve matrice jednake. Ukoliko postoji najmanji
indeks s za koji je Us = U1, postupak se zavriava i dobija se U = Uj.

Medutim, u opStem slucaju moze se dogoditi da su svi ¢lanovi niza razliciti 1 da se
iterativni postupak ne zavrsi nakon kona¢no mnogo koraka. Na primer, za neke i € [1..m]
i j € [1..n] niz U(i, j) e moZe biti beskonacan i strogo opadajuéi, pri ¢emu njegovi
¢lanovi konvergiraju ka —co. Upravo moguénost pojave ovakvih nizova pokazuje zaSto
donja A-odsecanja mogu biti korisna u izracunavanju najvecih presimulacija i prebisimu-
lacija. Njithovom primenom vrednosti manje od A svode se na —oo, ¢ime se potencijalno
beskonacan iterativni postupak moZe svesti na konacan.

U nastavku ¢emo pokazati da je ovakav pristup narocito pogodan za max-plus automate
¢iji vektori pocetnih i zavrSnih teZina, kao i prelazne matrice, imaju celobrojne elemente,
odnosno za max-plus automate nad Z.

Upravo u ovom slucaju moze se garantovati konacnost iterativnog postupka. Osnovni
rezultat koji to omoguéava zasniva se na &injenici da donje 1-odsecanje Z4, za A € Z,

zadovoljava uslov opadajucih lanaca.

Teorema 6.7 Za proizvoljno A € Z i proizvoljne automate A = (m,c?, {M2},cx, )
i B=(n,08 {MB},cx,18) definisane nad max-plus strukturom i donjim A-odsecanjem

Z% poluprstena Z., niz (53)) se stabilizuje nakon konacnog broja koraka.

Dokaz 6.7 Najpre primetimo da poluprsten 72, zadovoljava uslov opadajucih lanaca,
odnosno da je svaki opadajuci niz elemenata iz 7% konacan. Stoga je, za svaki par
(i,7) € [1..m] x [1..n], opadajuci niz {Us(i, J)}sen stabilizuje nakon konacno mnogo
koraka. Prema tome, postoji najmanji broj k;; € N takav da je Uy, (i, j) najmanji
element niza {U;(i, j) }sen. Kako je niz opadajuci, vaZi Uy, ;(i, ) = Ui(i, j), za svaki
leN, [ >k ;.

Sada neka je k = max{k; ; | (i,j) € [1..m] x [1..n]}.

Tada za svaki (i, j) € [1.m] X [1..n] isvakil e N, | > k, vazi Uy (i, j) = U,(i, j), pa
je Uy = Uy, za svakil € N, 1 > k. Dakle, niz (53) se stabilizuje nakon konacno mnogo

koraka, cime je dokazano da je konacan. [

Primer 6.1 Neka je dat ulazni alfabet X = {x,y} i automati 4 = (2, 04, {M;;‘, M;‘}, 74)
iB= (3,08 {MB, Mf}, 18) nad Z., dati matricama i vektorima

[ 4 1 [—00 - E
M} = : L A e BN | R
-0 2 |0 1 | 0
—00 4 -0 —00 —oo 0 -1
MB=|-00 4 - . MB=|-c0o -0 -2 s obB = [1 —00 2] s e
—00 —00 2 —00 —o00 1 0
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(a) Racunanje najvece forward simulacije nad kompletnim max-plus poluprstenom Z,.

Indukcijom po s dobijamo da su clanovi niza {U}sen dati sa

+00 400 +00

Uy =
-1 -3 0

s s =

-1 -3

0 0 5-2s
, SEN, s>2.
MoZemo zakljucit da se niz ne stabilizuje nakon konacno mnogo koraka, jer njegov element
Us(1,3) =5 = 2s strogo opada i konvergira ka —co. Njegov infimum je
0 0 -oo
-1 -3 0

—~

Kao sto je pokazano u prethodnim poglavijima, U predstavija najvecu forward presimu-
laciju izmedu A i ‘B, a proverom uslova (1-fs) utvrdujemo da predstavija najvecu forward

simulaciju izmedu A i B:

0 -1
0'B®(U)T:[1 —c0 2]@ 0 -3 :[1 2]>[—oo 2]:0'A.
—00 O

(b) Racunanje najvece forward simulacije nad donjim A-odsecanjem.
Posmatrajmo donje A-odsecanje 7., poluprstena Z.., za proizvoljno 1 < —3. Primenom
formula iz (53) dobijamo Elanove niza {U%} sen:

400 400 400 +00 400 144

Ut = U = , Ui=U}=0"=

bl

-0 -0 —OO]
’

—00 —00 A —00 —00 A —00 —00 A

gde U* oznacava infimum ovog niza. Za razliku od slucaja (a), niz se ovde stabilizuje
nakon konacno mnogo koraka. Takode, zadovoljen je uslov (1-fs) i U4 predstavlja najvecu

forward simulaciju izmedu donjih A-pomeranja A" i B

—00 —00
oP @ (ﬁ/l)‘l' = [1 —00 2] ®) |—00 —00o| = [—oo 2] = o4,
—00 /l

(c) Racunanje najvece forward simulacije nad gornjim v-odsecanjem.
Posmatrajmo gornje v-odsecanje 7, poluprstena Ze, za v = 4. Ako A i ‘B posmatramo

kao automate nad 7Y, za v = 4 dobijamo beskonacan niz

4 4 8-12s
31 4

4 4 -—o0
31 4

+00 +00 +00

3 1 4

—~

], seEN, s> 2, U? =

v

Uy =

’ N

Lako se proverava da Uv zadovoljava uslov (1-fs), pa predstavlja najvecu forward simu-
laciju izmedu gornjih v-pomeranja AY i ‘BY. Dakle, u ovom primeru gornje odsecanje ne

dovodi do stabilizacije iterativnog postupka nakon konacno mnogo koraka.
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(d) Promena vektora pocetnih teZina

Sada promenimo vektore pocetnih teZina automata A i ‘B tako da vaZi
O'A=[l —oo], O'B:[l —00 —oo].

Buduci da vektori pocetnih teZina ne uticu na izracunavanje clanova niza {U}sen, dobi-

Jjamo isti niz kao u delu (a), a samim tim i isti infimum U. Sada, medutim, vazi

0 -1
B e (U) = [1 —o0 —oo]@ 0 -3|= [1 0] > [1 —oo] = oA.
—00 ()

Prema tome, U i dalje zadovoljava uslov (1-fs), pa predstavija najvecu forward simulaciju
izmedu A i ‘B.
S druge strane, pri racunanju nad 72, za automate A* i B* dobija se isti niz kao u

delu (b), a njegov infimum je UA. Medutim, U* sada ne zadovoljava uslov (1-fs), jer

oB e, (UM = [1 —00 —oo] ®, :z :: = [—oo —oo] P [1 —oo] = o
—o00 A

Stoga u ovom slucaju izmedu automata A* i B ne postoji forward simulacija.

Prethodni primer pokazuje da se, u sluc¢aju kada se najveca forward presimulacija
izmedu dva max-plus automata nad R, ne moZe izracunati u kona¢no mnogo koraka,
problem moze preneti na njihova donja pomeranja, gde se najveca forward presimulacija
moze dobiti nakon kona¢no mnogo koraka. Za max-plus automate sa celobrojnim teZinama
takva konacnost je garantovana Teoremom [6.7] U skladu sa Teoremom [6.6] prelazak na
donja pomeranja pri tome omogucava ocuvanje relacije inkluzije ponasanja automata.

Medutim, primer ukazuje i na ograni¢enje ovog pristupa. Modifikovana operacija re-
ziduacije na R, moZe dovesti do toga da najveéa forward presimulacija izmedu donjih
pomeranja bude isuviSe mala da bi zadovoljila uslov (1-fs). Stoga se moZe dogoditi da
izmedu originalnih automata postoji forward simulacija, dok izmedu njihovih donjih po-
meranja forward simulacija ne postoji, iako se najveca forward presimulacija nad donjim
odsecanjem moZe izracunati u kona¢no mnogo koraka.

Takode, prethodni primer pokazuje da gornje odsecanje ne daje iste prednosti kao
donje odsecanje, jer ne mora dovesti do kona¢nosti niza (55).

Naredni primer pokazuje da primena donjih odsecanja mozZe biti korisna cak i u si-
tuacijama kada se najveca forward presimulacija izmedu dva max-plus automata nad
poluprstenom R, moZe izracunati u konaéno mnogo koraka. Naime, i u takvim slucaje-
vima donje odsecanje moZe dovesti do efikasnijeg izraCunavanja, jer se najveca forward

presimulacija moZe dobiti nakon manjeg broja iteracija.
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Primer 6.2 Za ulazni alfabet X = {x,y}, neka su dati A = (3,04, {M;‘,M;‘},TA) i
B= (2,08 {MB, Mf }, 8) max-plus automati nad poluprstenom Z., zadati sa

10 3 4 56 2 1]
Mi=|s 10 3, M=l33 4f, o*=[5s 00, =],
4 6 7 7 7 10 1]
(10 6 6 6 1]
M = ’ My = ’ o’ = [5 0]’ =
(6 7 7 10 1]

(a) Racunanje najvece forward simulacije nad poluprstenom Z.

Primenom formula iz (53) dobijamo ¢lanove niza {Ug}sen:

00 0 -3 0 -4
U =0 0], Uy=|0 -3, Us=Us=U=|0 -4|.
00 4 0 4 0

Posto matrica U zadovoljava uslov (1-fs), ona predstavlja najvecu forward simulaciju
izmedu automata A4 i ‘B.
(b) Racunanje najvece forward simulacije nad donjim A-odsecanjem Z2..

Za poluprsten Ze,, donje A-odsecanje Z2, za A = 0, daje niz {U{} sen Ciji su clanovi

00 0 -0
Ut=10 o, Uj=U{=0"=|0 -oo.
00 —c0 0

Matrica U* takode zadovoljava uslov (1-fs), pa predstavija najvecu forward simulaciju
izmedu automata A" i BL. Primecujemo da se u ovom slucaju najveca forward simula-
cija ocuvala nakon primene donjeg odsecanja, dok je broj iteracija potreban za njeno

odredivanje smanjen.

Pri izboru donjeg praga A jedini neophodan uslov jeste da vazi A < min(A4, B), gde
su 4 i ‘B max-plus automati za koje se vr$i izraCunavanje. Ovaj uslov obezbeduje da
donji A-pomaci A% i B* imaju iste vektore pocetnih i zavr$nih teZina, kao i iste osnovne
matrice prelaza kao polazni automati, dok se razlike pojavljuju samo u sloZenim prelaznim
matricama i ponaSanju automata.

Prirodan izbor jeste 1 = min(A4, B). Medutim, iako bi se moglo oc¢ekivati da manja
vrednost praga dovede do manjeg broja iteracija potrebnih za odredivanje najveée forward
presimulacije, numericki primeri razmatrani u ovom radu ne ukazuju na postojanje takve
pravilnosti.

Kao Sto je ve¢ napomenuto u uvodu, sistem nejednacina (2-fs)—(3-fs), kojim su defi-

nisane forward presimulacije, predstavlja poseban slucaj tzv. slabolinearnih sistema (engl.
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weakly linear systems — WLS) razmatranih u radu [69]]. Iterativni postupak za odrediva-
nje najvece forward presimulacije predstavlja specijalizaciju opSteg postupka iz [69] za
odredivanje najveceg reSenja koje je manje ili jednako zadatoj matrici.

Zajednicka karakteristika oba postupka jeste da odgovarajuci opadajuéi niz matrica ne
mora da se stabilizuje nakon konacno mnogo iteracija. Medutim, kada se racunanja izvode
nad donjim A-odsecanjem ZZ , gde je A € Z, Teorema|6.7| garantuje kona¢nost postupka.

Pored toga, u slucaju kada matrica U; = 74\,7% ne sadrZi elemente +co, moze se
dobiti i gruba gornja ocena broja iteracija. Naime, svaka komponenta niza (Uy)sepn moze
se smanjiti samo konacno mnogo puta, pa broj iteracija ne prelazi vrednost mn(d + 1),
gde je d = max{t8(j) —74(i) | (i,j) € [1.m] x [1..n], T4() < B())}.

Odredivanje sli¢nih ocena u sluc¢aju kada matrica U, sadrZi elemente +oco znatno je
sloZenije i zahteva posebno istraZivanje.

Takode je prirodno postaviti pitanje da li primena donjih odsecanja uti¢e na racunsku
sloZenost iterativnog postupka za odredivanje najvece forward presimulacije.

Neka su 4 i B max-plus automati dimenzija m i n nad kompletnim max-plus polu-
prstenom R, neka je k = |X| broj slova ulaznog alfabeta i neka je A € R takvo da vazi
A < min(A4, B). Posmatrajmo jednu iteraciju postupka u kojoj se matrica Uy, izraCunava
na osnovu matrice Us.

Za svako slovo x € X, izraCunavanje proizvoda M f ® UST zahteva vreme reda O (mnz),
dok je za odredivanje reziduala (MZ®UT) /M2 i njegove transponovane matrice potrebno
vreme reda O (m?n). Prema tome, za izra¢unavanje matrice ((Mf QU/)/ M;“) i potrebno
je vreme reda O(mn(m + n)).

Kako se ovakav postupak sprovodi za svako slovo iz alfabeta, za odredivanje svih
matrica koje uCestvuju u definiciji matrice Uy potrebno je vreme reda O(kmn(m + n)).

Nakon toga ostaje joS da se izraCuna njihov infimum 1 infimum sa matricom Uy, $to
ne menja red veli¢ine ukupne sloZenosti. Stoga je vremenska sloZenost jedne iteracije
postupka odredivanja najveée forward presimulacije jednaka O(kmn(m + n)).

Ako se najveca forward presimulacija odreduje izmedu donjih A-pomeraja automata
A% i B4, tada asimptotska sloZenost jedne iteracije ostaje nepromenjena. Naime, operacije
®, 1 —, uodnosu na operacije ® i — zahtevaju samo konstantan broj dodatnih aritmetickih
operacija i poredenja, $to ne uti¢e na red veli¢ine vremenske sloZenosti.

Dakle, primena donjih odsecanja ne smanjuje sloZenost pojedinacne iteracije, ali moze
znacajno smanjiti ukupan broj iteracija potrebnih za stabilizaciju niza (Uy)gen.

Rezultati dobijeni u prethodnim primerima pokazuju da se najvece forward presimula-
cije i simulacije ¢esto mogu efikasnije odredivati na odse¢enim i pomerenim automatima.
Prirodno se postavlja pitanje u kojoj meri se tako dobijene relacije mogu preneti na pola-

zne automate. Sledeca teorema pokazuje da se forward presimulacije 1 simulacije izmedu
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max-plus automata nad poluprstenom R, mogu neposredno dovesti u vezu sa forward

presimulacijama i simulacijama izmedu njihovih donjih i gornjih pomeraja.

Teorema 6.8 Neka su A = (m,c, {M2},cx, ) i B = (n, 08, {MP} cx, v8) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom Re.. Neka je & € R, i neka su A¢ i
B¢ odgovarajuci donji ili gornji é-pomaci automata A i ‘B. Dalje, neka je U matrica

dimenzije m X n sa elementima iz Ri. Tada vaZi:

(a) U je forward presimulacija izmedu A% i B¢ ako i samo ako je (&) ® U forward

presimulacija izmedu A i ‘B.

(b) U je forward simulacija izmedu A% i B¢ ako i samo ako je (—&) ® U forward

simulacija izmedu A i ‘B.

Medutim, cak i kada je U najveca forward presimulacija (respektivno najveca forward
simulacija) izmedu A% i B¢, matrica (=€) ® U ne mora biti najveéa forward presimulacija

(respektivno najveca forward simulacija) izmedu A i ‘B.

Dokaz 6.8 (a) Na osnovu Teoreme i skalarnog mnoZenja, za proizvoljno x € X vaZi
UT @M< ME®: UT &= (-&)oU oM} < (-&)oMPoU"
= (&)U eMt<MEe((-E)aU")
= (-5 el) eM!<MPe((-5)aU)".

Slicno,
UT®§TA <7 = (—§)®UT®TA <78
= (&)U et <?
= ((—ﬁ) QZ)U)T o714 <18,

Prema tome, uslovi (2-fs) i (3-fs) vaZe za matricu U ako i samo ako vaZe za matricu
(&) ® U, pa zakljucujemo da je U forward presimulacija izmedu automata A5 i B ako
i samo ako je (=€) ® U forward presimulacija izmedu automata A4 i ‘B.

Posmatrajmo automate iz Primeralp.1|i neka je & = \. U delu (b) tog primera pokazano

je da je najveéa forward presimulacija izmedu automata A* i B* jednaka U, te je:
—00 —00 —00
|0 —o0 01’

Prema delu (a) istog primera, najveca forward presimulacija izmedu automata A i ‘B data

-0 -0 =

(MU= (-1)®

—00 —00 A

matricom U, pa vaZi:

-0 -0 =

(MU =

—o00 —o0o 0



Odavde zakljucujemo da (—\) ® U nije najveca forward presimulacija izmedu A4 i ‘B.
(b) Forward simulacije su forward presimulacije koje dodatno zadovoljavaju uslov
(1-fs). Ponovo koriste¢i Teoremu[6.4] dobijamo

A

<P U &= < (-g)ecfeUT
= oc'<ofe(-5eU’)
— o' <ole((-t)eU).

Zajedno sa delom (a), ovo pokazuje da je U forward simulacija izmedu automata A5
i BS ako i samo ako je (&) ® U forward simulacija izmedu automata A i ‘B.
Poslednja tvrdnja sledi ponovo id Primera [6.1] gde je najveca forward presimulacija

istovremeno i najveca forward simulacija. [

Poslednja teorema u ovoj sekciji daje dovoljne uslove pod kojima se najveca forward
presimulacija izmedu donjih A-pomaka automata moZe preneti u najvecu forward presi-
mulaciju izmedu polaznih automata. Preciznije, pokazujemo da u slucaju kada najveca
forward presimulacija izmedu automata 41 i B! nema elemente jednake —co, njeno po-

meranje za —A daje najvecu forward presimulaciju izmedu automata 4 i ‘B.

Teorema 6.9 Neka su A = (m, 0", {Mf}xex, )i B = (n,ob, {Mf}xex, 78) max-plus
automati nad kompletnim max-plus poluprstenom Re.. Neka su A% i B donji A-pomaci
automata A i ‘B, gde je A € R i A < min(A4, B), i neka je U matrica dimenzije m X n sa

elementima iz R%, koja nema elemente jednake —co. Tada vaZi:

(a) Ako je U najveca forward presimulacija izmedu A" i B, onda je (—2) ® U najveca

forward presimulacija izmedu A i ‘B.

(b) Ako je U najveéa forward simulacija izmedu A* i B, onda je (—1) ® U najveéa

forward simulacija izmedu A i ‘B.

Dokaz 6.9 (a) Neka su U i U* najvece forward presimulacije izmedu automata A4 i ‘B,
odnosno izmedu njihovih donjih \-pomaka A* i B*, gde su nizovi {Uy}sen i {U}sen
definisani formulom (53) nad poluprstenima Re, i R, respektivno:

U=Auvs i U'=/\Ul

seN seN

Pretpostavimo da je U = U" i da matrica U nema elemente jednake —oo. Posto je niz
{U S}‘}SeN opadajuci, odatle sledi da ni jedna matrica U 3 nema elemente jednake —coo.

Pokazacemo indukcijom po s da vazi U ? =AQU, s eN.

Za s = 1 vazi U{‘ = 74\, 78.
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Po definiciji reziduala u poluprstenu RY, i &injenici da U lk nema elemente jednake —oo,

neposredno se dobija
Ut =re "\ =1 U

Pretpostavimo sada da vazi U = L ® Us.
Koristeci definiciju niza (55)), indukcionu pretpostavku i ¢injenicu da su sve vrednosti
matrica U veée ili jednake od ), iz Teoreme i osobina operacija ®), i \), sledi da se

. v s Lonr .. . . .o . AL
skalarni faktor .. moZe "izvuci"kroz sve operacije koje se pojavijuju u formuli za U, |:

Uk

s+1

=A® Usyi.

Time je indukcija zavrsena, pa vazi U SX =A®U, seN.

Kako je mnoZenje skalarom distributivno u odnosu na infimum, dobijamo

ﬁxz/\()\®Us)=7\®(/\Us)=x®l7.

seN seN

Odavde sledi da je (—)\) ® U najveca forward presimulacija izmedu A i ‘B:
U=(-MNeU"=(-N)eU.

(b) Neka je U najveca forward simulacija izmedu A" i B. Po Teoremi matrica
(=\) ® U jeste forward simulacija izmedu A i ‘B.
Kako je, prema delu (a), matrica (—\) ® U ujedno najveca forward presimulacija

izmedu A i ‘B, ona zadovoljava i uslov (1-fs), pa predstavlja najvecu forward simulaciju
izmedu A i ‘B. [

Prethodna teorema pokazuje da, ukoliko najveca forward presimulacija izmedu donjih
A-pomaka max-plus automata 4 i B nema elemente jednake —oo, tada se najveéa forward
presimulacija izmedu automata A4 i B moZe dobiti jednostavnim pomeranjem za —A.

Posebno, u slu¢aju max-plus automata nad poluprstenom Z.,, Teoreme|[6.7]i[6.9]zajedno
pokazuju da, ukoliko postoji forward presimulacija bez elemenata —oco, tada se najveca
forward presimulacija moze izraCunati u konacnom broju iteracija. Na taj na¢in dobija se

blago uopstenje rezultata.

6.5 Slabe simulacije i bisimulacije na odse¢enim i pomerenim
max-plus automatima
U prethodnim glavama uvedene su slabe simulacije i bisimulacije izmedu max-plus
automata, kao i odgovarajuce slabe presimulacije i prebisimulacije. Kako se svi navedeni

pojmovi definiSu pomodu generalizovanih vektora stanja i njima pridruZenih sistema ma-

tricnih nejednacina, efekti odsecanja i pomeranja mogu se analizirati ve¢ na nivou slabih
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forward presimulacija. Dobijeni zakljucci se analogno prenose i na ostale tipove slabih
simulacija i bisimulacija.

U prethodnim poglavljima pokazano je da se najveca slaba forward presimulacija
izmedu max-plus automata A4 i B odreduje formulom Ako je matrica U razlicita
od nulte matrice i zadovoljava uslov (1-wfs), tada ona predstavlja najvecu slabu forward
simulaciju izmedu A4 i B. U suprotnom, slaba forward simulacija izmedu ovih automata
ne postoji.

Medutim, prakti¢na primena [55 moZe biti otezana ¢injenicom da skup re¢i X*, pa
samim tim i skup parova (74,78), u € X*, moZe biti beskonacan. Zbog toga se pri
racunanju najvece slabe presimulacije moze javiti potreba za generisanjem beskonacno
mnogo T-parova.

Prirodno se postavlja pitanje da li se ovaj problem moZe prevaziéi prelaskom na
odsecene ili pomerene max-plus automate. Sledeci primer pokazuje da ni donje ni gornje
odsecanje ne garantuju konac¢nost skupa 7-parova, odnosno da se i u tim slu¢ajevima moZze

dobiti beskonac¢na familija takvih parova.

Primer 6.3 Neka je X = {x} i neka su dati max-plus automati 4 = (2,04, M2, 74) i
B = (3,08, Mf , 78) nad poluprstenom Z,, odredeni sa

4 [ 4 —0 i _—oo
Mx = s —00 2] ) s
—00 2 ! 0
[0 —c0 1 ] [ 1
MP=|_o 4 —oof, 1 - 2, 3.
| 1 —oc0 2 ) | 0

(a) Posmatrajmo najpre izracunavanje najvece slabe forward simulacije nad komple-

tnim max-plus poluprstenom Z.

Za svako k € Ny dobijamo

2k -1
A B —00 A\ B +00 400 400
T Tox) = |4k =3[, To\Tx =
( xk Xk) |:2k] 2k xk\ xk _1 2k—3 O

Posto je niz (2k —3)ken, rastuci, infimum se dostiZe ve¢ za k = 0, te je najveca slaba

forward presimulacija

+00 400 +00

-1 -3 0

—~

Kako matrica U zadovoljava uslov (1-wfs), ona predstavlja i najvecu slabu forward

simulaciju izmedu automata A4 i ‘B.
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(b) Neka je sada A = =3 i posmatrajmo donje odsecanje Z2,.
Tada za svako k € Ny vazi
S5k -1
— 0
(th.7h) = s ] |7k -3
S5k

Odgovarajuci reziduali imaju oblik

+o00 400 +00 +0o0 +0o0 +0o0o

- 2k-6 -3

+00 400 +400

A B _
1 -0 -3 s Tk \/lTxk =

s = ,orharf =

-0 —0o0 =3

Otuda sledi da je najveca slaba forward presimulacija

l/]\/l +00 400 400

b

—00 —oo0 -3

a posto zadovoljava uslov (1-wfs), ona je i najveca slaba forward simulacija izmedu

automata A* i B,

(c) Neka je v =4 i posmatrajmo gornje odsecanje ZY,. Tada dobijamo
J 4 ymo gornj J J

2k -1
—0
(Tﬁ,rﬁ) = , -3 , k € Ny.
X X _2k
-2k
Reziduali su dati sa
A B _ |t oo 4oof 4 |+00 400 4oof B _ |to0 400 +o0
Tg \UTg - 4 1 4 7Tx \UTx 3 3 4 ’Txk\UT k 3 4 4 b 2 2

Prema tome,

predstavlja najvecu slabu forward presimulaciju, a ujedno i najvecu slabu forward

simulaciju izmedu automata A" i ‘BY.

Ovaj primer pokazuje da prelazak na donja i gornja odsecanja poluprstena ne mora
dovesti do konacnog skupa t-parova. Drugim recima, za razliku od obicnih simulacija
i bisimulacija, odsecanje samo po sebi ne garantuje konacnost postupka izracunavanja

slabih simulacija i bisimulacija.

Prethodni primer ukazuje i na jednu dodatnu pojavu. U slucaju izracunavanja nad
poluprstenom Z, infimum se dostiZze ve¢ nakon prvog koraka, dok se kod donjeg i gor-

njeg odsecanja dostize nakon drugog koraka. Nakon toga dalja generisanja t-parova i
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odgovarajucih reziduala ne uti¢u na vrednost ve¢ izraCunatog infimuma. Drugim re¢ima,
iako skup 7-parova moZze biti beskonacan, najveca slaba forward presimulacija moZze biti
odredena nakon kona¢no mnogo koraka.

Ovo otvara pitanje postojanja kriterijuma za zaustavljanje postupka izraCunavanja koji
bi omogucio da se prepozna trenutak kada je infimum dostignut, ¢ime bi se izbeglo dalje
generisanje novih 7-parova. Ispitivanje takvih kriterijuma, kao 1 konstrukcija novih tipova
odsecanja koji bi garantovali konacnost skupova 7-parova, predstavlja pravac bududih
istraZivanja.

Dobijeni rezultati pokazuju da se uticaj donjih i gornjih odsecanja na slabe simulacije
i bisimulacije znacajno razlikuje od njihovog uticaja na obi¢ne simulacije i bisimulacije.
Za razliku od postupaka razmatranih u prethodnim sekcijama, prelazak na odsecene ili
pomerene max-plus automate ne garantuje kona¢nost skupa 7-parova, pa samim tim ni
konacnost postupka za izraCunavanje najvecih slabih simulacija i bisimulacija. Ipak, prika-
zani primer ukazuje na moguénost ranije stabilizacije infimuma kojim se odreduje najveca
slaba presimulacija, Sto otvara prostor za razvoj efikasnijih kriterijuma zaustavljanja i

predstavlja zanimljiv pravac buducih istrazivanja.
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Tabela 9: Pregled max-plus struktura 1 odgovarajucih operacija

Max-pl
S ahwww:_hw Skup vrednosti Operacija @ Operacija ® Operacija reziduacije —
Poluprst a+b, a,beR, . .
o uprsien Rmax = RU {—0c0} a®b = . Nije definisana
%Bmx —09, a=-c0ilib = -0
Dioid a+b, a,beR", . .
101 Pnax = R U {—oc0} a®b = o Nije definisana
H@me —00, a=-oc0ilib=—-o0
K | a+b, a,beR, b-—a, a,beR,
bo_%mwm_wowg_w Reo =R U {—00, +00} a®b=max{a,b}| ;g p= —c0, a=-o00ilib=-0c0, a—b=3+00, a=-c0ilib=+co,
+00, inacle —00, inacCe
K | a+b, a,beRt, b-a, a,beR b>a,
t
hﬁmm% Peo = R* U {—c0, +00} a®b=4-c0, a=-coilib=—co, a4 —b=1{+c0, a=-ooilib=+oo,
« +o00,  inade —oo,  inaCe
Donje a+b-21, a,be A +),
A-odsecanje | R = [A, +00) U {—c0} a®,;b=1{-co, a = —ooili b = —co, | Nije definisana
Pl
%me +00, inacée
Donje a+b—-21, a,bell+), b—a+A4, a,be[d,+x), b>a,
A-odsecanje | RY = [A, +00)U{—00, +00} a®,b =1 —oo, a=-xilib=-c0, |a—,b =1+, a=-cilib = 4o,
2
R% +00, inace —00, inace
Gornje b—a+v, a,be(-oco,v], a>b,
. v a+b-v, a,be(—,v],
v-odsecanje | RY, = (—oo,v] U {—o0} a®, b= . a—y, b=14-0, a € (—oo,v], b =—co,
RY —00, a=-coilib=-c0 o
max v, 1mace
. be | b-—a+v, a,be(-oo,v], a>=b,
. a+b-v, abe(—,v],
Gornje . . ~ - v, a,b € (-oo,v], a<b,
v-odsecanje | RY = (—o0, v]U{—-00, +00} a®,b =14 —oco, a=-coilib=-0co, | a—, b= .
RY o +00, a=—-ocoilib = +oo,
= +00, inaCe oL
—00, inale




Glava 7

Aproksimacije fazi automata
nad proizvod strukturom

U prethodnim glavama razmatrane su simulacije i bisimulacije za teZinske automate,
kao 1 njihove slabe varijante, pri ¢emu je posebna paZnja posveéena postupcima za njiho-
vo odredivanje i problemima koji nastaju usled moguénosti pojave beskonacnih sistema
matri¢nih nejednacina. U prethodnoj glavi razmatrana je i primena odsecanja max-plus
poluprstena kao nacina za ograni¢avanje ovih problema.

U ovoj glavi navedeni koncepti bi¢e primenjeni na fazi automate nad Goguenovom,
odnosno proizvod strukturom. Oslanjaéemo se na osnovne pojmove o teZinskim automa-
tima uvedene u Sekcijama [2.2] TeZinski automati i[2.4.2] Fazi automati.

Za fazi automate nad proizvod strukturom odredivanje slabih simulacija i bisimulacija
mozZe biti oteZano zbog mogucénosti pojave beskona¢no mnogo matri¢nih nejednacina
[83]. Ovaj problem je povezan sa svojstvom lokalne konacnosti odgovarajuée algebarske
strukture. Algebra se naziva lokalno konacnom ukoliko je svaka njena kona¢no generisana
podalgebra kona¢na. Analogno tome, poluprsten je lokalno konacan ako je svaki njegov
konacno generisani podpoluprsten konacan. Intuitivno, lokalna konac¢nost znaci da se iz
konac¢nog skupa elemenata primenom operacija posmatrane strukture moze dobiti samo
kona¢no mnogo razli¢itih elemenata.

Za razliku od Godelove i Lukasiewiczeve strukture, ¢iji su poluprstenski ostaci loka-
Ino konac¢ni, poluprstenski ostatak proizvod strukture nije lokalno konacan. Ova razlika
ima neposredan uticaj na razmatranje slabih simulacija i bisimulacija. U slucaju proizvod
strukture iz konacnog skupa pocetnih elemenata moZe nastati beskona¢no mnogo razli-
Citih elemenata, pa odgovarajuci sistem matri¢nih nejednacina moZze sadrzati beskonacno
mnogo uslova. Ovakva svojstva proizvod strukture, zajedno sa osnovnim svojstvima fazi
relacija i fazi funkcija koja se koriste u teoriji fazi sistema [84, 185, 186], motiviSu uvodenje
aproksimativnog pristupa kojim bi se beskonacnost skupa relevantnih elemenata ograni-
¢ila [72, 87]. U nastavku glave ovaj pristup bice ostvaren uvodenjem odsecene proizvod
strukture [[19} 80].

Osnovna ideja ove glave zasniva se na uvodenju odsecene proizvod strukture. Za
proizvoljno € € (0, 1) konstruise se g-odsecena proizvod struktura, koja zadrzava svojstva
kompletne reziduirane mreZe, dok njen poluprstenovski ostatak postaje lokalno konacan.

Na taj nacin svaki fazi automat nad proizvod strukturom moZze se zameniti odgovaraju¢om
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g-kopijom definisanom nad odsecenom strukturom, ¢ime se beskonacni sistemi matri¢nih
nejednacina koji odreduju slabe simulacije i bisimulacije svode na konacne sisteme.

Na osnovu ove konstrukcije uvode se pojmovi g-slabih simulacija i e-slabih bisimu-
lacija izmedu fazi automata nad proizvod strukturom. Pokazuje se da postojanje takvih
relacija omogudava aproksimativno poredenje ponaSanja automata, pri ¢emu odstupanje
od ekvivalencije, odnosno inkluzije raspoznatih fazi jezika, ne prelazi zadatu vrednost €.

Pored teorijskih rezultata, u ovoj glavi bice razvijen i algoritam za ispitivanje postojanja
g-slabih simulacija i e-slabih bisimulacija izmedu fazi automata nad proizvod strukturom,
kao i za izracunavanje najvecih relacija tog tipa kada one postoje.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi zasnovani su prvenstveno na koautorskom radu
proisteklom iz istrazivanja sprovedenog u okviru ove doktorske disertacije [19], uz osla-
njanje na prethodne rezultate o slabim simulacijama i bisimulacijama za fazi automate
[80].

7.1 Odsecena proizvod struktura

Ideja koja ¢e biti razvijena u ovoj sekciji sastoji se u modifikaciji proizvod struk-
ture uvodenjem praga € € (0, 1). Na taj naCin dobija se nova kompletna reziduirana
mreZa, nazvana g-odsecena proizvod struktura, Ciji je poluprstenovski ostatak lokalno
konacan. Ova osobina omogucava da se sistemi nejednacina kojima su definisane slabe
simulacije i bisimulacije svedu na konac¢ne sisteme, ¢ime njihovo odredivanje postaje algo-
ritamski izvodljivo. Nakon uvodenja e-odsecene proizvod strukture, bice definisan pojam
g-odsecanja fazi skupova i fazi relacija, kao i njihove osnovne osobine.

Podimo od ranije najavljene modifikacije proizvod strukture koja je definisana u Sekciji
Neka je € € [0, 1) proizvoljno izabrana vrednost i posmatrajmo interval I, = [&, 1].
Cilj je da se na skupu I definiSu operacije izvedene iz operacija proizvod strukture tako
da se ponovo dobije kompletna reziduirana mreza. Na taj nacin dobija se nova struktura
koja zadrzava osnovne osobine proizvod strukture, ali poseduje dodatna svojstva znacajna
za konstrukciju aproksimativnih simulacija 1 bisimulacija.

Slede¢om teoremom uvodimo operacije mnoZenja i reziduiranja na skupu L.

Teorema 7.1 Nekaje € € [0, 1). Na skupul, = [&, 1], za sve a, b € 1, definisimo binarne
operacije *; I — Sa
a-b, akojea-b > &, I, akojea < b,
a *xg b = a —g b =

£, akojea - b < g, 2 ako je a > b.

Tada je algebra 1, = (I, A, V, *¢, >4, €, 1) kompletna reziduirana mreza.
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Dokaz 7.1 Jasno je da je (I, A, V, g, 1) kompletna mreZa.

Neka je I, = [0, g]. Skup J. predstavija ideal polugrupe (1,-), a polugrupa (I, *)
izomorfna je Risovoj faktor-polugrupi polugrupe (1,-) po idealu J.. Otuda sledi da je
(I, *¢) komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 1 i apsorbujucim elementom &.

Dalje, pokaZimo da je operacija —. dobro definisana. Iz ¢ < b < a < 1 sledi
e < b < g < 1, pa je Z € I.. Takode, ocigledno je da je —. restrikcija operacije
reziduiranja — na skupu I, X L.

Preostaje da se pokaze da operacije *, i — . zadovoljavaju osobinu reziduacije. Neka
sua,b,c €l proizvoljni.

Pretpostavimo da vazi a . b < c.

Ako je b < ¢, tada je b —; ¢ = 1, pa odatle sledia <1 =b —; c.

Neka je sada b > c. Tada je b —, ¢ = 3.

Akojea-b > & ondajeax.b=a-b < c, odakle dobijamo a < 7 = b — c.

U suprotnom, a - b < & < ¢, pavaZia < ; =b —, c.

Dakle,a . b <¢ — a<b-o.c.

Obratno, pretpostavimo da je a < b —, c.

Ako je a . b = &, onda neposredno vaZi a . b < c.

Neka je sada a . b # €. Tada je a xc b =a - b > €.

Ako je b < ¢, dobijamoa ;b =a-b < b < c.

Akojeb > c, tadaje b —. c =3, paiza < 3 slediax.b=a-b < c.

Prema tome, a < b —>.¢c — a=*:b <c.

Pokazali smo da za sve a,b,c € I vaiia*x. b < ¢ — a < b —; ¢, odnosno da je
zadovoljena osobina reziduiranja. Stoga je (I, A, V, %z, —¢, €, 1) kompletna reziduirana

mrezZa. U

Kompletnu rezidiranu mrezu I, = (I, A, V, *., —,, &, 1) nazivaemo g-odsecena pro-
izvod struktura. Napominjemo da za & = 0 dobijamo standardnu proizvod strukturu.

Operacija reziduiranja —, na skupu I, definisana je na isti nacin kao operacija — na
skupu I, ali se ove operacije razlikuju po svojim domenima. Kao §to je ve¢ napomenuto,
operacija — . predstavlja restrikciju operacije — na skupu I xXI.. Radi jasnog razlikovanja
koristi¢emo oznaku sa indeksom &.

Prema definiciji operacije —., za svakoa € [ vazia -, 1 =1 1 a —; € = §
Posebno,e -, e = >, 1=1—-o,1=111—>,¢e=¢.

Takode, za sve a, b € I vazi
a—eb=\/{x el |xxa<b},

odnosno, a —. b predstavlja najveci element skupa svih x € I za koje je x . a < b.
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Bireziduum na strukturi I, definiSe se sa a <, b = (a —, b) A (b —; a), za
proizvoljne a, b € .

Naredna teorema daje jednu od najvaznijih osobina g-odse¢ene proizvod strukture.
Teorema 7.2 Poluprsten (I, V, ¢, €, 1) je lokalno konacan za svako € € (0, 1).

Dokaz 7.2 Poznato je da je poluprsten lokalno konacan ako i samo ako su i njegov aditivni
i njegov multiplikativni monoid lokalno konacni. Kako je (I, V, &) polumreZa, a svaka
polumreZa je lokalno konacna, dovoljno je pokazati da je multiplikativni monoid (1, *, 1)
lokalno konacan.
Dalje, monoid (1, *., 1) je lokalno konacan ako i samo ako je polugrupa (I \ {1}, =)
lokalno konacna. Stoga je dovoljno dokazati lokalnu konacnost ove polugrupe.
Neka je S proizvoljan konacan podskup skupa I \ {1}. Posto je S konacan, postoji
njegov najveci element t, pri cemu je t < 1.
Tada je svaki proizvod od n elemenata skupa S manji ili jednak od t".
Kako je t < 1, postoji prirodan broj ng takav da vaZi t"° < e.
Prema definiciji operacije *., za svako n = nq proizvod bilo kojih n elemenata iz skupa
S u polugrupi (I, =) jednak je elementu &.
Odavde sledi da je podpolugrupa generisana skupom S jednaka
USk = U sk, gde je sk ={ay*g- - *gar|ay,...,ar €S}.
keN k<ng
Posto je skup S konacan, svaki skup S* je konacan, pa je i unija | k<no Sk konacna.
Dakle, svaka konacno generisana podpolugrupa polugrupe (I:\{1}, ) je konacna, sto
znaci da je ova polugrupa lokalno konacna. Odatle sledi da je i poluprsten (I, V, %¢, &, 1)

lokalno konacan. O

Jedan od kljuc¢nih pojmova koji uvodimo u ovoj glavi jeste pojam &-odsecanja fazi

skupova i fazi relacija.

Definicija 7.1 Nekaje € € I, ¢ < 1, i neka je @ € I# fazi skup na skupu A. Za svako

a € A, s-odsecanje fazi skupa « definise se kao fazi skup @, € I4 zadat sa

a(a), akojea(a) > &,
ag(a) = )
£, ako je a(a) < e.

Zag=0vazi [p =11 ap = a.
Analogno, za fazi relaciju ¢ € I4*8, g-odsecanje relacije ¢ definiSe se kao -odsecanje

odgovarajuceg fazi skupa na skupu A X B.

Naredna propozicija daje osnovne osobine g-odsecanja fazi skupova.
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Propozicija 7.1 Neka je A neprazan skup, neka su &,nm € 14 fazi skupovi na skupu A, i

neka su €,e1,&p € I\ {1} takvida je €\ < &, . Tada vaze sledeéa tvrdenja:

M &<
(i) & <
(i) (£e)e = &er
(1v) &e < ey
V) (E6))e, = (E63)e; = &y

é‘:b‘ ;
n

implicira &, < ng;

Dokaz 7.3 Tvrdnja (i) i jednakost (iii) neposredno slede iz definicije e-odsecanja.
(ii) Neka je & < nineka je a € A proizvoljno.
Ako je £(a) > €, tada je §-(a) = £(a) < n(a) < n:(a).
Ako je (a) < &, tada je §-(a) = € < nz(a).
Dakle, £ < 1.
(iv) Neka je a € A proizvoljno.
Ako je £(a) > 3, tada je £, (a) = £(a) = &,(a).
Ako je &1 < £(a) < &, tada je £, (a) = £(a) < &2 < £, (a).
Ako je é(a) < €1, tada je &g (a) = €1 < &2 < &g, (a).
Prema tome, &g, < &g,.
(v) Iz tvrdnji (i) i (iv) sledi ¢ < &g, < &,
Primenom tvrdnje (ii) dobijamo &g, < (€g))e, < (€y)e, = Esy» Paje (E¢))e, = Es,-
Dalje, za svako a € A vaZi &é.,(a) > €2 > €1, pa se novim odsecanjem na nivou &1
nista ne menja. Dakle, (£g,)e, = &g,-

Odavde zakljucujemo da vaZi (&g))e, = (€s))e, = Es,, Cime je dokaz zavrsen. U

Napomenimo da tvrdenja Propozicije ostaju vazeca i kada su £ i n fazi relacije na
skupu A.

U nastavku ¢emo za mnoZenje u proizvod strukturi Koristiti uobicajenu oznaku “-”,
dok ¢emo za operaciju reziduiranja i sve iz nje izvedene pojmove zadrZati oznake uvedene
u Glavi 2. Posebno, sve kompozicije fazi relacija, fazi skupova, kao i fazi skupova i fazi
relacija oznacava¢emo simbolom “o”.

Sa druge strane, za odgovarajuce pojmove definisane nad e-odsecenom proizvod stru-
kturom koristiéemo iste oznake sa indeksom &. Jedini izuzetak predstavlja mnoZenje u
strukturi I, koje ozna¢avamo sa “x.”, u skladu sa Teoremom|7.1] Tako ¢emo kompozicije
definisane nad I, oznacavati sa “o.”, dok ¢emo levi rezidual, desni rezidual i birezidual
oznacavati redomsa \g, /¢ 1 |¢.

Sledecéa propozicija daje osnovne osobine kompozicija fazi relacija 1 fazi skupova u

vezi sa operacijom g-odsecanja.
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Propozicija 7.2 Nekaje € €1, € < 1, i neka je A neprazan skup. Tada za proizvoljne fazi
skupove a, 8 € T4 i proizvoljne fazi relacije ¢, € I4*4 vazi
s 0s e = (¢ o lp)s’ Qg Og Pe = (a’ © ¢)89 ¢s O¢ ,Bs = (¢ Oﬁ)s (81)
aofi akoje aof > &,
g Og Be = (82)

& U suprotnom.

Dokaz 7.4 Dokazacemo samo prvu jednakost, jer se preostale dokazuju na isti nacin.

Neka su a, b € A proizvoljni. Pokazacemo da za svako ¢ € A vaZi
¢8(aa C) *g wb‘(ca b) > & &= ¢(aa C) . '//(C, b) > E.

Pretpostavimo najpre da je ¢.(a,c) *c Ye(c,b) > €.
Tada je ¢p.(a,c) > e i Ye(c,b) > &, pavaZi p.(a,c) = ¢p(a,c)iy.(c,b) =y (c,b).
Prema definiciji operacije *. dobijamo
¢(Cl, C) ’ $(C’b) = ¢(a’ C) *e I/I(C, b) = ¢8(a’ C) *g l//é‘(c’ b) > E.
Obratno, neka je ¢(a,c) - ¥ (c,b) > €.
Tada sui ¢(a,c) i Y(c,b) veciod €, paje ¢.(a,c) = ¢(a,c), Y.(c,b) =y (c,b).
Odatle sledi ¢.(a,c) xs Ys(c,b) = ¢(a,c) *. ¥ (c,b) = ¢p(a,c) -y¥(c,b) > €.
Time je dokazana ekvivalencija, a u slucaju kada su njene obe strane zadovoljene vaZi i
¢8(a’ C) *g ws(c’ b) = ¢(a9 C) ' (//(C’ b)
Sada definisimo skup A’ = {c € A | ¢.(a,c) *; ¥:(c,b) > &}.
Na osnovu prethodno dokazane ekvivalencije vaZii A’ = {c € A | ¢(a,c) - ¥ (c,b) > & }.

Ako je A’ # 0, tada dobijamo
(¢c 00 we)(a,b) = \[ gela, ) % we(c,b) = \/ ¢e(a,c) e Ye(e, b)

ceA ceA’
= \/ ¢(a.c) w(c.b) = \/ ¢(a.c) - w(c.b)
ceA’ ceA

=(¢oy)(a,b) = (¢poy).(a,b).

Pri tome je (¢ oY) (a,b) > &, pa sledi (¢ os Y:)(a,b) = (¢ o y)s(a,b).

Ako je A’ = 0, tada je (¢s oz We)(a,b) = &, dok iz definicije skupa A’ sledi da je
(pov)(a,b) <& paje(poy)s(a,b)=e.

Dakle, i u ovom slucaju vazi (¢ o ¥¢)(a,b) = (p o). (a,b).

Posto je ovo tacno za sve a, b € A, zakljucujemo da je ¢ op o = (¢ o ). [
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7.2 Fazi automati nad odseCenom proizvod strukturom

Nakon uvodenja odsecCene proizvod strukture i operacije £-odsecanja, prirodno se
postavlja pitanje na koji nacin se fazi automati definisani nad proizvod strukturom mogu
posmatrati u okviru odgovarajuce odsecene proizvod strukture. U ovoj sekciji uvodi se
pojam e-kopije fazi automata, koji omogucava da se fazi automat nad proizvod strukturom
na prirodan nacin transformiSe u fazi automat nad e-odse¢enom proizvod strukturom.

Bice pokazano da se osnovni objekti koji odreduju ponaSanje automata, kao Sto su
relacije prelaza, dostiZzna i ko-dostiZna stanja, na prirodan nacin povezuju sa odgovaraju-
¢im g-odsecanjima. Kao posledica toga, dokazacemo da je jezik koji raspoznaje e-kopija
automata upravo g-odsecanje jezika polaznog automata. Takode ¢emo pokazati da se po-
naSanje originalnog automata moze aproksimirati proizvoljno precizno izborom dovoljno
male vrednosti parametra €.

Neka je 4 = (A, 04, 64, v4) fazi kona¢ni automat nad proizvod strukturom i neka je
€ € (0, 1). Definiemo novi fazi kona¢ni automat 4, = (A, o4, §4¢, 74¢), gdeje A, = A
i o= (o), 60 = (6D xeX, The = (7).

Jasno je da je A, fazi kona¢ni automat nad e-odse¢enom proizvod strukturom I.
Automat 4, nazivaéemo &-kopijom automata 4.

Iako smo do sada dopustali da € bude proizvoljan element iz skupa I'\ {1}, u primenama
je najprirodnije birati & kao pozitivan broj koji je manji od svih nenultih vrednosti koje
uzimaju funkcije o4, 64 i 74. U tom slucaju funkcije o4, 64 i 74 razlikuju se od funkcija
o4e, 4¢ i t4¢ jedino u onim tackama u kojima automat 4 ima vrednost 0, dok je u
automatu A4, ta vrednost zamenjena brojem &.

SloZenu fazi relaciju prelaza automata 4, odredenu recju u € X* oznacavademo sa
63‘9, dok ¢emo odgovarajuée dostizne i ko-dostiZne fazi skupove oznacavati sa a,f “q T,f ‘.

Akojeu = x1x2 - - - x,, gde suxy,xo,...,x, € X, tada vazi

A Ag

& 08 633’ TAs — 5;{48 08 T

A A A A A
é‘ szé‘x]sogéxzsog...ogé'xns’ O-ug:O- .

u
Propozicija 7.3 Neka je € € (0, 1), neka je A = (A, 04,84, t4) fazi konacni automat
nad proizvod strukturom i neka je A, = (A, o<, 54, v4¢) e-kopija automata A. Tada za

svaku re¢ u € X* vazi

A A A A A A
0,2 =(0;)es o, =(0])e, 7,8 = (T, )e.

Dokaz 7.5 Najpre dokazujemo prvu jednakost. Dokaz sprovodimo indukcijom po duZini
reci u.
Jasno je da jednakost vaZi za praznu rec. Takode, prema definiciji automata A, ona

vaZi za svako slovo iz skupa X.
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Pretpostavimo da za neku rec¢ u € X* vaZi 538 = (6)e, i neka je x € X proizvoljno.
Na osnovu Propozicije[7.2ldobijamo

§he = §4e o, 8 = (61), 0, (62)s = (62 0 62)s = (62)s.

Time je dokazana prva jednakost i ostaje pokazati preostale dve jednakosti.

Neka je sada u € X* proizvoljna rec¢. Ponovo primenom Propozicije dobijamo:
0-1;48 =g Og 638 = (O-A)s Og (53)8 = (O-A o 63)8 = (0-;44)8'

e = 60 0 e = (61)s 0 (M) = (8 0 T = (1),

Time su dokazane i preostale dve jednakosti, Cime je dokaz zavrsen. [

Teorema 7.3 Neka je € € (0, 1), neka je A = (A, o, 54, TA)fazi automat nad proizvod
strukturom i neka je A, = (A, 04,64, 14¢) e-kopija automata A. Tada je ponasanje

automata A, jednako e-odsecanju ponasanja automata 4, odnosno [ 4] = [ A] .-

Dokaz 7.6 Neka je u € X* proizvoljna neprazna re¢. Na osnovu Propozicija i

dobijamo

[[-’qs]] (”) = O_Ag Cg 638 Og TAS = 0-;448 Og TAS = (0-,,114)8 Og (TA)s

Ao LA :
o) ot?  akoje o}

Aord >¢

& u suprotnom

[A](u) akoje [A](u) =& _ 14 (.

e u suprotnom

Na isti nacin za praznu rec¢ e dobijamo
[[,‘le]] (e) = ot Og the = (U-A o TA)s = ([[_,‘Zl]] (€))e-

Stoga, za svaku re¢ u € X* vazi [ A || (u) = ([A](w))e, odnosno [ 4] = ([A])e. O

Radi poredenja ponaSanja fazi automata i njegove e-kopije koristicemo meru razlicito-
sti definisanu na sledeci nacin. Neka je A neprazan skup. Lukasjeviceva mera razlicitosti
je preslikavanje definisano sa

Diss : [* xI* -1, Diss(a,B) = \/ la(a) — B(a)l,
acA
za proizvoljne fazi skupove «, 8 € I4.

Ova mera izraZava maksimalno odstupanje izmedu fazi skupova « i 5. Naziv Lukasje-

viceva mera razlicitosti potice od dualno definisane mere sli¢nosti indukovane LukaSjevi-

¢evom operacijom reziduacije (videti [88]]).
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Teorema 7.4 Neka je € € (0, 1), neka je A fazi automat nad proizvod strukturom i neka
je A e-kopija automata A. Tada vaZi Diss([A],[2:]) < &

Dokaz 7.7 Neka je u € X* proizvoljna rec.
Ako je [ A](u) > &, onda prema Teoremil7.3|vaZi

[ (w) = [A) (), paje  [[A](w) — [Ze] ()] = O.
Ako je [ A](u) < &, tada je
[A:](u) = &, odakle sledi  |[A](w) - [A:] (w)| = & — [A] (u) < &.

Prema tome, za svaku rec¢ u € X* vaZi ||[/‘Zl]] (u) - [[ﬂg]](u)| < &, pa na osnovu definicije
mere razlicitosti dobijamo
Diss([A], [ A1) = \/ [[A] () - [A:] (w)] < .
ueX*

Time je dokaz zavrsen. U

Prethodna teorema pokazuje da se ponaSanje fazi automata moZze aproksimirati proi-

zvoljno precizno izborom dovoljno male vrednosti parametra €.

7.3 ¢e-slabe simulacije i bisimulacije nad proizvod strukturom

U Glavif|pokazano je da su slabe simulacije i bisimulacije izmedu teZinskih automata
A4 i B definisane pomocu sistema nejednacina odredenih familijama {72} ,cx+ i {tB} ex-.
Posto se fazi automati mogu posmatrati kao specijalan slucaj teZinskih automata, isti
pristup moZe se primeniti i na fazi automate. U tom slucaju slabe simulacije 1 bisimulacije
odredene su odgovarajuc¢im sistemima nejednacina fazi relacija.

Za fazi automate nad Gedelovom i1 LukaSjevicevom strukturom navedene familije su
uvek konacne, pa odgovarajudi sistemi sadrze konaéno mnogo nejednacina i mogu se
efikasno reSavati postupcima predloZzenim u radu [16]. Medutim, u slu¢aju fazi automata
nad proizvod strukturom, familije kodostiznih skupova mogu biti beskonac¢ne, zbog cega
odgovarajudi sistemi mogu sadrzati beskona¢no mnogo nejednacina i ne mogu se efikasno
reSavati primenom pomenutih postupaka.

U ovoj glavi predlaZze se pristup kojim se navedeni problem prevazilazi koriS¢enjem
odsecenih proizvod struktura i odgovarajucih e-kopija automata. Na taj nacin sistemi
koji odreduju slabe simulacije i bisimulacije mogu se aproksimirati kona¢nim sistemima
nejednacina.

Klju¢nu ulogu u daljem razmatranju ima sledec¢a lema.

Lema 7.1 Neka je A = (A, 04,64, 14) fazi automat nad proizvod strukturom i neka je
€ € (0,1). Tada je familija {(T;f)g | u e X*} = {T,fg | u e X*} konacna.
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Dokaz 7.8 Neka jeV C 1. skup svih vrednosti koje su pojavljuju u fazi skupi ¢ = (74),
i fazi relacije 6?5 = (6?)8, za svako x € X, i neka je (V) podpoluprsten poluprstena
(Ig, Vv, %¢, &, 1) generisan skupom V. Kako je A konacan fazi automat, skup V je konacan,
pa je i (V) konacno generisan podpoluprsten.

Prema Teoremil7.2} svaki konacno generisan podpoluprsten poluprstena (I, V, #¢, &, 1)
je konacan. Dakle, konacan je i podpoluprsten (V). Odatle sledi da je konacan i skup
(VYA svih preslikavanja iz A u (V). Dalje, prema Propoziciji|7.3|vazi

{@De lue X} ={rfe lue X} c (V)

Prema tome, familija {(t}}) | u € X*} je konacna. O

Nekasu 4 = (A, 04,64, 74) i B = (B, 08,68, 18) fazi automati i neka je € € (0, 1).
Za fazi relaciju ¢ € I4*8 kaZemo da je e-slaba forward simulacija izmedu automata
A i B ukoliko je njeno e-odsecanje ¢, slaba forward simulacija izmedu automata A, i

B, odnosno ukoliko vaze

B

ohe < obe o, 90;1, (1-e-wfs)

o o, The L 7Be za svakou € X*. (2-g-wfs)

Dakle, svojstvo e-slabe forward simulacije ne posmatra se direktno na celoj fazi relaciji
¢, ve€ na njenom g-odsecanju. Na taj nacin vrednosti fazi relacije koje su manje od praga
£ ne uticu na ispitivanje simulacionog svojstva. Drugim re¢ima, relacija ¢ se najpre svodi
na relaciju ¢, koja predstavlja njen deo relevantan za zadati nivo &, a zatim se nad tako
dobijenom relacijom proveravaju uslovi slabe forward simulacije.

Za fazi relaciju ¢ kaZzemo da je e-slaba forward bisimulacija izmedu automata A4 i
B ukoliko je ¢, slaba forward bisimulacija izmedu automata A4, i B,, odnosno ukoliko,

pored (1-g-wfs) i (2-e-wfs), vaze i

O-BE < O-AE Oc Pe, (I—S-Wfb)

Pe O¢ T,fg < Tf‘s, zasvakou € X*. (2--wib)

U nastavku ¢emo izostavljati izraz “izmedu automata 4 i B” kada su automati 4 i
B jasni iz konteksta. Na analogan na¢in mogu se definisati i e-slabe backward simulacije
i e-slabe backward bisimulacije, ali se njima neemo baviti, pa ¢emo pridev ,,forward*
izostavljati i pisaéemo jednostavno g-slaba simulacija i e-slaba bisimulacija.

Vredi primetiti da, prema Lemi sistemi nejednacina (2-e-wfs) i (2-e-wfb) sadrze
kona¢no mnogo nejednacina.

g-slaba simulacija (respektivno, e-slaba bisimulacija) izmedu fazi automata A4 i njega
samog naziva se £-slaba simulacija (respektivno, g-slaba bisimulacija) na automatu A4 ili

se jo§S moZe nazivati e-slaba autosimulacija (respektivno, e-slaba autobisimulacija).
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Propozicija 7.4 Neka su A = (A, 04,64, 74) i B = (B, 02,68, 18) fazi automati nad

proizvod strukturom i neka su €1, &y € 1 takvi da vazi €| < &, < 1. Tada vaZi:

a) Svaka g1-slaba simulacija izmedu automata A i ‘B jeste i &;-slaba simulacija izmedu

automata 4 i ‘B.

b) Svaka &1-slaba bisimulacija izmedu automata A i ‘B jeste i &;-slaba bisimulacija

izmedu automata 4 i ‘B.

Dokaz 7.9 (a) Neka je ¢ &1-slaba simulacija izmedu automata A i ‘B. Tada vaZe uslovi (1-
e1-wfs) i (2-e1-wfs). Analogno dokazu Propozicije ove nejednacine mogu se zapisati
u obliku

(0)e, < (0 097, (83)
(¢ 'o T;‘)m < (Tf)gl, za svakou € X*. (84)

Posmatrajmo proizvoljno a € A. Ako je c*(a) < &, tada je (%), (a) = &, pa

ocigledno vaZi
(0Mey(a) < (0P 0 97, (a).
Ako je 0% (a) > &, onda je i 0 (a) > &1, pa iz (83) dobijamo
(e, (a) = (0%)e,(a) < (P 0 ¢7)e (@) < (0P 0 97),,(a).

Prema tome, (04)g, < (078 0 ¢71),,.

Na potpuno isti nacin, za proizvoljno u € X* i a € A, iz (84) dobijamo
-1 _A B
(‘10 © Tu )82 < (Tu )82'

Sada, primenom Propozicije sledi

B -1

O'A‘92 = (O'A)sz < (O-B)sz Og, ‘10;21 =0 %2 0 Pey»
_ A - 5
Qoszl 0, Ty - = (¢ 'o T:f)az < (TMB)SZ =T s ue X"

Dakle, vaZe (1-e2-wfs) i (2-e2-wfs), pa je ¢ &3-slaba simulacija izmedu A i ‘B.

(b) Tvrdenje se dokazuje na isti nacin, preimenom (a) na uslove (1-e-wfb) i (2-e-wfb). [

Kako su obi¢ne slabe simulacije (bisimulacije) zapravo 0-slabe simulacije (bisimulaci-
je), iz prethodne propozicije neposredno sledi da postojanje slabe simulacije (bisimulacije)
izmedu dva fazi automata nad proizvod strukturom povlaci postojanje e-slabe simulacije
(bisimulacije) za svako € € (0, 1).

Medutim, obrnuto tvrdenje u opitem slucaju ne vazi. Stavie, moZe se dogoditi da
je pitanje postojanja slabe bisimulacije teSko ili prakticno neizvodljivo proveriti, dok
se postojanje e-slabe bisimulacije za zadatu vrednost parametra € moZe utvrditi veoma

efikasno. Naredni primer ilustruje upravo takvu situaciju.
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Primer 7.1 Neka su A = (A,04,64,74) i B = (B, 08,68, t8) fazi automati nad proi-
zvod strukturom i azbukom X = {x}, gde je

[ 1 0 1
=l1 o], st=lo ol M=|L],
10 1 1
(1 0 [
of=|1 1], o8 = 1}, 5 = 7].
| 0 3 B

: 1
A _ 1 B _
Tyn = sn+l | Tyn = [ Ll]
1 5710

Dakle, ukoliko Zelimo da utvrdimo da li izmedu automata A i ‘B postoji slaba forward

bisimulacija, potrebno je proveriti beskonacno mnogo nejednacina za svako n € N

1 | | 1

-1 1 1
4 et | S [ 171 ] Yol L1 ] =

1 5710 5" 10 1

U ovom primeru ¢lanove familija {t2},ex i {t8}uex+ uspeli smo da predstavimo
eksplicitno pomocu opstih formula. Takve situacije su retke. U najvecem broj slucajeva

veoma je tesko, a Cesto i prakticno nemoguce, dobiti eksplicitan opis ovih familija.

Posmatrajmo sada slucaj kada je & = 0.0001. Tada su familije {(t2) s }uex i {(t8)¢ }uex

konacne i imaju oblik

1
A 1
Tin)e = < orn e O,l,--,4,
( X ) 5n 1 f { } ( xn)g — |7 ]fo}"n S {O, 1,--’5}’
|1 10
~ 1 1
= orn > 5.
(T;ﬁl)s =| & |forn>4, (v )8 € ]f
1

Prema tome, provera postojanja e-slabe forward bisimulacije za € = 0.0001 svodi se
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na resavanje sledeceg konacnog sistema nejednacina:

1 s—l]é[l oew™ |1 1)< . ] oes,

1 1
_ 1 1
oo, 5n1+1 < [ 17 ], por| | 4 < 5"1“ , za ne{0,..,4},
1 57 10 57 10 1
1 1
. 1 1
‘)0 o{;‘ & S Ll ’ SO 08 Ll S & ’
1 | 5510 55 10 1
1 1
~1 1 1
¢ ol & |= , @ O <| e
& K |

Na pocetku ove sekcije definisali smo pojam &-slabe bisimulacije izmedu fazi automata
A i B kao fazi relacije Cije je e-odsecanje obi¢na slaba bisimulacija izmedu e-kopija
automata A4 i B. Drugim re¢ima, postojanje e-slabe bisimulacije izmedu automata 4 i
‘B povlaci ekvivalenciju njihovih e-kopija 4. i B, ali ne nuzno i ekvivalenciju samih
automata 4 i ‘B.

Zbog toga se prirodno postavlja pitanje koliko se ponaSanja automata 4 i ‘B razlikuju. U
prethodnoj sekciji razlika izmedu ponasSanja automata i njegove e-kopije merena je pomocu
Lukasijeviceve mere slicnosti. U nastavku koristimo istu meru kako bismo kvantifikovali

razliku izmedu ponasanja automata 4 i B.

Teorema 7.5 Neka su A = (A,04,64,74) i B = (B, 8,68, t8) fazi konacni automati
nad proizvod strukturom. Ako izmedu automata A i ‘B postoj e-slaba bisimulacija, za neko

g € (0,1), tada vaZi Diss([A],[B]) < &

Dokaz 7.10 Pretpostavimo da izmedu automata A i ‘B postoji e-slaba bisimulacija. Tada,
po definiciji, izmedu automata A i ‘B, postoji slaba bisimulacija, pa vaZi [ 4] = [ Be].
Posmatrajmo proizvoljnu rec u € X*.

Ako je [ A: ]| (u) = [ B:]|(u) > &, onda je
[Ae] () = [Ale(u) = [AL(w) i [Be](u) = [B]s(u) = [B](w),

odakle sledi [ A]|(u) = [ B](u), paje |[[J4]] (u) - [[B]](u)l =0.
U suprotnom, neka je [ A || (u) = [ B:]| (u) = &, odnosno

[A]le(u) = [Blle(u) = &.
Tada vazi [A]|(u) < & i [ B](u) < & paje |[[,‘4]] (u) - [B] (u)| <e
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Prema tome,
Diss([4], [B]) = \/ [[A] ) - [B] ()| < &.
ueX*

Time je dokaz zavrsen. [

Prema definiciji -slabih simulacija i Teoreme[.2] postojanje £-slabe simulacije izme-
du automata A4 i B povlaci ukljucenje njihovih &-kopija, odnosno [ 4. ] < [ B:]-

Prirodno se postavlja pitanje kakav je odnos izmedu jezika [ A] i [ B]. Jasno je da
iz postojanja e-slabe simulacije ne mora slediti ukljucenje [A] < [‘B], pa se nameée
pitanje u kojoj meri je ovo uklju¢enje naruSeno. Da bismo odgovorili na to pitanje, uvodimo
nekoliko novih pojmova.

Neka su «, B € I4 fazi skupovi. Razlika fazi skupova o i 8 definiSe se kao fazi skup
@ © B € 14 zadat sa

(@ © B)(a) = max{a(a) — B(a),0}, zasvakoa € A. (85)
Dalje, mera iskljuéenja definiSe se kao preslikavanje Excl : 14 x I4 — I, zadato sa

Excl(a, B) = \/(0/ e B)(a), zasve a, B € I*. (86)

acA
Kazemo da je Excl(a, B) mera iskljucenja skupa « iz skupa . Ova mera kvantifikuje

odstupanje fazi skupa a od ukljucenja u fazi skup g.

Teorema 7.6 Neka su A = (A, 0?,64,74) i B = (B, 8,68, t8) fazi konacni automati
nad proizvod strukturom. Ako izmedu automata A4 i ‘B postoj e-slaba simulacija, za neko

e € (0,1), tada vazi Excl([A],[B]) < &

Dokaz 7.11 Pretpostavimo da izmedu automata A i ‘B postoji e-slaba simulacija. Tada,
po definiciji, izmedu automata A i ‘B; postoji slaba simulacija. Na osnovu Teoreme
sledi da je [ 4] < [ Bc], odnosno [ A] e < [ B]e-

Posmatrajmo proizvoljnu rec u € X*.

Ako je [ A (u) < [B](v), onda je ([A] © [ B])(u) =0 < &.

Pretpostavimo sada da je [ A](u) > [B](u). Posto vazi [A]e < [Ble ovo je
mogude jedino ako je [ B] (u) < [ A](u) < &. Tada dobijamo 0 < [ A] (u)-[B] (u) < &,
odnosno ([ 4] © [ B]) (u) < &. Prema tome,

Excl([A].[B]) = \/ ([A] e [B])(w) <&.0
ueXx*

Sledeca teorema daje postupak za ispitivanje postojanja e-slabih simulacija i -slabih
bisimulacija izmedu fazi automata, kao i za odredivanje najvecih takvih relacija u sluca-

jevima kada one postoje.
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Teorema 7.7 Neka su A = (A, 04,64,74) i B = (B, 8,68, t8) fazi konacni automati

nad proizvod strukturom i neka je € € (0, 1). Tada vaZi:

a) Ako fazi relacija
Pewts = /\ (sz‘)e\s(Tf)s
ueX*
zadovoljava uslov (1-e-wfs), onda je ona najveca -slaba simulacija izmedu auto-

mata A i ‘B. U suprotnom, izmedu automata A i ‘B ne postoji e-slaba simulacija.
b) Ako fazi relacija
Pewfo = /\ (T;x)s | (Tf)s
ueX*
zadovoljava uslove (1-e-wfs), i (1-e-wfb), onda je ona najvecéa e-slaba bisimulacija
izmedu automata A i ‘B. U suprotnom, izmedu automata A i ‘B ne postoji e-slaba

bisimulacija.

Dokaz 7.12 (a) Najpre uocimo da vazi ¢ewis € (I)A*B, pa je (Pewis)e = Dewfs-

Prema Teoremi 3.7 iz rada [16l], ukoliko relacija ¢.wss zadovoljava uslov (1-e-wfs),
tada je ona najvecéa slaba simulacija izmedu automata A, i ‘B,.

Kako vazi (Pewts)e = Pewts, sledi da je ¢owss | €-slaba simulacija izmedu A i B.

Neka je sada ¢ proizvoljna e-slaba simulacija izmedu automata A i ‘B. Tada je ¢,
slaba simulacija izmedu automata A, i ‘B, pa zbog maksimalnosti relacije ¢oyis vazi
Ve < Gewss. Posto je ocigledno ¢ < ¢, dobijamo ¢ < ¢ < Qgwis, odakle sledi da je
Gewts najveca e-slaba simulacija izmedu automata A i ‘B.

Ako relacija ¢owis ne zadovoljava uslov (1-e-wfs), tada prema [16, Teorema 3.7] ne
postoji slaba simulacija izmedu automata A, i ‘Bg. Prema tome, ne postoji ni e-slaba
simulacija izmedu automata A4 i ‘B.

(b) Tvrdenje se dokazuje na potpuno analogan nacin. []

Posledica 7.1 Neka je A = (A, o4,64, 1) fazi automat nad proizvod strukturom i neka
je € € (0,1). Tada vaZi:

a) Fazi relacija
wswfs = /\ (T;‘)s\s(ﬂ?)s
ueX*
Jeste fazi preduredenje i najveca e-slaba simulacija na automatu A;
b) Fazi relacija
Vewtn = J\ (T e (1))e
ueX*

Jeste fazi ekvivalencija i najveéa e-slaba bisimulacija na automatu A.
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Dokaz 7.13 Za proizvoljan fazi skup vaZi da njegovi levi i desni rezidul sa samim sobom
predstavljaju fazi pre-oreder, dok odgovarajuci birezidul predstavija fazi ekvivalenciju.
Stoga je relacija Y qwts fazi preduredenje, kao presek familije fazi pre-oreder, a relacija
Yewth fazi ekvivalencija, kao presek familije fazi ekvivalencija.

Preostali deo tvrdenja neposredno sledi iz Teoreme kao i iz rezultata dokazanih u
[46, Theorem 5.6] i [l16| Theorem 3.7]. 1J

Primer 7.2 Posmatrajmo fazi automate iz Primera
Primenom Teoreme za € = 0.0001 dobijamo da je najveca e-slaba simulacija

izmedu automata A i ‘B jednaka

o =\ @D\

ueXx*

1 { 1 { 1 { 1 &
= /\ yz% \8 1 7 A &€ \8 l 1 7 A /\ &€ \8 [ ] = ) %
ne{0,1,..,4} 1 5710 1 5510 n>5 1 € 1 &

Posto ova fazi relacija zadovoljava uslov (1-e-wfs), sledi da je ona najveca e-slaba

simulacija izmedu automata A4 i ‘B.

Primer 7.3 Neka su A = (A, o4, 64, TA) i B = (B,o?B, 68, 18) fazi automati nad proi-

zvod strukturom i alfabetom X = {x}, gde je

[ 1 0 1
aA:[101], st=lo Lo, =|1L],
10 1
[ 1 0 [ 1
B _ 1 B _ B _
O'—[lm], 5X—Ol], 77 = l]'
| 5 | 10

Za & = 107! postoji e-slaba bisimulacija izmedu automata A i ‘B, i data je matricom

1 ¢

2

= 8 —
v 7
1 ¢

Medutim, za € = 1072 ne postoji e-slaba bisimulacija izmedu ovih automata.

Slede¢i primer ilustruje primenu Teoreme|7.7]za izraCunavanje najvece £-slabe autobi-
simulacije na datom fazi automatu. Za posmatrani automat nije moguce direktno primeniti
poznati postupak za odredivanje najvece slabe forward autobisimulacije, jer je familija ko-
dostiznih skupova {7, },cx+ beskona¢na. Medutim, nakon &-odsecanja dobija se konac¢na

familija, pa je najvecu e-slabu autobisimulaciju moguce efikasno izraunati.
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Dobijena e-slaba autobisimulacija predstavlja netrivijalnu fazi ekvivalenciju, razlicitu
od identicke fazi relacije, te se moZe koristiti za redukciju broja stanja posmatranog fazi

automata.

Primer 7.4 Nekaje 4 = (A, ot 64, TA) fazi automat nad proizvod strukturom 1 alfabe-

tom X = {x, y}, gde je

ct=1100 0 07], (=101 08 1 1],
(00 0 0 O (000 0 0]
00 0 0 05 010 0 0

5¢=]100050 0|, & =[000030
00 0 O 000 1 O
(00 0 0 1 (000 1 0]

Za & = 107! najveca e-slaba forward autobisimulacija dobija se nakon generisanja 7

razli¢itih vektora oblika (71,)., gde je u € X*. U tom slucaju dobija se fazi relacija

—18%88
el 573
90:%%188
8%811
_8%811_

Sa druge strane, za € = 1073 najveca e-slaba forward autobisimulacija dobija se nakon

generisanja 21 razlicitog vektora oblika (7)., a odgovarajuca relacija je

lsﬁss-
e 1 55 3 3
¢=ﬁﬁlss
8%811
£ % 811_

7.4 Algoritam za racunanje najvecih ¢-slabih
simulacija i bisimulacija

U Teoremi [7.7] izvedeni su izrazi za najvecu g-slabu simulaciju i najvecu e-slabu
bisimulaciju izmedu dva fazi automata nad proizvod strukturom. Na osnovu tih rezultata

moze se konstruisati algoritam za njihovo odredivanje.
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Za razliku od obi¢nih slabih simulacija i bisimulacija, kod kojih familije kodosti-
Znih skupova mogu biti beskonacne, u sluc¢aju e-odsecanja, prema Lemi [7.1] posmatrane
familije su konacne. Zbog toga se najvece e-slabe simulacije i bisimulacije mogu izra-
¢unati generisanjem svih razlicitih parova odsecenih kodostiZznih skupova i postepenim
formiranjem odgovarajuce relacije.

Algoritam[] zasnovan na Teoremi[7.7} daje postupak za odredivanje najvece £-slabe si-
mulacije, odnosno najveée &-slabe bisimulacije izmedu fazi automata 4 = (A4, o4, 64, 74)
i B = (B,o?,58 1v8) nad alfabetom X. Pored automata 4 i B, alfabeta X i parametra
e € (0, 1), algoritam kao ulaz koristi i logicku promenljivu bis, koja odreduje da li se
racuna simulacija ili bisimulacija.

Algoritam odrzava skup AllPairs svih do tada generisanih parova odsecenih kodosti-
nih skupova ((77))e, (7)), a parovi koji jo§ nisu obradeni ¢uvaju u redu Unprocessed.
Pri tome se same re¢i u € X* ne pamte, ve¢ samo odgovarajuci parovi vektora. Svaki
generisani par obraduje se najvise jednom, Sto predstavlja klju¢nu ideju algoritma.

Polazeéi od pocetnog para ((t4),, (78),), algoritam sukcesivno generi$e nove parove
primenom odsecenih prelaznih relacija. Istovremeno se formira relacija ¢ kao infimum
odgovarajucih reziduala, odnosno bireziduala u slucaju bisimulacija. Po zavrSetku gene-
risanja svih razli¢itih parova proveravaju se uslovi (1-g-wfs), a u slucaju bisimulacija i
(1-e-wtb). Ukoliko su oni zadovoljeni, dobijena relacija predstavlja najvecu e-slabu si-
mulaciju, odnosno &-slabu bisimulaciju; u suprotnom se zakljucuje da takva relacija ne

postoji.
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Procedura 4 Odredivanje najvece e-slabe simulacije i &-slabe bisimulacije

Ulaz:  Fazi automati 4 = (A, 04, 64,74)1 B = (B, 0B, 68, 78) nad proizvod strukturom;

ulazni alfabet X

e€(0,1);

logicka promenljiva bis koja odreduje da li se raCuna
simulacija (bis = False) ili bisimulacija (bis = True).

Izlaz:  najveca e-slaba simulacija, odnosno g-slaba bisimulacija

»

—_ —

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

TeYRXID

izmedu automata A4 i B, ukoliko postoji,
odnosno null ukoliko ne postoji.

: Inicijalizuje prazan skup allPairs i prazan red unprocessed,

(155 70) = ((tN)es (7P) )

allPairs.add(‘rA, T(f);
unprocessed.enqueue(tg*, 75);

Té‘ |& T(f, ako je bis = True,
(p «—
M\e18,  inale.

while unprocessed is not empty do
(11, 72) < unprocessed.dequeue();
for each x € X do
Tl/ « (6£)& Og T1,
Té — (6)?)8 Og T2,

T{ |e 1'2’, ako je bis = True,
Y= @A
Tf\g‘ré, inace.

if (7], 7)) ¢ allPairs then
allPairs.add(T{, Té);
unprocessed.enqueue(t{, 7});
end if
end for
end while
if (04 s £ (08) xe0, o7 or (bisand (08) s & (0?) * £ o, ¢) then
return null
else
return ¢
end if
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Teorema 7.8 Algoritam | se uvek zavrsava u konacno mnogo koraka i kao rezultat daje

najvecu slabu (bi)simulaciju, ukoliko ona postoji.

Dokaz 7.14 Posmatrajmo glavnu petlju Algoritma |4} Njen invarijant je da skup AllPairs
sadrZi samo parove oblika ((t1))e, (t8),), za neka u € X*, dok red Unprocessed sadrZi
samo parove iz skupa AllPairs koji jos nisu obradeni.

Novi par (11, 7}) dodaje se u skup AllPairs i red Unprocessed samo ukoliko se ve¢
ne nalazi u skupu AllPairs, dok se elementi iz skupa AllPairs nikada ne uklanjaju. Prema
Lemifamilije {((tMe lue X*y i {(tB)s | u € X*} su konacne. Otuda postoji
konacno mnogo razlicitih parova koji se mogu pojaviti u skupu AllPairs, pa algoritam
moZe izvrsiti samo konacno mnogo umetanja novih parova. Kako se svaki par obraduje
najvise jednom, sledi da se glavna petlja zavrsava nakon konacno mnogo koraka, odnosno
da se algoritam uvek zaustavlja.

Dalje, u unutrasnjoj petlji imamo

@ =|bis? /\ Ti|eT - /\ T\eT2 |-

(11,72)€AllPairs (11,72)€AllPairs

Indukcijom po duZini reciu € X* jednostavno se pokazuje da ée svaki par ((t1))e, (t8),)
biti generisan i na kraju dodat u skup AllPairs. Prema tome, po zavrSetku glavne petlje
vazi

o =|bis? N\ @GDele(mDe = N\ @D\(TD)e].
ueXx* ueX*

Sada ispravnost algoritma neposredno sledi iz Teoreme[7.7} jer zavrsna provera uslova
(1-e-wfs), odnosno i (1-e-wfb) u slucaju bisimulacija, tacno odgovara uslovima iz tog

teorema. UJ

Nakon $to smo pokazali korektnost Algoritma [4] razmotriéemo njegovu vremensku
sloZenost.

Neka je D skup svih stepeni pripadnosti iz intervala (0, 1) koji se pojavljuju u matri-
cama prelaza i vektorima zavr$nih stanja automata A4 i B. Ozna¢imo sa n = max(|A|, |B])
maksimalan broj stanja posmatranih automata, a sa m = |D| broj razliCitih stepena pri-
padnosti koji se u njima javljaju. Ako je m = 0, stavljamo [/ = 1. U suprotnom, neka
jel = Llog/l sJ , A = max(D). Tada za svako k > [ vazi ¥ < &, pa se nakon najvise
[ uzastopnih kompozicija svaki stepen pripadnosti spusta ispod praga € i u g-odsecanju

postaje jednak vrednosti &. Posmatrajmo skup

E = {(t}.e(a), (tB).e(b) |u e X*, a € A, b € B}.
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Lako se vidi da vazi |E| < m! + 2. Otuda sledi da broj razli¢itih parova odsecenih
kodostiznih skupova koje algoritam moZe generisati ne prelazi (m! + 2)>*, pa se glavna
petlja algoritma izvrSava najviSe toliko puta. Cena jedne iteracije glavne petlje reda je
O(1X| (n* + nlogy((m' +2)?"))), 5to je sadrzano u O(|X| I n*log n), jer je m = O(n?).

Kako je sloZenost naredbi van glavne petlje zanemarljiva u odnosu na sloZenost same

petlje, dobijamo slededi rezultat.

Propozicija 7.5 Vremenska sloZenost Algoritmad je
O(|X|(ml +2)"In? log n) ,

gde su l, m i n definisani kao u prethodnom tekstu.

U ovoj glavi uveden je pojam e-slabih simulacija 1 bisimulacija kao aproksimativne
verzije slabih simulacija i bisimulacija za fazi automate nad proizvod strukturom. Osnov-
na ideja zasniva se na e-odsecanju fazi skupova, ¢ime se beskonacne familije kodostiZnih
skupova svode na konacne, a problemi odredivanja simulacija i bisimulacija postaju algo-
ritamski reSivi.

Pokazano je da postojanje slabih simulacija i bisimulacija povlaci postojanje odgo-
varajuéih e-slabih simulacija i bisimulacija za svako € € (0, 1), kao i da se priblizna
ekvivalencija i priblizna inkluzija izmedu ponaSanja automata mogu kvantitativno proce-
niti. Preciznije, dokazano je da postojanje e-slabe bisimulacije ograni¢ava meru razlicitosti
jezika automata vrednoScéu &, dok postojanje e-slabe simulacije ogranic¢ava odstupanje od
inkluzije takode vrednoscu €.

Posebno znacajan rezultat predstavlja izvodenje zatvorenih izraza za najveée g-slabe
simulacije i bisimulacije, kao i algoritma za njihovo odredivanje. Za razliku od obi¢nih
slabih simulacija 1 bisimulacija, za koje u opStem slu¢aju nije poznat algoritam za izra-
c¢unavanje najvecih reSenja, najvece e-slabe simulacije i bisimulacije mogu se efektivno
izraCunati primenom predloZenog postupka.

Na taj nacin, e-slabe simulacije 1 bisimulacije predstavljaju praktican i teorijski zasno-
van pristup aproksimaciji slabih simulacija i bisimulacija, koji zadrZava njihovo osnovno
semanticko znacenje, a istovremeno omogucava efikasnu racunarsku obradu. Kao priro-
dan pravac daljih istraZivanja namece se razvoj sli¢nih aproksimativnih metoda za druge

strukture istinitosnih vrednosti koje nisu lokalno konacne.
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Z.akljucak

U ovoj disertaciji proucavane su simulacije 1 bisimulacije za teZinske automate, sa po-
sebnim fokusom na max-plus automate. Razmatrani su razliciti tipovi standardnih 1 slabih
simulacija 1 bisimulacija, njihova karakterizacija pomocu sistema matri¢nih nejednacina,
kao 1 postupci za odredivanje njihovih najvecih reSenja. Posebna paznja posvecena je pro-
blemima koji oteZavaju njihovo efektivno ra¢unanje, pre svega mogucnosti neprekidnog
iteriranja i pojavu beskona¢no mnogo uslova kod slabih relacija. U cilju prevazilazenja
ovih ograni¢enja uvedene su relaksacije slabih simulacija i bisimulacija, kao i pristupi
zasnovani na odsecanju i pomeranju teZina u max-plus strukturama. Razvijeni pristupi
prosireni su i na aproksimativno poredenje fazi automata nad proizvod strukturom.

Dobijeni rezultati pokazuju da se relaksacijom uslova i odgovaraju¢om modifikacijom
strukture nad kojom se vr3i raCunanje mogu prevaziéi odredena ograni¢enja standardnih
postupaka, uz istovremeno ocuvanje kontrolisanog nivoa informacija o ponaSanju auto-
mata. Na taj nacin simulacije i bisimulacije mogu predstavljati ne samo teorijski alat za
poredenje automata, ve¢ i osnovu za razvoj efektivnih aproksimativnih metoda.

U okviru disertacije simulacije 1 bisimulacije su, najve¢im delom, posmatrane kao
relacije izmedu dva automata. U jednom delu rada samo je ukratko pomenuta moguc-
nost njihovog posmatranja izmedu stanja jednog automata. Ovakav pristup otvara dodatnu
mogucnost primene simulacija i bisimulacija, jer se relacije izmedu stanja mogu kori-
stiti za njihovo grupisanje, odnosno faktorizaciju i redukciju broja stanja automata, uz
odgovarajudi stepen ocuvanja njegovog ponasanja.

Jedan od pravaca daljeg istraZzivanja bice upravo proucavanje uticaja simulacija 1 bi-
simulacija, kao i njihovih aproksimativnih verzija, na redukciju broja stanja max-plus
automata. Posebna paZnja moze biti posvecena istraZivanju konstrukcije redukovanih au-
tomata na osnovu odgovarajucih relacija izmedu njihovih stanja, kao i ispitivanju odnosa
izmedu stepena relaksacije simulacije ili bisimulacije i ostvarene redukcije. Dalja istraZiva-
nja mogu obuhvatiti i razvoj efikasnih algoritama za pronalaZenje takvih relacija i analizu
dobijenih redukovanih automata. Na taj nacin prirodan nastavak istraZivanja predstavlja
povezivanje teorije simulacija i bisimulacija sa problemom redukcije teZinskih automata,
¢ime bi se razvijeni koncepti mogli primeniti ne samo na poredenje automata, ve¢ i na

njihovo pojednostavljivanje i efikasniju analizu.
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Dodatak A

Program za racunanje simulacija i bisimulacija nad

razlicitim tezinskim strukturama

U okviru istraZivanja predstavljenih u ovoj disertaciji razvijen je program za racunanje
razli¢itih vrsta simulacija i bisimulacija nad teZinskim automatima. Program predstavlja
prakticnu implementaciju teorijskih rezultata razmatranih u prethodnim poglavljima i
omogucava izra¢unavanje odgovarajucih relacija za zadate teZinske automate.

Program podrzava ra¢unanje simulacija i bisimulacija nad razli¢itim algebarskim struk-
turama, ukljucujuéi kompletan max-plus poluprsten, kompletan max-plus dioid i proizvod
strukturu, kao 1 odgovarajuce odsecene strukture. U zavisnosti od izabrane teZinske stru-
kture, mogude je racunati razlicite vrste klasi¢nih i slabih simulacija 1 bisimulacija, u
skladu sa teorijskim rezultatima predstavljenim u prethodnim poglavljima.

Program podrzava ra¢unanje simulacija i bisimulacija nad razli¢itim algebarskim struk-
turama. Pocetna stranica programa organizovana je prema teZinskim strukturama, pri ¢emu
su trenutno podrZane dve osnovne grupe: max-plus struktura (kompletan max-plus polupr-
sten 1 kompletan max-plus dioid) i1 proizvod struktura. Za pojedine strukture dostupne su i
odgovarajuce odsecene varijante. Upravo izbor strukture predstavlja prvi korak u postupku
racunanja, nakon c¢ega korisnik bira odgovarajuci tip simulacije ili bisimulacije.

U okviru kompletnog max-plus poluprstena omoguceno je racunanje klasi¢nih simu-
lacija i bisimulacija, kao i slabih simulacija i bisimulacija. Pored toga, u okviru odse¢enih
struktura dostupne su donje i gornje odsecene varijante, za koje je omoguceno racuna-
nje odgovarajuéih vrsta simulacija i bisimulacija. Za kompletnu max-plus poluprstenu
implementirano je i ratunanje slabih simulacija i bisimulacija ograni¢ene duZine.

Za kompletan max-plus dioid program trenutno omogucava racunanje klasi¢nih simu-
lacija i bisimulacija, dok je u okviru gornje odsecene varijante omoguceno odgovarajuce
racunanje nad gornje odse¢enim kompletnim max-plus dioidom.

Posebna grupa na pocetnoj stranici programa odnosi se na proizvod strukturu. Nad
ovom strukturom omoguceno je racunanje klasi¢nih i slabih simulacija i bisimulacija, dok
jeuokviru odsecene varijante implementirano racunanje g-slabih simulacija i bisimulacija.
Na predstavljen nacin, organizacija programa prati razliite algebarske strukture i vrste
relacija razmatrane u teorijskom delu disertacije.

Korisnicki interfejs programa organizovan je tako da korisnik najpre bira teZinsku
strukturu, a zatim odgovarajucu vrstu racunanja (Slika [I7). Nakon izbora, ucitavaju se
ulazni podaci koji predstavljaju teZinske automate (Slike [I8] [I9] [20). Na osnovu unetih

podataka program formira odgovaraju¢e matrice i, primenom implementiranih algoritama,
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izraCunava traZene relacije. Dobijeni rezultati prikazuju se u matri¢nom obliku, ¢ime se
omogucavaju njihova neposredna analiza i poredenje.

Program je implementiran koriSéenjem programskog jezika Python na serverskoj stra-
ni i JavaScript-a na klijentskoj strani. Serverska aplikacija razvijena je kori§¢enjem pro-
gramskog okvira FastAPI, dok se za pokretanje serverskog procesa koristi Uvicorn. Za
generisanje HTML stranica koriste se Jinja2 Sabloni, a za prihvatanje podataka 1 datote-
ka koriSéen je paket python-multipart. Matematicki deo implementacije realizovan je u
Python-u, bez koriS¢enja dodatnih biblioteka za racunanje.

Klijentski deo aplikacije zasnovan je na Jinja2 Sablonima koji se generiSu na server-
skoj strani. Za oblikovanje korisnickog interfejsa koriséen je Bootstrap 5, za asinhronu
komunikaciju sa serverskom stranom jQuery, dok je za neke funkcionalnosti koriS¢en
standardni JavaScript. Aplikacija ne koristi frontend okvire poput React-a, niti zahteva
proces izgradnje (build) ili kompajliranje klijentskog koda, ve¢ se staticki fajlovi direktno
plasiraju korisniku.

Za distribuciju i1 pokretanje aplikacije koriS¢ena je tehnologija Docker. Konfiguracija
projekta obuhvata datoteku Dockerfile, kojom se definiSe okruZenje potrebno za po-
kretanje aplikacije, i datoteku docker-compose.yaml, kojom se definiSe nacin pokretanja i
povezivanja potrebnih servisa.

Klijentski deo aplikacije zasnovan je na Jinja2 Sablonima koji se generiSu na serverskoj
strani. Za oblikovanje korisnickog interfejsa koris¢en je Bootstrap 5, dok se za asinhronu
komunikaciju sa serverskom stranom koristi jQuery. Dodatne funkcionalnosti realizovane
su koriSéenjem standardnog JavaScript-a.

Celokupan programski kod projekta javno je dostupan na GitHub repozitorijumu
https://github.com/JelenaMatejic/automata-bisimulations. Verzijakodako-
ja odgovara stanju projekta u trenutku pisanja ove doktorske disertacije, septembra 2026.
godine, data je 1 u nastavku ovog dodatka.

Na slici [T6] prikazana je struktura foldera i datoteka projekta. Programska implemen-
tacija (u nastavku) nije predstavljena redosledom kojim se datoteke pojavljuju u projektu,
vec je organizovana prema logickim celinama. Najpre su prikazane osnovne komponente
programa, nakon ¢ega slede implementacije operacija nad matricama i teZinskim struktu-
rama, a zatim algoritmi za racunanje pojedinacnih vrsta simulacija i bisimulacija. Ovakva
organizacija omogucava postupno upoznavanje sa implementacijom i lakSe povezivanje

programskog koda sa teorijskim rezultatima predstavljenim u prethodnim poglavljima.
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https://github.com/JelenaMatejic/automata-bisimulations

~ [J automata-bisimulations ~/PycharmProjects/automata-bisimulations
> [J.venv
v [Dapp
~ [E] routers
2 _init__py
*2: pages.py
~ [ services
2 _init__py
2 download.py
72 eps_weak_sim_bisim.py
2 jobs.py
2 sim_bisim.py
@ variants.py
& weak_sim_bisim.py
2 words_search.py
~ [ static
> [Dess
> [ijs
» [ templates
& _init__py
2 config.py
2 main.py
~ [E] automata
& _jnit__py
v automaton.py
& matrix.py
» [Jexamples
~ [5] maxplus
& _init__py
A algebra.py
#h algebra_operations.py
~ [&] truncated_product
2 _init__py
A algebra.py
# algebra_operations.py
) .dockerignore
() .gitignore
M CLAUDE.md
& docker-compose.yaml
< Dockerfile
M README.md
= requirements.txt
» [h External Libraries

> =® Scratches and Consoles

Slika 16: Stablo foldera programa
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I

o
o.
o

Complete max-plus semiring

Choose a type of computation

Simulations & Bisimulations

Compute different types of simulations and bisimulations over

the complete max-plus semiring.

Classic
All types of simulations and bisimulations

Weak
All types of weak simulations and bisimulations

Truncated

Compute simulations and bisimulations over truncated
complete max-plus semirings.

Lower truncated
All types of simulations and bisimulations

Upper truncated
All types of simulations and bisimulations

Length-limited weak
Length-limited weak simulations and bisimulations

Complete max-plus dioid

Choose a type of computation

Simulations & Bisimulations

Compute different types of simulations and bisimulations over
the complete max-plus dioid

Classic
All types of simulations and bisimulations

Truncated

Compute simulations and bisimulations over truncated
complete max-plus dicids

Upper truncated
All types of weak simulations and bisimulations

Product structure

Choose a type of computation

Simulations & Bisimulations

Compute different types of simulations and bisimulations over
the preduct structure.

Classic
All types of simulations and bisimulations

Weak
All types of weak simulations and bisimulations

Truncated

Compute simulations and bisimulations over truncated
product structures.

e-weak
All types of weak simulations and bisimulations

Slika 17: Pocetna stranica programa



COMPLETE MAX-PLUS SEMIRING

Simulations & Bisimulations ) Inbut format

Algebraic structure

All computations are performed over complete max-plus semiring R = (Ru, @, @, -09, 0, where R, = R u {-oo, +00}.

2

Gan

ADDITION MULTIPLICATION RESIDUATION
a® b =max(a, b) ® beR -e0 +oa 1 beR -c0 +00
aeR a+h -oo +oo aeR b-a -co +o0
-0 -0 -0 o0 o0 +o0 +o0 +o0
+oo +oa =60 +oa +co - -co +o0
Input FE  Automaton A E  AutomatonB

3= Choose two automata and run the
computation

ot= 1 -0 g¥= 1 0o w0
AUTOMATON A
= |00 0| =130
Choose File  automatonA.txt
A a4 1 oo 4 o0
AUTOMATON B &=
o0 2 68=|w0 4 -oo
Choose File  automatonB.txt oo e 9
=00 0O
8=
COMPUTATIONS v oo -co 0

@D Forward Simulation

@D Backward Simulation

@D Forward Bisimulation

@D Backward Bisimulation

@D Forward-Backward Bisimulation
@D Backward-Forward Bisimulation

L, Download results

oo
§’ﬂ= o0 co .2
)

Results
&  Forward Simulation &  Backward Simulation &  Forward Bisimulation
UI‘S - 400 400 400 U1ns - 0 -0 o l.ll"‘ - 00 00 -00
1 -3 0 400 400 400 -1 -3 0
0o o0 1 R =" R ="
Uy fs= Ugbs = Uyfb =
1 -3 0 00 00 00 -5 5 0
00 -1 Backward similation does not exist 00 00 00
fs = 1
Us®= Us
-1-30 -7 -7 0
0o 0 -3 00 -0O -00
U= [TALES
-1-3 0 -9 -9 0
0 0 -5 —EE O 00
Uss = ustt =
-1 -3 0 - -1 0

Slika 18: Stranica za raCunanje (bi)simulacija nad komoletnim max-plus poluprstenom
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COMPLETE MAX-PLUS SEMIRING

- o & g . @ Input format
Weak Simulations & Bisimulations
. Algebraic structure
**% Al computations are performed over complate max-plus semiring Ry = (Re, &, @, -00, 0), where R, = R u {-oo, +oo}.
ADDITION MULTIPLICATION RESIDUATION
a® b =max(a, b) @ beR o0 400 \ beR ~oo 400
asR a+b =0 oo aeR b-a ~oo +oa
=00 ] -0 =00 =00 400 oo o0
o0 400 - oo +oo - oo 400
Input [ Automaton A @ Automaton B

% Choose two automata and run the
computation.

ah= 12 of=|0 1 -1
AUTOMATON A
=1 2|7 ®=2 107
Choose File  automatonA.txt
A 0 -oo 0 -co oo
AUTOMATON B 5= P §8= |00 <o 1
Choose File  automatonB.txt oo oo
-0o 2
8=
COMPUTATION 4 -0 .00 -00 2
[
@D Weak Forward Simulation §yi=|= 0 o
‘Weak Forward Bisimulation o
Weak Backward Simulation
Weak Backward Bisimulation
o+, Download results
Results
= Procedure & The Greatest Weak Solution
1 12 A N
Bz B Tla1 o2
-2 4 1 2
Wieak Forward Simulation Exists
1 1 o -
L XY V1) =
o0 +00  $00 400
(1] 2 2 1 0
LA L] o V1= 1o w00 o0
a
2
A 8 =00 +00  $0T 400
Ty VT = - VI = oo oo oo
0
2
" o vl 2 1 0
Ty VB = =
o o o0 0 00 §00 00

2
N 8| = ; 400 400 400
1”‘1w-m\-_+mmpo
0

Slika 19: Racunanje slabih (bi)simulacija nad komoletnim max-plus poluprstenom

180



LOWER A-TRUMCATED COMPLETE MAX-PLUS SEMIRING

Simulations & Bisimulations

. Algebraic structure
""" All computations are performed over lower truncated complete max-plus semiring R = [R‘\m. @), @, -oo, X}, where R*.. = [A, +00 ) u {-00, 400},
ADDITION MULTIPLICATION RESIDUATION
a®, b=maxia, b) @y b = [A, 400) o0 400 b = [A, +o2)
ae [A, +oo) a+b-h -0 +o0 " ashb a=b o +o0
oo e oo -ca ae (A, +oo) b-a+h o -oa oo
+o0 400 —oa oo =00 e +oo oo +oo
4oa oo oo e 4oo
. inpuy [F  Automaton A & Automaton B
#=  Choose two automata and run the
computation.
of= |1 o af=|1 -0 -0
AUTOMATON A _
= oo 0 ®=130 "7
Choose File  automatonA.txt
5 A A 1 S Y =00
AUTOMATON B e 58z |0 ) oo
Choose File  automatonB.txt -oo -co 2
=00 00
&M=
LIMITATION A ¥ oo 1 oo oo ()
a &8=| -0 w0 2
-co -co 1
COMPUTATIONS
@D Forward Simulation
@D Backward Simulation
@D Forward Bisimulation
@D Backward Bisimulation
@D Forward-Backward Bisimulation
@D Backward-Forward Bisimulation
1, Download results
Results
©  Forward Simulation =  Backward Simulation &  Forward Bisimulation
+00 00 400 A o0 oo -00 00 00
U= UyBs = U™ =
5 7 A +00 400 400 oo ma R
s |10 108 b 00 -00 -60 Forward bisimilation does not exist
Uyt = uzbs =
2 =0 B A z 00 W00 =00
1 8 B -oo Backward similation does not exist
ust =
o BOA
Forward similation exists
©  Backward Bisimulation ©  Forward-Backward Bisimulation & Backward-Forward Bisimulation
A -oo -00 A oo 400 R ]
Uyt = Uytie = UBt =
0O 400 400 oo 7 A o0 oo )

Slika 20: Rac¢unanje odselenih (bi)simulacija nad komoletnim max-plus poluprstenom

@ Input format
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Izvorni kod 1: automata/matrix.py

class Matrix:
def __init__(self, name, value):
self.name = name
self.value = value
self.rows = len(self.value) # n - number of rows in matrix
self.cols = len(self.value[®]) # m - number of cols in matrix

def transpose(self):
value_tmp = [[self.value[j][i] for j in range(self.rows)] for i in range(self.cols)]
return Matrix(self.name + "AT", value_tmp)

@staticmethod
def convert_inf_ to_str(data):
# +/1 infty is not valid JSON, so it travels as a string.
if isinstance(data, list):
return [Matrix.convert_inf_to_str(item) for item in data]
return str(data) if data == -float(’inf’) or data == float(’inf’) else data

def get_matrix(self):
my_dict = self.__dict__.copy(Q
my_dict[’value’] = Matrix.convert_inf to_str(my_dict[’value’])

return my_dict

def print_matrix_in file(self, filepath, floor=None):
with open(filepath, ’a’) as file:

file.write(self.name + ’\n’)

for row in self.value:
cells = [’epsilon’ if floor is not None and element == floor else str(element)

for element in row]

file.write(’,’.join(cells) + ’\n’)

file.write(’-----———-- + ’'\n’)

def matrix_min(matrix_n, matrix_m):
# Element-wise minimum - Matrix N of dimensions n x m; Matrix M of dimensions n x m;
if matrix_n.cols != matrix_m.cols or matrix_n.rows != matrix_m.rows:
raise ValueError(
"The number of rows and cols in the first matrix must match the number of rows and cols
in the second matrix.")

-

result = [[0] matrix_n.cols for _ in range(matrix_n.rows)]
for i in range(matrix_n.rows):
for j in range(matrix_n.cols):
result[i][j] = min(matrix_n.value[i][j], matrix_m.value[i][j])

return Matrix(’'matrix_min’, result)

def matrix_ordering(matrix_n, matrix_m):
# Is N <= M element-wise?
for i in range(matrix_n.rows):
for j in range(matrix_n.cols):
if (matrix_n.value[i][j] > matrix_m.value[i][j]):
return False
return True
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Izvorni kod 2: automata/automaton.py

from automata.matrix import Matrix

class InvalidFileFormatError(Exception):
pass

class Automaton:

def __init__(self, filepath, floor=None):
self.n = None
self.sigma = None
self.tau = None
self.transitions = []
self.floor = floor # for structures whose smallest value is not 0

self.read_file(filepath)

def read_file(self, filepath):
with open(filepath, ’r’) as file:

# Read the entire file, Remove newline characters, Check if the file format is valid

lines = file.readlines()
lines = [line.strip() for line in lines if line.strip(Q)]

if len(lines) < 7 or lines[0] != ’states’ or lines[2] != ’start’ or lines[4]
print(’Invalid file format’)
raise InvalidFileFormatError("Invalid file format")

# Read: number of states, start vector, end vector, transitions
self.n = int(lines[1])

start_vector = [self._parse(x) for x in lines[3].split(’,’)]
self.sigma = Matrix(’start’, [start_vector])

end_vector = [self._parse(x) for x in lines[5].split(’,’)]
self.tau = Matrix(’end’, [end_vector])

current_transition = None
for line in lines[6:]:
if line.startswith(’transition’):
current_transition = line.split(’ ’)[1][-1]
matrix = Matrix(current_transition, [[]])
matrix.value = []
matrix.rows = @
self.transitions.append(matrix)
else:
if current_transition is not None:
row = [self._parse(x) for x in line.split(’,’)]
matrix.value.append(row)
matrix.rows += 1
matrix.cols = len(row)

def _parse(self, value):
parsed = Automaton.parse_value(value)
if self.floor is not None and parsed ==
return self.floor
return parsed
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@staticmethod
def parse_value(value):
if value == ’-’ or value == ’-inf’:
return float(’-inf’)
elif value == '+’ or value == ’inf’:
return float(’inf’)
else:

return float(value)

def getResponseAutomaton(automaton) :

responses = {}

r = automaton.sigma.get_matrix()

responses[r[’name’]] = r

r = automaton.tau.get_matrix()

responses[r[’name’]] = r

for i in range(len(automaton.transitions)):
r = automaton.transitions[i].get_matrix()
responses[r[’name’]] = r

return responses

Izvorni kod 3: maxplus/algebra.py

from cmath import inf

class Algebra:

def __init__(self, name, times, residual, zero, top):
self.name = name
self.times = times
self.residual = residual
self.zero = zero
self.top = top

def __repr__(self):
return "Algebra(%r)" % self.name

# --- scalar operations: max-plus ——--—-——-—————— - -

def _maxplus_times(a, b):
if a == -inf or b == -inf:
return -inf
elif a == inf or b == inf:
return inf
else:
return a + b

def _semiring_residual(a, b):
if a == -inf or b == inf:
return inf
elif a == inf or b == -inf:
return -inf
else:
return b - a

def _dioid_residual(a, b):
if a == -inf or b == inf:
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return inf

elif a == inf or b == -inf or a > b:
return -inf

else:
return b - a

# --- scalar operations: produCt -----—-——-—————————- -

def _product_times(a, b):
return a * b

def _product_residual(a, b):
if a <= b:
return 1
return b / a

# --- scalar operations: truncated max-plus ----------—-— - -

def _truncated_times(limitation):
def times(a, b):

if a == -inf or b == -inf:
return -inf

elif a == inf or b == inf:
return inf

else:
return a + b - limitation

return times

def _delta_truncated_times(delta):
def times(a, b):
if a == -inf or b == -inf:
return -inf
elif a + b < delta:
return a + b
return inf

return times

def _lower_residual(limitation):
def residual(a, b):

if a == -inf or b == inf:
return inf
elif a == inf or b == -inf or a > b:

return -inf
else:
return b - a + limitation

return residual

def _upper_residual(limitation):
def residual(a, b):
if a == -inf or b == inf:
return inf
elif a == inf or b == -inf:
return -inf
elif a < b:
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return limitation
else:
return b - a + limitation

return residual
# --- the Structures —---—--—-—————————— -

SEMIRING = Algebra("semiring", _maxplus_times, _semiring_residual, -inf, inf)
DIOID = Algebra("dioid", _maxplus_times, _dioid_residual, -inf, inf)
PRODUCT = Algebra("product", _product_times, _product_residual, 0, 1)

def lower(limitation):
return Algebra("lower", _truncated_times(limitation), _lower_residual(limitation), -inf, inf)

def upper(limitation):
return Algebra("upper", _truncated_times(limitation), _upper_residual(limitation), -inf, inf)

def upper_dioid(delta):
return Algebra("upper_dioid", _delta_truncated_times(delta), _dioid_residual, -inf, inf)

_BY_NAME = {"semiring": SEMIRING, "dioid": DIOID, "product": PRODUCT}

def of(name):
try:
return _BY_NAME[name]
except KeyError:
raise ValueError("Unknown structure: %r'" % name)

Izvorni kod 4: max_plus/algebra_operations.py

from automata.matrix import Matrix

def multiply(matrix_m, matrix_n, algebra):
# Matrix M of dimensions m x n; Matrix N of dimensions n x p; Matrix M * N dimensin m x p;
if matrix_m.cols != matrix_n.rows:
raise ValueError(
"The number of columns in the first matrix must equal the number of rows in the second.")

times = algebra.times
result = []
for i in range(matrix_m.rows):
row = []
for j in range(matrix_n.cols):
element = algebra.zero
for k in range(matrix_n.rows):
a = matrix_m.value[i][k]
b = matrix_n.value[k][j]
element = max(element, times(a, b))
row.append(element)
result.append(row)

return Matrix("Result", result)
def right_residual(matrix_m, matrix_n, algebra):

# Matrix M of dimensions m x n; Matrix N of dimensions m x p; Matrix M\N dimensin n x p;

if matrix_m.rows != matrix_n.rows:
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raise ValueError("The number of rows in the first matrix must equal the number of rows in the
second.™)

residual = algebra.residual
result = [[algebra.top] * matrix_n.cols for _ in range(matrix_m.cols)]

for j in range(matrix_m.cols):
for k in range(matrix_n.cols):
for i in range(matrix_m.rows):
a = matrix_m.value[i][j]
b = matrix_n.value[i] [k]
result[j][k] = min(result[j][k], residual(a, b))

return Matrix(’Right Residual’, result)

def left_residual(matrix_n, matrix_m, algebra):
# Matrix N of dimensions m x p; Matrix M of dimensions n x p; Matrix N/M dimensin m x n = M -> N;
if matrix_n.cols != matrix_m.cols:
raise ValueError("The number of rows in the first matrix must match the number of rows in the
second matrix.")

residual = algebra.residual
result = [[algebra.top] * matrix_m.rows for _ in range(matrix_n.rows)]

for i in range(matrix_n.rows):
for j in range(matrix_m.rows):
for k in range(matrix_m.cols):
m = matrix_m.value[j][k]
n = matrix_n.value[i] [k]
result[i][j] = min(result[i][j], residual(m, n))

return Matrix(’Right Residual’, result)

Izvorni kod 5: truncated_product/algebra.py

class Algebra:
def __init__(self, name, times, sim, floor):
self.name = name
self.times = times
self.sim = sim
self.floor = floor

def __repr__(self):
return "Algebra(%r)" % self.name

def _product_times(a, b):
return a * b

def _similarity(x, y):
if x == y:
return 1.0
return min(x, y) / max(x, y)

def truncated(epsilon):
return Algebra("truncated_product”, _product_times, _similarity, epsilon)
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from cmath import inf
from automata.matrix import Matrix

def multiply(matrix_m, matrix_n, algebra):

# Matrix M of dimensions m x n; Matrix N of dimensions n x p; Matrix M * N dimensin m x p;

if matrix_m.cols != matrix_n.rows:

raise ValueError(

"The number of columns in the first matrix must equal the number of rows in the second.")

times, floor = algebra.times, algebra.floor
result = []
for i in range(matrix_m.rows):
row = []
for j in range(matrix_n.cols):
element = -inf
for k in range(matrix_n.rows):
a = matrix_m.value[i] [k]
b = matrix_n.value[k][j]
element = max(element, times(a, b))
# A coordinate this low means a very low acceptance probability.
if element <= floor and element != 0:
element = floor
row.append(element)
result.append(row)

return Matrix("Result", result)

Izvorni kod 7: services/jobs.py

import os
import shutil
import uuid

from app import config
VARIANT_FILE = ".variant"

def job_dir(job_id):
return os.path.join(config.WORK_ROOT, job_id)

def selected_options(flags):
# The six sim/bisim booleans
return [name for name in config.SIM_BISIM_OPTIONS if flags.get(name)]

def _prepare_job(filel_bytes, file2_bytes):
job_id = uuid.uuid4(Q) .hex
directory = job_dir(job_id)
for sub in config.RESULT_SUBDIRS:
os.makedirs(os.path.join(directory, sub), exist_ok=True)

path_a = os.path.join(directory, "automatonA.txt")
path_b = os.path.join(directory, "automatonB.txt")
with open(path_a, "wb") as f:

f.write(filel_bytes)
with open(path_b, "wb") as f:
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def

def

f.write(file2_bytes)
return job_id, directory, path_a, path_b

_append_conclusions(directory, variant_key, result):
# Append each conclusion to its result file, for the download.
sources = config.DOWNLOAD_SOURCES.get(variant_key, [])
for key, message in result.items():
filename = config.RESULT_FILES.get(key)
if not filename or not isinstance(message, str) or not message.strip():
continue
target = next(
(src for src in reversed(sources)
if os.path.isfile(os.path.join(directory, src, filename))),
None,
)
if target is not None:
with open(os.path.join(directory, target, filename), "a", encoding="utf-8") as f:
f.write("\n" + message.strip() + "\n")

run(variant_key, filel bytes, file2_bytes, *, flags=None, limitation=None, mode=None,
word_length=None, delta=None, threshold=None):

variant = config.VARIANTS[variant_key]

compute = variant["compute"]

kind = variant["kind"]

job_id, directory, path_a, path_b = _prepare_job(filel_bytes, file2_bytes)

# Remember which page produced this job
with open(os.path.join(directory, VARIANT_FILE), "w") as f:
f.write(variant_key)

# All 10 processes are divided into 6 categories (i.e. ismbisim: max-plus, max-plus-dioid,
product ...)
if kind == "simbisim":
result = compute(directory, path_a, path_b, selected_options(flags or {}))
elif kind == "simbisim_ limit":
result = compute(directory, path_a, path_b, selected_options(flags or {}), limitation)
elif kind == "weak_length":
result = compute(directory, path_a, path_b, mode, word_length)
elif kind == "weak_delta":
result = compute(directory, path_a, path_b, mode, delta)
elif kind == "weak_threshold":
result = compute(directory, path_a, path_b, mode, threshold)
else:
result = compute(directory, path_a, path_b, mode)

_append_conclusions(directory, variant_key, result)

result["jobId"] = job_id
return result

reset_work_root():
shutil.rmtree(config.WORK_ROOT, ignore_errors=True)
os.makedirs(config.WORK_ROOT, exist_ok=True)
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Izvorni kod 8: services/variants.py

from maxplus import algebra
from app.services import eps_weak_sim_bisim, sim_bisim, weak_sim_bisim

_MAXPLUS = {
"forwardSimulation’: "Forward similation does not find in 10 iteratioms.",
"backwardSimulation’: "Backward similation not found in 10 iterations.",
’forwardBisimulation’: "Forward bisimilation not found in 10 iterations.",
"backwardBisimulation’: "Backward bisimilation not found in 10 iterations.",
’forwardBackwardBisimulation’: "Forward-backward bisimilation not found in 10 iterations.",
"backwardForwardBisimulation’: "Backward-forward bisimilation not found in 10 iterations",

}

_TRUNCATED = {
’forwardSimulation’: "Forward similation does not find in 10 iterations.",
"backwardSimulation’: "Backward similation does not find in 10 iterations.",
’forwardBisimulation’: "Forward bisimilation does not find in 10 iterations.",
"backwardBisimulation’: "Backward bisimilation does not find in 10 iterations.",
’forwardBackwardBisimulation’: "Forward-backward bisimilation does not exist",
"backwardForwardBisimulation’: "Backward-forward bisimilation does not exist",

}

# --- classic (bi)simulations —-—=-=—-—=—= ===

def _run(structure, output_dir, messages, base_dir, filel, file2, selected_options):

return sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, selected_options,
structure, output_dir, messages)

def semiring(base_dir, filel, file2, selected_options):
return _run(algebra.SEMIRING, ’results_max_plus’, _MAXPLUS,
base_dir, filel, file2, selected_options)

def dioid(base_dir, filel, file2, selected_options):
return _run(algebra.DIOID, ’results_max_plus’, _MAXPLUS,
base_dir, filel, file2, selected_options)

def product(base_dir, filel, file2, selected_options):
return _run(algebra.PRODUCT, ’results_product’, _MAXPLUS,
base_dir, filel, file2, selected_options)

def lower_truncation(base_dir, filel, file2, selected_options, limitation):
return _run(algebra.lower(limitation), ’results_max_plus_lower_truncation’, _TRUNCATED,
base_dir, filel, file2, selected_options)

def upper_truncation(base_dir, filel, file2, selected_options, limitation):
return _run(algebra.upper(limitation), ’results_max_plus_upper_truncation’, _TRUNCATED,
base_dir, filel, file2, selected_options)

# --- weak (bi)simulations —----—--——-—————————— -

def max_plus_weak(base_dir, filel, file2, mode):
return weak_sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, mode)

def length_limited(base_dir, filel, file2, mode, word_length):

return weak_sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, mode, max_length=word_length,
output_dir="results_length_limited")
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def upper_truncated_dioid(base_dir, filel, file2, mode, delta):
return weak_sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, mode,
output_dir="results_upper_truncated_dioid",
structure=algebra.upper_dioid(delta))

def product_weak(base_dir, filel, file2, mode):
return weak_sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, mode,
output_dir="results_product_weak",
structure=algebra.PRODUCT, max_iterations=500)

def truncated_product(base_dir, filel, file2, mode, threshold):
return eps_weak_sim_bisim.compute(base_dir, filel, file2, mode, threshold)

Izvorni kod 9: services/download.py

import os
import zipfile

from app import config
from app.services import jobs

def _read_variant(directory):
# Which page produced this job - scopes the download to its own folders.
path = os.path.join(directory, jobs.VARIANT_FILE)
if os.path.isfile(path):
with open(path) as f:
return f.read().strip(Q)
return None

def zip_job(job_id):
# Zip this page’s result files and the two inputs
directory = jobs.job_dir(job_id)
if not os.path.isdir(directory):
return None

sources = config.DOWNLOAD_SOURCES.get(_read_variant(directory), config.RESULT_SUBDIRS)
zip_path = os.path.join(config.WORK_ROOT, job_id + "_results.zip")
with zipfile.ZipFile(zip_path, "w", zipfile.ZIP_DEFLATED) as archive:
for input_file in ("automatonA.txt", "automatonB.txt"):
input_path = os.path.join(directory, input_file)
if os.path.isfile(input_path):
archive.write(input_path, input_file)

filenames = []
for src in sources:
src_dir = os.path.join(directory, src)
if os.path.isdir(src_dir):
for fname in sorted(os.listdir(src_dir)):
if os.path.isfile(os.path.join(src_dir, fname)) and fname not in filenames:
filenames.append(fname)

for fname in filenames:
parts = []
for src in sources:
fpath = os.path.join(directory, src, fname)
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if os.path.isfile(fpath):
with open(fpath, "r", encoding="utf-8") as f:
parts.append(f.read())
if parts:

"

archive.writestr(fname, .join(parts))

return zip_path

Izvorni kod 10: services/words_search.py

def findByKey(arr, key):
for item in arr:
if item.get("word") == key:
return item.get("vector")
return False

def findByValue(arr, value):
keys = []
for item in arr:
if item.get("vector").value == value:
x = item.get("word")
keys.append(x)
if not keys:
return False
else:
return keys

def compareArrays(arrl, arr2):
for al in arrl:
for a2 in arr2:
if al == a2:
return True
return False

Izvorni kod 11: services/sim_bisim.py

import os

from fastapi import UploadFile

from automata.automaton import Automaton, getResponseAutomaton

from automata.matrix import Matrix

from automata.matrix import matrix_min, matrix_ordering

from maxplus.algebra_operations import left_residual, multiply, right_residual

MAX_ITERATIONS = 10
class Vectors:

def __init__(self, automatonl, automaton2):
self.automatonl = automatonl
self.automaton2 = automaton2
self.sigma_A, self.tau_A = automatonl.sigma, automatonl.tau # row vectors
self.sigma_B, self.tau_B = automaton2.sigma, automaton2.tau # row vectors
self.sigma_A_T, self.tau_A_T = self.sigma_A.transpose(), self.tau_A.transpose()
self.sigma_B_T, self.tau B_T = self.sigma_B.transpose(), self.tau_B.transpose()
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class Option:

def __init__(self, key, suffix, filename, label, seed, step, holds):
self.key = key
self.suffix = suffix
self.filename = filename
self.label = label
self.seed = seed
self.step = step
self.holds = holds

OPTIONS = [
Option(
"forwardSimulation", "fs", "fs.txt", "Forward similation",

seed=lambda s, v: right_residual(v.tau_A, v.tau_B, s),
step=lambda s, U, M_A, M_B: left_residual (multiply(M_B, U.transpose(), s), M_A, s).transpose
Q,
holds=lambda s, v, U: matrix_ordering(v.sigma_A, multiply(v.sigma_B, U.transpose(), s)),
)
Option(
"backwardSimulation", "bs", "bs.txt", "Backward similation",
seed=lambda s, v: right_residual(v.sigma_A, v.sigma_B, s),
step=lambda s, U, M_A, M_B: right_residual(M_A, multiply(U, M_B, s), s),
holds=lambda s, v, U: matrix_ordering(v.tau_A_T, multiply(U, v.tau_B_T, s)),
)
Option(
"forwardBisimulation", "fb", "fb.txt", "Forward bisimilation",
seed=lambda s, v: matrix_min(right_residual(v.tau_A, v.tau_B, s),
left_residual(v.tau_A_T, v.tau_B_T, s)),
step=lambda s, U, M_A, M_B: matrix_min(
left_residual (multiply(M_B, U.transpose(), s), M_A, s).transpose(),
left_residual (multiply(M_A, U, s), M_B, s)),
holds=lambda s, v, U:
matrix_ordering(v.sigma_A, multiply(v.sigma_B, U.transpose(), s))
and matrix_ordering(v.sigma_B, multiply(v.sigma_A, U, s)),
)
Option(
"backwardBisimulation", "bb", "bb.txt", "Backward bisimilation",
seed=lambda s, v: matrix_min(right_residual(v.sigma_A, v.sigma_B, s),
left_residual(v.sigma_A_T, v.sigma_B_T, s)),
step=lambda s, U, M_A, M_B: matrix_min(
right_residual (M_A, multiply(U, M_B, s), s),
right_residual (M_B, multiply(U.transpose(), M_A, s), s).transpose()),
holds=lambda s, v, U:
matrix_ordering(v.tau_A_T, multiply(U, v.tau_B_T, s))
and matrix_ordering(v.tau_B_T, multiply(U.transpose(), v.tau_A_T, s)),
)
Option(
"forwardBackwardBisimulation"™, "fbb", "fbb.txt", "Forward-backward bisimilation",
# (sigma_A / sigma_B) i (tau_A \ tau_B)
seed=lambda s, v: matrix_min(left_residual(v.sigma_A_T, v.sigma_B_T, s),
right_residual(v.tau_A, v.tau_B, s)),
step=lambda s, U, M_A, M_B: matrix_min(
left_residual (multiply(M_B, U.transpose(), s), M_A, s).transpose(),
right_residual (M_B, multiply(U.transpose(), M_A, s), s).transpose()),
holds=lambda s, v, U:
matrix_ordering(v.sigma_A, multiply(v.sigma_B, U.transpose(), s))
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and matrix_ordering(v.tau_B_T, multiply(U.transpose(), v.tau_A_T, s)),

s
Option(
"backwardForwardBisimulation", "bfb", "bfb.txt", "Backward-forward bisimilation",
seed=lambda s, v: matrix_min(right_residual(v.sigma_A, v.sigma_B, s),
left_residual(v.tau_A_T, v.tau_B_T, s)),
step=lambda s, U, M_A, M_B: matrix_min(
right_residual(M_A, multiply(U, M_B, s), s),
left_residual (multiply(M_A, U, s), M_B, s)),
holds=lambda s, v, U:
matrix_ordering(v.tau_A_T, multiply(U, v.tau_B_T, s))
and matrix_ordering(v.sigma_B, multiply(v.sigma_A, U, s)),
)y

_BY_KEY = {option.key: option for option in OPTIONS}

# Section titles written at the top of every result file.
_TITLES = [(’fs.txt’, ’Forward Simulation’), (’bs.txt’, ’Backward Simulation’),

(’fb.txt’, ’Forward Bisimulation’), (’bb.txt’, ’'Backward Bisimulation’),
(’fbb.txt’, ’Forward-Backward Bisimulation’),
(’bfb.txt’, ’Backward-Forward Bisimulation’)]

def _solve(option, structure, output_dir, messages, vectors, zero_matrix, base_dir, result):
responses = {}
file_path = os.path.join(base_dir, output_dir, option.filename)

def record(matrix):
matrix.print_matrix_in_file(file_path)
r = matrix.get_matrix()

responses[r[’name’]] = r

U_1 = option.seed(structure, vectors)
U_l.name = "U_1_" + option.suffix
record(U_1)

n=1
while True:
n+=1

non

name = "U_" + str(n) + + option.suffix
# infimum by word length
local_min = Matrix(name, [[structure.top] * U_l.cols for _ in range(U_l.rows)])
for i in range(len(vectors.automatonl.transitions)):
M_x_A = vectors.automatonl.transitions[i] # transition matrix for automaton A
M_x_B = vectors.automaton2.transitions[i] # transition matrix for automaton B

local_min = matrix_min(local_min, option.step(structure, U_1, M_x_A, M_x_B))
U_2 = matrix_min(local_min, U_1) # infimum by previous solution

if n == MAX_ITERATIONS:
result[option.key + 'Result’] = messages[option.key]
break
elif U_l.value == U_2.value:
# Chech 1-xi condition
holds = (U_2.value != zero_matrix.value and option.holds(structure, vectors, U_2))
result[option.key + 'Result’] = option.label + (" exists" if holds else " does not exist"

194




D)
135 break
136 else:
137 # Continue further search for the greatest solution
138 U_2.name = name
139 U_1 =102
140 record(U_1)
141
142 result[option.key] = responses
143
144 | def compute(base_dir, filel: UploadFile, file2: UploadFile, selected_options, structure, output_dir,
messages) :
145 result = {}
146 automatonl = Automaton(filel)
147 automaton2 = Automaton(file2)
148
149 result[’automatonA’] = getResponseAutomaton(automatonl)
150 result[’automatonB’] = getResponseAutomaton(automaton2)
151
152 # Insert titles in files
153 for filename, title in _TITLES:
154 file_path = os.path.join(base_dir, output_dir, filename)
155 with open(file_path, ’'w’) as file:
156 file.write("----- "+ title + " ----- \n")
157
158 zero_matrix = Matrix("zero", [[structure.zero] * automaton2.n for _ in range(automatonl.n)])
159 vectors = Vectors(automatonl, automaton2)
160
161 for checkbox_text in selected_options:
162 _solve(_BY_KEY[checkbox_text], structure, output_dir, messages,
163 vectors, zero_matrix, base_dir, result)
164
165 return result
Izvorni kod 12: services/weak_sim_bisim.py
1| import os
2
3| from automata.matrix import matrix_min, matrix_ordering
4 | from maxplus import algebra_operations
5| from maxplus import algebra
6| from app.services.words_search import compareArrays, findByKey, findByValue
7| from automata.automaton import Automaton, getResponseAutomaton
8| from automata.matrix import Matrix
9

10 | MAX_ITERATIONS = 100

12 | _BACKWARD = {"weakBackwardSimulation", "weakBackwardBisimulation"}
13| _BISIMULATION = {"bisimulation", "weakBackwardBisimulation"}

15 | _DEFAULT_STRUCTURE = algebra.SEMIRING

18 | def _bisim(vl, v2, structure):

nan non

Residual matrix U[i][j] = v1_i \\ v2_j (the residual matrix behind one word).
20 value = [
21 [structure.residual (vl.value[®0][i], v2.value[0][j]) for j in range(v2.cols)]
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def

def

def

def

for i in range(vl.cols)
]

return Matrix(vl.name + <-> + v2.name, value)

_sim_cond_sigma(sigmal, sigma2, phi, structure):
return matrix_ordering(algebra_operations.multiply(sigma2, phi.transpose(), structure), sigmal)

_bisim_cond_sigma(sigmal, sigma2, phi, structure):
return matrix_ordering(sigma2, algebra_operations.multiply(sigmal, phi, structure))

_conclusion(al, a2, max_bisim, backward, bisimulation, structure):
if backward:
tau_a = al.tau.transpose()
tau_b = a2.tau.transpose()
holds = matrix_ordering(tau_a, algebra_operations.multiply(max_bisim, tau_b, structure))
if bisimulation:
holds = holds and matrix_ordering(
tau_b, algebra_operations.multiply(max_bisim.transpose(), tau_a, structure)
)
label = "Weak Backward Bisimulation" if bisimulation else "Weak Backward Simulation"
return label + (" Exists" if holds else " Does Not Exist")

# Forward: "does not exist" when the condition holds.
fails = _sim_cond_sigma(al.sigma, a2.sigma, max_bisim, structure)
if bisimulation:

fails = fails and _bisim_cond_sigma(al.sigma, a2.sigma, max_bisim, structure)
label = "Weak Forward Bisimulation" if bisimulation else "Weak Forward Simulation"
return label + (" Does Not Exist" if fails else " Exists™)

compute(base_dir, filel, file2, mode, *, max_length=None,
output_dir="results_max_plus_weak", structure=None,
max_iterations=MAX_ITERATIONS):

structure = structure or _DEFAULT_STRUCTURE

backward = mode in _BACKWARD

bisimulation = mode in _BISIMULATION

automatonl = Automaton(filel)
automaton2 = Automaton(file2)

result = {
"automatonA": getResponseAutomaton(automatonl),
"automatonB": getResponseAutomaton(automaton2),

out_dir = os.path.join(base_dir, output_dir)
all_calculations = os.path.join(out_dir, "all_calculations.txt™)
max_calculation = os.path.join(out_dir, "max_calculation.txt™)

if backward:
seedl, seed2 = automatonl.sigma, automaton2.sigma

symbol, prefix, seed_word = "sigma", "s_", "sigma_"
else:

seedl, seed2 = automatonl.tau, automaton2.tau
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79 symbol, prefix, seed_word = "tau", "t_", "tau_"

80

81 responses = {}

82 vectors = {}

83 words = [seed_word]

84 vecsl = [{"word": seed_word, "vector": seedl}]

85 vecs2 = [{"word": seed_word, "vector": seed2}]

86

87 start_bisim = _bisim(seedl, seed2, structure)

88 start_bisim.name = seed_word + " <-> " + seed_word + " "

89 start_bisim.print_matrix_in_file(all_calculations)

90 responses[start_bisim.name] = start_bisim.get_matrix()

91 vectors[start_bisim.name] = {"A": seedl.get_matrix(), "B": seed2.get_matrix()}
92

93 max_bisim = _bisim(seedl, seed2, structure)

94 # matrix_min returns a fresh matrix, so the fold loses this name; it is put
95 # back once the loop is done, before the solution is written out.

96 solution_name = max_bisim.name

97 break_flag = False

98 length_capped = False # True if the word-length cap actually stopped expansion
99 count = 1

100

101 for w in words:

102 # Stop expanding once the word reaches the requested length.

103 if max_length is not None and len(w) - 2 >= max_length:

104 length_capped = True

105 continue

106

107 vl = findByKey(vecsl, w)

108 v2 = findByKey(vecs2, w)

109

110 for d1, d2 in zip(automatonl.transitions, automaton2.transitions):

111 if backward:

112 new_w = prefix + w[2:] + dl.name # sigma \otimes M_u
113 pl = algebra_operations.multiply(vl, dl, structure)

114 p2 = algebra_operations.multiply(v2, d2, structure)

115 else:

116 new_w = prefix + dl.name + w[2:] # M_u \otimes tau
117 pl = algebra_operations.multiply(dl, vl.transpose(), structure).transpose()
118 p2 = algebra_operations.multiply(d2, v2.transpose(), structure).transpose()
119 pl.name = new_w

120 p2.name = new_w

121

122 searchl = findByValue(vecsl, pl.value)

123 search2 = findByValue(vecs2, p2.value)

124

125 if not (searchl and search2 and compareArrays(searchl, search2)):
126 vecsl.append({"word": new_w, "vector": pl})

127 vecs2.append({"word": new_w, "vector": p2})

128 words . append (new_w)

129

130 b = _bisim(pl, p2, structure)

131 b.print_matrix_in_file(all_calculations)

132 responses[b.name] = b.get_matrix()

133 vectors[b.name] = {"A": pl.get_matrix(), "B": p2.get_matrix()}
134

135 max_bisim = matrix_min(max_bisim, b)
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136 count += 1

137

138 if count == max_iterations:

139 break_flag = True

140 result["weakSimulationResult"] = (

141 "Procedure did not finish in %d iterations" % max_iterations
142 D)

143

144 if break_flag:

145 break

146 if break_flag:

147 break

148

149 if "weakSimulationResult" not in result:

150 message = _conclusion(

151 automatonl, automaton2, max_bisim, backward, bisimulation, structure
152 )

153 # If it only "Exists" up to the requested word length, say
154 if length_capped and message.endswith("Exists"):

155 message += " for Word Length " + str(max_length)

156 result["weakSimulationResult"] = message

157

158 max_bisim.name = solution_name

159 max_bisim.print_matrix_in_file(max_calculation)

160

161 result["weakSimulation"] = responses

162 result["weakBisimulation"] = responses

163 result["weakVectors"] = vectors

164 result["max_solution"] = {max_bisim.name: max_bisim.get_matrix()}
165 result["different_tau_vectors"] = count

166 result["symbol"] = symbol

167 return result

Izvorni kod 13: services/eps_weak_sim_bisim.py

import os

from automata.automaton import Automaton, getResponseAutomaton

from automata.matrix import Matrix

from automata.matrix import matrix_min, matrix_ordering

from app.services.words_search import compareArrays, findByKey, findByValue
from truncated_product import algebra

from truncated_product.algebra_operations import multiply

=T N e Y. I N SR N

10| # Upper bound on the procedure: the set of tau vector pairs is not guaranteed
11| # to stabilise, so stop after this many newly discovered pairs.
12| ITERATION_LIMIT = 500

14 | RESULTS_DIR = ’results_truncated_product’
15| ALL_CALCULATIONS = ’all_calculations.txt’
16 | MAX_CALCULATION = ’'max_calculation.txt’

18| LABELS = {

19 "simulation": "epsilon-weak Simulation",

20 "bisimulation": "epsilon-weak Bisimulation",
21}

198




23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
7

7
73
74
75
76
77
78
79

class InvalidThresholdError(Exception):
pass

def _start_files(base_dir, threshold, simulation):
# Open both result files with this run’s heading; return their paths.

label = "Simulation" if simulation else "Bisimulation"
heading = "\n\nEpsilon = " + str(threshold) + "\n\n"
paths = {}

for name, title in ((ALL_CALCULATIONS, label + "s"), (MAX_CALCULATION, "Max " + label)):
paths[name] = os.path.join(base_dir, RESULTS_DIR, name)
with open(paths[name], ’w’) as file:

file.write("----- + title + " ----- + heading)
return paths

def _sim(vl, v2, structure):
# How similar the two vectors are, coordinate by coordinate.
value = [
[structure.sim(vl.value[0][i], v2.value[®][j]) for j in range(v2.cols)]
for i in range(vl.cols)
]

return Matrix(vl.name +

<-> + v2.name, value)

def _sim_cond_sigma(sigmal, sigma2, phi, structure):
return matrix_ordering(sigmal, multiply(sigma2, phi.transpose(), structure))

def _sim_cond_tau(taul, tau2, phi, structure):
return matrix_ordering(multiply(phi.transpose(), taul.transpose(), structure),
tau2.transpose())

def _bisim_cond_sigma(sigmal, sigma2, phi, structure):
return matrix_ordering(sigma2, multiply(sigmal, phi, structure))

def _bisim_cond_tau(taul, tau2, phi, structure):
return matrix_ordering(multiply(phi, tau2.transpose(), structure), taul.transpose())

def _relation_holds(simulation, automatonl, automaton2, tl, t2, phi, structure):
# Does the sigma/tau condition still hold for the current solution?
if simulation:
return (_sim_cond_sigma(automatonl.sigma, automaton2.sigma, phi, structure)
and _sim_cond_tau(tl, t2, phi, structure))
return (_bisim_cond_sigma(automatonl.sigma, automaton2.sigma, phi, structure)
and _bisim_cond_tau(tl, t2, phi, structure))

def compute(base_dir, filel, file2, mode, threshold):
if(threshold > 1 or threshold <= 0 or isinstance(threshold, float) == False):
raise InvalidThresholdError("Invalid threshold Error'")

simulation = mode != "bisimulation"
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structure = algebra.truncated(float(threshold))

automatonl = Automaton(filel, threshold)
automaton2 = Automaton(file2, threshold)
paths = _start_files(base_dir, threshold, simulation)

result = {
’automatonA’: getResponseAutomaton(automatonl),
’automatonB’: getResponseAutomaton(automaton2),
}

responses = {}

words = [’tau_’] # words array
vectors_A = [{’word’: ’tau_’, ’vector’: automatonl.tau}] # word -> vector, automaton A
vectors_B = [{’word’: ’tau_’, ’vector’: automaton2.tau}] # word -> vector, automaton B

# The greatest solution so far; matrix_min folds each new pair into it.
max_bisim = _sim(automatonl.tau, automaton2.tau, structure)
max_bisim.name = "tau_ <-> tau_ "

solution_name = max_bisim.name

max_bisim.print matrix_in_file(paths[ALL_CALCULATIONS], threshold)
r = max_bisim.get_matrix()

responses[r[’name’]] = r

holds = True
stopped_after = None
break_flag = False
iterations = 0

for w in words:
tl = findByKey(vectors_A, w) # vector in automaton A for selected word w
t2 = findByKey(vectors_B, w) # vector in automaton B for selected word w

for d1, d2 in zip(automatonl.transitions, automaton2.transitions):
new_w = "t_" + dl.name + w[2:]
tl_prod = multiply(dl, tl.transpose(), structure).transpose()
tl_prod.name = new_w
t2_prod = multiply(d2, t2.transpose(), structure).transpose()
t2_prod.name = new_w

search_A = findByValue(vectors_A, tl_prod.value)

search_B = findByValue(vectors_B, t2_prod.value)

# Already seen this pair of vectors? Then this word adds nothing.

if (not (search_A and search_B and compareArrays(search_A, search_B))):
vectors_A.append({’word’: new_w, "vector": tl_prod})
vectors_B.append({’word’: new_w, "vector": t2_prod})
words . append (new_w)

iterations = iterations + 1

step = _sim(tl_prod, t2_prod, structure)
step.print_matrix_in_file(paths[ALL_CALCULATIONS], threshold)
r = step.get_matrix()

responses[r[’name’]] = r

max_bisim = matrix_min(max_bisim, step)
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137 if not _relation_holds(simulation, automatonl, automaton2,
138 tl_prod, t2_prod, max_bisim, structure):
139 holds = False

140 break_flag = True

141

142 if not break_flag and iterations >= ITERATION_LIMIT:

143 stopped_after = ITERATION_LIMIT

144 break_flag = True

145

146 if break_flag:

147 break

148

149 if break_flag:

150 break

151

152 with open(paths[ALL_CALCULATIONS], ’a’) as file:

153 file.write("Number of tau vectors: " + str(len(words)) + ’\n’)
154 max_bisim.name = solution_name

155 max_bisim.print matrix_in_file(paths[MAX_CALCULATION], threshold)

156

157 if stopped_after is not None:

158 # Hit the iteration cap, so neither answer has been established.
159 message = "Procedure stopped after %d iterations" % stopped_after
160 else:

161 label = LABELS["simulation" if simulation else "bisimulation"]
162 message = label + (" Exists" if holds else " Does Not Exist")

163

164 result[’weakSimulation’] = responses

165 result[’weakBisimulation’] = responses

166 result[’weakSimulationResult’] = message

167 result[’weakVectors’] = _tau_vectors(filel, file2, responses, structure, threshold)
168 result[’max_solution’] = {max_bisim.name: max_bisim.get_matrix()}

169 result[’different_tau_vectors’] = len(words)

170 result[’symbol’] = "tau"

171 return result

172

173

174 | def _suffix_from_name(name) :

175 # The word behind one result name, e.g. "t_xy <-> t_xy" -> "xy".

176 token = name.split("<->")[0].strip(Q)

177 idx = token.find("_")

178 return token[idx + 1:].strip() if idx >= 0 else ""

179

180

181 | def _tau_for_suffix(automaton, suffix, structure):

182 # Fold the word’s transitions over tau, right to left.

183 transitions = {t.name: t for t in automaton.transitions}

184 vector = automaton.tau

185 for letter in reversed(suffix):

186 vector = multiply(transitions[letter], vector.transpose(), structure).transpose()
187 return vector

188

189

190 | def _tau_vectors(path_a, path_b, responses, structure, threshold):

191 # The two tau vectors behind every result, for display alongside it.
192 automaton_a = Automaton(path_a, threshold)

193 automaton_b = Automaton(path_b, threshold)
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vectors = {}
for name in responses:

suffix = _suffix_from_name (name)

try:
vec_a = _tau_for_suffix(automaton_a, suffix, structure)
vec_b = _tau_for_suffix(automaton_b, suffix, structure)

except (KeyError, ValueError):
continue # unknown letter / shape mismatch: just skip the vectors
vectors[name] = {"A": vec_a.get_matrix(), "B": vec_b.get_matrix()}

return vectors
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Dodatak B

Biografija i bibliografija autora

Jelena Mateji¢ rodena je 18. novembra 1994. godine. Osnovnu $kolu ,,Njego$” u Nisu
zavr$ila je 2009. godine. Prirodno-matematicki smer Gimnazije ,,Svetozar Markovi¢” u
Nisu zavrsila je 2013. godine.

Svoje akademsko obrazovanje stekla je na Prirodno-matematickom fakultetu Univer-
ziteta u NiSu, na Departmanu za racunarske nauke. Osnovne akademske studije upisala
je 2013. godine, a zavrSila 2016. godine. Iste godine upisala je master akademske stu-
dije, modul Upravljanje informacijama, koje je zavrSila 2018. godine odbranom master
rada pod nazivom ,,Razvoj aplikacija za elektronsko ucenje koris¢enjem Laravel radnog
okruZenja“. Nakon toga, 2018. godine upisala je doktorske akademske studije.

Od aprila 2019. godine zaposlena je na Departmanu za racunarske nauke Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u NisSu, gde je najpre bila angaZovana u zvanju
istrazivada-pripravnika, a od septembra 2021. godine u zvanju asistenta. U nastavhom
radu bila je angaZovana na izvodenju vezbi iz viSe predmeta u oblasti racunarstva. Pored
angazovanja na fakultetu, radno iskustvo sticala je i u Skolama programiranja namenjenim
deci 1 odraslima.

Ucestvovala je u realizaciji viSe medunarodnih i1 nacionalnih naucnoistrazivackih i
obrazovnih projekata. Bila je ¢lan koordinatorskog tima Erasmus+ projekta Strengthening
Teaching Competences in Higher Education in Natural and Mathematical Sciences (2019—
2022), ¢lan tima projekta Fonda za nauku Republike Srbije Quantitative Automata Models:
Fundamental Problems and Applications (2022-2024), ¢lan partnerskog tima Erasmus+
projekta Master Degree in Integrating Innovative STEM Strategies in Higher Education
(2024-2026), kao 1 koordinatorskog tima projekta Centra za promociju nauke Hab mladih
istraZivaca (2026-).

Kao autor i koautor objavila je viSe naucnih radova u medunarodnim i domadim
Casopisima. Rezultate svojih istraZivanja prezentovala je na viSe medunarodnih nau¢nih
konferencija.

Pored naucnoistrazivackog i nastavnog rada, aktivno ucestvuje u brojnim projektima
i aktivnostima usmerenim ka promociji nauke i obrazovanja. Za postignute rezultate
u nastavnom radu dobitnica je Nagrade za nastavnu delatnost Prirodno-matematickog

fakulteta Univerziteta u NiSu za 2024. godinu.

203



Bibliografija autora

Radovi objavljeni u medunarodnim i doma¢im ¢asopisima

J. Matejié, 1. Micié, M. Ciri¢, Weak simulations and bisimulations Sfor max-plus

automata, Filomat, prihvacen za objavljivanje, 2026.

J. Mateji¢, M. Ciri¢, J. Ignjatovié, 1. Micié, Truncating and Shifting Weights for
Max-Plus Automata, Axioms, vol. 15, 2026 (ar. 79).

M. Cirié, I. Micié, J. Matejié, S. Stanimirovié, Simulations and bisimulations for

max-plus automata, Discrete Event Dynamic Systems, vol. 34, 2024 (pp. 269-295).

I. Micié, M. Cirié, 7. Mateji¢, S. Stanimirovi¢, L. A. Nguyen, Approximate weak
simulations and bisimulations for fuzzy automata over the product structure, Fuzzy
Sets and Systems, vol. 485, 2024 (ar. 108959).

J. Matejié, A. Milenkovi¢, Impact of Peer Feedback in a Web Programming Course
on Students’ Achievement, International Journal of Cognitive Research in Science,
Engineering and Education, vol. 13, no. 1, 2025 (pp. 33-49).

J. Matejié, Students’ perceptions of peer assessment in a Web programming course:
Reflections on feedback, learning, and professional improvement, Journal of Edu-
cational Studies in Mathematics and Computer Science, vol. 2, no. 1, 2025 (pp.
56-66).

J. Matejié, J. Ignjatovi¢, Kvizovi novog doba: pristupi u testiranju znanja, Nastava
matematike, vol. LXX, no. 1-2, 2025 (pp. 62-68).

Radovi objavljeni u zbornicima medunarodnih i domaéih nau¢nih skupova

I. Micié, J. Matejié, S. Stanimirovié, L. A. Nguyen, Towards New Types of Weak
Bisimulations for Fuzzy Automata Using the Product T-Norm, Fuzzy Logic and
Technology, and Aggregation Operators, 2023 (pp. 567-578).

A. Milenkovié, J. Mateji¢, Vrsnjacko vrednovanje radova studenata matematike na
temu digitalnih nastavnih materijala, Beograd: Pedagosko drustvo Srbije, 2023 (pp.
167-172).

204



SaopsStenja na medunarodnim i domacéim nau¢nim skupovima objavljena u izvodu

+ J. Matejié, I. Micié, M. Ciri¢, S. Stanimirovié, Approximating Language Equivalen-
ce: Computation of e-Weak Bisimulations for Fuzzy Automata, The 14th Internatio-
nal Conference on Social and Technological Development (STED 2025), Trebinje,
Bosnia and Herzegovina, June 12—15, 2025.

* J. Mateji¢, I. Micié, M. Ciri¢, S. Stanimirovié, L. A. Nguyen, Efficient Computation
of Epsilon-Weak Bisimulations for Fuzzy Automata, International Conference on
Discrete Applied Mathematics and Mathematical Programming (ICDAMMP 2024),
Lisbon, Portugal, August 27-28, 2024

* J. Mateji¢, 1. Mici¢, M. Ciri¢, S. Stanimirovié, L. A. Nguyen, Algorithmic In-
sights into Computing e-Weak Bisimulations for Fuzzy Automata, 11th International
Workshop on Weighted Automata: Theory and Applications (WATA 2023), Leipzig,
Germany, October 4-7, 2023.

* J. Matejié, 1. Micié, M. Cirié, S. Stanimirovi¢, Computing g-weak bisimulations
for fuzzy automata over truncated product structures: algorithms and complexity
analysis, International Mathematical Conference Analysis, Approximations, and
Applications (AAA 2023), Faculty of Science, University of Kragujevac, Vrnjacka
Banja, Serbia, June 21-24, 2023.

* J. Matejié, J. Ignjatovié, Vrsnjacko ocenjivanje u visokom obrazovanju: percepcije
studenata i uticaj na ucenje, Druga konferencija o nastavi matematike i informatike
(TEMATCOM 2026), Kragujevac, Serbia, May 29-30, 2026.

205






U3JABA O AYTOPCTBY
M3jaBrbyjeM ada je AOKTOpCKa auceprtaumja, rno Hacs0BOM
ANMPOKCUMATUBHE BUCUMVYJIALMNIE 3A TEDXXMHCKE AYTOMATE

Koja je oabpameHa Ha MNMpupoaHo-MaTeMaTMUKOM pakynTeTy YHuBep3uTeTa y Huwy:
e pe3yaTaT COMNCTBEHOr NCTPaXXMBAYKOr paja;

e [a OBy AuCepTauujy, HU Yy UENWUHU, HUTU y AEeNOBMMa, HUCAM NpujaB/bMBana Ha
ApyruMm dakynTeTuMa, HUTU YHUBEP3UTETUMA;

® [a HuCaM NnoBpeawusa ayTopcka npaBa, HATK 3N10ynoTpebuna MHTENEKTYa Hy CBOjUHY
Apyrux nuua.

Jo3BosbaBaM ga ce objaBe MOjM NMUHM Mojaum, KOju Cy y Be3n Ca ayTOPCTBOM U
nobunjarmeM akageMcKor 3Barba AOKTOpPa HayKa, Kao WTo Cy uMe U npesuMe, rogmHa u Mecrto
pohera n gatym oabpaHe paga, u 7o y katanory bubnunorteke, imrntasHoMm peno3mtopmjymy
YHuBep3uteTa y Huwy, kao n y nybnmkaumjama YHmuBep3nteTa y Huwy.

Y Hnuwy, 13. 10. 2026. rogvHe.

MoTnnc ayTopa guceptauunje:

/r(u aw ey U

\
JeneHa . Martejuh







MN3JABA O NCTOBETHOCTWU EJIEKTPOHCKOI' U LULTAMIMAHOI' OBJIUKA
AOKTOPCKE ANCEPTALIMIE

Hacnos ancepTtauuje:
ANMPOKCUMATUBHE BUCUMVYJIALMNIE 3A TEDXXMHCKE AYTOMATE

N3jaB/byjeM da je enekTpoHcku o06AMK Moje AOKTOpCcKe aucepTtauuje, Kojy cam
npegana 3a yHowemwe y iurntanHu penosutopujym YHusep3aurteta y Huwy, ncrosertaH
WwTaMnaHoMm obaunky.

Y Hnuwy, 13. 10. 2026. rogvHe.

MoTnnc ayTopa gmnceptauunje:

Uam esuts
(r_( {JJJJ t‘;( us

JeneHa [. MaTtejuh







U3JABA O KOPULLUKREHDY

Osnawhyjem YHuBep3uteTrcky 6ubnmnoteky ,Hukona Tecna“ pga y [AurutanHu
penosuTopujyMm YHuUBep3uTeTa y Huwy yHece MOjy AOKTOPCKY AucepTauujy, nos Hac/lio0BOM

ANMPOKCUMMATUBHE BUCUMYJIALIMIE 3A TEXXMWHCKE AYTOMATE

OncepTaunjy ca cBMM Npuno3nma npegasna cam y efleKTPOHCKOM 06aMKy, NOrogHOM
3a TpajHO apxuBupame.

Mojy AOKTOpCKY AucepTauujy, yHeTy y OurntanHun penosutopujyM YHuBepsuTeTa y
Hunwy, Mory KopuctuTu CBM KOju mowTyjy oapenbe caapxaHe y ogabpaHom Tuny nuueHue
KpeatneHe 3ajeaHuue (Creative Commons), 3a Kojy cam ce oany4una.

1. AytopcTteo (CC BY)

2. AyTtopcTtBo - HekoMmepuujanHo (CC BY-NC)

3. AyTopCTBO — HekoMepumnjanHo — 6e3 npepage (CC BY-NC-ND)

4. AyTOpCTBO — HekoMepuMjanHo — aenntn nog nctmm ycnosmma (CC BY-NC-SA)

5. AytopctBo — 6e3 npepaae (CC BY-ND)

6. AyTopcTBo — aenutu nog nctum ycnosmma (CC BY-SA)

Y Hnuwy, 13. 10. 2026. rogvHe.

MoTnuc ayTopa anceprtauunje:

/T\u ey &

Jenena [. MaTejuh







Mpunor 4/1

\\"\

ey ; NMPUPOAOHO - MATEMATUYKU GAKYIITET

HWLL

7,
g3
K —l
TiKcn ©AF

\'\\
nppon™

KIibYYHA AOKYMEHTALIUJCKA UHO®OPMALIMJA

Pennu 6poj, PBP:

WoeHTudmkaumonm 6poj, UBP:

Tun gokymeHTauuje, TO:

MoHorpadcka

Twn 3anuca, T3:

TEeKCTyanHn / rpaduykm

Bpcta paga, BP:

AOKTOpCcKa AucepTauuja

AyTop, AY:

JeneHa Matejuh

MeHTop, MH:

MBaHa Muuuh

Hacnos paga, HP:

AnpokcumaTtnBHe bucumynaumje 3a TEXUHCKE ayToMaTte

Jesuk nyénukauuje, JI: CpPNCKMn

Jesvk nssoga, JU: CPMCKMU

3emrba ny6nvkosatsa, 3M: Cpbuja

Yxe reorpadcko nogpydje, YI: Cp6|/|ja

loguHa, Mo: 2026.

Wspasay, U3: AYTOPCKN pENPUHT

MecTto n agpeca, MA:

Huw, Buwerpagcka 33.

®u3znykm onuc paga, PO:
(nornaerva/ctpaHal umTara/tabenal/cnvika/rpacbvka/mpunora)

7 nornaerba / 205 ctpana / 88 untara / 9 tabena /
20 cnuka / 0 rpadhuka / 2 npunora

Hay4yHa obnact, HO:

padyHapcKke Hayke

HayyHa auncumnnuna, HO:

TEOPMjCKO pavyyHapPCTBO

MpenwmeTHa onpenHnua/KrbyuHe peyn, MO:

TEXMHCKN ayToOMaTK, Makc-nnyc aytomarwu,
dasn aytomatu, cumynaumje, bucumynaumje,
cnabe cumynaumje, cnabe 6ucumynauuje,
anpoKcuMaTuBHe cumynaumje

YaK

004.421:004.8

Yysa ce, YY:

oubnunorteka

BaxxHa HanomeHa, BH:




MN3Bon, U3:

OBa gucepTaumja npoyyaBa cumynauuvje n ucumynaumje
3a TEeXMHCKe ayTomarte, ca nocebHMM POoKycoM Ha max-
plus aytomarte. OCHOBHM UUIb paga je pa3Boj U aHanusa
meToga 3a nopehewe noHawakwa aytomata Yy
cuTyaumjama y Kojuma CcTaHgapgHu  nocTtynum  3a
ogpehuBawe cumynauuja u  OGucumynaumja  HUCY
AOBO/bHO emkacHM wnn He p[oBoge [0 KOHA4yHor
pewera. Paamartpajy ce pasnuyuuty TUNOBW cumynauuja
n Oucumynaumja, muxoBe cnabe BapujaHTe, Kao WU
KapakTepusauuvje Hajpehux pewewa nomohy cucrtema
MaTPUYHUX HEjeaHauYnHa.

MocebHa naxwa noceeheHa je npobnemy 6eckoHa4YHOCTH
KOju ce jaBrba npu m3padvyHaBawy cnabux cumynaumja u
Oucnmynaumja. Y TOM UWIby yBedeHe Cy penakcauuje
3aCHOBaHe Ha oOrpaHuyewy OyXUMHE pedn U gatyma
peanusauuje, Kao U NPUCTYNN 3aCHOBaHU Ha OOHEM U
ropbeM ofceuawy M Mnomepawy TexumHa Yy max-plus
CTpyKTypama. Ha Taj Ha4unmH oMmoryheHo je KoHTponmcaHo
npubnmxkHo  nopehewe nNoHawawa aytTomara MU
edomKacHuje nspadvyHasare ogrosapajyhux penauuja.

Y 3aBpLUIHOM Aeny paga pasBujeHu NpUcTyn je npowmpeH
Ha dpa3n ayTomaTte Haf nNpou3Bon CTPYKTYPOM, YBONEHEeM
OofcedeHe MNpou3BoL CTPYKType W HOj ogroeapajyhmnx
cnabux cumynauvja wn  Gucumynauuwja. dobujeHu
pesynTtatu npeacrassbajy OOMPUHOC pasBoOjy MeToda 3a
ePeKTMBHO M anpoKcMMaTuBHO nopehere TEXUHCKUX
ayTomara.

Oatym npuxsatawa Teme, AM:

08. 12. 2025.

Oatym ogbpane, OO:

UnaHosu komucuje, KO:

MpencenHuk:

YnaH:

YnaH:

YnaH:

YUnaH, meHTOp:

Ob6pasay Q4.09.13 - N3pare 1

Q4.16.01 - Izdawe 1



Mpunor 4/2

S
' <
DAY

' NMPUPOOHO - MATEMATUYKU OAKYITET

HWLL

),
iy o

7
7,

o
ppos™”

KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number, ANO:

Identification number, INO:

Document type, DT:

monograph

Type of record, TR:

textual / graphic

Contents code, CC:

doctoral dissertation

Author, AU: Jelena Mateji¢

Mentor, MN: Ivana Mici¢

Title, TI: Approximate bisimulations for weighted automata
Language of text, LT: Serbian

Language of abstract, LA: Serbian

Country of publication, CP: Serbia

Locality of publication, LP: Serbia

Publication year, PY: 2026

Publisher, PB:

author’s reprint

Publication place, PP:

Nis, Visegradska 33.

Physical description, PD:
(chapters/pagesiref./tables/pictures/graphs/appendixes)

0 graphs / 2 appendixes

7 chapters / 205 pages / 88 ref / 9 tables / 20 pictures /

Scientific field, SF:

Computer science

Scientific discipline, SD:

Theoretical computer science

Subject/Key words, S/IKW:

bisimulations

weighted automata, max-plus automata, fuzzy automata,
simulations, bisimulations, weak simulations, weak
bisimulations, approximate simulations, approximate

uc

004.421:004.8

Holding data, HD:

library

Note, N:




Abstract, AB:

This dissertation studies simulations and bisimulations for
weighted automata, with particular emphasis on max-plus
automata. The main objective is to develop and analyze
methods for comparing the behavior of automata in situations
where standard procedures for determining simulations and
bisimulations are not sufficiently efficient or do not yield a finite
solution. Different types of simulations and bisimulations, their
weak variants, as well as characterizations of their greatest
solutions by systems of matrix inequalities are considered.

Particular attention is devoted to the problem of non-
termination that arises in the computation of weak simulations
and bisimulations. To address this issue, relaxations based on
limiting the length of words and their execution dates are
introduced, as well as approaches based on lower and upper
truncation and shifting of weights in max-plus structures. These
approaches enable controlled approximate comparison of
automata behavior and more efficient computation of the
corresponding relations.

In the final part of the dissertation, the developed approach is
extended to fuzzy automata over the product structure by
introducing a truncated product structure and the
corresponding weak simulations and bisimulations. The
obtained results contribute to the development of methods for
effective and approximate comparison of weighted automata.

Accepted by the Scientific Board on, ASB:

08. 12. 2025.

Defended on, DE:

Defended Board, DB:

President:

Member:

Member:

Member:

Member, Mentor:

Ob6pasay Q4.09.13 - N3parse 1

Q4.16.01 - Izdawe 1



	Spisak procedura, slika i tabela
	Predgovor
	Uvodni pojmovi
	Skupovi, relacije i uređenja
	Osnovne algebarske strukture
	Mreže i reziduirane mreže
	Fazi skupovi i fazi relacije

	Formalni jezici i težinski automati
	Slobodan monoid i formalni jezici
	Težinski automati
	Reprezentacija težinskih automata
	Specifične klase težinskih automata

	Simulacije i bisimulacije za max-plus automate
	Relacije poređenja automata
	Simulacije i bisimulacije
	Najveće simulacije i bisimulacije
	Uticaj izbora max-plus strukture na određivanje simulacija i bisimulacija

	Slabe simulacije i bisimulacije za max-plus automate
	Presimulacije i prebisimulacije
	Slabe simulacije i bisimulacije
	Najveće slabe simulacije i bisimulacije
	Procedura za računanje najvećih slabih rešenja

	Relaksacija slabih simulacija i bisimulacija za max-plus automate
	Unapređeni postupci za ispitivanje inkluzije i ekvivalencije
	Relaksirane slabe simulacije i bisimulacije
	Relaksacije ograničene dužinom reči
	Delta-odsečeni max-plus poluprsten. Gornje odsecanje poluprstena P
	Delta-simulacije i Delta-bisimulacije. Relaksacije ograničene datumom

	Odsecanje i pomeranje težina za max-plus automate
	Donje odsecanje i pomeranje težina na max-plus poluprstenu
	Gornje odsecanje i pomeranje težina na max-plus poluprstenu
	Odsecanje i pomeranje težina na max-plus automatima
	Sim. i bisim. na odsečenim i pomerenim max-plus automatima
	Slabe sim. i bisim. na odsečenim i pomerenim max-plus automatima

	Aproksimacije fazi automata nad proizvod strukturom
	Odsečena proizvod struktura
	Fazi automati nad odsečenom proizvod strukturom
	epsilon-slabe simulacije i bisimulacije nad proizvod strukturom
	Algoritam za računanje najvećih epsilon-slabih sim. i bisim.

	Zaključak
	Literatura
	A   Programski kod
	B   Biografija i bibliografija autora

