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Predgovor

Teorija fiksne tačke je jedna od fundamentalnih grana matematike. Široke
primene ima, pored matematičkih nauka, i u fizici, hemiji, biologiji, ekono-
miji, kao i drugim prirodnim i društvenim naukama. Osnove metričke teo-
rije fiksne tačke postavljene su u doktorskoj tezi Banaha publikovanoj 1922.
godine [S. Banach: Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur
applications aux équations integrals, Fund. Math. (1922) 3, 133–181]. Tu je
dokazana teorema o postojanju i jedinstvenosti fiksne tačke za Lipšicova pre-
slikavanja sa konstantom manjom od 1 na kompletnom metričkom prostoru.
Ovaj značajni rezultat uzima se za početak izučavanja teorije fiksne tačke na
metričkim prostorima.

Kasnije, pojavljuju se mnogobrojna uopštenja Banahove teoreme. Najpre
su u kompletnim metričkim prostorima pronalaženi novi tipovi preslikavanja,
opštijih od Banahove kontrakcije, a koja imaju jedinstvenu fiksnu tačku.
Značajan je rezultat Bojda i Vonga iz 1969. [D.W. Boyd, J.S.W. Wong: On
nonlinear contractions, Proc. Amer. Math. Soc. (1969) 20, 458–464]. Oni
su izučavali preslikavanja f kompletnog metričkog prostora (X, d) za koja
važi kontraktivni uslov oblika:

d(fx, fy) ≤ Ψ(d(x, y)), x, y ∈ X,

gde je Ψ : P → [0,∞) funkcija definisana na zatvorenju skupa

P = {d(x, y) : x, y ∈ X},

koja je poluneprekidna s desne strane na P̄ i važi

Ψ(t) < t za svako t ∈ P̄ \ {0}.

Pokazali su da takva preslikavanja imaju jedinstvenu fiksnu tačku. Ovde
su i prvi put korǐsćene pomoćne ili kontrolne funkcije u teoriji fiksne tačke.
Pomenuta metoda je veoma značajna za dalja istraživanja. Tako je u radu
[F. Khojasteh, S. Shukla, S. Radenović: A new approach to the study of fixed
point theory for simulation functions, Filomat (2015) 29:6, 1189–1194] uveden
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PREDGOVOR 3

pojam simulacione funkcije, i Z-kontrakcije kao preslikavanja T kompletnog
metričkog prostora (X, d), za koje je

ζ(d(Tx, Ty), d(x, y)) ≥ 0, x, y ∈ X,

gde je ζ : [0,∞) × [0,∞) → [0,∞) simulaciona funkcija. Pokazano je da
i Z-kontrakcije imaju jedinstvenu fiksnu tačku. Z-kontrakcije obuhvataju
Banahove kontrakcije i nelinearne kontrakcije Bojda i Vonga.

Novi rezultati dobijaju se tako što se uopštava kontraktivni uslov, ili se po-
smatraju uopšteni metrički prostori. Jedno od veoma značajnih istraživanja
pokrenuli su 1996. Kada, Suzuki i Takahaši u radu [O. Kada, T. Suzuki,
W. Takahashi: Nonconvex minimization theorems and fixed point theorems
in complete metric spaces, Math. Japonica (1996) 44, 381–391]. Oni su
uveli koncept w-rastojanja na metričkim prostorima i izmedu ostalog uopštili
mnoge rezultate (npr. varijacioni princip Ekelanda). O značaju njihovog po-
menutog rada govori veliki broj radova koji upotrebljavaju njihove rezultate.

U ovoj disertaciji mi razmatramo problem najbolje aproksimacije kori-
steći w-rastojanja. Tačke najbolje aproksimacije se javljaju kao prirodna
uopštenja standardnog pojma fiksne tačke preslikavanja u slučaju kada se
domen i kodomen datog preslikavanja T na nekom metričkom prostoru (X, d)
ne poklapaju, ili mogu biti i disjunktni skupovi. U takvoj situaciji je od in-
teresa naći tačku x ∈ X takvu da je rastojanje izmedu tačke x i njene slike
Tx najmanje moguće, odn. da se veličina d(x, Tx) minimizuje pod izvesnim
kriterijumima. Problem nalaženja tačaka najbolje aproksimacije u uskoj je
vezi sa raznim problemima varijacionih nejednakosti i ima mnogobrojne pri-
mene u funkcionalnoj analizi, teoriji integralnih i diferencijalnih jednačina,
i dr. Konkretno, u ovoj disertaciji će se razmatrati pomenuti problem u
najopštijem mogućem kontekstu u okviru teorije fiksne tačke:

Ako su A i B neprazni skupovi u datom metričkom prostoru (X, d) i
T : A → B preslikavanje, podrazumevaće se da je element x ∈ A tačka
najbolje aproksimacije (najbolja aproksimaciona tačka) za preslikavanje T
ako važi

d(x, Tx) = d(A,B),

gde je d(A,B) rastojanje skupova A i B definisano kao

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

Rezultati iz ove disertacije su dobijeni kako samostalno, tako i u koa-
utorstvu sa matematičarima: Vladimirom Rakočevićem i Stojanom Rade-
novićem (Srbija), Erdalom Karapinarom (Turska), kao i Hamidreza Rahimi i
Ghasem Soleimani Rad (Iran). Konkretno, u radu [A. Kostić, V. Rakočević,
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S. Radenović: Best proximity points involving simulation functions with w0-
distances, Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, F́ısicas y Na-
turales. Serie A. Matemáticas (2019) 113:2, 715–727] uvedena je potpuno
nova generalizovana metrika (w0-rastojanje) i po prvi put su upotrebljene si-
mulacione funkcije za izučavanje tačaka najbolje aproksimacije preslikavanja
na prostorima sa w0-rastojanjem. Uvedeni su pojmovi Z-p-proksimalne kon-
trakcije prvog i drugog tipa, kao preslikavanja T : A→ B (A i B su neprazni
skupovi u kompletnom metričkom prostoru (X, d) sa w0-rastojanjem p) za
koja važi uslov:

ζ(µ(u, v), µ(x, y)) ≥ 0, (odn. ζ(µ(Tu, Tv), µ(Tx, Ty)) ≥ 0)

za svaka dva para tačaka u, v ∈ A i x, y ∈ A takva da je

d(u, Tx) = d(v, Ty) = d(A,B)

(ζ : [0,∞) × [0,∞) → [0,∞) je simulaciona funkcija, dok je µ(x, y) =
max{p(x, y), p(y, x)}.) Odredeni su dovoljni uslovi za egzistenciju i jedin-
stvenost tačke x ∈ A sa osobinom

d(gx, Tx) = d(A,B),

gde je g : A→ A dato neprekidno preslikavanje, i pokazano je da tada svaki
iterativni niz {xn} odreden sa

d(gxn+1, Txn) = d(A,B), n ∈ N ∪ {0}

i proizvoljnom početnom tačkom x0 ∈ A konvergira tački x. Kao posledice
je moguće izvesti mnoge nove ali i već dobro poznate rezulatate o egzistenciji
i jedinstvenosti tačaka najbolje aproksimacije, odn. fiksnih tačaka preslika-
vanja.

Nastavak pomenutih istraživanja je u radu [A. Kostić, E. Karapınar, V.
Rakočević: Best proximity points and fixed points with R-functions in the
framework of w-distances, Bulletin of the Australian Mathematical Soci-
ety (2019) 99:3, 497–597]. Ovde se koriste R-funkcije koje su uvedene u
radu [A.F. R.L. de Hierro, N. Shahzad: New fixed point theorem under R-
contractions, Fixed Point Theory Appl. (2015) 2015, Article ID 2015:98] i
dobijeni su analogni rezultati o tačkama najbolje aproksimacije, a sa širim
dijapazonom primena.

U radu [A. Kostić: Best proximity points revisited, Filomat (2019) 33:16,
5159–5166] su izučavana preslikavanja Meir-Keelerovog tipa na prostorima
sa w-rastojanjem.
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U radu [A. Kostić, H. Rahimi, G. Soleimani Rad: wt0-distance and best
proximity points involving b-simulation functions, in review] dobijeni su re-
zultati za preslikavanja na b-metričkim prostorima.

U samostalnom radu [A. Kostić: Best proximity points for a new type of
set-valued mappings, Mathematica Slovaca (2019) 69(6), 1395–1402] izučava
se postojanje tačaka najbolje aproksimacije skupovno-vrednosnih (vǐsezna-
čnih) preslikavanja na metričkim prostorima. U ovom slučaju prostori ne
moraju biti kompletni, i uveden je novi kontraktivni uslov.

Autor je u radu [A. Kostić: Solvability of Hammerstein equation via new
best proximity point results, in review] uveo nove rezultate za vǐseznačna pre-
slikavanja na prosotrima sa w-rastojanjem uz upotrebu simulacionih funkcija.
Takode su razmatrane i primene tih rezultata na rešavanje Hamerštajnove
integralne jednačine.

Tekst disertacije podeljen je u tri glave. Prva glava je uvodnog karaktera.
Druga glava sadrži glavne rezultate do kojih je autor došao u prethodno
navedenim radovima. U trećoj glavi je izučavana primena glavnih rezultata
na rešavanje integralnih jednačina i varijacionih nejednakosti, i navedeni su
pravci za moguća dalja istraživanja.

∗ ∗ ∗

Ovom prilikom bih se zahvalio mentoru Profesoru Dr Vladimiru Rako-
čeviću, dopisnom članu SANU, na korisnim savetima koji su doprineli po-
bolǰsanju kvaliteta disertacije, kao i na pomoći u toku izrade disertacije i
doktorskih studija. Takode sam zahvalan i ostalim članovima komisije za
ocenu i odbranu disertacije, Profesorima: Dr Dejanu Iliću, Dr Ljiljani Gajić,
akademiku Dr Gradimiru V. Milovanoviću, i Dr Vladimiru Pavloviću.
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Glava 1

Uvod

1.1 Neki osnovni pojmovi i tvrdenja

U ovoj sekciji izlažemo neke osnovne pojmove i stavove koji se koriste u
daljem tekstu. Sledeće definicije i tvrdenja se mogu naći u gotovo svakom
udžbeniku iz funkcionalne analize (videti npr. [46, 55]).

Definicija 1.1.1. Neka je X dati neprazan skup. Funkcija d : X × X →
[0,∞) naziva se metrika (rastojanje) na skupu X ako zadovoljava sledeće
uslove:

(1) d(x, y) ≥ 0 za svako x, y ∈ X;

(2) d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y;

(3) d(x, y) = d(y, x) za svako x, y ∈ X (simetričnost);

(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) za svako x, y, z ∈ X (nejednakost trougla).

Par (X, d) se tada naziva metrički prostor.

Neka je (X, d) metrički prostor, x ∈ X i r > 0. Skupovi:

K(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r};

K[x, r] = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r},

nazivaju se redom otvorena kugla, odn. zatvorena kugla u X sa centrom u x
poluprečnika r.

Dijametar skupa A ⊆ X je definisan sa

diam(A) = sup
x,y∈A

d(x, y).

6



GLAVA 1. UVOD 7

Skup A ⊆ X je:
- otvoren ako i samo ako je unija neke familije otvorenih kugli u X;
- zatvoren ako i samo ako je on komplement nekog otvorenog skupa u X;
- ograničen ako i samo ako je diam(A) < ∞, odn. ako i samo ako je

sadržan u nekoj kugli prostora X;
- kompaktan ako i samo ako za svaku familiju otvorenih skupova U takvu

da je A ⊆
⋃
U postoje U1, . . . , Un ∈ U tako da je A ⊆

⋃n
i=1 Ui.

Niz {xn} ⊆ X konvergira ka X ∈ X ako

d(xn, x)→ 0 kada n→∞,

i uobičajeno se pǐse
lim
n→∞

xn = x.

Tačka x ∈ X je tačka nagomilavanja skupa A ako postoji niz {xn} ⊆ A
medusobno različitih tačaka koji konvergira ka x.

Teorema 1.1.1. Skup A ⊆ X je zatvoren u X ako i samo ako za svaki niz
{xn} ⊆ A važi da limn→∞ xn = x ∈ X povlači x ∈ A.

Teorema 1.1.2. Skup A ⊆ X je kompaktan ako i samo ako svaki niz {xn} ⊆
A ima tačku nagomilavanja u A.

Definicija 1.1.2. Niz {xn} ⊆ X je Košijev ako za svako ε > 0 postoji nε ∈ N
tako da za svako m,n ∈ N iz m,n ≥ nε sledi d(xn, xm) < ε.

Svaki konvergentan niz je Košijev, a ako važi i obrat, prostor (X, d) je
kompletan.

Preslikavanje f sa metričkog prostora (X, dX) u metrički prostor (Y, dY )
je neprekidno u tački a ∈ X ako za svako ε > 0 postoji δε > 0 tako da
za svako x ∈ X iz d(x, a) < δε sledi d(f(x), f(a)) < ε. Preslikavanje je
neprekidno na skupu A ⊆ X ako je ono neprekidno u svakoj tački skupa A.

Definicija 1.1.3. Neka je X vektorski prostor nad poljem K, gde je K polje
realnih ili kompleksnih brojeva. Funkcija ‖ · ‖ : X → [0,∞) je norma na X
ako zadovoljava sledeće uslove:

(i) ‖x‖ ≥ 0 za svako x ∈ X;

(ii) ‖x‖ = 0 ako i samo ako je x = 0;

(iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ za svako λ ∈ K i svako x ∈ X;

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ za svako x, y ∈ X.
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Par (X, ‖ · ‖) se tada naziva normiran prostor.

Ako je (X, ‖ · ‖) normiran prostor, tada je funkcija d : X ×X → [0,∞)
definisana sa

d(x, y) = ‖x− y‖ za svako x, y ∈ X

metrika na X, koja se naziva metrika definisana normom, odn. prirodna
metrika na X. Ako nije drugačije naglašeno, podrazumeva se da je normiran
prostor metrički prostor sa prirodnom metrikom. Ako je normirani prostor
X sa prirodnom metrikom kompletan, tada se X naziva Banahov prostor.

Definicija 1.1.4. Neka je X vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.
Funkcija (·, ·) : X×X → R je skalarni proizvod na X ako zadovoljava sledeće
uslove:

(S1) (x, x) ≥ 0 za svako x ∈ X;

(S2) (x, x) = 0 ako i samo ako je x = 0;

(S3) (x, y) = (y, x) za svako x, y ∈ X;

(S4) (λ1x1 + λ2x2, y) = λ1(x1, y) + λ2(x2, y) za svako x1, x2, y ∈ X i svako
λ1, λ2 ∈ R.

Tada se kaže da je X realan unitaran prostor, odn. prostor sa skalarnim
proizvodom.

Ako je X unitaran prostor, može se dokazati da je sa

‖x‖ = (x, x)1/2 za svako x ∈ X

definisana norma na X, koja se naziva norma definisana skalarnim proi-
zvodom. Podrazumeva se da je svaki unitaran prostor normiran prostor sa
normom definisanom skalarnim proizvodom. Ako je X Banahov prostor,
tada se X naziva realan Hilbertov prostor.

Podsetimo se osnovnih stavova o fiksnim tačkama preslikavanja na me-
tričkim prostorima.

Definicija 1.1.5. Neka je X neprazan skup i T : X → X. Kaže se da
preslikavanje T ima fiksnu (nepokretnu) tačku ako postoji x ∈ X tako da je

Tx = x,

i tada se element X naziva fiksna (nepokretna) tačka preslikavanja T .
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Za sledeću teoremu, poznatu pod nazivom Banahov princip kontrakcije
se vezuje početak izučavanja teorije fiksne tačke na metričkim prostorima.

Teorema 1.1.3 ([8]). Neka je (X, d) kompletan metrički prostor, i neka je
preslikavanje T : X → X kontrakcija, tj. postoji broj λ ∈ (0, 1) tako da važi

d(Tx, Ty) ≤ λd(x, y) za svako x, y ∈ X.

Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tačku z ∈ X, i T nx → z za
svako x ∈ X.

Navodimo i važan rezultat koji su dokazali Boyd i Wong 1969. godine, a
koji je uopštenje Banahovog principa kontrakcije.

Teorema 1.1.4 ([10]). Neka je (X, d) kompletan metrički prostor, i neka je
T : X → X preslikavanje koje zadovoljava uslov

d(Tx, Ty) ≤ Ψ(d(x, y)), x, y ∈ X,

gde je Ψ : P → [0,∞) funkcija definisana na zatvorenju skupa

P = {d(x, y) : x, y ∈ X},

koja je poluneprekidna s desne strane na P̄ i važi

Ψ(t) < t za svako t ∈ P̄ \ {0}.

Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tačku z, i T nx → z za svako
x ∈ X.

Iste godine su Meir i Keeler u radu [47] dokazali sledeći opštiji rezultat.

Teorema 1.1.5 ([47]). Neka je (X, d) kompletan metrički prostor, i neka
je T : X → X preslikavanje. Pretpostavimo da za svako ε > 0 postoji
δ = δ(ε) > 0 tako da za svako x, y ∈ X važi sledeći uslov:

ε ≤ d(Tx, Ty) < ε+ δ ⇒ d(x, y) < ε.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tačku z ∈ X, i za svako x ∈ X niz {T nx}
konvergira ka z.
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1.2 w-Rastojanja

Pojam w-rastojanja na metričkim prostorima su uveli i izučavali japanski
matematičari O. Kada, T. Suzuki i W. Takahashi u radu Nonconvex minimi-
zation theorems and fixed point theorems in complete metric spaces iz 1996.
godine. Oni su generalizovali ranije rezultate Ekelanda (“varijacioni prin-
cip”), Caristija i Takahashija o fiksnim tačkama kontraktivih preslikavanja,
i dali razne primere. Za primene w-rastojanja u teoriji fiksne tačke, videti
[14, 19, 23, 24, 25, 35, 59, 61].

Definicija 1.2.1. Ako je (X, d) dati metrički prostor, tada se funkcija p :
X ×X → [0,∞) koja poseduje sledeća svojstva:

(P1) za svako x, y, z ∈ X je p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z);

(P2) za svako x ∈ X je funkcija p(x, ·) : X → [0,∞) poluneprekidna sa
donje strane;

(P3) za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da iz p(z, x) ≤ δ i p(z, y) ≤ δ sledi
d(x, y) ≤ ε

naziva w-rastojanje na X.

Podsetimo se da je funkcija f : X → R, gde je (X, d) metrički prostor
poluneprekidna sa donje strane (donje poluneprekidna) u tački x ∈ X ako je
ili lim infxn→x f(xn) =∞ ili lim infxn→x f(xn) ≥ f(x) za svaki niz {xn} u X
koji konvergira ka x.

U sledećim primerima koje su dali Kada, Suzuki i Takahashi lako se do-
kazuje na osnovu definicije da su navedene funkcije w-rastojanja.

Primer 1.2.1. Ako je (X, d) metrički prostor, tada je metrika d ujedno i
w-rastojanje na X

Primer 1.2.2. Ako je (X, || · ||) normirani prostor, onda je funkcija p : X ×
X → [0,∞) odredena sa

p(x, y) = ||x||+ ||y||

za x, y ∈ X w-rastojanje.

Primer 1.2.3. Neka je (X, || · ||) normirani prostor. Tada je sa

p(x, y) = ||y||, x, y ∈ X

odredeno w-rastojanje na X.
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Primer 1.2.4. Kada i dr. [29] su dali još i sledeće primere w-rastojanja.
Neka je (X, d) metrički prostor. Svaka funkcija p : X × X → [0,∞)

definisana kao u (1)–(4) je w-rastojanje na X.

(1) p(x, y) = c, gde je c neki pozitivan realan broj;

(2) p(x, y) = max{d(Tx, y), d(Tx, Ty)}, gde je T : X → X dato nepre-
kidno preslikavanje;

(3) Ako je X = R sa standardnom metrikom d, tada je

p(x, y) =

∣∣∣∣∫ y

x

f(u) du

∣∣∣∣
w-rastojanje na X, gde je f : X → [0,∞) neprekidna funkcija takva
da je infx∈X

∫ x+r
x

f(u) du > 0 za svako r > 0;

(4) p(x, y) =

{
d(x, y), ako x, y ∈ F
c, ako x 6∈ F ili y 6∈ F

gde je F zatvoren i ograničen podskup od X i c ≥ diam(F ).

Sledeće svojstvo je od velike važnosti za dalja razmatranja.

Lema 1.2.1. Neka je (X, d) metrički prostor, p w-rastojanje na X, x, y, z ∈
X proizvoljni, {xn}, {yn} nizovi u X, a {αn}, {βn} nizovi realnih brojeva
koji konvergiraju ka nuli. Tada važi:

(i) Ako je za svako n ∈ N p(xn, y) ≤ αn i p(xn, z) ≤ βn tada je y = z.
Specijalno, ako je p(x, y) = 0 i p(x, z) = 0, tada je y = z.

(ii) Ako je za svako n ∈ N p(xn, yn) ≤ αn i p(xn, z) ≤ βn, tada niz {yn}
konvergira ka z.

(iii) Ako je za svako m,n ∈ N, m > n p(xn, xm) ≤ αn, niz {xn} je Košijev.

(iv) Ako je za svako n ∈ N p(y, xn) ≤ αn, niz {xn} je Košijev.

U radu [43], Kostić i dr. su uveli i proučavali koncept tzv. w0-rastojanja,
koji se neznatno razlikuje u odnosu na originalni koncept w-rastojanja iz [29],
po tome što se pretpostavlja da je ono donje poluneprekidno u odnosu na
obe promenljive (kada je jedna od njih fiksirana).

Definicija 1.2.2. Neka je X metrički prostor sa metrikom d. Tada se funk-
cija p : X×X → [0,∞) naziva w0-rastojanje na X ako su zadovoljeni sledeći
uslovi:
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(P1) p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z), za svako x, y, z ∈ X,

(P2) za svako x ∈ X, funkcije p(x, ·), p(·, x) : X → [0,∞) su donje polune-
prekidne,

(P3) za svako ε > 0, postoji δ > 0 tako da iz p(z, x) ≤ δ i p(z, y) ≤ δ sledi
d(x, y) ≤ ε.

Napomena 1.2.1. Primetimo da je pojam w0-rastojanja uveden u Definiciji
1.2.2 opštiji od standardnog pojma metrike, dok je pojam w-rastojanja opštiji
od pojma w0-rastojanja, što je ilustrovano sledećim primerima.

Primer 1.2.5. Neka je (X, d) metrički prostor. Preslikavanje p : X × X →
[0,∞) definisano sa

p(x, y) = k > 0 za svako x, y ∈ X

je w0-rastojanje na X (videti [29, Example 2]). Preslikavanje p nije metrika,
pošto je p(x, x) 6= 0 za svako x ∈ X.

Primer 1.2.6 ([43]). Neka je skup X = [0,∞) snabdeven standardnom me-
trikom d. Neka je funkcija p : X ×X → R definisana sa

p(x, y) = c ∈ (0, 1) za svako x, y ∈ X

i neka je funkcija α : X → [0,∞) definisana sa

α(x) =

{
e−x , x > 0

2 , x = 0

Funkcija q : X ×X → [0,∞) definisana sa

q(x, y) = max{α(x), c}, za svako x, y ∈ X

je tada w-rastojanje naX (videti Primer 1.2.4 (1) i [29, Lemma 3]). Medutim,
q nije w0-rastojanje na X, zato što za proizvoljan niz {xn} ⊂ (0,∞) takav
da xn → 0 imamo

lim inf
n→∞

q(xn, y) = lim inf
n→∞

max{e−xn , c} = 1 < q(0, y) = max{α(0), c} = 2.

Primer 1.2.7 ([41]). Ovde dajemo još jedan primer w-rastojanja koje nije
donje poluneprekidna funkcija u odnosu na prvu promenljivu, kada je druga
promenljiva fiksirana.
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Neka je (X, d) metrički prostor sa w-rastojanjem p definisanim kao u
Primeru 1.2.4 (4). Neka je x0 ∈ X tačka nagomilavanja skupa X, i α : X →
[0,∞) funkcija definisana sa

α(x) =

{
3c, x = x0,

2c, x 6= x0.

Funkcija P : X ×X → [0,∞) definisana sa

P (x, y) = max{α(x), p(x, y)}

je takode w-rastojanje na X, što tvrdi Lema 3 iz [29]. Medutim, P nije
w0-rastojanje na X.

Zaista, pošto je x0 tačka nagomilavanja skupa X, postoji niz {xn} ⊆ X
takav da xn → x0 i xn 6= x0 za svako n ∈ N. Tada imamo:

P (x0, y) = max{α(x0), p(x0, y)} = 3c > 2c = lim inf
n→∞

P (xn, y)

za svako y ∈ X, što znači da P (·, y) nije donje poluneprekidna funkcija.

Napomena 1.2.2. Često se u radovima gde se koriste w-rastojanja (videti
npr. [62, 64]) pretpostavlja da je w-rastojanje simetrično, tj. važi da je
p(x, y) = p(y, x) za svako x, y ∈ X. Specijalno, u radu Takahashi i dr. [62] je
sa W0(X) obeležen skup svih simetričnih w-rastojanja na datom metričkom
prostoru (X, d).

Primetimo da je svako simetrično w-rastojanje istovremeno i w0-rastoja-
nje u smislu Definicije 1.2.2, ali obrnuto u opštem slučaju ne važi.

Napomena 1.2.3. Jasno je da su w-rastojanja definisana u svakom od Pri-
mera 1.2.1-1.2.4 donje poluneprekidne funkcije u odnosu na obe promenljive.
Prema tome, svi primeri w-rastojanja iz rada [29] koji su ovde prezentovani
su u stvari primeri w0-rastojanja. Štavǐse, w-rastojanja data u Primerima
1.2.1, 1.2.2 i 1.2.4 pod (1) i (4) su simetrična.

1.3 b-Metrike i wt-rastojanja

Pojam b-metričkog prostora definisali su nezavisno jedan od drugog Bakh-
tin [7] i Czerwik [13].

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup, i neka je b ≥ 1 realan broj.
Pretpostavimo da preslikavanje d : X × X → [0,∞) zadovoljava sledeće
uslove:
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(d1) d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y;

(d2) d(x, y) = d(y, x) za svako x, y ∈ X;

(d3) d(x, z) ≤ b[d(x, y) + d(y, z)] za svako x, y, z ∈ X.

Tada se d naziva b-metrika, dok se par (X, d) naziva b-metrički prostor (ili
prostor metričkog tipa); konstanta b je parametar prostora (X, d).

Očigledno, za b = 1, b-metrički prostor je metrički prostor. Za vǐse o poj-
movima kao što su konvergencija, Košijevi nizovi, kompletnost, neprekidnost
itd. u b-metričkim prostorima, upućujemo čitaoce na radove [9, 33].

Hussain i dr. su u radu [21] iz 2014. uveli pojam wt-rastojanja na b-metri-
čkom prostoru po analogiji sa w-rastojanjem na metričkom prostoru, i do-
kazali izvesne teoreme o fiksnoj tački koristeći wt-rastojanja na b-metričkom
prostoru sa parcijalnim uredenjem.

Definicija 1.3.2. Neka je (X, d) b-metrički prostor i neka je b ≥ 1 dati
realan broj. Funkcija ρ : X × X → [0,+∞) se naziva wt-rastojanje na X
ako zadovoljava sledeće uslove:

(wt1) ρ(x, z) ≤ b[ρ(x, y) + ρ(y, z)] za svako x, y, z ∈ X;

(wt2) ρ je b-donje poluneprekidna funkcija po drugoj promenljivoj, tj. ako
x ∈ X i yn → y u X tada ρ(x, y) ≤ b lim infn→∞ ρ(x, yn);

(wt3) za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da iz ρ(z, x) ≤ δ i ρ(z, y) ≤ δ sledi
d(x, y) ≤ ε.

Podsetimo se da je realna funkcija f definisana na b-metričkom prostoru
X b-donje poluneprekidna u tački x0 u X ako je ili lim infxn→x0 f(xn) =∞,
ili f(x0) ≤ lim infxn→x0 bf(xn), kad god su xn ∈ X i xn → x0. Očigledno,
za b = 1, wt-rastojanje se svodi na w-rastojanje. Ali, w-rastojanje ne mora
uvek biti wt-rastojanje. Prema tome, wt-rastojanje je opštiji pojam od w-
rastojanja.

Lema 1.3.1. [21] Neka je (X, d) b-metrički prostor sa parametrom b ≥ 1 i
neka je ρ wt-rastojanje na X. Neka su {xn} i {yn} nizovi u X, i neka su
{αn} i {βn} nizovi u [0,+∞) koji konvergiraju ka 0, i neka su dati x, y,
z ∈ X. Tada važe sledeća tvrdenja:

(i) Ako je ρ(xn, y) ≤ αn i ρ(xn, z) ≤ βn za svako n ∈ N, onda je y = z.
Specijalno, ako je ρ(x, y) = 0 i ρ(x, z) = 0, tada je y = z;

(ii) Ako je ρ(xn, yn) ≤ αn i ρ(xn, z) ≤ βn za svako n ∈ N, onda yn konver-
gira ka z;
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(iii) Ako je ρ(xn, xm) ≤ αn za svako n,m ∈ N tako da je m > n, onda je
{xn} Košijev niz;

(iv) Ako je ρ(y, xn) ≤ αn za svako n ∈ N, tada je {xn} Košijev niz.

1.4 Tačke najbolje aproksimacije

Neka su A i B neprazni podskupovi datog metričkog prostora (X, d), i
neka je T : A→ B dato preslikavanje. Kao što je poznato, osnovni problem
teorije fiksne tačke je nalaženje rešenja jednačine x = Tx, i tesno je povezan
sa mnogim problemima teorijske i primenjene matematike. Medutim, da bi
pomenuta jednačina imala rešenje, tj. da bi preslikavanje T imalo fiksnu
tačku neophodno je da bude A ∩ T (A) 6= ∅. U suprotnom je d(x, Tx) > 0
za svako x ∈ A. U takvoj situaciji prirodno je tražiti tačku x ∈ A koja je u
izvesnom smislu najbliža svojoj slici Tx. Ovakvi i slični problemi su i dalje
predmet proučavanja teorije fiksne tačke i mogu se rešavati istim metodama.

Počinjemo izlaganjem osnovnih pojmova i tvrdenja o tačkama najbolje
aproksimacije koja će se koristiti u ovom radu.

Nadalje ćemo podrazumevati da je (X, d) dati metrički prostor, A i B
neprazni podskupovi u X, i T : A→ B preslikavanje.

Uvodimo sledeće oznake (videti npr. [1, 6, 11, 27, 31, 32, 36, 63]):

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}
d(y, A) = inf{d(x, y) : x ∈ A} = d({y}, A)

A0 = {x ∈ A : d(x, y) = d(A,B) za neko y ∈ B}
B0 = {y ∈ B : d(x, y) = d(A,B) za neko x ∈ A}

Definicija 1.4.1 ([63]). Element x ∈ A je tačka najbolje aproksimacije za
preslikavanje T ako važi

d(x, Tx) = d(A,B).

Ako je dato neko preslikavanje g : A → A, tačka x ∈ A je g-tačka najbolje
aproksimacije za T ako je

d(gx, Tx) = d(A,B).

Skup svih tačaka najbolje aproksimacije preslikavanja T označavaćemo sa
Best(T ), a skup svih g-tačaka najbolje aproksimacije sa Bg

est(T ) (videti [43]).
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Primer 1.4.1. Neka je dat skup X = R2 sa standardnom Euklidskom metri-
kom definisanom sa

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

za svako (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.
Neka su skupovi A i B zadati sa

A = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x, y ≤ −0.5}

i
B = {(x, y) ∈ R2 : 0.5 ≤ x, y ≤ 1}.

Tada je lako videti da je
d(A,B) =

√
2.

Neka je preslikavanje T : A→ B analitički zadato sa

T ((x, y)) = (−x,−y) za svako (x, y) ∈ X,

tj. T je centralna simetrija ravni R2 u odnosu na koordinatni početak (0,0).
Tada je tačka (-0.5,-0.5) jedinstvena tačka najbolje aproksimacije za pre-

slikavanje T (videti Sliku 1.1).

Slika 1.1:
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Značajniji tipovi preslikavanja koji se razmatraju u problemima odrediva-
nja tačaka najbolje aproksimacije su opisani sledećim definicijama (videti
[63]).

Definicija 1.4.2. Preslikavanje T je kontrakcija ako je

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)

za svako x, y ∈ A, gde je k ∈ [0, 1) konstanta.

Definicija 1.4.3. Preslikavanje T je proksimalna kontrakcija prvog tipa ako
je ispunjeno

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ d(u, v) ≤ kd(x, y)

za svako u, v, x, y ∈ A i neko k ∈ [0, 1).

Definicija 1.4.4. Preslikavanje T se naziva proksimalna kontrakcija drugog
tipa ako važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ d(Tu, Tv) ≤ kd(Tx, Ty)

za svako u, v, x, y ∈ A i neku konstantu k ∈ [0, 1).

Navedimo i definiciju P-svojstva.

Definicija 1.4.5 ([2, 6, 27, 52]). Ako je A0 6= ∅, tada se kaže da par (A,B)
poseduje P-svojstvo ako je ispunjeno

d(x1, y1) = d(A,B)

d(x2, y2) = d(A,B)

}
⇒ d(x1, x2) = d(y1, y2)

za svako x1, x2 ∈ A0 i y1, y2 ∈ B0.

Jasno je da za svaki neprazan skup A par (A,A) uvek ima P-svojstvo.



Glava 2

Glavni rezultati

U ovoj glavi će biti prezentovani originalni rezultati autora dobijeni u
radovima [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43].

2.1 Tačke najbolje aproksimacije u prosto-

rima sa w0-rastojanjem

Sledeći rezultati su dobijeni korǐsćenjem simulacionih funkcija, a obja-
vljeni su u radu [43].

Podsetimo se najpre pojma simulacione funkcije (videti npr. [4, 30, 34,
48, 58, 63]).

Definicija 2.1.1. Neka je ζ : [0,∞)× [0,∞)→ R dato preslikavanje. Tada
se ζ naziva simulaciona funkcija ako zadovoljava sledeće uslove:

(ζ1) ζ(t, s) < s− t za svako t, s > 0;

(ζ2) ako su {tn}, {sn} nizovi u (0,∞) takvi da je limn→∞ tn = limn→∞ sn >
0, onda je

lim sup
n→∞

ζ(tn, sn) < 0.

Napomena 2.1.1. Simulaciona funkcija je prvobitno definisana u radu Kho-
jasteh i dr. [34] kao preslikavanje ζ : [0,∞) × [0,∞) → R za koje važi i
ζ(0, 0) = 0 pored uslova (ζ1) i (ζ2) iz Definicije 2.1.1. U radu [43] upotre-
bljava se modifikovana definicija iz rada Argoubi i dr. [4].

Klasu svih simulacionih funkcija ćemo obeležavati sa Z.
Sada, navedimo neke primere simulacionih funkcija.

Primer 2.1.1 ([30]). Neka je funkcija ζi : [0,∞) × [0,∞) → R, i = 1, . . . , 6
definisana sa

18
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(1) ζ1(t, s) = ψ(s) − φ(t) za svako t, s ∈ [0,∞), gde su φ, ψ : [0,∞) →
[0,∞) dve neprekidne funkcije takve da je φ(t) = ψ(t) = 0 ako i samo
ako je t = 0 i ψ(t) < t ≤ φ(t) za svako t > 0.

(2) ζ2(t, s) = s− f(t,s)
g(t,s)

t za svako t, s ∈ [0,∞), gde su f, g : [0,∞)→ (0,∞)

dve funkcije neprekidne po obe promenljive, tako da je f(t, s) > g(t, s)
za svako t, s > 0.

(3) ζ3(t, s) = s− ϕ(s)− t za svako t, s ∈ [0,∞), gde je ϕ : [0,∞)→ [0,∞)
neprekidna funkcija takva da je ϕ(t) = 0 ako i samo ako je t = 0.

(4) Ako je ϕ : [0,∞) → [0, 1) funkcija takva da je lim supt→r+ ϕ(t) < 1 za
svako r > 0, definǐsemo

ζ4(t, s) = sϕ(s)− t za svako t, s ∈ [0,∞).

(5) Ako je η : [0,∞) → [0,∞) gornje poluneprekidno preslikavanje takvo
da je η(t) < t za svako t > 0 i η(0) = 0, definǐsemo

ζ5(t, s) = η(s)− t for all t, s ∈ [0,∞).

(6) Ako je φ : [0,∞) → [0,∞) funkcija takva da
∫ ε
0
φ(u) du postoji i∫ ε

0
φ(u) du > ε za svako ε > 0, definǐsemo

ζ6(t, s) = s−
∫ t

0

φ(u) du za svako t, s ∈ [0,∞).

Lako se proverava da je svaka funkcija ζi (i = 1, . . . , 6) simulaciona funkcija.

U ovom poglavlju ćemo proširiti rezultate o tačkama najbolje aproksima-
cije iz rada [63] na prostore sa w-rastojanjem. Da bi se to moglo učiniti,
prethodno se moraju modifikovati pojmovi proksimalnih kontrakcija (Defini-
cije 1.4.2–1.4.4).

Nadalje podrazumevamo da je (X, d) metrički prostor, p w0-rastojanje na
X, i A i B neprazni podskupovi od X (koji u opštem slučaju nisu jednaki).
Takode, za svako x, y ∈ X neka je

µ(x, y) := max{p(x, y), p(y, x)}.

Napomena 2.1.2. Lako se proverava da funkcija µ : X × X → [0,∞) ima
sledeće osobine:

1. µ(x, y) = 0⇒ x = y;
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2. µ(x, y) = µ(y, x), odn. µ je simetrična funkcija;

3. µ(x, y) ≤ µ(x, z) + µ(z, y), odn. za µ važi nejednakost trougla,

što će reći da je µ dislocirana metrika na X.

Definicija 2.1.2. Preslikavanje T je p-kontrakcija ako je

p(Tx, Ty) ≤ kp(x, y)

za svako x, y ∈ A, i neko konstantno k ∈ [0, 1).

Definicija 2.1.3. Preslikavanje T je p-proksimalna kontrakcija prvog tipa
ako je tačna implikacija

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ µ(u, v) ≤ kµ(x, y)

za svako u, v, x, y ∈ A i neko k ∈ [0, 1).

Definicija 2.1.4. Preslikavanje T se naziva p-proksimalna kontrakcija dru-
gog tipa ako važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ µ(Tu, Tv) ≤ kµ(Tx, Ty)

za svako u, v, x, y ∈ A i neko k ∈ [0, 1).

Definicija 2.1.5 ([43]). Za preslikavanje T kažemo da je Z-p-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako postoji simulaciona funkcija ζ : [0,∞)×[0,∞)→ R
tako da važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ ζ(µ(u, v), µ(x, y)) ≥ 0

za svako u, v, x, y ∈ A.

Definicija 2.1.6 ([43]). Preslikavanje T je Z-p-proksimalna kontrakcija dru-
gog tipa ako važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ ζ(µ(Tu, Tv), µ(Tx, Ty)) ≥ 0

za svako u, v, x, y ∈ A i neku simulacionu funkciju ζ : [0,∞)× [0,∞)→ R.
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Napomena 2.1.3. U slučaju p = d, pojmovi Z-p-proksimalnih kontrakcija se
svode na Z-proksimalne kontrakcije iz Tchier et al. [63].

Ako je u Definiciji 2.1.5 simulaciona funkcija ζ data sa ζ(t, s) = αs− t za
neko α ∈ [0, 1), jasno je da je preslikavanje T tada p-proksimalna kontrakcija
prvog tipa. Ako je još i p = d, onda je T proksimalna kontrakcija prvog tipa.

Zadržaćemo standardne oznake iz prethodne sekcije (A0, B0, d(A,B),
d(y, A)) sa istim značenjem. Oznake uvedene u radu [63] ćemo prilagoditi u
skladu sa izmenama učinjenim u definicijama proksimalnih kontrakcija. Za
T : A→ B i g : A→ A neka je (videti [43])

GpA = {g : (A, d)→ (A, d) neprekidno : p(x, y) ≤ p(gx, gy), ∀x, y ∈ A}
T pg = {T : A→ B : p(Tx, Ty) ≤ p(Tgx, Tgy), ∀x, y ∈ A}.

Sada možemo dokazati glavne rezultate.

Teorema 2.1.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) sa w0-rastojanjem p takvi da je A0 neprazan zatvoren skup,
a ζ : [0,∞) × [0,∞) → R simulaciona funkcija. Neka su g : A → A i
T : A→ B preslikavanja koja zadovoljavaju sledeće uslove:

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) g ∈ GpA;

c) A0 ⊆ g(A0);

d) T (A0) ⊆ B0.

Tada za proizvoljno početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 takav da je
d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N0 i koji konvergira ka nekoj g-tački
najbolje aproksimacije preslikavanja T .

Dokaz. Neka je x0 ∈ A0 proizvoljno. Iz c) i d) tada sledi da postoji x1 ∈ A0

tako da je
d(gx1, Tx0) = d(A,B).

Opet, zbog c) i d), za x1 ∈ A0 postoji x2 ∈ A0 za koje je

d(gx2, Tx1) = d(A,B).

Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako xn ∈ A0 postoji xn+1 ∈ A0

tako da je
d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Ako prilikom konstrukcije niza (xn) za neko m > n dobijemo da je Txm =
Txn onda uzimamo xm+1 = xn+1.
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Zbog uslova a) i b), kao i osobine (ζ1) simulacione funkcije imamo

0 ≤ ζ(µ(gxn+1, gxn), µ(xn, xn−1)) < µ(xn, xn−1)− µ(gxn+1, gxn)

≤ µ(xn, xn−1)− µ(xn+1, xn).
(2.1.1)

Dakle, sledi
µ(xn+1, xn) < µ(xn, xn−1), ∀n ∈ N. (2.1.2)

Ako je za neko m ∈ N µ(xm, xm−1) = 0, sledi da je tada xm = xm−1, pa
je d(gxm, Txm−1) = d(gxm, Txm) = d(A,B), tj. xm je g-tačka najbolje
aproksimacije za T .

Zato uzmimo da je µ(gxn, gxn−1) ≥ µ(xn, xn−1) > 0 za svako n ∈ N. Na
osnovu (2.1.2) je {µ(xn, xn−1)} opadajući niz, pa postoji

lim
n→∞

µ(xn, xn−1) = r ≥ 0. (2.1.3)

Pretpostavimo da je r > 0. Iz (2.1.1) je i

µ(gxn+1, gxn) < µ(xn, xn−1)

za sve n. S druge strane, iz uslova b) i prethodne nejednakosti je

µ(xn+1, xn) ≤ µ(gxn+1, gxn) < µ(xn, xn−1)

za svako n. Odatle je
lim
n→∞

µ(gxn+1, gxn) = r. (2.1.4)

Zbog (2.1.3) i (2.1.4) i uz a), prema osobini simulacione funkcije (ζ2) dobija
se

0 ≤ lim sup
n→∞

ζ(µ(gxn+1, gxn), µ(xn, xn−1)) < 0

što je kontradikcija. Dakle, r = 0, odn.

lim
n→∞

µ(xn, xn−1) = 0. (2.1.5)

Pretpostavimo da ne važi

lim
n,m→∞

µ(xn, xm) = 0.

Tada postoje ε0 > 0 i nizovi {mk}, {nk} ⊆ N0 takvi da je mk > nk ≥ k i važi

µ(xnk
, xmk

) ≥ ε0 (2.1.6)

za svako k ∈ N. Neka je mk minimalni indeks za koji važi (2.1.6). Tada je

µ(xnk
, xmk−1) < ε0.
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Odavde, koristeći nejednakost trougla za µ i (2.1.6) imamo

ε0 ≤ µ(xnk
, xmk

) ≤ µ(xnk
, xmk−1) + µ(xmk−1, xmk

) < ε0 + µ(xmk−1, xmk
).

Prelaskom na graničnu vrednost u gornjoj nejednakosti (kad k →∞) dobija
se

lim
k→∞

µ(xnk
, xmk

) = ε0. (2.1.7)

jer je po (2.1.5) limk→∞ µ(xmk−1, xmk
) = 0.

Sada pokažimo da je

lim
k→∞

µ(xnk+1, xmk+1) = ε0. (2.1.8)

Upotrebljavajući nejednakost trougla za µ imamo

µ(xnk
, xmk

) ≤ µ(xnk
, xnk+1) + µ(xnk+1, xmk+1) + µ(xmk+1, xmk

)

i
µ(xnk+1, xmk+1) ≤ µ(xnk+1, xnk

) + µ(xnk
, xmk

) + µ(xmk
, xmk+1)

pa puštajući da k → ∞ u zadnje dve nejednakosti, s obzirom na (2.1.5),
(2.1.7) i (2.1.8) dobijamo redom

ε0 ≤ lim
k→∞

µ(xnk+1, xmk+1),

odn.
lim
k→∞

µ(xnk+1, xmk+1) ≤ ε0,

što povlači (2.1.8).
Na osnovu uslova a) i b), definicije niza {xn} i osobine (ζ1) sledi

0 ≤ ζ(µ(gxnk+1, gxmk+1), µ(xnk
, xmk

))

< µ(xnk
, xmk

)− µ(gxnk+1, gxmk+1)

≤ µ(xnk
, xmk

)− µ(xnk+1, xmk+1)

odakle, kada pustimo da k →∞, sledi

lim
k→∞

µ(gxnk+1, gxmk+1) = ε0 (2.1.9)

jer važe (2.1.7) i (2.1.8).
Iz (2.1.7) i (2.1.9) se vidi da nizovi tk := µ(gxnk+1, gxmk+1) i sk :=

µ(xnk
, xmk

) imaju isti pozitivan limes. Na osnovu a) i osobine (ζ2) je tada

0 ≤ lim sup
k→∞

ζ(tk, sk) < 0
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što je kontradikcija.
Prema tome, dokazali smo da je

lim
n,m→∞

µ(xn, xm) = 0. (2.1.10)

Primenom Leme 1.2.1. onda zaključujemo da je niz {xn} Košijev. Kako je
xn ∈ A0 za sve n, a A0 zatvoren podskup kompletnog metričkog prostora
(X, d), to postoji limn→∞ xn = x ∈ A0. Onda je i limn→∞ gxn = gx zato što
je g neprekidno. Takode je gx ∈ A0 jer je gxn ∈ A0 za sve n, a A0 zatvoren
skup. S druge strane, pošto je x ∈ A0 i važi uslov d), za x postoji z ∈ A0

tako da je d(z, Tx) = d(A,B). Ponovo zbog uslova a) i (ζ1) imamo

0 ≤ ζ(µ(gxn+1, z), µ(xn, x)) < µ(xn, x)− µ(gxnk+1, z)

a odatle je
µ(gxn+1, z) < µ(xn, x) (2.1.11)

za proizvoljno n.
Pokažimo da je z = gx. Ako je z = gxn za beskonačno mnogo vrednosti

n ∈ N, tada je z = gx. Zato možemo pretpostaviti da postoji n0 ∈ N tako
da je z 6= gxn za svako n ≥ n0. Ako je µ(gxn, z) = 0 za neko n ≥ n0 onda je
gxn = z, tako da mora biti µ(gxn, z) > 0 za svako n ≥ n0. Takode, postoji
podniz {xnk

} od {xn} takav da je µ(xnk
, x) > 0 za svako k ∈ N (ako to nije

slučaj, onda postoji n1 ∈ N tako da je µ(xn, x) = 0 za svako n ≥ n1, i stoga
µ(xn, xn−1) = 0 za svako n ≥ n1, što je kontradikcija).

Pošto je T Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa i g ∈ GpA, dobijamo

0 ≤ ζ(µ(gxnk+1, z), µ(xnk
, x))

< µ(xnk
, x)− µ(gxnk+1, z)

≤ µ(gxnk
, gx)− µ(gxnk+1, z),

odakle sledi da je
µ(gxnk+1, z) < µ(gxnk

, gx) (2.1.12)

za svako k ∈ N tako da je nk ≥ n0.
Sa druge strane, sličnim rezonovanjem kao i ranije zaključujemo da je

lim
m,n→∞

µ(gxn, gxm) = 0. To znači da za svako ε > 0 postoji Nε ∈ N tako

da je µ(gxn, gxm) < ε za svako m > n ≥ Nε. Za fiksno n ∈ N takvo da je
n ≥ max{n0, Nε}, funkcija p(gxn, ·) je donje poluneprekidna; stoga, dobijamo
da je

p(gxn, gx) ≤ lim inf
m→∞

p(gxn, gxm) < ε.
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Dakle,
lim
k→∞

p(gxnk
, gx) = 0. (2.1.13)

Slično je i lim
k→∞

p(gx, gxnk
) = 0, što u kombinaciji sa (2.1.13) povlači

lim
k→∞

µ(gxnk
, gx) = 0.

Sada na osnovu (2.1.12) imamo

lim
k→∞

µ(gxnk+1, z) = 0. (2.1.14)

Ako k →∞ u nejednakosti

µ(gxnk
, z) ≤ µ(gxnk

, gxnk+1) + µ(gxnk+1, z),

onda iz (2.1.4) i (2.1.14) sledi da je lim
k→∞

µ(gxnk
, z) = 0. Dakle,

lim
k→∞

p(gxnk
, z) = 0. (2.1.15)

Na osnovu (2.1.13) i (2.1.15), koristeći Lemu 1.2.1. (i) imamo da je z = gx.
Konačno, zbog d(z, Tx) = d(A,B) dobijamo d(gx, Tx) = d(A,B).

Da dokažemo jedinstvenost, pretpostavimo da je y tačka u A0 takva da
je

d(gy, Ty) = d(A,B).

Pretpostavimo da je µ(gx, gy) ≥ µ(x, y) > 0. Pošto je g ∈ GpA i T je Z-p-
proksimalna kontrakcija prvog tipa, imamo

0 ≤ ζ(µ(gx, gy), µ(x, y))

< µ(x, y)− µ(gx, gy)

≤ µ(x, y)− µ(x, y) = 0

što vodi do kontradikcije. Zato je µ(x, y) = 0, odakle sledi x = y.
Slično se može dokazati da je i p(x, x) = 0. Pretpostavimo da je µ(x, x) =

p(x, x) > 0. Tada je µ(gx, gx) > 0 i imamo

0 ≤ ζ(µ(gx, gx), µ(x, x))

< µ(x, x)− µ(gx, gx)

≤ µ(x, x)− µ(x, x) = 0,

što je kontradikcija.
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Kada je u Teoremi 2.1.1. g identičko preslikavanje kao posledica se do-
bija rezultat o egzistenciji tačke najbolje aproksimacije za Z-p-proksimalne
kontrakcije prvog tipa.

Posledica 2.1.1. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor sa w0-rastoja-
njem p, a A i B neprazni podskupovi od X takvi da je A0 neprazan i zatvoren
skup. Neka je T : A→ B dato preslikavanje koje ima osobine

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) T (A0) ⊆ B0.

Tada za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 tako da je d(xn+1, Txn) =
d(A,B) za svako n ∈ N0. Svaki ovakav niz konvergira ka nekoj tački najbolje
aproksimacije x ∈ A0 za T .

Iz Teoreme 2.1.1. se može izvesti i zanimljiv rezultat o g-tačkama najbolje
aproksimacije p-proksimalnih kontrakcija prvog tipa.

Posledica 2.1.2. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor sa w0-rastoja-
njem p, a A i B neprazni podskupovi od X sa osobinom da je A0 neprazan i
zatvoren podskup u X. Neka su data preslikavanja T : A → B i g : A → A
za koja pretpostavljamo da važe naredni uslovi

a) T je p-proksimalna kontrakcija (sa konstantom k ∈ [0, 1));

b) g ∈ GpA;

c) T (A0) ⊆ B0;

d) A0 ⊆ g(A0).

Tada preslikavanje T ima g-tačku najbolje aproksimacije u skupu A0, odn.
postoji x ∈ A0 tako da je d(gx, Tx) = d(A,B). Počev od svakog x0 ∈ A0

može se konstruisati niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira ka nekoj g-tački najbolje
aproksimacije za T , i za svako n ∈ N0 važi d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Dokaz. Primetimo da je p-proksimalna kontrakcija prvog tipa sa konstantom
k ∈ [0, 1) ujedno i Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, ako je simulaciona
funkcija ζ : [0,∞)×[0,∞)→ R definisana sa ζ(t, s) = ks−t za svako t, s > 0.
Kako su zadovoljeni svi uslovi Teoreme 2.1.1. izvodi se isti zaključak.

Ako se u Teoremi 2.1.1. uzme p = d, onda se dobija glavni rezultat rada
Tchier i dr. [63].
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Posledica 2.1.3. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d). Pretpostavimo da je A0 neprazan i zatvoren skup. Neka su
data preslikavanja T : A→ B i g : A→ A koja zadovoljavaju uslove

a) T je Z-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) g ∈ GA;

c) T (A0) ⊆ B0;

d) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstvena g-tačka najbolje aproksimacije preslikavanja T u
A, tj. postoji jedinstveno x ∈ A tako da je d(gx, Tx) = d(A,B). Štavǐse, za
svako početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 takav da je d(gxn+1, Txn) =
d(A,B) za sve n ∈ N0, i {xn} konvergira ka x.

Prelazimo na rezultate o Z-p-proksimalnim kontrakcijama drugog tipa.

Teorema 2.1.2. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) sa w0-rastojanjem p, takvi da je skup T (A0) neprazan i zatvo-
ren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A → B i g : A → A imaju sledeće
osobine

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T ∈ T pg ;

d) T (A0) ⊆ B0;

e) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji konvergentan niz {xn} ⊆ A0 tako da je d(gxn+1, Txn) =
d(A,B) za svako n ∈ N0 (gde je x0 ∈ A0 proizvoljno) a čija je granična
vrednost x ∈ A0 jedinstvena g-tačka najbolje aproksimacije preslikavnja T ,
tj. važi d(gx, Tx) = d(A,B), i imamo p(Tx, Tx) = 0.

Dokaz. Sličnim rezonovanjem kao u dokazu Teoreme 2.1.1. počev od datog
x0 ∈ A0 može se konstruisati niz {xn} tako da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B)
za svako n ∈ N0. Ako u procesu konstrukcije pomenutog niza dobijemo da
je za neke n i m (m > n) Txn = Txm, uzimamo da je xm+1 = xn+1.

Zbog načina konstrukcije niza xn, i uslova a) zaključuje se da je

ζ(µ(Tgxn, T gxn+1), µ(Txn−1, Txn)) ≥ 0
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za svako n. Onda je na osnovu a), c) i osobine simulacionih funkcija (ζ1)

0 ≤ ζ(µ(Tgxn, T gxn+1), µ(Txn−1, Txn))

< µ(Txn−1, Txn)− µ(Tgxn, T gxn+1)

≤ µ(Txn−1, Txn)− µ(Txn, Txn+1)

(2.1.16)

za svako n.
Odavde imamo

µ(Txn, Txn+1) < µ(Txn−1, Txn), ∀n ∈ N (2.1.17)

što znači da je niz {µ(Txn−1, Txn)} opadajući.
Ako je za neko m µ(Txm−1, Txm) = 0, sledi da je Txm−1 = Txm, pa je

tada d(gxm−1, Txm) = d(gxm−1, Txm−1) = d(A,B), i dokaz je završen.
Zato nadalje smatramo da je µ(Txn−1, Txn) > 0 za svako n ∈ N. Stoga

postoji
lim
n→∞

µ(Txn−1, Txn) = r ≥ 0.

Pretpostavimo da je r > 0. Iz (2.1.16) se takode može zaključiti da je

µ(Tgxn, T gxn+1) < µ(Txn−1, Txn).

Iz uslova c) je onda

µ(Txn, Txn+1) ≤ µ(Tgxn, T gxn+1) < µ(Txn−1, Txn)

za svako n. Prelaskom na graničnu vrednost kada n→∞ sledi da je i

lim
n→∞

µ(Tgxn, T gxn+1) = r.

Upotrebimo osobinu (ζ2) da dobijemo

0 ≤ lim sup
n→∞

ζ(µ(Tgxn, T gxn+1), µ(Txn−1, Txn)) < 0

što je kontradikcija, pa je zato r = 0, tj. pokazali smo da je

lim
n→∞

µ(Txn−1, Txn) = 0. (2.1.18)

Zatim, dokažimo da je

lim
n,m→∞

µ(Txn, Txm) = 0. (2.1.19)
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Pretpostavimo suprotno, što znači da postoje ε > 0 i nizovi {mk}, {nk} ⊆ N
takvi da je mk > nk ≥ k i

µ(Txnk
, Txmk

) ≥ ε

za svako k ∈ N (i pritom je mk najmanji broj za koji ova nejednakost važi).
Sličnim postupkom kao u dokazu Teoreme 2.1.1. se dolazi da zbog (2.1.16) i
(2.1.18) mora biti

lim
k→∞

µ(Txnk
, Txmk

) = lim
k→∞

µ(Txnk+1, Txmk+1) = ε. (2.1.20)

Opet na osnovu uslova a) i c) imamo

0 ≤ ζ(µ(Tgxnk+1, T gxmk+1), µ(Txnk
, Txmk

))

< µ(Txnk
, Txmk

)− µ(Tgxnk+1, T gxmk+1)

≤ µ(Txnk
, Txmk

)− µ(Txnk+1, Txmk+1)

za sve k ∈ N. Iz ove nejednakosti i (2.1.20) sledi

lim
k→∞

µ(Tgxnk+1, T gxmk+1) = ε.

Odavde i iz (2.1.20) vidimo da nizovi tk := µ(Tgxnk+1, T gxmk+1) i sk :=
µ(Txnk

, Txmk
) imaju istu graničnu vrednost ε > 0, a onda je prema (ζ2)

0 ≤ lim sup
k→∞

ζ(tk, sk) < 0

i dobili smo kontradikciju. Time smo dokazali da važi (2.1.19), što će reći da
je prema Lemi 1.2.1. niz (Txn) Košijev.

Prostor (X, d) je po pretpostavci kompletan, a T (A0) je zatvoren podskup
od X, pa pošto je Txn ⊆ T (A0) Košijev niz, postoji limn→∞ Txn = y ∈
T (A0) ⊆ B0. S obzirom da je y ∈ T (A0) može se pisati y = Tu za neko
u ∈ A0, tj. limn→∞ Txn = Tu ∈ B0. Tada po definiciji skupa B0 postoji
z ∈ A0 tako da je

d(z, Tu) = d(A,B)

Kako važi uslov e), to je z = gx za neko x ∈ A0, pa je

d(gx, Tu) = d(A,B) (2.1.21)

Ako Txn = Tx važi za beskonačno mnogo vrednosti n ∈ N, onda je
Tx = Tu. Prema tome, može se pretpostaviti da postoji n0 ∈ N tako da
Txn 6= Tx za svako n ≥ n0. Takode, postoji podniz {xnk

} niza {xn} takav
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da je µ(Txnk
, Tu) > 0 za svako k ∈ N. Ponovo, pošto je T Z-p-proksimalna

kontrakcija drugog tipa, dobijamo

0 ≤ ζ(µ(Tgxnk+1, T gx), µ(Txnk
, Tu)) < µ(Txnk

, Tu)− µ(Tgxnk+1, T gx)

i stoga

µ(Txnk+1, Tx) ≤ µ(Tgxnk+1, T gx) < µ(Txnk
, Tu) (2.1.22)

za svako k ∈ N takvo da je nk ≥ n0, jer T ∈ T pg .
Prema (2.1.19) sledi da za svako ε > 0 postoji Nε ∈ N tako da je

µ(Txn, Txm) < ε za svako m > n ≥ Nε. Tada na osnovu osobine (P2)
w0-rastojanja imamo da

p(Txn, Tu) ≤ lim inf
m→∞

p(Txn, Txm) < ε

za bilo koje fiksno n ≥ max{n0, Nε}, odakle je

lim
k→∞

p(Txnk
, Tu) = 0 (2.1.23)

i slično lim
k→∞

p(Tu, Txnk
) = 0, pa je lim

k→∞
µ(Txnk

, Tu) = 0. Iz poslednje

jednačine i (2.1.22) dobijamo lim
k→∞

µ(Txnk+1, Tx) = 0. Uzmimo da k →∞ u

µ(Txnk
, Tx) ≤ µ(Txnk

, Txnk+1) + µ(Txnk+1, Tx). Prema (2.1.18) dobijamo
lim
k→∞

µ(Txnk
, Tx) = 0. Dakle, imamo da je

lim
k→∞

p(Txnk
, Tx) = 0. (2.1.24)

Prema (2.1.23) i (2.1.24) i na osnovu Leme 1.2.1. (i) zaključujemo da je Tx =
Tu. Sada zamenom Tx = Tu u jednačini (2.1.21) dobijamo d(gx, Tx) =
d(A,B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, neka je y tačka u A0 takva da je

d(gy, Ty) = d(A,B),

tj. y ∈ Bg
est(T ). Pretpostavimo da µ(Tgx, Tgy) ≥ µ(Tx, Ty) > 0. Pošto je

T ∈ T pg Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo

0 ≤ ζ(µ(Tgx, Tgy), µ(Tx, Ty))

< µ(Tx, Ty)− µ(Tgx, Tgy)

≤ µ(Tx, Ty)− µ(Tx, Ty) = 0

što je kontradikcija. Dakle, µ(Tx, Ty) = 0, što znači da je Tx = Ty. Injek-
tivnost preslikavanja T na A0 sada povlači x = y.
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Konačno, pretpostavimo da je µ(Tx, Tx) = p(Tx, Tx) > 0. Tada je
µ(Tgx, Tgx) > 0. Slično kao u prethodnom pasusu, imamo

0 ≤ ζ(µ(Tgx, Tgx), µ(Tx, Tx))

< µ(Tx, Tx)− µ(Tgx, Tgx)

≤ µ(Tx, Tx)− µ(Tx, Tx) = 0

što je kontradikcija. Prema tome, p(Tx, Tx) = 0.

Naredno tvrdenje o egzistenciji tačke najbolje aproksimacije Z-p-proksi-
malne kontrakcije drugog tipa je specijalan slučaj Teoreme 2.1.2. kada je g
identičko preslikavanje.

Posledica 2.1.4. Neka je dat kopmletan metrički prostor (X, d) sa w0-
rastojanjem p, A,B ⊆ X sa osobinom da je A 6= ∅ 6= B, i neka je preslikava-
nje T : A → B takvo da je T (A0) zatvoren i neprazan skup. Pretpostavimo
da za preslikavanje T važi

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji jedinstvena tačka najbolje aproksimacije x ∈ A0 preslikavanja
T , tj. d(x, Tx) = d(A,B), i važi p(Tx, Tx) = 0. Štavǐse, za svako x0 ∈ A0

postoji niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira ka tački najbolje aproksimacije za T , i
važi d(xn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N0.

Kao posledica se opet može dobiti glavni rezultat rada Tchier i dr. [63]

Posledica 2.1.5. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d), takvi da je skup T (A0) neprazan i zatvoren. Pretpostavimo
da preslikavanja T : A→ B i g : A→ A imaju sledeće osobine

a) T je Z-proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T ∈ Tg;

d) T (A0) ⊆ B0;

e) A0 ⊆ g(A0).
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Tada T ima jedinstvenu g-tačku najbolje aproksimacije x u skupu A, tj.
postoji jedinstveno x ∈ A za koje je d(gx, Tx) = d(A,B). Pritom, postoji
niz {xn} ⊆ A tako da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N0 (gde je
x0 ∈ A0 proizvoljno) i limn→∞ xn = x.

Primer 2.1.2. Neka je dat skup X = [0,∞) sa standardnom metrikom

d (x, y) = |x− y| za svako x, y ∈ X

i w0-rastojanjem p definisanim sa

p (x, y) = x+ y za svako x, y ∈ X.

Tada imamo da je µ (x, y) = max {p (x, y) , p (y, x)} = x + y. Neka je A =[
0, 1

4

]
∪ {1, 2} i B =

[
0, 1

8

]
∪ {1, 2}.

Zatim, definǐsimo preslikavanje T : A → B sa Tx = x
4

ako x ∈
[
0, 1

4

]
,

i T1 = 2, T2 = 1. Takode definǐsemo simulacionu funkciju ζ : [0,∞) ×
[0,∞)→ R kao ζ (t, s) = αs− t, α ∈

[
1
4
, 1
)

za svako s, t ∈ [0,∞).
Lako se proverava da je d(A,B) = 0, A0 = B0 = B, kao i da je T Z-p-

proksimalna kontrakcija prvog tipa, kao i da važi Best(T ) = {0}, tj. x = 0
je jedinstvena tačka najbolje aproksimacije preslikavanja T koja zadovoljava
uslove u zaključku Posledice 2.1.1.

2.2 R-Funkcije

Rezultati izloženi u prethodnoj sekciji su dalje pobolǰsani u radu [41] uz
pomoć R-funkcija. Nastavljamo sa glavnim rezultatima rada [41].

Inspirisani simulacionim funkcijama koje su uvedene u radu Khojasteh i
dr. [34], koncept R-funkcije su predložili Roldán López de Hierro i Shahzad
u svom radu [57] iz 2015. Od tada, mnogi autori su dali svoj doprinos
proučavanju teorije fiksne tačke, kao i tačaka najbolje aproksimacije pomoću
R-funkcija, videti npr. Nastasi i dr. [51], Zarinfar i dr. [64], Pirbavafa i dr.
[54], Gholizadeh i Karapınar [18], i Karapınar i Khojasteh [31].

Definicija 2.2.1. Neka je A ⊆ R neprazan skup, i neka je % : A × A → R
dato preslikavanje. Kažemo da je % R-funkcija ako važe sledeći uslovi:

(%1) an → 0 za svaki niz {an} ⊂ (0,∞) ∩ A takav da je %(an+1, an) > 0 za
svako n ∈ N;

(%2) za svaka dva niza {an}, {bn} ⊂ (0,∞) ∩ A takva da je limn→∞ an =
limn→∞ bn = L ≥ 0, L < an i %(an, bn) > 0 za svako n ∈ N, imamo
L = 0.
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Familija svih R-funckcija sa domenom A× A se obeležava sa RA.
Ako još važi i sledeći uslov, tada se % naziva jaka R-funkcija. Klasa svih

jakih R-funkcija definisanih na domenu A× A se označava sa Rs
A.

(%3) ako su {an}, {bn} ⊂ (0,∞)∩A dva niza takvi da je bn → 0 i %(an, bn) >
0 za svako n ∈ N, tada je an → 0.

Sledeći primeri R-funkcija se mogu naći npr. u [18, 31, 34, 57, 64].

Primer 2.2.1. (a) %(t, s) = sϕ(s)−t, gde je ϕ : [0,∞)→ [0, 1) preslikavanje
takvo da je lim supt→s+ ϕ(t) < 1 za svako s ∈ (0,∞);

(b) %(t, s) = sϕ(s) − t, gde je ϕ : [0,∞) → [0, 1) preslikavanje takvo da
limn→∞ ϕ(tn) = 1 povlači limn→∞ tn = 0 za svaki niz {tn} ⊆ [0,∞);

(c) %(t, s) = ϕ(s) − t, gde je ϕ : [0,∞) → [0,∞) funkcija za koju važe
sledeći uslovi:

(i) ϕ(0) = 0;

(ii) ϕ(t) > 0 za svako t > 0;

(ii) za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je ϕ(t) < ε za svako t ∈
[ε, ε+ δ);

(d) %(t, s) = ζ(t, s), gde je ζ : [0,∞)× [0,∞)→ R simulaciona funkcija;

(e) %(t, s) = ψ(s) − ϕ(s) − ψ(t), gde su ψ, ϕ : [0,∞) → [0,∞) funkcije
takve da je ψ neopadajuća i neprekidna zdesna, dok je ϕ donje polu-
neprekidna i važi ϕ−1({0}) = {0};

(f) %(t, s) = s
t+1
− t;

(g) %(t, s) = se−t − t;

(h) %(t, s) = ln(s+ 1)− t.
Sada dajemo definiciju R-proksimalnih kontrakcija uvedenu u radu [41].

Definicija 2.2.2. Neka je (X, d) metrički prostor sa w0-rastojanjem p i ∅ 6=
A,B ⊆ X. Preslikavanje T : A→ B takvo da važi

d(u, Tv) = d(A,B)

d(x, Ty) = d(A,B)

}
⇒ % (µ(u, x), µ(v, y)) > 0

za svako u, v, x, y ∈ A (gde je % : A × A → [0,∞) jaka R-funkcija i
{p(x, y) : x, y ∈ X} ⊆ A) se naziva R-proksimalna kontrakcija prvog tipa.



GLAVA 2. GLAVNI REZULTATI 34

Preslikavanje T se naziva R-proksimalna kontrakcija drugog tipa ako važi

d(u, Tv) = d(A,B)

d(x, Ty) = d(A,B)

}
⇒ % (µ(Tu, Tx), µ(Tv, Ty)) > 0

za svako u, v, x, y ∈ A.

Sledeće pomoćno tvrdenje se koristi u dokazima glavnih rezultata.

Lema 2.2.1. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor sa w0-rastojanjem
p, i neka je {xn} niz elemenata u X takav da je

lim
n→∞

µ(xn, xn+1) = 0. (2.2.1)

Tada važi jedno od sledeća dva tvrdenja:

(i) limm,n→∞ µ(xn, xm) = 0; ili:

(ii) postoji ε > 0 i dva podniza {xmk
} i {xnk

} niza {xn} sa mk > nk za
svako k ∈ N, takvi da je µ(xnk

, xmk
) ≥ ε za svako k ∈ N i

lim
k→∞

µ(xnk
, xmk

) = lim
k→∞

µ(xnk−1, xmk−1) = ε.

Dokaz. Pretpostavimo da (i) nije tačno. Tada postoje ε > 0 i nizovi {mk},
{nk} ⊆ N ∪ {0} sa mk > nk ≥ k tako da je

µ(xnk
, xmk

) ≥ ε (2.2.2)

za svako k ∈ N. Neka je mk minimalni indeks za koji važi (2.2.2). Tada je

µ(xnk
, xmk−1) < ε (2.2.3)

za svako k ∈ N. Odavde, koristeći nejednakost trougla za µ zajedno sa (2.2.2)
i (2.2.3) imamo

ε ≤ µ(xnk
, xmk

) ≤ µ(xnk
, xmk−1) + µ(xmk−1, xmk

) < ε+ µ(xmk−1, xmk
).

Prelaskom na graničnu vrednost u gornjoj nejednakosti (kad k →∞) dobija
se

lim
k→∞

µ(xnk
, xmk

) = ε (2.2.4)

jer je po (2.2.1) limk→∞ µ(xmk−1, xmk
) = 0.

Sada pokažimo da je

lim
k→∞

µ(xnk−1, xmk−1) = ε. (2.2.5)
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Upotrebljavajući nejednakost trougla imamo

µ(xnk−1, xmk−1) ≤ µ(xnk−1, xnk
) + µ(xnk

, xmk
) + µ(xmk

, xmk−1)

i
µ(xnk

, xmk
) ≤ µ(xnk

, xnk−1) + µ(xnk−1, xmk−1) + p(xmk−1, xmk
)

pa puštajući da k → ∞ u zadnje dve nejednakosti, s obzirom na (2.2.1) i
(2.2.4) dobijamo redom

lim
k→∞

µ(xnk−1, xmk−1) ≤ ε,

odn.
ε ≤ lim

k→∞
µ(xnk−1, xmk−1),

što jedno sa drugim povlači (2.2.5).

Sada se može formulisati prvi glavni rezultat iz [41].

Teorema 2.2.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) sa w0-rastojanjem p takvi da je A0 neprazan zatvoren skup.
Neka su g : A → A i T : A → B preslikavanja koja zadovoljavaju sledeće
uslove:

(a) T je R-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

(b) T (A0) ⊆ B0

(c) p(gx, gy) = p(x, y) za svako x, y ∈ X;

(d) g je neprekidno; i

(e) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstvena tačka z ∈ za koju je d(gz, Tz) = d(A,B) i
p(z, z) = 0. Štavǐse, za proizvoljno početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0

takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0} i koji konvergira
ka nekoj g-tački najbolje aproksimacije preslikavanja T .

Dokaz. Neka je x0 ∈ A0 proizvoljno. Zbog uslova (b) i (e) tada sledi da
postoji x1 ∈ A0 tako da je

d(gx1, Tx0) = d(A,B).

Opet, zbog (b) i (e), za x1 ∈ A0 postoji x2 ∈ A0 za koje je

d(gx2, Tx1) = d(A,B).
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Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako xn ∈ A0 postoji xn+1 ∈ A0

tako da je
d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Ako postoji n0 ∈ N tako da je µ(xn0−1, xn0) = 0, onda je xn0−1 = xn0 , što
po konstrukciji niza {xn} znači da je d(gxn0−1, Txn0) = d(gxn0−1, Txn0−1) =
d(A,B), tj. xn0−1 je g-tačka najbolje aproksimacije za preslikavanje T , i
dokaz je završen.

Zato bez gubljenja opštosti možemo pretpostaviti da je µ(xn−1, xn) > 0
za svako n ∈ N.

Pokažimo da niz {xn} konvergira. Pošto je T R-proksimalna kontrakicja
prvog tipa imamo

0 < %(µ(gxn, gxn+1), µ(xn−1, xn)) = %(µ(xn, xn+1), µ(xn−1, xn)).

Dakle, na osnovu osobine R-funkcije (%1) sledi

lim
n→∞

µ(xn−1, xn) = 0.

Dokažimo sada da je

lim
m,n→∞

µ(xn, xm) = 0. (2.2.6)

Pretpostavimo suprotno, tj. da limes u (2.2.6) nije nula. Tada po Lemi
2.2.1 postoji ε > 0 i dva niza {mk}, {nk} ⊆ N sa mk > nk za svako k ∈ N
tako da je

µ(xnk
, xmk

) ≥ ε (2.2.7)

za svako k ∈ N i

lim
k→∞

µ(xnk
, xmk

) = lim
k→∞

µ(xnk−1, xmk−1) = ε. (2.2.8)

Pošto je T R-proksimalna kontrakcija prvog tipa i zadovoljen je uslov (c),
to je

0 < %(µ(gxnk
, gxmk

), µ(xnk−1, xmk−1)) = %(µ(xnk
, xmk

), µ(xnk−1, xmk−1))

za svako k ∈ N. Sada stavimo ak := µ(xnk
, xmk

) i bk := µ(xnk−1, xmk−1) za
svako k ∈ N. Prema poslednjoj nejednakosti i zbog osobine (%2), kao i (2.2.7)
i (2.2.8) dobija se

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = 0,

što je kontradikcija. Stoga važi (2.2.6).
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Primenom Leme 1.2.1 iz (2.2.6) onda zaključujemo da je niz (xn) Košijev.
Kako je xn ∈ A0 za svako n ∈ N, a A0 zatvoren podskup kompletnog
metričkog prostora (X, d), to postoji limn→∞ xn = z ∈ A0. Onda je i
limn→∞ gxn = gz zato što je g neprekidno prema uslovu (d). Takode je
gz ∈ A0 jer je gxn ∈ A0 za sve n, a A0 zatvoren skup. S druge strane,
pošto je z ∈ A0 i po uslovu (b) je Tz ∈ B0, za z postoji u ∈ A0 tako da je
d(u, Tz) = d(A,B).

Da bismo kompletirali dokaz, treba još dokazati da je u = gz i p(z, z) = 0.
Ako je u = gxn za beskonačno mnogo indeksa n ∈ N, onda je u = gz.

Stoga pretpostavimo da postoji n0 ∈ N tako da je u 6= gxn za svako n ≥ n0.
Ako je µ(gxn, u) = 0 za neko n ≥ n0, onda je gxn = u, pa mora biti
µ(gxn, u) > 0 za svako n ≥ n0. Takode, postoji podniz {xnk

} niza {xn}
takav da je µ(xnk

, z) > 0 za svako k ∈ N (ako to nije tačno, onda postoji
N ∈ N takvo da je µ(xn, z) = 0 za svako n ≥ N , i onda je µ(xn−1, xn) = 0
za svako n ≥ N , što je u suprotnosti sa našim pretpostavkama). Pored toga
je i µ(gxnk

, u) > 0 za svako k ∈ N takvo da je nk ≥ n0. Da bi se dokaz po-
jednostavio, bez gubljenja opštosti ćemo od sada identifikovati podniz {xnk

}
sa celim nizom {xn}.

Na osnovu (2.2.6) za proizvoljno ε > 0 postoji Nε ∈ N tako da je
µ(xn, xm) < ε za sve m,n ∈ N za koje je m > n ≥ Nε. Za fiksno n ∈ N tako
da je n ≥ max{n0, Nε} funkcija p(xn, ·) je poluneprekidna sa donje strane,
pa je zato

p(xn, z) ≤ lim inf
m→∞

p(xn, xm) < ε.

Odatle je limn→∞ p(xn, z) = 0. Slično je i limn→∞ p(z, xn) = 0, što zajedno
sa prethodnom jednakosti daje

lim
n→∞

µ(xn, z) = lim
n→∞

µ(gxn, gz) = 0. (2.2.9)

Uzmimo sada da je an := µ(gxn+1, u) i bn := µ(xn, z) za svako n ∈ N. Onda
koristeći osobinu R-funkcije (%3) uz (2.2.9) dobijamo

lim
n→∞

µ(gxn+1, u) = 0. (2.2.10)

Konačno, iz (2.2.9) i (2.2.10) zaključujemo da je gz = u na osnovu Leme
1.2.1 (i). Jedinstvenost se sada lako pokazuje pomoću osobine (%1), kada se
uzme da je {an} konstantan niz definisan sa an := µ(gv, gz) = µ(v, z) za
svako n ∈ N, gde je v ∈ A takvo da je d(gv, Tv) = d(A,B). Analogno se
pokazuje i da je p(z, z) = µ(z, z) = 0.

Na sličan način se pokazuje i naredni rezultat o tačkama najbolje aprok-
simacije za R-proksimalne kontrakcije drugog tipa.
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Teorema 2.2.2. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) sa w0-rastojanjem p takvi da je T (A0) neprazan zatvoren skup.
Neka su g : A → A i T : A → B preslikavanja koja zadovoljavaju sledeće
uslove:

(a) T je R-proksimalna kontrakcija drugog tipa;

(b) T (A0) ⊆ B0;

(c) T je injektivno na A0;

(d) p(Tgx, Tgy) = p(Tx, Ty) za svako x, y ∈ X;

(e) g je neprekidno; i

(f) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstvena tačka z ∈ za koju je d(gz, Tz) = d(A,B) i
p(Tz, Tz) = 0. Štavǐse, za proizvoljno početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0

takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0} i koji konvergira
ka nekoj g-tački najbolje aproksimacije preslikavanja T .

Dokaz. Neka je x0 ∈ A0 proizvoljno. Zbog uslova (b) i (f) tada sledi da
postoji x1 ∈ A0 tako da je

d(gx1, Tx0) = d(A,B).

Opet, zbog (b) i (f), za x1 ∈ A0 postoji x2 ∈ A0 za koje je

d(gx2, Tx1) = d(A,B).

Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako xn ∈ A0 postoji xn+1 ∈ A0

tako da je
d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Ako postoji n0 ∈ N tako da je µ(Txn0−1, Txn0) = 0, onda je xn0−1 = xn0 ,
što po konstrukciji niza {xn} znači da je d(gxn0−1, Txn0) = d(gxn0−1, Txn0−1)
= d(A,B), tj. xn0−1 je g-tačka najbolje aproksimacije za preslikavanje T , i
dokaz je završen.

Zato bez gubljenja opštosti možemo pretpostaviti da je µ(Txn−1, Txn) >
0 za svako n ∈ N.

Pokažimo da niz {Txn} konvergira. Pošto je T R-proksimalna kontrakicja
drugog tipa imamo

0 < %(µ(Tgxn, T gxn+1), µ(Txn−1, Txn))

= %(µ(Txn, Txn+1), µ(Txn−1, Txn)).
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Dakle, na osnovu osobine R-funkcije (%1) sledi

lim
n→∞

µ(Txn−1, Txn) = 0.

Dokažimo sada da je

lim
m,n→∞

µ(Txn, Txm) = 0. (2.2.11)

Pretpostavimo suprotno, tj. da limes u (2.2.11) nije nula. Tada po Lemi
2.2.1 postoji ε > 0 i dva niza {mk}, {nk} ⊆ N sa mk > nk za svako k ∈ N
tako da je

µ(Txnk
, Txmk

) ≥ ε (2.2.12)

za svako k ∈ N i

lim
k→∞

µ(Txnk
, Txmk

) = lim
k→∞

µ(Txnk−1, Txmk−1) = ε. (2.2.13)

Pošto je T R-proksimalna kontrakcija drugog tipa i zadovoljen je uslov
(d), to je

0 <%(µ(Tgxnk
, T gxmk

), µ(Txnk−1, Txmk−1))

=%(µ(Txnk
, Txmk

), µ(Txnk−1, Txmk−1))

za svako k ∈ N. Sada stavimo ak := µ(Txnk
, Txmk

) i bk := µ(Txnk−1, Txmk−1)
za svako k ∈ N. Prema poslednjoj nejednakosti i zbog osobine (%2), kao i
(2.2.12) i (2.2.13) dobija se

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = 0,

što je kontradikcija. Stoga važi (2.2.11).
Primenom Leme 1.2.1 iz (2.2.11) onda zaključujemo da je niz (Txn)

Košijev. Kako je Txn ∈ T (A0) za svako n ∈ N, a T (A0) zatvoren podskup
kompletnog metričkog prostora (X, d), to postoji limn→∞ Txn = Tz ∈ T (A0).
Takode je po uslovu (b) Tz ∈ T (A0) ⊆ B0, pa postoji u ∈ A0 tako da je
d(u, Tz) = d(A,B). Na osnovu uslova (f) je i u = gx za neko x ∈ A0. Stoga
je d(gx, Tz) = d(A,B).

Dokažimo sada da je Tx = Tz.
Ako je Tx = Txn za beskonačno mnogo indeksa n ∈ N, onda je Tz = Tx.

Stoga pretpostavimo da postoji n0 ∈ N tako da je Tx 6= Txn za svako
n ≥ n0. Ako je µ(Txn, Tx) = 0 za neko n ≥ n0, onda je Txn = Tx, pa mora
biti µ(Txn, Tx) > 0 za svako n ≥ n0. Takode, postoji podniz {xnk

} niza
{xn} (koji bez gubljenja opštosti identifikujemo sa celim nizom) takav da je
µ(Txnk

, T z) > 0 za svako k ∈ N
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Na osnovu (2.2.11) za proizvoljno ε > 0 postoji Nε ∈ N tako da je
µ(Txn, Txm) < ε za sve m,n ∈ N za koje je m > n ≥ Nε. Za fiksno
n ∈ N tako da je n ≥ max{n0, Nε} funkcija p(Txn, ·) je poluneprekidna sa
donje strane, pa je zato

p(Txn, T z) ≤ lim inf
m→∞

p(Txn, Txm) < ε.

Odatle je limn→∞ p(Txn, T z) = 0. Slično je i limn→∞ p(Tz, Txn) = 0, što
zajedno sa prethodnom jednakosti daje

lim
n→∞

µ(Txn, T z) = 0. (2.2.14)

Uzmimo sada da je an := µ(Tgxn+1, T gx) = µ(Txn+1, Tx) i bn := µ(Txn, T z)
za svako n ∈ N. Onda koristeći osobinu R-funkcije (%3) uz (2.2.14) dobijamo

lim
n→∞

µ(Txn+1, Tx) = 0. (2.2.15)

Konačno, iz (2.2.14) i (2.2.15) zaključujemo da je Tx = Tz na osnovu Leme
1.2.1 (i). Jedinstvenost se sada lako pokazuje pomoću osobine (%1), kada se
uzme da je {an} konstantan niz definisan sa an := µ(Tgv, Tgz) = µ(Tv, Tz)
za svako n ∈ N, gde je v ∈ A takvo da je d(gv, Tv) = d(A,B). Analogno se
pokazuje i da je p(Tz, Tz) = µ(Tz, Tz) = 0.

Napomena 2.2.1. Ovde ćemo navesti neke posledice naših glavnih rezultata
koji su predstavljeni u ovom pododeljku. Ako je u Teoremi 2.2.1:

- % : [0,∞)× [0,∞)→ R simulaciona funkcija, g = idA i p = d, dobija se
Posledica 2.1 iz rada Tchier i dr. [63];

- p simetrično w-rastojanje na X, i A = B, dobijamo Teoremu 9 iz rada
Zarinfar i dr. [64];

- %(t, s) = φ(s)−t, gde je φ : [0,∞)→ [0,∞) funkcija kao u Primeru 2.2.1
(c), dobija se uopštenje rezultata o tački najbolje aproksimacije iz rada Jleli i
dr. [27]; ovde su i pretpostavke koje zadovoljavaju skupovi A i B oslabljene.

- %(t, s) definisano kao u Primeru 2.2.1 (b), i A = B, dobija se da teo-
rema o fiksnoj tački koju je dao Geraghty [17] važi i na prostorima sa w0-
rastojanjem.

2.3 Meir-Keelerova preslikavanja

Meir i Keeler su u radu [47] iz 1969. godine dokazali sledeću veoma
značajnu teoremu.



GLAVA 2. GLAVNI REZULTATI 41

Teorema 2.3.1. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor, i neka je T
sopstveno preslikavanje na X. Pretpostavimo da za svako ε > 0 postoji
δ = δ(ε) > 0 tako da za svako x, y ∈ X, važi sledeći uslov:

ε ≤ d(Tx, Ty) < ε+ δ ⇒ d(x, y) < ε.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tačku x ∈ X, i za svako x0 ∈ X niz {T nx0}
konvergira ka x.

U ovom odeljku predstavljeni su rezultati autora iz [38], gde su razma-
trane tačke najbolje aproksimacije za preslikavanja Meir-Keelerovog tipa na
prostorima sa w-rastojanjem. Najpre su uvedeni pojmovi MK-p-proksimal-
nih kontrakcija upotrebljavajući koncepat w-rastojanja. Zatim su dokazani
novi rezultati o tački najbolje aproksimacije za MK-p-proksimalne kontrak-
cije na kompletnim metričkim prostorima. Primenom glavnih rezultata, kao
posledice su izvedeni skoriji rezultati o tački najbolje aproksimacije iz rada
Jleli i dr. [27].

Neka je (X, d) metrički prostor, p : X ×X → [0,∞) w-rastojanje na X,
i neka su A i B neprazni podskupovi od X (koji ne moraju biti jednaki).

Uvodimo sledeće oznake (videti npr. [43, 63]) :

GA,p = {g : A→ A : p(x, y) ≤ p(gx, gy), ∀x, y ∈ A}
Tg,p = {T : A→ B : p(Tx, Ty) ≤ p(Tgx, Tgy), ∀x, y ∈ A}.

Definicija 2.3.1. Preslikavanje T : A → B se naziva MK-p-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0 tako da važi:

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ (p(x, y) < ε+ δ ⇒ p(u, v) < ε)

za svako u, v, x, y ∈ A.

Definicija 2.3.2. Preslikavanje T : A → B se naziva MK-p-proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0 tako da važi:

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ (p(Tx, Ty) < ε+ δ ⇒ p(Tu, Tv) < ε)

za svako u, v, x, y ∈ A.

Sledeća dva pomoćna tvrdenja će se koristiti u dokazu glavnih rezultata.
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Lema 2.3.1. Ako je T : A → B MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa,
onda važi:

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ p(u, v) ≤ p(x, y)

za svako u, v, x, y ∈ A.

Dokaz. Neka je ε = p(x, y)+λ i δ = δ(ε) > 0, gde je λ > 0 proizvoljno. Tada
važi nejednakost

p(x, y) < p(x, y) + λ+ δ,

odakle sledi
p(u, v) < ε = p(x, y) + λ (2.3.1)

pošto je T MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa. Puštajući da λ → 0
u (2.3.1) dobijamo p(u, v) ≤ p(x, y).

Lema 2.3.2. Ako je T : A→ B MK-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa,
onda važi:

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ p(Tu, Tv) ≤ p(Tx, Ty)

za svako u, v, x, y ∈ A.

Dokaz. Uzmimo da je ε = p(Tx, Ty) + λ i δ = δ(ε) > 0 za neko proizvoljno
λ > 0. Tada važi sledeća nejednakost:

p(Tx, Ty) < p(Tx, Ty) + λ+ δ,

što povlači da je
p(Tu, Tv) < ε = p(Tx, Ty) + λ (2.3.2)

pošto je T MK-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa. Ako pustimo da
λ→ 0 u (2.3.2), dobija se p(Tu, Tv) ≤ p(Tx, Ty).

Sada se mogu dokazati glavni rezultati.

Teorema 2.3.2. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom me-
tričkom prostoru (X, d) sa w-rastojanjem p, tako da je skup A0 neprazan i
zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanja g : A→ A i T : A→ B zadovolja-
vaju sledeće uslove:

1. T je MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

2. g ∈ GA,p;
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3. A0 ⊆ g(A0);

4. T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji jedinstvena tačka x ∈ A0 tako da važi d(gx, Tx) = d(A,B)
i p(x, x) = 0. Štavǐse, za svako početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji
konvergira ka x, tako da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.

Dokaz. Neka je x0 ∈ A0 proizvoljno. Pošto je T (A0) ⊆ B0 i A0 ⊆ g(A0),
postoji x1 ∈ A0 tako da je

d(gx1, Tx0) = d(A,B).

Slično, za x1 ∈ A0 postoji x2 ∈ A0 tako da je

d(gx2, Tx1) = d(A,B).

Nastavljajući ovaj proces, za svako xn ∈ A0 možemo naći xn+1 ∈ A0 tako da
je

d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Ako postoji n0 ∈ N ∪ {0} tako da je

p(xn0 , xn0+1) = 0, (2.3.3)

onda na osnovu Leme 2.3.1 imamo da je p(gxn0+1, gxn0+2) = 0, pa je

p(xn0 , xn0+2) ≤ p(xn0 , xn0+1) + p(xn0+1, xn0+2)

≤ p(xn0 , xn0+1) + p(gxn0+1, gxn0+2) = 0,

odakle
p(xn0 , xn0+2) = 0. (2.3.4)

Medutim, primenom Leme 1.2.1 (i), zbog (2.3.3) i (2.3.4) dobijamo da je
xn0+2 = xn0+1, pa je tada d(gxn0+2, Txn0+1) = d(gxn0+1, Txn0+1) = d(A,B).

Zato možemo pretpostaviti da je p(xn−1, xn) > 0 za svako n ∈ N. Pošto je
T MK-proksimalna kontrakcija prvog tipa, na osnovu Leme 2.3.1 dobijamo

p(gxn+1, gxn+2) ≤ p(xn, xn+1) ≤ p(gxn, gxn+1) (2.3.5)

za svako n ∈ N∪{0} , što znači da je niz {p(gxn, gxn+1)} ⊆ (0,∞) opadajući.
Stoga, postoji r ≥ 0 tako da je

p(gxn, gxn+1)→ r kada n→∞. (2.3.6)
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Pretpostavimo da je r > 0. Sada izaberimo δ = δ(r) > 0, pa prema (2.3.6)
postoji m ∈ N∪{0} tako da je p(xm, xm+1) ≤ p(gxm, gxm+1) < r+δ. Pošto je
T MK-p-proksimalna kontrakcja prvog tipa, dobijamo p(gxm+1, gxm+2) < r,
što je kontradikcija.

Dakle, imamo r = 0, tj.

lim
n→∞

p(gxn, gxn+1) = 0. (2.3.7)

Neka je ε > 0 proizvoljno. Bez gubljenja opštosti, možemo pretpostaviti
da je δ = δ(ε) < ε. Prema (2.3.7) postoji N = N(ε) ∈ N ∪ {0} tako da je

p(gxn, gxn+1) < δ za svako n ≥ N. (2.3.8)

Pokazaćemo da za svako n ≥ N i k ∈ N važi

p(gxn, gxn+k) < ε+ δ (2.3.9)

indukcijom po k. Fiksirajmo n ≥ N . Prema (2.3.8), (2.3.9) važi za k = 1.
Pretpostavimo da (2.3.9) važi za neko k ∈ N, tj.

p(xn, xn+k) ≤ p(gxn, gxn+k) < ε+ δ.

Ali onda je
p(gxn+1, gxn+k+1) < ε

pošto je T MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa. Stoga prema (2.3.8),
imamo

p(gxn, gxn+k+1) ≤ p(gxn, gxn+1) + p(gxn+1, gxn+k+1) < δ + ε.

U (2.3.9) je δ < ε, pa je zapravo

p(gxn, gxn+k) < 2ε (2.3.10)

za svako n ≥ N and k ∈ N. Drugim rečima, dokazali smo da je

lim
n→∞

sup
m>n

p(gxn, gxm) = 0,

pa na osnovu Leme 1.2.1 (iii) zaključujemo da je {gxn} Košijev niz u A0.
Pošto je (X, d) kompletan metrički prostor i A0 je zatvoren podskup od X,
postoji limn→∞ gxn = gx za neko x ∈ A0. Pošto je gxn ∈ A0 za svako
n ∈ N ∪ {0} i A0 je zatvoren skup, takode imamo da je gx ∈ A0. Sa
druge strane je gx ∈ A0 i T (A0) ⊆ B0, pa za x postoji z ∈ A0 tako da je
d(z, Tx) = d(A,B).
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Dokažimo da je z = gx.
Prema (2.3.10), za svako ε > 0, postoji N = N(ε) ∈ N ∪ {0} tako da za

svako fiksno n ≥ N važi

p(gxn, gx) ≤ lim inf
k→∞

p(gxn, gxn+k) < 2ε

odakle sledi da je
lim
n→∞

p(gxn, gx) = 0. (2.3.11)

Pošto je T MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, primenom Leme 2.3.1
dobijamo

p(gxn+1, z) ≤ p(xn, x) ≤ p(gxn, gx)

za svako n ≥ N , što zajedno sa (2.3.11) povlači

lim
n→∞

p(gxn+1, z) = 0. (2.3.12)

Konačno, iz (2.3.11) i (2.3.12) zaključujemo da je z = gx na osnovu Leme
1.2.1 (i). Kako je d(z, Tx) = d(A,B), to je d(gx, Tx) = d(A,B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je y iz A0 takvo da je

d(gy, Ty) = d(A,B).

Pretpostavimo da je p(gx, gy) ≥ p(x, y) > 0. Uzmimo ε = p(x, y) i δ = δ(ε),
pa je p(x, y) < ε+ δ. Pošto je T MK-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa,
dobijamo p(gx, gy) < ε = p(x, y), što je kontradikcija.

Dakle,
p(x, y) = 0 (2.3.13)

i simetrično se može pokazati da je takode p(y, x) = 0, odakle sledi p(x, x) ≤
p(x, y) + p(y, x) = 0, tj.

p(x, x) = 0. (2.3.14)

Prema Lemi 1.2.1 (i), iz (2.3.13) i (2.3.14) zaključujemo da je x = y.
Slično se dokazuje da je p(x, x) = 0.

Analogno Teoremi 2.3.2, možemo dokazati sledeći rezultat o tačkama naj-
bolje aproksimacije za MK-p-proksimalne kontrakcije drugog tipa.

Teorema 2.3.3. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor sa w-rastojanjem
p, i neka su A i B neprazni podskupovi od X tako da je A0 neprazan i zatvo-
ren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A → B i g : A → A zadovoljavaju
sledeće uslove:

1. T je MK-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
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2. T ∈ Tg,p;

3. A0 ⊆ g(A0);

4. T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji tačka x ∈ A0 tako da važi d(gx, Tx) = d(A,B), i p(Tx, Tx) = 0.
Štavǐse, za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira ka x takav
da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za savko n ∈ N ∪ {0}.

Ako je još i T injektivno preslikavanje na A, tada je tačka najbolje aprok-
simacije x opisana u prethodnom paragrafu jedinstvena.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.3.2, zaključujemo da za svako x0 ∈ A0

postoji niz {xn} ⊆ A0 takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈
N ∪ {0}, a koji konvergira ka x ∈ A0 tako da je

d(gx, Tx) = d(A,B)

i
p(Tx, Tx) = 0. (2.3.15)

Sada pretpostavimo da je y ∈ A0 još jedna tačka (različita od x) takva
da je

d(gy, Ty) = d(A,B).

Ponovo, upotrebljavajući sličan postupak kao u dokazu Teoreme 2.3.2, dobi-
jamo da je

p(Tx, Ty) = 0. (2.3.16)

Prema (2.3.15) i (2.3.16), na osnovu Leme 1.2.1 dobijamo da je Tx = Ty,
odakle je x = y, pošto je T injektivno preslikavanje na A.

U nastavku ćemo pod slabijim pretpostavkama izvesti rezultate iz rada
Jleli i dr. [27] kao posledice naših glavnih rezultata.

Da bismo to učinili, podsetimo najpre na pojmove MK-proksimalnih
kontrakcija koje su uveli Jleli i dr. [27]:

Definicija 2.3.3. Preslikavanje T : A → B se naziva MK-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0 tako da važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ (ε ≤ d(x, y) < ε+ δ ⇒ d(u, v) < ε)

za svako u, v, x, y ∈ A.
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Definicija 2.3.4. Preslikavanje T : A → B se naziva MK-proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0 tako da važi

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ (ε ≤ d(Tx, Ty) < ε+ δ ⇒ d(Tu, Tv) < ε)

za svako u, v, x, y ∈ A.

Sada dokazujemo prvi glavni rezultat iz rada Jleli i dr. ([27, Theorem
3.1]):

Teorema 2.3.4. Neka su A i B zatvoreni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) tako da je skup A0 neprazan i par (A,B) ima slabo P -svojstvo.
Pretpostavimo da preslikavanja g : A→ A i T : A→ B zadovoljavaju sledeće
uslove:

(a) T je MK-proksimalna kontrakcija prvog, odn. drugog tipa;

(b) T (A0) ⊆ B0;

(c) g je izometrija (tj. d(gx, gy) = d(x, y) za svako x, y ∈ X);

(d) A0 ⊆ g(A0);

(e) T očuvava izometrički rastojanje u odnosu na g (tj. d(Tgx, Tgy) =
d(Tx, Ty) za svako x, y ∈ X).

Tada, postoji jedinstvena tačka x∗ ∈ A tako da je d(gx∗, Tx∗) = d(A,B).
Štavǐse, za svaki fiksni element x0 ∈ A0, iterativni niz {xn} definisan sa
d(gxn+1, Txn) = d(A,B) konvergira ka x∗.

Dokaz. Primetimo da svi uslovi Teoreme 2.3.2 (odn. 2.3.3) važe ako uzmemo
da je p = d. Prema tome, važi i isti zaključak.

Analogno se može pokazati drugi glavni rezultat rada Jleli i dr. ([27,
Theorem 3.5]):

Teorema 2.3.5. Neka su A i B zatvoreni podskupovi kompletnog metričkog
prostora (X, d) takvi da je A0 neprazan, par (A,B) ima slabo P -svojstvo, i B
je aproksimativno kompaktan u odnosu na A. Pretpostavimo da preslikavanja
g : A→ A i T : A→ B zadovoljavaju sledeće uslove:

(a) T je MK-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

(b) T (A0) ⊆ B0;
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(c) g je izometrija;

(d) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstvena tačka x∗ ∈ A tako da je d(gx∗, Tx∗) = d(A,B).
Štavǐse, za svaki fiksni element x0 ∈ A0, iterativni niz {xn}, definisan sa
d(gxn+1, Txn) = d(A,B) konvergira ka x∗.

Napomena 2.3.1. Neka su A i B neprazni podskupovi u metričkom prostoru
(X, d) tako da je A0 6= ∅. Onda se kaže da par (A,B) ima slabo P-svojstvo
([2, 6, 27]) ako i samo ako važi

d(x1, y1) = d(A,B)

d(x2, y2) = d(A,B)

}
⇒ x1 = x2.

Takode, kaže se da je B aproksimativno kompaktan ([27]) u odnosu na A
ako svaki niz {yn} u B takav da je d(x, yn) → d(x,B) za neko x ∈ A ima
konvergentan podniz. Primetimo da je u radu Jleli i dr. [27] u formulaciji i
dokazima glavnih rezulata upotrebljavano slabo P-svojstvo i svojstvo aprok-
simativne kompaktnosti. Ovde je pokazano da su te pretpostavke suvǐsne.
Štavǐse, naši glavni rezultati su opštiji, dok su dokazi značajno prostiji.

2.4 Vǐseznačna preslikavanja

Podsetimo se najpre definicije i osnovnih osobina Hausdorfovog rastojanja
(videti npr. [49, 55]).

Neka je (X, d) metrički prostor. Tada CB(X) označava familiju svih
nepraznih zatvorenih i ograničenih podskupova u X.

Neka je H : CB(X)× CB(X)→ R funkcija definisana sa

H(S,Q) = max

{
sup
x∈S

d(x,Q), sup
y∈Q

d(y, S)

}
za svako S,Q ∈ CB(X). Funkcija H se naziva Hausdorfovo rastojanje, i
može se pokazati da je (CB(X), H) metrički prostor.

Štavǐse, za svako S,Q, F ∈ CB(X) i x ∈ S, y ∈ Q imamo

d(x, F ) ≤ d(x, y) + d(y, F ) ≤ d(x, y) +H(Q,F );

d(x, F ) ≤ d(x,Q) +H(Q,F ) ≤ H(S,Q) +H(Q,F ).

Funkcija ϕ : [0,∞)→ [0,∞) se naziva L-funkcija ([45]) ako je ϕ(0) = 0,
ϕ(t) > 0 za svako t > 0, i za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je ϕ(t) ≤ ε
za svako t ∈ [ε, ε+ δ].
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Definicija 2.4.1 ([65]). Neka je A ⊆ R neprazan skup i neka je % : A×A→
R data funkcija. Kažemo da je % SR-funkcija ako zadovoljava uslov:

(SR) Ako je {an} ⊆ (0,∞) ∩ A niz takav da je %(an+1, an) > 0 za svako
n ∈ N, onda an → 0 kad n→∞.

Sa SRA označavamo klasu svih SR-funkcija sa domenom A× A.

Primer 2.4.1. Ovde navodimo neke primere SR-funkcija iz [65]:

(i) % : A× A→ R, gde je % R-funkcija;

(ii) %(t, s) = ζ(t, s), gde je ζ : [0,∞)× [0,∞)→ R simulaciona funkcija;

(iii) %(t, s) = ϕ(s)− t, gde je ϕ : [0,∞)→ [0,∞) L-funkcija;

(iv) %(t, s) = sϕ(s)− t, gde je ϕ : [0,∞) → [0, 1) preslikavanje takvo da je
lim supt→s+ ϕ(t) < 1 za svako s ∈ (0,∞);

(v) %(t, s) = sϕ(s) − t, gde je ϕ : [0,∞) → [0, 1) preslikavanje takvo da
limn→∞ ϕ(tn) = 1 povlači limn→∞ tn = 0 za svaki niz {tn} ⊆ (0,∞);

(vi) %(t, s) = ψ(s)−ϕ(s)−ψ(t), gde su ψ, ϕ : [0,∞)→ [0,∞) funkcije takve
da je ψ neopadajuća i neprekidna zdesna, a ϕ je donje poluneprekidna
i ϕ−1({0}) = {0};

(vii) %(t, s) = s
t+1
− t za svako t, s ∈ [0,∞);

(viii) %(t, s) = s
et
− t za svako t, s ∈ [0,∞);

(ix) %(t, s) = ln(s+ 1)− t za svako t, s ∈ [0,∞);

(x) %(t, s) = s −
∫ t
0

Φ(u) du gde je Φ : [0,∞) → [0,∞) funkcija takva da∫ ε
0

Φ(u) du postoji i veći je od ε, za svako ε > 0.

Neka je (X, d) metrički prostor, i neka su A i B neprazni podskupovi od
X. U ovom odeljku će se razmatrati vǐseznačna preslikavanja oblika T : A→
CB(B).

Vǐseznačno preslikavanje T je neprekidno ako H(Txn, Tx)→ 0 kada n→
∞ za svaki niz {xn} ⊆ A koji konvergira ka nekom x ∈ A.

Tačka x ∈ A je tačka najbolje aproksimacije vǐseznačnog preslikavanja
T ako je d(x, Tx) = d(A,B). I za tačke najbolje aproksimacije vǐseznačnih
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preslikavanja važe iste oznake kao u prethodnim sekcijama (videti npr. [1,
36, 54]):

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B};
A0 = {x ∈ A : d(x, y) = d(A,B) za neko y ∈ B};
B0 = {y ∈ B : d(x, y) = d(A,B) za neko x ∈ A}.

Sada možemo dokazati glavne rezultate rada [39].
Prvi je teorema o tačkama najbolje aproksimacije za vǐseznačna preslika-

vanja sa SR-funkcijama.

Teorema 2.4.1. Neka je (X, d) metrički prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup A0 neprazan i kompaktan. Neka je T : A→
CB(B) neprekidno vǐseznačno preslikavanje takvo da je Tx ⊆ B0 za svako
x ∈ A0, i za svako x1, x2 ∈ A0 i y1 ∈ Tx1 postoji y2 ∈ Tx2 tako da je

%(d(x2, y2)− d(A,B), d(x1, y1)− d(A,B)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x, y) − d(A,B) : x ∈ A0, y ∈
B0} ⊆ A. Tada T ima tačku najbolje aproksimacije u A0.

Dokaz. Neka su x1 ∈ A0 i y1 ∈ Tx1 dve proizvoljne tačke. Pošto Tx1 ⊆ B0,
postoji x2 ∈ A0 tako da je

d(y1, x2) = d(A,B).

Prema kontraktivnom uslovu za T , možemo naći y2 ∈ Tx2 tako da je

%(d(x2, y2)− d(A,B), d(x1, y1)− d(A,B)) > 0.

Ponovo, pošto je Tx2 ⊆ B0, postoji x3 ∈ A0 tako da je

d(y2, x3) = d(A,B),

i možemo naći y3 ∈ Tx3 tako da je

%(d(x3, y3)− d(A,B), d(x2, y2)− d(A,B)) > 0.

Nastavljajući ovaj proces možemo konstruisati nizove {xn} ⊆ A0 i {yn} ⊆
B0 takve da je

d(yn, xn+1) = d(A,B)

i
%(d(xn+1, yn+1)− d(A,B), d(xn, yn)− d(A,B)) > 0 (2.4.1)
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za svako n ∈ N.
Ako postoji n0 ∈ N tako da je d(xn0 , yn0)− d(A,B) = 0, tada imamo

d(A,B) ≤ d(xn0 , Txn0)

≤ d(xn0 , yn0)

= d(A,B)

što znači da je d(xn0 , Txn0) = d(A,B), odn. xn0 je tačka najbolje aproksi-
macije za T .

Prema tome, možemo pretpostaviti da je d(xn, yn)−d(A,B) > 0 za svako
n ∈ N.

Sada, primenjujući osobinu (SR) na niz {an} ⊆ (0,∞) definisan sa an :=
d(xn, yn)− d(A,B) za svako n ∈ N, prema (2.4.1) dobijamo da an → 0, odn.

d(xn, yn)→ d(A,B) (2.4.2)

kada n→∞.
S obzirom da je A0 kompaktan podskup od X i {xn} ⊆ A0, postoji podniz

{xnk
} niza {xn} koji konvergira ka nekom x ∈ A0. Dokazaćemo da je x tačka

najbolje aproksimacije za T .
Zaista, za proizvoljno k ∈ N imamo

d(A,B) ≤ d(xnk
, Txnk

)

≤ d(xnk
, ynk

)→ d(A,B)

prema (2.4.2), odakle sledi da

d(xnk
, Txnk

)→ d(A,B) (2.4.3)

kada k →∞.
Tada na osnovu (2.4.3) dobijamo

d(A,B) ≤ d(x, Tx)

≤ d(x, xnk
) + d(xnk

, Tx)

≤ d(x, xnk
) + d(xnk

, Txnk
) +H(Txnk

, Tx)→ d(A,B)

pošto xnk
→ x kada k → ∞, dok je T neprekidno vǐseznačno preslikavanje.

Konačno, zaključujemo da je d(x, Tx) = d(A,B).

Kao posledicu dobijamo naš sledeći glavni rezultat o tačkama najbolje
aproksimacije za vǐseznačna preslikavanja na kompaktnom metričkom pro-
storu, uzimajući da je A = B = X u Teoremi 2.4.1.



GLAVA 2. GLAVNI REZULTATI 52

Posledica 2.4.1. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor, i neka je T :
X → CB(X) neprekidno vǐseznačno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x1, x2 ∈ X i y1 ∈ Tx1 postoji y2 ∈ Tx2 tako da je

%(d(x2, y2), d(x1, y1)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x, y) : x, y ∈ X} ⊆ A. Tada T
ima fiksnu tačku u X.

Ako je u Teoremi 2.4.1 Tx jednoelementni skup za svako x ∈ A, dobijamo
sledeći rezultat o tačkama najbolje aproksimacije za jednoznačna preslikava-
nja.

Posledica 2.4.2. Neka je (X, d) metrički prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup A0 neprazan i kompaktan. Neka je T : A→
B neprekidno preslikavanje takvo da je T (A0) ⊆ B0, i za svako x1, x2 ∈ A0

imamo da važi

%(d(x2, Tx2)− d(A,B), d(x1, Tx1)− d(A,B)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x, y) − d(A,B) : x ∈ A0, y ∈
B0} ⊆ A. Tada T ima tačku najbolje aproksimacije u A0.

Sledeća teorema o fiksnim tačkama jednoznačnih preslikavanja na kom-
paktnim metričkim prostorima se dobija kao specijalan slučaj Posledice 2.4.2
kada je A = B = X.

Posledica 2.4.3. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor, i neka je T :
X → X neprekidno preslikavanje. Pretpostavimo da za svako x1, x2 ∈ X važi

%(d(x1, Tx1), d(x2, Tx2)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x, y) : x, y ∈ X} ⊆ A. Tada T
ima fiksnu tačku u X.

U nastavku, dokazujemo verziju Teoreme 2.4.1 sa nešto drugačijim kon-
traktivnim uslovom.

Teorema 2.4.2. Neka je (X, d) metrički prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup A0 neprazan i kompaktan. Neka je A →
CB(B) neprekidno vǐseznačno preslikavanje takvo da je Tx ⊆ B0 za svako
x ∈ A0, i za svako x1, x2 ∈ A0 važi

%(d(x1, Tx1)− d(A,B), d(x2, Tx2)− d(A,B)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x,C) − d(A,B) : x ∈ A0, C ⊆
B0} ⊆ A. Tada T ima tačku najbolje aproksimacije u A0.
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Dokaz. Neka su x1 ∈ A0 i y1 ∈ Tx1 dve proizvoljne tačke. Tada postoji
x2 ∈ A0 tako da je

d(y1, x2) = d(A,B)

jer je Tx1 ⊆ B0.
Izaberimo sada proizvoljnu tačku y2 ∈ Tx2, pa zbog Tx2 ⊆ B0 postoji

x3 ∈ A0 tako da je
d(y2, x3) = d(A,B).

Nastavljajući ovaj postupak, konstruǐsemo nizove {xn} ⊆ A0 i {yn} ⊆ B0

takve da je
d(yn, xn+1) = d(A,B)

za svako n ∈ N.
Takode, upotrebljavajući kontraktivni uslov za T dobijamo

%(d(xn+1, Txn+1)− d(A,B), d(xn, Txn)− d(A,B)) > 0 (2.4.4)

za svako n ∈ N.
Ako postoji n0 ∈ N tako da je d(xn0 , Txn0)−d(A,B) = 0, onda je xn0 ∈ A0

tačka najbolje aproksimacije za T .
U suprotnom, d(xn, Txn)− d(A,B) > 0 za svako n ∈ N.
Tada prema (2.4.4) primenom osobine (SR) dobijamo da niz {an} ⊆

(0,∞) definisan sa an := d(xn, Txn)− d(A,B) konvergira ka 0, odn.

d(xn, Txn)→ d(A,B) (2.4.5)

kada n→∞.
Ostatak dokaza je potpuno analogan dokazu Teoreme 2.4.1.

Iz Teoreme 2.4.2 dobijamo sledeću posledicu na sličan način kao što smo
dobili Posledicu 2.4.1 iz Teoreme 2.4.1.

Posledica 2.4.4. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor, i neka je T :
X → CB(X) neprekidno vǐseznačno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x1, x2 ∈ X važi

%(d(x1, Tx1), d(x2, Tx2)) > 0

gde je % ∈ SRA SR-funkcija takva da je {d(x,C) : x ∈ X,C ∈ CB(X)} ⊆ A.
Tada T ima fiksnu tačku u X.

Napomena 2.4.1. Primetimo da u slučaju kada je Tx jednoelementni skup
za svako x ∈ A, Posledica 2.4.2 sledi na osnovu Teoreme 2.4.2. Ako je još i
A = B = X, dobijamo Posledicu 2.4.3.
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Primer 2.4.2. Neka je dat skup X = R sa standardnom Euklidskom metri-
kom d : X ×X → [0,∞) definisanom sa:

d(x, y) = |x− y|

za svako x, y ∈ X.
Neka je A = [−1, 0] i B = [1, 2]. Tada imamo:

d(A,B) = inf{|x− y| : x ∈ [−1, 0], y ∈ [1, 2]} = 1

i ovaj infimum se dostiže za x = 0 ∈ A i y = 1 ∈ B. Stoga je A0 = {0} i
B0 = {1}, i A0 neprazan kompaktan skup.

Definǐsimo preslikavanje T : A→ CB(B) sa:

Tx = {1, 1− x}

za svako x ∈ A. Lako se proverava da je T neprekidno vǐseznačno preslika-
vanje i T (0) = {1} = B0.

Konačno, neka je % : [0,∞)× [0,∞)→ R SR-funkcija zadata sa:

%(t, s) =

{
1, t = s = 0;
1
2
s− t, u suprotnom.

Tada za x1 = x2 = 0 ∈ A0 i y1 = 1 ∈ Tx1 postoji y2 = 1 ∈ Tx2 tako da je

%(d(x2, y2)− d(A,B), d(x1, y1)− d(A,B)) = %(0, 0) = 1 > 0.

Zaključujemo da su svi uslovi Teoreme 2.4.1 ispunjeni. Zaista, T ima (jedin-
stvenu) tačku najbolje aproksimacije x = 0 ∈ A0.

Sada primenom naših glavnih rezultata izvodimo verziju teoreme o fik-
snim tačkama iz rada Javahernia i dr. ([26, Theorem 3.1]) za neprekidna
vǐseznačna preslikavanja na kompaktnim metričkim prostorima.

Pre nego što to učinimo, navodimo definiciju jakih izvodljivih funkcija.

Definicija 2.4.2 ([26]). Funkcija ϑ : R × R → R je jaka izvodljiva (strong
manageable) ako zadovoljava sledeće uslove:

(ϑ1) ϑ(t, s) < s− t za svako s, t > 0;

(ϑ2) za proizvoljne nizove {tn}, {sn} ⊆ (0,∞) takve da je lim supn→∞ tn =

lim supn→∞ sn <∞ važi lim supn→∞
tn+ϑ(tn,sn)

sn
< 1.
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Teorema 2.4.3. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor, i neka je T :
X → CB(X) neprekidno vǐseznačno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x, y ∈ X tako da je x 6= y važi

ϑ(d(x, Tx), d(y, Ty)) ≥ 0

gde je ϑ jaka izvodljiva funkcija. Tada T ima fiksnu tačku u X.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je ϑ SR-funkcija, tj. da zadovoljava uslov
(SR). Tada tvrdenje sledi na osnovu Posledice 2.4.4.

Dokaz će biti izveden slično onome u [57, Lemma 16].
Neka je {an} ⊆ (0,∞) niz takav da je

ϑ(an+1, an) > 0 (2.4.6)

za svako n ∈ N. Tada prema osobini (ϑ1) i (2.4.6) imamo

0 < ϑ(an+1, an) < an − an+1 (2.4.7)

za svako n ∈ N.
Sada na osnovu (2.4.7) sledi da je {an} strogo opadajući niz pozitivnih

realnih brojeva, pa postoji

lim
n→∞

an = L ≥ 0. (2.4.8)

Preptostavimo da je L > 0.
Neka su {tn}, {sn} ⊆ (0,∞) nizovi definisani sa tn := an+1 i sn := an za

svako n ∈ N, tako da je

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

sn = L (2.4.9)

prema (2.4.8). Primenom osobine (ϑ2), a na osnovu (2.4.9), dobijamo

lim sup
n→∞

tn + ϑ(tn, sn)

sn
= lim sup

n→∞

an+1 + ϑ(an+1, an)

an
< 1. (2.4.10)

Konačno, iz (2.4.6) i (2.4.10) dobijamo

1 = lim
n→∞

an+1

an
= lim sup

n→∞

an+1

an
≤ lim sup

n→∞

an+1 + ϑ(an+1, an)

an
< 1

što je kontradikcija, pa prema tome L = 0 u (2.4.8).

Napomena 2.4.2. Svi rezultati predstavljeni u ovom odeljku su nezavisni
od sličnih rezultata iz rada Pirbavafa i dr. [53], zato što su preslikavanja
proučavana u [53] ciklična.
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U nastavku predstavljamo originalne rezultate autora iz rada [40] o tačka-
ma najbolje aproksimacije za vǐseznačna preslikavanja na metričkim prosto-
rima sa w-rastojanjem.

Najpre se podsetimo još nekih osnovnih činjenica i pojmova koji se po-
minju u nastavku.

Definicija 2.4.3 ([5]). Neka je X neprazan skup, i neka je q : X × X →
[0,∞). Par (X, q) je dislocirani metrički prostor ako:

(D1) q(x, y) = 0⇒ x = y za svako x, y ∈ X;

(D2) q(x, y) = q(y, x) za svako x, y ∈ X;

(D3) q(x, y) ≤ q(x, z) + q(z, y) za svako x, y, z ∈ X.

Neka je Ψ familija svih funkcija ψ : [0,∞) → [0,∞) sa sledećim osobi-
nama (videti [52]):

(ψ1) ψ je neopadajuća na (0,∞);

(ψ2) red
∑∞

i=1 ψ
n(t) konvergira za svako t > 0 (gde je ψn(t) n-ta iteracija

funkcije ψ u tački t).

Iz [52, Lemma 2.4] neposredno se dobija da važi sledeće tvrdenje.

Lema 2.4.1. Za svaku funkciju ψ ∈ Ψ važi da je ψ(t) < t za proizvoljno
t > 0.

Definicija 2.4.4 ([54]). Vǐseznačno preslikavanje T : X → P (X) je za-
tvoreno ako za svaka dva niza {xn} i {yn} u X takva da je xn → x ∈ X,
yn → y ∈ X kada n→∞, i yn ∈ Txn za svako n ∈ N, važi da je y ∈ Tx.

U nastavku, pretpostavljamo da je (X, d) kompletan metrički prostor
sa w-rastojanjem p, dok su A i B neprazni podskupovi od X. Sa C(X)
obeležavamo familiju svih nepraznih kompaktnih podskupova od X

Za svako x, y ∈ X definǐsimo

q(x, y) = max{p(x, y), p(y, x)}.

Lako se proverava da je tada (X, q) dislocirani metrički prostor (videti [43]).
Definǐsemo Hausdorfovo q-rastojanje izmedu A i B kao

Hq(A,B) = max

{
sup
x∈A

q(x,B), sup
y∈B

q(y, A)

}
gde je q(x,B) = infy∈B q(x, y). Dokaz sledeće Leme je klasičan. Za vǐse o
osobinama funkcije Hq videti [5].
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Lema 2.4.2. Neka je (X, d) metrički prostor sa w-rastojanjem p. Neka je
A,B ∈ C(X) i h ≥ 1. Za svako x ∈ A postoji y = y(x) ∈ B tako da je

q(x, y) ≤ hHq(A,B).

U radu [40] uvedena je i nova verzija P-svojstva na metričkim prostorima
sa w-rastojanjem.

Definicija 2.4.5. Neka je (X, d) metrički prostor sa w-rastojanjem p i A,B
⊆ X. Kažemo da par (A,B) poseduje slabo P-svojstvo ako važi

d(x1, y1) = d(x2, y2) = d(A,B)⇒ q(x1, x2) ≤ q(y1, y2)

za svako x1, x2 ∈ A i y1, y2 ∈ B.

Sada možemo dokazati glavne rezultate iz rada [40].

Teorema 2.4.4. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor sa w-rastojanjem
p. Takode, neka su A i B neprazni podskupovi od X takvi da su skupovi A0

i B0 neprazni i zatvoreni, i par (A,B) ima slabo P-svojstvo. Ako zatvoreno
vǐseznačno preslikavanje T : A→ C(B) zadovoljava uslov

ζ (Hq(Tx, Ty), ψ (q(x, y))) ≥ 0 za svako x, y ∈ A (2.4.11)

gde je ζ : [0,∞) × [0,∞) → R simulaciona funkicija, ψ ∈ Ψ, i Tx ⊆ B0 za
svako x ∈ A0, onda T ima tačku najbolje aproksimacije u A0.

Dokaz. Neka su x0 ∈ A0 i y1 ∈ Tx0 dve proizvoljne tačke. Pošto je Tx0 ⊆ B0,
postoji x1 ∈ A0 tako da je

d(x1, y1) = d(A,B). (2.4.12)

Na osnovu Leme 2.4.2 postoji y2 ∈ Tx1 tako da je q(y1, y2) ≤ Hq(Tx0, Tx1).
Na osnovu (2.4.11) primenom osobine simulacionih funkcija (ζ1) takode do-
bijamo

0 ≤ ζ (Hq(Tx0, Tx1), ψ (q(x0, x1)))

< ψ (q(x0, x1))−Hq(Tx0, Tx1),

što na osnovu Leme 2.4.1 povlači Hq(Tx0, Tx1) < ψ (q(x0, x1)) < q(x0, x1).
Ponovo, zbog Tx1 ⊆ B0 možemo naći x2 ∈ A0 tako da je

d(x2, y2) = d(A,B). (2.4.13)

Par (A,B) ima slabo P-svojstvo, pa iz (2.4.12) i (2.4.13) sledi da je q(x1, x2) ≤
q(y1, y2).
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Nastavljajući ovaj postupak, dobijamo dva niza {xn} ⊆ A0 i {yn} ⊆ B0

tako da je

yn+1 ∈ Txn, d(xn, yn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}, (2.4.14)

i

q(x0, x1) > ψ (q(x0, x1)) > Hq(Tx0, Tx1) ≥ q(y1, y2) ≥
≥ q(x1, x2) > ψ (q(x1, x2)) > Hq(Tx1, Tx2) ≥ q(y2, y3) ≥ . . .

(2.4.15)

Ako postoji n0 ∈ N ∪ {0} tako da je q(xn0 , xn0+1) = 0, onda imamo xn0 =
xn0+1, i prema (2.4.14) dobijamo da yn0+1 ∈ Txn0 ≡ Txn0+1 i d(xn0+1, yn0+1)
= d(A,B), odakle dalje sledi

d(A,B) ≤ d(xn0+1, Txn0+1) = inf{d(xn0+1, z) : z ∈ Txn0+1}
≤ d(xn0+1, yn0+1) = d(A,B).

(2.4.16)

Iz (2.4.16) je lako videti da važi d(xn0+1, Txn0+1) = d(A,B), odn. xn0+1

je tačka najbolje aproksimacije za T . Stoga, bez gubitka opštosti možemo
pretpostaviti da je q(xn, xn+1) > 0 za svako n ∈ N ∪ {0}.

U nastavku dokazujemo da je {xn} Košijev niz. Da bismo to učinili,
prema Lemi 1.2.1 je dovoljno pokazati da važi

lim
n→∞

sup
m>n

q(xn, xm) = 0. (2.4.17)

S obzirom da je ψ neopadajuća funkcija (osobina (ψ1)), indukcijom u (2.4.15)
dobijamo

q(xn, xn+1) ≤ ψn (q(x0, x1)) za svako n ∈ N ∪ {0}. (2.4.18)

Primenom osobine (ψ2) sledi da je red
∑∞

k=1 ψ
k (q(x0, x1)) konvergentan.

Prema tome, za svako ε > 0 postoji ` = `(ε) ∈ N tako da je

∞∑
k=`

ψk (q(x0, x1)) < ε. (2.4.19)

Sada za proizvoljne m,n ∈ N tako da je m > n ≥ ` imamo

q(xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

q(xk, xk+1) (po nejednakosti trougla za q)

≤
m−1∑
k=n

ψk (q(x0, x1)) (po (2.4.18))

≤
∞∑
k=`

ψk (q(x0, x1)) < ε (po (2.4.19)).

(2.4.20)
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Na osnovu (2.4.20) zaključujemo da (2.4.17) važi. Dakle, postoji

lim
n→∞

xn = x ∈ A0, (2.4.21)

zato što je (X, d) kompletan metrički prostor, a A0 je njegov zatvoren pod-
skup.

Na sličan način može se pokazati da je {yn} takode Košijev niz, pa takode
postoji i

lim
n→∞

yn = y ∈ B0. (2.4.22)

Metrika d je neprekidna funkcija po obe promenljive, pa puštajući da n→∞
u (2.4.14), na osnovu (2.4.21) i (2.4.22) dobijamo

d(x, y) = d(A,B). (2.4.23)

Uzimajući u obzir da je vǐseznačno preslikavanje T zatvoreno, prema (2.4.14),
(2.4.21) i (2.4.22) dobijamo da je y ∈ Tx, što prema (2.4.23) znači da

d(A,B) ≤ d(x, Tx) = inf{d(x, z) : z ∈ Tx} ≤ d(x, y) = d(A,B),

tj. d(x, Tx) = d(A,B), što će reći da je x ∈ A0 jedna tačka najbolje aprok-
simacije za T .

2.5 b-Simulacione funkcije

Ovde ćemo predstaviti originalne rezultate autora iz rada Kostić i dr. [42]
o tački najbolje aproksimacije za preslikavanja na b-metričkim prostorima sa
wt-rastojanjem uz korǐsćenje uopštenja simulacionih funkcija.

Najpre ćemo uvesti pojam wt0-rastojanja, koji se neznatno razlikuje u
odnosu na originalni pojam wt-rastojanja iz [21], po tome što se pretpostavlja
da je ono donje b-poluneprekidno u odnosu na obe promenljive (kada je jedna
od njih fiksirana).

Definicija 2.5.1. Neka je (X, d) b-metrički prostor sa parametrom b ≥ 1.
Tada se funkcija P : X × X → [0,∞) naziva wt0-rastojanje na X ako
zadovoljava sledeće uslove:

(P1) P (x, z) ≤ b[P (x, y) + P (y, z)], za svako x, y, z ∈ X,

(P2) za svako x ∈ X, funkcije P (x, ·), P (·, x) : X → [0,∞) su donje b-
poluneprekidne,

(P3) za svako ε > 0, postoji δ > 0 tako da P (z, x) ≤ δ i P (z, y) ≤ δ povlače
d(x, y) ≤ ε.
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Primetimo da je pojam wt-rastojanja opštiji od pojma wt0-rastojanja,
dok je ono opštije od standardnog pojma b-metrike, što je ilusturovano slede-
ćim primerima. Takode, svako w0-rastojanje je i wt0-rastojanje (kada je
b = 1), ali obrat u opštem slučaju ne važi. Dakle, wt0-rastojanje je uopštenje
w0-rastojanja.

Primer 2.5.1. Neka je (X, d) b-metrički prostor, gde je b = 2, X = R i
d(x, y) = |x−y|2 za svako x, y ∈ R i definǐsimo wt0-rastojanje P sa P (x, y) =
|x|2 + |y|2 za svako x, y ∈ R (videti [21]). Preslikavanje P nije metrika, pošto
je P (x, y) = 0 ako i samo ako je x = y = 0 (a ne za svako x, y ∈ R).

Primer 2.5.2. Neka su (X, d) i P dati kao u prethodnom primeru.
Neka je funkcija α : X → [0,∞) zadata sa

α(x) =

{
1 , x 6= 0

c , x = 0

gde je c > 2. Onda se može pokazati da je funkcija Q : X × X → [0,∞)
definisana sa

Q(x, y) = max{P (x, y), α(x)}
za svako x, y ∈ X takode wt-rastojanje na X.

Medutim, Q nije wt0-rastojanje na X. Zaista, neka je {xn} niz u X takav
da je xn 6= 0 za svako n ∈ N i xn → 0 kada n→∞. Onda imamo

Q(0, 0) = max{P (0, 0), α(0)} = c > 2 = 2 lim inf
xn→0

Q(xn, 0)

što znači da Q(·, 0) nije donje 2-poluneprekidna funkcija.

Sada uvodimo pojmove Z-P -proksimalnih kontrakcija i proširujemo re-
zultate o tačkama najbolje aproksimacije iz radova Kostić i dr. [43] i Tchier
i dr. [63] na b-metričke prostore sa wt0-rastojanjem.

Nedavno su Demma i dr. u radu [16], kao i Mongkolkeha i dr. u [48] uveli
pojam b-simulacione funkcije kao uopštenje simulacione funkcije, pogodnije
za primenu na b-metričkim prostorima.

Definicija 2.5.2. b-simulaciona funkcija je svaka funkcija ξ : [0,+∞)2 → R
koja zadovoljava sledeće uslove:

(ξ1) ξ (bt, s) < s− bt za svako t, s > 0;

(ξ2) ako su {tn} , {sn} nizovi u (0,+∞) takvi da je

0 < lim
n→+∞

tn ≤ limn→+∞sn ≤ limn→∞sn ≤ b lim
n→+∞

tn < +∞,

tada je lim
n→∞

ξ (btn, sn) < 0.
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Jasno je da se u slučaju b = 1, b-simulacione funkcije svode na simulacione
funkcije.

Primer 2.5.3. [16] Neka je funkcija ξ : [0,+∞)2 → R definisana sa

(i) ξ (t, s) = λs− t za svako t, s ∈ [0,+∞), gde je λ ∈ [0, 1).

(ii) ξ (t, s) = ψ (s)− ϕ (t) za svako t, s ∈ [0,+∞), gde su ϕ, ψ : [0,+∞)→
[0,+∞) neprekidne funkcije takve da je ψ (t) = ϕ (t) = 0 ako i samo
ako je t = 0 i ψ (t) < t ≤ ϕ (t) za svako t > 0.

(iii) ξ (t, s) = s − f(t,s)
g(t,s)

t za svako t, s ∈ [0,+∞), gde su f, g : [0,+∞)2 →
(0,+∞) funkcije neprekidne po obe promenljive, takve da je f (t, s) >
g (t, s) za svako t, s > 0.

(iv) ξ (t, s) = s − ϕ (s) − t za svako t, s ∈ [0,+∞), gde je ϕ : [0,+∞) →
[0,+∞) donje poluneprekidna funkcija takva da je ϕ (t) = 0 ako i samo
ako je t = 0.

(v) ξ (t, s) = sϕ (s)− t za svako t, s ∈ [0,+∞), gde je ϕ : [0,+∞)→ [0, 1)
funkcija takva da je lim

t→r+
ϕ (t) < 1 za svako r > 0.

Svaka od funkcija definisanih u (i)-(v) je b-simulaciona funkcija.

Nedavno su simulacione funkcije i b-simulacione upotrebljene za proučava-
nje fiksnih i najboljih aproksimacionih tačaka na b-metričkim prostorima
(videti [48, 50, 56, 58, 60, 63]).

Neka je (X, d) b-metrički prostor, P : X × X → [0,∞) wt0-rastojanje
na X, i neka su A i B neprazni podskupovi od X (ne obavezno jednaki).
Takode, za svako x, y ∈ X, neka je ν(x, y) := max{P (x, y), P (y, x)}. Lako
se proverava da funkcija ν : X × X → [0,∞) poseduje sledeće osobine (za
svako x, y, z ∈ X):

1. ν(x, y) = 0⇒ x = y;

2. ν(x, y) = ν(y, x);

3. ν(x, y) ≤ b[ν(x, z) + ν(z, y)].

Definicija 2.5.3. Preslikavanje T : A → B se naziva Z-P -proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako postoji b-simulaciona funkcija ξ : [0,∞)×[0,∞)→
R tako da je

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ ξ(bν(u, v), ν(x, y)) ≥ 0

za svako u, v, x, y ∈ A.
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Definicija 2.5.4. Preslikavanje T : A → B se naziva Z-P -proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako je

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

}
⇒ ξ(bν(Tu, Tv), ν(Tx, Ty)) ≥ 0

za svako u, v, x, y ∈ A, gde je ξ : [0,∞)× [0,∞)→ R b-simulaciona funkcija.

Napomena 2.5.1. U slučaju da je P = d i b = 1 (tj. kada je d standardna
metrika), pojmovi Z-P -proksimalnih kontrakcija se svode na Z-proksimalne
kontrakcije iz rada Tchier i dr. [63]. Upotrebljavaćemo istu terminologiju i
ako je P = d i b > 1.

U Definiciji 2.5.3, ako je b-simulaciona funkcija ξ zadata sa ξ(t, s) = αs−t
za neko α ∈ [0, 1), preslikavanje T se naziva P -proksimalna kontrakcija prvog
tipa. Ako je pritom još i P = d i b = 1, T je proksimalna kontrakcija prvog
tipa.

Uvedimo sledeće oznake:

GA,P = {g : (A, d)→ (A, d) je neprekidno : P (x, y) ≤ P (gx, gy), ∀x, y ∈ A}
Tg,P = {T : A→ B : P (Tx, Ty) ≤ P (Tgx, Tgy), ∀x, y ∈ A}.

U slučaju P = d i b = 1, GA,P se obeležava sa GA, a Tg,P sa Tg (videti [63]).
Sada možemo dokazati glavne rezultate ovog poglavlja.

Teorema 2.5.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metričkog
prostora (X, d) sa wt0-rastojanjem P , tako da je A0 neprazan i zatvoren.
Pretpostavimo da preslikavanja g : A→ A i T : A→ B zadovoljavaju sledeće
uslove:

a) T je Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) g ∈ GA,P ;

c) A0 ⊆ g(A0);

d) T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji jedinstvena tačka x ∈ A0 takva da je d(gx, Tx) = d(A,B) i
P (x, x) = 0. Štavǐse, za svako početno x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji
konvergira ka x, takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.

Dokaz. Neka je x0 ∈ A0 proizvoljna tačka. Pošto je T (A0) ⊆ B0 i A0 ⊆
g(A0), postoji x1 ∈ A0 tako da je d(gx1, Tx0) = d(A,B). Slično, za x1 ∈ A0
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postoji x2 ∈ A0 tako da je d(gx2, Tx1) = d(A,B). Nastavljajući ovaj proces,
za svako xn ∈ A0 možemo naći xn+1 ∈ A0 tako da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B).

Sada, ako postoji n0 ∈ N tako da je ν(xn0 , xn0−1) = 0, onda je xn0−1 =
xn0 . Dakle, d(gxn0−1, Txn0−1) = d(A,B), tj. xn0−1 je g-tačka najbolje
aproksimacije za T i teorema je dokazana. Stoga, pretpostavimo da je
ν(xn, xn−1) > 0 za svako n ∈ N. Tada je ν(gxn, gxn−1) > 0 za svako n ∈ N jer
je g ∈ GA,P . Pošto je T Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa i g ∈ GA,P ,
imamo

0 ≤ ξ(bν(gxn+1, gxn), ν(xn, xn−1))

< ν(xn, xn−1)− bν(gxn+1, gxn)

≤ ν(xn, xn−1)− bν(xn+1, xn).

(2.5.1)

Prema tome,
ν(xn+1, xn) ≤ bν(xn+1, xn) < ν(xn, xn−1)

za svako n ∈ N, što znači da je niz {ν(xn, xn−1)} opadajući. Zato postoji
r ≥ 0 tako da je lim

n→∞
ν(xn, xn−1) = r ≥ 0. Pretpostavimo da je r > 0.

Takode, prema (2.5.1) dobijamo da je

ν(gxn+1, gxn) ≤ bν(gxn+1, gxn) < ν(xn, xn−1)

za svako n ∈ N. Sa druge strane, g ∈ GA,P i zato je

ν(xn+1, xn) ≤ ν(gxn+1, gxn) ≤ ν(xn, xn−1)

za svako n ∈ N. Ovo povlači da je lim
n→∞

ν(gxn+1, gxn) = r. Sada, upotreblja-

vajući osobinu (ξ2) b-simulacionih funkcija, dobijamo

0 ≤ lim sup
n→∞

ξ(bν(gxn+1, gxn), ν(xn, xn−1)) < 0

što je kontradikcija. Dakle, imamo r = 0 što će reći da je

lim
n→∞

ν(xn, xn−1) = 0. (2.5.2)

Dokažimo sada da je
lim

m,n→∞
ν(xn, xm) = 0. (2.5.3)

Ako (2.5.3) ne važi, onda postoje ε > 0 i nizovi {mk}, {nk} ⊆ N ∪ {0} takvi
da je mk > nk ≥ k i

ν(xnk
, xmk

) ≥ ε (2.5.4)

za svako k ∈ N. Možemo pretpostaviti da je mk najmanji indeks za koji
(2.5.4) važi. Tada takode imamo

ν(xnk
, xmk−1) < ε (2.5.5)
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za svako k ∈ N. Upotrebljavajući nejednakost trougla za ν, iz (2.5.4) i (2.5.5)
dobijamo

ε ≤ ν(xnk
, xmk

) ≤ bν(xnk
, xmk−1) + bν(xmk−1, xmk

) < bε+ bν(xmk−1, xmk
).

Prelaskom na graničnu vrednost kada k → ∞, prema (2.5.2) zaključujemo
da je

ε ≤ lim
k→∞

ν(xnk
, xmk

) < bε. (2.5.6)

Sada tvrdimo da je
lim
k→∞

ν(xnk+1, xmk+1) < ε. (2.5.7)

Ako je lim
k→∞

ν(xnk+1, xmk+1) ≥ ε, onda postoji niz {ks} i δ > 0 tako da je

lim
s→∞

ν(xnks+1, xmks+1) = δ ≥ ε. (2.5.8)

Ponovo, kako je T Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa, to je

d(gxnks+1, Txnks
) = d(A,B) = d(gxmks+1, Txmks

).

Stoga, prema osobini (ξ1) dobijamo

0 ≤ ξ(bν(gxnks+1, gxmks+1), ν(xnks
, xmks

))

< ν(xnks
, xmks

)− bν(gxnks+1, gxmks+1)

≤ ν(xnks
, xmks

)− bν(xnks+1, xmks+1)

≤ ν(xnks
, xmks

)− ν(xnks+1, xmks+1)

(2.5.9)

za svako k ∈ N. Iz (2.5.6), (2.5.8) i (2.5.9) sledi da je

bδ = lim
s→∞

bν(xnks+1, xmks+1) < lim
s→∞

ν(xnks
, xmks

) < bε, (2.5.10)

što je nemoguće, pa važi (2.5.7). Prema tome, nizovi tk = ν(xnk+1, xmk+1) i
vk = ν(xnk

, xmk
) zadovoljavaju pretpostavke iz (ξ2) (po (2.5.6) i (2.5.7)). Na

osnovu osobine (ξ2) zaključujemo da je

0 ≤ lim sup
k→∞

ξ(btk, vk) < 0,

što je kontradikcija i stoga važi (2.5.3).
Sada, na osnovu Leme 1.3.1 (iii), {xn} je Košijev niz u A0. Pošto je (X, d)

kompletan b-metrički prostor i A0 je zatvoren skup u X, postoji limn→∞ xn =
x ∈ A0. Štavǐse, zbog neprekidnosti g imamo da je i lim

n→∞
gxn = gx. Kako je

gxn ∈ A0 za svako n ∈ N i A0 je zatvoren, takode imamo da je gx ∈ A0. Sa
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druge strane, s obzirom da je x ∈ A0 i T (A0) ⊆ B0, za x postoji z ∈ A0 tako
da je d(z, Tx) = d(A,B).

Pokažimo da je z = gx. Ako je z = gxn za beskonačno mnogo vrednosti
n ∈ N, tada je z = gx. Zato možemo pretpostaviti da postoji n0 ∈ N tako
da je z 6= gxn za svako n ≥ n0. Ako je ν(gxn, z) = 0 za neko n ≥ n0 onda je
gxn = z, tako da mora biti ν(gxn, z) > 0 za svako n ≥ n0. Takode, postoji
podniz {xnk

} od {xn} takav da je ν(xnk
, x) > 0 za svako k ∈ N (ako to nije

slučaj, onda postoji n1 ∈ N tako da je ν(xn, x) = 0 za svako n ≥ n1, i stoga
ν(xn, xn−1) = 0 za svako n ≥ n1, što je kontradikcija).

Pošto je T Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa i g ∈ GA,P , dobijamo

0 ≤ ξ(bν(gxnk+1, z), ν(xnk
, x))

< ν(xnk
, x)− bν(gxnk+1, z)

≤ ν(gxnk
, gx)− ν(gxnk+1, z),

odakle sledi da je
ν(gxnk+1, z) < ν(gxnk

, gx) (2.5.11)

za svako k ∈ N tako da je nk ≥ n0.
Sa druge strane, sličnim rezonovanjem kao i ranije zaključujemo da je

lim
m,n→∞

ν(gxn, gxm) = 0. To znači da za svako ε > 0 postoji Nε ∈ N tako

da je ν(gxn, gxm) < ε
b

za svako m > n ≥ Nε. Za fiksno n ∈ N takvo
da je n ≥ max{n0, Nε}, funkcija P (gxn, ·) je donje b-poluneprekidna; stoga,
dobijamo da je

P (gxn, gx) ≤ lim inf
m→∞

bP (gxn, gxm) < ε.

Dakle,
lim
k→∞

P (gxnk
, gx) = 0. (2.5.12)

Slično je i lim
k→∞

P (gx, gxnk
) = 0, što u kombinaciji sa (2.5.12) povlači

lim
k→∞

ν(gxnk
, gx) = 0.

Sada na osnovu (2.5.11) imamo

lim
k→∞

ν(gxnk+1, z) = 0. (2.5.13)

Ako k →∞ u nejednakosti

ν(gxnk
, z) ≤ bν(gxnk

, gxnk+1) + bν(gxnk+1, z),
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onda iz (2.5.2) i (2.5.13) sledi da je lim
k→∞

ν(gxnk
, z) = 0. Dakle,

lim
k→∞

P (gxnk
, z) = 0. (2.5.14)

Na osnovu (2.5.12) i (2.5.14), koristeći Lemu 1.3.1 (i) imamo da je z = gx.
Konačno, zbog d(z, Tx) = d(A,B) dobijamo d(gx, Tx) = d(A,B).

Da dokažemo jedinstvenost, pretpostavimo da je y tačka u A0 takva da
je d(gy, Ty) = d(A,B). Pretpostavimo da je ν(gx, gy) ≥ ν(x, y) > 0. Pošto
je g ∈ GA,P i T je Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa, imamo

0 ≤ ξ(bν(gx, gy), ν(x, y))

< ν(x, y)− bν(gx, gy)

≤ ν(x, y)− ν(x, y) = 0

što vodi do kontradikcije. Zato je ν(x, y) = 0, odakle sledi x = y.
Slično se može dokazati da je i P (x, x) = 0. Pretpostavimo da je ν(x, x) =

P (x, x) > 0. Tada je ν(gx, gx) > 0 i imamo

0 ≤ ξ(bν(gx, gx), ν(x, x))

< ν(x, x)− bν(gx, gx)

≤ ν(x, x)− ν(x, x) = 0,

što je kontradikcija.

Sledeći rezultat o tački najbolje aproksimacije Z-P -proksimalnih kontrak-
cija prvog tipa je direktna posledica Teoreme 2.5.1 za slučaj da je g identičko
preslikavanje na A.

Posledica 2.5.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metričkog
prostora (X, d) sa wt0-rastojanjem P , tako da je A0 neprazan i zatvoren skup.
Pretpostavimo da preslikavanje T : A→ B zadovoljava sledeće uslove:

a) T je Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji jedinstvena tačka najbolje aproksimacije x ∈ A0 preslikavanja
T , takva da je P (x, x) = 0, i za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji
konvergira ka x, takav da je d(xn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.

Primer 2.5.4. Neka je skup X = R snabdeven 2-metrikom

d (x, y) = |x− y|2 za svako x, y ∈ X
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i wt0-rastojanjem P definisanim sa

P (x, y) = x2 + y2 za svako x, y ∈ X.

Tada imamo ν(x, y) = max {P (x, y), P (y, x)} = x2 + y2 za svako x, y ∈ X.
Neka je A = [−1, 0] i B = [1, 2], i neka je T : A→ B preslikavanje dato sa

Tx = 1− x za svako x ∈ A. Sada se lako dobija da je d(A,B) = 1, A0 = {0}
i B0 = {1}, pa je T (A0) = {1} = B0.

Neka je 2-simulaciona funkcija ξ : [0,∞) × [0,∞) → R definisana sa
ξ(t, s) = λs − t za svako s, t ∈ [0,∞) (gde je λ ∈ [0, 1)). Sada imamo da je
d(u, Tx) = |u−Tx|2 = d(A,B) = 1 ako i samo ako je |u−Tx| = |u−1+x| = 1,
što je jedino moguće za u = x = 0, pošto je x, u ∈ [−1, 0], i slično, d(v, Ty) =
d(A,B) je ekvivalentno sa v = y = 0. Dakle, za u = v = x = y = 0 dobijamo

ξ(2ν(u, v), ν(x, y)) = λ · 0− 2 · 0 = 0

čime je pokazano da je T Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa.
Zaključujemo da su svi uslovi Posledice 2.5.1 ispunjeni, i zaista, Best(T ) =

{0} i P (0, 0) = 0.

Iz Teoreme 2.5.1 je takode moguće izvesti interesantan rezultat za g-tačku
najbolje aproksimacije za P -proksimalne kontrakcije prvog tipa.

Posledica 2.5.2. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metričkog
prostora (X, d) sa wt0-rastojanjem P , tako da je A0 neprazan i zatvoren.
Pretpostavimo da preslikavanja T : A→ B i g : A→ A zadovoljavaju sledeće
uslove:

a) T je P -proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na α ∈ [0, 1);

b) g ∈ GA,P ;

c) T (A0) ⊆ B0;

d) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstvena tačka x ∈ A0 takva da je d(gx, Tx) = d(A,B) i
P (x, x) = 0. Štavǐse, za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira
ka x, takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.

Dokaz. Primetimo da je P -proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na
α ∈ [0, 1) takode i Z-P -proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na b-
simulacionu funkciju ξ : [0,∞)× [0,∞)→ R definisanu sa ξ(t, s) = αs− t za
svako t, s ≥ 0. Tvrdenje onda direktno sledi na osnovu Teoreme 2.5.1.
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Uzimajući da je d = P u Teoremi 2.5.1, dobijamo isti rezultat u b-
metričkim prostorima.

Posledica 2.5.3. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metričkom prostoru (X, d), tako da je A0 neprazan i zatvoren. Pretpostavimo
da preslikavanja T : A→ B i g : A→ A zadovoljavaju sledeće uslove:

a) T je Z-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

b) g ∈ GA;

c) T (A0) ⊆ B0;

d) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstveno x ∈ A tako da je d(gx, Tx) = d(A,B). Štavǐse, za
svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za
svako n ∈ N ∪ {0}, i {xn} konvergira ka x.

Napomena 2.5.2. U Teoremi 2.5.1 i njenim posledicama, uzmimo da je b = 1.
Tada se dobijaju glavni rezultati iz rada Kostić i dr. [43] o tački najbo-
lje aproksimacije za Z-p-proksimalne kontrakcije prvog tipa sa simulacionim
funkcijama na metričkim prostorima sa w0-rastojanjem.

Naredni rezultat je teorema o g-tački najbolje aproksimacije za Z-P -
proksimalne kontrakcije drugog tipa.

Teorema 2.5.2. Neka su A i B neprazni podskupvi u kompletnom b-metri-
čkom prostoru (X, d) sa wt0-rastojanjem P , takvi da je skup T (A0) neprazan
i zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A → B i g : A → A zadovo-
ljavaju sledeće uslove:

a) T je Z-P -proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T ∈ Tg,P ;

d) T (A0) ⊆ B0;

e) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstveno x ∈ A0 tako da je d(gx, Tx) = d(A,B) i P (Tx, Tx)
= 0. Štavǐse, za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira ka x,
takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.
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Dokaz. Sličnim rezonovanjem kao u dokazu Teoreme 2.5.1 možemo konstrui-
sati niz {xn} takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N∪{0}. Ako
se prilikom konstrukcije niza {xn} desi da je Txn = Txm za neke m > n,
onda se uzima xm+1 = xn+1.

Pošto je T Z-P -proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo da je

ξ(bν(Tgxn, T gxn+1), ν(Txn−1, Txn)) ≥ 0

za svako n ∈ N. Zato što je T injektivno na A0 i T ∈ Tg,P , upotrebljavajući
osobinu (ξ1) b-simulacionih funkcija dobijamo da je

0 ≤ ξ(bν(Tgxn, T gxn+1), ν(Txn−1, Txn))

< ν(Txn−1, Txn)− bν(Tgxn, T gxn+1)

≤ ν(Txn−1, Txn)− ν(Txn, Txn+1)

(2.5.15)

za svako n ∈ N. Stoga imamo ν(Txn, Txn+1) < ν(Txn−1, Txn) za svako
n ∈ N, odakle sledi da je niz {ν(Txn−1, Txn)} opadajući.

Ako postoji n0 ∈ N tako da je ν(Txn0−1, Txn0) = 0, onda je Txn0−1 =
Txn0 pa zbog injektivnosti T na skupu A0 sledi xn0−1 = xn0 . Ali onda je
d(gxn0−1, Txn0) = d(gxn0 , Txn0) = d(A,B) i xn0 je g-tačka najbolje aproksi-
macije za T , tj. xn0 ∈ B

g
est(T ).

Sada, neka je ν(Txn−1, Txn) > 0 za svako n ∈ N. Stoga, postoji

lim
n→∞

ν(Txn−1, Txn) = r ≥ 0.

Pretpostavimo da je r > 0. Na osnovu (2.5.15) takode zaključujemo da je

ν(Tgxn, T gxn+1) ≤ bν(Tgn, T gxn+1) < ν(Txn−1, Txn).

Sa druge strane je T ∈ Tg,P i zato je

ν(Txn, Txn+1) ≤ ν(Tgxn, T gxn+1) < ν(Txn−1, Txn)

za svako n ∈ N. Prelazeći na graničnu vrednost kada n → ∞ dobijamo
da je lim

n→∞
ν(Tgxn, T gxn+1) = r. Sada na osnovu osobine (ξ2) b-simulacionih

funkcija, imamo

0 ≤ lim sup
n→∞

ξ(bν(Tgxn+1, T gxn), ν(Txn−1, Txn)) < 0

što je kontradikcija, pa je r = 0.
Pokazali smo da je

lim
n→∞

ν(Txn−1, Txn) = 0. (2.5.16)
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Sada ćemo pokazati da je

lim
m,n→∞

ν(Txn, Txm) = 0. (2.5.17)

Pretpostavimo da (2.5.17) ne važi. Tada postoji neko ε > 0 i nizovi {mk},
{nk} ⊆ N ∪ {0} sa mk > nk ≥ k tako da je

ν(Txnk
, Txmk

) ≥ ε (2.5.18)

za svako k ∈ N. Možemo pretpostaviti da je mk minimalni indeks za koji
(2.5.18) važi. Tada takode imamo

ν(Txnk
, Txmk−1) < ε (2.5.19)

za svako k ∈ N. Koristeći nejednakost trougla za ν, prema (2.5.18) i (2.5.19)
imamo

ε ≤ ν(Txnk
, Txmk

) ≤ bν(Txnk
, Txmk−1) + bν(Txmk−1, Txmk

)

< bε+ bν(Txmk−1, Txmk
).

Prelaskom na graničnu vrednost kada k → ∞ i na osnovu (2.5.16) za-
ključujemo da je

ε ≤ lim
k→∞

ν(Txnk
, Txmk

) < bε. (2.5.20)

Dokažimo sada
lim
k→∞

ν(Txnk+1, Txmk+1) < ε. (2.5.21)

Ako lim
k→∞

ν(Txnk+1, Txmk+1) ≥ ε, onda postoji niz {ks} i neko δ > 0 tako da

je
lim
s→∞

ν(Txnks+1, Txmks+1) = δ ≥ ε. (2.5.22)

Ponovo, T je Z-P -proksimalna kontrakcija drugog tipa, pa je

d(gxnks+1, Txnks
) = d(A,B) = d(gxmks+1, Txmks

).

Stoga, na osnovu osobine (ξ1) dobijamo

0 ≤ ξ(bν(Tgxnks+1, T gxmks+1), ν(Txnks
, Txmks

))

< ν(Txnks
, Txmks

)− bν(Tgxnks+1, T gxmks+1)

≤ ν(Txnks
, Txmks

)− bν(Txnks+1, Txmks+1)

≤ ν(Txnks
, Txmks

)− ν(Txnks+1, Txmks+1)

(2.5.23)

za svako k ∈ N. Iz (2.5.20), (2.5.22) i (2.5.23) sledi

bδ = lim
s→∞

bν(Txnks+1, Txmks+1) < lim
s→∞

ν(Txnks
, Txmks

) < bε, (2.5.24)
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što je nemoguće, pa važi (2.5.21). Dakle, nizovi tk = ν(Txnk+1, Txmk+1) i
vk = ν(Txnk

, Txmk
) ispunjavaju uslove iz (ξ2) (po (2.5.21) i (2.5.22)). Na

osnovu osobine (ξ2), zaključujemo da je

0 ≤ lim sup
k→∞

ξ(btk, vk) < 0

što je kontradikcija, pa važi (2.5.17).
Sada je na osnovu Leme 1.3.1 (iii), {Txn} Košijev niz. Kako je (X, d)

kompletan b-metrički prostor, a T (A0) je zatvoren podskup u X, postoji
limn→∞ Txn = Tu ∈ T (A0) ⊆ B0. Štavǐse, postoji z ∈ A0 tako da je
d(z, Tu) = d(A,B). Pošto je A0 ⊆ g(A0), imamo da je z = gx za neko
x ∈ A0, i zato

d(gx, Tu) = d(A,B). (2.5.25)

Ako xn = x važi za beskonačno mnogo vrednosti n ∈ N, onda je Tx = Tu.
Prema tome, može se pretpostaviti da postoji n0 ∈ N tako da xn 6= x za svako
n ≥ n0. Takode, postoji podniz {xnk

} niza {xn} takav da je ν(Txnk
, Tu) > 0

za svako k ∈ N. Ponovo, pošto je T Z-P -proksimalna kontrakcija drugog
tipa, dobijamo

0 ≤ ξ(bν(Tgxnk+1, T gx), ν(Txnk
, Tu)) < ν(Txnk

, Tu)− bν(Tgxnk+1, T gx)

i stoga

ν(Txnk+1, Tx) ≤ bν(Tgxnk+1, T gx) < ν(Txnk
, Tu) (2.5.26)

za svako k ∈ N tako da je nk ≥ n0, jer T ∈ Tg,P .
Prema (2.5.17) sledi da za svako ε > 0 postoji Nε ∈ N tako da je

ν(Txn, Txm) < ε
b

za svako m > n ≥ Nε. Tada na osnovu osobine (P2)
wt0-rastojanja imamo da

P (Txn, Tu) ≤ lim inf
m→∞

bP (Txn, Txm) < ε

za bilo koje fiksno n ≥ max{n0, Nε}, odakle je

lim
k→∞

P (Txnk
, Tu) = 0 (2.5.27)

i slično lim
k→∞

P (Tu, Txnk
) = 0, pa je lim

k→∞
ν(Txnk

, Tu) = 0. Iz poslednje

jednačine i (2.5.26) dobijamo lim
k→∞

ν(Txnk+1, Tx) = 0. Uzmimo da k →∞ u

ν(Txnk
, Tx) ≤ bν(Txnk

, Txnk+1)+ bν(Txnk+1, Tx). Prema (2.5.16) dobijamo
lim
k→∞

ν(Txnk
, Tx) = 0. Dakle, imamo da je

lim
k→∞

P (Txnk
, Tx) = 0. (2.5.28)
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Prema (2.5.27) i (2.5.28) i na osnovu Leme 1.3.1 (i) zaključujemo da je Tx =
Tu. Sada zamenom Tx = Tu u jednačini (2.5.25) dobijamo d(gx, Tx) =
d(A,B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, neka je y tačka u A0 takva da je

d(gy, Ty) = d(A,B),

tj. y ∈ Bg
est(T ). Pretpostavimo da ν(Tgx, Tgy) ≥ ν(Tx, Ty) > 0. Pošto je

T ∈ Tg,P Z-P -proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo

0 ≤ ξ(bν(Tgx, Tgy), ν(Tx, Ty))

< ν(Tx, Ty)− bν(Tgx, Tgy)

≤ ν(Tx, Ty)− ν(Tx, Ty) = 0

što je kontradikcija. Dakle, ν(Tx, Ty) = 0, što znači da je Tx = Ty. Injek-
tivnost preslikavanja T na A0 sada povlači x = y.

Konačno, pretpostavimo da je ν(Tx, Tx) = P (Tx, Tx) > 0. Tada je
ν(Tgx, Tgx) > 0. Slično kao u prethodnom pasusu, imamo

0 ≤ ξ(bν(Tgx, Tgx), ν(Tx, Tx))

< ν(Tx, Tx)− bν(Tgx, Tgx)

≤ ν(Tx, Tx)− ν(Tx, Tx) = 0

što je kontradikcija. Prema tome, P (Tx, Tx) = 0.

Naredni rezultat o tački najbolje aproksimacije se dobija kao specijalan
slučaj Teoreme 2.5.2 kada je g identičko preslikavanje na A.

Posledica 2.5.4. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metričkom prostoru (X, d) sa wt0-rastojanjem P , tako da je skup T (A0) ne-
prazan i zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanje T : A → B zadovoljava
sledeće uslove:

a) T je Z-P -proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T (A0) ⊆ B0.

Tada postoji jedinstvena tačka najbolje aproksimacije x ∈ A0 za T , za koju
je P (Tx, Tx) = 0, i za svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A0 koji konvergira
ka x, tako da je d(xn+1, Txn) = d(A,B) za svako n ∈ N ∪ {0}.

Uzimajući d = P u Teoremi 2.5.2, dobijamo analogni rezultat u b-metri-
čkim prostorima.
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Posledica 2.5.5. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metričkom prostoru (X, d), tako da je T (A0) neprazan i zatvoren skup. Pret-
postavimo da preslikavanja T : A → B i g : A → A zadovoljavaju sledeće
uslove:

a) T je Z-proksimalna kontrakcija drugog tipa;

b) T je injektivno na A0;

c) T ∈ Tg;

d) T (A0) ⊆ B0;

e) A0 ⊆ g(A0).

Tada postoji jedinstveno x ∈ A tako da je d(gx, Tx) = d(A,B). Štavǐse, za
svako x0 ∈ A0 postoji niz {xn} ⊆ A takav da je d(gxn+1, Txn) = d(A,B) za
svako n ∈ N ∪ {0} i limn→∞ xn = x.

Napomena 2.5.3. U Teoremi 2.5.2 i njenim posledicama uzmimo da je b = 1.
Tada se dobijaju glavni rezultati rada Kostić i dr. [43] za Z-p-proksimalne
kontrakcije drugog tipa na metričkim prostorima sa w0-rastojanjem.

Napomena 2.5.4. U Posledicama 2.5.3 i 2.5.5 neka je b = 1. Tada dobijamo
glavne rezultate iz rada Tchier i dr. [63].



Glava 3

Primene i zaključci

3.1 Integralne jednačine

U ovoj sekciji, izučavaćemo egzistenciju rešenja sledeće Hamerštajnove
integralne jednačine:

x(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)f (s, x(s)) ds (3.1.1)

u prostoru C ≡ C[a, b] primenom Teoreme 2.4.4. Rezultati koji su ovde
predstavljeni sadržani su u radu [40].

Pretpostavimo da funkcije K, f : R× R→ R u jednačini (3.1.1) zadovo-
ljavaju sledeće uslove:

(i) K je neprekidna po obe promenljive na [a, b], a f je neprekidna za svako
s ∈ [a, b] i |x| ≤ R gde je R > 0 data konstanta;

(ii) postoji neko k ∈ (0, 1) tako da imamo

|f(s, x)| ≤ k|x| za svako s ∈ [a, b] i x ∈ R.

Sada možemo dokazati sledeći rezultat o egzistenciji rešenja jednačine (3.1.1).

Teorema 3.1.1. Pod uslovima (i)–(ii) jednačina (3.1.1) ima rešenje na pro-
storu C ako je |λ| < 1

M(b−a) , gde je M = maxt,s∈[a,b] |K(t, s)|.

Dokaz. Neka je prostor C snabdeven standardnom normom ‖ ·‖ definisanom
sa

‖x(t)‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)| za svako x ∈ C

74
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i prirodnom metrikom d. Takode, neka je p w-rastojanje na C definisano sa

p(x, y) = ‖x‖+ ‖y‖ za svako x, y ∈ C.

Prema tome, imamo q(x, y) = p(x, y) za svako x, y ∈ C. Posmatrajmo
nelinearni integralni operator T : A → C definisan na zatvorenoj kugli
A ≡ K[0;R] = {x ∈ C : ‖x‖ ≤ R} sledećom formulom:

Tx(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)f (s, x(s)) ds za svako x(t) ∈ A, t, s ∈ [a, b].

Sada se problem problem nalaženja rešenja integralne jednačine (3.1.1) svodi
na problem nalaženja tačke najbolje aproksimacije preslikavanja T na skupu
A. Pošto je A ⊆ C, očigledno je d(A,C) = 0, pa je stoga A0 = A zatvoren
podskup od C. Takode, lako se proverava da pošto važi uslov (i), preslika-
vanje T : A → C je dobro definisano i neprekidno (videti npr. [22, Lemma
4.2.7]), pa je zbog toga zatvoreno.

Jezgro K je neprekidno na kompaktnom skupu [a, b] × [a, b], što će reći
da postoji konstanta M > 0 takva da je

max
t,s∈[a,b]

|K(t, s)| = M <∞, (3.1.2)

tj. K je ograničeno na [a, b]× [a, b].
Za proizvoljno x ∈ A imamo da je

|Tx| =
∣∣∣∣λ∫ b

a

K(t, s)f (s, x(s)) ds

∣∣∣∣
≤ |λ|(b− a) max

s∈[a,b]
|K(t, s)| max

s∈[a,b]
|f (s, x(s))| (po (3.1.2) i (ii))

≤ |λ|M(b− a) max
s∈[a,b]

k |x(s)| ≤ |λ|M(b− a)k‖x‖.

Prema tome, za svako x, y ∈ A onda dobijamo

q(Tx, Ty) = ‖Tx‖+ ‖Ty‖ ≤ |λ|M(b− a)k (‖x‖+ ‖y‖)
= |λ|M(b− a)kq(x, y),

tj.
|λ|M(b− a)kq(x, y)− q(Tx, Ty) ≥ 0. (3.1.3)

Prema (3.1.3) zaključujemo da T zadovoljava kontraktivni uslov (2.4.11),
uzimajući da su simulaciona funkcija ζ i ψ ∈ Ψ zadati sa ζ(t, s) = |λ|M(b−
a)s − t za svako t, s ∈ [0,∞) (što je zaista simulaciona funkcija, pošto je
|λ|M(b− a) < 1, videti [34, Corollary 2.10] i njen dokaz), odn. ψ(t) = kt za
svako t ∈ [0,∞).

Dakle, svi uslovi Teoreme 2.4.4 su ispunjeni, pa preslikavanje T ima tačku
najbolje aproksimacije u A.
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3.2 Varijacione nejednakosti

Sada izlažemo pojedine primene rezultata dobijenih u radu [43], a na koje
je ukazano u radu [63].

Neka je u daljem tekstu H realan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvo-
dom (·, ·) i njime definisanom normom ‖ · ‖. Neka je K neprazan, zatvoren
i konveksan podskup prostora H. Konkretno će biti ilustrovane primene na
rešavanje monotonih problema varijacionih nejednakosti:

Primer 3.2.1. Naći u ∈ K tako da je (Su, v − u) ≥ 0 za svako v ∈ K, gde
je S : H → H monotoni operator (tj. važi (Su − Sv, v − u) ≥ 0 za sve
u, v ∈ K).

Podsetimo i na pojam metričke projekcije: poznato je da za svako u ∈ H
postoji jedinstvena “tačka najbolje aproksimacije” PKu ∈ K za koju je

‖u− PKu‖ ≤ ‖u− v‖, ∀v ∈ K.

Na ovaj način je odredeno preslikavanje PK : H → K koje ćemo zvati me-
trička projekcija.

Dalje navodimo pomoćna tvrdenja koja se tiču egzistencije rešenja pro-
blema varijacione nejednakosti, i postojanja fiksne tačke odredenog tipa pre-
slikavanja.

Lema 3.2.1. Neka je z ∈ H. Tada u ∈ K zadovoljava nejednakost (u −
z, y − z) ≥ 0 za svako y ∈ K ako i samo ako je u = PKz.

Lema 3.2.2. Neka je S : H → H monotoni operator. Tada je u ∈ K
rešenje nejednačine (Su, v − u) ≤ 0 za proizvoljno v ∈ K ako i samo ako je
u = PK(u− λSu) za neko λ > 0.

Prikazujemo rezultate o rešavanju problema u Primeru 3.2.1 pomoću kon-
strukcije iterativnog niza, koji se dobijaju primenom Teoreme 2.1.1 ili Teo-
reme 2.1.2. U tu svrhu, pošto je H Hilbertov prostor, može se smatrati da
se p odnosi na w0-rastojanje na H dato kao u Primeru 1.2.2 ili 1.2.3.

Teorema 3.2.1. Neka je K neprazan, zatvoren i konveksan podskup realnog
Hilbertovog prostora H, i IK identički operator na K. Pretpostavimo da
monotoni operator S : H → H poseduje osobinu

a) PK(IK − λS) : K → K je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, gde
je λ > 0.

Tada postoji jedinstvena tačka u ∈ K tako da je (Su, v−u) ≥ 0 za sve v ∈ K.
Štavǐse, za svako početno u0 ∈ K postoji niz {un} ⊆ K definisan rekurzivno
sa un+1 = PK(un − λSun) za svako n ∈ N0 koji konvergira ka jedinstvenom
rešenju Primera 3.2.1.
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Dokaz. Definǐsimo T : K → K sa Tx = PK(x− λSx) za svako x ∈ K. Tada
je prema Lemi 3.2.1 u ∈ K rešenje za (Su, v − u) ≥ 0 za sve v ∈ K ako i
samo ako je u = Tu. Operator T zadovoljava sve pretpostavke Teoreme 2.1.1
za A = B = K. Tada traženi zaključci važe na osnovu Teoreme 2.1.1.

Teorema 3.2.1 odreduje i algoritam za rešavanje Primera 3.2.1.
Algoritam za rešavanje problema varijacione nejednakosti
1. Korak (inicijalizacija): Izabrati proizvoljnu početnu tačku u0 ∈ K.
2. Korak (iteracija): Za tekuće aproksimativno rešenje un ∈ K, n ∈ N0

odrediti
un+1 = PK(un − λSun)

koje zadovoljava a) iz Teoreme 3.2.1.
U svetlu dokaza Teoreme 3.2.1 (ili Teoreme 2.1.1) ovaj algoritam generǐse

niz koji konvergira ka jedinstvenom rešenju Primera 3.2.1.
Na osnovu Posledice 2.1.4 dobijamo sledeći rezultat o rešenju varijacione

nejednakosti.

Teorema 3.2.2. Neka je K neprazan, zatvoren i konveksan podskup realnog
Hilbertovog prostora H, i IK identičko preslikavanje na K. Neka monotoni
operator S : H → H zadovoljava sledeće uslove

a) PK(IK−λS) : K → K je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa, gde
je λ > 0;

b) PK(IK − λS) je injektivno na K;

c) PK(IK − λS)(K) je zatvoren skup.

Tada za svako u0 ∈ K niz definisan sa un+1 = PK(un − λSun) (n ∈ N0)
konvergira ka jedinstvenom rešenju u problema (Su, v − u) ≥ 0 za svako
v ∈ K.

Iz Teoreme 3.2.2 se može izvesti još jedan algoritam za rešavanje Primera
3.2.1.

Algoritam za rešavanje problema varijacione nejednakosti II
1.Korak (inicijalizacija): Izabrati proizvoljno početno u ∈ K.
2.Korak (iteracija): Na osnovu izračunatog aproksimativnog rešenja

un ∈ K odrediti
un+1 = PK(un − λSun)

koje zadovoljava a)–c) Teoreme 3.2.2.
Neki poznati problemi koji su obuhvaćeni Primerom 3.2.1 su dati u na-

rednim primerima (videti [63]).
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Primer 3.2.2. Naći u ∈ K tako da je (∇fu, v − u) ≥ 0 za svako v ∈ K gde
je f : H → R neprekidno diferencijabilna funkcija konveksna na K, a ∇fu
označava gradijent od f u u.

Primer 3.2.3. Neka je Fix(g) := {x ∈ K : x = gx}, gde je g : K → K takvo
da je ‖gx− gy‖ ≤ ‖x− y‖ (tj. g je neekspanzivno). Naći u ∈ Fix(g) za koje
je (Su, v − u) ≥ 0 za sve v ∈ K, gde je S : K → K monotoni operator.

Primer 3.2.4. Označimo sa ΠK Gâteaux-ov usmereni izvod metričke projek-
cije PK

ΠK(x,−S(x)) := lim
t→0+

PK(x− tS(x))− x
t

gde je S : K → H neprekidno.
Posmatra se Košijev problem

dx(t)

dt
= ΠK(x(t),−S(x(t))), x(0) = x0 ∈ K, t ∈ [0,+∞)

čije kritične tačke zadovoljavaju dx(t)
dt

= 0.
Dokazano je da je svaka kritična tačka navedenog problema ujedno rešenje

Primera 3.2.1 i obratno (videti [63]).

3.3 Zaključak

U ovoj doktorskoj disertaciji razmatrani su problemi odredivanja tačaka
najbolje aproksimacije preslikavanja na metričkim prostorima sa w-rastoja-
njem. Na taj način su mnogi poznati rezultati o fiksnim i najboljim aprok-
simacionim tačkama uopšteni ili pobolǰsani. Razmatrane su i primene naših
rezultata u teoriji integralnih jednačina i varijacionih nejednakosti.

Poznato je da se rezultati o fiksnim i najboljim aproksimacionim tačkama,
pored ovde navedenih oblasti mogu primenjivati i u teoriji diferencijalnih i
diferencnih jednačina, varijacionog računa, kao i u mnogim drugim oblastima
nelinearne funkcionalne analize (videti npr. [3, 15, 28, 36, 63] i reference u
tim radovima).

Mogući pravci u daljim istraživanjima bi se odnosili na uopštavanje po-
stojećih rezultata na konusnim metričkim prostorima. Pojam konusnog me-
tričkog prostora je uveo još 1935. Duro Kurepa u svojoj doktorskoj disertaciji
[44]. Huang i Zhang su u radu [20] prvi proučavali teoreme o fiksnim tačkama
na konusnim prostorima.

Ako je E realan Banahov prostor, tada je P ⊆ E konus u E (videti
[20, 24]) ako važi:

(i) P je zatvoren, neprazan i P 6= {0};
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(ii) a, b ∈ R, a, b > 0, x, y ∈ P ⇒ ax+ by ∈ P ;

(iii) P ∩ (−P ) = {0} (gde je −P = {−x : x ∈ P}).

Za dati konus P ⊆ E je sa

x ≤ y ⇔ y − x ∈ P

definisano parcijalno uredenje ≤ u odnosu na P . Takode se pǐse x � y ako
je y − x ∈ int P , gde je int P unutrašnjost skupa P .

Definicija 3.3.1 ([20, 24]). Ako je X neprazan skup, a E realan Banahov
prostor sa konusom P , tada se preslikavanje d : X ×X → E naziva konusna
metrika na X ako zadovoljava sledeće uslove:

(1) 0 < d(x, y) za svako x, y ∈ X i d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y;

(2) d(x, y) = d(y, x) za svako x, y ∈ X;

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) za svako x, y, z ∈ X.

Par (X, d) se tada naziva konusni metrički prostor.

Pojmovi konvergencije, Košijevog niza i sl. se definǐsu analogno kao u
metričkim prostorima.

Postoje mnoga uopštenja pojma w-rastojanja na konusnim metričkim
prostorima, a jedno od njih je pojam c-rastojanja koji su uveli Cho i dr. u
radu [12].

Definicija 3.3.2 ([12]). Ako je (X, d) konusni metrički prostor, funkcija
q : X ×X → E je c-rastojanje na X ako važe sledeći uslovi:

(Q1) 0 < q(x, y) za svako x, y ∈ X;

(Q2) q(x, y) ≤ q(x, z) + q(z, y) za svako x, y, z ∈ X;

(Q3) Ako niz {xn} ⊆ X konvergira ka y ∈ X, i ako za neko x ∈ X i
u = u(x) ∈ P važi q(x, yn) ≤ u za svako n ∈ N, onda je q(x, y) ≤ u;

(Q4) Za svako c ∈ E takvo da je 0 � c postoji e ∈ E tako da za svako
x, y, z ∈ X iz q(z, x)� e i q(z, y)� e sledi d(x, y)� c.
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• Aleksandar Kostić, Erdal Karapınar, Vladimir Rakočević: Best pro-
ximity points and fixed points with R-functions in the framework of
w-distances, Bulletin of the Australian Mathematical Society (2019)
99:3, 497-597. (kategorija M22)
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