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Glava 1

Uvod

Makroskopski objekti, kao Sto su drvele, reke, magnet, stene, motor sa unutrasnjim
sagorevanjem itd., neposredno deluju na covekova ¢ula i zato su oduvek bili predmet sis-
tematskog proucavanja. Do kraja XVIII veka fizika je proucavala samo makroskopske ob-
jekte. Rezultati takvih proucavanja makroskopskih objekata u ¢etvorodimenzionom prostor-
vremenu interpretirani su kroz nekoliko jasno razradenih makroskopskih fizickih teorija kao
Sto su: mehanika fluida, teorija elasti¢nosti, termodinamika, elektromagnetizam, akustika,
itd.

Makroskopske teorije razmatraju materiju (supstanciju i energiju) kao neprekidnu,
opisujuéi je nizom neprekidnih fizickih velicina. Matematicki opis je dobijen pridruzivanjem
fizickim veli¢inama neprekidnih ili parcijalno neprekidnih matematickih funkcija prostornih
koordinata i vremena, odnosno polja. Prostorno-vremenska evolucija fizickih veli¢ina se opi-
suje parcijalnim diferencijalnim ili integro-diferencijalnim jednacinama.

Interpretacijom fizickih dogadaja na nivou konstituenata makroskopskih objekata (atom-
skih i subatomskih estica), zapravo na rastojanjima reda 10~"cm i manjim, postalo je jasno
da je neprekidnost materije iluzija. U mikrosvetu se moze uociti samo ogroman broj pojed-
ina¢nih Cestica, ¢ije je kretanje vodeno silama uzajamne interakcije'. Pojedinaéne Cestice se
smatraju tackastim ili vrlo malih dimenzija i makroskopski sistem je okarakterisan ogromnim
brojem stepena slobode. Osnovni zakoni kretanja mikrocestica su zakoni kvantne mehanike,
mada se za opisivanje mnogih problema u mikrodomenu moze sa dovoljnom ta¢noséu pri-
meniti klasi¢na mehanika.

Zakoni makroskopske fizike veoma dobro opisuju makroskopske pojave, a zakoni mi-
kroskopske fizike adekvatno opisuju atomsko-molekularne pojave. Pokazano je da su uocljiva
makroskopska svojstva sistema samo manifestacija na makronivou odredenih mikroskop-

skih procesa. Odatle i potreba da se zakoni makroskopske fizike, bazirani na neprekidnosti,

1Jedna od fizickih teorija u ovom domenu je atomska fizika.
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izvedu iz razmatranja mikroskopske evolucije konstituenata makrosistema, zapravo velikog
broja diskretnih Gestica. Drugim rec¢ima, da bi se interpretirala dinamika mmnogocesti¢nih,
makroskopskih sistema (tela) neophodno je istrazivanje zapoceti u okviru fizike mikrosveta.
Statisticka fizika je upravo 'most’ izmedu mikroskopskog i makroskopskog nivoa opisivanja
procesa u prirodi.

Osobenosti statistickog prilaza u fizici mogu se ilustrovati na primeru prostog ma-
kroskopskog eksperimenta: zagrevanja metalne plo¢ice. Promena temperature plocice se
posmatra kao funkcija vremena i mesta — tacke na plocici. Neka je pocetno stanje zadato
linernom raspodelom temperature od jednog do drugog kraja plocice pri ¢emu se plocica
nalazi van dometa spoljasnjih sila. Ukoliko se viSe puta ponovi eksperiment zagrevanja
plocice pri jednakim pocCetnim uslovima, dobijaju se isti makroskopski rezultati. Dakle,
zadavanje poCetnog temperaturnog profila je dovoljno za makroskopsko opisivanje problema,
npr. odredivanje vrednosti temperature na sredini plo¢ice u datom trenutku.

S druge strane, ako se posmatra metalna ploc¢ica kao jedan klasiéni skup Cestica —
atoma, zadavanje linearne raspodele temperature ne odreduje jednoznacno, ni na koji nacin,
pocetne mehanicke uslove. Zapravo, zadati makroskopski uslov se moze ostvariti sa neprebro-
jivo mnogo razli¢itih mikroskopskih konfiguracija. Ako se eksperiment ponovi nekoliko puta,
polazne mikroskopske konfiguracije sistema bice zastupljene sa razli¢itom verovatno¢om. Sve-
jedno, eksperiment daje iste rezultate na makroskopskom nivou. Odatle i ideja da su svi po-
lazni uslovi na mikronivou ravnopravni s obzirom na makroskopsku realizaciju eksperimenta.

Postavlja se pitanje na koji nacin koris¢enjem statistickog prilaza moze da se predvidi
ponasanje makrosistema? Jasno je da se mogu dobiti samo usrednjeni rezultati velikog
broja eksperimenata izvrSenih pri istim uslovima. Ne treba pri tome isklju¢iti moguénost
fluktuacionih otklona od srednjih vrednosti, Sto pomenuta teorija ne moze adekvatno da
opise. Ipak je pokazano da su uz dobru pripremu eksperimenata (dovoljno veliki broj sistema

koji se tretira) makroskopski izmereni rezultati vrlo bliski srednjim vrednostima.

1.1 Osnovne ideje i pojmovi statisticke fizike

Predmet izucavanja statisticke fizike su zakonitosti kojima se potéinjavaju svojstva i po-
nasanje makroskopskih sistema, tj. objekata sastavljenih od velikog broja (relativno) prostijih
sistema, kao §to su molekuli u gasu, atomi u kristalnoj reSetki, fotoni u laserskom snopu,
zvezde u galaksiji, ljudi unutar pojedinih socijalnih grupa, itd. Osnovni cilj ove nauke je
razumevanje ponasSanja sistema u celini na osnovu ponaSanja njegovih komponenata. Na
ponasanje svake od komponenata sistema opet utice prisustvo bliskih komponenata, odnosno
interakcija sa susedima, tako da se sistem u celini ne moze razmatrati kao prosta suma

svojih delova. Stavise, zbog ukupnosti efekata interakcija unutar makroskopskog sistema,



1.2. Metode proucavanja mnogocesti¢nih sistema 3

njegova svojstva mogu biti i kvalitativno potpuno izmenjena u odnosu na svojstva njegovih
komponenata (npr. svojstva simetrije kretanja pojedina¢nih ¢estica mogu biti narusena u
mnogocesti¢nom sistemu).

Formalno se, u principu, iscrpna informacija o kretanju makroskopskog tela (makroskop-
skog sistema) moze dobiti postavljajuéi jednacine kretanja za svaki njegov stepen slobode
(tj. za svaku Cesticu ponaosob). Medutim, kada je broj stepena slobode izuzetno veliki, mora
se reSiti isto toliki broj diferencijalnih jednacina kretanja, Sto je u praksi tesko ostvarljivo.
Cak i kada bi bilo moguée integraliti u opstem obliku jednacine kretanja, ne bi bilo nikako
mogudce staviti u opsta resenja pocetne uslove za brzine i koordinate ¢estica.

Opsti karakter statistickih zakonitosti, prakti¢no, ne zavisi od toga da li se kretanje
pojedinac¢nih elemenata sistema opisuje klasi¢cnom ili kvantnom mehanikom. Medutim, za
njihovo zasnivanje potrebno je imati u vidu koji se od ova dva pristupa koristi, odakle i
podela na klasi¢nu i kvantnu statisticku fiziku.

Statisticke zakonitosti, uslovljene postojanjem velikog broja cestica u telu, ne mogu se
svesti na ¢isto mehanicke zakonitosti. Njihova specificnost ogleda se u tome da te zakonitosti
gube svaki sadrzaj pri prelasku na mehanicke sisteme sa malim brojem stepena slobode.

Poseban znacaj statiticke fizike medu drugim oblastima teorijske fizike je posledica toga
§to su sva tela koja nas okruzuju makroskopska. Zato u osnovi svih oblasti teorijske fizike
koje izucavaju svojstva makroskopskih tela (teorija gasova i plazme, fizika fluida i ¢vrstih

tela, itd.) leze zakonitosti statisticke fizike.

1.2 Metode proucavanja mnogocesticnih sistema

Sistem sa velikim brojem ¢estica moze se razmatrati bez uzimanja u obzir unutrasnje
strukture tela. Tada su potrebni pojmovi i veli¢ine koje se odnose na sistem u celini. Na
primer, u modelu idealnog gasa (gas od tackastih materijalnih ¢estica konacne mase bez
interakcija koje deluju na daljinu i koje se elasti¢no sudaraju) takve veli¢ine su zapremina,
pritisak i temperatura. Veza medu takvim velicinama se ustanovljava eksperimentalno, a
teorija se postavlja na nekim opstim principima (npr. zakon odrzanja energije) i objasnjava
eksperimentalno ustanovljene veze. To je fenomenoloska teorija koja ne razmatra unutrasnje
mehanizme procesa koji odreduju ponasanje sistema u celini, tj. koja koristi termodinamicku
metodu.

Statisticka i termodinamicka metoda proucavanja se medusobno upotpunjuju. Termod-
inamicka metoda se odlikuje svojom opstoséu i moguénoséu proucavanja pojava bez pozna-
vanja njihovih unutrasnjih mehanizama. Statisticka metoda pomaze razumevanju sustine

pojava i veze ponasanja sistema kao celine sa ponasanjem i svojstvima pojedina¢nih cestica



4 Glava 1. Uvod

i podsistema. Kombinovanje dveju pomenutih metoda omogucéuje najefikasnije reSavanje

postavljenog naucnog problema.



Deo 1

Ravnotezna statisticka fizika






"Tvoja planeta je tako mala, da je moZes obici u tri koraka. Imas samo da
ides sasvim lagano, pa da uvek budes na suncu. Kad budes hteo da se odmoris ti koracay...

i dan ce trajati koliko budes Zeleo.” - A. S. Egziperi (iz knjige "Mali princ’)






Glava 2

Osnovne postavke statisticke fizike

2.1 Klasi¢éna statisticka fizika

Polozaj jedne cestice je odreden sa tri njene prostorne koordinate ¢;, ¢ = 1,2, 3 i pred-
stavlja se tackom u trodimenzionom koordinatnom sistemu. Za potpunije definisanje di-
namickog stanja cestice potrebno je pored tri koordinate odrediti i tri komponente brzine,
ili impulsa p;. Znaci, jednom tackom se moze opisati stanje jedne Cestice u zamisljenom Ses-
todimenzionom prostoru sa uzajamno ortogonalnim osama. U statistickoj fizici se najceSce
koristi Hamiltonov (Hamilton) prilaz opisivanju dinamike Cestica, tako da tri koordinatne
ose odgovaraju prostornim koordinatama (generalisanim koordinatama polozaja) i tri koor-
dinatne ose odgovaraju njima konjugovanim impulsima (generalisanim impulsima cestice).
Ukupan broj stepena slobode za slobodnu ¢esticu je s = 3.

Da bi se predstavilo stanje sistema od N slobodnih ¢estica u odredenom trenutku vre-
mena sa gore navedenim stepenom informacije, jednom jedinom tac¢kom, uvodi se zamisljeni
6 N-dimenzioni prostor sa uzajamno ortogonalnim osama. U ovom prostoru 3N koordinatnih
osa odgovara generalisanim koordinatama polozaja ¢;, ¢ = 1,...,3N i 3N koordinatnih osa
odgovara generalisanim impulsima p;, ¢ = 1,...,3N. Generalisane koordinate mogu pred-
stavljati polozaj molekula u prostoru, ali i apstraktne veli¢ine, kao Sto su amplitude talasa
ili brojevi koji karakteriSu neki od unutrasnjih stepena slobode molekula.

Veza generalisanih koordinata i njima konjugovanih impulsa data je Hamiltonovim

jednacinama:
dgi _ 9H(q,p)
dt api
dp; OH(q,p)
_— = ———" =1,2,...,.3N 2.1
dt 8'1.1 9 ? ) ) 73 Y ( )

gde je H(q,p) hamiltonijan sistema, ¢ je vreme (parametar), i (¢,p) su oznake za skup

9
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S(a.p) b(g.p) )

Slika 2.1. Razliciti objekti u faznom prostoru: fazna tacka koja predstavlja stanje sistema,
projekcija glatke dinamicke funkcije b(g,p) i trajektorije dinamickog sistema.

svih generalisanih koordinata i impulsa ¢1, ¢2, ..., ¢35 i p1, P2, ..., p3n . ReSenje Hamiltonovih
jednacina kretanja je trajektorija ¢estice u 6/N-dimenzionom koordinatnom prostoru.

Broj parova (g;,pi), 3N, neophodan za potpuno karakterisanje dinamickog sistema
predstavlja broj stepena slobode, s = 3N. Prema tome, stanje makroskopskog mehanickog
sistema sa s stepena slobode odredeno je u proizvoljnom fiksiranom trenutku vrednostima
s koordinata ¢;, i = 1,2,...,s i s impulsa p;, i = 1,2,...;s. Geometrijski se razli¢ita stanja
sistema predstavljaju tackama u 2s dimenzionom faznom prostoru za koji se vezuje koordi-
natni sistem sa 2s ortogonalnih osa. Treba naglasiti da je fazni prostor ¢isto matematicki
pojam. Na koordinatne ose faznog prostora se nanose vrednosti koordinata i impulsa datog
sistema. Pri tome, svaki sistem ima sopstveni fazni prostor dimenzije 2- broj stepena slobode.

Kako svaka tacka faznog prostora predstavlja jedno stanje sistema, promena stanja
sistema tokom vremena je predstavljena linijom u faznom prostoru koju opisuje fazna tacka,
odnosno faznom trajektorijom (Slika 2.1). Fazne trajektorije se ne mogu seéi jer bi to
protivurecilo principu klasi¢ne kauzalnosti, odnosno jednoznac¢nosti reSenja Hamiltonovih
jednacina.

U opstem slucaju se kretanje ¢estice u faznom prostoru moze samo simboli¢ki pred-
staviti, posto se 2s-dimenzioni prostor sa s > 1 ne moze nacrtati u ravni. Zato se fazni
prostor predstavlja apcisom i ordinatom u ravni uz koje su samo naznacCeni skupovi svih
koordinata {¢} i svih impulsa {p}.

Ako se posmatra jedan sistem beskonacéno dugo, on ¢e proéi kroz sva svoja stanja,
odnosno zauzece sve moguce polozaje u faznom prostoru. Nijedan sistem se ne moze posma-
trati beskona¢no dugo, pa se zato posmatra niz replika jednog sistema u odredenom trenutku
vremena, ali sa razli¢itim pocetnim uslovima. Svi posmatrani sistemi su tada pod jednakim
spoljasnjim (makroskopskim) uslovima. Odgovarajuéi skup reprezentativnih tac¢aka u faznom

prostoru, koji reprezentuje skup svih moguéih mikrostanja sistema, istih onih kroz koje bi

!Detaljnije o Hamiltonovom prilazu opisivanju dinamic¢kog stanja materijalnih estica i o njegovom odnosu

prema drugim nacinima opisivanja dinamickog stanja cestica videti u glavi 9 u dodatku.
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Slika 2.2. Energetska hiperpovrs i energetska hiperljuska.

sistem proSao da je dovoljno dugo posmatran, naziva se fazni ansambl. Ova definicija faznog
ansambla obezbeduje identi¢nost srednje vrednosti bilo koje izvedene makroskopske veli¢ine
po vremenu i njene srednje vrednosti po ansamblu (videti dodatak 12.3).

Skup faznih tacaka koje predstavljaju razlic¢ita stanja posmatranog sistema se obi¢no
nalazi u nekom delu faznog prostora. Kod izolovanih sistema taj deo faznog prostora je
definisan ukupnom energijom sistema H(q,p) = K(p)+U(q), gde je K(p) kineticka energija,
a U(q) potencijalna energija sistema. Kada je energija konstantna, zapravo sistem konzer-
vativan, onda skup faznih tacaka lezi na jednoj hiperpovrsi, koja se moze oznagciti sa II(E).
Ukoliko energija ima vrednost u opsegu (E, E + §F), onda se reprezentativne fazne tacke
nalaze unutar hiperljuske ¢ija je zapremina II(E)JE (Slika 2.2).

U bilo kom delu faznog prostora, sa gledista klasi¢cne mehanike, postoji beskonacno
mnogo stanja sistema, jer se koordinate polozaja i impulsi ¢estica mogu menjati kontinuirano.
Prebrojivost skupa stanja sistema se postize uvodenjem pojma elementarne celije faznog
prostora AI'. Smisao ova veli¢ina dobija u kvantnoj mehanici. Za sada AT je infinitezimalno

mala zapremina s obzirom na konkretan proces koji se opisuje.

2.1.1 Statisticka funkcija raspodele:

prilaz zasnovan na formalizmu klasi¢nog ansambla*

Statisticka mehanika ustanovljava vezu izmedu proizvoljne mikroskopske dinamicke
funkcije b(q, p; Z,t) koja nema fiksiranu vrednost, ve¢ s obzirom na sve parove (g,p) iz dos-
tupnog dela faznog prostora 'uzima’ sve moguée vrednosti (funkcija b(q, p; Z,t) je slucajna) i
jedinstvene makroskopske funkcije B(Z,t) (polje). Ta veza predstavlja preslikavanje faznog
prostora na fizicki prostor i potpuno je odredena karakteristikama konkretnog problema raz-

matranja. Treba napomenuti da su (¢, p) = (q1, ¢2, ---, qs, P1, D2, .-, Ps) koordinate u faznom
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prostoru, a komponente # su koordinate u fizickom prostoru (na makro nivou)?2.

Matematicki se veli¢ina B(Z,t) naziva funkcionalom b(q, p; 7, t), $to znac¢i da pri pro-
izvoljnim fiksiranim parametrima (Z,t) taj funkcional svakoj funkciji b(q, p) promenljivih ¢
i p, pridruzuje neki broj. Funkcional B predstavlja 'funkciju od funkcije’ i oznacava se na
slededi nacin:

B(Z,t) = (b(g, p; T, 1)) = (b). (2.2)

Od interesa je linearni funkcional:

(Bb 4 ~yc) = B(b) +(c), (2.3)

gde su (8 i v proizvoljne konstante, a b i ¢ dve dinamicke funkcije, pri ¢emu je ispunjena

relacija:
(1 =1, (2.4)
gde je 1 konstanta.
Izraz:
B(Z,t) = (b) = /dqdpb(q,p;f,t)f(q,p), (2.5)

gde je f(q,p) funkcija zadata u faznom prostoru, pri ¢emu se integracija vrsi po celom faznom

prostoru razmatranog sistema, zadovoljava uslov (2.3) i uslov (2.4) iz koga sledi jednakost:

/dqdpf(q,p) = 1. (2.6)

Skup funkcija tipa f(q, p) predstavlja podskup skupa dinamickih funkcija. Ovakve funkcije se
nazivaju funkcije raspodele u faznom prostoru ili kraée funkcije raspodele, odnosno raspodele.

Uvodenjem dodatnog uslova nenegativnosti funkcije raspodele f(g,p) > 0, moze se fun-
kcija raspodele interpretirati kao gustina verovatnoce nalaZenja sistema u tacki q,p faznog
prostora®. Relacija (2.5) tada predstavlja formulu za nalazenje srednje (ili o¢ekivane) vredno-
sti slucajne promenljive b. U ovom prilazu ’stanje sistema’ u trenutku vremena t se ne zadaje
fiksiranom tackom u faznom prostoru, veé sve tacke faznog prostora u zadatom trenutku t¢
predstavljaju moguca stanja sistema. Pritom se svaka takva tacka uzima sa odredenom
statistickom tezinom u skladu sa vredno$éu funkcije raspodele u toj tacki. Znajudi funkciju
raspodele, moze se izraziti vrednost svih mogu¢ih makroskopskih promenljivih i stanje si-

stema u datom trenutku vremena se odreduje zadavanjem funkcije raspodele?.

2Nadalje u glavnom tekstu (q,p) = (g1, g2, ..., ¢s, P1, P2, ..., Ps), gde je s broj stepena slobode posmatranog
sistema.

3Pazljivim posmatranjem relacije (2.6) funkcija f(g, p) se dosledno treba interpretirati kao gustina raspo-
dele Cestica u faznom prostoru (dimenzija 1/zapremina faznog prostora). U daljem izlaganju, sem gde to nije

posebno naglaseno, f(gq,p) ¢e biti oznacavana terminom ’funkcija raspodele’.
41z ovog razmatranja rezultuje i koncept statistickog ansambla.
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Odavde se moze formulisati osnovni postulat statisticke mehanike:
Stange sistema u datom trenutku vremena je potpuno specificirano funkcijom raspodele f(q,p),
koja zadovoljava uslove (2.6) i f(q,p) > 0. Posmatrana (makroskopska) vrednost dinamicke
funkcije b(q, p; ©,t) za takav sistem je polje B(¥,t) definisano formulom (2.5).

Neka funkcija raspodele f(q,p) opisuje poCetno stanje sistema (statistickog ansambla)
a od interesa je vremenska zavisnost opservable B(Z,t), tj. srednje vrednosti b(q,p;@,t).

Dalje, neka je po pretpostavci: b(q, p; Z,t = 0) = b(q, p; ). Tada iz relacije (2.5) sledi:

B(Z,0) = /dqdpb(q,p; ) f(a,p). (2.7)
Posto se u Hamiltonovom formalizmu kretanje datog sistema opisuje Hamiltonovim jednaci-

nama kretanja (2.1), veli¢ina b(q, p; ¥) se transformise u b(q, p; 7, t):
b(g, p; T, t) = U(t)b(q, p; &) = e'Mb(q, p; ), (2.8)
gde je U(t) = '] propagator ili evolucioni operator sistema. Procedura dobijanja izraza za

evoluciju dinamicke promenljive (2.8) je skicirana u odeljku 9.3 u dodatku. Transformacija
B(%,0) u B(Z,t) se onda zadaje u obliku:

B(#,t) = /dqdp (e"b(q, p: 7)) f(a,p). (2.9)
U fizickom prostoru ova jednacina je zakon kretanja koji je izvorno definisan Hamiltonovim
jednacinama u faznom prostoru.

Pokazuje se da kada mikroskopski sistem evoluira u skladu sa Hamiltonovom dinamikom,
veli¢ina b(q, p; £) postaje u trenutku t veli¢ina b(q, p; Z,t). Uz lemu da primena kanonske
transformacije exp(—[H]t) generisane dinamickom funkcijom H i parametrom —t na oba
faktora u integrandu jednacine (2.9), ne menja vrednost integrala (videti odeljak 9.4 u do-

datku i [2, 3]) dobija se nakon jednostavne procedure:

B(i,t) = /dqdp (e~ Mhb(g, p; 7)) e~ £ (q, p). (2.10)
Tada se jednacina (2.10) svodi na:
B(#,t) = [ dadpbla.p:)f (a.p:1), (211)

gde je f(q,p;t) = el f(q,p) vremenski zavisna funkcija raspodele. Njeno odredivanje

zahteva reSavanje parcijalne diferencijalne jednacine:

ouf(q,p;t) = [H(q,p), f(q, 05 )]pz, (2.12)

gde je [...]p, oznaka za Puasonovu (Poason) zagradu (videti dodatak 9.2).
Izraz (2.12) predstavlja tzv. Liuvilovu (Liouville) jednacinu i Cesto se zapisuje u
skracenoj formi kao:

Oif(t) = Lf(t), (2.13)

gde je L linearni Liuvilov operator.
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2.1.2 Statisticka raspodela:

formalizam evolucije faznih tacaka

Makroskopsko telo ili sistem tela su zatvoreni ili izolovani ukoliko posmatrano ma-
kroskopsko telo ili sistem tela ne interaguju ni sa kakvim drugim telima. Relativno mali,
ali ipak makroskopski deo takvog tela ili sistema tela naziva se podsistem. Podsistem je
takode mehanicki sistem, ali on nije zatvoren, nego interaguje sa svim ostalim delovima
sistema. Zbog ogromnog broja stepena slobode tih ostalih delova sistema, medusobna de-
jstva sa posmatranim podsistemom su komplikovanog karaktera. Kao posledica ovoga, stanje
podsistema se menja u toku vremena na komplikovan nacin.

Opisivanje ponasanja podsistema u okvirima klasi¢ne mehanike pretpostavlja resavanje
jednacine kretanja za ceo zatvoren sistem, Sto je neostvarljivo. Prilaz koji omoguéuje opi-
sivanje makroskopskog podsistema zasnovan je pak na premisi da, zbog izuzetne kompliko-
vanosti i zamrSenosti interakcija posmatranog podsistema sa okolnim delovima sistema, pod-
sistem u toku dovoljno dugog vremenskog intervala prolazi vise puta sva moguca stanja. Ovo
je jedna od interpretacija ergodicke hipoteze®. Konciznije, neka se sa AgAp oznaci neki mali
deo zapremine faznog prostora podsistema, koji odgovara vrednostima njegovih koordinata i
impulsa u intervalima [g; — Agq, ¢; + Aq| i [p; — Ap, pi+ Ap|, redom. U toku dugog vremenskog
intervala T vrlo zamrSena fazna trajektorija vise puta prode kroz tu malu zapreminu. Neka
je At onaj deo T u toku koga se podsistem nalazio u AgAp. Neograni¢enim povecanjem T'

odnos At/T tezi nekoj granici
At
= lim — 2.14
w= lm o, (2.14)
koja se moze tretirati kao verovatnocéa da se pri posmatranju podsistema u nekom proizvo-
ljnom trenutku podsistem nalazi u datom delu AgAp faznog prostora.

Za beskonacno mali element faznog prostora:
dgdp = dq1dqgs...dgsdprdps...dps, (2.15)
verovatnoca dw stanja u datom elementu dqdp je:

dw = f(p1,D2; -, Ps; q1, 42, ---, 4s)dpdyg, (2.16)

gde je f = f(p,q) (funkcija koordinata i impulsa) funkcija statisticke raspodele i igra ulogu
‘gustine’ raspodele verovatnoée u faznom prostoru. Uslov normiranja funkcije statisticke
raspodele mora biti zadovoljen:

/ . f(p,q)dpdg = 1. (2.17)
r—ceo fazni prostor

5Videti odeljak 12.3 u dodatku.
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Treba naglasiti da statisticka raspodela datog podsistema ne zavisi od pocetnog stanja bilo
kakvog drugog malog dela istog zatvorenog sistema, jer je ovaj uticaj tokom dugog vremena
sasvim potisnut interakcijom sa ostalim mnogo ve¢im delovima sistema. Statisticka raspodela
ne zavisi ni od pocetnog stanja samog izdvojenog podsistema, jer on prolazi u vremenu kroz
sva moguca stanja, tako da se svako od njih moze fiktivno uzeti kao pocetno stanje.

Statisticka raspodela za male delove sistema moZe se naci bez resavanja mehanickog
problema za taj sistem, Sto bi pretpostavijalo poznavanje pocetnih uslova.

Osnovni zadatak statisticke mehanike je nalaZenje statisticke raspodele za ma koji pod-
sistem?.

Ako je poznata statisticka raspodela datog podsistema, mogu se naéi verovatnocée
raznih vrednosti fizickih veli¢ina koje zavise od stanja tog podsistema. Srednja vrednost

neke fizicke veli¢ine g(p, q) bice:

g= /9(1?7 q)f(p, q)dpdg. (2.18)

Ovo je analogon srednje vrednosti dinamicke funkcije b, date relacijom (2.5), dobijen uvodenjem
statisticke raspodele i verovatnoce.

U kontekstu do sada usvojenog, statisticka srednja vrednost je ekvivalentna srednjoj
vrednosti po vremenu, Sto predstavlja drugi iskaz ergodicke hipoteze (odeljak 12.3). Prateéi
male promene posmatrane veli¢ine u vremenu, moze se naci funkcija g = g(t), posle cega je

trazena srednja vrednost:

1 T
g= Jim /O g(t)dt. (2.19)

T—o0

Sumarno, zakljucci i predvidanja u vezi sa ponasanjem makroskopskih tela imaju prob-
abilisticki karakter”. Vazino je napomenuti da se probabilisticki karakter rezultata klasicne
statisticke fizike ne nalazi sam po sebi u prirodi objekata koje ona posmatra, nego je posledica
dobijanja rezultata na osnovu nesrazmerno malog broja podataka u poredenju sa ocekivanim
sa stanovista klasiéne mehanike (kada je potrebno poznavati pocetne vrednosti svih kooordi-
nata i impulsa cestica makroskopskog tela).

U praksi se obi¢no ne manifestuje direktno probabilisti¢ki karakter svojstava i procesa u
makroskopskim telima nakon primene statisticke mehanike. Razlog je taj §to pri posmatranju
ma kog makroskopskog tela (koje se nalazi pod stacionarnim spoljasnjim uslovima) u toku
dosta dugog vremenskog intervala, fizicke veli¢ine koje karakterisu to telo ostaju prakti¢no
nepromenjene — konstantne. Vrednosti fizickih veli¢ina zapravo odgovaraju srednjim vre-

dnostima istih. Drugim re¢ima, ako se pomocu funkcije f(p,q) sacini funkcija raspodele

SNapomena: makroskopska tela se mogu tretirati kao 'mali delovi’ zatvorenih sistema koje obrazuju ta
tela i okolina.
"Termin je izveden iz engleske reéi probablity koja se moze prevesti terminom verovatnoéa.
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verovatnoce razlicitih vrednosti veli¢ine g(p, q), onda ¢ée ta funkcija imati ostar maksimum
za g = g, jer je primetno razli¢ita od nule samo u neposrednoj okolini te vrednosti.

Ako se zatvoreni makroskopski sistem nalazi u takvom stanju da su za bilo koji njegov
deo (koji je sam po sebi makroskopsko telo) 'makroskopske’ veli¢ine sa velikom tacnoséu
jednake svojim srednjim vrednostima, zatvoreni sistem je u stanju statisticke ravnoteZe .

Zatvoreni makroskopski sistem koji se u proizvoljnom pocetnom trenutku nije nalazio
u stanju statisticke ravnoteze, prelazi u to stanje za interval vremena jednak vremenu re-
laksacije. Odavde pojam ’dovoljno veliki vremenski interval’ dobija smisao dovoljno ve-
likog intervala vremena u odnosu na vreme relaksacije. Teorija procesa vezanih za prelazak

makroskopskog sistema u ravnotezno stanje naziva se kinetika.

2.1.3 Statisticka nezavisnost

U interakciji podsistema sa okolnim delovima posmatranog zatvorenog sistema pretezno
ucestvuju Cestice blizu njegove povrsine. Kako njihova relativna koli¢ina u odnosu na ukupan
broj Cestica podsistema brzo opada sa povec¢anjem dimenzija podsistema, energija interakcije
podsistema sa okolinom postaje mala u odnosu na sopstvenu unutrasnju energiju podsistema.
Za ovakve podsisteme, uz ogranicenje da aktuelni vremenski interval nije suvise veliki, kaze se
da su kvazizatvoreni. Zapravo, tokom vrlo dugog vremena svakako ¢e se pojaviti interakcija
raznih podsistema, bez obzira koliko slaba, koja je i odgovorna za uspostavljanje statisticke
ravnoteze u zatvorenom sistemu.

Statisticka nezavisnost oznacava da stanje, u kojem se nalazi jedan od podsistema, ni
na koji na¢in ne uti¢e na verovatnocée razli¢itih stanja drugih podsistema.

Neka se posmatraju dva statisticki nezavisna podsistema u elementima zapremine
odgovaraju¢ih faznih prostora dpWdgWi dpPdg®@, respektivno, koji ¢ine zajedno jedan
sistem. Elemenat zapremine ukupnog faznog prostora u kome se nalaze dva pomenuta pod-

sistema je tada

dp?dg? = apM dgM dp@ qq?.

Odgovarajuce verovatnoce nalazenja svakog od podsistema ponaosob u delovima zapremine
dpWdqMi dpPdg®, respektivno su fi = f1(¢D,pM) i fo = f2(¢@,p?). Matematicki

statisticka nezavisnost podsistema datog sistema se izrazava relacijom:
fradp"?dg"? = frdpMdg® fodp®dg®), (2.20)

ili krace:

fiz = fife, (2.21)
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gde je fio statisticka raspodela ukupnog sistema. Za dve veli¢ine g1 i g iz pomenutih

podsistema vazi:
9192 = g1 g2- (2.22)
Srednja vrednost razlike Ag = g — g je Ag = 0. Za karakterizaciju §irine intervala promene

veli¢ine g tokom vremena u odnosu na njenu srednju vrednost definise se srednja kvadratna

fluktuacija velicine g:

Vg =\Jg—a2=V/2 -7 (2.23)

Moze se dokazati sledece tvrdenje:
Relativna fluktuacija data kao: \/w/g opada sa poveéanjem dimenzije tela (odnosno broja
cestica).

Dokaz. Uz pretpostavku da je g aditivna fizicka veli¢ina (one su od interesa u fizici),

deljenjem tela na N jednakih malih delova dobija se:

N N
9=>_95 9=
=1 =1
i
N
(Ag)? =) (Agi)?
i=1

Povecanjem broja delova uz konstataciju da je g ~ N i pretpostavku o statistickoj nezavis-

nosti:
dobija se:
N
(Ag)2 =) (Agi)>~N
i=1
1
(Ag)? 1

— ~ — N— 0.
g VN >
Kraj dokaza.
Ponasanje sistema sa velikim brojem ¢estica moze se opisati pomocu srednjih vrednosti

veli¢ina koje karakterisu sistem.

2.1.4 Liuvilova teorema

Polazna pretpostavka u ovom odeljku je da se posmatra podsistem tokom vrlo dugog

intervala vremena, koji se moze izdeliti na veliki broj (u limesu beskonacan broj) jednakih
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malih intervala, odeljenih vremenskim trenucima ¢1,%s,.... U svakom od tih trenutaka pod-
sistem se prikazuje svojom faznom tackom Aq, As,.... Broj faznih tacaka je proporcionalan
(u limesu) u svakoj tacki faznog prostora funkciji raspodele f(p, q).

Formalno se gornje razmatranje moze zameniti razmatranjem u jednom istom vre-
menskom trenutku vrlo velikog broja (u limesu beskonac¢nog) identi¢nih podsistema, koji
se nalaze u stanjima prikazanim tackama Aj, Ay, .. u proizvoljnom trenutku (na primer u
t = 0). Ovako pripremljeni podsistemi ¢ine fazni ansambl koji je uveden u odeljku 2.1. Da bi
uslov kvazizatvorenosti vazio, prati se pomeranje faznih tacaka ansambla u toku vremenskog
intervala koji nije isuviSe veliki. Funkcija raspodele faznih tataka u svakom trenutku t je
f(p,q). Ovakav ansambl faznih tacaka se moze posmatrati kao fazni fluid [4]. Koriséen-
jem (kanonskog) Hamiltonovog formalizma moze se pokazati da se fazni fluid ponasa kao
nestisljiva te¢nost, sto kao posledicu daje Liuvilovu jednacinu.

Nalazenje Liuvilove jednacine je skicirano u nastavku. Prate se pomeranja faznih
tacaka koja se vrSe po jednacinama mehanike, odnosno posmatra se stacionaran tok fluida
u 2s-dimenzionom prostoru. Jednacina kontinuiteta, koja je ovde posledica nepromenljivosti
ukupnog broja ¢estica fiktivnog fluida, zapravo faznih tacaka, ima oblik:

of

e + div(f7v) =0, (2.24)

gde su f-gustina i ¢ brzina fluida. Usled stacionarnosti 0f/0t = 0 i jednacina (2.24) postaje:
div(fv) = Z oz, (fvi) =0, (2.25)

gde su x; = (pi, ¢i), vi = (P4, ;). U razvijenom obliku (2.25) postaje:

zs: (8(f(iz‘) . 3(f15i)) — 0, odnosno

=\ g Opi
of of 9gi | Opi\ _
; (%8 +pin ) + fz (aqz . ) 0. (2.26)

Uzimajuéi u obzir Hamiltonove jedna¢ine mehanike (2.1), dobija se

o4 0°H Ip;

g 8qi0p;  Opi

45 (e o)

(2

Dobijena je Liuvilova jednacina koja se moze interpretirati iskazom da je funkcija raspodele
statistickog ansambla konstantna duz odgovarajucih faznih trajektorija. Ovo je iskaz Liuvilove

teoreme.
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2.1.5 Mikrokanonska raspodela

Iz Liuvilove teoreme sledi da se funkcija raspodele mora izrazavati samo takvim kombi-
nacijama promenljivih p i ¢ koje ostaju konstantne u toku kretanja podsistema (napomena:
podsistem je kvazizatvoren). Te kombinacije tako mogu biti samo mehanicke invarijante ili
integrali kretanja podsistema (prvi integrali jednacina kretanja). Dakle, funkcija raspodele
kao funkcija mehanickih invarijanata je i sama integral kretanja.

Uz pretpostavku o statistickoj nezavisnosti dva podsistema koji ¢ine posmatrani sistem,
tj. iz relacije fio = f1fo, sledi veza izmedu logaritama navedenih veli¢ina: In fi2 = In f1 +
In f.

Uz sedam nezavisnih aditivnih integrala kretanja: energija, tri komponente vektora
impulsa i tri komponente vektora momenta impulsa, tj. Eq(p,q), Pa(p,q), Ma(p, q) za a-ti

podsistem, jedna aditivna kombinacija integrala kretanja je data kao:

In fo = aq + BEa(p,q) + YFa(p, q) + 0Ma(p, q) (2.28)
sa konstantnim « (konstanta normiranja), 3,7, 5.
Vrednost aditivnih integrala kretanja - energije, impulsa © momenta impulsa - potpuno
odreduje statisticka svojstva zatvorenog sistema, tj. statisticke raspodele bilo kojih njegovih
podsistema.

Tacke odredene jednacinama:

E(p,q) = Eo, P(p,q)=F, M(p,q) =M, (2.29)
obrazuju polimorfnost od 2s — 7 dimenzija. Da bi vazilo [ fdpdg # 0, funkcija f(p,q) mora

u tim tackama teziti beskonac¢nosti, tako da je:
f = const. §(E — Eg)d(P — Py)d(M — My). (2.30)

Ova raspodela se naziva mikrokanonska raspodela.

Impuls i moment impulsa zatvorenog sistema povezani su sa njegovim kretanjem kao
celine uniformnom translacijom i uniformnom rotacijom. Time statisticko stanje sistema
zavisi samo od njegove energije. Isklju¢enjem impulsa i momenta impulsa iz razmatranja
dobija se:

In fu = 0 + BEa(p, ), (2.31)

i mikrokanonska raspodela oblika:
f = const. §(E — Ej).

Pojedinaéni mali delovi sistema mogu sami po sebi brze doéi u ravnotezno stanje nego

§to se uspostavlja ravnoteza medu razli¢itim delovima sistema. To znaci da se svaki mali
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deo sistema opisuje odgovaraju¢om funkcijom raspodele (2.28), ali za razlic¢ite delove sistema
vrednosti konstanata (3,7 i § su razlicite. Drugim recina, sistem je u stanju mepotpune
ravnoteZe. Tokom vremena nepotpuna prelazi u potpunu ravnotezu i vrednosti konstanata

(3,7 1 6 malih delova sistema teze onima za celi sistem.

2.2 Osnovni pojmovi kvantne statisticke fizike

2.2.1 Uvodni komentar

Sustina razlike izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike se izrazava Hajzenbergovim (Heisen-
berg) principom neodredenosti koji se moze grubo interpretirati iskazom: prostorna koordi-
nata i odgovarajué¢i njoj konjugovani impuls ne mogu biti odredeni istovremeno sa proizvo-
ljnom tacnodéu. Sto je manja neodredenost pri odredivanju impulsa, to je veéa neodredenost
pri odredivanju koordinate. Prethodni iskaz je ekvivalentan iskazu da proizvod neodredenosti
Dekartove prostorne koordinate polozaja i neodredenosti njoj konjugovanog impulsa ne moze
biti manji od neke konstante:

ApAg > h (2.32)

gde je h= h/(2m) Plankova konstanta ili elementarno dejstvo. Detaljnije o osnovnim kvant-
nomehanickim pojmovima i zakonitostima moze se na¢i u knjigama citiranim u spisku refe-
renci [5, 6, 7).

Na osnovu Hajzenbergove relacije neodredenosti fazni prostor se deli na elementarne
fazne Celije velicine AI' = h*. Unutar elementarnih éelija se ne mogu razlikovati stanja
sistema. Tako beskonac¢ni skup stanja sistema postaje prebrojiv. Broj stanja sistema u
nekom delu faznog prostora se onda dobija deljenjem zapramine tog dela faznog prostora sa
hs. Time je elementarna ¢elija faznog prostora dobila formalni smisao (videti odeljak 2.1).

Vazna paradigma kvantne mehanike je iskaz o dualnoj, cestiéno-talasnoj prirodi svet-
losti, mikro Cestica i objekata u prirodi uopste, matematicki zapisan De Broljevom (de-
Broglie) relacijom:

p=nh/A\ (2.33)

Ova relacija povezuje Cesti¢nu veli¢inu — impuls Cestice sa talasnom veli¢inom — talasnom
duzinom odgovarajuteg talasa pridruzenog cestici. U opStem sluc¢aju Cestici je pridruzen
talasni paket oznacen talasnom funkcijom v (z,t) (jednodimenzioni sluéaj) ili ¢(q,t), gde je
po konvenciji u Hamiltonovom prilazu uvedena oznaka za generalisanu koordinatu ¢, z = q.

Sredinger je postulirao oblik jednacine evolucije talasnog paketa pridruzenog Gestici.

Jednodimenziona Sredingerova jednacina je data izrazom:

Loy B2 0%
) yre _%8—(]2 + U(q), (2.34)
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gde je ¥ = 1(q,t) jednodimenziona talasna funkcija koja opisuje stanje Cestice; U(q) je
energija interakcije Gestice sa okolinom; % je Plankova konstanta i m je masa Gestice®. To je
linearna i homogena jednacina, tako da je zadovoljen princip superpozicije. Odnosno, ako
su 1)1 1 ¥ resenja Sredingerove jednaéine za posmatrani sistem, svaka linearna kombinacija
11 + ¢, gde su ¢ i cg proizvoljne kompleksne konstante, takode mora biti resenje iste
jednacine.

Hajzenberg i Sredinger su postulirali da se sve fizicke pojave mogu objasniti u okviru
kvantne mehanike, ako se ¢ i p pridruze apstraktni linearni operatori ¢ i p, koji deluju u

apstraktnom Hilbertovom (Hilbert) prostoru. Ti operatori su nekomutirajuéi operatori:
G, p] = qp — pG = ih. (2.35)

Analogno se svakoj dinamickoj funkciji pridruzuju operatori koji deluju u Hilbertovom pro-
storu. Pri tome, za svaki operator (obi¢no) postoji neki broj elemenata Hilbertovog prostora,

odnosno prostora stanja sistema, koji se ne menjaju pri dejstvu tog operatora:
blm) = by, |m), (2.36)

gde |m) predstavlja svojstveno stanje kvantnog sistema predstavljeno u Dirakovoj (ma-
triénoj) notaciji?, by, je odgovarajuéa svojstvena vrednost i m oznacava skup kvantnih bro-
jeva koji odreduju svojstveno stanje sistema. Skup svih moguéih svojstvenih vrednosti by, se
interpretira kao skup onih vrednosti koje u nekom eksperimentu moze da ima posmatrana
veli¢ina (opservabla) vezana sa b. U nekim sluc¢ajevima takav skup vrednosti, odnosno spek-
tar opservable je potuno diskretan, a u drugim se sastoji od svojstvenih vrednosti iz nekog
neprekidnog (kontinualnog) domena, ili od diskretnih i kontinualnih svojstvenih vrednosti.
Bitno je da su b, realni brojevi. Odatle sledi da su opservable obavezno predstavljene ermit-
skim (Hermite) operatorima. Treba navesti da se klasi¢noj Puasonovoj zagradi pridruzuje
komutator:

[87 Elps — i[i)v ¢, (2.37)

gde su b i ¢ proizvoljne dinamicke funkcije.
Uvodenjem operatora hamiltonijana H relacija (2.34) se moze zapisati kao:
in¥ Hip, (2.38)
ot
Cija resenja su svojstvene funkcije ¢, i svojstvene vrednosti operatora hamiltonijana tj. ener-
gije, E,. Indeks n je kvantni broj (ili skup kvantnih brojeva) koji specificira kvantno stanje
sistema.

®Videti dodatak 10.
9FElementarni uvid u Dirakovu notaciju dat je u odeljku 10 u dodatku, dok se detaljnije o ovoj notaciji i

Dirakovom prilazu kvatnoj mehnici moze naéi u literaturi [5, 6, 7].
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Ponasanje makroskopskih sistema sastavljenih od ogromnog broja konstituenata (atoma,
molekula,...) u kvantnoj statistickoj mehanici razmatra se u konfiguracionom prostoru, odno-
sno prostoru koordinata (g1, g2, .., gs), gde je s broj stepena slobode. Stanju makroskopskog
sistema se pridruzuje kompleksna talasna funkcija 1 (q,...,qs) = ¥(q). Ako sistem ima i
unutrasnje stepene slobode (npr. spin), talasna funkcija zavisi i od skupa kvantnih brojeva
koji odgovaraju tim promenljivim. Fizi¢ki se informacija o sistemu ne dobija neposredno
od talasne funkcije, ve¢ od amplitude verovatnoce, koja predstavlja kvadrat modula talasne
funkcije |1(q)|?. Amplituda verovatnoée odreduje gustinu verovatnoée da se sistem nalazi u
tacki g konfiguracionog prostora, koji je deo u klasi¢noj mehanici formalno uvedenog faznog

prostora.

2.2.2 Formalizam kvantne statisticke teorije

Opisivanje ponasanja makroskopskog tela u kvantnoj mehanici podrazumeva resavanje
Sredingerove jednacine za svaku Gesticu mnogocestiénog sistema. Potpuno opisivanje ponasanja
makroskopskog sistema tada pretpostavlja da dozvoljena resenja treba da zadovolje odredene
unapred zadate uslove problema (pandan ve¢ pominjanih pocetnih uslova). Kako je broj ces-
tica ogroman, navedeni postupak se jako komplikuje, tako da potpuno opisivanje makroskop-
skog tela postaje prakti¢no nemoguce.

Specificnosti makroskopskih tela u odnosu na sisteme sa relativno malim brojem ces-
tica se s kvantnog stanovista ispoljavaju u ’ogromnoj’ gustini raspodele energetskih nivoa
u spektru svojstvenih vrednosti energije posmatranog makroskopskog tela. Ovo je posle-
dica ogromnog broja ¢estica u makroskopskim sistemima, kada energija sistema moze biti
'raspodeljena’ na razne ¢estice na neprebrojivo veliki broj na¢ina. Prethodno se moze ilus-
trovati na primeru 'gasa’ od N Cestica koje ne interaguju, a nalaze se u odredenoj zapremini
prostora. Energetski nivoi gasa su svojstvene energije pojedinacnih Cestica, pri ¢emu svakoj
Cestici odgovara beskonacan niz diskretnih vrednosti energije. Kombinovanjem N takvih
vrednosti na sve mogucée nacine dobija se za svaki iole primetan konacan deo spektra ogro-
man broj mogudéih vrednosti energije sistema, koje su jako bliske. Broj energetskih nivoa u
zadatom konacnom intervalu energetskog spektra povecava se po eksponencijalnom zakonu
sa rastom N, dok rastojanje medu nivoima ima vrednost srazmernu 107V. Zbog velike
gustine energetskih nivoa, makroskopsko telo se nikada ne moze fakticki nalaziti u strogo
stacionarnom stanju.

Dodatno treba imati u vidu da se stanje kvantnomehanickog sistema (opisano talasnom
funkcijom) obi¢no tretira kao rezultat odredenog procesa interakcije sa okolnim sistemima,
koji se sa dovoljnom ta¢nos¢u opisuju klasicnom mehanikom. OznacCavajuéi energiju sistema

pre interakcije sa E i posle interakcije sa E’, 'neodredenosti’ energije AE i AE’ su vezane
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sa vremenom trajanja procesa interakcije relacijom:

h
|AE| ~ |AE| ~ AL (2.39)
Za stacionarnost sistema je neophodno da AFE’ bude mnogo manje od srednjeg rastojanja
susednih energetskih nivoa, $to povlaci vrlo veliko (beskonacno veliko) vreme procesa inter-
akcije At ~ T/ AE'.

Dakle, talasna funkcija ne opisuje stanje makroskopskog tela. Zbog toga za opisivanje
stanja makroskopskog tela uvodi se matrica gustine, koja omoguéuje nalazenje srednje vre-
dnosti bilo koje veli¢ine sistema i verovatnoée pojedinih vrednosti tih veli¢ina.

Matrica gustine se moze uvesti na sledeéi naCin. Posmatra se podsistem sa ’sta-
cionarnim stanjima’ dobijenim potpunim zanemarivanjem svih interakcija sa okolnim de-
lovima zatvorenog sistema. Normirane talasne funkcije stacionarnih stanja su ¢,(q), ¢ =
(q1,92,.--,qN), gde je n skup kvantnih brojeva, a odgovarajuce energije stacionarnih stanja
su E,. Neka je stanje u trenutku ¢ opisano talasnom funkcijom ¢ = >, c,9,. Srednja

vrednost veli¢ine b, kojoj se u kvantnoj mehanici pridruzuje operator I;, u datom stanju je:
b= / W opdg =Y chembum,  gde je  bum = / VEbYdg. (2.40)
n,m

Integracija se vrsi po celom koordinatnom prostoru, dok ’ *’ oznacava kompleksnu konju-
gaciju. Ukoliko je kvantno stanje sistema potpuno odredeno talasnom funkcijom 1, naziva
se c¢isto stanje.

Medutim, za sisteme sa velikim brojem cestica mikroskopsko stanje sistema je poz-
nato samo delimi¢no. Tada se moze odrediti samo verovatnoca nalazenja sistema u nekom
od kvantnih stanja w(i)(q) iz skupa svih moguéih stanja sistema. Ova situacija je analogna
onoj u klasi¢noj statistickoj mehanici (odeljak 2.1). Odatle sledi i pojam kvantnog ansambla.
Drugim re¢ima, posmatrani sistem se zamenjuje ansamblom identi¢nih sistema (okarakte-
risanih istim hamiltonijanima), koji se u pocetnom trenutku vremena nalaze u razli¢itim

stanjima () (). Srednja vrednost veli¢ine b u razli¢itim stanjima 1 data je izrazom:
b= Wnnbmn. (2.41)
m,n

Veli¢ine wy,, predstavljaju matricne elemente matrice gustine u energetskoj reprezentaciji,
tj. elemente statisticke matrice. Operator pridruzen statistickoj matrici je oznacen sa w, dok
suma ., Wmnbnm predstavlja dijagonalni matricni element matrice pridruzene operatoru
(b):

b= (@b)nn = Tr(idh), (2.42)

n
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gde T'r oznacava trag matrice. Verovatnoca da se podsistem nalazi u n-tom stanju je data
kao:
Wy = Wpp > 0

i normirana je na jedinicu'®

Tmb:an =1.
n

Stanja opisana matricom gustine nazivaju se mesovitim stanjima.

Statisticka matrica u kvantnoj statistickoj fizici je analogon funkcije raspodele klasicne
statisticke fizike.

Veli¢ine w,, daju samo verovatnoc¢u da se telo nalazi u jednom ili drugom kvantnom
stanju bez ikakvog neposrednog ukazivanja na vrednosti koordinata ili impulsa Cestice. Za-
pravo, u kvantnoj statistici ne moze biti re¢i o nalazenju raspodele verovatnoce za koordi-
nate ili impulse ponaosob. To je posledica Hajzenbergove relacije neodredenosti. Dakle,
traZene raspodele verovatnoce moraju uzimati u obzir kako statisticku neodredenost, tako 1
neodredenost koja je svojstvena kvantnomehanickom opisivanju procesa.

U cistom stanju raspodela verovatnoce po koordinatama je:

|’¢’2 = Z CnCmPnm, (2.43)

n,m

a elementarna verovatnoca po koordinatama u intervalu dg

dw, = |[dg. (2.44)
U slucaju mesSovitog stanja:
W =D wnnitm = Y o, (2.45)
pa je:
dwg = Prinbmdy. (2.46)

Trazena elementarna raspodela verovatnoée po impulsima je data kao:
dw, = dp wpy = dp/w;u?wp/dq. (2.47)

2.2.3 Matrica gustine: formalizam kvantnog ansambla*

Ovaj odeljak je ilustracija prilaza izlozenog u delu 2.1.1, primenjenog na kvantne sis-
teme. Kao $to je napisano u prethodnom odeljku, 'stanje’ sistema u datom trenutku vre-

mena u statistickoj mehanici je potpuno zadato operatorom gustine w. Posmatrana vrednost

10Citav ovaj prilaz je uslovan.
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~

B = (b) dinamicke funkcije b za takav sistem je, tada, data formulom (2.42). Medutim, za
razliku od formule klasi¢ne statisticke mehanike (2.5), kvantna formula (2.42) nema prostu

interpretaciju. To se moze ilustrovati ako zapisemo jednac¢inu (2.42) u obliku:

B) =3 bW + > branWinn- (2.48)
m m# n

U prvom clanu, veli¢ine wyy,,, (dijagonalni elementi matrice gustine) koje imaju osobine

nenegativnosti i normiranosti na jedinicu, mogu se interpretirati kao verovatnoce nalazenja

sistema u stanju m. Ukoliko je matrica gustine dijagonalna, tj. wy,, = 0, m # n, tada se B

moze smatrati identi¢nom sa srednjom vrednoséu u klasi¢noj mehanici.

Medutim, u opstem slucaju je matrica gustine nedijagonalna, pri ¢emu nedijagonalni
¢lanovi mogu imati proizvoljan znak i ne mogu se interpretirati kao verovatnoce. Upravo ti
¢lanovi su vezani sa inteferencionim efektima, koji predstavljaju ¢isto kvantnomehanicko svo-
jstvo, bez klasi¢ne analogije. Ti efekti su odgovorni za pojave kao Sto su difrakcija elektrona
i efekat tunelovanja. Nedijagonalni ¢lanovi su uslovljeni talasnim svojstvima materije.

Tako kvantna statisticka mehanika definiSe veli¢inu B kao linearni funkcional mikroskop-
skog operatora I;, taj funkcional nema ¢isto probabilisticku interpretaciju, zbog postojanja
interferencionih efekata. Ipak, zbog jednostavnosti, taj funkcional ¢e nadalje biti nazivan
kvantnom srednjom vrednoséu.

Slededi korak je dobijanje zakona kretanja, tj. odredivanje vremenske zavisnosti makro-
skopske opservable B(Z,t)"!.

Ukoliko je pocetni uslov dat kao:

b(t =0) = b, (2.49)
tada je, ocigledno:
B(t) = b= Tr {exp (i[H]t/Mbi } (2.50)

Izraz (2.50), zapravo, predstavlja zakon kretanja makroskopske opservable. On se moze

zapisati u ekvivalentnom obliku:
B(Z,t) = Tr(bi(t)), (2.51)
gde je
W(t) = exp (—i[H]t/B)w(0). (2.52)

Nakon elementarnih operacija diferenciranja obe strane jednacine (2.52) po vremenu, moze
se pisati:
i (t) = [H]d(t) = [H, b (1)), (2.53)

11 skladu sa konvencijom u odeljku (2.1.1) & je vektor u fizickom prostoru.
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gde je [..] komutator. Relacija (2.53) se esto naziva fon Najmanova (von-Neumann) jednacina.
To je fundamentalna relacija u kvantnoj mehanici analogona Liuvilovoj relaciji iz klasi¢ne
mehanike.

Operator @ je nulti ako i samo ako je komutator operatora & i H jednak nuli. Upravo
ovaj rezultat se formuliSe kao kvantni analogon Liuvilove teoreme, koji daje kvantnome-
hanicki izraz za odrzanje hamiltonijana sistema ili operatora energije sistema.

Uz rezonovanje kao u klasi¢nom sluc¢aju i pretpostavku o kvazizatvorenosti posmatra-
nog podsistema, dolazi se do zakljucka da w moze da se poveze sa 'integralom kretanja’ E,,,
odnosno da je:

mw® =o'+ BEW, gdeje w, =w(E,). (2.54)

Znaci, energija, tj. uopste integrali kretanja odreduju sva statisticka svojstva zatvoremog
sistema. Analogno klasicnom rezonovanju dolazi se u kvantnomehani¢kom sluc¢aju do izraza

za, kvantnu mikrokanonsku raspodelu:
dw = constd(E — E,,)dl, (2.55)

gde je sa dI' oznacen broj kvantnih stanja zatvorenog sistema u odredenom beskona¢no malom

12 Ako se zatvoreni sistem sastoji od neinteragujuéih

intervalu vrednosti energije sistema
(nezavisnih) podsistema, vazi:

dr = [] dl.. (2.56)

2.3 Entropija

Da bi se uveo pojam entropije, posmatra se zatvoreni sistem tokom vremena koje je
veliko u odnosu na njegovo vreme relaksacije'3. Zapravo, posmatra se zatvoreni sistem u
potpunoj statistickoj ravnotezi. To onda, po osnovnim postavkama statisticke fizike, podra-
zumeva ergodi¢nost i uniformnu raspodelu sistema (mikrokanonska raspodela)!#. Posledica
se moze interpretirati ¢injenicom da je zapremina celokupnog sistema u prostoru sa velikim
brojem dimenzija skoncentrisana u energetskoj ljusci oko povrsine sistema. Ovo je pre¢utno
podrazumevano kada je, na primer, verovatnoca sistema vezivana sa energetskom ljuskom u
odgovarajué¢em faznom prostorul®.

U kvantnoj statistickoj fizici se zatvoreni sistem zatim formalno deli na veliki broj

makroskopskih podsistema i izdvaja se jedan od njih. Neka je funkcija raspodele izabranog

12 Analogna klasi¢na veli¢ina je element faznog prostora dpdg. Na ovom mestu je korisno konstatovati da
za razliku od veli¢ine dI" koja je bezdimenziona, klasi¢ni analogon dgdp ima dimenziju dejstva. Posledice ove

razlike postacée jasne nakon odeljka o entropiji.
3Vreme relaksacije je pomenuto na kraju odeljka 2.1.2, a detaljnije o ovom pojmu biée re¢i u odeljku 3.
1Videti referencu [8].

15Videti prethodna izlaganja u ovom odeljku — odeljku 2.
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podsistema w,, = w(E,). Verovatno¢a da zatvoreni sistem ima energiju u intervalu (E, E +
dE) je W(E)dE, a broj stanja sa energijama u datom intervalu (d['(E)/dE)dE, tako da je:

_dT(E)

w(E) = =), i /W(E)dE —1, (2.57)

gde se integracija vrsi po celom prostoru energija. U datom sluc¢aju (sistem je u stanju
potpune ravnoteze) statisticka raspodela energije ima o$tar maksimum u E (srednja vrednost
energije) i Sirinu AFE oko srednje vrednosti. Matematicki se prethodne konstatacije mogu
svesti na izraz:

W(E)AE =1,  w(E)ATl =1, (2.58)

gde je
Al = dr‘d(lf)AE, (2.59)
Sto karakteriSe ’stepen razmazanosti’ makroskopskog stanja u odnosu na mikrostanje i naziva
se statisticka teZina posmatranog makroskopskog stanja.
Rezonujuéi s pozicije klasicne statisticke fizike, ulogu matrice gustine w(FE) preuzima
funkcija raspodele f(p,q), a statisticke tezine AI' element faznog prostora ApAgq. Tako
relacija (2.58) postaje:

f(E)ApAgq = 1. (2.60)

Deo faznog prostora ApAgq karakterise dimenzije oblasti faznog prostora u kojoj se posma-
trani podsistem nalazi skoro sve vreme.

Granicni prelaz sa kvantne na klasi¢nu teoriju, pak, svakom kvantnom stanju 'pridruzuje’
u faznom prostoru po jednu ’Celiju’ zapremine 7%, gde je s broj stepena slobode sistema. Broj

stanja je sada:
ApAq

hs

Znajudéi statisticku tezinu makroskopskog stanja podsistema, moze se definisati adi-

AT = . (2.61)

tivna veli¢ina:

o =InAT, (2.62)

koja se naziva entropija sistema'®. Kako je AI' > 1, entropija je nenegativna veli¢ina, o > 0.
U klasi¢nom sluc¢aju entropija je data kao:

ApAq
hs

c=1In

(2.63)

Vraéajuéi se na c¢isto klasi¢ni pristup, gde je element faznog prostora ApAgq igrao
ulogu statisticke tezine, entropija bi bila ¢ = In ApAgq, dakle dimenziona veli¢ina, jer je

dimenzija ApAgq, dimenzija dejstva. Prakti¢no to bi znacilo da bi se promenom jedinice

Entropija je bezdimenziona veli¢ina.
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dejstva entropija promenila za aditivhu konstantu (npr. uz smenu ApAq — a®*ApAgq veli¢ina
In ApAgq se transformise u In ApAq + slna). Odatle i klasicno tvrdenje da je entropija
definisana sa ta¢no$éu do aditivne konstante, koja zavisi od izbora jedinica.

Da bi se uspostavila direktna veza entropije i funkcije raspodele, u kontekstu raz-
matranja sa pocetka ovog odeljka moze se pisati umesto In(w(E,)) = a + BE, relacija

In(w(E)) = a+ BE = Inw(F,). Prema tome, entropija je data kao:

o =In(AT) = —In(w(E)) = —In(w(E,)), (2.64)
odnosno:
o=- an In wy, (2.65)
ili u operatorskoj formi:
o=—-Tr(wlnwo). (2.66)
U klasi¢noj statistici'7:
o= —n(h°f) = —/fln (h*f)dpdg. (2.67)

Statisticka tezina zatvorenog sistema sastavljenog od nezavisnih makroskopskih podsistema

je bila data relacijom (2.56). Odatle je entropija aditivna veli¢ina, tj.

o= Zaa. (2.68)

2.3.1 Zakon povecéanja entropije

Makroskopsko stanje zatvorenog sistema koji nije u stanju ravnoteze se menja u vre-
menu dok ne dode do potpuno ravnoteznog stanja. Svako makroskopsko stanje sistema se
moze okarakterisati raspodelom energije po svojim podsistemima, tako da se moze smatrati
da niz stanja kroz koja sistem uzastopno prelazi odgovara sve verovatnijoj raspodeli ener-
gije. Ovo povecanje verovatnoce se odvija po eksponencijalnom zakonu definisanom izrazom
exp (o), u ¢ijem je eksponentu aditivna veli¢ina - entropija sistema. Drugim rec¢ima, u neu-
ravnotezenom zatvorenom sistemu procesi se odigravaju tako da sistem neprekidno prelazi iz
stanja sa manjom entropijom u stanje sa ve¢om entropijom, dok najzad entropija ne dostigne
najveéu mogucéu vrednost, koja odgovara stanju potpune statisticke ravnoteze.

Treba napomenuti da je verovatnoca prelaza u stanja sa ve¢om entropijom u stvari
neuporedivo veéa u odnosu na verovatnocu bilo kakvog njenog primetnog smanjenja, tako

da se to smanjenje fakticki nikada ne moze posmatrati u prirodi.

"Relacija koja sledi je napisana s obzirom na definiciju klasi¢ne funkcije raspodele, f(g,p) iz odeljka 2.1,
kada je zapravo f(g,p) imala dimenziju (zapremina faznog pros‘cora)fl7 tj. dejstvo™* gde je s broj stepena
slobode.
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Izuzimajuéi smanjenja entropije u vezi sa neznatnim fluktuacijama, moze se formulisati
zakon povecanja entropije i na sledeé¢i na¢in: ako je u nekom trenutku entropija zatvorenog
sistema razli¢ita od maksimalne, onda u kasnijim trenucima entropija ne opada, nego se
povecava ili u krajnjem slu¢aju ostaje konstantna.

Izlozene formulacije zakona povetanja entropije potvrduju svakodnevna posmatranja.
Medutim, pri pazljivijem razmatranju pitanja fizicke prirode i nastajanja tih zakonitosti
otkrivaju se sustinske teskoce, koje nisu jos uvek potpuno prevazidene. Zainteresovani Citalac
se upucuje na kratak prikaz navedenih protivure¢nosti izlozen u knjizi [1].

Iz zakona povecCanja entropije, zapravo iskaza da kod svih zatvorenih sistema koji se
ostvaruju u prirodi entropija ili raste ili ostaje konstantna, usvojeno je da se svi procesi
koji se odigravaju u makroskopskim sistemima dele na nepovratne (ireverzibilne) i povratne
(reverzibilne). Nepovratni procesi se odigravaju uz povecanje entropije celog zatvorenog si-
stema. Procesi koji bi bili njihova ponavljanja u suprotnom redosledu ne mogu postojati,
jer bi se pritom entropija smanjivala. Povratni procesi su procesi u kojima entropija ostaje
konstantna, pa se mogu vrsiti u suprotnom smeru. Treba imati na umu da pritom entropije
pojedinih delova sistema ne moraju ostati konstantne. Takode je korisno napomenuti da pro-

cesi koji se realno odvijaju mogu biti povratni samo sa ve¢im ili manjim stepenom tacnosti.

24 TEST 1

1. Kako se specificira mikrostanje sistema od N ¢estica u 3D fizickom prostoru:
a) U klasi¢noj mehanici;
b) U kvantnoj mehanici?

2. Napisite izraz za zapreminu elementarne ¢elije faznog prostora mnogocesti¢nog sistema

sa s stepeni slobode.
3. Kako se specificira makrostanje mnogocesticnog sistema?
4. Koji od iskaza je tacan:
a) Jednom makrostanju odgovara veliki broj mikrostanja; dakle makrostanje daje

manje informacija o sistemu;

b) Jednom mikrostanju odgovara jedno makrostanje; dakle ima se ista informacija o

sistemu;

c¢) Jednom mikrostanju odgovara veliki broj makrostanja; dakle mikrostanje nosi

manje informacija o sistemu?
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10.

11.
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. Formulisite osnovni postulat statisticke mehanike.

. Sta je kvantni analogon funkcije raspodele klasi¢ne statisticke mehanike?

Napisite izraz za srednju vrednost dinamicke funkcije g(p,q) u klasi¢noj statistickoj

mehanici.

Napisite izraz za mikrokanonsku raspodelu, odnosno izraz za funkciju raspodele/ ma-

tricu gustine mikrokanonskog ansambla identi¢nih ¢cestica.

. Sta je to statisticka tezina?

Napisite izraz za entropiju u: kvantnoj statistickoj mehanici preko statisticke tezine
i matrice gustine; u klasi¢noj statistickoj mehanici preko statisticke tezine i funkcije

raspodele.

Neka je II(E) broj stanja sistema sa energijom u intervalu [F, E + dE]. Da li grafik II

u funkciji od E prikazan na slici 2.3 prikazuje realan proces? Obrazlozite odgovor.

N

Emax E

InTI(E)

Slika 2.3.



Glava 3

Osnove termodinamike

3.1 Interakcija izmedu makroskopskih sistema

U opstem slucaju prilikom opisivanja makroskopskog sistema moguce je identifiko-
vati neke makroskopski merljive nezavisne parametre Ai, Ao, ..., A, koji uti¢u na dinamicko
ponasSanje Cestica posmatranog sistema. Ti parametri ulaze u jednacine kretanja kroz hamil-
tonijan i oznaCavaju se imenom spoljasnji parametri. Kao primer spolja$njih parametara
mogu se navesti primenjeno magnetno i elektri¢no polje u kome se sistem nalazi, zapremina
sistema itd.

Neka je kvantno stanje sistema r okarakterisano energijom F,. U prisustvu spoljasnjih

parametara F, je moguce napisati u obliku:
E. = E, (A, 2, ..., \p). (3.1)

Makroskopsko stanje sistema je odredeno specificiranjem vrednosti spoljasnjih parametara
sistema i ostalih uslova pod kojima se nalazi sistem. Na primer, makrostanje izolovanog
(zatvorenog) sistema je odredeno specificiranjem vrednosti spoljasnjih parametara sistema i
vrednosti njegove ukupne energije. S druge strane, takvom makrostanju sistema odgovara
ogroman broj mogucih mikrostanja, odnosno kvantnih stanja.

Pri makroskopskom opisivanju makrosistema razlikuju se dva tipa interakcija izmedu
sistema s obzirom na vrednosti spoljasnjih parametara. U prvom tipu interakcije vrednosti
spoljasnjih parametara sistema su fiksirane tako da moguéi energetski nivoi sistema ostaju
nepromenjeni. To je sluc¢aj termalne interakcije sistema. U drugom tipu interakcije spoljasnji
parametri su izmenjeni i energetski nivoi sistema pomereni. Ovaj tip interakcije se oznacava
terminom mehanicka interakcija.

U nastavku se posmatraju dva makrosistema A; i A koji su deo zatvorenog (izolo-
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vanog) makrosistema A, ¢ija je ukupna energija nepromenljival.

3.1.1 Termalna interakcija

Kao rezultat termalne interakcije sistemi A1 i Ao razmenjuju energiju. Statisticki prilaz
podrazumeva posmatranje ansambla sistema slicnih (A; + As) koji interaguju medusobno,
tako da se energija svakog od sistema A; ili svakog od sistema Ay ne menja za potpuno isti
iznos. Zapravo, od interesa je tada srednja energija koju sistemi razmenjuju. Ta energija
se naziva toplota. Preciznije, toplota koju apsorbuje sistem A; pri termalnoj interakciji sa
sistemom As jednaka je promeni srednje energije tog sistema: Qi = AFE;. Toplota moze
biti pozitivna i negativna, jer se moze identifikovati —Q)1 kao toplota koju posmatrani sistem
predaje pri interakciji. PoSto je ukupna energija sistema koji ¢ine (A; + Ay) konstantna,
sledi da je:

AE, + AFE; =0, (3.2)

gde je AFE; promena srednje energije sistema As. Relacija (3.2) se moze napisati u ekviva-

lentnom obliku preko odgovarajuéih toplota sistema u interakciji:

Q1+ 0Q2=0, ii Q1 =-Q2. (3.3)

Ovo je posledica odrzanja energije u makrosistemu A ¢iji su delovi makrosistemi A; i As.
Pri interakciji dva sistema toplota apsorbovana jednim od sistema mora biti jednaka toploti
koju je emitovao drugi sistem.

Posto se spoljasnji parametri pri toplotnoj interakciji nisu promenili, energetski nivoi
sistema nisu izmenjeni ni na koji nac¢in. Izmena srednje energije sistema potice od pro-
mene relativnog broja sistema u ansamblu koji su 'prerasporedeni’ po fiksiranim energetskim

nivoima. Drugim rec¢ima, samo je popunjenost energetskih nivoa izmenjena.

3.1.2 Mehanicka interakcija

U ovom odeljku posmatraju se termicki izolovani sistemi, odnosno sistemi medu kojima
nije moguca termalna interakcija. U praksi se to postize prostornim odvajanjem sistema ili
postavljanjem termickih izolatora izmedu njih.

Termicki izolovani sistemi mogu da interaguju medusobno preko promene odgovarajuéih
spoljasnjih parametara. Takav tip interakcije je oznaCen terminom mehanic¢ka interakcija.
Tada sistemi razmenjuju energiju vrseéi makroskopski rad jedan na drugi.

Mehanicka interakcija se opisuje na primeru ansambla sistema (A; + Ag) uvedenih

u prethodnom delu. Rezultat promene spoljasnjih parametara je promena srednje energije

'Kao dopuna dela o termodinamici Gitaocu se sugerisu posebno tri knjige [1, 9, 10].
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sistema A za AyE1, koja je posledica ué¢injenog rada na sistemu:
R=A,\E. (3.4)

Makroskopski rad moze biti pozitivan i negativan. U ovom sluc¢aju rad koji sistem vrsi
je negativan Ry = —R. Ukupna energija makrosistema koji ¢ine sistemi u interakciji je
konstantna i moze se u sluc¢aju termicki izolovanih sistema koji mehanicki interaguju napisati

u obliku:
Ri + Ry =0, ili Ri = —Ro, (3.5)

odnosno rad u¢injen nad jednim sistemom mora biti jednak radu koji je drugi sistem izvrsio.

Promena spoljasnjih parametara uslovljava izmenu energetskih nivoa sistema. U opstem
slucaju izmena srednje energije sistema zavisi od nacina i brzine promene spoljasnjih param-
etara. Rezultat te promene, u svakom slucaju, jeste promena ili pomeranje energije dozvol-
jenih energetskih nivoa sistema, a moguéi su i prelazi izmedu razlicitih stanja sistema.
Situacija se znatno komplikuje ukoliko se neposredno nakon date promene spoljasnjih parame-

tra dogodi nova promena.

3.1.3 Interakcija opsteg tipa

U najopstijem slucaju pri interakciji dva makrosistema oni nisu termicki izolovani i
menjaju se spoljasnji parametri. Ukupna promena srednje energije sistema A; je onda data

izrazom:

AE; =A\E1+Q1 =R+ Qq, (3.6)

gde je R porast srednje energije uslovljen izmenom spoljasnjih parametara, a Q1 je mera
promene srednje energije koja nije uslovljena promenom spoljasnjih parametara. Prethodna
relacija razdvaja ukupnu promenu srednje energije sistema na deo R usled mehanicke inter-
akcije 1 Q1 usled termalne interakcije.

Iz jednacine (3.6) mogucde je izraziti ()1 kao:
Ql = AEl —R= AEI + Ry, (37)

gde je R; = —R rad koji je posmatrani sistem uc¢inio. Predhodna relacija u diferencijalnom
obliku za infinitezimalno male promene ukupne srednje energije dE, toplote dQ i infinitezi-

malno mali rad dR je oblika?:

dQ = dE + dR. (3.8)

2Indeks 1 je izostavljen.
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3.1.4 Kvazistacionarni procesi

U delu I ovog rukopisa posmatra se proces interakcije sistema koji se odvija jako sporo,
tako da sistem u interakciji, na primer A, tokom svih faza procesa ostaje jako blizu sopstvenog
ravnoteznog stanja. Interakcije sistema A i ostalih sistema mogu da budu vrSenje rada,
razmena toplote ili vrSenje rada i razmena toplote zajedno. Ovakav proces je definisan kao
kvazistacionarni proces za sistem A. Brzina procesa, odnosno koliko se sporo mora odvijati
proces da bi se kvazistacionarnost odrzala, zavisi od vremena 7 potrebnog sistemu da dostigne
svoje ravnotezno stanje ukoliko je iznenada izvedeno iz njega. Vreme 7 je relaksaciono vreme.

Ukoliko su vrednosti spoljasnjih parametra sistema Aj, As, ..., Ay, energija kvantnog
stanja r ima vrednost datu relacijom (3.1). Kada se vrednosti spoljasnjih parametara pro-
mene, energija posmatranog stanja se menja. Na primer, ako su spoljasnji parametri promen-
jeni za infinitezimalno malu vrednost, A, — Ay + dA,, gde je a = 1,...,n, odgovarajuca

promena energije postaje

dE, = a; gf;“ dzq. (3.9)
Rad koji uéini sistem koji je u stanju r, moze se definisati kao
dR, = —dE, =Y Xq,dz, (3.10)
gde veli¢ina
Xoyr = —gf; (3.11)

predstavlja generalisanu silu u stanju r povezanu sa spoljasnjim parametrom \,. Ukoliko je
Aq rastojanje, tada je X, sila u standarnom smislu.

U slede¢em koraku se posmatra skup (ansambl) slicnih sistema. Kada se spoljasnji
parametari sistema menjaju kvazistacionarno, generalisane sile X, , imaju u svakom trenutku
dobro definisane vrednosti. Te vrednosti odgovaraju srednjim vrednostima izra¢unatim iz
funkcije raspodele sistema u ansamblu, koja se moze smatrati ravnoteznom s obzirom na
konkretne vrednosti spoljasnjih parametara u trenucima posmatranja. Na primer, ukoliko
je sistem termicki izolovan, tada su sistemi u ansamblu u proizvoljnom trenutku s jednakom
verovatno¢om u svakom od stanja koje vrednosti spoljasnjih parametara dopustaju.

Infinitezimalna promena spoljasnjih parametara moze kao rezultat imati makroskopski
rad dR. U tom slucaju vrednost rada se dobija izracunavanjem smanjenja srednje energije

usled te promene vrednosti parametara, odnosno:
n [R—
dR =Y Xdzq, (3.12)

gde je

(3.13)
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srednja vrednost generalisane sile pridruzena parametru )\,. U ovim relacijama srednje
vrednosti za dati spoljasnji parametar A, su izracunate iz odgovarajuce ravnotezne funkcije
raspodele sistema u anasamblu. Rad koji odgovara konac¢noj kvazistacionarnoj promeni

spoljasnjih parametara dobija se integracijom.

3.2 Osnovne termodinamicke veli¢ine

Termodinamicke veli¢ine su fizicke veli¢ine koje karakteriSsu makroskopska stanja tela:
temperatura, pritisak, zapremina, entropija, specificna toplota, elektri¢na provodnost, mag-
netna i elektriéna susceptibilnost itd. Neke od njih — npr. energija i zapremina imaju i
mehanicki smisao, dok su ostale rezultat ¢isto statistickih zakonitosti i nemaju smisla kod
nemakroskopskih sistema (temperatura, entropija itd.). U tom kontekstu, na primer, besmis-
leno je pitanje Sta bi pretstavljala temperatura jednog atoma. U ovom odeljku se pretposta-
vlja da je promena termodinamickih veli¢ina posledica promene stanja tela (fluktuacije se ne

razmatraju). Zapravo, izlaganje je koncentrisano na domen ravnotezne termodinamike.

3.2.1 Temperatura

Da bi se definisala termodinamicka veli¢ina temperatura tela, posmatra se zatvoreni
sistem od dva tela u medusobnoj toplotnoj ravnotezi. Tada je sistema o maksimalna pri
datoj energiji sistema FE, koja je zbir energija delova: E = FE; + Es. Entropija je, kao i
energija, aditivna veli¢ina, pa je ukupna entropija sistema jednaka zbiru entropija delova:
o(E) = o(E1) + o(Es). Kako je E =const., entropija je funkcija samo jedne nezavisno
promenljive i uslov maksimuma entropije postaje:

do doy doo dEy do doo

= = - =0 3.14
dE;  dFE, * dEydE; dEy  dEs ’ ( )

gde je E5 = F — Fq. Konacno,
doy _ doz
dE;  dEy’

Dakle, za sistem u stanju termodinamicke ravnoteze izvod entropije po energiji jednak je za

(3.15)

sve njegove delove, tj. konstantan je. Veli¢ina obrnuto srazmerna izvodu entropije tela po

energiji naziva se apsolutna temperatura ili temperatura ©:

do 1

— = . 3.16

dE  © ( )
Za tela u ravnotezi ©1 = Oo. Temperatura je velicina statistickog karaktera i ima smisla

samo za makroskopska tela.
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Ukoliko dva tela koja ¢ine zatvoreni sistem nisu u ravnotezi, vazi¢e: ©1 # 0. Tokom
vremena Ce se uspostaviti ravoteza i temperature ¢e se izjednaciti. Taj proces mora biti
pracen povecanjem ukupne entropije sistema:

do  doy do  doy dEy  dog dE3

A& d T @ dB, 4t dB,
Kako je ukupna energija konstantna, vazi dE;/dt + dEy/dt = 0 i relacija (3.17) postaje:

> 0. (3.17)

d d d dE 1 1\ dE
(- )= (e - T (3.18)
dt dE, dEy) dt 0, ©y/) dt

Neka je Oy > ©;. Tada je e% — @% > 01 % > 0, odnosno: % < 0. Rec¢ima iskazano:

energija drugog tela se smanjuje, a prvog povecava. Rezultati prethodnog razmatranja se
mogu sistematizovati u tzv. drugi princip termodinamike:

Energija spontano prelazi sa tela vise temperature na telo niZe temperature.

Temperatura © ima dimenziju energije®. U praksi se koristi jedinica kelvin. Ako ©
predstavlja temperaturu merenu u energetskim jedinicama, a 7' istu temperaturu merenu u
kelvinima, tada vazi: © = kgT, gde je kg Bolcmanova konstanta. Cesto se pod entropijom
podrazumeva veli¢ina S = kpo, odakle je temperatura jednaka dS/dFE = 1/T.

Do sada je pomenut samo neophodan uslov za maksimum entropije dS/dFE = 0, ali ne
i dovoljan uslov koji treba da ispuni drugi izvod entropije. Taj uslov dovodi do tvrdenja da
je uvek T > 0.

Kada bi bilo moguée posti¢i T' < 0 za zatvoreno makroskopsko telo koje miruje, en-
tropija S bi rasla uz smanjenje svog argumenta. Zapravo, kako je dS(E)/dE = 1/T, gde je
E zbir energija konstituenata sistema, za T' < 0 bi vazilo dS(F)/dE < 0 i porast entropije
(usled teznje ka ravnoteznom stanju) dS > 0 povlaci dE < 0, tj. smanjenje E. To je ek-
vavilentno spontanom raspadu tela: za T' < 0 je nemoguée postojanje uravnotezenih tela.
Izuzeci su tzv. nepotpune ravnoteze, pri kojima je moguce postojanje negativne temperature

za odredene stepene slobode tela.

3.2.2 Pritisak

Energija tela E' i entropija S su aditivne termodinamicke veli¢ine. Zbog toga za telo u
toplotnoj ravnotezi entropija S pri zadatoj vrednosti E (i obrnuto) zavisi samo od zapremine
a ne i od oblika tela®. Zaista, promena oblika tela se moze predstaviti kao premestanje poje-
dinih njegovih delova, pri ¢emu se S i E' ne menjaju jer su aditivne veli¢ine (uz pretpostavku
da nema spoljasnjih sila). Zapremina se u ovom kontekstu moze tretirati kao spoljasnji

parametar, a procesi u sistemu se mogu smatrati kvazistacionarnim.

3Entropija o je bezdimenziona veli¢ina.
40vo tvrdenje vazi za fluide. Kod &vrstih tela njihova deformacija zahteva vréenje rada i promenu energije

— pa je strogo uzevsi telo u nepotpunoj termodinamickoj ravnotezi.
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Slika 3.1. Sistem koga ¢ine fluid (gas ili te¢nost) u cilindru sa pokretnim klipom. Jedini
spoljasnji parametar je rastojanje s izmedu klipa i ivice cilindra naspram njega.

Rad uéinjen pri promeni zapremine od V do V + dV moze biti izra¢unat kao prozvod
sile i pomeraja po definiciji rada u mehanici. Neka je posmatrani sistem gas smeSten u
cilindar sa pokretnim klipom (Slika 3.1). Ako je sistem u stanju r, tada je intenzitet sile
na povrsinu klipa A, orijentisane ka toj povrSini, proporcionalan proizvodu pritiska P, i
povrsine. Zapremina sistema je odredena rastojanjem klipa od naspramne ivice cilindra:
V = sA. Sporom promenom s za vrednost ds sistem ostaje u svom prvobitnom stanju r i
vrsi rad:

dR, = (P, A)ds = P.dV. (3.19)
Posto je dR, = —dFE, dobija se izraz za pritisak:

oFE,

pP=-""
av

(3.20)

odnosno pritisak je generalisana sila (videti odeljak 3.1.4) po jedinici zapremine.
Uz kvazistacionarnu promenu zapremine sistem ostaje sve vreme u ravnoteznom stanju
i pritisak ima dobro definisanu vrednost P, tzv. srednju vrednost pritiska. Rad koji sistem

ucini pri kvazistacionarnoj promeni zapremine se sada moze povezati sa srednjim pritiskom:
dR = PdV. (3.21)

Nadalje ¢e srednja vrednost pritiska biti oznac¢avana sa P. Takode se moze definisati i srednja
sila (srednja vrednost intenziteta sile): F' = PA. Odavde sledi iskaz da je srednja sila koja
deluje na element povrsine orijentisane ka tom elementu proporcionalna povrsini elementa.
Ovo je poznati Paskalov zakon.

U opstem slucaju kada se telo nalazi u nekoj sredini ili je u dodiru sa drugim telima,
tokom procesa promene zapremine menja se i stanje sredine ili dodirnih tela. Zato se pri
odredivanju temperature 7' moraju posmatrati i okolina i telo. Odredivanje T termodi-

namickim velicinama samo jednog tela zahteva dodatno uslov V' =const., tj.:

T = (i;g)v | (3.22)
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Kombinujuéi zajedno formule za pritisak i temperaturu dobija se tzv. termodinamicki iden-
titet:

dE = TdS — PdV. (3.23)

Toplotna ravnoteza povlaci mehanicku ravnotezu. Odatle su pritisci dvaju tela u
medusobnoj ravnotezi jednaki. Eksplicitno se pomenuto tvrdenje moze pokazati na sledeéi

nac¢in. Iz uslova maksimuma entropije dva tela u ravnotezi se dobija:

08 08 08y 0S 9050V, 9S1 0S8y
871_81/1+8V1_8V1+8V28V1_8V1 81/2_0’ (3.24)

gde je V = V7 + V5 ukupna zapremina sistema od dva tela. Znaci, samo jedna od zapremina

je nezavisna veli¢ina u razmatranju. Iz termodinamickog identiteta:

dE P
dS = — + =d 2
S T +T V (3.25)

dobija se 05/0V = P/T, a iz 9S1/0Vy = 0S2/0V; sledi da je: P;/Ty = P»/T,. Toplotna
ravnoteza podrazumeva 17 = 15, §to rezultuje jednakosSéu pritisaka dva tela, P, = P». Na
kraju, korisno je napomenuti da telo u termodinamickoj ravnotezi mozZe vrsiti samo uni-
formne translacije i rotacije kao celina. Drugim re¢ima, nemogucéa su ma kakva unutrasnja
makroskopska kretanja u ravnoteznom telu. Dokaz za ovo tvrdenje moze se naéi u referenci
[1].

Pri uspostavljanju termodinamicke ravnoteze jednakost pritisaka (tj. mehanicka rav-
noteza) uspostavlja se mnogo brze nego jednakost temperatura (toplotna ravnoteza). To je
posledica veze nekonstantnosti pritisaka sa postojanjem nekompenzujuéih sila koje dovode
do makroskopskih kretanja u sistemu i time do brzeg izjednacavanja pritisaka u odnosu na
izjednacavanje temperatura. U ravnoteznom stanju: P > 0.

Za P < 0 bi bilo (0S/0V)r < 01 telo bi tezilo samo po sebi da se sabija uz povecanje
entropije. Stanja sa P < 0 bi se mogla ostvariti u prirodi, ali uz ograni¢enu stabilnost.
Zapravo, spontano sabijanje tela je povezano sa njegovim ’odbijanjem’, tj. ’otkidanjem’ od

zidova suda ili formiranjem Supljina u njemu.

3.3 Adijabatski proces

Ako telo nije podvrgnuto nikakvim drugim uticajima osim promene spoljasnjih uslova,
onda je telo termicki izolovano (videti odeljak 3.1.2). Temicka izolovanost ne pretpostavlja
zatvorenost tela, pa se energija tela moze menjati tokom vremena. Sa ¢isto mehanicke tacke
gledista termicki izolovano telo se razlikuje od zatvorenog tela samo po tome $to je njegova

Hamiltonova funkcija (energija) eksplicitna funkcija vremena: E = E(q,p,t).
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Ispostavlja se da zakon povecanja entropije vazi i za termicki izolovane makroskopske
sisteme. Zapravo, to je posledica posmatranja spoljasnjeg polja kao zadate funkcije koor-
dinata i vremena, koje iskljuc¢uje svako obrnuto dejstvo makroskopskog termicki izolovanog
sistema na polje.

Kvazistacionarni proces koji se odvija u sistemu termicki izolovano telo (sistem tela)
i okolina, uz jako sporu promenu spoljasnjih uslova u odnosu na proces uspostavljanja
ravnoteze u telu (sistemu tela), naziva se adijabatski proces. Tada je entropija tela kon-
stanta, tj. adijabatski proces je reverzibilan. Poslednje tvrdenje bi¢e dokazano u nastavku.

Spoljasnji uslovi se mogu okarakterisati jednim parametrom A, pa promena entropije sa
vremenom dS/dt zavisi i od d\/dt. Kako je d\/dt malo (spora promena spoljasnjih uslova),

dS/dt se moze razviti u red po stepenima male veli¢ine d\/dt:

ds d\\° A\ ! d\\ 2
e = Ap (E) + A (E) + As (E) + ... (3.26)

gde su A;,i = 1,2... konstante razvoja. Nulti ¢lan reda (3.26) mora biti nula, jer ako je
d\/dt = 0, onda ¢e biti i dS/dt = 0. Takode i ¢lan prvog reda po d\/dt mora biti nula, jer bi
u suprotnom svaka promena znaka d\/dt bila pra¢ena promenom znaka dS/dt, koje je pak

uvek nenegativno. Dakle, red (3.26) pocinje od drugog reda po d\/dt:

ds A\ 2
A2 2
w =A%) (3.21)

gde je umesto konstante As napisano A zbog jednostavnosti. Odavde je:

ds dA
=A (3.28)

Kada vazi: d\/dt — 0, dobija se dS/d\ — 0 i adijabatski proces je zaista reverzibilan.

lako je adijabatski proces reverzibilan, to ne znaci da je svaki reverzibilan proces adi-
jabatski. Uslov reverzibilnosti zahteva samo konstantnost ukupne entropije celog zatvorenog
sistema, dok se entropije pojedinih njegovih delova mogu ili povecavati ili smanjivati. Kod
adijabatskog procesa ispunjen je jaci uslov, po kome ostaje konstantna i entropija posmatra-
nog tela koje je deo velikog zatvorenog sistema.

Pod pretpostavkom da telo vrsi adijabatski proces, moze se dobiti niz srednjih vrednosti
termodinamickih veli¢ina ¢isto termodinamickim putem. Tako je termodinamicka energija
posmatranog sistema: F = m, gde je E(p,q, A) Hamiltonova funkcija tela koja zavisi
od parametra A. Totalni izvod Hamiltonove funkcije po vremenu jednak je parcijalnom

izvodu po vremenu:

dE(p,q,\) _ 9E(p,q,\) _ 9E(p,q,)) dA (3.29)
I ot ox  dt’ '
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Operacije nalazenja srednje vrednosti po statistickoj raspodeli i totalnog diferencijala po

vremenu su komutativne, tako da se usrednjavanjem izraza (3.29) dobija:

dE _ dE(p,q,\) OE(p,q,)) d\
dt dt N )\ dt’ (3.30)

Posmatrajuéi termodinamicku energiju E kao funkciju entropije i parametra A, uz S =const.

za adijabatski proces, sledeéi korak je:

dE OF\ dA
= o () 2 31
dt (8)\>Sdt (3.31)
Poredenjem relacija (3.30) i (3.31) sledi:
0E(p,q,\) _ (OF
LV b .32
(o) (3

. E . . . ion .
Srednja vrednost % moze se naéi termodinamickim putem (prema ravnoteznoj raspo-

deli). Takve veli¢ine se sreéu pri proucavanju svojstava makroskopskih tela (izracunavanje

sile, magnetnog ili elektriénog momenta tela itd.). Kvantnomehanicki analogon relacije (3.32)

on (8E>S | (3.33)

je:
X  \ox
3.4 Makroskopski rad, toplota i specificna toplota

Neka makroskopsko telo i njegova okolina ¢ine zatvoren sistem. Mehanicko dejstvo
okoline na telo se opisuje vrienjem rada spoljasnjih sila nad telom, koji se u mehanici definise
kao proizvod sile i izazvanog pomeraja. Ovde je od interesa rad koji dovodi do promene
zapremine tela. Pozitivnim se smatra rad R koji spoljasnje sile vrée nad telom?.

Rad izvrsen nad telom u jedinici vremena pri promeni njegove zapremine dat je izra-

zom:

dR av

— =—-P—.

dt dt
Formula (3.34) se primenjuje i na reverzibilne i na ireverzibilne procese. Jedini neophodan

(3.34)

uslov jeste da je telo sve vreme u mehanickoj ravnotezi.

Za termicki izolovano telo, promena energije je vezana sa radom. Za termicki neizolo-

vana tela, telo osim rada dobija (ili odaje) energiju putem neposrednog prenosenja sa drugih

(na druga) tela u dodiru. Taj deo promene energije je kolicina toplote Q:°
dE dR dQ

T dr + 7R (3.35)

5Videti odeljak 3.1.
U relaciji (3.35) i ovom odeljku R je rad izvrSen nad telom, a @ koli¢ina toplote koju je telo apsorbovalo.

Obe navedene veli¢ine su po ovde usvojenoj konvenciji pozitivne.
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Pozitivnom se smatra koli¢ina toplote dobijena spolja. Ovde je E ukupna energija, koja
ukljucuje i kineticku energiju makroskopskog kretanja. Medutim, kada je od interesa rad
vezan sa promenom zapremine nepokretnog tela, pojam energije se svodi samo na unutrasnju
energiju.
Dakle:
dQQ dE dR dF dVv

gt _E_E_%—i_PE’ (3.36)

Sto predstavlja matematicki zapis prvog zakona termodinamike.
Za telo u stanju toplotne i mehanic¢ke ravnoteze na osnovu termodinamickog identiteta
dE dsS dav
—=T——-P— 3.37
dt dt dt ( )

dobija se: 10 s
o T%. (3.38)
Veli¢ine dR i d@ pri beskona¢no maloj promeni stanja tela nisu totalni diferencijali termod-
inamickih veli¢ina. Jedino je veli¢ina d@ + dR, tj. promena energije F, totalni diferencijal.
Zato se i moze govoriti o energiji u datom stanju, ali ne i o koli¢ini toplote u datom stanju.
Zapravo, podela energije tela na toplotnu i mehani¢ku je samo uslovna podela, koja zavisi
od karaktera procesa, a ne samo od pocetnog i krajnjeg stanja tela. Drugim rec¢ima, koli¢ina
toplote i rad su funkcije procesa. Tako, kod kruznog procesa su pocetno i krajnje stanje tela
isti, pa je i dE = 0. Medutim, telo ipak moze dobiti (ili predati) neku koli¢inu toplote (rada).
Koli¢ina toplote, za ¢ije se dobijanje temperatura tela povisi za jedinicu skale tempe-

rature, naziva se specificna toplota. Specificne toplote pri konstantnoj zapremini ili pritisku

as oS
= T _— == T e . .
o (aT)V - 6="(g), (3.59)

Postoje procesi u kojima telo nije u toplotnoj ravnotezi iako su T =const. i P =const., npr.

date su relacijama:

hemijske reakcije u homogenoj smesi supstanci koje interaguju. Zahvaljujuéi postojanju
reverzibilnog procesa (hemijske reakcije), entropija se povecéava i nezavisno od toplote koju

telo dobija. Moze se pisati:
dQ TdS

s 3.40
a S d (3.40)

3.4.1 Maksimalan rad

U ovom delu se posmatra termicki izolovan sistem sastavljen od nekoliko tela, koja
nisu u medusobnoj ravnotezi. U toku procesa uspostavljanja ravnoteze sistem moze da vrsi
rad. Zapravo, prelaz u ravnotezno stanje moze se obaviti na razli¢ite nacine, pa je i krajnje

ravnotezno stanje drugacije, a time i njegova energija i entropija.
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Postavlja se pitanje kom prelazu odgovara maksimalan izvrSeni rad na rac¢un neurav-
notezenosti? Poslednji iskaz pretpostavlja konstantnost zapremine, V' =const.
Neka je Ej pocetna energija sistema, a E(S) energija sistema u stanju ravnoteze. Tada

vazi relacija:

|R| = Ep — E(S5). (3.41)
Temperatura krajnjeg stanja se dobija iz izraza:
J|R| ok

(=) =_T 42

25 = (a5), =" (34

odakle sledi da se apsolutni rad |R| smanjuje sa poveéanjem S. S druge strane, entropija
termicki izolovanog sistema ne moze opadati. Zato se najveéi rad |R| dobija za S =const,
§to odgovara reverzibilnom procesu prelaska u ravnotezno stanje.

U sledeéem koraku se posmatraju dva tela (delovi termicki izolovanog sistema od in-
teresa) temperatura 71 i Ty (T > T1). Neka ova tela mogu da razmene male koli¢ine energije.
Kada bi prenos energije bio izvrSen neposrednim dodirom, ne bi bilo vrSenja rada i proces bi
bio ireverzibilan. Dakle, neophodna reverzibilnost procesa prenosa energije zahteva uvodenje
jos jednog tela (tzv. radno telo) u sistem, koje ¢e vrsiti reverzibilni kruzni proces. Pomenuti
kruzni proces podrazumeva jednaku temperaturu tela izmedu kojih se odvija prenoSenje
toplote dodirom. Zapravo, izmedu radnog tela i tela na viSoj temperaturi 7o — kada oba
imaju temperaturu 75, i izmedu radnog tela i hladnijeg tela, T7 — kada oba imaju tempe-
raturu 7T;. Tada, redom, toplije telo izotermicki predaje energiju radnom telu, radno telo
se adijabatski hladi do temperature T3 i predaje pri toj temperaturi (izotermicki proces)
energiju hladnijem telu, ¢ija je temepartura T;. Na kraju se radno telo adijabatski vraca u
prvobitno stanje. Pri Sirenjima, koja su povezana sa opisanim procesima, radno telo vrsi rad
nad okolnim objektima. Opisani proces je poznat pod nazivom Karnoov (Carnot) ciklus.

Prethodno se matematicki moze sistematizovati na sledeéi nacin. Zagrejano telo u

procesu gubi koli¢inu energije
dQo = —dFEs = —T5dSs, (3.43)
a prvo telo dobija koli¢inu energije
d@Qy =dE, =T1dS,. (3.44)
Zbog reverzibilnosti procesa:
dSy = —dSs. (3.45)
Izvrseni rad je jednak:

’dR’max = dE1+dEy =T1dS1 +T5dSs
T, —T
= (Ty—T))dS; = %]d]ﬂg\, (3.46)
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gde je odnos izvrSenog rada i koli¢ine utroSene energije tzv. koeficijent korisnog dejstva v:
Th—T

Vimaz = o (3.47)
Koeficijent iskoriséenja je odnos izvrsenog i maksimalnog rada:
v
n = . 3.48
Vmaz ( )

Nemoguce je dobiti vy,q, = 1. Zapravo, nemoguc je ciklicni proces ¢iji bi rezultat bio dobijanje
rada na racun toplote uzete od jednog rezervoara. Ili, nemoguc¢ je ciklié¢ni proces ¢iji bi jedini
rezultat bio prenos toplote sa tela nize na telo vise temperature. Navedeni iskazi su razlicite

formulacije tzv. II principa termodinamike .

3.5 Termodinamicki potencijali

Termodinamicko stanje sistema je odredeno poznavanjem nekoliko makroskopskih veli¢ina,
npr. temperature, pritiska i zapremine. Jednacina koja povezuje P,V i T predstavlja
jednacinu stanja datog tela. Ukoliko je poznata neka funkcija makroskopskog stanja, npr.
energija ili entropija, dovoljno je znati vrednosti dve od tri termodinamicke veli¢ine. Treca
se moze dobiti iz poznate veze funkcije stanja i trazene veli¢ine pri zadatim vrednostima
preostale dve termodinamicke veli¢ine. Termodinamicki potencijali su analogno energiji i
entropiji, funkcije stanja termodinamickog sistema. Zapravo, u opStem slucaju se energija i

entropija mogu posmatrati kao termodinamicki potencijali.

3.5.1 Nezavisne promenljive S i p

7 zapremina konstantna dV = 0, promena koli¢ine

Ukoliko je pri odredenom procesu
toplote jednaka je promeni energije: d@Q = dFE. Ako je pritisak konstantan, dP = 0, promena
koli¢ine toplote jednaka je d@Q = d(E + PV') = dW, gde je W = E 4+ PV i naziva se toplotna
funkcija ili entalpija tela. To je jedan od termodinamickih potencijala.

Totalni diferencijal toplotne funkcije je:

dW =dE + d(PV) =TdS — PdV + PdV + VdP =TdS + VdP, (3.49)
odakle slede relacije:
ow ow
T=|-- V=|—) . 3.50
< a8 > P’ ( opP >S (3.50)
Za termicki izolovano telo, d@Q = 0 i toplotna funkcija postaje konstantna: W =const.

Specifiéne toplote se mogu izraziti kao:

OF oW
CU_T(8T>V, cp_T<aT)P. (3.51)

"Uvek kada se govori o termodinamickom procesu ima se na umu kvazistacionarni proces (odeljak 3.1.4.).
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Pri P =const. toplotna funkcija W ima svojstva analogna E pri V =const.

3.5.2 Nezavisne promenljive 71 V

Rad izvrsen nad telom pri beskona¢no maloj izotermickoj reverzibilnoj promeni nje-

govog stanja je:
dR=dE —dQ =dFE —TdS =d(E—-TS), ili dR=dF, (3.52)

gde je ' = FE — TS nova funkcija stanja — slobodna energija.
Zamenom: dE =TdS — PdV u izraz dF = dE — SdT — T'dS, dobija se:

dF = —SdT — PdV, (3.53)
odakle slede relacije
oF oF
=—| = P=—-|—) . .54
5 (3T>V7 <5V)T (3:54)
Kako je E = F + TS, moze se pisati:
oF 0 F
E=F-T(+) =-T*+=]) - -
(ar), =7 (377, (35

Dakle, moguce je odrediti sve termodinamicke veli¢ine ako se zna bilo koja od veli¢cina £, W
ili F'. Zato se E, W i F nazivaju termodinamicki potencijali ili karakteristi¢ne funkcije i to:

FE u odnosu na promenljive Si V; W u odnosuna Si P; F' uodnosuna ViT.

3.5.3 Nezavisne promenljive p i T

Nedostaje termodinamicki potencijal u odnosu na promenljive P i T. Zato se u dF =
—8dT — PdV uz PdV = d(PV) — VdP i prebacivanjem na levu stranu ¢lana d(PV’), dobija

d¢ = —SdT' + VdP, (3.56)
gde je ¢ novi termodinamicki potencijal, tzv. Gibsova slobodna energija:
p=E—-TS+PV=F+PV=W-TS6. (3.57)

Iz relacije (3.57) sledi:

W:gb—T(g;é)P:—TQ (;T;é)]). (3.58)
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3.5.4 Dodatni komentari o termodinamickim potencijalima

Osim zapremine, postoje i drugi parametri koji definisu stanje sistema, tako da ter-

modinamicki identitet postaje:

dE =TdS — PdV + ) Aid);, (3.59)

gde je A; neka funkcija stanja tela. Tada svi termodinamicki potencijali sadrze dodatni ¢lan

> Aid);. Npr. slobodna energija postaje:

dF = —SdT — PdW + > Nid);, (3.60)

Ako se vrednosti A; malo promene, E, F, W, ¢ ¢e se takode malo promeniti. Njihove promene
su medusobno jednake ako su za svaki od termodinamickih potencijala (E, F, W, ¢) preostale

dve termodinamicke veli¢ine konstantne, tj.:
(dE)syv = (dF)r,y = (dW)s.p = (d¢)7,p. (3.61)

Slobodna energija i Gibsova slobodna energija imaju vazna svojstva, koja odreduju ori-
jentaciju njihove promene pri razli¢itim ireverzibilnim procesima. Npr. iz dQ/dt < TdS/dt i
dQ/dt = dE/dt+ PdV/dt sledi dE/dt + PdV/dt < T'dS/dt. Uz T' =const. i V =const, vazice
d(E —TS)/dt = dF/dt < 0. Ireverzibilni proces se pri konstantnoj temperaturi i zapremini
odvija uz smanjenje slobodne energije. Analogno, pri 7" =const. i P =const. biée d¢/dt < 0.

Stanje sistema odredeno termodinamickim potencijalom F' ili ¢ je stanje toplotne
ravnoteze kada je, redom, F' minimalno u odnosu na promenu stanja pri T,V =const.,
ili  minimalno u odnosu na promenu stanja pri 7', P =const.

Na kraju ovog dela treba navesti da striktno dobijanje toplotne ravnoteze iz uslova
maksimalne entropije zahteva poznavanje prvih i drugih izvoda entropije. U dosadasnjem
izlaganju samo je prva od pomenutih veli¢ina tretirana. Ovde ée biti navedene samo termod-
inamicke nejednakosti koje su posledice negativnosti drugog izvoda entropije®. Prva nejed-
nakost pokazuje da je specificna toplota tela uvek pozitivna C, > 0, a druga pokazuje da je
povecanje zapremine pri konstantnoj temperaturi pra¢eno smanjenjem pritiska: (g—{j)T < 0.

Stanja sistema u kojima termodinamicke nejednakosti ne vaZe su nestabilna stanja.

3.6 Nernstova teorema

Cinjenica da je C, = (OE/0T)y > 0 pokazuje da je energija monotono rastuéa funkcija

temperature. Odatle sledi da pri snizavanju temperature energija mora monotono da opada.

8Detaljno izvodenje je dato u knjizi [1].
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Telo i njegovi delovi u stanju okarakterisanom apsolutnom nulom temperature 7' = 0K
imaju najmanju mogucu energiju. Navedeno povlaci iskaz da pri apsolutnoj nuli svaki deo
tela mora da se nalazi u osnovnom kvantnom stanju. StatistiCke tezine tih delova su tada
jednake jedinici, a njihov proizvod, tj. statisticka tezina makroskopskog tela, takode je jednak
jedinici. Entropija tela je tada nula (entropija je logaritam statisticke tezine).

Tvrdenje da je entropija svakog tela jednaka nuli na apsolutnoj nuli temperature naziva
se Nernstova teorema ili III princip termodinamike?.

Posledica apsolutne definicije entropije sadrzane u Nerstovoj teoremi je moguénost
da se odredi jednozna¢no entropija proizvoljnog stanja u odnosu na referentno stanje koje
odgovara T' — 0. Na primer, ako je poznata specificna toplota tela u celom dijapazonu

promene temperature, entropija se izracunava integracijom:
T C
S :/ dT 2. (3.62)
0 T

Nerstova teorema omogucuje nalazenje konstante integracije u tom izrazu.

3.7 Zavisnost termodinamickih veli¢cina od

broja cestica

Neka se tela sastoje od jednakih ¢estica. Aditivne termodinamicke veli¢ine tela, kao
Stosu F, ¢ i W, tada ¢e biti homogene funkcije prvog reda u odnosu na aditivne promenljive.

Pri izmeni broja cestica aditivne termodinamicke veli¢ine se menjaju proporcionalno
promeni broja Cestica, N. S druge strane, promena N odgovara izmeni koli¢ine supstancije.
Posledica je promena zapremine V' i to srazmerno promeni N, dok srednja gustina Cestica,
n = N/V, ili koncentracija, ostaje nepromenjena. Posto je u makroskopskim telima N > 1,
moguée je u mnogim slu¢ajevima razmatranja izvesti u takozvanoj termodinamickoj granici'®
kada:

N -0, V —o00, n=— =const. (3.63)

%
Ova pretpostavka omogucuje zanemarivanje fluktuacija, odnosno odstupanja od srednjih

vrednosti termodinamickih veli¢ina [11].

Nekoliko primera aditivnih termodinamickih veli¢ina je navedeno u nastavku. Energija
tela kao funkcija entropije S, zapremine V i broja ¢estica IV, od kojih su sve tri aditivne
veli¢ine, moze se napisati u obliku:

povi (50 5

90stali uslovi u kojima se telo nalazi su konstantni.
0Ponovo ée biti redi o termodinamickoj granici u delu o neravnoteznoj statistickoj fizici.
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Slobodna energija I’ kao funkcija N, T'i V, pri ¢emu je T =const. i V je aditivna veli¢ina,
postaje:
S
F=Nf|=,T]. 3.65
f(%7) (365)
Toplotna funkcija i Gibsova slobodna energija su, po analogiji sa prethodnim veli¢inama,
date kao: g
W:Nf<N7P>’ ¢p=Nf(PT). (3.66)
Posmatrajuéi formalno N kao nezavisnu promenljivu, termodinamickom identitetu se
dodaje jos jedan ¢lan:
dE =TdS — PdV + udN, (3.67)

gde je p = (OE/ON)g,v tzv. hemijski potencijal tela. Po analogiji, izrazima za termodi-

namicke potencijale dodaje se ¢lan srazmeran d/V:

AW = TdS+ VdP + udN,
dF = —S8dT — PdV + pdN,
d¢p = —SdT +VdP + udN. (3.68)

Odavde se hemijski potencijal moze izraziti kao:

) (R ), e

Diferenciranjem ¢ po N:

0
p= o2 = J(PT), 4. 6=Np (3.70)

Dakle, u je zapravo potencijal tela u odnosu na jedan molekul. Posto je p funkcija P i T,
moze se pisati:
dp = —sdT’ + vdP, (3.71)

gde su s i v entropija i zapremina jednog molekula, respektivno.

Kada se posmatra odredena koli¢ina supstance, broj Cestica u njoj je konstantan, a
zapremina joj je promenljiva. Izdvajanjem male zapremine iz tela, za koli¢inu supstance u
njoj moze se pisati:

dF = —SdT + pdN, (3.72)

gde je sada N promenljiva, a V konstanta. Nezavisno promenljive u (3.72) su T'i N. Od
interesa je uvesti termodinamicki potencijal sa nezavisno promenljivim g umesto N. U tu
svrhu zapisuje se udN = d(uN) — Ndpu, pa je d(F — uN) = —=SdT — Ndu. Kako je ¢ = uN

i I — ¢ = —PV, dobija se novi termodinamicki potencijal, 2 = —PV, za koji vazi:

dQ = —SdT — Ndp. (3.73)
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o0 oP
N=- () _v () . 3.74
op TV o TV ( )

U stanju toplotne ravnoteze {2 ima minimalnu vrednost u odnosu na svaku promenu stanja

Tada je:

pri konstantnim T,V i pu.

3.8 Ravnoteza tela u spoljasnjem polju

Neka se telo nalazi u konstantnom (stacionarnom) spoljasnjem polju, dok se razlic¢iti
delovi tela nalaze pod razli¢itim uslovima. Jedan od uslova ravnoteze tela je konstantnost
temperature tela, dok pritisak moze biti razli¢it u raznim tackama tela.

Drugi uslov ravnoteze se dobija izdvajanjem dve dodirne zapremine iz tela i nalazenjem
uslova maksimuma njihovih entropija: S = S; +S2. Smatra se da su ostali parametri u telu
nepromenljivi u ovom razmatranju. Jedan od neophodnih uslova za maksimalnost entropije
je 0S/ON; = 0. Kako je N = N; + Ny =const., sledi:

95 0S)  0S,0Ny  0S  9Sy
ON. 0N, T aN,ON, ~ oN, N, (3.75)

Iz dE = TdS + pudN sledi dS = dE/T — ji/NdN i
<8S> -_£ (3.76)

ON)pr T
Dakle,
o
T, =T, (3.77)

pa se iz 17 = T» dobija jednakost hemijskih potencijala: i = po.

Konacno, uslovi ravnoteze u stacionarnom spoljasnjem polju su:
T, = T, = const., [ = const. (3.78)

U odsustvu polja automatski je i pritisak konstantan, P =const.

3.9 TEST 2

1. Da li je u stanju termodinamicke ravnoteze moguée makroskopsko kretanje? Obra-

zlozite odgovor.
2. NapiSite izraz za termodinamicki identitet.

3. Maksimalni rad na ra¢un neuravnotezenosti mnogocesticnog sistema odgovara:



3.9.

10.

TEST 2 49

a) ireverzibilnom procesu prelaska u ravnotezno stanje,
b) reverzibilnom procesu prelaska u ravnotezno stanje,

c¢) adijabatskom prelasku u ravnotezno stanje.

. Iskazite recima Nernstovu teoremu.
. Sta pretstavlja hemijski potencijal?

. Koji je smisao termodinamickih potencijala?

Da li se moze definisati termodinamicka temperatura jednog atoma ili molekula?

. Idealna Karnoova masina radi kao hladnjak: uzima energiju od rezervoara na tempe-

raturi od 280 K i predaje energiju okolini na temperaturi od 340 K. Koliko energije

predaje okolini po dzulu energije dobijene od rezervoara? Skicirajte proces.

. Koji tipovi interakcije izmedu termodinamickih sistema postoje?

Objasnite pojam kvazistacionarni proces.
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Glava 4

Gibsova statistika

Makrostanje sistema, ¢ije fazne tacke pripadaju mikrokanonskom ansamblu, defini-
sano je njegovim brojem cCestica N, zapreminom V i ukupnom energijom FE, koja je strogo
odredena. Opisano makrostanje (N, V, E) moze biti realizovano na vrlo veliki broj nacina,
odnosno posmatrani sistem moze biti u jednom od vise mikrostanja (odeljak 2).

Sistemi sa velikim brojem ¢estica i konstantnom energijom su veoma retki i tesko ih
je odrzavati na odredenoj energiji. Zato se, umesto zatvorenog (izolovanog) sistema defin-
isanog parametrima N,V i E, posmatra sistem koji sa okolinom razmenjuje energiju pri
konstantnoj temperaturi, koja se kao parametar direktno odreduje. Ovakav sistem je defin-
isan parametrima N,V i T, a njegova mikrostanja (fazne tacke) obrazuju takozvani kanonski
ansambl. Kontrola takvog sistema se ostvaruje smestanjem sistema u toplotni rezervoar ili
termostat beskonaé¢no velikog toplotnog kapaciteta, tako da izmene energije izmedu sistema
i rezervoara ne uticu na temperaturu celokupnog sistema.

Toplotni rezervoar se moze predstaviti kao sistem ¢iji delovi predstavljaju posmatrani
fizicki sistem u razli¢itim realizacijama istog makrostanja, odredenog parametrima N,V i
T. Na primer u ovoj glavi analizirace se telo (makroskopski sistem) koje je mali deo velikog
zatvorenog sistema, pri cemu telo i njegova okolina (rezervoar) mogu da interaguju.

Delimic¢na otvorenost fizickog sistema prema okolini ¢ini ga realnijim od prethodnog.
Da bi se ovakav sistem mogao posmatrati kao termodinamiéki, odnosno kao sistem u ravnotezi®,
promene moraju biti dovoljno spore da se po prelasku iz jednog u drugo makroskopsko stanje
moze ponovo postiéi termodinamicka ravnoteza. Na primer u sluc¢aju idealnog gasa (videti
odeljak 4.2), pod uravnotezenjem se podrazumeva izjednac¢avanje gustine i temperature po
celoj zapremini gasa, kao i uspostavljanje Maksvelove raspodele po brzinama. Vreme us-
postavljanja ovakve ravnoteze je reda srednjeg vremena izmedu sudara koje predstavlja re-

cipro¢nu vrednost broja sudara po molekulu u sekundi. Pri standardnim uslovima (P =~ 101

!'Ravnotezna termodinamika proucava makroskopske osobine sistema u ravnotezi.

ol
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kPa, T ~ 298 K) to vreme iznosi oko 1071 s. Sistem koji ispunjava navedene uslove je
termodinamicki i menja se kvazistacionarno (odeljak 3.1.4).

U kanonskom anasamblu energija E sistema je promenljiva. Postavlja se pitanje kolika
je verovatnoca w, da ¢e sistem, u bilo kom trenutku ¢, biti u jednom od svojih mikroskopskih
stanja ¢ija je energija E,, ili kolika je verovatnoca dw(qs, ..., ps) da ¢e sistem u trenutku ¢ biti
u jednom od svojih mikroskopskih stanja odredenih skupom koordinata polozaja i impulsa
u faznom prostoru.

Veliki kanonski ansambl se definiSe kao skup faznih tacaka koje reprezentuju razlicita
stanja sistema takvih da sa okolinom razmenjuju i energiju i Cestice. On se dobija kao
generalizacija formalizma kanonskog ansambla. Ravnoteza se tada definiSe odgovaraju¢im
skupom termodinamickih veli¢ina, temperaturom 7" i hemijskim potencijalom p (odeljci 3.7
i 3.8). Energija E i broj Cestica N se posmatraju kao promenljive veli¢ine sistema, a njihove

srednje vrednosti se povezuju sa odgovaraju¢im termodinamickim veli¢inama.

4.1 Gibsova raspodela

Cilj ovog odeljka je nalazenje funkcije raspodele makroskopskog tela koje je mali deo
proizvoljno velikog zatvorenog sistema (podsistema). U tu svrhu se iz zatvorenog sistema
izdvaja telo od interesa, a sistem se tretira kao da je sastavljen iz tog tela i njegove okoline.

Mikrokanonska raspodela celog sistema je:
dw = const. §(E + E' — E©)drdr’, (4.1)

gde se E, dI' i E', dI” odnose, respektivno, na telo i na okolinu, a E© je zadata vrednost
energije zatvorenog sistema?: E O =FE+F.

U sledecem koraku se postavlja pitanje kolika je verovatnoéa w, stanja celog sistema
kada se dato telo nalazi u kvantnom stanju sa energijom FE,, tj. u stanju opisanom na
mikroskopski na¢in? Pri tome se smatra da je okolina u jednom odredenom makroskopskom
stanju, zapravo nije od interesa njeno mikroskopsko stanje.

Neka je AI” statisticka tezina makroskopskog stanja okoline, a AE’ interval vrednosti

energije okoline (koji odgovara intervalu AT kvantnih stanja). Trazena verovatnoca w,, je:
wy, = const. / §(En + E' — E©)dr’, (4.2)
Odgovarajuca verovatnota po energetskim nivoima se moze napisati u obliku:

wy, = const. g(Ey) / §(En 4+ E' — EO)ar’, (4.3)

2Preéutno je startovano sa kvantnim prilazom.
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gde statisticka tezina stanja tela g(F,,) = dI', odnosno broj nacina da se energija E,, realizuje,
predstavlja stepen degeneracije toga stanja.
Oznacavajuéi sa I''(E’) ukupan broj kvantnih stanja okoline sa energijom manjom ili
jednakom E’, moze se predstaviti izrazom:
dT'(E') o' () oS (B [k

AT = = S dE = = dE = o dE (4.4)

gde je S'(E’) entropija okoline, a kg Bolcmanova (Boltzmann) konstanta. Tada je verovatnoéa

po energetskim nivoima:

eS//kB

wn = 9(En) | X §(E'+ E, — EO)dFE', (4.5)
odnosno: ,
b g(E) (es/k3> (46)
wp, = const. g(&y) | ———— . .
AE E'=EO)—E,

Odgovarajuca verovatnoca po stanjima tela data je izrazom:
oS /KB

T , (4.7)
AL >E’:E<0)En

wy, = const. (
u kome je stepen degeneracije g = 1.
Telo je mali deo sistema, a time je i njegova energija mala u odnosu na energiju sistema,
E, < E©_ Veli¢ina AE’ se menja relativno malo pri neznatnoj promeni E’, tako da se moze
uzeti E' ~ E(©). Uz prethodne konstatacije, u eksponencijalnom ¢iniocu exp(S’/kp) moze
se razviti S’(E©) — E,) u red po E:

dS'(E©)

"(EO) _ ~ S (E©) —

(4.8)

Izvod entropije po energiji se moze izraziti kao reciproéna vrednost temperature sistema® 71"

dS'/dE®) = 1/T. Relacija (4.6) dobija oblik:
wy = Ag(Ey) e Fn/ksT), (4.9)
gde je A konstanta normiranja (koja ne zavisi od Ey,):
A = const. - &5 E)/ks  NF.

Funkcija raspodele w;, je takozvana Gibsova (Gibs) ili kanonska raspodela®.

3Pojam temperature je uveden u odeljku koji opisuje termodinamiku. Ovde je korisno napomenuti da. je

temperatura tela i okoline ista, jer je sistem telo — okolina u ravnotezi.
4Klasi¢éni analogon kanonske raspodele je izveo 1891. godine Gibs.
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Gibsova raspodela definise statisticku raspodelu makroskopskog tela, koje je relativno
mali deo jednog velikog zatvorenog sistema. Ona je normirana na jedinicu: ), w, = 1.
Sumiranje se vrsi po svim energetskim nivoima tela, gde svaki nivo moze biti realizovan na

g9(Fy) nac¢ina, odakle se moze napisati jos jedan izraz za konstantu norme A:

AL = g(B,)e En/ ks ) (4.10)

Ovaj izraz predstavlja broj svih razli¢itih stanja posmatranog sistema i naziva se statisticka
suma Z.

Na ovom mestu je korisno pomenuti razliku sumiranja po energetskim stanjima i
nivoima. Imajuéi u vidu tu razliku, statisticka suma posmatranog sistema se moze napisati

izrazima:

—EB.: —B;
Z = E i - E gie*sT (4.11)
j i

gde je prva suma (indeks j) po stanjima tela, a druga (indeks ¢) po energetskim nivoima.

Tada je verovatnoca da se telo nalazi u energetskom nivou E data relacijom:

geiE/(kBT)
w(nivoa) = — = gw(stanja). (4.12)

Oznake ¢ i j su privremeno uvedene radi objasnjenja razlike. Prepoznavanje sumacije u
izrazu za statisticku sumu se vrsi na osnovu postojanja (po nivoima) ili nepostojanja (po
stanjima) stepena degeneracije nivoa g kao funkcije koja pokazuje statisticku tezinu faktora
exp(—FE/(kpT)).

Srednja vrednost fizicke veli¢ine y koja karakteriSe odabrano telo je:

Zn ynng(En)e_En/(kBT)

V= 2t = S Be B ) (4.13)
U klasi¢noj statistici se za funkciju raspodele u faznom prostoru dobija izraz:
_E(p.q)/(ksT) 499P
f(p,q)dqdp = Ae™=PVIEBT ——= (4.14)

hs '
gde je E(p, q) energija tela izrazena kao funkcija koordinata i impulsa, s je broj stepena slo-
bode, a i* je zapremina fazne ¢elije. Ovaj izraz se moze transformisati u izraz za verovatnoéu
da se sistem nade u odredenom intervalu energije £ i £ + dE. Tada se element zapremine
faznog prostora formalno moze napisati u obliku dgdp = II(E)dE gde je II(E) hiperpovrsina
sa energijom E, a dE debljina odgovarajuce ljuske (odeljak 2.1). Uvodenjem stepena degen-
eracije g(F), koji se moze identifikovati sa gustinom stanja, relacijom II/#dE = g(E)dE,

izraz (4.14) postaje ekvavilentan izrazu (4.9):

f(E)E = Ag(E) e P/(ksT) g, (4.15)
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Konstanta A se odreduje iz uslova normiranja:
/ fdE = Ag(E) e B/0sT)qp = 1. (4.16)
Statisticka suma je ovde zamenjena statistickim integralom:
Z = / g(E)e B/t qp, (4.17)

U praksi se ¢esto ne tretira kao kvaziklasi¢no ukupno mikroskopsko kretanje cestica,
nego samo kretanje koje odgovara delu stepena slobode (npr. translatorno kretanje molekula
je kvaziklasi¢no, dok se kretanje atoma u molekulu opisuje kvantnim formalizmom). Tada
se nivoi energije tela mogu napisati kao funkcija koordinata i impulsa: F,, = E,(p, q), gde je
n skup svih kvantnih brojeva koji odreduju posmatrano stanje sistema. Gibsova raspodela
postaje:

dwn(p,q) = Ag(Ep)e” 2@/ ET) dpydgr /1, (4.18)

gde je dpgidqy; proizvod diferencijala koordinata i impulsa.

Gibsova raspodela je uvedena kao statisticka raspodela za podsistem (malo telo izd-
vojeno iz zatvorenog sistema). S druge strane, svojstva tela, npr. vrednosti njegovih ter-
modinamickih veli¢ina ili raspodele verovatnoce za koordinate i brzine pojedinih ¢estica, ne
zavise od toga da li se telo posmatra kao izolovano ili smeSteno u zamisljeni ’sistem’. Razlika
izmedu izolovanog i neizolovanog tela prilikom primene Gibsove raspodele se zapravo javlja
samo pri posmatranju fluktuacija ukupne energije tela, koje pak u blizini ravnoteznog stanja
nisu znacajne (pogledati odeljak 3.7). Odnosno, s obzirom na to da se takvo makroskopsko
telo posmatra u termodinamickoj granici, fluktuacije svih termodinamickih veli¢ina su jed-
nake nuli. Prema tome, Gibsova raspodela se moze primeniti u opstem slucaju i na zatvoreni
sistem kao celinu.

Moguénost primene (u gore navedenom smislu) Gibsove raspodele na izolovana tela
moze se nazreti i kroz ¢injenicu da se ova raspodela malo razlikuje od mikrokanonske. Grubo
govore¢i, mikrokanonska raspodela je izvedena na osnovu postulata o jednakoj verovatnoc¢i
svih mikrostanja tela, kojima odgovara zadata vrednost energije tela. Kanonska (Gibsova)
raspodela je pak razmazana’ po nekom intervalu energije (¢ija Sirina je reda veli¢ine srednje

fluktuacije energije), koji je neznatno mali za makroskopsko telo.

4.2 Statisticki integral sistema od N

neinteragujucéih cestica

Sistem neinteragujuéih cestica se ¢esto predstavlja modelom idealnog gasa. Idealni gas

se sastoji od nezavisnih tackastih molekula ¢iji su medusobni sudari, kao i sudari sa zidovima
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suda, idealno elasti¢ni. Fizicki, u konkretnim uslovima, ovo je ostvareno kada je interakcija
Cestica na proizvoljnim rastojanjima mala, ili razredenjem gasa. U ovom odeljku polazna
razmatranja kreéu od sistema neinteragujuéih ¢estica u opstijem smislu. U ovim sistemima
neinteragujuce ¢estice mogu imati i slozenu strukturu sa razli¢itim vidovima unutrasnjih
kretanja, pri ¢emu delovi slozene ¢estice mogu i interagovati.

Ukupna energija sistema (tela) od N neinteragujuéih ¢estica se moze napisati u obliku

sume:
N
E=)Y¢, (4.19)
i=1
gde je sa g; obelezena energija i-te Cestice,

(gl) @ @) @) () ())‘

€ 7(12 #]3 7p1 7p2 ap3

Smenom ovog izraza za energiju u statisticki integral (sumu) vidi se da je on jednak proizvodu

statistickih integrala pojedinih neinteragujucih cestica:

7 = th/ /GN) E(arypsn)/(k8T) go, - dpsn
_ W//(G) 6—61/ kBT ( )dqgl)dqél)dpg )dpé )d (1) )

/ /(6 =1/ BT) gg (V) g tN) o) g, (V) g (N) g (N)

= 2129..ZN = H Zi (4.20)
i=1

gde je z; oznaka za statisticki integral jedne Cestice. Ovaj zakljucak je opsti za sve sisteme
kod kojih se ukupna energija moze napisati u obliku sume pojedinih energija, bilo da se radi
o sumi energija nezavisnih podsistema ili o razli¢itim vidovima nezavisnih kretanja jednog
sistema.

U slucaju sistema sastavljenog od identi¢nih Cestica vazna je sledeca okolnost koja
nije bitna dok se funkcija raspodele posmatra kao takva i koeficijent normiranja ne dovodi u
vezu sa kvantitativnim karakteristikama sistema. Mikrostanja sistema se prikazuju razli¢itim
faznim tackama kada dve Cestice sistema zamene svoja mesta, na primer zamene se koordinate
impulsa jedne ¢estice sa koordinatama impulsa druge Cestice. S druge strane, ta dva stanja
sistema (tela) su identi¢na jer su i ¢estice identi¢ne. Tako, jednom istom fizickom mikrostanju
sistema u faznom prostoru odgovara ¢itav niz faznih tacaka.

Ukoliko se sistem sastoji od N identi¢nih Cestica, onda postoji N! identi¢nih stanja,
nastalih kao posledica zamena mesta ovih Cestica. Zbog toga se statisticki integral sistema

mora podeliti sa N!:

N'f?N/ /6N E(q1,p3n)/(kBT) 4o, - dpsn . (4.21)
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Ovaj izraz nakon zamene (4.19) i integracije po svim vrednostima koordinata faznog prostora

ima oblik: N
1
A / / @)/ (5T gy dps | 4.22
NBN < (6) a1 as (4.22)
odnosno
SN

Isti izraz bi se dobio da se odmah pretpostavilo da su energije svih identi¢nih ¢estica, odnosno
konstituenata sistema, izrazene istom funkcijom generalisanih koordinata i njima konjugov-
anih impulsa.

Drugim rec¢ima, pogodno je pri izracunavanju statistickog integrala prosiriti oblast
integracije uvodenjem ¢inioca popravke. U slucaju gasa od N identi¢nih atoma, prethodno
zna¢i da se moze vrsiti integracija po koordinatama svakog atoma nezavisno po celoj zap-
remini koju zauzima gas, ali rezultat treba podeliti brojem mogué¢ih medusobnih promena

mesta N atoma, odnosno sa N!. Predhodno se moze zapisati izrazom:

//...dF - ]\1”/...d1“, (4.24)

gde je dT' = dqy...dpsn /TN .
Na kraju, pri opisivanju sistema od N identi¢nih neinteragujucih cestica pogodno je

uvesti pojam jednocesti¢ne funkcije raspodele u faznom prostoru:

Fa®)y = / dz V... dz Dz qp™)
3(N-1)

X f(x(l), a0 ) ) x(N)), (4.25)

gde 2@ = (qy),qg),qéi), pgi),pg),péi)) oznacava koordinate i njima konjugovane impulse

jedne, ovde i-te, Cestice.

4.2.1 Statisticki integral idealnog gasa sa translacionim

stepenima slobode

U ovom pododeljku se posmatra idealni gas sastavljen od N identi¢nih, medusobno
neinteragujujucih cestica, koje poseduju iskljucivo translacionu energiju, a nalaze se unutar
suda zapremine V. Odnosno, figurativno Cestice idealnog gasa se kre¢u u specijalnom po-
tencijalu tipa ’klasi¢ne potencijalne jame’: potencijal unutar suda je nulti, ali je beskonacan

kada Cestica pokuSa da napusti sud. Tada je ukupna energija sistema:

3
E=Ne, =3 2 (4.26)
i=1
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gde je € energija jedne od Cestica, a p; su komponente impulsa jedne cestice.
Statisticki integral je dat jednacinom (4.22), dok je statisticki integral jedne cestice

koji figurise u jednacini (4.23) oblika:

1 _ pi+p3+r3
z= ﬁ// e 28T dqydgedgsdpidpadps. (4.27)
(6)

Razdvajanjem promenljivih i integracijom tri integrala po prostornim koordinatama

po celoj zapremini sistema, dobija se izraz:

vV o] _p%ﬂ?gﬂzg V oo p? 3
z= ﬁ/// e BT dprdpydps = 55 (/ e 2kaTdP) : (4.28)
—00 —00

Integrali po komponentama impulsa su ekvavilentni, a podintegralna funkcija je parna

po integracionoj promenljivoj. Smenom p?/(2mkpT) = z, statisticki integral jedne éestice

idealnog gasa sa iskljucivo translacionim stepenima slobode je jednak:
Vv
2= (2rmkpT)*? (4.29)

a odgovarajudi statisticki integral za ceo sistem od N cestica je:
N
= vy

Sve termodinamicke funkcije idealnog gasa se mogu odrediti znajuéi statisticki integral

Z 2rmkpT)*N/? . (4.30)

po relacijama iz odeljka 3 5.

Na primer, srednja energija i pritisak sistema su definisani relacijama:

_ olnZz
E = -k
B( or >N,V’
olnZ
P = kgT . 4.31
B ( ov )N,T (4.31)

Izraz In Z se nalazi iz jednacine (4.30) i moze se nakon primene Stirlingove formule N! ~
NlIn N — N napisati u obliku:

3N
InZ=NnV+ 53 In(2rkpTm) —3NInh— NIn N + N. (4.32)
Diferenciranjem InZ po T, odnosno V srednja energija i pritisak idealnog gasa postaju
jednaki:
— 3
E = §NI<:BT, (4.33)
N

5U opstem slucaju idealnog gasa dobijanje statisticke sume (integrala) je skicirano u odeljku 13.
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Poslednji izraz predstavlja termi¢ku jednacinu stanja idealnog gasa:
PV = NkpgT. (4.34)

Na kraju ovog odeljka je data procena fluktuacije energije za idealni gas. Fluktuacija

energije je data izrazom:

E — E)?
g’ (4.35)
E
gde je (E — E)? —E2-FE".
Srednja vrednost E2? se izracunava po definiciji:
E?:—/E“TdE:k: T°— —(EZ)=kpT? | — | + E". 4,
z) 7T i T (4.36)
Odatle sledi da je:
— = oF
B2 —F = kpT? | == 4.37
a fluktuacija energije nakon smene E iz (4.33) postaje jednaka:
E-E)? 21
( ) = (4.38)

E  3JN’
Iz poslednjeg izraza sledi da su za posmatrani makroskopski sistem, kada je N > 1, relativne
fluktuacije energije jako male, dok su u termodinamickoj granici (N — oo, V — oo, N/V =

const.) jednake nuli.

4.3 Maksvelova raspodela

Energija F(p,q) u formuli za Gibsovu raspodelu (u klasiénom prilazu) moze se pred-

staviti kao zbir kineticke i potencijalne energije®:

E(p,q) = K(p) + U(q), (4.39)
tako da verovatnoca moze da se predstavi u obliku:
Ulg) K (p)>
=A —— - : 4.4
dw exp ( ol knT dp dg (4.40)

Ovo je lako rastaviti na dva nezavisna ¢inioca, od kojih jedan zavisi samo od impulsa dw,,

a drugi samo od koordinata dwq7:

_K®»

dw, = ape *BTdp,
_ U
— kT

dwg, = aqe *BTdq.

Ovde je ¢ = (g1, .+, g3n) 1 p = (P1, - P3N ).
"Nezavisnost u smislu da odredenost vrednosti impulsa nikako ne utice na verovatnoéu vrednosti koordi-

nate, i obrnuto.
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Kako suma verovatnoca svih moguéih vrednosti impulsa (isto vazi za koordinate) mora biti
jednaka jedinici, to dw, i dwy, ponaosob, moraju biti normirani na jedinicu.

Po klasicnoj statistici, dw, ne zavisi od vrste interakcije cestica unutar sistema niti od
vrste spoljasnjeg polja. S druge strane, kineticka energija celog tela K (p) je suma kinetickih
energija svih atoma (deli¢a) tela od kojih svaka zavisi od impulsa samo jednog atoma. Odatle
sledi da verovatnoc¢e impulsa razlic¢itih atoma medusobno ne zavise i dw, se moze izraziti kao

proizvod ¢inilaca od kojih svaki zavisi samo od impulsa jednog od atoma tela:
dw, = dwpidwps...dw,y, (4.41)

gde je N ukupan broj ¢estica u posmatranom telu. Tada se primenom definicije (4.25), uz
komentar iz predhodnog paragrafa o normiranosti svih dw,;, posmatra verovatno¢a u odnosu
na jednu cesticu u impulsnom prostoru.

Drugim re¢ima, ukoliko je od interesa samo verovatnoc¢a da uocCena Cestica ima kompo-
nente impulsa izmedu (py, py,p-) i (P2 + dpa, py + dpy, p> + dp), izraz za dw,, koji se moze

napisati u razvijenom obliku:

e~ (K@) +K@2)+.+K@n)/kBT) qpy, . dpn

dw(p) = Z (4.42)

gde je Z,, deo ukupne statisticke sume (integrala) (odeljak 4.2) koji potice od kineticke ener-
gije i pi = (Pizs Diy>Piz), © = 1,..., N, moze se prointegraliti po svemu ostalom. Identi¢ni
integrali u brojiocu i imeniocu se mogu pokratiti i kao rezultat se dobija jednocesticna
verovatnoca: oK)/ aT) g

dw(p) = — (4.43)
u kojoj se p, K(p) i 2, odnose na jednu cesticu.

Za jedan atom mase m, kineticka energija se moze napisati kao:

P2+ ps+p2
b}

4.44
2m ( )
pa raspodela verovatnoce (jednocesti¢na raspodela) po impulsima postaje:
2 2 .2
Dy +Dy +D
dw, = a, exp (W)dpx dpy dp:. (4.45)
Konstanta a, se odreduje iz uslova normiranja [ dw, = 1:
a, = (2rmkpT) %2,
i raspodela po impulsima postaje:
1 _pitete?
dw, = 2mkBT dp, dpy dp, . (4.46)

(2rmkpgT)3/? ‘
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U brzinskom prostoru (p'= mv), raspodela po brzinama je oblika:

m \3/2 _mitvptd)
dw, = (27TkBT) e pT  dvg dvy dv,. (4.47)

Ova raspodela se naziva Maksvelova (Mazwell) raspodela. Teorijski je predvideno i eksper-
imentalno potvrdeno da je raspodela molekula u realnom gasu koji je dovoljno redak (ili
pod niskim pritiskom) Maksvelova raspodela. Ova ¢injenica je omogudila da se odrede
makrokarakteristike takvog realnog gasa.

U prostoru brzina, prelaskom sa pravouglih Dekartovih (Decart) koordinata na sferne

koordinate, dobija se izraz za Maksvelovu raspodelu po intenzitetima brzina:

m )3/2 w2

dw, = 47 <27rk:BT e 2BT % dy. (4.48)

Gustina verovatnoce da molekul ima brzinu intenziteta v je:

B dw(v) B
) = dv Am (27rkBT

Primenom formule za srednju vrednost (4.13) i relacije (4.48), srednja vrednost kineticke

3/2 m'U2
o ) e PpT 2, (4.49)

energije jednog atoma se dobija kao:

_ m(vZ + vy + v2) kBT

Srednja kineticka energija svih atoma (Cestica) tela je tada jednaka:
_ 3NkpT
K(p) =N [ Kp)du(p) = =55, (451)

gde je N broj atoma.

Karakteristicne brzine Maksvelove raspodele

Karakteristi¢ne brzine Maksvelove raspodele su:

e najverovatnija brzina v,, koja se dobija iz uslova ekstremuma gustine verovatnoce

df (v)/dv =0 i iznosi:
2kgT
Uy = ;
\/ m
e 8kpT
W) = [ ofde = =25

e srednja brzina:
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Slika 4.1.

o kvadratni koren srednje vrednosti kvadrata brzine:

\/UT 3I<:BT

Karakteristi¢cne brzine se odnose medusobno kao (Slika 4.1):

Vi) = \/?m - \/gvv. (4.52)

U izra¢unavanjima je ¢esto potrebno poznavati broj molekula ili koncentraciju molekula

u nekom intervalu brzina. Pretpostavljajuéi da su molekuli homogeno rasporedeni u prostoru,
broj molekula u jedini¢noj zapremini sa brzinom intenziteta iz intervala [v,v + dv] dat je
izrazom:

dn(v) = nodw(v), (4.53)

gde je ng = N/V koncentracija molekula.

Frekvencija udara molekula o zid suda

Cesto je u eksperimentu od interesa odrediti broj estica gasa koji napustaju sud kroz
otvor na njemu. Veli¢ina od interesa je tada frekvencija udara Cestica o zid suda.

Da bi se izracunala frekvencija udara, prethodno je potrebno odrediti gustinu struje
Cestica u pravcu normale na zid suda. Na slici 5 to je pravac x- ose. Pretpostavljajuéi da
je raspodela Cestica po brzinama Maksvelova, za gustinu struje Cestica u zZeljenom pravcu
dobija se:

no f(olH) , Uy, Vz) Uy, (H) doF )dvydvz, (4.54)

gde je ngy koncentracija ¢estica.

Frekvencija udara cestica po jedinici povrsine zida suda je tada:

m 3/2 _m ’U +v2)d d o0 _ 7rw% d
v = 2kBT duy, dv / e 8Ty, dv
(27T/<73T> / / Y o e

T 1/2
= ng (kB) , (4.55)

2mm



4.3. Maksvelova raspodela 63

|

~
l

alls

N A el W
NN
o

B

Slika 4.3. Skice aparature u eksperimentima za proveru Maksvelove raspodele ¢estica idealnog
gasa. Slika je preuzeta iz reference [13].

odnosno:

v= n0<4. (4.56)

Broj molekula u delu Maksvelove raspodele

/

Broj|molekula po jedinici zapremine u delu Maksvelove raspodele [v1, v2] se izra¢unava

po obrascu;
v2

v1,V9) = no/ f(v)dv =ng e " u? du, (4.57)
V1

4 v2/Vy
g ﬁ v1 /vy
X

.. _y2 .
vedenaismena u = v/v,. Vrednosti integrala ¢(x) = % [° e u? du, tabelirane su

A\
=

u litergtngi Kongizniji zapis trazenog broja molekula po jedinici zapremine je:
v v
\ N(vi,v9) = ng {¢(—2) - ¢(—1)} : (4.58)
Uy Uy
Na primer:
Slika 4.2.

N(vy,00) = 0.572ny,
N(0.5v,,1.5v,) = 0.7063ny,
N(2vy,00) = 0.0460ny...

Dakle, najveéi broj molekula ima brzinu u relativno uskom intervalu oko najverovatnije
brzine.
Eksperimentalna provera Maksvelove raspodele

Postavka eksperimenata za odredivanje raspodele molekula u sudu data je na slici 4.3.

Pre pocetka merenja gas se nalazi u sudu zapremine V' pod konstantnim niskim pritiskom p
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u stacionarnom ravnoteznom stanju. Otvaranjem otvora d na sudu, deo molekula izlazi is
suda (snop molekula na slici 4.3). Dimenzija otvora je d ~ 0.0lmm < (1), gde je (I) srednja
duzina slobodnog puta molekula, odnosno srednja vrednost rastojanja koje molekuli idealnog

gasa prodju izmedu dva uzastopna sudara sa drugim molekulima gasa.

Da bi se na izlasku iz suda sprecila interakcija izmedu molekula (zapravo, da bi se
obezbedio jedan od uslova idealnosti gasa), na izlasku iz suda se pravi visoki vakuum. Ista
raspodela molekula gasa u sudu pre i posle otvaranja otvora na sudu obezbeduje se eli-
minisanjem hidrodinamic¢kog napona pri isticanju gasa. To se upravo postize smanjivan-
jem mogucnosti za sudare molekula u oblasti otvora. Drugim rec¢ima, usled isticanja broj
molekula u sudu se stalno smanjuje, ali im raspodela ostaje ista.

Kolimator K izdvaja iz snopa molekula gasa samo molekule koji se kreéu paralelno osi
sistema, dok sistem kolektora C sortira molekule po brzinama. Na slici 4.3 su prikazana tri
sistema za sortiranje molekula: sistem sa rotiraju¢im diskovima, rotirajuéom komorom sa
otvorom i pomocu gravitacionog efekta.

Sistem sa diskovima sac¢injen je od dva paralelna rotirajuéa diska sa prorezima. Diskovi
se okrenu za ugao « za interval vremena 6t = a/w. Kroz oba diska proleéu samo molekuli
sa brzinama: v = /At = lw/a i v, = lw/(a + 27n).

Kod sistema sa rotiraju¢om komorom koja ima otvor na sebi molekuli ulaze u Supljinu
komore kada im putanja nije prekinuta zidovima komore (kada nalete na otvor). Molekuli
razli¢itih brzina dostizu razli¢ita mesta na unutrasnjem zidu komore jer razli¢ito kasne u
odnosu na moment kada je otvor na njihovoj putanji — time se vr§i sortiranje molekula po
intenzitetima brzinama.

Treéi sistem za sortiranje koristi Zemljinu tezu, koja viSe skreé¢e sporije molekule.

Ovim i sli¢nim eksperimentima potvrdeno je da je raspodela molekula po brzinama u

(idealnom) gasu Maksvelova raspodela.

Princip detaljne ravnoteze

Maksvelova raspodela je stacionarna i ravnotezna. Dakle, broj cestica (molekula) u
svakom elementu zapremine dv,dv,dv, se ne menja tokom vremena. Kako je u gasu koji se
klasifikuje kao idealni dopuStena interakcija Cestica samo prilikom sudara, sledi da Cestice
stalno ulaze u elementarnu zapreminu i izlaze iz nje. Dakle, menja se sastav cestica u
elementarnoj zapremini gasa, ali im broj ostaje priblizno konstantan. To znaci da je u proseku
broj cestica koje usled sudara napustaju elementarnu zapreminu jednak broju cestica koje
ulaze u elementarnu zapreminu. Princip detaljne ravnoteze tvrdi da se ravnoteza u gasu

uspostavlja detaljno, tj. izmedu svih parova elemenatarnih deli¢a zapremine.
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4.4 Raspodela ¢estica u prisustvu spoljasnjih sila

Ako se posmatrana Cestica idealnog gasa nalazi u spoljagnjem polju sila sa potencijalom

u(z,y, z), njegova energija (hamiltonijan) se moze napisati u obliku:
E(Ql’ "'7p3N) = u(x, Y, Z) + E,(q3N_37p3N)7 (459)

gde ¢lan® E'(¢>N=3 pV) ukljucuje kineticku energiju Gestice, kao i ostale oblike energije
(ne ukljucujuéi energiju interakcije medu cesticama), a N je ukupan broj cestica u gasu.
Odsustvo koordinata polozaja (z,y, z) u drugom sabirku s desne strane obezbedeno je ¢in-
jenicom da je gas idealan i polozaj Cestica nije funkcija interakcija medu njima.

Kao rezultat prethodnih razmatranja u posmatranom slu¢aju se izraz za Gibsovu

raspodelu moze zapisati u razvijenom obliku:

e_u(xvyvz)/(k'BT) d$dde€_E/(q3N737p3N)/kBTd3N_3qd3Np
Z

dw(Qla "’ap3N) = (460)

Integracijom ovog izraza po verovatnoc¢ama koje nisu od interesa, dobija se verovatnoca da se
posmatrana Cestica idealnog gasa, pod dejstvom spoljasnjeg polja u(x, y, z), nalazi u elementu

zapremine dxdydz u okolini tacke definisane koordinatama x, ¥, z:

e~ @)/ (kBT) gy dz
" [eulew )/ ks dpdydz

dw(z,y, 2) (4.61)
Cesto se trazi broj Cestica koje se nalaze u istom delu zapremine. Odgovarajuca

verovatnoca je tada:

Ne~ula92/ 657 dpdyd

AN (@,y,2) = Ndw(z,y. 2) = e S 70T ddyds

(4.62)

Za broj cestica u jedinici zapremine u okolini odredene tacke prostora (odnosno njihovu

koncentraciju, ili gustinu broja ¢estica) dobija se izraz:

dN Ne—ul@y,2)/(ksT)
n W a fefu(wvyvz)/(kBT)dxdydz.

n(x,y, z) (4.63)

Ako je ng koncentracija, odnosno broj ¢estica u delu prostora gde potencijal spoljasnjeg polja
ima strogo definisanu vrednost ug(zo, yo, 20), tada se definiSe broj ¢estica u jedinici zapremine

u okolini neke tacke u odnosu na broj ng:

N _ o~ (ul@y2)—uo(@oyo,20))/(kT) (4.64)

no

8Gornji indeksi oznacavaju redom: energija E’ je funkcija 3N — 3 koordinata i 3N konjugovanih impulsa.

To su koordinate N — 1 Cestica i impulsi svih Cestica sistema N.
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Slika 4.4.

Kada se uzme da je potencijal spoljasnjeg polja wuo(xo,yo,20) = 0, dolazi se do izraza za
Bolcmanovu raspodelu cestica u polju spoljasnjih sila:

n(z,y,z) = ngexp (—%). (4.65)

U njemu je ng broj Cestica po jedinici zapremine na mestu na kome je potencijal spoljasnjeg
polja sile uzet za nulu.

Specijalno, u slu¢aju homogenog polja Zemljine teze orijentisanog duz z-ose, potenci-
jalna energija molekula je u = mgz i raspodela gustine gasa se dobija po poznatoj barometarskoj

formuli:

n(z) = ng exp <—Z§>, (4.66)

gde je ng = n(0) (videti sliku 4.4).

Na velikim rastojanjima od Zemlje gravitaciono polje nije homogeno i potencijalna
energija molekula se adekvatnije opisuje Njutnovim izrazom u(r) = —ym/r? (v je gravita-
ciona konstanta), pri ¢emu se uzima da je nulti nivo potencijalne energije u beskona¢nosti:
u(oo) = 0. Po raspodeli (4.65), gustina gasa bi u beskona¢nosti imala kona¢nu vrednost.
Medutim, konaé¢na koli¢ina gasa se ne moze rasporediti po beskona¢noj zapremini tako da
gustina svugde bude konac¢na. Prethodno znaci da u gravitacionom polju gas ne moze biti u

ravnotezi, veé¢ se stalno rasipa u prostor.

Eksperimentalna provera Bolcmanove raspodele molekula

U ovom odeljku je kratko izlozen primer eksperimenta za odredivanje raspodele tezih
Cestica sa visinom.

Pri izvodenju relacije (4.66), nije postavljena nikakva granica za masu Cestica. Dakle,
u principu jednacina (4.66) vazi i za teske Cestice, npr. zrnca peska. U sudu se Cestice peska
rasporeduju u sloju blizu dna suda, Sto je strogo govoreé¢i Bolcmanova raspodela. Kako je

masa m zrnaca peska velika, eksponencijalni ¢lan u (4.66) brzo opada sa visinom i tezi nuli na



4.5. Slobodna energija u Gibsovoj raspodeli 67

grani¢nom sloju peska. Da bi se ¢estice peska rasporedile u dovoljno velikom sloju po visini
i time bila olaksana procedura odredivanja statistiCke raspodele zrnaca peska, potrebno je
da potencijalna energija zrnaca bude dovoljno mala. To se moze posti¢i meSanjem peska sa
tecnoséu Cija gustina je bliska gustini peska. Neka su p i 7 gustina i zapremina Cestica peska,

a po gustina te¢nosti. Potencijalna energija je:

(i = T L, (1.67)

dok je raspodela koncentracije ¢estica peska po visini:

no(h) = n6(0) exp (W). (4.68)

Da bi efekat bio dovoljno uocljiv, ¢estice treba da budu male. Njihov broj na raznim visinama,
u sudu moze se naéi pomoéu mikroskopa. Eksperimente takvog tipa prvi je vrsio Z. B. Peren.
Merenjima je ustanovio da se koncentracija zaista menja sa visinom po eksponencijalnom
zakonu. Znajuéi raspodelu cestica peska i mereé¢i nezavisno njihovu gustinu i zapreminu,

Peren je odredio vrednost Bolecmanove konstante kp.

4.5 Slobodna energija u Gibsovoj raspodeli

Entropija tela (koje je deo velikog zatvorenog sistema) moze se odrediti kao srednja

vrednost logaritma njegove funkcije raspodele (odeljak 2.3):
oc=-Ilnw,, i S=-kpg-lnw,. (4.69)

Za Gibsovu raspodelu w,, = Aexp (—E,/(kgT)), koja predstavlja verovatnoéu da se sistem

nade u jednom od svojih stanja sa energijom E,,, dobija se, nakon nekoliko koraka, izraz za

entropiju:
_ En_ _ En_
S = —k:BAZe kBT In <Ae ’“BT)
E, _Bn_
= —k:BA; (IDA — kn > e kBT
E
= — InA—- — n
kBZn: (n k:BT> Wy,
E
S = —k:BlnA+T. (4.70)
Odavde je: B
kplna— Z-19 (4.71)
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Srednja energija E je upravo energija u termodinamickom smislu, a veli¢ina F —T'S = F je
tzv. slobodna energija, pa se jednac¢ina (4.71) moze zapisati kao kpln A = F/T. Zapravo,
konstanta normiranja A se neposredno izrazava preko slobodne energije tela. Eksplicitnom

zamenom A u izraz za Gibsovu raspodelu dobija se:

F—Ep
wy, =e kBT | (4.72)
dok u aproksimaciji klasi¢ne statisticke fizike:
F-E(p,q)
f={®""e *T dpdy, (4.73)

gde je sa s oznacen broj stepena slobode.

Iz uslova normiranja:
_F_ _ _En_
> wp=eFET Y e T =1, (4.74)
n n

gde je n kvantni broj (ili skup kvantnih brojeva) koji odreduje stanje sistema, sledi da je:

__F_ _ _En_
e BT = Z e *BT. (4.75)
n
Odatle izraz za slobodnu energiju glasi®:
By,
F=—kgTh() e FsT). (4.76)

n

Veli¢ina u izrazu (4.76) je ve¢ pomenuta u odeljku 4.1 kao statisticka suma:
_ _En_ __H_
Z=>Y e T =Tr <e kBT> . (4.77)
n

U slucaju kada su energetski nivoi degenerisani, odnosno jednoj energiji odgovara vise stanja,
uvodi se stepen degeneracije g u izraz (4.77):

En

Z =Y g(BEy)e *&T. (4.78)

U ovom slucaju od interesa je verovatnoca da sistem ima energiju F,. Kao $to je speci-
ficirano u odeljku 4.1, stepen degeneracije g u slucaju bliskih energija, odnosno u slucaju
kvazi-kontinualnog energetskog spektra, zamenjuje se gustinom stanja. U opstem slucaju,
uvek kada se sumira po stanjima sistema, mora se imati na umu ova popravka, koja za nede-
genirasna stanja ima vrednost jedan. Ovo ¢e postati oCiglednije na primerima u narednom
odeljku (glava 5).

9Formula (4.76) je osnovna za termodinamicke primene Gibsove raspodele.
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Slobodna energija u slu¢aju raspodele (4.73) data je izrazom:

E(p,q)

/
F= —k:BTln/ e FuT (T, (4.79)

gde je dI" = dpdq/h®. Statisticka suma je zamenjena statistickim integralom:

!/ _ E(q)
Z—Tn / e FBT T, (4.80)

gde je apostrofom (videti odeljak 4.1.1) naznaceno da se integracija vrsi samo po razli¢itim
stanjima.

U slucaju kanonske raspodele, ulogu koju je za mikrokanonsku raspodelu imala energija
kao funkcija stanja sistema ima slobodna energija (takode funkcija stanja sistema). Tako je
ravnotezno stanje za mikrokanonsku i kanonsku raspodelu odredeno minimalnom vrednoséu

energije i slobodne energije, respektivno!V.

4.6 Gibsova raspodela sa promenljivim brojem

Cestica

U slucaju tela'! sa promenljivim brojem cestica (identicne cestice), funkcija raspodele
zavisi ne samo od energije kvantnog stanja nego i od broja ¢estica IV, pri ¢emu su energetski
nivoi E,y razliciti za razlicita N. Entropija okoline je, u ovom slucaju, funkcija E’ i N':
S'(E',N"). Uz smenu: E' = E© —E,xy i N = NO - N (N© je broj cestica u celom

zatvorenom sistemu), funkcija raspodele tela postaje jednaka:
1
wyy = Aexp (k—S’(E(O) — E,n,N© — N)). (4.81)
B

Ako telo sa energijom E,y i brojem ¢estica N moze biti u g(E,n, N) razlicitih stanja, koja
pripadaju istom energetskom nivou definisanom upravo energijom E,n i brojem cestica N,

verovatnoca da Ce se sistem naéi u stanju sa tom energijom i brojem ¢estica bi¢e data izrazom:

wny = Ag(Enn, N) exp (leS’(E(O) — E,n,N© — N)). (4.82)

Velicina g(E,n, N) je statisticka tezina energetskog nivoa.
Posmatra se sada (4.81). Nakon razvoja S’ u red po E,y i N u okolini E©® i N(© i

zadrzavajuéi samo ¢lanove do prvog reda, dobija se:

S(E® —E,n,NO —N) ~ §/(EO NO)_ (4.83)

oS’ oS’
E —N|—
N (aEnN>V,N (8N)E,V7

9U delu koji razmatra osnove termodinamike ove dve funkcije stanja su nazvane termodinamicki potencijali

i iz njih se izvode relevantni termodinamicki — makroskopski parametri sistema npr. temperatura, pritisak,
zapremina, itd.
HPomenuto telo je deo velikog zatvorenog sistema.
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§to uz smene (%)VN =1/Ti (g—}q\;)E , = —u/T, gde je p hemijski potencijal (termodi-

namicka veli¢ina, odeljci 3.7 i 3.8), postaje:

1 N
(B — Eyy, N = N) ~ S(EO, NO) - Buy 7 + MT (4.84)
Uz prethodno razmatranje, raspodela w,n se dobija u obliku:
BN—-EnN
wpy = Ae FBT | (4.85)
Entropija tela je: -
_ uN E
S=—-kphw,y =—kplnA—"—+ —, 4.86
BInw,N Bln T + T ( )
pa je:
kgTInA=FE —TS — uN. (4.87)

U termodinamici slobodna energija je definisana izrazom F = E — T'S, dok je izrazom:
Q=F — uN, (4.88)

uveden termodinamicki potencijal Q (odeljak 3.7), pa se jednacina (4.87) moze prepisati u
obliku:
kpTIn A = Q. (4.89)

Odatle izrac¢unata konstanta normiranja A zamenjuje se u izraz (4.85) i rezultat pise kao:

Q+uN—E, N
wpy =e BT (4.90)

odnosno u slucaju kada se stanje sa energijom FE, i brojem ¢estica N moze realizovati na
9(Enn, N) nagina:
Q+uN—E, N
wpN = g(Epn, N)e kBT . (4.91)

Poslednje dve relacije prikazuju tzv. Gibsovu raspodelu sa promenljivim brojem cestica
(velika kanonska raspodela).

Ansambli identi¢nih cestica sa Gibsovom (kanonskom) raspodelom, odnosno velikom
kanonskom raspodelom, nazivaju se kanonski ansambli, odnosno veliki kanonski ansambli,
respektivno.

Eksplicitan oblik termodinamickog potencijala €2 moze se naéi iz uslova normiranja
2 N —EnN
)P WIS WD VA (192
N n N n

kao:

uN_ —Bnpn
Q= —kpTIn|> eksT Y eFol | (4.93)
N n
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U slucaju degeneracije sva sumiranja vrse se po svim energetskim nivoima sistema, pri ¢emu

svaki nivo moze biti realizovan na g(FE,y, N) nacina.
Q

Treba navesti da velicina e *57, koja je dobijena normiranjem verovatnoée (4.92) po

stanjima sistema wy Ny = 1, predstavlja takozvanu veliku statisticku sumu:

stanja

Q
Z= > e F5T =¢ FBT. (4.94)

stanja
Posto su verovatnoce po energetskim stanjima sistema i energetskim nivoima vezane relacijom
(odeljak 4.1):

Wstanja = 9 Wnivoi,
velika statisticka suma se moze napisati u obliku:

uN—-E,
Z=3 ge Ft (4.95)

nivos

Sada se velika kanonska raspodela moze zapisati u obliku:
LN—-EnN

ge FBT

WpN = 7 ) (4.96)

gde je u slucaju g = 1 velika statisticka suma Z definisana relacijom (4.94), a u slucaju g > 1
relacijom (4.95).
U slucaju kada je broj Cestica u sistemu konstantan, velika statisticka suma je propor-

cionalna statistickoj sumi (4.77):

Zvel.kan. = euN/(kBT) Zk:an. .

U klasi¢noj statistici funkcija raspodele tela je:

dp(N) dq(N) Q+uN—En(p,q)

dwuy = fn———, fv=e T . (4.97)

Promenljiva N je napisana kao indeks u funkciji raspodele'?. Isti takav indeks se pise za
element faznog prostora, pri ¢emu svakoj vrednosti N odgovara njena fazna zapremina (sa
svojim brojem dimenzija 2s = 2-3N). Vodeéi racuna o razli¢itosti mikrostanja, odgovarajuéi

termodinamicki potencijal {2 postaje:

uN ! —EN(P:9)
Q= —kpTln Zew/e 5T |dl . (4.98)
N

Treba imati na umu da su ¢esto razmatranja u okviru ravnotezne statisticke fizike i

termodinamike izvodljiva u termodinamickoj granici (videti odeljak 3.7). To nije posebno

12Ukupan broj ¢estica je N, a svakoj Gestici odgovaraju u faznom prostoru 3 prostorne koordinate i 3

koordinate implusa. Ovo treba imati na umu kada se vrsi integracija.
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naglasavano u ovom odeljku, ali upravo to omogucuje anuliranje fluktuacija termodinamickih
veli¢ina makroskopskih sistema. Za veliki kanonski anasambl se moze pokazati, analognom
procedurom kao u odeljku 4.2.1, da su u termodinamickoj granici fluktuacije energije i broja
Cestica jednake nuli. Time, zapravo, razmatranja u ovom odeljku dobijaju svoj potpuni

smisao.

Konaé¢no, moze se rezonovati na sledeéi nac¢in: kanonska (Gibsova) raspodela je dobi-
jena za telo koje razmenjuje samo energiju sa okolinom, a velika (Gibsova) kanonska raspodela
za telo koje moze razmenjivati i energiju i ¢estice sa okolinom. S druge strane, mikrokanon-
ska raspodela tela pretpostavlja zatvorenost tela, odnosno konstantnu energiju i broj cestica.
Formalno se onda moze reéi da opisivanje tela (podsistema) mikrokanonskom raspodelom
ne uracunava fluktuacije energije, dok opisivanje tela kanonskom raspodelom ne ura¢unava
fluktuacije broja cCestica. Slikovito, ako se kanonska raspodela tretira kao 'mikrokanonska
po broju cestica’, tada je velika kanonska raspodela "kanonska po energiji i broju Cestica’.
Produzujuéi razmatranje s kraja odeljka 4.1, moze se konstatovati da ulogu energije i slo-
bodne energije, redom, za mikrokanonsku i kanonsku raspodelu, preuzima termodinamicki
potencijal €2 za slucaj velike kanonske raspodele. Tako je ravnotezno stanje za veliku kanon-

sku raspodelu odredeno minimalnoséu §2 s obzirom na relevantne makroskopske parametre.

4.7 Bolcmanova raspodela u kvantnoj statistici

Kvantnomehanicki problem odredivanja nivoa energija idealnog gasa ili jako razredenog
realnog gasa je u celini sveden na odredivanje nivoa energije pojedina¢nih molekula ey, gde
je k skup svih kvantnih brojeva koji odreduju stanja pojedina¢nih molekula. Tada je en-
ergija celog gasa F, jednaka sumi energija svih molekula. Bitno je konstatovati da i pri
potpunom odsustvu interakcija izmedu molekula kvantnomehanicki efekat ’izmene’ ('inter-

akcije’) identi¢nih estica ostaje i Gestice se opisuju odgovarajuéim kvantnim raspodelama'.

Neka je nj broj Cestica u gasu u k-tom kvantnom stanju, odnosno "broj popunjenosti’
k-tog stanja gasa. Od interesa je srednja vrednost broja popunjenosti mj, posebno slucaj
vrlo malih srednjih vrednosti mp < 1. Prakti¢no, od interesa je slucaj kada se u svakom
kvantnom stanju nalazi ne viSe od jedne Cestice i time je moguée zanemariti sve interakcije
medu molekulima, uklju¢ujuéi i kvantne efekte izmene. Verovatnoéa da se molekul nalazi u
k-tom kvantnom stanju tada je data Gibsovom raspodelom:

_
ng =ae FBT, (4.99)

3 Fermi-Dirakovom ili Boze-Ajnstajnovom statistikom koje su izvedene u glavi 5.
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gde je a konstanta odredena uslovom normiranosti Gibsove raspodele:
> k=N
k

(N je broj cestica idealnog gasa). Raspodela molekula idealnog gasa po razli¢itim stanjima
naziva se Bolcmanova (Boltzmann) raspodela. Ona je ekvavilent Bolcmanove raspodele, koja
je bila uvedena u klasi¢noj statistici za opisivanje sistema neinteraguju¢ih identi¢nih cestica
u spoljasnjem polju sila (odeljak 4.4).

Odgovarajuca raspodela po energetskim nivoima se moze napisati u obliku:

°k

ng = ag(eg)e FBT, (4.100)

gde je g(ey) statisticka tezina stanja sa energijom ey (videti odeljak 4.1).

Koeficijent a se moze izraziti pomoéu termodinamickih veli¢ina gasa, Sto se moze
pokazati primenom Gibsove raspodele na sve cestice gasa koje se nalaze u posmatranom
kvantnom stanju. Pojedina¢ni molekuli mogu ’'prelaziti’ iz jednog u drugo kvantno stanje
idealnog gasa u celini, pa se polazi od Gibsove raspodele sa promenljivim brojem Cestica
(4.96) u kojoj su u¢injene smene E = nygex i N = ny:

ng(n—cy)

e kBT

Wy, = ——— . (4.101)

Uz nj, < 1, odnosno kada se prakti¢no u svakom kvantnom stanju nalazi ne vise od jedne
Cestice, suma u (4.101) - statisticka suma - svodi se na jedinicu. Formalno se tada w,, svodi
na verovatnoc¢u wi, koja se moze predstaviti kao verovatnoca da se u datom kvantnom stanju

gasa nalazi samo jedna Cestica:

wi = exp (Hk_B;k) (4.102)

Ogranicenje postavljeno za broj Cestica po kvantnom stanju gasa moze se ekvavilentno in-
terpretirati iskazom da je verovatnoca dobijanja stanja sa velikim srednjim vrednostima

(ng > 1) jednaka nuli. Odatle sledi:

—¢
n_k:%:wnknkzo-w()%—l-wl = exp (%), (4.103)
odnosno
_ [ — €
= . 4.104
Tk exp( T > ( )

Dobijena je Bolecmanova raspodela (4.104) molekula idealnog gasa po razlic¢itim stanjima.
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§1 o
o
Ot»:', ,,,,,, O -
dx
Slika 4.5.

4.8 Kinematicke osobine kretanja molekula

Poprecni presek sudara

Pri kretanju molekula u gasu, on se neprekidno sudara sa drugim molekulima gasa
menjajuéi pravac svog kretanja pri elasticnim sudarima. Mogudéi su i drugi ishodi sudara,
npr. jonizacija, zahvat Cestica, itd. Sve te mogucénosti se mogu predvideti samo sa odredenom
verovatnocom.

Verovatnoéa sudara (rasejanja) sa konkretnim rezultatom opisuje se uvodenjem pojma
poprecnog preseka sudara (rasejanja) o. Za odredivanje poprecnog preseka sudara pogo-
dno je upadnu cesticu smatrati tackastom. Povrsina poprecnog preseka skupa Cestica mete
je izabrana tako da njena maksimalna vrednost bude jednaka o. To je zamisljena a ne
geometrijska povrs, koja se bira tako da verovatno¢a posmatranog rezultata sudara bude
jednaka verovatnoéi da upadna Cestica, koja se kreée pravolinijski, bez interakcija (sudara)
padne na povrs o.

Neka upadna cestica pada u prostor zapremine dV i prolazi kroz grani¢nu normalnu
povrs S (Slika 4.5). Neka je ng koncentracija Cestica u posmatranoj zapremini. U sloju
debljine dx nalazi se ngSdx Cestica mete, a suma njihovih popre¢nih preseka je dS = ongSdzx.
Verovatnoc¢a da se upadna Cestica sudari sa jednom od ¢estica mete iz sloja dx iznosi: dP =
dS/S = onpdz.

koristi za posredno odredivanje o.

Srednja duzina slobodnog puta

Duzina puta (I) pri kojoj je verovatnoéa sudara jednaka jedinici naziva se srednja duZina

slobodnog puta:
onp(l)y =1 — (I) = —. (4.105)
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dv

v

/ ds
y

Slika 4.6.

Zapravo, Cestica prelazi razli¢ite puteve izmedu dva uzastopna sudara sa ¢esticama u telu
mete. Srednja vrednost predenih puteva posle velikog broja sudara predstavlja srednju

duzinu slobodnog puta.

Frekvencija sudara

Upadna cestica se krece srednjom brzinom (v) i prelazi (I) za vreme 7 = (I)/(v).

Srednja frekvencija sudara je:

V= L_W_ ong(v). (4.106)

Srednja duzina slobodnog puta molekula u datom pravcu posle poslednjeg sudara

Izrac¢unavanje srednje duzine slobodnog puta molekula u datom pravcu posle poslednjeg
sudara je kratko izloZzeno u nastavku i ilustovano na slici 4.6. Broj molekula u elementarnoj
zapremini dV je nodV, gde je ng = N/V koncentracija molekula. Za vreme dt, ukupno
V' dtngdV molekula iz dV se rasejava izotropno u svim pravcima. Deo rasejanih molekula
ide u pravcu elementarne povrsine d.S, ¢ija normala zaklapa ugao 6 sa pravcem rasejanih
upadnih cestica. Broj molekula koji preseca dS bez pretrpljenih sudara nakon napusStanja
dV je:

dS COSH /<l)

N = / -r 4.1
d 12 V'ngdV dte (4.107)

Eksponencijalni faktor u prethodnom izrazu ura¢unava deo molekula koji izlece iz upadnog

snopa zbog sudara sa drugim molekulima. Srednje rastojanje duz ose z koje predu molekuli
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koji presecaju dS posle poslednjeg sudara je:

4.9

10.

_ JzdN
© =iy =

§<z>. (4.108)

TEST 3

Koliko tipova ansambla postoji u statistickoj mehanici i koje su njihove karakteristike?

Prokomentarisite odnos Gibsove, Maksvelove i Bolcmanove raspodele.

. Kako razumete pojam poprecnog preseka sudara?

Definisite pojam srednje duzine slobodnog puta.
NapiSite izraz za statisticku sumu.

Slobodna energija u klasi¢noj statistickoj fizici data je izrazom:

E(p,q)

/
F = —k:BTln/ e k8T (I

Sta oznacava apostrof iznad znaka za integraciju?
Bolcmanova raspodela cestica idealnog gasa pretpostavlja da je ansambl cestica:

- mikrokanonski,
- kanonski,
- veliki kanonski ansambl?

Da li u gravitacionom polju gas moze biti u ravnoteznom stanju? Prokomentarisite

odgovor.

. Prokomentarisite izraz (4.12).

Pokazite da u termodinamickoj granici fluktuacije broja Cestica u velikom kanonskom

ansamblu postaju jednake nuli.
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Ansambli identicnih ¢estica u

kontekstu dualizma talas — cestica

5.1 Ansambli identiénih bozona i fermiona

Na dinamicko ponaSanje gasa na sobnoj temperaturi ne uti¢e identi¢nost njegovih
atoma. S druge strane, po Hajzenbergovoj relaciji neodredenosti polozaj jednog atoma je
‘razmazan’ na rastojanje reda termalne De Broljeve talasne duzine: \g, = h/p ~ /h2/(2mkgT).
Na sobnoj temperaturi razmazanost je reda veli¢ine \gg < 10~ srednje rastojanje izmedu
atoma. Dakle, talasi materije individualnih atoma su nekorelisani ili 'neuredeni’ i gas se
moze opisati klasicnom Bolcmanovom statistikom.

Hladenjem gasa, razmazanost polozaja njegovih sastavnih delova raste i moze se posti¢i
stanje kada se viSe atoma nalazi u elementarnoj kocki stanice Ayp. Tada se talasne funkcije
susednih atoma gasa ’'preklapaju’ i atomi gube svoju individualnost (Slika 5.1). Ponasanje
gasa se moze tretirati samo u okviru kvantne statistike.

S obzirom na ponasSanje talasne funkcije ansambla identi¢nih cestica, sve Cestice u
prirodi — elementarne i kompozitne — mogu biti svrstane u dve velike grupe: bozone i
fermione. Talasna funkcija ansambla identi¢nih bozona je simetri¢na u odnosu na zamenu

mesta dvaju proizvoljnih bozona:

W(eaey Ty ey Ty oor) = WV (evny Ty vey Thoy o)

dok je talasna funkcija identi¢nih fermiona antisimetri¢na:

Pri tome je amplituda verovatnoée u oba sluc¢aja nezavisna od pomenutih transformacija:

”(/J(...,a?k, ceey Ly )’2 = WJ(,&?“ ceey Loy )’2

7
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a) b) c)

Slika 5.1.

Pokazano je da ¢estice sa celobrojnim spinom, s = n, n =0, 1, ... (odnosno angularnim spin-
skim momentom jednakim celobrojnom umnosku Plankove konstante ), pripadaju grupi
bozonskih Cestica, a sa polucelim spinom, s = n + 1/2 (odnosno angularnim spinskim mo-
mentom jednakim polucelom umnosku Plankove konstante), pripadaju grupi fermionskih
Cestica. Primeri za bozone su kvanti polja — foton, graviton, vektorski i skalarni bozoni, za-
tim neutralni atom sa parnim brojem elektrona, jezgro helijuma, itd; dok u fermione spadaju:
elektron, nukleoni, kvarkovi, itd. Bozoni se opisuju Boze-Ajnstajnovom (Bose-Einstein), a
fermioni Fermi-Dirakovom (Fermi-Dirac) statistikom. Ovde ée samo biti napometuno da je
posledica simetrizacije ili antisimetrizacije talasnih funkcija kvantnih ¢estica pojava dodatnog
¢lana u energiji sistema takvih Cestica ¢iji znak zavisi od simetrije. To se naziva interakcija
(efekat) izmene!.

Posledica antisimetrizacije talasne funkcije za fermione je da vazi Paulijev princip
iskljucenja, po kome svakom fermionu odgovara razlicito kvantno stanje (jedinstven skup
kvantnih brojeva saglasno specificnostima posmatranog problema). Drugim re¢ima, broj po-
punjenosti fermionskih stanja je jednak 0 ili 1. S druge strane, identi¢ni bozoni mogu imati
iste sve kvantne brojeve, tj. brojevi popunjenosti bozonskih stanja su proizvoljni (za sistem
od N bozona brojevi popunjenosti su n = 0,1, .., N). Stavise, bozoni teze ’agregaciji’. Prvi
primer je dao Boze ukazujuéi na navedenu tendenciju fotona na visokim temperaturama, tzv.
zracenje crnog tela. AjnStajn je generalizovao osnovne Bozeove postavke za agregate fotona
na proizvoljni sistem bozona, odakle je rezultirala Boze-Ajnstajnova raspodela za ovaj tip
Cestica.

Boze-Ajnstajnova statistika dramatiéno poveéava Sansu da se nade vise od jednog
atoma u istom kvantnom stanju, kada se bozoni ponaSaju vise kao ’talasi’ nego Cestice.
Rezultat je Boze-Ajnstajnova kondenzacija i makroskopska popunjenost osnovnog stanja bo-
zonskog idealnog gasa. Dobijen je kondenzat — kvantni objekat makroskopskih dimenzija.
Zapravo, talasi materije pridruzeni bozonima u jednom odredenom kvantnom stanju? mogu
se posmatrati kao koherentni talasi. Ovakve moguénosti nema kod fermiona. Proces konden-

zacije je Ajnstajn opisao kao kondenzaciju bez interakcija, $to je ¢ini vaznom paradigmom

!Detaljnije o ovom fenomenu se moze naéi u udzbenicima iz kvantne mehanike [5, 6, 7].
2Saglasno De Broljevoj hipotezi.



5.1. Ansambli identi¢nih bozona i fermiona 79

kvantne statisticke mehanike.

Gustina distribucione funkcije kondenzata je predstavljena jednom makroskopskom
talasnom funkcijom dobro definisane amplitude i faze, analogno klasi¢cnom polju. Na ovom
mestu treba primetiti da se prelaz sa neuredenih na koherentne talase materije moze uporediti

sa prelazom sa nekoherentne svetlosti na koherentnu lasersku svetlost?.

5.1.1 Fermi-Dirakova raspodela

Cesticama sa polucelim spinom je pridruzena antisimetri¢na talasna funkcija s obzirom
na permutaciju bilo kog para Cestica. Za sisteme takvih Cestica — fermione, vazi Paulijev
princip isklju¢enja, po kome u jednom istom kvantnom stanju ne moze da se istovremeno
nade vise od jedne Cestice. Statistika zasnovana na Paulijevom principu je Fermijeva ili
Fermi-Dirakova statistika.

Ovde se posmatra gas sastavljen od N (identi¢nih) fermiona. Iako efekti izmene postoje
moze se primeniti Gibsov formalizam na skup svih Cestica gasa koje se nalaze u datom
kvantnom stanju?. Da bi se izveo izraz za funkciju raspodele fermiona, posmatra se skup
fermiona sa energijom €, koji se nalaze na bilo kom mestu u prostoru celog sistema i koji
moze da razmenjuje sa okolnim delovima sistema Cestice, pa samim tim i energiju. Posto
su svi fermioni identi¢ni, energija posmatranog skupa od ny fermiona je nyey. Ovakav skup
fermiona se opisuje velikom kanonskom (Gibsovom) raspodelom.

Stanje skupa (podsistema) fermiona ¢e biti kompletno odredeno kada se odredi srednji

broj fermiona u njemu definisan relacijom
1
ny = Z nf W, (5.1)
ny=0

u kojoj je wp, velika kanonska raspodela (4.96) (g = 1), odnosno:

1 png—mnyre
__ 2uny=0 Tf €XDP (%)
= 1 pUny—mnges (52)

anzo eXP(T)

Po Paulijevom principu, brojevi popunjenosti kvantnog stanja ny mogu biti 0 ili 1.
Stanje celog sistema se menja sa promenom broja ¢estica u jednom kvantnom stanju.
Tada energija podsistema (skupa fermiona) zavisi isklju¢ivo od broja ¢estica u njemu i sumi-

ranje se vrsi samo po broju ¢estica. Relacija (5.2) postaje:

2711 _g Nt exp nylu—ey)
g = flo f ( kT ). (5.3)

—E&
L —pexp(PLp)

3Pojam atomskih lasera.
4Videti komentar u delu 4.6.
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Nakon nekoliko elementarnih koraka izraz za ny se moze zapisati u obliku:

exp(GF)
1—|—exp( —°f )

(5.4)

3
I

odnosno, u obliku:

1
1+ exp(F4)

Poslednji izraz je zapravo funkcija raspodele za idealni gas koji se potéinjava Fermi-Dirakovoj

(5.5)

3
i

statistici. Kada je (u —ey¢)/(kBT) < 1, funkcija raspodele se transformise u Bolcmanovu
funkciju raspodele®.

Norma Fermi-Dirakove raspodele je data kao:

1

— = N, (5.6)
7 1+exp(E,gBr_,’f

gde je N ukupan broj fermiona u gasu.
U opstem slucaju kada postoji gy kvantnih stanja unutar energetskog nivoa ¢, izraz

(5.5) postaje:
_ g

= T o (S F () (5.7)

S
~

i u sva sumiranja koja se vrse po energetskim nivoima treba ukljuciti faktor gy.

5.1.2 Boze-Ajnstajnova raspodela

Cestice sa celim spinom su opisane simetri¢nim talasnim funkcijama i potéinjavaju se
Boze-Ajnstajnovoj statistici. Brojevi popunjenosti kvantnih stanja su tada proizvoljni, dok
je procedura izvodenja funkcije raspodele analogna proceduri u prethodnom odeljku.

Za dato kvantno stanje srednji broj bozona se moze odrediti iz jednacine:

B ¥ s o
f = )
S wxp(%)

OIS g exp(ML )
O

— —kpT (5.8)

gde je N ukupan broj bozona u posmatranom sistemu. Izraz (5.8) pod logaritmom je ge-
ometrijski red, koji konvergira ako i samo ako je exp(%) < 1. Ispunjenost tog uslova
mora da vazi i za 5 = 0. Kako je to ispunjeno samo uz p < 0, konvergencija geometrijskog

reda u (5.8) za sva 7 povlaci p < 0. Nakon uvrstavanja sume geometrijskog reda, srednji

®Kada je (u — e;)/(ksT) < 1, eksponencijalni deo u Fermi-Dirakovoj funkciji raspodele (5.4) je mnogo

manji od 1 i relacija (5.4) se moze zapisati u obliku 7y ~ exp(‘z:f ).
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broj popunjenosti stanja bozona, odnosno srednji broj bozona u posmatranom stanju je dat

jednacinom:
1
nf=———7". (5.9)
exp(FF) — 1

Izraz (5.9) predstavlja funkciju raspodele idealnog Bozeovog gasa. U graniénom slucaju,
kada je exp ((u —ey¢)/(kBT)) < 1, Boze-Ajnstajnova funkcija raspodele (5.9) prelazi u Bol-
cmanovu funkciju raspodele®.

Ukupan broj ¢estica u bozonskom gasu je:

N:Z——;L—f (5.10)

f eXp(Ek':fBijl—L,L) -1

Kao i u slucaju fermiona kada postoji g; kvantnih stanja unutar energetskog nivoa €,
izraz (5.9) postaje:
= (5.11)

exp(L4) — 1

i u sva sumiranja koja se vrSe po energetskim nivoima treba ukljuciti faktor g,,.

5.2 Fermionski i bozonski gas

Za izracunavanja je Cesto potrebno izraziti raspodelu ¢estica u funkciji energije ili
intenziteta impulsa, odnosno funkciju raspodele tipa klasi¢cne Maksvelove raspodele. U tu
svrhu u ovom odeljku se posmatraju idealni bozonski i fermionski gas.

Energija neinteragujuée elementarne estice (bozona ili fermiona) mase m je jednaka
njenoj kinetickoj energiji. Razmak izmedu energetskih nivoa translacionog kretanja cestice
jako je mali u poredenju sa energijom termalnog kretanja kg7 i energetski spektar se moze

smatrati kontinualnim, §to omogucava da se kineticka energija moze tretirati kvaziklasi¢no:

€_ﬁ+ﬁ+£

o (5.12)

Sada se umesto srednjeg broja Cestica u k-tom mikrostanju trazi broj ¢estica u intervalu
faznog prostora koji odgovara zeljenom intervalu energije izmedu € i € + de, odnosno

dg(e)

AN = 5T £ 1

(5.13)

gde je dg(e) = g(e)de i gornji znak u + se odnosi na Fermi-Dirakovu, a donji na Boze-

Ajnstajnovu statistiku. Ovaj broj je jednak proizvodu srednjeg broja fermiona (5.5) ili

5Matematicki se gore navedeno dokazuje u nekoliko prostih algebarskih koraka. U graniénom slucaju ¢lan
exp ((ef — p)/(ksT))—1 postaje exp ((e5 — pn)/(ksT)). Relacija (5.9) se svodina: my ~ exp (1 —ey)/(kBT)).
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bozona (5.9) u jednom kvantnom stanju i broja kvantnih stanja dg, odnosno broja elemen-
tarnih faznih Celija u posmatranoj zapremini faznog prostora. Veli¢ina dg se moze zapisati

izrazom
_ dxdydzdp, dpydp,

I

u kome je dz dy dz dp, dp, dp./ 7# broj elementarnih faznih ¢elija u faznom prostoru jedne ées-

dg (2s+ 1), (5.14)

tice, gde nisu bile definisane koordinate za opisivanje unutrasnjeg ugaonog momenta (spina).
Clan 2s + 1, gde je s spinski kvantni broj, uvodi efekat orijentacije spina na stanje Cestice.
Srednji broj cestica u elementu zapremine faznog prostora postaje jednak:

1 dx dy dz dp, dp, dp.

AN = 5T £ 1 73

(25 + 1). (5.15)

Broj cestica sa intenzitetom impulsa izmedu p i p 4+ dp, pogodno je naéi prelaskom
u sferni koordinatni sistem po impulsima. Nakon integracije po uglovima i po zapremini

dV = dzxdydz, relacija (5.15) se transformiSe u izraz:

a7V p?dp

dN(p) = (28 + 1) = £ -

(5.16)

Raspodela ¢estica po energijama dobija se koriséenjem relacije € = p?/(2m) i ima oblik

22/5m3/2y Vede

dN(e) = (25 +1) B ele=m)/(keT) £ 1"

(5.17)

Ove jednacine u kvantnoj statistici igraju ulogu analognu Maksvelovoj raspodeli u klasi¢noj
statistici (odeljak 4.3).
Ukupan broj cestica u sistemu, N, se dobija integracijom jednacine (5.17) po energi-

jama

N=(2s+1) (5.18)

1 )/ (kT) 4 1°

Na slican nac¢in se mogu odrediti sve termodinamicke veli¢ine po relacijama karakter-

22/5am32V oo Vede
/0 (e—n

isticnim za veliki kanonski ansambl. Takode se moze pokazati da za idealni fermionski i

bozonski gas vazi relacija izvedena za slucaj klasi¢nog idealnog gasa [14]:

PV =3E. (5.19)

5.3 Zracenje crnog tela

Telo koje apsorbuje svu energiju zracenja koje pada na njegovu povrSinu naziva se
crno (apsolutno crno) telo. Njegova apsorpciona moé ne zavisi od temperature tela, talasne

duzine, polarizacije i pravca prostiranja upadnog zracenja (svetlosti).
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Zracenje crnog tela se moze posmatrati kao 'gas’ identi¢nih fotona. Linearnost jednacina
elektrodinamike odrazava ¢injenicu da fotoni ne interaguju, pa je fotonski gas idealan. Kako
je fotonski moment koli¢ine kretanja ceo broj, fotonski gas se opisuje Boze-Ajnstajnovom
statistikom.

Ako se zracenje ne nalazi u vakuumu, nego u supstancijalnoj sredini, uslov idealnosti
dopusta malo uzajamno dejstvo zracenja sa supstancijom, $to realno i jeste slu¢aj (u celom
spektru izuzev apsorpcionoh frekvencija). Za vrlo velike gustine supstancije prethodno je
ispunjeno samo za jako visoke temperature.

Mehanizam koji obezbeduje uspostavljanje ravnoteze u fotonskom gasu je upravo ap-
sorpcija i emisija fotona od strane supstancije: broj estica gasa N je promenljiv i moze se
odrediti samo u toplotnoj ravnotezi. U ravnotezi slobodna energija sistema je konstantna,
kao Sto je pokazano u odeljku 3. Iz uslova minimalnosti slobodne energije dobija se da
je: OF/ON = 0, sto kao posledicu ima da je hemijski potencijal jednak nuli, zapravo,
p=(OF/ON)ry = 0.

Raspodela fotona po razli¢itim kvantnim stanjima sa energijom e = hwyg, gde je wyg
svojstvena frekvencija zracenja u datoj zapremini V, jeste
1
exp (lwg/(kgT)) — 1

ng = (5.20)

i naziva se Plankova raspodela.

Uz dovoljno veliku zapreminu V prelazi se na kontinualnu raspodelu po frekvencijama.
Uz napomenu da je energija fotona € = pc¢, odnosno hw = pec, broj svojstvenih oscilacija sa
frekvencijama u elementu zapremine dw,dw,dw, je po jednacini (5.14) dat izrazom:

_ Vdwdwydw,

dg(w) 3 (5.21)

Prelaskom u sferni koordinatni sistem u prostoru frekvencija dobija se ekvivalentna relacija:

B 87V w2dw

dg(w) 3 (5.22)

gde je izvrSena integracija po uglovima i uracunata moguénost dve orijentacije polarizacije
fotona (stepen degeneracije je dva).

Broj kvantnih stanja fotona u delu zapremine prostora frekvenci sa w C (w,w + dw) je
po jednacini (5.13) dat u obliku:

8tV w?dw
dN, = 3 wlGaT) 1 (5.23)
Odgovarajuca energija zracenja fotona je tada data izrazom:
8ThV 3d
dE, = TwdN, = -~ baliand (5.24)

B ehw/(kgT) _ 1’
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dE) 4 ! T<T<T,
- L b %“Plankov Rejli-Dzinsov
\ zakon zakon /
1 \ — Plankov zakon '
\ \---- Vinov zakon i
T, L pomeranja '
71 Vinov ) .‘\\
zakon AN R
Amax3 \\Xmaxl A
max2

Slika 5.2.

jednaka:

§to predstavlja formulu za spektralnu raspodelu energije zracenja crnog tela ili Plankovu
formulu. Izrazena preko talasne duzine A = 2wc/w, spektralna raspodela energije postaje

4(27)5chV
dEy\ = 15

d\
o2le/(kgTA) _ 1

Za hw < kT se dobija :

(5.25)
kT
dE,, = WTBWde, (5.26)
tzv. Rejli-Dzinsova (Rayleigh-Jeans) formula (pogledati sliku 5.2).

Za velike frekvencije, fw > kgT, dobija se Vinova (Wien) formula:

3 T
dE, = %ei kBT dw.

(5.27)
Gustina raspodele ima maksimum (dE,/dw = 0) u w = wp,, gde je T, /kpT = 2.822 (Slika

5.2). Pri porastu temperature polazaj maksimuma gustine raspodele pomera se ka veéim
frekvencijama (Vinov zakon pomeraja).

Za p = 0 slobodna energija (4.79) je data izrazom:
P ArkgTV

3 /0 w?In (1 — exp (—hL))dw,

2
T (5.28)
§to uz smenu x = hw/(kpT) postaje:
(kpT)* /Oo 3 do 4
v 333 Jo expxr—1 3CV ’ (5.29)

gde je o ~ 5.67 x 10~ °gs~2K* Stefan-Bolcmanova konstanta.
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5.4 Ponasanje cCestica pri temperaturama bliskim apsolutnoj

nuli

5.4.1 Degenerisani elektronski gas

Svi elektroni” u prirodi imaju spinski kvantni broj s = 1/2. Ukupan broj razli¢itih
spinskih stanja elektrona je tada odreden kao g = 2s 4+ 1 = 2. Radi opstosti, u ovom odeljku
je nadalje koriSéena oznaka g umesto konkretne vrednosti 2 za elektrone.

Na temperaturi apsolutne nule elektronski gas je 'potpuno degenerisan’ Fermijev gas.
Zapravo, identic¢ni elektroni su rasporedeni po razli¢itim kvantnim stanjima, tako da ukupna
energija gasa bude minimalna. Broj kvantnih stanja cestica koje mogu translatorno da se

kreéu i imaju intenzitet impulsa u intervalu [p, p + dp] je:

Ap?dpV

933 (5.30)

Broj elektrona koji popunjavaju sva stanja sa impulsima od 0 do pg jednak je:

g4nV’ / Po gampdV
N = dp = 2—29 5.31
-3 TR (5.31)
odakle je:
3 1/3 N 1/3 2 3 2/3 N 2/3 72
g4r \% 2m gam V 2m

Energija ¢ ima jednostavan termodinamicki smisao. Funkcija Fermijeve raspodele pri

infinitezimalno malim T postaje:

1 1, e<up (5.33)

T e~ o —T—0 .

e:z:p(,;f:‘ﬁ)%—l 0, e>p

i vrednost energije g odgovara energiji poslednjeg popunjenog kvantnog stanja elektrona na

temperaturi apsolutne nule. Drugim re¢ima, ¢ je tzv. energija Fermijevog nivoa (Slika 5.3).
Hemijski potencijal fermionskog gasa na temperaturi apsolutne nule je u = gy.

Ukupna energija se dobija mnozenjem broja stanja sa p?/2m i integracijom po impul-

4TV [Po 4rpBV 3 /3 \2/3 /N\1/3 a2
o 92T g / pdp = % . <) () —N. (5.34)
2mh° Jo 10mh 10 \4mg 1% m

Posmatrajuéi ansambl elektrona kao idealni elektronski gas, iz jednacine pV' = 2/3 - E dobija

sima, p:

se jednacina stanja elektronskog gasa:

1 3 2/3 N 5/3 h2
p=5Gim) (7)) (5.35)

"Elektron je fermion.
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3|

m
m‘y

Slika 5.3.

Dakle, pritisak Fermijevog gasa na apsolutnoj nuli je proprcionalan njegovoj gustini na stepen
5/3.

Formule za energiju F i pritisak P se mogu primeniti i za temperature dovoljno bliske
apsolutnoj nuli, gde pojam dovoljnosti zapravo podrazumeva ’jaku degeneraciju’ gasa, kada
je kT < eg. Zato se temperatura kT =~ €9 naziva 'temperatura degeneracije’.

Degenerisani elektronski gas je utoliko vise ’idealan’ ukoliko je veéa njegova gustina.
Na temperaturama nizim od 7 funkcija raspodele ima oblik prikazan isprekidanom krivom

na slici 12. Prisutna je uska 'zona razmazanosti’ Sirine reda veli¢ine kpT'.

5.4.2 Boze-Ajnstajnova kondenzacija

Ajnstajn je generalizovao Bozeovu teoriju za idealni gas sastavljen od identi¢nih atoma
ili molekula sa konstantnim brojem Cestica. Predvideo je da se na dovoljno niskim temperat-
urama Cestice 'smestaju’ ('vezuju’) zajedno u najniza kvantna stanja sistema. Ovaj fenomen
predstavlja Boze-Ajnstajnovu kondenzaciju (BAK) i javlja se samo za bozone. Od trenutka
teorijskog predvidanja fenomen BAK postaje izazov za istrazivacke timove Sirom sveta.

Kao ilustracija formiranja kondenzata moze se navesti primer iz rada K. Burneta i
njegovih saradnika [15, 16]. Postavlja se pitanje kako rasporediti odredeni broj identi¢nih
atoma (bozona) u dato kvantno stanje sa odredenom, ta¢no fiksiranom energijom, tako da
taj sistem moze da se opiSe pravilima statisticke fizike. Neophodan uslov je da raspodela
bude maksimalno slu¢ajna. Takva raspodela je upravo Boze-Ajnstajnova raspodela iz odeljka
5.1.2, koja je skicirana na slici 5.4.

Figurativno, kada se bozoni na datoj temperaturi 17" rasporeduju u ’kutiju’, najveci
broj njih zauzima niza energetska stanja (telo raspodele na slici 5.5(a)), a preostale ¢estice
(mali broj bozona) na visim energetskim nivoima u kutiji prouzrokuju rep raspodele na
slici 5.5(a). Ako se sistem malo ohladi, Cestice iz repa raspodele 'padaju’ u niza energetska
stanja. Kada se sistem dovoljno ohladi, desava se da odjednom ogroman broj Cestica zauzima

najnize energetsko stanje u 'kutiji’ u kojoj se nalaze bozoni, $to odgovara piku u raspodeli u



5.4. Ponasanje Cestica pri temperaturama bliskim apsolutnoj nuli 87

n 1 n<l n; n-~ 1023
T>T, T<T,
81 81
Slika 5.4.

koordinatnom pocetku (Slika 5.5(b)) — formiran je kondenzat. Tada je proizvod temperature
i gustine atomskog gasa jako veliki.

Svakom atomu se moze pridruziti talas odredene talasne duzine. Hladenjem talasna
duzina atoma (De Broljeva talasna duzina) raste i atomi teze da se ’kolektivizuju’. Oni gube
identitet, odnosno pojavljuje se kondenzat. Ovom momentu odgovara gustina u faznom
prostoru reda 1 u jedinicama Plankove konstante 7

Kondenzacija posmatrana preko broja ¢estica u najnizem energetskom stanju posma-
tranog sistema nastaje kada se odjednom veliki broj bozonskih atoma nade u datom stanju.
Ukoliko je broj atoma u sistemu uporediv sa Avogadrovim brojem N4 = 6 x 10?3, koji je
karakteristika makroskopskih objekata, tada se neSto ispod kriti¢ne temperature znacajan
broj (oko N4) ¢estica isto ponasa. Klasican primer za BAK je tecéni helijum. Na prelazu u
kondenzat te¢ni helijum od obi¢ne te¢nosti postaje superfluid: viskoznost opada i helijum se
ponasa kao kvantni fluid, odnosno gustina u faznom prostoru u tacki prelaza u superfluidnost
je upravo ona koja se ocekuje od helijuma kao BAK. Ipak, ovaj sistem nije gas i njegovi atomi
snazno interaguju. Zato je tesko interpretirati njegovo ponaSanje na elementarnom nivou.

Problem nalazenja BAK se moze razumeti pomocu sledeéeg rezonovanja.

Vertikalna osa na slici 5.6 predstavlja temperaturu sistema, a horizontalna osa gustinu
sistema na logaritamskoj skali. Isprekidana linija priblizno odgovara granici faza. Na niskim
gustinama i visokim temperaturama sve je para. Na visokim gustinama i niskim temper-
aturama sve je kondenzovano ili u tecnost ili u ¢vrstu formu. Ispod isprekidane linije je
velika oblast u kojoj se ne moze posti¢i uslov termalne ravnoteze i zato se naziva zabranjena
oblast. Prelaz u BAK je oznacen tackastom linijom i pada duboko u zabranjenu oblast® za
veéinu materijala. Za tecni helijum (pun kruzié¢ na slici 5.6) to ipak nije slu¢aj i zato se pri

normalnim uslovima te¢ni helijum ponasa kao BAK.

8Napomena: U Boze-Ajnstajnovom kondenzatu bozoni su ’izgubuli’ svoj identitet — ponasaju se pre kao
talasi nego kao Gestice. Kako u ¢vrstoj fazi supstancije nemaju to svojstvo, nema ¢évrstih BAK. S druge strane,

gasovi pri normalnim uslovima imaju drugaciju raspodelu od BAK.
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Kako uéi u zabranjenu oblast, odnosno do¢i do BAK za dati materijal? Neka je u
pitanju gas u termalnoj ravnotezi na oko 200K. On nema ni dovoljnu gustinu niti dovoljno
nisku temperaturu da bi postao BAK. Da bi se kondenzat dobio, moze se poéi od guste
pare (gasa) na visokoj temperaturi, koja se polako hladi. Uz dovoljno sporo hladenje moze
se dobiti gusta para na niskoj temperaturi, bez tetne ili ¢vrste faze. Razlog je taj sto led,
kristal ili kap zahtevaju nesto oko cega Ce se stvoriti. Zato se obi¢no kondenzacija vrsi pri
zidovima suda ili oko Cestica praSine. Bez centra kondenzacije para se moze znatno ohladiti i
formirati tzv. metastabilno stanje, ¢ime se ulazi u zabranjemu oblast. Svi pokusaji dobijanja
BAK upravo se baziraju na teznji da se postigne navedeno metastabilno stanje, pre nego sto
atomi pocénu da se vezuju u molekule. Drugim rec¢ima, treba ostati na vrlo niskim gustinama,
tako da troatomski sudari budu jako malo verovatni. Dva atoma sama po sebi ne mogu da
stvore molekul jer nema nicega da ih veze; oni prilaze jedan drugom, sudaraju se i razilaze,
po zakonu odrzanja energije i impulsa. Pri interakciji tri atoma, pak, vrlo je verovatno da
¢e se dva od njih pri sudaru vezati u molekul, a treé¢i odleteti noseéi visak energije. Kada

jednom nastane molekul, on tezi da brzo akumulira ostale atome.

Prvi su ekperimentalno dobili BAK u razredenim atomskim gasovima i predvideli nje-
gova neobi¢na svojstva 1995. godine istrazivaci na JILA (laboratorija pri Nacionalnom Insti-
tutu za standarde i tehnologiju Univerziteta u Koloradu) i na MIT-u (Masasucetskom Insti-
tutu za Tehnologiju). Na MIT-u su, na primer, pokazali da se kao rezultat Boze-Ajnstajnove
kondenzacije dobijaju koherentni talasi materije (atoma), Sto navodi na moguénost konstruk-

cije i koris¢enja tzv. atomskih lasera.

Uslovi za Boze-Ajnstajnovu kondenzaciju su ostvareni kombinacijom razli¢itih tehnika
hladenja. U gore pomenutim laboratorijama proces hladenja je zapoceo kaskadnim hlade-
njem laserskim putem, a zatim isparavanjem pare alkalnih atoma (npr. Na). Kao rezultat,
visoko energetski atomi su mogli da napuste uzorak smanjujuéi srednju energiju preostalih
atoma. Redistribucija energije preostalih atoma u uzorku je izvrSena elasti¢nim sudarima,

tako da je njihova kona¢na distribucija Maksvel-Bolcmanovog tipa na niskoj temperaturi.

Lasersko hladenje (opticka metoda) je najefikasnije na uzorcima malih gustina, kada
laserska svetlost jo§ nije apsorbovana na uzorku. S druge strane, isparavanje pretpostavlja
velike gustine da bi se obezbedila dovoljno visoka ucestanost elasti¢nih sudara atoma uzorka.
Ovaj proces je efikasniji uz termicku izolovanost uzorka od okoline, §to je postignuto elek-
tromagnetnim poljima, npr. metodom magnetnog konfiniranja. Ukratko, elektromagnetno
polje zarobljava atome uzorka koji su hladeni laserima, uredujué¢i njihove magnetne momente.
Svetlost lasera je sve vise prigusena, oko atoma se formira nehomogeno magnetno polje, ¢iji

potencijal 'zarobljava’ atome i konfinira ih u malu oblast prostora.

Hladenje isparavanjem pocinje da funkcioniSe samo ukoliko je vreme retermalizacije
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mnogo krace od vremena zivota atoma u magnetnoj zamci. To podrazumeva snaznu mag-
netnu zamku, veliku gustinu atoma i brzu retermalizaciju. Najefikasnije su tzv. ’detelina’
zamke, u kojima se koristi efekat elektron-spinske rezonancije. Magnetni momenti zarobljenih
atoma se zaokreéu primenom radio-frekvetnog polja koje je u rezonanciji sa razlikom energija
’spin dole’ i ’spin gore’ stanja atoma. Deluje se samo na atome na ivici konfiniranog atom-
skog oblaka, koji imaju i najvisu energiju. Kada su momenti perifernih atoma zaokrenuti,
magnetne sile postaju ’anti-zarobljavajuée’ i atomi napustaju zamku. Da bi se prethodni
efekat odrzavao tokom isparavanja, posto se atomski oblak hladenjem ’skuplja’ ka centru
zamke, stalno se podesava frekvencija radio-frekventnog polja.

Kao ilustracija moze se navesti primer eksperimenta sa atomskim gasom natrijuma na
polaznoj temperaturi T' = 600 K (brzine reda v = 800 m/s) i gustine oko p = 10'* cm™3.
Atomi gasa su laserski ohladeni i usporeni do brzina reda v = 30 m/s. Kao rezultat u
magnetnoj zamci je vezano oko 10'° atoma. Dodatnim ’trikovima’ sa laserskim hladenjem
postignuta je temperatura reda 100 uK na kojoj je bilo moguce efikasno ’zarobiti’ atome Na
magnetnim poljem. Isparavanjem je tada naknadno temperatura snizena do priblizno 2 uK
nakon samo dvadesetak sekundi. Istovremeno gustina Na atoma pri kondenzaciji je ostala
reda 10'* m™3. Dakle, sekvencijom hladenja koja je snizila temperaturu gasa za 8 do 9
redova veli¢ine, broj atoma je smanjen za iznos reda 103 atoma i formiran je kondenzat sa
oko 107 atoma. U detelina zamci dobijen je kondenzat duzine reda 3mm. Zapravo, dobijen

je makroskopski kvantni objekat.

Poseban izazov istrazivac¢ima su predstavljale metode posmatranja (opservacije) kon-
denzata. Prvobitno je koriS¢ena balisticka ekspanzija atoma nakon isklju¢ivanja zambke.
Ozracavanjem laserskim snopom koji je u rezonanciji sa nekim od atomskih prelaza u gasu
apsorbovana svetlost je davala ’senku’ identifikovanu kamerom. Znak nastanka BAK je nagla
pojava oStrog pika na krivoj zavisnosti broja atoma posmatranog gasa od rastojanja unu-
tar zamke. Veca pouzdanost je postignuta tehnikom baziranom na disperziji svetlosti na

kondenzatu.

Teorijska istrazivanja BAK su zapocela sredinom proslog veka radovima Grosa (Gross)
i Pitaevskog (Pitaevskii), u kojima su razmatrane makroskopske talasne funkcije konden-
zata. Bez obzira na ekspanziju teorijskih istrazivanja u ovoj oblasti, ponasanje BAK jos nije

adekvatno interpretirano.

Teorijska istrazivanja BAK se mogu posmatrati sa dva aspekta. Prvi aspekt se moze
formulisati kao reSavanje problema mnogo tela za sluc¢aj kada veliki broj atoma zauzima
osnovno stanje. Osnovni problem je razumeti kako interakcije izmedu atoma modifikuju
strukturu, dinamiku i termodinamiku kondenzata. Drugi aspekt je proucavanje efekata ko-

herentnosti i superfluidnih osobina u BAK.
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Eksperimentalni rezultati za Bozeov gas sac¢injen od atoma alkalnih elemenata omoguéili
su da se pri teorijskoj interpretaciji strukturalnih promena BAK izazvanih ukljuc¢ivanjem
interakcija medu atomima kondenzata uzmu u obzir samo parne interakcije. Zapravo, in-
terakcioni efekti su tipa binarnih sudara izmedu atoma kondenzata i mogu se opisati jed-
nim parametrom, nazvanim duzina rasejanja s-talasa. Veli¢ina ovog parametra je u vecini
slucajeva uporediva sa karakteristicnom interakcionom duzinom. Ova okolnost znatno pojed-
nostavljuje tretman BAK u odnosu na sluc¢aj te¢nog helijuma kada se kompleksne interakcije
ne mogu iskljuciti iz razmatranja.

Od rezultata dosadasnjih teorijskih istrazivanja BAK treba izdvojiti moguénost nalazenja
normalnih oscilatornih moda BAK resavanjem vremenski zavisne Sredingerove jednacine.
Pokazano je da su normalne mode analogne reSenjima tipa fononskih ekscitacija i rotona
u suprefluidima. Ova zapazanja su blisko vezana sa svojstvom koherentnosti u osnovnom
stanju Bozeovog gasa. Pored ovih rezultata korisno je ista¢i da je za interpretaciju ponasanja

BAK, posebno kolektivnih efekata u BAK, primenjiv i hidrodinamicki prilaz.

5.5 TEST 4

1. Koja je granica primenljivosti klasi¢ne Bolecmanove statistike pri opisivanju dinamickog

ponasanja idealnog gasa?
2. Da li je moguce dobiti kondenzat fermiona? Obrazlozite odgovor.
3. Objasnite pojam Fermijevog nivoa.
4. Ansambl fotona pri razmatranju zracenja crnog tela se tretira kao:

a) mikrokanonski ansambl;
b) kanonski ansambl;

c¢) veliki kanonski ansambl.
5. Prodiskutujte dijagram na slici 5.6.

6. Izvedite izraz za Vinov zakon pomeranja polazeéi od jednacine (5.20) (Plankova raspo-
dela).

7. Cestica se nalazi u kutiji oblika kocke duzine stranice L. Uz nulti potencijal unutar
kutije i periodiéne grani¢ne uslove (¢0(0) = (L)), reSenja Sredingerove jednacine, tj.

svojstvene talasne funkcije ¢estice su oblika ravnih talasa:

P(7) = exp (ik7) = exp (i(kpx + kyy + k-2)),
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gde je k intenzitet talasnog vektora ili talasni broj. NapiSite izraz za broj kvantnih

stanja pdk Gestice u elementu zapremine k-prostora, d3k.

. Mnogi organski molekuli mogu formirati velike prstenaste strukture, koje se ponasaju

kao jednodimenziona oblast po kojoj se mogu kretati slobodni elektroni. Pretpostavl-
jajuéi da jedan takav prsten ima N elektrona, nadite Fermijevu energiju elektrona na

prstenu kao funkciju N, R i drugih neophodnih fizickih konstanti (npr. masa elektrona).



Deo 11

Neravnotezna statisticka fizika
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I am an old man now, and when I die and go to Heaven there are two
matters on which I hope for enlightenment. One is quantum electrodynamics and the other
is the turbulent motion of fluids. And about the first I am really rather optimistic.’— Sir

Horace Lamb
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Glava 6
Kineticka teorija

6.1 Opisivanje sistema interagujucih cestica

Ovaj odeljak je pogodno zapoceti kratkom rekapitulacijom osnova ravnotezne statisticke
mehanike. U glavi 2 je pokazano da je stanje makroskopskog sistema u okvirima klasi¢ne
statisticke fizike odredeno nenegativnom normiranom funkcijom raspodele f(gq,p)(> 0) u
faznom prostoru (odeljak 2.1), ili gustinom verovatnoée nalazenja sistema u infinitezimalno
malom domenu faznog prostora. Gustina verovatnoée evoluira u vremenu po linearnom za-

konu izrazenom Liuvilovom jednacinom (odeljak 2.1.1):

Oif(q,p,t) = Lf(q,p,1), (6.1)

gde je L linearni Liuvilov operator definisan izrazom:

B X (oH of OH Of
Lf=I[H, f] —jz::l (6(]]8]9] - Gpjaq]> (6.2)

Jednacina (6.1) je linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda, ¢ija su resenja
funkcije prvih integrala kretanja (glava 2). Kako su prvi integrali kretanja resenja odgo-
varajucih karakteristicnih jednacina, koje su pak ekvivalenti Hamiltonovih jednac¢ina, nepo-
sredno se dolazi do zakljucka da je vremenska evolucija u statistickoj mehanici odredena
zakonima kretanja klasi¢ne (kvantne) mehanike.

U slu¢aju makroskopskog sistema sa N interagujuc¢ih identi¢nih tackastih ¢estica mase

m u odsustvu spoljasnjih polja, hamiltonijan sistema H je oblika:
H=H"+H. (6.3)

Clan H° opisuje slobodno kretanje neinteragujuéih Gestica u odsustvu spoljasnjih polja, od-

nosno to je kineticka energija ¢estica. Vazno svojstvo HY je da se moze zapisati u obliku

97
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sume N c¢lanova, od kojih svaki ¢lan zavisi samo od impulsa jedne od cestica:

N
= Hj, (6.4)
j=1
de je
gde j r
HY = —L 6.5
I 2m (6:5)

Clan H' predstavlja interakcije izmedu Gestica. U veéini sluéajeva od interesa on se moze za-
pisati kao dvostruka suma ¢lanova od kojih svaki zavisi neaditivno od kanonskih promenljivih
dve cestice: N
=3 Vjn. (6.6)
j< n=1
U poslednjem izrazu veli¢ina Vj, predstavlja potencijalnu energiju interakcije Cestica j i n,
ili interakcioni potencijal. Sila kojom cestica n deluje na cesticu j je tada:
7 _ 9V
jn =7 o

(6.7)

Oblik (6.6) pokazuje da je sila (6.7) izmedu Cestica ista nezavisno od toga da li su te Cestice
izolovane ili okruzene drugim cesticama. To nije uvek tacno, ali je dobra aproksimacija u
velikom broju vaznih fizickih sistema.

Oblik interakcionog potencijala se ¢esto moze dodatno uprostiti. Na primer, u nerel-
ativistickoj teoriji realna funkcija Vj, obi¢no zavisi samo od koordinata ¢; i ¢y, a ne i od

—

impulsa. Pokazuje se da ona zapravo zavisi od apsolutne vrednosti rastojanja 7, = ¢; — Gn:
Vin = V(@ — @l) = V(rjn). (6.8)

Cestice su identi¢éne, pa svaki ¢lan Vin predstavlja istu funkciju promenljive r;, za svaki par

jn. Korisno je navesti da su Vj;,, simetri¢ni, odnosno:

i da vazi relacija
Win = _Vin (6.10)
oq; oq,’

Sto je izraz za tre¢i Njutnov zakon ili zakon akcije i reakcije [4].
U nekim slu¢ajevima pozeljno je koristiti Furijeov transform interakcionog potencijala.

Furijeova transformacija [17, 18, 19] se definiSe dvema uzajamno inverznim relacijama:
Vi) = / ARV (i)

re =Ry (1 (6.11)
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Lako je pokazati da vazi:

V(k) =V(=k) = V(k), (6.12)

odnosno, pokazuje se da je V(E) realna funkcija apsolutne vrednosti k vektora k.
Prisustvo spoljasnjeg polja uvodi dodatni ¢lan u hamiltonijan, H¥. Za gravitaciono
ili elektrostati¢ko polje sile se izvode iz funkcije potencijala V' (Z;t), koja moze da zavisi od

vremena. Tada je hamiltonijan:
N
HY ="V (g;0). (6.13)
j=1

Ovaj ¢lan ima istu strukturu kao H°. On je suma ¢lanova koji zavise od koordinate samo
jedne od cCestica i vremena.
Za mnogocesti¢ni sistem od N interaguju¢ih ¢estica u odsustvu spoljasnjih polja L je

oblika:

N

LI+> > 1,
1 j<mn

L=L"+IL =

M=

AN

=1

.
Il

N
(=05 - Vi) + 22> (ViVin) - Opm, (6.14)

j< n=1

[
™=

<.
I
—_
4
<

gde je N ukupan broj Cestica, ¥; = pj/m brzina j-te cestice, V; = 0/9q;, 0; = 0/0pj,
Ojn = 0j — O 1 Vjy, interakcija j-te i n-te cestice (V;Vjy, je sila).

U prisustvu spoljasnjeg polja Liuvilov operator sadrzi jedan dodatni ¢lan:
N N
LY =) "L7 =3 (V;V)") - 0;. (6.15)
j=1 j=1

U glavi 2 je uvedeno preslikavanje faznog prostora na fizicki prostor:
b(¢q,p) — B, (6.16)

kojim je svakoj dinamickoj funkciji b(q,p) pridruzena jedna makroskopska opservabla B.
Suprotno tvrdenje da svakoj makroskopskoj opservabli odgovara jedna mikroskopska di-

namicka funkcija pogresno je.

6.1.1 Ravnotezno stanje

U ovom pododeljku su kratko izlozena razmatranja iz I dela ovog rukopisa, koja

omogucéuju da se bolje shvati specificnost prilaza u neravnoteznoj statistickoj fizici.
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Liuvilova jednac¢ina (6.1) povezuje 3N + 1 varijabla i ne moze se resiti analiticki u
netrivijalnim situacijama. Medutim, stacionarno resenje (reSenje nezavisno od vremena) je

trivijalno:

[H(q,p), fq,p)] =0 —  fOqp) =¢[H(q,p)], (6.17)

gde je izbor ¢[H| neka funkcija hamiltonijana koja zadovoljava uslove ¢ > 01 [ dgdpp[H (¢, p)] =
1. Nalazenje konkretnog oblika funkcije ¢[H] je statisticki problem, ¢ije resavanje je u sluc¢aju
zatvorenog sistema zasnovano na principu jednake verovatnoée mikrostanja sistema (deo I,
odeljak 2). U tom slu¢aju funkcija raspodele je morala da bude uniformna na jednoj energe-
tskoj povrsi, a nula van nje. Takva funkcija raspodele je definisala mikrokanonski ansambl
Cestica, koji nije od prakti¢ne koristi zbog svoje singularne prirode (odeljak 2.1.5).

Najvazniji ravnotezni ansambl je onaj koji dozvoljava razmenu energije sa okolinom
(odeljak 4), tzv. kanonski ansambl, sa funkcijom raspodele f(0)(g,p) i statistickom sumom
AR

1 H(q,p)
fPap) = BN NIZ(T,V,N) xp (== 1)
1 Hiq,
Z(T,V,N) = W/dqdp exp(—k(;];))). (6.18)

Uz termodinamicku interpretaciju parametra 71" kao temperature sistema doglo se do funda-

mentalne relacije ravnotezne statisticke fizike (odeljak 4.5):
F(T,V,N)=—kgTInZ(T,V,N), (6.19)

gde je F' slobodna energija iz koje su mogle da se izvedu relacije za druge termodinamicke

veli¢ine. Tako su pritisak i entropija dobijeni kao:

oF oF
P=- (W)T,Nv §=- (a—T)V,N' (6.20)

Dakle, poznavanjem statisticke sume jednostavno su dobijene sve termodinamicke veli¢ine.
Drugim re¢ima, kao sto je pokazano u delu 1, statisticka suma je omogudéila potpuno resavanje
problema ravnotezne statisticke fizike. Tako je za idealan gas, odnosno gas neinteragujucih

Cestica mase m, eksplicitno odredena funkcija raspodele (odeljak 4.3):

ORI SN S S
Foap) = G T w &P ( R 2 Qm)' (6:21)

!Treba napomenuti da se integracija u izrazima (6.18) vrsi po celom dostupnom faznom prostoru, odnosno

po zapremini V' za svako ¢; i u granicama od —oo do oo po svakom pj;.
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6.2 Formalizam neravnotezne statististicke fizike

"Magicna formula’ tipa (6.19) ne postoji u neravnotezinoj statistickoj fizici.

Neravnotezna statisticka fizika proucava ponaSanje mnogocesti¢nih sistema koji nisu
u ravnotezi, Sto se intuitivno interpretira kroz postojanje interakcija izmedu konstituenata
sistema. Neuravnotezenost sistema moze biti posledica fizickih procesa u samom sistemu
ili spoljasnjih sila (kada sistem interaguje sa okolinom). Da bi se fizika ovako kompleksnog
problema opisala, bio je potreban novi formalizam u neravnoteznoj statistickoj fizici. Glavna
svrha mu je od pocetka bila eliminisanje nepotrebnih informacija u kontekstu razmatranog
problema. Razmatranja koja slede su neizbezna, s obzirom na to da potpunije razumevanje
fizickih procesa u prirodi, posebno u skladu sa zahtevima primene, neizostavno ukljuc¢uju

interakcije izmedu konstituenata fizickih sistema od interesa.

6.2.1 Ireducibilne dinamicke funkcije*

Neka je dat sistem od N interagujucih identi¢nih cestica. Hamiltonova funkcija takvog

sistema je bila data relacijom (6.2), koju je ovde korisno prepisati u obliku:

N N
H(z1,22,...,TN) :ZHO(JJ]')—i—ZZV(xj,xk), (6.22)
j=1 J< k=1
gde je x; = (q5,95), j =1,2,...,N.
Tipi¢an primer dinamicke funkcije tipa H°, odnosno funkcije koja zavisi od samo jedne

varijable, jeste gustina mase sistema:

fm(x1, 22, .y xN; T) = Zmé((j’] — ). (6.23)

N
1

<

Ostale lokalne gustine — npr. gustine momenata — istog su oblika, s tim $to je masa zamenjena
odgovarajuéim jednocesticnim dinamic¢kim funkcijama. Na primer gustina momenta prvog

reda se definiSe izrazom oblika:

fp(x17x27 '-'737]\7;:?) = Z@a(ij - f)? (624)

N
j=1

odnosno smenom mase u izrazu (6.23) sa vektorom impulsa Cestice, pj;.
U opS$tem slucaju, proizvoljna dinamicka funkcija sistema od N interagujucih identi¢nih

Cestica, b(z1,z2, ..., zN), data je izrazom:
b(l’l,l'g, ciey Ly eeey Ty ..,.TN) = b((L’l,(L’Q, vy Lgyenny Ty ..,xN)

N N
= by + Z bl(aj‘j) + Z Z b2(l‘j,$k) =+ ...+ bN(azl, ...,l‘N), (6.25)
j=1 j< k=1
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gde su bg(x1, ..., zs) neaditivne simetriéne funkcije promenljivih 1, ..., x5 — tzv. ireducibilne
(nesvodljive) s-cesticne dinamicke funkcije. Ekvivalentni oblik dinamicke funkcije b dat je

izrazom:
N N

1
b(a;l,:cg,...,azN) = b0+zb1($j)+gzzb2($jvxk)
Jj=1 J# k=1
N N N

+%ZZ Z bg(acj,xk,xn) (626)

T J# k# n=1
+..+by(z1, .y zN).

Ovo je drugi nacin zapisa Cinjenice da sve sume ukljucuju interakcione ¢lanove samo je-
dnom. U praksi, dinamicke funkcije od interesa sadrze samo konacan, mali broj ireducibilnih
dinamickih funkcija bg, b1, ...,bs, s <K N.

Makroskopske promenljive, odnosno polja, su kontinualne funkcije u fizickom prostoru

B(#,t), definisane kao srednje vrednosti odgovaraju¢ih dinamickih funkcija:
B(Z,t) = (b) = /dmldajg...deb(xl,xQ, woxN)f(T1, 22, .0y TN), (6.27)

gde je f(x1,x2,...,xN) funkcija raspodele estica u razmatranom sistemu od N interagujuéih
identi¢nih Cestica. Zbog identi¢nosti Cestica, funkcija raspodele je simetri¢na s obzirom na

permutaciju argumenata x;, ;.

6.2.2 Redukovane funkcije raspodele*

Doprinos jednocesti¢nih ireducibilnih dinamickih funkcija odreden je izrazom:
N
/dxldl‘z de(Z bl(xj))f(acl, Ly eeny .%'N) = (6.28)
j=1

= N/dxldxg...da:Nbl(xl)f(:El,acg, ey TN)

- /d:clbl(xl)fl(xl).
Veli¢ina:
filzy) = N/dazg...dx]vf(xl,xg, ey TN) (6.29)
definiSe jednocesti¢nu redukovanu funkciju raspodele. Po analogiji se dobija:
1 NN N
/dxldxg...de(a ZZ Z bs(zj1, ..., xjs)) f(x1, T2, ..., zN) =
n#jeF  Js=1

N!
— (N_S)'S'/dwldazg...d:vas(:nl,...,xs)f(ml,xg,...,:cN)

= /d:vl...d:rsbs(xl,...,:zs)fs(xl,...,xs), s < N. (6.30)
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Zapravo, uvode se tzv. s-Cesti¢ne redukovane funkcije raspodele:

N!
fs(x1,.yxg) = m /dst, s dTN (X1 ey gy T 1y ey TN )5 (6.31)

koje do na faktor (NL_'S), (broj nacina izbora s ¢estica od N) predstavljaju gustine verovatnoce

da se istovremeno s Cestica nade u z1,...,zs. Ove funkcije zadovoljavaju niz relacija:

fO = 17

|
/d:vl...d$5 fs(z1,...,xs) = (]V]V'S)!, (6.32)
fr(xy,.xs) = m /dxrﬂ...dxs fs(x1,.yxg),m < s < N.

Redukovane funkcije raspodele nisu medusobno nezavisne. Takode, funkcija f, sadrzi manje
informacija od f; kada je r < s, pa se fs ne moze izraziti samo preko f;.
Nakon usrednjenja po faznom prostoru dinamicke veli¢ine b, za makroskopsko polje se

dobija izraz:
N1
(b) = 2_%3 /da:l...dazs D (1, ooy ) f5 (21, ooy ). (6.33)

U praksi je obi¢no nekoliko redukovanih funkcija dovoljno za nalazenje svih relevantnih ma-

kroskopskih veli¢ina.

6.2.3 Termodinamicka granica

Vel je pomenuto da statisticka fizika proucava velike sisteme. Upravo prednost pos-
tojanja velikog broja ¢estica, a time i velike zapremine sistema u poredenju sa zapreminom
molekula, iskoriSéena je za pojednostavljenje izracunavanja. U odeljku 3.7 je konstatovano
da kad god je takvo pojednostavljenje moguce, ono je maksimalno u termodinamickoj granici
odredenoj uslovima N — oo, V' — oo in = N/V = const. Korisno je jo§ jednom napomenuti
da fizicki to znac¢i da uz uslov da povec¢anje zapremine uvek prati povec¢anje broja Cestica
tako da srednja gustina broja ¢estica u sistemu ostane konstantna, lokalna svojstva u sistemu
se svode na konstantne vrednosti, koje ne zavise od veli¢ine i granica sistema.

Problem nalazenja redukovane funkcije se znatno pojednostavljuje u termodinamickoj
granici. Tada redukovana funkcija zavisi samo od n, a ne od velicina N i V ponaosob. Uz
to, kako N — oo, moze se zameniti N(N — 1)...(N — s — 1) sa N*, pa relacija za normu

redukovane funkcije postaje:

Nfs/dxl...dxs fs(z1,...,xs) = 1. (6.34)
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Redukovane funkcije u termodinamickoj granici zadovoljavaju tzv. BBGKY hijerarhiju
(Bogolioubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) [2, 20]:

atfo = 07
Oifi(z1) = L?fl(ml)+/d332L/12f2(5'317372)7

Ofs(@1,ons) = D LOfs(wr,cms) + > L fs+
j=1

j< n=1
+ Z/dﬂ?s+1L9,s+1fs+1(l’17--‘733s+1)7 (6.35)
j=1

gde je s < N. Nalazenje s-Cesti¢ne funkcije raspodele zahteva poznavanje Cesti¢ne funkcije
(s + 1)-og reda, odnosno funkcije viseg reda. U termodinamickoj granici se tako dolazi do
problema nalazenja resenja beskonacnog skupa integro-diferencijalnih jednacina.

Uvek kada je moguce svesti opis sistema na zatvoren sistem jednacina za jednocesti¢nu
redukovanu funkciju raspodele, za sistem se kaze da je u kinetickom reZimu. Jednacina
evolucije jednocesti¢ne redukovane funkcije se naziva kineticka jednacina. Specificna forma
kineticke jednacine je odredena prirodom sistema (gas, plazma, ¢vrsto telo,...), prirodom un-
utarmolekularnih interakcija (oblik potencijala, intenzitet interakcija,...) i vrednoséu param-
etara koji odreduju makroskopsko stanje sistema (temperatura, gustina, ...).

Neka je data s-Cesticna funkcija raspodele u fiksiranom trenutku ¢. Za sistem u neko-

relisanom stanju ona moze biti funkcija proizvoda jednocesti¢nih funkcija raspodele:
S
rekorel (g, o ms,t) = [[ filz,t). (6.36)
7j=1

Cestice su tada nezavisne.
Zbog interakcija izmedu Cestica, korelacije ostaju. One mogu biti kona¢nog ranga,
npr. ranga medumolekularnih sila. Medutim, nekada u tzv. kriti¢nim tackama, korelacije

enormno rastu. Dakle,
S
fs(z1,..,xs) = H iz, t) + gh(mr, ..y xs), (6.37)
j=1
gde funkcija ¢’ predstavlja odstupanje stvarne funkcije raspodele od njene nekorelisane forme.
U termodinamickoj granici je obi¢no:
N~*° /dwl...d:cs gs(1, ..., x5) =0, 8§ > 2, (6.38)
tako da ostaju samo korelacije drugog reda i
fo(z1,22) = fi(x1) fi(z2) + go(21, 22),

f3(x1, 22, 23) = fi(x1) fi(z2) fi(xs) + fi(x1)ge(z2, 23) +
+  fi(z2)g2(z1, 23) + f1(z3)g2(21, 22), (6.39)



6.2. Formalizam neravnotezne statististicke fizike 105

gde su g (ireducibilne) korelacione funkcije. Detaljnije o korelacionim funkcijama i odgo-

varajué¢im evolucionim jednacina se moze naéi u knjigama navedenim u literaturi [2, 20].

6.2.4 Aproksimacija slabog sprezanja

Generalno su kineticke jednacine u praksi izvedene primenom neke vrste perturbacione
teorije. Osnovna strategija takvog pristupa je dobar izbor polaznog, neperturbovanog ili
referentnog stanja i malog parametera ili perturbacije. Pri dobijanju kineticke jednacine
referentno stanje je definisano kao stanje sistema u kome nema interakcija. U slede¢em
koraku je pretpostavljeno da je interakcioni potencijal uniformno mali na svim rastojanjima,

§to se moze formalizovati uvodenjem malog bezdimenzionog parametra A:
V(r) = Mv(r). (6.40)

Sistem je slabo spregnut ukoliko su ispunjeni sledeéi uslovi:

v(r)
v(ro)

gde je sa ry oznacena proizvoljna kona¢na duzina. Prethodno se moze zapisati i u kompaktnoj

A<, i |

| =0(1), (6.41)

formi:
V(r)] = O(N). (6.42)

Ovom izrazu treba dodati o¢igledan uslov da je neperturbovani hamiltonijan (tj. kineticka

energija) veli¢ina nultog reda po malom parametru,

|H| = O(\). (6.43)
Posledica napisanih uslova je:
LY=0), L, =00), filz,t)=0(\), (6.44)
kao i
gg(.%‘l,xg,t) = O()\), gg(xl,xg,xg;t) = O()\2) (6.45)

Tako poslednja dva izraza pokazuju red korelacionih funkcija u svim trenucima vremena,
striktno se samo za pocetni trenutak moze red korelacija predvideti. Vrednosti korelacionih
funkcija u kasnijim trenucima odredene su jednacinama evolucije. Lako se moze pokazati da
jednacine evolucije upravo daju ocekivani red veli¢ine u svim vremenskim trenucima.

Kada je odreden intenzitet interakcija i korelacija, potrebno je specificirati i njihov
domet. Interakcioni potencijal zavisi od apsolutne vrednosti relativnog rastojanja intera-
gujucih Cestica:

™2 = G2 — q1, (6.46)
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Sto se zapisuje kao:
V(q1, @) = V(|712]). (6.47)
Korelacione funkcije mogu se uvek predstaviti kao funkcije polozaja jedne Cestice, recimo 1,

i relativnih rastojanja:

—

92(3517352;75) = 92( 17F21>1717Q72;t)7

g3(z1,m2,235t) = g3(q1,721, 751, U1, V2, U3} 1) ... (6.48)
Dodatna pretpostavka je da interakcioni potencijal ima konac¢an domet [y, $to znaci da je:
V(r)y=0, r>lp, (6.49)

i da korelacije imaju kona¢ne domete Ic9,lc3,.... Izuzimajuéi neposrednu okolinu kriti¢nih
tacaka, gde korelacije mogu biti jako velike, moze se pretpostaviti da su sve vrednosti dometa
lo,lco,lcos, ... reda jedinstvene korelacione duzine [¢.
U slucaju slobodne cestice
A=0, L;n =0 (6.50)

i BBGKY sistem je oblika:

atf(CUl,t) = L(l)f(xlat)a
Ohga(x1,22,1) = (LY + LY)ga(x1,22,t). (6.51)

Funkcija raspodele zadovoljava 'zatvorenu’ jednacinu, odnosno, jednacinu koja ne ukljucuje
¢lanove viSeg reda, a korelacione funkcije su date nizom nespregnutih jednacina. Zato di-
namika slobodne Cestice ne moze ni stvoriti, niti unistiti korelacije.

Jednacina za jednocesti¢nu redukovanu funkciju raspodele moze se lako resiti uvodenjem
jednog neperturbovanog propagatora U?Y(t), koji delujué¢i na poéetnu vrednost redukovane

funkcije raspodele generise njenu vrednost u trenutku ¢:
— — — — 0 — —
f(@,ost) = U F(G,0150) = e f (G, 115 0)
e~ VI f (g, 515 0). (6.52)

Uz pretpostavku da je sistem translaciono simetrican i definiciju transformacije translacije

exp (ad/dz)f(x) = f(x + a), reSenje sistema (6.52) za slobodnu ¢esticu je oblika:
f(q1,v1;t) = f(qy — vit, 015 0). (6.53)

Po analogiji se resava i jednacina za korelacionu funkciju, uvodenjem odgovarajuceg
propagatora:
g1, 9,t) = U (t) = eI+ gy (21, 29, 0). (6.54)
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6.2.5 Vlasovljeva jednacina

U ovom odeljku razmatra se teorija bazirana na kinetickoj jednacini €iji je evolucioni
operator reda A.

Kineticka jednacina reda A\ dobija se zanemarivanjem ¢lanova u kinetickoj jednacini
viseg reda po A. Na desnoj strani jednacine (6.35) ostaju samo ¢clanovi tipa L’f f prvog reda

po A, dok su ¢lanovi tipa L’gs zanemareni kao ¢lanovi drugog reda po A\,

0uf(e1it) = Lif(wnit) + [ daaLinf (i) f(@s), (6.55)

odnosno:
(O + 01 - V) f(qr, 05 t) = v{ [, f}. (6.56)

Velicina v{f, f} je gradijent usrednjenog potencijala i moze se zapisati kao:

LS = o [ dea(91Vis) - Guaf(w0)f(azi0)
= % <V1/d§2d172v12(f71 - 52)f(§2,172;t)> OLf (1, T3 )
= V()0 (@, 7). (6.57)
Izostavljajuci indeks 1, kineticka jednacina se moze zapisati u obliku:
(O +7-V)f(3.5;t) =m™H(VV(G1) - Of(7.T;1). (6.58)

To je takozvana Vlasovljeva jednacina.

lik analogan Liuvilovoj jednacini za skup neinteragujuéih ¢estica koje se kreé¢u pod dejstvom
spoljasnjeg polja. Zapravo, efekat interakcije je ura¢unat kroz usrednjeno polje — tzv. aproksi-
macija usrednjenog polja. Primer sistema u kojima Vlasovljeva jednacina determinise netriv-

ijalnu evoluciju su prostorno nehomogeni sistemi.

6.2.6 Karakteristi¢cna vremena i duzine. Sudari.

Iz razmatranja u prethodnom odeljku jasno je da se redukovano opisivanje neravnoteznog
sistema, s obzirom na fiziku problema od interesa, svodi na zanemarivanje interakcija viseg
reda u sistemu. S druge strane, svaka interakcija je posledica nekog fizickog procesa u sis-
temu koji se odvija nekom brzinom, tj. koji se moze okarakterisati vremenski i prostorno.
Posledica toga je definisanje za dati makroskopski sistem niza karakteristicnih vremena i
duzina. Zapravo, svakoj vremenskoj skali T' odgovara duzinska skala L, koje su vezane izra-
zom L = VT, gde je V tipi¢na brzina ¢estica — npr. termalna brzina. U zavisnosti od vaznosti

pojedinacnih procesa u datim uslovima, odnosno od karakteristicne duzine i vremena procesa,
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neka desavanja u sistemu se mogu ostaviti po strani i tako problem pojednostaviti. Zapravo,
dolazi se do neke vrste ’slojevitog’ opisivanja neravnoteznog makroskopskog sistema.

U aproksimaciji Vlasova kada su u kinetickoj jednacini zadrzani samo ¢lanovi do prvog
reda po malom parametru A, individualnost ¢estica je potpuno iS¢ezla uvodenjem usrednjenog
polja. Uklju¢ivanjem efekata drugog reda po malom parametru A, evolucija je vodena sukce-
sivnim interakcionim dogadajima, koji su lokalizovani u prostoru i vremenu. Figurativno,
Cestica P, inicijalno daleko od ostalih Cestica sistema, kreée se uniformno duz prave linije dok
ne pride drugoj cestici Q. Interakcija Q i P prinuduje P da skrene sa svog prvobitnog pravca u
putanju ¢iji oblik zavisi od polozaja Q. Drugim rec¢ima, kretanje P je korelisano sa kretanjem
Q. Taj uzajamni uticaj deluje samo dok su Q i P dovoljno blizu, na rastojanju manjem od
interakcione (korelacione) duzine l.. Ovaj dogadaj se naziva sudar. Karakteristicno vreme
sudara T, je srazmerno interakcionoj duzini, 7. = l./v, gde je v termalna brzina ¢estice pre
sudara. Pri sudaru dve ¢estice (binari sudar) od korelacionih funkcija samo je korelaciona
funkcija drugog reda go bitna.

Posle sudara P nastavlja kretanje duz nove putanje (prava linija) do interakcije sa
novom Cesticom @, kada nastupa novi sudar. Srednja duzina puta izmedu sudara je vrlo
velika kada su gustina i jacina interakcije male. Kao nova karakteristi¢cna duzina se zato uvodi
sredngi slobodni put (I) koji zavisi od A. Odgovarajuée karakteristicno vreme je relaksaciono
vreme, Tp ~ v 1, a veli¢ina v je tzv. frekvencija sudara.

Prethodno rezonovanje ima smisla kada je sistem vrlo veliki, pa se ponovni susret dve
iste Cestice prakti¢no iskljucuje.

Treta karakteristicna duzina je [, koja predstavlja meru prostorne promene reduko-

vane funkcije raspodele u nehomogenom sistemu:
It ~max(f'Vf).

Ona je vezana sa gradijentima gustine, temperature itd., zavisi od makroskopske preparacije
sistema i naziva se hidrodinamicka duzina. Odgovarajuce karakteristicno vreme je hidrodi-
namicko vreme ty.

U hidrodinamickom reZimu, koji obuhvata vazan opseg eksperimentalnih situacija i

dovodi do klasi¢ne teorije transporta, vazi sledeée uredenje karakteristi¢nih veli¢ina:

Lo O(\?), O _ g < 1, (6.59)
) Il
o~ 00, E=ip<l (6.60)
TR TH

U aproksimaciji slabog sprezanja u hidrodinamic¢kom rezimu:

lo. < () <y, Te K TR L TH. (6.61)
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U kinetickoj teoriji od interesa su vremena t: 7, < t.
U homogenim sistemima relaksacija u ravnotezno stanje se odvija za vremenski interval
t ~ TR, a u transportnim fenomenima t ~ 7.

Ukljucivanjem sudarnih fenomena, asimptotska jednacina evolucije dobija oblik:

(Or + 01 - V1) f(qr,vh5t) = v{f, f} + K{f[}, (6.62)

gde drugi ¢lan sa desne strane predstavlja tzv. Landauov sudarni ¢lan. Jednacina (6.62)
je konacni oblik kineticke jednacine za slabo spregnut sistem do drugog reda po malom
parametru, O(A\?), poznat pod nazivom Landau- Viasovljeva kineticka jednacina.

Za prostorno homogene sisteme moze se uvesti smena f(q,v;t) = n¢(v;t) i Landau-

Vlasovljeva jednacina postaje:
0 p(v;t) = K{¢¢}, (6.63)

pri ¢emu se sudarni ¢lan moze napisati u eksplicitnom obliku kao:

K66} = 2 [ dndr [ drove DV @NVIVE - )] 00l 000, 1), (6.6

gde je g relativna brzina dve Cestice. Za nehomogeni slucaj se prosto ¢(v;t) zamenjuje sa
f(q, v;1).

U ovom odeljku je bilo re¢i samo o fenomenoloskom prikazu interakcija ¢estica u mno-
goCestiénom sistemu. Citaoci zainteresovani za detaljniju sliku ponasanja ¢estica mogu kon-

sultovati knjigu [20].

6.3 Bolcmanova kineticka jednacina

Proucavanje neravnoteznih makroskopskih sistema je slozen problem. Zato je radi
ilustracije metoda neravnotezne statisticke fizike pogodno poéi od prostog primera idealnog
gasa u kome se efekti interakcije Cestica mogu zanemariti. Zapravo, u pitanju je realni, jako
razreden gas, odnosno, gas u granict velikog razredenja odredenoj malim parametrom oblika:
A =nl? < 1, gde je n gustina gasa, a [. korelaciona duzina.

Bolcman je predlozio da se funkcija raspodele f(7,p), zapravo koncentracija Cestica
u faznom prostoru dn = f(7,p)d~, gde je dy elementarna fazna zapremina, u slucaju jako
razredenog gasa izvede iz jednac¢ine analogne jednacini neprekidnosti (kontinuiteta) napisanoj
u faznom prostoru [21].

Promena broja Cestica u dv je uslovljena kretanjem cCestica, koje menjaju svoje koor-
dinate ili vrednosti impulsa — jedne ulaze u elementarnu zapreminu, dok druge izlaze iz nje.

Za svaku od cestica sistema ponaosob, jednac¢ine kretanja u Hamiltonovom formalizmu su:

=P p = i=1,23, (6.65)
m
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gde su F; = =3, V,;V,, komponente vektora rezultujuée sile koja deluje na posmatranu
Cesticu sistema, tako da Bolcmanova jednacina moze da se zapise kao:

ﬁ _ 1 (8(fp1) + a(fp2) + 3(fp3)>

ot m o0x1 0xa 0x3

O(fF1) O(fF2) O(fF5)
Op1 Opo ops (6.66)

Ukoliko sile ne zavise od brzine Cestice, uz smene:

L, 0f of of
gradzf = Ox1’ Oxg’ Ox3 Dag) = Vil

_ ,Or or of
gradgzf = O Opy’ ap} 051, (6.67)

Bolcmanova jednacina za nalazenje funkcije raspodele Cestica postaje:

of P 7
5 = —eradsf — Fgradyf. (6.68)

Liuvilova teorema se jednostavno dobija iz relacije (6.68) napisane u slede¢em obliku:

0
U 2 4,00 5 O (5 OF ) OF 5 08 &
dpy  Copy  dt

ot " Yor dxo dzs | L lop =0 (6.69)

Neka je N cestica ravnomerno rasporedeno po nekoj zapremini faznog prostora A~y. Tada
je funkcija raspodele razlicita od nule samo u tom delu zapremine i f = N/A~v. Kako je
df /dt = 0, sledi da se vrednost funkcije raspodele ne menja nakon proizvoljno dugog intervala

vremena t:

N _ N
A'y_Av’

Drugim rec¢ima, pri premestanju fazne zapremine njena se vrednost odrzava, $to i jeste

— Ay = Ay (6.70)

tvrdenje Liuvilove teoreme.

6.3.1 Interakcija sa termostatom

U sledetoj aproksimaciji dopusta se da na sistem sacinjen od neinteragujucih cestica
deluje okolina. Na primer, posmatra se ponaSanje elektrona u plazmi gasnog praznjenja.
Elektronski gas se smatra klasiénim i idealnim tako da se interakcije izmedu elektrona unu-
tar gasa zanemaruju, ali se uracunava interakcija sa spoljasnjim elektri¢cnim poljem, sa jonima
i neutralnim molekulima okoline. Bez prisustva spoljasnjih polja, sa jonima i neutralima u
ravnotezi, i elektroni su u ravnoteznom stanju. Stavise, ako su elektroni na neki naéin izve-
deni iz ravnoteze, sudarima s jonima i molekulima oni se vra¢aju u ravnotezu. Na taj nacin
joni i molekuli se posmatraju kao termostat. Dakle, na racun interakcije sa termostatom

elektronski gas se vrac¢a u ravnotezno stanje koje se karakteriSe temperaturom termostata.
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Clan koji opisuje interakciju sa termostatom u Bolcmanovoj jednaéini ima oblik:

. B of
Fgradsf = Fgp grad;f + (E)Su& , (6.71)

gde su F sp. spoljasnje sile (npr. elektricna sila —eE), a (Of /Ot)syuq. Clan koji oznacava sudare
elektrona sa molekulima i jonima, tj. interakciju sa termostatom. Bez obzira o kakvim se
interakcijama sa termostatom radi, ukoliko su odstupanja od ravnoteze mala, ocekuje se da

brzina povratka u ravnotezno stanje bude proporcionalna otklonu od ravnoteznog stanja,

gde je fp ravnotezna funkcija raspodele, f neravnotezna funkcija raspodele, a 7 vreme relak-

odnosno:

sacije. Dakle, sudari ne treba da narusavaju ravnotezu, jer se ona njima i uspostavija.
Parametar 7 je veli¢ina poznata iz eksperimenta. Na primer, za raspodelu cestica ho-
mogenu u prostoru a neravnoteznu po impulsima u odsustvu spoljasnjih sila je (p/m)grad-f =

0iF grad;f = 0, pa se Bolcmanova jednacina svodi na izraz:

oOfN _ [ Jo
(E) 0 (6.73)
Resenje ove jednacine je oblika:
£ = fo+ (70) = fo)exp (1), (6.74

gde je f(0) vrednost neravnotezne funkcije raspodele u trenutku ¢ = 0. Ocigledno je da Af =
(f(0) — fo) exp (—t/7) odreduje otklon funkcije raspodele od ravnoteznog stanja. Otklon je
eksponencijalno opadajuca funkcija u vremenu, sa karakteristi¢nim relaksacionim vremenom
7. Konaé¢no, Bolecmanova jednacina koja uzima u obzir interakciju sa termostatom zapisuje

se u obliku:

o 5 S _
of = —ggrad,?f — Fgrad;f — ! fO.
m T

5 (6.75)

6.3.2 Bolcmanova jednac¢ina u kvantnom sluc¢aju

U strogom kvantnomehanickom prilazu Bolecmanov metod je neprimenljiv, jer i sama
predstava funkcije raspodele kao funkcije koordinata i impulsa posebnih Cestica nema fizickog
smisla. Razlog je princip neodredenosti, po kome Cestica ne moze istovremeno imati tacan
polozaj i vrednost impulsa:

Ap;Ax; > h, i1=1,2,3. (6.76)

U kvaziklasi¢noj granici je ipak moguce iskoristiti klasi¢nu predstavu o funkcijama raspodele

uz uracunavanje kvantnih efekata. Tada se stanje Cestice opisuje koordinatom i impulsom u
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meri koju dopusta princip neodredenosti. Kao primer se moze navesti jednodimenziono kre-
tanje Cestica u poljima koja se vrlo slabo menjaju u toku vremena, kada se Cestici pridruzuje
impuls sa tatnoséu Ap, koja je mnogo manja od srednje vrednosti modula impulsa Cestica
sistema, i koordinata sa taénoséu Az ~ h/Ap. Posto se polja vrlo sporo menjaju, to se po-
tencijalna energija, koja je funkcija samo koordinata, na rastojanju reda Az prakti¢no moze
smatrati konstantnom. U ovom slucaju kvantne karakteristike, kao diskretnost vrednosti
impulsa i energije, identi¢nost Cestica i Paulijev princip ostaju da vaze.

U trodimenzionom slucaju, u gore uvedenoj aproksimaciji sistem se opisuje funkcijom
raspodele f(7, p), ¢iji se oblik moze izvesti slede¢im rezonovanjem. Zapremina faznog prostora
Ay = ATAQ (A1 = AziAxeAxs, AQ = Ap1ApsAps) se podeli na dovoljno veliki broj
delova s obzirom na relaciju neodredenosti i dovoljno mali broj delova da bi kvaziklasi¢na
funkcija raspodele bila konstantna u takvim delovima faznog prostora. Srednji broj cestica
u Ay je (AN) =Y (n;), gde je sumiranje izvedeno po svim stanjima u izabranoj zapremini.
Kako je broj stanja u A~y (odeljak 2.2)

_ Ay

AT .
5 (6.77)
srednji broj Cestica u posmatranoj zapremini postaje jednak:
A
(AN) = (n) AT = (ni) 5, (6.78)

gde je (n;) srednji broj ¢estica u jednom od stanja. Tada ravnotezna funkcija raspodele moze

da se napise kao:

(AN) _ (ni)
=——"= 6.79
fO A"Y B ( )
ili
1 1

Jo=m—F—~— (6.80)

1 exp ( ZB%) +1
gde znak ”+4” odgovara fermionima, a znak ”—” bozonima. Drugim re¢ima, u okviru ovde

uvedene aproksimacije, kvaziklasi¢na funkcija raspodele se odreduje iz Bolcmanove kineticke
jednacine, u kojoj se u ¢lanu koji opisuje sudare (radi uracunavanja kvantnih efekata)
kao ravnotezna funkcija raspodele uzima Fermi-Dirakova ili Boze-Ajnstanova raspodela, za
fermione ili bozone respektivno. Ukoliko je vrednost spina bitna, ravnotezna funkcija fo se

mnozi faktorom g = 2s 4 1, gde je s vrednost spina.

6.3.3 Bolcmanov sudarni ¢lan

U dosadasnjem razmatranju je evolucioni proces predstavljan kao niz prelaza iz pocetnog

u krajnje stanje sistema, dok nista nije re¢eno o tome Sta se dogada tokom interakcije cestica
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u oblasti gde su one dovoljno blizu da ’ose¢aju’ medusobne uticaje. Da bi detaljnije opisao
interakcije izmedu c¢estica razredenog gasa, Bolcman je posmatrao samo binarne sudare, od-
nosno sudare dve Cestice. Sudari su opisani kao slucajni, trenutni dogadaji tokom kojih neke
Cestice gasa napusStaju okolinu date tacke faznog prostora, a neke dolaze u nju.

U ovom odeljku je predstavljen pojednostavljen postupak izvodenja Bolcmanovog su-
darnog ¢lana kojim se u Bolcmanovoj kineti¢koj jednacini opisuju binarne interakcije izmedu
Cestica gasa. Kao primer binarnih sudara posmatraju se sudari elektrona i molekula gasa.
Neka su f1(g,p) funkcija raspodele elektrona i fa(q,p) funkcija raspodele molekula gasa. U
nastavku veli¢ine oznacene indeksom 1 odnose se na elektrone, a one oznacene indeksom 2

na molekule.

Postavka problema

Na pocetku posmatranja izdvoji se element zapremine koordinatnog prostora d7, mnogo
vedi od srednjeg rastojanja izmedu Cestica, ali i dovoljno mali da funkcije raspodele elektrona
i molekula gasa ne zavise od koordinata u njemu. Zatim se posmatraju elektroni impulsa p7,
odnosno iz dela zapremine impulsnog prostora df21, i molekuli impulsa ps, odnosno iz dela
zapremine df2s. Za svaki par elektron — molekul veze se sistem centra mase, koji se u odnosu

na laboratorijski kreée brzinom v:

dre.
U = ——, 6.81
YT Tt (6.81)
gde je 7. vektor polozaja centra mase
L MaT1 4 mary (6.82)

m1 + mso
Iz mehanike je poznato da se centar mase zatvorenog sistema kre¢e konstantnom brzinom, jer
proces sudara ne uti¢e na to kretanje [4]. Takode, kako su vrednosti brzine svih posmatranih
elektrona iste, Sto vazi i za brzine svih molekula, centri masa sudarajuéih parova Cestica u
novom koordinatnom sistemu su nepokretni. Oni kao i sudarajuéi parovi elektron-molekul
uniformno su rasporedeni u elementu prostora dr.
Paru elektron — molekul se pridruzuje efektivna cestica u sistemu centra mase, ¢ija
masa je data izrazom:
mima

myg=——, 6.83
0 mp + ms ( )

a brzina je jednaka relativnoj brzini para elektron-molekul:
Up = U1 — Ua. (6.84)

Posto su sudari u posmatranom gasu elasti¢ni, pri sudarima se odrzava ukupni impuls
sudarajucih cestica

D1+ Po = MU + Moty = Py = constant. (6.85)
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Odatle sledi da brzine ¢estica nisu nezavisne. U sistemu centra mase brzine elektrona i

molekula su date jednac¢inamas:

= - mo

U1 = Ue+ —11
mi

= - mo

Uy = Tp— —1p. (6.86)
ma

S druge strane, impuls elektrona p; i molekula po se mogu izraziti preko impulsa centra

mase
Pe = Ue(m1 +mg2) (6.87)
i impulsa efektivne ¢estice
Do = Mmoo, (6.88)
kao
Pio= muth = m—— 4
mi + mg
Po = math = mgﬁ — Fo. (6.89)

Iz prethodnih jednac¢ina koje pokazuju kako se menjaju koordinate i impulsi para su-
darajuéih Cestica pri prelasku iz laboratorisjkog u sistem centra mase moze se naci veza

izmedu odgovarajuéih elemenata zapremine u impulsnom prostoru:
dQdQy = |J|dQ0dS2 (6.90)

gde su redom df)y i df). elementi zapremine u prostoru impulsa efektivne Cestice i centra

mase, a J je Jakobijan prelaza iz laboratorijskog sistema u sistem centra mase:

Op1  Op1
J = % @ = 1. (6.91)
8170 aPO
Prema tome
dQ1dQs = dQod2. (6.92)

Slededi korak je izbor intervala vremena dt, koji je dovoljno mali da se mogu zanemariti

promene broja ¢estica u dr usled sudara, ali koji je dovoljno veéi od vremena sudara.

Odredivanje sudarnog ¢lana

Postavlja se pitanje kolika je verovatnoca da se efektivna cestica proizvoljnog para
elektron — molekul raseje u prostorni ugao dw za vreme dt?
Velic¢ina koja se trazi je, zapravo, verovatnoca da efektivna cestica iz dela zapremine

dr prode za vreme dt kroz povrsinu dSg, koja odgovara rasejanju u dw. Drugim re¢ima, trazi
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L
0 &y

Slika 6.1.

Slika 6.2. Sematski prikaz rasejanja estice impulsa ' u odnosu na nepokretnu éesticu. Param-
etar ps je parametar sudara, a € je ugao rasejanja.

se verovatnoca da se efektivna Cestica nade u cilindru ¢ija je osnova dSg i visina vodt, gde je
vo intenzitet brzine efektivne ¢estice (Slika 6.1). Ona je jednaka odnosu zapremine cilindra
dSyvodt 1 elementa zapremine dr.

Povrsina dSy sada oznacava diferencijalni efikasni presek rasejanja (videti odeljak 4.3

i[4, 21]) i odredena je izrazom:

dSo = psdpsdw, (6.93)

gde je dw prostorni ugao, a ps je parametar sudara, odnosno rastojanje izmedu prvobitnog
pravca kretanja efektivne Cestice i paralelne prave koja prolazi kroz centar rasejanja (Slika

6.2). Ukupni efikasni presek rasejanja je

o= / dSo. (6.94)

Srednji broj efektivnih cestica rasejanih u dw se moze naé¢i mnozenjem gore odredene
verovatnoce i broja parova u dr. Ukoliko je n1 = f1d€2; koncentracija elektrona, a ny = fod{2o
koncentracija molekula, onda je broj parova elektron — molekul u d7 jednak proizvodu broja

elektrona nidr i broja molekula nodr. Izraz za dN moze se napisati u slede¢em obliku:

o dS[)’Uodt

dN
dr

nidmnedtT = ninavodSodtdr, (6.95)

odnosno u obliku

AN = f1fo|¥) — U2|dSodQ dQdtdr. (6.96)
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U (6.96) relativna brzina je izrazena preko impulsa elektrona i molekula:

— —

o = U1 — Vo = P1/m1 — pa/ma. (6.97)

Smenom (6.92) u (6.96) srednji broj efektivnih ¢estica rasejanih u dw se moze izraziti

u sistemu centra masa kao:
dN = flfQ’U()dSononCdth. (6.98)

. . —»/ —»/ . .o .
Posle sudara impuls elektrona je p, molekula ps,, impuls centra mase se nije promenio,

/ — .

D. = Pe, & impuls efektivne Cestice je promenjen samo po pravcu, ﬁé = —po (ph = po), pa je
QL =dQ., i dQ = dQ. (6.99)

Ovde treba napomenuti da iako su ﬁ(; i po suprotnih smerova, kada se py promeni za dpy,
impuls posle sudara 15'6 je promenjen za istu veli¢inu pod uslovom da je parametar sudara
ostao nepromenjen: dﬁ(; = dpp.

Konaéno se dobija:
dQpdQ. = dQGdQL,  dQ)dQY, = dQpdQY.,  dQdQs = d)dSY. (6.100)

Prethodne relacije se mogu izvesti postupkom analognim onom pri odredivanju veze u jednacini
(6.92).

Izraz (6.98) odreduje broj elektrona sa impulsom pj, koji, nakon sudara sa molekulima
impulsa ps, imaju impuls ﬁ{. Drugim re¢ima, prema izrazu (6.98), broj elektrona sa impulsom
p1 iz elementa zapremine dr za vreme dt smanjuje se za dIN, a broj elektrona sa impulsom
ﬁ{ raste za taj isti iznos. Da bi se uracunala ukupna promena broja elektrona, neophodno
je uzeti u obzir da, takode, elektroni sa pocetnim impulsom jednakim ﬁ{, pri sudarima sa
molekulima impulsa 172/, mogu nakon sudara da promene impuls u pi i ps, redom. Broj tih

elektrona je, po analogiji sa izrazom (6.98), jednak:
dN' = f] fovidSodQdQdtdr. (6.101)

Ukupan broj sudara nakon kojih se smanjuje broj elektrona sa impulsom pp i molekula
sa impulsom po praden je sudarima pri kojima se broj istih povec¢ava, tako da konacno
promena broja elektrona i molekula sa navedenim vrednostima impulsa moze da se izrazi

kao:
dN — dN, = (flfz — f{fé)vodSOdﬂldQthdT. (6.102)

Da bi se napisala Bolcmanova jednacina za elektrone, nije bitno s kojim se moleku-
lom pojedinaéni elektron sudara, ni kakvo je kona¢no stanje elektrona. Zato treba prointe-

graliti izraz (6.102) po svim moguéim vrednostima impulsa molekula i svim odgovarajuéim
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kona¢nim stanjima elektrona. Poslednja integracija, zapravo, znac¢i da treba prointegraliti po
svim moguéim uglovima rasejanja. U Bolcmanovu jedna¢inu se unosi izmena broja elektrona
koji su u pocetnom trenutku pripadali jedini¢noj zapremini faznog prostora d2:dr i da je

vreme posmatranja dt jedini¢no vreme:

0
(8{)5% = - /(flfz — f1f2) |01 — T2|dSpdQs. (6.103)

Ovaj izraz predstavlja Bolcmanov sudarni c¢lan, koji uracunava interakcije izmedu Cestica
gasa u aproksimaciji parnih sudara.
Prethodno izlozenom procedurom dobijena je potpuna Bolcmanova kineticka jednacina

za elektrone oblika:

a 2 n — —
% = —%grad;fl — Fopgrad;f1 — /(f1f2 — f1 )0 — va|dSpdSs, (6.104)

pod pretpostavkom da je funkcija raspodele molekula fo poznata.

Ukoliko se sistem nalazi u ravnotezi, sudari ne menjaju ravnotezno stanje i sudarni
¢lan je jednak nuli. Ovo je posledica detaljne ravnoteze u gasu. Pomenuta ¢injenica se
moze pokazati zamenjivanjem funkcija f1, fi, fo 1 f5 u (6.104) odgovarajuéim ravnoteznim

Maksvel-Bolemanovim funkcijama.

Ukratko o uticaju identicnosti cestica pri sudarima

Ako je koncentracija elektrona velika i treba uzeti u obzir indenti¢nost svih elektrona
i ¢injenicu da pripadaju grupi fermiona (dakle, da vazi Paulijev princip), rezultat izveden
u prethodnom odeljku ¢e biti malo drugaciji. Pri nalazenju verovatnoce rasejanja efektivne
Cestice, kona¢na stanja, odnosno stanja u koja ¢e preéi elektroni moraju biti slobodna. Zato
se verovatnoca otklona elektrona u prostorni ugao dw mora pomnoziti sa verovatno¢om da
je kona¢no stanje slobodno, 1 — W, gde je W verovatnoca da je kona¢no stanje zauzeto.
U kona¢nom stanju se po Paulijevom principu moze nac¢i jedan ili nijedan elektron, pa je
srednji broj elektrona u kona¢nom stanju jednak: (n) =1-W 4+0- (1 — W) = W. Dakle,
moze se pisati 1 — W = 1 — (n). S druge strane iz jednacine (6.79) sledi: 1 — (n) = 1 — 73 fo1,
gde je fo1 ravnotezna funkcija elektrona. Za neravnotezni sluc¢aj, po analogiji se moze pisati:

1—(n) =1—f1, i sudarni ¢lan postaje:

(%) == [thli=# - flL- BRI - GldSads. (6.105)

Kada je podintegralni ¢lan u (6.105) jedak nuli, dobija se ravnotezna Fermi-Dirakova funkcija

raspodele za elektrone.
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Bolcmanova jednacina se moze prepisati u obliku:

o

5 —%grad;fl - F’;pgradﬁfl - (6.106)

= JURL =1L~ L= BRI - BaldSedSs.

6.3.4 Bolcmanova jednacina u difuzionoj aproksimaciji

Bolcmanova jednacina je tesko resiva u analitickoj formi. Zbog toga, da bi se nasla fun-
kcija raspodele gasa interagujuéih ¢estica, neophodno je uvesti dodatne aproksimacije koje se
ticu interakcije cestica. S druge strane, vreme relaksacije? je parametar koji je vezan posredno
sa intenzitetom interakcije, u smislu da jaca interakcija znaci kra¢e vreme relaksacije. Neka
je sistem od interesa u interakciji sa termostatom (kao u odeljku 6.2.1). Ukljucivanje u raz-
matranje slabih spoljasnjih sila ne narusava znacajno ravnotezu za kratko vreme relaksacije
Tr 1 funkcija raspodele se smatra jako bliskom ravnoteznoj funkciji raspodele.

Bolcmanova jednac¢ina, napisana u obliku:

0 P _
f=fo— TRa—{ - TR%grade — TrFsp grad;f, (6.107)
za malo TR postaje:
0 D ~
f=Jfo— TR% - TREgradeO — TrFyp.gradsfo + O(TR), (6.108)

i kako je 0fp/0t = 0, dobija se:

I .,
[ = fo—Tr—gradzfo — TRFsp‘gradﬁfO- (6109)
m

Primena resenja (6.109) dolazi u pitanje kada koncentracija idealnog gasa razli¢ita od ravnotezne
nije konstantna u prostoru. U maloj oblasti prostora, okarakterisanoj lokalnom koncen-
tracijom, ravnotezna raspodela se brzo uspostavlja. Medutim, vreme uspostavljanja ravnoteze
u celoj zapremini gasa se odvija sporo, difuzionim putem i reSenje dato relacijom (6.109) ne
daje u dobroj aproksimaciji raspodelu u celom gasu. Oblast primene te relacije je, zapravo
znatno 8ira ukoliko se razmatra njena primenljivost lokalno. Odnosno, resenje (6.109) je pri-
menljivo za relativno male oblasti prostora i pri tome ravnotezna raspodela s desne strane nije
jednaka u svim malim oblastima, poSto zavisi od koncentracije. Sve dok je zakon promene
koncentracije nepoznat, jednacina (6.109) se ne moze smatrati reSenjem kineticke jednacine.
Zbog interakcije sa termostatom moze se smatrati da je temperatura idealnog gasa

konstantna u celoj zapremini i jednaka temperaturi termostata. Posto koncentracija sada

2Vreme relaksacije je vreme neophodno da se sistem izveden iz ravnoteznog stanja vrati u ravnotezno

stanje.
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nije konstantna u celoj zapremini, ravnotezna funkcija raspodele moze implicitno zavisiti od
vremena (preko koncentracije), tako da je: 7rOfo/0t = TR(Dfo/On)(On/0t). U sledeéem
odeljku bi¢e pokazano da je brzina promene koncentracije On/0t, mala veli¢ina srazmerna
TR, tako da je TR0 fy/0t reda velicine 7'12% i moze biti izuzeta iz razmatranja. Ovakav prilaz
se naziva difuziona aproksimacija.

Ponekad se susreée sa problemima u kojima se spoljasnja sila F’;p brzo menja u vre-
menu. Ako je brzina te promene uporediva sa Tgr, neophodno je ukljuciti u razmatranje
¢lan TRrOf/0t. Kao primer moze se navesti uticaj infracrvenog zracenja na elektronski gas u

plazmi.

Jednacina difuzije

Za neravnotezni sistem u difuzionoj aproksimaciji moze se izvesti jednacina difuzije,
¢ije reSenje je koncentracija cestica u funkciji koordinata. To ¢e biti pokazano u nastavku
ovog odeljka.

Polazi se od Bolcmanove jednacine (6.75) koja ukljucuje interakciju sa termostatom:

of _ p f—Jo

p —
T —%gradff — Fop.grad;f — _—— (6.110)

Koncentracija Cestice je po definiciji data relacijom:

n(t) = [ 7.5, 0)a9 (6.111)

gde se integracija vrsi po zapremini celog prostora impulsa.

Nakon integracije izraza (6.110) po impulsnom prostoru dobija se:

1 ., _
%dﬁ = ——/ﬁgradffdQ - /Fsp,gradﬁfdQ — / ! deQ. (6.112)
ot m TR

Operacije diferenciranja po vremenu i integracije po impulsnom prostoru su nezavisne pa
se redosled njihovog dejstva moze menjati. Tako integral na levoj strani jednacine (6.112)
postaje

of 0 on

9 40 — —/ i =" 6.113

ot ot / ot ( )
gde je u poslednjem redu primenjena definicija (6.111).

Integracija clana koji sadrzi vreme relaksacije, odnosno opisuje sudare daje:

/f;RdeQ = % (/fdQ - /fon) =0, (6.114)

gde nula potice od toga Sto su integrali u zagradi jednaki istoj veli¢ini — lokalnoj koncentraciji
Cestica oko tacke 7. Uopste, ako je ukljucen bilo koji sudarni ¢lan [(9f/0t)suq.d2 = 0.
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Zapravo, ako je interakcija takva da je broj cestica u datoj oblasti prostora konstantan, vazi
gornje rezonovanje.

Integral ¢lana koji opisuje efekat spoljasnih sila moze se zapisati na sledeéi nacin:
5 of of
/Ipsp.gradﬁfdQ = Fsp.:p / 7dpxdpydpz + Fsp.y / 7dp$dpydpz
Opz apy
of
+ Fop / o —dpzdpydp:, (6.115)
Ip-

jer projekcije spoljasnje sile po pretpostavei ne zavise od brzine Cestice. Izraz (6.115) se
sastoji od tri ekvavilentna ¢lana pa je dovoljno izrac¢unati samo jedan od njih. Rezultat

integracije u prvom ¢lanu je pokazan u slede¢oj jednagini:

[e’] [ee] (e%e] a (e%e] [e%e]
/_ dpy/_ dpz/_ dpx% = ‘/_ dpy /_ dpz(fpx:oo - fpx:—oo) = 07 (6-116)

gde je u poslednjem redu iskoriSéena cCinjenica da je broj cestica sa beskona¢no velikim

vrednostima projekcije impulsa jednak nuli. Prema tome integral (6.115) postaje:

/ FipgradsfdQ = 0. (6.117)
Ostalo je da se resi integral
/ P orad fdQ. (6.118)
m

Prvi korak je zamena redosleda diferenciranja po koordinatama i integracije po impulsima:

5 0 - 8 0 2
—/ﬁgradffdsz = [ 2540 % faq Pz rq0. (6.119)

m ox S 0z) m

Svaki od integrala u (6.119) se odnosi na odredeni deo prostora u kome je koncentracija skoro
konstantna tako da se funkcija raspodele moze izraziti jednac¢inom (6.109). Prvi od integrala

u (6.119) moze se zapisati kao:

Prran = /p‘”f o — /7— grad.fod — (6.120)
m
— / ETRFSp_gradﬁfon.
Prvi ¢lan sa desne strane u (6.121) se svodi na:
Po f0dQ = (vg) = 0 (6.121)
m Y

jer ima smisao srednje vrednosti x komponente brzine u ravnoteznom stanju. Formalno
jednakost nuli je posledica pravila da su integrali tipa [~ y?*1dy, gde je k celi broj iy
integraciona promenljiva, jednaki nuli, jer je podintegralna funkcija neparna po y, a oblast

integracije je simetri¢na. Konkretno u (6.121) ulogu y ima promenljiva p,.
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Drugi ¢lan s desne strane u (6.121) se moze napisati u obliku sume tri integrala:

PoTRD od fod) = / paTr 0o 040 4 / P<PyTR 9o 40 4
m Ox oy

n / PuDeTh 8f0d§2 (6.122)

m

Poslednja dva integrala su nula jer im je izraz pod integralom neparna funkcija integracione

promenljive. Ostaje da se resi prvi integral. Pri njegovom reSavanju primenjena je smena

2

p2/m? = v2 i implicitna zavisnost fy od koordinate kroz koncentraciju n:

8fO 8f0 on 871
2TR—=—dQ = [ v? Q=D,— 12
/”ITR Bz ° /“x Ran artt = Dagy (6.123)
gde je
D, = / w27 ‘ZdeQ o / 0278 fodS. (6.124)

Veli¢ina D, predstavlja koeficijent difuzije.

Poslednji ¢lan u izrazu (6.121) postaje:

Pz = Pz dfo Pz d fo
/ ETRFSP.gradﬁfon = / m RFsp a:a d§2 + / SP ya dst +

Dz afO
—1rF, . ——dS). 12
+ / B s (6.125)

Opet zbog neparnosti podintegralnih funkcija dva poslednja integrala postaju jednaka nuli.

Kako sila ne zavisi od impulsa, prvi integral se moze napisati u obliku:

Dz 8fO /p:t afO
/m RFSPJC@ dQl = Fspx 8pde. (6.126)

Nakon definisanja koeficijenta pokretljivosti:

v =L [peTrOfo 0 (6.127)

n m  Opg

dobija se:

P2TR 0 fo
Fop o / - apxd(z = —V,Fspan. (6.128)

Konaé¢no se (6.112) moze zapisati u obliku:

. )
% £dQ = —Dxa—z + V. Fypan. (6.129)

Analogno za integrale sa komponentama p,, i p, dobijaju se izrazi:

D on
/ P fdQ = ~Dy = + v Fapyn (6.130)
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on

%fdﬂ = ~D.5- +V.Fyun, (6.131)
u kojima su odgovarajuéi koeficijenti difuzije i pokretljivosti dati jednacinama:
Dy =2 [ 2rafed0, D=2 [o2enfode 6.132
V=5, v, Trf0od2, D, = n v;TR fod€2, (6.132)
1 0 1 0
=L e, L [PeTROS 0 (6.133)
Y n m Opy n m Op,

Posto fo i Tr zavise samo od modula impulsa, dobija se veza difuzionih koeficijenata D, =
Dy = D, i koeficijenata pokretljivosti v, = v, = v,. U nastavku ¢e koeficijent difuzije biti
oznacen sa D, a koeficijent pokretljivosti sa /.

Kao konaéni rezultat izra¢unavanja u ovom odeljku dobijena je jednacina difuzije, koja

moze da se zapiSe u obliku:

on 0 on 0 on
— = ——[-D— '"nFy, | — =—[—D— 'nFyp ] —
ot ou Doy Vel =g =D F v
0 on
ili u oznakama iz vektorske analize
on _ , =
i —div (—Dgradn +v nFsp,) : (6.135)

Iz definicionih relacija za koeficijente difuzije i pokretljivosti sledi da je On/0t reda 7.
Time je pokazana ispravnost tvrdenja pri postavljanju difuzione aproksimacije u uvodnim

razmatranjima ovog odeljka.

Dobijanje Ajnstajnove relacije

Ovde se posmatra difuzija u gasu koji je sastavljen od naelektrisanih ¢estica, na primer
elektrona, u spoljasnjem elektricnom polju jacine E. Na &estice gasa polje deluje silom
ﬁsp, = eE, gde je e naelektrisanje elektrona. Koeficijent pokretljivosti se uvodi u obliku

v =V e i jednacina difuzije postaje:

on . =
Fri —div (—Dgradn + VnE) . (6.136)

U slede¢em koraku se izracunavaju vrednosti koeficijenata difuzije i pokretljivosti. Uko-
liko je gas nedegenerisan, odnosno opisuje se Maksvelovom raspodelom, koeficijent difuzije

jer

O [PiTR n p?
p = & [k - 4o
on m?2 (2rmkpgT)3/2 xp 2mkpgT
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PiTR ! e P i
p— X —_
m?2 (2rmkgT)3/2 P 2mkgT

2
= <p7f;R> = (v}TR), (6.137)
i ne zavisi od n. Kako je:
(viTR) = (vyTR) = (ViTR), (6.138)
i
(v*7R) = (V2TR) + (viTR) + (VI7R), (6.139)

koeficijent difuzije se moze zapisati u obliku:
L, 9
D= §<fu TR)- (6.140)

U nedegenerisanom gasu koeficijent v takode ne zavisi od koncentracije:

L o _E [P n O —p/mksT) gq)

n m  (2rmkgT)3/2 Op,
P2TR 1 0 _p2/(2mkT)
= — — dsd. 141
¢ m  (2rmkgT)3/2 dp, ‘ (6.141)

Nakon diferenciranja pod znakom integrala dobija se izraz:

2
e [ DPiTR 1 —p?/(2mkT) e 2
=— dQ = . 6.142
YT kT ) m? CrmkpT)32¢ SepT U TR) (6.142)

Uporedivanjem jednacina (6.140) i (6.142) dobija se veza izmedu koeficijenta D i v:

o €
 kgT

v D. (6.143)

Drugim re¢ima, dobijena je veza izmedu koeficijenta difuzije i pokretljivosti Cestica, koje se
potéinjavaju klasiénoj statistici. Ova veza je oznacena kao Ajnstajnova relacija.
Za cestice koje se opisuju kvantnom statistikom ne vaze gore izvedene jednacine, ¢ime

koeficijenti difuzije i pokretljivosti gube svoj smisao.

Funkcija raspodele

Neka je reSsavanjem difuzione jednacine odredena koncentracija Cestica kao funkcija
koordinata. Tada se moze dobiti izraz za neravnoteznu funkciju raspodele na slede¢i nacin.

Pretpostavka je da je ravnotezna raspodela Maksvelova:

i " e P (6.144)
= —— X — . .
0= QamkpT)32 “P\ T 2mEpT
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U odeljku 6.3.4 izvedena je u difuzionoj aproksimaciji relacija za neravnoteznu funkciju
raspodele (6.109). Kako je:

afo _ n exp [ — p? (_ P ) __pafo (6.145)
8]9;3 (27ka:BT)3/2 kaBT kaT kaT7 '

sledi da su gradijenti ravnotezne funkcije raspodele oblika

2 —
n p Pz pfo
dofo — _ - - 6.146
gradsfo = o T P ( 2kaT> ( mk:BT) mkpT’ (6.146)
- P Fp.fo
TrEspgradzfo = —7r mkgT , (6.147)
i 0
gradzfo = ﬁgrad;n. (6.148)
on
Iz relacije (6.144) sledi da je:
fo _ fo
- == 6.149
tako da se (6.148) moze zapisati u obliku:
P fo TR
TR— grad-fo = (p gradz(n)). (6.150)

Uz prethodne transformacije klasi¢na neravnotezna funkcija raspodele u difuzionoj
aproksimaciji dobija oblik:

—

£ =t = T8 gradoto)) + 7l (6.151)

Pomoc¢u relacije (6.151) moze se izracunati gustina struje ¢estica, koja se definise izra-

zom: .
2 p
J= /nwadQ, (6.152)

gde je w, gustina raspodele cestica. Po definiciji funkcije raspodele je f = nw, i gustina
struje postaje: _
= /ﬁfd(z. (6.153)
m
U ravnoteznom stanju, f = fp, gustina struje je nula, jer je podintegralni izraz neparna
funkcija pg,py,p. (fo je parna funkcija komponenata impulsa). Inac¢e u neravnoteznom

slucaju gustina struje je razli¢ita od nule.
Smenom (6.151) u (6.153) dobija se:

" Il
—/ fodQ2 — /EET—R - grady( ))dQ—l—/%T P Tsp

(6.154)
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Prvi ¢lan s desne strane znaka jednakosti je nula zbog neparnosti podintegralne funkcije.
Preostala dva ¢lana se prvo zapisuju u koordinatnoj formi, zatim se odbace ¢lanovi koji
sadrze integrale neparnih funkcija po komponentama impulsa i na kraju funkcije prostornih
koordinata se izbace ispred znaka za integraciju po komponentama impulsa. Ovi postupci

su vec primenjivani u prethodnim izvodenjima. Kona¢no se dobija izraz za gustinu struje:

PR >R fo

j—— dQgrad =YD 4OF 6.155
J 3nm2 fO gra (TL) + 3nm2kBT sp. Ty ( )
odnosno:
j = —Dgrad(n) + Vﬁsp.n, (6.156)
gde je
jp = —Dgrad(n) (6.157)
difuziona struja i
jl/ = Vﬁsp.n (6158)

pomerajna struja.

Uporedivanjem jednacine difuzije sa relacijom neprekidnosti moze se difuziona relacija
interpretirati na slede¢i na¢in: promena broja Cestica u jedinici zapremine i jedinici vremena
je vezana sa Cinjenicom da je struja cestica koje uti¢u u posmatranu zapreminu je veéa od
struje Cestica koje iz nje isti¢u, pri ¢emu struja ima dve komponente — difuzionu i pomerajnu
struju.

Ako je posmatrani gas od naelektrisanih Cestica u elektricnom polju
j» =V'neE = vnE, (6.159)

i gustina struje Cestica je data izrazom

-

i=ej = —eDgrad(n) + evEn = ip + i,. (6.160)

Prvi ¢lan predstavlja gustinu difuzione struje, a drugi gustinu pomerajne struje.

U homogenoj sredini i pri konstantnoj koncentraciji ¢estica difuziona struja je jednaka
nuli. Gustina struje je tada odredena samo pomerajnom strujom i proporcionalna je ja¢ini
polja:

—

iy = evnkE. (6.161)
Ovo je izraz za Omov zakon u diferencijalnom obliku, koji se obi¢no zapisuje kao:

— —

iy = oE, (6.162)

gde je o- provodnost.
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6.4 Svojstva kinetickih jednacina

Razmatranja u ovoj glavi pokazuju da se jednacine evolucije redukovane jednocesti¢ne
funkcije raspodele, odnosno kineticke jedna¢ine, mogu dobiti iz egzaktne dinamicke Liovilove
jednacine, preko BBGKY hijerarhije i korelacione dinamike, uz odgovarajuce aproksimacije.
Kao primeri uvedene su aproksimacija slabog sprezanja (odeljak 6.2.4), usrednjenog polja
(odeljak 6.2.5.) i razredenog gasa (odeljak 6.3).

Pretpostavke koje omogucéuju da se u opstem sluc¢aju dobiju kineticke jednacine mogu

se sumarno navesti u nekoliko tacaka:
a) termodinamicka granica: N — oo,V — 0o, N/V = n =const.;
b) postojanje malog karakteristicnog parametra u sistemu;
c¢) konacan opseg interakcija i korelacija,;
d) specificno uredenje duzinskih i vremenskih skala, npr. I, < (I) < 1y, 7. < T < TH;
e) asimptotski tretman evolucije sistema: ¢ > 7.

Posledica primene pretpostavki (a)-(e) je uvodenje sudarnog ¢lana u zatvorenu jednacinu
evolucije redukovane 1-Cesti¢ne funkcije raspodele f(q,,t), odnosno u kineticku jednacinu
(videti odeljak 6.2.6, 6.3.3).

Zajednicka svojstva svih kinetickih jednacina su navedena u narednim paragrafima
ovog dela.

Prvo vazno svojstvo kinetickih jednacina je njihova zatvorenost. To svojstvo ih raz-
likuje od, na primer, BBGKY sistema jednacina, koji je imao hijerarhijsku strukturu i time
formirao sistem od beskonac¢nog broja jednac¢ina u termodinamickoj granici. Pri dobijanju
kinetickih jednacina hijerarhijska struktura je presecena na nivou dvocesti¢nih korelacija
uvodenjem pretpostavke (b). Zatim su u dobijenom kona¢nom sistemu jednacina elimini-
sane korelacione funkcije drugog reda gs time $to su izracunate preko funkcije raspodele f.
Vrsta zatvaranja kinetickih jednacina takode zavisi od izbora malog parametra u sistemu
(2, 3, 11].

Drugo svojstvo svih kinetickih jednacina je njihova nelinearnost u odnosu na funkciju
raspodele. Ona odrazava neizbeznost uklju¢ivanja interakcija u evolucini proces. U teoriji
koja ukljuc¢uje samo jednocesti¢ne redukovane funkcije raspodele, s-Cesti¢na interakcija je
predstavljena funkcionalom proizvoda takvih redukovanih funkcija raspodele. Ovo je druga
osobenost koje nema u BBGKY formulaciji evolucije funkcije raspodele. Jednac¢ine u BBGKY

su linearne i ukljuc¢uju veliki broj razli¢itih funkcija raspodele, na primer s-Cesti¢ni proces



6.4. Svojstva kinetickih jednacina 127

uklju¢uje jednu funkciju, fs;. Medutim, prisustvo interakcija nije dovoljan uslov da bi pos-
matrana jednacina evolucije mogla da se smatra kinetickom jedna¢inom koja opisuje sudarni
proces.

Trece zajednicko svojstvo kinetickih jednacina je posledica jasno razdvojenih pros-
tornih i vremenskih skala navedenih u (a), (c) i asimptotskog tretmana procesa (e) koji se
opisuje kinetickom jednac¢inom. To se svojstvo sastoji u tome da je promena redukovane
funkcije raspodele u trenutku ¢ odredena samo njenom vrednoséu u tom trenutku, f(q,p;t),
a ne i prethodnom istorijom procesa. Ovakav tip evolucije sistema opisan asimptotskim
kinetickim jedna¢inama ima dosta zajednickog sa slu¢ajnim procesima?.

Na kraju treba podvuéi bitnu osobenost statisticke dinamike. Probabilisticki, ireverz-
ibilni zakon evolucije mnogocesti¢nih sistema je dobijen polaze¢i od reverzibilne, determin-

isticke dinamike konstituenata posmatranog sistema.

Zakljuéno razmatranje o sudarima

Sudari su definisani kao proces prelaska grupe ¢estica iz pocetnog u kona¢no stanje sa
istim impulsom i energijom. Taj proces se odvija tokom zanemarljivo kratkog vremena 7. i u
oblasti zanemarljivo male veli¢ine .. Sudari su, dakle, kvazi-trenutni i kvazi-lokalni dogadayji.
U slucaju elasticnih sudara, momenti sudarnih ¢lanova, odnosno sudarnih integrala,

jesu nula:

/ Kb =0, / miKd3i = 0, / %mﬁQKdgﬁ 0, (6.163)

gde je K sudarni ¢lan. Napisane relacije u izrazu (6.163) pokazuju, redom, promenu broja
Cestica jedne vrste, promenu impulsa i kineticke energije po zapremini (koordinatnog) pro-
stora i u jedinici vremena.

Za sisteme od vise vrsta Cestica (« - vrsta Cestica), uz neelasti¢ne sudare, odrzavaju se

samo prve dve veli¢ine iz izraza (6.163):
Z/maKad?’zT: 0, Z/maUKad%: 0. (6.164)
« «

Ireverzibilnost i entropija

U odeljku 6.4 je istaknuta ireverzibilnost u procesu evolucije makrosistema koji se opi-
suju u statistickoj fizici. Bolcman je 1872. godine to svojstvo povezao sa njegovom kinetickom
jednac¢inom postavivsi teoremu danas poznatu pod imenom Bolcmanova H-teorema.

H-teorema se moze formulisati na sledeéi nacina:

3Pogledati dodatke 16 i 17.
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Za slabo spregnute, prostorno homogene sisteme c¢ija redukovana funkcija raspodele
zadovoljava neku od kinetickih jednacina, kao Sto su Bolcmanova, Landauova® itd., postoji
funkcional S(t), koji zavisi od vremena preko redukovane funkcije raspodele, a monotono je

rastuéa funkcija vremena:
ds(t)

= > 0. (6.165)
Interesantno je prokomentarisati naziv upravo formulisane teoreme. On potice od
¢injenice da je Boleman umesto S koristio funkciju H = —S, za koju je dobio da je nerastuca
funkcija u vremenu:
ZE

Odatle i naziv H-teorema.
Na primeru Bolcmanove kineticke jednacine bi¢e dokazana H-teorema. Bolcmanova
kineticka jednacina (6.104) u sluc¢aju homogene sredine, kada se moze uvesti smena f = neo,

i u odsustvu spoljasnjih sila moze se zapisati u obliku:

991

L~ [(0162 — 6168171 - TldSod0 (6.166)

Funkcional S(t) je definisan kao:
S(t) = —kp / 510 (né (7, 1)) (7, £) + b, (6.167)

gde je b konstanta (videti odeljak 15 u dodatku). Veli¢ina S(t) odgovara entropiji u termod-
inamici.

Diferenciranjem jednacine (6.167) po vremenu dobija se izraz:

s _ [ d92im o, ) + 1) 20,1 (6.168)
dt ot
koji nakon unoSenja (6.166) u poslednju jedna¢inu postaje
ds(t) _ /gl — —
- nkp [ dQy [ dQy | dSo(In (ng1) + 1)(p102 — ¢1¢5)|Uh — Ual. (6.169)

Smena ¥ — U je praena smenom ¢ — ¢2, odnosno, ¢o — ¢1, a ne menja clan |0, — v

B~k [ a01d0udSoin (n6) + D(r6r - SN - Bl (6170

Sabiranjem (6.169) i (6.170) i deljenjem sa dva dobija se relacija:

dS(t)

D=0 [ 01a080(1n (1) + In (n62) + 2) (6102 — Sl — Bl (6.171)

*Pogledati reference [2, 11, 20].
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Na isti nacin, smene ¥; — 0] i o — U4, pradene su smenama ¢1 — @1, ¢a — ¢h,
Ay — dQ), dQy — d, dok se ne menja ¢lan |7 — v3]. Kako je pokazano u odeljku 6.3.2,
dQ1dQe = dQ)dQ,, pa se (6.171) transformise u jednac¢inu

dS(t nk S

) 88 [ 40,d60,05(1n (ngh) + I (n6) + 26165 ~ 6l Bl (6172

Sumiranjem (6.171) i (6.172) i deljenjem sa dva dobija se relacija:

dfl it) - ”ZB / dQ1dQedSo(In (ng}) + In (ngh) — In (ng1) — In (ngs))
X (B — drgo)|ih — ), (6.173)
odnosno
ds(t k ¢
M m8n [ 0,08, in (5192) (6165 ~ 0102)17 — ] 20, (6.174)

Nenegativnost dS/dt je posledica sledeceg identiteta, koji vazi za sve pozitivne vrednosti x i

y
(z —y)ln (g) > 0. (6.175)

Dokaz se moze skicirati u nekoliko redova. Za x > y, sledi da je (z/y) > 1iln(z/y) > 0 tako
da identitet vazi. S druge strane, kada je z < y, a time (z/y) < 11 In(z/y) < 0, identitet
takode vazi.

Tvrdenje H-teoreme je pokazano.

Iz H-teoreme se pokazuje da je S(t) monotono rastuca funkcija u vremenu i da dostize
maksimalnu kona¢nu vrednost u granici ¢ — oo. U tom kona¢nom stanju evolucija se zaus-
tavlja i redukovana funkcija raspodele dostize stacionarno stanje. Oblik stacionarne raspodele
ne zavisi od polazne funkcije raspodele. U klasiénom slucaju stacionarno resenje kineticke
jednacine je Maksvelova funkcija raspodele. Drugim re¢ima, Maksvelova raspodela pred-
stavlja redukovanu funkciju raspodele u termalnoj ravnotezi. Dakle, H-teorema pokazuje da
kineticka jednacina opisuje jedan ireverzibilni evolucioni proces tokom koga redukovana fun-
kcija raspodele monotono tezi raspodeli u termalnoj ravnotezi. Generator ovakve evolucije

su sudari.

6.5 TEST 5

1. Na kojoj pretpostavci je zasnovan formalizam neravnotezne statisticke mehanike?
2. Prokomentarisite pojam termodinamicke granice.

3. Napisite izraz koji opisuje interakciju sa termostatom u Bolecmanovoj kinetickoj jednacini.
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. Kako se interpretiraju sudari u kinetickoj teoriji?
. Formulisite Bolcmanovu H-teoremu.

. Pokazite da je Maksvelova raspodela resenje kineticke Bolcmanove jednacine u slucaju

termalne ravnoteze.

Pod kojim pretpostavkama se dobija izraz za Omov zakon:

i, = oB7?

. Navedite i prokomentarisite osnovna svojstva kinetickih jednacina?

. Koji je fizicki smisao uvodenja razli¢itih prostornih i vremenskih skala u formalizmu

neravnotezne statisticke fizike?



Glava 7
Hidrodinamicka teorija

Statisticka fizika uspostavlja vezu izmedu mikrosveta i makrosveta. Mikrosvet se sas-
toji od ogromnog broja (reda velicine Avogardovog broja) ¢estica koje se opisuju nalazen-
jem funkcije raspodele iz odgovarajuce kineticke jednacine. S druge strane, makrosvet ¢ine
makroskopski objekti koji su sastavljeni od ogromnog broja ¢estica ali se u posmatranim okol-
nostima ponasaju kao jedinstvena celina — kontinuum (videti deo 2). Opisivanje makrosveta
se zasniva na reSavanju evolucionih jednac¢ina kona¢nog broja tzv. hidrodinamickih veli¢ina.

Cilj statisticke dinamike se moze formulisati kroz nekoliko stavova.

e Izvodenje makroskopskih jedna¢ina mehanike kontinuuma (npr. jednacine hidrodi-
namike, elektrodinamike,...) na osnovu mikroskopskih zakona evolucije deli¢a kontin-

uuma, odnosno kinetickih jednacina.

e Generalizacija i definisanje granica primenljivosti prethodno izvedenih jednac¢ina kon-

tinuuma, koje ¢e nadalje biti imenovane terminom hidrodinamicke jednacine.

e Nalazenje fenomenologkih konstanti u hidrodinamic¢kim jedna¢inama, odnosno izrac¢u-
navanje transportnih koeficijenata, saglasno mikroskopskim svojstvima molekula (ili
opstije, konstituenata makroskopskog sistema) i zakonima medumolekularnih interak-

cija.

7.1 Hidrodinamicke i nehidrodinamicke veli¢ine

Hidrodinamicke velicine su lokalne velidine tipa polja, koje su definisane u svakoj tacki
Z trodimenzionog fizickog prostora i svakom trenutku vremena ¢. Zapravo, hidrodinamicke

veli¢ine su po definiciji gustine konzervisanih veli¢ina, kao $to su masa, impuls i energija.
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Svaka lokalna veli¢ina (gustina) u statistickoj mehanici se dobija usrednjavanjem odgo-

varajuCe dinamicke funkcije stanja sistema u obliku:

B(Z,1) = / di / dq3(5)5(% — Q) f(5, 7 1), (7.1)

ili
B(@.0) = [ () £(5:7.0) (7.2)
gde je f(U;&,t) lokalna redukovana funkcija raspodele:
F@a.0) = [ das@ - 1@ 5:0) (73)

Razlika izmedu lokalne redukovane funkcije raspodele f(¥;Z,t) i redukovane funkcije raspo-
dele iz odeljka 6, f(q,7;t), gde su ¢ koordinate u faznom prostoru sistema je trivijalna.
Ipak usrednjavanja po funkciji f(¥;Z,t) ukljucuju samo brzine $to znatno pojednostavljuje
izraCunavanja. Lokalna redukovana funkcija raspodele se moze interpretirati kao funkcija
koja svakoj tacki (Z,t) fizickog prostor-vremena pridruzuje funkciju promenljive U i ¢esto se
naziva 'polje funkcija raspodele’.

Hidrodinamicke veli¢ine se dobijaju nakon odgovarajuceg izbora dinamicke funkcije

B(¥). Osnovne hidrodinamicke veli¢ine su:

- gustina mase:

p(@t) =m / A5 1 (7 2, 1); (7.4)
- gustina momenta i lokalna brzina (%, t):
(@, 1)l = m / A5 (7 7, 1); (7.5)
- gustina unutrasnje energije:
(7, D), 1) = %m/dﬁ\ﬁ— A1 (# 7, 1), (7.6)

Treba zapaziti da je termodinamicka unutrasnja energija definisana kao razlika ukupne ener-
gije (srednja vrednost mv?/2) i srednje makroskopske kineticke energije mu?/2. Odatle je
jasno da termodinamicka unutrasnja energija nije konzervisana veli¢ina.

Dodatne hidrodinamicke veli¢ine su:

- gustina broja cestica:

n(7,t) = / 51 (#: 7,1); (7.7)

- fluks éestica:

F(#, 1) = n(@, 1) / 55 f (5 7, 1): (7.8)
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- pritisak P(Z,t) i temperatura T'(Z,t):
" " " 1 2
P(Z,t) =n(Z,)T(Z,t) = = /dv\v —U|° f(V, 2, t), (7.9)

Sto je zapravo jednacina stanja idealnog gasa. Temperatura T'(Z,t) (kineticka tem-
peratura) je na neki na¢in generalizacija pojma termodinamicke temperature, koja je

definisana samo u stanju ravnoteze.

Moze se pokazati da je:
pl& (@ 1) = “n(F, OT(E 1), (7.10)

Sto se moze interpretirati kao jednacina stanja za unutrasnju energiju idealnog gasa.
Nadalje u ovoj glavi T' je izrazena u energetskim jedinicama: T = kpT, gde je T
temperatura u kelvinima.
Vaznu ulogu u hidrodinamici imaju nehidrodinamicke veli¢ine, tenzor (disipativnog)

pritiska i fluks toplote, koji se mogu uvesti slede¢im relacijama:

- tenzor disipativnog pritiska:

Tos(@ 1) = m / 50y — 1) (05 — 13) (5 7, £) — 6vs P(F, 1) (7.11)

- fluks toplote:
1
G (%,1) = Qm/dﬁ'(vr — |7 — @2 f (5, T, b). (7.12)

Na kraju ovog odeljka pogodno je zapisati kineticku jednacinu u obliku koji odgovara lokalnoj

funkciji raspodele. Uz oznaku V = a%’ kineticka jednacina za f(¥,Z,t) se zapisuje u obliku:
Ouf(0,2,t) = —0-Vf(v,7,t) + K{f, [} (7.13)
Kinetickoj jednacini treba dodati i pet sudarnih invarijanata:
/dUK —0, /dﬁer:(), /dﬁqﬂK 0. r=1,23

i time upotpuniti kineticki formalizam iz prethodne glave.
Dakle, stanje sistema je definisano lokalnom funkcijom raspodele, dinamicke funkcije

su funkcije brzine i zakon evolucije je dat kinetickom jednacinom (7.13).
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7.2 Hidrodinamicke balansne jednacine

U ovom odeljku je skicirano izvodenje osnovnih hidrodinamickih relacija u makroskop-
skoj fizici, koje su posledica odrzanja mase, impulsa i energije.

Hidrodinamicke veli¢ine p, @, e su momenti lokalne funkcije raspodele, dobijene us-
rednjavanjem dinamickih funkcija, koje su po funkcionalnom obliku polinomi komponenata
brzine ¥ Cestica. Da bi se dobile jednacine evolucije momenata, dovoljno je pomnoziti obe
strane kineticke jednacine (7.13) odgovarajuéim polinomom i integraliti po brzinama. Na

primer, kako je:

(& 1) = m/dvfz?f) (7.14)
mnozenjem kineticke jednacine (7.13) sa m i integracijom po brzinama dobija se:
Ot/dﬁ’mf(ff,x /dvmv V(v +/dva{f ft (7.15)
odnosno:
Op(Z, 1) /dvmv Vf(v,2,t). (7.16)
S druge strane:
—/dﬁma- VI(5,7,1) = —V - /dﬁmﬁf(ﬁ, F.t) = =V - (pid). (7.17)

Konaéna jednacina je jednacina kontinuiteta:
pl,1) = —V - (pid). (7.18)

Da bi se dobila hidrodinamicka jednacina za impuls, polazi se od momenta prvog reda muv,.,
koji je koliziona invarijanta [ dvv, K = 0. Nakon nekoliko elementarnih algebarskih koraka

dobija se:
dipur = 0 / dimo, f(#: 7, 1) — / mdiio,d (77, 1)
_ / Mo, v,V f (T 7, ) + / m div, K
_ v, / mdiv,vs f (5 7, £). (7.19)

U slede¢em koraku podintegralnom izrazu je dodat i oduzet ¢lan mu,us s ciljem da se

odvoji konvektivni deo izraza:
Orpu, = —Vs (/ dv(m(vy — uy)(vs — us))f) —

-V (/ dﬁmurusf—i-/dﬁmvrusf—i-/dﬁmurvsf>
= —Vis[purus + Pops + rs). (7.20)
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U poslednjem koraku su iskori¢ene definicije nehidrodinamickih veli¢ina (7.11) i (7.12).
Hidrodinamicka jednacina za unutrasnju energiju se dobija na slican nacin.

Kineticka jednacina (7.13) se pomnozi élanom m|7 — i|?/2, odnosno m(v, — u,) (v, —
ur)/2, gde se podrazumeva sumiranje po ponovljenom indeksu r = 1,2, 3, i prointegrali po

brzinskom prostoru:
. /dﬁ(vr —u) (v — un)Buf = —%/dﬁ(vr —u)(vy —un)T- VS +
- /dﬁ(vr — ) (vr — ) K (7.21)

Odmah se na osnovu osobina sudarnog ¢lana moze zakljuciti da je poslednji integral na
desnoj strani jednacine (7.21) jednak nuli.

Clan na levoj strani u (7.21) se primenom parcijalne integracije svodi na izraz:

oy [ dite — e —unf| = 5 [dooio, —u)o w722
koji se transformise u oblik:
oy [ diten — un)er — ] = duur |m [ (e~ | (7.23)

buduéi da je @(#,t) funkcija vremena. U nekoliko koraka elementarnim algebarskim opera-

cijama i na osnovu definicija (7.4) i (7.5) dobije se:

Byur[m / dii(vr — up) f] = 0. (7.24)

Prvi ¢lan sa desne strane jednacine (7.21) se primenom parcijalne integracije svodi na

v, B”‘ / 40y — 1) (vr — 1 )s f} -2 / ATV [(0r — w) (0 — up)]vs f, (7.25)

odnosno, nakon smene v, sa vs — us + us i definicija (7.6) i (7.12) u prvi ¢lan prethodnog
izraza dobija se:
Vslas + peus), (7.26)

dok drugi istom smenom i uz definicije (7.4) i (7.5) postaje:
[ A~ ) = wlleaf = Vavrlmrs + 6P+ Vevrlpu, = pu.(7.27)
Konacno (7.21) ima oblik:
O(pe) = =V - (§+ petd) —m: Vi — PV - 4, (7.28)

gde je uvedena smena 7 : V - 4 = ms0su,. Ovo je hidrodinamicka jednacina za unutrasnju

energiju.
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Prema tome, kineticka jednacina (7.13) direktno vodi do hidrodinamickih balansnih

jednacina:
Op = —V-(p) (7.29)
dpi = -V -(pid+ PI+#) (7.30)
Ope = —V-(peti+q) — PV -u—7:Vd, (7.31)

koje ne Cine zatvoren skup jednacina. Zapravo, jednacina evolucije nekog momenta reda
n ukljuCuje i moment reda n + 1, Sto ¢ini hijerarhijsku strukturu. Za razliku od BBGKY
sistema jednacina Cija hijerarhijska struktura je posledica prisustva interakcija, hijerarhijska
struktura balansnih jednacina je posledica ukljuc¢ivanja dodatnog faktora ¢ pri svim usredn-
javanjima (tzv. efekat slobodne struje). Interakcija ¢e ipak dati svoj doprinos: visi momenti
koji se dodaju hijerarhijskom nizu jednac¢ina nisu vise sudarne invarijante. Odnosno, sudarni
¢lan ukljucuje dodatne vise momente u jednacine evolucije.

Osnovni problem hidrodinamike je: kako i pod kojim uslovima se mogu nehidrodi-
namicke velicine (,q) izraziti kao funkcije hidrodinamickih veli¢ina p,u, T ?

Na makroskopskom nivou osnovni problem se resava koristeci osobine simetrije i eksper-
imentalno nadene veze medu veli¢inama od interesa u procesu koji se opisuje. Rezultat je
dobijanje transportnih jednacina koje uklju¢uju neodredene konstantne transportne koefici-
jente. Odredivanje transportnih koeficijenata podrazumeva poznavanje osobina mikro kon-
stutenata makro sistema, Sto opet aktuelizuje kineticki pristup. Sve ovo spada u domen
kompleksne i vazne naucne discipline teorije transpotnih procesa.

U narednom odeljku izvedene su osnovne transportne jednacine u okviru formalizma

lokalne teorije transporta.

7.3 Difuzija i provodenje toplote*

U visekomponentnom fluidu (smesa gasova, elektron-jonska plazma, itd.) nehomogenost
raspodele gustina, pritisaka ili hemijskog potencijala izmedu razlic¢itih vrsta konstituenata
inicira ireverzibilni difuzioni proces. Prostiji problem je difuzija u jednokomponentnom sis-
temu, tzv. samodifuzija.

U jednokomponentnom fluidu izdvaja se jedna populacija ¢estica (tzv. probne cestice)
koje su mehanicki identi¢ne sa Cesticama okoline, ali se mogu razlikovati od nje neznatno
drugacijom raspodelom u faznom prostoru. Pretpostavka je da su ¢estice okoline u lokalnoj
ravnotezi i da je broj probnih éestica jako mali u poredenju sa ukupnim brojem cestica
okolnog fluida. Posledica je da se sudari izmedu probnih ¢estica mogu zanemariti i uzimaju

se u razmatranje samo sudari probnih Cestica sa Cesticama okoline. Nakon svega nekoliko
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sudara Cestica okoline sa probnim cesticama lokalna ravnoteza okoline nece biti znacajno
narusena. Postavlja se problem opisivanja evolucije probnih ¢estica, kojim se moze pridruziti
lokalna redukovana funkcija raspodele f(¥,Z,t), u ravnotezno stanje.

Kineticka jednacina probnih cestica je:
O0f+7-Vf=K{ffo}, (7.32)

gde je fp redukovana funkcija raspodele Gestica okoline za koju se pretpostavlja da je lokalna

Maksvelova funkcija raspodele:

2

£, 2, 1) = ny(, t)(%m)?’/? exp [—%1 . (7.33)

Funkcija raspodele probnih ¢estica je neravnotezna i moze se predstaviti u obliku:

m

muv?
f(0,2,t) = n(Z, t)(m)3/2 exp (—m> (14 x(v,2,1)) . (7.34)

Problem se pojednostavljuje uvodenjem dodatne pretpostavke o linearnosti sudarnog ¢lana
KA{f, f»} po funkcijama raspodele f. Tom pretpostavkom integral sudara nije vise simetrican
po dvema vrstama Cestica, zapravo po probnim Cesticama i ¢esticama okoline.

Makroskopske balansne jednacine za gustinu mase (7.29) i gustinu energije (7.31), tj.
za n(Z,t) = [dif(v,Z,t) i n(Z t)e(Z,t) = 1/2 [dv|v — @|>f(¥,7,t), mogu se napisati u
obliku:

on = —-V-(ni)=-V.T (7.35)
dne = -V (ned+Pi+q) —i-VP+Q, (7.36)

gde je neznatno izmenjen redosled ¢lanova u (7.31) uvodenjem ¢lana P u fluks energije.
Izvorni ¢lan — - VP sada jasno daje rad izvrSen silom pritiska —V P. Disipativni ¢lan 7 je
zanemaren, dok novi ¢lan @(2) opisuje izmenu unutrasnje energije zbog sudara (interakcije)
probnih cestica sa molekulima sredine.

Uz P =nT ine=3/2nT, jednacina (7.36) postaje:

2 ; _
dnT = —V(%TP +q) —a - VP+Q?. (7.37)

Invarijantne veli¢ine su samo ukupna energija i ukupni impuls sistema. Direktna posledica
je postojanje samo jedne sudarne invarijante probnih ¢estica: n(Z,t).
Sledeé¢i korak je odredivanje nehidrodinamickih veli¢ina — vektora fluksa Cestica i

fluksa toplote ¢. Jedna od metoda je metoda Ermitovih (Hermite) momenata', koja je sliéna

!Osnove metode Ermitovih momenata su objasnjene u referenci [2, 11].
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perturbacionoj teoriji kvantne mehanike. Mali parametar - perturbacioni parametar - ovde

je Ay definisan kao?
Mg = (1)/la, ly = min(lp, 1), i7" = |[VT|/T, I, = [Vn|/n.

ili analogno:

2)1/2|VT|’ 1 (3)1/2|Vn|’ TH

- T - - - = min(Tp, ).

)\H:TR/TH, 7'7?1 :(

Takozvani hidrodinamicki rezim je tada odreden uslovom Ay < 1.

Jednacina evolucije za I', dobija se iz jednacine (7.30) uz p — n. Dodaje se i clan
koji opisuje promenu impulsa probnih ¢estica usled sudara, poSto ta veli¢ina nije sudarna
invarijanta. Jednacina za g, se dobija iz ¢, = 1/2m [ dt(v, —u,)|v—@|? f, istom procedurom

kao i za ostale balansne jedna¢ine. Do reda Ay jednacine za promenu flukseva imaju oblik:

ar, = -m'v,P+qQ" (7.38)
T _
Oigr = —gngvrT—i—Q(s). (7.39)

Promena fluksa cestica i toplote u vremenu je posledica nadmetanja gradijenata dve hidro-
dinamicke veli¢ine P i T i efekata sudara odredenim tzv. generalisanim silama trenja (disi-
pacije) @(1) i @(3). Gradijenti daju takozvane generalisane termodinamicke sile. Prvi ¢lanovi
u gornjim formulama su proporcionalni TI}I, a drugi T}gl, gde je TR/TH = Aj.

Ovde ¢ée biti skicirano resavanje sistema (7.38) i (7.39) metodom momenata, dok se
zainteresovani ¢italac upucuje na knjige [2, 3, 11].

Polazni sistem je definisan raspodelama (7.33) i (7.34). Prvi korak je uvodenje bezdi-
menzionih promenljivih ¢:

m

T(7 t))l/zvr, r=1,2,3 (7.40)

e = (

i definicije referentne funkcije raspodele ¢°(c) izrazom:
(c) = (2m) /3 exp(—%cQ). (7.41)
Referentna funkcija je normirana na jedinicu:
/ dég®(c) = 1. (7.42)

Funkcije raspodele (7.33) i (7.34) mogu se zapisati u obliku:

m 3/2
)) b(c) (7.43)

U, 2, t) = Z.t) [ —————
[o(0, %, t) = ny(, )(QWT(a?,t

2Videti odeljak 6.2.6.
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m 3/2
F0.2.0) = (2.0 (g ) - fle)1+ (@20, (7.44)

Po pretpostavci funkcija raspodela je bliska ravnoteznoj, odnosno, x(¢, Z, t) je mala veli¢ina
reda O(Ag). Dobra definisanost jednacine (7.44) podrazumeva dodatne informacije o funkei-
jama n(Z,t) 1 T(#,t). U lokalnom ravnoteznom stanju te veli¢ine u potpunosti odgovaraju
gustini Cestica i temperaturi, koje su definisane relacijama (7.4), (7.9). Medutim, u nerav-

noteznom stanju nije tako, sve dok se dodatno ne specificiraju sledeéi uslovi:

[dis@.an = [difi0=nib. (7.45)

Ovo je dozvoljeno jer n i T' su proizvoljne konstante u redukovanoj funkciji raspodele (videti

odeljak 6). Jednacine (7.46) izrazavaju slede¢a ograni¢enja za funkciju y:
/ dég®x =0, / dec® ¢y = 0. (7.46)

Funkcija x se u sledeéem koraku razvija po bazisu ortogonalnih Ermitovih polinoma [2, 11],
posto je referentna funkcija raspodele (7. 41) Gausovog tipa. Ermitov polinom stepena n sa
tri promenljive ¢y, co, c3 0znacava se sa H ;. (), gde i1, ...,i, = 1,2,3. Drugim recima, to

je tenzor n-tog ranga. Izraz za Ermitove pohnome je:

c? a" c?
H" (@) = (1) exp(5 ) 5000 oP(=5) (7.47)
Zbog ilustracije nekoliko prvih Ermitovih polinoma se moze eksplicitno zapisati:
HO = 1, B =, (7.48)
HZ(JZ) = cie2 — Oy, Hff’,z = c1¢ac3 — 0jjck — OjiCi — OikCj...

Uslov ortonormiranosti Ermitovih polinoma se moze zapisati kao:

1 c?
(27r)3/2/exp(_?)Hu, in (E}H j (E)dC—énm(sn AnJieJno (749)

gde je 0;y..inj1...j. jednaka jedinici ukoliko skup indeksa ji...j, moze da se dobije permutaci-
jama 41...7,, a u suprotnom je nula. Iz prethodnog sledi ortogonalnost Ermitovih polinoma
razli¢itih stepena. Uzimajuéi u obzir da Ermitovi polinomi ¢ime potpun ortonormirani sistem
funkcija, moze se funkcija x zapisati u obliku:

o

X@z 1) = Y [hE(@E HHE (@) + hP D (@ ) HEP D ()]
n=0

I Z h(2n2) (7 ) HE (@) + .. (7.50)



140 Glava 7. Hidrodinamicka teorija

Koeficijenti AP, (Z,t) su tenzorki Ermitovi momenti. Treba napomenuti da je razvoj (7.50)
primenljiv za sve funkcije raspodele koje kao funkcije brzine (impulsa) opadaju sa porastom
istih brze od funkcije exp(—ev?/(2mT)), gde je € proizvoljan pozitivan broj. Ovaj uslov
zadovoljava Maksvelova raspodela i svi drugi oblici neravnoteznih funkcija raspodele koji ée
ovde biti pominjani.

Ovde je cilj da se odrede vektorske veli¢ine fluks cestica I', i fluks toplote ¢.. U
okviru linearne teorije to znac¢i da su samo vektorski momenti funkcije raspodele potrebni za
odredivanje vektorskih flukseva i u izrazu (7.50) je dovoljno zadrzati samo takve momente,
odnosno:

X(@,t) = k(@& ) HD (@) + D (7, ) HP (@), (7.51)

Kako ovde nije bitna preciznost, ova dva ¢lana su dovoljna za razmatranja koja slede. U
suprotnom potrebno je zadrzati vise momenata u jednacini (7.50).

Koeficijenti razvoja h") i h® se mogu naé¢i mnozenjem (7.51) sa m'/2 T3/2/n,. Héj),
integracijom po €'i primenom relacije ortonormiranosti (7.49), koja se u razmatranom slu¢aju

moze zapisati u obliku:
[ QB @HE D @dE = bndyre (7.52)
Nakon nekoliko elementarnih algebarskih koraka dobija se da je fluks probnih ¢estica:

T, = n(%)@/?)hgl)(:z, 0. (7.53)

Da bi se odredio toplotni fluks, neophodno je prvo izraziti ukupni fluks energije koji se moze

napisati u obliku:

T 3/2
by = <> n%/dé'crc2¢(0)x, (7.54)

m
§to je lako proveriti koriste¢i kineticku jednacinu. Vektor ukupnog fluksa energije figurise u
(7.37) i predstavlja sumu konvektivnog fluksa energije (5/ 2)Tf i konduktivnog fluksa toplote

q. Trazena relacija se moze zapisati u obliku:

T\3? m 1 5
r 1 - - dc | — - 2 _ —cC (0)
¢ O<m> n2/ C[\/loc (7 =5)+ 5] X
5 T\3/? 5
- /2 L 3) 42
5 Tm <m> hy?) + 2TI’T. (7.55)

Uporedenjem sa (7.37) pokazuje se da je Ermitov moment treéeg reda srazmeran trazenom

fluksu toplote (konduktivni fluks):

3/2
qr = §nm (T> h3). (7.56)

m T
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Polazeéi od relacija (7.35 ) i (7.39) dobijaju se jednacine evolucije Ermitovih momenata:

/
) = - (1) e el
1/2
@) = 5 (5) 7@+ (7.57)

Disipativni ¢lanovi su definisani kao:

QD) _ /de ) [(172 }K{f £ (7.58)

Rezultati izlozeni do sada su opsteg karaktera. Eksplicitni oblik disipativnih ¢lanova zavisi od

oblika sudarnog ¢lana, odnosno razmatranog sistema. U nastavku, po proceduri iz [2], prob-
lem koji se razmatra je slabo spregnuti sistem opisan Landauovom kinetickom jednac¢inom
(6.62).

Disipativni ¢lan ili generalizovana sila trenja Q,(nl) se dobijaju polazec¢i od oblika Lan-

dauvog sudarnog ¢lana (videti dodatak 14 i izraz (6.63)):
) . 1
Qg‘l) — W /dCldCQClralmen(’y)(aln — 8271) eXp <_2(C% + C%)) X

{1 +hMers + nd) —5), (7.59)

——cys(c
Vio !

gde je ¥ =& — & 1 O, = 0/0c1p,. Takode vazi identitet:

YmGmn(Y) = Grm(7)yn = 0. (7.60)

Posle parcijalne integracije i eksplicitnog ispisivanja parcijalnih diferencijala (91, —day,) dolazi

se do izraza:
1
Qf}) = W /dcldchm( ) exp [—5(01 + 02)}

X [hgl)‘sns + hg3) —5)0ns + 20171015]} . (7.61)

1 2
—|(c
ol
Smenom integracionih promenljivih sa v i I' = (¢? + ¢3)/2, koja transformiSe izraze pod

integralom u (7.61) na sledeéi nacin:

. S 1., . = 1. L1 _
a = I'+5%, a=I-37, c%:F2+fy+nyz-F,
1 1
cincls = Ipl's+ 5(')%1—‘5 + 'YSFn) + Z’Yn'}/& (7'62)
primenom jednacina za momente funkcija Gausovog tipa:
—3/2 = —F2 2k o 35(2k+1)
(271') / /dI‘e T = 21‘34'—3/27
_ o2 5-7...(2k+3)
(27'(') 3/2/dfe r FQkaFn = 2]64»—5/2677”7"
_ — 7112 k 79(2k+5)
(2m) 3/ / die V" r#*r,r,r,r, = —Tr

(5nm6pq + 5mp5nq + 6mq 5”17)7
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i integrala

22k+1 k!

———B
3V 2

2262 (k 4+ 1)

15V 27
(45nm5rs - 5mr(sns - 5rn5ms)a

(27’[‘)_3/2df6_r2/4G7~8(’)/)’)/2k = Ors, (7.63)

(27'()73/2df€7r2/4Grs(’Y)’sz’}’m’)/n _ B6, . x

gde je faktor B definisan relacijom (14.12), dobijaju se sledeée dve jednacine:

Bn 3
o _ b B _ h(3)_] 7.64
Qr 3\/7_rm1/2T3/2 [ r " 92,10 ( )
i B 3 75
(3) — _ b _ (1) 4 53
o 3\/7_rm1/2T3/2[ v+ ) (7.65)

Prema tome, disipativni ¢lanovi su linearne kombinacije Ermitovih momenata. Faktori uz
te koeficijente imaju dimenzije 1/vreme i mogu se identifikovati sa relaksacionim vremenom

TR L4l sudarnom frekvencijom:

1 1 Bnb

Th " 3ymmi2T3R (7.66)

Treba imati na umu da je frekvencija sudara funkcija gustine broja cestica okoline, a ne
probnih cestica. Takode su numericki faktori u gornjim relacijama donekle proizvoljni, Sto
je vezano sa razli¢itim karakteristi¢nim vremenima procesa uklju¢enih u razmatranje.

Prvi ¢lanovi sa desne strane jednacina evolucije Ermitovih koeficijenata (7.57) su iden-

tifikovani kao izvorni ¢lanovi i obelezavaju se na sledeéi nacin:

T\'? 1
Dz - _ ll _
g, (Z,t) TR (m) nTVT(nT),
5 /T\'?1
Bz — \ﬁ TN 1o o
@0 = ~mfs () D). (7.67)
Jednacine evolucije (7.57) se sada mogu prepisati u obliku:
RO (E 1) + Y ephl® =gl p=1,3. (7.68)
q=1,3

Koeficijenti ¢P? su matriéni elementiu operatora sudara K {ffp} izrazenog u Ermitovoj

reprezentaciuji:

3 75
C = C = -, C: = —
13 31 2\/@ 33 0.

Matrica sudara je simetri¢éna, zapravo sudarni operator je Ermitski (videti odeljak 10 u

ey =1, (7.69)

dodatku). Pokazano je da su svojstvene vrednosti operatora sudara realne i negativne, $to

je manifestacija ireverzibilnosti, koja je inherentno svojstvo sudara [2].
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Ostaje da se prokomentarise nalazenje resenja evolucione jednacine (7.68) koja pred-
stavlja linearnu diferencijalnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima. Uz specificirane

pocetne uslove resenja se mogu zapisati preko propagatora (odeljak 2):

1
W = ¥ kﬂmKﬂh9K0)+—li/ deG@w(mgynt—aﬂ. (7.70)
TR JO
q=1,3

Elementi propagatora su:
1 t t
<(011 — T3) exp (—Tl> + (—c11 +71) exp <—T2>)
KT —T9 TR TR
G4 = @qBY = 2 <exp (—T—lt) — exp (—Tit>) (7.71)

T —T9 TR TR

G () = ! ((—611 + 1) exp (—T—lt) + (c11 — r2) exp (—T—2t>) :

L —T2 TR TR

G(ll) (t)

Ovim je dobijeno potpuno resenje problema transporta, odnosno dobijeni su izrazi za fluks
Cestica i toplote.

Dve vazne i nove okolnosti su se pojavile tokom skicirane procedure. Prva je da vre-
dnosti vektorskih momenata u trenutku ¢ zavise od vremenske predistorije preko ¢lana koji
ukljuéuje izraz tipa ¢(@(t — @) (videti odeljak 16 u dodatku). Druga okolnost je da Ermitovi
koeficijenti zavise od pocetne vrednosti, sto kada se uvrsti u odgovarajuée hidrodinamicke
relacije implicira da reSenje zavisi od pocetnih uslova. Drugim re¢ima, da bi se reSio sistem
hidrodinamickih relacija, potrebno je poznavati ne samo pocetne vrednosti hidrodinamickih
veli¢ina nego i nehidrodinamickih. Ove nove okolnosti se mogu formalno povezati sa korela-
cionim efektima pominjanim u odeljku o kinetickim jednacinama. Medutim, posmatranje
dogadaja na skalama t > 7r omogucuje da se posledice konstatovanih okolnosti zanemare.
Matematicki to se moze izraziti izjednacavanjem prvog clana u jednacini (7.70) sa nulom i
svodenjem clana ¢(9 (t — ) na ¢\?(t). U integralima po t se tada gornja granica izjednacava

sa 00. Uvodenjem konstanti:

_ 1 oo
GWMD—/ OGP (9), (7.72)
TR Jo
asimptotski oblik evolucione jednacine za Ermitove koeficijente postaje:
WY =3 G0, p=1.3. (7.73)
q=1,3

Ove relacije uspostavljaju linearnu vezu izmedu flukseva P (t) i termodinamickih sila gﬁp ) (t).

U eksplicitnom obliku prethodna jednacina se moze zapisati:

(1) (3)

h7(nl) = (c339, (1) — 139, (1)),

MY = (—eizgV(t) + enng® (1)), (7.74)

e
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gde je:
, 33
A= C11€33 — C13 = % (775)
Prepisujué¢i numericke vrednosti (7.70) matrice sudara dobijaju se relacije:
25 V10
G B € AR St G )
T 2297‘ ( ) + 11 g’l“ ( )’
V10 25
3 = gy + =g (0). 7.76
Kombinacijom jednac¢ina (7.54), (7.68) i prve jednacine u (7.77) dobija se izraz za fluks
Cestica: o5 .
[— _227R _ 2R
I'= 32mV(nT) HanT. (7.77)

Nadalje se uzima da 7 ukljucuje i faktor 25/22, tako da je:
1 22 Bny,

— = . 7.78
TR 75T ml/2T3/2 (7.78)
Transportne jednacine u dimenzionom obliku se kona¢no mogu zapisati relacijom:
T 5 T
r, = —ERVT(nT) - énERVTT (7.79)
2_ TR 4 TR
= —-T—=V,nT)— -nT—V,T. .
O E mV (nT) 3" mVT (7.80)

Transportne jednacine su linearne i povezuju flukseve I';., ¢, sa konjugovanim termodi-
namickim silama —V,(nT"), —V, T, redom, preko transportne matrice ¢iji elementi su trans-
portni koeficijenti.

Usvajajuéi oznake iz neravnotezne termodinamike, fluksevi se oznacavaju sa Ja, a

termodinamicke sile sa X 4, A = 1,2. Tako je:

Ji = T, X;=-Vin(nT) (7.81)
1
Jo = 4 Xp=-VIn(T). (7.82)
Transportna jednacina glasi:
Ja= Y LapXp. (7.83)
B=1,2

Elementi transportne matrice su vezani sa ’standardnim’ transportnim koeficijentima [2, 11]:
L11 = TZD, L22 = R, L12 = Q. L21 == O/, (784)

gde je D difuzioni koeficijent, s termalna provodnost, a termodinamicki koeficijent i o’

Dufurov (Dufour) koeficijent. Pri tome:

T 4nT 2nT
D = _TR7 K = —n—TR, o = Q, = —n—TR, (7-85)
3 m 5m
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Uz nehomogenu raspodelu pritiska i temperature procesi difuzije i provodenja toplote

su spregnuti, pa transportna matrica sadrzi nedijagonalne elemente:

= —nDVIhP—-aVInT (7.86)

Ny

= —a/VInP-xVInT. (7.87)

Tako gradijent temperature moze proizvesti fluks cestica ¢ak i kada je raspodela pritiska
homogena (termodifuzija ili Soretov efekat). Takode, gradijent pritiska proizvodi fluks toplote
i u odsustvu gradijenta temperature (Dufourov efekat).

Transportna matrica je simetri¢na:
L12 = L21 — = O/, (788)

§to je oznaceno kao Onsagerov princip simetrije. Svojstvo neposredno odgovorno za ovu
simetriju je simetrija matrice sudara, odnosno svojstvo samoadjugovanosti operatora sudara,
§to omogucuje monotoni prilaz ravnoteznom stanju.

U specijalnom slucaju kada je temperatura homogena ali postoji gradijent pritiska:
- D
'=—-—=VInT. (7.89)
T
Ako je sistem idealni gas, dobija se poznati Fikov zakon za difuziju:
['=—DVinn. (7.90)

Ako je raspodela pritiska homogena ali postoji gradijent temperature, dobija se Fikov zakon

za provodenje toplote:
¢=—rVT. (7.91)
Velicina 7r, navedena gore u najopstijem obliku za neutralni razredeni gas tretiran
Bolcmanovom jednacinom, moze se napisati kao:
1/2

B, m
%Ozﬁﬁﬁﬁ’ (7.92)

ili za dvokomponentnu (elektron-jonsku) plazmu:

1/2773/2
Pl m
R = etnyln A’ (7.93)

gde je In A Kulonov (Coulomb) logaritam [2].
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Zakljucci:

Lokalna teorija transporta opisuje ponasanje sistema koji je u blizini ravnotezZnog stanja.

Mali otklon od ravnoteze je okarakterisan takozvanim termodinamickim silama X;(%),i =
1,2,..,n (npr. VT/T).

Sistem odgovara na prisustvo sila generacijom niza flukseva J; = T;(Z), $to se matematicki
opisuje transportnom relacijom:

n
Ja= Y LapXs, (7.94)
B=1

gde su L ap transportni koeficijenti.

Teorija transporta ima zadatak da identifikuje flukseve koji odgovaraju specificnim ter-
modinamickim silama © da izracuna iz kineticke jednacine transportne koeficijente.

Teorija lokalnog transporta je aproksimativna teprija, koja podrazumeva postojanje ma-

log parametra u makroskopskom sistemu 1 sporu evoluciju sistema u vremenu.

7.4 Entropija i transport (fenomenoloski pristup)*

Sve jednacine balansa ili momenata mogu se izvesti iz iste relacije. Neka je G neka
makroskopska fizicka veli¢ina (broj ¢estica, energija, itd.) i g(,t) njena gustina: G = [ d3xg.
Tada g evoluira po zakonu:

99

5=V T, +AG, (7.95)

gde je I'y gustina fluksa G, a AG lokalni stepen izmene velic¢ine G' u interakciji sa drugim en-
titetima u sistemu. Dugim rec¢ima, evolucija je posledica superpozicije reverzibinog procesa:
fluks posmatrane veliGine, i ireverzibilnog procesa: sudara.

Konkretno, ukoliko se relacija (7.95) primeni na entropiju, moze se pisati u obliku:

on(z,t)S(Z,t)]
ot

= —V -Ts(Z,t) 4+ o(Z, ). (7.96)

Prvi ¢lan sa desne strane (7.96) je divergencija fluksa entropije i opisuje promenu entropije
zbog razmene sa okolinom. Drugi ¢lan predstavlja stepen proizvodnje entropije i generisan
je sudarnim ¢lanom iz odgovarajuce kineticke jednacine. On opisuje proizvodnju entropije
(ili gubitak entropije) u jedinici zapremine sistema.

Izra¢unavanja u prethodnom odeljku su izvrSena za Landauovu kineticku jednacinu
(6.62) sa sudarnim ¢lanom oblika (6.63), koja je za potrebe hidrodinamickih razmatranja
modifikovana tako da ukljucuje lokalne redukovane funkcije raspodele. Od interesa je ponasanje
probnih ¢estica opisanih funkcijom raspodele (7.44). U eksplicitnom obliku, nakon duze al-

gebarske procedure detaljno izlozene u knjizi [2] koju prate izlaganja u ovom delu, stepen
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proizvodnje entropije se moze napisati u obliku:

(k- (95 — O, [ (T, 2, ) fo (T, 7, 1))
Tt T

. o S R -
0@ t) =5 / A6, di / ARV (k)5 (F - §) oS (7.97)

gde je § = ¥ — v} relativna brzina para probna cestica — Cestica okoline, V(kz) Furijeov
transform usrednjenog potencijala u Landauovoj kinetickoj jednacini (6.62), f; jeste funkcija
raspodele ¢estica okoline (7.43), a f funkcija raspodele probnih cestica (7.44).

Gustina entropije probnih ¢estica se moze po jednacini (6.167) napisati u obliku:
ns = — / fIn f d3v + nb, (7.98)

gde je b konstanta (videti glavu 15) i veli¢ine su napisane u jedinicama kp. U oznakama iz

prethodnog odeljka (7.98) prepisuje se u obliku:

71371 m

3/2
n§ = —n [ des(e)(1 + x(@)n [W (7) ¢ea+ x(cw] . (7.99)

Entropija S se moze razviti po funkcijama y: S = S0 + s 4 4+ S Clan nultog reda
je tada oblika:

em3 T

Bn m 5
— _In <—3(T)3/2> _|_§7 (7.100)

S0~ i <%<m>3/2>+1+; [ @@

em

i predstavlja entropiju po Cestici u stanju lokalne ravnoteze. S druge strane, ¢lan prvog reda
S je nula zbog ogranicenja datih uslovom (7.46). Prema tome, do drugog reda po funkciji
X, koja meri otklon funkcije raspodele probnih ¢estica od ravnoteznog stanja, funkcionalna
zavisnost entropije od polozaja i vremena je sadrzana u gustini Cestica i temperaturi. Od
ove Cinjenice se polazi pri odredivanju entropije u neravnoteznoj termodinamici.

Ukupni fluks entropije ['s se moze definisati kao

s = —n [ &8 ()1 +x(@)1n | 21 (27)3/2 PO+ x(cv)], (7.101)
odnosno )
s, = g (g;) 2 /dé’cr &+ ln(jﬂ?,} <Zf)3/2>] #"x. (7.102)

U (7.102) se mogu odvojiti kondukcioni i konvektivni deo fluksa entropije:

5 T\3/?
Ig, = \/;nm (> h3 4 ST,. (7.103)

m
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Drugim re¢ima, kondukcioni deo fluksa entropije (prvi ¢lan u poslednjoj jednaéini) je sra-

zmeran fluksu toplote:

= q
Js = — 7.104
5= 7 (7.104)
dok je konvektivni deo srazmeran fluksu cestica:
ST, (7.105)

Stepen proizvodnje entropije se moze kombinacijom (7.44), (7.51) i (7.97) zapisati u
obliku:

g =

S ghPhl), (7.106)

n
TR ,—134=13
gde su ¢,y matricni elementi operatora sudara (7.70). Stepen proizvodnje entropije ima
kvadratnu formu po Ermitovim momentima ¢iji su koeficijenti odredeni sudarnim ¢lanovima.
Iz vrednosti ¢, se zakljucuje da je o > 0.

Stepen proizvodnje entropije se moze zapisati u ekvavilentnom obliku:
o=-n Y hPQW, (7.107)
p=1,3

gde su kombinovane relacije (7.65), (7.66) i (7.70), ili

o= (nVg + nPg?), (7.108)
TR

posle kombinacije (7.68) i (7.75). Konacno se iz veze (7.81) i (7.82) moze dobiti poznat izraz
za proizvodnju entropije:

= 1
oc=-I-VinP — T(j’- VinT. (7.109)

u ovom izrazu o je bilinearna forma po fluksevima ¢estica i toplote i odgovarajuéim termod-
inamickim silama.

Uz oznake iz (7.83-7.87) sledi da je:

Ja= > LapXp, (7.110)
B=12

odakle relacija (7.109) moze da se predstavi u obliku:

o=> > XaLapXp. (7.111)
A B=12

To je takozvani transportni oblik proizvodnje entropije3. On je kvadratne forme po ter-

modinamickim (generalisanim) silama. Veli¢ina L4p je transportna matrica. Pozitivnost

3Zainteresovani Gitaoci se upuéuju na knjigu [22].
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proizvodnje entropije uvodi slede¢a ogranic¢enja za transportne koeficijente koji figurisu u
izrazima za flukseve (7.88,7.89):

D>0, x>0, nDk—a*>0. (7.112)
Dakle, drugi zakon termodinamike (videti odeljak 3.2) uslovljava pozitivan znak dijagonalnih
transportnih koeficijenata D i k.
7.5 1Izbor flukseva i termodinamickih sila

Pri izboru flukseva i termodinamickih sila treba obezbediti jednakost dimenzija sa obe

strane transportne jednacine:

g

as
— = X A1
(), 5 e o

odnosno,

gt = VI 181 = 1. (7114)

U ovom odeljku se navode dva primera odredivanja flukseva. Prvi je fluks toplote

J = ¢. Dimenziona relacija (7.114) se moze zapisati u obliku:
(X¢| = w7 (7.115)

1z definicije fluksa toplote kao koli¢ine toplote koja u jedinici vremena protekne kroz jedini¢nu

povrsinu sistema sledi:

(7.116)

[Xo] = 7 (7.117)

odakle je termodinamicka sila koja proizvodi fluks toplote data izrazom:

10T

Drugi primer pokazuje odredivanje termodinamicke sile koja proizvodi elektri¢ni fluks
u sistemu naelektrisanih cestica. Tada je J = j, gde je j fluks struje. Analogno prethodnom

postupku dobijaju se redom relacije:

(Xj] = =rmrrpmar (7.119)
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X
(X;] = =, (7.120)
7T
gde je x potencijal elektri¢nog polja u sistemu. Konac¢no termodinamicka (generalisana) sila
ima oblik:
1 0x
X;i=—=-=. 7.121

7.6 Jednacina transporta za termoelektri¢ne

pojave

U ovom odeljku je kratko skicirano izvodenje transportne jednacine za termoelektri¢ne
pojave. Drugim re¢ima, ovde je od interesa naci vezu izmedu elektricnog fluksa i toplotnog
fluksa. Pomenuti fluksevi i odgovarajuce termodinamicke sile su odredene u prethodnom

odeljku i mogu se oznaciti na sledeéi nacin:

1 1 0T
Ja ¢ Xa=gpVihT=gm50
. 1 ox
J pry = — = —. 7.122
B J» XB TX Oz ( )

Iz transportne jednacine u opstem obliku (7.111) moze se odmah napisati sistem jednacina

koje opisuju termoelektriéne pojave:

_ 1 0T 1 0x
¢ = M2 og “Tox’
10T 1 0x
- =2 —_ A 7.123
J “T2 9x “T oz’ ( )
gde su L;j, 1,j = q, e elementi transportne matrice.
Kada bi ¢ i j bili nezavisni, jednacine (7.123) bi imale oblik:
1or 0T Ly
¢ = lugag, = hey TrT e
10 0 L

“Tor o T’
odnosno, dobila bi se jedna¢ina provodenja toplote (7.94) i jednacina za gustinu struje. Iz tih
relacija se onda mogu odrediti elementi transportne matrice preko transportnih koeficijenata
k (termalna provodnost) i 7 (elektriéna provodnost).

Neka je j = 0. Tada druga jednacina u (7.123) postaje:

B 1 (0T 1 [0y
0= —Legy <%>j:0 ~ Leer (8_x>j:o’ (7.125)
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odakle se dobija veza termodinamickih sila:

ox/0x _ 8X> L
<0T/8w) =0 <8T im0 LeT (7.126)

Drugim rec¢ima, gradijent temperature dovodi do postanka elektri¢nog polja. Ova pojava se

naziva Zebekov efekat.

Cesto se veli¢ina

— 9x _ Le
= — <8T)j:0 - (7.127)

oznacava terminom termoelektromotorna sila.

Iz (7.126) sledi da je:
dx Leg (8T>
= = — - 7.128
(837)]':0 LeT \ Ox j=0 7 ( )

i time jednacina za toplotnu provodnost u (7.123) postaje:

1 0T 1 Leg \ OT
= —Lgg—s— — Lge— [ — = 7.129
1= "haa g, qu( L66T> oz (7.129)
Posto je transportna matrica simetricna, odnosno, Lge = Ly, moZe se pisati:
oT
= —-Ap— 7.130
q THr (7.130)
gde je Ar toplotna provodnost data izrazom:
LygLee — L2
A — —dd77ee  Teq. 7131
T L T? (131
S druge strane iz (7.127) L., postaje:
Leg = €7T Lee = erT?y. (7.132)
Prema tome, transportne jednacine se mogu zapisati u obliku:
oT ox
= —(A T?y)—— — egTy-= 7.133
q Az +erTy) o —erlyo (7.133)
aT ax
= —epTy— — v=. 7.134
J erTy o =75 (7.134)
Eliminacijom g—;‘ iz izraza za q pomocu relacije za j moze se pisati da je:
dx j T oT
A _d . bt}
Ox v Lt
i oT
q=—Ar— terTy. (7.135)

ox
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U nekoliko redova biée pokazano sta se dogada na spoju izmedu dva razli¢ita provodnika
a ib u izotermnim uslovima: 97/0z = 0.

Tada je struja kroz spoj:
X
| = —Y 5= 1
J v (7.136)

a toplotni fluksevi s obe strane spoja na osnovu (7.135) su:
qa = ETaTj, qp = eTij. (7137)

Prema tome, zbog postojanja flukseva toplote pri proticanju elektricne struje kroz spoj
izmedu dva razli¢ita provodnika dolazi ili do hladenja ili do zagrevanja prelaza — Peltijev
efekat.

Koli¢ina toplote koja se tom prilikom oslobodi ili emituje na spoju je:
I = A(qy — qa) = AT (€1, — €1,)] = ATtab], (7.138)

gde je gy = T'(er, — €1,) Peltijev koeficijent.

7.7 TEST 6

1. Navedite osnovne hidrodinamicke velic¢ine.

2. Prokomentarisite odnos lokalne redukovane funkcije raspodele f(¥;Z,t) i redukovane
funkcije raspodele f(q,v;t) (odeljak 6).

3. Izvedite jednacinu (7.39).

4. Objasnite smisao uvodenja probnih ¢estica u odeljku 7.3.

5. Navedite smisao Onsagerovog principa.

6. Prokomentarisite izraz za proizvodnju entropije dat jednac¢inom (7.98).

7. NapiSite osnovnu jednacinu lokalne teorije transporta i objasnite znacenje svih ¢lanova

u njoj.

8. Objasnite pojam Peltijevog efekta.



Glava 8

Intuitivno opisivanje neravnoteznih

pojava

Pojava braunovskog kretanja, koju je opisao 1827. godine botani¢ar Braun (Brown)
posmatrajuéi neprekidno haoti¢no kretanje malih ¢estica polena u te¢nosti, predstavlja klasican
problem neravnotezne statisticke mehanike. Ovo kretanje je objasnjeno sudarima braunovske
Cestice (male, ali makroskopske Cestice) sa atomima i molekulima okolne sredine. U svakom
trenutku na kretanje braunovske cestice uticu interakcije sa atomima sredine u kojoj se
braunovska cestica kreée. Kako je kretanje atoma sredine haoti¢no, kretanje braunovske
Cestice je komplikovano.

Pojava braunovskog kretanja je posluzila kao osnova teorije fluktuacija i delom je ob-
jasnjena u pionirskim radovima Pola Lanzevena (Paul Langevin), Alberta Ajnstajna (Al-
bert Einstein) i Mariana Smoluhovskog (Marian Smoluchowski). Stavise, pokazano je da
ona igra osnovnu ulogu u objasnjenju formiranja oscilatornih spektara u generatorima svih
tipova (elektronskim, poluprovodnickim, laserskim itd.), u fizici faznih prelaza i uopste u
intuitivhom razumevanju neravnoteznih procesa.

Komplikovanost braunovskog kretanja je izvan domena deterministickih, makrosko-
pskih teorija. Prigodno objasnjenje je postalo moguée tek nakon uvodenja u razmatranje

fluktuacija funkcije raspodele.

8.1 Lanzevenova jednacina

Braunovska cestica se moze posmatrati kao mala lopta radijusa R i mase m, ¢ija je
relativna brzina u tec¢nosti . Makroskopsko razmatranje kretanja u okvirima hidrodinamike

(makroskopska teorija) pokazuje da braunovska ¢estica, pri kretanju kroz tecnost, oseca silu

153
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trenja (uslovljenu viskoznoséu teénosti) koja je proporcionalna brzini éestice ¥ 1. Jednacina

kretanja Cestice se tada zapisuje u obliku:
F = —mn, (8.1)

gde je v = 6w Rv/m koeficijent trenja, a sila F je tzv. Stoksova sila. Medutim, jednacina
kretanja (8.1) ne opisuje haoti¢no kretanje braunovske cestice. Zbog toga je Lanzeven uneo
u jednacinu kretanja dopunsku silu my(t), koja opisuje interakcije svih pojedina¢nih estica

tecnosti sa braunovskom ¢esticom:
F = —m~ +mi(t). (8.2)

Jednacina kretanja braunovske Cestice (8.2) se moze zapisati u obliku sistema dve vektorske

diferencijalne jednacine prvog reda po vremenu:
% =7, % + vp = my(t), (8.3)
gde je p = mu impuls braunovske Cestice.

Pojam Lanzevenovog izvora se moze intuitivno predstaviti na sledeé¢i na¢in. Pri svakom
pojedina¢nom sudaru braunovske cestice sa nekom od Cestica sredine, braunovska cestica je
malo ’skrenuta’ sa svoje makroskopske putanje. Sudari su mnogobrojni i jako neregularni,
odnosno, braunovska cestica skrece vise ili manje i u razli¢itim pravcima. Ova okolnost
ostavlja moguénost da se kretanje braunovske Cestice opiSe primenom teorije verovatnoce
[23, 24]. Lanzevenov izvor se ne moze smatrati zadatom funkcijom vremena, ali se uticaj
sudara moze predstaviti kao rezultat usrednjenja efekata velikog broja sudarnih dogadaja s
obzirom na veliki broj makroskopski identi¢nih situacija, tj. kao rezultat usrednjavanja po
ansamblu. Genericki u kontekstu braunovskog kretanja je primenljiva ergodic¢ka hipoteza, te
je korisno ovde konstatovati da su rezultati usrednjenja po ansamblu ekvivalentni rezultatima
usrednjenja po vremenu.

Takode se ne mogu predvideti polozaj i brzina braunovske ¢estice u svakom trenutku ¢,
veé¢ samo srednji rezultat velikog broja sudarnih dogadaja braunovskih cestica sa kontituen-
tima sredine, koji se odvijaju pod identi¢nim uslovima. Ovakav nacin reSavanja jednacina
kretanja braunovske Cestice je drugaciji od standardnog nacina reSavanja diferencijalnih
jednacina, koji je odreden zadavanjem pocetnih uslova. Jednacine kretanja braunovske ¢es-
tice su takozvane stohasticke (slu¢ajne) jednacine kretanja (videti dodatak 16).

Drugim rec¢ima, LanzZevenova sila ili LanZevenov izvor, koja je slucajna funkcija vre-
mena, ne figurise u zakonima hidrodinamike, veé je posledica postojanja fluktuacija hidro-
dinamickih (makroskopskih) funkcija, koje kao $to je gore maznaceno poticu od atomsko-

molekularne strukture sredine oko braunovske cestice. Odnosno, sredina (tecnost) nije neprekidna,

'Ovo razmatranje ima smisla pri malim vrednostima Rejnoldsovog broja, R. = vR/v < 1, gde je v

kinematicki koeficijent viskoznosti sredine u kojoj se Cestica krece.
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ve¢ diskretna, korpuskularna i upravo se to svojstvo manifestuje preko kretanja braunovskih
Cestica.

Ako je sredina u ravnotezi i rezultanta spoljasnjih sila jednaka nuli, posmatrani sluc¢ajni
procesi su stacionarni. Za svaku komponentu sile my;(t) oba pravca (napred — nazad) su
jednako verovatna, pa je srednja vrednost po ansamblu braunovskih ¢estica, koje u trenutku

t = 0 imaju brzinu vg, ili prvi moment LanZevenove sile dat izrazom:

<yi(t)> = Oa (8-4)

gde y; oznacava i-tu komponentu (t).

Ideja o neregularnosti sudara moze se izraziti pretpostavkom da su vremenski udaljeni
sudarni dogadaji statisticki nezavisni. Odnosno, vremenske korelacije izmedu vrednosti y;(¢)
u dva razlicita vremenska trenutka ¢ i ¢’ razlicite su od nule samo za vremenske intervale

reda karakteristi¢nog vremena sudara 7.

~ 2.
kor. = T+

(wi(O)yi(t) = ot — 1), (8.5)

gde je ¢(t) funkcija koja ima ostar pik u ¢ = 0 i prakti¢no je jednaka 0 za |t| > 7.. Korelacije
tipa (y;(t)y:(t')) su zapravo momenti drugog reda posmatrane slu¢ajne promenljive y;(t), a
oznacavaju se i terminom autokorelacione funkcije [23, 24]. Pri ispitivanjima karakteristika
fizickih procesa razlicite prirode, od rasejanja laserske svetlosti pri prolasku kroz razlicite
sredine do proucCavanja ponasanja bakterija u nekim biofizickim procesima, upravo je cilj iz
niza rezultata sakupljenih u serijama merenja proracunati autokorelacione funkcije. Cesto
se ovi proracuni dobijaju numerickim modelovanjem ispitivanih procesa.

Dodatno se moze pretpostaviti da su svi momenti viseg reda slucajne veli¢ine y;(t)

izrazeni preko momenata drugog reda:

(Wi(t1)yi(t2)-- yi(tont1)) = 0, (8.6)
(i) yi(t2)-yi(tan)) = Y (wiltin)yi(ti,)) (i(tis)yi(tiy))-.
<yi (tianl )yi (ti2n)>7

gde je n ceo broj i svaki od indeksa i1, 19, ..., 72, moze imati vrednosti 1,2,...n. Ova pret-
postavka je ekvavilentna pretpostavci da se raspodela slucajne veli¢ine y;(t) moze opisati
Gausovom raspodelom (dodatak 11.2.3).

Uz pretpostavku da je 7. prakti¢no nula (odeljak 6) i time znatno manje od vremena
korelacije Stoksove sile 1/, funkcija ¢(t) se moze predstaviti Dirakovom delta funkcijom §(t),
odnosno funkcijom koja izdvaja jednu odredenu vrednost promenljive u svom argumentu,

ovde t = 0. O osobinama ¢ funkcije se vise moze saznati iz knjiga [9, 17].

2Videti odeljak 6.1.
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Momenti drugog reda izvora ¢(t) za sve moguce parove komponenata y; i y; dati su
izrazom oblika:

(wi(t)y; () = 2Dé;;0(t — 1), (8.7)
gde je 2D intenzitet Lanzevenovog izvora, a prvi simbol §;; znaci nekorelisanost (statisticku
nezavisnost) razli¢itih komponentata .

U opstem slucaju, vremenska korelacija dve proizvoljne slucajne funkcije x;(t),x;(t")
oznacava Se sa:

Kij(t,) = (wi(t)a; (¢)). (8.8)

Za stacionarni slu¢ajni proces vremenska korelacija ima oblik:
K@'(f,i—T) = Kij(t—i-T,t) = Kij(T), (8.9)

odnosno zavisi samo od vremenskog intervala koji razdvaja dva trenutka posmatranja, a ne
od tih trenutaka ponaosob.

Pri razmatranju sluc¢ajnih (stohastickih) dogadaja primenjuje se Furijeova, odnosno
spektralna analiza [17, 19, 23]. Spektar slucajne promenljive x(t), na primer vremenskog

signala dobijenog pri merenju neke fizicke veli¢ine, dobija se u dva koraka. Prvo se definise:

T )
2(w) = / dte= (1), (8.10)
0
Furijeov transform, a zatim spektar:
. 1 2
S(w) = lim ——a()? (8.11)

gde je T vremenski interval, a w frekvencija. Spektar je blisko povezan sa momentima drugog

reda. Ovo se moze ilustrovati prepisujuéi (8.11) u obliku:

1 T 1 T—1
S(w) = lim [—/ cos(wT)dT—/ x(t)x(t + 7)dt]. (8.12)
T—oo T Jo T 0
Odavde se dobija izraz: .
S(w) = ~ / cos(wr)drK (7). (8.13)
™ Jo
Ovaj rezultat se moze zapisati i u obliku:
1 [
S(w) = 5 [ eTTarK (), (8.14)
ukoliko se ima u vidu da je:
. 1 T . 1 T—T1
K(r) = Jim o [yt —nde = Jim 7 [ g+ myod

~ lim % /0 Oyt + )t = K(7). (8.15)

T—o0
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Inverzna Furijeova transformacija izraza (8.14) daje:

K(r) = / TS () dw (8.16)
—o0
Posledica ovih transformacija je da se moze direktno meriti korelacija nekog vremenskog
signala, ili njegov spektar, a iz njih da se onda mogu proracunati odgovarajuéi spektar, ili
vremenska korelacija, respektivno.
Prethodno se moze napisati s obzirom na proizvoljni moment drugog reda K;;(7).

Furijeova transformacija kao rezultat daje izraz:

1 (e.¢]

(wixj)r = o ) (ziz))we ™ dw, (8.17)

dok njoj inverzna transformacija daje izraz oblika:

(22 5)w :/ (zizj),eTdr = [ Kij(1)e™mdr, (8.18)

— 00

i definiSe spektralnu gustinu slucajne veli¢ine x.

Iz osobine da je K;;(0) = K;;(0), dobija se relacija:
(@iz5)w = (22i) w, (8.19)

koja izrazava simetri¢nost spektralne gustine u odnosu na promenu znaka promenljive w u
Furijeovom prostoru.
Ovde ¢e biti ispisane jo§ dve korisne relacije za vremensku korelaciju i odgovarajuéu

spektralnu gustinu stacionarnih sluc¢ajnih procesa. Pri 7 = 0:

1 o0
(wi2j)re0 = 5= /_ (i )ude, (8.20)
apriw =0:
(i) o = / (wiz;)rdr. (8.21)

Pri razmatranju kretanja braunovske Cestice od interesa je spektralna gustina Lanzeven-

ovog izvora. Ona je po relaciji (8.18) data izrazom:
(Yiyj)w = 2D0;j, (8.22)

i ne zavisi od frekvencije. Odnosno, spektralna gustina Lanzevenovog izvora ima spektar koji

se naziva beli Sum [23, 24].
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8.1.1 Spektralna gustina koordinate i brzine braunovske

Cestice

U ovom odeljku se izra¢unavaju spektralne gustine koordinate i brzine braunovske
cestice. Prvi korak u toj proceduri je priprema za prelaz u Furijeov prostor svih relevant-
nih veli¢ina. Tako je primenom Furijeove transformacije na sluc¢ajnu koordinatu polozaja

braunovske ¢estice x;(t):

1 o0 )
x;i(t) / Tiwe “ldw, (8.23)

=5
dobijen njen Furijeov transform z;,,, koji se pak moze definisati preko odgovarajuée inverzne

Furijeove transformacije:

Tiw = / :ni(t)ewdt. (8.24)

—o0
U slede¢em koraku se primenom Furijeove transformacije na jednacine kretanja braunovske
Cestice (8.3) dobija sistem algebarskih jednacina u Furijeovom prostoru, koji se moze zapisati
u obliku:
— WLy, = Uy, —i(w+ 1Y)V = Yu- (8.25)

U njemu figurisu Furijeovi transformi koordinata i brzina braunovskih cestica. Ovde je ko-
risno napomenuti da se Furijeova transformacija ¢esto koristi za prevodenje diferencijalnih
u algebarske jednacine, koje je uglavnom lakse resiti. Onda ostaje problem kako izvrsiti in-
verznu transformaciju i dobijeno resenje u Furijeovom prostoru (prostoru frekvencija) vratiti
u fizicki prostor (prikazati rezultat evolucije u vremenu) [19].

Konaéno, vremenska korelacija koordinata primenom Furijeove transformacije se moze
zapisati u obliku:

1 R : ’ -
(@05t = 7)) = G /_ T e T dy (8.26)

Kombinacijom relacija (8.18) i (8.26) dobija se:

TiwTy = (2iT))w2mé(w — W', (8.27)
gde je primenjena relacija:
1 fo° -
S(w) = — dte™ ™t 2
(@) =g [ dte, (5.28)

koja predstavlja Furijeov transform kompleksne eksponencijalne funkcije [9, 17]. Relacija

(8.27) pokazuje da stacionarnost procesa podrazumeva nekorelisanost z;(w) i }(w’), posto

je ¢lan d(w — w') dobijen kao posledica zavisnosti (z;(t)x;(t — 7)) samo od intervala .
Nakon §to su izrazene sve relevantne veli¢ine u Furijeovom prostoru, kombinacijom

(8.25), (8.26) i (8.27) dobijaju se izrazi za spektralne gustine koordinata i brzina braunovskih
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Cestica:
2D (Viv))w
(viv)w = %m’ (@izj)o = 3 (8:29)
N i(Uin)w N _’L'(Uivj)w
(Ilvj)w - w ) (vzxj)w = wi- (830)

Iz prethodnih relacija se moze zakljuciti da su spektralne gustine polozaja i brzina realne, a
‘mesSovite’ spektralne gustine, koje povezuju polozaj i brzinu, imaginarne.
U najjednostavnijem slucaju, kada je proces braunovskog kretanja stacionaran, dobija

se pri 7 = 0 izraz:
3D
V)

v
koji pokazuje vezu spektralne gustne brzine i parametara u sistemu (intenziteta Lanzevenovog

(7?) = (8.31)

izvora i koeficijenta trenja). Posto je kineticka energija u ravnoteznom stanju za Cestice

proizvoljne mase, 3kpT/2 = (m/2)(1?), sledi veza:
I
D = (%) = y=—. (8.32)

Ovo je tzv. Ajnstajnova relacija (videti odeljak 6.3.4), u kojoj D ima smisao difuzionog
koeficijenta. Prema tome, intenzitet Lanzevenovog izvora je odreden trenjem (disipacijom)
i temperaturom po Ajnstajnovoj formuli®. Iz prethodnog sledi da se spektralna gustina
Lanzevenovog izvora moze izraziti formulom:
(Yij)w = 2’YkB—T5ij, (8.33)
m
§to je jedan primer fluktuaciono-disipacione teoreme koja povezuje spektralnu gustinu izvora

sa disipativnim faktorima ~ i T

8.1.2 Vremenske korelacije brzine braunovske cestice

Nakon sto su odredene spektralne gustine koordinate i brzine braunovske cestice, ovde
je kratko prokomentarisano nalazenje vremenske korelacije brzine. Ona se moze dobiti pri-

menom Furijeove transformacije na poznatu spektralnu gustinu brzine braunovske cestice:

1 > -
(vivj)r = —/ (vivj)w e ™ dw. (8.34)
27 )
Odavde, uz spektralnu gustinu izvora datu izrazom (8.33), sledi trazena relacija za vremensku
korelaciju brzina*:
1 00 —iWwT D
;) = ——2D6;j dw = 8;;= eI, 8.35
<1}1U]>7- o i - 2 T ’)/2 'y iJ ~ e ( )

30vaj iskaz vazi samo za slu¢aj linearne Lanzevenove jednacine.
“Nacin resavanja integrala u relaciji (8.35) moze se nadi literaturi [25, 26].
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Imajuéi u vidu izraz (8.32), jednacina (8.35) moze se prepisati u obliku:
()7 = (0%) e, (8.36)
Moze se odmah videti da je nadena korelacija reSenje jednacine:
d )
=0 >0 8.37
(f+7) @ =0 = (5.37)

uz pocetni uslov: (2),—¢ = 3D /vy = 3kgT/m.

Razmatranja u poslednja dva odeljka pokazuju da je statisticke karakteristike (vre-
menske korelacije, spektralne gustine) braunovskog kretanja moguce generisati iz Lanzeven-
ove jednacine, prethodno specificirajuéi statisticke karakteristike Lanzevenovog izvora y(t),

ili odgovarajuceg korelatora pri 7 = 0.

8.2 Foker-Plankova jednacina

Iz Lanzevenove jednacine za sluc¢ajne funkcije vremena - Z-vektor polozaja i ¥-brzinu
braunovske ¢estice (8.3) — moze se do¢i do jednacine za funkciju raspodele braunovskih cestica
po koordinatama i brzinama f(Z, 7, t). Jedan od nacina je prikazan u ovom odeljku.

Fazna gustina za braunovske Cestice u Sestodimenzionom prostoru koordinata i brzina
je:

N(Zv,t)= Y o £)0(T — Ti(t)), (8.38)
1<i<N
gde je N ukupan broj braunovskih ¢estica. Neka je IV fiksiran i poznat broj. Tada je fazna

gustina normirana na broj cestica:

/N Z,U,t)dZdv = N = const. (8.39)
i odgovarajuca jednacina neprekidnosti (kontinuiteta) u faznom prostoru ima oblik:
ON ON 0
— v+ y)N|] = 0. 8.40
T + L[~ + )N (8.40)

Funkcija raspodele je po definiciji vezana sa srednjom faznom gustinom ¢estica relacijom®:

nf(Z,v,t) = (N(Z,U,1)), (8.41)

i normirana je na jedinicu [ f dZdo/V = 1.
Usrednjavanjem jednacine (8.40) i koris¢enjem veze (8.41), dobija se jednacina za

funkciju raspodele u obliku:

of _of o, . 1 0
ot Tz~ a7 ")~ Lan

5Usrednjavanje u formuli (8.40) se vrsi po fluktuacijama usrednjavane slu¢ajne veli¢ine.

((yi0N)), (8.42)
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gde se u poslednjem ¢lanu podrazumeva sumiranje po indeksu i i gde je (y;0N) = (y;N).
Poslednja jednakost se moze pokazati u nekoliko koraka. Ukupan broj ¢estica se moze napisati
u obliku:

N = (N)+ 0N, (8.43)

gde je 0N- fluktuacija broja ¢estica. Smenom (8.43) u izraz (y;N) dobija se:
(yilN) = (4i((N) + 6N)) = (i) (N) + (yi6N),

sto uz (8.4) daje trazenu vezu.

Smenom (8.43) u jednac¢inu (8.40) direktno se moze pisati:

(5 + 7z ) (N +38) = 2 QN) +8N)) = o (V) + V). (8.49

Kombinacijom (8.41) i (8.42) izvodi se relacija:

e L a () (8.45)

(2

Oduzimanjem (8.45) od (8.44) dobija se jednacina za fluktuacije JN:

O (0N — (gaN)). (8.46)

0
g )~ 5

0v;

0 0 0 ,
<8t +v 83:) ON — ?('wéN) =

Da bi se odredile fluktuacije 0N, potrebno je uprostiti jednac¢inu (8.46). Prva pret-
postavka je da su fluktuacije male. To omoguéuje da se mogu odbaciti svi ¢lanovi u (8.46)
nelinearni po malim veli¢inama. Takode je tada mogudée izabrati fizicki beskona¢no malu
zapreminu V i odgovarajuci interval vremena u kojima se mikroskopske funkcije mogu sma-
trati homogenim. Tako se odbacuje pretposlednji ¢lan sa desne strane pomenute jednacine
jer sadrzi proizvod fluktuacije 6 N i Lanzevenovog izvora y. Drugo, posto je slucajni proces
y(t) d-korelisan, mogu se u jednaécini (8.46) odbaciti drugi i treéi ¢lan s leva jer ne uspevaju

da ’deluju’ za to vreme. Prema tome,

B B
] (8.47)
odakle je:
SN(Z,5,1) = 8/ yi(t — T)nf(E,5,t — 7)dr. (8.48)
31)]

Zamenom (8.48) u poslednjem ¢lanu s desne strane jednacine (8.46), nakon proste procedure,

dobija se izraz:
19 >f

—(yi0N) = 81} , (8.49)

n ov;
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gde je D = vkgT/m. Konaé¢no, jednacina za funkciju raspodele braunovskih ¢estica ima
oblik: of of TN

E—l—ﬁ%:DW—Fa—g(’yﬁ ) = Ipp(Z,0,t). (8.50)
Ova jednacina je poznata pod imenom Foker-Plankova jednacina. Sledeé¢i terminologiju
kineticke teorije, ¢lan Irp je integral sudara i opisuje difuziju braunovskih Cestica u prostoru
brzina. Parametar D je identifikovan kao koeficijent difuzije.

Resenje Foker-Plankove jednacine za ravnotezno stanje, kada funkcija raspodele zavisi
samo od brzine, jeste Maksvelova funkcija raspodele. Ravnoteza se uspostavlja dejstvom
Lanzevenove sile, Sto je ekvivalentno dejstvu termalnog kretanja atoma sredine.

Kada je f prostorno homogena funkcija (ne zavisi od Z), vreme koje karakterise us-
postavljanje ravnoteze, tj. vreme relaksacije je 7. = 1/7.

Interesantno je napomenuti da se teorija braunovskog kretanja moze izvesti i bez
uvodenja Lanzevenove jednacine. Na primer, polaze¢i od Foker-Plankove jedna¢ine za dvovre-
mensku funkciju raspodele f(Z,v,t, &, 7' ,t—7), 7 > 0 uz date vrednosti parametara ', v/, t —
7, dobija se, nakon proste procedure® jednacina za korelator brzine braunovskih ¢estica ob-
lika:

(3 + 7> (), = 0. (8.51)

Pocetni uslovi (7 = 0) su: (¢2) = [ fdp = 3kgT/mi f = 1(\2)-

8.3 Difuzija braunovskih cestica

Pored ’'unutrasnjih’ vremenskih parametara T,lmr_ i Tpe1. = 1/7 procesa braunovskog
kretanja, bitan je i vremenski parametar 7p koji karakteriSe proces difuzije braunovskih
Cestica u prostoru, a zavisi od dimenzije sistema L. Pretpostavljaju¢i da je Lanzevenov izvor

6 korelisan, tj. T]lwrl = 0, ostaju kao parametri 7,.¢; 1 7p. Ukoliko vazi:
Trel. < TD, (8.52)

moze se Foker-Plankova jednacina za funkciju raspodele f(Z,7,t) zameniti jedna¢inom za
funkciju raspodele f(Z,t).

Neka je tg pocetni trenutak posmatranja braunovskog kretanja i neka je ukupno vreme
posmatranja braunovskog kretanja ¢ mnogo veée od vremena relaksacije Tr: t — tg > Tyl
(odnosno, |dp/dt| < ~|p]). Tada sistem Lanzevenovih jednacina ima oblik:

di _ g(t)

~U = ¥(t), odnosno prin T = (1), (8.53)

SFoker-Plankova jednacina za f(Z, 7, t, 2,4, t —T) se mnozi izrazom ¥(t)¥" (t — ) i usrednjava, uz grani¢ne

uslove da je f(...) =0uZ — o0 i ¥ — oo.
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gde je 7, (t) Lanzevenov izvor, ¢iji momenti su:
(T(t) =0, (Fu(t)gu(t)) = 6D0(t —t'), (8.54)

a D, = kpT/(m7) je koeficijent difuzije u koordinatnom prostoru.

Odgovarajuéa Foker-Plankova jednacina postaje”:

f(#,1) _ .
—or = Daaf(3.1), (8.55)

gde je A.f = 02f/0x%. Ovo je jednacina za difuziju u prostoru braunovskih cestica, ili
jednacina Ajnstajn-Smoluhovskog (AS). Funkcija f(Z, t) je normirana na jedinicu: [ f(Z,t)dz/V =
1. Drugim re¢ima, odgovarajuéa gustina Cestica (koncentracija) n(Z,t) normirana je na broj
Cestica: [ n(Z,t)df = N.

Ukoliko su u pocetnom trenutku ¢ = ¢y sve Cestice specificirane sa Z( (nalaze se u fizicki

beskona¢no maloj zapremini oko (), pocetna koncentracija je data izrazom:
n(f, to) == N(;(f - fo) (856)

i reSenje difuzione jednacine postaje:

’I’L(f, t|fo, to) =

N (% — 7))?
(Ar Dy (t — 10))3/2 P <4Dx(t—to)>' (8.57)

Ovaj izraz opisuje vremensku evoluciju prostorne raspodele braunovskih ¢estica, odnosno
njihovu difuziju.

Pomoé¢u funkcije f mogu se odrediti momenti vektora pomeraja:
(T — o) =0, {((Z—Z0)%) =6D,(t—to). (8.58)

Dakle, srednji kvadrat pomeraja je proporcionalan vremenu. Ovu vezu je prvi ustanovio
Ajnstajn.
U savremenoj teoriji braunovskog kretanja difuzioni proces je generalizacija relaksa-

cionog procesa okarakterisanog relacijom:
(@ — (D)%) ~ 17, (8.59)

gde je a realni broj, tzv. difuzioni parametar (zbog jednostavnosti je uzeto tg = 0, %y = 0).
Tada je proces okarakterisan parametrom « = 1 standardna difuzija, odnosno difuzija u
Ajnstajnovom smislu, o < 1 subdifuzioni proces i a > 1 super-difuzioni proces (videti
dodatak 17).

"Primenom procedure iz prethodnog odeljka.
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Za potpuno opisivanje procesa difuzije, u sistemu sa kona¢nim dimenzijama, neophodno
je resiti AS jednacinu uz odgovarajuée grani¢ne uslove. Proces difuzije se zavrsava pri (& —
79)?) ~ L2, kada je t — tg ~ Tp, odakle je Tp ~ L%/ D,.

Teorija braunovskog kretanja u gasovima i te¢nostima posmatra kretanje braunovske
Cestice po harmonijskom zakonu, jer je sila kojom sredina deluje na braunovsku cesticu
slozenija od Stoksove sile. Zato je Foker-Plankova jednac¢ina dobijena iz Lenzevenove jednacine

fenomenoloskog tipa, dok je AS jednacina doslednija.

8.4 Braunovsko kretanje harmonijskog oscilatora

U ovom odeljku ¢e ukratko biti ispisane karakteristi¢ne relacije i veli¢ine za harmonijsko
kretanje braunovske cestice.

Lanzevenova jednacina jednodimenzionog linearnog harmonijskog oscilatora je oblika:

dx dv
=V Tt = g(t), (8.60)
gde je 7y koeficijent trenja, wg svojstvena frekvencija oscilatora i y,, Lanzevenov izvor. Statisticka

svojstva & korelisanog izvora se mogu napisati u obliku:
<yv(t)> =0, <yv(t)yv(t/)> - 2Dv5(t - t,)' (8'61>

Odgovarajuca Foker-Plankova jednacina za funkciju raspodele se dobija postupkom
analognim izlozenom u prethodnom odeljku i moze se napisati kao:

of _of . of _ 9f 0

ot Vs 09, T P T s

g (v f), (362

gde D,-intenzitet Lanzevenovog izvora dobija smisao difuzionog koeficijenta u prostoru br-
zina.

Iz Foker-Plankove jednacine za ravnotezni slucaj (0f /0t = 0) dobija se funkcija raspo-
dele:

mv? + mw%x2> ’ (8.63)

f(xavat) :Cexp <_ 2]€BT

koja je normirana na jedinicu. Koeficijent difuzije je tada D, = vkgT /m.
Uporedo sa jednac¢inom (8.62) moze se koristiti odgovarajuca jednacina za dvovremen-

sku funkciju raspodele:

flx,v,t, 2" 0 ), t'=t—7,7>0. (8.64)
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Dvovremenski momenti

Dvovremenski momenti koordinate i brzine braunovskog linearnog harmonijskog os-

cilatora se mogu definisati pomoc¢u funkcije raspodele (8.64) na sledeé¢i naéin:
(xx)pp = / x2’ fdxdz'dvdy’,
(vo)rpy = /vv'fd:cdx'dvdv'. (8.65)

Ukoliko je sistem u ravnoteznom stanju, svi dvovremenski momenti zavise samo od 7 =t' —t
i funkcija raspodele je odredena relacijom (8.63).
Jednacina za dvovremenski moment brzine za sistem u ravnotezi ima oblik:

(5 +7) (wode + v, =0, (8.66)

a moze se dobiti iz jednacine za dvovremensku funkciju raspodele (8.64). Ova jednacina je
analogna Foker-Planokovoj jednacini u kojoj se prosto uzima da su 2/, o', t—7u f(z, v, t; 2’0, t—
7) konstante. Jednacina (8.66) nije zatvorena, jer u njoj figurise i funkcija (zv),. Odgo-
varajuca jednac¢ina za nju je: J

77 (2v)r = (o) = 0. (8.67)

Time je dobijen zatvoren sistem od dve jednacine za dve funkcije (zv), i (vv),. Konkretna

vrednost tih funkcija se odreduje specificiranjem pocetnih uslova, npr.

(x0)7—0 = 0, (v0)r—¢ = Wi{xL)—0 — kpT/m. (8.68)

Spektralne gustine

Spektralna gustina se moze na¢i polazec¢i od sistema Lanzevenovih jednacina (8.60) koje
se nakon Furijeove transformacije (8.23) svode na sistem algebarskih jednacina u Furijeovom
prostoru:

— WLy = Uy, (—iw + Y)v, + w%xw = Y. (8.69)

Odavde se nalaze z,, i v,. Primenom (8.27) se dolazi do izraza za spektralnu gustinu:

_ 2y
(vv)y = B PRSCYISY (YY) (8.70)

kpT
(yy)w = 27—51 =2D,. (8.71)

Treba napomenuti da se spektralne gustine mogu odrediti iz sistema jednacina (8.66)

i (8.67) koje opisuju evoluciju dvovremenskih korelacija (videti [11]).
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8.4.1 Toplotne oscilacije u elektricnoj konturi

(,OO (O]

Slika 8.1.

Konkretan primer braunovskog linearnog harmonijskog kretanja je toplotno kretanje
nosilaca naelektrisanja u elektricnoj konturi, kada je analogon prostorne koordinate =z —
naelektrisanje ¢, analogon brzine — jaCina struje J, mase — induktivnost konture L, koefi-
cijenta trenja — odnos termogenog otpora i induktivnosti R/L, Lanzevenove sile — odnos
elektromotorne sile u strujnom kolu i induktivnosti e/L = E., a sopstvene frekvencije —
(LC)~/2 (C je kapacitivnost strujne konture).

Polazna pretpostavka je da nema izvora elektromotorne sile i da svi elementi elektri¢nog
kola imaju istu temperaturu 7', odnosno slikovito se smatra da je kontura smestena u ter-
mostat. Zbog toplotnog kretanja naelektrisanih Cestica u konturi nastaju toplotne oscilacije,
koje se mogu predstaviti kao braunovsko kretanje naelektrisanih cestica.

Lanzevenova jednacina braunovskih ¢estica u elektricnoj konturi se moze napisati u
obliku:

% = J, L% +RJ + %q = E., (8.72)
koji je ekvivalentan (8.60). Lanzevenov izvor je F., koji se moze formalno smatrati elektromo-
tornom silom izazvanom toplotnim kretanjem naelektrisanih braunovskih ¢estica u strujnom
kolu.

Primenom rezultata prethodnog pododeljka moze se odrediti spektralna gustina fluk-
tuacija struje. Smenama veli¢ina u (8.70) ekvivalentnim velicinama u elektri¢noj konturi
dobija se izraz: SR T S

(P = B (o= 1O)P = 1Z)F (8.73)

gde je uvedena nova veli¢ina Z(w) = R — i(Lw — 1/(Cw)) koja predstavlja kompleksnu

impedansu elektri¢nog kola [11].
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Spektralna gustina struje se moze zapisati i u drugom obliku:

(£2)e

e

|1Z(w)[?”

(J?), = (8.74)
uzimajuéi u obzir relaciju (8.71). Poredenjem (8.73) i (8.74) moze se spektralna gustina

elektromotorne sile zapisati kao:

(E2). = 2RkpT, (8.75)

§to je tzv. Najkvistova formula. Iz ove formule se vidi da spektralna gustina elektromotorne
sile ne zavisi od frekvencije, odnosno predstavlja beli Sum. S druge strane, spektralna gustina
struje ima maksimalnu vrednost za w = wq (Slika 8.1).

Najkvistova formula ima znac¢ajnu ulogu pri odredivaju fluktuacija u razli¢itim fizickim
sistemima, u kojima se srednja energija moze predstaviti sumom srednjih energija pojed-

inacnih oscilatora [11].

8.5 Izdvajanje sporih procesa pri braunovskom

kretanju oscilatora

U realnosti kretanje braunovskih cestica je viSestruko uslovljeno sredinom. Do sada je
pored Lanzevenove (sluc¢ajne) sile, uzrokovane korpuskularnom prirodom sredine, na braunovsku
Cesticu uticala viskoznost sredine (Stoksova disiptivna sila) i elasti¢ne sile. Svaki konkretan
sluc¢aj moze da uvede i neki drugi tip interakcije — koja moze biti nelinearna funkcija koor-
dinate i/ili brzine ¢estice. To kao posledicu ima pojavu nelinearnih Lanzevenovih jednaéina.
U takvim sluc¢ajevima, medutim, svaka od interakcija uvodi svoje karakteristi¢ne parametre
— vremenske i prostorne skale (npr. neke interakcije su brze, neke spore, neke kratkodometne
itd.). Ukoliko su karakteristi¢ni parametri veoma razli¢iti, mogu se, u svakom konkretnom
problemu, neki od efekata zanemariti.

Kao primer, ovde ¢e biti razmatrane slabo priguSene sopstvene oscilacije braunovsnog
linearnog oscilatora. Tada se karakteristi¢cni parametri odnose kao: v < wq (brzo oscilo-
vanje). Ova relacija omoguéuje da se problem opisivanja braunovskog oscilatora pojednostavi
usrednjavanjem Lanzevenove jednacine (8.60) po periodu oscilovanja. Matematicka proce-
dura usrednjavanja je Sematski predstavljena u nastavku ovog odeljka.

Korisno je pre usrednjavanja uvesti nove promenljive T, v:

x = Zcos(wot)+ 2 sin (wot) (8.76)
wo
v = Dcos(wot) — wok sin (wot). (8.77)
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Nakon jednostavnih algebarskih relacija dobijaju se Lanzevenove jednacine za nove promen-

ljive:
dx 1 - - .
il — [v(9 cos (wot) — wo sin (wot)) — y(t)] sin (wot) (8.78)
% = —[y(0cos (wot) — woT sin (wot)) — y(t)] cos (wot). (8.79)

Promenljive Z, ¥ se malo menjaju za period 27 /wy, pa se usrednjavanjem po periodu oscilo-

vanja izrazi (8.78,8.79) svode na:

%4—%5: = yz(t), yi(t)_wioy(t)sin(wot), (8.80)
% %6 = ys(t), yﬁ(t):m. (8.81)

Za prethodna izrac¢unavanja je potrebno navesti ¢injenicu da pri usrednjavanju po

brzim promenljivim (parametar ¢) spore promenljive nisu efektovane. Od koristi su i sledece

relacije:
2 Jwo 2 Jwo
/ sin (wot)dt = / cos (wpt)dt = 0,
0 0
27 fwo 1 f2m/wo
/ sin (wot) cos (wot) dt = / sin (wot)dt = 0,
0 0

27 /wo 1 27 Jwo 1 o
[ smnae = 5 [T (1= cos (ot = St =
0 2 Jo 2 wo
27 /wo 9
/ cos (wot)“dt.
0

Procedurom iz ove glave moze se pokazati da su izrazi za korelacije Lanzevenovih

¢lanova po sporim promenljivima oblika:

wi (yz (H)yz (")) = (ya(t)ys(t')) = DSt —t'), (yz(t)ys(t')) = 0. (8.82)

~ 7 izosatavlja, a razmatranja se odnose na spore procese.

Nadalje se znak ”
Za braunovske Cestice, opisane Lanzevenovim jednac¢inama (8.80,8.81), moze se po

proceduri u odeljku 8.2 izvesti Foker-Plankova jednacina:

of _ D &f DOf 104if) | 10if)

ot 2wi0Fr T 2002 2 9r 2 Ov (8.83)

Energetska reprezentacija

U prostoru energija E = ©2/2 + w37?/2 normirana funkcija raspodele ima oblik:

f(E,t) = /5(E - %(62 + wdE?)) f (&, 0, t)dEdo, (8.84)
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i reSenje je Foker-Plankove jednacine u prostoru energija:

af(E,1) D8<E8f> )

o o8) * o5

5 5F ~Ef). (8.85)

U ravnoteznom stanju (0f/0t = 0), Foker-Plankova jednacina (8.85) se jednostavno

resava. ReSenje je funkcija raspodele f(E) oblika:
F(E) = Lexp (—7E> (8.86)
Momenti n-tog reda ravnotezne funkcije raspodele f(E) se mogu odrediti iz definicije:
(E") = / E"f(E)dE, (8.87)
gde se integracija vrsi u delu prostora energija koje odgovaraju posmatranom sistemu [12, 26].
Nakon smene (8.86) dobijaju se trazeni momenti:

(E™) = n! (g)n (8.88)

Pomocu jednacine (8.85) moze se pokazati da momenti zadovoljavaju jednacinu:

d(E™)

e n?D(E"Y) — ny(E™). (8.89)

Odatle sledi da, na primer, jednacina za srednju energiju ima oblik:

d(E) _
— tE)=D. (8.90)

Prema tome, u ravnoteznom stanju prvi moment energije je dat kao: (E) = D/vy = kT /m.
U opstem slucaju resenje jednacine (8.90) se moze napisati kao:
(E(t)) = (E)e /2, (8.91)

Furijeov spektar energije je dat izrazom:

Bw = [ O:o (E(t)) et dt — W, (8.92)

gde je v/2 = Awp polusirina energetskog spektra. Jednostavnom algebarskom procedurom

se tada za spektralnu gustinu energije dobija:

(6E)? = 52D+<E'y>2' (8.93)

Zbog kompletnosti se moze navesti Lanzevenova jednacina za energiju:

— E = t 8.94
B = yp(t), (5.94)
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gde je yg Lanzevenov izvor:
yu(t) = whiys(t) + vyg, (8.95)

¢iji prvi moment je razlic¢it od nule:
(ye(t)) = D. (8.96)

Dvovremenski korelator fluktuacija Lanzevenovog izvora dyg(t) se dobija iz dvovre-

menskog korelatora Lanzevenovog izvora i smene

Sye(t) = ye(t) — (ye(t)) :

weyet)) = ((ye®) +dye)((ye(t) + dyp(t))
= (ye®))(ye(t) + Oye)dyet)) + (ye(t) Oye(t)) +
+(0ys() (ye(t))
= D’ + (ye(t)dys(t), (8.97)

gde je iskoriséen uslov (8.95). S druge strane (uz (8.82) i (8.95)):

(yeypt)) = ((WiEys(t) + oys()(WZyz(t') + dys(t'))
= (P +wii®)Ds(t —t') = 2(E)Ds(t —t'). (8.98)
Prema tome:
(Syp(t)dyp(t)) = 2(E)Ds(t —t') + D2 (8.99)

Kako je D = vkpT/m iy < wp, to je D?> < (E) i fluktuacije Lanzevenovog izvora u prostoru
energija postaju delta korelisane. Prema tome, konacan izraz za fluktuacije Lanzevenovskog

izvora je:

(6yp(t)oyp(t')) = 2(E)Ds(t —t'). (8.100)
Jednacina za fluktuacije energije se dobija iz Lanzevenove jednacine (8.94), uz smenu:
E=(FE)+6FE (8.101)
i identitet (8.100):

%513 OB = Syp(t). (8.102)



8.6. Braunovsko kretanje i H-teorema 171

8.6 Braunovsko kretanje i H-teorema*

U glavi 2 je pokazano da za zatvoreni sistem ukupna entropija S(t) ili raste ili ostaje ne-
promenjena. Poslednji slu¢aj odgovara ravnoteznom stanju makroskopskog sistema. Drugim
reCima, entropija zatvorenog sistema je neopadajuca funkcija vremena, odnosno funkcional
H(t) = —S(t) (pogedati odeljak 6.3) je nerastuca funkcija vremena.

Posto se braunovsko kretanje odvija u sredini koja je u ravnoteznom stanju (termostat),
umesto entropije se posmatra slobodna energija sistema.

Slobodna energija za sistem u ravnoteznom stanju je definisana jednacinom (3.42) i
moze se prepisati u obliku:

F=U-TS=—-kgTlhZ, (8.103)

gde je Z = [exp (—H/(kpT))dpdq statisticki integral (3.43). Kako je od interesa vremenska
evolucija sistema, uvodi se pojam ’slobodne energije’ neravnoteznog stanja. S obzirom na to
da je temperatura T zadata stanjem termostata, slobodna energija neravnoteznog stanja se

moze definisati izrazom:

F(t)=U(t) — TS(t), (8.104)

gde su U(t) — unutrasnja energija i S(t) — entropija neravnoteznog stanja. U najprostijem
slucaju, kada je funkcija raspodele braunovske cestice funkcija u brzinskom prostoru f =

f(¥,t) (homogena raspodela), veli¢ine u izrazu (8.104) su definisane kao:

mi?
U(t) = N / D@ 0dE, S(t) = —kpN / Inf - fds, (8.105)

gde je N ukupan broj braunovskih cestica.

U ravnoteznom stanju funkcija raspodele f(%) je odredena izrazom:

Fy _ mv?
fo =exp (N k:BT2 >7 (8.106)

a odgovarajuca slobodna energija:
m'u2
Fo=—NkgTIn (/ e 2’“BTalU), (8.107)

gde je indeksom (0 oznaceno ravnotezno stanje.
Relacija (8.105) za unutrasnju energiju neravnoteznog stanja postaje nakon uvodenja
(8.107):
U(t) = —ksTN / In fo - £(5,0)di + Fo, (8.108)

dok slobodna energija neravnoteznog stanja zadovoljova slede¢u relaciju:

F(t)— Fy= Hy = kBTN/ln (%) - f (T, 1)d. (8.109)
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U ravnotezi je F(t) = Fp.
Ostaje da se odredi kako se menja funkcija Hr u vremenu. Odnosno, treba nadi

vrednost izraza:

dHp d 0 . f -
— = —(F(t)—Fy) =kpTN | — In{ =
dt g\ FO) = Fo) = ks / <f(v’t) ! (fo)) w
f> > f 4z
= kTN In | =~ 1 . 8.110
b /(n (fo ) ( )
1z Foker-Plankove jednacine sledi:
af 0’f 0, .
gde je:
p = kel (8.112)
m
Uvrstavanjem relacije (8.111) u izraz (8.110), dobija se:
dHr 2f 0 f )
—r= k:BTN/ <D + 5217 f)) <1nf +1)dv (8.113)
Sto se nakon primene parcijalne integracije svodi na izraz oblika:
dHr 10f 1 Gfg) R
T - kTN 2L 220y 114
i =t [ (PG +ar) (7537 - 7,5 ) o0 (511
odnosno
dHr 3f> _0f DOfafo _fofo\ .
—— = —kgTN = — s — du. 8.115
a - /( ( i) "% feavar Vg o (8.115)
Pomocu relacije (8.106) se nalazi vrednost parcijalnog izvoda fy po brzini:
ofo q
0 11
a5 kBT vfo, (8.116)

koji se unosi u izraz (8.115). U nekoliko jednostavnih algebarskih koraka imajuéi u vidu vezu
(8.112) dolazi se do relacije:

% = —kBTN/? ((%)2 k’:T TfeL f (kB—Tﬁff) ds, (8.117)

koja se moze prepisati u obliku:

Uy [2 (L

L ‘
- ) dv <0, (8.118)

kBT
iz koga sledi da je Hp nerastuéa funkcija vremena. Znak jednakosti se dobija kada je f = fo

i podintegralni izraz u zagradi u poslednjoj relaciji jednak nuli. Ovo tvrdenje predstavlja

analogon Bolcmanove H-teoreme za slucaj kretanja braunovskih ¢estica.
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8.7 Zavrsni komentar: difuzioni proces

Deo II koji je posveéen neravnoteznoj statistickoj fizici podeljen je na tri tematske
celine: kineticka teorija (odeljak 6), hidrodinamicka teorija (odeljak 7) i teorija braunovskog
kretanja (odeljak 8). U svakoj od njih razmatran je proces difuzije. Pri tome je teorijsko
opisivanje difuzionog procesa bilo zasnovano na analogiji koja se moze uspostaviti izmedu
transportnih procesa (odeljak 7.3) i slu¢ajnog kretanja Gausovog tipa (videti dodatke 16,17)
ili (standardnog) braunovskog kretanja (videti odeljak 8), i komplementarnog kinetickog
prilaza (odeljak 6). Kao rezultat je dobijena poznata makroskopska jednac¢ina za difuziju
Cestica:

on(x,t) Dﬁzn(x,t)

ot ozx?

koja je ovde zapisana u svom najjednostavnijem jednodimenzionom obliku, gde n(z,t) pred-

(8.119)

stavlja koncentraciju Cestica i D koeficijent difuzije.

Ovo je ilustracija ispravnosti razli¢itih pristupa pri opisivanju kompleksnih neravnoteznih
fenomena. Za$to i pod kojim uslovima upravo proces difuzije povezuje tri razli¢ita pristupa,
kratko je prokomentarisano u nastavku.

Sistem koji je izveden iz ravnoteznog stanja zbog dejstva unutrasnih ili spoljasnjih
sila (uzroka) tezi da relaksira u stanje koje je okarakterisano maksimalnom entropijom pod
posmatranim uslovima, saglasno principu minimalne proizvodnje entropije u stacionarnom
stanju, ili iskazu H-teoreme. Pomenuti princip je ispoStovan u sva tri gore pomenuta pristupa,
kinetickom (odeljak 6.4), hidrodinami¢kom (odeljak 7.4) i intuitivnom (odeljak 8.6). Cesto
se u literaturi u opStem smislu proces relaksacije u ravnotezno stanje interpretira kao spor,
difuzioni proces [27]. Medutim, ovde treba naglasiti da striktna i precizna interpretacija,
zapravo, poistovecuje difuzioni proces sa zavrSnom etapom procesa relaksacije posmatranog
sistema u konacno, ravnotezno stanje. Tom prilikom se mora imati u vidu da odvajanje
zavrsne etape relaksacionog procesa neizostavno pretpostavlja da se celokupni relaksacioni
proces moze opisati kao proces koji se moze okarakterisati sa nekoliko jasno odvojenih vre-
menskih (duizinskih) skala, medu kojima je karakteristicno vreme difuzije najduze.

Na primer, u kinetickoj teoriji (odeljak 6.3.4) je prethodno obezbedeno pretpostavkom
da sistem nije daleko od ravnoteznog stanja i da je brzina promene koncentracije ¢estica
On/0t jako mala veli¢ina, uporediva sa vremenom relaksacije sistema u ravnotezno stanje.
U hidrodinamickoj teoriji (odeljak 7.3), je pak karakterisi¢no vreme za difuziju 7p = 75 bilo

odredeno relacijom tipa:

TR < TD, (8.120)

gde je Tp ~ v~ ! karakteristiéno relaksaciono vreme (pogledati odeljak 6.2.6). Konacno pri

razmatranju difuzije braunovskih ¢estica uredenje karakteristi¢nih vremena je bilo predstavl-
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jeno odnosom:

Thor 7 0 < Tpe < T, (8.121)

gde prvo karakteristi¢no vreme T,lm, odgovara vremenu trajanja sudarnog dogadaja, a T.¢; =
1/7 (odeljak 8.3). Karakteristicno vreme 7. . se moze identifikovati sa karakteristiénim vre-
menom razvoja dinamicke nestabilnosti (eksponencijalne nestabilnosti) pri kretanju cestice
u infinitezimalno maloj zapremini prostora [8]. Na tome se zasniva koncept ireverzibilnoti
pri interpretaciji kretanja Cestica u mnogocesticnim sistemima. Detaljnije o ovome se moze
na¢i u monografiji [8]. Treba pomenuti da je ova ideja ve¢ uvedena u delu 6.2, kada su
sudarni dogadaji, ina¢e ’odgovorni’ za ireverzibilnost, posmatrani kao kvazilokalni vremenski
dogadaji.

Iz svega prethodno konstatovanog sledi da nema jedinstvene i striktne definicije kada
relaksacioni proces moze da se smatra difuzionim procesom, odnosno, da aktuelni fizicki
uslovi odreduju kada se desava prelaz relaksacionog u difuzioni proces.

Na kraju treba pomenuti da je u ovom delu, zapravo, obraden tzv. standardni difuzioni
proces. On predstavlja samo grani¢ni slucaj opsteg difuzionog procesa, koji je formulisan s
ciljem interpretacije transportnih fenomena u kompleksnim sredinama, na primer, amorfnim
telima, neuredenim sredinama, hemijskim procesima itd. Uvod u opstu teoriju difuzije je
predstavljem u dodatku 17 na kraju, dok se opstiji pregled ove intrigantne oblasti moze naéi
u literaturi [2, 27, 28, 29].

8.8 TEST 7

1. Da li su formalizmi kineticke teorije i hidrodinamike pogodni za objasnjenje kretanja

braunovskih ¢estica? ProkomentariSite odgovor.

2. Objasnite pojam i navedite osobine Lanzevenovog izvora u jednac¢ini kretanja braunovske

Cestice.
3. Da li H-teorema moze da se formuliSe i za braunovsko kretanje cestica?

4. Lanzevenova jednacina 1D linearnog harmonijskog oscilatora moze se zapisati u obliku:
dx dv
gl o Tt Wiz = y,(t) (8.122)

gde je v koeficijent trenja, wg svojstvena frekvencija oscilatora i y,(t) Lanzevenov izvor.

Koja su karakteristi¢cna vremena u ovom problemu?

5. Odredite numericki koeficijent difuzije ansambla od N = 1000 identi¢nih braunovskih
Cestica ¢Cije jednacine kretanja su date izrazom:
dx; dy;

%:W, E:yi’ i=1,N.
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Smatrati da sve Cestice startuju sa iste pozicije x = 0.1, bez pocetne brzine i da su y;

uniformno slu¢ajni brojevi iz intervala [0, 1].

6. Nadite resenje u ravnoteznom stanju Foker-Plankove jednacine:

of(EL) _ 0 (Eaf(E,t)) B

OFE

gde su D i v konstantni parametri (koeficijent difuzije i drifta).

7. IzraCunajte vrednost n-tog momenta energije za dobijenu funkciju raspodele po energi-

jama iz prethodnog zadatka (E™).
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Glava 9

Opisivanje dinamickog stanja
materijalnih tela u klasi¢noj

mehanici

U ovom odeljku predstavljene su osnove Njutnovog, Lagranzeovog i Hamiltonovog

nac¢ina opisivanja dinamickog stanja materijalnih tela [14].

9.1 Njutnova mehanika

Polozaj i kretanje sistema od N neinteragujucih ¢estica u Njutnovoj mehanici odreduje
se definisanjem 3N Dekartovih koordinata (z;,v;, 2;), (i = 1,..., N), odnosno definisanjem
vektora polozaja 7; za svaku od N Cestica sistema. Koordinate, odnosno komponente vektora
polozaja Cestica su reSenja odgovarajuéih jednacina kretanja oblika:

. &

Fi = mld’z = miﬁ, (91)

gde je F"Z = (Fm,Fiy, i2) sila koja deluje na i-tu cesticu sistema, m; masa Cestice, @; =
(@ig, Giy, a;;) ubrzanje i-te Cestice i 7 = (x4, yi, 2;) vektor polozaja i-te Cestice. Sistem od N
jednacina kretanja moze se zapisati u obliku sistema od 3N skalarnih diferencijalnih jednacina
drugog reda: , , ,
F,, = mi%, Fy, = mi%, F, = ml% (9.2)
Da bi se ovaj sistem resio, potrebno je poznavati 3N koordinate i 3N brzine Cestica sistema
u polaznom trenutku.
Ukoliko je rezultat delovanja sile pomeranje sistema iz tacke konfiguracionog prostora

A = (wia,via,2iA) u tacku B = (z;p,¥iB,2iB), (i = 1,...,N), ucinjeni rad je definisan

179
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izrazom:
N B - B o . ..
=1 7

dx;

Kako je mlxzdxl =m; dt

I; Sto vazi i za preostale sabirke, dobija se izraz:
B
Rap = /A > mi(iid (i) + Gid (i) + 2id(%)
i
1
= 3 Z(mi((wgB +yip + 2i) — (Tia + Yia + 20a)))
i
= Kp— Ky, (9.4)

gde je K kineticka energija sistema cestica. Kada je ukupni rad jednak nuli i komponente
sile ne zavise od vremena, za silu i za sistem na koji sila deluje kaze se da su konzervativni.
Tada rad ne zavisi od puta integracije i moze se izraziti pomocu neke funkcije koja zavisi

samo od koordinata Cestica. Ova funkcija je potencijalna energija:
Rayp=-Vp—(=V4q)=V4—Vg. (9.5)
1z relacija (9.4) 1 (9.5) sledi da je:
Kia+Va=Kp+Vp. (9.6)
Odnosno, ukupna energija konzervativnog sistema je konstantna:

E =K +V = const. (9.7)

9.2 Lagranzeov prilaz

U okviru LagranZeovog prilaza svaka koordinata Cestica sistema se izrazava u funkciji

novih nezavisnih generalisanih koordinata ¢;, (i = 1,2, ...,3N)

T = fi(q17Q27 7q])7 7‘)] = 1727 "'73N7 (98)

gde je N broj cestica u sistemu. Broj nezavisnih generalisanih koordinata koji definise
makroskopski sistem u prostoru predstavlja broj stepena slobode sistema s. Pri definisanju
generalisanih koordinata moraju se unapred sagledati sva propisana ogranic¢enja u pogledu
kretanja sistema.

Nezavisne generalisane koordinate ¢; i njima pridruzene generalisane brzine ¢; ¢ine

konfiguracioni prostor u kome se posmatra kretanje sistema.
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Neka je m; masa i-te Cestice sistema (i = 1,2,...N). Iz jednacine (9.8) moze se napisati
da je
S
dr; = ——dgq;, odnosno &; = ;- (9.9)
j=1 8%’ zj: 8(]]'
Kombinovanjem izraza dobijenih diferenciranjem jednacine (9.9) po ¢; i po g, nakon jed-

nostavne algebarske procedure, sledi izraz:

0t;  d Ox;
Ti_ O 9% (9.10)
Oqr,  dt Ogy
Rad ucinjen nad konzervativnim sistemom moze se napisati u obliku:
3N O
dRy, = Xy dgy = ZFia—quk, k=1,2,..,3N, (9.11)
dk

i=1

gde je X} generalisana sila koja odgovara generalisanoj koordinati ¢x. Na osnovu (9.2) rad

se moze predstaviti u obliku:

3N O
dR, = & ——dqy. 9.12
= Yt da (9.12)
Posto je:

x’f% = dt(xi@) - xlﬁ(f%) = dt(xiﬁiqk) - xiaiqu (9.13)

i 0x;/0q, = O;/Dqy, sto sledi iz (9.9), jednacina (9.13) postaje:
d (o X i o (X 2
d === i—) | — =— i— | | dqg. 14
Fa (dt (8%(;771 L) >y ) ) das (9.14)
Odnosno, sledi da je rad jednak

d 0K 0K
— - 7 — . Nl
dR,, = (dt i 8qk> dqi, = Xdgy (9.15)

Predstavljajuéi sile pomocéu potencijala V', koji je funkcija koordinata, dobija se izraz

Xpo oy OV om0V 916

dx; Oqr,  Oqp

Iz jednacina (9.15) i (9.16) nakon definicije nove funkcije u konfiguracionom prostoru, L =

K —V, koja se zove lagranzijan, dobijaju se Lagranzeove jednacine kretanja:

d oL oL

_——— = 1
dt 0qy, oq;. (9 7)

One predstavljaju sistem od s = 3N diferencijalnih jedna¢ina drugog reda.
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9.3 Hamiltonov prilaz

U prostoru generalisanih prostornih koordinata i generalisanih impulsa p; = m;q; kre-
tanje sistema se opisuje Hamiltonovim jednacinama kretanja.

Generalisani impulsi su definisani jedna¢inama

oL
Pi= g (9.18)
Posto je kod konzervativnih sistema L = L(qg;, ¢;), onda je
*. (0L oL >
dL = —dg¢; + —dg; | = i dg; + pidg;) , 9.19
i<84iq+a%q> Ei:(p Gi + i dg;) (9.19)
gde je poslednji ¢lan dobijen iz relacije:
oL dJL
— = —— =P 9.20
dq;  dt 0q; b (9:20)
S druge strane
d(> " pidi) =Y (pi ddi + ¢ dps), (9.21)
i=1 i=1
pa se oduzimanjem relacije (9.19) od (9.21) dobija izraz
d(> _pigi— L) = (qidpi — pi dg;) = dH, (9.22)
i=1 i=1
gde je sa H definisan Hamiltonijan sistema:
H=> pig — L. (9.23)
i=1
Odavde se dobijaju Hamiltonove jedna¢ine kretanja:
oH
oOH
= —pi, 9.24
9 P (9.24)

koje ¢ine sistem od 2s = 6N diferencijalnih jednacina prvog reda. Jednostavnom algebarskom
procedurom iz izraza za kineticku energiju i generalisani impuls pokazuje se da je hamiltonijan
konzervativnog sistema jednak ukupnoj energiji sistema H = K + V.

U statistickoj fizici najceSe se koristi Hamiltonov prilaz opisivanja dinamickog stanja

mnogocesti¢nih sistema.
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9.4 Evolucija dinamicke funkcije u Hamiltonovoj

mehanici

Za proizvoljnu dinamicku funkciju b(g, p), ¢ija se vrednost menja tokom vremena, u

Hamiltonovom formalizmu brzina promene se odreduje relacijom:

. : ob ob
b = a_ .n a .n
nz::l <8qnq " opn” >

L (o ooy
- 0qn Opy, Opn, Ogn, ’

n=1

(9.25)

gde je skup koordinata (q1,q2, ..., qs, P1,D2, ..., Ps) Oznacen sa (q,p) i iskoriséene su relacije
(9.24). Relacija (9.25) moze se zapisati u obliku:

b= [b, H]p., (9.26)

gde je sa [..]; oznacena Puasonova zagrada. To je osnovna relacija Hamiltonove dinamike.
Resenje jednacine (9.26) se moze dobiti razlaganjem u red po stepenima t veli¢ine b(t) u
okolini ¢ = 0:

b(t) = b+th+1/2(t%b) + ..., (9.27)

gde se zavisnost od ¢, p veli¢ine b podrazumeva. Pomoéu relacije (9.26) zapisane u obliku:
b=[Hb, (9.28)

¢lanovi na desnoj strani izraza (9.27) postaju:

b= (b Hlpe = (15, Hlye Hlpe = [H]%
b = [b7 H]pz = [[[b, H]pZ7H]>H]pZ = [H]gba (9-29)
b = [H]".

Koriséenjem relacija (9.29) formalno resenje jednacine evolucije dinamicke funkcije b(q, p, t)
moze se zapisati u obliku eksponencijalnog niza:

o

b(t) =Y (r) T [H]"b = b = U(t)b, (9.30)

r=0
gde je sa U(t) oznacen operator koji definise transformaciju posmatrane dinamicke funkcije b
od vrednosti u pocetnom trenutku b(0) do vrednosti u posmatranom trenutku vremena b(t).
Ovaj operator se Cesto naziva Grinov (Green) operator ili propagator sistema.

Pri transformaciji U(t) sve skalarne veli¢ine o ostaju neizmenjene:

My = q. (9.31)
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Moze se lako pokazati da skup svih transformacija tipa U(t) za sve dozvoljene vrednosti

parametra ¢ ima strukturu grupe. Zapravo, transformacije U (t) su asocijativne:
U(t)U (tg) = et Hlet2lH] — etalHl W H] — 17 (1)U (1),

za transformacije U(t) definisana je jedini¢na transformacija U(0) = 1:

i definisana je inverzna transformacija U(—t):
Ut)U(—t) = ellfle=tH] = 1,

Zbog toga skup transformacija U (t) ima svojstva jednoparametarske neprekidne grupe trans-
formacija ili Liove (Li) grupe. Hamiltonijan H je tada generator grupe.

Vaznu ulogu ima pojam infinitezimalne grupe transformacija U(d0t) gde 6t — 0, koja
je definisana izrazom:

b(5t) = b+ 6t[b, H],.. (9.32)

Ova transformacija odrzava algebarsku strukturu prostora definisanosti . Drugim re¢ima,
transformacija U(t) je automorfizam. Ova ¢injenica zna¢i da ako se kao bazis u faznom
prostoru uzmu veli¢ine q1, g, ..., gs, P1, D2, ---, Ps, tada transformisane velicine ¢ (t), g2(%) ,...,
qs(t), p1(t), pa(t),...,ps(t) ¢ine potpuno ekvavilentan bazis. Posledica ovog svojstva je invari-
jantnost zakona mehanike u odnosu na evoluciju sistema.

Pokazuje se da svaki element G iz prostora D generiSe jednoparametarsku grupu au-
tomorfizama:

[Clg, (9.33)

Tz — e

gde je a realni parametar. Ovakve transformacije ¢ine grupu kanonskih transformacija i
svaka od njih ima ista svojstva kao i grupa U(t). Odatle iskaz da je Hamiltonova dinamika
invarijantna u odnosu na grupu kanonskih transformacija. Vazna posledica ove invarijant-
nosti je da pri kanonskim transformacijama proizvoljna dinamicka funkcija prelazi u tu istu

funkciju s obzirom na transformisane promenljive.



Glava 10

Formalizam kvantne mehanike

Pojave fotoelektriéni efekat i zraCenje crnog tela dovele su do saznanja o ¢esticno-
talasnoj prirodi svetlosti, a difrakcija elektrona i drugih cestica do saznanja o Cestitno-
talasnoj prirodi elementarnih ¢estica. Dualnost je svojstvo svih fizickih entiteta koje proucava
kvantna mehanika.

Dinamika makroskopskih tela, kao i ponasanje mikrocestica u nekim eksperimentima
opisani su definisanjem pojmova brzine, impulsa, energije itd. Medutim, taj pristup nije
mogao da objasni rezultate gore pomenutih pojava, na primer difrakcionu sliku dobijenu
prolaskom snopa elektrona kroz neke kristale. Taj problem je, po misljenju pionira kvantne
mehanike Bora (Niels Bohr), moguée razresiti ako se procesi u atomskoj fizici tumace pri-
menom cesticnog i talasnog prilaza. Odatle potice tvrdenje da se (Dekartova) koordinata
polozaja elektrona, koja je poznata do na Agq (neodredenost polozaja), u trenutku ¢ moze
posmatrati kao Sirina talasnog paketa pridruzenog elektronu. Tada se pod talasnim pake-
tom podrazumeva neki poremecaj talasnog tipa ¢ija se amplituda znatno razlikuje od nule
u nekom ograni¢enom delu prostora. Poremecéaj se prostire tokom vremena brzinom koja
odgovara brzini elektrona, ali nije joj jednaka zbog efekta difuzije. Odnosno, brzina elektrona
je neodredena do na Aw i veli¢ina te neodredenosti brzine moze se menjati tokom vremena.
U tom kontekstu moze se neodredenost polozaja shvatiti kao osnovno svojstvo elektrona.

Empirijski je ustanovljeno da se za elektron ili kvantnu ¢esticu ¢iji je impuls p = mw,
neodredenost impulsa i neodredenost polozaja povezuju koris¢enjem izraza za talasnu duzinu

talasa pridruzenog elektronu

A= h/p. (10.1)

Ova relacija, koja povezuje Cesticnu karakteristiku, impuls p, sa talasnom karakteristikom,
talasnom duzinom A, kvantnog objekta ¢esto se navodi kao princip dualnosti, ili de Broljeva

relacija. S druge strane, veza izmedu neodredenosti koordinate polozaja i odgovarajuéeg
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impulsa kvantne cestice je data Hajzenbergovom relacijom neodredenosti:
AgAp > h (10.2)

gde je h= h/2m Plankova konstanta ili elementarno dejstvo.

Posledica Hajzenbergove relacije je da se koordinata polozaja i odgovarajuca koordi-
nata impulsa kvantne Cestice nemogu istovremeno potpuno odrediti. Ukoliko je u nekom
eksperimentu moguce sa potpunom tacnoséu izmeriti koordinatu polozaja estice, potpuno
je nepoznat njen implus, a time i energija. Drugim rec¢ima, svako posmatranje polozaja
Cestice utice na impuls i time onemogucuje njegovo potpuno odredivanje.

Iz prethodnih razmatranja sledi da posmatrac i kvantni objekat ¢ine nerazdvojivu
celinu: ono §to se deSava zavisi ne samo od mikroskopskih objekta, ve¢ u presudnoj meri i
od eksperimentalnog uredaja.

U opstem slucaju eksperiment pokazuje da postoje mnogi aspekti ponasanja kvantnih
objekata koji su u takvom odnosu da merenje jednog od njih nuzno ¢ini drugi neodredenim. S
druge strane, za jedan aspekt ponasanja kvantnog objekta u kvantnom eksperimentu obi¢no
postoji vise drugih aspekata tako da vazi princip neodredenosti. Ali ¢esto postoji jedan
odredeni aspekt koji je na neki na¢in antipod prvog, u smislu da je neodredenost tu narocito

izrazena. Takva dva aspekta Bor naziva komplementarnim.

Postulati kvantne mehanike

Nakon §to su izlozene ideje koje leze u osnovi interpretacije ponasanja kvantnih ¢estica,

bez ulazenja u detalje bi¢e samo navedeni osnovni postulati kvantne mehanike.

I postulat: Postulat o stanjima

Svako stanje kvantnog sistema predstavlja se u kvantnoj mehanici nekim vektorom je-
dini¢ne norme u prostoru stanja dotiénog sistema i obratno, svaki vektor jediniéne norme
iz prostora stanja u principu predstavlja neko moguée stanje kvantnog sistema. Pri tome
dva vektora jedinicne norme koja se razlikuju samo za fazni faktor predstavljaju isto stanje 1
obratno. Prostor stanja u kvantnoj mehanici ima strukturu Hilbertovog prostora [5, 17].

Treba imati na umu da stanje znaci Cisto stanje, odnosno pripadnost kvantnog sistema
odredenom homogenom kvantnom ansamblu (deo 2.2.2).

Funkcije stanja sistema zadovoljavaju princip superpozicije. Odnosno, ukoliko su 7 i
1o funkcije stanja jednog sistema, tada je svaka njihova linearna kombinacija tipa c11 + coto
takode funkcija stanja posmatranog sistema. Veli¢ine ¢1 i ¢ su proizvoljne kompleksne

konstante.
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IT postulat: Postulat o opservablama

Svakoj dinamickoj (stohastickoj) promenljivoj kvantnog sistema, odnosno svakoj opserv-
abli, pridruzen je linearni, ermitski operator u prostoru stanja i obratno, svaki ermitski ope-
rator 1z prostora stanja sistema predstavija neku opservablu. Pri tome razlicite dinamicke
promenljive predstaviljaju razliciti operatori i obratno.

Neka su A jedan ermitski operator pridruzen posmatranoj dinamickoj promenljivoj i
|1) proizvoljan vektor u Hilbertovom prostoru zapisan u Dirakovoj notaciji (ket vektor, ili
vektor kolona — videti tekst u nastavku). Tada rezultat dejstva A na dati vektor moze biti
vektor iz istog prostora: Aly) = i)

Na primer, polozaju 7 i impulsu ¢estice p pridruzeni su ermitski operatori 7i ]%’, hamil-
tonijanu H je pridruzen operator H itd.

Ermitivnost znaci da su operator i njemu ermitski adjugovani operator identicni: A=
(/XT)* = At gde je AT operator transponovan u odnosu na operator A. Odnosno, ako je

matrica pridruzena operatoru A u izabranom bazisu u Hilbertovom prostoru stanja oblika:

Ay A o A
R A A .. A
(4) = (aldla) = | 7 7 o (10.3)

Anl An2 Ann

operatoru AT odgovara ermitski adjugovana matrica:

* * *
11 21 e nl

* * *
A12 A22 n2

(A = (o] At|a) = (10.4)

fOAL . AX,

1n

Svojstvene vrednosti ermitskih operatora, odnosno opservabli, pridruzenih dinamickim
promenljivim su realne. Treba napomenuti da skup svih svojstvenih vrednosti opservabli, ili
spektar, moze biti ¢isto diskretan, kontinualan, ili mesovit (diskretne vrednosti i kontinualni
opseg svojstvenih vrednosti). Drugim re¢ima, spektralna forma ermitskog operatora A se

moze izraziti u obliku:

A=Yl + [ Is)sisas.

koji je napisan pod pretpostavkom da nema degeneracije. Odnosno, spektar je prost: svaka
diskretna svojstvena vrednost a, i kontinualna svojstvena vrednost s definiSu jednozna¢no
odgovarajuéi svojstveni vektor |n) i |s), respektivno. Vektori su zapisani u Dirakovoj notaciji
5, 7].
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Cesto se u vezi s prethodnim navodi takozvana relacija zatvorenosti:
t A
S I (nl +/ 1) (s|ds = 1, (10.5)
n P

gde je I jedini¢ni operator. Svojstveni vektori |n) i|s) ¢ine svojstveni bazis opservable A.
Po teoriji reprezentacija, stanje je prikazano projekcijom, odnosno skalarnim proizvodom
vektora stanja sa bazisnim vektorima, pri ¢emu su bazisni vektori svojstveni vektori nekog

operatora od interesa u konkretnom problemu, npr. A:
¢
) =Y duln) + [ w(s)ls)ds,
n P

gde su ¢, = (n|h) koeficijenti razvoja |) po diskretnom svojstvenom podbazisu A, a 1)(s)
koeficijenti razvoja po kontinualnom podbazisu A'. Oni su upravo skalarni proizvodi vektora
stanja sa bazisnim vektorima.

Kada je spektar kontinualan, kao kod koordinate ¢estice, onda su komponente vektora
stanja po odgovaraju¢em kontinualnom bazisu {|z), | — oo < z < oo}, u stvari talasne
funkcije,

(1) = (). (10.6)

Zbog ilustracije ovde se moze napisati eksplicitno vektor stanja predstavljen vektorom

kolonom ili Dirakovim "ket” vektorom, [¢(t)), u diskretnom bazisu:

(31
) = v (10.7)
Pn
Odgovarajuci bra vektor je dat izrazom:
) = (Y1 ¥3-.1p). (10.8)

Vektori stanja su normirani na jedinicu, odnosno skalarni proizvod [i(t)) sa samim

sobom jednak je jedinici. U opstem sluc¢aju, prethodno se moze zapisati u obliku:
t
WOO) = S 1l + [ 0fds =1. (10.9)
n P

Veli¢ina |1,|? predstavlja verovatnoéu odgovarajuéeg stanja sistema koje se moze realizovati
pri merenju. Po analogiji, [1)(s)|?ds se moze interpretirati kao gustina verovatnoée. Ukupna

verovatnoca za sva moguca stanja sistema je jednaka jedinici.

Koeficijenti razvoja su kompleksni brojevi.
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Postulati II1 1 IV se odnose na osnovne pojmove kvantnog merenja i mogu se formulisati
na slededi nacin:
III postulat. Rezultat merenja dinamicke promenljive A je jedna od svojstvenih,

diskretnih vrednosti a, njoj pridruzenog operatora A:

Alp) = an|v), (10.10)

gde je |¢) vektor stanja.

IV postulat. U nizu merenja dinamicke promenljive A na jednom ansamblu sistema,
koji je opisan vektorom stanja [¢), ocekivana ili srednja vrednost te dinamicke promenljive
je

(Wl Afy)

(4) = ) (10.11)

gde je simbol [¢)) - ket vektor , a simbol (| -bra vektor u Dirakovoj notaciji.
Dva operatora ili opservable Ai B su kompatibilne ukoliko je AB = BA, odnosno
ukoliko je odgovarajuéi komutator

[A, B] = 0. (10.12)

Samo takve dve opservable se mogu istovremno izmeriti s proizvoljnom ta¢no$éu u odgo-
varajuce pripremljenom kvantnom eksperimentu.

V postulat: Postulat o kvantizaciji promenljivih

Sa klasiénih promenljivih se prelazi na opservable u prostoru stanja kvantnog sistema
tako da: linearna kombinacija promenljivih prelazi u istu linearnu kombinaciju odgovarajucéih
opservabli; proizvod promenljivih prelazi u simetrizovani proizvod odgovarajucih opservabli,
npr. AB — (flf? + BA)/Q; prelaz je neprekidan © svaka Puasonova zagrada prelazi u komu-
tator odgovarajucih operatora pomnoZen sa —i/h.

VI postulat: Postulat o zakonu kretanja

Stanje kvantnog sistema se unutar prostora stanja sistema menja u vremenu kauzalno.
Tom prilikom se odrZavaju superpozicija stanja i broj fizickih sistema u kvantnom ansamblu.
Promena stanja je kontinualna u vremenu.

Zakon kretanja u diferencijalnom obliku, odnosno Sredingerova jednacina moze se

napisati za opsti slucaj kvantnog sistema kao:

m@ = H(t)[¥(t)), (10.13)

gde je H Hamiltonov operator - operator energije.
U nastavku je radi ilustracije skicirano dobijanje Sredingerove jednacine (10.13) u

koordinatnoj reprezentaciji. Detaljnije izvodenje moze se naéi u literaturi [5, 7].
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Prvi korak je uvrstavanje relacije zatvorenosti (10.5) oblika:
N T
- / ) (x| de, (10.14)
P

gde je I jediniéni operator u koordinatnom prostoru stanja, u jednacinu (10.13). U tu svrhu
se prethodno (10.13) zapisuje u obliku:
dI|(t))

ih— = = TH()I|y(t)). (10.15)

Nakon smene (10.14), relacija (10.15) se transformise u oblik:
i [ i) alow) = [ i) @) [ dele)alio)
= /T dx //7‘ da' |2 (2! | H |z) (x| (1)), (10.16)
P P

gde je zamenjen redosled medusobno nezavisnih operacija diferenciranja po vremenu i inte-
gracije po koordinati  u prvom redu, i operacija integracije po x i 2’ u drugom redu. Po
relaciji (10.6) izraz (]t (t)) predstavlja talasnu funkeciju ¢ (x, ), dok clan (z'|H|z) oznacava
matri¢ni element hamiltonijana sistema:

o ~2 2
(2| K + V]z) = (x'\zp—m +V(z)|z) = (—%% + V(x)) (2'|z). (10.17)

U prethodnoj relaciji je operator hamiltonijana definisan kao zbir operatora kineticike i po-
tencijalne energije, pri ¢emu je kineticka energija funkcija operatora impulsa ¢estice a poten-
cijalna operatora koordinate polozaja. Operator impulsa u x-reprezentaciji je diferencijlani
operator p|lx) = —ihd/dx|z), a operator koordinate je multiplikacioni operator Z|z) = z|x)
[5, 7]. Nakon smene (10.17) u (10.16) i uvrstavanjem relacije ortonormiranosti koordinatnog

bazisa (z'|z) = (2’ — x) [5, 7], dobija se izraz:

maf da|z) (@] (b)) = (10.18)

= [ an [ a2 L vy s — ) ale)

Jp o 2m Ox? ’
odnosno

in2 / dale)i(z, ) = / drle) (=52 v ) i) (10.19)
ot Jp G 2m Ox? e '
odakle sledi jednodimenziona Sredingerova jednacina za talasnu funkciju:
e 7 0
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Ova jednacina se Cesto naziva talasnom jednacinom.

U trodimenzionom slucaju Sredingerova jednacina (10.20) se moze zapisati u obliku:

ot T Tom

DU 1) 12 (62 92 92

— 22 "o T az2> () + V(F)(7, ). (10.21)
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Glava 11

Kratak osvrt na matematicku

statistiku

11.1 Osnovni matematicki pojmovi

Probabilisticki karakter statistickih pojmova uslovio je primenu matematicke teorije

verovatnoce 1 matematicke statistike u statistickoj fizici [30, 31].

Slucajan dogadaj se moze desiti ali i ne mora u postavljenom eksperimentu za njegovo

posmatranje. Kvantitativna karakretistika te moguénosti je sadrzana u pojmu verovatnoce.

Verovatnoca ostvarenja dogadaja A je data kao:

N
P(A) = A}iinOOWA, (11.1)

gde je N ukupan broj posmatranja i N4 broj posmatranja u kojima je ostvaren dogadaj A.
Bitno je da se tokom celog eksperimenta uslovi u sistemu ne menjaju.

Umesto ispitivanja jednog sistema, pri neizmenjenim uslovima moze se ispitivati veliki
broj identi¢nih sistema, odnosno ansambl sistema. Tada je N4 broj sistema u ansamblu u
kojem je ostvaren dogadaj A (na primer u tim sistemima se nalazi neka od Cestica).

Uvodi se i pojam slucajne wvelidine, koja moze imati razli¢ite brojne vrednosti sa
odredenom verovatno¢om (npr. broj molekula u elementu zapremine A7). Slu¢ajna veli¢ina
je diskretna ako ima vrednosti koje se medusobno razlikuju za konac¢an iznos (u prethodnom
primeru broj molekula je ceo broj 0,1,2,...N).

Kontinualne slucajne veli¢ine imaju neprekidan niz vrednosti (npr. koordinata cestice
u sudu zapremine V). Za kontinualne slu¢ajne procese definiSe se pojam gustine verovatnoce.

Ako je verovatnoca nalazenja u zapremini AV; jednaka: P(AV;) = limy_. N;/N, tada je

193



194 Glava 11. Kratak osvrt na matematicku statistiku

v |
-
V x
Slika 11.1.
gustina verovatnode:
. PAV) . N;

Nakon Ny posmatranja u zapemini dV u okolini tacke (z,y, z), Cestica ¢ée biti nadena u dN

slucajeva:
dN = Nof(z,y, z)dV. (11.3)
U konacnoj zapremini Vi:
N(Vi) =No [ fla.y.2)av. (11.4)
1
pa je verovatnoca data izrazom:
N(V;
o) = "0V = [ pay, yav. (115
0 1%

Uslov normiranja verovatnoce na jedinicu daje:

/v f(z,y,2)dV = 1. (11.6)

Kada je f = fo =const, iz relacije (11.6) dobija se da je fo = 1/V. Ako je Vi C V,
N (Vi) = NoV1/V, onda je verovatnoéa P(Vi) = N(Vi)/No = V1 /V.

Dva slucajna dogadaja su uzajamno iskljuc¢iva ako je pri realizaciji jednog od njih
moguénost realizacije drugog iskljucena.

Sa slike 11.1 se vidi da je V3 N Vo = 0. Dva iskljuciva dogadaja su da se molekul nade
u delu Vi i da se nade u delu Vs. Verovatnoée dogadaja ponaosob su:

_n
=

Va

P(Vl) = V’

P(Vs) (11.7)

a ukupna verovatnoca da se molekuli nadu u posmatranim zapreminama je zbir verovatnoca

pojedinacnih izkljucivih dogadaja:

P(V1+‘/2):P(V1)+P(V2):%+%. (11.8)
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Uopste za dva iskljuciva dogadaja A i B moze se ukupna verovatnoca zapisati u obliku:
P(A+ B)=P(A) + P(B). (11.9)

Za n uzajamno iskljuc¢ivih dogadaja (A4;,7 = 1,2,..,n) vazi:

n

P(A1+ Ag+ ...+ Ay) =Y P(A). (11.10)
=1

Uslov normiranosti za potpun skup uzajamno isklju¢ivih dogadaja glasi:
> P(A)=1, (N +Ny+..+N,=N). (11.11)
Dogadaji su jednako verovatni ako su im verovatnoce ostvarenja jednake.

11.1.1 Opsti slucaj slaganja verovatnoca

Neka je N ukupan broj posmatranja, N4 broj realizacija dogadaja A i Np ukupan
broj realizacija dogadaja B. U svim ostalim posmatranjima N — N4 — Np ni A ni B se nisu
ostvarili. Uvodenjem N 4p kao broja posmatranja kada su realizovana oba dogadaja Ai B, u
posmatranjima N4 + Np takvi ishodi se uracunavaju dva puta, jednom u vezi sa dogadajem
A a drugi put u vezi sa dogadajem B. Moze se pisati za broj ishoda sa realizacijom dogadaja
Aili B:

Naip=Nas+ Np— Nyp. (11.12)

Nakon deljenja sa IV, verovatnoca ostvarenja dogadaja A ili B je jednaka:
P(A+ B)=P(A)+ P(B) — P(AB), (11.13)

gde je P(AB) = Np/N verovatnoéa dobijanja i A i B. Prethodna relacija u kontinualnom
slucaju je:
Vi+Va— Vo

P(Vi + Vo) = >

= P(V}) + P(V3) — P(Via). (11.14)

Uslovna verovatnoéa P(A/B) ili verovatnoc¢a ostvarenja A pri uslovu da se B nije

dogodio data je izrazom:

Nap  P(AB)
N  P(B)

ili P(Vi/Va) = “%2 = Z((“//f)), (11.15)

P(A/B) =
odakle se dobija izraz za mnoZzenje verovatnoca:

P(AB) = P(B)P(A/B) = P(A)P(B/A). (11.16)
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Nezavisni dogadaji su dogadaji za koje verovatnoca ostvarenja jednog od njih ne zavisi
od toga da li je drugi dogadaj ostvaren ili ne: P(A/B) = P(A). Tada vazi:
P(AB) = P(A)P(B). (11.17)

Za n nezavisnih dogadaja ukupna verovatnoca je data izrazom:

p(ﬁ A) = ﬁP(Ai). (11.18)
=1 =1

11.1.2 Srednja vrednost i disperzija slucajne velicine

Srednja vrednost diskretne sluc¢ajne velicine X date nizom vrednosti z1, x2, ..., TN je-

dnaka je:
|
(X) =5 2 (11.19)
=1
odnosno:
N al
(X)=>" Wﬂxj =Y Pz, Y N;j=N, (11.20)
J J J

gde je IN; broj jednakih clanova sume Zg\il x; sa istom vrednoSéu. Dakle, srednja vrednost

slucajne velicine je:

N
(X) =Y Pjz;. (11.21)
J
Po analogiji, srednja vrednost kontinualne slu¢ajne veli¢ine ¢(t) definisane na te [to, t1]
je:
1 n
W= | oot (11.22)
t1 — 1o Jig

ili, oznac¢avajuéi kontinualnu slu¢ajnu veli¢inu X definisanu na intervalu ze [—o0, 0o| i zadajuéi

njenu gustinu verovatnodée sa f(x):

(X) = /oo of (x)dz. (11.23)

—0o0

"Razmazanost’ sluc¢ajne veli¢ine oko njene srednje vrednosti se karakteriSe disperzijom:
D? = ((z — (2))%) = (%) — (2)* = o7, (11.24)

gde je o standardno ili srednje kvadratno odstupanje. Za diskretnu slucajnu veli¢inu x

standardno odstupanje se moze napisati kao:
o? = Y (aj — ()P, (11.25)
a za kontinualnu slu¢ajnu veli¢inu x:
o2 :/ (@ — (2))2f (x)dz. (11.26)

Veli¢ina vD /T se naziva fluktuacija.
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11.1.3 Funkcija raspodele verovatnoce

Verovatnoca da diskretna slucajna veli¢ina X uzima vrednosti manje od nekog zadatog
broja zg je data kao:
Pz <) = F(z) = > Pj, (11.27)
zj<x0
gde je F'(xo) funkcija raspodele verovatnoce.

Za kontinualnu sluc¢ajnu velicinu X funkcija raspodele verovatnoce je:
o
Flzo) = / f(x)de. (11.28)
—0oQ

Uz ovaj formalizam, verovatnoca da kontinualna sluc¢ajna veli¢ina uzima vrednosti iz kona¢nog

intervala [z, x2] je:
P(ay <@ < 22) = /gg f(x)de = /w dF(x) = F(zs) — F(x1). (11.29)

U fizici se raspodela verovatnoce karakterise posredstvom gustine verovatnoce, pri ¢emu se

govori samo o raspodeli.

11.1.4 Verovatnocé¢a kao mera neoc¢ekivanosti

Mala verovatnoca dogadaja znaci da se posmatrani dogadaj retko ostvaruje i suprotno.
Dakle, ako je verovatnota posmatranog dogadaja bliska jedinici, takav dogadaj se ¢esto
ostvaruje. Prvi dogadaj spada u kategoriju neocekivanih dogadaja, a drugi u kategoriju
ocekivanih.

U teoriji informacija kao mera neocekivanosti nekog dogadaja uzima se prirodni log-
aritam verovatnoce dogadaja, ali sa suprotnim znakom —In f ili —In P. Smisao prethodne
konvencije je u tome da ako je f < 1, to je —In f > 0 i neocekivanost postaje nenegativna
veli¢ina.

Za vrlo verovatan dogadaj f = 1 i neocekivanost je bliska nuli.

Ako se dogadaj sastoji od dva nezavisna prosta dogadaja, njegova verovatnoca je je-
dnaka proizvodu komponentnih verovatnoca, a neocekivanost sumi komponentnih neoceki-
vanosti.

Potpun skup uzajamno iskljuc¢ivih dogadaja se karakteriSe entropijom ili informa-

ctonom entropijom, koja predstavlja srednju vrednost neoc¢ekivanosti celog sistema dogadaja:
N

S=-Y PP, (11.30)
i=1

Entropija karakterise stepen neuredenosti ili haoticnosti sistema.
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11.2 Neke elementarne raspodele verovatnoce

11.2.1 Binomna raspodela verovatnoce

Neka se u sudu nalazi N molekula gasa. Izdvajanjem dela zapremine suda A7, postavlja
se pitanje kolika je verovatnoca da se u njoj nade n molekula (n < N).
Najjednostavnije je startovati sa N = 2. Iskljucivi dogadaji su:
(i) molekuli 112 u Ar;
(ii) molekul 1 u A7, 2 van Ar;
(iii) molekul 2 u A7, 1 van AT;
(iv) oba molekula van Ar.
Verovatnoca da molekul 1 bude u A7 je tada P = A7/V, a da 1 bude van A1, 1 — P =
1 —A7/V. Isto vazi i za molekul 2: P=A7/Vil—P=1—-A7/V.

Kada su dogadaji 1 u A7 i 2 u A7 nezavisni, dobija se:

P - AT AT _ (AT>2:P2,

vV vV Vv
AT AT
P = La-20=pa-p),
(- 20 = PP
Py = Py,

Py = (—?/7)2:(1—19)2.

Od interesa je verovatnoca da se u A7 nade n molekula, tj. u razmatranom primeru dva,

jedan ili nijedan molekul. Dakle:

P(2) = P, =P?
P() = Pi+ Py =2P(1-P) (11.31)
P(0) = P, =(1-P)%

Za tri molekula analogno se dobija verovatnoc¢a da se u A7 nadu tri, dva, jedan i nijedan

molekul:
pP3) = P’
P(2) = 3P*1-P)
P(1) = 3P(1— P)? (11.32)
P(0) = (1-P)>.

Nastavljajuéi proceduru konacno se za N molekula dobija:

N!

Pin) = n!(N —n)!

PY(1— P)N-", (11.33)
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gde je P"(1 — P)N=" verovatnoéa da se n odredenih molekula nade u A7, a ostalih N —n
van A7. Broj odgovaraju¢ih dogadaja, koji se razlikuju po tome koji n od N molekula se

nalazi u A7, jednak je broju kombinacija od N elemenata reda n:

N!
_ 11.34
nl(N —n)! ( )
Uzajamno iskljucivi dogadaji P(n) obrazuju potpun skup:
N N
N!
> Pn) = > ————=P"(1-P)N"
= = nl(N —n)!
= (P+(1-P)YN=1"=1. (11.35)

Odatle i naziv binomna raspodela.

11.2.2 Puasonova raspodela

Neka je od interesa nalazenje verovatnoce da se mali broj molekula n u gasu sa velikim
brojem molekula N nade u malom delu zapremine At gasa. Zapravo, pretpostavka je da su
velike vrednosti n tako malo verovatne da su njihove verovatnoée prakti¢no zanemarljive!.
To je ostvarljivo samo uz uslov da zapremina A7 bude takva da srednji broj molekula u njoj
(ny = NAT/V bude manji od odabrane granice, npr. n = 10, npr. (n) = 3.

Tacna vrednost verovatnoée po binarnoj raspodeli je:

Pn) = n'(]é\fiw <AVT>n <1 - ?/T>N_n. (11.36)

Kada je broj N ogroman, nalazenje faktorijela u binomnoj raspodeli postaje tezak zadatak.

U tom slucaju se koristi Stirlingova formula:
N!'=v2zNV e NV/N. (11.37)

U nekoliko narednih redova je skicirano dobijanje Stirlingove formule. Pogodno je poéi ne
od izraza:
N!'=1-2-3...- N, (11.38)

nego od njegovog prirodnog logaritma:

N
lnN!:ln1+ln2+ln3+...+lnN:Zlnn. (11.39)
n=1
Suma u poslednjem izrazu se moze graficki predstaviti povrsinom ispod krive In(n) na slici
11.2.

INpr. u zapremini suda V sa N = 10'° molekula trazi se verovatnoéa nalazenja n = 0, 1,2 ili 3 molekula

u odgovarajuéem dovoljno malom delu zapremine gasa 7 < V, tako da je n > 10 malo verovatno.
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In(n)

Slika 11.2.

Povrsina svakog stepenika na slici jednaka je 8irini stepenika (jedinica) pomnozenoj sa
njegovom visinom (Inn). Ukupna povrsina je suma povrsina svih stepenika: S = ZnN:1 Inn.

Da bi se procenila vrednost S, na slici 11.2 je nacrtana isprekidanom linijom kriva
y = Inz, sa x kao neprekidnom koordinatom na apscisi. Povrsina ispod te krive je:

N N 1
S :/ Inzdr = zlnz|Y —/ x—dz =NInN — (N —1).
1 1@

Sa slike se vidi da su povrsine S i S’ bliske, S &~ S’, ali ipak je S’ < S.
Odnosno, povrsina S se priblizno dobija dodavanjem malih trouglova ¢ija osnova je 1 a visina
In(n+ 1) —Inn povrsini S’. Povrsina jednog trougla je (In(n + 1) —Inn)/2. Suma povrsina

svih trouglova je data izrazom:

1 1 1 1
§ln2+ 5(1113 —In2) + 5(1114 —In3)+..+ Q(lanlnN —1)
1
=_-InN
2
1
SlenN—N+§lnN+1. (11.40)

Posto je )
N!:expS:exp(NlnN—N+§lnN+1)

dobija se izraz za N! u slucaju velikih N oblika
N'=e¢ NV VYN,

To je jedan od oblika Stirlingove formule. Tacniji izraz se moze dobiti doslednijom analizom
[21] 1 ima oblik:
N!=+V2zNN e NV/N. (11.41)

U ovom odeljku je cilj procena verovatnoée (11.36) u slucaju vrlo velikih vrednosti N

i N —n. Pomo¢u Stirlingove formule trazena verovatnoca se moze napisati u obliku:

NN e~ NNV2\/on (AT)” (1 B AT)Nn

— — 11.42
nI(N —n)N-ne-Ntn(N —n)l/2\/20 \ V Vv ( )

P(n) =
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Elementarnim algebarskim transformacijama (11.42) se moze svesti na izraz:

v () ()"

P = . 11.43
() = T /N en(i = /N1 72 (1143)
Kada N — 0o i n < v/N, neki od ¢lanova u prethodnoj relaciji se pojednostavljuju:
AT Ol
n
11— _) = JX n eXp( )7
( N 1-%)
n\1/2
1-—= ~ 1
(-%) =~
N
AT\ NV (1 - ]yVAVT)
1—7 - Ar\" —>6Xp( <>)7
(1-%)
pa se za verovatnocu dobija:
)
P(n) (NAT/ V) , (11.44)
nlte men
odnosno:
n ,—(n)
P(n) = <n>76' (11.45)
n!

Poslednja jednacina je zapravo izraz za Puasonovu raspodelu. Ona odreduje verovatnoéu
da se u maloj zapremini A7 nade n molekula (pri srednjoj vrednosti (n)), pri uslovu da je
ukupni broj molekula u sudu zapremine V mnogo veéi od (n)?2.

Puasonova raspodela je granicéni slu¢aj binomne raspodele za (n )2 < N ili pri (n >/N =
A7/V — 0. Disperzija takve velicine je D? = (n), a fluktuacija D/(n) = \/{n)/(n) = 1/(n

11.2.3 Gausova raspodela

Postavlja se pitanje koja raspodela odgovara slu¢aju kada je veliki ukupan broj molekula
N, broj molekula n u A7 i broj molekula N —n koji ostaje u V' — Ar. Takav slu¢aj se ¢esto
javlja u praksi, a dovoljno je da srednji broj molekula u A7, (n) = NA7/V bude veliki, ali
ne i blizak N. Zapravo, AT ne treba da bude suviSe mali u odnosu na V', ali ni suvise blizak
V. Ovi uslovi su ostvarljivi uz (n) > 31 N — (n) > 3 i tim viSe §to su te dve veli¢ine vece.

Dobijena raspodela je Gausova raspodela:

P(n) = — L~ (n—(m)?/2D), (11.46)
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Cesto je potrebno znati verovatnoéu dP da broj molekula iz (n,n + dn) bude u dr.

Ako je dn dovoljno malo (dn < /D), P(n) za proizvoljno n iz intervala dn je praktiéno ista:

1

—(n—(n>)2/(2D)d _ 11.47
vV 27TDe " ( )

dP =

Pri velikom broju molekula n se moze smatrati kontinualnom slu¢ajnom veli¢inom, ¢ija

gustina verovatnoce je:

1 —(n—(n
f(n) = 27rDe (n—(n))?/(2D) (11.48)

Smatrajuéi da su odstupanja (fluktuacije) n od srednje vrednosti malo verovatna, sred-

nja vrednost slu¢ajne kontinualne veli¢ine F'(n) je:

(F(n)) = /_ O; F(n) \/217T_De_(”_<">)2/(2D)dn. (11.49)
Pokazuje se u praksi da je Gausova raspodela grani¢ni slucaj velikog broja raspodela.
Takozvana centralna graniéna teorema uspostavlja opste uslove za dobijanje Gausove
raspodele kao granicne:
Ako se neprekidna (kontinualna) sluc¢ajna veli¢ina pokorava Gausovoj (normalnoj) ras-
podeli, verovatnoca dP da se vrednosti te slucajne velic¢ine x nadu u intervalu od x do x + dx

je data formulom:
1

e
V2rD

gde je (x) srednja vrednost, a D disperzija sluc¢ajne veli¢ine z.

dP(z) = —(@=(@))*/(2D) g (11.50)

Graficki prikazi funkcija gustine verovanoce

1
flx) = QWDG—(QC—@C))Q/(?D) (11.51)

¥

i raspodele verovatnoce

1 x
F(x):m/_ e~ (= (2))*/2D) gy (11.52)

izlozeni su na slikama 11.3 1 11.4.

U praksi se standardni oblik normalne raspodele daje kao:

o(x 224y, (11.53)

>=j2_ﬂ/;e

Fluktuacija u slu¢aju Gausove raspodele je D/(x).
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fi2)a )4
1
2
@ -3/D @ @+3ID = <$—3\/E @  @43D 2
Slika 11.3. Slika 11.4.
11.3 TEST 8

1. Kolika je verovatnoca da se u 50 bacanja novéic¢a kao rezultat dobije 'pismo’?

2. Raspodela braunovskih cestica (videti odeljak 8) je Gausova:

1 2
f(@) = 5 exp (~(z —b)*/(2a)),
gde su a i b parametri.

a) Nadite analiticki vrednosti prvih ¢etiri kumulanta definisana kao:
Cy=(x), Cp={(z—(x)"), n=2734
b) Problem resite numericki.

3. Formulisite iskaz centralne grani¢ne teoreme.

4. Kako se Puasonova i Gausova raspodela izvode iz binomne raspodele?
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Glava 12

Postulat jednake verovatnoce
mikrostanja

i ergodicka hipoteza

Sistem koji se nalazi u datom makrostanju neprekidno menja svoja mikrostanja. Kako
su mikrostanja klasi¢nog sistema okarakterisana koordinatama i impulsima Cestica sistema,
postavlja se pitanje kako treba da se menjaju te veli¢ine da bi se mikrostanje promenilo?

Po kvantnomehanickom prilazu, zapremina ¢elije koju moze zauzeti jedna ¢estica odreduje

se u prostoru koordinata — impuls (fazni prostor u klasiénoj statistickoj fizici) kao:
(026y62)0(6pL0pyop2)o = 3. (12.1)

Radi jednostavnosti, u nastavku ¢emo se ograniciti na analizu razli¢itih stanja u koordina-
tnom prostoru. Pri tom se smatra da se cela diskusija moze nedvosmisleno preneti i na
impulsni prostor, odnosno fazni prostor u celini.

Sve Gestice mikrokanonskog ansambla', kao i éelije faznog prostora, mogu se numerisati.
Tokom vremena Cestica se u razli¢itim trenucima vremena moze nalaziti u razlic¢itim ¢elijama
prostora i biti deo razli¢itih podsistema posmatranog mikrokanonskog ansambla. Ako je od
pocetka posmatranja proteklo dovoljno vremena da su svi podsistemi ansambla ’zaboravili’
svoje pocetno stanje (koje su se Cestice nalazile u njima), za konkretnu ¢esticu datog podsi-
stema smatra se da je slu¢ajno u jednoj od ¢éelija faznog prostora. Sve su éelije ravnopravne
i svi su polozaji Gestica time jednako verovatni. Ako ansambl ima veliki broj podsistema
N, broj podsistema u kojima se posmatrana ¢estica moze naéi u ¢eliji s brojem 1 jednak je
broju podsistema u kojima se ¢estica moze nadi u ¢eliji numerisanoj brojem 2, itd. Zapravo,

za datu Cesticu su svi polozaji jednako verovatni.

' Mikrokanonski ansambl se sastoji od identi¢nih izolovanih podsistema iste energije.
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Mikrostanje se karakteriSe polozajem svih N Cestica koje ulaze u sistem, odnosno nji-
hovom konkretnom raspodelom po ¢elijama. Logi¢no sledi da su sve raspodele ¢estica po
¢elijama jednako moguce, pa time i mikrostanja jednako verovatna. Twrdenje da su mikro-

stanja sistema jednako verovatna, naziva se postulatom jednake verovatnoée mikrostanja.

12.1 Srednja vrednost po ansamblu

Neka je za datu ¢esticu vezana diskretna veli¢ina, recimo x2. Numerisuéi indeksom i
koordinate Cestice u datom i-tom stanju statistickog ansambla, za srednju vredost veli¢ine

x? dobija se:
1 e
2 2
=N 22 12.2
a Na ; 7 ( )
Uz pretpostavku da je broj celija u svakom ansamblu N i N, > N, moze se dopustiti da

je broj sistema ansambla N,;, u kojima se nalazi posmatrana cestica u j-toj celiji, veliki.

Verovatnoca nalazenja Cestice u j-toj Celiji je tada:

N .
Pj:W‘”. (12.3)
a
Sledi:
Na N
2w = ) Nz
i=1 j=1
1 N N
(x%)g = FZNMJ} Z JQ (12.4)
a :

1

<

12.2 Srednja vrednost po vremenu

Ovde je od interesa nalazenje Cestice u jednom od sistema ansambla tokom vrlo dugog
vremena (T — oo0). Modelira se skokovita promena koordinate x(t) pri prelazu cestice iz

jedne éelije u drugu, pa je srednja vrednost odgovarajuée velicine z2(t)

(2(0), = Jlim / (12.5)

T—o0

Neka je ¢ indeks skoka Cestice, x; koordinata ¢elije u koju prede Cestica nakon i-tog skoka,
m ukupan broj skokova u vremenu 7' i At; vreme provedeno u i-toj ¢eliji (>°i%; At; = T)).

Tada je:

T m
/ PA(t)dt = 3 a?At;. (12.6)
0 i=1
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Pri T' — oo, ¢estica je mnogo puta bila u svakoj od éelija. U j-toj ¢eliji je provela vreme
T; =3 At;, pajeT = Z 1T

2
(x*(t))r = IEIOIOTZTm ZP;L'J, (12.7)
gde je ]5j = limy_,o Tj/T-duzina boravka cestice u j-toj celiji prema ukupnom vremenu

posmatranja, tj. verovatnoca boravka u j-toj éeliji.

12.3 Ergodicka hipoteza

Ergodicka hipoteza se moze iskazati kao tvrdenje da je srednja vrednost posmatrane
fizicke veli¢ine po anasamblu jednaka srednjoj vrednosti po vremenu. Matematicki se iskaz

ergodicke hipoteze moze zapisati u obliku:
Pi=P;, ili (@)= (2D (12.8)

Ergodicka hipoteza se moze izraziti tvrdenjem da ¢e sistem, koji poc¢inje svoje kretanje
iz proizvoljnog pocetnog stanja dosti¢i stanja iz njegove neposredne okoline tokom dugog
vremenskog intervala. Pritom se pretpostavlja da su sva pomenuta stanja dopustena zakonom
odrzanja energije.

FErgodicka hipoteza pretpostavlja vazenje postulata jednake verovatno¢e mikrostanja
sistema.

Na ergodickoj hipotezi su zasnovani temelji statisticke mehanike kao §to je pokazano

u odeljku 2, ili u delu II kada su opisivane metode neravnotezne statisticke mehanike.
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Glava 13
Jednacina stanja idealnog gasa

U odsustvu spoljasnjih sila energija jednog molekula idealnog gasa jednaka je

2 2 2
p24+p2+p
1Py Py, P2) = —— 22 2;; =+ g, (13.1)

gde prvi ¢lan predstavlja kvaziklasi¢nu kineticku energiju translatornog kretanja molekula,
a drugi ¢lan predstavlja nivoe energije koji odgovaraju rotaciji molekula i njegovom un-
utrasnjem stanju. Veli¢ina €} ne zavisi od impulsa i koordinata centra inercije molekula.

Statisticka suma idealnog gasa, za koji vazi Bolcmanova statistika, data je izrazom:
_ _En_
Z=>) e 8T, (13.2)
n

U ovom slucaju je energija datog stanja FE,, suma energija ; molekula i moze se sumiranje
po svim stanjima gasa svesti na sumiranje po svim stanjima pojedina¢nih molekula. Svako
stanje gasa odreduje se skupom N (NN je broj molekula u gasu) vrednosti ¢;, koje se u
Bolcmanovom slu¢aju mogu smatrati razli¢itim jer u svakom molekularnom stanju nema
vise od jednog molekula (odeljak 4.7). Faktor e~ En/kBT g6 moze napisati u obliku proizvoda
—ey/kpT

¢inioca e za svaki molekul i kada bi se sumiralo nezavisno po svim stanjima svakog

molekula, dobio bi se izraz:

—En __&
eFsT = (Z e FT)N, (13.3)
l
Ukupan broj mogucih vrednosti ¢; jednak je za sve molekule, pa su jednake i sume ) ; e—e/(ksT)
Sve kombinacije razli¢itih vrednosti ¢;, koje se razlikuju samo po raspodeli identi¢nih
molekula gasa po nivoima £;, odgovaraju jednom istom kvantnom stanju gasa. Uracunavanje
svakog stanja samo jednom zahteva deljenje sa N!.

Nakon smene (13.1) u (13.2) i prethodnih razmatranja dobija se izraz za statisticku
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sumu idealnog gasa:

N
pz+p +pz
VB R b s ) IR

gde se sumiranje vrsi po svim razli¢itim stanjima jednog moelekula, a N oznacava broj

(identicnih) molekula u idealnom gasu. Prvi integral s desne strane f[i, dV' po zapremini
konfiguracionog prostora u kome se moze naéi Cestica idealnog gasa je kompaktno zapisan
trostruki integral po svakoj od koordinata konfiguracionog prostora u odgovarajuéim grani-
cama.

Nakon integracije statisticka suma postaje jednaka:

N
mkpT2m\>/? €] 1

Z=V|——— — —. 13.5

(v (") S ) (135

Slobodna energija se dobija iz relacije F' = —kpT'InZ, sto nakon zamene izraza (13.5)
postaje:

kT2 3/2 /
F = —-NkpTln (V (%) S exp (— kET)> +kgTIn N, (13.6)
1

Za N > 1 moze se aproksimativno uzeti da je InN! ~ Nln(N/e) i slobodna energija se

moze izraziti kao:

B eV (mkpT2m\>/? €]
F = —-NkgTln < ~ (T) zl:exp(—kBT) , (13.7)
odnosno:
eV
F==NkpTn () + Nf(T). (13.8)

Pritisak idealnog gasa se odreduje relacijom: P = —(9F/0V)r. Iz formule (13.8) sledi:
NkpT

pP= 13.9
L2 (13.9)
odakle se dobija Klapejronova jednacina stanja idealnog gasa:

PV = NkgT = RT. (13.10)

Velicina R je gasna konstanta i ima vrednost R = 8.3 J/K.
Uz poznavanje statisticke sume i slobodne energije gasa mogu se izracunati vredno-
sti termodinamickog potencijala ¢, entropije sistema S, unutrasnje energije F i specificne

toplote!. Navedene veli¢ine su date izrazima:

¢ = F+PV:NkBT1n<eJ‘V/)+Nf(T)+PV,

Videti odeljak posveéen termodinamici.
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_ (g?)v — Nkgln (i:;) ~ NfI(T),

E = F+TS=Nf(T)- NTf(T), (13.11)

OFE ow
o = (52), o= (5r),

gde je W = E + PV. Specificna toplota pri konstantnoj zapremini i specifi¢na toplota pri

konstantnom pritisku vezane su relacijom:
Cp—Cy = Nkp.

Moze se pokazati da svakoj promenljivoj u energiji £(p,q) molekula odgovara jednak
deo specificne toplote gasa kp/2, ili jednaka energija kgT /2. Ovo tvrdenje je poznato pod

nazivom zakon jednake raspodele energije.
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Glava 14
Landauov sudarni ¢lan

U ovom odeljku su izlozena izvodenja koja mogu olaksati pra¢enje glavnog teksta u
glavi 7.

Landauov sudarni ¢lan koji figurise u Landau-Vlasovljevoj kinetickoj jednacini (6.62):
1
K = — [ dvhdrF 14.1
1 = 5 [ dindrx (14.1)
| drdne ViV (= 1)) 000 G 5 ) 1, ),
moze se zapisati u obliku:
1 S - Lo I
K1Y = s [ dindra - G@) - 0haf (@1,5: 00 @, i), (14.2)

gde je G(g) Landauov tenzor, koji zavisi od brzina ¢ i ¥a samo preko njihove razlike § =
U1 — Us. Ovaj se tenzor obi¢no izracunava koristeéi Furijeovu reprezentaciju interakcionog

potencijala V:
6@ = [ [ arTv@ITveE - g

- / d /0 “dr / dcdR' el F+HR) =GBV (1) [~k V (k)]

— (2r) / dk /O AR ()] iRV (k)]

— &t / RS+ (K - )[RV (k)] [—ikV (k). (14.3)
U drugom redu prethodne procedure iskoris¢ena je definicija Dirakove § funkcije:

S(k+ k) = ﬁ / di e FHE)T (14.4)

a u poslednjem redu relacija koja definise funkciju 04 (z):

/ dk e*® = 16, = m(z) + z'P(l). (14.5)
0 T

213



214 Glava 14. Landauov sudarni ¢lan

=

o

.x/
Slika 14.1. Koordinatni sistem za nalazenje sudarnog ¢lana.

Poslednja relacija (14.5) je zapravo jedna od dveju Plemeljovih formula o ¢ijim se osobinama
moze naéi u tablicama integrala [12]. Drugi ¢lan u ovoj relaciji je takozvana glavna vrednost
integrala na levoj strani. Faktor koji mnozi 64 u (14.3) je parna funkcija argumenta k, dok
je glavna vrednost P neparna funkcija istog argumenta. Odavde sledi da je Landauov tenzor
oblika:

G(7) = / RS (- )V (k) RE. (14.6)

Landauov sudarni ¢lan se, nakon smene u (14.2) izraza (14.6) za Landauov tenzor,

moze napisati u obliku:
K{ff}= 7/65112/7@‘/ k) (K - 012)0(k - §)(k - O12) f (G, Tr; ) £ (G, Tos ). (14.7)

Integracijom po k moze se dalje transformisati Landauov sudarni ¢lan. Izra¢unavanja se na-
jlakse izvode u sfernim koordinatama u k-prostoru (k, 6, &) (Slika 14.1), ¢ija z-osa je paralelna

vektoru g

27
G = 87r/ dk/ 6 [ dek? sin0V2(k)S (kg cos 0)

sin 0 cos € sin 9 cos&
X sin fsin & sinfsin¢ | . (14.8)
cos 6 cos 6

Integracijom po & pokazuje se da su svi nedijagonalni elementi tenzora G nule u posma-
tranom koordinatnom sistemu, a da su zz-komponente G nule i zx i yy-komponente jednake

zbog osobina delta funkcije. Odnosno, pokazuje se da je Landauov tenzor tipa:

G 0
G=|0 G (14.9)
0 0

o o O
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ili
G = (I —¢e.e,)G, (14.10)

gde je I jediniCni tenzor, a €, jedini¢ni vektor u pravcu z-ose.

Iz gornjih razmatranja sledi eksplicitni oblik elementa G Landauovog tenzora:
oo . ™ B
G = 87 / ARV (k) / d0sin 635 (kg cos ) = =, (14.11)
0 0 g

gde je:
B= 8775/ dEV? (k). (14.12)
0

U obliku nezavisnom od izabranog koordinatnog sistema elementi Landauovog tenzora se

mogu predstaviti kao:

9rgs\ B
Grs = (0ps — 7 )E, (14.13)
i konacan oblik koji ima Landauov sudarni ¢lan je:
51"5 rJds — =
KASTY = — [ amdr S 000, 5 0) 1@ i), (14.14)

U poslednjem izrazu 9] = 9/0vi, — 0/0va,.
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Glava 15

Prikaz odredivanja slobodnog ¢lana

u izrazu za entropiju

Za klasi¢ni idealni gas od N Cestica u zapremini V sve termodinamicke funkcije se

mogu odrediti ukoliko se poznaje vrednost statistickog integrala (videti odeljak 4):

E(q,p)

p2
Z z/dqdpe "Bt E/dqdpe_Q’""“BT, (15.1)

gde je (Qap) = (qlaq25 -y 43N, P1, P2, "'7p3N) 1 E(q’p) = K(p) = p2/(2m)7 odnosno ukupna
energija je jednaka kinetickoj energiji molekula idealnog gasa. PosSto je kineticka energija

aditivna funkcija broja Gestica, moze se (15.1) zapisati u obliku:

2 N
Ty = ( / d@dﬁeZm'iBT> , (15.2)

gde su ¢ = (q1,92,q3) 1 P = (p1, P2, p3) vektor koordinate i vektor njoj konjugovanog implusa

za jednu Cesticu gasa. Integral po ¢ je jednak zapremini V tako da (15.2) postaje!:

2

Zy = VN (/ dﬁe%ﬁ“BT)N — VN (2rmkpT)*N/2. (15.3)
Slobodna energija posmatranog sistema je data izrazom:
Fy = —kgTInZy = —kgTN {an + gln(27rkaT)} , (15.4)
koji je izveden u odeljku 4.6. Entropija se nalazi iz izraza (3.54), odnosno

(0PN 3 3
Skl = ((‘9T>V =kpN [an + 5 In(2rmkpT) + 2} . (15.5)

ntegrali u (15.2) su resavani u glavi 4. Takode pogledati [12].
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Na osnovu razmatranja u odeljku 3.7 u termodinamickoj granici, kada N — oo i
V — oo ali n = N/V = const, sve termodinamicke veli¢ine, pa time i slobodna energija i
entropija treba da budu aditivne funkcije po broju cestica N. Medutim, Fj; i Si; definisane
jednac¢inama (15.4) i (15.5) ne zadovoljavaju taj uslov. Drugim rec¢ima, ove veli¢ine se u

termodinamickoj granici aproksimativno daju izrazima:
FklelnN, SklNNlnN. (156)

Resenje ovog problema, koji se ¢esto oznacava terminom Gibsov paradoks, predlozio
je upravo Gibs, mada vise intuitivno. On je skrenuo paznju na to da je entropija u termod-
inamici i statistickoj teoriji odredena sa ta¢nosS¢u do neke konstante Sy, koja ne zavisi od
termodinamickog stanja materije, pa time ni od 7'1 V. Ta konstanta se moze naéi samo
na osnovu kvantne statisticke teorije, a Gibs je pretpostavio da ona zavisi od N na sledeéi
nacin:

So = —kpNIn N + Nb, (15.7)

gde je b konstanta. Prema tome entropija idealnog gasa je data izrazom:

St = kN m%) + gln(mekBT) + g + BN, (15.8)
gde umesto ¢lana In V figurise In(V/N) = —In(n) i u termodinamickoj granici S ~ N.

Vrednost konstante b se moze proceniti u tzv. kvaziklasicnom prilazu koji je pomenut
u odeljku 4. Pokazano je da se sve termodinamicke veli¢ine za idealni gas mogu odrediti

ukoliko se slobodna energija definiSe jedna¢inama (4.76) i (4.79), odnosno jednac¢inom:

E(p,q)
- T
F= kgl (M) (15.9)

N!

gde je N broj cestica i dI' = dqidqs...dgsndpidps...dpsy /(BN ) broj éestica po faznoj éeliji.
Faktor 72V je zapremina elementarne fazne ¢elije koja dobija smisao pri kvantnom opisivanju
Cestica gasa, dok je faktor N! posledica uracunavanja samo razli¢itih mikrostanja sistema
(videti glavu 4). Izraz (15.9) se u kontekstu razmatranog problema u ovom odeljku moze

prepisati u obliku:

F = —kgT : (15.10)

I

Nln (V) —In(N') + N% In(2rmkpT)

Primenom Stirligove relacije (glava 11) In N! = N In(N/e), gde je e osnova prirodnog logar-

itma, (15.10) se prepisuje kao:

F =—kgTN {ln (;\;;) + Zln(27rkaT)] . (15.11)
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Entropija posmatranog idealnog gasa se moze naéi primenom relacije (3.54) i jednaka
je:
|4 3 3

Uporedivanjem (15.8) i (15.12) sledi da je

b=kpln(e/T?). (15.13)
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Glava 16
Stohasticke evolucione jednacine

Neka je y promenljiva od interesa, npr. polozaj ili brzina cestice. Da je y deter-
ministicka veli¢ina, koja zadovoljava dinamicke zakone, mogla bi se konstruisati funkcija
y(t)-trajektorija ili orbita Cestice — koja determiniSe vrednost y u svakom trenutku vremena
t- ukoliko je zadata jedna njena vrednost, npr. y(0) = yo. Ovde je pak od interesa slu¢ajna
promenljiva y, koja moze uzeti bilo koju vrednost iz oblasti definisanosti. Drugim rec¢ima,
sistem koji je u eksperimentu startovao iz y = yo, sledi dobro definisanu orbitu y; (). Ali,
ukoliko se eksperiment ponavlja startujuéi od iste vrednosti yg, realizacija ili orbita ¢estice Ce
se razlikovati od prethodne. Ipak, u svakom trenutku ¢ postoji odredena verovatnoca (broj
iz intervala [0, 1]) realizacije svake od dopustenih vrednosti y. Ako je y kontinualna slu¢ajna
promenljiva, uvodi se gustina verovatnocée p(y;t) slu¢ajne promenljive y, dok je verovatnoca
nalazenja y u intervalu (y,y + dy) jednaka p(y;t)dy. Koncept slu¢ajne promenljive ukljucuje
i deterministicku promenljivu kao specijalni slucaj. Zaista, ako postoji trajektorija y(t),
gustina verovatnoce je pp(y;t) = dly — y(t)] i ukupna verovatnoéa je koncentrisana duz de-
terministicke orbite.

Poznavanje p(y;t) nije dovoljno za potpunu karakterizaciju evolucionog procesa. Za-
pravo, proces evolucije sistema se moze posmatrati kroz niz sukcesivnih vremenskih trenu-
taka: t, > t,—1 > ... > t1 i moze se okarakterisati gustinom verovatnoce

Pn(Yns talyn—1; tn—1]...|y15t1)
da se realizuje vrednost slu¢ajne promenljive y, u trenutku t,, y,—1 u ty—1,..., 1y ut;. Ova
verovatnoca ne iskljuc¢uje korelisanost dogadaja u razli¢itim trenucima vremena t,,, t,,—1, ..., t1.

Kada su dogadaji potpuno sluéajni, poznavanje pi(yi;t) = p(y,t) je dovoljno za

odredivanje procesa:

pn(yn; tn’yn—ﬁ tn—l‘-~|y1§ tl) = pn(yn; tn)pn—l(yn—l; tn—1)~-p1(y1; tl), (16-1)
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za svako n, ili:

n
Pr(Yni talyn—15 tna|-Jy;t1) = [ [ pilwis o). (16.2)
=1

Sledeéi po jednostavnosti je markovski proces pri kome je ukupna informacija o evoluciji

sistema sadrzana u dve funkcije verovatnoce:

pi(yi;t1) = pyisth),
p2(yo;talyisti) = walyz;telyr; t)p(yi;th), (16.3)

gde je wa(ya; ta|y1; t1) verovatnoda prelaza iz stanja y; u trenutku ¢; u stanje odredeno sa ys

u trenutku te. Verovatnoca prelaza zadovoljava sledece relacije:

wa(y2;talyi;ti) > 0 (nenegativnost),

/dyng(yg;t2|y1;t1) = 1 (normiranost na jedinicu), (16.4)
/dy2w2(y2;t2\y1;t1)1?(y1;tl) = ply2;t2).

U opstem slucaju moze se definisati verovatnoca prelaza n tog reda:

Wi (Yni tnlYn—1; tn-1|---[y1: t1),
tzv. uslovna (kondiciona) gustina verovatnocée nalazenja y,, u t, ako je y imala vrednost y, 1

Utp_1,.,y1 Wity (ty > ty—1 > ... > t1). Pri tome vazi relacija:

pn(ynStn|yn—1§tn—1"--‘yl§t1) = (16.5)
= Pn—1(Yn—1; tn—1]---|y1; t1)wn (Yn; tn|yn—1; tn-1|---|y1; t1).

Markovski proces je okarakterisan uslovom:

Wn (Yns tolyn—1; tnt|-|y15t1) = w2 (Yns talyn—1;tn-1), 1 >2 (16.6)

Dakle, verovatnoca prelaza iz stanja odredenog y,_1,t,—1 u stanje y,,t,, zavisi samo od
vrednosti promenljive y u prvom od njih (tj. od y,—1), a ne i od predistorije sistema.

Moze se pokazati da za markovski proces vazi relacija Cepman-Kolmogorova:

wa(ys;tslyistr) = /dy2w2(y3;t3!y2;t2)w2(y2;t2\y1;t1)7 (16.7)

koja predstavlja alternativnu definiciju markovskog procesa.
Posmatrajuéi kao 'pocetni uslov’ za verovatnoéu prelaza: wa(ya;ta|yi;t1) = d(y2 — y1),
uz pretpostavku da je to —t1 = At dovoljno malo, verovatnocéa prelaza se moze predstaviti u

obliku:
wa(ya;t1 + Atlyi;t1) = Ad(y2 — y1) + AtWy, (y2[y1), (16.8)
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gde je Wi, (y2|y1) verovatnoéa prelaza u jedinici vremena. Prvi ¢lan u relaciji (16.8) je
verovatnoca da sluc¢ajna promenljiva ostane u y; tokom At, a konstanta A se dobija iz uslova

normiranosti verovatnoce prelaza:
A=1- At/dy2Wt1 (y2ly1). (16.9)
Uz y3 = y,t3 =t + At,yo = v/, to = t relacija Cepman-Kolmogorova (16.7) postaje:
wa(y;t + Atlyrs ) = /dy’w2(y;t + Atly's t)wa (y's tlyrs ). (16.10)

Razvojem obe strane relacije (16.10) u red po malom parametru At dobijaju se redom sledeéi

izrazi:

wa(ys tlyi; 1) + Aty (ys tlyr; tr) + ... =
= [y (A5(y — y') + AWilyly)) (ot 1)

= /dy’ (1 - At/dth(y!y’)> 5y — y"waly's tlyr; t1)
+At/dy’Wt(y!y’)w(y’;t!yl;tl)

= /dy’5(y —y w2 (y's tly1s t1) —
~At [ dy' [ Wl )00 =y )enly/sthyrs )

+At/dy’Wt(yly’)wz(y’;tlyl;t1)~ (16.11)

Clan [ dy'6(y — v )wa(y';tly1; 1) je identi¢an sa prvim ¢lanom s leve strane u (16.11), pa se

kona¢no dobija relacija:

Orwa(ys tlyr;t1) = /dy’{Wt(y!y’)wz(y’;t!yl;tl) — Wiy |y)wa(y; tlyr: t1) }- (16.12)

Mnozenjem obe strane jednac¢ine (16.12) sa verovatno¢om p(yi,t1), i koriséenjem relacije

(16.4), jednacina (16.12) se transformiSe u stohasticku jednacinu:

dp(y;t) = / dy' {Wi(yly )p(y's t) — Wiy ly)p(y; 1)}, (16.13)

koja je poznata kao master jednacina'. Ona pokazuje da se verovatnoéa nalazenja u stanju
y u trenutku ¢ menja iz dva razloga: sistem napuSta stanje y i prelazi u stanje 3’ sa
verovatnoé¢om Wi (yly’) — gubitak u odnosu na stanje y; i sistem iz stanja y’ prelazi u stanje

y sa verovatno¢om Wi (y'|y) — dobitak u odnosu na stanje y.

!Gain-loss ili master jednacina. Detaljniji uvid u stohasti¢ke procese moze se naéi u [23, 32, 33].
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Stohasticki proces je stacionaran ukoliko vazi relacija:

wa(y2; t + Atfy1;t1) = wa(y2lyr; At). (16.14)
Kao primer stohasticke jednaCine moze se navesti jednacina za evoluciju verovatnoce
prelaza, tj. gustinu verovatnoée koja je poznata kao Foker-Plankovu jednaéina?:
op(y;t) _ 0 9 9
= __—[F it —[D(y)=p(y;1)], 16.15
5 ay[ (W)p(y: )] + ay[ W) 5,7 )] (16.15)

gde su veli¢ine D(y) i F(y) date izrazima:

2
D(y) = %%, F(y) = —% - d'il;y).

Foker-Plankova jednacina je parcijalna diferencijalna jednacina koja opisuje ireverzibilni

monotoni prelaz jedne inicijalne nehomogenosti gustine u ravnoteznu gustinu. Dodatni ¢lan
prvog reda je tzv. dinamicko trenje (frikcija).
Foker-Plankova relacija se moze izvesti na dva nacina: direktno iz Cepman-Kolmogo-
rove jednacine (16.7) i iz master jednacine (16.13) [2]. Ovde ¢e biti skiciran drugi nacin.
Prvi korak je smena promenljivih:
%(yﬂ/):Y, v —y=Ay=n. (16.16)

Verovatnoca prelaza u jedinici vremena postaje:
1
Wily'ly) = WY + 5mim). (16.17)

U nastavku oznaka Y se prepisuje kao y.

U sledeéem koraku usvaja se nekoliko pretpostavki: (1) verovatnoéa prelaza je nezav-
isna od vremena; (2) verovatnoca prelaza je parna funkcija promenljive 7, odnosno W (y +
1/2n;m) = W(y — 1/2n; —n); (3) skokovi pri prelazu su mali u poredenju sa pocetnom
vrednoséu y: n < y. Druga pretpostavka znac¢i da su verovatnoée direktnog i inverznog
prelaza iste. Po pretpostavkama master jednacina (16.13) se moze zapisati u obliku:

Oip(y;t) = /an(y + %n; m=p(y;t) + ply +n;t)]. (16.18)

Funkcije W (y + %n; 1) i p(y + n;t) se mogu razviti u red pod uslovom 1 < y. Rezultat tog

razvoja do drugog reda po n ima oblik:

dp(y;t) = /dnnW(y;n)%Zt)Jr (16.19)

1 O?p(y;t)  OW (y;n) Op(y;t
/dninz[W(y;n) a(yg ), 8(y ) éy )]+~-

2Foker-Plankova jedna¢ina je analogna difuzionoj jednacini makroskopske fizike: On(y;t)/0t =

D@Qn(y; t)/6y2. Na primer, Foker-Plankova jednacina je izvedena u kontekstu kretanja braunovske cCestice u
odeljku 8.2.
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Posto je W(y;n) parna funkcija 7, prvi ¢lan je jednak nuli, dok je drugi ¢lan srazmeran

momentu prelaza drugog reda:

/danW(y;n) =2D(y). (16.20)

Nakon ovoga se treca pretpostavka odozgo moze preciznije izraziti: ¢etvrti moment prelaza
(odnosno srednja vrednost 7%) je zanemarljiv u poredenju sa drugim momentom.
Konacno se dobija Foker-Plankova relacija (16.15) ( F'(y) = 0) u obliku:

0 0

op(y;t) = @D(y)@p(y;t)- (16.21)

Master i Foker-Plank jednac¢ina su linearne stohasticke jednacine koje se mogu dobiti
iz Cepman-Kolmogorove relacije uz razlicite pretpostavke. One opisuju irevezibilni prilaz
ravnoteznom stanju.

Interesantno je uporediti stohasticke i kineticke jednacine. Na primer, Bolcmanova
kineticka jednacina (6.104) za homogeni gas u odsustvu spoljasnjih sila, moze se zapisati u

formi koja je analogna master jednacini:
0073 t) = n [ dmad QW (71, 32,7, 0T 0T ) — 07 (i)}, (1622

gde je f — ¢ 1 |U] — ]Sy = nW. Drugi ¢lan s leve strane jednacine (16.22) opisuje prelaz
para ¢estica (1,2) iz inicijalnog stanja okarakterisanog brzinama ¢estica ¥, U2, respektivno,
u konaé¢no stanje sa brzinama o, 5. Tada verovatnoca Cestica sa brzinom ¥; opada, odatle
znak minus ispred pomenutog ¢lana u (16.22). Drugi ¢lan s leve strane jednacine (16.22)
predstavlja inverzni prelaz i ima pozitivan znak. Totalna promena ¢(1,t) je dobijena sumi-
ranjem preko svih brzina 5 sudarnog partnera. Za razliku od master jednacine, Bolcmanova
jednacina je nelinearna po funkciji verovatnoce.

Drugi primer je Vlasov-Landauova jednacina (6.63) u homogenom medijumu, koja se

moze svesti na Foker-Plankovu jednacinu:

8ip(75t) = 01 - D(W1,t) - D1¢(Th,t) + Or - F(1,t)p(T, 1), (16.23)
gde je D(v1,t) tenzor, a ﬁ(ﬁl, t) vektor. Ali, za razliku od Foker-Plankove jednacine, Vlasov-
Landauova jednacina je nelinearna po ¢ (D i F su funkcionali ?).

Na kraju, korisno je napomenuti da se transportni procesi u kompleksnim sredinama,
npr. fuzionoj plazmi, pokuSavaju interpretirati preko hibridno-kinetickog prilaza. Osnovna
jednacina evolucije je kineticka jednac¢ina sa dodatnim stohastickim izvorom Lanzevenovskog

tipa [2].
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Glava 17
Osnove teorije slucajnog kretanja

Kretanje cestica kroz vrlo nehomogenu, delimi¢no neuredenu ili turbulentnu sredinu ne
moze se opisati ni Lanzevenovom ni hibridnom kineti¢kom jedna¢inom®. Jedina moguénost je
interpretacija evolucije Cestica kao niza pomeraja vodenih potpuno probabilistickim zakoni-
tostima. Da bi se ilustrovao ovaj pristup na elementarnom nivou, u ovom delu se posmatra
problem slu¢ajnog kretanja ¢estice u nekom d-dimenzionom prostoru [27] .

Sluc¢ajno kretanje je uvedeno kao diskontinualni proces: postoji neki elementarni vre-
menski interval (’kvant’ vremena) 7. U trenutku ¢ = v7, gde je v ceo broj, polozaj Cestice se
skokovito menja za vektor pomeraja 7 proizvoljnog intenziteta, pravca i smera. U slede¢em
trenutku ¢ = (v 4 1)7 Cestica se ponovo pomera za neko novo 7 i tako redom, pri ¢emu
su svi pomeraji (skokovi) statisticki medusobno nezavisni. Funkcija raspodele ili gustina
verovatnoce preskoka se oznacava sa f(7): ona se smatra zadatom, a zavisi od prirode raz-
matranog problema.

Neka je n,(Z) gustina verovatnoée da se ¢estica nade u polozaju & nakon v koraka,
ako je u t = 0 krenula iz & = 0: no(Z) = §(Z). S obzirom na uzajamnu nezavisnost skokova

Cestice, gustina verovatnoce se moze interpretirati kao:

N1 (F) = /ddf’f(f—f’) no(E"), (17.1)

gde je f(Z — ') verovatnoca skoka ¥ — &' i integracija (sumiranje) se vrsi preko svih pozicija
izmedu Z 1 Z’. Konvoluciona relacija (17.1) se najlakse interpretira u Furijeovom prostoru
[18, 19]. Furijeov transform i, (k) se naziva karakteristicna funkcija gustine verovatnoée n(Z),
dok se karakteristi¢na funkcija verovatnoce prelaza f (E) naziva strukturna funkcija slucajnog

kretanja:

A (F) = /ddf exp (i F - &) o (),

'Kineticka jedna¢ina sa LanZevenovim izvorom uvedena radi interpretacije transportnih fenomena u

neuredenim sredinama.

227
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fii) = /ddf exp (i - %) f(7) (17.2)

Pod pretpostavkom da je gustina verovatnoce n(Z) normirana na jedinicu, strukturna fun-

kcija se moze interpretirati kao srednja vrednost:

(k) = (exp (i k - T)). (17.3)

@ = —i

(TarTayo-Tay) = 0P —m—m—an(K)|z_, (17.4)

uz uslov normiranosti u k = 0:

1=n(k =0). (17.5)
Od posebnog interesa je srednja vrednost kvadrata pomeraja 12 = Zf_l x?
o J -
2
T :——_,—_,nk g 17.6
(r) or oF (k)70 (17.6)

v (k) = [f (&))" (17.8)
Tada je potpuno resenje klasi¢nog problema sluc¢ajnog kretanja dato izrazom:
n () = (27) / AR exp (—i k- 7) [f (7). (17.9)

Odavde se moze zakljuciti da je oblik profila gustine odreden strukturnom funkcijom.
Najjednostavnije je simetricno slu¢ajno kretanje: n(Z) = n(|Z]) i f(k) = f(k). Vazna
klasa resenja se dobija kada strukturna funkcija pripada klasi tzv. stabilnih raspodela, defin-
isanih svojstvom invarijantnosti:
FlarR) f(azk) = F(ak), (17.10)
gde su a1, ag date pozitivne konstante, a a je njihova funkcija?. Moze se pokazati da su

reSenja te jednacine Levijeve raspodele (Levy):

f(k) =exp(—Clk?), 0<pg<2. (17.11)

2Detaljnije o stabilnim funkcijama raspodele moze se naéi u literaturi [2, 28, 29].
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Treba napomenuti da za vrednosti 5 > 2 funkcija raspodele f(Z) ne bi bila nenegativna.

Jednacina (17.10) se moze generalizovati:

J

flamk) = f(ak) (17.12)
m=1
gde je za Levijeve raspodele
J
a= (> d)". (17.13)
m=1
Konacno je:
(R = F(PF). (17.14)

Za sluc¢ajno kretanje okarakterisano strukturnom funkcijom (17.11) dobijaju se gustine verovatnocée
u Furijeovom prostoru:

i, (k) = exp (—vCk?), (17.15)

koja imaju svojstvo samosli¢nosti®.

Levijeva raspodela za 8 = 2 je gausijan koji nakon inverzne Furijeove transformacije

postaje:
o (7) L exp (o) (17.16)
()= ——F—5exp(———). .
(4mvC)d/2 PUne
Odgovarajuca srednja vrednost kvadrata pomeraja je:
(r?) = 2dCv, (17.17)

dakle raste linearno u vremenu: slucajno kretanje definisano gausijanskom strukturnom
funkcijom pokazuje standardno difuziono ponaSanje. Ovaj tip difuzionog procesa je raz-
matran kroz deo II ovog rukopisa.

Ovde se moze postaviti pitanje da li je prethodno izlozeni zakljucak o linernom rastu
s vremenom srednje vrednosti kvadrata polozaja validan i za slucajno kretanje opsSteg tipa?

Odgovor se moze dati kvalitativno polazeéi od strukturne funkcije koja odgovara Lev-
ijevoj raspodeli sa 0 < 8 < 2. Medutim, sem u slucaju S = 1 koji odgovara Lorencovoj ili
Kosijevoj raspodeli, inverzni transform strukturne funkcije (17.11) nema jednostavan anal-
iticki oblik. Ova okolnost se interpretira kao prisustvo dugackih 'repova’ kod Levijeve raspo-
dela. Posledica je da srednja vrednost kvadrata polozaja divergira, tj. tezi beskonacnosti:
(r?) ~ kzﬁ_Q\EZO — o0. Upravo je to i razlog da se Levijeve raspodele dugo nisu sma-

trale interesantnim za fiziku. No danas je situacija promenjena, zahvaljujuéi intrigantnim

3Struktura nekog objekta je okarakterisana samosliénoséu ukoliko se ponavlja na svim (manjim i veéim)
karakteristi¢nim skalama (prostorne i vremenske skale). Na primer, struktura zilica na listu biljke se odlikuje

samosli¢noséu. Kada se deo te strukture posmatra lupom, prepoznaje se osnovna struktura.
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problemima transporta u amorfnim i kristalnim sredinama sa dislokacijama (ili generalno
neuredenim sredinama), problemu turbulencije u fluidima, problemu ostvarenje uslova za

kontrolisanu fuziju itd.

17.1 Kratak prikaz standardne difuzije

Neka je od interesa slucajno kretanje odredeno proizvoljnom strukturnom funkcijom

koja je analiticka u okolini k=0:
FR) = / AT exp (ik - 2) [ (7) = (exp (ik - 7)), (17.18)

gde funkcija f(Z) nije specificirana. Razvojem eksponencijalne funkcije u red dobija se:

f(k) =1+ik- (&) — =kk : () + O(k%). (17.19)
Zbog jednostavnosti, neka je od interesa samo izotropna funkcija prelaza, tj. funkcija raspo-

dele za koju vazi relacija
1 1
i3 () = 8= (%) (17.20)

i momenti neparnog reda su nulti. Tada (17.19) postaje:

(zizj) =0

FRY =1 4k - (@) — ;—dk2<r2> + O3, (17.21)

Kako je f(E) analiticka funkcija, koeficijenti razvoja u izrazu (17.21), tj. momenti f(Z), su

konaé¢ni. Preuredivanjem izraza (17.21) dolazi se do relacije:

F(B) = exp [iF - (&) — ik2(<r2>> +.] (17.22)

gde ((r")) predstavlja tzv. kumulante reda n [24, 23]. Drugi kumulant je, tako, definisan
kao:

((r?)) = () = (@) = (17 — @)). (17.23)

U granici malih E, svaka analiticka strukturna funkcija, dakle, ima oblik (17.21).
U sledeé¢em koraku se moze uvesti 'prava’ — fizicka vremenska varijabla t = v7 i profil

gustine verovatnoce n(Z,t) = n,(Z) kombinovanjem (17.9) i (17.22) napisati kao:

n(Z,t) = (QW)_Qd/ddE exp (—ik - &) exp [ivTk - @ - %k%T@ + ... (17.24)
Uz smene: . )
p_@  p ) (17.25)

T 2dr ’
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gde je druga relacija zapravo pominjana u odeljku 6 kao Ajnstajnova relacija (6.143), dobija

se: .
|# — V|2

yvoram] (17.26)

n(f, t) = W exp [—

tj. Gausov paket. On predstavlja profil gustine raspodele Cestica koji je u ¢t = 0 bio koncen-
trisan u koordinatnom pocetku. Tokom vremena profil se §iri (difuzija), a njegov maksimum
pomera konstantnom brzinom 1% (advekcija). Oblik profila u razli¢itim vremenskim trenu-
cima je odreden Pehletovim brojem Pe = V' L/D, koji predstavlja meru relativne vaznosti
advekcije u odnosu na difuziju. Veli¢ina L je karakteristi¢na duzina.

Razmatranja u ovom odeljku se mogu shvatiti kao dokaz centralne graniéne teoreme
(CGT) pomenute u dodatku 11, koja se moze sada formulisati na sledeé¢i nacin: Svaka
funkcija raspodele slucajnog kretanja sa analitickom strukturnom funkcijom je asimptotski
Gausov paket.*

Na kraju moze se izvesti:

(| — Vi|?) = 2dDt. (17.27)

17.2 Alternative standardnom difuzionom

ponasanju

U skladu sa zamislju da ova glava pruzi samo skicu kompleksnosti teorije slu¢ajnog
kretanja, posmatrano je Sta se dogada kada osnovna pretpostavka CGT o analiti¢nosti stru-

kturne funkcije ne vazi. Tipi¢na neanaliticka funkcija moze imati sledeci oblik:
f)=1-Ck’+ .., 0<pB<2 (17.28)

Ovde je 3 bilo koji realan broj iz svoje oblasti definisanosti. Ovo odgovara stabilnim struk-
turnim funkcijama Levijevog tipa. Pokazuje se da one nemaju Gausov profil (asimptotski
govoredi), beskonacno SKP i ne zadovoljavaju difuzionu jednacinu. Kaze se da ovakve funkcije
raspodele opisuju cudni (nestandardni) difuzioni proces [2, 27, 28, 29].

Kao primer za ¢udnu dufuziju u monografiji [27] je posmatrano vremenski kontinualno
slucéajno kretanje (CTRW). Drugim re¢ima, pri ovom slu¢ajnom kretanju vreme je kontin-
ualna promenljiva. Cestica se pomera za proizvoljno 7, ostaje na tom mestu neko konaéno
vreme T', zatim se ponovo pomera (novi skok), itd. Svi pomeraji (skokovi) se i dalje sma-

traju medusobno statisticki nezavisnim. Kako se pomeraji (skokovi) vrse nakon slucajnih

“Gausov paket se cesto definise kao Grinova funkcija advekciono-difuzione jednagine [2, 27]:

(&, t) = DV>n(Z,t) — V - Vn(z,t).
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Slika 17.1. Slucajno kretanje Levijevog tipa: numericki generisana trajektorija Cestice &ije
se kretanje opisuje tzv. preslikavanjem Zaslavskog sa ¢etvorostrukom simetrijom. Kretanje je
zapoCeto u blizini centra slike (preuzeto iz [29]).

vremenskih intervala, pored gustine verovatno¢e pomeraja f(7), definiSe se i verovatnoca
vremesnkih intervala izmedu dva uzastopna skoka () (distribucija vremena kasnjenja).

Laplasov transform [18, 19] te funkcije i njegov inverzni transform dati su izrazima:

Us) = [ dtexn(=sHue)
1 R
o) = 5 [ dtexp(stics) (17.29)
2w J,
Verovatnoca 1 (t) zadovoljava (zahvaljujuéi konvolucionim svojstvima Laplasovih transforma)

identitete: .
vt = [Larott—muam. 5>10 ) = u). (17.30)
Ukupni profil gustine je sada:

n(7,t) = /O " o(t — (1), (17.31)

gde je p =1 — fot dt’ ¥(t'), a q(Z,t) je gustina verovatnoée da cestica dospe u & u trenutku
t odmah po skoku. Nakon niza transformacija [2] pokazuje se da je u opstem sluaju n(Z,t)

reSenje generalizovane master jednacine:

dn(Z,t) = /0 t dro(t — 7)[—n(Z, t) + / 4% f(Z — 2 (2, 7). (17.32)

koja je okarakterisana nemarkovskim karakterom (videti dodatak 16) i u prostoru i vre-

menu: prethodna istorija procesa i prostorno okruzenje odreduju promenu n(%,t). Laplasov
transform [18, 19] funkeije ¢ je oblika: ¢(s) = stb(s)/(1 — 9(s)).
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Rezultat razmatranja koje je ovde samo naznaceno jeste generalizacija centralne grani¢ne
teoreme: Za bilo koje slucagno kretanje tipa CTRW definisano verovatnocéom prelaza f(Z)
sa najmange konacénim prvim i drugim momentom i verovatnocom 1)(t) vremena izmedu
preskoka sa nagmanje konacénim prvim momentom, profil gustine raspodele n(Z,t) tezi asimp-
totski (za dugo vreme i velika rastojanja) gausijanskom paketu. Alternativa Gausovom paketu
je Levijev paket.

Srednja vrednost kvadrata pomeraja se u opStem sluc¢aju svodi na izraz:
(r2(t)) = Bt*, (17.33)

gde je B karakteristi¢na konstanta za posmatrani problem, a veli¢ina « je takozvani difuzioni
eksponent. S obzirom na do sada konstatovane tipove difuzionog ponaSanja, difuzioni ek-

sponet ima vrednosti [2, 29]:

(i) a < 1, subdifuziono ponasanje;

(ii) a = 1, difuziono ponaSanje - normalna difuzija;
(iii) a > 1, superdifuziono ponasanje;

(iv) a — 2, balisticko ponasanje.
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