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Predgovor

Ova knjiga je zamisljena kao visi kurs iz Teorije polugrupa i namenjena
je prvenstveno specijalistima za ovu oblast i onima koji nameravaju da to
postanu. Ona, svakako, moze korisno posluziti i onima iz drugih oblasti koji
koriste rezultate ove teorije.

Veéi deo sadrzaja ove knjige, deo je predavanja koja su autori drzali na
Seminaru za teoriju polugrupa u Nisu, koji radi u organizaciji Matematickog
instituta SANU. Takodje, deo materijala je izlagan i na brojnim medjunar-
odnim konferencijama.

Teorija polugrupa je aktuelna oblast matematike. Nastala je uopstavanjem
nekih drugih matematickih teorija, u prvom redu Teorije grupa i Teorije
prstena. Sa druge strane, ova teorija je izgradila sopstvene metode i razvija
se prvenstveno kao algebarska apstrakcija slaganja relacija (preslikavanja)
i spajanja re¢i. Kao takva, ona ima znacajnu primenu u mnogim oblas-
tima matematike. Rezultati Teorije polugrupa primenjuju se u Topologiji,
Funkcionalnoj analizi, Diferencijalnoj geometriji, Teoriji diferencijalnih jed-
nacina itd. Poseban je znacaj Teorije polugrupa za Algebre rac¢unarskih
jezika i Algebarsku teoriju automata.

Pocetkom proucavanja polugrupa smatra se rad A.K.Suskevica iz 1928.
godine. Teorija polugrupa se poslednjih decenija intenzivno razvija, o cemu
svedoci veéi broj monografija koje pokrivaju razne njene oblasti i koje su,
svaka na svoj nacin, usmeravale i inicirale istrazivanja. Istaknimo autore
nekih od njih: E.S.Ljapin (1960), A.H.Clifford i G.B.Preston (1961,1967),
M.Petrich (1973, 1977, 1984), J.M.Howie (1976), G.Lallement (1979) i drugi.
Od ogromonog znacaja za razvoj ove teorije je i specijalizovani ¢asopis Semi-
group Forum.

Teme koje ¢e se obradjivati u ovoj knjizi deo su Opste teorije polugrupa.
Osnovni zadatak Opste teorije polugrupa je izucavanje strukture polugrupa.
Medju metodama za to najpoznatije su razlaganja i slaganja. Metoda razla-
ganja pociva na razbijanju polugrupe, opisivanju strukture svake od kom-
ponenti i ustanovljavanju veza izmedju njih. Metoda slaganja je obrnuta, i
sastoji se od konstrukcije polugrupe zeljenih osobina iz unapred datih kom-
ponenti. Najceséi tipovi razlaganja i slaganja su tra¢na razlaganja i slaganja
i idealske ekstenzije. Kod slaganja, jedno od najefikasnijih sredstava su ho-
momofizmi.

Centralno mesto u ovoj knjizi zauzima Teorija polumreznih razlaganja.
Poseban doprinos razvoju ove teorije dao je T.Tamura, zatim M.Petrich,
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M.S.Putcha, L.N.Sevrin i autori ove knjige. Jedan deo Teorije polumreznih
razlaganja je izlozen u monografiji M.Petricha iz 1973. godine. Ovde ¢e
ova teorija, sobzirom na rezultate nastale u medjuvremenu, biti izlozena
potpunije, novim metodama koje objedinjuju ranije rezultate iz ove oblasti.

Drugo vazno pitanje koje tretira ova knjiga jesu razlaganja polugrupa sa
nulom. Zbog specificnosti svoje strukture, polugrupe sa nulom zahtevaju i
posebne tipove razlaganja. Teorija razlaganja polugrupa sa nulom, izlozena
u ovoj knjizi, zasniva se na razlaganjima u desnu sumu polugrupa i na or-
togonalnim razlaganjima.

Kao trece vazno pitanje ove knjige izdvajamo tra¢na slaganja polugrupa.
Zmnacajniji doprinos razvoju ove teorije dali su A.H.Clifford, M.Petrich, M.Ya-
mada, B.M.Schein i autori ove knjige.

U Glavi 1. izlazu se osnovni pojmovi i rezulatati Teorije polugrupa koji
se koriste u daljem tekstu. U Glavi 2. daju se, uglavnom opsta, svojstva
m-regularnih i potpuno m-regularnih polugrupa. Razna razlaganja ovih polu-
grupa sistematski ¢e biti obradjivana tokom ove knjige. Strukturom (0)-
Arhimedovih polugrupa baviéemo se u Glavi 3. Glava 4. biée posveéena
polugrupama sa potpuno prostim jezgrom. U Glavi 5. izlaze se Teorija
polumreznih razlaganja. Bié¢e re¢i o najveem polumreznom razlaganju i
o raznim njegovim tipovima. Glava 6. je prirodan nastavak prethodne
glave. U njoj ¢e biti izlozena Teorija polumreznih razlaganja (potpuno ) -
regularnih polugrupa na potpuno Arhimedove komponente. Sadrzaj Glave
7. Cine rezultati o nil-ekstenzijama unija grupa, posebno o retraktivnim.
U Glavi 8. obradjuju se najveca razlaganja polugrupe sa nulom u desnu
sumu i ortogonalnu sumu. Dobijeni rezultati primenjuju se na razne posebne
slucajeve, kao i na mreze ideala polugrupe sa nulom. Glava 9. bavi se
tracnim slaganjima polugrupa. Prave se konstrukcije pomocéu sistema ho-
momorfizama i daju njihove veze sa poddirektnim proizvodima, posebno sa
kiémenim proizvodima.

Koristimo priliku da se zahvalimo naSem ucitelju, profesoru dr. Svetozaru
Mili¢u, za savete koji su ugradjeni u ovaj rukopis. Zahvaljujemo se i svim
ucesnicima Seminara za teoriju polugrupa u NiSu, ¢ije su diskusije, pitanja i
predlozi doprineli da ovaj rukopis bude bolji. Posebna zahvalnost za ogromno
strpljenje i stalnu podrsku tokom pisanja ove knjige pripada gospodjama
Gordani Bogdanovi¢ i Vesni Randjelovié—éirié. Autori duguju zahvalnost i
svom velikom prijatelju gospodinu Bozidaru Markoviéu, ¢ije razumevanje za
izdavacke muke nau¢nika ni ovaj put nije izostalo, bez cijeg velikog truda
ovaj rukopis jos ne bi bio dostupan javnosti.

Autori
Avgusta 1993, Univezitet u Nisu.
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GLAVA 1

Uvod

U ovoj glavi su izlozeni osnovni pojmovi i rezulatati Teorije polugrupa
koji ¢e biti koris¢eni u glavnom delu ove knjige. Takodje, dati su i neki
pojmovi iz Opste teorije mreza i Booleovih algebri. Za dodatne informacije
¢itaoca upucujemo na specijalizovane monografije iz ovih oblasti.

1.1. Definicija polugrupe.

Neka je S neprazan skup. Preslikavanje o Dekartovog proizvoda S x .S
u skup S, koje svakom uredjenom paru (a,b) elemenata iz S pridruzuje
jedan element iz S, oznaCen sa a o b, nazivamo (binarna) operacija na
skupu S, ili (binarna) operacija skupa S. Uredjen par (S,0) nazivamo
grupoid.

Operacija o grupoida (S,0) je asocijativna ako je (aob)oc = ao(boc),
za sve a,b,c € S. U tom slucaju, par (5,0) je polugrupa.

Radi jednostavnijeg pisanja, uvodimo sledeé¢i dogovor: Operaciju grupoi-
da oznac¢avamo sa ”-”, i nazivamo je mnoZenje ili proizvod, i element a -b
nazivamo proizvod elemenata a i b. Bez opasnosti od zabune, par (S, -)
oznacavamo krace sa S, pa umesto "grupoid (S,-)”, govorimo krace
"grupoid S”. Kao zamenu za izraz “a - b’ koristimo izraz “ab”. U
sluc¢ajevima kada koristimo neke druge simbole za oznacavanje operacija, to
¢e biti posebno naznaceno.

Ustanoviti da li je operacija grupoida asocijativna ¢esto nije jednostavno.
A H.Clifford i G.B.Preston u svojoj knjizi ” The algebraic theory of semi-
groups 1”7 navode Lightov test za asocijativnost kona¢nih grupoida. On se
sastoji u sledeéem: Neka je (S,:) grupoid. Definisimo na S dve nove
operacije * i o sa:

zxy=2x-(a-y), zoy=(zr-a)-y, (z,y € 9),
gde je a € S fiksirani element. Jasno je da na S vazi asocijativni zakon
ako i samo ako su operacije * i o jednake za svaki a € S.

Oslikajmo ovaj postupak na jednom primeru. Neka je (S,-) grupoid dat
tablicom:
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Tada za a = a proizvod a-y je u prvoj vrsti (aa), iza a = [ proizvod
a-y jeudrugoj vrsti (Sa).

Prosirimo sada datu tablicu na desno najpre pomodéu prve, a potom

pomocu druge vrste, i izvr§imo sva mnozenja pomocu elemenata iz S. Na

taj nacin dobijamo operaciju * za oba elementa grupoida S. Sli¢no,

pro§irimo tablicu na dole pomoc¢u kolona iz S. Tako dobijamo operaciju o
za sve elemente iz S.

a fla al|f «
a la ol ol «o
BB al|B [B]la 8
a | o
BB [a]

a | o
a | o

Sada nije tesko videti da se za a = « tablice za * i o ne poklapaju, jer je
BxpB=p-(a-B)=B-a=p, Pof=(B-a)- 8= F=a,
§to se vidi u proSirenoj tablici. Dakle, gornjom tablicom nije definisana
polugrupa.
Sa ZT ¢emo oznacavati skup svih pozitivnih celih brojeva.

Teorema 1.1. Svaka polugrupa S zadovoljava uopsteni asocijativni
zakon, tj. za svaki n € ZT, proizvod n elemenata iz S ne zavisi od
rasporeda zagrada.

Dokaz. Nekasu ai,as,...,a, €S, ineka je

ayas - an, = ay(az(as - (ap—1a,)...)).
Tvrdjenje teoreme neposredno sledi za n =1 i n = 2. Ono je, takodje,
tacno za n =3, jer po pretpostavci, S jeste polugrupa.

Uzmimo da je n > 3 i da tvrdjenje teoreme vazi za svaki r < n.
Uzmimo da je u element iz S jednak proizvodu elemenata ai,as,... ,an,
sa proizvoljnim razmestajem zagrada. Tada se u moze zapisati u obliku
u = vw, gde je v proizvod elemenata ai,ao,...,a, i w je proizvod
elemenata a,41,0a,42,... ,a,, (sa nekim razmestajima zagrada), gde je 1 <
r <n. Indukcijom dobijamo da je v =ajaz- - a, i W= ary1Gr42- - an,1

u=vw = (araz - a,)(ar410r42 - ap) = (a1(az -+~ a;))(@r 41042 -+~ an)
=ai((az - ar)(@r410r42 - ap)) = ar(az -+~ arari1ar42 - an)

= al a2 .. an'
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za r>1, 1 u=vw=ai(a - a,) = ajaz---a,, za r=1. Ovim je
dokazano tvrdjenje teoreme. [J

Drugim re¢ima, uopsteni asocijativni zakon tvrdi da proizvod n eleme-
nata polugrupe ne zavisi od redosleda kojim ¢emo taj proizvod izra¢unavati,
ve¢ zavisi samo od redosleda (posmatrano sleva na desno) kojim se ti ele-
menti javljaju u tom proizvodu. Uzimajuéi u obzir Teoremu 1.1, u polugrupi
S mozemo izostaviti sve zagrade u proizvodima elemenata iz S, pa ¢emo
proizvod elemenata aj,as,...,a, €S (tim redosledom) oznacavati prosto
sa ajag---an, (n € Z*). Ako je a; = a, zasvaki i € {1,2,...,n},
tada proizvod ajas---a, oznacavamo sa a”, i nazivamo ga n-ti ste-
pen elementa a € S. Ako je A mneprazan podskup polugrupe S, skup
VA={re S| (3necZ") a" € A} nazivamo radikal skupa A.

Neka je S polugrupa. Elementi a,b € .S komutiraju ako je ab = ba.
Ako je A neprazan podskup polugrupe S, tada sa C(A) oznacavamo
skup svih elemenata iz S koji komutiraju sa svakim elementom iz A. Skup
C(S) nazivamo centar polugrupe S a njegove elemente centralni elementi.
Polugrupa S je komutativna ako svaka dva njena elementa komutiraju.
Polugrupa S je anti-komutativna ako za a,b € S, iz ab = ba sledi a = b.

Ako je S proizvoljna polugrupa, tada na skupu S mozemo definisati
jos jednu operaciju * sa: a*xb = ba. Skup S sa tako definisanom
operacijom je polugrupa, koju nazivamo dualna polugrupa polugrupe S, u

oznaci (§ Polugrupa ne mora biti komutativna, tj. vrednost proizvoda
zavisi od redosleda elemenata koji se u njemu javljaju, i kao posledica toga
u izrazima koji se odnose na polugrupe, njihove podskupove ili elemente se
Cesto javljaju odrednice ”levi” i ”desni”. Dual izraza koji se odnosi na polu-
grupu, njene podskupove ili njene elemente je izraz koji dobijamo zamenom
svake od odrednica ”levi” sa "desni” i obratno, i zamenom svakog proizvoda
ab sa ba. Ako neko tvrdjenje A povlaci tvrdjenje B, tada dual od A
povladi dual od B. Zbog toga, ako je B neko tvrdjenje koje smo dokazali
i ako je C njegov dual, tada C' ¢Cesto koristimo ravnopravno sa B, iako
ga ne dokazujemo.

Element a polugrupe S je idempotent (idempotentan) ako je a® = a.
Skup svih idempotenata polugrupe S oznacavamo sa FE(S). Polugrupa
Ciji svi elementi su idempotenti je traka. Komutativnu traku nazivamo
polumreza. Polumreza S je lanac ako za sve a,b € S je ab = a ili
ab=">.

Neka je S polugrupa i neka je a € S. Element e € S je leva (desna)
jedinica elementa a akoje ea =a (ae=a), i e je jedinica elementa a ako
je ae =ea =a. Akoje e € S jedinica (leva jedinica, desna jedinica) za sve
elemente iz S, tada je e jedinica (leva jedinica, desna jedinica) polugrupe
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S. Prema definicji, svaka (leva, desna) jedinica polugrupe je idempotent.
Neposredno se proverava da polugrupa moze imati najviSe jednu jedinicu.
Polugrupu koja ima jedinicu nazivamo polugrupa sa jedinicom ili monoid.

Neka je S polugrupaineka je e element koji nije sadrzan u S. Na skupu
SU{e} dodefinisimo mnozenje sa: ae =ea =a, (a € S), ee = e (proizvod
elemenata iz S ostaje isti). Tada SU{e} sa tako definisanim mnozenjem
jeste polugrupa sa jedinicom e, inazivamo je jedini¢no prosirenje polugrupe
S pomoéu elementa e. Ako je S polugrupa, tada sa S!' oznacavamo
polugrupu dobijenu iz S na slede¢i nacin: ako S ima jedinicu, tada je
S1 =8, aako S nema jedinicu, tada S! jeste jediniéno prosirenje od S
pomocu elementa 1. Jedinicu polugrupe najcesée oznacavamo simbolom
e ili 1. Koristeéi jedini¢no proSirenje polugrupe, proSirujemo i definiciju
stepena u polugrupi: ako je S polugrupai a je element iz S, tada je
a’ jedinica monoida S?!.

Neka je S polugrupa i neka je z € S. Element z je leva (desna) nula
od S akoje za==z(az=2), i z jenulaod S ako z jeste leva i desna
nula od S. Svaka (leva, desna) nula polugrupe je idempotent. Prema tome,
polugrupa u kojoj je svaki element leva (desna) nula je traka, koju nazivamo
levo (desno) nulta traka. Drugim rec¢ima, polugrupa S je levo (desno)
nulta traka ako je ab = a (ab = b), za sve a,b € S. Neposredno se
proverava da polugrupa moze imati najvise jednu nulu. Polugrupu koja ima
nulu nazivamo polugrupa sa nulom.

Ako je S polugrupa i ako je z element koji nije sadrzan u S, na
skupu S U{z} dodefiniSemo mnozenje sa: az = za =z, (a € S), zz =z
(proizvodi elemenata iz S ostaju isti), i tada SU{z} jeste polugrupa sa
nulom z, koju nazivamo nulto proSirenje od S pomocu elementa z. Ako
je S polugrupa, tada sa S° oznacavamo polugrupu dobijenu iz S na
slede¢i nac¢in: ako S ima nulu, tada je S° =S, a ako S nema nulu,
tada SY jeste nulto prosirenje od S pomoéu elementa 0. Nulu polugrupe
obi¢no ozna¢avamo simbolom 0, i esto izraz ”{0}” zamenjujemo izrazom
”0”. U skladu sa prethodnim oznakama, sa S = S° oznac¢avamo da je S
polugrupa sa nulom 0. Akoje S=S° i AC S, tada koristimo oznake:
A= AU0,A*=A—-0. Akoje S =259 element a € S® je delitelj nule
ako postoji b € S* tako daje ab=0 ili ba =0. Polugrupu S = S° koja
nema delitelja nule, tj. kod koje je S® podpolugrupa, nazivamo polugrupa
bez delitelja nule.

Parcijalna (binarna) operacija nepraznog skupa S je preslikavanje ne-
praznog podskupa skupa SxS u S. Neprazan skup snabdeven parcijalnom
operacijom nazivamo parcijalni grupoid. Ako je S parcijalni grupoid sa
parcijalnom operacijom ”-”, iza proizvoljne z,y,z € S, proizvod z-(y-z)
je definisan ako i samo ako je definisan proizvod (x -y) -z, 1 pri tome su
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ti proizvodi jednaki, tada je S parcijalna polugrupa. Jasno je da svaki
podskup polugrupe jeste parcijalna polugrupa. Sa druge strane, ako je @Q
parcijalna polugrupa, i ako je 0 element koji nije sadrzan u @, tada
QU {0} sa operacijom ”-” definisanom sa:
{ xy ako su x,y,zy € Q
Ty = . )
0 inace
gde je zy proizvod u @, jeste polugrupa koju oznacavamo sa Q°, i
nazivamo nulto prosirenje parcijalne polugrupe Q.
Ako je X neprazan skup, tada sa P(X) oznacavamo partitivni skup
skupa X, tj. skup svih podskupova skupa X. Neka je S polugrupa. Na
partitivnom skupu polugrupe S definiS§imo mnozenje sa:

AB={zeS|(3acA)@beB)z=abl, (A BeP(S)).

Tada u odnosu na ovu operaciju P(S) jeste polugrupa koju nazivamo
partitivna polugrupa polugrupe S. Jasno je da je P(S) polugrupa sa
nulom & (prazan skup), bez delitelja nule. Definicije i oznake koje smo uveli
za mnozenje elemenata polugrupe S, koristi¢emo i za mnozenje elemenata
polugrupe P(S). Za element a polugrupe S, u proizvodima podskupova

od S, ¢esto izraz ”{a}” zamenjujemo izrazom ”a”.

Neprazan podskup polugrupe S je podpolugrupa od S ako je T zatvoren
za operaciju polugrupe S, tj. akoje abe T, zasve a,b€T. Akoje T
podpolugrupa polugrupe S, tada kazemo i da je S nadpolugrupa od S.
Neposredno se proverava da presek proizvoljne familije podpolugrupa polu-
grupe S, ukoliko je neprazan, jeste takodje podpolugrupa od S. Prema
tome, ako je A neprazan podskup od S, tada presek svih podpolugrupa
od S koje sadrze A jeste podpolugrupa od S, koju oznacavamo sa (A)
i nazivamo je podpolugrupa od S generisana skupom A. Polugrupa (A)
je, u odnosu na skupovnu inkluziju, najmanja podpolugrupa od S koja

sadrzi A. Ako je A = {ay,as,...,a,}, tada pisemo (aj,as,...,a,)
umesto ({a1,as,...,a,}), 1kazemo da je (A) generisana elementima
ai,as,...,a,. Podpolugrupu (a) polugrupe S generisanu jednoelement-

nim podskupom {a} od S nazivamo monogena ili ciklicna podpolugrupa
od S. Ako je A podskup polugrupe S takav da je (A) = S, tada
kazemo da A generiSe polugrupu S idaje A generatorni skup polugrupe
S. Elemente iz A nazivamo generatorni elementi ili generatori od S.
Polugrupu generisanu svojim jednoelementnim podskupom nazivamo mono-
gena ili ciklicna polugrupa. Dokaz sledec¢eg tvrdjenja je elementaran, pa ga
izostavljamo:

Propozicija 1.1. Nekaje A neprazan podskup polugrupe S. Tada
je <A> = UneZJrAn. O
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Neka je A neprazan podskup polugrupe S. Element a € S ima
razlaganje u proizvod elemenata iz A ako postoje ai,as,...,a, € A tako
da je a = ajaz---a,. Prema Propoziciji 1.1, A je generatorni skup
polugrupe S ako i samo ako svaki element iz S ima ralaganje u proizvod
elemenata iz A. Element a € S ima jedinstveno razlaganje u proizvod
elemenata iz A akoiz a=ajaz---ap, i a=0biby- by, a;,b; €A, sledi
daje n=m i a; =0b;, zasvaki i€ {1,2,...,n}.

Zadaci.

1. Akoje e leva jedinica (leva nula) i f je desna jedinica (desna nula)
polugrupe S, tadaje e= f i e je jedinica (nula) polugrupe S.

2. Dokazati da podpolugrupa monogene polugrupe ne mora biti monogena.
3. Polugrupa S je levo nulta traka ako i samo ako njena dualna polugrupa
jeste desno nulta traka.

4. Navesti primer (konac¢ne) polugrupe u kojoj idempotenti ne ine pod-
polugrupu.

9. Navesti primere polugrupa sa nulom, sa i bez delitelja nule.

1.2. Polugrupe relacija i preslikavanja.

Neka je A neprazan skup. Svaki podskup Dekartovog proizvoda A x A
(ukljuéujudi i prazan) nazivamo (binarna) relacija skupa A, ili (binarna)
relacija na  A. Skup €4 = {(a,a) | a € A} nazivamo identicka relacija
(dijagonala ili jednakost) skupa A. Skup wa = Ax A nazivamo univerzalna
(puna) relacija skupa A. Ukoliko se zna na koji se skup misli, identicku
i univerzalnu relacuju tog skupa oznacavamo krace sa ¢ i w, tim redom.
Prazan podskup od A x A nazivamo prazna relacija skupa A. Ako je &
relacija skupa A, iakoje (a,b) € &, tada kazemo dasu a i b wu relaciji
&, 1icestoizraz "(a,b) € £’ zamenjujemo sa "a{b”.

Neka je A neprazan skup i neka je B(A) skup svih binarnih relacija
na A. Za «,0 € B(A), proizvod relacija « i [ je relacija af na A
definisana sa:

af ={(a,b) e AxA| (3x€A) (a,z) € a, (x,b) € B}.
Skup B(A) sa ovako definisanim mnozenjem je polugrupa koju nazivamo
polugrupa (binarnih) relacija skupa A. Za n € Z*, sa £" oznatavamo
n-ti stepen relacije ¢ skupa A u polugrupi B(A).

Neka je A neprazan skup i neka je & € B(A). Skup dom¢ = {a €
A|(3be A) alb} nazivamo domen relacije §. Skup rané ={be A|(Ja €
A) a&b} nazivamo rang relacije §. Zaa € A, af = {x € A | alz},
Ca={re€eA|z€a}, iza X CA X{=Wal|ac X} X =U{la|ac
X}. Relaciju &' = {(a,b) € Ax A | b&a} nazivamo inverzna relacija
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relacije &. Jasno je da je dom(¢71) = rang, ran(¢71) = domé. Relaciju
{(a,b) € Ax A | (a,b) ¢ £} nazivamo suprotna relacija relacije §.

Neka je A neprazan skup. Element ¢ € B(A) je parcijalno preslikavanje
(parcijalna transformacija) skupa A ako je |ag| =1, za svaki a € dom¢
(sa |X| oznacavamo kardinalni broj skupa X), tj. ako za svaki a € dome¢
postoji taéno jedan b € A takav da je (a,b) € ¢. Pri ovakvoj definiciji, i
prazna relacija na A je parcijalno preslikavanje skupa A. Skup P7(A)
svih parcijalnih preslikavanja skupa A je podpolugrupa polugrupe B(A),
koju nazivamo polugrupa parcijalnih preslikavanja (transformacija) skupa
A, Za ¢, € PT(A) je dom(py) = [ranp N domy]p~!, ran(py) =
[rany N domy|t, i vazi sledeéi uslov:

a(py) = (xp)1, za svaki a € dom(p),
koji se koristi kao ekvivalent definicije mnozenja parcijalnih preslikavanja.

Neka su ¢ i v parcijalna preslikavanja skupa A takva da je ¢ C 1.
Tada je dome C domy i ranp C rany. Ako uvedemo oznake X =
domyp, Y = domy, tada kazemo da je ¢ restrikcija od ¢ mna X, u oznaci
e =1¢|X, idaje 1 prosirenje od ¢ na Y.

Neka su X i Y mneprazni skupovi. Ako je ¢ parcijalno preslikavanje
nekog skupa tako da je dom¢ = X i rang C Y, tada kazemo da je ¢
preslikavanje skupa X w skup Y (ilida ¢ slikae X u Y), ipiSemo
¢ : X — Y. Prema definiciji parcijalnog preslikavanja, za svaki = € X
postoji tacno jedan y € Y tako da je (z,y) € ¢, itada pisemo y = z¢ i
¢:x—y, ikazemoda ¢ slika x v y. Akoje ¢: X — Y, iakoje X =Y,
tada kazemo da je ¢ preslikavanje skupa X (u sebe). Ako ¢: X —Y,
UCX i VCYVY, tadaskup Up={yeY | (JueU) up =y} nazivamo
slika podskupa U (u odnosu na ¢), iskup Vol ={r € X |z¢ € V}
nazivamo inverzna slika podskupa V (u odnosu na ¢).

Neka su X i Y mneprazni skupovii ¢ : X — Y. Preslikavanje ¢ je
injekcija (injektivno, jedan-jedan) ako za a,b € X, iz ap = by sledi da
je a=10b. Preslikavanje ¢ je sirjekcija (sirjektivno, na) ako je Xp =Y,
tj. ako za svaki y € X postoji = € X tako daje xz¢ =y. Akoje ¢
sirjekcija, tada kazemo da je ¢ preslikavanje iz X na Y ili da slika X
na Y. Preslikavanje ¢ je bijekcija (bijektivno, obostrano jednoznacno)
ako ¢ jeste injekcija i sirjekcija.

Preslikavanje tx : X — X nepraznog skupa X definisano sa xvx =
z, (z € X), je identicko preslikavanje skupa X. Nekasu X i Y neprazni
skupovi i neka ¢ : X — Y. Ako postoji ¥ : Y — X tako da je
oY = 1x, Yo = 1y, tada kazemo da je v inverzno preslikavanje od .
Posmatrajmo sada preslikavanje ¢ kao parcijalno preslikavanje nekog skupa
A. Ako je 1 inverzno preslikavanje od ¢, tada je ¥ = ¢~ 1, gdeje ¢!
inverzna relacija od ¢. Obratno, ako je ¢~! parcijalno preslikavanje skupa
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A, tada ¢ ':Y — X i ¢! je inverzno preslikavanje od ¢. Dokaz
sledece propozicije je elementaran.

Propozicija 1.2. Neka su X iY neprazni skupovi. Preslikavanje

p: X —Y ima inverzno preslikavanje ako © samo ako ¢ jeste bijekcija.
O

Neka je X neprazan skup. Za preslikavanje ¢ skupa X Kkoristi¢emo
dva nacina oznacavanja. Prvi na¢in je desno oznacavanje preslikavanja: ¢ :
x— xp, (r € X). Priovakvom oznacavanju kazemo da je ¢ preslikavanje
skupa X pisano zdesna. Proizvod preslikavanja « i 0 skupa X pisanih
zdesna je preslikavanje af skupa X koje se definiSe sa

z(af) = (za)p, (x € X).

Skup 7,(X) svih preslikavanja skupa X pisanih zdesna sa ovom operacijom
je polugrupa koju nazivamo puna polugrupa transformacija (preslikavanja)
skupa X pisanih zdesna. Polugrupa 7,.(X) je podpolugrupa polugrupe
PT(X). Drugi nacin oznacavanja je levo oznacavangje preslikavanja: ¢ :
x — pzx, (x € X). U ovom slucaju kazemo da je ¢ preslikavanje skupa
A pisano sleva. Proizvod preslikavanja « 1 8 skupa X pisanih sleva je
preslikavanje «af skupa X koje definisemo sa:

(af)z =a(fz),  (rve€X).
Skup 7;(X) svih preslikavanja skupa X pisanih sleva sa ovom operacijom
je polugrupa koju nazivamo puna polugrupa transformacija (preslikavanja)
skupa X pisanih sleva. Jasno, polugrupe 7;(X) i 7,(X) sudualne. Zbog
toga, obi¢no razmatramo samo jednu od tih polugrupa, najcesée polugrupu
7.(X), pa ¢emo tu polugrupu krace nazivati puna polugrupa transformacija
(preslikavanja) skupa X.

Neka je a element polugrupe S. Preslikavanje A, € 7,.(S) definisano
sa xA\, = ax, (r € S), nazivamo unutrasnja leva translacija polugrupe S.
Preslikavanje ¢, € 7,(S) definisano sa zg, = za, (x € S), nazivamo
unutra$nja desna translacija polugrupe S.

Osim (parcijalnih) preslikavanja, interesantni su i neki drugi tipovi rela-
cija, pre svega uredjenja i relacije ekvivalencije. Neka je A neprazan skup.
Relacija & skupa A je:

o refleksivna ako je afa, zasvaki a €5, tj. ako je € C¢;

e simetricna ako za a,b€ A, iz a&b sledi b&a, tj. akoje & C 71

e anti-simetricna ako za a,b € A, iz afb i bfa sledi daje a =b,

tj. ako je £ENE~L Ce

e tranzitivna ako za a,b,c € A, iz a&b i bfc sledi afec, tj. ako je

ece
Refleksivnu i tranzitivnu relaciju nazivamo kvazi-uredjenje. Refleksivnu,
antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo uredjenje (relacija poretka).
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Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacija ekvivalencije,
ili kraée ekvivalencija. O uredjenjima ée biti re¢i u Tacki 1.5. Ovde éemo
se vise zadrzati na relacijama ekvivalencije.

Neka je ¢ relacija ekvivalencije skupa A. Elementi a,b € A su &-
ekvivalentni ako je a&b. Skup af nazivamo klasa ekvivalencije elementa
a (u odnosu na &), ili &-klasa elementa a. Jasno je da je u tom
slucaju a € a€. Skup svih ¢-klasa oznacavamo sa A/ i nazivamo ga
faktor skup skupa A. Preslikavanje &% : a — a€ skupa A na faktor
skup A/¢ nazivamo prirodno preslikavanje skupa A odredjeno relacijom
ekvivalencije ¢&. Neka su A 1 B neprazni skupovii ¢ : A — B.
Relaciju ker¢ = {(z,y) € A x A | ¢ = yp} skupa A nazivamo jezgro
preslikavanja ¢. Vezu izmedju relacija ekvivalencije i preslikavanja daje

PI‘OpOZiCija 1.3. Neka je A neprazan skup. Ako je ¢ pres-
likavanje skupa A u skup B, tada ker¢ jeste relacija ekvivalencije na
A.

Osim toga, ako je & relacija ekvivalencije na A, tada je ker(¢%) = €.
O

Familija {A; | ¢ € I} podskupova skupa A je razbijanje skupa A
ako je A; # @, zasvaki i € I, A = UjcjA;, izasve i,7 € I je
A =A4; ili A;NA; = @. Sledeca propozicija, ¢iji je dokaz elementaran,
pa ga izostavljamo, daje nam vezu izmedju razbijanja skupa A i relacija

ekvivalencija na tom skupu:

Propozicija 1.4. Nekaje w = {A; | i € I} razbijanje skupa A.
Tada relacija &, skupa A definisana sa:
alzb < (Jiel)a,be A, (a,be A),

jeste relacija ekvivalencije skupa A.

Obratno, neka je & relacija ekvivalencije skupa A. Tada familija we =
{a& | a € A} jeste razbijanje skupa A.

Osim toga, preslikavanja w +— &£ 1 & — we su uzajamno inverzne
bijekcije iz skupa svih razbijanja skupa A na skup svih relacija ekvivalencije
skupa A, 1 obratno. O

Neka je A neprazan skup. Presek proizvoljne familije tranzitivnih relacija
na A, ukoliko je neprazan, je tranzitivna relacija na A. Ako je & relacija
na A, presek svih tranzitivnih relacija na A koje sadrze £ je tranzitivna
relacija koju oznacavamo sa £°°. Neposredno se provarava da je £ =
Unez+&™. Relaciju €*° nazivamo tranzitivno zatvorenje relacije . Presek
proizvoljne familije relacija ekvivalencije skupa A je neprazan, jer sadrzi
identicku relaciju na A, itaj presek je relacija ekvivalencije na A. Ako je &
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relacija skupa A, tada presek svih relacija ekvivalencije koje sadrze relaciju
¢ mnazivamo relacija ekvivalencije generisana relacijom &, i oznacavamo je
sa &°. Neposredno se proverava da je &€= (EUE1Ue)™.

Preslikavanje 9 koje svakoj polugrupi S pridruzuje jednu relaciju polu-
grupe S, koju oznacavamo sa ¥g, nazivamo tip relacija, ikazemo da je
Vg relacija tipa ¥ na S. U slucajevima kada razmatramo jednu fiksnu
polugrupu, oznaku ”19¥¢” zamenjujemo sa ”1¥”. Ako je ¥ neki tip relacija
i ako je ¥g relacija ekvivalencije, za svaku polugrupu S, tada kazemo da
je U tip relacija ekvivalencije. Neka je 1 neki tip relacija ekvivalencije.
Polugrupa S je ¥-prosta ako je g univerzalna relacija na S, tj. ako
S ima samo jednu 9Jg-klasu.

Zadaci.

1. Prazna relacija skupa A je nula polugrupe B(A).
2. Neka je ¢ kvazi-uredjenje skupa A. Dokazati da:
(a) £=¢ne1 je relacija ekvivalencije na A;
(b) za o, € AJE vazi: (Jaea)FbeB)alb & (Vaea)(Vbe ) alb
(c) relacija < na A/E definisanasa: a <8 < (3ac€a)(3be B) alb,
(a, 3 € AJE), je uredjenje na A/E;
(d) za a,be S, iz a&b sledi b§ Cal i &a C &b;
(e) za a,be S vazi: alb < al=0bf, alb < Ea=Eb.
3. Nekaje ¢ € PT(A). Tadaje kerd = ¢op~ 1.
4. Za ¢ € PT(A), element a € dom¢ je fiksna tacka parcijalnog
preslikavanja ¢ ako je a¢ = a. Skup svih fiksnih tacaka parcijalnog
preslikavanja ¢ oznacavamo sa fix¢. Dokazati da je ¢ idempotent
polugrupe P7(A) ako isamo ako je fixg = rane.
5. Za beskonacan prebrojiv skup A4, S = {a € 7,(A) | A— Aa je beskona-
¢an skup} je podpolugrupa od 7,(A) koju nazivamo Baer-Levijeva polu-
grupa. Dokazati da Baer-Levijeva polugrupa nema idempotenata.

Literatura. Birkhoft [1], Howie [1], [2], Madarész i Crvenkovi¢ [1],
Schein [5], Tamura [20], Thierrin [8].

1.3. Kongruencije i homomorfizmi.

Neka je ¢ relacija ekvivalencije polugrupe S. Relacija & je leva
(desna) kongruencija ako za sve a,b,c € S, a&b povlaci ca&ch (ac&be).
Relacija & je kongruencija ako je istovremeno i leva i desna kongruencija.
Neposredno se dokazuje sledeéa lema:
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Lema 1.1. Relacija ekvivalencije € polugrupe S je kongruencija ako
1 samo ako za sve a,b,c,d €S, a&b i c&d povladi acfbd. O

Neposredno se proverava da presek proizvoljne familije kongruencija polu-
grupe S jeste takodje kongruencija na S. Odavde dobijamo da za
proizvoljnu relaciju & polugrupe S, presek svih kongruencija na S koje
sadrze & jeste konguencija na S koju nazivamo kongruencija generisana
relacijom €, i oznacavamo je sa &7,

Neka je & relacija ekvivalencije polugrupe S. Tada je

€ ={(a,b) € S x S| (V&,y € S (zay, xby) € £}.

Vazna osobina relacije &’ data je slede¢om teoremom:

Teorema 1.2. Nekaje ¢ relacija ekvivalencije polugrupe S. Tada
relacija & jeste kongruencija na S sadriana u .
Osim toga, za proizvoljnu kongruenciju m na S sadrianuu & je 1 C &°.

Dokaz. Jasno je da je & relacija ekvivalencije na S. Takodje, ako
je (a,b) € € i ce€ S, tadaje (xcay,zcby) € &, za sve x,y € S
Dakle, (ca,cb) € €. Sliéno dobijamo da je (ac,bc) € €. Dakle, & je
kongruencija. Jasno, & C ¢&.

Neka je n proizvoljna kongruencija na S sadrzana u &. Uzmimo
(a,b) € n. Kako je n kongruencija, to je (zay,xby) € n, zasve x,y € S,
odakle je (zay,xby) € €, zasve x,y € S*, paje (a,b) € . Prema tome,
nc¢. O

Neka su S i T polugrupe. Preslikavanje ¢ :.S — T je homomorfizam
ako je (a¢)(bp) = (ab)p, za sve a,b € S. Neka je ¢ homomorfizam
polugrupe S u polugrupu 7. Ako je ¢ injektivan, tada kazemo da je
¢ monomorfizam ili potapanje, i dase S moZe potopiti u T. Ako je ¢
sirjektivan, tada je ¢ epimorfizam. Ako je ¢ bijekcija, tada kazemo da je ¢
izomorfizam a da su polugrupe S i T izomorfne, ipiSemo S = T. Lako
se dokazuje da je inverzno preslikavanje izomorfizma takodje izomorfizam.
Neformalno, dve polugrupe su izomorfne ako i samo ako se jedna od njih
moze dobiti iz druge drugacijim oznacavanjem elemenata. Zbog toga obi¢no
poistoveéujemo izomorfne polugrupe. Homomorfizam polugrupe S u sebe
nazivamo endomorfizam, a izomorfizam iz S u sebe nazivamo automorfizam.
Ako je ¢ homomorfizam polugrupe S u polugrupu 7, tada je S¢
podpolugrupa od T'. Polugrupa T je homomorfna slika polugrupe S ako
postoji epimorfizam iz S na T.

Neka je A podpolugrupa polugrupa S i T. Homomorfizam ¢ :S — T
je A-homomorfizam ako je a¢ = a, za svaki a € A.

Neka su S 1 T polugrupe. Preslikavanje ¢ : S — T je anti-
homomorfizam ako je (ab)p = (bp)(ap), za sve a,b € S. Bijektivni
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anti-homomorfizam nazivamo anti-izomorfizam. Polugrupe S i T su
anti-izomorfne ako postoji anti-izomorfizam iz S na 7T. Jasno je da su

polugrupe S i T anti-izomorfne ako i samo ako je S izomorfna polugrupi
—

T.

Preslikavanje ¢ : S — T je parcijalni homomorfizam parcijalne polu-
grupe S u parcijalnu polugrupu T ako za sve a,b € S vazi: ako je
proizvod ab definisan u S, onda je i proizvod (a¢)(bp) definisan u 7' i
(ap)(bp) = (ab)¢. Bijektivni parcijalni homomorfizam nazivamo parcijalni
izomorfizam.

Neka je & kongruencija polugrupe S. Tada faktor skup S/¢ sa
mnozenjem definisanim sa: (a)(b§) = (ab)¢, jeste polugrupa koju nazi-
vamo faktor polugrupa, ili kraé¢e faktor, polugrupe S u odnosu na kongruen-
ciju &. Neposredno se dokazuje sledec¢a propozicija koja daje vezu izmedju
kongruencija i homomorfizama:

Teorema 1.3. (Teorema o homomorfizmu) Ako je ¢ kongruen-
cija polugrupe S, tada je &% homomorfizam iz S na S/E.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam polugrupe S u polugrupu T, tada
je ker¢ kongruencija na S i preslikavanje & : S/ker¢p — T definisano
sa: (akerp)® = agp, (a € S), jeizomorfizam. O

Za kongruenciju &, homomorfizam &' nazivamo prirodni homomorfizam
indukovan kongruencijom &, dok za homomorfizam ¢, kongruenciju ker¢
nazivamo jezgro homomorfizma ¢. Sobzirom na Teoremu o homomorfizmu,
neéemo praviti razlike izmedju pojmova ”faktor” i ”homomorfna slika”.

Teorema 1.4. Nekasu & i n kongruencije polugrupe S i & C .
Tada

/€ = {(a,b§) € 5/¢ x S/¢ | (a,b) € n}
jeste kongruencija na S/€ i (S/€)/(n/€) = S/n.

Dokaz. Nekaje ¢:S/¢ — S/n preslikavanje definisano sa: (a)¢ = an.
Za a€,bé € SJ€, [(a€) ()] = [(ab)€]6 = (ab)n = (an)(bn) = [(a€)a)[(bE)].
Prema tome, ¢ je homomorfizam. Osim toga, (a§)¢ = (b§)¢ ako i samo
ako je an =bn, tj. (a,b) € n. Dakle, kerp =n/¢, paje n/¢ kongruencija
i prema Teoremi o homomorfizmu dobijamo da je (S/€)/(n/€) = S/n. O

Neka je {4; | i € I} familija skupova i neka je A = II;c;S; Dekartov
proizvod familije {A4; | i € I}. Elemente iz A oznacavacemo sa (a;)ier
(a; € A;, zasvaki i€ I), ili krace (a;), ako se zna o kom skupu indeksa
jere¢. Za i€ I, preslikavanje m; : A — A; definisano sa: am; = a;, ako
je a = (aj)jer, nazivamo i-ta projekcija), i element a; nazivamo i-ta
koordinata elementa a.
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Neka je {S; |i € I} familija polugrupa i neka je S Dekartov proizvod
familije {S; | ¢ € I}. Definisimo mnozenje na S pokoordinatno, tj. sa:
(a;)icr(bi)ier = (aibi)icr, za (a;)ier, (bi)icr € S. Tada S sa ovom
operacijom jeste polugrupa, i za svaki ¢ € I, projekcija m; je epimomor-
fizam. Svaku polugrupu izomorfnu polugrupi S nazivamo direktan proizvod
familije polugrupa {S;, i € I}.

Polugrupa S je poddirektan proizvod familije polugrupa {S;, i € I}, ako
je S izomorfna nekoj podpolugrupi 7' direktnog proizvoda Il;c;S; za
koju vazi: za svaki i€ I, Tm; =.5;.

Kongruencija & polugrupe S razdvaja elemente a i b iz S ako su
a i b urazlicitim ¢-klasama, tj. ako (a,b) ¢ {. Familija {§ |i € I}
neidentickih kongruencija polugrupe S razdvaja elemente iz S ako za
svaki par a i b razlicitih elemenata iz S postoji kongruencija te familije
koja ih razdvaja. Lako se proverava da vazi:

Lema 1.2. Fumilija {& | i€ I} neidentickih kongruencija polugrupe
S razdvaja elemente iz S ako i samo ako je N;cré; =e€. O

Teorema 1.5. Neka je polugrupa S poddirektan proizvod familije
polugrupa {S;, i € I}. Tada familija {&; | i € I} kongruencija na S koje
odgovaraju kongruencijama kerm;,i € I, jeste familija kongruencija na S
koja razdvaja elemente iz S.

Obratno, ako {&; | i € I} jeste familija neidentickih kongruencija polu-
grupe S koja razdvaja elemente iz S, tada je S poddirektan proizvod
familije polugrupa {S/&; | i € I}.

Dokaz. Nekaje {& |4 e I} familija neidentickih kongruencija polu-
grupe S koja razdvaja elemente iz S. Definisimo preslikavanje ¢ : S —
IL;crSi, sa: ap = (af)icr, (a € S). Neposredno se proverava da je ¢
homomorfizam i da je (S¢)m; = S/&;, za svaki i € I. Akosu a,be€ S
razliciti elementi, tada postoji i € I tako da (a,b) ¢ &;, tj. a&; # b&;, pa
je a¢ # by. Prema tome, ¢ je monomorfizam. Dakle, S je poddirektan
proizvod familije {S/¢ | i€ I}.
Obrat se dokazuje neposredno. [

Sobzirom na Teoremu o homomorfizmu, Teorema 1.5. se moze iskazati i
na sledeéi nacin:

Posledica 1.1. Nekaje S polugrupa i neka je {S; |i €I} familija
polugrupa. Tada je S poddirektan proizvod familije {S; | i € I} ako 1
samo ako vaZe sledeci uslovi:

(a) za svaki i € I postoji epimorfizam @; iz S na S;;

(b) za a,be S, a#b, postoji i€l tako da je ap; #bp;. O

Iz Posledice 1.1. dobijamo
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Posledica 1.2. Neka je polugrupa S poddirektan proizvod familije
polugrupa {S, | « € Y}, i za svaki o € Y neka je S, poddirektan
proizvod familije polugrupa {T> | ¢ € 1,}. Tada S jeste poddirektan
proizvod familije polugrupa {T> | i€ l,, a €Y}, O

Definig§imo mnozenje na Dekartovom proizvodu I x A nepraznih skupova
I i A sa

(2, \) (s ) = (4, ), (7€, A peN).
Tada IxA satako definisanim mnozenjem jeste traka, I xA jeizomorfna di-
rektnom proizvodu levo nulte i desno nulte trake. Svaku polugrupu izomorf-
nu direktnom proizvodu levo nulte i desno nulte trake nazivamo pravougaona
traka.

Neka je € neka klasa polugrupa. Kongruencija & polugrupe S je
¢-kongruencija na S ako je faktor S/¢ iz klase €. Razbijanje polugrupe
S koje odgovara €-kongruenciji nazivamo €-razlaganje polugrupe S, a
odgovarajuéu faktor polugrupu nazivamo €&€-homomorfna slika od S.

Ako je € Kklasa traka, tada kazemo: trac¢na kongruencija, tracno razla-
ganje odnosno tracna homomorfna slika. Ako je € klasa polumreza, tada
kazemo: polumrezna kongruencija, polumrezno razlaganje odnosno polumrez-
na homomorfna slika. Ako je € klasa pravougaonih traka, tada kazemo:
matricna kongruencija odnosno matriéno razlaganje, a ako je € klasa levo
(desno) nultih traka, tada kazemo: levo (desno) nulta kongruencija odnosno
levo (desno) nulto razlaganje.

Kongruencija ¢ polugrupe S je tra¢na kongruencija ako i samo ako
je afa®, zasvaki a € S, tj. ako i samo ako svaka &-klasa od S jeste
podpolugrupa od S. Neka je ¢ trac¢na kongruencija polugrupe S i neka
je B=S/¢. Za i€ B, nekaje S;=i(¢%)7!. Tadaje S; podpolugrupa
od S, zasvaki ¢ € B, S =U;epS;, izasve 1,j € B je 5;5; C Sy, i
kazemo da je S traka B polugrupa S;, i € B. Polugrupe S;, i € B, su
komponente tog tra¢nog razlaganja. Ako je € neka klasa polugrupa i ako
za svaki i € B, S; jeiz klase €, tada kazemo da je S traka B polugrupa
Si, 1 € B, iz klase €. Ako je pri tome B polumreza (lanac, pravougaona
traka, levo nulta traka, desno nulta traka), tada je S polumreza (lanac,
matrica, levo nulta traka, desno nulta traka) B polugrupa S;, i € B, (iz
klase €). Analogne definicije uvodimo i za druge tipove traka.

Zadaci.

1. Svaka polugrupa S se moze potopiti u polugrupu 7,(S').

2. Nekasu ¢ i ¢ homomorfizmi polugrupe S na polugrupe T i U,
tim redom, tako da je keryp C keryp. Tada postoji jedinstven homomorfizam
0 iz T na U takav da je @ =1).
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3. Akoje ¢ relacija polugrupe S, tadaje &7 = (£9)° = [€°U(£°) 1 Ueg]>®,
gde je n° = {(zay,zby) | z,y € S, (a,b) € &}, za n € B(S).
4. Polugrupa S je poddirektno nesvodljiva ako zadovoljava sledeéi uslov:
kad god je S poddirektan proizvod familije polugrupa {S; | i € I}, tada
je m; izomorfizam, za neki i € I.
Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je poddirektno nesvodljiva;

(7i) presek proizvoljne familije neidentickih kongruencija na S je neidenti-

¢ka kongruencija na S}

(747) S ima najmanju neidenticku kongruenciju.
5. Svaka polugrupa je poddirektan proizvod poddirektno nesvodljivih polu-
grupa.

Literatura. Cciifford [1], [4], Clifford and Preston [1], Howie [1],
Petrich [16], Schein [4], Thierrin [8].

1.4. Maksimalne podgrupe i monogene
polugrupe.

Polugrupa S je grupa ako S ima jedinicu e i ako za svaki a € S
postoji b€ S takav da je ab=ba =e. Element b je jedini element iz G
sa takvom osobinom, oznacavamo ga sa a~! inazivamo ga grupni inverz od
a, ili inverz od a wu grupi G. Podpolugrupa G polugrupe S je podgrupa
od S, ako je G grupa. Neposredno se proverava da neprazan podskup G
polugrupe S jeste podgrupa od S ako isamo ako je aG = Ga =G, za
svaki a € G.

Podgrupa G polugrupe S je maksimalna podgrupa od S ako ne postoji
podgrupa H od S takva daje G C H. Sledetom teoremom opisuju se
maksimalne podgrupe polugrupe:

Teorema 1.6. Neka je e idempotent polugrupe S. Tada postoji
maksimalna podgrupa od S sa jedinicom e, koju oznacavamo sa Ge, 1
vazi:
Ge={a€eS|a=ea=ae, (Ja' €85)e=ad =da}
={a€S|aceSNSe, ecaSNSa}.

Dokaz. Jasno je da je svaka podgrupa od S sa jedinicom e sadrzana
u prvom skupu i da je prvi skup sadrzan u drugom. Prvi skup je podgrupa
od S sa jedinicom e. Neka je a element drugog skupa. Tada je
a=-exr=ye e=az = wa, zaneke x,y,z,w € S. Odavde sledi da je
ea = eex = ex = a, islicno, ae = a. Dalje, eze = eeze = ewaze = ewee =
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ewe, odakle je e =ee =aze =a(eze) 1 e = ee =ewa = (ewe)a. Dakle,
e =aa' =da, gde je a’ =eze=-ewe, paje a element prvog skupa. [

Teorema 1.7. Ako su e i f razliciti idempotenti polugrupe S,
tada je G NGy = 2.

Dokaz. Uzmimo da je acG.NGy. Tadaje a=ea=ae= fa=af,
e =ad =da i f = ad = d'a, zaneke d',a” € S. Odavde je
e=aa = fad' = fe = a"ae = a"’a = f. Prema tome, iz e # [ sledi da je
GeNGy#92. O

Ako je S polugrupa sa jedinicom e, element a € S je invertibilan
ako postoji b € S tako da je ab = ba = e. Maksimalnu podgrupu G,
tada nazivamo grupa jedinice, a njeni elementi su svi invertibilni elementi
polugrupe S.

Lema 1.3. Element a polugrupe S sa jedinicom je invertibilan ako
1 samo ako je aS=Sa=S5. 0O

Sledeca teorema Ce biti vrlo korisna u daljim razmatranjima.

Teorema 1.8. (Munnova lema) Neka je x element polugrupe S
takav da je x™ element neke podgrupe G od S, za neki n € ZT. Ako
je e jedinica od G, tada je

(a) ex =uze € G;

(b) ™ € G, za svaki m € ZT, m > n.

Dokaz. (a) Nekaje y inverz elementa z” u G. Tada je
2n—+1
Y,

y. Prema tome, ex = xe. Kako je

ex = yx" ! = yra" = yrae = yra"a"y = yx
i sli¢cno se dokazuje da je ze = ya?"t!
ey =ye =1y, toje

Ty = xey = exy = yx"ry = yrr"y = yre = yexr = yz,
odakle indukcijom dobijamo da je x*y = yz*, za svaki k € ZT. Uzmimo
daje z=2""ly =ya"!. Tadaje zaxe=yz" 'ze = ya"e = e, isliéno,
erz = e. Dalje je e(ex) = (ex)e =ex, pa ex = ze € G..

(b) Nekaje m € Z*, m >n. Uzmimo r € Z"T takavdaje nr>m, i

uzmimo da je y inverz elementa z™ u G.. Tadaje z™"™y" =y "z "™,
i ako stavimo da je w = z""~™y", tada je

nr—m

wz™ =y"x ™ =y " = (yx™)" =e.

[ — 6x'ﬂ$m77’b —

i¢no dokazujemo da je z™w = e. a druge strane, ex
Sl dok d m Sa d t ,
™™™ = g™, islitno, z™e = z™. Dakle, prema Teoremi 1.6, z™ € G.,.

0

Neka je S polugrupa. Kardinalni broj |S| nazivamo red polugrupe
S. Ako je |S| konacan broj, tada kazemo da je S konacnog reda ili
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da je konacna. U suprotnom kazemo da je S beskonacnog reda ili da je
beskonacna. Polugrupa S je trivijalna ako je |S| =1. Za element a € S,
red elementa a je red monogene podpolugrupe (a) od S. Red elementa
a oznacavamo sa r(a). Akoje (a) konatna polugrupa, tada je a element
konacnog reda. U suprotnom je a element beskonacnog reda.

Element a polugrupe S je periodican ako postoje m,n € ZT tako
da je a™ = a™™™. Neka je a periodican element polugrupe S. Skup
{meZ" | (IneZ)a™ =a"""} jepodskup skupa prirodnih brojeva, pa
ima najmanji element koji nazivamo indeks elementa a (indeks polugrupe
(a)), ioznacavamo ga sa i(a). Najmanji element skupa {n € Z*+ | a*(®) =
a'@+") nagivamo period elementa a (period polugrupe {(a)), i oznacavamo
ga sa p(a).

Teorema 1.9. Nekaje a element polugrupe S.

Ako a mnije periodican element, tada je a beskonaénog reda i monogena
podpolugrupa {(a) od S je izomorfna aditivnoj polugrupi (Z*,+) prirodnih
brojeva.

Ako je a periodican element, tada je a konacénog reda r(a) =i(a) +
pla)—1, K, = {a*® ¢+ g{@)+p@)=11 je maksimalna podgrupa od
(a), i K, je monogena grupa reda p(a).

Dokaz. Akoje a neperiodican element, tada je jasno da je a besko-
na¢nog reda i preslikavanje ¢ : Zt — (a) definisano sa n¢ = a", (n € Z1),
je izomorfizam.

Neka je a periodican element. Prema definiciji indeksa i perioda ele-
menta, jasno je da su a,a?,...,a"®»*P(@=1 medjusobno razli¢iti elementi.
Uzmimo proizvoljan n € Z*. Tada je n = kp(a)+m, 0 <k, 0 <m <
p(a) — 1, paje a*®tn = gi@)ytkpla)tm — gila)tm ¢ E = Prema tome,
(a) ={a,a?,...,a"@*TP@-1 i (q) jereda r(a)=i(a)+p(a)—1. Jasno
jedaje K, grupaizomorfna aditivnoj grupi ostataka celih brojeva po mod-
ulu p(a), daje K, reda p(a) idaje K, maksimalna podgrupa od (a).
O

Prema prethodnoj teoremi, dve monogene polugrupe su izomorfne ako
i samo ako su istog indeksa i perioda. Monogenu polugrupu indeksa i i
perioda p oznacavamo sa M(i,p).

Polugrupa S je periodicna ako je svaki njen element periodican.

Zadaci.

1. Oznagimosa S(X) skup svih bijektivnih preslikavanja skupa X. Tada
je S(X) grupa jedinice monoida 7,(X).
Grupu S(X) nazivamo simetricna grupa ili grupa permutacija skupa X.
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2. Svaka grupa se moze potopiti u grupu permutacija nekog skupa.

3. Element a polugrupe S je periodi¢an ako i samo ako postoji n € Z+
tako da je a™ € E(S).

4. Svaka konacna polugrupa je periodiéna.

5. Beskona¢na monogena polugrupa je poddirektan proizvod konaénih
monogenih polugrupa.

Literatura. Bosik [1], Clifford and Miller [1], Clifford and Preston
[1], Howie [1], Kimura [1], Munn [2], Schwarz [3].

1.5. Uredjeni skupovi i mreze.

Podsetimo se da refleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju skupa
A nazivamo uredjenje. Najcesée, uredjenje oznacavamo sa <. Skup A
snabdeven uredjenjem nazivamo wuredjen skup. Ako je uredjenje < skupa
A linearno, tj. ako za sve a,b € A je a <b ii b < a, tadaje A
linearno uredjen skup ili lanac. Ako je < uredjenje skupa A, tada sa <
oznac¢avamo relaciju na A definisanu sa:

a<b < a<bAa#b (a,be A),
isa > 1 > oznacavamo inverzne relacije relacija < i <, redom.

Neka su A i B wuredjeni skupovii ¢ : A — B. Preslikavanje ¢ je
izotono (oc¢uvava uredjenje) ako za a,b € A, iz a <b sledi da je ap < by.
Preslikavanje ¢ je antitono ako za a,b€ S, iz a <b sledi ap > bp.

Neka je A wuredjen skup. Element a € A je minimalan (maksimalan)
element skupa A ako ne postoji © € A takodaje x <a (x> a), tj. ako
za v €A, iz v<a(xr>a) sledi x =a. Element a € A je najmanji
(najveéi) element skupa S ako je a < z (a > x), za svaki z € A.
Najmanji (najveci) element skupa A, ukoliko takav postoji, je minimalan
(maksimalan) element skupa A, dok obratno ne mora da vazi. Skup A
moze imati proizvoljno mnogo minimalnih (maksimalnih) elemenata, dok
moze imati najvise jedan najmanji (najveéi) element.

Neka je X mneprazan podskup uredjenog skupa A. Element a € A je
gornja granica (donja granica) skupa X ako je x < a (z > a), za svaki
x € X. Element a € A je najmanja gornja granica ili supremum (najveéa
donga granica ili infimum) skupa X, u oznaci a = VX (a = AX ), ako
vazi:

(a) a je gornja (donja) granica skupa X;

(b) akoje be A gornja (donja) granica skupa X, tadaje a <b (a>0).
Akoje X ={x;|i € I}, tadapiSemo Vicrz; (Aierz;) umesto VX (AX),
iakoje I={1,2,...,n}, n€Z", n>2, tada piSemo

1 Vag V.-V, (x1 ANxa AN+ ANxy)
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umesto Vierx; (Nierzi)-

Uredjen skup A je gornja (donja) polumreZa ako svaki dvoelementni
podskup od A ima supremum (infimum). Indukcijom se dokazuje da u
tom slucaju svaki konacan podskup od A ima supremum (infimum). Za
beskonaéne podskupove od A to ne mora da vazi. Uredjen skup A je
mreza ako je A gornja i donja polumreza.

Ako je A gornja (donja) polumreza, tada je preslikavanje V: AxA — A
(N:Ax A— A) dato sa:

(1) v:(a,b)—aVbd, (a,beA), (A:(a,b)—anb, (a,beA)),
asocijativna i komutativna operacija skupa A. To nam omogucuje da pojam
donje polumreze (gornje polumreze, mreze) definiSemo i na drugi naéin.

Podsetimo se da naziv polumreZa koristimo u Teoriji polugrupa za ozna-
cavanje komutativne trake. Objasni¢emo vezu izmedju ovog pojma i pojma
donje polumreze. Ako je S polugrupa, tada relacija < skupa FE(S) svih
idempotenata iz S, definisana sa:

e<f & ef=fe=e, (e, f € E(S)),

je uredjenje koje nazivamo prirodno uredjenje na E(S). Ako je S traka,
tada imamo uredjenje na S. Ako je S komutativna traka, tada u odnosu
na svoje prirodno uredjenje, S jeste donja polumreza. Obratno, ako je
A donja polumreza, tada u odnosu na operaciju A, A jeste komutativna
traka. Operacije V i A nazivamo redom unija i presek.

Mozemo dati i drugu definiciju mreze: Ako je L mneprazan skup i ako
su A i V binarne operacije skupa L koje zadovoljavaju sledece uslove:

(L1) Idempotentnost: rANx =z, xVIr=u,

(L2) Komutativnost: rANy=yAzx, cVy=yVax,

(L3) Asocijativnost: sAyNz)=(xAy) ANz, 2V (yVz)=(xVy)Vz,
(L4) Apsorpcija: zA(xVy)=z,xV(xAy) =uz,

za sve x,y,z € L, tada kazemo da je L mreZa. Ako je L mreza u smislu
prve definicije, tada u odnosu na operacije V i A definisane u (1), L
jeste mreza u smislu druge definicije. Obratno, ako je L mreza u smislu
druge definicije, tada definiSemo uredjenje na L sa

a<b & aANb=a, (a,be L),
ili, 8to je ekvivalentno, sa
a<b & aVb=h, (a,b € L),

iu odnosu na to uredjenje, L je mreza u smislu prve definicije. U izucavanju
mreza, ravnopravno i uporedo se koriste obe ove definicije.

Neposredno se dokazuje da su ekvivalentne definicija lanca kao linearno
uredjenog skupa i definicija lanca kao polumreze u kojoj je xzy = x ili xy = v,
za sve I, Yy.

Podskup K mreze L je podmreZa od S akoje xAy, zVy € K, zasve
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x,y € K. Akoje L mrezai a,b € L takodaje a <b, tada interval [a,D]
mreze L jeste podmreza od L odredjena sa: [a,b] = {z € L | a < x < b}.

Nekasu L i K mrezei ¢: L — K. Preslikavanje ¢ je homomorfizam
mreze L u mrezu K akoje (aVb)p=apANbp i (aAb)p = ap A b,
za sve a,b € L. Preslikavanje ¢ je monomorfizam ili potapanje mreze L
u K ako je ¢ homomorfizam i injekcija, i u tom slucaju kazemo da se L
moZe potopiti u K. Preslikavanje ¢ je izomorfizam mreza L i K ako
je ¢ homomorfizam i bijekcija.

Neka je {L; | i € I} familija mreza. Na Dekartovom proizvodu L =
II;erL; definiSimo binarne operacije V i A pokoordinatno, tj. sa:

(wi)ier V (Yi)ier = (% V Yi)ier, (Ti)ier N (Yi)ier = (Ti A Yi)ier,

za (x;)ier, (Yi)ier € L. Tada L sa tako definisanom operacijom jeste mreza
i svaku mrezu izomorfnu sa L nazivamo direktan proizvod mreza L;, © € I.
Kao i u Teoriji polugrupa, za svaki i € I, projekcija m; je homomorfizam
mreze L na mrezu K. Svaka mreza L je izomorfna direktnom proizvodu
ierLi, gde je, za neki ¢ € I, L; mreza izomorfna sa L i |L;| =1,
za svaki j € I, j # i. Ovakvo razlaganje nazivamo trivijalno razlaganje
u direktan proizvod mreza. Mreza L je direktno nerazloZiva ako L ima
samo trivijalna razlaganja u direktan proizvod mreza.

Mreza L je distributivna za presek (za uniju ako je
(2) zAVz)=@AyV(zAz), (zVyAz)=@VyAr(zVz)),
za sve x,y,z € L. Neposredno se proverava da je mreza L distributivna
za presek ako i samo ako je distributivna za uniju, pa mrezu u kojoj vazi bar
jedan od uslova iz (2) nazivamo distributivna mreza.

Element 0 € L je nula mreze L akoje zA0=0, xV0=ux, zasvaki
x € L. Ako mreza L ima nulu, tada je ona jedinstvena i nula je najmanji
element u L, i obratno, ako L ima najmanji element, onda je on nula u
L. Element 1€ L je jedinica mreze L akoje zAl=z, zV1=1, za
svaki x € L. Ako mreza L ima jedinicu, tada je ona jedinstvena i jedinica
je najveli element u L, iobratno, ako L ima najveéi element, onda je on
jedinica u L. Ako mreza L ima nulu (jedinicu), najcesée je oznacavamo
sa 0 (1). Mrezu sa nulom i jedinicom nazivamo ogranicena mreza.

Mreza L je potpuna za uniju (potpuna za presek) ako za svaki A C L
postoji VA (AA), i potpuna ako je potpuna i za uniju i za presek. Ako
je mreza L potpuna za uniju (presek), onda je VL (AL) jedinica (nula)
mreze L. Ako je mreza L potpuna za uniju (presek) i ima nulu (jedinicu),
tada se moze dokazati da je L potpuna i za presek (uniju).

Indukcijom se dokazuje da u distributivnoj mrezi L, za svaki a € L i
svaki konac¢an podskup {z; | i€ I} od L vazi:

a N (\/iejl'i) = \/iej(a A l’z‘), aV (/\iesz‘) = /\iel(a vV .Z'l)
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Ako je {z; | i € I} beskonacan podskup, prethodne jednakosti u distribu-
tivnoj mrezi ne moraju da vaze. Stoga uvodimo sledece definicije: Mreza L,
potpuna za uniju (presek), je beskonacéno distributivna za presek (za uniju)
ako za svaki a € L 1isvaki podskup {z; |i€ I} od L vazi:

a N (\/ielwz’) = \/ie](a A xi), ( aV (/\igxi) = /\ie](a vV iL‘l) )
Mreza L je beskonacno distributivna ako je beskonac¢no distributivna i za
uniju i za presek.

Neka je L mreza sa nulom 0 ijedinicom 1. Element y € L je dopuna
elementa x € L akoje xAy=0 1 zVy=1. U tom slucajujei = dopuna
za y, tj. relacija ”biti dopuna” je simetricna. Ako je L distributivna mreza
sa nulom i jedinicom, tada svaki element iz L moze imati najvise jednu
dopunu, i dopunu elementa x € L oznacavamo sa z’. Booleova algebra
je ogranicena distributivna mreza u kojoj svaki element ima dopunu. Jedan
primer Booleove algebre je partitivni skup P(A) podskupova skupa A, sa
operacijama skupovne unije i preseka. Booleovu algebru P(A) nazivamo
Booleova algebra podskupova skupa A.

Neposredno se dokazuje sledeca lemas:

Lema 1.4. Neka je L distributivna mreza sa nulom 0 i jedinicom
1, ineka je B(L) skup svih elemenata iz L koji imaju dopunu. Tada je
B(L) Booleova algebra.

Ako je B proizvoljna podmreza od L koja je Booleova algebra sa nulom
0 i jedinicom 1, ondaje B CB(L). O

Booleovu algebru B(L) nazivamo najveéa Booleova podalgebra distribu-
tivne mreze L.

Teorema 1.10. Svaka potpuna Booleova algebra je beskonacno dis-
tributivna.

Dokaz. Neka je B potpuna Booleova algebra, neka je a € B i neka
je {z;| i€ I} podskup od B. Uzmimo da je u= Ver(aAx;). Za svaki
i€l je anz; <aN(Vjerzj), odakle je
u=Vier(aNz;) <aN(Vjerz;).
Sa druge strane, a Ax; <wu, zasvaki ¢ € I, pa je
r;=1ANz;=(aNz;)V(d Nz;) <uVd,
za svaki ¢ € I. Sada dobijamo da je Verz; <uVa', odakle je
al(Vicrz;)) <aA(uvd)=(aANu)V(aAd)=aNhu<u.
Dakle, B je beskonaé¢no distributivna za presek. Sli¢no se dokazuje da je
B beskona¢no distributivna i za uniju. [

Neka L jeste mreza sa nulom 0. Element a € L, a # 0, je atom mreze
L ako ne postoji z € L takodaje 0 <z < a, tj. ako je a minimalan
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element u uredjenom skupu L — {0}. Mreza L sa nulom je atomicéna ako
za svaki x € L, x # 0, postoji atom a € L tako daje a < x.

Teorema 1.11. Neka B jeste potpuna Booleova algebra sa skupom
atoma A. Tada B jeste atomicna ako i samo ako za svaki x € B postoji
A, CA tako da je x=VA,.

Pri tome, skup A, sa takvom osobinom je jedinstven.

Dokaz. Neka je B atomicna Booleova algebra i neka je = € B. Neka
je A, skup svih atoma sadrzanih u intervalu [0,z], inekaje y = VA,.
Neka je z=y Axz. Akoje z #0, tada postoji b€ A tako daje b < z.
Kakoje z <z, toje b<ux, paje be A,, odaklesledidaje b < VA, =y,
tj. bAy=>. Sa druge strane,
b=bAz=bAyAz=bAyAy ANx =0,

Sto je u suprotnosti sa definicijom atoma. Prema tome, z =0, odakle je

r=xANl=zA@yVy)=(@Ay)V@eAy)=(Ay)VO=zAy,
paje z <y. Kakojejasnodaje y<uz, toje z=y, tj. z=VA,.

Obrat sledi neposredno.

Dokazzimo drugi deo teoreme. Uzmimo da je VP = VQ, zaneke P,Q C
A. Uzmimo a € P. Tadaje a < VX =VQ, tj. aA(VQ)=a. Ako
a¢ @, tadaje aAb=0, zasvaki b€ @, jersu aib atomi. Iz Teoreme
1.10. imamo da je B beskonac¢no distributivna, paje a =a A (VQ) =
Vicg(a Ab) = 0, Sto je u suprotnosti sa definicijom atoma. Prema tome,
a €@, paje PC Q. Sliécno dokazujemo obratnu inkluziju. Dakle, P = Q.
O

Posledica 1.3. Neka B jeste potpuna Booleova algebra. Tada
B jeste atomicna ako i samo ako B jeste izomorfna Booleovoj algebri
podskupova nekog skupa.

Dokaz. Akoje B potpuna atomi¢na Booleova algebra sa skupom atoma
A, tada je B izomorfna Booleovoj algebri P(A).

Obratno, Booleova algebra P(A) podskupova nepraznog skupa A je
atomicéna i atomi u P(A) su jednoelementni skupovi {a}, a € A. O

Na kraju ovog poglavlja navodimo Aksiomu izbora i bez dokaza navodimo
jedan od njenih najpoznatijih ekvivalenata - Zornovu lemu.

Aksioma izbora. Akoje A neprazan skup, tada postoji preslika-
vanje ¢ : P(A) — A takvo da je X1 € X, za svaki neprazan podskup X
od A.
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Lema 1.5. (Zornovalema) Nekaje A uredjen skup sa osobinom da
svaki lanac v A ima gornju granicu. Tada za svaki element x € A postoji
bar jedan maksimalan element a € A takav da je z <a. O

Vise o Aksiomi izbora i njenim ekvivalentima, kao i uopste o uredjenim
skupovima, ¢italac moze naéi u knjigama M.R.Taskovi¢ [1], [2]. Za detaljnije
upoznavanje sa Teorijom mreza upucujemo na: G.Birkhoff, [1], G.Szész, [1],
i G.Grétzer, [1].

Zadaci.

1. Skup &£(A) svih relacija ekvivalencije skupa A, uredjen inkluzijom,
je mreza, pri cemu je EAn=EENN 1 EVR=(EUn)°, zasve {,ne€E(A).
Mreza E(A) je potpuna iima jedinicu wg inulu eg.

Mrezu E(A) nazivamo mreza ekvivalencija skupa A.
2. Nekasu &,n€&(A). Tadaje £€Vn=(&n)™. Akoje &n=né, tada
je fne&(A) i Evn=4&n.
3. Skup Con(S) svih kongruencija polugrupe S, uredjen inkluzijom, je
mreza, pri cemu je EAn=£ENnN 1 EVn = (EUn)¥, zasve & n € Con(S).
Mreza Con(S) je potpuna i ima jedinicu wg inulu eg.

Mrezu Con(S) nazivamo mreZa kongruencija polugrupe S.
4. Neka je L mreza. Tada za a,b,c€ L, iz a<c sledi aV (bAc) <
(aVb)Ac.
5. Mreza L je modularna ako za sve a,b,c € S, iz a < ¢ sledi
aV (bAc)=(aVb)Ac. Dokazati da je mreza L modularna ako i samo
akoje aV(bA(aVe)=(aVb)A(aVe), zasve a,b,c€ L.
6. Neka &(S) jeste skup svih podpolugrupa polugrupe S, ineka je skup
&°%(S) nastao dodavanjem praznog skupa skupu &(S). Tada skup &°(9),
uredjen inkluzijom, jeste mreza, pri ¢emu je AAB = ANB, AVB = (AU B),
za sve A, B € &(S). Prazan skup je nula ove mreze.

Mrezu &°(S) nazivamo mreZa podpolugrupa polugrupe S.
7. Skup £(G) svih podgrupa grupe G, uredjen inkluzijom, je mreza,
pri cemu, zasve A, B € £(G), ANB=ANDB i AV B je presek svih
podgrupa od G koje sadrze skup AU B.

Mrezu £(G) nazivamo mreZa podgrupa grupe G.
8. Relacija < definisanasa: a <b < (Jz,y € S') a = 2b = by, za =
a = ay, (a,b€S), jeuredjenje proizvoljne polugrupe S. To uredjenje
nazivamo prirodno uredjenje polugrupe S. Restrikcija ovog uredjenja na
E(S) (ako je E(S) # @) je prirodno uredjenje na FE(S).

Literatura. Birkhoft [1], Burris anh Sankanappanavar [1], Clifford
and Preston [1], Grétzer [1], Howie [1], Mitsch [1], Petrich [19], Ilespux [1],
MTespun u Oscsuukos [1], [2], Szdsz [1], Taskovié [1], [2].
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1.6. Ideali.

Neka je S polugrupa. Podpolugrupa A polugrupe S je:

e leviideal od S, akoje SA C A;

e desni ideal od S, ako je AS C A;

o (dvostrani) ideal od S, akoje A ilevii desniideal od S, tj. ako

je SAUAS C A;

e kvazi-ideal od S, akoje SANAS C A;

e bi-ideal od S, akoje ASA C A.

Svaki kvazi-ideal polugrupe je njen bi-ideal, svaki levi (desni) ideal polu-
grupe je njen kvazi-ideal, i svaki ideal polugrupe je njen levi (desni) ideal.
Polugrupa S je sama svoj ideal, dok (levi, desni, kvazi-, bi-) ideal od S
razlicit od S nazivamo pravi (levi, desni, kvazi-, bi-) ideal od S. Ako je
L leviideal od S, R je desniideal od S i A je podskup od S, tada
je LA leviideal, AR je desniideali LR je ideal od S. Osim toga,
RL C LN R, pa je presek levog i desnog ideala polugrupe uvek neprazan.
Stavise, presek levog i desnog ideala polugrupe je njen kvazi-ideal. Obratno,
ako je A kvazi-ideal od S, tada AUSA levii AU AS je desni ideal
od S, pricemuje (AUAS)N(AUSA) = A. Prema tome, podpolugrupa
A polugrupe S je njen kvazi-ideal ako i samo ako je A jednak preseku
nekog levog i nekog desnog ideala od S.

Iz prethodnog imamo i da je presek dva ideala A i B polugrupe S
neprazan, i dasu AB i BA ideali od S sadrzaniu AN B. Takodje se
moze dokazati da presek proizvoljne kona¢ne familije ideala polugrupe jeste
neprazan. Za beskonacne familije ideala to ne mora da vazi. Medjutim,
ukoliko je presek neke familije (levih, desnih) ideala polugrupe S neprazan,
onda je on (levi, desni) ideal od S. Prema tome, ako je A neprazan podskup
polugrupe S, presek svih (levih, desnih) ideala od S koji sadrze A je
(levi, desni) ideal od S koji nazivamo (levi, desni) ideal od S generisan
sa A. Skup A je u tom slucaju gemeratorni skup tog (levog, desnog)
ideala, i elementi skupa A su njegovi generatorni elementi ili generatori.
Za element a polugrupe S, leviideal, desni ideal i ideal od S generisan sa
a oznacavamo redom sa L(a), R(a) i J(a), inazivamo ih glavni levi ideal,
glavni desni ideal i glavni ideal od S generisan sa a. Lako se proverava
da je

L(a) = S'a, R(a)=aS', J(a)= S'aS™.
Neka su a ib elementi polugrupe S. Tada:
alb & be J(a), alb & be L(a), alb < be R(a).
l T

Ako a|b(a|b,a|b), tada kazemo da a € S jeste faktor (desni faktor,
l T
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levi faktor) elementa b. Relacije |, | i | su kvazi-uredjenja na S. Sa

l T
1 oznacavamo suprotnu relaciju relacije |.
definisemo i sledeée relacije:

a—be(@neZt)alb, a-be (EneZt)alb,

Pomoc¢u prethodnih relacija

a-"5be (IneZt)a|b?, — =— nN(—)~L, L =L ()L,

r

=0, =2l glbs (ImneZt)am =0

Skup Zd(S) svih ideala polugrupe S, uredjen skupovnom inkluzijom,
jeste mreza u kojoj se operacije unije i preseka poklapaju sa skupovnom
unijom i presekom ideala, i nazivamo je mreza ideala polugrupe S. Za leve
ideale to ne vazi, jer presek dva leva ideala polugrupe moze biti prazan. Zbog
toga razlikujemo dva sluc¢aja: Ako je S polugrupa sa nulom, tada je presek
svaka dva leva ideala od S neprazan, jer sadrzi nulu. U tom slucaju, skup
LZd(S), uredjen skupovnom inkluzijom, je mreza sa unijom i presekom koji
se poklapaju sa skupovnom unijom i presekom. Ako je S polugrupa bez
nule, tada uzimamo da se skup L£Zd(S) sastoji od praznog skupa i svih levih
ideala od S, iu tom slucaju je L£Zd(S) mreza izomorfna mrezi L£Zd(S°).
U oba slucaja, mrezu LZd(S) nazivamo mreza levih ideala polugrupe S.
Sliéno definisemo mrezu desnih ideala polugrupe, u oznaci RZd(S).

Neka je S polugrupa. Zbog ¢injenice da je presek svaka dva ideala
polugrupe S neprazan, i da je taj presek ideal od S, mreza Zd(S) moze
imati najviSe jedan minimalan element i on je, naravno, najmanji element u
Zd(S). Najmanji element mreze Zd(S), ukoliko on postoji, nazivamo jezgro
polugrupe S. Neposredno se dokazuje da S ima jezgro ako i samo ako je
presek svih ideala od S neprazan, i u tom slucaju je jezgro jednako tom
preseku. Beskona¢na monogena polugrupa je primer polugrupe koja nema
jezgro. Minimalne elemente uredjenog skupa svih levih (desnih) ideala od
S nazivamo minimalni levi (desni) ideali od S.

Ako je S = S° tadaje {0} ideal od S, koji nazivamo nula ideal,
i nula ideal je jezgro od S. Zbog toga, kod polugrupa sa nulom radije
razmatramo neke druge istaknute ideale: Minimalne elemente u uredjenom
skupu svih ideala od S razlicitih od nula ideala nazivamo 0-minimalni ideal
od S, dok najmanji element tog skupa, ako on postoji, nazivamo 0-jezgro
od S. Minimalne elemente uredjenog skupa svih levih (desnih) ideala od
S razlicitih od nula ideala nazivamo 0-minimalni levi (desni) ideali od S.

Polugrupa S je prosta (levo prosta, desno prosta) ako S mnema pravih
ideala (levih ideala, desnih ideala). Kako polugrupa S sa nulom ima nula
ideal kao svoj pravi ideal, to je kod takve polugrupe zanimljiv slucaj kada je
nula ideal jedini pravi dvostrani (levi, desni) ideal od S. Uvedimo sledeée
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definicije: Polugrupa S = S° je nul-polugrupa ako je S? =0, tj. ako je
ab =10, zasve a,b€ S. Polugrupa S = S° je O-prosta (levo 0-prosta,
desno 0-prosta) ako vaze slede¢i uslovi:
(a) S nije nul-polugrupa;
(b) nula ideal je jedini pravi dvostrani (levi, desni) ideal od S.
Vaznu osobinu 0-minimalnih levih ideala polugrupe sa nulom opisuje

Teorema 1.12. Neka je L 0-minimalan ideal polugrupe S = S°.
Tada vazi jedan od sledecih uslova:

(a) Sa=1L, zasvaki a€ L*;

(b) L=1{0,a} i Sa=0.

Dokaz. Za acL*, Sa jeleviideal od S sadrzanu L, paje Sa =L
ili Sa=0. Akoje Sa =L, zasvaki a € L®, tada vazi (a). Neka je
Sa =0, zaneki a € L*. Tada je {0,a} leviideal od S sadrzan u L,
odakle je L ={0,a}, pavazi (b). O

Neposredno iz Teoreme 1.12. dobijamo

Posledica 1.4. Polugrupa S = S° je levo 0-prosta ako i samo ako
je Sa=1S, zasvaki a€ S®. O

Ako je S polugrupa bez nule, primenom Posledice 1.4. na polugrupu
S0, dobijamo
Posledica 1.5. Polugrupa S je levo prosta ako i samo ako je Sa =
S, za svaki a € S. O

Sledeca teorema daje jednu znacajnu osobinu O-minimalnih ideala.
Teorema 1.13. Neka M jeste O-minimalan ideal polugrupe S.
Tada je M? =0 ili je MaM = M, za svaki a € M*.

Dokaz. Nekaje M2 #0. Kakoje M? idealod S sadrzanu M, to je
M? = M, odakle je M3 = M. Neka je a € M*. Tadaje J(a)= S'aS?
nenula ideal od S sadrzan u M, paje M = S'aS!'. Prema tome,
M = M3=MS'aS'M C MaM C M, paje M= MaM. 0O

Kao posledice Teoreme 1.13. dobijamo

Posledica 1.6. Polugrupa S = S° je 0-prosta ako i samo ako je
SaS =195, zasvaki a€ S®. [

Posledica 1.7. Neka M jeste 0-minimalan ideal polugrupe S. Tada
je M?=0 ili M jeste O-prosta podpolugrupa od S. [

Za polugrupu S bez nule, primenom Posledice 1.7. na polugrupu S°,
dobijamo
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Posledica 1.8. Polugrupa S je prosta ako i samo ako je SaS =S,
za svaki a€S. O

Posledica 1.9. Neka je K ideal polugrupe S. Tada je K jezgro
od S ako i samo ako je K prosta polugrupa.

Dokaz. Nekaje K jezgro od S. Za proizvoljan a € S, KaK je
ideal od S sadrzan u K, pa kako je K jezgro, toje K = KaK. Dakle,
prema Posledici 1.8, K je prosta polugrupa.

Obratno, neka je K prosta polugrupa. Za proizvoljan ideal A od S,
ANK jeideal od K, pakakoje K prost,toje ANK =K, tj K C A.
Prema tome, K je jezgro. O

Maksimalan element uredjenog skupa svih pravih levih (desnih) ideala
od S nazivamo maksimalan levi (desni) ideal od S. Slede¢om teoremom
opisujemo maksimalan levi ideal polugrupe:

Teorema 1.14. Neka je L pravi levi ideal polugrupe S. Tada je
L maksimalan ako i samo ako vaZi jedan od sledecih uslova:

(a) S—L=1{a} i a®€L;

(b) S—LCSa, zasvaki a€S—L.

Dokaz. Nekaje L maksimalan levi ideal od S. Tada razlikujemo dva
slucaja:
(a) Postoji a € S—L takodaje Sa C L. U tom slucajuje LU{a}=S.
Dakle, S— L = {a}, a® € L.
(b) Zasvaki a € S—L je Sa ¢ L. Tadaje LUSa = S. Dakle,
S—LCSa, zasvaki a €S — L.

Obrat sledi neposredno. [

Neka L(S) oznacava uniju svih pravih levih ideala polugrupe S.

Teorema 1.15. Neka je L(S) kao u slucaju (b) Teoreme 1.14.
Tada je S—L(S)={a€ S| Sa=S8} i S—L(S) je podpolugrupa od S.

Dokaz. 7Za ac S—L(S) imamodaje S = L(S)U(S—L(S)) = aUSa,
paje L(S)C Sa. Odavdeiiz S — L(S)C Sa imamo da je S = Sa, za
svaki a € § — L(95).

Obratno, neka je S = Sa, zasvaki a € S—L(S). Tadaje S—L(S) C Sa,
a€S—L(S). Prema tome, S—L(S)={aecS|Sa=S} ijasno jeda
je S — L(S) podpolugrupa od S. O

Posledica 1.10. Nekaje A pravi ideal polugrupe S koji nije pravi
podskup nijednog levog ideala od S. Tada vazi jedan od sledecih uslova:
(a) S—A je levo prosta polugrupa;
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(b)) S—A=1{a} i a®€ A.

Dokaz. Neka (a) S— A =T ima bar dva elementa. Tada na osnovu
Teoreme 1.15, T je podpolugrupa od S. Kakoje AUSa = AU(AUT)a =
AUT =5, zasvaki a €T, i ANT =2, toje TCTaCT, tj. Ta=T,
za svaki a € T, paje T levo prosta polugrupa. Dakle, u ovom slucaju
vazi (a).

Neka je S— A=1{a}. Tadaje a>=a i S— A je grupa, pa vazi (a),
ilije a2#a, tj. a®>€ A, pavazi (b). O

Ako je A minimalan element skupa svih bi-ideala polugrupe S, onda
ga nazivamo minimalan bi-ideal od S.
Sledec¢a lema se dokazuje neposredno.

Lema 1.6. Nekaje A bi-ideal polugrupe S ineka su z,y € S. Tada
je Ay takodje bi-ideal od S. O

Lema 1.7. Neka je M minimalan bi-ideal polugrupe S, neka su
x,y € M, inekaje A bi-ideal od S. Tada je M = xAy.

Dokaz. Prema Lemi 1.6, zAy je bi-ideal od S. Kako je zAy C
MAM C MSM C M, ikako je M minimalan bi-ideal, to je zAy = M.
O

Lema 1.8. Neka je M minimalan bi-ideal polugrupe S, neka su
x,y €S. Tada je i xMy minimalan bi-ideal.

Dokaz. Prema Lemi 1.6, My je bi-ideal od S. Uzmimo da je A bi-
ideal od S sadrzan u xMy. Tadaje A= {zay|a€ H}, gdeje HC M.
Uzmimo a,b € H, uw € §. Tada je xayuzby € A, pa je ayuzrb € H.
Prema tome, aySxb C H. Kakosu a,b€ M i ySz je bi-ideal od S, ta
prema Lemi 1.7, M = aySzb C H. Dakle, M = H, odakle je A= M,
pa je M minimalan bi-ideal od S. O

Prema Lemama 1.7. i 1.8, dobijamo

Lema 1.9. Neka je M minimalan bi-ideal od S. Tada svaki mini-
malan bi-ideal od S je oblika My, za x,y€ S. O

Minimalan bi-ideal se karakteriSe slede¢om lemom.

Lema 1.10. Bi-ideal M polugrupe S je minimalan ako i samo ako
M  jeste grupa.

Dokaz. Neka je M minimalan bi-ideal od S. Za x,y € M, prema
Lemi 1.7, M = My, odakle M =aM = Ma, za a € M, paje M
podgrupa od S.
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Obratno, neka je M grupa. Neka je A bi-ideal od S sadrzan u M.
Uzmimo a € M, z,y € A. Nekasu z~!'iy~! inverziod xiy u grupi
M, tim redom. Tada je a = z(z 'ay~ ')y € ASA C A. Prema tome,
M = A, paje M minimalan bi-ideal od S. [

Teorema 1.16. Nekaje K unija svih minimalnih bi-ideala polugrupe
S. Ako je K # &, tada je K jezgro od S.

Dokaz. Neka je M minimalan bi-ideal od S. Prema Lemi 1.9,
K =U{zMy | z,y € S} =SMS, paje K ideal od S. Uzmimo a,b € K.
Tadaje a € M, b € N, za neke minimalne bi-ideale M i N od S, iprema
Lemi 1.9, N =xzMy, zaneke x,y € S, odakle je b= xcy, zaneki c € M.
Kako je M grupa, to je c¢=caa™!, paje b= zcy= (zc)a(a~'y) € KaK.
Dakle, KaK = K, za svaki a € K, pa prema Posledicama 1.8. i 1.9, K
je jezgrood S. O

Neka su A i B podskupovi polugrupe S, ineka je A C B. Tada
je A dosledan (desno dosledan, levo dosledan) podskup od B, u oznaci
A <c B (A <grcC Ba A <rc B)v ako za T,y € B7
ryeA = €A NyecA (zye A = ye A, zyc A =xcA).
Prazan podskup takodje smatramo doslednim podskupom od B. Ako je
A<c S (A<pe S, A<pc S), tada kazemo, krace, da je A dosledan
(desno dosledan, levo dosledan) podskup.

Dokazi slede¢ih lema su elementarni.

Lema 1.11. Relacija <¢ je uredjenje na partitivnom skupu P(S)
polugrupe S, <c=<rc N <rc, <rc <c=<grc % <rc <c=<Lc, gde
sa 77 oznacavamo mmnoZenje relacija. [

Lema 1.12. Presek i unija proizvoljne familije doslednih (desno dosled-
nih, levo doslednih) podskupova podskupa A polugrupe S su dosledni (desno
dosledni, levo dosledni) podskupovi od A.

Lema 1.13. Nekaje A podskup polugrupe S razlicit od S.
(a) A<pc S (A<pcS) akoisamo ako S— A jeste levi (desni) ideal
od S.
(b) A<c S akoisamo ako S — A jeste ideal od S. O

Podskup A polugrupe S je potpuno prim podskup od S akoza xz,y € S,
ryeA = (z€AVyecA).

Podskup A polugrupe S je potpuno poluprim podskup od S ako za

r €S, iz 22 € A sledidaje x € A. Jasno je da svaki potpuno prim

podskup od S jeste potpuno poluprim. Prazan skup takodje smatramo

potpuno prim podskupom od S.
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Podpolugrupa A polugrupe S je filter (levi filter, desni filter) od S
ako A jeste dosledan (desno dosledan, levo dosledan) podskup od S. Za
element a polugrupe S, presek svih filtera od S koji sadrze a nazivamo
glavni filter od S generisan sa a, ioznacavamo ga sa N(a).

Neposredno se dokazuju

Lema 1.14. Neka A jeste neprazan podskup polugrupe S razlicit od
S.
(a) A je potpuno prim podskup od S ako i samo ako S — A jeste
podpolugrupa od S.
(b) A je potpuno prim levi (desni) ideal od S ako i samo ako S — A
jeste levi (desni) filter od S.
(¢) A je potpuno prim ideal od S ako i samo ako S — A jeste filter od
S. 0O

Lema 1.15. Presek proizvoljne familije potpuno poluprim podskupova
polugrupe S je potpuno poluprim podskup od S. 0O

Posledica 1.11. Presek proizvoljne familije potpuno prim (potpuno
poluprim) ideala polugrupe S, ukoliko je neprazan, je potpuno poluprim
ideal od S. O

Neka je A ideal polugrupe S. Ideal A je poluprim ideal od S ako
za a €8, iz aSa C A sledi a € A. Ideal A je prim ideal od S ako za
a,be S, iz aSbC A sledidaje a€ A ili b€ A.

Slede¢a lema daje alternativnu definiciju prim ideala.

Lema 1.16. Nekaje A ideal polugrupe S. Tada je A prim ideal
od S ako i samo ako za ideale M,N od S, iz MN CA sledi M C A
ii N C A.

Dokaz. Nekaje A prim ideal od S, inekasu M i N ideali od S
takvi da je M N C A. Uzmimo da postoje x € M — A, y € N — A. Tada
je xSy C MSN C MN C A, paje z € A ili ye A, jerje A prim
ideal. Medjutim, to protivre¢i polaznoj pretpostavci. Dakle, M — A = &
ii N—A=9, tj. MCA ili NCA.

Obratno, neka za ideale M i N od S, iz MN C A sledi M C A ili
N C A. Uzmimo z,y € S tako da je xSy C A. Tadaje J(x)J(y) C A,
odakle je J(z) C A ili J(y) C A, tj. x€ A ili y € A. Dakle, A je
prim ideal od A. [

Zadaci.

1. Nekaje ¢ homomorfizam polugrupe S u polugrupu 7. Akoje A
levi (desni) ideal od S, tada je A¢ levi (desni) ideal od T. Ako je B
levi (desni) ideal od T, tada je B¢~! levi (desni) ideal od S.
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2. Akoje X konacan skup, tada je svaki ideal polugrupe 7,.(X) glavni.
Ako je X beskonacan prebrojiv skup, tada jedini neglavni ideal od 7,.(X)
jeste skup svih preslikavanja iz 7,.(X) ¢ija je slika konac¢an podskup od X.
3. Polugrupa S je levo (desno) O-prosta ako i samo ako S® jeste levo
(desno) prosta podpolugrupa od S.
4. Nekaje M O-minimalan ideal polugrupe S = S° koji sadrzi bar jedan
O0-minimalan levi ideal od S. Tada je M unija svih O-minimalnih levih
ideala od S sadrzanih u M.

Ako je, pri tome, M? # 0, tada svaki levi ideal od M jeste levi ideal
od S.
5. Polugrupa S nema pravih kvazi-ideala (bi-ideala) ako i samo ako S
jeste grupa.
6. Akoje L leviideali R je desni ideal polugrupe S, akoje B je
podskup od S takav daje RLC BC RNL, tadaje B bi-ideal od S.
7. Polugrupa S je grupa ako i samo ako je levo prosta i desno prosta.
8. Dokazati da u monogenoj polugrupi S = (a) = M(i,p), grupa K, =
{at,a**1 ... a"PT} jeste jezgro od S.
9. Polugrupa ne moze imati pravih levo doslednih levih ideala i ne moze
imati pravih doslednih ideala.

Literatura. Bogdanovié¢ [9], Carman [1], Clifford [2], Clifford and
Preston [1], [2], Dubreil [1], Good and Hughes [1], Grimble [1], Howie [1],
Kist [1], Krgovi¢ [1], [2], [3], Lajos [1], Lallement [1], [2], [3], Malinovi¢ [1], [2],
Mili¢ and Pavlovié¢ [1], Saito and Hori [1], Schwarz [2], [3], 4[], [6], Steinfeld
[3], Wallace [2], [3].

1.7. Idealske i retraktivne ekstenzije.

Neka je T ideal polugrupe S. Definigimo relaciju # na S sa:
alb < a=bV abeT, (a,b€9),

tj. @ =esUT xT. Neposredno se proverava da je 6 kongruencija na S, i
nazivamo je Reesova kongruencija odredjena idealom T'. Faktor polugrupu
S/0 nazivamo Reesova faktor polugrupa po idealu T, i oznacavamo je sa
S/T. Uzmimo da je S/T = Q. Iz definicije Reesove kongruencije vidi se
da T jeste jedna 0-klasa od S, koja je nulau (). Prema tome, Reesova
faktor polugrupa je polugrupa sa nulom. Za a € S—T, 6-klasa elementa «a
je jednoelementna. Prema tome, polugrupu ¢ mozemo, neformalno, pos-
matrati kao polugrupu dobijenu iz S sazimanjem ideala T u jedan element
(nulu), dok je parcijalna polugrupa S —T ostala nepromenjena. Formalno,
polugrupa @ je izomorfna nultom proSirenju parcijalne polugrupe S —T.
Zbog toga, obitno poistove¢ujemo parcijalne polugrupe Q°® i S —1T.
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Polugrupa S je idealska ekstenzija polugrupe T pomocu polugrupe
@ sa nulom ako je T izomorfna idealu 7’ od S i faktor polugrupa
S/T jeizomorfna sa @. U tom sluc¢aju poistoveéujemo polugrupe 7' i T,
polugrupe S/T’ i @, iparcijalne polugrupe S—T i Q°®. Jedan od glavnih
problema u vezi idealskih ekstenzija je slede¢i: Ako su date polugrupa T
i polugrupa ) sa nulom, kako konstruisati idealsku ekstenziju S od T
pomocu Q7 Drugim re¢ima, ako uzmemo da je S =T UQ®, postavlja se
pitanje: Kako definisati mnozenje * na S tako da S bude polugrupa,
T bude ideal od S i faktor polugrupa S/T bude izomorfna sa @, tj. da
vaze sledeéi uslovi:
(M1) zxzx*xy=uay, akoje xy#0; (M2) xzxyeT, akoje xy=0;
(M3) axb=ab; (M4) axx €T, (M5) xxa€T;
za sve x,y € Q°, a,b € T? Jedan pogodan nacin za konstrukciju nekih
idealskih ekstenzija daju nam parcijalni homomorfizmi. Parcijalne homo-
morfizme smo definisali u Tac¢ki 1.3. Slede¢om lemom prikazujemo njihovu
ulogu u konstrukciji nekih idealskih ekstenzija:

Lema 1.17. Neka T i Q= Q" jesu polugrupe, i neka je ¢ :Q® — T
parcijalni homomorfizam. Definisimo mnoZenje * na S=TUQ® sa:
{xy ako je xy#0 u Q

(zp)(yp)  akoje ay=0 u Q
axx=alzyp), xxa=(zrp)a, a*xb=ab,

za xz,y € Q% a,b € T. Tada S sa tako definisanom operacijom jeste
polugrupa i S je idealska ekstenzija od T pomocu Q.

Dokaz. Dokazuje se neposredno. O

Idealsku ekstenziju konstruisanu kao u Lemi 1.17. nazivamo ekstenzija
od T pomocéu @Q odredjena parcijalnim homomorfizmom.

U tesnoj vezi sa idealskim ekstenzijama odredjenim parcijalnim homo-
morfizmima su tzv. retraktivne ekstenzije, o kojima ¢e sada biti reci.

Endomorfizam ¢ polugrupe S je retrakcija ako je ¢? = ¢, tj. ako
je (xp)p = zp, za svaki z € S. Ako je ¢ retrakcija polugrupe S,
tada podpolugrupu T = S¢ od S nazivamo retrakt od S i kazemo da je
@ retrakcija od S na T. Drugim re¢ima, podpolugrupa T polugrupe
S je retrakt od S ako postoji retrakcija od S na T, tj. ako postoji
homomorfizam ¢ od S na T takav daje zp ==z, zasvaki x €T.

Ovde ¢e nas posebno interesovati retrakti date polugrupe koji su istovre-
meno njeni ideali. Ako je T retrakt polugrupe S i ideal od S, tada
T jeste retraktivni ideal od S 1 odgovarajuca retrakcija od S na T je
idealska retrakcija. Drugim rec¢ima, retrakcija ¢ polugrupe S je idelaska
retrakcija od S ako Sy jeste ideal od S. Slede¢om lemom dajemo jednu
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karakterizaciju idealskih retrakcija:

Lema 1.18. Retrakcija ¢ polugrupe S je idealska retrakcija od S
ako i samo ako je (xy)p = x(yp) = (zp)y, za sve z,y € S.

Dokaz. Neka ¢ jeste idealska retrakcija od S, tj. neka T = S jeste
ideal od S. Uzmimo z,y € S. Kako je yp € T, toje z(yp) € T, odakle
2(ye) = [2(yp)le = (z9)(y¢?) = (z9)(yp) = (zy)e.

Sliéno dokazujemo da je z(yp) = (zy)ep.

Obratno, neka je (zy)e = x(yp) = (zp)y, za sve x,y € S, ineka je
T =Sp. Uzmimo a €T, z € S. Tadaje axr = (ap)r = (ax)p € T, i
slicno, za € T. Dakle, T jeideal od S. O

Lema 1.19. Nekaje T polugrupa. Svakom elementu a € T pridru-
zZimo skup Y, tako da je

a€Y,, Y,NY,=02 akoje a#b, (a,beT).
Za a,b€eT, neka su cp(“’b) 1Y, xY, = Y, preslikavanja za koja vazi:

(3) (x, b)go(a,b) — (a’ y)(’o(a,b) — a/b,
zasve v €Y, yeYy, abeT, i
(4) (2, )9, 2) p(@5:0) = (z, (y, 2)p(®)) plasbe),

za sve v €Y, —{a}, ye Y, —{b}, z€Y.—{c}, a,b,c € T. Definisimo
mnozenje * na S =UgerY, Sa:
zxy = (x,y)p@?), ako v€Y,, yeY, abeT.

Tada je S sa tako definisanim mnozZenjem polugrupa, u oznaci (T;Y,, (p(“’b)).

Dokaz. Uzmimo z,y,z2€ S, z€VY,, yeYy,, z€V,, a,bceT. Na
osnovu (4) dobijamo da je

(xxy)*z = (:E,y)cp(“»b) %2 = ((x7y)(p(a,b)’ z) plab.c)
= (2, (1, 2)9") 1P = 2 (y, 2) ") =z (y + 2).
Dakle, S je polugrupa. O

Podskup A polugrupe S je transverzala od S ako postoji kongruencija
¢ na S tako da svaka &-klasa sadrzi tacno jedan element iz A.

Slede¢om teoremom se karakteriSe retraktivna ekstenzija, odnosno ideal-
ska ekstenzija odredjena parcijalnim homomorfizmom:

Teorema 1.17. Neka T jeste ideal polugrupe S. Tada su sledeéi
uslovi ekvivalentni:

(1) S jeidealska ekstenzija od T odredjena parcijalnim homomorfizmom;
(i) S je retraktivna ekstenzija od T';
(tii) T je transverzala od S;
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(iv) S je izomorfna nekoj polugrupi (T;Y,,p(®).

Dokaz. (i) = (ii). Neka ¢ jeste parcijalni homomorfizam kojim je
odredjeno mnozenje na S. DefiniSimo preslikavanje ¢ :S — T sa:
{ TP ako je x € Sp
Y = . .
akoje z €T
Lako se proverava da 1 jeste retrakcija od S na T.

(1) = (7). Neka je ¢ retrakcija od S na T. Tada, u uobic¢ajenom
poistoveéivanju parcijalnih polugrupa S — T i Q°, gde je Q = S/T,
restrikcija v retrakcije ¢ na @Q° je parcijalni homomorfizam iz Q°® u T
i mnozenje na S je odredjeno tim parcijalnim homomorfizmom, na nacin
prikazan u Lemi 1.17.

(i) = (iv). Neka ¢ jeste retrakcija od S na T. Za a € T, neka
je Yo=apt={re€S|xp=a}. Tadaje S = UserY,, iza skupove
Y., a € T, su ispunjeni uslovi Leme 1.19.

Za proizvoljne z,y € S postoje a,b € T tako da je = € Y,, y €Yy,
tj. xp = a, yp = b, odakle je (xy)p = (xp)(yp) = ab € Yu. Leko se
proverava da za a,b € T, preslikavanje go(“’b) 1Y, xY, —» Y, definisano
sa:

(2, )" = (zy)e,
zadovoljava uslov (4) ida je mnozZenje na S definisano kao u Lemi 1.19.
Kako T jeste ideal od S, to vazi (3).

(iv) = (ii). Neka je S = (T;Y,,¢@?). Definisimo preslikavanje
w: S —1T sa xp=a akoje x€Y,, aeT. Lako se proverava da je ¢
retrakcija od S na T.

(77) = (7). Neka je ¢ kongruencija na S takva da u svakoj &-klasi
je tacno po jedan element iz T. Za a €T, nekaje C, ={x €S |alx},
i defini§imo preslikavanje ¢ : S — T sa zp =a akoje z € C,, a € T.
Jasno je da je ¢ retrakcijaod S na T.

(ii) = (i1i). Neka je ¢ : S — T retrakcija. Tada je & = kerp
kongruencija na S. Neka C' jeste proizvoljna &-klasa od S, i neka su
a,be CNT. Tadaje a=ap =0bp =>b. Prema tome, T je transverzala
od §. O

Teorema 1.18. Polugrupa T je retrakt svake svoje idealske eksten-
zije ako i samo ako T ima jedinicu.

Dokaz. Neka T jeste retrakt svake svoje idealske ekstenzije. Tada T
jeste i retrakt polugrupe S = T'. Neka ¢ jeste retrakcija od S na T.
Tada za proizvoljan =z € T je

z(lp) = (zp)(1p) = (zl)p = zp =z = (1x)p = (1p)(zp) = (1¢)z,
pa 1y jeste jedinica u T.
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Obratno, neka 7T jeste polugrupa sa jedinicom e. Neka S jeste
proizvoljna idealska ekstenzija od T. Tada se lako proverava da preslika-
vanje ¢ :.S — T definisano sa:

TP = we, (x €9),
jeste retrakcijaod S na T. O

Lema 1.20. Neka je & kongruencija polugrupe S. Za svaku kon-
gruenciju n na S koja sadrzi & definisimo relaciju n' na S/§ sa:

@) n'(ys) <«  xny, (z,y €9).
Tada n' jeste kongruencija na S/§ i preslikavanje n— n'  skupa svih
kongruencija polugrupe S koje sadrze & wu skup svih kongruencija polugrupe
S/€  je bijekcija koja ocuvava uredjenje.

Dokaz. Sledi neposredno. O

Neka T jeste ideal polugrupe S. Kongruencija & na S je T-
kongruencija ako njena restrikcija na T je ep. Idealska ekstenzija S
polugrupe T je gusta ckstenzija od S ako jednakost jeste jedina T-
kongruencija na S.

Lema 1.21. Neka je S idealska ekstenzija polugrupe T, neka &
jeste T-kongruencija na S i neka je S/§ idealska ekstenzija od T. Tada
S/&  jeste gusta ekstenzija od T ako i samo ako & jeste maksimalna
T-kongruencija na S.

Dokaz. Sledi na osnovu Leme 1.20. [

Teorema 1.19. Neka je D idealska ekstenzija polugrupe T, i neka
je Q@ = Q° polugrupa takva da je T NQ = @. Neka je ¢ : Q* — D
parcijalni homomorfizam za koji je (ap)(bp) € T, kad god je ab =0 u
Q, (a,be Q). Definisimo mnoZenje x na S=TUQ® sa:

(ap)db za a€ Q% beT,

Wb — a(by) za a€T, beQ°,
(ap)(bp) za a,b€ Q°®, ab=0 u Q,
ab inace.

Tada je S idealska ekstenzija od T pomocu Q.

Obratno, svaka idealska ekstenzija polugrupe T pomocu polugrupe @)
se moze ovako konstruisati, za neku ekstenziju D od T i neki parcijalni
homomorfizam ¢ iz Q° wuw D, pri cemu se moZe uzeti da je D gusta
ekstenzija od T i daje D=TUQ®p.

Dokaz. Nekaje S idealska ekstenzija od T pomocéu Q. U parcijalno
uredjenom skupu svih T-kongruencija na S, prema Zornovoj lemi, postoji
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maksimalni element, tj. postoji maksimalna T-kongruencija & na S. Neka
je D = S/¢, ineka je ¢ restrikcija prirodnog homomorfizma ¢ na
QR*=S-T.

Akosu a,b€ Q® i ab# 0 u Q, tadaje (ap)(bp) = (at?)(b¢f) =
(ab)¢® = (ab)p, paje ¢ je parcijalni homomorfizam. Ako su a,b € Q° i
ab=0 u Q, tj. abeT u S, tadaje (ap)(bp) = (at?)(b¢¥) = (ab)&h =
ab € S. Dalje, D = S¢ =T UQ®%. Prema Lemi 1.21, D je gusta
ekstenzija od T.

Za a € S, b€ Q* je abc S, paje ab = (ab)&? = (a&?)(b¢h) =
a(by). Sliéno se dokazuju i ostali slucajevi iz definicije mnozenja *. Prema
tome, polugrupa S moze biti konstruisana na nacin prikazan u formulaciji
teoreme.

Obrat sledi neposredno. [

Neka je S = SY. Element a € S je nilpotent ako postoji n € Z* tako
da je a™ = 0. Skup svih nilpotenata polugrupe S oznacavamo sa Nil(S).
Polugrupa S je nil-polugrupa ako je S = Nil(S). Idealska ekstenzija S
polugrupe T je nil-ekstenzija od T ako je S/T nil-polugrupa, tj. ako je
VT = S. Polugrupa S = S° je nilpotentna ako postoji n € ZT tako da
je S"t1 =0. Akoje S"*t! =0, tada kazemo da je S (n+ 1)-nilpotentna.
Polugrupa S je nilpotentna, klase nilpotentnosti n+1, akoje S (n+1)-
nilpotentna i nije n-nilpotentna. Neka je n € Z*. Idealsku ekstenziju S
polugrupe 7' pomo¢u nilpotentne ( (n+1)-nilpotentne) polugrupe nazivamo
nilpotentna ( (n + 1)-nilpotentna) ekstenzija od T. Retraktivnu (n + 1)-
nilpotentnu ekstenziju polugrupe 7T nazivamo n-inflacija polugrupe T,
1-inflaciju nazivamo inflacija, a 2-inflaciju nazivamo jaka inflacija.

Zadaci.

1. Nekasu I i J ideali polugrupe S. Tadasui INJ i TUJ ideali
od Si (IUJ)/J=I/(INJ).
2. Polugrupa S je polugrupa sa jedinstvenim razlaganjem ako svaki nenula
element iz S ima jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz S — S2.
Nekasu T =T° i S polugrupe. Tada
(a) postoji polugrupa U sa jedinstvenim razlaganjem i homomorfizam
¢ iz U na T takavdaje [0~ =1;
(b) akoje a parcijalni homomorfizam iz U® u S tako da je ker¢ C kerar
na U®, tada preslikavanje «:T°® — S definisano sa: yo’ = za, gde
je x €yp~t, (y€T*), jeste parcijalni homomorfizam iz T® u S.
Obratno, svaki parcijalni homomorfizam iz T* u S je odredjen na takav
nacin. Pri tome, preslikavanje « — o’ je injektivno.
3. Neka IR(S) jeste skup svih idealskih retrakcija polugrupe S i neka
RI(S) jeste skup svih retraktivnih ideala polugrupe S. Tada vazi:
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(a) Akoje ITR(S) polumreza u odnosu na proizvod preslikavanja, onda je
RI(S) polumreza u odnosu na presek i RI(S) je homomorfna slika
od TR(S).

(b) Akojeili S? =S, ilizasve a,be S, iz a®> =b*>=ab=ba sledi da
je a=0, tada je IR(S) polumrezai RI(S) = IR(S).

4. Nekaje S polugrupa takva da je S? =S ili da za sve a,b € S, iz
a’? =b>=ab=ba sledidaje a=0»b, iakoje I ideal od S, tada postoji
najviSe jedna retrakcija od S na I.

5. Polugrupa S je retraktivna ekstenzija polugrupe T i T je polumreza
Y polugrupa T,, a € Y, akoisamo ako S jeste polumreza Y polugrupa
Sa, @ €Y, pri cemu je S, retraktivna ekstenzija od T, sa retrakcijom
Yo, @ €Y, izasve ty, €Ty, To € So, T3 € S5 je

(@) (zatp)Pap = (Tava)(Tspp);

(b) (tazp)Pap = tars;

(c) (zpta)Psa = Tata.

6. Nekaje T polugrupa, neka je @ neprazan skup ineka je ¢ proizvoljno
preslikavanje iz @ u 1. Tada S = QUT sa mnozenjem definisanim
sa: xxy = (xp)(yp), x*xa = (xp)a, axz = a(zy), a*xb = ab, za
z,y € Q, a,be T, jeste polugrupai S je inflacija polugrupe 7. Obratno,
svaka inflacija polugrupe T se moze dobiti na ovakav nacin.

Literatura. Arendt and Stuth [2], Bogdanovi¢ and Mili¢ [3], Clif-
ford [3], Clifford and Preston [1], Cohn [1], Johnson and McMoris [1], Kpu-
Benko [1], [2], Petrich [6], Petrich and Grillet [1], Putcha and Weissglass [4],
[5], Tamura [5], Tully [1], Wallace [1], Yamada [2].

1.8. Greenove relacije.

Na proizvoljnoj polugrupi S, definisemo relacije tipa L, R, J, H i D
sa:
alb & L(a)= L(b) (a,b e S);
aRb < R(a) = R(b) (a,b e S);
aJb & J(a)=J() (a,beS);
H=LNTR, D=LR.
Ove relacije su relacije ekvivalencije i nazivamo ih Greenove relacije ili Green-
ove ekvivalencije. Sa Ly (Ra, Jo, Ha, Dg) oznacavamo L- (R-, J-, H
D-) klasu elementa a.
Dokazi za sledece dve leme ¢e biti izostavljeni.

Lema 1.22. Nekasu a i b elementi polugrupe S. Tada je
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alb < (3r,yeSt) za=0b, yb=a;
aRb & (Ju,ve S au="b, bv =a;
aJb & (3r,y,u,v € St xay=0b, ubv=a. O

Neposredno iz Leme 1.22; dobijamo:

Posledica 1.12. Svaki idempotent e polugrupe S je leva jedinica
za elemente iz R. 1 desna jedinica za elemente iz L.. [

Lema 1.23. Relacija £ je desna kongruencija a relacija R je leva
kongruencija. [

Lema 1.24. Relacije £ i R komutiraju.

Dokaz. Uzmimoda aLRb, a,be S. Tada postoji ¢ € S tako da je
alc i ¢Rb. Sada na osnovu Leme 1.22. je a =uc, b = cv, ¢ = wa = bz,
za neke w,v,w,z € S'. Uzmimo da je d = av. Tada je

d=ucv =ub, a =uc=ubz =dz, b=cv=wav = wd.
Dakle, aRd i dLb, paje LR C RL. Sli¢no se dokazuje da je RL C LR.
Prema tome, LR =RL. O

Neposredno proveravamo da je LUR C J 1 D C J. Jasno, postoje
polugrupe u kojima neke od Greenovih relacija jesu medjusobno jednake.
Na primer, u komutativnoj polugrupi su sve Greenove relacije medjusobno
jednake. Postoje primeri polugrupa kod kojih je D pravi podskup od J
(vidi Zadatak 1.). Ovde ¢emo dokazati da se relacije D i J poklapaju na
jednoj znacajnoj klasi polugrupa - na klasi potpuno w-regularnih polugrupa.

Element a polugrupe S je potpuno m-reqularan ako postoji n € Z* i
x € S tako da je a™ = a"xa™ i a"x = xa™. Polugrupa S je potpuno
w-reqularna ako svaki njen element jeste potpuno mw-regularan.

Propozicija 1.5. Na potpuno m-regularnoj polugrupi je D = J.

Dokaz. Nekaje S potpuno m-regularna. Uzmimo a,b € S takve
daje aJb. Tadaje a = xby, b = uav, za neke z,y,u,v € S', pa je
a = z(uav)y = (zu)a(vy), odakle je a = (zu)™a(vy)™, za svaki m € Z™.
Uzmimo n € ZT, z € S, tako da je (zu)" = (zu)"z(zu)”, (zu)"z =
z(zu)™. Tada je a = (zu)"a(vy)” = (zu)"z(zu)"a(vy)” = (zu)"za =
z(zu)"a € S'ua. Prema tome, aLua. Sliécno dokazujemo da je aRav.
Takodje, kako je L desna kongruencija, to je b = uav Lav. Prema tome,
aDb, odakle je J CD. Kako obratna inkluzija uvek vazi, to je J = D.
O

Vise o potpuno w-regularnim polugrupama bi¢e dato u Glavi 2.

Neka je v relacija ekvivalencije polugrupe S, nekasu A i B podskupovi
od S, ineka ¢: A — B. Kazemo da preslikavanje ¢ ocuvava ~y-klase
ako je xyxp, zasvaki x € A.
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Lema 1.25. (Greenova lema) Neka su a i b R-ekvivalentni el-
ementi polugrupe S, i neka su wu,v € S' elementi za koje je au =b i
bv =a. Tada preslikavanja

(5) x—xu, (xr€ L,), y—yv, (y € Ly),
jesu uzajamno inverzne bijekcije iz L, ma Ly 11z Ly na Lo, redom,
koje ocuvavaju R-klase.

Dokaz. Primetimo da su preslikavanja data sa (5) restrikcije translacija
0w 1 0y, ma L, i Ly, redom. Za x € L,, iz zLa dobijamo da
je zulau = b, jer je L desna kongruencija. Prema tome, g, slika
L, u Lp. Sliéno dokazujemo da o, slika L, u L,. Takodje, za
x € Ly, iz xLa sledi da je = = wa, za neki w € S', odakle je
TO0u0y = Tuv = wauv = wbv = wa = x. Slitno dokazijemo da je y0,0, = ¥,
za svaki y € Lp. Prema tome, preslikavanja (5) su uzajamno inverzne
bijekcije iz L, na L, iiz L, na L,, redom.

Za x € L, je x =x0,0, = (zu)v, odakle je xR zu. Slicno dokazujemo
da je yRyv, zasvaki y € Lp. Prema tome, preslikavanja (5) oc¢uvavaju
R-klase. [

Slicno se dokazuje i dualno tvrdjenje, koje takodje zovemo Greenova lema:

Lema 1.26. (Greenova lema) Neka su a i b L-ekvivalentni el-
ementi polugrupe S, i neka su s,t € S' elementi za koje je sa =b i
tb=a. Tada preslikavanja

(6) x sz, (r€ Ry,), y—ty, (y€ Ryp),

jesu uzajamno inverzne bijekcije iz R, na Ry i1z Ry na R,, redom,
koje ocuvavaju L-klase. [

Lema 1.27. Nekasu a i b elementi polugrupe S.
(a) Ako je ab € H,, tada je preslikavanje x — xb, (x € H,), bijekcija
iz H, na sebe;
(b) Ako je ab € Hy, tada je preslikavanje =+ ax, (x € Hyp), bijekcija
iz Hp na sebe.

Dokaz. (a) 1z abe H, sledi daje abRa, odakle je a = (ab)u, za
neki u € St, pa prema Greenovoj lemi, preslikavanja ¢ : x — zb, (v € L,),
i ¢ :y—yu, (y€ Luw = L,), suuzajamno inverzne bijekcije iz L, na
sebe, koje ocuvavaju R-klase. Neka je 1 1 7’ restrikcije od & 1 &/,
redom, na H,. Za z € H, je xn=xf € L,. Sa druge strane, kako £
ocuvava R-klase, to je xRz = zn, tj. xn € R, = R,. Prema tome,
xn € LyNR, = H,, pa n slika H, usebe. Slicno dokazujemo da 7’
slika H, usebe. Jasno jedasu n i n' uzajamno inverzne bijekcije iz H,
na sebe.
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(b) Dokazuje se slicno kao (a). O

Teorema 1.20. (Greenova teorema) Neka H jeste H-klasa polu-
grupe S. Tada je H>NH =@ ilije H> = H.
U sluéaju da je H?> = H, H je (maksimalna) podgrupa od S.

Dokaz. Uzmimo daje H2NH # @, tj. da postoje a,b e H tako da
ab € H. Prema Lemi 1.27, preslikavanja
x—xb, (x€ H), y—ay, (yeH),
su bijekcije od H na sebe. Prema tome, ah,hb € H, za svaki h € H, pa
ponovo prema Lemi 1.27. dobijamo da za svaki h € H, preslikavanja
x—axh, (re€H), y— hy, (ye€H),
jesu bijekcije iz H na sebe. Dakle, hH = Hh = H, za svaki H, odakle
dobijamo da je H? = H i H je podgrupa od S. Lako se proverava da je
H maksimalna podgrupa od S. [

Posledica 1.13. Ako je e idempotent polugrupe S, tada je H,
podgrupa od S. Osim toga, H-klasa od S ne moZze sadrzati vise od jednog
idempotenta. [

Element « polugrupe S je regularan ako postoji =z € S tako da je
a = axa.

PI‘OpOZiCija 1.6. Ako D-klasa D polugrupe S sadrzi reqularan
element, tada svaki element iz D jeste reqularan.

Dokaz. Nekaje a regularan element iz D inekaje b€ D. Tada je
aDb, tj. ua =c, vc=a, cs =0b, bt =c zaneke c € S, u,v,s,t € S'.
Ako je x € S tako da je a = ara, tada je

b= cs = uas = varas = cras = crvcs = cxvb = btxvb.

Prema tome, b je takodje regularan. [

Sobzirom na Propoziciju 1.6, D-klasu polugrupe S koja sadrzi regularan

element (tj. ¢iji je svaki element regularan) nazivamo regularna D-klasa.

PI‘OpOZiCija 1.7. U regularnoj D-klasi D polugrupe S, svaka
L-klasa 1 svaka R-klasa sadrie bar po jedan idempotent.

Dokaz. Akoje a€ D, i a=aza, zaneki z € S, tada ax,za €
E(S), rza€ L, i ar € R,. O

Nekasu A i B ideali polugrupe S takvi daje A C B. Neposredno
se proverava da se faktor B/A moze potopiti u faktor S/A, pa obi¢no
uzimamo da je B/A podpolugrupa od S/A.

Neposredno iz Teoreme 1.4. i Leme 1.20, dobijamo



1.8. GREENOVE RELACIJE 41

Lema 1.28. Nekaje A ideal polugrupe S.
(a) Ako je B ideal od S takav da je A C B, tada je BJA ideal od
S/A i (S/A)/(B/A) = S/B.
(b) Preslikavanje 6 : B — B/A je bijekcija iz Zd(S) na Zd(S/A) koja
ocuvava uredjenje. [

Neka je a element polugrupe S. Sa I(a) oznacavamo skup I(a) =
J(a) —J, ={z € J(a) | J(z) C J(a)}.

Lema 1.29. Nekaje a element polugrupe S takav da je I(a) # @.
Tada je I(a) ideal od S. Stavise, I(a) je najveéi element uredjenog
skupa svih ideala od S strogo sadrzanih v J(a).

Dokaz. Uzmimo b€ I(a), x € S. Tadaje J(bzx) C J(b) C J(a), i
bx € J(a), paje bxr € I(a). Slicno dokazujemo da je zb € I(a). Prema
tome, I(a) jeideal od J(a).

Neka je A proizvoljan ideal od S strogo sadrzan u J(a). Za x € A,
J(x) CAC J(a), i € J(a), paje x € I(a). Prema tome, A C I(a).
Dakle, I(a) je najve¢iideal od S strogo sadrzan u J(a). O

Zbog pojedostavljenja rada, uvodimo sledeé¢i dogovor: Za polugrupu S,
pod faktorom S/@ podrazumevamo samu polugrupu S.

Za element a polugrupe S, faktor polugrupu J(a)/I(a) nazivamo
glavni faktor polugrupe S koji odgovara elementu a.

Vaznu osobinu glavnih faktora daje sledeca

Teorema 1.21. Neka je a element polugrupe S. Tada vazi jedan
od sledecih uslova:
(a) J(a) je jezgro od S;
(b) I(a) # @ i glavni faktor J(a)/I(a) je ili O-prosta polugrupa ili
nul-polugrupa.

Dokaz. Neka J(a) nije jezgro od S. Tada postoji ideal A od S
tako da je A C J(a). Za z € A je J(xz) CAC J(a), paje z € I(a).
Prema tome, I(a) # @.

Neka je A nenula ideal polugrupe S/I(a). U odnosu na bijekciju 6
definisanu kao u Lemi 1.28, idealu A odgovara ideal B od S takav da je
I(a) C B C J(a). Prema Lemi 1.29, B = J(a), odakle je A= J(a)/I(a).
Dakle J(a)/I(a) je O-minimalan ideal od S/I(a), pa prema Posledici 1.7.
J(a)/I(a) je O-prosta polugrupa ili nul-polugrupa. O

Zadaci.

1. Neka je T monoid i H njegova grupa jedinice. Neka je 6 ho-
momorfizam iz T u H, i N je skup nenegativnih celih brojeva. Tada
S =N xT x N samnozenjem definisanim sa:
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(mya;n)(p;byq) = (m —n+;(ad" ") (00" F);q —p+ 1),
za (mya;n),(p;b;q) € S 1iza t = max{n,p}, jeste polugrupa, u oznaci
S = BR(T,0), koju nazivamo Bruck-Reillyeva ekstenzija od T pomocu 6.
Dokazati sledeca tvrdjenja:
(a) S je prosta polugrupa;
() (m;a;n)Ds(p;biq) & aDrb,  ((mja;n), (p;biq) € S);
(¢) Svaka polugrupa T se moZe potopitiu BR(T',0), gde 0 : T — {1};
(d) Ako je T polugrupa bez jedinice, 0 : T — {1} i S = BR(T!,0),
tada je D# J na S.
2. Akosu o,B € T.(X), tada je
(a) alp & Xa=Xp;
(b) aRpB < kera = kerf;
(
(d

)
)
9) aDﬁ & [Xal =[X;
) D
3. Neka su a i b elementi polugrupe S. Tada je (a,b) € LT ako i
samo ako su a i b L-ekvivalentni u nekoj nadpolugrupi od S. Relacija
L' je uopstenje Greenove relacije £. Dualno se definise relacija RT. Sa
H' oznacavamo presek relacija £t 1 RT. Dokazati sledeéa tvrdjenja:
(a) aLth & ((Vm,yeSl)am:ay & bm:by);
(@) aR'b & ((Va,y € S') za=ya & xb=yb).
() LT (R") je desna (leva) kongruencija polugrupe S.
() H'-klasa koja sadrzi idempotent jeste kancelativan monoid.
4. Akosu e i f idempotenti polugrupe S, tada je

eLf & e=e¢ef, f=feieRf & e=fe, f=cef.

Literatura. Bruck [1], Ciri¢ and Bogdanovié¢ [11], Clifford and
Preston [1], Drazin [1], Fountain [2], [3], Green [1], Howie [1], Kapp [1],
Lallement [3], Marki and Steinfeld [1], Miller [1], Miller and Clifford [1],
Munn [1], [2], Sedlock [1], Steinfeld [3].

1.9. Slobodne polugrupe.

Neka je A neprazan skup koji ¢emo nazivati alfabet i ¢ije emo elemente
nazivati slova. Konacan niz xzix9---xz, elemenata iz A nazivamo reé
nad alfabetom A. Iz ove deﬁmcue se vidi da su dve re¢i x1zo---x, 1
Y1y2 - - - Ym nad alfabetom A jednake ako i samo ako je n=m 1 z; = y;,
za svaki i € {1,2,...,n}. Na skupu AT svih rec¢i nad alfabetom A
definiSemo operaciju, koju nazivamo dopisivanje, spajanje ili konkatenacija,
na sledeéi nacin:

(551372 e 'l’n)(ylyQ T ym) =X1X2 - TnY1Y2 - Ym,



1.9. SLOBODNE POLUGRUPE 43

T1, T T, Y1Y2 - Ym € AT. Tada AT satom operacijom jeste polugrupa
koju nazivamo slobodna polugrupa nad alfabetom A. Jedini¢no prosirenje
polugrupe AT pomoéu elementa e nazivamo slobodan monoid nad alfa-
betom A, i oznacavamo ga sa A*. Jedinicu & monoida A* nazivamo
prazna re¢. Ako je |A| =1, tadaje AT beskona¢na monogena polugrupa,
tj. polugrupa izomorfna aditivnoj polugrupi pozitivnih celih brojeva, i A*
je monoid izomorfan aditivnom monoidu nenegativnih celih brojeva. Ako je
|A| > 2, tada slobodna polugrupa A* ne moze biti komutativna. Ako je
n € ZT, konacan alfabet sa n slova oznac¢avamo sa A,.

Iz definicije slobodne polugrupe se vidi da svaka re¢ w € AT ima jedin-
stveno razlaganje u proizvod elemenata iz A. Neposredna posledica toga
je sledeca

Teorema 1.22. Nekaje A neprazan skup, neka je S polugrupa
ineka ¢ : A — S. Tada postoji jedinstven homomorfizam @ : AT — S
takav da je = = xp, za svaki x € A. Pri tome, homomorfizam @ je
sirjektivan ako i samo ako Ay generise S.

Dokaz. Definisimo @: At — S sa:

(@122 -+ 2n)P = (z1)p(200) - - (TN p),
za x1To---T, € AT. Neposredno se provarava da je @ homomorfizam i
da je zp = xp, za svaki x € A.

Neka je 9 : AT — S homomorfizam takav da je xv) = xp, za svaki
x € A. Tada za proizvoljan u = x1x9---x, € AT imamo da je

wh = (x1@2 - 2n )1h = (219) (221 - -+ (xn?) = (19)(29) - - - (Tnp)

= (219)(229) - - (20 P) = (w122 -+ - T) P = UP.
Prema tome, 1 = @, ¢ime je dokazana jedinstvenost homomorfizma @.

Neka Ag generise S. Uzmimo a € S. Tada je a = ajas---an,
za neke ai,as,...,a, € Ap, pa postoje xi,Zo,...,T, € A, tako da je
xip =a;, za i €{1,2,...,n}, odakle je a = (x1x2---x,)p. Prema tome,
© je sirjekcija.

Obratno, ako je @ sirjekcija i ako je a € S, tada je a = up, za
neki v € AY, i w = xyx9---x,, za neke xzi,T9,...,x, € A, pa je
a = (zr19)(T2p) - - (Tny), pricemusu z;p € Ap, i € {1,2,...,n}. Prema
tome, Ag generise S. [

Za homomorfizam ¢ iz Teoreme 1.22. kazemo da je odredjen preslika-
vanjem . Ako je ¢ neki automorfizam slobodne polugrupe A* nad
alfabetom A, tada se lako dokazuje da je A¢ = A, odakle zaklju¢ujemo da
je svaki automorfizam slobodne polugrupe A* odredjen nekom permutaci-
jom alfabeta A, i obratno.

Iz Teoreme 1.22. dobijamo sledece posledice:
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Posledica 1.14. Svaka polugrupa je izomorfna nekoj faktor polugrupi
neke slobodne polugrupe.

Dokaz. Akoje A generatorni skup polugrupe S iakoje ¢: A — S
preslikavanje definisano sa z¢ = z, za svaki = € A, tada prema Teoremi
1.22, postoji homomorfizam ¢ iz AT na S takav daje xp =z, za svaki
x € A. Prema tome, S je homomorfna slika od A", pa prema Teoremi o
homomorfizmu, faktor polugrupa S/kerp je izomorfna polugrupi S. O

Posledica 1.15. Neka je A podskup polugrupe S. Tada je S
izomorfna slobodnoj polugrupi A% ako i samo ako svaki element iz S ima
jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz A.

Dokaz. Neka svaki element iz S ima jedinstveno razlaganje u proizvod
elemenata iz A. Nekaje ¢ : A — S preslikavanje definisano sa: zp = x, za
svaki x € A. Prema Teoremi 1.22, ¢ se moze prosiriti do homomorfizma
p : At — S. Prema Propoziciji 1.1, A = Ap generise S, pa prema
Teoremi 1.22, @ je sirjektivan. Kako je razlaganje svakog elementa iz S u
proizvod elemenata iz A jedinstveno, to je @ injektivan. Prema tome, @
je izomorfizam.
Obrat sledi neposredno. [

Iz Posledice 1.14. vidimo da je svaka polugrupa, do na izomorfizam,
odredjena nekim svojim generatornim skupom A i nekom kongruencijom
¢ slobodne polugrupe AT, $to nas upuéuje na ideju da polugrupu zada-
jemo parom A, £. Sa druge strane, kako tezimo $to jednostavnijem nacinu
zadavanja polugrupa, to umesto kongruencije £ nastojimo da izmemo neku
manju relaciju § na AT koja generise £. Sve to nas dovodi do pojma
kopredstavljanja polugrupe.

Neka je 0 relacija slobodne polugrupe A" nad alfabetom A. Par (A;0)
nazivamo kopredstavijanje. Ako je 6 = {(u;,v;) € AT x AT | i € I}, tada
pisemo i (A;u; =v;, i € I) umesto (A;0). Kopredstavljanje (A4;60) je
kopredstavljanje polugrupe S ako je S izomorfna faktor polugrupi A+ /0%
slobodne polugrupe A™. U tom sluc¢aju kazemo i da je S zadata (data)
kopredstavljanjem (A;6), ikazemo da w; = v;, @ € I, jesu definicione
korelacije polugrupe S. Ako poistovetimo polugrupe A*/6# i S, tada
prema Teoremi 1.22. dobijamo da skup A(f#)% generise S. Jasno je da
polugrupa moze imati viSe razli¢itih kopredstavljanja. Prema tome, problem
zadavanja polugrupe putem kopredstavljanja se svodi na izbor generatornog
skupa polugrupe i izbor §to jednostavnijeg skupa definicionih korelacija. Za
vie informacija o ovoj temi upuéujemo na G.Lallement [3].

Neka je w re¢ nad alfabetom A. Za z € A, sa |z|, oznacavamo broj
javljanja slova x ureéi w. Broj |w| = X,calz|, nazivamo duzina reci
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w. Skup c(w)={x € A| |z|, > 1}, tj. skup svih slova koja se javljaju u
re¢i w mnazivamo sadriaj re¢i w. lzraz "w(wx1,za,...,x,)” oznacava da
je c(u) ={z1,z9,...,2,}. Akoje w=mzix9 - 2,, gdesu x; € A, tada
re¢ W = xpTp_1---x1 nazivamo dualna re¢ reéi w. Svaki faktor (levi
faktor, desni faktor) re¢i w nazivamo podrec¢ (levi rez, desni rez) reCi w.
Glava re¢i w, u oznaci h(w), jelevirez od w duzine 1, tj. prvo slovo
re¢i w. Rep re¢i w, u oznaci t(w), definiSemo sa t(w) = h(w). Sa
h(®)(w) oznacavamo levi rez reci w duzine 2, i t?)(w) = h3 (w).

Neka je w re¢ nad alfabetom A = {z; | i € I}. Nekaje S polugrupa
i neka je (a;) € S, gde ST oznacava Dekartov proizvod Il;crS;, gde je
S; =28, zasvaki i € I. Akoje ¢: AT — S homomorfizam odredjen sa
xi¢ = a;, zasvaki ¢ € I, tada element w¢ € S nazivamo vrednost reéi w u
valuaciji (a;) polugrupe S. Primetimo da ako je c(w) = {x;,, ziy, ... , 2, },
tada w¢ zavisi samo od elemenata a;,,a;,,...,a; . Drugim re¢ima,
element w¢ je proizvod elemenata a;,,ai,, ... ,a;,, dobijen na taj nacin Sto
smo slova z;,,%;,,... ,x;, ureti w zamenili elementima a;,,a;,,... ,a;,,
i operaciju dopisivanja u AT smo zamenili proizvodom u S. Shemu
koja opisuje vrednosti re¢i w u svim valuacijama polugrupe S nazivamo
raspodela re¢i w u polugrupi S.

Izraz "u=v", gdesu u i v recinad alfabetom A, nazivamo identitet
nad alfabetom A. ldentitet w = u nazivamo trivijalni identitet. Ostale
identitete nazivamo netrivijalni identiteti.

Identitet u = v nad alfabetom A je istotipan ako je c(u) = c¢(v). U
suprotnom, tj. ako je c(u) # c(v), identitet w=1v je raznotipan.

Neka je uw = v identitet nad alfabetom A. Polugrupa S zadovoljava
identitet uw = v ako je u¢ = v¢, za svaki homomorfizam ¢ : AT — S.
Drugim re¢ima, polugrupa S zadovoljava identitet v =wv akoredi w i v
imaju istu vrednost u svakoj valuaciji polugrupe S.

Neka €2 jeste neki skup identiteta nad alfabetom A. Polugrupa S
zadovoljava skup identiteta 2 ako S zadovoljava sve identitete iz €. Sa
[©2] oznacavamo klasu svih polugrupa koje zadovoljavaju skup identiteta €2
nad alfabetom A. Ako se skup €} sastoji od kona¢nog broja identiteta,
tj. ako je Q= {u; =v1,...ur = v}, tada piSemo [u; = v1,...,ur = vi]
umesto [€2].

Klasa V polugrupa je wvarijetet (mnogostrukost) ako postoji skup
identiteta nad nekim alfabetom A takav da je V = [Q)].

Veoma znacajnu osobinu varijeteta daje naredna teorema, ¢iji dokaz éemo
izostaviti. Za dokaz te teoreme upuéujemo na P.M.Cohn [1].

Teorema 1.23. (Teorema Birkhoffa) Neprazna klasa V polugrupa
je varijetet ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:
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(a) Swvaka podpolugrupa proizvoljne polugrupe iz V je iz V;
(b) Svaka homomorfna slika proizvoljne polugrupe iz V je iz V;
(¢) Direktan proizvod proizvoljne familije polugrupa iz V je iz V. O

Za klasu € polugrupa koja zadovoljava uslov (a) ((b), (¢)) kazemo da
je zatvorena za podpolugrupe (homomorfne slike, direktne proizvode).

Skupovi € i € identiteta nad alfabetom A su ekvivalentni ako
odredjuju isti varijetet polugrupa, tj. ako je [Q] = []. Prema tome,
identiteti v = v 1 = v’ nad alfabetom A su ekvivalentni ako je
[u=v] =[u =]

Identiteti w = v i ' = v nad alfabetom A su p-ekvivalentni ako
postoji automorfizam ¢ polugrupe AT daje v =u¢ i v/ =wv¢ (tj. ako
se identitet u' = v’ moze dobiti iz identiteta w = v permutacijom slova).
Ako je 1) endomorfizam slobodne polugrupe AT, tada se neposredno
proverava da je [u = v] C [uyp = v1)], odakle dobijamo da su p-ekvivalentni
identiteti ekvivalentni.

Na kraju ¢emo razmotriti nekoliko varijeteta vaznih za dalji rad:

Teorema 1.24. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je pravougaona traka;

(i) S je anti-komutativna polugrupa;

(zii) S € [zyx = x];
(i) S € [2?=z,2yz = 22].

Dokaz. (i) = (ii). Sledi neposredno.

(ii) = (iii). Kako za svaki a € S, a komutirasa a?, toje a® =a, pa
S jeste traka. Sada za proizvoljne a,b € S imamo da je a(aba) = aba =
(aba)a, paje aba =a. Dakle, S € [zyz = z].

(7i1) = (iv). Ako je S € [ryxr = x|, tada za proizvoljne a,b,c € S je
ac = acabcac = abc, pa S € [ryz = z2]. Takodje,za a € S, a = aa’a = a*
i a=aaa= a3 odakleje a=a% Dakle, S € [2?=uz zyz = x2].

(iv) = (i). Fiksirajmo s € S. Neka je I = {z € S | zs = z},
A={yeS|sy=y}. Tadaje I #@ i A# @, jerje s INA.
Definisimo preslikavanje ¢: I x A — S sa: (x,y)p =zy, ((z,y) € I x A).
Neposredno se proverava da je ¢ homomorfizam.

Uzmimo (z,y),(a,b) € I x A tako da je (z,y)¢ = (a,b)¢, tj. xy = ab.
Tada je xa = zya = aba = a. Sa druge strane, iz x,a € I dobijamo da je
xs =z, as = a, odakle je a =xa = xas =xs =x. Slicno dokazujemo da
je y=1>0. Prema tome, ¢ je injekcija.

Uzmimo a € S. Tada je as € I, sa € A i (as,sa)p = assa = a.
Prema tome, ¢ je sirjekcija. Dakle, ¢ je izomorfizam. [

2
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Teorema 1.25. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S € [2% = z,arya = ayza);
(ii) S €[22 =z, axyb = ayxb];

(iii) S € [2? = x, azy = azyay] N [2? = z,yra = yayza).

Dokaz. (i) = (ii). Uzmimo a,z,y,b€ S. Tada je
axyb = axybaxryb = aybraryb = aybaryxb = ayrbayrb = ayxbd.
(ii) = (¢i3). Uzmimo a,z,y € B. Tada je
ary = arYyary = arryay = aryay.
Sliéno dokazujemo i da je yxra = yayra. Prema tome, vazi (iii).
(7i7) = (¢). Uzmimo a,z,y € B. Tada je
arya = ayaarya = ayarya = ayryaayarya
= ayr(ya)?zya = ayryazya = ay(rya)? = ayrya,
ayra = ayraaya = ayraya = ayrayaayrya
= ayz(ay)?zya = ayvayrya = (ayz)*ya = ayrya.
Prema tome, axya = ayza, pavazi (i). O

Polugrupa S je levo (desno) polunormalna traka ako je S € [2% =

z,avy = axyay] (S € [#? = x,yra = yayza]). Polugrupa S je normalna
traka ako je S € [v? = z, azya = aywa] = [2? = x, azyb = ayxb].

Zadaci.

1. Polugrupa S ima jedinstveno razlaganje ako i samo ako S jeste
slobodna ili S jeste Reesov faktor slobodne polugrupe.
2. Nekaje U polugrupa sa jedinstvenim razlaganjem i neka je X = U—U?2.
Tada za proizvoljnu polugrupu S, svako preslikavanje iz X u S se moze
prosiriti do parcijalnog homomorfizma iz U® u S.
3. Polugrupa zadovoljava identitet (zy)"™ = 2"y" za svaki n € ZT ako i
samo ako ga zadovoljavaza n=2 i n=3.
4. Neprazna klasa V polugrupa je varijetet ako i samo ako vaze slede¢i
uslovi:

(a) Svaka homomorfna slika proizvoljne polugrupe iz V je iz V;

(b) Svaki poddirektan proizvod proizvoljne familije polugrupa iz V je iz

V.

9. Neka V jeste varijetet polugrupa, X je klasa svih poddirektno
nesvodljivih polugrupa iz ¥V i S je polugrupa. Tada kongruencija &
polugrupe S, razli¢ita od wg, jeste V-kongruencija ako i samo ako &
jeste presek neke familije AX'-kongruencija.
6. Polugrupa S je pravougaona traka ako i samo ako S jeste direktan
proizvod levo nulte i desno nulte trake.
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7. Uredjenje < polugrupe S je levo (desno) saglasno ako za a,b,x € S,
iz a <b sledidaje za < ya (ax < bx), i < je saglasno ako je levo i
desno saglasno. Dokazati da je prirodno uredjenje trake B saglasno ako i
samo ako B jeste normalna traka.

Literatura. Arendt and Stuth [1], [2], Burris and Sankappanavar
[1], Cohn [1], Lallement [3], Maasues [2], Petrich [19], IIlespur n Boakos
[1], Hleepun u Cyxanos [1], Shyr [1], Tamura and Nordahl [1], Tamura and
Shafer [1].
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m-regularne polugrupe

Da bi uopstio pojam idempotenta J.von Neumann je 1936. godine uveo
pojam regularnog elementa. Kasnije, klasa regularnih polugrupa i razne
njene podklase su u vise monografija postale glavni predmet proucavanja.
Opstiji od pojma regularnog je pojam w-regularnog elementa koji su uveli
R.Arens i LKaplansky 1948. godine. Citalac ¢e sam primetiti da 7-
regularne polugrupe, koje ée se provlaciti, gotovo, tokom cele ove knjige,
jesu u vrlo bliskoj vezi sa nil-ekstenzijama polugrupa. U ovoj glavi ¢e biti
izlozena neka osnovna svojstva ovih polugrupa. Moglo bi se reéi da je ovde
glavni rezultat dat Teoremom 2.2. kojom se na razne nacine karakterisu
potpuno 7w-regularne polugrupe, tj. polugrupe u kojima za svaki element
neki njegov stepen lezi u nekoj podgrupi. Primetimo da se ovde srece i po-
jam pseudoinverza koji je uveo M.P.Drazin 1958. godine, a koji je opstiji od
pojma grupnog inverza. Spomenué¢emo i Teoremu Munna koja ¢e u daljim
razmatranjima biti vrlo korisna, a kojom se opisuju potpuno w-regularne
proste polugrupe. Date su i razne moguénosti definisanja m-inverznosti.

2.1. Opsta svojstva.

Uopstavajuéi pojam idempotenta von Neumann [1] je uveo pojam reg-
ularnog elementa. Element a polugrupe S je regularan ako postoji
xr € S tako da je a = axza. Skup svih regularnih elemenata polugrupe
S oznacavamo sa Reg(S) inazivamo ga regularni deo od S. Polugrupa S
je regularna ako svaki njen element jeste regularan, tj. ako je S = Reg(S5).

Element a polugrupe S je w-regularan ako postoje ne€ ZT i xz € S
tako da je a™ = a™xza™, tj. ako neki stepen elementa a jeste regularan.
Polugrupa S je m-regularna ako svaki njen element jeste w-regularan.

Lema 2.1. Slededi uslovi za element a polugrupe S su ekvivalentni:
(1) a je m-regularan;

(ii) postoji n € ZT tako da R(a™) (L(a™)) ima idempotentan generator;

(i4i) postoji n € Z* tako da R(a™) (L(a™)) ima levu (desnu) jedinicu.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje a = -regularan, tj. neka postoje n € Z+
i eS8 tako da je a"™ = a"za™. Uzmimo da je e = a"x. Tada je

R(a™)=R(e) i e= E(S), pavazi (ii).

49
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(17) = (i). Ako vazi (ii), tada je R(a") = R(e) za neke n € Z%
i e € E(S), papostoje z,y € S tako da a" = ex, e = a™y, odakle
dobijamo da je

a = ex = €2

xr=ea" = a"ya".
Prema tome, a je m-regularan.

(i) = (i1). Neka je a" = a"za™ zaneke n € Z+, z € S ineka je
e = a"z. Uzmimo proizvoljan b € R(a™). Tadaje b=a"y zaneki y €S,
pa je

eb=a"zb=a"za"y = a"y = b.

Prema tome, e je leva jedinica u R(a™).

(i1i) = (i). nekaje m € Zt takoda R(a™) ima levu jedinicu e. Tada
ja e=a"r zaneki xz € S!, paje a" =ea” = a"za". Prema tome, a je
m-regularan. [

Posledica 2.1. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je m-regularna;
(i1) za svaki a € S postoje n € Zt i e € E(S) tako da je R(a™) =
eS (L(a™) = Se);
(i4i) z2a svaki a € S postoji n € Z* tako da R(a™) (L(a™)) ima levu
(desnu) jedinicu. O

Posledica 2.2. Element a polugrupe S je reqularan ako i samo
ako postoji idempotemt e € E(S) tako da je aS' =eS. [

Element x polugrupe S je inverz elementa a € S akoje a =axa i ¢ =
zax. Skup svih inverza elementa a oznacavamo sa V(a). Napomenimo
da treba praviti razliku izmedju pojmova ”inverz elementa a” i “inverz
elementa a u podgrupi - grupni inverz”. Polugrupa S je inverzna ako
svaki njen element ima jedinstven inverz.

Lema 2.2. Element a polugrupe S ima inverz ako i samo ako a
jeste regularan.

Dokaz. Uzmimo daje a regularan element. Tada je a = aza za neki
x € S, pajeelement y = xaxr inverz elementa a.
Obrat sledi neposredno. [

Lema 2.3. Neka je ¢ kongruencija na w-reqularnoj polugrupi S i
neka A,B € S/§ tako da je A = ABA i B = BAB u S/¢{. Tada
postoje elementi a,b € S tako da a € A,b€ B,a=aba i b=bab u S.

Dokaz. Neka z € A, y € B. Nekaje n € ZT tako da (zy)*" €
Reg(S) i neka je z inverz elementa (zy)?". Ako uzmemo da je a =
ryz(xy)? o, b = yz(zy)*™ !, tadaje a =aba i b= bab. Sa druge
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strane iz A = ABA, B= BAB u S/{, dobijamo da je z{zyzx, y&yxy
pa je

xy & (xy)* zasvaki ke Z7.
Odavde sledi da je

wyz & (vy)* 'z, (ay)* " ag (vy) e,
pa prema Lemi 1.1. imamo da je

a = ayz(zy)*" g (vy)" 2(zy)* e = (zy) v ayz @,
Dakle, a € A. Slicno dokazujemo da je be B. U

Posledica 2.3. Nekaje ¢ kongruencija na n-reqularnoj polugrupi
S. Tada svaka &-klasa koja je idempotent u S/€, sadrZi idempotent iz S.

Dokaz. Nekaje E proizvoljni idempotent iz S/¢. Kakoje E=FEFEE
u S/§, to postoje a,b €S tako daje a=aba i b=bab (prema Lemi
2.3.). Sada imamo da je ab€ EE =FE i ab je idempotent u S. O

Teorema 2.1. Neka je & kongruencija na w-reqularnoj polugrupi
S, neka je m € ZT ineka A,By,Bs,...,B, € S/¢ tako da je A =
AB;A, B; = B;AB; za sve i € {1,2,...,n}. Tada postoje a,by,ba,... b,
€S da a€ A, b€ B;, a=abja i b;=bab; za sve i€{1,2,...,n}.

Dokaz. Teoremu éemo dokazati indukcijom. Prema Lemi 2.3. imamo
da je tvrdjenje tacno za n = 1. Uszmimo da je tvrdjenje tacno za neki
pozitivan ceo broj k < n. Tada postoje elementi x,y1,...,yx € S tako da
x €A, y € By, © =zyx, y; = y;xy; za 1 €{1,...,k}. Uzmimo element
Yp+1 € Bry1. Kako je S m-regularna, to imamo da postoji m € ZT tako
da (2yrs1)?™ € Reg(S). Nekaje z € V((zyry1)?™) ineka je

U =Yg 2(TYp)? "

V1 = Yr+12(TYp+1 :

Vi = Yirypr12(Tyr) " toy,  za i€ {1,2,... k).
Nije tesko dokazati da je u € A, v; € B;, u = uvu, v; = v;uv; za sve
ie{l,2,...,k+1}. O

Zadaci.

1. Svaki bi-ideal polugrupe S je kvazi-ideal od S ako i samo ako S
jeste regularna.

2. Polugrupa S je regularna ako i samo ako je LN R = RL, za svaki
levi ideal L i svaki desni ideal R od S.

3. Neka je S regularna podpolugrupa polugrupe 7. Tada Greenove
relacije £, R i 'H na S jesu restrikcije odgovarajuéih relacija na 7.

4. Tvrdjenje da je puna polugrupa transformacija 7,(X) regularna za
svaki skup X je ekvivalent Aksiome izbora.

z,
)Qm—l
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5. Polugrupa zadovoljava uslove T'C' (term conditions) ako

(C1) TY =22 = Uy = uz;
(C2) YT = 2T = YU = 2U;
(C3) Y1TY2 = 21TZ2 = Y1UY2 = Z1UZ2.

Polugrupu koja zadovoljava uslove T'C' nazivamo T'C-polugrupa.

Neka je G komutativna grupa, I, A i ) su neprazni skupovii ¢, a, 3
su preslikavanjaiz @ u G, IiA, tim redom. Tada skup S = QU(GXIxA)
sa mnozenjem definisanim sa

pxq = ((pp)(qd); pe, qf), (asi, A) x (b; j, 1) = (absi, p),
px(a;1,A) = ((pg)a; pe, A), (a;4, A) + p = (a(pd); i, p),
za p,q € Q, (a;i,\),(b;7,n) € GxIxA, jeste m-regularna T'C-polugrupa.

Obratno, svaka m-regularna T'C-polugrupa moze biti ovako konstruisana.
6. Polugrupa S je periodiéna TC-polugrupa ako i samo ako S jeste
izomorfna nekoj polugrupi konstruisanoj kao u Zadatku 3, pri ¢emu je G
periodi¢na grupa.

7. Nekaje T (X) skup svih injektivnih parcijalnih preslikavanja skupa X,
uklju¢ujuéi tu i praznu relaciju. Dokazati da je Z(X) inverzna podpolu-
grupa od B(X).

Polugrupu Z(X) nazivamo simetricna inverzna polugrupa skupa X.
6. Svaka inverzna polugrupa se moze potopiti u simetriénu inverznu polu-
grupu nekog skupa.

8. Kongruencija & polugrupe S razdvaja idempotente ako za sve e, f €
E(S), iz eff sledi e = f. Na proizvoljnoj polugrupi S definisimo
relaciju p sa

p=AH(a,b) e Sx S| (Vre Reg(S)) (zRza V x Rxb) = xaHxb A

(xLax N xLbr) = axrHbx)} .

Dokazati da je p kongruencija koja razdvaja idempotente. Ako je S =-
regularna polugrupa, onda je p najveca kongruencija koja razdvaja idem-
potente.
9. Sledeéi uslovi za kongruenciju ¢ polugrupe S su ekvivalentni:

(i) €<

(1i)) (Vee E(9))(Vbe S)e&b = L(e) C L(b) N R(e) C R(b);

(1) (Ya € Reg(S))(Vbe S) aéb = L(a) C L(b) A R(a) C R(b).
Ako je S w-regularna polugrupa, onda svaki od navedenih uslova je ekvi-
valentan sa slede¢im:

(iv) & razdvaja idempotente.
10. Nekasu a i = elementi polugrupe S takvidaje ax € E(S). Tada
za y=xax je ay,ya € E(S).
11. Polugrupa S je E-inverzivna ako za svaki a € S postoji = € S
tako da je ax € E(S). Dokazati da su slede¢i uslovi za polugrupu S
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ekvivalentni:

(1) S je E-inverzivna,

(1) S svaki levi (desni) ideal od S sadrzi idempotent;
(747) S svaki glavni levi (desni) ideal od S sadrzi idempotent.
12. Dokazati da su sledeée polugrupe E-inverzivne: (a) m-regularne polu-
grupe; (b) polugrupe koje sadrze idempotente i ¢ije je prirodno uredjenje
linearno.

Literatura. Arens and Kaplansky [1], Bogdanovié¢ [11], [15], Ed-
wards [1], Howie [2], Howie and Lallement [1], Iséki [2], Kaplansky [1], Lalle-
ment [1], [2], Mitsch [2], Nambooripad [1], von Neumann [1], Petrich [15],
[20], Thierrin [6], Warne [8].

2.2. Potpuno n-regularne polugrupe.

Element a polugrupe S je potpuno reqularan ako postoji x € S tako
da je a=axa i ax = xa. Polugrupa S je potpuno reqularna ako svaki
njen element jeste potpuno regularan. Element a polugrupe S je levo
regularan (desno regularan) ako je a € Sa® (a € a®S). Polugrupa S je
levo regularna (desno regurna) ako svaki njen element jeste levo regularan
(desno regularan).

Skup svih potpuno regularnih elemenata polugrupe S oznacavamo sa
Gr(S) i nazivamo grupni deo od S. Takav naziv opravdan je slede¢om
lemom.

Lema 2.4. Sledeéi uslovi za element a polugrupe S su ekvivalentni:
(1) a je potpuno reqularan;

(19) a ima inverz koji komutira sa a;

(iit) a € a®Sa?;

w) a je desno 1 levo regularan;

(v) a j g ;

(v) a je sadrZan u nekoj podgrupi od S.

Dokaz. (i) = (i)). Uzmimo z € S tako da a = aza i ar = za.
Tada za y = zax imamo daje y € V(a) i ay = ya.

(#4) = (i%9) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (v). Neka je a € a2SN Sa?. Tada je a = a’z = ya? za
neke z,y € S, odakle je axr = ya’r = ya. Neka je e = azx = ya. Kako
je €% = yaaxr = ya’r = ya = e, e € aS N Sa, ae = alaz) = a’*xr = a,
ea = (ya)a = ya® = a, to a € eSN Se, pa prema Teoremi 1.6. dobijamo
da je a € Ge.

(v) = (4). Sledi neposredno. O
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Element a polugrupe S je potpuno m-reqularan ako postoje n € Z* i
x €S tako daje a”™ =a"zxa™ i a"x = xa™, tj. ako neki stepen elementa
a jeste potpuno regularan. Polugrupa S je potpuno w-regularna ako svaki
njen element jeste potpuno w-regularan.

Element a polugrupe S je pseudoinvertibilan ako postoje = € S i
n € Zt takodaje a" =a" "z, ar =xa i x=2%a. U tom slucaju z je
pseudoinverz za a. Polugrupa S je pseudoinvertibilna ako je svaki njen
element pseudoinvertibilan.

Element a polugrupe S je levo w-regularan (desno mw-reqularan) ako
postoji n € Z*t tako da a" € Sa™*! (a" € a"*'S). Polugrupa S
je levo m-regularna (desno m-regularna) ako svaki njen element jeste levo
m-regularan (desno m-regularan).

Teorema 2.2. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je potpuno m-regularna;
(i) za svaki element iz S mneki njegov stepen je u nekoj podgrupi od S;
/

(iii) za svaki a € S postoji m € ZT tako da a™ € a"Sa™T!;
(i1
(iv) S je w-regularna i levo w-regularna;

)
)
) za svaki a €S postoji n € ZT tako da a™ € a"T1Sa";
)
)

(v
Dokaz. (i) = (ii) = (iii). Sledi prema Lemi 2.4.

(#i7) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (i). Neka vazi (iv). Uzmimo a € S. Kako a jeste levo
m-regularan, to postoje m € Zt i z € S tako da a™ = za™*!, odakle
dobijamo da je
(1) a™ = xkam—i-k:?
za svaki k € ZT. Kako a™ jeste m-regularan, to postoje p € ZT i

y € S tako da je a™P = a"Pya™P. Tada prema (1) dobijamo da je
a™P = qPy(x2mPgmT2mP)P € qMPSa? P tj.

S je pseudoinvertibilna.

(2) a" = a"za",
za n=mp ineki z€ S. Iz (2) lako dobijamo da je
(3) a® = an(zan)kank’

za svaki k € ZT. Kako je za™ levo m-regularan, to postoje ¢ € Z* i
u €S tako daje (za™)? = u(za™)?!. Tadaje (za™)? = u?(za™)4"2, pa
prema (3)
a™ = a"(za™)9a™ = a"u?(za") 24" = a"u?za"z [a" (za™) T2
= a"u?za"za" = a"u?(za")? ,
odakle dobijamo da je
a®za" = a"(a"za") = a"u?(za")?(a"za") = a"u?z(a"za

= a"u?za"za" = a” .

n

2")2&
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Odavdeiiz (2), prema Lemi 2.4, dobijamo da a jeste potpuno m-regularan
element. Prema tome, vazi (7).

(i) = (v). Neka je a proizvoljan element iz S. Tada je a" € G,
za neke e € F(S), n € Z*. Na osnovu Munnove leme je ae = ea € G,
pa postoji x € G, da je zea = aex = e. Kako je = = ze = ex, to je
ra=ar=¢e i ©=uxe=2%a. Konatno, a" = a"e = a""'z. Dakle, a je
pseudoinvertibilan.

(v) = (ii7). Neka je a pseudoinvertibilan element iz S. Tada postoje
reS, neZt, daje

a = an—l—lx — an+2x2 D a3nx2n — anx2na2n c CLnSCLn+1. O

Jedinstvenost pseudoinverza dokazujemo slede¢om lemom.

Lema 2.5. Element a polugrupe S ima najvise jedan pseudoinverz.
Ako je x pseudoinverz elementa a, onda x komutira sa svakim elementom
iz S sa kojim komutira i a.

Dokaz. Neka su z i y pseudoinverzi za a, inekasu k i m
odgovarajuéi postoje¢i brojevi iz definicije pseudoinverza. Uzmimo da je
n = max{k,m}. Tada je

za™tt = a" = a"y, 2 = 2%a, y = ay®.
Odavde,
r=2%a=2%2%=... = 2" a" = 2"t a" My = zay = zaay?
=xa?y? = ... = za" Tyt = ayntl = =y

Dakle, a ima najviSe jedan pseudoinverz x.
)
Uzmimo sada w € S tako da je au = uwa. Tada je xa"u = xua™ =
rua"tr = za"tur = a"ux, odakle dobijamo z"T'a"u = a™ux"t!. Med-
jutim, z = 2"t'a”, paje zu = 2"Tla"u = a"uz" T = wr"tla” = ux.

0

Pseudoinverz je uopstenje grupnog inverza. Za to i neka druga uopsStenja
grupnog inverza i njihove primene upuéujemo ¢itaoca na V.Rakocevié¢ [1].

Element a polugrupe S je intra-reqularan ako je a € Sa?S. Skup intra-
regularnih elemenata polugrupe S oznacavamo sa Intra(S) i nazivamo
intra-reqularni deo od S. Polugrupa S je intra-regularna ako svaki njen
element jeste intra-regularan.

Element a polugrupe S je intra-m-reqularan ako postoji n € Z* tako da
je a™ € Sa®"S, tj. ako neki njegov stepen jeste intra-regularan. Polugrupa
S je intra-w-reqularna ako svaki njen element jeste intra-m-regularan.

PI‘OpOZiCija 2.1. Nekaje € jedna od sledeéih klasa polugrupa: Reg-
ularne, m-reqularne, intra-reqularne, intra-w-reqularne, potpuno reqularne,
potpuno w-reqularne, levo m-reqularne, desno w-regularne, i neka je &
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polumrezna kongruencija na polugrupi S. Tada je S iz klase € ako
1 samo ako svaka E-klasa jeste iz klase €.

Dokaz. Tvrdjenje ¢emo dokazati za klasu m-regularnih polugrupa (u
ostalim sluc¢ajevima dokazi su sli¢ni).

Neka S jeste m-regularna, neka je A proizvoljna &-klasa od S 1 neka
je a € A. Tada postoje n € Z+ i z € S tako da je a" = a"wa"
Iz =zd"r. Kakoje z§ = (za"z)§ = (x§)((a")§)(x€) = (x€)(af) =
((@)&)(z&)((a™)E) = (a™)€ = a&, to = € A. Prema tome, A je 7-
regularna polugrupa.

Obrat sledi neposredno. [

Slicno se dokazuje sledeéa propozicija:

PI‘OpOZiCija 2.2. Neka je € klasa potpuno regqularnih polugrupa ili
klasa potpuno m-reqularnih polugrupa, i neka je & tracna kongruencija na
polugrupi S. Tada je S iz klase € ako i samo ako svaka &-klasa jeste
1z klase €. O

Z.adaci.

1. Nekaje N skup nenegativnih celih brojeva. Tada S = N x N sa
mnozenjem definisanim sa:

(m,n)(p,q) = (m —n+ max{n,p}, ¢ — p+ max{n,p}), ((m,n),(p,q) €S5)
jeste polugrupa koju nazivamo biciklicna polugrupa. Dokazati da je bi-
cikli¢cna polugrupa prosta i inverzna i da nije potpuno prosta, tj. nije pot-
puno m-regularna.
2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je potpuno 7-regularna,

(1) S jelevo i desno m-regularna,;
(7i1) svaki glavni bi-ideal od S je m-regularan.
3. Neka S jeste m-regularna polugrupa i m € ZT. Ako svaka D-klasa
od S sadrzi najvise m L-klasa, tada je S potpuno m-regularna i za svaki
a €S, a™ je u nekoj podgrupi od S, gde je n € Z* najmanji broj za
koji je a™ € Reg(S).
4. Svaki ideal 7-regularne (potpuno 7-regularne, regularne, potpuno reg-
ularne) polugrupe je mw-regularan (potpuno m-regularan, regularan, potpuno
regularan).
9. Neka je S potpuno m-regularna polugrupa, i za e € E(S) neka je
T. = V/Ge. Tada G. jeste ideal od (T.), we = ex za svaki z € (T.), i
M, ={ueS|3Bxec(Il) zuec (T)} ={ue S| (3xrecG.) zuec G} je
podpolugrupa od S sa idealom G..
6. Nekasu e, fe E(S) i (ef)”, (fe)" € G,, zaneki n € Z*. Tada je
(ef)"=(fe)" =g
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7. Polugrupa S je D-polugrupa ako za svaki a € S postoje b€ S i
n € Z* tako daje a™ = a"b?, b= a"ba". Dokazati da je S D-polugrupa
ako i samo ako za svaki a € S neki njegov stepen lezi u dijedarskoj podgrupi
od §S.
8. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

() S je potpuno m-regularna i E(S) = Gr(S);

(1) S je unija nil-polugrupa;
(iii) (Va € S)(In € ZT) a™ = a1

Literatura. Azumaya [1], Bingjun [2], Bogdanovié¢ [11], [15], Bog-
danovi¢ and Cirié¢ [7], Catino [1], Drazin [1], Edwards [1], Galbiati e Veronesi
[2], [3], Hall [2], Hall and Munn [1], Howie [1], Madison, Mukherjee and Sen
[1], [2], Munn [2], Putcha [1], Schein [7], Schiitzenberger [1].

2.3. Unije grupa.

Idempotent e polugrupe S bez nule je primitivan ako je minimalan u
odnosu na prirodno uredjenje < na FE(S), tj. ako

fP=f=ef=fe = f=e
Polugrupa S je potpuno prosta ako S jeste prosta i sadrzi primitivni
idempotent.
Sledeca teorema poznata je kao Munnova teorema:

Teorema 2.3. (Munnova teorema) Neka je S prosta polugrupa.
Tada je S potpuno prosta ako i samo ako S jeste potpuno w-reqularna.

Dokaz. Neka je S potpuno prosta polugrupa, neka je a € S proizvoljan
element i neka je e € E(S) primitivni idempotent. Tada je S = SeS =
Sea3eS, jer je S prosta, pa postoje u,v,z,y € S tako daje a = uev i
e = z(ea®e)y. Uzmimo da je f = evaeyexeaue. Tada je
f? = evaeyezeaucevacyereaue = evaeyerea(uev)aeyereaue
= evaeye(readey)ereaue = evaeyeeereaue = f,
i f<e, paje e=f. Prema tome,
a = uev = ufev = (uev)(aeyevea)(uev) = a*(eyexe)a? € a®Sa?,
pa prema Lemi 2.4. dobijamo da element a jeste potpuno regularan.
Obratno, neka je S potpuno m-regularna i neka je a € S. Kako je
S prosta, to je a = xay, za neke z,y € S. Jasno je da je a = z"ay",
za svaki r € ZT. Kako je S potpuno m-regularna, to z°® € G., za
neke s € Z*, e € E(S). Dokaza¢emo da je e primitivan. Uzmimo da je
ef = fe=f. Kakoje S prosta, toje e =pfq, zaneke p,q € S. Neka
je h =epf, k= fqe. Tada dobijamo da je eh = h = hf = hfe = he,
ke =k = fk = efk = ek. Osim toga, hk =epf?qe =e3 =e, paje
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e = hk = hek = h(hk)k = h?k?> = .- = h"k",
za svaki r € ZT. Kako S jeste potpuno m-regularna, to h"™ € G4, za
neke n € Z*, g € E(S). Uzmimo daje u=h", v=£k", idaje w inverz
elementa u u grupi G,. Tada je

eu=1u=ue, ev="0="ve, €=uv=uv? gu=1u=ug, WuL=g=uw,

odakle dobijamo da je gv?u? = w*u?w?u?® = w?eu? = w?u? = g, paje

2

e =uv = ugv = ugv*u?v = (ugv)(vu)(uwv) = e(vu)e = vu.

Sa druge strane, fv = fk" = k™ = v, jer je fk = k. Prema tome,

f=fe=fou=vu=e O

Posledica 2.4. Polugrupa S je potpuno prosta ako i samo ako S
jeste prosta i potpuno regularna. [J

Slede¢om teoremom daje se strukturni opis intra-regularnih polugrupa.

Teorema 2.4. Polugrupa S je intra-reqularna ako i samo ako S
jeste polumreza prostih polugrupa.

Dokaz. Nekaje S intra-regularna polugrupa. Uzmimo a € S. Tada
je a = za’y, zaneke x,y € S, paje J(a) C J(a?). Kako obratna
inkluzija uvek vazi, to dobijamo da je J(a) = J(a?), za svaki a € S.

Uzmimo a,b € S. Tada, prema prethodno dokazanom, dobijamo da je
J(ab) = J(abab) C J(ba) i J(ba) C J(ab). Prema tome, J(ab) = J(ba),
za sve a,be€ S.

Uzmimo a,b € S tako daje J(a) = J(b) iuzmimo x € S. Tada je
a = ubv, za neke u,v € 5, pa je

J(az) = J(ubvz) C J(bvzx) = J(bvabvz) C J(xb) = J(bz).

Sliéno dobijamo da je J(bx) C J(ax), odakle je J(ax)= J(bx) i J(za)=
J(xb). Prema tome, J je polumrezna kongruencija na S.

Jasno je da J, jeste podpolugrupa od S, zasvaki a € S. Uzmimo a €
S, z,y € J,. Tadaje J(y)=J(z)=J(23), paje y=urdv= (uz)z(zv),
za neke wu,v € S'. Kako je

Ja = Jy = JuwaJxv = JuxJaJx”uv
u S/J, to dobijamo da je
Ja = JuxJa = JuJacJa = Jchz: = Juma

islitno, Jy, = J,. Prema tome, y € J,xJ,, pa J, jeste prosta polugrupa.
Dakle, S je polumreza prostih polugrupa.

Obrat sledi na osnovu Cinjenice da svaka prosta polugrupa jeste intra-
regularna i na osnovu Propozicije 2.1. [

Polugrupa S je unija grupa ako se S moze predstaviti u obliku unije
svojih maksimalnih podgrupa. Prema Teoremi 1.7, ta unija je disjunktna.
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Teorema 2.5. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je potpuno regularna;

(i) S je unija grupa;

(7i1) S je polumreza potpuno prostih polugrupa;
iv) (Va € S) a€ aSa?;

(iv') (Va € S) a € a*Sa.

Dokaz. (i) = (i) i (ii) = (iv). Sledi prema Lemi 2.4.
iv) = (iii). Neka je a = awa®, zaneki z € S. Tada je
a = aza® = (ax)aa = (az)(aza?®)a € Sa®S,
pa S jeste intra-regularna. Prema Teoremi 2.4. dobijamo da S jeste
polumreza prostih polugrupa, pa prema Teoremi 2.2, Propoziciji 2.1. i Teo-
remi 2.3. dobijamo da S jeste polumreza potpuno prostih polugrupa.
(791) = (7). Sledi prema Posledici 2.4. i Propoziciji 2.1. O

Uslov (iv) prethodne teoreme moze se izreéi i sa: S je regularna i levo
(desno) regularna polugrupa.

Zadaci.

1. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je unija grupa;
(1) S jelevo i desno regularna;
(7i1) S je regularna i levo (desno) regularna;
(tv) svaka H-klasa od S je grupa.
2. Polugrupa S zadovoljava uslov (m,n), gdesu m,n € ZTU{0}, m+n >
2, ako za svaki a € § postoji x € S tako da je a = a"xa™. Dokazati da
su ekvivalentni
(a) sviuslovi (m,0), m > 2;
(b) sviuslovi (0,n), n>2;
(a) sviuslovi (m,n), m+n>3, m>1 n>1
Uslov (1,1) nije ekvivalentan ni sa jednim od prethodnih uslova.

Literatura. Anderson [1], Clifford [1], Clifford and Preston [1],
Croisot [1], Munn [2], Petrich [16], [18].

2.4. w-inverzne polugrupe.

Polugrupa S je desno (levo) m-inverzna ako S jeste m-regularna i za
sve a,x,y €S

a = ara = aya = ra =ya (aa::ay).
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Teorema 2.6. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je desno m-inverzna;
i1) S je m-reqularna i za sve e, f € E(S) postoji n € ZT tako da je
(iz) S j g ; postoj j
(ef)" = (fef)";
i) za svaki a € S postoji n € ZT tako da L(a™) ima jedinstven
p ] J
idempotentan generator;
(iv) za svaki a € S postoji n € Zt tako da L(a™) ima jedinstvenu
desnu jedinicu;
v) S je w-reqularna i za svaki e, f € E(S) postoji m € ZT tako da je
(v) S j g , postoj j
(ef)"R(fe)".
okKaz. (i)= (ii). Neka e, f € i neka je a inverzni element za
Doka ' ji). Nek E(S) inekaje a i iel
(ef)™, zaneki n e Zt. Tada je
(ef)" = (ef)"alef)" = (ef)" falef)",
pa na osnovu pretpostavke imamo da je a(ef)” = fa(ef)", paje a(ef)"a =
fa(ef)™a. Prema tome,

(4) a = fa.
Sada je
(2) a=a(ef)"a=alefe)" ! fa=alefe)" La.

Odavde, zbog (4)
alefe)" t =a(efe)" ta(efe)" talefe)” ! = a(efe)" tefalefe)" ta(efe) 1
pa na osnovu pretpostavke dobijamo
alefe)alefe) = efalefe) " alefe) ",
tj.
alefe)” t = efa(efe)” 1.

Odavde iiz (5) sledi da je a =efa, pazbog (4) dobijamo
(6) a = ea.
Koriste¢i (4) i (6), imamo da je

(ef)" = (ef)"a(ef)" = (ef)"ealef)" = (ef)"efalef)"
=ef(ef)"alef)" —ef(ef) = (ef)"*.
Sada je (ef)" = (ef)"ef(ef)" = (ef)"f(ef)", paje ef(ef)" = flef)".
Dakle, (ef)™ = (fef)™, pa vazi (ii).

(13) = (7). Ako je a = aza = aya, tada je (vaya)" = (yazaya)™, za
neki n € Z*, paje xa =ya. Dakle, S je desno m-inverzna.

(i) = (4i1). Neka je a" = a"xa", zaneke n € ZT, v € S. Tada na
osnovu Leme 2.1, L(a™) imaidempotentan generator e. Uzmimo f € F(S)
tako da je L(a™) = Sf. Tadaje Se=Sf, paje e=yf, f=xe, zaneke
x,y €S. Sadaje ef = (yf)f =yf=e, fe=f, paje e=efe=ce(efe)e.
Odavde, na osnovu pretpostavke, dobijamo da je fe =efee =efe. Dakle,



2.4. wINVERZNE POLUGRUPE 61

f = fe = efe =e. Prema tome, L(a") ima jedinstven idempotentan
generator.

(7i1) = (iv). Neka L(a™) ima jedinstven idempotentan generator e.
Tada na osnovu Leme 2.1, L(a™) ima jedinstvenu desnu jedinicu.

(iv) = (i). Neka L(a") ima jedinstvenu desnu jedinicu. Na osnovu
Leme 2.1, A je m-regularan. Uzmimo da je a = axa = aya. Tada zbog
jedinstvenosti desne jedinice je za = ya. Dakle, S je desno m-inverzna.

(1) = (v). Za proizvoljne e, f € E(S) postoje m,n € Z* tako da je
(efe)™ = (fe)™ i (fef)" = (ef)". Odavde je

(ef)™me=(fe)™ i (fe)""f=(ef)™"
Dakle, (ef)*R(fe)*, za k= mn.

(v) = (i1). Za e, f € E(S) neka je (ef)"R(fe)", zaneki n € ZT.
Tada je (ef)"u = (fe)™, za neki w € S, paje e(fe)” = e(ef)"u =
(ef)"u=(fe)", tj. (efe)” = (fe)". O

Polugrupa S je desno (levo) potpuno m-inverzna ako S jeste potpuno
m-regularna i za sve a,x,y € S, a = ara = aya povla¢i ra = ya (ax = ay),
tj. ako je ona potpuno 7w-regularna i desno (levo) m-inverzna.

Teorema 2.7. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je desno potpuno w-inverzna;
(it) S je m-regularna i za sve a € S, f € E(S), postoji n € ZT tako
da je (af)" = (faf)";
(its) S je w-regularna i za sve a € Reg(S), f € E(S), postoji n € ZT

tako da je (af)" = (faf)™.

Dokaz. (i) = (ii). Uzmimo a € S i f € F(S). Prema Teoremi
2.2, postoje k,m € ZT daje (af)f € G, i (faf)™ € Gp, za neke
g,h € E(S). Na osnovu Munnove leme, postoji n € Z* tako da je
(af)" € Gy 1 (fef)" € G. Sada je
= ((af)")_y (af)" = ((af)")_y (@f)"f = gf.
Sliéno dobijamo da je h = hf = fh. Kako je f(af)" = (fa)"f = (faf)",
zasve 1€z, toje faf)" = (faf)" = h(faf)* = hf(af) = h(af)"
Dakle,
flaf)* ((af)™) ™ = hlaf)" ((af)") ™

fg=hg, odakle g(fg) = g(hg). Kakoje gf =g, toje g=ghg=g>
i kako je S desno m-inverzna, to je hg = ¢. Prema tome, vazi
(7) fg=hg=g.
Dalje je

b= = (faf)") (Faf)"f = (faf)") " flaf)s
= ((faf)")"" flaf)"gf = ((faf)")"" (faf)"gf = hgf = hg.
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Odavde, koristeéi (7) dobijamo da je g = h. Dakle, elementi (af)™ i
(faf)™ pripadaju istoj podgrupi G4, od S, pakakoje gf =g, to

(faf)" =g(faf)" = gf(af)" = g(af)" = (af)".

(#4) = (i7i). Sledi neposredno.

(7i1) = (7). Dokazimo da S jeste potpuno w-regularna. Neka je a = aza,
zaneki z € S. Tada na osnovu pretpostavke teoreme postoji r € Z* tako
da je

a" = (a(za))" = ((za)a)” = (za®)" = za" 1.
Dakle, svaki regularan element iz S je desno m-regularan. Kako S jeste
m-regularna, to za svaki a € S postoji m € Z* tako da je a™ € Reg(S).
Odavde sledi da postoje r € ZT i x € S takodaje (a™)" = x(a™)" 1, tj.
a™ € Sa™ 1. Dakle, S je m-regularna i levo m-regularna, pa na osnovu
Teoreme 2.2. dobijamo da S jeste potpuno m-regularna polugrupa. Da S
jeste desno w-inverzna, sledi na osnovu Teoreme 2.6. [

Pojam inverzne polugrupe, kao jedno prirodno uopstenje pojma grupe,
zauzima vazno mesto u Teoriji polugrupa i nema monografije iz Teorije
polugrupa koja mu ne posvec¢uje posebnu paznju. U vezi ovih polugrupa,
¢itaoca upuéijemo na monografiju M.Petrich [21]. Ovde ¢ée biti reci o jed-
nom opstijem pojmu nego Sto je pojam inverzne polugrupe.

Polugrupa S je m-inverzna ako za svaki a € S postoji n € ZT i
jedinstven z € S tako da je a"” =a"xa" i x =xza"x.

Teorema 2.8. Sledeci uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je m-inverzna;
(11) S je w-reqularna i za svaki e, f € E(S) postoji n € ZT tako da je
(ef)" = (fe)";

(7i1) S je levo i desno m-inverzna.

Dokaz. (i) = (ii). Za proizvoljne e,f € E(S) postoje = € S i
k € Zt tako da je (ef)* = (ef)fz(ef)* i z = z(ef)*2. Odavde je
(ef)k = (ef)Fze(ef)* 1 ze = ze(ef)¥ze. Sada, koristeéi jedinstvenost,
imamo da je z = ze, islitno z = fz. Razlikovacemo dva slucaja.

Uzmimo da je k> 1. Sada je

2 = 2(ef)bz = ze(fe)t L fz = 2(fe) Lz,
pa ako stavimo da je t = (fe)*"'z(fe)*~!, onda imamo da je ztz =
2z i tzt = t. Odavde zbog jedinstvenosti imamo da je (ef)k =t =
(fe)*tz(fe)*~1, paje
(ef)fe = (fe)*~ z(fe)*te = (ef)".

Sada je (ef)*ef = (ef)*f, ti. (ef)**' = (ef)* € E(S), pa zbog jedin-
stvenosti imamo da je z = (ef)*.
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Ako je k=1, tada je
22 =2z = (ze)(f2) = z(ef)z = 2,
tj. z € E(S). Odavde zbog jedinstvenosti je z = ef.
Dakle, u oba slucaja imamo da je
z=(ef)F = (ef)**.
Kako je z = ze = fz, imamo da je (ef)* =2 = fze = f(ef)*e = (fe)*+!.
Prema tome, za n>k+1 je (ef)” = (fe)".
(74) = (i4i). Sledi na osnovu Teoreme 2.6. i njenog duala.
(7i1) = (i). Uzmimo da a € Reg(S) ima inverzne elemente b i c.
Tada je
abS =aS=acS 1 Sba=Sa= Sca.
Na osnovu Teoreme 2.6. i njoj dualne, L(a) i R(a) imaju jedinstven
idempotentan generator, pa je ab =ac i ba = ca, odakle je b = bab =
bac =cac=c. O

Polugrupa S je potpuno m-inverzna ako ona jeste potpuno m-regularna i
m-inverzna. Na osnovu Teorema 2.7. i 2.8, neposredno se dokazuje sledeca:

Teorema 2.9. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je potpuno m-inverzna;
(1) S je m-reqularna i za sve a € S, f € E(S), postoji m € ZT tako
daje (af)" = (fo)";
(its) S je m-regularna i za sve a € Reg(S), f € E(S), postoji n € ZT
tako da je (af)" = (fa)". O

Polugrupa S je jako w-inverzna ako S jeste m-regularna i idempotenti
iz S medjusobno komutiraju.

Teorema 2.10. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S jejako m-inverzna;
(1) S je m-regularna i Reg(S) je inverzna podpolugrupa od S;
(iii) S je m-inverzna i proizvod svaka dva idempotenta iz S jeste idem-
potent.

Dokaz. (i) = (iii). Sledi prema Teoremi 2.8.

(i) = (i1). Neka a,b € Reg(S). Tada postoje z,y € S tako da je
a=azra i b=0byb. Sada je

ab = (axa)(byb) = a(xza)(by)b = a(by)(za)b = ab(yx)ab.
Dakle, Reg*(S) = Reg(S). Neka je a € Reg(S), x,y € V(a). Kako
idempotenti iz Reg(S) komutiraju, to je
x = zaxr = z(aya)x = z(ay)(azx) = x(ax)(ay) = zay.

Sliéno, x = yax. Sada je
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x = zax = (yaz)a(zray) = y(axazra)y = yay = y.
Prema tome, Reg(S) je inverzna polugrupa.
(ii) = (). Sledi neposredno. O

Polugrupa S je Cliffordova polugrupa ako je S regularnai E(S) C C(S).
Neposredno se zakljucuje da svaka Cliffordova polugrupa jeste inverzna i
potpuno regularna. NeSto opstiji je sledei koncept: Element b polugrupe
S je o-inverz elementa a € S ako je a = aba, b = bab i postoji n € Z*
tako da je a"b = ba™. Polugrupa S je o-inverzna ako za svaki element iz
S ima jedinstven o-inverz.

Teorema 2.11. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je o-inverzna;
(ii) S je inverzna i potpuno T-regularna;
(13i) S je reqularna i za sve a € S, e € E(S), postoji n € ZT tako da
je (ae)™ = (ea)".

Dokaz. (i) = (ii). Za proizvoljan a € S postoje jedinstveni b € S
i neZ"t tako da je a = aba, b = bab, a™b = ba", paje a" = aba™ =
a™tb = ba™t!, sto na osnovu Teoreme 2.9. znaéi da postoje r,s € Z+
tako da je

(aax)" = (azxa)” i (zaa)® = (axa)® = a®.
Tada je (a’z)! =al = xaz)t, za t=rs, paje
(az)t = a(axa)~'z = a(axa) " lavazr = a(axa)tx
= a(za®)'z = (aza)taxr = alaxr = a'T1x.
Sli¢no dobijamo da je (za?)! = xza®*t!. Dakle, a'tlz = za'™'. Prema

tome, S je o-inverzna polugrupa.
(#4) = (i4i). Sledi prema Teoremi 2.9. O

Z.adaci.

1. Ako zasvaki a € S postoji m € ZT tako da L(a™) ima jedinicu,
onda je S potpuno m-regularna i desno w-inverzna polugrupa.

2. Polugrupa S je m-inverzna ako i samo ako S jeste m-regularna i iz
a = azxa = aya sledi zazr = yay.

3. Ako S jeste m-inverzna polugrupa, tada za sve e, f € E(S) postoji
n € Z* tako daje (ef)™ € E(S).

4. Polugrupa S je inverzna ako isamo ako S jeste regularna i idempotenti
iz S medjusobno komutiraju.

Literatura. Bailes [1], Bogdanovi¢ [15], [16], Bogdanovi¢ and Cirié
[7], Galbiati e Veronesi [2], [3], [4], Harinath [1], [2], Howie [1], Petrich [21],
Venkatesan [3].



GLAVA 3

(0-) Arhimedove polugrupe

A.K.Sugkevi¢ je 1928. godine dao konstrukciju jezgra, tj. najmanjeg
ideala za konacne polugrupe. Rec je o potpuno prostoj polugrupi, tj. o
prostoj polugrupi sa primitivnim idempotentom. D.Rees je 1941. godine
dokazao strukturnu teoremu za potpuno O-proste polugrupe. Ova teorema,
koju éemo zvati Teorema Suskevic-Reesa, je kasnije posluzila kao jedan od
najpoznatijih modela za ”pravljenje” novih polugrupa. Izucavajuéi razla-
ganja komutativnih polugrupa T.Tamura i N.Kimura i, nezavisno od njih,
G.Thierrin su 1954. godine dogli do pojma Arhimedove polugrupe. Rec
je o polugrupi u kojoj za svaka dva elementa jedan od njih deli neki ste-
pen onog drugog. Proste polugrupe, tj. polugrupe koje nemaju prave
ideale, jesu Arhimedove. Obrat ne vazi. Arhimedova polugrupa sa prim-
itivnim idempotentom je potpuno Arhimedova. Ove polugrupe ée igrati
znacCajnu ulogu u polumreznim razlaganjima potpuno w-regularnih polu-
grupa (Glava 6.). Po analogiji sa Reesovim prelazom od potpuno proste na
potpuno 0-prostu polugrupu, S.Bogdanovié i M.Ciri¢ 1993. godine uvode
pojam (slabo) O-Arhimedove polugrupe. Re¢ je o strukturno bogatijoj
klasi polugrupa. O Arhimedovim i (slabo) 0-Arhimedovim polugrupama
¢e biti re¢i u ovoj glavi. Na kraju ove glave su izlozeni rezultati o polu-
grupama u kojima su svi pravi (levi) ideali Arhimedove polugrupe.

3.1. Potpuno O-proste polugrupe.

Idempotent e polugrupe S = S° je 0-primitivan ako je e minimalan
element skupa svih nenula idempotenata polugrupe S, u odnosu na prirodno
uredjenje na E(S). Polugrupa S = S% je potpuno 0-prosta ako S jeste
0-prosta i sadrzi O-primitivan idempotent.

Slicno Teoremi 2.3. se dokazuje i drugi oblik Munnove teoreme:

Teorema 3.1. Nekaje S 0-prosta polugrupa. Tada je S potpuno
0-prosta ako ¢ samo ako S jeste potpuno w-reqularna. O

Lema 3.1. Neka je e O-primitivni idempotent 0-proste polugrupe S.
Tada je LY = Se.

Dokaz. Jasno da je LY C Se. Nekaje b€ Se, b#0. Tadaje be = b,
i kako S jeste O-prosta, to imamo da je e = xby, za neke z,y € S. Za

65
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f =eyexb imamo daje ef = fe=f i f? = eyexrbeyexb = eyexbyexb =
eyexb = f, pa zbog 0-primitivnosti idempotenta e, dobijamo da je f=e
ili f=0. Akoje f =0, tadaje 0 = xbfy = xbeyexby = e, §to je
nemoguée. Prema tome, f =-e, tj. e = eyexb € Sb. Dakle, eLb, pa
b€ L% Time smo dokazali tvrdjenje leme. [J

Lema 3.2. Neka je S potpuno 0-prosta polugrupa i neka L jeste
proizvoljna L-klasa od S. Tada L° jeste O-minimalan levi ideal od S.

Dokaz. Uzmimodaje L=L,, +#0. Prema Lemi 3.1. imamo da je
S =S8eS=1L%S paje x=wua, zancke ue LY ac§.

Uzmimo proizvoljan y € L. Tada je y = sz, za neki s € S', odakle
je y = sua € Loa, jerje su € LY, jer prema Lemi 3.1. L2 jeste levi ideal
od S. Prema tome, L° C L%. Obratno, uzmimo da je y € L%a. Tada
je y=wa, zaneki v e LY. Akoje v=0, tadaje y=0¢€ L°. Ako je
v # 0, tada je vLu, odakle je vaLua, jer L jeste desna kongruencija,
tj. yLx. Prema tome, y € L, tj. L% C L°. Dakle, L° = L% C Sea,
zbog Leme 3.1, pa L% jeste levi ideal od S.

Uzmimo daje A C LY A #0, leviideal od S. Uzmimo a € A, a # 0,
iuzmimo x € L. Tada je xLa, paje v =ua € A, zaneki u € S,
odakle je A = L°. Prema tome, L° je O-minimalan leviideal od S. O

Neposredno iz Leme 3.2, dobijamo slede¢u

Posledica 3.1. Neka je S potpuno 0-prosta polugrupa i neka je
a€S. Tadaje LY =Sa. O

Lema 3.3. Neka je S potpuno 0-prosta polugrupa. Tada za a,b € S,
iz aSb+#0 sledi daje a#0 ili b=#0.

Dokaz. Nekaje aSh=0. Uzmimodaje a# 0 i b# 0. Prema
Posledici 1.6, SaS = SbS = S, paje S = 5% = SaSSbhS = SaSbS = 0,
§to je nemoguce. Dakle, a =0 ili b=0. O

Polugrupa S je 0-biprosta ako S ima ta¢no jednu nenula D-klasu.
Lema 3.4. Svaka potpuno 0-prosta polugrupa je 0-biprosta.

Dokaz. Uzmimo a,b € S°*. Prema Lemi 3.3. imamo da je aSbh # 0.
Neka je z € aSb, x # 0. Prema Posledici 3.1. je z € aSb C Sb= LY, pa
je x Lb. Slitno dobijamo da je xRa. Prema tome, aDb, pa S ]jeste
0-biprosta.

Iz Leme 3.4. i Propozicije 1.6, neposredno dobijamo sledeéu posledicu:

Posledica 3.2. Svaka potpuno 0-prosta polugrupa je reqularna. [
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Lema 3.5. Neka H jeste H-klasa potpuno O-proste polugrupe S.
Tada je H?> =0 ili H jeste grupa.

Dokaz. Uzmimo daje H # Hy =0, i uzmimo a € H. Razlikujemo
dva slucaja:

(a) Neka je a?> =0. Uzmimo z,y € H. Tadaje zLa i yRa, pa
je x =wa, y=av, zaneke w,v € S', odakle je zy = ua’v =0. Dakle,
H? =0.

(b) Neka je a?# 0. Prema Lemi 3.2. imamo da LY jeste levi ideal od
S, odakle je a® € L2, pa na osnovu pretpostavke dobijamo da je a? € L,.
Prema tome, ala?. Na isti na¢in dokazujemo da je aRa?. Dakle, aH a?,
pa prema Greenovoj teoremi dobijamo da H = H, jeste grupa. [

Polugrupa S = S° je 0-grupa ako je S*® grupa.
Neka G jeste grupa, neka I, A jesu neprazni skupovi ineka P = (py;)
jeste A x I matrica nad O-grupom GY. Na S = (G x I x A) U {0},

definisimo mnozenje sa:

@i g = { O Rl P

0 ako je py; =0.
(a;i,\)0 = 0(a;i, ) =00 = 0.
Proverava se da je S polugrupa, koju ozna¢avamo sa S = M%(G; I, A; P)
i nazivamo je Reesova matricéna polugrupa tipa A x I nad 0-grupom G°
sa sendvi¢ matricom P.
Matrica P tipa A x I nad 0-grupom G° je reqularna ako
(VieI)(INeA) pri #0, (VA e A)(Fiel)pr #0,

tj. ako svaka vrsta i svaka kolona matrice P sadrzi nenula element.

Lema 3.6. Reesova matricna polugrupa S = M°(G;I,A; P) je regu-
larna ako i samo ako matrica P jeste regularna.

Dokaz. Neka S jeste regularna polugrupa, neka je i € I, A € A i
neka je a € G. Neka (b;j,u) € S jeste inverz elementa (a;i,A). Tada
dobijamo da je px;bpu; = a™', odakle je px; #0 i pu; # 0. Prema tome,
P je regularna matrica.

Obratno, neka P jeste regularna matrica. Uzmimo (a;i,\) € S®. Tada
postoje j €I, pe€ A takoda pyj,pu € G, paje (p;jlaflp;il;j,u) jeste
inverz elementa (a;i,A), pa (a;i,\) jeste regularan. Jasno je da 0 jeste
regularan element. Prema tome, S je regularna polugrupa. [

Lema 3.7. Nekaje S = MO(G;I,A;P) regularna Reesova matricna
polugrupa i neka (a;i,\), (b;j,n) € S. Tada

(a;i,A) £ (b;5,1) &  A=up,

(a;3,A) R (b, p) & i=].
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Dokaz. Uzmimo daje (a;i, \)L(b;j, 1) Tadaje (a;4,\) = (b, p) ili
postoji (x;k,v) € S tako daje (a;i,N\) = (x;k,v)(b; 7, 1) = ((xpyb; J, 1)
(pvj #0 jerje (a;i,\) #0). Prema tome, A= pu.
Obratno, neka je A = p 1ineka wv,n € A, jesu elementi za koje je
Pvi # 0, pnj # 0 (takvi postoje jer matrica P jeste regularna). Tada je
(ba’lp;il;j, v)(a;i, A) = (b; 4, N),
(@b~ py i) (b 4, A) = (54, ).
Prema tome, (a;i,A) £ (b;j,\). Slican dokaz imamo za relaciju R. O

Posledica 3.3. Neka je S = MO(G;1,A; P)  regularna Reesova
matricna polugrupa. Tada {Ly | A € A} jeste skup nenula L-klasa od S i
{R; | 1 € I} je skup nenula R-klasa od S, gde je

Ly={(a;i,\) |ae G, iel}, R;={(a;i,\)|acG, \eA},
i {Hix|i€lI, €A} je skup nenula H-klasa, gde je H;x = R;N Ly =
{(a;i,\) | a € G}.

Teorema 3.2. Reesova matricna polugrupa S = M°(G;I,A;P) je
0-prosta ako i samo ako S jeste regularna, i u tom slucaju S jeste potpuno
0-prosta.

Dokaz. Neka S jeste 0-prosta polugrupa. Uzmimo da S nije reg-
ularna. Tada prema Lemi 3.6. dobijamo da postoji neka vrsta ili kolona
matrice P ¢iji su svi elementi jednaki nuli. Ne umanjujuéi opstost dokaza,
mozemo uzeti da postoji A € A tako da je py; =0, zasvaki j € I. Neka
je A={(a;i,\) |a€ G, i €I} U{0}. Tadaza (a;i,\) € A, (b;j,u) €S°®
imamo da je (a;i,\)(b;j,n) =0, jerje py; =0, i

(b j. ) (@i ) = { (bpuias; j,\) € A ako ie Pui # 0,

0eA ako je p,; = 0.

Prema tome, A je ideal od S i A # {0}, A # S, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da S jeste O-prosta polugrupa. Prema tome, S je
regularna.

Obratno, neka je S regularna polugrupa. Uzmimo (a;i,\), (b7, u) €
G x I x A. Prema Lemi 3.6. imamo da postoje k€I i v € A tako da je
pui £0 i pa #0. Tada je

(b(puiapxr) ™5 g v)(as i, M) (es k, i) = (b5 4, ),
gde je e jedinica grupe G, pa prema Posledici 1.6. dobijamo da S jeste
0-prosta.

Kako je E(S) = {(py;';i,\) | i € I, A € A} U {0}, to se lako proverava
da svaki nenula idempotent polugrupe S jeste O-primitivan. Dakle, ako §
jeste O-prosta, tada S jeste potpuno O-prosta. [J
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Osnovna strukturna karakterizacija za potpuno O-proste polugrupe je data
slede¢om teoremom.

Teorema 3.3. (Teorema Suskevié-Reesa) Polugrupa S je pot-
puno 0-prosta ako i samo ako S jeste izomorfna nekoj reqularnoj Reesovoj
matricnoj polugrupi nad 0-grupom.

Dokaz. Neka je S potpuno 0-prosta polugrupa. Prema Lemi 3.4.
dobijamo da S jeste O-biprosta, tj. D =5 —0 jeste D-klasa od S. Neka
su {R;|i€ I} i {Lx| A€ A}, skupovi R-klasa i £-klasa, tim redom,
polugrupe S sadrzanih u D. Pri ovakvom oznacavanju, skup svih H-klasa
od S sadrzanihu D je {H;x|i€ I, A€ A}, gde H;x =R, NL,.

Neka je e proizvoljni idempotent iz D. Prema Posledici 1.13. imamo
da H. jeste grupa. Oznac¢imo R, sa Ry, L. sa L1 i H. sa RiNL;.
Time smo uzeli da I i A imaju zajednicki element 1, pri ¢emu nema
opasnosti od zabune i od umanjenja opstosti dokaza.

Za svaki i € I, A\ € A, izaberimo i fiksirajmo element r; € H;; i
element ¢y € Hy). Kako je r;Le, to prema Posledici 1.12. imamo da
je r;e =1;, pa prema Greenovoj lemi dobijamo da preslikavanje « +— r;x
jeste bijekcija od Hi; na H;;. Slicno dobijamo da je egy = ¢x, pa prema
Greenovoj lemi dobijamo da preslikavanje y — yq, jeste bijekcija od Hj
na H;,. Prema tome, preslikavanje a — r;aq) jeste bijekcija od Hiq
na H;y, pa svaki element iz H;, ima jedinstveno predstavljanje u obliku
r;aqy, pri cemu je a € Hy;. Kakoje D =U{H;» |i €I, A€ A}, ita
unija je disjunktna, to preslikavanje ¢ : (Hy3 X I x A)U0O — S definisano
sa:

(a; i, )‘)¢ =riagx, 09 =0,

jeste bijekcija. Nekaje M = MO(Hyy;1,A; P), gde je matrica P definisana
sa:

Dxi = QAT (tel, e ).
Uzmimo i € I i A € A idokazimo da je py; € HY;. Prema Lemi 3.5,
imamo da je HZ-QA =0 ili H;, jeste grupa. Uzmimo, najpre, da je HZ?A = 0.
Tada za ¢ € H;y postoje u,v € S' tako daje g\ =wuc i r; = cv, paje
pri =uc’v =0 ¢ HY,. Nekaje H;, grupaineka f jeste njena jedinica.
Tada prema Posledici 1.12. imamo da je fr; = r;, pa prema Greenovoj lemi
sledi da preslikavanje x — z7; jeste bijekcija iz L, na L; koje ocuvava
R-klase. Odavde je py; = qam; € Hy11. Dakle, P je matrica nad H?l.
Takodje, ovim smo dokazali i da je py; = 0 ako i samo ako je HA = 0.
Kako iz Propozicije 1.7. dobijamo da svaka L-klasa L) 1isvaka R-klasa R;
od S sadrzana u D, ima idempotent, to za svaki i € I postoji A € A
tako da H;y, jeste grupa, odnosno da py; # 0. Sli¢no dokazujemo i drugi
uslov potreban za dokaz regularnosti matrice P.
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Lako se dokazuje da ¢ jeste izomorfizam. Prema tome, polugrupa S
je izomorfna Reesovoj matri¢noj polugrupi M.
Obrat sledi prema Teoremi 3.2. [

Kao sto se vidi iz dokaza Teoreme 3.3, predtsvaljanje potpuno 0-proste
polugrupe polugrupom MO (Hyy; 1, A; P) dobili smo proizvoljnim izborom
podgrupe Hiy i skupova {r; |i € I} i {gn | A € A}. Prirodno se
postavlja pitanje: Kako to da taj izbor ne uti¢e (do na izomorfizam) na
strukturu polugrupe MO°(Hy1;1,A; P)? Odgovor na to pitanje daje nam
sledeca teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 3.4. Due reqularne Reesove matricne polugrupe S = MO(G;
I,A;P) @ T = MOY(H;J,M;Q) su izomorfne ako i samo ako postoji
izomorfizam 6 : G — H, bijekcije ¢ : 1 — J, ¥ : AN — M i podskupovi
{u; | i€ It,{vx | A € A} C H tako da je pxi = vaqry,ipli, 20 Sve
AeA el O

Neka je G grupa i I neprazan skup. Ako je P [ x [-matrica nad
O-grupom G, takva da je p;; = 1, zasvaki i € I, gde je 1 jedinica
grupe G, i p;; =0, za i,j € I, i # j, tada kazemo da je P jedinicna
I x I-matrica. Polugrupa S je Brandtova polugrupa ako je S izomorfna
sa nekom polugrupom MY(G;1,1,P), gde je P jedini¢na I x I-matrica.
Iz Teorema 3.3. i 3.4. dobijamo

Posledica 3.4. Polugrupa S je Brandtova ako i samo ako S jeste
potpuno 0-prosta i inverzna.

Dokaz. Nekaje S = M°G;I,1,P) Brandtova polugrupa. Za proizvol-
jan (a;i,j) € S®, iz (b;k,1) € V((a;i,7)) sledidaje k=34, 1l=iib=a"1,
odakle sledi da je S inverzna. Prema Teoremi 3.3, S je potpuno 0-prosta.

Obratno, neka je S potpuno O-prosta i inverzna. Prema Teoremi 3.3,
S = M%G;1,A,P), gdeje P regularna matrica. Sada je ((py;')?i,A) €
V((1;4,X)). Ako je p € A tako daje p, # 0, tada je (p;ilp;il;i,u) €
V((1;4,A)), Sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da je S inverzna. Prema
tome, za svaki ¢ € I postoji tatno jedan A € A tako da je py; # O.
Slicno dokazujemo da za svaki A € A postoji tatno jedan i € I da je
pxi # 0. Prema tome, preslikavanje @ : A — I definisano sa: A\ = ¢
ako i samo ako je px; # 0, je bijekcija. Ako sada uzmemo da je @
jediniéna I x I-matrica nad G°, tada na osnovu Teoreme 3.4. dobijamo
da je M°G;I,AP) = M°G;1,1,Q) (pri ¢emu uzimamo na primer da je
vy=1, zasvaki A€ A, u; = p;y-1,;, zasvaki i €I, idaje 6 identicki
automorfizam grupe G). O

Neka je G grupa, neka su I, A neprazni skupovi ineka P = (py;) jeste
A x I matrica nad grupom G. Na S =G x I x A, defini§imo mnozenje
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sa:
(a; 2, A)(b; 4, 1) = (apazbs i, p)-

Tada S jeste polugrupa koju ozna¢avamo sa S = M(G; I, A; P) inazivamo

je Reesova matriéna polugrupa tipa A x I nad grupom G sa sendvicé

matricom P.

Jasno je da se ovako konstruisana polugrupa moze dobiti iz Reesove ma-
tricne polugrupe M = MY(G; I, A; P). Naime, kako su svi elementi matrice
P razliciti od nule, to M — 0 jeste podpolugrupa od M izomorfna sa
M(G; I, A; P). Zbog toga dokaz naredne teoreme sledi direktno iz Teoreme
3.3.

Teorema 3.5. Polugrupa S je potpuno prosta ako i samo ako S
jeste izomorfna nekoj Reesovoj matricnoj polugrupi nad grupom. [

Polugrupu koja je izomorfna direktnom proizvodu pravougaone trake i
grupe nazivamo pravougaona grupa. Neposredno se dokazuje sledeéa lema:

Lema 3.8. Neka je pravougaona grupa S direktan proizvod grupe G
i pravougaone trake E. Tada E(S) jeste pravougaona traka izomorfna sa
E. O

Teorema 3.6. Polugrupa S je pravougaona grupa ako i samo ako
S jeste potpuno prosta polugrupa u kojoj idempotenti ¢ine podpolugrupu.
Dokaz. Neka je S potpuno prosta polugrupa u kojoj idempotenti ¢ine
podpolugrupu i oznaé¢imo FE(S) sa E. Tada S = M(G;I,A;P). Kako je
E = {(py;';i,\) | i € I, A € A}, to prema pretpostavci imamo da je
(Pxi 3 N0y 50, 1) = (D5, 1),

to je

-1 -1 -1 : -1 -1

Pxi PAjPuj = Puis e Pxi Pxj = Pui Puj-
Izaberimo i fiksirajmo proizvoljni element 1 € I. Tada imamo da je
P Pxi = Pt Dpis
zasve 1 €1, A\, u € A. Definisimo preslikavanje ¢ : 5 — F x G sa:
(a;3,\)¢ = ((p;' 14, A)s Pxy Priapa1) -
Neposredno se proverava da ¢ jeste izomorfizam polugrupe S na pravou-
gaonu grupu F x G.
Obrat sledi neposredno. [

Iz Teoreme 3.6. neposredno se dobija sledeca:

Posledica 3.5. Traka S je potpuno prosta ako i samo ako S jeste
pravougaona traka. O

Iz Teoreme 2.5. i Posledice 3.5. dobijamo:
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Posledica 3.6. Svaka traka je polumreza pravougaonih traka. O

Posledica 3.7. Neka je polugrupa S traka B polugrupa S;, i € B,
i neka je B polumreia Y pravougaonih traka B, a € Y. Tada S jeste
polumreza Y polugrupa S., o €Y, i za svaki o €Y, S, je matrica
B, polugrupa S;, i € B,. U

Polugrupa S je levo (desno kancelativna ako za a,b,c € S, iz ac = be
(ca =cb) sledi a=10. Polugrupa S je kancelativna ako je levo i desno
kancelativna. Polugrupa S je leva (desna) grupa ako je S izomorfna
direktnom proizvodu grupe i levo (desno) nulte trake.

Teorema 3.7. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
S je leva grupa;

)
(i) S je levo nulta traka grupa;
(1ii) (Va,xz € S) xz € xSa;
(iv) S je reqularna i E(S) je levo nulta traka;
v) S je levo prosta i desno kancelativna;
(vi) za sve a,b€ S postoji taéno jedan x € S tako da je xa =b;
/i)

S je levo prosta i sadrzi idempotent;
(viii) S ima desnu jedinicu e i e € Sa, za svaki a € S.

Dokaz. (i) = (ii). Akoje S =G x E direktan proizvod grupe G i
trake E, tada S jeste levo nulta traka E grupa G. =G x {e}, e € E.

(73) = (vii). Nekaje S levo nulta traka E grupe Ge, e € E. Uzmimo
z,a € S. Tadaje x € G¢, a € Gy, zaneke e, f € I, odakle je x,za € G,
pa kako G, jeste grupa, to je = € xG.xa C xSa.

(#i7) = (iv). Ako vazi (iv), jasno je da S jeste regularna. Uzmimo
e,f € E(S). Tadaje e € Sf, odakle je ef =e. Prema tome, E(S) je
levo nulta traka.

(iv) = (v). Neka je S regularna i neka je E(S) levo nulta traka.
Uzmimo a,b € S. Tadaza z € V(a), y € V(b), imamo da je b= byb=
bybxa € Sa. Dakle, prema Posledici 1.5, S je levo prosta.

Uzmimo a,b,c € S tako da je ac = bc. Tada za x € V(a), y €
V(b), z € V(c), dobijamo da je

a = axa = axracz = acz = bcz = bybcz = byb = 0.
Prema tome, S je desno kancelativna.

(v) = (vi). Sledi neposredno.

(vi) = (vii). Neka vazi (vi). Tada prema Posledici 1.5. dobijamo da S
jeste levo prosta. Uzmimo proizvoljan a € S. Prema (vi), postoji ta¢no

jedan x € S tako da je wa = a. Odavde dobijamo da je z?a = za = a,

pa na osnovu jedinstvenosti elementa z, z? = x. Prema tome, S sadrzi

idempotent.
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(vii) = (viii). Nekaje S levo prosta i neka sadrzi idempotent. Uzmimo
proizvoljan e € E(S). Tada prema Posledici 1.5, za proizvoljan a € S
imamo da je e € Sa i a € Se, iiz a € Se dobijamo da je ae =a, pa e
jeste desna jedinica.

(viii) = (vii). Neka vazi (viii). Tada za proizvoljne a,b € S, b= be €
bSa C Sa, pa S jeste levo prosta. Kako je e € E(S), to vazi (vii).

(vii) = (i). Neka je S levo prosta i neka sadrzi idempotent. Tada
je jasno je da S jeste prosta. Osim toga, za proizvoljne e, f € E(S), iz
e € Sf dobijamo da je ef =e, paje FE(S) podpolugrupa od S, i pri
tome FE(S) jeste levo nulta traka, odakle neposredno dobijamo da svaki
idempotent iz S jeste primitivan. Dakle, S je potpuno prosta, pa prema
Teoremi 3.6, S je pravougaona grupa, tj. S je direktan proizvod grupe G
i pravougaone trake F. Kako FE(S) jeste levo nulta traka, to prema Lemi
3.8, E jeste levo nulta traka. Dakle, S je leva grupa. [

Teorema 3.8. Nekaje S= M(G;I,A;P). Tada
(1) S jeste disjunktna unija minimalnih levih ideala

Ly=A{(a;i,\) | a € G, iel}, (Ae ),
koji su leve grupe;
(ii) S jeste disjunktna unija minimalnih desnih ideala
R; ={(a;i,\) | a € G, XA € A}, (i el),
koji su desne grupe;
(iii) S jeste disjunktna unija bi-ideala
Hiyx ={(a;i,\) | a € G}, (tel, Ne ),
koji su grupe sa jedinicama (p;il; i,\); Sta vise, S je matrica (pravougaona
traka) I x A grupa H;\. O

Posledica 3.8. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je potpuno prosta;

(i) S je levo nulta traka desnih grupa;

(#ii) S je desno nulta traka levih grupa;

(iv) S je matrica grupa. O

Zadaci.

1. Reesova matri¢na polugrupa nad grupom sa nulom i sa proizvoljnom
sendvi¢ matricom je E-inverzivna.

2. Polugrupa S = S% je 0-grupa ako i samo ako je levo O-prosta i desno
O-prosta.

3. Baer-Levijeva polugrupa je desno prosta i desno kancelativna a nije levo
prosta i levo kancelativna.

4. Sledeé uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
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(i) S je potpuno prosta;
(i) asvaki a € S, aS sadrzi idempotent i za a,z € S, iz a = aza
sledi x = zax;
(797) S je desno regularnaiza a,z €95, iz a=a
(tv) (Va,be€ S) a€ abSa.

Literatura. Allen [1], Bogdanovi¢ and Stamenkovié¢ [1], Clifford
[1], Clifford and Preston [1], Cupona [2], Howie [1], Kapp and Schneider [1],
Lallement [3], Lallement et Petrich [2], Mitsch [2], Munn [2]|, Schwarz [1],
Steinfeld [1], [2], CymreBuu [1], [2], Venkatesan [2].

2 2

z sledi x = zx%aq;

3.2. 0-Arhimedove polugrupe.

Neka je S = S° polugrupa. Ideal I polugrupe S je nil-ideal od S
ako I jeste nil-polugrupa. Najveéi nil-ideal polugrupe S, tj. uniju svih
nil-ideala od S, u oznaci R(S), nazivamo Cliffordov radikal polugrupe S.
Neke osobine Cliffordovog radikala, dajemo narednim lemama.

Lema 3.9. Za proizvoljnu polugrupu S = S° je R(S/R(S)) = 0.

Dokaz. Nekaje S/%(S)=Q, nekaje ¢:S — Q prirodni homomor-
fizam i neka je I nil-ideal od Q. Nekaje J={zx € S| p(x) € I}. Tada
se lako proverava da J jeste nil-ideal od S, odakle je J C R(S), pa I
jeste nula ideal od @. O

Neka je S proizvoljna polugrupa. Za a € S, za Xi(a) oznacavamo
skup ¥i(a) ={x € S|z — a}, isa o1 oznatavamo relaciju definisanu
sa ao1b < Xi(a) =31(b), (a,beS). O skupovima 3, (a) irelacijama
On, N € ZT, biée re¢i u Glavi 5. Ovde dajemo vezu Cliffordovog radikala
polugrupe sa nulom i relacije o7 na toj polugrupi:

Lema 3.10. Cliffordov radikal R(S) polugrupe S = S° jednak je
o1-klasi koja sadrzi 0.

Dokaz. Neka C jeste oq-klasa od S koja sadrzi 0, i neka je
acC, zeS. Tadaje ¥i(a) =2%1(0) = Nil(S). Tada je

Yi(ax) € Eq1(a) = Nil(S), Zi(zra) C Xi(a) = Nil(9),
pa kako je Nil(S) C X1(u), za svaki u € S, toje Xi(ax) = X1(za) =
Nil(S) =%1(0), pa az,za € C. Dakle, C jeideal od S. Jasno je da je
C C Nil(S), pa C jeste nil-ideal, odakle je C C R(S).

Neka je a € R(S) iuzmimo z € ¥1(a), tj. =" € SaS, zaneki n € Z*.
Kako je SaS C SR(S)S C R(S) C Nil(S), toje x € Nil(S) = X1(0).
Prema tome, ¥;(a) C 31(0). Jasno da je ¥;(0) C ¥4(a). Dakle, a € C
paje R(S)=C. O
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Podsetimo se (vidi Posledicu 1.6.) da polugrupa S = S° jeste O-prosta
ako i samo ako za sve a,b € S®, a|b. Koristedi relaciju —, mozemo
uvesti jedno uopstenje O-prostih polugrupa. Polugrupu S = S° u kojoj
iz a,b € §° sledi da je a — b, nazivamo 0-Arhimedova polugrupa.
Polugrupa S = S° je slabo 0-Arhimedova ako iz a,b € S —R(S) sledi da
je a—b.

Odnos 0-Arhimedovih i slabo 0-Arhimedovih polugrupa opisuje naredna
teorema. Kako svaka nil-polugrupa jeste (slabo) 0-Arhimedova, to u ovoj
teoremi ne razmatramo nil-polugrupe.

Teorema 3.9. Sledeéi uslovi za ne-nil polugrupu S = S° su ekviva-
lentni:
(1) S je slabo 0-Arhimedova;
(ii) S je idealska ekstenzija nil-polugrupe pomocéu 0-Arhimedove polu-
grupe;
(791) S ima tacno dve o;-klase.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S slabo 0-Arhimedova. Tada S jeste
idealska ekstenzija nil-polugrupa R = fR(S) pomocu polugrupe Q. Kao
i obi¢no, poistoveti¢emo parcijalne polugrupe S — R i @°. Uszmimo
a,b € Q®. Tada a,be S— R, papostoje z,y €S i ne€Z" tako da je
b" = xay, jer S jeste slabo 0-Arhimedova. Ako je x € R ili y € R, tada
je b € R, odakleje b" =0€ Qa@) u Q, paje a—b u (. Uzmimo
da z,ye S—R=Q° Tadaje b" =zay € QaQQ u Q, paje a— b u
Q. Dakle, @ je 0-Arhimedova.

(1) = (i). Neka je S idealska ekstenzija nil-polugrupe R pomocu
0-Arhimedove polugrupe . Poistovetimo parcijalne polugrupe S — R i
Q°, iuzmimo a,b € S—R(S). Kakoje R CR(S), to a,be S—R=0Q°,
pa postoje =,y € Q i n € ZT tako daje b" = zay. Ako je x = 0 ili
y =0, tadaje " =0 u @, odakle b" € R C Nil(S) u S, pa je
b = (b")k =0¢€ SaS u S, zaneki k€ Zt, tj. a— b u S. Uzmimo
daje z,y#0 u Q. Tada z,y€ Q* =S5 — R, paje b" =zxay € SaS u
S, odakleje a — b u S. Dakle, S je slabo 0-Arhimedova.

(i) = (di7). Nekaje S slabo 0-Arhimedova. Prema Lemi 3.10, PR(S) je
jednak o-klasi koja sadrzi 0. Kako S nije nil-polugrupa, to je S—R(S) #
@. Uzmimo a,b € S—R(S). Dokazatemodaje aoyb. Nekaje x € ¥1(a),
tj. neka je 2" = uav, zaneke n € ZT, u,v € S. Ako je uav € R(S), tada
je = € Nil(S), paje b — =z, tj. = € X1(b). Nekaje uav € S —R(S).
Tada je (uav)® € SbS, za neki k € ZT, odakle je z"* € SbS, tj.
x € X1(b). Prema tome, Xi(a) C Xi(b). Slicno dokazujemo obratnu
inkluziju. Dakle, vazi (iii).

(#i7) = (i). Sledi prema Lemi 3.10. O
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Lema 3.11. Neka je S = S° nil-ekstenzija 0-proste polugrupe K.
Tada je
R(S)={z eS| SzSNK =0}.

Dokaz. Nekaje A={zrecS|SzSNK =0}. Uzmimo a € A, z € S.
Tada je SaSNK =0 paje
SarSNK CSaSNK =0, SxaSNK CSaSNK =0,

odakle je ax,ra € A. Prema tome, A jeideal od S. Jasno daje A nil-
polugrupa. Uzmimo nil-ideal I od S. Tada INK jesteideal od K, odakle
je INK =0 ilije INK =K. Kako po definiciji 0-proste polugrupe, K
nije nil-polugrupa, toje INK =0, paje SaSNK CSISNK CINK =0,
za svaki a € I. Dakle, I C A, odakle je R(S)=A4. O

U sledeéoj teoremi ¢emo, kao i obi¢no kod idealskih ekstenzija, poistovetiti
parcijalne polugrupe S — R i Q°:

Teorema 3.10. Polugrupa S = S° je nil-ekstenzija 0-proste polu-
grupe ako i samo ako S jeste idealska ekstenzija nil-polugrupe R pomocu
0-Arhimedove polugrupe @ sa 0-prostim 0-jezgrom K i wvaZe sledeci uslovi:
(a) zasve ac K*, be S—R
ab=0 v Q = ab=0 u S;
ba=0 v Q@ = ba=0 wu S,

(b) ab=0ba=0, zasve a€ K*® beR.

Proof. Nekaje S nil-ekstenzija 0-proste polugrupe 7 i neka je R =
R(S). Tada R jeste nil-polugrupai S je idealska ekstenzija od R pomocéu
polugrupe . Kako T jeste O-prosta, toje RNT = 0.

Uzmimo a€T®, beS— R. Tadaje abe T, jer T jeste ideal od S.
Akoje ab=0 u @Q, tadaje abe R u S, paje ab=0 u S, jer je
RNT =0. Dakle,

ab=0€@Q = ab=0¢€S.
Slicno dokazujemo da vazi druga implikacija u (a).

Uzmimo a €T, be R. Tada je ab=0ba =0, jer ab,ba € RNT = 0.

Neka je K =T°U0 C Q. Tada K jeste podpolugrupa od @ izomorfna
sa T, odakle K jeste O-prosta. Dakle, na osnovu prethodno dokazanog
dobijamo da vaze uslovi (a) i (b).

Neka je I ideal od @, I # 0. Lako se proverava da I®U R jeste ideal
od S 1 I°UR#0, odakleje T C I°*UR, paje K®*=T°®CI* tj
K CI. Dakle, K je O-prosto 0-jezgro od Q.

Uzmimo a,b € S — R. Prema Lemi 3.11. dobijamo da je SaSNT # 0,
odakle je T'C SaS. Prema tome, postoji n € ZT takodaje b" € T C SaS,
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tj. a — b. Dakle, S je slabo 0-Arhimedova, pa prema dokazu Teoreme
3.9. dobijamo da @ jeste 0-Arhimedova.

Obratno, neka je S idealska ekstenzija nil-polugrupe R pomoéu 0-Ar-
himedove polugrupe @ sa 0-prostim 0-jezgrom K i neka vaze uslovi (a)
i (b). Prema (a) sledida T'= K®*UO0 C S jeste podpolugrupa od S
izomorfna sa K, pa T jeste O-prosta. Prema (a) i (b) sledida T
jeste ideal od S. Prema Teoremi 3.9, S je slabo 0-Arhimedova. Uzmimo
x € S. Akoje z € R(S), tada je x € Nil(S), paje 2" =0¢€T, za
neki n € ZT. Nekaje z €S —R(S), i uzmimo a € T — Nil(S). Tada
je a — z, odakle 2" € SaS C T, zaneki n € Z*. Dakle, S je
nil-ekstenzija od 7. O

Kao §to smo videli, 0-Arhimedova polugrupa je jedno uopstenje O-proste
polugrupe, a 0-prosta polugrupa sa primitivnim idempotentom je O-potpuno
prosta. Prirodna je, onda, sledeca definicija:

Polugrupa S = S° je potpuno 0-Arhimedova ako S jeste 0-Arhimedova
polugrupa i sadrzi O-primitivan idempotent.

Lema 3.12. Svaka potpuno 0-Arhimedova polugrupa ima potpuno 0-
prosto 0-jezgro.

Dokaz. Neka je S potpuno 0-Arhimedova polugrupa, i neka e €
E(S) jeste O-primitivan idempotent. Neka je K presek svih nenula ideala
polugrupe S. Jasno jedaje 0 € K, pa K jeste neprazan skup, i takodje
je jasno da K jeste ideal od S. Uzmimo proizvoljan nenula ideal I od S,
i uzmimo proizvoljan a € I®*. Kako S jeste 0-Arhimedovai a,e € S®, to
a—e, tj. e€ SaS CI. Prema tome, e je element svakog nenula ideala
od S, paje e e K. Odavde dobijamo da K jeste O-minimalan ideal od S
i K? #0, odakle prema Posledici 1.7. sledi da K jeste O-prosta polugrupa.
Kako e jeste O-primitivan, to K jeste potpuno O-prosta polugrupa, pa K
jeste potpuno O-prosto 0-jezgro od S. O

Iz Teoreme 3.10. i Leme 3.12, sledi slede¢a posledica:

Posledica 3.9. Polugrupa S = S° je nil-ekstenzija potpuno 0-proste
polugrupe ako i samo ako S jeste idealska ekstenzija nil-polugrupe R
pomocéu potpuno 0-Arhimedove polugrupe @, i vaZe uslovi (a) i (b)
Teoreme 3.10, pri cemu K jeste 0-jezgro od Q. U

Ponovo ¢emo izostaviti razmatranje nil-polugrupa.

Teorema 3.11. Sledeéi uslovi za ne-nil polugrupu S = S° su ekvi-
valentni:

(1) S je 0-Arhimedova polugrupa sa 0-prostim 0-jezgrom;

(ii) S je 0-Arhimedova polugrupa sa 0-minimalnim idealom;
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(iii) S je slabo 0-Arhimedova polugrupa sa 0-prostim 0-jezgrom;
(iv) S je 0-Arhimedova intra-m-regularna polugrupa;

(v) S je nil-ekstenzija 0-proste polugrupe i R(S) =0

(vi) S je nil-ekstenzija 0-proste polugrupe i 0 je prim ideal od S.

Dokaz. (i) = (ii). Sledi neposredno.

(73) = (1). Nekaje S 0-Arhimedova polugrupa sa 0-minimalnim idealom
M. Prema pretpostavci teoreme, M nije nil-polugrupa, pa prema Posledici
1.7, M je O-prosta polugrupa. Neka je I nenulaideal od S, nekaje x € I*®
ineka je a € M — Nil(S). Tadaje x — a, tj. a™ € SxS C I, za neki
n € Z*, odakle je a® € INM, a™ # 0. Prema tome, INM # 0 je ideal
od S sadrzan u M, pa kako M jeste O-minimalan, to je INM = M,
tj. M CI. Dakle, M je O-prosto O-jezgro od S.

(1) = (v). Neka je S 0-Arhimedova polugrupa sa 0-prostim 0-jezgrom
K. Tada K jeste O-prosta polugrupa. Neka je a € K°®, i uzmimo x € S°.
Tada je a — x, tj. 2™ € SaS C SKS C K, zaneki n € Z*. Prema
tome, S je nil-ekstenzija od K. Ako je R(S) #0, tadaje K C R(S5),
sto nije moguée, jer K nije nil-ideal. Dakle, 2R(S) =0, pa vazi (v).

(v) = (iv). Neka je S nil-ekstenzija 0-proste polugrupe K i neka
je M(S) =0. Tada je jasno da S jeste intra-m-regularna polugrupa, dok
prema dokazu Teoreme 3.10. dobijamo da S jeste 0-Arhimedova polugrupa.

(tv) = (i). Neka je S ne-nil 0-Arhimedova intra mw-regularna polugrupa.
Uzmimo a € S — Nil(S). Tada postoje m € Zt i z,w € S tako da je
a™ = za®™w € Sa™S. Nekaje K = Sa™S ineka c,d € K*. Tada je
c=wxa™y, zaneki x,y € S. Sa druge strane, iz a™ = za*"w = za™(a™w)
sledi da je
(1) a™(a™w)"
zasve n € ZT. Kako d,a™w € S i S je 0 Arhimedova, to postoje
keZ' i u,ve S takodaje (a™w)* =udv. Sada prema (1) dobijamo
da je

c = xa™y = (z2*T1a™)(a™w)k (a™wy) = (2 a™)udv(a™wy)
= (zz"la™u)d(va™wy) € KdK.
Dakle, prema Posledici 1.6, K je O-prosta polugrupa.

Neka je I # 0 ideal od S. Neka je I C Nil(S). Uzmimo z € I°.
Tada je  — a, tj. a™ € SxS CI, zaneki n € Z", paiz I C Nil(S),
sledi da je a € Nil(S), $to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, postoji b € I — Nil(S) C S°®, pa postoji n € ZT tako da je
" € Sa™S = K, odakleje b" € INK, b™ #£0, pa INK # 0. Sada, kako
K jeste O-prosta polugrupa, dobijamo da je INK = K, paje K CI.
Dakle, K je O-prosto 0O-jezgro od S.

(1ii) = (7). Neka je S slabo 0-Arhimedova polugrupa sa 0-prostim



3.2. 0-ARHIMEDOVE POLUGRUPE 79

0-jezgrom K. Kako je K O0-prosta polugrupa, to K ¢ Nil(S), pa
K ¢ R(S), odakle je R(S) =0, pa prema dokazu Teoreme 3.9. dobijamo
da S jeste 0-Arhimedova.

(i) = (4i7). Sledi neposredno.

(v) = (vi) Neka je S nil-ekstenzija O-proste polugrupe K i neka je
MR(S)=0. Nekasu A i B nenulaidealiod S inekaje a€ A®, be B°.
Prema Lemi 3.12, K C SaS C A i K C SbS C B, odakle je K = K? C
AB. Prema tome, AB # 0. Dakle, 0 je prim ideal od S.

(vi) = (v). Neka je S nil-ekstenzija O-proste polugrupe K i neka je
0 prim ideal od S. Neka je R = R(S). Prema dokazu Teoreme 3.10,
RK =0, odakleje R=0 ili K =0. Kakoje K O0-prosta,toje R =0,
pavazi (v). O

Napred smo rekli da su potpuno 0-Arhimedove polugrupe uopstenja pot-
puno O-prostih polugrupa. To ¢e se jasnije videti iz sledece teoreme.

Teorema 3.12. Siedeci uslovi za ne-nil polugrupu S = S° su ekvi-
valentni:
(1) S je potpuno 0-Arhimedova polugrupa;
(ii) S je 0-Arhimedova i potpuno w-regularna;
(ii7) S je nil-ekstenzija potpuno 0-proste polugrupe i JR(S) = 0;
) S je nil-ekstenzija potpuno 0-proste polugrupe i 0 je prim ideal od
S.

(iv

Dokaz. (i) = (iii). Neka je S potpuno 0-Arhimedova polugrupa.
Prema Lemi 3.12, S ima potpuno 0-prosto 0-jezgro K, i jasno da je S
nil-ekstenzija od K. Prema Teoremi 3.11, 9R(S) = 0. Dakle, vazi (ii).
(7i) = (4i7). Sledi prema Teoremi 3.11. i Munnovoj teoremi.
(#i1) = (i), (i9i) = (it) i (#41) < (iv).. Sledi prema Teoremi 3.11. O

Zadaci.

1. Nekaje S = S° 0-Arhimedova polugrupa. Tada S nema delitelja
nule ako i samo ako S nema nenula nilpotenata.

2. Polugrupa S = S jeslabo 0-Arhimedova i ima 0-primitivan idempotent
ako i samo ako S jeste idealska ekstenzija nil-polugrupe pomoéu potpuno
0-Arhimedove polugrupe.

3. Svaka periodicna (konaéna) 0-Arhimedova polugrupa je potpuno 0-
Arhimedova.

Literatura. Bogdanovi¢ and Ciri¢ [15], [17], Clifford [3], Luh [1].
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3.3. Arhimedove polugrupe.

Polugrupa S je Arhimedova ako je a — b, za sve a,b € .S. Jasno je
da polugrupa S jeste Arhimedova ako i samo ako S° jeste O-Arhimedova
polugrupa. Arhimedove polugrupe sa jezgrom opisuje sledeca teorema:

Teorema 3.13. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je nil-ekstenzija proste polugrupe;

(it) (Va,b€ S)(3n € ZT) a™ € Sb*"S;

(7it) S je Arhimedova intra m-regularna polugrupa.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je S nil-ekstenzija proste polugrupe K.
Uzmimo a,b € S. Tada postoji n € Z tako da a”,b*" € K, pa kako K
jeste prosta polugrupa, to je a™ € Kb?"K C Sa?"S. Dakle, vazi (ii).

(ii) = (413). Sledi neposredno.

(#i7) = (i). Ovu implikaciju dokazujemo primenom Teoreme 3.11. na
polugrupu S°. O

Lema 3.13. Neka S jeste n-reqularna polugrupa u kojoj su svi idempo-
tenti primitivni. Tada S jeste potpuno w-regularna i maksimalne podgrupe
od S su oblika:

G, = eSe (e€ E(9)).

Dokaz. 7Za aec S postoje z €S i meZt daje a™ = a"za™.
Za a®, gdeje k> m, postoje y €S i n€Zt daje af" = a""yak".
Uzmimo da je e =za™ i f=xzamya*. Tadaje e?=e,

kn—m( kn—m _ m,, kn

f? = za™yad" xa™ya"" = xa™ya amra™)yak" = ra™ya aya

— xamyaknyakn — xamyakn — f’
fe = xa™ya*"za™ = zamya*"mamra™ = ra™ya*"""ma™ = f = fe.
Dakle, ef = fe = f, pa zbog primitivnosti idempotenata iz S dobijamo
da je e= f. Odavde je

a™ = amra™ = a™e = a™f = a™za™ya*" € a™Sam 1,
pa na osnovu Teoreme 2.2, S je potpuno w-regularna polugrupa.

Neka je e € E(S) i u € G.. Tadaje u=eue € eSe, paje G, C eSe.
Obratno, neka je w € eSe, tj. neka je u = ebe, za neki b € S. Kako
S jeste potpuno m-regularna, to je u? € Gy, zaneke p € Z*, f € E(S).
Sada je

ef = eur(uP)~ = e(cbe)? (uP) ! = (ebe)P(u?) ! =
gde (uP)™! jeste grupniinverz od u? u Gy, idualno dobijamo da je fe =
f, pa iz primitivnosti idempotenata iz S dobijamo da je e = f. Prema
tome, u” € G., pa na osnovu Munnove leme, u = ebe = e(ebe) = eu € G,.

Dakle eSe C G,. O
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Kao sto potpuno 0-Arhimedove polugrupe jesu jedno uopstenje potpuno
0-prostih polugrupa, to na slican na¢in mozemo uvesti jedno uopstenje pot-
puno prostih polugrupa:

Polugrupa S je potpuno Arhimedova ako S jeste Arhimedova i ima
primitivan idempotent.

Teorema 3.14. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je potpuno Arhimedova;

i) S je nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe;

) S je Arhimedova i potpuno w-reqularna;

(iv) S je w-regularna i svi idempotenti iz S su primitivni;

) (Va,be S)(Ine€ZT) a™ € a"Sba™;

) (Va,b€ S)(3neZ™) a™ € a"bSa™.

Dokaz. (i) = (ii) = (iii) = (i). Ove implikacije dokazujemo doda-
vanjem nule polugrupi S, koris¢enjem Teoreme 3.12.

(iv) = (#). Na osnovu Leme 3.13, imamo da S jeste potpuno 7-
regularna i da su maksimalne podgrupe od S oblika G. = eSe, e € E(S).
Na osnovu Leme 1.10, podgrupa G., (e € E(S)), je minimalan bi-ideal
od S. Sada na osnovu Teoreme 1.6, unija K svih minimalnih bi-ideala
od S, tj. K = Uccps)Ge, je jezgro od S. Prema Posledici 1.9, K
je prosta polugrupa, pa kako K jeste unija grupa, to prema Posledici 2.4,
K jeste potpuno prosta. Na kraju, kako je S potpuno w-regularna, to S
jeste nil-ekstenzija od K.

(ii) = (v). Neka S jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K.
Uzmimo proizvoljne a,b € S. Tada postoji n € Z tako da je a"™ € K,
pa kako prema Posledici 3.4, K jeste matrica grupa, to postoji e € E(S)
tako da je a™,a"ba™ € G.. Prema tome, xa"ba™ = e, za neki z € G,
odakle je

a = a"e = a"xa"ba™ € a"Sba".

(v) = (iv). Neka vazi (v). Tada je jasno da S jeste m-regularna
polugrupa. Uzmimo e, f € E(S) tako da je ef = fe = f. Tada prema
(v) dobijamo da je e € efSe = fSe, odakle je e = fe= f. Prema tome,
svi idempotenti iz S su primitivni. O

Posledica 3.10. Polugrupa S je nil-ekstenzija pravougaone grupe
ako i samo ako S jeste w-reqularna i E(S) je pravougaona traka.

Dokaz. Neka je S nil-ekstenzija pravougaone grupe K. Tada je
E(S) = E(K), paprema Lemi 3.8, FE(S) je pravougaona traka.

Obratno, neka S jeste m-regularna i neka je E(S) pravougaona traka.
Tada su svi idempotenti iz S primitivni, pa prema Teoremi 3.14, S je
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nil-ekstenzije potpuno proste polugrupe K. Kako je FE(K) = E(S), to
prema Teoremi 3.6, K je pravougaona grupa. [

Polugrupa S je levo (desno) Arhimedova ako je a L (a - b),
za sve a,b € S. Levo (desno) Arhimedove polugrupe su uopstenja levo
(desno) prostih polugrupa. Slede¢om teoremom, opisuju se levo Arhimedove
polugrupe koje imaju idempotent.

eorema o. . edect uslovt za polugrupu su ekvivalentni:
T 3.15.  Slededi usl l S kvival
(1) S je levo Arhimedova i ima idempotent;
(17) S je m-reqularna i E(S) je levo nulta traka;
(7it) S je nil-ekstenzija leve grupe;
(iv) (Va,be€ S)(Im € Z1) a™ € a™Sa™b;
(iv') (Ya,b e S)(Fm € ZT) a™ € ba™Sa™.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S levo Arhimedova i neka je e € E(S).

Uzmimo a € S. Tadaiz a ——e i e ——a dobijamo da je e € Sa
i a" € Se, zaneki n € ZT, odakle dobijamo da je a™ = a"e € a™Sa".
Prema tome, S je m-regularna. Uzmimo f,g € E(S). Tadaiz g SN f
dobijamo da je f € Sg, odakle je fg = f. Dakle, E(S) je levo nulta
traka.

(ii) = (ii7). Neka S jeste m-regularnaineka F(S) jeste levo nulta traka.
Tada su idempotenti iz S primitivni, pa prema Teoremi 3.14. dobijamo
da S jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K. Jasno je da je
E(S)=E(K), tj. E(K) jelevo nulta traka, pa kako K jeste regularna
polugrupa, to prema Teoremi 3.8, K jeste leva grupa.

(7i1) = (iv). Neka je S nil-ekstenzija leve grupe K. Uzmimo a,b € S.
Tada postoji n € ZT tako da je a" € K, odakle je a"b € K, pa prema
teoremi 3.8. dobijamo da je a™ € a”Ka"b C a™Sa™b. Dakle, vazi (iv).

(iv) = (i). Ako vazi (iv), tada je jasno da S jeste levo Arhimedova
polugrupa. Kako prema (iv) neposredno sledi da S jeste w-regularna,
to S sadrzi idempotent. [

Polugrupa S je dwvostrano Arhimedova, krace t-Arhimedova, ako S
jeste levo i desno Arhimedova. Polugrupa S je m-grupa ako S jeste
m-regularna i ima tacno jedan idempotent.

Teorema 3.16. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je t-Arhimedova i ima idempotent;

(i) S je m-grupa;

(7it) S je nil-ekstenzija grupe;

(iv) (Va,b € S)(Im € Z1) a™ € ba™Sa™b.
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Dokaz. (i) = (ii). Neka S jeste t-Arhimedova i ima idempotent.
Tada prema Teoremi 3.15. i njenom dualu dobijamo da S jeste w-regularna
polugrupa, da FE(S) jeste levo nulta traka i da E(S) jeste desno nulta
traka. Prema tome, E(S) sadrzi tacno jedan element, pa S jeste m-grupa.

(7) = (i13). Ako S jeste m-grupa, tada prema Teoremi 3.15, S jeste
nil-ekstenzija leve grupe K. Kako K ima tacno jedan idempotent, to K
jeste grupa.

(7i1) = (iv). Neka je S nil-ekstenzija grupe G. Uzmimo a,b € S.
Tada postoji n € ZT tako da je a™ € G, odakle je ba™,a™b € G, pa kako
G jeste grupa, to je a” € ba"Ga™b € ba™Sa™b.

(iv) = (i). Ako vazi (iv), tada je jasno da S jeste t-Arhimedova
polugrupa. Takodje, jasno je da S jeste m-regularna, pa S ima idempo-
tent. U

Polugrupa S je stepeno vezana ako za sve a,b € S postoje m,n € Z+
tako da je a™ = b™. Jasno je da svaka stepeno vezana polugrupa jeste
t-Arhimedova.

Posledica 3.11. Siledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je stepeno vezana i ima idempotent;

(ii) S je t-Arhimedova i periodiéna;

(7i1) S je periodiéna i ima tacno jedan idempotent;

(iv) S je nil-ekstenzija periodicne grupe. [

Zadaci.

1. Polugrupa S je potpuno Arhimedova ako i samo ako je Arhimedova i
sadrzi bar jedan minimalan levi ideal i bar jedan minimalan desni ideal.
2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je periodi¢na i Arhimedova;

(13) S je m-regularna i za sve a,b € S, iz ab=ba sledi da je a" =y",

zaneki n € Z™;

(77) S je nil-ekstenzija periodi¢ne potpuno proste polugrupe.
3. Polugrupa S je nil-ekstenzija levo proste polugrupe ako i samo ako S
jeste levo Arhimedova i levo w-regularna.
4. Polugrupa S je nil-ekstenzija pravougaone trake ako i samo ako za sve
a,b €S postoji n € Z" tako daje a™ = a"xa".
9. Polugrupa S je nil-ekstenzija periodi¢ne leve grupe ako i samo ako za
sve a,b€ S postoji n € ZT tako daje a™ = a"b".
6. Ako za svaki element a polugrupe S postoji n € ZT i postoji tacno
jedan = € S daje a" = za™*!, tada S jeste nil-ekstenzija leve grupe.
Da li vazi obrat?
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7. Polugrupa S je m-grupa ako i samo ako S jeste Arhimedova polugrupa
sa ta¢no jednim idempotentom.
8. Nekaje ¢ kongruencija m-regularne polugrupe S. Tada je e& f, za
sve e, f € E(S) ako isamo ako S/¢ jeste m-grupa.
9. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je grupa;

(17) S je regularna i ima tacno jedan idempotent;
(7i1) za svaki a € S postoji tatno jedan x € S tako da je a = axa;

(iv) (Ya,be S) a € bSbh.
10. Polugrupa S je poddirektan proizvod nilpotentnih polugrupa ako i
samo ako je |Nyez+ S™| < 1.
11. Polugrupa S je poddirektan proizvod nil-polugrupa ako i samo ako
je Npez+J(a") =@, zasvaki a € S.
12. Neka je 7 kvazi-uredjenje polugrupe S. Element a € S je
m-idempotent ako je a"mwama™, za svaki n € ZT. Polugrupa S je
mw-Arhimedova ako za sve a,b € S postoji n € ZT tako da je amb".
Kvaziuredjenje 7 polugrupe S je pozitivno ako je amab i amwba, za sve
a,bes.

Dokazati da polugrupa S bez nule jeste poddirektan proizvod prebrojivo
mnogo nil-polugrupa ako i samo ako postoji pozitivno kvazi-uredjenje m na
S tako da je S m-Arhimedova i nema w-idempotenata.

13. Nekaje S podpolugrupa Arhimedove polugrupe bez intra-regularnih
elemenata. Tada S jeste poddirektan proizvod prebrojivo mnogo nil-
polugrupa.

Literatura. Bogdanovié¢ and Ciri¢ [8], [9], Bogdanovié and Mili¢
[2], Chrislock [1], [3], Edwards [1], Galbiati e Veronesi [1], Levin [1], Levin
and Tamura [1], McAlister and O’Carroll [1], Nagy [3], [4], [5], Nordahl [1],
[2], [3], Petrich [2], Putcha [1], [3], Schein [4], Strecker [1], Tamura [2], [4],
(7], [9], [17], [21], Tamura and Nordahl [1], Tamura and Shafer [1], Thierrin
and Thomas [1], Trpenovski and Celakoski [1].

3.4. Polugrupe u kojima su pravi ideali
Arhimedovi.

Ozna¢imosa A (LA, RA, TA, PJ) klasu Arhimedovih (levo Arhime-
dovih, desno Arhimedovih, t-Arhimedovih, stepeno vezanih) polugrupa. Kao
§to je ve¢ napred primecéeno, medju ovim klasama vaze sledeée relacije:

PTCTA=LANRAC LAURAC A.

Neka I(S) (L(S)) oznacava uniju svih pravih dvostranih (levih) ideala
polugrupe S.
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Teorema 3.17. Svaki pravi ideal polugrupe S je Arhimedova pod-

polugrupa od S ako i samo ako I(S) jeste Arhimedova podpolugrupa od
S

Dokaz. Neka su svi pravi ideali od S Arhimedove polugrupe, i neka
su a,b € I(S). Tada postoji pravi ideal A od S tako da je a,aba € A,
i postoji n € ZT tako da je

a™ € AabaA C I(S)bI(S).
Prema tome, I(S) je Arhimedova polugrupa.

Obratno, neka I(S) jeste Arhimedova polugrupa i neka je A pravi ideal
od S. Tada za a,be€ A postoji n € Z* tako da je a™ = xby, za neke
z,y € I(S). Dakle, a"*? = axbya, pri ¢emu az,ya € A, pa A jeste
Arhimedova polugrupa. O

Lema 3.14. Svaki levi ideal Arhimedove (levo Arhimedove, t-Arhi-
medove, stepeno vezane) polugrupe S je Arhimedova (levo Arhimedova,
t-Arhimedova, stepeno vezana) podpolugrupa od S.

Dokaz. Dokaza¢emo samo sluéaj kada S jeste Arhimedova polugrupa
(dokazi ostalih slucajeva su sliéni). Neka L jeste proizvoljan levi ideal od
S i a,b € L. Tada postoje =,y € S i n € Z" tako daje a" = xb%y.
Odavde sledi da je a™t! = zbbya i xb,ya € L. O

Slede¢om teoremom karakteriSu se polugrupe u kojima svaki pravi levi
ideal jeste Arhimedova polugrupa.

Teorema 3.18. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) svaki pravi levi ideal od S je Arhimedova podpolugrupa od S;
(i) L(S) je Arhimedova podpolugrupa od S;
(7i1) S zadovoljava jedan od sledeéih uslova:
(a) S je Arhimedova polugrupa;
(b) S ima maksimalan levi ideal M koji je Arhimedova polugrupa i
M C Ma, za svaki a €S — M.

Dokaz. (i) = (ii). Akoje S levo prosta, tada S jeste Arhimedova.
Uzmimo da S nije levo prosta. Za proizvoljne a,b € L(S) postoji pravi
levi ideal L od S tako da a,ba € L, odakle je

a™ € LbaL C L(S)bL(S),
za neki n € ZT, pa prema tome, L(S) jeste Arhimedova podpolugrupa
od S.

(7i) = (iii). Akoje L(S)# S, tada M = L(S) jeste maksimalan levi
ideal od S, pa na osnovu Teoreme 1.14, S — M = {a}, a* € M, ili je
S—M C Sa, zasvaki a € S—M. Akoje S—M = {a}, a®> € M, tada S
jeste Arhimedova. Ako je S — M C Sa, zasvaki a € S— M, tada prema
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Teoremi 1.15, T'=S — M je podpolugrupa od S. Iz Sa =S (a € T),
sledi da je S = MaUTa C MaUT C S, tj. S = MaUT. Dakle,
M C Ma, zasvaki a € S — M.

(7i1) = (i). Ako vazi (a), tada prema Lemi 3.14, svaki levi ideal od
S jeste Arhimedova podpolugrupa od S. Neka vazi (ii) ineka L jeste
pravi levi ideal od S. Ako je L C M, tada na osnovu Leme 3.4, L je
Arhimedova podpolugrupa od S. Akoje L € M, tadaje LN(S—M) # @.
za a € LN(S—M) je M C MaC L, $to je nemoguce. [

Teorema 3.19. Svaki pravi levi ideal polugrupe S je levo Arhimedova
podpolugrupa od S ako i samo ako vaZzi jedan od sledeéih uslova:
(a) S je levo Arhimedova;
(b) S sadrzi tacno dva leva ideala Ly i Lo koji su levo proste polugrupe
) S = L1 U LQ,’
(¢) S ima maksimalan levi ideal M koji je levo Arhimedova polugrupa
i M C Ma, zasvaki a€ S — M.

Dokaz. Neka su svi pravi levi ideali iz S levo Arhimedovi. Ako je
L(S) # S, tada M = L(S) jeste maksimalan levi ideal od S koji
je levo Arhimedova polugrupa. Na osnovu Teoreme 1.14. imamo da je
S—M={a}, a> € M, ili S—M C Sa, zasvaki a € S— M. Ako je
S— M ={a}, a®> € M, tada S jeste levo Arhimedova polugrupa. Ako je
S— M C Sa, zasvaki a € S, tada kao u dokazu Teoreme 3.18. dobijamo
daje S tipa (c).

Ako je L(S) =S, izasvaka dva prava leva ideala L; i Ly od S je
LinNLy # @, tada S jeste levo Arhimedova. U suprotnom, postoje levi
ideali Ly i Ly od S daje LiNLy=@. Utomslucajuje LiULy =9,
jer L1 ULy nije levo Arhimedova polugrupa (zbog LiN Ly = @). Sta vise,
L1 i Lo su levo proste polugrupe i osim L; i Lo nema drugih pravih
levih ideala od S. Prema tome, ako svaki pravi levi ideal od S jeste levo
Arhimedova polugrupa, tada vazi jedan od uslova (a), (b) i (c).

Obrat sledi neposredno. [

Polugrupa S je A-polugrupa ako za sve a,b € S postoji n € ZT tako
da je a™ € {(a,b)b{a,b). Polugrupa S je L-polugrupa ako za sve a,b € S
postoji n € ZT tako da je a™ € {a,b)b. Dualno se definise R-polugrupa.
Polugrupa S je T-polugrupa ako S jeste L-polugrupai R-polugrupa.

Neposredno se dokazuje sledeca:

Lema 3.15. Polugrupa S je L-polugrupa (A-polugrupa, R-polugrupa,
T-polugrupa) ako i samo ako svaka podpolugrupa od S jeste levo Arhimedova
(Arhimedova, desno Arhimedova, t-Arhimedova). O
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Lema 3.16. Polugrupa S je levo prosta L-polugrupa ako i samo ako
S jeste periodicéna leva grupa.

Dokaz. Neka S jeste levo prosta polugrupa. Tada prema Posledici 1.5,
za a € S postoji x €S daje a=za. Kako S jeste L-polugrupa, to
postoje n € ZT i u € (a,x) daje z" =wua, paje
a=z"a=uaa=a"t!,
zaneki i € ZT, jer je u € (a,x). Dakle, S je perioditna polugrupa, pa je
E(S) # . Sada na osnovu Teoreme 3.7. dobijamo da S jeste periodi¢na
leva grupa.
Obrat sledi na osnovu Leme 3.15. i Teoreme 3.7. [

Teorema 3.20. Svaka prava podpolugrupa polugrupe S je levo
Arhimedova ako i samo ako S jeste L-polugrupa ili je |S|= 2.

Dokaz. Neka svaka prava podpolugrupa polugrupe S jeste levo Arhime-
dova. Tada na osnovu Teoreme 3.19. razlikujemo tri slucaja:

(a). S jelevo Arhimedova. U tom slu¢aju, prema Lemi 3.15, S je
L-polugrupa.

(b). S ima tacno dva leva ideala L; i Lo koji su levo proste polugrupe
i S=LiULs. U tom slucaju, kako su L, Ly # S, prema pretpostavci i
Lemi 3.15, L; i Ly su L-polugrupe, pa prema Lemi 3.16, L; i Lo suleve
grupe. Sada na osnovu Teoreme 3.8, S je unija grupa, tj. S je potpuno
regularna, pa kako je jasno da S jeste prosta, to prema Posledici 2.4, S
je potpuno prosta. U oznakama iz Teoreme 3.6, S je levo nulta traka I
desnih grupa R;, i € I. Akoje |I| > 2, tadaza i € I, R; je L-polugrupa,
pa prema dualu Teoreme 3.8. i prema Teoremi 3. 15. dobijamo da E(R;)
jeste desno i levo nulta traka, odakle je |E(R;)| =1, tj. R; je grupa.
Medjutim, u tom slu¢aju prema Teoremi 3.8, S je leva grupa, tj. E(S) je
levo nulta traka, $to je nemoguce jer za e € E(Ly), f € E(Ls2) je ef € Lo,
jer Lo jeste levi ideal od S, i e ¢ Ly. Prema tonme, |I| =1, pa S
jeste desna grupa i E(S) je desno nulta traka. Tada (e, f) = {e, f} ne
moze biti levo Arhimedova polugrupa, pa je S ={e, f}, tj. |S]|=2.

(¢) S ima maksimalan levi ideal M = L(S) koji je L-polugrupa i
M C Ma, zasvaki a € T =S — M. Na osnovu Teoreme 1.15, T je
podpolugrupa od S. Uzmimo da T nije levo prosta polugrupa. Tada
postoji a € T daje Ta # T. Medjutim, u tom slucaju je M # Ma, pa je
Ma =S. Nekaje a=uza, zaneki xz € M. Tadaje (azx)” =a"x € M, za
svaki n € Z*, n > 2, paje (axr)U(a) podpolugrupa od S. Jasno je da je
S = (ax)U{a), jer (ax)U(a) nije L-polugrupa (ako bi to bila, onda bi bilo
a* € {a,ax)ax € M, §to je nemoguée). Sada je = € (az), tj. = =d’z, za

neki k € ZT, paje a=za=a"za =a**!, odakle T = (a) jeste grupa,
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§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da 7T nije levo prosta. Prema tome,
T je levo prosta polugrupa, pa na osnovu Leme 3.16, T' je leva grupa. Za
e € E(T) je M C Me, pa za proizvoljan x € M je x = ye, za neki
y € M. Odavde je x =ye =yee = xe, paje (ex)” =ex" € M, za svaki
n € ZT. Sada, ako je A = {(ex)?, (ex)3,...} U{e} prava podpolugrupa
od S, onda A jeste L-polugrupa, pa je e € <e,e:1:2> ex? C M, $to je
nemoguée. dakle, S = A, odakle je ex = (ex)*, zaneki k € Z, k > 2, t;
{(ex)?, (ex)?,...} je grupa. Za jedinicu (ex)*~1! = ex*~! te grupe imamo
da {ex*' e} nije L-polugrupa. Dakle, S = {ex*~! e}, tj. |S|=2.
Obrat sledi neposredno. [

Lema 3.17. Svaka t-Arhimedova polugrupa sadrzi najvise jedan idem-
potent.

Dokaz. Nekasu e, f idempotenti t-Arhimedove polugrupe S. Tada
je e==xf, f=ey, zaneke x,y € 9, odakle je e =af = 2f? =ef =
y=ey=f O

Lema 3.18. Polugrupa S je levo prosta (desno prosta, prosta) t-
Arhimedova polugrupa ako i samo ako S jeste grupa.

Dokaz. Daéemo samo dokaz za sluéaj kada S jeste levo prosta t-
Arhimedova polugrupa. Za a € S postoji =z € S daje a = za®. Kako S
jeste t-Arhimedova, to za a i x postoje y €S i ne€Z™ daje 2" = ay.
Sada imamo da je

2 2.3

a=uzxa®=zx%3 = - =g""t!

= aya" .

Prema tome, S je regularna polugrupa i prema Lemi 3.17, S ima ta¢no
jedan idempotent, pa iz Teoreme 3.16. dobijamo da S jeste grupa.
Obrat sledi neposredno. [J

Teorema 3.21. Neka polugrupa S nije levo prosta. Tada svaki pravi
levi ideal od S jeste t-Arhimedova polugrupa ako i samo ako vazi jedan od
sledecih uslova:
(a) S je t-Arhimedova;
(b) S sadrzi tacno dva leva ideala Gy i@ Go koji su grupe i S = G1UG3;
(¢) S ima maksimalan levi ideal M koji je t-Arhimedova polugrupa i
M C Ma, za svaki a€ S — M.

Dokaz. Neka svaki pravileviideal od S jeste t-Arhimedova polugrupa.
Tada na osnovu Teoreme 3.19. i Leme 3.18, imamo da vazi jedan od uslova
(b) ili (¢), ili S jeste levo Arhimedova polugrupa. Ako S jeste levo
Arhimedova i L(S) # S, tada L(S) jeste maksimalan levi ideal od S i
on je t-Arhimedova polugrupa. Na osnovu Teorema 1.14. i 1.15, imamo dva
slucaja: S — L(S) je podpolugrupa od S, i tada imamo kontradikciju,
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ili je S — L(S) = {a}, a® € L(S), tada S jeste t-Arhimedova. Ako je
L(S) = S, tada se lako dokazuje da je S tipa (a).
Obrat sledi neposredno. [

Teorema 3.22. Svaka prava podpolugrupa iz S je t-Arhimedova ako
1 samo ako S jeste T-polugrupa ili S jeste dvoelementna traka.

Dokaz. Neka svaka prava podpolugrupa od S jeste t-Arhimedova. Ako
S jeste levo prosta, onda na osnovu Leme 3.18, S je grupa. Uzmimo da
S nije levo prosta. Tada imamo jedan od slucajeva (a), (b) i (¢) Teoreme
3.21.

Ako vazi (a), tada S jeste T-polugrupa.

Neka vazi (b) ineka e i f jesuredom jedinice grupa G; i Ga. Tada
prema dokazu Teoreme 3.20. imamo da je S = {e, f}.

Neka vazi (c¢). Tada M jeste ideal od S i S — M je levo prosta
polugrupa (Teorema 3.20.), pa na osnovu Leme 3.18, S— M je grupa. Neka
je © € M proizvoljan element i neka je e jedinica grupe S — M. Tada je
ex,zfe € M, zasvaki k € Z*, paje S = (e,ex) = (x,xe). Odavde imamo
daje z =ey, zaneki y € S, paje exr = e(ey)ey = x. Prema tome (ze)k =
z(ex)f~te = xFe, paje S = {e,we,z%,...} i A= {e,2%e,2%,...} je
podpolugrupa od S. Ako A jeste t—Arhimedova tada je e€x eA C M,
§to je nemogucée. Dakle, S = A, paje M = {xQe,x%, ...}, odakle imamo
da je ze = xFe = (ve)¥, zaneki k€ Z*, k > 2, pa M jeste grupa sa
jedinicom (ze)k~1 = xF~le. Prema tome, S = {(ze)*!,e} = {xF71 e}
je trakai |S|=2.

Obrat sledi neposredno. [

Zadaci.

1. Neka polugrupa S nije levo prosta. Tada svaki pravi levi ideal od
S jeste stepeno vezana podpolugrupa od S ako i samo ako vazi jedan od
sledec¢ih uslova:
(a) S je stepeno vezana,
(b) S sadrzi tac¢no dva leva ideala G; i G2 koji su periodi¢ne grupe i
S = G1 U GQ;
(¢) S ima maksimalan leviideal M koji je stepeno vezana podpolugrupa
od S i MCMa, zasvaki a € S — M.
2. Svaka prava podpolugrupa polugrupe S je stepeno vezana ako i samo
ako je |S|=2 ilije S stepeno vezana.

Literatura. Bogdanovi¢ [3], [7], [9], [12], Bogdanovi¢ and Malinovié
[1], [2], Chacron and Thierrin [1], Levin [1], Levin and Tamura [1], Nagore
[1], Nagy [2], Nordahl [1], Pondeli¢ek [3], Spoletini Cherubini and Varisco

2], 3], [5], [10], [12].
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Polugrupe sa potpuno
prostim jezgrom

A.H.Clifford je 1950. godine dao jednu konstrukciju za polugrupe sa
potpuno prostim jezgrom, tj. za polugrupe sa potpuno prostim idealom.
Ova konstrukcija je mnogim matemati¢arima bila inspiracija za razlicita
uopsStavanja, i razne slicne konstrukcije, pri razmatranju nekih posebnih
klasa polugrupa. Ako se bolje osmotri, onda se lako moze zakljuciti da
je re€ o jednom uopstenju Teoreme Suskevic-Reesa. Predmet razmatranja
ove glave jeste Cliffordova konstrukcija i neke karakterizacije polugrupe
sa potpuno prostim jezgrom. Data je i Teorema o izomorfizmu ovih polu-
grupa. U daljem tekstu ove glave izlazu se rezultati strukturnog i konstruk-
tivnog karaktera za polugrupe sa potpuno prostim pravim levim idealima,
i za polugrupe u kojima su sve monogene podpolugrupe (m,n)-ideali.

4.1. Strukturna teorema.

U ovom odeljku razmatramo polugrupe sa potpuno prostim jezgrom i
dajemo njihov strukturni opis.

KOl’lStI‘ukCija. Neka je M(G;I,A\; P) Reesova matri¢na polugrupa
nad grupom G i neka je @) parcijalna polugrupa takva da je (G x I X
ANNQ=2.
Neka je & :pw— &, preslikavanje od () u polugrupu 7;(I) i neka je
n:p— 1, preslikavanje od @ u polugrupu 7,.(A). Za p,q € Q neka:
(i) pae@ = Epa = Ep€a> Mg = Mpgs
(17) pg ¢ Q = &€ = const., npn, = const.;
Neka ¢ :Q x I — G jeste preslikavanje za koje:
(i1i) pg€ Q@ = (pg,i)p = (p.&i)p(q,9);
(1v) pag,i(p, i)gop;nlp’i ne zavisi od i € I.
Izraz iz (iv) oznacavacemo sa (p, ).
Definisimo mnozenje na S = (G x I x A)UQ sa:
(1) (a4, A)(b; 4, 1) = (apxsb; i, p);
(2) pla:i,A) = ((p,i)pa, &pi, A);
(3) (asi,\p = (a(p, N34, Anp);

90
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(4) pg=reQ = pg=res;

(5) ¢ Q@ = pg= ((p,fpi)so(q,i)wpxipnq,i;ﬁpfqi,/\npnq);
za p,q € Q, a,be G, i,j €I, \,uce A. Tada S sa ovako definisanom
operacijom oznac¢avamo sa M(G;I,\; P;Q, v, 0, &,n).

Lema 4.1. M(G;I,A;P;Q,p,1,&,m) je polugrupa.

Dokaz. Mnozenje je dobro definisano. U slucajevima (i), (ii), (i) i
(iv) to sledi neposredno.

Neka su p,q € @, pg ¢ Q. U tom slucaju je &,&, = const. i npn, =
const.. Ostaje da dokazemo da izraz (p,gqi)go(q,i)npp;;pnqyi ne zavisi od
1 € 1. Zaista,

(D, £ (@, D) PDA g ne i = P £, e,iPNEpeai (P> EaD) PPN e iPAnp 0 (€ PPN
= Dt e,i (P Np(a: M),

pa kako desna strana ove jednakosti ne zavisi od ¢ € I, to znaci da i leva

strana ne zavisi od ¢ € I, takodje.

Nekasu p,q € Q, pg ¢ Q, inekaje X = (a;k,v), a€G, kel, veA.
Tada

pa- X = ((p,&0)(a, 9Dy, n, i3 Epats MipTlg) - (a3 b, v)

= (1, €41) (@, )P, e PAnna b Epaiy V),

paza i =k dobijamo da je
pq- X = ((p, §ek)(a, k)pa; §p&qt, v).

Sa druge strane

p-qX =p-qla;k,v) = p((q, k)pa; &4k, v)

= ((p. &k)(a, k)pa; Ep&ak, v).

Dakle, pg- X = p-qX. I u ostalim slucajevima se na slican na¢in dokazuje
da vazi asocijativni zakon. [

Lema 4.2. Polugrupa S ima ideal koji je potpuno prosta podpolugrupa
od S akoisamo ako S jeste izomorfna nekoj polugrupi M(G; I, A\; P;Q, ¢,

¥, &,m).

Dokaz. Neka polugrupa S ima ideal K koji je Reesova matriéna
polugrupa nad grupom (potpuno prosta polugrupa, Teorema 3.5.), tj. neka
je K = M(G;I,A;P). Tada @Q = S — K jeste parcijalna polugrupa i
S=KUQ=M(G;1,\; P)UQ.

Za pe @ i (1;i,A) € K, gde je 1 jedinica grupe G, imamo da je
p(1;9,A) = (g; k,v) € K. Uvedimo oznake: g = (p;i,\)p, k= Epai, v =
Anpi- Sada je

((p,%)\)@; é.p,)\iv)\np,i) :p(1727A)1(p;]g17k7A) 1
= ((p 3, N)s Epat, Mipi) (g 3 ks A) = (05, N)@Pan, o kPxge s Epnts A).
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Odavde sledi da je An,; = A, pa je
p(L;4,A) = (933, A3 Epai, A).
Dalje, za proizvoljne p € A, j €1, je
((p3 4, 1) @3 Ep,uts 1) = P(1;3, ) (D3 4 1)
= (P31, s Epni, ) (035, 1)
= ((p31, )3 Epai, 1)
Dakle, (p;i,u)p = (p;i,\)p, pa ¢ ne zavisi od A € A. Takodje je
Epul = Epai, pa & nezavisiod A€ A. Prema tome,
p(L;4,A) = ((p, 1)p: &pis A),
gde o :Q xI—G, & :1— 1. Slicno dobijamo da je
(1; i, )‘)p = ((pv )‘)¢a z, )\ﬁp),
gde v:QxA—=G, n:A— A
Kako je

(Pag, (P 1) @35, A) = (L33, A) - ((p, 1) 3 §piy A) = (154, A) - p - (154, A)
= ((pa )‘)1/}717)‘771)) : (1717)‘) = ((pa A)Q;Z)p/\np,i;iv)\)a
to je
p,\,gpi(P, i)p = (p, )\Wp,\np,i,
tj.

(P, Y = Py (D )Py, e
Sada se vidi da izraz py¢,i(p, i)gpp;nlmi ne zavisi od i € I.
Za p€ @, (g;i,A) € K, imamo da je
plgii, A) = p(Lyd, ) - (931, 0) = ((p, 1) &pis ) - (P 938, M)
= ((p, 1) PPuilys 9; §ps A) = (0, 1) g3 Epiiy A,
i slicno, (g;4,\)p = (g(p, N5 4, Ap).
Za p,q€Q, pg€Q, je
(g D)3 Epgs A) = pg - (154, A) = p-q(154,A) . .
= p((q,9)p; §qt, A) = ((p, §48)(a, 1) 95 Epqis A
Dakle, (an i)SO = (pyfqi)(:o(%i)@ i qui = fpgqi-
Za p,q € Q, pqg ¢ Q, izaproizvoljan k € I, je
pg = (:6:2) = (g3 A) (Pars k. N) =p - a(pys k)
= p((q, k)ppyis §aks A) = (0, §gk)p(a5 k) oP g s §pSakes A)-
Odavde dobijamo da je
9=, &k)e(a, k)epyy,  i=EEk .
Dakle, £,&, = const.. Sli¢no, za proizvoljan v € I je
Pq = (936, %) = (p,5i,v) - (953, 2) = (p,ii,v)p - q
= (p,; (B V)V50,vmp)q = (p,; (p, V)V (q, vip) s i, vpng),
odakle dobijamo da je
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9 =11 0, 0) (g, vmp), A= vipng .
Dakle, n,n, = const. Kako je

9=, (0, D0 (q,vmp)t = P (0g, N = (&)@ (a, k) epyr s
to imamo da ¢ ne zavisi od k niti od v. Prema tome, pq je datosa (5).
Ovim je dokazano da je S izomorfna sa M(G;I,A\; P;Q,¢,v,&,m).
Obrat sledi na osnovu Leme 4.1. O

Lemom 4.2. dat je strukturni opis polugrupe koja ima potpuno prosto
jezgro. Slede¢om teoremom bice date joS neke karakterizacije za ovakve
polugrupe.

Teorema 4.1. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) neki kvazi-ideal od S je grupa;
ii)  neki bi-ideal od S je grupa;
) neki levi ideal od S je potpuno prosta polugrupa;
(iv) neki levi ideal od S je leva grupa;
) S ima potpuno prosto jezgro;
) S jeizomorfna sa nekom polugrupom M(G;I1,A; P;Q,p,1,&,n).

Dokaz. (i) = (ii). Ova implikacija sledi neposredno.

(74) = (iii). Ova implikacija sledi na osnovu Teoreme 1.16. i Munnove
teoreme.

(iii) = (iv). Neka levi ideal L od S jeste potpuno prosta pod-
polugrupa od S. Tada mozemo uzeti da je L = M(G;I,A;P), pa je
Ly ={(g;i,\) |1 €I, g€ G}, X € A, leviideal od L. Kako prema
Teoremi 3.8, L) jeste leva grupa,i SL) = SL%\ CSLLy CLLyCL,, to
zaklju¢ujemo da S ima levi ideal koji je leva grupa.

(iv) = (v). Ako levi ideal L od S jeste leva grupa, tada L sadrzi
desni ideal G koji je grupa. U tom sluc¢aju, G je bi-ideal od S, pa na
osnovu Teoreme 1.16. i Munnove teoreme, S sadrzi potpuno prosto jezgro.

(v) = (vi). Sledi prema Lemi 4.2.

(vi) = (i). Uzmimo da je K = M(G;I,A;P) jezgro od S. Tada
grupa Qi = {(g;9,\) | g € G} = R; N Ly jeste kvazi-ideal od S. Zaista,
najpre je

(RzﬂL)\)KﬁK(RZ mL,\) CR,KNKL) CR;NLy.
Sa druge strane je
QinSNSQix € QHSNSQ;, CQiNKSNSKQix € QinK NKQix € Qin
Dakle, @;» je kvazi-ideal od S. O

Zadaci.

1. Svaka konaéna polugrupa ima potpuno prosto jezgro.



94 GLAVA 4 POLUGRUPE SA POTPUNO PROSTIM JEZGROM

2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(¢) nekilevi ideal od S je grupa;

(74) mneki levi ideal od S je desna grupa;

(7i) S ima jezgro koje je desna grupa.

Literatura. Bogdanovié [7], Clifford [2], [4], Guo, Ren and Shum
(1], [2], [3], Lallement [3], Mili¢ and Pavlovié¢ [1], Proti¢ and Bogdanovié [1],
Cymkesuu [1], [2].

4.2. Teorema o izomorfizmu.

Sada ¢emo odrediti uslove pod kojima su izomorfne polugrupe koje su
konstruisane u prethodnoj tacki.

Teorema 4.2. Due polugrupe S = M(G;I,A;P;Q,p,2,&,n) i S* =
M(G*; T*, A% P Q% 0%, 0%, £5,n*)  su izomorfne ako i samo ako postoji
izomorfizam w: G — G*, preslikavanja i+— w; iz I v G* i A— vy iz
A u G*, biekcije o: 1 — I*, pisana sleva, i (: AN — A* i (parcijalni)
izomorfizam € :Q — Q* tako da je
(1) Paiw = VADAg ailhis

) oy = f;QOé;
(iii) nmpfB = Pyq;

) () p)w = ug ; (D, i)™ u;;

) ((p, M) w = ox (P AB) Y vy, .

Dokaz. Nekaje f:S — S* izomorfizam. Uzmimo da je Q restrikcija
od f na Q. Kako izomorfna slika jezgra polugrupe S jeste jezgro
polugrupe S*, i kako je jezgro polugrupe jedinstveno, to f slika () na
@*. Neka je Q restrikcija od f na (. Tada Q : Q — Q* jeste
(parcijalni) izomorfizam.
Ako je (a;i,A) L (b;j, 1), tada je A= p. Obratno, iz
(a;3, M) = (ab™'p, ;' 3,0)(b; 4, A), (b5, A) = (ba™'p,ts G, v)(a: i, A),

dobijamo da je (a;i,A) £ (b;j, ), tj.

(a;i,A) £ (bj,p) & A= p.
Sli¢no,

(a;4,A) R (bsj,p) & i=j.
Sada, kako je f izomorfizam od K =G x I x A na K*=G* x I* x A*,
imamo da f preslikava £ klasu Ly od K na L klasuod K, pa postoji
bijekcija B : A — A* takva da je (a;i,\) € Lyg. Sli¢no, postoji bijekcija
a: I — I* takva daje (a;i,\) € Ry Stavise, f preslikava H-klase,
koje su grupe, na odgovarajuée H-klase.
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Uzmimo sada da skupovi I i A imaju zajednicki element 1. Jasno
je da ova pretpostavka ne uti¢e na opstost dokaza. Definisimo preslikavanje

w: G — G* tako da je
_ -1

(6) (p11133§ L1)f= (p)fﬁ,al(xw); al,1P)
(na desnoj strani ove jednakosti je element iz K*). Jasno je da je na ovaj
nacin preslikavanje w dobro definisano. Nekasu z,y € G i zw = yw. Tada
. —1 —1 . —
Je (p?l(ﬂ,ozl($w)7 O[]., ]'/8) = (pi(ﬁ,al(yw)v a17 15)7 odakle Je (plllx; ]-a ]-)f =
(pri'y;1,1)f, pakako f jeste izomorfizam, toje (pii'a;1,1) = (py)'y; 1,1),
odnosno p;'x = p;iy, paje = =y. Prematome, w je injekcija.

Uzmimo z* € G*. Tada je (p{éjlalx*; al,18) € K*, pa kako restrikcija
preslikavanja f na K jeste izomorfizam od K na K*, to postoji
(a;1,1) € K tako daje (a;1,1)f = (p{;alx*;al, 18). Kako je (a;1,1) =
(pl_llpna; 1,1), toza x = piia imamo da je zw = x*. Prema tome, w je
sirjekcija.

Za z,y € G, koristeéi (6), imamo da vazi:

—1 _ — —
(p{ﬂ,al(xy)w;al,lﬂ) (P111xyvl Df = [(p111$5171)(p111y3171)] !

(pll .’E,l,].) (pfl y7]-a]-)f

(p’l(ﬁ,al(xw) al 15)(p1ﬁ al(yw) al,15)

(pfg,al(ww)pw a1l 501 (yw); al, 15)
= (Plg.01 (2w) (yw); 1, 18).

1 —1 .
Dakle, pi; .1 (2yw) = pig o1 (2w)(yw), odakle je (zy)w = (zw)(yw), pa w
jeste homomorfizam, i prema tome izomorfizam.

Za proizvoljne elemente i € I, A € A, elementi u;, vy € G* su odredjeni

relacijama:

- { (14, \)f = (ug; i, 19)
(p11 s LA f = (p{g,alvx;al,/\ﬂ)’

Neka je (a;i,\) € K proizvoljan element. Tada je

(a;i, M) = (154, 1)(171_11@5 L, 1)(1)11 1, A),

(a;d,A) = (L4, 1) f(pry' @; 1, 1) f(pir s 1LV £,
pa na osnovu (7) dobijamo da je

. . —1 —1
((1; 2, )‘)f = (ula at, 15) (p)fﬁ,al(aw); Oél, 1ﬁ) (p’l&ﬁ,alvk; Ofl, )\ﬁ)
-1 —1 .
= (Uipf,@',mp’fﬁ,m (aw)pi@,mp’fﬁ,aﬂ)\; ai, AB).

odakle je

Dakle

(8) (a;4, A) f = (ui(aw)ox; ad, AB).

Na taj nacin opisan je svaki izomorfizam od K na K*. Sada, koristec¢i
(8), imamo



96 GLAVA 4 POLUGRUPE SA POTPUNO PROSTIM JEZGROM

(154, ) (L34, )] f
(L, N f(Li, ) f =

(p)\u Z7 A) (ul(p)\l)wv>\7 az )\ﬂ)
(U (1&))1})\, ai )‘ﬁ)(uz(lw)v)nal Aﬁ)
(U UN; ai Aﬁ)(ul/U)u O”’ Aﬂ)
= (UVAD 3,0 UiVN; OV Aﬁ)
pa je

Ui (PAiW)VN = UiVADY g i UiV
odakle je

PAiW = UADY g, Wi-

Prema tome, uslov (i) vazi.

Uzmimo p € Q, (a;i,\) e K. Tada je

(9) (U pl((pa Z.)Soa)w’u)\; agpia )‘ﬁ)
[pf11(a; i, A) fl= (p€) (uwi(aw)vx; i, AB)
= ((pQ, ai)p*ui(aw)vy; Eoai, AB)

odakle dobijamo da je agpi = {nai, pa vazi uslov (7i). Sliéno dokazijemo
da vazi uslov (iii).

Iz (9) sledi da je

ue,i((p,i)pa)wvy = (P, ai)p*u;(aw)vy.
Mnozeéi ovu jednakost sa ugplz sa leve, i sa v;l sa desne strane, dobijamo
da je
(10) ((p, 1) pw)(aw) = ug ; (P, ai)p*ui(aw),
(jer je u;juspi =1* i w je homomorfizam. Za a=1 u (10) dobija se
(P i)pw = ug (P2, i) u;,

tj. uslov (iv) vazi. Na slican nacin se dokazuje da vazi uslov (v).

Time je dokazan direktan deo teoreme.

Obratno, neka su ispunjeni uslovi teoreme. Dokazac¢emo da preslikavanje
f:8— 5" koje je dato sa
(a3, ) f = (ui(aw)vx; i, AB),  pf = pQ,
(a;i,\) € G x I x A, p€Q, jeste izomorfizam. Kako su Q:Q — Q*
w: G — G* izomorfizmi, i a: I —I* i §:A — A* su bijekcije, dovoljno
je dokazati da je f homomorfizam samo za proizvod jednog elementa iz
G x I x A 1ijednog elementa iz Q.

Za pe @, (a;i,A) € G x I x A imamo da je
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[p(a;i, )] f = ((p,i)pa; Epi, A) f

ug,i((p, 1) pa)woy; agpi, \B)
ug,i((p, 1) pw) (aw)vy; Eqai, AB)
ngz 5

ug t (p, ai)p* ui(aw)vx; Eq i, AB)
(P2, i)
i

(
= (
= (ug,i
= (

= ( p*ui(aw)vy; Egai, AB)
= (p) (ui(aw)vy; o, AB)

= [pf] [(a

AT
Prema tome, [p(a;i,\)]f = [pf]l(a;i,A)f]. Sliéno se dokazuje da je
[(a;i,)\)p] f= [(avla/\)f] [ f] O

Posledica 4.1. Dve Reesove matriéne polugrupe S = M(G; I, A; P)
i S* = M(G*;I*, A*; P*) su izomorfne ako i samo ako postoje izomorfizam
w: G — G*, bijekcije av: 1 —1* i :AN— A*, ielementi u; (i € 1) i
vy (A€A) iz G* tako da je py; = UAPAg.ailis zasve i €1, A€ A O

Zadaci.

1. Nekasu S = M(G;I,A;P) i S* = M(G*;I*,A*; P*) dve Reesove
matri¢ne polugrupe sa sendvi¢ matricama P = (py;) 1 P* = (p}.;«), tim
redom. Neka su ¢+ u; i A+ vy, redom preslikavanja skupova I i A
u G*, neka o: I —I* ¥: A — A*, inekaje w:G — G* netrivijalni
homomorfizam tako da je:
PAiW = UADY g ipWi
za svaki A € A, i € I. Definig§imo preslikavanje 6 :S — S* sa:
(a3, )0 = (ui(aw)ox;ip, Ap).

Tada 6 jeste netrivijalni homomorfizam od S u S*.

Obratno, svaki netrivijalni homomorfizam od S u S* se moze dobiti
na opisani nacin.

Literatura. Bogdanovié¢ and Gilezan [1], Munn [1], Rees [1].

4.3. Polugrupe sa potpuno prostim pravim
levim idealima.

U Glavi 3. su razmatrane polugrupe u kojima su svi pravi (levi) ideali
Arhimedove polugrupe. Koristeéi slitnu metodologiju, ovde ¢emo opisati
polugrupe u kojima su svi pravi levi ideali potpuno proste polugrupe. Dalje,
koristeéi rezultate iz prethodnog poglavlja ove glave, bi¢e dat i strukturni
opis za pomenute polugrupe.

Lema 4.3. Neka polugrupa S nije levo prosta. Tada svaki pravi levi
ideal od S jeste potpuno prosta podpolugrupa od S ako i samo ako S ima
jezgro K i wvazi jedan od sledecih uslova:
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(a) S=K=M(G;1,A;P);

(b) K2 M(G;I,A;P), S— K je levo prosta podpolugrupa od S i za
svaki a € S — K je K= Ka;

(¢) K jeleva grupa, S—K = {a} i a*€ K.

Dokaz. Neka svaki pravi levi ideal od S jeste potpuno prosta polu-
grupa. Tada na osnovu Teoreme 4.1, S ima jezgro K koje je potpuno
prosta podpolugrupa od S.

Ako je K =S, tada dobijamo da vazi (a). Uzmimo daje K # S. Ako
je L pravi levi ideal od S, tada na osnovu pretpostavke, on je potpuno
prosta podpolugrupa od S. Jasno jeda je KNL # &, paje L C K,
jer je L prosta polugrupa. Dakle, K je jedinstven maksimalan levi ideal
od S. Sada na osnovu Teorema 1.14. i 1.15, S — K jeste levo prosta
podpolugrupa od S ilije S— K ={a} i a? € K.

SLucA): S — K =T jelevo prosta podpolugrupa od S. Uzmimo a € T.
Tada za levi ideal L(a) vazi:

La)=aUSa=aU(KUT)a=aUKaUTa=TU Ka,
jer je T levo prosta podpolugrupa od S. Sa druge strane, kako K jeste
maksimalan levi ideal od S, toje L(a)= S, tj. TUKa=TUK. Prema
tome, K C Ka C K, zasvaki ae€ T, tj, K= Ka, zasvaki a €T, pa
vazi (b).
Stucar: S — K = {a}, a®* € K. Uzmimo da K nije leva grupa. Tada
postoji pravi levi ideal L od K koji je leva grupai a? € L. Takodje,
imamo da je
L(a)=aUSa=aU(KU{a})a=aUa?>UKa, L?>(a) =a’>Uda’®Ua*U Ka.
Ako je L(a) # S, tadaje L(a) C K, jer je K maksimalan levi ideal od
S, odakle dobijamo da je a € K, $to je nemoguce. Prema tome, L(a) =S,
paje aUa’UKa =aUKa, odakle je K C a?UKa, paje Ka C a®UKa?.
Dakle,

KCa?UKaCa?2UdPUKa?2Ca?Ua®UKa? CL,

odakle je K =L, pa K jeste leva grupa, $to je u suprotnosti sa polaznom
pretpostavkom. Prema tome, vazi (c).

Obratno, ako vazi (a), tada tvrdjenje leme sledi iz Teoreme 3.14. Neka
vazi (¢). Uzmimo pravi levi ideal L od S. Tadaje KNL # <, paje
KCL. Akoje K#L, tadaje a € L, paje L=, sto je u suprotnosti
sa polaznom pretpostavkom. Dakle, K = L, pa L jeste potpuno prosta
podpolugrupa od S. Neka sada vazi (b) ineka L jeste pravi levi ideal od
S. Akoje L ¢ K, tadaje LNT # &, gdeje T =S—K, pakako T jeste
levo prosta polugrupa, toje T"C L. Za a €T je K=Ka C KL C L,
paje S=KUT CL, tj. S = L, §to je u suprotnosti sa polaznom
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pretpostavkom. Prema tome, L C K, pa prema Teoremi 3.14. dobijamo
da L jeste potpuno prosta podpolugrupa od S. O

Konstrukcija. Neka je K = M(G;I,A; P) Reesova matri¢na polu-
grupa i neka je T levo prosta polugrupa takva da je KNT = @.
Neka I i A jesu neprazni skupovi, neka je £ :p+— &, preslikavanje iz
T u polugrupu 7;(I) inekaje n:pw— n, preslikavanjeiz T u polugrupu
svih sirjekcija iz A na A, pisanih zdesna, tako da vazi:
(1) &pq =Cas  Npg = MpMg-
Nekasu po:TxI —G i ¢:TxAN— G preslikavanja za koja vaze sledeci
uslovi:
(i) (pg, i) = (p,&qi) (g, 1)
(iii) (pq, Ay = (p, A)vb(q, App)b;
(ZU) p)\,gpi(pv 2)30 = (p7 )‘)wpknp,i-
Na S = KUT definiSimo mnoZenje sa:
(11) (a;i, \)(b; 4, ) = (apr;jbs i, p);
(12) p(asi, A) = ((p,i)pa; §pi, A);
) (asi, A)p = (a(p, N i, Anp);
) pg=reT = pg=recs;
za 1,5 €1, A, p € A, pge T, a,b € G. Tada S sa ovako definisanim

mnozenjem jeste polugrupa (Lema 4.1.). Ovu polugrupu éemo oznacavati
sa My(Gi 1, A P T 0,4:€,m).

Lema 4.4. Polugrupa S ima jezgro K koje je potpuno prosta polu-
grupa, S—K je levo prosta polugrupa i za svaki p € S—K je K = Kp, adko
i samo ako S jeste izomorfna nekoj polugrupi Mq(G;I,A; P;T;p,1;8,1m).

Dokaz. Nekaje K potpuno prosto jezgro od S, K = M(G;I,A; P),
neka je T =S — K levo prosta polugrupa i neka je K = Kp, za svaki
p € T. tada na osnovu Leme 4.2, postoje preslikavanja &, 1, ¢ i1y sa
svojstvima (i) — (4i7), i mnozenje na S se moze definisati sa (11) — (14).
Ostaje da dokazemo da za svaki p € T', preslikavanje 7, jeste sirjekcija.
Neka je p € T ineka je A € A proizvoljan element. Za proizvoljne
a€G,i€l, iz K= Kp, dobijamo da postoji (b;j,u) € K tako da je:
(a;1,A) = (b J, w)p = (b(p, 1)V J, bp)

odakle je pum, = A. Prema tome, 7, je sirjekcija od A na A.

Obratno, neka je n,, p € T, sirjekcija od A na A. Tada za svaki
(a;i,\) € K postoji p € A tako daje A= pun,, pa je:

(a34,A) = (al(p, p)¥] i, p)p € Kp.

Prema tome, K C Kp. Ostali uslovi slede na osnovu konstrukcije. [



100 GLAVA 4 POLUGRUPE SA POTPUNO PROSTIM JEZGROM

Konstrukcija. Neka je K = G x I leva grupa, neka je b fiksan
element iz G, neka je a element takavda a ¢ K ineka je &, preslikavanje
skupa I, pisano sleva, takvo da je £,§, = const. Na S = KU{a} definisimo
mnozenje sa:

(15) (z,9)(y,J) = (zy,);

(16) (z,i)a = (xb,i);

(1) ala,1) = (ba, £40);

(18) aa = (b?,E,éad);

za 4,5 € I, x,y € G. Tada S sa ovako definisanim operacijama jeste
polugrupa koju ¢emo oznacavati sa Ma(G;1;a,b,&,).

Lako se dokazuje sledec¢a lema:

Lema 4.5. Polugrupa S ima jezgro K koje je leva grupa i S —
K = {a}, a® € K, ako i samo ako je S izomorfna nekoj polugrupi

MQ(Gv I;aabaga)' D
Iz Lema 4.3, 4.4, i 4.5, neposredno dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 4.3. Neka S nije levo prosta polugrupa. Tada svaki pravi
levi ideal od S jeste potpuno prosta podpolugrupa od S ako i samo ako
vazi jedan od sledeéih uslova:

(a) S je izomorfna sa nekom polugrupom M(G;1,A;P);

(b) S jeizomorfna sa nekom polugrupom Mq(G;I,A; P;T,¢,1,&,n);

(¢) S jeizomorfna sa nekom polugrupom Mas(G;1;a,b,8,). O

Teorema 4.4. Svaka prava podpolugrupa polugrupe S je prosta ako
1 samo ako vazi jedan od sledecéih uslova:

(a) S je M(2.7);

(b) [S]=2;

(¢) S je potpuno prosta periodiéna polugrupa.

Dokaz. Neka svaka prava podpolugrupa od S jeste prosta. Kako je
S = Uges (a), to (a), a € S, nije beskonaéna polugrupa. zaista, ako je
(a), a € S, beskona¢na polugrupa, onda je ona izomorfna aditivnoj polu-
grupi prirodnih brojeva, pa u tom slu¢aju u (a) postoji pravi ideal, odakle
(a) nije prosta polugrupa, $to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, S je periodi¢na polugrupa.

Uzmimo da je S monogena polugrupa. Tada je a™ = a™"", za neke
m,r € ZT. Uzmimo da je m > 3. Tada S ima pravu podpolugrupu
K/, = K,U{a™'}. Kakoje K, idealod S, toje K, ideal od K!, pa
K| nije prosta polugrupa, $to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, m < 2. Ako je m =2, onda vazi (a). Akoje m =1, onda
je S konacna ciklicna grupa, pa vaz (c).
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Uzmimo sada da S nije monogena polugrupa. Na osnovu dokazanog
za monogenu polugrupu imamo da S jeste periodi¢na polugrupa. Ako S
jeste prosta, tada prema Teoremi 2.3. imamo da vazi (c¢). Neka S nije
prosta polugrupa. Tada prema Lemi 4.3, S ima potpuno prosto jezgro K
i S— K =P je levo prosta podpolugrupa od S. Uzmimo idempotente
e € K, f € P. Podpolugrupa T = {f} U (ef) U (fef) nije prosta, jer
(ef) U (fef) = TN K jeste pravi ideal od T, pa prema pretpostavci
dobijamo da je S=T ={f}U(ef)U (fef), odakleje ec T C Sf, paje
ef = e. Sliéno, razmatrajuéi podpolugrupu {f} U (fe) U (fef), dobijamo
daje fe=e. Dakle, S={f}U(ef)U(fef)={f e}, pavazi (b).

Obratno, razmotrimo slucaj (¢), tj. neka S jeste potpuno prosta
periodiéna polugrupa i neka S’ jeste podpolugrupa od S. Tada je S =
M(G;1,A;P) i G je perioditna grupa. Za i € I, A € A, neka je
Hix = {(g;i,\) | g € G}. Nekaje i € I, A € A, par elemenata takav
da je S'N H;y # @. Jasno je da takvi par elemenata postoji. Neka je
G' ={g9€G]|(g;1,A) € §'}. Tada G’ jeste podpolugrupa od G, pa kako
G jeste periodi¢na grupa, to G’ jeste podgrupa od G. Neposredno se
dokazuje da S'N Hj, # @ povlaci da je S'NH;\ # &, iu tom slucaju se
dokazuje daje S'"NH;x = {(9;j,\) | g€ G'} i S'NH;, ={(g9;7,1) | g € G'}.
Takodje, ako je S'N H,, # @, tada je idempotent (p;jl;j,u) u S, paje
puj €G'. Sada,za I'={jel|S'NHjy #2} i N ={peA|S'NH;, #
@, zaneki j € I'}, imamo da je S = M(G';I;,A';P’), gde P’ jeste
A x I' podmatrica od P.

Slucajevi (a) i (b) se dokazuju neposredno. [

Z.adaci.

1. Levi ideal potpuno proste polugrupe je potpuno prosta polugrupa.
2. Neka polugrupa S nije levo prosta. Tada svaki pravi levi ideal od S
jeste desna grupa ako i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova:
(a) S ima jezgro K koje je desna grupa,i S— K =@ ilije S—K=T
levo prosta polugrupai K C Ka, za svaki a €T
(b) S ima jezgro K koje je grupai S — K = {a}, a? € K.
3. Svaki pravi bi-ideal polugrupe S je potpuno prosta polugrupa ako i
samo ako vazi jedan od sledeéih uslova:
(a) S je potpuno prosta polugrupa;
(b) S ima potpuno prosto jezgro K, S — K jegrupai K = KaUaK,
za svaki a € S — K;
(¢) S ima jezgro K koje je grupa, S — K = {a}, a® € K.
4. Svaki pravi bi-ideal polugrupe S je podgrupa od S ako i samo ako
vazi jedan od sledeéih uslova:
(a) SEM(G;I,\;P), i |I|=2, |Al=1, ili |I|=1, |A]=2;
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b) S=GUT, GNT =, G i T su grupe i mnozenje na S je
definisano pomoéu homomorfizma ¢ : T — G sa:
a(by) akoje ae€ G, beT,
axb=14 (ap)b akoje a€T, bed,
ab inace.
(¢) S ima jezgro K koje je grupai S — K = {a}, a? € K.
5. Svaka prava podpolugrupa polugrupe S je grupa ako i samo ako S
jeste M(2,r) ilije |S|=2 ili S jeste periodi¢na grupa.
6. Dve polugrupe My (G;1I;a,b,&,) i Mo(G*; I*;a*, b, €q+) su izomorfne
ako i samo ako postoji izomorfizam w : G — G* i bijekcija h : I — I*
tako da je bw =10 1 §,h = h&,«.

Literatura. Bogdanovié¢ [7], [9], Bogdanovi¢ and Gilezan [1], Clif-
ford [2], [3], Cupona [4], [5], Hrmova [1], Lallement [3], Lallement and Pet-
rich [4], Malinovié¢ [1], [2], Polldk und Rédei [1], Proti¢ and Bogdanovié [1],
Schwarz [6], Warne [1], [2], [3], [6].

4.4. c-m,n)-idealske polugrupe.

Neka su m,n € ZTU{0}, m+n > 1. Podpolugrupa A polugrupe S je
(m,n)-ideal od S akoje A™SA™ C A, (A°S = SA® =S). Polugrupa S je
(m,n)-idealska polugrupa ako svaka podpolugrupa od S jeste (m,n)-ideal
od S. Polugrupa S je c-(m,n)-idealska polugrupa ako svaka monogena
podpolugrupa od S jeste (m,n)-ideal od S. Specijalno, c-(1,1)-idealsku
((1,1)-idealsku) polugrupu nazivamo c-bi-idealska (bi-idealska) polugrupa.

Podskup R parcijalne polugrupe @ je parcijalna podpolugrupa od @
akoza z,y € R, zy € Q povlacidaje zy € R, tj. akoje R° podpolugrupa
od Q°. Nekasu m,n € ZT U{0}, m+n > 1. Parcijalna polugrupa Q
je c-(m,n)-idealska ((m,n)-idealska) parcijalna polugrupa ako Q° jeste
c-(m, n)-idealska ((m,n)-idealska) polugrupa. Parcijalna polugrupa @ je
parcijalna nil-polugrupa ako @Q° jeste nil-polugrupa.

Lema 4.6. Neka su m,n € Zt U{0}, m+n > 1. Polugrupa S
je c-(m,n)-idealska polugrupa ako i samo ako je a"™Sa™ C (a), za svaki
a€s.

Dokaz. Dokazaéemo slucaj m,n > 1. Ostali slucajevi se dokazuju
sli¢no.

Neka S jeste c-(m,n)-idealska polugrupa i neka je a € S. Tada
a™Sa™ € (a)™ S{a)" C (a). Obratno, neka je a™Sa™ C (a), za svaki
a € S. Uzmimo proizvoljnu monogenu podpolugrupu (a) od S. Kako
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je ()" ={a? | p e ZT, p >k}, k € Z*, to je proizvoljni element iz
(a)"™ S (a)" oblika aPzal, gdeje x €S i p,geZ™, p>m, ¢ >n. Sada
imamo da je aPza? = aP""a"za"a?™" € (a) (a) (a) C (a). Prema tome,
(a) je (m,n)-ideal od S. O

Neposredno se dokazuje sledeca lemas:

Lema 4.7. Nekasu m,ne€ Z*U{0}, m+n>1, ineka S jeste c-
(m,n)-idealska ((m,n)-idealska) polugrupa. Tada svaka podpolugrupa i svaka
homomorfna slika od S jeste takodje c-(m,n)-idealska ((m,n)-idealska)
polugrupa. [

Lema 4.8. Neka su m,n € Zt U{0}, m+n>1, ineka S jeste
c-(m,n)-idealska polugrupa. Tada:

(a) S je periodicna;
(b) E(S) je pravougaona traka i ideal od S;
(¢) (Ma,b € 5) eqep, € (a™b™), gde su e, i e, redom idempotenti iz

(a) i (b).

Dokaz. Dokazaéemo slucaj m,n > 1. Ostali slucajevi se dokazuju
sli¢no.

(a) Uzmimo a € S. Za B = (a?) imamo da je a*"aa®" € B"SB" C B,
tj. a?tHl = 2k zaneki k € ZT, pri cemu je 2m + 2n + 1 # 2k.
Dakle, S je periodi¢na.

(b) Za e € S imamo da je eSe C (e) = {e}, odakle je eae = e,
za svaki a € S. Odavde i iz Teoreme 1.24. dobijamo da FE(S) jeste
pravougaona traka, dok za proizvoljan a € S, iz eae = e dobijamo da je
(ea)? = ea, (ae)?® = ae, tj. ea,ae € E(S), pa E(S) jeste ideal od S.

(c) Neka je e idempotent iz (a™b"), tj. (a™b™)* = e, za neki
k € Z*. Ne umanjujuéi opstost dokaza, moZemo uzeti da je k > 2. Tada
je ee, = a™b™(a™b")*"le, € a™Se, C {(a), pa kako je ee, € E(S), to je
ee, = €q. Na isti nacin dokazujemo da je epe = e;,. Sada prema (b) i
prema Teoremi 1.24. dobijamo da je egep = eeqepe =€ € (a™b™). O

Teorema 4.5. Neka su m,n € Zt. Polugrupa S je c-(m,n)-
idealska polugrupa ako i samo ako S jeste idealska ekstenzija pravougaone
trake pomocu c-(m,n)-idealske nil-polugrupe.

Dokaz. Neka S jeste c-(m,n)-idelaska polugrupa. Prema Lemi 4.8, S
je idealska ekstenzija pravougaone trake F = E(S) pomocu nil-polugrupe
Q = S/E, dok prema Lemi 4.7, @ je c-(m,n)-idealska polugrupa.
Obratno, neka je S idealska ekstenzija pravougaone trake FE pomocu
c-(m, n)-idealske nil-polugrupe . Uzmimo a € S. Akoje a € S —FE,
tada je (a€)Q(a)" C ((a€)) = ({a}) u Q = S/E, gdeje ¢ Reesova
kongruencija na S odredjena idealom FE i af je ¢&-klasa elementa a.
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Prema tome, za proizvoljan b € S imamo da je (a&)™(b€)(a&)™ C ({a}) u
@, odakle je a™ba™ € (a) u S. Sa druge strane, ako je a € E, tada
je a™Sa™ = aSa = a(aSa)a = aFa = {a}. Dakle, prema Lemi 4.6, S je
c-(m, n)-idealska polugrupa. O

Posledica 4.2. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je c-bi-idealska polugrupa;
(ii) S je idealska ekstenzija pravougaone trake pomocu c-bi-idealske nil-
polugrupe;
(iii) S je retraktivna ekstenzija pravougaone trake pomocu c-bi-idealske nil-
polugrupe.

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i) i (i) sledi direktno iz Teoreme 4.5,
dok (4i7) = (4i) sledi neposredno. Ostaje da se dokaze da (i) = (i47).
Uzmimo da vazi (i). Tada imamo da S jeste idealska ekstenzija
pravougaone trake E = F(S) pomoc¢u c-bi-idealske nil-polugrupe. Prema
Lemi 4.8.(¢) imamo da preslikavanje ¢ : S — E definisano sa ap = e,,
gde je e, idempotent iz (a), jeste retrakcija od S na FE. Prema tome,
vazi (igi). O
Konstrukcija. Neka je E = I x A pravougaona traka i neka @
jeste parcijalna polugrupa takva da je FNQ = &.
Neka je & :p — &, preslikavanje iz @ u polugrupu 7;(I) i neka je
n:p— 1, preslikavanje iz ) u polugrupu 7,(A). Za p,q € Q neka vazi:
(Z) PgER = qu = £p§q7 Npq = MpTgq;
(it) pg¢Q = &€ =const., mnyn, = const.;
Definisimo mnozenje na S = EUQ sa:
(19) (i, A) (G, 1) = (i, p);
(20) p(i,A) = (&, A);
(21) (i, A)p = (i, Amp);
(22) pg=re@ = pg=res;
(23) pa ¢ @ = pg= (&40, Anpng);
za p,q €Q, a, b€ G, 1,5 €I, \,u € A. Prema Lemi 4.1, S sa ovako defin-
isanom operacijom jeste polugrupa, i oznacavacemo je sa M(I,A;Q,&,n).

Sledeéa teorema daje strukturni opis c¢-(m,n)-idealskih polugrupa.
Teorema 4.6. Neka su m,n € Zt. Polugrupa S je c-(m,n)-

idealska polugrupa ako i samo ako S jeste izomorfna nekoj polugrupi M(I, A,
Q,&,m), pri cemu je Q c-(m,n)-idealska parcijalna nil-polugrupa.

Dokaz. Neka S jeste c-(m, n)-idealska polugrupa. Prema Teoremi 4.5,
S je idealska ekstenzija pravougaone trake E =1 x A pomoéu c-(m,n)-
idealske nil-polugrupe 7. Tada @ =T* jeste c-(m,n)-idealska parcijalna
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nil-polugrupa, i prema Lemi 4.2. imamo da je S izomorfna nekoj polugrupi

ML, A;Q, & m).
Obrat sledi prema Teoremi 4.5. [

Teorema 4.7. Nekaje m € Z (n € Z1). Polugrupa S je c-
(m, 0)-idealska (c-(0,n)-idealska) polugrupa ako i samo ako S jeste idealska
ekstenzija levo nulte (desno nulte) trake pomocéu c-(m,0)-idealske (c-(0,n)-
idealske) nil-polugrupe.

Dokaz. Neka S jeste c-(m,0)-idelaska polugrupa. Prema Lemi 4.8, S
je idealska ekstenzija pravougaone trake F = E(S) pomocu nil-polugrupe
Q = S/E, dok prema Lemi 4.7, @ je c-(m,0)-idealska polugrupa. Lako
se dokazije da FE jeste levo nulta traka.

Obrat se dokazuje slicno kao odgovarajuc¢i deo Teoreme 4.5. [

Neposredno se dokazuje sledeca strukturna teorema za c-(m,0)-idealske
(c-(0,n)-idealske) polugrupe:

Teorema 4.8. Nekaje m € ZT (n € Z*). Polugrupa S je c-(m,0)-
idealska (c-(0,n)-idealska) polugrupa ako i samo ako S jeste izomorfna
nekoj polugrupi M(I,A;Q,&,n), pricemuje Q c-(m,n)-idealska (c-(0,n)-
idealska) parcijalna nil-polugrupa i |A| =1 (|I| =1). O

Neposredno iz Teoreme 4.5. i Leme 4.7, dobijamo slede¢u lemu:

Lema 4.9. Neka su m,ne€ Zt, m+n>2. Ako S jeste (m,n)-
idealska polugrupa, onda S jeste idealska ekstenzija pravougaone trake
pomocéu (m,n)-idealske nil-polugrupe. O

Neka je S = M(I,A;Q,&,n), pricemu @ jeste parcijalna nil-polugrupa.
Tada proizvoljna podpolugrupa T od S je oblika T = Er UQr, gde
Epr=1IrxAp, It C I, Ay CA, jeste pravougaona trakai QQr je parcijalna
podpolugrupa od . Ako, osim toga, za p,q € Qr, p € QF, q € Q7}, vazi
slededi uslov:

(7i7) Ep i I — Ip, ng: A — Ar,
tada ¢emo polugrupu sa takvim osobinama oznacavati sa My (I, A, Q,&,n).
Slede¢om teoremom dajemo strukturni opis (m,n)-idealskih polugrupa.

Teorema 4.9. Neka su m,n € Z+. Polugrupa S je (m,n)-idealska
polugrupa ako i samo ako S jeste izomorfna nekoj polugrupi My (I, A;Q,&,n),
pri cemu je Q (m,n)-idealska parcijalna nil-polugrupa.

Dokaz. Neka S jeste (m,n)-idealska polugrupa. Prema Teoremi 4.6, S
je izomorfna nekoj polugrupi M(I,A;Q,&,n), pri cemu @ jeste parcijalna
nil-polugrupa. Kako je polugrupa @Q° izomorfna faktoru polugrupe S, to
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prema Lemi 4.7, Q° je (m,n)-idealska polugrupa, pa @ jeste (m,n)-
idealska parcijalna polugrupa.

Uzmimo proizvoljnu podpolugrupu 7' od S, T = Er U Qr, gde je
QT parcijalna podpolugrupa od T'i Er =Ir x A, It C I, Ar CA, i
uzmimo p € Q7, q € Q. Za proizvoljne ¢ € I, A € A imamo da je

p(i,\N)geT™ST"CT i p(i,\)geFE,
jer S jeste (m,n)-idealska polugrupai E je ideal od S, odakle je
(fpi,)\T]q> = p(l,)\)q ceTNE=FEpr=1Ir x Arp.
Prema tome, &, : I — Ipr i 1 : A — Ap, Sto znaci da je S izomorfna
nekoj polugrupi My (I, A;Q,&,n).

Obratno, neka je S = My(I,A;Q,&,m), pri cemu @Q jeste (m,n)-
idealska parcijalna nil-polugrupa. Uzmimo proizvoljnu podpolugrupu T
od S, T = ErUQr, gde je Qr parcijalna podpolugrupa od 7T i
Er =Ir x Ap, It CI, A CA. Jasno je da je

(24) TmST" = ErSEr UQTSEr UErSQTUQTSQT.
Kako je Er bi-ideal od FE, to je
(25) ErSEr = EASEZ C ErESEEr C EyEEr C Er CT.

Razmotrimo skup Q7 SEr. Uzmimo p € QF, a€ S, e € Ep. Tada je
pae € E. Neka je e = (i,\), i € I7, A € Ap. Imamo sledeée slucajeve:
(26.1) Akoje p€Qr, pa ¢ E, a ¢ E, tadaje ae = (i',\), i’ € E, pana
osnovu (7it) dobijamo da je pae = p(i', ) = (&', \) € Er.

(26.2) Akoje pa€ E, p¢ E, a € E, tadaje a= (j,u), j €1, p €A,
odakle prema (iii) dobijamo da je

pbae = (5}7]7“)(27 )‘) - (fpj7 )‘) € br.
(26.3) Akoje pa € E, p¢ E, a ¢ E, tada je ae = (£,i,A), pa prema
(747) imamo da je

pae = p(€ai, \) = (£p€40, \) € Erp.
(26.4) Ako je pa € E, p € E, tada slicno kao u (7) dobijamo da je
pae € E.
Kako drugih moguénosti nema, zaklju¢ujemo da je

(26) TSEr C Epr CT.
Na isti nac¢in dobijamo da je
(27) ErSQp C Er CT.

Razmotrimo skup Q7'SQ7%. Uzmimo p € QF, a € S, ¢ € Q. Ako
je paq € Q, tadaje paq € QFSQR C Qr C T, jerje @ (m,n)-idealska
parcijalna polugrupa. Ako paq ¢ @, tada razlikujemo sledeée slucajeve:
(28.1) Ako je p € Ep, tada se ovaj slucaj svodi na (27).

(28.2) Ako je g € Er, tada se ovaj slucaj svodi na (26).
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(283) Ako p ¢ ETa q ¢ ET, a € Ea tadaje a = (.]Hu)a ] € Ia IS A7 pa
prema (iii) sledi:
paq = p(j, p)g = (§pJ, Wa = (&pJ, Ang) € BEr C T.
(28.4) Ako p¢ Er, q¢ Er, a ¢ E, pa € E, tadaje pa = (£,€.1, Apna),
za proizvoljne i € I, A € A, pa prema (iii) je
paq = (&p€at, Apna)q = (§p€at, MipNatlg) € Ex C T
(28.5) Ako p¢ Er, q¢ Er, a ¢ E, pa ¢ E, tada je:

pagq = (§padqls AMpatlg) = (€p€adqls AMpaty) € Er,
za proizvoljne i € I, A € A, prema (iii).
Kako nema drugih moguénosti, zaklju¢ujemo da je vazi:
(28) QrSQp CT.
Dakle, na osnovu (24)-(28) dobijamo da je T™ST™ C T, pa S jeste
(m,n)-idealska polugrupa. O

Sli¢no se dokazuje sledeca teorema:

Teorema 4.10. Nekaje m € Z* (n € Z*). Polugrupa S je (m,0)-
idealska ((0,n)-idealska) polugrupa ako i samo ako S jeste izomorfna nekoj
polugrupi M1(I,A;Q,&,n), pri cemu je Q (m,0)-idealska ((0,n)-idealska)
parcijalna nil-polugrupa i |A| =1, (|I|=1). O

Teorema 4.11. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je bi-idealska polugrupa;
(17) (VYa,be S) aSb C (a,b);
(iii) S je idealska ekstenzija pravougaone trake pomocu bi-idealske nil-
polugrupe;
(iv) S je retraktivna ekstenzija pravougaone trake pomocu bi-idealske nil-
polugrupe.

Dokaz. (i) < (ii). Sledi neposredno.

(i) = (ii7). Sledi prema Lemi 4.9.

(7i1) = (iv). Sledi prema Posledici 4.2.

(tv) = (i1). Neka je S retraktivna ekstenzija pravougaone trake FE
pomocu bi-idelaske nil-polugrupe . Neka ¢ jeste retrakcija iz S na FE.
Za proizvoljan w € S imamo da je u* € E, za neki k € Z*, odakle je
uf = (uF)p = (up)* = up, tj. up € (u). Uzmimo sada a,b €T, z € S.
Ako je azxb € S—F, tada, u uobic¢ajenoj identifikaciji parcijalnih polugrupa
S—FE i Q° imamo dasu a,z,b,axb € Q°®, pakako @ jeste bi-idealska
nil-polugrupa, to na osnovu (i) < (74) imamo da je azxb € (a,b), axb#0
u @, paje axb€ (a,b), arb¢ E, u S. Sadruge strane, ako je axb € E,
tada je

axb = (ap)(xp)(bp) = (ap)(bp) = (ab)y € (ab) € (a,b),
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jer E jeste pravougaona traka. Dakle, vazi (ii). O

Zadaci.

1. Polugrupa S je periodicna i preslikavanje ¢ : S — E(S) definisano
sa xp = e;, gde je e, idempotent iz (x), je homomorfizam ako i samo
ako je E?(S) = E(S) izasve a,b€ S, n€Z" postoji k€ ZT tako da
je (ab)k = (amb™)*.
2. Polugrupa S je periodiéna, F(S) je pravougaona traka i preslikavanje
¢ : S — E(S) definisano kao u Zadatku 1. je homomorfizam ako i samo
ako je E?(S) = E(S) izasve a,b,c€ S, n € Z", postoji k€ Z* tako
da je (abc)® = (ac)"™*.
3. Nekaje E traka, P je parcijalna polugrupa, ENP =@, i ¢: P — FE
je parcijalni homomorfizam. Produzimo preslikavanje ¢ do preslikavanja
Y:S=FEUP — FE nasledeéi na¢in: zy =xp, za v € P, ep =¢, za
e € E. Definisimo operaciju na S sa:
{ Ty ako su z,y,zy € P
T @) inace |
gde je xy proizvod u P. Tada S jeste polugrupa sa idealom FE i ¢ je
retrakcija iz S na FE.
Oznaci¢emo ovu polugrupu sa S = (E, P, p).

4. Sledeé uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je periodiéna, ¢ :S — E(S) (x¢ =e,) je homomorfizam i E(S)

je ideal od S
(it) E(S) jeideal od Sizasve a,be S, n€Zt, postoji k€ ZT tako
da je (ab)* = (a™b™)¥;

(1it) S=(E,P,p), gdeje P parcijalna nil-polugrupa.
5. Polugrupa S je BF-polugrupa ako za svaki Q C S, Q" C Q povlaci
QSQ C Q. Ako je P parcijalna polugrupa, tada P jeste J{-polugrupa
ako za svaki () C P, sa svojstvom qoq1---gnq € @, ¢; € q, kad god je
qoq1 - - - qn definisano u P, imamo da ako je ¢fpg; definisano u P, tada
@irgs € Q, 47,95 € Q, p € P. Dokazati da je S [j-polugrupa ako i samo
ako je S = (E,P,¢), gde je E pravougaona traka i P je parcijalna
By -nil-polugrupa.

Literatura. Bogdanovié¢, Krzovski, Proti¢ and Trpenovski [1], Bog-
danovi¢ and Mili¢ [1], Ciri¢ [1], Kimura, Tamura and Merkel [1], Lajos [1],
Jlsanuu [5], Mel’nichuk [1], Proti¢ and Bogdanovi¢ [2], Stamenkovi¢ [1], [2],
Trpenovski [1], [2], IHespux [3], Hlyros [1].
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Teorija polumreznih razlaganja

Prve rezultate o polumreznim razlaganjima polugrupa sreéemo u radu
A.H.Clifforda iz 1941. godine. Poseban doprinos Teoriji polumreznih ra-
zlaganja dao je T.Tamura. On je 1956. godine dokazao fundamentalan
rezultat o razlaganju proizvoljne polugrupe u polumrezu polumrezno ner-
azlozivih polugrupa. Postojanje odgovarajuée najmanje polumrezne kon-
gruencije ustanovili su T.Tamura i N.Kimura 1955. godine. Iste godine
ovaj rezultat je potvrdio M.Yamada. Razne druge dokaze Tamurinog rezul-
tata iz 1956. godine dao je, kasnije, on sam. Drugacije dokaze sre¢emo
i kod M.Petricha, M.S.Putchae i R.Sulkae. Za grupoide je slican rezultat
Tamurinom dao G.Thierrin 1956. godine. Posebno, veéi broj naucnika
su izucavali polumreze Arhimedovih polugrupa. Prvi potpun opis ovih
polugrupa dao je M.S.Putcha 1973. godine. Zatim slede karakterizacije
T.Tamure i M.Ciriéa i S.Bogdanovi¢a. Koristeé¢i potpuno poluprim pod-
skupove i ideale M.Ciri¢ i S.Bogdanovié¢ 1992. godine definisu ekvivalen-
cije koje predstavljaju uopstenja Greenovih ekvivalencija i dalje razvijaju
Teoriju polumreznih razlaganja na jedan nov nacin. Pomenutim ekviva-
lencijama uvodi se c¢itava lepeza novih tipova polumreznih razlaganja sto
¢e znatno pomeriti teziste istrazivackog rada u ovoj oblasti. Ovi rezultati
odredjuju sadrzaj ove glave.

5.1. Najvecée polumrezno razlaganje.

O polumrezama polugrupa je veé bilo rec¢i u Tacki 1.3. Ovde é¢emo pot-
punije izloziti Teoriju polumreznih razlaganja polugrupa.

Kongruencija ¢ polugrupe S je polumreina kongruencija ako S/
jeste polumreza. Nije tesko proveriti da kongruencija & na polugrupi S
jeste polumrezna kongruencija ako i samo ako je afa’? i ab&ba za sve
a,b € S. Presek svih polumreznih kongruencija polugrupe S je neprazan i
da taj presek jeste polumrezna kongruencija. Ta kongruencija, u uredjenom
skupu, u odnosu na inkluziju, svih polumreznih kongruencija polugrupe .5,
jeste najmanji element i nazivamo je najmanja polumrezna kongruencija na
S. Odgovarajuca faktor polugrupa je najveca polumreina homomorfna slika
od S aodgovarajuce razlaganje je najvece polumrezno razlaganje polugrupe
S. Polugrupa S je polumrezno nerazloZiva ako univerzalna relacija wg
jeste jedina polumrezna kongruencija na S.

109
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Tema nasih daljih proucavanja bi¢e najmanja polumrezna kongruencija
polugrupe. Najpre ¢emo na polugrupi S definisati sledeé¢e skupove:
Y(a)={zeS|a —> 2z}, Z,(a)={x€S|a—"x},
za a € S, n € ZT. Razmotrimo najpre njihove osnovne osobine.

Lema 5.1. Nekaje a element polugrupe S. Tada za n € Z7,

Yi(a) =vVSas, ¥,(a) C Xpi1(a) = /S8, (a)S, X(a) = nELJZ+Zn(a). O

Lema 5.2. Neka je a element polugrupe S. Tada X(a) jeste
najmangi potpuno poluprim ideal od S koji sadrzi a.

Dokaz. Uzmimo z € X(a), be S. Tadaje a —> x, paiz z — bz
i x — xb dobijamo da je a —> xb i a —> bx, tj. xzbbx € X(a).
Dakle, ¥(a) jeideal od S.

Uzmimo x € S takav daje 2% € ¥(a), tj. a —> 22. Kako 22 — x,
toje a — z, tj. x € ¥(a). Prema tome, X(a) je potpuno poluprim
ideal od S koji sadrzi a.

Neka I jeste potpuno poluprim ideal od S koji sadrzi a. Tada je
SaS C SIS C I, paje Yi(a)=+vSaS C VI C 1. Uzmimo da je X,(a) C
I. Tadaje S¥,(a)S CSISCI paje Y,i1(a)=+/STn(a)S CVICI.
Dakle, indukcijom dobijamo da je X, (a) C I, za svaki n € Z™, pa prema
Lemi 5.1. dobijamo da je 3(a) C I. Dakle, ¥(a) je najmanji potpuno
poluprim ideal od S koji sadrzi a. U

Ideal ¥(a), a € S, nazivamo glavni radikal polugrupe S generisan sa
a. Skup svih glavnih radikala polugrupe S oznacavamo sa Xg.

Lema 5.3. Na polugrupi S vazi:
(i) (Va€S) B(a) = X(a®);
(ii) (Ya,b e S) X(ab) C X(a) N X(D);
(7i1) (Ya,b,c € S) X(abc) = X(ach);
(iv) (Ya,b e S)(Vn € ZT) X(ba) = X(a™b").

Dokaz. (i) Prema Lemi 5.2. dobijamo da je a? € ¥(a) i %(a2) C X(a).
Kako Y(a?) jeste potpuno poluprim ideal i a? € %(a?), toje a € X(a?),
pa prema Lemi 5.2. dobijamo da je Y(a) C X(a?). Prema tome, vazi (i).

(7i) Kakosu X(a) i 3(b) ideali, to ab€ X(a) i ab e X(b), pa prema
Lemi 5.2. sledi (7).

(#i7) Prema (i) i (i¢i) dobijamo da je

Y (abc) = X(abeabe) C X(bcabe) = X(beabebeabce)
C 3(cbca) = X(cbcacbea) C X(ach).

Dakle, ¥(abc) C ¥(acb). Na isti nac¢in dobijamo obratnu inkluziju. Prema
tome, vazi (iii).
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(tv) Prema (i) i (i7) dobijamo da je
Y(ab) = X(abab) C X(ba) = X(baba) C ¥(ab),
tj. X(ab) = X(ba).
Uzmimo da je X(ba) = X(a*b*), k € Z+. Tada prema (i), (ii) i (iii)
dobijamo da je
Y(ba) = L(akbF) = B(akbFakbr) = L(a*p?F)
C X(ak 1) C 2(ab) = L(ba).
Dakle, Y(ba) = X(a**t1b**1), pa indukcijom dobijamo da vazi (iv). [

Lema 5.4. Neka su a,b,c elementi polugrupe S i n € Z*. Tada
(1) a—"b = X(ac) D X(bc).

Dokaz. Nekaje n=1, tj. b™ = zay zaneke z,y € S, n € Z*.
Tada prema Lemi 5.3. dobijamo da je
Y(be) = (™) = X(cxay) = L(xc™ay) C X(ca) = X(ac).
Dakle, (1) vaziza n = 1.
Uzmimo da (1) vaziza n € ZT iuzmimo daje a —""1 b, tj. a —"
x — b zaneki x € S. Tada dobijamo da je X(bc) C X(zc) C X(ac).
Dakle, indukcijom dobijamo da vazi (1). O

Lema 5.5. Neka je € polumreina kongruencija polugrupe S i neka
je neZt.
(1) Neka a,be S i a—"b. Tada je b < a& u polumrezi S/E.
(i) Neka A jeste &-klasa od S i a,be A. Tada a —"b u S ako
i samo ako a —"b u A.

Dokaz. (i) Nekaje n=1. Tadaje b™ = zay zaneke x,y €S, m¢€
Z*, odakle je b6 = (b™)€ = (zay)¢ = (zy)éa& < al.

Uzmimo da (i) vazi za n € Z* iuzmimo da a —"*! b. Tada je
a—"x—0b zaneki x €5, paje b < zf < aé.

Dakle, indukcijom dobijamo da vazi ().

(i1) Neka je n = 1. Tadaje b™ = zay za neke z,y € S, m € ZT,
odakle je b = (b™)¢ = (xzay) = (x€)(a&)(y§). Odavde lako dobijamo
da je (b€)(z€) = (y&)(b€) = b, pa br,yb € A. Prema tome, b2 =
(bx)a(ydb) € AaA, tj. a— b u A. Dakle, (i7) vaziza n = 1.

Uzmimo da (i) vazi za n € ZT i uzmimo da a —"*1 b u S.
Tada je a —™ z — b za neki = € S, pa prema (i) dobijamo da je
af <z <af =0, tj. x€ =10, odnosno =z € A. Prema (ii) za n=1
i prema pretpostavci, dobijamo da ¢ —" x u A i z — b u A, pa
a—"1b u A

Dakle, indukcijom dobijamo da vazi (ii). O
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Na polugrupi S uvodimo relaciju tipa o sa:
aocb < X(a)=X(b), (a,b e S).
Jasno da o jeste relacija ekvivalencije. Koriste¢i Lemu 5.2, lako se proverava
daje 0 =—> N(—>)"L
Sada ¢emo dokazati teoremu koja opisuje najmanju polumreznu kongru-
enciju polugrupe.

Teorema 5.1. Relacija o na polugrupi S je najmanja polumrezna
kongruencija na S i svaka o-klasa je polumrezno nerazloZiva polugrupa.

Dokaz. Prema Lemama 5.4. i 5.3. dobijamo da ¢ jeste polumrezna
kongruencija na S.

Neka je £ polumrezna kongruencija na S is neka je a o b. Tada je
a —> b i b—> a, paprema Lemi 5.5.() dobijamo da je a& < b§ i
b < a& u S/E, tj. a& =b¢. Dakle, alb, paje o C ¢ Dakle, o je
najmanja polumrezna kongruencija na S.

Neka je A proizvoljna o-klasa od S, neka je ¢* relacija tipa ¢ na
A ineka a,be A. Tada aocb u S, tj. a —>° b i b —>a u
S, pa prema Lemi 5.5.(ii) dobijamo da a —> b i b —> a u A,

odakle a ¢* b. Prema tome, o¢* je univerzalna relacija na A, pa kako

o* jeste najmanja polumrezna kongruencija na A, to A jeste polumrezno

nerazloziva polugrupa. [
Opisa¢emo sada i najve¢u polumreznu homomorfnu sliku polugrupe.

Teorema 5.2. Za elemente a,b polugrupe S je

Y(ab) = 3(a) N X(b),
tj. uredjen skup g, u odnosu na inkluziju, svih glavnih radikala polugrupe
S je polumreza i Xg je najveca polumrezZna homomorfna slika od S.

Dokaz. Uzmimo z € X(a)NX(b). Tada a —> z i b —> z, pa
prema Lemi 5.4. dobijamo da je
Y(ab) D X(xb) D B(2?) = B(x).
Dakle, z € X(ab), pa je X(a)NX(b) C X(ab). Obratna inkluzija je
dokazana u Lemi 5.3.
Prema Teoremi 5.1. imamo da Yg jeste najveca polumrezna homomorfna

slika od S. O

Iz Teoreme 5.2. dobijamo niz znacajnih posledica. Slede¢om posledicom
se opisuju glavni filtri polugrupe.

Posledica 5.1. Nekaje a element polugrupe S. Tada je
N(a)={z eS|z —> a}.
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Dokaz. Nekaje A={zxe S|z —> a}. Uzmimo z,y € A. Tada
a € X(x)NE(y) =3(xy), pa zy € A. Dakle, A je podpolugrupa od S.

Uzmimo z,y € S takoda zy € A. Tada a € X(zy) = X(z)NX(y), pa
xz,y € A. Prema tome, A je filter koji sadrzi a, paje N(a)C A.

Neka y — a, tj. neka a™ = uyv, zaneke u,v € S, n € Z*. tada iz
a € N(a) dobijamo da uyv € N(a), pa y € N(a). Indukcijom dobijamo
daiz x —> a sledida z € N(a), tj. daje A C N(a). Prema tome,
A= N(a). O

1z Posledice 5.1. neposredno dobijamo joS jednu karakterizaciju najmanje
polumrezne kongruencije:

Posledica 5.2. Za svaku polugrupu S wvazi:
acb < N(a)=N(b), (a,besS). O

Takodje, znacajna je i sledeca posledica:

Posledica 5.3. Neka je I potpuno poluprim ideal polugrupe S i
neka a € S tako da a ¢ I. Tada postoji potpuno prim ideal P od S
tako da I CP i a¢ P.

Dokaz. Nekaje P =S — N(a). Prema Posledici .11. imamo da P
jeste potpuno prim ideal od S i jasno je da a ¢ P. Neka z € N(a)NI.
Tada prema Posledici 5.1. i Lemi 5.2. imamo da a € ¥(x) C I. Dakle,
a € I, ¢ime smo dobili kontradikciju. Prema tome, N(a) NI = @&, tj.
ICP. O

Lako se proverava sledeca

Posledica 5.4. Svaki potpuno poluprim ideal polugrupe S je presek
potpuno prim ideala od S.

Dokaz. Sledi neposredno iz Posledice 5.3. [

Posledica 5.5. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumrezno nerazloZiva;

(i) S je o-prosta;

(7i1) (Ya,be S) a —> b;

(iv) S mema pravih potpuno poluprim ideala;

(v) S nema pravih potpuno prim ideala.

Dokaz. Sledi prema Teoremi 5.1. i Posledici 5.4. [

Sada ¢emo dati jo§ jednu karakterizaciju najmanje polumrezne kongruen-
cija na polugrupi. Prethodno, dokaza¢emo slede¢u lemu:
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Lema 5.6. Neka je ¢ relacija ekvivalencije polugrupe S takva da
vazi: zy&xyxryxr, za sve x,y € S' (sa dogovorom: 1&1). Tada vazi:
(a) way&wxaky, za sve x,a,y € SY isvaki k€ Zt;
(b) zyz&zzy, za sve x,y,z€S.

Dokaz. Uzmimo z,a,y € S'. Tadaje zay&yzraéayraé za’y. Prema
tome, (a) vaziza k = 2. Uzmimo da je way & za’y, zaneki k € Z1, k > 2.
Tada prema toj pretpostavci i prema dokazanom za k = 2 imamo da je:
ray & vaky = (va* Vay & (za*~1)a?y = za*tly.
Dakle, indukcijom dobijamo da vazi (a).
Uzmimo z,y,z € S. Prema pretpostavci teoreme i prema (a) dobijamo
zyz §a(y2)? € (vyzy2)? = (vyeyaa)(y2)? € (vyzyew)(y2)
=(z )(zyz:v)( 2) € (zy) (zyza)?(yz) = 2(yz)* (vzyzayz)
Ex(yz)(wzyzayz) = (vyzazy)(zoyz) € (zyzozy)? (2ey2)
= (zyzazyz)(y2)(vzyzayz) € (vyzezyx) (yz)® (vzyzayz)
€ (zyzazyzy) (2y2w)?(yz) € (vyzezyay)(zyza)(yz)
= (zyzzzyz)(yz)(zyz) € (vyeazyr)(y2)(zy2) = (vyzzzy)(2vy2)®
§ (zyzwzy)(wyz) = (zyz)(zzy)(vyz) § (vyz)(z2y)
Dakle, xyz¢& (zyz)(zzy). Slicno dokazujemo da je xzy& (xzy)(zyz), odakle
je xzyz&xzy. O

Koriste¢i Lemu 5.6, dokazujemo sledeé¢u teoremu:

Teorema 5.3. Za svaku polugrupu S wvazi: o= —°.

Dokaz. Primetimo najpre da je xy — ryr — zx, za sve x,y € S!,
odakle dobijamo da —°° jeste relacija ekvivalencije koja zadovoljava uslove
Leme 5.6.

Uzmimo a,b € S takve da je a — b, tj. b0™ = wav, za neke
u,v €S, m € Z*, i uzmimo z,y € S'. Prema Lemi 5.6. dobijamo da je
zraby —°° xab™y = zauavy = (za)u(avy) —= (za)(avy)u = za®(vyu)

—* za(vyu) = z(avy)u —> zu(avy) = z(uav)y = xb™y —> zby.

Dakle, iz a — b sledi da je zaby —> xby, za sve xz,y € S'. Sli¢no
dokazujemo da iz b — a sledi da je xaby —°xay, za sve x,y €
Sl.  Prema tome, iz a—>b sledi da je zay —>xby, za sve xz,y €
S, Indukcijom dobijamo da za svaki n € ZT, iz a—"b sledi da je

ray —>® xzby, za sve xz,y € S', pa —> jeste kongruencija na S.
Jasno je da —°° jeste polumrezna kongruencija, pa prema Teoremi 5.1,
o C —. Sadruge strane, jasno je daje —*° C—> N(—>)"1 =0.

Dakle, —*° =o¢. O

Kao sto smo videli u Teoremi 5.2, g je polumreza. Na kraju ovog
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poglavlja, da¢emo razne karakterizacije polugrupa u kojima g jeste lanac.
Prethodno, dokaza¢emo neke pomoéne rezultate.
Neposredno se dokazuje slede¢a lema:

Lema 5.7. Akosu a ib elementi polugrupe S, tada je
N(a) UN(b) C N(ab). O

Lema 5.8. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) N(ab) = N(a) UN(b);

(16) N(a) C N(b) ili N(b) C N(a);

(ii1) N(ab) = N(a) ili N(ab) = N(b).

Dokaz. (i) = (ii). 1z N(ab) = N(a) U N(b) sledi da je ab €
N(a) UN(b). Ako je ab € N(a), tada a,b € N(a), jer N(a) jeste
filter, pa je b € N(a), odakle je N(b) C N(a). Slicno dokazujemo da iz
ab € N(b) sledi da je N(a) C N(b).

(73) = (29i). Uzmimo da je N(a) C N(b). Tada a,be€ N(b), odakle je
ab € N(b), jer je N(b) podpolugrupa od S, paje N(ab) C N(b). Kako
prema Lemi 5.7. imamo da vazi i obratna inkluzija, to je N(ab) = N(b).
Sliéno dokazijemo da iz N(b) C N(a) sledi da je N(ab) = N(a).

(7i1) = (i). Iz (iii) sledi daje N(ab) C N(a) UN(b), pa prema Lemi
5.7. dobijamo (i). O

Slede¢om teoremom opisujemo polugrupe u kojima glavni radikali ¢ine
lanac, tj. lance o-prostih polugrupa:

Teorema 5.4. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
) S jelanac o-prostih polugrupa;
) Xgs je lanac;
) parcijalno uredjen skup svih potpuno prim ideala od S je lanac;
(iv) —> U(—>)"1 je univerzalna relacija na S;
) unija svake naprazne familije filtera od S je filter od S;
) (Va,beS)ab —> a V ab —> b;
) svaki potpuno poluprim ideal od S je potpuno prim;
(viii)  glavni radikali od S su potpuno prim ideali.

Dokaz. (i) < (ii). Sledi neposredno iz Teorema 5.1. i 5.2. i Posledice
9.5.

(7) = (i7). Neka su A i B potpuno poluprim ideali od S. Uzmimo
daje A—-B#@ i B—A#@, iuzmimo a€ A— B, b€ B— A. Tada
je X(a) C A, ¥(b) C B, paprema (ii) dobijamo da je ¥(a) C X(b) C B
ili 3(b) C X(a) C A, odakle je a € B ili b€ A, §to je u suprotnosti sa
polaznom pretpostavkom. Prema tome, A— B =@ ili B— A =g, tj.
ACB ili BC A. Dakle, vazi (ii7).
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(7i1) = (v). Uzmimo a,b€ S. Nekaje A=S5S—N(a), B=S—N(b).
Prema Lemi .14, A i B su potpuno prim ideali od S, pa prema (iii),
ACB ili BCA, odakle je N(b) C N(a) ili N(a) C N(b), pa prema
Posledici 5.1, b —*° a ili a —> b. Prema tome, vazi (iv).

(iv) = (v). Neka F;, i € I, jeste neprazna familija filtera od S i neka
F' jeste unija te familije. Tada je F' dosledan, pa je dovoljno dokazati da F
jeste podpolugrupa od S. Uzmimo a,b € F, tj. ac F;, be Fj, i,j € I.
Prema (iv), vazi uslov (ii) Leme 5.8, pa prema toj lemi dobijamo da je
N(ab) = N(a) U N(b). Dakle:

ab e N(ab) = N(a) UN(b) C F; UF; C F.
Prema tome, F' je podpolugrupa od S.

(v) = (vi). Uzmimo a,b € S. Prema (v), N(a)UN(b) je filter od S,
tj. podpolugrupa od S, odakle je ab € N(a) UN(b), tj. ab € N(a) ili
ab € N(b), pa prema Posledici 5.1. dobijamo (vi).

(vi) = (vii). Neka A jeste potpuno poluprim ideal od S. Uzmimo
a,be S tako daje abe A. Tadaje X(ab) C A, pa prema (vi) dobijamo
daje a € X(ab) C A ili be X(ab) C A. Dakle, A je potpuno prim.

(vii) = (viii). Sledi neposredno.

(viii) = (i7). Uzmimo a,b € S. Kako X(ab) jeste potpuno prim, to
je a € X(ab) ili b€ X(ab), odakle je (a) C X(ab) ili 3(b) C X(ab), pa
prema Teoremi 5.2. dobijamo da je

S(a) = S(ab) = S(a)NB() il B(b) = S(ab) = S(a) N I(b).

Prema tome, ¥g jelanac. U

Zadaci.

1. Akoje € klasa polugrupa, kongruencija & polugrupe S je najmanja -
kongruencija na S ako je £ najmanji element skupa svih €-kongruencija na
S. Razlaganje i faktor koji odgovaraju najmanjoj €-kongruenciji polugrupe
S nazivamo najveée €-razlaganje i najveéa €-homomorfna slika od S, tim
redom.

Neka je V neki varijetet polugrupa. Dokazati da svaka polugrupa ima
najmanju V-kongruenciju, tj. najveée V-razlaganje.
2. Neka A jeste neprazan podskup polugrupe S. Tada X(A) = UyeaX(a)
jeste najmanji potpuno poluprim ideal od S koji sadrzi A.
3. Akoje a element polugrupe S, tadaje X(a) = %(J(a)) i Z,(a) =
Y, (J(a)), zasvaki n e Zt.
4. Neka su aj,as,...,a, elementi polugrupe S, n € Zt. Tada
je X(araz---an) = X(aixa2r - apg), za svaku permutaciju 7 skupa

{1,2,... ,n}.
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9. Neka C jeste o-klasa elementa a polugrupe S. Tada je C =
Y(a) N N(a).
6. Akoje A* slobodna polugrupa nad alfabetom A, onda je:

(i) X(u)={we A" | c(u) Cec(w)}, ue AT;

(i) N(u)={we A" | c(u) 2 c(w)}, ue AT;
(i11) aov & c(u) =c(v), wu,veAt.
7. Pravougaona traka polumrezno nerazlozivih polugrupa je polumrezno
nerazloziva polugrupa.
8. Nekasu ai,as,...,a, € S', gdeje S polugrupa. Sa C(ai,as,... ,a,)
ozna¢imo podpolugrupu od S! koja se sastoji od proizvoda elemenata

ai,as,...,ay ukojima se se svaki od elemenata a; javlja najmanje jedan-
put. Dokazati da je C(aq,as,... ,a,) polumrezno nerazloziva podpolugrupa
od St

9. Nekasu a i b elementi polugrupe S. Tada je acb ako i samo ako
za sve x,y € S postoji polumrezno nerazloziva podpolugrupa 7 od S
tako da zay,xby € T.
10. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) zasve a,be S, iz ab,ba € E(S) sledi ab = ba;

(1) svaka J-klasa od S sadrzi najvise jedan idempotent;
(z3t) S je polumreza polumrezno nerazlozivih polugrupa od kojih svaka ima

najvise jedan idempotent i grupni ideal kad god sadrzi idempotent;
(tv) S je polumreza polugrupa od kojih svaka sadrzi najvise jedan idem-
potent.

11. Polugrupa S je separativna ako za sve a,b € S, a®> =abib® = ba
povlaéi a =b, i a® =baib? = ab povlaéi a =b. Dokazati da je polugrupa
S separativna ako i samo ako S jeste polumreza kancelativnih polugrupa.
12. Sledeéi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:

(i) B(0)=0;

(17) S je bez nenula nilpotenata;
(7ii) S jeste poddirektan proizvod polugrupa bez delitelja nule.
13. Nekaje S regularna polugrupa. Tada je o = D# = J#, iakoje f8
najmanja tracna kongruencija na S, tada je H# C 8 C L#*¥NR#*. Ako je
S inverzna polugrupa, tada je H# C o = R¥ = L# = D# = J7.

Literatura. Burmistrovic 1], Ciri¢ and Bogdanovié¢ [11], Tséki [2],
Krull [1], Petrich [1], [16], [19], Putcha [1], [5], [6], Putcha and Weissglass
[1], Schwarz [5], Sulka [1], Tamura [2], [3], [6], [10], [12], [16], [18], [19], [20],
[21], Tamura and Kimura [1], [2], Thierrin [4], [5], [9], Yamada [1].
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5.2. Polumreze o,-prostih polugrupa.

Za n € ZT, na polugrupi S uvodimo relaciju tipa o, sa:
ao,b & X,(a)=%,(b), (a,be ).
Jasno da je o, relacija ekvivalencije na S i da je
JCo1Co2C--Co, C---Co.
Podsetimo se (vidi Tacku 1.2.) da polugrupa S jeste o,-prosta (n € Z™)

ako o, jeste univerzalna relacija na S, tj. ako a —" b za sve a,b€ S.
Slede¢om teoremom opisujemo polumreze o,-prostih polugrupa.

Teorema 5.5. Nekaje n € ZT. Tada su za polugrupu S sledeéi
uslovi ekvivalentni:
(1) S je traka o,-prostih polugrupa;
(i) S je polumreia o, -prostih polugrupa;
(7i1) svaka op-klasa od S je podpolugrupa;
(iv) (Va € S) ao,a?;

)
v) (Va,b€ S)a—"b = a®> —"b;
(vi) (Ya,b,ce S)a—"cANb—"c = ab—"¢;
(vii) za svaki a €S, ¥,(a) jeideal od S;
(viti) (Va,b € S) X, (ab) = X, (a) N3, (b);

(iz) za svaki a€ S, N(a)={ze€S |z —"a};
(x) —"™ je kvazi-uredjenje na S;
(i) op=—"N(—")"1 na S.
Dokaz. (iii) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (v). Sledi na osnovu definicije relacije oy,.

(v) = (). Neka a,b€ S i a —"t b Tada a — z —" b za
neki z € S. Prema (v) dobijamo da z¥ —" b, zasvaki k€ ZT. Sa
druge strane, postoji k € ZT tako da 2* € SaS. Uzmimo y € S tako da
zF — y —"" b za n>2, odnosno y =b, za n =1 Tada postoji
m € Zt tako da y™ € Sz¥S C SaS. Prema tome, a — y, odakle
a —"b. Dakle, —"=—"*t1 pa —" jeste tranzitivna relacija.

() = (vii). Ako je —" tranzitivna relacija, tada je —"=-—>°
tj. Xn(a) =%(a), zasvaki a €S, pavazi (vii).

(vii) = (viii). Ako vazi (vi), tada je X,(a) = X(a), zasvaki a € S,
pa prema Teoremi 5.2. dobijamo (vii7).

(viii) = (ii). Prema (viii) dobijamo da o, jeste polumrezna kongru-
encija na S. Neka A jeste o,-klasa od S ineka a,b € S. Tada iz
aon b dobijamoda a —"b u S, pa prema Lemi 5.5. sledi da a —" b
u A. Prema tome, A je o,-prosta polugrupa.

(i) = (v). Neka je S polumreza o,-prostih polugrupa i neka je &
odgovarajué¢a polumrezna kongruencija na S. Uzmimo a,b € S tako da
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a —™ b. Prema Lemi 5.5. dobijamo da 0§ < a& u S/§, tj. ab&b,
odakle imamo da a?b&b. Ako sa A oznacimo &-klasu elementa b, tada
A jeste o,-prosta polugrupai a?b,b € A, pa a’b —" b u A, odakle
a? —"b u S.

(viii) = (vi). Sledi neposredno.

(vi) = (viii). Prema (v) sledi da X, (a) N X,(b) C X, (ab), za sve
a,b € S. Kako obrnuta inkluzija vazi na svakoj polugrupi, to dobijamo
(viid).

(x) = (iz). Ako —"™ jeste tranzitivna relacija, tada —"=-—°,
pa prema Posledici 5.1. dobijamo (ix).

(iz) = (vi). Neka a,b,c € S takoda a —" ¢ i b —" ¢. Tada
a,b € N(c), pa ab € N(c), jer N(c) jeste podpolugrupa od S. Dakle,
vazi (vi).

(viii) = (i7i). Neka A jeste o,-klasa od S ineka a,b € A. Tada
aocpb, tj. X,(a) = 3,(b), pa prema (vii) dobijamo da je X,(ab) =
Zn(a)( = Zn(b)). Prema tome, abo,a, tj. ab € A, pa A jeste
podpolugrupa od S.

() = (xi). Kakoje (z) < (v), to 0, =0 1 —"=-—>, odakle
sledi ().

(xi) = (i4i). Sledi neposredno.

(i) = (i7). Lako se proverava da pravougaona traka o,-prostih polugrupa
jeste o,-prosta polugrupa, pa tvrdjenje sledi prema Posledici 3.7.

(74) = (i). Sledi neposredno. [

Na osnovu Teoreme 5.5, za proizvoljnu kona¢nu polugrupu vazi sledeca:

Posledica 5.6. Neka je S konacna polugrupa. Tada postoji n €
Zt, n<|S|, tako da S jeste polumreza o,-prostih polugrupa. O

Razne karakterizacije lanaca o,-prostih polugrupa daje nam sledeca

Teorema 5.6. Nekaje n € Zt. Tada su za polugrupu S sledeéi
uslovi ekvivalentni:
(1) S jelanac o,-prostih polugrupa;
(ii) za svaki a €S, ¥,(a) je potpuno poluprim ideal od S;
(#it) S je polumreza o,-prostih polugrupa i za svaki a € S, Y,(a) je
potpuno prim podskup od S;
(iv) S je polumreza o, -prostih polugrupa i za sve a,b € S, ab—" a ili
ab —™ b;
(v) S je polumreZa o,-prostih polugrupa i za sve a,b €S, a—"b ili
b—"a.

Dokaz. (i) = (ii). Iz (i), prema Teoremi 5.5, dobijamo da za a € S,
Yn(a) jeideal od S, tj. X,(a) =X(a), pa prema Teoremi 5.4, ¥, (a) je
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potpuno prim ideal od S.

(1) = (i4i). Sledi prema Teoremi 5.5.

(#i7) = (iv). Uzmimo a,b € S. Kako je ab € ¥, (ab), to prema (iii)
dobijamo da je a € ¥, (ab) ili b€ X, (ab), odakle sledi (iv).

(iv) = (v). Iz (iv), prema teoremi 5.5, dobijamo da je —"™ tranzitivna
relacija, pa iz ¢injenice da je @ — ab i b — ab iiz (iv) dobijamo (v).

(v) = (i). Sledi prema Teoremama 5.5. 1 5.4. [

Z.adaci.

1. Nekaje 7,(X) puna polugrupa transformacija nad konaénim skupom
X.
(a) Ako je |X| =2, tada 7,.(X) jeste unija grupa, tj. polumreza
potpuno prostih polugrupa;
(b) Ako je |X| > 3, tada 7,(X) jeste lanac og-proste polugrupe i
grupe.
2. Neka je 7,(X) puna polugrupa transformacija nad beskonaénim
skupom X. Tada 7,.(X) jeste os-prosta polugrupa.
3. Dokazati da su sledeéi uslovi za potpuno 7-regularnu polugrupu S
ekvivalentni:
(i) S je o-prosta;
(ii) (Ve,f € E(S)) eo f;
(ii1) (Ve € E(S)) X(e) = S.
Ako je S =8, tada su prethodni uslovi ekvivalentni sa
(iv) X(0)=S.
Dokazati da prethodno tvrdjenje vaziiako ¢ i ¥ zamenimo sa o, i X,
tim redom.
4. Sledeé uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza prostih polugrupa;
(1) S je intra-regularna,
(731) svaki ideal od S je potpuno poluprim;
(1v) svaki glavni ideal od S je potpuno poluprim;
(v) J(a)NJ(b) = J(ab), zasve a,be€S.

Literatura. Anderson 1], Ciri¢ and Bogdanovi¢ [11], Clifford and
Preston [1], Croisot [1], Putcha [5], Tamura [20].

5.3. Polumreze M-prostih polugrupa.

Na polugrupi S uvodimo sledeé¢e skupove:
AMa)={zeS|a-%2}, Av(a)={z €S |a-"z}, (a€ S, neZb)
Osnovne osobine ovih skupova su sledece:
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Lema 5.9. Nekaje a element polugrupe S. Tada za neZr,

Ai(a) =V Sa, An(a) C Apga(a) = v/ SA,(a), Ala) = %+An(a). O
ne

Lema 5.10. Neka je a element polugrupe S. Tada A(a) jeste
najmangi potpuno poluprim levi ideal od S koji sadrzi a.

Dokaz. Dokazuje se slitno Lemi 5.2. O

Ideal A(a), a € S, nazivamo glavni levi radikal polugrupe S generisan
sa a.

U Posledici 5.4. smo dokazali da svaki potpuno poluprim ideal polugrupe
S jeste presek potpuno poluprim ideala od S. Za potpuno poluprim
leve ideale, tvrdjenje takvog tipa ne vazi u opStem sluc¢aju. Na primer,
pravougaona traka I x A, gde |I|,|A| > 2, sadrzi potpuno poluprim
levi ideal koji nije presek potpuno prim levih ideala od I x A. Narednom
teoremom ¢emo opisati uslove pod kojima tvrdjenje napred navedenog tipa
vazi i za potpuno poluprim leve ideale.

Teorema 5.7. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) svaki potpuno poluprim levi ideal od S je presek potpuno prim levih

ideala od S;

(i) (Va,be ) a—®enb-xe = ab—og;

(1ii) za svaki a € S, {zr eS| z Lo a} je nagmangi desni filter od S
koji sadrzi a.

Dokaz. (i) = (ii). Neka vazi (i). Neka a,b € S ineka L jeste

potpuno prim ideal od S koji sadrzi A(ab). Tada ab € L, odakle

a€ L ili be L. Kako L jeste potpuno poluprim, to je A(a) C L ili

A(b) € L, odakle je A(a) NA(b) C L. Sada prema (i) dobijamo da je

A(a) N A(b) C A(ab), odakle sledi (ii).

(i) = (iii). Nekaje F={x eS| z e *a}. Kako y L 2y, zasve
x,y € S, to dobijamo da F jeste desno dosledan podskup od S. Prema
(ii), F' je podpolugrupa od S. Dakle, F' je desni filter od S koji sadrzi
a.

Neka je G desni filter od S koji sadrzi a. Uzmimo y € S tako da
y#a. Tada je a" = uy, zaneke ue S, n € Zt, paiz uy=a" € G
dobijamo da je y € G. Na osnovu indukcije dobijamo da iz =z o g sledi
da x € G, odakle je F'C G. Prema tome, F je najmanji desni filter od
S koji sadrzi a.

(7i7) = (i). Neka vazi (ii7) inekaje A potpuno poluprim levi ideal od
S. Neka je M presek svih potpuno prim levih ideala od S koji sadrze
A. Uzmimo a € M — A. Prema (ii) imamoda F ={z € S | z -0 a}
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jeste desni filter od S, pa L =5 —F jeste potpuno prim levi ideal od S.
Uzmimo z € A. Ako z € F, tada a € A(a) C A, sto vodi kontradikeiji.
Prema tome, v € L, pa A C L, odakle je M C L. Medjutim, sada je
a€F i ael=8-F, stopredstavlja kontradikciju. Dakle, M = A, pa
vazi (7). O

Sledeéa lema dokazuje se slicno Lemi 5.5.

Lema 5.11. Nekaje n € ZT, nekaje A klasa u nekom polumreznom
razlaganju polugrupe S i neka a,b € A. Tada a—"b uw S ako i samo
ako a—>"b u A. O

Na polugrupi S, definis§imo relaciju tipa A\ sa:
alb & Ala) =A(D) (a,b e S).

Jasno da je A relacija ekvivalencijei \ = Lo ( Lo )~ L.

Polugrupa
S je A-prosta ako i samo ako je a oo b, zasve a,beS.

Slede¢om teoremom opisujemo polumreze A-prostih polugrupa.

Teorema 5.8. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumrezZa A-prostih polugrupa;

(i) (Va,be S) a Lo ab;

(7i1) za svaki a €S, A(a) je ideal od S;

(iv)  svaki potpuno poluprim levi ideal od S je dvostrani ideal;

(v) (Ya,b e S) A(ab) = A(a) NA(b);

(vi) za svaki a€ S, N(a)={x €S| $L>°°a}.

— — — —

Dokaz. (i) = (ii). Nekavazi (i) inekaje & odgovarajuéa polumrezna
kongruencija. Uzmimo a,b € S. Neka A jeste £-klasa elementa ab. Tada
ab,ba € A, pakako A jeste A-prosta polugrupa, to ba L0 gh. Odavde
i iz ¢injenice da @ —— ba dobijamo (7).

(4) = (i%9). Uzmimo a,b€ S i = € A(a). Prema (i) dobijamo da
a—% 2 L% ah, odakle zb € A(a). Odavde i iz Leme 5.10. dobijamo da
A(a) jeste ideal od S.

(#4) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (v). Sledi prema Teoremi 5.2, jer je A(a) = X(a), zasve a € S.
(v) = (vi). Neka vazi (v), neka je a € S inekaje A = {z €
S | z - a}. Prema (v) iprema Teoremi 5.1. dobijamo da A jeste
najmanji desni filter od S koji sadrzi a, paje A C N(a). Uzmimo
z,y €S takoda zy e A, tj. zy 4. kako prema (v) dobijamo da
LI xy, to z Lo a, tj. x € A. Prema tome, A je levo dosledan,

pa A jeste filter. Dakle, A = N(a).
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(vi) = (i1). Kako ab € N(ab) povlaci da a € N(ab), to prema (vi)
dobijamo (7).

(v) = (i). Prema (v) dobijamo da A jeste polumrezna kongruencija na
S, dok prema Lemi 5.11. dobijamo da svaka A-klasa od S jeste A-prosta
polugrupa. [

Za lance A-prostih polugrupa dobijamo sledeée karakterizacije:

rem .9. edeéi uslovi za polugrupu su ekvivalentni:
Teorema 5.9. Siedeéi uslovi l S kvivalentni
(1) S je lanac A-prostih polugrupa;
(i) glavni levi radikali od S su potpuno prim ideali od S;
(ii7) S je polumreza \-prostih polugrupa i za sve a,b € S, ab Leog i
ab -5 p;
(iv) S je polumreza A-prostih polugrupa i za sve a,b € S, a—°b ili

b#ooa.

Dokaz. (i) = (ii). Ako vaz (i), onda su, prema Teoremi 5.8, glavni
levi radikali od S jednaki glavnim radikalima od S, odakleje A=0 i §
je lanac o-prostih polugrupa, pa prema Teoremi 5.4. dobijamo (7).

(4d) = (7). Iz (di), prema Teoremi 5.8, S je polumreza A\-prostih
polugrupa. Za a,b € S, iz ¢injenice da je ab € A(ab) i A(ab) je potpuno
prim, sledi da je a € A(ab) ili b€ A(ab), pa vazi (iii).

(7i1) = (). Iz (di7), prema Teoremi 5.8, A(a) = X(a), zasvaki a € 5,
tj. o —° | pa prema Teoremi 5.4. dobijamo (iv).

(iv) = (). Sledi neposredno. [

Osim relacije tipa \, za n € ZT, na polugrupi S definisemo i relaciju
tipa A, sa:

adl, b & Ay(a)=A,(b) (a,b e S).
Prema Lemi 5.9. dobijamo da je
LCAMCAC--CA T CA
Slede¢om teoremom opisujemo polugrupe u kojima je A, = A.

Teorema 5.10. Nekaje ne ZT. Tada su za polugrupu S sledeéi
uslovi ekvivalentni:
(1) Ln je kvazi—uredjenje na S;
(it) (Va € S) a\,a?
(iii) (Ya,b € S) a—>”b = a2 —Lnp;
(tv) za svaki a €S, A,(a) je leviideal od S;

(v) A= Lin ﬂ(#")_l na S.

Dokaz. (i) = (iii). Sledi neposredno.
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n+1
(iii1) = (i). Neka a LN b, tj. a LN x#”b, zaneki x € S.

kg zasvaki k € Z+, pa kao u dokazu

Teoreme 5.5. dobijamo da a—mb. Dakle, —n = Ly pa vazi (7).

Prema (iii) dobijamo da =z

! oo

(i) = (iv). Sledi prema Lemi 5.10, jer iz (i) sledi da je SN N
(iv) = (i). Neka vazi (iv). Tada prema Lemi 5.10. dobijamo da je

A (a) = Aa), zasvaki a € S, odakle sledi da je N N tj. vazi

(4)-
(v) = (7). Sledi neposredno.
(1) = (v). Kakoje (i) < (i), toje Ay =X\ i n = oo odakle
neposredno dobijamo (v). O

Za n € ZT, c¢italac moze sam proveriti da je A, C L (L” )L

Polugrupa S je A,-prosta ako i samo ako je a—sn b, za sve a,be S.
Polumreze \,-prostih polugrupa opisuje slede¢a teoremas:

Teorema 5.11. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza M\, -prostih polugrupa;

(i1) aMl,a?, zasve ac€sS, i a#”ab, za sve a,b € S;

(7i1) za svaki a €S, Ap(a) jeideal od S;

(iv) (Ya,b e S) Ap(ab) = Ay (a) N AL(b);

(vi) za svaki a€ S, N(a)={zeS | xL"a}.

Dokaz. (i) = (ii). Nekavazi (i) inekaje & odgovarajuéa polumrezna
kongruencija.

Uzmimo a,b € S tako da a—s"b. Neka A jeste &-klasa elementa
b. Prema Lemi 5.5. dobijamo da je b¢ < aé u S/¢, odakle je ba®¢b,
tj. ba®,b € A. Kako A jeste \,-prosta polugrupa, to ba? Ln b, pa
a2 L, Dakle, prema Teoremi 5.10. dobijamo da je a\,a? za svaki
a€S.

Uzmimo a,b € S. Neka A jeste {-klasa elementa ab. Tada ba,ab € A,

ikako A jeste \,-prosta, to ba n ab, odakle a—-"ab. Prema tome,
vazi (it).

(#i) = (i13). Prema (ii), Teoremi 5.10. i Lemi 5.10. dobijamo da je
An(a) = A(a), zasvaki a € S, pa prema Teoremi 5.8. dobijamo da vazi
(idd).

(7i1) = (iv). Prema (¢i7) i Lemi 5.10. dobijamo da je A, (a) = A(a),
za svaki a € S, pa prema (i7i) i Teoremi 5.8. dobijamo (iv).

(iv) = (7). Neka vazi (iv). Tada A, jeste polumrezna kongruencija
na S. Prema Lemi 5.11. sledi da svaka A,-klasa od S jeste A,-prosta
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polugrupa.
(#i7) = (v). Prema (i) i Lemi 5.10. sledi da je A,(a) = A(a), za
svaki a € S, pa je tn — Lo Odavde i iz Teoreme 5.8. dobijamo

(v).
(v) = (iv). Neka vazi (v). Tadaza a,b,z € S dobijamo da
r€My(a)NAL(D) & a,be N(z) & abe N(x) < x € Ay(ab).
Dakle, vazi (iv). O

Za lance \,-prostih polugrupa mogu biti date karakterizacije sli¢cne karak-
terizacijama lanaca A-prostih polugrupa, datim u Teoremi 5.9.

Iz prethodnih razmatranja, videli smo da relacije tipa o i o,, n € Z™,
odnosno A i \,, n € Z*, predstavljaju uopstenja Greenovih relacija tipa
J, odnosno tipa L. Na kraju ovog poglavlja, uveséemo i relacije koje
uopstavaju i Greenove relacije tipova R i H.

Na polugrupi S, uvodimo sledece skupove:

Pla)={z €S |a—>2}, P,la)={rcS|a-""2), (a€e S, neZr).
Relaciju tipa p na S definiSemo sa:
apb < P(a) =P(b), (a,b€S),
aza n€Z", relaciju tipa p, na S definiSemo sa:
appb < P,(a)=P,(b), (a,be9).
Relaciju tipa 7 na S definiSemosa 7= ANp, aza n € Z", relaciju tipa
7, na S definisemo sa 7, = A\, N pp.

Odnos relacija koje su razmatrane u ovoj glavi i Greenovih relacija dat je

slede¢om

Propozicija 5.1. Na polugrupi S je:

HCnnCnpn -~ Cmy, € C7
n N N N N
CAMC AT~ CA,C---CA
n N N
JCo1CoyC---Cop, C---Co
u oo U

RCp Cpa T Cpp T Cop

Dokaz. Inkluzije u drugoj i tre¢oj vrsti sheme slede na osnovu Leme
5.1, dok inkluzije u drugoj i ¢etvrtoj vrsti slede prema Lemi 5.9. i njenom
dualu.
: : : RS ! 0oy—1 oo oo \—1 :
Dalje, imamo da je A\—> N(—> )" C—> N(—> )" =0, tj.
A C o, islicno dokazujemo da je p Co.
Uzmimo (a,b) € A\;. Tada je Ai(a) = A1(b). Neka je z € ¥q(a), tj.
™ = uav, za neke u,v € S, n € Z*. Tada wvua € A1(a) = A1(b), odakle
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je (vua)® = wb, zaneke k € Z*, w € S. Prema tome,
2" F D = (yav)* ! = ua(vua)*v = vawbv € SbS,
pa x € X1(b). Dakle, ¥;(a) C ¥1(b). Na isti nacin dokazujemo i obratnu
inkluziju, pa je ¥i(a) = 21(b), tj. (a,b) € o1. Dakle, A\; C o7.
Ostatak dokaza sledi neposredno. [

Zadaci.

1. Na polugrupi S definiemo sledeée skupove:
Q(a) =A(a)NP(a), Qn(a)=~An(a)NPy(a), (a€S, neZ™).
(A) Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreia T-prostih polugrupa;
(17) (Va, bES)a—> ab A b—-> ab;
(1i1) zasvaki a €S, Q(a) jeideal od S;
(iv (Va,be S) Q(ab) = Q(a) NQ(b);
(v) LNR jeideal od S, za svaki potpuno poluprim levi ideal L i svaki
potpuno poluprim desni ideal R od S;
(vi) zasvaki a€ S, N(a)={z eS| foX’a/\bfo‘a}.
(B) Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je polumreza T7,-prostih polugrupa;

(zz% za svaki a € S, Qn,(a) jeideal od S;

(7ii (Va, b €9) Qn(ab) Qn(a) N Qn(b);

(iv) at,a?, zasvaki a€ S, i a—5mab A b0 ab, zasve a,be S;
(vi) zasvaki a €S, N()—{xES!mL"a/\bL”a}.

2. Relacija 7% polugrupe S je najmanja traéna kongruencija na S.

Literatura. C¢iri¢ and Bogdanovié¢ [11].

5.4. Polumreze Arhimedovih polugrupa.

Polumreze o,-prostih i A,-prostih polugrupa su razmatrane u Tackama
5.2.15.3. Ovde ¢emo dati jos neke karakterizacije za polumreze o1-prostih i
A1-prostih polugrupa, tj. za polumreze Arhimedovih polugrupa i polumreze
levo Arhimedovih polugrupa.

Teorema 5.12. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza Arhimedovih polugrupa;

(17) (Va,be S)(Vk € Z%) a* — ab;

(i1i) (Va,b € S) a*> — ab.

Dokaz. (i) = (ii). Nekavazi (i) inekaje & odgovarajuéa polumrezna
kongruencija na S. Uzmimo a,b € S iuzmimo da A jeste E-klasa
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elementa ab. Tada A jeste Arhimedova polugrupa i ab,afb € A, za
proizvoljni k € Z*, pa a*b — ab, odakle a”

(ii) = (d13). Sledi neposredno.

(491) = (i). Neka vazi (i%) inaka a,b € S tako da a — b, tj.
b™ = uav, zaneke u,v € S, m € Z*. Tada je b™("1) = y(avu)"av, za
svaki n € ZT, pa prema (iii) dobijamo da postoji n € ZT tako da

b (D) — y(avu)"av € uSa®Sav C Sa?S.

— b, pa prema Teoremi 5.5. dobijamo (7). O

— ab.

Prema tome, a?

Posledica 5.6. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija prostih polugrupa;
(ii) S je intra w-reqularna i polumreza Arhimedovih polugrupa;
(iii) (VYa,b€ S)(3n € Z1)(Vk € ZT) a* | (ab)";
(iv) (Va,be€ S)(In € ZT) a* | (ab)™.

Dokaz. (i) < (ii). Sledi prema Teoremi 3.13. i Propoziciji 2.1.

(i) = (ui1). Neka vazi (i) i neka je ¢ odgovarajuéa polumrezna
kongruencija. Uzmimo a,b € S i uzmimo da A jeste &-klasa elementa
ab. Tada A jeste nil-ekstenzija proste polugrupe K, pa postoji n € Z+
tako da (ab)" € K. Uzmimo k € Z*. Kako a*b€ A, to (a*b)™ € K,
zaneki m € Z*. Prema tome,

(ab)™ € K(a*b)™K C Sa* S,
jer je K prosta polugrupa. Dakle, vazi (7).

(7i1) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (i). Prema (iv) dobijamo dazasvaki a € S postoji n € ZT tako
da a*" | a®", pa S jeste intra m-regularna. Prema Teoremi 5.9. dobijamo
da S jeste polumreza Arhimedovih polugrupa. Dakle, vazi (i7). O

Podskup A polugrupe S je poluprimaran ako
(Va,be S)(GneZt)abe A = a"€ A V b" € A.
Polugrupa S je poluprimarna ako svaki njen ideal jeste poluprimaran pod-
skup od S. Sledeé¢om teoremom dokazujemo da je klasa poluprimarnih
polugrupa jednaka klasi lanaca Arhimedovih polugrupa:

Teorema 5.13. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S jelanac Arhimedovih polugrupa;

(1) (Va,be S)ab—a V ab— b;

(iii) S je poluprimarna;

(iv)  Za svakiideal A od S, VA je potpuno prim ideal od S;

(v) Za svakiideal A od S, VA je potpuno prim podskup od S.

Dokaz. (i) = (ii). Sledi prema Teoremi 5.6.
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(4i) = (i7i). Neka je A ideal od S inekasu a,b € S. Prema (i),
ab — a ili ab — b, pa postoji n € ZT tako da je a™ € SabS ili
b" € SabS. Sada, ako je ab € A, tada je a™ € SabS C SAS C A ili
b" € SabS C SAS C A. Prema tome, S je poluprimarna polugrupa.

(iii) = (iv). Neka je S poluprimarna polugrupa i neka su a,b € S.
Kako (ba)(ab) € J((ba)(ab)), to postoji n € Z* tako da je

(ba)™ € S(ba)(ab)S ili  (ab)™ € S(ba)(ab)s,
odakle je (ab)"*! € Sa%?S. Sada prema Teoremama 5.12. i 5.5. dobijamo
daje VA ideal od S, za svakiideal A od A. Uzmimo proizvoljan ideal
A od S, iuzmimo a,b€ S tako daje ab € /A. Prema (iii), postoji
neZt takodaje a” € VA ili " € VA, paje a€ VA ili be VA
Prema tome, v/A je potpuno prim ideal od S.

(iv) = (v). Sledi neposredno.

(v) = (i7). Uzmimo a,b € S. Prema (v), VSabS je potpuno prim
podskup od S, paiz a?b? € V/SabS dobijamo da je a? € v/ SabS ili
b2 € VSabS, odakle sledi (ii).

(#3) = (i). Uzmimo a,b € S. Tada prema (ii), (ba)(ab) — ba ili
(ba)(ab) — ab, odakle lako dobijamo da a? — ab, pa prema Teoremi
5.12, S je polumreza Y Arhimedovih polugrupa S,, a € Y. Lako se
dokazuje da 'Y jeste lanac. [

Teorema 5.14. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) (Va,beS)a-b = a2 - b;

(ii) (Va,be S)(Vk € Z+) b - ab;

(iii) (Va,be S) b2 — ab.

Dokaz. (i) = (ii). Uzmimo a,b€ S i ke Zt. tada b L, ab, pa
prema (i) lako dobijamo da b* L ab. Dakle, vazi (ii).

(#4) = (i4i). Sledi neposredno.

(791) = (i). Uzmimo a,b € S tako da a Loy, tj. b" = xa, za neke
ne€Zt €S Prema (iii), a® LN ra, tj. (va)™ = ya?, za neke

2

m € ZT, y € S. Prema tome, b™" = ya®, pa a o p. Dakle, vazi

(@). O

Teorema 5.15. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza levo Arhimedovih polugrupa;

(i) (Ya,b e S)(Vk € Z) aF -1 ab;

(iii) (Va,b€ S) a - ab.

Dokaz. (i) = (ii). Dokazuje se sli¢no kao (i) = (i) u Teoremi 5.12.
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(74) = (i7i). Sledi neposredno.

(14i) = (¢). Uzmimo a,b € S. Prema (iii) postoje n€Z™ i z €8
tako da (ba)® = zb. Sada imamo da je (ab)"™! = azb?, pa b2 — ab.
Prema (éii), Teoremama 5.8. 1 5.10, za n =1, i Teoremi 5.12, dobijamo
(1). O

Neposredno iz Teorema 5.9, 5.10. i 5.11. dobijamo:

Posledica 5.7. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je lanac levo Arhimedovih polugrupa;
(ii) za svaki levi ideal A od S, VA je potpuno prim ideal od S;
(ii7) S je polumreza levo Arhimedovih polugrupa i svaki levi ideal od S je
poluprimaran;
(7i1) S je polumreza levo Arhimedovih polugrupa i za sve a,b € S, ab L
i ab—b. O
Sli¢no Posledici 5.6, dokazuje se sledeca posledica:

Posledica 5.8. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija levo prostih polugrupa;
(ii) S je levo w-regularna i polumreza levo Arhimedovih polugrupa;

)
(iii) (VYa,b€ S)(3n € Z1)(Vk € ZT) a¥ | (ab)";
l
(iv) (Ya,be€ S)(In € ZT) a®>" | (ab)".

I

Za polumreZe i lance t-Arhimedovih polugrupa, lako se dobijaju sledeée
karakterizacije:
Posledica 5.9. Siededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza t-Arhimedovih polugrupa;
(i1) (Va,b€ S)(In € ZT) (ab)™ € bSa;
(iii) za svaki bi-ideal A od S, VA jeideal od S. O

Posledica 5.10. Siededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S jelanac t-Arhimedovih polugrupa;
(i) S je polumreza t-Arhimedovih polugrupa i za sve a,b € S, ab p
ili ab — a;
(iii)  za svaki bi-ideal A od S, /A je potpuno prim ideal od S. O
Teorema 5.16. Za svaku podpolugrupu A od S, VA je potpuno
prim podskup od S ako i samo ako za sve a,be€ S je ab-L-a ili ab-L-b.

Dokaz. Neka radikal svake podpolugrupe od S jeste potpuno prim.

Tada iz ab € (ab) C y/(ab) dobijamo da je a € /(ab) ili b€ /{(ab), tj.

ab£qa ili ab-Z 0.
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Obratno, neka je ab-2a ili ab-2b, zasve a,b € S, inekaje A
podpolugrupa od S. Neka je ab € VA, a,b€ S, tj. (ab)* € A, za neki
ke Z". Kakoje a™ = (ab)™ ili b" = (ab)™, za neke n,m € Z*, to je
a™ = (ab)™* € A ili V" = (ab)"* € A, tj. a€ VA ili be VA Dakle,
VA je potpuno prim podskup od A. O

Prema Teoremi 5.5. znamo da je polugrupa S traka Arhimedovih polu-
grupa ako i samo ako S jeste polumreza Arhimedovih polugrupa. Ako izraz
” Arhimedova” zamenimo sa ”levo (desno) Arhimedova”, tvrdjenje tog tipa
ne vazi. To potvrdjuje svaka potpuno prosta polugrupa koja nije leva grupa
(vidi Posledicu 3.8.). Slede¢om teoremom opisujemo trake levo Arhimedovih
polugrupa.

Teorema 5.17. Polugrupa S je traka levo Arhimedovih polugrupa
ako ¢ samo ako

(2) vay L a2y,

za sve a €S, x,y € S

Dokaz. Neka je S traka levo Arhimedovih polugrupa i neka je &
odgovarajuca traéna kongruencija. Uzmimo a € S, x,y € S' i uzmimo da
A jeste &-klasa elementa zay, Tada zay,za’y € A, pakakoje A levo
Arhimedova polugrupa, to dobijamo da je zay - za?y.

Obrnuto, neka vazi (2). Uzmimo a,b € S. Prema (2) dobijamo da
ab-Lab?®, pa (ab)® € Sab® C Sb®>. Prema tome, b? SN ab, pa prema
Teoremi 5.14. ((i) < (i4i)) i Teoremi 5.10. ((iii) < (v), zan = 1), dobijamo
daje -~ =X\, pa - jeste relacija ekvivalencije.

Definisimo relaciju ¢ na S sa:

aéb o (Vz,y € SY) zay L+ xby, (a,b€S).
Prema Teoremi 1.2. i prema (2) dobijamo da ¢ jeste tra¢na kongruencija
na S. Neka A jeste &-klasaod S. Uzmimo a,b € A. Tada a?¢b, odakle
je b" =za?, zaneke n € Zt, € 5. Sadaimamo daje za&za®=0b"Eb,
pa za € A. Prema tome, b" = (za)a € Aa, tj. a B A, pa
A jeste levo Arhimedova polugrupa. Dakle, S je traka levo Arhimedovih
polugrupa. [

Posledica 5.11. Polugrupa S je traka t-Arhimedovih polugrupa
ako ¢ samo ako

zray -+ xa?y,
za sve a €S, x,y € St

Dokaz. Sledi prema Teoremi 5.17. i njenom dualu. [
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Inace, lako se dokazuje da t-Arhimedove polugrupe jesu traéno nera-
zloZive, tj. univerzalna relacija na t-Arhimedovoj polugrupi S je jedina
tracna kongruencija na S.

Posledica 5.12. Polugrupa S je levo polunormalna traka levo

Arhimedovih polugrupa ako i samo ako za sve a,b,c € S, ac L abe.

Dokaz. Neka je S levo polunormalna traka levo Arhimedovih polu-
grupa i neka je £ odgovarajuca tra¢na kongruencija. Uzmimo a,b,c € S.
Kako je S/¢ levo polunormalna traka, to je abc§ abcac. Uzmimo da je A
¢-klasa elemenata abc i abcac. Kako je A levo Arhimedova polugrupa, to

je (abc)™ € Sabcac C Sac, pa ac 1, abe.
Obratno, neka je ac LN abc, za sve a,b,c € S. Uzmimo z,y,a € S.
Tada je

za’y = (za)(ay) — (za)(yz)(ay) = (zay)?,

l
zay — (za)(ayza®)y = (va’y)?,

odakle za’y 4, rxay i xway R raly, tj. way -+ za®y. Dakle, prema
Teoremi 5.18, S je traka B levo Arhimedovih polugrupa. Kako je B
homomorfna slika od S, to je ik R ijk u B, zasve 1,5,k € B, tj.
ijk € Bik, odakle je ijk = ijkitk. Prema tome, B je levo polunormalna
traka. O

Posledica 5.13. Polugrupa S je normalna traka t-Arhimedovih

. t
polugrupa ako i samo ako za sve a,b,c € S, ac — abc.

Dokaz. Sledi iz Posledice 5.12, Teoreme 1.25. i iz ¢injenice da t-Arhi-
medove polugrupe jesu tracno nerazlozive. [

Teorema 5.19. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je traka stepeno vezanih polugrupa;

(ii) (Va,b € S) ab -2 a?b L ab?;

(11i) (Va,b e S)(Ym,n € ZT) ab L a™b".

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S traka stepeno vezanih polugrupa i neka
je & odgovarajuca tra¢na kongruencija. Uzmimo a,b € S iuzmimo da A
jeste ¢-klasa elementa ab. Tada ab,a?b,ab? € A, odakle dobijamo da vazi
(74).

(74) = (i7i). Nekavazi (#7). Uzmimo a,b € S. Prema (ii) dobijamo da
ab 2 a%b 2 a?b?, tj ab -2 a?b?, jer je 2 relacija ekvivalencije. Uzmimo
da ab-Z a™b", za m,n € Z", m,n > 2. Tada prema (ii) dobijamo da

ab D ambn — (ambn—l)bi (ambn—l)b2 — ambn+1 — a(am—lbn—l-l)
P a2(am—lbn+1) — am—i—lbn—i—l,
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tj. ab -2 a™T'p" 1. Dakle, na osnovu indukcije dobijamo da vazi (74i).
(7ii) = (7). Jasnodaje £ relacija ekvivalencije. Neka a £ b, a,b € S,
i uzmimo z € S. Tada je a™ = b" za neke m,n € ZT, pa prema (iii)
dobijamo da je
axr L a™mr =b"x L bxr, wa-E xa™ = zb" L zb.
Prema tome, -2 je kongruencija na S. Jasno da je a L a®, za svaki
a € S, pa - jeste tratna kongruencija. Takodje je jasno da svaka

L _klasa jeste stepeno vezana polugrupa. [

2

Posledica 5.14. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza stepeno vezanih polugrupa;

(ii) (Va,b € S) ab -2 a?b L ab® L ba;

(1ii) (Va,b e S)(Vm,n € Z") ba £ a™bp". O

Zadaci.

1. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza Arhimedovih polugrupa;
(ii) (Va,b € S) b*> — ab;
(iii) (Va,b € S)(Vk € Z1) bF — ab;
(7v) u svakoj homomorfnoj slici sa nulom od S, skup svih nilpotenata
¢ini ideal.
2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija prostih polugrupa;
(ii) (Ya,be€ S)(In € ZT) b*" | (ab)™;
(iii) (Ya,b € S)(3n € Z1)(Vk € Z1) b* | (ab)™.
3. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) radikal svakog ideala od S je podpolugrupa;
(77) u svakoj homomorfnoj slici sa nulom od S, skup svih nilpotenata
¢ini podpolugrupu;
(iii) (Va,b € S)(Vk,l € ZT) a¥ — abV ' — ab.
4. Polugrupa A, = <a,e | a® = a® = a’e = ea?, €? = e, aea = a, eae = e>
je izomorfna Reesovoj matri¢noj polugrupi MY(G; 1,1, P), gde je |G| =

1 =2 i P:(? i

koja nije ideal od As.

5. Polugrupa B, = <a,b | a® = b? = a®, aba = a, bab = b> je izomorfna
Brandtovoj polugrupi M°%(G; 1,1, P), gdeje |G| =1 i |I| =2. Nilpotenti
polugrupe By ne ¢ine podpolugrupu od Bs.

6. Neka o jeste relacija ekvivalencije na AJ, As = {x,y}, odredjena
razbijanjem

Co={(zy)"z | n€ZTU{0} }, C,={(y=)"y | neZtU{0}},

). Nilpotenti polugrupe A, ¢&ine podpolugrupu
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Cap = {(eg)" | n € Z},  Cho = {(yo)" | n € Z*},
Co = AQ+ — (Ca UC,uCyuu Cba)-

Tada o jeste kongruencija na AJ i faktor AJ /9 je izomorfan sa Bs.
7. Sledeéi uslovi za istotipni identitet w = v nad alfabetom A,, n €
Z1, n>2, su ekvivalentni:
(1) [u=w] je u klasi polumreza Arhimedovih polugrupa;
(it) By & [u=vl;
(iii) postoji homomorfizam ¢ : A} — AS takav da (ugp,ve) ¢ V;
(17v) postoji homomorfizam ¢ : AJr — AﬂL i permutacija m skupa {u,v}

tako da vazi jedan od sledemh uslova

(@) (um)p € Cop 1 (vm)p & Coap;

(b) (um)p e Cy 1 (vm)p ¢ Co;

(v) postoje k€ Zt i we CyC A tako daje [u=1v] C [(zy)F = w].
8. Svaka polugrupa koja zadovoljava permutacioni identitet, tj. identitet
oblika x1xo...Z, = T1:Tox...Tnr, gde je m neidenticka permutacija
skupa {1,2,...,n}, isvaka polugrupa koja zadovoljava kvazi-permutacioni
identitet, tj. identitet oblika

1. . Tk—1YTk41 -+ -y = L1g .- - x(l_l)ﬂ.y2l‘l7r oo Ly
gde je 7 permutacija skupa {1,2,...,n}, su polumreze Arhimedovih
polugrupa.
9. Nekaje V neki varijetet polugrupa. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) V je u klasi polumreza Arhimedovih polugrupa;
(17) By nijeu V;
(7i1) svaka regularna polugrupa iz V je potpuno regularna;
(1v) svaka potpuno 0-prosta polugrupa iz V je bez delitelja nule;
(v) u svakoj polugrupi za nulom iz V skup svih nilpotenata je podpolu-
grupa;
(vi) u svakoj polugrupi za nulom iz V skup svih nilpotenata je ideal.
10. Za istotipan identitet u = v nad alfabetom Ay = {z,y}, c(u) =
c(v) = Ag, [u =] je u klasi polumreza Arhimedovih polugrupa ako i samo
ako je u =wv p-ekvivalentan identitetu jednog od sledeé¢ih oblika:
(a) zy=w, gdeje we AT —{zy};
(b) (zy)f =w, gdeje keZT, k>2 i we A] —{(zy)™ | me ZT};
(e) (zy)*z =w, gdeje k€ ZT and we€ A — {(zy)™x | m € Z*};
)
)

PR

(d) zyk¥ =w, gdeje k€ Zt, k>2 i we Ay — {ay™ | m € Z1};
() zby=w, gdeje k€ZT, k>2 1 we AJ —{z™y | me Z*}.

11. Oznadimo sa R, dvoelementnu desno nultu traku. Tada su sledeéi
uslovi za istotipni identitet w = v nad alfabetom Ay = {z,y}, c(u) =
c(v) = Ay, ekvivalentni:

(1) [u=w] je u klasi polumreza levo Arhimedovih polugrupa;
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(15) Bz 1 Rp misuu [u=v];
(17i) u = v zadovoljava uslove Zadatka 10. i t(u) # t(v).
12. Radikal svakog levog ideala polugrupe S je podpolugrupa ako i samo
ako (Ya,b e S)(Vk,l € Z+) aF - abv b - ab.
13. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) (Va,b€ S) a’b — ab;

(i) (Va,b,c€S)a—>cAb—-c = ab—>c.
14. Polugrupa S je normalna traka t-Arhimedovih polugrupa ako i samo
ako za sve a,b,c € S vazi:

alc AN ble = ab -4 c.
T l

Literatura. Babcsényi [1], Babcesanyi and Nagy [1], Bogdanovié
1, [2], [4], [5], 6[], [10], [13], Bogdanovi¢ and Ciri¢ [6], [11], [13], Chrislock
3], Ciri¢ and Bogdanovi¢ [6], [11], [12], Clifford [4], Krapez [1], Lajos [4],
|, 16], [7], Mamesunxrwuit [1], Mukherjee [1], Nordahl [2], [3], Numakura
|, O’Carroll and Schein [1], Petrich [1], Pondélicek [1], [4], [5], Proti¢ [3],
4], Putcha [1], [2], [4], [5], [8], [9], Putcha and Weissglass [1], [3], Raju and
Hanumanthachari [1], [2], Schwarz [3], Spoletini Cherubini and Varisco [8],
[9], [10], [11], Tamura [13], [14], [15], [20], [21], Tamura and Kimura [1],
Yamada [6], [13].
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GLAVA 6

Polumreze potpuno
Arhimedovih polugrupa

Ova glava je prirodan nastavak prethodne. Ovde éemo izloziti Teoriju
polumreznih razlaganja potpuno m-regularnih polugrupa na Arhimedove
komponente, tj. biée re¢i o potpuno mw-regularnim polugrupama u kojima
je svaki regularan element grupni. Ovu klasu prvi je razmatrao L.N.Sevrin
1977. godine, a prvi dokaz sre¢emo u radu M.L.Veronesi iz 1984. godine.
Polugrupe sa pomenutim svojstvom ¢e biti opisane Teoremom 6.1. i to
strukturno i indikatorno (eliminacijom nekih podpolugrupa odnosno fak-
tora). Posebno su zanimljive polumreze pravovernih potpuno Arhimedovih
polugrupa. Razne strukturne, sintakticke i indikatorne karakterizacije ovih
polugrupa su rezultati S.Bogdanovica i M.Ciri¢a dati Teoremom 6.3. U
poslednjoj tacki ove glave se izlaze materija o trakama i polumrezama
nil-ekstenzija grupa.

6.1. Opsti slucaj.

Ovde ¢emo razmatrati (potpuno) m-regularne polugrupe u kojima svaki
regularan element jeste potpuno regularan. Videce se da je re¢ o polumre-
zama potpuno Arhimedovih polugrupa.

Neka je S m-regularna polugrupa. Za element a € S, najmanji broj
p € ZT zakoji je aP € Reg(S) nazivamo m-indeks elementa a. Jasno je
da se kod periodi¢nog elementa, m-indeks poklapa sa indeksom tog elementa
(vidi Tacku 1.4.). Definisimo sada relacije ekvivalencije £*,R*, H* i J*
na S sa:

al*b & Sa? =85b, aR*b & aPS =109,
H*=L"NR*, aJ*b < SaPS = SbhiS,
gde su pigq redom w-indeksi elemenata a i b. Za element a € S, sa
Ly R;, HY i J; oznacavamo redom L*-, R*-, H*-i J*-klasu elementa
a.
Neposredno se dokazuju sledece leme:

Lema 6.1. Neka S jeste m-reqularna polugrupa. Tada svaka L*-klasa
1 svaka R*-klasa sadrie bar jedan idempotent. [J

135
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Lema 6.2. Neka S jeste n-reqularna polugrupa. Tada svaki e €

E(S) je desna (leva, dvostrana) jedinica za regularne elemente iz L}
(R, HZ). O

Lema 6.3. U n-reqularnoj polugrupi S svaka H*-klasa sadrzi najvise
jedan idempotent. [

Lema 6.4. Neka S jeste m-reqularna polugrupa, neka je a € S i
neka n jeste m-indeks od a. Tada je o™ € L} NR; =H;. U

Propozicija 6.1. Neka su a,b elementi T-regularne polugrupe S.
Tada je

(a) (a,b) e L* & (Fd' € V(aP))(T € V(b?)) a'a? = b'be;

(0) (a,b) e R* & (o’ € V(a?))(A € V(b?)) aPa’ = b2V';

(¢) (a,b) e H* & (Fa' € V(aP)) (I € V(b?)) a’a? = Vb2, aPa’ = bIb';

gde su p iq redom mw-indeksi od a i b.

Dokaz. Dokaza¢emo samo (c¢). Neka je (a,b) € H* i o € V(aP).
Tada je
e=da’ e L:NE(S)=LiNE(S), f=ard € R:NE(S)=R;NE(S),
pa je
b? = ble = fbe, f=0blx, e=ybl,
zaneke x,y € S. Ako je bV =exf, onda je
bIb'b? = blex fb? = blxb? = fb1 =01, bW = exfblexf = exblxf =exf =1V,
paje b € V(b?). Sa druge strane,
by = blexf =blxf = f = aPd’,
bl = ex fb? = yblx fo? = yfb? = yb? = e = a’aP.

Obratno, ako je aPa’ = b2’ i d'a? = b'b?, za neke o' € V(aP), V' €

V(b?), tada je
a? = aPa’a? = aPb’b? = b2'a?, b = bi'b? = bla'aP = aPa'b¥,

paje SaP = Sb, aPS =b1S, tj. (a,b) e H*. O

PI‘OpOZiCija 6.2. Neka je e idempotent m-regularne polugrupe S.
Tada je G. C H}. Dalje, ako je a € HY i ako n jeste m-indeks od a,
tada je a* € G., za svaki k€ Zt, k> n.

Dokaz. Neckaje a e G, inekaje y inverzod a ugrupi G.. Tada
je y€V(a) i ya=e=ay, paprema Propoziciji 6.1. je a € Hf. Prema
tome, G. C H}.

Neka je a € HY ineka n jeste m-indeks od a. Prema Propoziciji
6.1.(c), postoji z € V(a™) tako da je za™ = e = a"x. Prema tome,
a” je potpuno regularan, pa je a" € Gy, za neki f € E(S). Lako se
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proverava da je f =e, tj. a"™ € G, pa prema Munnovoj lemi dobijamo
daje a* € G, zasvaki ke Zt, k>n. O

Neka je S polugrupa. Za e € E(S), sa T, oznacavamo skup T, =
VG. ={z € 8| (3In€Z") 2" € G.}. Prema Munnovoj lemi i Teoremi
1.7, za e, f € E(S), e# f, je T.NTy = @. Relaciju T na S definisemo
sa:

a®h < ((Je€ E(Y))a,beT,) V a=0b, (a,b € S).
Jasno je da ¥ jeste relacija ekvivalencije na S. Na potpuno 7-regularnoj
polugrupi je a¥Tb < (Je € E(S)) a,b e Te.

Dokazac¢emo sada glavnu teoremu ove glave. Njome su na razne nacine
opisane polumreze potpuno Arhimedovih polugrupa. Podsetimo ¢itaoca da

su polugrupe A, i Bs, koje se koriste u ovoj teoremi, definisane u Tacki
5.4.

Teorema 6.1. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
S je polumrezZa potpuno Arhimedovih polugrupa;

.~
-~

)

(ii) S je polumreza Arhimedovih polugrupa i potpuno w-regularna;

(7it) S je m-reqularna i Reg(S) = Gr(S);

(tw) S je w-regularna i svaka H* klasa sadrzi idempotent;

(v) S je m-regularna i svaka H* klasa je w-grupa;

(vi) S je potpuno mw-regularna i T = H*;

(vit) (Va,b € S)(In € ZT) (ab)™ € (ab)"Sa(ab)";
(vit')  (Va,b € S)(3n € ZT) (ab)™ € (ab)™bS(ab)™;
(viti) S je potpuno m-regularna i svaka regularna D-klasa od S je pod-

polugrupa;
(iz) S je potpuno m-regularna i medju faktorima potpuno m-regularnih
podpolugrupa od S nema polugrupa As i Ba.

Dokaz. (i) = (vii). Nekaje S polumreza Y potpuno Arhimedovih
polugrupa S,, a € Y. Uzmimo a,b € S. Tada ab,ba € S,, za neki
a €Y, pa prema Teoremi 3.14,

(ab)™ € (ab)™S(ba)(ab)™ C (ab)™Sa(ab)™,
zaneki n € ZT.

(vii) = (i7). Iz (vii) neposredno dobijamo da S jeste potpuno 7-
regularna. Uzmimo a,b € S. Prema (vii), (ab)® € Sa?S, za neki
n € Z*, pa prema Teoremi 5.9, S je polumreza Arhimedovih polugrupa.

(7) = (7). Sledi prema Propoziciji 2.1. i Teoremi 3.14.

(i) = (v). Neka je S polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa
Sa, @ €Y. Prema Teoremi 3.14, S je potpuno m-regularna. Neka H*
jeste proizvoljna H*-klasa polugrupe S, i neka su a,b € H*. Prema
Propoziciji 6.1, postoje = € V(a?), y € V(b?), tako da je
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zaP = yb?, aPx = bly,

gdesu piq redom m-indeksiod aib. Uzmimodaje a € Sy, b€ S3, o, €
Y. Iz z € V(aP), y € V(b?), dobijamo da je x € S,, y € Sz, pa iz
a? = aPyb?, b? = aPxb?, dobijamo daje o = (3. Prema tome, a,b,ab € S,
pa prema Teoremi 3.14, aP,b? € Gr(S,), dok iz (a,b) € H*, Xoristeci
Propoziciju 6.2, dobijamo da aP,b? € G, zaneki e € E(S,). Ako r jeste
n-indeks elementa ab, onda je (ab)” € Gy, zaneki f € E(S,). Prema
Munnovoj lemi, ea = ae i eb = be, odakle je e(ab)” = (ab)"e. Sada prema
Teoremi 3.14. i Lemi 3.13. imamo da je e(ab)” = (ab)"e = e(ab)"e € G,
odakle je (ab)"e(ab)” € G.. Sa druge strane, ponovo prema Lemi 3.13,
(ab)"e(ab)” = f(ab)"e(ab)"f € Gy, pa je e = f, prema Teoremi 1.7.
Prema tome, (ab)” € G., pa prema Proporziciji 6.2, ab € H*. Dakle, H*
je podpolugrupa od S sa taéno jednim idempotentom e, pa kako H*
jeste m-regularna polugrupa, to H* jeste m-grupa.

(v) = (vi). Iz (v) neposredno sledi da S jeste potpuno m-regularna.

Uzmimo (a,b) € H*. Tada H} = H; jeste m-grupa, uzmimo sa
idempotentom e, pa a,b€T,, tj (a,b) € %.

Obratno, neka je (a,b) € T. Tada aP,b? € G., zaneke p,qe ZT, e €
E(S), i prema Propoziciji 6.2, G. C H¥. Kako H*-klase jesu podpolugrupe
od S, to a,be HY, tj. (a,b) € H*.

Dakle, T =H*.

(vi) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (iit). Uzmimo a € Reg(S). Prema (iv), a € H, za neki
e € E(S), pa prema Propziciji 6.2, a € G, tj. a € Gr(S). Prema tome,
Reg(S) = Gr(S).

(4i1) = (4i). Iz (iii) neposredno sledi da S jeste potpuno m-regularna.
Uzmimo a,b € S. Tada je (ab)™ € G., zaneke n € Z*, e € E(S), pa
prema Munnovoj lemi je eab € G.. Neka =z jeste inverz od eab u grupi
G.. Tadaje e = eabr = eabxe, odakle je ea = eabrea. Prema tome, ea €
Reg(S) = Gr(9), tj. ea = (ea)?y = (eae)(ay), zaneki y € S. Sada imamo
da je eae = eabreae = (eae)(ay)(bx)(eae), pa eae € Reg(S) = Gr(S), tj.
eae € Gy, zaneki f € E(S). Odavde lako dobijamo da je ef = fe = f.
Sa druge strane, e = eabre = (eae)(ay)(br) = f(eae)(ay)(bx), odakle je
fe=e. Dakle, f=e, tj. eae,eab € G., odakle je

ea’be = (ea)(abe) = (ea)e(ab) = (eae)(eab) € G..
Prema tome, (ab)”,ea?be € G., odakle je
(ab)"™ € Geea’be C Sa?S8,
pa prema Teoremi 5.9, S je polumreza Arhimedovih polugrupa.

(i) = (iz). Neka S jeste polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa

Sa, a €Y. Uzmimo potpuno m-regularnu podpolugrupu 7" od S. Tada je
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T polumreza Z polugrupa T,, a €Y, gdeje Z={a€Y |TNS, # o}
i T, =TnNS,, a€ Z. Jasno daje T,, a € Z, potpuno w-regularna
polugrupa i da su svi idempotenti iz T, o € Z, primitivni. Prema Teoremi
3.14, polugrupe T,, a € Y su potpuno Arhimedove. Znac¢i, T jeste
polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa. Kako je (i) < (vii), to svaki
faktor od T jeste polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa. Dakle,
medju faktorima od T nema polugrupa As ili Bs.

(iz) = (viii). Uzmimo da postoji regularna D-klasa D,, a € S, koja
nije podpolugrupa od S. Prema Propoziciji 1.5, D=7, paje D, = J,.
Ideal J(a) polugrupe S je potpuno m-regularna polugrupa, pa je takav
i glavni faktor K = J(a)/I(a). Iz Teoreme 1.21, K je potpuno 0-
prosta polugrupa, tj. K = M%(G;I,A, P), gde je P regularna matrica.
Kako J, nije podpolugrupa od S, to K ima delitelje nule, tj. postoje
i €I, A€ A tako da je py; = 0. Sa druge strane, zbog regularnosti
matrice P postoje je€l ip€ A takodaje p, #0 i pyj #0. Neka
je Io={i,j}, Ao = {\ pu}, ineka Py jeste Iy x Ag podmatrica od P.
Uo¢imo podpolugrupu M = MY(G; Iy, Ag, Py) od K. Tada T = M*UI(a)
jeste potpuno 7w-regularna podpolugrupa od S, jer su takvei M i I(a).
Osim toga, M je faktor od T, ikako je M potpuno O-prosta, to je H
kongruencijana M i M/H = As, za p,; #0, odnosno M/H = B,, ako
je pu; = 0. Prema tome, jedna od polugrupa A, ili By je faktor od T,
sto je u suprotnosti sa (iz). Prema tome, vazi (viii).

(viii) = (i1). Uzmimo a,b € S. Prema Teoremi 2.2. i Munnovoj lemi,
(ab)™, (ba)™ € Gr(S), za neki n € Z*, odakle je (ab)™ € (ab)"*t1S C
(ab)"aS, (ba)™ € S(ba)" ™! C Sa(ba)"™, pa (ab)® R (ab)"a = a(ba)" L (ba)".
Prema tome, (ab)" D (ba)”, pa kako svaka regularna D-klasa od S jeste
podpolugrupa, to je (ab)™ D (ba)™(ab)™. Sa druge strane, iz D C J
dobijamo da je (ab)™J (ba)™(ab)™. Odavde, (ab)™ € S(ba)™(ab)™S C
Sa?S. Sada prema Teoremi 5.9. sledi da S jeste polumreza Arhimedovih
polugrupa. [

Teorema 6.2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je lanac potpuno Arhimedovih polugrupa;

(i) S je potpuno mw-regularna i za sve e, f € E(S) je e € efSfe ili
[ e feSef;

(iii) S je potpuno w-regularna i za sve e,f € E(S) je e € efS ili
feSef;

(iv) S je potpuno m-regqularna i Reg(S) je lanac potpuno prostih polu-
grupa.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je S lanac Y potpuno Arhimedovih
polugrupa S,, a € Y. Jasno da je S potpuno m-regularna. Uzmimo
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e, f € E(S), iuzmimo daje e € Sy, f € 53, a, €Y. Kakoje Y lanac,
toje af =a ili af = B. Ako je af = «, tada e,ef, fe € S,, pa
prema Teoremi 3.14. i Lemi 3.13. imamo da je efe =e(ef)e € eS,e = Ge.
Prema tome, e,efe € G, pa je

e € efeGeefe CefSfe.
Slicno dokazujemo da iz af = (§ sledi da je f € feSef.

(74) = (i4i). Sledi neposredno.

(7i1) = (i). Uzmimo a,b € S. Tada (ab)™, (ba)" € Reg(S), za neke
m,n € Z*. Uzmimo z € V((ab)™), y € V((ba)™). Tada (y(ba)", (ab)"x €
E(S), paprema (ii7) dobijamo da je

y(ba)™ € y(ba)™(ab)™xS ili  (ab)™z € Sy(ba)™(ab)™z,
pa je
(ba)™ € (ba)™(ab)™zS ili  (ab)™ € Sy(ba)™(ab)™.

Prema tome, (ab)"*! € Sa2S ili (ab)™ € Sa®S, pa prema Teoremama
5.12. i 6.1. dobijamo da S jeste polumreza Y potpuno Arhimedovih
polugrupa S,, o € Y. Uzmimo «,B €Y, e € E(S,), f € E(S3). Tada
je ecefS ili fe Sef. Akoje e€efS, tj. e=efu, zaneki ue s, i
ako uzmemo da je u € Sy, zaneki v €Y, tada dobijamo da je a = afy,
odakle je af = (. Sli¢no dokazujemo da iz f € Sef sledi da je af = 3.
Prema tome, Y je lanac.

(7i) = (iv). Neka je T = Reg(S). Uzmimo a,be T, z € V(a), y €
V(b). Tada za,by € E(S), paprema (ii) sledi da je za € xabySbyza ili
by € byraSzaby. Ako je xa € xabySbyra, tada je:

ab = axabyb € axabySbyrabyb = abySyxab C abSab,
pa je ab € T. Slicno dokazujemo da i iz by € byraSzaby sledi da
je ab € T. Prema tome, T = Reg(S) je podpolugrupa od S. Kako je
Gr(S)=Gr(T) C T, toiz ¢injenice da je S potpuno m-regularna dobijamo
da T jeste takodje potpuno m-regularna.

Uzmimo a € T, z € V(a). Tada iz ax,za € E(S), prema (i),
dobijamo da je ax € ax?aSza’z ili xa € ra’xSax’a, odakle je a =
axa € Sa?S. Sada prema Teoremi 2.4. dobijamo da T jeste polumreza
Y prostih polugrupa T,, a € Y, pa prema Propoziciji 2.1. i Teoremi 2.3,
T., a €Y, jesu potpuno proste polugrupe. Na isti na¢in kao u dokazu za
(791) = (i) dokazujemo da Y jeste lanac.

(iv) = (13). Sledi na osnovu ¢injenice da je FE(S) = E(Reg(S)) i
¢injenice da je (i) < (ii). O

Zadaci.

1. Nekaje u = v istotipan identitet nad alfabetom A,, n € Z+, n >
2. Tada svaka m-regularna polugrupa iz [u = v| je polumreza potpuno
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Arhimedovih polugrupa ako i samo ako svaka polugrupa iz [u = v] je
polumreza Arhimedovih polugrupa.

2. Ako polugrupa S jeste polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa,
onda je J* kongruencijana S i J*-klase su potpuno Arhimedove polu-
grupe.

3. Nekaje S polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa. Tada kongru-
encija £ na S razdvaja idempotente ako i samo ako je & C H*.

4. Neka S jeste m-regularna polugrupa. Tada svaka J* klasa sadrzi
najmanje jedan idempotent.

Literatura. Bogdanovi¢ [13], [18], Bogdanovié¢ and Cirié¢ [11], [12],
Ciri¢ and Bogdanovi¢ [5], [6], [12], Galbiati e Veronesi [1], [2], [3], [4], [5],
Madison, Mukherjee and Sen [1], [2], Putcha [1], [4], [9], Canup u Cyxanos
[1], espux [5], [6], [7] ,[9], Hlespur u Boakos [1], [llepur u Cyxanos
[1], Veronesi [1].

6.2. Polumreze nil-ekstenzija pravougaonih
grupa.

U prethodnoj tacki smo razmatrali razlaganja (potpuno ) w-regularnih
polugrupa u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa, tj. polumrezu
nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa (Teorema 3.14.). U ovoj tacki
¢emo razmatrati jedan poseban slucaj takvih razlaganja, tj. polumrezna
razlaganja kod kojih svaka od komponenti jeste pravoverna (ortodoksna)
polugrupa, odnosno kod kojih skup idempotenata svake od komponenti jeste
podpolugrupa te komponente.

Poc¢nimo sledeé¢im opstim rezultatom:

PI‘OpOZiCija 6.3. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) E(S) je podpolugrupa od S;
(1) Ako su a,be S i xe€V(a), ye V(b), ondaje yx € V(ab);
(iii) Za sve a,b,x,y €S, a=azxa i b="byb povlaci ab= abyrab.
Ako je S regularna polugrupa, tada svaki od prethodna tri uslova je ekviva-
lentan sa sledecim:
(tv) Svaki inverz svakog idempotenta iz S je idempotent.

Dokaz. (i) = (ii). Uzmimo a,b€ S, z € V(a), y € V(b). Tada iz
za,by € E(S) iiz (i) dobijamo da zaby,byza € E(S), odakle je:
abyxab = axabyxabyb = a(xaby)*b = axabyb = ab,
yrabyr = ybyxabyraxr = y(byzra)’r = ybyrar = yx.
Prema tome, yx € V(ab).
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(ii) = (i4i). Neka je a = aza, b = byb, a,b,z,y € S. Tada zax €

V(a), yby € V(b), pa prema (ii), ybyrax € V(ab). Prema tome,
ab = ab(yby)(zax)ab = abyxab.

(497) = (7). Sledi neposredno.

(i) = (iv). Nekaje e€ E(S) inekaje x € V(e). Tada ze,ex € E(S5),
pa prema (i) dobijamo:

1 = xex = (ve)(ex) = [(xe)(ex)])? = (vex)? = 22.

Uzmimo sada da S jeste regularna polugrupa.

(iv) = (i). Uzmimo e, f € E(S). Kako je S regularna, to postoji
x € V(ef), odakle je:

(ef)(fze)(ef) = efref =ef, (fze)(ef)(fre) = f(zefr)e = fue,
pa ef € V(fxe). Sa druge strane, fze = f(xefz)e = (fre)?, tj. fze€
E(S), paprema (iv) dobijamo da je ef € E(S). O

Slede¢om lemom opisujemo neke potpuno proste polugrupe koje nisu
pravoverne, tj. koje nisu pravougaone grupe.

Lema 6.5. Nekaje R prsten Z celih brojeva ili prsten Z,, ostataka
celih brojeva po modulu p, p € Z*, p > 2, inekaje I ={0,1} C R. Skup
R x I x 1 sa mnozZenjem definisanim sa:

(mii, A)(ns g, p) = (m+n—(G—j)A—p)iip), mnéeR, i,j\pel.
je polugrupa, w oznaci E(oo) = ZxIx1, E(p) = Z,xIxI. Stavise, E(cc)
i E(p), pe€ ZT, p > 2, su potpuno proste polugrupe i nisu pravougaone
grupe.

Dokaz. Neposredno se proverava da E(c0) 1 E(p) jesu polugrupe.
Takodje, jasno da je E(co) ((E(p)) pravougaona traka I x I grupa
Eix ={(m;i,\) | me R}, i,Ae I, gdeje R=7Z (R =17Zp), pa prema
Posledici 3.8, E(o0) i E(p) jesu potpuno proste polugrupe. Pri tome, skup
idempotenata iz F(oo) (E(p)) jednak je {(0;i,A) | i,A € I}, ilako se
proverava da taj skup nije podpolugrupa od E(oo) (E(p)). Dakle, prema
Teoremi 3.6, E(oo) i E(p), p € Z", p > 2, nisu pravougaone grupe. [J

Neka je S potpuno w-regularna polugrupa, i neka je = € S. Prema
Teoremama 2.2. i 1.7, postoji jedinstven e, € E(S) takav da postoji n €
Z* takodaje " € G,,, iprema Munnovojlemije xe, € G.,. Odavde, na

potpuno mw-regularnoj polugrupi S mozemo definisati dve unarne operacije

r—7T i x— 20 sa:

T = (zeg)?, 20 =27,

gde je (we,)™! inverz od ze, ugrupi G.,. Kakoje (ze,)"!€G,,, to

20 =27 =x(ve,) !t = wey(ve,)t = e,
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Podsetamo citaoca da je T ustvari pseudoinverz elementa = o kome je bilo
reci u Tacki 2.2.

Sledeca teorema je glavni rezultat ove tacke.

Teorema 6.3. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija pravougaonih grupa;
(ii) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i za sve e, f € FE(S)
postoji n € ZT tako da je (ef)™ = (ef)"t!;
(i) S je potpuno m-reqularna i (xy)° = (xy)°(yz)°(zy)°;
(iv) S je m-reqularna i a = axa povladi a = axa?;
(v) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i inverz svakog idem-
potenta iz S je idempotent;
(vi) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i medju podpolugru-
pama od S nema polugrupa E(oco) i@ E(p), pe Zt, p > 2;
(vii) S je potpuno m-reqularna i medju faktorima potpuno m-regularnih
podpolugrupa od S nema polugrupa A, Bs i E(p), pe Z™, p>2.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S polumreza Y polugrupa S,, o €Y,
iza a €Y, nekaje S, nil-ekstenzija pravougaone grupe K,. Uzmimo
e,f € E(S). Tada ef, fe € S,, zaneki a €Y, pa postoji n € ZT tako
da (ef)™, (fe)" € K,. Dalje, imamo da (ef)" € G4, (fe)" € G, za neke
g,h € E(K,), paje (ef)"x =g, (fe)"y=h, zaneke z € Gy, y € Gp,
i iz Munnove leme sledi da je (ef)"™! € G,. Kako je K, pravougaona
grupa, to je ghg = g. Sada imamo da je
(fe)* = (ef)"g = (ef)"(ef)"w = (ef)e(ef) e = (efe)g

=e(fe)"g =e(fe)"hg = e(fe)"(fe)"yg = e(fe)" f(fe)"yg

= (ef)"*'hg = (ef)" ' ghg = (ef)"*'g = (ef)" .

(ii) = (). Neka je S polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa
Sa, @ €Y, inekazasve e, f € E(S) postoji n € ZT tako daje (ef)" =
(ef)"*tl. Za a €Y, nekaje S, nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe
K,. Uzmimo « €Y, e, f € K,. Prema pretpostavci, (ef)” = (ef)""!,
zaneki n € ZT, paje (ef)” = (ef)"*! € E(S). Sadruge strane ef € K,,
paje ef € Gy, zaneki g € E(K,). Kakoje (ef) C Gy, toje (ef)" =
(ef)"t! =g, odakleje ef =efg=-cf(ef)" = (ef)"t! =g € E(S). Prema
tome, FE(K,) je podpolugrupa od K,, pa prema Teoremi 3.6, K, je
pravougaona grupa. Dakle, vazi (i).

(1) = (iii). Neka je S polumreza Y polugrupa S,, a € Y, iza
a €Y, neka je S, nil-ekstenzija pravougaone grupe. Prema Teoremi
6.1, S je potpuno m-regularna. Uzmimo z,y € S. Tada zy,yx € S,,
za neki o € Y, odakle (zy)° (yz)° € E(S,), pa prema Posledici 3.10,

(zy)? = (2y)° (yz)° (xy)°.
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(7i1) = (). Iz (iii) neposredno sledi da S jeste m-regularna. Neka je
a=aza, a,z € S. Tada azx,za € E(S), odakle je (ax)? = azx, (za)? = za,
pa prema (iii) dobijamo da je a = (ax)a = (ax)(za)(ax)a = azx’a’za =
ax’a®.

(iv) = (v). Neka vazi (iv). Uzmimo a € Reg(S), z € V(a). Tada
prema (iv) dobijamo da je a = ax?a® € Sa?, i x = wa’®z?, odakle
je a = ara = aza’r’a = a*z%a € a®>S. Dakle a € Gr(S). Prema
tome, Reg(S) = Gr(S), pa prema Teoremi 6.1, S je polumreza potpuno
Arhimedovih polugrupa. Uzmimo e € E(S), y € V(e). Tada prema (iv)
imamo da je y = ye?y? = yey? = y?. Prema tome, vazi (v).

(v) = (vi). Neka vazi (v). Ako S sadrzi podpolugrupu izomorfnu
polugrupi E(oo) ili E(p), p € Z*, p > 2, tada postoji idempotent iz
S i njegov inverz koji nije idempotent. Zaista, element (1;0,0) je inverz
idempotenta (0;1,1) u E(c0), odnosno E(p), pri ¢emu (1;0,0) nije
idempotent.

(vi) = (7). Neka vazi (vi). Da bismo dokazli (i), dovoljno je dokazati
da svaka potpuno prosta podpolugrupa od S jeste pravougaona grupa.
Neka je K potpuno prosta podpolugrupa od S. Uzmimo da K nije
pravougaona grupa. Prema Teoremi 3.6, postoje e, f € FE(S) tako da
ef ¢ E(S). Dakle, ef je grupni element reda p > 2 ili beskona¢nog
reda polugrupe K, ilako se proverava da su ef,efe, fef i fe medjusobno
razliciti elementi istog reda (konacnog ili beskonacnog). Takodje, lako se
proverava da su ef,efe, fef i fe u razlicitim H-klasama od K idajeu
K:

(1) ef L fef, ef Refe, feLefe, feR fef.

Prema Teoremi 3.8, K je pravougaona traka I x A grupa H;y, i €
I,A € A, koje su H-klase od K. Radi lakSeg oznacavanja, uzmimo da je
ef € Hyy, fee Hy1, 0,1 €1, 0,1 € A. Prema (1), efe € Hyy, fef €
Hyy. Sa Goo,Go1,Gio 1 G11  oznagimo redom monogene podgrupe od
Hoo, Ho1, Hig 1 Hi1  generisane elementima ef,efe, fef i fe, 1 neka je
T = Goo UGp1 UG19 UG11. Sada razlikujemo dva slucaja:

(A) Elementi ef,efe, fef i fe subeskona¢nog reda, tj. grupe Goo, Go1,
G101 G117 suizomorfne aditivnoj grupi celih brojeva. Tada se lako proverava
da je T podpolugrupa od K izomorfna sa E(cc), pri ¢emu je jedan
izomorfizam ¢ iz E(co) na T datsa: za n € Z,

(n;0,0)¢ = (ef)", (n;0,1)p = (efe)", (n;1,0)p = (fef)", (n;1,1)¢ = (fe)".

(B) Elementi ef,efe, fef i fe su konac¢nog reda p > 2, tj. grupe
Goo, Go1,G1o 1 G11 su izomorfne aditivnoj grupi ostataka celih brojeva po
modulu p. Tada se lako proverava da je T podpolugrupa od K izomorfna
sa E(p), pricemu je jedan izomorfizam ¢ iz FE(p) na T dat sa: za
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n € Ly,
(n;0,0)¢ = (ef)", (n;0,1)p = (efe)”, (n;1,0)p = (fef)", (n;1,1)p = (fe)™.
Dakle, u oba slucaja dobijamo tvrdjenja koja protivrece polaznoj pret-
postavcei (vi). Prema tome, K mora biti pravougaona grupa.

(vii) < (vi). Sledi na osnovu Teoreme 6.1. i iz ¢injenice da je FE(p)
faktor od FE(00), zasvaki pe Zt, p>2. O

Lema 6.6. Polugrupa S je lanac pravougaonih traka ako i samo ako
za sve x,y €S je x=zxyx ili y=yxy.

Dokaz. Nekaje S lanac Y pravougaonih traka S,, a €Y. Uzmimo
z,y€ S. Tada z € 5,, y €S, a,B€Y, ikakoje Y lanac, toje aff =«
ili a8 =p. Akoje af =a«, tada x,xy € So, pa kako je S, pravougaona
traka, to je xyr = x(xy)r = x. Slitno dobijamo da iz «af = (3 sledi da je
yry =y.

Obratno, neka je x = zyzx ili y =yzy, zasve z,y € S. Tadaza z € S
imamo da je =23, i = =a2’z ili 2% = 22222, tj. v =2* ili 2% =25,
Prema tome, z = 23 i z? = 2°, odakle je x = 2. Dakle, S je traka, pa
prema Posledici 3.6, S je polumreza Y pravougaonih traka S,, a €Y.
Lako se dokazuje da Y jeste lanac. [J

Lanci nil-ekstenzija pravougaonih grupa bic¢e opisani slede¢om teoremom.

Teorema 6.4. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je lanac nil-ekstenzija pravougaonih grupa;

(ii) S je potpuno mw-regularna i Reg(S) je lanac pravougaonih grupa;
(7i1) S je potpuno mw-regularna i E(S) je lanac pravougaonih traka.

Dokaz. (i) = (iii). Nekaje S lanac Y polugrupa S,, a €Y, i
za «a €Y, neka je S, nil-ekstenzija pravougaone grupe K,. Prema
Teoremi 6.1, S je potpuno 7w-regularna. Uzmimo e, f € FE(S). tada
e € Ko, f € Kg, o, €Y. Kakoje Y lanac, toje af = o il
af = 5. Akoje aff = a, tada ef = e(ef) € K4So C K,, dok prema
Teoremi 6.3. imamo da je (ef)™ = (ef)"*!, za neki n € Z*, odakle je
ef € E(S,) = E(K,), pa prema Lemi 3.8. sledi da je e = e(ef)e = efe.
Sli¢no dobijamo da iz af = sledidaje ef € E(Sg) i f= fef. Prema
tome, E(S) je podpolugrupa od S, i prema Lemi 6.6, E(S) je lanac
pravougaonih traka.

(74) = (i4i). Dokazuje se slicno kao (i) = (ii).

(4i1) = (4) i (¢i7) = (¢i). Sledi prema Teoremi 6.2. [

Polugrupa S je singularna traka ako S jeste ili levo nulta traka ili desno

nulta traka. Polugrupa S je Rédeieva traka ako zasve xz,y € .S je zy =2
ili zy =y. Pravougaone Rédeieve trake opisuje sledeca lema:
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Lema 6.7. Polugrupa S je pravougaona Rédeieva traka ako i samo
ako S jeste singularna traka.

Dokaz. Nekaje S=1xA pravougaona traka. Uzmimo da je |I| > 2
i |A] > 2, tj. da postoje i,j € I, i # j, i \p€ A, X # u. Tada je
(G A) (G p) = (G p), paje (i,A)(,u) # (6 1 (6, M), p) # (4, ), Sto je
u suprotnosti sa pretpostavkom da S jeste Rédeieva traka. Prema tome,
|[I| =1 ili |A|=1, pa S jeste singularna traka.

Obrat sledi neposredno. [

Sada ¢emo razmotriti polumreze polugrupa ¢ija je proizvcoljna kompo-
nenta ili nil-ekstenzija ili nil-ekstenzija desne grupe (”mesano svojstvo”).

Teorema 6.5. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je polumreza nil-ekstenzija levih i desnih grupa;

(it) (Va,b€ S)(In € ZT) (ab)™ € (ab)"S(ba)™ U (ba)™S(ab)";

(15i) S je m-reqularna i za sve a,b € S postoji n € ZT tako da je
(ab)™ € SaUbS;

(iv) S je polumreZa potpuno Arhimedovih polugrupa i za sve e, f € E(S)
postoji n € Zt tako da je (ef)™ = (efe)™ ili (ef)™ = (fef)";

(v) S je potpuno m-reqularna i (xy)° = (xy)°(yz)? ili (zy)° = (yx)°(2y)°;
(vi) S je m-reqularna i a = axa povladi ar = azr’a ili ar = va’x.
Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S polumreza Y polugrupa S,, o €Y,
iza a €Y, nekaje S, nil-ekstenzija polugrupe K,, pri éemu K, jeste
leva ili desna grupa. Uzmimo a,b € S. Tada ab,ba € S,, zaneki a €Y,
odakle postoji n € ZT tako da (ab)", (ba)™ € K,, pa prema Teoremi 3.7.
i njenom dualu dobijamo da je

(ab)™ € (ab)"Ky(ba)™ C (ab)™S(ba)™,
ako K, jeste leva grupa, odnosno

(ab)™ € (ba)"Ky(ab)™ C (ba)™S(ab)",
ako K, jeste desna grupa. Prema tome, vazi (i7).

(#4) = (i4i). Sledi neposredno.

(7i1) = (iv). Neka vazi (i73). Uzmimo a € Reg(S), x € V(a). Tada
prema (iit) dobijamo da je ax € SaUxzS i za € SxUaS. Ako je
ar = ua, za neki w € 9, tada je a = ara = wa® € Sa®. Ako je
ar = zv, zaneki v € S, tada je a = azra = wva, odakle je a’® = axva i
a = zva = razva = za’ € Sa?. Prema tome, iz ar € SaUzS sledi da je
a € Sa?. Na isti na¢in dokazujemo da iz xa € SaUzS sledi da je a € a?S.
Prema tome, a € Gr(S), tj. Reg(S) = Gr(S), pa prema Teoremi 6.1, S
je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa.
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Za e, f € E(S), prema (iii), postoji n € Z1 takodaje (ef)™ € SeUfS.
Ako je (ef)"™ =ue, zaneki u € S, tadaje (ef)" =ue = uee = (ef)"e =
(efe)™. Slicno dokazujemo da iz (ef)™ € fS sledi da je (ef)™ = (fef)™.

(tv) = (i). Iz (iv) neposredno dobijamo da za sve e, f € E(S) postoji
n € Zt tako da je (ef)" = (ef)"*!, pa prema Teoremi 6.3. dobijamo
da S jeste polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza a€Y, S, je
nil-ekstenzija pravougaone grupe. Uzmimo « €Y, e, f € E(S,). Iz (iv),
prema Posledici 3.10, sledi da je ef =efe=c¢ ili ef = fef = f, odakle
E(S,) jeste pravougaona Rédeieva traka, pa prema Lemi 6.7, E(S,) je
singularna traka. Dakle, prema Teoremi 3.15, S, je nil-ekstenzija leve ili
desne grupe.

(i) = (v). Dokazuje se slicno kao (i) = (4ii) Teoreme 6.3.

(v) = (vi). Dokazuje se sli¢no kao (iii) = (iv) Teoreme 6.3.

(vi) = (i). Iz (vi) dobijamo da iz a = aza sledi da je azr = aza ili
ar = za’z, odakle je a = (az)a = ar?a? ili a = az(aw)a = ax(za’x)a =
ax’a’xa = ax’a®. Dakle, u oba sluéaja je a = ax?a?®, pa prema Teoremi
6.3, S je polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza a€Y, S, je
nil-ekstenzija pravougaone grupe. Uzmimo « €Y, e, f € E(S,). Prema
Posledici 3.10, FE(S,) je pravougaona traka, pa je e = efe, pa prema
(v) dobijamo da je ef = ef?e = efe = e ili ef = fe’f = fef = f.
Dakle, E(S,) je pravougaona Rédeieva traka, pa prema Lemi 6.7, E(S,)
je singularna traka. Dakle, prema Teoremi 3.15, S, je nil-ekstenzija leve
ili desne grupe. [

2

Koriséenjem Teoreme 6.5, sledeéa posledica se dokazuje slitno Teoremi
6.4.

Posledica 6.1. Siededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je lanac nil-ekstenzija levih i desnih grupa;
(ii) S je potpuno w-reqularna i Reg(S) je lanac levih i desnih grupa;
(7i1) S je potpuno m-reqularna i E(S) je lanac singularnih traka;
(iv) (Va,b € S)(3n € Z1) a™ € a®S(ab)"U(ba)"Sa®** v b € b?>"S(ba)" U
(ab)"Sv*". O

Slicno Teoremi 6.5, dokazuje se sledeca teoremas:

Teorema 6.6. Siededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija levih grupa;
(i) (Va,be€ S)(In e Z™) (ab)™ € (ab)"S(ba)™;
(iii) S je m-regularna i polumreZa levo Arhimedovih polugrupa;
(iv) S je polumreZa potpuno Arhimedovih polugrupa i za sve e, f € E(S)
postoji n € Zt tako da je (ef)™ = (efe)”;
(v) S je potpuno m-reqularna i (zy)° = (zy)°(yz)°;
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(vi) S je m-reqularna i a = azxa povlaci ar =az’a. [

Posledica 6.2. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je lanac nil-ekstenzija levih grupa;

(ii) S je potpuno w-regularna i Reg(S) je lanac levih grupa;

(iii) S je potpuno m-reqularna i E(S) je lanac levo nultih traka;

(iv) (Va,be€ S)(In € ZT) a™ € a®S(ab)" U (ba)"Sa**. [
Zadaci.

1. Polugrupa E(co) (E(p), p € ZT, p > 2) je izomorfna Reesovoj
matri¢noj polugrupi tipa I x I nad aditivnom grupom prstena Z (Z,)

0 1

2. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je polumreza nil-ekstenzija pravougaonih traka;

(1) S je m-regularnai E(S) = Reg(S);
(iii) (Va,b € S)(In € ZT) (ab)*" ™t = (ab)"ba?(ab)".
3. Traka S je levo (desno) regularna ako je ar = ava (xa = ava), za
sve a,z € S. Dokazati da polugrupa S jeste levo (desno) regularna traka
ako i samo ako S jeste polumreza levo nultih (desno nultih) traka.
4. Svaka potpuno prosta polugrupa koja zadovoljava identitet u(z,y) =
v(z,y) je pravougaona grupa ako i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova:

(@) h(u) # h(v) ili t(u) # t(v);

(b) u=w is p-ekvivalentan nekom identitetu oblika

sa sendvi¢ matricom (O 0) .

xmlynlxmzyng . z.mhynh — xkl yllkayl2 PR xksyls
mi, ni, kj, lj € ZT, sa g.c.d.(pg,py,h —s) =1, gde jee p, =X, m; —
Nk 1 opy =50 n -1
(¢) u=w je p-ekvivalentan nekom identitetu oblika
MY M2y L gy ML — k1 yh xkzylz ks yls kst

m;, ni, ki, lj € ZT, sa g.c.d.(pg,py,h—s) =1, gdeje py, =X m; —
S5k 1 opy =m0
7. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza nil-ekstenzija levih grupa;
(1) (Vx e S)(Vee E(S)) z|e = ex = exe;
(7i1) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i svaka R*-klasa
sadrzi tacno jedan idempotent;
(tv) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i za sve e, f € E(S)
postoji n € Z* daje (ef)"L(fe)™;
(v) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i a = ara = aya
povlacéi ax = ay.
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8. Potpuno prosta polugrupa S nije pravougaona grupa ako i samo
ako S sadrzi neku od polugrupa F(oco) ili E(p), p € ZT, p > 2, kao
podpolugrupu.

Literatura. Bogdanovié [13], [18], Bogdanovi¢ and Cirié [2], [3], [4],
[11], [12], [16], Ciri¢ and Bogdanovi¢ [1], [6], [12], EBcees [1], Jones [1], [2],
Putcha [1], [9], Illespux [9], Tang [1].

6.3. Trake wm-grupa.

U ovoj tacki razmatracemo tra¢na razlaganja Cije su komponente m-grupe,
tj. nil-ekstenzije grupa.
Dokazimo najpre sledeéu teoremu.

Teorema 6.7. Neka S jeste m-reqularna polugrupa i neka za sve
a,b €S postoji n€Z" tako da je

(2) (ab)™ € a2Sb2.

Tada S jeste polumreZa retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polu-
grupa.

Dokaz. Uzmimo a € Reg(S), z € V(a). Prema (1), (az)" € a®Sz?,
za neki n € ZT, odakle je a = aza = (ax)"a € a*>Sx?a C a*S. Sliéno
dokazujemo da je a € Sa?. Prema tome, a € Gr(S), tj. Reg(S) = Gr(S),
pa prema Teoremi 6.1, S je polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa
Se, @« €Y. Za a €Y, neka S, jeste nil-ekstenzija potpuno proste
polugrupe K,.

Uzmimo a €Y, e, f € S,, a €T,. Dokazaéemo da je

(3) af =eaf 1 fa= fae.
Prvo ¢emo dokazati da za svaki m € ZT postoje n € ZT i uw€ S tako
da je
(4) (af)™ = a™uf.
Jasno je da to vazi za m = 1. Uzmimo da je (af)™ = a™uf, za neke
m,n € ZT, uw € S. Tada prema (2) dobijamo da postoje k€ Z*, ve S,
tako da je (a™uf)* = a®™v(uf)?, odakle je
(af)™ = ((af)")* = (@ uf)* = (@®v(uf)? = a™

gde je w = a™ lvufu. Sada indukcijom dobijamo da za svaki m € ZT
postoje n € ZT iu € S tako da vazi (4).

Neka je m € ZT tako daje a™ € G, inekasu ne€Z", ue S takvi
da vazi (4). Kako je af € K, = Gr(S,), toje af = (af)?y, za neki
y € S, odakle je

af = (af)"y = a"ufy = ea™ufy = eaf.
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Ovim je dokazan prvi deo tvrdjenja (3). Sli¢no dokazujemo i drugi deo tog
tvrdjenja.

Definigimo sada preslikavanje ¢ : S, — K, sa:

ap = ae, ako a €T,, e € E(S,).

Uzmimo a € Te, b€ Ty, e, f € E(S,), i uzmimo da je ab € Ty, za neki
g € E(S,). Tada prema (3) i prema Munnovoj lemi dobijamo da je

(ab)p = abg = afbg = eafbg = eabg = eab = aeb = aebf = (ay)(by).
Prema tome, ¢ je homomorfizam. Kako je ap =a, to ¢ jeste retrakcija,
pa S, jeste retraktivna nil-ekstenzija od K,. U

Iz Teoreme 6.7. dobijamo sledeéu posledicu:

Posledica 6.3. Neka S jeste m-reqularna polugrupa i neka za sve
a,b e S postoji n € ZT tako daje (ab)™ € a’Sa. Tada S jeste polumreza
retraktivnih nil-ekstenzija levih grupa.

Dokaz. Uzmimo a,b € S. Tada postoje m,n € Zt tako da je

(ab)™ € a®Sa i (ba)™ € b2Sb, odakle je (ab)"! € ab®Sb?, pa je
(ab)m*t+ € a2Saab?Sbh? C a?SH?.

Dakle, prema Teoremi 6.7, S je polumreza Y polugrupa S,, a €Y, i

za a €Y, S, jeretraktivna nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K.

Sli¢no kao u Teoremi 6.5. dokazujemo da K, jesu leve grupe. O

Slede¢om teoremom se opisuje odnos izmedju ralaganja u traku m-grupa
i retrakcije polugrupe na svoj regularni deo.

Teorema 6.8. Nekaje S traka w-grupa i neka je Reg(S) podpolu-
grupa od S. Tada Reg(S) jeste traka grupa i retrakt od S.

Obratno, ako S ima retrakt K koji je traka grupa i ako je VK =S,
tada S jeste traka m-grupa.

Dokaz. Nekaje S traka B m-grupa S;, i € B, ineka je Reg(S)
podpolugrupa od S. Za i € B, neka je S; nil-ekstenzija grupe G; sa
jedinicom e;. Tada je Reg(S) = Gr(S) = U{G,; | i € B}, pa je jasno
da Reg(S) jeste traka B grupa G;, i € B. Uzmimo i,j € B. Iz
eieij = (eieij)eij S SijGij = Gij 1 eijej = eij(eijej) (S Gijsij = Gij
dobijamo

(eieij)? = eileij(eieij)) = eileiei;) = eieij € S,

(eije;)? = ((eijej)eiz)e; = (eijej)e; = eijej € Sij,
pa kako S;; ima tacno jedan idempotent e;;, to je e;e;; = e;5e; = €4 .

Definisimo preslikavanje ¢ : S — Reg(S) sa:
TP = ze;, ako z € 5;, 1€ B.

Sada za xz; € S;, ; € 5, 1, € B, imamo:
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(zip)(xjp) = (ziei)(z5e5)

= ejj(xie;)(xje;)eq; (jer z;exje; € G,G; C Gy )
= €;;€;T{T;€;j€5; (prema Mannovoj lemi)

= eijeixieixjeijejeij (jer eijeixixj S GijSij g GU)
= €ij€;T;TjC4; (jer €ij€; = eij)

= €j€i€ijTiT;€;j (jer TiTjei; € SijGij - GZ])
= €4 LT €45 (jer eije; = e;j)

= ziT e (jer mizjei; € Gij)

= (zizj)ep -

Dakle, ¢ je homomorfizam, pa kako je ap = a za svaki a € Reg(S), to
¢ jeste retrakcija iz S na Reg(95).

Obratno, ako S ima retrakt K koji je traka B grupa G;, i € B,
ako je VK = S, iako uzmemo da je ¢ retrakcijaiz S na K, tada S
jeste traka B polugrupa S; = G0~ !, i € B. kako za svaki i € B vazi
SiNK=G;, VGi=S;, to S; jesum-grupe. O

Kao neposredne posledice Teoreme 6.8, dobijamo:

Posledica 6.4. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija potpuno
proste polugrupe ako i samo ako S jeste matrica m-grupa. [

Posledica 6.5. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija leve grupe
ako i samo ako S jeste levo nulta traka m-grupa. 0O

Dokazac¢emo sada glavnu teoremu ove tacke.

eorema o0.dJ. eaect uslovt za polugrupu su ekvivatentni:

T 6.9. Slededi uslovi l S kvivalentni
(1) S je traka m-grupa.
i1 je w-reqularna i za sve a,b € postoji n € ako da je
i) S g l ' belsS togi Z* tako da j

(ab)™ € a?bSab?;
(i) S je potpuno mw-reqularna i za sve a,b€ S je abTa?bT ab?;
(iv) S je potpuno w-regularna i (xy)° = (z%y)° = (zy?)°.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S traka B m-grupa S;, i € B. Neka je
a€S;, beS;, i,j€B. Tada ab,a®b,ab® € S;;, pa vazi (ii).

(7i) = (i17). Neka vazi (ii). Tada prema Teoremi 6.7. sledi da S jeste
polumreza Y polugrupa S,,a € Y, iza a €Y, S, je retraktivna
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K,, dok prema Posledici 6.4, za
svaki €Y, S, je matrica wm-grupa.

Uzmimo a,b € S. Tada ab,a?b,ab® € S,, zaneki o € Y. Uzmimo
da S, jeste matrica I x A mw-grupa T;x, i € I, A € A. Uzmimo da je
ab € T;y, a®b € T;,, ab®> € Ty, zaneke 4,5, € I, \,u,v € A. Neka €in
jeste idempotent iz Tj,. Tada ej,a’b € TJ-QH CTj, i

ejua2b = ejpejpaab € T,5,3T;) C Tjy,
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pa je pu = A. Slicno se dokazuje da je | = i. Takodje, prema (ii)
dobijamo da postoje n € ZT i u € S tako daje (ab)™ = a?buab?, odakle
je uab’a®bu € S,5, pa je

(ab)?™ = a?b(uab*a?bu)ab® € TjrSapTi C Tjy.
Kako je (ab)?" € T;y, toje j=1 i v = \. Prema tome, ab,a?b,ab? € T}y,
pa vazi (iii).

(t4i) = (i). Uzmimo a,b € S. Neka je a € T, b € Ty, za neke
e, f € E(S). Prema (iii), abT a*b, za svaki k € Z*. Nekaje k€ Z7
tako da vazi a* € G.. Tada je

eb = a®(a®) 71T (a*)2(a*)~1b = akeb = akb T ab.

Prema tome, ab¥eb. Sli¢no dokazujemo da je ebTef. Dakle, ab¥Zef,
pa ¥ jeste kongruencija na S. Jasno je da ¥ jeste tra¢na kongruencija i
da svaka T-klasa jeste m-grupa. Prema tome, vazi (i).

(#i7) < (iv). Sledi neposredno. [

Teoremom 6.9. dali smo karakterizacije trake m-grupa u opstem slucaju.
U nastavku ¢emo razmatrati neke znacajnije posebne tipove traka m-grupa:
normalne trake, polumreze i Rédeieve trake w-grupa.

Teorema 6.10. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je normalna traka mw-grupa;
(1) S je m-regqularna i za sve a,b,c € S postoji n € ZT tako da je
(abe)™ € acSac;
(7it) S je potpuno m-regularna i za sve a,b,c,d € S je abed T acbd;
(iv) S je potpuno w-reqularna i (xyzu)® = (zzyu)°.

Dokaz. (i) = (). Sledi prema Teoremi 1.25.

(7i1) = (i1). Neka vazi (i7). Jasno da je S m-regularna. Uzmimo
a,b,c € S. Prema (i) imamo da je

(abc)? = ab(cab)c T a(cab)be = acab*c i (abc)? = a(bea)be T ab(bea)c = ab*cac ,
odakle sledi da postoje m,n € ZT tako da
(abe)?*™ € acS i (abe)*™ € Sac ,

pa je (abc)>™t?" € acSac. Dakle, vazi (ii).

(ii) = (i). Neka vazi (ii). Prema Posledici 5.13, S je normalna traka
B t-Arhimedovih polugrupa S;, i € B. Uzmimo a € Reg(S), = € V(a).
Prema (ii), postoji n € ZT tako da je az = (azaz)" € aaxSaaz, odakle
je:

a = aza € a’xSa’xra C a®Sa? .

Prema tome, a € Gr(S), pa S jeste potpuno m-regularna. Prema
Propoziciji 2.2, S; su potpuno w-regularne polugrupe, pa prema Teoremi
3.16, S; su m-grupe.
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(7i1) < (iv). Sledi neposredno. [

Teorema 6.11. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza m-grupa;
(i) S je w-reqularna i polumreza t-Arhimedovih polugrupa;
(7i1) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i za sve e, f € E(S)
postoji n € Zt tako da je (ef)™ = (fe)";
(iv) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa i svaki reqularan ele-
ment iz S ima jedinstven inverz;
(v) S je potpuno w-regularna i za sve a,b€ S je ab¥ba;
(vi) S je potpuno w-reqularna i (zy)° = (yz)°;
(vii) S je m-regularna i a = axa povlaéi axr = za;
(viii) (Ya,b € S)(In € ZT) (ab)™ € b*"Sa?".

Dokaz. (i) = (viii). Nekaje S polumreza Y m-grupa S,, a €Y, i
za « €Y, neka je S, nil-ekstenzija grupe G,. Uzmimo a,b € S. Tada
ab,ba € S,, zaneki a € Y, pa postoji n € ZT tako da (ab)", (ba)" € G,
odakle je (ab)™ € (ba)"Gq(ba)™ C (ba)™S(ba)™.

(viii) = (4i). Sledi prema Posledici 5.8.

(#) = (i). Sledi prema Propoziciji 2.1. i Teoremi 3.16.

(viii) = (iit). Iz (viii), prema Teoremi 6.5, S je polumreza pot-
puno Arhimedovih polugrupa. Uzmimo e, f € E(S). Prema (viii),
(ef)" = (fe)"z(fe)", za neke n € Z*, z € S, paje (fe)"t! =
Flefyre = f(feya(fe)re = (fe)ra(fe) = (ef)" i (ef)" = (fe)a(fe)" =
(fe)a(fe)re = (ef)me, odakle je (ef)™1 = (ef)ef = (ef)"f = (ef)".
Dakle, (ef)"™! = (fe)"*!, pa vazi (iii).

(4i1) = (i). Iz (dii), za e, f € E(S) dobijamo daje (ef)” = (fe)", za
neki n € ZT, odakle je (ef)" =e(ef)"f =e(fe)"f = (ef)"!, pa prema
Teoremi 6.3, S je polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza ac€Y, S,
je nil-ekstenzija pravougaone grupe K,. Uzmimo « €Y, e, f € E(K,).
Kako je FE(K,) pravougaona traka, to prema (iii) dobijamodaje ef = fe,
paje |E(K,) =1, tj. K, je grupa.

(i) = (v). Neka je S polumreza Y m-grupa S,, a € Y. Tada
ab,ba € S,, zaneki a €Y, paza e € E(S,), je ab,ba € S, =T, odakle
ab T ba.

(v) = (vi) i (vi) = (vii). Sledi neposredno.

(vii) = (iv). Ako vazi (vii), tada iz a = axa sledi ax = za, odakle
je a = arara = axra = ax’a®, pa prema Teoremi 6.3, S je polumreza
Arhimedovih polugrupa. Uzmimo a € Reg(S), z,y € V(a). Prema (vii),
axr =za i ay = ya, odakle je

r = zar = z%a = 2%aya = rya = ray = axy
= azxyay = azxay® = ay® = yay = y.
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Dakle, vazi (iv).

(iv) = (i). Iz (iv) sledi da svaki inverz svakog idempotenta iz S
jeste idempotent, pa prema Teoremi 6.3, S je polumreza Y polugrupa
Say, « €Y, iza a€Y, S, jenil-ekstenzija pravougaone grupe K.
Uzmimo «a €Y, e, f € E(K,). Tadaje E(K,) pravougaona grupa, pa
e,f € V(e), odakle, prema (iv), e = f. Dakle, |E(K,)| =1, pa K,
jeste grupa. Prema tome, vazi (7). O

Polugrupa S je ordinalna suma Y polugrupa S., a € Y ako S jeste
lanac Y polugrupa S,, a €Y, iza o,B€Y, iz a<f, a€S,, be Ss,
sledi da je ab = ba = a. Slede¢om lemom dajemo strukturnu karakterizaciju
Rédeievih traka:

Lema 6.8. Polugrupa S je Rédeieva traka ako i samo ako S jeste
ordinalna suma singularnih traka.

Dokaz. Nekaje S Rédeieva traka. Prema Lemi 6.6, S je lanac Y

pravougaonih traka S,, a € Y, dok prema Lemi 6.7, S, jesu singularne

trake. Uzmimo o, €Y takodaje o <3, iuzmimo a € S,, b€ S5.

Tada a,ab,ba € S, i ab,ba € {a,b}, odakle dobijamo da je ab = ba = a.
Obrat sledi neposredno. [

Teorema 6.12. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je Rédeieva traka m-grupa;

(ii) S ima retrakt K koji je Rédeieva traka grupa i VK = S;

(i1i) (Va,b e S)(Fn € Z1) a™ € (ab)"S(ab)™ VvV b™ € (ab)"S(ab)™.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S Rédeieva traka B m-grupa S;, i € B.
Za i € B, neka S; jeste nil-ekstenzija grupe G; sa jedinicom e;. Jasno
jedaje E(S) ={e; | i€ B}. Uzmimo e;,e; € E(S), i,j € B. Tada
e;e; € SZJ Ako je 15 =1, tada e;e; € SZ‘, pa e;e; = ei(eiej) € G;S; C Gi,
odakle je
(eiej)? = ((eiej)ei)e; = (eiej)e; = eie; -

Slicno dokazujemo da iz ij = j sledi da je (e;e;)* = e;e;. Prema tome,
E(S) je podpolugrupa od S, pa prema Propoziciji 6.3, Reg(S) je pod-
polugrupa od S, odakle prema Teoremi 6.8. dobijamo da vazi (ii).

(7i) = (7). Sledi prema Teoremi 6.8.

(i) = (iti). Neka je S Rédeieva traka B m-grupa S;, i € B. Za
1 € B, neka S; jeste nil-ekstenzija grupe G;. Uzmimo a,b € S. Tada
acS;, beS;, zaneke i, € B. Akoje ij =1, tada ab € S;, pa postoji
n € ZT tako da je (ab)™,a™ € G;, odakle

a™ € (ab)"G;(ab)™ C (ab)™S(ab)™ .

Sli¢cno dokazujemo da iz ij = j sledi
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b™ € (ab)™S(ab)™ ,
za neki n € Z*. Dakle, vazi (ii7).

(7it) = (i). Neka vazi (i7). Jasno da je S potpuno 7-regularna.
Takodje, iz (ii1) sledidaje e€ Sf ili f€eS, zasve e, f € E(S), pa
E(S) jeste Rédeieva traka. Prema Lemi 6.8. i Posledici 6.1, S je lanac Y
polugrupa S,, a €Y, iza a €Y, S, je nil-ekstenzija polugrupe K,,
pri cemu K, jeste leva ili desna grupa.

Uzmimo «a €Y, a,b€ S,. Nekaje K, leva grupa. Neka a € T,, b €
Ty, e, f € E(S,), e # f. Prema (i) dobijamo da postoji n € ZT tako
da je

a" € (af)"S(af)" Wi fe(af)"Saf)" .
Uzmimo da je f € (af)"S(af)” CafSaf, tj. f=afuaf, zaneki ueS.
Kako je af € SaK, C Ko, toje af € Gy, zaneki g € E(S,). Sada
prema Lemi 3.13. dobijamo da je:

f=afuaf =glafuaf)g=gfg € gSag =Gy
odakle je f =g, tj. af € Gy. Takodje, fa = f(fa) € GyK, C Gy, jer
je Ko leva grupa, pa af = f(af) = (fa)f = fa. Kako je a* € G, za
neki k€ Z™, ikako je K, leva grupa, to je:
a* =akfe =dbef =ad"f = fa* € G;G. C Gy,
$to nije mogucée. Prema tome, a™ € (af)™S(af)™, odakleje a™ € afSyaf C
afKqaf, pa prema Lemi 3.13, a" H af u K,. Dakle, af € G.. Slicno
dokazujemo da je be € Gy, pa prema Munnovoj lemi sledi da je
be = fbe =bfe=bf = fb i af =eaf =aef =ae=cea,
odakle je
abe = afb = eab .
Uzmimo da je (ab)™ € G4, zaneke g € E(S,), m € ZT. Tada
(ab)me € G4G. C Gy i (ab)™e = e(ab)™ € GGy C G .
Prema tome, g =e, tj. (ab)™ € G, pa abe T, =T,.;. Dakle, S, jelevo
nulta traka E(S,) m-grupa T, e € E(S,). Ako K, jeste desna grupa,
tada na slican na¢in dokazujemo da S, jeste desno nulta traka F(S,)
m-grupa T, e € E(S,).

Uzmimo a €T, C Sy, be Ty C S, o, €Y, a# 3. Nekaje a<f,
tj. af = Pa = « (na slican nacin razmatramo slucéaj [ < «). Kako je
E(S) Rédeieva trakai ef, fe,e € Sy, f ¢ S, toje ef = fe=e. Prema
(11i), postoji m € ZT tako da je

b™ € (be)™S(be)™ ili e € (be)"S(be)™ .
Ako je b" = (be)"u(be)”, za neki u € S, tada je u € S,, za neki
vyeY, paje afy =3, odakle aff = 3, S§to nije moguce. Prema tome,
e € (be)"S(be)™, odakle
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e € beS,be .

Kako je be = (be)e € SoK, C K,, to prema Lemi 3.13. sledi da je
be € G.. Slitno dokazujemo da je eb € G,, pa prema Munnovoj lemi,
eb = (eb)e = e(be) =be i abe = aeb = eab. Neka je (ab)™ € G4, za neke
g € E(S,), m € Z*. Prema Lemi 3.13. imamo da je
(ab)™ = (ab)™g = (ab)"geg = (ab)™eg = e(ab)™g = e(ab)™
= ee(ab)™ = e(ab)™e € eSpe = Ge .

Prema tome, (ab)™ € Ge, tj. abe T, =T.s. Dakle, S je Rédeieva traka
E(S) m-grupa T., e€ E(S). O

Iz Teoreme 6.12. dobijamo sledeé¢u posledicu:

Posledica 6.6. Polugrupa S je Rédeieva traka periodicnih m-grupa
ako i smo ako S jeste w-reqularna i za sve a,b € S postoji n € ZT tako

da je (ab)™ € (a) U (b). O
Zadaci.

1. Polugrupu S koja zadovoljava zakon
T1T2 - Tpy1 € <l‘1> U <£U2> U...uU <l‘n+1> ,
za SVe T1,%2,...,Tnp+1 € S, nazivamo U,41-polugrupa. Us-polugrupu
krace zovemo U-polugrupa. Dokazati da vaze sledeca tvrdjenja:
(a) G je Upyi-grupa ako i samo ako G jeste U-grupa;
(b) G je U-grupa ako isamo ako G jeste ciklicna grupareda p*, k € Z*,
ili kvazi-ciklicna Z,-, za neki prost broj p.
2. Neka je S monogena polugrupa. Tada S jeste U- (Usk-, Uspi-
Usk+2-) polugrupa ako i samo ako S jeste idealska ekstenzija cikliécne grupe
pomocu 5- ((6k+1)-, (6k +5)-, (6k + 5)-)nilpotentne monogene polugrupe.
3. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S jeregularna U, 1-polugrupa;
(1) S je regularna U-polugrupa;
(z3t) S je ordinalna suma U-grupa i singularnih traka.
4. Traka (lanac) Y polugrupa S,, a € Y, je Unii-lanac (lanac)
polugrupa S,, a € Y, ako je
T1T2 ... Tpy1 € <.’L‘1> U <$2> U...uU <.’L‘n+1> R
za sve T1 € Say, T2 € Sayy-- ,Tny1 € Sa,,,, DPri Cemu postoje i,j €
{1,2,...,n+1} daje Su # Sa;. Uz-traku (lanac) polugrupa nazivamo
U-traka (lanac polugrupa.
Dokazati da sledeéi uslovi za polugrupu S ekvivalentni:
(1) S je Upi1-polugrupa;
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(1i) S je Unp41-lanac idealskih ekstenzija U-grupa pomoéu U,,41-nil-polu-
grupa i retraktivnih ekstenzija singularnih traka pomocéu U,,1-nil-po-
lugrupa;

(ii1) S je Upyi-traka idealskih ekstenzija U-grupa pomocéu U, 1-nil-
polugrupa.

5. Nekaje S U,,i-polugrupa. Rada Reg(S) jeste retrakt od S.

6. Polugrupa S je U, i-polugrupai Reg(S) je ideal od S ako i samo

ako

Tyry T € UHak | k€ ZF, k22,

za SVe X1,T2,...,Tpe1 € 5.
7. Polugrupa S je n-inflacija Rédeieve trake ako i samo ako
T1T2+ Tnyr € {27 bR 2l T,
74 SVe X1,%2,... ,Tpt1 € S.
8. Polugrupu S u kojoj za sve x1,%a,...,Tpe1 € S postoji m € ZF
tako da je

(33‘11’2 R IL‘n+1)m € <l’1> U <£L’2> U...uU <l’n+1> s
Nazivamo GU,,11-polugrupa, GUs-polugrupu nazivamo GU-polugrupa.
Dokazati da S jeste m-regularna GU,.i-polugrupa ako i samo ako S
jeste m-regularna GU-polugrupa.
9. Lanac Y polugrupa S,, o €Y, je GU-lanac polugrupa S,, a €Y,
akozasve o, €Y, a#f, isve a € S,, b€ Sy postoji m € Zt tako
da je (ab)™ € (a) U (b).
Dokazati da su sledeéi uslovi za polugrupu S ekvivalentni:
(i) S je Rédeieva traka periodi¢nih 7-grupa;
(i) S je m-regularna GU-polugrupa;
(7i1) S je periodicna GU-polugrupa;
(tv) S GU-lanac retraktivnih nil-ekstenzija periodi¢nih levih i desnih grupa;
(v) S ima retrakt T koji je regularna GU-polugrupai VT = S.
10. Neka je ¢ klasa polugrupa sa modularnom mrezom podpolugrupa,
ili klasa polugrupa sa distributivnom mrezom podpolugrupa ili klasa U-
polugrupa. Tada su sledeéi uslovi za polugrupu S ekvivalentni:

(1) S jeiz €
(1i) S je U-traka idealskih ekstenzija grupa iz klase € pomocéu U-nil-
polugrupa;

(7i1) S je U-lanac idealskih ekstenzija grupa iz klase € pomocu U-nil-
polugrupa i retraktivnih ekstenzija singularnih traka pomodéu U-nil-
polugrupa.

11. Neka je S potpuno m-regularna polugrupa i 7y = zy. Tada

je S polumreza retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa sa

komutativnim maksimalnim podgrupama i za svaki x € (E(S)) je x = 3.
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12. Nekaje S potpuno m-regularna polugrupa i Ty = zy. Tada je S
polumreza retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa.
13. Ako je S potpuno m-regularna polugrupa i J C ¥, onda je S
polumreza m-grupa.
14. Nekaje S polumreza m-grupa. Tada relacija & = {z,y € Sx.S | (Je €
E(S) ex = ey} jeste najmanja kongruencija na S za koju je S/¢ grupa.
15. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je polumreza m-grupa;

(1) S je m-regularna i H* = J*,
(14i) S je disjunktna unija m-grupa i za sve e, f € E(S) postoji n € Z*

daje (ef)" = (fe)".

16. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je polumreza m-grupa i E(S) je podpolugrupa od S;

(1i) S je polumreza w-grupai ef = fe, zasve e, f € E(S);
(7i1) S je m-regularna i Reg(S) podpolugrupa od S koja je polumreza

grupa;

(7v) S je potpuno m-regularna i Ty =y=.
Literatura. Bogdanovi¢ [13], [18], Bogdanovi¢ and Ciri¢ [3], [4],
[11], [12], Chu, Guo and Ren [1], Ciri¢ and Bogdanovié [1], [6], [12], Dav-
enport [1], Escees [1], Freiman and Schein [1], Galbiati e Veronesi [1], [2],
(3], [4], [5], JIsmun [5], Madison, Mukherjee and Sen [1], [2], Mel'nichuk [1],
Pelikan [1], [2], Petrich [19], Pondelicek [2], Schwarz [3], Ilespun [4], [8],
[9], Spoletini Cherubini and Varisco [3], Yamada [6],



GLAVA 7

Nil-ekstenzije unije grupa

S.Bogdanovié¢ 1989. godine daje neke karakterizacije za nil-ekstenzije
unije grupa. Potom zajedno sa M.Ciri¢em opisuju nil-ekstenzije regularnih
i potpuno regularnih polugrupa, a posebno retraktivne, koje povezuju i sa
poddirektnim proizvodima. Kako je kod nil-ekstenzija unije grupa ispun-
jen uslov da je svaki regularan element grupni, to je jasno da je re¢ o jednoj
podklasi polugrupa koje su razmatrane u prethodnoj glavi. Zanimljivo je
i da neki identiteti indukuju nil-ekstenzije unija grupa. Sve ovakve iden-
titete su opisali autori ove knjige i taj materijal ¢e biti izlozen u poslednjoj
tacki ove glave.

7.1. Opsti slucaj.

U ovoj tacki razmatramo nil-ekstenzije unije grupa. Dokazimo najpre
jednu opstiju teoremu.

Teorema 7.1. Polugrupa S je nil-ekstenzija reqularne polugrupe ako
1 samo ako vazi:

(1) (Vz,a,y € S)(In € ZT) za™y € xa"ySwa™y.

Dokaz. Neka je S nil-ekstenzija regularne polugrupe K. Uzmimo
x,a,y € S. Tada postoji n € ZT tako da a™ € K, odakle je za"y € K,
pa kako je K regularna, to je za" € xa"yKxza"y C xa"ySxa™y.

Obratno, neka vazi (1). Tada za a € S postoji n € ZT tako da je
a2 € a"*t28a"*2, paje S m-regularna polugrupa. Uzmimo = € S, e €
E(S). Tada postoji n € ZT tako da je we = ze"e € xe"eSxee = zeSze.
Prema tome, S - E(S) C Reg(S), odakle dobijamo da je

S - Reg(S) =S5-Reg(S)-E(S) CS-E(S)C Reg(S).
Prema tome, Reg(S) je leviideal od S. Sli¢no dokazujemo da je Reg(S)

desni ideal. Prema tome, S je nil-ekstenzija regularne polugrupe Reg(S).
O

Teorema 7.2. Polugrupa S je nil-ekstenzija unije grupa ako i samo
ako vazi:

(2) (Vz,a,y € S)(In € Z1) za™y € za"ySza™y.

159
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Dokaz. Neka S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Uzmimo z,a,y €
S. Tada postoji n € Z* takodaje a" € K, odakle je za™y € K, pa kako
je K potpuno regularna, to je wa™y € (za"y)?Kxa™y C xa"yrSwa™y.

Obratno, neka vazi (2). Prema Teoremi 7.1, S je nil-ekstenzija regularne
polugrupe K. Uzmimo a € K, x € V(a). Prema (2), postoji n € Z*
tako da

a = a(ra)"za € a(za)"vaaSa(za)"ra = a*Sa,

odakle, prema Teoremi 2.5, K je unija grupa. [

Narednim teoremama opisujemo nil-ekstenzije nekih posebnih tipova unija
grupa.

Teorema 7.3. Polugrupa S je nil-ekstenzija polumreze levih i desnih
grupa ako i samo ako vazi:

(3) (Vo,a,y € S)(In € Z7) za"y € za"ySya"x Uya"xSra™y.

Dokaz. Nekaje S nil-ekstenzija polugrupe K, inekaje K polumreza
levih i desnih grupa. Tada prema Teoremi 6.5, za sve e, f € E(K) postoji
n € ZT tako da je (ef)” = (efe)” ili (ef)™ = (fef)". Takodje,
Reg(S) =Gr(S)(=K) i E(S)=E(K), paprema Teoremama 6.1. i 6.5,
S je polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza a€Y, S, je nil-ekstenzija
polugrupe K,, pri ¢emu K, jeste leva ili desna grupa. Jasno je da za
svaki a € Y vazi: KNS, = Reg(S) NSy = Reg(Sa) = K,. Uzmimo
x,a,y € S. Tada postoji n € Z+ tako da a" € K, pa za™y,ya"z € K.
Takodje, postoji a € Y tako da za"y,ya"xr € S,, pa, prema tome,
za"y,ya"x € K,. Sada imamo da je za"y € xa"yK,ya"xr C za"ySya"x,
ako K, jeste leva grupa, odnosno, za™y € ya"xK,xa"y C ya™xSra™y.
Dakle, vazi (3).

Obratno, neka vazi (3). Jasno da je S m-regularna. Uzmimo e €
E(S), z € S. Prema (3), postoji n € Z tako da je

ze = (ze)e"e € (ze)e"eSee™(xe) U ee™ (ve)S(ze)e™e
= gzeSexe U exeSxe C xeSxe U exeSze.

Ako je xe € exeSwe, tada je exe = xe, odakle je ze € xeSwe. Prema
tome, ze € Reg(S), pa kao u dokazu Teoreme 7.1. dobijamo da Reg(S)
jeste levi ideal od S. Sliéno dokazujemo da Reg(S) jeste desni ideal od
S. Neka je K = Reg(S). Uzmimo a,b € Reg(S), v € V(a). Prema
(3), postoji m € Zt tako da je ab = a(za)"b € a(xa)"bSb(za)"a U
b(za)"aSa(xza)"b C KaUbK, tj. abe KaUbK, gde je K = Reg(S), pa
prema Teoremi 6.5, K je polumreza levih i desnih grupa. U

Teorema 7.4. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je nil-ekstenzija polumrezZe levih grupa;
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(i1) (Vz,a,y € S)(In € Z7) za™y € za™ySya™x;
(13i) S je m-reqularna i za sve x,a,y € S postoji n € ZT tako da je
xa™y € zSx.

Dokaz. (i) < (ii). Dokazuje se slicno kao Teorema 7.3.

(i) = (d13). Sledi neposredno.

(73i) = (7). Uzmimo x € S, e € E(S). Prema (iii), postoji n € Z*
tako da je ze = (ze)e"e € weSze, odakle ze € Reg(S), odakle kao u
Teoremi 7.1. dobijamo da Reg(S) jeste levi ideal od S. Osim toga,
postoji m € ZT tako da je ex = ee"x € eSe, paje exr = exe, odakle,
dobijamo da postoji k € ZT tako da je ex = exe = (ex)e™e € exSex.
Dakle, ex € Reg(S), odakle sledi da Reg(S) jeste desni ideal od S.
Prema tome, S je nil-ekstenzija regularne polugrupe K = Reg(S).

Uzmimo a,b € K. Tada postoji n € ZT tako daje (ab)"™' = a(ba)"b €
a(ba)"bSb(ba)"a C Ka, pa prema Teoremi 5.10, Propoziciji 2.1 i Teoremi
3.15, K je polumreza levih grupa. [

Poseban tip nil-ekstenzija su retraktivne nil-ekstenzije. Sledeca teorema
tvrdi da, kada je re¢ o nil-ekstenzijama polumreze grupa, onda one jesu i
retraktivne.

Teorema 7.5. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je nil-ekstenzija polumreZe grupa;
(ii) S je retraktivna nil-ekstenzija polumrezZe grupa;
(i11) (Va,a,y € S)(In € ZT) za™y € ya™zSya™x;
(iv) S je w-reqularna i za sve z,a,y € S postoji n € ZT tako da je
xa™y € yxS.

11

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S nil-ekstenzija polugrupe K inekaje K
polumreza grupa. Tada je Reg(S) = Gr(S)(=K), pa S jeste polumreza
potpuno Arhimedovih polugrupa. Za e, f € E(K), prema Teoremi 6.11,
(ef)™ = (fe)™, za neki n € ZT, pa kako je FE(S) = E(K), to ponovo
prema Teoremi 6.11. dobijamo da S jeste polumreza grupa. Sada prema
Teoremi 6.8, K = Reg(S) je retrakt od S, pa vazi (ii).

(ii) = (). Sledi neposredno.

(1) = (iwi). Neka je S nil-ekstenzija polugrupe K 1 neka je K
polumreza grupa. Kao u dokazu za (i) = (i7) dobijamo da S jeste
polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza a €Y, S, je nil-ekstenzija
grupe G,. Jasnodaza a €Y je KNS, = Reg(S)NSy = Reg(Sa) = Ga.
Uzmimo z,a,y € S. Tada je a® € K, za neki n € Z%, odakle
za™y,ya"r € K. Sa druge strane, xa"y,ya"x € S,, zaneki a €Y, pa
zxa"y,ya"x € G,. Prema tome, za™y € ya"xGyya"r C ya"xSya"zx.
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(¢i1) = (7). Prema (iii), S je m-regularna. Uzmimo z € S, e € E(S5).
Tada je xze = (ze)e™e € ee"(xe)See™ze = exeSexe, odakle dobijamo da je
xe = ere i xe € reSxe. Prema tome, xe € Reg(S), pa kao u dokazu
Teoreme 7.1. dobijamo da je Reg(S) leviideal od S. Slicno dokazujemo
da je Reg(S) desniideal od S. Prema tome, S je nil-ekstenzija regularne
polugrupe K = Reg(5).

Uzmimo a,b € S. Tada postoji n € Z* tako daje (ab)"™ = a(ba)"b €
b(ba)"aSb(ba)"a C bKa, pa prema Posledici 5.8, Propoziciji 2.1 i Teoremi
3.16, K je polumreza grupa.

(i) = (iv). Dokazuje se sli¢no kao (i) = (i77).

(iv) = (). Neka vazi (iv). Uzmimo =z € S, e € E(S). Sli¢no
kao u dokazu za (iii) = (i) dokazujemo da je ze = exe, ze € Reg(S)
i Reg(S) jeleviideal od S. Prema (iii), postoji n € ZT tako da
er = ee"(ex) € eexSe C Se, odakle dobijamo da je ex = exe, pa je
ex = ze € Reg(S). Dakle, Reg(S) je desni ideal od S. Sli¢no kao u
dokazu za (iii) = (i) dokazujemo da Reg(S) jeste polumreza grupa. O

Zadaci.

1. Podskup B polugrupe S je (m,n)-dvostrano ¢ist ako je
BOazizy - xmSy1yz - Yn = 122 T SY1Y2 -+ Yn,
7 SVe T1,T2, ..., Tm,Y1,Y2,--- ,Yn €5, gdesu m,n € ZT. Polugrupa S
je (m,n)-dvostrano ¢ista ako i samo ako svaki bi-ideal od S jeste (m,n)-
dvostrano ¢ist podskup od S.
Dokazati da su sledeé¢i uslovi za polugrupu S ekvivalentni:

(1) S je (m,n)-dvostrano ¢ista;

(ii) S™m*tntl je polumreza grupa;
(1it) S je (m+ n)-inflacija polumreze grupa;
(iv) 1 T SYL - Yn = (Y1 Yn)2ST1 - Ty, ZA T1, e Ty YLy e 5 Yn

es.

2. Svaka podpolugrupa polugrupe S je (m,n)-dvostrano cista ako i samo
ako je SmTntl =,
3. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je n-inflacija polumreze grupa;

(i) ST je polumreza grupa;
(iii) (Va,b € S) aS™ b= b>S"a.
4. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je nil-ekstenzija pravougaone grupe;

(1) S je poddirektan proizvod grupe i nil-ekstenzije pravougaone trake;
(7i1) S je poddirektan proizvod grupe, nil-ekstenzije levo nulte trake i

nil-ekstenzije desno nulte trake.
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Literatura. Bogdanovié¢ [20], Bogdanovi¢ and Cirié [5], [11], Ciri¢
and Bogdanovi¢ [2], [13], Bogdanovi¢ and Mili¢ [2], [3], Bogdanovi¢ and
Stamenkovié¢ [1], Bogdanovi¢ and Malinovié [1], Guo, Ren and Shum [1], [2],
(3], Putcha [1].

7.2. Retraktivne nil-ekstenzije unije grupa.

Sobzirom da je konstrukcija retraktivnih ekstenzija relativno jednostavnija
od konstrukcija nekih drugih tipova ekstenzija polugrupa, to je od posebnog
interesa izucavanje ovakvih ekstenzija.

Najpre ¢emo dati neke rezultate o odnosu retraktivnih ekstenzija i pod-
direktnih proizvoda.

Lema 7.1. Svaka retraktiona ekstenzija S polugrupe K pomocu
polugrupe @ sa nulom je poddirektan proizvod od K i Q.

Dokaz. Nekaje ¢ retrakcijaiz S na K, uzmimo daje Q = S/K i
uzmimo da je v prirodni homomorfizam iz S na @. Uzmimo a,b € S
tako da je apy =bp i av =bv. Iz av = bv dobijamo da je a = b ili
a,be K. Ako a,b€ K, tadaje a=ap =bp =0b. Dakle, iz ap = bp
i av =brv sledi da je a =0b, pa prema Teoremi 1.5, S je poddirektan
proizvod od K i Q. O

Neki uslovi pod kojima vazi obrat Leme 7.1. dati su narednim lemama.

Lema 7.2. Nekaje SC K xQ poddirektan proizvod polugrupe K i
polugrupe Q sa nulom 0, tako davazi Kx{0} CS. Tadaje S izomorfna
polugrupi koja je retraktivna ekstenzija od K pomodu neke polugrupe Q'
sa nulom. Pri tome, @Q je izomorfna nekoj faktor polugrupi polugrupe Q.

Dokaz. Pod pretpostavkama Leme 7.2, K = K x {0} je ideal od S.
Nekasu 7 : S — K i 7m: K x {0} - K projekcije, neka je & Reesova
kongruencija na S indukovana idealom K x {0}, ineka je n kongruencija
na S indukovana projekcijom 7y :S — (. Jasno je da je m izomorfizam
i da je m epimorfizam. Dakle, preslikavanje ¢ = my7~!': S — K x {0}
je retrakcija. Prema tome, S je izomorfna polugrupi koja je retraktivna
ekstenzija od K pomoéu polugrupe @' = S/¢ sa nulom.

Kako je S/n = (@, to prema Teoremi 1.4. dobijamo da je (S/§)/(n/€) =
S/n = @, odakle je @ izomorfna faktoru polugrupe Q' = S/n. O

Lema 7.3. Neka je K polugrupa takva da za svaki a € K postoji
e € E(K) koji je leva ili desna jedinica za K. Tada je polugrupa S
izomorfna retraktivnoj nil-ekstenziji od K ako i samo ako je S poddirektan
proizvod od K i nil-polugrupe.



164 GLAVA 7 NIL-EKSTENZIJE UNIJE GRUPA

Dokaz. Nekaje S C K x Q poddirektan proizvod polugrupe K i
nil-polugrupe  sa nulom 0. Uzmimo a € K. Kako je S poddirektan
proizvod od K i @, to postoji u € @ tako da je (a,u) € S. Takodje,
prema pretpostavci leme, postoji e € E(K) tako daje ea=a ili ae=a.
Ne umanjujuéi opStost dokaza, mozemo uzeti da je ea = a. tada postoji
v € Q tako da je (e,v) € S. Osim toga, postoji n € ZT tako da je
v™ = 0, odakle dobijamo da je (e,0) = (e™,v") = (e,v)" € S, odakle
je (a,0) = (ea,0u) = (e,0)(a,u) € S> C S. Prema tome, K x {0} C S.
Prema Lemi 7.2, S je izomorfna retraktivnoj ekstenziji od K pomocu
neke polugrupe F sa nulom. Uzmimo (a,u) € S. Tada postoji n € Z*
tako da je u™ =0, odakle je (a,u)” = (a™,u") = (a,0) € K x {0}. Dakle,
F' je nil-polugrupa.
Obrat sledi prema Lemi 7.1. [

Na osnovu prethodnih rezultata dobijamo jednu znacajnu karakterizaciju
retraktivnih nil-ekstenzija regularnih polugrupa.

Teorema 7.6. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija reqularne
polugrupe K ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod od K i neke
nil-polugrupe.

Dokaz. Zasvaki a € K isvaki = € V(a) su az,za € E(S), azx je

levai xa je desna jedinica za a, pa ostatak dokaza sledi prema Lemi 7.3.
O

Posledica 7.1. Polugrupa S je n-inflacija regularne polugrupe K
ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod od K i neke (n+1)-nilpotentne
polugrupe. [

Od posebne koristi u daljem radu biée sledeéa lema o predstavljanju re-
trakcije (ukoliko postoji) potpuno m-regularne polugrupe na svoj grupni deo.

Lema 7.4. Nekaje S potpuno w-regularna polugrupa i neka Gr(S)
jeste podpolugrupa od S. Ako je ¢ retrakcija od S na Gr(S), onda se
w moZe predstaviti na sledeci nacin:

TP = xe za x €T,, e€ E(S).
Dokaz. Uzmimo z € S. Nekaje z € T., e € E(S). Tada postoji
n € Z* tako da je z™ € G, C Gr(S), paje (zp)" = (z")p = 2™ € G,
odakle prema Munnovoj lemi i Teoremi 1.7, zyp € G.. Prema Munnovoj
lemi je ze € G, odakle je

zp = (vp)e = (zp)(ep) = (ze)p = we. [
Kako je, prema Munnovoj lemi, ze = ex, za = € T,, e € E(S), to

se predstavljanje retrakcije ¢ iz prethodne leme moze napisati i na sledeci
nacin: zp =ex, za z €T, e € E(S).
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Neke karakterizacije retraktivnih nil-ekstenzija unije grupa bic¢e date sle-
de¢om teoremom.

Teorema 7.7. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je retraktivna nil-ekstenzija unije grupa;
(i) S je w-reqularna i za sve x,a,y €S postoji n € ZT tako da je:
ra™y € 22Sy?;
(7i1) S je poddirektan proizvod unije grupa i nil-polugrupe.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S retraktivna nil-ekstenzija unije grupe
K, saretrakcijom ¢ iz S na K. Jasno daje S w-regularna. Uzmimo
x,a,y € S. Tada postoji n € ZT tako da je a" € K, pa za"y € K.
Neka z™ € G., y* € Gy, zaneke m,k € Z*, e, f € E(S). Prema Lemi
74, o = ze = xx™u € 225, zaneki u € G,. Slicno dokazujemo da je
yp € Sy?. Prema tome,
ra™y = (xa"y)p = (zp)a"(yp) € 225SSy? C 22Sy>.

Dakle, vazi (ii).

(17) = (i). Neka vazi (i7). Uzmimo a,b € S. Tada postoji n € Z*
tako da je (ab)"™! = a(ba)"b € a?>Sb?, pa prema Teoremi 6.7, S je
polumreza Y polugrupa S,, a € Y, iza a €Y, S, jeretraktivna
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K,. Takodje, prema Teoremi 6.1,
Reg(S) = Gr(S).

Uzmimo x € S, e € E(S). Prema (ii), postoji n € Z* tako da
je ze = (ze)e"e € (ve)?Se C (we)?S, tj. postoji u € S tako da je
re = (ze)*u. Odavde neposredno sledi da je xe = (ze)™ lu™, za svaki
m € ZT. Sa druge strane, zre € S,, zaneki a €Y, pa postoji m € Z*
tako da (wxe)™ € K,, iiz xe = (we)?u sledi da je xe € S,, pa je
rveuk € S,, zasvaki k € Z*. Odavde dobijamo da je e = (ze)™Tlu™ =
(xe)™(zeu™) € KoSo € Ko C Reg(S). Prema tome, SE(S) C Reg(95),
pa kao u dokazu Teoreme 7.1. dobijamo da je Reg(S) levi ideal od S.
Sliécno dokazujemo da je Reg(S) desni ideal od S. Dakle, S je nil-
ekstenzija polugrupe K = Reg(S), ikako je Reg(S) = Gr(S), toje K
unija grupa.

Uzmimo z € S, e € E(S), iuzmimo da je we € z™Se, zaneki m € Z™T,
tj. da je xe = 2™ue, zaneki u € S. Prema (ii), postoji n € ZT tako
da je 2™ (ue)"e € z?™Se. Kako je K unija grupa, to postoji v € K tako
da je we = (ue)™v, odakle je

re = z™ue = x™(ue)"ve = ™ (ue)"eve € ¥ Seve C x™ 1 Se.
Sada indukcijom dobijamo da je

(4) xe € 2™ Se, za svaki m € ZT.
Sli¢no se dokazuje da je
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(5) ex € eSz™, za svaki m € Z+.

Defini§imo preslikavanje ¢ : S — K sa zp =we, za z € T,, e € E(S).
Uzmimo xz,y € S. Neka z € T., y € Ty, zy € Ty, e,f,g € E(S), tj.
neka z¥ € G, y™ € Gy, (zy)" € G,, zaneke k,m,n € Z*. Prema (4)
i(5), yg € y™Sg = fy™Sg, xf € 2*Sf = exkSf, ey € eSy™ = eSy™f i
exy € eS(zy)" = eS(xy)*g, odakle je yg = fyg, of = exf, ey = eyf i
exy = exyg. Odavde i iz Munnove leme dobijamo da je

(zy)p = 2yg = xfyg = exfyg = exyg = exy = vey = veyf = (x¢)(yp).
Dakle, ¢ je retrakcija od S na K.

(1) < (it). Sledi prema Teoremi 7.6. [

Posledica 7.2. Nekaje ne Z*. Tada su sledeéi uslovi za polugrupu
S ekvivalentni:
(1) S je n-inflacija unije grupa;
(ii) za sve x,y €S je xSy C 22S"y? (wy € 22Sy?, ako je n=1);
(iii) S je poddirektan proizvod unije grupa i (n+ 1)-nilpotentne polugrupe.
]

Narednim teoremama opisuju se retraktivne nil-ekstenzije nekih posebnih
tipova unija grupa.

Teorema 7.8. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze
levih i desnih grupa ako i samo ako je S m-regularna i vazi:

(6) (Vz,a,y € S)(In € Z1) xa™y € 22Sy*x U yx?Sy>.

Dokaz. Nekaje S retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, inekaje K
polumreza Y polugrupa K., a €Y, pricemuza a €Y, K, jestelevaili
desna grupa. Uzmimo z,a,y € S. Tada postoji n € ZT tako da a" € K,
odakle za™y,a"y?x,yz?a™ € K. Kao u dokazu Teoreme 7.7. dobijamo da je
za™y € x2Sy*. Sa druge strane, (zp)a”(yp),a"(yp)?(zp), (yp)(vp)*a” €
K., zaneki a €Y, paprema Teoremi 3.7. i njenom dualu dobijamo da je
za™y = (va"y)p = (zp)a" (yp) € (zp)a” (yp) Kaa™ (yp)*(x¢)
= za"yKya"y?x C 22Sy?Sy?z C x2Sy,
ako je K, leva grupa, ili je
zay = (za"y)p = (zp)a" (yp) € (yo)(zp)*a"Ka(zp)a" (yp)
= yr?a"Koxa® C yz?Sx2Sy? C yx?Sy?,
ako je K, desna grupa. Prema tome, vazi (6). Jasno je da je S
m-regularna.
Obratno, neka je S m-regularna i neka vazi (6). Uzmimo a,b € S.
Prema (6), postoji n € ZT tako da je

(ab)”‘H = a(ba)™b € a?Sb%a U ba?Sbh? C Sa U bS,
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pa prema Teoremi 6.5, S je polumreza Y polugrupa S,, a € Y, i
za « €Y, S, je nil-ekstenzija polugrupe K,, pri cemu K, jeste leva
ili desna grupa. Takodje, prema Teoremi 6.1, Reg(S) = Gr(S). Neka je
K = Reg(S). Jasno da je K = U,eyK,.

Uzmimo z € S, e € E(S). Prema (6) dobijamo da postoji n € Z*
tako da je

re = (ze)eme € (ze)?S(exe) Ue(ze)?Se C (we)?S Ue(we)?S.

Ako je ze € e(ze)?S, tada je we = exe, odakle je we € (we)2S. Sli¢no
dokazujemo da je ex € (ex)2S, pa kao u dokazu Teoreme 7.7, dobijamo
da K = Reg(S) jeste ideal od S. Jasno je da K jeste polumreza Y
polugrupa K., €Y.

Sada ¢emo dokazati da je

(7) xe € ™ Se, za svaki m € Z™T.

Najpre uzmimo da je ze = exe. Tada se neposredno proverava da je
(xe)™ = x™e, za svaki m € ZT. Kako je ze € K i K je potpuno
regularna polugrupa, to je ze = (xe)™u, za neki u € K, odakle je
zre = zee = (ze)™ue = xeue € ™ Se. Dakle, vazi (7). Uzmimo sada da
je we # exe iuzmimo da je we = x™ue, za neki m € ZT. Prema (6),
postoji n € ZT tako da z™(ue)"e € x> Sex™Uex?™Se. Osim toga, kako
ue € K i K je potpuno regularna, to je ue = (ue)"v, za neki v € K.
Dakle,

re = x™ue = x™Muee = ™ (ue)"ve = 2™ (ue)"eve € 2 Sevexr™ U exex®™ Se.
Kako je, prema pretpostavci, ze # exe, to je ze € 22" Sexex™, odakle je
re € ™1 Se. Odavde indukcijom dobijamo (7). Sliéno dokazujemo da je
(8) ex € eSx™, za svaki m € Z™T.

pa iz (7)1 (8), kao u dokazu Teoreme 7.7, dobijamo da je K retrakt od
S. O

Teorema 7.9. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze
levih grupa ako i samo ako je S mw-reqularna i vaZi:

9) (Vx,a,y € S)(3In € ZT) za™y € 2*Sx.

Dokaz. Neckaje S m-regularna i neka vazi (9). Tada prema Teoremi
7.4, S je nil-ekstenzija polugrupe K, gde je K polumreza levih grupa.
Uzmimo = € S, e € E(S). Kao u dokazu Teoreme 7.7. dobijamo da je
re € x™Se, za svaki m € ZT, Sa druge strane, iz (9) dobijamo da je
er = ee"(ex) € eSe, zaneki n € Z, paje exr = exe, odakle kao u dokazu
Teoreme 7.8. dobijamo da je ex € eSz™, za svaki m € ZT. Sada kao u
dokazu Teoreme 7.7. dobijamo da je K retrakt od S.
Obrat se dokazuje sli¢no kao odgovarajuéi deo Teoreme 7.8. [



168 GLAVA 7 NIL-EKSTENZIJE UNIJE GRUPA

Kombinacijom metoda razlaganja u retraktivnu nil-ekstenziju unije grupa
i metoda razlaganja u traku m-grupa dobijamo

Teorema 7.10. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija trake grupa
ako i samo ako je S m-regularna i vazi:

(10) (Vx,a,y € S)(In € ZT) za™y € x%aSay?.

Dokaz. Nekaje S retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, inekaje K
traka B grupa G, i € B. Neka je £ odgovarajucu tra¢nu kongruenciju
na K, inekaje ¢ retrakcijaiz S na K. Jasno daje S w-regularna
polugrupa. Uzmimo z,a,y € S, Tada postoji n € ZT tako daje a™ € K,
odakle za"y,z?a™y? € K. Sada imamo da je

za™y = (za"y)e = (vp)a”(yp) £ (z9)*a" (yp)* = (a?a"y?)p = 2%a™y”.
Prema tome, za™y,z?a"y?> € G, gde je G podgrupa od K, odakle je
ra™y € x2a"y?*Gz?a™y? C 22aSay?.

Obratno, neka je S m-regularna i neka vazi (10). Prema Teoremi 7.7,
S je retraktivna nil-ekstenzija unije grupa K. Uzmimo a,b € K. Prema
(10), postoji m € ZT tako da je

(ab)"* = a(ba)™b € a®baSbab® C a*bK ab?,

pa prema Teoremi 6.9, K je traka m-grupa. Kako je K unija grupa, to je
jasno da K jeste traka grupa. [

Teorema 7.11. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija normalne
trake grupa ako i samo ako S jeste w-reqularna i vazi:

(11) (Vo,a,y € S)(In € Z7) za"y € zyaSxy.

Dokaz. Direktni deo teoreme se dokazuje sliéno kao direktni deo Teo-
reme 7.10.

Obratno, neka je S m-regularna i neka vazi (11). Uzmimo z €
S, e € E(S). Prema (11) dobijamo da postoje m,n € ZT tako da
ze = xe™e € xeSxe 1 ex = ee"x € exSex, odakle we,ex € Reg(S), pa
kao u dokazu Teoreme 7.1. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija regularne
polugrupe K = Reg(S). Uzmimo a € K, x € V(a). Prema (11), postoji
n € ZT tako da je a = ax(ax)"a € araarSara = a*xSa C a*Ka, pa
prema Teoremi 2.5, K je unija grupa.

Uzmimo z € S, e € E(S). Prvo ¢emo dokazati da je
(12) (ze)™ € x™eS, za svaki m € Z7.

Zaista, uzmimo da je (ze)™ = z™eu, zaneki u € S. Prema (11), postoji
n € Z* tako da je
(we)™ ! = ze(we)™ = zex™eu = ze"z"eu € " eueSrr™eu C x™ T eS.
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Sada indukcijom dobijamo da vazi (12). Sa druge strane, iz ¢injenice da je
K potpuno regularna sledi da je xe = (ze)?v, za neki v € S, odakle je
re = (ze)™ ™, zasvaki m € Z*, pa prema (12) je

re = zee = (ze)" lo™e € 2meSzev™e C 2™ Se.
Dakle, ze € x™Se, zasvaki m € ZT, isli¢no dokazujemo da je ex € eSx™,
za svaki m € Z™*, pa kao u dokazu Teoreme 7.7. dobijamo da je K retrakt
od S.

Prema Teoremi 2.5, K je polumreza Y potpuno prostih polugrupa
K., a €Y. Uzmimo a,b € K. Tada ab,a?b,ab’? € K,, zaneki a €Y,
dok prema (12), postoje m € ZT, u € S, tako da je a(ab)"b = abuab.
Kako je a(ab)"b € K,, to je abuab € K,. Akoje ab € G., zaneki e €
E(K,), tadaprema Lemi 3.13. imamo da je abuab = eabuabe € eK e = G.
Prema tome, ab,a(ab)"b € G., pa je ab € a(ab)"bGea(ab)™b C a?bKab?,
odakle prema Teoremi 6.9, K je traka m-grupa. Kako je K potpuno
regularna, to je jasno da je K traka B grupa G;, i € B. Kako je B
homomorfna slika od S, to B zadovoljava (12), odakle, prema Posledici
5.13, B je normalna traka. Dakle, S je retraktivna nil-ekstenzija normalne
trake grupa. [

Lako se proverava da se uslov (11) u Teoremi 7.11. moze zameniti bilo
kojim uslovom oblika

(Vz,a,y € S)(In € Z1) za™y € xyuSvzy,
gde su u i v proizvoljne reci iz monoida {z,a,y}* takve daje u #e ili

v#e.
Z.adaci.

1. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
i e nil-ekstenzija pravougaone grupe i za sve a € S, e € e
(1) S je nil-ekstenzija p gaone grupe i S, e € E(5), ]
(ae)? = a’e i (ea)? = ea?;
i e poddirektan proizvod pravougaone grupe i nil-polugrupe;
i) S ] ddirekt izvod g g i nil-polug
(7i7) S je poddirektan proizvod grupe, levo nulte trake, desno nulte trake
i nil-polugrupe;
i1 e retraktivna nil-ekstenzija pravougaone grupe.
i) S je retrakti il-ekstenzija p g grup
2. Polugrupa S je inflacija unije grupa ako i samo ako je aS = 25 i
Sa = Sa?, zasvaki a € S.
3. Polugrupa S je inflacija pravougaone trake ako i samo ako S zado-
voljava identitet zyz = xz.

Literatura. Bogdanovié¢ [14], Bogdanovié¢ and Cirié [3], [4], [5], [8],
[9], [11], [14], Ciri¢ and Bogdanovi¢ [2], [4], [13], Bogdanovié¢ and Mili¢ [3],
Bogdanovi¢ and Stamenkovié¢ [1], Galbiati e Veronesi [1], Petrich [12], Putcha
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[1], Putcha and Weissglass [2], [4], HIyros [1], Tamura [11], Tamura, Merkel
and Latimer [1].

7.3. Nil-ekstenzije unije grupa indukovane
identitetima.

Postoje identiteti sa osobinom da svaka polugrupa koja ih zadovoljava
mora biti nil-ekstenzija unije grupa. U ovoj tacki opisa¢emo sve takve iden-
titete.

Za identitet w = v nad alfabetom A, = {x1,22,...,2,}, n € ZT, za
i€ {1,2,...,n}, sa p; oznacavamo broj p; = ||z;|u — |zi|o|- Identitet
u=wv je periodican ako je p; # 0, zaneki i € {1,2,...,n}. U tom slucaju,

najvedi zajednicki delilac p = n.z.d.(p1,p2,... ,pn) brojeva pi,p2,...,pn
nazivamo period identiteta v = v. U suprotnom, ako je p; = 0, za svaki
i€{1,2,...,n}, kazemo da je u =v neperiodi¢an identitet i da je njegov
period p = 0.

Lema 7.6. Siedeéi uslovi za identitet w= v nad alfabetom A,, n €
77, su ekvivalentni:
(1) [u=wv] se sastoji od w-regularnih polugrupa;
(ii) [u=] se sastoji od potpuno m-regularnih polugrupa;
(ii7) [u=wv] se sastoji od periodicnih polugrupa;
(iv) uw=wv je periodi¢an identitet.

Dokaz. (i)= (iv). Akoje u=wv neperiodican, tada je on zadovoljen
u multiplikativnoj polugrupi pozitivnih celih brojeva, koja nije w-regularna,
§to je u suprotnosti sa (i). Prema tome, u=v je periodican.

(tv) = (iii). Neka je S € [u = v]. Uzmimo da je |u|] # |v]. Za
a €S, nekaje ¢: A}l — S homomorfizam oderedjen sa z;¢ = a, za svaki
z; € A,. Tadaiz u¢p = v¢ sledi da je al“l = al’l. Prema tome, S je
periodic¢na.

Uzmimo da je |u| = |v| =s. Iz (iv) imamo daje |z;|, =k, |xil, =m
i k#m, zaneki x; € A,. Za a € S, nekaje ¢: Af — S homomorfizam
odredjen sa z;¢ = a?, ;¢ = a, za x; € A, — {z;}. Tada iz ugp = vo
dobijamo da je a*t* = a**t™, pri éemu je s+m # s+ k. Prema tome, S
je periodi¢na.

(7i1) = (4i) = (i). Sledi neposredno. [

Akosu X} i A5 date klase polugrupa, tada Maljcevljev proizvod klasa
X1 i AXp, uoznaci Xjo Xy, jeste klasa svih polugrupa S za koje postoji
kongruencija ¢ na S takva da je faktor polugrupa S/{ u klasi Xy i
svaka ¢-klasa koja je podpolugrupa od S je u klasi X;. Na primer, ako
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sa S oznacimo klasu svih polumreza, tada je X oS klasa svih polugrupa
koje su polumreZe polugrupa iz klase X. Ako je X, podklasa klase N
svih nil-polugrupa, onda je X7 o X5 klasa svih polugrupa koje su idealske
ekstenzije polugrupa iz klase X; pomocu polugrupa iz klase A5. U tom
slucaju, sa X7 ® Xy oznacavamo klasu svih polugrupa koje su retraktivne
ekstenzije polugrupa iz X1 pomocu polugrupa iz Xs.

Neka je X data klasa polugrupa. Identitet w = v je X-identitet
ako svaka polugrupa koja zadovoljava u = v je u klasi X, tj. ako je
[u=wv] C X. Kao §to je napred receno u ovoj tacki razmatra¢emo identitete
u = v za koje se varijetet [u = v| sastoji od nil-ekstenzija unija grupa.
Poceéemo od istotipnih identiteta. Naime, nadalje éemo razmatrati identitet
(13) u=uv,
gde su u,v € A} reci za koje je c(u) =c(v) = A, = {z1,22,... , 20}

Ako je w € A" re¢ nad alfabetom A, sa II(w) ¢emo oznacavati
skup II(w) = {z € A | |x|w = 1}. Sa Cy1 oznacavamo polugrupu datu
kopredstavljanjem C,; = < a,e| a?=a%e?=c,ae=a,ea= a>.

Lema 7.7. Polugrupa Ci: zadovoljava identitet (13) ako i samo
ako je II(u) =TII(v).

Dokaz. Neka C); zadovoljava (13). Uzmimo da je TI(u) # II(v), tj.
da vazi:
(Fzr € An) (k=1 A |zklo > 2) V (J2gle <2 A Jzg|o =1) .

Bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da je |xgl|, =1 1 |xg|, > 2.
Neka je ¢ : Af — C1; homomorfizam odredjen sa:

rp=a, z;p=eza x;€ Al —{x}.
Tada dobijamo da je u¢ =a # 0 =wv¢, pa Cy; ne zadovoljava (13), Sto
je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Dakle, II(u) = II(v).

Obratno, neka je II(u) =II(v). Uzmimo da je II(u) =II(v) = @. Tada
re¢i w i v imajuu Cj,; raspodelu:
e za valuaciju (e,e,... e)

{ 0 inace ’
odakle sledi da C;; zadovoljava (13). Neka je II(u) =II(v) =11 # @ i
neka je ¢ : At — Cy; homomorfizam. Tada je:

a akoje Hz |z ell A zp=a}|=1
up =4 e akoje zi0=...=x,0=c¢ =vo .
0 inace

Prema tome, C;; zadovoljava (13). O

Akoje w € A" re¢ nad alfabetom A iakoje v € A, tadasa x||u (x| u)
l

T
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oznacavamo da je u = zu/, v € AT, ztu (u=1dz, ' € AT, z ).

U suprotnom piéemo x H/ u ({E H u) Sa CLQ oznacavamo polugrupu
l T

datu kopredstavljanjem C; o = < a,e | a?=a3e*=e,ae=a,ea= a2>. Sa
Cy,1 oznacavamo dualnu polugrupu polugrupe Ci 2.

Lema 7.8. Nekaje uec A} rec takva da je h(u) =z1. Tada u wu

Ci,2 mema raspodelu
e za valuaciju (e,e,... e
(14) { o valuacij (e, e, )
0 imnace
ako i samo ako je x1 ||u. U tom sluéaju, v ima v Cy2 sledeéu raspodelu:
T

a za valuaciju (a,e,... e)
(15) e za valuaciju (e, e, ... e)
0 mace

Dokaz. Neka u nemau Ci2 raspodelu (14), inekaje u =z,
za neki u' € A}. Uzmimo da je x; | v/, inekaje ¢ : AF — Cio
homomorfizam. Ako postoji x; € A, tako da je z;¢ = 0, tada je jasno
da je u¢ =0. Nekaje x;0 #0, zasve z; € A,. Akoje x;0p =e, za
sve x; € A,, tada je u¢p = e. Uzmimo da postoji x; € A, tako da je
x;¢ = a. Akoje x1¢=e, tadaje up =0, jer a|u'¢. Na kraju, neka
je x1¢6 = a. Kako po pretpostavei x; | v/, ikako a i e komutiraju, to
dobijamo da 0 = a? | u¢, tj. ué =0. Dakle, u imau Cpo raspodelu
(14), sto protivreci polaznoj pretpostavei. Dakle, 7 ||u’.
1

Obrat sledi neposredno. [

Sa UG ¢emo oznacavati klasu svih unija grupa (potpuno regularnih polu-
grupa). Sledeca teorema je glavni rezultat ove tacke:

Teorema 7.12. Sledeéi uslovi za identitet (13) su ekvivalentni:
(1) (13) je UG o N-identitet;

(73) (13) nije zadovoljen u polugrupama Ci 1, Ci2 and Caq;

(4i7) TI(u) #I(v) @ (13) je p-ekvivalentan identitetu nekom od sledeéih
oblika:
(A1) zu/(xey ..., zn) =V (21, . ,Tp_1)Tn, gde x1 f V' @ xp
u'; l '
(A2) zv/'x, =0, gde x1,2, 1 W, 0 V' 0 xy f O

l T

(A3) x1u/(za,...,xpn) =V (22,... ,2pn)21.

Dokaz. (i) = (4i). Sledi iz ¢injenice da polugrupe Ci1, Ci2 1 Co;
nisu nil-ekstenzije unije grupa.
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(4i) = (7). Neka vazi (i7). Tada prema Lemi 7.7. dobijamo da
je II(u) # II(v). Kako Ci2 ne zadovoljava (13), to jedna od reci
v i v nemau Cj, raspodelu (14). Bez umanjenja opstosti dokaza,
mozemo uzeti da to vazi za re¢ wu. Osim toga, bez umanjenja opstosti
dokaza, mozemo uzeti da je h(u) = x;. Sada prema Lemi 7.8. dobijamo
da je w = zu/(z2,...,2,). Sa druge strane, kako polugrupa Cy; ne
zadovoljava (13), to jedna od re¢i w i v nemau Cy; raspodelu:

e za valuaciju (e,e,... e
(16) { v ju (e,e, )
0 inace
Uzmimo da re¢ v nema respodelu (16) u Cs ;. Bez umanjena opstosti
dokaza, mozemo uzeti da je t(u) = z,. Tada prema dualu Leme 7.8.

dobijamo da je u = z1u"z,, zaneki v’ € A, 1 x1,x,tu’. Ako x| v,
1

tada w i v imajuu Cpo raspodelu (15), pa Cjo zadovoljava (13),
sto je u suprotnosti sa (i7). Prema tome, x; }f v. Sli¢no dokazujemo da

!
x, ff v. Dakle, vazi (A2).

Uzmimo dare¢ v nema raspodelu (16) u Cy ;. Uzmimo da je t(v) = z1.
Tada prema dualu Leme 7.8, dobijamo da je v =v'(zo,...,x,)z1, pa vazi
(A3). Nekaje t(v) # x;. Bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da
je t(v) = x,. Prema dualu Leme 7.8. sledi da je v =1v'(z1,...,Tp_1)Tn.
Takodje, kako polugrupe Cj2 i Cs; ne zadovoljavaju (13), prema Lemi
7.8. i njenom dualu sledi da z1 }f v' i z, }f v/. Prema tome, vazi (Al).

l r

(491) = (i). Neka vazi (i%¢) i neka je S polugrupa koja zadovoljava
(13). Tada iz II(u) # II(v), prema Lemi 7.6, sledi da je S periodi¢na.
Neka je a € S, e € E(S). Nekaje z; € (II(u) —II(v)) U (II(v) — II(w)), i
neka su a,: Af — S homomorfizmi odredjeni sa

ria =ea, zwja=ce za z; €A, —{x;},
i =ae, z;f=-e€ za x; €A, —{x;}
Tada iz ua =va 1 uf =wvf dobijamo da je
{ eae! = (ea)re™

(17) A

+
ePae = eq(ae) za neke l7m7p7 S Z7 U {O},

gde je k = max{|z;|u, ||}

Uzmimo da je identitet (13) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika
(Al). Bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da je (13) oblika
(A1). Nekasu @,9: Af — S homomorfizmi odredjeni sa:

T1p = ae , zjp=e za xj €A, —{x1},
Tp) = ea zjp=e za x; €A, —{x,} .

Tada je up =vp i wyp = vy, odakle je:
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B 1],

ae = e*(ae

(18) { (ae) za neke s,t € Z1T U{0}.
ea = (ea)!®nlw et

Ako je s=0, tadaje h(v') =x1, paprema (Al) sledidaje |z, > 2,
odakle je ae = (ae)!®tl € Gr(S). Uzmimo da je s > 1. Tadaiz (18)
sledi da je ae = eae, pa prema (17) dobijamo da je ae = (ae)* € Gr(S).
Sliéno dokazujemo da je ea € Gr(S). Prema tome,
(19) S-E(S)UE(S)-SCGr(S) .

Neka je (13) oblika (A2). Kao u prethodnom slucaju dobijamo da je:
{ ae = e*(ae)l ™1l

za neke s,t € ZT U{0}.
ea = (ea)!®nlv et {0y

(20)

Ako je s = 0, tada prema (A2) dobijamo da je |z1],, > 2, pa je
ae = (ae)*lv € Gr(S). Akoje s> 1, tada prema (20) dobijamo da je
ae = eae, pa prema (17), ae = (ae)* € Gr(S). Sliéno dokazujemo da je
ea € Gr(S). Prema tome, vazi (9).
Na kraju, uzmimo da je (13) oblika (A3). Neka su ¢, : AF — S
homomorfizmi odredjeni sa:
T1p = ae , rjp=e za xj €A, —{x1},
1Y = ea , zjp=e za x; €A, —{x1}.
Tada je up =vp i uy = vy, odakle je ae = eae = ea, pa prema (17)
dobijamo da je ae = ea = (ae)* € Gr(S). Prema tome, vazi (9).
Dakle, u svim slucajevima smo dobili da vazi (9), odakle, sli¢cno kao u
dokazu Teoreme 7.1, dokazujemo da je Gr(S) ideal od S. Prema tome,
S je nil-ekstenzija unije grupa, pa vazi (i). O

Sa Ry 1 Ly oznacavamo dvoelementnu desno nultu traku i dvoelementnu
levo nultu traku, tim redom. Sa LG oznacavamo klasu svih levih grupa, a
sa G klasu svih grupa.

Posledica 7.3. Sledeci uslovi za identitet (13) su ekvivalentni:
(i) (13) je (LG oS8) o N-identitet;

(17) (13) nije zadovoljen u polugrupama Ci 1, Ci2, Ca1, Ra;

(i5i) (13) je UG o N-identitet i t(u) # t(v).

Dokaz. (i) = (ii) i (i4) = (iii). Sledi neposredno.

(7i1) = (i). Neka vazi (i7i) 1 neka je S polugrupa koja zadovoljava
(13). Prema Teoremi 7.12, S je nil-ekstenzija unije grupa K. Uzmimo
e,f € E(K). Nekaje ¢: Al — S homomorfizam odredjen sa:

(tw)p=e, zdp=f za z;€A,—{t(u)}
Tada je ugp = (fe)* ili up = e(fe)*, zaneki k € ZT, i vp = (ef)™
ili vp = flef)™, zaneki m € Z', paiz u¢ = vg dobijamo da je
(ef)™ ! € Se, odakle je (ef)™™! = (ef)™Tle = (efe)™*l. Odavde,
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prema Teoremi 6.6. dobijamo da je K polumreza nil-ekstenzija levih grupa,
pa kako je K potpuno regularna, to je K polumreza grupa. Dakle, vazi
(7). O

Posledica 7.4. Sledeci uslovi za identitet (13) su ekvivalentni:
(i) (13) je (GoS8)oN-identitet;
(it) (13) je (GoS)® N-identitet;
(75t) (13) nije zadovoljen u polugrupama Ci., Ci2, Co1, Ry i Lo;
(iv) (13) je UG o N-identitet, t(u) # t(v) I h(u)# h(v). O

Dokaz. (i) < (ii) sledi prema Teoremi 7.5. Ostatak se dokazuje slicno
kao Posledica 7.3. [

Sa L3 ; oznacavamo polugrupu datu kopredstavljanjem
Lsi=(a,f|a*=0d® f?=fa®f=0d® fa=f)
asa Rs i oznacavamo dualnu polugrupu polugrupe Ls ;. Lako se proverava
da ove polugrupe jesu nil-ekstenzije unije grupa, ali nisu retraktivne nil-
ekstenzije unije grupa.
Neposredno se dokazuje sledeca lemas:

Lema 7.9. Polugrupa Lz, zadovoljava identitet (13) sa h®(u) =
R (v). O

Identiteti koji indukuju retraktivne nil-ekstenzije unije grupa bice opisani
narednom teoremom. Moze se primetiti da postojenje retrakcije zavisi samo
od prva dva i poslednja dva slova u re¢ima koje odredjuju identitet.

Teorema 7.13. Sledeéi uslovi za identitet (13) su ekvivalentni:
(i) (13) je UG ® N -identitet;

(17) (13) nije zadovoljen u polugrupama Ci 1, Ci2, Ca1, Ls1 i Rs3;;
(iii) (13) je UG o N-identitet, h®(u) #hP (v) i tP(u) #£t3(v).

Dokaz. (i) = (ii). Sledi neposredno.

(13) = (i4i). Neka vazi (ii). Prema Teoremi 7.12, (13) je UG o N-
identitet. Takodje, prema Lemi 7.9. i njenom dualu, i prema polaznim
pretpostavkama, dobijamo da je h®(u) # b (v) i t3)(u) # 3 (v).

(7i7) = (i). Nekavazi (4i7) inekaje S polugrupa koja zadovoljava (13).
Jasno je da je S nil-ekstenzija unije grupa K. Uzmimo a € S, e € E(S).

Prema Teoremi 7.12, identitet (13) je p-ekvivalentan identitetu nekog
od oblika (A1), (A2) ili (A3). Bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo
uzeti da je (13) jednog od oblika (Al),(A2) ili (A3). Ako je (13)
oblika (A3), tada prema Teoremi 7.12. i Posledici 7.4. dobijamo da je S
retraktivna nil-ekstenzija od K.
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Uzmimo da je (13) oblika (A1) ili (A2). Tada je |21, =1 i
h®)(u) = 212, zaneki k€ {2,...,n}. Uzmimo da je h(v) # z;. Neka
je ¢: At — S homomorfizam oderedjen sa:

ri1p=ae, wmp=e za i€{2,...,n}.
Iz up = v sledi da je ae = e(ae)”, gde je r = |x1|,, paje ae = eae,
odakle je a™e = (ae)™, za svaki m € Z*. Sa druge strane, kako je
K potpuno regularna, to je ae = (ae)?u, za neki u € K, odakle je
ae = (ae)™ ™ u™ za svaki m € Z*. Sada imamo da je ae = (ae)™acu =
a™eaeu, za svaki m € ZT. Prema tome, dokazali smo da je
(21) ae € a™S, za svaki m € ZT.

Neka je h(v) = z;. Prema (i) imamo da je AP (v) = 22 ili
h?(v) = xy2;, zaneki j € {2,... ,n}, j #k. Uzmimo daje h(®(v) = 22.
Neka je ¢ : Af — S homomorfizam odredjen sa:

rop=a, xip=e za i€{2,...,n}.
Kako je u¢ = v¢, toje ae =a"es, zaneke r € ZT, r > 2, s € S. Odavde
sledi da je ae = a™" " Yaes™, za svaki m € ZT, odakle sledi (21).

Uzmimo da je h®(v) = zyz;, za j € {2,...,n}, j # k. Kako
je Reg(S) = K = Gr(S), to prema Teoremi 6.1, S je polumreza Y
polugrupa S,, a €Y, iza a €Y, S, je nil-ekstenzija potpuno proste
polugrupe K,. Uzmimo da je a € S,, e € Sg, zaneke a,3 €Y. Tada
je ae € KNSy = Reg(S) N Sap = Reg(Sap) = Kap. Prema Teoremi
3.8, K,p je pravougaona traka I x A grupa H;x, i € I, A € A, pa je
ae € H;), zaneke i €1, A € A. Neka je e;n jedinica grupe H;,. Tada
se lako proverava da je ae;x € H;x, zaneki j € I. Nekaje ¢: AP — S
homomorfizam odredjen sa:

rip=a, xxp=e i xp=-e;x za x; €A, —{x1,21} .
Tada iz up = v¢ sledi da je
(22) aes; = ae;\s2 za neke si,82 € Kqp .
Kako aes; € H;y, i ae;jns2 € Hj, zaneke n,v € A, toprema (22) dobijamo
da je i =3, paje ae; € H;». Odavde imamo da je ae;) = e;nae;n, pa
kao u prethodnom sluéaju dokazujemo da za svaki m € Z* postoji s € S
tako da je ae = (ae;n)"s = a™e;ns € a™S, odakle sledi da vazi (21).
Dakle, (21) wvazi u svim slucajevima. Na slican nacin, koristeé¢i da je
t@ (u) £t (v), dobijamo da je ea € Sa™, za svaki m € ZT. Sada kao
u dokazu Teoreme 7.7. dobijamo da je K retrakt od S. O

Posledica 7.5. Sledeéi uslovi za identitet (13) su ekvivalentni:
(i) (13) je (LG oS)® N-identitet;

(17) (13) nije zadovoljen u polugrupama Ci 1, Ci2, Ca1, Ls1 i Ra;

(#ii) (13) je UG o N-identitet, h®(u) #hP (v) i t(u) #t(v). O
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Napred je, kao $to smo veé¢ napomenuli, bilo re¢i samo o istotipnim iden-
titetima. Sada ¢emo preéi na razmatranje raznotipnih identiteta. Sa CS
¢emo oznaciti klasu svih potpuno prostih polugrupa a sa C5 oznacavamo
dvoelementni lanac. Sledeca teorema pokazuje da je skup raznotipnih iden-
titeta jednak skupu CS o N-identiteta.

Teorema 7.14. Siedeéi uslovi za identitet w = v nad alfabetom
A,, n€ZT, n>2, su ekvivalentni:

(i) u=v je CSoN-identitet;

(i) u=wv nije zadovoljen u polugrupi Co;
(ii1) w=wv je raznotipan identitet.

Dokaz. (i) = (ii) i (i4) = (iii). Sledi neposredno.

(7i7) = (7). Neka je u = v raznotipan identitet i neka je S polugrupa
koja zadovoljava w = v. Prema Lemi 7.6, S je periodi¢na polugrupa.
Kako je c(u) # c(v), toje c(u) —c(v) # @ ili c(v) —c(u) # @. Bexz
umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da je c(u) — c(v) # @, tj. da
postoji x; € ¢(u) — ¢(v). Uzmimo a,b € S, i uzmimo da je ¢: A5 — S
homomorfizam odredjen sa

;¢ = b, rjp=a, za xj; €A, —{x;}.
Tada je ud = vo, odakle al’l =wugp € S'bS'. Prema tome, S je Arhime-
dova polugrupa, pa prema Teoremi 3.14, S je nil-ekstenzija (periodi¢ne)
potpuno proste polugrupe. Dakle, vazi (i). O

Metodologijom koju smo primenjivali na istotipne identitete, mogu se dati
karakterizacije CS ® N-identiteta, £G o N-identiteta, £G ® N-identiteta,
G o N-identiteta, itd.

Zadaci.

1. Neka je @ nil-polugrupa koja zadovoljava identitet zzs ...z, = w,
gde je |w| >n+1. Tadaje Q" = {0}.
2. Nekaje Ay ={a,|k€Z"} i Dy ={uec A | I(u) = c(v)} U0,
gde 0 ¢ AE. Dokazati da Dy sa mnozenjem definisanim sa

uv ako u,v # 01 c(u) Nc(v) =@
u-v= ,

0 inace
jeste polugrupa. Ako je I ={u€ A} | (3z; € Ay) |xi|l, > 2, dokazati da
je I idealod A}, i (A%)/I = Dy. Dokazati da D, jeste nil-polugrupa
i nije nilpotentna.
3. Nekaje Ny, = {a|a™! =am*?) m e Z*, inekaje N, ke ZT,
klasa svih (k + 1)-nilpotentnih polugrupa. Dokazati da su sledeéi uslovi za
identitet u=wv, c(u) = c(v) = A, = {z1,22,... ,2,}, ekvivalentni:
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(1) u=v je UG o Ny-identitet;
(i7) w= v nije zadovoljen u Cy 1, Ci2, Co1, Dy and Niiq;
(7ii) n < k+1 i w = v je p-ekvivalentan nekom identitetu oblika
T1x2 ... Ty =w, gdeje |w|>n+1, 1 fw i z, f w.
l l

4. Slededi uslovi za identitet u = v, c(u) = c(v) = A, = {z1,72,... , 2.},
su ekvivalentni:
(1) u=v je UG ® Ni-identitet;
(ZZ) u="v nije zadovoljenu 0171, Cly2, 0271, L3’1, Rg,l, DN i Nk+1;
(#i1) uw = v je p-ekvivalentan nekom identitetu oblika zixs...x, = w,
gdeje |w|>n+1, A (u) #z120 i tP (V) # 12
9. Identitet u = v odredjuje varijetet koji se sastoji od polugrupa koje
su inflacije unije grupa ako i samo ako je u = v p-ekvivalentan identitetu
jednog od sledeéih oblika
(i) z=w, gdeje w re¢ razlicita od z;
(i) xy = w, gde je w re¢ razlicita od yz koja niti pocinje niti se
zavrsava sa Ty.
6. Identitet wu(x,y) = v(x,y) je UG o N-identitet ako i samo ako je
p-ekvivalentan identitetu jednog od sledeéih oblika:
(a) zy =w, gdeje we€ A i w ¢ {xy™ |m e ZT}u{z™y | m €
Z7} U {yz};
(b) xy™ = 2"y, gdeje m,neZ", m,n>2.
7. TIdentitet u(z,y) = v(z,y) je UG ® N-identitet ako i samo ako je
p-ekvivalentan identitetu jednog od sledecih oblika:
() zy=w, gdeje we AF, |w| >3 i h®(w) # zy #t(w);
(b) xy™ = 2"y, gdeje m,n e Zt, m,n>2.
8. Pravovernu (ortodoksnu) uniju grupa nazivamo ortogrupa, traku grupa
nazivamo kriptogrupa, pravovernu kriptogrupu nazivamo ortokriptogrupa, a
za J-klase unije grupa kazemo da su njene potpuno proste komponente.

Neka je w = x™iyMgm2yn2...gMhy"  sa h m;, n; € LT, i €
{1,2,...,h} i h=1 = my,n; > 2, inekaje p, = L.2,m; —1,
py =X, n — 1, p=n.2d.(p;,p,). Dokazati

(a) S € [ry = w] sa nzd.(psp, h—1) =1 ako isamo ako S?
jeste ortogrupa ¢ije su podgrupe iz [zy = w| i abLa™'b, abR ab™, za sve
a,bes.

(b) S € [zy =w] sa mi,n, =1 ako isamo ako S? jeste ortogrupa
¢ije podgrupe su iz [zy = w).

(¢) S €y =w] sa my,n, > 2 inzd(py,py,m1—1) =n.z.d.(pg, py, np
—1) =1 akoisamo ako S jeste inflacija kriptogrupe ¢ije potpuno proste
komponente su iz [ry = w].

(d) S€fry=w] sa p=mg =n, =1 ako i samo ako S? jeste traka.
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e) Akojep=1 i my,ny > 2, tadaje [zy = w] = [zy = 2%y, 2y =
| =[zy=12%? i S € [ry=w] akoisamo ako S jeste inflacija trake.
f) Selzy=w] sa p=11im >2, n,=1 (my =1, np >2) akoi
samo ako S? jeste traka i S € [zy = 2%y] (S € [y = zy*w)).

(9) S € [zy =w] sa my,np > 2 i nzd.(pg,py, m1—1) = n.z.d.(pg, py, np
—1) = n.z.d.(pg,py,h —1) =1 ako isamo ako S jeste inflacija ortokrip-
togrupe ¢ije podgrupe su iz [zy = w].

9. Nekaje w=ymog™iyMg™2y"2 ... gMry" g3 h, ng, mi, n; € LT, i €
{1,2,...,h}, inekaje p, = &;," m;—1, p, = &, n;—1, p=n.2.d.(ps,py)-

(a) S € [ry=w] akoisamo ako S? jeste polumreza desnih grupa éije
podgrupe su iz [zy =w| i abRab™, zasve a,b€ S.

(b) S € [ry=w] sa ny =1 akoisamo ako S? jeste polumreza desnih
grupa ¢ije podgrupe su iz [zy = w].

() S€lazy=w] sa p=mny =1 akoisamo ako S? jeste desna
regularna traka.

(d) Serzy=w] sa p=1 1 nj >2 akoisamoako S jeste inflacija
desno regularne trake.

(e) Se€lry=w] sa np >2 i nzd.(py,py,nn—1) =1 ako isamo ako

S jeste inflacija desno regularne trake grupa ¢ije podgrupe su iz [zy = w].
10. Nekaje w=gy™ma™ym2gm2yn2...y"hg™r  sa h, my, n; € ZT, i €
{1,2,...,h}, B2 m;+%.1n; >3. Tadaje S € [ry = w] ako isamo ako
S jeste inflacija polumreze grupa ¢ije podgrupe su iz [zy = w].
11. Polugrupa S zadovoljava identitet zy™ = z"y, gde je m,n €
ZT, m,n > 2, akoisamo ako S jeste retraktivna ekstenzija polugrupe koja
zadovoljava = = zPt! pomoéu nil-polugrupe koja zadovoljava zy™ = x™y.
12. Nekaje neZt, n>2. Polugrupa S je n-distributivna ako zado-
voljava identitete a(zix2...x,) = (ax1)(axs)...(axy,), (v1x2...24)a =
(x1a)(z2a)...(rpa). Dokazati da je polugrupa S n-distributivna ako i
samo ako S jeste n-inflacija pravoverne polugrupe koja je normalna traka
komutativnih grupa koje zadovoljavaju z™ = .

!
zy
(

Literatura. Bogdanovié¢ [18], Bogdanovié¢ and Ciri¢ [11], Bog-
danovié¢ and Mili¢ [3], Bogdanovié and Stamenkovié [1], Chrislock [4], Cirié
and Bogdanovi¢ [2], [6], [7], [12], [13], Clarke [1], [2], [3], [4], Gerhard [1], Lee
Sin-Min [1], Maasnes [1], Mead and Tamura [1], Petrich [11], Putcha and
Weissglass [2], [4], Canuii [1], Canup u Cyxanos [1], Illespun [2], [lleBpun
n Boukos [1], Illespun u Cyxanos [1], Stein [1], Tamura [11], Tumernro

[1].



GLAVA 8

Teorija razlaganja
polugrupa sa nulom

Aparati koji se koriste kod razlaganja polugrupa, kod razlaganja polu-
grupa sa nulom ne daju zeljene rezultate. Da ne nabrajamo mnogo, dobar
primer za to su razlaganja u levo (desno) nultu traku, jer su polugrupe
sa nulom nerazlozive u tom smislu. To iziskuje i neke nove metode razla-
ganja specifiéne za polugrupe sa nulom. Naime, u ovoj glavi ¢e biti izlozeni
rezultati o razlaganju polugrupe sa nulom u desnu sumu polugrupa i o or-
togonalnim razlaganjima. U oba slucaja ¢e biti opisane, i to induktivno,
sumandi odgovarajucéeg razlaganja. Nag pristup problemu razlaganja polu-
grupa sa nulom razlikuje se od onog koji su forsirali J.Dieudonné (1942.)
u Teoriji prstena i S.Schwarz (1951) u Teoriji polugrupa. Njihova glavna
sredstva bili su cokl i O-minimalni (levi) ideali. Ovde ée glavnu ulogu igrati
(desno) 0-dosledni (levi) ideali. Spomenimo da je pojam (desno) doslednog
skupa uveo P.Dubreil 1941. godine. Uticaj O-primitivnih idempotenata na
strukturu 7-regularne polugrupe ¢e se videti u Tacki 8.4. Potom d¢e biti
izlozeni rezultati koji povezuju ortogonalna i polumrezna razlaganja. U
poslednjoj tacki ove glave uspostavljena je prirodna veza izmedju ortog-
onalnih razlaganja i Booleovih algebri. Koristeéi te rezultate opisuju se
razlaganja mreza ideala polugrupe sa nulom u direktne proizvode.

8.1. Najvece razlaganje u desnu sumu.

U ovoj tacki dokazacemo da proizvoljna polugrupa sa nulom ima najvece
razlaganje u desnu sumu polugrupa i opisa¢emo relaciju ekvivalencije koja
odredjuje to razlaganje.

Polugrupa S = S° je desna suma polugrupa S,, a € Y, u oznaci
S =RY.cySs ili S =RYyS,, ako S, #0, zasve a €Y, S =UqscySa,
SaNS3=0, za a,B€Y, a# B i 5,83 C Sz, zasve o, €Y. U tom
slucaju, familija © = {S, | « € Y} je razlaganje u desnu sumu polugrupe
S i S, sudesni sumandi od S isumandiu . Ako © i D’ jesu dva
razlaganja u desnu sumu poluugrupe S = S°, tada kazemo da ® jeste
veée od D’ ako svaki sumand iz © jeste podskup nekog sumanda iz D’.
Polugrupa S = S° je nerazloziva u desnu sumu ako © = {S} jeste jedino
razlaganje u desnu sumu polugrupe S.

180
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Neka su A i B neprazni podskupovi polugrupe S = S° tako da
je AC B. Tada A jeste 0-dosledan (desno 0-dosledan, levo 0-dosledan)
podskup od B ako je A*® dosledan (desno dosledan, levo dosledan) podskup
od B. Ako je A neprazan podskup polugrupe S = S°, tada sa A’
ozna¢avamo podskup (S — A)° od S.

Najpre ¢emo razmotriti osnovne osobine desno 0-doslednih levih ideala:

Lema 8.1. Sledeéi uslovi za levi ideal A polugrupe S = S° su ekvi-
valentni:

(1) A je desno 0-dosledan;
(ii) A’ je levi ideal od S;
(7it) A je desni sumand od S.
Dokaz. (i) < (i). Sledi prema Lemi 1.13.

(i) = (ii1). Akoje A desno 0-dosledan, tada prema (i) < (ii) dobijamo
da S jeste desna suma polugrupa A i A’

(#i7) = (i). Sledi neposredno. [

Ako je A desno 0-dosledan levi ideal polugrupe S = SY, tada kazemo
da A jeste pravi desno 0-dosledan levi ideal od S ako je A #0,S.

Lema 8.2. Polugrupa S = S° je nerazloziva u desnu sumu ako i samo
ako S mema pravih desno 0-doslednih levih ideala.

Dokaz. Sledi prema Lemi 8.1. [

Neka je S =S° Za a € S, sa K(a) éemo oznacavati presek svih
desno 0-doslednih levih ideala od S koji sadrze a. Kako je K(a) desno
0-dosledan levi ideal od S (prema Lemi 1.12.), to K(a) jeste najmanji
desno 0-dosledni levi ideal od S koji sadrzi a, inazivamo ga glavni desno
0-dosledan levi ideal od S generisan sa a. Uvedimo relaciju tipa « na
S sa:

arkb < K(a)=K(), (a,b € S).
Tada k jeste relacija ekvivalencije na S, isa K, ¢emo oznacavati k-klasu
od S koja sadrzi element a € S. Jasno je da Ky =K(0) =0.

Lema 8.3. Ako S=5° i a,be S, tada
ab# 0 = K(ab) = K(b).

Dokaz. Kakoje K(b) leviideal od S, to ab € K(b), odakle K(ab) C
K(b). Sa druge strane, za ab # 0, iz ab € K(ab) sledi da je b € K(ab),
jer je K(ab) desno 0-dosledan, pa je tada K(b) C K(ab). Prema tome, za
ab# 0 je K(ab) =K(b). O

Na polugrupi S = S°, definisimo relaciju tipa L sa:
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:créy(:)L(:n)ﬂL(y);éO, za x,y € S°, 0~0.
Sa L nnedt, i L oo oznacimo redom n-ti stepen i tranzitivno zatvorenje

.4 .L . oo .. .. .
relacije ~. Jasno da je ~ refleksivna i simetri¢na relacija. Za a € S i
n € ZT, uvedimo oznaku:

K,(a) ={x €S| :z:fé”a}UO.
Tada je K,(0) = 0, zasvaki n € Z*, i K,(a) C K,y1(a), za sve
a€S, neZr.

Lema 8.4. Nekaje S=25° inekaje neZt. Tada
(1) za svaki a €S, Ky(a) je desno 0-dosledan podskup od S;
(2) zasve x,y€S, Ky(zy) CKy(y).

Dokaz. (1) Uzmimo a,z,y € S tako da je zy € K$(a). Tada je

xy £ a, odakle je L(y) N L(a) 2 L(zy) N L(a) # 0, paje y L a, tj.

y € Ky(a). Prema tome, Kj(a) je desno 0-dosledan podskup od S.
Uzmimo ne€ Zt i z,ye S takoda zy e K}, (a). Tadaje zy #0 i

Ty L ntla, tj. ay Ly kL "a, za neki b€ S. Prema napred dokazanom,
K;(b) je desno 0-dosledan podskup od S, ikako zy € K$(b), to y € Ky(b),
pa y € K,,4+1(a). Prema tome, K,(a) je desno 0-dosledan podskup od S,
za svaki n € ZT isvaki a € S.

(2) Uzmimo z,y € S. Akoje zy =0, tadaje K,(zy) =0 C K,(y).
Neka je zy # 0. Tadaiz a € K,,(zy) dobijamo da zy € K? (a), pa prema
(1) dobijamo da y € K, (a), odakle a € K, (y). Dakle, vazi (2). O

Slede¢a teorema daje nacin za konstrukciju glavnog desno 0-doslednog
levog ideala. Ova karakterizacija je korisna zbog svoje induktivne prirode.

Teorema 8.1. Nekaje a#0 element polugrupe S = S°. Tada:
(1) K<a) = Kg;
(2) 0 ¢ K(a) su jedini desno 0-dosledni levi ideali od S sadriani u
K(a);
(3) K(a) = Unez+Kn(a).

Dokaz. (1) Najpre éemo dokazati da je KO desno 0-dosledan levi ideal
od S. Uzmimo z € S, y € K,. Tada K(y) = K(a). Ako je zy =0,
tada je zy € K. Neka je xy # 0. Tada prema Lemi 8.3. dobijamo da je
K(zy) = K(y), odakle je K(zy)=K(a), t.j. zy € K,. Prema tome, K¢
je levi ideal od S. Neka z,y € S i ay € K,. Tada je K(zy) =K(a) i
xy # 0, pa prema Lemi 8.3. dobijamo da je K(y) =K(a), t.j. y € K(a).
Prema tome, K% je desno 0-dosledan levi ideal od S.

Kako je K? desno 0-dosledan levi ideal od S koji sadrzi a, to je
K(a) C KY. Sa druge strane, za = € K, dobijamo da K(z) = K(a), pa
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r € K(z) = K(a), odakle dobijamo da je K, C K(a), t.j. K% C K(a).
Dakle, vazi (1).

(2). Neka je A nenula desno 0-dosledan levi ideal od S i neka je
A CK(a). Nekaje C =A"NK(a), Tada A i C jesu desno 0-dosledni
levi ideali od S, i a€ A ili a € C, jerje K(a) = AUC, odakle je
A =K(a). Prema tome, vazi (2).

(3) Nekaje A=U,cz+K,(a)={z eS|z L *a}U0. Prema Lemama
8.4. 1 1.12. imamo da A jeste desno 0O-dosledan podskup od S. Uzmimo
xes, ye A Akoje xy =0, tada zy € A. Nekaje zy # 0. Tada prema
Lemi 8.4.(2) dobijamo da je zy L Y L ®a, pa xy L ®a, tj. xy € A.
Prema tome, A je desno 0-dosledan levi ideal od S koji sadrzi a, pa je
K(a) C A.

Indukcijom ¢emo dokazati da je K,(a) C K(a), za svaki n € ZT.

Uzmimo =z € Kj(a). Tada je z L a, paje ur = va # 0, za neke
u,v € S. Kako je K(a) desno 0-dosledan levi ideal od S koji sadrzi
a, to imamo da je wuz = va € K*(a), odakle z € K(a). Prema tome,
Ki(a) C K(a).

Uzmimo da je K, (a) CK(a), za n € ZT, iuzmimo = € K,,41(a). Tada
zAbina, zaneki be S, i beK,(a)CK(a), odakle je K(b) C K(a).
Sada prema napred dokazanom dobijamo da je z € K;(b) C K(b) C K(a),
pa z € K(a). Prema tome, K, 1 C K(a).

Indukcijom dobijamo da je K,(a) C K(a), za svaki n € ZT, pa je
A CK(a). Prema tome, vazi (3). O

Prema (1) i (3) Teoreme 8.1, neposredno dobijamo:

Posledica 8.1. Na svakoj polugrupi S = S° je & =L~ 0O

U prethodnoj teoremi smo dokazali da proizvoljan nenula desno 0-dosledan
levi ideal A polugrupe S = S° ne moze sadrzati nijedan desno 0-dosledan
levi ideal od S razlicit od 0 1 A. Medjutim, A mozZe sadrzati svoj desno
0-dosledan levi ideal. To ilustrujemo sledeé¢im primerom:

Primer 8.1. Nekaje S =179 gdeje T polugrupa data tablicom:

la b ¢ d
ala b d d
bla b b d
cla b b d
dla b b d

Tablica 8.1.

Nenula glavni desno 0-dosledni levi ideali polugrupe S su {0,a} i {0,b,¢,d}.
Nenula glavni desno 0-dosledni levi ideali polugrupe {0,b,¢,d} su {0,b,c}
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i {0,d}. Polugrupa {0,d} je levi ideal od S, ali nije desno 0-dosledan,
dok je polugrupa {0,b,c} desno 0-dosledan podskup od S ali nije levi
ideal od S.

Sada ¢emo dokazati glavnu teoremu ovog poglavlja koja tvrdi postojanje
najveéeg razlaganja proizvoljne polugrupe sa nulom u desnu sumu.

Teorema 8.2. Svaka polugrupa S = S° ima najveée razlaganje u
desnu sumu polugrupa.

Dokaz. Nekaje {S, | a € Y} skup svih nenula glavnih desno 0-
doslednih levih ideala polugrupe S. Kako za svaki a € S, a € K(a), to je
S = Uqey Sa, prema Lemi 1.12. i Teoremi 8.1.(2) imamo da je S,NSg =0,
za a# B 1 5,53 C 83, zasve o, €Y. Prema tome, S je desna suma
polugrupa S,, a €Y.

Neka S = RX;c;T;. Uzmimo proizvoljan « € Y. Kako je S = U;e;T5,
to postoji i € I tako daje T; NS, # 0. Kako je S, nenula glavni desno
0-dosledan levi ideal od S, i kako je T; NS, C S,, to prema Teoremi
8.1.(2) dobijamo da je T;N S, = S4, tj. So € T;. Prema tome, razlaganje
polugrupe S u desnu sumu polugrupa S,, o € Y, jeste najveée razlaganje
polugrupe S u desnu sumu. [

Primedba. Sumandi u najvecem razlaganju polugrupe w desnu sumu
ne moraju biti nerazlozivi u desnu sumu.

Naime, sumandi u najveéem razlaganju polugrupe S iz Primera 8.1. u
desnu sumu su {0,a} i {0,b,¢,d}, pri cemu se {0,b,c,d} moze dalje
raloziti u desnu sumu svojih levih ideala {0,b,¢} 1 {0,d}. Prema tome,
sumandi u najveéem razlaganju proizvoljne polugrupe sa nulom u desnu
sumu, mogu biti dalje razlozivi u desnu sumu. [

Relacija ekvivalencije ¢ polugrupe S = S° je desno 0-dosledna ekviva-
lencija na S, ako vazi:

(Vz,yeS)zy #0 = zyy.
Ulogu koju ovakve ekvivalencije imaju u razlaganjima polugrupa u desnu
sumu, opisuje sledeca teorema:

Teorema 8.3. Akoje & desno 0-dosledna ekvivalencija polugrupe S,
tada je S = R¥acySa, pri cemuje S, =C% i {Ch|a €Y} je skup
svih  &-klasa polugrupe S.

Obratno, ako S = RYacySa, tada relacija ekvivalencije & na S
odredjena razbijanjem {Ss | o € Y} U{{0}} polugrupe S, jeste desno
0-dosledna ekvivalencija na S.

Relacija K je najmanja desno 0-dosledna ekvivalencija na S, tj. jednaka
je preseku svih desno 0-doslednih ekvivalencija polugrupe S = S°.
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Dokaz. Neka je ¢ desno O-dosledna ekvivalencija na S. Uzmimo
aeY i xz,ye S, Akoje zy=0, tadaje zy € S,. Nekaje zy # 0.
Tada je y # 0, pa y € Cy, 1isa druge strane, xy £ y, pa xy € C,.
Prema tome, zy € S,, pa S, jeste podpolugrupa od S.

Uzmimo «,B €Y, a # 3, x € Sa, y € Sg. Ako je zy =0, tada je
xy € Sg. Neka je zy # 0, tada dobijamo da je xy £ y, odakle sledi da
je zy € Cg, tj. zy e Sg. Kakoje S,NS3=0, za a#p, o, €Y i
S = UaeySa, toje S =RXYqcySa.

Obratno, neka je S = RY,cyvSs 1neka je & relacija ekvivalencije na
S odredjena razbijanjem {S% | @« € Y} U {{0}} polugrupe S. Uzmimo
r,y €S takodaje zy #0. Tada z € S5, y€ S35, zaneke a,f €Y, |
ry € S5, paje zy {y. Dakle, £ je desno O-dosledna ekvivalencija na S.

Neka je & proizvoljna desno 0-dosledna ekvivalencija na S i neka je
{T; | i € I} razlaganje polugrupe S u desnu sumu odredjeno ekvivalencijom
¢ na napred opisani na¢in. Neka je {S, | @« € Y} najvece razlaganje u
desnu sumu polugrupe S. Uzmimo proizvoljan par (z,y) € k. Ako je
(z,y) = (0,0), tada (z,y) € & Nekaje (z,y) # (0,0). Tada z,y € S2,
zaneki o €Y. Kakoje {S, | @ € Y} najveée razlaganje polugrupe S u
desnu sumu, to postoji i € I takodaje S, C T;, odakle x,y € T?. Prema
tome, (z,y) €&, paje k C ¢ Kakoje r desno 0-dosledna ekvivalencija
na S, to je k jednaka preseku svih desno 0-doslednih ekvivalencija na
S. O

Analogon Teorije razlaganja polugrupa sa nulom u desnu sumu polugrupa
je Teorija razlaganja polugrupa u desno nultu traku polugrupa. Kod polu-
grupa sa nulom, ova druga teorija nema smisla, jer je svaka polugrupa sa
nulom nerazloziva u desno nultu traku polugrupa. Zbog toga ¢emo sada
razmotriti polugrupe S bez nule. Na polugrupu S° moZemo primeniti
rezultate Teorije razlaganja polugrupa u desnu sumu. Kako S° nema
delitelja nule, to svakom tako dobijenom tvrdjenju odgovara jedno tvrdjenje
koje se tice razlaganja polugrupe S u desno nultu traku polugrupa. Drugim
re¢ima, svako tvrdjenje Teorije razlaganja polugrupa sa nulom u desnu sumu
polugrupa, ima svoj analogon u Teoriji razlaganja polugrupa u desno nultu
traku polugrupa. Pri tome, desno 0-doslednim levim idealima u prvoj teoriji,
u drugoj teoriji odgovaraju desno dosledni levi ideali.

Ovde ¢emo navesti samo neke rezultate Teorije razlaganja polugrupa u
desno nultu traku polugrupa. Pre toga, uveséemo neke definicije: na polu-

¢
grupi S (koja ne mora sadrzati nulu), definisimo relaciju tipa =~ sa:
‘
r~y & L(x)NL(y) # 9, x,y €5.

¢ . .- . .. ¢ p
Sa &~ °° ozna¢imo tranzitivno zatvorenje relacije ~. Dualno, pomocu
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glavnih desnih ideala polugrupe S, definiSemo relacije tipa A AR

Kongruencija ¢ na polugrupi S je desno nulta kongruencija ako S/&
jeste desno nulta traka.

Teorema 8.4. Svaka polugrupa S ima najvece razlaganje u desno
nultu traku polugrupa (pri ¢emu komponente u tom razlaganju ne moraju

¢
biti nerazloZive u desno nultu traku polugrupa). Relacija =~ °° je najmanja
desno nulta kongruencija na polugrupt S. U

Zadaci.

1. Nekaje S=5° nekaje S=RY,cyS, inekaje neZt.
a) Neka z€5S,, ye€ Sg, a,06€Y. Ako J:ré”y u S, tadaje a=pg;
B8
. . ¢ .
(b) Nekaje a€Y i x,y€ Sy. Tada =z~ "y u S akoisamo ako
x A Ty u Se.
2. Na polugrupi S =S, za n € Z*, definisimo relaciju tipa K, sa:
xhny < Ky(x) =K, (y) (z,y € 9).

Jasno da je &, relacija ekvivalencije i da je &, gf’i ",

Neka je n € ZT. Dokazati da su sledeéi uslovi za polugrupu S = S°
ekvivalentni:

(i) (Yo,yeS)ay#0 = (y~"a = zy~"a);
(1) zasvaki a €S, K,(a) jeleviideal od S;
(vi) Lo je relacija ekvivalencije na S
(iv) Kyp je desno 0-dosledna ekvivalencija na S.
3. Presek levo nulte kongruencije i desno nulte kongruencije polugrupe je
matri¢na kongruencija. Obratno, svaka matri¢na kongruencija je presek levo
nulte kongruencije i desno nulte kongruencije.

Presek najmanje levo nulte kongruencije i najmanje desno nulte kongru-
encije polugrupe je najmanja matricna kongruencija.

Literatura. Bogdanovi¢ and Ciri¢ [15], [17], Clifford and Preston
[2], Dickinson [1], Hashimoto [2], Petrich [3], [19], Schwarz [2], [8], [9], Ste-
infeld [3], Yoshida [1], [2].

8.2. Najvecée ortogonalno razlaganje.

Slicno kao u prethodnoj tacki ovde ¢emo dokazati postojanje najveteg or-
togonalnog razlaganja proizvoljne polugrupe sa nulom. Takodje, opisa¢emo
relaciju ekvivalencije koja odredjuje to razlaganje. Za razliku od razlaganja
u desnu sumu polugrupa, ovde dokazujemo da svaka komponenta u najve¢em
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ortogonalnom razlaganju polugrupe sa nulom jeste ortogonalno nerazloziva
polugrupa.

Polugrupa S = S° je ortogonalna suma polugrupa S,, a € Y, u
oznaci S = YaecySa, ako S, # 0, zasve a €Y, S = UgeySa i
SaNSg =8, =0, zasve a,8 €Y, a# (. U tom slucaju, familija
D ={S, | a« € Y} je ortogonalno razlaganje od S i S, su ortogonalni
sumandi od S ili sumandi u D. Ako ® i D’ jesu dva ortogonalna
razlaganja polugrupe S = SY, tada kazemo da ® jeste veée od ®' ako
svaki sumand iz © jeste podskup nekog sumanda iz ®’. Polugrupa S = S°
je ortogonalno nerazloziva ako © = {S} jeste jedino ortogonalno razlaganje
od §S.

U Glavi 5. smo videli da u Teoriji polumreznih razlaganja polugrupa,
znacajnu ulogu imaju potpuno poluprim ideali. Ovde ¢emo dokazati da u
ortogonalnim razlaganjima polugrupe sa nulom vaznu ulogu igraju 0-dosledni
ideali.

Najpre ¢emo razmotriti osnovne osobine 0-doslednih ideala:

Lema 8.5. Sledeéi uslovi za ideal A polugrupe S = S° su ekvivalentni:
(1) A je 0-dosledan;

(1) A" jeideal od S;

(7it) A je ortogonalni sumand od S.

Dokaz. (i) < (ii). Sledi prema Lemi 1.13.

(i) = (i1i). Ako A jeste O-dosledan, tada prema (i) < (i) dobijamo
da S jeste ortogonalna suma polugrupa A i A’.

(#i7) = (i). Sledi neposredno. [

Sa  Zd°(S), LId°(S) i RId(S) <¢emo oznacavati skupove svih 0-
doslednih ideala, desno 0-doslednih levih ideala © levo 0-doslednih desnih
ideala polugrupe S = S9 tim redom. Osobinu 0-doslednih ideala koju
dajemo slede¢om lemom za 0-dosledan ideal A nemaju desno 0-dosledni
levi ideali, Sto se moze proveriti na polugrupi iz Primera 8.1.

Lema 8.6. Nekaje A 0-dosledan ideal polugrupe S = S°. Tada
LId(A) C LTd(S), LZd°(A) C LZd°(S), Zd(A) CZd(S), Zd(A) C Zd(S5).

Dokaz. Neckaje L € £Zd(A). Uzmimo z € S, a € L. Tada je
xa € SA C A, odakle z,a € A. Prema tome, xza € AL C L, pa je
L € LTd(S). Dakle, LZd(A) C LZd(S). Odgovarajuéa osobina se moze
dokazati i za desne ideale, odakle dobijamo da odgovarajuéa osobina vazi i
za ideale. Ostatak dokaza sledi iz Leme 1.11. [

Ako A jeste 0-dosledan ideal polugrupe S = S°, tada kazemo da A
jeste pravi 0-dosledan ideal od S akoje A #0,5.
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Lema 8.7. Polugrupa S = S° je ortogonalno nerazloziva ako i samo
ako S mnema pravih 0-doslednih ideala.

Dokaz. Sledi prema Lemi 8.5. O

Neka je S =5% Za a€S, sa A(a) éemo oznacavati presek svih 0-
doslednih ideala od S koji sadrze a. Kako A(a) takodje jeste 0-dosledan
ideal od S (vidi Lemu 1.12.), to A(a) jeste najmanji 0-dosledni ideal od
S koji sadrzi a, inazivatemo ga glavni 0-dosledan ideal od S generisan
sa a. Uvedimo relaciju tipa § na S sa:

adb < A(a)=A(), (a,beS).
Tada § jeste relacija ekvivalencije na S, isa A, ¢emo oznacavati d-klasu
od S koja sadrzi element a € S. Jasno da je Ay = A(0) =0.

Lema 8.8. Ako S=5° i a,be S, tada
ab# 0 = A(ab) = A(a) = A(b).

Dokaz. Kako A(a) i A(b) jesuidealiod S i a € A(a), b€ A(b),
to ab € A(a), ab e A(b), odakle A(ab) C A(a) i A(ab) C A(b).

Sa druge strane, ab € (A(ab))®, odakle a,b € (A(ab))® C A(ab), jer
A(ab) jeste O0-dosledan. Prema tome, a,b € A(ab), pa A(a) C A(ab) i
A(b) C A(ab). Dakle, A(ab) = A(a)=A(b). O

Na polugrupi S = S°, definisimo relaciju tipa ~ sa:
r~y & Jx)NJ(y) #0, za z,y€S°, 0~0.
Sa ~™ ncZ", i ~* ozna¢imo redom n-ti stepen i tranzitivno zatvorenje
relacije ~. Jasno da je ~ refleksivna i simetricna relacija. Za a € S i
n € ZT, uvedimo oznaku:
Ap(a)={zeS|z~"a}UO.

Jasno da je A,(0) =0, zasvaki n€ Z", i A,(a) C A,yi1(a), za sve
acS, neZt.

Lema 8.9. Nekaje S=25° inekaje neZt. Tada
(1) za svaki a €S, Ay(a) je 0-dosledan podskup od S;
(2) 7 sve @,y €S Anley) C Anle) N An(y).

Dokaz. (1) Uzmimo a,z,y € S tako daje xy € (Ai(a))®. Tada je
xy ~a, tj. J(zy)NJ(a) #0, odakle
J(z) N J(a) 2 J(zy) O J(a) 0,
paje x ~a. Slitno je y ~ a. Prema tome, Aj(a) je 0-dosledan podskup
od S.
Uzmimo n € Z™ i z,y € S takoda zy € (A,y1(a))®. Tadaje zy #0
i ay ~"tla, tj. zy ~b~"a, zaneki b€ S. Kako prema napred
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dokazanom, A;(b) jeste O-dosledan podskup od S, ikako zy € (A1(b))°,
to z,y € A1(b), pa x,y € A,i1(a). Prema tome, indukcijom dobijamo
daje A,(a) 0-dosledan podskup od S, za svaki n € Z* isvaki a € S.

(2) Uzmimo =z,y € S. Ako je zy = 0, tada je A,(zy) = 0 C
Ap(z) N Ay(y). Neka je zy # 0. Tada iz a € A,(ry) dobijamo
da zy € (An(a))®, pa prema (1) dobijamo da z,y € A,(a), odakle
a€ A,(x)NA,(y). Dakle, vazi (2). O

Narednom teoremom dajemo induktivnu karakterizaciju nenula glavnih 0-
doslednih ideala polugrupe sa nulom. Dokazujemo da su oni nulta proSirenja
odgovarajuéih é-klasa. Za razliku od glavnih desno 0-doslednih levih ideala,
koji ne moraju biti nerazlozivi u desnu sumu polugrupa, ovde se dokazuje
da su glavni 0-dosledni ideali ortogonalno nerazlozive polugrupe.

Teorema 8.5. Neka a #0 jeste element polugrupe S = S°. Tada:
(1) Ala) = AY;
(2) A(a) je ortogonalno nerazloZiva;
3) Ala) = Upez+An(a).

Dokaz. (1) Neka A% = A, U0. Najpre ¢emo dokazati da A jeste
O-dosledan ideal od S. Uzmimo z € A,, y € S. Tada A(z) = A(a). Ako
je xy =0, tadaje xy € AY. Neka je xy # 0. Tada prema Lemi 8.8.
dobijamo da je A(zy) = A(z), odakle A(zy) = A(a), t.j. zy € A, C AY.

Slicno dokazujemo da je yxr € AY. Prema tome, AU je ideal od S.
Neka z,y € S i zy € A,. Tada A(xy) = A(a) i zy # 0, pa prema
Lemi 8.8. dobijamo da A(z) = A(y) = A(a), tj. z,y € A(a). Prema
tome, AY je 0-dosledan.

Kako AY jeste 0-dosledan ideal od S kojisadrzi a, toje A(a) C AY. Sa
druge strane, za = € A, dobijamo da A(x) = A(a), pa = € A(z) = A(a),
odakle dobijamo da A, C A(a), tj. AY C A(a). Dakle, A2 = A(a).

(2) Ako A(a) ima pravi O-dosledan ideal A, tada A i B = (A(a)—A)°
jesu pravi 0-dosledni ideali od A(a) i S (prema Lemama 8.5. i 8.6.), i
a € A ili a € B, $§to protivrecéi pretpostavci da A(a) jeste najmanji
O-dosledan ideal od S koji sadrzi a. Prema tome, A(a) nema pravih
0-doslednih ideala, pa prema Lemi 8.7, A(a) jeste ortogonalno nerazloziva
polugrupa.

(3) Nekaje A=Upez+An(a)={x € S|x~>*a}U0. Prema Lemama
8.9.(1) i 1.12. imamo da A jeste 0-dosledan podskup od S. Uzmimo
r €A yeS Akoje zy =0, tada je zy € A. Neka je xy # 0.
Tada prema Lemi 8.9.(2) dobijamo da je xzy ~z ~*> a, pa zy ~> a, tj.
xy € A. Sliéno dobijamo da je yx € A. Prema tome, A je O-dosledan
ideal od S koji sadrzi a, paje A(a) C A.
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Indukcijom ¢emo dokazati da je A,(a) C A(a), za svaki n € ZT.
Uzmimo z € Aj(a). Tada je = ~ a, paje uzrv = paq # 0, za neke
u,v,p,q € S*. Kako A(a) jeste O-dosledan ideal od S koji sadrzi a, to
imamo da je wzrv = paq € (A(a))®, odakle w,z,v € A(a). Prema tome,
z € Aa), tj. Ai(a) C A(a).

Uzmimo da je A, (a) € Aa), za n € Z1, iuzmimo = € A, 41(a
je x~b~"a, zaneki b€ S, i be A,(a) C A(a), odakle je A(b)
Sada prema napred dokazanom dobijamo da je = € A;(b) C A(b)
pa x € A(a). Prema tome, A, 11 C A(a).

Sada na osnovu indukcije dobijamo da je A,(a) C A(a), za svaki n €
Z*, paje AC A(a). Prema tome, vazi (3). O

). Tada
C A(a).
C Ala),

Prema (1) i (3) Teoreme 8.5. neposredno dobijamo
Posledica 8.2. Na svakoj polugrupi S =S° je § =~>. O
Sada ¢emo dokazati glavnu teoremu ove tacke.

Teorema 8.6. Svaka polugrupa S = S° ima najveée ortogonalno
razlagange i svaki sumand u tom razlaganju je ortogonalno nerazloziva polu-
grupa.

Dokaz. Nekaje {S,|a €Y} skup svih nenula glavnih 0-doslednih ide-
ala polugrupe S. Kako za svaki a € S, a € A(a), toje S =UqeySa, dok
prema Teoremi 8.5.(2) i Lemi 8.7. imamo da je S,NSg = S,S3 = SpS, =0,
za a# 3, a,B €Y, odakle dobijamo da je S =X,cyS,. Prema Teoremi
8.5.(2) imamo da S, jesu ortogonalno nerazlozive polugrupe.

Neka je {T; | i € I} proizvoljno ortogonalno razlaganje polugrupe S.
Uzmimo proizvoljan « € Y. Kako je S = U;¢;T;, to postoji i € I tako
daje SoNT; #0. Kako S, NT; jeste 0-dosledni ideal od S, to prema
Lemi 8.7. dobijamo da je S, NT; =8S,, odakle je S, C7T;. Prema tome,
{So | @ € Y} je najvete ortogonalno razlaganje polugrupe S. O

Relacija ekvivalencije ¢ na polugrupi S = S je 0-dosledna ekvivalencija
na S, ako vazi:
Ve,yeS)zy#0 = zylx N xyy.
Ove relacije imaju znacajnu ulogu u ortogonalnim razlaganjima polugrupa.
Tu ulogu opisuje sledeéa teorema.

Teorema 8.7. Akoje & 0-dosledna ekvivalencija polugrupe S, tada
je S = YaeySa, priéemuje S, =C2 i {Cy|a €Y} je skup svih
&-klasa polugrupe S.

Obratno, ako je S = YocSa, tada relacija ekvivalencije & na S
odredjena razbijanjem {SS | o € YYU{{0}} polugrupe S, jeste 0-dosledna
ekvivalencija na S.
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Relacija 6 je najmanja 0-dosledna ekvivalencija na S, tj. jednaka je
preseku svih 0-doslednih ekvivalencija polugrupe S = S°.

Dokaz. Sledi prema Teoremi 8.3. i njenom dualu. O

Lema 8.10. Nekaje S=5° nekaje S=SacySa ineka neZt.
(a) Neka z € Sy, ye Sp, a,feY. Ako z~"y u S, tadaje o= f;
(b) Nekaje a€Y i z,y€ Sy. Tada x~"y u S ako i samo ako

r~"y u Sq.

Dokaz. (a) 1z z ~y imamo daje J(z)NJ(y) #0. Sa druge strane,
J(x) TSy, J(y) €Sz 1 SanNSg =0, za a# . Prema tome, = ~y
povladi da je o = 8. Indukcijom dobijamo da x ~™ y povlaci da je a = (.

(b) Za proizvoljni element a € S,, je jasno da je Sa = S,a, aS =
aSq, SaS = S,aS,, pa je glavni ideal generisan sa a u S jednak
glavnom idealu generisanom sa a u S,, odakle neposredno sledi da = ~ y
u S akoisamoako x~y u S,.

Nekaje n>2 i x~"y u S,, tj. t~a1~--~a,_1~y u S,, za

neke ai,...,ap_1 € 8,, odakle z~ay ~---~a,_1~y u S. Obratno,
neka z ~"y u S, tj. neka x ~a; ~ - ~ap_1 ~y u S, za neke
ai,...,an—1 € S. Prema (a) dobijamo da ai,...,a,-1 € Sa, odakle

xNalN"‘Nan—lNyusaa tJ fBNnyuSa. ]

Na polugrupi S =S, za n € Z*, defini§imo relaciju tipa &, sa:
x o,y < An(z)=A(y) (x,y € 9).
Jasno je da 4, jeste relacija ekvivalencije i da je 6, C~". Polugrupa
S = 8% je 0-6,-prosta ako S ima taéno dve {,-klase, tj. ako je
x ~"y, zasve xz,y € S®*. Sledetom teoremom opisujemo ortogonalne
sume 0-§,,-prostih polugrupa.

eorema o.0. eka je n € . Tada su sledeci uslovi za polugrupu
T 8.8. Nek Z*. Tad ledeci usl l
S = S° ekvivalentni:

(1) S je ortogonalna suma 0-6,-prostih polugrupa;

X z,y,a €5) vy =[(x~"a V y~"a) = zy~"al;

11t) za svaki a €S, Ap(a) je ideal o ;

k S, A deal od S

(iv) ~™ je relacija ekvivalencije na S;
(v) 0, je 0-dosledna ekvivalencija na S.

Dokaz. (i) = (i7). Neka je S = XpecySa, pricemu S, jesu 0-9,-
proste polugrupe. Uzmimo z,y € S takve da je zy # 0. Tada x,y € S,,
zaneki o € Y. Neka x ~™ a, zaneki a € S. Prema Lemi 8.10.(a)
imamo da je a € S,. Jasno da je a # 0. Prema tome, a,zy € S3, pa
kako S, jeste 0-9,-prosta polugrupa, to zy ~™ a u S,, dok prema Lemi
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8.10.(b) dobijamo da zy ~™ a u S. Sli¢no dokazujemo da iz y ~™ a sledi
da zy ~™ a. Prema tome, vazi (ii).

(73) = (i13). Neka vazi (i7). Uzmimo a € S, z € A,(a), y € S. Ako
je zy =0, tada xy € A,(a). Nekaje zy #0. Kako z ~" a, to prema
(ii) dobijamo da zy ~™ a, pa zy € A,(a). Slicno dokazujemo da je
yr € Ap(a). Prema tome, A,(a) jeideal od S.

(#i1) = (iv). Neka vazi (i7i). Tada za svaki a € S, Ap(a) jeste
O-dosledni ideal od S, odakle dobijamo da je A,(a) = A(a), za svaki
a € S. Prema tome, ~"=~_ odakle dobijamo da vazi (iv).

(iv) = (v). Neka je ~" relacija ekvivalencije na S. Tada je ~"=~>
odakle je A,(a) = A(a), zasvaki a € S, paje 6, =06. Kako J jeste
0-dosledna , to dobijamo (v).

(v) = (i). Neka vazi (v). Tada prema Teoremi 8.7. imamo da je
S = YaeySa, pricemu S, =C% i {C,|a€Y} jeskupsvih §,-klasa
od S. Uzmimo a €Y i z,y€ S:. Tadaje = d,y, tj. An(x)=A,(y),
odakle dobijamo da je x € A, (y). Prema tome, z ~™y u S, pa prema
Lemi 8.10. dobijamo da je x ~™y u S,. Prema tome, S, je 0-d,-prosta
polugrupa. U

Za konac¢ne polugrupe, znac¢ajna je sledec¢a posledica:

Posledica 8.3. Nekaje S konacna polugrupa. Tada postoji n €
Zt, n <|S|, tako da S jeste ortogonalna suma 0-6,-prostih polugrupa. O

Ako S = S9 jeste polugrupa i ako je S = R¥;crS;, tada na skupu I

definiSemo relaciju 6 sa
ZG]@SZSJ#OVSJ‘S'@#O, zai#j,i,jel,

i 1604, zasvaki ¢ € I,isa ¥ oznacavamo tranzitivno zatvorenje relacije
0. Kako 60 jeste refleksivna i simetri¢na relacija, to 1 jeste relacija
ekvivalencije na I.

Slede¢om teoremom dajemo vezu izmedju ortogonalnih razlaganja polu-
grupa i razlaganja u desnu sumu. Videce se da je razlaganje u desnu sumu
polugrupa ”finije” od ortogonalnog razlaganja.

Teorema 8.9. Nekaje S =25° polugrupa, neka je S = R¥;erS; i
neka je {Io | « € Y} skup ¥-klasa od I. Tada je

S =Yaey (REier,5i) -
Pri tome, ako je {S; | i € I} najveée razlaganje od S wu desnu sumu, onda
{REier,Si | « €Y} jeste najvecée ortogonalno razlagange od S.

Dokaz. Neka je So = R¥ier,S;. Jasno da su S, podpolugrupe od

S, daje SoNSs =0, za a#pB, idaje S = UsecySq. Uzmimo
a,BeY, a#B, v€8S,, ycSs. Tadaje x€8;,i€l,, yeS;, jecls.
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Ako je zy # 0, tada je S5;S; # 0, odakle je ¢ 6 j, odnosno i ¥ j.
Medjutim, to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je « # 3. Prema tome,
xy = 0. Sli¢no dokazujemo da je yx = 0. Prema tome, S = X,cyS,.
Neka je {S; | i € I} najvece razlaganje polugrupe S u desnu sumu.
Uzmimo a €Y. Neka A jeste O-dosledan ideal od S, i A # 0,5, ineka
je B=A'NS,. Kako S, i A jesu 0-dosledni ideali od S, to B takodje
jeste 0-dosledan ideal od S. Jasno da je S, =AUB. Kako 5, i€ I,,
jesu glavni desno 0-dosledni levi ideali od S, to za svaki i€ I, je S; C A
ili S;CB. Nekaje I, ={iel,|S;iCA}, Il ={iel,|S; C B}
Jasnodaje ILUI! =1,, I/,NI! = &. Uzmimo proizvoljne i € I, j € I/.
Tada je 5;S; = 5;5; = 0. Medjutim, to je u suprotnosti sa ¢injenicom da
je 19 j, zasve i,j € I,. Prema tome, S, nema pravih 0-doslednih
ideala. Dakle, {S, | € Y} je najvece ortogonalno razlaganje od S. O

Z.adaci.

1. Akoje S=25° i S =S,cyS,, tadaje S poddirektan proizvod
familije {S, | « € Y}. Kada vazi obrat?

2. Polugrupa S je inflacija polugrupe T = S,cy T, ako i samo ako je
S =3acySq izasvaki a €Y, S, jeinflacija od T,.

3. Nekaje S = MYG;I,A,P) regularna Reesova matricna polugrupa
(potpuno 0O-prosta polugrupa). Tada, u oznakama iz Posledice 3.3, S =
RYxeaLd =LY;c/RY, i S je ortogonalno nerazloziva.

Literatura. Bogdanovié¢ and Cirié [15], [17], Clifford and Preston
[2], Jlanus [1], [2], Petrich [8], Schwarz [2].

8.3. Ortogonalne sume O-prostih i nul-
polugrupa.

U prethodnoj tacki smo dokazali da sumandi u najveéem razlaganju polu-
grupe sa nulom jesu minimalni elementi skupa svih nenula 0-doslednih ideala
te polugrupe. Ovde ¢emo razmatrati slucaj akad su ti elementi minimalni i
u skupu svih nenula ideala te polugrupe.

Polugrupa S = S° je bi-0-naslojena ako za sve z,y € S, iz xy # 0
sledi da = € SzyS i y € SzyS. Polugrupa S = S° je levo (desno)
0-naslojena ako za sve x,y € S, iz zy #0 sledida y € Szy (x € zyS).

Teorema 8.10. Siedeéi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je unija svojih 0-minimalnih ideala;

(ii) S je ortogonalna suma 0-prostih polugrupa i nul-polugrupa;

(13i) svaki ideal od S je 0-dosledan;
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(iv)  svaki glavni ideal od S je 0-dosledan;
(v) S je bi-O-naslojena;

Dokaz. (i) = (ii). Jasno da je svaka unija O-minimalnih ideala polu-
grupe S, ukoliko je neprazna, njihova ortogonalna suma. Prema Posledici
1.7. dobijamo da svaki sumand u toj sumi jeste ili 0-prosta polugrupa ili
nul-polugrupa.

(ii) = (i17). Neka je S =3, cySa, pricemuzasvaki a €Y, S, jeste
0-prosta ili nul-polugrupa. Uzmimo proizvoljan ideal A od S, i uzmimo
daje Ay, = ANS,, a€eY. Tada A, jeste ideal od S,, odakle je
A, =0 1li A, =S,, zasvaki a €Y. Kako 0 i S, jesu 0-dosledni ideali
i A= UseyAs, to prema Lemi 1.12. dobijamo da A jeste 0-dosledan.
Prema tome, vazi (ii3).

(#3i) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (v). Uzmimo z,y € S tako daje zy # 0. Tada zy € (J(zy))*®,
pa kako J(zy) jeste O-dosledan ideal od S, to z,y € J(zy) = StaySt.
Prema tome, z = axyb, y = cxyd, za neke a,b,c,d € S', pa je

x = aryb = ax(cxyd)b = (axc)(azxydb)(ydb) = (axca)zy(bydb) € SxyS,

i sliéno, y € SxyS.

(v) = (i1i). Neka je A ideal od S ineka su z,y € S tako da
xz,y € A*. Tada prema (v) dobijamo da z,y € SzyS C SAS C A, pa A
jeste 0-dosledan ideal od S.

(#i1) = (7). Prema Teoremi 8.6. imamo da je S = X,cyS,, gdesu S,
nenula glavni 0-dosledni ideali od S. Prema (#i) iprema Teoremi 8.5.(2),
dobijamo da S, jesu O-minimalni ideali od S. Dakle, vazi (i). O

Uniju nula ideala i svih O-minimalnih levih (desnih) ideala polugrupe S =
SY mnazivamo desni (levi) cokl polugrupe S. Levi cokl polugrupe S = S°
je ideal od S i predstavlja desnu sumu O-minimalnih levih ideala od S.

Teorema 8.11. Slededi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je jednaka svom levom coklu;

() S je levo 0-naslojena;

(7i1) svaki levi ideal od S je desno 0-dosledan.

Dokaz. (i) = (ii). Uzmimo z,y € S tako da =zy # 0. Tada
y pripada nekom 0-minimalnom levom idealu L polugrupe S. Prema
Teoremi 1.12. imamo da je Sa =L, zasvaki a € L®, ilije L ={0,a} i
Sa=0. Kakoje ye L i xy # 0, to je druga mogucnost iskljucena, pa
kako je xy € L®, to je L = Sxzy. Prema tome, y € Szy.

(#i) = (4ii). Neka je L leviideal od S inekasu z,y € S tako da
xy € L*. Tada prema (ii) dobijamo da y € Sxy C SL C L. Prema tome,
L je desno 0-dosledan.
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(7i7) = (i). Prema Teoremi 8.2. imamo da je S = RX,cyS,, gde S,
jesu nenula glavni desno 0-dosledni levi ideali od S. Prema (i) i prema
Teoremi 8.1.(2), dobijamo da S, jesu 0-minimalni levi ideali od S. Dakle,
vazi (i). O

Teorema 8.12. Siededi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je jednaka svom levom i svom desnom coklu;
(it) S je ortogonalna suma potpuno 0-prostih polugrupa i nul-polugrupa;
(zii) S je levo i desno 0-naslojena;
(tv) svaki levi ideal od S je desno 0-dosledan i svaki desni ideal od S je
levo 0-dosledan.

Dokaz. (i) < (iii) < (iv). Sledi prema Teoremi 8.11. i njenom dualu.

(¢i1) = (éi). Uzmimo z,y € S tako da zy # 0. Tada je = = xya
i y=bxy, zaneke a,b € S (prema (iii)), paje = = zya = x(bry)a =
(xb)zya € SxyS, 1islitno, y € SzyS, pa S jeste bi-O-naslojena. Prema
Teoremi 8.10. dobijamo da je S = Y,cyS,, gde za « €Y, S, jeste
0-prosta ili nul-polugrupa. Uzmimo « € Y tako da S jeste O-prosta
polugrupa i uzmimo z € S. Ako je 2?2 = 0, tada z jeste potpuno
m-regularan element od S,. Ako je 22 # 0, tada prema (iii) imamo
daje x = 2%a = bx?, zanecke a,b€ S, ikakoje = #0, to a,b € S,.
Prema tome, S, je potpuno w-regularna polugrupa, pa prema Teoremi 3.1.
dobijamo da S, jeste potpuno 0-prosta polugrupa.

(1) = (4i7). Neka je S = X,eySa, pricemu za svaki a € Y, S,
jeste potpuno O-prosta ili nul-polugrupa. Uzmimo z,y € S tako da je
xy # 0. Tada je z,y € S,, zaneki a €Y, i S, jeste potpuno 0-
prosta polugrupa. Prema Lemi 3.2. i njoj dualnom tvrdjenju, dobijamo da
S, jeste unija svojih O-minimalnih levih ideala i unija svojih 0-minimalnih
desnih ideala, pa prema Teoremi 8.11. i njenom dualu dobijamo da S,
jeste levo i desno O-naslojena. Odavde neposredno dobijamo da S jeste
levo i desno O-naslojena. [

Zadaci.

1. Nekaje S =5° polugrupa bez nilpotentnih ideala. Ako S jeste levo
(desno) O-naslojena, tada S jeste bi-0-naslojena.
2. Polugrupa S je levo (desno) naslojena ako je x € Syx (x € zyS),
za sve z,y € S. Polugrupa S je bi-naslojena ako z,y € SxyS, za sve
x,y € S. Dokazati
(A) Polugrupa S je bi-naslojena ako i samo ako je prosta.
(B) Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(1) S je prosta i ima minimalan levi (desni) ideal;

(i) S je unija svojih minimalnih levih (desnih) ideala;
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(797) S je levo (desno) naslojena;
(tv) svaki levi (desni) ideal od S je desno (levo) dosledan.

Literatura. Cciifford and Preston [2], Dickinson [1], Dieudonné [1],
Dubreil [1], Schwarz [2].

8.4. O-primitivne n-regularne polugrupe.

Kod polugrupa sa nulom, nula je jedini primitivni idempotent, pa pojam
primitivnog idempotenta u tom slu¢aju gubi onaj smisao koji je imao kod
polugrupa bez nule. Zbog toga je uveden pojam 0O-primitivnog idempotenta.

Teoremom 3.14. su opisane w-regularne polugrupe ¢iji je svaki idempo-
tent primitivan. U ovoj tacki ¢emo dati neke karakterizacije m-regularnih
polugrupa sa nulom u kojima svaki nenula idempotent jeste O-primitivan.

Podsetimo se (vidi Tac¢ku 3.1.) da nenula idempotent e polugrupe S =
SO jeste O-primitivan ako za svaki f € (E(S))®, f=ef =fe = f=e,
tj. ako e jeste minimalan element u skupu (E(S5))®, u odnosu na prirodno
uredjenje na E(S). Polugrupa S = S° je O-primitivna ako svaki njen
nenula idempotent jeste O-primitivan.

Za nenula idempotent e polugrupe S = S° koji generise O-minimalan
levi (desni) ideal kazemo da je levo (desno) potpuno O-primitivan. Idem-
potent e je potpuno O-primitivan ako e jeste levo i desno potpuno 0-
primitivan. Polugrupa S jeste (levo, desno) potpuno 0-primitivna ako svi
njeni nenula idempotenti jesu (levo, desno) potpuno O-primitivni.

Lema 8.11. Svaki (levo, desno) potpuno 0-primitivan idempotent polu-
grupe S = S° je O-primitivan.

Dokaz. Neka je e levo potpuno 0-primitivan idempotent polugrupe .S,

tj. neka je Se O-minimalan levi ideal. Uzmimo f € (E(S))® tako da je

f=ef =fe. Tadaiz f = fe dobijamo de je 0# Sf C Se, pa iz uslova

0-minimalnosti za Se dobijamo da je Sf = Se. Prema tome, e =xf, za

neki z €S, paje e=zxf=xaff=ef =f. Dakle, e je O-primitivan.
Ostatak dokaza se izvodi neposredno. [J

Lema 8.12. Nekaje e nenula idempotent reqularne polugrupe S =
S, Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(1) e je O-primitivan;
(i3) e je levo (desno) potpuno O0-primitivan;
(7i1) e je potpuno O-primitivan.
Dokaz. (iii) = (ii) = (i). Sledi prema Lemi 8.11.

(i) = (1i1). Neka je e O-primitivan idempotent polugrupe S. Neka
L jeste nenula levi ideal od S sadrzan u Se. Za proizvoljan a € L°,
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postoji x € S® tako da je a = aba. Uzmimo da je f = ba. Tada je
fe(BENS) i feSaCSLCLCSe, tj. f=uwe, zaneki z€ S. Iz
0# f = f%2=zexe sledidaje ef =eve # 0. Kakoje e(ef) =ef = (ef)e,
i e je O-primitivan, to je ef =e. Sadaje e € Sf, paje Se C Sf.
Prema tome, Sf = Se, paje L = Se. Dakle, Se je O-minimalan levi
ideal, tj. e je levo potpuno O-primitivan. Sli¢no dokazujemo da e jeste
desno potpuno O-primitivan, pa e jeste potpuno O-primitivan. [J

Teorema 8.13. Siedeéi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je O-primitivna reqularna polugrupa;

(79) S je unija 0-minimalnih levih ideala oblika Se, e € E(S);

(7i1) S je regularna i jednaka je svom levom coklu;

(iv) S je ortogonalna suma potpuno 0-prostih polugrupa.

Dokaz. (i) = (ii). Neka S jeste O-primitivna regularna polugrupa.
Prema Lemi 8.12, Se je O-minimalan levi ideal od S, za svaki e € E(S).
Neka je a € S. Tadaje a = aza, zaneki z € S, pa a € Sza, za € E(S).
Prema tome, vazi (7).

(79) = (4ii). Neka vazi (i7) i uzmimo a € S®. Tada je a € Se, za
neki e € E(S), pa zbog O-minimalnosti levog ideala Se, Sa = Se. Sada
je e=wxa, zaneki x € .5, iiz a € Se dobijamo da je ae = e, odakle je
ara = ea = a. Prema tome, S je regularna, pa vazi (iii).

(7i1) = (iv). Neka vazi (i7). Uzmimo xz,y € S tako da je zy # 0.
Kako prema Teoremi 8.11. imamo da je S levo 0-naslojena, to je y = axy,
za neki a € S. Sa druge strane, kako je S regularna, to je zy = zybxy,
za neki b € S. Prema tome, xy = zary = zaxybry € SxyS, pa S
jeste bi-0-naslojena. Sada prema Teoremi 8.10. dobijamo da S = Y ,cyS,,
gdeza a €Y, S, jeste O-prosta ili nul-polugrupa. Lako se proverava da
za svaki a €Y, S, jeste regularna polugrupa, pa nijedna od polugrupa
S, ne moze biti nul-polugrupa, tj. svaka od polugrupa S, jeste O-prosta
regularna polugrupa. Sa druge strane, kako je S levo O-naslojena, to svaka
od polugrupa S, jeste levo m-regularna, pa prema Teoremi 2.2. dobijamo
da je S, potpuno w-regularna. Dakle, prema Teoremi 3.1. dobijamo da
Sa, @ €Y, jesu potpuno O-proste polugrupe.

(iv) = (). Sledi neposredno. [

Posledica 8.4. Polugrupa S = S° je O-primitivna inverzna polu-
grupa ako i samo ako S jeste ortogonalna suma Brandtovih polugrupa. U

Lema 8.13. Neka S =25° jeste O-primitivna w-reqularna polugrupa.
Tada S jeste potpuno w-reqularna sa maksmalnim podgrupama datim sa:

G, =eSe— N,
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gde e € (E(S))* i N = Nil(S).
Dokaz. Dokazuje se slitno kao Lema 3.13. O

Teoremom 8.13. su opisane O-primitivne regularne polugrupe. Nil-eks-
tenzije takvih polugrupa, tj. potpuno O-primitivne m-regularne polugrupe,
opisuje sledec¢a

eorema o. . eaect uslovt za polugrupu = su ekvivatentna:
T 8.14. Siedeéi uslovi l S =3 kvivalentni
(1) S je nil-ekstenzija 0-primitivne reqularne polugrupe;
(ii) S je potpuno 0-primitivna m-regularna polugrupa;
(ii) S je potpuno m-reqularna i SeS je 0-minimalan ideal od S, za
svaki e € (E(S))®;
(tv) S je O-primitivna w-regularna polugrupa i R(SE(S)S) = {0}.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S nil-ekstenzija O-primitivne regularne
polugrupe 7. Uzmimo e € (E(S))®. Tada je
eS=e25CelSCel CeS,

odakle eS = eT. Prema Lemi 8.12. dobijamo da €T jeste O-minimalan
desni ideal od T, i od S takodje. Prema tome, S jeste desno potpuno
0-primitivna. Sli¢no se dokazuje da je S levo potpuno O-primitivna. Jasno
da je S m-regularna. Prema tome, vazi (7).

(ii) = (7). Neka S jeste m-regularna potpuno O-primitivna polugrupa.
Neka je

R=UeS, L= USe, E=ES).
ecE ecE

Lako se proverava da je R desni ideal i L levi ideal od S. Kako
eS C R, Se C L, zasvaki e € (E(S))®, to prema pretpostavci dobijamo
daje eS=eR i Se= Le, odakle

R= UeR, L= U Le.
ecE eckE

Prema Teoremi 8.13. sledida R i L jesu O-primitivne regularne polugrupe.
Prema tome, R,L C Reg(S). Uzmimo a € (Reg(S))*. Tadaje a=eaf,
za neki e, f € (E(S))®, odakle je a € eSNSf C RN L. Prema tome,
Reg(S) C RN L. Dakle, Reg(S) =R =L jeideal od S, ikako za svaki
a € S postoji n € Zt tako da je a™ € Reg(S), to dobijamo da S jeste
nil-ekstenzija 0-primitivne regularne polugrupe.

(i) = (iv). Neka S jeste nil-ekstenzija regularne O-primitivne polugrupe
T. Jasno je da S jeste O-primitivna i 7-regularna, i da je T = SE(S5)S.
Kako T nema nenula nil-ideala, to je R(SE(S)S) = R(T) = {0}.

(iv) = (4i1). Nekaje S O-primitivna m-regularna polugrupai R(SE(S)S)
= {0}. Uzmimo e € (E(S))*. Neka I jeste nenula ideal od S sadrzan
u SeS. Tada I jeste ideal od SE(S)S, prema pretpostavci dobijamo da
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I nije nil-ideal, pa postoji a € I — Nil(S). Osim toga, postoje n € Z*
i z€S tako daje a" = a"xa". Nekaje f=a"z. Tada f € (E(5))*
i kako je a™ € I, to dobijamo da f € I C SeS, pa f = uev, za neki
u,v €S. Neka g=evfue. Tada > =g=ge=-eg i ugv = f, pa g#0.
Kako e jeste O-primitivan, to je g =e, odakle
e=evfuec SfFSCSISCI.
Prema tome, SeS C 1, tj. SeS = 1. Dakle, SeS jeste O-minimalan ideal
od S. Prema 8.13. sledi da S jeste potpuno w-regularna.
(7ii) = (7). Neka (¢ii) vazii neka je
T=SE(S)S = egESeS , E=E(S).

Za a € (Reg(S))®* imamo da je a = ea, za neki e € (E(S5))®, pa je
a=-ea€ SeS CT. Prema tome, Reg(S) CT. Kako S jeste potpuno 7-
regularna, to za svaki e € (E(S))®, SeS jeste takodje potpuno m-regularna
polugrupa, pa prema Teoremi 3.1. dobijamo da SeS jeste potpuno 0-prosta
polugrupa. Prema tome, T C Reg(S), tj. Reg(S)=T. Dakle, S jeste
nil-ekstenzija 0-primitivne regularne polugrupe T = Reg(S). O

Predjimo sada na glavnu teoremu ove tacke.

Teorema 8.15. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je O-primitivna m-regularna polugrupa;
(i) S je idealska ekstenzija nil-polugrupe pomocéu potpuno 0-primitivne
w-regularne polugrupe;
(ii7) S je nil-ekstenzija polugrupe koja je idealska ekstenzija nil-polugrupe
pomocu O-primitivne regularne polugrupe.

Dokaz. (i) = (ii). Neka S jeste O-primitivna m-regularna polugrupa.
Tada je jasno da S/MR(S) jeste O-primitivna m-regularna polugrupa, pa
prema Lemi 3.9. i prema Teoremi 8.14. dobijamo da S/9R(S) jeste potpuno
O-primitivna. Prema tome, vazi (7).

(11) = (7). Neka je S idealska ekstenzija nil-polugrupe T pomocu
potpuno O-primitivne m-regularne polugrupe . Identifikujmo parcijalne
polugrupe S —T i @°. Uzmimo a € S. Akoje (a) €S —T, tada je
(a) CQ®* u Q, papostoje ne€Z" i x e Q® tako da je a™ = a"xa"
u @, odakle je a" = a"za” u S. Akoje (a)NT # &, tada a jeste
nilpotent, pa jeste m-regularan. Jasno da je S O-primitivna. Dakle, §
jeste O-primitivna w-regularna polugrupa.

(1) = (iii). Neka S jeste O-primitivna m-regularna polugrupa i neka
je K = SES, gdeje E = E(S). Kako je Reg(S) C K i S jeste -
regularna, to S jeste nil-ekstenzija od K. Nekaje R=R(K), Q@ =K/R
i ' =FE(Q). Neka z € Q. Tadaje x = ¢(a), zaneki a € K, i ¢ jeste
prirodni homomorfizam od K na Q. Kako je
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KEK C SES C SE?EE?S C (SES)E(SES) = KEK ,
pa K =KFK, toimamo da je a =wuev, zaneki u,v € K, e € E, odakle

z = p(a) = p(u)p(e)p(v) € QE'Q .
Dakle @ = QFE'Q. Kako R(Q) =R(QE'Q)=0 i @ jeste O-primitivna
i w-regularna, to iz dokaza Teoreme 8.14. sledi da (@ jeste O-primitivna
regularna polugrupa.

(i4i) = (7). Neka je S nil-ekstenzija polugrupa T ineka je T idealska
ekstenzija nil-polugrupa R pomoc¢u 0-primitivne regularne polugrupe Q.
Kako mozemo poistovetiti parcijalne polugrupe E(S) = E(T) i E(Q), to
S jeste O-primitivna. Jasno da je S w-regularna. Prema tome, vazi
(7). O

Posledica 8.5. Polugrupa je S = S° potpuno 0-primitivna -
imverzna polugrupa ako i samo ako S jeste nil-ekstenzija 0-primitivne in-
verzne polugrupe. [

Posledica 8.6. Siedecdi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je O-primitivna m-inverzna polugrupa;
(i) S je idealska ekstenzija nil-polugrupe pomocu potpuno 0-primitivne
T-tnverzne polugrupe;
(iii) S je nil-ekstenzija polugrupe koja je idealska ekstenzija nil-polugrupe
pomocu O-primitivne inverzne polugrupe. [

Zadaci.

1. Polugrupa S = S° je O-primitivna inverzna polugrupa ako i samo ako
za svaki a € S® postoji tacno jedan x € S tako da je a = axa.

2. Polugrupa S = S° je ortogonalna suma potpuno O-prostih polugrupa
ako i samo ako S nema nilpotentnih idealai S je levo i desno 0-naslojena.

Literatura. Bogdanovi¢ and Ciri¢ [5], Clifford and Preston [2],
Fountain [3], Hall [1], [2], Lallement et Petrich [2], Preston [1], Steinfeld [1],
[3], Venkatesan [1], [2].

8.5. Ortogonalne sume 0-o-prostih polu-
grupa.

Primetimo da glavni 0-dosledni ideali polugrupe sa nulom ¢ine Kronec-
kerovu polumrezu. Kako i glavni radikali polugrupe ¢ine polumrezu, to se
prirodno postavlja pitanje odnosa tih polumreza. O tome ée biti re¢i u ovoj
tacki.

Polugrupa S = S° je 0-o-prosta (0-o,-prosta) ako a —> b (a —™ b)
za sve a,b € S* (n € Z*). Jasno da su 0-op-proste polugrupe ustvari

0-Arhimedove.
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Lema 8.14. Nekaje S=25° inekaje S=XacySa.

(a) Ako z,y€ Sy, a €Y, iako v —y u S, tada v —y u Sy;

(b) Ako z € Sy, y€ Sp, a,feY, a#p, iako x—y u S, tada je
y € Nil(S);

(¢) Nekaje ne€Zt. Ako z,y € So, « €Y, iako x —"y u S,
tada © —"y u S,.

Dokaz. (a) Iz = — y dobijamo da je postoji m € ZT tako da je
y™ € SxS = Ug ey SpxSy = SaxS4, Pa T —y u S,

(b) Kaou (a) dobijamo da je y™ € S,xS, C S,, pa kako y™ € Sg,
toje y"™ =0, pa y € Nil(9).

(¢) Prema (a) dobijamo da (¢) vaziza n=1. Uzmimo da (c¢) vaz
za neki prirodan broj n. Uzmimoda z —"tly u S, tj.  —"a —y
u S. Ako a ¢ S,, tada prema (b) dobijamo da je y € Nil(S). Prema
tome, x — gy, odakle prema (a) sledida z — y in S,, pa z —"Tly
u S,. Ako a € S,, tada prema pretpostavci imamo da z —" a u S,,
dok prema (a) imamoda a —y u S,, pa * —" 1y u S,. Dakle,
na osnovu indukcije dobijamo da (c¢) vazi za svaki prirodan broj n. O

Neka je S neprazan skup i neka je 0 € .S fiksiran element. Tada S sa
mnozenjem:
{ T ako je z =y,
Ty = S
0 inace.
jeste polumreza koju nazivamo Kroneckerova polumrezZa.

Teorema 8.16. Slededi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je ortogonalna suma 0-o-prostih polugrupa;
(ii) (Vx,yeS)azy#0 = zoy;
(tit) (Ve,ye S)zy#0 = (zy —= =z A zy —= y);
(iv)  svaki glavni radikal od S je 0-dosledan;
svaki potpuno poluprim ideal od S je 0-dosledan;

i
(v
(vi) Xg je Kroneckerova polumreza i X(0) je 0-dosledan ideal od S.

~— — —

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S = Y,cy Sy, pricemu S, jesu 0-o-proste
polugrupe. Uzmimo z,y € § da zy #0. Tada z,y € S, zaneki a €Y,
pa x —* y iy —=ux tj. xoy.

(ii) = (i17). Uzmimo z,y € S daje zy # 0. Tada je zoy, tj.
Y(x) = ¥(y). Sada prema Teoremi 5.2. imamo da je X(zy) = X(z)NE(y) =
Y(z) =%(y), pa vy —> x i xy —> y.

(7i1) = (). Neka je a € S, iuzmimo z,y € S tako da je zy €
Y(a), xy # 0. Tada a — zy, dok prema (iii) dobijamoda zy —> =
i xy —> gy, odaklesledida a —> z i a —> y, tj. z,y € X(a).
Prema tome, X(a) je 0-dosledan ideal, pa vazi (iv).
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(iv) = (7). Neka svaki glavni radikal od S jeste 0-dosledan. Tada za
xz,y €8,

(1) zy #0 = N(zy) = 5(z) = X(y).

Neka {C, | a € Y} jeste familija svih o-klasa od S, inekaje S, =
C' aecY. Uzmimo a €Y i x,y € S,. Akoje xy = 0, tada
xy € So. Neka je xzy # 0. Tada prema (1) dobijamo da je xy o x, pa
zy € C, € S,. Prema tome, S, je podpolugrupa od S. Takodje, iz
x oy dobijamo da x —* y u S, pa prema Lemi 8.14. dobijamo da
xr —> y u S,. Prema tome, S, je 0-o-prosta polugrupa.

Uzmimo = € So, y € S, o, €Y, aa# 3. Ako je zy # 0, tada prema
(1) sledi da je = o y, $to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, xy =0. Dakle, S = X,cySa.

(iv) = (v). Sledi prema Lemi 1.12, jer svaki potpuno poluprim ideal od
S jeste unija glavnih radikala sadrzanih u njemu.

(v) = (iv). Sledi neposredno.

(i) = (vi). Uzmimo A,B € Xg, A# B. Tadaje A=X(a), B=3%(b),
za neke a,b € S, (a,b) ¢ 0. Kako je (i) & (ii), toiz ab # 0 sledi
(a,b) € o, S§to protivreci polaznoj pretpostavci. Prema tome, ab = 0,
odakle ANB = ¥X(a) NX(b) = X(ab) = £(0). Dakle, ¥g je Kroneckerova
polumreza. Kako je (i) < (iv), X(0) je 0-dosledan.

(vi) = (i7). Uzmimo z,y € S, zy # 0. Akoje X(z) = X(y), tada je
zoy. Nekaje X(z)# X(y). Tadaje X(xy) = X(z)NE(y) = £(0), odakle
je xy € ¥(0). Kako je ¥(0) O0-dosledan, to z,y € 3(0). Sada 0 —
u—"x, zaneki n € ZT, ineki u € Nil(S), odakle y — u —" x,
t.j. y —> x. Slicno, x —* y. Dakle, vazi (ii). O

U narednim teoremama razmatramo razne posebne tipove polugrupa iz
Teoreme 8.16.

Teorema 8.17. Nekaje n e Z+. Polugrupa S = S° je ortogonalna
suma 0-o,-prostih polugrupa ako i samo ako

(Vz,y,a e S)zy#0 = [(x —"a V y—"a) = zy —"al.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S = YacySa, gdesu So,a € Y jesu
0-0,-proste polugrupe. Uzmimo z,y € S tako da je xy # 0. Tada postoji
a €Y takoda z,y € S3. Nekaje a €S takoda xz —"™ a. Ako je
a €S, tada zy —™a. Ako a ¢ S,, tada prema Lemi 8.14. dobijamo
da je a € Nil(S), pa zy — a, odakle xy —" a. Sli¢no se dokazuje da
iz y—"a sledida xy —™ a. Prema tome, vazi (iii).

(#i7) = (i). Iz (i7i) dobijamo da za x,y € S, vazi:

zy #0 = Zp(zy) = Sa(z) = X (y),

pa sli¢no dokazu za (iv) = (i) Teoreme 8.16. dobijamo (i). O
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Lema 8.16. Nekaje S = S° polugrupa u kojoj je 0 prim ideal.
Tada S jeste ortogonalno nerazlozZiva polugrupa.

Dokaz. Neka A jeste 0-dosledan ideal od S. Prema Lemi 8.5. imamo
da A’ jeste ideal od S, paje AA" =0. Kako je 0 prim ideal od S,
tadaje A=0 ii A/ =0, tj. A=0 ili A=S. Prema tome, prema
Lemi 8.7. dobijamo da S jeste ortogonalno nerazloziva polugrupa. U

Teorema 8.18. Polugrupa S = S° je ortogonalna suma polugrupa
koje imaju O kao prim ideal ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(a) 0 je poluprim ideal od S;

(b) (Va,b,ce S)aSb#0 N bSc#0 = aSc#0.

Dokaz. Nekaje S =X,cySa, pricemuzasvaki o €Y, 0 jeste prim
ideal od S,. Uzmimo da je aSa =0, zaneki a € S. Nekaje a€S,, za
neki a € Y. Tada je aS,a =0, odakle sledi da je a =0, jer 0 jeste
prim ideal od S,. Prema tome, vazi (a). Uzmimo a,b,c € S tako da je
aSb#0 1 bSc#0. Tada a,b,c € S,, zaneki a €Y. Kako 0 jeste
prim ideal od S, i a,c # 0, to je aSc = aSyc # 0. Prema tome, vazi
().

Obratno, neka vazi (a) i (b). Definisimo relaciju & na S® sa:
alb < aSb#0. Prema (a) dobijamo da ¢ jeste refleksivna. Uzmimo
da je a&b, tj. aSb#0, a,b € S. Tada axb# 0, zaneki xz €5, iiz
(a) sledi da postoji y € S tako da je axbyazxb# 0. Odavde dobijamo da
je bya #0, pa b&a. Dakle, ¢ je simetricna. Prema (b) dobijamo da &
jeste tranzitivna. Prema tome, £ je relacija ekvivalencije na S°.

Neka je {C, | @ € Y} familija svih &-klasa od S®, i neka je S, =
C0 a€Y. Uzmimo a €Y i abe S, Akoje ab =0, tada je
ab € S,. Ako je ab # 0, tada prema (a) dobijamo da je abxab # 0,
za neki x € S, odakle je ab&b, tj. ab € S,. Prema tome, S, je
podpolugrupa od S. Iz definicije relacije ¢ sledi da 0 jeste prim ideal
od Sy. Uzmimo o,B€Y, a# 3, a€ Sy, be Sz. Akoje ab# 0, tada
prema (a) dobijamo da je abzab # 0, za neki x € S, odakle a&b, 3to
je u suprotnosti sa pretpostavkom da je « # 3. Prema tome, ab= 0, pa
S =YacySa. O

Lema 8.16. Ako je polugrupa S = S° ortogonalna suma nil-ekstenzija
0-prostih polugrupa, tada S jeste nil-ekstenzija ortogonalne sume 0-prostih
polugrupa.

Dokaz. Nekaje S = SacyS,, gde su S, nil-ekstenzije O-prostih
polugrupa K,, a €Y. Nekaje T=U{K,|a €Y} Za a,be T postoji
a,B€Y takodaje a€ K,, be Kg, iako a=p, tada abec K, C T,
dokza a# (8 je ab=0¢€T. Prema tome, T jeste podpolugrupa od S.
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Neka je a € T, b € §. Tada a € K,, b€ S, i ab =0 il
ab € KoSo € Ko € T. Sliécno, ba =0 ili ba € T. Dakle, T jeste
ortogonalna suma O-prostih polugrupa. Jasno da je S nil-ekstenzija od
7. O

Teorema 8.19. Slededi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je ortogonalna suma 0-Arhimedovih polugrupa sa 0-prostim 0-
jezgrom;
(ii) S je ortogonalna suma ne-nil 0-Arhimedovih polugrupa i S jeste
intra-m-regularna;
(iii) S je mil-ekstenzija ortogonalne sume 0-prostih polugrupa i vaze uslovi
(a) i (b) iz Teoreme 8.18.

Dokaz. (i) = (ii). Sledi neposredno.

(1) = (i). Neka je S = Y,ecySa, gde S, jesu ne-nil 0-Arhimedove
polugrupe i neka S jeste intra-m-regularan. Uzmimo « € Y i a € S,.
Tada postoji n € Z1 i x,y € S takoda a™ = xa®*"y. Ako z,y € S, tada
a jeste intra-m-regularan u S,. Ako x ¢ S, ili y ¢ S,, tada xa®"y =0,
pa a™ =0, odakle a jeste intra-m-regularna u S,. Prema tome, na osnovu
Teoreme 3.11, S, jeste 0-Arhimedova polugrupa sa O-prostim 0-jezgrom.

(1) = (#i1). Sledi prema Teoremi 3.11, Lemi 8.16. i Teoremi 8.18.

(791) = (i). Neka vazi (i7i). Uzmimo da je S nil-ekstenzija polugrupe
K, gde je K ortogonalna suma O-prostih polugrupa. Takodje, prema
Teoremi 8.18. dobijamo da je S = X,cySa, gde zasvaki a €Y, 0 jeste
prim ideal od S,.

Uzmimo « € Y iuzmimo da K, =SNK. Jasno da je K, ideal od
So. Neka a,b € K, tako da je aK,b=0. Uzmimo da a,b # 0. Kako
su a,b u nekoj 0-prostoj podpolugrupi od K, to postoje z,y,u,v € K
tako da a = xay, b = ubv. Iz a,b# 0 dobijamo da =z,y,u,v € S,, pa
z,y,u,v € K,. Sada je ySqu € KoSo K, C K,, odakle

aSab = xaySaubv C xaKbv =0,
§to nije moguce, jer 0 jeste prim ideal od S,. Prema tome, a =0 ili
b=0, pa 0 jeste prim ideal od K.

Uzmimo a,b € K, tako da je ab # 0. Kako je K ortogonalna
suma O-prostih polugrupa, to prema Teoremi 8.10. imamo da a,b € SabS,
tj. a = xaby, b = wabv, za neki z,y,u,v € K. Kako a,b # 0, to
T, Y, u, v € Sq, tj. x,y,u,v € K,. Ponovo prema Teoremi 8.10. dobijamo
da K, jeste ortogonalna suma O-prostih polugrupa i nul-polugrupa, i prema
Lemi 8.15. imamo da K, jeste ortogonalno nerazloziva, pa K, jeste 0-
prosta polugrupa ili nul-polugrupa. Kako je dokazano da za bilo koji a €
K., a #0, postoji x,y € K, takoda a = zay, to K, nije nul-polugrupa.
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Dakle, S, jeste nil-ekstenzija 0-proste polugrupe K, i 0 jeste prim ideal
od S, pa prema Teoremi 3.11. imamo da vazi (i). O

Posledica 8.7. Siededi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(1) S je ortogonalna suma potpuno 0-Arhimedovih polugrupa;
(i) S je ortogonalna suma ne-nil 0-Arhimedovih polugrupa i S jeste
potpuno T-regularna;
(7i1) S je nil-ekstenzija ortogonalne sume potpuno 0-prostih polugrupa i
vaze uslovi (a) i (b) iz Teoreme 8.18. [

Lema 8.17. Akoje S=5° ne-nil 0-Arhimedova polugrupa, tada S
jeste ortogonalno nerazloziva polugrupa.

Dokaz. Uzmimo da postoji netrivijalno ortogonalno razlaganje S =
YaeySa od S (Y| > 2, |Sa] > 2 zasve a€Y). Nekaje a €Y
iuzmimo a € S3. Neka B €Y, 8 # o iuzmimo b € S5 Tada
a,b € S*, odakle b — a, tj. a" = zby, zaneki n € ZT, z,y € S.
Kako je a" € S, i xby € SS3S C Sz, toje a™ = 0. Prema tome,
S = Nil(S), sto protivreci polaznoj pretpostavci. Dakle, S je ortogonalno
nerazloziva. [

Jasno je da, na primer, nul-polugrupa sa vise od dva elementa nije ortog-
onalno nerazloziva. Prirodno se namecée problem izué¢vanja strukture ortog-
onalno nerazlozivih nil-polugrupa. On ostaje otvoren.

Zadaci.

1. Ortogonalna suma polumrezno nerazlozivih polugrupa je polumrezno
nerazloziva polugrupa.

2. Ortogonalna suma 0-0,-prostih polugrupa koje imaju nenula nilpotente
je 0-op41-prosta.

3. Nekaje neZt, n>2 Dokazati da nenil 0-o,-prosta polugrupa ne
mora biti ortogonalno nerazloziva.

Literatura. Bogdanovi¢ and Cirié [15], [17], Cirié and Bogdanovié
[12], Lallement et Petrich [2].

8.6. Mreze ideala polugrupa sa nulom.

Teorija ortogonalnih razlaganja polugrupa sa nulom ima znacajne imp-
likacije na direktna razlaganja mreze ideala te polugrupe, Sto ¢e biti nasa
naredna tema. Takodje, bi¢e reci i o nekim sli¢nim rezultatima koji se odnose
na mreze ideala polugrupa sa jezgrom i mreze levih ideala polugrupa.
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Teorema 8.20. Za svaku polugrupu S = S°, Td°(S) jeste potpuna
atomi¢na Booleova algebra i Zd°(S) = B(Zd(S)).

Stavise, svaka potpuna atomicna Boleova algebra je izomorfna Booleovoj
algebri 0-doslednih ideala neke polugrupe sa nulom.

Dokaz. PremaLemi8.5. dobijamo daje Zd®(S) = B(Zd(S)), pa prema
Lemi 1.4. dobijamo da Zd°(S) jeste Booleova algebra. Prema Lemi 1.12.
dobijamo da Zd®(S) jeste potpuna Booleova algebra. Prema Teoremi 8.5,
atomi u Zd°(S) su nenula glavni 0-dosledni ideali od S i za proizvoljan
A € Zd°(S), A = UgeaA(a). Dakle, prema Teoremi 1.11, Zd¢(S) je
potpuna atomicna Booleova algebra.

Primetimo, osim toga, da ako {S, | @« € Y} jeste skup svih nenula
glavnih O-doslednih ideala od S, tada je Booleova algebra Zd°(.S) izomorfna
Booleovoj algebri P(Y) podskupova skupa Y. Uzmimo sada da B jeste
proizvoljna potpuna atomi¢na Booleova algebra sa skupom atoma {a,, | @ €
Y'}. Prema Posledici 1.3. dobijamo da je B izomorfna sa P(Y). Svakom
elementu «a € Y, pridruzimo ortogonalno nerazlozivu polugrupu S, sa
nulom 0 (na primer O-prostu polugrupu) tako da je S, NSz =0, za
a# . Nekaje S=2¥X,cySs. Tada {So | a €Y} jeste skup svih nenula
glavnih 0-doslednih ideala od S, pa prema napred dokazanom imamo da
je Zd°(S) izomorfna Booleovoj algebri P(Y). Prema tome, Zd°(S) i B
su izomorfne Booleove algebre. [

Na osnovu Teorema 8.20. i 8.10. dobijamo:

Posledica 8.8. Nekaje S =5° polugrupa. Tada je Td(S) Booleova
algebra ako i samo ako S jeste ortogonalna suma 0-prostih polugrupa i nul-
polugrupa. [

Za nasa dalja razmatranja potrebni su nam neki rezultati iz opste Teorije
mreza. Najpre dokazimo

Lema 8.18. Neka je L ogranicena mreza, beskonaéno distributivna
za presek. Ako je {an | @« € Y} podskup od L za koji vazi

V oaq =1, ag Nag =0, za a# [, o, €Y,
acY

onda je L izomorfna direktnom proizvodu svojih intervala [0,a,], a € Y.

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : L — Il,ey [0, aq], sa:
) = (TN aa)acy (x € L).
Kako je L distributivna mreza, to se lako dokazuje da ¢ jeste homomor-

fizam. Ako z,y € L tako daje z¢ = yo, tadaje rAay, =yAay, zasve
a €Y, odakle
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r=xAl=u1 =V (z
A A (a\E/Yaa) aGY( A aa)
= V A =yAN(V =yAl=uy.
aEY(y aa) y (aeYaa y y

Ako je (a)acy € Haey[0,aq], tada za == VacyZo je ¢ = (To)acy-
Prema tome, ¢ je izomorfizam. [

Posledica 8.9. Neka je L ogranicena mreza, beskonaéno distribu-
tivna za presek. Tada je L direktno nerazloZiva ako i samo ako je B(L) =

{0,1}. O

Teorema 8.21. Neka je L ogranicena mreza, beskonacno distribu-
tivna za presek. Tada L ima razlaganje u direktan proizvod direkino
nerazlozivih mreza ako i samo ako B(L) jeste potpuna atomicna Booleova
algebra.

Dokaz. Nekaje L =TIl,cyLy, pricemusu L, direktno nerazlozive
mreze. Kako su L, homomorfne slike od L, to L, jesu ograni¢ene. Sa
1, i 0, oznac¢imo redom jedinicu i nulu mreze L., a €Y. Za a €Y,
neka a, € L jeste element odredjen sa:

{ 1a za =«

AT = 3

0g za B # «

ineka je A = {an | a € Y}. Tada za svaki a € Y, mreza L, je
izomorfna intervalu [0, a,] mreze L, pa kako je [0,a,] mreza beskonaéno
distributivna za presek, to istu osobinu ima i L.

Za a€Y i Z=Y —{a}, element Vgezag je dopuna elementa a, u
L, paje AC®B(L). Uzmimo x € B(L), z # 0. Tada za svaki a €Y,
2T € B(Ly). Prema Posledici 8.9. imamo da je B(L,) = {04, 1o}, pa za
svaki a €Y, zmy =0, ili x7m, = 1,. Prema tome, B(L) = [I,cyB(L,),
paje B(L) potpuna Booleova algebra. Dalje, nekaje W ={a €Y | zm, =
1lo}. Tada je = = Vaewaq, pa prema Teoremi 1.11, B(L) je potpuna
atomicna Booleova algebra sa skupom atoma A.

Obratno, neka je B(L) potpuna atomicna Booleova algebra sa skupom
atoma A= {a, | « € Y}. Prema Lemi 8.18, L je izomorfna direktnom
proizvodu Il ecy[0,as]. Uzmimo o € Y. Akoje z € [0,a,] element sa
dopunom y u [0,a,], tadaza W =Y —{a}ta, z=yV (Vgewag), je
dopuna od = u L, tj. svaki element iz [0,a,] koji ima dopunu u tom
intervalu, ima dopunu i u L. Kako a, jeste atom u B(L), to imamo da
je B([0,a4]) = {0,a,}. Dakle, prema Posledici 8.9. dobijamo da svaki od
intervala [0,a,], a € Y, jeste direktno nerazloziva mreza. [

Prethodni rezultati, primenjeni na mreze ideala polugrupa sa nulom,
otkrivaju nam neke znacajne osobine tih mreza koje isticemo slede¢im teo-
remama.
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Teorema 8.22. Mreza ideala polugrupe S = S° je direktno nera-
ZloZiva ako i samo ako S jeste ortogonalno nerazloZiva.

Dokaz. Sledi prema Teoremi 8.20, Lemi 8.7. i Posledici 8.9. O

Teorema 8.23. Neka je S = Socy Sy najveée ortogonalno razla-
ganje polugrupe S = S°.  Tada je mreza Zd(S) izomorfna direktnom
proizvodu mreza Td(Sy,), a €Y, imreze Zd(Ss) su direktno nerazloZive.

Dokaz. Prema Lemi 8.18. i Teoremama 8.21. i 8.20. dobijamo da je
mreza Zd(S) izomorfna direktnom proizvodu svojih intervala [0,S,], o €
Y, pri ¢emu su [0,5,], @ € Y, direktno nerazlozive mreze. Sa druge
strane, prema Lemi 8.6. imamo da je mreza [0,5,] jednaka mrezi Zd(S,),
zasvaki a €Y. O

Prethodni rezultati za mreze ideala polugrupa sa nulom, mogu se prosiriti
na mreze ideala polugrupa sa jezgrom. Najpre ¢emo dokazati sledeéu

Teorema 8.24. Neka je K ideal polugrupe S. Tada je interval
[K, S| mreze Zd(S) izomorfan mrezi Zd(S/K).

Dokaz. Nekaje 6 prirodni homomorfizam polugrupe S na Reesovu
faktor polugrupu S/K. Tada za proizvoljan ideal A od S, Af jeste
takodje ideal od S/K, 1i za proizvoljne podskupove A,B od S vazi:
(ANB)) C AON BO, (AU B)§ = A U BE (ove osobine vaze i za bilo koji
drugi homomorfizam ovih polugrupa).

Uzmimo A,B € [K,S] iuzmimo y € A0 N BH. Tada je y = al = bb,
zaneke a € A, b€ B. Iz af =bf dobijamodaje a=b ili a,be K. U
oba sluc¢aja dobijamo da je a € B, paje y=af € (AN B)f. Prema tome,
AN BOC (ANB)O, paje (ANB)H = A0N B6.

Uzmimo A, B € [K,S] tako da je A6 = Bf. Uzmimo a € A. Tada
je af € A9 = BO, paje af = bf, zaneki b € B, odakle je a =105 ili
a,b € K. U oba slucaja dobijamo da je a € B. Prema tome, A C B.
Sliéno dokazujemo da je B C A. Prema tome, A= B.

Uzmimo @Q € Zd(S/K) i uzmimo da je A = Q6~!. Tada se lako
proverava da je A € Zd(S), A€ [K,S] idaje A0 = Q.

Prema tome, preslikavanje ¢ : [K, S| — Zd(S/K) definisanosa ¢: A —
A6, je izomorfizam. [J

Neposredno iz Teoreme 8.24. dobijamo

Posledica 8.10. Neka je K jezgro polugrupe S. Tada je mreza
Zd(S) izomorfna mrezi Zd(S/K). O

Koristedi Posledicu 8.10, osobine mreze ideala polugrupe sa nulom mogu
se preneti na mrezu ideala polugrupe sa jezgrom. Ulogu koju u mrezi ideala



8.6. MREZE IDEALA POLUGRUPA SA NULOM 209

polugrupe sa nulom igraju O-dosledni ideali, u mrezi ideala polugrupe sa
jezgrom K igraju K-dosledni ideali, koje definiSemo na sledeéi nacin: Neka
je S polugrupa sa jezgrom K. Ideal A polugrupe S je K-dosledan ako
A—K jeste dosledan podskup od S. Prema Lemi 1.12. dobijamo da presek
proizvoljne familije K-doslednih ideala od S jeste takodje K-dosledan ideal
od S. Prema tome, za element a € S, presek svih K-doslednih ideala od S
koji sadrze a je K-dosledan ideal od S, inazivamo ga glavni K-dosledan
ideal od S generisan sa a. Priizomorfizmu ¢ iz Teoreme 8.24, K-
doslednim idealima od S odgovaraju O-dosledni ideali od S/K i obratno.
Takodje, glavnim K-doslednim idealima od S odgovaraju glavni 0-dosledni
ideali od S/K, i obratno. Zbog toga, koristeéi Teoremu 8.23. i Posledicu
8.10, neposredno dobijamo:

Teorema 8.25. Neka je S polugrupa sa jezgrom K i neka je
{As | @« € Y} skup svih glavnih K-doslednih ideala od S. Tada mreza
Zd(S) jeste izomorfna direktnom proizvodu mreza Td(Ay), a €Y, i mreZe
Td(Ay) su direktno nerazlozive. [

Sliéno kao kod mreza ideala polugrupa sa nulom, dokaza¢emo da i najvece
razlaganje polugrupe sa nulom u desnu sumu indukuje razlaganje mreze levih
ideala te polugrupe u direktan proizvod svojih intervala, koji su direktno ner-
azlozivi. Medjutim, mreza ideala polugrupe sa nulom je potpuno odredjena
mrezama ideala sumanada u svom najveéem ortogonalnom razlaganju, dok
mreza levih ideala nije potpuno odredjena mrezama levih ideala sumanada
u svom najveéem razlaganju u desnu sumu.

Teorema 8.26. Za svaku polugrupu S = S°, LId°(S) je potpuna
atomiéna Booleova algebra i LId°(S) = B(LId(S)).

Dokaz. Prema Lemi 8.1. dobijamo da je L£Zd®(S) = B(Zd(S)), pa
prema Lemi 1.4. dobijamo da L£Zd°(S) jeste Booleova algebra. Prema
Lemi 1.12. dobijamo da LZd°(S) jeste potpuna Booleova algebra. Prema
Teoremi 8.1, atomi u £Zd°(S) su nenula glavni desno 0-dosledni levi ideali
od S i za proizvoljan A € LZd®(S), A = UseaK(a). Prema tome,
LZd®(S) je potpuna atomi¢na Booleova algebra. [

Teorema 8.27. Nekaje S =REacySa najvece razlaganje polugrupe
S = S° wu desnu sumu. Tada je mreza LId(S) izomorfna direktnom
proizvodu svojih intervala [0,S,], o € Y, koji su direktno nerazloZive mreze.

Dokaz. Sledi prema Prema Lemi 8.18. i Teoremama 8.21. i 8.26. [

Prethodnu primedbu da intervali [0,S,], a € Y, ne moraju biti jednaki
mrezama LZd(S,), a € Y, ilustruje Primer 8.1.
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Odnos mreza LZId(S) i LZd(S.), o € Y, opisuje sledeéa posledica,
koja neposredno sledi iz Teoreme 8.27.

Posledica 8.11. Neka je S = REacySa najvece razlaganje polu-
grupe S = S° wu desnu sumu. Tada se mreza LId(S) moZe potopiti u
direktan proizvod mreza LZId(S,), €Y. O

Alternativni put u izu¢avanju mreza levih ideala polugrupa sa nulom daje
nam sledeca teorema:

Teorema 8.28. Nekaje S = SacySa najveée ortogonalno razla-
ganje polugrupe S = S°.  Tada je mreza LId(S) izomorfna direktnom
proizvodu mreza LId(S,), a €Y.

Dokaz. Ako skup {S, | @ € Y} nenula glavnih 0-doslednih ideala
polugrupe S posmatramo kao podskup mreze levih ideala od S, tada taj
skup zadovoljava uslove Leme 8.18, odakle dobijamo da je mreza LZd(S)
izomorfna direktnom proizvodu mreza [0,S,], o € Y (primetimo da ove
mreze ne moraju biti direktno nerazlozive). Prema Lemi 8.6. imamo da je
interval [0,S,] mreze LZd(S) jednak mrezi LZd(S,), zasvaki a« €Y. O

Kao $to smo napomenuli u Ta¢ki 1.6, mreza levih ideala LZd(S) polu-
grupe S bez nule je izomorfna mrezi £Zd(S?), pa iz rezultata koji tretiraju
mreze levih ideala polugrupa sa nulom, mozemo dobiti rezultate koji se ticu
mreza ideala polugrupa bez nule. Koriste¢i Teoremu 8.27, neposredno dobi-
jamo sledec¢u teoremu:

Teorema 8.29. Nekaje {S, | €Y} najvece razlagange polugrupe
S u desno nultu traku polugrupa. Tada je mreza LZd(S) izomorfna direk-
tnom proizvodu svojih intervala [0,S,], o € Y, koji su direktno nerazlozive
mreze. [

Zadaci.

1. Sledeéi uslovi za polugrupu S = S° su ekvivalentni:
(i) LZd(S) je Booleova algebra;

(13) svaki levi ideal od S je desno 0-dosledan;

(7i1) S je levo O-naslojena;

(tv) S je jednaka svom levom coklu.

Literatura. Bogdanovi¢ and Ciri¢ [15], [17], Szasz [1].
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Trac¢na slaganja polugrupa

Do sada smo se, uglavnom, bavili problemima razlaganja polugrupa.
Obrnuti problem za problem razlaganja je problem slaganja polugrupa. U
ovoj glavi baviéemo se problemom tra¢nih slaganja polugrupa, tj. prob-
lemom sledeéeg tipa: Ako je data familija polugrupa indeksirana nekom
trakom, kako definisati mnozenje na uniji te familije tako da ona postane
polugrupa, a da data traka bude njena homomorfna slika? Takav prob-
lem, zajedno sa problemom tra¢nih razlaganja, prvi put sreCemo u radu
A.H.Clifforda iz 1941. godine. On daje konstrukciju polumreze polu-
grupa pomocu tranzitivnog sistema homomorfizama. Ova konstrukcija je
posluzila kao inspiracija za veéinu rezultata koji ¢e biti izlozeni u ovoj glavi.
Od znacaja za dalji razvoj ove teorije bilo je odstupanje od tranzitivnosti
sistema homomorfizama. U tom smislu je i fundamentalna konstrukcija,
za polumreze proizvoljne familije polugrupa, M.Petricha iz 1973. godine,
pomocu sistema homomorfizama nad prirodnim uredjenjem polumreze.
Uopstavanja ove konstrukcije autori ove knjige sprovode u dva pravca. Prvi
je, opsta konstrukcija za trake proizvoljne familije polugrupa, koja se po-
tom primenjuje na slaganja u normalne trake. Drugi pravac je konstrukcija
trake polugrupa pomocu sistema homomorfizama nad kvazi-uredjenjem.
Obe vrste konstrukcija povezuju se sa poddirektnim proizvodima, posebno
sa (probusenim) ki¢menim proizvodom. Pomenimo da je pojam ki¢menog
proizvoda uveo N.Kimura 1958. godine, a javlja se i u radu M.Yamade
iz 1964. godine. Kako na problem tra¢nih slaganja bitno uti¢u struktura
trake kojom se indeksira, osobine homomorfizama i struktura komponenti,
to se njihovom interakcijom dobijaju razni tipovi slaganja. To bogatstvo
tipova je narocito uocljivo kod traka monoida. Prve rezultate u vezi sa tim
dao je B.M.Schein 1974. godine.

9.1. Trake polugrupa i sistemi homomor-

fizama.

U ovoj tacki biée rec¢i o nekim tra¢nim slaganjima koja se realizuju pomocéu

sistema homomorfizama nad kvazi-uredjenjem.

Nekasu {S;|i€ I} i {D;|i€ I} dve familije polugrupa indeksirane
istim skupom [ ineka < je kvazi-uredjenje na I. Ako je svakom paru
i,j elemenata iz I, za koje je 7> j, pridruzeno preslikavanje ¢;; koje
slika S; u Dj, tada familiju tih preslikavanja, koju krace oznacavamo sa

211
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{¢i ;}, nazivamo sistem preslikavanja iz S; uw D; nad kvazi-uredjenjem
<. Ako su ¢;; homomorfizmi, tada je {¢;;} sistem homomorfizama iz
Si u Dj nad <.

Ako je {¢;;} sistem homomorfizama iz S; u S; nad kvazi-uredjenjem
< i ako vazi:

(i) zasvaki i€ I, ¢;; jeidenticko preslikavanje od S;;

(i1) i jbjr = Pik, za i>jk, 0,5,k €I,
tada {¢;;} jeste tranzitivni sistem homomorfizama iz S; uw S; nad <.

Neka je B traka. Relacije <; i <, definisane na B sa:

J<1t S = (jaiEB)a J<ot & jJi=7 (j7iEB)a
su kvazi-uredjenja na B i njihov presek je jednak prirodnom uredjenju <
na B. Relacija < definisana na B sa:
j<i e j=jij (i€ B),
takodje je kvazi-uredjenje na B. Ako je i+ [i] homomorfizam iz B
na najvecu polumreznu homomorfnu sliku od B indukovan najmanjom
polumreznom kongruencijom na B, i ako je < prirodno uredjenje na
najvecoj polumreznoj homomorfnoj slici od B, tada je:
isi e [<i  (ieB).

Kvazi-uredjenja <; i <5 komutiraju u polugrupi relacija trake B i
njihov proizvod je jednak relaciji <. Kvazi-uredjenje < na B je jednako
univerzalnoj relaciji na B ako i samo ako B jeste pravougaona traka.

Lema 9.1. Nekaje B traka. Svakom i€ B pridrufimo polugrupu
Si i nadpolugrupu D; od S; tako da je D;ND; =@, za i# j. Neka
je {¢i;} sistem preslikavanja iz S; uw D; nad kvazi-uredjenjem < na
B tako da vaze sledeéi uslovi:

(1) za svaki i€ B, ¢;; jeidenticko preslikavanje od S;;

(2) (Si¢i,ij)(sj¢j,ij) - Si]‘, za sve 1,5 € B;

(3)  [(adiij)(bgjij)lijn = (adir)(bjk), za a € Si, b € 5), ij =
k, 1,7,k € B.

Definisimo mnozenje * na S = U;epS; sa:

(4) a*b=(agi;)(bdj;), (a €S, beS;).

Tada S jeste polugrupa, u oznaci S = (B;S;, ¢;;,D;), i S je traka B
polugrupa S;, © € B.

Dokaz. Uzmimo a€S;, be Sj, ¢ € Sk, 1,7,k € B. Tada prema (3)
dobijamo
(axb)*c = [(apiij)(bgji;)] * c = [(adiij)(bDj i) Bijijn (CPr ijk)
= (agiiji) (bdj i) (CPriji) = (adiijr) (DD ik ) (CPr k)| D)k ijk
= a * [(b; ji)(chr k)] = a* (b*c).
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Prema tome, S je polugrupa. Prema (4) dobijamo da S jeste traka B
polugrupa S;, i € B. [

Uslov (2) sluzi kao opravdanje za (3), tj. da relacija (3) ima smisla,
i doprinosi da je * operacija na S. U slucaju da je B lanac, uslov (2)
se moze izostaviti.

Iz uslova (3), za i =j, prema (1) dobijamo da {¢;;} jeste sistem
homomorfizama. Ako za svaki par i,j € B, ¢ = j, ¢;; slika S; u 95},
tj. ako je Sip;; € S;, ili ako je D; =S;, zasvaki i € B, tada piSemo da
je S=(B;S;,¢i;). Iuovom slucaju uslov (2) moze biti izostavljen.

Neka je polugrupa S traka B polugrupa S;, i € B. Za k € B, sa
F}, ¢emo oznacavati polugrupu Fj = U;»S;. Jasno da je Sy C Fi, za
svaki k € B. Ako je B polumreza, tada Fj jeste idealska ekstenzija od
Sk, za svaki k € B.

Slede¢om teoremom se preciziraju uslovi pod kojima postoji slaganje iz
Leme 9.1.

Teorema 9.1. Neka je polugrupa S traka B polugrupa S;, i € B.
Tada:

(a) S =(B;S;,¢ij,Di) ako i samo ako za svaki k € B postoji nadpolu-
grupa Dy od Sk i Sk-homomorfizam iz Fy u Dy;

(b) Ako je S = (B;Si, ¢, D;), tada svaka od polugrupa Dj moZe biti
izabrana tako da je Dy ={ag;r | a € Si, i1 € B, i = k}.

(¢) S = (B;Si,¢i;) ako i samo ako Sy jeste retrakt od Fy, za svaki
ke B.

Dokaz. (a) Akoje S = (B;S;, ¢ij,D;), tadaza k€ B, preslikavanje
0r : F, — Dy definisano sa: aby = a¢;r, za a € S;, i = k, jeste
Sr-homomorfizam.

Obratno, neka za svaki k € B postoji nadpolugrupa Djp 1 Sk-
homomorfizam 6, iz Fr u Dy. Za i,j € B, i %= j, defini§imo
preslikavanje ¢;; iz S; u D; sa: a¢;; = abj, a € S;. Jasno da vazi
(1). Neka a€S;, beS;, i,j € B. Tada a,b€ Fj;, ab € S;5, odakle

(aiij)(bojij) = (abi;)(bbi;) = (ab)bs; = ab.
Neka je k € B, ij = k. Tada je
[(adiij)(bbj,ij)Pij e = (ab)Or = (abk)(bk) = (agik)(bdj k)
Prema tome, S = (B;S;,¢;;,D;).

(). U oznakama iz (a), za k€ B imamo da je {a¢ir |a € S, i =
k} = Fror, pa taj skup jeste podpolugrupa od Dj. Jasno da se sve nase
operacije vrse u okviru tog skupa, pa bez ikakvih problema polugrupu Dy
mozemo zameni tom njenom podpolugrupom.

(¢) Sledi prema (a). O
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Sobzirom na Teoremu 1.19, uslovi Teoreme 9.1.(a) su kod polumreznih
slaganja uvek ispunjeni, §to ¢e se videti iz sledec¢e teoreme kojom se resava
problem polumreznih slaganja u opstem slucaju.

Teorema 9.2. Svaka polugrupa S koja je polumreza Y polugrupa
Say a €Y, ima slaganje oblika S = (Y;Su, ¢a,p, Da). Pri tome, svaka
od polugrupa D, moZe biti izabrana tako da vazi:

(5) Do ={bdga | bESs, BEY, B> a};

(6) D, je gusta ekstenzija od S,.

Dokaz. Zasvaki a €Y, F, je idealska ekstenzija od S,, pa prema
Teoremi 1.19, postoji idealska ekstenzija D, od S, i parcijalni homomor-
fizam ¢, iz F,—S, u D,. Kako parcijalni homomorfizam ¢, odredjuje
jedan S,-homomorfizam iz F, u D,, to prema Teoremi 9.1. dobijamo da
je S=(Y;S4, a3, Dy). Ponovo prema Teoremi 1.19. dobijamo da svaka
od polugrupa D, moze biti izabrana tako da vazi (5) 1 (6). O

Veza izmedju polumreznih slaganja i poddirektnih proizvoda data je sle-
dec¢om teoremom.

Teorema 9.3. Nekaje Y polumreza, neka je {So | o €Y} familija
po parovima disjunktnih polugrupa i neka je S = (Y; Sa, ¢a.3, Do), pricemu
je svaka od polugrupa D, izabrana tako da vazi (5). Ako uzmemo da je
B D, ako je « nula u Y,
a_{ D, U0, mace
pri cemu u drugom slucaju 0, jeste nula v FE,, tada S jeste poddirektan
proizvod polugrupa FE., a €Y.

(veY),

Dokaz. Nekaje v €Y inekaje 0., preslikavanjeiz S u S, definisano
sa:
{ Do, ako je a € S8,, a> 7,
ab, = L
0, inace.
Iz (5) dobijamo da 6. slika S na E,. Uzmimo a € S,, b€ S, o, €Y.
Tada prema (3) i (4) dobijamo da je

(afy)(b0y) = (aa)(b¢s.4) = [(aPa,ap) (b98,08)|Pap.y = (a % b)Pap = (ax D)0y,
ako je aff >, i (aby)(b0,) =0, = (a*b)f,, inace. Prema tome, 6., je
homomorfizam iz S na F,.

Neka je a € Sy, b€ S, o, €Y, inekaje aby, = bl,, zasvaki vy €Y.
Tada je a >y akoisamo ako je B >+, pa kako je < uredjenje na Y,
to je a= 3, odakle je a = abl, = b0, =b. Prema tome, Nycyf, =¢€, pa
prema Teoremi 1.5. dobijamo da S jeste poddirektan proizvod polugrupa
Ey, acY. O
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Posledica 9.1. Nekaje Y polumreza, neka je {Sy | €Y} famil-
ija po parovima disjunktnih polugrupa i neka je S = (Y;Sa, ¢ap). Ako
uzmemo da je
{ Sa ako je o nula u Y,
L, =

a€yY),
Sy U0, nace , ( )
pri cemu u drugom slucaju 0, jeste nula u E,, tada S jeste poddirektan

proizvod polugrupe E., a €Y. 0O

Zadaci.

1. Nekaje B traka. Tada zasve z,y € X je zyr =axy ili zyzy = yz,
ako i samo ako je <; U <5 kvazi-uredjenje na B. U tom slucaju je
<1 U <o=x.

Literatura. Ciri¢ and Bogdanovi¢ [3], [8], [10], Clifford [1], Petrich
[15], [16], Plonka [1], [2], Schein [4], [8].

9.2. Jake trake polugrupa.

Predmet proucavanja ove tacke bice tra¢na slaganja odredjena tranzi-
tivnim sistemima homomorfizama.

Neka je B trakaineka je {S;|i € B} familija po parovima disjunktnih
polugrupa. Ako je S = (B;S;,¢;;) 1akoje {¢;;} tranzitivni sistem
homomorfizama, tada S jeste jaka traka B polugrupa S;, i € B, u
oznaci S = [B;S;, ¢; ;]. Akoje S =[B;S;, ¢; ;] iako susvi homomorfizmi
¢;,; injektivni, tada je S cuvrsta traka B polugrupa S;, i € B, u oznaci
S = (B;S;, ¢ij). Akoje B polumreza (pravougaona traka), tada govorimo
o jakoj i ¢vrstoj polumrezi (matrici) polugrupa.

Neka je B traka. Svakom 4 € B pridruzimo polugrupu S; tako da
je SinNS; =0, za i#j. Nekasu {g;;} 1 {¢;,;} tranzitivni sistemi
homomorfizama iz S; u S; redom nad kvazi-uredjenjima <; i <, tako
da vazi:

(7) ©ijViki = VikPhkj, 28 ©2>17, i 22 k.
Defini§imo mnozenje * na S = U;cpS; sa:
(8) axb=(apiij)(bjij) (a € Si, besSy).

Tada je S polugrupa, u oznaci S = [B;S;, i, %], 1 S jeste traka B
polugrupa S;, i € B. Sledetom teoremom dokazujemo da je ovo slaganje
analogon jakih traka polugrupa, pa ¢emo i S = [B;S;,¢; ;, ¥ ;] nazivati
jaka traka B polugrupa S;, i € B.
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Teorema 9.4. Nekaje B traka i neka je {S; | i€ B} familija po
parovima disjunktnih polugrupa. Tada je S = [B;S;, @i, v ] ako i samo
ako je S = [B;S;, ¢i;l.

Dokaz. Nekaje S = [B;Si,¢i ,¢i;]. Uzmimo i,5 € B tako da je
i = j. Tada je i >1 1) >2 J, pa ¢i; = iijYij,; Jjeste homomorfizam
iz S; u S;. Jasno da je ¢;; identicko preslikavanje od S;, za svaki
i € B. Uzmimo 14,7,k € B takodaje i %> j = k. Prema (7) imamo da
je Yij ek = PijiikVijk,jk, Da je

Gi,jPik = PiijVij,j s, ikVikk = PiijPij,ijkVijk,jkVik k

= Qi ijkVijk,k = Vi kiPhik = Pi,ikVik,k = Pi k-

Prema tome, {¢;;} je tranzitivni sistem homomorfizama.

Uzmimo 4,5 € B, a€ S;, be S;. Tada je ¢;5 = wiijVijij = Qiijs 1
prema (7) je ¢jij = @i ijViisg = ViijPije = Vi, Pa odatle iiz (8)
dobijamo da je

axb = (api;)(bhji;) = (adi,i;) (0dj,i5)-
Prema tome, S = [B;S;, ¢; ;.

Obratno, neka je S = [B;S;, ¢;;]. Uzmimo daje ¢; ;j = ¢;j;, za i > j,
i ij=¢ij, za 1 >97. Jasnodasu {p;;} i {¢;} tranzitivni sistemi
homomorfizama nad <; i <3. Za i,j € B, a€ §;, be 5, je

axb = (agi;)(0d;i5) = (apiiz)(¥)i;)-
Uzmimo ¢,j5,k € B takodaje i>7j i ¢ > k. Tada je
©i jVjkj = i jOiki = Gikj = PikPhkj = Vi, k Pk kj-
Prema tome, S = [B,S;, i, i ). O

Ako je S = [B;Si, i j,%i;], pri ¢emu su homomorfizmi ¢;; i ;;
injektivni, tada pisemo da je S = (B;S;, @i j, i ;). Neposredno iz Teoreme
9.4, dobijamo sledec¢u posledicu:

Posledica 9.2. Nekaje B traka i neka je {S; | i€ B} familija po
parovima disjunktnih polugrupa. Tada je S = (B;S;, @i,V ) ako i samo
ako je S = <B;Si7¢i,j>- O

Jake matrice polugrupa mogu se predstaviti i direktnim proizvodima, o
c¢emu ¢e biti reci u sledecoj teoremi.

Teorema 9.5. Neka je B pravougaona traka.

Ako je polugrupa S jaka matrica B polugrupa S;, i € B, tada
sve polugrupe S;, i € B, jesu medjusobno izomorfne i S je izomorfna
direktnom proizvodu polugrupa B i T, pri ¢emu T jeste polugrupa
izomorfna polugrupama S;, i € B.
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Obratno, ako je polugrupa S izomorfna direktnom proizvodu polugrupa
B i T, tada S jeste traka B polugrupa S;, i € B, koje su sve izomorfne
sa T.

Dokaz. Nekaje S =[B;S;,:,]. Kako je < univerzalna relacija na
B, to za proizvoljne 4,5 € B imamo da je ¢ > j = i, odakle sledi da
je ¢i,j¢j,i = (ﬁ,’@, ¢j,i¢i,j = ¢j,j' Prema tome, za sve Z,] S B, ¢i,j je
izomorfizam iz S; na ;. Fiksirajmo element 0 € B, uzmimo da je
T =5p i definisimo preslikavanje @ iz S u T x B sa:
a® = (ap;,1), za a €8S;, i€ B.
Za ac€S;, beS;, i,j € B, imamo da je
(a®)(b®) = (agi,0,1)(bdj0,5) = ((aio)(bdjo0),ij) = ([(adiij)(b9j,i;)ldij0,17)
= ((a*b)¢ij0,ij) = (a+Db)2.

Dakle, @ je homomorfizam. Neka je a® =bP, za a€ S;, b€ S;, 1,5 € B.
Tada je (a¢io,i) = (bpj0,j), odakleje i =7 i ap;o=bg;o. Kako smo
napred dokazali da je ¢;0 izomorfizam, to je a = b. Prema tome, &
je injekcija. Na kraju, uzmimo (u,i) € T x B. Tada je u € Sy, pa za
a = u¢g,;, dobijamo daje u=ua¢p;o i a€S;, paje a® = (u,i). Dakle,
@ je izomorfizam iz S na T x B.

Obratno, neka je S =T x B. Za i € B, neka je S; =T x {i}.
Za i,j € B, definisimo preslikavanje ¢;; iz S; u S; sa: (a,i)¢;; =
(a,7), (a,i) € S;. Tada se neposredno proverava da je S = [B;S;,¢;;]. O

Neka je B traka, neka je T polugrupa i neka je n preslikavanjeiz B u
skup S(T') svih podpolugrupa polugrupe T. Preslikavanje n je puno ako
je Useptn =T, i antitono ako za ¢,7 € B, iz i %= j, sledi da je in C jn.

Vec je receno da i osobine homomorfizama koji uéestvuju u slaganju polu-
grupe umnogome uti¢u na strukturu konstruisane polugrupe. Ilustrativan
primer za to je sledeca teorema koja pokazuje uticaj injektivnosti tih homo-
morfizama na moguénost predstavljanja konstruisane polugrupe odredjenim
poddirektnim proizvodom.

Teorema 9.6. Nekaje B traka.
Ako je T polugrupa i ako je n: B — &(T) puno antitono preslikavanje,
tada S = {(a,i) € T x B | a € in} jeste podpolugrupa direktnog proizvoda
polugrupa T i B, wu oznaci S = [T,n,B], S je poddirektan proizvod
polugrupa T i B, i S je cvrsta traka B polugrupa S; = in x {i}(=
in), i € B.

Obratno, ako je {S; | i € B} familija po parovima disjunktnih polugrupa
i ako je S = (B;S;,¢i; ), tada relacijo & definisana na S sa:

(Lfb 54 agi),-,ij = b¢j,ij (CL S Si, be Sj),

jeste kongruencija na S i S =[S/¢,n, B].
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Dokaz. Uzmimo (a,i),(b,j) € S. Tadaje a € in, b € jn, pa iz
antitonosti preslikavanja 1 dobijamo da a,b € (ij)n, odakle je ab € (ij)n.
Prema tome, (a,i)(b,j) = (ab,ij) € S, paje S podpolugrupa od T x B.
Kako je 1 puno preslikavanje, to S jeste poddirektan proizvod polugrupa
T i B. Jasno da je S traka B polugrupa S; = in, i« € B. Za
i,J € B, i j, definiSimo preslikavanje ¢;; iz S; u S; sa:

(uvi)¢i,j = (U,j), ( (’U,,’L) €S )
Iz antitonosti preslikavanja 7 dobijamo da je ¢;; dobro definisano. Lako
se proverava da je S = (B;S;, ¢; ;).

Obratno, neka je S = (B;S;, ¢; ;). Jasno da je ¢ refleksivna relacija.
Uzmimo a,b € § tako daje alb. Tadaje a€ S;, be S;, i, € B, i
ap;i; = boj ;. Kako je ij = ji, to je

agi ji = Qi ijGijji = bPjijPijji = bPj ji,
zbog tranzitivnosti sistema {¢;;}. Prema tome, b & a, pa & jeste
simetri¢na relacija.

Uzmimo a,b,c€ S takodaje a&b i b&c. Tadaje a€ S;, be S;, ce
Sk, i,j,k eB, i agbm-j = b¢j,ij7 b¢j,jk = C¢k,jk7 odakle je

a¢i,ik¢ik,ijk = aéf?mjk = a¢i,z‘j¢z‘j7z‘jk = b¢j,ij¢z‘j7ijk
= 0®j,ijk = 0O jkPjk,ijk = CPk, jkPjk,ijk
= COk,ijk = COk,ikDik,ijk-
Prema tome, a@;ix@ik,ijk = COrikPikijk, pa kako je ¢k 5 injektivno
preslikavanje, to je a@; i = c¢pix. Dakle, afc, pa £ jeste tranzitivna
relacija.

Uzmimo a,b € S takodaje a&b iuzmimo x € .S. Nekaje a€ S;, b€
Sj, ¢ € Sk, i,j,k € B. Prema pretpostavci, ag;;j = bg;;;, odakle je

(a*x)bik,ikjk = [(aPiir) (@Pk,ik)]| Pikikjk = (ADi ik Dik,ikjk)(TOk ik Pik,ikjk)
= (a¢iikjr) (TP ikjk) = (aPiijGij.ikjk) (T Pk ikjk)

= (b0;.ibij.ikjk) (@ Ok,ikjk) = (b0jikjk) TPk ikjk)

= (b jkDjk,ikjk ) (COk jk Pk ikik) = [(00),1) (T Pk ik )Pk ikjk

= (b* Z)Pjk,ikjk-

Prema tome, axxz&bxx. Slicno dokazujemo da je x*xafx*xb. Dakle, &
je kongruencija.

Neka je p tracna kongruencija na S ¢ije klase su polugrupe 5;, ¢ € B.
Tada je jasno da je €Ny =e. Prema Teoremi 1.5. dobijamo da S jeste
poddirektan proizvod od polugrupe S/¢ ipolugrupe S/u koja je izomorfna
sa B, pri ¢emu je injektivni homomorfizam ¢ iz S u T x B dat sa
a® = (at¥ apf), a € S. Za i€ B, nekaje in= {uc S/¢| (u,i) € SP}.
Lako se proverava da je in podpolugrupa od S/§, za svaki i € B. Kako
je S poddirektan proizvod od S/§ i B, to n jeste puno preslikavanje iz
B u 6(S/¢). Uzmimo i,j € B takodaje i %= j, i uzmimo u € in. Tada
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je (u,i) € S®, paje (u,i) =ad, zaneki a €S, tj. u=al¥ ac S,
Ako je b=a¢;;, tadaje b&a, tj. béh = ath = u, odakle dobijamo da je
(u,j) =b® € SO, paje u € jn. Prema tome, n je antitono preslikavanje,
paje S=1[T,n,B]. O

Zadaci.

1. Neka je V varijetet koji sadrzi varijetet polumreza. Ako je S =
[Y; Sa, ¢a.5] jaka polumreza Y polugrupa S,, a € Y, isvaka od polugrupa
Sa, €Y jeiz V, tadajei S iz V.
2. Nekasu S i T E-inverzivne polugrupe. Preslikavanje ¢ :S — P(T)
je sirjektivni podhomomorfizam od S na T ako vazi:
(a) a¢p # @, zasvaki a € S;
(b) (ag)(bg) C (ab)p, zasve a,b € S;
(C) Ugesap = T;
(a) za weT, a€ S, takve da je u € a¢, postoje v e T, be S tako
da je vu,uv € E(T), ab,ba € E(S) i v € bo.

Neka su S i T FE-inverzivne polugrupe i neka je ¢ sirjektivan podho-

momorfizam iz S na T. Tada
m(S;T,¢) ={(a,u) € SxT | u€ ap}

jeste E-inverzivna polugrupa koja je poddirektan proizvod od S i T.

Obratno, svaka E-inverzivna polugrupa koja je poddirektan proizvod od
S i T moze biti ovako konstruisana.
3. Neka je S polugrupa i neka je B pravougaona traka. Neka je 7
preslikavanje iz B u skup svih bi-ideala od S, takvo da vazi

(a) S =Uiepin, (b) (in)(jn) € (ij)n, za sve i,j € B.

Tada D ={(a,i) € Sx B |a€in} jeste poddirektan proizvod od S i B.
Obratno, svaki poddirektan proizvod od S i B se moze ovako konstruisati.
4. Neka je S regularna polugrupa, neka je B pravougaona traka i
B=LXxR, gdeje L levo nulta trakai R je desno nulta traka. Neka su
@ i 1 preslikavanjaiz L i R u skup svih levih i skup svih desnih ideala
od S, tim redom, tako da je U;cpip = UxerM = S. Tada preslikavanje
n iz B u skup svih bi-ideala od S definisano sa: (i, A\)n = ip N A,
((i,A) € B) zadovoljava uslove Zadatka 4.

Obratno, svako preslikavanje 7 koje zadovoljava uslove Zadatka 4. moze
biti dobijeno na ovaj nacin.

Literatura. chrislock and Tamura [1], Ciri¢ and Bogdanovié [3],
[8], [10], Clifford [1], Lopez [1], Mitsch [2], Petrich [15], Plonka [1], [2], Cannit
[2], Schein [4], [8].
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9.3. Kiémeni proizvod trake i polumreze
polugrupa.

Citalac je veé¢ zapazio da su neki tipovi trac¢nih slaganja u bliskoj vezi
sa predstavljanjima polugrupa poddirektnim proizvodima odredjenog tipa.
Ovde ¢emo razmatrati tracna slaganja koja su u vezi sa tzv. ki¢menim
odnosno probusenim ki¢menim proizvodima odredjenih polugrupa.

Neka su P i @ polugrupe ineka je Y njihova zajednicka homomorfna
slika, tj. neka su ¢ i %, tim redom, homomorfizmi iz P i ¢ na Y.
Skup

§={(a,b) € P x Q| ap = b},
je podpolugrupa direktnog proizvoda polugrupa P i @, i S je poddirektan
proizvod polugrupa P i . Polugrupu izomorfnu sa polugrupom S
nazivamo ki¢meni proizvod polugrupa P i @Q u odnosu na Y. Ako za
a €Y uvedemo oznake: P, = ap™!, Q, = ap~!, tada je

S = UaeYPa X Qom

pa ki¢meni proizvod polugrupa P i @ u odnosu na Y mozemo shvatiti
kao ”ki¢mu” direktnog proizvoda polugrupa P i Q.

Podpolugrupu ki¢menog proizvoda polugrupa P 1 ¢ u odnosu na
polugrupu Y, koja je istovremeno i poddirektan proizvod polugrupa P i
(), nazivamo probuseni kicmeni proizvod polugrupa P i @ w odnosu na

Y.

Teorema 9.7. Neka je traka B polumreia Y pravougaonih traka
B,, a €Y.
Ako je S = (BQSiy(bi,j;Di); tada
(A1) S je polumreza Y polugrupa So = (Ba;Si, ¢ij,Di), a« €Y;
(A2) relacija & ma S definisana sa:
alb & aeS;, beS;, [i]|=1[j], i apir =bo;r za sve k€ B, i,j = k;
je kongruencija na S i T = S/€ je polumreia Y polugrupa T, = So&%;
(A3) S je probuseni kicmeni proizvod polugrupa T i B wu odnosu na Y.
Obratno, ako je S probuseni kicmeni proizvod polugrupa T = (YT, o,
D,) i B wodnosuna Y i ako uzmemo da je:
(Bl) Si= (T, x{i})NS, Di=D, x{i}, za 1 € By, a€Y;
(B2) za i,j € B, [i] > [j], preslikavanje ¢;; iz S; u Dj je definisano
sa:

(a,i)pi; = (adp (15 7);

tada je S = (B, Si, ¢i,j7 Dl)

Dokaz. Nekaje S = (B;S;,¢ij,D;). Jasno da vazi (Al).
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(A2) Jasno da je ¢ relacija ekvivalencije. Uzmimo da je a&b i z € S.
Neka je a € S;, b€ S;, i,j € By, a €Y inekaje v €Sy, k€ Bg, Y.
Tada je axx € Si, bxx € Sji, ik, jk € Bag. Uzmimo [ € B, af > [l].
Tada je o> [l], paje a¢;; =bp;;. Odavdeiiz (3) dobijamo da je

(a*x)pir1 = [(adiin) (TPr,ik)]Piks = (adir) (@) = (bPj1)(TPr,1)
= [(b¢,5%) (@ P,k )|Pjk = (b T) -
Prema tome, axxz&bxx. Slicno dokazujemo da je x*xafx*xb. Dakle, &
je kongruencija. Neka je 1 kongruencija na S ¢ije klase su polugrupe S,.
Tada je € Cn, pa T = S/¢ jeste polumreza Y polugrupa T, = S,&%

(A3) Neka je p tracna kongruencija na S ¢ije klase su polugrupe
S;, 1 € B. Jasnodaje £éNu =¢, paprema Teoremi 1.5, S je poddirektan
proizvod polugrupa 7 i B, pri ¢emu injektivni homomorfizam @ iz S
u T x B jedatsa: a® = (a&? au?), a € S. Uzmimo proizvoljan a € S.
Nekaje a € S;, i € By, a €Y. Tadaje a € S,, paje all € T,, i
ap? =i € B,. Prema tome, S® C UycyTy X By, pa S jeste probuseni
kiémeni proizvod polugrupa 7' i B u odnosuna Y.

Obratno, neka je T = (Y;T,, ¢a,3, Do), nekaje S probuseni ki¢meni
proizvod polugrupa 7' i B uodnosuna Y inekasu S;, D; i ¢;; definisani
sa (Bl) i (B2). Tada se lako proverava da je S = (B;S;,¢;;,D;). O

Neka je B traka, neka je {S; | € B} familija po parovima disjunktnih
polugrupa. Ako je S = (B;S;, ¢i;,D;) iako vaze sledeéi uslovi:
(10) Si¢i,j - Sj’ za i,j € B, [Z] = []]a
(11) i ¢k = Gik, za i,5,k € B, [i] = [j] > [k];
tada pisemo: S = [B;S;, ¢i j,Di]. Ako je S = (B;S;, ¢;;) 1 ako vazi
(11), tada pisemo: S = [B;S;,¢:;]. Postojanje slaganja ovakvog tipa je
potreban i dovoljan uslov za mogué nost predstavljanja polugrupe ki¢menim
proizvodom trake i polumreza polugrupa, $to ¢ée biti dokazano u sledecoj
teoremi.

Teorema 9.8. Neka je traka B polumreia Y pravougaonih traka
B,, ae€Y.

Ako j€ S = [[B, Si,(ﬁi,j,Di]], tada

(C1) S je polumreza Y polugrupa So = [Ba;Si, ¢ij], a €Y;

(C2) za svaki a €Y, S, jeizomorfna polugrupi T, X By, gde je T,
polugrupa izomorfna polugrupama S;, 1 € By;

(C3) postoji polumreino slaganje T = (Y;Ty, ¢a3, Do) tako da je S
izomorfna kicmenom proizvodu polugrupa T i B u odnosu na Y.
Obratno, ako je S kicmeni proizvod polugrupa T = (Y; Ty, ¢a,p, Do) i@ B
u odnosu na Y, i ako uzmemo da je:

(D1) S; =T, x{i}, D;=D, x{i}, za i € B,, « €Y;

(D2) za i,j € B, i=j, preslikavanje ¢;; iz S; u D; je definisano sa:
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(a,)¢i; = (adp ), 7):
tada je S = IIB;Si7¢i,j7Di]]'

Dokaz. Naosnovu (11) i Teoreme 9.5. sledi da vazi (C1) i (C2).

(C3) Zasvaki a €Y, fiksirajmo element 0, € B,, i uzmimo da je
To =S50, Do =Dy,. Za a,f€Y, a> 3, definisSimo preslikavanje ¢, 3
iz Ty, u Dg sa ¢ap = ¢o,,0,- Jasnodaje dq . identicko preslikavanje
polugrupe 7,, zasvaki o € Y. Uzmimo o,8€Y, a€T,, b€ Tz Tada
prema (3),

(aba,ap)(b98,05) = (aP0,.,005)(0P05.005) = [(@B0.,,0,05) (005,0005)]P0005,00s5
Prema (2) 1 (10) je (a¢a,as)(09s,08) € So.; = Tap, odakle dobijamo da
jo (Taboas)Ts65.08) C Tup: Za 7 €Y, aB >, iz (3)i(11) sledi
[(aa,ap)(bdp.0p)asy = [(000,,005) (0005,005)]P00s.0,

= [(ad0.,0,05)(0605,0,05)]00,05,005P0u 3.0,

= [(a90.,,0.05) (0004,0,05)]¢0,04,0, = (ado,,0,)(bdog,0,) = (ada,)(bPs,)-
Dakle, prema Lemi 9.1, postoji polumrezno slaganje S = (Y;Ty, ¢a,3, Da)-

Definigimo preslikavanje @ iz S u T x B sa:

ad = ((I(]Simoa,’ia), ((I € Sia, ia € By, a € Y)
Jasno da je S® C UyeyTy x B,. Kako je ¢;, 0, izomorfizam iz S;, na
So,, (prema Teoremi 9.5.), to @ jeste injektivno preslikavanje iz S na
UaeyTa X Ba.

Uzmimo a € S;,, b € Si;, ia € Ba, ig € Bg, o, € Y. Tada prema
(11) i (3) dobijamo
(a®)(bD) = (adi,, 0.+ 1) (bdig,05,15) = ((adiy 00 Pa,ap) (Dis,05P8,08)s iais)
= ((a¢ia,0a ¢Oa,0a5)(b¢i5,05¢05,0a5)7iaiﬁ) = ((a(ﬁimoa,@e)(b(big,ﬂaﬁ)?iai,@)
= ([(a¢ia,iaiﬁ)(b¢iﬁ7iaiﬁ)]¢iai[ivoaﬁ7iaiﬁ) = [(a¢ia,iai;a)(b¢iﬁ,iaiﬁ)]@ = (ab)¢
Prema tome, @ je izomorfizam iz S na Ugcy Ty X Bg.

Obratno, neka je T = (Y;Sq, a8, Do), neka je S ki¢meni proizvod
polugrupa 7' i B u odnosu na Y, i uzmimo da su S;, D; 1 ¢
definisani sa (D1) i (D2). Tada prema Teoremi 9.7. dobijamo da je
S = (B;S;, ¢ij,D;). Jasnodavazi (4). Uzmimo 14, j,k € B, [i] = [j] > [k].
Neka je [i|=[jl=«, [k] =0, a,f €Y, inekaje (a,i) €S;. Tada je

(avi)(z)i,jd)j,k = (a¢a,a¢a,ﬁak) = (ad)oc,,@v k) = (CL, Z)¢z,k
Prema tome, vazi (11). Dakle, S = [B;S;, ¢ ;,D;]. O

Teorema 9.9. U oznakama iz Teoreme 9.8, vaze sledeci uslovi:
(E1) S =1[B;Si,¢i;]| akoisamo ako je T = (Y;Ty, ¢ap);
(EQ) S = [B’ Shd)l,j] ako i samo ako j@ T = [Y;Ta,gba”@]-

Dokaz. (FE1) Sledi neposredno iz Teoreme 9.8.
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(E2) Nekaje S =[B;S;, ¢i;|]. Uzmimo «a,B,7€Y, a>F>~. Tada

je
o, 8Py = 0,,05905,0, = P04,0, = Pa,v-
Prema tome, T = [Y;T,,¢ap]. Obratno, neka je T = [Y;Tq,¢a,sl-
Uzmimo i,5,k € B, i =j = k. Nekaje [i|]=«, [j]=0, [k] =7, o, 0,7 €
Y, inekaje (a,i) €.S;. Tada je
(a,9)ij0jk = (aPa,p,1)Pjk = (aPa,50p,4, k) = (ada,y, k) = adi k.

Prema tome, S = [B;S;, ¢ ]. O

Zadaci.

1. Element a polugrupe S je kvadratno-kancelativan ako za sve x,y € S,
iz xa®? = ya® sledi za =ya iiz a’x = a?y sledi axr = ay. Dokazati da
su sledeéi uslovi za element a polugrupe S ekvivalentni:
(i) a je kvadratno-kancelativan;
(i1) aH'a?;
(7i7) postoji nadpolugrupa 7" od S tako da je a element neke podgrupe
od T
2. Nekaje S podpolugrupa polugrupe Q. Tadaje Q polugrupa levih
razlomaka polugrupe S ako vazi:
(a) svaki kvadratno-kancelativan element iz S je element neke podgrupe
od Q;
(b) za svaki element ¢ € Q je ¢g=a"'b, gdesu a,be S i a ! je
inverz od a u nekoj podgrupi od Q.
Dualno se definise i polugrupa desnih razlomaka od S. Ako je @ polugrupa
levih (desnih) razlomaka od S, tada kazemo da je S levi (desni) red u
Q. Polugrupa @ je polugrupa razlomaka od S i S jered u @ ako S
jeste levi i desni red u Q.

Podskup T polugrupe S je levo (desno) reverzibilan ako za proizvoljne
a,b €T postoje u,v € T tako da je au=bv (ua=wvb). Akoje T levo
i desno reverzibilan, tada kazemo da je reverzibilan.

Dokazati da je polugrupa S levi red u grupi ako i samo ako S jeste
kancelativna i desno reverzibilna. Ako je S levired u grupama G 1 G,
dokazati da postoji S-izomorfizam iz G na G'.

3. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S jelevired upolumrezi Y grupa G,, a €Y;
(1i) S je polumreza Y desno reverzibilnih, kancelativnih polugrupa
Sa, €Y
(t3i) S = (Y;Sa, ba,p,Ga), gdezasvaki a €Y, S, jelevired u grupi
Ga.
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Dokazati da polumreza desno reverzibilnih, kancelativnih polugrupa moze
imati neizomorfne polugrupe levih razlomaka.
4. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S ima levo regularnu traku grupa kao polugrupu levih razlomaka;
(11) S je levo regularna traka desno reverzibilnih, kancelativhmih polu-
grupa;
(7i1) S je probuSeni ki¢meni proizvod levo regularne trake i polumreze
desno reverzibilnih, kancelativnih polugrupa.

Literatura. ¢ii¢and Bogdanovié [9], [10], Clifford and Preston [1],
El-Qallali [1], [2], Gould [1], Howie [1], Kimura [2], Osondu [1], [2], Schein
4], Yamada [4, [5], (7}, 8], [10], [11], [12].

9.4. Normalne trake polugrupa.

U ovoj tacki najpre dajemo teoremu koja opisuje tra¢na slaganja u opStem
slucaju. Potom taj rezultat primenujemo na slaganja u normalnu traku
polugrupa.

Teorema 9.10. Neka je traka B polumreza Y pravougaonih traka
B,, o €Y, ineckaje {S;|i € B} familija po parovima disjunktnih
polugrupa. Tada polugrupa S jeste traka B polugrupa S;, i € B, ako i
samo ako vaze sledeci uslovi:

(12) S =(Y;Sa;¢a,8, Da);

(13) za svaki €Y, S, je matrica B, polugrupa S;, i € By;

(14) (Sigf)mag)(Sjgf)g,ag) - Sij, za 1t € By, j € Bg, a,BeY.

Dokaz. Nekaje S traka B polugrupa S;, i € B. Tada prema
Posledici 3.7, S je polumreza Y polugrupa S,, « € Y, pri cemu za svaki
a €Y, S, jematrica B, polugrupa S;, i € B,. Dakle, vazi (13).
Prema Teoremi 9.2. dobijamo da vazi (12), dok prema definiciji mnozenja
u S=(Y;5,¢aps Do) sledi da vazi (14).

Obratno, neka vaze uslovi (12),(13) i (14). Tada prema (14) i prema
definiciji mnozenja u S = (Y;S,, ¢o 3, Do) dobijamo da S jeste traka B
polugrupa S;, i€ B. U

Razne karakterizacije normalne trake date su Teoremom 1.25. Ovde da-
jemo jos jednu, koja ¢e biti od koristi u daljem radu.

Teorema 9.11. Traka B je normalna ako i samo ako B jeste jaka
polumreza pravougaonih traka.

Dokaz. Nekaje B normalna traka. Tada B jeste polumreza Y
pravougaonih traka B,, a € Y. Uzmimo «,8 €Y takodaje a> g, i
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uzmimo i € B,. Najpre ¢emo dokazati da je iki = ili, za sve k,l € Bg.
Zaista, za k,l € Bg je
tki = iklki = ikkli = ikli = iklli = ilkli = 1li,
jer je B normalna traka i Bg je pravougaona traka. Definisimo sada
preslikavanje 0,3 iz B, u Bg sa:
10q g = iki, (i1 € By, k € Bg).
Prema prethodno dokazanom, preslikavanje 6, 3 je dobro definisano. Uz-
mimo 4,7 € Bg. Prema Teoremi 1.25,
(i0a,8)(j0a,p) = ikijkj = ijkkij = ijkij = (ij)0a,s-

Dakle, 0,43 je homomorfizam.

Uzmimo «,08,7y €Y takodaje a> (>, iuzmimo ¢ € B,. Tada
za proizvoljne k € Bg, | € By, je
100,803,y = (iki)0s .~ = tkiliki = ikilliki = ilikkili = il(liki)li = ili = 10, -,
jer je B normalna traka, B, je pravougaona traka i [,liki € B,. Prema
tome, {6, p} je tranzitivni sistem homomorfizama nad <.

Uzmimo o, €Y, ¢ € B,, j € Bg. Tada za proizvoljan k € B,g je

(100,08)(108,03) = ikijkj = ikijkijkj = ijkkiijkj
= ijkijkj = ijjkkij = ijkij = ij,

jer je B normalna traka, B,s je pravougaona trakai ij,k € B,3. Prema
tome, B = [Y;Bq,04 3]

Obratno, neka je B = [Y;By,0q,3]. Uzmimo i,j5,k € B. Neka je
i€ By, j€ Bg, k€ B,, zaneke a,8,y €Y, odakle za § =afy je

ijki = (Zpaﬁ)(jeﬂ,ci)(ke%é)(wa,é) = iea,ci = (i@a,a)(k0775)(j9575)(i9a75) = 1kji,

jer je Bs pravougaona traka. Prema tome, ¢jki = ikji, za sve i,j,k € B,
pa B jeste normalna traka. [

U skladu sa Teoremom 9.11, nadalje ¢e recenica "B = [Y; By, 04,5] je
normalna traka” imati znacenje: traka B je jaka polumreza Y pravouga-
onih traka B,, a € Y, sa tranzitivnim sistemom homomorfizama {6, 3}
definisanim kao u Teoremi 9.11. U daljim razmatranjima polugrupa S koje
zadovoljavaju uslove (12), (13) i (14), sa * ¢emo oznaCavati mnozenje u
S asa o mnozenjau D,, a €Y.

Sledeca teorema je glavni rezultat ove tacke.

Teorema 9.12. Neka je traka B polumreza Y pravougaonih traka
B., a €Y, nekaje {S;|i€ B} familija po parovima disjunktnih polugrupa
i neka je S polugrupa koja zadovoljava uslove (12), (13) i (14). Tada za
svaki o €Y, polugrupa D, moZe biti izabrana tako da vaZi:

(15) D, je matrica B, polugrupa D;, i € By;

(16) S; € D;, za svaki i € B,;
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ako i samo ako B jeste normalna traka.

Dokaz. Prema Teoremi 9.10. imamo da je S traka B polugrupa
Si, i € B. Neka je ¢ tractna kongruencija na S ¢ije klase su polugrupe
S;, 1€ B.

Pretpostavimo da se za svaki a € Y polugrupa D, moze izabrati tako da
vazi (15) i (16). Uzmimo a,z,y € S, a € So, x € Sz, y € S,, o, B,7y €Y.
Neka je 0 = a8y ineka a¢ns € D;, x € ¢ps € Dj, ypys5 € Dy, 1,5,k €
Bs. Prema (3), (4) i (15),

(17) a*x*y*a=(abas)(r0ps)([Ypry.s)(ada,s) € DiD;DiD; C D;,
(18)  axyx*z*xa=(a0as)(Ydy.s)(20ps)(ada,s) € DiDrD;D; C D;.
Dakle, prema (17) i (18) dobijamo da je axxxy*a,axy*xz*xa € D;NS = S;,
pa axxrxy*xafa*xy*xxa Prematome, B2 S5/¢ jenormalna traka.

Obratno, neka je B normalna traka, tj. neka je B = [Y;Bq, 0, 3]
Uzmimo proizvoljan v € Y. Prema Teoremi 9.2, polugrupa D, moze biti
izabrana tako da je D, = {a¢a | @ >, a € S,}. Nekaje a € S;, beS;,
yeY, a,0>~v. Tada
(19) CL(Z5mfy = b(ﬁg,,y = iﬁow = jggﬁ.

Zaista, neka je a¢a, = b, ineka je x € Sy, . Tada je axx €
SiSi0..., C Si(io, ), b*xx € S;Sie, . € Sjis,.), Paiz a*xx = (agay)oT =
(bps~y) oz =bxx dobijamo daje (jfs,)(iba,y) = j(i0a,~) = i0n,. Slicno
dokazujemo da je (i0n,)(j08,y) = i0a,, Paje iy~ = jOz~. Prema tome,
vazi (19). Neka je

Dy ={apa | a >, a€S;, iy, =k}, veY, ke B,.

Prema (19) sledi da skupovi Dy, k € B,, jesu medjusobno disjunktni.
Jasno da je Ugep, Dy = D5, Sk € Dy, zasve k€ By, i Sipay C Dig
za sve a >, 1 € B,.

Uzmimo a € S;, b€ S;, a,8>7, a,B,v€Y, i€ B,, jc Bg. Tada je

axbe S;;, paprema (3) sledi
(@ay) 0 (bdpy) = ((aPa,ap) © (bdp,a,8)) Pas,y
= (a%b)dap.y € Sijbapy S D(ij)ous., -
Kako je (ij)0as,y = ((i0a,08)(798,08)) 0as,y = (10a,)(705,~), to imamo
Dig,, ,Djos ., € Do, ,)(j65.,), P& D~ jeste matrica B, polugrupa Dy, k €
B

o,y ?

-

Slaganja u normalnu traku polugrupa kojima odgovaraju (probuseni) kic-
meni proizvodi normalnih traka i polumreza polugrupa, mogu se realizovati
primenom rezultata iz Tacke 9.3. U narednim teoremama ¢emo izloziti i
jedan drugaciji pristup ovom problemu.

Teorema 9.13. Neka je B =[Y;Ba,043] normalna traka.
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Ako je S polugrupa koja zadovoljava uslove (12), (13) i (14), ¢ ako za
svaki o €Y, polugrupa D, moZe biti izabrana tako da vaZi:
(20) Do = (Ba: D, xi,5, Ei):
(21) S; C D;, za svaki i € By;
tada
(F1) relacija & na S definisana sa: a £b ako i samo ako je a € S;, b €
S, 1, € Ba, €Y, dzasvaki BE€Y, a>f, k€ Bg je:

AP0, BXi00 5,k = bPa,6Xj00 5,k
jeste kongruencija na S i polugrupa T = S/§ je polumreza Y polugrupa
Ty = 8,85 acY;
(F2) S je probuseni kicmeni proizvod polugrupa T i B wu odnosu na Y.
Obratno, ako je polugrupa S probusSeni ki¢meni proizvod polugrupa T =
YTy, wap,Us) i@ B uodnosuna Y, iako uzmemo da je:
(Gl) So=(TwxBa)NS, Dy =U, X By, za a€Y;
(G2) za a,B €Y, a>pf, preslikavanje ¢op5 1z So u Dg je definisano
sa:

(4,1)60,5 = (AW 1a.), ((a,i) € Sa);
(G3) Si= Ty x{i})NS, D;=Uy x{i}, za a€Y, i € B,;

tada S zadovoljava uslove (12), (13) i (14), za svaki €Y, D, je jaka
matrica B, polugrupa D;, i € By, ivazi (21).

Dokaz. Nekaje S polugrupa koja zadovoljava (12), (13) 1 (14), ineka
za svaki «a € Y, polugrupa D, moze biti izabrana tako da vazi (20) i
(21).

(F1) Jasno da je & refleksivna i simetriéna relacija. Neka je afb i
bc, a,b,c e S. Tadaje a€ S;, bec S, c€ Sk, i,j,k € By, a €Y.
Uzmimo €Y takodaje o> 3, iuzmimo [ € Bgz. Tada je

aﬁf)a,ﬁxwaﬁ,l = bﬁba,ﬁXjea,ﬁ,l = Cﬁba,ﬁxwa,g,l,
odakle dobijamo da je a&c. Prema tome, £ je tranzitivna relacija.

Uzmimo a,b € S tako da je aéb, iuzmimo x € S. Neka je a €
Si, be Sj, i,j € Bo, v € Sk, k€ Bg, a,p €Y. Tadaje axx € Si,
bxx € Sji, i ik, jk € Byg. Uzmimo v €Y takodaje af >, iuzmimo
le B,. Tada je

(@ * 2)ap X (ik)0ap. 1 = [(0Pa.ap) © (208.08)|Pas X (ik)bas. .0
= [(ada,y) © (@O8,7)|X(1k)00s, .1
= [(@Pa,y X600 ,(100,4)(k05.1)) (TPBAXKOs 1 (1005) (k05 1) X (100) (KO ).
= (aéa,'waa,w,l)(xqﬁﬁﬁXk@ﬁ,w,l)
(6P A X80 5, 1) (TP XEO5.-.1)
= = (0% 2)PaB A X(jk)0ap 1
((Z‘]{Z)Qa/gﬁ = [(iea,aﬁ)(keﬁ,aﬁ)]eaﬁ,y = (i@aﬁ)(kﬂgﬁ)). Odavde dobijamo
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axx&bxx. Na isti na¢in dokazujemo da je z*xalx xb. Dakle, £ je
kongruencija. Neka je 7 polumrezna kongruencija na S ¢Cije klase su
polugrupe S,, a €Y. Tadaje £ Cn, pa T =5/ jeste polumreza Y
polugrupa T, = S, &%,

(F2) Neka je p tracna kongruencija na S ¢ije klase su polugrupe
S;, 1 € B. Jasnodaje £éNu =¢, paprema Teoremi 1.5, S je poddirektan
proizvod polugrupa T i B, pri ¢emu je injektivni homomorfizam @ iz
S u T x B datsa: a® = (at®, ap?), a € S. Uzmimo a € S. Neka je
a€S;, i€ By, acYY. Tadaiz a € S, dobijamo daje a&® € T, ap’ =
1€ B, tj. a® €T, x B,. Prema tome, S® C UyecyT, X B,. Dakle, S
je probuseni ki¢meni proizvod polugrupa 7' i B u odnosu na Y.

Obrat sledi neposredno. [

Teorema 9.14. Neka je B =[Y;Ba,0.3] normalna traka.

Ako je S polugrupa koja zadovoljava uslove (12), (13) i (14), i ako za
svaki o €Y, polugrupa D, moZe biti izabrana tako da vaZi:

(22) D, = [BOH D, XiJ];

(23) S; € D;, za svaki i€ By;

(24) Sixi; € S;, za sve i,j € By;

(25) aXijPa,p = APa,BXi0, 5,00y, 20 ,BEY, a >, 1,5 € By, a€ Sy
tada vazi uslov (F1) Teoreme 9.13. i S je kicmeni proizvod polugrupa T
i B wodnosuna Y.

Obratno, ako je polugrupa S kicmeni proizvod polugrupa T = (YT, wq 8,
Us) © B wodnosuna Y, tada u oznakama iz (G1)—(G3) Teoreme 9.13.,
S zadovoljava uslove (12) — (14) i (22) — (25).

Dokaz. Neka polugrupa S zadovoljava uslove (12)-(14) i neka za svaki
a €Y, polugrupa D, moze biti izabrana tako da vaze uslovi (22)-(25).
Primetimo da za o, €Y, a > 3, i € B,, prema Teoremi 9.12, vazi:
Sita,p € Dis, 4,
pa izraz na desnoj strani jednakosti u (25) ima smisla. Takodje, zadovoljeni
su i uslovi (20) i (21), pa prema Teoremi 9.13. imamo da vazi (F1) i S
je probuseni ki¢meni proizvod polugrupa 7' i B u odnosu na Y.
Uzmimo proizvoljan (u,i) € UsecyTo X Bo. Tada je (u,i) € Ty, X By,
zaneki a €Y, i u=>b¢" zaneki b€ S,. Nekaje be Sj, j € By. Neka
je a="0by;;. Prema (24), a€ S;. Uzmimo fe€Y takodaje a>p, i
uzmimo k € Bg. Tada je
APa,3Xi00 5.k = UX},iP0,BXi00 5.k = VP, 6X 00 5,005 Xiba 5.k = DD, BX 00 5.k>
prema (25)i(22). Dakle, a¢b, paje at® = b = u, odakle je ad = (u,i).
Prema tome, S® = Uyey T, X By, pa S jeste ki¢meni proizvod polugrupa
T i B uodnosuna Y.
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Obrat sledi neposredno. [

Teorema 9.15. Neka je B = [Y;B,,0.5] normalna traka i neka
je {S;| i€ B} familija po parovima disjunktnih polugrupa. Tada
(a) S = [B;Si,¢i;]| ako i samo ako je S = (Y;S4,ba,3), 2a svaki
aceY je Sa = [Ba§5i7Xi,j] 1
(26)axi,jba,s = 0Pa,BXibu 5,500 20 ,BEY, a>f, i,j€ By, a €S;;
(b) S = [B;Si,¢i;] ako i samo ako je S = [Y;S54, 0], za svaki
acYY je Sy, =[Ba;Si,xi ] ivazi (26).

Dokaz. (a) Neka je S = [B;S;,#:,]. Prema Teoremama 9.8. i
9.9. imamo da S jeste ki¢meni proizvod polugrupa T = (Y;T,,wa3)
S =UseyTa X By. Nekaje Sy =T, X By, a€Y, za a,8€Y, a> 0,
preslikavanje ¢, 3 iz S, u Spg je definisano sa:

(aai)¢a,ﬁ = (awa,ﬁaiea,ﬁ)7 ((av Z) € Soc)>
S;i =Ty x{i}, i€ By, a €Y, iza a€Y, i,j € B,, preslikavanje x;;
iz S; u S; je definisano sa:

(CL?i)Xi,j = (Cl,j), ((CL, 7’) € SZ)
Neposredno se proverava da je S = (Y;Sa,0a,3) 1 Sa = [Ba:Si;Xi,jls
za svaki o € Y. Uzmimo «,08 € Y tako da je «a > (3, i uzmimo
i,j € Ba, (a,1) € S;. Tada je
(a,1)a,8Xi00 5,300, = (W35 100,8)Xi00 5.00,5 = (0Wa,8,]0a,p)
= (a,5)¢a,p = (a,9)Xi,j%a,p-

Prema tome, vazi (26).

Obratno, neka je S = (Y; Sq, ¢a,3), nekaje So = [Ba;Si, Xi,j], zasvaki
a €Y, inekavazi (26). Za i,j € B, i = j, nekaje ¢;; preslikavanje iz
S; u S definisano sa:

adij = AP, BXi0 5,55 (a € S),
gde su a,8 € Y tako da je [i] = «, [j] = B. Za proizvoljan i € B
dobijamo da je a¢;; = ada,aXii = a.
Uzmimo o«,3,y € Y, takodaje af8 >, i i€ B,, j € Bg, k €
B,, a€S;, beS;. Tada je
[(adi,ij) (b0 )| bije =
= [(@ba,aBXi0u,0p.i7) (0DB,0BXj04,0p,i5)|Dij k
= [(a¢a,ap) © (b68,a8)|PaB X (i)0up -k
= [(aga,y) © (b¢ﬁa7)]x(ij)9aﬂ,wzk
= [(adayXiba 1 (00.)(95.,)) (ODB X305 . (100.2) (1605.2))]X (100 1) (165,
= (ada,yXi0n, k) (P31 Xj05 k)
= (adi k) (bdjk),
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((i)0ap.y = [(i0a,08)(108,08)008,y = (i0a,1)(i05,4) ), 1
a*b = (aga,ap)° (bPg,as)
= (0Pa,aBXiba,00,i7) (0PB,aBXj05.0s,i7) = (adiij)(0B;.i;).
Prema tome, S = (B;S;,¢; ;).
Uzmimo «,B €Y takodaje a >3, i i,j € By, k€ B, a €5,.
Tada je
agi jPjk = @Pa,aXi,jPa,BXj0a 5.k = OXi,jPo,BX 0, 5.k
= 00,BXi00.5,j00.5Xi00.5.k = OPa,BXib0 5.k = ADi k,
zbog (26). Dakle, S =[B;S;, ¢i;l.

(b) Neka je S = [B;S;,¢;;]. Uzmimo da je S, = U;cp,S;. Jasno da
je So = [BaSSi;Xi,jL gde je Xij = (bi,j: 1,7 € By, zasvaki a €Y. Za
a,B €Y, a>f3, definiSimo preslikavanje ¢o 3 iz S, u S sa:

a(ﬁa,g = a¢i’¢9a’ﬁ, (CL S Si, 1 € Ba).
Neposredno se proverava da je {¢qg} tranzitivni sistem homomorfizama.
Uzmimo o,8€Y, i€ By, j€ Bg, acS;, be S;. Tada je
(aa,ap) © (bdp,ap) = (adiig. 5) © (605,505 0s)
= (00005 Piba.apis) (0P5.305 0p Pibs.0p.ij)
= (adi,ij)(bgj,ij) = axb,
(i = (i00,08)(j03,03) ). Prema tome, S = [Y;Sq, pa g
Uzmimo «o,B €Y, a> g, i,j € By, a € S;. Tada je
AP, BXi00.5,j00.5 = APii00 5Pibu 5,005 = APDi j0u 5
= 09i,jP5,j00,5 = AXi,jPa,B-
Prema tome, vazi (26).

Obratno, neka je S = [Y;Sa,0a.8], Sa = [Ba;SisXi,j], zasvaki o €
Y, ineka vazi (26). Prema (a) imamo da je S = [B;S;,¢:;]. Uz
odgovarajuée definicije iz (a), uzmimo i,j,k € B tako da je i = j = k,
tj. 1€ By, j€ Bg, k€ By, a,8y€Y, a>p >~ Nekaje acb.
Tada je

aPijPjk = OPa fXi00 5.iPBAXi05.k = WP, SPLAX 00,505,305~ Xi0p .k

= AP,y Xilo ok = ADi k-
Prema tome, S = [B;S;,¢;;]. O

Zadaci.

1. Traku koja zadovoljava identitet axy = ayr (xya = yra) nazivamo
levo (desno) normalna traka. Dokazati da je traka B levo (desno) normalna
ako i samo ako B jeste jaka polumreza levo (desno) nultih traka.

2. Traka B je normalna ako i samo ako B jeste kiémeni proizvod levo
normalne i desno normalne trake.

3. Normalnu traku u kojoj iz e < f, e < g, fog sledi daje f =g,
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nazivamo strogo normalna traka. Dokazati da su sledeéi uslovi za traku B
ekvivalentni:

(i) B je strogo normalna,
(i) B je ¢vrsta polumreza pravougaonih traka;

(i) B poddirektan proizvod polumreze i pravougaone trake.

Literatura. Ciri¢ and Bogdanovi¢ [8], [9], Petrich [4], [13], [14],
[15], Schein [4], Yamada [4], [5], [4], Yamada and Kimura [1].

9.5. Trake monoida.

I ranije je bilo reci o tome da struktura komponenti tra¢nog slaganja ima
znacajan uticaj na to da li to slaganje moze biti odredjeno nekim sistemom
homomorfizama i kakvi ¢e biti ti homomorfizmi. Veliki uticaj na to imaju
jedinice (ako postoje) komponenti. Zbog toga ¢emo ovu tacku, a i sledeéu,
posvetiti trakama monoida.

Najpre dokazimo opstu teoremu.

Teorema 9.16. Neka je B traka. Svakom i € B  pridruzimo
monoid M; sa jedinicom e; tako da je M; NM; =@, za i # j. Neka
je (pij) B x B matrica nad S = U;egM; tako da je p;; € M;;, za sve
i,j €B, i pii=e;, zasvaki i € B, inekasu {p;;} i {¢i;} sistemi
homomorfizama nad kvazi-uredjenjima <1 1 <o na B, tim redom, tako
da vazi:
(27) @i =i je identicko preslikavanje od M;, za svaki i € B;
(28) Pi,jPi.k = 90i7k3)‘€j€0j,k7 za i 2175 >1k;
(29) ik = VikOe;p;,, 20 0 >2J >0 k;
(30) j.ik0p; i Vik.iihApi s = ViigApi ; Pij.ijkCpis s 20 SVE G, J,k € B.
Definisimo mnoZenje * na S sa:
(31) ax b= (apii;)pi;(bj.ij) (a € M;, be Mj).
Tada S jeste polugrupa i traka B monoida M;, © € B, u oznaci
S = (B; Mi, @i j, Vi j,pij)-

Obratno, svaka traka monoida moZe biti ovako konstruisana.

Dokaz. Uzmimo a € M;, b € M;, c € My, i,5,k € B. Kako je
0YjijAp;; € Miz)) 1 bpjikep,, € Mk, toje
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(a*b) xc= [(ap;, i3)Pi, (b, U)] (prema (31))
= [(ai,ij)pi,j (01,i5)]0i.i5kDij & (C¢k,ijk) (prema (31))
(a%m%wﬂk)(bw],w pmSomﬂyk)pij,k(c¢k,ijk)
= (api,ijr)(€ijPij,iji) (005,65 Ap; ; Pigijk )i (P ijk) (prema (28))
= (apiiji)[€ij (005,ij Ap; ;) PigigePij. i (CPr,ijr)
= (apiiji) (0V5,ij A, ; Pigigh )Pig.k (CVk ijk)
= (aiijk) (005,15 Ap; ; PigijkOpi; i) (CVk ijk)
= (@i, ) (09),jk Op; 1 VikijkAps 11 ) (VR ijk) (prema (30))
(a% uk)P 3k (005,k0p; x ik i) €5k ik,ijk ) (CVk e jk,ijk) (Prema (29))
i1)Pi gk [(095,5k0p; 1 )€k ik ik (CUk jkVik ijk)
ik )Pi,jk (0w, ikOp; 1 Vi, ik) (CVk, ik Yk, i)
(Wz mk)Pz ik [(005,58)Pj.k (1)) k, ik

= ax[(bj jk)pjk(ctr, i) (prema (31))
=ax*(bxc) (prema (31)).

Prema tome, S je polugrupa. Prema (31) lako dobijamo da je S traka
B monoida M;, i € B.

Obratno, neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B. Za
i,7 € B, neka je p;; = e;e;. Jasno da je p;; =e;, zasvaki i € B, ida
je pij € M;;, zasve 4,5 € B. Takodje, za 1,5 € B, © >1 J, neka je ¢;;
preslikavanje iz M; u M; definisano sa

ap; j = ae; (a € M;),
iza i,j € B, i >2j, nekaje 1);; preslikavanje iz M; u M; definisano
sa:

ay; j = eja (a € M;).

Jasno da vazi (27).

Uzmimo 4,7 € B, i >1 j, a,b € M;. Tada je be; € M;; = M;, pa je
be; = ej(bej), odakle je
(ab)pi; = (ab)e; = a(be;) = ale;(be;)) = (ae;)(be;) = (api ;) (bpi;)-
Prema tome, preslikavanja ¢; ; su homomorfizmi. Na isti nacin dokazu-
jemo da preslikavanja 1; ; jesu homomorfizmi.

Uzmimo 4,5,k € B, 1 >1j >1 k, a € M;. Tada je
api ik = aeje = aexejer = (apik)(€;P)k),

jer je ejey € M, = Mj,. Prema tome, vazi (28). Na isti nac¢in dokazujemo
(29).

Uzmimo 1,j,k € B, b € M;. Tada je
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©j,5kCp; k VikyijkAps ji = Pi,jkCijkbeikpjk

= i, jkbDj (Pijk € Miji, ik € Mjk)
= e;jejrbejey
= 6iejkbek (b S M])
= e;bey, (bey € Mjy),
%‘,z‘j)\pi,j Pij,ijkOpij 1 = pi,jeijbeijkpij,k
= pi,jbpij i (pij € Mij, pije € Mijr)
= €i€jb€¢j€k
= eibeijek (b S M])
= e;bey, (eib € M;j).

Prema tome, vazi (30).
Na kraju, uzmimo a € M;, b€ M;, i,j € B. Tada je
ab = aeiejb = aeijeiejeijb = (CLQOZ‘J‘]‘)pZ‘J‘ (blpjﬂ‘j),
jer je eje; € M;;. Prema tome, mnoZenje na S se poklapa sa mnozenjem
definisanim sa (31), paje S = (B;M;, i, Vi, pij). O

Neka je B traka, neka je {M; |i € B} familija po parovima disjunktnih
monoida i neka za i € B, e; jeste jedinica monoida M;. Ako je S =
(B; M;, ¢i,5,%i.,pi,;) 1akosupritome {p;;} i {¢;;} tranzitivni sistemi
homomorfizama, tada pisSemo S = [B;M,;,¢; ;,%:;,pi;]. Akoje S =
(B; M;, ¢i,5,%i.5,pi;) 1ako je pri tome p;; =e;;, zasve i,j € B, tada
pisemo S = (B;M;, i, ). U tom slucaju uslov (30) postaje:

(32) i jViki = VikPhikjs

zasve i,j,k € B zakojeje i > j, i >o k. Akoje S = (B;M;,pij,¥i;) i
{pij} 1 {¢i;} su tranzitivni sistemi homomorfizama, tada dobijamo jaku
traku B monoida M;, i € B.

Vazan tip traka monoida, kada su komponente jednoidempotentne, opi-
suje se slede¢om

Teorema 9.17. Nekaje B traka inekaje {M;|ic B} familija po
parovima disjunktnih jednoidempotentnih monoida. Tada je polugrupa S
traka B monoida M;, i € B, ako i samo ako je S = [B; M;, i j,¢i j,Dij)-
U tom sluc¢aju su homomorfizmi ;; i ;; 1 matrica (p;;) odredjeni na
jedinstven nacin.

Dokaz. Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B. Tada
prema Teoremi 9.16. imamo da je S = (B;M;, i, % ,pij;). Kako su
M;, i € B, jednoidempotentni monoidi, i kako je homomorfna slika idem-
potenta takodje idempotent, to je e;p;; = e;, za 4,5 € B, © > j, i
ei;; = ej, za i,j € B, 1 >3 j, pa prema (28) i (29) dobijamo da
{gi;} 1 {%i;} jesu tranzitivni sistemi homomorfizama. Prema tome,

S = [B; M, i j, ¥ij,pijl
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Obrat sledi neposredno.
Prema prethodno dokazanom, homomorfizmi ¢;; i ;; su odredjeni
na jedinstven nacin. Uzmimo i,j € B. Tada je
ei * e = (€ii,ij)Pij(€jV,i5) = €ijpijeij = Pij-
Prema tome, i matrica (p; ;) je odredjena na jedinstven nacin. [J

Slede¢om teoremom razmatramo jedan slucaj slaganja u traku monoida
gde se dva sistema homomorfizama mogu zameniti jednim.

Teorema 9.18. Neka je B traka i neka je {M; | i€ B} familija
po parovima disjunktnih monoida. Tada je S = (B;M;, i, ;) ako i
samo ako je S = (B;M;,¢ij) i ¢ijbjkj = PikPhkj, 2a i >17, i 22 k.

Osim toga, ako je S = (B;M;, i ,%i;), odnosno S = (B;M;, ¢;;),
tada su homomorfizmi ; ; © ;;, odnosno ¢;;, odredjeni na jedinstven
nacin.
Dokaz. Nekaje S = (B;M;, i ,0i;). Za i,j € B, i j, definisimo
preslikavanje ¢; ; iz M; u M; sa: ¢;; = ;. Primetimo da iz
(32) sledi da je ¢ ; =i jiwji;- Jasno da je ¢;; identicko preslikavanje
na M;, zasvaki ¢ € B. Uzmimo 4,5,k € B tako da je ¢j = k, iuzmimo
a € M;, be M;. Tada je

[(agi i) (b¢y,i5)]bijk =

(aiij 7/’%2])([71/’3 15$i5,i5)Pij,igkVijh,k
(G(PZ ij (b¢3 z])]()oz] zgkwmk k
(CLQOZ ,ij (sz,z]k)(b¢],zg sz],z]k)]d}z]k k
EG‘PZ ijk) (€ijigijk) (005,65 @ij,ijk)|Vijk,k (Prema (28))
(
(

aiiji ) (€35 (05,i5) iz ijrlVijh b
ap; zjk)(bwj 1]9023 Uk)]wz]k k (bwj,ij S sz)

=
[
[
[
|
[(as,i5k) (b, iKW jkik) | WVijn i (prema (32))
(a% z]sz]k k)(b@j ]kw]k zjkd]zgk k)

Ea@z z]sz]k k)(ewsz]k k:)(bsoj,]kw]k k) (prema (29))
= (

= (

= (

= (

(a@z ’ij)eljk]/lzz)l]k k(b(pjﬂkd}ﬂf k)
apiijkVijkk) (095,56 Vjk k) (apiijk € Miji)
ad}z kiPki, k)(b@],jkz/}jk k) (prema (32))
apiikVikk) (095 ik Pk k) (prema (32))
adi i) (bdjik)-
Takodje, za 4,5 € B, a € M;, b € M;, imamo da je
(aiij)(bj,i5) = (a@i,iViji;)(0Vj.i50ij,i5) = (apiiz)(D)5) = a*b.

Prema tome, S = (B;M;, ¢; ;). Ostatak tvrdjenja se neposredno proverava.

Obratno, neka je S = (B;M;,¢; ;), inekaje ¢;;jdjrj = GikPhkj, 2
i >17, 1 22 k. Uzmimo daje ¢;; = ¢;j, za i,j € B, i >1 7, ¥ij = ¢ij,
za 1,J € B, 1 >9j 1 p;; = e, za i,j € B. Neposredno se dobija da vazi
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(32), pa prema definiciji matrice (p;;) dobijamo (30). Uzmimo i,j,k € B
tako da je i >1 j >1 k, i uzmimo a € M;. Tada je
apij ik = adi bk = [(adij)e;ldir = [(adi;)(eid;;)]dsn
= (ai)(€j)k) = (apik)(ep)k)-
Prema tome, vazi (28). Na isti na¢in dokazujemo (29). Na kraju, uzmimo
ac M;, be Mj, i,j € B. Tada je
ax b= (adii;)(bdji;) = (api;)(bijij)-
Dakle, S = (B, Mi, QOZ'J‘, wz,])
Neka je S = (B; M;, i, ;). Uzmimo 4,j € B, i >1 j, a € M;. Tada
je
axej = (api;)(ejpi ) = (apij)e; = api;.
Slicno dokazijemo da je av; ; =ej*a, za i,j € B, i >3 j, a € M;. Prema
tome, homomorfizmi ;; 1 %;; su odredjeni na jedinstven nacin.
Neka je S = (B;M;, ¢; ;). Uzmimo 4,j € B, i = j, a € M;. Tada je
ejxaxe; =ejx[(adii;)(ej5;)] = (€;d;5i;)[(adiis)(€; 55| Pijjij
= (€;0j,5i5)(adijij)(€;0;,5i5) = ej(adi ;)e;
= ag;,;j,
(jij = j). Prema tome, homomorfizmi ¢; ; su odredjeni na jedinstven
nacin. [

Koristeéi jedinstvenost homomorfizama ¢;; dokazanu u prethiodnoj
teoremi i koristeéi Teoremu 9.1. dobijamo

Posledica 9.3. Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B,
neka za 1 € B, e; jeste jedinica monoida M;, 1 neka za k € B,
Fy =U;jnxM;. Tada je S = (B;M;,¢i;) ako i samo ako za svaki k € B,
preslikavanje ¢y @ Fi, — My definisano sa: a¢, = eraeg, a € Fy, jeste
homomorfizam. U

Posledica 9.4. Neka je Y polumreza i neka je {M, | a € Y}
familija po parovima disjunktnih monoida. Tada S jeste polumreZa Y
monoida My, a €Y, ako i samo ako je S = (Y; My, pap)-

Dokaz. Nekaje S polumreza Y monoida M,, a €Y. Za acY,
neka je e, jedinica monoida M,. Tada za svaki v € Y, F, jeste
idealska ekstenzija monoida M., pa prema Teoremi 1.18, preslikavanje ¢,
iz F, na M,, definisano sa a¢, = ae,(= e aey), je retrakcija, pa prema
Posledici 9.3, S = (Y; My, ¢a,8)-

Obrat sledi neposredno. [

Homomorfizam monoida M umonoid M’ je monoidski ako on preslikava
jedinicu monoida M u jedinicu monoida M’.
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Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B, iza i € B, sa e¢;
ozna¢imo jedinicu monoida M;. Ako je skup {e; | i € B} podpolugrupa
od S, tada kazemo da je S prava traka B monoida M;, i € B. Prave
trake monoida opisujemo slede¢om teoremom:

Teorema 9.19. Neka je B traka i neka je {M; |i € B} familija
po parovima disjunktnih monoida. Tada polugrupa S jeste prava traka B
monoida M;, i € B, ako i samo ako je S = [B;M;, i, Vi ] 1 svi @;;
i ;. su monoidski homomorfizmi.

Dokaz. Neka S jeste prava traka B monoida M;, i € B. Prema
Teoremi 9.16, S = (B; M;, i j, i j,pij), pri cemu su homomorfizmi ¢; ;
i 4;; 1 matrica (p;;) definisani kao u dokazu Teoreme 9.16. Tada za
sve 4,7 € B dobijamo da je p;; = eje; = e;;, jer je S prava traka
monoida M;, i € B. Takodje, za 4,7 € B, © >1 7, je ejp;; = e;e; = e,
odakle ¢; ; jeste monoidski homomorfizam, dok prema (28) dobijamo da
{pi;} jeste tranzitivni sistem homomorfizama. Na isti na¢in dokazujemo da
je {1 ;} tranzitivni sistem monoidskih homomorfizama. Odavde dobijamo
daje S = [B;M;,¢;;,%i ]

Obratno, neka je S = [B;Mi,cpm,wiyj] i Pi,j i 1/17;’]' su monoidski
homomorfizmi. Uzmimo 4,j € B. Tada je

ei x ej = (€ipiiz)(€jtj,ij) = €ijei; = eij,

pa S jeste prava traka B monoida M;, i € B. O
Prema Teoremama 9.17. i 9.19, neposredno dobijamo slede¢u posledicu:

Posledica 9.5. Neka je B traka i neka je {M; | i € B} familija
po parovima disjunktnih jednoidempotentnih monoida. Tada polugrupa S
jeste prava traka B monoida M;, i € B, ako i samo ako S jeste jaka
traka B monoida M;, i € B. [

Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B, neka za i € B,
e; jeste jedinica monoida M;, ineka je B polumreza Y pravougaonih
traka B,, a« €Y. Akozasvaki a« €Y, {e; |i € B,} jeste podpolugrupa
od S, tada S jeste poluprava traka B monoida M;, i € B.

Lema 9.2. Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B.
Tada S jeste poluprava traka B monoida M;, i € B, ako i samo ako je
S = (B;Mi,¢i;) i ¢jor = ¢k, 2asve j ke B zakojeje [j] =kl

Dokaz. Nekaje B polumreza Y pravougaonih traka B, a €Y.
Neka je S poluprava traka monoida M;, i € B. Uzmimo k € B, a,b €

Fy. Tadaje a€ M;, be Bj, i,j € B, i,j = k. Tadaje i€ B,, j €

Bg, k € By, a,8,y €Y, a,8 > . Tada je era € My;, be, € My, i
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ki,jk € By, pa kako je {e; | | € B,} podpolugrupa od S, i kako je
(ki)(jk) = k(kij)k = k, to je epejr = e,. Prema tome

(ab)pr, = erabey, = epeeie;pber = eraerber, = (apy)(boy).
Prema tome, ¢; je homomorfizam, pa prema Posledici 9.3. dobijamo da
je S = (B;M;,¢;;). Dalje, uzmimo j,k € B tako da je [j] = [k], i
a € F; =F, tj. acM;, i¢c B, i»jk Nekaje ¢ € B,, jk¢c
Bg, o, €Y, o > 3. Tada kao u prethodnim razmatranjima dobijamo da
je erejeijr =er 1 epiejer = ex, pakako je aejer € My, era € My;, to
dobijamo da je
adjPr = epejae e = €re;je;jLaejey = €LACjer = €LACLCjCL = €LAC) = APk.
Prema tome, ¢;pr = ¢x.

Obratno, neka je S = (B;M;,¢;;) inekaje ¢jor = ¢r, za jk €
B, [j] = [k]. Uzmimo «a €Y, i,j € B,. Tadaiz ¢;¢;; = ¢;; dobijamo
da je eijgbiqﬁij = eijd)ij, tj. €ij€i€ij€i€C55 = €4j. Sa druge strane, kako je
¢;; homomorfizam, to je

eij = eijeieijeiei; = (€i¢ij)(eidij) = €idij.

Na isti nacin dokazujemo da je e;; = e;j¢;;. Prema tome,
eiej = ((€idiij)(€j0si5) = (eidij)(€j¢ij) = eij.

Dakle, S je poluprava traka B monoida M;, i € B. O

U daljem radu, kada budemo govorili o kicmenom proizvodu trake i
polumreze polugrupa, smatra¢emo da je to ki¢meni proizvod u odnosu na
tu datu polumrezu, koja je istovremeno i najveéa polumrezna homomorfna
slika date trake.

Teorema 9.20. Polugrupa S je ki¢meni proizvod trake i polumreze
monoida ako i samo ako S jeste poluprava traka monoida i ¢;j¢r = @i,
za sve j,k € B za koje je j = k.

Dokaz. Neka je polugrupa T polumreza Y monoida Ty, o € Y,
neka je B polumreza Y pravougaonih traka B,, a € Y, i neka je
S C T x B kiémeni proizvod od T i B u odnosu na Y. Prema
Posledici 9.4, T = (Y;T4, ¢a,3), pa u oznakama iz (D1) i (D2) Teoreme
9.8, prema Teoremi 9.9, dobijamo da je S = [B;S;,¢;;]. Jasno da je S;
monoid, za svaki ¢ € B, pa prema Lemi 9.2, S je poluprava traka B
monoida S;, ¢ € B, dok su homomorfizmi ¢;; odredjeni na nacin prikazan
u dokazu Teoreme 9.18. Kako je ¢; j¢;x = @ik, za 4,7,k € B za koje je
[i] = [j] > [k], to neposredno dobijamo da je ¢;¢r = ¢, zasve j, k€ B
za koje je j = k.

Obratno, neka je S poluprava traka B monoida M;, i« € B, i neka
je ;o = ¢, zasve j,k € B zakojeje ji=k. Tada prema Lemi 9.2.
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dobijamo da je S = (B;M;, ¢; ), pricemu suhomomorfizmi ¢;; odredjeni
na nacin opisan u dokazu Teoreme 9.18, pa iz pretpostavke da je ¢;¢r = ¢y,
za sve j,k € B zakoje je j =k, to dobijamo da je S = [B;M;,¢;;].
Dakle, prema Teoremama 9.8. i 9.9, dobijamo da S jeste ki¢meni proizvod
trake i polumreze monoida. [

Koristeé¢i Teoreme 9.8. 1 9.9. i Posledicu 9.5. dobijamo

Posledica 9.6. Polugrupa S je jaka (prava) traka monoida ako i
samo ako S jeste kicmeni proizvod trake i jake (prave) polumreze monoida.
O

Posledica 9.7. Neka je B traka i neka je {M; | i € B} famil-
ja po parovima disjunkinih jednoidempotentnih monoida. Tada je S =
(B; M;, ¢;.5) ako i samo ako S jeste kicmeni proizvod trake i polumreZe
jednoidempotentnih monoida. [

Primenom rezultata iz Tacke 9.4. dobija se jedna zanimljiva konstrukcija
normalne trake monoida.

Teorema 9.21. Polugrupa S je normalna traka monoida ako i samo
ako je S =(Y;S4,ba,3), izasvaki a €YY, S, jematrica monoida.

Ako je S = (Y; S84, 0a,8), i z2asvaki o €Y, S, je matrica monoida,
tada su homomorfizmi ¢ 3 odredjeni na jedinstven nacin.

Dokaz. Nekaje B=[Y;B,, fa.5], normalna traka i neka je polugrupa
S mnormalna traka B monoida M;, ¢ € B. Za i € B,, neka e; ]jeste
jedinica monoida M;.

Prema Teoremi 9.10, S zadovoljava uslove (12)-(14) (gde su u uslovima
(13) i (14) polugrupe S; zamenjene sa M;), pri ¢emu, prema Teoremi 9.2,
za svaki a € Y, polugrupa D, mozZe biti izabrana tako da vazi (5) i (6),
dok prema Teoremi 9.12, polugrupe D, mogu biti izabrane tako da pored
uslova (5) 1 (6) zadovoljavajui (15) i (16).

Uzmimo « € Y. Defini§imo relaciju n na D, sa

anb & a,be D;, 1 € By, 1 ae; = be;.
Jasno da je 7 relacija ekvivalencije. Neka a n b, a,b € D;, © € B, i
x € Dj;, j € B,. Primetimo najpre da je ue; = e;(ue;) = (e;u)e; = e;u,
zasve u € D;, jerje eju,ue; € M;. Sadaiz ax,bx € D;;, dobijamo da je
(ax)ei; = ei;j(ax) = (ejja)e;x = e;;(ae;)x = e;j(be;)r = (bx)e;;.
pa n jeste desna kongruencija. Sli¢no dokazujemo da je 1 leva kongruencija.
Prema tome, 7 je kongruencija.

Neka a,b € S, inekaje anb. Tada a,b € M;, zaneki i € B,, odakle
je a = ae; = be; =b. Prema tome, 71 je Sy-kongruencija. Kako prema
(6), D, jeste gusta ekstenzija od S,, to 7 jeste identicka relacija na
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Dy. Uzmimo a € Dy, i € B,. Tada iz anae; sledi daje a = ae; € M;.
Prema tome, D, =S,, paje S=(Y;S4, bag).

Obratno, neka je S = (Y;Sq,¢q,3), 1neka zasvaki o €Y, S, jeste
matrica B, monoida M;, ¢ € B,. Uzmimo «,3 €Y tako daje a> (.
Dokazac¢emo da vazi:

(33) (Vi € Ba)(31j € Bg) Mypas C M.
Uzmimo i € B, iuzmimo da je e jedinica monoida M;. Neka je j € Bg
tako da je e¢q g € M;. Tada za svaki a € M; dobijamo da je
ada,p = (€ae)pa,s = (eda,8)(ada,s)(eda,8) € M;MgM; C M;.
Dakle, M;¢q3 € M;, ikakosu My po parovima disjunktni, to vazi (33).
Prema tome, preslikavanje 6,5 iz B, u Bg dato sa:
0o =7 < MpasC Mj,
je dobro definisano. Nije tesko proveriti da je {6,p3 | @« > §,0,0 € Y}
tranzitivni sistem homomorfizama. Ako je B = [Y; B,,04 3], tada B jeste
normalna traka i za a € M;, b € M;, imamo da je
ab = (ada,ap)(bp,08) € (Mida,ap)(M;d8,08) S Mib, s Mjos ap
€ M(i6.,00)(165,05) = Mij,
pa S jeste traka B monoida M;, (e €Y, i€ B,).

Osim toga, prema (33) i definiciji preslikavanja 6, dobijamo da je
(34) Mi¢a,,@ g Miea’/@; za 0476 € Yva « Z /87 (&S Ba-

Odavde lako dobijamo da je a¢aps = aei, , (= €, za). Prema tome,
homomorfizmi ¢, 3 su odredjeni na jedinstven nacin. [J

Polumrezno slaganje iz Teoreme 9.21. ne mora biti jako. Na primer, neka
je Y ={0,1,2}, 0 > 1> 2 polumreza i neka su S, = {e4,a,} monoidi
sa mnozenjima koja su data sa: ei = €n,y Calq = GnCo = ai =ay, x €Y.

Definisimo homomorfizme ¢, 3, o > 3, sa:

doi= (" ), goa= (L ), ga=("
0, a ar ) 7Y e2 az )’ ’ as ap )’

baa, @ €Y, zadovoljava (1). Tada je S = (Y;S4,¢q,) polumreza
monoida S,, a € Y, i S nije jaka polumreza monoida S,, a € Y, jer

(€0¢0,1)¢1,2 i €0¢0,2-

Neka je polugrupa S traka B monoida M;, i € B, inekaza i € B, e;
jeste jedinica monoida M;. Tada je S slabo sistematicna traka monoida
M;, 1 € B, ako za 1i,j,k € B,

1>J >k = eejep = eep.

Slede¢om teoremom opisujemo jake polumreze matrica monoida.

Teorema 9.22. Polugrupa S je jaka polumreza matrica monoida
ako i samo ako S jeste slabo sistematiéna traka monoida.
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Dokaz. Nekaje S = Y; Sa, a,pl, pricemu zasvaki a €Y, S, je
matrica B, monoida M;, ¢ € B,. Prema Teoremi 9.21, postoji normalna
traka B = [Y;B,,04], tako da je S normalna traka B monoida
M;, © € B. Takodje, homomorfizmi ¢, g su odredjeni na nacin prikazan
u dokazu Teoreme 9.21. Uzmimo ¢,j,k € B tako daje i > j > k. Tada
i€ By,j€Bg,ke By,a>p3>~ 1 j=1il,g, k=10, odakle je
€i€j€Ck = €i€i0, 3Cil,,, — €i€if, 3€i04 505,
= €iPa, 308,y = €ila,y = €iCig, , = €i€k.

Obratno, neka je S slabo sistematitna normalna traka B monoida
M;, i € B. Uzmimo daje B =[Y; By, ¢a3], Ba, @ €Y, su pravougaone
trake. Tada prema Teoremi 9.21, S = (Y;S,,¢q3), zasvaki a €Y, S,
je matrica B, monoida M;, i € B,, ihomomorfizmi ¢;; su odredjeni
na nacin prikazan u dokazu Teoreme 9.21. Ako «,8,v €Y, a> (>~ i
a€S;, i € By, tada je

aba, P8~ = Q€ip,, 4€i0,, 405. = ACi€ih, 4€i0,, , = ACi€ig, | = aPq . L

Posledica 9.8. Polugrupa S je normalna traka jednoidempotentnih
monoida ako © samo ako S jeste jaka polumreZa matrica jednoidempotentnih
monoida. U

Zadaci.

1. Traka B je regularna traka ako zadovoljava identitet azya = azaya.
Dokazati da je polugrupa S regularna traka B monoida S;, ¢ € B, ako
i samo ako je S = (B;S;, i ;).

2. Polugrupa S je kvazi-pravoverna ako je E(S) podpolugrupa od S i
za svaki a € S (b € S) postoji e € E(S) (f € E(S)) tako da za z,y € S*
je axr =ay (zb=yb) akoisamo ako je ex =ey (xf =yf).

Dokazati da je polugrupa S kvazi-pravovernai S je traka kancelativnih
monoida ako i samo ako S jeste ki¢meni proizvod trake i jake polumreze
kancelativnih monoida.

3. Ako je S jaka polumreza monoida ¢ija su prirodna uredjenja desno
saglasna, tada je i prirodno uredjenje na S desno saglasno. (H.Mitsch -
nije objavljeno).

4. Akoje S jaka polumreza trivijalno uredjenih monoida, tada je prirodno
uredjenje na S saglasno. (H.Mitsch - nije objavljeno).

5. Poddirektan proizvod P polugrupe S igrupe G sa jedinicom G je
pun ako je (e,1) € P, za svaki e € E(S5).

Dokazati da su sledeéi uslovi za polugrupu S ekvivalentni:

(i) S je pun poddirektan proizvod polumreze i grupe;

(1) S je E-inverzivna ¢vrsta polumreza kancelativnih monoida;
(14i) S je E-inverzivna ¢vrsta polumreza slabo kancelativnih monoida;



9.6. TRAKE GRUPA 241

(iv) S je E-inverzivna ¢vrsta polumreza jednoidempotentnih monoida.

Literatura. Bogdanovié¢ and Ciri¢ [1], Cirié and Bogdanovié [4],
8], [9], [10], Dorofeeva [1], Dorofeeva, Mannepalli and Satyanarayana [1],
El-Qallali [2], El-Qallai and Fountain [1], [2], Fountain [1], Hinkle [1], Hogan
[1], Kilp [1], Mitsch [2], Pastijn [1], Schein [4], [8], Warne [7], Yamada [14].

9.6. Trake grupa.

Na kraju, Teoriju tra¢nih slaganja, koja je razvijana tokom ove glave,
primenjujemo na trake grupa.

Teorema 9.23. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je traka grupa;

(it) S = [B;Gi, i, i, Dijl;

(i13) S je regularna i ab € a®*bS N Sab?, za sve a,b€ S;

(iv) S je potpuno reqularna i ab H a*b H ab®, za sve a,b€ S.

Dokaz. (#i1) = (iv). Prema Teoremi 6.9, S je traka m-grupa, pa
prema Teoremi 6.1, S = Reg(S) = Gr(S), pa S jeste potpuno regularna.
Kako se na potpuno regularnoj polugrupi relacije H i T poklapaju, to
prema Teoremi 6.9. dobijamo da je ab H a?b H ab?, za sve a,b€ S.

(iv) = (4i7). Sledi neposredno.

(iv) = (i). Prema Teoremi 6.9, S je traka B m-grupa S;, i € B,
dok prema Propoziciji 2.2. imamo da za svaki ¢ € B, S; jeste potpuno
regularna polugrupa, pa je S; grupa. Prema tome, vazi (iii)..

(i) = (iv). Neka je S traka grupa. Jasno da je S potpuno regularna.
Takodje, H je tracna kongruencijana S, paza a,b € S, iz a H a?, b H b?,
dobijamo da je ab H a?b i ab H ab®. Prema tome, vazi (ii).

(i) = (i7). Sledi prema Teoremi 9.7.

(ii) = (). Sledi neposredno. O

Polugrupa S je slabo kancelativna ako za sve a,b € S, iz ax = bzx i
xa = xb, zaneki = € S, sledi da je a =0b. Jasno da levo kancelativne,
desno kancelativne i kancelativne polugrupe jesu slabo kancelativne.

Lema 9.3. Neka je S traka i neka je S = (B;Si, ¢ij). Ako su
Si, i € B, slabo kancelativne polugrupe, tada je S = [B;S;, ¢i ;).

Dokaz. Uzmimo i,j,k€ B, i%=j=k i acS; Tadaza bcS;,
prema (3), imamo da je

(ai,jj1)(bdj k) = [(adi )bl = (agik)(bdj k),
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i slicno dobijamo da je (b, x)(agi jdik) = (bp;k)(adir), pa zbog slabe
kancelativnosti dobijamo da je a¢; ;j¢jr = ad; . Prema tome {¢;;} je
tranzitivni sistem homomorfizama, paje S = [B;S;, ¢; ]. O

Neka je polugrupa S poddirektan proizvod polugrupa S;, i € I. Ako
je pri tome S regularna (potpuno regularna) polugrupa, tada kazemo da je
S regularan (potpuno regularan) poddirektan proizvod polugrupa S;, i € I.

Teorema 9.24. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreZa grupa;

(i) S je jaka polumreza grupa;

111 je reqularan poddirektan proizvod grupe i 0-grupa;

jii) S l ddirekt jzvod i 0

(iv) S je regularna i svi idempotenti iz S su centralni.

Dokaz. (i) = (i)). Nekaje S polumreza Y grupa G, a € Y.
Prema Posledici 9.4, S = (Y;Gq, ¢a,3), pa prema Lemi 9.2. dobijamo da
je S=1[Y:Gq,bapl

(13) = (ii1). Neka je S jaka polumreza Y grupa G,, a € Y. Jasno
da je S regularna. Ako polumreza Y ima nulu «ag, tada prema Teoremi
9.3. dobijamo da S jeste poddirektan proizvod grupe G,, i 0-grupa
GY% a €Y —{ap}. Ako polumreza Y nema nulu, tada prema teoremi
9.3. imamo da S jeste poddirektan proizvod O-grupa GO, a € Y, pa ako
je G jednoelementna grupa, tada je S izomorfna direktnom proizvodu od
S i G, pa prema tome, S je poddirektan proizvod grupe i 0-grupa.

(7i1) = (iv). Neposredno se proverava da svi idempotenti u poddirekt-
nom proizvodu grupe i 0-grupa jesu centralni.

(iv) = (i). Neka je S regularna i neka su idempotenti iz S centralni.
Uzmimo a,b€ S, z € V(a), y € V(b). Tada je

ab = axabyb = aaxbyb = a*zbyb = a’byxb € a?bS.

Na isti na¢in dokazujemo da je ab € Sab?. Dakle, prema Teoremi 9.23.
imamo da je S traka B grupa G;, i € B. Kako su idempotenti iz
S centralni, to FE(S) jeste polumreza, i lako se dokazuje da je traka B
izomorfna sa FE(S), pa S jeste polumreza grupa. O

Zanimljivo je da ki¢meni proizvod trake i polumreze grupa jeste jedini
njihov poddirektan proizvod koji je regularna polugrupa. Taj rezultat je
deo sledece teoreme kojom se na razne nacine opisuju jake trake grupa.

Teorema 9.25. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je traka grupa i E(S) je podpolugrupa od S;

(ii) S je jaka traka grupa;

(ii7) S je kicmeni proizvod trake i polumreZe grupa;

(iv) S je probuSeni ki¢meni proizvod trake i polumreZe grupa;
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(v) S je regularan poddirektan proizvod trake i polumreze grupa;
(vi) S je regularan poddirektan proizvod trake, grupe i 0-grupa.

Dokaz. (v) & (vi). Sledi na osnovu Teoreme 9.24. i na osnovu
Posledice 1.2.

(v) = (7). Neka je S C T x B poddirektan proizvod polugrupe T i
trake B, inekaje T polumreza Y grupa G,, a €Y. Za a €Y, i€ B,
neka je To; = SN (Gq % {i}). Uzmimo «a €Y, i € B, i uzmimo da je
Toi # @, tjnekaje (a,i) € Ty, a € Go. Ako uzmemo (b,j) € V((a,i)),
tada dobijamo da je a = aba, b = bab, ¢ = iji, j = jij, odakle lako
dokazujemo da je b€ G, 1 b je inverz elementa a u grupi G,. Ako sa
e ozna¢imo jedinicu grupe G, tada dobijamo da je

(e,7) = (a, i)(bvj)2(a7 i) €9, (b7 i) = (e,i)(b,j)(e,i) €S,
odnosno (e, 1), (b,i) € Ty ;, pricemu je (e,i) jedinicau T,,;, dokje (b,17)
inverz od (a,i) u T,,. Prema tome, ukoliko je T, ,; # @, tadaje T,;
podgrupa od S. Jasnodaje S =U{T,;,|a€cY, iec B}, pa S jeste
potpuno regularna (unija grupa).

Uzmimo w,v € S, u = (a,i), v = (b,j), a € Go, b € G, a,0 €
Y, i,5 € B. Tada je wv = (ab,ij), u?v = (a?b,ij) i wv? = (ab?,ij),
pa je uv,u?v,uv? € T,p,;, odakle je uwv H w?v H wv?®. Dakle, prema
Teoremi 9.23, S je traka grupa. Kako je FE(T) podpolugrupa od S
(prema dokazu Teoreme 9.24.), i kako je skup E(S) jednak Dekartovom
proizvodu E(T) x B, to E(S) jeste podpolugrupa od S. Dakle, vazi
(iid).

(i) < (ii). Sledi prema Teoremi 9.19.

(7i) < (i7i). Sledi prema Posledici 9.16.

(#91) = (iv) = (v). Sledi neposredno. [

Neprazan podskup A polugrupe S je levo (desno) unitaran podskup od
S akoza r€S,a€A areA = re€A(rac A = x€A). Podskup
A je unitaran podskup od S ako A jeste levo i desno unitaran podskup
od S.

Lema 9.4. Nekaje S reqularna polugrupa. Tada je E(S) wunitaran
podskup od S ako i samo ako E(S) jeste levo unitaran podskup od S.

Takodje, ako je E(S) wunitaran podskup od S, onda E(S) jeste pod-
polugrupa od S.

Dokaz. Neka je E(S) levo unitaran podskup od S. Najpre ¢emo
dokazati da je FE(S) podpolugrupa od S. Uzmimo e,f € E(S) i
x € V(ef). Tada iz e,efr € E(S) sledi da je fx € E(S), pa iz
f,fx € E(S) dobijamo da je x € E(S). sadaiz z,zef € E(S) dobijamo
daje ef € E(S). Dakle, E(S) je podpolugrupa od S.
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Uzmimo e € E(S), a € S, tako da je ae € E(S). Kako je E(S)
podpolugrupa od S, to je eae € E(S). Uzmimo z € V(eae). Iz
eae,eaer € E(S) sledi daje x € E(S), odakle je exe € E(S), pa kako je
(exea)? = ewea, to iz exe,exea € E(S) dobijamo da je a € E(S). Prema
tome, FE(S) je i desno unitaran podskup od S, pa FE(S) jeste unitaran
podskup od S.

Obrat sledi neposredno. [

Jedan poseban slucaj polugrupa iz Teoreme 9.25. opisuje sledéa

Teorema 9.26. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je cvrsta traka grupa;
(i) S je traka grupa i E(S) je unitaran podskup od S;
(iii) S je regularan poddirektan proizvod trake i grupe;
(iv) S=[G,n,B], gdeje G grupai n slika B u skup podgrupa grupe
G.

Dokaz. (i) = (iv). Nekaje S = (B;Gy, ¢ ), gdeje B traka i
G, i € B, sugrupe. Za i € B, neka je e; jedinica grupe G;. Prema
Teoremi 9.6, u oznakama iz te teoreme, postoji izomorfizam @ polugrupe
S na polugrupu S’, pri cemu je S’ =[S/¢,n, B]. Kako je S regularna i
S/¢ je homomorfna slika od S, tojei S/¢ regularna. Prema Posledici 2.3,
E(S/¢) C{eth | e € E(S)} = {e;" | i € B}. Sa druge strane, za proizvoljne
1,7 € B je e;¢;i; = €;; = €j@;4;, odakle je e;{e;, zasve i,j € B. Prema
tome, S/¢ je regularna polugrupa sa tacno jednim idempotentom, pa S/§
jeste grupa. Uzmimo ¢ € B. Tada je
uein & (i) €S < (3a€f) (u,i)=ad < (JacS)u=alt A i=au
S FacS)u=a® AN acG; & ue Gl

Prema tome, in = G;£%, paje in podgrupa od S/¢, za svaki i € B.

(iv) = (iit). Neka je S = [G,n,B], gde je G grupai n slika B
u skup svih podgrupa grupe G. Prema Teoremi 9.6, S je poddirektan
proizvod grupe G i trake B. Uzmimo (a,i) € S. Tada je a € in, pa
kako je in podgrupa grupe G, to e,a”! € in, gde je e jedinica grupe G
i a=! jeinverz elementa a u grupi G. Prema tome, (e,i),(a"1,i) € S,
pri éemu je (a~',i) € V((a,i)). Dakle, S je regularna polugruypa.

(7it) = (ii). Neka je S C G x B regularan poddirektan proizvod
grupe G i trake B. Prema Teoremi 9.25, S je traka grupa. Kako je
E(S) = ({e} x B)nS, gde je e jedinica grupe G, to se neposredno
proverava da FE(S) jeste levo unitaran podskup od S, pa prema Lemi 9.4,
E(S) je unitaran podskup od S.

(4i) = (7). Neka je S traka B grupa G;, i € B, ineka je E(S5)
unitaran podskup od S. Prema Lemi 9.4, E(S) je podpolugrupa od S,
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pa prema Teoremi 9.19. dobijamo da je S = [B;G;, ¢, ;,%; ], pricemu su
homomorfizmi ¢; ; i ;; definisani kao u dokazu Teoreme 9.19.

Uzmimo 4,7 € B za koje je ¢ >7 j, i uzmimo a,b € G; tako da je
ap;j =byp;j, tj. daje ae; =be;. Nekaje b~! inverzni element elementa
b ugrupi G;. tadaje b~lae; = ube; = e;e; = e;;, paiz b laej,e; € E(S)
dobijamo da je b'a € E(S), jer je E(S) unitaran podskup od S. Kako je
b=la € G;, toje b~ 'a =¢;, odakle je a=>b. Prema tome, homomorfizam
¢i,; je injektivan. Na isti nacin dokazujemo da su i homomorfizmi ; ;
injektivni. Prema tome, S = (B;G;,; j, i ), odnosno, prema Posledici
9'27 S = <B7Gla¢z,]> O

Lema 9.5. Svaka potpuno prosta polugrupa je slabo kancelativna.

Dokaz. Neka je S potpuno prosta polugrupa. Prema Teoremi 3.8,
S je pravougaona traka I x A grupa G;y, i € I, X € A. Uzmimo
a,b € S tako daje axr =bx i za = xb, zaneki z € S. Uzmimo da
je a€ G, be Gy, x € Gy, zamneke 4,5,k €I, A\, p,v € A. Tada iz
ar =bxr i za = xzb dobijamo da je (i,v) = (j,v) i (k,A) = (k,p), tj.
1=4 1 A=pu, odakle a,b € G;). Ako je e jedinica grupe G;y, tada je
exe € G;), paiz
a(exe) = aere = axe = bre = bexe = b(exe),

na osnovu kancelativnosti u grupi G;,, dobijamo da je a = b. Prema
tome, S je slabo kancelativna. [J

U ovoj knjizi ¢esto je koriS¢ena karakterizacija unija grupa, dokazana Teo-
remom 2.5, kao polumreze potpuno prostih polugrupa. Odgovor na pitanje
kada je ta polumreza jaka daje nam sledeca

Teorema 9.27. Siedeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je normalna traka grupa;
(ii) S je jaka polumreza potpuno prostih polugrupa;
(7i1) S je potpuno regularan poddirektan proizvod potpuno proste polugrupe
1 nultih prosirenja potpuno prostih polugrupa;
(iv) S je regularna i abc € acS N Sca, za sve a,b,c€ S.

Dokaz. (i) = (ii). Nekaje S normalna traka B grupa Gy, i € B, i
neka je B polumreza Y pravougaonih traka B,, a € Y. Prema Teoremi
9.21, S = (Y;5, ¢a,), pricemu S,, a €Y, jesu matrice grupa, tj.
potpuno proste polugrupe, pa prema Lemama 9.3. 1 9.5, S =[Y; S,, ¢a. 5]

(73) = (i7i). Dokazuje se na slican nacin kao (i) = (4#i7). Teoreme 9.24.

(131) = (iv). Nekaje {T, | « € Y} familija polugrupa takva da postoji
element ap € Y tako da je T,, potpuno prosta polugrupa, i za svaki
acY —{ap}, je To = SqaUO04, gdeje S, potpuno prosta polugrupa
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i 0, je nula dodata toj polugrupi, i neka je S C Il,eyT, potpuno
regularan poddirektan proizvod te familije. Oznacimo sa S,, polugrupu
T,,. Primetimo da za svaki o € Y, T jeste unija grupa, pa ¢emo za
a €Y, sa a;' oznacavati inverz elementa a, € T, u podgrupi od T,.
Pri tome, jasno da je 0,1 = 0,.

Uzmimo (u,) € S. Kako je S potpuno regularna, tj. unija grupa, to
postoji (z,) € S tako daje (zo) inverz od (u,) u nekoj podgrupiod S,
odakle je (uq)(Za) = (za)(ua) 1 (o) € V((uq)). Lako se proverava da je
UaTo = Tola 1 To € V(ug) u T,, odakle je z4 =u zasvaki a €Y.
Prema tome, (uy)~! = (uzl).

Uzmimo sada (aq), (ba), (ca) € S. Nekaje o € Y. Akoje {aq,ba,ca} €
Sq, tadaje a# ag i

o

AabaCo = 00 = 00CabaCal(aCabaca) H(anbacea)-
Neka je {aa,ba,ca} € S,, nekaje S, matrica B, grupa G;, i € B,.
Tada je jasno da elementi a,bnCo 1 ancabaca leze uistoj podgrupi G;, i €
B, polugrupe S,, odakle je
AabaCa = 06CabaCa(taCabaca) Hanbacys).
Prema tome,

(@0)(ba)(ca) = (aa)(ca)(ba)(ca)l(@a)(ca)(Ba)(ca)]l (aa) (ba)(ca)],
paje (aq)(ba)(ca) € (an)(ca)S. Slitno dokazujemo da je (aq)(ba)(ca) €
S(an)(cq). Prema tome, vazi (iv).

(iv) = (i). Neka vazi (iv). Uzmimo a,b € S, x € V(a), y € V(b).
Tada je ab = axab € a®bS, ab = abyb € Sab®, pa prema Teoremi 9.23, S
je traka B grupa G;, i € B. Kako je B homomorfna slika od S, to je
ijk € ikB N Bik, za sve 1i,j,k € B, odakle dobijamo da B zadovoljava
identitete yxa = yayra i axy = axyay, tj. B je levo polunormalna i
desno polunormalna traka, pa prema Teoremi 1.25, B je normalna traka.
Prema tome, vazi (i). O

Iz prethodne teoreme dobijamo i razne karakterizacije za pravoverne nor-
malne trake grupa.

Teorema 9.28. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je normalna traka grupa i E(S) je podpolugrupa od S;
(is

(i3

S je jaka normalna traka grupa;
S je jaka polumreZa pravougaonih grupa;
(iv) S je kicmeni proizvod normalne trake i polumreZe grupa;

)
)
)
()

S je potpuno reqularan poddirektan proizvod pravougaone grupe i pra-

vougaonih grupa sa dodatom nulom.

Dokaz. (i) & (ii) < (iv). Sledi prema Teoremi 9.25.
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(1) = (4i7). Neka vazi (i). Tada prema Teoremi 9.27, S je jaka
polumreza Y potpuno prostih polugrupa S,, a € Y. Prema (i), E(S)
je podpolugrupa od S,, za svaki « € Y, pa prema Teoremi 3.6, S je
pravougaona grupa.

(1ii) = (i). Neka je S = [Y;S4,0q3], pri¢emu je Y polumreza i
Sa, a €Y, su pravougaone grupe. Prema Teoremi 9.27, S je normalna
traka B grupa G;, i € B, pri ¢emuje B =[Y;By,003], i Ba, € €Y,
su pravougaone trake. Za i € B, sa e; oznacimo jedinicu grupe G;. Jasno
daje E(S)={e; | i€ B}. Uzmimo i,j € B, i€ B,, j€ Bg, a,f €Y.
Prema Teoremama 9.17. i 9.21. dobijamo da je

€i¢j = (€ifa,ap)(€j08.08) = €i60 0p€i05 05 = E(i0a,0p)(i05.05) € E(S),
jer je E(Sa.3) = {er | k € Bag} podpolugrupa od S,z, prema Teoremi
3.6. Dakle, E(S) je podpolugrupa od S.
(7i1) = (v). Dokazuje se na slican nacin kao (ii) = (i4i) Teoreme 9.24.
(v) = (i). Ako vazi (v), onda prema Teoremi 9.27. dobijamo da
S jeste normalna traka grupa. Bez teskoc¢a se dokazuje da E(S) jeste
podpolugrupa od S. 0O

Zadaci.

1. Neka je V neki varijetet traka, tj. varijetet koji je odredjen skupom
identiteta koji sadrzi identitet 22 = x. Tada su sledeéi uslovi za regularnu
polugrupu S ekvivalentni:
(i) S je poddirektan proizvod trake iz V i grupe;
(7i) S je poddirektan proizvod traka iz V i grupa;
(1it) S je traka grupa takva da je odgovarajuca tracna homomorfna slika
iz V, i E(S) je unitaran podskup od S.
2. Polugrupa S je polumreza grupa ako i samo ako S jeste unija grupa
i svaki levi (desni) ideal od S je ideal.
3. Polugrupa S je polumreza komutativnih grupa ako i samo ako S jeste
komutativna regularna polugrupa.
4. Ako je polugrupa S traka grupai F(S) je podpolugrupa od S, tada
se kongruencija £ definisana u Teoremi 9.7. moze izraziti sa:
alb < a=ebe,b= fef,
gdesu e, f e E(S) takoda a € Ge, be Gy.
5. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je regularan poddirektan proizvod pravougaone trake i polumreze
grupa;
(19) S je unija grupai E(S) je strogo normalna traka,;
(7i1) S je regularan poddirektan proizvod levo nultih traka, desno nultih
traka, grupe i 0-grupa.
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6. Nekaje L levo nulta traka, R je desno nulta trakai 7' je polumreza
Y grupa G,, a €Y. Nekasu £:Y - &(L) i n:Y — S(R) puna
antitona preslikavanja i
S={({l,r,a) ELXRXT |a€ Gy, acY, leca, rean}.
Tada je S regularan poddirektan proizvod od L, R i T.
Obratno, svaki poddirektan proizvod od L, R i T se moze ovako
konstruisati.
7. Nekaje L levo nulta traka, R je desno nulta traka, Y je polumreza
i G jegrupa. Nekasu £:Y — &(L), n:YS(R) i p:Y — (G) puna
antitona preslikavanja i
S={(l,r,a,a) eLXxRxXY xG|le€a&, rean, acau}.
Tada je S regularan poddirektan proizvod od L, R, Y i G.
Obratno, svaki poddirektan proizvod od L, R, Y i G se moze ovako
konstruisati.
8. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je potpuno prosta;
(1i) S je regularna i slabo kancelativna;
(791) S je potpuno Arhimedova i slabo kancelativna.

Literatura. Ciri¢and Bogdanovi¢ [3], Clifford [1], Petrich [13], [15],
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SEMIGROUPS

Stojan M. Bogdanovi¢ and Miroslav D. Cirié
Unaversity of Nis

Preface

This book was designed as an advanced course in the Theory of semi-
groups. It is intended for the specialists in this field and to those who
pretend to become ones. Of course, it could be useful to all the specialists
in other branches who intend to use the results of this theory.

The main part of the text was presented in the lectures the authors gave in
the Seminar for the theory of semigroups in Nis, organized by Mathematical
Institute SANU. Part of the subject was also presented in the numerous
international conferences.

Theory of semigroups is a modern field of mathematics. The beginning
results became as a generalization of some other mathematical theories like
Group theory, Theory of rings, ... On the other hand, this theory has devel-
oped its own methods and is growing mostly as an algebraic abstraction of
the composition of relations (mappings) and the word concatenation. The
results of this theory are being used in Topology, Functional analysis, Differ-
ential geometry, Differential equations and so on. It is of special importance
for the Algebras of computer languages and Algebraic theory of automata.

The beginning of the investigation of semigroups is a paper of A.K.Suskevic¢
from 1928. This theory extensively develops through the last few decades.
It is being witnessed by the number of monographs covering various topics
of this field who, each in its own way, directed and initiated new investiga-
tions. Let us mention some authors: E.S.Lyapin (1960), A.H.Clifford and
G.B.Preston (1961, 1967), M.Petrich (1973, 1977, 1984), J.M.Howie (1976),
G.Lallement (1979), and others. The big influence on the development of
this theory has a specialized journal Semigroup Forum.

The topics covered in this book are part of the General theory of semi-
groups. The main question of General theory of semigroups is to study the

277
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structures of the semigroups. Among the methods used to solve this prob-
lem the best known are decompositions and compositions. The method of
decompositions is based on the partition of the semigroup, describing of the
structure of each components and establishing the connections among them.
The method of compositions is the opposite one, and it is performed by the
construction of a semigroup with given properties from the given compo-
nents. The most frequently used types of decompositions and compositions
are band decompositions and compositions and ideal extensions. In the case
of compositions, one of the most efficient tools are homomorphisms.

The central role in this book has the Theory of semilattice decomposi-
tions. Special contribution to the development of this theory gave T.Tamura,
following by M.Petrich, M.Putcha, L.N.Schevrin and the authors. One part
of the Theory of semilattice decompositions was presented in the monograph
of M.Petrich from 1973. Taking in account the results that appeared in the
meanwhile, we present this theory in a more complete way, including new
methods that join all the previous results in this area.

The second important question treated in this book are decompositions
of semigroups with zero. Having special structure, semigroups with zero de-
mand new types of decompositions. The theory of decompositions of semi-
groups with zero, presented in this book, is based on the decompositions in
the right sum of semigroups and also on the orthogonal decompositions.

As a third important question of this book we consider band compositions
of semigroups. Important contribution to the development of this theory
gave A.H.Clifford, M.Petrich, M.Yamada, B.M.Schein and the authors.

In Chapter 1. we present the main notions and results of the Theory of
semigroups used throughout this book. In Chapter 2. are given, mainly gen-
eral, properties of w-regular and completely m-regular semigroups. Various
decompositions of these semigroups will be systematically treated through
this book. The subject of Chapter 3. is the structure of (0-)Archimedean
semigroups. Chapter 4. is devoted to the semigroups with completely simple
kernel. In Chapter 5. we present the Theory of semilattice decompositions.
Actually, we consider the greatest semilattice decomposition and its various
types. Chapter 6. is natural continuation of the preceding chapter. Here we
present the Theory of semilattice decompositions of (completely) m-regular
semigroups into completely Archimedean components. Chapter 7. contains
the results on nil-extensions of unions of groups, especially retractive ones.
In Chapter 8. we consider the greatest decompositions of semigroups with
zero into the right sum and orthogonal sum. The results obtained here are
used on various special cases, and on the lattices of ideals of semigroups with
zero also. Chapter 9. treats band compositions of semigroups. We perform
the constructions that use systems of homomorphisms and that give their
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connections with subdirect products, especially the spined products.

We use the opportunity to thank our teacher, professor Svetozar Milic,
for the advises that are incorporated in this text. We thank all the par-
ticipants of the Seminar of theory of semigroups in Ni§, whose discussions,
questions and comments contributed to the quality of this book. Special
thanks, for the great patience and permanent support, to the ladies Gor-
dana Bogdanovié¢ and Vesna Randjelovié-Cirié. The authors are indebted to
their great friend Bozidar Markovié¢, whose understanding for the publishing
struggles of scientists did not lack neither this time. Without his efforts this
manuscript would not see the light of the day.
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