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ITPEATI'OBOP

OsBa K®mUra HACTAJA je U3 IpeJaBama KOja Cy BUIIE IOJUHA YHA3A I AP:KAHA
va [Ipuponguo maremarumurom ¢akyarery y Humy Ha memaprmany 3a mareMma-
Tury u3z npemMera | eomempuja u Ocnosu zeomempuje. Ilpomupusamem u
npuirarobaBameM TUX IpenaBama HACTOja0 CaM Oa y OBOj KEBU3U W3JIOKUM
MaTepujy Koja ce y OKBUpY Kypca Ieomempuja mpenaje CTymeHTUMA U Ha
npyruMm yauBepsureruma y Cpbuju. IIpema Tome ona mpencraB/ba OCHOBHU
yubenur 3a oBaj mpeamer. (OcCHOBHa mueja mporpama, a CaMUM TUM U OBOT
KypCca CacTOjUu Ce y IPE3eHTAIUj AaKCUOMATCKe METOIE Y TEOMETPHUJU KOjOM C€e
MPUJIA3U YCTAHOBJ/bABAKY U PA3MATPAIKY €JIEMEHTAPHUX MeOMETPUjCKAX TPaH-
chopmanuja paBau u npocropa. OBae Huje OMO IUJb Oa Ce U3 HABEIEHOT CUC-
TeMa aKCUOMa M3BeLqy CBa TBpDema KOja 13 ’hUX IpoucTudy, Beh na ce ussemy
HENMOCPEHE TeopeMe U yKayke Ha OUTHE KaAPAKTEPUCTUKE KOje MPOUCTUYY U3
omrosapajyhux rpyma akcuoma.

Kwura Fykaudcka eeomempuja je mocsehena mpe cpera pasmaTpamy
npobieMaTure eyRIuMACKe u ancoiayTtHe reomerpuje. Obpabena marepuja je
noJe/beHa y YeTPHAECT IeJIOBa.

IIpsu meo je mocBehern mpe cBera NEeAYKTUBHO] METOOU Y TEOMETPUjU.
Tarkobe, Ty ce majy OCHOBHM MCTOPHjCKU IOJAIM O Pa3BOjy reoMeTpuje.

Ipyru meo monm masusom [ eomempuja nopemka obpabyje ocHoBHE reo-
MeTpujcke mojmMoBe. Ty je u3BpIIeHa [MoIesa akCUOMa Ha rpyme. Y OBOM
nmexy, mocebuo cy obpabene akcuome uHnmAeHnMje (IpUNANAma) U MOPETKA,
KOje ca CBOJUM TOCJIEeIUIaMa YUHE T3B. 2€0MEMPUY NOPEMKA.

Y tpehem meny cy obpabeHr TOMOJIOMKN MPABUIHU MOJUEIPU U HUXOBE
ocobOuHe.

UYerBpTuU 1 meTu mAe0 OOHOCE C€ HA MOLYAAPHOCT y FEOMETPUjU.

Ca moceGHOM HaKHOM y KBu3U je obOpabema mpobGiemaruka m3oMeTpuj-
CKMX TpaHCHOpMAaNMja AICOIYTHE PABHU U AICOJYTHOT IPOCTOPA.

Y ocMmowMm gmeny je obpabeHa HEMPEKUTHOCT Y T€OMETPUjU, IPU UEMY Ce yC-
Baja llemekunmoBa akcmoMa Kao akKCuoOMa Hempekumnoctu. V3 me ce m3Bome
u nokasyjy Apxumenos u Kanropos cras. Ob6pabene cy u mpyre mociuemuie
Henekunnose akcuome. Iloka3ano je na je llemekuMHIOBa aKCHMOMAa E€KBUBA-
serTHa ApxumenoBoM u KaHTOPOBOM CTaBy. Y BOIU CE MEPEHE€ I€OMETPUjCKUX

JINKOBa M QUIypa y aIlCOJIYyTHOM IIPOCTOPY.



Y meBeroMm meny cy obpabenu ekBuBasieHTU meTor EykammoBor mocTysiaTa.
Tume ce 3aBpmaBa [neo KibUTe y KOME Ce He KOPUCTU IIojaM MapajieIHOCTU.
Taj meo reomeTpuje mO3HAT je mon HasusoM Ancoaymma zeomempuja. Omn
IpeICTaB/ba 3ajeJHUYKA 1e0 €yKIUACKE U XUMePOOInYKe reOMeTPH]e.

Y mecerom meny yBomu ce IliejdpepoBa akcumoma mapaJieslHOCTH W Y HAC-
TaBKy Kmure ce obpabyjy mpobiaeMu koju Cy CHEUPUUHU 38 €YKIUIACKY T'eO-
METPHUjy.

Y jemamaectom neny obpabene cy m3omerpujcke TpaHchOpManmje mpoc-
topa E™ (n = 2,3). Ilopen pamuje pasmaTpanux ocobuHA KOja Cy BasKuie
y amcoJyTHOj reoMmerpuju, y Kyramnackoj reomerpuju obpaberu cy m HEKu
cnenuGUUYHY CTABOBU KOjU CY AWPEKTHA IOCJEIVIa aKCHOME MapalieHOCTH,
HIP. TO Ce€ OJHOCKM HA CTABOBE O OJHOCY IBEjy HpaBUX, OpaBEe W DPaBHU
U CTABOBE O OIHOCY OBEjY PABHU, KA0 U CTABOBE KOJjU U3 HBUX NPOUCTUYY.
Tarobe, obyxBahene cy u Heke cnenuUUHOCTHU KOje IpecTajy na Oymoy BezaHe
3a Da3ucHe mpase.

Y mBamaectoMm meny obpabene cy TpaHCchoOpManmje CIMIHOCTU KOje MPe-
CTaBJbajy YOIIITEHmE M30METPHjCKUX TpaHchopmanuja. Y OBOM mely obpa-
Dena je m mpobisiemaTuka Be3aHa 38 XOMOTETHU]Y W CIUYHOCT T€OMETPUjCKUX
JINKOBA.

l'eomerpuja xpyra u chepe obpabena je y TpuHaAECTOM eIy KEBUTE.

Y HacTaBKy, M3JIOKEHA je MaTepuja Be3aHa 3a WHBEP3U]y U HOTEHIU]Y V
ONHOCY Ha KPyr u cdepy, a TakoDhe pasjIokuBa M OOIMYHCKA jE€IHAKOCT Ie-
OMETPH]jCKUX JIMKOBa Ka0 U Mepeme PUIypa y eyKIUICKOj PABHU U IPOCTOPY.

Penenszenrnma, np Jbybunu Bemumvmuposvh m np CserucimaBy Mwunauuhy
Cce OBOM IPUWJIMKOM HAajCPAavHKje 3aXBaJbyjeM 3a MOMON KOjy Cy MU IPYKUIU,
CBOjUM IpuMendaMa U CyrecTrjaMa, y IPUIPEMU OBOT yIIOeHUKA. 3axBaJjbyjeM
Ce W CBUMa OHMMAa KOJjU Cy HA OWJIO KOjU HAUWH NONPWHEIN O3 OBa KEBUTa
yriena CBETJIOCT maHa y oBoM oOsuky. Hapasmo 6mhy 3axBaman u cBuMma
OHMMa KOju Ne CBOjuM cyrecThjama, Ipeago3uMa U TpuMendaMa TOMPUHETH

moboJbIIaKYy OBOT YIIOEHMKA y HEKOM HapPEIHOM U3MAY.

Hym, jywa 2014. romume Ayrop
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Jleo 1

YBo

1.1 O menyKTWMBHOj MeTOI

Y marpanmu OMIIO KOje BajbaHO 3aCHOBAaHE TeOpHUje HUje Moryhe moka3aru
CBe CTaBOBe U nepumHUcaATH cBe mojMoBe. Hawmme, npmnumxom yBohema Hekor
HOBOT II0jMa MOPaMO KOPUCTUTHU HEKM [I0jaM 3a unje je yBoheme mak kopumhen
omeT HeKU mojaM urh. [la OucMo m3b6ersu MUKINYHO Ne(PUHUCARE NI OECKOH-
avyHM HU3 AePUHUIja MOPAMO C€ Yy jeOHOM TPEHYTKY ONpPEeAeIuTd A HaM
HEKU [OjMOBU Oy Iy MOYETHU U Te IojMOBe heMo mpuxBaTuTy 6e3 JeprHICA’mA.
Hux hemo 3Batu ocno8HuM nin Hededunucanum nojMoBuMa, 10K hiemo cBe
ocTaJie IOjMOBE UMjU je camp:kaj MoO0ujeH KOpUIINemeM OCHOBHUX IIOjMOBA
3Batu defurucanum nin uzeedenum nojmosnMa. VIckase kojuMa ce Onpen-
jyje campskaj M3BeNEHNX NOjMOBa HasUBaMO O0ePuHuyujama.

Tarobe, npuaukom yrBpbhuBama nCTUHUTOCTU HEKOr TBpDEma HEOIXOIHO
je mo3uwBame Ha Ipyre CTABOBE 3a Koje je Takohe mOTpeOHO yTBPAUTU UC-
TUHUTOCT y3 moMohHekux apyrux tBpbhema u craBoBa uta. Y oBne, YKOINKO
KenuMo na m30erHeMO IMPKYJIAPHO JOKa3WBame, ynanaMo y OeCKOHAUHY pe-
rpecujy. Pamu tora mpomec mokaszuBama MOPaMO 3alI0YETH HEKMM CTABOBUMA
4Ypja Cce UCTUHUTOCT NIPETIOCTaBJ/ha Oa BaKM 0e3 NOKa3uBama. e ImoyeTHe
craBoBe 3Bahemo axcuomama unu ocrHosHuM cmasosuma meopuje. Ocraie
CTaBOBE UMjy MCTUHUTOCT U3BOIUMO 3BalieMo MeopemMame Ui u3ee0eHum
cmasosuMa.

JenHa on BAKHUX HAYYHUX QUCIUINIMHA KOja Ce MOMKE 3aCHOBATU y CKIALY
ca HaBeJEHUM IpUHOUNUMAa jecte jormka. CBaka Ipyra HaydvHa TeOpHja KOja
ce 3aCHUBA Ha HAaBEICHUM IIPUHIUINMa OOMYHO je yTeMesbeHa Ha Behmocrojehoj

jJorunu. Y TOM CJIy4dajy JIOTMKa Cce IpeTnocTaB/ba. Ha Taj HAUMH IOjMOBe
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8 1. YBox

Joruke ynorpebiraBamMo y popMyrnanujaMa akCHOMa, TeopeMa U Oe(UHUIN]ja
0e3 meror Oamker onpebema, a JOrUUKe CTaBOBE MpUMEHyjemMo 6e3 mocebHoT
OOKa3MBama. Y M3rpalimby HEKe MAaTEeMATUYKe AUCHUIIMHE [TOHEKA je mopen
JIOTUKE TOTPEOHO KOPUCTUTHU U HEKY APYry BeN3acHOBaHY MAaTEMATUYKY UC-
nuniauHy. 1e HayuyHe MUCIUIIINHE KOje 3ajeqHO Ca JOTMKOM IIPEeTXOMe 3aCHU-
Balky HEKE MaTeMaTUYKe TeOPUje HA3UBAMO IPETIOCTABILEHUM IUCIUILIIMHAMA..
3a m3rpagmy reoMerprje Topes JIOTUKe TOTPEOHO je MPEeTIOCTABUTYA TEOPU)Y
CKyIOBa, a TakoDhe M apUTMETUKY ca TEOPUjoM peasHuxXx OpojeBa.

Hanpen onucana mMerona m3rpaime HEKE MaTEMATUYKE TEOPUje HA3UBA Ce
0edYKMUBHA WX AKCUOMAMCKA MEeMOOa, a Ha Taj HAUNH 3aCHOBaHE IUCIH-
IUIMHE aKCUOMATCKUM WU JeAYyKTUBHUM TEOPUjaMa.

AKO OCHOBHE ITOjMOBE HEKE NeIyKTUBHE TEOPUjE 3aMEHUMO OAroBapajyhinm
IIPOMEHJBUBUM X, Y, 2, ..., OHIA aKCHOMe U TeOpPeMe Te Teopuje IOCTajy Ba-
mane popmyne P(z,y,z,...), Q(z,y,2,...), ... KOje T,Y,Z,... caap:ke Kao
cnobomHe TpOMEHpUBE. Y TOM CIIyyajy 3a MPOM3BOJLHO m3abpaHe oOjekre
X,Y,Z, ... MokeMO yCTaHOBUTHU Ha JU 3aJ0BOJLAaBAjy aKCUOMe, Tj. MOa Ju
cy ¢popmyne P,(Q,... uctuauTe kKama OpPOMEHILUBE T, Z,... 3aMEHAMO Ca
X,Y, Z,.... Tanma 3a objexre X,Y,Z,... KaskeMo [a TPEACTABILAjY MOOEA
UIN Peasu3ayujy neayKTUBHE Teopuje. Y CyOpOTHOM, OHU HUCY MOJIEJ TOC-
marpane teopuje. [lpunukom uarpanme HEKE MATEMATUYKE TEOPHUje Y BEJIUKO]
Mepu HOCTOoju ciobona m3bopa KAKO OCHOBHUX [IOjMOBA TAKO U CUCTEMA AK-
cuoma. 3a Ba aKCHMOMATCKA cucTeMa cMmaTpalieMo ma Cy eKBUBAJICHTHA aKO
ce CBaKM I0jaM jeTHOr OJ HUX MOMKE ONMCATU IPEKO IOjMOBA OHOT IPYTOT
U aKO Ce CBaKa aKCHOMAa jeTHOI MOKe IOKa3aTH Kao TeopeMa y OHOM IPYTroM
akcmoMaTcKoM cucrteMy. llopen yucro Teopujckux pasiora 3a u3bop jemHor a
HE HEKOI' [PYI'Orl aKCHMOMATCKOI CUCTEMa 3HAUYAjHY YJIOr'Y MMajy W HEKU IPaK-
TUYHY, OUAAKTUYKYU [Ia Y BEJIWKO] MEPU U €CTETCKU Pa3JIO3WU.

Bes 063upa ma mocrojame Bequke caobome y u3abopy akcuoMa, TO He 3HAUN
U OJCYCTBO OMJIO KAKBUX 3aXTeBa y nM300Py cHCTeMa aKCHOMa HEKe JeNyKTUBHE
teopuje. Hajupe, cucrem akcrnoma mopa na Oyne Henpomusypeuan, Tj. oa ce
U3 Hera He MOT'y MCTOBPEMEHO AEAYKOBATU HEKU CTAB U HEralrja TOT CTaBa.
HenportuBypeunocT je Ge3ycioBan 3axTeB OMIIO KOje MEAYKTUBHO 3aCHOBAHE
Teopuje, jep y CympOTHOM OHa He Ou mMmasia cmuciaa. Takobe, cucrem ak-
cuoMa Mopa ga byme nomnyx. To 3Haum na ce on cBaka ABa IPOTUBYpDe-
yHa CcTaBa Oap jemaH MOKe NOKAa3aTU. 3a CTaB, uMja Ce Heramuja y IaToj
TEOPUjU MOKE MOKA3aTU KaKeMO Oa ce MOoyke oboputu y maroj teopuju. To
3HAYM O je CUCTEeM aKCHOMa IOTIIYH aKO Ce€ CBaKWU CTaB Yy NATO] HEAYKTUBHO]
TEOPUjU MOKE MM N0Ka3aTU Wi oboputu. [[OTIyHOCT M HEIPOTUBY PEUHOCT
cy ocoOuHe KOje HUCY OX MCTOr 3Hadaja 3a JaTu CucTeM akcuoMma. Hawmwme,

aKoO je HEeKM aKCMOMATCKU CUCTEM HEMPOTUBYpeEUaH, oH he y UCTO] Mepu Outu
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JIOTUYKM BpenaH 6e3 063upa Ha TO mTO HUje moTmyH. Hemocrarak HEMOTIYHOTD
aKCHOMATCKOI CHCTEeMa jecTe IITO Ce HEeKM CTAaBOBU KOJX H-era He MOTY HUTU
IOKa3aTu HUTU obopmTu. Kom HEMOTHyHOr CHCTEMa Ce AONABAEKEM HEKUX aK-
cmoMa MOry OOKa3aTu uiau oboputu onrosapajyha tepbema dopmynucana
y TOj Teopwuju, 3a KOja paHUje HuUje mocrtojasia takBa moryhuoct. Cucrem
akcuoMma, a Takohe M cucTeM mojMoBa Mopa na Oyne wezasucaM. To 3Haun
Ia Cce HU jenHa Ol aKCHOMAa OaTe TeOPHje He MOyKe TOKA3aTH y3 MOMONHEKHX
OPYTUX aKCHOMa Te Teopuje U Ja Ce HU jeTaH O] OCHOBHUX IIOjMOBA HE MOKE
nepuHUCATH TOMONY ApYrux oCHOBHUX mojMoBa Te Teopuje. C 063upoM HA TO
Ia MHCUCTUPAKmHE Ha UYMIEHNNN & CACTEM aKcuoMa Oyne MUHUMGAGH, MOKE
UMaTH 33 MOCIENUIly & OOKa3W IojennHux TBpDhema MoOry Outu rioMas3Hu u
3aMOPHU, MOKE C€ OQYCTATU OJ IPUHIUIA MAHUMAJIHOCTH, IITO je yoOudajeHo

Ha IPUMED Yy CPEImOIIKOJICKUM KypPCEBUMA.

1.2 Eyxmunosmu Egementu m Iletm moctysar

T'eomerpuja kao Hayka je mOHUMKIA U3 cBakogHeBHe mnpakce. Jbymu cy
O maBHWHA Owuiam y cuTyamujy na MOpajy Oda rpaie JOMOBE W 3rpage, naa
Tpacupajy myTese na onpebhyjy rpaHune CBOjux mocela U BUXOBE IVWMEH3U]e.
Takobe, moctojasna je ymernmuka moTpeba 3a ykpamaBameM Kyha u omehe
CTBapameM CJIUKA U3 JKUBOTA U OKpYy:kema. CBe TO je u3nckuBaJyio norpedy 3a
yIO3HABAmEM IMPOCTOPHUX OocoOmHA ObjekaTa Ha KOje Cy Y OKPY:KeHmhY HauIa-
3unu. He jemHoM, Te Cy 3aKOHMTOCTM IpOBEpaBaHe U NOTBPhuBaHE, TOKOM
BpeMeHa, KaKO OIayKajHO, TaKo U ekcrnepuMmentuMa. Cas3Hama 10 KOjUX ce je
JOJa3MJIO IPEHOIIEHA CYy ca MeHepallllje Ha MeHePaIjy HajIupe YCMEHO a 3aTUM
U IUCMEHO.

Hexonurko BeroBa mpe Halle epe, KyJTYPHU HAPOIU CY PACIOJIArajy IIO-
IJanuMa O IPOCTOPHUM OCOOMHAMA IpeaMeTa u3 OKpy:kema. Mopamo Hamome-
HYTU 7a Ta 3Hamha HUCY OmiIa CUCTEeMaTU30BaHA Tj. Oumaa cy dopmynamcana
y obauky mpaBumiia u perenara. Ha ¢gopMupame reomerpuje Kao HayKe Be-
JUKU yTULNA] CYy WMaJud CTaporpuky ¢umio3opm u muciauonu. OHU Cy OpBU
¢hopMyIICcasu OCHOBHE CTABOBE HAYKE O 3aKOHMMA IPABUIHOT MUIBEHA, Tj.
noruxe. Meby muMa HAJUCTAKHYTUjI U3 TOT BpeMeHa 6uo je Apucmomen’.

Peu reomerpuja u3BeneHa je on qBe Tpuke peum: rea(yn) - 3eMiba U Me-
Tpeo (UETPEW) - Mmepurn. Ilakie y GyKBAIHOM MPEBOLY CaMa pPed TeOMeTpuja

3HAUU Mepeme 3eMJbe.

1ApI/ICTOTeJI (384. m.m.e-322. m.H.e), craporpuku ¢uuaosodp u Gecenuuk, [lmaroHos

VUYEHUK W jeAHA O HAjYTUNAJHUJUX JUIHOCTUA Y UCTOPUJUA €BPOICKE MUCIU.
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IlocTaBmame akcuoma reoMeTpyje U UCIUTUBAKE HUXOBUX y3ajaMHUX O-
HOCA jecTe 3a0aTaK KOjU je joIT O JaBHUHA OMO TMpeaMeT MHOTOOPOjHUX U3BPC-
HUX pacrnpaBa MaTeMmaTudke jgureparype. OBaj 3amaTrak CBOAUM C€ HA JIOTUUKY
AHAJIM3Y HAIIUX IPOCTOPHUX OIaskaja.

IIpBe koOpake y cucTeMaTu3anuju reoMerpuje HaumuHuo je XUnokpam ca
Xuoca? y cBoMm meny Eaemenwmu mpe mee m mo xmmpanme romuHa. Haskasocr,
BEroBO HeJo Huje cadyBano. Harou mera, Jleon je mox yrumajem Ilaamona’
cacrasuo HOBe Enemente oxko 370. romuue crape epe. Ilornyruje Enemente
mamucao je Teyoduje uz Maenesuje, xoje je momymumo Xepmomum us Koso-
¢ona. W osa nena cy msryGseHa TokoM mcropuje. Ibuxos 3mauaj 3a mc-
TOpUjy MaTeMaTUKe je y yTUIAjy KOoju cy u3Bpmmaa Ha Fyxaiuda u meroso
Hay4HO cTBapasamTBo. Jlanexko HajuyBeHUje U HAajUUTaHU]€e NEJ0 U3 TOT Bpe-
meHa jecy FEaemenmu xoje je Fykaud* mammcao oro 300. rommme crape epe, a
KOje ce cacToju OX TPUHAECT Kmura. JHaua] Eykanmosux Ememenara orsena
ce y TOME IITO je BUIIE OI IBa MUJEHU]yMa TO AeJI0 OMIIO OCHOB CBaKOr obpa-
3oBama. OHO je OMJIIO NMpEBENEeHO Ha je3WKe CBUX KyJITYPHUX HApOIa CBETA.
SaxBamyjyhu meny kakBo je EykammoBu ejeMeHTH, reOMeTpUja je BEKOBUMA
[OKMABJ/bABAHA KAaO CABPIIEHCTBO, a CBA OCTaJla CUCTEMATU30BAHA 3HAMHA PaB-
HaJIa Cy Ce IpeMa HB0j U ca HoM ynopebusasa.

Ha ocuoBy npepoma Eykaunosux Esnemenara roju je ypamuo Auron Bu-
JUMOBHKIN, ¥ HACTABKY [1€MO M3JIOKUTU OCHOBHE Ne(PUHUIje, aKCHUOME U IIOC-
TyJaTe U3 OBOT neJa.

OcuoBrue medunuimje koje je Eykaun yseo y cojum Enementrma cy:
Tauka je ono wWmo Hema 0enosa.

Junuja je oyxcurna 6e3 wupure.

KEpajesu aunuje cy mauxe.

IIpasa je aunuja ona, Koja 3a mavwke Ha HOj NOHEOHAKO AEHCU.
Hospuwuna je oHo WMO UMG CAMO OYNCUNY U ULUPUHY.
KEpajesu nospwune cy aunuje.

Pasan je nospuwuna xoja 3a npase Ha »oj nobednaxo aexncu.

8. Yeao y pasHu je ysajamHu Hazub 08ejy AUHUJA Y PABHYU Koje ce Cexy
U Koje He Aexnce Y ucmoj npasoj.

RIS

2XI/IHOKpaT ca Xuoca (470. nue-oko 410. mHE) CTAPOTPUKM MATEMATHYADP, TEOMETPUIAD
1 ACTPOHOM.

3Mnaron (427. ume-347. umue) craporpuku ¢uiaozop un Gecemnuur, COKPATOB yIEHUK,
ApucTorenos ynures u ocHuBan AramemMuje y ATunu.

4Ey1-w11/111 (330. mme-275. nme) rpukm Maremarudap u3 Arune. Kuseo je m panmo y
AnexkcaHIpHUjU IAe je CTBOPHO MaTeMaTHUYKy mkoxay. Hamwcao je 6pojHa mema, on Kojux
HeKa HUCY cadyBaHa U IO3HATa Cy camMo mo HacaoBy. CauyBama nmenxa cy: “Exementu”
(reomerpuja kao Hayka o mpoctopy) y 13 kmura, ”Ilara” (o yciaoBuMma 3anaBamba HEKOT
MareMaTudkor objexkra), ”Onrtura” (¢ T€OPUjOM IEpPCHEKTUBE), U AP.
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9. Axo cy aunuje xoje 0bpasyjy y2ao npase, y2a0 ce 308€ NPABOAUHU-
JjecKu.

10. Axo npasa, xoja cmoju wa 0pyz0j npasoj, obpasyje ca osom 08a
cycedna jednara yeaa, c8aKy 00 BUT je npaes, a noduzHyma nPasa 308€ Ce
HOPMAAG HG OHO] HG KOJO] CTOJU.

11. Tyn yeao je onaj xoju je eehu 00 npagoe.

12. Owmap yzao je onaj xoju je mamwu 00 NPasoe.

13. I'panuya je 0HO WMo je Kpaj Ma “eea.

14. Queypa je ono wmo je omeheno uau JeOHOM UAYU Ca UULE 2PAHULA.

15. Kpye je pasna fuzypa omelhena maxeom jeOHoMm AUHUJOM, KOja ce
308e nepufepuja, da cy cee npase nogyvene 00 jedre mavke, K0ja ce HaLa3U
y camoj uzypu, npema moj sunuju mehycobro jedrnaxe.

16. Osa mauka 308e ce cpeduwme Kpyeaa.

17. Hpeunux xpyza je ceaxa npasa wmo nposasy Kpoa cpeduwme Kpyza
a ozpanuvena je ca ceaxe cmpare nepupepujom kpyza. On nososu kpye.

18. Iloaykpye je dueypa o0epanuvwena npewHuKoMm u hume 0080jeHOM
nepugpepujom kpyza. Cpeduuime noaykpyza je ucmo Kao u cpeduwme Kpyea.

19. Ilpasoaunujcke guzype cy one Koje CY 02paHUUERE NPABAMA; MPOC-
MPAHE CY 0ZPAHUYENE CA MPU, HYEMEOPOCMPAHE CA HEMUPU, MHO20CNPAHE
ca suwe 00 Yemupu npaase.

20. 00 mpocmparux guzypa jeOHAKOCMPAHU MPOY2G0 UMA MPU jeOHAKE
cmpane, JeONAKOKPAKY UMG CAMO 08€ JEOHAKE CPARE, G PAZHOCTPAHY UMG
mpu Hejednare cmpare.

21. Jamwe, 00 mpocmparuT je npagoyzal, mpoyzao oKaj Koju uma npas
Yy2a0, MYNoYzAlU 0HaGJ KOJU UMG MYN Y240, @& OWMPOY2AY OHA] KOJU UMG MPU
oUWMPG Y2na.

22. 00 wemsopocmparur guzypa keadpam je jeORAKOCMPAH U CG NPa-
BUM Y2N0BUMA; NPABOYZAOHUK Je CA NPABUM Y2A08UMG AU HUje ca jed-
HAKUM CMPAHAMA; POMO je ca JEOHAKUM CMPAHAMA QAU HUJE Ca NPABUM
Y2no08UMa; PomboOud je ca jedHaxum HACHPAMHUM CMPAHAMG, GAU HUJE
jeonaxocmpar Hu ca npasum yzaosuma. Ocmane wemeopocmpane guzype
HEKG ce 308Y MPANEIU.

23. Ilapaneane cy one mpase, Koje ce HAAA3E Y UCTMO] PABHU U KOje ce
npoodyacene y beckpajrocm Ha obe cmpare He ceky jeona ca 0pYyzom.

Y cBojum EnemenTuMa ocHOBHE cTaBOBe reomerpuje Eykaun je momenno
Ha QKCUOME U nocmyaame. Y pasaundutuM npenvcuma Emnemenara O0poj moc-
TyJgaTa U aKCUOMa HUje UCTU, aJU ce OOMYHO IPUXBATA Ma je OH 3aCHOBAO
reoMeTpujy Ha IeBeT akcuoMma u mer moctynata. M mu hemo maBectu Hajupe

nocryinare, kao mTo je Eykaun to yuunmo y Enementumas:
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”"Heka ce npermocraBu:

1. Ja ce moxmce nosyhu 00 ceaxe mauke xKa c8aKoj 0pyz0j mauku npasa
AUHUJA.

2. U da oepanunena npasa moxnce bumu npodymcena y C80M Npasyy
HenpexuoHo.

3. U da ce momce onucamu 00 c8akoz cpeduwma c8aKuUM Pacmojamem
Kpye.

4. U 0a cy ceu npasu yaro8u jednaxu mehycobro.

5. U da he ce, axo jedna npasa y npecexy ca Opyeum dgema obpasyje
ca ucme cmpane 068G YHYMPAUHA Y2Aa Yuju je 30up mamu 00 086 NPasa
yeaa, me dge npase beckpajno npodyxcene, cehu u Mo ca one cmpane ca
Koje cy 08U Y2a08u Mahy 00 084 NPABa Yyaia.”

Huje Temko BumeTy ma mocTyaaTyé MPenCTaB/bajy HEKE T€OMETPUjCKEe MC-
tune. VIHTepecaHTHO je ma je meTu mocTyaaTt 300T CBOje CIOKEHOCTU U3a3UBAO
MasKkBy MaTeMaTUdvapa ¥ HarOHUO MX Ja MOKYNIaBajy Ma ra U3BOJIE U3 OCTAJTIUX
aKCuoMa IreoMeTpHje.

U akcuome Kao U MOCTYJIATU NPEACTABIbA]Y HEKA OCHOBHA TBphema, aju ¢
TOM PA3JIUKOM IITO C€ HE OMHOCE CTPUKTHO Ha reoMeTpujcke objekre. Akcuome
cy:

Onu xoju cy jeonaxu ucmom jednaxy cy mebycobro.

U axo ce jednarxum dodajy jednarxu yeaune cy jednare.

U axo ce 00 jeonarxur 00yamy jednarxy ocmayy cy jeOHaKY.
U axo ce nejednaxum 000ajy jeonaru ueaurne cy Hejeonaxe.
U yosocmpyvenu jednaru jednarxu cy mehycobro.

U nososure 00 jednaxux jednaxe cy mehycobro.

U onu xoju ce mozy nokaonumu jednaru cy mehycobro.

U yeauna je seha 00 deaa.

9. U dse npase ne ozpanuvasajy obaacm.

X NSO W

Camo cy cemMa M IeBeTa aKCMOMa TeOMETPUjCKOT Kapakrepa. Y HEKUM
OpenucuMa Cce CeaMa aKCUOMAa jaBjba KAO MIECTU IMOCTYJAT INTO MOKa3yje na
Cy IpenmcuBayu Kpo3 BekoBe nasaiiu cebu ompebeny cmobomny.

Y namem mznaramy y Eixementuma Eyrawn kopuctu nponosuyuje - meo-
peme (Vewpnuata - o raarona YeWPnw - pa3sMUNLBAM ), KOj€ NAJbe U3BOIN
y3 moMoh mponosuiuja 3a koje je Beli ycTaHOBUO na Baike.

1.3 HacraBmauu EykaunoBor yuema

On aHTUYKMX BpeMeHa pa3Boj reomerpuje je mmao y asa npasma. Ca
jemHe cTpaHe, CUCTEM aKCHOMa je IPOIIUPUBAH TaKO Ja OM ce MOrao IOKA3aTh
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mro Behu 6poj tBphema, mOK ce je ca apyre crpaHe YHOPHO MOKYIIABAJO
MOKa3MBame meTor EyKINIOBOT MOCTYJIAaTa M3 COUCKa mocrtojehimx akcuoma.

Hacrasmajyhu EykaumoB pam, Ha caMoM CTApTy Cy AHTUYKNA MaTeMa-
TUYAPU YOUMJIM Oa Ce He MOrY OOKa3aTu min oboputum cBa TBphema Koja
Ccy y reoMerpuju Moriya outu popmynucaHa. Tako je Apxumea5 y CBOM Oely
O cfepu u yuaundpy, nocrojehim cucreM akCMOMa IPOMMPUO Ca MET HOBUX
akcuoma. V HakOH Apxmmena ce je MOKYHMIABAJO & Ce CUCTEM aKCUOMA Tre-
OMeTpHje YIOTIyHHU. Y caBpmaBameM Eyknumosor mesma mopen Apxumena,
Gasuu cy ce Anoaonuje®, Femunye, Huxomaz (I Bex npe mose epe), Ianoc
(IIT Bex HOBE epe), Teon u IIpoxao (V Bek HOBe epe). ToroM HU3a BEKOBA, 6e3
003rpa Ha Hamope KOju Cy YUIE€HU, HUKO HUje YCIEeO Oa CYMITUHCKUA yHAIPE I
reoMeTpujy Kao HAyKy y OZHOCY Ha OHO WTO je Omio m3Hero y EyrammoBmm
enementuma. buno je Ty cjajumx orkpmha koja cy omoryhwia m pemasame
MHOTHMX T'eOMeTpUjckux npobiema. VMnak, CyIITUHCKAX IPOMEHA y DeOMETPHUjU
HUje 6uio jomr m3 BpeMmeHa Eyknmna n Apxumena.

IIponamhy rpuke xynrype y EBponu nounme Mpadno qoba cpenmer Beka.
Y TO BpeMme NeHTAp CBETCKe NUBUJIM3AIMje TOCTaje apalCKd WCTOK. BEyk-
aunoBu EneMeHTH Ccy npeBeneHu Ha apalcku jesuk. [V apanckum Mucianonu
Cy TOKYyIWABAJIW Ia JOKAKy IeTH mocTyaar. Apamncku maremarudap Hacup-
Eouny (1201-1274) je majmosnaruju u3 Tor Bpemena. MebyTum Hu merosa
VHTEPECAHTHA ¥ OPUTMHAJIHA UCTPAKUBAHA HUCY OOBEJa OO J0Ka3a meror Ey-
KJIUIOBOT IOCTYJIATA.

Y moba penecance ce y EBpony Bpaha unTepecoBame 3a reomerpujy. Y
nerrHaecToM Beky EyknnnoBu EnemenTu cy npeBeneHy ca apamncKor Ha JaTHH-
CKU je3UK, a y MEeCHAeCTOM je mpoHabheH u penponyKOBAaH OPUTMHAJIAH TEKCT
HA I'PYKOM ]E3UKY.

Ilokymaju pemaBama npobieMa mapaJieHUX IPABAX BE3AHUX 3a JOKA3U-
Bame MeTor EyKIMaIOBOr mOCTyNaTa IPEACTABIHA]Y jeIaH NHTEPECAHTAH IIOTJIE
Ha reomerpujy. ['eHeparuje u remepalje HacTaBbada EyKIMIOBOT yUema Cy
TOKOM BEKOBa Omile olcenHyTe HOKyIIajuMa Oa JOKaKy HeTu Eykiammos mocty-
sat kopumhemeM moctojeher cucrema akcuoma. Pasimor 3a To je yumeHuIa
na je Eyrkamn nokasmBao TBpbhema Koja cy mMmasga 3HATHO OPOCTUjU OOJIUK
on meror nocryinara. llokymaju mnokxasmBama EykammoBor meror mocrysiara

WM Cy Hajdemmhe wHAWPEKTUM mocTynkoM. [lonas3mmno ce onm Herammje meTor

5Apx1/1Mc,a (287. mme-212. nme) rpukm maremMarudap, Gusmdap um acrponom, uz Cup-
aky3e Ha Cununuju. [IpBu je mzpauymao Gpoj T, IpOHAIIAO 3aKOH MOJIyre, 3aKOH HOTUCKA
(ApxumMenos 3akoH, ApXMMeNOBa Bara) u Ip.

GAHOHOHPIjO n3 Ileprama (262. mHe-190. mHE) AHTUYKM XEJNEHCKM MaTEMATUUAp U ac-
TPOHOM, IIO3HATU HAYYHHUK aJeKCaHIApHUjckor Mys3eoHa Kora cy M3 INOmMTOBama 3Baau Be-

JIUKU reoMerap.
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IOCTyJIaTa WM HEKOD HeroBOr ekBuBaJieHTHOT TBphema. Ilokymaju cy wmmnm
y cMepy na ce xopummhemeM mocrojehux akcuoma Ha Taj HaunH nobe mo nBa
nporuBpeuna TBphema. Ha rtaj mauwn je mobujen umraB HU3 TBpDema ek-
BUBAJICHTHUX IIeTOM EVKINZOBOM HOCTYJATY, il OO HOKa3a meror Hykmiu-
[OBOT IIOCTyJaTa ce Huje nomio. MHorm Maremarudapu cy Ounm y 3abirynu
ma cy mokaszany metu Eykammos mocrynar He npumehyjyhu ma cy y morasy

HaUYMHMNJIV I'PEMKY TaKO OITO CY MCKOPUCTUJIN HEKN O IbEIrOBUX €KBUBaJIEHATA.

IToceGHO Cy MHTEpECAaHTHU paaoBu uTajujaHckor maremarudapa M. Cax-
epuja (1667-1733), xoju je mokymao ma mosaszehn on TBpebema cympoTHOr
[IeTOM IIOCTYJIATY, U3TPAOU F€OMETPUjCKY TeOPHUjy paszanduTy on Eyrammose.
Cakepu je 6uo yb6ebhen nma he y rtarBoj Tteopuju mohim [0 TPOTUBYPEUHOCTH,
yuMe Ou Omiia mokaszaHa BaJbaHOCT meror mocrysaara. Mebyrum Cakepujese
Hale HUCY Ce€ UCIyHUJIe, IPOTUBYPEUYHOCT N0 KOje je AOomao Ouia je IpuBuAHA
a NuTame IOCTOjarha TaKBe INPOTUBYPEUYHOCTH OCTAJIO je OTBOPEHO. Bemuru
YTUIA] HA KaCH€ TeHepalrje MaTeMaTuiapa U3 TOI BpeMeHa UMAJU Cy PaI0BU
pparmycror maremarnuapa Jlexwcandpa (1752-1833) woju je moraszao umTas
HU3 MHTEPECAHTHUX CTABOBA KOJjU Cy Y BE3M Ca METUM IIOCTYJIAaTOM, KAO IITO
Cy Ha mpuMmep:

1) 36up yHyTpammux yriosa Tpoyria He Moixke Ouru Behum on msa mpasa
yria.

2) Ako je y HEKOM TPOyIJly 30Up YHYTPAIIBLUX YIVIOBA jeIHAK IABA IpPaBa
yria, OHJa je 30up YHYTPAIIRLUX yIJIOBa y CBAKOM TPOYIJIY jeJHAK ABA IPaBa
yria.

IIpeocrano my je ma mokraske ma 30up yHYTpAIIHBLUX YILIOBa TPOYIJIa HE
MOke OuTy Mamu o nBa npasa yriaa. Mebyrum u meros moka3s je camp:kao
T'PEeIIKy jep je KOpUCTUoO HeloKa3aHa TBpbhema.

Hakxon Besukor 6poja mokymaja ma ce mM3BeAe OOKa3 IETOr IIOCTYJIaTa,
npo0JieM je pa3pelleH TeK y geBeTHaecTOM Beky. [lokazano je ma metu Eyk-
JIIOB IOCTYJIAT HEe 3aBUCKU OJ OCTaJUX akcmoma reomerpuje. To je 6mo npsu
3Ha4YajaH pPe3yJiTaT KOjU je 3HATHO yHAIPEeIUWo IOrJiel Ha T'eOMETPHUjy joIo Ox
Bpemena Eyrkmuna. Ilpe csera, kpo3 pan Hukoaaja Hearnosuwa Jlobaveacrkoz”
u Janowa Gomaja® npeu myr je mspamena mmcao ma mern Eyrmmmos mocty-

JlaT He 3aBUCH O OCTaJIUX aKCHUOMa FeOMeTpI/Ije n na ce CaMM TUM HE MOKeE

7H1xn<onaj UNsanosuu JloGauescku (1792-1856) pyckm mMaTemMaTrudap, MOCTABUO TEMEJbE
HEeyKJIUICKe reomerpuje. 3a kuBoTa, JloGauescku je kao m Komepuuk, 6uo memosznar u
HEIPU3HAT YaK U y CBOjoj ZOMOBUHU. AN Tek Kazna je HakoH ['aycoBe cMpTu 06jaBibeHO na
je o mpuxBaTtao uaeje u gocrurayha Jlobauesckor, Taza je MaTeMaTUYKa jaBHOCT IPBU
IyT 4yja 3a UMe BEJUKOI PYCKOI MaTeMaTndapa.

8 Janom Boman (1802-1860) mabapcku maremaruuap.
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N3BECTU IHETOB ,Z[OI{&39.

Y moueTky Cy IPBU PaJOBU OCHMBAUa HEEYKIUICKE MeOMETPUje NOUYEKAHU
ca HeBepulloM u pyrameMm. Pesyararu Jlobauescrkor m Bosaja mocranu cy
CACBUM jaCHU TEeK KPajeM IeBEeTHAECTOI BEKa Ca KOHAYHUM (OPMUPAHEM JIO-
TUYKOI TOTJena Ha reomMeTpujy. Tama je reomeTpuja NpBU MyT JOTUYUKUA KO-
pekTHO Oumina yremesseHa. lllta Bume, momio ce no 3ak/bydra mga ocuM Ey-
KJIMOIOBE TeOMEeTPHUje MOCTOju W TeoMeTpUja OUTHO pa3amdura on me. Ty
HOBOOTKPUBEHY F€OMETpHU]jy AaHacC Ha3uBaMo zeomempujom Jobavesckoz-Bbo-
DAJQ UIU TUNEPO OAUNKOM 2€0MEMPUIOM.

Moske HAM Ce YUYNHUTU Yy IHUM Ja C€ Y MAaTEMATULIU U3yUaBajy IBe Teopuje,
eYKINACKA reoMeTprja u reomMerpuja JlobadyeBCcKOr Koje Cy y CYIPOTHOCTH
jemHa ca gpyrom. 3a MOAepHY MareMaTuky je Mehyrum on Hajsehe BakHOCTHI
na cy obe onpebene cucTeMuMa akCHOMa KOJU CY HEIPOTUBPEYHU U MOTIYHU.
Ha nurame: koja o Te aBe reoMeTpurje Bk, HEMa CMUCIIA TPAKUTU OATOBOD
y OKBUpY Maremaruke. IHawmmMme, To Ou ce CBOOMIIO Ha IUTaMm€E KOje aKCHOME
BajKe, aJiM BUX OpuxBaraMmMo 0Oe3 moka3a. HapaBHo, murame MOKe IIaCUTH
KaKBa je reOMeTpuja IPOoCTopa Y (U3MUKOM CMUCIY M KaKO HBbY MOXKEMO IITO
Oome ommucary akcmoMmama. Panu oarosopa Ha TO HUTame HOTpPebHA je (us-
WYKa MHTEPIpeTalrja OCHOBHUX NeOMETPUjCKUX nojMoBa. Hmop. mpaBy je Ha-
JjOpUPOAHUje MHTEPNPETUPATU KAO CBETJIOCHU 3Pak. Y TOM CMUCIY MOKa3yje
ce na ¢usuuku npoctop Huje eyranacku. On Huje onpebhen HU reomerpujom

10 reopuje penarusrocTH mogeTROM XX

JloGauescror. IlojaBoMm AjHmrajnose
BEKA, MIOKA3aJI0 Ce Ja je ¥ KOCMIYKOM IPOCTOPY HOTONHUje KOPUCTUTY HECYK-
JUACKY TEOMETPUjy ca IPOMEHJLUBOM 3akpuBibeHomly. Tako moxkemo pehm,
Ia Cce TeoMeTpUja BACUOHE JIOKAJIHO MEHa, yV 3aBUCHOCTU OX OJIM3NHE HEKE

MacCe 1 IbE€HE€ KOJMNYMHE.

Hemauru matematuaap Lepnapd Puman'' y csom pany O zunomesama
KOJE NENCE Y OCHOBU 2EOMEMPUJE NONA3U MO jOII jeIHE HEEYKIUICKE Te-
oMeTpHje Koja je maHac Mo3HaTa moj HasusoM Pumanosa zeomepuja y yacem
CMUCAY U eaunmuyra 2eomempuja. OrTrpuhie HeeyRIUICKE TeoMeTpuje,
uMaJIio je yTulaja Ha 3acCHUBam€e OMIIO Koje JenyKruBHe Teopuje. lommno ce no
ca3Hama Ia OCHOBHA IeOMeTpUjCcKa TBphHema, OMHOCHO aKCUOME U IOCTYJIATH,

BajKe HE CaMO Ha CKYIly TavyakKa MPaBUX M paBHU CXBaleHWX y KIACUYHOM

9HOCToje UHAWKAOUje na je Ha Ty IOMHCAO IPBM HOomao jexad on Hajsehmx marema-
tuuapa tor BpeMmena K.®. Dayc (1777-1855). Mebyrum layc mHukana Huje HUmTa o ToMme
ob6jaBuo.

104 Ajumraju (1879-1955), Hemaukn pusugap

111"copr Ppunpux Bepuapn Puman (1826-1866), memauku maremMaTwdap KOjU je Xao
3HavajaH NONPHHOC Pa3BOjy MaTeMaTHUYKe aHAIN3e U NUPEepPEeHNUjalHe TeOMeTpuje, YuMe
je yjemHo yTpo myT M 3a KacHuju pas3Boj Omnmre Teopuje peraTUBHOCTHU.
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Eyraunmosom cmuciy Beh Ha ckymy Tadaka mpaBux W paBHEH cxBaheHUX y
MHOTO mupeM cMmuciay. Jlomio je no mpomuprBama 1 alCTPAKIje TeOMeTPU-
jCKUX TOjMOBa y CKOPO CBUM reomerpujckuM TBpbhemuma. Ilajyhu Tako am-
CTPaXOBAaHUM IIOjMOBMMAa KOHKPETHA 3HAUEHA J0JA3M Ce IO MOIeja Ha KOjuMa
ce MOyKe U3BeCTHW peajausanuja EykaummoBe TreoMeTpuje, TeOMeTpUje
JlobaueBckor unu PumanoBe reomerpuje. MHTEpecaHTHU Cy MOIEIM KOje Cy
caunanmu Eyhenuo Beampamu'?, Peauxc Kaaju'® u Anpu Hoenkape.

Jomio je 1o HOBUX CTpeMJbema U IOACTUNAja ¥ AKCMOMATCKOM 3aCHUBAY
reomMeTpuje, mMTO je JOBEJO A0 CYNTUJHU]E aHAJIU3€ OCHOBHUX I€OMETPU]jCKUX
nojmosa u tephema. Tako cy Puzapd edexuno'® 1872. u I'eope Kanwmop
1873. romuwHe, HE3aBUCHO jedaH O APYLOT, HA PA3JIMUNTE HAUMHE DA3BUIU
yueme o HenperkumgHocTu. OHU Cy OTKIOHWUIM jelaH 3HATAH HEIOCTATAK aK-
cuomarure Eykanna yBoDemeMm akcmoma HempermmgHocTu. Hemauku marema-
tuuap Mopuy Ilaw 1882. yBomu akcuome mopenka y csom aeny IIpedasamwa
U3 HOBUJE 2€0MEMPUJEe U HA Taj HAUWH OTKJIAA jOII jeJaH OJ HEIOCTATAKA
Eyknmmnose akcuomaTuke.

Hacrasmajyhu pan urtanujanckux maremaruuapa bysene I[leana, bysene
Beponeseanu Mapua Iuepua c xkpaja XIX Beka, Tek je HeMauky MaTeMaTAdap
Jlasud Xuabepm!'® sacmoBao reomerpujy Ha HEIPOTHBYpPEUHOM, IOTIYHOM, U
He3aBUCHOM CHUCTeMy akcuoMma y csoM neiny Ochoge zeomempuje uz 1899. ro-

12Ey1§e}mo Bearpamu (1835-1900) nranujancku MareMaTudap.

Boenurc Kpucrujan Knaju (1849-1925) memauku MareMaTrdap, HO3HAT II0 CBOME paLy
Ha TEOPHUju rpyHa, Teopuju (YyHKNN]ja, HEEYKIUICKO] I'€OMETPHUjU M Ha IOBE3UBABmY Ie-
oMeTpuje ca TeoprujoM rpyma.

MoKun Anpu IToenkape (1854-1912) ¢ppaHmycku MaTeMaTudap U TEOPUjCKU PU3AIAD.

lsJyHI/ijC Bunxenm Puxapn Hemexnun (18311916) memaurku maremaruvap. Jlemexunn
je y cBom meny Ilpupoma m 3mademe OpojeBa, u3 1888. roguHe MOHYAMO aKCHOMATCKU
OpUCTyn ONpUpOSHUM OpojeBuma. Kacuuje, mepuHmcao je mpanmonansHe GpojeBe momohy
Ile eKMHIOBOT MPECEKA.

16 Masux Xuabepr (1862-1943) nemauku Mmaremarndap. Jlao je BaKaH LONPUHOC Y HEKO-
JMKO rpaHa MaTeMarmke. Xuiabept je 1888. yommruo jenny BaskHy sRopnanoBy Teopemy
Ha cucreme Bumer perna. ['oguue 1899. o6jaBuo je cBoje uyseno meno OcHOBe reomerpuje
y KOMe je Ty TeMy, KOHau4HO, IIOCTaBMO Ha cTpore akcmomarcke ocHoBe. OH je takobe
OKa3a0 Oa je reOMeTpuja jeTHAKO KOH3UCTEHTHA KA0 apUTMETHKa PEaJHuX OpojeBa. l'o-
nuuae 1900. Xunbepr je mocrasuo neo oxn 23 mpobiema kao m3a30B Maremarudapuma 20.
Beka. Pemema mau HeKakaB HaIpeNaK je HANPaBJ/beH y OKO TPU YETBPTHUHE HUX.

Kacuuje ce Xuabepr mocBeTwo paly Ha TEOPUJCKO] (U3MOU U OCHOBAMA MaTEMaTUKE.
PasBujao je maremarmukm ¢opmanumzam mTo ra je, 3ajenHo ca Ilaymom DBepmajcowm,
noseno no nena OcuoBe maremaruke. pyru panoBu Xuniabepra yKibydyjy BeEroB NOKa3
Bapurrosor npo6Giema, Tj. mpeTnocTraBke Kojy je nmocrasuo Bapuur 1770. rogune, a upBo
nornyHo pememe je 1909. mpomamao XuabGepr. Taxobe, meros Bemumrnm mompuHOC je y
pa3Bojy T3B. XuiabepToOBOT IPOCTOPa, a Takobhe u y npoydyaBamy MHTErPAJHUX jeJHAYMHA
u anrebapcke Teopuje Opojesa.
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muHe. 3a paszinuky on Kykamna, XumibepT He NOKyIIaBa Oa OMNUCYje OCHOBHE
reoMeTpHujCcKe IOjMOBe: Tauke, IpaBe, paBHu, Beh ux mocpemuo oapebyje
MPEKO aKCuoMa. 3a pa3iuky on EyKInmmoBe akCHMOMATUKE KOja Ce OMHOCUIIA HA
KOHKPETHE TeOMEeTPUjCKe 00jeKTe KOju Cy MMaju MOTIYHO onpeheno 3Hademe,
XunbepTroBa aKCMOMATUKA OMHOCU CEe Ha T€OMETPHUjCKe 00jeKTe KOju MOryY ma
nMajy pPa3HOBPCHA 3HAUEHma. 10 je W pasyor mTo ce Kaxke ma je EykammoBa
aKCHOMATUKA CaAPKajHOT, a XuiabepToBa mOIy(hOPMAHOT KapaKTepa.

Xunbepr y OcHoBama reoMeTpurje yBOAU OBALECET aKCHOMa KOje pa3Bp-
craBa y IeT rpyna Ha ciefehm HaumH:

I Axcuome sesze (npunadama, unyudernyuje) (ocam axcuoma),

II Axcuome nopemwxa (uetupu akcuome),

IIT Axcuome nodydaprocmu (ner akcmoma),

IV Axcuome nenpexudnocmu (nse axcuome),

V  Axcuome napasesrocmu (jemna akcuoma).

W nmamac, kanma je mpoImIO BUINE O CTO roguua 3Hauaj XuiabeproBux Oc-
HOBa IeOMETpHje Orjefa ce y TOMe, IITO je CTBOPEH HPEIYyCJOB 3a M3parka-
Bamba Kao IITO CY NOMNYHOCM, HE3aA8UCHOCT U HENP OMUBYP EYHOCIT, CUCTEMA
AKCUOMA.

Y 0BOj KBU3M KOPUCTUNEMO HEIMTO MOIUMPUKOBAH XMIJIOEPTOB CHCTEM aK-
cuoMa, Tj. akcuome reomerpuje 6buhe passpcrane Ha caenehu HAUMH:

I Axcuome unyudenyuje (neser akcuoma),

IT Axcuome nopemxa (mect akcuoma),

I Axcuome nodydaprocmu (cemam akcmoma),

IV Axcuome nenpexudnocmu (jemna akcmoma),

V  Axcuome napasesnocmu (jemma axcuoma).

Y 3aBUCHOCTU OJ TOTa Ja J¥ CMO NIPENOCTABUIM & Baku EykammoBa uin
akcuoMa mapaJiesHocT JlobaueBckor, moOujaMo eYKIUIACKY WIN TeOMETPU]y
JloGaueBcKor.

Moske HAM Ce yUYMHUTH UyOHUM A Ce Y MaTEeMaTUOU W3yYaBajy Te IBE
Teopuje, Koje Cy y CYNPOTHOCTH jelHa Ca APYLOM. 3a MOIEPHY MATEMaTUKY
je mebytum on majBehe BaskHOCTH na cy obe ompebene cuctemMmma axcmoma
KOjU Cy HEIPOTUBpEYHN W moTnyHu. Ha mmrame: Koja OX Te ABE NeOMeTpHje
BayKM, HEMa CMUCJA TPAKUTU OATOBOD y OKBUPY Maremaruke. Hawmme, To 6m
Cce CBOAMJIO Ha NMUTAE KOje aKCHOMe Baske, ajin HBUX IpUXBaTaMo 0e3 IoKasa.
HapaBHo, nurame MOKe I'IaCUTU KaKBa je TeOMeTpPUja IPOCTOPa ¥ (PU3UIKOM
CMUCIIYy U KAKO By MOKEMO IITO 0OJbe OmMMCATH akcmoMaMma. Pamu oarosopa
Ha TO IUTame NOTPebHA je pU3NUKa MHTEePIPETAlNja OCHOBHIX [€OMETPH]CKUX
nojmoBa. Hmp. mpaBy je HajupupomHUje WHTEPIPETUPATH KAO CBETJIOCHU
3pak. Y TOM CMHCJIY NOKa3yje ce na (U3WYKU OPOCTOP HUje EYKINUACKU.
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Oxn Huje onpeben Hu reomerpujom JloGauescrkor. IlojaBom AjHHITajHOBel7

TEOpHje PENaTUBHOCTU MOYETKOM XX BEKa, MOKA3aJI0 CE Ha j€ Y KOCMUYKOM
IIPOCTOPY HMOTONHUje KOPUCTUTHU HEEYKIUICKY T'E€OMETDPHjy ca IPOMEHJFUBOM
3axkpuBmenomhy. Tako moxxemo pehwm, ma ce reoMerpuja BacuOHE JIOKAJIHO

ME€ma, Y 3aBUCHOCTH O OJu3MHE HEKe Mace U HmeHe KOJUYMHE.

I[Torpebuo je ma kpajy mcrahu ma pa3Boj reoMeTpuje OBUM HUKAKO HUje
3appmed. Hamporus, HacynmpoT yobuuajeHo] mpeacTaBu, T€OMETpPHUja U Ma-
TEeMATUKa YOIIITe Ce€ y MOCIeHbUX CTO T'OAWHA pa3BUjajy y joumr Opske HEro
paruje. M man maHac cy MHOTM MATEMaTHUUYK{ MPOOJIEMU OCTAJIU HEPEIIEHU U
jomIl yBeK OTBOPEHM 3a pemaBame. To Baxku 1 3a mpobieMme m3 reoMeTpuje, a

mocebHO 3a HEeYKJIUICKEe I'eOMeTpPHje.

17 Ajumraju (1879-1955), nemauku puzudap



Jleo 2

I'eomeTpmuja moperTka

2.1 OcCHOBHU IIOjMOBU U TPYyIIEe aKCHOMAa
y TeOMeTpHUju

Kao mro cmo Bumenu y ysomy, jom je Eyrmun y cBojum Emxementuma
IIOKyIIao fa yBede NepUHUNMje IIOjMOBA KaO IITO Cy TadyKa IpaBa U pPaBaH.
To m Hucy mHere crpore ne¢punuimje, Behobjammena TUX eIeMEHTAPHUX Ie-
OMeTpHUjCKUX mojMoBa. V MHOro KacHHUje, MaTeMaTUvIapy Kao HIP. Jesanap'
u HeaH027 NOKYIIABAJIN CYy Ja Aajy HepUHUIMje OCHOBHUX I'€OMETPHUjCKUX II0j-
MoBa. Ter je Xunbepr y cBojum OcHOBama reoMerpuje mayke, npage m
PaBHU CBPCTAO y IOJMOBE KOju ce He defunuwsy, Tj. IpeacTaBibajy OCHOBHE,
OJHOCHO TIOJIa3HE TOjMOBE y T€OMETPUjU.

Y 3aCcHUBamy FeOMETpPH]e MOJIa3UMO O IPOU3BOJLHOT CKyTa S, IBejy Kiaaca
C; u C; noackymosa ckyna S u asejy peaanuja B u C man ckymom S, ox Kojux
je mpBa TpOEJIeMEHTHA, a APYra YeTBOPOEJIEMEHTHA.

Ckyn S HazuBaMoO NPOCMOPOM a HWEroBe ejJeMeHTe TadkaMa Koje obee-
sapamo BesukuM caosuma gatuaune A, B, C, ...

Enemente xnace C) HazuBaMo NPasama n 06eaesKaBaMo UX MAJIUM CIOBUMA
naTuHALE G, b, C, . ..

Enemente xnace Cr Ha3UBAMO PABHUMG U 0OEICKABAMO UX MAJUAM TDIKIM
caosuMma Q, 3,7, 0, . ..

Tpoenementrny pesnamajy BB masusamo pesnanujom usamehy. Ynorpebibenu

1A11p1/1jeH-MapI/1 Jleswannp (1752-1833) ¢ppanuyckn mareMaTndap.

213y3ene ITearmo (1858-1932) wranujancku MaTeMarudap M jorumdap. PasjacHuo je
OCTABKE MAaTEMATHUYKE JIOTUKE U yBEO aKCuoMe npupomuux Opojesa (r3s. Ileamose ak-
cuome, uan Ileanosu nmocrynaru). Ilpusnar je u no orkpully KpuBe KOja UCIYH aBa IPOC-
Top, T3B. IleanoBe kpuBe, n3 1890.

19
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cumbon B je mpro cioBo enrsecke peun between (uzmeby). Tom pemanujom
U3paskaBaMO YMHCHUITY IIpeMa Kojoj ce jemra tauka C Hamaszu usMmeby Tauaxa
A u B, n to cumbommurn obenexasamo B(A, C, B).

Yersopoenementny penamujy C Han ckynom S Ha3uBaMO DeNalujoM 7.0-
oyoaprocmu. Ynorpebmenu cumbos C je IPBO CJIOBO JATUHCKE Pedn CONGri-
entia, mTo 3HauM moayAapHOCT. AKO je Ha mpumep ypeben nap tauaka (A, B)
noxynapan ca ypebennm napoum rauaka (C, D), mucahemo C(A, B;C, D) umm
(4,B) = (C, D).

CBaku Hempa3aH CKYTl Tayaka IPOCTOPA S HA3UBAMO 2EOMEMPUICKUM AU-
KOM, 2€0MEMPUJCKUM O0bjekmom nmu zeomempujckom @uzypom. IIpema
TOME, OCHOBHE TIOJMOBE Y T€OMETPHUjU CAUUHABAjy TPU BPcTe objeraTa, TO Cy
mavwke, npage u pasnu u mse peaanuje B u C. IIpeTnocTasmbaMo 1a OCHOBHU
reOMEeTPUjCKM TOjMOBU MMajy M3BECHEe 0CODWHEe, KOje He mokasyjemo, Behimx
ycBajamo 6e3 mokasa. Te ocobuue cy mckaszame TBpbhemuma Koja 30BEMO OC-
HOBHUM T€OMETPUjCKUM TBpDhemuMa uiu akcuomama zeomempuje. Ilpema
OpUPOAN TUX OCODUHA, AKCMOME TeOMeTpHje pa3BpPCTaBaMO y MeT rpyna u

TO Cy:

I Axcuome unyudenyuje (neser akcuoma),

IT Axcuome nopemxa (mect akcuoma),

I Axcuome nodydaprocmu (cemam akcuoma),
IV Axcuome nenpexudonocmu (jenna akcmoma),

V Axcuome napansearocmu (jenna akcmoma).

AkcumomaTuKa TpBE YETUPU TPYIE CAUMIABA AKCUOMATUKY ANCOAYMHE
zeomempuje. AKCHOMATHKA TPBE YETUPU IPYIE CAYMEaBa aKCUOMATUKY A7-
coaymue zeomempuje. OBo je amcoxyTHa reomerpuja y cmuciay DBosmawuja
u Jlo6auesckor.? Ilo yBobhema akcuome mapaJiesHocTu mpocTtop S hemo 03-
nauasaTu ca S° a oxrosapajyhy pasam S2.

l'eomerpuja koja je 3acHOBaHa Ha IPBE [BE I'Pyle aKCHOMAIOBOJLHO je
CIIOKEHa, 1a Ce MOKe M3IBOJUTU y jemuy neauny. Ty reoMerpujy Koja ce 6aBu
MeDhycobHMM CKYHIOBHMM OZHOCHMA Tadaka, IPAaBUX U PABHU, KAO U PEJIAjoM
IIOPETKA Ha IPAaBOj HA3UBAMO 2€0MEMPUJQ NOPEMKaQ.

3 . L .

MNurepecanTHo je HanoMeHyTH 1a je jom Eykaun y ceojum Exementuma nyro nuzberasao
na y mOKa3uMMa KOPUCTH IeTu mocryiaar. Ha raj maumu je mobuo uumras Hu3 TBphema
3a 4uje AOKasuWBame Huje Ouo morpebaH meTu mOCTyjaaT, na ce Eykimm Moke cMaTparu

yTreMesJsUBavYeM U allCOJNyTHE I‘e()MeTpI/Ije.
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2.2 AKcuome MHIOUIOEHITAjE

AxcuomaTuka WHIUACHIUje o00yXBaTa aKCHOMe 3aCHOBAHE HA OCHOBHUM
penanujama npunada u cadpxcu ce (€, C) npuxsalieHuM U3 Teopuje CKymoBa
KOje je/IHIM MMEHOM Ha3uBaMo PeAdyujama unyuoenyuje (eese, npunadamna).

Hedunanmmja 2.2.1. 3a mpu uau euwe mavara A, B,C, ... kaxce ce da cy
KOAUHEAPHE AKO NOCMOJU NPABA KOJG UL CAOPAHCU; Y NPOMUBHOM CY HEKO-
aurneapre. Ananozno, 3a wemupu uasu suwe mavaxka A, B,C, D, ... xaxce
ce 06 CY KOMNAAHAPHE GKO NOCMOJU PABAN KOJG UL CAOPACU, Y NPOTMUBHOM
CY HEKOMNAGHADHE.

I'pyny axkcrmoma mHIUIEeHNUje ynHe cieneux neBeT akcmoMa:

I; Ceaxa npasa cadpacu najmamwe dse mauke A u B.

I, Hocmoju najmamwe jeona npasa xoja cadpacu dse mauke A u B.

I3 ITocmoju najeuwe jeona npasa xoja cadpxcu dee pasrwe mavke A u B.
14, Ceaxa pasan cadpxcu najmame mpu nexoaurneapre mauke A, B u C.

Is IHocmoju najmame jedna pagar K£0ja cadpucu mpu HEKOAUHEAPHE MaY-
xe A, Bu C.

Ig Ilocmoju najeuwe jedna pagar K0ja cadp iy mpl HEKOAUHEGPHE TaY-

xe A, Bu C.

Iy Axo dse pasne mauxe A u B nexe npase p npunadajy Hexoj pasHu T,
maoda cee mavke npage p NPUNaOwfy pPasHU .

Is Axo dse pasHu o u B umajy jeony sajednunry mauky A, onda ome
UMY Hajmame jouw jeony zajednuyuky mauxy B.

Iy Ilocmoje wemupu nexomnaarapre mauxe A, B, C u D.

IIpBe yeTnpm akcuome OIHOCE Ce HA I€OMETPUjY PABHU OOK CE OCTAJIUX
meT akKCMOMa, ONHOCU Ha TeoMeTpUjy mpocTtopa. 1o je m pasyor mTO IpBe
YeTrpy aKCMOMe Ha3WBaMO IIJIAHUMETPUjCKUM, a OCTAJINX IeT aKCOMa CTepe-
OMETPUjCKUM aKCHUoOMaMa UHIUAEHNUje. Y JUTePaTypUu Ce€ aKCUOME WHIIICH-
nuje Ha3UBajy jOIl U akcumoMaMma Besde. Kom HEKMX ayTopa OBa Ipyma aKCUOMa,
caToju ce O OcaM aKCHOMAa, IpUYeMy Ccy Apyra u Tpehia akcumoma crojeHe y
jenmy.
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2.3 Ilociemuile akcmoMa MHIMICHITAjE

O mocienuna akcuoMa uHIMAeHIUje moMenyhiemo caenehe:

Teopema 2.3.1. Axo cy A, B,C mpu nexoaureapre mavke maoda Yy c8aKe
dae 00 mur mehycobro pase.

Ilokas. Oso TBpheme ce mako nmokasyje ceobemem Ha nmpoTuBypedyHocT. [

Teopema 2.3.2. Axo cy A, B,C, D wemupu nHexomnaianapre mavke mada
cy caaxe dae 00 wuxr mehycobno pasne.

JIoka3. AHAJOrHO MOKa3y MPETXOMHE TEOPEME. O
Ilocnemuna 2.3.1. Ilocmoje mpu wexoauHeapHe mayke.

Teopema 2.3.3. /Jlee pasne npase mozy 0a umajy wajsuwe jedny 3ajeo-
HUNKY MAKY.

JToka3. Heka npase p u ¢ umajy nse pasHe 3ajenuuuke Tauke A u B. Ha
OCHOBY akcuoMme I3 cienu ma ce mpase P U ¢ TOKJIamA]y. (|

Teopema 2.3.4. Ilocmoju jeona u camo jedna npasa p xoja cadpxcu dae
pasne mavxe A u B.

Jloka3. Cuemu us akcuoma Io u I3. |

Teopema 2.3.5. Ilocmoju jedna u camo jedna pasar Koja cadparcu mpu
Hexoauneapre mauke A, B, C.

Jokas. Cnemu u3 akcuoma Is u Ig. O

Teopema 2.3.6. llocmoju jedna u camo jeona pasan Koja cadpacu 0amy
npasy p u damy mayky A uzsan we.

Iloka3s. Ilpema akcuomu l; mpasa p canpsku 6ap mBe pasue Tauxe B u C.
Tauke A, B u C cy nexkonumeapse, jep 6u y cympoTHOM Tauka A mpumamana
opaBoj p MTO je MCKA30M TeopeMe UCKLYydeHo. Jlakiae, HeKOIMHeapHe Tadke
A, B u C, na ocroBy mperxonse Teopeme, oapebyjy Taumo jeamy paBaH Q.
Tauke B u C npase p npunanajy paBHU (¢ OJaKJe Ha OCHOBY akcuoMme Iy ciemu
a CBe TauKe IpaBe P Ipumanajy pasau «. Ilpema Tome, Tauka A u mpasa p
npunanajy paBau . Tpeba jom mora3aTu jeUHCTBEHOCT TAaKBe paBHU. AKO
Heka paBal [ caapxu Tauky A m mpaBy p, Tama oHa caap:KM HEKOIUHeapHEe
rauke A, B u C. Ha ocmosy Teopeme 2.3.6. caemu ma ce pasaum « u f3
MOKJIATIA]Y. O
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Teopema 2.3.7. Ilocmoju mauno jeona pasan Koja cadpxcu 08e npase p
U ¢ Koje ce cexy y jednoj mauku.

Iloka3. Heka je A npeceuna Tauka mpaBux p u ¢. Tama, IpeMa aKCUOMU
Iy ma mpaBama p u ¢ mocroje tauke B u C pemom pazmuuute on Tauke A.
Tauke A, B u C' ompebyjy taumo jemmy pasam «. Taure A mu B mpase p
mpunanajy PaBHU (¢ OJaKje clelu Ia CBe Tauke IpaBe P IPUNanajy paBHU (.
Ha nctu maunn tauke A u C mpase ¢ mpumagajy paBHH (v OJaKjie CICAU 12
CBe Tauke IpaBe ¢ IpuUnanajy paBHu (. Tpeba joIl JOKA3aTHU jeIUHCTBEHOCT
TakBe paBHM. AKO HeKa paBaH (3 CAAp:KMU IpaBe P W (, TaAa OHA CAIPKHA
nexonuneapue tauke A, B u C, onakne na ocumoBy Teopeme 2.3.6. ciemu na
ce paBHM (¢ 1 3 TOKJamajy. O

Teopema 2.3.8. Axo dge pasHu uMajy 3ajeOHUMKY MawKy, Mada je muroa
npecex npasa.

Ioxka3. Hexa pasru « u (3 umajy 3ajemanury Tauxky A. Tama mpema axcumoMu
Is pasEu @ u B umajy 6ap jom jemny 3ajemamuky Tauky B. Ha oCHOBY ak-
cuoma Is u I3 Tauke A u B onpebyjy npasy p = AB, uuje cBe Tauke mpema
akcuoMu l; mpumamajy paBHuMMa 1 [ Ha CAMUM TUM U EBUXOBOM IPECEKY.
Iloka;KMMO jOIl Na BaH TpaBe P paBHU ( U [J HeMajy APYTUX 3ajelHUYKUAX
Tavaka. 3amcTa, ako OM BaH IpaBe P MOCTOjaJsia 3ajeJHUYKa Tauka P paBHu
« u  Bam mpaBe p, oHZa Ha ocHOBYy Teopeme 2.3.6. mOCTOjU jeIMHCTBEHA
paBaH Koja canp:ku Tauky P u mpasy p. To muje moryhe, jep cy a u [ mo
TPEeTHOCTABNM pasauuuTe pasHu. Jlakie, mpecek pasuu « u 3 je mpasa p. [

Hebunaunuja 2.3.1. 3ajennuvky npaBy OBejy pa3Hux pasHU 3Bahemo
MPECEeYHOM MPABOM TUX PABHMU.

Teopema 2.3.9. Axo npasa p He npunada PasHy T, 0H0G NPABAE P MONCE
CO PABHU T UMAMU Hajeuule JeOHY 30je0NUYKY MauKy.

Jloka3. Ako Ou mpasa P uMaJja IBE 3ajeTHUYKE TAUKE Ca PABHU T OHIA Ou
npeMma akcuomu Iy cBe Tauke mpaBe P Ipullagaje pPaBHU 7 IITO je y CYIPOT-
HOCTH Ca YCJOBOM TeOpEeMe. [

Hedbuaumuja 2.3.2. J/[Be npaBe KOje He TPUIANA]y jeOHO] PaBHU Cy
MUMOUAGIHE.

Cuneneha teopema ompasmaBa yBobheme mojMa MUMOMIIA3HUAX MPABUX.

Teopema 2.3.10. Ilocmoje mumounasre npage.
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IToka3. Ilpema arxcmomu lg mocToje yerupu mekommmanapue tauke A, B, C
u D. Tlpase p = AB u ¢ = C'D cy mumounnasse jep 61 y CyIPOTHOM TaduKe
A, B, C u D 6une xoMmIagapHe, MTO je Y CYIPOTHOCTH Ca HAYXHOM HA KOjU
CMO UX U3a0paJu. O

2.4 Axcuome mopeTKa

Eyrknun y cojum EmemeHTMMa mopenak Tadaka Ha IIPaBOj HUje HUTIE
cmenujasHo m3aBojuo. Pasjor 3a TO je 6mMo mMTO je mopenak Ha MpPaBOj WH-
TyUTUBHO Ouo Beoma jacaH. YmopeDhmBameMm pacrTojama Tavyaka BPIIEH je U
nopenak Ha mpaBoj. IIpBu KOju je yBUIEO HEOMXOMHOCT aKCHMOMA MOPETKa 3a
IOKa3MBAKE HEKMX IPOCTUjUX CTABOBA O MOPETKY TAYaKa Ha MPaBOj, U CTPOrO
yBobheme penamuje usmehy, 6uo je HeMaUuKu MaTeMaTHUAP Fayc.4 Tex je M.
Ham® yBeOo IojaM pacrnopena Tadaka 0e3 mojMa Mepema ay:ku. KRacuuje cy
HBErOB CUCTEM akcuoMa ymnornyruau [leano y csom neny Havena zeomempuje
u Xunbepr y Ochosama zeomempuje. Ilotmyn omuc penamuje usMmeby, kKao
jemHe On OCHOBHUX peJallija y T€OMETPHUju, XWiIbepT je mao APYroM IpyrnoM
aKCroMa.

OBa rpyma akcmoma onucyje peaauujy usmehy xoja je seh yBemeHa xao
OCHOBHU mOjaM. ['pymy akcmoma mOpeTKa JuHe CiaefeNux MmIeCT aKCHOMA:

I, Axo cy A,B,C mpu woaumeapne mauxe maxee oa je B(A, B,C),5
mada cy mauwke A, B,C mehycobno pazasuvume.

IT; Axo cy A, B,C mpu xoauneapre mawke maxse da je B(A, B,C) mada
je B(C, B, A).

II3 Axo cy A, B,C mpu xoauneapne mauxe maxee oa je B(A, B,C) mada
nuje B(A, C, B).

114 Axo cy A, B dge pashe mauke nexe npage p, mada Ha Npasoj p noc-
moju mawka C maksa da je B(A, B,C).

115 Axo cy A, B,C mpu pasne Koauneapre mavwke, mada 8axCU HajMame

jeona 00 peaayuja B(A, B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

1K.®. Tayc (1777-1855).

5Mopmu Mam (1843-1930) memauku maremarudap. Y csojum Ilpedasamuma o noeujoj
ceomempuju m3 1882. OH je akCMOMATCKM yBeO pacIope] Tadaka Ha OpaBoj 0e3 mojma
Mepema.

6O3Ha1<y B 3a TpoenemenTny penanujy umsmeby npsu cy yseaum y cpojum Ocroeuma
zeomempuje u3 1955. roguue K. Lopcyx u B. lllmueso6a Ka0 MOYETHO CIOBO €HIJIECKE peYU
between, mro smauu usmeby.



2.5. Ilocimemune akcumoMa IOPETKA 25

IIg Axo cy A, B,C mpu nexoauneapre mavwke pasnu T u npasa l npunada
pasnu T, we cadpacu mauky A u ceve npasy BC y mauku P maxeoj
da je B(B, P,C), mada npasa | cewe npasy AC y mauru @ xoja je
uamehy mavaxa A u C uau npasy AB y mauxu R xoja je uszmeby
mavaka A v B (Cauka 2.1).

Cunura 2.1.

Axcuoma Ilg masusa ce Ilawosa axcuoma. IIpBux mer akcmoma IOpeTKa
OIHOCE Ce Ha TeOMETPU]jy IpaBe, Ia je TO PA3JIOT MTO UX HA3UBAMO JIMHEAPHUM
akcroMmama. llamoBa akcmoma ce OYMIJIETHO ONHOCHU Ha I'€OMETPUjy PaBHU.
Hamomennmo na muje moryhe yBecTn y HOTIYHOCTM IOpeIak Ha IpaBoj Oe3
npumene [lamoBe akcuome moperka. Y KOJAUKO Oucmo m3baruiau [lamoBy ak-
cuoMy, y 1muiby mirpabuBama reoMeTpurje MOPETKA Ha mpaBoj y3 momoh camo
JMHEAPHUX aKCUOMa, MOpaJiu OMCMO [a H0AaMO HOBe akcuoMe. 1o cy Teopeme
2.5.3., 2.5.5. m 2.5.6., koje hemo mokrasarTu kao mocienuie Ilamose akcuome.

2.5 lIlocaemune akcmoma mopeTKa

Teopema 2.5.1. Axo cy A, B,C mpu pasne xoaurneapHe mauke mada 6a-

acu jeona u camo jeona 00 peaayuja B(A, B,C), B(A,C, B), B(C, A, B).

Iloka3s. IIpema Axcuomu Il5 Bamu Gap jemsa on HaBemeHUX TPUjy peJaluja
jep cy mo npernocrasnu A, B, C' Tpu pasne KoiuHeapHe Tauke. Be3 ryOuTka
onmrocTn mokasa mpermoctasumo na sazwu B(A, B,C). Tpeba nokazaTtu
na ue saske penamuje B(A,C,B) u B(C,A,B). Ilpema Axcuomu II3 us
B(A,B,C) cnemn na nuje B(A,C,B). Us B(A, B,C) npema Axcuomu Ilo
saku B(C,B,A), a omasme ma ocuoBy Axcuome Il3 cremu na nwuje

B(C, A, B). O
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Y TlamoBoj akcuoMHU ce IPeanocTaBba da Opasa | cede Gap jemHy on mpa-
sux AC u AB y rtaurkama Q wmm R taxsum na je B(C,Q, A) umu B(A, R, B).
CrnenehioM TeopeMOM yCTaHOBJBABAMO HOa HpaBa | Koja 3am0BOJbaBa yCIOBE
ITamose akcuoMme ceue TauHo jemny ox asejy npasux AC u AB.

Teopema 2.5.2. Axo cy A, B, C mpu nexoauneapre mauke, a D, E, F' ma-
ure npasur BC, CA, AB maxeuz da je B(B,D,C), B(C,E, A), B(A,F, B),

mada mawke D, E, F ne npunadajy jednoj npasoj.

Ciuka 2.2.

Hoxa3. Kaxo je B(C,E,A) u B(A,F,B) tauke E u F cy pasmuunre on
rauke A. Bymyhm ma cy AB u AC paszmmunre meby cobom ca 3ajeIHIIKOM
raukoMm A, rauke F u F cy pasmuuute meby cobom. Taxobe he 6utu tauke F
u D a trakobe D u E pasmuunre mehy cobom Te cy Tauke D, F, I’ pazmuunre
Meby cobom (Cuura 2.2).

IIpernocrasumo ma cy tauke D, ' m F xomumeapse Tj. ma mpumaunajy
Hekoj npasoj S. Kako cy D, FE| F Tpu pasue KoqvHeapHe Tadke, Taga OpeMa

MIPETXOMHO] TEOPEMU BAKU TAYHO jeqHA OJ PEJIAI]a
B(D?E’F)? B(D7F’E)7 B(E7D?F)'

Hexka je ma npumep B(F, D, E). Ilpu tome cy A, F, E Tpu pasHe HexoIuH-
eapre tauke. llpasa BC' je y pasau ogpebenoj taukama A, F, F, ne canp:xu
rauxy A u ceue mpase F'FE, FA, AF penom y taukama B,C,D rtaxsum
na je B(F,D,FE), B(C,E,A) u B(A, F, B) mro je npema Ilamosoj akcuomu
nmemoryhe. Caemu na me mosxe 6utu B(F,D,E). Cnuuno ce mokasyje na
uuje B(F, E, D) u na uuje B(E, F, D) na rauke D, E, F' ne npunanajy jenuoj
npasoj. O

Teopema 2.5.3. Axo cy A u B 0dge pasne mauxe mada wa npasoj AB
nocmoju mawka C maxea da je B(A,C, B).
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Cuaura 2.3.

JHoxa3. Heka je D 6uno xoja Tauka koja He mpumana npasoj AB. Erawmc-
TeHIMja Te Tauke ciaemu u3 akcuoMe lg. Kako je tauxka D Bam mpase ADB,
tauke B u D cy pasmuure meby cobom Te ma mpasoj BD mocroju mpema
Axcuomnu 11y tauka E (Cuura 2.3) Taxsa na je B(B, D, E), E je Ban npase
AB na mopa 6utn pazmmunta on A. Crora npema Axcumomu II4 ma mpasoj
AFE nocroju Tauka F' raxsa na je B(A, E, F).

IIpumernoMm mperxonHe Teopeme Ha Tauke A, B, F ®oje cy Tpu HEKOIUH-
eapHe Tauke, u npaBy DF y pasam onpebenoj TuMm Taukama Koja He CaIpKA
taury A u ceue mpasy BE y taukun D Taksoj na je B(B, D, F) 3akmydayjemo
na mpasa DF wmopa na cede unu npasy AE y Tauku koja je usmeby Tauaxa
A u E um npasy AB y tauku koja je msmeby tauaxa A m B. Jlako ce
mokasyje ma je mpsu caydaj memoryh. Iakme, mpasa FD ceue mpaBy AB y
nexoj taurku C taksoj ma je B(A,C, B). O

Teopema 2.5.4. Axo cy A, B,C mpu nexosuneapre mauxe, D, E pedom
mavke npasur AB, AC maxee da je B(A, D, B), B(A, E,C) mada ce npase
BE u CD ceky y nexoj mawku F maxeoj da je B(B, F,E) u B(C,F, D).

Cnura 2.4.
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IToka3. Teopema ce mokasyje KopumhemeM IpeTXOmHE TeopeMe, UIHCHUIE
na A ¢ DE jep je D # E, E # A n xopumhemewn [Tamose akcuome (Cruxa
2.4) 3a tauxke D, A,C u npasy BE. O

Teopema 2.5.5. Axo cy A, B,C, D wemupu xoauneapre mavke maxee 0a
je

B(A,B,C) u B(B,C,D) maoda je B(A,C,D) u B(A, B, D).

Iloka3. Hexa je [ mpasa xojoj mpunanajy tauke A, B, C'u D u neka je E npo-
usBospHa Tauka (Conuka 2.5) Ban npase | u F' rtauka taxsa ma je B(D, E, F).
Kaxo je B(D,E,F) u B(B,C, D), to npumerom [lamose akcmome Ha Tauke
B, D, E u npasy CF cnemu na npasa CF ceue BE y tauku GG TaxBoj zma je
B(B,G, E). Takobe us B(A, B,C) u B(B, G, E) npuvenou Ilamose akcuome
a tauke A, B, E u npasy CF cnemu na npasa C'F' ceue npasy AFE y tauku
H raxsoj na je B(A,H, FE). Cana npasa C'F ceue AFE y tauku H Tako na
je B(A,H,FE) a npasy DE y tauku y tauku F taro na je B(D,E,F), to
Ha ocHOBYy Ilamose akcmome mpumemene Ha Tauke A, D u npasy CF cnemn
B(A,C,D). Cana uz B(A, B,C) u B(B,C, D) na ocuoy akcuome Iy craemu
na je B(C,B,A) u B(D,C,B), onakie Ha OCHOBY IOKa3aHOT Jeja CJeIu
B(D, B, A), onakne je B(A, B, D). O

A BC D

Ciuura 2.5.

Teopema 2.5.6. Axo cy A, B, C' u D wemupu xosuneapre mavke makee
da je B(A, B,C) u B(A,C, D), mada je B(B,C,D) uB(A, B, D).

IToka3. Hexka je F Tauka Bam mpase | ompebene taukama A, B, C u D u
F raura Taxsa ma je B(D,E,F). Ipumernmo [lamosy axcmomy Ha Tauke
A, D, E u npasy CF. Tana uz B(A,C,D) u B(D,E,F) cnemu na npasa
CF ceue npasy AE y taukn H Tarsoj ma je B(A,H,FE). Amanormo, us
B(A,B,C) u B(A, H, E), npumernom Ilamose akcuome na tauke A, B, E u
mpaBy C'F, zaxmyuyjemo na npasa CF' ceue mpasy BE y tauku G TaxBoj na



2.5. Ilocimemune akcumoMa IOPETKA 29

je B(B,G, E). Tonosrom npumenom Ilamose akcuome na tauke D, E, B u
npasy CF w3 B(B,G,E) u B(D,E, F) cnemu B(B,C, D), unme je nokazana
npsa penamaja. Cana us B(A, B,C) u B(B,C, D) na ocuosy Teopeme 2.5.5.
cnemn u B(A, B, D) O

Teopema 2.5.7. Axo cy A, B,C, D uemupu xoauneapre maywke maxse 0a
je C # D, B(A,B,C) u B(A, B, D) mada je B(B,C,D) u B(A,C, D) uau
B(B,D,C) u B(A,D,C).

Hloka3z. Tauxke A, C'u D cy Tpu Hexonuneapue Tauke. Tana npema Teopemu
2.5.1. Baskm Tauno jemma ox penamuja B(A,C, D), B(C,D,A), B(D,A,C).
Axo 6u Bazkuia penanuja B(A, C, D), tana na ocnosy Teopeme 2.5.6. Bawu u
B(B,C, D), unve je upsa penamuja nokazana. Axo 6u 6umno B(C, D, A) tana
6u sazxuno u B(A, D,C), a xaxo je jom B(A, B, D), npema Teopemnu 2.5.6.
cnemu B(B,D,C), tj Bawu u apyra pesanuja. AkKo 06U Baskuia penanuja
B(D, A,C) rana 6u us B(A, B, D), 1j. B(D, B, A) cnemuno B(B, A, C'), mro
nporuBypeun npernoctasnu teopeme aa je B(A, B,C). O

Penamja B ysera je xao penamuja “usMmeby” u oHa je TpoeleMeHTHA.
MebyTum, oHa ce MOM¥Ke YOIIITUTU, T€ MOKEMO NEPUHUCATU N-TOECIEMEHTHY

penamujy "usmeby” .
Hebunaunmuja 2.5.1. KonavaHn CKyn KOJIWHEADHUX TAUYaKa
{Al,AQ,...,An} n >3,

je auneaprno ypehen aro 3a cBaro 1 < i < j < k < n Bajke peinainuje
B(Ai, Aj, Ap). To ozmauaBamo B(A1, Az, ..., Ay).

Ca oBako yBemenoMm penanujoMm B y moryhrocTu cMo ma roBopuMo o Ju-
HEapHOM MOPETKY Tadaka Ha jeaHoj mpasoj. Teopeme 2.5.5., 2.5.6. m 2.5.7.
MOKeMO (popMynImcaT penoM Ha ciaenehu HauwH:

Teopema 2.5.8. Axo cy A, B,C, D wemupu xosuneapre mavwke maxee 0a
je
B(A,B,C) u B(B,C,D) mada je B(A,B,C, D).

Teopema 2.5.9. axo cy A, B, C u D uemupu xosuneapre mavke maxge

da je B(A, B,C) u B(A,C, D), mada je B(A,B,C, D).

Teopema 2.5.10. Axo cy A, B,C, D wemupu xosuneapre mavke maxee 0a

jeC # D, B(A,B,C) uB(A, B, D) mada je B(A, B,C, D) uauB(A, B,D,C).
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Ako xKoHAUHO MHOTO TyTa npuMeHnMmo Teopemy 2.5.8. moGujamo:

Teopema 2.5.11. Axo je {A1, Ag, ..., Ap} Konavwan ckyn 00 n xoauneap-

HUT maxakxae maxeur 0o 3a ceako i = 1,2,...,n — 1 saxmcu peaauuja
B(Ai—1, Ai, Aix1) maoda sanmcu peaayuja B(Ay, Az, ..., Ap).

2.6 Ilojam m ocobuHe mysKu

Eyrnun je, mpuxBaTtuBmm HaumH Ha koju je llmaTton pasymeBao reomet-
pHjCcKe IIOjMOBeE, yCBOjUO Ne(UHUIMje OCHOBHUX T€OMETPHjCKMX Objekara u
M3JI03KMO0 UX Ha MOoYeTKy npse kiure Faemenmu. Ilojam my:xu Huje moceGHO
pasmarpas, jep y reomerpuju Crapor Beka mpaBa Huje Ouiaa HeOTpAHUYEHA,
Beh ce mpeMa IpyroM mOCTyJaTy MOIVIA IPOLY>KAaBATU HEOIDAHUYEHO, Te je
npema ToMe Moria 6mutu um Geckpajua. Ha Taj mauwn cxsahena npasa, umaia
je mcToBpeMeHO U (GYHKNWjy IpaBe U QYHKOU]Y ITYKU.

ITpema Teopemu 2.5.3., usmeby 6uiao koje mse pasue Tauke A u B npase
[ mocroju Heka Tauka C. VHIYKTUBHMM MOCTYIKOM 3aKbydyjeMo ma u3Mmebhy
6us0 Koje ase pasHe Tauke A u B mocToju HeorpaHMUEeHO MHOTO Tadaka IpaBe
AB. Oba uumenuna HaMm omoryhasa na yBeaemo mojaM Iy#KH.

Hepunnnmja 2.6.1. Hera cy A m B aBe pa3ne Tauke HEKe mpase .
Omeopenom dyxcu (AB) HA3uBaMO CKyI CBUX Tadaka X Ipase | Koje ce
nanaze usmebhy rauaxka A u B Tj.

(AB) = {X|X €1 & B(A,X,B)}.
Hepunaunmja 2.6.2. 3ameoperom dyxcu [AB] Hazupamo yHUjy
[AB] = (AB) U {A, B}.
Huje Temxo yTBpauTy 18 Baxu ciexehie TBpheme:

Teopema 2.6.1. Cearxa mauxa C € (AB) pasaaxce ckyn ceuxr ocmanur
mavaka me oyxcu na dge omaopene dyxncu (AC) u (CB).

Teopema 2.6.2. 3a mpu pasne xoauneapre mauke A, B,C saxncu

(AB) N (BC) =0 & B(A, B,C).
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Jloka3s. Hexka je B(A, B,C). Tana, Ha OCHOBY MDETXOMIHE TEOPEME MUPEKTHO
cnemu na je ABNBC = ).

O6patno, meka je AB N BC = () u npernocrasumo na muje B(A, B, C).
Tana je umu B(A, C, B) uau B(B, A, C), mro Ha 0CHOBY IIPETXOIHE TeOpeMe
suaun ga je AC C AB wm AB C BC a To je y KOHTpaIuKOWju ca IpeT-
nocraskom AB N BC = (). Ilakne mopa 6utu B(A, B, C). O

Ha ocHoBy mpeTxomHe Teopeme AMPEKTHO CJenu TBP heme:

Teopema 2.6.3. Axo cy A, B,C mpu pasne Koauneaphe mauxe maoa je
(AB) N (AC) N (BC) = 0.
IIpumenom komauno MHOTO TyTa Teopeme 2.6.1. mokasyje ce caemehe
TBpbheme

Teopema 2.6.4. Axo je B(A1, As,---,A,), mada mawka X xoja je pa-
aauvuma 00 ceux mavaxa A1, Ao, -+, Ap, npunada dyxcu A1 A, axo u camo
axo npunada MawHo jedH0j 00 0MEOPEHUL OYNCU

(A’iAi+1)7 1€ {1,2, e ,m — 1}.

Ilpyrum  peumma, axo je B(Ap, Ag,--+,Ay,), omma je (AjAit1),
i€{1,2,---,n— 1}, KoHAUAH HU3 MUCjyHKTHUX IY’KU KOje NPUNAIAjY HEKO]
npaBoj. Moske ce mokasarTy Oa BasKu U OOpaTHO, Tj. Oa Basku ciemehe TBpI-

jeme
Teopema 2.6.5. Axoje (A;Air1),i€{1,2,--- ,n—1}, n > 3, xonauwan nu3
QUCTYHEMHUT QYyacu Koje npunadajy Hekoj npasoj, mada je B(Ai, Ag, -+ | Ay).

JIloka3. Tepbeme morazyjemMo MATEMATUYKOM MHAYKIWjOM. 3a N = 3 TBPI-
jeme cienu Ha ocHOBY Teopeme 2.6.1.

IIpernocraBumo nma TBpheme Basky 3a CBAKM MPUPOIAH OpOj 7 TakaB ma
je 3 <n < m u moraxkuMO nma Bayku 3a L = m + 1.

TlocmaTpajMo KOHAYAH HU3 OUCjYHKTHUX IyKUA
(A;Ait1), 1 €{1,2,--- ,m}.
I[Ipema MHAYKIMjCKOj TPETIOCTABIU BaKU
B(Ai, Ag, -+, Ap) i B(Ag, A3, -+, Apt1),

a omasne ciemu B(A1, Ai, An), B(Ai, A,y Amt1) zai € {2,--- ,m — 1}, Tj.
B(Ai, Aj, Appy1) zai € {2,--- ,m}. Tlpma Tome, mobuja ce na Basku
B(A17A27”' 7Am+1>~ O
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Teopema 2.6.6. Ceaxu kKoHauwaH CKYN KOAUHEADHUT MAUAKA
A: {Al,AQ,- s ,An}, n 2 3,
MOACE CE AUHEAPHO YPEOUMU Ha MAYHO 080 HAYUHA.

Ilokas. 3a n = 3 tepheme je 3am0BobeHO Ha 0cHOBY Teopeme 2.5.1. Ilpet-
nocrasumMo aa TBpheme Bawu 3a cBako n € {3, -+ ,m} U DOKaEUMO Na BaKU
zan=m+ 1.

Hajupe hemo ce mo3zabaButu nurameM Opoja HaAUMHA HA KOje C€ CKYTI

A = {A17A27 e 7A’m+1}

Moke ypemuru. Os3HaurMo ca pi, P2, ‘-, Dm+1 LHEPMyTanujy HHIEKCA
1,2,--- ,m+ 1. Tana cuemu

{Am ) Apm+1} = {Al’ Am+1}

jep cy A1 u Ay y1jenune nBe tauke ckyna A koje Hucy usmebhy HEKUX ApPYyTUX
meejy Tadaka ckyna A. He ymamyjyhu onmmTocT nokaza MOXKEMO MpeAnocTa-
Buty na je p1 = 1 u ppp1 = m+ 1. C 063upom Ha TO na je Tauka Ao jenuma
ca ocoburoM ma m3Meby rauaka Ay u As mema mpyrux rauaka ckyma A, To hie
6utu po = 2. Iomasmajyhinu oBaj mocTymak KoHaYaH OPOj MyTa 3aKILYUIyjEeHO
na je p; = 4, i € {2,---,m}. To smaum na ce ckyn A Moxe ypeautu Ha
Ha HyJa WX OBa HauuHA. lIpema ToMe MOBOJLHO je NOKa3aTH er3UCTeHIjy
jemuor TakBor ypebema.

Heka je X mpoussomna taura ckyna A u merka je D = A\{X}. Cryn
D ={D1,Ds,---, D} uma m enemenarta ma ce TIpeMa WHIYKIUjCKOj MPET-
nocrasnu Moske juneapro ypemutu. Hexa je B(D1,Da, -+, Dy,). Tama je
umu (i) B(X, Dy, Dy,) wim (i) B(D1, Dy, X) wmm (iii) B(Dyy,, X, D1). Pas-
MOTPUMO MOHAOCOO CBAKy O IOMEHYyTe TPU MOTYNHOCTH.

(i) Hera je B(X,D1,D,). Tama ma ocmoBy Teopeme 2.6.2. Bamn
(XD1) N (D1Dy,) = (. Onasne u ma ocumosy Teopeme 2.6.4. ciemn ma cy
nyswu (X Dq), (D1D3), -+, (Dm—1Dy,) mucjynsrre. Ilakie, 3a10BOBEHU CY
ceu ycaosu Teopeme 2.6.5., na je B(X, D1, Da, -+, Dy,).

(ii) Axo je B(Di1, Dy, X), onna je B(X, D1, Dy,), na npema nokazanom
neny (1) samu B(X, Dy, Dip—1,- -+, D1).

(iii) Hexra je cama B(Dp, X, D1) tj. B(D1,X,Dy,). Tana, npema Teo-
pemu 2.6.4. Tauka X Opumama TaYHO JEOHO] O IYKHA (Di, DZ‘_H),
i€{1,2,---,m—1}. Hexka je To nyx (Dj, Djt1). Tana, Ha 0OCHOBY TeopeMa
2.6.1. u 2.6.4. cnemu B(D1, D, -+ ,Dj, X, Djt1,--- ,Dp). O
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Teopema 2.6.7. Axo je dam cxyn {ay,as,...,a,} 00n dyxcu nexe npasel,
00 Kojux ceake 0ge umajy bap jedny 3ajednuvky mawky, 00Ka3amu 06 CeUL
n Qyacy Moz cKyna uma 6ap jeOny 3ajeOHUNKY MawKy.

Jloka3s. IlpumennhemMo IpUHINAT MaTeMaTUUKe MHIYKIM]E.
1) 3a n = 2 tBpheme BaxuU TPUBUjAJIHO, IO TPETIIOCTABIU TEOpEME.
2) Hexka je n = 3. Osnauumo ca a1, G2, G3 TOMEHyTe Iy:Ku a ca S1, 92,53

Tayke TaKBe M4 je
S1 €asNas, Sy €aiNag, S3€aiNas.

Tauke S1,52,53 cy konuneaprue. Mory mHactymutu ciaenehu ciayuajesu:

(a) Tauke S71 u S2 ce noknamajy, tj. S1 = Sy = 5. Bmaun S = 5] €
asNag, S=55 € a1 Nag onakne caemu 1a S € a1 Nag N as.

(6) Tauke S1, 52,93 ce He moraanajy. 360r KOJMHEADHOCTU BasKU j€IAH
on cnenehinx pacnopena: B(S1,S2,53), B(S2,51,S53), B(S1,53,52).

Heka Bau pacnopen tauaka B(S1,S2,53). Tama Sy € S1S53. Ilame, mo
npernocTtasiu je S1 € as Nag, S3 € a1 N ay onakae caemu S, S3 € as, 1a je
5153 C as, jep je myx xomBekcan juk. Cana mmamo: S153 C ag u Sy € 5153
ma je So € ag, Kako je jomSy € ai Nag caenu ma So € ap Nag N ag, Tj.
ﬂ?:1 a; 7’5 0.

3) Heka tBpbeme Basku 3a N = k. Iokamkumo na Bakm 3a n =k + 1.

Hexka je {ai1,ag,...a;} cxyn mysu mere npase | on KOjux cBake ABe UMajy
Oap jemHy 3ajeHUUYKY TAYKy W HEKa je

k
ﬂ a; 7é Q.
i=1

[Mocmarpajmo ckyn mysxu {ai, ag,...ak, Ag+1} Opase | o1 KOjUX CcBake nBe
umajy 6ap jemHy 3ajemHuury Taury. Jloraxkumo ma je Tanma

k+1

ﬂaz;«éQ

i=1

Hexka je b = ai Nagy1 # O. HocmaTpajmo ckyn

{a1,a9,...ap_1,b}. (2.1)

Cse ny:xu ckyna (2.1) mpunanajy uctoj npasoj. Ilokamkumo na cBake ABe O

BUX UMajy HempasaH mpecek. Kako je

{a1,a9,...a11} C {a1,a2,...a1, ap41},
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BuIIO Koje mBe My:KUM M3 OBOT Ckyma on k + 1 my:wm mmajy HempasaHl Tpecer,
TO U OUJIO KOje IBe My#u U3 cKymna on k — 1 my:ku mMmajy Hempa3aH IPecek.
Hokaxmmo xa je a;Nb # D 3aj =1,k — 1. Nmamo na je a;Nb = ajNagNag41
zaj € {1,k—1}. Kaxko je {aj, ar, ap+1} C {a1,a2,...ap, a1} 32 j € {1,k—1}
u 3a CKyn {a;j, ), Qk+1} BaKM Oa CBake OBE MyKU MMajy HEIPa3aH IMPECeK U
CBe Cy Ha WCTOj TpaBoj Ma Ha OCHOBY HOKazaHor TBpbhema 3a n = 3 ciemm
a;jNagNagyr # D za j € {1, k—1}. Makne, norazamm cmo na je a;Nb # O 3a
j € {1,k—1}. Bnaun, 3a ckyn (2.1) uCnymeHn Cy CBU yCJIOBU TEOPEME, Tj. CBe
Oy*KU OBOT CKyIla MPUMAAajy MCTOj IpaBOj W OMUIO KOje ABe MMA]y HEIpas3aH

mpecek, u Kako ce ckym (2.1) cacroju on k eremeHaTa TO ce MOMKE IPUMEHUTH
k—1 k—1
MHIYKIOWjCKa XUIOTe3a. SHauM buhie ﬂ a;Nb #£ O 1j. m a;iNagNagy; # D,
. i=1 i=1
OMaKje Cienu Ia je
k+1

m a; 7&@
i=1

mTo je Tpebaso moKa3aTu. O

HamomeHna: Yxronuko je ap N a1 Tauga, DIOCMATPaMo je Kao Oy 4UMju ce
IIOYETAK U KPaj MOKJIANA]jy, Tala Ce IO IPETIOCTABIM Ta TAYKA HAJA3U Y CBUM
nys#EuMa ckyna {aj, ag,...ak_1}, Ta 1 y HAXOBOM IPECEKY. (|

2.7 KoOHBEKCHOCT reOMeTPHjCKUX JIMKOBA

Iedpuuannuja 2.7.1. ['eomerpujckm IuK w je KoH8EKCaH aKO 3a TPOU3-
BOJbHe nBe Tauke A u B suka w cBe Tauke ny:ku AB npunana JIUKy w.

Ha ocHOBy m3n0:keHOr, HUje TEmKO 3aKbYYUTH OA je IYy>K KOHBEKCAH I'eo-

MEeTPHjCKU JIUK.

Teopema 2.7.1. Ilpecekx n KOHBEKCHUT AUKOBA je KOHBEKCAN AUK.

n

Ioka3. Heka cy wi,ws,...,W, KOHBEKCHU JWKOBU, U HEKA je W = ﬂwi.

(]
ITokazahemo na je w komsekcan. Heka cy Tauke A, B € w. Kako tauke A u
B npunanajy npeceky w, To Tauke A u B mpumanajy cBakoM 0O 1 KOHBEKCHUX
nuroBa wi. Cumemu nma mysx ADB mpumana cBakoM o I KOHBEKCHUX JUKOBA W
no nedpummmmju. Kaxo my:x AB mpumana cBakoM OO 11 KOHBEKCHUX JIHMKOBA,
ouga AB mpupana u mpeceky w. lakie, W je KOHBEKCAH JUK. O
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Hamomena: Huje Temko mokaszaTu ma IPETXOMHA TEOPEMa BAaKU U 38 MPO-

M3BOLHY paMuianjy J KOHBEKCHUX M€OMETPUjCKAX JIUKOBA.

Teopema 2.7.2. Axo cy dame wemupu KoOHBEKCHE NOBPW jeOHE DABHU,
00 Kojur ceaxe mpu uMajy 6ap no jeoHy 3ajedHuUYKy mawky, 0oKazamiu 0a
cee wemupu uMajy oap JeOHy 3aje0RUYKYy MmauKy.

Iloka3. Hexka cy wi,ws,ws,w, JaTe KOHBEKCHe MOBPIIM, U Heka cy S1, Sa,
S3, S4 Tauke Koje MO TPETHOCTABIU MOCTOjE W 32 KOje BAKU:

S1 € woNwsgNwy, So € wi NwgNwy, S3 € wp Nwa Nwy, Sq € wp Nwg Nws.

IMoka:xuMo ma mOCTOju Tauka S Taksa ga je S € wiNwaNwsNwy. C 0b63upom aa
CBe MOBPIIU W1, W2, W3, W4 IPUIATA]Y jeJHO] paBHU TO cy Tauke S1, 52,53, 54
KOMILTaHApHE. Pa3zMoTpuMo cBe muxoBe Moryhe moJsoskaje.

(i) Bap nBe Tauke ce norsamajy. Heka je ma mpumep S; = S = S
Taga je S = 51 € wo NwzNwyg, S = 59 € wy Nws N wy, ogaBiae cienu
S=51=5cwNwaNwzNwy .

(ii) Huroje mee ce He mokjamajy, amu cy 6ap Tpu kosnuHeapue. Hexa
cy Ha mpuMep Tauke S71,S9,53 komumeapre. Tanma cy moryhu cinesehm pac-
nopemu: B(S1,52,53), B(S1,953,52), B(S2,S51,53). Bes orpamuuema omm-
TocT Moskemo mpernoctasutu na sawu B(S1,S2,S53), u Hera je Sy = S.
Tana umamo S = Sy € 5153 u S1 € wo Nws Nwy, S3 € w1 Nws Nwy, oxakIe
ciaenu na 51,53 € wo, Tj. 5153 C wy. Kako S € 5153, 5153 C w9, OHIA
Sc€wyuS=5 €w NwgNwy onaxie ciremu ga S € w1 Nwo Nws N wy.

(iii) Hukoje Tpu Tauke HUCY KONUHeapHE U TpU 00Opa3syjy TPOYTrao KOMe
npunana derspra tauka (Cumka 2.6 (a)). Des orpanmdema ommroctu mper-
MOCTaBUMO Jaje S4 YHYTpalllka Taduka TPOyTaoHe mospum S51.5253.

S
N Sy S
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Kako S1 € wo Nw3z Nwy, So € w1 Nws Nwy, S3 € wi Nwo Nwy cremu
S1,82, 53 € wy, roe je wy xouBekcan muk. Kaxo Sy € AS15953 u AS1553 C
wyq oHIA Sy € Wy u Sy € w1 Nws Nwsg, ogakie ciaenu Sq € wy Nws Nws N wy.

(iv) He Bassm (i) u (ii) u me mocroju Tpoyrao ca yHyTPamIE,0M TaYKOM.
ITocMaTpajMo KOHBEKCAH dyeTBOpoyrao 51995354 u meka je S = 5153M 5285,
yHyTpamma Tadka nysxu 5153 u S2.54, na Basku pacnopen tadaxa B(S1, .5, S3)
u B(SQ,S, 54) (Caura 2.6 (b)) Taura S € 5153, S1 € wo Nws Nwy u
S3 € w1 Nwo Nwy onakie caenu ga S1.93 C wo Nwy. Kaxo S € 5153, onaa

S € wo Nwy. (2.2)
Taura S € 5984, So € wi Nws Nwyg u Sy € w1 Nws N w3 oxakrIe cleld Ia
S954 C wi Nws. Kako S € S99, onna

S € wp Nws. (2.3)
U3 (2.2) u (2.3) npousunaszu na S € wy Nws Nws Nwy., Tj.

4

U w; # 0,
=1

IITO je m TpebaJyo JOoKa3aTH. O

Teopema 2.7.3. (XenujeBa Teopema) Akxo cy wi,wa...,wn, N > 4 KoH-
BEKCHU AUKOBU jeOHE PABHU, Makeu 0a C8GKA MPU 00 BUT UMGJY jeOHY
3ajednuqKy mawky, dokasamu 0a C8U MOMEHYMU AUKOBYU UMAjy bap jeoHy
30jeOHUMKY MAYKY.

Jloka3s. Iloka3 cnpoBOAVMO MHIYKIWjOM TIO M.

(1) 3a n = 4 Teopema je 3am0BOJbeHA Ha 0CHOBY Teopeme 2.7.2.
(2) Ipermocrasumo na tepbeme Baskm 3a N = k Tj. na je

k
ﬂ Wi 75 Q.
i=1

(3) Horasxmmo na tBpbeme Bau 3a n = k + 1. Osmaunmmo ca w =
wi Nwgt1. o mpernoctasnu Teopeme je w # ). V3 cKyma reoMeTpuUjCKUX
IUKOBa {W1, W2, ..., Wk, Wk+1} JOOUIU CMO CKYyTI

{wl,(.UQ, ...,wk,l,w}. (2.4)
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[Torazahiemo ma cBaka TpuU JMKa U3 OBOT CKyla MMa]y HempasaH Ipecek. Kako
je {wi,wa,..,wp—1} C {w1,wo,..wk,wkt+1}, To cBaka Tpu amka on k — 1
NTMKOBa MMajy HempasaH mpecek. Heka cy wj,w; € {wi,ws,...,wp_1} 32 4,j €
{1,k — 1}, i # j npousBomuu enementu. Tana je na ocHoy Teopeme 2.7.2.
wiNwj Nw =w; Nwj Nwg Nwgg1 # D 3ai,j € {1,k —1}, i # j. Kako cy

3aJI0BOJLEHU CBU YCJIOBU Teopeme 3a CKynl (2.4), TO Ha OCHOBY WHIYKIUjCKe
k—1 k—1
XUIIOTE3€ BAXKU: m w; Nw # D, 1j. ﬂ w; Nwi Nwi41 # O onakne cremu na
. i=1 i=1
je
k+1

ﬂ Wi 7é ®’
=1

mTo je Tpebasio moKa3aTu. ]

2.8 Ilomuronm

Hebpmanmuja 2.8.1. Heka je nar ypeben ckyn on n + 1 Tayaka
A={A1, A, Anir}.

Ckym roju ce cactoju on n oTBOpeHux mysxu Ay As, AsAs, -+, AnAn+l
U Tavaka CKyma A Ha3uBaMoO j€ NOAUZOHAAHOM AUHUJOM U ODEIIeKABAMO

jeca AjAs--- A,

Tauke ckyna A nazusamo memenuma, a nyxu Ay As, AgAs, -+, ApAnt1
UBUYAMA NI CTNPAHUYAMG TOTUTOHATIHE JrHUje Oe3 003mpa Ha TO & JU Cy
OHE OTBOPEHE WJIM 3aTBODPEHE. 3a MOCMATPAHy IOJUTOHAJHY JUHWU]Y KarKeMO
na cnaja unu nosesyje tauke Ay m Apip1. YsacTomme Tauke y HU3Y
Ay, Ao, -+, Apy1 HasuBaMoO CYCEONUM MEMEHUMA NOAUZONGANE AUNUJE, a
HEHE WBUIE Ca 3ajeIHUUYKUM TeMeHoM 3BalieMo CycedHUuM MemeHuMa USU-
4 aMQ TIOJIUTOHAJIHE JIMHU]E.

Yroauko ce Tauke A1 u Ap41 mocMaTpaHe TONUTOHAJIHE JIMHU]E TIOKJIATIAjY,
ynja HUKOja TPU y3ACTONHA TEMEHA HUCY KOJUHEADHA, OHAA CE Ta IOJUTO-
HaJIHA JWHUja Has3uBa 3ameoperna Iloaueonaana Aunuja, nosuzon nim MHO-

20Y200.
Y KOMUKO TMOJUTOH WMa TPU, YeTUpu, meTr, ... TeMmMeHa 3Bhemo ra pemom
mpoy2ao, “emeopoyzao, nemoyz2ao ... Yommte, nomuron AjAs--- A, xoju

uMa 7 CTPAHUIA U 7 TeMeHa 30BEMO 7L-TMoY2a0.
3a MOJMIOH KaKeMO Oa je MPOCM YKOJIMKO CAMO IeroBe CYCEeIHE WBUIE

uMajy 3ajeIHUYKUX Tadaka. Y CYIPOTHOM, IOJUIOH je& CAONCEH.
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Teopema 2.8.1. Bpoj npecennus mavara céux 0ujazonaia KORBEKCHO2 No-
auzona AiAs...A,, K00 Koza ce Hukoje mpu u suwie OUja20HAAL HE CEKY Y
jeonoj mauxy je

nn—1)(n—2)(n— 3).
24

Ciuka 2.7.

Jloka3. CBakoj mpeCcedHoj Tauky AMjaroHAJa IMPUIAPYKEH je jelaH 4eTBOPO-
yrao u obparuo (Caugra 2.7.), mro 3Ha4Yn 1a 00CTOju Oujeknuja uamehy cryma
IPEeCeYHNX TAYaKa AUjaroHAJa U CKyla CBUX YETBOPOYIJIOBA KOje UMHE TAUKE
Ay, Ag, ..., Ay, O n Tavara Aq, As, ..., Ay Mory ce popmupaTu

_(n\ n! ~n(n—1)(n—2)(n—23)
l”‘( >_4!(n—4)! 24

YeTBOPOYTJIOBa, ma he Outu

n(n—1)(n —2)(n — 3).
24

Iy =

2.9 Pasgarame reoMeTpmjCcKUX JIMKOBA

Hepunnnmja 2.9.1. Taure A u B reomerpujckor nuka ® cy nosesuse
Tayke Juka ¢ ako MOCTOjU MOJUTOHAIHA JUHUja UIU OYE KOja UX cIaja
TAKO Ma CBe TAUKe IOJUTOHAJIHE JIMHUje Tj. Oy»KU npunanajy aury .

Iedpuraunuja 2.9.2. ['eomerpujckm nmur ¢ je nogesan ako cy cBake aBe
TAYKe TOT JIMKA MOBE3UBE.
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Hepuannmja 2.9.3. IloBe3an reoMeTpujcKu IUK HA3UBAMO 00.4aULRY.

W3 nedpumHUnUje HemocpemHO cienu Oa je CBAKM KOHBEKCAH JIUK IIOBE3aH
JIUK.

Hepuannuja 2.9.4. Axko reomerpujcku aurkosu ®p, ¢y, ---, ¢, npuna-
najy reoMmeTpujckoM Juky ® m ako je pesanuja mMOBE3aHOCTU TapoBa
ravaka gepunucana Ha crymy P\(P; U Py U--- U D,,) pemanuja exksu-
BajeHIMje Koja ckym cBux tadaka O\(® U Py U --- U P,) pasmake Ha
m > 1 kanaca exsuBasnenuuje ¢, ®,, -+, P, - KAKEMO Ia T€OMETPU)jCKA

mukoBu D1, Dy, -+, D, paznamcy mur ¢ ma aurose P, P, -, Dy

2.10 IloaympaBa u H-€HE OCOOUHE

ITojam moaympase, U3 UCTOr pa3yora Kao U AV, HUAje HAIlao CBOje MECTO
) b
y EyrmumnoBum EmementmMma jep ce mpemMa ApyTrOM MOCTYJATY MIpaBa MOTJIA

OeckpajHO IPOLY:KABATU y CBOM IIPABILY.

Heduannmja 2.10.1. Hera cy O, A, B Tpu pa3sue tauke mpase [. Ako
HUje 3anoBoseHa penamuja B(A,O, B) tana cy tauke A u B ca ucme

cmpane mauke O (o3nara: A, B Z 0). Axo je 3a rauke O, A, B 3an0-
BosbeHa pesanuja B(A,O, B) Tana cy tauke A u B ca pasHux crpasHa
rauke O (o3maka: A, B + O)

Teopema 2.10.1. Pesayuja o je peaguuja exeusasenyuje.

Iloka3. PeduekcuBHOCT U CUMETPUUHOCT HENOCPEAHO CJaele U3 AepuHunuje.
Iokazahiemo Tpausurusroct. Heka cy O, A, B, C yetupu tauke npase | Takse

naje A, B=OwuB,C = 0. Tpeba norasaru na je A, C' — O. Ipermocrasumo
maje A,C + 0. U3 A,B = O cremn B(O, A, B) unu B(O, B, A). Axo cBaky
on osux penamuja ymopemumo ca B(A,O,C) mnobujamo B(B,0,C) onakne
cremu B,C =+ O mTo je cynmpoTHO IpETIOCTABIMA. O

Jepmanmuja 2.10.2. Ckyn cBux Tavaka HEeKe Ipase [ Koje ce HajIa3e ca
ucre crpane gate tadke O HA3UBAMO 0MBOPEHOM NOAYNPAEOM. Y HUJY
oBor ckyma u Ttauke O Ha3WBAMO 30MEOPEHOM NOAYNPGEOM, a Tauky O
3BalieMO meMeHoM, NOYEMKOM UITU KPajem NOAYNPase.

Teopema 2.10.2. (OcnosHa Teopema 0 pasbujamy npase) Ceaka mauxa
O nexe npase | paznaxce cxkyn ocmaiuz mavaxa npase | na dge omeopere
noaynpaese npase .
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Jloxka3. Ha mpasoj [ npema akcmomu 7. ocum tauke O mocroju Gap jom
jemna Tauka, ozHauumo je ca A. IIpema axcuomu Il4. ma mpasoj OA mocroju
rauka A’ Taxsa ma je B(A,0,A’). Axro obenesxmvo ca P, () 6umno roje mse
Tauke Tpase | Koje ce Hajasze ca oHe cTpane Tauke O ca koje je m Tauka A,
tana he P, () 6utu ca ucte crpane tauke O 300T TPAH3UTUBHOCTU PEJIAIN]jE
~0.

Ha Taj maumn ckym cBuxX Tadyaka KOje ce HaJla3e ca UCTE CTPaHe ca Koje ce
HaJa3u Tauka A OpousBOAM HEKy OTBOPEHY HOJyIpaBy @. Ha HOTIyHO mCTH
HAUUH KOHCTATYjeMO Ma CKyI CBUX Tadaka KOje Ce HaJa3e ca UCTe CTpaHe
rauke O ca xoje je tauka A’ mpouwssomu momympasy a’. Iloxazahemo ma je
traukom O CKyn cBuX Tauaka TpaBe | pa3iodeH Ha TOAympase a4 u @', Tj
nokasahemo na:

(i) Tlomynpase a u a' wemajy 3ajemmuurnx Tavaka, tj. aNa’ = (),

(ii) Cpara Tauka S mpase | mpumama Hekoj o TOTyTpaBux a u @ .

(i) Heka momympase a u a’ wmajy 3ajemamury Tauky R. Kaxo R € a To
je AR = O. Mebytmt R € @’ ma R, A’ = O. Ha ocHOBy TpaH3UTHBHOCTH
penamje — O cremn na A, A’ = O mro je memoryhe jep cmo mpermocrasmm
na je B(A,O,A"). 3uaun zaucra je aNa’ = 0.

(ii) HpeTnocTaBuMo Ma HeKa Tauka S He IPUNATa HU jeIHOj O TOTYTPABUX
aund,tj. S¢alUd. VY rom cayuajy mmamo A, S =~ O u A", S + O, omrocro
B(A,0,S)uB(A,0,S). Onasne cnemu na muje B(A, O, A') mrro je cymporno
npernocrasmu 1a je B(A, O, A"). 3naun csaka Tauka S npase | npumana HeKOj
Ol HOIYIpPaBUX @ mian @ . O

Teopema 2.10.3. Ckyn 00 n mauaka Hexe npase l pazsaxce my npasy wa
n — 1 omeopenur dyxcu u dge omeopene NoAYynpase.

Iloxa3. Heka je ma npasoj | mato n tavaka. IIpema Teopemu 2.6.6. MmoxkemMo

ux osnaumtu ca Ay, Ag, -+, A, rarko nma Bawm B(A1, Az, -+, Ay). Tauke
Ay, Az, -+ -, Ap_1 pasnamy myx A1A, sa n — 1 nysun, omakie xKopumhemem
IpeTxXofHe TeopeMe ciemu na je mpasa | Taukama Aq, Ag, -+, A, panomena
Ha N — 1 my®Eu u OBe MOIympase. O

2.11 OpwujerTanuja npase

Hedbwmuaunuja 2.11.1. Heka cy a u b nBe momynpase ucrte npase [. Ako
IpU TOME jeIqHa OJ HABEIEHUX MOJJYNIPABUX CAAPKUA IPYTY MOJJYIpPaBy
KaskeMo na cy moiayupase a u b ucmoez cmepa (ucmocmepre). OBO 03-
HaYaBaMo ¢ = b. Y CympOTHOM TOJyIpaBe a U b Cy cynpommoz cmepa
(cynpommnocmepre). To oznauaBamo a = b.
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Hednuannuja 2.11.2. 3a ase aysxu AB u C'D (oTBOpeHe Ui 3aTBOPEHE )
KasKeMO Ha Cy ucmocmephe ako cy moaynpase AB u CD ucrocmepne.
Y mporusaoMm cy aysxku AB u CD cynpommnocmepne.

3a penamnujy MCTOCMEepHOCTU Baske cienehe ocobume:

Teopema 2.11.1. Penayuja ucmocmeprocmu 0eGurucana Ha CKYny nosy-
npasux (Qyxcu) jedne ucme npase je peaayuja exeusaneryuje.

JToka3. PedaekCUBHOCT U CUMETPUYHOCT CJIEJe HEMOCPENHO U3 NepUHUIMje.
Ioxkasknmo TpamsutusHOCT. Heka cy a,b, ¢ Tpu ninynpase neke npase | Takse
na je a = bu b= c. Ilokazahemo ma jea = c. Iz a = b cnequ a C b umu
bCa,auz b= ccunenu b C ¢ uiu ¢ C b. Pasmorpumo cse moryhuocru:
)uzaCbubCccuemmaCcrj a=c,
2)mzsaCbucCberemua CcumcCartj a=c,
3mbCaunubCccremmaCcumucCarty a=c,
HusbCaucCbcenemmcCartj a=c. O

Teopema 2.11.2. Cxyn L ceux noaynpasuzr neke mpase | moxnce ce pa-
anoacumu Ha 0ea nodckyna Ly u Lo xoju 3adosomasajy caedehe ycaose:
1) Ly, Ly # 0,

2) LiNLy= @,

3) 3a ceaxo p,q € Ly uau p,q € Ly umamo da je p = q,

4) 3a cearo p € Ly u ceaxo q € Ly samcu p = q.

Iloka3. Hexka je A € [ npousBosmHa Tauka. [Ipema paHuje TOKa3aHoj TeopeMu
oma pasznaxe | ma mBe mosympase a u . CargacHo NeUHUIM]W MOTyTpaBe
a un a' cy cynpornocmepre. Osmaummo ca Li CKym moaympaBux mpase | KOju
ce cacToju OX TMOJYIpPaBe ¢ U CBUX MOJYNpPaBUX Hpase | MCTOCMEPHUX ca a,
a ca Lo CKym Koju ce cacToju o moaympaBe a' ¥ CBUX IMOJYIPaBUX Ipase [
Koje cy mcrocMepHe ca a’. JIOKaKMMO Ia OBAKO KOHCTPYWMCAHW CKyHOBU L1 1
Lo 3amoBommaBajy yciose TeopeMe.

1) C ob63upom na je a € L1, a’ € Ly 1o cy L1, Lo # 0,

2) Joka:KMMO Ia CBaKa IOJyIpaBa npase | npunana jeJHOM U CaMO jeIHOM
on ckynosa Ly u Lo. O6eneswumo ca b 6uno xojy momynpasy u3 L. Ako je
b=a um b= d tBpheme je mokazamo.

Heka je b # a, b # d' u wexa je B kpaj momympase b, a b moxynpasa
KOMILIeMeHTapHa, ca b.

Tana paszaukyjeMo YeTupu MOy HOCTH:

(1) AcbuBea=d Cb=0be Ly,
(2) AebuBed =aCcb=0be Ly,
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B)AebuBea=dcb=bCa=be L,
(4 AebuBed=aCcll=bCd=0be€ L.
ITIpema ToMme, mosynpasa b mpunana jemrom on ckynosa L1 u Lo 1j. L1 N
Ly = 0.
3) ce mokasyje HEMOCPEMHO jep je pesanuja —= TPAH3UTUBHA.
4) ce morasyje mamuperTHO Kopuctehu ycaos 3). O

Hedwmaunuja 2.11.3. Csaku ox moackynosa L m Lo Ha KOje je mpema
IOKa3aHO] TEOPEMU PAa3JIOKEH CKyn L CBUX MOJyIpaBuXx Ipase | HA3U-
BaMO 0OPUJEHMAUUJOM UIU CMEPOM HA TPABO]j .

W3 came mepurHuUIMje M IPETXOAHE TEOPEME HENOCPENHO 3aKJ/bydyjeMO na
Ha jeIHOj MpaBOj MOCTOje OBa W CaMO OBa cMepa. YobuyajeHo je ma ce OHU
cMaTpajy CyIpOTHUM IITO yKa3yje Ha MOTYNHOCT ma je1aH 30BEMO MO3UTUBHUM
a OpYrYd HEraTUBHUM.

Ilojam opujenTamuje omoryhyje ma reoMeTpujy MOPeTKa Ha MPAaBOj U3-
rpagrMo Ha HMOTIYHO HOB HauMH yBODhemeM nBejy moMmohHux pesmanuja ”mpe”
u "mociie” |, Koje ce MHaUe KOPUCTe y Teopuju Opojesa.

Hedbumuaunuja 2.11.4. Hera cy A u B nBe pa3He Tauke HEKEe OPUjEeHTU-
cane mpase | 1 ¢ u b muMa oarosapajyhe moaynpase U3 OpuUjeHTAI]jE
koja je yrBpbhena ma mpasoj [. Axo je mpu ToMe b C @ Tama KarKeMO
Ia je Ha OpPUjeHTUCAHOj mpaBo]j | mauka A mpe mauxe B n o3mauasamo
A < B. Y cynporHoM, ako je a C b KaKeMO [a je Ha OPUjeHTUCAHO]
npasoj | mauka A nocae mavwke B u numemo A - B.

Teopema 2.11.3. Pesauuja < je peaauuja nomnynoz nopemra maiara Ha
opujenmucanoj npasoj l.

Hpyrum peunma oHa je HA TOM CKYIy KOHEKTUBHA Tj. Oe(pUHICAHA 32 CBAKe
IBE TaUvKe, AaHTUCUMETPUYHA j€ U TPAH3UTUBHA.

Teopuja 6pojeBa m reoMeTpuja Ha NPaBoj Cy 3aXBasryjyhnu oBoMe eKBUBA-
JIEHTHE.

Taxkobe Baku:

Teopema 2.11.4. 3a ceaxe mpu mauxe A, B, C opujenmucarne npasel aa-
U

B(A,B,C)< A<B<CVA>=B>C.
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2.12 JledwmHuUnuja m ocoOMHE IOy paBHU

M y oBom cayuajy yBomumo nBe moMohHe pernamuje: ”ca mcre cTpaHe
npaBe” u ”ca pasHUX cTpaHa mpase’.

Heduuannumja 2.12.1. Heka cy A u B nBe pa3He Tauke HEKe PABHU T, P
npaBa Koja npunana toj pasau u A, B ¢ p. Axo je npu tome (AB)Np =
() Tama xakemo ma cy A mu B ca ucme cmpane npase p M 0O3HAUABAMO
ABZ p. Y OPOTUBHOM KazkeMmo na cy Tauke A u B ca pasnuxr cmpana
npage p u TO o3HavaBamo A, B + p.

Teopema 2.12.1. Pesayuja :p je peaauuja exeusasenyuje.

Ioxa3. Ocobune pedIeKCUBHOCTHA U CUMETPUje CJene HEMOCPEmHO U3 aedu-

munuje penanuje — p. Iokasumo tpamsutusHOcT. Osmaummo ca A, B, C

TpU pa3He TauykKe PaBHU 7 U Ca P IPaBy y PaABHU T KOja HE CAIPKU HU jeITHY
on tauaxa A, B, C, mpu wemy je A,B — pu B,C = p. Horasahemo xa je
A,C = op.

Paznukyjemo crenehe cnyuajese:

1) Taure A, B, C' npunanajy jemmoj mpasoj s. IIpasa $ cede mpaBy p wiau

ca mOM HeMma 3ajemHuukux Tauaka. Axo je sNp = {0} tanacy A, B — O n

B,C Z“OmnajeunA,C = O. Onarne ciemn A,C = p. Axo je nax sNp = ()
tana nyx (AC) Hema 3ajeIHUYKAX Tadyaka ca IPABOM P 1A je U Y OBOM CIIydajy

A,C Zop.
2) Taure A, B, C mucy wonuneapue. Nz A, B Z p cnemn (AB)Np = 0.

Taxobe us B,C = p cremn (BC)Np = (). Npasa p npunana paseun ABC.
Ona me moxe cehin (AC) uameby tawaka A u C jep 6u npema Ilamosom
craBy Mopadsa cehu jom nysx (AB) umu oy (BC') mTo je y cympoTrHOCTH ca
IPEeTHOCTABKOM. O

Hepuannumja 2.12.2. Ckyn cBuUX Tadyaka HEKe PABHU T KOje Cce HAJIA3e
ca jemHe ucre cTpaHe mpase p C T HA3UBAMO 0MBOPEHOM NONYDAEHU.
CkyT KOju ce cacTOju O Tadyaka OTBOPEHE TOJyPABHU U TAUYAKA IPABE
P HA3UBAMO 3aME0PeEHOM NoaypasHu. IlpaBy p y oba ciaydaja HA3MBaAMO
rparunoM uiau Mebhom. Ako je p rpamuna m A OMIIO KOja TAuyka HEKE
MOJIyPABHU Taa OBY MOJypPaBaH yKOJIUKO j€ OTBOPEHA CUMOOJIMYKMA O3-
nauasamo (p, A), a ako je 3aTBOpeHa [p, A).
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Teopema 2.12.2. Csaxa npaga p pasHu T Pa3AGHCE CKYN OCMAAUT MA%AKA
me PasHy Ha 08€ 0OMBOPEHE NOAYDAGHU.

IToka3. Y pasuu 7 nocroje tauke X, O u Y raxse na O € p u B(X,0,Y).
To zmaun X,Y =+ p, ma je 6poj KIaca eKBUBAJIEHIV]E PeJaImje Z pehm ox

jeman. Ilora:kxmMmo nqa 6pOj Kaaca eKBUBAJICHIMjE peJalrje — P He MO:ke OnTu
pehiz on mBa. Ako Ou Opoj Kiaca ekBuBajieHnuje 6mo Behiv om nea, omma Ou
mocTojaJsia Tauka /Z Taksa na je X,Z —~pu Y,Z =+ p. 3a Tpu pasHe Tauke X,
Y u Z mory HacTynuTu OBa ciaydaja:

(i) Taure X, Y u Z cy nekosuneapue. Y TOM ciydajy Ou mpaBa P Cekia
cBaky on nyxu XY, YZ u ZX, mro je y cynporaoctu ca Teopemom 2.5.2.

(ii) Taure X, Y u Z cy romuneapue. Tama nob6ujamMo KOHTPAIUKIM]Y ca
Teopemom 2.6.1.

IIpema Tome, 6poj KIIaca eKBUBAJICHIje pejalnyje — P je aBa. Il

Teopema 2.12.3. Axo cy A u B ca paswz cmpana Hexe npage p, onda
C8aKA NOAUZOHANNA AUHUJA KOJa nosesyje mavwke A u B ceue npasy p.

Jloka3. Axo Heka TOAMTOHAJHA JWHUja Koja moBesyje Tauke A m B me 6u
CeKJIa IpaBy P Tala Ou cBa H-eHA TEMEHa, Ila IIpeMa TOME U CBe HEHE TauKe,
fouia ca ucTe cTpaHe IIpaBe P a TO je y cynpoTHocT: ca Teopemom 2.12.1.[01

Ha ocroBy Teopema 2.12.1. n 2.12.3. u neprHUNUje TOBE3AHOCTHA MapPOBA
Tayaka CJIequ Ia je pejlalija ca KUCTe CTpaHe IpaBe P y PaBHU T peia-
nuja MOBe3MBOCTM AeduHMCaHA Ha reomeTpujckoM auky 7\{p} ma mpema Tome
mpaBa P pa3iaske CKyI OCTAJUX Tayaka PaBHU T Ha JBE OTBOPEHE IOJIypPaBHU.
Twume je Teopema 2.12.2. nokasama Ha jour jemaH HahwuH.

Hedbumaunuja 2.12.3. 3a oTrBopene noxypasuu n3 Teopeme 2.12.2. kra-
KEMO A CY KOMNAEMEHMHE.

3a nonypasan (pA), KoMIIeMeHTHY Hoslypasal ozHauaBaMo ca (pA)°.

Huje temko mokazaru ma Basku ciaemehe tBpbheme
Teopema 2.12.4. I[loaypasan je xKoneercar 2€0MEMPUICKU AUK.

Teopema 2.12.5. Ilpase a u b pasnu w, xoje ce cexy y mauxu O, pazaiaxncy
MYy Pasan KA YeMupPy 0meopere 00AGCMU.
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Hoxa3. Osmaunmvo ca A u A’ Tauke npase a Taxse na je B(A,0,A’), a ca B
u B’ Taure mpase b Taro na je B(B,0, B’). Hera cy P,Q, R, S Tauke pasan

T 3a KOje Baku
B(A, P,B), B(B,Q, A, B(A',R,B'), B(A,S,B).
Tana hie mpecemm
(aB) N (bA), (aB)N (bA"), (aB')N (bA"), (AV) N (bA)

canpsaTu peaoM tauke P, @), R u S, Tj. mocmaTpanu mpecenu Cy HENpas3HU

Ciuga 2.8.

ckynoBu. IIpema Teopemu 2.12.4. monmypaBHM Cy KOHBEKCHU T€OMETPU]jCKU
JUKOBU, onakje mpema Teopemu 2.7.1. cienu na je cBaku O IOCMATPAHUX
nmpeceka KOHBEKCAH IeOMEeTPUjCcKU JuK. Jlakige mocMaTpaHud Ipeceny Mpe-
craBmajy obaactu. IlpoussosHe mse Tauke X u Y U3 IBEjy Pa3IUUUTUAX
obnactu (OX YKYIHO YETUPU YOUYEHUX) HUCY IOBE3UBE TaUKe I'€OMETPUjCKOT
nura 7\{a,b} jep cy tauke X u Y ca pasuux crpana 6ap jemHe o NpaBuUxX a
u b. O

Heka cy ay, a2, -, a, Mehycobuo paznuuure npase paBau 7. Tama cBaka
O BHUX pa3jayke pPaBaH M HA ABE OTBOpeHe mojypaBHU. IIpecek KoHayHOT
Opoja mosypaBHU je KOHBEKCAaH JIMK, makiye obmnact. [IpermocraBumMo ma uma
YKEYIHO Kk TAKBUX KOHBEKCHUX oOsacTu. IIpeTmocTaBuMO Ia MMa YKyIHO K
TAKBUX ODJIACTHU M O3HAYMMO WX ca Wi,ws, - ,wWk. Heka je X Tauka paBHU T
KOja He IpUIaga HU jeJHOj O NpaBux ai,ds,: - - ,0n. Tama Tauka X mpumana
TAYHO jeJHOj OJ MOJypaBHU ca rpanunaom a;, ¢ € {1,2,--- ,n}. To smauna
Tauka X Ipunata TadHO jeJHO] OX obJacTu Wi,ws,::: ,wk. LllraBume, 06-
JaCTU W1, W3, ,WE Cy KJIACe EKBUBAJICHIMjEe DeJlalrje MOBE3aHOCTU MapOBa
Tauaka neuHUCaHe Ha reoMeTpujckoM Juky 7\{a1,ag, - ,an}. To cnemu us
UMEEHUIE & MPOM3BOJLHE NBE Tauke X 1 Y W3 OBEjy PA3IUMuIUTUX OOIACTH
W1, Wwa, "+ ,W) HUCY MOBE3UBE Tauke TEOMETHUjCKOT JMKa T\{a1,a2, - ,an},
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jep cy tauke X m Y ca pas3uux crpaHa 6ap jemHe OX MPaBUX (1, a2, - * ,Cp.
3Hauu mpase a1, a9, - , 0y PA3NaKy paBaH T Ha 00JaCTU W1, W2, ,Wk-
Teopema 2.12.6. Konauan cKyn npasur ai,as,: - ,0y PABHU T 00 KOJUT

ce caake 0ae cexy, a buno Koje mpu ual 8uULe He NPOAG3E KPO3 UCTY TAYKY,
pasaaxnce pasar T Ha

1
§(n2—|—n+2)

obaacmu 00 KOJux je ceara npecex n NoAYPaeHU KOJUMG CY 2PaHUYE NPABE
3a0amoz cxyna.

Ilokas. 3an = 2 pasan 7 je Ha ocHOBy Teopeme 2.12.5. noge/meHa Ha YeTUPU
obmactu.

IIpernocrasumo na n — 1 npaBux pasiaazke paBad T Ha
1 2
5[(n—1) +(n—1)+2]
KOHBEKCHUX 00JIacTU U JOKaKMMO Oa N IIpaBUX pa3Jjayke paBaH 7T HaA
1
§(n2 +n+2)

KOHBeKCHUX obaactu. I[IpaBe M3 MHAYKIMjCKE MPETIOCTABKE, KOjUX mMa 71 — 1
he cehiu n-ty npaBy y n — 1 tauaka, koje je ma ocaoBy Teopeme 2.10.3. pa-
3nasky Ha M — 1 my:xu m e mosynpase. O3HAUNMO ca W jeaHy o1 00JsacTu Ha
Koje Ha Koje N — 1 mpaBa pasiazke paBaH T. AKO 1 Ta IpaBa UMa 3a)e THUUKIX
Tavaka ca w, OHZa 00JacT w mMa Tadyaka ca obe crpaHe Te mpase. AKO N-Ta
ImpaBa HeMa 3ajeTHMUYKNAX TadaKa ca W, OHNA Cy CBe TAauyKe 00JIACTH W Ca UCTE
cTpaHe Te mpaBe.Rako n-ta mpaBa MMa 3ajeIHUYKUX TadaKa Ca 7l MOMEHYTUX
0JIaCTH, CBAKa O Ly:KU U MOJyNpaBuUX Ha Koje n — 1 Tauaka n-Te mpase pa-
3yasky Ty npaBy npunanahe #mekoj om tux obsactu. IlltaBuine cBaka om THUX
obnactu hie mumMaTu Tavaka ca pasHUX CTpaHa N-Te MpaBe, a HU jeHa O IPY-
rux obmactu mHehe, ma he ykyman 6poj obiaacTy On KOjuUX je CBaka MPECEK N

IIOJIypaBHU KOjUMa Cy I'DaHUIE 3aJaTe IpaBe, OUTU
1 2 1 2
S =12+ (= 1)+ 2+ = (0% +n+2),

a TO je m TpebaJyo MOKA3aTHU. O
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2.13 Yraona JmHUja U yrao

Heduannumja 2.13.1. Ckyn xkoju ce cactoju on jenue tauke O u Tayaka
BEjy pasHUX MOJNYNpPaBUX P U ¢ Koje mMajy 3ajemauyru kpaj O, Hasu-
BAMO Y2Q0HOM AUHUJOM U O3HAUABAMO je APq.

IMonynpase p u q cy kpayu a tauka O meme yzaore auruje.

7

Ilepuununuju mojMa yria nperxonu yBobeme nse momohre pesanuje: ”ca
ucTe cTpaHe yraoue guHuje” m 7 ca pa3sHUX CTpaHA yraoHe JuHUje’ .

Hepuannmja 2.13.2. Heka je 4pq yraouna nunuja nere pasau m u A, B
Tayke paBHU 7 KOje He TMpUNamajy yraoHoj auHuju £pq. AkKo moctoju
nosuronasHa JguHUja L Koja cmaja tauke A m B, mpumana paBHU T
U ca YyraoHOM JWHUjOM £Ppq HEMa 3ajeHUYKUX Tavyaka Tala KasKeMo
na cy tauke A u B ca ucme cmpare yzaone aunuje £pg m 0O3HAUABAMO

A,B = Apq. Yrommko 0BO HUje 3am0BOJLEHO Tama cy Tauke A u B ca
PASHUT cmpara Yyeaore aunuje £pq mro o3nadasamo A, B + Apq.

Teopema 2.13.1. Pesayuja = Apq je pesauuja exsusanenyuje.

JToka3. PedaekcUBHOCT U CUMETPUUHOCT CJefie HEMOCPEIHO U3 NepUHUIMje.
Iokaskumo TpansutusHocT. Heka cy A, B, C' Tpu Tauke pasuu T u £pg yraona

mumEmja y Toj pasmu Taxsa xa je A, B — Apqu B,C = £pq. Iloraxumo na je
A,C = Apq. Kako je A,B = Apq to moctoju mommronasa mmmja L1 C

koja cmaja Tauke A u B u Ly N&pg=0. Uz B,C = Apq crem na mocroju
nosnuronanua jguanja Lo C 7 koja cmaja Tauke B u C u Lo N Apg = 0.
IMonuronanua numuja L = Ly U Ly cnaja tauke A u C, npunana paBau 7 u

LN 4Apg =0 onaxne cremu A,C = Lpq. O

Heduanmmja 2.13.3. Herka je {pq yraoua nunuja mexe pasuu 7. Crym
Tayaka PaBHM 7T KOje ce Hajla3e ca KWCTe CTpaHe yraoHe auauje £pq
30BEMO 0MEOPEHUM Y2aoMm U ObenexkaBaMo Ta £pq. YHUjY yraoHe JIMH-
uje £pq 1 OTBOPEHOT yria £pq HA3UBAMO 3a4MBOPEHUM Y2A0M T 00eTIeKa-
BaMo Ta [{pq]. Yraony munaujy £pq 30Bemo rpanunom uiu mehom yria
Apq, momynpaBe p u ¢ KpamuMma a Ttadky () TEeMEHOM CBAKOT OJ TUX
yTJI0Ba.

Y mocebHOM ciyvajy Kaga Cy HOJIYyIpaBe P U  KOMIIEMEHTHE PEJIAlu]ja
HoBe3aHOCTM JeduHUCAaHA Ha reoMmeTpujckoM mury 7\{p,q} pasnase taj nux
Ha nBe kiace exkBuBajeHnuje. /lokazahemo ma To trBpheme Ba3u u Kamga momsy-

npaBe P U ¢ HUCY KOMILJIEMEHTHE.
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Teopema 2.13.2. Csaka yzaona AUNUJG HEKe PABHU T DPASAGACE CKYN OC-
MAAUT MAUAKA ME PABHU NG 084 0MBOPENHA Y2ad.

Jloka3. Hexka je £pq nmpowsBos/bHA yraoHa JUHUja paBHA 7. AKo 06w mouTy-
npaBe p m ¢ Ouisie KoJMHEApHE Tj. ako Ou obpa3oBaJie jedHy TpaBy, Tana Ou
noka3 6uo 3aBpIIeH jep OM OHE PA3JIOKUIIE PABAH HA IBE MOJYPABHU.
IIpernocrasumo na monympase p u ¢ (Cauka 2.9) HuCy HA jeIHO] TPABO].
Hera cy M u N Tauke mosynpaBux P U ¢ PECICKTUBHO U HEKa je A Tauxa DyKu
(MN) Taxsa na je B(M, A, N). Tana cy O u A nse pasue Tauke, Te Ha IPABO]
OA nocroju Tauka A’ taxsa ma Basku penammja B(A,O0, A’). Hokazwmmo ma
cy rauke A, A’ = £pq. Ilokas uzBomuMo mHAMpEKTHO. IlpeTmocTaBuMO na je

A, A" Z Lpq. Tana nocroju nmomuroransa muamja L koja cmaja tauxe A u A,
nena npunana pasau T u LN&pg = (). Heka je p’ monynpasa koMmiemMerTapHa,
ca p u ¢ TmoONyIpaBa KOMILIEMEHTApHA Ca ¢, P* HpaBa KOja CAmpXEH P 1 §F
npaBa koja canpxu ¢. Raxo cy A, A’ € AA u A, A"+ O, rne O € p* 10 je
A, A’ =+ p* ma cBaka momuronassa nauEmja koja cuaja A u A’ ceue mpasy p*,
Ia ¥ TIOJWTOHAJHA JuHuja L.

Cuura 2.9.

Heka je X oma Tauka Ha monuronaJHoj auauju L koja mpumamna p*, mpwm
ueMy Tauka X passiaske MOJUTOHAJHY JuHM]y L Ha OBa nesa Om KOJUX OHAj
Koju omroeapa Tauku A ca mpasoMm p* Hema APYIUX 3ajeTHUUYEAX Tadaka, Tj.
Heka je Ha muHEnju L moues ox tauke A xa rauxku A’, X npsa 3ajennuuka tauka
Te nuHuje ca mpasoM p*. Osaj meo muunmje L osmaummo ca L'. Kawxo je X
tauka muanje L' Ha mpasoj p* To smaum ma X mpumana p’ jep je L'N&pq = 0.
Camaus M €pu X €p cnemu M, X =+ O aonmasne M, X +q*. Cpaxa Tauka

nosuronajue auauje ocuM X he 6uTy ca oHe cTpame mpase pP* ca koje Huje

A’. Tlopen Tora je A, N = p* jep je B(N, A, M), na je cBaka Tauka oTBOpeHe
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HOJIyIpaBe ¢ ca MCTe cTpaHe Ipase P* ca Koje je A, a cBaka Tauka HOTyIpaBe
¢ je ca ome crpame mpase p* ca koje je A'. Cremu na L' me ceue ¢, a me ceue
HU ¢ jep moauroHajHa auHuja L 1o mpermocTaBuu He cede ¢. 3Hauu L u ¢*

HeMajy 3ajenEmdrux Tauaka, ma je A, X — ¢*.
Mebyrum X, M = ¢* na je A, M +¢*, mo je y cynporroctu B(N, A, M).

Ipema tome A, A’ + Apq, ma je 6poj Kraca ekuBaicHIMje perandje — Behn
on jeman. OBese:RMMO ca W KIACY eKBUBaJeHIMje (yrao) KOjoj mpumaga Tauka
A a ca W' knacy exsuBasenmuje (yrao) xojoj mpunama tauka A’. Ilokazahemo
na yraoHa JuHUja £Pg pasiazke CKyIl CBUX OCTAJUX Tadyaka DaBHA T Ha
OTBOpEHEe YIyIoBe W 1 W' .

Cauka 2.10.

To 3maum ma TpebGaMo mOKa3aTU:
(Hwnuw' =10,

(2) wUW' U4Lpg =m.

Oba tBphema mOKa3yjeMO MHINPEKTHO.

(1) Heka je wNw’ # (). To 3maunm ma noctoju tTauka R € wNw'. Uz R € w
cremn A,R = 4pq. s R € W' cnemn A', R = Apq. 360r TpamsuTuBHOCTH

penammje — caemn A, A’ = Apq, mro je memoryhe jep cMo ycTamoBmIM ma
sasu A, A+ Apq.

(2) Heka S ¢ wUw' ULpq. Tana S € AA wmn S ¢ AA’. Aro S € AA’
TBpbheme cienu HemocpenHo y3uMmajyhu y 063up mopenak Tadaka y OQHOCY HA
trauky O. Arxo S ¢ AA" (Crmka 2.10) omna myx AS ceue mmu momympasy p
wiu nonynpaBy ¢. Heka ayx AS ceue momympasy p. Tama cy A, 5 ~p* n

A, A+ p* onaxne cnemn A', S — p*. Hexka je Y mpousBo/sHA Tauka IOIyIpaBe

¢'. Tana je Y, A" = p*, omaxne cremu Y, S — p*. Awo je S =Y omma A’S
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HeMa 3ajeIHMYKUX Tadaka Hu ca p HE ca ¢, na je A", S — p*. Axoje S #Y
ouga mosuronassaa muanja A'Y UY S me cewe mpasy p*, a mpasy ¢* ceue y

taukn Y € ¢'. Taure A',S ¢ ¢* maje AYNqg#DuYSnNqg#0, naje

A8 = 4pq mro je y cynporrOCTH ca npernoctaskoM a S ¢ W', Ilaxte w u
w' ¢y jenmEn yrioBm Ha Koje je yraoHOM IHHUjOM £ P pas3iosxkeHa pasaH m.[]

AKO cy Kpanu HEKOr yTJja KOMILIEMEHTHe MOJyIpaBe, Taj yrao heMo 3BaTu
ONPYNCeHUM. YTIOBU KOJU MMAjy 3ajeTHUUKN jeTaH KPAK U HEMAjy OPYTHUX
3ajeIHUYKUX Tadyaka HasuBajy ce cycednu. Cycemme yriose uuju cy He 3a-
jemHUYEM Kpanu koMiiasapau 3sahiemo nanopednum. Komsexcue yraose £pq
u £p'q auju cy xpamm p,p’ u ¢, ¢, KOMIIEMeHTHE TOTyIpaBe, HAUBAMO YH-
aKPCHUM.

Teopemom 2.13.2. je moka3zaHO ma CKYI KOjU CE€ CACTOjU O TAYaKa IBEjY
MOJYIPABUX Ca& 3aj€THUYKAM TEMEHOM pa3jaske paBaH KOjOj mpumana Ha IBa
yrna. Ilpe mero mro ¢opmynumemMo M TOKaKeMO ommTHje TBpheme, ¢op-
myaucahemMo n mokKa3aTu ABE HAPETHE TEOpeMe:

Teopema 2.13.3. Hexka je y pasnu m dama yzaona aunuja £pq. Axo je A
nPOU3BOHHA MAYKE Yeaoke aunuje £pq, u B npoussonmna mavkra pasHu m
maxea da B ¢ £pq, mada nocmoju nosuzonasna aunuja L xoja nosesyje
mawxe A u B, u wuja ceaxa mauxa cem mavwke A, npunada oHom 00 KOM-
NAEMENMAPHUT Y24080 KA KOJE je Y2aOHOM AUHUJOM DASAONCEHG DABAH T
a Kojemy npunada mavka B.

Ciuura 2.11.

/ ..

JToka3. Osmaummo ca « u ' KOMIIeMeHTapHe yTJOBe Ha Koje je paBaH T
paszioeHa yraonoM aumaEmjoM £Pqg. Axo ce tauxa A moxmama ca Tememom O
yraone nunuje £pq, tana orsopena nyx (AB) Hema 3ajemHuurux Tavaka ca
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yraosnom jurUjoM £pq u cBaka Tauka myxu (AB) mpumana onom ox yriosa
a u o xome mpumana tauka B.

Axo rauka A mpumama jemHOM On KpaKoBa P W (, Ha IpUMepP KpPaky P U
ako nyx (AB) Hema 3ajeIHUUKMX Tauaka ca yraoHoM JmHUjoM £Pg, HOKa3
TeopeMe je 3aBpIIEH.

Axo myx (AB) cede Kpak Kpak ¢ y tauku () (Cimra 2.11) Ttama noctoju
rauka ) Taxsa ma je B(Q,0,Q"). Iyx (AQ') mema 3ajemsuurmx Tauaka
ca KpakoMm p jep A € P, a He cede HM Kpak ¢ jep Cy CBe Tadke Te OyEU
ca oHe cTpaHe mpase P* Koja je ompeheHa KpakoMm P ca Koje HUje HM jemHa
Tauka oTBOpeHe moayupase ¢. Osmaummo ca ¢* mpasy oapebemy kpakom q.
Baszu A, B + ¢*. Tarobe, zarBopena my:x [Q'B| mema 3ajemmuurmx Tauaka
ca KDaKoM P a jeauHa 3ajelHudKa Tauka ca mpasoMm ¢ je (). To 3maum ma
nonuronanua guauja AQ'B mosesyje Tauke A u B a ca yraoHOM JIuHZIjOM
Apq HeMa 3ajenEmuKmx Tadaka ceM Tauke A. Ilakie, cBe Tauke MOJMTOHAJHE
nmuanje AQ'B, cem tauke A, cy ca ucte crpane £pq ca koje je u Taura B.

Ciuura 2.12.

Heka nyx AB campsu teme O yraome mumuje £pq. Osmaumvo ca Q'
IPOU3BOJLHY TauKy moaympase ¢ koMmmieMmenTapue ca (. Tama momuromamma
muanja AQ'B mosesyje tauke A u B a ca yraomom murMjoM £Pg CeM Tauke
A HeMa IpPYTHUX 3ajeIHMUKAX TadaKa. O

Teopema 2.13.4. Axo noaynpasa ¢ ca memerom O npunada yeay Lab ca
memenom O, 0HOG NOAYNPABA C PAAAACE MAT Y200 Ha 080G Y2Ad.

Ioka3s. Oszmazumo ca 7y yrao £ab kome mpumazia MOTyIpaBa € a ca 7 yrao
koMILIeMerTapas yray 7. O3maumvo 3atuM ca « yrao £bc kome He mpumaga
moJIympasa @, a ca [ yrao £ac KoMe He mpunama noxynpasa b. Hajope hemo
JOKa3aTu Aa Cy YTJOBU (v, [ U 7y MACjyHKTHU. lIpeTmocTaBUMO Aa Tauka X
Ipuafa jeJHOM O BUX PelrMO YIVIy ( M JOKA:KMMO Ia y TOM CJIydajy Tadka
X He mpumnazna HU jeHOM OX TpeocTajia IBa yraa [3 u 7.
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Axo 6u Tauka X mpunanmasa jemnom ox yraosa [ u 7y perumo yray 3 Tama
Ou 3a cBaKy TauKy Y TOr yIJla IOCTOjaJia MOJUTOHAJHa JuHUja | Koja cmaja
tauke X u Y u nesna npunaga yray £ac. Ha ocHOBY peTxo/He Teopeme moc-
Toju momuronamnua junuja || Koja moBesyje Tauky X ca HPOM3BOJLHOM TAUKOM
B nonynpase b, TakBa ma cBe Tauke mosuronasue juuje I, ocum tauke B,
npunanajy yray «. Tana nomuromanua mumuja | Ul mosesyje tauke Y u B
U He ceuye yraony aunujy £acC, MTO je y CyIPOTHOCTU CA MPETIOCTABKOM Ja

nosynpasa b He mpunana yriy 5.

Ciuura 2.13.

IloKa;kMMO caa Ia CBaka Tadka Z KOja HE MPUIaNa yriIoBUMa & U1 3 Mopa
na mpumnana yray . Osmaummo ca Z' mpomsBosbHY Tauky yriaa 7. Tpe6amo
nokasatu na je Z, 7' — Lab. Axo orBopena nyx ZZ' He ceue yraoHy uHU]Y
£ab, Tama cy tauke Z u Z' ca ucte crpane yraoue munnje £ab.

[pernoctaBumo ma oTsopena nyx (ZZ') ceue jemmy onm momympaBux a
wm b. Heka je ma mpumep A mpeceuna taura aysswm (ZZ') m momympase a.
Axo nysx (ZZ') ceue n monynpasy b y meroj Tauku B, Tama noctoju Tauka Y
taksa na je B(A,Y, B). ¥ Tom cayuajy je 3a10BOLEHO

7'Y ~£ab i Y,Z + Lab.

3auncra, ako Heka ny:k, Ha npumep (Y Z) cede camo jeman kKpak yraoHe
nuanje £ab, penumo kpaxk b, Tama cy Y, Z + £Lab, jep 6u y CyIpOTHOM HOCTO-
jajla moJuroHajHa JuHUja | Koja cmaja Tauke Y u Z, a ca yraoHOM JIMHU]OM
£ab mema 3ajenHUUEMX Tadaka, ma ¢ ob63UpOM Ha TO ma cy Y, Z ca pa3HUX
crpasa npase b* ompebene kpakom b, monmuronanaHa nuHMAja | OU ceksa MOJTy-
opaBy KOMILIEMEHTHY moiynpasoj b. Tama 6u kao u mokasy Teopeme 2.13.2.
mocTojasa MoMroHa Ha juauja [ Koja mpumana MOJUrOHAIHO] TUHUjY [, Yuju
Ou KpajeBu OMIM ca pa3HUX CTPaHa IPaBe Koja CAIp:KM KPak @, a CBE HEHE

Tauke ca OHe cTpaHe mpase b* ca koje je Taura Z, ma Ou [ a camMmum TuM 1 [
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cexna nomynpasy a. Haxne, u3 Z'.Y ~&ab i Y, Z+4abcnenn Z, Z' — Lab.
Hpernocrasumo na (ZZ') me cede momynpasy b, seh camo momympasy a. Ako
Ta oy He OU CeKsIa HU HOJIYIpPaBy C, Tana ou ouno Z, Z'+4Aca, n a c 063upom
Ha TO ma je ma je Z' Bam yria (3, Tauka Z Gu mpunanana yriay [3.

Axo 6u mak myx (ZZ') cexna momynpasy ¢ y taurku C, Taga 6u mocto-
jama Tauka Y 3a wojy saskm B(Z',C,Y, A, Z) uim B(Z', A,Y,C,Z). Y upsom
cryuajy 6u nyx (ZZ') cexna b, mTo je y cympOTHOCTH ca MPETTIOCTABKOM. Y
IpyToM ciydajy 6u Tauka Y Ouna BaH yria «, a xy:x (Y Z) 6u cekaa mody-
OpaBy € aju He U moaynpaBy b, omakie ciemu Y, Z + £bc, Tj. Tauka Z ©u
OpUnagana yriy o. O

ITpumenoMm mperxonHe TeopeMe y3 moMoll MareMaTUUKe WHIYKIUje TOKa-
3yje ce caemehe tBpbheme:

Teopema 2.13.5. Ckyn xoju ce cacmoju 00 N PasHUT NOAYNPABUL HeEKE
pasHu T, ca sajednudkum memenom O, passaxnce pasan T Ha N Y2a084.

2.14 OpwujeHTanija paBHA

Ila bucmo yBesu OpujeHTANUjy PaBHU, Ipe Tora Tpeba yBeCcTH mojaM MC-
TOocMepHUX yruoBa. Ilpu Tome pasnuxyjemo gBa ciydaja:
(1) kama yrioBu mMmajy 3ajeIHUYKO TEMeE,

(2) kama yrioBu HeMajy 3ajeIHUYKO TEMe.

Hepuannuja 2.14.1. 3a yrao <ab unju kpanu a u b ynne ypeben map
MOJIYIPABUX KaKEeMO na je opujenmucan. Kpak a je modYeTHU Wiad IpBU
a Kpak b Kpajiby UaIu APYTU KPaK TOT OPUjEHTUCAHOT YTJIA.

Hedbunumuja 2.14.2. JIsa opujentucana yraa <ab u <cd xoju mpu-
manajy uCTOj pPaBHU T W mMajy 3ajemHudro Teme (O HA3UBAjy Ce€ UC-
mocmeprum (03Haka: <ab =2 <cd) ako je 3a00BObEH jenaH on ciaenehnx
yCJIOBa:

(1) ako je a =c nuu b = d jeman on yrnosa <lab u <{cd canp:yu OPYIU.
(2) ako je a # ¢ u b # d jeman onm yrioa <ab m <cd mpema yCIOBY
(1) 3amoBomasa penanuje <ab = <ad u <ad = <cd. AKO IOMeHyTH yT-
0B <ab m <cd HUCY MCTOCMEPHU OHIA KAKEMO Na CY CYNPOMHOCMEDHU
(o3Haka <ab = <cd).

3a opujeHTHCaHe yriaose kopuctuheMmo o3Hary <(ab a 3a HeopujeHTHCAHE
osmaxy £Lab.
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Hepunnnmja 2.14.3. /IBa opujertucana yriaa <ab u <cd Heke paBHU
7 ca pasHuM TemeHuMa O U S HA3UBAMO UCMOCMEPHUM U CUMOOIUIKA
obeneskaBaMo <{ab = <cd aKO MOCTOje OPUJEHTUCAHU YTJIOBU <{Pq U (TS
ca TemenuMa penoMm y taukama O u S Tako 1a je 3a MOJympase P, (,T, S:
p=ruq= s nupu yemy je <ab = <{pg u <Irs = <cd.

Teopema 2.14.1. Penauuja ucmocmeprocmu 0eurucana 1wa cKyny yz2a08a
jeone pasHu je Peaauuja exeusasenuuje.

[TocTtynmak nora3mBama OBE TEOPEME AHAJIONAH jeé NMOCTYIKY IOKA3UBAHa
omrosapajyhe teopeme 3a mCTOCMEpHE TMpaBe, C TUM MmTO he OuTU paszma-
Tpano Bume Mmoryhuaoctu Hero 3a mpaBy. OBo Hacraje 360r Tora mro Tpeba
Pa3IUKOBATU CIydYajeBe Kaaa YTJIOBU MMAajy:

(1) 3ajennumuro Teme, (2) pasnuuuTa TEMeHa.

Jenna onm mocsiemuna pesanyje MCTOCMEPHOCTH YIJIOBa je W MOrynHOCT
pasjarama CBUX YIJIOBa HA KJIACE MCTOCMEPHUX yILJIOBA.

Teopema 2.14.2. Ckyn ceuzr opujenmucanur yzaosa K nexe pasru m Mo-
ace ce pasznoxwcumu wa 08a nodckyna K1 u Ko npu wemy cy 360080.meHU
YCAO0BU:

(1) Hoockynosu K1 u Ky wucy npasnu, mj. Ky, Ko # 0,

(2) Hoockynosu K1 u Ky cy ducjynkmmu, mj. K1 N Ky =0,

(3) Ceaxa dsa yeaa uz ucmoz nodckyna cy ucmMocMepHa.

(4) Ceaxa dsa yeaa uz pasHuT nNOOCKYNOBA CY CYNPOMHOCMEPHA.

Jlokas oBe TeopeMe BpIIM Ce aHAJOIHO NOKA3y oaroBapajylhie teopeme y
CcIy4ajy OpHUjeHTallrje mpaBe.

Iedpuuannuja 2.14.4. Cearkn on nBa monckyna Ky m Ko momenyra y
IPETXOAHOj TEOPEMM HAa3UBAMO OPUJEHMAYUJOM WU CMEPOM Y pas3Ma-
tpanoj paBau 7. Opujenramuje K1 u Ko HazuBamo cynpomuum mebhy
cobom. PaBam y K0joj je 3amara jenna opujeHTalMja HA3UBAMO OPUjJEH-
MUCAHOM.

Y amcoJsiyTHOj T€eOMEeTPHUjU TojaM OPUjeHTAIlje HIje TPAHCMUCUOUIAH, Tj.
Moryhe je rOBOpUTH caMO O OPHUjeHTAIM]U HA jeJHO] ajlu He U O OPUjeHTAI]!
Koja Oum Guia 3ajeQHMYKA 3a BUIIE OpaBUX (IITO je ciydaj HOP. y HNOTVIELY
OpUjeHTanuje mapajeaHuX IpaBux y EYKIMACKO] reoMeTpuju).

Taxobe, Moe ce TOBOPUTU CaMO O OPUjEeHTANNjU jeHE UCTE PABHU jep IO-
jaM opujeHTanuje yrioBa y pa3jMUYuTUM paBHUAMA He MOke OUTU Ie(PUHUCAH.

Y Eyrannckoj reoMerpuju 3axBabyjyhm gedpuHmcamy NojMa IapaJieIHOCTU
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Moryhie je nepuHMCATH OpUjeHTAIje HA MKPeE KIace: KIACy MapajesHuX Ipa-
BUX OJHOCHO KJIACy NapaJlieJIHUX PaBHU, NOK ce y reoMerpuju JlobadeBckor
(xunepBoIMYKOj reOMeTPUjK) TAKBE OPUjEHTANMj€e He MOr'Y U3BOAUTY LITO 3HA-
yM fa nojaMm opujeHTtanuje y EykInackoj reoMerpuju npencTaBba TPAHCMIUC-
nbuian a y ANCOJIyTHO] reOMETPUjU U XUIEPOOINYKO] T€OMETPUjU HETPAHC-
MUCUOUIAH TTOjaM.

2.15 IloaympocTopu m pa3Jjarame IIpPpoOCTOpPa
nomohy paBHU

Ilepmuanunuju mojMa moaymnpocTropa mperxoau yBobeme momohHuX pesa-
uuja ”ca ucre crpaHe paBHM® u ’ca pas3sHUX cTpaHa paBHu . Kopucrtmhemo

osmaxe A, B — mu A, B+ .

IMepuanmmja 2.15.1. Heka cy A, B nBe Tauke Koje He mpumauajy pa-
Bau 7. Ako je npurom (AB)N7 = () Tana raskemo ma cy tauke A u B ca
ucme cmpane pashu w. Y cynpotHoM, ako je (AB)Nw # () Tana kaskemo
na cy Tauke A u B ca pasHur cmpana pasHu .

Teopema 2.15.1. Peaauuja "ca ucme cmparne pasnu” je pescyuja exeu-
saneHyuje.

Ilokas oBe TeopeMe BPIIM CE AHAJOTHO NOKa3y oxrosapajyhe teopeme o
penamuju ”ca ucre crpaHe npase”’ y paBHU.

Penamuja ”ca ucrte crpane paBuu’ omoryhyje medpunmcame mojma moIy-
IpoOCTOpA.

Hedbuaumuja 2.15.2. Cryn cBUX Tayaka KOje Cce HAJa3e Ca UCTE CTPAHe
paBHU 7T HA3UBAMO 0Meoperum noaynpocmopom. CKyI Koju ce cacroju
Ol TaYakKa PaBHU 7 M TadaKa IOJYIPOCTOPa HA3UBAMO 3a1ME0DEHUM
NOAYNPOCMOPOM TIPU UYeMy je paBaH M T'paHUlla uan Mebha TOSIyIpo-
cTopa.

Huje Ttemko roHCTaTOBATH I j€ MOJYIPOCTOP jemHO3HAUHO ompelheH memn-
jOM Tj. paBHU T u jemHOM TaukoM BaH Mebe. Axo je pasan m Meba u Tauxa A
He IPUIana PAaBHU 7 OHAA OTBOPEHU HOJynpOCTOp onpebhen Ha oBaj HAUMH 03-
nauasamo (7, A). Oxrosapajyhu 3aTsopenn nosynpocTop ozaadasamo [, A).

Teopema 2.15.2. (OcroBHa Teopema o pasnaramy npocropa) Ceaka
pasan T npocmopa S° pazaance cKyn cOUT 0CMAAUT MAMAKE TOZ NPOCMOPA
Ha 084 0MBOPEHA NOAYNPOCTOPA.
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Iloka3 oBe Teopeme ce BPHIM aHAJOTHO TOKA3y TEOpEME O pasjaramy pa-
BHI Ha OTBOPEHE IIOJIyPABHU.

Teopema 2.15.3. Omeopen u 3amaoper nosynpocmop cy KOHBEKCHY CKY-
noeu Mmauaxa.

Hamomena. OcobGuna pasiarama mpaBe, PABHUA WA IIPOCTOPA j& WHIWBUI-
YaJIHO CBOJCTBO PEryJMCAHO aKCUMOMATUKOM. 3a PAa3JUKy O AIICOJyTHE re-
omerpuje y IIpojekTuBHOj reoMeTpuju jeaHa Tauyka HE BPIIU pa3Jiaraime Ipase,
OMHOCHO jeJqHa PaBaH He BPIIM pa3Jjarame NpocTopa, BelnBe Tauke pasiiaky
npaBy Ha OBa IPOjEKTUBHA OnACeUYKa. Y AICOJIYyTHO] reOMEeTpUju Tadka pa-
3JIasKe MPaBy, & jedHA pPaBaH pa3jaxke OpocTtop. [IBe paBHEU KOje ce Cery
pasnaxy IPOCTOD Ha YEeTHPH Hejia. 1Ppu PaBHU KOje Ce CEeKM Pa3ilaKy IPOC-
TOP HA MAKCUMAJIHO OCaM [AEJOBa, a YeTWPU PABHU HA MAKCUMAJHO [IETHAECT
IeJIoBa.

2.16 JImenmapcka HmOBPII U Ouieap

Hepuannmja 2.16.1. Cxyn tayaka OBejy MOIYPaBHU & U 3 KOje UMa]y
3ajeHUYKY IPAHUIy § U Tadyaka IIpaBe § HAa3uBaMoO Juedapcka nospus a
o3HaUYaBaMo je af.

Hedbununuja 2.16.2. Hexka cy A m B nBe Tauke Koje He TpUNANAjy
ouenapckoj moppmu . AKO MOCTOjU MOJUTOHAJHA JUHU]a KOja chaja
tauke A 1 B 1 kKoja ca auemapcKoM HOBPHIM «ff HEMa 3ajeTHUUKUX
Tayaka, Tamna KaykemMo ma cy rauke A, B ca ucme cmpane duedapcke
nogpwu «ff, a ako TakBa JUHUja He MOCTOju Tama cy Tauke A u B ca
pasauvumur cmpana ouedapcke nospuu «ff. Kao n y ¢BUM nperxoaHuM
cJIyvyajeBUMa, KOPUCTUNEMO MCTE O3HAKE PEJIAIMja Ca UCTE CTPAHe U Ca
pPa3HUX CTpaHa AueTapCKe MOBPIIU.

Teopema 2.16.1. Peaavyuja = af je peaauuja exsusasenyuje.

OsBa Teopema moka3dyje ce aHaJIOrHO onroBapajyhioj Teopemu Be3aHo] 3a
yrao.

Hepuannmja 2.16.3. Cxyn cBux Tayaka OPOCTOPa KOje ce Hajlasze ca
UCTE CTpaHe nuemapcke MOBPIIM «f HA3UBAMO O0MEOPEHUM OUEOPOM.
Axo Taukama muemapcke moBpmm «f DOOAMO OTBOPEH auemap, do0u-
jamo szameopen duedap. Y oba ciyuaja ouenapcka IMOBPIIje TPAHUIA
uinu Meba mmenpa, moaypasuu o u § Ha3WBAMO IJLOCHMMA TOT OUEAPA
a 3aje JHUYKY I'PAHUILY § UBUIOM OVENPA.
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Teopema 2.16.2. Csakxa duedapcka nospuL Npocmopa Pa3nance CKyn oc-
MANUT MAMAKA NPOCNOPaG Ha 0804 0MBOPEHA OUEOPa.

OsBa Teopema IOKa3yje ce aHAJOrHO OAroBapajyloj TeopemMu Be3aHO] 3a
yrao.

Hamomenumo ma 3a cBaky TeopeMy mOKa3aHy 3a YIJIOBE, MOXKEMO (op-
MyJIICATHA W JOKa3aTu oxrosapajyhy teopemy 3a muenpe.

2.17 IleaHoBu cTaBOBU O UJAEHTUPUKAIIjU
IpaBUX, PABHU M IPOCTOPa CA M3BECHUM
CRYIIOBMAa Ta4daka

Teopema 2.17.1. Axo cy A u B dse pasne mauxe wexe npase | mada je

npasa | udenmuuna ca ckynom ' xoju ce cacmoju 00 mauaxa A u B u

ceuzr mavaxa X Koje zadosomasajy nexy 00 mpujy peaayuja: B(A, X, B),
B(X,A,B), B(A,B,X).

Hoxa3. Caemu muperrno u3 Axcuome 11 u Teopeme 2.5.1. O
A
A
C
B
B
Cuura 2.14.

Tarobe Huje Temro nokazatu u ciaenehe Teopeme

Teopema 2.17.2. Axo cy A, B, C mpu nexoruneapre mauke HEKE PABHU
T mada je pasan T udenmuuna ca ckynom T ceur mauaxa X Koje 3a00-
somasajy bap jeony o0 peaayuja: X € I(B,C), X € [(C,A), X € l(A,B),
B(B,AX,C), B(C,BX,A), B(A,CX,B) (Cnuxa 2.14).

Hamomena. Osnaxka [(B,C) osmauasa npasy oapebeny taukama B u C a
osnaxa B(B, AX,C) snaun na cy tauke B u C ca pasaux crpana npase AX.
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Caura 2.15.

Teopema 2.17.3. Axo cy A, B,C, D wemupu nHexomMnaarapHe mauke, ma-
0a je cxyn S ceuz mauaxa npocmopa udenmuuan ca ckynom S’ ceur mauaxa
X «xoje zadosomasajy bap jeony o0 peaayuja: X € w(B,C,D),
X € n(C,D,A), X € n(D,A,B), X € n(A,B,C), B(B,ADX,C),
B(C,BDX,A), B(A,CDX, B), B(A,BCX, D), B(B,CAX,D),
B(C,ABX, D) (Cnuxa 2.15).

Hanomena. Osmaka X € 7w(B,C,D) 3naun na tauka X npunana pasHu
onpebenoj Taukama B, C, D a osznarka B(B, ADX,C') 3naun na ce tauke B u
C' manaze ca pasuux crpana pasau 7(A, D, X).

2.18 JemHOCTPYKO IIOBEe3aHE MOJIMTOHCKE TOBPIIU

JlepuHUIM]Y TOJUTOHCKE TOBPIIN M3BeINeMO y3 IPETXOTHO yBoDheme mo-
mohHuMX penamuja: ”Tadka y IpOCTOM PaBHOM IMOJUTOHY’ ¥ ”Tauka BaH MPOC-

TOI PABHOT MOJUrOHA” .

Teopema 2.18.1. Hexa je dam npocm pagan noasuzor p u nexa je O mayuka
Y WE2080j PABHU KOJa HUje HaA NOAUONY P U a, b nap noaynpasur y pa-
8HU Mo2 NOAUZOHG, Koje umajy 3a kpaj mawky O u Kxoje He cadpxuce HUu
JEOHO meme noauzona p. AKo npu mome NoAYnpasa a UMG Ca NOAUZOHOM
D Henapan 6poj sajedHuvKuUT mavaka mada u noaynpasa b uma Henapan
6poj 3aJeOHUMKUT MAMAKa €4 NOAu2ONOM P. Ako noaynpasa a uma ca
NOAUZOHOM P HYAG UAU NAPAH OPO] 3aJeOHUNKULT ManaKka Mada U NOAYNPAEa
b uMa ca NOAUZOHOM D HYAQ UAU NAPAH 3AJEOHUMKUL MAHAKA.
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Joka3. Osnaunmo ca k(a) 6poj mpecedynnx Tauaka MOTYIPABE ¢ Ca TOJTUTOHOM
p a ca k(b) 6poj mpeceunux Tauaka nomynpase b ca mosurosom p. Ila 6u
NOKa3aJI1 TeOpeMy JOBOJBHO je mokasatu ma je paszmura k(a) — k(b) myna unu
napan 6poj, tj. na je k(a) = k(b) (mod 2).

a4

Ciuura 2.16.

Koncrpynmumo cse nmosmynpase (Camra 2.16) xoje monaze mn3 tauke O u
canpyKe PECIeKTUBHO TEMEHa MOJUroHa P. Heke o TUX MONympaBUX MOTY €€ U
MOKJIOMUTH. Y TOM CJIydajy TaKBe IMOJynpase cMarpalieMo jeIHOM MoyIpaBoM.
AXO mONUrOH P MMa N TEMEHa OHJA OHMA je yKymaH Opoj MOJyIpaBUX Ca IO-
verkoMm y Tauku O jemnax m npu demy je m < n. O3zmauumo ca G1,0as, ..., 0y
Te TOJMyNpaBe NpU YeMy je yBeleH Takas nopenak mna je ag C £(aq,as),
az C K(ag, a4), ce

Haume, oBUX 1M HOJNyIpaBUX Pa3iiasky paBaH T Ha 17 OTBOPEHUX YTJIOBA,
npu ToMe uaMeDy cBake mBe y3acTomHe TOJympaBe Hema TeMeHa, Behcamo
CTPaHUIlA TOJUTOHA P.

Heka je mpu Tome aj monympasa, Taksa xa je a C A(aj,a2). Y Tom
ciyuajy Moske ce moromutu na je u b C L(ay,a2) nmm je b y mHekoMm apyrom
on yraosa (Cnuka 2.17) £L(aj,aiy1), 1 =2,3,...,n— 1.

Axo je momympasa b C A(aj,a2) y Kome je W TOSyHpa G HENOCPETHO
CIemU Ia aKO G cede HEKy CTPaHUIly ITOJUTOHA P, Tana u b cede Ty CTpaHUILy
nosrona p u o6pryTo. ¥Y Tom cayuajy je k(a) = k(b) Tj. k(a) — k(b) = 0.

Axo monympasa b muje y yray 4£(ai,as) sehuanpumep y yray £(asg,as),
MOry HacTymuTu cienehu cirydajesu:

(1) Heka crpanuna nomurona (Cuuka 2.18) ceue cBa Tpu Kpaka aj, az, as.
Tana oHa cede o6e mosynpase a u b.
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Cnura 2.17.

(2) Heka jemna crpannna (Cuuka 2.18) nMa 3a kpaj Tauky Koja je Ha a2
a BWOj CyCemHa CTPAHUIA IOJIA3W U3 T€ TAUKEe M HAJA3W CE Ca APyre CTPaHe
npase onpebene ca az. Tama a cede Ty cTpanumy a b cede m0j cycemay ma je
3a Taj cayuaj k(a) = k(b), tj. k(a) — k(b) = 0.

(3) Hera oGe cycenme crpanune nosurona (Cnura 2.18) umajy 3a kpaj
TauKy Ha MOJyIPaBO] (2 U HEKA ce 00e Haja3e ca UCTE CTPAHE MOJLYIPABE (3
HIOpP. TaMO TIe je moJymnpasa G. Tama ome obe ceKy @ u He ceky b. Amajormo
y cayuajy (4) ome obe cery b a me cexy a. U y cayuajy (3) n (4) paznura je
mapas Opoj.

o o 6 Q) a3

(©)

Ciuura 2.18.

(5) Jemna ox crpanuna monurona (Cuwuka 2.18) Mo:ke mpuUnamaTy MOIY-
npasoj az. Y TOM cayuajy mory mactymmtu curyamnumje (5), (6) u (7). Y
cBuM oBuM cayuajesuma je k(a) — k(b) mapan 6poj mnu myma. Axo ce b He
nanasu y 4(az,as) HEro y HEKOM o1 caenehux yrioBa, Taga ce JIOKA3 U3BOIMA
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uHIyKIMjoM U 3akmydyje na je k(a) — k(b) mapanm 6poj mnu myna. Omnasne
3akmyuyjemMo ma ako je k(a) memapam 6poj tanma je u k(b) memapam 6poj, a
ako je k(a) mapan 6poj umu myna tana je u k(b) napan 6poj nau myma.

Hebunumuja 2.18.1. Heka je p mpoct paBan mosuron m O Tadra y
H,eroBOj PaBHU KOja He TMpUMana MOJUTOHY p. AKO MOCTOjU MOJympaBa
a0 KOja ce HaJla3W y PaBHU IOJUIOHA P, HE CAIPKU HU jeTHO HETOBO
TeMe U MMa Ca p HemapaH O0pPOoj 3aje THUYKUX Tadyaka, Tada KaKeMo Ia je
tauka O yHYmMap noauzoxa p. AKO TaKkBa MOJyIPaBa HE MOCTOJU KAKEMO
na je tauxka O u38aH NOAUZOHA D.

Hebuuaumuja 2.18.2. Heka je p mpoct paBan mosuron. Cryn Tadaka
pPABHU TOT TMOJIUTOHA KOj€ Ce Hajla3e y TOM MOJIUTOHY HA3UBAMO 0MEope-
HOM MOAUZOHCKOM Moepwy. TeMeHa M CTpaHUIE MOJUTOHA HA3UBAMO
TEMEHMa M1 CTpaHMIIaMa IIOJUI'OHCKE IIOBPUIN. OTBOpeHy IIOJINTOH-
cKy moBpm o3HauaBamo ca (p). Ckym cBUX Tayaka OTBODEHE IIOJIU-
TOHCKe TOBPIIU (p) U Tadyaka KOje Ce HaJla3e Ha MOJUTOHY P HA3UBAMO
304MBOPEHOM NOAUZOHCKOM Nnospwu 1 o3HadaBamo je ca [p]. Iomuron p
je rpanuna mau py0 MOJUTOHCKE MTOBPIIU.

Huje Temrko ycranoBuTm ma ce OMI0 KOje OBE TaUyke MOJUTOHCKE MOBPIINA
MOT'Y CIIOjUTU MOJUTOHAJIHOM JUHUjOM KOja 1eJia MPUIaaa YHY TPAIIhOCTHA Pas-

MaTpaHe€ IIOJUTOHCKE IIOBPIIN.

Teopema 2.18.2. Csakxa npasa S Yy pasHu npocmoe pasHoz NOAUOHG P
Koja He cadpocu MU JEOHO MeME Moz NOAUZOHG, UME CG MUM NOAUZOHOM
napar 6poj 30jeOHUNKUT MAYAKA.

Ciuura 2.19.

Iloka3. Hera je S mpouwssosmna tauka npase s (Ciuka 2.19) Koja He mpumana

nosurony p. Ilpema paHuje HaBeIEHO] TEOPEeMU O pasziaramy IIpaBe Tauka S
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pasnake ImpaBy S Ha IBe NOJympase S| M Sz. lIpema nokasanoj Teopewmwu,
aKO IOJIyIpaBa §] MMa Ca IOJUTOHOM p HemapaH OpoOj 3ajeIHUYKUX Tadaka,
Taga UCTO BaKU U 33 IOJYyNPaBYy S9, & aKO IOJynpaBa §1 mMa mapaH Opoj
3aje IHUYKUX Tadyaka Ca IIOJWTCOHOM P WM MX HEMa Tala U IOJIyIpaBa Sp UMa
ca MOJIUTOHOM P mapaH OpPOj 3ajeIHUYKMX Tadvyaka Win ux Hema. byayhwu ma cy
S$1 M Sp OUCjYHKTHU CKYIOBM Tadaka, YKyIaH OPOj IPECEUYHUX Tadaka IpaBe S
u nonurona p usnocu k(s1) + k(s2), na k(s) mopa 6utu napan. O

Teopema 2.18.3. (#Kopnanosa Teopema - OCHOBHA TeOpeMa O pasia-
ramy paBHU HEKUM IPOCTUM paBHUM HOJUroHoM): Ceaku npocm pasan
NOAUZOH HEKE PABHU T PABAANCE CKYN OCMAAUT MAYAKE ME PABHU Ha 080
nodckyna, 00 KOJUT je jedaH 0meEopeHa NOAUZOHCKE NO8PUL, G OPY2U Npeo-
CMABAHA CNOMHAUIBOCT NOAUZOHCKE NOBPULL.

Jloka3. Heka je p mpocT paBaH NMOJIUTOH U HEKA je S MPOU3BOJbHA IIPaBa KOja
“Ma Ca MOJUTOHOM P 3ajeTHUYKUX Tadaka M HE CAApP/KU HU JeTHO TeMe MOJIU-
rora p. IIpeMa IPeTXOMHO] TEOPEMU MPpaBa S UMa Ca IMOJUTOHOM P HapaH Gpoj
npeceunux tavaka (Cuuka 2.20) koje moskemo ozuauutu Pr, Po, ..., Po, npu
uemy je B(Py, Pa, ..., Pa,). Hera je X npoussomna tauka usmeby Py u Py a
Y Tauka mpase s koja je uza P) y ommocy ma P, 1j. Bawu B(Y, P, X, P).

Cuura 2.20.

Tana X pasnaske mpaBy S Ha OBe IOJyIpaBe. DMIO KOjy O BUX, PEIUMO
ony koja canpsku Po, P, ..., Py, obenexumo ca §1. Tauka Y panaske npaBy S
Ha OBe HoJynpase. Heka je So oHa ol BUX Koja canp:u tauke P, Po, ..., Po,.
Kako Ttauka X me mpunama moauroHy P m mpUIana OHOj IIOJYIpaBoj Koja ca
HOJMIOHOM [ MMa HemapaH Opoj 3ajelHUYKUX Tadaka, Tadka X je YHyTap
nosurona p. Kako je Tauka Y y paBHEM MOJWTOHA P M MOCTOJU MOJYTIPABa S2
ca MoYeTKOM y Y KOja ca MOJIMMOHOM P WMa IapaH Opoj 3ajeHUYKAX Tadaka,
tauka Y je BaH mosawmrona p. VI3 opora ciemu na yHYyTPAIIEKOCT W CIIOJba-
LIHOCT IOJUTOHA P HYCY Ipas3Hu ckynoBu. Jla Ou cMo mokasanu na IOJIWUTOH
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P pasiaske CKyIl CBUX OCTAJIMX TAa4daKa HEeroBe PABHU Ha YHYTPAIIHOCT U CIO-
JbAIIHOCT MOJIMIOHA P NOBOJLHO je YCTAaHOBUTHU cieneha nBa cBojcTBa:

(1) yHYTPAIBOCT U CHOJBAINEOCT IIOJUTOHA P HEMAJY 3ajeJHUYKUAX TAYaKa,

(2) cBaka Tauka paBHM TOT HOJUTOHA KOja HE MPUNALa TOM MOJUTOHY IIPU-
namga WK CIOJbAINEOCTU UM YHYTPAIIEBOCTA TOT HOJIUTOHA.

(1) TlpBu cayuaj mokasyje ce MHIUPEKTHO. AKO O y YHYTPAIIHOCTH U
CITOJLAITELOCTY TIOCTOjaJa Heka 3ajenuumdka Tauka M, tama 6m tauka M ®ao
VHYTpallkha Tayka IPEeACTaB/basia KPaj HEKe MOJIYIPaBe ¢ KOja ca IOJUIOHOM
p uMma Henapal 6poj 3ajemamuknx tadaka. C apyre crpame tauka M kao cmo-
JbaIlHa TAUKa ITOJUTOHa Omita 61 Kpaj Heke moaynpase b koja 61 ca moJmronom
p uMaJia mapas OpOj MM HyJIa 3ajeJHUYKUX Tadaka. Y TOM CIyYajy U3 Tadke
M paBHU TOAUTOHA P MOCTOje ABE TMOJIYIpPaBe Koje He CAIPIKE HU JETHO TEeME
MOJIMTOHA P IPU YeMy jeqHa Ol BUX KMMa Ca MOJWUTOHOM P HemapaH a APyra
napaH O0poj wian HyJa 3ajeJHUYKUX Tadvaka INTo je Hemoryhe.

(2) Hpyro csojcrBO noka3yje ce HemocpenHo. Axo 6u M 6una Ttauka
PaBHU MOJIMTOHA P KOja HE IPUMaLa MOJUTOHY P U aKO je G MOJyIpaBa Koja ce
HAJIa3W Y PABHU TOT IOJWUTOHA U HE CAADYKU HU jeTHO TeMe TOT MOJIMUIOHA Taaa
OJIyIIPaBa @ Ca IOJUTOHOM P MU MMa HemapaH O6pOj 3aje THUYKUX TadaKa UIn
HyJa 3ajeIHUYKMX TAdaKa Te je Tauka M uiu Ha MOJUrOHy WM BaH IOJIUTOHA

WM YHYyTap HOJUTOHA YMMeE je TeopeMa JOKa3aHa. ]

IlBe cienelie Teopeme najy OArOBOD Ha NUTAKE jeCy JU yHYTPAIIEHBOCT Y
CIOJBAIIKHOCT MPOCTOr PABHOL MOJUTOHA O0OJACTU WU HE.

Teopema 2.18.4. Hexa cy y pasHu ™ 0amu npocm nosuzon p u 08e pasme
mawke A u B Kxoje ne npunadajy noaueony p. AKxo y pasru ™ nocmoju
NOAUZONHAANG AURUJG KOja nosesyje mauke A u B a ca noauzoHom p Hema
3ajednunkur mavaxa, mada cy mawke A u B obe ynymap uau obe uzsan
NOAUZOHA P.

Hoka3z. Hexa je | = AC1Cy---C,, B nonuronanna nuHUja PABHU T KOja
ca IOJUroHOM D HeMa 3ajenumukux tadaka (Coura 2.21). loosmHO je na
nokaskemo nma cy tauke A u () 06e yHyTp miu o6e Ban nmonurona p. Tana 6u
CcBaKa IBa CycemHa TeMeHa MOJUToHaJHe JuHuje [ 6uiaa oba yHyTap uiam oba
BaH IIOJUIOHA P, a TO 3HAYM A3 0u u Tauke A m B 6umie obe yryTap yau obe
BAH MOJIUTOHA P.

Axo nomynpasa [AC)) He calp:ku HU jemZHO TeMe MOJUTOHA P, Taja HU
nosynpasa ca temenom C koja mpunana mosaynpasoj [AC)) me canpsxu mE
jemHO onm TemeHna mosurona p. Te mee momenyTe moaynpase he cehwm mosm-
ron p y uctum taukama jep xyx (AC) ca momurorom p Hema 3ajeTHUUKMAX
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Cuura 2.21.

ragaka. Jakme, y oBoM ciaydajy cy Tauke A m B mcToBpeMeno yHyTap Mim
BaH HOJUTOHA P.

Axo monynpasa [AC]) caap:u HEKO O TeMeHa NOJUIOHA P, Taxa ¢ 00-
3UPOM Ha TO Aa je OpOj TeMeHa MOJWUTOHA P KOHAUAH, MOCTOjU IpPaBa C] KOja
caapxu Tauky C] u He caipsu HU jenHo Teme moaurona p. C ob3upoMm Ha
TO Ha ce CKyII Koju ce cacToju u3 Tauke (] M OpEcedHnx Tadaka IpaBe C| U
HOJIUTOHA P MOKe JUHeapHO YDPEeIUTU, O3HAUMMO ca X TauKy TOT CKylla ca
ocoburoM ga mameby Tauaxa X m C| mema Opyrux Tadaka TOT cKyma. Taza,
na aysxu X C1 Moskemo yountu tauky Cf ca ocobunom na nosynpasa [ACY)
He CaJIpyKU HU jeTHO TeMe mosuroHa P, a nyx (AC|) Hema 3aje THUUKNIX Tadaka
ca IOJMIOHOM . 3a;cCTa, HOJYIPaBE Ca 3ajeIHMYKMM IHOYETKOM y Tauku A,
Koje campike TemeHa moiurona p cexky ayix (XC) y xomauam 6poj Tadaxa.
Osmaumvo ca C| npoussomny taury myxu (X C1) pazauuury on HUX, TAKO
na uameby rauaka C] u C] Hema HE jenne on nomenyTux tadaka. lysx (ACY)
HeMa 3ajeHUUKMX Tayaka ca CTpaHWIAMa IoJuroHa p na cy tauke A u C o6e
yHyTap nnu obe pan mosmrora p. Takobe mm myx (C]C1) Hema 3ajennmarux
Tauaka ca momurosom p, ma cy u tauke C] u Cy obe ymytap miam obe Bam
nosurona p. Omasne caemu na cy tauke A u C] obe ymyrap uam obe Bam
MOJIUTOHA, P. U

Kao mTo cmo BUOCIN paHMje IIOJIUTOHM C€ MOTYy IOAENUTU Ha IPOCTE N
cioxkene. Y CRJIaOqy Ca OBUM MOKEMO 1 ,HI/IjaI‘OHaJIe IIOJIUI'OHa IIOOCJINTU Ha
OpOCTE M CJIOKEHE.

Hedmaunuja 2.18.3. Kakemo na je nujarosHasia MOIUTOHA NPOCMA, KO
ca TUM IOJMTOHOM HEMA 33jeTHUYKUX Tavyaka. Y IPOTUBHOM je Iujaro-
HaJIa TOJUTOHA caoxucerna. 1IpocTa mujaroHasta Mo:ke OUTU YHYTpPAIIbHA
WV CTIOJbAIIA.
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lebuaumuja 2.18.4. [Ipocra mujaronana MOJUTOHA P je YHYMPAUHG
aKO Cy CBe HeHe TaUvKe CeM KPajlmuxX yHyTap TOr moauroHa. lIpocra
OMjaroHajia MOJUTOHA je CNoLGUHaA AKO CY CBe mheHe TAUKe U3BAH IO0-
JIMTOHA P OCUM HEHUX KPajBUX Tadaka.

Takobe Baske u caemeha TBphema kKja HaBoamMo 0Oe3 moka3sa.

Teopema 2.18.5. Ynympawmwocm U cnosbauwmhocm npocmoz pasroz nosl-
20HQ D CY NOBE3AHU 2EOMEMPUICKU AUKOBU.

Teopema 2.18.6. Csakxa nosuzorcka nogpws Koja uMa 8uwWe 00 Mpu me-
MEHA UM 6D JEOHY YHYMPawWBY OUja20HaAY.

Teopema 2.18.7. Axo je p npocm pasar noauzon ul noauzonasna Aunuja
YUJU ce KPajesu MaAA3e HA4 MOM MOAUZOHY G C8E O0CMALE MAYKe Y MOM
NOAUZONY P MaA0G 084 NOAUZOHAANA AUNUIA | PasaaIce NOAUZOHCKY NOBPUL
02PAHUYENRY NOAUZOHOM D WG 08E NOAUZOHCKE NOBPULU.

Hedbuaumuja 2.18.5. Pasznazame noasuzoncke nospuy Ha mpoyzaore nosg-
PULL HAZUBA CE MPUAHZYAAUUJA NOAUZOHCKE NOBPULL.

Teopema 2.18.8. Csaka nosu20HCcKa NOBPUL MONCE CE YHYMPAUWBUM OUJa-
2OHAAAMA PABAOACUMU HA MPOY2AOHE NOBPULU.

Teopema 2.18.9. Tpoyzaora nospuwi je KOHBEKCAH 260MEMPUICKY AUK.

Teopema 2.18.10. Axo cea memena wexe mpoyzaone nospuu AABC npu-
nadajy KOHEEKCHOM AUKY W, mada cee mayke mpoyzaone nospuu AABC
npUNaOfy AUKY w.

Cnuka 2.22.
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ITokas. Youumo npoussosry Tauky M tpoyraome nmospmu AABC. Ilo-
BOJLHO je mokazatu ga M € w.

Paznukyjemo nsa ciyuaja: (i) Tauka M npunana mexoj onx crpanuna AB,
BC unu AC tpoyraome nospmu, (ii) Tauka M wHe mpunana =Hu jeaHoj o1
crparuna AB, BC u AC tpoyraone mospmmu.

Pasmorpumo nmoraocob cBaky ox oBe aBe MOTyhHOCTH:

(i) Hexa Tauka M € BC (Caura 2.22.a)). Baxum B,C € w un w je
KOHBeKcaH JuK, omakie ciemu BC C w a omasme M € w. Amanormo ce
pasmarpajy u ciayudajesu kana M € AC u M € AB

(ii) Heka je M ymyrpamma Tauka Tpoyraone nospum AABC (Cauka
2.22.6)). Ilpasa AM ceue crpanuy BC'y nekoj Tauku L. Tauka L npunana
nyxu BC|, ma 360or xoEBekcHOCTH Tpunana u auky w. Cana, A, L € w, onaxme
npeMa nokazanoMm aeny teopeme (i) cmemu AL C w, a kako je jom M € AL
crenu M € w.

IHaxne, AABC C w. O

Teopema 2.18.11. Axo cea memena Heke He HEONLOOHO KOHBEKCHE, NPO-
cme, pasue noauzoraare nogpwu P npunadajy KoHE8EKCHOM 2€0MemMpPuj-
CKOM AUKY W, Mada C8e Mauke me NoAUZOHAAHE TLOBPUY NPUNGOAJY AUKY W.

Ciuura 2.23.

Iloxa3. Heka je P mpocra mosuronasna NOBPII TaKBa Ja CBA H-EHA TEMEHA
npunanajy kousekcHo] mospum w (Cuawmka 2.23). Ilospm P ce moske mpen-
cTaBUTH y 00JUKy yHuje Tpoyraouux mospmu A;, i = 1,2,... n (Teopema
2.18.8.), Tj.
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Heka je M npoussomna tauka mospmwm P. Tazna mocroju TpoyraoHa
nospm A, i € {1,...,n} Taxsa na M € A;, A\; C w na ocuoy Teopeme
2.18.10., omakne caemu M € w. Iakae, 36or mpousBosbHOCTH Tauke M ciemn

P Cuw. O

2.19 BwumecTpyKo moBe3aHe IMOJIMTOHCKE IMOBPIIN

CeM MONUMIOHCKUX MOBPIIM KOje CMO OO Cala pasMarpaJu, a TO Cy ouie
jeIHOCTPYKO IOBe3aHe IOJUIOHCKE IOBPIIM, y F€OMETPHUjU Ce pasMarpajy u

BUIIECTPYKO IIOBE3aHE IIOJIUTIOHCKE IIOBPIIN.

Ciuura 2.24.

Hedpmanmumja 2.19.1. Heka je maT mpocT paBaH HOJUIOH D U HEKA j€
{p1,p2,...,pr} roHauan ckyn momurona (Cumra 2.24) kKoju ce Hasaze
y MOJUroHYy p, Koju Mehy coboMm meMajy 3ajeIHWUYKMX Tadyaka, a CBAKU
Ol BUX Ce HAJAa3W M3BaH ocTajux. [losmroHcky moBpmr Koja ce mobuja
Ka,/1a ce O OTBOPEHE MOJUTOHCKE MTOBPIIX P ONY3MY 3aTBOPEHE TOIUTOH-
cke moBpmu [pi], [p2], ..., [pk] HasuBamo (k + 1)—nosesanom omeoperom
NOAUZOHCKOM NO8PpWY 1 0beIekaBaMo je ca

(psp1, P2, L Pk)-

Axo ce OBOM CKyIly Tauaka HOAajy Tadke IOJUIOHA p;, ¢ € {1,...,k},
U Tadyke MOJUroHa p mobujamo zameopeny (k+ 1)—noseszany nospw xojy
O3Ha4YaBaMO Ca

[pip1, P2, Dk
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TMospmu yBemene mpeTrxomHoM medUHUNUjOM 3BalieMO U BUULECMPYKO NOBE-
3AHUM NOAUZORCKUM NOBPUUMA. JacHO, 0OMUYHA TOJUTOHCKA TOBpI je 1-
HoBe3aHAa.

Temena w® wBUIlE TOJUTOHA U3 KOJUX ce cacTtoju py6 moBpmm
(p;p1,P2, "+ , Pk) 30BeMO memeruma u usuyama me (k+1)-nosezane nosu-
2oncke nospwiu. Ilyswu Koje cmajajy TemeHa moBpmu (p;Pi, P2, ,Dk), &
HIICY H-€HE WBUIE, HA3WBAMO OUJAZOHAAAMA TNE NOBPULL.

HI/Ije TEINKO OJOKa3aTU Cﬂezxehe TEeopeMe:

Teopema 2.19.1. Axo je mauxa O ynymap (k + 1)—nosesane omeopere
NOAUZOHCKE NOBPUIL U AKO Je a4 NOAYNPasa koja uma 3a xpaj mawky O u
He cadpacy WU JEOHO meme NOAUZOHG P, D1, P2+, Pk, OHOG NOAYNPABA G
UMQ Ca PYOOM Me NOSPWU HENAPAH OPOJ 3ajeONUNKUT MAYGKA.

Teopema 2.19.2. Ma xoje dee mauke y npocmoj (k+1)-nosezarnoj noauzon-
CKOJ NOBPWY Y8ex ce MO2Y CNOJuImU jeOHOM NOAUZOHAAHOM AUNRUJOM KOja
npunada Mmoj NoAu2OHCKO] NOSPULL.

Teopema 2.19.3. Ma xoje dee mauxe ussan (k + 1)—nosesane noauzon-
CKE NOBPULL MOZY CE CNOJUMU NOAUZOHANHOM AUHUJOM [, makeom da Hema
3ajeOHUNKUT ManaKa ca noauzonom p, mj. LNp = 0, uau je 6poj npecennuz
MaaKxa napaH.

Teopema 2.19.4. Axo cy P u Q) dse mauke y pashu (k+1)—nosesane no-
auzoncke nepwu u P ynymap a QQ san me, oH0G C8AKA NOAUZOHAAHA AUNHUJA
xoja cnaja mavwke P u Q a npunada pasnu moz noauzora uma wenapar 6poj
3aJeOHUNKUT MaAuaKa ca PYOOM Me NOAUZONCKE NOBPUYU & AKO CaOPHCU 00
cmparuye om0 UM OECKOHAUHO MHO20 3AJEOHUNKUL MAUAKA.

I/I3 ﬂe(bI/IHI/IHHJe BUIIECTPYKO IIOBE3aHUX IMOJUTIOHCKUX IMOBPIIY HEIIOCPEAHO
cnemu ma 3atsopena k + l-moseszana monmroncka mospm [p; p1, P2, , Pk] Pa-
37a5ke paBaH KOjoj NpUIaia Ha MoJuroncke nospmu (p1), (p2), -+, (pk) u
CIIOJbAIIIHLOCT IIOJUI'OHA [p] Ha NCTU HaYUWH KaO 3a IIOJIMI'OHCKE IIOBpHIN U Yy
OBOM CJIyYajy Ce MOT'Y HOKa3aTu cieneda TBpDhema:

Teopema 2.19.5. Axo y pasnu (k + 1)-nosesane noauzoncke mnospuiu
(p;p1,D2, -+ ,Pk) MOCMOjU Noauzonasra aunuja | Koja nosesyje mauke A
u B xoje ne npunadajy menom pyoy, mada axo mawke A u B nucy mauxe
CNODHAUBHOCTIY NOAUZOHG P, NPUNAIAJY MAYHO jJeOHOM 00 AUK08A

(pip1,D2, -+, Pk)-
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Teopema 2.19.6. Csaxa (k + 1)-nosesana nosuzoncka nospus je noee3an
2COMEMPUJCKU AUK.

Teopema 2.19.7. Ceaxa (k+ 1)-nogesana noauzoncka noepuw ca suuie 00
mpu memena uma 6ap jeony yHympawny Oujaeorany.

Teopema 2.19.8. ITocmoju mpuareyasayuja ceaxe (k+ 1)-nosesane noau-
20HCKE NOBPUWIL BEHUM YHYMPAWBUM OUJAZONAAAMA.

2.20 PorsacTe moBpIIM U POrJ-EBU

Hepnuannuja 2.20.1. Axo je aj,as,...,a,(n > 3) konavan HU3 Meby
cOOOM PA3IMUYNTHUX MOJYNPABUX Ca 3ajeTHUYKAM MOYeTKOM y Tauku O,
O KOjUX HUKOj€ TPU y3aCTOIHE HUCY KOMILJIaHAPHE, OHNA CKYI KOjU Ce
cactoju on tauke O, CBUX MOJYyNOPaBUX G1,d2,...,0, WU CBUX OTBOPEHUX
yraosa £(ay,aq), L(az,as), ..., £(apn—1,a,) HA3UBAMO 0MEOPEHOM DO2-
macmom nosgpuwu. Tauxky O Ha3UBAMO BPXOM WJIM TEMEHOM, MOJyIpaBe
a,az,...,a, uBUIAMa a yriaose £(ay,az), £(az,as), ..., L(ap—1,ay) uBUY-
HUM yTJOBAMA WJIM IJbOCHUMA T€ porsbacre nosppmu. Visume a; u ay,
HA3UBAMO KPajhuM a OCTalle YHYMPawmum uBANaMa. AKO HaBEIEHOM
CKyIly Tadaka mojgaMo u tauke yria £(a,,a1) DodujaMo zameopeny poe-
MHacmy nospui, KOjy HazmpaMo kpahe pozmwacma nospul.

Pormacra moBpm Moke ma Oyme mpocTa U CIIOKEHA.

Hedbuaumumja 2.20.2. Porsacra moBpI je npocma ako HUKOj€ IBE MJIbO-
CHU HEMAJy 3ajeTHUYKUX TavyaKa CEM MITO UMAa]jy 3a)€THUYKO TeMe U IITO
cycemHe TJLOCHU WMAjy 3ajeqHUYKEe WUBUIE. Y MTPOTUBHOM POTJHACTA
TOBPIII j& CA0NCENA.

Paznukyjemo u jemHocTpaHe M BUIIECTPAHE POTJHACTE IOBPIIU.

Hepuannuja 2.20.3. Pormacra moBpi je jednocmpana aKO TOCTOjU pa-
BaH KOja CaAPKU IEHO TeMe MOK Ce CBE OCTAaJie TAYKe Te IMOBPIIU Ha-
Jla3e ca UCTe CTpaHe Te PaBHU. AKO TakBa PABAH He IIOCTOJU POTJLACTY
MOBPIIl HA3UBAMO SUULECTNDAHOM.

Hebuaummja 2.20.4. IlBe Taure Cy ca ucme cmpame npocme pozmbacme
Nno8PWY aKO TOCTOJU TMOJUTOHAJHA JIMHUja y MPOCTOPY KOja claja Te
IBEe TAYKe W HEMA Ca POrJbACTOM ITOBPINU 33jeIHUYKUX TadaKa. ¥ MIPO-
TUBHOM CYy CQ PA3nur cmpana pozmacme nospwu. lIloMenyre penamnuje
0O3HaYaBaMO Ka0 U Y NPETXOTHUM CJIYyYajeBUMA.



70 2. T'eomerpuja moperka

Hepunnnmja 2.20.5. Cxyn cBuxX Tavyaka Koje Cy ca UCTe CTPaHe IPOCTe
porJ/bacTe MOBPIIU HA3ZUBAMO PO2ab.

Amnasoruo ogrosapajyiuMm TeopemaMa U3 IPEeTXOAHUX CIIyvyajeBa JOKa3yje

ce n cneneha OCHOBHa TeopeMa

Teopema 2.20.1. (sKopunanosa Teopema) Caaxa npocma zameopena poz-
MHACMA NOBPU NPOCMOPA PABAANHCE CKYN OCMAAUT MAYAKA NPOCMOPA HQ
0aa omeopera nodcKyna.

Csakm on nBa MOMEHyTa HOJCKYyNa Hpencrasba porasm. Camy pormacty
[IOBPII HA3WBAMO I'DAHUIOM miu MeHoM cBakor on TUX pOTJhEBA.

Hedmaunuja 2.20.6. Hera je nara mpocropua ¢urypa ® u mexa pasan
m. PaBan 7 je pasan ocaonua fueype ® axo mma ca HOM 3aje THUYKUX
Tavaka, Ipu YeMy Cy CBe ocraje Tauke ¢purype ® ca mcre crpane pa-
BHU 7.

Jlako ce morasyje cimeneha Tteopema

TeopeMma 2.20.2. Ako je kK00 HEKO2Z N-Mmocmpanoz pozwa pasar odpehera
OUAO KOJOM NAHOCHU MOZ PO2/bG PABAN OCAOHUA MO2 PO2nba, Mada je maj
PO2as KOHBEKCAN.

Iedpuuauimja 2.20.7. Porspacra moBpin je koneeKkcHa aKO TPEICTABIBA
IPAHUIY HEKOT KOHBEKCHOT POTJba.

Hamomena. Komsekcuocr (n — 1)-auMensuone ¢urype y n AUMEH3MOHOM
IPOCTOPY ce OedUWHUINe Ha Taj HAYMH IITO Ce IMoCMaTpa KOHBEKCHOCT T-IU-

MeH3uoHe (urype umjy meby mpemcraBma pasmarpama (n — 1)-mumensuona
¢urypa.

Teopema 2.20.3. Ceakxu xongekcan pozams moxnce ce npecehu uzgecHom
PasHU MaKo 0a npecex byde KOHBEKCHA NOAUZOKAAHA TLOBPUL.

Ilokas. Hexra je Oajas . ..a, (Cnura 2.25) xousekcan porasmn. JlokaskuMo ma
MOCTOjW paBaH 0 KOja ra cede MO KOHBEKCHOj MOJUTOHAIHO] moBprmu. Heka cy
A n As 6uno koje mBe Tauke Ha uBUNaMa a1 u ag. llpasa (A1, A2) paznaxe
paBal mmocHu (aj,az) Ha nBe moxypasHu. O3HAYMMO ca T paBaH Te MJLOCHU
a ca T mosgypaBaH Kojoj je py6 mpasa [(Aj, A2) u koja campwu Tauky O.
Hexra cy zatum As, Ay, ..., A, IPOU3BOLHE TAUKE PEIOM UBULA U3, - - - , (-
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Cuura 2.25.
Osmaummo ca 73,...,T, [ODOJIYPABHU KOje WMAajy 3a TDAHUIY IPaBY
[(A1, As) u canpswe penom Tauke Az, Ay...,A,. Ilonypasuu 73,74, ..., T

HaJa3e ce ca MCTe CTpaHe PaBHU T jep je porass KOHBEKCAH, Te Ca HOJypPaBHA
1 3akaamnajy koHBekcHe muenpe. O6enesxumo te muenpe ca Pg, $y, ..., Dy,
CBu 0oBU muenpu WMMajy 3ajeJHUUYKy IJLOCAH 7] U Haja3e ce ca MCTe CTPaHe
pPaBHUM T Ma y TOM CKyIy Quenapa MOCTOjU AUenap KOju je Caap:KaH y CBUAM
ocTaJuM auenpuMa Tor ckyma. Heka je To muemap Pp. Hera je M mpowms-
BOJLHA Tauka yHyTap muenpa Pp u Heka je 0 pasaH Koja caap:xu Tauxy M
u npasy [(Aj, Ag). Taure A3, Ay,..., A, Hanaze ce ca oHe cTpaHe paBHU O
ca koje muje Tauka (), Te momympase koje campse mysu OAsz, OAy,....0A,
Tj. wuBUIE a3, a4,...,0, OPOAUDPY paBaH o y Taukama P53, Py...P,. Ha
Taj HAUMH paBaH O ceue WhocHu (ai,az), (az,as),...,(ap,a1) mo mymuma
A1Ay, APy, P3Py,....P, A1, aneo poraw Og,ay..q, 1O MOIUTOHCKO] HOBPIIN
A1AsP3Py ... P,. Kako je poram Og,q,..q, KOHBEKCAH U DABAH 0 KOHBEKCAH
JUK TO je U BUXOB Ipecek, Tj. moauroncka mospm AjAsPj3... P, xompekcan
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DEOMETPUjCKU JIVIK. O

Teopema 2.20.4. Axo je dama jeOHOCMPANG, KOHEEKCHA PO2AHACTAG NOSPUL,
maoda NOCMoju Pasar Koja ceue c8e uBUUe me Pozbacme Nos8PuLl.

Cnura 2.26.

Ioka3. Tloctoju paam 7 koja campskm tauky O (Cnmra 2.26) a cse oc-
Taje TAuKe T€ POrJLCTE MOBPIIM HAJA3E CE Ca UCTE CTPAHE PABHU . Y OUMMO
IPOM3BOJLHY IPaBy P y PaBHU T u IpousBobHe Tauke Ay, As,...,A, na usn-
nama porsacrte nospmu. OGeneskuMo ca T HoJdypaBaH Kojoj je meba mpasa
P u koja canp:xu Tauxy O. Oszmauumo ca 01, 02,...,0, TOIYPABHA Ca 3aj€.I-
HUYKOM TPAHUIIOM P Koje caap:ke pemom Tauke A1, Ao,...,A,. Cse Te Tauke
Cy Ca WCTe CTPaHe PaBHU T, TE€ IOJYyPaBHU 01, 09,...,0n, CA MOJYDPABHU T|
saxBaTajy komBekcHe muenpe Pi, ®o... P,. Ocrarak Teopeme norasyje ce
AaHAJOTHO HPETXOIHO] TEOPEMHU. O



Jleo 3

I'eomeTpuja mosmemapa

3.1 Ilomuemapcke moBpmu. Ilosmenpu

Ia 6bucMmo meduHMCAIN MOjaM TOJMENAPCKE MOBPIIM HOTPEOHO je Hajupe

nedpmHUCATHA IIOjaM JIAHIIA IOJUTOHCKUX IIOBPIIN.

Hedbuaumuja 3.1.1. JlaT je HU3 TOMUTOHCKUX MOBPIIU W1, W3, ... ,Wn,
IpU YeMy CY CBaKe ABE Y3aCTOIHE HMOBPIIU Wi,W2; W2,W3; ...; Wn_1,Wn
CcycenHe IMOJUTOHCKE HMOBPIINU Tj. UMAJjy jenHY 3ajeqHUYKYy CTPaHULy. Y
TOM CJIyYajy OBAKAB HU3 MOJUTOHCKUX MOBPIIN 00Pa3yje Aarat noAuzoH-
CKUT Moepwiu. 38 TOIUTOHCKE MOBPIIM W1,W, KAKEMO Ta Cy Be3aHe
JIAHIIEM HOJIMTOHCKUX IMOBPIIUA W2, W3, . . . , Wnp—1, KO W1, W3, . . . , Wy HOPMU-
pajy JaHaIl MOJIUTOHCKUX IOBPIIU.

Hepmannuja 3.1.2. Cxkyn DOIUTOHCKUX HOBPIIUA Wi,Ww2,...,W, j€ jed-
HOCMPYKO NOBE3aH, aKO Ce CBAKe MBE MOJUIOHCKE MOBPIIU M3 TOT CKYIa
MOT'Y IIOBE3aTH JAHIEM I[OJUIOHCKMX MOBPIIX KOJU je CACTaBJLEH U3
[IOJIMCOHCKUX HOBPIIM TOT CKYIA.

Hedpmanmuja 3.1.3. IloBesan ckyl NOJWTOHCKUX IMOBPIINX HA3UBAMO N0-
AUEDAPCKOM NOBPWL, AKO CY 3aI0BOJeHU ciaemnehu ycimoBu:

(1) Ceaka Iy Ha CTpaHULIY HEKe O IOJUTOHCKUX MOBPIIU JATOL CKYyIIa
MOKe Jna mpumana pyoOy joIl caMo jeqHe MOJUTOHCKE MOBPIMU U3 TOT
CKyTA.

(2) Cmare mBe cycemHe MOJUIOHCKE MOBPIIM M3 TOL CKYIa IPUIANA]Y
IBEMa PA3HUM DABHUMA.

Hebuaumuja 3.1.4. Ckyn cBux Tadvaka HOJUEAAPCKE MOBPIIU W, KOje
ce HaJla3e HA TPaHUIAMa HeHUX IIJLOCHU U KOoje NMpUIanajy T'DAHUIN

73
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caMoO jeqHe IMOJUTOHCKE IOBPIIM M3 TOr CKyIa, HA3UBAMO pYyooMm Te
IIOBPIIN.

Iepmaummja 3.1.5. Ilonrenapcky moBpin koja uma pyd HA3UBAMO 0M-
B0OPEHOM NOAUEIAPCKOM NOSPWL, & TTONUEeIAPCKY IOBPII Koja HeMa pyo,
3a4MBOPeEHOM NoAUEIGPCKOM nospuw. IloauroHcke mMOBpIM OX KOjUX je
cacTaBJ/beHa jeIHa MOJreIapPCKa MOBPII HA3UBAMO IIJbOCHUMA, IIOJIUE I P-
cke noBpmu. CTpaHuile TUX MOJUTOHCKUX MOBPIIM HA3UBAMO MBUIAMA
noJauenapcKe MOBPIIX, & TEMEHA TUX MMOJUTOHCKUX MOBPIIX TEMEHUMA
moJime 1apcKe MOBPIIN.

[Monuenapcke moBpmm MOry OUTH IPOCTE U CIOKEHE.

Hepunnnmja 3.1.6. Axo HEKOje OBe MIHLOCHU MONMEAAPCKE MOBPIIU HE-
Majy 3ajeTHUYKUX TavaKa CeM IMITO CyCeTHE MMAa]jy 3ajeTHUYKY UBUILY U
IIJbOCHU KOj€ Ce€ CYyCTUUy Yy HUCTOM TEMEHY UMajy 3ajeqHUYKO TO TeMe,
MOJINE IAPCKY MOBPII HA3UBAMO NP O0CMOM NOAUCOGPCKOM NOBPULL. Y TIPO-
TUBHOM HA3UBAMO J€ CAONCEHOM NOAUCOAPCKOM TOBPULL.

Teopema 3.1.1. Hexa je w npocma szameopena noasuedapcka nospuw, O
mayka Koja He npunade moj nospwu u a u b nap noaynpasur Koje umajy
sajeonuyry kpaj O, we cexy wu jedny usuyy HUMU cadpace HEKo meme
noauedapcke nogpuwu w. Tada, axo noaynpasa a uma Henapar 6poj 3a-
JEOHUNKUT MaA%aKa ca NOAUEIAPCKOM NOBPUWY W, Ma0a U NOAYNPA8a b uma
ca NoBPWU W Henapar 6poj 3ajednuskur mavaxa. HUwnaue, axo noaynpasa
a UMG CG NOAUCOAPCKOM MOBPULY W HYAA UAU NAPAH OPO] 30jeOHUMKUT
masaxa, mada u NOAYNPasa b uma ca noAuEOAPCKOM NOBPUY W HYAL U
napar 6poj 3ajeOHUNKUT MAYAKa.

Jloka3. OsnunmMo ca 7 paBan onpebeny nomynpasama a u b. Axo cy a u b Ha
jemHoj mMpaBOj P OHAA O3HAUMMO Ca 7T MPOU3BOJLHY PABaH KOja CaIPKU IIPaBY
p (Couka 3.1). Mory macTynutn asa ciaydaja:

(1) PaBan 7 He caap:Ku HUM jemHO TeMe MOJMeNapCKe mMoBpmu W. Tana
paBaH T cedve MOBPII W IO KOHAYHOM Opojy moswurona. O3HaumMo ux ca
P1,...,Ps. OHE Hemajy 3ajemHnurmx tadaka MeDhycoboMm jep paBaH 7 He
canp:M HU jelHO TeMe IoJurenapcke mospmu w. [Ipu ToMe ce tauka O Hatazu
Y U3BECHOM OPOjy MOJIUT'OHA, PEIUIMO P1, . . ., Py, U BaH MOJIUTOHA Dypt] - - -, Ps-
Osnaunmo ca k(a) ykyman 6poj mpeceynHux Tauaka TOJyTIpaBe @ ca MOJUTO-
HUMA D1, ..., Ps Tj. ca MOJUTOHAIHOM noBpmm w a ca k(b) ykynan 6poj npece-

YHUX Tadaka moJymnpase b ca moauronuma pi,...,Ps, Tj. ca noBpmm w. Kako
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)

Ciuga 3.1.

je tauka O y moiuronuMa pi, ..., Py DOIyOpaBe a u b mmajy ca TUM moJuUro-
HUMa Hemapad 6poj 3ajenauukux tadaka Te he k(a) u k(b) 6utu ucrospemeno
HENMAPHU WM MUCTOBPEMEHO MAPHU y 3aBUCHOCTH OJ] TOTa Ia JU je 1 mapan
uiIu HemapaH OpPoj.

Kaxko je Tauka O u3BaH CBAKOT O TOJUTOHA Prytl, - - - , Ds, HOAyTIPaBE @ U
b mMajy ca cBakuM on HEMX IO HyJa WIM HapaH OpOj 3ajeQHUUKMX TadaKa,
na he ykyman ©poj mpecevyHuX Tadaka IOJNYyHOPAaBUX G U D ca IOJUTOHUMA
Pm+1, .-, PDs OUTH HyJIa UJIN HapaH.

IIpema Tome Gpojesu k(a) u k(b) 6uhe nucrospemeno mau oba HemapHa
unu o6a napra miau mysae. IIpema tome Basku k(a) = k(b) (mod 2).

(2) PaBam 7 cangpskm Heko Teme mospmm w. Tazma mocroju mosyunpasa
¢ ca xpajem y tauku (O TakBa ma pasuu ompebeme momympasama a,c u b, c
He calpske HM jeiHO TeMe HoBpmu w. Ilpema nokaszasom meny (1) mmamo

k(c) = k(a) (mod 2) u k(c) = k(b) (mod 2) onaxxne je k(a) = k(b) (mod 2). O

OBa teopema omoryhyje medpunucame mojMa mogueapa.

Hedbuaumumja 3.1.7. Heka je w mpocTa 3aTBOpEHA MOJTUTOHAIHA TTOBPIINA
O Tauka mpoCTOpa Koja He MpUIaaa TOj MOBpHK. AKO mpu TOME MOC-
TOju TOJIyIpaBa a ca kpajeM y Tauku O Koja He caap:KU HU jeTHO TeMe
MOBPIIU W U HE CeUe HU jeqHY IHEHY UBUILY & MMa Ca MOBPIIU W HEMapaH
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Opoj 3ajemIHUYKUX Tadyaka, KakeMo ma je tauka O yHymap nospuu w.
Y cympoTHOM, akKO TakBa IOJylnpaBa He moctoju, Tauka O je uszgam
noepuy w.

Hepunnnmja 3.1.8. Hera je w mpocra 3aTBOpEHA MOIKE1aPCKA TOBPII.
Ckyn cBUX Tadaka OPOCTOPa KOje ce Hajla3e yHyTap MOBPUIM W Ha-
3UBAMO YHYMPAWHOCT, UIU 0ME0PeRU noauedap a O3HaYaBamo ra (w).
Ckyn cBUX Tauyaka OTBOPEHOr mojuenpa (w) U Tavaka IOBPIIA W HA3U-
BAMO 3aME0PEHUM jeTHOCTPYKO MOBE3aHUM IMOJUEIPOM U O3HAYABAMO
ra [w|. IToBpm w npencrasiba rparuny niu Mebhy cBakor ox nosnnenapa
(w) m [w].

Teopema 3.1.2. Csaxa npasa xoja He cadpucu Hu jeEOHO meme U He ceve
HU JeOHY UBUYY NPOCME 34MBOPEHE NOAUECIAPCKE NOSPUWY W UMG CA MOM
NOAUEOAPCKOM NOBPULL HYAA UMY NAPAH OPOJ 3aJe0HUNKUT MaA%aKA.

Jloka3s. Heka je s mpaBa Koja He CaIp:KU HU JeJHO TeMe IOJUeNapCKe MOBPIITI
w u Heka je S Tauka mpaBe S KOja HHUje Ha MOBPIIM W. lIpema MO3HATO] TeO-
peMu Tauka S pa3iaske CKyI CBUX OCTAJIMX Tadaka mpaBe S Ha JBe HOJyIpaBe
s1 u Sg. CarjacHo mPEeTXOIHO] TEOPEMU aKO HOJyIpaBa S] MMa Ca ITOBPIIN
w HemapaH OPOj 3ajeHUYKMX TAavaKa TO UCTO BAKU W 33 MOJNyHpaBy So. VH-
adJe, aKoO MOJyIpaBa S| MMa Ca NOBPIIM W HyJla UM NapaH OpOoj 3ajeTHUUYKUX
Tavyaka WMCTO BayKM W 3a MOJyIpaBy S9. KRako cy §; u So mucjyHkTHe Owmhe
k(s) = k(s1) + k(s2). Kaxo je k(s1) = k(s2) (mod2) to k(s) mopa Gutu

napad 6poj UIM HyJIa. O

Ciuura 3.2.

Teopema 3.1.3. (iKopnanosa Teopema o mommenpuma) Ceaka npocma
30MB0PEHA NOAUECIAPCKA NOBPUL W PAAAGACE CKYN OCTNAAUT MAYAKE NP OC-
mopa Ha 08a nodckyna 00 KOJUT je jedar YHYMPaUwBocm a 0pyzu CNnosba-
WHOCMm NOBPUWY W.
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Iloxa3. Heka je s npasa (Cunura 3.2) Koja mMa ca DOBPIIK W 3aj€THUYKUX
Tavaka, He CAOP:KU HU jeJHO TEeME W He ceue HU jenny mBuily. IIpema mperxon-
HOj TeopeMu ImpaBa § UMa Ca MOBPIIM W mapaH O0poj 3ajemunurux tadaka. O3-
Haummo ux Si,S59,. .., Tako na sawuB(S1,Se,...,S%). Heka je P mpo-
u3BOMLHA Tauka Taksa maa je B(S1, P,S2) a P/ Tauka Taxsa ma je B(P',S1, P).
Taukom P mpaBa S pasioskeHa je Ha aBe moJaynpase. Heka je p oHa on muUX
KOja CAIp:KM Tauky S1. Y TOM Cilydajy IOJylpaBa P UMa Ca IOBPLIA W CAMO
jemny sajemmmuky Tauky S7 Te je Tauka P ymyrap mospmm w. Tauxa P’
trakobe pasmaxe mpaBy S Ha mBe mosiynpase. Heka je p/ oma om mux koja
npunaa moaynpasoj p. Ha ocHOBY pedenor mosmympasa p’ Hema 3ajeTHUUKAX
Tauaka ca MOBPIIM W, ma je Tauka P’ m3panm moBpmm w. OBUM je IOKA3aHO
na yHYTpAm®BOoCT (W) U crnobamibocT (W) MOBPIIM W HUCY NPA3HU CKyTOBU
tavaka. Jla Ou cMO mokaszanau Ja MOBPII W pa3jarke CKYI CBUX OCTAJIUX TadaKa
npoctopa Ha ckynose (w) u (W) moBOMHO je ycTamosuTu caenehe:

(1) (W) N (@) =0,

(2) wU (W)U (w) = S3.

(1) Hoxka3 uszsomumo unupextauM mytem. Heka je O € (w) N (W) u meka
je a mpou3BoJLHA TTOIyIpaBa ca nodyerkoM y Tauku O Koja He caap:ku HU jeIHO
TeMe W He cede HU jelHy MBUILY IOBpmHU w. Kako je Tauka O yHyTap moBpIu
w tj O € (w) To momympaBa @ MMa ca MOBPIIM W HemapaH OPOj 3ajeTHUYKAX
tagaka. C apyre crpase O € (W) Tj. mpunaza CHOJbAMIKOCTU MOBPIIU W TIa
OoJIyIpaBa @ W HOBPUI W MMajy HyJIa WX HapaH Opoj 3ajeIHWYKMX Tadvaka,
mro je memoryhe ma je (w) N (@) = 0.

(2) Horasz ussoammo menocpenuo. Axo je O mpomsBo/bHA TauKa IPOCTOPA
KOja He TpUNaaa TMOBPIINA W U ¢ TIPOM3BOJLHA TIOIYTIpaBa ca kpajeM y Tauku O
KOja He Caap:KU HU JeTHO TeMe IMOBPIIU W U He CeUe HU jeqHY UBUILY T€ MOBPIINA
Taaa MOJyIpaBa @ MMa Ca INOBPIIM W WU HemapaH Opoj 3ajeTHUYKUX TadaKa
WU HyJla Wi TTapaH O6poj 3ajelHUYKUX Tadaka, Tj. O € (w) nmu O € (w) O

3.2 TomoJsomike ocobmHE IOJIEnapa

Y reomerpuju moimenapa MOIY Ceé Pa3IMKOBATH JBE BPCTE OCOOMHA IO-
arenapa U TO TOLOJONIKE M MeTpudke. Tomosomke 0coOUHE ce MOTY U3BECTH
13 aKCUOMAa VHIMICHIUjE U NOPETKA HOK CE€ METPUYKA CBOJCTBA MOTY HOCMa-
TpaTH TEK IOCJIe yBohema akcmoMa MOy AAapHOCTH. [IPHIMKOM IpoydaBama
TOIOJIOMIKNX OCOOMHA HOJIMenapa yBoJe ce moMohHe pemamuje u To:

(1) penanuja MHOIMIEHTHOCTY TEMEHA, UBUIA U IJLOCHU HOJIMEIADA,

(2) penanuja usomMopdHOCTH U

(3) pesmanuja DyamHOCTH ABA MOJUEAPA.
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Heduanunmja 3.2.1. Kox Heror monmenpa Cy unyudeHmmu:

(1) jemHo Teme U jenHA MBHUIA AKO CE TO TEMe MOKJIAIA CA jeIHUM KpajeM
uBUIE,

(2) jemHo Teme m jemHa MJLOCAH aKO Ce TO TeMe MOKJAala Ca jeIHUM
TEMEHOM Te MJLOCHU,

(3) jemna uBUIA U jelHA MHOCAH AKO C€ TA MBUIA IOKJIANA CA j€IHOM
CTPAHWUIIOM T€ MJHOCHMU.

He¢uuaunuja 3.2.2. Ilsa nonuenpa F u F' HazuBaMo uzomop@num axo
u3Mmely TeMmeHa, MBUIA U IJbOCHU mojauenpa F u TemMeHa, wBUNA U
mbocHU mosmenpa F' mocToju TakBa Oujeknuja y KOjO] WHIIMICHTHUM
TeMEHUMa, UBUIIAMa U MIJLOCHUMA oauenapa F oaroBapajy pecrneKTUBHO
VHIUICHTHA TeMeHa, UBUIe U IJhbocHu nosmenpa F'. TakBy Oujermujy
HA3UBAMO U30MOPHUIMOM NOAUEDAPA.

Hemocpenno MokeMO 3aKBydUTH Oa je pejanudja M30MOPQPHOCTU IIOJIU-
emapa penanuja ekBuBajennuje. CTora ce CKyI CBUX HOJMeAapa MPOCTOPA
S3 MoMe pasBpCTATH y KIACE CKBUBAJCHIWJE KOJje Cy CACTABILEHE O y3a-
jaMHO m30MOpQHUX monuenapa mpocropa S°. TaKBUX KIaca eKBUBAJCHINL]E
uma beckornayno Mmuoro. OcobuHe KOje Cy 3ajeqHUUKE 3a CBe HOJUEAPE U3 UCTE
KJace, Ha3WBaMO TOIOJIOIIKUM OCOOMHAMa IPOM3BOJHHOL MOJUEApPA U3 pPa3Ma-
TpaHe KJjace. 3HAYM, OMIO KOjU MONMenap M3 HEKe KJace MOKE MOCIYKUTU
Kao MPEICTABHUK CBOje KJace y MOrJIedy TOHOJOmKuX ocobumua. Ocum Tora
npoydJaBame TOHOJIOMIKAX OCOOMHA y OKBUDPY jenHE KJIACe HOJUenapa OMOry-

hasa YIIO3HaBalk€ TOIOJIOIONKUX ocobuHa noauegapa u3 AyaJHe Kiace.

Cuura 3.3.

HNedpunannuja 3.2.3. IIsa nomuenpa F' u F' mazusamo dyaarum (Coura
3.3) ako m3mebhy TemeHna, uBMIA 1 IJHOCHU Tonueapa F u mmocHu, nBuna
u TemeHa nosueapa F’ mocToju 6ujeKTUBaH OQHOC Y KOME WHIUICHTHIM
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TeMEeHMMa, UBUIIAMa U IMJLOCHUMA moJsmenpa F' oarosapajy penoM WH-
U IeHTHe IJLOCHU, UBUIIE U TeMeHa moauenpa F'.

Henocpenso u3 nepuunnuje 3ax/pydyjeMo na je peslanuja LyaJHOCTH IIO-

auenapa aHTUpe(IIeKCUBHA, CUMETPUYHA U HETPAH3UTUBHA.

B6 B5

(1) (i)

Cmuka 3.4. (i) n-tocTpana nupaMuna uma ykynHo 1 + 1 Teme, 2n usuna u
n+1 nmwocuu; (i) n-TocTpana KOMGMHATOPHA TPU3MA UMa YKYIHO 27 TeMEHA,

3n uBunIAa 1 N + 2 MIBOCHU.

Hepuannumja 3.2.4. Tonosowkom n-mocmparom nupamudom HAZUBAMO
moJimenap OrpaHudveH ca N + 1 MBOCHU O KOjux je jeaHa n-TOCTpaHa a
cBe ocrajie Tpoyraoue (Ciauka 3.4 (i)). Ilomernyra n-ToyraoHa npocaH je
OCHOBAa, a cBe ocTaJjie bouHe crpane nupamune. Visure Ha pyOy ocHOBe
Cy OCHOBHE WBUIIE & CBe OCTaje cy OouHe mBuIie. TeMeHa OCHOBE CY
OCHOBHA a IPEOCTAJIO TEME je BPX HUPaAMUIE.

Hedbunummja 3.2.5. Tonoasowkom uayw KOMOUHAGMOPHOM N-MOCMPAHOM
npusmom (Cmura 3.4 (ii)) HazuBaMO moJMemap OTPAHUYEH ca n + 2
IIJbOCHU, O KOjux cy mse n-toctpane A1As... A, u B1By... By, a cBaka
Ol OCTAJUX N IJbOCHU je YeTBOPOYTaOHA. N-TOCTPAHE MJbOCHU Cy OC-
HOBHE IJLOCHU WJIKX OCHOBE & acTaJie cy DOYHe.

Hedunaunuja 3.2.6. Tonoaowrom n-mocmparom bunupamudom (Caura
3.5 (i)) Ha3uBaMo mosmenap orpaHUYeH ca 2n TPOYTaOHUX IJLOCHU KOje
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O1

0] (i)

Cauka 3.5. (i) m-TocTpanma Gunupamuzna uma n + 2 TeMeHa, 31 MBUNA U
2n mmwocHu. Jlako je youmTm ma Cy N-TOCTpaHa OWIMPAMUAA W 7-TOCTPA-
Ha KOMOMHATODHA NpusMa mojuenpu ayaiau meby coGowm; (ii) m-Tocrpama

aRTHOMIMpaMuIa uMa 2n + 2 TeMmena, 4n wBuma u 27 MJLOCHU.

YyyHe YHUjy OOUHUX IJbOCHU IBEjy HUPAMKIA Ca 3ajeIHUYKOM OCHOBOM
A1As ... A,. Temena Aq,As,..., A, Ha3MBaAMO OCHOBHUM & IIPEOCTAaJIa
mBa teMena O u O cy BpxoBu Te Ounupamume. CTpaHUlle TOJIUTOHA
A1Ay... A, Cy OCHOBHE UBHIIE OOK Cy OCTaJe MBUIE OOUHE.

Hepunnnmja 3.2.7. Tonosowkom n-mocmparom aHMUOUNUPaMUu00M Ha-
3UBaMO IOJMENap OUPAHUYEH Ca 2N YEeTBOPOYIVIOBA, O KOJjUX 1 UMAa
3ajenunuko TeMe O a ocranux n 3ajenauyko teme O (Cuumka 3.5 (ii)).
Temena O u O mpencrapbajy BPXOBe, & OCTAJA TeMEHa Cy OCHOBHA Te-
MeHa anTubunupamuge. MBute koje cmajajy OCHOBHA TeMeEHa HAa3UBAMO
OCHOBHUM, & OCTaJie DOUHUM UBUIAMA.

Hepununuja 3.2.8. Tonosowkom Ui KoMOUHAMOPHOM GHMUNDUIMOM
(Cnura 3.6) Ha3mBaMO HOJMENAD OUPAHUYEH ca 21 + 2 MILOCHU OJ KO-
jux cy mee m-toyraoue Ai1As...A, u B1Bs...B,, a ocraje mLOCHU Cy
Tpoyraone u pacunopebene cy Tako ma ce y CBAKOM TeMEHY MOMEHY-
TUX N-TOYraOHUX IJHLOCHU CYCTUYYy jOUI MO TPU TPOYraoHe IJHOCHU.
I[Imocaum A1Asy... A, u B1By... B, cy OCHOBHE a oCTaJie IJLOCHU Cy 0O-
uyne. VBuie koje ce Hasia3e Ha PyOOBUMA OCHOBHUX MJLOCHU CY OCHOBHE
a ocTtaJje cy OouHe.
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Cauka 3.6. m-TocTpaHa KOMOMHATOPHA AHTUIPU3Ma MMa YKyIHO 27 TeMeHa,
4n wBuma m 2n + 2 IWBOCHW. N-TOCTPaHA AHTUOUOMPAMUIA W N-TOCTPAHA
KOMOMHATOPHA AHTUIIPU3MA MpEeAcTaBmbajy Mehy cobom myanne monuenpe.

3.3 TomnoJsomKky npaBUJIHU IOJIE PN

Hedbuaumuja 3.3.1. [Ipoct monuroH, paBaH Uiau OTPOCTOPAH, KOME CY
CTpaHUIlEe MBUIC HEKOI' IIoJIMenapa Tj. nojgurenapCre ImoBpmuy Ha3MBaMO
NOBPAMHOM AUNUJOM WU NOBPAMHUM NOAUZOHOM T€ TOJIUENAPCKE
IIOBPINU.

IloBparHa nuHEja MOKe, aju He MOpAa, & pa3ila)ke MOBPII AOTUYHOT IIO-
auenpa Ha OBa IeJa.

Hebmanmumja 3.3.2. Markcumasnanr O0poj MOBpATHUX JIMHKja HEKE HOJIU-
enapcke moBpimu kKoje Melhy coboMm HeMmajy 3ajeTHUUKUX Tavyaka U Koje
HE pa3jaKy Ty NOJUEeNaPCKy MOBPII HA ABA WU BUIIE MEJIOBA HA3ZUBAMO
podom Te TOJMEAAPCKE MOBPIIHU.

= ~0 0

Cuura 3.7.
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Hedmaunuja 3.3.3. /Ise moBpmm cy zomeomoppre axko maMmeDy mux
NOCTOjU OUjEKTUBHO U OUKOHTUHYaJHO (HenmpekuaHo y oba cMepa) mpe-
CIVKABAILE.

Cdepa nma 3a nosparny auaujy Heku kpyr (Cuumka 3.7) u oH pasznaske
moBpII cepe Ha mBa mena. 3HauM cpepa je moBpu HyaTOor pona, Tj. g = 0.
Topyc Takobe uma 3a TOBpaTHY JUHU]Y HEKU KPYT AJU TA] MPECEK HE pa3iiaske
TOpYC Ha ABa Aeia. AKO KOHCTPYUIIEMO OUIO KOjU APYTU MOBPATHU MPECEK
6e3 3aje THUYKUX Tavaka ca MIPBUM, OHIA Ne mOBpUI cdepe ca Ta JBa MOBPATHA
mpeceka OUTKU pasjIokeHa Ha OBa Jejia. 3HAYM TOPYC MOMKE UMATU HajBUIIE
jemay (Cumka 3.7) moBpaTHY JMHM]Y KOja Ta HE pa3Jjaske Ia je TOPYC MOBPII
npBOr poaa, Tj. 3a Topyc je g = 1. Temepucame mOBpImU TPOU3BOJLHOT
poma n moxemo usppmntu (Cruka 3.8, 3.9) ”cnenmusamem” N TOpyCa UK

KOHCTPYKIMU]jOM cepe ca 7, PYUKU.

A /A
i)
g=1 g=2 g=3

Ciuuxra 3.8.

3a cBaky OBakO HNODOUjeHy HOBPII MOXKE C€ KOHCTPYHCATH XOMEOMOD(hHA
nosmenapcka HOBPII. 1o 3HAYM na MOJIreNapCKe MOBPIIX MOTY OWTU IPOU3-
BosmuOr poma g = 1,2,... [ToceGHO cy uMHTEpecaHTHE MOJUENAPCKE TIOBPIIU

HYJTOT POJa Tj. HOJMeIapCKe IOBPIIX XOMeOMOD(dHE ca chepoM.

g=3

Cuaura 3.9.
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Teopema 3.3.1. (OjaepoBa Teopema 3a moJMENAPCKe MOBPIINA HYJITOD
poma) Ykynan 6poj memena t u npocHu p 6uao Koje noauedapcre nospuULL
Hyamoz poda 3a 08a je eehu 00 6poja mezo8uT uBUYG, M.

t+p=1+2

IMedpunanmmja 3.3.4. Kapaxmepucmurom noauedapcre nospuil w Koja uMa
t TeMeHa, | MBULIA U P IJLOCHU 30BeMO 6poj z(w) =t +p — 1.

IIpema Tome mperxonHa TeopeMa ce MOKe IPehOpMYyIyCATH V

Teopema 3.3.2. Kapaxmepucmuka npousgonne nosuedapcke nospuil w
Hyamoe poda je z(w) = 2.

Ciuura 3.10.

Jlokas. Huje temxko ycramosutu ciemehe: ako 6mio Kojy MLOCAH HOBPHIA W
PA3JI0KUMO HEKOM YHYTPAIIbOM AMjarOHAJIOM HA JBe MOBPIIM U AKO T€ O00u-
jeHe MOBPIIM CMATPAMO IJLOCHUMA MOJUEAAPCKE TOBPIIUA W, KAPAKTEPUCTUKA
Te MOBPIIM Ce HE MEHAa. 3aucTa, AOUPTABAmEeM jelHe aujaroHaJsie OpOj MBUIA
ce moBehaBa 3a jeman m 6poj crpana ce moBehasa Takobe 3a jeman, mOK OPOj
TeMeHa OCTaje HeMpPOMemeH. 3HAul U KapaKTePUCTUKA Z(Ww) ocTaje HempOMeH-
jena. OBa ocobuna omoryhasa TpuanryJIanujy MOJUEAAPCKE MOBPIIA W Tj.
pasjarame CBUX IIJbOCHM KOj€ HUCY TPOYTraoHe YHYTPAIIBUM AWjarOHAJIAMA
Ha TPOYTraoHe MOBPIIM M cMaTpajyhnu mobujeHe mujaroHaJie MBUIAMa, a HOOU-
jeHe TpoyraoHe HOBDIIM IJbOCHUMA HOBE IOBPIIN, KapaKTepUCTUEA 2 (W) ocTaje
HempoMemeHa. [IpermocraBuMo ga CMO CBe MJbOCHU MOJIMEeNapCKe TOBPIIU Pa-
3JIOKUIIM HA TPOYIJVIOBE M O3HAUUMO T€ TPOYILJIOBE PEIOM Ca W1,W3, . ..,Wy.
Koucrpyumumo mospm w’ koja ce momymapa ca MOBPIIM W Hojaszelu o mpse
O HaBeNEHUX NOBpmU w1 M monajyhu joj pemom cycenue mopmu. Ha Taj
HAYMH HOOMjaMO HU3 MOJMENAPCKAX IBPIIU O1,02,...,0,. 3a IPBY MOBPII
o1 = w1 je Z(O’l) = z(wl) =1.
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Honasamem nospmu wp (Cauka 3.10) nobujamo moBpm 0. 3HauuM 0y =
w1 U we ma ce t moehatso 3a 1, ¢ moBehaso 3a 2 a p mosehaso 3a 1 ma
KapaKTepUCTUKa OCTaje HempoMmemeHa, Tj. z(0g) = 1.

Iopmu 09 momajmo moBpm w3. OBO MOMKEMO YUMHATHM Ha OBA HAUMHA

(Cnuka 3.11).

Ciuura 3.11.

Y mpeom cayuajy ce t mosehasa 3a 1, 7 moBehasa 3a 2 u p mosehasa 3a
1 ma je z(o3) = z(02) = 1. ¥ apyrom cyuajy ¢ ocraje HempoMemeHO, i ce
nosehasa 3a 1 u p ce moehasa 3a 1, ma m y 0oBOM ciaydajy KapakTepuCTUKA
ocTaje HenmpomemeHa, Tj. z(o3) = 1.

[ospmu 03 momajmo moBpm wy. OBO ce MOKE M3BECTU HA TPU HAUMHA
(Cnuka 3.12):

Ciuura 3.12.

Y mpBoMm cayuajy ce t moehasa 3a jeman, ¢ ce moBehasa 3a mBa u P ce
nosehapa 3a jenan na je z(o4) = 1. Y mpyrom cayuajy ce t Huje n3MeHMIIO,
a i u p ce mosehasajy 3a jemanm ma je z(o4) = 1. Y tpehem cayuajy t u
i ce mucy msmenmsu a p ce nosehasno 3a jemam ma je z(04) = 2. Y osom
caydYajy momaBameM W4 3aTBOPUIM cMO TeTpaenap. Ha Taj Hauun TeopeMma je
MOKa3aHa ako CMO 3aTBopuiun terpaenap 3a N = 4. IIpernocraBuMo na HUCMO
3aTBOpUIN ToJamemapcky moBpmi. Hacrassmajyhu mocrymak mobuja ce Heka
nospm 0y, npu 4yemy je oxpebeno z(oy). Pasmorpumo ciyuaj kama mosprm
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O} DOIajeMO HOBPII W41 IPHU 4eMy ce Jobmja moBpm 0k41. Mory HacTymaTn

YeTUPU clIydaja.

Ciuka 3.13.

(1) Y mpsBom cayuajy t ce mosehiasno 3a jemaum, ¢ ce mosehasno 3a mBa u p
ce nosehasno 3a jeman (Cmura 3.13) na je z(0g+1) = 2(0%).

Ciuura 3.14.

(2) Y mpyrom cayuajy t ocraje mcrto, i ce mosehasno 3a jeman u p ce
nosehano 3a jeman (Cauka 3.14) na je z(okr1) = z(0k).

(3) ¥ tpehiem cayuajy ¢ ce nosehiano 3a mBa, t ocraje ucro, p ce nosehiano
3a jeman (Cmura 3.15) ma mvamo 2(ok11) = 2(og) — 1.

(4) ¥ uerBprom cayuajy t ocraje ucro, ¢ ocraje ucro a p ce nosehaso 3a
jeman (Cmuga 3.16). Tana je z(og+1) = z(og) + 1.

W3 oBe werupu MoryhHOCTH 3aKbydyjeMo:

(i) xama ce momaBameM MOBPIIM W41 OPOj MoJUroHa Ha pyOy mobujene
MOBPIIM HE MeHa Tj. y IpBa ABa CIydaja KapaKTEePUCTUKA MOBPIIA Ce HE
Mema.

(ii) Kazma ce nomaBamem MOBPIU Wy t1 OPOj HONUTrOHa HA PyOy ToJmenap-
cke moBpmu moBehaBa 3a jemaH KApPAKTPEPUCTUKA C€ CMamyje 3a jemaM u
obpaTHO, akKO ce Opoj moauroHa Ha pydy cMamyje 3a jemaH OHOa Ce Kapak-

TepucTtura nosehasa 3a jenas.



86 3. T'eomerpuja mosmmemapa

HacraBmajyhu oBaj mocTymnak, npe Hero mTo JOAAaMO HOBPII Wy uMahemo
MoJuenapCKy TOBPIN On—1, KOO KOje je OpOoj MOJWUTrOoHA U3 KOjUX Ce CaCTOju
meH py0 jemHak jeman. Tanma Ha OCHOBY M3JIOKEHOI MOYKEMO 3aKJBYyUUTHU 4
je KapaKTepUCTUKa IOBPIIU O,_] jenHaka jenaH. /lomaBameM mocienmer Io-
JUrOHA Wy HECTaje U Taj jelaH HOJUrOH Ha DybOy ma je kao y cayuajy (4)

z(on) = z(op-1) + 1, 1j. 2(w) = 2. O

Ciuura 3.15.

Hamomena. Y nokasy ce HUrme €KCIUIMIUTHO HE KOPUCTU N& j€ MOBPII W
HYJITOT poJa Te 01 ce MOIVIO IIOBEPOBaTH na UCTO TBpeheme Baku 1 3a MOBPII
U Koje HuCy HyJTOr ponma. MeDyTuMm npu momaBamy MOBPHIM Wg4] Y CIydajy
(3) yBenn cMO mpeTIOCTAaBKY Ja TeMe IOBPIIU W] MOpa Outy Ha pyOy MCTOD
IIOJIMTOHA T'e je CTpaHula TPOyraoHe IOBPIIM. 1o TeMe He MOke OUTH Ha

pyOy HEKOr ApYror MOJUIOHA Te HOBPIIM jep je MOBPII W HYJITOT POIA.

Op+q

Ciuura 3.16.

HMedpurunmja 3.3.5. Iomuenap ® mpocropa S? je monosowsu npasu-
AGH AKO:

(1) cBe mbocHU mosMenpa UMajy jeqHak OpOj CTpaHUIA,

(2) y cBaKOM TeMeHy moJMengpa CyCTUYe ce jeaHak OpOj MBUIA.
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3a o3HavYaBame TOIOJOIIKY IPABMIIHUX HOJreapa KOPUCTUNEMO O3HAKY
{p,q} npm wemy p osmauasa Gpoj mBUIA HOCHU TOJMeApa a ¢ OPOj MBUIA
noamenpa Koje ce CyCTHUYY y UCTOM TEMEHY.

Teopema 3.3.3. Ilocmoju nem u camo nem paziudumuxr 8pcma monoao-
WKY NPABUANUL TOAUECOGDA.

Jlokas. Hera je ® moamenmap ca t Temena, ¢ mBuna m P mibocHu. Heka je
naJne M Opoj cTpaHa CBake MJLOCHU a 7 OPOj MBUIA KOj€ Ce CYCTUUY Yy jeIHOM
temerny nosmuenpa P. Ilpema OjrepoBoj Teopemnu je

t+p—1=2.

CBaka MBUIA IONUEAPA j€ 3ajeNHUYKA CTPAHUIA ABEjy CyCeIHUX MJHOCHU IO-
auenpa ma Baxku mp = 2%, T) p = % Ila/me cBaka MBUIA IOJIUEIDA CIAja ABA
pasHa TemeHa TOr moJuenpa ma je nt = 24, tj t = % Axo BpenHocTH 3a P U

t 3amenumo y OjiepoBy popmysy nobujamo

1 1 1 1
—+ - = - + —.
m n 1 2
OpmaBne 3akbydyjeMo na Mopa OuTu % + % > % OpnaBne caemu na je Gap
jeman om 6pojesa % u % Behu on i 3uauu Oap jeman om GpojeBa M u N
he ourm jemmar 3, Tj. Oap jemam je mamu on 4. BpojeBm m m n mHe Mory
OuTu MamU ON TPU jep O3HadaBajy Opoj cTpaHuna u OPOj WUBUIA MOJUEIPA.
I[Ipema ToMme jemuHa penema HejeTHAUWHE % + % > % cy ypebenu mapoBu
(3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3). To 3HAUM Ha TOCTOjU TAYHO TET PA3TUIUTHAX
BPCTAa TOMOJIONIKA PABUIHUX TIOJIUETADA.
(1) Ako je m =3, n =3 rana jet =4, i = 6, p = 4. Takas noauenap
nasusa ce mempaedap (Cnura 3.17 a).
(2) Ako je m =3, n =4 rana jet = 6, i = 12, p = 8. Takras noauenap
Hasusa ce okmaedap (Cmura 3.17 6).
(3) Ako jem =3, n =5 rana jet = 12, ¢ = 30, p = 20. Taras nonuenap
nasusa ce uxocaedap (Cnura 3.17 B).
(4) Ako je m =4, n =3 rana jet =8, i = 12, p = 6. Takas noauenap
nasusa ce zrexcaedap (Coura 3.17 ).
(5) Ako jem =5, n =3 rana jet = 12, ¢ = 30, p = 12. Taras noauenap
nasusa ce dodexaedap (Cnuka 3.17 n).
Bpojesu t, i, p onpebenu cy u3 penamuja t+p =1+ 2, mp = 24, nt = 2¢. [
IMox moamenapoM DyaJHUM ZATOM MOJUEAPY MOMKEMO CMATPATHU MOJUEIADP

KOMe Cy TeMEHHMa IIPETXOAHOT' O0AeJbeHE IIJLbOCHU AYaJHOT a CBaKOj IIJbOCHU
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Cuura 3.17. Tononomku npasuanu nonuenpu: a) Terpaenap; 6) Oxraenap;
B) Urocaenap; r) Xekcaenap; 1) Honerkaenap

OyaJiHOT TeMe mpeTxomHor. Ha Taj HauuH mayasaH mOJIUEnpy {p,q} ouhe mo-
auenap {q,p}. Ilpema Tome, TeTpaemap je myamaH cam cebu; OKTaeiap u
XeKcagap Ccy AyaJHu a Takohe mrocaemap u goAeKaenap.



Jleo 4

IIony mapuoct

Jom je Eykaun y cBojum EnemenTuMa mpeTrmocTaBUO A Cy JBa I'€OMET-
PHjCKa JIMKa MOAYapHA aKO Ce KPeTameM MOrYy HOBEeCTH IO IOKjJIamama. Ha
Taj HAYUH je TmojaM KpeTama MOCTa0 OCHOBHU MOjaM & IMOjaM MOIIYIAPHOCTU
ne(uHNICaH.

Ileano y cBom meny Hauema reomerpuje u3 1889. ronume je mojaM KpeTama
NpUXBATUO KAO jemaH OJ OCHOBHUX IMOjMOBa reomerpuje. Hacympor memy,
M. ITamy Hosujoj reomerpuju u3z 1882. ronmuue, Beporese y Esnementnma
reomerpuje n3 1891. romuue a 3arum u Xwuabeprt y OcHoBama reoMmerpuje
n3 1899. momnm cy on HOAYAAPHOCTUA Kao jeTHOr OJ Hene(@UHUCAHUX IOj-
MOBa, a yBeau cy je oaroBapajyhum axkcmomama momymapuoctu. Jlok Ilam u
Beponese ycBajajy caMo momymapHOCT Oy:KM KaO OCHOBHY peJIalijy a MOIy-
[apHOCT yrioBa AeuHUITY, XuiabepT U NOAYAapPHOCT Iy:KUA U IOLYAaPHOCT
yraoBa yBomu akcmomama. Mwu hemo oBme akcmomMama yBeCTH IOy IXapHOCT

napoBa TadakKa yMeCTO INOAYITApPHOCTU NY:KU U yFJIOBa.l

4.1 AxcmomMe ooy JapHOCTU Y H>-UXOBE IpPBE
ocJie auile

Peaauujy nodydaprocmu naposa mavaxa mpocropa S° (Kojy o3HAUABAMO:
(A,B) 2 (C,D) umu C(A, B; C, D)) xapaxrepume caeneha rpyna akcuoma:

III; 3a ceaxe dee mauxe A, B € S® je (A, A) = (B, B).

III; 3a ceaxe dee mauxe A, B € S? je (A, B) = (B, A).

o je HaumH Ha Koju je yBemena nonynapuoct y OcnoBama reomerpuje Bopcyka u
IImuenose.

89
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I1I3 Axo cy A,B,C,D,E,F € S maxee da je (A, B) = (C,D) u (A, B) =
(E, F) maoa je (C,D) = (E, F).

I114 Axo cy C u C" mauxe omeopenuz oyacu (AB) u (A'B’) pedom, maxee
da je (A,C) = (A, C") u (B,C) = (B',C"), mada je (A, B) = (A", B).

IIT5 Axo cy A u B 0dse pasne mauke u axo je A’ xpaj nexe noaynpase
p, mada wa noaynpasoj p nocmoju maukae B’ maxea da je (A, B) =
(A, B).

IITg Axo cy A, B,C mpu nexoauneapre mauxe u A, B’ dse pazne mauxe
pyba nexe noaypasru ' maxee da je (A', B') = (A, B), mada y noay-
pasru 7™ nocmoju mauno jedna mawka C' maxea da je (A,C) =
(A, C") uw (B,C) = (B, C").

IIT; Axocy A,B,C u A', B',C" dse mpojre nexoauneaprur mayaxa u D u
D' (Cauxa 4.1) mauxe noaynpasur BC u B'C’ maxee da je (A, B) =
(A, B, (B,C) = (B,C"), (C,A) = (C"JA") v (B,D) = (B',D")
mada je (A, D) = (A", D").

A A’

B C D B’ C’ D’

Ciuka 4.1.

Teopema 4.1.1. Peaauuja nodydaprocmu naposa mauaka je Pesauujo ex-
susaneryuje.

Hoxkaz. (i) Pegaercusnocm. Herxa cy A u B mse pasme taure. Ilpema
Axrcuomu IIly mvamo ma je (B, A) = (A,B) u (B,A) = (A, B) onaxne je
npema Axcuomu 1113 (A, B) = (A, B), 1j. penamuja moxyIapHOCTH HapoBa
Tavyaka je pedIeKCUBHA.

(ii) Cumempuunocm. Hera je (A, B) =

(C,D). Kaxo je jom (A,B) =
(A, B) npema Arcuomu I3 cremu ma je (C,

D) = (A, B), tj. penammja je
CHMEeTPUYHA.
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(iii) Tpansumuernocm. Hexra je (A,B) = (C,D) n (C,D) = (E,F). Tana
je (C,D) = (A,B) u (C,D) = (E,F), onakne npema Axcuomu III3 ciemn
(A,B) = (E,F), 1j. penamuja HOIyIapHOCTH HapoBa TadyaKa je U TPaH3U-
TUBHA peJamuja. O

Teopema 4.1.2. Axo cy A u B dse pasne mauxe u C kpaj nexe noaynpage
P mada Ha NOAYNPasoj p mocmoju jeduncmeena mauka D maxea da je

(A, B) = (C, D).

A B C D\ E

Cunuxra 4.2.

Jlokas. Ersucrennujy tauke D omoryhasa Axcmoma IIl5 . TIpema Tome
IOOBOJBHO je MOKA3aTU JeIMHCTBEHOCT. lIpermocraBumMO na HA NOJIyIpPaBOj P
nocroju jom jemma Tauka E, pazmuuura on D, taksa ma je (A, B) = (C, E).
Heka je P (Cnuka 4.2) npousBosbHa Tauka Koja He npunana npasoj AB.
Tana ma ocaoBy Axcuome Illg y jemnoj onx momypasau ca py6om C'D mocroju
jemuncreena Tauka () taksa ma je (A,P) = (C,Q) n (B,P) = (D,Q), na
na ocuoBy Arcuome III7 mmamo (B, P) = (E,Q). IHakne, A, B, P cy tpu
nexomuueapre Tauke a C' u () tauxe ma py6y nonypasuu (CQD) Takse na je
(A,B) = (C,D), (B,P)= (D,Q)un (A,B)= (C,E), (B,P) = (E,Q), mro

je y cynporrocTtu ca Arcumomowm Illg . [l

Teopema 4.1.3. (OcuoBHa Teopema O HOLYZAPHOCTH IAapOBa TAadaKa)
Axo cy A, B,C mpu pasne mauxe nexe npage | u A', B’ mauxe nexe npase
" maxee da je (A, B) = (A’, B') mada nocmoju jeona u camo jedna mauxa
C" maxsa da je (A,C) = (A',C") v (B,C) = (B',C"), npu mome mauka
C' npunada npasoj l'. Ocum moza, nopemxy mauaxa A, B,C na npaeoj |
00zosapa ananozan napedax mavaxa A', B',C' na npasoj l'.

Joxa3. Heka Basku pacnopen tauaxa B(A, C, B). Ilokazahemo Hajupe erauc-
rernujy tauke C’. Ha momynpasoj A’B’ momro je tauke C' u B” taxse ma

je (A,C) =2 (A,C") n (B,C) = (B",C"). Tpema Axcuomnu 11l cremn ma
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je (A,B) = (A, B"). Nlpumenom nperxomme Teopeme caemu aa je B” = B'.
[pema Tome, mokaszamu cmo ma moctoju tauka C' raksa ma je B(A',C’, B),
(A,C) = (A,C") n (B,C) = (B',C"). Hokasxumo cana jeIMHCTBEHOCT Tauke
C'. Hera je C (Cnuxa 4.3) Tauka Koja 3a0BOJbaBa UCTE yCIOBE KAO U TAUKA
C’. Axo je tauka C] ma mpasoj I’ Tana Ha OCHOBY IpETXOJHE TeOpeMe CJIeIn
na je B(CY, A',C") a rako je jom B(A',C’, B'), Taure C' u C'| 6u npunamname
ucroj noxynpasoj B'A" npu wemy je (B,C) = (B',C") u (B,C) = (B',CY),

MITO je OHOBO Yy CYIPOTHOCTU Ca MPETXOMHOM TEOPEMOM.

Ciuka 4.3.

Hera je cama tauxa C] sam npase I'. Tana npema Axcuomnu Illg y jennoj
on nonypasuu uuju je py6 mpasa [ mocroju tauka C7 Takxsa ma je (A,Ch) =
(A", CY) n (B,Ch) = (B',C}). Tlpumenom Arcuome III7 sakmyuyjemo
(Cy,C) = (C],C"). Axo je B} € A/CY{ Taksa na je B(A',C{,B}) un (C',B') =
(C1, BY) onna npema axcuomu 1117 umamo (C', BY) = (C1, B'). Y toum cryuajy
ouhe tauke B, C, C] nexommueapre a tauke C' u O] ma pyGy Here mouy-
paBHU T Koja canpsu Tauke B’ m B} mpm wemy je (C,Cy) = (C',C1). Y
TOM ciydajy OM y HOJNypaBHM T mocTojate ase pasHe Tauxke B’ u B Takse
na je (C,B) = (C',B")u (C1,B) = (C{,B'), (C,B) = (C{,B]) u (C1,B) =
(C’,B}), mro je npema Axcuomu IIlg memoryhe. Cnyuajesu B(A, B,C) u
B(B, A, C) pasmatpajy ce aHAIOTHO. O

Y onmocy Ha pesanujy MoaydapHOCTU HapOBa TauyaKa MOKEMO Ja yBeAeMO
U HEIITO mupe AerHUCAHY pesalujy koja he ce ogaocutu Ha ypebene Tpojke,
YeTBODEKe, . .., N-TOpke Tavaka. Yumenuny na je (A, B) = (A’ B'), (B,C) =
(B',C") n (A,C) = (A',C") oznauasahemo (A,B,C) = (A, B,C"). Ana-

JIOTHO TOME MOKeMO Ae(UHICATHU Pesalujy IomayapHocTu ypeheHux n-ropru:

(A1, Agy .. Ay) = (ALAL, . AY)
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aro 3a csaro 1,7 € {1,...,n} samn (A;, A;) = (4], A)).

W3 nperxonue nedunuinuje m Teopeme 4.1.1. HemocpenHo ciaenu na je pe-
Jlanyja MOLyZAPHOCTU KOHAYHMX CKYIOBa TadakKa, peJlallija €KBUBAJICHIU]E.
Crora ce moxe pehu na cy ckynosu (Ay, Ag, ..., Ay) u (A}, A, ..., A)) men-
jyCOBHO oIy mapHMU.

Axo je A xomauan ckyn konuHeapuux Tadaka u axo cy A u A’ mebyco6uo
HOLyJapHM CKYIOBM TaudaKa, Talda Cy, Ha OCHOBY OCHOBHE TeOpeMe O ITIOIY-
MapHOCTH mapoBa Tadaka, Tauke ckyna A’ taxobe xonmmeapme. IllTaBume,
oynyhu ma ce tauxe ckyma A mory oszmaunmtu ca A, As,..., A, Tako ma je
B(Ai, Ag, ..., Ay), ckyn A’ hie ce cactojatu us ravara A, A, ..., Al Tarsux

na je B(A}, AL, ... AL).

Teopema 4.1.4. Axo cy A, B, C mpu nexoruneapre mayre nexe paeHi
mu A, B', C" mauxe pasnu " maxee da je (A, B,C) = (A, B',C"), mada
3a ceaxy mauxy X pasnu ™ nocmoju jeduncmeena mauka X' maxea da je
(A,B,C,X) = (A',B',C", X"). Ilmasuwe, mawka X' npunada paswu 7 u
ca ucme je cmpane ceaxe 00 npasur A'B’, B'C', C'A’ ca xoje cy, pedom,
mauxe C', A', B' axo u camo axo je mauxa X ca ucme cmpane ceaxe 00
npasuxr AB, BC, CA ca xoje cy, pedom, mauxke C, A, B.

Ciuka 4.4.

Iloka3. Axo tauka X mpumana mekoj on npasux AB, BC, C'A tspbeme
cJemM M3 OCHOBHE TeOpeMe O MOMyIapHOCTH HmapoBa Tadaka u axcuome 1117
(Cnuka 4.4). Crora npermocrasumo na je X Tauka paBHU T KOja HE MPUMIAIA
HU jenHoj om tux Tpujy npasux. Ha ocmoBy mpyror IleanoBor crtaBa Tauka
X npunana pasau ABC' ako u camo ako mpumafja CKyIly Tauaka MPaBUX Koje
cagpxe: Tauxy A u mHexy tauky my:xu BC wnm tauxy B u Heky Tauky Iy:EH
CA umu taurky C' u mery tauxy nyxu AB. Ilpernocrasumo ma X mpunana
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npaBoj koja caapsku Taury A n tauxky M nyxu BC. Kako X me mpunana wu
jemuoj on mpasux AB, BC, CA rauka M he ce pasnuxosatu u ox B u on C.
Tanma, Ha OCHOBY OCHOBHE TeopeMe O HOIyAapPHOCTHU IIapOBa Tadaka, IOCTOjU
jemuucteena Tauka M’ Taksa na je (B,C,M) = (B',C’,M'), u jenuucTsena
tauka X' taxsa ma je (A, M, X) = (A', M', X"). Tlpu Tome, A ocHOBY mMCTE
teopeme, M' mpunana myxu B'C’ u moperky rauaxa A, M, X ma mpasoj
AM oarosapa mopenak, pemom, tauaxka A, M’ X' ma mpasoj A’M’'. U3
Te ummenute u u3 akcuome 1117 ciemn na je (B, X) = (B, X') u (C,X) =
(C', X"), na je, maxne, (A,B,C,X) = (A, B',C’,X'). Ilrasume, Tauxe A’
u X' he 6uru ca ucre crpame npase B'C’ axo u camo axo cy Tauke A u X
ca ucte crpaue npase BC. Jlokasumo ma je tauka X' jemuHcTBeHA.
Axo je X" mauka mpoctopa S TakBa ma je

(A7 B7 C’ X) g (A,? Bl? C/? X”)?

trana cy tauke X', B', C' wexonuneapue jep cy X, B, C merxonuueapue ma,
#a ocroBy akcuome 1117, mamaszumo ma je (X, M) = (X", M')u (A,M,X) =
(A’, M', X"). Crora cy raure A’, M', X" vomumeapue u X' = X"
Hcrosetno ce pacybhyje ako X mpumanma mpaBoj Koja caap:ku Tauky B u
mHexy Tauky ayxu CA, mmm tauky C u Hexy Tauky my:xu AB, ma je tume
TeopeMa TOKa3aHa. O

Canuuno nperxonuoj teopemu, npumenom tpeher [leanoBor crasa, moka-
3yje ce u caenehe TBpheme.

Teopema 4.1.5. Axo cy A, B, C, D wemupu nexomnaanapre maure u A,
B', C', D' mauxe npocmopa S maxee da je (A, B,C,D) = (A", B',C",D"),
mada 3a ceaxy mauxy X npocmopa S nocmoju jedurncmeena mavka X'
maxea da je (A,B,C,D,X) = (A',B",C', D', X"). I[masuwe, mauxa X'
je ca ucme cmpane ceaxe 00 paswu A'B'C', B'C'D', C'D'A’, D'A'B’ ca
koje cy, pedom, mauke D', A, B', C' axo u camo axo je mauxa X ca
ucme cmpane caaxe 00 paswu ABC, BCD, CDA, DAB ca %oje cy, pedom,
mauxe D, A, B, C.
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4.2 W3omeTpujcke TpaHcpopMaIuje
npocropa S" (n=1,2,3)

Hepuannuja 4.2.1. BujexktusHo npeciukaBame Z : S — S mazuBamo
uzomempujckom mpancopmayujom npocropa S™ (n = 1,2,3) ako 3a mpo-
u3BOJLHE nBe Tauke A m B mpoctopa S" Basku

(4, B) = (Z(A), Z(B)).

Ha ocuoBy nmedununuje, moMeH U KOJOMEH M30METPHjCKUX TpaHCHOpMa-
nuja MOTy OWTH AIICOJYTHA MpaBa, paBaH W mpocTop. Ha mpumep y ciaydajy
U30MeTpUje paBHU, 3aXTEB Ia je TakBa TPaHCPopMaIluja OMjeKTMBHA rapaH-
Tyje ma ce mejia paBaH CIWKA HA LeJIy PaBaH, a HE HEKU IHEH IEO.

Meby msomerpujama HajjeTHOCTABHUjU je TpUMep TPaHCHOpMAIHje Koja

CBaKy Ta4Ky OCTaBJ/ba Ha CBOM MECTY:

Hedunuannmja 4.2.2. IIpecaukasame € : S™ — S™ (n = 1,2, 3) koje cBaky
tauyry A mpecaukaBa y camy cebe 1j. (VA € S™) e(A) = A naszusa ce
KOUNYUOEHUUJA.

Kounnunennuja je nakie tpanchopMmanmja Ko KOje CBaka Tadyka ~Mupyje” .
Waxko je MHTYUTUBHO jaCcHO, TOTPEOHO je MOKA3aTHU Ma jé TAKBO IPECIUKABAHE

3aKcTa U30MeTpHja.

Teopema 4.2.1. Hoewmuuno npecauxasame (Kounyudenyuja, je0unuwHo
npecaukasamwe) € : S — S™ (n = 1,2,3) je usomempujcra mparchopma-
wuja.

Iloka3 cnenu IUPEKTHO U3 Pe(IEKCUBHOCTU pejalrje MOAYITAPHOCTU Ia-
POBa Tavyaka U UYMHEHUIE M4 je KOMHNUIEHIja OUjeKTUBHO IPECINKABAILE.

Teopema 4.2.2. IIpoussod buso xoje dse uzomempujcke mpanchopmayaje
npocmopa S™ je uzomempujcra mpancpopmayuja npocmopa S™.

Joka3. Hexka je Z; : S — S™ (n = 1,2,3) usomerpujcka Tpancdhopmamja
koja tauke A, B € S™ npecaukasa penom y Tauke A1, By € S™, npu uemy je
(A,B) = (A1, B)) n meka je Iy : 8™ — S™ uzomerpujcka Tpanchopmanmja
koja Tauke A1, By € S™ npecaukasa pemom y Tauke Ao, Bo € S™, npu uemy
je (A1, B1) = (A2, Bs). Y tpanchopmammju Z = Ty o Z; Taukama A, B € S”
oarosapajy penom tauke Ag, By € S™, mpu uemy je (A, B) = (Az, By). Kako
je jom mpou3Box mBe Oujekrnuje Tarkobhe Oujermnuja, ciaeau ma je TPOU3BOIM
IBE M30METpUjCKe TpaHchopManuje mpocTopa O™ Takobe n3oMeTpujcka TpaH-
cpopmaimja mpoctopa S". O
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Teopema 4.2.3. Unasepsna mpanchopmayuja uzomempujcke mpanchopma-
yuje npocmopa S™ je maxohe uzomempujcka mparchopmavuja moz npoc-
mopa.

Iloka3s. Heka je Z msomerpujcka Tpanchopmammja npoctopa S™ Koja Tauke
A, B € S™ npecnukasa penom y Tauke Aj, By € S™, npu uemy je (A, B) &
(A1, By). ¥ umBepsnoj rpanchopmamuju Z ! npocropa S™ raukama A; u B
€ S™ onrosapajy tauke A u B € S™ npu uemy je (A1, B1) = (A, B), a rako je
JOII MHBEP3HO MpPECIUKaBame OUjEeKTUBHOI IPECIVKaBambha OWjeKTUBHO CJieou
Ia je MHBep3HA TpaHCchopManuja uU3oMeTpujcke Tpamchpopmaruje L taxobe
M30METPUjCKa TPaHC(hOpMalyja. O

Teopema 4.2.4. (OcHOBHA TeopeMa O M30METPUjCKAM TPAHCHOPMAIIU-
jama) Crkyn ceur uzomempujckur mpancdopmayuja npocmopa S™ npeo-
cmas.wa 2pyny.

Iloka3. Bynyhu ma cy msomerpumjcke Tpamchopmarmmje mpoctopa S” eie-
MEHTU T'pylle CBUX OWjeKTUBHUX TpaHC(hopMamuja mpocTopa S Ha OCHOBY
Teopema 4.2.1., 4.2.2. m 4.2.3. cienn na CKyIl CBUX U30METPUjCKUX TPaHCHOP-
Manuja mpoctopa S" UMHMN NOATPYIy T'PyIe CBUX OpecIuKaBama npocTopa S,
Tj. CKYI M30METPUjCKUX TpaHchopMmanuja mpocTopa S IpencTapiba TPYIy y
OHOCY Ha OIlepaIvjy cjarama IPeCcINKaBama. O

Hepmaumuja 4.2.3. ['pyny ycTaHOB/bEHY IPETXOIHOM TEOPEMOM HA3U-
BaMO 2PYNOM UOMEMPUJCKUT Mparchopmayuja npocmopa S™ m cuMOOoII-
ku je osnagasamo G(Z).

Canma hemo morazaTu O4eKMBAHO CBOjCTBO, Ia C€ KOJWHEAPHE TauKe MU30-
METPHjOM NPECIUKaBajy y KOJIWHeapHE Tadke, Tj. [Oa U30METPUjCKEe TPAaH-
cpopmanuje "uyBajy”’ xonmueapHOcT. Jlorazahemo m ommtuje tBpheme: na
M30METPUje UyBajy pesaiujy pacnopena Tadaka.

Teopema 4.2.5. Axo uzomempuja npocmopa S™ npecaurasa mexe mpu
mauxe A, B, C y mauxe A', B', C' u axo je B(A, B,C), mada je B(A', B',C").

Ilokas. Hexa ce Tpu Tauke A, B, C usomerpujom Z mpeciukaBajy peioMm y
trauke A', B', C' u nera je B(A, B,C). Ha ocuoBy nedunumuje msomerpuje je
rana: (4,C) = (A, C"), (A,B) = (A, B'), (B,C) = (B',C'). Am cazna na
ocuoBy OCHOBHe Teopeme O MOIyAAPHOCTU MapoBa Tauaka, kako je (A,C) =
(A',C"), mocroju jemumcreenma tauka B” Taksa ma je (A,B) = (A',B") u
(B,C) = (B",C"), npu uemy je B(A’, B”,C"). Ha ocroBy mperxommor, Mmopa
outu B’ = B”, na je zaucra B(A', B',C"). O



4.2. Mszomerpujcke Tpanchopmanuje npocropa S" (n=1,2,3) 97

Teopema 4.2.6. Axo cy A u B dse pasne mauxe nexe npage |, A’ u B’
mauxe nexe npase I’ maxee da je (A, B) = (A', B') mada nocmoju jedno u
camo jedno uzomempujcko npecauxasane L : 1 — ' maxo da maukama A u
B pecnexmueno o0zosapajy mauxe A" u B’'.

Cuauxra 4.5.

Ioka3. Axo je C mpomssomna taura mpase | (Cnura 4.5.) y crmamy ca
jemHOM O paHMje NOKa3aHMX TeopeMa IOCTOju TadHo jenHa Tauka C Taksa
na je (A,C) = (A',C") n (B,C) = (B',(C"). Ulrasume npema Toj Teopemu
rauka C' mpunana npasoj I’. Ocum Tora, noperky tauaxa A, B, C' ma mpasoj
| ogrosapa amamorau nopenak ravarxa A’, B, C' na mpasoj . Ha Taj nauwmn
OCTOju HpeciankaBame L Koje mpeBoiu Tauke mpase | Ha Tauke mpase ['. Ha
HOTIYHO MCTM HAYMH KOHCTATyje ce ma je cBaka Tauka C' € ' ciuka Heke
trauke C ca mpase [. IIpema Tome, mocroju 6ujexruBHa ¢ymknmja Z : 1 — [/
y Kojoj Taukama A u B omgrosapajy tauxke A’ u B’, a cBaroj tauku C mpase
! omrosapa tauka C’ raksa na je (A,C) = (A,C") n (B,C) = (B,C").
Tpeba nmokaszatu nma je I mzomerpuja. Ob6enesxmmo ca D 6uno kojy Taury
wa mpasoj [ a ca D' = Z(D). Y tom cayuajy noperkxy tauaxa A, B,C,D
Ha mpasoj | oxrosapa amamoran mopenak tauaxa A, B, C’, D' ua mpasoj I’
Ulrasume (A, B,C,D) = (A, B',C’,D’) onarxne je u (C, D) = (C', D') na je

npecaukaBame 1 m3oMeTpuja. ]

Heonaunuja 4.2.4. Taura A je guxcra unu uneapujanmma Tauka HEKe
uzomerpuje Z : S™ — S™; (n=1,2,3), ako je Z(A) = A.

ITocnemuna 4.2.1. Ceaxa usomempujcka mpancdopmavuja npase Kxoja
umMa 08e paszHe UHBAPUJAHMHE Mmauke NPedcmasna KOUNUUOEHUUTY, M.
UDEHTNUNKO NP ECAUKABATE.
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Y mckasy oBe MocJienuIe TBPAW Ce€ Oa W30MeTPUja IpaBe Koja HUje KO-
UHIWOEHNNja He MOXKe MMaTW Bumle On jenHe (uircHe Tauke. VIHTynTwBHO
je cama jacHO ma Ha MPaBOj, OCUM KOWHIIMIAEHIMjEe, MMOCTOje CaMO OBE BPCTE
n3zoMmerpuja. OHe Koje MMajy TAYHO jeOHY (UKCHY TAUKy [IpEACTaBbajie Ou
LEeHTPAaJIHE CUMEeTpHje Ha IPaBOj, rae OM ueHTrap cuMmerpuje O6mo Ta (UKCHA
tauka. OHe Koje HeMa]y (PUKCHY Tauky Ouie OU TpaHCIaluje Ha IPaBoj.

Teopema 4.2.7. Axo cy A, B, C mpu nexosuneaphe mayke nexe pasHi
7w u A, B, C' mpu nexoaruneaprne mauxe nexe pasnu ™ maxee Oa je
(A,B,C) = (A, B',C") mada nocmoju jedno u camo jeono uzomempujcko
npecaurasawe I : m — 7 Koje npesodu mauxe A, B,C pecnexmueno y
mauxe A, B',C’.

Ciuuxra 4.6.

Jlokas. IlpumenoM IpeTXOHE TeopeMe 3aKbydyjeMo Na U3 HeKOJUHeapHOCTU
tragaka A, B,C' cnemn mexommueaproct tavaka A', B, C’. Axo je P (Cmuxa
4.6) mpou3BOJLHA TauKa PaBHU T, Tala Tavka P mpumnajga HEKOj O NpaBUX
Koje camp:e Tauky A m mexy tauky mysku BC mmm tauxy C u Heky Tauky
nyswu AB wmu tauky B u mery taury ayxu AC. He ymamyjyhu ommrocT
IOKa3a IPETHOCTABUMO M4 j€ 3aI0BOJLEH IpBU ciaydaj, Tj. ma je P tauxa
KOja IIpUIaja IpaBoj Koja canpxu Tauky A um mexy rauxy my:xu BC, mnp.
rauky D. Amasormu moctynak moxemo npumenutd Ha AADC u tauxy
KOja JIeKM Ha IIPaBoj kKoja canpxsu Tauky A m mexy tauxy F myssu DC. Iloc-
marpajmo Tpoyrao AA'B'C’ u oarosapajyhe rauke D' E', P', Q' xoje pe-
CIEKTUBHO oarosapajy y uzomerpuju L taukama D, E, P, Q. Ipumenyjyhnu
ma moMmenyTte tpoyriaose AABC u AADC u muma oarosapajyhe Tpoyriose
AA'B'C' u AA'D'C’ akcuome momymapuoctu, Tj. Axcuomy III; memocpenso

MOKEMO 3aKJbYUUTHU j€AUHCTBEHOCT M30METPUjCcKe Tpanchopmanuje L. O
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Ilocnemuna 4.2.2. Ceaxa uzomempujcka mpanchopmayuja pasry ™ Koja
UM MPU HEKOAUHEAPHE UHBAPUJAGHMHE MaANKE NPEOCTNAB8HA KOUNYUOEN-

Yugy.

Teopema 4.2.8. Axo cy A,B,C,D u A’",B",C’, D" dse uwemeopxe nexom-
naarapruz mavaka npocmopa S° maxee da je (A, B,C,D) = (A, B',C', D’)
mada nocmoju jeduncmeena uzomempujcka mpancpopmayuja L : S — S3
xoja npesodu mauxe A, B,C u D pecnexmueno y mauxe A', B',C', D’.

Ilokas oBe TeopeMe aHAJIOTAH je MOKA3y IPETXOTHUX TeopeMa.

IMocnemuna 4.2.3. Ceaxa uzomempujcka mparchopmayuja npocmopa 33
KOJA4 UMQ YEMUPU HEKOMNAGHAPHE UNBAPUJAHMHE MmauKke Npedcmas.na Ko-
UHYUOEHUUTY.

4.3 IlomynmapHOCT reOMETPHUjCKUX JIMKOBA

Hepuannuja 4.3.1. Kaxkemo na je reomerpujckm auk ¢ mpocropa S™
nodydapar mury ® mpocropa S™ ako mocToju mzoMerpujcka Tpanchop-
marmuja Z npoctopa S™ raksa na je Z(®) = &', Penanujy momynaprocTr
nukoBa ® u & cumGonuuku ozmavasamo P = P’

Teopema 4.3.1. Peaauuja nodyoapHocmu 2e0MEMPUJCKUT AUKOBA TPOC-
mopa S™ je peaauuja exsusasenyUje.

Hoxa3s. (i) Pegarcusrnocm. Kako je maenTrdana TapaCchOpMALmja € IPOCTOPA
S™ uzoMmeTpujcka TpaHChopManuja Ipu deMmy cBakoM Juky ® mpocropa S™
onrosapa taj uctu quk Y, 1j. £(®) = ® cnemn na je ¢ = P,

(ii) Cumempuurnocm. Hera cy matu muxosu ¢ u &’ mpocropa S™, npu uemy
je ® = &', Omarne caemu ma mMOCTOju M30MeTpUjcKa Tpanchopmanuja Z Taksa
na je Z(®) = ®'. Y oM cayuajy mocroju m mHBep3HA Tpanchopmarmja Lt
koja nuk O’ mpesomu y muk ® ma sakmyuyjemo ma je @ = @,

(i) Tpawsumuernocm. Hera je ® =2 &' u &' = " npu wemy cy ¢, &', u
®" nurosu mpoctopa S™. Tama mocroju m3omeTpujcka TpanchoppHanuja I
raxsa na je Z1(®) = @' u tpamcpopmammja Ty taksa ma je Zp(®') = .
Kommoszunuja Ty o 7y mpesomu mux ® y mux ®”, a momTo je rommosumuja
M30METPUjCKUX TpaHCchopManuja Takobhe m30MeTpujcka TpaHchopMmanuja 3a-

Kpydyjemo ma je ® = P/, O
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W3 uumeHune na je penanuja HoIyIapHOCTU JUKOBA PEJIANN]a €KBUBAJIECH-
nmje 3aKpbyUuyjeMo ma he meHO IejCTBO Ha CKYIMY T'€OMEeTPHUjCKUX JIMKOBA ITPO-
cropa S™ moBecTm mO mapTUIMje OBOT CKyIla Ha oAroapajyhe kilace eKBUBa-
JIeHITyje, IIa TAKO MOMKEMO aHaJM3UPATH NOACKyIoBe MehycoboMm momymapHUX
aukoBa npoctopa S™. Jlako 3akmbydyjeMo ma IPaBoj OAroBapa IpaBa, PABHU
paBaH, N-IMMEH3MOHOM IPOCTOPY M- AUMEH3UOHU IPOCTOP. 3a pa3MaTpame
MOy AAPHOCTU OCTAJUX TEeOMETPUjCKUX Objexkara Kao OCHOBAa Te€OMETPUjCKe
Teopuje MOAYIAPHOCTU CIY:KUIie IBEe OCHOBHE peJiallije U TO:

(i) penmamuja Mooy AAPHOCTH Ty:KHA U
(ii) penmamuja moayAApHOCTH YTIIOBA.

4.4 TlonynmapHOCT IysKu

Teopema 4.4.1. Axo cy A, B u A’, B’ dsa napa pasnwur mavaxa maxeus
da je (A,B) = (A, B") mada je (AB) = (A'B’).

IToka3. O6emnexumo ca | mpaBy oapebeny Taukama A u B u ca I’ mpaBy oxpe-
beny taukama A’ u B'. U3 (A, B) = (A, B') cnemn na moctoju nuzomerpujcka
tpanchopmarmja Z : I — ' raxsa na je Z(l) =1, Z(A) = A', Z(B) = B'.
IlITaBume, mpeMa paHHUje DOKA3aHO] TeOpeMU CBakoj Tauku X € [, TakBoj
na je B(A, X, B), omrosapahe tauka X' € I’ raxsa na je B(A', X', B'), rj.
us X € (AB) cnemn Z(X) € (A’'B’). AmanorsuM mocTymKOM yCTaHOBIbYje
ce ma he cpaka taurka X' € (A’'B’) 6urn ciuka mexe tauke X € (AB), Te
3aK/bydyjeMo Ja y M30MeTpHjckoj Tpanchopmanuju Z orsopenoj ayxu (ADB)
onrosapa otsopena myx (A'B'). O

Amajioraa Teopema Baikn 3a 3aTBODEHE, IOJyOTBOPEHE U IOJIy3aTBODEHE

YKL
Teopema 4.4.2. V usomempujckoj mparc@opmayuju
T:S8" 8" (n=12,3)
dyacu 00zosapa OyYxc.
Ioka3. Hexa cy A u B mBe pasme Tauxe mpoctopa S", a A’ u B’ muma
onrosapajyhe tauke y mzomerpuju Z. Axo je X € (AB) u X' =Z(X), Tana

je X' € (A’B’). 3aucra, npumenoM OCHOBHE TeopeMe O Oy IaPHOCTH TApOBa

Tayaka, U3 pejalunja

(A, X)= (A, X', (B,X)~(B,X'), B(A, X,B)
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ciem na je B(A', X', B’), na je X’ € (A'B’). Crora je Z(AB) C (A'B’).
Ucrmm moctymkom nokasyje ce na je u (A’B’) C Z(AB). lpema Tome, caem
Z(AB) = (A'B’), a To je u Tpebasno nokazaTtu O

HMepuanmmja 4.4.1. Tauky O masuBamo cpeduwmenm 0yxcu AB ako cy
3a00BOJbeHU ciaenehu yciaoBu:

(i) O€(AB), (i) (OA)=(0B).

Teopema 4.4.3. (O ersucrennmju m jequacTBeHoCcTH cpemumrTa ny:xu) Cea-
Ka 0YNc uMa JEOHO U camo jeoHo cpeduume.

Iloka3. Hexka je AB nmpoussomHa my:x. IOKa:EUMO Oa OHA MOCENyje jemuH-
crteno cpexumte. Hexka je C 6uno koja Tauka Bam mpase AB. Tauxe A,
B u C cy HekonmHeapHe, Te MOCTOjU paBaH T Koja MX caap:xku. llpema Axk-
cuomu Illg y pasau 7, ca one crpane npase AB ca koje muje rauka C moctoju
jemuncTBena tauka D Taxsa na je (A,C) = (B,D) n (B,C) = (A,D). Ho
kako je mopen tora (A, B) = (B, A), us nexonuneapuoctu tavaka A, B, C
cllemu fa MOCTOjU jeIUHCTBEeHA M30oMeTpuja L paBHM T Koja mpeBomu Tauke A,
B, C pecnerrusno y tauke B, A, D, tj. Z(A) = B, Z(B) = A, Z(C) = D.
Y T0j msomerpujckoj Tpanchopmamuju pasau 7 npasama AB u CD ogro-
Bapajy pecnexktusao npase BA u DC'| tj. ucte mpase. Ilpema Tome, Tauxa
O, npecek oBux npaBux ce nomohy umzomerpuje Z npeciukasa y camy cebe, Tj.
Z(0) = 0. Na 6u norazamu na je O cpequmre nyxu AB Tpeba jom nmokazaTu
na Baky ycaos (i) nz medumnmumje. Uz Z(0O) = O u Z(A) = B caemn na je
(O, A) = (0O, B) unme je nokazan ycaos (ii). Horamumo jom ma O mpunama
orsopenoj ay#xu (AB). C obzupom na je tauka O nmpecek npasux AB u CD
ona npumnazna npasoj AB. Taurxa O me moxe OuTu MCTOBeTHa ca Taukom A
jep je Z(O) = O, Z(A) = B u A # B. Amasnoruo ce nokasyje na tauka O
He MOske OuTu mcroseTHa ca TaukoMm B. Taukxa O He Moxke OWTH HE Ha IPO-
nysxetky ny#u AB jep axo 6u mup. 6uino B(O, A, B) Tana 6u Ha noxynpasoj
OA nocrojane nse pasmmunre tauke A u B rakse na je (OA) = (OB) mro
je memoryhe. Opmatae je B(A,O0,B) u O € (AB) na je tauka O cpemumre
nyxu AB.

Iokaxkumo jom jemuuctBenoct. Heka ocum tauke O mysx AB mma jom
jemno cpemumre, Hup. Tauky O'. Tana 6u y usomerpuju Z 6uno Z(O) = O u
Z(0") = O, ommocno uzomerpuja Z koja neryje ma npasy AB Tj. y mpoctopy
S umana 6u ase muBapujanTEe Tauke O u O ma 61 mpeMa TOMe MOpana Ia
Oyme moeaTUYHA Tpanchopmamuja npase AB. MebyTtum oBa TparchopManmja
npesomu tauky A y tauxy B, 1j. Z(A) = Bu A # B. Opnatne ciemu na
7 Huje upeHTHUHA TPaHCHOPMANUja WITO IPEACTABIbA KOHTpaMKIMjy. lakiae
ny#% AB uMa jenuHcTBEHO cpemumiTe. O
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Meby nojMoBuMa Koju ce U3BOJEe U3 peslanuje HOLyAaPHOCTU yKU HAJIA3€e
ce 1 nopenbeHe pesanyje Hal CKYIOM LYKU KOje M3paKaBaMO DeUurMa ~ MaHa
on’ m ”Beha oxn”.

Hedbuuunuja 4.4.2. Arxo cy AB u CD ngBe myskm U aKO yHYTAp Iy:KA
CD mnocroju tauka F taksa na je AB = C'E, tama KaxkeMo ma je oy
AB mawa on nysxu CD u To cuMOonInUKy obesekaBaMo ca

AB < CD,

wiu na je ny:x CD eeha on nysxku AB u cuMmOonuuky oGenexkaBaMo ca
CD > AB.

A B
C D
E G F
Ciuka 4.7.

Hepunnnmja 4.4.3. yx je EF jemnara s6upy deejy dyacu AB u C'D
1 cuMOOIUYKM ce obeseskaBa ca

EF = AB +CD,

ako Ha ny:xku E'F mocroju tauka G takBa ma je AB >~ EG u CD 2 GF
(Cnura 4.7). Tana je nyx AB jennara paszmuuu nysxu EF u CD u to
o3HauaBamo AB = FF — CD.

Hepunnnmja 4.4.4. yx C'D jemnaka npouszsody 0yamcu AB u npupodroz
bpoja k, m cumBonuuku obenesxasa ca CD = kAB, ako je

CD=AB+AB+...+ AB
k IyTa

Hepruunuja npomsBoga Oy:Ky ca OMIIO KOjUM NMO3UTUBHUM OPOjeM HEUITo
je cunoskenuja, Te je ome Hehemo HaBomuTu. HamomMummemo camo ma je oHa y

TECHOj Be3U Ca MEPEHmEM IYiKMU.

CBu 3akoHu OpojeBa Baske u oBae. 1loceOGHO Basku 3aKOH TPUXOTOMUjE, Tj.
3a cBake mBe my:xu AB u CD Baxu jemsa m caMo jemHa of pelamuja:

(i) AB=CD, (ii) AB seha on CD, (iii) AB mama on CD.



4.5. IomynmapuocT yriaosa 103

4.5 IlomymapHocT yrJyioBa

T'oBopuTtu 0 kKIacK HmOLymapHUX YIJIOBA MMa CMUCJIA TEK IIOCJIE YCTAHOB-

maBama ciaenehe Teopeme:
Teopema 4.5.1. V usomempujcroj mpancopmayuju yzay 00208apa y2ao.
IToka3. Heka je y meroj pasuu 7 mat yrao w ca kpamuma OA u OB u Hexka

My y Hekoj mzomerpuju L : T — 7 omrosapa meku Jmk w' . Jlokaxmmo ma je
nmuk w' Taxobe yrao.

O A

Cuauxra 4.8.

Bynyhu na y mzomerpuju Z noxynpasama OA u OB oarosapajy momymnpa-
e O'A" u O'B’, yraonoj munuju L AOB oxrosapa yraona mumuja £ A'O'B’.
Tpeba jom mokazatu ma he y msoMmerpuju 1 yHyTpaIIlbUM TadKaMa yria W
OJroBapaTH YHYTPAIIle Taduke HeKor yria w’' oxpebeHor yraomom jmHUjOM
LA'O'B’. Y toMm mumy obenexumo ca P u () 6uno koje mBe Tauke Koje
npunanajy yayrpammoctn yriaa w (Canka 4.8.). Y craany ca nehuHALIjOM
mojMa yTJja, IOCTOjU HOJWTOHAJHA JuHUja [ y paBHM T Koja cmaja Tauke P
u () u Koja ca yraonom junujom £ AOB mema 3ajemauuknx Tauaka. Kako y
uzoMerpuju L Ly:KUMa OAroBapajy Ay:KHd, HOJUTOHAJHO] JuHUjU [ oArosapa
nosuronasnua auauja I’ koja cnaja tauke P’ u Q' u manasu ce y pasau 7. Kaxo
yraona nuanja £ AOB meMma 3ajeHUUKMX TadaKa Ca MOJUTOHAJIHOM JIMHU]OM
l uhe u LA'O'B'NI' = (). Omarne ciemu ma cy tauxe P’ u Q' ca ucre
crpane yraome suuuje L A'O'B’, Tj. ma cBuM yHyTpammuM TaukaMa yria
w omrosapajy y usoMmerpuju L Tadke KOje ce Haja3e Cca MCTe CTPAHE yraoHe
nuanje £ A'O'B’ ommnocuo yrao w’ . VceTuM mocTymroM JOKa3yje ce oa CBaka
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tauka P’ yria o’ mpencrasma ciuky Heke Tauke P yria w, umme je Teopema
JOKa3aHa. O

Teopema 4.5.2. Jla 6u dsa yeaa Lab u £a't ca memernuma O u O’ busa
nooyoapra, nompebro je u 0080pHO 0a Ha Kpauuma a, b u a’, b’ nocmoje
pecnekmusno mawke A, B, A", B’ maxee da je (OA) = (O'A’), (OB) =
(O'B") u (AB) = (A'B’).

Jloka3. Y cayuajy Kamla cy yIJIOBM ONpYy:KeHHU NOKa3 je HemocpegaH. Heka
cama yraosu £ab u £a’'b/ mucy ompysenn. Ako cy oHM mOXYZAPHU Tana IOC-
TOjU M30METPHja KOja IpecanKaBa jenan Ha apyru. Tama ce TOM M30MeTpujoM
npousBosbEe Tauke A € a, B € b npecmukasajy v Tauke A’ € a/, B’ € I/ npu
gemy je (0,A,B) = (O',A,B), 1j. (OA) = (O'A"), (OB) = (O'B’) n
(AB) = (A'B’).

O6parro, neka je (OA) = (O'A’), (OB) = (O'B’) u (AB) = (A'B’).
Tana je (O, A, B) = (0', A", B’), mpu uemy cy O, A, B u O', A', B’ nse tpo-
jK€e HEKOJIMHEDHUX TavaKa, OJAaKJe CJIeIu Na IMOCTOJU jeIMHCTBEHA U30METPUja
pasru koja tauke O, A, B npesomu pemom y tauke O', A, B'. Ta uzomerpuja
yrao £ab mpecaurasa na yrao £a’'b’, omaxmne cremn Lab = La'b'. O

Teopema 4.5.3. Hanopednu yea08u nodyoapHux y2a08a cy nodyoapH.

Ciuka 4.9.

JIToka3. Hera cy £ab u £a'l’ meonpysxeHu, KOHBEKCHU MONYIADHU YILIOBU
y Py yAap y
u mera cy £bc u £b'c wuxosu mamopemmm yriosum (Cmmka 4.9). Heka cy
0,0 temena a A, B, A', B’ penom raure momympasux a, b, a’, b/, raxse
) p yap
ma je OA =2 O'A" u OB = O'B’. Tana je HA OCHOBY IPETXOIHE TEOpEMe
AB = A'B’. Heka cy C u C' Taure monynpasux ¢ u ¢ pemoM TakBe Oa je
OC = O'C'. Tana ma ocaoBy Axcuome III; cremu ma je BC' = B'C’, na na
OCHOBY TpeTxoxHe Teopeme ciremu £bc = Lb'c . O
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Teopema 4.5.4. Ywnaxpcuu yzaosu cy mehycobom nodydapru.

Jloka3. Kako yHaAKpCHE yTJIOBM MMA]jy UCTE HAIIOPEIHE yTJIOBE, TO HA OCHOBY
IpeTXoAHe TeopeMe Ciequ noKa3 TBphema. ]

Teopema 4.5.5. Axo je £pq 3adamu yeao u p' npousgomna noaynpasa,
mada Yy C8aK0j 3a4MEOPEHO] NOAYPABHU WU Je 2PaHULa NPABa KOja Cadp Iy
noaynpasy p' nocmoju jeduncmeena noaynpasa ¢ maxea da cy yzroeu £pq
u £p'q’ mehycobro nodydapru.

@) P p o P’ p

Cuura 4.10.

Iloka3. Arxo je yrao 4pq ompyskeH NOKa3 Ce W3BOAM HEMOCPETHO . AKO
uuje, mpernoctasuMo na cy P u () tauke moaymnpasux p u ¢, O Teme yria
£pq, O’ nouerax momynpase p’, a P’ Tauka nonynpase p’ Taxsa ma je OP =
O'P’ (Cnuxa 4.10). Taza y 3amaToj MONYypPABHU UMja je TPAHUIA TPaBa KOja
cagp#u p’ mocroju jemuEcTBeRHA Tauka ()’ Taksa ma je (O, P,Q) = (O', P',Q").
Axo ca ¢’ ozmauumo nosynpasy O'Q’, yraosu £pq u £p'q’ he 6urn nomynapuu
Ha OCHOBY Teopeme 4.5.2.

Axo 6u ocum ¢ y 3amaroj mOTYpaBHM IOCTOjaJa U MOIyImpaBa ¢ Koja
3a10BOJLABa YCJIOBE TeopeMe, Tala OM Ha TOj MOJIYIpaBoj MOCTOjaja jeTdH-
crBena tauka Q" rtaxsa ma je OQ = O'Q”, na 6u, va ocroBy Teopeme 4.5.2.,
tpojre (O, P,Q) u (O, P',Q") 6une nomynapue mro je mpema Axcwonu IIlg,
memoryhe. O

Penanuja monynapuocTu yriaosa oMoryhyje ma yCTaHOBUMO HU3 HOBUX TOj-
MOBa& KOjU Ce€ OJHOCE Ha YIJIOBE; OJ TUX IIOjMOBa HABOAWMMO HAjIpe IMOjaM
PACIOJIOBHUIE MAU ODUCEKTpUCE yTJia.
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Heounuunmja 4.5.1. Pacnoaosnuyom (cumempanom, bucekmpucom) yz-
aa £ POQ wazuBamo nonynpaBy OR koja mpumnajga TOM yriay U KOja ra
pasiaske Ha, IBa HOAYIapHAa yTIJIA.

Hamomena. Ilon nmojMoM cuMeTpaJie yria Hajuembie moapa3yMeBaMo He CaMo
HaBeJeHy MOJynpaBy Behu ey npasy Koja camap:Ku OBY MOJyOpaBy MOK hemo
OBy IOJIYIIPpAaBy Hajuemilie Ha3UBATU PACIOJOBHUIOM UV OUCEKTPUCOM.

Teopema 4.5.6. Ceaxu y2ao uma jedHy u camo jeOny ducexmpucy.

Jloka3s. IlpunukoMm mOKa3a oBe TeopeMe pasziumkoBalieMo nBa ciydaja u TO:
(i) ¥Yrao £ POQ muje onpysesn, (ii) Yrao L POQ je onpyesn.

Q

Cuura 4.11.

(i) Hera cy A, B pemom taure ca kpaxosa OP, OQ) Taxse na je (0, A) =
(O, B) (Couga 4.11). IIpu tome cy A, O, B Tpu HekomMHeapHe Tauke TaKBe
na je (0O,A) = (0,B), (0,B) = (0,A) (360r cumerpuuroctu) u (A, B) =
(B, A) na mocroju nzomerpujcka Tpanchpopmanuja Z paBHU T y K0joj ce Ha-
a3y Taj yrao u koja mpesomu Tauke O, A, B pecmextusuo y Tauke O, B,
A1j. Z(O) = O, I(A) = B, Z(B) = A. ¥ crnany ca DOCIeImAM IBEMA
penamujama cpemumre nyxu AB, tauka C je uaBapujanTa TpaHCchopManuje
Z, 1j. Z(C) = C. Y rom cnyuajy usomerpuja Z paBHU T HOCEIyj€ IBE UHBA-
pujantae Tauke O u C' Te je cBaka Tauka mpae OC umBapujanTaa. Tauka
O pasznasxke npasy OC' na nse mosynpase ol Kojux je jemna y yriay £ POQ a
IpyTa BaH mera. Heka je momynpasa OC' y Tom yray. Obenessumo je ca OR n
nokazkumo na je OR 6ucekrpuca yraa £ PO(Q). 3 npernocTaBke HEIOCPEIHO
ciemu na OR npunana yriny £ POQ. Kaxo je Z(LPOR) = LQOR, nomy-
mpasa OR pasznasxe yrao £ PO(Q) Ba nBa momynapHa yria, Ia ofaTie CIeIn 1a
je OR pacnonosruna yraa £ PO(). JeqwHCTBEHOCT ce IOKa3yje MHANPEKTHIM

IIOCTYIIKOM.
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Q /B o AN\ P

Ciuura 4.12.

(ii) Heka je cama L POQ onpysken. Hera cy A, B tauke nonynpasux OP
u OQ (Cnuka 4.12) taxse na je (O,A) = (O,B). Hexka je M 6uno xoja
rauka yraa £ POQ) koja muje Ha mpasoj P(Q). Y crmamy ca Axcmomowm Il
y TOj mosiypaBHE mocToju jenuHcTBeHa Tauka N taxa ma je (AM) = (BN)
u (BM) = (AN). Cewm rora je (A,B) = (B, A) Te mocroju jenuucTBeHA
nsoMmeTpuja L paBHU T y KOjOj ce HaJIa3M Taj yrao koja mpesoau Tauke A, B,
M penom y tauke B, A, N, tj. Z(A) = B, Z(B) = A, Z(M) = N.

Karo y Toj Tpancdopmanuju tauku A onrosapa Tauka B, tauku B oaro-
Bapa Tauka A, To cpemumry O nyswum AB oxrosapa Ta ucTa Tauka, Tj.
Z(0O) = O. Kaxo je y oBoj msomerpujckoj Tpancdopmaruju Z(M) = N
u Z(N) = M, cpemumry C mymu MN omrosapa Ta ucra tauka C, Tj.
Z(C) = C. Y tom caydajy y M30MeTpHUjCKOj TpaHCcopManuju L pasHH T
raukama O u C' Te paBEHE 0AroBapajy Te MCTE TadKe Te je CBaKa Tadka IpaBe
OC' vuBapujanta Tpancpopmamuje Z. Taurxa O paznaxe npasy OC na nse
moJIynpase of Kojux jemna npunana yriay £ POQ) a apyra je Ban mera. Heka je
unp. OC y yray £ POQ. Osuaunmo je ca OR. W3 npernocraBke HeMocpe Ho
caemu ga nonynpasa OR npunana yray £ POQ u xaxo y mzomerpuju L yriay
APOR onrosapa yrao £QOR nonynpasa OR pasnaxe £PO() na nBa mo-
nynapua yriaa. Opatie ciaemu na je OR 6ucexrpuca yraa £POQ umme je
OKA3aHa €T3UCTeHNuja. JeIMHCTBEHOCT ce MOKA3yje WHANPEKTHUM MOCTYTI-

KOM. O

Hamomena. M3omerpujcke Tpanchopmanuje omoryhyjy ma ce ocum 1o cama
nocMaTpaHe pellallije MONyAapHOCTH Ne(UHUIIYy M ApYyre pejanuje Ha CKYILY
yIJoBa, Kao Huop. 'Mamu on’ u Behu onx”.

Hepuannmja 4.5.2. Axo cy LAMB u LCND nBa yriaa m ako yHyTap
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D
B %
M A N C

Cnura 4.13.

yraa £LCND nocroju monynpasa NFE takBa na je LAMB = LCNE,
tana kaxkemo na je LAMB mawnu om LKCND u cumbonuuku obesesxaBa-
Mo ca LAMB < LACND, uwmu na je LCND eehu on LAMB u cum-
6osnukn obenexasamo ca LCND > LAMB (Cnuxa 4.13).

Ocum HaBeICHUX peﬂauI/Ija Ha CKYIIYy CBUX YI'JIOBa MOTY cCe He(bMHﬂcaTM n

omeparuje ”cabupame yriosa’ um ’MHOKEHmE yria opojem”.

B D

Crnuxra 4.14.

Hepunnnmja 4.5.3. Yrao LFOF jemuak 36upy dsajy yenoea LAMB u
£LCND, u cumbonuuru obesexaBa ca

LEOF = {AMB + {CND,

ako yaytap yria £ EOF nocroju moaynpasa OG koja pa3jiaske Taj yrao
va aea yria £ FEOG u £GOF rtakBa na je LAMB = LEOG u LCND =
£LGOF (Cmura 4.14). Yrao LCND je jemuak npouszsody yeaa LAMB u
npupodnoz bpoja k, u cumboauuku obenexapa ca LCND = k- LAMB,
aKo je

LCOND = LAMB + LAMB + ...+ LAMB

k myTa
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4.6 IIpaB yrao

Hebuaumuja 4.6.1. Hexu yrao je npae, owmap uau myn y 3aBUCHOCTHU
OX TOra ma Ju je jemHak, Behu mam mMamu O CBOT HAIOPETHOT yTJa.

Ersucrennuja npasor yria cieiyd U3 YUHEHUIE Na CBAKM yrao, Ia U OIl-
PYJKEH yrao uMa jeIMHCTBEHY OUCEKTPHUCY.

q q

p 0 rop o r

Cuka 4.15.

Teopema 4.6.1. Yzao nodydapan npasom yzay je npas.

IToxa3. Hexka je £pOq upas u £p'0'q' = £pOq. Obenexumo ca r u r’ mo-
JTympaBe KOMIIeMeHTHe pefoM ca moaynpasava p u p' (Crmuka 4.15). Yriaosn
£pOq u £p'0'q cy monynapeu na cy m muxosu mHamopemuu yriosu £qOT
u £q'0'r" momynmapuu. Ilpum tome je £p'O'q" = ApOq, £pOq = £qOr u
£qOr = £q'O'r" omakne je 360r TPAH3UTUBHOCTU pejalyje IOLYIAPHOCTH
yraosa £p'0'q = £q'O'r" na je £p'O'q' npas yrao. O

Teopema 4.6.2. Cesaka dsa npasa yena cy mehy cobom nodydapra.

p 0 rop o r

Cuka 4.16.

Ioka3s. Heka cy p, q, p, ¢ xpama npasux yraosa £pOq u £p'0'q' (Cruxra
4.16) a r u ' mOTyIpaBe KOMIIEMEHTHE peJoM ca mosaynpasama p u p’. [Ipet-
nocrasumo na upasu yriaosu £pOq u £p'O'q' vucy nonynapru. Hexka je yrao
£p'0'q' Behn on yrna £pOq. Tana yayrap yria £p'O’q nocroju nonympasa
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~

q" raxsa ma je £p'O'q" = £pOq. Kako je yrao £pOq mpas, To je u memy
nonynapan yrao £p'0'q"” mpas.

Cana cy yraosu £p'0'q' u £p'O'q" npasu, na je cBaku on mux jemsax
csom HamopemoMm yray Tj. Ap'0'q = LdO'v' u Lp'O'¢" = Lg"Or. Y
ToM ciydajy 6u onpyxer yrao £p'O’r’ umao nee Gucexrpuce ¢ u ¢”, mro je
umemoryhe. IIpema Tome me Basxu £p'0'q > ApOq. Amanorso ce mokasyje ma
muje £p'0'q" < £pOq. Naxne mopa 6utn £p'0'q = LpOq. O

Hedmaunuja 4.6.2. Tpoyrao xome je jeman yrao mpas 3Bahemo npa-
soyeaum. VIBumy HacmpaM IpaBor yriaa 3BaheMmo zunomewy3om a mpe-
oCTaJie NBE UBUIE KAMEMAMA.

4.7 CTaBoBU O IMOOYJAPHOCTU TPOYTJIOBA

Y mpeTXOTHOM M3Jaramy YCTAHOBUIU CMO Ia j€ T€OMETPUjCKU JIMK IOy -
IapaH TPOYLIY - TPOyTao a TPOYTaoHO] MOBPIIM - TPOyTaoHa mospm. Taxobe,
tpoyrao AABC je nonynapan tpoyriny AA'B'C’ ako u camo axo cy ypen-
jeme tpojre Tauara (A, B,C) u (A’,B’',C’) mebyco6ro monynapre. To o3-
mauaBamo AABC = AA'’B'C’'. Ha ocuoBy mocama pedesor, y moryhmoctu

CMO OJa OOKaXKEeMO jOHI HEKa TprQI—La BE€3aHa 3a TPOYTJIOBE

Teopema 4.7.1. Cnomawmnu yzao mpoyena je sehu 00 6uA0 K02 yHYmMpaui-
mez Hecyceornoz Yaia.

B C D

Crnura 4.17.

IToka3s. ITocmarpajmo AABC u neka je D (Caura 4.17) Tauka npase BC
taxsa na je B(B,C, D). Hokazahemo na je {BAC < LACD. Oznauumo ca
Q cpemumre nyswu AC, a ca E tauxy nmomynpase BQ raxsy na je B(B,Q, E)
u BQ = QF. Yraosu {AQB u {CQFE cy yHakpcHU Ta Cy Kao TaKBU U
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noxynapuu. Kaxo je jom QA = QC u QB =2 QFE toje (A,Q,B) = (C,Q, E).
Omasne je £LBAQ = LECQ.

IIpasa D@ ceue crpamuny BE tpoyria ABCE y tauku (), He cede
crpanurty BC' jep samu B(B,C, D), na npema Ilamosom cray mopa cehn
crpanuny CE. Tauke D u @) cy ca pasaux ctpana npase CE, jep je B, D +

CE un B,Q Z CE. Tpeua Tome monynpasa CE mpunazna yHYyTpamlHOCTU
yria LACD na je LACE < LACD. C npyre crpane je LACE = {BAC
omaxie caemu £ BAC < LACD. d

N3 ose TEeopeMe cJjeau jenHa BaiKHa IIOCJIEIUIla

IMocaemuna 4.7.1. Hajsuwe jedar ynympaunt y2a0 mpoyzia Mo xce bumu
npas uAu myn.

Teopema 4.7.2. Hacnpam jeOnaKuT cmparuya mpoyaia cy jedHary ye-
A08U U 06DAMHO HACTPAM JEOHAKUT Y2A080 MPOY2AQ CY JeOHAKE CMPAHUYE.

IToka3. Hera je AABC npoussoman tpyrao. Tamna Basu: ypebere Tpojke
(A,B,C) u (A,C,B) cy nomynapre ako u camo ako cy yraosu £ABC n
£ ACB mebycobro momymapHum. O

Teopema 4.7.3. Hacnpam sehe cmparuue y mpoyensy aexncu eehu yzao, u
obpammno nacnpam eehez yeaa y mpoyeay je seeha cmparuya.

A

Ciuura 4.18.

IToka3. Hexka je y tpoyrmy AABC (Cnuka 4.18) samosomeno AC > AB.
Tana ma mysxEu AC nmocroju tauka D Tarsa na je AD = AB u B(A,D,C).
Tana je moxynpasa BD yryrap yraa L ABC tpoyraa AABC na je LABC >
AABD. Tpoyrao AABD je jemrnakokpaxu na je LABD = LADB. Y Tpo-
yriy ABCD yrao £ADB je cnomammu mecycemau 3a yrao £BCD ma je
AADB > £LACB. TIpema tome umamo £LABC > LACB.
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O6patso, Heka je LABC > LACB. Tana me mome outu AB = AC
jep oucmo mmamu LABC = LACB. Tarxobe me moxe outu AC < AB

jep 6m mpema mokaszamom mery oummo LABC < LACB. Ilakne mopa outu
AC > AB. O

Teopema 4.7.4. 36up dee cmpanuue mpoyzaa je sehu 00 mpehe cmpa-
HUUE MOZ MPOY2AA, G PA3AUKAG 08€ CMPANHULE MPOY2aa, je Mawa 00 mpele
cmparuLe moz mpoyzaa.

Cuura 4.19.

Hoxka3. Heka je AABC unpoussoman tpoyrao. Osmauumo ca D (Cuuxka
4.19) rauky moaynpase BA rtako naje B(B,A,D) u AD = AC. Tana je
ABCD > ABCAu £LACD = ABDC, na je y tpoyrny ABCD 3anoBomeno
ABCD > £BDC tj. BD > BC a cavum tum u AB + AC > BC. Y
apyroMm meny mpetnoctasumo ma je AC > AB. Tana je mpema OoKa3aHOM

AC < AB + BC, onaxne je AC — AB < BC O

Teopema 4.7.5. (IIpBu cTas o mogynapraocTu Tpoyriosa) Jea mpoyena
cY NOOYOGPHE aKO U CAMO AKO CY 08€ CMPANHUYeY HuMa 3azeaher yzao npeoe
mpoyzaa nodYoapry 00208apajyhium cmpaHuyamae u Yyaiy 0pyzoe MpPoyzia.

Iloxa3 HenocpenHO ciiequ Ha ocHOBY Teopeme 4.5.2.

Teopema 4.7.6. ([pyru cras o momygapHOCTH TPOYyTIoBa) Jlea mpo-
yzaa cy nodyoapra axo U Camo aKo ¢y jeOHa CMPAHuLa U Ha B0j HAAECZAU
y2n08u npeoz mpoyzaa nodydapru odzosapajyhoj cmpanuuu u y2a08uUMa
dpyzoe mpoyeaa.

IToka3s. Heka cy AABC u AA'B’'C’ nBa tpoyria Taksa na je BO = B'C’,
AB =2 AB' u £C = LC'. Axo 6u 6uno AB > A'B’, rana na nyxu AB
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nocroju Tauka D (Canura 4.20) taksa naje DB = A’B’. Tpoyraosu ADBC
u AA'B'C’ cy nomynapuy mpema IpPBOM CTaBy O HOIYAAPHOCTH TPOYIJIOBA,
na je u LDCB = LA'C'B’. C mpyre crpare je LA'C'B' = LACB onaxne
cremn na je LDCB = LACB, mto je memoryhe. AHaJOTHO U TIPETHOCTaBKA
na je AB < A'B’ nosomu no wourpammkumje. Jakxme mopa omru AB =
A’B’ na cy tpoyriosu AABC u AA'B'C’ nonynapsu mpema mpBoM cTaBy o
IOy JAPHOCTU TPOYTJIOBA. O

Teopema 4.7.7. (Tpehwu cras o momynaprocTn Tpoyraosa) /ea mpo-
Yyena cy nodylapHa aKo u CamMo aKO CY C8€ CMPAHUYE NPEOZ MPOY2AL NO-
dydapre odzosapajyhium cmpanuyama 0pyzoz mpoyzia.

Iloka3 1 oBOr cTaBa HENOCPENHO cienu Ha ocHOBY Teopeme 4.5.2.

Teopema 4.7.8. (YerspTu cras o nomyaapHocTu Tpoyriosa) Jea mpo-
Y2aa cy nodyoapra axo u CaMo ako cy 08e CMPaHuye U y2a0 HACNPam jeone
00 HUT NP2 MPOY2Aa NOOYOAPHU 00208aAPATYUUM CINPAHULAMA U Y2AY ODY-
202 Mpoyena, 00K CY Y2A08YU HACNPaMm, OpYeus 08€ejy noodYydapHUT CMPAHUYQ
oba owmpa, oba napea uau 06a MmYNa.

A

B C B C

Ciuura 4.20.

Ioka3s. Heka cy AABC u AA’B'C’ msa tpoyraa taksa na je BC = B'C’,
AB = LB, £C = £C" a yrnosu £A u LA’ 06a omrpa o6a mpasa umu oba
tryna. Tana 3a crpanune AB u A’ B’ Baxu Tauno jemma ox moryhmocTu:

(i) AB > A'B/, (i) AB < A'B' u (iii) AB~ A'B'.

(i) Axo je AB > A'B’ rama ma nywu AB mocroju tauka D taksa ma
je DB =2 A’B’ (Cnuka 4.20). Tama cy momymapuu tpoyriosu ADBC n
AA'B'C' ma je u CD = C'A’. Kaxo je jom C'A" =2 C A umamo na je CD =
CA na u3 rpoyrina AACD muavo LCDA = LCAD. 3unaun yranosu £LCDA

u £C DB he 6utu ucroppemeno oba omTpa, oba mpasa uau oba Tyna. OHu
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Cy HaIOpPeOHU ¥ jeJHAKM IIa HE MOIY MCTOBPEMEHO OWTH OITPU WJIU TYIH.
Tarobe me Mory 6utu oba mpasa jep 6u Tana Tpoyrao AACD umao mBa
YHyTpallllba mpaBa yria. llakae me moxe outu AB > A'B’.
(ii) Amasorso u npernocraska AB < A'B’ nosomu no xomrpamuknmje.
(iii) 3maum mopa 6utu AB = A’'B’ na cy rpoyrnosu AABC u AA'B'C’

oAy apHU Ha OCHOBY HEKOI' OJ IPETXOJHUX CTABOBa O IOLYITAapPHOCTU. (|

Teopema 4.7.9. (Iletu cras o noxynapuocTu Tpoyriosa) Jea mpoyzia
cY nooYOaPHa KO U CaMO aKO CY jeOHa CMParula, Ha 0j HAAE2AU Y2a0 U
Y200 HACIPAM BE NPBOZ MPOYnd NOOYIaAPHU 00208aPAJYU0J CMPAHUYL U
Y2A08UMG OPY202 MPOY2Aa.

IToka3s. Hexa cy AABC u AA’B'C’ mBa tpoyrna raxsa ma je BC = B'C’
LA LA u AB = £B’'. Tana 3a crpanune AB u A'B’ mome BaxuTu Tauno
jemHa on penanmja:

(i) AB > A'B’, (ii) AB < A’B’ u (iii) AB>= A'B’.

(i) Axo je AB > A’B’ ouna ma mymxu AB mocroju tauka D Taksa ma je
DB = A’B’. Y toum cayuajy cy tpoyraosu ADBC u AA'B'C’ nonynapan
mpeMa IPBOM CTaBy O MOyAapHOCTH Tpoyriaosa. Omarae ciema na je £ BDC
jemmax yray £ A’ un kaxo je jom LA = LA umamo na je LDBC = LA cto je
memoryhe jep je L DBC cnomammu mecycenmu yray £A y tpoyromy AACD.

(ii) IIpermocraska AB < A'B’ amamorso nosomm mo KOHTpauEmHje.

(iii) 3maum mopa 6utn AB = A’B’, na cy tpoyraosu AABC u AA'B'C’

oAy lapHU IpeMa IIPBOM CTaBy O HOAYAaPHOCTU TPOYILJIOBA. O

Teopema 4.7.10. Axo cy dama dsa mpoyeaa AABC v AA'B'C’, %00 xo-
Juz je AB = A'B', AC = A'C' w LA > £A’, maoda je BC > B'C".

A

B D\ ¢
D’ B’

Cnura 4.21.
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Iokas. Kaxo jeA > LA’ 1o y yriny £A mocroju nomynpasa AD’ taxsa
na je LBAD' = £A’. Ha monynpasoj AD’' ompemumo tauxy D TakBy na je
AD = A'C’'. Kaxo je jomA'C’ = AC cnemn na je AD = AC. Cama mory

HacTynuTu cienehu ciydajeBu:

(i) Tauka D € BC (Cauka 4.21.). Ilocmarpajmo tpoyriose AABD
u AA'B'C’. 3a osa nsa tpoyriaa mmamo ma Baxu: AB = A'B'. AD =
A'C' u ABAD = LA, na je AABD=AA'B'C’ ma ocroBy npsor crasa o
Oy JapPHOCTU TPOYTJIOBA.

U3 muxose monmynapuoctu ciremu na je BD = B'C'. 3 D € BC, caemn
na Basku pacnopen tauaka B(B,D,C) na je BD < BC. Name Bawu BD =
B'C’, onaxne cnemn na je B'C' < BC.

A

Cuka 4.22.

(ii) Tauka D ¢ BC (Cnura 4.22.). KomcTpyumumo cumeTpaty S yria
ADAC. Hexa je K tauka nobujema y IpeceKy cuMeTpaJe S W CTPaHUIE
BC tpoyraa. Yoummo nmy:x KD. Kako je AC = AD u s cumerpana yria,
nobujamo na je KD = KC.

U3 tpoyraa ABK D no6ujamo BD < BK+ KD = BK+ KC = BC Tj.
BD < BC u 3mamo na je BD = B'C’ onakne cnemu na je B'C' < BC, mto
je TpebaJjio ToKa3aTH. O

Teopema 4.7.11. Axo cy dama dsa mpoyeaa AABC u AA'B'C’, %00 xo-
juz je AB=A'B', AC = A'C" w BC > B'C’', mada je LA > LA

Jloka3s ce uzsoau MeTon0M cBObherma Ha MTPOTUBYPEUYHOCT U Kopumhiemem Teo-
peme 4.7.10. O
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Teopema 4.7.12. (IlItajuep-Jlemycosa teopema) ¥ mpoyesy AABC cmpa-
nuue AB u AC cy jednare ako u camo axo cy My jeOHaxu odceuu, cume-
mpana BB' u CC" pedom ynympawmnuz yerosa LB u £LC.

Cuura 4.23.

Ioka3s. Heka cy onceur cumerpasia BB’ u CC’ pemom yHyTpammux yriosa
4B u £C Ttpoyraa AABC wmebycobno jemmaku. Tana 3a myswum AC u AB
BayKM Ta4vHO jenHa on ciaenehe Tpu moryhuoctu

(i) AC > AB, (i) AC < AB u (iii) AC = AB.
Pasmorpumo cBaky on mux moHA0OCOO.

(i) Hera je AC > AB. Tana je £B > £C. Y yray LABB’ nocroju
nonynpasa BD taksa na je A B'BD = L ACC’ (Cnuxka 4.23), KCBD > £C,
omakise caenu na je C'D > BD tj. na usmeby tavaka C' u D nocroju Taura F
raxsa na je BD = CE. 3a tpoyraose ABDB' u ACEC' sasu BB' = C(C’,
BD = CE u £B'BD = AECC’, na cy ouu nomynapHU IpeMa IPBOM CTABY
0 MOAYIAPHOCTUA TPOYTJIOBa. V3 IOAyZapHOCTM OBMX TPOYIJIOBA CIACOW A
cy carnacuu yriaosu £ BDC u £AC'EC jemmaku, Tj. mo6uiam cMo y TPOYTIY
AOED, rne je tauka O upecer npasux BD u C'E, na je cnomammu yrao
jeqHaK HeCycemHOM yHYTpalllheM YTy MTO je Y CYHPOTHOCTH ca Teopemom
4.7.1. 3maun mpernocraska AC > AB noBomm 10 KOHTpaIMKIuje.

(ii) Amamnoro nokasyjemo na me Basku Hu na je AC' < AB.

(iii) IIpema Tome, mpeocraje nam na sawu AB = AC.

O6patHO ce JaKo mOKa3yje. O
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4.8 YeTBOpPOYIJIOBU Yy aIICOJIyTHOj T€OMETPUjU

3aTBOpeHa MOJUTIOHAJHA JUHUja KOja Ce CaCTOjU O YeTUPU HAaI0Be3aHe
IOy>KU IPEeACTaBba YeTBOPOyrao. [leo paBHM OrpaHMUYEH YETBOPOYTJIOM Ipen-
CTaB/ba UETBOPOYTAOHY TOBpII. JIWK momaymapaH 4eTBOPOYTJY TpPEACTABILA,
Ka0 IITO CMO C€ DaHWje YBEePUIW, TaKoDe deTpBOpOyrao. Y AICOIYyTHO] Teo-
MeTpuju cy ox nocebunor marepeca JlambeproB u CakepujeB 4eTBOPOYTao.

Iebnanmuja 4.8.1. YUerBopoyrao ca Tpu mpasa yria HazuBamo Jam-
bepmosum wemsopoyzaom. Axo cy yraosu LA, LB u LC JlamGepTosor
yeTBOpOYyIJIa npasu, Tanga cy crpanune AB u BC ocuoBune a AD u
CD Bucune JlambGepTOBOT YETBOPOYTIIA.

Hepuannumja 4.8.2. Yersopoyrao ABCD kon kora cy yriaosu £A u
AB npaBu a AD = B(C wasuBamo Caxepujesum wemeopoyzaom. Crpa-
uunia AB je ocmoBumna, CD mporuBocumosuna a AD u BC cy Goune
crpanune CakepujeBor 4eTBOPOYTIIA.

Teopema 4.8.1. Koo Caxepujesoe wemeaopoyesa ABCD ca ocnosuyom AB
u npomusocrosuy,om CD samcu £C = AD.

Ciuka 4.24.

IMokas. Tpoyraosu AABC u ABAD (Cnuka 4.24) cy monynapHU Ha OCHOBY
IPBOT CTaBa O IOMYIJAPHOCTH TPOYTJIOBa. V3 HUXOBE NMOIYIAPHOCTU CJICIU
AC = BD. Caga tpoyraosu AACD u ABDC wmajy momynapHe cBe Tpu
oxrosapajyhe crparume, omakie clemu HUXOBa MOAYyAapHOCT mpema Tpehewm
craBy o momyaapHocTu Tpoyraosa. Haxme, LADC = L BCD. O

Hepuannmja 4.8.3. Ily:x Koja cmaja cpeaumTa OCHOBUIE U IPOTUBOC-
HoBuile CakepujeBOr YeTBOPOYTIIA je cpedma AUuHUjd TOT Y4eTBOPOYTIIA.
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Teopema 4.8.2. Cpedwa aunujo Caxepujesoz wemeopoyzaa paszsaxce maj
yemeopoyzao na daa Jlambepmosa wemeaopoyeia.

D H# Q H C

Cuura 4.25.

Joka3z. Heka cy P u () cpemumTa pemom ocmosune AB u mpoTuBocHOBUIE
CD (Cnuxa 4.25) Carepujesor uersopoyria ABCD. Tpoyraosu AAPD u
ABPC cy nomynapHu Ha OCHOBY HpPBOT CTaBa O MOIYJAPHOCTU TPOYTJIOBA.
U3 muxose momymapuoctu ciemu PD = PC u LAPD = ABPC. Cana
cy Tpoyraosu APQD u APQC nonynapau npema Tpehem craBy o momy-
JMAPHOCTU TpOyTioBa, onakie caemu £QPD =2 LQPC u £PQD = LPQC.
Yranosu £PQD u £PQC cy nonynapHu u HAOPeIHU, Nakjie OpaBu. Kako je
jom

LAPQ = LAPD + £QPD = {BPC + £QPC = {BPQ,

na cy u yraosu £APQ u A BP(Q) npasu. Ilakne, uersopoyraosu APQD u
BPQC cy JlambepTosu. O

Teopema 4.8.3. Axo je k00 npocmoe wemaopoyesa ABCD: LA = LB u
AD = BC mada je LC = LD.

Iloxa3. Teopema ce mokasyje Ha MOTHYHO ucTU HauuH Kao 1 Teopema 4.8.1. []

Teopema 4.8.4. Axo je x00 npocmoz wemsopoyesa ABCD: £A = 4B u
£D > £C mada je BC > AD.

Iokas. 3a nysxu BC u AD Basu TauHO jemna on pesamnuja:

(i) BC 2 AD, (ii) BC < AD unu (iii) BC > AD.

(i) Hera je BC' = AD. Kaxo je jom LA = LB, To mHa ocnoBy Teopeme
4.8.3. cnemu £C' = A D, mTo je y CyIpOTHOCTH Ca HPETIOCTABKOM.

(ii) Aro je BC < AD, rama nocroju tauka D’ (Cnura 4.26) takxsa ma je
AD' = BC u B(A,D’, D). Yersopoyrao ABCD' je npoct jep cy rauke C

/
u D' ca ucre crpane npase AB u 3amosomasa cse yciose Teopeme 4.8.3.,
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D

Ciuura 4.26.

omarne cremu LBCD' = LCD'A. Taurka D' mpumanma nyxu AD, omakie
cremu ma D' mpunana ymyrpammoctu yria £ BCD, na je £ BCD > £ABCD’
u xako je jom LBCD' = LCD'A, 10 je ABCD > £CD'A. Yrao £CD'A
je cnomammu mecycemau yray LCDD' = LCDA, onakne cienu £ BCD >
ACDA, mro je y cyIpOTHOCTH ca HIPETIOCTaBKOM Teopeme. lIpema ToMme He
moske outu BC < AD.

(iii) mpeocraje moryhmoctr BC' > AD. O

Teopema 4.8.5. Axo je x00 wemeopoyena ABCD: LA = LB u BC > AD
mada je £D > £LC.

Cnuka 4.27.

IHoxkas. N3 BC > AD canemn na mocroju tauka C' (Cnura 4.27) taksa na
je BC' 2 AD u B(B,C’,C). Yersopoyrao ABC’'D 3anosomasa cBe yciose
Teopeme 4.8.3. omaxie je LBC'D = LADC’. Cana je

LADC > LADC" = LBC'D > £BCD,

tj. 4D > £LC. O

Teopema 4.8.6. Axo je x00 npocmoz wemeopoyzaa ABCD: AD = BC u
LA > LB, mada je LC > £D.
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ITokas. 3a tpoyraose AABC u AABD je BC =2 AD, AB = AB n
£LABC < AABD (Caura 4.28) na je AC < BD. Cana 3a Tpoyriose
AACD u ABCD Bazxu CD = CD, AD = BC u AC < BD, onaxxe je
LADC < £BCD, tj. LD < £C. O

D

Caura 4.28.

Teopema 4.8.7. Axo je k00 npocmoez wemsopoyzaa ABCD: LA = LC u
AB = 4D, mada je AB= DC v BC = AD.

Ilokas. 3a yraose LACD u £CAB Baxu TadyHO jegna o1 TPU pesaluje:
(i) LACD < LCAB, (ii) LACD > LCAB wnm (iii) LACD < LCAB.
(i) Aro je LACD < ACAB rana je u LACB > ACAB. Y yray
£ AC B nocroju nomynpasa CC’ (Cmuka 4.29) Taksa na je LACC' = LCAD.
Ha wctu maums noctoju moxympasa AA’ ymyrap yraa £CAB Taxsa ma je
LCAA = LACD. Osmaunmo ca B’ mpeceuny tauky momynpasux AA’ u
CC'. Huje Temko 3akpyunTu, npuMmeroM Ilamose axcuome, na ce Tauka B’

nasasu yuytap tpoyriaa AABC.
D C

AV

A B" |
CV

Cunuka 4.29.
Tpoyrnosu AACB' u AACD cy nonynapuu mpema IpyroM CTaBy O HOIY-

nmaproctu tpoyriaosa. Omasme cremu LAB'C = £D. Kaxo je jom £D = 4B
nobujamo LAB'C = L ABC. Oszmaunmo ca B” npeceuny rauky npasux CC’
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u AB. Yrao £AB'C je cnomammu mecycemnu y tpoyrimy AAB”B’ yray
AAB"B' na je {AB'C > LAB"B’. Ha ucru naunu je LAB"B' > LABC
Kao crnosmammu Hecycemuu y tpoyray AB”BC. Tlpema Tome, mobuja ce
LAB'C > £ABC, mro mpencraBmba KOHTpamuknujy. IIpema ToMe HE MOe
outu LACD < LCAB.

(ii) Amanormo, mpernocraska £ ACD > LCAB nosoms no KOHTpaIUK-
nuje.

(iii) daxne, mpeoctaje na je LACD = LCAB. Tana je {ACB = LCAD
Kao JONyHE jedHAKMX yriaoBa Ao jemHakux. Cama cy Tpoyriaosu AABC u
AADC nonynapuau mpemMa APYTOM CTaBY O HOAYAAPHOCTU TPOYTJIOBA, OJAKIe

ciemn AB=CD un BC = AD. O

Teopema 4.8.8. Axo je k00 npocmoz wemsopoyesa ABCD, AB = £D u
axo cpeduwme Jujazonase AC aexncu Hna dujaeonasu BD, mada cy Hac-
NPAMHKHE CMPARUYE MO2 YeMBoPoYera nodydapHe mehycobro.

Ioka3. Osmaunmvo ca D’ tauky mpase BD rtaksy ma je OB = OD' u

D,D’ — O. Taza Ba:xku TayHO jelHa O peJamuja:

(i) B(O, D', D), (ii) B(O, D, D") wma (iii) D' = D.

Cuaura 4.30.

(i) Hera je B(O, D', D). 3a tpyraose AOAB u AOCD' (Cnuxra 4.30)
je AO =2 0C, OB=0D' u LAOB = £COD'’ na cy omu noaynapHu mpema
IPBOM CTaBy O TOAYAAPHOCTM TPOyTJoBa. V3 HMUXOBe NMOMYAAPHOCTH CJen
AB = CD’'. Canma cy u tpoyrmosu AAOD’' u ACOB nonynapau mpema
opBoM craBy o momymapuoctu jep je AO = CO, OD' = OB u LAOD’ =
£COB. Opnasne je AD' = CB. 3a rtpoyraose AABC u ACD'A je AC =
CA, AB = CD' u BC = D'A, tj. un oun cy nomymapru (rpehm cras o
noxynaproctn), onaxie je L ABC = L AD'C'. Kaxo je jom { ABC =2 L ADC
cremu LADC = LAD'C, mro je y cymporroctu ca £LADC < LAD'C.
[pewma Tome wuje B(O, D', D).
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(ii) Amanormo, u npernocraska B(0, D, D") nosomu no xoTpammkmmje.
(iii) Hpema Tome mopa 6utu D = D', 1j. AB = CD' = CD u BC =
AD' = AD. O

Teopema 4.8.9. Axo je k00 npocmoz wemaopoyeaa ABCD,
AB+BC=CD+ DA

u axo je cpeduwme O Oujazonane AC ma oujazonasu BD, mada cy nac-
NPAMHE CMPAHULE MO2Z YeMEOPoY2aa NOOYOapHe.

JIToka3s. Hexa je D’ tauxa npase BD raxsa ma je OD' 2 OB u D,D’ = O.
Tana mory mactynuru cienehu ciyuajeBu:

(i) B(O, D', D), (ii) B(O, D, D’) wmu (iii) D' = D.

(i) Hexra je B(O, D', D). Tpoyraosu AAOB u ACOD’ (Cnuxra 4.31) cy
noxynapuu, omakite je AB = CD’. Tarxobe m3 momymapHOCTH TPOyTIoBa
ABOC u AD'OA cnemu BC = AD'. W3 nocnemme OBe jeIHAKOCTH je
AB + BC = AD' + CD'. Tlo npernocrasmu je AB + BC = AD + CD,
ma je

AD+DC = AD' +CD'.

Osmaunvo ca F mpeceuny Tauky nmpasux AD' u CD. Tana je B(C,E,D)
u AD' + CD' < AD' + D'E + EC < AD + DE + EC = AD + DC,
tj. AD' + CD" < AD + DC opakne cremu AD + DC > AB + BC, mro

IpeACcTaB/ba KOHTPAIUKIIN]Y.

D \E

Ciuura 4.31.

ii) Amanorso u npernocraska B(O, D, D’) mosomu mno KoOHTpaIuKIMje.
(ii) p D, p j

(iii) TIpema Tome mopa 6utu D = D’. W3 momymapHOCTH TPOYTIOBA
AAOB u ACOD cnemu AB = CD, noxk u3 nongynapraoctu Tpoyriosa ABOC
u AAOD cnemu BC = AD. O
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4.9 YmupaBHOCT IpaBUX

ITojam mpasor yria omoryhyje mepumHucame mojMa ynpaBHUX TPaBUX.

Hedpuanunuja 4.9.1. Ilpasa a je ynpasna, opmozorasHa UAl HOPMAAHG
Ha mpaBoj b ako mpaBe a u b camp:ke Kpake HEKOr IPaBOT yria U TO
cuMbosmuku obeaesxkaBaMo ca a L b.

V3 nmepmHunmje HemocpenmHO ciaeou na je peslaliiija YIPaBHOCTU IPABUX

CUMeTpVYHA aJIv Ja HUje pPe(IIeKCUBHA U TPAH3UTUBHA.

Teopema 4.9.1. 3a ceaxy npasy p u ceaxy mavwky P nexe pasnu ™ noc-
moju jedna u camo jedna npasa n pasHu T makea 0a je n L p.

Jloka3s. Pasznukyjemo nBa ciaydaja:
(i) Taurka P me mpunana mpasoj p, (ii) Tauka P npunana npasoj p.

Ciuura 4.32.

(i) Ezsucmenyuja. Hexka je Taurka P Ban npase p u neka cy M u N (Canuxa
4.32) mBe MpOM3BOJLHE TAUKE IPABE P U P’ tauka paBHU T ca OHE CTPaHEe IPaBE
p ca koje Huje tauka P Taro ma je (P,M,N) = (P',M,N). Kaxo cy tauxe
P u P’ ca pasuux crpana mpase p, To ay:x PP’ uma ca mpaBoM p 3ajenHudry
rauky O ma je ma ocmoBy Axcmmome III; 3amoBomeno ma je OP = OPF'.
Kako cy P, M, N u P', M, N 1Be Tpojke HEKOIMHEAPHWUX TAYAKa DPABHI
7 rakse maje (P,M,N) = (P', M, N) To nocroju jeqmEcTBeHa M30METPHUjCKa
tparchopmarmja L pasau T koja tauke P, M, N npesoxu pemom y tauke P’
M, N. Y t0j usomerpujckoj tpanchopmanuju yriay £ POM oarosapa yrao
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£ P'OM na cy oru moaynapHu a Kako Cy jOII M HATIODEJHU OHU Cy TPABH, T4
je mpasa n = PP’ ynpasua ma mpasy p.

Jeduncmeenocm mpase M, y OBOM CIydajy, HOKa3yje Cce WHINPEKTHIM
mocTynkoM. IlpeTmocTaBUMO ga IOCTOju joml jemHa mpaBa 1/ Koja camp:Ku
tauky P u ynpasma je Ha mpaBy p. Osmaummo ca O mpeceuny Tauky mpase
n' ca mpasom p. Y ToMm cayuajy tpoyrao APOQ’ uma nsa mpasa yria, mrTo
je y cymporroctu ca Ilocaenumom 4.7.1.

Cuura 4.33.

(ii) Hera je cama tauka P ma mpasoj p. Hera cy M u N Taure npase
p takse na je B(M, P, N). Tana nocroju jenunctsena oucexkrpuca PPy, o3-
HaumMo je ca 1, ompyskenor yriaa £ M PN woja Taj yrao pasiase Ha OBa
noxyaapHa Hanmopensa yriaa. CBaku o Ta ABa yria je OpaB Ila IpeMa Ie-
¢uHUIMjK cieny ma je mpaBa 7T yOpaBHA Ha OPAaBOj P, YUME je e23uCmeNYU]a
MOKA3aHA.

Jeduncmeenocm ce, u y 0OBOM ciyuajy, MOKa3yje MHAUPEKTHUM IIOCTYTI-
koM. Heka je m’ jom jemma mpaBa Koja caIpsu Tadyky p W yIOPaBHA je Ha
npaBy p. Tama Ha mpaBoj N ca MCTe CTpaHe IpaBe P ca Koje je Tauka P
nocroju jenuHcTBeHA Tauka P| TakBa na je PP; = PP{. Tana cy Tpoyr-
nosu AMPP; u AM PP| nonynapau npeMa IPBOM CTaBy, a U3 HUXOBE IO-
nynaproctu caemu MP;, = MP]. Ha uctu HAUMH U3 HOMLyAAPHOCTH TPOY-
rmosa ANPP; u ANPP| cneru NPy = NP|. Ilakne, ypebene Tpojke
tauaka (M,N,P;) u (M,N,P{) cy nonynapre, mro je y CympOTHOCTH ca
Axcuomowm IITg. O

Hedbuaunuja 4.9.2. [IpaBy s koja canpsxku cpemumre ny:ku AB u ym-
paBHa je Ha npaBy AB HA3UBAMO CUMEMPANOM AU MEQUJAMPUCOM Ty KA
AB.

Teopema 4.9.2. Hexa je y paswu w s3adama 0yxmc AB. Tauxa P paewu m
npunada medujampucu oyacu AB axo u camo axo je PA= PB.
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Joka3. Osmaummo ca S cpemumre nysxu AB. Heka je P (Coura 4.34)
IpOM3BOJLHA TauKa paBHU 7 TakBa ga je PA = PB. Y tom ciayuajy je
(A,S,P) = (B,S,P), onakne cinemu na cy samopemuu yriosu £ASP u
ABSP nonynapuu. To smaunm ga je SP 1L AB, tj. Tauka P npumana menu-
jarpucu nyxu AB.

A IS B

Ciuura 4.34.

O6patHO, Heka je P mpoussossHa Tauka Memujarpuce s ayxu AB. Tana
cy tpoyraosu AASP u ABSP nonynapHy Ha OCHOBY HPBOI CTaBa O TOIY-
IapHOCTH TPOYTJIOBa, omakiae ciemu PA = PB. [

Teopema 4.9.3. IIpasa odpehena cpeduwmuma Q@ v R cmpanuya AC u
AB mpoyera AABC ynpasna je na medujampucy s mpehe cmpanuye moe
mpoyzaa.

IHoxka3. Osmaumvo ca A', B’ u (' pemom mommoxja HOpMaJa U3 Tadaka
A, B u C ma mpaBy QR (Cmura 4.35). Tama je AAAR = ABB'R n
AAA'Q = ACC'Q, omarne je AA' =2 BB u AA' = CC’'. Ilpema Tome,
uerBopoyrao B'C’'CB je Caxepujes ca ocuosunom B’C’ u nporusocuoBumoM
BC'. Ha ocuosy Teopeme 4.8.1. cpenma auanja CakepujeBor 4eTBOPOYTIIa, je
3aje THUYKA HOPpMAaJia OCHOBUIE U IPOTUBOCHOBUIIE, Tj. MEAUjaTPUCA CTPAHUILE

BC ynupasna je ma npasy QR = B'C’ O

4.10 YnpaBHOCT mpaBe Ha paBaH

Hedpuaunuja 4.10.1. IIpasa n je ynpasHa, opmozoraAHa UAY HOPMAAHG
Ha paBaH M akKo IpaBa 1 OPOAWPE paBaH M U yIpaBHA je Ha CBaKO]
IpaBoj pPaBHU T KOja Camap:;kKu TAuKy Ipomopa. 1o o3HauaBamo can L 7.
OOCpartHO, paBaH T je YynpasHa Ha NPa8y M aKO paBaH T ceue NMpaBy N
1 aKoO je CBaKa IIpaBa PaBHM 7T KOja IPOJIA3W KPO3 IPECEeUHY TauKy
ynpaBHa Ha npaBy n. To o3nauaBamo ca 7 L n.
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Caura 4.35.

IIpema maBenmeHoj neUHUIUjU peslanyja YOPaBHOCTU IpaBe U PABHU je
cuMerpuuHa. AKO je mpasa T ympaBHa Ha paBaH 7, Tazna hemo pehwu ma je
mpaBa 7T yOpaBHa Ha CBakKy npaBy paBHu 7. Ia Taj HauwmH je momymreHa

moryhuoCT ma MuMousiasHe mpaBe Oyay mehycobHO ympaBHe.

Teopema 4.10.1. (Komwmjes? cTap - KpuTepnjyM yIpaBHOCTH IpaBe HA
paBaH) [Ipasan je ynpasna Ha PaBan T aAKO U CAMO AKO NPOOUPe MY PABAH
U Y MauKY NPooopa je ynpasHa Ha 08eMa PAZHUM NPABAMAE Me DABHU.

Cuura 4.36.

Jlorka3. Heka mpasa T mpoaupe paBaH T U HEKa je y mponopuoj tauku O
(Cnuka 4.36) ynpasHa Ha nsema npasama ¢ u b pasau 7. Jla 6ucMo mokasanu
Ia je M ympaBHa Ha T TpebaMO MOKA3aTH Aa je N yIpaBHA Ha MPOU3BOJLHO]
mpaBoj ¢ paBHU T Koja mpoJsasu Kpo3 Tauky mpomopa (. Osmaummo ca S
IpOM3BOJLHY NIpaBy paBHM 7 KOja cede mpase a4, b u ¢ penoMm y Tauxama A,

2A.JI.Komu (1789-1853) je M3Beo mOKa3 oBe Teopeme 1813. T.
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Bu C aca P u (@ mse tauke npase n takse na je OP = 0Q u B(P,0,Q).
IIpu Tome je AOAP = AOAQ u AOBP = AOBQ na je u AP = AQ
u BP =2 BQ. Cana je APAB = AQAB onaxne je {PAB = {QAB rj.
APAC =2 LQAC'. Cana je APAC =2 AQAC na je PC = QC. Tlpema Tome
Basku APOC = AQOC, na cy yraosu L POC u £QOC nonynapuu. Kako
Cy OHM jOII M HANOPEeNHUM OHM Cy IpaBU Ha je mpasa n = P() ynpasra Ha
mpaBy ¢, IIa IIpeMa ToMe 1 Ha paBan m. OOpaTHO, HOKa3 je TpuBmjastad. [

W3Benenn nmokas mpeTxonHe TeopeMe Baxku u y reomerpuju JloGaueBckor
Tj. mpencTaB/ba CTaB amcosyTHe reomerpuje. Ilpe Komwuja, Jlesxxaunp je mo-
Ka3a0 oBaj craB y Eyraummcko] reomerpuju kopuctehim merpuyra CBOjCTBA
Eyrauackor nmpocropa.

Teopema 4.10.2. 3a ceaxy pasan © u ceaxy mayuxy P npocmopa S3 noc-
moju jeduncmeena npasa Koja cadpxcu mavwky P u ynpaswa je na pagan .

Ciuura 4.37.

Iloka3. 3a tauky P u paBam T MOry HACTYIHMTHU IBa CIydaja:

(i) P¢m, (ii) Pem.

(i) Hera Tauka P He mpunazna pasau 7. O3HAUMMO ca P TPOU3BOJLHY TPABY
pasau 7. Taura P u npasa p (Cuura 4.37) onpebyjy Hexy pasan «. Y paBHU
Q¢ IOCTOJU jeIUHCTBEHA MpaBa ¢ TAKBa Aa CAAP]KU Tauky P u ynpasHa je Ha
npasoj p. IlomHo:je Te HOpMadte oszHauuMo ca (). Tauka () mpumana mpaBoj
P KOja je y paBHU T Te€ y PaBHU 7 IOCTOJU je IMHCTBEHA IPaBa I" KOja CAOPKU
Tauky () u ynpaBHa je Ha IpaBoOj P.

Tauka P He mpumaga mpaBoj ' Te MOCTOjU jeIWHCTBEHA paBaH [3 Koja
canp:xu Tauky P u mpaBy r. Y pasam [ mocToju jeIMHCTBEHA IpaBa 71l Koja
canp;km Tauky P m ympasma je ma mpasoj r. Ilokazahemo ma je mpasa N
ynpaBHa Ha paBaH 7. Ilo xkoHcTpykmuju je n L r Te je mpema Komujesom
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cTaBy IOOBOJHAHO NOKA3aTH Ia je IpaBa 7l yIpaBHa Ha Oap jom jeoHOj IpaBoj
Koja caxpsxu Tauky O u mpumana pasEu m. Heka je R Tauka mpaBe p Taksa
ma je QR =2 OP. Tama je AOPQ = AORQ, na je PQ = OR. Cana cy
noayaapau tpoyriaosu APOR u APQR na je LPOR = APQR. Kaxko je
yrao £ PQQR mo xorcrpyrmuju npas To je u yrao £ POR mpas, tj. n L OR.

(ii) Heka cama Tauka P nmpunama paBau 7. Y paBHM T YOYMMO IPaBy
P xoja me canp:xku tauxky P. Kpos rauxky P pasau 7 (Cauka 4.38) mocroju
jeMMHCTBEHa ImpaBa 1" yIpaBHa Ha IPaBy p.

Ciuura 4.38.

Y Tpou3BOJLHO] PABHU KOja CAAPYKU MPABY P U PA3IUYUTA je O PABHU T
yOuMMO OpaBy ¢ yIpaBHY Ha IpaBoj P y Tauku npeceka () mpasux pu r. Y
paBHu onpebenoj npasama ¢ u r kpo3 Tauky P mocToju jenmHCTBEHA HOpMAJa
Ha mpaBy r. Ila je mpaBa m HOpMaJIHA HA PaBaH T MOKA3yje Ce Kao y CiIydYajy
(i). JemumcTBeHOCT MpaBe M HOKA3yje ce UHAUPEKTHO. O

Teopema 4.10.3. (Teopema o Tpu HOpMmase) Hexa je npasa AB ynpasta
Ha pashu T Yy mauky B u npasa BC ynpasha na npasoj p pasku T Y Mawky
C. Tada je npasa AC ynpaeHa wa npasoj p.

Hoxka3. Osmaunmo ca D taury npase p (Caura 4.39) taxsy na je AB = CD.
Tana cy npasoyran tpoyraosu AABC u ADCB nomynapuu, omakie ciean
AC = BD. Cana cy nonynapau u tpoyriaosu AABD u ADCA na ocrosy
rpeher crasa o momymapuoctu. Omatie caemu £LABD = LACD, tj. npasa
AC je ynpasma Ha npasoj p. (|

Teopema 4.10.4. Hexa je dama npasa n u mawka O na woj. Cee npase
xoje cadpace mawky O u ynpasre cy Ha NPasoj . NPunadajy je0noj pasru
K0ja je YnpasHa Ha npasoj n.

Jloka3. Osmaunmo ca p, ¢ u T mpase Koje caapske tauky O mpase N 1 yopaBHe
cy Ha TOj mpaBoj. O3mHaumMo ca 7 paBaH ompebeny mpaBama p u ¢, a ca vy
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A
p
c B
- D
Cuura 4.39.

paBan oxpebeny mpasama 1 u n. Heka je 1’ mpeceuna mpasa paBHE 7Y 1 T.
Tana je na ocHoBy Kommjese Teopeme u nmpasa 1’ ympasna Ha Ha mpasy n.Ta
na 6u y tauku O mocTojatie ABe mpaBe paBHU 7Y KOje Cy yIpaBHEe Ha IpaBy N
mro je Hemoryhe. Ilaksie u mpaBa 7 mIpunana paBHU 7, I1a CBE IIpaBe yIPaBHE
Ha mpaBy Ny Tauku O mpunamnajy jeIHOj paBHU KOja je yIpaBHA Ha mpaBy M. L]

Teopema 4.10.5. Ilocmoju mauno jeona pasar koja cadpacu 0amy mawry
A u ynpaena je nHa damoj npasoj n.

Ioka3. Oszmauumo ca o (Cnuka 4.40) pasan ogpebeny Taukom A u npasom
n. Heka je a mpaBa paBHEU (@ KOja canp:xu Tauky A m ympasHa je Ha mpasoj
N U Heka je [ mIpou3BoJbHA paBaH KOja CaIp:KU NpaBy 7l U Pa3IuduTa je o1
pasau . Oszmaummo ca b mpasy pasuu ( Koja caxpxu Tauky O = aNn u
yOpaBHa je Ha mnpaBoj n. Heka je m pasan ompebena npasama a u b. Tauka
A mpunana mpasoj a, nakjge u paBEu W. Ilpasa n je y taukum O ymnpaBHa Ha
mBema mpasBama @ u b pasau m, na jen L w, 1. m L nu A € m. Tuwme je
IOKa3aHa €r3UCTEHIja TPAKEHE DaBHU.

1
o n
i
ST T TTT T % e il
/ /b
/ 7 a
O A
I

Cauxka 4.40.
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Jlokasumo jomr jemmrcTBeHOCT. Heka je 7' jom jemma paBam Koja campskn
tTauky A u ympasma je ma mpaBy n. Osmaumvo jom ca a' mpeceumy mpaBy
paBEu ™' m . Y ToM cirydajy 6m mBe pasme mpase a u @' campxase Tauky A
u Ouie ympaBHe Ha IpaBy 7, mTO je HeMoryhe. (|

Teopema 4.10.6. Hexa cy a u b dse paszne npage ynpashe Ha PaGaAM T.
Taoda cy a u b xomnaanapHe npase.

Ciuura 4.41.

Iloka3. Osmaummo ca A u B (Cnura 4.41) mponopHe Tadke pemoM TpaBUX
a u b kpo3 pasan 7, ca P mpousBomHY TauKy IpaBe ¢ PAa3iIWdUTy OJ TAUKE
A a ca ¢ mpaBy paBHHM T KOja canp:u Tauky B u ympasma je Ha mpasoj ADB.
IIpema Teopemu o Tpuma mHopMmasama PB ynpasma ma c. Ilpema Tome, npase
PB, AB u b cy Tpu npaBe yopaBHe Ha IpaBy C y Tauku B, Te cBe Tpu mpema
Teopemu 4.10.4. npunanajy jensoj paBau «. IlpaBa a ca paBHEH (v UMa IBe

3ajemanuke Tauke P u A ma m oHa mpumana paBHE (. O

Hedbununuja 4.10.2. Papan koja canpsku cpemumre nysku AB u ym-
paBHa je Ha mpaBy AB HazuBaMO MeUjaAHOM WA CUMEMPAIHOM Pa-
BHU.

Kako my:x mma jenuHCTBEHO CpelUINTe M KaKO IpaBa KPO3 33aTy TadKy
UMa jeIUWHCTBEHY HOPMAJIHY paBaH CJIeAd Ja CBaka Iy»X UMa jeIUHCTBEHY

MeIujaiHy paBaH.

Teopema 4.10.7. Tauxa P npunada medujasroj pasnu 0yxmcu AB axo u
camo axo eaxncu PA = PB.

IToka3. Heka je P (Cnura 4.42) npoussosmsHa Tauka 3a kojy je PA = PB.
Osmaummo ca S cpequmre nyxu AB. Tana je (A,S5,P) = (B, S, P). lakue
manopenau yraosu £LASP u ABSP cy nomynapam, a caMuM THAM U IPaBH.
IIpema tome PS 1 AB, Tj. Tauka P mpumana paBHE KOja ITpOJa3u KpPO3
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A 4&&

Crnuka 4.42.

tauky S u ympasma je Ha mpasoj AB, Tj. Tauka P npumana MemaujaJHoj
pasEu ny:xu AB.

O6parHo, Heka Tauka P mpunana Menujannoj paBau ayxu AB u mera je
P # S. 3a rtpoyraose AASP u ABSP je zanosomeno SP = SP, SA =
SB u LASP = £BSP, na cy oHu momyZapHU Ha OCHOBY HPBOT CTaBa O
IOy IaPHOCTUA TPOYTIOBa, omakie ciemu PA = PB [

Cuka 4.43.

Teopema 4.10.8. IIpasa odpeherna cpedvwmuma Q@ u R ecmpanuya AC u
AB mpoyeaa AABC ynpasha je na medujarny pasan [ mpehe cmpanuye
moz mpoyzaa.

Iloka3. IIpema Teopemu 4.9.3. memujarpuca m (Cuuka 4.43.) crpanune
BC tpoyrna AABC je ynpasma ma mpaBy QR onpebemy cpemumruma ()
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u R pemom crpamuna AC m AB. Osmaummo ca P um M mpeceune Tauke
MemujaTpuce M penom ca npaBama BC u QR a ca n mpasy ynpasHy Ha
pasan Ttpoyriaa AABC y taukm M. Hera je N mpousBo/Ha Tauka Ipase N
pasmuuuta on tauke M. Tana je mpasa p = M N, npema TeopeMu 0 TpuUMa
HOpMaJiaMa, ynpasHa Ha npaBy (QR. Ilakmre, npasa QR je ynpasma Ha nsema
mpaBaMa p U M MeAujaJIHe PaBHU [, OJakje ImpeMa KomwmjeBoMm cTaBy ciiemau

na je QR ynpasma ma mMemujanHy paBan (. O



Jleo 5

IIomy mapHOoCT reoMeTpHjCKUX

JINKOBA IIPOCTOpPA S3

5.1 IlomymapHocT muemnapa

Teopema 5.1.1. Y usomempujcroj mparcopmayuju npocmopa S3 Quedpy
o0zosapa duedap.

Ioxa3. Heka je 7 uszomeTpujcka TpaHCHOPMAIHja TPOCTOPA S3uQ Jvenap
ca mmocHUMa ¢ u 3. Y m30MeTpujcKoj Tpanchopmanuju L morypasauMa o u
ca 3ajemEmukuM py6oM S oaroBapajy Heke moaypasau o u 3 ca 3ajemHuarmm
py6om s'. Hera cy P u ) mBe mpousBossHe Tauke umpyTap muenpa ) a P’
Q' rauxe koje y mzomerpuju L oxrosapajy pemom taukama P u Q.

Ciura 5.1.

133
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Hexa je | nomuronanuna muauja Koja cuaja rauke P u () (Cnura 5.1) u koja
HeMa 3ajeHUYKMX Tadaka ca auenapckoM mospmum «f. Takpa moauroxasHa
JuHAja moctoju jep cy Tauke P u () ca ucre cTpaHe muemapcke mospmm af.
Cauxa ' = Z(l) nonuronamse numuje | y msomerpuju Z je HeKa MOJMTOHATHA
JUHTja KOja KOja HeMa 3ajelHMUYKNX Tadaka ca auenapckoM mospmm o 3 Te
cy tauke P’ u Q' ca ucre crpame muenapcke mospmm o 3.

Hexka je Q' muemap y wome cy rauke P’ u Q' ca mmocuuma o u . Tana
YHyTpAImBUM Tadkama muenpa () omroeapajy Tadke Koje Cy yHyTap muenpa
Q. Huje Temxko ycTaHOBUTH na je cBaka Tauka aueapa () ciumka Heke Tauke
muenpa ) y mzomerpuju Z. Ilakne y M30MeTPUjuU IUeApPy OIArOBApa IUemap,
Tj. JIUK KOjU je mOJyJapaH HEKOM nuenpy je takobhe muenap. O

Teopema 5.1.2. Pasnu ynpashe wa usuyy Hexoz duedpa cexy maj oueoap
10 N0dYIAPHUM Y2A08UMA.

Ciuka 5.2.

Jloka3. OsmaumMo ca (4 ¥ V paBHU yIpaBHE HA WBUIYY S quenpa 3 pemoM y
rauxkama P u Q. Hexa cy p u p’ mpeceune mosympase paBHU [i Ca TTOJYPABHAMA
au fB,aquq (Cmka 5.2) npeceune moaynpase pasau U ca a u [3. Tpeba
nokazatu na je £pp’ = £qq .

Osmaunmo ca A, A, B, B’ rauke nonynpasux p, q, p' u ¢’ pemom, raxse
ma je PA =~ PB =~ QA" = QB’'. Hexka je T cpemumre myxu PQ a R u
S pemom cpemumra myxu AA’ u BB'. Yersopoyrmosu PQA’A u PQB'B
cy meby cobom monmymapuau CakepujeBu 4eTBODOYIrIOBU. KRako cpemma u-
nuja CakepujeBor 4eTBOPOyTJa pa3iaike Taj deTBOpoyrao Ha msa JlamGep-
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TOBa YeTBOPOyTiIa, To cy derBopoyriosu QT RA', PTRA, QT'SB' u PTSB
JlambBepToBu.

Yraosu LPTR u APTS cy npasu na je npasa § = P() npema Kommu-
jeBoM craBy ympasHa Ha pasan RTS. Axo je n mpasa pasau RT'S ynpasna
ma RT y tauxkm T, onna je oma ynpasHa u Ha mpaBy S. Ha ocHOBY Teopeme O
TpuMa HOpMaJaMa ciaenu ga je mpasa N R ympasma ma mpaBy AA’, rme je N
IpoM3BOJLHA Tauka mpase N. Omasme ciemu ma je AA" 1 RTS. Amamnorwo,
BB’ 1 RTS, na npase AA’ u BB’ npunanajy jemmoj pasmm. W3 momy-
naproctu Jlambeprosux wersopoyriosa PTRA u PTSB ciemu RA = SB,
ma je gersopoyrao RSBA Caxepujes. Amanoruo, u uersopoyrao RSB’'A’
je Caxkepujes. W3 momynapuoctu oBa asa CakepujeBa UeTBOPOYyIJIa CJIEAU
AB = A'B’. IIpema tome, tpoyriosu APAB u AQA’'B’ cy monynapsamu,
omakie cremu LAPB = LA'QB’, 1j. Lpp’ = Lqq'. O

Hebmuanmuja 5.1.1. Yrao mo KoMe HEKa paBaH HODMAJHA HA WUBUILY
auenpa cede Taj AUEAAp HA3UBAMO Y2a0M Moz 0uedpa WU HazZubdHUM
y2aom 0uedpa.

Takobhe Basku:

Teopema 5.1.3. Jlea duedpa cy nodydapha axo U camo aKo CY Yy2A08U UL
duedapa mehy cobom nodydapru.

Ioxa3. Hexa cy muenpu of8 u o 8’ nonynapun. Tama mocroju msomerpuja Z
raxsa na je Z(af) = o/f’. Uzomerpuja T mpeciukasa paBad 7, YIPaBHY Ha
uBUIlY $ Auenpa o3, Ha paBam m ympaBHy Ha uBuiny S mmenpa o 3. Ilaxme,
HarubHM yrao muenpa f Koju mpulafa PaBHU T, IPECIMKABA Ce M30METPHUjoM
7 wa marubmu yrao mreapa (' koju npunana pasEu T, oJaKIe cIeU Oa CY
HAruOHU yrJI0BW OBa aBa auenpa MebhycobOHO momymapHuU.

O6patno, meka cy Harubuu yriaosu £ab u £a’bt’ penom mumapa aff u o/
meby cobom nmonynapru. Tana nmocroju usomerpuja Z taxsa na je Z(Lab) =
£a't'. Y Tom camyuajy ce uzomerpujom Z mpaBa S, ympaBHA y TEMEHY yrJa
£ab ua paBam TOT yria, IpeciuKaBa y npaBy s ympasry y Temeny yria £a’b
Ha pasan yriaa £a'b’. Wzomerpujom 7 ce u monypaBHu o 1 3 ca 3aje HTYKIM
py6om s mpeciaukaBajy Ha miaypasuu o u 3 ca 3ajemsumurmm py6oum s, mpu
uemy moaypasuu o u 3’ caapxe pemom momymnpase @’ u b'. To 3maunm na je
Z(apf) ='F, tj. menpu af u o'’ cy mebhycobro nomynapHu. O

Hepuannmja 5.1.2. Ako cy af n pv nBa muenpa, U aKO MOCTOJU TMOJY-
paBaH p Koja mpunaga Auenpy v, a pybd MOIypaBHU p ce TMOKJIama ca
UBUIIOM TOT OUenpa, Tako na je af = up, ounga je muenap af mamny OL
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muenpa pv (Cmuka 5.3). Tarobe, mosxkemo pehu u ma je muenap uv
eehu on muenpa af.

&

Cuura 5.3.

Iedpuuannuja 5.1.3. luenap je owmap, npae uau myn y 3aBUCHOCTHU
ol TOra Ja JU je Mawmu, jeqHak Wiy Behu o4 CBOT HAMOPEIHOT AUeaApa.

Ha ocuoBy m3mnoskeHOoT Cienu:

Teopema 5.1.4. /luedap je owmap, npas usu myn y 368UCHOCMU 00 MO2A
0a AU je me208 HAZUOHU UZA0 OWMAP, NPGE UAU MYN.

Hedbuaunuja 5.1.4. Huenap af je jednax sbupy ouedapa pv u pr (Cnura

5.4), ako mOCTOjU MOJNypaBaH 7y Koja pasyaske auenap «f Ha AUeApe vy
u vf Tako ma je ay = uv u B = pr.

O QL

Ciuka 5.4.

[Mperxonua mepuHUNMja Ce MHAYKTUBHO MOMKE NPOUMUPUTA U HA N > 2
quenapa.
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5.2 OpTOroHAJHOCT paBHU

Heduannumja 5.2.1. Hera ce paBau o u § ceky mo npasoj s. Te mse pa-
BHU onpeDhyjy mBa mapa yHaKpCHUX auemapa. AKO Cy TOMEHYTHU IueIapu
npaBU, OHAA KAKEMO M4 je PaBaH & 0PMO20HAANG, HOPMAAHG UAY YN-
paena vHa paan (. To cumboanuku o3HauaBamo o L .

W3 nedpuunnuje HemocpenHo cienu na je pesaluja OPTOrOHAJIHOCTY PaBHU
cumerpuyHa. HaBeammo caja jonr HEKOJIWKO BasKHUX OCOOMHA OBEe pesaluje.

Teopema 5.2.1. Axo je npasa n 0pmozonasna Ha PasaH T, Mmada je ceaxa
PABaAH Koja cadpaucu npasy N YnpasHa Ha PasaH T.

Ciuga 5.5.

Iloxa3. Kako je npasa n ynpasua na pasau T (Caura 5.5), To oHa npoaupe
paBaH T y HeKOj Tauku P. O3HuMMO ca (v paBaH KOja caup:ku IpaBy N. Tauka
P je sajemamuka Ttauka papuu & u 7. Cuenu, pBHU (v U T C€ CEKy IIO MPaBOj
P Koja canp:xku Taury P. O3HaumMo ca ¢ mpaBy paBHU T yIpaBHY y Tauku P
Ha mpaBy p. IIpaBe n m ¢ canp:kaHe Cy peioM y PaBHUMA (X U T U Y KUCTO]
rauku P ynpasHe Ha mpeceuyHy IpaBy P TUX paBHuU Te oHe ompebyjy yriose
muenpa Koje 3axpaTajy paBau @ u . Kako jen L 7w, g€ mu S € ¢ To cienun
n 1 g, Tj. yrioBu mmemapa Koje 3axBaTajy paBHM M T Ccy upasu. [lakie,
alm. g

Teopema 5.2.2. Axo npasa m we npunada pasHu T, mada nocmoju jedum-
CMBENA PABAH [L KOJ& CAOPACU NPABY M U YNPaHa je Ha PasaH T.

Jlokas. Heka je M npoussBosbHa Tauka IpaBe 1M U HEKa je N IpaBa Koja
canpsxu tauky M u ynpasua je na pasau T (Cuuka 5.6). IIpase m u n umajy
sajemunury tauky M te onpebyjy mexy pasan p. Kako pasan | canpsxu npaBy
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Ciuuxra 5.6.

7. OPTOTOHAJIHY HA& paBaH 7, TO je HA OCHOBY mperxomHe teopeme ( L 7.
Ocraje jom ma mokamemo jedUHCMEEHOCM, Tj. Ha je paBaH [l jeouHa ca
0COBMHOM 1a CanapsKu MpaBy M U yIpaBHA je Ha paBaH 7. lIpermocraBumo na
je pasam p/ jom jemma TaxBa pasam. Kaxo je L mu p/ L 7 1o paBrm pu u
i/ cexy paBam T pecmekrmsHO 1o mpasama p u p’. Axo je n/ mpasa pasmn p’
koja canpxu Tauky M u ympasma je mHa mpasoj p’, Taza je n’ L mun' # n.
Hakne, nocroje mBe mpase . u 1’ Koje canpse Tauky M u ympaBre cy Ha

paBaH T, WTO je y CyIPOTHOCTU Ca TEOPEMOM O JeIUHCTBEHOCTU HOpMaJe. []

Teopema 5.2.3. Axo cy 0se pasne pashu |4 UV YnpasHe Ha Pasar T, mada
Jje u muTo8a npeceuna mpasa N YnpasHa Ha PasaH T.

Cuura 5.7.

Jloka3. IlpermocraBumo ma mpaBa 1 HUje yIpaBHA Ha paBaH 7. Tama Ou
npeMa MPEeTXOMHOj TEOPEMU MTOCTOjasIa je IMHCTBEHA PABAH KOja CAIPIKU IPaABY
7 ¥ yOopaBHa je Ha paBHM 7. To 3Haum na Om ce paBHU [ U V, O KOjUX CBaKa
canmpsKyM TpaBy N W ympaBHA je Ha paBaH 7, mokjamaJsge. Mebyrtum, To je
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Hemoryhie jep ce IO mpeTmOCTABIM TeOPEMe PABHU [l U V CEKy IO IPaBoj M.
Harxne n L m (Cnuka 5.7). O

Teopema 5.2.4. YV ceaxoj mauku npocmopa S° nocmoju pasan xoja je
YNpasra Ha 08e PazHe PasHu.

Jloka3. Hexka cy « u 3 nse passe paBuu u P npoussomHa Tauka. O3Haummo
ca a u b mpaBe Koje mpoJsase Kpo3 Tauky P u ympaBHE Cy peaoM Ha PaBHUMAa
« u . Pasan < Koja canp:xu mpase @ u b ympaBHa je U Ha paBaH . U Ha
paBan (3. O

5.3 Tpuenmap u oIy JapHOCT TPHEOAPA
npocropa S3

I'eoMeTpujcku quk Mooy napaH poribacToj HOBPIIX j€, KAO IITO CMO BUIETIN
takobe pormacta moBpm. Taxobe Basku ma je porass moaymapaH poripy. Y
OBOM OJEJbKy 3amp:kalieMo ce Ha TPOCTpaHe POrJbacTe MOBPIIM U TPOCTPAHE
porsese, Tj. Ha mpuedapcre nospuwiu u mpuedpe. Hapasuo u 3a Tpuenapcke
MOBPIIM W Tpueape Ba:ku TBphHeme, aHaJOrHO oarosapajyhem TtBpbhemy 3a
porisese

Teopema 5.3.1. Tpuedapckra nospus je nodydapra mpuedapcro]j nospui,
a mpuedap je nodydapar mpueopy.

CrnenehoM medpuHUIMjOM YBOAMMO MOjaM IOJAPHOT TpHEIpPA:

Heduannumja 5.3.1. I[loaaprum mpuedpom AATOT KOHBEKCHOT TpUeIpa
Oabc masusamo tpuemap Od't/'d (Cnura 5.8) koju ca tpueapom Oabe
nMa 3ajemanuko camo Teme O u umje cy usune b, ¢ u o/ ynpasae pemom
Ha mipocHuUMA be, ca u ab Tpuenpa Oabc m npunanajy moayIpoOCTOPUMA
penom ca pyboBuma onpebenum nimocuuma be, ca u ab, Kojuma HE TPU-
mana tpuenap Oabe.

V3 nedurmmuje memocpennro 3akmydyjemo ma cy yraosu £(a’,a), £(a’,b),
LV, b), LV, ¢), £(,¢) u £(c, a) mpasu, a yraosu £(a’,c), £(b',a) u £(c,b)

Tynu. 3a Tpuenpe Baske caeneha tepbhema:

Teopema 5.3.2. loaapru mpuedap damoz KongekcHO2 MPUEDIPG je KOM-
8EKCAMN.

Teopema 5.3.3. Csaxu koneexcan mpuedap je noAaGPHU MPuedap c80z no-
AAPHOZ MPUEOPAE.
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Ciuka 5.8.

IToka3. Hexka je Oa’b'c¢’ monapuu tpuenap rkomsexcuor tpuenpa QOabe. Tana
jea Lab, b Lbcucd L caayraosu £(d,c), £(b',a) u £(c,b) cy Tymm.
OnmaBze ciaemu ma cy mOIympase a,b,c ympasue pemom Ha mmocuu a'c/, b'a’ u
'V u npunanajy nonympocropuma pexoM ca pybosuma a’'c’, b'a’ u ', kojuma
ue npunana tpuenap Oa’b'c’. To ynpaso smaun ma je tpuesap Oabc monapuu
tpuenap tpueapa Oad'b'c. U

Teopema 5.3.4. /Jlea xoneerxcrha mpuedpa cy nodyoapra ako U Camo GKO
cyY nooYOaPHY BUTO08Y 00208GPajYRAU NOAGPHY MPUEOPU.

Teopema 5.3.5. 36up yena b6uso xoz duedpa xonsexcnoz mpuedpa Oabe
u odzosapajyhez ueuunoz yeaa nosaproz mpuedpa Oa’'t'c jeonax je 36upy
08ajYy NPasUT Y2n084.

CBe mTO CMO JOCAXL HABEIN 38 TPUEADPE MOKE Ce€ YOIIITUTH U 33 POLJbEBE
uynju je 6poj mwocum Behm ox Tpu. Cana hemo mokazaru joumr HEKOJIUKO
CTaBOBA O TPUEAPUMA.

Teopema 5.3.6. Konsexcnu mpuedpu Oabe u O'd’b'c cy nodydapru axo u
camo axo nocmoje mauxe A, B, C u A’, B', C' pedom na usuuama a, b, ¢
uwa, b, d makee da samcu (0, A,B,C) = (0", A", B',C").

IToxa3s. Axo cy rpuenpu Oabc u O'a’t/c’ nonynapru, rana mocroju uzomer-
puja Z, taksa na je Z(Oabc) = O'd’t/¢. Tanma ce npoussomne Tauke A € a,
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B € b, C € c upecnurapajy uzomerpujom Z ma tauke A’ € o/, B’ € V' u
C' € ¢ u npurom Bawu (0, A, B,C) = (0", A, B',C").

O6patro, ako Ha uBunama a, b, ¢, a’, b’ u ¢ tpuemapa Oabc u O'd’b'c
nocroje penom tauke A, B, C, A’, B', C' rakse na je

(0,A,B,C) = (0',A',B',C"),

Taja MOCTOjU jequHCTBeHA u3oMmerpuja npoctopa (Teopema 4.2.8.) Koja Tauke
O, A, B u C npesomu penom y tauke O', A, B’ u C'. To ynpaso u 3maun
na cy tpueapu Oabe u O'a’'t/'¢ nonynapau. O

Teopema 5.3.7. 3b6up dsa usuuna yesa xoneexchoz mpuedpa eehu je 00
mpehez usuuroz yaaa moe mpueopa.

Jloka3s. Heka je Oabc xomsercan Tpuenap. Tpeba nokazatu ma je £(b,c) +
£L(c,a) > 4(a,b). Axo je £(b,c) > 4L(a,b) mm £L(c,a) > £(a,b) mokas je
tpusujanan. Hexka je £(b,c) < £L(a,b) u L(c,a) < £L(a,b). Tama y yray
K(a, b) moctoju nomynpasa d ca nouerkoM y taukn O Koja pasiaske Taj yrao

na yraose £(d,a) u £(d,b) raxo na je £(d,a) = 4L(c,a).

Ciuga 5.9.

Heka cy A u B (Caura 5.9) npousBosbHe Tauke mosaynpasux ¢ u b. Tana
nosnynpasa [ ceue nysx AB y taukm D. Oszmaummo ca C' Tauky momympase ¢
rakBy na je OC = OD. Tana cy tpoyraosu AAOD u AAOC nonynapuu
IpeMa OPBOM CTaBy O IOIYJAPHOCTH TPOYTJoBa, omakie ciemu AD = AC.
Canma uz DB = AB — AD caequ DB = AB — AC, a ®kako jom Baxu
AB — AC < BC, 1o ciemu DB < BC'. Caga je, ma ocnoBy Teopeme 4.7.3.
£(d,b) < £(b,c), ma je L(a,b) = £L(d,a) + £(d,b) < £(b,c) + £L(c,a). O
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5.4 CraBoBu 0 mOOyJAaPHOCT TpHedapa
npocropa S3

Kao mro cmo Bumenu, nBa Tpuenpa Cy NOAYyAapHA AKO U CAMO AKO CY CBU
UBUYHU yIVIOBU U CBU AWENAPU IPBOI TPOYIJIa HOLyAapHU OAroBapajyhmm
UBUYHUM YTJIOBMMAa U AueIpuMa Ipyror tpoyriaa. V3 mcror pasmora xao Kon
TPOYIJIOBA U OBIE Cy YBEIEHU CTABOBU O IOaymapHocTu Tpuenapa. llocroju
IIeCT CTABOBAa O IOLYyNapPHOCTU TPUeIapa Yy AICOJYTHOj F€OMETPUjU.

Teopema 5.4.1. (IIpsu cras o nmoxgynapuoctu Tpuenapa) ea mpuedpa
cY NOOYOAPHA AKO U CAMO GKO CY 084 UBUNHA Y2ia U Ouedap 3azeahien muma
npeoz mpuedpa nodydapru 00zosapajyhum yeaosuma u Quedpy 0pyzoz mpu-
eopa.

Cauxra 5.10.

Joxka3. Heka 3a tpueape Oabc u O'd'b/d (Comra 5.10) paxn
L(a,b) = L(a' V), £(b,c) =L, )i dij(b) = dij(b').

Heka cy A, B, C, A', B', C' tauke penom momympasux a, b, ¢, a’, b,
taxse na je OA = OB = OC = O'A' = O'B' = O'C’. Tana je AOAB =
AO'A'B" u AOBC = AO'B'C’. Huje Temko 3ak/pyduTy Aa HOCTOjE TauKe
K, L u M penom nyxu AB, BC u OB taxse na je pasan K LM ympasna
ma npasy b. Oszmaunmo ca K', L', u M’ rauxe nomynpasux B’A’, B'C' B'O’
penom, taxse na je BK = B'K', BL = B'L' u BM = B'M’. Tana je
AKBM = AK'B'M' u ALMB = AL'M'B’. Hakne, Tpoyrmosu AK'B' M’
n AL'M'B’ cy upaBoyrau ca npasum yriosuMa rox remena M, onakie ciaenn
na je pasan K'L'M’' ynpasua ma npasy b'. Tpoyrmosu AKML u AK'M'L’
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Cy TOAyJapHHU IIpeMa OPBOM CTaBy O IOIyAAPHOCTH TPOYILJOBa, ma je KL =
K'L'. Canma je AKBL = AK'B'L’', onakne cnemu { KBL = £K'B'L’,
tj. LABC = LA'B'C’ na cy u tpoyrinosu AABC u AA'B'C’ meby cobom
nomynapau. Cana je AC = A'C' na je (0, A, B,C) = (0, A', B',C") onaxne
npema Teopemu 5.3.6. ciemu noaynaproct Tpuenapa Oabe u O'a’t/c. ]

Teopema 5.4.2. ([pyru craB o momymapHocTu Tpuenapa) ea mpu-
edpa cy nodyoapra aKo U Camo aKo cYy jedar USUMHU Y2a0 U Ha HEMY
Haae2Alt 0uedpu Npaeoz mpuedpa nodyoapru odzosapajyhem yziy u OueopuMa
dpyeoe mpuedpa.

Hoxa3. Caemu uz Teopema 5.3.4. m 5.3.5. u IpBOr cTaBa O MOLYIAPHOCTU
Tpuenapa. O

Teopema 5.4.3. (Tpehu cras o momymnapuoctu tpuenapa) Jea mpu-
eopa cy nodyoapHa GKO U CaMo aKo Cy 00208apajyhu USUMHY Y2A08Y UL
mpuedapa mehy cobom nodydapru.

Jloka3. Henocpenuo ciaemu u3z Teopeme 5.3.6. [l

Teopema 5.4.4. (YerspTu cras o noxynapaoctu tpuenapa) ea mpueo-
pa cy nodydapha axo U camo axo cy 00z08apajyhiiu 0uedpu mur mpueoapa
MeRY cobom nodydapHu.

Jlokas. Cunenu us rpeher crasa u Teopema 5.3.4. u 5.3.5. O

Teopema 5.4.5. (Iletu cras o nomynaprocTu Tpuenapa) /lea mpuedpa
cy nodydapHa axo U Camo aKo Cy 08G UBUYHA Y2Aa0, KOJa HUCY 0ba Npasa, u
Juedap nacnpam jedroz 00 HUT NPeoz mpuedpa nodydapHu 00208apajyhum
y2no8uMa u 0uedpy 0pyzoz mpueopa, a ouedpu Hacnpam 0py202 napa 0020-
sapajyhur usunnuz yzao8a oba owmpa, oba npasa usu oba MYNa.

Jlokas. Heka cy uBuunm yriaosu ab u bc m muenmap ca mBMIOM a Tpueapa
Oabc monynapuu pemom usuunuM yriaosuma a'b u b'c u muenpy ca uBumom
a’ Tpuenpa O'a’'t/d’, a muenpu ca uBunmama ¢ u ¢’ 06a omrpa, 06a mpaBa WU
oba Tymna.

Axo 6u uBuna b 6usna ynpasHa Ha IJLOCAH GC, OHIa OU MBUYHM yTaoBu ab u
ac ounu npasu. IIpernocrtasuMo na b HUje yopaBHa Ha IJLOCAH bC 1 18 MILOCHU
ac u a'c mucy monynapue. Hexka je mmp. ac > a/c’. Y tom cayuajy mocToju

~

nonynpasa d (Cmuka 5.11) mmocHn ac taksa xa je ad = a'c’. Tpuexpu Oabd
u O'd’V ¢ wmajy nonynapue nsa uBmuma yria u muMa 3axpalieHe amenpe, ma
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’

Ciuura 5.11.

Cy IOy IapHHU IpeMa IPBOM CTaBy O IOIyAapHocTu Tpuegapa. Omasme ciemm
bd = b'¢. Kaxo je jom b'c = be cnemu be =2 bd. Oszmaunmmo ca B”, C", D"
Tauke pexoM moaynpasux b, ¢ u d Taxse na je OB” = OC” = OD". Tana cy
gersopke tavaka (O, B”,C" D") u (O,B",D",C") mebhycobro monynapse,
olakje cilelu Ha Cy IUenpu ca usunama ¢ u d tpuenpa Obcd monynapru.
Iakne, muenpu ca msunoM d penom tpuenapa Obad u Obed cy o6a omtpa,
06a mpaBa uiau oba Tyna. Heka cy muenpu ca usunoMm d oba IpaBa U HEKa
je B mpoussosmHa Tauka mosaynpase b a C' u D mommo:kja HOpMAaJia U3 Tadke
B penom ma npase ¢ u d. Tana cy npase BC u BD ynpashe Ha mpaBaMa
paBHU ac, omakiae ciaemu na Tpoyrao ABCD uma mpa mpasa yriaa £ BCD n
ABDC, mro je memoryhe. Ilakne, ac = a'c’, na cy tpuenpu Oabc u O'a’b'c
Oy AapHM Ha OCHOBY UETBPTOI CTaBa O IOLYAAaPHOCTH TPHUEIapa. d

Teopema 5.4.6. (Illectn cras o momymaprocTu tpuenapa) Jea mpu-
edpa cy nodydapHa axko u camo axo cy dea 0ea Ouedpa, Koja Hucy o00a
npasa, U UBUYHU Y2ao HACTPaM jedHoz 00 BUT NPEoz mpuedpa nodyoapruy
oo0zosapajyhum duedpuma v uBUYHOM Y2ay OpYy202 MPUEOpPa, G UBUYHU Y2-
208U Hacnpam 0pyzoe napa odzosapajyhur duedapa oba owmpa, oba npasa
uAU 0ba myna.

JIoxa3. Cnemu u3 meror crasa u Teopema 5.3.4. u 5.3.5. |
IMpunukom mokasusama IleTor cTaBa o MOAYAapPHOCTU TpUedapa IOKa3asu

cmo caenehe tBpheme:

Teopema 5.4.7. Hacnpam nodydapHur uUNHUL Y2A080 KOHBEKCHOZ MPU-
edpa Haaasze ce nodyoapHy ouedpu.



5.5. IlomymapHOCT TeTpaemapa mpocTopa S° 145

Baxu un tBpheme obparno Teopemu 5.4.7.; Tj. Bawku:

Teopema 5.4.8. Hacnpam nodyoaprux ouedapa KoHEeKCHOZ MPUEOPa Ha-
Aa3e ce nodYOaPHU UBUNHU Y2A08YU Mo2 MPUEOPa.

Joka3. Hexa je Oabc mpousBosbaln KoHBekca Tpuemap u mHeka cy A, B,C
peloM Tauke HeroBUX WBMIA @, b, ¢ Taxse ga je OA = OB = OC. Tagna he ma
ocuoBy Teopewme 5.3.6. aswuru: uersopre tavara (O, A, B,C) u (O, A, C, B)
cy momymapHe ako u caMmo ako cy noxynapau tpuenpu Oabc u Oach. Heka cy
muenpu kon usuna b u ¢ rpuenpa Oabc mebycobrno nomynapau. Tama, mpema
Ilpyrom cTtaBy o nmomynaproctu Tpuenapa sasku Qabc = QOach, a To 3maun na
cy oarosapajyhu usuunnu yriaosu ab u ac mehycobHO MOy AapHU. O

5.5 IlomynmapHOCT TeTpaenapa mpocropa S3

Kao mro cmo Beh pekam, reoMeTpujcKu JIUMK MOLYDAPaH MOJIUENAPCKO]
NOBPIIN je IOJMeNapPCKa [IOBPLI, a JWK IOAYyAAapaH OOJUEAPY jecTe IOJH-
emap. Y CHENUjaJIHOM CJIy4da]jy, T€OMETPUjCKUA JIUK IONYIApPaH TeTPaeTapCKO]j
[IOBPIIN jecTe TeTpaenapCKa MOBPII, a JWK IOLYapaH TeTPAEApPY jecTe TeT-
paemap.

IIIraBumme Basku ciaemeue TBphHeme:

Teopema 5.5.1. Tempaedap ABCD je nodydapan mempaedpy A'B'C'D’
axo U camo axo je

(A,B,C,D)= (A, B',C", D).

Teopema 5.5.2. Axo cy A, B,C,D wemupu wexomnaianapke mayxe, a
B',C",D" mpu mauxe maxse da je (B,C,D) = (B',C', D), mada y cearxom
00 noaynpocmopa ca pybom B'C' D' nocmoju jeduncmeena mauxa A’ maxea
da je

(A,B,C,D) = (A", B',C", D).

Jloka3. Osmaummo ca Z uzomerpujy koja pasan BC'D npecnukasa ma paBan
B'C'D’ npu uemy ce Tauxke B,C, D npeciumkaBajy TOM M30METPHUjOM PeIOM
y tauke B',C’, D’ (Cmuka 5.12), a ca E o3maumMo mommoxje HOpMaJe n3
tauke A ma pasan BCD. Hera je E' = Z(F). Oszmaummo ca n' mpasy, ymn-
pasry y tauku F' wa pasam B'C'D’. Hexa je A’ rauxa mpase n/ raxsa ma
je A/E' =2 AE. Cana cy tpoyriosu ABE, ACE u ADE nonynapau, Ha OC-
HOBY IIPBOT CTaBa O MOIYyIAPHOCTH TPOYIJIOBa, pemoM tpoyraosuma A'B'E’
A'C'E' u A/D'E'. 13 muxose noaynapuoctu ciemu ga cy ayxum AB, AC
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Cuura 5.12.

u AD nonymapue pemom mysuma A'B'. A'C' u A'D’'. Opasnme crenu na
cy ypebere uersopre (A, B,C, D) u (A',B’,C’, D) mebhycobro nomynapue.
Ha ocmoBy Teopeme 4.10.2. tauka F je jemuncrsena. 360r jeIMHCTBEHOCTHU
uzomerpuje Z u Tauka E’ je jemumcreema. Ilakme, omer mpema Teopemu
4.10.2. mpasa n’ je jenuHCTBeHA, ma je ImpeMa TOME U M30METPHja Koja ype-
jemy uersopry Tauaka (A, B,C, D) npeciurasa ma uersopry (A, B',C’, D)
takobe jemmHCTEHA. U

Hepunnnmja 5.5.1. yx AE je sucuna mempaedpa ABC'D axo je E
MOMHOK]e TpaBe ynpasBHe u3 Tauke A Ha pasan BCD.



Jleo 6

N3omeTpujcke Tpanchopmarlije

paBHUA S2

6.1 ChoenmudpuuHa CBOjCTBA M30METPUjCKUAX
Tpanchopmanuja paBaA S2

Ilo cama cy pa3marpaHe M30MeTPUjCKe TpaHCchOpMalUje y HajONIITI]eM

ObBJIUKY.

Iedurunuja 6.1.1. Mzomerpujcka rpaschopmanuja I pasau S2 je du-
pexmna aKo He MeHa OpDjeHTAIujy paBHHU S2. Y CYIPOTHOM OHA je UH-
oupexmma.

Teopema 6.1.1. Ckyn ceuz QupexmHULT U30MEMPUJCKULT MPAHCHOPMAyUTQ
G(I") paenu S? npedcmas.ma nodepyny 2pyne ceuz uzomempuja G(I) npo-
cmopa S2.

Hoxa3z. Hexra cy 7 u Iy mupekrse usomerpuje pasaun S2. Tana je Z{l, a
caMuM TuM u L 0 I2_1 IUPEKTHA M30MeTpuja pasHE S2. O

HNedpuanmuja 6.1.2. T'pyny G(ZT) mazuBamo epynom Oupexmmuz uso-
MEMPUJCKUT MPAHCHOPMAYUJQ DABHA S2.

VuanupexkTHe n30MeTpUjCKe TpaHC(hOpMAIje He MOTY YMHUTHU I'PYIY jep je
NPOU3BOJ IBE MHIWPEKTHE M30METPUje OUPEKTHA U30METPU]a.

Hasenena knacupuranuja, Ha ITUPEKTHE U MHAXPEKTHE N30METPUjCKe TPaH-
cpopmanuje, mpencraB/ba NPBY, Tj. HAJTPYOBY KIACUPUKAIU]Y U30METPU]-
CKUX TpaHCPOpMaluja paBHU S?. Ilama RJIACU(PUKANIN] & U30METPUjCKUX TPAH-

chopmManuja U3BOAU ce IpeMa OpPOjy MHBAPHjaHTHUX Tadaka KOje pasMaTpaHa

147
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usoMmerpuja mocemyje. Kao mro ¢cMO MOTIM Oa BUAMMO, M30METPUja MpaBe ca
IBe pa3He WHBApPHjaHTHE TAUKe IPENCTaBJ/ba KOUHIMACHIU]Y, 3&TUM U30MeET-
puja paBHEA Ca TPU HEKOJWHEAPHE WMHBAPUjAHTHE TadKe TakoDhe IpencTaBiba
KOMHIMAEHNIN)Y W HA Kpajy M30MeTpUja IPOCTOPa Ca YETUPU HEKOMILJIAaHAPHE
WHBAPUJHTHE Tauke je Takohe KOMHIUIEHIja. Pa3MoTpuMo cana M30MeTPUj-
CKe TpaHC(oOpMaIuje IpaBe, PaABHU U IIPOCTOPA Ca MamUM OPOjeM MHBapU]jaH-
THUX Ta4vaka peloM O OBa, TPU U YETUPU.

Y OBOM OZEJbKY UEeMO C€ OTPAHUYUTHU HA TPOYUYABAH€ U30METPUjCKUX TPAH-

chopmanmja pasan S2.

6.2 Ocna pediaekcuja paBau S2

Ieduaumuja 6.2.1. Ocnom pedaekcujom paernu S* y omrocy Ha mpasy
P Ha3MBaMO M30METPUjCKy TpaHC(hopMmMamujy S, KOja HUje KOWHIMICH-
nrja 1 y KOjOj je cBaka Tauka mpaBe p uHBapujanTHa. IIpaBa p je oca
pedpaercuje Sp.

Hanomena. 3 nedumunuje ciemu ma mopem Tadaka IIpaBe P y PaBHU S?
OCHa pe(UieKcHja HeMa MHBAPHUjAHTHUX Tadaka. Ped pediekcuja KopumheHa
je yMecTo peuu cuMeTpHja y NMOjMy OCHa pediekcuja jep IojaM CUMeTpuje y
TeOMETPUjCKOj TEOPUjU M3OMETPH]CKUX TpaHCHOpMaLja UMa MUPEe 3HAUEHE U
O3HAUaBa CBAKy M30METPUjCKy TpaHchopmanujy koja iuk ® maror mpocropa
npesomu y muk P’ a mpoctop y camor cebe.

Cana hemo mHaBecTu Heke ocobuHe OCHE pedIieKcuje.

Teopema 6.2.1. Cse ¢urcre mauke ocne pedaercuje cy nHa ocu me pe-
Paexcuge.

Jlokas. Hera je A ¢ukcua Tauka ocHe pedJexcuje Sp, ca ocom p. Ilper-
noctasumo cynpotso na A € p. Axo cy B u C' nBe mpousBosbHe pasHe Tauke
npaBe p, OHZA CYy Ha OCHOBY mAeduuunuje u Tauke B u C' ¢pukcHe Tauke Te ocHe
peduercnje. Jlakie, Kako M30METPUjCKa TpaHchopManuja Sy UMa TpU UKCHE
HEKOJIMHeapHe Tauke, TO je oHa KouHImaeHnuja. Ha Taj HaywmH, moma3umo no
KOHTPAIWKINje, a IpeMa ToMe Mopa outu A € p. U

Teopema 6.2.2. Axo cy P u P’ xopecnodenmne mauke oche pedaexcuje
S, pasnu S? mada je npasa p medujampuca dyxcu PP’

Jlokas. Heka cy A u B npoussosmse Tauke oce p. Tana ocna pepuercuja Sy,
npesonu tauke A, B, P penom y tauxe A, B, P'. Kaxo je S, usomerpuja Mopa
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outu AP = AP' u BP = BP' na tauke A u B npunanajy memujarpucu mysn
PP'. Kako cBaka Oy uUMa jeIMHCTBEHY MEIMjaTPUCY, TO je MeIujaTpuca
nyxu PP’ npasa AB Tj. oca p. O

Teopema 6.2.3. Ocna pedaexcuja S, pasnu S? je jeonosnauno odpehena
axo je dama mena oca p uau jedar nap 00208apajyhur HEUCmosemHuL
mauaxa P u P’.

Teopema 6.2.4. Ocwa pedaexcuja S, pasru S? je undupexmua uzomem-
pujcka mparchopmayuja.

Cuaura 6.1.

JToka3. Axo obGenexumo ca A u B nBe passe tauke oce p u ca C 6uio Kojy
TayKy PaBHU S? Bam oce p (Cunuka 6.1), 6uhe npasa p MemujaTpuca Ky:KA
CC’, rne je C'" = Sp(C). Crora cy rauke C' u C' ¢ pasuux crpana npase p,
na cy oxrosapajyhu rpoyriaosu AABC u AABC’ cynporrocMepnn, u mpema
TOMe OCHa pediercuja S, MHIMPEKTHA. O

: 2
Teopema 6.2.5. Ocrnom pefaercujom Sy, pasnu S* y cebe camy ce npecau-
Ka8a oca p me pefaekcuje, Kao u cée NPage Me PasHU Koje cy HOPMaLHe
Ha ocy p.

Hoxa3z. Ilpema medpununuju je Sp(p) = p. O3HaunMo ca ¢ IpaBy PaBHU S?
pasmmuauTy ox mpase p, mpu demy je Sp(q) = ¢. Hera je X npoumssomna
Tauka OpaBe ¢ Koja He mpunaua npasoj p. Tanxa, tauka X HuUje QuUKCHA Tauka
pedpiexcuje Sp (jep X ¢ p) na je Sp(X) = X', X # X'. To smaun, npema
Teopemu 6.2.2., ma je mpasa p memujarpuca xy:xu X X', Tj. ¢ 063upoM Ha TO
na je u X' € ¢ cnemu na je npasa ¢ = X X' ynpasua ma mpasy p. Ha uctu
HauuH, npuMeHoM Teopeme 6.2.2. noka3yje ce u obpar: Ako je ¢ L p rana je

Sp(q) = q. O



150 6. W3somerpujcke Tpancdopmanuje pasam S?

Teopema 6.2.6. Ocna pefaexcuja S, pasnu S? je umeoayuuOHa UB0MEM-
pujcka mpancpopmayuja, mj. axncu Spo S, = €.

Hoxa3. O6enexumo ca X npoussomHy Tauky pasau S2 a ca X', X" tauxe
pasanr S? rarse na je Sp(X) = X' u Sp(X') = X”. Axo je X € s, Tama je
X=X'uX'=X"nmjeX=X" Avo X ¢s,tanaje X # X' u X' # X",
na je oca p ocue peduercuje S, memujarpuca csaxe on xyxu X X' u X' X",
ma je X = X”. OBum cMo moxazanu ma Baxu Sg = g, na je ocHa pefiercuja
Sp MHBOIYIMOHA TPaAHC(HOPMAIM)A. O

Teopema 6.2.7. Axo je usomempujcka mpancopmavyujo L pasru S? un-
Jupexmna u urneoayyuona mada je I ocha pedaexcuja pasnu S2.

Teopema 6.2.8. Axo undupexmna uzomempujcka mpancpopmayujeL pas-
nu S? nocedyje uneapujarmny mavxy O mada je I ocra pedaexcuja wuja
oca cadpacu mauxy O.

Jloka3. Kako je 7 nHIupeKTHA M30METPUjCKa TPAHCHOPMAIM]ja 8 KOMHIINACH-
Ija € OMpEeKTHA M30MeTpHjcka TpanchopMmamuja To je L 7 &. Ilpema Tome y
pasun S? nocroju rauka P rtaksa na je Z(P) = P' u P # P'. Tauxa tauke P
u P’ onpebyjy mery myx PP’y pasau S2. Heka je p MemmjaTpuca Te Iy
Kako y uzomerpuju Z tauku O omrosapa cama tauka O, a Tauku P oxrosapa
rauka P’ 6uhe OP = OP'. Hakne tauka O mpunana MeIujaTpuUCH P IyKA
PP'. okazahemo na nzomerpuja I mpeacTaBiba OCHY pedJeKCHjy ca 0CoM P,
1j. ma je Z = Sp. Kommnosumja Sy 07 je mupekrHa M30MeTpUjCKa TPaHCHOP-
Mamuja ca IBe (QUKCHE Tadke Ia HPeACTaB/ba KOMHIMACHIM]y, Tj. Spol = €.

Omasze je SpoSpoLl =S8y, 1j. T=3S). O

Teopema 6.2.9. Hexa cy p u q dge pasne xomnaanapre npage. Tada je
jeouna mozyha durcrna mavra xomnosuyuje S;0S, 3ajedHUYKG MAYKE NPa-
sux p u q (ykoauxo ce cexy), mj.

Sq08,(X) =X axo u camo ako X =pNnq.

Joka3s. Heka je X =pNg. Tana X € pu X € gma je S5p(X) =S5y(X) = X,
a to 3Haun na je Sq o Sy(X) = X.

O6parHo, Hera je Sq o Sp(X) =X u §p(X) = X', Tana je Sg(X') = X.
[Ipernocrasumo na je X # X'. Y tom ciayuajy cy, Ha ocEoBy Teopeme 6.2.2.,
npase p u ¢ Meaujarpuce nyxu X X'. To uuje moryhe jep ay:x He Moxke uMaTn
nse pasue Memujarpuce ma mopa 6outn X = X'. Tazna je Sp(X) = Sy(X) =
X, na rauka X mpumamga pasiIuMuUTUM IpaBaMa P 4 (. O
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6.3 OcHOCUMETPUYHH JIMKOBU y paBHU S2

Hedpmanmuja 6.3.1. Jluxk w y paBHU S? je ocmocumempuuan axo moc-
TOju OcHa pedekcuja Sy kKoja mpecaukasa S? y S? Taxo ma je Sp(w) = w.
IIpaBa p mpencraBba y TOM CAYYAjY 0CY CuUMEMPUIE AUKG W.

Hagemmhemo mHeke ocobuHe OCHOCUMETPUYHUX JUKOBA PaBHU 52

Teopema 6.3.1. Csaxa dym AB y paswu S? uma dse u camo 0se oce
cumempuje: npasy xoja cadpacu 0yac AB u medujampucy oyacu AB.

Teopema 6.3.2. Yzao y pasnu S? uma jeduncmeeny ocy cumempuje -
npasy Ko0ja cadpxmcu bucexmpucy moz yena.

6.4 Teopema XjesmmciieBa

36o0r cioxkenocTu nokasa ciaenehe repbheme usznsajamo y moceban omesbak.

Teopema 6.4.1. (Teopema Xjenmciuesa) (i) Axo cy a u b xonkypenmme
npase, mada nocmoje mauno 0se ocke pefaercuje ca mehycobrno ynpasrum
ocama, Koje me 08e mpase nPecaurasajy jeony Ha opyeay.

(ii) Axo cy a u b Komnaanapre, Jucjynkmue npage mada NOCMOJu jeouH-
cmaeena ocHa pefaercuja Koja ur npecauxasa jeo0ny wa 0pyey.

Jloka3. (i) Konkypenrne mpase a u b pasnaiy paBaH KOjoj IpUNanajy Ha
IBa Tapa YHAKPCHUX YTJIOBA UMje OUCEKTpUCE NPUIANajy OBeMa IpaBaMa P U
¢ 3a Koje ce HemocpeaHo Aokasyje ma cy Mebhycobuo ynpasre. Ocrum pediiek-
cujama Sp n Sy ce npase a u b npeciukaBajy jenma ma apyry. Bymyhu na
CBAaKM yrao MMa jeIUHCTBEHy Oucekrpucy, nopex Sp u S; HeMa BUIIE OCHUX
pediiekcuja Koje mpaBe @ u b mpecaukaBajy jeqHy Ha IpyTYy.

(ii) Hera cy cy @ u b me mucjynkTHe kommiasapae npase. O3HaumMo ca
A Tpom3BOEHY TauKy mpaBe a4, a ca B momEOoXje ympaBHe m3 Tauke A Ha
mpasoj b. Axo mpasa AB Huje ympasHa M Ha IpaBoOj @, Tala IOCTOjU IPaBa
C pasauuuTa of a4, Koja je y Tauku A ympasma ma AB. Osmauumo ca d ocy
pediekcuje TpaBUX G U C KOja IpUIaa OHOM IMapy YHAKPCHUX YTJIOBA HA
Koje paBaH pa3faiKy Te ABe IpaBe, KojeM He Ipumazna u npasa b. Hexka je, S
cpemumre nyxu AB, a D mommoxje mpaBe ympaBHe m3 Tauke S Ha mpaBy d.
Tauxe S u D cy ca pasuux cTpana npase a, na npasa S ceue a4 y HEKO]
raukn A’. Kaxo ce ocrom pednexcujom Sy mpase SD u a npeciukasajy pemom
na mpase SD u ¢, To ce mpase SD u ¢ cexy y Tauru C' = Sg(A’). Hera je
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b

Ciuka 6.2.

B’ rauka mpase b koja je ca ome crpane npase AB ca koje muje C’, TaxBy na
je BB' = AC’'. Tana cy tpoyramosu ASC'A u ASB’'B nonynapsu, omakie
cnemn na cy u yraosu £ASC' u £ABSB’' mebycobmno momymapun. Onasme
cremu na cy tauke C', S u B’ xonumeapwue.

Hexra je cama A” mpouwssomma Tauka mpase a taxsa ma je B(A, A’, A”).
Yraosu £SB'B, £SC'A, LC'A’A, LSA’A" cy mebycobuo nmomynmapuu, ma
npasa A'B’, ca ucre cBoje crpane 3axBaTa HOIyIapHe yIJOBE Ca HpaBaMa d
ub. Axo je AB 1 a, npasa AB 3axBaTa mozmynapHe yIJoBe U ca @ U ca b, ma
trauke A nu B moxemo obenexuru ca A’ u B'. Ilokamumo nma je memujarpuca

s nyxu A'B’ oca pediexcuje kojoM ce mpase a um b mpeciukaBajy jeaHa Ha
Apyry.

B’/ "B K B” b

Ciuuxra 6.3.

Osnaunmvo cama ca Ss(A”) = B”. Hera je S’ cpemumre myxu A'B'.
Tana cy tpoyriosu AS’A’A” u AS'B’'B" mebhycobuo nomynapau, ma cy yr-
nosu £S'B'B u £S5'B'B" mebhycobro nonynapuu jep cy oba momymapHa yriy
£S'A’A".  Narne, tauke B, B’ u B” cy womumeapme, 1j B” € b, ma je
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Ss(a) = b. Ha Taj mauun je mokaszama €23uCMeNUUJa OCHE pediekcuje Koja
IpaBy @ TIpecaukaBa y npasy b.

Hoxaxumo cana jeduncmeenocm. Heka je s’ jom jemma oca pediexcuje
KojoM ce mpase a u b mpecamkaBajy jemma ma apyry. Heka je Sy (A4') = K.
Tana je K # B’'. Y tom cayuajy 6u u npasa A’K 3axsarana ca ucre cBoje
cTpaHe HOIyZapHe yriose ca mpasama a u b, ma 6u y tpoyrmy AA'B'K
CHO/LAIILY yrao Kom TeMeHa K 6mo Mamy o YHyTpaIlmer HeCyCeIHOT yTJa

/ .
kon Temena B’ mTo je memoryhe. O

6.5 IIpencraBisame M30METPUjCKUX
Tpanchopmanuja pasau S moMmohy
OCHUX pediiekcuja

Teopema 6.5.1. Ceaxa uzomempujcxa mpancopmayuja paenu S moxce
ce npedcmasumu Yy 0bAUKY KOMNOZUYUje HajeuUue MPU ocHe pepaercuje.

Iloxka3. C o63upom Ha OpOj MHBAPUjaHTHUX TAvaKa PA3JIAKYj€MO UYETHUPU
cllydaja KOJU Ce MOTY JaBUTH y NOTJIeLy OMJIO Koje m3omerpuje L paBHU S2.

(i) Ysomerpujcka Tpanchopmamuja Z pasHn S? nocenyje 6ap Tpu HEKO-
JUHeapHe UHBapUjaHTHE Tauke, ozHaummo ux ca A, Bu C. Tana je Z(A) = A,
Z(B) = BuZ(C) = C. Heka je p nupoussomsna npasa pasuu S2. Ocna cu-
merpuja S, je muBoaynmja, tj. Spo S, = €. M3omerpujcka TpanchpManmja
7 mocemyje Tpu HEKOJVWHEADHE MHBADUjAHTHE TAUYKE I1a MPEACTABILA KOWHIU-
nenmmjy, 1j. L = €. Ilpema tome mmamo I = S, 0 S8), Tj. y oBOM ciydajy
usomerpuja L ce MOKe IPEACTABUTU Ka0 KOMIIO3UIMja IBEjy OCHUX DPedIIeK-
cuja.

(ii) W3zomerpujcka tpanchopmaruja I pasHu S? rnocenyje aBe pal3HE WH-
sapujantae tauke A u B, 1j. Z(A) = A u I(B) = B. C ob63upom na
nzoMeTpujcka Tpauchopmarmja L uMa ase mHBapujanTHe Tauke A m B To
je cBaka Tauka mpase AB y Tpanchopmammju 7 mEBapujanTHa. Bam mpase
AB wuzomerpujcka TparchopMmanuja L HeMa UHBAPWjaHTHUX Tadaka jep bu ce
y OPOTUBHOM OBaj CJIydaj CBEO Ha HpeTxomHu. lIpema ToOMe M30METpPHUjCKa
Tpancpopmanuja L HUje KOMHIMICHIM]a T€ IOCTOju Tauka P pasHU S? raksa
na je Z(P) = P' u P # P'. Hera je p memujarpuca myxu PP’. Kaxro y
umzomerpuju I taukama A, B u P oarosapajy pemom tauke A, B u P, To
tauke A u B npunanajy memmjarpucu myxu PP’. Mzomerpujcka Tparcdop-
mamuja Sp 0 L paBHU S? Hoceyje TPU WHBAPUjaHTHE HEKoJuHeapHe Tauke A,
B u P na npeacrasiba kounmuaennujy, tj. S, 0L = . MHOxemeM moCiIeIme
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jemnakoctu ca Sp ca jeBe crpane u y3uMajyhiu y 063up MHBOJIYTHBHOCT IpeC-
nukaBama S, nobujamo na je T = S, unme je nokas saspuen u y ciydajy (ii).

(iii) isomerpujcka Tpanchpopmanuja Z nocemyje jeaHy MHBADUjaHTHY Tau-
Ky, ozHaunmo je ca A. IIpema ToMme m3omeTpujcka TpauchopMmarmja L Huje
KOWHIIMAEHTMja ma mocroju tauka P taksa na je Z(P) = P’ u P # P'. Os-
HauuMo ca p memmjarpucy myxu PP'. Kako y msomerpuju Z tauxama A
u P omrosapajy pemom tauke A u P’ 1o mauka A mpumana memujarpucu p
nyxu PP’. Usomerpujcka tpancpopmanuja Sp © Z nocenyje nBe MHBADU]jaH-
tHe Tauke A u P na mpema cayuajy (i) mpeacrasma ocHy peduercujy, Tj.
Spol =38, onarne je I = 8,08, na je u oBaj ciydaj HOKa3aH.

(iv) UszomeTpujcka Tpanchopmanuja Z HeMa UHBAPUjaHTHUX Tavaka. Tama
je T # € ma nocroju rauka P passu S? raxsa na je Z(P) = P' u P # P'.
Kako cy P u P’ ne pasue tauke one onpebyjy ayx PP’y pasau S2. Hera je
mpaBa p MenujaTpuca Te ny:ku. Vizomerpujcka TpaHchopMaiuja Sp o T moce-
nyje jenny mHBapujaHTHy Tauky P ma ce npema mokazasom cayuajy (iii) moske
IIPEeACTABUTU KA0 Ipou3BoJ aBe ocHe peduekcuje. Heka je S, 07 = §;0S,.
Opnasne muOxemeM ca S, ca nese crpane nobujamo L = S, 08,08, unme je
TeopeMa MTOKa3aHa. O

Cpaka m30MeTpPHUjCKAa TPAHCHOPMAIM]A CE MOKE MPEICTABUTU KAO KOM-
mo3unuja HEKOr Opoja OCHUX pedJiekcuja aju je oI MHTepeca na Taj Opoj
Oyme MUHUMAAGH.

Hedbumaunuja 6.5.1. CBaky KOMIO3UIM]y KOHAYHOT Opoja OCHUX pe-
¢ekcuja paBHU S? KojoM je mpemcTaB/beHA HEKA M30METPHUjCKA TPAH-
¢opmaruja 7 Te paBHU HA3UBAMO OCHO-PEPAEKCUBHOM UAU CUMEMPU-
jexkom penpesenmayujom te uzomerpuje. CUMETPUjCKY PEIPE3EHTAIN]Y
uzomerpuje Z paBau S? cacTaBibeHy M3 HajMamer Moryher 6poja ocHux
CUMETPUja HABUBAMO MUHUMAAHOM UAU OTVMUMAAHOM CUMEMPUJCKOM P e-
npe3enmayUjom Te U30MeTpuje.

6.6 Yuyrpammsu ayromopousmu rpyne G(Z)

Heka ce uzomerpujom f : S™ — S™ (n = 1,2,3) npoussomua tauxa X
npoctopa S™ mpecaurasa y tauky Y mpoctopa S™, Tj. meka je f(X) =Y, u
mera ce X u Y mpecimkasajy uzomerpujom gy Tauke X' = g(X)u Y’ = g(Y)
(Couka 6.4). Tama je f(X) =Y ako u camo axo je go f o g H(X') =Y/,
Ha raj maunn, momohy m3oMerpumjcke TpaHchopMmanuje ¢ CBaAKOj U30METPU-
jcroj Tpamchopmammju f momemyjeMo HOBY M30METPUjCKY TPAHCHOPMAIU]Y

gofogh
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X |f—> Y
g Ig
fg:gfg'1
—_ !
Cuauxra 6.4.

3a Ty HOBY TpaHcpopmanujy pehu hemo na je mobujera yHYMpaUmHUM
aymoMopPuamMom unm MpParcMymayujom usoMeTpujcke rpancpopmanuje f
nomohy Tpanchopmanuje g. To ozmauaBamo

gofog =2

6.7 TparmcmyTanuja ocHUX pediiekcuja

Teopema 6.7.1. (O TpancMmyrannju ocaux pediercuja) Heka je Sp 6uno
Koja ocha pedaercuja paernu S* u I buao Kkoja usomempujicka mpancdop-
mayuja me paenu. Tada je LoS,o0T 1 = S1(p)s M- Sg = S1(p)-

Jloka3. Ilpema nepuruimju ocHe pediekcuje 3a cBaky Tauky X mpase Z(p)
je SpoI7HX) =Z7YX) jep je THX) € p, 1j. SpoZ 1(X)=1T71(X).
Muosemenm o6Gejy crpana ca Z nobujamo Z oS, 0T H(X) = X, re mnmupex-
THa M30MeTpujcka Tpanchopmanuja L oS, oZ ! uma UHBAPUjaHTHY TAYKy Ia
pencTaBba OCHY peduekcujy. ¥ TOj OCHOj pedIiekcuju cBaka Tauka X mpase
Z(p) je wasapujantaa te je Lo SpoZl ! = S1(p)- O

Teopema 6.7.2. /lge ocne pedaercuje S, u Sy pasHu S? xomymupajy, mj.
saxncu Sqo0 Sy = S8p08, aKo u camo axo cy um oce YnpasHe UAU UM ce oce
NOKAANATY.

Iloka3s. Ilpernocrasumo Hajupe aa je S, 0 Sy = Sp 0 Sy, Tj.
SpoS,08, =38, (6.1)

Axo obenesxmvo ca a’ mpasy oapebery ca Sp(a) = a’, mpema Teopemmu 6.7.1.
0 TpaHCMyTaluju ocHe pediekcuje S, ocHOM pediekcujoMm Sy, ciaean

Sb o Sa o Sb = Sa/. (6.2)
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U3 jemmakoctu 6.1 u 6.2 cremu ma je Sy = Sy, ma je a = d’, 1j. a = Sp(a).
Cana npema Teopemu 6.2.5. cniemu a = b wim a L b.

O6patHo, Hera je cama a L b. Omasne ciemu ma je Sp(a) = a, onakie
TPAHCMYyTAIjOM OCHE pediercuje S, OCHOM pediekcujoM Sy, HAJA3UMO Oa
je Spo S, 08, =8, Tj.

S,o08, =8,08,.

mTo je Tpebaso mokazatu. Ciyuaj Kaza ce mpase a u b MOKJanajy je TpUBU-
janam. Il

Teopema 6.7.3. Hekxa je dama npouzeonmna KOMNO3UYUja 0CHUT pedaerk-
cuja Sp, 0Sp, 0...08,,. Tada je 3a npoussorny usomempujy L:

Zo(Sp, 08p,0...0 pn)oI_1 = S7(p1) © Sz(p2) © - - - © S1(p)-

Hoxra3z. Y xomnosummju Sy, 0 Sy, 0...0S5,, usmeby cBake mBe cycemne ocHe
pediekcuje MOKeMO yGAIUTH KOMHIUACHIWM]y v obmuky € = 21 o Z. Ha Taj

HaUUH n00ujaMo

Zo(Sp o 1)20--"351071)0171
=To0S, ol'_lol'oS}22 oI_loIo...oI_loIoSpn oz !

A 7 z _
=8, 08,0408, = S1(5,) © S1(p2) © -+ © S1(py)
uuMe je IOKa3 3aBPIIEH. O

HaBenene reopeme nmpencraBibajy A€o OIIITHj€ TEOPEME O ayTOMOP(PU3IMU-
ma rpyne uzomerpuja G(Z). Haume Teopema 6.7.1. je mpuMmeH/bUBA HA TPO-
U3BOJbHE M30METPUje U Yy TOM CIydYajy HeHa (popMmynanuja ou bumna cieneha:

Teopema 6.7.4. Hexa je I; uzomempujcka mparchopmayuja npocmopa
S™ ca cxynom uneapujanmuur mavaxa A. Tada je 3a npouszsonny uzome-
mpujy I npocmopa S"™ mpancopmayuja I o Iy o 7!t = Ilz maxohe u30-
mempuja npocmopa S" ucmoz muna xao mpancpopmavyuja Ly ca crynom
uneapujanmnur mavaxa L(A).

Takobe npumemena Ha HU3 U30MeTpujcknx Tpanchopmammja L1, Zo,. .., Iy,
TpaHCMyTallja Aaje HOBY M30METPUjCKY TPaHCHOPMAaIUjy KOja je IPOM3BOI
M30METPUjCKUX TPAHCHOPMAIMja UCTOr TUMA AOOUjEHUX II0jeMHATHUM TPAHC-
MyTalujaMa CBaKe OJ M30METPUjCKuX Tpanchopmammja v ausy L1, ZLo,. ... Ly,
Tj.

IO(IlonO...OIn)OI_l:IleIQIO“-OI%—.
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IIpu Tome ako ckymosu Ay, A, ..., A, IpencTaBibajy PeCHeKTUBHO CKYIOBE
MHBapujaHTHUX Tauaka Tpanchopmanuja Ly, Ia, ... Z,, tana he ckynosu (A1),
Z(Asg),..., Z(A,) npencraBibaTt PECTIEKTUBHO CKyTIOBE MHBADU]AHTHUX TAUaKa

TpaHchopMaIuja NOOUjeHNX TPAHCMYTAILjOM.

Hepuannuja 6.7.1. Cryn nzoMmeTpujckux Tpanchopmanmja hiemo 3saTu
UNHBAPUJAHMHUM KOMNAEKCOM TDYTIE n30MeTpHuja mpocTopa 8™, n=1,2,3
aKo ce OMJIO KOjUM yHYTPAIIbUM ayTOMOP(U3IMOM TpaHChOpMaNuje 13
TOr CKyIla omeT nobuja TpanchopMmanuja U3 TOr CKyna. AKO je MHBApU-
JAHTHU KOMIIJIEKC y3 TO U IOATPYyIa I'PYIe CBUX M30METPHja MPOCTOPa
S™ n=1,2,3, ssahiemo ra uneapujanmmom nodzpynom.

6.8 IIpameHoBu mpaBUX y paBHHU S2

Iedurvnuja 6.8.1. Cxkyn £ cBux mpaBux Heke paBHE S’ HA3UBAMO
NPAMEHOM NPABUT AKO 3a CBaKe TPU Tpase a, b, ¢ ckyma L KOMIIO3U-
nuja

S.08,08,

IpeaCTaBba HEKY OCHY pediercujy Sy.

W3 nedurunuje npaMera IpaBUX HENOCPENHO 3akpydyjeMo cienehe:

(i) Axo cy a, b u ¢ Tpu mpaBe Hekor mpaMena u ako je S. 0 Sp 0 Sy = Sy,
Tama 1 mpaBa d IPUIaga TOM IPaMeHY HPABUX.

(ii) Axo npase a, b, ¢ npunanajy jemnom npamerny L Tana u oce pediexcuja
Sa08,08:, SpoS.08,, Sc08,08, Sg08.08, SpoS,08;, Sco08,08,
mpunanajy npameny L.

(iii) 3a caky Tauxy X y pasmm S? mocroju y mpameny mpasux L, TadHO
jemHa mpaBa P KOja je CamapiKu.

(iv) Ako cy a, b, ¢ Tpu mpase npamena L tana je Sc0Sp0S, = S;08p08,.

3ancta, HeKa je Se 0 S, 0 S, = Sy Tama je 83 = &, ma je
Sco08, 08,08, 08,08, = €. MuomemeM ca JIeBe cTpaHe peloM ca S,

Sy, Se mobujamo S0 S0 S, =S, 0S8 0 Se.

Cneneha tBphema nam omoryhyjy na yBemeMo aBe BpCcTe MpaMeHa IpaBUX
y amcomyTHOj paBHE SZ.

Teopema 6.8.1. Ckyn ceuT KOHKYPEHMHUT NPABUT pasry S° npedcmasna
jedar npamer npast.
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Joka3. Osmaummo ca L, CKYI CBUX KOHKYDEHTHHUX IPABUX IOCMATPAHE Pa-
sum S? a ca a, b, ¢ Ma Koje Tpu mpaBe Tor ckyma, a ca O BUXOBY 3ajeIHIIKY
taury. Tana je Sc 0 Sp o S,(0) = O. C ob63upom ma je Sc 0 Sp 0 S, unmm-
pekTHa TpaHcdopManmuja ca mHBapujaHTHOM TaukoM (), OHA IPeACTaB/Hha OCHY

pedaercujy Sy, unja oca d cagpskm taury O, Te mpasa d mpumana ckymy L.

OI

Ciuka 6.5.

O6patHO, ako je € mpouwsBosbHa mpasa koja me canp:xu O (Camra 6.5),
raga komnozumja Se 0 Sp 0 S, HuUje ocHa pediekcuja. Axo 6u, HATPOTUB,
xommosumja Se 0 Sy 0 S, Guina ocua peduercuja Sy, Taga 6u ce Tauka O pe-
paexcujama Se u Sf npecimrasanana y tauxky O’ # O jep je Sp0S,(0) = O
u O & e. Ilpase e u f 6u tama 6ume memujarpuce ayxu OO, ma 6u ce
HOKJIamaJje, a Tana Ou Oumie MCTOBETHE W HpaBe ( W b mITO je CyIpOTHO mpeT-
HOCTABIIN.

Haxne, npema geduHMIUjE TpaMeHa, ckyn L Tala IpeacTaB/ba IpaMeH
OpaBUX y HOCMATPAHO] PABHHU. O

Iedpuuannuja 6.8.2. [Ipamen KOHKYpPEHTHUX MPABUX y PABHU HA3UBAMO
EAUNMUNKUM NPGMEROM NPABULT.

Teopema 6.8.2. Ckyn ceuz npasux nexe pasHu S° ynpasrux na nexy npa-
8Y S Me PABHU NPEICNABHA NPAMEH NPABUL.

Ilokas. Heka cy a,b,c Tpu passe mpase paBHU S2 VIpaBHE HA ATy IPaBY
s ucte pasau. Tama, kommosunuja S. 0 Sp 0 S, TpeacTaB/ba UHAUPEKTHY
M30METPUjCKY TPaHC(HOPMAINjy Cca WHBAPUjAHTHOM IPABOM S, IITO 3HAYU O
joj mema opjentanujy. Jlakae, Ha TOj mpaBOj MOCTOjU MHBAPUjAHTHA TAUKA.
Crnemu na je kommosumuja S.0S,0S, ocHa pediekcuja Sg umja je oca yIpaBHA
Ha TpPaBy S.
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Cuauxra 6.6.

OO0OpaTHO, HEKa je € MPOM3BOJbHA MIPaBa PaBHU 52 raksa na HUje yIpaBHA
na npasy § (Cawmka 6.6). Tana xomnozumuja S,0S,0S, HUje ocHA pediekcuja.
3aucra, ako 6u 6uno Se 0 S0 S, = Sy, onna Gu y npousBosHOj Tauku [
IpaBe € mocTojasa mpaBa € Koja je yIpaBHa Ha mpaBy S. Tama Ou Tpu mpase
a,b, e’ 6une mopmanme Ha mpaBy § ma 6u om0 S 0 Sp0 S, = Sy, Cnem
Se 08§ =S 08y, a onapne Ser 0 Se = Sy 0 Sy. Kako npase e u € umajy
3ajenanuky Tauky F To he m mpasa f’ campsaru Tauky F, mro 3Haum ma
ce npase € u f’ mokmamajy Ha OCHOBY TeopeMme O jeIMHCTBEHOCTH HOPMAJIe.
Burauu u npase a u b hie ce mokmanaT, a TO je KOHTPAIUKIM]A. ]

IHMepunumnuja 6.8.3. IIpamen npasux pasuu S’ ympaBHAX Ha jeIHO]
IpPaBOj P HAZUBAMO OPMOZOHAAHUM WA TUNEPOOAUNKUM NPAMEHOM NG~
8ur, a IpaBy P HA3UCHOM TIPABOM XUIEPOOIUYKOT IpaMeHa MPAaBUX.

6.9 M3oroHa/siHa CIIPETHYTOCT IIapOBa IIPaBUX
paBHU S?2

IHMepununuja 6.9.1. Kaxe ce na je y pasuu S? map npasux ¢ u d u30e-
OHAAHO CNPELHYM WA CUMEMPUNHO Pacnopehen C MapoM MpaBux ¢ U b
aKo je

Spo08S.08, =S,.

Hedpuanmmja 6.9.2. Ako je menujarpuca ny:xu AB uctoBeTHa ca 0COM
pediercuje mapa IpaBux ¢, d O KOjUX je CBaka ynpaBHa Ha TpaBoj AB,
pehu hiemo ma cy map tavaka A, B u map mpaBux ¢, d CuMempuuHo
pacnopehens.

U3 meuHMIMje HEMOCPEHO CJEIU Aa M30TOHAJHE mpase @, b, ¢ pasam S2
OpUnanajy jeJHOM IpaMeHy IPaBUX.
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Teopema 6.9.1. Peaayuja u3020HaaH0CmU naposa npasus pashy S° je pe-
AGUUJQ eKBUBANEHYU]E.

3a Hac je om moce0HOT 3HAaUaja KPUTEPHU]jYM YCTAHOBJLABAHA W30TOHAJI-

HOCTH [Bajy NapoBa IPAaBUX PaBHU S? roju je mar ciaenehum tBphemem:

Teopema 6.9.2. Hexa cy a, b, ¢, d uemupu npage Hekoz eAUNMUNKOZ UAU
zunepboauuroz npamena npaeur L pasnu S%. a 6u naposu npasur a, b
u ¢, d buAu U3020HaAH0 cnpeenymu mehy cobom, nompedbHo je u 0080.6HO
da ce oce cumempuje npasur a u b NoKAANAY Ca 0Cama cumempuje npasux
cud.

Ciuka 6.7.

JIloka3s. IlpernocTtaBuMo Hajupe Aa Cy IapoBU OpaBux @, b u ¢, d nzoronaaHo
cuperayTu, Tj. na je SpoS.0S8, = Sy. Heka je s oca cuMmerpuje npaBux a
u b (Cmuka 6.7). O6enesxmvo ca d' npasy ompebemy pemamujom Sg(c) = d'.
Tana je d = d’. 3aucra, 13 yBeIeHUX MPETIOCTABKU CICIU 14 je

S;085,08:; =8, uS;08y08s =8..
IIpumenom mocaenmux OBEjy jemHakocTu mnobujamMo ma je

Si=8,08.08,=(S08,085)0(Ss08508;s) 0S8,
:SSOSQO(Sd’OSsOSa)
=8508,0(S,08508y) =Sy.

U3 jennaxoctu ocHux pediapkcuja Sq u Sy ciaenn jeHaKoCT HUXOBUX oca d u
d'. Onasne ciema Sq(c) = d, a To 3HAuUM ma je mpaBa S OCa CUMETpPUje TPABUX
cud.
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O6paTHO, HEKa ce Oce CUMETpHUje TpaBuxX ¢ u b MokJamajy ca ocaMa Cu-
MeTpuje mpasBux ¢ u d. Y TOM cilydajy Baike peJaiuje

S5085,08, =85, 15508550855 =8..
[IpumenomMm mocaenmux ABEjy jemHAKOCTH mobujaMo ma je

Sp08:,08;=(8508,08;)0(Ss085085)08,
:SSOSaO(SdOSSOSa)
= 850840 (S 085 084) =Sy,

Tj. IIapOBU IIPaBuUX a,b u ¢,d cy u3oronayaHo cuperaytu mMehy coGom. O

6.10 IIpameHOBU mpaBMX M TPOYTao

Pasmorpumo cana Hexke Teopeme y Be3u ca TPOYIJIOBUMA.

Teopema 6.10.1. Medujampuce cmpanua mpoyesa npunadajy jeOHoMm npa-
MENY NPABUT.

Cunura 6.8.

Ioxa3. O6enexumo ca p, ¢ u r (Cnura 6.8) memujarpuce pemoM CTPAHUNA
BC, CA u AB rpoyrna AABC. Y xomnosumuju I = S, 0 §; 0 S, rauka
B je wmsapujautna, tj. Z(B) = B. C 063upoM na je M30MeTpHUjCKa TPaH-
chopmanuja 7 MHANDEKTHA U MMa WHBApUjaHTHY Tauky B 1o je Z Hera ocHa
pedpaercuja. Osnaunmo je ca S;. Hakne, §, 08,08, = S;. Tama B € s u
mpase p, ¢, T 10 NeGUHUNM)U TPUTAIA]y UCTOM IPaMEeHy IpaBUX. O

Hoxka3 koju cMo u3Besu Basku y AmncosyTHOj reomerpuju. Y Eykammckoj

reoMeTpUjU MenujaTpuce CTPAHUIA TPOYIJa Ce CEKy Y jeIHO] TauyKu, HeHTPY
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ONUCAHOT KPyra OKO TPOYIJa Tj. IpaMeH npaBux onpeben menujarpucama je
enunTtudku. Y reoMerpuju JloGaueBckor MemmjaTpuce CTpaHUIa TPOYTJa Ce
He MOpajy cehin Te He MOKEMO OKO CBAKOI TPOYTIJIA ONMUCATU KPYT.

Teopema 6.10.2. Axo cy sS4, SB U SO CuUMEMPALE YHYMPAWBUL Y2A080
mpoyera AABC mada one npunadajy je0HOM Npameny KOHKYD ERMHUT NPa-
8UL.

ITokas. Heka je AABC (Cauka 6.9) mpoussossan Tpoyrao y pasuu S2.
O6enexumo ca a, b, ¢ penom opjerrucane npase BC, CA, AB a ca d, U/,
¢’ Te ucre mpase amu ca cynporHoM opjentamujom. Hexka je Z = S, 0 Sspy ©
Ss,. Y oBoj xommosunuju npasoj b onrosapa mpasa b’ tj. Z(b) = b mro
3HAuUM ma y uzoMmerpuju L mpasoj b oarosapa mcta mpasa b aau ca CympoTHOM
opjenramujom. Taurxu A mpase b oarosapa y msomerpuju L mera taura A’
Koja Mopa Gurtu Ha mpasoj b Te cpemumre ayxu AA’ ozmaummo ra ca Q,
OpencTaB/ba MHBAPU]AaHTHY TauKy y uU3oMeTpuju L.

Kako je 7 mmmpexkTHA M30METPUjCKa TPAHCHOPMAIM]a, KA0 KOMIIO3UIM]a
TpU OCHe pedJieKcuje OHa MpeAcTaBba ocHy pediekcujy L = Sy, Tie je mpasa
s mopmanua Ha b y rauku (). Ha raj maunn je S, 0 S, 08, = S, ma npase
SA, SB M S UpuUmazajy jeaHoM npaMmeny npasux. Cumerpase Sg U S¢, C
063upoM Ha TO Ha obe NPUIanajy YHYTPaIllkOCTU TPOYTJa, CEKy Ce Yy TauKu
S, Te ce u cBe IpaBe MpaMeHa KOMe IpUIanajy IpaBe S U SC CEKy y jenHO]
TAauKM Te ce Kao pe3yaraTr mobuja elunTuuku npameHn npasux. CpemumTe
npamena 6uhe mesrap kpyra ymucasor y Tpoyrao AABC xoju nomupyje AC
y Taurn (). O

Cauxra 6.9.

Amnasiorso ce gokasyje u caeneha teopema:
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Teopema 6.10.3. Cumempane jeOnoz YRYMPaUuLmHez U CNObAUBUL Y2A08a
K00 Opyeur 08ajJY MeMENG HeKoz MPoy2aa NPuNadajy je0HoMm NPameny npa-
BUT.

Teopema 6.10.4. Ilpase odpehene sucunama mpoyzaa y pasru S npu-
nadajy jedHoMm NPamenry npasu.

Iokas. Hexa je y pasmun S? mar tpoyrao AABC u mera cy AP, BQ,
CR (Cnuka 6.10) sucune Tor tpoyraa. okaxumo na npase AP, BQ, CR
mpunanajy jemHoMm mpameny mpasux. Axo je AABC mpasoyrim omzma ce y
TeMeHy TIpaBor yTJla CeKy CBe TPU BUCHUHE, Te Ce Taj CIydaj HeIoCPeIHO JOKa3-
yje. Hexa AABC mmje nmpasoyrimu. Ob6enexmmo ca a, b, ¢ mpase oxpebene
crpanunama BC, CA, AB a ca d’, b, ¢ npase onpebene sucunama AP, BQ,
CR u ca p npasy oapebheny taukama (Q u R, a ca ¢ u r mpase Takse ma je
Sy (p) =, Sy (p) = q npu Tome cBaka on komnosunrja SpoS., Sy 0S., SpoSy
IpeBoau NIpaBy ¢ y IpaBy T.

Byanyhu ma je A = bxc, B =0V xc¢, C =bxc rcy A, B, C
VHBapUjaHTHE y TUM KOMIIO3umujaMa, csaka on Tadaka A, B, C nanasu ce Ha
OCU cUMeTpUje TIPaBUX ¢ U T HO ¢ 063upom 1a cy tauke A, B, C' mekonuneapue
a HaJia3e ce Ha ocaMa CUMeTpuje ¢ u T buhe mpaBe ¢ U T KOHKYPeHTHE u cehu
he ce y jemnoj taukm P’. Ilpm tome je Tauka A ma jemmoj a Tauke B u C
Ha IPYroj OCH cuMmerpuje mpaBux ¢ u r re cy tauke P u P’ ucroserne. Ha
Taj HauwH npase a, a’, b, V', ¢, ¢ npencTaBmajy cumerpane yHYTPAIIBUX WX
cnomamsux yriaosa Tpoyriaa APQR. C o63upoM na ce Tpojke npasux a’, b, c;
a,b,c; a,b,c cexy pemom y raukama A, B,C mpema craBy o cuMeTpajama
VHYTpAILUX (U CIOJBAIIKLUAX) YIJIOBA Y TPOYIILy y paBHE S2 Cileau Oa Ipase
a', b, npunamajy jemmoM mpaMeny mpaBmx. O

Cauka 6.10.
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Hepuannmja 6.10.1. Ilpamen mpaBux KOMe OPUNAAAjy OpaBe OIpe-
Dene BucrHAMa TPOYTJIa y pPaBHEA S2 HAZUBAMO 0PMOUEHMPULHUM NPa-
MEHOM NPABUL.

Y pasEn S? Tpoyrao Mome Oa PACHONAMKE OPTOLEHTPUUHUM IIPAMEHOM
HEKOHKYPEHTHUX mpaBux. AKO je Taj mpaMeH, IpaMeH KOHKYDPEHTHUX MPABUX,
Tajga 3ajeHUUKY TAyKy CBUX IIPABUX TOT EJIUNTUYKOT IMPAaMEHa HA3UBAMO Op-
TOIEHTPOM TOT Tpoyria. ¥ EyKInIckoj reoMeTpuju OpTOUEHTPUUHN ITPaMEH
je obaBe3HO eNUNTUYKU, MOK y reoMmerpuju JloGaueBCcKOr OH MOke OUTU U
XunepOoTUYIKN.

6.11 IlemTpanHa poranmuja paBHI S2

Heoununuja 6.11.1. Komnosuujy nsejy ocHux peduexcuja paBuu S2
umje ce oce ceky y Hekoj Tauku O HA3UBAMO YeEHMPAAHOM POMALUIOM
paehu S? oxo mauke O.

Axo momenyTe ocue peduercuje ozmaunmo S, u Sp Tana je Sp 0 Sy = Rap
nenTpaHa poranuja pasan S2. Ako je O mpecedna Tauka npasux @ u b Tana
rauky () HA3UBAMO CPeIUINTEM HeHTpaJJHe poTanuje Rgp.

W3 nedpunmnuje meHTpasgHe pOTAIMje Yy DABHU S? HEIIOCPENHO cJienu Oa
LeHTpAaJIHA POTALM]a PABHA S° MMa je IMHCTBEHY NHBAPH]AHTHY TAUKY: IEHTAD
Te poranuje.

IlenTpasua poramnuja paBHU 52 je o mepMHUIMjU KOMIIO3UIUja ABEjy OC-
HUX pedlilekcuja, Koje Cy MHINPEKTHEe M30MEeTPHjCKe TpaHchopMalnuje, Te OHA
npencTaBma QUPEKMNY UIOMEMPUICKY mpanchopmayujy paenu S2.

Csakoj tauku X € S? pasnmmuntoj on cpemummra O HeHTpasHE poTammje
Rap v pasam S? omrosapa mexa mpyra tauka X', 1j. X' = Rgp(X) upn
uemy je opjertucamu yrao £ XOX' jemnax IBOCTPYKOM ODjeHTHCAHOM YTy
uameby mpasux @ m b. OsHaummo Taj OBOCTPYKM OpjEHTHUCAHU yrao ca .
Tana nearpanany poranujy Rqp MOAKEMO 03HAUUTH ca RO . YTA0 W HABUBAMO
Y2AOM YEHMPAANE POMAUU]E.

Huje Temko ycranoBuTu Ia ce meHTpaJHa poranuja Ro ., PaBHI 52 mowxe
OpesCcTaBUTH Kao KOMIO3UIUja OUJI0 KOjuX IBejy ocHUX pediekcuja Sg u Sp,
npu demy ce mpaBe @ u b cexy y Ttaukum O M OpjeHTHCAHM yrao W jemHAK je
IBOCTPYKOM OpjeHTHcaHoOM yriay mamebhy mpasux a u b. Ha Taj mauun uzbop
remepumyhux pediaekcuja S, u Sp n03BOBaBa cI06OMAH M360P jemHe On oca
pediekcuja Koja caapsku nerTap potamuje O, Tj. Basku caeneha Teopema:
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Teopema 6.11.1. /Jlee yenmpaane pomayuje Ro. u Ror o ucme pasnu
S? meby cobom cy jednare ako u camo axo cy mauke O u O ucmosemme,
a y2n08u w u W' N00YOAPHU U UCTOCMEPHU.

O

Cuka 6.11.

Iokas. O6enexumo ca a, b u a/, b/ npase momohy kojux cy medpunncane
MOMEHYTE I€HTpPAJHE pOTaluje. Te mnpaBe 3amoBoJ/baBajy peJanuje
Row =808, u Ror oy = Sy 0 Sy (Comra 6.11).

[IpernocraBumo na je Row = Ror . Tama nmamo na je

SpoS, =8y oSy, Tj. SpoS,o0Sy =Sy (6.3)

U3 penamuje (6.3) ciemu na mpase a, b, a’, b npunanajy jemmoM mpameny, ma
ce tauka O = a N b moknana ca taukom O = a’ NV'. Cem Tora, us penanuje
(6.3) crerm ma cy mpase a u b mzoromammo cmpermyTe ca mpasama a’ u b,
na cy opjerrucanu yraosu £ (a,b) u £(a’,b'), 1j. yraosu w u w’' mebycobmo
HOAyJaPHU U MCTOCMEPHMU.

O6patro, ako mpernocrasumo na ce tauke O u O moknamajy, a yriosu
w n w' cy mMebycobro moaymapuu u uctocMepHu, Taza he mpase a, b, a’, b
6uTu koHKypenTHe, a opjentucamu yraosu £(a,b) u AL(a’,b') nomymapuu u
uctocmepru. OcuM Tora, mpase @ u b Cy M30TOHAIHO CIPETHYTE Ca IpaBaMa
a ub, najeS,08,08y =S8y, 1j. S40S, =Sy 0S,, onarne ciaenu

Row =Row,
JuMe je ITOKa3 TeopeMe 3aBpIIeH. ]

Teopema 6.11.2. V yenmpannoj pomavuju Ro, pasHu S? mauxama X
u'Y pazaunumum 00 mauxe O odzosapajy mauxe X' u Y’ maxee da cy
ucmocmepnu yznoeu £ XOX' v LY OY' mehy cobom nodydapru.
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YI

Cnuka 6.12.

Ioka3. Oszmaummo ca X| Tauky papHu S? TakBy Ha je OPjEHTHCAHM yrao
£XOX! nomymapan u ucrocmepan ca ycmepennm yriom w u OX =2 OX].
Ob6enexumo ra ca w'. Tama, mpema Teopemu 6.11.1. umamo na je Row =
Ro . 36or Tora je (Cmmra 6.12) X| = Rouw(X) = Row(X) = X'. Ha
taj Hauns, ucrocmepun yriaosu w u £ XOX' meby cobom cy momymapru. Ha
HOTIIYHO MCTU HAYUH ce NOoKasyje ma cy u ucrocmepnu yriosu £YOY' u w
meby coboum monymaprau. Cremu na cy u ucrocmepnu yriaosu £ XOX' LY OY'
Mebhy cobom momynapHuU. O

W3 mokasanux mBejy TeopemMa HEMOCPEIHO CIeOV Ha je IMEeHTPaJHa poTa-
nuja paBHU 52 jemosnauno onpebena mentpoMm O U jom jeTHMM TapOM OIrO-
Bapajyhux rauaxa. IllraBumre, ako y menTpansoj poramuju Ro. paBHA S?

raukama A, B, C, ... pasmuuntum on tauxke O oarosapajy penom tauke A,
B', C', ...u axo yrmose LAOA’', {BOB’, £COC’, ...ucrocmepre ca yriom
w obeneRUMO pemoM ca Wi, Wo, w3, ..., ouhe

RO,w = RO,wl = RO,wg = RO,wg =

Teopema 6.11.3. Jupexmna usomempujcra mparchopmavuja L pasru S?
ca jedurncmeenom unsapujarmmom maukom O npedcmasna ueHmpasny

DOMAYUJY.

IToka3. Heka cy P u P’ nBe pasme Tauxe pasau S2 rakse ma je Z(P)=P.
Osmaunmo ca p npasy oxpeberny taukama O u P, a ca ¢ MemujaTpucy Iy:Xu
PP'. Cnemu OP = OP' a onasze je O € q. Ilakne, tauka O ce Hama3u y
npeceky npasux p u ¢. C 063upom Ha 10 na je I mupektHa u S; MHAMPEKTHA
M30MEeTDPUjCKa TpaHchopmanmja, komnosununja SqoL e GuTy MHINPEKTHA 30~

MeTpujcka Tpanchopmanuja. OHa mocemayje mse pasue unsBapujanTHe Tauke O
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u P, Te npema mo3HaToj TeopeMu IpeACTaBba OCHY peduekcujy Sp. Ilaxie,
S;01 =S8y, na je
I=38408,.

N3 ose jemmakoctu u penamuje O = pq, clenu na M30MeTPUjCcKa TpaHCHOP-
Manuja Z mpeacTaBiba HEeHTPAJHY POTAIM]y. O

Teopema 6.11.4. (O rpancMmyTanuju neETpatHux poranuja) Axo je Ro.,
npouseomna yenmpanra pomavuja pasru S uw L NPousBosHE UIOMEMPU-
cka mpancopmayuje me pasru mada je

RE. = R1(0) 1(w)-

Ioxka3z. Ilo mepuuunuju je HeHTpAJHA POTAIMja RO,w TpOM3BOM OCHUX pe-
prercuja Sp u Sy. TpaHcMyTanujoM TpaHnchopManmje RO,w BPUIIMMO y CTBapu
TPaHCMYTaIUjy CBaKe OX MeHepUIIyNrX OCHUX Pe(IIeKCHja, Tj BaKU:

Rbw=LZoRowoL '=T08 0L 'oTo8,0T " =S84 08

Tj. mobujamo Réw = Szt © S1(a)-

Kako ce mpase a u b cexy y Taukn O muxoBe ciauke y usomeTpuju L ce
cexy y tauru Z(O) mro 3HauM na Tpancdopmanyja S7(v) © S1(a) MMA UHBADU-
jarTay tauky Z(O) ma npencrasma nenrpanny poramnjy Rz(0)z(w). Hanmve
tTpancdopmarmja Z mpesomu mpase a u b y npase Z(a) u Z(b), satum mpe-
BoMM opjerTucann yrao w(w/2) y ojemrucanmu yrao Z(w)(Z(w/2)) roju je
nomymapan yriy w (w/2) amu y morsemy opjeHTanuje Moke UMATH UCTY Op-
jeHTanujy ako je 7 mUpeKTHa M30MeTPHja, OJHOCHO CYIIPOTHY OPjEeHTANN]y aKo
je I munuperTHa noMmerpuja. O

CraB 0 TpaHCMyTaunuju HEHTpaJHe poranuje oMoryhyje ma ce ycraHoBe
CTAaBOBU O KOMYTATWBHOCTU IEHTPAJIHUX POTALNja Ca APYTUM M30METPU)jCKUIM

TpaHcpopMaIyjaMa.
6.12 TI'pyna poranuja paBEI S2

Huje Temro yTBpauTu ma 3a meHTpaJiHe poTiuje Baxku ciaenche tBpbheme:

Teopema 6.12.1. Cxyn ceuz yenmparrus pomavuja pasru S2 xoje umajy
sajednunko cpeduwme O yrpyuyjyhu xounyudenuyujy npedcmas.na 2pyny 1y
00HOCY Ha ONEPAUUTY KOMNOUBUJE NPECAUKAEATA.
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Hepuannmja 6.12.1. I'pyny cauumeHy OA MEHTPAJHUX DPOTALMja Pa-
BHE S? Koje mMajy 3ajenuuduro cpenumTe O HA3UBAMO ZPYNOM POMAUUIQ
pasnu S% ca yenmpom O u cumbomuukn je obenesasamo G(Rp).

Teopema 6.12.2. I'pyna G(Ro) uenmpasnur pomavuja pasru S* oko ma-
yke O je Abeaosa. Jpyeum pewuma, 36 npou3sonsHe 08e yeHmpasne po-
mayuje Roo v Rog us epyne G(Ro) eaxncu perayuja

RO,ﬂ 0 Ro7a = RO,O& © RO)B'

Ioxkas. Heka je p npomssossHa npasa pasan S2 Koja canpsxn tauxy O. Heka
Cy 3aTUM M ¥ N ABE IpaBe PABHU S° TAKBO A4 BAKM

Roa=8085n u Rog=38,08,.
Muoskemem oaropapajyhux crpana oBuX ABejy jeIHAKOCTU, HAJIA3UMO IA j€
RopoRoa=8,0808,08,=38,08, (6.4)
RoaoRopg=8,08,08,08,. (6.5)

C 063upoM Ha TO na mpase p, M, n pasamu S caapwe nery Taury O, oHe
OpUNanajy jeIHOM IIpaMeHy KOHKYPEHTHUX NpaBUX, IITO 3HAYUU 14 KOMIIO3U-
nuja

SpoSnoS, (6.6)

npencrasiba HeKy ocHY pediaekcujy. C 063upom Ha TO ma je ocHa pediercuja
MHBOJIyIIMOHA TpaHCchopManuja To Ne kBazpar roMmmosunnje (6.6) mpencra-

BJbATU KOUHIIUAEHIINU]Y, Tj.
5p08,08,085,085,085,=¢
Tj.
Sp08,08,08, =8, 08n. (6.7)
N3 jemmaroctu (6.4), (6.5) u (6.7) mobujamo na je
RO,ﬂ 0 Ro7a = RO,O& ° RO)B'

a To je u Tpebasio JOKa3aTH. O

Teopema 6.12.3. I[enmpanne pomavyuje Ra o Rppg pasru S? ¢y womy-
MamusHe aKo u camo axo ce cpeduwma A v B mux pomayuja noxaanajy.
Lpyeum pevuma eaxncu:

RBpoRaa=PRaanoRpg axo u camo axo A= B.
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Iloxa3. Heka majupe moMeHyTe poTaunuje KOMyTHUDPA]y, Tj. HEKa je
RBsgoRAq=RaaoRpgs.

Tana je
RppoRaaoRys=Raa- (6.8)

Axo y mentpannoj portamuju Rp 3 tausu A omrosapa mexa tauxa A’, a yc-
MEpEHOM yTUIIy (v OATOBApa HEKM yCMEDPEHU yrao «, mpeMa TeopeMu O TPaHC-

MYTaIYju IMeHTPAJHUX POTallija UMaMO Oa je
RppoRAaOREs =R (6.9)

Ymnopebusamem jemnuaroctu (6.8) u (6.9) cremu na je Ra o = Rar . Ipema
Teopemu 6.11.1. crems ma ce tauke A u A’ moknamajy, a yriosu o n o
HOAyJapHU U UCcTOoCMepHM. IIpema ToMe, Tauka A je UHBapMjaHTHA TauKa IpU

poramuju Rp g, onakie ciemn A = B.

Oo6parao TtBpbheme Ha jeman HauwH Behh CcMO mOKAa3aau TPUIUKOM u3BODLema
noka3a Teopeme 6.12.2.

Ono ce MO:ke MOKa3aTW HA jOUI jeZaH HAYWH KOjU NEMO y HACTABKY WM3JI0-
xutu. Heka ce Tauke A u B moknamajy u Heka je

RB”g(A) = A, u RBﬁ(Oé) = O/.

OnaBme HemocpemHo 3akmyuyjemo ma ce tauke A m A’ moxmamajy a yriaosum
a u o cy nomymapeum m ucrocmepru. Ha ocmoBy Teopeme 6.11.1. cimemu
Raa=Ra . Cana je npema TeopeMu O TPAHCMYTAIM]U HEHTPAJHAX POTa-
nuja 3a00B0/beHO RpB g0 RAq © Rg}ﬂ =Raa 1)

RBaoRAaa=TRaaoRpgs.
Tume je mora3 y MOTIYHOCTU 3aBPIIEH. O

IIpumeTnMo ma CKyIl CBUX IEHTPAJHUX POTALIM]a jedHE PABHU ¥ ONHOCY HA
Pa3IuyYmMTO CPEIUIITE HEe IpencTaBsba I'PYIY.

6.13 IlojaMm kpyra y paBHuI S2

I'pyna porammja pasau S2 ca cpemmrem O omoryhyje ma mssenemo me-
¢puHUNU]y OojMa KpYy2q Ha cIenuUIaH HAUUH.



170 6. W3somerpujcke Tpancdopmanuje pasam S?

Hepunnnmja 6.13.1. Hexa je G rpymna pediuercuja. CKyn cBUX Tadyara
nobujeHnx kKao camke Tavke X momoNy pediaekcuja uz rpyme G Ha-
3uBaMo mpajexkmopujom tauke X y omHocy Ha rpyny G, maIm cxynom
MAYaAKa eKeUBAAeHMHUL ca mawkom X y omHocy Ha rpymy G.

Hedunuaunmja 6.13.2. Heka je G(Rp) rpyna HeHTPAJHUX POTAIUja Pa-
Bun S? oko Tauke O, a P Tauka pasuu S? pazmumunrta ox tauke O. Tpa-
jekropuja tauke P y omuocy ma rpymny G(Ro) masusa ce kpye. Tauka
O ce Ha3zuBa cpeduwimem TOT KPyra a MOIyIAPHE IY:KU KOje CIajajy
raurky O ca TauykaMa Kpyra Ha3uBajy Ce NoAynpewHuyl TOr Kpyra.

C 0063upoM 1a ce cBaka IEHTPAJIHA POTAIU]A MOMXKE IPEICTABUTA KAO KOM-
Io3UIja ABEjy OCHUX pedlleKCHja Y OAHOCY Ha oce pe(diIekcuje Koje caapike
unBapujartay Tauky O, y cayuajy rpyne G(Ro) paaumo ca eremeHRTUMA TIpa-
MeHa KOHKYyPEHTHUX IpaBUX ca 3ajemaumukuM cpexumreM O Te Moskemo pehn
na Kpyz npedcmasna 0PMoz2oHaAARY MPAJEKMOPUTY UAU CAMO MPAJERMOPUTY
eAeMEHAMA NPAMEHA NPABUL.

ITomohy penamnuja ”Behe”, ”Mame” HEIOCPEOHO Ce MOKE PA3BUTU TEOPUja
O Kpyry.

Hedpurannuja 6.13.3. 3a trauky X rakeMo na je y xkpyzy ca yewnmpom O
u noaynpevrurom 7 axko je OX < r; a ma je uzean xpyza ako je OX > r.

Hedmuunmja 6.13.4. Ckyn csux tavyaka y kpyry k(O,r) HasuBamo om-
BOPEHOM KPYNCHOM NOBPUWIL & YHU]Y OBOT CKyNa U CKyIa CBUX TadaKa
Kpyra k 3ameoperom KpYACHOM NOBPULL.

Yoynyhe, 3aTBopeHy Kpy:KHY HOBPIINEMO 3BATU jeJHOCTABHO CAMO KPYHC-
Ha NOBPUL.

3a kpyskHEe moBpmu Baxku cienehe tepheme:

Teopema 6.13.1. Epyacra noepu je KoOH8EKAH 2€0MEMPUJCKU AUK.

Jloka3. Cpaka Kpy:KHa MOBPII CE€ MOKE MPEACTABATHU KAO CKYI TadaKa
K(O,r) = {X € S?|OX <r}.

Tpebamo mokaszaru ma 3a 6miao koje mase Tauke A u B koje mpunaznajy Kpy:&HO]
nospm K, cBe Tauke mysxu AB npunanajy kpysnoj mospum K.

Paznukyjemo mBa ciyuaja:
(i) raure A, B, O cy xonuneapsue u (ii) taure A, B, O uucy xonuneapse.



6.13. Ilojam kpyra y pasH: S2 171

(a) (6)

Ciura 6.13.

(i) Aro cy raure A, B,O romuneapre tama (Cnura 6.13 (a), (6)) Bamn
TauyHo jeman ox pacmopena Tadaka (a) B(A,O,B), (6) B(O, A, B) unu (s)
B(O, B, B).

(a) Heka je B(A,0,B). Tauke A u B cy tauke kpysue nospmu K ma
je OA < r u OB < r. Heka je M npoussomna Tauxa nyxu AB. Axo je
M = O onna M € K. Axo Bazu pacnopen tauaka B(A, O, B) onna Tpeba
MOKa3aTU Oa 3a cBary Tauky M mysxu AB, M npunana xpy:xuoj mospmm K.
Axo ce M me mokmana ca O, oEna MOke BAKWUTU jeJaH O PACIOPENa Tadaka
B(A,M,O) umu B(O, M, B). Axo Basku pacnopen tauaxa B(A, M, O), onna
je OM < OA < r, omaxne cremu na M € K. Axo Baxwm pacmopen Tadaka
B(O,M,B), ouna OM < OB < r, onakne ciemn na M € K. Kaxo je M
mpousBossHa Tauka ayxu AB cnemu AB C K.

(6) Aro je B(O,A,B) u M € AB, rtana je B(O,A,M,B), na je
OM < OB u xaxo je jom OB <r o M € K.

(8) Axo je B(O,B,A) u M € AB, rana je B(O,B,M,A), na je
OM < OA u xaxo je jom OA<rTo M € K.

(ii) Aro rauke A, B, O Hucy xonumeapse, Tama younmo tpoyrao AABO
u tauxy M na crpanumu AB (Cnuka 6.13 (8)). Tanma je

OM < mazx{OA,OB} <,
na cuenu na u 'y osoMm cayuajy M € K. [l

W3 nperxonne TteopeMe cilenu na je KPYsKHA NOBPII IIOBE3aH MeOMETPUj-
CKU JIUK.
Y OBaKO aKCMOMATCKM 3aCHOBAHOj I'€OMETPHUjU MOKE Ce YBECTH U IIOjaM

TAHT'€HTE U ceyulle Kpyra.

Hebunumuja 6.13.5. [Ipasa t je maneenma xpyea ako mpunaga pabBHU
TOr Kpyra U uMa ca BUM CaMO jeIHY 3ajeTHUYKY TAYKY.
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Hepunnnmja 6.13.6. Ilpasa s je cewuya xkpyea axo nIpunana PaBHU TOT
Kpyra ¥ uMa Ca HBUM IBE 3ajeIHUYKE TAUKE.

6.14 IlenTpasiHa cuMeTpHja pela n y paBHUN S2

Heoununuja 6.14.1. Y pasuu S? reomerpujcku aus ® obpmmuo uau
pomayuoro nodydapar ca mukom P’ y ommocy Ha Tauky O ako MOCTOjU
nenTpasHa poranuja Ro, pasau S2 tako na je Ro,(®) = @'

W3 ne¢pununuje 3axmydyjeMo ga pesaiyja oOpTHE NOAYAaPHOCTU IPEICTa-
BJ/bA pesanujy exBumBajdenmuje. lloceGan 3mauaj mMa caydaj kamga je @ = @'

IHMeoununuja 6.14.2. Kaxe ce na y pasau S? nuk ® pacmomaxe uem-
MPAALHOM CUMEMPUJOM Peda N aKO TOCTOJU MEeHTPaHa poTanuja R ir
y paau S? Tako na je Ry ar(®) = ® rae je O raura pasmu S%, R -
OpjeHTUCcaH mpaB yrao, a n Ieo MO3UTUBAH OpPOj WM palroHaJaH OPOj

obnuka £ mpu wemy cy p u ¢ yszajamao mpoctu. Tauka O ce Ha3uBa

q
cpemumTeM HEHTPaJHEe CUMETPU)e RO 4R .
’n

HaBomumo cana Heke OCHOBHE OCOOWHE IEHTpaJjiHe CUMeTpHje peaa 1y
npocropy S2.

Teopema 6.14.1. Axo aux ® y paswu S? pacnosaace yewmpanrom cu-
MEMPUJoM peda N 20€ je n Ueo nosumuear O6poj 0esus ca UEAUM MOIU-
muerum 6pojem m > 1, mada aux ® pacnosaxnce yeHMPAAHOM CUMEMPU-
jom peda m.

Teopema 6.14.2. Ilenmpanra cumempuja peda n auxa ® y pasnu S? je
nepuoduyrna mpancpopmayuja. Axo ca k oznavumo maj nepuod mada je
k = n axo je n yeo 6poj eehu 00 jedan, mj. k = p axo je n payuorasar
6poj obauka p/q npu wemy cy p u q Y3ajamMHOo NPoOCmu.

Herrpanna cumerpuja pena n auka P y pasuu S? omoryhyje ma momohy
M30METPUjCKUX TpaHChopMaImja AePUHAIIEMO IOjaM HPABUJIHOL MOJIUTOHA.

IMedpwaumnuja 6.14.3. 3a momuron AjAy... A, y pasaun S? xamemo na
je mpasuaan MIA pezyaapar aKo PACHOJAKE IEHTPAJIHOM CUMETDPHjOM
pena n.
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Henrpanna cumerpuja pena 2 je KAO MHBOJIYLUMOHA TPAHCHOPMAIL]a O
noceOHOr 3HA4Yaja y CKyIy IeHTpajJHux poranuja. lIprMmerumo na nerTpasina
cUMeTpuja pena 2 3ampaBo NPEICTaBiba MOJIYyoOpT pasBHM oko Tauke O Tj.
poramujy 3a ompyskeHu yrao. OBakBa MHBOJYTHUBHA TpaHCHOPMAIja MOKE
Cce IPEeNCTaBUTH KAO KOMIIO3UMIja MBEjy OCHUX pediIeKCHja Umje Cy Oce YII-
pasre MebycoBom. C ob63upom Ha To ma je w/2 = R, tj. a L b nobujamo

KOMYTATUBHY KOMIIO3UIV]y OCHUX DedIieKcHhja, Tj.
Ro2r = 8a 0S8y =808,

Hamomena. Ilenrpanna cumerpuja pema 2 ce y JuTeparTypu Hajuemhe Ha-
3MBa CaMo YEHMPAAHA CUMEMPUIQ UIN YeRmparna pedaercuja. OBaj npyru
HAa3UB Ce MOXKE CMATPaTU OIPaBAAHUM IOMTO je IEeHTPaJHa CUMETPHUja pena
2 jenuHa y CKyILy IEHTPAJHUX CUMETPHUja pema N Koja je MHBOJIYIMOHA.

Teopema 6.14.3. I[enmpaarna cumempuja peda 2 je UHEOAYUUOHE MPAH-
copmayuja, u npedcmasspa nPoussod KOMYMAMUBHUL 0CHUT pedaercuja

Sa U Sb-

Iloka3s. IlemTpaJsna cuMmeTpuja pena 2 ce MOXKE IPEICTABATH KAO KOMIIO3U-
Mja ABejy OCHUX pediekcuja umje cy oce ¢ u b yzajamuo ynpasme, Tj. Sp =
Sp o0 S,. Y3 oproronaanoctu oca @ 1 b cienn KOMyTATUBHOCT OCHUX PE(IICK-
cuja Sg u Sp, Tj. Bawm S0 S, = S, 08,. Cana je S% = (5p08,)? =
SboSaoSaoszejepjeSg:61/15525. O

Teopema 6.14.4. (O KOMIO3UIMjM MEHTPAJHUX pediIekcuja y paBau S2)
Fomnosuuuja nenaproz 6poja uenmpasnux cumempuja y paswu S2 wuja
cpeduwma npunadajy jednoj npasoj | pasru S? npedcmas.ma marobe yer-
MPasHy cumempujy wuje je cpeduwsme wa npasoj l.

Iloxa3. Heka je n 6poj NEHTPAJHUX PeQIEKCUja KOj€ YIECTBY]Y y KOMIIO3U-
muju. Heka je majupe n = 3, tj. T = Sp, 0 Sp, © Sp,. Osmaummo ca o1,
02 u 03 (Cnuka 6.14.) npase ynpasae Ha npasy | pemom y taukama O1, Og
n O3. Tana je So;, = Sp3 085 = 808, S0, = Sp, 085 = §108,, n
S0, =85, 085 =808, ma muamo

IZSOgoSlOSloSOQOSl0801: 03 © Opy © oloSl-

Mebytum oce 01, 02 U 03 TpPUNANA]y WCTOM MPAMEHY TPaBUX Ca 0OA3UCHOM
npaBoM | ma je Spy 0 Sp, © Sy, = Sy, Tj. ka0 pesyarar ce mobuja ocHa pe-
daexcuja S, unja oca 0 IpuUIama UCTOM IpaMeny mpasux ma je u o L [. Illta
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Oy O] ! 402 405

0, 03

Ciuura 6.14.

BUIE, AP MPABUX 01,03 jé M30TOHAJIHO CIPETrHYT Ca MapoM MpaBuUx 02, 0.
IIpema Ttome Z = S, 0 S5 = Sp rae je O npeceuyna Tauka OpaBux O u [.
Axo je n > 3 moka3 ce M3BOIM MATEMATUYKOM WHIYKIIjOM.
IIpernocraBuMmo ga TBpheme Basxu 3a N = 2k — 1 1 JOKAKMMO Ha BasKu
3a n = 2k 4+ 1. Ilakne, mpeMa MHAYKIMJCKO] MPETHOCTABIM, KOMIO3UIN]a
IEHTPAJIHUX pedIleKCrja

80, 080, 080500 SO?kfl

unja cpequmta O1, 02, O3, - -+, Qg1 mpumanajy uctoj npasoj [, mpeacrasiba
HeKy meHTpajHy pediekcujy Sp umje cpemumre P Takobe mpumanma mcToj
npasoj [.

IMocmaTpajmo kKoMmmosunujy on n = 2k + 1 nenrpasuux pediercuja

12801080205030"'0802k+1

unja cpemumra 01,009,003, -, Okt npunanajy npasoj . Tama komnosn-
nuja ol TPU LeHTpajHe pediercuje

1 = Sp 080y, © S0Ouys1

uyuja Cy CpeIuInTa KOJMHeapHa W MpUMNanajy mpasoj |, mpeiactaBma Takobhe
HEKy LeHTpasHy pediuekcujy Sg ca cpemmmrem () € [. O

Teopema 6.14.5. (Illana'-Xjemmcaesa?) Cpeduwma dyxcu xoje cnajajy
odeosapajyhe mawke undupexmue uzomempujcke mparcpopmayuje I pa-
enu S% npunadajy jednoj npaeso.

M. Mlax (1793-1880), ppanmyckm reomerpudap.
25, T. Xjeamcnes (1873-1950) ¢uHCKM MaTemaruyap M HEeCHUK. Paawo je Ha HOMBY
reoMeTpUje U UCTOPUje FeoOMeTpurje.
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Cauka 6.15.

Hoxka3z. Heka je P npomssomma Taura pasan S° u P’ ciuka tauxe Py
msomerpuju Z, tj. P’ = Z(P) u uera je O cpemmmre nyxu PP’ (Cruxra 6.15).
Heka je X 6uno woja apyra rauka pasam S? u X' = T(X) a X” rauxa
cuMeTpuuHa ca TaukoM X' v ogHocy Ha Tauky . Y TOM Clydajy KOMIO3UIZja
Sop oZ cacraBmena je u3 qUpexkTHe u3oMeTpuje SO U MHAUPEKTHE TPaHcHop-
Mamuje Z ma je OHa MHANPEKTHA M30METPUja PAaBHU S2.y TO] MHANUPEKTHO]
n3oMeTpuju Tauyka P je mHBapujaHTHa Te OBa KOMIO3WUIMja MPEIACTaBJba HEKYy
ocuy pediexcujy S, unmja oca p caapxu raury P.

Kako y Toj kommosumuju Tausku X oaroBapa Tauka X', IpaBa P je MeIu-
jarpuca nyxn X X”. Axo je Y cpemumre nyxu X X’ 6unhe u mpasa oxpebena
cpemumruma O u Y crpamuna X' X" u X X' tpoyrna AX X' X" ynpasua ma
memujarpucu p ayxu X X, C 063upoMm ma IOCTOju TauHO jenHa mpaBa Koja
canp#xu Qurcupany Tauky O u ympasHa je Ha JaTOj IPaBoj P, CPEIUINTA CBUX
KU KOj€ cllajajy KOPECHOMAEeHTHE Tauke UHANPEKTHE u3oMeTpuje L paBHu S?
Opunanajy jeQHOj IpaBoj, y HameM ciaydajy To je nmpasa QY. ]

Hepuannuja 6.14.4. IIpaBy onpebeny cpeaumrtuma Iy:KM KOje CIa-
jajy omroeapajyhe Tauke MHAUPEKTHE M30METPHUjCKEe TpaHCHOpPMAI]je
7 paBuu S? HA3UBAMO 0COM T€ M30METPU]jCKE TpaHCchopMalnuje.

Teopema 6.14.6. Axo cy Sa u Sp dee pasne uenmpaane cumempuje, a S
ocHa pedaexcuja pasru, mada je Komnosuyuja SpoS.0S ocna pedaexcuja
axo u camo axo je npasa AB ynpasna wa npasy c.

Jloka3. Heka je npasa AB ynpasHa Ha IpaBy C U HEKa cy a u b mpase Koje
npodase, penoM, kpo3 Tauke A u B u ynpasre cy na AB (Cuuxka 6.16). Tana

mpase a, b, c mpunanajy opTOrOHAJHOM MpaMeHy MpaBUX ca DA3MCHOM IPABOM

AB, na je
Spo8.084=84B08p08.08,084B =84 08g08aB = Sy,
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b Jc b |c n |a

Cnuxka 6.16.

JmMe je JTOKa3 y OBOM CMep 3aBpIIEH.

O6parHo, HeKa je Sp oS, 0854 = Sy. O3HaumMo ca § TpaBy Koja CaIp:KU
tauky A u ynpasHa je Ha npaBy ¢. Heka cy 3atuMm @ u b mpase Koje caipike,
peaom, Tauke A u B u ympasue cy ma mpasy S. O3HaumMo ca p IpaBy Koja
canp:xku Tadky B u ynpasHa je Ha mpasoj b. Tana je

Si=8p0S.084=8,05085.085,08;.

Ilpase a, b, ¢ mpumamajy OpTOTOHAJHOM HPaMEHy NPaBUX Ca OAa3MCHOM
mpasoM S ma je Sp oS, 0S8, = Sy, Ipu YeMy je U ImpaBa 7 YIOpaBHA Ha S y
nexoj raukn N € 5. Harue, Sqg = 5,08, 0S8, na npase d, p, n u s npunagajy
MCTOM IpaMeHy KOHKYypPEHTHUX IpaBux mpasux Ly ca cpemumTeM v Tauku V.
Kako cy mpurom mpaBe p u S yIpaBHE Ha NpaBy b, cilienu ma ce mpasBe P U S
noknanajy. IIpema Tome, 3akmpyuyjemo na je AB L c. O

Teopema 6.14.7. Ilap mavwaxa A, B u nap npasuz ¢, d cy cumempuuro
pacnopehenu axo u camo axo je SpoS.o0Ss = Sy.

Joka3. Hera cy map tauaxa A, B u map mpasux ¢, d CUMETPUYHO pacHope-
bemn. Osmaummo ca a u b mpase ympasme Ha npasy AB pemom y Tauxama A
u B. Hexka je s oca cumerpuje npasux ¢ u d. Tana je § Memujarpuca Iy:Ku
AB npema mebunummju cuMmerpuune pacmopebemoctu. To 3maum ma je s oca
cuMeTpuje U IpaBux a,b Tj. 6uhe S 08,08, = Sy. Komnoszunujom ca jiese
U JecHe CTpaHe y IPeTXOmHOoj peaanuju ca Saop nobujaMo

SAB0Sp08.08,084B =8ap0oS3084B.
IIpema TeopemMu 0 TpaHCMyTalUjU 3aKHYyUyjeMO Oa je

SBOSCOSAZSd/. (6.10)
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b |¢

0 m |a

Ciuura 6.17.

Omnasne je SgoSap = SapoSy, a Kako je jom 36or HopMaJsdHOCTHU pasux AB
u d 3a10B0beHO SgoSap = SapoSy ciemt SapoSy = SapoSy, Tj. Sq = Sy
a omasme d = d'. Tlpema Tome, penamuja (6.10) mocraje SgpoS.084 = Sy, a
TO je m Tpebayio mOKa3aTu.

O6parHo, Heka je 3a Tauke A m B u npase ¢ u d 3a10BOJbeHA peJany)ja
SpoS.084 =84 Y Taukum A xoHCTpyummMo HOpMaJdy S Ha IpaBy a4 a y
tauku B mopmamny p ma npay b (Cauka 6.17). Tana je Sqg = S508s = S508,
uSp=38,08, Cana je

SpoSpo0S.08,08s =8, (6.11)
Ilpase a, b u ¢ npunamajy McTOM OPTOrOHAJHOM IpaMeHy IpaBUX, Ha je
SpoS.08, = S, (6.12)

Ipy YeMy ¥ IIpaBa 1M OpUIaja UCTOM OPTOIOHAJHOM IpaMeHy mnpaBux. O3-
maunmo ca M npeceuny tauxy npasux s u m. Cana u3z (6.11) u (6.12) cnemnn

SpoSy 08, =38y, (6.13)

Tj. mpaBe S, M W P OPHUIALA]y UCTOM IIpaMEHy KOHKYypPEHTHUX mpasux Ljj.
Ilakne, mpaBe P U § TpoJjaze Kpo3 Tauky Tauky M u opToromaine cy Ha
mpaBy b, omakie ciemu na ce mpase P 1M S NMOKJIamajy, Tj. Tadka B mpumana
npagoj s. 36or Tora penamnumja (6.13) mocraje Sy, = Sy, Tj. npase m u d ce
noksanajy, na u3 peaanuje (6.12) nobujamo

Sb 9] Sc 9] Sa = Sd. (6.14)

To 3mAuUM Oa MapoBU IPaBUX @, b u ¢, d UMajy UCTy oCy cuMeTpuje, O3HAUMMO
je ca 0. Mebyrum, kako je A €a, BE€b, al AB, b1 AB, Sy;(a) =b to he
6utu S,(A) = B. To 3maun na je ma je npasa o memujarpuca nyxu AB, Tj.
nap tauaxka A, B u map mpasux c,d cy cuMmeTpuuHo pacmopebenn. O
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6.15 Teopema o HOpMaJiaMa M IIOCJIEOUIIE

Hapemra Teopema mpeacrassba 3HAYAJHO TBPDHEmE y TEOMETPUjCKOj TEOPUjU
npameHoBa. Ilo3HaTa je mom mMeoMm meopema 0 HOPMAAAMG.

Teopema 6.15.1. Hexa cy a, b, ¢ mpu npase jednoz npamena npasus, a
a’ u c npase ynpasne na a u c, pedom y maukama A u C. IIpase a’, b,
npunadajy je0nom npameny axo u camo axo je ScoSpoS, = Syg u d npasa
ynpasra na npasy AC.

I

a

Ciuura 6.18.

Jlorka3. C o063upoM Ha TO Oa mpase G, b, ¢ NpUNanajy MCTOM IIPAMEHY
nmpasux, To he xommnoszumuja S. 0 Sp © S, GuTu Heka ocHa peduercuja Sy
(Cnuka 6.18). Ca Z osmaunmmo xommnozunujy Sy 0 Sy 0 Sy, Tanma je

I:Sc’oSb’OSa’:SC’O(SCOSdOSa)O a/:SCOSdOSA7

na je uzomerpuja L oCHa pediekcuja ako U caMo ako je mpasa d ynpaBHA HA

mpasy AC. O

Teopema 6.15.2. IIpase xoje cadpace memena mpoyzaa U ynpasre cy ma
npasama Koje cadpxce mez08e HACMPAMHE UBUYE, NPUNAOAjy jeOHoM NPa-
MENY NPABUT.

Jloka3. Cnyuaj mpaBoyryior TpoyrJa je TpUBHUjaJaH.

Osmaunmo ca p, ¢, T mpase Koje, pemdoM, caapxe temena A, B, C mexor
rpoyraa AABC u ynpasse cy Ha mpaBaMa koje caapsse usune BC, CA, AB,
pemom, y taukama A’, B’ C'. Axo cy cBu yraosu tpoyria AABC omrpu,
rauke A’, B', C' npunanajy nsunama tor Tpoyria. Axo je jemam on yriona
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C

Ciuura 6.19.

ryn, ma npumep yrao LA, tama he camo Ttauka A’ mpumamartu macmpaMmHOj
usunu Tpoyriaa AABC. Heka cy m u m mpase Koje mpoJjasze Kpo3 Teme A,
a ympasue cy penom, Ha mpasama A'B’ u A'C’ (Cnuka 6.19). Tauke A u B
MOZKEMO IIOCMATPATH KA0 CPEAUINTa ABAjy HPAMEHOBA KOHKYPEHTHHUX IPABUX
ca 3ajemanukoM mpasom AB. Ilpumenom Teopeme o HOpMajama I00UjaMo
Sap 0oSap oS, = Sy, onarne cunenu

Sap =Sac08m oS, (6.15)

C mpyre crpame u tauke A u C cy cpemumra nBajy mpamenosa. Ha wcrnm
HAYUH KoOMjaMo

Sac =840 8,08, (6.16)

13 penammja (6.15) u (6.16) nmamo na je S, = Sp 0 Sy, 0 Sy M3 mocenme
pesanuje ciaenn a cy mpase Ml U 1 CAMETPUYHe Y OJHOCY Ha mpasy p. llakme,
npaBa p je oca pedaekcuje napa npasux A'B’, A'C’. Ha mornyso nctu uctu
HAUWH,3aKbYUYjeMo a Cy TIpaBe ¢ U I oce pedIeKcuja, peIoM, TapoBa IpaBux
A'B', B'C'u A'C’, B'C".

Axo cy csu yryrpammu yraosu tpoyria AABC omrtpu, onna cy mpase
p, q, T cumerpaie yayrpammux yriaosa tpoyriaa AA'B'C’, nma npema tome,
OpUIIafajy UCTOM eJIUITUYKOM IPAMEHY IIPaBUX.

Axo je mar yrao £A tpoyrna AABC Tymn, npaBa p je cumerpasa yHY-
TpaIImEr, a mpaBe ¢ U T cUMeTpaJe crosbammux yriaosa tpoyraa AA'B/'C.

U y oBoMm ciuyuajy mpase p, ¢, T IpUNaLajy UCTOM IPaMeHY IPaBUX. O
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IIperxomma Teopema ce yemhe cpehie y caemehem obmuxy: IIpase odpe-
hene sucunama mpoyzaa npunadajy ucCmom npamery npasus.

Teopema 6.15.3. Axo cya, ¢ u d mpu pasne npage jeOH02 NPAMENE PABHU
S2, mada nocmoju npasa S Koja cewe npase a, ¢ U d Y MPUMG PAZHUM
mauKama.

Ilokas. Hera je S, 0S50S, = Sp u vera je B nmpoussosmua Tauka mpase b.
Osmaumvo ca A u C mommowxja ympaBHUX W3 Tadke B penoMm Ha mpaBaMma (
u ¢. Ha ocHOBY Teopeme o HopMmaJama, npasa d je ympasHa Ha npasy AC.
[Ipema Tome, npasa AC je Tpamena mpasa Koja cede mpase d, C u d. O

Teopema 6.15.4. Axo cy a, b, ¢ mpu Jucjynxmue npage jedHoz NpameHa
npasuz y paeru S?, mada cy mawno 08e 00 MUT MPUY NPABUT CG PAIHUL
cmparna mpehe npase.

Jloka3. Ha ocHOBYy mpeTxomHe TeopeMe MOCTOjU MpaBa Koja cede Ipase d,
b, ¢ y taukama A, B, C' pemom, ma Ba;km TayHO jemHa O TPHU]y pejalmja
B(A,B,C), B(B,C,A), B(C, A, B). He ymamyjyhu ommrocT nokaza MoxeMO
npernoctasutu na je B(A, B, C). Ilpase a, b u ¢ cy aucjynkTHe, onakie caenun
Ia CBe TadyKe jemHe On HUX MPUMANajy HEKO] MOJypaBHU YUjU je PYyO HEKa o1
IpeoCcTaNnX nBejy mpaBux. 10 3HAUM Oa Cy TpaBe G U C Ca Pa3HUX CTPaHa
npase b, Tj. ma cy mpase b u ¢ ca ucre cTpaHe mpase @, U Aa Cy npase @ u b
ca MCTe cTpaHe Ipase C. O

Teopema 6.15.5. Hexa cy a’ u ¢ dee pasne npase nexe pasnu u B mauxa
me pasnu ean npasuz o u ¢. Tada nocmoju jedurncmeena npasa b xoja
cadpxcu mavwky B, maxea da npase a’, b u ¢ npunadajy jednom npameny.

Jloka3. OsmaumMo ca @ ¥ C mpaBe Koje canp:ke Tauky B u ympasHe cy pemom
wa npase a’ u ¢’ y taukama A u C. Hexa je jom d npasa koja canp:xu Tauky B
u ynpasHa je Ha npasoj AC. Kako npase a, d, ¢ mpunanajy jeJHOM IpaMeHy
npasux To he kommnoszunuja S,0Sy0S, 6urnu ocua pedaercuja Sy. IllTa Bume,
aKo je § oca cUMeTpHje MpaBUX G U C, OHA he OUTU U Oca CUMETpUje TPABUX
bud Haxne, S.0S8,08, = Sy na npase a’, b u ¢/, Ha ocHOBY Teopeme o
HOopMaustama, npunaznajy jemaom npameny (Cauka 6.20).

O6parHo, Heka mpaBa b canpsxu tauky B u meka mpase @', b, ¢ npunanajy
jemrom mpameny. Tama je S;0Sp 08, = Sgud L AC, npu yemy cy a u ¢
npase Koje canpse B u ympasze cy, pemoMm, Ha mpasama @’ u ¢ y Taukama
A u C. 3maum, oca cuMerpuje npasux b u d ce HOKJIama ca OCOM CUMETpHU]je
s mpaBux a u c¢. Illpasa d jemuHCTBeHa IpaBa Kpo3 TaukKy B ymopaBHa Ha
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Ciuka 6.20.

mpasy AC. Ilpema ToMe ¥ H0j CHMETpPUYHA IIpaBa y OJHOCY Ha IPaBy S, je
jeIHCTBeHA. O

Ha ocuoBy mokaza mperxomnHe Teopeme OMOryhNeHO HaM je Aa yCTAHOBHMO
jenHy BasKHY OCOOMHY IpaMeHa IPaBUX KOJU CAAPKU MeIUjaTPUCE CTPAHUIA
HEKOI' TPOyTJIa.

Hera cy p, ¢, r memujarpuce penom crpamuna BC, CA, AB rtpoyraa
AABC. Osmaunmo ca QQ u R cpenumra nysxu CA u AB, a ca a mpaBy kKoja
caap:xu Tauky A m mpumana mpaMeHy KojeM mpuilanajy mpase ¢ u . Taana je
mpaBa @ CUMETPUYHA TpaBoj, ynpasHoj u3 Tauke A ma mpasy QR, y ommocy
Ha CHMeTpaJly yHyTpammer yria kox Temesna A tpoyraa AABC.

Ciuura 6.21.

Oszmaummo cana ca N momgmoxje ynpasae u3 Tauke A ma mpasoj QR, a ca
N’ woj cumerpuuny Tauky y ommocy Ha cuMmerpany yriaa £QAR. Tana he
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yraosu LQAN' u ARAN 6uru noxynapuu. Yrmosu £ RAN u £QAN cy
omrpu na hu yraosu LQAN’ u L RAN' 6uru omrpu (Cruka 6.21).

6.16 Teopema 0 TPaH3UTUBHOCTU U IMOCJIEIUIIE

Y oBoM ozmesbKy heMmo maTu OKa3 K/bydHe TeOPEeMe Y TEOPHUjU IPaMeEHOBa
npasux. To je T3B. meopema 0 MmpaH3UMuU8HOCMU.

Teopema 6.16.1. (Teopema o rpansutusnoctu) Heka cy a, b, ¢ u d we-
mupu pasne npage pashu S2. Axo cy xomnosuyuje S,0Sy0Sy Ut SgoSyoS,
ocHe pedaexcuje, mada je u Komnosuyuja Sqo S. o0 S,, maxohe ocna pe-
Paexcuja.

Ilokas. Osmaummvo ca A mpousBossHY Tauky HpaBe @ Koja He IpuUNala HU
jemmoj om mpasux b, ¢, d (Cmura 6.22). Heka cy sarum mpase b, ¢, d
yrnpasue u3 Tauke A penom ma ma mpasama b, ¢, d. Osmaunmo ca B, C', D’
HomHOXja TuX ynpaBHux. Ha kpajy, o3maummo ca b’, ¢, d” npase ynpasue u3
raure A, pemom, ma npasama C'D’, B'D', B'C’, a ca B", C", D" o3znaummo

MOTHOXKja TUX YIPABHUX.

a b c d

Ciuura 6.22.

Tana, mpema TeopemMu 0 HOpMAaJIaMa MMAMO

Sy 08q 08y =S8y, Sy oS.08y =S (6.17)
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Tarobe, mpema MCTOj TEOpEMU 3aKbYyUYjeMO Ia Cy pesamije
Sd” o Sb’ O Sc” = Sp7 Sd” o Sc’ o Sb” = Sq (618)

3aI0BOJLEHE AKO U CAMO aKO TIpaBe P U ¢ canapske Tauky A m ympasme cy penom
ma mpasama C”" D" u B"D". V3 penanuja (6.17) cremn ma je

Sd" o SC’ = SC” o] Sd’a
ma je Ha OCHOBY npyre on penaunuja (6.18) 3amoBoseno
SC” O Sd/ O Sb" = Sq.

OpnaBne, HA OCHOBY TeopeMe O HOpMaJlaMa, CJIEmU 1A je TpaBa ¢ yIpaBHA

asli : : Ua Y 1 1
na C"B"”. Kako je jom mpasa q ynpasua u na B”D"” to he tauke B”, C",
D" 6uru konumeapme. Ilakie, mpaBe p u ¢ ce HmoKjaamajy. Ilpema Tome, u3

penamuja (6.18) crnemu na je

Sb/ o SC” = SC’ o Sb//
Tj.

Sb/ O SC’ O Sb// = Sc”‘

C o63upom HA TO Oa je

Sb’ O Sa o Sd’ = Scu’

nmMaMoO

SC’ (o] Sb" = Sa (] Sd’7
Tj.
Sc’ ] Sa (o) Sd’ = Sb//.

IIpema ToMe, Ha OCHOBY TeopeMe O HopMaJama, koMmmosunuja Sg o S, o S,
IpenCTaB/ba OCHY pehIeKCcH]y. O

Teopema 6.16.2. Hexa cy a u b dse pasne npase. Axo je ceaxa 00 caede-
huz mpujy komnosuyuja S.0Sp0S,, Sgo0Sp0S,, Se0SpoS,, octa pedaexcuja,
oHOa je U KOMNOUUUja

Se % Sd © 867

maxohe, ocna pedaexcuja.
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Ilokas. C o63upom Ha TO ma cy xoMmmosumuje S, 0 S, 0S, u Sgo Sy 0S8, ocre
pediaercuje, To he u kommosunuja Sg o S, 0 S, he 6utu ocna pediekcuja Ha
ocaoBy Teopeme 6.16.1. e. IIpema Tome u Sgo S, 0 S, hie Takobe Gutu ocua
pediaercuja. Ha moTmyHO MCTM HauuH, ¢ 003UPOM Ha TO Oa Cy KOMIO3UIU]je
Sc085,08, u ScoSp08,, ocue pedaekcuje, buhe u komnosummja Se0S.0S, ocHa
pedpraercuja. Ilakmae, u S, 0 S, 0 S; hie 6utu ocua peduercuja. [Ipema Tome,
romnoszunuje SgoS, 08, n S 08,08, cy ocHe pediekcuje, OIANKIE je, IpeMa
Teopemu 6.16.1., u S, 05508, ocHa pedrekcuja ako Cy @ u C JBe pa3He IpaBe.
Ako ce @ u ¢ moknanajy, oynyhu ma cy xommosumuje Sgo0Sp oS, 1 Se oS08,
ocue peduekcuje, buhe u kommozunuja S, 0 Sgo S, ocna peduercuja. [Ipema
ToMe G6uhie u KoMmnoszunuja Se © Sg 0 S, ocHa pediercuja. O

Teopema 6.16.3. Axo cya u b dee pasne npase pasru S?, mada nocmoju
jedurncmeen npamer nPasur me pasghy Kome npunadajy obe npase a u b.

JTlokas. Osmaunmvo ca L(a,b) ckyn ceux mpasux x pasam S? Taksux ma je
Sy 08y 08, ocra pedpiercuja. Axo mpase ¢, d, € IpuUlanajy CKyly OpaBux
L(a,b), Tana he, ma ocroBy Teopeme 6.16.2., komnozunuja S © Sqo S, Gutn
ocua pediekcuja. C ob63upoM Ha TO, Oa 3a OWJIO KOjy HpaBy ¥ BaH CKyTa
L(a,b) romnozmmmja Sy o Sp © Sq Huje ocma peduercuja, ckyn L(a,b) mpen-
cTaB/ba IpaMeH IMPABUX PABHU S2.

Iloka;kMMO jom ma ce cBaku mpaMmeH L KOju caupsku mpase ¢ 1 b mokiama
ca npamerom L(a,b). 3aucra, ako Heka mpasa ¥ npunana npaveny L, Tazxa
je Sy 08y 08, ocra pedaekcuja. To 3HAUM na Ta TpaBa NPUIANA U IPAMEHY
L(a,b). Axro merxa mpasa Yy He mpumana npameny L, Tama, M0 nepUHUIHA]U,
nocroje npase ¢ u d Tora npameHa Takse na komnosunuja S,y 0Sg0S, Huje ocHa
pedpaercuja. Tana, 6ynyhu na cy S.0Sp08, u SgoSp oS, ocue peduercuje,
komnosunuja Sy © S, 0 S, Huje ocHa pediexcuja jep Gu, y CyIPOTHOM, U
Sy 08,08, 6una ocua peduexcuja na ocaoBy Teopeme 6.16.1. Ilaxie, mpasa
y Tana me npunana npameny L(a,b). O

Arxo npase ¢ u d npunanajy npameny L(a,b), Tazna je, Ha OCHOBY IPETXOIHe
teopeme, L(a,b) = L(c,d). Ilpema Tome, npamen npasur je je0Ho3Ha4HO
o0pehen 6uno Kojum deema ceojum npasama. To 3Haum na 068G PaszHa Npa-
MEHA MOZY UMAMY HAJEUWE JEOHY 3ajeORUNKY NPasy.

I[Iperxomuo TBpbheme, mpema KOMe je mpaMmeH jeqHo3HAUYHO onpeben Omio
KOjUM IBeMa pa3HUM CBOjUM IpaBaMa, oMoryhaBa HaM Ja DOKarKeMO jOII HeKa
3HauyajHa TBpDhema M3 Teopuje mpaMeHOBaA MPABUX.

Teopema 6.16.4. Axo je S, 0 Sy 0 S, = Sy, mada u npasa d npunada
npameny npasur xKome npunadajy npase a, b u c.
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Hokaz. I3 S, 08,08, =85y cnemu Sgo0 S, 08, =S,.. To 35aun na u npasa
d npunana npameny L(a,b). O

Teopema 6.16.5. Hekxa cy a, b, ¢ mpu npage nexoz npamena npasur L
u neka je s oca pedaekcuje napa npasux a, c. Tada u npasa d = Ss(b)
npunadae npameny npasur L.

JHoka3. U3z Sg(a) = ¢ cnemu S; 0 S50 S, = S;. Hakne, na ocuoy Teo-
peme 6.16.3., mpasa § mpumnaza npameny L(a,c¢) = L. Ha wuctu mauum,
S308508y = S8;, na u npasa d, oner ma ocroBy Teopeme 6.16.3., mpumana

npaveny L(b,s) = L. O

Teopema 6.16.6. Hexa npase a, b, ¢ npunadajy jeOHOM NPAMERY NPAEUL.
Taoa, xomnoszuyuja S o Sp o S,, npedcmasmwa ocky pedaexcujy Sq axo u
CaMO0 KO ce 0Ca CUMEMPUJe NAPa NPABUT G U C NOKAAGNG CG OCOM CUMEM-
puje napa npasur b u d.

Ilokas oBe Teopeme ce n3poau y3 nomoh Teopeme 6.16.5.; aHamOorHO HOKA3Y
Teopeme 6.9.2.

6.17 Tpaucaanuja paBaEu S?2

Cewm meHTpaAJHUX POTAIMja IOCTOJU jOII jeIHA BPCTA M30METPUjCKUX TPAaH-
chopmanmja paBHU S? KOj€e ceé MOTY MPEACTABUTU KaO KOMIIO3UIUja ABEjy OC-
Hux peduercuja. To cy mpancacuuje pasru S2.

Hepmaunuja 6.17.1. Hexa cy S, u §; ocHe pediekcuje paBHA S? uuje
Cy oce p U ¢ ympaBHe Ha HEKOj mpaBoj s y TaukamMa P u () pemnom u
mera je P = S;(P). Tpancaayujom paswu S* mo mpasoj s 3a myw PP’
Ha3mBaMo KoMmmosunujy S; o S,. O3HauaBaMmo je Top

IIpumeTnmo nma mpaBe p U ¢ IPUNAAAjy UCTOM XUIEPOOINUKOM IPAMEHY
OpaBUX ca DA3UCHOM IPaBoOM S. 3a ImpaBy § KaKeMO U Ha je 0a3ucHa npasa
mparcaauuje. Tparcranuja dyBa MHBAPUjaHTHOCT Ipase S. llopen ose oc-
obOuHe, M3 HaBeleHE Ne(PUHUIM]E CIIEU:

Teopema 6.17.1. Tpancaayuja je Qupexmrua uzomempujcra mparchopma-
uuja pashu S? u Hema uHeaPUIAHNMHUT ManaKa.
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Xll X’
o I/ »o
s ~1Q P’
|
q
Ciuura 6.23.

Jloka3. Tparcianuja je OIMpPEKTHA U30METPUjCKa TPAHCPOPMAIMja KAO KOM-
IIo3Unuja NBejy WHAMPEKTHUX TPaHCHOpPMaNUja.

IIpernocraBumo na je X MHBapUjaHTHA TAauKa TPaHCJIAIN)e Top = 85408,.
To snaun na je S;0Sp(X) = X, 1j.

S.(X) =X, u S(X')=X.

Ilakne, mysx (XX') 6u umana mse cumerpase, a To je memoryhe. Ilakre,

TpaHCIanuja Top HeMa MHBAPUjAHTHUX TAYaKA. O

Teopema 6.17.2. Tparncaayuja y pasru S? je odpehena ypehenum napom
mauaxa. ea ypehena napa mavaxa (X,Y) u (X', Y") pasnu S? odpehyjy
UCMY MPAHCAGUUJY GKO U CAMO GKO CY KOAUNEAPHU, UCTNO OPJEHMUCAHU U
n00YOaPHU.

Iloxka3 oBe TeopemMme aHaJIOraH je moka3y Teopeme 6.11.1.
HapegauM TeopeMaMa M3BOIUMO jOII HEKa CBOjCTBA TPAHCIAIM]a PABHE S>.

Teopema 6.17.3. Axo je y pasnu S? mauxa B cpeduwme dyxcu AC, onda
BANCU T2 = SpoSy.

Jlokas. Heka je s mpasa oapebena tauxama A u C, a axo ce tauxe A u C
HOKJIaIajy, HeKa je S IPOM3BOJLHA ImpaBa Koja caxpsu Tauky A. Osmaummo
ca a, b u ¢ mpase HOpMaJHE Ha paBoj S penom y taukama A, B u C. Baxn
Sp(A) = C, na je ma ocHOBY meduHUIMje TpaHCIamuje T = SpoS,. Ha
OCHOBY medununuje nenrpaine cumerpuje je Sp = Spo0Ss u Sq4 = S0 S,
Iakie, Tio = SpoS, = 8Sy085,08,08, = Sg oS4, mro je u Tpebaio
MOKA3ATH. (|

Hapemunm nBema TeopeMaMa yCTAHOBJBYjY Ce€ YCJIOBU IOA KOjUMA HEKa
M30MeTPUjCKa TpaHC(hOopMallija paBHU 52 IIpeACTaB/ba TPAHCIALN]Y T€ DABHU.
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Teopema 6.17.4. Axo Jdupexmna uzomempujcra mpancpopmayuje I pa-
8Hu S? HeMa UHBAPUJAHMNUT MAMAKA, ONA NPEOCMAB.HA MPAHCAGUUTY Te
DaABHU.

Ioxkas. Karo je je 7 DUpeKTHA M30METPHjCKa TpaHChopMamuja paBEn S2,
TO Ce OHA MOK€ IPENCTABUTH Kao KOMIIO3UIM]a IBEjy OCHUX pediieKcuja Te
paBuu. Hexka je

T=8,08, (6.19)

Tpauchopmamuja 7 mema MHBapHWjaHTHUX Tadaka, ma je p g = (. Axo
obenexumo ca P 6uno kojy Tauky mpaBe p m ca P’ rauky TakBy ma je

Sq(P) = P’ 6uhie

55 = Sq 0 Sp. (6.20)
N3 penanuja (6.19) u (6.20) caemu na je I = Top g

Teopema 6.17.5. Hzomempujcka mparncpopmayuja L pasru S? npedcma-
8/50 MPAHCAQUUTY ME PABHY GKO U CAMO aKO Ce MONUCE NPEOCMasumy Kao
KOMNO3UYUIa 08EJY PAIHUT UEHMPAAHUT PedaeKcuja me ucme pasHu.

Ioka3. Heka majupe msomerpujcka tpamchopMammja L pasau S mpencra-
B/bA HCKY TPAHCIAIM]y T5ro), T€ PABHU. Ob6enexumo ca () cpemumre Iy:Ku
PP’ ca s mpaBy ompebeny taukama P u P’ a ca p u ¢ mpase ympaBHe Ha
npaBoj § pexoMm y Taukama P u ). Tama mmamo na je

Tﬁ:SqOSp:(SqOSS)O(SSOSP>:SQOSP_

O6paTHO, MPETIOCTABMMO Ia W30METPHUjcKa TpaHchopmamumja L pasHU S?
npencTaB/ba KOMIO3UIW]Y OBEjy pa3HMX IeHTpadHux peduexcuja. Hexa je
Hnp. I = SgoSp. OGenexwumo ca s npasy oapebeny raukama P u @, ca p u
q mpaBe koje cy y taukama P u (Q ympasme Ha mpaBoj S u ca P’ tauky TakBy
na je Sq(P) = P'. Tana je

SgoSp=(8,08;)0(Ss08y) =808, =155,

YyrMe je NOKa3 TeopeMe Yy HOTIYHOCTU 3aBPIIEH. ]

Teopema 6.17.6. (O Tpamcmyramuju Tpauciaamaje pasuu S2) Awo je
TN Mpancaayuja a T buno xoja uzomempuja pasru S2, mada je

_1 o
IOTmOI _TI(M)I(N'
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Jlokas. Tpancnanuja Ty Ce MOMKE IPUKA3ATA KAO KOMIIO3UIN]a OCHUAX
pedaercuja Sy, u Sy, Ipu UYeMy Cy TIpaBe m u n ynpasHe Ha mpaBy M N
pecuektuBaO v Taukama M um S, a S je cpemumre my:ku MN. Ilpema
TOME BayKU

IOTmol_lzfoSnoSmoI_l =708,0Z '0Z08,0Z "

Z T
= S ©Sm = S1(m) © S1(m) = TH007 (N

a To je m Tpebaso moKa3aTH. O

OsBaj cras omoryhyje ma ce ycraHoBe CTaBOBU O KOMYTATUBHOCTU
TpaHCJalnuje ca OCTAJUM M30MEeTPUjaMa.

Huje temko yrBpmuru ma Basku ciaenehe tBpbheme:

Teopema 6.17.7. Komnozuyuja naproz 6poja ocruz pedaexcuja paghu S*
wuje cy oce YnpasHe MG MEKOJ NPasoj s NPedcmasna KouHUUuOeHYUY Ul
MPAHCAAUUTY CA OCOM S.

Teopema 6.17.8. Komnozuuuja naproz 6poja ueHmpasHuT CuMempuja pa-
anu S? Kojuma cpeduwma npunadajy Hexoj npasoj s Npedcmasnva KoUHYU-
0EHUUY UAU MPAHCAGYUJY CG OCOM S.

JIoka3. Ha ocuoBy Teopeme 6.14.4., koMmo3uija HemapHOr 6poja meH-
TpaJiHUX pediekcruja, umja CcpefuInTa NPUIANajy jenHOoj IpaBoj S, je
takohe menrpasHa peduekcuja. Jlakige, koMmo3uruja mapHOT Opoja
LIEHTPAJHUX pedUiekcuja, Yuja CpeaulnTa IPUNaltajy jefiHoj mpaBoj s,
jenHaKa je KOMIO3UIMjU IBe IeHTpaHe pediaercuje. To je mpema Teo-
pemu 6.17.5. TpaHciamuja, ako Ce CPEIUINTa TE ABE IEHTPAJHE pe-
(IeKcHuje He TOKJANAjy, OTHOCHO KOWHIMIEHNINja aKO UM Ce CPEeIUIITa
MMOKJIANA]Y.

6.18 Kmmusajyha pediaekcuja pasau S2

[IpoyuaBamy M30METPHUjCKMX TpaHChopManuja paBHu S? KojuMa ce
MUHUMAJHA CUMETPHjCKa peNpe3eHTallja CACTOjU O TPU OCHE PedIek-
cuje IpeTxonu yBobhewme HapounuTe BpCTE M30METPUjCKUX TpaHCHOpMa-
nuja. To cy T3B. TpaHCJIaTOpHE, OMHOCHO kau3ajyhe pediekcuje.

Ieduaumuja 6.18.1. Tpancaamopra (xausajyha) pedaexcuja pasam S2
Yy O3HaIu Qm je KoMIO3MIMja TPaHCIALU]e T ¥ OCHE pedeKcuje
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Syn ca ocom M N, Tj.

Grr = SMN O Ty
Kommosumnuja u3 medurunmje je KOMyTaTuBHA. 3ancTa, y3uMajyhn
y 063up nma je Tom = Sn 0 Sm, Smo Sy =8p08m, SpoSy =385p08y, rae
je p= MN umamo

TN CSp =8 08m 08 =8, 085,08n =Sp 08, 08n = Spo Ty

MN N*

Ilopen oBe ocobuHe M3 mepuHUIMje HENOCPETHO CIENU Ia j€ Qm
WHANPEKTHA U30METPHjCcKa TpaHchopManuja.

Teopema 6.18.1. Kausajyha pedaercuja gﬁ; pasnu S? nema uneapujam-
mruuxr mavaxa. Owa uma JeQUHCMEENY UHBAPUJAHMNY NPA8Y, MO je 0ca
PP’ me pegaercuge.

IToka3. IlpBu meo TeopeMe MOKa3yjeMO MHAUPEKTHUM IMOCTYIKOM. AKO

IPETIOCTABUMO nAa kiau3ajyha pediercuja G—— mocenyje HEKYy WUHBApP-

PP

njantHy tauky X mmamo ma je Sppr o 7=—(X) = X. Crasumo au na je

)
Top(X) = X', buhe Spp/(X') = X. Clz)P63Mp0M na TpaHcianmja Spps
paBEn S? mema mHBapujaHTHEHX Tadaka ouhe X # X'. U3 penanmja
Spp(X') =X u X # X' cnemu mna cy tauke X u X’ ¢ pasnux crpana
npase PP’, mro je memoryhe jep u3 penamuje TE?(X) = X' cnemn
na npase X X' u PP’ memajy 3ajemaumukux Tadaka. CTora kmmusajyha
pediaekrcuja g];—ﬁ paBEu S’ HeMa MHBapMjaHTHMX Taudaka. Dyxyhwm ma
je mpaBa s Ha K0joj ce HaJaze Tauke P u P’ umHBapujaHTHa y CBakKoj
O THX TpaHChOpMamMja Too; U Spp/, TpaBa S je MHBAPUjAHTHA U Y
kau3ajyhoj pedaercuju QPP, VNHApEeKTHUM TOCTYIKOM IOKA3YjeMO
a je S jennHCTBEHa WHBApPHWjaHTHA IpaBa TpaHcpopmarmje G—— . Ako

PP
6y TpaHchopManuja g CeEM TIpaBe S, MOCEAOBAJIa jOII HEKY WHBAP-

op
UjaHTHY TIpaBy t, Ba}KI/IJI;a Ou pesamnuja TP oSppr(t) =t. Hera je T
Tauka TakBa na je T €t u T &€ s, 3atum T’ Tauka oapebena penamnujom
gﬁ(T) =T'. Tlpu Tome cy Tauke T u T’ ¢ pasHuUX cTpaHa Ipase S,
Te mpaBa t cede mpaBy § y Herko] tauku S. C o03upoMm ma cy y Ki-
u3ajyhoj pediexcuju QPP,

¥ BHUXOBA MpECcedHa Tadka S, ITO je ImpeMa MPBOM AEJIy OBE TeopeMe

mpaBe § U t UHBAPUjaHTHE, UHBAPUjaHTHA j€

memoryhe. O

Teopema 6.18.2. Axo undupexmmna uzomempujcexa mparncopmavyujoL pa-
8HU S? HeMa UNBAPUAHMHUT MAYaAKa, OHa NPeOcmas.sa kausajyhiy pedaex-

cujy.
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Ciuura 6.24.

Ioxa3. Hexka je X mpomssossHa Taura pasau S° u X' meHa omaro-
Bapajyha rauka (Cmmra 6.24). C o63upom ma msomerpuja L HEMA
VHBapUjaHTHUX Tadaka, umamo na je X # X'. Axo obGenexumo ca
O cpemumre mysxku X X', 6uhe X wHBapujaHTHa Tadka KOMIIO3UIIVjE
SooZ. Bynyhu ma je T wnmupertHa u So OUPEKTHA M30METPUjCKA
TpauchopMarmja paBan S?, Kommosunuja So 0 Z IPeACTaABIbA, UHIADEK-
THY M30METPUjCKY TpaHchopMmaiujy te papau. Crora oHa nNpencTaBiba
HEKy OCHY peduiekcujy S, umja oca p Caap:kyu MHBAPUjaHTHY Tauky X.
N3 jennaxoctu SpoZ = S, cnenn na je T = SpoS,. Ilo npernocrasmy,
uzoMeTpuja Z HeEMa UHBAPUjaHTHUX Tavaka, na O He mpumaga mpasoj p.
Ob6enexumo ca r mpaBy pasuu S2, Koja caxpxu Tauky O, a yIpaBHa je
Ha TpaBoj p, y Tauku P, a ca ¢ mpaBy paBHE S?, Koja je yIpaBHA HA
npasoj r y tauku O. Heka je P’ tauka onpebena penanujom Sy (P) = P'.
Tanma mmamo ma je

1=38008 =85 08,08 =Spp oTpp = Gpp
guMe je HOKa3 TeopeMe 3aBPIIEH. O

Teopema 6.18.3. Axo cy P u P’ dse pasne mauke neke paswu S% u s
npasa me ucme pasru, maoa je

g];];;ZSSOSp axo u camo ako Ss(P) = P'.

IToxa3s. Heka je majupe G—— = S;0Sp. Ob6enesxumo ca s’ meaujaTpucy

—
PP
nyxu PP’ u ca p upaBy paBau S yupasay Ha npaBy PP’y tauku P.
Tama nmamo ma je

g

W :Tﬁ OSpp/ ZSSI OSpOSpp/ ZSS/ OSP.
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IIpema ToMe Sy = Sy ma ce oce s u s mornamnajy. Onasne ciaenu
S

O6parno, mera je Ss(P) = P'. Axko obGenesxxumo ca p mpaBy Koja
npunana paBEr S2 u koja je y Tauku P ynpasra Ha npasoj PP’, mmamo
na je

g

YyuMe je IOKa3 TeopeMe y MOTIYHOCTH 3aBpIIEH. O

55 = T5p 0 Sppr = 8508, 08ppr = 8, 0 Sp,

Teopema 6.18.4. (OcuoBua Teopema o kausajyhoj pedraercuju) Kom-
NOUYUJA MPUJY OCHUT pedaexcuja pPasHu S? y o0nocy Ha npase Koje e
nPUNadajy jeOHoM NPameny npasux npedcmas.na kKiudajyhy pedaexcujy pas-
wu S?. Haume axo je T = S, o Sy 08, 20e npase p, ¢ u r He npunadagy
jeorom npameny npasur maoda je I wausajyha pedaercuja.

Ciuura 6.25.

Iloxas. M3omerpujcka Tpancopmanuja Z He MOKe UMATU UHBAPUjaAHT-
HUX TaYaka, jep ako 01 mMaJja WHBAPUjaHTHY TayKy OHa OU mpencTaBi-
jasa ocHy pediercujy y OTHOCY Ha HEKy MpaBy Koja Ou ca mpaBama
P, ¢, ¥ YAHUIJA TPaMeH IITO je HeMoryhe jep MO MPeTmOCTaBIU IPaBe
p, q, r He npunanajy ncroMm npameny (Cmmka6.25). Heka je S mpowus-
BO/sHA Tauka pasEu S2 m S’ Tauka pasmm S? Taksa ma je Z(S) = S’ u
S # S’. Heka je O cpemumre my:xu SS’. Y romnosunmju SpZ taura S
je maBapujanTHa, 1j. Sp 0 Z(S) = S. VnmupekTHa M30MeTpUjCKa TPAH-
chopmarmja Sp o 7 MMa MHBAPUjAHTHY TAUKy I1a MOPa MPEACTABJHATH
HEKy OCHy pe¢uercujy Sy upu uemy S € p'. M3 SpoZ = Sy cuemn
T =3800S8y jep je S% = ¢. Ilpu Tome Tauka O He mpumama npasoj p’
jep 6u y cymporaoMm Z mpencTaBspaiia HEKYy OCHY pediekcujy S, uuja
je oca r’ ynpaBra Ha mpasoj p| y Taukum O IOTO je IO TPETIOCTABIU
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TeopeMe UCKJbYUEHO jep OM y TOM ciay4dajy mpaBe p, ¢ U r IPUNATATE
uctom npameny. OOenexxumo ca P momHo:kje ynpasae u3 Tauke O Ha
npaBy p’ a ca ¢ mpaBy Koja caap:xku Tadky O M yIpaBHA je Ha MPaBo)j
p. Tana je

1=3508,08,=38008y =8opoSy oSy =3SorTsm =955
a TO je m Tpebaso MOKa3aTH. (|

Ha ocuOBY cBera pedeHOr HUje TEIIKO 3aKBYUUTHU O3 Basku cienehe
TBpbheme.

Teopema 6.18.5. Ilocmoje dge u camo dse epcme UHOUPEKMHUT U30ME-
MPUJCKUT MPAHCHOPMAUUIQ PABHU S?: xauszajyha pedaercuja v ocna pe-
Ppaexcuja.



Jleo 7

N3omeTpujcke Tpanchopmarlije

IIpoCTOpa S3

7.1 JlupekTHe M MHINPEKTHE M30METPUjCKe
Tparcopmanuje mpocropa S°

Y oBowm morisiaBby Ouhe yBeneHe m pa3MaTpaHe cuenupryHe BPCTE
M30METPUjCKUX TpaHcdopMamuja mpocTopa S°. Kao u y cayuajy pa-
BHI S° ycTaHoBrnheMO Hajupe ma MOCTOje DUPEKTHE W WHINPEPEKTHE
M30MeTPUjCKe TpaHCcPopMalyje TOT IPOCTOPA.

ITocToje IBe BpCTE M3MMETPUjCKUX TpaHcdopMamuja mpocTopa S°.
To cy dupexmne uszomempujcke mpancyopmayuje Koje He Memajy OpHU-
jemramujy mpocropa S° 1 umdupexmme uzomempujce mparchopmayuje
KOje Memajy OpPHUjeHTalujy TOT MPOCTOPA.

Jacso je ma mmenTwuna TpazchopMamja mpocTopa S° mpemcTaBiba
IVUPEKTHY M30METPUjCKY TpaHchopManujy.

Ilomenumo jom u cienehe tBpheme

Teopema 7.1.1. Komnosuyuja cacmasmena uz 08ejy 0upexmHur uit 0ge-
7Y uMOUp eKMHUT usoMempujeKuT mparchopmayuja npocmopa S° yaex npeo-
CMas.pa OUPEKMHKY U30MEMPUICKY mpanchopmayujy moe npocmopa. Kom-
no3uYUja cacmasmena u3 jeone Jupexmue u jedne unoupexmme mparchop-
mayuge npocmopa S° yaex npedcmas.va uHOUP EKMHY U0MEMPUICKY MPaH-

chopmavugy.
Ta ocobuna omoryhyje ma ycranoBuMmo na Baku u cienehe tBpheme:

193
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Teopema 7.1.2. Ckyn ceur oupekmHus u3oMempujckur mpaHcPopmayuja
npocmopa S° npedcmasma mexomymamueny nodzpyny epyne G(I) ceux
uzomempujcxur mpancopmayuja npocmopa S3.

Hedpmanmmja 7.1.1. IToarpyny u3 nmperxonHe TeopeMe HA3UBAMO 2pY-
noM OUpERMHUT UBOMEMPUCKUT mpancPopmayuja npocmopa S° u cum-
Bommuku obeneskasamo G(ZT).

JlupexkTHe M MHIVPEPEKTHE M30METPHUjCKe TpaHCHOpMAaIyje IPOoc-
Topa S° mpencTaBbajy caMo jelaH HAUMH HOIEIC N30METPUjCKAX TPAaH-
chopmarmja TOor mpocropa. Riacupuranuju Tux TpaHCHOpPMAIMja MO-
/KEMO TIPUCTYTIUTU HA NOTIYHO Apyrauyuju HauuH. Kazma cmo pasma-
Tpasau TBpheme mpemMa KoMe N30MEeTPUjCKa TPAHCHOPMANNja Ca UeTUPU
HEKOMIIJIaHaApHE MHBAPWjaHTHE TAUKe IPEACTAB/bA KOMHIUIEHIN]Y, O1I0
je TpUPOIHO MOCTABUTU MUTAKE KOje Cy TO HEUAEHTUYHE U30METPU]CKE
TpaHCchOpMallije TOT IPOCTOPa KOje oCcenyjy TPU HeKOJIWHeapHe MHBA-
pUjaHTHE TadyKe, OMHOCHO ABE, jeqHY WV HYJa WHBAPUjAHTHUX TAUAKA.

7.2 Pasancka pedJiekcuja nmpocropa S°

Y 0oBM omesKy mocebHYy maKiby NeMO MOCBETUTU yNPaBO HA HEU-
IEeHTU YHe M30MeTPUjCKe TpaHCcPopMalyje IPoCcTopa S3 koje uMajy Tpu
HEKOJIMHEADHE MHBAPUjAHTHE TAYKE, W IPEMa TOME IO jeIHY paBaH KO-
joj cy cBe Taukre mHBapujanTHe. TakxBe TpaHchopMmanuje HazBahemo
paBaHCKUM pedaeKkcrjaMa.

Hebununuja 7.2.1. Pedaexcujom y o0nocy na pasar T HA3UBAMO HEU-
NeHTUuHy TpanchopManujy S, mpoctopa S° Kojoj je cBaka Tauka pPaBHU
7 WHBapuWjaHTHa. PaBaH T HA3MBAMO OCHOBOM T€ DaBaHCKe pedJiercuje.

V3 nepurmiuje paBaHCKUX pe(iIeKCHUja HEIOCPENHO 3aKJbydy])eMO
Ia paBaHCKa pediekcuja Sy mpoctopa S° BaH paBHM T HeMa WHBADU-
jAHTHUX Tavaka, jep 6u y cympOoTHOM OuJia KOWHIIYIEHIIN]A.

Takobe, Basku u caenehe rBpheme:
Teopema 7.2.1. Axo y pasanckoj pedaexcuju Sy npocmopa S3 mauxu

X €S2 o00zosapa nexa mauka X' € 83, X' # X, mada je T medujarna
pasar dyxcu X X'.
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IToka3z. Obenexxumo ca A, B, C' Tpu HekoJIuWHeapHE TAUKE PaBHU 7.
Tana je
AX 2 AX', BX=BX', OX=0X.

Cnemu na cBaka on tavaka A, B, C npunana MeaujaJHoj paBHU T oy:&U
X X'. Kako cy rauke A, B, C mexkonmuueapre, one onpebyjy tauno jeamy
paBaH, ma je ™ = 7. g

W3 oBux ocobuna HemocpemHo ciaemu TBPbheme:

Teopema 7.2.2. Pasancka pedaexcuja je jeonosnauno odpehena ceojom
ocrnosom m unru nak jeonum napom X u X', X # X' odzosapajyhur mavaxa.

HaBoarmo jomr HEKONMKO BasKHUjUX OCOOMHA paBAHCKE pedJiiekcuje
npocropa S°.

Teopema 7.2.3. Pasancka pedaexcuja Sy npocmopa S3 je umoupexmma
UBOMEMPUICKA MPAHCHOPMAUUIQ.

Ciuuga 7.1.

Iloka3. Osmauummo ca A, B, C Tpu HeKoJUHeapHE TAYKE PABHU T,
a ca D mpou3BoJbHY TaukKy BaH paBHU T u ca D’ Tauky TakBy ma je
D' = S8;(D). Tama je D # D' u 7 je memujanna pasan myxu DD’
(Cnura 7.1). Ilakne, tauke D m D’ cy ca pa3Hux cTpaHa paBHU T
Te cy oxarosapajyhm terpaeapu ABCD u ABCD’ cynporrOCMepHHU.
3Hauu, paBaHCKa peduiiekcuja Sy je MHAVPEKTHA M30METPUjCKA TPAaH-
copmanmja. 0

Teopema 7.2.4. Pagancxka pedaexcuja S, npocmopa S° je uneoayyuona
UBOMEMPUICKA MPAHCHOPMAUUIQ.
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JIMoxkaz. Osmaummo ca X Ipou3BOJBHY Taduky mpocropa S°, a ca X/, X"
Tayke TaKBe 74 je

S(X)=X' u Sp(X')=X".

Ako je X € 7w, nokas je rpuBujanan. Heka je X ¢ 7. Y Tom cayuajy
je X # X' u X' # X”. 3naum, ocHoBa T paBaHCKe pediekcuje S; je
MemujaaHa pasaH cBake on myxu X X' m X'X”, ma zakmyuyjemo ma
je X = X”. OBuMm cMmo moka3aau na je S?r = ¢, Tj. ma je paBaHCKa
pediekcuja S; MHBOIYIMOHA TPAHCHOPMAIN]A. (|

Teopema 7.2.5. Axo undupexmmna uzomempujcxa mpancopmavuja L npo-
cmopa S® uma dase pasne unsapujarmme mawke A u B, ona npedcmasna
nexy pasancky pedaexcujy Sy npocmopa S npu uemy ocnosa T cadpucu
obe mauxe A u B.

Cuura 7.2.

Ioka3. C ob63upom Ha TO ma je 7 MHAUPEKTHA & & OUPEKTHA M30MET-
pujcka Tpanchopmanuja, mopa obutu I # €. Ilpema Tome, mocroju y
npoctopy S% Tauka P TaxBa na je Z(P) = P' u P # P'. Ilpu Tome
je PA~ P'Au PB = P'B, onakie ciemu na cBaka ol Tadaka A u
B npunana memujanuoj pasuu m nxysku PP (Cauka 7.2). Kako cy
Sy u T mHAUpEKTHE U30METPUjCKe TPaHChOpMAanuje, TO HUXOBA KOM-
nosuruja Sy 0 Z mpencTaBi/ba AUPEKTHY M30METPUjCKY TPAHCHOPMAIN]Y
npoctopa S3. Ta IupexTHA M30METPHUjCKa TpaHchopManuja Mmocensyje
TPpU UHBApUjaHTHE HekoJuHeapHe tauke A, B, P, ma mpemMa TOMe OHA
npencraBsba KouHIuAeHnujy. akiae Sy oZ = ¢, a omasne je Z =S,. [

Teopema 7.2.6. Axo je Sy pasarcxa pedaexcuja npocmopa S u p npasa
moz npocmopa, & He Npunadae PasHy T, mada je

Sr(p) =p ako i samo ako p L 7.
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Hoxra3z. Heka je S;(p) = p. Tana je tNp # 0, jep 6u y cynporHoMm
ucroBerHe npase p u Sp(p) Guse ca pasHUX CTpaHa PaBHU T, a TO je
mapasHo Hemoryhe. Ilakne, mpaBa p mpomupe pasalH m. O3HaumMo ca
O Ty nmpomopHy Taury. Ako je P Tauka nmpase p TakBa ma Basku P # O
u P' =S, (P), rana na je P # P' u P' € p. To 3naun na je m Mmemujanna
pasan nysxu PP’ tj. p L 7.

O6patro, HeEa je p L mu pNw = O. Tana je Sz(p) = p. 3awucra,
ako je P rauka mpase p, P # O u P' = §;(P),tana je P # P’'. Ilakue
7 je MmemnmjasHa pasan my:xku PP’ na je PP’ | 7. CCnemn P’ € p, a
onasle 3akmyuyjemMo na je Sp(p) = p.

Teopema 7.2.7. Axo cy S, u Sg dse pasancke pedaexcuje npocmopa S3
ca pasHum ocrosama & u B, a X mauka moz ucmoz npocmopa, mada je

Spo08a(X) =X akoisamo ako X € anp.

Iokas. Heka je Sgo Sy(X) = X. Osmaumno ca X' rauky mpocropa
S3, raxBy ma je So(X) = X'. Tana je Sg(X') = X. Ilokasmumo ma ce
tauke X u X' noknanajy. Axo 6m 6uno X # X', tama 6u mocrojaJe
IBe pasHe MeaujasiHe paBHM o 1 3 nysxum X X' mTO je KOHTpaauKIuja.
Hakne X = X', ma je So(X) = X n S(X) = X, onarne cremn na je X
3ajeHUYKA TAyKa paBHU o U .

OOGparHo, Heka je X 3ajemuuura Tauka paBau o u 5. Tama X € «
u X € f, omakie je So(X) =X 1 S3(X) =X, 1j. SgoS(X)=X. O

Teopema 7.2.8. (O Tpancmyranuju paBancke pediercuje) Axo je Sy
pasancra pedaexcuja npocmopa S u L npoussosna usomempujera mpan-
cpopmayuja moe npocmopa mada je ST = S1(r)-

Hoxa3. Heka je ©’ = Z(7) u mera je P’ € n' mpoussomna tauka. Tana
nocroju tauka P pasau m taksa na je P’ =Z(P). Tana je,

SyoZ NP =17YP".
Opnasne cienu
ToS,0Tl YP)=ToIT Y (P)=¢(P)=P.
Ilakse, cBe Tauke paBHU T Cy WHBAPUjAHTHE Y KOMIIO3WIIN]U

ToS,0Z L.
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Kako je jom Ta KOMIO3WIUja WHAUPEKTHA TPAHCHOPMAINUja TPOCTOPA
S3, To oma mpexacTaB/ba paBaHCKy peduekcujy Sp. Ilpema Tome, mo-
ounu cMo

ToSy oZ7! = SI(ﬂ')7

a TO je m TpebaJsio MOKA3aTH. O

Teopema 7.2.9. YV npocmopy S® dse pasancke pedaercuje S u Sg ca
DAZHUM OCHOBAMG O U 3 KOMYMUPAY GKO U CAMO GKO CY UM ocroge mehy
cobom ynpasne.

Jlokas. IlpermocraBumo Hajope ga je Sgo Sy = Sy 0Sg. Tana je
83084083 = Sa. (7.1)

Osmaunmo ca o pasan oxpebeny ca Sg(a) = o’. Tana npema Teopemu
7.2.8. HaIa3UMO 1a je

S308,083 =38, (7.2)

Cana u3 jennakoctu (7.1) un (7.2) cnemu na je S, =S, 1j. a= o/, a
omasne o = Sg(ar). Omasne, ysumajyhn y o63up na je a # [ 3armbydy-
jeMo ma je paBaH « ympaBHa Ha paBaH [.

OOGparHo, Heka je cama paBaH « yupaBHa Ha paBan 3. Omnasne
crnenn ga je Sg(a) = a, Te mpeMa TeOpeMH O TPAHCMYTAIWjU PaBaHCKE
pedpaercuje S, paBaHCKOM pedrexcujoM Sg, modmjaMo 1a je

S/gOSaOSﬂ:Sa Tj. SﬁOSa:SaOSﬁ.

Ha Taj mauwun je moka3 TeopemMe y HOTIYHOCTU 3aBPIIEH. O

7.3 IlpencraBisame M30METPUjCKUX
Tpancdopmanuja mpocTopa S® momohy
pPaBaHCKUX pedJieKkcuja

Y oBoM ognmebKy Ouhie ycraHOBJ/beHA jeqHa 3Ha4YajHA OCOOMHA U30-
MeTPHjCKUX TpaHcHopMalnja alCcOJIyTHOT IIPOCTOPA S3. To je ocobuna
mpeMa KOjO] Ce C8axKa U30Mempujcka mparcHopmayuja moz npocmopa
MoACe nPedcmasumu Y 00AUKY KOMNOUYUJE KOHAWHOZ OPOJa PABAHCKUL
pegaexcuja. VlcroBpemeno he 6utm nmokasano ma MUHHMAaJIaH Opoj pa-
BaHCKUX pediercuja moMohy Kojux ce MO:Ke MPeICTABUTU IPOU3BOJbHA
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YHaIIpeJ 3ajaTa U30MeTpHjcKka TpaHchopManuja I mpocTopa S3, Huje
Behin on uerupu. OBo cBojcTBO oMoryhyje ma momoliy paBaHckux pe-
(rexkcuja U3rpagruMo U ey TEeOPHUjy M30METPUjCKUX TPaHC(POopMaIuja
HajIpe alCOJIyTHOr IPOCTOpa S°, a 3aTUM U eyKIACKOr mpocropa E3.

Teopema 7.3.1. Ceaka uzomempujcra mparcopmayuja L npocmopa 33
MOdCE ce NPedcmasumy Kao KOMNOUUUIA HAJeUUEe Yemupl Pasancke pe-
$aexcuje moe npocmopa.

Iloka3z. C o63upoM HA MakCUMaJaH Opoj JIMHEAPHO HE3BUCHUX TAYaKa,
MHBAPU]aHTHUX V M30MeTpuju Z mpocropa S° MOry HACTyIuTH HeT pa-
3JIUYNTA CIydYaja.

(i) Usomerpuja Z nma Gap yeTupy HEKOMIIAHADHE NHBADU]AHTHE TaUKe.
Osnmaunmo ux ca A, B, Cu D. Tana je I(A) = A, Z(B) = B, Z(C) = C,
Z(D) = D. Ilpema OCHOBHOM CTaBYy O M30METPHUjCKUM TPaHCHOPMAIM-
jama mpocropa S® TakBa M30METPUjCKa TpPaHCHOPMAI]a HPEICTABILA
KOUHIUIEHIH]y npoctopa S, 1j. T = ¢. Kako je Sy MHBOJIYIMOHA M30-
MeTpujcka Tpanchopmaiuja, ciaemu L = Sy o Sy, Tj. y oBoM ciayuajy L
je mpencraBibeHA KAO0 KOMIIO3UIMja IBE paBaHCKE pedJieKcHje.

Ciuga 7.3.

(ii) M3omerpuja Z pacnosazke ca TPU HEKOJIUHEAPHE UHBAPUjaHTHE Tad-
ke, osHauumo ux ca A, B u C. Baum pasuu ompebenoj tauxkama A, B
u C m3omerpuja 7 HEeMa WHBAPUjaHTHUX Tavaka, na je Z # . Ilpema
Tome mocToju Tauka X mpocropa S rtakBa ma je Z(X) = X'u X # X'
(Cnura 7.3). Osmauumo ca 7 Memujanny pasan ny:xu X X'. Kako je
AX = AX', BX = BX' u CX = CX' cnenn na tauke A, B u C npuna-
najy paBau w. Kommozunuja S; o Z uma 4yeTWpu WHBAPUjAHTHE HEKOM-
minanapue tauke A, B,C u X mna npexacraba KouHmuaeHnujy. Ilakie
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Sy o1 = ¢, omakie je

Cuura 7.4.

(iii) somerpuja Z pacmosnaske ca IBe pa3He MHAPUjaAHTHE TAdKe, O3-
maunmo ux ca A m B. Banm npase ogpebene taurkama A u B usomer-
puja 7 HeMa MHBAPUjaHTHUX Tadvaka, na je L # . Ilpema ToMe mocToju
tauka X Bam mpase AB mpoctopa S° TakBa ma je I(X) = X' u X # X'
(Cnura 7.4). Osmaunmo ca 7 Memujandy pasan aysku X X'. Kaxko je
AX = AX' u BX = BX' cnemu na tauke A m B npumanajy paBHU
m. Kommosumnuja S; o Z uma Tpu MHBAPUjaHTHE HEKOJIWHEAPHE TAUKe
A, B n X ma mpeMa TPETXOAHOM CJIydYajy MPEACTABIba HEKY PaBAHCKY
peduercujy Sy. Harae Sy oZ = Sy, onakie je

I:Sﬂ—o !

Cuka 7.5.
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(iv) Msomerpuja Z pacnonaske ca jeJHOM WHBAPUJAHTHOM TAYKOM A.
IMocToju Tauka X mpocropa S° pasmmumra ox Tauke A TakBa na je
I(X)=X"u X # X' (Cimra 7.5). OsHaummo ca T MeAUjaHy DaBaH
nyxu XX'. Kawo je AX = AX' cnemu na tauka A nmpumajga paBHHA
7. Kommosunuja Sy o Z uma nse pasHe uHBapujanTHe Tavke A u X ma
mpeMa MPEeTXOIHOM CIydYajy MOpeICcTaB/ba KOMIO3WUIU)Y IBE DaBAHCKE
petdnekcuje Sy u Sy, Harne Sy oL = S o Sy, omakie je

I = Sﬂ- OSﬂ./ OSW//,

(v) Ocraje Ham ma pasMOTpUMO CIydYaj Kana u3oMerpuja I HeMma WH-
BapujaHTHUX Tadaka. IlocToju Tauka X mpocTtopa S° TakBa ma je
Z(X) = X'"u X # X'. Ossaunmo ca m Memujasnny paBan qyskum X X'.
Kommnosunuja Sy 0Z mma uHBapujaHTHY Tauky X Ia MIpeMa MPeTXOTHOM
clIydYajy IpeacTaBba KOMIO3UNN]Y TPU paBaHCKe pediekcuje Sy, Sy
n SW///. Haxrme SW ol = SW/ ] SW// O Oprry OOARIIE je

I = Sﬂ, o Sﬂ_/ O Op O Sﬂ.///.
Tume je moka3 TeopeMe y MOTIYHOCTHU 3aBPIIEH. ([l

Hanomena. Basknhe u remepanusamnuja oBakBe Teopeme 3a, N-TUMEH3U-
OHU TPOCTOP mpu yeMy he cBaka m3omerpuja L mpocrtopa S™ mohu na
ce IpUKaKe Kao KOMIO3WUIMja HajBuIle N + 1 xumeppaBaHCKUX pedliek-
cHuja, IpU yeMy IOJ II0jMOM XUIIeppPaBaHCKe PedIeKCHrje o Apa3yMeBaMo
HEUIOEeHTUYHY U30METPU]y KOja UyBa WHBAPUjAHTHUM 1 — 1 NMMeEH3MOHU
MOANPOCTOP mpocTtopa S™, TAUKy MO TAUKY.

Hedpuannuja 7.3.1. Penpezenranujy wu3zoMerpujcke TpaHCHOpMAII]je
npocropa S% ca MuUHMMAJTHUM GPOjeM paBAHCKUX PedIeKCH]ja HA3UBAMO
MURUMAAHOM ATA ONMUMAAHOM PENPEIERMAUUIOM.

7.4 Ilpamen paBaHu. CHon paBHu. CHOI mpaBmuXx
npocropa S3

Heduannuja 7.4.1. Cxkyn X paBHEH mpocTopa S3 mpencrasma npamen
PaeHU aKO 3a TPU MPOU3BOJbHE paBHU «, B U ¥ ckyma X, KOMIO3UI]ja
Tpu paBaHCEe pediercuje S, o Sgo S, IpencTapha PABAHCKY pediek-
cujy Ss.

CBojcTBa IpaMeHa PaBHU y IPOCTOPY S° MOTIYVHO Cy aHAJIOTHA CBO-
jCcTBUMa ImpaMeHa IpaBux mpocTopa S2.
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Cuura 7.6.

Heoununuja 7.4.2. Ipaven pasrau y S° mHazuBaMo xoakcujasqum wim
EAUNMUYKUM aKO CE€ CBe paBHU TOI IIpaMeHa CEeKy IO JeIHO] HpaBoj
(Cmura 7.6 (a)). Ilpamen pasmu y S° masmsamMo 0pmozonaamum WA
TunepboAuYKUM AKO CY CBE PABHU TOT IpaMeHa yIpaBHE Ha jenHO] mpa-

Boj (Cnura 7.6 (6)).

Hepunnnmja 7.4.3. Cxyn ) mpaBux mpocTopa S3 mpencraBma cHon
npeaeur aKo Cy CBaKe IBE IpaBe M3 TOr CKyIa KOMIIaHapHe. PaBuu
onpebene mapoBuMa MpaByUX HEKOI' CHOIIA HA3UBAMO PABHUMAa TOT CHOIA
npaBux. CKyI CBUX PABHU HEKOI CHOIA MPABUX HA3UBAMO CHONOM Pa-
B8HU.

Y alcoJyTHOj TEOMETPUjU PA3TIUKYjEMO IBE BPCTE CHOMOBA MPABUX.

Hepunnnmja 7.4.4. Ckyn CBUX TpPaABUX KOj€ CE€ CEKYy y KCTO] TaUKU
npocTopa S IpeacTaBba CHO KOjU HA3UBAMO KOHKYPEHIMHUM VI €AUN-
munKkuM cronom Tpasux mpocTopa S°. CKyT CBUX MpaBuUX yMPaBHUX HA
UCTy paBaH HEKOI mpocTopa S° mpeacTaBsba CHON KOjU HA3UBAMO 0p-
MOZOMANNUM T TUNEPOOAUMKUM CHONOM NPpasuz mpocTopa S°.

I[TomenyTuMm cHOmOBUMA MpaBUX OAroBapajy cHomoBu pasuu. Crora
y mpocropy S% mMaMo mBE BpCTE CHONOBA PABHU.

7.5 OcHa poramnuja opocropa S3

Beh cMmo momenynm ma ce m3ydaBamy CIOKEHUX BPCTA U30METPU]-
CKMX TpaHC(HOpPMAaIMja aICOJyTHOr IpocTopa S° a KacHUje M eyKIuI-
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ckor mpoctopa E3 Moske TPUCTYIUTU paszmampamem Cneyuduunus ob-
AUKG BUTOBUT MUHUMAAHUL CUMEMPUjcKur penpezenmayuja. llpuapxa-
Bajyhu ce mociiemHo TOr Hauyejga yCTAHOBUNEMO IOCTYIIHO CBE ITOC-
Tojehe Bpcre m3omMeTpujcKuX TpaHChOpMAIMja AICOJNYTHOT IPOCTOPA
S3 a kacHMje U eyKIMACKOT npocTopa K3 1 M3BeCTH HUXOBE HAJBAKHI]C
ocobune. Hajupe hemo ce mo3abaBuTu OCHOM POTAIIUjOM.

Cuaura 7.7.

Hepunumuja 7.5.1. Hera cy S, u Sg paBancke pediekcuje IpocTopa
S3 uuje ce ocHOBe a 1 3 CeKy IO HEKOj IPaBOj § U HEKA je w ABOCTPYKA
opjearucanu yrao usmeby pasuu a u 5 (Cuuka 7.7). Ocrhom pomayujom
npocmopa S® OKO ImpaBe s 3a yrao w HA3MBAMO TPAHCHOPMAIN]Y

Rsw = SgoSa.
IIpaBa s je oca poramuje, a OpjeHTUCAHU yrao w yrao poTaluje.

Kako je paBancka pediekcuja MHINPEKTHA N30METPUjCKA TPAHCHOP-
Mallja, OCHa poTaluja je Kao KOMIO3UWIUja IBEjy PaBAHCKUX De(IIek-
cuja mUpeKTHa m3oMeTpuja. Hwuje Temko yCTaHOBUTH Oa j€ OCHO] pO-
Tamuju R, MHBapUjaHTHA CBaka Tadka IIpaBe § U Ja BaH IpaBe S Ta
TpaHchopMaIrja HeEMa WHBAPUjAHTHUX Tadaka. AKO y OCHOj pOTAIUju
Rs. yrao w Huje OIpY:KeH, § je jeuHa MHBApUjaHTHA IpaBa OBe TPaH-
copmanmje TOK Cy MHBAPUBAPHWjaHTHE je IMHO PABHU yIIPABHE HA OCY S.
AKO je y 0CHO] poTanmMju yrao w OINPY:KEH, Tala CeM IpaBe S IMOCTOjU
HEOI'PAHWYEHO MHOTO ITPABUX KOje€ CYy MHBAPHUjaHTHE U TO Cy IIPaBe KOje
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CeKy NpaBy § IOJ IPaBUM YIJIOM. Y TOM CJHIy4ajy CeM pPaBHU KOje€ CY
yIOpaBHE Ha IIPABY § IOCTOjU jOII HEOTPAHWYIEHO MHOT'O WHBAPW)aHTHUX
paBHM, TO Cy PABHU KOje caIpike IpPaBy S.

C 063upoM ga cy y OCHOj poramuju mpocTopa S° UHBapUjaHTHE
jemuHO TauKe oce s, IBE OCHE pOTaluje mpocTopa S° Mory 6urtu jenHake
caMoO y CJaydYajy akKo mMMajy 3ajemHudry ocy. Hwuje temko morka3aTtu
Ja je ocHa poramuja R, jemHo3HauHO oxpebena mpaBoM s m yrioMm
poramnuje w.

Teopema 7.5.1. Ckyn Rs ®oju ce cacmoju 00 udenmuyune mparchopma-
uuje u CUT 0CHUT POomauuje mpocmopa S° Koje umajy 3ajednRuNKy 0cy S
npedcmasna 2pyny.

Iloka3. Heka cy Rs o u R g IBE IPOU3BOJbHE OCHE pOTaIMje U3 CKyna K.
O3raymMo ca 7 TPOUM3BOJLHY PaBaH Koja camap:ku mpaBy S. Heka cy p
u v paBan ozapebene ca Rso =Sz 0S8, u Ry3 =38, 0S;. Haxne, papan
4 ¥ V CEKy paBaH T IO IpaBoj S. 10 3HAUM na paBHU MU U NU CaIPKE
mpaBy S, Ta Ce OHEe MOKRJAMAjy WU Ce CEeKy 1o mpaBoj S. lame Baku

Rs,ﬁOR&a:SVOSﬂ-OSﬂ.O N:SVOS,UN

Pasmorpumo noraoco6 obe moryhuocTy 3a paBHU (U V:
(i) Axo ce paBHM p U V TIOKJIANAjy, oHIA je S, 08, = €.
(ii) Axo ce paBHEU 4 M V CeKy IO IPaBoOj s, oHIA je S, 08, = R .

Y oba cayuaja je Rsg0Rsa € Rs.

Heka je cama R, mpoms3BoJ/bHA OCHa poTamuja m3 ckyma Rg. O3-
HAUMHO Ca [ ¥ V PaBHU IpOcTOpa S° TakBe na BaKU Rsw = Sy 0S8,
Tana je

Roh =(8,08,)7"'=8,"108"=8,08,=Rs 0.
Jlakne ako Rs, € Rs Tana u Rs_&] €Rs.

Kako ememenTn ckyna R nmpencraBsbajy MCTOBPDEMEHO U €JIEMEHTE
rpyne G(Z) cBux m30MeTpUjCKUX TpaHchopMmamuja mpocTopa S, To je
Rs noarpyna rpyne G(Z). akmne, Rs npencrasiba IpPyIy y OTHOCY HA
omepanujy o ciarama IPECINKABAbA. g

Hedmaunuja 7.5.2. I'pyny kKoja ce cacToju On MAEHTUYKOT IPECIUKA-
Bamkma M CBUX OCHUX POTAIMja Ca 3a]€THUYKOM OCOM S HA3UBAMO 2PYnoMm
ocrux pomauuja npocmopa S 0ko npage s 1 CUMOOTMUIKY je 03HATABAMO

ca G(Rs).
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Teopema 7.5.2. I'pyna G(Rs) je komymamuena.

Iloxa3. Heka je m paBan koja cap:Xu OpaBy S & (L U V PABHU TAKBe 14
je Rsa =808, u Ry g =S, 0S;. Kopmhemem nperxomHux peamnuja
nobujamo

RspoRsa=8,0808:085,=8,08,. (7.3)

Rs7a o) RS,B = Sﬂ. [e] S/J (e) Sl/ (e) Sﬂ-. (74)

PaBuu p u v cexky paBan 7w mo muctoj mpaBoj s. To 3maum ga paBHE
l4, V M T OpUIanajy MCTOM KOaKCujaJHoM mpameny paBuu Lg. Ilakie,
rommosunuja Sy oS, 08§, npeacTas/ba HEKY PaBaHCKY pedeKcujy, Koja
je MHBOJIyIMOHA TPaHChOpMaIuja IpocTopa S3 ma je meH KBaIpaT KO-
uanuaeHmja. Hakmne, Sy 085,08,08,08,08, =¢, Tj.

§:08,08,08:=8,08,. (7.5)

Ynopebusamewm pemanuja (7.3), (7.4) u (7.5) nobujamo

Rs,a o RS,B = Rs,ﬁ o Rs,om

Tj. BaKU KOMYTATUBHOCT. g

Teopema 7.5.3. (I[anaMGep,1 1743) Ceakxa Jdupexmna usomempujcka
mpancpopmavyuja I npocmopa S3 Koja uma jedny umeapujaHMHY MAUKY
O npedcpasra KOUHYUOEHYUTY € UAU HERY OCHY pomayujy R, wuja oca s
cadpacu mauxy O.

Iloka3s. Y cayuajy rana je Z = S; o S; = € moka3 cienu HeImoCpemHo.
[Ipernocrasumo na je I # e. Tama y S® mocroju tauxa P Taxsa ma
je Z(P) = P u P # P'. Hera je m wmemmjasna pasan mysxku PP’
Komnosunuja Sy, 07 je nupexkTHa N30METPHjCKa TpaHCHOpMAIja 1 UMa
nBe uaBapujanTae Tauke O u P, O # P na mpencraBiba HEKY PABAHCKY
pedpuaexcujy Sp,. N3 Syp, = Sy o7 cnemu I = Sy, o Sp,, Ipu udeMmy
ce paBHU T U Ty cery mo mpaBoj OP Aro Ty mpaBy obesexuMO ca
S a OBOCTPYKM OpjeHTUCaHU yrao mameDy paBHU 7] U 7o ca w, Ouhe

T=TReu. O

Teopema 7.5.4. (O Tpancmyranuju ocaux poramuja) Axo je Rs. ocha
pomavuja npocmopa S® u I npoussosHa U30MEMPUa UCTOZ NPOCMOPA,
mada je

A
Rs,w - RI(S),I(w) .

YyKan ne Pon n’Anam6bep (1717-1783) ppanmycky MaTeMaTudap, pusuyap u Gpuiozod.



206 7. WN3omerpujcke Tparcdopmanmje npocropa S3

Ioxas. Hexka cy p u v paBHz mpocTopa S° Takse na Basku
Rsw = Sy o8,.

Tanma ce paBHU p M V O CeKy 1o mpaBo]j § npu uemy je £(u,v) =
Heka cy 3atum /' u v/ paseu mpoctopa S° Takse ma je i/ = Z(u
V' =ZI(v). Tanma ce pasuu i’ u V' cery mo npasoj s’ = Z(s) monx yraom
L, v) = %w’. Y nmajmeM mOKa3y OpUMEHMNeMO TeopeMy O TpaHC-

MyTaluju paBaHCKUX pediekcuja. Tana

L,
) u

To 'R,SM oI 1=To (S,, o SM) oZ 1 = S, 0 SN’ = 'Rsl,wl,

YyrMe je HOKa3 TeopeMe 3aBPIIEH. O

Teopema 7.5.5. Ocha pomayuja R, u pasancka pepaexcuje Sy npoc-
mopa S3 cy dse xomymamuene mpancHopmayuje axo u camo axo je npasa
S YNPasHa Ha PasHu T.

Hoxka3. Heka je majupe na je Sy o Rs o = Rsw 0 Sp Tj.
Sr0RswoSr =R (7.6)

Ako obGenesknmo ca s’ mpaBy Koja y paBaHCKO] peduiekcuju oarosapa
npaBoj s u ca w' yrao Koju y TOj UCTOj pediiekcuju oarosapa yriy w,
IPYMEHOM TEOPEeMe O TPAHCMYyTaIlju OCHUX pediiekcuja qo0ujamo

SroRswoSr =Ry - (7.7)

Uz (7.6) u (7.7) caemn na je Rsw = Ry.. Harme, oce s u s’ ce
MOKJIANA]y, & OPUjEHTUCAHN YTJIOBU W U W' Cy TOLy AaPHUA U UCTOCMEDHHU.
To je moryhe camo y cayuajy ako je s L 7

O6patno, mera je s L m. OsmaumMo ca s mpaBy 3a KOjy Baku
s = S;(s) a ca & yrao 3a wxoju je W = Sp(w). Tama he ce mpase
s u §' mokmamaTu, a OpUjeHTHCAHM YTJIOBU w ¥ ' Ouhe momymapHu u
ucrocMepH#, na je Ry, = Ry . Cana, mpuMeHOM Teopeme O TPaHC-
MyTalliju OCHUX poTaluja, mobujamMo ma je

Sy o Rs,w =S&ro0 Rs,w 08085 = Rs’,w/ oS = Rs,w o S,
Tj. Sr 0 Rsw = Rsw 0 Sy, a TO je m Tpebajo moKa3aTH. O

Teopema 7.5.6. /Jlse ocne pomayuje Rq o u Ry g npocmopa S3, npu wemy
Y2n08U @ U B HUCY ONPYACENU Y2A08U, CY KOMYMAMUBHE aKO U CAMO KO
ce oce a u b mux pomayuja noxasanagy.
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Iloka3s. Heka je Rypp0Raa = Raa o Rpps. Tana je
Rbp 0 Rae© Ry s = Raa- (7.8)

Axo je Rpp(a) = d/, Rpp(a) = o mpema TeopeMy O TpaHCMyTaLWju
OCHUX POTAaIlFja UMaMO Ia je

R s © Raa© Ry = Rar - (7.9)

U3 ose jemmaroctu (7.8) u (7.9) cremu na je Rga = Ra o Ipema
ToMe, mpaBe a u a’ ce MOKJanajy, a yrJoBu « U « MOLyJapHU U KC-
TOCMEPHU, IITO je MOoryhe caMo y Ciydvajy Kana ce mpaBe a U b MOK-
JIatmjy.

Obparuo tBpheme Beh cmo mokazasnu Teopemom 7.5.2.

Omno ce moske dokazamu Ha jow jedarn Havwun. IIpermocraBumo, ma ce
npaBe a u b nmokmnamajy. Axo je Rpg(a) = a’ u Rypg(a) = «, npase
a n o he ce moknamaru, a yraosu o um o Ouhe momymapeum u uc-
rocmeprau. [axne, 6uhe Ry = Ry . Canma,mpuveHom Teopeme o
TPAHCMYyTaIUjU OCHUX pOTaIuja 3aKbydyjeMo aa je Ryg0Raa Rb_,é =
Raa TJ-

Rb,ﬁ © Ra,a = Ra,a © Rb,,@?

a To je m Tpebaso MOKA3aTH. O

Teopema 7.5.7. (OjJIepQ, 1765) Komnosuyuja deejy ocrhux pomayuja npo-
cmopa S3, xojuma ce oce cexy y nexoj mawku O, npedcmas.va ochy poma-
yujy wuja oca cadpacu mayuxy O.

Hoxka3s. Hexra cy Ry u Ry g OCHE pOTanuje IpocTopa S3, KojuMa ce oce
aub cery y taukm O. O3naunmo ca m paBaH onpebheny npaBuma a u b.
Hexa cy 3aTum p u v paBEEA TakBe 12 je Rqq = Sro0S, u Ry g =S, 0S;.
Tana KOMIO3UNM]y OCHUX poTamuja Rga U Rp g MOKEMO HAIUCATH y

0buKy
RppgoRaa=8,08:08,085,=8,08,.

C o63upoM Ha TO na pPaBHU (4 WU V CEKy paBaH M IO OBeMa Pa3HUM
npaBama a u b, cuemu ma je p # v. llakie, nBe pasHe paBHU (4 U UV
uMajy 3ajemauury Tauvry (O, ma mpeMa TOME OHE MMAjy U 3ajeTHUYKY

2 . . . .

Jleonapn Ojnep (1707-1783) msajuapckn maTemarudap u ¢usuuap. Ojuaep je momao
IO BEJUKUX OTKpuNa y MOTIYHO Pa3IMYUTUM 00JacTUMa Kao IITO Cy MAaTeMaTUUYKa aHaJ-
u3a U Teopuja rpadosa.
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opaBy c. 3Haud, KoMmnosuiuja S, oS, IpeacTaBiba HeKy OCHY POTaIujy
mpocropa S° O

IIpumenoa. OjmepoBa Teopema mpencTaB/ba cHenujajan ciaydaj lla-
mambepose, mehyrum Ojnepy muje O6umaa moszuara [lamambGepoBa Teo-
pema.

Ocna poramuja mpoctopa S° omoryhyje na ce mepuHmmry cremu-
¢uuHe BpcTe cuMmeTpuja mpocTopa S°.

7.6 Ocna cumerpuja pema n mpocropa S3

HMedpurunmja 7.6.1. Y npocropy S° muk ® pacmonaske 0CHOM CUMETPH-

joM pena n ako mocroju ocHa poramuja R ir Taksa na je R, ir(P) =
'n ’n

npu yemy je n € ZT unu je n pamuoHaJaH O0poj 0bJIMKa g rae cy p 4 q

y3ajamuo npoctu. lIpaBa s npencraBspa OCy HaBeneHE CUMETPUje pena

n.

Ocobure ocHE cUMeTpUje pera n aHAJOTHE CY 0OCODUMHAMA IIEHTPAJIHE
cuMerpuje paBan S pena n.

Teopema 7.6.1. Axo npocmopru aux ® pacnosaxnce 0ocHOM CuMeEMPUIOM
pedan,n € N un je denus yesum nosumuerum bpojem m, m > 1, mada
auk ® pacnosance u ocHom cumempujom peda m.

Teopema 7.6.2. Ocna cumempuja peda n auxa © je nepuoduura mpar-
cpopmayuja. Ilepuod k me mpancopmayuje odpehen je peaavujom k =n
uau k = p y sasucrhocmu 00 moza 0a Au je n yeo 6poj uau je obaura p/q,
20e cy p U q YysajamHo npocmu bpojesu.

CroenujasHo 3a N = 2 OCHY CUMETPUjy pela IBa HA3UBAMO jeIqHOC-
TABHO 0CHOM cumempujom npocmopa S°. CBOjCTBA OCHE CHMETPHje IPO-
cropa S? y moTmyHOCTE Cy aHAJOrHA CBOjCTBMMA, IIEHTPAJIHE CUMETPU]e
pasan S2.

[IpumernMo na ocHy pediekcujy Ss mpocTopa S% MoseMo mpencTa-
BUTHU Kao KOMIIO3WIIM]Yy OBE paBaHCKe pediekcuje S, u Sg, IpU demy
cy paBHu « u [ oproroHaiHe MehycoOHO u UMajy 3ajeHUYKY MPaBy S

OpaBae HEMOCpemHO ClIemu da OCHA peduekcuja Ss mpocTopa S°
nmpencTaBsba OCHY POTaNujy KOjoj je yrao poramuje jemuak 2R. Ilakie,
ocHa pediieKCcrja TpeacTaB/ba AUPEKTHY W30METPHUjCKY TpaHchopMa-
nujy mpocTtopa S® K0joj cy WHBapujaHTHe jequHO Tauke oce s. Huje



7.6. Ocua cuMmeTpuja pena n mpocTopa S° 209

TEmKO MOKAa3aTH na je Yy OCHOj peduercuju Ss mpocTopa S3 uHBapH-
jaHTHA CcBakKa paBaH KOja CaIp:KM OCy S, KA0 M CBaKa paBaH Koja je
yIOpaBHa Ha OCH S. Y PABHU KOja CAAPKU OCY § OCHa pediercuja S
UHAYKYje OCHY pe(JIeKCcHujy, a Y PaBHU KOja je yImpaBHa Ha OCH C OCHA
pediaercuja Ss UHAYKYje HEHTPATIHY PePIIEKCH]Y.

Teopema 7.6.3. Ocna pedaexcuja Ss npocmopa S° je uneoayyuorna mpan-
cpopmayuja.

Ioxka3s. Heka cy o u 3 nse pasau npocropa S° TakBe 1a MMajy HempasaH
mpecek u na cy mMebhycobHO oproroHasHe. V3 OpTOroHaJHOCTU PaBHU
o u 8 cirenu

82 =(83084)0(S308) = (S5084)0(Sa08s) =e¢,

4yuMe je HOKa3 TeopeMe 3aBPIIeH. O

Teope1vfxa 7.6.4. Pasancka pedaexcuja Sy u ocna pepaexcuja S, npoc-
mopa S, npu wemy oca p we npunada ocrosu T, npedcmas.najy 08e Ko-
MYMAMUBHE USOMEMPUICKE MPAKCHOPMAYUJE GKO U CAMO AKO je Npasa P
YNPasHa Ha Pasar .

Hoxa3. Heka je majupe Sy oS, =S, 0 Sy 1j.
S$r08,085: =G,. (7.10)

Heka je cama p’ mpasa 3a kojy Baxu S;(p) = p’. Ha ocHoBy Teopeme o
TPaHCMYyTaIlju OCHe pediekcuje S, PaBaHCKOM pepeKcujoM Sy cienn

Sr085,085: =S§y. (7.11)

N3 jemnaxoctu (7.10) u (7.11) caemnn na je S, = Sy, a omaszme p = p.
Kako mpasa p He mpumamga paBHU 7 penanuja p = p Baxku camo y
cAyvajy Kama je mpaBa p ympaBHA HA PaBaH m.

O6patno, weka je p L 7. Omasme ciaemu na je Sy(p) = p, na =Ha
OCHOBY TeOpeMe O TPAaHCMyTallju OCHe pediekcuje S, PaBaHCKOM pe-
paexcujom Sy nmaMo 1a je Sy 08,08y = Sy, 0OlaKIe HENOCPEIHO ClIean
Sy 08y, =38,08, a T0 je u TpebaIO TOKA3ATH. O
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7.7 OcnHoporanuoHa pediekcuja mpoctopa S3

Y mocamanimuM M3JaramuMa YIO3HAJIU CMO CaMO jelHY BPCTY WH-
NUPEKTHUX M30METPUjCKUX TpaHcdopmamuja mpocropa S°. To cy pa-
BaHCKe pediekcuje Tor npocropa. [lo nepunmnuju one mpencrasibajy
HEnIOeHTUYHEe W30MEeTPUjCKe TpaHC(hOpMAaIMje KOje PacCHoJIaKy paBH-
UMa dYHje Cy CBe TayKe WHBApPUjaHTHE. TO 3HAYM 1A CBaKa paBaH-
CKa pediiekcuja mocenyje OECKOHAYHO MHOI'O WHBAPUjaHTHUX TadaKa.
YBemhemo MHAUPEKTHE M30METPUjCKe TPaHCHOpMaIUje Koje HOoCenyjy
caMO IO jenHy WHBapujanTHy Tauky. Hbwmma mperxomn yBobheme HOBE
BPCTE MHAWMPEKTHUX M30METPUjCKUX TpaHchopManuja, T3B. OCHOPOTa-
IMOHMX pedJIekcuja mpocTopa S°.

S

X X2

Xl \_I/v XI

Ciuka 7.8.

Hedmaunuja 7.7.1. Kovmmosunujy jemne ocue poramuje R, U jemHe
paBaHCKe pediekcuje S; mpocTopa S3 mpu; ueMmy je mpaBa S yIpaBHA
Ha DaBaH T HA3UBAMO O0CHOPOMAUUOHOM pedaekcujom npocmopa S° m
obenexaBaMo je ca Rr.s. PaBam m 30BeMO ocnosom a OpujeHTHCAHU
YyTao w y2aom ocHopomayuone pedaercuje Ry.s ., NOK IPECEUHY TAUKy S
mpaBe § ca PABHU T HA3UBAMO Cpeduiymem OCHOPOTAIMOHE pedIieKcuje
npocropa S°.

N3 nedpunmnuje HemocpemHO CJENM Na je OCHOPOTAIMOHA pedIieKcuja
Rr;sw IPOCTOPA S3 jenmosznauno onpebhera OCHOBOM T, OCOM § U OpHjeH-
TucaruM yriioMm w. C o63upoM ma je ocHa poranuja IUpPEeKTHA, a8 PABaH-
CKa pedieKkcrja MHANPEKTHA M30MeTPUjCKa TpPaHCchopmanuja, HUXOBaA
KOMIIO3UIIMja, IpeMa TOME U OCHOPOTAIMOHA pedieKCHja IPeAcTaBIha
MHIMPEKTHY M30METPHjCKy TpaHchopMamujy mpocTopa S°. Huje Temxo
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JIOKa3aTU Ja OCHOPOTaIMoHa pediekcuja Rr.s ., TpocTopa S3 mocenyje
caMo jenHy MHBApUjaHTHY TadyKy, TO je Tauka S Koja ce mobuja y mpe-
CEeKy OCHOBE T M oce S. AKO yrao w Huje Ompy:KeH, OHa Iocemyje je-
IOUHCTBEHY WHBAPHWjaHTHY IPaBy OcCa S, U jJeMUHCTBEHY WHBAPUjAHTHY
paBaH OCHOBY 7T T€ OCHOPOTAaIUOHE pedieKcHje.

HaBenumo cana Heke ocHOBHE 0COOMHE OCHOPOTANMOHUX pedaeKrcuja
mpocropa S3.

W3 nepurnnuje HemocpegHo 3aKbydyjeMo Ja Cy OocHa poramuja R
U paBaHCKa pediercuja Sp KOje caunmaBajy POTAIMOHY pedIeKcujy
Rr:sw KOMyTaTUBHE TpaHCGopManyje jep je s ynpasHa Ha 7. O3HaUNMO
X1 = STF(X), X/ = Sﬂ(Xg), XQ = R57w(X), X/ = Rs,w(Xl)- Taﬂa je
X' =Rrsw(X) =8 0Rs0w(X) = Rsw 0 Sx(X) (Cnura 7.9).

Teopema 7.7.1. Ceakxa undupexmna uzomempujcra mpanchopmavuje L
Koja uma jeduncmeeny unsapujarnmmuy mavwky S y npocmopy S° npedcma-
854 0CHOPOMAYUORY pedaercufy ca cpeduuimenm S.

Hoka3. Karxo je 7 mHAupeKTHA M30METPUjCKa TPaHCHOPMAIUja TPOC-
Topa S3, a € IUPEKTHA M30MeTPUjCKa TpaHCchOpMalja TOT IPOCTOPA,
6uhe Z # e. 36or Tora mocroju Tauka X mpocropa S° TakBa ma je
I(X) = X' u X # X'. Hera je m memujanna pasan qysxu X X'. Kowm-
nosunuja Sy, o Z uma nse mHBapujaHTHe Tauke S u X. Kowmmosunuja
Sy, ©Z je mupexTHA M30MeTpHWjCKa Tpamchopmarmja mpoctopa S° Te
npema /lamambGepoBoj TeopeMu mpencTaB/ha KOWHIUAECHIN]Y WU OCHY
poranujy umja oca canp:ku taure S u X.

Kommosumuja Sy, 07 HUje KOMHIUAEHI]a jep ako ou 6uno Sy, 0L = ¢
ouna 6m 6mino Z = S, Te Ou m3oMerpujcka Tpanchopmanuja Z mnpen-
CTaBJhAJIA PABAHCKY PE(IIEKCU]y U MOCEIOBAJIA CEM Tadke S jOIl MHBa-
PYjaHTHUX Tadaka, MTO je KOHTPAAUKI]a Ca TPETIOCTABKOM TEOPEME.

IIpema Tome, Sy 0oZ = Ry, Tj. akKo je mpaBa s yIpaBHa Ha T
HEMTOCPEIHO 3aKbydyjeMo ma je Z ocHopoTammoHa peduercuja. Ako
npaBa § HUje yIpaBHA HA M) TaOa 0DEJICKUMO Ca Mo PABaH KOja CaapiKU
nmpaBy S U ynpaBHA je Ha paBaH 7], a ca T3 ODeJeKUMO paBaH TAKBY
na je Rgu = Spp © Spy. Y TOM cayuajy je I = Sy, 0 Sy, 0 Sy, npu uemy
je paBaH 7o yIOpaBHA Ha 7] U ceue je mo mpaBoj s;. Obesresxkumo ca o
paBaH KOja Canp:KM MPaBy S| W yIpaBHA je Ha T3, a Ca 02 PABAH TaKBY
na je Sy 0Sr, = 85, 08,,. C ob3upom ma je Sy, o Sy, = Ry, 2r Ouhe
n Sy, 0S8y, = Ry, 2r ONaKIe cleon Oa IpaBa S| IPUIaJa PaBHU 02 jep
je m N = S; W Oa je paBaH g2 yOpaBHA HA 01 Jep YIJIOBU POTAIM]e
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KOZ jeIHAKUX porainuja Mopajy Outm nomynapuu. llpema Tome Baku
Z=5r085r,08r =S4 085, 05r,. PaBru 02 u m3 cy yupaBHe Ha paBaH
01 U CEKy Ce IO HEKOj MPaBoj 0 Koja camp:Ku TAUYKy S U Koja je ynmpaBHA
Ha 01 Te KoMmosumuja S,, © Sy, IPeACTaB/ba OCHY poTanujy R,g OKO
mpaBe o npu yemy je  OIBOCTPYKU OpjeHTUCAaHU yrao mdmely paBHU 09
u 73. IIpema Tome umamo na je

1= Sal o Ro,@ = Ral;oﬁ

YymMe CMO JOKa3aiu Oa u3oMerpuja Z mpeacraBiba OCHOPOTAIIMOHY pe-
¢excujy ca cpenumreM S. 0

Teopema 7.7.2. (Teopewma Illana) Ceakxa dupexmma uzomempujcra mpan-
chopmayuja T npocmopa S moxce ce npedemasumu Kao KOMNOUYUTQ
dsejy ocHUT pedaercuja moz npocmopa.

Ioka3. Axo je Z = ¢, Tamga 3600 MHBOJYTUBHOCTU OCHE pedJiekcuje 3a
npou3BoOJbHY mpasy p npoctopa S° je I =38,0S,.

Axo je T # e rtama mocroju tauka X mpocropa S° TakBa ma je
I(X) = X', X # X'. Hera je m memujamna pasan naysxu X X'. C
o03mpoM Ha TO na je 7 nupeKTHA a paBaHCKa pediekcuja Sy, WHIU-
peKTHa m3oMeTpuja mpocTopa S°, xKommosunumja Sy, 0 Z je MHIMpeKTHA
u3oMeTpuja mpocropa S ma mpencTaBba WM PABAHCKY pediexcujy
WY OCHOPOTAIIMOHY pedilekcujy ca cpenumreM X .

Hera je rommnosunuja Sy, o Z paBancka peduercuja. O3zmaummo je
ca Sy,. Ttana je Sy, = Sy, 0oL, onarine je T = Sy, 0 Sy,. O3maunmMo ca
T paBaH yIPaBHY Ha DaBHU 7] U 72 & CA M U N IpaBe IO KOjuMa OHa
ceue paBHU T U To. Tana je

I=8;08r=8r08:085:08:, =8n08,.

Axo rommosunuja Sy, 0Z cem Tauke X HeMa APYTUX WHBAPU]AHTHUX
Tavaka TaJa OHAa IPEACTaBJba OCHOPOTAIUOHY PedIeKcujy Riyisw, Tj-
Sri 0L = Ryysw K0jOj je cpemumTe Tauka X. ObenexuMo ca 7o paBaH
KOja CHOpYKM TIPaBy § U YIpPaBHA je Ha 7, & Ca 73 PaBaH TaKBY Ia je
Rsw = Sny 0 Spy. Y TOM cayuajy Ouhe

=8 o R, =S, 0 e} e} .
bt
1z T T438,W T T2 T3 T4

Kako je mpaBa s y paBHEU 73 U yOpaBHA je HA 7y CIEOW IA j€ PABAH T3
ynpaBHa Ha paBaH my. Cem Tora je msNmy=n, m Nme =m u w1 L m
OJaKJIe CIenu na je

I:(Smo 7l'2)o(871'30 71'4):Smo ns

mTo je m Tpbasio mokaszarTu. O
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7.8 IlenrpajsiHa peduiekcuja mpocropa S3

OcHopoTanuona pediekcuja mpoctopa S° y ommrem cirydajy Huje
UHBOJMyIMOHA TpaHchopmarmja. OHA je MHBOJYIMOHA CAMO Yy CIyYajy
Kala je yrao poTallije OmpYy KeH.

Heduanmuja 7.8.1. Ilenmpaanom pedaercujom So npoctopa S° mazu-
BAMO KOMITO3UIIN]Y jeqHe OCHe pediekcuje S U jeiHe paBaHCKe pediek-
cuje Sy mpoctopa S°, mpu uemy je s L 7wy raurn O.

IIpema ToMme, ako je mpaBa § ympaBHa Ha paBaH m y Tauku (O, UMaMo
na je Sop = S§;08s = Ss08,;. Taurky O HaA3UBAMO IEHTPOM WU CPEIUII-
TeM IeHTpaJsiHe pediercuje So.

W3 meduuunuje HemocpenHo cienu na NeHTPAJHA pedilekcuja mpo-
cropa S% mpemcTaB/ba OCHOPOTAIMOHY pedUIeKCHjy KOjoj je yrao po-
tanuje jemHak 2R. llemtpanHa pediekcuja IpencTraBba WHIUPEKTHY
U30METPUjCKY TpaHCcPOpMalMjy IPOCTOPA S3. Ona mMa caMo jemHy
WHBApPUjaHTHY Taukry - cpemumre O Te meHTpaane pediaercuje. Heka je
X Tauka mpocrtopa S3 pazmuunra on merrpa O u X' = Sp(X). Tana
je O cpemumre nyxu X X'

Teopema 7.8.1. Ienmpasna pedaercuja So npocmopa S jednosnanmo je
oopehena ceojum cpeduwmem O.

Hoxka3. [loBomHO je ma moKakeMO na 3a IOBe MPOU3BOJHHE TpaBe M u
n Koje ce cerky y Tauku O U paBHU U U V Koje cy y Tauku O ynpaBHe
peloM Ha IpaBaMa m U N Baxku penanuja S, oS, = SvoS,. O3naunmmo
ca m paBan onpebeny mpaBama m u n, a ca § IPECEYHY DABHU [ U V.
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Tana je mpaBa s ynpaBHa Ha paBal 7. Heka cy u/ u v/ pasau onpebene
penoM mapoBUMa mpaBux m,s u n,s. Ciuenu

8,08, =8,08,085: =808, =85,085,085,=8,08,,

oMaKJIe cjeau ma je meHTpaJHa pediekcuja Sp mpocropa S jemHO3-
HauHo oxpebena cBojum cpemurnteMm O. 0

Teopema 7.8.2. Ilenmpanna pedaexcuja So npocmopa S3 je urneoayyuona
mparchopmayuja.

Ilokas. Heka je m mpousBosbHA paBaH kKoja camp:ku Taury O u s mpasa
ynpaBHa y Tauku O Ha paBan w. Tana je So = Sp 0 Ss, 1a je

‘S% = (Sﬂ OSS) © (Sﬂ OSS) = (Sﬂ' OSﬂ') o (Ss OSS) =g,
Tj. IeHTpasHa pediekcrja Sp je MHBONLYIMOHA TPaHCHOpPMAIH]a. O

Teopema 7.8.3. (Teopema o TpanCcMyTauju HeHTpaidHe pediiekcuje)
Axo je So uenmpanna pegaercuja u L npoussosHa UOMEMPUICKG MPAH-
copmayuja npocmopa S* u O' = Z(0), mada je

ToS8o oIl = Sor.

JIlokas. ObGenexxuMo ca p NIPOU3BOJBHY NpaBy Koja canp:xku Ttadry O u
ca 7w paBaH Koja je y tauku O ympaBHa Ha mpaBoj p. Ako y Tpanchop-
Mamuju 7 mpaBoj p oArosapa mpasa p/, a paBHU T OAroBapa paBaH T,
oHZa je mpasa p’ ymnpaBHa Ha paBaH m y Hekoj Tauku O, u mpu TOM
Basku Z(O) = O'. U3 ror pasiora je

IOSOOI_I:Io(‘SWOSJDOI_1
=(Z0Sr0Z No(ZToS,0T 1)
= TF,OS/:SO/7

Tj. meHTpaJsHa pediercuja Sor je nobujena TPAHCMY TAI]OM IEHTPAJIHE
pediercuje Sp, N30METPUjCKOM TpaHCHOPMANKUjOM Z, MTO 03HAYUABAMO

ca Sg = ’SZ(O)‘ 0

Teopema 7.8.4. Ilenmpanna pedaexcuja So u pasancka pedaexcuja Sy
npocmopa S3 cy dee womymamuene mpancHopmayuje axo U camo axo
mawxa O npunada pasHu .
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Ioka3. Heka je Sy 0Sp = Sp o Sy T1j.
Sr08008; =80o. (7.12)

Osnaunmo ca O’ taury 3a kojy je Sp(0) = O'. Tanma, npema Teopemu
0 TpaHCMyTaIuju IeHTpajHe pediercuje Sp PABAHCKOM pPe(dIIEKCIjoM
Sy mMamo ma je

Sr080 085 =S80 (7.13)

N3 (7.12) u (7.13) caemn na je Sp = Sor, oakae ciaemu ma ce tahke
O u O noknamajy, mMTO je 3aJ0BOJLEHO caMO y CIydajy kaga Tauka O
npunana paBHU 7.

OOGparno, Heka tauka O mpunana pasau 7. Omnasme ciaemu na je
S:(0) = O. TlpumenoMm Teopeme 0 TPAHCMYTaIWjU HEHTPAJHE pedIek-
cuje Sp paBaHCKOM peduiekcujoM S, mobujamo ma je SpoSp oSy = So
1j. Sr 0S80 = Sp oS, a TO je m Tpebaso mOKa3aATH. U

Teopema 7.8.5. Ilenmpanana pefaexcuja So u ocha pepaercuja S, npoc-
mopa S3 cy dee womymamuene mpancHopmayuje axo u camo aKo maura
O npunada npasoj p.

Zoxas. Heka je je S,0S80 = Sp oS, T1j.
SpoSpoS, =S, (7.14)

n Heka je O' tauka 3a kojy Baxku Sp(0) = O'. Tapna, npema teopemun
O TPaHCMYTalUju HeHTpaJHe pediexcuje Sp ocHOM pediercujoMm S,
uMaMo 1a je

Sp o SO o Sp = SO/. (7.15)

Cana, uz (7.14) u (7.15) cnemu Sp = Spr, a onasue je O = O'. Ilakue,
rauka O mpumana mIpasoj p.

O6parno, Heka je O € p. Omasne ciaenu na je Sp(0) = O. Ilpema

TEOPEMHU O TPAHCMYTAaIUju [MEeHTpaJHe pediuekcuje So OCHOM pediek-

cujom S, cnemu S, 08008, =8 1j. Sp0850 =Sp 0 Sp. O

Teopema 7.8.6. Ienmpaana pedaercuja npocmopa S> moxce ce mpeo-
CMABUMAU KGO KOMNOUYUJG MPU PABAHCKE Pedaercuje Kojuma cy ocrhose
ynpasre mehy cobom y cpeduwmy me pedaexcuge.

Hoxa3z. Bawxu Rrsor = Sr 0o Rsor U Rsor = Sy 0 S, mpu yemy je s
npecevna npasa paBHu pu v u pu L v. Kako je s L 7, To cy paBuu m, 4
u v tpu Mmehycobom ynpasue paBau. O3zmauumMo ca O MpeCeUYHy TAUKY
tux Tpujy paBau. Tanma je Rrsor =Sr08,08,, Tj. So =8708,08,,
a TO je m Tpebaso MOKa3aTH. O
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Teopema 7.8.7. Komnosuyuja wenaproz b6poja yenmpasnur pedaercuja
npocmopa S® wuja cpeduwma npunadajy Hekoj npagoj p npeocmassa ma-
xohe nexy yewmpaany pedaexcujy npocmopa S° wuju je yewmap na npa-
80J p.

Ilokas. Heka cy O;, ¢ = 1,2,...,n cpenumra HeHTPAJHUX PedIIeKcuja
So, npu yemy tauke O;, i = 1,2,...,n npunanajy npasoj p. Heka je
Hajupe n = 3, Tj mocmarpajmMo uzomerpujy Z = Sp, 0 So, © Spo,. Hera
cy mi, Ty, T3 PaBHU ymOpaBHE Ha mpaBoj p pemnom y taurkama (1, O u
O3. Tana je Sp, = Sp0S8r,, So, = SpoSr, u So, = S, 0 Sy, npu; gemy je
CBaka OX TPY KOMIIO3WUIMje KoMyTaTuBHA. [Ipema ToMe mmamo

1 =8p0Sr; 08y 08, ©85p08r = Sp 0 Sy © Sy 0.

OcHoBe 71, o U T3 yIPaBHE CYy Ha MCTOj IPaBOj p Te MPUIALA]y UCTOM
npaMeny pasau. IIpema Tome komnosuruja Sy, o Sp, © Sy, IpencTaBba
HEKY DPaBAHCKY pediekcujy Sp umja OCHOBA T IPUIALA UCTOM IPAMEHY
paBam, Tj. ™ L p. Hakne nobunu cmo na je I = S,0S5, up L 7. Hakne 1
npencTaBba HEKY HeHTpaJHy pediekcujy So rae je O mpecedna Tadvka
npase p 1 PaBHU T.

3a n > 3 HOKa3 ce U3BOAU MATEMATUYKOM WHIYKII]OM.

IIpernocraBumo ma tBpbheme Basu 3a n = 2k — 1 meHTpaJaHUX pe-
¢ekcuja, Tj. Aa KOMIO3UIUja IeHTPAJIHUX pedlleKcuja

So,, i=1,2,--- ,2k—1,

IpU YeMy CpeIuIITa MIOMeHYyTUX pedllekcuja Ipumnanajy HeKoj IpaBoj p,
npeacrasa Takohe Heky menTpasHy pediekcujy So mpocropa S? umje
je cpemumre O Ha TpaBoj p.

Horaxkumo nma TBpheme Bayky 3a Kommosunujy on n = 2k + 1 men-
TpaJHUX pedileKCcrja KojuMa Cy cpenumrTa Ha npasoj p. Heka je

1= 802k+1 o So2kSO2k71 0080, 080,-

Kako nmpema mokaszamom meny TBpDHeme Baku 3a KOMIIO3UIM]Yy TPU IEH-
TpajHe pediiekcuje, nodbujamo

I= 802k+1 ° SOQk 0 So,

Tj. Z = Sor, ipu uemy je O' € p. Ha Taj Hauun, noka3 je y IMOTIyYHOCTH
3aBpIICH. O
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Cuura 7.10.

Teopema 7.8.8. (I'emepanucana teopema Xjemmcaesa) Cpeduwma 0y-
acu Koja cnajajy odzosapajyhie mauke uMOUPEKMHE UOMEMPUJCKE MPAH-
chopmayuje T npocmopa S3, uau ce noxaanajy uau npunadajy jedroj pa-
BHU.

Iokas. Axo Tpanchopmanuja I mpocropa S® mpencrapiba meHTpaIHY
peduexcujy Tor mpocTopa TBpheme ciaenu Henocpenuo. Pasmorphemo
ciydaj kana Tparcdopmanuja Z mpocropa S° He IPACTABIbA NEHTPAJIHY
pediercujy TOr IpoCTopa.

Heka je y Tom cayuajy P nmpomssuibHa Tauka npocropa S° u Z(P) =
P’. Heka je O cpemumre nysum PP’ (Cnmka 7.10) m X npoussosmHa
Tauka mpoctopa S° paznumunta on Tauke P. Hexka je jom Z(X) = X' n
So(X') = X". Y tom cayuajy Tauka P je mHBapujaHTa AMPEKTHE M30-
MeTpujcke Tpanchopmanuje SpZ. Tana npema HanambepoBoj Teopemu
OHa TIPEACTaB/ba HEKYy OCHY POTamujy Rp., OIPU YeMy Oca p CAIPEA
rauky P. Kako je Rp,(X) = X", memmjanna paBan o mysxu XX
campxu ocy p ocHe poramuje Rp,. Osmaummo ca Y cpenumre my:ku
XX'. IIpasa OY oapebena cpemnmruma ctpanuna X' X’ u XX’ tpo-
yraa AXX'X" je ynpasma ma memujasanoj paBau o. Kako je OY L o n
paBaH o canp:ku IpaBy p TO je mpasa OY ynpasHa Ha mpaBy p. Kako
cy Tauka Y u mpaBa p QUKCHpaHe TO Tayka Y IpUIala PABHU T KOja
canp:kxu Tauky O U yIpaBHa je Ha npaBoj p. PaBan m camgp:ku cpeaumra
IY:KM KOja CIlajajy KOPECHONEHTHE TadKe M30METPUjCKe TpaHC(hopMa-
nuje 7. O
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Hepunnnmja 7.8.2. Papan 7 omgpebeny cpeaumruma Iy:KHI KOPECIO-
OEeHTHUX TadaKa WHAUPEKTHE M30MeTpUjcKe TpaHchopmaruje L mpoc-
Topa S3 HA3UMBAMO 0CH0BOM TE M30METPUjCKe TPaHChopMAaNuje.

7.9 Tparciaanuja mpocropa S3

Ilopen ocHux poTamnuja TOCTOjU joOml jemaHa BPCTA M3OMETPUjCKUX
TparchopMarmja mpoctopa S Koje ce MOTy IpeACTABUTH KAO KOMIIO3H-
nuja mBejy paBaHckumx pediexcuja. To je Tpamciamuja mpocropa S2.

ledununuja 7.9.1. Hera cy S, u S, paBaHCke pediekcuje IpocTopa
S3 ca ocHOBaMa p W V yIPAaBHUM Ha IpaBoj s y Taukama M u N 1 Heka
je M’ tauka cumerpuuna Tauku M y omHOCY Ha paBaH v. Tpancaauujom
npocmopa S® mo mpaBoj S 3a OpjeHTUCAHY YK W Ha3UBaMO TpPaH-
chopManujy

TW :SZ/OS,u~

[IpaBy s HA3MBAMO 0COM Mme MpaHcaayUje.

Cuuga 7.11.

HaBomumo Heke om ocobuHa TpaHCIalmuje MPOCTOpa S3. U3 nedu-
HUINj€e HEMIOCPEIHO 3aKbYUYyjeMO 1a je TPaHCIaluja Top BPocTopa S3
jemuosuauno onpebhena raukama M u M’ (Cnura 7.11). C oG3upom Ha
TO Ia je paBaHCKa pedieKcUja UHANPEKTHa M30MeTpUja, TPaHCIaluja
j€ Kao KOMIIO3UIja IBejy PaBaHCKUX PeduieKcHrja QUPEKTHA N30MeTPUj-
cka TpaHchopMmanuja. Huje Temko ycTaHOBUTH Ia TpaHCIAIUja HeMa
VHBaPMjaHTHUX Tadaka U Ia IOCenyje jeNHy MHBApPWjaHTHY IPaBY - OCY
tpancaanuje s onpebeny Taukama M u M’'. Takobe, Huje Temko ycTa-
HOBUTHU Ja CKYIl T, KOjU Ce CacTOju ON MAEHTUYKEe TPaHChOpMaIuje €
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U CBUX TPaHCTaNMja TpocTopa S° ca 3ajeJHIYKOM OCOM § TIPEACTaBIba
AGenoBy rpymy.

Hebmanmuja 7.9.2. I'pyny kxoja ce cacToju on MAEHTUUYKE TPAHCHOP-
MaIyje ¥ CBUX TpaHCjamuja mpocropa S° ca 3ajeIHMYKOM OCOM S Ha-
3UBAMO 2DYNOM MPAHCAGUUIA ca ocom § 1 oberneskaBaMo je G(Ts).

Teopema 7.9.1. Hszomempujcka mpancdopmavyuja L npocmopa S3 npeo-
CMABHA MPAHCAGYUTY MO2 NPOCTNOPA GKO U CAMO AKO CE€ MOMCE NPEOCma-
BUMU KAO KOMNOZUYUUIA 08EJY PASHUT UEHMPAAKUL PePaeKcuja moe npoc-
mopa.

Ilorxa3. Hexka je majnpe nmsomerpujcka Tpanchopmanuja Z mpocTopa S3
- TpaHCJIAIUja T5p TOT MPOCTOpA. Heka je Taura () cpemumre Iy:KuU
PP', a s nmpasa onpebena taukama P u P’. Heka cy a u [ pasHn

yIpaBHe Ha mpaBoj ¢ penoMm y taukama P u ). Cana je
T5H =8308, = (S308;)0(Ss08,) =SgoSp.

O6partro, BEKa je HIp. Z = SgoSp. O3raummo ca s npasy oapebeny
raukama P u (), a ca o u § paBHU KOje cy y Taukama P u () ynpasHe
Ha npasoj s. Hera je P’ = Sg(P). Cana je

SQoSp = (Sp08;5)0(Ss084) =8p08a = PP
JyyMe je MOKa3 3aBPIIEH. O

Teopema 7.9.2. (O rpancmyTamujama rpancianuja) Axo je Top MPan-
caavuja v 6uno Koja uzomempujcra mparchopmayuja npocmopa S3 mada
je

z _
7—MM/ B TI(M)I(M’;'

Iloka3 ce Bpmu aHaJOrHO OAroBapajyheM OOKa3y O TPaHCMYTAIU-
jam Tpamcnanuja pasau S2. Huje Temko yTBpamTu ma Bake caeaehe
TeopeMe:

Teopema 7.9.3. Komnosuuyuja naproz bpoja yenmpasnus pedaexcuja npo-
cmopa S® wuja cpeduwma npunadajy HexKoj npasoj p NPeocmas.na mpaH-
caauujy npocmopa S3 dyxcnpase p.

Teopema 7.9.4. Tpancaayuja Toap U Pasancka pedaexcuja Sy npocmopa
S3 ¢y komymamuene axo u camo axo M u M’ npunadajy paehu .
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Teopema 7.9.5. Tpancarayuja TiN U OCHa pomavuja R, npocmopa S3
cy Komymamuere ako u camo axo mawke M u N npunadajy npagoj s.

Hoxas. Heka je Hajupe Ry, 0 Ty = Ty © Rsw TJ-
Resw © T © Rs_i = Ty (7.16)

Axo osmaummo ca M’ n N’ tauke koje y ocHoj poramuju Rs, OIro-
Bapajy pemom taukama M um N, Tama mpeMa TeOpeMU O TPAHCMY TAIl]ju
TpaHcJalnyja uMaMo 1a je

Resw © T © R;SJ =Ty (7.17)

N3 jemnarocTu ﬂ) u (7.17)caenn na je Ty = Ty » 1a Cy opujen-
rucane MN u M'N' MCTOCMEpPHE U TOKJalajy ce, To je moryhe camo
ako je M, N, M' u N npunanajy ucroj npasoj. To 3maum na tauke M,
N, M' u N npunanajy ocu poranuje s.

OOGparno, Heka canga Tauke M u N npunanajy ocu s. O3Haummo ca
M =Rsu(M)n N' =Rs,(N). Cana hie nysxu MN n M'N' npunanaru
ocu s 1 OUTU TONAyAapHE U UCTOCMAPHE A je N = TN Ha kpajy
“MaMo n1a je

-1
Rs,w OTyIN T Rs,w O TMN © Rs,w © R&W

= TM/NI o RS,W = TM 7_\? o RS,LU)
Tj. ocHa potanuja R, U TpaHCIAIUja Tyfn TPOcTOpa S3 cy xomyTa-
TUBHE TpaHChOopMaIyje. O

7.10 Kauzajyha pedsiekcuja mpocropa S3

Hedmaunmuja 7.10.1. Kauszajyhom uau mpancaamoprom pedaexcujom

g pp) HAZUBAMO KOMITO3UIIM]Yy CACTaBJbEHY O TPAHCJIAIN]e T A Pa-
Tr?

BaHCKe peiekcuje Sy, npu uemy npasa PP’ npunana pasau 7. [IpaBy

s onpebeny Taukama P u P’ masuBaMo ocom a paBaH T 0CHOB0OM K-

n3ajyhe pedaercuje (Cnura 7.12).

Komnosunuja n3 mepumuunuje je KOMyTaTUBHA jep pABaH T CAOPKU
npasy PP’

Hasemhewmo cana Hexe ocobune kmmu3ajyhe pediescuje mpocropa S°.
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a B
X X1
Y N . i
S : A -
P i P’
2 ) A—) »Y
X X1
Cnuga 7.12.

Kmusajyha pediexcuja npocropa S? je y mormysocTu oxpebena oc-
mosom 7 u ocom PP’. Kamzajyha pediekcuja Hema MHBapUjaHTHUX
Tayaka, UMa CaMO jeIHy MHBApUjaHTHy npaBy ocy PP’ u nse unBa-
pUjaHTHE PaBHU: OCHOBY T M paBaH Koja canp:xku ocy PP’ u ynpasma
je Ha ocuoBy m. Kuwmsajyha peduexcuja je mHIUpPEKTHA M30METPHUjCKA
TpaHchopMaIuja.

Teopema 7.10.1. Axo je Qﬂ.ﬁ kausajyha pedaexcuja npocmopa S* u g

npasa xoja je y cpeduwmy Q oyxcu PP’ ynpaena na pasan 7, mada je

gﬂ.ﬁ; =8,08p =8p 08,

Iokas. IIpema medpummmju kmusajyhe pediexcuje mpocropa S3, mo-
dujamo ma je

gﬂ_;lg—P—;:Sﬂ-OTﬁ?:SﬂOSQOSp:SqOSP;

W;E?ZTE?OSW:SP/OSQOS,,:Sp/OSq.

YyuMe je MOKa3 3aBPIIEH. ]

7.11 3aBojHo Kperam.e mpocTopa S3

Heduanmumja 7.11.1. 3a60jHum Ul TEAUKOUOHUM KPEMATHEM ZP—P;w

npocTopa S HA3MBaMO KOMIO3UIM]Y CACTABILEHY OJ jeJHe TPAHCIAIM]e
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—
Top U jenne ocHe portanuje R . Opjentucany npasy PP’ maszusamo

—

PP w
OCOM a OPjeHTHCAHU Yrao w YIJIOM TOT 3aBOJHOT KpeTama. Y CIaydajy
Zla je yrao w Ompy#KeH, TaKBO 3aBOJHO KPeTame 30BEMO 3a80JHUM MOAY-

obpmagjem.

Henocpenno u3 medununuje cienm na je 3aBOjHO KpeTame jeIHO3-
HauyHO ozpebeHo ako cy 3amaTu TpaHciaamuoHa ny:x PP u yrao obp-
Tama w.

3aBOjHO KpeTame je TUPEKTHA M30MEeTPHUjCKa TPpaHChopMaIuja Kao
KOMIIO3UIIVja ABe IupekTHe m3omerpuje. IIpema mo3znaTrom craBy TpaH-
cranuja T5p A OCHA poramnuja Rﬁ,w Cy KOMYTaTHUBHEe TpaHC(hopMaIuje
jep ce oce oCHe poTaluje U TPAHCJIAIM]e MOKIanajy. 3aBOjHO KpeTame
HEeMa WHBAPUjaHTHUX TAdyaKa U MMa CaMO jeIHY WHBAPUjaHTHY MPABY -
ocy PP'.

Huje Temro mokazartu caemehy TeopeMy NPUMEHOM T'€HEPAJMCAHE
TeopeMe XjesMCIeBa.

Teopema 7.11.1. Axo cy dama ma Kaxea 08a nodYOGPHG U CYNPOMHO OP-
jenmucana ckyna mavaxa npocmopa S°, mada cpedure Qyxmcu Koje cnajajy
odzosapajyhe mavxe y uzomempuju xojy 00pebyjy mu cxynosu mauaxa npu-
nadajy je0Hoj pasHu.

Teopema 7.11.2. 3asojno kpemawe Z npocmopa S° moxce ce npeo-

—
PP'w
CMAsUMU Ka0 KOMNOUYUja 08ejy 0CHUT pedaercuja moe npocmopa, npu
wemy cy oce muz pefaexcuja mehy cobom mumounasme.

IToxa3. Axo obenesxumo ca s mpaBy onpebeny Taukama P u P/, a ca
T, Ty U 01, 02 PaBHU TakBe Ha je Tppr = Sp, 0 Sy 1 R = Sp, 0 Syy
ouhe 7, m L su oy Noe =s, na je 0y L m u o9 L me. CraBumo au na
je o1 N7 = 81 1 02 N7 = Sy HAJA3UMO 14 je

ZPP)’ w TPPé’ o Rs,w = Ony 0O 0 Ogy O Og;
Y
- 71'20 0.20 71'10 o1 — 520851
mITo je m TpebaJsio HOKA3ATH. O

C 063upoM Ha TO [a y alCOIYTHOj PABHU HUj€ Y MOTIYHOCTHU PA3Pell-
aBaH mpobJieM OUCjYHKTHUX MPaBUX, TO je W pa3jor HemoryhxocTu
u3Bobhema MTOTHyHE KIacUPUKALNUje M30METPUjCKUX TPaHCHOpPMAIU]ja,
Kako y paBHEI S Tako u y mpocropy S°. Texk makon yBobema axcmome
mapajgennoctu 6uhe mMoryhe u3BpmINTV DOTOYHY KIACUOUKAIN]Y W30-
MeTPHjCKIX TpaHCchopManuja, KAaKkO PaBHU, TAKO U IPOCTOPA.



Jleo 8

HenpexkunnmaocT y reomeTpuju

Hexkum tBphemuma y mperxomuuM pa3MaTpamuMa Ha U3BECTAH Ha-
YuH cMO Owim ynyheHw na mpaBy JMHW)Y 3aMHUIIBAMO U HA MOIEIY
IpPENCTABHAMO Ka0 Henmpexuony Aunujy. Moram cMo camMo HACIyTUTH,
aJil He U €r3aKTHO U3TPAAUTU YyUCHE O HEMPEKUAHOCTU.

Ha npumep, tBpheme npema KoMe KPyTr KOjU MMa TadvaKa Ca PA3HUX
CTpaHa HEKe MpaBe, Ceyue Ty MpaBy HUje NOKa3uBaHO, Beh ce mpert-
IOCTaJhAJIO OA MPEACTAB/bA jaCHY T€OMETPUCKY YN ECHUILY.

Yak u cam Eyxmua' uz Anexcammpuje y cBojuMm Esemenmuma, Ha-
BOOY KOHCTPYKIM]y TPABUIHOT TPOYILJa, y KOjO] HE OOoKa3lyje ma ce
omrosapajyhu kpyrosu cexky. Cse mo kpaja XIX Beka MareMaTudapu
HUCY oceTuyiu moTpedy mOKa3uBama OBAKBUX TBpDhHema, kKao Hu moTpedy
yBODema akcuoMa HEeMPEKUTHOCTH.

Texk je Mopur Mam? 1882. rommue MCTAKAO HEONXOIHOCT yBobhema
aKCMOMa HEIPEKUAHOCTU U 3aCHUBAKE€ HEMPEKUAHOCTU Y TE€OMETPUJU Y
cBojoj rmu3u Hosuja eeomempuja.

Y yBOLy OBe KWHUre HAIOMEHYJIW CMO 1a je jom Apxumen mpuMe-
THO HEKEe HeIOCTATKe akcuoMmartuke y EyrammoBum enemeHtuma. Y
ceom neny O eanky U A0nmMu OH je YHOTIYHUO KyRInmoBE arcmoMme.
[Topen, ocranmux akcmoMa OH je momaBameM T3B. Fydukcose arxcuome
NPECTNUNCUBOCNU YIAPUO TEMEILE 2e0MEMPUjcke HenpexudHocmuy Yy ee-
aukom. Ilpema akCmOMU TPECTMHRUBOCTU C€ KOHAYHUM OpOjeM MPEeHOII-
ema MOoke ”crmhu 1 mpectuhun” cBaka Tadka IpaBe.

1EyKJII/I,lI (330. mme. - 275. mHe.), rpuyk;M MareMarudap. Hamnwmcao je 6pojua mena, ox
KOjUX HEKa HUCY cadyBaHa U IMO3HATa cy caMo 1o HacaoBy. Cauysana nena cy: " Eaxementn”
(reomerpuja ka0 Hayka o mpocTtopy) y 13 kmwura, ”lara” (o yciaoBuma 3amaBama HEKOT
MareMaTudkor objekra), "Onrura” (¢ TEOPUjoOM HEPCIEKTUBE), U AD.

2M. ITam (1843-1930), Hemayku MaTeMaTudap.

223
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I{E‘LHTOpOBOM3 AKCMOMOM je yBeageHa T3B. Henpe%udnocm Y MAAOM A

Ha Taj HAYMH OMOT'YNEeHO NOKa3WBame CTAaBOBA KAaO INTO Cy HIP. CTaB
O TpEeCeKy mpaBe W Kpyra, UIW MaK CTaB O IIPECEKy MABajy KPYyroBa.
[Ipema HEIpERMAHOCTU y MaJOM IIpaBa je 'I'yCTO MCIyHeHa Taykama’ .

Eymokc-Apxumenosa u KantopoBa akcrmoMa HENPEKUIHOCTHU, MOTY
Ce MCKAa3aTU CaMO jeIHOM aKCHOMOM, T3B. JlemexKuHIOBOM aKCHOMOM
Henperugaoctu. Xunbept? je y ¢Bojoj kmusu Ocrnosu zeomempuje Iope
ApxmMenoBe aKCHOME MPETIOCTABUO A BAKU W T3B. AKCUOMA NOM-
nYHoCMU KOja je eKBUBAJIEHTHA KaHTOPOBOj aKCHMOMMU.

Ha xpajy HamomeHumMo na je 3aXxBaJsbyjyhu reoMeTpurju HENPEKUI-
HOocTu MOoryhe m3rpaauTy Teopujy Mepema Kako PaBHUX, TAKO U IPOC-
TOPHUX '€OMETPHUjCKUX JIUKOBa. Be3 Henpexkuanoctu He 6u 6usio moryhe
ONpPABIATHU HA3UB FE€OMETPUjE KAO HAYKE O Mepeny.

Mwu heMo HENIPEKMIHCT YBECTU Y OBOj KH-U3U, TAKO IITO heMo mpeT-
IIOCTABUTU 13 Ba)KU CaMO jeHA aKcuoMa HempekmmHoctu - Jlenexun-
IOBa aKCHOMA.

8.1 IlenekmHIOBa aKCMOMAa HEIPEKU ITHOCTU

IV, (Henexunmosa® akcuoma mempekumsoctu) Axo cy M u N dea

HENPA3HA CKYNA MAaKG OPJEHMUCAHE NPABE P MAKO 06 34 NPOUIBONHHY
mauky P cxyna M u npuszsonny mauxy Q cxyna N eaxcu da je mauxa P
ucnped mauxe Q (P < Q), mada na npasoj p nocmoju mauka X maxea oa
sa ceaxy mauky P € M\{X} u Q € N\{X} samcu pesayuja P < X < Q.

HaBenena axkcuoma je moBOJ/bHA na ce WM3BeNE KOMIJIETHA TEOPUja
HEIPEKUIHOCTU Yy allCoJIyTHO] reoMmerpuju. Kao mocnenune [lenexkun-
IOBE aKCUOMe HENPEKUIHOCTU HaBemheMo ApXUMEIOB CTaB 3a Iy:KUA U
KanTopoBy akcuomy.

Teopema 8.1.1. (Apxumenos’® cras 3a my:xmu) Axo cy AB u CD ose
dyacu maxee da je AB > CD mada nocmoju npupodan 6poj n maxas 0a

je
nCD < AB < (n+1)CD.

3T, KanTop (1845-1918) Hemauku MaTemMarudap, yTeMeSbUBAd TEOPUje CKYIOBA.

4. Xunbepr (1862-1943) HeMauku MaTeMaTHdap.

SP. Henexuun (1831-1916), HeMauky MaTeMaTHUAD.

6ApXI/IMC,zL (287. mme-212. nHe) rpukm mMaremaruuap, Gpusmdap um acrponom, uz Cup-
aky3e Ha Cunuiaunju, cun actpornoMa. IIpBu je uzpauynao 6poj T, IPOHAIIAO 3aKOH HOJIyTE,
3aKOH norucka (Apxumenos 3akoH, ApxuMenoBa Bara) u Ip.



8.1. JlemeKMHOOBA AKCUMOMAa HEIPEKUIHOCTU 225

ApXI/IMe,ZIOB CcTaB 3a OYXEMN MOKEe Cce CbOpMy.TII/ICaTI/I 1 Ha Cnenehm
Ha4YlH:

Hexa cy AB u CD 0dege dyxcu u nexa cy A1, As, As, --- mauke npage AB
maxee da je

B(A7A17A2)7 B(A17A27A3)> B(A27A37A4)>"'

AAL 2 A1As =2 AgA3 = .- = (CD.
Tada nocmoju npupodar 6poj n maxas 06 je Ul

B=A, uwu B(A,, B,Ant1).

Iloka3. IIpermocTtaBuMO CympOTHO, Tj. MTPETIOCTABUMO Ma IMOCTOjU
OeCKOHAYaH HU3 Ay EN AAl = A1A2 = .. *y B(A’A17A2), B(Al,AQ,Ag),
B(Ag, As, Ay), -+, KOje cy cBe canpxkane y AB. Ha npasoj AB u3abe-
puMo TakaB pacmopen tavaka na je A < B. Cse taure mpase AB
moneJ VMO Ha aBe kjaace. Heka mpBoj kimacu M mpumanmajy cBe Tauke
npase AB koje cy ucnpen tauke A,. Heka cy y apyroj N cse octaie
tauke npase AB. Tana je ceaka Tauka npase AB canp:kana y jemHoj
u caMmo jemHoj kiaacu. Kiaace M u N cy HempasHUM CKyIOBHU. 3aucTa,
knacu M npumana tauka A, a xnacu N tauka B. Ilopen Tora cBaka
Tayka NMpBE KJACE je UCIOped CBake Tauke npyre kiaace. Ha ocHoBy
HeneknunoBe akcmoMe MOCTOjU jeIUHCTBeHa Tauka X mpase AB koja
ppmu npecek npase AB. Tauka X muje taura xkinace M. Taxkobhe raura
X je Tauka Koja je mcnpen cBux Tadaka knace N. Ha ocroBy akcmome
[II5 mocToju Tauka C' TakBa ma je

CKX, XC = AA,.

Kako je C < X To tauka C He Moxke 6utu Tauka kiaace N. IIpema Tome
raurka C mpunana rimacu M. [Ipema nedurunuju knace M caemn C <
A, u C < A,11. Ilpema Ttome, cBaka on tavaka A, u A,11 je usmebhy
tauaka X u C, omarae caemu A, A,11 < CX, mTo je y CymIpoOTHOCTH Ca
XC= A, An1 O

Teopema 8.1.2. Axo cya ub npouszeonne dyxncu maxase da je a < b, mada
30 NPOU3BOLHY OYxHC ¢ nocmoje npupoory bpojesu m u n Maxsu 0a je

m
a< —c<b.
27’L
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IToka3s. 3 Apxumenose TeopeMme, ¢ 003upoM Ha TO ma je a < b ciaemu
[la OCTOjU NpUpOJaH 6poj n Takas na je ¢ < 2™(b — a), omakie cienu

1
2—nc <b-—a.
3a myxu 2% 1 G MOYKe HACTYIUTU jedaH Ol CydajeBa:

1) s5¢ > a nau (11) szc < a.
(i) o (ii) o
(i) Ako je 2%c>a0Hﬂajea<2%c<b—a<b, Tj.

L b
a < 270 < 0,
JyrMe je TeopeMa JOKa3zaHa. ¥y OBOM ciyuajy je m = 1.
(ii) Ako je 2%0 < @, Tama Ha OCHOBY ApXMMETOBOT CTaBa MOCTOjU
npupoman 6poj m TakaB moa je

1
(m — 1)270 <a< Mo €

Tana je
1 1 1
a<m2—nc:2—n+(m—1)2—nc<b—a+a:b,
Tj. m
a<2—nc<b.

g

Teopema 8.1.3. (KanTopos craB) Axo beckonauan Huz 3ameopenus 0y-
acu [AgBo|, [A1B1], [A2Bs], ... nexe npase p 3a0080masa ycaose:

(i) ceara dymcmoz Huza cadpacu caedely dyaxc,

(ii) we nocmoju dyxckoja je cadpaucana y c6uM OYACUMA MO2 HU3A;
mada nocmoju jeduncmeena mawka X Koja je cadpacana y c8uM OYnIcuma
moz HU3a.

Hoxas. Hexka je [AgBo|, [A1B1], [A2B2], ... GeckoHauaH HU3 Oy:KU IpaBe
p, Tako ma je [Any1Bny1] C [AnBy] 3a cBaku mpupoman Gpoj n u He
NOCTOJU MysKKOja MPUIMALa CBUM Iy:KAMA TOT HU3A.

Ha mpaBoj p m3abepumo opjenranujy tako ma je A, < B, 3a cBako
n € N. YKOIUKO 3a HEKO m TO HUje 3aI0BOJLEHO o3HaumMmo A, ca B,
u o6puyTo. Tauke mpase p momeaumo Ha ase kirace M u N, tako na
Tayka NpUnana npsoj kiaacu M ako je ucnpen ueke tauke A, (camum
TUM OHa je u ucnpen tadaka Ani1, Apyo, -+ ). Ipyroj knacu N Heka
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npumnangajy cBe ocraje tauke npase p. OuurienHo je ma je cBaka Tauvka
npase p y jemnoj m camo jemnoj on kinaca M u N. Tarxobe obe kmace
cy mempasue jep je mup., Ay € M a By € N. Tauke rnace M cy
ucnpen tadaka kiaace N. Ilakae cBu yciaosu JleneKMHIOBE aKCUOME CY
3amoBosbenu. IIpema Tome mocToju Tauka X Koja BPIIU IpECEK mpaBe p
Ha k1ace M u N. 3uaun trauka X je uza csux tavara Ay, Ao, -+, Ay,
ki1ace M a ucnpen cBux tavaka Bi, Bs, -, By, - w1ace N, Tj. Tauka
X npunana nysxu [A,B,| 3a ceako n € N.

Horasxumo jom jemnmncrBenocTt. Heka je Y jom jemma Tauka koja
npumanga CBaKOj TAUKM HATOr Hu3a. lama Ou U cBaka Tauvyka Z OYKUA
XY npunapmansa CBakKoj Ay:KM IIOMEHYTOT HM3a, Tj. Ieaa ay:k XY Owu

npunagasa cBakoj mysku uusa [AgBo|, [A1B1], [A2B3], ..., mTo je mHemo-
ryhe. O
Hepuuaunuja 8.1.1. Hus ny:xu [AgBy], [A1B1], [A2Bs], ... Heke npase

p je Kanmopoe wus ako:

(i) cBaka my:x Tor Hm3a canpsku caenehy nyx,

(ii) He mocToju my:KKOja je cagp:KaHa y CBUM OYKAMA AaTOr HU3A
Y KA.

Teopema 8.1.4. He nocmoju dyac mama 00 ceare 0yxcu Kanmoposoz nu3za.

okas. Oznaunmo ca X jeOUHCTBEHY TAUKY KOja je Caap:kKaHa y CBUM
nysxuma Kanroposor musa nysu [A;Bi], [AsBs], ..., [ApBy], ... Heke
npase p. Tana je B(Ag, X, Bx), 3a cBako k € N. Moxkemo npermocra-
BUTU Oa Cy cBe Tauke Ay ca jemme a cBe Tauke Bj ca Opyre crpabe
rauke X. kakro je ApBrp = AxX UXBy u AxBr O Agy1Bri1 TO Tadka
Apyq mpunana nyskum Ax1 X a taura By mpunana myssm X By, Os-
HAYMMO Ca T TPOU3BOJLHY AY:KIpaBe p. Tama Ha MpaBoj p MOCTOje TAUKe

A u B rakse ma je tauka X cpemumre mysxu, AB = x, Ay, A = X n

By, B ~ X. Kana =a nysxu AX me Om Oumo Hu jemme om Tadaka Ag,
taga 6u 6uimo B(Ag, A, X) 3a cBako k € N, onakne caemu na 6u gy
AX mpumanaia cBuUM myskuMa KaHTOpOBOr Hu3a, mMTO je HeMoryhe, ma
Cy 3a IOBOJBHO BEJUWKO M cBe Tauke Ay, k > n, uamelhy rauara A u
X. Amajnormo, 3a IOBOJLHO BEJUKO 7. Cy CBe Tauke B, k > n, usmeby
rayaka X u B. To 3mauu ma 3a JOBOJLHO BeIUKO n Oysk AB canp:u
cBaky on ny:xu ApBr, k > n, onakne je A,B, < x. O

Uecro ce ymecro eneknunose akcuome y3umajy Apxumenos u Kan-
TOPOB CTAB KA0 aKCUOMe HempekumHocTu. Heka y3 mpBe Tpu rpyme
akcmoMa Bake ApxumenoB m RaHTOpOB cTasB.
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Ilokaz JlenexkmumoBe akcuome. C 003upoM Ha uumeHUIY na cy M
n N HempasHum ckymoBu, TO mocToje Tauke M; m Ni Koje mpumamajy
penom ckynosuma M u N. Osmauumo ca S cpemumre my:xu MiNj.
Kako je S Taura mpaBe p TO OHaA HmpuUNaa TAYHO jETHOM OJ CKYIOBa
M u N. Yronuko tauka S; nmpumana ckymy M, ozraummo je ca Mo,
a Tauky N; ca No, a ako S mpumaza ckyny N osHaumMo je ca No
a taury M; ca M,. Heka je cama Sy cpemumre ny:xu MoNo. Ilpu-
MEHOM I[OMEHYTOI MOCTYIKa O0MjamMo HU3 3aTBOpeHux aysku [MiNi],
[MaNs],. .. ,[MpNy],...on kojux cBaka canpsku caenehy u

1
M1 Ng1 = §Mka-

Iloka:kMMO [a He MOCTOjU Iy:K KOja je camp:KaHa y CBUM IY:KAMA
KOHCTPYUCAHOT HU3a ny:ku. Aro Om x Omia TakBa Oy:K, OHIA OU 3a
cBako k Baskmino x < MpNi. Mebytum no komcrpyrmuju je MpN, =
%%MlNl, ognakie je x < Zk%lMlNl, Tj. k=14 < MiNy, 3a cBako k € N,
mwro je y cynporaoctu ca Apxumenosum craBoM. [lakime, au3 [MiNi],
[MaNs],. .. ,[MyN,],...je Kanropos, na mocroju jemuacrBeHa Tauka X
KOja mpuUmama CBUM OY:KMMa MOMEHYTOT Hu3a. VI3 KOHCTPYKIMje HU3a
nyxu [MiNg], k € N, cnenn ma cy cBe tauke Husa {My}ren ca jenue
crpane tauke X, a cBe Tauke Hu3a { Ni}ren ca qpyre crpane tauke X .
Tauka X mpunana camo jemaom on ckymoBa M u N.

Axo je M # X npousBosbHa Tauka ckymna M Tama He MOske OUTU
B(My, X, M) jep 6u moctojana tauka ckyna N wumsmeby nsejy tauaka
ckyna M. Amnanormo, ako je N # X rtauka ckyma N Tajga He MOKe
outu B(N, X, Ni) jep 6u nocrojana tauka ckyna M koja je usmeby
N u X. Iarne, mocToju jemmHcTBeHa Tauka X KOja pa3aBaja Tadke
ckynosa M u N, 1j. 3a cBary tauky P € MN\{X} nu Q € NM\{X}
Baskm P < X < Q. O

8.2 CraBoBM 3a yrJjioBe aHAJIOTHU A pXmMeIa0BOM
u RanTopoBOoM cTaBy

CrasoBu anaJsiorau ApxummenoBoM m KaHTOpoBOM cTaBy MOry ce
MOKa3aTu U 3a yrioBe. Tako Ha mpuMep, TeopeMa aHayiorHa Apxume-
IOBOM CTaBYy MOKE Ce MCKa3aTu y ciaenehem obauky:

Teopema 8.2.1. (Apxumenos cras 3a yraose) Heka cy dpq u £rs dea
NPOUIBONLHA Yend Mama 00 30upa 084G NPaABa YzAa U HEKA Y PABHU Y2ad
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£pq nocmoju KOHAUaAH HU3 NOAYNPABUT P1, P2, -+, Pn (N = 1,2,--+) Koje
NOAG3E U3 MEMENA Yena £Pq, NPU “emy CY naposu yzao08a Appy u £pips,
Ap1pa u Apap3, -+, Pn—oPn—1 U £Pp_1Pn NAPOSU CYCEONHUL Y2A080 MAKEU
da cy ceu yenosu £pp1, £pip2, £paps -+ LPn—1Pn NOOYOaAPpHY 0GMOM Yeury
Ars a noaynpasa q npunada oHoM Yaay App, KoOju cadpxucu cee yeaaose
NOCMAMPAH02 HU3A.

Hloka3. Oszmaummvo ca O teme yraia £pg a ca P u (Q Taure penom
nosnynpasux p u ¢ (Cuuka 8.1). Heka je p; momympasa ca oHe cTpane
MOJIyTIpaBe p ca Koje je Kpak ¢, Tako ma je 4pp1 = 4rs. 3a yraose £ppi
u £pq Ba;ku TAYHO jemua ox moryhuoctu £App1 > £pq, £pp1 = £pq nan
App1 < Apq. Axo je Lpp1 > £pq nau £pp1 = £pg MOKEMO CMaTpaTU Ia

Cuaura 8.1.

je IOoKa3 3aBpIIEH.

Heka je {pp1 < 4{pq u yrao £pips cyceman yriy £pp; Takas na je
Apips = App1. Axo je Adpps > 2R oHpma je y meMy camp:kaH yrao £pq.
Heka je 4pps < 2R, rae cmo ca R o3HAUMIM IpaB yrao.

Tana 3a yraose Apps u £pq BaykyM TAYHO jemHa OO MOr'yhHOCTH
Apps > Lpq, £pps = Lpq nau Apps < Apq. Axo je Appy > Apq nau
Apps = Apg noka3 je 3apmeH. Ako je Appy < 4Apq, omma je Apps
canp:kan y yray £pq. Heka je Ttama £pops cyceman yray £pips npu
ueMy je £pop3 = Ap1ps. Hacrasmajyhn nocrymak mobujaMo HU3 yriaoBa
App1, £pip2, £paps, -+ TOLYyHAPHUX HATOM YTy £7S, IPU UYeMy Cy yI-
gosu £pp1, £pps, £pps, --- camgp:aHu y yriay £pq.

Ioka:xuMo ma je 3a MOBOJLHO BEJIMKO N yrao £Apg CAIpP:KAH y YLy
Appn, He nokmanajyhu ce ¢ muM.
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IIpermocraBumo cynporHO, Tj. ma cy cBu yraosu Lpprp k=1,2,---
canp:kanu 'y yriy 4pq. Tama cy cBe moaynpase pr y yriy £pg ma Cery
nysx PQ. Osmauumo Kpak p ca pg, a npecek nysxu PQ) u moaynpase py ca

Py, k=0,1,2,---. Tana Basxu pacuopen tavaxa B(FPy, P1, Py, P3,- -+, Py).
Ioxazahemo na cy nyxu PpPri1 k=0,1,2,--- cBe Behe ox on u3BecHe
Y 5KU.

3a gBe nyxu OPF;, u OP;,; Ha OCHOBY TPUXOTOMUje jeIHAKOCTH,
Baskm TauHo jemua on moryunoctu: OPy, = OPyyq, OP; < OPyy1 nnm
OP;, > OPy11. Axo je OPy, = OPyy1, ouma Tauky Ppi1 03HAYMMO
ca Qr. Axro je OP;, < OPyy1 onma moctoju Taura () HA MOIYIPABO]
OPy41 TaxBa na je B(O,Qg, Pyi1) n OQr = OPy. Y tpoyray AOP;, Py
je LOPy1 Py, < LOPyPyryq ma je OP;, < OPyyq1. To 3maum ma yrao
£OPy 1P, mopa outu omrap. Tpoyrao AOPyQy je jenHaKOKpaku ma
Cy My YIJIOBM Ha OocHOBuUIM jemHaku u omrpu. Jlaxae, yrao £OQPy
je omrap a wmemy HamopemaH yrao £ P,QrPry1 je Tyn. To 3mauwm ma
je yrao £OPy11P; omrap, na je LOPy1P, < APyQrpPry1. IHarie,
y tpoyray AP,QrPri1 je PrQr < PpPri1. Amnamorso ce pasmarpa
cayuaj OP;, > OPyy1. Tana taury () 6mupamo Ha nomymnpaBoj OPFj
tako ma je B(O,Qk, Py) u OPyi1 = OQg. Y oBoMm cayuajy ce mobuja
na je Pyi1Qr < PyPyy1. Heka je k kpyr ca cpemumrem y taukn O u

Cuura 8.2.
MOJYIPEUYHUKOM MamuM on cBux ayxu OPg, k= 1,2,--- n—1. O3-
HaumMo ca Ry Tauky y kojoj kpyr k ceue my:x OP,, k=1,2,--- ,n—1.

Horaxxumo na je tama RipRpy1 < PpPry1 (Coura 8.2). Y tpoyriay
AOP;Ry41 yrao £P; R 1Qy je cnomammu vHecycenuau yray £OPp Ry
ma je £PyRi11Qr > LOPyRy.1. Cama je y tpoyraosuma APy Ry Ry
n ARk 1QrP; crpanuna PpRp1 3ajemumuka, 3atuMm PpRp = QpRii1
u KRkPkRk+1 < KPkRk+1Qk ma je RkRk+1 < P.Qir. FKako je jom



8.3. Ilocmemune akcrmoMa HEIPEKUIHOCTHU 231

PQr < PyPyy1, 10 je RpRpy1 < PpPry1. Uy ocranuMm caydajeBuMa ce
OJa3u OO UCTOr 3aKJbYUKA.

C mpyre crpane, cBe nyxu RpRpi1, k = 0,1,2,--- cy mebhycobom
monymapHe, ma MoskeMo mucatu ma je PyPry1 > RoR;. C o63upom Ha
to na Baxku B(P, Py, Py, Ps,--- | P) 6uhe

PP+ PP+ -+ P, 1P, = PFg.

C 063upoM Ha TO Ha je cBaku cabupak y TIPETXOMHO] jeTHAKOCTU MAaHU
on RyR; nmamo PP, < kRyR1, k = 1,2,---, a TO je y CYIPOTHOCTH
ca Teopemom 8.1.1. [lakye, mpeTmocTaBka na Cy CBU yIJIOBU £ Ppi
camp:KaHU y yriay £pq MOBOOA OO KOHTpamukiuje. 1o 3HAUM Oa mMOC-
TOju HEKM OpOj k TakaB ma ce MOJympaBa pj MOKJIAMNA Ca KPAKOM ¢ WU
MaK [Oa je Kpak ¢ CaapskaH y yriay £ppg.  TOPBOM CIyYajy MUNIEMO
n — 1 ymecto k, a y apyrom n ymecto k. Ilaksie, momympaBa p,—1 je
caIpskaHa y yriy £Apq WU ce TOKJAIla ca (¢, a P, jé M3BAH TOT yTrJa.
To 3mauwm ma yrao £pp, KOju CaIP:KU MOJYNpPaBe pi, 1A CAMUM TUM U
yraose pippk+1, kK = 1,2,---,n — 1, caap:xku m noxynpasy ¢q. Tume je
TeopeMa JOKAa3aHA. O

Teopema 8.2.2. (Kautopos cras 3a yruose) Heka je

Apiqi, 4£p2qe, 4£p3qs, -

OECKOHAUAH HU3 Y2A08a, MABUT 00 30UPG 084 NPABA Y20, PAEBHU (., CG 30-
jeonuurum memenom O, npu wemy c8axy, 00 MUT Y2a08a cadpxHcy caedehu
U HE MOCTMOJU Y2a0 KOju je cadpaucar Y c8uM yzao8uma damoz Husza. Tada
Y Pasru o NOCMOJU JeOURCMEERA NOAYNPABA T Ca Novemrom Yy maury O
K0ja npunada ceuM Yai08uma 0aMmoz Hu3a.

Iloka3 oBe TeopeMe, Kao 1 GopMyIanUjy Teopeme 3a yrIoBe, aHa-
sorue IleneKUHOIOBOj aKCMOMU, U HEH MOKA3 MPEIyNITAMO YUTAOILY.

8.3 Ilocaemune akcmomMa HEIIPEKUITHOCTU

Muore TeopeMe KoOje Cy HaW3rJIend OYUTJEeIHE HE MOTY Ce JOKA3aTU
6e3 mpumene akcmoma Henperunmaoctu. Cana hemo HaBecTH HEKOIUKO
mpuMepa TaKBUX TEOPEMA.

Teopema 8.3.1. Axo je dam kpyz k(O,r) u mawka P ynymap xpyea k maoda
npoussonna npasal Yy pashu kpyza k xoja cadpacu mavwky P uma ca xpyzom
k dese zajednuvke mauke.
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Iloxka3. Mory mactynutu gBa ciaydaja:
(i) Ipasa | canpsxu cpemumre O kKpyra k,
(ii) [Ipasa [ me cangpsku cpenumre O kpyra k.

(i) Hera Turka O npunana npasoj [. Tama mocrtoje tauke X u Y Ha
npaBoj | ca pasnux crpana tauke O TaksBe na je OX Zr u OY Zr, na
npasa [ uma ca kpyrom k(O,r) nBe 3ajenauuke tauke X u Y.

Ciuka 8.3.

(ii) Hera cagma tauka O me npunana unpasoj | (Cnmka 8.3). Os-
HaunMmo ca Ay mommo:kje HopMmasie m3 tauke O Ha mpasoj [. Tana he
outu OAg < OP. Kako je Ttauka P ymyrtap kpyra k 6uhe OP < r,
te je u OAy < r. Ompemumo Ha mpaBoj | ca OUIO KOje CTpaHe Tauke
Ay Taury By TakBy ma je AgBg = r. ¥Y mpasoyrsiom tpoyray AOAgBy
xunoreny3a OBy je Beha oxm rarere AgBy na je OBy > r, Tj. Taura
By je Bau kpyra k. Heka je Cy cpemumire nysxu AgBy. ¥ ToMm cayuajy
3a Taury Cp mory mactymutu Tpu moryhuoctu: OCy = r, OCy < r um
OCy > r.

Axro je OCy = r mBpbeme cuemu memocpenuo. Axo je taura ()
yuyTap kpyra k ozmaummo ca A; taury Cy a ca By taury By. Ako je
Cy usBan Kpyra k osmaumMo A; taury Ag a ca Bj taury Cy. Y oba
cayuaja je je OA; < r mw OB; > r, nyxx A1 B je jemHaka TONOBUHU
nysxku AgBy u camp:kana je y ®0j. Osmaummo ca C] cpemumTe y:KU
A1B;. 3a raury C7 mmamo caenehe moryhuocru: OCy Zr, OCy < r
wiu OC7 > r. Axo je OCy 2 r, ouna je (| mpeceuna Tavka mnpase | u
kpyra k. Axko je OCy > r oBenexxkumo ca Ag taury A; a ca Bo Tauky
C1, a ako je OCy < r onma o3Haummo ca As taury C a ca Bs Taukry Bj.
Y oba cayuaja je OAs < r, OBy > r, nyx AyBs jennaka je mOJIOBUHU
nysxku A1 B1 m cagpikaHa je y mo)j.
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Hacrasmajyhu Taj moctymak mocae n kopaka mobujaMo ma je
1
OA, < T, OB, > r, A, B, = 27A()B[), [Aan] C [An—an—l]-

IMpema Tome, mobunm cMO HU3 3aTBOpeHUX nyxku |[A,B,| 3a koju
BAYKI:

(i) cBaka my:x TOr Hu3a caap:ku ciaexehy,

(ii) He moOCTOjU Iy cagp:KaHa y CBAM IysKMMa TOT HU3A.

3aucTa, jep ako Om TWOCTOjasia TakBa Iy d KOja OM mpumamgasa
CBUM IOy:KMMa TOT HM3a OYKU, Tama OpPoj n MOKEMO M3abpaTu TAaKO aa
nyx [A,By,] 6yne mama ox 6uiI0 KOje yHAIpen 3ajare My:KWU, 0a U O
nysxu d, ma ou Beha my:x d Ouna cagp:kana y Mamo] ay:u A,B,, mro
je memoryhe.

Ilakme, 3aM0BOJBEHU CY CBU yCJIOBU KaHTOpOBOr cTaBa 3a my:KU TIa
MIOCTOjU jeaMHCTBEHA Tauka X KOja IPUMALa CBUAM Iy:KUMa TOT HU3A
mysxu. okaykmmo ma Tauka X mpumanga Kpyry k, Tj. Oa je jemHa on
npecevyHux Tadaka nupase | u kpyra k. JloBo/mHO je ma mOKaskeMo naa
je OX =2 r. 3a ayxu OX um r Basku TayHo jemHa on ciaenehe Tpu
MmoryhuocTu:

(i) OX < r, (ii) OX > r u (iii) OX = r.

(i) Herka je OX < r. Tama mocroju HeKa Iy:K € TakBa Aa je
OX =r—e. U3 tpoyrna AOX B, nmamo OB,, < OX + XB,,. Tauka X
npunana nyxu [A,By,|, na je XB, < A,B,. Bpoj n moxemo nzabparu
IOBOJLHO BeJMKU Ja 0y [A,B,] 6yne Mama on OUio Koje yHaIpen 3a-
nare ny:xu €. Tama je XB, < € ma je OB, < r —e¢+¢ =r. Iaxkue,
nobuam cMO Oa Tauka B, mpunama yHyTPaIIBOCTH KPYyra IITO Mpe-
cTaBspa KOHTpaaukuujy. [Ipema Tome uHuje OX < r.

(ii) Amasoruo ce mokasyje na muje OX > r.

(iii) 3uaum, mopa 6Gutu OX = r, tj. rauka X npunana Kpyry k.

3a Tauky Y mpaBe | cumerpuuny Tavyku X y OTHOCY Ha Tauky Ag
Hemocpenno ce nobuja ma mpunana kpyry k. Ilakme, mpaBa | u Kpyr
k mvmajy mBe 3ajemumuke tauke X um Y. Huje rmemro 3akmyumty ma
OCUM OBUX ABEjy Tavaka Kpyr k u mpaBa | HEMA]y APYTUX 3ajeTHUIKUX
Tavaka. g

Hamomenumo na mokas oBe Teopeme Huje moryhe m3Bectu 6e€3 ymoT-
pebe akcroMa HENpPEKUIHOCTH.

Teopema 8.3.2. Axo dea xpyea k u k' npunadajy jeonoj pasru u axo jedan
00 ma 0sa xpyza, unp. k' cadpxcu nexy mauky A xoja ce wanazu ynymap
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kpyea k u nexy mauwky B ean wpyza k, mada xpyeoeu k u k' umajy dee
3ajednuYKe mavxe.

Ciuura 8.4.

IHoxa3. Heka cy O u O’ (Cauka 8.4) cpenumra a r u v’ mogynpednunu
penom kpyrosa k u k. O3maunMmo ca s MeaujaTpuUCy jeIHOT O yTJIOBa
£AO'B. Tlonynpasa s uma ca Kpyrom k' jemHy 3ajeHUUKY TadKy, O3-
maunmo je ca C. Ilpu Ttome je nam OC = r uau OC < r uau OC > r.
Axo je OC = r tana je tauka C jemHa 3ajeIHUUYKA Tadyka KPyrosa k u
kE'. Axo je OC < r obenexumo ca Ay tauky C a ca By tauky B. Ako
je mark OC > r obemesxkumo ca A; tauky A a ca By tauky C. Y o0b6a
cayudaja je OA; <r, OB; >r u £A10'B; = %A{AO’B.

Koncrpyumumo memnujatpucy yraa £ A10’' By u ozmaunmo ca C] 3a-
jemHuuKy Tauky memujarpuce s1 u kpyra k’'. 3a tauky C] moctoje Tpu
moryhuoctu: OCT 2 r, OC) < r unu OCy > r. Aro je OC| = r Ttana je
tauka C] 3ajeqEnuka Tadka kpyrosa k u k. Axko je OCy < r o3HauuMo
ca As rauxy Cq a ca By Tauky Bi, a ako je mak OCt > r oHIa 03HAYMMO
ca As taury A; a ca By tauky C;. Tana je y oba ciayuaja OAs < 7,
OBy >rmnu KAQO/BQ = Q%KAO,B

Hacrasmajyhu Taj mocrynak mobujamo tauke A, u B, Takse mna je
OA, <r, OB, >r u £A,0'B,, = 5-£AO0'B. Ha Taj naunu je nobujen

HEOI'DaHMYECH HM3 3aTBOPEHUX YTIJIOBa
[LAO'B], [£{A10'Bi], [£A20'B),

KOju 3am0BoJbaBajy ciaenehe yciose:
(i) cBakm yrao u3 Tor Huza canp:xku cienehn,
(ii) He mOCTOjU yrao caap:KaH y CBUM yIJIOBUMAa TOT HU3A.
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Tana, npema KaaTopoBoM cTaBy 3a yrioBe Cienu Aa MOCTOJU jeIH-
CTBEHa TOJyTIpaBa §' caap:kaHa y CBUM yTrJoBuMa TOr Hu3a. O3HaUMMO
ca X Taury Te mosynpase TakBy ma je O'X =1’ omHOCHO Tauky y KOjOj
nosiynpasa s cede kpyr k'. Ilokamumo ma Tauka X Ipumaza U KPyTry
k. Y ToMm ciaydajy 3a Tauyky X MOTY HACTYIUTU TPU MOIYyHOCTH:

(i) OX ~r, (i) OX < r wm (i) OX > r.

(i) Hera je OX < r. Y TOM ciyuajy HOCTOJU HEKA IyKE TaKBa
na je OX =r —e. ¥Y tpoyrny AOXB, je OB, < OX + XB,. Bpoj
n MoskeMo m3abpaTtu Tako na teruBa A,B, Oyme mama on GOm0 Koje
yHampen 3amare Oy:ku €. Kako je Tauka X yHyTpallikha TadKa, Y:KU
Ay, By] T0 je XB, < A,B, na je XB, <e¢e. Ilpema Tome numamo na je
OB, <r—¢+¢ =r, na je B, yayrpamsma tayka kpyra k mTo je y

KOHTPAIUKIN]U Ca KOHCTPYKIMjOM Hu3a Tadaka By, By, Be, ... llarie
Huje OX < r.

(i) Ha mormyno uctm maums u npernocrasgka OX > r moBomu 1o
KOHT DA IUKIA]E.

(iii) IIpema Tome mopa 6utu OX = r, Tj. Tauka X npumaga Kpyry
k.

Pasmarpamem apyror yraa £AQO'B aHaJOTHUM TOCTYIKOM HOOU-
jamo npyry mpeceuny tauky Y kpyrosa k u k' g

Teopema 8.3.3. Axo je y pasnu dam xpye k(O,r) u mawka P ean moz
xpyea, mada kpo3 mauxy P nocmoje dse u camo dae npase xoje 000upyjy
kpye k(O,r).

Cuauxra 8.5.

Joka3. Tauka P je Bau kpyra k(O,r) na je OP > r. Crora Ha momy-
npasoj OP mnocroju tauka ) (Cnuka 8.5) taksa ma je OQ = r. Tauka
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Q@ mpumana kpyry k. Heka je ¢ mpasa ynpasua wa npaBy OP y Taukn
Q. Heka je k' kpyr ca cpemumrem y Ttauku O u nomxynpeunukom OP.
Kako je OQ < OP Tauka Q he 6utu ynyrap kpyra k'. Ilpasa ¢ canpsn
yHyTpammy Tauky Q kpyra k' Te mpasa q u kpyr k' umajy mase 3ajen-
auuke tauke M u N. Ilonynpase OM u ON ceky kpyr k(O,r) y nsema
raukama A u B. Karko cy A u P nBe pasue Taure one onpebhyjy Tauno
jemuy npaBy a. Cauuno tauke B u P onpebyjy Tauno jemny mpasy b.
Iorazahemo na nmpase a u b umajy ca kpyrom k camo mo jemHy 3ajen-
HUYKY Tauky. /loBosHO je ma ycramoBumo na je LOAP = L{OBP = R.
Kako je AOAP =2 AOQM u £0QM upas ouhe LOAP upas. Onparie
clenu na je mpaBa a TAHreHTa Kpyra k. AHaJIOrHO ce MOKa3yje na je u
npaBa b TamnrenTa kpyra k y tauku B. [Ipema Tome mocroje mBe mpase
Koje canp:ke Tauky P u momupyjy kpyr k(O,r). Ila ocum oBuUX OBEjy
NpaBUX HEMa APYTUX TAHTEHTW Kpo3 Tauky P Ha Kpyr k moka3syje ce
UHANPEKTHUM IIYTEM. g

MoskeMO TPUMETUTH O3 OBaj CTaB MMa YOIIITEHe y IpocTopy S°
y rome kpyry k(O,r) omrosapa cdepa S(O,r), tauku P mpasa p a
npasama a u b pasau o u f.

8.4 Mepeme my:Ku

Y amcoxyTHOj TeoMeTpuju MOryhe je pa3BUTU MPOIEC MEPEH A IYKA
u yraoBa. MebyrtuMm Mmepeme mOBpIM U 3ampeMuHa Huje Moryhe ¢ 00-
3UPOM Ha OACYCTBO IOjMa MapajieJIHOCTU, OJHOCHO oAroBapajyhe ak-
CUOME.

Hepunnnmja 8.4.1. Cucmemom mepenwa 0yxcy HA3UBAMO (YHRIU]Y L
KOja CBAKO] Iy’KM a KOpecmoHaupa peasaH 6poj L(a) Tako na Basku:
(1) 3a cBaky nyx a je L(a) > 0, (Yciaos mHeHeraTuBHOCTN])

(2) ITocroju mysx ap Taxsa ga je L(ag) =1 (Ycaos HopMupanocTn)

(3) Ako je a =2 b rana je L(a) = L(b) (Ycnos uasapujanTHOCTH)

(4) Axo je a+b=c rana je L(a)+ L(b) = L(c). (Ycnos agurusnoCTH).
Bpoj L(a) xoju je y cucremy L Mepema Ny:KU KOPECIOHAUPAH Ly:KU (4
HA3UBAMO MEPOM WJIU IY:KUHOM Hy:KU a y cucteMy mepema L. Ily:kag
3a kojy je L(ag) = 1 HA3UBAMO jeqUHUYHOM Iy:KU y CUCTEMY Mepema L.

HaBenena nepmHuMMja nmpencraB/ba aKCUOMATCKY AePUHUI]Y Me-
pema IyKu.
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Teopema 8.4.1. Heka je L cucmem mepewa dyacu. Tada je dymwryuja L
cucmem Mepena 0yacu aKko u camo axo nocmoju 6poj k € R, maxase da
samcu L' = kL.

Teopema 8.4.2. YV cucmemy L mepemwa dyxcu 3a caaxe dse 0yxmcu a u b
saxmcu:

(a) L(a) < L(b) & a <D,

(6) L(a) =L(b) = a =D,

(m) L(a—b) =L(a) — L(b) 3a a>Db.

Joka3. (a) Heka je a < b u mera je O moueTHa Tadyka MOJyIpaBe
p. Osmauumo ca A u B tauke moaymnpase p TakBe na je OA = a u
OB = b. Tana je B(O,A,B), tj. OB = OA + AB. OpnaBune npema
ycnoBy (4) u3 nedpurunuje cnenn L(OB) = L(OA) + L(AB). To 3naun
na je LIOA) < L(OB), 1j. L(a) = L(b).

O6GpatHo, ako je L(a) = L(b), Tana Ha TOIYIPaABO] P Ca IOYETKOM y
rauku O nocroje tauke A u B takse na je OA = a, OB =2 bu B(0, A, B),
omariie caenu na je OA < OB, 1j. a <b.

(6) Heka je L(a) = L(b) n a # b. Tana je npema HOKA3aHOM HEJy IOX
(a) L(a) # L(b), mTo je memoryhe.

(z) Ha mosmynpasoj p ca moderkoMm y tauku O yoummo tauke A u B
takBe na je OA = a u OB = b. C o63upoMm Ha TO ma je a > b Baxku
B(O,B,A), 1j. OA = OB + BA. OpaBne ciemu Ha OCHOBY YCJIOBa
anurusaoctu L(OA) = L(OB)+ L(BA), tj. L(a) = L(b)+ L(a—D), unme
je moka3 3aBpIIeH. O

Teopema 8.4.3. Axo je ag 6uno xoja dyxc, mada nocmoju jedar U Camo
jedan cucmem Ly mepemwa 0yxcu maxas 0a je Lo(ag) = 1.

Iloka3. Hera cy ma wm3BecHoj mpaBoj | 3amare ae nysru ag = AgBy
u a = AB, npu uemy je nyx AB < AgBy. IlyxAoBg nomemmvo ma 2F
nonynapaux ay:ku. Hera je ApBj Ouno koja om mux. Ha mpasoj [
KOHCTPYUIINMO CHUCTEM TadyaKa TAKBUX O3 CBaKe MBE y3aCTOIHE TAUKE
Tor cucreMma oapebyjynysxkmonymapuy ca my:xsu ApBp 1 ma came Tauke
Ay, By mpumanajy Ttom cuctemy. JacHo je ma Tauke Ag u By kao u
cBe meobene tauke ay:xu AgBy npunaznajy Tom cucremy. Carsacumo ce
na qoOujeHu CUCTeM Tadyaka HA30BEeMO k-TOM IpaaAMjaIldjoM WM T'Paau-
jamujoMm pamra ky ommocy Ha ay:x AgBy u Ty rpamujanujy obGerexkuMo ca
Ni. I'pamujanmujom N pasioxkeHa je mpaBa | HA HEOTPAHUYEHO MHOTO
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nysxu nomymapaux ca ApBp. Ob6enexumo ca ny yKymaH Opoj oy:EHU
rpamujanuje Nj kKoje nmpunanajy nyxu AB a ca nj, ykynal 6poj mysku
rpamujamuje Nj koje ca ny:xku AB wmMmajy 3ajeTHUYKUX YHYTPAIIHUX
tavaka. Ako 6pojy k majemo pemom Bpemnoctu 0,1,2,... nobujamo nsa
Hu3a 6pojesa

ny ng2 N3

no, ?, ?’ ?’ (81)
!/ / /
T Ny Ny

no, ?, ?7 ?7 (82)

[pu Tome je npy1 > 20y, u ny < 20 ma je

n n2 n3
e 2
2 — 22— 23
/ / /
L L AN ]
ng > — > — —
0= 9 = 922= 93
ITpema Tome mHu3 (6.1) je mHeomamajyhm a mus (6.2) me pacryhu.
Ocnm Tora us ny, < n) ciaenu

> > ...

!/
7<7<’)’L0 1 27]6227k§n0,
na je au3 (6.1) orpanuuen ca ropme a Hu3 (6.2) ca gome cTpane, Te
oba HuM3a KOHBeprupajy xam k — +0o.
Hexka je

C o63upom Ha TO ma je nj —ny < 2 6uhe

/ !/
n, —mn 2 n, —n
k k . . k k
T a je lim —=—— =0
ok =k PRI T ok
n npema Tome n = n'. CarsacuMo ce 1a 3aje THUYKY TPAHUYHY BPEIHOCT
HuzoBa (6.1) u (6.2) obenesxxumo ca L(a). Y Tom cayuajy je
ng n,
Lo(a) = lim —r = lim —,’j =n.
k—+4o0o 2 k—+4o0o 2
Ha taj mauwmn cBakoj my:km a KoOja mpumanga mpaBoj | KOpecrmoHIu-
pau je ussectran 6poj Lo(a) ompeben y ommocy ma nyx ag. Moske ce
Jako mokaszaTy ma (yHrmuja Ly TpencTaB/ba CUCTEM Mepema YK,



8.5. Mepeme yraosa 239

Tj. ma ¢pyHEIUja Lo KOHCTPYUCAHA HA OBaj HAUWH 3310BOJHABA YCIOBE
aKCHMOMATCKe Ne(UHUIje Mepema IyKU. O

Ha OCHOBY M3JIOECHOT MOKEMO YCTAHOBUTH Ia je mpocTop S3 mer-
puurku. Mepy ay:ku AB 30Bemo pacmojamem uameby tavaka A u B.
AKO joIm mpeTmocTaBuUMO Ha je Mepa HyJa AY:KU jeqHaka HyJIu, OHIa Y
aICOJyTHOM MPOCTOPY mMaMO MeTpuky. O3HaumMo ca

dr(A, B)

pacrojame usmeby rauaka A u B. Tana Baxu
(i) dz(A,B) =0 ako u camo ako ce tauyke A u B mokiamnajy,
(i) de(A, B) = d(B, A),
(i) de(A, B) +de(B,C) > de(A, C).
Henocpenuo ce yrBpbhyje na cBe Tpu ocobuHE METPUKE BaKe.
Tarobe uuje Temko mora3aTu ma Baske ciaeneha Ttepbhema

Teopema 8.4.4. 3a mpu dame mawke A, B u C je B(A, B,C) axo u camo
axo cy A, B u C mpu pasnwe mauxe maxee da je

de(A,B) 4+ de(B,C) =de(A,C).

Teopema 8.4.5. 3a wemupu mauxe A, B, C u D je (A,B) = (C,D) axo
u camo axo je dp(A,B) =ds(C, D).

8.5 Mepeme yriona

Y amncosyTHO] I'eOMETPHjU IOTIYHO AHAJOTHO IOjMY MEpPEe Iy KU
YBOIM C€ T0jaM Mepe yIrJoBa.

Hebuaumuja 8.5.1. Cucmemom mepewa yeaosa HazuBamo (yHKIUjy L
KOja CBAKOM yTJIy (v KOpecmoHmupa peasan 0poj L(a) Tako na Basku:
(1) 3a cBaku yrao a je L(a) > 0, (Ycaos memeraTusHOCTH])

(2) ocroju yrao o takas na je L(ag) =1 (Ycnos mopMupanocTn)

(3) Aro je a = Tana je L(a) = L(B) (Ycnos nasapujantHOCTH)

(4) Axo je a+ 3 =+ tana je L(a) + L(B) = L(7). (Ycaos amuTusHOCTR).
Bpoj L(«) koju je y cucremy L Mepema Ly:KU KOPECIOHIUPAH YTy
HA3MBAMO MEPOM WJIM BEJIUUYNHOM yTJila (v y CUCTeMy Mepema L. YTao ag
3a koju je L(ap) = 1 HA3UBAMO je IMHUYHUM YTJIOM y CUCTEMY Mepema L.
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HaBenena nepmHuMnuUja mpencraBiba aKCMOMATCKY AePUHUIN]Y Me-
pema yriioBa.

Teopema 8.5.1. Hexa je L cucmem mepewa yzaosa. Tada je dynryuja L
cucmem Mepema Yza08a ako U camo axo nocmoju 6poj k € R, maxas da
samcu L = kL.

Teopema 8.5.2. V cucmemy L mepemwa yzao6a 3a ceaxe 086 yera o u 3
8aNCU:

(a) L) < L(B) & a < b,
(b) L(ex ) L(B) = a=p,
(¢) L{a—=pB) = L(a ) L(B) saa>p.

On cBux cucreMa Mepema yIIoBa yIJVIOBa 3a HAC je HAjUHTEPECAHT-

HUjU OHAj KOjU IPaBOM yIuIy moxesyje 6poj m/2. Takras cucrem Mepema
yIJI0Ba HA3MBaAMO UT IPUPOITHUM CHUCTEMOM Mepema yIJVIOBA.

o canma mM3I0KeHe YeTHUPHU I'DyIe aKCUOMa Y IEJIVHU YUHE CUCTEM
axkcroMma arcoiyTHe reomerpuje. Jlame pa3rpaHaBame reoMerpuje Ha
Eyrnuncky m xumep0boanuKky KOjy HasmBaMo reomerpujoM JlobadeBckor
BPIINMO yBObhemeM akcroMe mapajieIHOCTH. Y MOIVIEAY CIEeNU(OUUHOCTU
aIlCOJIyTHA TeOMEeTPHja je OKapaKTepUCaHa BE3aHOMINY TPaHCIallrje 3a
Oa3ucHy OpaBy, OOHOCHO OACYCTBOM MOTYNHOCTU Mepema MOBPIIUHE U
3ampeMuHe KOja W3 TOra MPOUCTUYE, MOK Ne OBU IIOjMOBU OUTH da/be
pa3BUjaHU MOjeqMHAYHO HAKOH yBODema akcuome mapaJesHoctu. [lpwm
TOME CBE TeopeMe M3BeIeHE Yy alCOJYTHOj TeOMEeTPHUjU KaO IMOCJIIEIUIa
caMO YeTHpU Tpylie akcuoMma OumBajy odyBaHe u y Eyraumackoj reo-
MeTpuju u y reomerpuju JlobaueBcKOr, OMHOCHO AOUYH€HE jaunuM TBP-
bemuma KoOja mpoOMCTHUYY Kao MOCJHEAUNA yBODhEma akCuoMe mapasel-
HOCTHU.



Jleo 9

ExBuBasienTu neror EykiammoBor

IIOCTYyJIaTa

Eyknuncka reomerpuja (HazBaHa MO CTAPOTPYKOM MaTeMATAUADY
Eykauny) cnana meby majcrapuje mossare obiacTu mMareMaTure. Y
ceojuMm Enementuma, Eykaun 3anounime ca orpaHndeHuM 6pojeM mpeT-
nocraBku (23 medpuHMIUje, 5 OCHOBHUX IIOjMOBA U 5 IOCTYJaTa) U TEKU
Ka TOME Ja NOKasKke cBe ocrtaje pesyiarare (mpomnosuruje). Hajupob-
JIEMaTUYHU]U, aJIM 3aTO M HAJIO3HATUjU OJ IOCTyJIaTa, OOMYHO ce Ha-
3uBa Fykaudos nemu nocmyaam, WIN jeTHOCTABHO aKCUOMA NGPGACA-
HOCMU, ¥ OH Y EyraInnoBoj opurnHaianoj GopMyIanyju riacu:

U 0a Fe ce, axo jeona npasa y npecexy ca Opyzum dsema obpasyje ca
ucme cmpare 08a YHYMPAWHa y2aa wuju je 30up manu 00 08a NPasa yzaa,
me dee npase, beckpajro npodyxcene, cehiu u Mo ca cmpane ca Koje cy 08u
Y2n08u Mawl 00 084 NPA8a Yzaa.

Ocranu mocTynaTu Cy jeAHOCTABHU W KPATKU, PEIUMO MPBU IJIACH:
Za ce monce nosyhu 00 ceakxe mavke Ka c8aKoj 0pYyz0j MAUKU NPQEG AU-
nuja. OmoMax je MocTalio CyMEMBO M8 JIM IMETH IMOCTYJIAT MOKE OICTaTH
Ha OBaj HAUYWH U A4 JU C€ OH MOKE NOKA3ATU U3 APYTUX IMOCTYyJaTa U
axKcroMma, yuMe Ou ce cBeo Ha TeopeMy. Buime ox nBaneceT BEKOBa CY
Tpajajy TU TMOKYIIAju JOKA3WBaMa METOT MOCTYyJaTa KOjU Cy Ha Kpajy
JOBEJIU IO MOCTaBJ/hbala OCHOBA 3a HEKe Apyradvnje reoMeTpUje.

Muoru cy aHTUYKM MATEMATHYAPU MOKYIIAJU NOKA3ATU 14 je MeTh
IOCTyJIaT, y cTBapm TeopeMma. Heku cy uvak nucanum nokaze. Jlanac
3gamo na je IIpoksno,! y cBojum KomerTapuma EneMenara, KpUTHKOBAO

Mporno (411- 485), rpukm Gpuro306.

241
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[Ironemeja? 360r 360r MOrpemHOr OKa3a METOT MOCTYJIATA U JA0 CBOJ
IOKa3, Koju je Tarkobhe morperras.

Ipyru maTtemarnyapu KacHUje Cy u3Beau TBphema Koju Ccy eKBuBa-
JICHTH OBOM IIOCTYJATY, aju MMajy jemHoctaBHujy ¢popmy. Mebhyrtum
y O0miao kojoj hopMu MOKa3ajo ce na je oBaj EyKIumoB meTu mOCTY-
JIaT MHOTO CJOKEHUjU ON HErOBUX OCTAJMX MOCTyiaara, MeDy Kojuma
ce HAJA3W HA mpuMep u noctynaaT: Kpos buao xoje dee mauke moxce ce
nosyhu npasa aunuja.

Ilozuatu maTtemaTuuap XVII Beka Bamuc je 1663. romnune monynuo
JOKa3 MeTOr MOCTYJIAaTa KOju je 610 3aCHOBAH HA TPUBUIHO OUUTIIE THOM
TBphemy Oa MOCToje CIAMYHU TPOYIJIOBU Tj. Oa CE€ 3a CBAKU TPOYTAO
MOK€e KOHCTpycaTu mbeMy ciandaH Tpoyrao. Ilokasaso ce na je tBpheme
0 MOCTOjamy CIAWYHUX TPOYIJVIOBA €KBUBAJIEHTHO METOM IIOCTYJIATY.

Wranujarnckn maremarmuap ['mporamo Cakepu je 1697. romune
MOKYIIao MOKA3aTU MeTU MOCTYJIAT moja3denu on CynpoTHE IPETIOCTABKE
u Tpaskehu HauwH na nobe mo kourpanukinuje. OH ycoyT nokalyje sehu
Opoj TeopeMa jemHe MOTIYHO HOBE T€OMETPHje, &l YIPABO 33 TO TBPAU
na je 0ECMUCIEHO WM U3 TOTa M3BOAY 3aKJbyYaK O KOHTPAIUKIWjU.

Joxam Xajupux JlamGepr® je Takobe momao om cympoTHe mpert-
IIOCTaBKE M CJIEIUO TOK 3aKJ/bYyYaKa, TAKO NOOUBIIM HU3 TEOPEMa HEEYK-
JUACKEe reoMerpuje, MehyTuM HUje HU Y je JHOM MOMEHTY TBPAMUO 13 je
CTUra0 M0 KOHTPAIUKI]E.

Jleskannp je takobhe nyro Bpemena mocBeTtuo meroM nocryaary. Jlo-
Ka3a0 je Ma je eKBMBAJIEHTAH MCKA3 MeTOM MOoCTyaaTy u ciaenehu: Jbup
y2n08a Y mpoyzay jeonax je sdupy dsa npasa yzaa. OH je octapuo ” nokas”
MEeTOT MOCTYyJIaTa KOju ce 0a3upa Ha TBPABU 0a ce KPo3 Mayky yHymap
yeaa moxce nosyhu npasa xoja ceue oba kpaxa yesa. Racuuje je yTBpI-
jEeHO & je U OBa TBPAKA y CTBAPHU jOIII jeJaH EKBUBAJIEHTAH UCKA3 METOT
oCTyJIaTa.

Jenuo on majmosHarujux TBphHema €KBUBAJIEHTHUX MIETOM €YKJIUIO-
BOM IOCTYJIATy, KOje Ce KOPUCTU Ka0 aKCMOMa MapaJIeJIHOCU yMECTO
MEeTOr e€YRJIUIOBOT MOCTYJIATa, je:

Ilnejpeposa akcmoma mapasenHocTU. A%0 je p npousgonmna npasa u

A mavka san we mada y pasru (p, A) nocmoju jedurcmeena npasa a xoja
cadpacu, mawky A u Hema 30jeORUNKUT MauaKra ca NPaEoM P.

2HTOJIOMQj IPUKO-PUMCKM aCTPOHOM, reorpad u mMaremarudap wu3 Ajekcanapuje.
7KuBeo je y mpBOM M APYyroM BEKY HOBE epe.

3Joxan Xajupux Jlambept (1728-1777) mBajuapcku mareMaTudap u Guaudap, 4IaH
Bepauncke u MuHXxeHCKe akageMuje HAYKA.

4I,IOH Ilnejpep (1748-1819) MKOTCKM HAYYHUK U MaTeMaTUUAD.
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Y O0BOM IOIJIaB/bY WU3JIOKMNEMO HAJUHTEPECAHTHU]E EKBUBAJIEHTE
[InejpepoBe akcuome mapasennoctu. Hamomenumo, na cBa TBphema
Y OBOM OIEJbKY HOOKA3yjeMO Yy allCOJIyTHOj M€OMETPUjU.

9.1 JlesxanmpoBe Teopeme

Teopeme y oBOM mOraaB/by OITHOCE Ce Ha 30MPOBE YHYTPAIIHUX
yIJIOBa TPOYTJa U N-TOYIJIA y AIlCOJYTHO] TeOMeTPUjU - Oe3 aKCuoMe
napaJieIHOCTU.

Teopema 9.1.1. 3a ceaxu mpoyzao A nocmoju mpoyeao Ay maxas da cy
30upoeu YHYMPawWnULT Yyen08a mpoyzrosa A u Ay jednaxu mehy cobom a
jeoarn ywympawny y2ao mpoyesa A1 je bap 08a nyma maw 00 jedrnoz Y-
ympawmez yeaa mpoyera A.

Hoka3. Ozmaummo ca A, B,C temena tpyraa A anu tako na L ACB <
ABAC. OsmaunmMo name ca D cpemuny crpanune AC a ca F Tauky
cumerpuuny tauku B y ommocy Ha tauky D (Cuwmka 9.1). Tana je
AFEBC tpaxkenu Tpoyrao Aj.

A E

Ciuga 9.1.

Osznaunmo ca o(ABC) 36up yayrpammux yriaosa tpoyriaa AABC.
N3 monymnapuoctu tpoyriaosa AABD u ACED cnemun

0(ABD) = o(CED,).

Mebyrtum, LCED jenunak je yray £ ABD, na je 6ap jeman on yriaosa
£ABD un £DBC 6ap mBa nyrta mamu on LABC. Tana je {DBC +
ADEC = £{ABC n {BOCE = {BCA+ £CAB mna je
0(A) = LABC + {BCA+ LCAB
=ADBC+ ADEC+ ABCA+ LECA
=0o(EBC) =0(Ay)
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N3 LACB < ABAC cnemu CE = AB < BC a omasne LCBE <
£BEC. Henocpenuo mobujamo 24 EBC < LEBC + ABEC = {ABC,
ma je Ay = AEBC TpaskeHu Tpoyrao. a

Teopema 9.1.2. (Ilpsa Jlexanaposa® Teopema) Y ancoaymmoj zeomem-

PUU 30UDP YHYMPAWBUL Y2A080 NPOUIBOLHO2 MPOY2aa Huje sefiu 00 36upa
dsa npasa yeia.

[IpernocraBumo ma mocToju Tpoyrao A Takas na My je 30Up YHYTPIIH-
jux yrumoBa Behm on 36mpa mBa mpaBa yriua. O3zmaumMo ca R mpas
yrao. To 3zmauum na o(A) > 2R, 1j. 0(A) = 2R + ¢ upu uemy je € > 0.
[Ipema mpeTxomHOj TeopeMu CleOu Oa MOCTOju Tpoyrao A; Takap na
je 0(A) = 0(A1) a jenan yayrpammu yrao tpoyriaa A; 6ap asa myrta
MamU O jJemHOT yHyTpammer yriaa Tpoyriaa A. O3Haummo Te yriaoBe

pemom ca a; u «. Tanma je
1
a1 < —a.
=79

Ha wcru Haums nocroju Ay takas na je o(A;) = o(A2), a jenan yH-
YyTPAILIBY yrao, O3HAUUMO Ta ca ag Tpoyraa A 6ap nBa IyTa Mamyu
on yriaa «p tpyraa A;. Tama je

ag < §a1 < 2—20z.

Hacrasmajyhu oBaj moctynak mobujamo Hu3 Tpoyraosa A, Ay, As ...

A, ... 1 HA3 yrIoOBa o, Q1, Q3 ... Q4 ... IPU 9eMy je
o(A)=0(A1)=0(A2)=...=0(A,)...
u
oy < 2—7104.

Braun, nobum cmo o(A) = o(A,) u oy, < e 3a Vn € N. Ilpu Tome
Opoj n MoskeMO M3abpaTy Tako BEJIUKU N4 yTrao Qu, Oyle Mamu on OuIIo
KOI' yHAIpen 3aJaTOT yria ma um on €. Ako je «, < € 30up ocrasa mBa
yrua tpoyraa A, je sehu on 2R, a 1o je memoryhe. Ilpema Tome He
IIOCTOjU TPOYTA0 YMju je 30up yHyTpamwbux yriosa Behu on 36upa nBa

nmpaBa yria. O

SAnpujen-Mapu Jlexannp (1752-1833) dppanuycku mMaTeMaTudap. SHAUAJHO je AOLDPU-
HEO Ha MOJbUMa CTATUCTUKE, TEOPUje OPOjeBa, alCTpakTHe alrebpe U MaTEMaTUUKE aHAJ-

use.



9.1. JleskanapoBe Teopeme 245

Iloxa3s IlpBe JlesxkannpoBe TeopeMe - npyru HaumH. [IpernocraBuMo
na mocroju Tpoyrao AABB) Takap na My je 30up YHYTpaIILUX yIiIoBa
0(AABB;) tpoyraa AABC Behu on 36upa nsa npasa yrua. Ha mosy-
npaBoj BB; koucTpyummmMmo tavuke Bo, Bs, ..., B, Tako ma BaKu

B(B,By,Bs,Bs,....By_1,B,) i BBy = B1By=ByBs=..=DB,_1B,.

Ca ome cTrpane nosynpase BB ca kKoje je Tauka A KOHCTPUIIUMO TAUKe
A1, Ag A, ..y Ap—q (Coiuka 9.2.) Takse ma je

A ) A X As An-2 An-l
B B, B, B, B, B

Cuaura 9.2.

n

AABB) =2 AA1B1By= ... =2 AA,_1B,_1B,.

Omasre je
AB =A1B1 =A43By=..=A,_1B,-1 1
AB; = A1By = Ang =..= An—an-
Iame Bazku
KLAB1A1 = LA1B3As = ... = LA, 9Bp 1An_1

(ka0 momyHe jeIHAKUX YTJIOBa MO OmpyskeHor yrua). Ilocmarpajmo
cnenehe tpoyramose: AAB1Ay, AA1BsAs, ..., AA, 9B, 1A,_1. Omun
Cy TMONYIapHU jep je

ABl = AlBg = AQB3 =..= An—QBn—l
AB = AlBl = A2BQ =..= Anlenfl
KABlAl = KAlBQAg =..= KAn,QanlAnfl,

a Cy UM ¥ OCTaJu OAroBapajyhu eseMeHTH jemHAKU, Tj.

AAy = AyAg = ... = Ay oAy
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ITocmarpajmo nmomuron BAA1As. A, 1B,. 3a 0Baj MOJUrOH BaKU
BB, < BA+ AA; + A1Ag + ...+ Ap2Ap 1 + A1 By
Tj.
n-BBy < AB + (Tl — 1)AA1 + AB;q,

ma je

n- (BBl — AAl) < BA+ ABy — AA{ = d = const.

3a Tpoyrao AABB| 1o mpeTnocTaBiy BaKU & je 30Up HeroBUX YH-
yTpammux yriaoBa Behwu on 36upa nsa npasa yraa, tj. o(AABB;) >
2R, omakye ciemu na je

£ABB) + {BB1A+ {B1AB > 2R. (9.1)
Hame jom Baku
ABB1A+ £AB1Ay + LA1B1By = 2R
Tj.
{BB1A+ £AB A, + £{ABB, = 2R. (9.2)

Ako ynopenumo jemnaroctu (9.1) u (9.2) 3akmyuyjemo na je L BAB; >
£ AB1A;. Tlocmarpajmo tpoyraose AABBy u AAB1A;. Kon mux je
AB, = Ai1B, AB = A1By u {B1AB > {ABjA;, omakjie Ha OCHOBY
szamatka 4.7.10. cmemu BBy > AA; 1tj. BB — AA; > 0.

Y mperxomHOM pa3MaTrpamy CMO T0buan ma je

n-(BB; — AA;) < d = const.

rme je n npuponaH Opoj, IMTO je y CYIPOTHOCTU ca ApPXUMEITIOBOM aK-
cuoMoM HempekumHocTu. lIpeme Tome, mpermocTaBka na je 30up yH-
yTpammux yraosa y Tpoyray AABB; sehim on 30upa nBa mpasa yria
IOOBOIM IO KOHTPAMUKIU]E, [Ia CTOTra 30Up YHYTPAIImbUX yIJIOBa Yy TPO-
yray He Mmoxke O6urtu Behu onx 30upa aBa mpaBa yria. O

Hedpuaunuja 9.1.1. Heka je 0(ABC) 30up yHyTpaUIBUX yrioBa TPO-
yraa AABC u R upas yrao. Pasaury

§(ABC) = 2R — 0(ABC)

Ha3uBaMo defexmom mpoyzaa AABC.
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Ounrnenso je §(ABC) > 0.

Jlema 9.1.1. Axo je 36up ynympawnur y2i08a Hexoz MPoYzaa jeOHak 30upy
dsa mpasa yeaa, mada je 30up YHYMPAWBUL Y2A080 CEAKOZ MPOY2AQ, KOJU
je 00 npeoe odceuwen HeKOM NPABOM Mmakohe jeonar 30upy 0ea npasa yeia.

A

Cuauxra 9.3.

Jloka3. 3a mpeceyHy mpaBy p MOTY HACTYIHUTHU IBa CIydYaja:

(i) ma cangpsku jenno Teme Tpoyriaa u (i) He cagp:KU HU jeIHO TeMe
TpoOyTJIa.

(i) Herka mpasa p canpsxu teme A tpoyrana AABC (Cauka 9.3).
Osnaummo ca D mpeceuny tauky mpase p ca crparunom BC. Tana
je 0(AABC) = o(AABD) + 0(AACD) — 2R u 0(ABC) = 2R na je
0(AABD) + 0(AACD) = 4R. C gpyre crpase 30up yHYTPAaIIBUX
yraoBa y TPOyray He Moske Outu Behwu on 30upa aBa mpaBa yria ma je

0(AABD) =2R u 0(AACD) = 2R

A
p
E
B F C
Cuaura 9.4.

(ii) Hera npasa p ne canpsxu Hu jenuo reme rpoyriaa AABC (Cauka
9.4). Osmaummo ca E u F npecedne Tadke Ipase p PeIOM Ca CTPAHU-
nama AB u BC tpoyraa AABC. 36up yHyTpammux yriaoBa TPOYTIIa
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AABC jemmak je 30upy OBa ImpaBa yrja IIa je IpeMa JOKa3aHOM eIy
(i) 36up yryTpammux yraosa rpoyriaa AABF, a caMuM TUM U TPOyTJa
ABEF jenuak 36upy nBa mpaBa yTria. O

Jlema 9.1.2. Axo je 30up yrnympauwmnur y2ao8a Hexoz NPasoy2i02 Mpoyzia
jeonax 3bupy dea npasa yeaa, maoda je 30Up YRYMPAUWHUT Y2A08a NPaAEoY-
2002 MPOYzaa KOju ce 00 npsoe dobuja yosocmpyywasamwem jeone Kameme,
maxohe jeonax 30upy dea npasa yeaa.

A B, Q
cC B D
Cuura 9.5.

ITokas. Heka je 36up yuyTpmmux yriaosa tpoyriaa AABC, ca npasBum
yraom kox temena C, jennak 36upy asa mpasa yruaa (Camka 9.5.). Y
Tauku A KoHCTpyummMmo moaynpaBy AQ) ynpasry ua npasoj AC ca oune
crpane npase AC ca roje je tauka B. Ha moaymnpasoj AQ yoummo
taury B1 takBy na je ABy = CB. Heka je jom D rauka noaymnpase C'B
takBa na je BD = BC u B(C, B, D). Kako je 0(AABC)=2Ru {C =R
cnemu LCAB+£CBA = R. C npyre crpaue je {CAB+4A{BAB; = R na
je L{CBA = {BAB;. 3a tpoyrnose AABC u AABB; nmamo AB = AB,
BC = ABy u {CBA = {BABy na cy ouu nogynapuu. V3 muxose mo-
nynapuoctu ciaemu LAB1B = £C = R, LKCAB = £B1BA. Cana je
£B1BC = £B1BA + {ABC = {CAB + {ABC = R, tj. Bi1B 1 CD.
Cana cy tpoyrnosu AABBy u AB1DB nonynapuu jep je L{AB1B =
£DBBy = R, BBy = BB, u ABy = DB;. W3 muxoBe momaynapHOCTU
cnemu AB = B1D u £BAB; = {B1DB. Cagna tpoyrnosu AABD n
ADB1 A umajy cBe omrosapajyhe cTpanune momymnapHe Ta Cy TMOIY-
mapuu npeMma TpefieM cTaBy 0 MOLYIAPHOCTU TPOYTIIOBA, OTAKIE CIIEIN
ABDA = £B1AD. 36up yuyrpammux yriaosa tpoyria AACD je

o(AACD) = LACD + £CDA + £DAC
= R+ AB1AD + £{DAC = R + 4B1AC = 2R
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j. o(AACD) = 2R. 0

Jlema 9.1.3. Axo je 30up ynympawnur yza08a jedroz Npasoyzaoe mpo-
yeaa jeonar 36upy Oea mpasa yaaa, mada je 30UP YHYMPAWBUT Y24080
C8aK02Z NPABOY2N02 MPOYend jedrar 30upy 084 NPABQ Yend.

loka3. Heka je AABC mpaBoyriau Tpoyrao ca MOPaBUM YIJIOM KO
temena C' uuju je 30up yHyTpallkbUX yrioBa jenHak 30Upy ABa mpaBa
yraa u Heka je AA'B'C’ npousBosman mpaBoyTrimM TPOyrao ca IpaBUM
yraom kon temena C.

A
Al \ A
c Bi B C B'

Ciuuka 9.6.

(i) Aro cy o6e rarere Tpoyriaa AABC Behe unu jemnare on oaro-
Bapajyhux xarera tpoyrma AA'B'C’ rana ma mysxuma CB u CA noc-
Toje Tauke By u A; takse ma je CB; = C'A' u CA; = C'"A’ (Cnuka
9.6). IIpasoyrau tpoyrao AA;BiC HacTao je omcenameM O MPaBOY-
rsior Tpoyraa AABC uuju je 30up yHYTpAIIBUX yTriIoBa jeIHAK 30UpYy
aoBa mpaBa yriaa ma je mpema Jlemwm 9.1.1. 30up yHyTpammux yrioBa
tpoyraa AA;B1C jemnar 30upy nBa mpasa yriaa. W3 momymaprOCTH
tpoyraosa AA;1B1C u AA'B'C’ cnenu na je 30up yHyTpammux yTriaoBa
tpoyraa A'B'C’ jennax 36upy aBa mpasa yria.

(ii) Axko je ratera C A mama on karere C’' A’ onna na nomynpasoj C' A
onpemumo Hu3 Tavaka Ay, Ag, ..., Ay, ... Takas na je B(Aj, Ag, ..., Ay, ...)
nu CA= AA;, AA)] = AjAg,... (Caura 9.7). Tanma mocroju npuponan
6poj k rakas ma je CA, < C'A < CApy1. Ilpu tome je mpema Jlemm
9.1.2. 36up yHUTpamBUX yrioBa y cBakoM ox tpoyriaosa AA, BC (n =
1,2,...,k+1) jennax 2R.

Axko je rarera OB mama on katere C' B’ ma noaynpasoj C'B youumo
U3 Tavaka By, Ba,...,B,,... takas na je B(B1,Ba,...,By,...) u CB =
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Ak+1
AV
Al
A
C B B1 Bi+1 C' B

Ciuka 9.7.

BBi, BB = B1Bs,... Tana nocroju npuponas 6poj | rakas na je CB; <
C'A" < CBjy1. Tlpu tome je mpema Jlemu 9.1.2. 36up yHyTpammux
yraoBa y cBakom ox tpoyraoBa AA,B,,C (m=1,2,...,1+1) jennak 2R.
Hakne, 36up yayTpammux yriaoBa y tpoyriay AAgi1B;11C jennak je
2R, ipu uemy je CAp 1 > C'A' u CByy1 > C'B’ na je npema mokazanom
ey mon (i) 36up yryTpammux yraosa tpoyriaa AA'B'C’ jennax 36upy
IBa TpaBa yria.

Teopema 9.1.3. (Ipyra Jlexxannposa Teopema) Axo je y jednom mpo-
yeny

AABC 36up ynympawnux yeao8a jednax 30upy dea npasa yzaa mada je y
cearxom Opyzom mpoyzay AA'B'C" s6up ynympawmuz yerosa maxohe jeo-
HaK 30upy 08a NPasa yzaa.

IHoxkas. Kox rpoyrnosa AABC u AA'B'C’ 6ap no jemna BucuHa UMa
noxHo:kje Ha Hacupamuo] crparuny (Crnuka 9.8). Heka cy To moanoxja
D u D' penom u3 rauaka A u A'. Kako je kon AABC 36up yHyTpams-
jux yrioBa jemHak 30upy nBa mpaBa yriaa, To BucuHa AD paszmake
taj Tpoyrao uHa tpoyrioBe AABD u AACD takBe ma cy UM 36UpoBU
yHyTpammnux yriaosa jeqHaku no 2R (Jlema 9.1.1.).

Tpoyrao AABD je nmpaBoyriu 1 30up YHYTPAIIILUX yIJI0Ba My j€ jel-
Hak 2R onakne cuenu npema Jlemm 9.1.2. nma cy 36mpoBu yHYTpAaIIH-
jux yraosa npasoyraux tpoyraosa AA'B'D' u AA'C'D’ jemnaku no 2R
ma je u 36up ymyrpamsux yriosa tpoyriaa A'B'C’ jenmak 36upy nsa
nmpaBa yria. (|

Teopema 9.1.4. [locmoju mpoyzao Kome je 30up ynympawnux y2i08a jeo-
HaK 30UPY 08G MPABA Y2Aa, AKO U CAMO AKO CEAKA NPGEA YNPAEHA Ha jeOaH
Kpak 6uA0 Kojee 0umpoz yead cewe 0pyzu Kpax moz yzaa.
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A
A\ A'
B" D c B D

Cuaura 9.8.

IToka3. Hexka je £pOq npousBo/baH omrTap yrao u Heka je P € p mpo-
u3BobHA Tauka. O3mauumMo ca () momHo:kje ympasHe u3 Tauke P Ha
nosnynpasy ¢ (Cnura 9.9). Heka je R mpousBo/bHA Tauka HOJIyIpaBe ¢
1 N yOpaBHa Ha ¢ y Tayku R.

Ciuka 9.9.

Axo Bazxu B(O, R, Q) onna Ha ocHoBy llamoBe akcmoMe IUPEKTHO
ciaemu ma mpasa n cedve u noaynpasy p. Heka je B(O,Q,R) u P,, Qp,
n=1,2,--- takse na je B(O,P, Py, Ps,---,P,), B(O,Q,Q1,Q2, - ,Qn),
OP, =2"0OP u 0Q,, = 2" OQ. Axo mocToju Tpoyrao KOJI KOTa je cyMa
VHYTpaIIlBUX YIJIOBa jemHaka 30upy OBa mpaBa yria, OHIA je 36up
VHYTPAIILUX yTIOBA CBAKOD TPOyIJa jemHak 30Upy ABa mpaBa yria
(npyra Jlexammposa teopema). lakme, 36up yHyTpammbUX yTIoBa
tpoyraa AOP,Q, jemnak je 30upy mBa mpasa yruaa. Osmaummo ca S
Tauky mpase s ympasHe Ha P(Q) y Ttauku P takBy na je PS = 0Q.

Tana je

AOPQ = APPS = APQ1S = APQ1Q,
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na je LPQ1Q = APOQ u £P,Q1P =2 L0OPQ a xako je jom £POQ +
£LOPQ = R, 10 je £L0Q1P, npas. Pacybyjyhu ma umcrtu mauun 3a-
kmpyuyjemo na je AOP,Q, mpaBoyriau Tpoyrao ca MPaBUM YTJIOM KO
temena (). Ha ocHOBy ApxwmmenoBe akcuoMe Taukry (), MOKEMO U3-
abpatu tako na je B(O,R,Q,). Canma mpasa n Ha ocHOBYy Ilamosor
craBa mopa cehu jom jemmy crpanuny Tpoyriaa AOP,Q, y yHyTpamnH-
joj TaukmM. Y KOJUKO Ou n ceraa crpanuny P,Q), vy yHyTpaIImoj Tauku,
nobunm O6u cMO Tpoyrao ca IBa IpaBa yria, mTo je Hemoryhe. Ilpema
Tome n mopa cehu oy OPF,, Tj. moxynpaBy p, YnMe je HOKa3 3aBPIIEH.

Cauka 9.10.

O6paTHO, HEKa CBaka IIpaBa ¢, YIpaBHA y Tauku (), Ha Kpak ¢ ceye
kpak p omrpor yriaa £pOq y taukn P, (Cuuka 9.10). Tana 3a medperr
tpoyraa AOP,Q, Baxu

6(OPTLQn> - 5(0Pn—1Qn—1) + 5(Pn—1Qn—1Qn + 6(Pn—1PnQn)7
Tj.

Hacrasmajyhu taj mocrymak mocie n kKopaka mnobujamo
5(OPQn) > 2"6(0PQ).

Ako 6u 6uno 6(OPQ) > 0, 6poj n MOxkeMO n3abpaTu TOBOJLHO BEJIUKU
na 2"6(OPQ) 6yne sehe om 6uio Kor yHampem 3a1aTor yria, ma 1 O
2R. Tana 6u 6umo

0(OP,Qn) > 2R

a 1o je wemoryhe. Ilakiue, mopa 6utu §(OPQ) =0, 1j. 0(OPQ) =2R. O
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Teopema 9.1.5. (Tpeha Jlesxanaposa Teopema) I[locmoju mpoyeao A ko-
me je 3oup o(A) ynympawnur yeaosa jeonar 30upy 0ea npasa yeaa ako u
camo axo Yy pasHu ™ odpehenoj npasom p u mauxom A ean we nocmoju
camo jedna npasa a xoja cadpxacy mavky A u we ceue npasy p.

Ioka3. Ozmauumo ca B nogHo:xkje HOpMaJte u3 Tauke A Ha mpaBy p, a
ca a npaBy kKoja je ynpasHa Ha AB y taukm A (Caumka 9.11.). IIper-
MOCTABUMO & TMOCTOjU TPOYTao Uuju je 30Up yHYyTpAIIHUX YIIIOBA jel-
Hak 30Mpy [OBa mpaBa yriia W OOKAKUMO Oa je IpaBa a jeouHa KOoja
mpoJiasu Kpo3 Tauky A u HeMa 3aje THUUYKUX Tadaka ca mpaBoMm p. Heka
je b jom jemma mpaBa y paBHM T KOja camp:ku Tauky A m Hema 3ajen-
HUUKMX Tadaka ca MpaBoM ca mpasoM p. Heka je V' oma onx momympasux
npase b ca moYeTKOM y Tauku A Koja ca mosympaBoM BA rpamu omrap
yrao. Ilpasa p je ympasHa Ha Kpak BA omTpor yria, ma Ha OCHOBY
teopeMme 9.1.4. ona ceue mpyru kpak b, nakie u npasy b.

b
A A A’

Cimuka 9.11.

OOparHo, HEKa je y paBHUA 7T mgaTa Ipasa p, Tavyka A BaH me u
mpaBa @ KOja CAIPKU Tauky A U HeMa 3aje JHUYKUX Tavyaka Ca MPaBOM
p. Heka je mpaBa a jemmncTBena ca ToMm ocobmuoMm. Ilokazahemo na
[IOCTOjU TPOYTao 4uju je 30Up yHyTpalllkbUX yriaoBa jemHak 30upy aBa
npaBa yraa. Obenexxumo ca B momHo:kje ynpaBHe U3 Tauke A Ha mpaBy
p (Cuuka 9.11.). Hera je C' npomsBoJpHA Tayka IpaBe p Pa3IUYUTa O
tauke B u A’ Ttauka mpaBe a ca ucrte ctpane npase AB ca kKoje je u
rauka C. Tana je 36up s(ABC) ynyrpammux yriaosa tpoyriaa AABC
jemmax 2R. Ilokasxkmmo to. Ha ocmoBy mpse JlexkammpoBe Teopeme
Bakn s(ABC) < 2R, na je LACB < LCAA’. Axo 6u 6uno LACB <
£LCAA’ omna 6u ynyrap yraa £CAA’ mocrojana momynpasa b’ kKoja ca
AC rpamu yrao [ momynapan yray £ACB. Yrao LACB je omrap
omakje cienu ma je u $ omrTap, Tj. MOJyIpaBa b Ha OCHOBY TeOopeMe
9.1.4. ceue mpaBy p y Tauru D. Tana 6u y tpoyrany AACD cnomammu
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yrao kox temena C 6uo jemHak yHyTpainHneM Hecycemuom yray £LCAD,
mro je memoryhe. IIpema ToMe Mopa OuTy 30Up YHYyTpPAIIKLUX YIIOBA

y AABC jemnak 2R. O

9.2 ExBuBajsentu llnejpepoBe akcuome
MapaJIeJIHOCTU

Teopema 9.2.1. Tephewe: ”30up yHyMPawWnULT Y2A080 NPOUIEOTHOZ MPO-
yeaa jeonax je 3oupy dsa npasa yeaa”, exsusasenmno je Ilnejfeposoj ax-
CUOMU NAPANEAHOCTIV.

JHoxka3. Cnemu nuperruo us npyre u tpehe Jlexkanapose Teopeme. [J

Teopema 9.2.2. Tephewe: "36up o ynympawnus y2a08a Npocmoz Pasroz
n- moyaaa jednax je o = 2(n — 2)R, npu wemy je R npas yzao”, exsusa-
aewmmo je Ilnejfeposoj axcuomu napasearocmu.

Jloka3. IIupekTHO caenu M3 IPETXOTHE TEOPEME. [

Iocnemuna. Tephewe ”36up cnosaumur yzao8a K00 cEUT MEMENA KOH-
BEKCHOZ NPOCMOZ PABHO2Z N- MOY2aa jeonak je 4R” exsusasenmmo je Ilne-
jeposoj arcuomu napasesrocmu.

Teopema 9.2.3. Tephewe: ”Yenosu na npomueocrosuyu Caxepujesoe wem-
sopoyzaa cy npasu” exsusanenmno je Illaejpeposo) axcuomu napasearocmu.

Teopema 9.2.4. Tephewe: ”"Ceu yerosu Jlambepmosoz wemeopoyzra cy
npaeu”, exeusasenmno je Ilrejpeposoj axcuomu napasearocmu.

.2.5. : ) a
Teopema 9.2.5. Taephewe: ”"Csaxa npasa aABHU oWmMpoz Yyaaa Koja je
YNPasHa Ha jedar Kpax oumpoz yzaa cewe 0py2u Kpax’, eKeusaseHmMHO je
ILrejgeposog axcuomu naparearocmu.

Hoxka3. Cnenu nupextrno u3 Teopeme 9.1.4. u rpehe Jlexxannpose Teo-
peme. Il

Teopema 9.2.6. Tephewe: "KEpos maxoje mpu HexosuHeapHe maywke npo-
nazu kpye”, exeusasenmmno je Ilaejfeposoj axcuomu napasearocmu.
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Jloka3. Hexa Baxu IlnejpepoBa axcmoma mapaseTHOCTH U HEKa CY
A, B u C 1pu HekoJuHeapHe Tauke. MenujaTpuce CTpaHUIA TPOYILJia
AABC npumnanajy mCTOM mMpaMeHy TpaBux. Huje TemKo 3akbLyduTH ma
ce paau O mMpaMeHy KOHKYDEHTHUX MPAaBUX, Tj. na npecevyHa tauka O
MemujaTpuca crpanuna tpoyria AABC mpencraBiba CpemuInTe Kpyra
ommcanor oko tpoyria AABC.

O6paTHO, HEKA Bayke aKCHMOME AICOJYTHE T€OMETPUje M HEKa KPO3
Ma KOje TpW HEKOJWHeapHe Tadke mpojia3u Kpyr. Heka mpowmsBoJbHE
npaBe ¢ u b CeKy HEKy IpaBy p TakKO Aa je a yupaBHa Ha p u b Huje
ympaBHa Ha P.

NN

D Al C B\

Ciuka 9.12.

Osnauumo ca A u B npeceune Tadke IpaBe p PEIOM ca IpaBaMa a
n b (Cmura 9.12). Heka je C raura mpase p taksa ga je B(A,C, B).
Heka je D taura cumerpuuna tauku C' y omHOCY Ha Tauky A, g mpasa
KOja je HOpMaJiHa Ha mpaBy b m campsxku Tauky C m () Tauka mpase
q cumerpuuna tauku C y omHocy Ha mpaBy b. Ilakme, mpase a u b
cy memujarpuce pemom ayxu CD m CQ. Taurke C, D u () cy Tpu
HEKOJIMHeapHe Tauke jep 6u y cymporaoMm 6mio b L p. IIpema yBenenoj
npernocTasiy kpo3 tauke C', D u () mposasu Kpyr, ca MEeHTPOM § TaUKn
O. Taurka O je mobemmako ymasmena onm temena C, D wu () Tpoyria
ADCQ, tj. OC =2 OD = 0Q. Tauka O npumanga npasoj a, jep je a
Mmemujarpuca maysku C'D. Taxkobe Tauka O npunana u npasoj b, jep je b
MmenujaTpuca nysxku CQ. Harie, mpase a u b cery ce y Tauku O, mTo HA
ocuoBy Teopeme 9.1.4. u tpehe Jlexkanapose TeopeMe 3HAUMN Oa BaKU
IInejpepoBa arkcmoMa mapaJieTHOCTH. O

Teopema 9.2.7. Tephewe: 7Y pasnu mocmoje mpu KOAUHEAPHE MAYKE
nodjednaro yoamwene 00 dame npase”, exeusarenmno je Ilrejfeposos ax-
CUOMU NAPANECAHOCTIU.
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ITorkas. Hera cy A, B, C Tpu KoJuHeapHe Tauke MoDHeTHAKO yAaJLeHEe
onx npase a. [lorkazahemo na tana Baxku [linejdepoBa akcroma nmapadsiesn-
noctu. Osmauumo ca A’, B', C' nomHokja HOpMaJia pemoM U3 Tadaka
A, B u C ua npasy A.

A N B Q C b

T [/ RN

£ RS s s B

A M B P C(
Crauxka 9.13.

Tana je AA' = BB' = CC'. Iakne uyersopoyrao AA'B’'B je Cakxepu-
jeB. Cpemma muruja M N Tor uerBopoyriaa (Teopema 4.8.2.) je 3ajen-

HUYKa HOpMaJja OCHOBUIE u npotmBocHoBuile, tj. MN L au MN 1L b
(Cnura 9.13).

A B C
NP
N S e
Al BI Cl
Cuura 9.14.

Yersopoyrao BB'C'C je CaxkepujeB na je cpenma auauja PQ 3a-
jemamuka HOopMaJtia Ha npase a u b (Teopema 4.8.2.). Kako rauke N u
() mpunamajy mpaBoj b u me mpumanajy mpasoj a, To tauke M, N, P
u Q 06pasyjy 4eTBOpOyrao ca YeTUpPU IpaBa yria, OJakie Ha OCHOBY
Teopeme 9.2.2. Bawu IlnejpepoBa akcuoma mapasieTHOCTH.

O6patHo, Hekra Baku llimejdhepoBa akcmoma MAPATETHOCTH U HEKA
cy y paBHU maTe mpasa a u Tauke A, B u C' ca ucre crpaHe mpase a,
tako ma je AA' = BB' = CC’ rme cy A, B’ u ' nonnoxja HOpMAaJa
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pemom u3 tavaka A, B u C ua npasy a. Ilorazahemo ma cy tauke A,
B u C ronnueapre (Cunmka 9.14).

Yersopoyrao AA’B’'B je Cakepujes. YTJIOBU Ha NPOTUBOCHOBUIIN
cy My mnpasu jep Baku llimejpepoBa axkcmoma mnapajgeIHOCTH, Tj.
£ABB' = R. Taxobe, uersopoyrao BB'C'C je je Carepujes, na je
ACBB' = R. Haxkne, yrnosu £ ABB’' u £CBB’ cy npaBu u HaopeaHu,
1j. Tauke A, B u C cy koJuHeapHe. U

Iletu EyxkmupnoB moctymnar. 30600 CBOI MCTOPUjCKOr 3HAaUaja, OI IO-
cebnor je maTepeca lletu EyrammoB mocTyiaT Kao jemaH ol MHOTHUX
exBuBajieHata llnejdpepoBe akcmomMe mapaseIHOCTH.

Teopema 9.2.8. Ilemu Eyxaudoe nocmyaam u Ilaejdeposa axcuoma nap-
AAEAHOCTY CY eKsusarenmua mephemwa.

Caura 9.15.

Jlokxa3. Herxa Baxxu IlnejdpepoBa akcuoma napajeIHOCTU U HEKa IPaBa
¢ cede mpaBe a u b pegom y Ttaukama A u B. Osmauumo ca A’ u B’
TayKe peIOoM TpaBux a U b TakBe ma je

LA'AB+ {B'BA < 2R

rae je R npas yrao (Cnuka 9.15). Tana je 6ap jeman on yranosa £ A’AB
u £{B'BA omrap. He ymamyjyhw ommrocT mokaza mpeTmocTaBuMoO 1a
je yrao £ B’BA omrap.

Osumaunmo ca C momuo:kje ynpasue u3 tauke A ma nmpasy b. Tauke
C u B’ cy ca ucre crpane Tauke B jep 6u cMO y CYIPOTHOM HOOHIN
TpOyrao 4mju je 30up yHyTpammux yriaosa Behu ox 36mupa maBa mpaBa
yria, ITO je y CYIPOTHOCTU ca npBoM JlexxarnnpoBoMm teopemoMm. Tana
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je m yrao LCAA" omrap. 3aucra, kako Baxku IlmejpepoBa axcumoma
napaJieanoctu 10 je L BAC + AABC = R, onakie 3aK/by4yjeMO

LCAA" = {BAA" — {BAC = {BAA’ — (R — £ABC)
= ABAA' —~R+ {ABC <2R—-R=R
IIpasa b je mopmana y tauku C Ha jeman kpak omrpor yria £CAA,

omakje Ha ocHOBY Teopeme 9.2.5. ceue npyrum kpak tor yraa. Ilakime
npaBe a u b ce cery, Tj. Baxku metu EyKINIOB MOCTYJIaT.

c
B B’

/A A

Ciuura 9.16.

OOGparHo, Heka Baku meTu BEyKAUIOB IOCTYJaT WU HEKA CYy IATH
npaBa a u Tauyka B Bam mpse a. Heka cy A u A’ npoussBosmHe Tauke
npase a u HeKa je B’ taura pasunm (a, B) onpebhenoj mpasom a u Taukom
B raro na je (Cuamka 9.16)

A'B' Z ABi £A'AB + £ABB' = 2R.

[Ipasa b = BB’ je jemuna npasa pasuu (a, B) KOoja canpsku Taury B un
HeMa 3ajeIHUYKUX Tadyaka ca IPaBOM (. 3aucTa, CBaka ApPyra mpaBa
¢ pasuu (a, B) Koja canp:ku tauky B rpamm ca npasom AB cymporue
yIJIOBE umMju je 30up pasauuutT on 30upa mBa mpaBa yria. Kako Baku
neru Eyknunos moctysmar mpaBa ¢ Mopa cehu mpaBy a, a TO 3Ha4u J1a
Basku llmejpepoBa akcmoma mapajieTHOCTH. O

Pasmorpuhemo jomr jeman uHTEpecaHTaH €KBUBAJEHT aKCHUOME Hap-
AJICJTHOCTMU!:

Teopema 9.2.9. Tephewe: "Ilocmoje dsa mpoyeaa Kojuma cy odzosapajyhu
y2n08U jeonaku a odzosapajyhie cmpanuye Hejednare” exeusasenmmo je
ILrejpeposog axcuomu napanrearocmu.
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A

Al

Ciuura 9.17.

Iokas. Hera 3a Tpoyriaose AABC u AA'B'C’' Bawu £A = LA,
4B = 4B, LC = £C" a omrosapajyhe cTpanume cy uM HejeqHake
(Cnuka 9.17). To 3maum ma mocroju tauka By # B Ha noaynpasoj AB
takBa na je ABy = A'B’ u tauka Cy # C na noaynpasoj AC Taksa na

je A01 = A/C/.
A Cl\ B,
A
B’ C
B C

Ciuura 9.18.

Tpoyraosu AAB1C1 u AA'B'C’ ¢y nonynapau jep mmajy jemnake
IBE CTpaHWIE UM BUMa 3axBahieH yrao, omakjae cieau

LAB1C) =2 LA'B'C" i LAC1By = LA'C'B'.

[MTocmarpajmo werBopoyrao BCC1 By. Tana 3a 306up yHy TpaIImux yriosa

TOI' YeTBOPOYTJIa BaiKM

U(BCClBl) =AB+ LC+ LCC1B1 + £C1B1B
= 4B+ LC"+ (2R — £C") + (2R — £B') = 4R.



260 9. ExBuBasenTu nmeror EykamnosBor mocrysara

Ha ocuoBy Teopeme 9.2.2. Basxu IlnejdpepoBa akcmoma mapasiesTHOCTH.
O6patHo, Heka Baxku lliejdpepoBa akcuoma mapasennoctu. Heka je

nat tpoyrao AABC u nysx B'C’ tako ma je B'C’ # BC (Cauka 9.18).
Heka cy B’B; u C'Cy nmonynpase Takse Ha je

L(B'By,B'C') = 4B, £(B'C',C'Cy) = «£C.

Yranosu LB u £C cy yraosu tpoyria AABC | na Baxku £ B+ AC < 2R,
omakye ciaemu £ B'+4C’ < 2R. Kako cMmo npernocraBuiu na Bazxku [lie-
jpepoBa arkcmoma mapasaennoctu Baxkuhe m lletu Eyraumos nocrynar,
Tj. mosxynpase B'B; u C'C; he ce cehim y taukn A’. Tpoyraosu AABC
u AA'B'C' umajy cBa Tpu onrosapajyha yria jenHaka, TOK UM OZIrO-
Bapajyhe cTpaHuIlle HUCY jemTHAKE. U



Jleo 10

AkcumoMma mapaJieJITHOCTH.

Eykmuncka reomerpuja

10.1 IlnmejdpepoBa akcmoMa IapaJieJIHOCTHU.
Ilojam Eykamaockor mpocrTopa.

Axrcuoma mapasesHOCTA je, KaO IMTO CMO BUIENM, OuUjaa MO3HATA
Kao0 CTaB jOII ¥ aHTUYKMUM BpeMmenuMa kon ['pka. Mebhyrum, Eykaunosa
opuruHaJiHa (OpMyJIalyja YHEKOIUKO ce pa3iaukyje oxn Ilnejdpepose ak-
cuoMe TMapaJieIHOCTHU, KOja Y CTBApU MPEACTAB/HA E€KBUBAJIEHT METOT
Eyrnmunosor nmocrynara. Ilomro oBako uckasan mocenyje jeIHOCTABHY
dopmynanujy Ilnejpep 1797. romunme y3uma Taj cTaB 3a aKCHUOMY, a
MeTU MOCTYJaT 33 TEOPeMy.

IInejpepoBa akcrmoma mapaJsiesIHOCTU. AKo je P NPoussonHa NPasa U
A mauka ean we, mada y pasnu w(p, A) nocmoju najeuwe jedna npasa a,
Koja cadpacu mavky A U Hema 3ajeOHUNKUT MANAKG CA4 NPABOM P.

Hedbuuummja 10.1.1. Teopujy 3acHOBaHy Ha CHCTEMY AKCHUOMa AaICoO-
nyTHe reoMerpuje m IliejpepoBoj axcumoMu mapaeTHOCTH Ha3UBAMO
Eyxaudcxom nmu napabosuvwkom zeomempujom. PaBan u mpocTop y Ko-
juMma Baske akcuoMe Eyknmacke reoMerpuje Ha3MBaMO PECIEKTUBHO Fy-
Kaudckom pashu m Eykaudckum npocmopom m 03HAYABAMO UX PEIOM Ca
E? u E3.

261
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10.2 ITapamnesmmoct y E®, (n =2, 3)

Y Eyrauackoj reoMeTrpuju ce pamgu JIAKIIEr U3Jjarama yBomge Ou-
HapHe pejanyje AeUHUCAHE HA CKYIYy CBUX NPABUX U CKYIy CBUX pa-
BHU: PEAGUUJQ NAPAAEAHOCTIU NPABUT U PEAAUUIA NAPAAEAHOCTIU PABHU &
takobhe u peaayuja napasesrocmu npase u PaEHU.

Iepmanmmja 10.2.1. Y npoctopy E? npasa p je napasesra ca mpaBoM
¢ aKoO je mpaBa p KOMILIAHAPHA Ca MPaBOM (¢ MPU YEMy je p = ¢ Wiu
pNqg=10. To ozmauasamo p || q.

W3 mperxomue nedpununuje u IlmejpepoBe arcumome mapasiesHOCTU
Hemocpenao caenu ciaenehe rBpbheme

Teopema 10.2.1. 3a ceaky npasy p u ceary maury P npocmopa E3 noc-
moju jeduncmaeena npasa g npocmopa E® maxea 0a cadpxcu mauxy P u
napanesna je npasoj p.

Teopema 10.2.2. Penauuja napasearnocmu 0eGurucana Ha CKYny npasus
npocmopa E™, n = 2,3 je peaauuja exsusaseryuje.

IToka3. Pe¢iiekCUBHOCT U CUMETPUYHOCT peJlalije MapaieIHOCTH Ipa-
BUX clene AUPEKTHO m3 aedpumuunuje. [okazalieMO TpPaH3UTUBHOCT.
Heka cy p, ¢ u r Tpu npase npocropa E" Ttakse ma je p || q u q || r.
Ilokazahiemo na je tana q || r. V3 yumenune na je p || ¢ caiemu na cy
mpaBe p U ¢ KoMIJaHapHe. Ha MCTU HAUMH KOMIUTAHADHE Cy W IIPaBe
g m r. O3sauumo ca « pasan onpebeny mpasama p u ¢ a ca [ paBaH
onpebeny nmpaBama ¢ u r. 3a paBHU « U [ MOry HacTynuTu ciaenehu
cayuajesu: = u o # .

(i) Hera je a = . Axo je p = q wiu ¢ = r HOKa3 je TpUBUjaJaH.
Hera je p # qu q # r. Taga npase p u r He MOT'Yy UMAaTHU 3a)€THAIKAX
Tavaka, jep OM y CympOTHOM Yy PaBHU (x IMOCTOjaJie ABE Pa3He MpaBe P
U 7 KOj€ Ce CEeKy M KOje ca IpaBOM ¢ HEMAjy 3ajeTHUYKUX TadvaKa, IITO
je y cynporHoctu ca llnejdepoBoM akCMOMOM mapaJieTHOCTH.

(ii) Hera je cama a # 3. Y Towm cayuajy mMopa Ooutu p # q u q # 7
jep 6u ce y cynmpoTHOM paBHU « 1 [ mOkJganaJe. lakie Baxu pNqg = &
ugNr=g. Jla 6bu noraszajum ga Cy mpaBe p U T MapajejHe TOBOJLHO
je moraszaTu fa cy AUCjYHKTHE M KOMIIaHapHe. Ako Ou ce mpase p u r
cekJie y Tauku S, Tamga Ou npasBa ¢ 1 Tauka S oapebuBase jenuHCTBEHY
paBaH ma 6w 6uI0 o = [ WTO je y CYHPOTHOCTU Ca MPETIOCTABKOM.
Suauu Basku p N r = &, Tj. mpase p u r cy aucjyHkTHe. JloKaskmMo
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jom ma cy mpaBe p um r roMmmiianapHe. Heka je P € p mpou3BoJbHA
tauka. Tama taura P m mpaBa r onpebyjy mery paBax . PaBuum a u
Y UMajy 3ajeHUYKY TadyKy IIa je BUXOB IPeceK mpaBa. Y KOJIUKO je TO
mpaBa p IOKa3 je 3aBPIIEH, jep Y TOM CJIydYajy IpaBe p U T MPUIATAjy
pasuu 7. Hera je p/ nmpeceuna mpasa paBHU « U 7y, IpA 4yeMy je p # p
(Cnukal0.1).

Cmuka 10.1.

Cana mpase p, p' u ¢ npunanajy UCTOj paBHU (. IPUA YEMY CE€ IPABE
p u p cexy y ucroj tauku P u npema Ilnejdpeposoj akcmoMu napaJsies-
HOCTM He MOT'y OUTH MCTOBPEMEHO OWCjYHKTHe ca mpaBoM q. Ilakie,
npase p’' u g ce ceky y Hekoj Tauku (). Tauka () mpumama CBUM TpuUMa
paBHUMa «, S 1 y. Kako je g mpeceuna nmpaBa paBHu o u 3, a r IpecedHa
npaBa paBHU U 7, TO BAXKHU

RQeanpny=(anpB)n(Bny)=qNnr,

Tj. () je mpecedHa Tayka MpaBUX ¢ W T, IITO je HeMOryhe, jep cMO
npernocTaBuan fa je ¢Nr = &. Ilakae, mpase p u r cy KoMmiiagapue. [l

Penamnuja napanxesnoctu npaBux Kao pejaiyja eKBUBAJIEHIN]e pa3ou-
ja ckyn cBux mpaBux mpocrtopa E" Ha kiace exkBuBaJjeHmuje. Te kiace
exkBuBajieHnuje 3Bahemo npasyuma. Ha Taj Haume mpasar mpase p
MpencTaBsba CKYIl CBUX MPABUX KOje Cy Ca HOM MapaJieilHe.

HMe¢pununuja 10.2.2. Y mpocropy E? npasa p je napaseana pashu
(osmaka p || 7) ako je p C 7w wimm pN 7 = (). O6parno, y npocropy E3
paBaH T je mapaJiesHa ca npasoMm p (O3HaKa T || p) ako je m D p wiam
7Np=10 (Cnura 10.2).
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J%

-

Cuura 10.2.

N3 nepunnnuje HEIOCPETHO Clequ na ako je p | m Ttama je u 7 || p
u obparuo. IIpema Tome y mMoryhHOCTM CMO ma 3a TakBYy NPaBy P U
paBaH T Ka;KeMO na Cy IapaJjieHe 0e3 003upa Ha HBUXOB IOPEIaK.

Teopema 10.2.3. IIpasa p je napasesna pasru ™ aKO U CaAMO KO Y PaBHU
T NOCMOJU NPasa q NAPAAEAHE CA NPABOM P.

ITokas. Ako mpaBa p mpumana paBHU T OOKA3 je TpuBMjajaH. Pazmor-
puUMO ciaydYaj Kada mpaBa p HE IPUNana PaBHU 7.

Heka je p || m. Iloraskumo na y paBHM T NIOCTOJU IpaBa ¢ TAKBa
na je p || g Heka je A mpousBosbHa Tauka y paBHu m. Tauka A He
nmpunanga IpaBoj p, omakyIe ciaenu na Tadka A u mpasa p ompebyjy pa-
BaH « (Cnura 10.3). PaBHm o m 7 umajy 3ajemauury Tauxky A ma je
BUXOB IIpPecek mpaBa ¢. PaBHU « u T Cy pasjumuure jep IpaBa I Ipu-
maga paBHM « a He mpumnana paBHu 7. llpaBe p u ¢ cy KoMmMIIaHapHE
U HeMajy 3ajemIHUYKNX TavaKa, jep OU BUXO0Ba 3ajeTHUYKA TAUKa IPU-
namgaJia paBHEA 7, mMTO je Hemoryhe. [lakie, mpaBe p u ¢ Mopajy Outum
mapaJsiesse. Heka cama y paBHM 7 IOCTOjU MpaBa ¢ HapajiejaHa Opa-

Caura 10.3.

BOj p. lloka:kuMO ma je mpaBa p mapaJiesiHa paBHU 7. Kako mpasa p He
mpunanga PaBHA T HUTU CA H>OM UMa 3aje JHUYKAX Tadaka, TO IpaBe P U
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q HEMAjy 3ajeHUYKMX Tadaka na onpebyjy Heky paBaH «. PaBanm m u
mpaBa p Cy AUC]yHKTHE, jep aKO OU ce CekJie, ’bUXOBa IPECEYHA TavaKa
Ou mpumamaJjia Mpeceky pPaBHU « U T, Tj IpaBOj ¢, IITO je HeMoryhe
jep cy mpaBe p u q mucjyakTHe. IIpema Tome mapaBa p um paBaH T Cy
mapaJiesIHe. ]

IHMe¢puaumnuja 10.2.3. Y npocropy E? pasan o je napaseana pasru 3,
(osmaka: « || B) ako je a = nnm a N f = <.

Ciuka 10.4.

Teopema 10.2.4. Pesauuja napanearocmu pasru npocmopa E> je peaa-
YUJa ex8uUsaNeHYUJE.

Jloka3. PedmekcUBHOCT U CUMETPUYHOCT CJI€Ne MUPEKTHO U3 Ie(IIHM-
nuje. Jlokasxmmo TpaHsuTUBHOCT. Heka cy «, § u Y Tpu paBHU TakBe
na je a || fu B | v, noraxkumo ma je tama « || . 3a paBHu «, f U 7y
mory Hactynutu ciaenehu ciayuajesu: (i) = f nmm =, (i) o # 8
u 3 # v. llpBu cayuaj je TpuBujasan. Paszmorpumo cayuyaj a # 3
upf #~ Tama anNp =0 u N~y = . llpermocraBumMo ma paBHU
o ¥ Y HACY TapaJiejiHe, Tj. HEKa je p IpecedyHa mpaBa PaBHU & U 7.
Heka je P mpousBoJbHa Tauvaka mpaBe p u A Tauyka paBHU o KOja He
npunana npasoj p. Heka je jomr B mpousBosmHa Tauka pasau 3. Tama
IOCTOjU paBaH 7 Koja canp:ku HekonuHeapue tauke A, B u P (Cunuka
10.5). PaBan 7 nMa 3aje IHUYKMX Tadyaka ca CBAKOM OJ DaBHU «, [ U 7,
OMlarJIe CIeqU Ma Ca CBAKOM O BbUX mMa 3ajenHuYkKy npaBy. O3maunmo
Te 3ajeIHUYKe IpaBe pelaoM ca a, b u c. IlpaBe a u ¢ cy pasaunuute jep
6u y cynpoTHOM Tauka A mpumanaJia U mpaBoj ¢ ma 6u ce paBHU a U
~ HOKJIamaJie, MTO Y OBOM cJiydYajy Huje moryhe. Pazanuwmre mpase a
U ¢ UMajy 3ajeqHuYKy Tadvky P, U OUCjyHKTHE Cy ca IpaBoOM b y paBHU
T, WTO je y cynporHoctu ca llmejpepoBoM akcmoMoM mapaJiesTHOCTH.
I[Ipema ToMe paBHU v 1 ¥ MOpajy OUTHU mapaJiesHe. O
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Caura 10.5.

Teopema 10.2.5. Hekxa cy damu pasan o u mavwkae B. Tada nocmoju
jeduncmeena pasar B Koja cadpacu mawky B u napaseana je pasnu .

Ioka3. 3a tauky B u paBan « umamo cienehe moryhuocTu:

(i) Bea, (ii) B ¢ a.

(i) ¥ mpBoMm cayuajy « je TpaskeHa paBaH.

(ii) Hera B ¢ . O3raunmo ca A Ipom3BOJbHY Tauky paBHE . Heka
Cy p U q IPOM3BOJLHE PA3JUUYNTE MpaBe PaBHU ( KOje canp:ke Taury A.
IIpema Teopemu 10.2.1. mocToje jenuHcTBeHe npaBe p' u ¢’ Koje campike
taury B, takse na je p' || pu ¢’ || ¢. Axo 6u ce npase p’ u ¢’ mornanase,
oHIAa Ou 300r TPAH3UTUBHOCTU PeJIallije MapaieIHOCTU MPABUX, TPABE
p u q Ouile mapaJiesiHe, MTO jé y CYNPOTHOCTH Ca HUXOBUM M300POM.
IIpema tome, mpase p’ u ¢ ce cexky y Tauku B ma oapebyjy Tauno
jemny pasau f (Cmura 10.6). Pasan [ je Tpaskena paBan. Jloraskmmo

Cuura 10.6.

to. PaBan § canpsxu tauky B. [IpermocraBumo na paBHU o U 3 HUCY
mapaJiesqge. Y TOM Caydajy paBHU « U [ Ce CEeKy IO HEKOj MpaBoj .
[Ipema IlmejdpepoBoj akcmoMu mapaserHocTd Gap jemsa ox npasux p’
n ¢ y pasau 3 mopa cehwm mpasy r. Heka npasa p’ ceue mpasy 7 y
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tauku R. Ilpase p u p/ cy mBe pasHe mapaJtielHe mpase Ia oxpebhyjy
Heky paBaH 7. Tana tauka R npumana paBHUMA T U , IIa CAMUM TUM
U BUXOBOM TIPECEKY, Tj. IpaBoj p. To 3maum ma ce mpase p u p' Cery
y Tauku R mTo je y cynmpoTHOCTH ca muxoBuM m3bopom. [Ipema Tome
paBaH [ mapaJiesHa je paBHU . 1uMe je HOKa3aHa er3UCTEHI]ja TAKBe
paBHU.

Tpeba nokazaru jour jenuacTBeHOCT. Heka je 1 mpousBospHA paBaH,
KOja calap:Ky Tauky B u mapaJenHa je paBHU «. 300 TPaH3UTUBHOCTHU
peslanuje mapaJieIHOCTU PABHU CJeu Oa cy paBHu [ u 3] mapaJieiHe,
a KaKO MMAajy 3ajeIHWYKY TadvKy B oHe ce mokJamajy. O

10.3 YrigoBu Ha TpaHCBep3aJu

Cana hemo pasmarpary Heke masbpibe mociaemure llaejdpepose ak-
cuoMe.

Teopema 10.3.1. Hexa cy A, B, P, Q mauxe ucme pashu makee da je

P,Q = AB. Tada saxcu exeusasenuuja:

AP | BQ < {PAB + £QBA = 2R.

Hoxa3. Osnaunmo ca P’ u () npoussomue Tauke takse na je B(P, A, P’)
u B(Q,B,Q"). Ysenumo oznare: o« = LPAB, = {QBA, o/ = A{P'AB,
B = £Q'BA.

Cauka 10.7.
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I[Mpermocrasumo unajupe na Baxku £ PAB + £LQBA = 2R. Tana u3s
APAB + AP'AB = 2R cnemu £QBA = {P'AB. Osmauumo ca S cpe-
mumre nysxu AB, ca S’ momHoxkje HOpMaJie u3 Tauke S Ha mpaBy PA,
u ca S” raury TakBy ma je S”S = SS' m B(S5,S5,5") (Cmura 10.7).
Tpoyraosu ASS’A u ASS”"B cy nomymapHu mpeMa ApYyroM CTaBy O
HomyAapHOCTH, ciaenu na je u yrao £BS”S npas, u £SBS" = £SAS' =
AP'AB = LQBA = £SBQ. Ilpema Tome, Tauka S” mpunama mpasoj
BQ, na je npasa S'S” 3ajemuunura mopmasa npasux PA u QB. Cuenn
na je AP || BQ, jep ako 6u ce npaBe AP u B(Q) cekyie y HEKO] TAUKU
X, Taza 6u U3 Te Tauke IOCTojaje ABe pasHe HopMaJie Ha npasy S’'S”,
ITO je Yy CYOIPOTHOCTHU Ca TEOPEMOM O jeIMHCTBEHOCTU HOPMAJIE.

Cuaura 10.8.

O6partno, Heka je AP || BQ. Hokaxumo na je tana

APAB + £QBA = 2R.

Hera je AP; mpasa 3a kojy je Q,P1 — AB u AP/AB = 2R — {QBA
(Cauka 10.8). IIpema mokazaHoM y NPBOM eIy TeOpeMe CJIeou Ia je
je AP || BQ. IIpema Tome, nobumamu cMo na kpo3 tauky A Ban npase BQ
npora3ze nse npase AP u AP, napanenue npasoj BQ, onakie cienu na
ce npaBe AP u AP noknamnajy, na je {PAB = {PLAB = 2R — £QBA,
1j. LPAB+ £QBA =2R. O

Iepmaummja 10.3.1. Yeno8u na mparnceepsany, Cy yrioBu Koje obpa-
3yje mpaBa KOja cede IBe pa3He IpaBe HeKe paBHU. 1y HMLUXOBY 3ajen-
HUYKY CEUUIy Ha3UBAMO MPAHCBEP3AAQ.
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YBemumo cinenehe o3nake: Heka npasa t cede npase PP u QQ' pe-
oM y raukama A u B raxsum ma je B(P, A, P'), B(Q,B,Q')u P,Q =~ AB
(Camra 10.9). Hera cy A’ u B’ rauke npase t Takse na je B(A', A, B, B').
Y rom cayuajy hemo pehu ma cy yraosu: (i) £LA’AP u LABQ - ca-

Cuaura 10.9.

2nacHU,
(iil) LPAB u LQBA a takobe u L PAA" u LQBB’ - cynpommu,
(ili) LPAB n £Q'BA a takobe u L{PAA’ nu LQ'BB’ - nausmenuunu.

YTJIOoBM HA TPaHCBEP3AJU UMju Kpaunu caip:ke ny:k AB cy ywympa-
WHY & OHU OAPYTU CNO/AUMDU.

IIpema TOMe, mperxomHe MOjMOBE MOKEMO YBECTHM W Ha cJjemehu
HAYUUH:

Jepunannmja 10.3.2. (i) Jenan cnomamsy U jegaH YHYTPALIBU yrao
ca MCTe CTPaHE TPAHCBEP3AJE Cy CO2AGCHU Y2A081.

(ii) IBa cnospamma MK ABa yHYTPAIIka yIjla ca UCTe CTPaHe TPaH-
CBep3aJie Cy CYnpomHu yea08u.

(iii) JIBa cnomanima niIn ABa yYHYTPAIIBkha HEeCYyCeqHa yIila ca Pa3HUX
CTpaHa TPAHCBEP3AJIE CY HAUIMEHUYHLU Y2A081.

3a mache on maTepeca 6utu cayuaj Kan cy npase PP’ u QQ’ mapa-
nenue. Ha ocHOBy mpeTxomHe TeopeMme 3akpydyjeMO Oa Cy CYIPOTHU
YIJI0BU, HA TPAHCBEP3AJU HMapajeJHuX MpaBuX, cymiemMenTHu. Jlupek-
THa MOCJIENUIla T€ TEOPEME je U Aa Cy CAarJacHU YIJIOBU HA TPAHCBEP-
3aJi1 mapajieTHUX MPaBUX KA0 U Hau3MeHuvHu yrioBu mehy cobom mo-
nynapau. Moryhe je uckaszatu u TeopemMe aHAJOTHE MPETXOMHO] Y KO-
juMa ce yMecTO O CyIPOTHUM TOBOPHU O CATJIACHUM WU HAM3MEHUIHUM
YTJIOBUMA.
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Canma MokeMO (POPMYJIMCATH U MOKA3ATU MEOPEMY O Y2A08UMA CQ
NAPANEAHUM KDAUUMGE.

Teopema 10.3.2. Hexa cy £pOq u £p'Oq’ dsa xonsexcra yera nexe pasru
ca kpayuma maxeum oa je p || p' uwqll ¢. Taoa:
(i) Axo cy oba yeaa owmpa usu 0ba myna mada cy oHU NOOYOAPHU.
(ii) Axo je jedan yeao owmap a Opyzu myn mada cy oY CYNAEMEHTMHU.

Kol

OI pl
Ciura 10.10.

Hoxa3. Osmaummo ca pi, ¢1, P, ¢; upase ogpebene kpaunma p, ¢, p/,
¢ matux yrmosa. Kako je py || p|, To npasa ¢| mopa cehu mpasy p; y
Heroj Taukn S (Cuwmka 10.10). Jemam ox yriosa roju oxpebyjy npase
p1 1 ¢y o3HaummMo ca «. Cama je mpaBa ¢} TpaHCBep3aJa IapaJeIHnX
OpaBUX p; U P}, & IpaBa p; TPAHCBEP3aJa NapajeHuX IPAaBUX ¢ 1 ).
Tako je csaru ox yraosa £pOq u £p'Oq kao yrao ma oarosapajyhoj
TPaHCBEP3aJaU MOAYAAPAH WA CYIIEMEHTAaH yriy . 3HAYM, U YIIOBU
£pOq u £p'Oq’ cy momynapuu miau cymiaementau. HapasHo, ako cy oba
OMTpa OHAA HE MOT'y OUTU CYIJIEMEHTHU a cy moxynapau. CIWJHO ako
je jemaH yrao omrap a OApYrZd TYI Tana MOpajy Ouru cymiaeMeHTHH. [

Hasemhewmo 6Ge3 nokasa meopemy o y2ao8uma ca HOPMAAHUM KPAYUMA
(Cnura 10.11).

Teopema 10.3.3. Hexa cy £pOq u £p'Oq’ dsa xonsexcra yera nexe pasru
ca xkpauuma maxeum da je p L p' vwq L q. Tada:

(i) axo cy oba yeaa owmpa uau 0ba myna oHu ¢y NOOYOAPHU,

(ii) axo je jedan yzao owmap a Opyzu MYN OHU CY CYNAEMEHMHU.

10.4 UYerBopoyrao, mapaJjieJjiorpam,
cpenma JIMHUja TPOYTJia

Y oBoMm omespKy hemo merasbHUje MPOYYUTU HEKE BPCTE UETBOP-
oyrioBa. JlBe mBuIile IPOCTOT UETBOPOYIJIa Ca 3ajeTHUUYKAM TEMEHOM
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O

o | N

p

Cnura 10.11.

30BEMO cycedne usuye, a OHE KOje HEMAajy 3aje THUYKUX TadaKka HacnpaM-
He usuye. Y HyTPAIIKHU YIJIOBU YKjU KPAIY CAIDPKE UCTY UBUILY UETBOP-
Oyrya 30By Ce cycedHu Yza08U, Y CYIPOTHOM Cy HACNPAMHU YeA08U.
YBeIuMoO caza CIeNUjaJHy BPCTYy YeTBOPOYTJIOBA.

Hepuaunuja 10.4.1. Yersopoyrao ABCD je mpanes axo je AB || CD.
Usune AB u CD cy ocuosurnie, a BC u AD xpayu Tor Tpanesa. Tpames
je jeonaroxparu axo je BC = AD u uuje BC' || AD, a npasoyzau ako je
jelaH BbEeroB yHyTpAaIllkhU yrao Ipas.

Ha ocroBy Teopema o yriioBuma Ha TPAHCBEP3aJu MapaieIHUX IPa-
BUX, NIBa YHyTpalllha yIJya KOja OAroBapajy KpakKy Tpame3a cy Ccy-
mwieMenTHa. Takobe, TO je moBOJ/paH yCJIOB ma OM HEKM YETBOPOYTao
6ro Tpames. Cama hemo yBecTu jorm jemaHy BPCTY UYETBOPOYIJIIOBA,
KOju IpEeNCTaB/bajy CIerjajJHy BPCTy Tpamesa. Pamu ce o napaaen-
oepamuma. bux MoxxeMo neduHMcaTy Ha pa3He HaYWHE, ajlyd MU heMmo
u3abpaTu OHA] HAJUPUPOTHUjU, & 38 CBE OCTAJEe NeMO IOKA3aTH Oa Cy
ca UM €KBUBAJIEHTHU.

Heduanmumja 10.4.2. YerBopoyrao ABCD je napasesoepam axo je

AB | CD wu AD| BC.

Ilakne, mapaJiesorpaM je 4eTBOPOYTrao Ca [ABa Iapa OapalieHUX
HACIpaMHUX MBHUIA. Y caMOj NePUHUIUjU MapaJiejiorpaMa HHUje KO-
pumhen mojam momymapuoctu. Hawmme mapasemorpamu, a Ttakobe u
Tpamesu ce MOy pa3MarTpaTéd U y T3B. afunoj zeomempuju. To je reo-
MEeTPHja 3aCHOBaHA HA CBUM T'pDyIlaMa aKCHUOMa, €YKJIUICKE 'eOMEeTpUje,
ocuMm Tpehe rpyne, akcuoma nmonynapuoctu. llokaskumo cana ciaenehy
TEOpEeMY:
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Teopema 10.4.1. Hexa je ABCD xoneexcan wemsopoyzao. Tada cy cae-
oehiu ycaosu exeusaneHmt:

(i) Yemeopoyzao ABCD je napasenoepam.

(ii) AB ||CD uw AB = CD.

(iii) AB=CD u AD = BC.

(iv) ITaposu nacnpamwuz yeaosa wemsopoyeaa ABCD cy naposu no-
QYy0apHux yeno8a.

(v) Ceaxa dsa cycedna yHympawma yz2aa ¢y CYnieMmenmma.

(vi) Aujaeonane wemsopoyeaa ABCD ce yzajamno noaose.

Ioka3. Osmaunmo ca «, 3, v, § yHyTpallllbe yrJIOBE KOjU OArOBapajy
remernuma A, B, C, D penom, yerBopoyria ABCD. YerBopoyrao je
KOHBEKCAH IIa Ce Herope aujaroxase cexy y Hekoj tauku C. [Torpebuo je
MOKA3aTU eKBUBAJEHTHOCT uckasa (i)-(vi). Ila 6bucmo uszbersnu moxasu-
Bal€ CBUX EKBUBAJEHNMja, IO OBEe MMIUIMKanuje, Hop. ca (i), mokas
hemo mojemuocraButy nokaldyjyhwu mvmniumkanuje pyroBomehwu ce cie-
nmehowm memom: (i)=(ii)==(iili)==(iv)=(v)==(i) u =op. (v)<=(iii).
(i)==(ii). Hexa je uerBopoyrao ABCD mnapamemorpam. Tanma je
AB || CD u AD || BC. Ilpasa AC je TpaHcBep3aJsia TapaJeIHUX
npasux AB u C'D na cy yramosu £CAB u LACD nonynapHu Kao HaW3-
Mernunu. Canuno u3 mapasgennoctu npasux AD u BC cnemu na cy u
yraosu £LACB u LCAD nonynapuu. Kako je AC =2 AC' T0O Ha OCHOBY
apyror crasa o nogynapuoctu tpoyraosu AACB u ACAD nonynapau
ma jeu AB=CD.

(ii)==(iii). Hera je ABCD wuerBopoyrao taras na je AB || CD u
AB = CD. Hokaxumo na je u AD = BC. Tlpasa AC je Tpamcsepsaja
napajgenaux npaBux AB u CD ma cy yraosu LCAB u LACD mnony-
mapuu kKao Hamzmenuuau. Tpoyraosu AACB u ACAD nonynapuu.
Tana, 13 muxose noxynapuoctu caenu BC = AD.

(iii)==(iv). Hera je ABCD wuerBopoyrao takas na je AB = CD n
AD = BC. Horaxumo na je § = 0. 3aucrta, Ha ocHOBY Tpelier crasa o
nonynapaoctu Tpoyraosa je AACB = ACAD. Cunemu L ABC = LCDA
Tj. f =09. AHAJOrHO mOKa3yjeMo U na je a = 7.

(iv)=(v). Hera je a =y u f=0. Kako je a+ f+v+ 0 = 4R cnemn
majea+pf=2Ru B+v=2R.

(v)=(i). Hera cy yraosu a u ( cymnementau. OHEU Cy CYyIPOTHU
yriosu Ha tpaHcBep3anu AB npasux AD u BC na je AD || BC. Amna-
Jg0THO, yruoBu  u 7y cy cymnementau na je u AB || CD. Ilakue, ueTBOp-
oyrao ABC D mapaJenorpam.
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(iii)<=(vi). Hera je ABCD wuerBopoyrao kox kora je AB = CD u
AD = BC. Horaxkumo na je Tauka S 3ajeIHUUKO CPEAUINTE IUjaroHaJIa
AC u BD. Tpoyraosu AACB u ACAD cy nonynapuu npema tpehem
craBy o momymapuocTtu. Ha ocuoBy Tora je LACB = LCAD mna je
u £SCB = ASAD. W3 nomymapuoctu yHakpcuux yriosa £CSB u
ALASD canemu na cy u yraoBu £SBC u £SDA nonynapuu. Ilpema
npyrom craBy nonynapuu cy tpoyraosu ACSB u AASD. Cnenu na je
SB2=SD u SC = SA 1j. rauka C mpencrtaBiba 3ajeHUYKO CPEIUIITE
mujaronasa AC u BD.

OOGparHo, HEKa je cama Tauvka S 3ajeJHUYKO CPEIUIITe IUjaroHaJa
AC u BD. Tana je SB=SD u SC = SA. Tpoyraosu ACSB u AASD
cy momyapapHU mpema mpBoM craBy. Tama je AD =2 BC. Awnajgorso
nokasyjemo u na je AB=CD. g

¥YBeauMo cama joIl HEKe BPCTE YETBOPOYIJIOBA 33 KOje ce IMOKa3yje
[a Cy Takobhe mapaJjiesiorpaMu.

Hednuaunuja 10.4.3. (i) YeTBopoyrao kKoMe Cy CBe MBUIE MOIyIapHE
HA3UBa C€ POoMO.

(ii) YerBOopoyrao Kome cy CBU yHyTpammbu yriosu Mehy cobom momy-
MapHU HA3UBA CE NPA8OY2AOHUK.

(iii) YerBOopoyrao umje cu CBe CTpaAHUIE jeIHAKE U CBU YIJIOBU IIPABU
HA3UBA Ce K8adpam.

Teopema 10.4.2. (i) Ilapasenozpam je pomb axo cy my oujazonare mehy
CcOO0M HOPMAAHE.

(ii) Hapanenoepam je npasoyzaonur axo cy my oujaeonanse mehy cobom
noodyoapHe.

(iii) Hapanenozpam je xeadpam axo cy my oujazonare mehy cobom Hop-
MAARE U NOOYOAPHE.

Jedpmanmuja 10.4.4. Ilyx Koja crnaja CpeauInTa ABEjy CTPAHUIA HEKOT

TPOyTJIa HA3UBA CE CPEOna AUHUjG TPOYTIIa Koja onrosapa Tpehoj crpa-
HUIA.

Teopema 10.4.3. (O cpenwoj nmuauju tpoyraa) Axo cy P u Q cpedu-
wma pedom cmparuua AB u AC mpoyzaa AABC mada je:

1
PQ=3BC i PQ| BC.
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A

B C

Cuura 10.12.

IHoka3. Osmaunmvo ca R (Cawmka 10.12) tauky npase P(Q) TakBy na je
B(P,Q,R) u PQ = QR. Taura @ je 3ajemuuuko cpemumre my:xu AC
u PR na je ueropoyrao APCR mnapaJjejorpaM, omakje CJenud Oa je
AP = RC u AP || RC. Tauka P je cpemumre nysxu AB na je PB =~ RC
u PB || RC, tj. u uerBopoyrao PBCR je mapanenorpam. Tana je
PR | BC u PR= BC, onakne ciem PQ || BC u PQ = 1BC. O

10.5 3HauajHe Tauke TPOYyTIJia

Tpoyrao, Hausraen jeaHocTaBHa (GUrypa, UMa jaKO MHOT'O MHTEPe-
canTHUX ocobuHa. OBme hemo HaBecTu HEeKe O HUX Be3aHe 3a Kapak-
TEPUCTUYHE TaUKe TPOYIia, KOje Ha3UBAMO 3HAYAJHUM TAUKaMa TPO-
yria.

Teopema 10.5.1. (O menrpy onmcanor kpyra) Medujampuce cmparuya
mpoyzaa cexy ce Yy je0noj mavwku S.

Ioxka3. Jloka3agu CMO y ONE/HbKY O IPAMEHOBUMA IPABUX PABHU S2
(Teopema 6.10.1.) ma mMenujarpuce CTpaHWUIa TPOYTJA IPUIALAJY UC-
TOM TpaMeHy NpaBux. Kako ce y OBOM CiaydYajy HE MOXKE PAAUTU O
npaMeHy MapaJieIJHUX MPAaBUX, 3aKBYydyjeMO na Ce MeIujaTpuce CTpa-
HUIIA TPOYTJIA CEKY y jeIHO TAUKU. O

Teopema 10.5.2. (O menrpy ynucasnor kpyra) Ducexmpuce ywympaw-
BULT Y2A080 MPOY240 CEKY CE Y JEOHO] MANKY.

Ilokas ose Teopeme (Teopema 6.10.2.) u3BenmeH je y amcoyTHOj reo-
MeTpHju.
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IIpe Hero mro yTBpaMMO miTa IpencTaBl/ba IPECceYHa Tauyka OnCek-
TpUCa YHYTPAIIBUX YIJI0BA U3 IPETXONHE TeOPEME, NOKAKUMO cienehu
morpebaH U NOBOJbAH YCJIOB Ha je HEeKa IMpaBa TAHTEHTa Kpyra:

Teopema 10.5.3. Hekxa je T mawka xpyea k(O,r). Ilpasa PT je man-
zenma moe xpyea y mawku T axo u camo axo je PTLTO.

Cuura 10.13.

Ilokasz. Heka je PT rtamrenta kpyra k y taukm 1. Axo yrao £PTO
HUje TIpaB, jemaH on yryioBa koju oapebyjy nmpase PT u TO je omrrap.
Heka je To yrao LOTX = w < R (Cunura 10.13). Heka je [ monynpasa
nosnypasau OT'X ca nouerkom y tauku O, taksa na je £(OT,1) = 2R —
2w. Ako je Y mpeceuna tauka noaynpasux 1'X u [, tpoyrao AOTY je
jemnakokpaku, na je OT = OY = r. To uuje moryhe jep je P1 Ttanrenra
Kpyra k, ma ca BUM MMa CaMO jeIHy 3ajeqHudKy Tadry. Jlakmie, yrao

£PTO je npas.

Oo6parno, meka je PT | TO. 3a caky Ttauky 1) npase PT, Tpoyrao
AOTT, je mpaBoyrau ca xunorenyszom OTy, ma je OTy > OT = r.
Haxkne, mpousBossbHa Tauka 1) mpase PT He npunana xpyry k, ma je
PT 3amcTa TaHreHTa TOT KPyTa. O

Taura S u3 Teopeme 10.5.2., je makie meHTap Kpyra KOju Camp:Ku
momuokja ynpasuux K, L, M wu3 tauke S wa crpamune AB, C, CA
tpoyraa AABC (Caugka 10.14). Ocum tora npase onpebene nBunama
TPOYTJIa Cy Ha OCHOBY MPETXOMTHO JOKA3AHOT TAHTCEHTE TOT Kpyra. 360r
TOTa Ce IOMEHYTU KPYT 30Be YIUCAHU KPYT TPOyria, a mpema Teopemu
10.5.2., y cBakm Tpoyrao ce MO:Ke YOUCATU KPYT.

Teopema 10.5.4. (O oprouentpy) Ilpase odpehene sucurnama mpoyena
cexy ce y jedHoj mavku.
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Cuauxra 10.14.

Jloka3. Y amlcoayTHO] reOMeTPHUjU je MOKa3aHO TBphHeme mpema Kome
npase onpebhene BucuHaMa Tpoyria Ipunanajy UCTOM MpaMeHy IMPaBUX
(Teopema 6.10.4.). Canma, ¢ 063upom Ha TO na npase oxpebene Bucu-
HaMa TPOyTJia HEe MOTY OUTHU mapaJiesiHe, 3aK/bydyjeMo na ce€ paand O
IpaMEeHy KOHKYDPEHTHUX IIPABUX.

Teopema 10.5.5. I[lenmap onucanoz kpyea npagoyzioz mpoyzia je cpedu-
wme mezo8e Tunomery3e.

Hoka3z. Ozmaummo ca O cpeaumre xunoreny3e AB mpaBoyriaor Tpo-
yraa AABC a ca P cpemumre katere AC. Hy:xOP je cpenma JIUHUA]a
oBOTI Tpoyria koja onrosapa karertu BC, omakine caemu OP || BC, Tj.
OP 1 AC. Tpoyraosu AOPC u AOPA cy nomymapau cy IOy IapHU,
omakie je OC = OA. Kako je jom OB = OA, cnemu nma je taura O
IeHTap OmMMCAHOr Kpyra oko Tpoyria AABC. O

A

Cuaura 10.15.

Iedpuuannuja 10.5.1. Iyx, yuje cy KpajHe Tauke TeMe U CPEOUIITE
HACIIPAMHE CTPAHUIE, HAUBAMO MENCUUWHOM OYNCy TPOYTIA.
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Nz operxogHe TeopeMe cijaene mu Cﬂeneha ABa TpreH)ai

IMocaemuma 10.5.1. Texcuwna 0yxc, koja 00208apa TUNOMERY3U, JEOHAKA
je nos08uNY TUNOMENY3e.

IMocaemuma 10.5.2. Yza0 nad npeurnurom je npas.

Teopema 10.5.6. (O rexumry) Texmcuwne dyxcu mpoyeaa AABC cexy
ce y jeonoj mauxu T, xoja uz deau y pasmepu 2 : 1, mj. AT = 2T Ay, 20e
je Ay cpeduwme cmparnuye BC.

Caura 10.16.

Hoxa3. Hera cy A;, By, C1 (Cuuka 10.15) cpeaumra penoM UBUIA
BC, CAu AB tpoyrna AABC. Ha ocuoBy [lamose akcuome, TesKUIIHE
nysxu AA; m BB; ce cexky. Oszmaummo ca T BUXOBY OPECEYHY TAUKY.
Osnaunmo ca As u By penom cpemumra ny:xu AT u BT. Tana je my:x
A1 By cpemma nuauja Tpoyraa AABC koja oarosapa crpanunu AB ma
je Ai1B1 =1/2AB u A1B; || AB. Ly A3Bs je cpenma nuHMja TpOyria
ATAB na je AsBy =1/2AB u A3Bs || AB. Tlpema toMme, 4eTBOpOYyrao
A1B1A2By je mapasesorpaM U HeroBe OUjaroHaJie Ce IMOJOBE y TauKU
T. Cnemu AAy =2 AT = TAy u BBy =& BT = TBy, onmakiue je AT :
TA, =BT :TB; =2:1. Tpeba jom morazartu na U TEKUIIHA LYK U3
temena C canpsu taury T un ma je CT : TCy = 2 : 1. Anajorso kao
y IPEeTXOIHOM CJIyYajy MOKPMO MOKA3aTH Oa Ce TeRumHe ny:xkn AA] u
CC4 cery y Tauku 1) tako ma je CTy : T1Cy = ATy : ThAy =2: 1. Kaxko
je AT :TA =2:1cnemu Ty =T. O

Teopema 10.5.7. Axo je H opmouyenmap, a K, L, M, N pedom cpedvwuma
oyacu AB, AC, HC, HB, mada je wemaopoyeao K LM N npagoyzaonuk.
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HMoxka3z. Ilys:xu MN u KL cy cpenme nunauje penom tpoyraosa AHBC
u AABC (Caura 10.16) roje omrosapajy ucroj ocuHoBuiu BC, ma je
KL= MN =1/2BC n KL || MN || BC. Haxne yerBopoyrao KLMN
je mapasemorpam. Ily:xk KN je cpemma smuamja tpoyria AABH, na
je KN || AH. Kako je jom AH | BC, to je KN 1 MN,KL. Ilakue
yerBopoyrao K LM N je npaBOyraoHUK. O

Teopema 10.5.8. Cpeduwma cmparuya, noOHONCA BUCURG U CPEOUWMA
Qyacu o0pehenur opmoyenmpom u memeruma mpoyaesa AABC npunadajy
JEOHOM KpY2y.

Cuura 10.17.

Iokas. Osmaummo ca K, P, L cpemumra crpanuna AB, BC, CA,;
ca A', B’ u C' nomnoxja Bucuna pemom u3 tadaka A, B u C; a ca
Q, N u M cpemumra nysxu AH, BH n CH pemom (Cmura 10.17).
Ha ocuoBy nmperxonne teopeme yerBopoyrioBu KLMN u PMQK cy
npaBoyraonunu. ly:xK M je 3ajenHuuka aujaroHajia OBAX IpaBOyTa-
OHUKA U OKO HUX CE MO:KE ONMUCATU 3ajeIHUYKUA KPYT HAJ TPEYHUKOM
KM. Harne, taurke K, P, L, N, M u Q) npunanajy rpyry k Han
npeunukom K M. Ocraje jom na nokaskemo na tauke A', B’ u C' npu-
nanajy kpyry k. Tauka A’ mpumnana kpyry k jep je yrao £ PA’QQ npas.
Amnanorso u tauke B’ u C' npunanajy xpyry k. O

Heoununuja 10.5.2. Kpyr u3s nperxonse teopeme Hasusa ce Ojmepos’
KpyT WIN KPYr OeBeT TavaKa.

L. Ojaep (1707-1783) mokasao je 1765. romune, ma Tpoyrao oapeben cpenumruma
WBULAa U Tpoyrao onapeben moaHOkjuMa BUCUHA HEKOT TPOYTJa UMajy 3aje JHUYKU ONUCAHU

KPYT.
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10.6 Ilapasesnno npojekroBame u TasiecoBa
Teopema y mnpoctopy E"

Penanuja mapamenmoctu mpaBux mpoctopa E™ omoryhyje ma yc-
TAHOBUMO TI0jaM TMapaJieJHOT MPOjeKTOBaka MpaBe Ha MPaBy.

He¢pwaumnuja 10.6.1. Heka cy p u ¢ ne nmpase pasau E? u s mpasa koja
npunana toj pasau (Cauka 10.18) u HUje mapajenaHa HU Ca jeTHOM O
wux. [lapasesnum npojexkmosamem npage p Ha Npasy ¢ NePUHUCAHUM Y
OMHOCY Ha TpaBy S§ Ha3mBaMoO ¢GyHKIUjy f :p — ¢ KOja cBakoj Tadyku P
mpaBe p monessyje Tauky () mpase ¢, mpu dyeMmy je (Q = x N q a x mpaBa
KOja mpoJja3u Kpo3 Tauky P u mapaJjeinHa je npaBoj s. IlpaBy ¢ Hasu-
BaMO IIPOjEKIUjCKOM IPaBOM, T IPOJEKINjCKUM 3PaKOM KOjU OAroBapa
tauku P, a Tauky () mapaJieJIHOM TPOjeKIumjoM Tauke P mepuHucane y
OIHOCY Ha IPAaBY S.

Q

Cuura 10.18.

Hagemrhemo cama Heke ocobume mapaJjieHOT IPOjeKTOBaha MIPaBe y
npocropy E™.

Teopema 10.6.1. Ilapanearno npojexmosawe f npage p na npasy q oedumn-
UCAHO Y 00HOCY HA NPABY S je bujeKmueHo npecaurasame.

Teopema 10.6.2. Ilapanearno npojexkmosamwe f npase p na npasy q oedumn-
uUcaHo y 00nocy wa npasy s je ypeheno npecauxasame.

Ilpyrum peunma ako cy A, B, C' Taure npase p Takse na je B(A, B, C)
Tana je u B(f(A), f(B), f(C)).

Hedmanmuja 10.6.2. [lox paszmepom nBejy nysKu 0oapa3yMeBaMO KO-
YHUK BUXOBUX NY:KAHA y HEKOM cucTeMmMy L Mepema AYy:KU. JeTHAKOCT
IBejy pasMmepa AY:KW HA3UBAMO CPAZMEPOM TUX IyKU.
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ITojam mapasiesHOr TpojekTOBarma HaM oMoryhyje ma mOKasKeMo-
jemHy oI HajcTapHWjuX TeopeMma reoMerpuje - TasecoBy Teopemy.

Teopema 10.6.3. (Tanec?) Hexa cyl ul' dee npase paenu E* u s npaea
me pasHu Koja nuje napaneana Hu ca jeonom 00 npasux | ul'. Tada na-
paaeano npojekmosame f xoje npasy | npecauxasa y npasy ' dedunucaro
Yy 00HOCY Ha MPasy S He mewa pasmepy 0sejy 0yxcu. Lpyzum pevuma, axo
npu npojekmoaany [ y o0nocy wa npasy s pasnum mavwkama P, Q, R u S
npaee | odzosapajy pedom mauxe P, Q', R' u S' npase l’, mada je
PQ B PIQ/
RS R'S"
Iloka3. Paznukyjemo nBa ciydaja:
D)LV wm (i) LR
(i) Axo je I || I’ 3a cBake nBe pasme taure P, npase | u muma
omrosapajyhe rauke P = f(P) u Q' = f(Q) upase ' je PQ = P'Q)’, na

je f m30oMeTpujCcKo IpeciuKaBame npase | Ha npasy .

(ii) Axo I Jf " rana ce npase | u ' cery y taukm O. Csakoj mysu
XY upase | npugpysxumo 6poj L(XY) rako na je

LXY) =dc(f(X)f(Y)).

Hoxrazahemo nma ¢ymruuja £ meduHMCAHA HA Taj HAUMH 3aJ0BOJHABA
caeneha mBa ycioBa

(1) Axo Taure P, Q, R, S 3amoBossaBajy penamujy PQ = RS, rana
je L(PQ) = L(RS),

(2) Axo cy P, @, R rauke npase [ Takse na je B(P,Q, R), rana je

L(PQ) + L(QR) = L(PR).

Y mmipy nokasa ycuaoBa (1) 3a ¢yHEmujy £ OpETHOCTABUMO Oa CY
nonynapue nysxu PQ u RS ucrocmepre (Cauka 10.19). Osmaunmo ca
P, Q, R, S tauke koje y ¢pymrnmju f omrosapajy oarosapajy peaom
taukama P, Q, Ru S, a ca E u F Tauke npasux QQ' u SS’ taxse na
cy npase P'E u R'F napanenne ca npasoMm [. Tama cy 4eTBOpOyTJIOBU
PQEP' v RSFR' mapanenorpamu, na cy nysxu P'E u R'F nomynapue
u ucrocMepue ca ay:xkuma PQ u RS pemom. IIpema Tome m ueTBOp-
oyrao P'R'FE je napanenorpam na cy u nysxu EF u P'R' momynapue
n uctocmepue. Cana je m dyerBopoyrao ('S'FE mapaJjenorpam Ia cy
nyxu EF u Q'S’ nonynapre n ucrocmepre. 3uaun u xyxu PR u Q'S
cy nonymapue u ucrocmepue. Onasne ciaemu na cy u aysxu P'Q u RS’
HOIyAapHEe M MCTOCMEpHE, Ia je ycioB (1) 3a10BOsbeH.

2Tanec us Munera (624. mme - 547. mHe) rPYKKM MaTeMaTUYap U AP/KABHUK.
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1

0 P\ UNAN\R SN

Cnaura 10.19.

Kako uz B(P,Q, R) cnemu B(P',Q', R"), mmamo

de(f(PQ)) +de(f(QR)) = de(f(PR))
OIHOCHO
L(PQ)+ L(QR) = L(PR),

na je u ycaos (2) 3a ¢yurmmjy L 3a0BOJbEH.

Ha ocHOBY mokazaHOT HEIOCPEIHO 3aKbydyjemMo na Gpyurmuja L npem-
craBiba cucTeM Mepema my:xku. IIpema tome (Teopema 8.4.1.) mocroju
6poj k € R" Takas ma je 3a mpomsBosmHe Tauke X,Y € lu X'\ Y' ¢l
38,J0BOJLEHO

LIXY) =ds(X'Y') = kd(XY)

Te CTOTra MapaJieJIHO IPOjeKTOBAIme He Mema pa3Mepy nBejy mykwm. [
Cana hemo maBecTu jemHo 3HauajHO TBpDeEHE KOje MpenCTaBiba, MO-
ciaennny TamecoBe TeopeMe.

Teopema 10.6.4. Hexa ce npase a u b cexy y mauxu O u nexa cy m un
dae npase ucme pasHu koje ne cadpace mauwky O u cexy npase a u b pedom
y mukama A, A" u B, B'. Tada, axo cy a ub mehycobro napanreane npase,
onoa je

OA OA"  AA

OB OB’ BB’
Axo npase a u b nucy mehycoono ynpasre onda saxncu u obpammno. Axo
cy mpase a u b mehycobrno ynpasre, onda saxncu obpamno mephewe nood

yeaogom: A, B — O axo u camo axo A',B" — O.
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Ciuka 10.20.

Jloka3. Heka cy a u b mehycobuo napasenue npase. Tama mpsa jen-
HAKOCT ciiequ upekrTHo u3 TamecoBe Teopeme. Ocraje HAM Ta HOKAKE-
Mo apyry.Osnauumo ca ¢ mpaBy Koja canp:ku Tauky A’ u mapasnenna je
npasoj a, a ca C npeceuny tauky npasux ¢ u n (Caura 10.20). Cana
Ha ocHOBY TaJsiecoBe Teopeme, mocMaTpajyhu mapaJiesHo IPOjeKTOBAE
mpaBe b Ha TpaBy N 3aKBbYyUYjEMO ma je

0oA"  BC

OB’ BB’
Kako jom Baszkm BC = AA’, 3akmyuyjemMo ma je 3am0BOJbEHA U APYTa
jeITHAKOCT.

Cuaura 10.21.

Heka cama mpaBe m u n Hucy mapaJense. Tamna mocToju jenuH-
cTBeHa mpaBa n' Koja caAp:u Tadky B u mapaJiejlHa je IIpaBoj m
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(Cnura 10.21). Osmaummo ca B” npeceuny Taury npasux b u n’. Tana
je Ha OCHOBY MOKa3aHOT neJia TeopeMe

OA 0OA  AA

OB  OB" BB"
omakse caemu OB” =2 OB’ u BB" =2 BB'. Axo je B’ # B” rana je
B',B" + O jep je OB”" 2 OB’. Kaxo je jom BB” = BB’, To he yruosn
£BOB" u £BOB’ 6utu nonynapau, a Kako Cy joml u Hamopennu ouhe
IpaBuU. O

10.7 Yrao u3mebhy mMmMOmMIIIa3HUX IIPABUX
npocropa E3

Kana cMmo pasmarpanau y3ajaMHU TOJIO:KAj OBEjy MPaBUX, yCTAHO-
BIJIM CMO [a MBE IpaBe IPOCTOPa MOTLY NPUNAIATH jeTHO] PABHU WU
He. YKOJWKO ABe IpaBe MPUNanajy WCTO] PABHU, Tj. KOMILJIaHAPHE CY,
OHE MOTY UMATHU jeOHY 3ajednunKy mayky Ui outu oucjynkmmue. Y KO-
JIUKO HE MOCTOjU PaBaH Koja CaIp:KU IBe pas3He IpaBe mpocTtopa oHe he
butu mMumousasne. AKO ce InBe mpaBe p U ¢ CEKy y jeIHOj TauyKu, OHE
NpUIANajy jeAHO] PaBHU U y TO] paBHU ompelyjy nBa mapa yHaKpPCHUX
yIrJI0Ba.

Hepumannumja 10.7.1. Axo yrakpcuu yriosu udMebhy mnBejy npaBux HUCY
IpaBU, MambU O HBUX HABUBAMO Y2i0M uzmelhy muz deejy npasur.

MoskeMo yBecTH mojaM yriia ABEjy MUMOWJIA3HUX MPaBUX ciemehom
AeQUHATI]OM.

Hebuaumumja 10.7.2. YriaoMm ABejy MUMOWIA3HUX MPABUX P U ¢ TPOC-
topa E? mazuBamo yrao koju onpebyjy muma mapajeseHe mpase a 1
b roje ce cery y meroj tauku (0. CnenumjaJsHo, ako je yrao IOBejy Mu-
MOMJIA3HUX IPABUX y IpocTopy E3 mpaB, Taza KakeMo Aa Cy Ipase p
U ¢ ynpasre WU Hopmaane mehy cobom, 1 TO CUMOOIMYKA O3HAUABAMO
cacaplg.

JacHo je nma ce mpm OBakO yBeIEHO] NEe(PUHUIUjU MOPa yCTAHOBUTHU
Ia BEeJWYMHA yTiia n3Mely nBejy MUMOMIA3HUX OPABUX P U ¢ HE 3aBUCHU
on moaoskaja tauke O y KOjOj ce CEeKy BmUMa IapaJjesHe npase a u b.

To memocpenno ciaenyje u3 caeneher tsphema.
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Teopema 10.7.1. Yzao usmehy deejy npasur a u b xoje ce cexy y Hexoj
mauku O nodydapan je yzay uzmehy wuma napasearur npasux o’ u b’ xoje
ce cexy y mexoj 0pyz0j mavwy O'.

Cuaura 10.22.

IToka3. Kako je tauka O paszmuunta on tauke O, Basku HajMame jeqHa
on penanuja a # o' u b # b. Ipernocrasumo na je mup. a # a (Cnuka
10.22). Osmaummo ca A m B mpousBosbHE Tauke mpasBux a u b, pa-
snmmuute on tauke O, 3atum, ca A’ rauky npase o TakBy na je OO’ || AA
a ca B’ taury npase b’ takBy na je AB || A'B’. Tana cy ueTBOpOyrioBU
OO'AA u AA'B'B napanenorpamu, na je OA = O'A’ u AB = A'B'.
Takobe, ny:xu OO’ u BB’ cy nonynapue n ucrtocmepsne ca mysxu AA’,
na u mebhy cobom. Canma je OB = O'B’ ctora je AB = O'AB. Iaxue,
tpoyraosu AAOB u A'O'B’ cy nmonynapuu npema Tpehem craBy o mo-
nynapuoctu. Onasne cnemu L AOB = LA’O'B’ 1j. 4(a,b) = L(d', V), a
TO je m Tpebayio MOKa3aTH. O

Ilomenumo cama jemHo 3HAYajHO TBpDhHEme KOje ce OOHOCU Ha MU-
MowmiasHe mpase. To je tBpheme o 3ajednuuko] mopmaau 08€jy Mu-
MOUAAZHUT NPABUL.

Teopema 10.7.2. Ilocmoju jeduncmeena npasa ¢ Koja ceve ceaxy 00 dge
MUMOUAGIHE NPABE G U b U HOPMAAHA j€ Ha BUL Y NPECEYHUM MAYKAMA.

Ilokas. Kako cy npase a u b Mmumonsiasge, TO IOCTOJU jeIUHCTBEHA Pa-
BaH (¢ KOja CaKU IPABYy @ U MapaJjiejHa je mpaBoj b, a Takobe mocroju
U jeOIVHCTBEHa paBaH ( Koja COpyKU IpaBy b 1 mapaJiesiHa je mpaBoj a.
IIpu Tome je jom 3amoBosmeHo « || f. 3aumcra, ako 6u ce paBHM « U [3
CekJIie 10 HEeKOj IMpPaBoj S, Ta mpaBa Ou Owia mapaJiejHa ca CBAKOM Ol
npaBux a u b, Te 6u u npase a u b 6bune nmapanenne mehycobuo, a TO
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Cuura 10.23.

je cympotuo mpernoctaBuu. Jlakie, paBHU « u [ Cy TapaJiesiHe MeJ-
jycobuno. Heka je C mpousBoJoHa Tauka mpaBe a, U Tauvyka [ MOTHO:K]e
HopMmadsie u3 tauke C Ha paBan 5. O3HaUYMMO ca ¢ MpaBy KPO3 TAUKY
D mapanenny npasoj a. Heka je B mpeceuna Tauka npasux b u c. O3-
HAUYMMO Ca N IpaBy HOPMAJHY Ha paBaH [ y tauku B. Tana mpasa n
ceue mpaBy a y Heroj Taukn A. Capna, mpaBa n je ynpaBHa Ha PaBHUMA
a un f omakie ciemu na je oHa ymnpaBHa u Ha npaBama a u b (Cunuka
10.22). Ha raj mauuwn je MOKa3aHa €23UCMENYUja 3ajeTHUYKE HOPMAJe
IBEjy MUMOUNIA3HUX MpaBux a u b. JloraskmMo jorn ma je mpaBa n jedun-
cmeeHa IpaBa ca OCOOMHOM Ia je yIpaBHA HAa MUMOWMJIA3He npase a u b.
[IpTHoocTaBUMO ma HOCTOjU joIl jedHa mpaBa n’ Koja cede MUMOMJIA3HE
npase a u b y taukama A’ m B’ mon npasum yraosuma. Tanma 6u obe
npase n u n/ 6uie ynpaBHe Ha paBHU « U 3, Ia IpeMa TOMe M KOMILIa-
HapHe. Y TOM ciyd4ajy Ou m mpaBe a u b Omiie KOMILIAaHADHE, a TO je
CYIPOTHO IPETIOCTABIIH. O
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Jleo 11

N3omeTpujcke Tpanchopmarlije

pasau E2 (n=2,3)

11.1 Coenu¢pmuHa CBOjCTBA M30METPUjCKUX
Tpanchpopmanuja pasau E2

[Topen panuje pazMaTpaHnx CBOjCTaBa KOja Cy BAKUIA Y AICOTIYT-
HOj reoMmeTpuju, y Eyriuackoj reomerpuju Baskuhe 1 HEKU CHENUOUIHA
CTaBOBU KOjU CY MUPEKTHA MOCJIEANIA AKCUOME TMapPaJIeTHOCTU, HIIP. TO
ce OIHOCU Ha CTaBOBE O OMHOCY IBEjy NPaBWUX, IpaBe W PAaBHU WU
CTaBOBE O OOHOCY MBE€jy PaBHU, KAO M CTABOBE KOjU U3 HUX IPOUC-
tnay. Taxobhe he BawkuTu u Heke cuenMUYHOCTU KOj€ NIPECTAjY Oa
Oyny BeszaHe 3a 0Oa3MCHE MpaBe.

Teopema 11.1.1. /Jlse mpancaavyuje Top Trp UCme pasnu E? mehy cobom
cy jeonaxe axo u camo axo cy oyacu PP uw RR' mehy cobom nodydapre u

UCMOCMEPHE.

Teopema 11.1.2. Axo y mpancaauuju Top PABHU E? maukama X u'Y
o0zoaapajy mavwrke X' uwY', maoda cy oymcu XX uwYY' mehy cobom nody-
dapre U uUCmocMepHe.

IToka3s. Y cranoBuMo Hajupe na cy ayxu PP’ u XX’ meby cobom mo-
IynapHe n ucTocMepHe. Ako obGeseskumo ca X| Tauky TakBy ga Cy
nysxu PP’ n XX| moxynapse m MCTOCMEpHE, IpeMa IPETXOLHOj Teo-
peMu mMaMo 1a je Top = X—Xf Kopucrehu oBy jemmakocT HaIa3mMo

287
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Y Y’

\X X’

Cuuga 11.1.

na je (Camra 11.1)

X = Tm(X) = TPP/<X> =X

Crora cy nysku PP’ u X X' nonynapue u ucrocmepue. Vctum mocrym-
KoM JoKa3yje ce ma cy u qysxku X X' u YY' nonynapsae u ucrocmepne. [

W3 nperxomuux maBejy TeopeMma HEIOCPEAHO CJEIW Oa je TPaHCIa-
nuja pasuu S? jemnosnauno oxpebheHa GMIIO KOjUM mapoM OArOBapajy-
hwux Tagaka. IllraBume, ako y TpaHcIanuju T55)s DaBHH S? Taukama
A, B, C, D, ...omrosapajy pecnekrusno tauke A', B', C', D', ... 6uhe

TpP ~ Tax = gy T "o T "pp/

Takobe, moryha je koMmierHa m3rpanma TEOPHUje MEHTPATHUX PO-
Tanuja Koja HUje Omaa M3BPINEHA Yy AIlCOJJYTHO] T€OMETPUjU, jep HUje
Ouo perreH npobJIeM ONHOCA NBEjY AUC]YHKTHUX IPABUX, Tj. IPOWU3BOIA
onroeapajyhux pediaekcuja.

Teopema 11.1.3. Cryn G(7) xoju ce cacmoju u3 udenmuure mpancgop-
mayuje u ceur mpanciayuja pasnu E? npedemaema nodzpyny epyne G(IT)
CeUT QUPEKMHUL USOMEMPUICKUT MPARCHOPMAYUIA Me UCME PABHU.

Jlokas. Hexa cy 743, Tz ABE IPOM3BOJLHE TPAHCIALM]E U3 CKyIla G(1).
Axo je E tauka Koja y TpaHCIAIU]U T7p; OArOBapa TauKN B nmamo na
je a3 = T Axo 3atum obemexxkumo ca M u N cpemumra nyxku AB
u BE, u ca M' taury rakxBy na je Sy(M) = M’', 6uhe

T@OTﬁ:TﬁOTﬁ:SNOSBOSBOSM:8NOSM:TWET‘

Ha Taj mauwn, xoMmMmo3unuja cBake IOBe TpaHChopMaIyje U3 CKyHa T
npencraBiba Takohe TpaHchopManujy U3 Tor ckyma. Ako je T TPOM3-
BOJbHA TpaHChoOpManuja m3 ckyna 7 u R cpemumre ayxku P(Q), mmamo
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na je
-1 -1
T@:(SQOSR) ISROSQ: Q?ET.
Crora uaBep3Ha TpaHchopMmaruja OUIo Koje TpaHchopManuje u3 CKyma
T mpencTtaB/ha Tarobhe Tpanchpopmanujy u3 ckyna 7. C ob3upom na
TpaHCcpopMaImje U3 CKylla T NpeAcTaBbajy ensemente uz rpyne G(Z1),

13 MOKAa3aHUX CBOjCTaBa ClIenr Oa CKYI T NPEeACTaB/ba MOATPYIY Te
rpyume. U

Hedpmanmuja 11.1.1. 'pyny ycTaHOB/EEHY OBOM TEOPEMOM HA3MBAMO
epynom mpancaayuja paenu B2, u cumBonuuky je obemxasamo ca G(7).

Teopema 11.1.4. I'pyna mpancaauuja G(T) paenu E? je xomymamuena.
Apyeum pevwuma, 30 ceaxe dge MpaHCAAyUje Tip U Tap Paenu E? saxcu
pasayuja

Tap © Tap = TaB © Tan-

Iloxka3. Heka je F Tauka Koja y TPaHCJIAIjU T=7; DaBHU E? oarosapa
tauku B. Ilpema paHuje usBeneHoj TeopeMu MMaMO na je Tep = TR
Axo obeneskumo ca M u N cpemumra ny:xu AB u BE, npumenom Teo-
peme 6.15.4. mamazumo aa je

T3 O Tag = TR 0 Tap = SN 0SB oSp oSy = Sy o Su,
TEOTCT):T@OTﬁ:SBoSMoSNoSB.

Kommosumnuja Sp o Sy o Sy npencraBipa MeHTPAIHY PeQIeKCHU]y, Narie
WHBOJYIUOHY TpaHchopmamujy. CTtora KBagpaT T€ KOMIO3UIAjE TPEeI-
CTaBJ/ba WHBOJYIM]Y, HauMme Ouhe

SpoSyyoSyoSgoSy oSy =e,
Tj.
SBOSMOSNOSB :SNOSM.
OpnaBne, Ha OCHOBY NMPETXOMHUX IBE]y jeIHAKOCTH CIEAU Oa je
TEB O TaB = TAB ° Teh

a To je u Tpebaso MOKA3aTH. O

Teopema 11.1.5. Komnoszuyuja deejy uenmpannus pomauuje pashy FE?
npedcmas.na YeHMPaAry Pomayufy, MpaHcAGYUJY UAl KOUHYUIEHYUTY.
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Jloka3. Hera cy Ran u Rppg ABe HeHTpaJHe pOTaluje PaBHU E2.
Cnyuaj rkana je A = B pa3MaTpaH je y alcOoJIyTHO] FT€OMETPUjU.

Hexka je A # B. Osuauumo ca ¢ npaBy onpebeny taukama A u B a
ca a u b mpase TakBe ma je Raq =808, u Rpg =Sy 0S.. Tana je

RppoRaa=80808085,=8,08,.

Ciuura 11.2.

Y 3aBucHOCTH na Ju ce mpase a U b cexky y Hekoj tauku C uiau He,
pa3MarpaHna KOMIO3UIKja MPEACTABHA IMEHTPAIHY POTAIU]y OKO TauKe
C (Cmmra 11.2) 3a yrao v = a + [ wiau HeKy TPAHCIAIU]Y 3a U3BECHY
LTy MN = 2]@ (Cnura 11.3). O

Ciuura 11.3.

Teopema 11.1.6. Komnozuuuja Henaproz 6poja ueHMpasHUuUT CUMEMPUIQ
pasnu E? npedcmasnma maxohe uenmpaany cumempujy me pasHu.

Jlora3. Heka je mar memapan Opoj MEHTPAJHUX CUMETPU]ja

2
So,s Soys -5 So,, pasam E”.
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Cayuaj rama tauke Oq, Og, ..., O, npunamnajy jeaHoj mpaBoj pas-
MaTpaH je y alCOJNyTHOj reOMeTPUju.

t | |
O 03
s 1O O2
[
01 (6] 0y 03
Cuura 11.4.
Heka Tauke O1, Oy, ..., O, He mpunanajy jemsoj mpaBoj. Pasmor-

pumo cayuaj n = 3. Obexexxumo ca s npaBy onapebeny taukama O; u
O2, a ca 01, 09 U 03 mpaBe Koje canp:ke penom tauke O, Oy u O3 u
ynpaBHe cy Ha mpaBoj s. Heka je t mpaBa roja campxku taury Oz u
HeMa 3ajenHUYKMX Tadaka ca npasom § (Cauka 11.4). Tana je

Z=380,080,080, =8108p;08p, 08508508,
=8508,,08p,085, =808, =380

jep mpaBe 01, 02 03 IPUIMANAjYy jeTHOM IpPaAMEHY MPaBUX IOIITO Cy CBE
TpU yIpaBHE Ha IPaBOj § Ia je IpeMa TOMEe KOMIIO3WINja OCHUX pe-
dnexcuja S,,, So, m S,; TakoDe ocHa pediekcuja y OmHOCY Ha HEKY
IpaBy o0 KOja je ympaBHa Ha mpaBoj S. Kako je mpaBa o ympaBHa Ha
npaBy t y Hero] Tauku O 1o je S;0S, = Sp.

Cnyuaj rkaga je n > 3 moka3yje ce WHIYKINjOM. ]

Teopema 11.1.7. Komnoszuuuja naproz 6poja uenmpasnut cumempuja Ey-
kaudcke paenu E? je mpancaauuja uau xournyudenuuja.

Y reomerpuju pasuu E? ckyn cBux Tpamcaamuja pasEu E? mpen-

cTaB/ba KOMYTATUBHY TPYIy - TPyMy TpaHciaanuja pasau B2 G(7).

11.2 Kaacuduranuja m3oMeTpPUjCKUX
TpaHchopmanuja pasau E2

Kracupukanujy msomerpujckux TpanchopManuja paseu E2 mpsu
je mao Jleomapn Ojnep 1748. romume y meny AHaausza 6ECKOHAYHUT
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seaununa. Rinacuduraimja je u3BeneHa METOAOM aHAIUTUYKE T€OMETPHU-
je Te je mMaJia aHAJIUTUYKU KapPaKTep.

T'eomerpujcry Knacupumranujy n30MeTpHjCKUX TpaHchopManmja pas-
un E? nanu cy Bepuymu u Ilan.

Teopema 11.2.1. (Bepuyau-Illana) Csaxa odupexmua uzomempujcra
mparcpopmavyuja L pasHu E? npedcmasnwa kounyudenuugy, mpanciauujy
UAU YEHRMPAAHY POMALUJY.

ITokas. Kaxo je 7 : E? — E? nupekTHa M30MeTpPUjCKa TpaHCHOPMAaImja
TO Ce OHA MOKe MPEACTABUTU KaO KOMIIO3UIIMja ABEjy OCHUX CUMETPUja
TOr mpocTopa, Tj. I =S5,08,. ¥ 3aBucHoctu on MehycobHOr momoxaja
MpaBUX P U ¢ PA3JNUKY]EMO TPU CIydaja:

(i) Ako je p = q onma je 300T MHBOJYTUBHOCTU OCHE CHUMETDPH]E
IT=c¢.

(ii) Axo je pNg =0 Tama cy npase p u ¢ ynpaBHE HA HEKOj IIPABO] t
na je Z =38,085, = Ty UPH YeMy Tadke M wn M’ npunanajy npasoj t.

(iii) Axo ce mpaBe p u g cery y Hekoj Tauku O Tana je

IT=8,08;=TRow

rae je w=24(p,q). O

Teopema 11.2.2. (BGepuyau-lllana) Ceaxa undupekmmua uszomempujcra
mpanchopmavyuja pasru E? npedcmas.mwa ochy uau xausajyhy pedaexcugy.

IToka3. Hexka tpanchopmarnuja 7 npencraBiba MHANPEKTHY M30METPU-
jeky Tpamchopmamujy pasru E2. Tama ce meHa ONTUMAaJjHA H30MeT-
pUjcKa penpe3eHTaNNja CACTOJU OX jenHe WU TPU OCHE pedlleKcHje.

(i) Ako je T =S, oHza je y OBOM Ciyd4ajy HOKa3 3aBPIIEH.

(ii) Hera je T =S, 0S8, 0 S, npu yemy oce tux pediekcuja He IpU-
nanajy jemHoMm mpameny npaBux. Ilpema panuje mokazaHom ctaBy L je
knu3ajyha pediekcuja, 1j. Z = QW‘ O
Y craamy ca OBUM MOYKEMO TATHU IMIEMY W30METPUjCKUX TpaHChOopMa-
nuja pasan F2:
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| Msomerprjcie tpaschopvaje paski |

AN
s N
( 0 \ / 8 \

LeHTpanHa

Konnunnerumja .
LM ACH LM} poraia

Tpauncnaumja

Ochna Krmsajyha
poTaLmja peduexcuja

11.3 Cumerpuje jmkoBa y pasau E2

[IperxomuuMm pasmaTpamuMa yCTaHOBJbEHE Cy cBe moctojehe BpcTe
U30MeTpUjCcKuX TpaHchopmanuja pasau E2. To cy: koumHNUIEHIUja,
IEHTPaJIHa poTalyja, TpaHCcIalnuja, OCHa pedliiekcuja 1 kauszajyha pe-
¢unexcuja. CBakoj ox TUX TpaHCHOPMAIIja OArOBapa ClIenupuIHa pesa-
nuja DoAYy JapHOCTU Ae(UHUCAHA HA CKYIy JIMKOBa Y IOMEHYTO] PaBHU.
Tako ce mosaszu K0 T3B. MAEHTUYHE, OOPTHE, TPAHCIATOPHE, OCHOCUME-
TpuuHe U KJu3ajyhe momaymapHOCTH MeOMETPUjCKAX JUKOBa. AKO je y
HEKO] paBHU E? nmux @ nonynapas Juky @, tamza mo mepUHUIMjU HOC-
TOju M30MeTpujcKa Tpanchopmanuja Z pasun E? taksa na je I(P) = &',
I[Ipema BpcTm m3oMeTpujckux TpaHchopMmanuja Z yCTaHOBJBYje ce U
BpCTa peJanuje NoayaapHocTu gukosa @ u @',

WM3zomerpujcky Tpanchopmanujy Z paBHU E? xoja mpeBOIU HEKM UK
® ma Taj uctu nmur ® mHasmBamo cumempujom auka ®. Bymyhu ma je
UICHTWYHA TpaHcpopMamuja € paBEu E2 m3oMmerpuja u a 3a CBAKW
muk ® C E? pasu peamaja £(®) = @, o cakm muk ® C E? pacnonaxe
HajMamhe jeIHOM CHUMETPUjOM.

D! C D '

——————

1
1
1
1
1
1

A

T
1
1

Cmuka 11.5.

Huje Temko yBeputu ce na y paseu E? mocroje IUKOBU KOju pacmo-
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nasy ca Bume cuMmeTpuja. Jemaakokpaku tpames ABCD y pasmu E?
(Camka 11.5) pacnosaske He caMO KOMHIUIeHIUjoM, Bei 1 ocHOM cu-
merpujom. Oca te cumerpuje onpebheHa je cpemumTuMa MapaJeTHUX
crpanvma AB u CD. Tlpasoyraomux ABCD y pasmu E? (Cruka 11.5)
pacnosiazke jom Behum Opojem cumerpuja. To cy mBe ocHe cuUMeT-
puje, meHTpaJHa cuMeTpuja u KomHmuaeumuja. Pom6 ABCD y paBHu
E? (Cnuka 11.5) pacnosaske uctuM 6pojem cumerpuja. To cy Takobe
IBE OCHE CHUMETpHje, IEeHTpaJHa CUMeTpUja U KoumHiumeHrnuja. ok
Cy Ooce CUMETpHja IpaBOyraoHmMKa onpebene cpeaumTuMa HACIPAMHUX
cTpaHuia, oce cuMerpuja pomba onpebene cy meroBuM aujaroHajiaMa.
Ksanpar ABCD y pasau E? (Cmuka 11.5) pacnonaske jomr Behum 6po-
jem cumetpuja. To cy poramuje OKO HErOBOr CPEIUINTa 3a yriaose R,
2R, 3R, 4R, nBe ocHe cuMmeTpuje KOjuMa cy oce ompebhene cpenumruma
HaCOpaMHUX CTPAHUIA U JBE OCHE CUMETpHUje Kojuma cy oce ompebhene
ILeTOBUM JIUjaroHajaMa.

2|
S
b

Ciuura 11.6.

Csaka o1 HaBeIEHUX (UI'ypPa PACIONaKe KOHAYHUM OpOjeM CUMeTPU-
ja. Huje Temko yTBpauTu na y pasau E? noctoje u purype Koje pacio-
naxy ca 6eckoHauHo MHOro cumerpuja. Tako mmop. kpyr (Cuawuka 11.6)
pacmoJiaske ca OECKOHAUHO MHOIO CHUMETpPHja, jep poTaluja OKO He-
TOBOT CPEAUIITA 3a OWJIO KOjU yrao MpPenCcTaB/ba POTAIMOHY CUMET-
pujy Tor Kpyra, a mpaBa oapelheHa OMIO KOjUM HErOBUM IUjaMETPOM
npeacTraBiba Heropy ocHy cumerpujy. lantmuka ¢ (Caura 11.6) kojy
caunmaBa neo pasau E? msmeby nBejy pasHUX mapaJeHUX OIPaBUX @ U
b takobe je ¢purypa roja pacmnonaske ODeCKOHAUHUM OpOjeM CUMETpUja.
He camo ocua peduekcuja S; onpebena pemammjom S(a) = b, Beh un
CBe TpaHCJaIuje Oy:K IpaBe S, CBE IIEHTpajHe pedieKcHuje KojuMma Ccy
cpemumTa Ha IPaBOj S, CBE OCHe pe(diekcuje KojuMa Cy OcCe YIpPaBHE
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Ha IPaBOj S, KA0 U CBe kan3ajyhe pediexcuje ca 0COM S IPEACTABILA]Y
cuMmeTrpuje maHThuKe P.

Huje Temko ycTaHOBUTU ma CKyN CBUX CUMETpHUja HEKOT JuKa P y
pasuu E? npencrasma rpymy. Ty rpymny HasuBaMO 2pynom Cumempuja
auka ® u cumbonnukn obenexaBamo G(Zg). Yryman Opoj eremenara
rpyne G(Zg) HA3UBAMO PEIOM T€ IDYIE CUMETPH]a.

Axo je pex rpyme cumerpuja muka ® C E? jenmax jemumunu, 3a
auk ¢ kakeMo ma je acumempuuar. AKO je pem rpyle CUMeTpuje JINKa
® C E? Behu on jenan, 3a muk ® xaxeMo ma je cumempuyuan. Y KOIUKO
je pen rpyme cumerpuja muka ® C E? Behu yronamko ce cmarpa ma je
OH CUMEMPUYHUIU.

N3 rope HaBeIeHUX mpUMepa 3akKbydyjeMo ma y paBazn E? mocroje
JIMKOBY KOjU PAacCIojaKy OeCKOHAUYHUM rpymnama cuMerpuja. [IpupomnHo
je moCTaBUTHM IUTaH-€ KAKO Ce YCTAHOBJLY]Y Te TPyIle U UAEHTUPUKY]Y
BpcTe cuMerpuja. IIpucTym ka TOj mOCTa CIA0KEHO] MPOBIEeMATUNA aje
ce MOCTYMHO pa3MaTpameM Hajupe MIyHKTYAJHUX, 3aTUM JUHEAPHUX,
Haj3a1 IIaHAPHUX Tpyna cuMeTpuja. [ynxmyaisrom 2pynom cumempuja
Ha3WBaMO I'DYILY ¥ KOjO] CBE CUMETPUje PAcCHoJaKy HajMame je THOM WH-
BApPUjAHTHOM TAYKOM. JIUHEAPHOM 2PYNOM CuMempuja HA3UBAMO TPYILY
Y KOjOj CBe cCUMeTpHje HeMajy 3ajeIHNUYKNX WHBAPUjaHTHAX TadaKa aju
nMajy jeaHy 3ajeIHUYKy WHBADPUjaHTHY OpaBy. Ilianaprom 2pynom cume-
mpuja HA3UBAMO TPYILY Y KOjOj CBe CUMETPUje HEMAjy HUTU 3ajeTHUYIKAX
VHBapUjaHTHUX TavyaKka, HUTY 3ajeTHUYKAX UHBAPUjaHTHUX npaBux. He-
hemo msrpabuBaTu KOMIUIETHY TeOpHWjy TuxX rpymna cuMmerpuja. Ham-
epa HaM je ma pa30TKPHUjeMO HAjOUTHUje KAaPAKTEePUCTUKE MYHKTYAJIHUX
rpyna.

W3 came nepuHMIje HEIOCPETHO Cllenu Oa IIYHKTYaJIHA TPYyIa CUMe-
TpUja HEKOT JuKa y paBHu £? Moke Ia pacIosaske UCKIbYIUBO CUMETDH-
jaMa Koje mMajy WHBApPUjAHTHUX Tadvyaka. 10 Cy IMEeHTPaJHE CUMET-
pHUje M3BECHOT pena U OCHE cuMeTpuje. JacHO je ma y MYHKYaJHO]
TPynu MEHTPAJHE CUMETPUje MOPAajy UMATHU 3a)j€THUYKO CPEIUIITE, VKO-
JIUKO TaKBa I'Pyla pacHoJiake U OCHUM CHUMETPHUjaMa, OCe TUX CUMET-
puja campske MOMEHYTO cpenumTe. Pa3iiKyjeMo ABEe BPCTE MYHKTY-
aJHUX rpymna cuMerpuja. To cy T3B. uukauwke U oJuedapcke zpyne.
Huxavuxom epynom C, HA3UBAMO T'PYNIY KOja PaCIOasKe jeIUMHCTBEHUM
reHepaToOpPOM pelia N U TaKBa IPYIa je yBek pena n. Ako je g remeparop
Te rpymne, buhe

Co=1{9"0%d%d* . ...,9"}

ITpumepu nurnuurux rpyna Ci, Co, C3, Cy4, C5, C¢ mpe3eHTUpaHU CY
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L R e B

(D @) 3) 4) (5) (6)

Cuura 11.7.

pecunexkTuBHo Ha Caymm 11.7.
Juedapcrom epynom cumempuja D, Ha3UBaAMO IpyIy ca OBa TeHEpa-
TOpa g1 U go KOju 3aM0BOJbaBajy ciaenehe ycaose

gl=¢ gi=¢, (pog)=c¢

JenaH on reHepatopa Te Ipyle je pena n, APYIU je pena aBa, TOK
je cama rpyna D, pena 2n. llra Bume, 6uhe

Dy =1{91,6%,-. -, 9%, 92091,92009%,...,92 097}

o WF I 5 A2,
LSS Oy

Ciuura 11.8.

W3 nedurunuje HemocpesHo 3aKbydyjeMO Aa OuenapCcKa IPyla CuMe-
Tpuja tuna D, yBek pacnonaske jenunom noarpynom C,. Ha Coaunum 11.8.
Ipe3eHTUpaHe Cy (QUIype Koje PECHEKTUBHO PACIOJAKY AUEAAPCKUM
rpymama cuMmerpuja tuna Dy, Do, D3, Dy, D5, Dg.

Huje Temrko ycranoButwm na mpasunan noauroH ¢ om n crpanuna
y paBEu E? pacmonaske AmenapCKOM I'DYIOM cuMmeTpuja tuma D,. 3a-
ucra, ako obesesxumo ca O cpemumnre Tor nmoaurona u ca AB u C'D 6umo
Koje nBe merose crpanute, bulie AAOB =2 ACOD u AAOB = ADOC.
Crora moctoje mBe m3oMeTpujcke Tpanchopmanuje I; u Ip pasuu E?
on rojux mpsa npesoau AAOB wa ACOD, a npyra npesomu AAOB
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Ha ADOC. Ilrasume, 6uhe Z;(®) = & u Zy(P) = ¢, na je cBara oxn
uzomerpuja Z; u Iy cumerpuja monurona. bynyhu ma mosuron ¢ mma
n CTPAHUIA U Ja CBAKO] O TUX CTPAHUIA OATOBapPajy ABE CUMETPU]je
TOr mojuroHa, moauron ¢ pacmomake ca 2n cumerpuja. I'pyma cumer-
puja nmoaurona ® mMma nBa remeparopa. To cy IeHTpaJHA CUMETPUja
pela n Kojoj ce meHTap mokjaana ca cpeaumreM () TOT MOJUTOHA U OCHA
cumerpuja Sg KOjOj ce Oca MOKJala Ca MeIUjaTPUCOM HEKe CTPAHUIE
WJIV CUMETPAJIOM HEKOT YHyTpalnmer yraa. bynyhu ca oBu reaeparopu
3aI0BOJbABAJY peJaluje
TOL’ﬂ =¢e, Si=¢ (S50 Rg}E)Q =,

rpyma cumerpuja noaurona ¢ je tuma D,.

Beh cmo momenynu na myskryanaHa rpymna cumerpuja G(Zg) nuka
® C E? npencrasipa OIUKINYKY WK quenapcky rpymy. Ilokas Tor TBpa-
jema HUCMO WM3BEJIW, YUYUHUMO TO CAMO 3a CJIydaj Kaaa je MyHKTYyaJHa
rpyna cuMerpuja koHausa. IIpermocraBumo Hajupe na je rpyna G(Zg)
pena n U ga pacroyaske UCKIbYUNMBO AUPEKTHUM cuMeTpujama. bynyhu
Ia Te CUMEeTpUje PACIONAKY 3ajeTHUYKOM WHBAPUjaHTHOM TauykoMm O,
OHE IpeNCTaB/Lajy IeHTpadHe poraunuje ca cpemumreMm O. Ako je w
HajMamu OJ yIJIOBAa KOjU OArOoBapajy TUM poTalujaMa, a IEeHTPaJHa
cumerpuja Ro pena k, buhe

RO,w: RzO,wa R:SO,wa SR ng),w S g(I@)

Hokasxkumo na cy to jenune cumerpuje rpyune G(Zg) 1j. na je k = n.
Y TOM muby MPETHOCTABUMO Ha Y TOj T'PYIU MOCTOJU JOII HEKa IEeH-
TpanHa cuMmerpuja Ror .. C ob3upom na je rpymna G(Ze) myHKTyasHA,
nvmamo ga je O = O'. Crora yrao w' mopa ma Oyme pasiumauT O
yrioBa w, 2w, 3w, ..., kw, Te TOCTOju €0 MO3UTUBAH OPOj t TakaB ma
jetw <w < (t+1)w. ¥Y Tom ciaydajy mmamo na je

RO,w’ o Ra?w = RO,w”

RO,w” S g(I<I>)

npu uemy je w”’ < w. Mebyrum, To je memoryhe, jep je w HajMamu OX
yTJIOBa KOjU OJroBapajy HEeHTpaJHUM cuMeTpujama jauka ® y omaOCy
wa Ttaury O. OBUM 3akKBbyUyjeMoO Oa je

g(Iq)) = {Ro,wu R%),wa R%,w? R 8,0}}'
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Te je y pasmarpanoMm ciayudajy G(Ze) mukanuka rpyna tuna C,.

[IpernocraBumo can ma rpyna G(Zg) pacumonaske ceM HOMEHYTUX
HEHTPAJHUX CUMETpPUja M HEKOM ocHOM cumerpujom S;. C 063upom
na je rpyna G(Zg) nymrryanna, umamo ga je O € s. Crora cBaka on
KOMITO3UII]j &

2
Ss0ROwSs ORp s -++» Ss 0 Ry,

npencraBba OocHY cuMmerpujy jaura . Jlokakmmo ma cy oHe jenuHe.
Axo Ou ceM TUX OCHUX CUMETPH]ja MOCTOjasIa jOII HEKA OCHA CUMETPUja
Sy, Tama 6um 3a HEeKO ¢ = 1,2,3,...,n Bakuia penamuja S; 0 Sy = Rio,w
nakiye u peramuja Sy = Sg oRaw, ITO je cympoTHO mpermocTtaBinu. Ha
Taj HAYWH, UMaMO 4 je

g(I<I>) = {RO,w; SRR RTOL,W; SS o RO,wv SRR 88 o Rg,w}

Te je y pasmarpanoMm ciaydajy G(Ze) muemapcka rpyna tuna D,.

11.4 Kaacudpuranuja n3oMeTPUjCKUX
TpancdopmManuja mpocropa E3

Y mperxomHOM mM3Jaramy YIO3HAJIW CMO BUIIE BPCTA M30METPU]-
ckmx Tpaucpopmanuja npocropa E". Ilpupomuo ce mamehe nurame
na gu cMO ODYyXBATWIIM CBE M30METPHjCKe TpaHC(hOpMaIUje IPOCTOPA.
OparoBop Ha TO TUTAkE CAIPMKAH je Y IBE HapemHe Teopeme. Y mHUMa
Cce OJBOjeHO M3BOJe KIacCUPUKALIje TUPEKTHUX U MHINPEKTHUX U30MeT-
pujckux TpaHchopmarmja. Raacupuranujy IUPEKTHUX U30METPUjCKUX
TparchopMarmja npoctopa E° mao je M. Illax 1830. ronume.

Teopema 11.4.1. (IlTax) Csakxa dupexmma uzomempujcra mparchopma-
uwja npocmopa E? npedcmasma kournuudenyujy, mpancaayujy, ocHy po-
MayUJy ULl 3680JHO KPEMADE.

Jloka3. C o6G3upom ma je T : E3 — E3 mo MIPEeTIOCTABIN OUPEKTHA
U30MeTpUjCKa TpaHchopManuja IpemMa IMO3HATO] TEOPEMU OHA Ce MOKE
MpEeACTABAUTA KAO KOMIIO3WUINUja MBejy OCHUX peduekcuja, Ttj. L = S, 0
Sm. Y 3aBHCHOCTH OJ y3ajaMHOT IOJIOXKAja OCa M W N TUX pediercuja
pasauryjemo ciaenehe ciaydajese:

(i) IIpaBe m u n ce nokmnanajy, tj. m =n. Tana je T =¢.

(ii) IIpaBe m u n cy romnianapue u mucjysHkrHe. O3HauUUMO ca T
paBan oapebeny mpaBamMa m U n, a ca (4 U ¥V PABHU KOj€ CAIP/KE PEIOM
mpaBe m U n a ynpaBHe cy Ha paBaH 7. Tana je
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I1=8,08,=8,08,08;0 .U:SVOSH:TM—M/'

(iii) [IpaBe m u n cery ce y Heroj Tauku O. O3HAYMMO ca T paBaH
onpebeny mpasama m u m a ca y U V PABHU KOje Canp:Ke mpaBe m u n
penoM u ynpaBHE Cy Ha paBHU 7. Tana je

I=8,085,=8,08;085:085,=8,08,=Rsw,

IpU YeMy je § IpecedvHa IpaBa PaBHU [ U V a w = 24 (u,v).

(iv) IIpaBe m u n cy mumomnasue. Tama mocroju mpasa § Koja je
3ajeqHUYKA HOpMaJia Ha mpaBe m u n. Osmaummo ca M u N mpeceune
TAayKe IpaBe S PEeIOM ca mpaBaMa m W N, a ca M| U Mo PABHU KOje CY ¥
taukama M u N ympasue Ha nmpaBy s. lIpaBe m u n mpunanajy pemom
paBHMMA 7] U 7. Heka cy o1 u oo paBuu ompebene pemom mpaBama
s,mu s,n. Tanga, c 063upoM Ha TO nIa Cy PaBHU 0] U O3 yIpaBHE HA T
U 7o ucToBpeMeHo (jep cy m U 7o mapaJsieiHe), UMaMO

I1=8,085,= w1 O Ooy O Omy O Ogy =

o o o =T——0Rsy =2

= ©om T2 ot op) MM

H .
MM w

Tj. Z je 3aBOjHO KpeTame. ([l

Teopema 11.4.2. Csaka undupexmma uzomempujcra mparchopmayuja T
npocmopa E3 npedcmasma pasancky, ocrnopomauuony usu xauzajyhy pe-

Ppaercujy.

Hoka3. Kaxo je 7 mHauperTHa M30METPUjCKa TpaHCHOpMaIuja IPOC-
topa E3 meHa onTHMalHA CUMETPHjCKA pelpe3eHTalnja CACTOJU Ce U3
jemHe MM W3 TPU PaBaHCKe pediieKkcuje.

(i) Y umpsom cayuajy je Z = Sy, 1j. Z je paBaHCKa pediercuja
mpocropa F3.

(ii) ¥ mpyrom canydajy je Z =S, 08g0S,, mpu yeMy paBHE «, [ 1
7 HEe MPUIanajy UCTOM IpaMeHy paBHu. Hawmme ako Ou oBe paBHU IpU-
najaje UCTOM IpaMeHy, oHia 6u S, o Sgo S, mpeacraBibata PaBaHCKY
peduekcujy, Te 6u ce cayuaj (ii) cBeo Ha cayuaj (i) .

Tpu pasuu «, 8 u v y npocropy oapebyjy jeman cuHon pauHuU. Y
npoctopy E? mocroje aBe BpCTe CHOMOBA PABHHU: CHON KOHKYDPEHTHUX
PABHU U OPTOTOHAJHU CHOIl PABHU.

(a) Ako paBHU «, 1 vy npunagajy CHOIY KOHKYDEHTHUX DABHU KOME
je cpemumre Tavaka O, Tj. 3ajeIHUYKa Tauvyka PaBHU «, $ U 7y, TAana je



300 11. N3omerpujcke Tpaucpopmanuje pasau E” (n = 2,3)

tauka O MHBapUjaHTHA Tadyka KoMmosunuje S,0S830S,. Y ToM ciydajy
nzomeTprja 7 Kao MHAMPEKTHA M30METPUjCKa TpaHCPOpMAIMja ca WH-
BapujanTHOM TadykoM O IpencraBiba POTALMOHY Pe(IEKCU]y MPOCTOPa
E3, 1. T=TRpsw.

(6) Axo paBHu «, ¥ 7 HpuUnNanajy OPTOrOHAJHOM CHOIy DABHU,
rommosunuja S, 0 SgoS, mpeacTasiba KIu3ajyhy pediekcujy mpocropa
E3, 1j. I:Qmw. O

Y criamy ¢ OBUM MOMKEMO OAaTU MIEMY U30METPHUjCKUX TpaHCHOopMa-
mmja mpocropa E3:

| Wsomerpujcke TpaHc(opmaLuje mpoctopa |

AN
, N
Jnperne
r T N\ / h \

Tpancnanuja

Ocna
poTanmja

CHOPOTALIHOHA
pedrckcuja

’ Kownupnenunja pli;‘l:i:gg;

HanmomumeMmo na ce y n3BeneHoj KIaCUPUKAIIN]U U30METPHUjCKUX Tpa-
HC(hOpMaIMja eyKIMACKOT TpocTopa F? moceGHO He NCTUYY OCHE CHMET-
puje pena n. Hbux cepcraBamo meby ocue poranuje. Mcro tako, Hucy
moceOHO TOMEHYTe HU OCHOPOTAINOHe cuMeTpuje pena n meby rojuma
ce HaJIA3W U IEHTpaJHa pediekcuja npocrtopa. Hbux cepcraBamo mebhy
OCHOPOTAIIMOHE pe(IeKCHje pa3MaTpPaHOr IPOCTOPA.

Knacudwrramnumje nuzomerpujckux tpanchopmanuja cy go moyerra X X
BeKa BpIIEHE Ha MHTYUTUBHO] ocHOBU. HaBenmenu mpuctyn kiacupura-
IMj7 M30METPUjCKUX TPaHCHOpMaIUja 3aKMUBEO je MeCTIeCeTUX I'0ANHA
XX Beka.

3aBojHO Paparcka
KpeTame pedexcuja

11.5 Cuwmerpuje aukoBa y npocropy E3

M3omerpujcke Tpanchopmanuje mpoctopa E3 omoryhyjy ma y Tom
IPOCTOPY M3TPAIUMO IeOMETPHUjCKYy Teopujy cumerpuja. Huje mam
ouJb Oa OBIe Y HMOTIYHOCTH pa3panrMo Ty Teopujy, Beh hemo camo
Ia M3JIO0KUTU HEKe H-eHe eJIeMeHTe.

Heoununuja 11.5.1. Cumempujom suxa ® y mpocropy E? mHazuBamo
CBaKy M30METPUjCKYy TpaHchopmalujy Z Te paBHM TakBY Ja je

() = &.
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Huje Ttemrko ycranoBuTu nma ckyn cBux cuMerpuja guka ¢ mpocropa
E? o6pasyje rpymy. Ty rpymy masuBamo zpynom cumempuja auka ®
n cumbonnukn obeneskaBamo ca G(Zg). Bpoj ememenara rpyne G(Zs)
Ha3uBaMoO penoMm Te rpymne. Vnentwmuna TpaHchOpMalnuja Kao CHENU-
¢uuna umzoMmerpuja mpoctopa E? mpencraBiba cUMETPU]y CBAKOT KA
® Tor mpocropa. Ako je pen rpyne G(Zp) jennak jemuuunu, gk O Ha-
3UBAMO GCUMEMPUYHUM, AKO je pen rpyne Behu on jeman, suk ¢ masu-
BaMO cumempuurum. Y 3uMmajyhu y o63up opujeHTanujy, pasiukyjeMo
Jupexmue cumempuje Koje He Memajy OPUJEHTANN]Y MPOCTOPa W UHOU-
pexmHe Koje Memajy meroBy opujentanujy. CKyI OUPEKTHUX CUMET-
puja mekor suka ® mpocropa E3 mpencrasma moarpymy rpyne G(Zg).
Ty moarpymy Ha3mMBaMO 2pynom Oupexmuus cumempuje auka P, u cum-
Hosnukn je osHadasBamo je ca G(Z + ®). C oG3upom Ha TO ma pas-
JMKyjeMo cemaM BPCTa M30METPUjCKUX TpaHchopMarmja mpocTopa 3,
pasnuroBalieMo u cemaM BpCTa cuMeTpuja jamrosa mpocropa E3. To
Cy: KOMHIUIEHIMja, paBaHCKa CUMETpPHja, OCHA CUMETpUja peaa n, 0C-
HOPOTAIIMOHA CUMETPHUja peaa n, TPAHCIAIMOHA CUMeTpUja, Kau3ajyha
cuMeTpuja u 3aBojna cumerpuja. Ca oBako yrBphenmMm mocrtojehwnm
BpCTaMa CUMETPHja JUKOBA IpocTopa K3 MOxke ce IPUCTYIUTH U3-
HasJaxkemy mocrojehux rpyma cumerpuja y mpocropy E3. Taj mpo6-
JieM BeoMa je CJO:KEeH, U MU ra oBae HeheMo Hu pazmarpatu. Kao u
y reomerpuju pasau FE?, u y reomerpuju nmpocropa E? mpoyuasajy ce
HajIpe MyHKTYaJHe I'PYIe CUMETPHja, TO CY TPYIe Yy KOjUMa CBE€ CUMET-
pHje pacnojaKy HajMame je THOM 3ajeTHIYKOM MHBAPUjaHTHOM TAYKOM.
[IyukTyanme rpyme Koje ce cacToje UCKBYUYMWBO U3 TUPEKTHUX CUMET-
pHrja pacmojaKy jeArnHO KOWHIUACHIINjOM W OCHUM CuUMeTpujama, 300r
yera ce y JUTEPATypyd W Ha3UBajy rpynama poranuja. Hwuje Temko
YCTAHOBUTH Ja HOP. I'pPyla POTAIUja IPABUIHE N-TOCTPAHE MUPaAMUIE
IpeACTaBba MUKINYKY Tpyny cumerpuja tuna C,. Ha npumep rpyma
poTalnuja IpaBUJHE N-TOCTPaHe IPU3ME IPEICTABIbA IUENaPCKy IPYIY
cumerpuja tuna D,. Hapemsom teopemom ycramoBmhemo rpyle Cu-
MeTpHja IPABUIHUX HOJMeapa y IpocTopy F3.

Teopema 11.5.1. Yxynan 6poj cumempuja npasusnoz nosuedpa ® y npo-
cmopy E3 jeonax je 0socmpyxom 6pojy mez08uUT UBUMHUT Y2108a 00HOCHO
Yemeopocmpykom opojy wezosur usuya. I0A08UNY MUT CUMEMPUIQ YUHE
Jupexmme, a 0pyzy NOAOBUNY “UuHe UHOUPEKMHE USOMEMPUCKE MPAHCHOP-
Mavuje.

Iokas. Axo obGenesxkmmo ca A, B,C u A, B',C’' mBe Tpojke ysacron-
HUX TEMEHa jeIHe MCTEe WM ABejy Pas3HuX mbocHU moaumenpa ¢ u ca O
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cpemumiTe TOT moJmeapa, ouhe uersopke tavaka O, A, B,Cu O, A’, B’,C’
mexkommiaanapue. [lra Bume, Baxke penanuje

(0,A,B,C)=(0,A',B,C") u (0,A,B,C)=(0,C" B A).

Ilake, IocToje IBe M30METpHUjCke TpaHchopMarmje mpocTopa 3, o6e-
mexkumo ux ca Iy u Iy, on kojux npsa npesoau tauke O, A, B, C penom
y Tauke O, A’, B',C’, a npyra npesomu tauke O, A, B,C penom y Tauke
0,C",B',A'. Bynyhu na cy Terpaeapu OA'B'C' u OC'B’A’ cynpoTno
OpMjEHTUCAHW, jedHa OX M30MeTpujckux Tpanchopmamuja Z; m Iy je
IOUpEKTHA a aApyra je mHaupekrHa. Hwuje Temko morkaszatw ma cBaka
O M30MeTpujcKux TpaHchopmarnuja Z; m Iy nmpencraBba CUMETDPU)Y
nomuenpa ¢ 1j. ma je I;(®) = ® u [H(P) = &. 3Bawmcra, y Tpasnc-
popmanmju Z; nmwocan (ABC--- H) oamrosapa mmocan (A'B'C’---H').
W3 momymapuocTu cBUX amenapa W mbocHu moauenpa @ cimemu ma y
rpanchopmanuju Z; mipocauma cycemaum ca (ABC--- H) onxroapajy
mmocanu cycemue ca (A'B'C'---H'). Amasormo, sakmyuyjemo na y
n3oMeTpuju 1| HapemHUM CYCEIHUM TJbOCHUMAa OIroBapajy HapemHe
cycene msocHu. HacraBmajyhu oBaj mocrynak, HaJa3uMo Oa je
Z;(®) = ¢. Ha wmcru maumn nobujamo na je Zp(P) = ®. OBum cmo
IOKa3aJii a CBAKOM MBUYHOM yruy nosuenpa ¢ oaromapajy aBe pasue
CUMETpUje TOT MOJUEeNpa ON KOjUX je jenHa NUPEKTHA a ApyTra WHIW-
perxrna. Crora je ykyman Opoj cBux cuMmerpuja mosauenpa P jemmax
IBOCTPYKOM OPOjy H-€rOBUX UBUYHUX YTJIIOBA, OTHOCHO YETBOPOCTPYKOM
Opojy meroBux mBuma. OcuM TOTa, jeOHY MMOJOBUHY THUX CUMETPHUja
YMHE OUPEKTHE, a JAPYry MOJOBUHY YWHE WHIUPEKTHE WU30METPUjCKe
TpaHchopMaluje. U

Axo mpaBuian nonuenap ¢ uMa t Temena, ¢ UBUIA, P MIBOCHU U AKO
CBaKa MJHOCAH MMa M CTPAHUIA & CBAKU POTaJb N UBUIA, U3 JTOKA3AHE
TeopeMe HEMOCPEenHO 3aKbyuyjeMo na ce pen rpyne Gz(®) cumerpuja u
pen rpyne Grz+(®) porammja Tor npaBuIHOr MOJIMEIPA MOTY M3Da3UTH
caenehuM jeiHAKOCTUMA!

red Gz(®) = 2red G+ ®) = 2mp = 2nt = 4i.

Wseenena cBojcTBa omoryhyjy ma ¢ obG3upom Ha mocrojehe BpcTe
NPaBUIHUX MOJUEeAApa cCauumHUMO ciaenehy tabeiy:
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Bpcra nonuenpa @ ‘ red Gz(®) ‘ red Gz+(®) ‘
IIpaBunan Terpaenap 24 12
IIpaBunan xekcaemap 48 24
IIpaBunan oxkTaenap 48 24
IIpaBunam moneraemap 120 60
IIpaBunan uxkocaenap 120 60

OBuM CMO caMO YCTAHOBUIU KOJUKU je pel rpyle CUMeTpHuja U pes
rpyne poTanyja CBakor on moctojeimx meT BpCTa NPaBUIHUX IOJIU-
emapa. IlpupomHo je mocTaBUTHM NUTAH-€ KOJUM BPCTaMa CHUMETPU]ja
pacmomaxky rpyme. be3 mokasza HaBoAMMO BPCTE CHUMETPUja KOjUMA
pacmoyiaKy IpaBUJIAH TeTpaelap U KOIKA.

IIpaBunan Terpaemap pacmojaske ca:

- 8 OCHEUX cuMeTpUja pena TPU Koje cy mepuHUcaHe y 00a cMmepa y
OIHOCY Ha mpaBe ompebheHe BUcuMHaAMa TOT TeTpaempa,

- 3 ocHe cuMeTpHUja pena IBa Koje Cy He(hUHUCAHE ¥ OMHOCY Ha IpaBe
onpebene cpemuuiTMa HACIPAMHUX UBUIA,

- 1 nnenTmyHa TpaHCchOpMAaIyja,

- 6 paBaHCKUX CHUMeTpHUja NEPUHUCAHUX Yy OJHOCY HA CHMETDAaJIHE
PaBHU YHYTPpAIIBLUX Avieapa,

- 6 OCHOpPOTAIIMOHMX CHMEeTpUja pela YeTupu neUHUCAHUX y 0ba
cMepa y OTHOCY Ha mpaBe onpeleHe cpeaumTuMa HACIPAMHUX WBUIA.

IIpaBuian xekcaemap (KOIIKA) pacmosaxke ca:

- 6 ocHUX cuMeTpHWja pena yYeTupu AeduHUCAHMUX y 0Da cmepa y
OOHOCY Ha mpaBe onpebeHe cpenumTuMa HACIPAMHUX IIJbOCHU,

- 3 ocHe cumeTpuje pena nBa AeGUHUCAHE Yy ONHOCY HA IpaBe OIpe-
bene cpemumryMa HacIpaMHUX IJLOCHWU,

- 6 OoCHUX cuMeTpHUja pena MOBa MePUHUCAHUX y OTHOCY Ha IMpaBe
onpebene cpenuuiTuMa HACTPAMHUX UBUIA,

- 8 ocHUX cuMeTpuja pena Tpu AJePUHUCAHUX y 00a CMepa y OJHOCY
Ha mpaBe onpebheHe HACIPAMHUM TEMEHUMA,

- 1 nunerTmyHa TpaHCchOpMAaIUja,

- 6 paBaHCKUX cuMeTpuja NePUHUCAHUX y OTHOCY Ha CHUMETPAJIHE
PaBHU YHYTpAIIBUX ANEIapa,

- 3 paBaHCKe cuMeTpuje NePUHUCAHE Y ONHOCY Ha MeIMjajiHe PaBHU
VBUIIA,
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- 6 OCHOPOTAIIMOHUX CUMETPHUja Pela YeTUPU, Ne(UHUCAHUX Y OTHOCY
Ha mpaBe onpebene cpemumTIMa HACOPAMHUX IIJbOCHMU,

- 8 OCHOpPOTAIMOHMX CHUMETpUja pena ImecT, mehUHUCAHUX y 00a
cMepa y OJHOCY Ha IpaBe onpebheHe HacIpaMHMX TEMEHUMA,

- 1 merTpasHa cuMeTpuja.



Jleo 12

CJ/MYHOCT 1 XOMOTETHja

12.1 Tpaucdpopmamnuje camuyHocTu npocropa E"

Y oBoM omesKy heMo ce ymo3HaTu ca TpaHchopMaIrjaMa CIUIYHOCTA
KOj€e IPeCTaBba]y YOIITEHe N30METPUjCKUX TpaHchopMaInyja, Tj. U30-
MeTPpHjCKe TpaHchopManmje MIPENCTABBA]y CaMO CIeNujasaH Cciaydaj
TpaHC(hOpMAIja CINYHOCTH.

Hedunumnuja 12.1.1. Heka je k € RT nmpousBossan No3uTUBAH peasaH
Opoj u
P:E"—=E" (n=1,2,3)

OMjeKTUBHO NPECJMKABame Koje cBake mBe Tauke X,Y mpoctopa E™
npesoau penom y tauke X', Y’ mpocropa E" Takse ma je

XY =kXY.

Tana nmpecnuraBame P HazuBaMO MParcHOPMAYUJOM CAUYHOCTIU NPOC-
mopa E™, ca roepunujenTom k.

Henocpenno u3 nmepumHUIMje MOKEMO 3aKbYUUTH N3 U30METPHUjCKE
TpaHC(hOpMaIije MPeACTaBba]y CaMO CIenujaliad ciIydaj Tpaachopma-
nuja cauuvnoctu 3a k = 1. Cama hemo maBecTu Heke ocoOuHE TpaH-
chopmanuja ciamgHOoCTH nmpoctopa E™.

Teopema 12.1.1. Tpancpopmavyuja cavunocmu P npocmopa E™ xoaun-
eapre mauxe A, B, C npesodu y xoauneapne mauke A', B', C'. IlImasuwe,
mpancpopmayuja cauvrnocmu npocmopa E™ je ypehena, mj. axo je

B(A, B,C) mada je B(A', B',C").

305
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Ilokas. Hexka je k xoedumnujent camunoctu tpanchopmaruje P. Tana
je mpema nepUHUIIjU

A'B' =k AB, B'C'=kBC, AC =kAC.

N3 oBux jemnakoctu u penanuje B(A, B,C) manazumo na je

A'B + B'C' =k AB + kBC = k(AB + BC) = k AC = A'C".

Omasnme caemu ma cy tauke A', B’ m C' konumeapue m nma Baku
pacnopen B(A', B',C"). O

Teopema 12.1.2. Tpancopmavyuja cauwrocmu P nodydapre napose ma-
YaKa NPecAuUKa8a Ha nodydapHe napose Mmaiaka.

Joxka3. Heka cy A,B,C' u D rauke npocropa E" takse na je (A, B) &
(C,D) u A', B" C! u D' muxose omrosapajyhe tauke y Tpauchopma-
muju P. Axo je k roedpunujerTt camvHOCTH TpaHchopMmammje P, Tana je
A'B" = kAB u C'D' = kCD. Ilpema tome u3 (4,B) = (C,D) cnemn
(A, B)) = (C", D). O

Teopema 12.1.3. Ckyn ceur mpanchopmayuja cauwrnocmu npocmopa E™
npedcmas.na HEKOMYMAMUBHY 2PYNY.

Joxkas. (i) Heka cy P; n P2 nBe npomsBoJbHE TPAHC(HOPMAI]E CIUIHO-
ctu mpoctopa E" ca roepunujeHTrMa CIUIHOCTU penoM ki u ky. Hexra
cy 3arum X m Y naBe mpousBoJsbHE Tauke mpoctopa E", a X, Yy, Xo,
Ys tauke mpoctopa E" TakBe ma je

PiX)=X1, Pi(Y)=Y1, PoXy) =Xy, Pao(Y1)=Yo.

Taﬂa je X1Y1 = ]{1 XY u XQ}/Q = k’Q X1Y1 IIa je XQ}/Q = k’lngY
Hakme, komno3suruja Py o P mpenctaBiba TpaHCHOPMANN]y CIUYHOCTU
npocrtopa E" ca xoepunujentoMm k = kiko, Tj. mpousBon naBe TpaHCHOP-
Malnuje CIuYHOCTU IpocTtopa E™ mpencrasiba TpaHcHOpMaANN]y CIAUIHO-
cTH!.

(ii) Heka je P Tpancpopmanmja canunoctu npocropa E™ ca roedpu-
mujenroMm k. Tama cBakom mapy Tavaka X,Y € E" oarosapa y TOj
tpanchopmamuju map tadaka X', Y’ takas ga je X'Y' = kXY. Tana
je XY = %X’Y’, omakye ciemu ma je P~ Tpanchpopmanuja caudHOCTH
npoctopa E" ca koepunujerrom ciaumunoctu 1/k.
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N3 (i) u (i) cremqu ma ma ckyn TpancpopManuja CIUYHOCTHU MPE-
CcTaBjja MOArPYyIy I'PyIle CBUX TpaHCchopmalmja npocropa E", na npema
TOME IpencTaB/a rpymy. Ja je rpyma TpanchopManmja CIMIYHOCTU
HEKOMYTaTUBHA CJIEeOV U3 YUHEHUIE I8 OHA CAAP:KU HEKOMYTATUBHY
noarpyny G(Z) cBUX M30METPUjCKUX TpPaHCHOPMAILH]aA. ]

Hedbuuaumuja 12.1.2. ['pymy roja ce cacToju u3 cBUX TpaHCHOpMAI]ja
camyHOCTU npocTopa E™ HazuBaMmo 2pynom mpanc@opmayuja cauwnocmu
u cumbosnuky je oGeneskaamo ca G(P).

Younmo ¢ymrmujy f : G(P) — RT koja cBakoj Tpanchpopmanuju
cauunoctu P : E™ — E™ KopecnoHaupa HeH KOe(PUIUjeHT CINIHOCTH K.
Huje Temko nposepuru ma f mpencrasmba xomoMmopgusam rpymne G(P)
HA MYJITUIUIMKATABHY DYy HO3UTUBHUX OpojeBa. ['pyna G(Z) upen-
CTaBJba j€3rpo TOT XOMOMOD(pU3MA.

Huje Temro ycranoButm na tpanchopManmja CIMYHOCTH P mpoc-
Topa E™ rao ypebheHo mpecivkaBame NIPEBOAM jeTHAKO OPjeHTHUCAHE
JINKOBE y je THAKO OPjEeHTUCAHE JIMKOBE, & CYIPOTHO OPjEHTUCAHE JIMKOBE
Yy CympoTHO opjeHTtucane JuroBe. CaMuM TUM Pa3JUKYjeMO IBE BPCTE
TpaHC(hOpMallija CINYHOCTHU: AUPEKTHE M MHANPEKTHE.

Hedpmanmmja 12.1.3. Tpanchopmanujy cauunoctu npocropa E" Hazu-
BAMO OupexmmoM WA UHOUPEKMHOM Y 3aBUCHOCTU OJ TOTA Oa JIU OHA
gyBa WV ME€Ha OPjeHTalNjy TOT IPOCTOPA.

Y moTHmyHOCTH je jaCHO Oa KOMIO3UIMja ABEjY OTUPEKTHUX WU IBEjY
UHANPEKTHUX TPaHCHOPMAIUja CINIHOCTH YBEK IPENCTABIbA AUPEKTHY
M30MeTPHjCKy TpaHchopmanujy cauynoctu. Taxkobhe, kommosuruja ase-
jy Tparcdhopmamnuja caunyHocTu npocropa E™ on Kojux je jenHa aupex-
THa a JApyra WHIVPEKTHA IIpPelCcTaB/ba WHIVPEKTHY TpPaHCHOpMAIUjy
canuyaoctr. Ha OCHOBY Tora 3akiayuyjeMo na Basku ciaenehia Teopema.

Teopema 12.1.4. Ckyn ceuxr OJupexmmuur mpancPopmayujae CAUYHOCTU
npocmopa E™ wunu wexomymamueny nodzpyny undekca dsa epyne G(P)
ceur mpancopmavyuja cauvrocmu npocmopa B,

Hepuannmja 12.1.4. 'pyny cacraBi/beHy O AUPEKTHUX TpaHChHOpMAa-
IMja CIMYHOCTU mpoctopa E™ HaszuBamo zpynom dupexmuur mpancgop-
mayuja caunrocmuy 1 cuMbonuykn je ozradasamo ca G(PT).

OcHoBy 3a maJre IpoydYaBame CBOjCTaBa TpPaHChOpMAIUja CIUIHO-
CTU YMHE M3BECHE OCOOUHE KOje ce OQHOCE Ha MapaJIesIHO IPOjEeKTOBA:E
y npocrtopy E".
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12.2 TIlojam Bekropa y mpoctopy E" (n=1,2,3)

ITojam BekTOpa Mrpa M3y3eTHO Ba)KHY YJOTY y DEIIaBamy MHOTUX
TeOMETPHjCKyX 3amaraka u npobiema. Tpanciaanuja npocropa E” omo-
ryhyje yBobeme mojma BerkTropa y mpoctopy FE™. Ilpe yBobhema mo-
jMa BeKkTOpa yBemheMo TOMONHY pesanujy exsunoseruuje NIl ucmos-
Hawrocmu ypeheHnx mapoBa Tavaka.

Hepununuja 12.2.1. Hera cy P, P', Q u Q' Tauke npocropa E™. Tlap
rauaka (P, P') je exsunoaenman napy radara (@, Q') ako mocroju Tpan-
caanuja npocropa E™ koja Tauke P u (Q npesoau penom y Tauke P’ u Q.

N3 mepununmje menocpemuo ciaemu na cy naposu tavaka (P, P’) m
(Q,Q’") Tpancmaropuo nmonynapau. To 3maum ma cy aysxku PP u QQ’
MCTOCMEPHE U IIOIyAapHE.

Huje temko yrBpmutu ma Basku ciemneha teopemas:

Teopema 12.2.1. Penauuja exsunoaenyuje degunucarna na cxyny ypehe-
HUT naposa mavaka npocmopa E™ je peaauyuja exeusanenyuje.

Penanuja exBunonennuje pa3zbuja ckyn cBux ypebennx rauaxa npo-
cropa E" Ha GECKOHAUYHO MHOTO KJIAaCa €KBUBAJICHIIA]E.

Iedpuannuja 12.2.2. Knacy ceux mebhy cobom erxBumnmosnentHux ypebe-
HUX ITapoBa Tavaka npocropa K" HazuBamMo eexkmopom.

. —
Bekrope majuemrhe o3zmauaBamo: 7, b, ?, .-+ Kako BerTop d
IpeACcTaB/ha YUTABY KJIAaCy €KBUIOJEHTHUX MIapOBa TadyaKa Koja je jen-
HOo3HauHO onpebena 6uno kojum mapom (A, A’) Te knace, BEKTOP MOKEMO

O3HAYaBATU U &AA’. Tana Tauka A nmpencTasiba HOYeTak, a Tauka A’
Kpaj BEKTOPa AA’. Tlpasan onpeben mpasom AA’ maszsuBaMo mpasieM
Bektopa AA’, a cmep ompeben ycmepenom (opjertucanom) mysku AA
HasuBaMo cMmepoM Bektopa AA’. Berktop BA je cympoTrHOCMepaH Bek-

Topy AB. AKO ce moderak M Kpaj HEKOI BEKTOPAa MOKJAMA]y, OHIA 3a
TAKAB BEKTOD Ka:KEMO M4 je HyJa BEKTOD.
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12.3 JIuHeapHe omepanuje HAO BEKTOPUMA

Han ckynmom Bekropa y mpocropy E™, (n = 1,2,3) moryhe je ycra-
HOBUTHU [BE BPCTE T3B. JUWHeapHuX ajrebapckux omepamnuja. 1o cy
omepamuje cabupama BEKTOpa W MHOMXKEHA BEKTOPa ca Opojem. Yc-
TAHOBMMO HajIIpe olepalujy cabuparma BEeKTOPAa.

Hebunuannmja 12.3.1. Y npocropy E", (n = 1,2,3) cBakom ypebhenom
nmapy BEKTOpa 7= zﬁ u 7 = B? OIPUAPYKEH € jelaH BEKTOP Z=A
KOju Ha3uBaMoO 30MPOM BEKTODA u Y, u cumboauuku obesiesKaBamMo

ca7:?+?.

Ciuura 12.1.

Huje temko mokazaru ma 30up aBa BEKTOpa 7 = E u 7 = B7>' HE
3aBucu ox nososkaja rauke A (Cmmra 12.1). Bawncra, ako oOesexmMO
ca A/H_p(QI/I3BOJLHy taury npocropa E" u ca B', C' tauke rakse na je
Z = A'B'uy = B'C', 6uhe opujentucane nyxu AB u A'B’ nonynapse
U UCTOCMEpHe, Ia cy u opujenTucane nyxu AA’ m BB’ nomymapue u
ucrocmepre. Mcro tako opujertucane nysxu BC u B'C’ cy momynapue
U UCTOCMEepHe, Ta cy u opujeHtucane nyxu BB u CC’ monmynapue
n uctocmepre. Can cy opujentucane nyxu AA m BB’ nmomynapmre
u ucrocMepHe, Te cy u opujentucane ay:xu AC u A'C’ momynapue u

— S
ucrocmepre. Crora je AC = AC' npemMa ToMe @4—3? = A'B'+B'C".

Opn ocobuua KOjUMa ce ONJIMKYje omepalnurja cabupama BEKTOPa UC-
TUYeMO HajBaskHUje. Te ocobuHe cMmemTeHe Cy y jeaHOj TeopeMu Koja
[JIACH:

ﬁ
Teopema 12.3.1. 3a csaxa mpu eexmopa a, b, 7 npocmopa E™ eaxce
caedehe penayuge:
(i) @+ b =0b+d (romymamusnocm),
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Caura 12.2.

Joka3s. (i) O3zmaummo ca O, A, B rauke TakBe 1a je OA = @, OB =

u ca C rtauky cumerpuuny ca tadyroM O y OZHOCY HA CPeaumTe S nysxu
AB (Cnura 12.2 (a)), umamo na je d +€> = OA+O? O? u b —1—7 =
OB + OA = OC. U3 osux jemHaKOCTH Clemu Aa je d i +d.
(ii) Axo obesexmmo ca A, B, C, D, tauke TakBe ma je 7 zﬁ, T =
B?, 7 =CD (Cnura 12.2 (6)), umamo na je

b+7 _ 4B+ ﬁJrCTS AB + BD = AD,
(@+ )+ 7@ =(AB + BC)+ CD = AC + CD = AD.

13 0BUX jeQHAKOCTH CIamy 12 je d + ( T +7)=(d + ?) +7.
(111) Axo <y A u B rauke TaxBe na je @ = zﬁ ouhe AB + BE = f@,

@+ O
(1V AKO cy im B rauke TakBe ma je d = ﬁ ouhe @ + (- d) =
AB+BA=A4A=7. O

C obGsupom nma je omepamnuja cabuparma BeKTOpa y mpoctopy E”
acornmjaruBaa, y mapasuma d + (b + ¢) u (d + b) + ¢ mory ce
M30CTABUTH 3arpae, Te CBAKM O HBUX Ho0uja obmmk @ -+ ? + 7.
Nunyknujom HaAMA3UMO 1a ce omepanuja cabupama BEKTOPaA MOKE IIPO-
mupuTu u Ha Behu O6poj cabupara. Tako mHop. 306up om n BeKTOpa

71, 72, e ,7,1 pencTaBba HEKU BEKTOD a KOjU MOKEMO HAMUCATUA Y
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00Ky A =d1+do+ -+ dn 36up mBa BEKTOpPA 7 n —7 npen-
CTABJbA HEKM BEKTOD 7 KOJU HA3MBAMO DA3JIMKA BEKTOpa @ U Y, 1

cuMGoIMUEn obenexaBaMo ca 2 = @ + (=) =7 — Y.

Cem yHyTpamme onepanuje cabupama, Ha CKYILy BEKTODa IPOCTOPa
E"™ moxke ce meduHUCATUA U jenHA CIOJBAIIKHA OIEPAIja KOjy HA3UBAMO
MHONCEDEM B8EKMOPA CG OPOJEM.

Hedpmanmmja 12.3.2. Hexa je Z eE"ukeR. IIpousBomom k7 Bex-
TOpAa z Opojem k Ha3mBaAMO BEKTOP 7 € E" koju 3amoBosraBa ciaenehe
yCIIOBE:

(i) Narensurer BEKTOpA Y jemHAK je HPOM3BOLY U3 AICONYTHE Bpel-
Hoctu 6poja k u uaTemsurera BekTopa @ Tj. || = |k|| 7],

(ii) Berrop ? j€e UCTOCMEPAaH UM CYIPOTOCMEPAH C BEKTOPOM T y 3aB-
UCHOCTH on Tora na au je k > 0 unu k < 0. V3 medunumuje HenocpeHo
cJemu ma MpOu3BOM BEKTOPA T Opojem k mpencraBsba HyJIa BEKTOD aKO
1 CaMO aKo je Z =0 wmk=0.

Teopema 12.3.2. Axo cy d u ? NnPouU3soLHU 8EKMOPU npocmopa E™ u
k, k1, ko2 peaanu bpojesu, mada je

PN —

D k(d+0b)=kd +kb,

(i) (k1 +ko)d =k1d + ko @,

(iii) k1 (ke @) = (k1k2),

(iv)1-d=1.

Ciuura 12.3.

Joka3s. (i) Ako je k =0, tBpbheme cinemu Henocpenuo u3 meduHUNMjE.
Pasmorpumo cayuaj rana je k # 0 (Caura 12.3). Axo O_)66JI€>HI/IMO ca
A, B, C Taure npocropa E" Ttakse na je AB = dn B? = b, ca O Tauky
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aH MpaBUX AB BC,CA u ca A, B',C’ Tauke Takse na je OA’ = kOA
— =

OB = k:Og OC” = kO(% Tana Bazke ciaenehe jemmakoctu A'B' = k:f@
-

B'C' = kB(é A’C’ kﬁ Ha Taj mauun nmamo na je

K@+ B) = k(AB + BC) = KAC = A'CY
_AB 1+ BC = kAL + kBC
kT4 kD.

os]

(ii) Ako je meku oxn Gpojesa ki u ko jemHak HyaU MU q = 6>, TBpheme
ciaemu HeHOCpe,ZIHO Pasmarpamo ciyuaj kana 6pojesu ki u k:2 MMajy
UCTU 3HAK, MIOK je d 7é 0 . IIpu Tome cy BekTOpHU (k1+k2)7 u k1 d —|—k‘2 a
UCTOT CMepa U jemHakux wHTeH3uTeTa. IIpBo om oBux TBphema ciaemu
U3 YUHEHUIE MTO cy 00a Ta BekTtopa 3a k1 >0 u kg >0 I/ICTOCMepHI/I C
BEKTOPOM d,azak <0uky <0 CYHIPOTHU Cy Ca BEKTOPOM . Hpyro
on nmomenyTux TBphema takobe Baku, jep je

(k1 + k) @] = [ky + kol | @] = (|| + |k2])| @],
1@ + ko d| = |k @ | + ko @ | = ||| + o @
= (k1| + |k=2])|@[.

Iakne, npeMa ne(pUHUNU]N jeJHAKOCTU BEKTODPa, MMaMO 1a je
(ki +ko)d = k1 d + ko

Amnasoruo pacybuBame mpumemyje ce Uy ciaydajy kana 6pojeBu ki u
ko MMajy CympoTHe 3HAaKe, IOK je d # ﬁ

(iii) Bekropu kl(kgﬁ) u (klkg)ﬁ> Cy MCTOT CMepa U jeTHAKWX WHTEH-
3uteTa. [IpBO O OBUX CBOjCcTaBa CJenu HEMOCPETHO, jep ako OpojeBu
k1 m ko uMmajy mCTM 3HAK, TOMEHYTU BEKTOPU Cy UCTOCMEPHU CA BEK-
TOpOM @, KO OpojeBu ki1 u kg mMajy CympOTaH 3HAK, IOMEHYTU BEK-
TOpPH Cy CYIPOTHOCMEPHHU C BEKTOPOM . JIpyro CBOjCTBO clemm u3
penamnuja

k1 (ke @)| = [ka|[ka @ | = [kn[ka|| @[] (k1 ko) @| = |kikol[ @]
= |kl @]

ﬂaﬁne, k‘l(kgﬁ) = (kle)E)

(iv) Byayhwu ma cy Bekropu 1 - d u d ucror cMepa U jeTHAKUX UHTEH-

3uTeTa, mMaMo na je 1 - a=1. O
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12.4 Xomotreruja mpocropa E"

Hepuannumja 12.4.1. Hera je O mpousBosmHa Tauka npocropa E" u k
peasan 6poj paznauuut onx Hyse. XOoMOMEMUJoM UAU OUAGMAUUIOM Ca
cpeduwmenm O u koehunmMjeHTOM Kk HA3UBAMO TPAHCHOPMAIIM]Y

Hoyx: E" — E" (n=1,2,3)
Koja cBaky Tauky X € E" mpesomu y Tauky X' € E" TakBy ma je

OX' = kOX.

W3 nepurnnumje HemocpenHo cienu ma je xomoreruja Hop Oujex-
TUBHA TpaHcopManuja u ma je jemHosnauno oxpebena cpemumrem O
n koepunujerTom k. Ilrasume 3a k # 1 xomoreruja Hp j umMa jemus-
CTBEHY WMHBAPUjaHTHY Tauky - Taury O, 3a k = 1 mpencraBiba KOUHIU-
nernujy a 3a k = —1 nenrpanny pediercujy So.

Teopema 12.4.1. Xomomemuja Ho  npocmopa E™ npedcmaswa mpan-
cpopmayugy cavurocmu ca Koeduyujernmom cavunocmu k' = |k|.

Hloka3. Osmaummvo ca A u B nBe mpousBobHE Tauke mpoctopa E™.

Heka cy A" u B’ pemom rauke koje y xomoreruju Hoj Omrosapajy
taurkama A u B. Tana je OA' = kOA u OB’ = kOB, na je

A'B' = 0B — OA' = k(OB — OA) = kAB.

Onasne, 3a ny:xu AB u A'B’' cnenn A'B’ = |k|AB. Ilakne, xomoreruja
Ho,, mpeacTaBba TPAHCHOPMALN]y CINIHOCTH ca Koedunujentom |k|. O

Jlako ce mokasyje caeneha Tteopema:

Teopema 12.4.2. Tpancpopmayuja cauwnocmu P : E™ — E™ xoja npe-
600U c8aKY NPaAsy Y HOJ NAPAAEANY NPABY NPEOCas.ba MPAHCAGUUTY UAU
TOMOMEMUJY.

loka3. Hexa tparchopManuja ciaudHOCTU P IPOU3BOJLHY IPABY M
pecjnKaBa y ®\0Oj mapaJienny mpaBy n. Tanma he mpase koje cmajajy
oxmrosapajyhe rtauke mpaBux m u n npu Tparchopmauuju P OuTty ma-
panenne uiu he ce cehim. Osmaummo ca M u M’ npousBosbHE Tauke
npase m, a ca N u N’ penom muma onrosapajyhe tauke y tpaucdop-
mamuju caudroctu P. Axo cy mpase MN u M’'N’' mapanenme, onna
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je werBopoyrao M NN'M' napanemorpam, tj. mysku MM u NN’ he
Outw; monymapue, ma je P y oBoM ciayuajy m3omerpuja. Heka ce mpase
MN u M'N’' cexy y taukm O. Tana, npumenom TasecoBe Teopeme
3aKkpydyjeMo na je P xoMmoTeTuja. O

Teopema 12.4.3. Axo je P : E™ — E"™ mpanchopmavuja cauvrocmu ca
koeduyujenmom k v O gurcupara mawxa npocmopa E™ mada nocmoje dee
u camo dee uzomempujcrke mparcopmayuje Iy w Iy npocmopa E™ makee
da je

P=TI10oHok, P =HoxoLs.

Ioka3s. Heka y TparchopManujy CIMUYHOCTU P IBEMa PA3HUM TauKaMma
P, QQ npocropa E™ onrosapajy pemom Tauke P, ' mpoctopa E", a y
xomoTeruju Ho , Taukama P, () onrosapajy rauke P”, Q" mpocropa E".
Tana je P'Q' = kPQ u P"Q" = k PQ, onakne je P'Q" = P"Q" u xom-
HO3UIH]a POH(_)lk tauke P, Q" npesomu y Tauke P’, ()’ ma npencrasiba
HEKYy M30MeTpujcKy Tpanchopmanujy Z;. U3 Po Halk = 7, cnemu na
je P =11 oHoy. Aranorsno ce mokasyje m APYTu NeO TEOPEME. O

Teopema 12.4.4. Heka je Hoj vomomemuja npocmopa E™. Axo je n
napar 6poj mada romomemugja Ho p npedcmas.na dupexmny mparchopma-
YUJY CAUNHOCTIU, aKO je n wenapar 6poj mada romomemuja Ho i npedcmas-
M0 QUPEKMMNY UAU UHOUP EKMHY MPARCHPOPMAYUTY CAUYHOCTU Y 368UCHOCTU
00 moza da au je k >0 uau k < 0.

Hoxa3. Pasmorpumo mHajupe ciydaj n = 2. Axro y xomoreruju Ho i
taukama P u () HekosmHeapHUM c¢ TauykoM (O oarosapajy pemoM TaukKe
P'u Q' rana 3a k >0 yrny £POQ onrosapa maj ucmu yzao, a 3a k < 0
yray £POQ oarosapa meMmy IeHTPaJHO cuMmerpuyan yrao £P'OQ'.
OpnaBnme HemocpemHO clemu Ja y XOMOTeTUju Hoj CBAKOM YIJIy OIro-
Bapa HeMy UCTOCMEDaH yTao, IIa je XoMoTeTuja Ho j paBHU E? nupexk-
THa M30METPU]jCKa TPaHCHOopManuja.

Heka je cama n = 3. Axo y xomoreruju Hpj Taukama P, Q, R
HeKOMILTaHApHUM ¢ TaukoMm O omgrosapajy penom tauke P, Q', R/, rana
3a k > 0 tpuenpy Opgr oarosapa taj uctu tpuenap Opig/r/, a 3a
k < 0 Tpuenpy Opggr oarosapa HmeMy HEHTPAJHO CUMETPUYaH Tpuenap
Opgr . Haxne xomoreruja Hoy 3a k > 0 e Mema a 3a k < 0 Mema
opjenTarmjy mpocTtopa F3. (|

Teopema 12.4.5. Ckxyn Ho ceux romomemuja Koje umajy 3ajeOHUKo cpe-
Juwme O npedcmas.na KOMYMaAMuUeHy 2pyny.
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Ioxka3. Hexra cy Hor, u Ho, OBE OIPOU3BOJLHE XOMOTETHje U3 CKyIa
Ho. Hera je X mpousBosmua Taura npocropa E™ u mera cy X3 u Xo
tauke npocropa E" takse na je Ho g, (X) = X1 1 Hor, (X1) = Xo. Tana
je O—X1> = klek u O—X; = kg()—)ﬁ>, omaKye je O—X2> = klkgO—)%. Haxme
Hok, ©Hok, = Hok, Toe je k = kiks.

Axo je Ho xomorernja u3 ckyna Ho, ouhe n 7-[51k XOMOTETHUja U
ckyna Ho. 3aucra, ako O03HAYMMO ca X MPOU3BOJLHY TAUdKy MIPOCTOPA
E™ u ca X' taury rakBy na je Hor(X) = X' onna je OX' = kO—XZ, Tj.
7 1Ay 1
0OX = kOX oZlaKJe cJenu Ho,k = Ho,%-

Bynyhu na xomoreTtuje u3 ckyna Ho mpencTaBiba eJIeMeHTe T'pyIe
G(P) cBux TpaHchopmanuja cImdaHOCTU HIpocTopa E™, HA OCHOBY HOKa-
3aHOT CJeau Ha CKyln Ho upenacrassia noarpymy rpyune G(P). Komyra-
TUBHOCT CJIEIN HENIOCPENHO U3 Ne(pUHUINNje XOMOTETH]E. O

Hedbuaumumja 12.4.2. ['pymy koja ce cacToju U3 CBUX XOMOTETUja IPO-
cropa E" ca 3ajemuuukum cpeaumreMm O HA3UBAMO 2PYNOM TOMOMEMUJA
u cumbosnuky je o3nadasamo ca G(Hop).

Teopema 12.4.6. I'pyna G(Ho) je uzomopPna myamuniukamueroj epynu
G(R*), 2de je R* = R\{O}.

Teopema 12.4.7. Axo cy Ho, k, v Ho, iy 08 TOMOMEMUjE NPOCMOPa E™
ca pasrum cpeduuwmuma O1 u Oz mada komnoszuuuja Ho, k, ©Ho, g, npeo-
CMaswHa:

(i) Xomomemujy Ho i arxo je kiky # 1, npu wemy je k = kiks a O mauxa
npage 0109 maxea 0a je

(il) Tpancaayugy TER, 0KO je k1ko = 1, npu wemy je

- T
PPy || 0105, PPy =(1—k3)0105.

Hoxka3z. Osmaummo ca P u () gBe pasHe tauke npocropa E", ca P, u
(1 Tauke npocropa E" xoje y xomoreruju Hop, , OAroBapajy TadkaMma
P u @, a ca P, uw@ Tauke npocropa E" xoje y xomoreruju Ho, i,
omromapajy Taukama P; m Q1. Taﬂa. Jﬂ@l I % H%Q I %
onakie ciaemu PoQs || PQ. Ocum tora je P1Q1 = k1 PQ u PoQo = ko P11
omarJiie caenu na je PoQo = kPQ) rne je k = kiko.
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Ciuura 12.4.

(i) Heka je k # 1. IlpaBe PP, u QQ2 ce cexy. Osmaummo ca O
wuxoBy npeceuny tauky (Cumka 12.4). Tanma je ounrnenuno Ho, i, ©
Ho, by = Hok- Tarobe, Taure O, O1 u Oz cy KonmuHEapHE. 3aKUCTa, aKO
obenexumo ca O] Tauky kKoja y xomoreTuju Ho, k, oarosapa rauku O,
Taga y xomoretuju Ho taukun O oxrosapa tauka Of. Iakie Tpojke
rauaka Oy, O1, O] u O, 01, O} cy ronuHeapHe, OJaKIe CICAU Oa CYy
rauke O, O1 u Oy KOTUHEADHE.

Taura O je uEBapujaHTHa Tadka xoMmMoTeTuje Ho i, OJaKIe CIean

Hoy ks © %Ol7k1(0) =0,
Tj.
HO1J€1 (O> = H5217k2 (O) =0
N3 oBux jemHaxkocTy U pesanuje

_— _ —
010/ = 0109 + OQO/

HaJIa31MO

k10,0 = 0,0 + 004 + %0?7
2

OJaKJe je

—_— kg—l
0.0:00 = 27~
! > ko(ky — 1)

(ii) 3a k =1 npase PP> u QQ2 cy meby cobom mapasnenune (Cruka
12.5). Tana je

Hopky © Hoy by = Tpp;
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P P2

Ciuura 12.5.

Baxu k; = 1712 u O1P : O1P = 03P : O P; onakne ciaenu PPy || 0201,

a Takobe u

— 1, — —
PPy = (1= 7:)010; = (1= k2)010:.

g

Teopema 12.4.8. Axo je Hor zomomemuja v I usomempujcka mpar-
cpopmayuja npocmopa E™, mada je

ToHokroI ' =Hzo)k

Hoka3. Hexra y xomoreruju Hopj Taukm X mpocropa E" oarosapa

tauka X' nmpocropa E", a y uzomerpuju Z taukama O, X, X’ nmpoctopa

E"™ omrosapajy penom tauke O1, X1, X|. C o63upom Ha 10 1a je OX' =
5% 6ue 1 O] — KOTY! - .

EOX ouhe m O1X] = kO1X;. Ilpema Tome y xommosumuju ZoHp 0L

cBakoj Tauku X1 npocropa E™ oxrosapa tauka X| mpocropa E™ Taksa

: 7 ; —1
na je O1X] = kO1X;. Ilpema Tome ZoHo koLl " = Hyo) k- O

Teopema 12.4.9. Xomomemuja Ho p v uzomempuja I npocmopa E™ cy
Komymamuene mpanchopmayuje axo u camo axo je cpeduume O romome-
muje Ho  uneapujanmmua mavwka uzomempuje L, my.

IOHOJC = HO,k OI<=>I(O) = 0.

Ioxka3. Hexka je majupe ZoHpr = HoroZ, Tj. ZoHoy oIl = Ho k-

OpnaBre mpuMeHOM mperxonHe Teopeme Henocpenuo ciaemu Z(0) = O.
O6patno, ako je Z(O) = O. Ha ocHOBYy mperxomHe Teopeme je

ZoHoroZI '=Hop, 1j. ZoHor=HoxroL. O

Huje temko mokasatum ma Basku u ciaemeha Tteopema
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Teopema 12.4.10. Axo je S, ocna pedaexcuja u Ho p romomemuja pasru
E? mada je

» _
Sy % =HoroS8,0 Ho,lk = Sio ()

12.5 IIpencraBibame TpaHchOpMaIja CJIMIHOCTH
paBEu E? y KAaHOHCKOM OOJIMKY

Y cTaHOBMIIM CMO Ja ce cBaka TpaHchopmanuja cananoctu P (k # 1)
MOsKe Ha OECKOHAUYHO MHOIO HAYWHA MOPEICTABUTU KAO KOMIIO3UIIM]ja
jenHe XOMOTeTUje U jemHe M30MeTPUjCKe TpaHchopMaluje Te PaBHU.
Tparncpopmanuje m3 KOjuX je cacTaB/beHA Ta KOMIIO3UIYja Y OIIITEM
caydajy HuUCy kKomyTatupHe. Ham nusm 6mhe ma tpanchopwmarujy ciau-
yHOCTU P TOpeacTaBUMO y OOJUKYy KOMIIO3UIje CACTaBJhbeHE U3 OBEjY
KOMYTATHBHUX TPaHCopManuja ol KOjUX je jenHa XOMOTEeTHja a Apyra
uzomerpuja. TakBo mpencraBpame TPaHCPOPMAIUjE CIUIHOCTU HA3U-
BaMO KGHOHCKUM. Y TUILY HOKa3a MOIYy NHOCTU OBAKBOT NMPEICTABIHAMDA,
HEOIIXOJHO je Hajupe yCTAHOBUTHU Oa TPaHCHOpMalMjd CIUYHOCTU pa-
BEn E?, K0joj je Koedumujent cauunocTu k # 1, moceayje jeamHCTBEHY
WHBAPUjAHTHY TaUKY.

Teopema 12.5.1. Csaka dupexmmna uzomempujcra mpanchopmayuja cau-
wnocmu paenu E? xojoj je xoeduyuenm cauunocmu k # 1 nocedyje jedun-
CMEENY UHBAPUJAHMHY MAUKY.

Caura 12.6.
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JToka3. Y cTaHOBUMO Hajupe Ja AUPEKTHA TPAHCHOPMAIMja CINIHOCTU
P He MOke MMATH BUIIE O ABE MHBapujaHTHe Tauke. Axo Ou Op u
Oy Oune OBe pa3He WHBApUjaHTHE Tauke TpaHcpopmaiuje P tana Ou
roepunujert cauvnoctu k = 0102 : 0102 Ouo jegHak jeIUHUIM, IITO je
HUCKJbYUYEHO MPETIOCTABKOM.

IToka:xkMMO cana er3VCTEHIN]y WHBapPUjaHTHE Tadke TpaHChopMa-
nuje cauunoctu P. Heka y tparchopmanuju caudaoctu P aBema pas-
HuM Tauykama P u Q onrosapajy tauke P’ u Q'. Axo je npu Tome P = P’
nm Q = Q' trBpheme cirenu HemocpenHO.

Pasmorpumo cayuaj kana je P # P’ u Q # Q'. Oszmaunmo ca R npe-
ceuny taury npasux PP’ u QQ' (Cmmura 12.6). Tauka R mocroju jep
6u y cynporaoMm P 6una m3omerpuja. Osnaunmo ca O Apyry mpeceuyny
TauKy KPyTOBa ONMCAHUX OKo Tpoyriosa ARPQ u ARP'Q’'. Cnemnu-
jamHO, ako ce Kpyrosu momupyjy tauke R m O ce moruamnajy (Cuuka
12.7).

Cuura 12.7.

Tana Baxu
APOQ = LPRQ = AP'RQ' = £P'OQ’,
Tj. LPOQ = LP'OQ'. Takobe Baxu
AQPO = LQRO = LSRQ' = LQ'P'O,

Tj. £QPO = LQ'P'O. Iakne yraosu tpoyriaosa AOPQ u AOP'Q cy
nonynapau. To 3maum ga mocroju poramuja Ro,, TakBa Oa IOJyIpaBe
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[OP) u [OQ) npesone pemom y moaymnpase [OP') u [0Q'). Hexka je
Row(P)=P", Row(Q) =Q". Tana nmamo

LOP'Q = LOPQ = £OP"Q",

omakie cremu P'Q' || P’Q". To smaum ma mocroju xomoreruja Ho g
raka na je Hoxr(P") = P, Hor(Q") = Q', tme je k = %‘ 3uaumu
P = HoroRow. Taurka O je mEBapujaHTHa Tauyka TpaHCHOPMAIIje
cauuHoCcTH P. O

Hepuannmja 12.5.1. JenuncTBeHy WHBAPUjAHTHY TauKy OUPEKTHE
TparchopMarmje ciamuroctu P paBau E?, Kojoj je koedunumjent k # 1,
HA3UBAMO CPEOUULMEM UAYU YEHMPOM CIMIHOCTUA T€ TPAHCHOPMAIjE.

Teopema 12.5.2. Csara dupexmna mpancdopmavuja cavunocmu P pa-
enu E2, xoja ne npedcmasna uzomempujy Humu ToMomemusy, Moxce ce
M@ 086 U CAMO 086G HAYUHG NPeICMABUMIU KAO0 KOMNOUYUa 08€fY KOMY-
MAMUBHULT MPAHCHOPMAUUa 00 KOJUT JeOHa NPedcmas.na TOMOMEMUY
0pY2aU30MEMPUY.

Jloka3. Ila Ou ce TpaHChOpMaINUja CIUYHOCTU P MOIJIa OPEACTABUTU
Ka0 KOMIIO3UIMja ABejy KOMYTATUBHUX TpaHC(hOpMaIuja ox KOjuxX jeqHa
IpencTaBba XOMOTETU]Y & ApPYyra M30METPUjy MOTPeOHO je U TOBOJHLHO
Ia CpeIuIITe Te XOMOTeTUje Oyle MHBAPUjaHTHA TadyKa Te€ M30METDPUje
ma mpema ToMe u Tpanchopmaruje P. Bynyhu ma tparnchopmaruja P
ca roepunujertoM k # 1 mocenyje jemuHcTBeHy MHBAapUjaHTHY Tauky O,
IIOCTOj€ IBE W CAMO IBE XOMOTETHU]je H(_)lk u Ha}_k paBun F? takBe ma
KOMIIO3UIIH]j e Po?—[é}k u PoHa}_k IIPEeCTaBJbajy U30METPHUjCKE TPAHCHOP-
Manuje. Obe m3omMeTpujcke TpaHChoOpMalnUje Cy IUPEKTHE Ca WHBAPU-
jarTHOM TaukoM (), Te MPEACTABHAjy HEeHTPaJIHE poTaluje, O3HAUUMO
ux ca Row u Ro.. Ilpum Tome cy yriaoBum w m W' CymIeMeHTHH U
CYIPOTHOCMEPHHU, Te€ 3HAajyhu jemny on TuxX poTanuja 3HAMO U APYTY.
Ha Taj maunms nvamo ma je P =Rou, o Hor u P =TRouw o Ho,—k. Oba
OBa m3pa3a Cy KOMYyTaTUBHA. Il

Iedpuuannumja 12.5.2. Penpeserranuje ycTaHOB/bEHE NMPETXOIHOM TEO-
PEMOM Ha3UBaMO KGHOWUYKUM penpezenmayujama Tpanchopmanuje P.
Omny on TUX penpeseHTalja y KOjOj XOMOTETHja UMa TO3UTUBAH KOoe(pur-
[AjEHT HA3UBAMO NPEOM WU HENOCPEOHOM KAHOHUYKOM PENDeIeHMaU-
jom, a OHY y KOjOj XOMOTeTHja UMa HeraTHUBaH KOe(UIjeHT Ha3MBaMO
0pY20M MU NOCPEOHOM KAHOHUNKOM PENPEZEHMAUUIOM TPAHCHOPMATIN]E
cauvnoctu P.
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W3 nedunmnuje HemocpenHo cienu na je OUPEKTHA TpaHC(hOpMa-
mmja caumasocTu P pasuu E2 jennosnauno onpebena ako cy joj mo3naTu
cpenumrTe, yrao u koedunujeHt cianusoctu. Crora TakBy TpaHCHOpP-
MAaIrjy CUMOOJMYKU O3HAYABAMO Ca Po,w,k

Teopema 12.5.3. Csaka undupexmmua mparchopmayuja cavurocmu P pa-
enu E? xojoj je woeduyujenm cauunocm k # 1 nocedyje jedurncmeeny un-
BAPUJAHMHY MAYKY U 08€ UKBAPUJAHMHE NPABE KOJE CE CEKY Y UHBAPUJAHIM-
HOJ MAYKY MO0 NPABUM Y2A0M.

Jloka3. Kao u y ciy4yajy OupekTHUX TpaHChOpMaIrja CINIHOCTU KOH-
craTyjeMo ma P He MOKEe MMaTU ABE WU BUIIE WHBAPUjAHTHUX TaUYAKA
jep 6u y ToM caydajy 6uio k = 1, mTO je UCKILYUYEHO YCIOBOM TEOPEME.
Hoxraskmmo jom ma P mocenyje mHBApUjaHTHY TAUYKY U OBE€ WHBAPU]AH-
THE TpaBe KOje Ce CEeKYy Yy TOj TaYKU IO IPABUM YTJIOM.

4

Q" S p|s Q'

Ciuura 12.8.

Hexka y Tpanchopmamnuju ciamunoctu P nBeMa pa3HuM Taukama P
un Q omrosapajy pemom Tauke P’ u @', mpu yemy je P # P’ u Q # Q'
(Cmura 12.8). Osmaummo ca Hgj XOMOTeTHja PaBHA E? y kojoj Taukn
P oxmrosapa tauka P’, a ca S, ocHy peduekcujy paBHI E? y kojoj Taukn
Hsk(Q) = Q" omroBapa taura Q'. Tana je P'Q' = P'Q", onakne ciemu
P’ € p. Kako cBaka o/ MHIMPEKTHUX M30METPUjCKUX TpaHCHOpMAamumja
P u S,oHgy pasau E? taurke P u @ npesoau penom y tauke P’ u @',
TO je P =S8poHg.
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Ako 6um tpanchopmammja P mocemoBaJsia WHBApUjaHTHY Taury O
u ako 6u 6uno Hgr(O) = O' rama 6u 6uno S, o Hgr(O) = O/, Tj.
P(0) = O, na 6u npasa p 6una memujarpuca ny:xku OO’ a caMum TuM
6u Taura O mpumanaja mpaBoj S KOja CAIP:KU TAUKy S U ynpaBHa je
Ha mpaBoj p. Heka je S’ rauka npase PP’ raksa na je S'P': S'P = —k.
N3 penamuje P'S’ : S'P = P'O : PO cnemu na je mpasa s onpebena
raukama O u S’ cumerpana yraa L POP’. Kako cy yraosu L POP' n
£O'P'O mauzmennunu ca napasienauM kpanuva OP u OP', cumeTpade
s’ m p Tux yramosa meby cobom cy mapaienne, na je s L s'. Ilpema
TOME, aKO IOCTOjU MHBapujaHTHa Tauka O Tpanchopmamuje P oHa ce
HaJla3u y Opeceky mpasux s u s onpebenux penamujama S € s L p u
S e s | p.

O6patro, ako cy s u s’ mpase oapebene penamujama S € s L pu
S e s || p, taura O = s N s’ 6uhe uuBapujanra Tpanchopmaruje P.
3aucra, u3z peaamuje s L s’ ciemu ma tauka O mpunana Kpyry | Kome je
nyx SS' npeunnx, na je O'P': PP’ = k. Axo y xomoretuju Hgj Tauku
O omrosapa Tauka O, 6uhe O'P’' : OP = k, na je OP' = O'P’, u npema
tome S,(0') = 0. Harxe P(O) = O.

Tpancpopmanuja P nocenyje nBe mHBapujaHTHe nIpaBe. 10 cy mpase
s u §'. Baucra, xaro je Hgr(s) = s u Sp(s) = s 10 je P(s) = s. Axo
je s mpasa kpo3 tauky O’ mapasnenna npasoj p, 6uhe Hgy(s') = s n
Sp(s") = ¢ omakne caenu P(s') = s O

Iedpuuannuja 12.5.3. Jenuncreeny maBapujantHy taury O Tpanchop-
Manuje camusocTr P pasen E2, umju je koepurmjent k # 1, HazsuBaMO
yenmpom usu cpeduwmenm Tpauchopmarmje P. MuBapujantae mpase s
u s HazuBaMo ocama Tpanchopmanuje P.

Teopema 12.5.4. Csakxa uHOUpEKMHA UOMEMPUJCKG MPAHCHOPMAUUTQ
cauunocmu P pasnu E? ca Koeduyujenmom k # 1 moxce ce na dsa u camo
086G Havura npedcmasumy Kao KOMYMaAMueHa KOMNOUYUIA TOMOMeEMUje
U U0MEmMPUje.

Hoxkaz. Ila 6u ce TpanchopManmja CIMYHOCTU P MOTJIa TPENCTABATU
KA0 KOMYTATWBHA KOMIIO3UIja XOMOTETHWje U M30MeTpuje moTpebHO
je M MOBOJPHO TIpeMa paHUje MOKA3aHO] TEOPEMHU Ma CPEIUIITE TE XO-
MoTeTHje Oyae WHBAPUjAHTHA TAUYKA MMOMEHYTEe M30METPHUje Te IpeMa
tome u Tpanchopmamnuje P. C ob63upom Ha TO ma TpaHchopmarumja P
mocenyje jeAMHCTBEHY WHBApUjaHTHY Tauyky (), TO MOCTOjeé TAYHO IBE
XOMOTETHUj € Hg}g u H;l_k pasau E? takse ma xommosummje P o ”;’-[gw}‘C u
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POHgak IpenCTaBbajy u3oMerpujcke Tpanchopmanuje. Obe momenyTe
1/130Me7Tp1/1je Cy MHIUPEKTHe Ca MHBAPUjaHTHOM TadykoM () Te mpeacTaB-
majy ocue pediekcuje Sy u Sy panm E? mpu yemy oce s u s’ canpixe
tauky O. Oce s u § cy jequne MHBapujaHTHE IpaBe TPAHCHOPMAI]jE
‘P ma cy ucroBeTHe ca ocama Te TpaHchopmanuje. IIpema Tome ciemm

P=8SsoHor=HoroSsuP=8yoHo_r=HoroSs. O

Jedpmanmuja 12.5.4. Penpeserraiuje u3 IpeTxofHe TeOpEME HA3UBaAMO
KGHONUYKUM PENDe3ERMAUIAMa UHOUPEKMHE MPAHCHOPMAYUE CAUYHOC-
mu P pasau E?. Pempesenrtanujy y K0joj XOMOTeTHja MMa MTO3UTH-
BAH KOEC(QUIM]EHT HA3ZUBAMO NPEOM WU HENOCPEOHOM KAHOHUYKOM Den-
pezenmanyujom, NOK PEMPE3EHTANN]Y ¥ KOjO] XOMOTETHja UMa HETaTUBAH
Ke(DUIUjEHT HABUBAMO OPY20M WU NOCPEOHOM KAHOHUNKOM PENDEIEHMA-
yujom mparcopmayuje cavunocmu P. Taurka O, mpaBa s m 6poj k
IpEeACTaBbajy PemoM cpeduuime, 0cy U KOePuyujenm cAuHOCmY mpaH-
copmayuje P.

W3 uznoskeHOT HEMOCpEOHO Cienu na Ia je MHANPEKTHa TPaHchop-
Mallja CIUYHOCTU P paBHU E? jemmo3zunayno oapebena ocoMm s, meH-
TpoMm S u rKoepunujentom k. V3 Tor pasmora takBy TpaHChOpMAIU]Y
o3HavaBaMo Po s k.

12.6 CuuuyHoCT JUKOBa y mpocropy E"

Tpanchopmanuja ciuunoctu npocrtopa E™ omoryhyje ma mHa crymy
JIMKOBA TOT IIPOCTOPa Ae@UHUIIEMO PeJIAINjy CIUYHOCTU JIUKOBA.

Hepununmja 12.6.1. Y npocropy E" nuk ¢ je caunar auky ¢’ ako moc-
TOju TpaHchopManuja cauyHOCTHM P mpoctopa K™ TakBa gma je

P(¢) = ¢'. Osmaka: ¢ ~ ¢'.

Bynyhu na mocroje nupexkTHe 1 MHAUPEKTHE TPaHCPOPMAIMj€e CIIIU-
HOCTU TO PAa3JIUKYjEMO MUPEKTHE U MHIUPEKTHE CIUYHOCTU JIUKOBA.

Heduannmja 12.6.2. Y npocropy E™ nuk ¢ je dupexmmuo cauvam TUAKY
¢ ako MOCTOjU MUPEKTHA TPAHCHOPMAIM)a CIAUIHOCTHU KOja JUK ¢ mpe-
Bomu y nuk ¢'. Axko je P UHAUpEKTHA TpaHCchOpMalja CINIHOCTHI OHIA
Cy JTUKOBU ¢ U ¢/ uHOUPEKMMHO CAUMHU.

Hapemrhemo wmajBaskamje ocobuHe pesanuje CIUYHOCTUA T'E€OMETPHU-
jcrux smkoBa mpocrtopa E”.
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Teopema 12.6.1. Peaayuja cAuMHOCNMYU AUKOBG JE PEAGUUIE €KBUBANCH-
yuje.

Ioka3. (i) Wnentmuka tpanchopmanuja je Kao M30MeTPUja U TPaH-
copManmja CIUYHOCTHU, ONAKJIE CIequ Pe(EKCUBHOCT pejaluje CIu-
YHOCTU PUrypa.

(ii) Axo cy ¢ u ¢ mBa mura mpocropa E™ Taksa ma je ¢ ~ ¢ rtana
nocroju rpancpopmanuja caugroctu P raksa na je P(¢) = ¢'. Kaxo je
uHBep3Ha Tpanchopmarmja P! TparchopMaImja CIMIHOCTH TPOCTOPA
E" 1o uz P~Y¢') = ¢ cnemm na je ¢ ~ ¢, umMme je CUMETPUUHOCT
penamnuje ~ MOKa3aHa.

(i) Axo cy ¢, ¢’ u ¢"” Tpu muka mpocropa E" taksa ma je ¢ ~ ¢
u ¢ ~ ¢, onma mo meduHUNMU MOCTOje TpaHCHOPMAIUjE CIAUIHOCTU
P u P" takse ma je P'(¢) = ¢ u P"(¢)) = ¢”. Karko rommnosunuja
P = P"oP' npencrasma Takohe TpanchopManujy CIAMIHOCTHA MPOCTOPA
E"™ u kako je P(¢p) = P"oP'(¢p) = ¢" cnemn ¢ ~ ¢", na je penammja ~ u
TPaH3UTUBHA. O

C 063upoM Ha TO Ha je peJialivja CAUYHOCTY MeOMETPU]CKUX JUKOBA,
pejanuja eKBUBAJIEHNIMje, TO OHa omoryhasa pasOujame CKyma CBUX
reoMeTPHUjCKUX JUKOBa mpocTopa K" Ha kiace exkBuBasieniuje meby
cobOM CIMYHUX JUKOBa. TakKBUX Kjaca MMa OECKOHAYHO MHOTO, HIID.
KJace CIUYHUX TPOYTJIOBAa, KiIace CIUYHUX YEeTBOPOYTJIIOBA, UTI.

Hepmammmja 12.6.3. Hexa je ¥ ckyn cBux amroBa npocrtopa BE". Ei-
€MEHT ¢ (aKTop CKyma X/. peJsauuje CINYHOCTU 30BEMO (HOopMOM MIN
obaukxom. 3a OBa JUKA (1 U P2 KAKEMO Na UMAjy UCTU OOJIUK UIU UCTY
Gopmy Tj. Oa cy eKBUGOPMHU aKO IPUNALA]y UCTOj KJIACU CKyma /..

YcaoBu u3 kojux ce yrBpbhyje ma mBa Juka UMajy UCTY HOPMY UIu
ucTu OOJNWK, Tj. JMa Cy CIWYHA, HUCY YBEK NAaTU HA WACAJAH HAUUH
TpaHCPOPMAIMjOM CIUYHOCTHU P Koja jemaH Juk npeBonu Ha apyru. Tu
YCJIOBU Ce U KOJ HajjeTHOCTABHUJUX I€OMETPUjCKUX JUKOBa KaO ITO CY
TPOYTJIOBU MOTY M3pa3WTU HA BUIIE HaumHa. 10 je m pasior yBobhema
CTaBOBa O CJIMYHOCTHU TPOYIVIOBA KOJUX MMa YETUPU.

Teopema 12.6.2. (Ilpsu cras o caumunoctu Tpoyraosa) ea mpoyena
npocmopa E™ (n = 2,3) cy cauuna axo cy dse cmparuye jednoz mpoyzia
nponopuuoKaAte 00208apajyiium cmpanuyama 0py202 MPoyzaa, G Y2a08U
3ax8afieny mum CmparuYama nooYoaPHL.
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A A
B/ _\c" A
B’ Cc’
B C
Caura 12.9.

Iokas. Heka cy y npocropy E"™ mara nsa Tpoyraa AABC u AA'B'C’
(Cmmra 12.9.) rtaksa ma je A'B': AB = AC' : AC =k nu LA = LA
Axo y xomoreruju H,j taukama B u C omrosapajy tauke B’ u C”,
ouhie AAB"C" =2 AA'B'C’. 3maun noctoju uzomerpuja I npocropa E™
koja tauke A, B”, C"” npesomu pemom y tauke A, B’ u C'. Tana, y
rparchopmammju caudaocT P = ZoH 4 ), Taukama A, B, C oarosapajy
penom tauke A', B’ u C', onakne cnemu AABC ~ AA'B'C’. O

Teopema 12.6.3. (pyru cras o candHocTu Tpoyriaosa) Jea mpoyzaa
npocmopa E™ (n = 2,3) cy cauuna akxo cy 08a yeaa jednoz mpoyena noody-
dapra odzogapajyhum yzaosuma 0pyzoe mpoyzia.

Hoxra3. Herka cy AABC u AA'B'C' tpoyrnosu nmpoctopa E™, (n =
2,3) raksu ma je LA = LA u B = AB'. Axo y xomoretuju HAj
npoctopa E", rue je A'B': AB = k, taukama B u C onrosapajy Tauke
B" u C" onma he outu AAB"C" = AA'B'C’, mro 3maum ma mocToju
uzomerpuja Z npoctopa E™ koja tauke A, B”, C"” npesomu y tauke A’,
B' un C'. Tana, y tpanchopmanuju ciaudroctu P = Z o H 4 Taukama
A, B, C omrosapajy peanom tauke A, B’ u C', onakne cinemu AABC ~
AA'B'C’. O

Teopema 12.6.4. (Tpehu cras o cauunoctu Tpoyraosa) ea mpoyena
npocmopa E™ (n = 2,3) cy caunna ako cy cee cmpanuye jednoz mpoyzia
NPONOPUUOHGAHE 00208aPajyium cMPparuyama 0pyzoz MpPoyzia.

IHoxa3. Heka cy y npoctopy E™ mata msa tpoyraa AABC u AA'B'C’
takBa na je AB': AB = A'C’': AC = BC : B'C' = k. Ako y xomoreruju
H 4 npocropa E™ taukama B u C' oxmrosapajy tauke B” u C” onna
je AAB"C" = AA'B'C’, na nocroju msomerpuja Z npocrtopa E" koja
tauke A, B”, C" npesomu penom y tauxe A’, B’ u C’'. Ilpema Tome y
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Tparchopmarmju caudrocT P = ZoH 4 ), Taukama A, B, C onrosapajy
penom tauke A', B’ u C', omarne cnenu AABC ~ AA'B'C’. O

Teopema 12.6.5. (UersBpTy craB o cauunoctu Tpoyriaosa) Jlea mpo-
yeaa npocmopa E™ (n = 2,3) cy cauuna axo cy dse cmpanuye jeonoez
MPoYzaa NPONOPUUOHAAKE 00208aPAJyAUM CMPAHUYAMA OPY202 MPOYend,
y2a08U Hacnpam deefy 00 mux odzo8apajyhur cmpanuya nodyoapru, a ye-
Ao0su Hacnpam Opyeur deejy odzosapajyhiur cmpanuuya oba owmpa, oba
npasa ual 06a MYna.

Iokas. Heka cy y npoctopy E"™ marta msa Tpoyriaa AABC u AA'B'C’
takBa nma je AB' : AB = A'C' : AC = k, 4B = £B’, a yrnosu £C
u £C' oba omTpa, oba mpaBa miu oba Tyma. AKO y XOMOTeTHUju
My upocropa E™ raukama B u C oxmrosapajy tauke B” u C” omna
je AAB"C" = AA’B'C’, na nocrtoju usomerpuja Z npocrtopa E" koja
tauke A, B”, C" npesomu penom y tauke A’, B’ u C’'. Ilpema Ttome y
TpaHchopmanuju caudHocT P = ToH 4 ), Taukama A, B, C oarosapajy
penoum tauke A', B’ u C', omakne cnenu AABC ~ AA'B'C’. O

12.7 AmBXapMOHUjCKEe M XapMOHHjCKE UETBOPKE
Tauaka, IPaBUX U PaBHU

IIpu pemapamy pazsHOBPCHUX T'€OMETPUjCKUX 3aaTaKa YECTY IIPU-
MEeHy UMajy XapPMOHU]CKM CIPETHYTU €JIeMEHTU: TadKe, IPpaBe U PABHU.
[Topen npumene y Eykanackoj reoMmeTpuju XapMOHUjCKA CIPETHYTHU €JI-
€MEHTU UMajy BEJWKU 3Ha4ya] U IPUMEHY Y IPOjeKTUBHOj] T€OMETPU)U.

Hebuannuja 12.7.1. Jsopasmepom nau nsojuum onaocom R(A, B;C, D)
npocropa K™ mazuBamo 6poj A TakaB ma je

R(A, B;C)
R(A,B; D)

_a ap
_ . A

rae R(A, B;C) o3mauaBa mpocTy pas3Mmepy %. CroenujajHO aKo je

R(A>B7C7D): = A,

OJTHOCHO

A= —1 goTuuHy ABOpa3Mepy HA3UBAMO TAPMOHUJCKOM & aKO je A # —1
anzapmonujckom. Y cayuajy X = —1 ymecro R(A, B;C,D) numemo
H(A, B;C, D).
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W3Bemhemo HajBaskHUja CBOjCTBa yBeneHE pejalidje XapMOHUjCKU
CIPETrHYyTUX TadaKka Ha IIPaBO].

Teopema 12.7.1. Axo cy A, B, C, D wemupu xapmonujcke mauke, myj.
axo je H(A, B; C, D), mada saxnce u peaayuje H(A, B; D,C) wH(C,D; A, B).

Ioka3. Kopucrehu nepumuunmjy xapMOHUjCKU CIHPETHYTUX Tadaka Ha
mpaBoj mobujamo

(A, B;C,D) = AC : BC = —AD : BD
. AD:BD = —AC : BC

= H(A,B; D,C);
(A, B;C,D) = AC : BC = —AD : BD
—~ CA:DA=—-CB:DB
— H(C,D: A,B);
0

Teopema 12.7.2. Axo cy A, B, C, D wemupu paszne mauke nexe npase,
O mauka san me npage, a E u F mauxe y xojuma npasa xpos mauxy B
napasearna npagoj OA cevwe npase OC u OD, mada je

H(A,B;C, D) < Sp(E) = F.

O

A c\/ B D

E

Caura 12.10.

Hoxka3. Axko je H(A,B;C,D) (Cauka 12.10.) ranma je AC : BC =
—ﬁ : ﬁ = k. Onasme HaJIa3UMO na je Hl_)’l_k oHc i = Sp, IpU yeMy
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je Sp(E) = F. O6patno, ako je Sp(E) = F u 1@ : B? =k, Tana y
rkommosumuju Ho o Sp Traukama B u F' onrosapajy tauke A u O, ma je
HeroSp =Hp,—x. OnaBne cremu na je z@ : B? = —ﬁ : ﬁ =k, Tj.
H(A, B; C, D). O

U kpyry) Hexa cy A u B dse dame

Teopema 12.7.3. (O AnonorujeBom
mauwke Heke pasHu, a m u n (m # n) dse dame dyxcu. Tada cxkyn ceux
mayakxae X maxeur da je AX : XB = m : n npedcmasna kpye Had npe-
wnukom CD, npu wemy cy C v D mauxe npase AB maxee da je AC :

C@:—@:D =m:n.

Iloka3. Osmaskumo ca | kpyr wan npeunukom CD, ca X TpousBOUIHY
TAuKy IIOCMAaTpaHe PaBHU, Ca P MpaBy Koja caIp:ku Tauky B u map-
amenna je mpaBoj] AX a ca F u F mpeceune Tauke mpaBe p PeIoM ca
npaBama CX n DX. Kako je H(A,B;C,D), to na ocuoBy Teopeme
12.7.2. cnemu na je tauka B cpemumre ny:xu EF.

Heka je AX : XB=m:n. Tana je

AX : XB=AX:BE=AC:CB=AX:BF =m:n,
onmarye ciemu BE = BF = XB. Ilpema Tome, tpoyrao AEXF je

npasoyriu, Tj. yrao LCXD = LEXF je npas (Cuuka 12.11.). Iaxrue,
rauka X mpunanga kpyry | mam npeunuxom CD.

Cuura 12.11.

OOGparHo, Heka Tauka X npunana kpyry ! man npeuaukom C'D. Tana
je yrao LCX D mpas, kao yrao Han npeunurom CD, omakie ciemu na

! Anmononuje us Ilepre (I1I-11 Bek npe HOBE epe)
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je u yrao £LEXF upas, na je BX = BE = BF. Ha ocuoBy TaJsecose
TeopeMe CJenu:

AX: XB=AX:BE=AC:CB=m:n,
YyuMe je TeopeMa TOKa3aHa. ]

Hepuannuja 12.7.2. Kpyr [ u3 reopeme 12.7.3. maszusa ce Anosonujes
Kpye.

Hepumannuja 12.7.3. 3a vetupu npase a, b, ¢, d HEKOr IpaMeHa mpa-
BUX KaKEMO A CY TGPMOHUJCKU CMpeeHyme aKo MOCTOjU TpaBa p KOja
ux cede penoMm y xapmouumjckuMm taukama A, B, C' ' u D. QOsnara je
H(a,b;c,d). Amnasoruo, 3a uverupu paBHU «, [, 7 U 0 jeJHOT CHOIA
PaBHU Kaske ce Ia Cy TaPMONUJCKU cnpezryme U CUMOOJIUYKU O3HAUABA
H(a, B;7,9) ako mocToju mpasa Koja UX HPOAUPE Y XaPMOHUjCKU CIPer-
HYTUM TaYKaMa.

Teopema 12.7.4. (Hanocz) Axo nexa npasa S ceue YEMUPU TAPMOHUJCKE
npase a, b, ¢ u d pasnu E? y pasnum mawkama A, B, C u D mada je

H(A,B;C, D).

Cnura 12.12.

Hoxka3s. Ilpase a, b, c u d cy XapMOHI]CKA CHPErHyTe Ia CTOra IPUIIa-
b )
majy MCTOM IIpaMeHy IpaBux N M IIOCTOju ImpaBa s’ Koja X cede pemoM

Manoc (ITI Bek HOBE epe) Tpuku maTeMaTuuap u3 Anercanapuje, nucan MareMmaTuaror
360pHUKa y 8 kmura (cauysano 6), y kKojuma cy cadyBaHa ZOCTUTHyha CTapux TPUKKX
MareMaTudapa U acTpoHOMa, Kao n panosu camor Ilamoca (Ilamocose reomerpujcke Teo-
peme, u Ap.)
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y xapMmonujcku cuperanytum taukama A, B', C' u D’. Hexka je N npamen
KOHKYPEHTHUX npaBux ca cpeaumreM y Tauku O. Osmauumo ca F u F
TauvKe y KOjUMa IIpaBa KPO3 TAuKy B mapajiejiHa IpaBOj a ceue mpaBe
cud,aca E' uF' (Cnuka 12.12.) Taure y KojuMa mpasa KpO3 TauKy

B’ napanenna npasoj a cede npase ¢ u d. Heka je k = OB’ : O? Tana
y xomoreruju Ho taukama B, E u F oarosapajy tauke B', E' u F'.
[Ipema mokaszanoj Teopemu Tauka B’ je cpemnumte ny:xu E'F' na je u B
cpemumre ny:xu EF. Tlpema ucroj teopemu je H(A, B;C, D). Cayuaj
kaga je N mpaMeH mapaJieIHUX IPaBUX JAKO Ce MOKa3yje. O

Amnasorso ce mokasyje u ciaeneha Teopema

Teopema 12.7.5. (Tanecosa teopema) Ceaka npasa npodupe rapmoHu-
jexe pasHu Y TAPMOHUJCKU CNEPZHYMUM MAYKAMAE NPU YeMY OHaA He ceye
0CY NOMERYMO2 CHONG PABHU.



Jleo 13

I'eomeTpuja kpyra u cgepe

13.1 IlenTpannu u nepudepujcKu yrijioBu Kpyra

Kpyr u chepa nmajy 3uauajHy yIory y reOMETPUjU O CAMOT HEHOT
HaCTaHKa, IIa je TO jelaH Ol pa3Jora ITO heMO OBO IOTJIaBJbe IIOCBE-
TUTU yIPABO HUMA.

Hamomenumo na ce y aurepatypu 4ecTO YMECTO TE€PMUHA KPYT KO-
PUCTU TEPMUH KPYKHUIA WU KPY:KHA JIMHWja, NOK CE TEPMUH KPYT
KOPHUCTU 3a KPYyKHY IOBPII.

Cana heMo yBeCTH HEKOJIMKO BEOMa BaKHUX MOjMOBA KOJU C€ TUUY
Kpyra.

TeruBa Kpyra je nOy:K Koja cIlaja nIBe HmeroBe Tauke. Hajmy:xa
TETUBA HEKOT KPYyTa je npeyHux MiIm JujaMemap TOT Kpyra.

C

Ciuura 13.1.

Heka cy A u B mBe Tauke mekor kpyra. Jleo kpyra AB kao u
HeroB koMiieMenT 3sahieMo smykoBuMa Tor Kpyra. Yrao £ AOB je uen-

331
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TpaJIHX yrao MOCMAaTpaHor kpyra. Ako je M mpo3BoJ/LHA Tauka KPyTa
pasnuunTa ox tauaka A u B, yrao L AM B je mepudepujcku HaL TyKOM
AB. Pehu hemo na je ayk 3axBalien mepudepujckuM yrioM ako ce Ha-
Jla3d YHyTap TOr yrija.

Teopema 13.1.1. Axo je AB npeunux xpyea k(O,r) u C npoussomnamayka
xpyea mada je yeao £LACB npae.

Hoxa3. Tpoyraosu (Cmura 13.1.) AAOC u ABOC cy jenHakOKpaku.
Haxae Basku LOCA = 4LAu £LOCB = 4B, onakiae je L{ACB = LOCA+
£LOCB =LA+ 4B = R, rme cMm0 ca R o3HAYMiIu mpaB yrao. O

Teopema 13.1.2. Ilenmpaanu yeao xpyea k(O,r) nad ayxom MN je dsa
nyma eehu 00 odzoeapajyhez nepudepujcroe yeaa LM PN moz xpyea.

@ (i)

Ciuura 13.2.

Ioka3. Osznaunmo ca P npownssosmny Taury ayka M N. Tpeba nokazaru
na je AMON =24{ MPN. Mory HACTYyOIUTHU TPU CIydYaja.

(i) Henrap O kpyra k npunana jeaaom on kpakosa yria £MPN. He
yMamwyjyhu onmroct, npernocrasumo (Cnuka 13.2 (i)) ma je O € PN.
Y tom cayuajy Tpoyrao AOPM je jemmakokpaku, ma je LOPM =
£LOMP. Raxko je yrao LMON cnomammu Hecycennu 3a yriaose AP
u AM tpoyrna AOPM, 1o Baxku L MON = £P + AM, tj. {MON =
24 MPN.

(ii) enrap O mpunana yayrpammoctu yraa MPN. Osmaunmo ca @
(Cnura 13.2 (ii)) mapyry 3ajemanuky tauky npase PO u kpyra k. IIpema
nokazanoM gery (i) caemu AMOQ = 24MPQ u ANOQ = 24NPQ.
Cana je AMON = AMOQ + ANOQ = 24 MPQ + 24 NPQ =24 MPN.
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(iii) Taurka O npunazna cnosmammoct yriaa LMON. Osznaummo ca @
(Cnuka 13.2 (iii)) npeceuny tauky npase PO u kpyra k. IIpema moka-
sanoMm xpeay (i) caremu AMOQ =24 MPQ u ANOQ = 24{NPQ. Cana je
AMON = LMOQ — ANOQ = 2L MPQ — 2{NPQ = 2{MPN. O

IMocmemuna 13.1.1. (i) Hepufpepujcru yenosu kpyza Had ucmom memusom
(Caura 13.3 (1)), wuja cy cea memena ca ucme cmpare npase odpehene
mom memusom cy nodydapru mehycobro.

(i) Hepudepujcru yeno8u kpyea Had UCMOM MEMUBOM, “UJa CY MEMEHA
ca pasnuz cmpana npase odpehene mom memusom (Caurka 13.3 (1)), cy
CYNAECMEHTIH.

Ciaura 13.3.

Teopema 13.1.3. Y2zao odpehen manzenmom v memugom y jeonoj 00 Kpa-
Jmur mavarxa memuee, nodydapar je odzosapajyhem nepudepujckom yeay
moz mpoyzaa.

Jloka3. Heka je y pasuu nart kpyr k(O,r) u tauke A, B u P Ha kpyry k.
Hexra je AR Tamrenta y Tauku A #a kpyr k, mpu yemu cy tauke P u R
ca pasaux crpana npase AB (Cnuka 13.3 (ii)). Osnaunmo ca Q) apyry
3ajemunury Taudry npase AO ca kpyrom k. Yruosu L RAB u L AQB cy
Oy JaPHU Kao YLJIOBU Ca HOPMAJHUM Kpanuma. Ha OCHOBY mociemuie
13.1.1. yrmosu LAPB u LAQB cy takobe momynapHu, omakjie ciieqn
TBpbheme Teopeme. 0

Hebuaumuja 13.1.1. Vzaom KOju 3axBaTajy OBa KPyra KOjU C€ CEKY Yy
paBau 3Bahemo yrao msmebhy mUXOBUX TaHreHATa y TPECEYHO] TAYKU.
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AHAJIOTHO yrJiOM KOjU 3aXBaTajy MpaBa U KPYT KOjU ce cery, 3saliemo
yrao n3Mmely mpaBe 1 TAHT€HTE HA KPYT Y JEAHOj O MPECEUYHUX TaUaKA.

Hepmaummja 13.1.2. [IpaBa u Kpyr, OOHOCHO ABa KPyra, Cy 0Opmozo-
naany (yIpaBHU, HOPDMAJIHM) aKO 3aXBaTajy IpaB yrao.

Huje temrko yountu na hie mpaBa 6utu ynpaBHa Ha KPYT aKO U CAMO
aKoO CaIp:KU HeroB IeHTap. lTakobhe mBa Kpyra cy OpTOrOHAJHA aKO U
CaMO aKO TAHTEHTA jeITHOT CAMPMKU CPEAUIITE IPYTOr.

13.2 TaureHTHM YeTBOpPOYTrao

Iedpuraunuja 13.2.1. YerBopoyrao yuje cy cBe UBUIE TAHIE€HTE HEKOT
Kpyra Ha3WBa CE MaH2ZEHMHYU IETBOPOYTAO.

Y Be3u ca TAHTEHTHUM UYETBOPOYIJIOBMMA MOCTOjU KPUTEPUjYM 34
yrBpbuBame nma num je werBopoyrao taurenTHu miam He. [lpe dopmy-
Januje MOMEHYTOT KpuTepujyMa, mokazahemo cTaB O HOXyAapHOCTU
MAHZENMHUL 0Y HCU.

Hepunnnmja 13.2.2. Onceuak TaHreHTE HA KPYT O JATE TAYUKE U3 KOje
je OHa KOHCTPYUCAHAa, OO AOAUPHE TAUKe TAHT€HTE U KPYyra Ha3WBaMO
MAHZERTMHOM 0Y HCU.

Teopema 13.2.1. Taneenmmue 0Yxncy KORCMPYUCAHE U3 UCTE MAYKE M OANU
xpye cy mehycobro nodyoapre.

Iokas. Heka cy PT; u PT, tanrentre ny:xu u3 tauke P (Cnuka 13.4
(1)) ma kpyr k(O,r). V3 nonymnapuoctu npasoyraux tpoyraosa AOPT)
u AOPT, cnenu nomynapHOCT TaHreHTHuUX mnysxu PTy u PTh. O

Teopema 13.2.2. (OcHOBHaA TeOpeMa O TAHIEHTHOM YeTBOPOYIILy) Yem-
80P 0Y2a0 j€ MANEHMHY AKO U CAMO AKO CY MY 30UPOBU HACTPAMHUT CTIP -
HUYQ JeORAKU.

lloxka3. Heka je ABCD rTanrentHu derBopoyrao m Heka cy P, Q, R
u S momupue Tauke penom uBuna AB, BC, CD u DA ca gpyrom k
(Cauka 13.4 (ii)) ynucanuMm y rtaj dyerBOpoyrao. Ha ocHOBY Teopeme
0 jemHAKOCTW TaHreHTHUX nysku Baxku AS = AP, BP =2 BQ, CQ =2 CR
u DR= DS. Hakne, AB+CD = AP+ BP+CR+ DR = AS+ BQ +
CQ+ DS =AD + BC.
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(@) (i)

Ciuura 13.4.

O6parno, Heka cy konx dyerBopoyriaa ABCD 30upoBu HacIpaMHUX
crpanuna jemnaku, Tj. Heka je AB 4+ CD = AD + BC. Osunaunmo ca k
(Camra 13.4 (iii)) kpyr koju momupyje penom crpanune AB, BC' u AD
yerBopoyria ABCD. Takas KpyT IOCTOjU U HETOB IEHTAP je IpeceyHa
tauka cumerpasia yriaosa £ A u £B uerBopoyraa ABCD. Osumaummo
ca D' npeceuny Tauky TaurenTe u3z temena C Ha Kpyr k ca npasBom AD.
3a tauke A, D u D’ moke BaskMTU TAYHO jemHa OX TpU MOryhHOCTH:
(i) B(A,D',D), B(A,D,D’) wnu D = D'.

(i) Hera je majupe B(A,D’, D). Tana je mpema mpernocramu AB +
CD = AD + BC, u kako je jom uersopoyrao ABCD’' tanrenTau, To je
AB+CD’' = AD'+ BC. U3 nperxonne ase penanuje caeau CD'—CD =
D'A— DA, tj. CD' =CD+ D'A— DA, a onasne CD = CD' + DD’,
mro je memoryhe jep cy CD, CD' u DD’ crpanune tpoyraa ACDD'.
Haxne, me Baxku B(A, D', D).

(ii) Amasormo ce mosasu O KOHTPAMUKIWUjE U y APYTOM CIydYajy, Tj.
ue Baxku B(A,D,D’).

(iii) Ipema Tome, mopa 6utu D = D’, Tj. uerBopoyrao ABCD je
TAHCEHTHU. O

13.3 TeruBHUM ueTBOpPOYyTraOo

Hedbuaumuja 13.3.1. YerBopoyrao umje cy CBe UBUIE TETUBE HEKOT
KpPyra Ha3WBa C€ MeMmusHlU IeTBOPOYTAO.

Teopema 13.3.1. Koneekchu 4emeopoyzao je memusHl aKo U CaMO aKo
CY MY HACTIPAMHY Y2A08U CYNAEMEHMHU.
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Cuura 13.5.

Joxa3. Heka je uerBopoyrao ABCD rerusuu (Cuuka 13.5 (i)). Kako
je uerBopoyrao ABCD wkousekcan, temena A u C' cy ca pasHUX CTpaHa
mujaronasie BD, omakse ciaemu Ha OCHOBY mociemurne 13.1.1. ma cy
yraosu L BAD n A BC'D cynnemenTHH.

Ob6patHO, HEKa Ccy HacmpaMHN yriaoBu derBopoyriaa ABCD cymie-
MEHTHU M HeKa je Kpyr k ommcan oko Ttpoyria AABD. Tana ce us
yerBpror TtemeHa C rteruBa BD Bumu mom yriioM KOjU je CyTIJIeMeH-
TaH yriy KOO TeMeHa A, ITO 3Hauu Ha OCHOBY mociemuie 13.1.1. ma u
raurka C npumanga Kpyry k. O

Ilomekan je y mpakcu Jakime MCKOPUCTUTU ciemehy Teopemy 3a
yrBpbuBame na sau je yersopoyrao rerusan (Coura 13.5 (ii)):

Teopema 13.3.2. Axo je wemeopoyeao ABC D xoneexcan u axo je LACB =
£ ADB mada je maj uemeopoyzao memusa.

13.4 KRapakrepucTuuyHe TeopeMe O KPYTry
U TPOYTJLy

Teopema 13.4.1. (CumnconoBa teopema) I[loonoxcja Hopmana kKpo3 6uno
KOJY MayuKy Kpyea ONUCaAr0z 0K0 HEeKO2 MPOYzia MG NPABAMA Koje cy 00pe-
herne cmpanuyama moz mpoyena npunadajy jeonoj npasoj. oxazamu.

IToka3. Hera je P mpoussosna Tauka kpyra [. Axko ce P mokiama ca
HEKMM Ol TeMeHa TPOyIJja OOKa3 je TPUBWjaJaH.

IIpernmocraBuMo na ce Tauka P He MOKJIalla HU Ca jJeIHUM O TEMEHA
A, B, C tpoyrna AABC. Tana tauka P mpumana HEKOM OI JYKOBa
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Cuura 13.6.

—~

AB, BC uwmu CA kpyra [. Heka tauka P mpumnana ayry AC rome He
npunana tauka B (Cnuka 13.6). Korcrpynmmmo sopmase 3 tauke P
penoMm ma mpase oapebene crpamunama BC, CA u AB u o3mauumMo ca
A’, B’ u C' muxoBa HomHO%ja.

Tauke P, A, B u C npunanajy kpyry [ ma je deropoyrao PABC
TeTuBaH, onakie ciemu na je LB+ LAPC = 2R.

Yetsopoyrao PC'BA’ je takobe terusan jep je LPC'B = { BA'P =
R ma tauke A’ u C' npunanajy pyry umju je npeunuk BP. Omnasne
ciemn £B + LA'PC' = 2R. Ilakine

LAPC = £A'PC', (13.1)

Kao pomnyHe uctor yriaa 4B mo 2R. Onasne cienu
LC'PA=LKCPA (13.2)

kao momyne yraa LCPC’' no jemmakux yrmosa u3 (13.1).

Yersopoyrao PB’AC’ je terusan jep ce nyx AP Bumu u3 Tadaka
B’ u C' non npasum yriom. 3Haum Tauke B’ m C' mpumanajy kpyry
wan npeunukom AP. Cana je

£LC'PA = LC'B'A (13.3)

—~

Kao mepuepujcku yraosu Ham uctum aykom C'A.
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Yersopoyrao PB'CA’ je rakobe Terusan jep ce nysx PC Bumu non
npasuM yriaom u3 tavaka A’ u B'. Cagna je

LC'PA" = LCB' A’ (13.4)
Kao nepudepujckn yriaosu Ham uctum gykom CA'.
N3 jemmarxoctu (13.2),(13.3),(13.4) cnemmn

LC'B'A=«CB'A'.

Kako cy 36or momokaja tauke P oBa mBa yria jemHaka U MCTOCMEPHA,
kpamu B’A u B'C npunanajy uctoj mpasoj AC, to he u rpamu B'C’
n B'A’ npunanartu uctoj npasoj, a To 3Haun na he tauxe A', B’ u ('
OuTu KOJIUHEApPHE. ]

Teopema 13.4.2. (OjneposBa teopema) Axo je H opmouenmap, T me-
acuwme, O uewmap kpyza | onucanoz oxo mpoyzaa AABC v Ay cpeduna
cmpanuye BC doxasamu da je:

1
a) dyac OAy napaneana oymcu AH uw OA; = —AH,

2
6) mauxe O, T v H npunadajy jednoj npasoj npu wemy je HT =2 -TO.

Cnura 13.7.

IHoxka3. a) Oszuummo ca D jom jemny 3ajenuunury tauky npase OC u
kpyra l. ¥Yrao £CBD je npas, rao yrao man npeunukom CD. Cana je
DB 1 BC u AH 1 BC, opakne ciemu

BD | AH. (13.5)
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Tauke O u A1 cy cpemumita pemom nysxu CD u BC, omakse ciaemu ma
je nyx OA; cpemma sunuja tpoyria ADBC na Basku

1

N3 (13.5) u (13.6) caemu OA; || AH.

Ha wcru mauwn je DA | AC u BH | AC ogkne je DA || BH.
Cauna, 3a uerBopoyrao BDAH Baxu DA | BH n AH || BD na je on
mapaJjiejiorpaM Ia ¢y My HacIOpaMHe cTpanule jemmake, tj. AH = BD.
Cunemu

1 1
A1 =-BD = _-AH.
Odr =3 2
6) Tauka T je rexumre Tpoyria AABC na je AT =2-TA;.
Uz AH || OA; u AT =TA; cnenn
LHAT = LOAT,

Kao yrJjoBu ca mnapaJsesnuM kpamuma. Cama uz AH = 2-0A; n
AT = 2-TA; ma ocuoBy Tanecose meopeme caemu HT = 2-TO n
HT | TO.

IIpaBe HT n TO cy mapaJjiesine 1 uMajy 3ajeTHUYKY Tauyky 1 Omarie
cnenu HT' =TO, vj rauke O, T u H cy KonuneapHe. O

Heduannumja 13.4.1. [Ipasa onpebena taukama O, T' u H waszuBa ce
Ojaeposa npasa.

Teopema 13.4.3. (AnosnonujeBa Teopema) Axo je X mauka cmpanuye
BC mpoyeaa AABC maxea da cy dymcu BX uw XC cpasmepne dgema
damum dyacuma m un, mj. BX : XC =m : n, mada je

(m+n)AX? = n(AB* — BX?) + m(AC? — CX?).

Ioka3. Oszmaummo ca D momHo:kje HopMaJie u3 Tauke A Ha npasy BC.
Tana mory macrynutu ciaenehwu cayuajesu: (i) D = X, (ii) D # X.

(i) Ako je D = X onmgna cy tpoyraosu AABX n AACX npasoyriu, ma
npuMenoM [luraropune Teopeme mobujamo

AX?=AB?> - BX? u AX?=AC?-CX2



340 13. T'eomerpuja kpyra u chepe

B D X C

Ciuura 13.8.

Muo:kemeM IpBe jeIHKOCTH ca N a Apyre ca m u cabupameMm mooOu-
jaMo TpaskeHY (GOopMyILy.

(ii) Hera je cama D # X wu npermocrasumo na Baxku B(B,D,X,C)
(Cauka 13.8). Cama, npumenom Iluraropusne Teopeme Ha IpaBoyrie
tpoyranose AABD u AAX D umamo:

AB? - BD? = AX? - DX?, tj. AB?> - (BX — DX)? = AX? - DX?
omakie je AB?> — BX? +2BX - DX — DX? = AX? - DX?, Tj.

AX? = AB? - BX? +2BX - DX. (13.7)

Ha wmctu mavun npumenom Ilutaropumre TeopeMe Ha TpPOyILJaOBe

AACD u AAX D nobujamo

AX?% = AC* - CX? -2CX - DX. (13.8)

Muosxkemenm jemuaroctu (13.7) ca n a (13.8) ca m u cabupameMm n06u-
jaMo

(m+n)AX? = n(AB*~ BX?)+m(AC*-~CX*)+2nBX-DX —2mCX-DX,
u kako je jom BX : XC =m :n, tj. n BX =2m CX Ha xpajy mobujamo
(m+n)AX? = n(AB* — BX?) + m(AC? — CX?),

a To je m Tpebasio MOKA3aTH. O

Hanomena: V3pa3 u3 Amosonujese Teopeme ce MOKe TPaHCHOPMUCATH
y obJUK MOrogHuju 3a namMheme 1 NPUMEHY, Tj.

nAB? + m AC? = (m 4 n) AX?> + n BX* + mCX?2,
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Teopema 13.4.4. (CtjyaproBa reopema) Axo je X mauxa cmpanuye BC
mpoyesa AABC mada je

BC-AX?=XC-AB?>+ BX - AC?> - BX - XC - BC.

Hoka3. luperrHa mociaenuiia AIOJIOHUjEBE TEOPEME. O

Teopema 13.4.5. (Jlaj6uunosa teopema) Axo je T mexcuwme mpoyena
AABC u P npouszgonHa mauka doxazamu 0a je

PA? + PB?>+ PC?> =TA>+TB?>+TC?+3. PT?

Cauka 13.9.

Iloka3z. Y tpoyray AABC rtesxumre nenu te;xumuy ny:k AA, y oxgHocy
AT : TA; = 2 : 1. IlpumenoMm Amnojgonujese Teopeme pemoM Ha TPOY-
rnose APAA;, APBC u ATBC nobujamo (Cauka 13.9.)

PA? +2.-PA}=3.-PT? +1-AT* +2-TA}, (13.9)
PB? + PC? =2-PA? +1-BA} +1-CA3, (13.10)
TB? +TC?*=2-TA? +1-BA? +1-CA% (13.11)
Cabupamewm jennaroctu (13.9) u (13.10) y3 kopumheme ycaosa (13.11)

nobujamo

PA%2+ PB>+ PC?*=TA>+TB>+TC?+3-PT>.
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Teopema 13.4.6. (Kapuoosa reopema) Axo je AABC npoussoman mpoyzao
a P, Q u R mauxe npasux BC, CA u AB, dokazamu da je nompeban u
dosoman ycaos da ce nopmane y mawkama P, Q u R na npase BC, CA u
AB pedom ceky y je0n0] Mmauwku uspaicer Peaayujom

BP? - PC?+CQ? - QA%+ AR?> - RB%*=0. (13.12)

Cuaura 13.10.

Iloka3. Hera ce mopmatse y taukama P, Q u R ma crpanune BC, CA
u AB tpoyrna AABC ceky y taukun O (Cuwmra 13.10). IIpumenom
[Turaropune Teopeme mobujamo

OB? — BP? = 0C? — PC? = BP? — PC? = OB? — OC?,
OC? —CQR*=0A% - QA? — CQ* - QA% =0C? - 0A2,
OA? — AR? = OB? — RB? = AR? — RB? = 0A% — OB>.

CabupameM HOCIEIHUX TPUjY jeHAKOCTH nobujamo jenHakoct (13.12).

O6paTHO, TPeTHOCTaBUMO Oa Basku jeqHakocT (1) u mOoKaskuMoO ma
ce HopMmaJie y taukama P, Q u R uwa crpanune BC, CA u AB cery y
rauku 0. Heka je O npeceuna Tauka HOpMAaga y Taukama P u () pemnom
Ha crpanune BC u AC. OsmaunMo ca R momHo:kje HOpMaJie U3 Tauke
O wa nmpaBy AB. Capna ce tauka O Hama3u y mpeceky HopMmasia P, Q u
R’ u3 rauke O ma crpanune BC, CA u AB, onakie npema JOKa3aHOM
[eny 3amaTKa UMaMO

BP? - PC?* 4+ CQ* - QA* + AR? - R'B*> =0. (13.13)

N3 (13.12) u (13.13) caemn AR’ -RB° = AR’ - R'B’ a onasne AR —
RB = AR —R'B, tj. RR' = R'R, a 1o je moryhe camo axo je R=R'. 0
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Teopema 13.4.7. (Ilezaprosa teopema) Jsa mpoyeaa AABC u AA'B'C’
npunadajy ucmoj pasru. Hexa cy P, Q, R npeceune mauke pedom npasux
BC u B'C', CA uwC'A", AB u A'B’. Joxazamu da ce npase AA’, BB’
u CC' cexy y jeonoj mauxu axo u camo axo mauke P, Q u R npunadajy

jeonoj npasoj.

Ciuura 13.11.

Hoxa3. Heka ce npase AA’, BB’ u CC' cery y taurku O (Cnura 13.11.).
I[Tpumenem MenenajeBe TeopeMe Ha TPOYTao:

BP CC

AOBC wunpaBy B'C'’ nobujamo

! !
AOAC wumpasy A'C'’ nobujamo % A4 ~OC = (13.15)
BB

AOAB wunpaBy A'B’ mobujamo =—1. (13.16)

MuoskemeMm onroBapajyhmux crpana jemnaxkocTtu (13.14), (13.15) m
(13.16) mobujamo

()61}?%@@ o ~ BP CQ AH
PC QA RB Y B¢ 0A RE
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a To 3HauM ma cy tauke P, () m R xonmHeapHe.

ObparHo, Heka cy tauke P, Q u R rkonuneapue. Oszmaummo ca O
npeceuny tauky npasux BB’ u CC’ u nokaxumo na tauka O mpumana
u npasoj AA’.

Yoummo tpoyraose ARBB' u AQCC’. Tlpase RQ, BC u B'C’ cexry
ce y jemnoj taukn P, ma cy mOCMATPAHU TPOYTJIOBU MEPCIEKTUBHU U3
rauke P, omakie mpema mokaszaHoMm neiy Jlesaprose Teopeme 3aKbydy-
jemo ma cy Ttauke A = RB x QC, O = BB’ x CC' u A’ = RB' x QC’
KoJmHeapHe, Tj. Tauka O mpunamna npasoj AA'. O

JIlema 13.4.1. Tauxe M, M', N v N’ npunadajy ucmom xpyzy axo u camo
axo 8aNCy PesauUja

AM - AM' = AN - AN, (13.17)

20e je A npeceuna mauxa npasur MM' v NN'.

IToxka3. Herxa Tauke M, N, M’ u N’ npunamajy uMCTOM Kpyry
(Cnura 13.12). Tana cy tpoyraosu AAM'N u AAN'N cauunum na
je AN' : AM' = AM : AN, tj. AM - AM' = AN - AN'.

O6patno, Hera Basku jemHakoct (13.17) m o3maummo ca k Kpyr
onpeben Taukama M, N u N’'. Ilokamxumo na Tana u Tauka M’ npu-
nana kpyry k. M3 (1) cnenu AM : AN = AN’ : AM' na cy Tpoyrnosu
AAM'N u AAMN’' cnmaau. Opasne caemu na je LAM'N = LAN'M.
Tauke M’ u N’ cy ca ucrte crpane npase M N, ogakjie 3aKkbydyjeMO Ia
n tauka M' npumana kpyry k ompebernom taukama M, N u N'. U

Cuura 13.12.

Teopema 13.4.8. (Ilackamoa teopema) Axo je AjAs...As memuean
WeCmoYza0 KoOME HACIPAMHE CMPAHUYLE HUCY napaseane, 00Ka3amu 0a
mauxe P, Q u R y xojuma ce cexy npase odpehene HacnpamHum CMpaH-
yama A1As u AyAs, AsAs u AsAg, AsAy u AgA1 npunadajy jeonoj npagoy.
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Ciuura 13.13.

Hoxka3z. Osmaunmo ca X, Y u Z npeceune tauke penoM npasux Ay As u
AyAs, AsAs m AsAg, AsAy n AgA; (Comra 13.13). IIpumenom Menena-
jeBe Teopeme Ha Tpoyrao AXYZ u pemom mpase AgAs, AsAs u AqAg
nobujamo

ZP YA XAs _ . ZAy YAy XQ | ZA YR XAy
PY A X A COAY A3X Q7 " ALY RX A2 '

Muoxkemem oarosapajyhmx crpana HOCIEIme TPU jeIHAKOCTU AO0OU-
jamo mobujamo

7P YA, XA, ZA, YA, XQ ZA, YR XA,

. s - . S - . . . . =-—1. (13.18)
PY MX A2 A,y AsX Q7 AY RX A2
Taure A1, Az, .., , A¢ mpunaznajy uctom kpyry na npema Jlemn 13.4.1.

nmMaMo XA5-XA6:XA3'XA4, YAl'YAQZYAg'YA4, ZAlZA2:
Z As - Z Ag. 3amenom nociaenme Tpu jemHakoctu y (13.18) mobujamo

7b vh X4 _
WO e

omariyie mpema MenenajeBoj Teopemu cienu na cy tauke P, QQ u R
KOJIMHeapHe. ]
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Teopema 13.4.9. (Ban-OGenosa teopema) Axo cy A', B', C' mauxe npa-
eur BC, CA, AB mpoyzna AABC maxee 0a ce npage AA', BB’ u CC’

cexy y jeonoj mauxy O, doxazamu Oa je

AO  AC

AB’

o4 —oB "

B'C”

Cuaura 13.14.

Joxka3s.

Koncrpyumumo npase CB”

= g u BCO" = p Taxse na je

CB" || BC" || AA', C¢" € CC', B” € BB’ (Cnugra 13.14). Iloka3 mame

M3BOIUMO KOpPUITNEemeM CamdHocTu. M3

AC’ AO
AAOC/ ~ ABC//C cjaenn C/B = C”i/B (1319)
Amnanorso
. AB' AO
AAOB, ~ ACB//B IIa je % = W (1320)
Cabupamem jennaroctu (13.19) u (13.20) mobujamo
AC'  AB’ 1 1
op T o = A0 (C,/B+B,,C>. (13.21)
Cama u3s / /
0OA CA
ABCC" ~ AA'CO  cnemn C'B=CB' (13.22)
Amnanorso
/ /
ABA'O ~ ABCB" na je oA AB (13.23)

B'C ~ CB’
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Cabupamem jennarkoctu (13.22) u (13.23) mobujamo
OA" OA" CA  A'B CA+A'B (OB

coBtBc-cBtcB-  ¢B _CB
Cana je
, (1 1\ B 11
0A <C”B + B'C)~ L 1j. "B + BIC - OA (13.24)

Samenom (13.24) y (13.21) mobujamo

AO  AC N AB’
OA’ C'B  B(C’

a ToO je m TpebaJjio MOKa3aTHU. ]

Teopema 13.4.10. (Iltonomejesa Teopema) Axo je ABCD xoneercan u
MEMUBAH YeMB0OPOY2a0, 00KA34MU 06 je NPou3c00 HE208UL JUja20HaNa jeo-
HaK 30UPY NPou3BO0a HEZOBUL HACIPAMHUT CMPAHUYA.

I)",""””‘“

Cuura 13.15.

Iloka3. UYersopoyrao ABCD je KOHBeKcaH ITa My Ce OUjaroHaje Ceky,
Tj. mujaronasa BD ceue mujaromany AC y Tauku Koja je Ha aujaro-
namu AC, nma he monynpasa cumerpuyHa aujaronanu BD y omHocy Ha
cumerpaisy s yraa £CDA cehu mujaronany AC y yHYTpAIIHOj TaUKWH,
obenesxkumo je ca F. Ilakne Basku {ADE = ACDB u {CDE = {ADB.
Younmo Tpoyriose AADE nu ABDC. Ouu cy cauyuu jep je

LADE = £CDB u 4ADAFE = «£DAC = £DBC.

V3 mrXoBe CIMYHOCTH CJequ
AD BD

15 = oo Tele AD-BC = AE - BD. (13.25)
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Ananorno, Tpoyraosu ACDE u AADB cy cauunu jep je
ACDE = AADB u A£DCE =4{DCA=ADBA.

W3 muxoBe CIUYHOCTU cJjenn

BD BD )
CE = A’ Male AB-DC =CFE-BD. (13.26)

Cabupamem jeqnaroctu (13.25) u (13.26) mobujamo
AD - BC + AB - DC = (AE + CE) - BD = AC - BD,

1j. AC-BD =AD - -BC+ AB-DC, a 1o je u Tpebayo mokaszaTu O

13.5 IloreHnuja Tauke y OmHOCY Ha KpYyTr U cdepy

Tparcpopmanuje camynoctu npocropa E" omoryhyjy y reomer-
PHUju JMKOBA TOT IPOCTOPA PA30TKPUBAME€ PA3HUX METPUYKUX CBOjC-
TaBa Tux gukoBa. OI MOCEOHOT Cy MHTEpeca CBOjCTBA Be3aHA 3a KPYT U
chepy. Y3 momohmoTeHnje TaAUKe ¥ ONHOCY Ha KPYT U chepy u3Benne-
MO Heke oI Tux ocobmua. IIpe yBobemwa nepumHummje noreHmuje rauke
y OMHOCY Ha KPYr U cdepy, HEONXOAHO je Hajupe moka3aru ciaenehy
TEOpEMYy.

Teopema 13.5.1. Axo cy y paswu 3adamu kpyz k u mavwka P, mada 3a
ceaky npasy s xoja cevwe kpye k y maukama X u'Y u npoaasu kpoz mauxy
P saomcu PX-PY = const. Axo je mauxa P aan xpyea k uT dodupra mauka
jeone 00 manzenama uz mavxe P ean xpyza k, mada je PX - PY = PT?.

IToxka3. Hera je tauka P BaH Kpyra k m Heka cy s m s nmBe pasHe
npase kpo3 taury P (Cuura 13.16.) u cexy kpyr k, mpBa y Tadykama
X unY a gpyra y raukama X' un Y’'. Tana je APXY' ~ APX'Y npema
IPYTOM CTaBy O CIMYHOCTU TpPOyriosa, ma je PX : PY' = PX' : PY,
— ==
a omaBme je PX.PY = PX . PY" CayuajeBu kana je tauka P Ha
Kpyry k je TpuBHjasiaH a Kama je Tauka P ymyrap Kpyra k pasmarpa
ce aHAJOTHO MPBOM ciaydajy. CumernumjanHo y ciaydajy kKazma je tadka P
u3BaH Kpyra k u 1T momupHa Taudka jegHe O TaHreHaTa u3 Tauke P Ha
kpyr k, umamo na je APXT ~ APTY, onakne je PX : PI' = PT : PY,

1j. PX-PY = PT . 0
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Ciuura 13.16.

13.5.1 IloreHmuja Tauke y OMHOCY Ha KpPyT

—
Hedpmanmmja 13.5.1. Koncranran npous3Bon P—X2 - PY yBenmen nperxon-
HOM TEOPEMOM Ha3UBaMO nomenyuja mavwke P y odnocy na xpye k, m 03-
maugasamo ca p(P, k).

N3 mepumuunuje menocpenno cuaenu na je noreruuja p(P, k) mama on
uyne ako je OP < r, jemnarka wyau ako je OP = r u Beha on Hysie ako
je OP >r.

Osuaunmo ca OP = d a ca A u B upeceune Tauke npase PO u
kpyra k. Tana je p(P k) = d* —r2.

Jlema 13.5.1. Axo cy A u B dse mauke nexe pashu u d 0yxc, mada ckyn
mavaxa X me pasnu mareux da je AX? — BX? = d? npedcmas.wa npasy
ynpaswy Ha npasoj AB.

Cuura 13.17.

Joka3. Youumo tauxy D (Cuaumka 13.17.) y pasau tavaka A, B u X
takBy ma je BD =2 du DB 1 AB. OsmaunMmo ca Xy OpPECEUHY TAUKY
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npase AB u memujarpuce myxu AD. Y Tom caydajy Baskn AXZ—BXZ =
DX — BX3 = DB? = d*. Tlpumenom [uraropure Teopeme, TpaskeHn
CKYII Tayaka je mpapa ymnpapHa Ha npasoj AB y tauku Xj. O

Teopema 13.5.2. Cxyn ceuzr mavaka paenu E? xojuma cy nomenuyuje y
oonocy wa dsa excuenmpuuna kpyza k1(O1,71) u ko(O2,12) mehy cobom
jeonaxe npedcmasma jedny npasy ynpasky na npasoj 010,

JHoka3. Heka je P tauka y pasBHu kpyroBa ki u ke (Cnmura 13.18.)
taksa ma je p(P k1) = p(P,ke). Tama je O1P? —r? = OoP% — 12, 1j.
O,1P2 — 0,P2 = r% — r% = const. Ha ocHOBY mperxomue jieme cjienu na
tauka P npumnana nmpaBoj p koja je ynpasHa #Ha npaBy 0102 v Tauru
3a kojy 01Q% — 02Q% =71} —r3. O

Cuaura 13.18.

Iedpumannuja 13.5.2. Ckyn cBux Tavyaka paBHU Yuje Cy MOTEHNUjE jel-
HaKe y ONHOCY Ha OBa €KCIEHTPUYHA Kpyra ki u ky Ha3MBaAMO NoOmMeH-
YUJAAHOM UAY PAOUKAAHOM OCOM TUX KPYTOBA.

Heka cy matu kpyrosu ki u ky. KoncTpymmumo moTeHImjas ny ocy
TUX KPyroBa. MoOry HACTYIUTU TPU CIydaja:
(i) Kpyrosu k; u kg ce cery y Ttaukama A u B. Y ToM ciyuyajy cBaka
on tavaka A u B uMma moreHnujy Hyaa. Y OBOM CIy4da]y MOTEHIN]aJTHA
oca je mpaBa AB.
(ii) Kpyrosu k1 u ko ce momupyjy. Tanma je moreHnmjassa oca HBUXOBA
3ajeMYKa TaHTEHTA.
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(iii) Kpyrosu ki u ko Hemajy 3ajenHUYKMX Tavaka. KOHCTPyKIujy mo-
TEHIUjaJiHE OCe BPIMMMO y3 momohmokasame seme. Jlpyru HauuH je
KOHCTPYKIIMja MOMONHOI Kpyra Koju cedye Kpyrose ki u kg pemom y
Taukama Ay, B1 u As, By. Ilpeceuna Tauxka P npasux A1B1 u AsBo
mpunaga TOTEHIU]AJTHO] OCU TOMEHYTUX KPYTOBA.

IlomenuMoO jorn Heke MOjMOBEe Be3aHe 38 MOTEHIU]y TAYKE y OMHOCY
Ha KPYT.

Hedbuaumuja 13.5.3. Cryn cBux KpyroBa HEKe PaBHU OX KOjUX CBaKa
IBa MMajy 3a HOTeHIWjaJHYy OCY UCTY IPaBy p, HA3UBA CE NPAMEH KDY-
2080 WM CUCMEM KOGKCUJGANUT KPY208a, a TIPABA P NOMENUUJAANG OCA
TOT IIpaMeEHA.

Teopema 13.5.3. Ilomenuyujasne oce mpujy kpy208a Mpunadajy ucmom
NPAMERY NPALEUL.

Iloxka3. Heka cy kpyrosu ki, ko u k3 TakBu na He NPUIANAJY UCTOM
nmpaMeHy W HUKOja MOBa HUCY KOHIEHTpWUYHA. Tamga mocMmarpajynm mx
map mo map oxpebhyjemMo Tpu moreHnujaJsiHe oce. Tauka Koja MMa UCTY
MOTEHIAjY V OMHOCY Ha CBA TPU KPyra IPUMIAaa CBAKO] O TPU MIOMEHY TE
MIOTEHIjaJIHE OCE.

O6paTHO, Tayka mpeceka OMIO KOje MBe OA TPU HOTEHIUjaJIHE OCe
UMa VCTy HOTEHIU]y Y OOHOCY HA CBa TPU Kpyra Ia Mopa IpPUIamgaTH
u Tpehoj moTeHnujanHoj ocu. AKO Cy ABE OA TUX TOTEHINjaJHUX OCa
napaJjejgHe OoHIa je m Tpeha oca muUMa HapaJiesHa. O

Hedburaumuja 13.5.4. Taury O y K0joj ce CEeKy TOTEHIjaJHE OCEe TPUjy
KPYroBa HA3WMBAMO NOMEHUUJAAHUM TIU PAOUKAARUM CPEIUWMEM MUL
KpPyTroBa.

Huje Ttemko mokasaru ciemehy Teopemy:

Teopema 13.5.4. (i) Axo ce y jednom npameny kpyzoea 06a kpyza cexy
y maykama A u B onda ce cearxa 0sa xpyza moz npamena cexy y mavwka-
Mma A u B.

(ii) Axo ce y nexom npameny kpyzosa dea kpyza 0odupyjy y mawku C, onda
ce ceaxa 08a Kpyza moz npamena 000upyjy y mayuxu C'.

(iii) Axo dsa Kpyza mexoe Npamena KpY208a HEMAJY 3ajEONUNKUT MANAKA,
0HOG HUKOJa 084 KPY2a MOz NPAMENG HEMAJY 3ajeORUNKUT MAUAKG.

Hasenene ocobune omoryhyjy aa y reomerpuju pasau E? pasiuky-
jemo tpu npamena kpyrosa (Cuauka 13.19).
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WD

Cuaura 13.19.

Iedurnnumja 13.5.5. [Ipamen kpyrosa y pasau E? je esunmuuku ako
Cce KPYrOBU TOI TIpAMEHa CEKy y IBeMa PA3JIUYUTUM TadKaMa, napabo-
AUYKY KO Ce TOAUPY]Y U Tunepbosuwky aKO HEMA]y 3aje ITHUUKIX TavaKa.

Cuaura 13.20.

Teopema 13.5.5. 3a ceaxa dsa kpyea nocmoju mawro jedar npamer, Kpy-
2080 KOME OHU NPUNGOGTY.

Jloka3. Y cayuajy kKamza ce KpyrOoBU CEKy WU Ce€ MOAUPY]y MIOKa3 je
rpusujanad. Heka kpyrosu ki(O1,71) u ko(O2,r2) (Caura 13.20.) me-
Majy 3ajeHUYKMX Tadaka. O3HaumMmo ca | BUXOBY HMOTEHIMjaJIHYy OCY,
a ca () mpeceuny Tauky npase [ ca mpaBoMm d = 0102._H>el<a cy Anm
A’ mpecenu kpyra ko ca mpasom d. Tanma je mpoumssonm QA’ - Q—z>4 ucTu
3a cBe Kpyrose mpamena. Heka cy M u M’ nmpeceune Tauke TpOU3BO-
JLHOT Kpﬂ‘)& ks moc _PaHOF npamena ca npasoM d. Tana je 3amoBoJbeH
yeiros QA - QA QM- QM kojuM je u ompeben kpyr mpamena. AKO
ce tauke M m M’ nokmanajy onma je Kpyr k3 JercHepHUCaH y Tadky.
Axko cy kpyrosu ki u ko KOHIIEHTPUYHU, OHIA C€ TOTOBOPHO XUIEP-
Ooauuky mpameH, onpeheH TMM KpyroBuMa, CACTOjU O CBUX KPyroBa
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Ciuura 13.21.

Cnura 13.22.

KOjU CY KOHIEHTPUYHU Ca JATUM KPyroBuMa. Y TOM CJIyYajy MOTEHIU-
jaJHy ocy mpeacTaB/ba DECKOHAUYHO MAJEKA IpaBa PABHU MOCMATPAHUX
KpYTOBAa. O

Teopema 13.5.6. Ckyn kpyz08a 0pMOZOHAAHUT HA CEE KPY20BE 0AMO2 NPaA-
MENG NPEDCTNABHA ONEM NPAMEH KPY208a. Y MOM CAYHAJY NOMENUUJAARA
0Ca NP2z NPAMENA CAOPHCU CPeUWME KPY208a 0PY202 NPAMEHA.

Joka3. Heka je npsu npamen 3anat kpyrosuma ki(O1,71) u ka2(Ogz,72).
Heka je | norenmujanna oca kpyrosa ki u ko a O] u O} tauke npase |
KOje cy u3BaH KpyroBa ki u ko. Te mBe Tauke mMmajy UCTY MOTEHIU]Y
y omHOCY Ha KpyroBe ki u ko ma mpema ToMe MPeaCcTaB/bajy CPeIuIITa
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Cauka 13.23. EaunTtuuyku CHOI KPyrosa

KPYTOBa KOJU OPTOTOHAJHO CEKY JaTe Kpyrose. Kako je OpTOroHAIHOCT
y3ajamMua, TO Tauka ()] MMa UCTy TOTEHNUjy T3 y OJHOCY Ha KPYTOBe
ca MEeHTPUMa O’1 u 0’2. 3aucra, TO CIeI M3 YUHEHUIE O3 je MOJIyIIpe-
YHUK 7| UCTOBPEMEHO U OJCE€YaK TaHreHte u3 tauke (J] Ha KPYrose ca
nenTpuMa y taukama O] u 0. Anasorso, rauka Oz MMa KUCTY IIOTEH-
uujy r2 y ommocy Ha HaBemeHe kpyrose. OmnaBie cieam na je mpasa
010, moTenmnujasHa oca mpameHna onpeheHOr KpyroBuMa ca IEHTPUMA
penom y taukama O] u O). Osmaummo ca () OpecedHy TAuKy IPABUX
0102 u 0}0),. Ilpema Iluraropunoj reopemu ciean

010 = Q0% + QO =13 + 12,

Tj.
QOF —rf = —(QOF — ).

Opmapne caenu ma ako je MOTEHNUja Tauke () y OOHOCY Ha jedaH MpaMeH
NMO3UTUBHA, OHIA je OHA HETATWBHA Yy OAHOCY HAa APYTU mpaMeH. 1o
3HAYN na ce Tauka () HAJA3W YHYTAP KPYroBa jemHOT, a BaH KPYyroOBa
Opyror mpameHa. lpyruMm peumMma, ako je jemaH IpaMeH eJUITUYKU
(Cnura 13.21), onaj apyru je xunepOoIuYKM 1 OOPHYTO.

Ouuraenso je ma axko je mpBU IpaMeH napaboJaudKu, OHIA je UCTHU
rakas u onaj apyru (Cuumka 13.22.). O

Hedpuraunuja 13.5.6. [IpamenoBu Kpyrosa u3 IpeTxoHe TEOPEME HA3ZU-
Bajy CE 0pPMOZOHANHUM.
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Cunuka 13.24. ITapaboanuku CHOIl KPYTroOBa

IHMepuaunuja 13.5.7. Cxyn kpyrosa pasru E? on kojux cBaka Tpu
UMajy WCTU PAIUKAJIHU [EHTAp HA3UBAMO cHON kpyzoea. llorennuja
PaIVKAJHOL EHTPAa Y OQHOCY HAa CBE KPYTrOBE CHOIIA HA3UBA CE NOMEH-
yuja cHona. AKO je MOTEHIMja CHOIA HEraTUBHA OHIOA Ta] CHOI 30BEMO
eaunmuykum (Cirka 13.23.), ako je HOTEHNMja CHONA HyJIa OHIA TAKAB
cHom 30BeMo napaboauwkum (Crura 13.24.) a ako je moreHnuja CHOIA
[O3UTHUBHA OHAA TAKAB CHOI 30BeMO zunepboauurum (Caura 13.25.).

Huje Temko 3arkmyuntu ma Baske ciemeha tBpbema

Teopema 13.5.7. (i) Padukaaho cpeduuwme eaunmuukoz CHONG HAAA3U CE
YHYMAP COUT KPY208a CHONA.

(ii) Ceu kpyzoeu napabosunkoz crhona nposasze KPo3 paduKanto cpeduuime.
(iii) Padukaano cpeduwme Tunepbosuukoz cHONG HAAG3U CE 8AH CEBUL KPY-
zo6a cHona.

Teopema 13.5.8. (i) Ilocmoju jedan u camo jedar kpye Koju Kpy208u HeKoez
CAUNMUYKOZ CHONG ceKy Y Jujamempanto cynpomuum mavwkama (Cnuka
13.23.).

(ii) Hocmoju jedar u camo jedar kpyz Koju je OPMOZOHAAGH HA CBE KPY208e
nexoe zunepbosuykoz chona (Cnura 13.24.).

Hoka3. OuurienHo je na HaBeIEeHW KPYTOBU MMAajy MEHTAD y TAYKA S
KOja NIpenCcTaBsba PANUKAJIHU [EHTAp IOMEHYTUX CHOIOBA U Ia CY UM
nosynpeyrwy jemaaku p (—p? u p? cy moTeHnmje cHoma).
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Cuauka 13.25. XunepOoauyku CHOI KPyroBa

MoskeMO younTu na y cacTaB €JIUITAYKOT CHOMA yJIa3e CAMO eJIUI-
TUYKM TPAMEHOBHU, Yy CACTAB MapaboIMUKOr CHONA E€IUNTUYKU U Iapa-
OONMYKN TPAMEHOBU, IOK y CACTAB XUIEPOOIMUKOr CHOIA yJIA3€ €JIUII-
TUYKN, TapabOIUIKU U XUMEPOOTUYKNA TPAMEHOBHU. O

13.5.2 IloreHmuja Tauke y omHocy Ha chepy

CBe mTO je pedyeHO O KPyroBuMa y paBHU F? MOe ce IpeHeT: u
Ha cepy y IpOCTOPY E3. Hera je y mpocTopy mara cpepa S(O,r) u
mpaBa s Koja mpoJjasu Kpo3 tTauky M u nmpoaupe chepy v taurama A u
B. Tlorennujom tauke M y omHocy Ha chepy S HA3MBAMO KOHCTAHTAH

IPOU3BO mM . Axko chepy mpeceueMo TPOU3BOLHOM PABHU (¢ KOja
canp:xu Tauky M, oHZIa HUje TEMKO 3aKBbYyUYUTH O3 je MOTEHIMja TadKe
M y omaOCy Ha mecevyHu KPyT paBHUA « U chepe S jeqHaka TOTEHIU)U
tauke M y ommocy Ha cdepy S. 3a Taure BaH chepe MOTEHIUja je
IO3UTUBHA, 3a TaUKe Ha CPepy je jenHaKa HYJIU NOK je 3a TauyKe YHyTap
chepe moTeHIMja HeraTWBHa. Kao u y cilIy4yajy NOTEHNUje y OITHOCY
Ha Kpyr, noreHuuja tadyke M y omuocy Ha coepy S(O,r) jemHara je
p? = MO? —r2. Axo je tauka M Bam cdepe S(O,r), onna je chepa ca
cpemumTeM y Tavyku M U MOJTYyOPEYHUKOM p OPTOTOHAJHA Ha chepy S.

Ha npumep (Cnura 13.26.) Heka cy y PaBHUA HATU OPTOTOHAJHIU
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-

Cnura 13.26.

kpyrosu k(O,r) u [(M,p) n Hera je T jenHa oI HUXOBUX 3ajeIHUYKUX
tavaka. Poramujom tedurype oko npaBe OM kpyroeu k u | onucyjy
chepe pemom ca cpemummryMa y tavykama O m M. PaBau koje mpo-
na3e pemoMm kpo3 npase OT u OM a oproronasiHe Cy Ha paBaH OAPE-
jemy taurkama O, T u M, mpencraB/bajy TAHTEHTHE PaBHU MOMEHYTHUX
chepa. Kako je yrao mameby tux msejy pasuu ympaso yrao £LOTM, to
Cy MOMEHyTe paBHU OPTOTOHAJHE, Tj. OPTOTOHAJHE Cy omaroBapajyhe
chepe.
Takobe Bask; Teopema KOjy HaBOOUMO 0e3 mOKa3a

Teopema 13.5.9. Ckyn ceuzr mauaxa npocmopa xKoje uMmajy ucme nomeH-
yuje y oonocy na dse zadame cepe S1(0O1,71) u S2(O2,r2) jecme pasan
opmozonaana Ha npasy 0104

Jepuannumja 13.5.8. Cryn cBuX Tavaka IPOCTOPA YHUje Cy MOTECHIM]E
jemHake y OMHOCY Ha ABe 3amaTe chepe HA3UBA Ce PAOUKAAHG WIA NO-
MERYUJAAHA DABGH.

Teopema 13.5.10. Axo cy yenmpu mpujy cfepa mpu nexosuneapHe ma-
Ke, on0a ce MPu PaduKasHe pasHu 0amur cepa cexy no jednoj npasoj.

loka3. Kako cy cpemumra Tpujy Imatux cpepa TPU HEKOJIWHeaAPHE
TayKe, TO HUKOj€ MOBE DPAIUKAJIHE DAaBHU IIOMEHYyTUX cdepa HUCY IMa-
pajiesiHe. Heka ce mBe om MOMEHYyTUX TPU]y PaBHU CEKY IO IPABO]j I.
Cge Tauke mpage [ uUMajy jeHaKe MOTEHIje ¥ OOHOCY Ha CBE TPU AaTe
chepe, onarne caenu na m rpeha panukasHa paBas canp:ku npasy [.[]

HMepmaumnuja 13.5.9. Cxyn Tauyakxa mpoctopa E° koje mMajy jenHake
HOTEHIMje Y OAHOCY Ha TPU JaTe chepe Ha3uBa ce padukaana 0CG TUAX

chepa.
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Teopema 13.5.11. Axo yenmpu wemupu pazruvume cfepe ne npunadajy
ucmoj pasru, mada Wecm PaiuKANHUT PABHY MUT cHepa umajy jeony 3a-
JEOHUMKY MawKy.

Ioxaz. Heka cy O, Oz, O3 u O4 nenTpu noMenyTUX chepa. Pamuranme
oce cpepa ca nearpuma Op, Oz, O3 u Oy, O3, O4 TIpuNaEajy jenHoj Te
UCTOj PABHU WM TO PaIWKAJHO] paBHU chepa ca mentpuma Op um Os.
[Ipecek S Twx pamukaJIHUX OCa WUMa jemHAKE MOTEHNUje Y OMHOCY Ha
cBe yetupu chepe. Omarie cienm ma Tayky S caapske U IPeoCTaie
pamuraiine oce, a Takohe U cBe paAuKaJHE PABHU TUX cdepa. O

Hepmaummja 13.5.10. IIpeceuny Tauky CBUX paaUKaJHUX OCA UYETUPU
chepe UMjU MEHTPU HE TPUNANAJY UCTOj PABHU HA3ZUBAMO PAOUKAAHUM
YeHmpom TUX KPYTOBa.

Iedpuuannumja 13.5.11. Ckyn chepa on KOjUX CBaKe JBE NUMAjy UCTY pa-
MUKAJIHY PaBaH HA3UBAMO NPAMENOM cfepa. Axo paauraiHa paBaH cede
cBe clepe mpaMeHa OHIA TaKaB IMpaMEH HA3UBAMO EJUITUYKMAM, aKo
UX TOAUpPYje MapabOoNUUYKUM a aKO HeMa Ca HBUMa 3a)eTHUYKAX TavaKa
XunepOoIMYKIM TPaMeHOM cdepa.

Cee BpCTE TOMEHYTUX IPAMEHOBA MOYKEMO HOOUTU POTAIMjOM OArO-
Bapajyhux mpamMeHOBa KPyroBa OKO mpaBe onpebheHe cpemumTuMa TUX
Kpyrosa. Y TOM clly4ajy KPYT'OBM IIDaMeHa OIMCY]y cepe a HBUXOBa
palIvKajiHa OCa PaIVKaJIHy paBaH cepa.

Iedpuuannuja 13.5.12. Ckyn cBux cdepa OO KOjUX CBaAKe TPU UMA]y
UCTYy paIuKaJHy OCy Ha3UBaMO CHONOM cfepa. Y 3aBUCHOCTU Ol TOTA
[a 71 Oca cedve, NOAUPYje WM HEMA 3ajeTHUYKUX Tavyaka Ca CBAKOM O
MOMEHYTUX c(hepa CHOL je PEAOM eAUuNnmMuUYKU, NaPadOoAUNKY U Tunep-
6 0AUNK Y.

[Tpencrasy o cHOMmy cdepa JaKo JOOUjaMO MOCMATPAHEM OArOBapa-
jyher cuoma kpyrosa (Caure 13.23, 13.24 m 13.25) rme cBakm Kpyr
MOYKEMO 3aMUCJIUTU KAO JUjaMETPAJHU MIPECEK chepe, a pAIUKaIHy OCY
Kao HOpMaJly Ha paBaH IPTEKA y HMEHTPY CHOIA KPYTroBa.

Hepuannmja 13.5.13. Cxyn chepa ox KOjuX CBake UeTPU UMAjy KUCTO
paIuKaIHO CpeIUINTe Ha3UBa Ce Mmpexwca cfepa. 3ajeqHUUKY IOTEH-
OUjy PaauKaJHOT IIEHTpa cdepa Ha3MBaMO IIEHTPOM Mpexe. Mpexa
je eaunmuwkae ako IeHTAp NPUNALa YHYTPAIIKBOCTHA CBUX chepa Mpeke,
napabosuvkae aKo CBe chepe Mpeke Caap:Ke PaIuKaIHU IEHTap a runep-
boauNKa AKO je PATUKANHYA IEHTAP BAH CBUX cepa MpEKe.
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13.6 WaBep3muja y omsocy Ha Kpyr u chepy

13.6.1 WaBep3uja y omHOCy HA KPYyT

[Torenmuja Tauke y omHOCY Ha KpPyr OMOryhyje ma y reoMeTpuju
paBEn E? ycraHOBUMO cHenmuduuHy TpaHCHOPMAIM]Y KOjy HA3MBAMO
UHBEP3UJOM Y ONHOCY Ha KPYT KOjU Ce HAJA3U Yy TOj PABHMU.

Hedpwaumnuja 13.6.1. Hexa je k(O,r) mpomssoman kpyr pasuu E? u
E? = E?\{O}. Hneepsujom y oonocy ma ¥pye k Ha3zmBaMo TpaHChOp-
manujy ¥y : E2 — E? koja cBaky tauky P € E? mpesomu y tauxy P’

2

nosynpase OP TakBy ma je O? -OP" = r*. Tauky O Ha3MBaMO IEH-

TPOM UJIU CPEIUINITEM WHBEP3Uje, OV T - HOJYIPEYHUKOM WHBEDP3Uje,
BeJIMUUHY 72 - CTENCHUM KOe(UIMjeHTOM, KpyT k - KPyroM MHBep3uje

Y a E? - TaycoBoMm paBHU.

W3 nmepununuje HemocpemHo ciienu na je WHBEp3Uja y OMHOCY HA
Kpyr OujexkTuBHA TpaHchopmanuja. To Huje TpaHchopManuja 1eae pa-
Ban E? Beh camo menor mena E2, jep y moj HUje meduUHMCAHA CIMKA
trauke O, HuTH je Tauka O CIMKa Heke Tauke paBHU E2.

WMusepsujy y ognocy Ha Kpyr Moryhe je pa3MarpaTél Uy TAKO3BAHO]
KOH(QOPMHO] paBHY, Tj. Eykmuackoj pasen E? mpommpenoj 6eCKOHAUHO
nastekoM TadroM oo. Tana je ¢i(o0) = O u Yy(0) = oo.

Teopema 13.6.1. Hneepsuja y 00HoCYy HaG Kpye je UHBOAYUUOHA TPAH-
chopmayuja.

Craura 13.27.

Iokas. Hexka je 1, : E? — E? umBepsuja y ommocy Ha kpyr k(O,7).
Axo je P € E? npomssomna Tauka, Tama tauka P’ = i (P) npumana
nosnynpasoj OP (Cmuka 13.27.) upu uemy je Oﬁ . O—ﬁ = r2. Tana
u Tauka P npunana moaynpasoj OP' u Bakwm 5? . O? = 72, ma je
Yp(P') = P. Iaxue, 3aucra je ¥} =e. dJ
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Teopema 13.6.2. Y uneepsuju 1y, : B2 — E? mauxa X je uneapujarmmna
axo u camo axo X npunada xpyey k.

Iokas. Axo je X € E? unBapujanTHa UMaMO Ia 04)(k . 04)(k = r2 ma je
OX =r, 7j. Taurka X mpumana Kpyry k.

O6parnro, ako X € k, rana Tauka X' = ¢y (X) npunana nomynpasoj
OX u Baxku O—)(k . W =r2. OmaBze je OX' =r, tj. Taurke X n X’ ce
MIOKJIANA]Y. U

Teopema 13.6.3. Y uneepsuju 1y, : E2 — E? mausu X %oja ce narasu
y xpy2y k odeosapa mauxa X' xoja ce nanrazu ussan xpyza k u obpammo
mauku X xoja ce nanaszu ussan kpyea k odzoeapa mavxa X'xoja ce nanasu

y xpyey k.

Iloka3. Hexka je O cpemumire u r MOTYNIPEYHUK WHBep3uje Y. AKO je
X v kpyry k Tamza je OX < r ma u3 penanuje OX - OX' = r? cremu na
je OX' >r, tj. Tauka X je msBaH Kpyra k.

ObparHo, ako je X m3Bau kpyra k tana je OX > r, ogakie HA UCTU
HAUMH Kao MaJonpe cienu na je OX' < r, omnocuo tauka X' je ymyrap
Kpyra k. (]

Teopema 13.6.4. Komnoszuyuja deejy uneepauja Py, u Yy, dedurucanus
y 00nocy Ha Konyenmpuune kpyzose k1(O,r1) u ko(O,ry) npedcmasma zo-

MOMEMUJY HO 2

3
RN

Hoxa3. Kpyrosu k; u k2 Cy KOHIEHTPUYHHU TIa MPUNANAjY UCTO] PABHU
E?. Heka je X € E? mpousBosbna Tauka u X1, Xo € E? Tauke Takse za
je

Vi, (X) = X, Vi, (X1) = Xo.
Tana je
(ks © iy )(X) = Xo.

Tauke X; u Xy mpunagnajy pemnoM mojayIpaBaMa O&;{ OX: na je u
Tauka Xo wa momympasoj OX. W3 peramnja OX - OX; = r? u OX -
O—Xg> = T‘% ciaenu O—Xg> 10X = r% : r%, Tj. Y XOMOTETHUjU Ca IIEHTPOM Y
rauku O u KoedunujerTOM 73 : 77 Taukm X onrosapa Tauka Xo. Ilpema
TOME CJIeIn Oa je

wk’z Owkﬁl :HO7T .

V1)

[

=)
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Iedurvnumja 13.6.2. Jlux Q pasuu E? je uneepsan muky ) papuu E2
aKo mocToju mHBep3uja Uy : B2 — E? koja nuk ) nmpesomu y sk (.

Teopema 13.6.5. Hexa cy y pasnu E? damu xpye k(O,r) u npasap. Tada:
(i) Axo npasa p cadpacu mauxy O mada je Yr(p\{O}) = p\{O},

(ii) Axo npasa p ne cadpacu mawky O mada aux Yr(p) npedcmasna xKpye
besz mauxe O.

Ilokas. (i) Heka mpasa p caapsxu Tauxy O, u mera je X = E?\{O} u
X" = ¢Yp(X). Axro raura X npunanma npasoyj p\{O}, onma raura X’
npunaga noaynpasoj OX nma camum tum u npasoj p\{O}.

O6parno, neka X' € p\{O}. Tana je X = ¢;(X) na rauka X npu-
nana noaynpasoj OX', ma camum Tum X € p\{O}.

..."' l( p

Ciuura 13.28.

(ii) IIpasa p mwe canp:xu tauky O. Osmauumo ca P momHOMkKje yIpaBHe
n3 tauke O (Cnmra 13.28.) ma mpasoj p, ca X OPOU3BOLHY TAUKY
npase p pas3auuuTy onx Tadke P a ca P’ u X' tauke koje y uHBep3uju
) omrosapajy penom taukama P u X. Tana je LPOX = £X'OP' n

s =
OP-OP = 0X-0X". Omasne caenu na cy rpoyraosu APOX u AX'OP’
cauunn, na je u LOPX = LOX'P'. Kako je yrao £OPX mnpas To je
u yrao £OX'P’' npas na tauka X' npumana kpyry k' uuju je nmpedHuK
nyxOP’.

O6patno, Heka Tauka X' # O, P’ npunana kpyry k' Ham npedHUKOM
OP'. Tanma je £LOX'P’' npas, na Cy HPABOYLVIM TPOYIIOBH APOX u
AX'OP' cnuunn, onakae caenu OP-OP' = OX -OX', tj y uzomerpuju
Y Taukm X oarosapa Tauka X'. O
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Teopema 13.6.6. Hexa cy pasnu E? damu xpyzoeu k(O,7) wl(S, p). Tada
saxce caedeha mephewa:

(i) Axo mauxa O npunada kpyey | mada je Yr,(I\{O}) npasa l'. (ii) Axo
mauxa O we npunada xpyey | mada y uneepauju Y xpyey | odzosapa Hexu
xpye l'.

Hoxa3s. (i) Heka je ¢ (I\{O}) = I'. Ilpema nperxoaHoj TeopeMu 3ak-
myuyjemo na je I mpasa.

Cuaura 13.29.

(ii) Hera je X mpousBosHa Tauka kpyra [, X' tauka koja y uHBEp3-
uju v, omrosapa Tauku X a X’ npyra sajemHuuka Tauka Kpyra [ u
npaBe OX (Cauka 13.29.). Osmauumo ca t cremeH uHBep3uje 1 a ca

p nmorennujy tauke O y ommocy Ha kpyr [. Tamna je _O—)_(2 - OX'=tmn
OX - OX" = p. VI3 mocnemme nse penanuje modbujamo ma je

—
OX' ¢
ox" p

[Ipema Tome tauka X' npunana kpyry !’ koju y xomoreruju Hy t OAro-
p

Bapa Kpyry .
O6patno, meka je X' mpousBosHa Tauka kpyra [, ’Hali (X)) m X
'p
npyra sajemanuka Tauka npaBe OX” ca kpyrom [. OszmaunMo Kao u
MaJjomnpe ca t cTemeH mHBep3uje Y a ca p norernujy tauke O y omHOCY

va kpyr [. Tana je % = % n OX - OX" = p. W3 mocaemme mnse
s
JeIHAKOCTY CJIean O‘)—g -OX' =t a onasne je X' = ¢p(X). O

Teopema 13.6.7. (i) Uneepsuja 1y, wysa yeaose mehy npasama, mj. yzao
uamehy dse npase jednax je yzay KOju 30KAANATY BUTOBE CAUKE.
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Caura 13.30.

(ii) Uneepsuja Yy je kondopmmo npecauxasame, mj. yzao nod Kojum ce
cexy dee aunuje p u q pasnu E? y npecewnoj mauxu S jeonax je yeay nood
Kojum ce cexy muma uneepane xpuse p' u ¢ y mauxu S’

Hoxkas. (i) Heka je k(O,r) kpyr uHBep3uje U HEKa Cy p; U Py MABE
npaBse y paBHU Kpyra uHsepsuje, pj = Vi (p1) u ph = ¥r(p2). Tana mory
HACTYNIUTY HEKOJUKA CIydaja:

a) IIpase p; u ps canpske neHrap wHBEp3uje. Y TOM CIydYajy ITOKa3
je TpuBUjaIaH.

6) O €p1, O ¢ pa, p1 Npy={M}. Hera je N nomnoxje HOpMaJe u3
Tauke O Ha ps.

Axro je M = N (Cumra 13.30.), tana je ph Kpyr Haa IPEUHUKOM
ON', N' =(N), na je £L(p1,p2) = /2 = £L(p1,ph).

Caura 13.31.
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Ako M # N, rana je £L(p1,p2) = 7/2 — LAMON (Caura 13.31.)
a 4(p1,ph) Kao yrao uameby TaHrenTe u TeTHBE jeNHAK IEPU(EPUjCKOM
yray san retusom, LON'M' = 1/2— L M'ON' = 7/2— L MON. Nwmajyhnu
y BALy Ja je 1y OBOM CIy4ajy p1 = P}, 3aKbydyjeMo aa TBpheme BaKu.

P

P,

Cuura 13.32.

n) O € p1, O ¢ pa, p1 || p2 (Cnura 13.32.). Y rTom caydajy je

£(p1,p2) = 0. C mpyre crpane p, je Kpyr KOju NOmUpyje IpaBy pi y
rauku O. IIpema tome A(p1,ph) = 0.

Cuaura 13.33.

n) O ¢ p1, O¢py, ppNpas={M}. Herka cy N1y u Ny (Caura 13.33.)
noxHO:Kja HOpMasia u3 tayke O peloM Ha mpaBaMma P U Pa.

Axo je M = Ny (Hakne M # Ny), rana je £(p1,p2) =7 — LMON n
L(py,ph) =7 —LM'ON’ (YriaoBu ca HOpMAJHUM KPpanuMa 1 OCHA CHMe-
Tpuja y ogHocy Ha cuMerpaiy ay:xu OM'). Cayuaj M = Ny pasmarpa
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ce amasioruno. Heka je cama M # N1 u M # No. Y Tom cayuajy je
AL(p1,p2) = m — LN1ON;y. C mpyre crpane je £L(p},ph) = ™ — LN{ON},
onakie caenu £(py,ph) = £L(p1,p2).

e) O ¢ p1, O ¢ pa, p1 || p2. Tana je £L(p1,p2) =0, a p| u p, upencras-
Jbajy Kpyrose Koju ce nomupyjy y tauku O. IIpema tome £(p},ph) =0,
na TBpheme BaKM U y OBOM CJIy4ajy.

(ii) Heka je O cpemumre naBep3uje ¢ u | IpaBa Koja Caap:KU TaAUKY
O u ceve nuuaMje p 1 ¢ penom y taukama P u (Q (Cauka 13.34.) u Heka je
S npeceuna Tauka auaUja p u ¢. Heka je zatum P/ = i (P), Q' = ¥ (Q)
u S" =y(S). Us

OP-0P - 00-0¢ - 0% - 09,

cnemu na cy dersopoyriosu PP'S'S u QQ'S'S terusnum, omakie je
LOSP = AS'P'Pu £0SQ = £5'Q'Q.

Ciuura 13.34.

Tana je LPSQ = LP'S'Q'. Cvmamusamem yria usMmelhy npasux [ u
SS’ raure P u (Q kpehy ce no kpuBama p u ¢ ka Tauku S. VcTtospemeno,
tauke P’ u Q' ce nmpubmmxasajy taukn S’ kpehyhwu ce mo nunujama p’
u ¢'. Y rpanuunoMm ciyuajy ceumne SP m SQ mpencrtaBibajy TaHTEHTE
nuHUja p u q y Tauku S, nok ceunne S'P’ u S'Q’ npencrasspajy TanreHnTe
muauja p' m 'y mpeceunoj y taukm S’. Ilakme, yrao koju oapebyjy
TAHTEHTE Ha JUHUje P U ¢ y NPECEeYHOj Tadku S jemHAK je YTy KOoju
onpebyjy Tanrente ma nuruje p’ u ¢ y npeceunoj tauku S’ O
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13.6.2 HWuBep3uja y omHocy Ha cdepy

Ilo amasmoruju y omHOCy Ha WHBE3U]y y OTHOCY HA KPYTr Y paBHU
MOYKEMO YBECTU II0jaM WHBep3Uje Y OMHOCY Ha c(epy y IPOCTOPY.

HMedpurummja 13.6.3. Hera je S(O,r) coepa mpocropa E? um mera je
E3 = E3\{O}. Hneepsujom y odnocy na cfepy S Haszupamo Tpancdop-
manujy vg : E3 — E? koja cBaky tauky P € E2 npesomu y tauxy P’

2. Tauky O Ha3MBaMO ICH-

: /
nosynpase OP TakBy ma je Oﬁ -OP' =r
TPOM WU CPEIUINTEM WHBEP3Uje, Oy:K I - HOJIYIPEUYHUKOM UHBEDP3Hje,
BEJIMUMHY 7 - CTeIeHnM KoeduuujenToM, chepy S - chepoMm MHBEp3Hje

Yr, a B3 - TaycoBuM mpOCTOPOM.

W3 nedpumHuimje HEIOCPEOHO CJenU Na je M MHBEP3Uja Y OMHOCY HA
chepy OujexTuBHa TpaHchopManuja. 1o Huje TpaHCHOpPMAIUja IIEJIOT
npocropa E3 Behcamo memor mena E2, jep y ®0j Huje nedunncama
cnuka Tauke O, HuTH je Tauka O CIHKA HEKe Tadke mpocTopa K.

WuBep3ujy y omuocy Ha cdepy Moryhe je pasmarparu U y Tako3-
BAHOM KOH(GOPMHOM HPOCTOPY, Tj. Eykmumckoj mpocropy E° mporm-
“peHOM OGeCKOHAUHO JaJIeKOM TadkoM oo. Tama je ¢r(co) = O n

Yr(0) = cc.

Kao u ko uaBep3Uje y 0AHOCY Ha KPyT, MOT'y ce mokaszaru ciemehe
ocobuHe

Teopema 13.6.8. Hnasepsuja y odnocy na cfepy je uneoayuuona mpan-
cpopmayuja.

Teopema 13.6.9. Y uneepsuju vs : E3 — E? mauxa X je uneapujarmmna
axo u camo axo X npunada chepu unsepsuje S.

Teopema 13.6.10. YV uneepsuju g : E2 — E3 mauwxu X xoja ce narasu
ynymap cepe S odzosapa mauka X' xoja ce nanasu usean chepe S u 06-
pamno mawku X Kxoja ce wanazu uzsan chepe S odzosapa mauka X' xoja
ce wanazu ynymap cpepe S.

13.7 AmnoJsionujeBu mpoOJsieMu O 0Py KpyroBa

Cana hemo paszmorputu Anomonujese mpobieMe O TOAUPY KPyra
KOjU Ce IPUMEHOM WMHBEp3Wje y OTHOCY Ha KPYI MOIY €JIEaHTHO Pell-
utu. Pamu ce o mpobaemuma cieneher obauka:
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Koncempyucamu xpye xoju 3a0080ma08a mpu ycaoea 00 KOJur c8aKY UMA
jedan 00 obauka:
(a) cadpacu damy mauxy, (6) dodupyje damy npasy, (8) dodupyje damu

KpYe.

Hapasuo, cBe Tauke, mpaBe u KPyroBu M3 MOMEHYTUX YCJIOBA IPUIa-
najy mcroj paBau. Heku on Tux mpobGiieMa ce MOT'Yy BEOMa JIAKO PENINTH,
IOK 3a HEKe TO HUje CIIydaj.

Jlako je 3akmyunTu na AnosioHujeBux nmpobJieMa uMa Jecer:

1. Koucrpyucaru Kpyr KOju Caap:Ky TPU OaTE TAYKE.

2. Komcrpyucarty Kpyr KOjU CAODP:KM OBE OaTe Tadvke U AOIUPY]je
IaTy IpaBy.

3. Komcrpyucaru Kpyr KOju Canp:Ky OBE AaTe TadvKe U AOIUPY]je
IOATU KPYT.

4. KoucrpyucaTu Kpyr KOju camp:Ky JATy Tadyky U OOOUPYje ABE
[aTe mpase.

5. KoHcTpyucaTtu Kpyr KOju caapu OAaTy TAYKy U OOOUPYje OATy
IpaBy U OATU KPYT.

6. Komcrpyucatu Kpyr KOju camp:Ku OaTy TAyKy U IOIUPYje OBA
naTa Kpyra.

7. Koncrpyucatu Kpyr KOju HOOUPYje TPU IaTe IpaBe.

8. KoHcTpyucaTtu Kpyr Koju HOAUPYje ABe AaTe MpPaBe U JaTU KPYT.

9. FKoucrpyucaru Kpyr KoOju moaupyje Oary OpaBy W OBA OaTa
Kpyra.

10. KoucTrpyucaru Kpyr KOju JOAUPYje TPU OaTa KpPyra.

OsmauuMo maTe mapaMeTpe Ha ciaenehu mauwmm:
tauke A, B, C; upase pi1, p2, p3; kpyrose O1, Os, Os.
Tana Anosonujese npofiaeMe meMaTCKM MOKEMO IPUKA3ATH Ha caenehn

Ha4YUH:
1. A, B, C 6. A, O1, Oy
2. A, B, ; 7. p1, P2, D3
3. A, B, Oy 8. p1, p2, O1
4. A, p1, pa 9. p1, O1, Oz
5. A, pi, Oy 10. O1, O, O3

IlpBu u cemmu mpobiaem cy TpuBujasau. Takobhe m cBu ocrTaau
AmnonounujeBu npobiemMu Mory ce permmutu 6e3 npuMene uasepsuje. Me-
byTum mHBep3mMja maje jemaH ommTH METOI 3a BUXOBO pemasame. OH
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Cce 3aCHMBa Ha UMBEHUIU Oa ce y ompebeHOM ciydajy, Kao mMTO CMO
BUENIU, KPYT IPECIUKaBa y IPaBy U OOPHYTO.

2. Kowcmpyucamu xpye xoju cadpacu dge dame mauxe A u B u dodupyje
damy npasy p1-

Awmasmsa. Heka kpyr k camp:xu mse mare tauke A m B u momupyje
naty npaBy p; y Tauku D. Ilpu maBepsuju y omuocy Ha kpyr (A, AB)
upaBoj p; oarosapa kpyr pj (Cumka 13.35.) KOju IpOIa3m Kpo3 TAuky
A a kpyry k omrosapa mpasa k'.

R ’ D

Cuaura 13.35.

Kaxko rauka B mpunana kpyry uuBep3uje | To he ce ona mpecaukaTu
y camy cebe. IlpaBa p; ca kpyrom k uMma jemHy 3ajeIHUYKY TadKy
telie MCTO BasKUTU U 3a HUXOBE CIMKE IIPU MHBep3uju, Tj. npasa k'
he momupusatu kpyr pj. Kpyr k canpsxm tauky B Koja ce mpu OBOj
WHBEP3UjU TpEeCcIuKaBa y camy cebe, omakje cienu na he m merosa
cauka, npasa k', cagp:xartu tauxy B. Ilpema Tome, Mu Hajupe Tpeba
[la KOHCTPYUIIEMO KPYT P} KOjU je MHBEpP3HA CJIMKA IPaBe P y OJHOCY
una kpyr (A, AB), 3arum npasy k' kpo3 Tauky B Koja je TaHTeHTa Ha
KpyT p}, a 3aTuM Kpyr k Kao MHBep3Hy cauky npase k' y omHocy Ha

Kpyr .

Koncrpyknuja. Heka cy mare mse tauke A u B u mpasa pi, Tako na
cy tauke A u B ca ucTe cTpaHe mpase pj. KOHCTPYUIINMO 3aTUM KPYT
[(A, AB) u unBep3Hy cauky npase p; y omaocy Ha kpyr [. To he 6urn
Kpyr p)j Koju mpoiasu kpo3 uexrap uusepsuje A. U3 tauke B KOH-

crpyummMo TaHrenty k' ma kpyr p)j. KocTpywmmmmo 3atum uHBEP3HY
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cmury npase k' y ommocy ma kpyr [(A, AB). To he Gutu Tpaskenu kpyr
k. IloxkaskuMo TO.

Hoxka3. Kpyr k xao ummBep3Ha cauka npase k' mpoJsasum Kpo3 IeHTap
unBep3uje A. Tarobe kpyr k camap:ku m Tauky B Kao WHBApUjaHTHY
TAyKy [IOCMaTpaHe WHBEP3Uje, Ia je 3a0BOJbEeH U APYTU YCIOB. Kpyr
k momupyje mpaBy pi1 jep u mUXOBe MHBep3He ciauke k' u p) nmajy jemny
3aje THUYKY TauKy.

IMuckycuja. [Ton ycaosoMm ma cy tauke A u B ca ucre crpane nmpase pp
3a/aTaKk UMa OBA PEIICHa jep ce u3 Tauke B MOTry KOHCTPYUCAT! IBE
TAHICHTE Ha KPYT .

3. Koncmpyucamu kpye xoju cadpacu dge dame mauxe A u B u dodupyje
damu xpyz O.

Ciuura 13.36.

Heka gpyr k mpomsasu kpos tauke A u B u nomupyje matu kpyr O1.
Koucrpyumumo kpyr [(A, AB). Y wuHBep3uju y OAHOCY HA NATUA KPYT
I(A,AB) (Canuka 13.36.), kpyr k he ce caukatu y mexy mpasy k' koja
nposasu Kpo3 Tauky B, a kpyr O; y Heku kpyr O] npu uemy he mpasa
k' 6urn Tanrenra kpyra O}, jep ce kpyrosu k u O momupyjy. Ilpema
TOME, MOKEMO Hajupe KoHcTpyucatu kpyr O] KOju je MHBep3aH KPyry
O1 y omuocy Ha kpyr [(A, AB), na omga tamrenty k' u3 tauke B ma
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kpyr O] u Ha Kpajy umHBep3HYy ciauky npase k' y ommocy na [(A, AB),
koja he Outwm Tpaskenu Kpyr k.

5. Koncmpyucamu xkpye xoju cadpacu damy mauxy A u dodupyje damy
npagy p1 u damu xpye O1.

Hexka je k Tpasxenu kpyr. Ilpu uasepsuju y oxsocy Ha kpyr m(A,r),
rze je r IpOM3BOJbHA Iy:K, HpaBoj p; ogrosapa Heku kpyr p) (Ciuka
13.37.), xpyry O; ogrosapa Heku Kpyr O] a TpaskeHOM Kpyry k IpaBa
k' koja mommupyje kpyrose pj u Of.

Ciura 13.37.

Ilarme, moTpebHO je Hajupe KoHCTpyumcarn kpyrose p; m O] uH-
Bep3He guHujama p; u O y omaocy Ha Kpyr m(A,r), 3aTuM 3aje THUURY
raurenry k' kpyrosa pj u O}, (y ommreM ciydajy ux uMa 4eTUpu) U Ha
Kpajy Kpyr k umBep3an npasoj k' y omHocy Ha kpyr uasepsuje m(A,r).

MoskeMO 3ak/byuuTH, Oa y pemiaBamy OBOT IpobJema Huje OuiIo
on 3Haudaja ma gu cy p; u O; Gammpasa u Kpyr, Behma cy muxose
nuBep3He cauke pj u O] kpyrosu. Mebyrum, pj n O] 6u 6unu kpyrosu
n y cayuajy ma cy p1 u O nBe npase u A ¢ p1, Oy.

3akpydyjeMo ma ce 4eTBpTH 1 mecTu AmNoJoHujeB mpobJeM pemnr-
aBajy Ha MCTU HauuH Kao u netu. OcMmu, mgeseTu u AeceTu AmojoHujeB
pobJieM cBOZEe ce PeloM Ha YeTBPTH, IeTU U MEeCTHU.



Jleo 14

Pa3zijiokuBa m momyHCKa jeaHaKOCT

JukoBa. Mepeme ¢purypa

14.1 Pa3zmokmBa M OOIIyHCKA jeIHAKOCT
JINKOBA y T€OMETPUju

Y mMaremaTuI pasjvdKyjeMO TPU BPCTE jeAHAKOCTU: KOHAUHY, I'Da-
HUYHY U OPUOIKHY. Y TeOMEeTPUjU PA3JIUKYjeMO IBE BPCTE KOHAYHUX
jemHaKOCTU JIMKOBA:

- PA3JIOKUBY j€THAKOCT

- ¥ JIOUYHCKY J€IHAKOCT.

Hebuaummja 14.1.1. Kaxe ce na je aux ® nmpocropa E"™ pasroxncuseo
jeonax nmuxy @’ mpocropa E™ npoctopa E™, mTo cuMO0OIMYKY O3HAUABA-
vo & & @', aro ce murk P Moke Pa3NOKUTU Ha KOHAUAH OpOj JIMKOBA
®y,...P,, a mur ' ma roHawan 6poj muroBa P),...P! | mpm uemy je
®; = @) 3a cBako i € {1,2,--- ,m}.

Hepununmja 14.1.2. Jlux ® npocropa E™ je donyncku jeonax maxy

npoctopa E™, mro o3nauaBamo P 2 ®' aro ce qur P MOKe HOMYHUTHU
KOHauyHUM Opojem jukoBa Pq,...,D,,, a auk &’ uctum GpojeMm TUKOBA

..., ® mpm uemy je ®; = &) 3a cpako i € {1,2,--- ,m} a ruxosum P
u & koju ce cactoje pemom ox muroBa @, Py - P, uw PP B cy

. . = R =
pas3nokmuBO jemHaku, Tj. © = ¢’

OBako yBeeHe pesalyje Pa3jIoKUBE U JONYHCKE je JTHAKOCTU GUrypa
mamehy uurTaB HEM3 nmpobisiemMa On M3y3eTHOr 3Hadaja. Takro ce omMmax

371
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mamehe murame: "Axo cy 0sa auka pazsoxmcugo jednaxa 0a Au cy u 0on-
YHCKU jeoHaka U 06 AU eaxncu U 00pHymo”. OBO Cy M3Y3€THO CJIOKEHA
nUTalka Koja Cy jeIHOCTaBHA CaMO Yy T€OMETPUjU TOJIUTOHA U TTOJIEeaapa
rae cy Ha BUX gaTtu oaroBopu. Mebyrtum mapyra ciwdyna muTama HUCY
peleHa HU Yy paBaHCKOM Caydajy. Y PaBHU je NOKa3aHa EKBUBAJIECHT-
HOCT PAa3JOKUBE jeTHAKOCTU U AOIMYyHCKE jemHaxkocTtu jaukoBa. Jlora3s
cy mamu Papram Domawm 1832. wm ['epBuH, aycTpujcku MaTeMaTwdap
un3 I'pana, 1833., He3aBUCHO jemaH ox APYTrOr, IPU YEMY je IIOMEHYTa
TeopeMa Mmo3HaTa mon HasuBoM Teopema Bomawm-I'epBuma. 3a ciyuaj
OIPOCTOPHUX JIMKOBA, Tj. Y T€OMETPUjU MOJIUETAPA TO je UyBeHU mpehu
Xunabepmos npobaem msmer 1900. romune Ha npyrom Mmebhymapommom
roHrpecy maremarumuapa. Beh 1903. mpobaem je pemwo, mana BeoMma
caoxkerno meroB acuctent Maxkc Ilen. Mcrm mpobaem pemmo je pycku
maremarudap Kasen 1905., a 3zaTHO pocTuje pemuo ra je 1946. mBa-
jImapcku MareMaTuvyap Xyro XaauHrep.

Hame Basku cimemeha Teopema:

Teopema 14.1.1. Axo cy dae duzype ®1 u Py paszroxmcuso jeonare nexoj
mpehoj guzypu ®3 one cy u mehycobrno pazroxncuso jeonaxe. Axo cy dee
Puzype donyrcku jednare wexoj mpehoj dueypu, one cy u mehycobro don-
YHCKU JEOHAKE.

IToxkas. Ha ocHOBy mpermnocTaBke MOKE Ce YOUUTHU IO jeqHO pasjarame
¢urypa ®; u @y, Tarko ma cBako o OBUX pa3zjarama OAroBapa pal3iia-
ramy purype ®3 Ha ¢purype nmoxynapue onrosapajyhum ¢purypama pa-
3aarama ©1 u 3. O6a oBa paszmarama gurype 3 ce momaTHuMm pasia-
ramyMa NOojequHUX (GUrypa MOry JOBECTU HO NOKJamnawma. VI3Bpmwumo
cana momaTHa pasiarama ¢purypa ®; u @9 Tako ma omromapajy mocien-
wmeM paznarany ¢urype ®3. To 3maum na cy cBe ¢purype pasiarama
¢urypa ®; u ®2 nmonynapue onropapajyhum ¢urypama paznarama Pj.
300r TPaH3UTUBHOCTU MTOLYAAPHOCTH (GUIypa CIEAX Aa Cy CBe (Ur-
ype paznarama P, momymapue oaropapajyhum ¢urypama pasiaarama
®y, 1j. Purype ®; u P cy pasznoxuso jenmake. Jloka3z npyror meina
obaBma ce 6e3 Temrkoha. O

Kopumihemem nperxonse TeopeMe HUje TENIKO MOKA3ATU 4 BasKe:

Teopema 14.1.2. Penauuja passoxcuee jeonaxocmu aukosa npocmopa E™
je peaayuja exeusaseHyuje.
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Teopema 14.1.3. Penauuja donyucke jednarxocmu auxosa npocmopa E™
Jje peaayuja exeusaseHyuje

14.2 Pa3zmokmBa jeHAKOCT IIapaJiejiorpamMa

" TPOYTJIOBa

Teopema 14.2.1. /Jlea napansesozpama ca jeOHaAKuM 0CHOBUUAMG U je0-
HAKUM BUCUHAME PABAONCUBO CY JEOHAKA.

D C D C

D Dc

&y (ii)

Ciuka 14.1.

Iokas. Heka cy ABCD u ABC'D’' nBa mapaJienorpamMa ca jeIHAKAM
OCHOBUIIAMA M jeTHAKUM OAroBapajyhuMm BucuHama. AKO cTpaHuna
napaJesorpama AD’ mema 3ajeqanukux Tadaka ctrparunom BC, Tpoyr-
nosu AADD' u ABC(C' 6uhe noxynapsu, ma he camuMm TuM 1 napaJies-
orpamu ABCD u ABC'D’ 6utu pasnoxuso jennakn (Cuura 14.1 (i)).

Heka je cama P 3ajemaunuxka Ttauka ctpamuna AD' u BC. O3zmauumo
ca P, P,,..., P, tauke crpanune BC takse na je B(B,P, P, Py, ..., P,),
BP =2 PP, 2 PP, =2 .. 2 P, 1P, upPPB,C < BP. Koacrpyumumo
kpo3 tauke P, P, P,..., P, npase p, p1, p2,..., Pp IapajiejHe IPaBO]
AB (Cmmra 14.1 (ii)). One pasznaxky cBaku ox napasnenorpama ABCD
u ABC'D' na n + 2 napanenorpama. Onu he omer oarosapajyhum
mujaronaJjama mapadeasum npasama AD' u BC 6utu pasiosmkeHu Ha
TpoyraoBe moxynapue tpoyriay AABP, u ykomuko je tauka P, pa-
3nuunTa on tauke C Ha jom aBa MelycoOHO momgymapHa TPOYTJaa W IBA
MeDhycobuo momymapua derBopoyriaa. Ilpema ApxwmmenoBoj akcuoMu



374 14. Pa3nokmBa M NOIyHCKA jeIHAKOCT JMKOBA. Mepeme ¢urypa

HEIPEKUTHOCTU, OPOj n je KoHauaH, Ia Cy IO NePUHUIUjU Iapaeso-
rpamu ABCD u ABC'D’ pa3io#uBo jeqHaku. O

Takobhe marepecanTHo je caenehe TBpheme

Teopema 14.2.2. Csaku mpoyzao pasnoncuso je jeOHak U3BECHOM NaAPa-
ACA0ZPAMY CA UCTNOM OCHOBUYOM, U BUCUHOM JEOHAKOM NOAOBUNHY BUCUHE
NOCMAMPAHO2 MPOY2AGQ.

Hoxa3. Heka je mat tpoyrao AABC (Cnura 14.2) u mera cy D u
E pemom cpemumrta nysxku AC u BC. Osumauumo ca F Tauky npase
DE raxBy na je B(D,E,F). Tanma cy tpoyraosu ADCE u AFBE
nonynapuu ma cy Tpoyrao AABC u mapasenorpam ABF D pa3mo:KuBo

jenmHaKU. O
C
D E\/F
A B
Ciuura 14.2.

Kao mupexkrny mocnemnuny teopema 14.2.1. u 14.2.2. nobujamo

Teopema 14.2.3. /Jlea mpoyzaa ca jeOHAKUM OCHOBUUAMG U JEOHAKUM
odzosapajyhum sucurama cy mMehy cobom pPazroncueo jednaKa.

WNurepecantua je u caemeha Tteopema

Teopema 14.2.4. Keadpam, wuja je jeona cmparnuya AB xamema npagoy-
2n02 mpoyeaa AABC paszroncuso je jednax npagoyzaoruxy wuja je jeona
cmpanuya nodydapra runomenysu BC' moe mpoyena, a 0pyea cmpanuya je
HOpMaaKa npojexyuja kamemee AB wa zunomenysy BC.

Hoxka3. O3maunmo ca D momHOKje HOpMAaJse u3 Tauke A HA XUMOTEHY3y
BC. Hera cy jom ABP(Q m BDRS pasmarpanu KBaapaT U IpaBo-
yraouuk. Osmaummo ca F Tauky y KOjoj mpaBa Kpo3 Tauky P map-
anenna npaBoj BC ceue mpaBy AC, a ca F Tauky y K0joj mpaBa Kpo3
rayry S napasenna npasoj AB ceue npaBy AD (Cuuka 14.3). Tazna
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S
R
P B F
D
Q A E C
Ciuura 14.3.

cy mapamenorpamu ABPQ u CBPFE pa3ioKnWBO jeTHAKU TPEMa TEO-
pemu 14.2.1., a napanerorpamu CBPE u ABSF nonynapuu. Takobe,
napaJiesorpamu ABSEF v BDRS cy pasnoxuso jemmaku. llaxie, 3ak-
Jmyuyjemo ma cy kBaapar ABPQ u npasBoyraonuk BDRS pa3iokuBo
jemHaAKN. O

Teopemy 14.2.4. masuBamMo Eyxaudo8om meopemom 0 PA3A0HCUBO]J
jeonaxocmu. VI3 me HEmoCcpemHo ciienu jeqHa O HAJCTAPUjUX U HAj3-
HavajHUjuX Teopema reomerpuje, [luraropumua Teopema O pa3jaoKUBO]
jemHaKOCTU:

Teopema 14.2.5. Keadpam wuja je cmpanuya Tunomenysa npasoyzioe
MPOY2AQ PANOACUBO € JEOHAK YHUJU KBAOPAMA HUJE CY CMPAHULE KAMEME
moe mpoyzaa.

lloka3. Heka je AABC mpaBoyrau Tpoyrao ca MOpPaBUM YIJIOM KO
temena B. He ymamyjyhwm ommrocTt mokasa, mpeTrmocTaBuUMO ma je
AB < BC (Caura 14.4). Heka cy 3atum ACKL, BCMN u ABPQ
KBaIpaTU KOjU Ce pemoM HaJase ca oHux crpana npasux AC, BC u
AB ca rojux cy pemom tauke B, K u C. Osmaunmo ca L' mommoxje
HOpMaJsie u3 Tauke L wa mpaBy AN, a ca U m V Tauke y rojuma ce
cery maposu mpaBux KL u BN, PQ u CA penom. Tama cy tpoyr-
nosu AUNK u AVPC, AAQV u ALL'U, ACMK u AAL'L mebhyco6u0
TpaHcaaTOpHO nomynapuu. Onartie mo HepUHUIUU CIeIU Oa je KBaI-
par ACKL pasnoxuso jemak yuuju ksagpara ABPQ v BCMN. [0
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A Q

N K M

Cuura 14.4.

Teopema 14.2.6. 3a npouszgonar mpoyzao, & CAMuM MUM U 34 NPOU3EO-
AN NPOCM, NOAUZON, YBEK CE MONCE KOHCMPYUCAMU NPABOY2AU MPOY2a0
Koju uma jeowy xwamemy 1, u Koju je ca mpoyzaom, 00HOCHO NOAUZOHOM,
DABNONCUBO JEOHAK.

Iloka3 oBor TtBpbhema cienu Ha OCHOBY Teopema 14.2.3.) 14.1.1. u
TamecoBe Teopeme.

14.3 Mepeme ¢urypa y pasau E2

Hepmaunuja 14.3.1. Cucmemom mepena pasrur guzypa HaA3UBAMO QYH-
KIMjy S KOja CBaKOj GuUrypu w Heke kojaekuuje K paBHUX ¢urypa, upu-
Apy:Kyje peasaH 6poj s(w), Hpy yeMy BazKu:

(i) Ako je w € K, onna je s(w) >0,

(ii) Aro wi, wy € K u wy = wo, Tama je s(wy) = s(wa),

(iii) Aro wi,wo, w3 € K 1 w; = wa + w3, onga s(wi) = s(ws2) + s(ws),

(iv) ITocToju kBampaTHA MOBPII Wy TakBa 1a je s(wp) = 1.

Bpoj s(w) koju y cucremy mMepema § oaroBapa GUIrypu w HA3UBAMO
MEPOM WU NOBPULUHOM (Puzype w y cucreMy s. KpamparTHy mOBDPUI wp
Ha3uBaMo jedunuwwom. Y caose (i), (ii), (iii), (iv) HasmBamo pecuek-
TUBHO YCJIOBUMA: HENE2AMUSHOCTU, UNHEAPUJAHMHOCTU, aA0UMUEHOCTU
U HOPMUPAHOCTU.

Yecnosu (i), (ii), (iii) m (iv) mpencrasibajy akcuome, a cama medu-
HUANMjA je aKCMOMATCKA meQUHUIMje TOBpIInHE Heke moBpmu. Ocum



14.3. Mepeme ¢urypa y pasau E? 377

aKCHOMATCKE IOCTOJU M KOHCTPYKTWBHA Ne(PUHUIM]A MepeHa IOBPIIN.
Hawmme, axkcmomarcka nepurHuIMja He naje MOryNHOCT HAJaKema, Tj.
KOHCTDPYKIUje (QYHKOUje S KOja IPENCTaBba CHUCTEM MepeHma PaBHUX
¢urypa. Crora je HEONXOMHO MPUCTYNUTU j€THOM CIEIUOUIHOM IMOC-
TYIKY KOjuUM ce nobuja ¢yHEmMja S. AKcmomMarcka mne@uHANUja, KOjOM
ce y TeOMeTPHUju yBOOW CUCTEM MepeHma PaBHUX (QUIypa, UMa CTPOTO
onmucHU KapakTep. IboMe ce jeIWHO MCTWUYE 1A je CUCTEM MeEpema
paBHUX (uUrypa m3BecHa (QyHKINUja S KOja HUCIYHaBa U3BECHE YCIIOBE
omuocHO akcmome (i) -(iv). Tom mpumimkoMm Huje GUIO peyn O ersuc-
TEHIUjU QYHKIMje S, O HAUUHY H€HOT KOHCTPYUCaHa HUTU O YCJIOBHMA
KaJa je oHa jemHo3HauHO ompebhena.

3amaTak je KOHCTPYUCATH TaKBy (YHKIN]Y S YKOJIWKO OHA IOCTOjU
¥ YCTAHOBUTU KPUTEPUjYME MEDPJHUBOCTU (KBAAPUOMIHOCTU) PaBHUX
¢urypa y pasau E2.

Do Co
AN A \J7
T o7
|
]
I W
[
k\
N
l L/
Ao ©®0 Bo
Cuura 14.5.

Ha caumm 14.5 je nmpexncraBi/beHa IPOM3BOJbHA QUIYypPa W PABHU E?
OrpaHWY€eHa MPOCTOM 3aTBOPEHOM JUHU]OM. Y OUeHEe Cy CBE KBaJgpaTHE
MOBPIIX KOje Cy YHyTap Te JUHUje U CBE KBaJApaTHE MOBPIIU KOje ca
TUM JIMKOM WIMA]y 3ajeIHUYKAX YHYTPAIIBUX TadaKa.

Heka cy y paseu E? nmatu orpanmdeHa (QuUrypa w U KBaIpaTHA
nospum wy = [AgBoCoDyp]. Ilomemomo cBaky o CyCemHUX CTPaHUIA
AoBy u AgDy moBpmm wy Ha jenmak 6poj, mup. 10¥ moxymapeux mysum
KpPO3 OEOHE TayKe KOHCTPYUIINMO IpaBe HapajiesiHe CTPaHUIaMa Te
KBaApaTHEe MOBpIM. KOHCTpyHCaHe IpaBe pas3jiaKy JUK wg HA 102k
MeDhy coboMm momymapHUX KBAAPATHUX TOBPIIN.

Heka je wy = [ApBrCyrDy] 6uno koja oxm wmux. KorcTpyumummo
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y pasuu E? nBa cucrema mapajieHUX IPABUX, TAKBUAX 14 j€ PacCTO-
jame m3meby mBe cycemme mpaBe CBAKOI CUCTEMa jeIHAKO CTPAHUIINA
KBaJpaTHE MOBPIIN Wy U Aa mpaBe onpebhene cTpanumiiamMa Te KBaIpATHE
MOBPINK TPUNANAjy TUM cucTeMuMa mpaBux. JloOujena mBa cucrema
npaBux onpebyjy jemmy rBampartHy Mpexry My rojy hemo 3BaTtu Mpe-
oM pamra k. Ta Mpexka pasnaxke pasan E? Ha HeOrDAHMYEHO MHOIO
KBaJPATHUX MOBPIIN KOje Cy MOAyIapHe moBpmu wi. O3HAUNMO ca my
yKyIaH OpoOj KBaJIPATHUX IOBPIIM MPEXE Wy CALPKAHUX Yy QUIYPH W,
a ca m; yEymaH 6poj KBagpaTHUX MOBpIIU Mpexke My Koje ca moBpiu
w UMajy 3ajeHUYKMX YHyTpallmux Tadaka. Ako O6pojy k majemo pe-
cunexktuBHOo Bpemuoctu 0,1,--- y moryhrocTM cMO ma ¢opMupamo aBa
OpojHa HU3A

my M3

miomy 14.1
0700 1002 (14.1)
/ /
/ ml m2
mo My 14.2
M0 700" 1002° (14.2)

C o63upom ma je m;p1 > 100m; u mgﬂ < 100m; mobujamo pemnauuje

ma < M2
=700 = 1002 =

mh > mi/l > m7/2
0= 100 = 1002 —
ITpema Tome, (14.1) je neonananyhu, a (14.2) nepacryhu aus. Ocum
Tora je
mi m'.
= < —L
100¢ — 1007
Saucra! Ako je i = j tBpbeme ciaemu memocpemuo. Axo je i < j
Tana je m; < m; < mj, na je (14.3) y oBom cayuajy 3amososmeno. Ako
je i > j, rama je m; < m; < mj;, te penammja (14.3) Bawm m y oBom
caydajy.

za svako 4,7 =0,1,2,--- (14.3)

Hakue, au3 (14.1) je orpanmuen ca ropmwe, a uu3 (14.2) ca gome
crpane. Ilpema tome, Huzosu (14.1) u (14.2) cy komBeprentau. Heka
je

/
lim —% = 4.
i—oo0 100*

. myg
lim - = S,
i—oo 100
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Hepununuja 14.3.2. Bpoj s masueamo ywympawmom a 6poj s cno-
DAULHOM MePOM puzype w.

N3 (14.3) caemqu nma je s < §'. Y ommrem caydajy § MOke OUTH 1
mMame oxn s'. Om moceGHOr je MHTepeca MCKbYUYMBO ciaydaj § = s

Iedurvnuja 14.3.3. durypa w € E? je xeadpubusmna (mepousa) y
Kopnanosom cmucay ako 3a my Baxku s = s'. Y ToM ciaydajy Opoj
s HaszuBaMo Mmepom ¢urype w. Tarkobe 6poj s masusamo sKopdarnogom
MEPOM UIU NOBPULUHOM DUTYDE W.

W3 nedumHumnuje memocpenHo cienu na je paBHa QUIYypPa w KBAIPU-
ounna y sKopmanoBoMm cMucity camo ako je s —s =0 Tj. ako je

!
_omy—my
lim —¢

Jm =g =0

Ha Taj mauun je morazana caemeha Teopema

Teopema 14.3.1. Ha xaacu keadpubuanur duzypa y pasHu E? nocmoju
Pynruuja s koja 3a0osomasa akcuome (1) — (4).

Ta ¢ysEIUja je y cTBapym (YHKIMja KOja je rope KOHCTPpYHUCAaHA.
Purypu w C E? 3a kojy je s = s’ nomemyjemo 6poj s(w) 3a Koju yTBpI-
jyjemo ma 3amoBosbaBa akcuome (1)-(4).

Teopema 14.3.2. Axo cya ub dyxcune cmpanuya Hekxe npagoyzaoHe nos-
pwu w € E? mada je s(w) = ab.

lloka3. De3 ymamema ONMTOCTA TPETIOCTABUMO M4 CY CTPAHUIE Ipa-
Boyraoue nospim w = ABCD napaJjeise cTpaHuiiamMa KBaapaTHe MIOBpP-
mm wy = AgBoCoDy. Heka je p; mpesxa pasau E? nedunucana y omaocy
Ha MOBPII wy. Mpeska p; onpebena je npasama AB u AD u npencraBina
rpaaujanujy paura ¢. O3Hauumo ca a; u b; 6GpojeBe omcedaka rpaau-
jamuje p; xoju npunanajy crpanunama AB u AD a ca a) u b, 6pojese
omceuaka koje ca crpanunama AB wm AD wmajy yHyTpammux 3aje-
HUUKUX Tadaka. Tazna je a, < a;+2 u b, < b, +2. Aro ozmaummo ca m;
yEymaH 6poj KBaIpaTHUX MOBPIIU MPEXKE [; KOje IPUNanajy MOBPIIU w
a ca m} ykynaa 6poj Mpexe [ KOje ca HOBPIIM w MMAajy 3ajeXHIIKIX
yHyTpammux radaka oulie m; = a;b;, m, = ab) u
m;—m; _ (a; +2)(bi +2) — a;b; 2

< 4 < (a+b+ ).
1007 1007 (a+b+ 757)
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Tamna je

!/
lim i — M ml
1—00 100

ma je moBpm w KBaapubuiHa y slKopmamoBoMm cmucay. Taxkobhe Basku

=0

a; a’ b; b’

Opnasge je

aibi‘ <ab< a;b;

100? 100*
[IpenackoMm Ha TpaHMYHE BPETHOCTU Kad ¢ — OO HAJA3UMO 1a je
s(w) = ab. O

Ha Taj mauwms MokeMO OApeAUTV NOBPIIUHY OWJIO KOj€ HMOJUTOHCKE

MOBPIIU pa3jarameM Ha TPOyraoOHE HMOBPIIN.

Iedurunuja 14.3.4. Deomerpujcku muk w C E? je weadpubusan axo
3a cBako ¢ > () mocToje monuroncke nmoppmm W’ u w” TakBe ma je

JCcwcw u osW) —sW) <e.

HaBenena nepunumja npencrapiba ONINTY Ae(UHUIN]Y KBaApUOMII-
HOCTH IPOM3BOJLHOT T€OMETPUjCKOT KA W y paBau E2. Y oBoM ciydajy
[IOCTaBJba Ce MUTame onpebhuBama MOBPUIMHE NPOU3BOJLHOI IEOMETPU-
jckor nuka y pasau E2.

Hepnannuja 14.3.5. O3nauumo ca p’ CKyI CBUX MOJUTOHCKUX MOBPIIN
w' Koje mpunanajy UKy w a ca i CKyn CBUX HOJMTIOHCKUX HOBPIHU w'
KOje calpyke JUK w. IOBPIIMHOM JUKa W HAa3uBaMoO 6poj s(w) mpu yemy
je

s(w) = sup s(w') = inf s(W’).

w/eul UJNGMN
Bpoj sup s(w') HA3MBaAMO MOKOM MM YHY TpamsoM JKopaanoBoM Mepom
w'ep!
noBpum w, MOk 6poj inf s(w”) HazMBAMO TOPHOM WM CIIOJHAIIHOM

w//eu//
sKopmanoBoM MepoM MOBpLIN W.

Hakne 6poj s(w) he mpencraB/paTy HOBPIIMHY JUKA W CAMO aKO CY
noma U ropikha sRopaanoBa Mepa Juka w jemHake. Huje Temro yctazo-
BUTH 2 je MPEeTXOonHA Ne(MHUIja CIENUjallaH clIydaj OBe Oe(pUHUI]je
kKoja omMoryhyje ma yCTaHOBUMO KBaAPUOUIHOCT U ONPEAUMO TTOBPIIUHY
6uao xor nuka pasuu E2.
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14.4 Mepeme ¢urypa y npoctopy E3

Hedpmaunmuja 14.4.1. Cucmemom mepema npocmoprur guzypa Ha3uBaMO
¢GymEIUjy v Koja cBakoj ¢purypu ® mexor ckyma K ¢urypa mpocropa E3
npuapyskyje peanan 6poj v(P) npu uemy Basku:

(i) Axo je ® € K, ouzna je v(®) > 0,

(ii)) Axo @1, Py € KL u &) = P9, Tana je v(P1) = v(P2),

(iii) Axo @1, Py, P3 € K u &1 = Po + P3, onma v(P1) = v(P2) + v(P3),

(iv) ITocroju roura @y € K, raksa na je v(Pg) = 1.

Bpoj s(®) koju y cucremy mepema v oarosapa ¢urypu ® mazusamo
MepoM miu 3anpemunoM purype @ y cucremy v. Kongy ®¢ mazusamo je-
Junuyunom. Ycnose (i), (ii), (iii), (iv) Ha3UBAMO PECIEKTUBHO yCIOBUMA
HEHETaTUBHOCTY, WHBAPU)AHTHOCTH, aIUTUBHOCTA U HOPMUPAHOCTH.

Anajorso mocrynky y E? m3BoaM ce KOHCTpYyKIHMja (yHEIUje v y
npoctopy E3. Y pasmarpamuM muzosuma he ce ymecro 10?2 mojas-
puBaru 10%, IOK Cy MOKAa3u AHAJOTHWU. 3aIPEMUHY HAJA3MMO KOH-
CTPYKTUBHUM IIOCTYIIKOM peIeTaka y IPOCTOPY E3. UYpras Taj mOoC-
TYIaK OPEACTaBba ¥ CTBApU AehUHUCAKE (PYHKIU]e v KOHCTPYKTUBHUM
OyTeM 33 Pa3iuKy OO MPETXOTHO Ne(PUHUCAHOT AKCUOMATCKOT 3aCHU-
Bama (YHKIUje v IPU YEeMy HOUTama €r3UCTeHNUje U e(PEeKTUBHOD MOC-
TyIKa KOHCTPyKIUje HuCy obyxBaheHa akCHOMATCKOM Ae(UHUIN]OM.

Koucrpyucame dyurmnuje v omoryhasa ogpebuBame 3anpemuna map-
ajielenunena U MpU3Me, NOK Ce 3alpeMUHa TUPaAMUIEe HE MOKEe TaKO
nobury, Behce nmobuja yHUBEP3AJHU]OM METOIOM.
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Ilonynpocrtop, 55
OTBOPEHU, HH
3aTBOPEHU, 5O



NMHAIEKC ITOJMOBA

389

ITonypaBan, 43
oTBOpeHa, 43
3aTBOpeHa, 43
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y OOHOCY Ha KpyTr, 348
y omHOCY Ha chepy, 348, 356

I[Torennujamua oca, 350

ITorennujanua papas, 357

[Torennujanuo cpenuinre, 351

IToBezanocT, 38

IToBe3uBocT, 38

IToBpm
nuenapcka, b6
nojuenapcka, 73
TTOJIUTOHCKA, D8
pormacta, 69

IToBpm
[TOJIUTOHCKA,

TpuaHrynamuja, 65

IToBpmr
yeTBOpOyTaoHa, 117
[JIVe 1aPCKa

pyo6, 74
oJIne IapCKa
xomeomopduzam, 82
KapaKTepUCTUKa, 83
nanam, 73
oTBOpeHa, 74
MoBpaTHa JIMHUja, 81
mpocra, 74
pon, 81
ciaoxkeHna, 74
3aTBOpeHa, 74
MOJUTOHCKA
oTBOpeHa, 61, 62
py6, 61
BUIIECTPYKO IOBe3aHa, 67
3aTBOpeHa, 61
porJacra
jemHocTpaHa, 69

pormacta
KOHBeKcHa, 70
OTBOpeHa, 69
npocTta, 69
cinoskeHa, 69
BuIIecTpaHa, 69
3aTBOpeHa, 69
Tpuemapcka, 139
IIpamen paBauU
ennnTruakm, 202
xunepooauury, 202
roakcujasan, 202
oproronajau, 202
IIpaBa, 19
XapMOHUjCKe 4eTBOPKe, 326
MUMoOuUIa3He, 23
nmapaJieJJHOCT, 262
mpaMeH, 157
eIUNTUYKA, 158
xunepboauuru, 159
oprouneHTpuyHu, 164
mpaBai, 263
npeceyHa, 23
cuorn, 201
IIpecnukaBame
UAeHTUIHO, 95
jemmHUYHO, 95
KOMHIOUAeHIja, 95
ITpuzma
TOMOJIONIKA, 79
IIpocTop, 19
Eyxkaunncku, 261
TI"aycos, 366
koH(pOpMHHU, 366
Mepewme ¢urypa, 381

Panurkaana oca, 350
chepa, 357

Pamurkanna pasan, 357

Panmuranano cpemumrre
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chepe, 358 paBHH, 55
Pasan, 19 porswacTe noppmu, 69

Eyrnuncka, 261
I'aycosa, 359
XapMOHIjCKe YeTBOPKe, 326
KOH(pOpPMHa, 359
Mepeme purypa, 376
opujeHTUCaHa, 53
ocionta, 70
napaJjengHoct, 262
mpameH, 201
cuom, 201
PaBancka peduexcuja, 194
Paznarame, 38
Penanuja
INES
seha om, 107
OyaJiHOCTH, 77
expunoyennuje, 308
uHnUAeHIje, 21
UHIIUAEHTHOCTHU, 77
uszmeby, 19, 24, 29
n3oMopdrOCTH, 77
HOPMAaJIHOCT
npaBux, 123
OPTOTOHAJHOCT
npaBux, 123
IOy AAPHOCT
mapoBOBa Tavaka, 89
ypebene n-topxke, 92
nonynapaoctu, 20
nonynapaoctu aysxm, 100
nonynaprocTHa yriaosa, 100
oIy pAapPHOCTU JIMKOBa, 99
mocie, 42
npe, 42
ca uCTe cTpaHe
Tavke, 39
auenapcke moppmwu, 56
npase, 43

yraone jgmHuje, 47
ca pas3HuX CTpaHa
Tauvke, 39
ovenapcke moppmm, 56
npage, 43
paBHU, 55
porsacte noBpiu, 69
yraone sunuje, 47
YIPaBHOCT
mpaBe u paBHU, 126
mpaBux, 123
Poram, 69
rparuna, 70
KOHBekcaH, 70
Poramuona nonynapuoct, 172

C¢epa, 82, 331
npameH, 358
eJINITUYKA, 358
xunepoonmuku, 358
napabonnuku, 358
cHoI, 358
eJINITUYKA, 358
xunepooamuku, 358
napaboanuku, 358
Cumerpuuna pacnopebenoct, 159
Cumerpuja, 293
Canunoct, 305
JIUKOBa, 323
Cuon mpasux, 202
enunTuyku, 202
xunepo6osuurn, 202
KOHKypeHTHU, 202
oproronajgamu, 202
Cuon pasum, 202
Cras
Kommujes, 126
Ileano, 57
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Tauxra, 19
XapMOHUjCKe YeTBOPKe, 326
KOJIUHeapHOCT, 21
KoMILIaHapHOCT, 21
yHyTap nojaurosa, 61
BaH MOJUTOHA, 61
Tauxra
pacmopen, 24
Teopema
Hlan, 212, 298
MTana-Xjenmcaena, 174
sKopnau
pa3narame paBHU, 62
sKopnau
nosuenap, 76
pormacta nmospm, 70
Amnomnonuje, 339
Amnononujes gpyr, 328
Bepuynu-lllanxa, 292
Hanambep, 205
Heszapr, 343
Xjeamcaena, 151
Kapno, 342
Jlajonum, 341
0 HOpMaJaMa, 178
O TpaH3UTUBHOCTHU, 182
o Tpu HOpMaJe, 128
Ojnep, 338
mojuenapcka moBpm, 83
OCHOBHA
o pasbujamy npase, 39
M30MeTPUjCKe TpaHcPopMa-
nuje, 96
knu3ajyha pediaercuja, 191
0 pasiaramy IPOCTOpa, 55
IOy AAPHOCT MapOBa TaYaKa,
91
ITackan, 344
IItomomej, 347
Cumucon, 336

cpenumre nyxu, 101
Crjyaprt, 341
Tanec, 279, 280, 330
Ban-O6en, 346
Terpaenap
nonymapHocT, 145
BucuHa, 146
Tpajexkropuja, 170
Tpancpepsana, 268
Tpanchopmanuja
MHBEp3HA, 96
UHBOJYIUOHA, 173
M30MeTpPUjcKa, 95
oupekTHa, 147
UHIWPEKTHa, 147
oca, 175
mpoctopa, 193
paBHU, 287
CJIMYHOCTU
nupekTHa, 307
nHIMpeKTHa, 307
roedumnujert, 305
cpenumrte, 320
cimuroctu, 305
Tpancnanmja npoctopa, 218
oca, 218
Tpancnanuja pasBuu, 185
TpaHcMyTanuja, 187
TpancnaTopua pediekcuja
mpoctopa, 220
paBHu, 188
Tpancmyranuja, 155
neHTpaJiHa pediekcuja, 167
ocHa peduekcuja, 205
paBaHcka pediekcuja, 197
TpaHcaamuja, 219
Tpuenap, 139
nosapHu, 139
CTaBOBU O TOAydapHOCTU, 142
Tpoyrao, 37



392 NMHAEKC IIOJMOBA

LIEHTap ONMUCAHOT Kpyra, 274 carnacHu, 269
LeHTap yIUCAHOT Kpyra, 274 cynpotHu, 269
nedext, 246 YuyTpammu ayToMopdusaMm, 155
opToneHTap, 275
caumydHOoCT, 324 Bexrop, 308
cpenma nunuja, 270, 273 npasax, 308
rexucte, 277 cmep, 308
Yrao, 47 3aBojuu moxyobpraj, 222

3aBOjHO KpeTame

obucerkrpuca, 106
mpoctopa, 221

nmeHTpaJHu, 331
ouenpa, 135
ucTocMepHu, 53
um3mebhy kpyrosa, 333
Mepewe, 236, 239
MUMOUJIa3He IpaBe, 283
HAJI TPEYHUKOM, 277
manopenau, 50, 104
omrap, 109
onpyxeH, 50, 106
OpUjeHTUCAH, 53
oTBOpEHU, 47
nepudepujcen, 331
npas, 109
pacnosoBaua, 106
poranuje, 203
cumetrpadia, 106
CyOpOTHOCMEPHU, 53
cycenuu, 50
Ty, 109
yHakpcHu, 50, 105
3aTBOpeHu, 47
Yraouna nunuja, 47

kpamu, 47
Teme, 47
Yraosu

Ha TpaHchepsanu, 267
HaU3MeHuvIHU, 269

ca HOpMaJHUM Kpanuma, 270
ca mapaJiestHuM Kpanuma, 270
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