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PREDGOVOR

Zbirka zadataka Konstrukcije u euklidskoj ravni nastala je iz
veжbi koje su vixe godina unazad drжane na Prirodno matema-
tiqkom fakultetu u Nixu na Departmanu za matematiku iz pred-
meta Geometrija i Osnovi geometrije. Znaqi ova zbirka je na-
meƬena pre svega studentima matematike Prirodno-matematiqkog
fakulteta u Nixu. S obzirom na izbor zadataka, ova zbrka moжe
biti interesantna i za studente matematike drugih univerziteta
a tako�e i za profesore sredƬih xkola za pripreme takmiqeƬa iz
matematike i za uqenike Matematiqke gimnazije.

Prilikom izrade zbirke rukovodio sam se potrebom da, pored
zbirki iz geometrije sa velikim brojem konstrukcijskih zadataka
u kojima su dati zadaci bez rexeƬa ili samo sa idejama za Ƭi-
hovo rexavaƬe, treba da postoji i zbirka sa detaƩno rexenim
konstrukcijskim zadacima. Naravno to je i razlog smaƬeƬa broja
zadataka. U pisaƬu rexeƬa trudio sam se da se xto ve�i broj za-
dataka potpuno precizno i detaƩno obrazloжi. Na taj naqin, nivo
preciznosti nekih od rexeƬa prevazilazi nivo koji se oqekuje od
studenata na pismenom ispitu.

Zadaci su grupisani po oblastima i, koliko je to bilo mogu�e,
podoblastima, a u okviru Ƭih od lakxih ka teжim. ZahvaƩuju�i
tome, zbirka moжe da se koristi i kao metodiqka zbirka, tj. ne
sluжi samo za proveru znaƬa.

Deo zadataka iz ove zbirke je originalan. Ostatak zadataka
je preuzet iz vixe izvora. Pored zadataka sa veжbi najvixe je
korix�ena Zbirka zadataka iz geometrije Dragomira Lopandi�a
[17], kƬiga Euklidska geometrija Mi�e Stankovi�a [30], a delom i
zbirka zadataka iz geometrije Predraga Janiqi�a [12].

Zbirka je posve�ena pre svega razmatraƬu problematike kon-
strukcija raznih ravnih figura kada su zadati odgovaraju�i po-
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lazni elementi. Celokupna materija podeƩena je u dva dela.
U prvom delu, obra�ene su primene podudarnosti i sliqnosti

trouglova i harmonijske qetvorke taqaka. Izloжeni su, kao rex-
eƬa zadataka, dokazi velikog broja najznaqajnijih teorema geo-
metrije vezanih za trougao, qetvorougao, krug i Ƭihove uzajamne
odnose. One �e imati primenu u drugom delu zbirke prilikom
rexavaƬa konkretnih konstrukcijskih zadataka

Drugi deo posve�en je rexavaƬu raznih konstrukcijskih za-
dataka. PodeƩen je na sedam sekcija. U prvoj sekciji date su
uvodne napomene vezane za konstrukcijske zadatke. Druga sekcija
opisuje tok rexavaƬa konstrukcijskog zadatka u opxtem sluqaju.
U tre�oj sekciji rexavani su neki prostiji primeri. Qetvrta
i peta sekcija posve�ene su zadacima vezanim za krug a tako�e i
neka interesantna geometrijska mesta taqaka. Najve�i deo zbirke
obuhvata xesti deo koji obra�uje konstrukcije trouglova. Tu su
naxli primenu skoro svi zadaci iz prethodnih delova zbirke. Na
kraju, u sedmom delu, rexavani su konstrukcijski zadaci vezani za
qetvorouglove.

Recenzentima, dr ƨubici Velimirovi�, dr Milanu Zlatano-
vi�u i dr Mariji Najdanovi� se ovom prilikom najsrdaqnije za-
hvaƩujem za pomo� koju su mi pruжili, svojim primedbama i sug-
estijama, u pripremi ove zbirke. Oni su na taj naqin doprineli
da pojedini delovi ove zbirke budu taqnije i preciznije izloжeni.
ZahvaƩujem se i svima onima koji su na bilo koji naqin doprineli
da ova zbirka ugleda svetlost dana u ovom obliku. Naravno bi�u
zahvalan i svima onima koji �e svojim sugestijama, predlozima i
primedbama doprineti poboƩxaƬu ove zbirke zadataka.

Nix, 20.01.2015. Autor
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4 SADRЖAJ



Deo 1

Vaжnije teoreme

1.1 Primene podudarnosti i sliqnosti trouglova

Zadatak 1. Ako je ∡A trougla ∆ABC razliqit od pravog ugla i ako

su M i N taqke polupravih BC i CB takve da je ∡BAM = ∡C i

∡CAN = ∡B dokazati da je trougao ∆AMN jednakokraki.

RexeƬe: Za taqke M i N mogu nastupiti slede�i sluqajevi:
(i) Vaжi raspored taqaka B−M−N−C. Tada je (Slika 1.1 (a))
∡AMN = ∡BAM + ∡ABM = ∡C + ∡B i
∡ANM = ∡CAN + ∡ACN = ∡C + ∡B.
Dakle, u ovom sluqaju je ∡AMN = ∡ANM , tj. trougao ∆AMN

je jednakokraki.

(ii) Vaжi raspored taqaka B−N−M−C. Tada je (Slika 1.1 (b))
∡AMN = ∡C+∡CAM = ∡C+(∡A−∡BAM) = ∡C+∡A−∡C = ∡A

i

Slika 1.1.

∡ANM = ∡B+∡BAN = ∡B+(∡A−∡CAN) = ∡B−∡A−∡B = ∡A.

5



6 1. Vaжnije teoreme

Dakle, i u ovom sluqaju je ∡AMN = ∡ANM , tj. trougao ∆AMN
je jednakokraki.

(iii) Vaжi raspored taqaka N−B−C−M . Tada je (Slika 1.1 (c))
∡AMN = ∡C − ∡CAM = ∡BAM − ∡CAM = ∡A i
∡ANM = ∡B − ∡BAN = ∡CAN − ∡BAN = ∡A,

pa je i u ovom sluqaju ∡AMN = ∡ANM , tj. trougao ∆AMN je
jednakokraki.

(iv) Vaжi raspored taqaka N −B −M − C. Tada je
∡AMN = ∡C + ∡CAM = ∡BAM + ∡CAM = ∡A i
∡ANM = ∡B − ∡BAN = ∡CAN − ∡BAN = ∡A,

pa je i u ovom sluqaju ∡AMN = ∡ANM , tj. trougao ∆AMN je
jednakokraki.

(v) Vaжi raspored taqaka B−N−C−M . Ovaj sluqaj se razmatra
analogno kao prethodni.

(vi) Taqke M i N se poklapaju, tj. M ≡ N . Tada je
∡A = ∡B + ∡C, tj. ∡A = R, a ta mogu�nost je iskƩuqena pret-
postavkom zadatka. �

Zadatak 2. SredƬa linija trougla paralelna je osnovici i jednaka

polovini osnovice. Dokazati.

Zadatak 3. Dokazati da sredixta dijagonala i sredixta krakova

bilo kog trapeza pripadaju jednoj pravoj

Uputstvo: Koristiti zadatak 2. �

Zadatak 4. Dokazati da je sredƬa linija konveksnog trapeza jednaka

polpoluzbiru a duж odre�ena sredixtima dijagonala jednaka polura-

zlici paralelnih stranica.

Uputstvo: Koristiti zadatak 2. �

Zadatak 5. Dokazati da je sredƬa linija sloжenog trapeza jednaka

polpolurazlici ve�e i maƬe osnovice.

Uputstvo: Koristiti zadatak 2. �

Zadatak 6. (Simpsonova teorema) Podnoжja normala kroz bilo koju

taqku kruga opisanog oko nekog trougla na pravama koje su odre�ene

stranicama tog trougla pripadaju jednoj pravoj. Dokazati.
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Slika 1.2.

RexeƬe: Neka je P proizvoƩna taqka kruga l. Ako se P poklapa
sa nekim od temena trougla dokaz je trivijalan.

Pretpostavimo da se taqka P ne poklapa ni sa jednim od temena
A, B, C trougla ∆ABC. Tada taqka P pripada nekom od lukova
⌢
AB,

⌢
BC ili

⌢
CA kruga l. Neka taqka P pripada luku

⌢
AC kome ne

pripada taqka B (Slika 1.2). Konstruiximo normale iz taqke P
redom na prave odre�ene stranicama BC, CA i AB i oznaqimo sa
A′, B′ i C ′ Ƭihova podnoжja.

Taqke P , A, B i C pripadaju krugu l pa je qetorougao PABC
tetivan, odakle sledi da je ∡B + ∡APC = 2R.

Qetvorougao PC ′BA′ je tako�e tetivan jer je

∡PC ′B = ∡BA′P = R

pa taqke A′ i C ′ pripadaju krugu qiji je preqnik BP . Odavde sledi
∡B + ∡A′PC ′ = 2R. Dakle

∡APC = ∡A′PC ′, (1.1)

kao dopune istog ugla ∡B do 2R. Odavde sledi

∡C ′PA = ∡CPA′ (1.2)

kao dopune ugla ∡CPC ′ do jednakih uglova iz (1.1).
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Qetvorougao PB′AC ′ je tetivan jer se duж AP vidi iz taqaka
B′ i C ′ pod pravim uglom. Znaqi taqke B′ i C ′ pripadaju krugu
nad preqnikom AP . Sada je

∡C ′PA = ∡C ′B′A (1.3)

kao periferijski uglovi nad istim lukom
⌢

C ′A.
Qetvorougao PB′CA′ je tako�e tetivan jer se duж PC vidi pod

pravim uglom iz taqaka A′ i B′. Sada je

∡C ′PA′ = ∡CB′A′ (1.4)

kao periferijski uglovi nad istim lukom
⌢

CA′.
Iz jednakosti (1.2), (1.3), (1.4) sledi

∡C ′B′A = ∡CB′A′.

Kako su zbog poloжaja taqke P ova dva ugla jednaka i istosmerna,
kraci B′A i B′C pripadaju istoj pravoj AC, to �e i kraci B′C ′

i B′A′ pripadati istoj pravoj, a to znaqi da �e taqke A′, B′ i C ′

biti kolinearne. �

Zadatak 7. Ako je H ortocentar trougla ∆ABC, dokazati da su

polupreqnici krugova opisanih oko trouglova ∆HBC, ∆HAB, ∆HCA
i ∆ABC me�usobno jednaki.

RexeƬe: Oznaqimo sa A′′ jox jednu preseqnu taqku kruga l i prave
AH, a sa A′, B′ i C ′ podnoжja visina redom iz taqaka A, B i C
(Slika 1.3). Sada je

∡A′A′′C ≡ ∡AA′′C = ∡ABC,

kao periferijski uglovi nad istim lukom
⌢
AC. Tako�e vaжi

∡A′HC = ∡ABC,

kao uglovi sa normalnim kracima, pa je

∡A′A′′C = ∡A′HC. (1.5)

Sada su trouglovi ∆HCA′ i ∆A′′CA′ podudarni prema drugom
stavu jer je ∡HA′C = ∡A′′A′C, A′C ≡ A′C, pa prema (1.5) imamo
∡A′A′′C = ∡A′HC. Iz Ƭihove podudarnosti sledi

HA′ = A′A′′, HC = A′′C. (1.6)
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Slika 1.3.

Posmatrajmo trouglove ∆HA′B i ∆A′′A′B. Oni su podudarni
prema prvom stavu jer je A′B ≡ A′B, ∡HA′B = ∡A′′A′B = R i HA′ =
A′′A′ - iz (1.6). Iz Ƭihove podudarnosti sledi

HB = A′′B. (1.7)

Sada su trouglovi ∆HBC i ∆A′′BC podudarni prema tre�em stavu,
jer je BC ≡ BC, HB = A′′B - iz (1.7) i HC = A′′C - iz (1.6). Iz
podudarnosti trouglova ∆HBC i ∆A′′BC sledi podudarnost svih
Ƭihovih elemenata elemenata, pa i polupreqnika opisanih kru-
gova. S druge strane, temena trouglova ∆A′′BC i ∆ABC pripa-
daju istom krugu l pa je on opisan oko Ƭih. Odavde sledi da su
polupreqnici opisanih krugova oko trouglova ∆ABC i ∆HBC jed-
naki me�u sobom. Dokaz se izvodi analogno i za parove trouglova
∆ABC, ∆HAB i ∆ABC, ∆HCA. Dakle, polupreqnici opisanih
krugova oko trouglova ∆ABC, ∆HBC, ∆HAB i ∆HCA su me�u-
sobno jednaki. �

Zadatak 8. (Ojlerova teorema) Ako je H ortocentar, T teжixte,

O centar kruga l opisanog oko trougla ∆ABC i A1 sredixte stra-

nice BC dokazati da je:

a) duж OA1 paralelna i istosmerna duжi AH i OA1 = AH/2,

b) taqke O, T i H pripadaju jednoj pravoj pri qemu je HT = 2 · TO.
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Slika 1.4.

RexeƬe: a) Oznqimo sa D jox jednu zajedniqku taqku prave OC i
kruga l (Slika 1.4). Ugao ∡CBD je prav, kao ugao nad preqnikom
CD. Sada je DB ⊥ BC i AH ⊥ BC, odakle sledi

BD ‖ AH. (1.8)

Taqke O i A1 su sredixta redom duжi CD i BC, odakle sledi da
je duж OA1 sredƬa linija trougla ∆DBC pa vaжi

OA1 ‖ BD i OA1 =
1

2
BD. (1.9)

Iz (1.8) i (1.9) sledi OA1 ‖ AH.
Na isti naqin je DA ⊥ AC i BH ⊥ AC odkle je DA ‖ BH.

Sada, za qetvorougao BDAH vaжi DA ‖ BH i AH ‖ BD pa je on
paralelogram pa su mu naspramne stranice jednake, tj. AH = BD.
Sledi

OA1 =
1

2
BD =

1

2
AH.

b) Taqka T je teжixte trougla ∆ABC pa je AT = 2 · TA1.

Iz AH ‖ OA1 i AT ≡ TA1 sledi

∡HAT = ∡OA1T,

kao uglovi sa paralelnim kracima. Sada iz AH = 2 · OA1 i AT =
2 · TA1 na osnovu Talesove teoreme sledi HT = 2 · TO i HT ‖ TO.
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Prave HT i TO su paralelne i imaju zajedniqku taqku T odakle
sledi HT ≡ TO, tj. taqke O, T i H su kolinearne. �

Definicija 1.1.1. Prava odre�ena taqkama O, T i H naziva se
Ojlerova prava.

Zadatak 9. Dokazati da taqke simetriqne ortocentru u odnosu na

sredixta stranica trougla pripadaju krugu koji je opisan oko tog

trougla.

RexeƬe: Neka je dat trougao ∆ABC. Neka su (Slika 1.5):
O - centar opisanog kruga oko trougla, H - ortocentar,
A1, B1, C1 - sredixte stranica BC, CA i AB redom,
A′, B′, C ′ - podnoжja normala iz A, B, C na BC, CA i AB,
A′′, B′′, C ′′ - taqke simetriqne taqki H u odnosu na A1, B1 i C1.

Po konstrukciji je

Slika 1.5.

HA1 = A1A
′′ tj. HA′′ = 2 ·A1A

′′.

Iz zadatka 8. imamo

AH ‖ OA1 i AH = 2 ·OA1. (1.10)

Oznaqimo sa A2 preseqnu taqku pravih AO i HA1. Tada za
trouglove ∆AA2H i ∆A1A2O imamo na osnovu (1.10) i Talesove
teoreme

A2H = 2 ·A2A1 i AA2 = 2 ·OA2.
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To znaqi da je A2 taqka simetriqna taqki H u odnosu na A1, tj.
A2 ≡ A′′. Sada iz AA2 = 2 · OA2 sledi AA′′ = 2 · OA′′ = 2 · OA, pa je
AA′′ preqnik kruga l opisanog oko trougla ∆ABC, odakle je A′′ ∈ l.

Analogno se dokazuje da B′′ ∈ l i C ′′ ∈ l. �

Zadatak 10. Ako su A1, B1 i C1 sredixta stranica BC = a, CA = b
i AB = c trougla ∆ABC (AC > AB), p-Ƭegov poluobim, O-centar

i r-polupreqnik kruga ℓ opisanog oko trougla ∆ABC; S, Sa, Sb i Sc

centri a ρ, ρa, ρb i ρc polupreqnici upisanih krugova k, ka, kb i kc,
pri qemu krug k dodiruje stranice BC, CA i AB u taqkama P , Q i R
respektivno; krug ka dodiruje stranicu BC i produжetke stranica

AC i AB respektivno u taqkama Pa, Qa i Ra; krug kb dodiruje stra-

nicu CA i produжetke stranica AB i BC respektivno u taqkama

Qb, Rb i Pb; krug kc dodiruje stranicu AB i produжetke stranica

BC i CA respektivno u taqkama Rc, Pc i Qc i ako su M i N taqke

u kojima simetrala stranice BC seqe krug ℓ, pri qemu je taqka M

na luku
⌢

BAC, zatim M ′, N ′ normalne projekcije taqaka M i N na

pravu AB, dokazati da je:

a) AQa = ARa = p, (BPb = BRb = p, CPc = CQc = p);

b) QQa = RRa = BC = a, (PPb = RRb = b, PPc = QQc = c);

v) QbQc = RbRc = BC = a, (PaPc = RaRc = b, PaPb = QaQb = c);

g) AQ = AR = p− a, BRc = BPc = p− a, CPb = CQb = p− a,

(CQ = CP = p− c, BP = BR = p− b);

d) PPa = b− c, PbPc = b+ c;

�) PaA1 = A1P, PbA1 = A1Pc;

e) A1M =
1

2
(ρb + ρc), A1N =

1

2
(ρa − ρ);

ж) MM ′ =
1

2
(ρb − ρc), NN ′ =

1

2
(ρa + ρ);

z) AM ′ =
1

2
(b− c), AN ′ =

1

2
(b+ c), M ′N ′ = b;

i) ρa + ρb + ρc − ρ = 4r.

RexeƬe: Lukovi
⌢
BN i

⌢
CN kruga l su jednaki (Slika 1.6), odakle

sledi da su i uglovi ∡BAN i ∡CAN jednaki kao periferijski
uglovi nad jednakim lukovima, pa taqka N pripada simetrali s
unutraxƬeg ugla kod temena A. S obzirom na to da je MN pre-
qnik kruga l to je ∡NAM prav, pa taqka M pripada simetrali s′

spoƩaxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC.
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Slika 1.6. ”Veliki” zadatak
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a) Duжi AQa i ARa su jednake kao tangente duжi iz taqke A na krug
ka. Vaжi raspored taqaka A−B−Ra i A−C−Qa, odakle dobijamo
ARa = AB + BRa, AQa = AC + CQa. Iz posledƬe dve jednakosti
sledi da je:

ARa +AQa = AB +BRa +AC + CQa

= AB +BPa +AC + CPa = AB +AC +BC = 2p,

pa je ARa = AQa = p.

b) Iz rasporeda taqaka A−Q− C −Qa i A−R−B −Ra− bi�e:

QQa = AQa −AQ i RRa = ARa −AR.

Duжi AQa i ARa jednake su kao tangentne duжi iz taqke A na
krug ka. Kako su joxi duжi AQ i AR jednake kao tangentne duжi
iz taqke A na krug k, dobijamo da je QQa = RRa.

S druge strane imamo

QQa +RRa = QC + CQa +RB +BRa

= PC + CPa + PB +BPa = BC +BC = 2BC = 2a.

Prema tome vaжi QQa = RRa = a = BC. Ostatak pokazujemo ana-
logno.

v) Iz rasporeda taqaka C − Qb − Qc sledi QbQc = CQc − CQb dok
iz a) imamo CQc = p, CQb = CPb, BPb = p pa je

QbQc = p− CQb = BPb − CPb = BC,

jer vaжi raspored taqaka B − C − Pb.

Iz rasporeda taqaka Rb −A−Rc −B je

RbRc = BRb −BRc = BPb −BPc = CPc −BPc = BC,

tj. BPb = CPc = p i QbQc = RbRc = BC = a. (Ostalo se analogno
pokazuje).

g) Kao tangente duжi iz taqke A na krug k duжi AQ i AR su jednake
pa iz

AQ = AQa −QQa = p− a sledi AQ = AR = p− a.
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Duжi BRc i BPc su jednake kao tangente duжi iz taqke B na krug
kc pa iz

BRc = BRb −RcRb = p− a sledi BRc = BPc = p− a.

Analogno, tangente duжi iz taqke C na krug kc su jednake, tj.
CPb = CQb. Koriste�i jednakost CPb = BPb − BC = p − a (iz
dela zadatka pod a)) dobijamo CPb = CQb = p− a.

d) Ako za taqke P i Pa vaжi P ≡ Pa sledi da su duжi AB i AC
jednake, pa zaista vaжi: PPa = b − c. Ako je P 6= Pa tada vaжi
raspored taqaka B−P −Pa −C ili B−Pa −P −C. Pretpostavimo
da je B − P − Pa − C. Tada je

PPa = CP − CPa = (p− c)− CQa

= (p− c)− (AQa −AC) = p− c− p+ b = b− c,

PbPc = BPb +BPc = p+ p− a = 2p− a = a+ b+ c− a = b+ c.

�) Iz rezultata pod d) sledi da je BP = p− b. S druge strane je

CPa = CQa = AQa −AC = p− b, tj. BP = CPa.

Iz CA1 = BA1 i BP = CPa je A1P = BA1−BP = CA1−CPa = PaA1 a
odavde je A1P = PaA1. Sada, s obzirom na BPc = p− a i CPc = p− a
vaжi�e: BPc = CPc, PbA1 = CPb + CA1 = BPc + BA1 = A1Pc pa je
PbA1 = A1Pc.

e) Centri spoƩa upisanih krugova kb i kc nalaze se na simetrali
spoƩaxƬeg ugla kod temena A. To znaqi da su taqke A, M , Sb i
Sc kolinearne. Posmatrajmo trapez ScPcPbSb. To je prost trapez i
vaжi: A1 je sredixte stranice PcPb, A1M ⊥ PcPb, odakle zakƩuqu-
jemo da je A1M sredƬa linija tog trapeza, pa vaжi:

A1M =
1

2
(ScPc + PbSb), tj. A1M =

1

2
(ρb + ρc)

i M je sredixte duжi SbSc.

Posmatrajmo sada sloжeni trapez SSaPaP . Za Ƭega je zadovo-
Ʃeno A1P = PaA1 pa je A1 sredixte duжi PPa. DaƩe, taqka N
pripada duжi SSa i

A1N,SP, SaPa ⊥ PPa,
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odakƩe zakƩuqujemo da je A1N sredƬa linija posmatranog sloжenog

trapeza, pa vaжi (zadatak 5.):

A1N =
1

2
(SaPa − SP ), tj. A1N =

1

2
(ρa − ρ)

i N je sredixte duжi SSa.

ж) Posmatrajmo sloжeni trapez SbScRcRb. Kod Ƭega je M sredixte
kraka SbSc. DaƩe

SbRb, ScRc,MM ′ ⊥ RbRc

pa je MM ′ sredƬa linija tog sloжenog trapeza. Bi�e:

MM ′ =
1

2
(SbRb − ScRc), tj. MM ′ =

1

2
(ρb − ρc)

i M ′ je sredixte duжi RcRb.

Analogno je i NN ′ sredƬa linija trapeza RaSaSR pa je

NN ′ =
1

2
(RaSa +RS), tj. NN ′ =

1

2
(ρa + ρ)

i N ′ je sredixte duжi RRa.

z) Vaжi raspored taqaka B−Rc−A−M ′−Rb jer je AC > AB i kako
je jox ARb = BRb − AB = p− c i M ′ sredixte duжi RbRc imamo da
je:

AM ′ = ARb −M ′Rb

= p− c−
1

2
a =

1

2
(a+ b+ c)− c−

1

2
a =

1

2
(b− c).

Analogno, iz rasporeda taqaka A−N ′ −Ra imamo:

AN ′ = ARa −RaN
′ = p−

1

2
a =

1

2
(a+ b+ c)−

1

2
a =

1

2
(b+ c).

Kako vaжi raspored taqaka M ′ −A−N ′ imamo

M ′N ′ = AM ′ +AN ′ =
1

2
(b− c) +

1

2
(b+ c) = b.

i) Kako vaжi raspored taqaka M −A1 −N , imamo

2r = MN = MA1 +NA1 =
1

2
(ρb + ρc) +

1

2
(ρa − ρ) =

1

2
(ρa + ρb + ρc − ρ),

a odavde sledi ρa + ρb + ρc − ρ = 4r. �
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Zadatak 11. Ako su A1, B1, C1 sredixta stranica BC, CA, AB ox-

trouglog trougla ∆ABC, O centar i r polupreqnik opisanog a ρ
polupreqnik upisanog kruga, dokazati da je

OA1 +OB1 +OC1 = r + ρ.

Slika 1.7.

RexeƬe: Iz zadatka 10. imamo A1N = (ρa − ρ)/2 (Slika 1.7).
Tako�e vaжi ON = r (Slika 1.7) pa je

OA1 = ON −A1N = r −
1

2
(ρa − ρ).

Analogno je

OB1 = r −
1

2
(ρb − ρ), OC1 = r −

1

2
(ρc − ρ).

Sada je

OA1 +OB1 +OC1 = 3r −
1

2
(ρa + ρb + ρc − 3ρ)

= 3r −
1

2
(ρa + ρb + ρc − ρ− 2ρ) = 3r −

1

2
(ρa + ρb + ρc − ρ) + ρ

= 3r −
1

2
4 + ρ = 3r − 2r + ρ = r + ρ.

�

Zadatak 12. Ako je H ortocentar oxtrouglog trougla ∆ABC, r
polupreqnik opisanog kruga, ρ polupreqnik upisanog kruga, ρa polupre-

qnik spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu BC, dokazati da je:

a) AH = 2r + ρ− ρa,
b) AH +BH + CH = 2(r + ρ).
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Slika 1.8.

RexeƬe: a) Vaжi raspored taqaka O −A1 −N pa je

OA1 = ON −A1N = r −
1

2
(ρa − ρ).

Iz zadatka 8. imamo AH ‖ OA1 i OA1 = AH/2 tj. AH = 2 · OA1

pa je AH = 2r + ρ − ρa. Analogno dobijamo BH = 2r + ρ − ρb i
CH = 2r + ρ− ρc.

b) SabiraƬem posledƬe tri jednakosti dobijamo

AH +BH + CH = (2r + ρ− ρa) + (2r + ρ− ρb) + (2r + ρ− ρc)

= 6r + 3ρ− (ρa + ρb + ρc − ρ)− ρ

= 6r + 2ρ− 4r = 2r + 2ρ = 2(r + ρ).

�

Zadatak 13. Neka su E i F taqke u kojima simetrale unutraxƬeg i

spoƩaxƬeg ugla ∡A u trouglu ∆ABC seku pravu odre�enu taqkama B
i C. Dokazati da je:

a) BE : CE = AB : AC,

b) BF : CF = AB : AC,

v) BE : CE = BF : CF .

RexeƬe: a) Oznqimo sa s i s1 redom simetrale unutraxƬeg i
spoƩaxƬeg ugla ∡A a sa D taqku prave AC takvu da je C,D ÷ A
i AB = AD (Slika 1.9). Trougao ∆ABD je jednakokraki pa mu se
visina i simetrala unutraxƬeg ugla, koje odgovaraju osnovici,
poklapaju. Oznaqimo sa O preseqnu taqku pravih AF ≡ s1 i BD.
To znaqi da je BD ⊥ AO ≡ AF . Kako je jox ugao izme�u simetrale
unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod istog temena prav, to je s ⊥
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Slika 1.9.

s1. Dakle, sledi s ‖ BD, tj AE ‖ BD. Dakle, za ugao ∡ACB i
paralelne prave AE i BD na osnovu Talesove teoreme vaжi

BE : CE = DA : AC = AB : AC.

b) Oznqimo sa D′ taqku prave AC takvu da je C,D′ ÷ A i AB =
AD′. Trougao ∆ABD′ je jednakokraki pa mu se visina i simetrala
unutraxƬeg ugla, koje odgovaraju osnovici, poklapaju. To znaqi
da je simetrala s ≡ AE ugla ∡BAC ortogonalna na osnovicu BD′

trougla ∆ABD′. Kako je jox AE ortogonalna na AF zakƩuqujemo
da su prave AF i BD′ paralelne. Sada, za ugao ∡ACB i paralelne
prave AF i BD′ na osnovu Talesove teoreme vaжi

BF : CF = D′A : AC = AB : AC.

v) Sledi direktno iz delova a) i b). �

Zadatak 14. Ako su S, Sa, Sb, Sc centri upisanih krugova trougla

∆ABC, zatim P , Pa, Pb, Pc taqke u kojima ti krugovi dodiruju pravu

BC i A1 sredixte stranice BC, dokazati da je:

a) SA1 ‖ APa, b) SaA1 ‖ AP , v) SbA1 ‖ APc, g) ScA1 ‖ APb.

RexeƬe: a) Oznaqimo sa P ′ preseqnu taqku pravih SP i APa

(Slika 1.10). Prave SP i SaPa su ortogonalne na BC pa su pa-
ralelne me�usobom. Sledi SP ′ ‖ SaPa. Sada, za ugao ∡SAPa na
osnovu Talesove teoreme sledi

AS : ASa = SP ′ : SaPa. (1.11)
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Slika 1.10.

Oznaqimo sa E preseqnu taqku pravih AS i BC. Uglovi ∡SEP i
∡SaEPa su unakrsni a prave SP i SaPa paralelne, odakle na osnovu
Talesove teoreme sledi

ES : ESa = SP : SaPa. (1.12)

Za trougao ∆ABE vaжi: Taqke S i Sa su preseqne taqke redom
simetrala unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla ∡ABE sa pravom koju
odre�uje tre�a stranica AE tog trougla. Na osnovu Zadatka 13.
imamo AS : ES = ASa : SaE, tj.

AS : ASa = SE : SaE. (1.13)
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Upore�ivaƬem jednakosti (1.11), (1.12) i (1.13) dobijamo

SP ′ : SaPa = SP : SaPa,

odakle zakƩuqujemo da je SP ′ = SP . Kako je jox po konstrukciji
P − S − P ′, sledi da je taqka S sredixte duжi PP ′.

Uoqimo sada trougao ∆PP ′Pa. Taqka A1 je sredixte duжi PPa

na osnovu zadatka 10. �), pa je duж SA1 sredƬa linija trougla
∆PP ′Pa koja odgovara stranici PaP

′. Sledi SA1 ‖ PaP
′, a odavde

zbog kolinearnosti taqaka A, P ′ i Pa dobijamo SA1 ‖ APa.

b) Oznaqimo sa P ′′ preseqnu taqku pravih SaPa i AP (Slika 1.10).
Tada je Sa sredixte duжi PaP

′′. Dokaжimo to. Primenom Talesove
teoreme na ugao ∡PaASa i paralelne prave SP ′ i SaPa sledi

SP ′ : SaPa = AS : ASa. (1.14)

Na isti naqin primenom Talesove teoreme na ugao ∡PAS i para-
lelne prave SP i SaP

′′

AS : ASa = SP : SaP
′′. (1.15)

Sada iz (1.14) i (1.15) s obzirom na to da je SP = SP ′ zakƩuqujemo
da je SaPa = SaP

′′. Za trougao ∆PPaP
′′ imamo da je A1 sredixte

stranice PPa, Sa sredixte stranice PaP
′′, pa je A1Sa sredƬa linija

tog trougla. Prema tome prave A1Sa i PP ′′ su paralelne. Zbog
kolinearnosti taqaka A, P i P ′′ sledi paralelnost pravih A1Sa i
AP , a to je i trebalo dokazati.

v) Oznaqimo sa P ′′′ preseqnu taqku pravih SbPb i APc (Slika 1.10).
Tada, iz sliqnosti trouglova ∆AScPc i ∆ASbP

′′′ sledi

ScPc : SbP
′′′ = ASc : ASb. (1.16)

Oznaqimo jox sa Rb i Rc podnoжja normala redom iz taqaka Sb i
Sc na pravu AB. Tada iz sliqnosti trouglova ∆AScRc i ∆ASbRb

sledi

ScRc : SbRb = ASc : ASb. (1.17)

Iz (1.16) i (1.17) sledi

ScPc : SbP
′′′ = ScPc : SbPb.
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a odavde je SbP
′′′ = SbPb, tj. Sb je sredixte duжi PbP

′′′. Iz ”Ve-
likog” zadatka, taqka A1 je sredixte duжi PbPc. Dakle, SbA1 je
sredƬa linija trougla ∆PbPcP

′′′ pa je prava SbA1 paralelna pra-
voj PcP

′′′, tj. pravoj APc.

g) Oznaqimo sa P IV preseqnu taqku pravih ScPc i APb (Slika 1.10).
Tada je, kao i u delu zadatka pod v), taqka Sc sredixte duжi PcP

IV .
U trouglu ∆PcPbP

IV duж A1Sc je sredƬa linija. Prema tome prave
A1Sc i PbP

IV su paralelne. Zbog kolinearnosti taqaka A, Pb i P IV

sledi paralelnost pravih A1Sc i APb, a to je i trebalo dokazati. �

Zadatak 15. Ako je D sredixte stranice BC trougla ∆ABC, P
taqka u kojoj simetrala ugla ∡ADB seqe stranicu AB a Q taqka u

kojoj simetrala ugla ∡ADC seqe stranicu AC, dokazati da su prave

PQ i BC paralelne.

Slika 1.11.

RexeƬe: Iz trougla ∆ABD (Slika 1.11) na osnovu zadatka 13. a)
imamo

AP : BP = DA : DB.

Na isti naqin za trougao ∆ACD vaжi

AQ : CQ = DA : DC.

Kako je jox DB = DC dobijamo da za ugao ∡BAC vaжi

AP : BP = AQ : CQ

xto na osnovu Talesove teoreme znaqi da je PQ ‖ BC. �

Zadatak 16. Ako je D proizvoƩna taqka stranice BC trougla ∆ABC,

a E i F taqke stranica AC i AB takve da je AB ‖ DE i AC ‖ DF
dokazati da je

−−→
ED
−−→
AB

+

−−→
FD
−→
AC

= 1.
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Slika 1.12.

RexeƬe: Za ugao ∡C i paralelne prave DE i AB (Slika 1.12) na

osnovu Talesove teoreme imamo

−−→
ED
−−→
AB

=

−−→
DC
−−→
BC

. Na isti naqin za ugao

∡B i paralelne prave DF i AC na osnovu Talesove teoreme imamo
−−→
FD
−→
AC

=

−−→
BD
−−→
BC

. SabiraƬem posledƬih dveju relacija dobijamo

−−→
ED
−−→
AB

+

−−→
FD
−→
AC

=

−−→
DC
−−→
BC

+

−−→
BD
−−→
BC

=

−−→
DC +

−−→
BD

−−→
BC

=

−−→
BC
−−→
BC

= 1.

�

Zadatak 17. Ako su A′, B′, C ′ taqke u kojima paralelne prave kroz

temena A, B, C trougla ∆ABC seku prave BC, CA i AB dokazati

da je
1

−−→
AA′

+
1

−−→
BB′

+
1

−−→
CC ′

= 0.

RexeƬe: Za ugao ∡C trougla ∆ABC (Slika 1.13) i paralelne

prave AA′ i BB′ na osnovu Talesove teoreme imamo

−−→
AA′

−−→
BB′

=

−−→
A′C
−−→
CB

.

Analogno, za ugao ∡B trougla ∆ABC i paralelne prave AA′ i

CC ′ na osnovu Talesove teoreme imamo

−−→
AA′

−−→
CC ′

=

−−→
BA′

−−→
CB

. SabiraƬem

posledƬih dveju jednakosti dobijamo

−−→
AA′

−−→
BB′

+

−−→
AA′

−−→
CC ′

=

−−→
A′C
−−→
CB

+

−−→
BA′

−−→
CB

=

−−→
A′C +

−−→
BA′

−−→
CB

=

−−→
BC
−−→
CB

= −1,

tj.
−−→
AA′ ·

(

1
−−→
BB′

+
1

−−→
CC ′

)

= −1, a odavde
1

−−→
AA′

+
1

−−→
BB′

+
1

−−→
CC ′

= 0. �



24 1. Vaжnije teoreme

Slika 1.13.

Zadatak 18. Ako su A′, B′, C ′ sredixta stranica BC, CA i AB tro-

ugla ∆ABC, zatim P , Q, R taqke u kojima proizvoƩna prava s seqe

prave BC, CA i AB i P ′, Q′, R′ taqke u kojima ta ista prava seqe

prave B′C ′, C ′A′ i A′B′, dokazati da je

1
−−→
PP ′

+
1

−−→
QQ′

+
1

−−→
RR′

= 0.

Slika 1.14.
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RexeƬe: Konstruiximo prave a′, b′, c′ redom kroz taqke A′, B′, C ′

paralelne pravoj s. Oznaqimo sa A′′, B′′, C ′′ preseqne taqke pravih
a′, b′, c′ redom sa B′C ′, A′C ′ i A′B′ (Slika 1.14). Primenimo zadatak
17. na trougao ∆A′B′C ′ i paralelne prave a′, b′, c′. Tada je

1
−−−→
A′A′′

+
1

−−−→
B′B′′

+
1

−−−→
C ′C ′′

= 0.

Po konstrukciji qetvorouglovi PA′A′′P ′, QB′B′′Q′ i RC ′C ′′R′ su

paralelogrami pa je
−−→
PP ′ =

−−−→
A′A′′,

−−→
QQ′ =

−−−→
B′B′′ i

−−→
RR′ =

−−−→
C ′C ′′.

Zadatak 19. (Apolonijeva teorema) Ako je X taqka stranice BC
trougla ∆ABC takva da su duжi BX i XC srazmerne dvema datim

duжima m i n, tj. BX : XC = m : n, tada je

(m+ n)AX2 = n(AB2 −BX2) +m(AC2 − CX2). (1.18)

RexeƬe: Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na pravu BC.
Tada mogu nastupiti slede�i sluqajevi: (i) D ≡ X, (ii) D 6= X.

(i) Ako je D ≡ X onda su trouglovi ∆ABX i ∆ACX pravougli, pa
primenom Pitagorine teoreme dobijamo

AX2 = AB2 −BX2 i AX2 = AC2 − CX2.

MnoжeƬem prve jednkosti sa n a druge sa m i sabiraƬem dobi-
jamo (1.18).

Slika 1.15.

(ii) Neka je sada D 6= X i pretpostavimo da vaжi B − D − X − C
(Slika 1.15). Sada, primenom Pitagorine teoreme na pravougle
trouglove ∆ABD i ∆AXD imamo:

AB2 − BD2 = AX2 − DX2, tj. AB2 − (BX − DX)2 = AX2 − DX2

odakle je AB2 −BX2 + 2BX ·DX −DX2 = AX2 −DX2, tj.
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AX2 = AB2 −BX2 + 2BX ·DX. (1.19)

Na isti naqin primenom Pitagorine teoreme na trouglove
∆ACD i ∆AXD dobijamo

AX2 = AC2 − CX2 − 2CX ·DX. (1.20)

MnoжeƬem jednakosti (1.19) sa n a (1.20) sa m i sabiraƬem dobi-
jamo

(m+n)AX2 = n(AB2−BX2)+m(AC2−CX2)+2nBX ·DX−2mCX ·DX,

i kako je jox BX : XC = m : n, tj. nBX = mCX na kraju dobijamo
(1.18). �

Napomena: Izraz iz Apolonijeve teoreme se moжe transformisati
u oblik pogodniji za pam�eƬe i primenu, tj.

nAB2 +mAC2 = (m+ n)AX2 + nBX2 +mCX2.

Zadatak 20. (Stjuartova teorema) Ako je X taqka stranice BC
trougla ∆ABC tada je

BC ·AX2 = XC ·AB2 +BX ·AC2 −BX ·XC ·BC.

RexeƬe: Direktna posledica Apolonijeve teoreme. �

Zadatak 21. (Lajbnicova teorema) Ako je T teжixte trougla ∆ABC
i P proizvoƩna taqka dokazati da je

PA2 + PB2 + PC2 = TA2 + TB2 + TC2 + 3 · PT 2. (1.21)

RexeƬe: U trouglu ∆ABC teжixte deli teжixnu duж AA1 u
odnosu AT : TA1 = 2 : 1. Primenom Apolonijeve teoreme redom
na trouglove ∆PAA1, ∆PBC i ∆TBC dobijamo (Slika 1.16)

PA2 + 2 · PA2

1 = 3 · PT 2 + 1 ·AT 2 + 2 · TA2

1, (1.22)

PB2 + PC2 = 2 · PA2

1 + 1 ·BA2

1 + 1 · CA2

1, (1.23)

TB2 + TC2 = 2 · TA2

1 + 1 ·BA2

1 + 1 · CA2

1. (1.24)

SabiraƬem jednakosti (1.22) i (1.23) uz korix�eƬe uslova (1.24)
dobijamo (1.21). �



1.1. Primene podudarnosti i sliqnosti trouglova 27

Slika 1.16.

Zadatak 22. Ako su a, b, c stranice trougla ∆ABC, O i r centar i

polupreqnik opisanog kruga a T i H teжixte i ortocentar, doka-

zati da je

a) OT 2 = r2−
1

9
(a2+ b2+ c2), TA2+TB2+TC2 =

1

3
(a2+ b2+ c2)

b) OH2 = 9r2 − (a2 + b2 + c2),

v) TH2 = 4r2 −
4

9
(a2 + b2 + c2),

g) AH2 +BH2 + CH2 = 12r2 − (a2 + b2 + c2).

Slika 1.17.

RexeƬe: a) Primenimo Lajbnicovu teoremu na ∆ABC i taqku O
(Slika 1.17). Tada je OA2+OB2+OC2 = TA2+TB2+TC2+3 ·OT 2,
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tj. 3r2 = TA2 + TB2 + TC2 + 3 ·OT 2, odakle je

OT 2 = r2 −
1

3
(TA2 + TB2 + TC2). (1.25)

Sada primenimo Apolonijevu teoremu na trougao ∆ABC i sredixte
A1 stranice BC. Bi�e AB2 + AC2 = 2 · AA2

1
+ BA2

1
+ CA2

1
, tj.

2 · AA2
1
= b2 + c2 −

a2

2
, odakle je AA2

1
=

1

2
(b2 + c2 −

a2

2
). Iz osobine

teжixne duжi imamo AT : AA1 = 2 : 3, tj. AA1 =
3

2
· TA a odavde

9

4
TA2 =

1

2
(b2 + c2 −

a2

2
). Prema tome, vaжi

TA2 =
2

9
(b2 + c2 −

a2

2
).

Analogno dobijamo

TB2 =
2

9
(a2 + c2 −

b2

2
) i TC2 =

2

9
(a2 + b2 −

c2

2
).

Zamenom posledƬe tri jednakosti u (1.25) dobijamo

OT 2 = r2 −
1

9
(a2 + b2 + c2).

Odavde se moжe dobiti i

TA2 + TB2 + TC2 =
1

3
(a2 + b2 + c2).

b) Iz Ojlerove teoreme (Zadatak 8.) je OH = 3 · OT , pa iz dela
zadatka pod a) sledi

OH2 = 9 ·OT 2 = 9r2 − (a2 + b2 + c2).

v) Iz Ojlerove teoreme (Zadatak 8.) je TH = 2 · OT , pa iz dela
zadatka pod a) sledi

TH2 = 4 ·OT 2 = 4r2 −
4

9
(a2 + b2 + c2).

g) Primenom Lajbnicove teoreme na trougao ∆ABC i taqku H do-
bijamo

AH2 +BH2 + CH2 = TA2 + TB2 + TC2 + 3 · TH2

=
1

3
(a2 + b2 + c2) + 3(4r2 −

4

9
(a2 + b2 + c2))

= 12r2 − (a2 + b2 + c2).

�
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Zadatak 23. (Karnoova teorema) Ako je ∆ABC proizvoƩan trougao

a P , Q i R taqke pravih BC, CA i AB, dokazati da je potreban i

dovoƩan uslov da se normale u taqkama P , Q i R na prave BC, CA i

AB redom seku u jednoj taqki izraжen relacijom

BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 +AR2 −RB2 = 0. (1.26)

Slika 1.18.

RexeƬe: Neka se normale u taqkama P , Q i R na stranice BC,
CA i AB trougla ∆ABC seku u taqki O (Slika 1.18). Primenom
Pitagorine teoreme dobijamo

OB2 −BP 2 = OC2 − PC2 =⇒ BP 2 − PC2 = OB2 −OC2,

OC2 − CQ2 = OA2 −QA2 =⇒ CQ2 −QA2 = OC2 −OA2,

OA2 −AR2 = OB2 −RB2 =⇒ AR2 −RB2 = OA2 −OB2.

SabiraƬem posledƬih triju jednakosti dobijamo jednakost (1.26).

Obratno, pretpostavimo da vaжi jednakost (1.26) i dokaжimo
da se normale u taqkama P , Q i R na stranice BC, CA i AB seku u
taqki O. Neka je O preseqna taqka normala u taqkama P i Q redom
na stranice BC i AC. Oznaqimo sa R′ podnoжje normale iz taqke
O na pravu AB. Sada se taqka O nalazi u preseku normala P , Q i
R′ iz taqke O na stranice BC, CA i AB, odakle prema dokazanom
delu zadatka imamo

BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 +AR′2 −R′B2 = 0. (1.27)

Iz (1.26) i (1.27) sledi
−→
AR2−

−−→
RB2 =

−−→
AR′2−

−−→
R′B2 a odavde

−→
AR−

−−→
RB =

−−→
AR′ −

−−→
R′B, tj.

−−→
RR′ =

−−→
R′R, a to je mogu�e samo ako je R ≡ R′. �
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Zadatak 24. Dokazati da se prave odre�ene visinama trougla seku u

jednoj taqki.

Uputstvo: Dokaz se izvodi direktnom primenom Karnoove teo-
reme. �

Zadatak 25. Od tri kruga kojima sredixta nisu na jednoj pravoj

svaka dva se seku. Dokazati da se prave odre�ene zajedniqkim teti-

vama seku u jednoj taqki.

Slika 1.19.

RexeƬe: Neka su k1(O1, r1), k2(O2, r2) i k3(O3, r3) tri kruga od ko-
jih se svaka dva seku. Neka su s1, s2 i s3 zajedniqke tetive re-
dom krugova k2 i k3, k1 i k3, k1 i k2. Tada su prave s1, s2 i s3
normalne na prave O2O3, O1O3, O1O2 redom u taqkama R, Q i P .
Neka je A jedna od zajedniqkih taqaka krugova k1 i k2. Sada, pri-
menom Pitagorine teoreme na trouglove ∆APO1 i ∆APO2 dobijamo
AP 2 = AO2

1
− O1P

2 = r2
1
− O1P

2 i AP 2 = AO2
2
− O2P

2 = r2
2
− O2P

2.
Odavde je r2

1
−O1P

2 = r2
2
−O2P

2, tj.

O1P
2 −O2P

2 = r21 − r22. (1.28)

Analognim postupkom dobijamo

O2R
2 −O3R

2 = r22 − r23, (1.29)

O3Q
2 −O1Q

2 = r23 − r21. (1.30)
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SabiraƬem jednakosti (1.28), (1.29) i (1.30) dobijamo

O1P
2 −O2P

2 +O2R
2 −O3R

2 +O3Q−O1Q
2 = 0,

xto na osnovu Karnoove teoreme znaqi da se prave s1, s2 i s3 seku
u jednoj taqki. �

Zadatak 26. (Menelajeva1 teorema) Neka je u ravni E2 dat trougao

∆ABC. Taqke P , Q i R pravih BC, CA i AB razliqite od temena

A, B i C trougla ∆ABC su kolinearne ako i samo ako je

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1. (1.31)

Dokazati.

Slika 1.20.

RexeƬe: Neka su taqke P , Q i R kolinearne. Oznaqimo sa s pravu
odre�enu taqkama P , Q i R. Kako prava s ne sadrжi ni jedno teme
trougla ∆ABC, taqke P , Q i R su ili sve tri na produжecima
stranica trougla ∆ABC ili se dve nalaze na stranicama a tre�a
na produжetku. To znaqi da su sve tri razmere na levoj strani
relacije (1.31) negativne ili da je jedna negativna a dve pozitivne.
U svakom sluqaju znak leve strane relacije (1.31) je negativan.
Oznaqimo sa A′, B′ i C ′ podnoжja normala redom iz taqaka A, B
i C na pravu s. Tada je ∆AA′R ∼ ∆BB′R, ∆AA′Q ∼ ∆CC ′Q i
∆BB′P ∼ ∆CC ′P , odakle je

BP

PC
=

BB′

CC ′
,

CQ

QA
=

CC ′

AA′
i

AR

RB
=

AA′

BB′
,

1Menelaj (I vek nove ere)
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odakle direktno sledi relacija (1.31).

Obratno, Neka vaжi relacija (1.31) i neka prava PQ seqe pravu
AB u taqki R′. Tada prema dokazanom delu teoreme sledi

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−−→
AR′

−−→
R′B

= −1. (1.32)

Iz (1.31) i (1.32) sledi
−→
AR :

−−→
RB =

−−→
AR′ :

−−→
R′B, xto znaqi da se taqke

R i R′ poklapaju. �

Zadatak 27. Dokazati da taqke P , Q i R u kojima simetrale spo-

ƩaxƬeg ugla kod temena A i unutraxƬih uglova kod temena B i C
seku prave odre�ene naspramnim stranicama trougla ∆ABC pripa-

daju jednoj pravoj.

Slika 1.21.

RexeƬe: Iz zadatka 13. vode�i raquna o smeru (Slika 1.21) sledi

−−→
BP
−−→
PC

= −
AB

AC
,

−−→
CQ
−→
QA

=
BC

BA
,

−→
AR
−−→
RB

=
CA

CB
.

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana posledƬe tri jednakosti dobi-
jamo

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1,

xto prema Menelajevoj teoremi znaqi da su taqke P , Q i R koli-
nearne. �

Zadatak 28. Ako je O centar opisanog kruga oko trougla ∆ABC, M
taqka simetriqna sa ortocentrom H u odnosu na teme A i N taqka

simetriqna sa taqkom A u odnosu na sredixte D stranice BC,

dokazati da su taqke O, M i N kolinearne.
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Slika 1.22.

Po pretpostavci zadatka je M ∈ AH, H − A − M , AH = AM ,
zatim N ∈ AD, A − D − N i AD = DN . Prema Ojlerovoj teoremi
(Zadatak 8.), taqke O, T i H su kolinearne i vaжi HT : TO = 2 : 1,
pri qemu su O, T i H centar opisanog kruga, ortocentar i teжixte
trougla ∆ABC.

Posmatrajmo trougao ∆AHT . Vaжi O ∈ p(H,T ), M ∈ p(A,H),
N ∈ (T,A). Nije texko zakƩuqiti da jox vaжi

−−→
AM
−−→
MH

= −
1

2
,

−−→
HO
−→
OT

= −
3

1
,

−−→
TN
−−→
NA

= −
4

6
= −

2

3
.

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana posledƬe tri jednakosti dobi-
jamo

−−→
AM
−−→
MH

·

−−→
HO
−→
OT

·

−−→
TN
−−→
NA

= −1,

xto na osnovu Menelajeve teoreme (Zadatak 26.) znaqi da su taqke
M , O i N kolinearne. �

Zadatak 29. Ako su A′, B′, C ′ sredixta stranica BC, CA i AB tro-

ugla ∆ABC, M preseqna taqka pravih AA′ i B′C ′ a N preseqna taqka

pravih AB i CM , dokazati da je
−−→
AB = 3 ·

−−→
AN .

RexeƬe: Taqke M , N i C su kolinearne. Primenimo Menelajevu
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Slika 1.23.

teoremu na trougao ∆AB′C ′ i pravu MN . Tada je

−−−→
C ′M
−−−→
MB′

·

−−→
B′C
−→
CA

·

−−→
AN
−−→
NC ′

= −1. (1.33)

Iz sliqnosti trouglova ∆ABA′ i ∆AC ′M sledi (Slika 1.23)

−−→
BA′

−−−→
C ′M

=

−−→
AB
−−→
AC ′

tj.

−−→
BA′

−−−→
C ′M

=
2

1
. (1.34)

Analogno, iz sliqnosti trouglova ∆ACA′ i ∆AB′M sledi

−−→
A′C
−−−→
MB′

=

−→
AC
−−→
AB′

tj.

−−→
A′C
−−−→
MB′

=
2

1
. (1.35)

Sada, iz (1.34) i (1.35) sledi

−−→
A′C
−−−→
MB′

=

−−→
BA′

−−−→
C ′M

tj.

−−−→
C ′M
−−−→
MB′

=

−−→
BA′

−−→
A′C

,

a odavde −−−→
C ′M
−−−→
MB′

= 1. (1.36)

Tako�e vaжi
−−→
B′C
−→
CA

= −
1

2
. (1.37)

Zamenom (1.36) i (1.37) u (1.33) dobijamo

1 ·

(

−
1

2

)

·

−−→
AN
−−→
NC ′

= −1, tj.
−−→
AN = 2 ·

−−→
NC ′ a odavde je

−−→
AN =

2

3

−−→
AC ′.

Dakle, dobili smo
−−→
AN =

1

3

−−→
AB, tj.

−−→
AB = 3 ·

−−→
AN . �
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Zadatak 30. Ako su M i N taqke na stranicama AB i AC trougla

∆ABCtakve da je AM = AN a D′ taqka u kojoj teжixna linija AD
seqe duж MN , dokazati da je

MD′ : D′N = AC : AB.

Slika 1.24.

RexeƬe: Konstruiximo kroz D′ pravu paralelnu sa BC i oz-
naqimo sa B′, C ′ preseqne taqke te prave redom sa stranicama AB i

AC (Slika 1.24). Sada je
B′D′

BD
=

AD′

AD
=

D′C ′

DC
, tj.

B′D′

D′C ′
=

BD

DC
= 1.

Primenimo Menelajevu teoremu na trougao ∆AB′C ′ i pravu MN .
Tada je

B′D′

D′C ′
·
C ′N

NA
·
AM

MB′
= 1.

Kako jox vaжi
B′D′

D′C ′
= 1 i AM = AN imamo

C ′N

MB′
= 1 tj. C ′N = MB′. (1.38)

Sada, primenom Menelajeve teoreme na trougao ∆AMN i pravu
B′C ′ dobijamo

MD′

D′N
·
NC ′

C ′A
·
AB′

B′M
= 1,

odakle zbog (1.38) sledi
MD′

D′N
=

C ′A

AB′
, a kako jox vaжi

AC ′

AB′
=

AC

AB

imamo
MD′

D′N
=

AC

AB
, tj.

MD′ : D′N = AC : AB.

a to je i trebalo dokazati. �
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Zadatak 31. Ako je ABCD ravan qetvorougao, E preseqna taqka pra-

vih AB i CD, F preseqna taqka pravih BC i AD a A′, B′, C ′ i D′

taqke u kojima qetiri paralelne prave kroz temena A, B, C i D seku

pravu EF , dokazati da je :

1

AA′
+

1

CC ′
=

1

BB′
+

1

DD′
.

Slika 1.25.

RexeƬe: Primenom Menelajeve teoreme na trougao ∆ABF i pravu
CD dobijamo:

AE

EB
·
BC

CF
·
FD

DA
= 1.

Kako jox vaжi

AE

EB
=

AA′

BB′
,

BC

CF
=

BB′ − CC ′

CC ′
,

FD

DA
=

DD′

AA′ −DD′
,

dobijamo
AA′

BB′
·
BB′ − CC ′

CC ′
·

DD′

AA′ −DD′
= 1,

odakle je AA′ ·BB′ ·DD′−AA′ ·CC ′ ·DD′ = AA′ ·BB′ ·CC ′−BB′ ·CC ′ ·
DD′. DeƩeƬem posledƬe jednakosti sa AA′ ·BB′ ·CC ′ ·DD′ dobijamo
1

CC ′
−

1

BB′
=

1

DD′
−

1

AA′
, tj.

1

AA′
+

1

CC ′
=

1

BB′
+

1

DD′
. �

Zadatak 32. (Menelajeva teorema za mnogouglove) Ako su P1, P2,

. . ., Pn taqke u kojima neka prava p seqe prave odre�ene stranicama

A1A2, A2A3, . . . , AnA1 n-tougla A1A2 . . . An, dakazati da je

−−−→
A1P1

−−−→
P1A2

·

−−−→
A2P2

−−−→
P2A3

· · · · ·

−−−→
AnPn
−−−→
PnA1

= (−1)n.
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Slika 1.26.

RexeƬe: Oznaqimo sa A′

1
, A′

2
,. . .,A′

n paralelne projekcije taqaka
A1, A2,. . .,An, gde se projektovaƬe vrxi paralelno datoj pravoj p na
proizvoƩnu pravu s. Projekciju prave p oznaqimo sa P (Slika 1.26).
Tada je

−−−→
A1P1

−−−→
P1A2

·

−−−→
A2P2

−−−→
P2A3

· · · · ·

−−−→
AnPn
−−−→
PnA1

=

−−→
A′

1
P

−−→
PA′

2

·

−−→
A′

2
P

−−→
PA′

3

· · · · ·

−−→
A′

nP
−−→
PA′

1

= (−1)n.

Zadatak 33. (Qevina2 teorema) Neka je u ravni E2 dat trougao

∆ABC i neka su taqke P , Q i R pravih BC, CA i AB razliqite

od temena A, B i C trougla ∆ABC. Prave AP , BQ i CR pripadaju

jednom pramenu pravih ako i samo ako je

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= 1. (1.39)

Dokazati.

RexeƬe: Neka se prave AP , BQ i CR seku u taqki S (Slika 1.27).
Primenom Menelajeve teoreme na trougao ∆ABP i pravu RC do-
bijamo

−−→
BC
−−→
CP

·

−→
PS
−→
SA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1. (1.40)

2Djovani Čeva (1648-1734) dokazao je ovo tvr�eƬe 1678. g.
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Slika 1.27.

Sada, primenimo Menelajevu teoremu na trougao ∆PCA i pravu
BQ. Dobija se

−−→
PB
−−→
BC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AS
−→
SP

= −1. (1.41)

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana jednakosti (1.40) i (1.41) dobi-
jamo jednakost (1.39).

Obratno, neka vaжi jednakost (1.39). Oznaqimo sa S preseqnu
taqku pravih BQ i CR, a sa P ′ preseqnu taqku pravih AS i BC.
Prave, AP ′, BQ i CR pripadaju istom pramenu pravih, odakle na
osnovu dokazanog dela teoreme sledi

−−→
BP ′

−−→
P ′C

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= 1. (1.42)

Iz jednakosti (1.39) i (1.42) sledi
−−→
BP :

−−→
PC =

−−→
BP ′ :

−−→
P ′C, odakle

sledi da se taqke P i P ′ poklapaju. �

Zadatak 34. Ako je P taqka stranice BC trougla ∆ABC, α1 =
∡(AB,AP ), α2 = ∡(AC,AP ) tada je

BP

PC
=

c sinα1

b sinα2

, (1.43)

gde je AB = c AC = b.

RexeƬe: Oznaqimo sa B′ i C ′ podnoжja normala redom iz taqaka
B i C na pravu AP . Tada iz trougla ∆ABB′ sledi BB′ = c sinα1 a
iz trougla ∆ACC ′ sledi CC ′ = b sinα2.
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Slika 1.28.

Sada iz sliqnosti trouglova ∆BPB′ i ∆CPC ′ sledi

BP : PC = BB′ : CC ′

odakle zakƩuqujemo da vaжi jednakost (1.43). �

Zadatak 35. Primenom Qevine teoreme dokazati:

a) Teжixne linije trougla seku se u jednoj taqki,

b) Prave odre�ene visinama trougla seku se u jednoj taqki,

v) Simetrale unutraxƬih uglova trougla seku se u jednoj taqki,

g) Simetrale jednog unutraxneg i dva spoƩaxƬa ugla trougla

seku se u jednoj taqki.

Zadatak 36. Ako su AA′, BB′, CC ′ simetrale unutraxƬih uglova

trougla ∆ABC a taqke P, P ′; Q,Q′ i R,R′ taqke pravih BC, CA i

AB takve da su prave AP ′, BQ′ i CR′ simetriqne pravama AP , BQ
i CR u odnosu na prave AA′, BB′ i CC ′ redom, pokazati da vaжi:

a) Ako se prave AP , BQ i CR seku u jednoj taqki S, tada se prave

AP ′, BQ′ i CR′ tako�e seku u jednoj taqki S′.

b) Normalne projekcije taqaka S i S′ na prave BC, CA i AB pri-

padaju jednom krugu.

RexeƬe: Oznaqimo sa

α1 = ∡(AP,AB), α2 = ∡(AP,AC)

β1 = ∡(BQ,BC), β2 = ∡(BQ,BA),

γ1 = ∡(CR,CB), γ2 = ∡(CR,CA),

kao na slici (Slika 1.29).
a) Na osnovu zadatka 34. imamo
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Slika 1.29.

BP

PC
=

c sinα1

b sinα2

,
BP ′

P ′C
=

c sinα2

b sinα1

.

Analogno vaжi

CQ

QA
=

a sinβ1
c sinβ2

,
CQ′

Q′A
=

a sinβ2
c sinβ1

,
AR

RB
=

b sin γ2
a sin γ1

,
AR′

R′B
=

b sin γ1
a sin γ2

.

Odvde je

BP

PC
·
CQ

QA
·
AR

RB
·
BP ′

P ′C
·
CQ′

Q′A
·
AR′

R′B

=
c sinα1

b sinα2

·
a sinβ1
c sinβ2

·
b sin γ2
a sin γ1

·
c sinα2

b sinα1

·
a sinβ2
c sinβ1

·
b sin γ1
a sin γ2

= 1.

Ako se prave AP , BQ i CR seku u jednoj taqki S, tada prema Qevi-
noj teoremi vaжi

BP

PC
·
CQ

QA
·
AR

RB
= 1,

na osnovu qega iz prethodne relacije zakƩuqujemo da je

BP ′

P ′C
·
CQ′

Q′A
·
AR′

R′B
= 1,

a to na osnovu Qevine teoreme znaqi da se prave AP ′, BQ′ i CR′

seku u jednoj taqki S′.

b) Oznaqimo sa M , M ′; N , N ′ i L, L′ podnoжja normala iz taqaka
S, S′ redom na prave BC, CA i AB.
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Slika 1.30.

Posmatrajmo trouglove ∆ASN i ∆AS′L′. Uglovi kod temena N
i L′ su im pravi, a ∡SAN = ∡S′AL′(= α2) pa su oni sliqni, odakle
sledi

AN

AL′
=

AS

AS′
(1.44)

Na isti naqin su sliqni i trouglovi ∆ASL i ∆AS′N ′ pa je

AL

AN ′
=

AS

AS′
. (1.45)

Iz (1.44) i (1.45) sledi
AN

AL′
=

AL

AN ′
, tj.

AN ·AN ′ = AL ·AL′,

xto na osnovu Zadatka 40. znaqi da taqke N , N ′, L i L′ pripadaju
jednom krugu k. Qetvorougao SLL′S′ je pravougli trapez, pa sime-
trala kraka LL′ (sredƬa linija trapeza) polovi drugi krak SS′.
Oznaqimo sa O preseqnu taqku prave SS′ i simetrale sLL′ duжi
LL′. Na isti naqin qetvorougao SNN ′S′ je pravougli trapez pa
simetrala sNN ′ kraka NN ′ prolazi kroz sredixte O drugog kraka
SS′. Znaqi simetrale sLL′ i sNN ′ seku se u sredixtu O duжi SS′,
pa taqke N , N ′, L i L′ pripadaju krugu sa centrom u taqki O, tj.
krugu k(O,ON).

Na potpuno isti naqin se pokazuje da je taqka O centar kruga
kome pripadaju taqke N , N ′, M i M ′, pa sledi da i taqke M i M ′

pripadaju krugu k(O,ON). �
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Zadatak 37. (Dezargova teorema) Dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′

pripadaju istoj ravni. Neka su P , Q, R preseqne taqke redom pra-

vih BC i B′C ′, CA i C ′A′, AB i A′B′. Dokazati da se prave AA′, BB′

i CC ′ seku u jednoj taqki ako i samo ako taqke P , Q i R pripadaju

jednoj pravoj.

Slika 1.31.

RexeƬe: Neka se prave AA′, BB′ i CC ′ seku u taqki O (Slika
1.31). Primenem Menelajeve teoreme na trougao:

∆OBC i pravu B′C ′ dobijamo

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CC ′

−−→
C ′O

·

−−→
OB′

−−→
B′B

= −1, (1.46)

∆OAC i pravu A′C ′ dobijamo

−−→
CQ
−→
QA

·

−−→
AA′

−−→
A′O

·

−−→
OC ′

−−→
C ′C

= −1, (1.47)

∆OAB i pravu A′B′ dobijamo

−−→
BB′

−−→
B′O

·

−−→
OA′

−−→
A′A

·

−→
AR
−−→
RB

= −1. (1.48)

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana jednakosti (1.46), (1.47) i (1.48)
dobijamo

(−1)6 ·

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1, tj.

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1,
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a to znaqi da su taqke P , Q i R kolinearne.

Obratno, neka su taqke P , Q i R kolinearne. Oznaqimo sa O
preseqnu taqku pravih BB′ i CC ′ i dokaжimo da taqka O pripada
i pravoj AA′.

Uoqimo trouglove ∆RBB′ i ∆QCC ′. Prave RQ, BC i B′C ′ seku
se u jednoj taqki P , pa su posmatrani trouglovi perspektivni iz
taqke P , odakle prema dokazanom delu Dezargove teoreme zakƩuqu-
jemo da su taqke A = RB × QC, O = BB′ × CC ′ i A′ = RB′ × QC ′

kolinearne, tj. taqka O pripada pravoj AA′. �

Zadatak 38. Ako su taqke P , Q i R na pravama koje su odre�ene

stranicama BC, CA i AB trougla ∆ABC takve da se prave AP ,

BQ i CR seku u jednoj taqki O, dokazati da preseqne taqke P ′, Q′

i R′ redom pravih BC i QR, CA i PR, AB i PQ pripadaju jednoj

pravoj.

Slika 1.32.

RexeƬe: Uoqimo trouglove ∆ABC i ∆PQR (Slika 1.32). Prave
AP , BQ i CR seku se u jednoj taqki O, pa su posmatrani trouglovi
perspektivni. Primenom Dezargove teoreme zakƩuqujemo da taqke
R′ = AB × PQ, P ′ = BC × QR i Q′ = CA × RP pripadaju jednoj
pravoj.
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Zadatak 39. Ako su AA′, BB′ CC ′ visine trougla ∆ABC, dokazati

da taqke P , Q i R u kojima se seku prave BC i B′C ′, CA i C ′A′, AB
i A′B′ redom, pripadaju jednoj pravoj.

Slika 1.33.

RexeƬe: Prave AA′, BB′ i CC ′ seku se u ortocentru H pa su
trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′ perspektivni (Slika 1.33). Primenom
Dezargove teoreme zakƩuqujemo da taqke P = BC ×B′C ′, Q = CA×
C ′A′ i R = AB ×A′B′ pripadaju jednoj pravoj. �

Zadatak 40. Taqke M , M ′, N i N ′ pripadaju istom krugu ako i samo

ako vaжi relacija

AM ·AM ′ = AN ·AN ′, (1.49)

gde je A preseqna taqka pravih MM ′ i NN ′.

RexeƬe: Neka taqke M , N , M ′ i N ′ pripadaju istom krugu
(Slika 1.34). Tada su trouglovi ∆AM ′N i ∆AN ′N sliqni pa je
AN ′ : AM ′ = AM : AN , tj. AM ·AM ′ = AN ·AN ′.

Obratno, neka vaжi jednakost (1.49) i oznaqimo sa k krug odred-
jen taqkama M , N i N ′. Dokaжimo da tada i taqka M ′ pripada
krugu k. Iz (1.49) sledi AM : AN = AN ′ : AM ′ pa su trouglovi
∆AM ′N i ∆AMN ′ sliqni. Odavde sledi da je ∡AM ′N = ∡AN ′M .
Taqke M ′ i N ′ su sa iste strane prave MN , odakle zakƩuqujemo da
i taqka M ′ pripada krugu k odre�enom taqkama M , N i N ′. �
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Slika 1.34.

Zadatak 41. (Paskalova teorema) Ako je A1A2 . . . A6 tetivan xesto-

ugao kome naspramne stranice nisu paralelne, dokazati da taqke P ,

Q i R u kojima se seku prave odre�ene naspramnim stranicama A1A2

i A4A5, A2A3 i A5A6, A3A4 i A6A1 pripadaju jednoj pravoj.

Slika 1.35.

RexeƬe: Oznaqimo sa X, Y i Z preseqne taqke redom pravih A3A4

i A5A6, A1A2 i A3A4, A1A2 i A5A6 (Slika 1.35). Primenom Menela-
jeve teoreme na trougao ∆XY Z i redom prave A4A5, A2A3 i A1A6

dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y A4

−−→
A4X

·

−−→
XA5

−−→
A5Z

= −1,

−−→
ZA2

−−→
A2Y

·

−−→
Y A3

−−→
A3X

·

−−→
XQ
−→
QZ

= −1,

−−→
ZA1

−−→
A1Y

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XA6

−−→
A6Z

= −1.
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MnoжeƬem odgovaraju�ih strana posledƬe tri jednakosti dobi-
jamo dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y A4

−−→
A4X

·

−−→
XA5

−−→
A5Z

·

−−→
ZA2

−−→
A2Y

·

−−→
Y A3

−−→
A3X

·

−−→
XQ
−→
QZ

·

−−→
ZA1

−−→
A1Y

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XA6

−−→
A6Z

= −1. (1.50)

Taqke A1, A2, ... , A6 pripadaju istom krugu pa prema zadatku 40.

imamo
−−→
XA5 ·

−−→
XA6 =

−−→
XA3 ·

−−→
XA4,

−−→
Y A1 ·

−−→
Y A2 =

−−→
Y A3 ·

−−→
Y A4,

−−→
ZA1 ·

−−→
ZA2 =

−−→
ZA5 ·

−−→
ZA6. Zamenom posledƬe tri jednakosti u (1.50) dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XQ
−→
QZ

= −1,

odakle prema Menelajevoj teoremi sledi da su taqke P , Q i R
kolinearne. �

Zadatak 42. (Brijanxonova teorema) Prave odre�ene naspramnim

temenima tangentnog xestougla seku se u jednoj taqki. Dokazati.

Zadatak 43. Ako su P , Q, R i S taqke u kojima prave odre�ene strani-

cama AB, BC, CD i DA tangentnog qetvorougla ABCD dodiruju

upisani krug k, dokazati da se prave AC, BD, PR i QS seku u jednoj

taqki.

Slika 1.36.

RexeƬe: Uoqimo degenerisani tangentni xestougao APBCRD
(Slika 1.36). Prema Brijanxonovoj teoremi vaжi da se prave
AC, BD i PR seku u jednoj taqki O. Analogno, za degenerisani
xestougao ABQCDS prema Brijanxonovoj teoremi prave AC, BD
i SQ seku se u jednoj taqki O′. Taqke O i O′ nalaze se u preseku
razliqitih pravih AC i BD pa se poklapaju, tj. O ≡ O′. Prema
tome, prave AC, BD, PR i SQ seku se u jednoj taqki O. �
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Zadatak 44. (Van-Obelova teorema) Ako su A′, B′, C ′ taqke pravih

BC, CA, AB trougla ∆ABC takve da se prave AA′, BB′ i CC ′ seku

u jednoj taqki O, dokazati da je

AO

OA′
=

AC ′

C ′B
+

AB′

B′C
.

Slika 1.37.

RexeƬe: Konstruiximo prave CB′′ ≡ q i BC ′′ ≡ p takve da je
CB′′ ‖ BC ′′ ‖ AA′, C ′′ ∈ CC ′, B′′ ∈ BB′ (Slika 1.37). Dokaz daƩe
izvodimo korix�eƬem sliqnosti. Iz

∆AOC ′
∼ ∆BC ′′C sledi

AC ′

C ′B
=

AO

C ′′B
. (1.51)

Analogno

∆AOB′
∼ ∆CB′′B pa je

AB′

B′C
=

AO

B′′C
. (1.52)

SabiraƬem jednakosti (1.51) i (1.52) dobijamo

AC ′

C ′B
+

AB′

B′C
= AO ·

(

1

C ′′B
+

1

B′′C

)

. (1.53)

Sada iz

∆BCC ′′
∼ ∆A′CO sledi

OA′

C ′′B
=

CA′

CB
. (1.54)

Analogno

∆BA′O ∼ ∆BCB′′ pa je
OA′

B′′C
=

A′B

CB
. (1.55)

SabiraƬem jednakosti (1.54) i (1.55) dobijamo

OA′

C ′′B
+

OA′

B′′C
=

CA′

CB
+

A′B

CB
=

CA′ +A′B

CB
=

CB

CB
= 1.
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Sada je

OA′ ·

(

1

C ′′B
+

1

B′′C

)

= 1, tj.
1

C ′′B
+

1

B′′C
=

1

OA′
. (1.56)

Zamenom (1.56) u (1.53) dobijamo

AO

OA′
=

AC ′

C ′B
+

AB′

B′C
,

a to je i trebalo dokazati. �

Zadatak 45. Ako je T presek teжixnih duжi AA′, BB′ i CC ′ tro-

ugla ∆ABC, dokazati da je AT : TA′ = 2 : 1.

Slika 1.38.

RexeƬe: Za trougao ∆ABC vaжi

BA′

A′C
·
CB′

B′A
·
AC ′

C ′B
= 1,

pa prema Qevinoj teoremi sledi da se prave AA′, BB′ i CC ′ seku u
jednoj taqmi T . Sada, s obzirom na to da su zadovoƩeni svi uslovi
Van-Obelove teoreme, sledi

AT

TA′
=

AC ′

C ′B
+

AB′

B′C
= 2, tj. AT : TA′ = 2 : 1.

�

Zadatak 46. (Ptolomejeva teorema) Ako je ABCD konveksan i teti-

van qetvorougao, dokazati da je proizvod Ƭegovih dijagonala jednak

zbiru proizvoda Ƭegovih naspramnih stranica.
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Slika 1.39.

RexeƬe: Qetvorougao ABCD je konveksan pa mu se dijagonale
seku, tj. dijagonala BD seqe dijagonalu AC u taqki koja je na di-
jagonali AC, pa �e poluprava simetriqna dijagonali BD u odnosu
na simetralu s ugla ∡CDA se�i dijagonalu AC u unutraxnoj taqki,
obeleжimo je sa E. Dakle vaжi ∡ADE = ∡CDB i ∡CDE = ∡ADB.

Uoqimo trouglove ∆ADE i ∆BDC. Oni su sliqni jer je

∡ADE = ∡CDB i ∡DAE ≡ ∡DAC = ∡DBC.

Iz Ƭihove sliqnosti sledi

AD

AE
=

BD

BC
, pa je AD ·BC = AE ·BD. (1.57)

Analogno, trouglovi ∆CDE i ∆ADB su sliqni jer je

∡CDE = ∡ADB i ∡DCE ≡ ∡DCA = ∡DBA.

Iz Ƭihove sliqnosti sledi

BD

CE
=

BD

AB
, pa je AB ·DC = CE ·BD. (1.58)

SabiraƬem jednakosti (1.57) i (1.58) dobijamo

AD ·BC +AB ·DC = (AE + CE) ·BD = AC ·BD,

tj. AC ·BD = AD ·BC +AB ·DC, a to je i trebalo dokazati �

Zadatak 47. Ako je ∆ABC jednakostraniqan trougao i P taqka kruga

k opisanog oko tog trougla, dokazati da je duж AP jednaka zbiru ili

razlici duжi BP i CP prema tome da li taqka P pripada luku
⌢
BC

kruga k na kome nije taqka A ili je na kruжnom luku
⌢

BAC.



50 1. Vaжnije teoreme

Slika 1.40.

RexeƬe: Neka najpre taqka P pripada luku
⌢
BC kome ne pripada

taqka A. Qetvorougao ABPC je tetivan i konveksan pa se na Ƭega
moжe primeniti Ptolomejeva teorema. Znaqi bi�e

AP ·BC = AB · PC +AC ·BP ,

tj. s obzirom na to da je AB = BC = CA imamo AP = BP + CP .

Neka sada taqka P pripada luku
⌢

BAC kruga k, kao na Slici 1.40.

Primenimo Ptolomejevu teoremu na qetvorougao ABCP . Tada je

AC ·BP = AB · CP +AC ·BP,

tj. BP = CP +AP , a odavde AP = BP − CP. �

Zadatak 48. Ako je qetvorougao ABCD konveksan i tetivan a E
taqka u kojoj prava kroz taqku C paralelna sa pravom BD seqe opisani

krug, dokazati da je

AE ·BD = AB ·BC +AD ·DC.

RexeƬe: Primenimo Ptolomejevu teoremu na qetvorougao ABED.
Bi�e

AE ·BD = AB · ED +BE ·DA. (1.59)

Qetvorougao BECD je jednakokraki trapez (Slika 1.41), pa vaжi
BE = CD i ED = BC, na osnovu qega (1.59) postaje

AE ·BD = AB ·BC + CD ·DA,

a to je i trebalo dokazati. �
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Slika 1.41.

Zadatak 49. Ako je AB preqnik i r polupreqnik kruga k, a C i D

taqke na raznim lukovima
⌢
AB tog kruga, dokazati da je

CD =
1

2r
(AC ·

√

4r2 −AD2 +AD ·
√

4r2 −AC2)

Slika 1.42.

RexeƬe: Primenimo Ptolomejevu teoremu na qetvorougao ACBD
(Slika 1.42). Tada je

AB · CD = AC ·BD +AD ·BC,

odakle, primenom Pitagorine teoreme dobijamo

CD =
1

2r
(AC ·

√

4r2 −AD2 +AD ·
√

4r2 −AC2).

�

Zadatak 50. Ako je AB preqnik i r polupreqnik kruga k, a C i D

taqke na istom luku
⌢
AB tog kruga, takve da je qetvorougao ABCD

konveksan, dokazati da je

CD =
1

2r
(AC ·

√

4r2 −AD2 −AD ·
√

4r2 −AC2)
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Zadatak 51. (Ojlerova teorema) Ako su P i Q sredixta dijagonala

AC i BD qetvorougla ABCD, tada je

AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2 + 4 · PQ2.

Zadatak 52. Dokazati da je zbir kvadrata stranica paralelograma

jednak zbiru kvadrata Ƭegovih dijagonala.

RexeƬe: Direktno iz Ojlerove teoreme. �

Zadatak 53. Ako su kod qetvorougla ABCD dijagonale AC i BD med-

jusobno normalne, dokazati da su zbirovi kvadrata naspramnih stra-

nica tog qetvorougla me�usobno jednaki.

1.2 Harmonijske qetvorke taqaka

Definicija 1.2.1. Za qetiri kolinearne taqke A, B, C i D kaжemo
da qine harmonijsku qetvorku taqaka ako je zadovoƩeno:

(i) jedna od taqaka C i D je izme�u taqaka A i B a druga nije,
(ii) AC : CB = AD : DB.
To se simboliqki oznaqava sa H(A,B;C,D), a qita se ”par

taqaka C, D je harmonijski spregnut sa parom taqaka A, B”.

Napomena: Uslovi (i) i (ii) iz prethodne definicije mogu se za-

meniti jednim uslovom
−→
AC :

−−→
CB = −

−−→
AD :

−−→
DB.

Definicija 1.2.2. Za qetiri konkurentne ili paralelne prave a,
b, c i d kaжemo da su harmonijski spregnute ako ih proizvoƩna
prava seqe po harmonijski spregnutim taqkama.

Zadatak 54. Ako je par taqaka C, D harmonijski spregnut sa parom

taqaka A, B, dokazati da je tada i par taqaka A, B harmonijski

spregnut sa parom taqaka C, D.

RexeƬe: Neka je par taqaka C,D harmonijski spregnut sa parom
taqaka A,B. Tada je

H(A,B;C,D) ⇒
−→
AC :

−−→
CB = −

−−→
AD :

−−→
DB

⇒
−→
AC :

−−→
AD = −

−−→
CB :

−−→
DB

⇒
−→
CA :

−−→
AD = −

−−→
CB :

−−→
BD

⇒ H(C,D;A,B),

tj. par taqaka A,B je harmonijski spregnut sa parom taqaka C,D. �
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Zadatak 55. Ako je par taqaka C, D harmonijski spregnut sa parom

taqaka A, B i O sredixte duжi AB dokazati da je

OB2 = OC ·OD.

Vaжi i obrat.

RexeƬe: Neka vaжi raspored taqaka A−C−B−D. Tada je A−O−C.
Prema tome

H(A,B;C,D) ⇒
AC

CB
=

AD

BD

⇒
AO +OC

OB −OC
=

AO +OD

OD −OB

⇒
AO +OC

OB −OC
+

OB −OC

OB −OC
=

AO +OD

OD −OB
+

OD −OB

OD −OB

⇒
AO +OB

OB −OC
=

AO −OB + 2 ·OD

OD −OB

⇒
2 ·OB

OB −OC
=

2 ·OD

OD −OB

⇒ OB · (OD −OB) = OD · (OB −OC)

⇒ OB ·OD −OB2 = OD ·OD ·OB −OD ·OC

⇒ OB2 = OC ·OD,

a to je i trebalo dokazati.
Obrat se dokazuje obrnutim postupkom. �

Zadatak 56. Ako je par taqaka C, D harmonijski spregnut sa parom

taqaka A, B, dokazati da je duж AB harmonijska sredina duжi AC
i BD, tj.

1

AC
+

1

AD
=

2

AB
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RexeƬe:

H(A,B;C,D) ⇒
AC

CB
=

AD

BD

⇒
CB

AC
=

BD

AD

⇒
AB −AC

AC
=

AD −AB

AD

⇒
AB

AC
− 1 = 1−

AB

AD

⇒
AB

AC
+

AB

AD
= 2

⇒
1

AC
+

1

AD
=

2

AB
.

Zadatak 57. Ako su A, B, C i D qetiri taqke jedne prave takve da

je duж AB harmonijska sredina duжi AC i BD, tj.

1

AC
+

1

AD
=

2

AB

dokazati da je par taqaka C, D harmonijski spregnut sa parom taqaka

A, B, tj. da je H(A,B;C,D).

Zadatak 58. Ako je H(A,B;C,D), dokazati da je

1
−→
AC

+
1

−−→
BC

+
1

−−→
AD

+
1

−−→
BD

= 0.

RexeƬe: Neka vaжi raspored taqaka A− C −B −D. Tada imamo
−→
AC
−−→
CB

=

−−→
AD
−−→
BD

⇒
1

−−→
CB

=

−−→
AD

−−→
BD ·

−→
AC

=

−→
AC +

−−→
CB +

−−→
BD

−−→
BD ·

−→
AC

=
1

−−→
BD

+

−−→
CB

−−→
BD ·

−→
AC

+
1

−→
AC

⇒
1

−→
AC

+
1

−−→
BC

+

−−→
CB

−−→
BD ·

−→
AC

+
1

−→
AC

= 0.

S obzirom na to da je

1
−−→
AD

=

−−→
CB

−−→
BD ·

−→
AC

,

sledi
1

−→
AC

+
1

−−→
BC

+
1

−−→
AD

+
1

−−→
BD

= 0.

�
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Zadatak 59. Ako su E i F taqke u kojima simetrale unutraxƬeg

i spoƩaxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC seku pravu BC a

S, Sa, Sb, Sc sredixta upisanih krugova tog trougla dokazati da je:

a) H(B,C;E,F ), b) H(A,E;S, Sa), v) H(A,F ;Sb, Sc).

Slika 1.43.

RexeƬe: a) Na osnovu zadatka 13. v) imamo: BE : EC = BF : FC.
Kako je jox taqka E izme�u taqaka B i C, a taqka F nije, (Slika
1.43) to vaжi H(B,C;E,F ).
b) Analogno, za trougao ABE na osnovu zadatka 13. v) vaжi:

AS : SE = ASa : SaE.

Kako jox vaжi raspored taqaka A− S − E − Sa to je H(A,E;S, Sa).
v) Za trougao ABF na osnovu zadatka 13. v) vaжi

ASb : SbF = ASc : ScF.

Kako jox vaжi raspored taqaka F −Sc−A−Sb to je H(A,F ;Sb, Sc). �

Zadatak 60. Ako je A1 sredixte stranice BC, D podnoжje visine

iz temena A, a E i F taqke u kojima simetrala unutraxƬeg i spo-

ƩaxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC seku pravu BC, zatim

AC = b, AB = c, pokazati da je:

a) 4A1D ·A1E = (b− c)2, b) 4A1D ·A1F = (b+ c)2, v) A1D · EF = bc.
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RexeƬe: Oznaqimo sa P , Pa, Pb, Pc podnoжja normala redom iz
taqaka S, Sa, Sb i Sc na pravu BC (Slika 1.43), pri qemu je S
centar upisanog kruga a Sa, Sb i Sc centri spoƩa upisanih krugova.

a) Iz zadatka 59. b) vaжi H(A,E;S, Sa). Tada vaжi H(D,E;P, Pa),
jer su D,E, P, Pa normalne projekcije harmonijske qetvorke taqaka
A,E, S, Sa. Taqka A1 je sredixte duжi PPa (vidi zadatak 10.), pa
na osnovu zadatka 55. sledi da je A1P

2 = A1D · A1E. DaƩe vaжi
(zadatak 10.) PPa = b− c, pa je A1P = (b− c)/2, a odavde je

A1D ·A1E = A1P
2 =

1

4
(b− c)2, tj. 4A1D ·A1E = (b− c)2.

b) Kao u delu zadatka pod a) zakƩuqujemo da je H(D,F ;Pb, Pc), kao
normalne projekcije harmonijski spregnutih taqaka A, F , Sb, Sc

(zadatak 59.). Taqka A1 je sredixte duжi PbPc, pa prema zadatku
1.43. imamo A1P

2
c = A1D · A1F . Kako je joxPbPc = b + c, tj. A1Pc =

(b+ c)/2 sledi 4A1D ·A1F = 4A1P
2
c = (b+ c)2.

v) OduzimaƬem relacije a) od b) dbijamo 4A1D · (A1F −A1E) = 4bc,
tj. A1D · EF = bc. �

Zadatak 61. Ako su P , Q, R taqke u kojima konkurentne prave AO,

BO, CO seku prave BC, CA, AB trougla ∆ABC, S preseqna taqka

pravih BC i RQ, dokazati da je H(B,C;P, S).

Slika 1.44.

RexeƬe: Na trougao ∆ABC i prave AP , BQ i CR primenimo Qe-
vinu teoremu (Slika 1.44). Tada je

BP

PC
·
CQ

QA
·
AR

RB
= 1. (1.60)
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Sada, na trougao ∆ABC i pravu QR primenimo Menelajevu teo-
remu. Dobija se

BS

SC
·
CQ

QA
·
AR

RB
= 1. (1.61)

Upore�ivaƬem relacija (1.60) i (1.61) zakƩuqujemo da je

BP : PC = BS : SC

i kako jox vaжi da je taqka P izme�u taqaka B i C a taqka S nije,
sledi da je H(B,C;P, S). �

Zadatak 62. Ako je ABCD proizvoƩan qetvorougao, P preseqna taqka

pravih AB i CD, Q preseqna taqka pravih BC i AD, R preseqna

taqka pravih AC i PQ, a S preseqna taqka pravih BD i PQ, dokazati

da je H(P,Q;R,S)

Slika 1.45.

RexeƬe: Taqke P , Q, R i S su kolinearne, pri qemu je taqka R
izme�u taqaka P i Q a S nije (Slika 1.45), pa je prvi uslov iz
definicije harmonijskih qetvorki taqaka zadovoƩen.

Prema Qevinoj teoremi primeƬenoj na trougao ∆APQ i taqku
C vaжi

PR

RQ
·
QD

DA
·
AB

BP
= 1. (1.62)

Sada na trougao ∆APQ i pravu BD primenimo Menelajevu teo-
remu. Dobija se

PS

SQ
·
QD

DA
·
AB

BP
= 1. (1.63)
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Upore�ivaƬem relacija (1.62) i (1.63) dobijamo

PR : RQ = PS : SQ,

xto znaqi da je
H(P,Q;R,S).

�



Deo 2

Konstrukcijski zadaci

2.1 Uvodne napomene

Xta su konstrukcijski zadaci? U geometriji postoji posebna
vrsta zadataka koja zahteva odre�enu formu rexavaƬa, naroqitu
preciznost. To su konstrukcijski zadaci. Konstrukcija pred-
stavƩa niz koraka. Svaki korak je neka osnovna konstrukcija a
ne crtaƬe. U zadatku zahtevamo obrazloжeƬe o naqinu na koji
moжemo izvesti konstrukciju, dokazujemo taqnost rexeƬa, disku-
tujemo broj dobijenih rexeƬa. Ukoliko je ukazano na naqin kon-
strukcije figure i dokazano da je rezultat naznaqene konstrukcije
upravo figura, koja zadovoƩava sve zadate uslove - rexili smo za-
datak. Koriste�i neke osnovne konstrukcije (primenom leƬira i
xestara) u zadatku, konstruixemo odre�ene geometrijske figure.
Te geometrijske figure, kao xto su taqka, prava, krug, trougao,
qetvorougao itd., treba da zadovoƩe postavƩene zahteve. Na pri-
mer, da neki ugao bude podudaran uglu, ili da neka duж bude po-
dudarna drugoj zadatoj duжi, ili da traжena figura bude u nekom
karakteristiqnom poloжaju prema ostalim zadatim figurama. Za-
htevi mogu biti raznoliki.

Postoje dve grupe osnovnih konstrukcija:
1. osnovne konstrukcije, koje se mogu realizovati leƬirom,
2. osnovne konstrukcije, koje se mogu realizovati xestarom.

Ove osnovne grupe konstrukcija imaju pojedinaqne podele:
1. osnovne konstrukcije, koje se mogu realizovati leƬirom

delimo na:
(i) konstrukciju prave, koja sadrжi dve taqke;

59
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(ii) konstrukciju poluprave sa datom poqetnom i jox jednom svo-
jom taqkom;

(iii) konstukciju duжi, qije su krajƬe taqke dve date taqke.
Samo prvom grupom osnovnih konstrukcija ne moжemo izvrxiti

sve konstrukcije. Kao primer moжemo navesti konstrukciju sredi-
xta date duжi, koju ne moжemo izvesti samo pomo�u leƬira. To
qinimo primenom obe grupe, zato navedimo i ovu podelu:

2. osnovne konstrukcije, koje se mogu realizovati xestarom su:
(i) konstrukcija kruga, qiji je centar data taqka i polupreqnik

data duж;
(ii) konstukcija kruжnog luka kome su poznate qetiri date taqke:

centar, dve krajƬe taqke i jedna taqka na luku.
I jedna i druga grupa osnovnih konstrukcija ne mogu dovesti do

rexeƬa u nekim konstrukcijskim zadacima. Najpoznatiji problemi
te vrste su: problem trisekcije ugla, problem udvostruqeƬa kocke

i problem kvadrature kruga. Ni jedan od navedenih problema nije
mogu�e rexiti primenom xestara i leƬira.

Problem trisekcije ugla: konstruisati dve poluprave, koje dati
ugao dele na tri podudarna ugla.

Problem udvostruqeƬa kocke: konstruisati ivicu kocke qija je
zapremina dva puta ve�a od kocke date ivice.

Problem kvadrature kruga: konstruisati kvadrat jednake povrx-
ine kao dati krug.

Postoji jox mnogo problema analognih ovim, za koje je tako�e
dokazano da se ne mogu rexiti samo uz pomo� xestara i leƬira.

Elementarne konstrukcije su najjednostavnije konstrukcije izve-
dene iz osnovnih. U toku rexavaƬa zadatka, u ve�ini sluqajeva,
smatra�emo poznatim ove konstrukcije. Ne�emo ih uvek objaxƬa-
vati i dokazivati. Dakle, prilikom rada koristi�emo jednostavne
konstrukcije, kao i one iz Ƭih izvedene. U elementarne konstruk-
cije ubrajamo:

− konstrukciju medijatrise duжi;
− konstrukciju bisektrise ugla;
− konstrukciju paralelnih pravih (polupravih, duжi);
− konstrukciju normalnih pravih (polupravih, duжi);
− konstrukciju duжi podudarne datoj duжi;
− konstrukcija ugla podudarnog datom uglu;
− konstrukciju sredixta duжi;
− konstrukciju tangente datog kruga iz date taqke;
− konstrukciju zajedniqke tangente dva data kruga;
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− konstrukciju trougla qije su ivice podudarne trima datim
duжima;

− konstrukciju trougla kome su odgovaraju�a ivica i dva ugla
podudarni datoj duжi i dati uglovima;

− konstrukciju trougla kome su dve ivice i Ƭima zahva�eni
ugao podudarni datim duжima i datom uglu;

− konstrukciju trougla kome su dve ivice i ugao naspram jedne
od Ƭih podudarni datim duжima i datom uglu, pri qemu je poznato
da je ugao naspram druge ivice oxtar, prav ili tup;

− konstrukciju geometrijskog mesta taqaka iz kojih se data duж
vidi pod datim uglom.

2.2 RexavaƬe konstrukcijskih zadataka

Konstrukcija figure F koja zadovoƩava date uslove A sastoji
se od qetiri etape:

(i) ANALIZA je razmatraƬe mogu�nosti da se do�e do rex-
eƬa. Polazimo od pretpostavke da je zadatak rexen, odnosno fi-
gura F zadovoƩava date uslove A. NadaƩe razmatramo odnose, koji
postoje izme�u datih i traжenih elemenata. Dolazimo do uslova
B, koje figura F zadovoƩava a pomo�u kojih se moжe lakxe kon-
struisati.

(ii) OPIS KONSTRUKCIJE. RexeƬe konstrukcijskog zadat-
ka treba da sadrжi opis konstrukcije. Taj tekst treba precizno,
korak po korak da prikaжe kako se figura sa traжenim osobinama
konstruixe. Slika je obavezna, ali u principu sluжi samo kao
ilustracija. Opis konstrukcije treba da sadrжi sve podatke, tako
da onaj ko ga qita moжe sam da konstruixe sliku. Dakle, konstruk-
cija primenom konaqnog broja osnovnih i elementarnih konstruk-
cija, polaze�i od zadatih elemenata dolazi do traжene figure F
ali tako da zadovoƩava uslove B. Svaki od koraka, koji qinimo
tokom konstrukcije obavezno moramo i opisati.

(iii) DOKAZ je etapa u kojoj dokazujemo da figura F konstru-
isana na ovaj naqin zadovoƩava postavƩene uslove zadatka A.

(iv) DISKUSIJA BROJA REXEƫA: Kompletno ura�en za-
datak mora da sadrжi i razmatraƬe o tome koliko zadatak ima
rexeƬa tj. koliko razliqitih figura, koje zadovoƩavaju zadate
uslove se moжe konstruisati. Broj rexeƬa zavisi od odnosa me�u
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podacima i figurama, koje uqestvuju u zadatim uslovima. Te odnose
i zavisnost broja rexeƬa od Ƭih treba uoqiti i zapisati, kao i
Ƭihovu egzistenciju i sve to u odnosu na date uslove.

Konstrukcije izvodimo primenom podudarnosti, izometrije, ho-
motetije, sliqnosti, kao i primenom drugih metoda. Na primerima
�emo pokazati ceo tok rexavaƬa konstrukcijskih zadataka.

2.3 Prostiji primeri

Zadatak 63. Dat je krug k i van Ƭega taqka A. Konstruisati pravu,

koja prolazi kroz taqku A i seqe krug k u taqkama B i C takvim da

je AB = BC.

Slika 2.1.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da prava l sadrжi taqku A, a sa
krugom k ima zajedniqke taqke B i C takve da je AB = BC. Konstru-
ixemo tangentu t na krug k iz taqke A (Slika 2.1) i dodirnu taqku
tangente i kruga oznaqimo sa T . Tada vaжi AT 2 = AB ·AC. Sada je
AT 2 = AB(AB+BC), tj. AT 2 = AB(AB+AB) a odavde AT 2 = 2AB2.
ZakƩuqujemo da je AT hipotenuza jednokrakog pravouglog trougla
(Pitagorina teorema), qija je kateta jednaka duжi AB.

Konstrukcija. Konstruixemo krug k i taqku A van tog kruga. Za-
tim iz taqke A konstruixemo tangentu t na krug k i dodirnu taqku
oznaqimo sa T (Slika 2.2). Nad preqnikom AT konstruixemo krug
k1. Na krugu k1 odredimo taqku B′ tako da je AB′ = B′T . Zatim
konstruixemo krug k2 sa centrom u taqki A i polupreqnikom AB′.
Tada krugovi k i k2 mogu da imaju dve, jednu ili nijednu zajed-
niqku taqku. Pretpostavimo da imaju zajedniqkih taqaka i jednu
od Ƭih oznaqimo sa B. Presek prave AB i kruga k oznaqimo sa C.
Vaжi raspored taqaka A−B − C, jer je AB < AT .
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Slika 2.2.

Dokaz. Dokaжimo da su ovako konstruisane taqke B i C upravo
traжene taqke. Kako je AB seqica a AT tangenta kruga k to je
AT 2 = AB · AC, AC = AB + BC. Kako jox vaжi raspored taqaka
A−B−C, to je po konstrukciji AT 2 = 2AB2. Znaqi 2AB2 = AB ·AC,
tj. 2AB = AC a odavde sledi 2AB = AB + BC, tj. AB = BC, qime
je dokaz zavrxen.

Diskusija. Zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od
toga da li krugovi k i k2 imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih
taqaka. �

Zadatak 64. Dat je krug k i u Ƭegovoj ravni prava p. Konstruisati

pravu paralelnu pravoj p, koja seqe krug k u taqkama A i B tako da

je duж AB jednaka datoj duжi l.

Slika 2.3.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da su uslovi zadatka zadovo-
Ʃeni tj. da je tetiva AB duжine l paralelna pravoj p. Konstrui-
ximo normalne projekcije taqaka A i B na pravu p i oznaqimo ih
redom sa A1 i B1 (Slika 2.3). Oznaqimo sa C1 podnoжje normale



64 2. Konstrukcijski zadaci

iz sredixta O na pravu p a sa C ′ podnoжje normale iz sredixta
O na AB. Qetvorougao ABB1A1 je pravougaonik, jer su duжi AA1

i BB1 normalne na pravu p a duжi AB i A1B1 paralelne. Sledi
AB = A1B1, i kako je jox AB = l to je A1B1 = l. Prava OC1 je
simetrala tetive AB, odakle sledi da je ona simetrala i duжi
A1B1. Dakle, A1C1 = C1B1 = l/2.

Konstrukcija. Neka je dat krug k i prava p. Konstruiximo nor-
malu iz taqke O na pravu p i podnoжje oznaqimo sa C1 (Slika 2.4).
Sa raznih strana taqke C1 na pravoj p odredimo taqke A1 i B1

takve da je A1C1 = C1B1 = l/2. U taqkama A1, B1 konstruiximo
redom normale m1 i n1 na pravoj p. Prave m1, n1 su simetriqne
u odnosu na pravu OC1. Ako prava n1 i krug k imaju zajedniqkih
taqaka ima�e ih i prava n1 i krug k i obrnuto.

Neka prava m1 ima zajedniqkih taqaka sa krugom k. Oznaqimo
ih sa A i A′′ i neka je taqka A bliжa pravoj p. Oznaqimo sa B, B′′

zajedniqke taqke kruga k i prave n1, pri qemu je B bliжa pravoj
p. Ovako konstruisana duж AB je upravo traжena duж.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako dobijena duж AB duжine l i da je
paralelna pravoj p. Da bi smo to dokazali, dovoƩno je da dokaжemo
da je qetvorougao ABB1A1 pravougaonik. Po konstrukciji je ∡A1 =
∡B1 = R, gde R oznaqava prav ugao. DovoƩno je pokazati da je
∡ABB1 = R.

Slika 2.4.

Pretpostavimo da to ne vaжi, tj. da prava BB1 nije normalna
na AB. Oznaqimo sa n pravu koja prolazi kroz taqku B i n⊥BB1.
Tada je n 6= AB i A 6= A′, gde smo sa A′ oznaqili presek pravih n i
m1. Sada je, po konstrukciji qetvorougao A′BB1A1 pravougaonik
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pa odatle sledi da je OC1⊥A′B u nekoj taqki C ′

1
, jer je OC1 sime-

trala duжi A1B1. Znaqi, taqke B i A′ su simetriqne u odnosu na
pravu OC1.

Kako je B na krugu k a OC1 prolazi kroz centar kruga, to zbog
simetriqnosti taqaka A′, B u odnosu na OC1 sledi da i taqka A′

pripada krugu k. Dakle, vaжi da je A preseqna taqka prave m1 i
kruga k, A′ preseqna taqka pravih m1 i n i A′ pripada krugu k.
Odavde sledi da je A′ preseqna taqka kruga k i prave m1.

Dakle, taqke A i A′ se poklapaju pa je qetvorougao ABB1A1

pravougaonik, a odatle zakƩuqujemo da je AB ‖ A1B1 i AB = A1B1.

Diskusija. Zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od
toga da li prave m1, n1 imaju po dve, jednu ili nijednu zajedniqku
taqku sa krugom k, tj. da li je l < 2r, l = 2r ili l > 2r, gde je r
polupreqnik kruga k. �

Zadatak 65. Neka je l data duж, p i q paralelne prave i Mtaqka

van Ƭih. Konstruisati pravu, koja sadrжi taqku M tako da ona

seqe prave p i q u taqkama koje odre�uju duж podudarnu duжi l.

Slika 2.5.

RexeƬe: Analiza. Neka su P i Q redom taqke pravih p i q takve
da je PQ = l. Tada je traжena prava a kroz taqku M paralelna
pravoj PQ (Slika 2.5).

Konstrukcija. Neka je P proizvoƩna taqka prave p. Konstruiximo
krug k(P, l). Neka je Q jedna od preseqnih taqaka tog kruga sa
pravom q. Konstruiximo, zatim pravu a kroz taqku M paralelnu
pravoj PQ. Prava a je traжena prava.

Dokaz. Dokaжimo da je a traжena prava. Kako su prave p i q para-
lelne po konstrukciji i prave a i PQ paralelne tako�e, qetvor-
ougao odre�en pravama p, q, a i PQ je paralelogram pa je odseqak
prave a izme�u pravih p i q podudaran duжi l.
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Diskusija. Broj rexeƬa jednak je broju preseqnih taqaka kruga k i
prave q. Neka d oznaqava odstojaƬe paralelnih pravih p i q. Ako
je d < l, zadatak ima dva rexeƬa, ako je d = l zadatak ima jedno
rexeƬe a ako je d > l zadatak nema rexeƬa. �

2.4 Konstrukcija krugova

Zadatak 66. Konstruisati krug k, koji dodiruje dati krug k1 a dati

krug k2 dodiruje u datoj taqki A.

Slika 2.6.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da su uslovi zadatka zadovo-
Ʃeni, tj. da krug k dodiruje dati krug k1 a dati krug k2 dodiruje u
datoj taqki A. Sa S oznaqimo dodirnu taqku krugova k i k1. Taqke
A i S pripadaju krugu k, odakle zakƩuqujemo da je OS = OA. Taqka
A pripada krugu k2 i vaжi rasporeed taqaka O−A−O2 (Slika 2.6),
odakle sledi da je:

OO2 = OA+AO2 = r + r2, OO1 = OS + SO1 = r + r1 (2.1)

Na polupravoj OO2 odredimo taqku O′

1
takvu da je sa one strane

taqke A sa koje je i taqka O2. Neka jox vaжi i AO′

1
= r1 = SO1 i

kako je O −A−O′

1
, bi�e:

OO′

1 = OA+AO′

1 = r + r1 (2.2)

Iz (2.1) i (2.2) dobijamo OO1 = OO′

1
, tj. trougao ∆OO′

1
O1 je jed-

nakokraki pa mu je vrh na simetrali O1O
′

1
osnovice. Znaqi O je

preseqna taqka pravih O2A i sO1O′

1
.
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Konstrukcija. Konstruixemo krugove k1(O1, r1) i k2(O2, r2) (Slika
2.7). Neka je na krugu k2 data taqka A. Konstruiximo pravu AO2 i
na Ƭoj odredimo taqku O′

1
sa one strane sa koje je taqka O2, tako da

je AO′

1
= r1. U preseku simetrale duжi O1O

′

1
i prave AO2 nalazi

se taqka O. Krug k(O,OA) je traжeni krug.

Slika 2.7.

Dokaz. Krugovi k i k2 se dodiruju u taqki A po konstrukciji. Iz
jednakosti OO′

1
= OO1 i rasporeda taqaka O − A − O′

1
vidimo da

postoji taqka S, koja pripada OO1 tako da vaжi raspored taqaka
O − S −O1 i OS = OA. Tada je AO′

1
= OO′

1
−OA = OO1 −OS = SO1

i AO′

1
= r1, pa vaжi SO1 = r1. ZakƩuqujemo da taqka S pripada

krugu k1. DaƩe, iz S ∈ k1 i OS = OA sledi S ∈ k1 × k. Dakle,
konstruisani krug k dodiruje krug k1 u taqki S a krug k2 u taqki A.

Diskusija. Zadatak moжe imati dva rexeƬa. Drugo rexeƬe postoji
jer postoji mogu�nost da taqku O′′

1
odredimo tako da vaжi raspored

O′′

1
−A−O2. Tada koristimo simetralu duжi O1O

′′

1
. Preseqna taqka

te simetrale i prave AO2 bi�e centar traжenog kruga. Oznaqimo
tu taqku sa O′. Taj krug dodiruje krugove k1 i k2 u taqkama S′ i
A, redom. U opxtem sluqaju zadatak ima dva rexeƬa ako postoje
taqke O i O′. Ako je jedna od pravih O′′

1
O1 ili O′

1
O1 normalna na

AO2 zadatak �e imati jedno rexeƬe. �

Zadatak 67. Data je prava a, krug k i na Ƭemu neka taqka A. Kon-

struisati krug, koji dodiruje pravu a i dati krug k u taqki A.

RexeƬe: Analiza. Neka je dat krug k, taqka A na krugu k i prava
a (Slika 2.8). Neka je k1 traжeni krug. Oznaqimo sa B dodirnu
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Slika 2.8.

taqku kruga k1 i prave a. Presek tangente tA kruga k u taqki A sa
pravom a oznaqimo sa P . Kako je O1A = O1B = r1 i PA = PB, kao
tangentne duжi na krug k iz iste taqke P , to se taqka O1 nalazi
na simetrali ugla ∡APB = ∡(tA, a).

Konstrukcija. Konstruixemo pravu a i krug k(O, r). U datoj taqki
A ∈ k konstruixemo tangentu tA na krug k i oznaqimo sa P preseqnu
taqku pravih a i tA. Konstruixemo zatim simetralu s ugla ∡(tA, a)
i oznaqimo sa O1 preseqnu taqku pravih s i OA. Krug k1(O1, O1A)
je traжeni krug.

Dokaz. Krug k1(O1, O1A) po konstrukciji dodiruje krug k u taqki
A i pravu a u nekoj taqki B, jer mu je centar na simetrali ugla
∡(tA, a).

Diskusija. Kako moжemo konstruisati i simetralu s1 ugla, suple-
mentnog uglu ∡(tA, a), zadatak moжe imati dva rexeƬa u opxtem
sluqaju. Ako je tangenta tA paralelna sa pravom a zadatak �e
imati jedno rexeƬe. Ako prava a dodiruje krug k bax u taqki
A zadatak �e imati beskonaqno mnogo rexeƬa. �

Zadatak 68. Konstruisati krug k, koji sadrжi dve taqke M i N i

qiji centar pripada datom krugu k1(O1, r1).

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da su zadovoƩeni svi uslovi
zadatka. Neka je k(O, r) traжeni krug (Slika 2.9) koji sadrжi date
taqke M i N a centar O mu pripada krugu k1. Tada se taqka O
nalazi u preseku simetrale duжi MN i kruga k1(O1, r1).

Konstrukcija. Konstruiximo krug k1(O1, r1). Neka su M i N dve
proizvoƩne taqke u ravni kruga k1. Konstruixemo simetralu duжi
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Slika 2.9.

MN i oznaqimo je sa s. Prava s i krug k1(O1, r1) mogu imati dve,
jednu ili nijednu zajedniqku taqku. Pretpostavi�emo da imaju
bar jednu zajedniqku taqku i oznaqi�emo je sa O. Krug sa centrom
u taqki O i polupreqnikom OM = ON jeste traжeni krug.

Dokaz. Taqka M pripada krugu k(O,OM) po konstrukciji. Iz
OM = ON sledi da i taqka N pripada krugu k(O,OM). Taqka
O pripada preseku prave s i kruga k1(O1, r1) pa dolazimo do za-
kƩuqka da taqka O pripada i krugu k1(O1, r1). Dakle, k(O,OM) je
traжeni krug.

Diskusija. Zadatak moжe imati dva, jedno ili ni jedno rexeƬe u
zavisnosti od toga da li krug k(O,OM) i prava s imaju dve, jednu
ili nemaju zajedniqkih taqaka. �

Zadatak 69. Konstruisati krug, koji seqe tri date prave a, b i c
pod uglovima jednakim datom uglu ω.

RexeƬe: Analiza. Neka je ugao ω < R i neka su date tri prave a,
b i c i neki krug k, koji ih seqe pod uglovima jednakim datom uglu
ω (Slika 2.10). Tada vaжi:

∡(a, k) = ∡(a, tA) = ω, ∡(b, k) = ∡(b, tB) = ω, ∡(c, k) = ∡(c, tC) = ω,

gde su tA, tB i tC tangente na krug k, redom u preseqnim taqkama
pravih a, b i c sa krugom k. Sa O oznaqimo centar kruga k a sa
M , N i P normalne projekcije taqke O na prave a, b i c, redom.
Posmatrajmo trouglove

∆OAM, ∆OBN i ∆OCP.
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Slika 2.10.

To su podudarni trouglovi jer za Ƭih vaжi:

∡AMO = ∡BNO = ∡CPO(= R), OA = OB = OC(= r),

∡AOM = ∡BON = ∡COP.

Iz podudarnosti ovih trouglova sledi jednakost ostalih eleme-
nata, pa je OM = ON = OP . Znaqi, rastojaƬa taqke O (sredixta
traжenog kruga) do pravih a, b i c su jednaka, pa taqka O leжi u
preseku simetrala uglova izme�u pravih a, b i c.

Konstrukcija. Neka su date prave a, b i c i neka se one seku u
trima taqkama. Konstruiximo simetrale uglova trougla odre-
�enog tim trima taqkama. Preseqnu taqku tih simetrala oznaqimo
sa O. Konstruiximo iz taqke O normalu na pravu a i podnoжje te
normale oznaqimo sa M . Konstruiximo polupravu p sa poqetkom
u taqki O takvu da je ∡(p,OM) = ω. Kako je ω < R to poluprava p
seqe pravu a u nekoj taqki A. Konstruiximo krug k(O,OA). Kako
je rastojaƬe taqke O do pravih a, b i c jednako i krug k seqe pravu
a, krug k �e se�i i ostale dve prave b i c.

Dokaz. Sa B oznaqimo jednu od preseqnih taqaka kruga k i prave b.
Obeleжimo sa N podnoжje normale iz taqke O na pravu b. U
taqkama A i B konstruiximo tangente tA i tB. Tada je, po kon-
strukciji:

∡(a, k) = ∡(a, tA) = ∡AOM = ∡(p,OM) = ω.
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Posmatrajmo trouglove ∆OAM i ∆OBN . Oni su podudarni
prema prvom stavu o podudarnosti trouglova jer vaжi ∡OMA =
∡ONB (= R), OM = ON , OA = OB. Iz Ƭihove podudarnosti sledi
∡AOM = ∡BON . DaƩe imamo

∡(b, k) = ∡(b, tB) = ∡BON = ∡AOM = ∡(p,OM) = ω.

Analogno se pokazuje da je ∡(c, k) = ω.

Diskusija. Zadatak ima jedno rexeƬe ako je ω 6= R i prave a, b i c
se seku u trima taqkama. Ako je ω = R i a, b, c se seku u trima
raznim taqkama zadatak �e imati jedno rexeƬe. Ako je ω = R i
a, b i c se seku u jednoj taqki zadatak �e imati beskonaqno mnogo
rexeƬa. Zadatak ne�e imati rexeƬa u ostalim sluqajevima. �

2.5 Neka geometrijska mesta taqaka

Zadatak 70. Konstruisati geometrijsko mesto taqaka jednako uda-

Ʃenih od dveju datih taqaka A i B.

RexeƬe: Oznaqimo sa O sredixte duжi AB, a sa P , P 6= O, proiz-
voƩnu taqku koja pripada traжenom geometrijskom mestu taqaka,
tj. za koju je PA = PB. Tada, taqka P ne pripada pravoj AB jer
bi se u suprotnom taqke P i O poklapale. Prema tre�em stavu
o podudarnosti trouglova sledi da su trouglovi ∆AOP i ∆BOP
podudarni (Slika 2.11) a iz Ƭihove podudarnosti sledi jednakost
naporednih uglova ∡AOP i ∡BOP . Dakle, PO ⊥ AB, tj. taqka P
pripada simetrali s duжi AB.

Slika 2.11.

Obratno, neka je P 6= O proizvoƩna taqka simetrale s duжi
AB. Tada su trouglovi ∆AOP i ∆BOP podudarni prema prvom
stavu o podudarnosti trouglova. Iz Ƭihove podudarnosti sledi
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PA = PB. Prema tome traжeno geometrijsko mesto taqaka pred-
stavƩa simetralu duжi AB. �

Zadatak 71. Konstruisati geometrijsko mesto temena svih uglova

jednakih datom uglu α kojima kraci prolaze kroz dve date taqke

A i B.

RexeƬe: Neka je dat ugao α i neka su date taqke A i B. Konstru-
iximo duж AB i polupravu AD tako da je ∡(AB,AD) = α (Slika
2.12). Konstruiximo pravu n kroz taqku A upravnu na polupravu
AD i konstruiximo simetralu s duжi AB. Sa O �emo oznaqiti
presek pravih s i n. Konstruiximo krug k(O,OA). Kako je O na
simetrali duжi AB to je OA = OB pa taqka B pripada krugu
k(O,OA). S druge strane, OA je jedan od polupreqnika kruga k
i kako je OA⊥AD to je AD tangenta kruga k. Geometrijsko mesto
taqaka, koje su temena uglova qiji kraci prolaze kroz taqke A i

B i koji su jednaki datom uglu α je luk
⌢
AB, koji se nalazi sa one

strane duжi AB sa koje nije poluprava AD. Traжenom geometrij-
skom mestu taqaka pripadaju i taqke luka, koji je simetriqan u
odnosu na pravu AB. Dokaжimo da proizvoƩna taqka sa pomenutih

Slika 2.12.

lukova ima tu osobinu. Neka je taqka P na luku
⌢
AB sa one strane

sa koje nije poluprava AD. Konstruiximo duжi AP i BP i oz-
naqimo presek pravih AB i s sa S. Tada su uglovi ∡(AD,AB) = α
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i ∡AOS jednaki kao uglovi sa normalnim kracima. Sledi

∡APB =
1

2
∡AOB = ∡AOS = ∡(AD,AB) = α.

Dokaжimo da ne postoji taqka van pomenutih lukova sa tra-
жenom osobinom. Pretpostavimo da je Q taqka, koja ne pripada
pomenutim lukovima a ima osobinu da je ∡AQB = α. Uoqimo pro-

izvoƩnu taqku R na duжi AB. Prava RQ se�i �e luk
⌢
AB kruga

k, koji nije sa iste strane kao i poluprava AD u nekoj taqki M .
Ovaj presek postoji jer prava QR prolazi kroz unutraxƬu taqku
R kruga k. Spojimo taqku M sa taqkama A i B i posmatrajmo
trouglove AQM i BQM . Tada je: ∡AQR > ∡AMQ (kao spoƩaxƬi
nesusedni ugao) i ∡RQB > ∡QMB (kao spoƩaxƬi nesusedni ugao).

Kako je po konstrukciji poluprava QR unutar ugla ∡AQB a
poluprava MQ unutar ugla AMB, to �e vaжiti:

α = ∡AQB = ∡AQR+ ∡RQB > ∡AMQ+ ∡QMB = ∡AMB = α,

tj. α > α xto je nemogu�e. Sluqaj kada je taqka Q van kruga k
razmatra se analogno. Dakle, ne postoji taqka van datih lukova
sa traжenom osobinom. �

Zadatak 72. Dat je kruжni luk
⌢

BLC:

a) konstruisati skup sredixta krugova upisanih u trouglove, ko-

jima su dva temena taqke B i C a tre�e teme promenƩiva taqka

luka
⌢

BLC;

b) konstruisati skup sredixta spoƩa upisanih krugova gore nave-

denih trouglova, koji dodiruju stranicu BC;

v) konstruisati skup sredixta spoƩa upisanih krugova pomenutih

trouglova, koji dodiruju stranicu CA;
g) konstruisati skup sredixta spoƩa upisanih krugova gore nave-

denih trouglova, koji dodiruju stranicu AB.

RexeƬe: Neka je data duж BC i krug k(O, r), kome pripada kruжni

luk
⌢

BLC. Konstruiximo najpre simetralu s duжi BC. Presek

simetrale s i luka
⌢

BLC oznaqimo sa M a presek simetrale s i

luka
⌢
BC (na kome nije taqka L) oznaqimo sa N .

a) Skup sredixta krugova upisanih u trouglove, kojima su dva

temena taqke B i C a tre�e teme na luku
⌢

BLC, je kruжni luk
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⌢
BC kruga k1 (Slika 2.13) sa centrom u taqki N i polupreqnikom
NB = NC, koji leжi u krugu k (vidi zadatak 10. e)).

Slika 2.13.

b) Skup sredixta krugova, koji dodiruju stranicu BC (Slika
2.14) i produжetke stranica AB i AC pomenutih trouglova je

kruжni luk
⌢

B1C1 kruga k1, koji je izvan kruga k gde B1 = k1 × BN
i C1 = k × CN (vidi zadatak 10. e)).

v) Konstruixemo simetralu s duжi BC i odredimo taqke M i N
u preseku kruga k i prave s. Kao i pod a) konstruixemo krug
k1(M,BM = CM) (Slika 2.15). Tada je skup svih sredixta kru-
gova, koji dodiruju stranicu AC i produжetke stranica AB i BC

kruжni luk kruga k1, koji leжi u uglu CBM , tj. luk
⌢

B′C (vidi
zadatak 10. e)).

Slika 2.14.
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Slika 2.15.

g) Geometrijsko mesto taqaka, koje su centri krugova, koji dodiruju
stranicu AB i produжetke stranica BC i CA je kruжni luk kruga
k1(M,BM = CM) (Slika 2.15) koji leжi u uglu ∡BCM tj. to je

luk
⌢

C ′B (vidi zadatak 10. e)). �

2.6 Konstrukcije trouglova

Zadatak 73. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

∡A = α, BC = a, b± c = d.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC sa navedenim os-
obinama, tj. ∡A = α, BC = a i b + c = d. Na produжetku stranice
BA odredimo taqku E tako da vaжi raspored taqaka B − A − E i
AC = AE (Slika 2.16). Tada je BE = BA+AE = BA+AC = b+c = d.
Kako je AE = AC to je trougao ∆ACE jednakokraki, pa je tada:
∡ACE = ∡AEC.

Ugao ∡BAC je spoƩaxƬi nesusedni za uglove ∡AEC i ∡ACE u
trouglu ∆ACE, pa je ∡BAC = ∡AEC + ∡ACE.

Iz posledƬe dve jednakosti sledi da je ∡AEC =
1

2
∡BAC =

1

2
α.

Taqka A je vrh jednakokrakog trougla ∆ACE, pa pripada sime-
trali duжi CE.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki E konstruixemo poluprave p i
q takve da je ∡(p, q) = α/2. DaƩe, konstruixemo taqku B na polu-
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Slika 2.16.

pravoj q takvu da je BE = d (Slika 2.17). Sa centrom u taqki B
konstruixemo krug k polupreqnika a = BC. Tada mogu nastupiti
slede�i sluqajevi: krug k i poluprava p imaju dve, jednu ili ni-
jednu zajedniqku taqku.

Pretpostavimo da krug k(B, a) i poluprava p imaju zajedniqku
taqku i oznaqimo je sa C. Ako je α < 2R tada je α/2 < R, pa
simetrala duжi EC seqe polupravu q u taqki A. Za taqku A postoje
slede�e mogu�nosti: E−A−B, A ≡ B, E−B−A. Pretpostavimo da
vaжi raspored taqaka: E−A−B. Tada su A, B, C tri nekolinearne
taqke (jer A ∈ q, B ∈ q i C ∈ p) i odre�uju temena △ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je △ABC traжeni trougao.

(i) Taqka C pripada krugu k(B, a) odakle sledi BC = a.

(ii) Po konstrukciji taqka A pripada simetrali duжi CE pa
je trougao ∆ACE jednakokraki, tj. AC = AE. Kako jox vaжi i
raspored taqaka E −A−B, zakƩuqujemo da je

BE = BA+AE = BA+AC.

Po konstrukciji je BE = d, odakle sledi BA + AC = d, pa je i
drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Trougao ∆ACE je jednakokraki pa je ∡BAC = 2∡EAC kao
spoƩaxƬi nesusedni, a po konstrukciji je ∡EAC = ∡(p, q) = α/2,
odakle sledi ∡BAC = α.

Dakle, ovako konstruisani trougao ∆ABC je traжeni trougao.
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Slika 2.17.

Diskusija. Pod uslovom da je α/2 < R i da vaжi raspored taqaka
E − A − B zadatak ima dva, jedno ili nijedno rexeƬe, u zavis-
nosti od toga da li krug k(B, a) seqe, dodiruje ili nema zajed-
niqkih taqaka sa polupravom p. U ostalim sluqajevima zadatak
nema rexeƬa.

Napomena. Sluqaj kada je dato b − c = d, b > c razmatra se ana-
logno, s tim xto se na stranici BA trougla ∆ABC odredi taqka
E takva da je A−B −E i AE = AC (Slika 2.18). Za konstrukciju
trougla ∆BEC imamo dovoƩno elemenata:

BC = a, BE = b − c i ∡BEC = R −
α

2
. Teme A nalazimo u

Slika 2.18.

preseku prave BE i simetrale s duжi CE, jer je trougao ∆ACE
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jednakokraki. �

Zadatak 74. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

BC = a, ∡B = β, b± c = d.

Uputstvo: Zadatak se u oba sluqaja rexava odre�ivaƬem taqke
E na pravoj AB, tako da u prvom sluqaju vaжi raspored taqaka
B −A− E, a u drugom A−B − E (Slika 2.19).

Slika 2.19.

Zadatak 75. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

BC = a, b± c = d, hb,

pri qemu je hb visina iz temena B.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. BC = a,
b + c = d i hb je Ƭegova visina (Slika 2.20). Oznaqimo sa B1

podnoжje visine iz temena B na stranicu AC, a sa E taqku prave
AC takvu da je AE = AB i C − A − E. Za konstrukciju trougla
∆BCB1, a samim tim i trougla ∆BCE imamo dovoƩno elemenata.
Teme A nalazi se na simetrali osnovice BE jednakokrakog trougla
∆ABE.
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Slika 2.20.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki B1 konstruiximo poluprave p
i q takve da je ∡(p, q) = R. Na polupravoj p konstruiximo taqku
B takvu da je BB1 = hb, a zatim krug k(B, a) sa centrom u taqki
B i polupreqnikom a. Pretpostavimo da postoji preseqna taqka
kruga k i poluprave q i oznaqimo je sa C. Na pravoj B1C odredimo

taqku E takvu da je CE = d i vaжi B1, E
� �

− C. Konstruiximo zatim
simetralu s duжi BE i oznaqimo sa A preseqnu taqku pravih s i
CE i pretpostavimo da vaжi raspored taqaka C − A − E. Taqke
A, B i C su po konstrukciji tri nekolinearne taqke pa odre�uju
temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je BB1 ⊥ B1C i BB1 = hb, a kako su taqke
A, C i B1 kolinearne to je hb visina trougla ∆ABC.

(ii) Po konstrukciji teme C pripada krugu k(B, a) pa je i drugi
uslov zadovoƩen, tj. BC = a.

(iii) Taqka A po konstrukciji pripada simetrali s duжi BE pa
je AB = AE, a kako je jox po konstrukciji CE = CA + AE to je
CE = CA+ AB, tj. CE = b+ c. S druge strane, po konstrukciji je
CE = d. Sledi b+ c = d, pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovovom da postoji preseqna taqka C kruga k
i poluprave q, tj. hb < a, i da vaжi raspored taqaka C − A − E,
zadatak ima rexeƬe. U ostalim sluqajevima zadatak nema rexeƬa.

Napomena: Sluqaj kada je poznato b − c = d razmatra se tako xto
se sa E oznaqi taqka prave AC takva da je AE = AB i pritom vaжi
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Slika 2.21.

C,E
� �

− A. Tada, pod pretpostavkom b > c, duж CE jednaka je b − c
(Slika 2.21).

Zadatak 76. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

∡A = α, BC = a, hb ± hc = d,

pri qemu su hb i hc visine iz temena B i C redom.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao,
tj. ∡A = α, BC = a, hb + hc = d (Slika 2.22). Sa B1 i C1

oznaqimo podnoжja visina hb i hc. Pravu BB1 produжimo i na
Ƭoj odredimo taqku Q takvu da vaжi B1Q = hc i da vaжi raspored
taqaka B −B1 −Q. Dobi�emo da je:

BQ = BB1 +B1Q = hb + hc = d.

Konstruixemo pravu l, koja prolazi kroz taqku Q i paralelna
je pravoj AC. Uvedimo jox i slede�e oznake: E = AB×l, F = BC×l
i R podnoжje normale iz taqke A na pravu l. Tada je AR = B1Q = hc
odnosno AR = hc.

Trouglovi ∆ACC1 i ∆AER su podudarni jer je: ∡AC1C = ∡ERA(=
R), CC1 = AR(= hc) i ∡C1AC = ∡REA pa je AC = AE, tj. ∆AEC
je jednakokraki a odavde je ∡AEC = ∡ACE. ZakƩuqujemo da je
α = ∡BAC = 2∡AEC, tj. ∡AEC = α/2. Kako je ∡BAC = ∡AEF
vidimo da je poluprava EC simetrala ugla ∡AEF .
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Slika 2.22.

Konstrukcija. Neka je E poqetak polupravih p i q i ∡(p, q) = α
(Slika 2.23). Na polupravoj p uoqimo taqku B, koja je na rasto-
jaƬu d = hb + hc od poluprave q. Podnoжje normale iz taqke B
na polupravu q oznaqimo sa Q. Konstruiximo simetralu s ugla
∡(p, q) i konstruiximo krug k sa centrom u taqki B i polupre-
qnika a = BC. Krug k(B, a) moжe imati dve, jednu ili nijednu
zajedniqku taqku sa simetralom s. Pretpostavimo da krug k(B, a)
ima zajedniqkih taqaka sa simetralom s i jednu od Ƭih oznaqimo sa
C. Konstruiximo simetralu duжi EC i oznaqimo je sa sEC . Pre-
seqnu taqku ove simetrale i duжi BE oznaqimo sa A. Tada moжe
vaжiti jedan od rasporeda taqaka: E−A−B, A ≡ B ili E−B−A.
Pretpostavimo da vaжi raspored taqaka E −A−B. Tada su taqke
A, B i C nekolinearne i odre�uju temena nekog △ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao △ABC traжeni trougao. Sa B1

oznaqimo presek pravih BQ i AC. Taqka C pripada krugu k(B, a)
pa je BC = a. Kako je sEC simetrala duжi EC to je trougao △ACE
jednakokraki, odakle zakƩuqujemo da je ∡BAC = 2∡AEC = 2α/2 = α
tj. ∡A = α. Kako poluprave AC i q sa polupravom p zaklapaju jed-
nake uglove, odnosno ugao α, to su AC i q paralelne. Po konstruk-
ciji je: BQ⊥q odakle sledi BQ⊥AC tj. BB1⊥AC, pa je BB1 = hb.
DaƩe, sa C1 oznaqimo podnoжje normale iz taqke C na stranicu
AB a sa R podnoжje normale iz taqke A na pravu q. Posmatrajmo
sada trouglove ACC1 i AER. Ta dva trougla su podudarna, jer za
Ƭih vaжi: ∡C1 = ∡R(= R), AC = AE i ∡C1AC = ∡REA. Iz Ƭihove
podudarnosti dobijamo CC1 = AR, tj. AR = hc. Sada je:

hb + hc = BB1 +AR = BB1 +B1Q = BQ = d,
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Slika 2.23.

pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je ugao α < 2R i da vaжi raspored
taqaka E −A−B, zadatak �e imati dva, jedno ili nijedno rexeƬe
u zavisnosti od toga da li krug k(B, a) sa polupravom s ima dve,
jednu ili nema zajedniqkih taqaka. U ostalim sluqajevima zadatak
nema rexeƬe. �

Slika 2.24.

Napomena: Ako je poznato hb−hc = d, onda na BB1 odredimo taqku

Q takvu da je B1Q = hc i B,Q
� �

− B1 (Slika 2.24). Kroz taqku Q kon-
struiximo pravu l paralelnu sa AC i oznaqimo sa E i F preseqne
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taqke prave l redom sa AB i BC a sa R podnoжje normale iz taqke
E na pravu AC. Tada su trouglovi ∆AER i ∆ACC1 podudarni pa
je trougao ∆AEC jednakokraki. To znaqi da je ∡CEA = R − α/2.
Kako je ∡FEA = 2R − α, zakƩuqujemo da je ∡CEA = ∡FEA/2, tj.
taqka C je na simetrali ugla ∡FEA.

Slika 2.25.

Zadatak 77. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b± c = d, BC = a i visina hc.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu je
zbir stranica b + c = d, visina CC1 = hc i ugao ∡B = β (Slika
2.25). Oznaqimo sa E taqku prave AB takvu da je AE = AC i
B −A− E.

Za konstrukciju trougla ∆BCC1 a samim tim i trougla ∆BCE
imamo dovoƩno elemenata. Teme A nalazi se u preseku simetrale
osnovice CE jednakokrakog trougla ∆ACE i prave BE.

Ostatak zadatka kao i deo kada je data razlika stranica b−c = d
prepuxtamo qitaocu.

Zadatak 78. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b± c = d, ∡B = β i ∡C = γ.
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Slika 2.26.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu
je zbir stranica b + c = d, ∡B = β i ugao ∡C = γ (Slika 2.26).
Oznaqimo sa E taqku prave AB takvu da je AE = AC i B −A− E.

Za trougao ∆BCE imamo BE = d, ∡B = β i ∡BEC = ∡BAC/2 =
R− (β+γ)/2. Dakle, trougao ∆BCE moжemo konstruisati. Teme A
nalazi se u preseku simetrale osnovice CE jednakokrakog trougla
∆ACE i prave BE.

Ostatak zadatka kao i deo kada je data razlika stranica b−c = d
prepuxtamo qitaocu. �

Zadatak 79. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b± c = d, BC = a i ∡B − ∡C = δ.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu je
zbir stranica b+c = d, BC = a i razlika uglova ∡B−∡C = δ (Slika
2.27 (i)). Oznaqimo sa E taqku prave AB takvu da je AE = AC i
B −A− E.

Za trougao ∆BCE imamo slede�e elemente: BE = d, BC = a
i ∡BCE = ∡BCA + ∡ACE = γ + α/2 = R − β + γ = R − δ. Dakle,
trougao ∆BCE moжemo konstruisati. Teme A nalazi se u preseku
simetrale osnovice CE jednakokrakog trougla ∆ACE i prave BE.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki C konstruiximo poluprave p
i q takve da je ∡(p, q) = R − δ/2 (Slika 2.27 (ii)). Na polupravoj p
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Slika 2.27.

odredimo taqku B takvu da je BC = a. Konstruiximo zatim krug
k(B, d). Pretpostavimo da krug k i poluprava q imaju zajedniqkih
taqaka i jednu od Ƭih oznaqimo sa E. Konstruiximo zatim sime-
tralu s duжi CE i oznaqimo sa A preseqnu taqku pravih s i BE i
pretpostavimo da vaжi raspored taqaka B−A−E. Taqke A, B i C
su po konstrukciji nekolinearne pa odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji je BC = a.
(ii) Po konstrukciji taqka E pripada krugu k(B, d). S druge

strane trougao ∆ACE je jednakokraki pa je zbog B − A − E zado-
voƩeno BE = BA+AE = BA+AC = b+ c. Prema tome, dobijamo da
je b+ c = d.

(iii) Po konstrukciji je ∡BCE = ∡(p, q) = R − δ. Kao u analizi
zadatka dobija se da je ∡BCE = R − (β − γ), odakle sledi da je
β − γ = δ.

Dakle, trougao ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je δ < 2R i da vaжi raspored taqaka
B − A − E, zadatak ima rexeƬe. U ostalim sluqajevima zadatak
nema rexeƬa.
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Deo kada je data razlika stranica b − c = d prepuxtamo qi-
taocu. �

Zadatak 80. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b± c = d i visine hb i hc.

Slika 2.28.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu
je zbir stranica b + c = d, i neka su mu hb = BB1 i hc = CC1

visine redom iz temena B i C. (Slika 2.28. (i)). Oznaqimo sa Q
taqku prave BB1 takvu da je B1Q = hc i B − B1 − Q. Kroz taqku
Q konstruiximo pravu l normalnu na pravu BQ. Onaqimo sa E i
F preseqne taqke prave l redom sa pravama AB i BC. Neka je R
podnoжje normale iz taqke A na pravu l. Tada su trouglovi ∆AER
i ∆CAC1 podudarni pa je AE = AC. Dakle BE = BA+AE = b+c = d.
DaƩe, vaжi BQ = hb + hc. Prema tome, imamo dovoƩno elemenata
za konstrukciju pravouglog trougla ∆BQE. Taqka A se nalazi na
rastojaƬu hc od prave l a taqka C na rastojaƬu hc od prave BE pri
qemu je prava AC paralelna pravoj l.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki Q konstruiximo poluprave p
i q takve da je ∡(p, q) = R. Na polupravoj p odredimo taqke B i B1
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takve da je B−B1−Q, QB1 = hc i BB1 = hb (Slika 2.28. (ii)). Kroz
taqku B1 konstruiximo pravu m paralelnu polupravoj q. Kon-
struiximo zatim krug k(B, d). Pretpostavimo da postoji preseqna
taqka kruga k i poluprave q i oznaqimo je sa E. Oznaqimo sa A
preseqnu taqku pravih m i BE. Na kraku AB1 ugla ∡ABAB1 odred-
imo taqku C koja je na rastojaƬu hc od kraka AB. Po konstrukciji,
taqke A, B i C su nekolinearne i odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani trougao ∆ABC upravo
traжeni trougao.

(i) Oznaqimo sa C1 podnoжje normale iz taqke C na pravu AB.
Tada je po konstrukciji CC1 ⊥ AB i CC1 = hc, pa je visina iz
temena C zaista jednaka datoj duжi hc.

(ii) Po konstrukciji taqke B i B1 pripadaju polupravoj p koja
je upravna na pravu m u taqki B1. Kako je jox A,C ∈ m i BB1 = hb,
to je visina trougla ∆ABC iz temena B jednaka datoj duжi hb.

(iii) Oznaqimo sa R podnoжje normale iz taqke A na polupravu q.
Trouglovi ∆AER i ∆iCAC1 su podudarni jer je AR = CC1 = hc,
∡AER = ∡CAC1 i ∡ARE = ∡CC1B. Iz Ƭihove podudarnosti sledi
AE = CA. S obzirom na to da vaжi raspored taqaka B − A − E
imamo BE = BA+AE = BA+CA = b+ c, tj. BE = b+ c. Kako je po
konstrukciji BE = d, sledi da je i tre�i uslov zadatka zadovoƩen,
tj. b+ c = d.

Dakle, trougao ∆ABC je zaista traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je hb + hc < d zadatak ima rexeƬe.

Napomena. Deo zadatka kada je data razlika stranica b − c = d
prepuxtamo qitaocu. Primetimo da u tom sluqaju mora biti b > c
i hb < hc. �

Zadatak 81. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b+ c = d1, hb + hc = d2, BC = a.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao,
tj. neka mu je zbir stranica b + c = d1, zbir visina hb = BB1 i
hc = CC1 jednak d2 i stranica BC = a (Slika 2.28. (i)). Oznaqimo
sa Q taqku prave BB1 takvu da je B1Q = hc i B−B1−Q. Kroz taqku
Q konstruiximo pravu l normalnu na pravu BQ. Onaqimo sa E i F
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preseqne taqke prave l redom sa pravama AB i BC, a sa R podnoжje
normale iz taqke A na pravu l. Tada su trouglovi ∆AER i ∆CAC1

podudarni pa je AE = AC. Dakle, vaжi BE = BA+AE = b+ c = d1.
DaƩe, tako�e vaжi BQ = hb + hc = d2. Prema tome, imamo dovoƩno
elemenata za konstrukciju pravouglog trougla ∆BQE (BE = d1,
BQ = d2 i ∡BQE = R). Ugao ∡BAC je spoƩaxƬi nesusedni uglu
∡AEC trugla ∆AEC pa je ∡BAC = 2∡AEC. S druge strane je
∡BEF = ∡BAC pa je ∡BEF = 2∡AEC, tj. EC je simetrala ugla
∡BEF . Uzimaju�i u obzir da je BC = a, zakƩuqujemo da se teme
C nalazi u preseku kruga k(B, a) i simetrale ugla ∡BEF . Teme A
pripada simetrali osnovice CE jednakokrakog trougla ∆ACE.

Qitaocu prepuxtamo ostatak zadatka. �

Zadatak 82. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato:

b− c = d1, hc − hb = d2, BC = a.

Slika 2.29.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao,
tj. neka mu je razlika stranica b−c = d1, razlika visina hc−hb = d2
i stranica BC = a (Slika 2.29). Oznaqimo sa Q taqku prave

CC1 takvu da je QC1 = hb i Q,C1

� �

− C. Kroz taqku Q konstru-
iximo pravu l normalnu na pravu CC1. Onaqimo sa E preseqnu
taqku pravih l i AC, a sa R podnoжje normale iz taqke E na
pravu AB. Tada su trouglovi ∆AER i ∆ABB1 podudarni pa je
AE = AB. Dakle, vaжi CE = AC − AE = b − c = d1. Tako�e vaжi
CQ = CC1 −QC1 = hc − hb = d2. Prema tome, imamo dovoƩno eleme-
nata za konstrukciju pravouglog trougla ∆CQE (CE = d1, CQ = d2
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i ∡CQE = R). Ugao ∡AEC je ugao na osnovici jednakokrakog
trugla ∆ABE pa je ∡AEB = R − ∡BAC/2. S druge strane je
∡AEF = 2R − ∡BAC pa je ∡AEF = 2∡AEB, tj. poluprava EB
je simetrala ugla ∡AEF . Uzimaju�i u obzir da je BC = a, za-
kƩuqujemo da se teme B nalazi u preseku kruga k(C, a) i simetrale
ugla ∡AEF . Teme A pripada simetrali osnovice BE jednakokrakog
trougla ∆ABE.

Qitaocu prepuxtamo ostatak zadatka. �

Zadatak 83. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: poluobim

p i uglovi ∡B = β i ∡C = γ.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao,
tj. da mu je poluobim p i uglovi kod temena B i C jednaki redom
datim uglovima β i γ. Oznaqimo sa E i F taqke prave BC takve
da je BE = AB, CF = AC i vaжi raspored taqaka E − B − C − F
(Slika 2.30). Neka je β + γ < 2R. Za trougao ∆AEF vaжi

EF = a+ b+ c = 2p, ∡AEF = β/2 i ∡AFE = γ/2,

Slika 2.30.

pa se on lako moжe konstruisati. Temena B i C nalaze se u preseku
prave EF redom sa simetralama stranica AE i AF .

Qitaocu prepuxtamo ostatak rexeƬa. �

Zadatak 84. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: poluobim

p, visina ha i ugao ∡B = β.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao,
tj. da mu je poluobim p, visina iz temena A jednaka ha i ugao kod
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temena B jednak datom uglu β. Oznaqimo sa E i F taqke prave BC
takve da je BE = AB, CF = AC i vaжi raspored taqaka E−B−C−F
(Slika 2.31). Za trougao ∆AEF imamo

EF = a+ b+ c = 2p, ∡AEF = β/2 i AA1 = ha,

Slika 2.31.

pa se on lako moжe konstruisati. Temena B i C nalaze se u preseku
prave EF redom sa simetralama stranica AE i AF .

Qitaocu prepuxtamo ostatak rexeƬa. �

Zadatak 85. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: BC = a,
b± ha = d i b = c.

Slika 2.32.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni jednako-
kraki trougao, tj. da mu je BC = a, b + ha = d i b = c. Oznaqimo
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sa A1 podnoжje visine iz temena A a sa E taqku na pravoj AA1

takvu da je AE = AC i A1 − A − E (Slika 2.32). Za konstrukciju
pravouglog trougla ∆A1CE imamo dovoƩno elemenata (A1E = d,
A1C = a/2 i ∡EA1C = R). Taqka A nalazi se na simetrali duжi
CE, dok je taqka B simetriqna taqki C u odnosu na taqku A1.

Qitaocu prepuxtamo ostatak zadatka. �

Zadatak 86. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: visina

ha, teжixna duж ma i a = 2b.

Slika 2.33.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao.
Sredixte stranice BC oznaqimo sa A1 a sa D oznaqimo podnoжje
normale iz taqke A na pravu BC sa ha = AD visinu i sa ma = AA1

teжixnu liniju iz temena A na stranicu BC, (Slika 2.33). Pra-
vougli trougao ADA1 se lako moжe konstruisati. Trougao ∆AA1C
je jednakokraki tj. AC = A1C (b = a/2), pa taqka C pripada sime-
trali duжi AA1. Taqka B simetriqna je taqki C u odnosu na
taqku A1.

Qitaocu prepuxtamo ostatak rexeƬa. �

Zadatak 87. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: BC = a,
visina ha i teжixna duж ma.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ∆ABC traжeni trougao.
Sredinu stranice BC oznaqimo sa A1, sa D oznaqimo podnoжje
normale iz taqke A na pravu BC, (Slika 2.34), sa ha = AD visinu i
sa ma = AA1 teжixnu liniju iz temena A na stranicu BC. Trougao
ADA1 se lako moжe konstruisati.
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Slika 2.34.

Konstrukcija. Konstruiximo duж BC = a a zatim na rastojaƬu ha
(Slika 2.35) od ove duжi konstruiximo pravu l paralelnu sa BC.
Konstruiximo sredixte duжi BC = a i oznaqimo ga sa A1. Zatim,
konstruiximo skup taqaka, koje su od date taqke A1 udaƩene za
ma, tj. konstruiximo krug k(A1,ma). Krug k i prava l imaju ili
nemaju zajedniqkih taqaka. Pretpostavi�emo da imaju zajedniqkih

Slika 2.35.

taqaka i jednu od Ƭih oznaqimo sa A. Tada su taqke A,B i C tri
nekolinearne taqke i odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji je BC = a.

(ii) Sa D oznaqimo podnoжje normale iz taqke A na pravu BC.
Taqka D je na pravoj BC a taqka A na pravoj l, koja je paralelna
sa BC. Kako je AD⊥BC to je AD normalno rastojaƬe paralelnih
pravih BC i l a ono je po konstrukciji jednako ha. Znaqi AD = ha
je visina trougla ∆ABC, pa je i drugi uslov zadovoƩen.
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(iii) Taqka A1 je sredixte duжi BC po konstrukkciji. Kako
A pripada krugu k(A1,ma) to je AA1 = ma teжixna duж trougla
∆ABC. Dakle, trougao ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Zadatak ima dva, jedno ili ni jedno rexeƬe u zavis-
nosti od broja preseqnih taqaka kruga k i prave l. �

Zadatak 88. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dato:

∡B = β, BC = a, b+ c = d.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC trougao sa traжenim
osobinama. Konstruiximo taqku E na pravoj AB tako da vaжi
raspored taqaka E −A−B i AC = AE (Slika 2.36). Tada je:

BE = BA+AE = BA+AC = c+ b = d.

Posmatrajmo trougao ∆BEC: za Ƭega nam je poznato da je BC = a,

Slika 2.36.

BE = d i ∡B = β, pa se ovaj trougao moжe konstruisati. Teme
A trougla ∆AEC pripada simetrali stranice EC zato xto je
trougao ∆AEC jednakokraki po konstrukciji.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki B tako da je ∡(p, q) = β. Na polupravoj p odredimo
taqku C tako da je BC = a (Slika 2.37) a na polupravoj q odredimo
taqku E tako da je BE = d. Spojimo taqke C i E i konstruixemo
simetralu duжi CE. Presek simetrale duжi CE sa polupravom
BE oznaqimo sa A. Za taqke A, B i E mogu� je jedan od narednih
rasporeda taqaka: E −A−B, A ≡ B i E −B −A.

Neka vaжi raspored E − A − B. U tom sluqaju su A, B i C
tri nekolinearne taqke i kao takve odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.
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Slika 2.37.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao. Kako
vaжi raspored taqaka E − A − B sledi da je ∡ABC = ∡(p, q) = β.
Po konstrukciji je BC = a i kako vaжi A ∈ sCE to je AC = AE. Iz
E − A − B sledi BA + AC = BA + AE = BE = d tj. BA + AC = d.
Dakle, sva tri uslova zahtevana u zadatku su zadovoƩena.

Diskusija. Zadatak ima rexeƬa samo ako je β < 2R i ako vaжi
raspored taqaka E − A − B. U ostalim sluqajevima zadatak nema
rexeƬa. �

Zadatak 89. Konstruisati trougao ∆ABC kada su mu date visi-

na ha, teжixna duж ma i odseqak simetrale la ugla ∡A.

Slika 2.38.
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RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj.
neka mu je AD = ha visina, ma = AA1 teжixna duж i AE = la
odseqak simetrale ugla kod temena A. Neka je k opisani krug oko
trougla ∆ABC, s simetrala stranice AB i N preseqna taqka kruga

k i prave s takva da je N,A÷AB. Lukovi
⌢
AN i

⌢
NC su podudarni

me�u sobom pa je ∡BAN = ∡CAN . To znaq da taqka N pripada
i simetrali AE unutraxƬeg ugla ∡A trougla ∆ABC (Slika 2.38
(i)). Za pravougli trougao ∆ADE poznati su hipotenuza AE = la
i kateta AD = ha. Taqka A1 pripada pravoj DE i nalazi se na
rastojaƬu ma od taqke A. Sada moжemo preqi na konstrukciju
trougla ∆ABC.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki D konstruiximo poluprave p i
q takve da je ∡(p, q) = R (Slika 2.38 (ii)). Na polupravoj q odredimo
taqku A takvu da je AD = ha. Konstruiximo krugove k1(A, la) i
k2(A,ma). Oznaqimo sa E i A1 preseqne taqke redom krugova k1
i k2 sa polupravom p. Pretpostavimo da vaжi raspored taqaka
D−E −A1, tj. da je ha < la < ma. U taqki A1 konstruiximo pravu
s upravnu na pravu DE i oznaqimo sa N preseqnu taqku pravih
s i AN . Oznaqimo sa O preseqnu taqku prave s i simetrale sAN

duжi AN . Konstruiximo zatim krug k(O,ON = OA). Oznaqimo
sa B i C preseqne taqke kruga k i prave DE. Taqke A, B i C su
po konstrukciji nekolinearne pa odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je AD = ha i AD ⊥ DE. Taqke D, E, B i

C su po konstrukciji kolinearne, odakle sledi da je AD ⊥ BC, tj.
AD = ha je visina trougla ∆ABC.

(ii) Prava s je po konstrukciji normalna na tetivu BC u taqki
A1 a kako je jox AA1 = ma, to je ma teжixna duж iz temena A
trougla ∆ABC.

(iii) Prava s je, kao xto smo se uverili, simetrala duжi BC. To

znaq da su lukovi
⌢
AN i

⌢
NC podudarni pa su podudarni i Ƭihovi

periferijski uglovi ∡BAN i ∡CAN . To znaqi da je prava AN
simetrala ugla ∡ trougla ∆ABC. Po konstrukciji taqka E pri-
pada duжi BC. DaƩe je AE = la, pa je i tre�i uslov zadovoƩen.

Dokaz je zavrxen.

Diskusija. Zadatak ima rexeƬe pod uslovom ha < la < ma. Ako je
ha = la = ma trougao ∆ABC je jednakokraki. �
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Zadatak 90. Konstruisati trougao ∆ABC ako je data visina ha,
teжixna duж ma i razlika uglova ∡B − ∡C = δ.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj.
neka mu je AD = ha visina, ma = AA1 teжixna duж i razlika
uglova ∡B − ∡C = δ. Neka je k opisani krug oko trougla ∆ABC,
s simetrala stranice BC i N preseqna taqka kruga k i prave s
takva da je N,A÷AB. Taqka N pripada i simetrali AE, E ∈ BC,
unutraxƬeg ugla ∡A trougla ∆ABC (Slika 2.38 (i)).

Tako�e vaжi ∡DAE =
1

2
∡A− ∡BAD = (∡B − ∡C)/2.

Za pravougli trougao ∆ADE poznati su ugao ∡DAE = δ/2 i
kateta AD = ha. Taqka A1 pripada pravoj DE i nalazi se na ras-
tojaƬu ma od taqke A. Sada imamo dovoƩno elemenata za konstruk-
ciju trougla ∆ABC. �

Analogno se rexava i slede�i zadatak.

Zadatak 91. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat odseqak sime-

trale la, teжixna duж ma i razlika uglova ∡B − ∡C = δ.

Zadatak 92. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznato: ∡A = α,
zbir stranica AB i AC jednak datoj duжi m, a zbir visine BD i

duжi CD jednak datoj duжi n.

Slika 2.39.

Uputstvo: Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj. neka je
b + c = m, BD + CD = n i ∡A = α. Na polupravoj CA odredimo
taqke M i N takve da je CM = m i CN = n. Tada je DM = hb i
AN = c. Trougao ∆DMB je jednakokrako pravougli, pa je ∡BMC =
R/2. Tako�e, trougao ∆BAN je jednakokraki pa je ∡BNC = α/2.
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Za trougao ∆MNB imamo poznatu stranicu i dva ugla i lako ga
moжemo konstruisati. Nakon toga lako odre�ujemo taqku C. Taqka
A nalazi se u preseku prave MN i simetrale s duжi BN . Postoje
tri mogu�nosti za duжi m i n: m > n, m < n i m = n.

(i) Ako je m > n onda su uglovi trougla ∆BMN : ∡BMN = R/2
i ∡BNM = 2R− α/2 (Slika 2.39 (i)).

(ii) Ako je m < n onda su uglovi trougla ∆BMN : ∡BMN = 3R/2
i ∡BNM = α/2 (Slika 2.39 (ii)).

(iii) Ako je m = n onda je M ≡ N , pa je trougao ∆ABC pravougli
(Slika 2.39 (iii)). �

Zadatak 93. Konstruisati trougao ∆ABC kada su data podnoжja

A′, B′, C ′ Ƭegovih visina.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Sa A′, B′ i C ′ obeleжimo podnoжja Ƭegovih visina (Slika
2.40), redom iz temena A,B,C i sa H ortocentar. Uoqimo qetvor-
ougao AC ′HB′. Duж AH se iz taqaka B′ i C ′ vidi pod pravim
uglom pa je AC ′HB′ tetivan. ƫegova temena pripadaju krugu, qiji
je preqnik duж AH. Prema tome vaжi�e jednakost uglova nad is-

tim lukom
⌢

C ′H:

∡C ′AH = ∡C ′B′H. (2.3)

Slika 2.40.

Analogno, qetvorougao CB′HA′ je tetivan i Ƭegova temena pri-
padaju krugu sa preqnikom CH. Tada su periferijski uglovi nad

istim lukom
⌢

HA′ jednaki tj. vaжi:

∡HB′A′ = ∡HCA′. (2.4)
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Posmatrajmo daƩe trouglove ABA′ i CBC ′. Iz

∡AA′B = ∡CC ′B(= R) i ∡ABA′ ≡ ∡C ′BC

dobijamo da su ova dva trougla sliqna. Iz sliqnosti trouglova
sledi da su im i tre�i odgovaraju�i uglovi jednaki: ∡BAA′ =
∡BCC ′, tj.

∡C ′AH = ∡HCA′ (2.5)

Iz (2.3), (2.4) i (2.5) sledi da je ∡C ′B′H = ∡HB′A′, tj. prava
B′H ≡ B′B je simetrala ugla ∡A′B′C ′. Analogno se dokazuje da
je prava C ′H ≡ C ′C simetrala ugla ∡B′C ′A′ a prava A′H ≡ A′A
simetrala ugla ∡C ′A′B′. Dakle, ortocentar H, trougla ∆ABC, se
nalazi u preseku simetrala uglova trougla ∆A′B′C ′.

Konstrukcija. Neka su date tri nekolinearne taqke A′, B′ i C ′.
One odre�uju temena trougla ∆A′B′C ′ (Slika 2.41). Konstruiximo
simetrale uglova tog trougla i preseqnu taqku oznaqimo sa H.
Konstruiximo zatim prave a, b i c takve da vaжi: A′ ∈ a, B′ ∈ b,
C ′ ∈ c, a ⊥ A′H, b ⊥ B′H i c ⊥ C ′H. Sa A, B i C redom oznaqimo
presek pravih b i c, c i a, a i b. Taqke A, B i C su tri nekolinearne
taqke i odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Slika 2.41.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao. Najpre
dokaжimo da je AA′ visina datog trougla. Kako je po konstrukciji
HA′⊥BC ≡ a, dovoƩno je dokazati da taqka A pripada pravoj HA′.
Prave b i c su po konstrukciji normalne na simetrale uglova ∡B′

i ∡C ′ trougla ∆A′B′C ′, pa su kao takve simetrale spoƩaxƬih ug-
lova ∡B′ i ∡C ′ trougla ∆A′B′C ′. Kako je poluprava AA′ simetrala
ugla ∡A′ trougla ∆A′B′C ′ to ona prolazi kroz presek simetrala
preostala dva spoƩaxƬa ugla trougla A′B′C ′. Dakle, taqka A je
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presek pravih b i c i pripada pravoj AH ′, odakle sledi da je AA′ po
definiciji jedna od visina trougla ∆ABC. Analogno se dokazuje
da su BB′ i CC ′ visine trougla ∆ABC, qime je dokaz zavrxen.

Diskusija. Ako su A′, B′ i C ′ nekolinearne taqke, zadatak uvek ima
rexeƬa. �

Zadatak 94. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato:

BC = a, AD = ha, ∡A = α.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao (Slika 2.42). Neka je BC = a, AD = ha i ∡A = α. Dakle
duж BC se iz taqke A vidi pod uglom α i taqka A je od duжi BC
udaƩena za duж ha.

Slika 2.42.

Konstrukcija. Za konstrukciju �emo koristiti zadatak 71. Kon-
struiximo duж BC = a. S jedne strane poluprave BC konstru-
iximo polupravu BD (Slika 2.43) takvu da je ∡(BC,BD) = α.
Konstruiximo zatim normalu n na polupravu BD u taqki B i
simetralu s duжi BC. Taqkom O oznaqimo presek pravih s i n,
tada je OB = OC. NadaƩe konstruiximo krug k(O,OB = OC). U
primeru 2. 4. 1 smo dokazali da je geometrijsko mesto taqaka iz
kojih se duж BC vidi pod uglom α - luk kruga k, koji se nalazi sa
one strane duжi BC sa koje nije BD. Ovom geometrijskom mestu
taqaka pripada tre�e teme A traжenog trougla ∆ABC. Konstru-
iximo pravu l na rastojaƬu ha, paralelnu sa BC sa one strane od
BC sa koje nije poluprava BD. Tada prava l i krug k mogu imati
dve, jednu ili nijednu zajedniqku taqku. Pretpostavimo da krug k
i prava l imaju zajedniqkih taqaka. Jednu od tih taqaka oznaqimo
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Slika 2.43.

sa A. Dakle, van prave BC se nalazi taqka A, pa su A,B i C tri
nekolinearne taqke, pa odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo to da je ovako konstruisan trougao upravo tra-
жeni trougao.

(i) Po konstrukciji je BC = a.

(ii) Tako�e vaжi da je ∡A =
1

2
∡BOC = ∡(OB, s) = ∡(BC,BD) = α,

tj. ∡A = α.
(iii) Kako jox A pripada pravoj l koja je na rastojaƬu ha od

prave BC, to je rastojaƬe taqke A do prave BC jednako ha. Znaqi,
AD = ha je visina trougla ∆ABC, pa je time dokaz zavrxen.

Diskusija. Zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬe u zavisnosti od
toga da li prava l i krug k imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih
taqaka, pri qemu je α < 2R. Zadatak �e biti bez rexeƬa u svim
ostalim sluqajevima. �

Zadatak 95. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato:

BC = a, AA1 = ma, ∡A = α.

Uputstvo: Teme A trugla ∆ABC pripada geometrijskom mestu
taqaka iz kojih se duж BC = a vidi pod uglom α. S druge strane,
teme A pripada krugu k(A1,ma). �

Zadatak 96. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato:

BC = a, BB′ = hb, ∡A = α.
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Uputstvo: Teme A trugla ∆ABC nalazi se u preseku geometrijskog
mesta taqaka iz kojih se duж BC = a vidi pod uglom α i tangente
iz taqke C na krug k(B, hb). �

Zadatak 97. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato:

BC = a, AA′ = ha i poluobim p.

Uputstvo: Neka je ∆ABC traжeni trougao. Oznaqimo sa E i F
taqke prave BC, takve da je BE = AB, CF = AC i E−B−C−F . Tada
je EF = 2p i ∡EAF = R+ α/2 = δ. Teme A trugla ∆AEF nalazi se
u preseku geometrijskog mesta taqaka iz kojih se duж EF = 2p vidi
pod uglom δ i prave paralelne pravoj EF na rastojaƬu ha od prave
EF . Temena B i C nalaze se u preseku redom simetrala duжi AE
i AF sa pravom EF . �

Zadatak 98. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato: polupre-

qnik opisanog kruga r, poluobim p i ∡A = α.

Slika 2.44.

Uputstvo: Neka je ∆ABC traжeni trougao. Ako su poznati polu-
preqnik opisanog kruga r i ugao ∡A = α, onda moжemo odrediti
stranicu BC = a (Slika 2.44). Zaista. Sa poqetkom u taqki B
konstruiximo poluprave p i q takve da je ∡(p, q) = α. Konstruix-
imo polupravu n normalnu u taqki B na polupravu q, tako da je
poluprava p unutar pravog ugla odre�enog sa q i n. Na polupravoj
n odredimo taqku O takvu da je BO = R a zatim konstruiximo krug
k(O,OB = R). Sa C oznaqimo drugu preseqnu taqku poluprave p i
kruga k. Na taj naqin, dobili smo jednu stranicu BC = a traжenog
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trougla. Oznaqimo sa d = 2p − a = b + c. Prema tome, konstruk-
ciju traжenog trougla smo sveli na konstrukciju trougla kome su
poznati ugao ∡A = α, stranica BC = a i zbir stranica b+ c = d.�

Na potpuno isti naqin moжe se rexiti i slede�i zadatak:

Zadatak 99. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dato: polupre-

qnik opisanog kruga r, b± c i ∡A = α.

Zadatak 100. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznato: ugao

∡A = α, polupreqnik opisanog kruga r i zbir ili razlika visina

hb ± hc.

Slika 2.45.

Uputstvo: Neka je ∆ABC traжeni trougao. Ako su poznati polu-
preqnik opisanog kruga r i ugao ∡A = α, onda moжemo odrediti
stranicu BC = a (vidi uputstvo uz Zadatak 98.). Sada se nax
zadatak svodi na Zadatak 76. kada je poznato: ∡A = α, BC = a i
hb ± hc. �

Zadatak 101. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznata stra-

nica BC = a i visine hb i hc.

Uputstvo: Neka je ∆ABC traжeni trougao. Oznaqimo sa B′ i C ′

podnoжja visina redom iz temena B i C (Slika 2.45). Tada taqke B′

i C ′ pripadaju krugu k nad preqnikom BC = a. Dakle, taqke B′ i C ′

nalazimo u preseku kruga k redom sa krugovima k1(B, hb) i k2(C, hc).
Teme A trougla ∆ABC dobija se u preseku pravih BC ′ i CB′. �
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Zadatak 102. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznato stra-

nica BC = a, ugao ∡A = α i polupreqnik ρ upisanog kruga.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao, tj. neka je BC = a, ∡A = α i ρ polupreqnik upisanog
kruga. Kako je ∡A = α to znaqi da taqka A pripada geometrijskom
mestu taqaka (Slika 2.46) iz kojih se duж BC vidi pod uglom α
(vidi Zadatak 71.).

Slika 2.46.

Prema zadatku 72. a) geometrijsko mesto taqaka, koje su sredi-
xta upisanih krugova, qija je jedna stranica BC a tre�e teme
pripada luku kruga k iz qijih se taqaka duж BC vidi pod uglom
α je kruжni luk kruga k1(N,NB = NC) koji je unutar kruga k.
Centar S upisanog kruga je na rastojaƬu ρ od stranice BC.

Konstrukcija. Neka je data duж BC = a. Konstruiximo polu-
pravu BD sa poqetkom u taqki B, takvu da je ∡(BC,BD) = α, zatim
normalu n na plupravu BD u taqki B takvu da su poluprave n i
BD sa raznih strana prave BC (Slika 2.47). Konstruiximo sime-
tralu s duжi BC i oznaqimo sa O presek simetrale s i normale
n. Zatim konstruiximo krug k(O,OB = OC). Geometrijsko mesto
taqaka iz kojih se duж BC vidi pod uglom α je luk kruga k. Taj
luk se nalazi sa one strane duжi BC sa koje nije poluprava BD.

Neka je N presek simetrale sBC duжi BC i luka
⌢
BC, pri qemu je

N,BD
� �

− BC. Konstruiximo krug k1(N,NB = NC) a potom na ras-
tojaƬu ρ konstruiximo pravu l paralelnu pravoj BC, tako da se
prava l nalazi sa one strane prave BC sa koje nije poluprava BD.
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Prava l i kruжni luk kruga k1, koji leжi u krugu k mogu imati
ili ne zajedniqkih taqaka. Pretpostavimo da imaju zajedniqkih
taqaka i jednu od Ƭih oznaqimo sa S. Konstruiximo krug k′(S, ρ).
Po konstrukciji je prava BC tangenta kruga k′(S, ρ), pa su taqke B
i C izvan kruga k′(S, ρ). Konstruiximo iz taqke B drugu tangentu
tb na krug k′ i sa A obeleжimo presek tangente tb i kruga k. Taqke
A,B,C su nekolinearne i obrazuju neki trougao ∆ABC.

Slika 2.47.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je BC = a.
(ii) Taqka A po konstrukciji pripada geometrijskom mestu taqaka

iz kojih se duж BC vidi pod uglom α, tj. ∡A = α, pa je i drugi
uslov zadovoƩen.

(iii) Taqka S po konstrukciji pripada geometrijskom mestu cen-
tara upisanih krugova. Kako je taqka S, po konstrukciji, na pra-
voj l, to je rastojaƬe taqke S od prave BC jednako ρ. Znaqi, krug
k′(S, ρ) je upisan u trougao ∆ABC, pa je i tre�i uslov zadovoƩen.

Dakle, trougao ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R zadatak ima dva jedno ili nema
rexeƬa, u zavisnosti od toga da li prava l i kruжni luk kruga k1,
koji je unutar kruga k, imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih
taqaka. Inaqe, zadatak ne�e imati rexeƬa. �

Za qitaoca mogu biti interesantna slede�a dva zadatka:

Zadatak 103. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznata stra-

nica BC = a, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik upisanog
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kruga ρ.

Zadatak 104. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dat ugao ∡A =
α, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik upisanog kruga ρ.

Zadatak 105. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznato stra-

nica BC = a, ugao ∡A = α i polupreqnik ρa spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu BC.

Slika 2.48.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao, tj. neka je BC = a, ∡A = α i ρa polupreqnik spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu BC i produжetke drugih dveju
stranica. Kako je ∡A = α to znaqi da taqka A pripada geometrij-
skom mestu taqaka (Slika 2.48) iz kojih se duж BC vidi pod uglom
α (vidi Zadatak 71.).

Prema zadatku 72. b) geometrijsko mesto taqaka, koje su sredi-
xta upisanih krugova, qija je jedna stranica BC a tre�e teme
pripada luku kruga k iz qijih se taqaka duж BC vidi pod uglom
α je kruжni luk kruga k1(N,NB = NC) koji se nalazi unutar ugla
B1NC1, pri qemu za taqke B1 i C1 vaжi B − N − B1 i C − N − C1.
Centar Sa spoƩa upisanog kruga koji dodiruje BC je na rastojaƬu
ρa od stranice BC.

Nastavak rexeƬa zadatka prepuxtamo qitaocu. �

Za veжbu su interesantna i slede�a dva zadatka:
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Zadatak 106. Konstruisati trougao ∆ABC kada je poznata stra-

nica BC = a, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik spoƩa upi-

sanog kruga ρa.

Zadatak 107. Konstruisati trougao ∆ABC kada je dat unutraxƬi

ugao ∡A = α, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik spoƩa upi-

sanog kruga ρa.

Zadatak 108. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dato: stranica

BC = a, ugao kod temena ∡A = α i ρb polupreqnik spoƩa upisanog

kruga, koji dodiruje stranicu AC i produжetke stranica AB i BC.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao, tj. neka je BC = a, ∡A = α i ρb polupreqnik spoƩa upisa-
nog kruga, koji dodiruje stranicu AC i produжetke stranica AB
i BC. Kako je ∡A = α to znaqi da taqka A pripada geometrijskom
mestu taqaka (Slika 2.49) iz kojih se duж BC vidi pod uglom α
(zadatak 71.).

Slika 2.49.

Prema zadatku 72. v) geometrijsko mesto taqaka, koje su sredi-
xta spoƩa upisanih krugova, koji dodiruju stranicu AC i pro-
duжetke ostale dve stranice trougla, qija je jedna stranica BC a
tre�e teme pripada luku kruga k iz qijih se taqaka duж BC vidi
pod uglom α je kruжni luk kruga k2(M,MB = MC). To geometrijsko

mesto taqaka leжi u uglu ∡MBC, gde je M = sBC ×
⌢

BAC.
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Konstrukcija. Neka je data duж BC = a. Konstruiximo sa jedne
strane poluprave BC polupravu BD takvu da je ∡(BC,BD) = α. U
taqki B konstruiximo normalu n na polupravu BD (Slika 2.50).
Konstruiximo simetralu s duжi BC i oznaqimo sa O presek sime-
trale s i normale n. Zatim konstruiximo krug k(O,OB = OC).
Geometrijsko mesto taqaka iz kojih se duж BC vidi pod uglom α
je luk kruga k koji se nalazi sa one strane prave BC sa koje nije
poluprava BD. Neka je M preseqna taqka simetrale sBC i luka

⌢
BAC. Konstruiximo krug k2(M,MB = MC) a potom na rastojaƬu
ρb od prave BC konstruiximo pravu l paralelnu pravoj BC, tako
da je prava l sa one strane prave BC sa koje nije poluprava BD.
Prava l i kruжni luk kruga k2(M,MB = MC), koji leжi u uglu
∡MBC mogu imati ili ne zajedniqkih taqaka. Pretpostavimo da
imaju zajedniqku taqku i oznaqimo je sa Sb. Konstruiximo krug
kb(Sb, ρb). Po konstrukciji prava BC je tangenta kruga kb(Sb, ρb), pa
su taqke B i C izvan kruga kb(Sb, ρb). Konstruiximo iz taqke B
drugu tangentu tb na krug kb i sa A obeleжimo presek tangente tb i
kruga k. Taqke A,B,C su po konstrukciji nekolinearne i obrazuju
neki trougao ∆ABC.

Slika 2.50.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je BC = a.
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(ii) Taqka A, po konstrukciji, pripada geometrijskom mestu ta-
qaka iz kojih se duж BC vidi pod uglom α, tj. ∡A = α, pa je i
drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Taqka Sb pripada geometrijskom mestu sredixta spoƩa up-
isanih krugova, koji dodiruju stranicu AC i produжetke stranica
AB i BC. Kako je taqka Sb, po konstrukciji, na pravoj l, to je ras-
tojaƬe taqke Sb od prave BC jednako ρb. Kako su po konstrukciji
AB i BC tangente na krug kb, to je kb spoƩa upisan krug u trougao
∆ABC, koji dodiruje stranicu AC.

Prema tome, dokazali smo da je ovako konstruisani trougao
∆ABC upravo traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R zadatak ima rexeƬe ako prava
l seqe kruжni luk kruga k2(M,MB = MC), koji leжi u uglu ∡MBC.
U ostalim sluqajevima zadatak nema rexeƬa. �

Slede�a dva zadatka dajemo bez rexeƬa:

Zadatak 109. Konstruisati trougao ∆ABC ako je poznata stra-

nica BC = a, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik spoƩa upi-

sanog kruga ρb.

Zadatak 110. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat unutraxƬi

ugao ∡A = α, polupreqnik opisanog kruga r i polupreqnik spoƩa upi-

sanog kruga ρb.

Zadatak 111. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
visina hb iz temena B i teжixna duж mc iz temena C.

Slika 2.51.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Konstruiximo iz temena B visinu hb i podnoжje te visine
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oznaqimo sa B′, tj. BB′ = hb. Sa C1 oznaqimo sredixte stranice
AB (Slika 2.51). Tada je CC1 = mc. Pravougli trougao ∆ABB′ se
lako moжe konstruisati.

Konstrukcija. Konstruixemo dve poluprave p i q s poqetkom u
taqki A (Slika 2.52), tako da grade ugao α. Na polupravoj p kon-
struixemo taqku B tako da je na rastojaƬu hb od poluprave q. Sa
B′ oznaqimo podnoжje normale iz taqke B na polupravu q a sa C1

sredixte duжi AB. Konstruixemo krug k(C1,mc). Oznaqimo sa C
jednu od preseqnih taqaka k i poluprave q pod uslovom da postoji.
Taqke B i C su na polupravama p i q i razliqite su od taqke A.
To ynaqi da su taqke A, B i C nekolinearne i da obrazuju neki
trougao ∆ABC.

Slika 2.52.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC upravo traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je ∡A = ∡(p, q) = α, B ∈ p, C ∈ q pa je

∡A = ∡BAC = α.
(ii) Po konstrukciji je BB′ = hb, BB′ ⊥ q i A,C ∈ q pa je hb

zaista visina trougla ∆ABC iz temena B.
(iii) Tako�e, po konstrukciji je C ∈ k(C1,mc) pa je CC1 = mc.

Kako je jox C1 sredixte stranice AB sledi da je mc teжixna duж
iz temena C.

Prema tome, dokaz je zavrxen.

Diskusija. Ako je α < 2R zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa,
u zavisnosti od toga da li krug k i poluprava q imaju dve, jednu
ili nemaju zajedniqkih taqaka. �
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Slika 2.53.

Zadatak 112. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dato: ugao kod

temena ∡A = α, polupreqnik upisanog kruga ρ i odseqak simetrale la
ugla kod temena A.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao. Oz-
naqimo sa S centar upisanog kruga u trougao ∆ABC a sa E pre-
seqnu taqku poluprave AS i stranice BC (Slika 2.53). Sa P , Q
i R oznaqimo normalne projekcije taqke S na duжi BC, CA i AB,
redom. Tada je SP = SQ = SR = ρ i AE = la.

Slika 2.54.

Konstrukcija. Konstruiximo poluprave p i q sa zajedniqkim po-
qetkom u taqki A, takve da je ∡(p, q) = α. Konstruiximo simetralu
s ugla ∡A. Na simetrali s ugla ∡A konstruiximo taqku S tako
da je od polupravih p i q udaƩena za ρ. Konstruiximo krug k(S, ρ)
i dodirne taqke ovog kruga i polupravih p i q oznaqimo redom sa
P i Q (Slika 2.54). Na simetrali s odredimo taqku E takvu da
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je AE = la. Pretpostavimo da vaжi raspored taqaka A − S − E.
Taqka E moжe biti unutar, na ili izvan kruga k. Pretpostavimo
da taqka E nije unutar kruga k. Iz taqke E na krug k konstru-
iximo tangentu t i oznaqimo sa B i C preseqne taqke tangente t
redom sa polupravama p i q. Taqke A, B i C su nekolinearne i
odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je tako konstruisani trougao ∆ABC upravo
traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je ∡A = ∡(p, q) = α, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡A = α.
(ii) Taqka E, po konstrukciji, nalazi se na simetrali ugla ∡A

na rastojaƬu la od taqke A, tj. AE = la. DaƩe, po konstrukciji je
E ∈ BC, pa je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Krug k, po konstrukciji, dodiruje sve tri stranice trougla
∆ABC i ima polupreqnik ρ. To znaqi da je krug k sa polupre-
qnikom ρ upisan u trougao ∆ABC.

Na taj naqin je dokaz zavrxen.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i da vaжi raspored taqaka
A − S − E, zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa, u zavisnosti
od toga da li je taqka E izvan, na ili unutar kruga k. Zadatak �e
biti bez rexeƬa u svim ostalim sluqajevima. �

Zadatak 113. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
polupreqnik spoƩa upisanog kruga ρa i ha - visina iz temena A.

Slika 2.55.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
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trougao (Slika 2.55). Uoqimo krugove k(A, ha) i ka(Sa, ρa). Tada je
stranica BC na zajedniqkoj tangenti krugova k i ka.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki A, pri qemu je ∡(p, q) = α. Konstruiximo sime-
tralu s ugla ∡A (Slika 2.56). Na simetrali s ugla ∡A konstru-
ixemo taqku Sa tako da je od polupravih p i q udaƩena za datu
duж ρa. Taqka Sa je podjednako udaƩena od polupravih p i q, jer se
nalazi na simetrali s ugla ∡A. Konstruiximo krugove ka(Sa, ρa)
i k(A, ha). Tada su krugovi k i ka disjunktni, dodiruju se ili
seku, tj. imaju dve, jednu ili nemaju unutraxƬih zajedniqkih
tangenata. Pretpostavimo da imaju unutraxƬih zajedniqkih tan-
genata i jednu od Ƭih oznaqimo sa t. Neka su B i C preseqne
taqke tangente t i redom polupravih p i q. Taqke B i C su na
polupravama p i q i razliqite su od taqke A, tj. taqke A, B i C su
tri nekolinearne taqke, pa odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Slika 2.56.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

(i) Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na pravu t ≡ BC.
Kako je po konstrukciji AD⊥BC i D ∈ k(A, ha), to je AD = ha.
Prema tome, AD = ha je visina trougla ∆ABC iz temena A.

(ii) Po konstrukciji je jox ∡(p, q) = α, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡A = α.

(iii) Krug ka(Sa, ρa) po konstrukciji dodiruje tangentu t ≡ BC i
poluprave p i q, tj. produжetke stranica AB i AC. To znaqi da je
krug ka(Sa, ρa) spoƩa upisani krug trougla ∆ABC, koji dodiruje
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stranicu BC. Kako je polupreqnik tog kruga jednak ρa to je i tre�i
uslov zadatka zadovoƩen, qime je dokaz zavrxen.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R, zadatak ima dva, jedno ili
nema rexeƬa, u zavisnosti od toga da li krugovi ka(Sa, ρa) i k(A, ha)
imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih unutraxƬih tangenata. �

Zadatak 114. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
polupreqnik upisanog kruga ρ i visina ha.

Zadatak 115. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
polupreqnik spoƩa upisanog kruga ρb i visina ha.

Zadatak 116. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
polupreqnik spoƩa upisanog kruga ρc i visina ha.

Zadatak 117. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
r - polupreqnik opisanog kruga i razlika stranica b− c = d.

Slika 2.57.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao, tj. da mu je ∡A = α, r polupreqnik opisanog kruga i ra-
zlika stranica b− c = d (Slika 2.57). Konstruiximo simetralu s
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ugla ∡A. Sa S oznaqimo centar upisanog kruga k1 datog trougla
∆ABC a sa Sa centar spoƩa upisanog kruga ka, koji dodiruje stra-
nicu BC i produжetke stranica AB i AC. Sa O oznaqimo centar
opisanog kruga k a sa A1 sredixte stranice BC trougla ∆ABC.
Oznaqimo, daƩe, sa P i Pa normalne projekcije taqaka S i Sa na
stranicu BC. Tada, prema Zadatku 10. (”Veliki” zadatak) vaжi
PPa = b − c i PA1 = A1Pa. Taqka A pripada geometrijskom mestu
taqaka iz kojih se duж BC vidi pod uglom α.

Slika 2.58.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki B, pri qemu je ∡(p, q) = α (Slika 2.58). Na
normali n na polupravu q odredimo taqku O takvu da je OB = r.
Konstruixemo krug k(O,OB) i oznaqimo sa C presek prave p i
kruga k. Oznaqimo sa A1 sredixte, a sa s simetralu duжi BC.
Neka su M i N preseqne taqke prave s i kruga k, pri qemu vaжi
M, q ÷ BC. Na pravoj BC konstruiximo taqke P i Pa takve da je
PA1 = A1Pa = d/2 pri qemu vaжi raspored P − A1 − Pa. Neka su
n1 i n2 poluprave sa poqetnim taqkama redom u P i Pa upravne na
pravu BC pri qemu vaжi n1, n2 ÷ BC i n1, N ÷ BC. Konstruiximo
sada krug k′ sa centrom u taqki N i polupreqnikom NB = NC i
oznaqimo sa S i Sa preseqne taqke redom polupravih n1 i n2 sa
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krugom k′. Tada je SSa preqnik kruga k′, tj. taqke S, N i Sa su
kolinearne. Oznaqimo sa A preseqnu taqku prave SSa i kruga k.
Taqke A, B i C su nekolinearne po konstrukciji i odre�uju temena
trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji, taqke A, B i C pripadaju krugu k(O, r), pa

je r polupreqnik opisanog kruga oko trougla ∆ABC.
(ii) DaƩe vaжi:

∡A = ∡BAC =
1

2
∡BOC = ∡BON = ∡(p, q) = α.

(iii) Taqka S pripada geometrijskom mestu taqaka, koje su sre-
dixta krugova upisanih u trouglove qija je jedna stranica BC a

tre�e teme na luku
⌢
BC kruga k sa one strane prave BC sa koje nije

poluprava q. Zato je S centar upisanog kruga u trougao ∆ABC.
Po konstrukciji, P je podnoжje normale iz taqke S na BC, pa je
P dodirna taqka upisanog kruga i stranice BC. Sa Sa oznaqimo
drugu zajedniqku taqku prave SN i kruga k′. Tada je taqka Pa

normalna projekcija taqke Sa na pravu BC. Taqka Sa je na geo-
metrijskom mestu sredixta spoƩa upisanih krugova u trouglove
qija je jedna stranica BC a tre�e teme promenƩiva taqka luka
⌢
BC, koji dodiruju stranicu BC trougla ∆ABC. Taqke S i Sa su
simetriqne u odnosu na taqku N pa su Ƭihove normalne projek-
cije P i Pa simetriqne u odnosu na taqku A1. Prema tome: P i
Pa su dodirne taqke upisanog i spoƩa upisanog kruga u trougao
∆ABC, koji dodiruju stranicu BC trougla ∆ABC. Kao u ana-
lizi, na osnovu zadatka 10. e) vaжi: PPa = b− c. Po konstrukciji
je PPa = 2PA1 = 2d/2 = d odakle zakƩuqujemo da je b − c = d, pa je
i tre�i uslov zadatka zadovoƩen, tj. ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Zadatak ima rexeƬe ako je α < 2R i ako vaжi raspored
B − P − Pa − C. U ostalim sluqajevima zadatak nema rexeƬa. �

Zadatak 118. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu date teжi-

xne duжi AA1 = ma, BB1 = mb i CC1 = mc.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su
mu AA1 = ma, BB1 = mb i CC1 = mc teжixne duжi. Oznaqimo
sa T teжixte trougla ∆ABC a sa T ′ taqku prave AA1 takvu da
je A1T = A1T

′ pri qemu je T − A1 − T ′ (Slika 2.59). Trouglovi
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∆BTA1 i ∆CT ′A1 su podudarni prema prvom stavu o podudarnosti
trouglova jer je TA1 = T ′A1, BA1 = CA1 i ∡BA1T = ∡CA1T

′. Iz
Ƭihove podudarnosti sledi BT = CT ′. Prema tome, za trougao
∆TT ′C su poznate sve tri stranice TT ′ = 2ma/3, CT ′ = BT = 2mb/3
i CT = 2mc/3 i za Ƭih mora da vaжi nejednakost trougla. To znaqi
da i za date duжi ma, mb i mc mora da vaжi nejednakost trougla.
Sada moжemo pre�i na konstrukciju trougla ∆ABC.

Slika 2.59.

Konstrukcija. Konstruiximo najpre trogao ∆TT ′C takav da je
TT ′ = 2ma/3, T

′C = 2mb/3 i CT = 2mc/3 (Slika 2.59). Oznaqimo sa
A1 sredixte duжi TT ′. Konstruiximo zatim na pravoj CA1 taqku
B takvu da je BA1 = CA1 i B−A1−C, a na pravoj TT ′ taqku A takvu
da je AT = TT ′ i A − T − T ′. Taqke A, B i C su po konstrukciji
nekolinearne i odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji je taqka A1 sredixte stranice BC trougla
∆ABC pa je AA1 teжixna duж ovog trougla. S obzirom na to
da po konstrukciji vaжi raspored taqaka A − T − A1 − T ′ bi�e
AA1 = AT + TA1 = TT ′ + TT ′/2 = 3TT ′/2 = ma, tj. AA1 = ma, pa je
prvi uslov zadatka zadovoƩen.

(ii) Taqka T deli teжixnu duж AA1 u odnosu AT : TA1 = 2 : 1,
pa je T teжixte trougla ∆ABC. Oznaqimo sa B1 preseqnu taqku
prave BT sa stranicom AC, a sa C1 preseqnu taqku prave CT sa
stranicom AB trougla ∆ABC. To znaqi da su BB1 i CC1 teжixne
duжi redom iz temena B i C trougla ∆ABC. Kao u analizi za-
datka pokazuje se da je BT = CT ′. S druge strane je po konstruk-
ciji CT ′ = 2mb/3 pa imamo da je BB1 = 3BT/2 = 3CT ′/2 = mb, tj.
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BB1 = mb pa je i drugi uslov zadatka zadovoƩen.
(iii) Teжixte T deli teжixnu duж CC1 u odnosu CT : TC1 = 2 : 1

pa je CC1 = 3CT/2 = mc. Dakle, trougao ∆ABC je zaista traжeni
trougao.

Diskusija. Zadatak ima rexeƬe pod uslovom da se moжe konstru-
isati trougao qije su stranice jednake redom datim duжima 2ma/3,
2mb/3 i 2mc/3. �

Zadatak 119. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu tri date ne-

kolinearne taqke Sa, Sb i Sc centri spoƩa upisanih krugova.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su
mu nekolinearne taqke Sa, Sb i Sc centri spoƩa upisanih krugova
(Slika 2.60). Oznaqimo sa S centar upisanog kruga u trouglu
∆ABC. Prava ASa je simetrala unutraxƬeg a prava SbSc sime-
trala spoƩaxƬeg ugla ∡A trougla ∆ABC pa je ASa ⊥ SbSc, tj. duж
ASa je visina trougla SaSbSc. Na potpuno isti naqin zakƩuqujemo
da su i duжi BSb i CSc visine ovog trougla. Dakle, taqka S pred-
stavƩa ortocentar trougla ∆SaSbSc.

Slika 2.60.

Vaжi raspored taqaka Sc − A − Sb, pa je poluprava SaA unutar
ugla ∡SbSaSc. S obzirom na to da je qetvorougao BSaCS tetivni
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imamo

∡SbSaSc ≡ ∡BSaC = 2R− ∡BSC = 2R− ∡BSSa − ∡CSSa

= 2R− ∡SaCB − ∡SaBC = 2R− (R− ∡SCB)− (R− ∡SBC)

= ∡SCB + ∡SBC =
1

2
(∡ACB + ∡ABC) =

1

2
(2R− ∡BAC)

= R−
1

2
∡BAC.

To znaqi da je ugao ∡SbSaSc oxtar. Analogno se dokazuje da je
∡SaSbSc = R − ∡ABC/2 i ∡SaScSb = R − ∡ACB/2, tj. i uglovi
∡SaSbSc i ∡SaScSb su oxtri, pa je trougao ∆SaSbSc oxtrougli.

Konstrukcija. Neka su Sa, Sb i Sc tri date nekolinarne taqke.
Pretpostavimo da obrazuju oxtrougli trougao ∆SaSbSc. Oznaqimo
sa A, B i C podnoжja visina redom iz taqaka Sa, Sb i Sc na prave
SbSc, SaSc i SaSb. Taqke A, B i C su po konstrukciji nekolinearne
i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani trougao ∆ABC upravo
traжeni trougao. Oznaqimo sa S ortocentar trougla ∆SaSbSc. Ug-
lovi ∡SCSb i ∡SASb su pravi, pa je qetvorougao SCSbA tetivan,
odakle sledi da je ∡CSbS = ∡CAS. Uglovi ∡SaASb i ∡SbBSa su
pravi, pa je i qetvorougao SaSbAB tetivan, odakle sledi ∡SaSbB =
∡SaAB. Dakle, ∡BASa = ∡SaAC tj. prava ASa je simetrala unu-
traxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC. Po konstrukciji je
SbSc ⊥ ASa, pa je prava SbSc simetrala spoƩaxƬeg ugla kod temena
A trougla ∆ABC. Analogno se dokazuje da su prave BSb i SaSc

simetrale redom unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod temena B i
da su prave CSc i SaSb simetrale redom unutraxƬeg i spoƩaxƬeg
ugla kod temena C trougla ∆ABC. Preseci tih simetrala su taqke
Sa, Sb i Sc, pa je ∆ABC zaista traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je trougao ∆SaSbSc oxtrougli zadatak
ima jedinstveno rexeƬe. �

Zadatak 120. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu tri date ne-

kolinearne taqke S, Sb i Sc redom centri upsanog kruga, spoƩa upi-

sanog kruga koji dodiruje stranicu AC i spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu AB.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su mu
nekolinearne taqke S, Sb i Sc redom centri upsanog kruga, spoƩa
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Slika 2.61.

upisanog kruga koji dodiruje stranicu AC i spoƩa upisanog kruga
koji dodiruje stranicu AB (Slika 2.61). Oznaqimo sa Sa centar
spoƩa upisanog kruga trougla ∆ABC, koji dodiruje stranicu BC.
Prava AS je simetrala unutraxƬeg a prava SbSc simetrala spo-
ƩaxƬeg ugla ∡A trougla ∆ABC pa je AS ⊥ SbSc, tj. duж AS je
visina trougla ∆SSbSc. Na potpuno isti naqin zakƩuqujemo da su
i duжi BSc i CSb visine ovog trougla. Dakle, taqka Sa predstavƩa
ortocentar trougla ∆SSbSc, tj. taqke A, B i C su podnoжja visina
redom iz temena S, Sc i Sb trougla ∆SSbSc.

Kao u analizi Zadatka 119. pokazuje se da je ugao ∡SbSaSc ox-
tar. S druge strane ∡SbSSc = ∡BSC = 2R−∡CSaB = 2R−∡SbSaSc.
To znaqi da je ugao ∡SbSSc tup.

Konstrukcija. Neka su S, Sb i Sc tri date nekolinarne taqke. Pret-
postavimo da obrazuju tupougli trougao ∆SSbSc sa tupim uglom
∡SbSSc. Oznaqimo sa A, B i C podnoжja visina redom iz taqaka S,
Sc i Sb na prave SbSc, SSb i SSc. Taqke A, B i C su po konstrukciji
nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani trougao ∆ABC upravo
traжeni trougao. Oznaqimo sa Sa ortocentar trougla ∆SSbSc. Ug-
lovi ∡SCSb i ∡SASb su pravi, pa je qetvorougao SCSbA tetivan,
odakle sledi da je ∡CSbS = ∡CAS. Uglovi ∡SASb i ∡SBSc su
pravi, pa je i qetvorougao ASBSc tetivan, odakle sledi ∡SScB =
∡SAB. Oxtri uglovi ∡SScB i ∡CSbS su jednaki kao uglovi sa nor-
malnim kracima. Dakle, ∡BAS = ∡SAC tj. prava AS je simetrala
unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC. Po konstrukciji je
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SbSc ⊥ AS, pa je prava SbSc simetrala spoƩaxƬeg ugla kod temena
A trougla ∆ABC. Analogno se dokazuje da su prave BSb i BSc

simetrale redom unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod temena B i
da su prave CSc i CSb simetrale redom unutraxƬeg i spoƩaxƬeg
ugla kod temena C trougla ∆ABC.

(i) Dakle, taqka S se nalazi u preseku simetrala AS, BSb i CSc

redom unutraxƬih uglova kod temena A, B i C trougla ∆ABC, pa
je S centar upisanog kruga.

(ii) Taqka Sb se po konstrukciji nalazi u preseku simetrali
BSb unutraxƬeg ugla kod temena B i redom simetrala SbSc i CSb

spoƩaxƬih uglova kod temena A i C trougla ∆ABC, pa je Sb centar
spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu AC.

(iii) Taqka Sc se po konstrukciji nalazi u preseku simetrale
CSc unutraxƬeg ugla kod temena C i redom simetrala SbSc i BSc

spoƩaxƬih uglova kod temena A i B trougla ∆ABC, pa je Sc centar
spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu AB. Dakle, trougao
∆ABC je zaista traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je trougao ∆SSbSc tupougli, sa tupim
uglom kod temena S, zadatak ima jedinstveno rexeƬe. �

Zadatak 121. Konstruisati trougao ∆ABC ako su date taqke K, L
i N u kojima Ƭegov opisani krug seqe redom prave odre�ene visinom

AD, teжixnom duжi AA1 i simetralom AE unutraxƬeg ugla kod

temena A.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su
date taqke K, L i N u kojima Ƭegov opisani krug l seqe redom prave
odre�ene visinom AD, teжixnom duжi AA1 i simetralom AE un-
utraxƬeg ugla kod temena A (Slika 2.62). Tada je krug l opisan i
oko trougla ∆KLN . Oznaqimo sa O cntar kruga l a sa A1 sredixte
stranice BC. Preseqna taqka N simetrale AE unutraxƬeg ugla
kod temena A i kruga l pripada simetrali stranice BC (Vidi Za-
datak 10.). Prave AD i ON su normalne na BC pa su pralelne
me�u sobom. Tako�e, taqka A1 nalazi se u preseku pravih ON i
AL.

Konstrukcija. Neka su date tri taqke K, L i M takve da je ugao
∡KNL tup. Oznaqimo sa O centar kruga l opisanog oko trougla
∆KLN . Kroz taqku K konstruiximo pravu p paralelnu pravoj
ON . Oznaqimo sa A drugu preseqnu taqku prave p i kruga l, a
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Slika 2.62.

sa A1 preseqnu taqku pravih ON i AL. U taqki A1 konstruiximo
pravu q normalnu na pravu ON i oznaqimo sa B i C preseqne taqke
prave q i kruga l. Taqke A, B i C po konstrukciji pripadaju krugu
l pa su nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC. Dokaжimo
da je ∆ABC traжeni trougao.

Dokaz. (i) Tetiva BC normalna je na preqnik kruga l po konstruk-
ciji u taqki A1 pa je taqka A1 sredixte duжi BC. Znaqi AA1

je teжixna duж trougla ∆ABC. Kako je L preseqna taqka prave
AA1 i opisanog kruga oko trougla ∆ABC, to je prvi uslov zadatka
zadovoƩen.

(ii) Oznaqimo sa D preseqnu taqku pravih BC i AK. Tada je
po konstrukciji AD ‖ ON i ON ⊥ BC pa je AD ⊥ BC, tj. AD je
visina trougla ∆ABC. Taqka K se nalazi u preseku visine AD i
opisanog kruga l oko trougla ∆ABC pa je i drugi uslov zadatka
zadovoƩen.

(iii) Taqka N po konstrukciji pripada preseku simetrale stra-

nice BC i opisanog kruga l. To znaqi da su kruжni lukovi
⌢
BN i

⌢
CN jednaki a samim tim i periferijski uglovi ∡BAN i ∡CAN .
Dakle, AN je simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A, pa je i
tre�i uslov zadatka zadovoƩen.

Diskusija. Pod uslovom da je ugao ∡KNL tup zadatak ima jedin-
stveno rexƬe. �
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Analogno se moжe rexiti i slede�i zadatak:

Zadatak 122. Konstruisati trougao ∆ABC ako su date taqke K, L
i M u kojima Ƭegov opisani krug seqe redom prave odre�ene visinom

AD, teжixnom duжi AA1 i simetralom AF spoƩaxƬeg ugla kod

temena A.

Zadatak 123. Date su tri kolinearne taqke D, E i A1. Konstru-

isati trougao ∆ABC kome je taqka D podnoжje visine iz temena A,
taqka E presek simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A sa strani-

com BC, taqka A1 sredixte stranice BC i kome je duж koja spaja

teme A sa ortocentrom H jednaka datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka je
taqka D podnoжje visine iz temena A, taqka E presek simetrale
unutraxƬeg ugla kod temena A sa stranicom BC, taqka A1 sredixte
stranice BC i neka je duж koja spaja teme A sa ortocentrom H jed-
naka datoj duжi d (Slika 2.63). Oznaqimo sa O centar opisanog
kruga oko trougla ∆ABC, a sa N preseqnu taqku simetrale unu-
traxƬeg ugla kod temena A sa simetralom stranice BC trougla
∆ABC. Tada taqka N pripada krugu l. Trougao ∆OAN je jed-
nakokraki pa je ∡OAN = ∡ONA. S druge strane, vaжi ∡ONA =
∡DAE. Sledi ∡OAN = ∡DAE, tj. AE je simetrala ugla ∡DAO.
To znaqi da su prave AD i AO tangente na krug k′ sa centrom u
taqki E i polupreqnikom DE.

Prema Ojlerovoj teoremi (Zadatak 8.) duжi AH i OA1 su pa-
ralelne pri qemu je OA1 = AH/2 i OA1 i AH su istosmerne. To
znaqi da je OA1 = d/2. Primetimo jox da za taqke D, E i A1 vaжi
raspored taqaka D − E −A1.

Konstrukcija. Neka su na pravoj p date taqke D, E i A1 takve
da vaжi raspored D − E − A1. Konstruiximo taqku O takvu da
je OA1 ⊥ p i OA1 = d/2. Konstruiximo zatim krug k′(E,DE) i
tangentu t iz taqke O na krug k′. Oznaqimo sa n normalu na pravu
p u taqki D a sa A preseqnu taqku pravih t i n. Konstruiximo
krug l(O,OA) i oznaqimo sa B i C preseqne taqke kruga l i prave p.
Taqke A, B i C su po konstrukciji nekolinearne i odre�uju temena
trougla ∆ABC. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

Dokaz. (i) Po konstrukciji su prave n ≡ AD i p ≡ BC me�u
sobom normalne pa je taqka D podnoжje visine iz temena A tro-
ugla ∆ABC.
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Slika 2.63.

(ii) Po konstrukciji je duж OA1 normalna u taqku A1 na tetivu
BC kruga l(O,OA) pa je A1 sredixte duжi BC.

(iii) Oznaqimo sa N preseqnu taqku prave OA1 i kruga l. Tada
je trougao ∆OAN jednakokraki pa je ∡ONA = ∡OAN . DaƩe vaжi
∡DAN = ∡OAN pa je ∡ONA = ∡DAN , tj. AN je simetrala ugla
∡DAO. S druge strane, AE je po konstrukciji simetrala ugla
∡DAO, pa se prave AE i AN poklapaju. Prava AN je simetrala

ugla ∡BAC zbog jednakosti kruжnih lukova
⌢
BN i

⌢
CN . Dakle, AE

je simetrala ugla ∡BAC, pa je i ovaj uslov zadovoƩen.
(iv) Oznaqimo sa H ortocentar trougla ∆ABC. Kao u analizi

zadatka, dokazuje se da je OA1 = AH/2. S druge strane, po kon-
strukciji je OA1 = d/2. Sledi AH = d pa je trougao ∆ABC zaista
traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka D−E−A1 zadatak
ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od toga da li iz taqke
O na krug k′ postoje dve, jedna ili nijedna tangenta.

Zadatak 124. Date su tri razne taqke D, E i O. Konstruisati

trougao ∆ABC tako da mu je taqka D podnoжje visine iz temena

A, taqka E presek simetrale unutraxƬeg ugla ∡A sa stranicom BC
i O centar opisanog kruga.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu je
taqka D podnoжje visine iz temena A, taqka E presek simetrale
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unutraxƬeg ugla ∡A sa stranicom BC i taqka O centar opisanog
kruga (Slika 2.64). Nije texko zakƩuqiti da ugao ∡DEO mora
biti tup. Oznaqimo sa N preseqnu taqku simetrale AE i opisa-
nog kruga l, a sa K sredixte duжi AN . Tada je OK ⊥ AN , pa taqka
K pripada krugu k′ nad preqnikom OE. S druge strane, taqka K je
podjednako udaƩena od pravih ON i AD, tj. pripada pravoj s par-
alelnoj pravama ON i AD pri qemu je prava s podjednako udaƩena
od pravih ON i AD. DaƩe, AD je upravna na DE i A pripada pra-
voj KE. Sada imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trougla
∆ABC.

Slika 2.64.

Konstrukcija. Neka su D, E i O tri razne taqke takve da je ugao
∡DEO tup. Konstruiximo krug k′ nad preqnikom OE i normale
n i m redom u taqkama D i O na pravu DE. Konstruximo sada
pravu s izme�u paralelnih pravih m i n podjednako udaƩenu od
obe prave i oznaqimo sa K preseqnu taqku prave s i kruga k′. Sa
A i N oznaqimo preseqne taqke prave KE redom sa pravama n i
m. Tada je OA = ON . Na kraju, konstruiximo krug l sa centrom u
taqki O i polupreqnikom OA = ON . Oznaqimo sa B i C preseqne
taqke kruga l sa pravom DE. Po konstrukciji, taqke A, B i C su
nekolinearne i odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji taqke B i C pripadaju krugu l sa centrom
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u taqki O i polupreqnikom OA. To znaqi da je taqka O centar
opisanog kruga oko trougla ∆ABC.

(ii) Po konstrukciji je n ⊥ DE, A,D ∈ n, B,C ∈ DE pa je AD ⊥
BC, tj. taqka D je podnoжje visine iz temena A trougla ∆ABC.

(iii) Po konstrukciji su taqke A, K, E i N kolinearne i prava
m je simetrala duжi BC jer je OB = OC. To znaqi da je AN
simetrala ugla ∡BAC, pa je E preseqna taqka simetrale ugla ∡A
i stranice BC trougla ∆ABC.

Diskusija. Pod uslovom da je ugao ∡DEO tup zadatak ima dva
rexeƬa ako krug k′ i prava s imaju dve zajedniqke taqke. U ostalim
sluqajevima zadatak nema rexeƬa.

Zadatak 125. Date su tri taqke A, A1 i H. Konstruisati trougao

∆ABC tako da mu je taqka A teme, A1 sredixte stranice BC i H
ortocentar.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu je
taqka A teme, A1 sredixte stranice BC i H ortocentar (Slika
2.65). Neka je l krug sa centrom u taqki O opisan oko trougla
∆ABC a N preseqna taqka kruga l i simetrale stranice BC, pri
qemu je A,N ÷ BC. Oznaqimo sa A′ podnoжje visine iz taqke A
a sa D preseqnu taqku prave OC i kruga l. Tada je ∡DAC prav
tj. DA ⊥ AC. Kako je jox BH ⊥ AC, zakƩuqujemo da su prave
DA i BH paralelne. S druge strane, na isti naqin zakƩuqujemo
da su i prave BD i AH paralelne. Dakle, qetvorougao ADBH je
paralelogram, pa su mu naspramne stranice AH i DB jednake i
istosmerne. Kod pravouglog trougla ∆BCD sa pravim uglom kod
temena B duж OA1 je sredƬa linija jer je A1 sredixte stranice BC
i OA1 ⊥ BC. To znaqi da je OA1 = BD/2 i OA1 ‖ BD pri qemu su
duжi DB i OA1 istosmerne. Dakle, bi�e OA1 ‖ AH, OA1 = AH/2
i duжi OA1 i AH su istosmerne. DaƩe, temena B i C pripadaju
pravoj koja je u taqki A1 normalna na pravu AH.

Konstrukcija. Neka su A, A1 i H tri date taqke. Kroz taqku A1

konstruiximo pravu s paralelnu pravoj AH. Na pravoj s odredimo
taqku O takvu da je OA1 = AH/2 i da su duжi OA1 i AH istosmerne.
Konstruiximo zatim krug l sa centrom u taqki O i polupreqnikom
OA. U taqki A1 konstruiximo pravu p normalnu na pravoj s. Sa B
i C oznaqimo preseqne taqke prave p i kruga l. Taqke A, B i C su
po konstrukciji nekolinearne, pa odre�uju temena trougla ∆ABC.
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Slika 2.65.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Taqka A je teme trougla ∆ABC.
(ii) Taqka A1 po konstrukciji pripada simetrali s stranice BC,

pa je A1 sredixte te stranice.
(iii) Po konstrukciji su prave AH i s ≡ OA1 paralelne pri qemu

je OA1 = AH/2. Oznaqimo sa H1 ortocentar konstruisanog trougla
∆ABC. Kao u analizi zadatka dokazuje se da je OA1 = AH1/2, AH1 ‖
OA1 pri qemu su AH1 i OA1 istosmerne duжi. Prema tome, taqke
H i H1 se poklapaju, pa je H ortocentar konstruisanog trougla
∆ABC.

Diskusija. Zadatak ima jedinstveno rexeƬe pod uslovom da su A,
A1 i H tri razne taqke.

Zadatak 126. Dat je krug l i taqka H u ravni tog kruga. U krug l upi-
sati trougao ∆ABC kome je ortocentar data taqka H, a stranica

BC jednaka datoj duжi a.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC kome je ortocentar
data taqka H, a stranica BC jednaka datoj duжi a upisan u dati
krug l (Slika 2.66). Oznaqimo sa O centar kruga l a sa A1 sredixte
stranice BC. Prema Ojlerovoj teoremi, duжi AH i OA1 su para-
lelne i istosmerne i pritom vaжi OA1 = AH/2. Kada su poznate
stranica BC = a i opisani krug l onda je poznato i rastojaƬe d
taqke O od prave BC, tj. OA1 = d. Taqka A nalazi se na rastojaƬu
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Slika 2.66.

2d od taqke H. Simetrala s stranice BC paralelna je pravoj AH.
Taqke B i C pripadaju normali na simetralu s i na rastojaƬu su
a/2 od Ƭe.

Konstrukcija. U pomo�noj konstrukciji konstruiximo duж d = OA1

kada je poznat opisani krug l i stranica BC = a.

Neka su sada u ravni dati krug l i taqka H. Konstruiximo
krug k′ sa centrom u taqki H i polupreqnikom 2d i oznaqimo sa
A jednu od preseqnih taqaka krugova l i k′. Konstruiximo pravu
s kroz taqku O paralelnu pravoj AH. Neka je prava p paralelna
pravoj s na rastojaƬu a/2 od Ƭe. Oznaqimo sa B jednu od preseqnih
taqku prave p i kruga l i to onu za koju vaжi da su duжi AH i OA1

istosmerne, gde smo sa A1 oznaqili podnoжje normale iz taqke B
na pravu s. Oznaqimo sa C preseqnu taqku prave BA1 i kruga l.
Tada je A1 sredixte duжi BC, a taqke A, B i C su nekolinearne
i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji taqke A, B i C pripadaju krugu l, tj. l je
opisani krug oko trougla ∆ABC.

(ii) Po konstrukciji je BC = BA1 + A1C = a/2 + a/2 = a, pa je i
drugi uslov zadatka zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa H1 ortocentar trougla ∆ABC. Tada, prema
Ojlerovoj teoremi duжi AH1 i OA1 su paralelne i istosmerne
i pritome je AH1 = 2OA1. Po konstrukciji duжi AH i OA1 su
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paralelne i istosmerne pri qemu je AH = 2OA1. To znaqi da se
taqke H i H1 poklapaju, tj. H je ortocentar trougla ∆ABC.

Diskusija. Pod uslovom da je preqnik kruga l ve�i od date duжi a
zadatak ima jedinstveno rexeƬe do na podudarnost.

Zadatak 127. Konstruisati trougao ∆ABC kome stranica BC jed-

naka datoj duжi a, duж koja spaja teme A sa ortocentrom H jednaka

datoj duжi d i polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da su kod trougla ∆ABC dati
slede�i elementi: stranica BC = a, odseqak visine AH = d i
polupreqnik upisanog kruga ρ, pri qemu smo sa H oznaqili orto-
centar datog trougla. Neka je O centar opisanog kruga l oko tro-
ugla ∆ABC, A1 sredixte stranice BC, N preseqna taqka kruga
l i simetrale stranice BC takva da je A,N ÷ BC. Oznaqimo sa
S centar upisanog kruga k u trouglu ∆ABC. Tada, taqka S pri-
pada geometrijskom mestu centara upisanih krugova (vidi Zadatak

72.), tj. luku
⌢
BC kruga k′ sa centrom u taqki N i polupreqnikom

NB = NC, pri qemu je
⌢
BC,N÷BC. Taqka S nalazi se na rastojaƬu

ρ od stranice BC.

Slika 2.67.
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Konstrukcija. Na pravoj p odredimo taqke B i C takve da je duж
BC jednaka datoj duжi a (Slika 2.67). Oznaqimo sa A1 sredixte
duжi BC. Na simetrali s duжi BC odredimo taqku O takvu da
je duж OA1 = d/2. Konstruiximo krug l sa centrom u taqki O
i polupreqnikom OB = OC. Sa N oznaqimo jednu od preseqnih
taqaka prave s i kruga l. Konstruiximo krug k′ sa centrom u taqki
N i polupreqnikom BN = CN . Na rastojaƬu ρ od prave p konstru-
iximo pravu q paralelnu pravoj p, tako da je N, q ÷ p. Oznaqimo
sa S preseqnu taqku prave q i kruga k′, a sa A drugu preseqnu
taqku kruga l i prave NS. Po konstrukciji, taqke A, B i C su
nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Po konstrukciji je stranica BC jednaka datoj duжi a.
(ii) Taqka S po konstrukciji pripada geometrijskom mestu cen-

tara upisanih krugova i na rastojaƬu ρ je od stranice BC, pa je
i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa H ortocentar trougla ∆ABC. Kao u analizi
zadatka dokazuje se da za paralelne i istosmerne duж AH i OA1

vaжi OA1 = AH/2. S druge strane, po konstrukciji je OA1 = d/2,
pa je AH = d.

Diskusija. S obzirom na to da postoje dve mogu�nosti za izbor
taqke N , zadatak moжe imati qetiri, dva ili nijedno rexeƬe, u
zavisnosti od toga da li prava q i krug k′ imaju dve, jednu ili
nemaju zajedniqkih taqaka.

Zadatak 128. Date su tri nekolinearne taqke A1, S i E. Konstru-

isati trougao ∆ABC tako da je A1 sredixte stranice BC, taqka S
centar upisanog kruga i E taqka u kojoj simetrala unutraxƬeg ugla

∡A seqe stranicu BC.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su mu
nekolinearne taqke A1, S i E redom sredixte stranice BC, cen-
tar upisanog kruga i presek simetrale ∡A i stranicoe BC (Slika
2.68). Oznaqimo sa l opisani krug oko trougla ∆ABC, sa k upisani
a sa ka spoƩa upisani krug, sa centrom u taqki Sa koji dodiruje
stranicu BC. Neka su P i Pa dodirne taqke redom krugova k i ka
sa stranicom BC. U Zadatku 10. �) dokazano je da je A1 sredixte
duжi PPa. DaƩe, taqka P je podnoжje normale iz taqke S na pravu
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EA1 ≡ BC. Stranica BC pripada unutraxƬoj zajedniqkoj tan-
genti krugova k i ka, dok su stranice AC i AB na spoƩaxƬim
zajedniqkim tangentama posmatranih krugova.

Slika 2.68.

Konstrukcija. Neka su date tri nekolinearne taqke S, E i A1. Oz-
naqimo sa P podnoжje normale iz taqke S na pravu EA1. Na pravoj
EA1 konstruiximo taqku Pa takvu da je PA1 = A1Pa i P −A1 − Pa.
U taqki Pa konstruiximo normalu n na pravu EA1 i oznaqimo sa
Sa preseqnu taqku pravih AE i n. Konstruiximo krugove k(S, SP )
i ka(Sa, SaPa). Prava EA1 je unutraxƬa zajedniqka tangenta kru-
gova k i ka. Pretpostavimo da je SP < SaPa, tj. da vaжi raspored
taqaka P − E − A1. Konstruiximo zajedniqke spoƩaxƬe tangente
t1 i t2 krugova k i ka. Oznaqimo sa A preseqnu taqku pravih t1
i t2, sa B preseqnu taqku pravih t1 i EA1 a sa C preseqnu taqku
pravih t2 i EA1. Po konstrukciji, taqke A, B i C su nekolinearne
pa odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao.

(i) Pod pretpostavkom da vaжi raspored taqaka P−E−A1 vaжi�e
i A − S − E − Sa, pa je krug k(S, SP ) upisan u trougao ∆ABC, tj.
taqka S je centar upisanog kruga.

(ii) Po konstrukciji, taqka E se nalazi u preseku simetrale SSa

ugla kod temena A i stranice BC trougla ∆ABC, pa je i drugi
uslov zadatka zadovoƩen.
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(iii) Oznaqimo sa A′ sredixte stranice BC. Tada je, kao u
analizi, taqka A′ sredixte duжi PPa. S druge strane, po kon-
strukciji, sredixte duжi PPa je taqka A1. Zbog jedinstvenosti
sredixta duжi zakƩuqujemo da je A1 ≡ A′ pa je taqka A1 sredixte
duжi BC. Dakle, ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka P − E − A1, tj.
daje ugao ∡SEA1 tup, zadatak ima jedinstveno rexeƬe do na podu-
darnost. �

Zadatak 129. Date su tri nekolinearne taqke A1, Sa i E. Konstru-

isati trougao ∆ABC tako da je A1 sredixte stranice BC, taqka

Sa centar spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu BC i E taqka

u kiojoj simetrala unutraxƬeg ugla ∡A seqe stranicu BC.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su
taqke A1, Sa i E nekolinearne i neka je A1 - sredixte stranice
BC, Sa - centar spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu BC
i E - presek simetrale ∡A i stranicoe BC (Slika 2.68). Oz-
naqimo sa l opisani krug oko trougla ∆ABC, sa k upisani krug
sa centrom u taqki S a sa ka spoƩa upisani krug koji dodiruje
stranicu BC. Neka su P i Pa dodirne taqke redom krugova k i ka
sa stranicom BC. U Zadatku 10. �) dokazano je da je A1 sredixte
duжi PPa. DaƩe, taqka Pa je podnoжje normale iz taqke Sa na
pravu EA1 ≡ BC. Stranica BC pripada unutraxƬoj zajedniqkoj
tangenti krugova k i ka, dok su stranice AC i AB na spoƩaxƬim
zajedniqkim tangentama posmatranih krugova.

Nastavak rexeƬa prepuxta se qitaocu. �

Zadatak 130. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu date teжi-

xne duжi BB1 = mb i CC1 = mc kao i ugao ∡A = α.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka su mu
BB1 = mb i CC1 = mc teжixne duжi a ugao kod temena A jednak
datom uglu α. U tom sluqaju teme A pripada geometrijskom mestu
taqaka iz kojih se duж BB1 vidi pod uglom α (Slika 2.69 (i)).
Taqka C1 predstavƩa sredixte stranice AB, tj. BA : BC1 = 2.
To znaqi da u homotetiji sa centrom u taqki B i koeficijentom
k = 1/2 taqki A odgovara taqka C1. S druge strane, taqka C1

pripada krugu sa centrom u teжixtu T i polupreqnikom mc/3.



132 2. Konstrukcijski zadaci

Slika 2.69.

Konstrukcija. Konstruiximo duж BB1 = mb i na Ƭoj taqku T takvu
da je BT : TB1 = 2 : 1. Sa poqetkom u taqki B konstruiximo po-
lupravu p takvu da je ∡(BB1, p) = α (Slika 2.69 (ii)). Neka je s
simetrala duжi BB1 a n normala na polupravu p u taqki B. Oz-
naqimo sa O preseqnu taqku pravih s i n, a sa k krug sa centrom u
taqki O i polupreqnikom OB = OB1. Luk BB1 kruga k, koji nije sa
iste strane prave BB1 kao i poluprava p, predstavƩa geometrijsko
mesto taqaka iz kojih se duж BB1 vidi pod uglom α. Konstruiximo
zatim kruжni luk k′ koji u homotetiji HB,1/2 odgovara kruжnom
luku k. Oznaqimo sa l krug sa centrom u taqki T i polupreqnikom
mc/3, a sa C1 preseqnu taqku kruжnog luka k′ i kruga l. Na polu-
pravoj C1T odredimo taqku C takvu da je CT = 2/3mc i da vaжi
raspored taqaka C1−T−C. Na kraju, oznaqimo sa A preseqnu taqku

prave CB1 i kruжnog luka
⌢

BB1 kruga k. Po konstrukciji, taqke A,
B i C su nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisni trougao upravo traжeni
trougao. Po konstrukciji je C1 = HB,1/2(A), tj. AC1 = AB/2 i
A − C1 − B, odakle sledi da je C1 sredixte stranice AB. Taqka
T po konstrukciji deli duжi BB1 i CC1 u odnosu 2 : 1, pa ona
predstavƩa teжixte trougla ∆ABC. To znaqi da su duжi BB1 i
CC1 teжixne duжi trougla ∆ABC.

(i) Po konstrukciji je je BB1 = mb, pa je prvi uslov zadatka
zadovoƩen.

(ii) Po konstrukciji je CC1 = CT + TC1 = 2mc/3 +mc/3 = mc, tj.
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CC1 = mc pa je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Po konstrukciji, teme A pripada geometrijskom mestu taqa-
ka takvih da je ∡BAB1 = α a teme C pripada polupravoj AB1 pa je
∡A = ∡BAC = α. Dakle, konstruisani trougao ∆ABC je traжeni
trougao.

Diskusija. Pod uslovom da postoji preseqna taqka kruжnog luka k′

i kruga l zadatak ima jedinstveno rexeƬe. �

Zadatak 131. Dat je krug l i u Ƭegovoj ravni taqka T . Konstruisati

trougao ∆ABC upisan u krug l, tako da mu taqka T bude teжixte,

a razlika uglova kod temena B i C jednaka datom uglu ω.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj.
neka je upisan u dati krug l, tako da mu data taqka T bude teжixte,
a razlika uglova kod temena B i C jednaka datom uglu ω. Oznaqimo
sa O centar kruga l, sa A1 sredixte stranice BC, sa D podnoжje
visine iz temena A, a sa E i N preseqne taqke simetrale unutraxn-
jeg ugla kod temena A redom sa stranicom BC i krugom l (Slika
2.70 (i)). Prema Ojlerovoj teoremi (vidi Zadatak 8.), taqke O, T
i H su kolinearne, taqka T je izme�u taqaka H i O i HT = 2TO.
Tako�e, duжi AH i OA1 su paralelne i istosmerne, pri qemu je
AH = 2OA1. Vaжi jox da je BC ⊥ OA1. Lako se dokazuje da je
∡DAE = (∡B −∡C)/2 = ω/2 i da je AN simetrala ugla ∡HAO. To
znaqi da je ∡HAO = ω, tj. taqka A pripada geometrijskom mestu
taqaka iz kojih se duж HO vidi pod uglom ω. Napomenimo jox da
teжixte T pripada unutraxƬosti kruga l.

Konstrukcija. Neka je dat krug l sa centrom O i u Ƭegopvoj un-
utraxƬosti taqka T razliqita od taqke O. Na pravoj OT odre-
dimo taqku H takvu da je HT = 2TO i da vaжi raspored taqaka
O − T −H (Slika 2.70 (ii)).

Sa poqetkom u taqki H konstruiximo polupravu p′ takvu da je
∡(HO, p′) = ω. Konstruiximo normalu n′ na polupravu p′ u taqki
H i simetralu s′ duжi HO. Oznaqimo sa O′ preseqnu taqku pravih
n′ i s′ i konstruiximo krug k′ sa centrom u taqki O′ i polupre-
qnikom O′H. Gometrijsko mesto taqaka iz kojih se duж OH vidi

pod datim uglom ω predstavƩa luk
⌢
OH kruga k′ koji nije sa iste

strane prave OH sa koje je poluprava p′ (vidi Zadatak 71.). Oz-

naqimo sa A preseqnu taqku kruga l i luka
⌢
OH. Konstruiximo
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Slika 2.70.

pravu s kroz taqku O paralelnu pravoj AH. Na pravoj s odredimo
taqku A1 takvu da su duжi OA1 i AH istosmerne i OA1 = AH/2.
Konstruiximo kroz taqku A1 normalu q na pravu s i oznaqimo sa
B i C preseqne taqke te normale sa krugom l. Po konstrukciji,
taqke A, B i C su nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji taqke A, B i C pripadaju krugu l, pa je prvi

uslov zadatka zadovoƩen.
(ii) Po konstrukciji je A1 sredixte duжi BC, OA1 ⊥ BC,

OA1 ‖ AH, odakle sledi da je AH ⊥ BC, tj. taqka H pripada
visini iz temena A trougla ∆ABC. Prema prvom delu Ojlerove
teoreme zakƩuqujemo da je H ortocentar trougla ∆ABC. Po kon-
strukciji su taqke O, T i H kolinearne, pri qemu je HT = 2TO, pa
je na osnovu drugog dela Ojlerove teoreme data taqka T teжixte
trougla ∆ABC.

(iii) Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A a sa N preseqnu
taqku kruga l i prave OA1 takvu da je A,N ÷ BC. Tada je AN
simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A. Oznaqimo sa E preseqnu
taqku pravih AN i BC. Kao u analizi zadatka dokazuje se da je
∡DAE = (∡B −∡C)/2, tj. da je ∡DAO = ∡B −∡C. S druge strane,
po konstrukciji je ∡HAO = ω, tj. ∡DAO = ω. Dakle, ∡B−∡C = ω,
pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je ω < 2R, i da je T unutraxƬa taqka
kruga l, zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa, do na simetriju u
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odnosu na pravu OT , u zavisnosti od toga da li razmatrani luk
⌢
OH

kruga k′ sa krugom l ima dve, jednu ili nema zajedniqkih taqaka.
U ostalim sluqajevima zadatak nema rexeƬa.

Zadatak 132. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dato: stranica

BC = a, polupreqnik upisanog kruga ρ i poluobim p.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao. Obele-
жimo sa P , Q i R dodirne taqke upisanog kruga k redom sa strani-
cama BC, AC i AB, trougla ∆ABC (Slika 2.71 (i)). Oznaqimo sa
Pa, Qa i Ra dodirne taqke spoƩa upisanog kruga ka(Sa, ρa) redom sa
BC, CA i AB. Tada je SaPa = SaQa = SaRa.

S druge strane, kao u ”Velikom” zadatku dokazuje se da vaжi
AQa = ARa = p i QQa = RRa = a. Sada imamo dovoƩno elemenata
za konstrukciju trougla ∆ABC.

Slika 2.71.

Konstrukcija. Na pravoj l odredimo taqke A, R i Ra takve da je
A−R−Ra, ARa = p i RRa = a (Slika 2.71 (ii)). U taqki R konstru-
iximo normalu n i na Ƭoj taqku S takvu da je RS = ρ. Konstru-
iximo zatim normalu na u taqki Ra na pravu l i oznaqimo sa Sa

preseqnu taqku pravih na i AS. Konstruiximo krugove k(S,RS) i
ka(Sa, SaRa). Prava RRa je Ƭihova zajedniqka spoƩaxƬa tangenta.
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Neka je t druga zajedniqka spoƩaxƬa tangenta ovih krugova. Zbog
simetrije, taqka A pripada pravoj t. Pretpostavimo da krugovi
k i ka imaju unutraxƬih zajedniqkih tangenti i neka je t1 jedna
od Ƭih. Oznaqimo sa B i C preseqne taqke tangente t1 redom sa
pravama l i t. Taqke A, B i C su po konstrukciji nekolinearne i
odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je krug k(S, ρ) upisan u trougao ∆ABC, tj.
ρ je polupreqnik upisanog kruga trougla ∆ABC.

(ii) Oznaqimo sa Q i Qa podnoжja normala redom iz taqaka
S i Sa na pravu AC. Kao u analizi zadatka pokazuje se da je
AQa = ARa = (AB +BC +CA)/2, a kako je po konstrukciji AQa = p
sledi da je (AB + BC + CA)/2 = p, tj. poluobim trougla ∆ABC je
jednak datoj duжi p.

(iii) Kao u analizi zadatka se pokazuje da je RRa = BC, a kako
je po konstrukciji RRa = a sledi da je BC = a pa je i tre�i uslov
zadatka zadovoƩen.

Diskusija. Zadatak ima dva jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od
toga da li krugovi k i ka imaju dve, jednu ili nemaju unutraxnih
zajedniqkih tangenti. �

Zadatak 133. Konstruisati trougao ∆ABC ako je zadato: ugao kod

temena ∡A = α, polupreqnik upisanog kruga ρ i poluobim p.

Uputstvo: Koristiti da je AQa = ARa = p i da se centar upisanog
kruga nalazi na rastojaƬu ρ od krakova ugla ∡A = α. �

Zadatak 134. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao kod te-

mena ∡A = α, polupreqnik spoƩa upisanog kruga ρa koji dodiruje stra-

nicu BC i odseqak simetrale AE = la.

Uputstvo: Koristiti da se centar spoƩa upisanog kruga ka nalazi
na rastojaƬu ρa od krakova ugla ∡A = α i da taqka E pripada
tangenti na krug ka. �

Zadatak 135. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao kod te-

mena ∡A = α i polupreqnici spoƩa upisanih krugova ρa i ρb.
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Uputstvo: Koristiti da se centar spoƩa upisanog kruga ka nalazi
na rastojaƬu ρa od krakova ugla ∡A = α a da se centar spoƩa upi-
sanog kruga kb nalazi na rastojaƬu ρb od krakova ugla naporednog
datom uglu ∡A = α. Pored toga temena B i C pripadaju unutrax-
Ƭoj zajedniqkoj tangenti krugova ka i kb. �

Zadatak 136. Konstruisati trougao ∆ABC ako je zadato: ugao kod

temena ∡A = α, polupreqnik spoƩa upisanog kruga ρb koji dodiruje

stranicu AC i p poluobim.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Obeleжimo sa Pb, Qb i Rb dodirne taqke spoƩa upisanog
kruga kb i pravih BC, AC i AB, redom (Slika 2.72). Kako taqke Pb,
Qb i Rb pripadaju krugu kb(Sb, ρb) to je SbPb = SbQb = ρb i BRb = BPb.
S druge strane je BRb +BPb = BA+ARb +BC + CPb = BA+AQb +
BC +CQb = BA+BC +CA = 2p. Dakle, bi�e BRb = BPb = p, gde je
p poluobim. Sada imamo sve elemente za konstrukciju.

Slika 2.72.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki A takve da je ∡(p, q) = α. Produжimo polupravu
p preko temena A i na tom produжetku sa D obeleжimo proizvoƩnu
taqku (Slika 2.73). Konstruiximo simetralu s ugla ∡(q, AD) i
na Ƭoj taqku Sb udaƩenu za ρb od polupravih q i AD. Oznaqimo
sa Rb i Qb podnoжja normala iz taqke Sb na poluprave AD i q,
redom. Kako je Sb na simetrali ugla ∡(q, AD) to je SRb = SQb = ρb.
Konstruiximo daƩe krug kb(Sb, ρb). On dodiruje poluprave AD i
q u taqkama Rb i Qb. Na pravoj p odredimo taqku B takvu da je
BRb = p i pretpostavimo sa vaжi raspored taqaka B−A−Rb. Taqka
B je van kruga kb(Sb, ρb) i BRb je jedna tangenta. Konstruiximo
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i drugu tangentu iz taqke B na krug kb(Sb, ρb) i dodirnu taqku
oznaqimo sa Pb. Sa C oznaqimo preseqnu taqku polupravih BPb i
q. Taqke A, B i C su tri nekolinearne taqke i odre�uju temena
nekog trougla ∆ABC.

Slika 2.73.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao. (i) Po konstruk-
ciji ∡(p, q) = α, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡A = ∡BAC = α.

(ii) Krug kb dodiruje prave AB, BC i AC redom u taqkama Rb,
Pb i Qb. Kako je Ƭegov polupreqnik jednak ρb po konstrukciji, to
je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Kao u analizi zadatka pokazuje se da je

BRb = BPb = (AB +BC + CA)/2.

S druge strane, po konstrukciji je BRb = p odakle sledi da je
poluobim jednak p, pa je i tre�i uslov zadovoƩen.

Diskusija. Zadatak ima rexeƬe pod uslovom da je α < 2R i da vaжi
raspored taqaka Rb − A − B. U ostalim sluqajevima zadatak nema
rexeƬa. �

Zadatak 137. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao kod te-

mena ∡A = α, ρ polupreqnik upisanog kruga i zbir stranica b+ c = d.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao, tj. ugao ∡A jednak je uglu α, ρ polupreqnik upisanog
kruga i zbir stranica b i c jednak datoj duжi d (Slika 2.74). Oz-
naqimo sa S centar upisanog kruga u trougao ∆ABC. Sa P , Q i
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R oznaqimo podnoжja normala iz taqke S redom na stranice BC,
CA i AB trougla ∆ABC. Opiximo krug k1 oko trougla ∆ABC
i oznaqimo sa N drugu preseqnu taqku prave AS sa krugom k1.
Oznaqimo sa N ′ podnoжje normale iz taqke N na pravu AB. Kon-
struiximo spoƩa upisani krug ka, koji dodiruje stranicu BC. U
Zadatku 10. i) pokazali smo da je AN ′ = (b + c)/2 = (AB + AC)/2.
Taqke S i Sa su na krugu sa centrom u taqki N i polupreqnikom
BN = CN pa je SN = SaN , a temena B i C pripadaju unutraxƬoj
zajedniqkoj tangenti krugova k i ka. Sada se lako moжe konstru-
isati trougao ∆ABC.

Slika 2.74.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki A takve da je ∡(p, q) = α. Konstruiximo zatim
simetralu s ugla ∡(p, q) i na Ƭoj odredimo taqku S na rastojaƬu ρ
od polupravih p i q. Oznaqimo sa R i Q podnoжja normala taqke
S redom na poluprave p i q (Slika 2.75). Na polupravoj p odred-
imo taqku N ′ tako da je AN ′ = d/2, gde je d = b + c data duж. U
taqki N ′ konstruiximo normalu n na polupravu p i oznaqimo sa
N preseqnu taqku pravih n i s. Pretpostavimo da vaжi raspored
taqaka A − S − N . Na polupravoj s odredimo taqku Sa takvu da
vaжi raspored taqaka S − N − Sa i SN = NSa. Sa Ra oznaqimo
podnoжje normale iz taqke Sa na polupravu p. Konstruiximo za-
tim krugove k(S, ρ) i ka(Sa, SaRa). Po konstrukciji, poluprave p i
q su zajedniqke spoƩaxƬe tangente krugova k(S, ρ) i ka(Sa, SaRa).
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Pretpostavimo da krugovi k(S, ρ) i ka(Sa, SaRa) imaju unutraxƬih
zajedniqkih tangenti i jednu od Ƭih obeleжimo sa t. Oznaqimo sa
B i C preseqne taqke prave t redom sa polupravama p i q. Taqke
A, B i C su nekolinearne po konstrukciji i odre�uju temena nekog
trougla ∆ABC.

Slika 2.75.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je ∡(p, q) = α. Kako je jox B ∈ p, C ∈ q sledi

∡A = ∡BAC = α.
(ii) DaƩe, po konstrukciji krug k(S, ρ) dodiruje sve tri stranice

AB, BC i CA trougla ∆ABC pa je ρ polupreqnik upisanog kruga
u trouglu ∆ABC.

(iii) Po konstrukciji je AN ′ = d/2. S druge strane, kao u ana-
lizi, dokazujemo da vaжi vaжi AN ′ = (b + c)/2. Upore�ivaƬem
posledƬih dveju jednakosti dobijamo b+ c = d, pa je i tre�i uslov
zadatka zadovoƩen.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i da vaжi raspored taqaka
A−S−N zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od
toga da li krugovi k i ka imaju dve, jednu ili ni jednu unutraxƬu
zajedniqku tangentu. �

Zadatak 138. Konstruisati trougao ∆ABC ako je zadato: razlika

uglova ∡B−∡C = δ, polupreqnik upisanog kruga ρ i razlika stranica

b− c = d.
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RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Oznaqimo sa S centar upisanog a sa Sa centar spoƩa
upisanog kruga ka (Slika 2.76). Sa P i Pa oznaqimo podnoжja
normala redom iz taqaka S i Sa na pravu BC. Prema zadatku 10.
vaжi PPa = b−c. Konstruiximo simetralu s ugla ∡A i oznaqimo sa
E preseqnu taqku pravih s i BC. Sa D oznaqimo podnoжje visine
iz temena A na stranicu BC. Tako�e vaжi:

Slika 2.76.

∡PSE = ∡DAE = ∡BAE − ∡BAD =
1

2
∡A− (R− ∡B)

=
1

2
∡A−R+ ∡B =

1

2
∡A−

1

2
(∡A+ ∡B + ∡C) + ∡B

=
1

2
∡B −

1

2
∡C =

1

2
(∡B − ∡C) = δ/2,

tj. ∡PSE = δ/2. Sada imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju
trougla PSE, a samim tim i trougla ∆ABC.

Konstrukcija. Konstruiximo pravu l i na Ƭoj odredimo taqku P .
Zatim, konstruiximo normalu n u taqki P i na Ƭoj odredimo taqku
S takvu da je PS = ρ. Konstruiximo polupravu p sa poqetkom u
taqki S takvu da je ∡(SP, p) = δ/2 i oznaqimo sa E preseqnu taqku
prave l i poluprave p. Na pravoj l konstruiximo taqku Pa sa one
strane taqke P sa koje je i E tako da je PPa = d (Slika 2.77).



142 2. Konstrukcijski zadaci

Neka vaжi raspored taqaka P − E − Pa. Konstruiximo u taqki
Pa normalu na pravu l i Ƭen presek sa pravom SE oznaqimo sa
Sa. Tada vaжi raspored taqaka S − E − Sa. Konstruiximo kru-
gove k(S, ρ) i ka(Sa, SaPa). Po konstrukciji, prava l je zajedniqka
unutraxƬa tangenta krugova k(S, ρ) i ka(Sa, SaPa). Postoje taqno
dve prave t1 i t2, koje su zajedniqke spoƩaxƬe tangente krugova
k(S, ρ) i ka(Sa, SaPa). Pretpostavimo da se tangente t1 i t2 seku i
preseqnu taqku oznaqimo sa A. Taqka A pripada pravoj SE jer je
SE osa simetrije krugova k(S, ρ) i ka(Sa, SaPa). Pretpostavimo da
vaжi raspored taqaka A − S − E − Sa. DaƩe, oznaqimo sa B i C
preseqne taqke prave l redom sa tangentama t1 i t2. Taqke A, B i C
su po konstrukciji nekolinearne pa odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.

Slika 2.77.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

(i) Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na pravu l ≡ BC.
Tada, kao u analizi zadatka dokazujemo da je ∡PSE = (∡B−∡C)/2.
S druge strane je po konstrukciji ∡PSE = δ/2. Prema tome, vaжi
∡B − ∡C = δ, pa je prvi uslov zadovoƩen.

(ii) Kao u analizi, dokazujemo da vaжi PPa = b − c i kako je po
konstrukciji PPa = d bi�e b−c = d, pa je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Na kraju, krug k(S, ρ) po konstrukciji dodiruje stranice
AB, BC, CA trougla ∆ABC, tj. upisan je u trougao ∆ABC i kako
mu je polupreqnik jednak datoj duжi ρ, to je i tre�i uslov zadatka
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zadovoƩen, pa je konstruisani ∆ABC upravo traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka P −E−Pa, δ < 2R
i da je duж PE maƬa od duжi EPa, zadatak ima rexeƬe. U ostalim
sluqajevima zadatak nema rexeƬa. �

Zadatak 139. Ako su date tri kolinearne taqke A, B i C, konstru-

isati taqku D tako da je H(A,B;C,D).

Slika 2.78.

RexeƬe: Konstruiximo pravu l i na Ƭoj taqke A, B i C takve
da vaжi raspored taqaka A − C − B (Slika 2.78). U taqkama A i
B konstruiximo dve proizvoƩne paralelne prave a i b. U taqki
C konstruiximo pravu c, koja nije paralelna sa pravama a i b.
Oznaqimo sa M i N preseqne taqke prave c redom sa pravama a
i b. Konstruiximo taqku N ′ simetriqnu taqki N u odnosu na
taqku B. Konstruiximo zatim pravu p odre�enu taqkama M i N ′

i obeleжimo Ƭen presek sa pravom l sa D. Pokaжimo da vaжi
H(A,B;C,D). Kako vaжi raspored taqaka A − C − B, to je prvi
uslov zadovoƩen. Trouglovi ∆CMA i ∆CNB su sliqni pa je
AC : CB = AM : BN . Analogno, iz sliqnosti trouglova ∆ADM i
∆BDN ′ sledi AD : BD = AM : BN ′. Iz sliqnosti ovih trouglova
i BN = BN ′ zakƩuqujemo da je AC : CB = AD : BD, pa je i drugi
uslov zadovoƩen. Dakle vaжi H(A,B;C,D). �

Zadatak 140. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ
i stranica BC jednaka datoj duжi a.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S cen-
tar upisanog kruga k a sa Sa centar spoƩa upisanog kruga ka koji
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Slika 2.79.

dodiruje stranicu BC. Oznaqimo sa P i Q i R podnoжja normala
iz taqake S redom na prave AB, BC i CA a sa Pa Qa i Ra podnoжja
normala iz taqake Sa redom na prave BC, CA i AB (Slika 2.79).
Sa S′ i S′

a oznaqimo podnoжja normala redom iz taqaka S i Sa na
pravu AD a sa E preseqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod
temena A sa stranicom BC.

Prema Zadatku 59. (b) parovi taqaka A,E i S, Sa su harmonijski
spregnuti, tj. vaжi H(A,E;S, Sa). Odvde je H(A,D;S′, S′

a) jer su
A,D, S′, S′

a normalne projekcije harmonijski spregnutih taqaka A,
E, S i Sa na pravu AD.

Iz rasporeda taqaka A−R−B−Ra, A−Q−C−Qa sledi RRa =
ARa − AR, QQa = AQa − AQ, AR = AQ, ARa = AQa. Dakle, vaжi i
RRa = QQa. Sada je

RRa =
1

2
(RRa +QQa) =

1

2
(RB +BRa +QC + CQa)

=
1

2
(BP +BPa + PC + CPa) =

1

2
(BC +BC) = BC = a,

tj. RRa = a. Visina trougla je AD = ha. Sada moжemo pre�i na
konstrukciju trougla ∆ABC.

Pomo�na konstrukcija (vidi Zadatak 217.):
Uoqimo neku pravu p1 i na Ƭoj taqke A1 i D1 takve da je A1D1 = ha.
Neka je S1 taqka prave p1, takva da vaжi raspored taqaka A1−S1−D1
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i S1D1 = ρ (Slika 2.80). Tada na pravoj p1 postoji taqno jedna
taqka S2 takva da je H(A1, D1;S1, S2), pri qemu �emo pretpostaviti
da vaжi raspored taqaka: A1−S1−D1−S2. Umesto ove pretpostavke
o rasporedu taqaka moжemo uvesti i pretpostavku ρ < ha/2.

Konstrukcija. Na proizvoƩnoj pravoj m odredimo taqke R i Ra

takve da je RRa = a. Obeleжimo sa sR i sRa
normale u taqkama R

i Ra na pravu m, a sa S i Sa oznaqimo taqke redom na pravama sR
i sRa

, sa iste strane prave m, tako da je RS = ρ i RaSa = D1S2.
Konstruiximo krugove k(S, ρ) i ka(Sa, RaSa) (Slika 2.81). Prava
RRa ≡ t1 je zajedniqka spoƩaxƬa tangenta krugova k i ka. Iz
pretpostavke ρ < ha/2 sledi S1D1 < S2D1/2, tj. SR < SaRa. Zato
prava SSa seqe pravu RRa u nekoj taqki A tako da su taqke A i Ra sa
raznih strana taqke R. Oznaqimo sa t2 drugu zajedniqku tangentu
krugova k i ka. I ova tangenta zbog simetriqnosti sadrжi taqku A.
Dodirne taqke tangente t2 sa krugovima k i ka oznaqimo sa Q i Qa.

Krugovi k i ka mogu imati ili ne zajedniqkih unutraxƬih tan-
genata. Pretpostavimo da imaju zajedniqku unutraxƬu tangentu
i oznaqimo je sa p. Dodirne taqke prave p i krugova k i ka oz-
naqimo sa P i Pa a sa B i C preseqne taqke prave p redom sa
pravama RRa i QQa. Taqka A je po konstrukciji preseqna taqka
spoƩaxƬih zajedniqkih tangenata krugova k i ka a B i C su na un-
utraxƬoj zajedniqkoj tangenti p pomenutih krugova, odakle sledi
da su A,B i C tri nekolinearne taqke, pa odre�uju temena nekog
trougla ∆ABC.

Slika 2.80.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je krug k(S, ρ) upisan u trougao ∆ABC, pa
je ρ polupreqnik upisanog kruga u taj trougao.
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(ii) Tako�e, po konstrukciji je RRa = a. S druge strane, kao
u analizi pokazujemo da je RRa = BC odakle zakƩuqujemo da je
BC = a pa je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Dokaжimo jox i da je visina AD jednaka datoj duжi ha.
Oznaqimo sa E zajedniqku taqku simetrale ugla ∡A i stranice
BC a sa D oznaqimo podnoжje normale iz taqke A na pravu BC.
Po konstrukciji su taqke S i Sa centri redom upisanog kruga k i
spoƩa upisanog kruga ka, odakle kao u analizi zakƩuqujemo da je
H(A,E;S, Sa). Oznaqimo daƩe, sa S′ i S′

a podnoжja normala redom
iz taqaka S i Sa na pravu AD. Tada, taqke A, D, S′ i S′

a su normalne
projekcije redom taqaka A, E, S i Sa na pravu AD, odakle sledi
da je H(A,D;S′, S′

a).

Slika 2.81.

Po konstrukciji je H(A1, D1;S1, S2).
Dakle, qetvorke taqaka A,D, S′, S′

a i A1, D1, S1, S2 su dve qetvorke
harmonijski spregnutih i na isti naqin raspore�enih taqaka, pri
qemu je D1S1 = SR = ρ = S′D i D1S2 = SaRa = DS′

a. Sledi da je
AD = A1D1. Kako je jox A1D1 = ha to je AD = ha, pa je i tre�i
uslov zadovoƩen.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka A1−S1−D1−S2, tj.
da je ρ < ha/2 zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti
od toga da li krugovi k i ka imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih
unutraxƬih tangenata. �
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Zadatak 141. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ
i poluobim jednak datoj duжi p.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni
trougao. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S cen-
tar upisanog kruga k a sa Sa centar spoƩa upisanog kruga ka koji
dodiruje stranicu BC. Oznaqimo sa P i Q i R dodirne taqke
kruga k redom sa pravama AB, BC i CA a sa Pa Qa i Ra dodirne
taqke kruga ka redom sa pravama BC, CA i AB (Slika 2.79). Sa S′

i S′

a oznaqimo podnoжja normala redom iz taqaka S i Sa na pravu
AD a sa E preseqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod temena
A sa stranicom BC.

Prema Zadatku 59. (b) parovi taqaka A,E i S, Sa su harmonijski
spregnuti, tj. vaжi H(A,E;S, Sa). Odavde je H(A,D;S′, S′

a) jer su
A,D, S′, S′

a normalne projekcije harmonijski spregnutih taqaka A,
E, S i Sa na pravu AD.

Tako�e, vaжi ARa = AQa = (AB + BC + CA)/2. Sada imamo
dovoƩno elemenata za konstrukciju. Zavrxetak rexeƬa prepuxta
se qitaocu.

Zadatak 142. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ
i zbir stranica b+ c = d.

Uputstvo: Kada su poznati visina ha i polupreqnik upisanog
kruga ρ, onda moжemo odrediti polupreqnik ρa spoƩa upisanog
kruga u pomo�noj konstrukciji. U ”Velikom zadatku” je pokazano
da vaжi AN ′ = (b+ c)/2 i NN ′ = (ρa + ρ)/2, pri qemu je N preseqna
taqka simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A i opisanog kruga
l, a N ′ normalna projekcija taqke N na pravu AB. Znaqi, pravo-
ugli trougao ∆ANN ′ moжemo lako konstruisati. Zatim na pravoj
AN odredimo taqke S i Sa redom na rastojaƬu ρ i ρa od prave AB.
Konstruiximo krugove k(S, ρ) i ka(Sa, ρa). Stranica BC pripada
unutraxƬoj zajedniqkoj tangenti krugova k i ka, dok su stranice
AB i AC na spoƩaxƬim zajedniqkim tangentama pomenutih kru-
gova. �

Zadatak 143. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ
i teжixna duж jednaka datoj duжi ma.
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Slika 2.82.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao. Oz-
naqimo sa A1 sredixte stranice BC, sa N preseqnu taqku opisa-
nog kruga l i simetrale stranice BC pri qemu je A,N ÷ BC, sa
D podnoжje visine iz temena A, sa E preseqnu taqku simetrale
unutraxƬeg ugla kod temena A i stranice BC, sa S i Sa redom
centar upisanog kruga k i spoƩa upisanog kruga ka koji dodiruje
stranicu BC (Slika 2.82 (i)). Dodirne taqke pravih BC, CA i
AB sa krugovima k i ka oznaqimo redom sa P i Pa, Q i Qa, R i
Ra. Neka su S′ i S′

a podnoжja normala redom iz taqaka S i Sa na
pravu AD. S obzirom na to da je H(A,E;S, Sa) sledi H(A,D;S′, S′

a).
To znaqi da u pomo�noj konstrukciji, s obzirom na to da su taqke
A, D i S′ poznate moжemo odrediti taqku S′

a, tj. moжemo odrediti
polupreqnik ρa spoƩa upisanog kruga ka. Kao u ”Velikom” zadatku
dokazuje se da je A1N = (ρa − ρ)/2. Pravougli trougao ∆ADA1 se
lako moжe konstruisati. Sada moжemo pre�i na konstrukciju tro-
ugla ∆ABC.

Pomo�na konstrukcija (vidi Zadatak 217.). Odredimo na nekoj pra-
voj p1 taqke A1, D1 i S1 takve da je A1D1 = ha, S1D1 = ρ = SP i
vaжi raspored taqaka A1 − S1 −D1 (Slika 2.82 (ii)). Tada na pra-
voj p1 postoji taqno jedna taqka S2 takva da je H(A1, D1;S1, S2), pri
qemu �emo pretpostaviti da vaжi raspored taqaka: A1−S1−D1−S2,
tj. ρ < ha/2.
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Konstrukcija. Konstruiximo pravougli trougao ∆ADA1 kod koga
je ∡D = R, AD = ha i AA1 = ma. U taqki A1 konstruiximo normalu
s na pravu A1D i na Ƭoj taqku N takvu da je A1N = d i A,N ÷DA1.
Na pravoj AN konstruiximo taqku S na rastojaƬu ρ od prave DA1

tako da vaжi A,S
� �

− DA1. Oznaqimo sa k krug sa centrom u taqki S
i polupreqnikom ρ, a sa E preseqnu taqku pravih AN i DA1. Neka
su t1 i t2 tangente kruga k iz taqke A. Sa B i C oznaqimo preseqne
taqke pravih t1 i t2 sa pravom DA1. Po konstrukciji A, B i C su
tri nekolinearne taqke i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je AD ⊥ DA1, AD = ha, B,C ∈ DA1, odakle

sledi da je AD ⊥ BC, tj. data duж ha je visina trougla ∆ABC.
(ii) Po konstrukciji je ρ polupreqnik upisanog kruga u trouglu

∆ABC.
(iii) Oznaqimo sa Sa centar spoƩa upisanog kruga koji dodiruje

stranicu BC. Tada su taqke A, E, S i Sa harmonijski spregnute,
pa isto vaжi i za Ƭihove normalne projekcije na pravu AD, tj.
vaжi H(A,D;S′, Sa′). Po konstrukciji je AD = ha, S′D = ρ i A −
S′ −D, odakle sledi da je DS′

a = ρa (kao u pomo�noj konstrukciji).
Oznaqimo sa P i Pa podnoжja normala redom iz taqaka S i Sa na
pravu BC. Za duж A1N vaжi A1N = (ρa − ρ)/2 = (SaPa − SP )/2 i
A1N ⊥ PPa, tj. A1N ‖ SP, SaPa a to znaqi da je A1N sredƬa linija
sloжnog trapeza SPPaSa pa je A1 sredixte stranice PPa. Kako se
sredixta duжi PPa i BC poklapaju (vidi ”Veliki” zadatak), to
je AA1 = ma teжixna duж trougla ∆ABC.

Diskusija. Pod uslovom da je ha ≤ ma i ρ < ha/2 zadatak ima
jedinstveno rexeƬe do na podudarnost. �

Zadatak 144. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik upisanog kruga jednak datoj duжi ρ
i polupreqnik opisanog kruga jednak datoj duжi r.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj.
neka mu je visina AD jednaka datoj duжi ha, polupreqnik upisa-
nog kruga jednak datoj duжi ρ i polupreqnik opisanog kruga jednak
datoj duжi r (Slika 2.83). Kada su poznati ha i ρ u pomo�noj kon-
strukciji odre�ujemo polupreqnik ρa spoƩa upisanog kruga koji
dodiruje stranicu BC. Tako�e, vaжi A1N = (ρa − ρ)/2, A,N ÷ BC
(kao u Zadatku 2.82). Taqka S je na rastojaƬu ρ od prave BC i
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Slika 2.83.

pripada geometrijskom mestu centara upisanih krugova, tj. luku
⌢
BC kriga k′(N,NB = NC), za koji vaжi

⌢
BC,N ÷ BC. Taqka A se

nalazi u preseku prave SN i opisanog kruga l.

Pomo�na konstrukcija (vidi Zadatak 217.). Odredimo na nekoj pra-
voj p1 taqke A1, D1 i S1 takve da je A1D1 = ha, S1D1 = ρ = SP i
vaжi raspored taqaka A1 − S1 −D1 (Slika 2.82 (ii)). Tada na pra-
voj p1 postoji taqno jedna taqka S2 takva da je H(A1, D1;S1, S2), pri
qemu �emo pretpostaviti da vaжi raspored taqaka A1−S1−D1−S2,
tj. ρ < ha/2. Tada je D1S2 = ρa duж podudarna polupreqniku spoƩa
upisanog kruga koji dodiruje stranicu BC trougla ∆ABC.

Konstrukcija. Konstruiximo krug l preqnika MN = 2r. Na MN
odredimo taqku A1 takvu da je A1N = (ρa − ρ)/2 i N − A1 −M . Sa
p oznaqimo pravu normalnu u taqki A1 na preqnik MN , a sa B i
C preseqne taqke prave prave p i kruga l. Oznaqimo sa k′ krug sa

centrom u taqki N i polupreqnikom NB = NC, a sa
⌢
BC luk kruga

k′ za koji vaжi
⌢
BC,N÷p. Na rastojaƬu ρ od prave p konstruiximo

pravu q paralelnu pravoj p takvu da je q,N ÷ p. Oznaqimo sa S,

pod uslovom da postoji, preseqnu taqku luka
⌢
BC sa pravom q. Sa

A oznaqimo preseqnu taqku prave SN i kruga l. Po konstrukciji,
taqke A, B i C su nekolinearne i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Taqke A, B i C pripadaju krugu l polupreqnika r, pa je prvi

uslov zadatka zadovoƩen.
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(ii) Po konstrukciji taqka S pripada geometrijskom mestu cen-
tara upisanih krugova i na rastojaƬu ρ je od BC, pa je i drugi
uslov zadatka zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa Sa taqku simetriqnu taqki S u odnosu na taqku
N a sa E preseqnu taqku pravih SN i BC. Tada je Sa centar
spoƩa upisanog kruga koji dodiruje sranicu BC. Oznaqimo sa
P i Pa podnoжja normala redom iz S i Sa na BC. Dakle, vaжi
H(A,E;S, Sa). Tako�e ρ i ρa su redom polupreqnik upisanog i
spoƩa upisanog kruga koji dodiruje BC, jer je A1N sredƬa li-
nija sloжenog trapeza SPPaSa. Neka su S′ i S′

a podnoжja noramala
iz S i Sa na visinu trougla ∆ABC. Tada je H(A,D;S′, S′

a). Kako je
A− S′ −D− S′

a, S
′D = ρ, S′

aD = ρa i upore�uju�i sa odgovaraju�im
duжima u pomo�noj konstrukciji, zakƩuqujemo da je AD = ha, pa je
∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je ρ < ha/2 < r, zadatak moжe imati dva,

jedno ili da nema rexeƬa u zavisnosti od toga da li luk
⌢
BC kruga

k′ i prava q imaju dve, jednu ili nemaju zajedniqkih taqaka.

Zadaci 145.-151. rexavaju se analogno prethodnim i Ƭihovo re-
xavaƬe prepuxta se qitaocima za veжbu.

Zadatak 145. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji dodiruje

stranicu BC jednak datoj duжi ρa i stranica BC jednaka datoj

duжi a.

Zadatak 146. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji dodiruje

stranicu BC jednak datoj duжi ρa i zbir stranica b+ c = d.

Zadatak 147. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji dodiruje

stranicu BC jednak datoj duжi ρa i teжixna duж AA1 jednaka da-

toj duжi ma.

Zadatak 148. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina AD jed-

naka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji dodiruje

stranicu BC jednak datoj duжi ρa i polupreqnik opisanog kruga jed-

nak datoj duжi r.
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Zadatak 149. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa i zbir stranica

b+ c = d.

Zadatak 150. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa i teжixna duж

AA1 jednaka datoj duжi ma.

Zadatak 151. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa i polupreqnik opi-

sanog kruga jednak datoj duжi r.

Zadatak 152. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa i stranica AC jed-

naka datoj duжi b.

Slika 2.84.

Uputstvo: Kada su poznati polupreqnici ρ i ρa, onda u pomo�noj
konstrukciji moжemo odrediti visinu AD = ha. Za pravougli
trougao ∆ADC poznata je kateta ha i hipotenuza AC = b, pa ga
lako moжemo konstruisati (Slika 2.84). Taqka S se nalazi na
simetrali ugla ∡ACD na rastojaƬu ρ od krakova CA i CD. Teme
B se dobija kao preseqna taqka druge tangente iz taqke A na krug
k(S, ρ) i prave CD. �
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Zadatak 153. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa i odseqak simetrale

unutraxƬeg ugla ∡A jednak datoj duжi la.

Slika 2.85.

Uputstvo: Kada su poznati polupreqnici ρ i ρa, onda u pomo�noj
konstrukciji moжemo odrediti visinu AD = ha. Za pravougli
trougao ∆ADE poznata je kateta ha i hipotenuza AE = la, pa ga
lako moжemo konstruisati (Slika 2.85). Taqke S i Sa konstruix-
imo na pravoj AE tako da su redom na rastojaƬu ρ i ρa od prave DE,
tako da vaжi raspored taqaka A− S − E − Sa. Neka je N sredixte
duжi SSa. Konstruiximo krug k′ sa centrom u taqki N i polupre-
qnikom SN = SaN i sa B i C oznaqimo preseqne taqke kruga k′ i
prave DE. �

Zadatak 154. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu AC jednak datoj duжi ρb i stranica BC jednaka

datoj duжi a.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao, tj.
neka mu je visina AD jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa
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Slika 2.86.

upisanog kruga koji dodiruje AC jednak ρb i stranica BC jednaka
datoj duжi b (Slika 2.86 (i)). Oznaqimo sa kb i kc spoƩa upisane
krugove koji dodiruju stranice AC i AB redom, a sa Sb i Sc Ƭi-
hove centre. Neka je D podnoжje visine iz temena A. Oznaqimo
jox sa F preseqnu taqku pravih SbSc i BC a sa S′

b i S′

c normalne
projekcije taqaka Sb i Sc na pravu AD. U Zadatku 59. je dokazano
da vaжi H(A,F ;Sb, Sc). Odavde sledi da je H(A,D;S′

b, S
′

c) kao nor-
malne projekcije harmonijski spregnutih taqaka na pravu AD. To
znaqi da u pomo�noj konstrukciji moжemo odrediti polupreqnik
ρc spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu AB. U ”Velikom”
zadatku je dokazano da je QbQc = RbRc = a, gde su Qb, Qc podnoжja
normala iz taqke Sb na pravu AC, a Rb, Rc podnoжja normala iz
taqke Sc na pravu AB.

Pomo�na konstrukcija (vidi Zadatak 217.). Odredimo na nekoj pra-
voj p1 taqke A1, S1 i D1 takve da je S1D1 = ρb, A1D1 = ha i vaжi

A1, S1

� �

− D1 (Slika 2.86 (ii)). Tada na pravoj p1 postoji taqno jedna
taqka S2 takva da je H(A1, D1;S1, S2), pri qemu �emo pretpostaviti
da vaжi ρb > ha/2. Tada je D1S2 = ρc duж podudarna polupreqniku
spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu AB trougla ∆ABC.

Konstrukcija. Na prozvoƩnoj pravoj p odredimo taqke Rb i Rc takve
da je RbRc = a. Neka su nRb

i nRc
normale redom u taqkama Rb i

Rc na pravu p. Na pravama nRb
i nRc

konstruiximo taqke Sb i
Sc takve da je SbRb = ρb i ScRc = ρc, pri qemu je Sb, Sc ÷ p. Kon-



2.6. Konstrukcije trouglova 155

struiximo krugove kb i kc redom sa centrima u taqkama Sb i Sc

i polupreqnicima ρb i ρc. Konstruiximo drugu unutraxƬu zajed-
niqku tangentu krugova kb i kc i oznaqimo sa A preseqnu taqku
pravih p i q. Konstruiximo spoƩaxƬu zajedniqku tangentu r kru-
gova kb i kc i oznaqimo sa B i C preseqne taqke prave r redom sa
pravama p i q.

Taqke A,B i C su po konstrukciji tri nekolinearne taqke pa
odre�uju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji krug kb polupreqnika ρb je spoƩa upisan u

trougao ∆ABC, pa je prvi uslov zadatka zadovoƩen.
(ii) Po konstrukciji taqke Sb i Sc su centri spoƩa upisanih

krugova koji dodiruju stranice AC i AB trougla ∆ABC, pa za
Ƭihove normalne projekcije Rb i Rc na pravu AB, kao u analizi
dokazujemo da je RbRc = BC. S druge strane, po konstrukciji je
RbRc = a, pa je BC = a, tj. i drugi uslov zadatka je zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, a sa S′

b i S′

c

normalne projekcije taqaka Sb i Sc na pravu AD. Primetimo da je
taqka D normalna projekcija preseqne taqke F pravih SbSc i BC
na pravu AD. Tada, kao u analizi zakƩuqujemo da je H(A,F ;Sb, Sc),
a odavde je H(A,D;S′

b, S
′

c). Po konstrukciji je SbRb = ρb = S1D1,
ScRc = ρc = S2D1, AD = A1D1 i A1D1 = ha, odakle sledi da je visina
AD jednaka datoj duжi ha. Dakle, ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je ρb > ha/2, zadatak ima jedinstveno
rexeƬe do na podudarnost.

Zadatak 155. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu AC jednak datoj duжi ρb i zbir stranica AC = b
i AB = c jednak datoj duжi d.

Uputstvo: Kada je poznata visina ha i polupreqnik ρb spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu AC, onda u pomo�noj konstruk-
ciji moжemo odrediti polupreqnik ρc spoƩa upisanog kruga kc koji
dodiruje stranicu AB. U ”Velikom” zadatku dokazali smo da je
PbPc = b + c, gde su Pb i Pc dodirne taqke spoƩa upisanih krugova
kb i kc sa pravom BC. Dakle, prava BC je zajedniqka spoƩaxƬa
tangenta krugova kb i kc, a teme A nalazi se u preseku unutraxƬih
zajedniqkih tangenti pomenutih krugova (Slika 2.87). �
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Slika 2.87.

Zadatak 156. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga

koji dodiruje stranicu AC jednak datoj duжi ρb i razlika stranica

AC = b i AB = c jednak datoj duжi d.

Slika 2.88.

Uputstvo: Kada je poznata visina ha i polupreqnik ρb spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu AC, onda kao u prethodnim
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sluqajevima, u pomo�noj konstrukciji moжemo odrediti polupre-
qnik ρc spoƩa upisanog kruga kc koji dodiruje stranicu AB. U ”Ve-
likom” zadatku dokazali smo da je AM ′ = (b−c)/2, MM ′ = (ρb−ρc)/2,
gde je M preseqna taqka opisanog kruga l oko trougla ∆ABC, takva

da je A,M
� �

− BC a M ′ podnoжje normale iz taqke M na pravu AC.
Dakle, za trougao ∆AMM ′, sa pravim uglom kod temena M ′, poznate
su katete AM ′ i MM ′ pa ga lako moжemo konstruisati. Centri Sb

i Sc upisanih krugova kb i kc pripadaju pravoj AM i nalaze se
redom na rastojaƬu ρb i ρc od prave AM ′ (Slika 2.88). �

Zadaci 157.-166. rexavaju se analogno prethodnim i Ƭihovo re-
xavaƬe prepuxta se qitaocima za veжbu.

Zadatak 157. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu AC jednak datoj duжi ρb i teжixna duж iz te-

mena A jednaka datoj duжi ma.

Zadatak 158. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, polupreqnik spoƩa upisanog kruga koji

dodiruje stranicu AC jednak datoj duжi ρb i polupreqnik opisanog

kruga jednak datoj duжi r.

Zadatak 159. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu polupreqnici

spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom stranice AC i AB jed-

naki datim duжima ρb i ρc redom, a stranica AC jednaka datoj

duжi b.

Zadatak 160. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu polupreqnici

spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom stranice AC i AB jed-

naki datim duжima ρb i ρc redom, a teжixna duж iz temena A
jednaka datoj duжi ma.

Zadatak 161. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu polupreqnici

spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom stranice AC i AB jed-

naki datim duжima ρb i ρc redom, a odseqak simetrale unutraxƬeg

ugla kod temena A jednaka datoj duжi la.

Zadatak 162. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu polupreqnici

spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom stranice AC i AB jed-

naki datim duжima ρb i ρc redom, a polupreqnik opisanog kruga jed-

nak datoj duжi r.
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Zadatak 163. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

upisanog kruga jednak datoj duжi ρ, a polupreqnici spoƩa upisanih

krugova koji dodiruju redom stranice AC i AB jednaki datim duжima

ρb i ρc redom.

Zadatak 164. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu polupreqnici

spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom stranice BC, AC i AB
jednaki datim duжima ρa, ρb i ρc redom.

Zadatak 165. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, teжixna duж iz temena A jednaka

datoj duжi ma i zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj duжi d.

Zadatak 166. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, teжixna duж iz temena A jednaka

datoj duжi ma i razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj

duжi d.

Slika 2.89.

Zadatak 167. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je data razlika

unutraxƬih uglova ∡B−∡C = δ, teжixna duж iz temena A jednaka

datoj duжi ma i zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj duжi d.
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Slika 2.90.

Uputstvo: Neka je ∆ABC trжeni trougao. Oznaqimo sa D pod-
noжje visine iz temena A a sa M i N preseqne taqke simetrale
stranice BC i opisanog kruga l, pri qemu je A,N ÷ BC. Neka je
N ′ podnoжje normale iz taqke N na pravu AB. Tada je kao u ”Ve-
likom” zadatku AN ′ = (b + c)/2 = d/2. Dakle, taqka N ′ je dodirna

taqka tangente iz taqke N na krug k′(A, d/2) i A,N ′
� �

− MN . Nije
texko dokazati jox da je ∡MNA = ∡DAN = (∡B − ∡C)/2 (Slika
2.89). �

Zadatak 168. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je data razlika

unutraxƬih uglova ∡B − ∡C = δ, polupreqnik opisanog kruga jednak

datoj duжi r i razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj

duжi d.

Uputstvo: Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A a sa M i
N preseqne taqke simetrale stranice BC i opisanog kruga l, pri
qemu je A,N ÷ BC. Neka je M ′ podnoжje normale iz taqke M na
pravu AB. Tada je kao u ”Velikom” zadatku AM ′ = (b− c)/2 = d/2.
Dakle, taqka M ′ je dodirna taqka tangente iz taqke M na krug

k′(A, d/2) i A,M ′
� �

− MN . Vaжi, kao u prethodnom zadatku, jox da
je ∡MNA = ∡DAN = (∡B − ∡C)/2 (Slika 2.90). �

Zadatak 169. Date su dve razne taqke A i B i duж l. Odrediti

taqke C i D na pravoj AB takve da je H(A,B;C,D) i CD = l.
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RexeƬe: Na proizvoƩnoj pravoj m uoqimo dve taqke A i B. Kon-
struiximo proizvoƩan krug k koji sadrжi taqke A i B. Oznaqimo
sa M i N preseqne taqke kruga k i simetrale duжi AB (Slika
2.91). Kroz taqku M konstruiximo pravu p paralelnu sa m. Na
pravoj p uoqimo taqku L tako da je ML = l. Taqke M , L i N su
nekolinearne i odre�uju taqno jedan krug k1.

Slika 2.91.

Taqke M i N su sa raznih strana prave m pa krug k1 i prava
m imaju dve zajedniqke taqke. Jednu od Ƭih oznaqimo sa D. Kon-
struiximo pravu q koja sadrжi taqku N i paralelna je sa LD i
oznaqimo sa C preseqnu taqku pravih m i q. Dokaжimo da su taqke
C i D traжene taqke.

Taqke N , M i L pripadaju krugu k1, pri qemu je ∡NML = R,
odakle sledi da je NL preqnik kruga k1. S druge strane, taqka D
pripada krugu k1 nad preqnikom NL pa je ∡NDL = R, tj. ND ⊥ LD.
Po konstrukciji je q ‖ LD, pa je q ⊥ ND. Oznaqimo sa P preseqnu
taqku pravih ND i q. Kako je q ≡ MP imamo da je PM ⊥ PN .
Tako�e je i

PC ⊥ PD. (2.6)

Dakle ∡MPN = R pa taqka P pripada krugu nad preqnikom MN ,
tj. taqka P pripada krugu k.

Uoqimo trougao ∆APB. Iz jednakosti lukova
⌢

AM i
⌢

BM sledi
jednakost uglova ∡APM i ∡BPM , tj. ∡APC = ∡BPC pa je PC
simetrala unutraxƬeg ugla kod temena P trougla ∆APB. Sada,
uzimaju�i u obzir relaciju (2.6) zakƩuqujemo da je PD simetrala
spoƩaxƬeg ugla kod temena P trougla ∆APB. Prema zadatku 13.
v) sledi AC : CB = AD : DB, a kako je jox A − C − B − D ili
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B −C −A−D sledi H(A,B;C,D). Po konstrukciji je qetvorougao
MCDL paralelogram pa je i drugi uslov zadatka zadovoƩen, tj.
vaжi CD = ML = l. �

Za konstruisaƬe trouglova u zadacima 170..-188.. primeƬuje
se pomo�na konstrukcija iz zadatka 169.

Zadatak 170. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena A jednak datom uglu α, odseqak simetrale ugla kod tamena A
jednak datoj duжi la i stranica BC jednaka datoj duжi a.

Slika 2.92.

RexeƬe: Analiza. Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao. Kon-
struiximo krug k upisan u trougao ∆ABC i krug ka spoƩa upi-
san, koji dodiruje stranicu BC (Slika 2.92). Oznaqimo sa S i
Sa sredixta krugova k i ka a sa R i Ra, Q i Qa dodirne taqke
krugova k i ka redom sa pravama AB i AC. Oznaqimo, daƩe sa P
i Pa dodirne taqke krugova k i ka sa stranicom BC a sa E prese-
qnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A i stranice BC.
Neka je F normalna projekcija taqke E na pravu AB. U Zadatku 10.
smo pokazali da vaжi RRa = a. Tako�e vaжi H(A,E;S, Sa) (zadatak
59. (b)). Kako su A,F,R,Ra normalne projekcije taqaka A,E, S, Sa

to �e biti zadovoƩeno H(A,F ;R,Ra). Sada, s obzirom na to da su
poznati ∡A i odseqak simetrale ugla AE = la, moжemo pre�i na
konstrukciju trougla ∆ABC.
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Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave Ax i Ay sa zajedniqkim
poqetkom u taqki A tako da je ugao ∡(Ax, Ay) = α (Slika 2.94). Kon-
struiximo zatim simetralu Az ugla ∡A i na Ƭoj odredimo taqku
E takvu da je AE = la. Oznaqimo sa F podnoжje normale iz taqke E
na polupravu Ax. Konstruiximo sada taqke R i Ra na polupravoj
Ax tako da je H(A,F ;R,Ra) i RRa = a.

Pomo�na konstrukcija. Na proizvoƩnoj pravoj m uoqimo dve taqke
A1 i F1 takve da vaжi A1F1 = AF . Konstruiximo taqke S1 i S2

na pravoj m tako da je H(A1, F1;S1, S2) i S1S2 = a. Konstruiximo
proizvoƩan krug k, koji sadrжi taqke A1, F1. Oznaqimo sa M i
N preseqne taqke kruga k i simetrale duжi A1F1 (Slika 2.93).
Kroz taqku M konstruiximo pravu r paralelnu sa m. Na pravoj r
uoqimo taqku L tako da je ML = a. Taqke M , L i N su nekolinearne
i odre�uju taqno jedan krug k1.

Slika 2.93.

Taqke M i N su sa raznih strana prave m pa krug k1 i prava
m imaju dve zajedniqke taqke. Jednu od Ƭih oznaqimo sa S2. Kon-
struiximo pravu q paralelnu sa LS2 i oznaqimo sa S1 preseqnu
taqku pravih m i q. Kao u Zadatku 169. dokazuje se da vaжi
H(A1, F1;S1, S2) i S1S2 = a.

Sada na polupravoj Ax konstruixemo taqke R i Ra tako da
je AR = A1S1 i ARa = A1S2 i kako je jox AF = A1F1 to vaжi
H(A,F ;R,Ra). Kako vaжi rasposed taqaka A1 − S1 − F1 − S2 to �e
biti A−R− F −Ra i

RRa = ARa −AR = A1S2 −A1S1 = S1S2 = a
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tj. RRa = a. Konstruiximo normale sR i sRa
na polupravu Ax kroz

taqke R i Ra. Oznaqimo sa S i Sa preseqne taqke redom pravih sR
i sRa

sa polupravom Az. Konstruiximo krug k(S, SR). Iz taqke E
na krug k mogu se konstruisati dve, jedna ili ni jedna tangenta u
zavisnosti od toga da li je E van, na ili unutar kruga k. Pret-
postavimo da se kroz taqku E moжe konstruisati tangenta na krug
k i oznaqimo je sa t. Pod pretpostavkom da je α < 2R, tangenta t
�e se�i poluprave Ax i Ay u taqkama B i C. Taqke A,B i C su
po konstrukciji tri nekolinearne taqke pa odre�uju temena nekog
trougla ∆ABC.

Slika 2.94.

Dokaz. Dokaжimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je ugao ∡(Ax, Ay) = α, B ∈ Ax, C ∈ Ay pa je

∡A = ∡BAC = α.
(ii) Taqka E je na simetrali Az ugla ∡A i pri tom vaжi AE = la

po konstrukciji, pa je i drugi uslov zadovoƩen.
(iii) Po konstrukciji je S centar upisanog kruga. DaƩe vaжi

H(A,F ;R,Ra) i RRa = a. Kako su A,F,R,Ra normalne projekcije
taqaka A,E, S, Sa to �e biti H(A,E;S, Sa), pa �e Sa biti centar
spoƩa upisanog kruga trougla ∆ABC, koji dodiruje stranicu BC.

Kao u analizi pokazuje se da je RRa = BC i kako je RRa = a po
konstrukciji, to �e biti BC = a, pa je i tre�i uslov zadovƩen.
Dakle, trougao ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i da vaжi raspored taqaka
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A,R, F,Ra, zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti
od toga da li je taqka E van, na ili unutar kruga k. �

Zadatak 171. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena A jednak datom uglu α, odseqak simetrale ugla kod tamena

A jednak datoj duжi la i polupreqnik opisanog kruga jednak datoj

duжi r.

Uputstvo. S obzirom na to da je poznat ugao ∡A = α i polupre-
qnik opisanog kruga r, u pomo�noj konstrukciji moжemo odrediti
stranicu BC = a. U tom sluqaju zadatak se svodi na prethodni.

Slika 2.95.

Pomo�na konstrukcija. Konstruiximo krug l polupreqnika r i
jedan Ƭegov preqnik MN = 2r (Slika 2.95). Sa poqetkom u taqki
M konstruiximo poluprave p i q sa jedne i sa druge strane polu-
prave MN , takve da je ∡(MN, p) = ∡(MN, q) = α/2. Sa B i C oz-
naqimo preseqne taqke kruga l redom sa polupravama p i q. Ovako
konstruisana duж BC = a je stranica traжenog trougla. �

Zadatak 172. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj duжi a, odseqak simetrale ugla kod tamena A jednak

datoj duжi la i polupreqnik opisanog kruga jednak datoj duжi r.

Uputstvo. S obzirom na to da je poznata stranica BC = a i
polupreqnik opisanog kruga r u prvoj pomo�noj konstrukciji moжemo
odrediti unutraxƬi ugao ∡A = α.

Konstruiximo poluprave p i q sa poqetkom u taqki A takve da
je ∡(p, q) = α. Na simetrali s ugla ∡(p, q) konstruiximo taqku E
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takvu da je AE = la. Oznaqimo sa F podnoжje normale iz taqke E
na polupravu p.

U drugoj pomo�noj kaonstrukciji, kao u Zadatku 171., odredimo
taqke R i Ra na polupravoj p takve da je H(A,F ;R,Ra) i RRa = a. U
preseku normala redom kroz taqke R i Ra sa simetralom s nalazimo
taqke S i Sa. Sada moжemo konstruisati krug k(S, SR). Temena B i
C nalazimo u preseku tangente iz taqke E na krug k sa polupravama
p i q. �

Zadatak 173. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je data razlika

uglova ∡B − ∡C = δ, visina iz temena A jednaka datoj duжi ha i

zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Oznaqimo sa D podnoжje normale iz temena A, a
sa E i F preseqne taqke redom simetrale unutraxƬeg i spoƩaxƬeg
ugla kod temena A sa stranicom BC. Neka su Sb i Sc centri spoƩa
upisanih krugova kb i kc koji dodiruju redom stranice AC i AB.
Oznaqimo sa Pb i Pc dodirne taqke krugova kb i kc sa pravom BC
(Slika 2.96). Sada je ∡DAE = (∡B − ∡C)/2 = δ/2 i AD = ha
pa se trougo ∆ADE moжe konstruisati. Tako�e imamo ∡AFD =
∡DAE, kao oxtri uglovi sa normalnim kracima. Iz H(F,A;Sc, Sb)
sledi H(D,F ;Pc, Pb). Kao u ”Velikom” zadatku dokazuje se da je
PbPc = b+ c.

Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki A konstruiximo poluprave p
i q takve da je ∡(p, q) = δ/2 i na polupravoj p taqku D takvu da je
AD = ha. U taqki D konstruiximo normalu n na polupravu p, a
sa E oznaqimo preseqnu taqku prave n sa polupravom q. Konstru-
iximo u taqki A normalu m na polupravu q i oznaqimo sa F pre-
seqnu taqku pravih m i n.

Pomo�na konstrukcija. Na proizvoƩnoj pravoj l uoqimo dve taqke
F1 i D1 takve da vaжi F1D1 = FD. Konstruiximo taqke P1 i P2

na pravoj l tako da je H(F1, D1;P1, P2) i P1P2 = d. Konstruiximo
proizvoƩan krug k, koji sadrжi taqke F1, D1. Oznaqimo sa M i
N preseqne taqke kruga k i simetrale duжi F1D1 (Slika 2.97).
Kroz taqku M konstruiximo pravu r paralelnu sa l. Na pravoj r
uoqimo taqku L tako da je ML = d. Taqke M , L i N su nekolinearne
i odre�uju taqno jedan krug k1.

Taqke M i N su sa raznih strana prave l pa krug k1 i prava
l imaju dve zajedniqke taqke. Jednu od Ƭih oznaqimo sa P2 i to
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Slika 2.96.

onu za koju je F1 − D1 − P2. Kroz taqku M konstruiximo pravu q
paralelnu sa LP2 i oznaqimo sa P1 preseqnu taqku pravih l i q.
Kao u Zadatku 169. dokazuje se da vaжi H(F1, D1;P1, P2) i P1P2 = a.

Nastavimo sada glavnu konstrukciju. Na pravoj FD konstruix-
imo taqke Pb i Pc takve da je FPb = F1S2, FPc = F1S1 i F−Pc−D−Pb.
U taqkama Pc i Pb konstruiximo normale n1 i n2 na pravu FD i
oznaqmo redom sa Sc i Sb Ƭihove preseqne taqke sa pravom m. Kon-
struiximo krugove kc(Sc, ScPc) i kb(Sb, SbPb) i pretpostavimo da je
taqka A van krugova kb i kc. Iz taqke A konstruiximo obe unu-
traxƬe zajedniqke tangente pomenutih krugova i oznaqimo sa B
i C Ƭihove preseqne taqke sa pravom n tako da vaжi raspored
F − B − C. Taqke A, B i C su nekolinearne po konstrukciji i
odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je AD ⊥ n, B,C ∈ n, AD = ha, pa je visina

iz temena A jednaka datoj duжi ha.
(ii) Po konstrukciji, taqke Sb i Sc predstavƩaju centre spoƩa

upisanih krugova kb i kc, pa je SbSc simetrala spoƩaxƬeg ugla kod
temena A. S obzirom na to da je po konstrukciji AE ⊥ AF , sledi
da je AE simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A. Kao u analizi
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Slika 2.97.

zadatka, dokazuje se da je ∡DAE = (∡B − ∡C)/2. S druge strane,
po konstrukciji je ∡DAE = ∡(p, q) = δ/2. Dakle, ∡B − ∡C = δ, pa
je i drugi uslov zadovoƩen.

(iii) Kao u analizi, za ovako konstruisani trougao ∆ABC dokazu-
jemo da vaжi H(F,A;Sc, Sb), H(F,D;Pc, Pb) i PbPc = b + c. Po kon-
strukciji je H(F1, D1;P1, P2), P1P2 = d, FD = F1D1, FPc = F1P1,
FPb = F1P2, pa je PbPc = FPb − FPc = F1P2 − F1P1 = P1P2 = d, tj.
PbPc = d. Dakle, b+ c = d, pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je δ < 2R i 2ha < d zadatak ima jedin-
stveno rexeƬe. �

Zadatak 174. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je data razlika

uglova ∡B − ∡C = δ, visina iz temena A jednaka datoj duжi ha i

razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj duжi d.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S i
Sa centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stra-
nicu BC, a sa P i Pa Ƭihove normalne projekcije na pravu BC.
Za trougao ∆ADE ima dovoƩno elemenata za konstrukciju. Iz
H(A,E;S, Sa) sledi H(D,E;P, Pa). Iz ”Velikog” zadatka imamo
PPa = b− c. �

Zadatak 175. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i stranica BC jednaka datoj duжi a.
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Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S i Sa

centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu
BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije na pravu AD. Iz
H(A,E;S, Sa) sledi H(A,D;S′, S′

a). Tako�e vaжi S′S′

a = ρ+ ρa = d.
U pomo�noj konstrukciji odre�ujemo S′D = ρ i S′

aD = ρa. Iz ”Ve-
likog” zadatka je RRa = a. �

Zadatak 176. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i polupreqnik opisanog kruga jednak datoj duжi r.

Slika 2.98.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S i
Sa centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stra-
nicu BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije na pravu AD, sa
A1 sredixte stranice BC a sa N preseqnu taqku simetrale stra-
nice BC i opisanog kruga l (Slika 2.98). Iz H(A,E;S, Sa) sledi
H(A,D;S′, S′

a). Tako�e vaжi S′S′

a = ρ + ρa = d. U pomo�noj kon-
strukciji odre�ujemo S′D = ρ i S′

aD = ρa. Neka je sada d1 = ρa − ρ.
Iz ”Velikog” zadatka je A1N = (ρa − ρ)/2. Neka je N proizvoƩna
taqka kruga l polupreqnika r. Sada moжemo odrediti taqke B i C
na krugu l takve da je BC ⊥ A1N i A1N = d1/2. Tada, taqke S i Sa

pripadaju krugu k′(N,NB = NC) i redom su na rastojaƬima ρ i ρa
od BC, pri qemu je S −N − Sa, a teme A dobijamo u preseku prave
SSa sa krugom l. �
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Zadatak 177. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i teжixna duж jednaka datoj duжi ma.

Slika 2.99.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa S i Sa

centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu
BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije na pravu AD, sa A1

sredixte stranice BC a sa N preseqnu taqku simetrale stranice
BC i opisanog kruga l (Slika 2.99). Kao u Zadatku 176. odredimo
polupreqnike ρ i ρa. Neka je sada d1 = ρa − ρ. Iz ”Velikog” za-
datka je A1N = (ρa−ρ)/2. Konstruiximo najpre pravougli trougao
∆ADA1. Poznata mu je kateta AD = ha i hipotenuza AA1 = ma. Na
normali na duж DA1 odredimo taqku N takvu da je A1N = d1/2 i
A,N ÷ DA1. Na pravoj AN konstruiximo taqke S i Sa redom na
rastojaƬima ρ i ρa od DA1, tako da vaжi A − S − N − Sa. Temena
B i C dobijamo u preseku tangenti iz taqke A na krug k(S, ρ) sa
pravom DA1. �

Zadatak 178. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i odseqak simetrale ugla kod temena A jednak datoj duжi la.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa E pre-
seqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A sa strani-
com BC, sa S i Sa centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji
dodiruje stranicu BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije
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Slika 2.100.

na pravu AD. Neka je jox A1 sredixte stranice BC a N preseqna
taqka simetrale stranice BC i opisanog kruga l (Slika 2.100).
Kao u Zadatku 176. odredimo polupreqnike ρ i ρa. Neka je sada
d1 = ρa − ρ. Iz ”Velikog” zadatka je A1N = (ρa − ρ)/2. Konstrui-
ximo najpre pravougli trougao ∆ADE, kome je poznata hipotenuza
AE = la i kateta AD = ha. Na pravoj AE konstruiximo taqku N na
rastojaƬu d1/2 od prave DE tako da je A,N ÷ DE. Na pravoj AN
konstruiximo taqke S i Sa redom na rastojaƬima ρ i ρa od DE,
tako da vaжi A− S −E −N − Sa. Temena B i C dobijamo u preseku
tangenti iz taqke A na krug k(S, ρ) sa pravom DE. �

Zadatak 179. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i ugao kod temena A jednak datom uglu α.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa E pre-
seqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A sa strani-
com BC, sa S i Sa centar upisanog i spoƩa upisanog kruga koji
dodiruje stranicu BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije
na pravu AD. Neka je jox A1 sredixte stranice BC a N preseqna
taqka simetrale stranice BC i opisanog kruga l i N ′ podnoжje
normale iz taqke N na pravu AB (Slika 2.101). Kao u Zadatku
176. odredimo u pomo�noj konstrukciji polupreqnike ρ i ρa. Neka
je sada d1 = ρa − ρ. Iz ”Velikog” zadatka je NN ′ = (ρ+ ρa)/2.

Konstruiximo sa poqetkom u taqki A poluprave p i q takve da
je ∡(p, q) = α i simetralu r ugla ∡(p, q). Na rastojaƬu d/2 od po-
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Slika 2.101.

luprave p na polupravoj r konstruiximo taqku N . Na pravoj AN
konstruiximo taqke S i Sa redom na rastojaƬima ρ i ρa od polu-
prave p. Temena B i C dobijamo u preseku unutraxƬe zajedniqke
tangente krugova k(S, ρ) i ka(Sa, ρa) sa polupravama p i q redom. �

Zadatak 180. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika ρ+ ρa jednak datoj

duжi d i razlika uglova ∡B − ∡C = δ.

Slika 2.102.
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Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa E pre-
seqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A sa stranicom
BC, sa S i Sa centar upisanog i spoƩa upisanog kruga redom, koji
dodiruje stranicu BC, a sa S′ i S′

a Ƭihove normalne projekcije
na pravu AD. Neka je jox A1 sredixte stranice BC a N pre-
seqna taqka simetrale stranice BC i opisanog kruga l. Tada je
∡DAE = (∡B − ∡C)/2. Kao u Zadatku 176. odredimo u pomo�noj
konstrukciji polupreqnike ρ i ρa. Neka je sada d1 = ρa − ρ. Iz
”Velikog” zadatka je A1N = (ρa − ρ)/2.

Za pravougli trougao ∆ADE poznata je kateta AD = ha, i oxtar
ugao ∡DAE = δ/2 pa ga moжemo konstruisati. Na rastojaƬu d/2
od prave DE na polupravoj AE konstruiximo taqku N , takvu da
je A,N ÷DE. Na pravoj AN konstruiximo taqke S i Sa redom na
rastojaƬima ρ i ρa od prave DE, takve da je A−S−E−Sa. Temena
B i C dobijamo u preseku tangenti iz taqke A na krug k(S, ρ) sa
pravom DE. �

Zadatak 181. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d i stranica BC jednaka datoj

duжi a.

Uputstvo. Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena A, sa F pre-
seqnu taqku simetrale spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa stranicom
BC, sa Sb i Sc centre spoƩa upisanih krugova koji dodiruju redom
stranice AC, i AB a sa S′

b i S′

c Ƭihove normalne projekcije na
pravu AD. Tada je H(A,F ;Sb, Sc) tj. H(A,D;S′

b, S
′

c). Kako je poznato

AD = ha, S′

bS
′

c = ρb − ρc, S′

b, S
′

c, A
� �

− D i odredimo u pomo�noj kon-
strukciji polupreqnike S′

bD = ρb i S′

cD = ρc. Iz ”Velikog” zadatka
je RbRc = BC = a. �

Korix�eƬem pomo�ne konstrukcije kao u prethodnom zadatku i
rezultata iz ”Velikog” zadatka rexvaju se zadaci 182.-188.

Zadatak 182. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb−ρc jednaka datoj duжi d1 i zbir stranica AC i AB jednak

datoj duжi d2.

Zadatak 183. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih
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krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d i polupreqnik opisanog kruga

jednak datoj duжi r.

Zadatak 184. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d i polupreqnik upisanog kruga

jednak datoj duжi ρ.

Zadatak 185. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d i polupreqnik spoƩa upisanog

kruga koji dodiruje stranicu BC jednak datoj duжi ρa.

Zadatak 186. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb−ρc jednaka datoj duжi d i odseqak simetrale unutraxƬeg

ugla kod temena A jednak datoj duжi la.

Zadatak 187. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb−ρc jednaka datoj duжi d i ugao kod temena A jednak datom

uglu α.

Zadatak 188. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanih

krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d i razlika uglova ∡B − ∡C = δ.

Zadatak 189. Na pravoj p date su tri taqke A, B i O. Konstru-

isati na pravoj p taqke C i D takve da je H(A,B;C,D) i taqka O
sredixte duжi CD.

RexeƬe: Pretpostavimo da taqke C i D zadovoƩavaju postavƩene
uslove. Tada prema Zadatku 55. vaжi OA ·OB = OC2 i A − B − O.
Neka je B′ taqka prave p takva da je OB = OB′ i B−O−B′ (Slika
2.103). Oznaqimo sa k krug nad preqnikom AB′. Taqka O se nalazi
u krugu k pa prava n kroz taqku O normalna na pravoj p ima sa
krugom k dve zajedniqke taqke. Jednu od Ƭih oznaqimo sa P . Sa l
oznaqimo krug sa centrom u taqki O i polupreqnikom OP . Krug l
i prava p imaju dve zajedniqke taqke, oznaqimo ih sa C i D. Duж
OP je visina koja odgovara hipotenuzi AB′ pravouglog trougla
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Slika 2.103.

∆AB′P pa je OP 2 = OA · OB′. S druge strane, OP = OC = OD
jer taqke C i D pripadaju krugu l(O,OP ). Kako je jox OB′ = OB,
sledi OA · OB = OC2. Dakle, vaжi H(A,B;C,D) i O je sredixte
duжi CD. �

Zadatak 190. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi

la i zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu
je ugao ∡A = α, odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A
jednak datoj duжi la i zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj
duжi d. Oznaqimo sa E preseqnu taqke simetrale unutraxƬeg ugla
kod temena A sa stranicom BC. Neka su S i Sa centar upisanog
kruga k i spoƩa upisanog kruga ka koji dodiruje stranicu BC. Oz-
naqimo sa R i Ra dodirne taqke krugova k i ka sa pravom AB, a sa
P , Pa i Q, Qa dodirne taqke pomenutih krugova redom sa pravama
BC i AC (Slika 2.104). Neka je N preseqna taqka simetrale un-
utraxƬeg ugla kod temena A sa simetralom stranice BC. U tom
sluqaju taqka N pripada opisanom krugu l oko trougla ∆ABC.
Tada je H(A,E;S, Sa), taqka N predstavƩa sredixte duжi SSa i
AN ′ = (b + c)/2. Zaista, da je H(A,E;S, Sa) sledi neposredno jer
su S i Sa taqke u kojima simetrale unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla
∡B trougla ∆ABE seku pravu AE. Kod trougla ∆NBS je ∡S = ∡B
pa je NS = NB. Tako�e, kod trougla ∆NBSa je ∡Sa = ∡B pa je
NSa = NB. Dakle, NS = NSa, tj. N je zaista sredixte duжi SSa.
Sada, zbog rasporeda taqaka A−R−N ′−Ra vaжi AN ′ = ARa−N ′Ra.
Tako�e vaжi ARa = AQa kao tangentne duжi iz taqke A na spoƩa



2.6. Konstrukcije trouglova 175

upisani krug ka odakle zbog A−R−B −Ra i A−Q−C −Qa imamo

ARa =
1

2
(ARa +AQa) =

1

2
(AB +BRa +AC + CQa)

=
1

2
(AB +BPa +AC + CPa) =

1

2
(AB +BC +AC).

Korix�eƬem jednakosti RRa = QQa imamo

N ′R =
1

2
RRa =

1

4
(RRa +QQa) =

1

4
(RB +BRa + CQ+ CQa)

=
1

4
(PB +BPa + CP + CPa) =

1

2
BC,

pa je

AN ′ =
1

2
(AB +AC) =

1

2
(b+ c) =

d

2
.

Sada imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trougla ∆ABC.

Slika 2.104.

Konstrukcija. Sa poqtkom u taqki A konstruiximo poluprave p i
q takve da je ∡(p, q) = α. Oznaqimo sa s polupravu sa poqetkom u
taqki A koja polovi ugao ∡(p, q). Na polupravoj s konstruiximo
taqku E takvu da je AE = la, a na polupravoj p taqku N ′ takvu da
je AN ′ = d/2. Oznaqimo sa N preseqnu taqku normale n kroz taqku
N ′ na polupravu p i prave s i pretpostavimo da vaжi raspored
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A− E −N . Taqka N postoji pod pretpostavkom da je α < 2R. Kon-
struiximo taqke S i Sa na polupravoj s takve da je H(A,E;S, Sa) i
N sredixte duжi SSa. Kao u zadatku 189., na polupravoj s odred-
imo taqku E′ takvu da je EN = E′N i E−N−E′. Konstruiximo za-
tim krug k′ nad preqnikom AE′. Pri tome, taqka N je unutar kruga
k′ pa normala u taqki N na polupravu s ima sa krugom k′ dve zajed-
niqke taqke. Oznaqimo sa T jednu od Ƭih. Konstruiximo krug l′ sa
centrom u taqki N i polupreqnikom NT . Oznaqimo sa S i Sa pre-
seqne taqke kruga l′ sa polupravom s, tako da je A−S−E−Sa. Duж
NT je visina pravouglog trougla ∆ATE′ koja odgovara hipotenuzi
AE′, pa je NT 2 = AN · NE′. S druge strane, NT = NS = NSa jer
taqke S i Sa pripadaju krugu l′(N,NT ). Kako je jox NE′ = NE,
sledi NA ·NE = NS2. Dakle, prema Zadatku 55. vaжi H(A,E;S, Sa)
i N je sredixte duжi SSa.

Oznaqimo sa R i Ra podnoжja normala redom iz taqaka S i Sa

na polupravu p. Tada krugovi k(S, SR) i ka(Sa, SaRa) dodiruju i
polupravu q. Sa Q i Qa oznaqimo dodirne taqke krugova k i ka sa
polupravom q. Pri tome krugovi k i ka imaju ili nemaju unutrax-
Ƭih zajedniqkih tangenti. Prtpostavimo da imaju unutraxƬu za-
jedniqku tangentu i oznaqimo je sa t. Neka su P i Pa dodirne taqke
tangente t redom sa krugovima k i ka. Oznaqimo sa B i C preseqne
taqke tangente t redom sa polupravama p i q. Tada su po konstruk-
ciji taqke A, B i C tri nekolinearne taqke i odre�uju temena
trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je ∡(p, q) = α, taqka A je poqetak polupravih

p i q, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡BAC = α.
(ii) Kao u analizi zadatka dokazujemo da je AN ′ = (b+ c)/2 a po

konstrukciji je AN ′ = d/2, pa je b + c = d. tj. i drugi uslov je
zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa E′ preseqnu taqku prave BC sa simetralom s
ugla ∡A. Po konstrukciji krugovi k(S, SR) i ka(Sa, SaRa) su redom
upisani i spoƩa upisani krug trougla ∆ABC pa je H(A,E′;S, Sa).
S druge strane, po konstrukciji vaжi H(A,E;S, Sa) pa se taqke E
i E′ poklapaju zbog jedinstvenosti qetvrte harmonijske taqke. To
znaqi da je AE = la odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena
A, pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i da vaжi raspored taqaka
A−E−N , zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa u zavisnosti od
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toga da li krugovi k i ka imaju dve jednu ili nemaju unutraxƬih
zajedniqkih tangenata. �

Zadatak 191. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa−ρ jednaka datoj duжi d1 i zbir stranica AC = b
i AB = c jednak datoj duжi d2.

Slika 2.105.

Uputstvo. Iz ”Velikog” zadatka imamo da je

A1N =
1

2
(ρa − ρ) = d1/2, AN ′ =

1

2
(b+ c) = d2/2.

Oznaqimo sa S i Sa normalne projekcije redom centra upisanog
kruga k i spoƩa upisanog kruga ka na pravu odre�enu visinom AD.
Neka je N preseqna taqka simetrale unutraxƬeg ugla ∡A sa sime-
tralom stranice BC, a F podnoжje normale iz taqke N na pravu AD
(Slika 2.105). Tada je H(A,E;S, Sa), N je sredixte duжi S′S′

a i
DF = A1N .

U pomo�noj konstrukciji odredimo taqke S′ i S′

a takve da je
AD = ha, DF = (ρa − ρ)/2 = d1/2, A − D − F i F sredixte duжi
S′S′

a. Tada za polupreqnike upisanog i spoƩa upisanog kruga koji
dodiruje stranicu BC dobijamo ρ = S′D i ρa = DS′

a. Sada, iz
”Velikog” zadatka imamo NN ′ = (ρa + ρ)/2 = d3/2.
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Sada, za trougao ∆AN ′N sa pravim uglom kod temena N ′ imamo
poznate katete AN ′ = d2/2 i NN ′ = d3/2 pa ga lako moжemo kon-
struisati. Na polupravoj AN odredimo taqke S i Sa redom na
rastojaƬima ρ i ρa od prave AN ′ i pretpostavimo da vaжi ras-
pored taqaka A−S−N −Sa. Oznaqimo sa R i Ra podnoжja normala
iz taqaka S i Sa na pravu AN ′ i konstruiximo krugove k(S, SR = ρ)
i ka(Sa, SaRa = ρa). Taqka A nalazi se u preseku prave SSa i spoƩa-
xƬe zajedniqke tangente RRa krugova k i ka pa ona pripada i dru-
goj spoƩaxƬoj zajedniqkoj tangenti QQa pomenutih krugova. Pret-
postavimo da krugovi k i ka imaju unutraxƬu zajedniqku tangentu
i oznaqimo je sa t. Temena B i C dobijamo u preseku unutraxƬe
zajedniqke tangente t redom sa spoƩaxƬim zajedniqkim tangentama
RRa i QQa. �

Zadatak 192. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d1 i razlika stranica

AC = b i AB = c jednaka datoj duжi d2.

Slika 2.106.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu je
visina iz temena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika
spoƩa upisanog i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d1 i
razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj duжi d2. Oznaqimo
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sa E preseqnu taqke simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A sa
stranicom BC. Neka su S i Sa centar upisanog kruga k i spoƩa
upisanog kruga ka koji dodiruje stranicu BC. Oznaqimo sa R i
Ra dodirne taqke krugova k i ka sa pravom AB, a sa P , Pa i Q,
Qa dodirne taqke pomenutih krugova redom sa pravama BC i AC
(Slika 2.106). Neka je N preseqna taqka simetrale unutraxƬeg
ugla kod temena A sa simetralom stranice BC. U tom sluqaju
taqka N pripada opisanom krugu l oko trougla ∆ABC. Tada je, kao
xto znamo, H(A,E;S, Sa), taqka N predstavƩa sredixte duж SSa i
A1N = (ρa − ρ)/2 = d1/2. Oznaqimo sa S′, S′

a i F podnoжja normala
redom iz taqaka S, Sa i N na pravu AD. Tada je H(A,D;S′, S′

a), F je
sredixte duжi S′S′

a, DF = A1N = d1/2 i A−S′−D−F −S′

a. Tako�e
vaжi PPa = b − c = d2 (”Veliki” zadatak). Sada imamo dovoƩno
elemenata za konstrukciju trougla ∆ABC.

Pomo�na konstrukcija. Na pravoj m1 uoqimo taqke A1, D1 i F1

takve da je A1D1 = ha, D1F1 = d1/2 i A1 −D1 − F1. Konstruiximo
taqku D′

1
takvu da je D′

1
F1 = D1F1 i D1−F1−D′

1
, a zatim krug k1 nad

preqnikom A1D
′

1
(Slika 2.107). Oznaqimo sa T1 jednu od preseqnih

taqaka normale na pravu m1 u taqki F1 sa krugom k1. Sa S1 i S2

oznaqimo preseqne taqke kruga l1(F1, F1T1) sa pravom m1 takve da
je A1 − S1 − D1 − F1 − S2. Duж F1T1 je visina pravouglog trougla

Slika 2.107.

∆A1D
′

1
T1 koja odgovara hipotenuzi A1D

′

1
pa je F1T

2
1
= F1A1 · F1D

′

1
,

tj. F1T
2
1
= F1A1 · F1D1. S obzirom na to da je F1T1 = F1S1 = F1S2

imamo F1S
2
1
= F1A1 · F1D1. Dakle, prema zadatku 55. zakƩuqujemo

da je H(A1, D1;S1, S2) i F1 je sredixte duжi S1S2. Tada za polupre-
qnike upisanog i spoƩa upisanog kruga koji dodiruje stranicu BC
dobijamo ρ = S′D = S1D1 i ρa = DS′

a = D1S2.

Konstrukcija. Na proizvoƩnoj pravoj a konstruiximo taqke P i Pa
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takve da je PPa = d2. Na normali n u taqki P konstruiximo taqku
S takvu da je SP = ρ, a na normali na u taqki Pa taqku Sa takvu da
je SaPa = ρa i S, Sa÷PPa. Pod pretpostavkom da je ρ < ρa, spoƩaxƬe
zajedniqke tangente t1 i t2 krugova k(S, ρ) i ka(Sa, ρa) se�i �e se u
taqki A koja pripada pravoj SSa i vaжi A − S − Sa. Oznaqimo sa
B i C taqke u kojima tangente t1 i t2 seku pravu a ≡ PPa. Po
konstrukciji taqke A, B i C su nekolinearne i odre�uju temena
trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji su taqke S i Sa redom centri upisanog i

spoƩa upisanog kruga trougla ∆ABC. Oznaqimo sa E preseqnu
taqku pravih SSa i BC a sa S′ i S′

a podnoжja normala redom iz
taqaka S i Sa na pravu odre�enu visinom AD. Tada je H(A,E;S, Sa)
a odavde H(A,D;S′, S′

a). Po konstrukciji je A1D1 = ha, ρ = S′D =
S1D1, ρa = DS′

a = D1S2 i H(A1, D1;S1, S2), odakle sledi zbog jedin-
stvenosti qetvrte harmonijske taqke da je AD = A1D1 = ha, pa je
prvi uslov zadatka zadovoƩen.

(ii) Po konstrukciji ρ = S′D = S1D1 i ρa = DS′

a = D1S2 su
polupreqnici redom upisanog i spoƩa upisanog kruga trougla
∆ABC, vaжi A1−S1−D1−F1−S2, H(A1, D1, S1, S2) i F1 je sredixte
duжi S1S2 pa je

D1F1 = S1F1 − S1D1 =
1

2
(ρa + ρ)− ρ =

1

2
(ρa − ρ).

S druge strane, po konstrukciji je D1F1 = d1/2 pa je ρa − ρ = d1.
(iii) Po konstrukciji je PPa = d2 a kao u analizi se dokazuje da

je PPa = b − c pa je b − c = d2. Dakle, trougao ∆ABC je traжeni
trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je A − S − Sa zadatak ima jedinstveno
rexeƬe.

Zadatak 193. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d i poluobim jednak datoj

duжi p.

Uputstvo. Iz ”Velikog” zadatka imamo da je A1N = (ρa−ρ)/2 = d/2
i ARa = p. U pomo�noj konstrukciji kao u prethodnim sluqaje-
vima nalazimo polupreqnike upisanih krugova ρ i ρa jer je poz-
nata visina ha i razlika polupreqnika ρa − ρ = d. Sada su za
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pravougli trougao ∆ASaRa poznate katete ARa = p i SaRa = ρa pa
ga lako moжemo konstruisati. Na hipotenuzi ASa konstruiximo
taqku S na rastojaƬu ρ od prave ARa. Konstruiximo krugove k(S, ρ)
i ka(S, ρa). Tada taqka A pripada i drugoj zajedniqkoj spoƩaxƬoj
tangenti t krugova k i ka. Temena B i C nalazimo u preseku un-
utraxƬe zajedniqke tangente pomenutih krugova, ukoliko postoji,
redom sa pravama ARa i t. �

Korix�eƬem pomo�ne konstrukcije iz Zadatka 189. i rezultata
iz ”Velikog” zadatka rexvaju se lako i zadaci 194.-197.

Zadatak 194. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa−ρ jednaka datoj duжi d i odseqak simetrale AE
unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la.

Zadatak 195. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu visine iz te-

mena A i B jednake redom datim duжima ha i hb a razlika polupre-

qnika spoƩa upisanog i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d.

Zadatak 196. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d i ugao kod temena A
jednak datom uglu α.

Zadatak 197. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d i ugao kod temena B
jednak datom uglu β.

Zadatak 198. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisa-

nog i upisanog kruga ρa − ρ jednaka datoj duжi d i razlika uglova

∡B − ∡C = δ.

Zadatak 199. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, razlika polupreqnika spoƩa upisanog

i upisanog kruga ρa− ρ jednaka datoj duжi d1 i razlika polupreqnika

spoƩa upisanih krugova ρb − ρc jednaka datoj duжi d2.

Uputstvo. Iz qiƬenice da je poznata visina ha i razlika polupre-
qnika ρa − ρ = d1 korix�eƬem pomo�ne konstrukcije iz Zadatka
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189. nalazimo polupreqnike ρ i ρa. Tako�e, iz qiƬenice da je poz-
nata visina ha i razlika polupreqnika ρb − ρc = d2 korix�eƬem
pomo�ne konstrukcije iz Zadatka 169. nalazimo polupreqnike ρb i
ρc. Sada, iz ”Velikog” zadatka imamo ρa+ρb+ρc−ρ = 4r, pa moжemo
odrediti polupreqnik opisanog kruga trougla ∆ABC. Tako�e, iz
”Velikog” zadatka imamo A1N = (ρa − ρ)/2, pa moжemo konstru-

isati temena B i C. Centar S upisanog kruga k pripada luku
⌢
BC

kruga k′(N,NB = NC), za koji vaжi
⌢
BC,N ÷ BC. Tako�e S je na

rastojaƬu ρ od prave BC. Teme A nalazi se u preseku prave SN i
opisanog kruga. �

Zadatak 200. Konstruisati trougao ∆ABC ako je dat ugao ∡A = α,
odseqak simetrale spoƩaxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi

la i razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Neka je ∆ABC traжeni trougao, tj. neka mu
je ugao ∡A = α, odseqak simetrale spoƩaxƬeg ugla kod temena A
jednak datoj duжi la i razlika stranica AC = b i AB = c jednaka
datoj duжi d. Oznaqimo sa F preseqnu taqke simetrale spoƩaxƬeg
ugla kod temena A sa pravom BC. Neka su Sb i Sc centri spoƩa
upisanih krugova kb i kc koji redom dodiruju stranice AC i AB.
Oznaqimo sa Rb i Rc dodirne taqke krugova kb i kc sa pravom AB,
a sa Pb, Pc i Qb, Qc dodirne taqke pomenutih krugova redom sa
pravama BC i AC (Slika 2.108). Neka je M preseqna taqka sime-
trale spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa simetralom stranice BC. U
tom sluqaju taqka M pripada opisanom krugu l oko trougla ∆ABC.
Tada je H(A,F ;Sb, Sc), taqka M predstavƩa sredixte duжi SbSc i
AM ′ = (b− c)/2. To znaqi da kao u zadatku 189., moжemo odrediti
taqke Sb i Sc kada su poznate taqke A, F i M . Sada imamo dovoƩno
elemenata za konstrukciju trougla ∆ABC.

Konstrukcija. Sa poqtkom u taqki A konstruiximo poluprave p i
q takve da je ∡(p, q) = α. Oznaqimo sa q′ polupravu komplementarnu
polupravoj q a sa s′ polupravu sa poqetkom u taqki A koja polovi
ugao ∡(p, q′). Na polupravoj s′ konstruiximo taqku F takvu da je
AF = la, a na polupravoj p′, komplementarnu polupravoj p, taqku
M ′ takvu da je AM ′ = d/2. Oznaqimo sa M preseqnu taqku normale
n kroz taqku M ′ na polupravu p′ i prave s′ i pretpostavimo da vaжi
raspored F − A − M . Kao u zadatku 189., konstruiximo taqke Sb

i Sc na polupravoj s′ takve da je H(A,F ;Sb, Sc) i M sredixte duжi
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Slika 2.108.

SbSc. Oznaqimo sa Rb i Rc podnoжja normala redom iz taqaka Sb

i Sc na pravu odre�enu polupravom p. Tada krugovi k(Sb, SbRb) i
kc(Sc, ScRc) dodiruju i pravu odre�enu polupravom q. Sa Qb i Qc

oznaqimo dodirne taqke krugova kb i kc sa pravom q. Prave p i q
su po konstrukciji unutraxƬe zajedniqke tangente krugova kb i kc.
Oznaqimo sa sa t jednu od spoƩaxƬih zajedniqkih tangenti pomenu-
tih krugova, i to onu koja ima zajedniqke taqke sa polupravama p
i q. Neka su Pb i Pc dodirne taqke tangente t redom sa krugovima
kb i kc. Oznaqimo sa B i C preseqne taqke tangente t redom sa
polupravama p i q. Tada su po konstrukciji taqke A, B i C tri
nekolinearne taqke i odre�uju temena trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji je ∡(p, q) = α, taqka A je poqetak polupravih

p i q, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡BAC = α.
(ii) Kao u analizi zadatka dokazujemo da je AM ′ = (b− c)/2 a po

konstrukciji je AM ′ = d/2, pa je b − c = d. tj. i drugi uslov je
zadovoƩen.

(iii) Oznaqimo sa F ′ preseqnu taqku prave BC sa simetralom s′

spoƩaxƬeg ugla ∡A. Po konstrukciji krugovi k(Sb, SbRb) i
kc(Sc, ScRc) su spoƩa upisani krugovi trougla ∆ABC pa je
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H(A,F ′;Sb, Sc). S druge strane, po konstrukciji vaжi H(A,F ;Sb, Sc)
pa se taqke F i F ′ poklapaju zbog jedinstvenosti qetvrte harmoni-
jske taqke. To znaqi da je AF = la odseqak simetrale spoƩaxƬeg
ugla kod temena A, pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i da vaжi raspored taqaka
F −A−M , zadatak ima jedinstveno rexeƬe do na podudarnost. �

Zadatak 201. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika spoƩa upisanih kru-

gova ρb + ρc = d1 i zbir stranica AC = b i AB = c jednak datoj

duжi d2.

Uputstvo. Neka je ∆ABC traжeni trougao. Oznaqimo sa F prese-
qnu taqku simetrale spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa pravom BC,
sa D podnoжje visine iz temena A, sa A1 sredixte duжi BC, sa
Sb i Sc centre spoƩa upisanih krugova kb i kc koji dodiruju re-
dom stranice AC i AB a sa ρb i ρc redom Ƭihove polupreqnike.
Neka su Pb, Qb i Rb dodirne taqke kruga kb redom sa pravama BC,
CA i AB, a Pc, Qc i Rc dodirne taqke kruga kc redom sa pravama
BC, CA i AB. Oznaqimo sa M preseqnu taqku opisanog kruga

l i simetrale stranice BC tako da je A,M
� �

− BC a sa M ′′ pod-
noжje normale iz taqke M na pravu AD. Taqka M ′′ je sredixte
duжi S′

bS
′

c jer je M sredixte duжi SbSc. Par taqaka A,F je har-
monijski spregnut sa parom taqaka Sb, Sc pa isto vaжi i za Ƭi-
hove normalne projekcije na pravu AD, tj. H(A,D;S′

b, S
′

c). Kao u
”Velikom” zadatku zakƩuqujemo da je A1M = (ρb + ρc)/2 = d1/2 i
PbPc = (b + c)/2 = d2/2. Kako je AD = ha, DM ′′ = A1M = d1/2,
M ′′ sredixte duжi S′

bS
′

c, H(A,D;S′

b, S
′

c) i vaжi raspored taqaka
D − A − M ′′ u pomo�noj konstrukciji, kao u zadatku 189., moжemo
odrediti polupreqnike spoƩa upisanih krugova ρb = S′

bD = SbPb i
ρc = S′

cD = ScPc. �

Zadatak 202. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika spoƩa upisanih kru-

gova ρb + ρc = d1 i razlika stranica AC = b i AB = c jednaka datoj

duжi d2.

Uputstvo. Oznaqimo sa M preseqnu taqku opisanog kruga l i sime-

trale stranice BC tako da je A,M
� �

− BC. Neka je A1 sredixte
stranice BC i M ′ podnoжje normale iz taqke M na pravu AB. Iz
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”Velikog” zadatka imamo da je A1M = (ρb + ρc)/2 = d1/2 i kako
je poznato ha, kao u prethodnom sluqaju nalazimo polupreqnike
spoƩa upisanih krugova ρb i ρc. Sada, iz ”Velikog” zadatka je
MM ′ = (ρb− ρc)/2 i AM ′ = (b− c)/2 = d2/2, pa moжemo konstruisati
pravougli trougao ∆AMM ′. U nastavku koristimo qiƬenicu da
su taqke A, M , Sb i Sc kolinearne. �

Korix�eƬem pomo�ne konstrukcije kao u Zadatku 189. i rezul-
tata iz ”Velikog” zadatka rexavaju se zadaci 203.-209.

Zadatak 203. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika spoƩa upisanih kru-

gova ρb + ρc = d i poluobim jednak datoj duжi p.

Zadatak 204. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika spoƩa upisanih kru-

gova ρb + ρc = d i odseqak simetrale ugla kod temena A jednak datoj

duжi la.

Zadatak 205. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha, zbir polupreqnika spoƩa upisanih kru-

gova ρb + ρc = d i visina iz temena B jednaka datoj duжi hb.

Zadatak 206. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena A jednak datom uglu α, visina iz temena A jednaka datoj duжi

ha i zbir polupreqnika spoƩa upisanih krugova ρb + ρc = d.

Zadatak 207. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena B jednak datom uglu β, visina iz temena A jednaka datoj duжi

ha i zbir polupreqnika spoƩa upisanih krugova ρb + ρc = d.

Zadatak 208. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je razlika unu-

traxƬih uglova ∡B−∡C = δ, visina iz temena A jednaka datoj duжi

ha i zbir polupreqnika spoƩa upisanih krugova ρb + ρc = d.

Zadatak 209. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj duжi ha i zbirovi polupreqnika upisanih kru-

gova ρb + ρc = d1 i ρa + ρ = d2.

Zadatak 210. Ako je proizvod stranica AB i AC trougla ∆ABC jed-

nak d2, tada je AE · AN = d2 pri qemu su E i N preseqne taqke

simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A redom sa stranicom BC
i opisnim krugom l trougla ∆ABC.
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Slika 2.109.

RexeƬe. Oznaqimo sa AL i MN preqnike a sa O centar opisanog
kruga oko trougla ∆ABC (Slika 2.109). Tada je AE simetrala
ugla ∡DAO, pa je ∡DAE = ∡OAE = ∡ANM a odavde ∡BAD =
∡CAL. Sada, iz sliqnosti trouglova ∆ABD i ∆ALC sledi AB :
AL = AD : AC, tj. AB ·AC = AL ·AD. Na isti naqin iz sliqnosti
trouglova ∆ADE i ∆NAM sledi AD : AE = AN : MN , tj. AE ·
AN = MN ·AD. Iz posledƬe dve jednakosti, uzimaju�i u obzir da
je MN = AL sledi AE ·AN = AB ·AC = d2. �

Napomena. Zadatak 210. se moжe preformulisati na slede�i naqin:
Ako je proizvod stranica AB i AC trougla ∆ABC jednak d2, tada

su taqke E i N inverzne u odnosu na krug inverzije k(A, d), pri qemu

su E i N preseqne taqke simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A
redom sa stranicom BC i opisnim krugom l trougla ∆ABC.

Zadatak 211. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, stranica BC jednaka

datoj duжi a i proizvod stranica AB i AC jednak d2.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava
sve uslove zadatka, tj. da mu je dat odseqak simetrale ugla kod
temena AE = la, stranica BC = a i proizvod stranica AB ·AC = d2.
Oznaqimo sa S i Sa redom centre upisanog i spoƩa upisanog kruga
koji dodiruje stranicu BC, sa E i N preseqne taqke simetrale
ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim krugom l
trougla ∆ABC (Slika 2.110). Tada je AE · AN = d2. Tako�e vaжi
H(A,E;S, Sa), taqka N je sredixte duжi SSa a temena B i C pripa-
daju krugu l′ sa sredixtem u taqki N i polupreqnikom NS = NSa.
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Dokaжimo navedene osobine. Oznaqimo sa AL i MN preqnike
a sa O centar opisanog kruga oko trougla ∆ABC (Slika 2.109).
Tada je AE simetrala ugla ∡DAO, pa je ∡DAE = ∡OAE = ∡ANM
a odavde ∡BAD = ∡CAL. Sada, iz sliqnosti trouglova ∆ABD i
∆ALC sledi AB : AL = AD : AC, tj. AB · AC = AL · AD. Na isti
naqin iz sliqnosti trouglova ∆ADE i ∆NAM sledi AD : AE =
AN : MN , tj. AE · AN = MN · AD. Iz posledƬe dve jednakosti,
uzimaju�i u obzir da je MN = AL sledi AE · AN = AB · AC = d2,
pa je time prva osobina dokazana.

Druga navedena osobina dokazuje se neposredno jer su S i Sa

taqke u kojima redom simetrala unutraxƬeg i spoƩaxƬeg ugla
∡B trougla ∆ABE seqe pravu odre�enu stranicom AE.

Da je taqka N sredixte duжi SSa sledi iz ”Velikog ” zadatka.

Uglovi ∡SBSa i ∡SCSc su prvi pa taqke B i C pripadaju krugu
nad preqnikom SSa, qime smo pokazali da vaжi i qetvrta osobina.

Sada imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trougla ∆ABC.

Slika 2.110.

Konstrukcija. Na proizvoƩnoj polupravoj s sa poqetkom u taqki A
odredimo taqku E takvu da je AE = la. Zatim, na polupravoj s kon-
struiximo taqku N inverznu taqki E u odnosu na krug inverzije
k1(A, d) i pretpostavimo da vaжi raspored taqaka A−E−N . Sada
na polupravoj s konstruiximo taqke S i Sa takve da je H(A,E;S, Sa)
i da je N sredixte duжi SSa (Vidi Zadatak 189.). Konstruiximo



188 2. Konstrukcijski zadaci

krug k2 nad preqnikom SSa. Pretpostavimo da je a < SSa. U tom
sluqaju moжemo konstruisati neku tetivu B′C ′ kruga k2 jednaku
datoj duжi a. Konstruiximo krug k3 sa centrom u taqki N takav
da mu je B′C ′ tangenta. U tom sluqaju sve tangente kruga k3 odse-
caju tetive na krugu k2 jednake datoj duжi a, pa �e to vaжiti i
za tangentu t kroz taqku E (pod uslovom da postoji, tj. da taqka
E nije unutar kruga k3). Oznaqimo sa B i C preseqne taqke prave
t i kruga k2.Taqke A, B i C su po konstrukciji nekolinearne, jer
A pripada simetrali s a B i C pripadaju pravoj t koja sa s ima
jednu zajedniqku taqku E. Prema tome, taqke A, B i C predstav-
Ʃaju temena nekog trougla ∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Po konstrukciji, tetive BC i B′C ′ kruga k2 dodiruju Ƭegov

koncentriqni krug pa je BC = B′C ′. Po konstrukciji je B′C ′ = a
pa je BC = a, tj. prvi uslov je zadovoƩen.

(ii) Po konstrukciji su S i Sa taqke poluprave AE takve da je
H(A,E;S, Sa) a taqke B i C pripadaju krugu nad preqnikom SSa,
pa je AE : BE = AS : SE i AC : CE = AS : SE pa taqka S pripada
simetralama unutraxƬih uglova kod temena B i C trougla ∆ABC.
Dakle, taqka S je centar upisanog kruga trougla ∆ABC pa je AS
simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A. S obzirom na to da je
po konstrukciji AE = la i E preseqna taqka pravih AS i BC, to je
i drugi uslov zadatka zadovoƩen.

(iii) Kao u analizi zadatka dokazuje se da je AB ·AC = AE ·AN . S
druge strane, po konstrukciji su taqke E i N inverzne me�usobno
u odnosu na krug k1(A, d), pa je AE · AN = d2. Dakle, zakƩuqujemo
da je AB ·AC = d2, pa je ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod pretpostavkom da vaжi raspored taqaka A−E −N ,
tj. la < d, i da je a < SSa zadatak ima dva, jedno ili nema rexeƬa
u zavisnosti od toga da li je taqka E van, na ili unutar kruga k3.
U ostalim sluqajevima zadatak nema rexeƬa. �

Zadatak 212. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, poluobim jednak datoj

duжi p i proizvod stranica AB i AC jednak d2.

Uputstvo: Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove
zadatka. Oznaqimo sa S i Sa redom centre upisanog i spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu BC, sa E i N preseqne taqke
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Slika 2.111.

simetrale ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim
krugom l trougla ∆ABC (Slika 2.111).

Tada je AE · AN = d2, H(A,E;S, Sa), taqka N je sredixte duжi
SSa i ARa = p, gde smo sa Ra oznaqili podnoжje normale iz taqke
Sa na pravu AB.

Konstrukcija bi ixla tako xto na polupravoj As odredimo
taqku E takvu da je AE = la, a potom i taqku N takvu da je
AE ·AN = d2 i A−E−N . Sada odredimo taqke S i Sa na polupravoj
As, tako da je H(A,E;S, Sa) i N sredixte duжi SSa. Konstruiximo
krug l′ nad preqnikom ASa i na Ƭemu taqku Ra takvu da je ARa = p.
Oznaqimo sa R podnoжje normale iz taqke S na polupravu ARa

i konstruiximo krugove k(S, SR) i ka(Sa, SaRa). Konstruiximo i
drugu spoƩaxƬu zajedniqku tangentu pomenutih krugova a sa Q i
Qa oznaqimo Ƭene dodirne taqke sa krugovima k i ka. Sa B i C oz-
naqimo preseqne taqke unutraxƬe zajedniqke tangente t pomenutih
krugova (pod uslovom da postoji) redom sa spoƩaxƬim zajedniqkim
tangentama ARa i AQa. �

Zadatak 213. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, polupreqnik opisanog

kruga jednak datoj duжi r i proizvod stranica AB i AC jednak d2.

Uputstvo: Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove
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zadatka. Oznaqimo sa S i Sa redom centre upisanog i spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu BC a sa E i N preseqne taqke
simetrale ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim
krugom l trougla ∆ABC. Tada je AE ·AN = d2, H(A,E;S, Sa), taqka
N je sredixte duжi SSa i centar O opisanog kruga l nalazi se na
simetrali duжi AN na rastojaƬu r od Ƭenih krajeva. Temena B i
C pripadaju jox i krugu k′ nad preqnikom SSa. �

Zadatak 214. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, polupreqnik upisanog

kruga jednak datoj duжi ρ i proizvod stranica AB i AC jednak d2.

Uputstvo: Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove
zadatka. Neka su S i Sa redom centri upisanog i spoƩa upisanog
kruga koji dodiruje stranicu BC, a E i N preseqne taqke sime-
trale ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim krugom
l trougla ∆ABC. Tada je AE · AN = d2, H(A,E;S, Sa), taqka N je
sredixte duжi SSa a temena B i C nalaze se u preseku tangenti
iz taqke A na krug k(S, ρ) sa tangentom iz taqke E na krug k(S, ρ).�

Zadatak 215. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, visina iz temena A
jednaka datoj duжi ha i proizvod stranica AB i AC jednak d2.

Uputstvo: Neka su S i Sa redom centri upisanog i spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu BC, a E i N preseqne taqke
simetrale ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim
krugom l trougla ∆ABC. Tada je AE ·AN = d2, H(A,E;S, Sa), taqka
N je sredixte duжi SSa a podnoжje D visine iz temena A pripada
krugu nad preqnikom AE i na rastojaƬu ha je od temena A. Pod-
noжje normale iz taqake S na pravu DE oznaqimo sa P a sa k krug
sa centrom u taqki S i polupreqnikom SP . Temena B i C nalaze
se u preseku tangenti iz taqke A na krug k sa pravom DE. �

Zadatak 216. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale ugla kod temena A jednak datoj duжi la, teжixna duж iz

temena A jednaka datoj duжi ma i proizvod stranica AB i AC jed-

nak d2.
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Slika 2.112.

Uputstvo: Sa S i Sa oznaqimo redom centre upisanog i spoƩa upi-
sanog kruga koji dodiruje stranicu BC a sa E i N preseqne taqke
simetrale ugla kod temena A redom sa stranicom BC i opisanim
krugom l trougla ∆ABC. Tada je AE · AN = d2, H(A,E;S, Sa) i
taqka N je sredixte duжi SSa. Neka je A1 sredixte stranice BC.
Taqka A1 nalazi se u preseku kruga k′′ nad preqnikom EN sa kru-
gom l′′(A,ma). Neka je P podnoжje normale iz taqke S na pravu EA1

a k krug sa centrom u taqki S i polupreqnikom SP . Temena B i
C nalaze se nalaze se u preseku tangenti iz taqke A na krug k sa
pravom EA1. �

Zadatak 217. Konstruisati skup svih taqaka, kojima su rastojaƬa

od dveju datih taqaka A i B srazmerna dvema datim duжima m i n.

RexeƬe: Sluqaj kada je m = n je trivijalan. Neka je m 6= n.
Taqke A i B odre�uju jednu pravu l. Na pravoj l (Slika 2.113)
postoje dve taqke C i D takve da je duж AB podeƩena tim taqkama
u razmeri m : n, tj. da je

AC : CB = AD : BD = m : n.

Konstruiximo ove dve taqke. Neka su a i b dve proizvoƩne prave,
razliqite od prave l, takve da je a ‖ b, A ∈ a, B ∈ b. Na pravoj
a odredimo taqku A1 takvu da je AA1 = m i na pravoj b taqke
B1 i B2 takve da je je n = BB1 = BB2 i vaжi raspored taqaka
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B1 − B − B2. Oznaqimo sa C i D preseqne taqke prave l redom sa
pravama A1B2 i A1B1. Posmatrajmo trouglove ∆AA1C i ∆BB2C.
Iz ∡C = ∡C i AA1 ‖ BB2 sledi AC : CB = AA1 : B2B = m : n.
Analogno za trouglove ∆ADA1 i ∆BDB1 iz ∡D ≡ ∡D i AA1 ‖ BB1

sledi AD : BD = AA1 : BB1 = m : n. Upore�ivaƬem posledƬih
jednakosti dobijamo

AC : CB = AD : BD = m : n. (2.7)

Neka je P proizvoƩna taqka koja pripada traжenom geometrijskom

Slika 2.113.

mestu taqaka, tj. neka je

AP : BP = m : n. (2.8)

Konstruiximo pravu AP , a zatim pravu p kroz taqku B tako da
je AP ‖ p i oznaqimo sa Q i Q1 preseqne taqke prave p redom sa
pravama PC i PD. Uoqimo trouglove ∆APC i ∆BQC. Iz ∡C = ∡C
i AP ‖ BQ sledi AP : BQ = AC : BC = m : n. Analogno za
trouglove ∆APD i ∆BQ1D iz ∡D ≡ ∡D i AP ‖ BQ1 sledi

AP : BQ1 = AD : BD = m : n. (2.9)

Iz (2.7) i (2.9) sledi AP : BQ1 = AP : BQ a odavde je BQ1 = BQ.
Iz (2.7) i (2.8) sledi AP : BQ = AP : BP tj. BQ = BP .

Dakle dobili smo da je BQ1 = BQ = BP pa taqke P , Q i Q1

pripadaju istom krugu k(B,BP ). Kako su jox taqke Q, B i Q1



2.6. Konstrukcije trouglova 193

kolinearne i vaжi raspored taqaka Q−B −Q1, to je QQ1 preqnik
kruga k, pa je ∡QPQ1 prav ugao. Iz C ∈ PQ i D ∈ PQ1 sledi da je
∡QPQ1 ≡ ∡CPD, tj. i ∡CPD je prav ugao. Znaqi taqka P pripada
krugu k1 nad preqnikom CD.

Obratno, neka je P proizvoƩna taqka kruga k1 razliqita od
taqaka C i D. Oznaqimo sa Q i Q1 taqke u kojima prave PC i
PD seku pravu p koja prolazi kroz taqku B a paralelna je pra-
voj AP . Tada je, kao i malopre, taqka B sredixte duжi QQ1.
Osim toga, ugao ∡CPD je prav, pa je i ugao ∡QPQ1 prav. Sledi
da se sredixte kruga opisanog oko trougla ∆QPQ1 poklapa sa
sredixtem hipotenuze QQ1, pa je BQ = BQ1. S druge strane,
AP : BQ1 = AC : CB = m : n, pa je AP : PB = m : n.

Dakle, skup svih taqaka kojima su rastojaƬa od dveju datih
taqaka A i B srezmerna dvema nejednakim duжima m i n predstavƩa
krug k1 nad preqnikom CD. Taj krug se naziva Apolonijev krug

duжi AB.

Zadatak 218. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, visina iz temena A jednaka ha i odnos stranica AC
i AB jednak odnosu datih duжi m i n.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava
sve uslove zadatka, tj. da mu je stranica BC jednaka datoj a,
visina iz temena A jednaka ha i razmera stranica AC : AB = m : n
(Slika 2.114). Oznaqimo sa E i F preseqne taqke redom sime-
trala unutrxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa stranicom
BC. Taqka A pripada Apolonijevom krugu duжi BC = a, tj. krugu
nad preqnikom EF . S druge strane, taqka A se nalazi na rastojaƬu
ha od prave BC.

Konstrukcija. Konstruiximo na pravoj p taqke B i C takve da
je BC = a. Na pravoj p konstruiximo taqke E i F takve da je
CE : EB = SF : EF = m : n i B − E − C. Sluqaj kada je m = n
je trivijalan. Neka je m 6= n i k1 krug nad preqnikom EF , tj.
Apolonijev krug duжi BC. Na rastojaƬu ha od prave p konstru-
iximo pravu q paralelnu pravoj p. Pod pretpostavkom da postoji
preseqna taqka kruga k1 i prave q oznaqimo je sa A. Taqke A, B
i C su po konstrukciji nekolinearne i odre�uju temena trougla
∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
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Slika 2.114.

(i) Po konstrukciji je BC = a pa je prvi uslov zadovoƩen.
(ii) Taqka A se po konstrukciji nalazi na rastojaƬu ha od prave

p ≡ BC pa je ha visina trougla ∆ABC.
(iii) Taqka A po konstrukciji pripada geometrijskom mestu taqaka

takvih da je AC : AB = m : n, pa je trougao ∆ABC traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je m 6= n, zadatak ima dva, jedno ili
nema rexeƬa u zavisnosti od toga da li krug k1 i prava q imaju
dve jednu ili nijednu zajedniqku taqku. �

Zadatak 219. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, teжixna duж iz temena A jednaka ma i odnos stra-

nica AC i AB jednak odnosu datih duжi m i n.

Slika 2.115.

Uputstvo: Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove
zadatka, tj. da mu je stranica BC jednaka datoj a, teжixna duж iz
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temena A jednaka ma i razmera stranica AC : AB = m : n (Slika
2.115). Oznaqimo sa E i F preseqne taqke redom simetrala un-
utrxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa stranicom BC. Taqka
A pripada Apolonijevom krugu duжi BC = a, tj. krugu nad pre-
qnikom EF . S druge strane, taqka A pripada krugu k′ sa centrom
u sredixtu duжi BC, taqki A1, i polupreqnikom ma. �

Zadatak 220. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A
jednak datoj duжi la i odnos stranica AC i AB jednak odnosu datih

duжi m i n.

Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka, tj.
stranica BC jednaka datoj a, odseqak simetrale unutraxƬeg ugla
kod temena A jednak datoj duжi la i razmera stranica AC : AB = m :
n. Oznaqimo sa E i F preseqne taqke redom simetrala unutrxƬeg
i spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa stranicom BC. Taqka A pripada
Apolonijevom krugu duжi BC = a, tj. krugu nad preqnikom EF . S
druge strane, taqka A pripada krugu k′′ sa centrom u taqki E i
polupreqnikom la. �

Zadatak 221. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, odseqak simetrale spoƩaxƬeg ugla kod temena A
jednak datoj duжi la i odnos stranica AC i AB jednak odnosu datih

duжi m i n.

Slika 2.116.
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Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka,
tj. stranica BC jednaka datoj a, odseqak simetrale spoƩaxƬeg
ugla kod temena A jednak datoj duжi la i razmera stranica AC :
AB = m : n (Slika 2.116). Oznaqimo sa E i F preseqne taqke
redom simetrala unutrxƬeg i spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa
stranicom BC. Taqka A pripada Apolonijevom krugu duжi BC = a,
tj. krugu nad preqnikom EF . S druge strane, taqka A pripada
krugu k′′′ sa centrom u taqki F i polupreqnikom la. �

Zadatak 222. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, ugao kod temena A jednak datom uglu α i odnos stra-

nica AC i AB jednak odnosu datih duжi m i n.

Slika 2.117.

Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka, tj.
stranica BC jednaka datoj a, ugao kod temena A jednak datom uglu α
i razmera stranica AC : AB = m : n (Slika 2.117). Oznaqimo sa E
i F preseqne taqke redom simetrala unutrxƬeg i spoƩaxƬeg ugla
kod temena A sa stranicom BC. Taqka A pripada Apolonijevom
krugu duжi BC = a, tj. krugu nad preqnikom EF . S druge strane,
taqka A pripada krugu geometrijskom mestu taqaka iz kojih se duж
BC ”vidi” pod uglom α. �

Zadatak 223. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj a, razlika unutraxƬih uglova kod temena B i C jednaka

datom uglu δ i odnos stranica AC i AB jednak odnosu datih duжi

m i n.
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Slika 2.118.

Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka, tj.
stranica BC jednaka datoj a, razlika unutraxƬih uglova ∡B −
∡C = δ i razmera stranica AC : AB = m : n (Slika 2.118). Oz-
naqimo sa E i F preseqne taqke redom simetrala unutrxƬeg i
spoƩaxƬeg ugla kod temena A sa stranicom BC. Taqka A pripada
Apolonijevom krugu duжi BC = a, tj. krugu nad preqnikom EF . S
obzirom na to da je ∡AFD = ∡DAE = (∡B − ∡C)/2 = δ/2, to taqka
A pripada polupravoj p sa poqetkom u taqki F , koja sa polupravom
FE gradi ugao jednak δ/2. �

Zadatak 224. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je visina iz te-

mena A jednaka datoj ha, teжixna duж iz temena A jednaka datoj

duжi ma i odnos stranica BC i AC jednak odnosu datih duжi m i n.

Slika 2.119.

Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka,
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tj. neka mu je visina iz temena A jednaka datoj ha, teжixna duж
iz temena A jednaka datoj duжi ma i razmera stranica AC : AB =
m : n (Slika 2.119). Oznaqimo sa D podnoжje visine iz temena
A a sa A1 sredixte stranice BC. Trougao ∆ADA1 se lako moжe
konstruisati. Taqka C pripada geometrijskom mestu taqaka za koje
vaжi CA1 : CA = (m/2) : n. �

Zadatak 225. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je razlika uglova

∡B −∡C = δ, odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A jed-

nak datoj duжi la i (b+ c) : a = m : n.

RexeƬe: Analiza. Kao i do sad, pretpostavimo da trougao ∆ABC
zadovoƩava sve uslove zadatka. Obeleжimo sa D podnoжje visine
iz temena A, sa S centar upisanog kruga k, sa Sa centar spoƩa
upisanog kruga ka trougla ∆ABC (Slika 2.120). Oznaqimo sa P i
Pa dodirne taqke krugova k i ka sa pravom BC a sa F obeleжimo
presek simetrale spoƩaxƬeg ugla ∡A sa pravom BC.

Slika 2.120.

Tada je:

∡DAE = ∡BAE − ∡BAD =
1

2
∡A− (R− ∡B)

=
1

2
∡A−

1

2
(∡A+ ∡B + ∡C) + ∡B =

1

2
(∡B − ∡C) = δ/2.

Uglovi ∡DAE i ∡AFD su jednaki kao uglovi sa normalnim kracima,
pa je ∡AFD = δ/2.
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U trouglu ∆ABE prava BS je simetrala ugla ∡ABE, pa je

AS : SE = BA : BE.

Analogno za trougao ∆ACE, prava CS je simetrala ugla ∡ACE,
odakle sledi

AS : SE = CA : CE.

Dakle, AS : SE = BA : BE = CA : CE, pa zbog osobina proporcije
sledi

AS : SE = (AB+CA) : (EB+CE) = (AB+CA) : BC = (b+c) : a = m : n

a odavde je
AS : SE = m : n.

To znaqi da taqka S deli simetralu AE u razmeri m : n. Analogno
pokazujemo da vaжi ASa : SaE = m : n, tj. da i taqka Sa deli
simetralu AE u razmeri m : n.

Ugao ∡SBSa je prav kao ugao izme�u simetrale unutraxƬeg
i spoƩaxƬeg ugla ∡B, pa prema tome taqka B pripada krugu k′

qiji je preqnik SSa. Analogno je i ugao ∡SCSa prav pa i taqka C
pripada krugu k′ nad preqnikom SSa. Dakle, taqke B i C pripadaju
Apolonijevom krugu duжi AE.

Konstrukcija. Konstruiximo dve poluprave p i q sa zajedniqkim
poqetkom u taqki F tako da je ∡(p, q) = δ/2. Odredimo zatim na
polupravoj q taqku E na rastojaƬu do poluprave p jednakom datoj
duжi la i oznaqimo sa A normalnu projekciju taqke E na polupravu
p (Slika 2.121). Dakle vaжi AE = la. Konstruiximo taqke S i Sa

na polupravoj AE tako da je AS : SE = ASa : SaE = m : n (Zadatak
217.). U tom ciƩu na polupravoj p odredimo taqku M tako da je
AM = m i na pravoj, koja je paralelna pravoj p i prolazi kroz
taqku E, odradimo taqke N1 i N2 sa raznih strana u odnosu na
taqku E tako da je EN1 = EN2 = n.

Oznaqimo sa S unutraxƬu a sa Sa spoƩaxƬu taqku duжi AE,
koje je dele u razmeri m : n. Dakle vaжi raspored taqaka
A−S−E−Sa, tj. m > n. Konstruiximo krug k′ nad preqnikom SSa.
Tada je krug k′ Apolonijev krug koji odgovara duжi AE. Taqke S i
Sa su sa raznih strana poluprave q pa krug k′ i poluprava q imaju
dve zajedniqke taqke. Obeleжimo ih redom sa B i C. Taqke A, B
i C su tri nekolinearne taqke i odre�uju temena nekog trougla
∆ABC.
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Slika 2.121.

Dokaz. Dokaжimo da je ∆ABC traжeni trougao.
(i) Kako taqke B i C pripadaju Apolonijevom krugu, to je

BA : BE = SA : SE = m : n, CA : CE = AS : SE = m : n. (2.10)

Odavde, BS je simetrala ugla ∡ABE a CS je simetrala ugla
∡ACE. Prema tome, BS i CS su simetrale unutraxƬih uglova ∡B
i ∡C trougla ∆ABC i seku se u taqki S. Tada �e AS biti sime-
trala unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC. Iz (2.10)
sledi da je

AS : SE = (AB + CA) : (EB + CE) = (AB + CA) : BC,

tj. (AB +CA) : BC = m : n, odnosno (b+ c) : a = m : n, pa je jedan od
uslova zadatka zadovoƩen.

(ii) Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na polupravu q.
Tada su uglovi ∡DAE i ∡AFD kao uglovi sa normalnim kracima
jednaki. Kako je AF ⊥ AS to je AF simetrala spoƩaxƬeg ugla kod
temena A. Kao u analizi se pokazuje da je ∡ADE = (∡B−∡C)/2. Po
konstrukciji je ∡DAE = ∡AFD = ∡(p, q) = δ/2. Dakle ∡B−∡C = δ,
pa je i drugi uslov zadatka zadovoƩen.

(iii) Pokazali smo da je AS simetrala unutraxƬeg ugla kod te-
mena A i po konstrukciji je E ∈ AS, AE = la, AS : SE = ASa : SaE
i A− S −E − Sa. To znaqi da je H(A,E;S, Sa) i AE = la. Oznaqimo
sa E′ preseqnu taqku pravih AS i BC. Tada je H(A,E′;S, Sa), pa je
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E ≡ E′, zbog jedinstvenosti qetvrte harmonijske taqke, tj. E ∈ BC
pa je i tre�i uslov zadatka zadovoƩen. Dakle trougao ∆ABC je
traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je δ < 2R tj. δ/2 < R zadatak ima rexeƬe
ako vaжi raspored taqaka A− S − E − Sa, tj. ako je m > n. �

Zadatak 226. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la, teжixna

duж iz temena A jednaka ma i (b+ c) : a = m : n.

Slika 2.122.

Uputstvo: Neka trougao ∆ABC zadovoƩava sve uslove zadatka, tj.
neka mu je odseqak simetrale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak
datoj duжi la, teжixna duж iz temena A jednaka ma i (b+c) : a = m :
n (Slika 2.119), pri qemu je BC = a, AC = b, AB = c. Oznaqimo sa
E preseqnu taqku simetrale ugla kod temena A sa stranicom BC a
sa A1 sredixte stranice BC. Kao u prethodnom zadatku, taqke B,
C, S i Sa pripadaju Apolonijevom krugu k1 duжi AE. Oznaqimo sa
N centar kruga k1. Taqka A1 pripada krugu k′ nad preqnikom EN .
S druge strane taqka A1 pripada krugu k′′ sa centrom u taqki A
i polupreqnikom ma. Taqke B i C nalaze se u preseku kruga k1 i
prave EA1. �

Korix�eƬem pomo�ne konstrukcije kao u Zadatku 219. rexavaju
se zadaci 227.-231.

Zadatak 227. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la, polupre-
qnik opisanog kruga jednak datoj duжi r i (b+ c) : a = m : n.
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Zadatak 228. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la, visina
iz temena A jadnaka datoj duжi ha i (b+ c) : a = m : n.

Zadatak 229. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je teжixna duж

iz temena A jednaka datoj duжi ma, visina iz temena A jadnaka da-

toj duжi ha i (b+ c) : a = m : n.

Zadatak 230. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je polupreqnik

opisanog kruga jednak datoj duжi r, visina iz temena A jadnaka datoj

duжi ha i (b+ c) : a = m : n.

Zadatak 231. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je razlika un-

utraxƬih uglova ∡B − ∡C = δ, visina iz temena A jadnaka datoj

duжi ha i (b+ c) : a = m : n.

Zadatak 232. Neka su date dve prave a i b i taqka O van Ƭih. Kon-

struisati pravu s koja sadrжi taqku O i seqe prave a i b redom u

taqkama A i B tako da su duжi OA i OB srazmerne dvema datim

duжima m i n.

Slika 2.123.

RexeƬe: Pretpostavimo da prava s prolazi kroz taqku O i seqe
prave a i b u taqkama A i B tako da je OA : OB = m : n (Slika
2.123). To znaqi da u homotetiji HO,m

n
taqki B odgovara taqka A.

Tada taqka B pripada pravoj a′ koja u pomenutoj homotetiji odgo-
vara pravoj a. To znaqi da je B zajedniqka taqka pravih a′ i b.

Oznaqimo sa S proizvoƩnu taqku prave a a sa S′ taqku prave OS
takvu da je OS : OS′ = m : n. Tada u pomenutoj homotetiji prava
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a′, paralelna pravoj a, kroz taqku S′ odgovara pravoj a. Prave
a′ i b mogu da imaju zajedniqkih taqaka ili ne. Oznaqimo sa B
proizvoƩnu zajedniqku taqku pomenutih pravih, pod uslovom da
postoji. S obzirom na to da prava OB seqe pravu a′ u taqki B
ona seqe i Ƭoj paralelnu pravu a. Oznaqimo sa A preseqnu taqku
pravih OB i a. Trouglovi ∆OAS i ∆OBS′ su sliqni pa je OA :
OB = OS : OS′. S druge strane, po konstrukciji je OS : OS′ = m : n,
odkle sledi da je OA : OB = m : n.

U zavisnosti od toga da li se prave a′ i b poklapaju, seku ili su
paralelne, zadatak ima beskonaqno mnogo rexeƬa, jedno ili nema
rexeƬa. �

Zadatak 233. Neka su data dva kruga a i b i taqka O van Ƭih. Kon-

struisati pravu s koja sadrжi taqku O i seqe krugove a i b redom u

taqkama A i B tako da su duжi OA i OB srazmerne dvema datim

duжima m i n.

Slika 2.124.

RexeƬe: Pretpostavimo da prava s prolazi kroz taqku O i seqe
krugove a i b u taqkama A i B tako da je OA : OB = m : n (Slika
2.124). To znaqi da u homotetiji HO,m

n
taqki B odgovara taqka

A. Tada taqka B pripada krugu a′ koji u pomenutoj homotetiji
odgovara krugu a. To znaqi da je B zajedniqka taqka krugova a′ i b.

Oznaqimo sa S sredixte a sa P proizvoƩnu taqku kruga a a sa S′

i P ′ taqke koje u homotetiji HO,m
n

odgovaraju taqkama S i P . Tada

u toj homotetiji krugu a(S, SP ) odgovara krug a′(S′, S′P ′). Krugovi
a′ i b mogu da imaju zajedniqkih taqaka ili ne. Pretpostavimo da
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imaju zajedniqkih taqaka i jednu od Ƭih oznaqimo sa B. Kako se
taqka B nalazi na krugu a′ ona u pomenutoj homotetiji odgovara
nekoj taqki A kruga a, pa su A i B traжene taqke.

U zavisnosti od toga da li se krugovi a′ i b poklapaju, seku,
dodiruju ili nemaju zajedniqkih taqaka, zadatak ima beskonaqno
mnogo rexeƬa, dva, jedno ili nema rexeƬa. �

Zadatak 234. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la, ugao kod

temena A jadnak datom uglu α i odnos stranica b : c = m : n.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da trougao ∆ABC zadovoƩava
sve uslove zadatka, tj. da mu je odseqak simetrale unutraxƬeg
ugla kod temena A jednak datoj duжi la, ugao kod temena A jad-
nak datom uglu α i odnos stranica b : c = m : n (Slika 2.125).
Oznaqimo sa E preseqnu taqku simetrale unutraxƬeg ugla kod
temena A sa stranicom BC. Tada je CE : BE = AC : AB, tj.
CE : BE = m : n. To znaqi da u homotetiji sa centrom u taqki
E i koeficijentom m/n taqki B odgovara taqka C. Oznaqimo sa
A′ taqku koja u homotetiji HE,−m

n
odgovara taqki A, sa p polu-

pravu AB, sa q polupravu AC a sa p′ polupravu koja u homotetiji
HE,−m

n
odovara polupravoj p. Tada se taqka C nalazi u preseku

polupravih p′ i q.

Slika 2.125.
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Konstrukcija. Sa poqetkom u taqki A konstruiximo poluprave p i
q takve da je ∡(p, q) = α. Konstruiximo simetralu s ugla ∡(p, q) = α
i taqku E na polupravoj s takvu da je AE = la. Konstruiximo po-
lupravu p′ koja u homotetiji HE,−m

n
odgovara polupravoj p. Pret-

postavimo da poluprave p′ i q imaju zajedniqku taqku i oznaqimo
je sa C. Sa B oznaqimo preseqnu taqku poluprave p sa pravom CE.
Tada, taqka C u homotetiji HE,−m

n
odgovara taqki B. Taqke A, B

i C su po konstrukciji nekolinearne i odre�uju temena trougla
∆ABC.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisan trougao ∆ABC upravo
traжeni trougao.

(i) Po konstrukciji je ∡(p, q) = α, B ∈ p, C ∈ q pa je ∡BAC = α.
(ii) Po konstrukciji taqka E se nalazi u preseku simetrale ugla

kod temena A sa stranicom BC, a kako je jox AE = la, to je i drugi
uslov zadatka zadovoƩen.

(iii) Kako je E preseqna taqka simetrale s unutraxƬeg ugla kod
temena A sa stranicom BC po konstrukciji, to je CE : BE = AC :
AB. S druge strane je CE : BE = m : n pa je AC : AB = m : n, tj.
trougao ∆ABC je traжeni trougao.

Diskusija. Pod uslovom da je α < 2R i poluprave p′ i q imaju
zajedniqku taqku, zadatak ima jedinstveno rexeƬe. �

Zadatak 235. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena A jednak datom uglu α, teжixna duж iz temena A jednaka

datoj duжi ma i stranica AB jednaka datoj duжi c.

Slika 2.126.

Uputstvo: Pretpostavimo da je trougao ∆ABC traжeni trougao
(Slika 2.126). Oznaqimo sa A1 sredixte stranice BC a sa F taqku
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poluprave AA1 takvu da je AF = AA1 i vaжi raspored taqaka A −
A1 − F . Qetvorougao ABFC je paralelogram jer mu se dijagonale
polove. ƫemu su poznati uglovi, jedna stranica i dijagonala pa
ga lako moжemo konstruisati. Taqke A, B i C odre�uju temena
traжenog trougla. �

Korix�eƬem pomo�ne konstrukcije kao u Zadatku 232. ili 233.
rexavaju se zadaci 236.-243.

Zadatak 236. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je teжixna duж

iz temena A jednaka datoj duжi ma a visine iz temena B i C jednake

redom datim duжima hb i hc.

Zadatak 237. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la a visine

iz temena B i C jednake redom datim duжima hb i hc.

Zadatak 238. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj duжi a, teжixna duж iz temena B jednaka datoj

duжi mb a visina iz temena A jednaka datoj duжi ha.

Zadatak 239. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj duжi a, teжixna duж iz temena C jednaka datoj

duжi mc a visina iz temena B jednaka datoj duжi hb.

Zadatak 240. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj duжi a, polupreqnik opisanog kruga jednak datoj duжi

r i ugao ∡(a,mb) jednak datom uglu ω.

Zadatak 241. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu stranice AC
i AB jednake redom datim duжima b i c a teжixna duж iz temena

A jednaka datoj duжi ma.

Zadatak 242. Konstruisati trougao ∆ABC ako su mu stranice AC
i AB jednake redom datim duжima b i c a odseqak simetrale ugla

kod temena A jednak datoj duжi la.

Zadatak 243. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je stranica BC
jednaka datoj duжi a, teжixna duж iz temena B jednaka datoj

duжi mb i odnos stranica b : c = m : n.
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Slika 2.127.

Zadatak 244. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je odseqak sime-

trale unutraxƬeg ugla kod temena A jednak datoj duжi la, a polupre-

qnici krugova opisanih oko trouglova ∆ABE i ∆ACE jednaki redom

datim duжima r1 i r2.

Uputstvo: Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao (Slika 2.127).
Oznaqimo sa O1 i O2 sredixta krugova k1 i k2 opisanih redom oko
trouglova ∆ABE i ∆ACE. Tada su trouglovi ∆ABO1 i ∆ACO2

sliqni, pa je
AB : AC = AO1 : AO2 = r1 : r2.

S druge strane je AB : AC = BE : EC, pa je BE : EC = r1 : r2. �

Zadatak 245. Konstruisati trougao ∆ABC ako mu je ugao kod te-

mena A jednak datom uglu α, a polupreqnici krugova opisanih oko

trouglova ∆ABE i ∆ACE jednaki redom datim duжima r1 i r2, gde
je E preseqna taqka simetrale ugla kod temena A sa stranicom BC.

Uputstvo: Neka je trougao ∆ABC traжeni trougao (Slika 2.127).
Oznaqimo sa O1 i O2 sredixta krugova k1 i k2 opisanih redom oko
trouglova ∆ABE i ∆ACE. Tada je ∡O1AO2 = ∡BAC. �

Zadatak 246. Data su dva kruga k1 i k2 i taqka S. Konstruisati

dve paralelne prave t1 i t2 od kojih prva dodiruje krug k1 a druga k2
tako da odstojaƬa taqke S do pravih t1 i t2 budu srazmerna dvema

datim duжima m i n.
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Uputstvo: Oznaqimo sa k′
1
krug koji u homotetiji HS,m/n odgovara

krugu k1. Tada je prava t2 zajedniqka tangenta krugova k′
1
i k2. �

2.7 Konstrukcije qetvorouglova

Zadatak 247. Konstruisati romb ako mu je stranica jednaka datoj

duжi a a zbir dijagonala d1 + d2 jednak datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je qetvorougao ABCD tra-
жeni romb. Neka je AB = a stranica (ivica) romba a d1 = AC
i d2 = BD dijagonale romba. Dijagonale romba se polove i med-
jusobno su normalne. Oznaqimo sa O preseqnu taqku dijagonala
AC i BD. Tada je OA + OB = d1/2 + d2/2 = d/2, AB = a, ∡AOB
prav ugao. Oznaqimo sa E taqku prave AC takvu da je OB = OE i
vaжi raspored taqaka A−O −E (Slika 2.128). Trougao ∆OBE je
jednakokraki. Sada je

Slika 2.128.

AE = AO+OE = AO+OB = (d1+d2)/2 = d/2, ∡AEB = R/2, AB = a.
Dakle, imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trougla ∆ABE.
Taqka O nalazi se u preseku simetrale duжi BE i stranice AE
trougla ∆ABE.

Konstrukcija. Konstruiximo duж AE takvu da je jednaka datoj
duжi d/2. Sa poqetkom u taqki E konstruiximo polupravu p takvu
da je ugao ∡(AE, p) = R/2. Konstruiximo krug k sa centrom u
taqki A i polupreqnikom a. Konstruiximo simetralu s duжi BE.
Preseqnu taqku kruga k i poluprave p oznaqimo sa B.

Oznaqimo sa O preseqnu taqku simetrale s i duжi AE . Na
polupravoj BO konstruiximo taqku D takvu da je OB = OD i vaжi
raspored taqaka B−O−D. Zatim, na polupravoj AO konstruiximo
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taqku C takvu da je OA = OC i da vaжi raspored taqaka A−O−C.
Taqke A, B, C i D odre�uju temena nekog qetvorougla ABCD.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani qetvorougao upravo
traжeni romb.

(i) Po konstrukciji, dijagonale ovog qetvorougla se polove i
normalne su pa je ABCD romb.

(ii) Taqka B, po konstrukciji, pripada krugu k(A, a), pa je stra-
nica AB jednaka datoj duжi a.

(iii) Po konstrukciji je jox i AE = d/2. Trougao ∆OBE je jed-
nakokraki pa je OB = OE. S obzirom na raspored taqaka
A − O − E imamo AE = AO + OE = AO + OB = (d1 + d2)/2. S
druge strane, po konstrukciji je AE = d/2 pa je (d1 + d2)/2 = d/2,
tj. d1 + d2 = d. Dakle, ABCD je zaista traжeni romb.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka A − O − E, u
zavisnosti od toga da li krug k(A, a) i poluprava p imaju dve,
jednu ili nemaju zajedniqkih taqaka, zadatak �e imati dva, jedno
ili ne�e imati rexeƬa. �

Zadatak 248. Konstruisati romb ako mu je ugao kod temena A jednak

datom uglu α i zbir dijagonala d1 + d2 jednak datoj duжi d.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ABCD traжeni romb. Oz-
naqimo sa O presek dijagonala. Ugao izme�u dijagonala AC = d1
i BD = d2 je prav, tj. ∡AOB = R (Slika 2.129). Na dijagonali
AC konstruiximo taqku E takva da je OB = OE i vaжi raspored
taqaka A − O − E. Tada je ∡AEB = R/2 jer je trougao ∆OEB
jednakokraki i pravougli. Tako�e, AE = AO + OE = AO + OB =
(d1 + d2)/2 = d/2 tj. AE = d/2, ∡EAB = α/2 i taqka O pripada
simetrali duжi BE. Prema tome, imamo dovoƩno elemenata za
konstrukciju romba.

Konstrukcija. Konstruiximo duж AE jednaku datoj duжi d/2. Sa
poqetkom u taqki A konstruiximo polupravu p takvu da je
∡(AE, p) = α/2 a sa poqetkom u taqki E konstruiximo polupravu
q, takvu da je ∡(EA, q) = R/2, pri qemu su poluprave p i q sa iste
strane prave AE. Preseqnu taqku polupravih p i q oznaqimo sa B.
Konstruiximo simetralu s duжi BE i preseqnu taqku simetrale
s i duжi AE oznaqimo sa O i pretpostavimo da vaжi raspored
taqaka A − O − E. Zatim na polupravoj BO konstruiximo taqku
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Slika 2.129.

D takvu da je BO = OD i da vaжi raspored taqaka B −O −D. Na
polupravoj AO konstruiximo taqku C takvu da je AO = OC i vaжi
raspored taqaka A − O − C. Taqke A, B, C i D odre�uju temena
traжenog romba.

Dokaz. Dokaжimo da je ovako konstruisani qetvorougao ABCD up-
ravo traжeni romb.

(i) Po konstrukciji je ugao ∡AOB prav jer je trougao ∆BOE
jednakokrako pravougli. Kako je jox AO = OC, A−O−C, BO = OD
i B−O−D to je ABCD romb, jer mu se dijagonale AC i BD polove
i normalne su me�u sobom.

(ii) Qetvorougao ABCD je romb pa je ∡A = 2∡BAC = 2 ·α/2 = α,
tj. ∡A = α, pa je i ovaj uslov zadovoƩen.

(iii) Iz A−O−E i OB = OE sledi AE = AO+OE = AO+OB =
d1/2 + d2/2, tj. AE = d1/2 + d2/2. Po konstrukciji je AE = d/2 pa
je d1/2 + d2/2 = d/2, tj. d1 + d2 = d. Dakle qetvorougao ABCD je
traжeni romb.

Diskusija. Pod uslovom da vaжi raspored taqaka A−O−E i da je
ugao α maƬi od opruжenog ugla, zadatak ima jedinstveno rexeƬe. �

Zadatak 249. Konstruisati romb ako mu je ugao kod temena A jednak

datom uglu α i razlika dijagonala d1 − d2 jednaka datoj duжi d.

Uputstvo: Pretpostavimo da je ABCD traжeni romb. Oznaqimo
sa O presek dijagonala. Ugao izme�u dijagonala AC = d1 i BD = d2
je prav, tj. ∡AOB = R (Slika 2.130). Na dijagonali AC kon-
struiximo taqku E takva da je OB = OE i vaжi raspored taqaka
A−E−O. Tada je ∡AEB = 3R/2 jer je trougao ∆OEB jednakokraki
i pravougli. Tako�e, AE = AO−OE = AO−OB = (d1−d2)/2 = d/2 tj.
AE = d/2, ∡EAB = α/2 i taqka O pripada simetrali duжi BE. �
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Slika 2.130.

Zadatak 250. Konstruisati paralelogram ako mu je jedna stranica

jednaka datoj duжi a i visine jednake redom datim duжima ha i hb.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ABCD traжeni paralelo-
gram, tj. neka je stranica AB = a, visina koja odgovara strani-
ici AB jednaka ha i visina koja odgovara stranici BC jednaka
hb (Slika 2.131). Oznaqimo sa L podnoжje normale iz taqke B na
pravu AD. Za trougao ∆ABL je AB = a, BL = hb i ugao ∡BLA = R.
Teme D paralelograma ABCD pripada polupravoj AL i nalazi se
na rastojaƬu ha od prave AB.

Slika 2.131.

Konstrukcija. Konstruiximo duж BL jednaku datoj duжi hb. U
taqki L konstruiximo polupravu q normalnu na LB. Presek kruga
k(B, a) i poluprave q oznaqimo sa A. Na rastojaƬu ha od prave AB
konstruiximo pravu p paralelnu pravoj AB takvu da su prava p i
taqka L sa iste strane prave AB. Oznaqimo sa D preseqnu taqku
pravih q i p. Zatim konstruiximo pravu c kroz taqku B paralelnu
pravoj q i oznaqimo sa C preseqnu taqku pravih p i c. Taqke A, B,
C i D odre�uju temena nekog qetvorougla ABCD.
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Dokaz. Dokaжimo da je ABCD traжeni paralelogram.
(i) Po konstrukciji su prave AB i CD ≡ p me�usobno paralelne.

Isto vaжi i za prave AD ≡ q i BC ≡ c, pa je qetvorougao ABCD
paralelogram.

(ii) Po konstrukciji A ∈ k(B, a) pa je AB = a.
(iii) Oznaqimo sa D′ podnoжje normale iz taqke D na pravu AB.

Po konstrukciji taqka D pripada pravoj p, koja je na rastojaƬu ha
od AB i paralelna je sa AB pa je DD′ = ha visina paralelograma
koja odgovara stranici AB.

(iv) Po konstrukciji je BL upravna na AD ≡ AL i BL = hb, pa
je visina koja odgovara stranici BC jednaka hb.

Dakle, qetvorougao ABCD je traжeni paralelogram.

Diskusija. Pod uslovom da se trougao ∆ABL moжe konstruisati,
tj. da je hb < a, zadatak ima rexeƬe. U ostalim sluqajevima
zadatak nema rexeƬa. �

Zadatak 251. Konstruisati paralelogram ABCD ako mu je jedna di-

jagonala jednaka datoj duжi d1 i visine jednake redom datim duжima

ha i hb.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ABCD traжeni paralelo-
gram. Neka je AC = d1 dijagonala paralelograma a E i F pod-
noжja normala iz taqke C redom na prave AB i AD. Tada su
CE = ha, CF = hb visine posmatranog paralelograma iz taqke
C (Slika 2.132). Neka jox vaжi i raspored taqaka A − B − E
i A − D − F . Imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trougla
∆ACE. Uoqimo jox da se taqka D nalazi u preseku pravih p i t,
pri qemu je p prava koja prolazi kroz C i paralelna je pravoj AE,
a t tangenta iz taqke A na krug k(C, hb = CF ). Sada moжemo pre�i
na konstrukciju paralelograma.

Konstrukcija. Konstruiximo dve paralelne prave p i q na ras-
tojaƬu ha. Neka je C proizvoƩna taqka prave p (Slika 2.133).
Oznaqimo sa E podnoжje normale iz taqke C na pravu q. Konstru-
iximo krug k′(C, d1). Krug k′ i prava q mogu imati dve jednu ili
ni jednu zajedniqku taqku u zavisnosti od toga da li je d1 > ha,
d1 = ha ili d1 < ha. Neka imaju zajedniqkih taqaka i jednu od
Ƭih oznaqimo sa A. Konstruiximo krug k(C, hb). Tada se iz taqke
A na krug k mogu konstruisati dve jedna ili ni jedna tangenta u
zavisnosti od toga da li je d1 > hb, d1 = hb ili d1 < hb. Neka je t
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Slika 2.132.

tangenta iz taqke A na krug k. Oznaqimo sa D preseqnu taqku pra-
vih t i p. Kroz taqku C konstruiximo pravu r paralelnu pravoj t
i oznaqimo sa B preseqnu taqku pravih q i r

Slika 2.133.

Dokaz. Dokaжimo da je qetvorougao ABCD traжeni paralelogram.
(i) Naspramne stranice qetvorougla ABCD pripadaju paralel-

nim pravama po konstrukciji. Znaqi ABCD je paralelogram.
(ii) Po konstrukciji su visine CE i CF jednake redom duжima

ha i hb.
(iii) Taqka A pripada krugu k′(C, d1) pa je AC = d1 dijagonala.

Dokaz je zavrxen.

Diskusija. Ako je d1 maƬa od ha ili hb zadatak nema rexeƬa. Ako je
d1 jednaka jednoj a ve�a od druge duжi skupa {ha, hb} onda zadatak
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ima dva rexeƬa. Ukoliko je d1 ve�a od obe duжi ha i hb zadatak
ima qetiri rexeƬa. �

Zadatak 252. Konstruisati paralelogram ABCD ako mu je ivica

AB jednaka datoj duжi a, ugao kod temena A jednak datom uglu α
i zbir stranice BC i dijagonale AC jednak datoj duжi d.

Slika 2.134.

Uputstvo: Pretpostavimo da je ABCD traжeni paralelogram.
Neka je E taqka prave BC takva da je CE = AC i B − C − E
(Slika 2.134). Sada je BE = BC + CE = BC + AC = d. Dakle, za
trougao ∆ABE imamo poznate dve stranice AB = a, BE = d i ugao
∡ABE = 2R − α, pa ga lako moжemo konstruisati. Trougao ∆ACE
je jednakokraki pa mu vrh C pripada simetrali s osnovice AE. �

Zadatak 253. Konstruisati trapez ABCD ako su kraci BC i AD,

sredƬa linija i razlika osnovica AB i CD podudarni redom datim

duжima c, d, m, e.

RexeƬe: Analiza. Pretpostavimo da je ABCD traжeni trapez.
Oznaqimo sa M i N sredixta krakova AD i BC redom, i neka je E
preseqna taqka prave AB sa pravom, koja je u taqki C paralelna
sa pravom AD (Slika 2.135). Tada je qetvorougao AECD parale-
logram, pa je CE ∼= AD ∼= d i EB = AB − CD = a − b = e. Dakle,
trougao ∆EBC se moжe konstruisati. Taqka M pripada pravoj
koja sadrжi sredixte N duжi BC i paralelna je sa BE pri qemu je
MN = m. Sada imamo dovoƩno elemenata za konstrukciju trapeza
ABCD.

Konstrukcija. Konstruiximo trougao EBC za koji je BC = c,
EC = d i EB = e. Neka je N sredixte duжi BC (Slika 2.135).
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Slika 2.135.

Konstruiximo pravu p kroz taqku N paralelnu pravoj EB. Odred-
imo taqku M na pravoj p takvu da je MN = m. Konstruiximo zatim
pravu q kroz taqku C paralelnu pravoj p i pravu r kroz taqku m
paralelnu pravoj CE. Oznaqimo sa A i D preseqne taqke prave r
redom sa pravama EB i q. Taqke A, B, C i D odre�uju qetvorougao
ABCD. je traжeni trapez.

Dokaz. Dokaжimo da je ABCD traжeni trapez.
(i) Po konstrukciji stranice AB i CD su paralelne, pa je

ABCD trapez.
(ii) Po konstrukciji qetvorougao AECD je paralelogram pa je

AD = EC. S druge strane, po konstrukciji je EC = d pa je AD = d.
(iii) Po konstrikciji je BC = c.
(iv) Duж MN je sredƬa linija trapeza ABCD, jer je N sredixte

duжi BC i prava MN ≡ p je paralelna sa AB. Kako je jox po
konstrukciji MN = m, sledi da je qetvorougao ABCD traжeni
trapez.

Diskusija. Da bi zadatak imao rexeƬe, potreban i dovoƩan uslov
je:

|c− d| < a− b < c+ d, m > (a− b)/2.

�

Zadatak 254. Konstruisati trapez ABCD ako su mu date sve qe-

tiri stranice.

Uputstvo: Pretpostavimo da je ABCD traжeni trapez. Neka su
mu stranice AB, CD, BC i AD jednake redom datim duжima a, b, c
i d. Oznaqimo sa E preseqnu taqku prave AB sa pravom, koja je u
taqki C paralelna sa pravom AD. Tada je qetvorougao AECD pa-
ralelogram, pa je CE = AD = d i EB = AB−CD = a−b = e. Dakle,
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trougao ∆EBC se moжe lako konstruisati, jer su mu poznate sve
tri stranice, a samim tim i trapez ABCD. �

Zadatak 255. Konstruisati trapez ABCD ako su mu date obe os-

novice i obe dijagonale.

Slika 2.136.

Uputstvo: Pretpostavimo da je ABCD traжeni trapez, tj. neka
su mu osnovice AB = a, CD = b a dijagonale AC = d1 i BD = d2.
Na pravama AB i CD konstruiximo taqke E i F takve da je BE =
CD = b i CF = AB = a pri qemu vaжe rasporedi taqka A−B−E i
D−C−F (Slika 2.136). Tada je qetvorougao AEFD paralelogram,
pa je EF = AD i ∡DAB = ∡EFC. To znaqi da su trouglovi ∆ABD
i ∆FCE podudarni, pa je CE = BD = d2. Dakle, za trougao ∆AEC
poznate su stranice AE = a + b, CE = d2 i AC = d1, pa ga lako
moжemo konstruisati. �

Zadatak 256. Konstruisati trapez ABCD ako su mu date obe os-

novice i uglovi na maƬoj osnovici.

Uputstvo: Neka su osnovice trapeza ABCD redom jednake a i b
(a > b) i uglovi na maƬoj osnovici ∡C = γ i ∡D = δ. Oznaqimo sa E
preseqnu taqku pravih BC i AD. Tada, u trouglu ∆CDE je poznata
stranica i dva spoƩaxƬa ugla na Ƭoj, pa ga lako moжemo konstru-
isati. Trouglovi ∆ABE i ∆DCE su sliqni pa vaжi
AE : DE = a : b. �

Zadatak 257. Konstruisati trapez ABCD ako mu je dat zbir os-

novica, visina i uglovi na ve�oj osnovici.
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Slika 2.137.

Uputstvo: Pretpostavimo da je ABCD traжeni trapez. Neka su
mu osnovice AB = a, CD = b, a+ b = d, visina h i uglovi na ve�oj
osnovici ∡A = α i ∡B = β. Na pravama AB i CD konstruiximo
taqke E i F takve da je BE = CD = b i CF = AB = a pri qemu
vaжe rasporedi taqka A − B − E i D − C − F (Slika 2.137). Tada
je qetvorougao AEFD paralelogram kod koga je AE = d, ∡A = α i
visina mu je h, pa ga lako moжemo konstruisati. Preseqna taqka O
dijagonala AF i DE paralelograma AEFD predstavƩa sredixte
kraka BC trapeza ABCD. �

Zadatak 258. Konstruisati kvadrat ABCD takav da mu qetiri una-

pred zadate taqke P , Q, R i S pripadaju redom ivicama AB, BC, CD
i DA.

Slika 2.138.

Uputstvo: Neka je ABCD traжeni kvadrat, tj. neka mu qetiri
unapred zadate taqke P , Q, R i S pripadaju redom ivicama AB,
BC, CD i DA (2.138). Tada su uglovi ∡PAS i ∡QCR pravi, pa
temena A i B pripadaju krugovima k i l redom nad preqnicima PS



218 2. Konstrukcijski zadaci

i QR. Dijagonala AC kvadrata je simetrala pomenutih uglova.
Oznaqimo sa N i M preseqne taqke dijagonale AC redom sa kru-

govima k i l. To znaqi da da su kruжni lukovi
⌢
PN i

⌢
NS kruga

k jednaki me�usobno. Analogno, jednaki su i kruжni lukovi
⌢

QM

i
⌢

MR kruga l. Dakle, dijagonala AC sadrжi sredixta N i M
odgovaraju�ih polukrugova odre�enih sa k i l.

Prema tome, najpre konstruixemo krugove k i l, zatim taqke N
i M a onda i temena A i C kao druge preseqne taqke prave MN i
krugova k i l redom. �

Zadatak 259. Neka su A, B i C tri nekolinearne taqke. Konstru-

isati taqku D takvu da je qetvorougao ABCD tetivni i tangentni.

Slika 2.139.

Uputstvo: Neka je AB < BC. Pretpostavimo da je ABCD traжeni
qetvorougao, tj. da je tetivni i tangentni (Slika 2.139). Iz
uslova da je qetvorougao tetivni sledi da su uglovi ∡ABC i
∡ADC suplementi, tj. ∡ADC = 2R − ∡ABC = ω. Iz uslova da je
qetvorougao tangentni sledi da su mu zbirovi naspramnih stra-
nica jednaki, tj. AD + BC = AB + CD. Odavde je CD − AD =
BC −AB = d.

Sada se konstrukcija qetvorougla ABCD svodi na konstrukciju
trougla ∆ADC, za koji znamo ugao ∡ADC = ω, razliku stranica
CD −AD = d i stranicu AC.

Sluqaj kada je AB < BC razmatra se analogno.
Ako je AB = BC onda je i AD = CD, tj. ABCD je deltoid sa

pravim uglovima kod temena A i C. �

Zadatke 260.-262. prepuxtamo qitaocima za veжbu.
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Zadatak 260. Konstruisati qetvorougao ABCD ako su mu dati slede�i

elementi:

a) a, b, c, d, α; b) a, b, c, d1, α; v) a, b, c, α, δ;
g) a, b, c, d, ∡(a, c); d) a, d1, d2, β, γ; �) a, c, d1, ∡(b, d1), ∡ (d1, d2).

gde smo oznaqili AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = d1, BD = d2,
a uglovi kod temena A, B, C, D su redom α, β, γ, δ.

Zadatak 261. Konstruisati trapez ABCD ako mu je dato:

a) a, b, c, h, b) a, b, d, α, v) a, b, d1, d2,
g) a− b, h, d1, d2 (a > b) d) a+ b, h, α, β, �) a, b, c, d (a > b).

gde smo oznaqili osnovice AB i CD redom sa a i b, krake BC i DA
redom sa c i d i sa h visinu koja odgovara osnovicama.

Zadatak 262. Konstruisati jednakokraki trapez ABCD ako mu je

dato:

a) a, b, c, b) a, c, α, v) a, b, α,
g) a, b, d, d) a+ b, c, d, �) a− b, c, d (a > b),

gde smo oznaqili osnovice AB i CD redom sa a i b, krake BC i DA
sa c a sa d dijagonalu trapeza.
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