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Predgovor

Numericka matematika (analiza) predstavlja osnovni aparat koji se koristi
za analizu matematickih modela u svim prirodnim i tehnickim naukama, a
u poslednje vreme i u ekonomiji, sociologiji, itd. Na osnovu modela vrsi se
prorac¢un odgovarajucih veli¢ina koje opisuju dati problem, na osnovu kog se
kasnije izvode zakljuéci. Da bismo konstruisali model, potrebno je da po-
znajemo fundamentalne zakone koje odgovarajuce veli¢ine moraju da zado-
volje (fizicki zakoni, zakoni na berzi, itd.). Pomoc¢u ovih zakona definiSemo
matematicki problem koji zatim reSavamo primenom odgovarajuéeg mate-
matickog aparata. Dobijene jednacine, diferencijalne jednacine, itd. najcesée
nije moguce egzaktno resiti. U tim sluc¢ajevima, reSenje se odreduje priblizno,
pri ¢emu se trazi da je odstupanje manje od unapred zadatog "malog” broja
€. Upravo je to zadatak numericke matematike.

Knjiga Algoritmi numericke analize prvenstveno je namenjena studentima
osnovnih i master studija prirodno-matematickih i tehnickih nauka, kao udzbe-
nik za predmete iz numericke matematike. Knjiga moze biti od koristi i stude-
ntima doktorskih studija kao i nau¢nicima i inzenjerima koji razvijaju odnosno
koriste numericke metode u praksi.

Ova knjiga predstavlja algoritamski pogled na oblast numericke mate-
matike. Za veéinu metoda data je i precizna algoritamska formulacija u
obliku pseudokoda. Na osnovu ovih pseudokodova, jednostavno se formira
odgovarajuéa implementacija metoda (algoritma) u bilo kom programskom
jeziku. Pored algoritamske formulacije, data je i analiza vremenske i prosto-
rne slozenosti algoritma. Ove dve veli¢ine daju uvid u brzinu rasta vremena
izvrSenja kao i memorijskih potreba odgovarajuc¢e implementacije.

Uz svaki metod izloZena je teorija koja je potrebna da bi se dokazala ko-
rektnost navedenog metoda. Teorijski rezultati formulisani su (i dokazani) u
obliku teorema, lema i posledica, i ilustrovani kroz niz primera koji pomazu
¢itaocu da bolje razume izlozenu materiju.



i Predgovor

Celokupna materija sadrzana u ovoj knjizi, podeljena je u osam glava.
Svaka glava je podeljena na nekoliko manjih celina - odeljaka, koji su pode-
ljeni na pododeljke. Za razumevanje i uspesno pracenje materije izloZzene u
ovoj knjizi, pozeljno je poznavanje gradiva standardnih kurseva realne ana-
lize, linearne algebre i osnovne teorije algoritama. Prva glava sadrzi osnovne
teoreme i definicije iz ovih oblasti, koje mogu posluziti kao podsetnik.

Ovom prilikom zelim da se zahvalim svima koji su mi pomogli pri radu
na ovoj knjizi. Primedbe i sugestije koje su dali recenzenti prof. dr Nebojsa
Stojkovi¢, prof. dr Predrag Rajkovié i prof. dr Predrag Stanimirovié¢ doprinele
jem. Zahvalnost dugujem i studentima Prirodno-Matematickog fakulteta u
Nisu, ¢ija su pitanja postavljana tokom predavanja i na konsultacijama, kao
i odgovori na ispitu, znacajno doprineli da delovi teksta budu jasniji i pri-
stupacniji ¢itaocu.

Kao osnova za pisanje ove knjige, posluzile su sada ve¢ klasicne knjige
Numericka analiza I, II i III akademika prof. dr Gradimira V. Milovanoviéa,
kao i knjige prof. dr Miodraga S. Petkovi¢a i prof. dr Ljiljane D. Petkovi¢.
Ovom prilikom autor posebno skreée paznju i na knjigu Numerical recipes -
The art of scientific computing (autori W. Press, S. Teukolsky, W. Vetterling
i B. Flannery), u kojoj je dat algoritamski osvrt na gotovo sve, za prakti¢ne
primene vazne numericke metode.

Kako je ovo prvo izdanje, verovatno postoje greske i propusti. Zato se
autor unapred zahvaljuje svim ¢itaocima koji mu na iste ukazu. Za sve ko-
mentare, primedbe, sugestije, itd. koje su viSe nego dobrodosle, ¢itaoci mogu
kontaktirati autora putem e-maila na adresu dexterofnis@gmail.com.

U Nisu, Autor
April 2013.
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6.3 Aproksimativna svojstva interpolacionih poli-
noma

Do sada smo razmatrali problem nalazenja jedinstvenog polinoma p,(z)
stepena manjeg ili jednakog n, koji zadovoljava p, (k) = yi, gde su xy, i yx dati
realni ili kompleksni brojevia k = 0,1,2,...,n. U ovom odeljku razmotri¢emo
aproksimativna svojsva interpolacionog polinoma p,(x), tj. izveséemo izraze
za procenu greske aproksimacije funkcije f(z) odgovarajuéim inteprolacionim
polinomom py,(z).

Teorema 6.3.1. Neka je f € C"FD|a,b] i neka je p,(x) intepolacioni polinom

za funkciju f(x) i évorove interpolacije a < xyp < x1 < ... < x, < b. Tada za
svako x € [a,b] postoji tacka & € [a,b] takva da je
Fr(e)
f(x) = pnlz) = mﬂf(x)v w(z) = (z —wo)(x —21) -+~ (& — ).

Dokaz.  Neka je T € [a,b] proizvoljna tacka takva da je T # x; za svako
1=0,1,...,n ineka je
f(@) — pn(@)

K= w(T)

(6.31)
Funkcija F'(z) = f(x)—pp(r)—Kw(x) ima n+2 razli¢ite nule na segmentu [a, b]
(to su Z,xg,x1,...,2,). Na osnovu Rolleove teoreme sledi da se izmedu svake
dve uzastopne nule funkcije F'(x) nalazi jedna nula funkcije F’(z), odnosno da
F'(x) ima bar (n + 1)-nu razli¢itu nulu. Daljom primenom Rolleove teoreme
i prethodnog razmatranja dobijamo da F*)(z) ima bar n + 2 — k razlicitih
nula, pa F"*D(z) ima bar jednu nulu € € [a,b]. Tada je

"0 (e)
FO () = O (6) - K (4 1) — k-1 .
©) = O~ Kn+1)1 =0 = Eny
Iz (6.31) sledi
(n+1)
@) = pula) = Kulo) = L= Suta),
¢ime je teorema dokazana. [
Posmatrajmo sada sluc¢aj ekvidistantnih ¢évorova zp = x¢ + kh, gde je

h = x1 — x¢. Pre nego sto izvedemo odgovarajuéu posledicu Teoreme 6.3.1.
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Lema 6.3.2. Neka jen € Ni Hy,(t) = [t(t—1)--- (t—n)|. Maksimum funkcije
H,(t) za t € [0,n] dostize na segmentu [0,1], tj. vaZi

Ho () = max H,(b).
o Hu(t) = max Ha(t)

Dokaz. Neka je

Hy(@)=[tt=1)---@t—Fk), Re()=|t—k)E—k—1)--(—n)
za k=0,1,...,n. Tada je Hy(t) = Hop(t)Rok+1(t). Primetimo dalje da vazi
H,(t) = Hy(n—t) zasvako t € [0,n] kao i1 Hy(t) = Hi(k—t) za svako t € [0, k].

Neka je t* € (0,n/2) \ Ny tacka u kojoj se dostize maksimalna vrednost
funkcije H,(t) i neka je k = [t*|. Ocigledno je t* € (k,k + 1). Pretpostavimo
suprotno, da se maksimum ne dostize na (0,1), tj. da je k > 0.

Ideja je da pronademo tacku ¢’ na intervalu (k — 1, k) za koju je Hy(t') >
H,(t*). Neka je t' =2k — t* € (k — 1,k). Veé smo pokazali da vazi Ho(t*) =
Hoi(t'). Medutim, funkcija Roky1(t) je ocigledno opadajuéa za t < 2k + 1 pa
vazi Rog11(t") > Rog41(t*) sto implicira

Hy(t') = Hop(t') Rak+1(t') < Hop(t") Rok+1(t") = Hi(t7).

Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom da je t* maksimalna vrednost funkcije
H,(t). O

Na slici 6.2 dat je grafik funkcije H,(t) iz Leme 6.3.2 za n = 6. Vidimo da
se maksimum zaista dostize za t € (0,1) (i to za t = 0.321962).
He(t)

80
60
40

20 |

1 2 3 4 ) 6 1
Slika 6.2: Grafik funkcije Hg(t) = [t(t — 1) --- (¢t — 6)].

Sada mozemo da dokazemo odgovaraju¢u posledicu Teoreme 6.3.1 koja
daje procenu greske kada su ¢vorovi ekvidistantni.
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Posledica 6.3.3. Ako vaze uslovi Teoreme 6.3.1 i ako su ¢vorovi ekvidistantni,
tada vazi sledeéa nejednakost

n+1M
7] M= max |f"(z).

— Dn < .
|f(x) p (:c)| - 4(n_|_ 1) x€[z0,T0+nh]

Dokaz. Uvedimo smenu ¢ = (x — xg)/h. Na osnovu Teoreme 6.3.1 je

f(n+1) ¢ .
@) = pule)] = LSt = 1)+ ¢ =

Primenom Leme 6.3.2 dobijamo

A 3]
B (n+1)!

hl™ I pr
Al max_H,(q)

|f(2) = pn()] (n+ 1! qelon]

Hy(t) <

[kE=Is max |g(q — 1)] max |(¢ — 2)(qg—3)--- (¢ — n)]
< B < (g — — D (g —
~ (n+1)! ¢efo,1] e q€[0,1] I ¢ !

’h‘nJrlM 1
“(n+1)! 4

Ovim je posledica dokazana. [J

Primetimo da se u terminima podeljenih razlika, greska interpolacije moze
zapisati u obliku

f(x) —pn(x) = (x —x0)(x —21) - - (T — Tp) [0, Z1,4 - -+, Ty T (6.32)

Da bismo ovo dokazali, posmatrajmo interpolacioni polinom p,1(x) koji se
dobija dodavanjem ¢vora Z (T # z; zai =0, 1,...,n) ¢vorovima xg, 1, ... , Tn.
Tada je

f(&) = pny1(Z) = pu(Z) + (2 — 20)(Z — x1) -+ (T — xp) flT0, 21,5 -+, Ty T
odakle direktno dobijamo
(@) = ppy1(Z) = (& —20)(Z —x1) -+ (T — ) f0, 21, - - -, T, T

U sluéaju Hermiteovog interpolacionog polinoma h,(x) vazi sledeéa teo-
rema, koju navodimo bez dokaza.



6.3. Aproksimativna svojstva interpolacionih polinoma 213

Teorema 6.3.4. Neka je f € C"FD[a,b] i neka je hy,(x) Hermiteov intepo-
lacioni polinom za funkciju f(x) i ¢vorove interpolacije a < xg < 1 < ... <
Ty < b i date vrednosti f(x;), (i), ..., f™ D (x;). Tada za svako x € [a,b]
postoji tacka & € [a,b] takva da je

AR no - N
f(@) = hn(z) = m(ﬂﬁ—%) (x —21)™ o (@ — 2)"

Na kraju ovog pododeljka, razmotriéemo na jednom primeru sta se deSava
sa greSkom interpolacije kada se broj interpolacionih ¢vorova poveéava. Iz Teo-
reme 6.3.1 vidimo da greska interpolacije ne mora da obavezno da se smanjuje,
s obzirom da u izrazu figurise vrednost f("+1) (£) za koju nemamo garanciju da
¢e opadati dovoljnom brzinom da anulira proizvod ¢lanova x —z; (¢ak nemamo

garanciju ni da ¢e uopste opadati).

Primer 6.3.1. (Rungeov primer) Posmatrajmo funkciju

1

=1

za x € [—5,5]. Neka je p,(z) interpolacioni polinom funkcije f(x) za ekvidis-
tantne ¢vorove ZL‘kn) = -5+ 1;0, k= 0,1,...,n. Moze se pokazati da vazi
sledeci, na prvi pogled totalno iznenadujuci rezultat

i max |£(2) = pa(e)] = +oo.

Dakle, ne samo s§to se sa povecanjem reda n aproksimacija ne poboljsava, nego
postaje sve gora i gora. Na slici 6.3 dat je grafik funkcije f(z) kao i grafici
nekoliko interpolacionih polinoma py(z).

1
1
1
1
1
'y
1
1
1
1

1 \
v \

Slika 6.3: Grafik funkcije f(z) = 1/(1 + 22) i njenih interpolacionih polinoma
pe(x) 1 pro(z) za ekvidistantne évorove u intervalu [—5, 5].
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Ovaj primer nam pokazuje da ekvidistantni izbor ¢vorova moze da bude
veoma loS u odredenim situacijama. Ujedno je i potvrdena pretpostavka da
interpolacioni polinomi nemaju uvek dobra aproksimativna svojstva. Medutim,
ukoliko samo promenimo ¢vorove i umesto ekvidistantnih tacaka odaberemo

sledece: (2% + 1)
(n) _ + Um
xy, _5COS<2(n+1)

vidimo da rezultati postaju mnogo bolji (slika 6.4).

>, k=0,1,...,n

Slika 6.4: Grafik funkcije f(x) i njenih interpolacionih polinoma pg(x) i p1o(z)
kada su ¢vorovi nule odgovarajuceg CebiSevljevog polinoma, skalirane na se-
gment [—5, 5].

Ovi évorovi predstavljaju nule Cebisevljevog polinoma
Tt1(x) = cos((n + 1) arccos z)

koje su skalirane na segment [—5, 5]. U sledeéem odeljku pokazac¢emo da svaku
neprekidnu funkciju na segmentu mozemo proizvoljno dobro aproksimirati
polinomom.

6.4 Uniformna aproksimacija funkcije polinomom

U prethodnom odeljku videli smo da interpolacioni polinomi nemaju uvek
dobre aproksimativne osobine (Rungeov primer). Ova ¢injenica nas navodi
da postavimo sledece pitanje: Da li je uopSte moguce proizvoljno ”dobro”
aproksimirati neku funkciju f(z) polinomom? Pre nego §to damo (pozitivan)
odgovor na prethodno pitanje, definisaéemo pojam ”dobre” aproksimacije i
uveséemo definiciju modula neprekidnosti funkcije.
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Definicija 6.4.1. Niz polinoma p,(x) uniformno (ravnomerno) aproksimira
funkciju f(z) na segmentu [a,b] ako vazi

lim sup [f(z) — pn(z)| = 0.

=400 yc(q,b]

Drugim rec¢ima, potrebno je da maksimalno odstupanje funkcije f(x) od
polinoma p,(z) tezi nuli kada n tezi beskona¢nosti.

Definicija 6.4.2. Funkcija f : [a,b] — R zadovoljava Lipschitzov uslov na
[a,b] ako postoji konstanta L > 0 takva da za svako x,y € [a,b] vazi

[f(z) = f(y)| < Lz —y|

Podsetimo se da smo ovaj pojam veé definisali u (opstijem) sluc¢aju funkcije
definisane na metrickom prostoru. Sada ¢emo uvesti pojam modula nepreki-
dnosti funkcije f : D — R na sledeéi nacin:

w(f,0) = sup [f(z)— f(y)l.
lz—y| <6
z,yeD

Funkcija f je uniformno (ravnomerno) neprekidna na (nepraznom) skupu D C
R, ako vazi

(Ve > 0)(3de > 0)(Vr,y € D)(|z —y| < dc = |f(x) = f(y)| <e).
Odavde direktno sledi da je

li d) =0.

lim w(f, )

Trivijalno vazi da je svaka ravnomerno neprekidna funkcija na nekom skupu
D, ujedno i neprekidna. Medutim, ukoliko je D = [a,b] onda vazi i obrnuto,
da je svaka neprekidna funkcija f € Cla,b] ? ujedno i uniformno neprekidna.
Odgovarajuée tvrdenje ne vazi za bilo koji skup D (npr. za interval D =

(a,b)).
Da bismo dokazali glavnu teoremu ovog odeljka, potrebno je definisati klasu
polinoma poznatu pod nazivom Bernsteinovi polinomi.

2Tvrdenje moze da se uopsti na funkcije vise promenljivih i pritom se kao domen funkcije
uzima kompaktan skup K C R™.
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Definicija 6.4.3. Polinomi

b so(7) = (Z) 2 (1 — )"k, (6.33)

gdejen €N ak=0,1,...,n, nazivaju se Bernsteinovi baziéni polinomi. Ako
je f:10,1] — R funkcija, onda se polinom

Bn(fix) = kzn::of (%) bn, k(%) (6.34)

naziva Bernsteinov polinom n-tog reda za funkciju f(z).

Iako su definisani u odnosu na funkciju f(z), Bernsteinovi polinomi ne
predstavljaju interpolacione polinome n-tog funkcije f(x).

Lema 6.4.1. Bernsteinovi polinomi za funkcije 1, x, x> jednaki su redom:

B,(l;z) =1,
B, (z;x) =z,
—1 1
B (2% x) = .
n n

Dokaz.  Direktnom proverom dobijamo da tvrdenje leme vazi za n = 1,2.
Zato ¢emo pretpostaviti da je n > 3.

Prva jednakost sledi direktno iz definicije Bernsteinovih polinoma (izraz
(6.34)) i binomne teoreme

Bn(l;z) = i (Z):ﬁfu )R =1

k=0

Takode, na osnovu definicionog izraza dobijamo
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U prethodnom izrazu, koristili smo da je

%(Z) - % ' k!(nni k:)! " (& —(T)!_(i)i K (Z . i) (6.35)

zasvakon >2ik=1,2,.
Da bismo dokazali treéu Jednakost najpre definicioni izraz za B, (2?;x)
razlazemo na dve sume na sledeéi nacin:

et =3 (5 (1)t

k=0
Il (n—1\ & n—k
= n2k<k_1)x (1—=x)
k=1
1< n—1 - I~ (n—1 -
= (k—l)(k_1>xk(1—:c k+gz< ) (1—z)" ",
k=1 =1

k
Promenom granice sumiranja i koriséenjem izraza (6.35) dobijamo da je prva
suma jednaka

1 n—1\ i n—1—k
51—52k< L >x (1-x)
k=0
n—1
~n—1 n—2\ pu n—1—k
oon Z(k—l) (1-2)
k=1
n—2
1 -2 1
_nn kaZO(nk >$k(1 CC)an nn 562

Na slican nacin racunamo i drugu sumu

n—1
_ 1 n—=1\ o w1k _ 1
S2_nx§( k >:): (1—=x) = .

Zamenom S; i Sy dobijamo trazeni izraz za B, (x?%;x). O

Sledi glavna teorema ovog odeljka, ¢ija direktna posledica daje pozitivan
odgovor na pitanje da li za svaku funkciju f € Cla, b] postoji niz polinoma koji
uniformno aproksimira tu funkciju.

Teorema 6.4.2. (Bernstein) Neka je f € C[0,1] proizvoljna funkcija. Tada

! @)= Batfio) < G (£, 72).
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Dokaz. Neka je xx = k/n za k=0,1,...,n ineka je § > 0 proizvoljan broj.
Na osnovu Leme 6.4.1 sledi:

F@) = Bu(fi2) = f(2) D bage(@) =D f@r)ba(z)
k=0 k=0

= (f(x) = f(@x)bn ().
k=0

Razlikova¢emo dva slucaja. Neka je |xp—z| < d. Tadaje f(z)—f(zx) < w(f;9)
pa vazi

Si=| >, (f@) = fla)bap(@)| < > w(f;8)bn()

|zp—z| <4 |z —x|<6
<w(f;6) Y bui(@) = w(f;0).
k=0

Pretpostavimo sada da je |z — x| > J. Neka je p = [(z — x)/0]. Neka su
tacke cy,ca,...,c, ekvidistantno rasporedene izmedu tacaka x i xy, i neka je
c1 najbliza tacki x a ¢, tacki xj. Razlika izmedu susedne dve tacke jednaka je
lcit1—ci| = (x—x)/(p+1) < 0. Mozemo da procenimo razliku | f(x) — f(xy)]
na sledeci nacin

p—1
(@) = fla)] < |f (@) = flen)] + D If(cirn) = Fe)l + |f(cp) = flan)]
=1

|y —

<+ w0 < F1)lfid),

Odgovarajuca suma je jednaka

So=| 3 (f@) — fle)bunle)

|z —x|>6

<olrio) X (P51 tusto)
|z —z|>8

n

<t [0+ 3 st
k=0

k=0

n

, (z), — x)?
< W(fa 6) Z 52 bn,k(‘r) +1

k=0
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Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je |z — z|/d > 1, pa je
(zp — )2 /6% > |y — 2|/ > 1.

Koris¢enjem Leme 6.4.1 dobijamo slede¢u ocenu

n

Z(:ck — )by p(7) =2 — 22 -z +
k=0

n—1x2+£:x(1—x)§i

n n n dn’

Zamenom dobijamo da je

Sy < w(f:9) [ﬁ n 1}

odnosno

(@) = Bu(f;2)] < S1+ Sz < w(f30) [Wlp +2] '

Ako stavimo § = 1/4/n, dobijamo tvrdenje teoreme. OJ

Bernsteinova teorema ostaje u vaznosti i ako je f € Cla, b], samo $to umesto
B, (f;z) uzimamo polinom

Bu(f;a,b;2) = Bu(fia+ (b —a)z),  f(z) = fa+ (b~ a)x).

Kao direktnu posledicu Bernsteinove teoreme i ¢injenice da je svaka nepreki-
dna funkcija na [a, b] ujedno i uniformno neprekidna imamo sledeéu teoremu.

Teorema 6.4.3. (Weierstrass) Za svaku funkciju f € Cla,b] postoji niz
polinoma py,(x) koji uniformno aproksimira funkciju f(x).

Primer 6.4.1. Razmotrimo sada aproksimaciju Rungeove funkcije

1

i@ =1

Bernsteinovim polinomima B,,(z) = B,(f; —5,5;x). Kao $to mozemo videti
na grafiku, svaki sledeé¢i polinom daje sve bolju i bolju aproksimaciju funkcije

().
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Slika 6.5: Aproksimacija Rungeove funkcije Bernsteinovim polinomima.

Medutim, konvergencija je prilicno spora, pa je za bilo koju ozbiljniju
aproksimaciju potrebno posmatrati Bernsteinov polinom stepena n > 100
Sto je praktiéno neizvodljivo. Napomenimo da je Bjgo(z) u ovom primeru
generisan egzaktno (koeficijenti su racunati u obliku razlomka), Sto nam je
omogucilo da verno nacrtamo grafik ovog polinoma. Ukoliko bi koristili ari-
tmetiku pokretnog zareza, bila bi nam potrebna preciznost od najmanje 100
znacajnih cifara.

Tako aproksimacija funkcije Bernsteinovim polinomima ima samo teorijski
znacaj, ovi polinomi su itekako vazni kad su u pitanju primene. Pomocu njih se
konstruisu Beézierove krive i povrsi koje su uspesno koriste u ra¢unarskoj grafici
i dizajnu (animacije, fontovi, itd.). Vise o Bézierovim krivama i povrsima moze
se nad¢i npr. u [31, 35].

6.5 Racionalna interpolacija

Problem racionalne interpolacije sastoji se u odredivanju racionalne funkcije
(racionalnog interpolanta):

m
> pja’
7=0

p(@) _ j=
r T) = = 6.36
>0’
§=0
tako da za razli¢ite realne brojeve xg, x1,...,xN vazi
rmn(xi) = fi = f(x;), i=0,1,...,N, N=m+n. (6.37)
Drugim re¢ima, potrebno je pronaéi koeficijente pg, p1, . . . , Pm polinoma u bro-

jiocu kao i koeficijente qg, q1, . . . , ¢, polinoma u imeniocu tako da su ispunjeni
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