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Predgovor

Ova knjiga je zamisljena, pre svega, kao udzbenik za predmet Teorija jezika
1 automata, na tre¢oj godini osnovnih studija na smeru za Racunarstvo i in-
formatiku Odseka za Matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu.
Medutim, ona je napisana tako da je mogu koristiti i studenti postdiplom-
skih studija za predmete Teorija algoritama, jezika i automata, na smeru za
Racunarstvo i informatiku, i Teorija jezika i automata, na smeru za Algebru
i kombinatornu matematiku. Ona, svakako, moze posluziti i onima koji su
zainteresovani za Sira znanja o formalnim jezicima i automatima. Deo knjige
sadrzi i nove, originalne rezultate autora, koji su bili tema mnogih preda-
vanja na Seminaru za algebru u NiSu, a takode su izlagani i na brojnim
medunarodnim konferencijama.

Tokom poslednjih pedesetak godina, koncepti informacije, obrade, pre-
nosa i skladiStenja informacija postali su centralni u mnogim oblastima
savremene nauke. Njihovo izuc¢avanje egzaktnim matematickim metodama
postalo je jedan od glavnih zadataka u tim oblastima, $to je uslovilo pojavu
raznih matematickih apstrakcija tih koncepata. Matematicki pojmovi jezika
i automata spadaju medu najvaznije tako nastale apstrakcije.

Kao zasebne discipline rac¢unarstva, matematicke teorije jezika i auto-
mata izdvojile su se pedesetih godina dvadesetog veka. Na njihov razvoj
uticale su mnoge druge matematicke teorije, pre svega matematicka logika
i algebra, cije ideje, metode i rezultate teorije jezika i automata uspesno
koriste jo§ od samog svog nastanka. Vaznu ulogu u njihovom razvoju imale
su i druge prirodne, drustvene, humanisticke i tehnicke nauke, kao i nji-
hove znacajne primene u raznim oblastima, a pre svega u teoriji informa-
cija i ra¢unarstvu, i to podjednako u njegovoj hardverskoj i softverskoj
komponenti. Najznacajnije primene jezici i automati su nasli u dizajni-
ranju arhitekture digitalnih racunarskih sistema i digitalnih kola, konstruk-
ciji raznih sistema za prenos, obradu i skladistenje informacija, formalnom
opisivanju sintakse programskih jezika, leksickoj analizi u kompilaciji i user-
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interface prevodenju, editovanju teksta, prepoznavanju oblika, paralelnoj
obradi, generisanju i kompresiji slika, teoriji kodova, kriptologiji itd. Na-
jnovija istrazivanja u teoriji jezika i automata su u velikoj meri motivisana
problemima koji dolaze iz biologije, a rezultati tih istrazivanja imaju uspesne
primene u modeliranju izvesnih objekata i fenomena u biologiji. Kao plod
takvih tendencija, pojavile su se mnoge nove discipline, kao §to su teorija
Lindenmayerovih ili L-sistema, DNK izracunavanja, izraCunavanja sa mem-
branama (éelijska izracunavanja), celularni automati itd. Vise informacija o
razvoju i savremenim trendovima teorije jezika i automata moze se naéi u
trotomnoj knjizi Handbook of Formal Languages, koju su uredili Rozenberg
i Salomaa ([1997a, 1997b, 1997¢]) i radu Perrina [1995b], i drugim izvorima
navedenim u spisku literature.

Ova knjiga predstavlja pokusaj da se na nov nacin obrade osnove teorije
jezika i automata. Novine o kojima je re¢ ogledaju se u posebnom pristupu
ovoj problematici koji se, u najvec¢oj meri, temelji na specificnoj primeni
egzaktnih algebarskih metoda, pre svega metoda teorije polugrupa.

Knjiga ima osam glava. U prvoj glavi se daju algebarski pojmovi, oz-
nake i rezultati kojima bi ¢italac morao vladati da bi sa uspehom ovladao
ostatkom sadrzaja ove knjige. U drugoj glavi daje se definicija slobodne
polugrupe i razni njeni ekvivalenti, uvode se pojmovi jezika i gramatike,
daje njihova klasifikacija i prikazuju osnovne osobine izvodenja u gramatici.
U trectoj glavi govori se o Mealyevim i Mooreovim automatima, o realizaciji
preslikavanja tim automatima, problemima ekvivalentnosti i minimizacije
automata itd. Cetvrta glava je posveéena automatima bez izlaza, pri ¢emu
je posebna paznja posveéena njihovim polugrupama prelaza, razlaganjima u
direktnu sumu, i izvesnim varijetetima, uopstenim varijetetima i pseudovar-
ijetetima automata. Peta glava bavi se jezicima koji se mogu raspoznati
kona¢nim automatom i za klasu tih jezika se dokazuje da se poklapa sa
klasom racionalnih jezika, onih jezika koji se mogu prepoznati kona¢nim
monoidom ili kona¢nim nedeterministickim automatom, odnosno generisati
regularnom gramatikom. U Sestoj glavi govori se o kontekstno-nezavisnim
jezicima i njihovom raspoznavanju potisnim automatima, dok se u sedmoj
glavi govori o kontekstno-zavisnim jezicima i njihovom raspoznavanju lin-
earno ogranicenim automatima, i o jezicima koji se uopste mogu generisati
gramatikama, i njihovom raspoznavanju Turingovim masinama. Konaé¢no,
u osmoj glavi se razmatraju razni problemi odluc¢ivosti u teoriji jezika.

Autori se srda¢no zahvaljuju recenzentima, prof. dr Sinisi Crvenkoviéu i
prof. dr Predragu Stanimiroviéu, ¢ije su sugestije znatno doprinele kvalitetu
ovog rukopisa. Zahvaljujemo se i nasim studentima i svim ucesnicima Semi-
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nara za algebru, koji su ¢itali ovaj rukopis jos tokom njegove izrade i ¢ije su
diskusije bile od velike koristi autorima. Posebno se zahvaljujemo nasim pri-
jateljima mr Jeleni Kovacevié¢ i mr Zarku Popoviéu, &je je bdenje nad ovom
knjigom, od pocetka do kraja, bilo stalni podstrek autorima da ovaj posao
i okonc¢aju. NasSim porodicama dugujemo veliku zahvalnost za pokazano
strpljenje i toleranciju.

Univerzitet u Nisu, 2000.
Autori
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Glava 1

Algebarske osnove

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni osnovni pojmovi i dati neki rezultati iz algebre
koji ¢e biti koriséeni u daljem radu.

1.1. Skupovi, relacije i preslikavanja

U ovoj knjizi poéi éemo od pretpostavke da ¢itaoci vladaju osnovnim poj-
movima i oznakama Teorije skupova i Teorije brojeva. Skup nenula prirodnih
brojeva oznacavacemo sa N, dok ¢e skup prirodnih brojeva sa uklju¢enom
nulom biti oznacavan sa N°. Ako su m,n € N0 brojevi takvi da je m < n,
tada je [m,n] = {k € N°|m < k < n}. Pojam klasa koristiéemo jednako
kao i pojam skup. Klasa skupova bice obi¢no nazivana familijom skupova.
Kardinalni broj skupa H oznacavamo sa |H|, a sa H¢ njegov komplement,
u situaciji kada je poznato u odnosu na koji Siri skup se taj komplement
posmatra, a ukoliko to nije jasno, naveséemo eksplicitno koji je to skup.
Familija skupova indeksirana skupom [ ée biti oznacavana sa H;, i € I,
{H;|i € I} 1ili {H;}ier- Ako je indeksni skup konacan i ima n elemenata,
onda obi¢no pisemo I = {1,2,...,n} i familiju indeksiranu sa I ozna¢avamo
sa Hl, HQ, ey Hn ili {HZ}?:I

Neka je {H;},.; neprazna familija nepraznih skupova. Pod Descarteso-
vim proizvodom te familije, koji oznacavamo sa [[,.; H;, podrazumevamo
skup koji se sastoji iz svih preslikavanja

a:I—>UHZ~, a:i— a;,
icl
koja ispunjavaju uslov a; € H;, za svaki ¢ € I. Jednostavnosti radi, element
a € H = [],c; H; pisemo kao (a;);e; ili krace samo (a;), ako je indeksni skup

)
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I dobro poznat. Za i € I, preslikavanje m; : H — H;, definisano sa am; = a;,
naziva se i-tom projekcijom od H na H;, a a; se naziva i-tom koordinatom
od a. Ako je indeksni skup I konacan, u kom sluc¢aju obi¢no uzimamo da

je I ={1,2...,n}, onda obi¢no piSemo a = (aj,ay,...,a,), i Descartesov
proizvod familije {H;}? ; oznacavamo sa [[; | H; ili Hy X Hy x --- x H,.
U tom slucaju proizvoljan element (ai,as,...,a,) € Hy x Hy x --- x Hy

nazivamo uredenom n-torkom, a ako je n = 2, onda govorimo o uredenom
paru. Ako je H; = H, za svaki i € I, tada Descartesov proizvod [[,c; H;
oznatavamo sa H! i nazivamo ga Descartesovim stepenom skupa H, a ako
je HH=Hy=---= H, = H, tada pisemo [[;_, H; = H".

Neka je H neprazan skup i n € N. Pod pojmom n-arne relacije na
H podrazumevamo svaki podskup & skupa H™, pri ¢emu to moze biti i
prazan podskup. Broj n se naziva duZina ili arnost relacije £&. Relacije
duzine 2 se nazivaju binarne relacije. Buduéi da najéesée radimo sa binarnim
relacijama, onda binarne relacije krace nazivamo samo relacijama. Skup svih
binarnih relacija na H oznacavamo sa B(H). Specijalne vrste relacija na
skupu H koje su vredne paznje su prazna relacija, sa uobicajenom oznakom
@, relacija jednakosti Ay = {(x,z)|x € H}, koja se takode naziva i dija-
gonala ili identicka relacija, i univerzalna ili puna relacija Vg = H x H.
U slucajevima kada ne postoji opasnost od zabune, izostavljamo indeks H
u Ag i Vg i pisemo prosto A i V. Ako je € relacija na H i (a,b) € &, tada
kazemo da su a i b u relaciji £ i ponekad izraz “(a,b) € &’ zamenjujemo
izrazom “a&b’. Ako su H i K dva neprazna skupa, tada pod pojmom
relacije izmedu skupova podrazumevamo svaki podskup £ C H x K.

Proizvod relacija £,m € B(H) je relacija £n definisana sa
&n=A{(a,c) e Hx H|(Fbe H)albibnc}.

Za € € B(H), relaciju ¢! = {(x,y)|(y,x) € £} nazivamo inverznom ili
obratnom relacijom relacije &, relaciju ¢ = {(a,b) € H x H| (a,b) ¢ &}
nazivamo suprotnom relacijom ili negacijom relacije &, a skupovi

dom¢ ={a€ H|(3be H)alb} i ran{ ={be€ H|(Ja € H)a &b}

nazivaju se domen i rang relacije £, tim redom. Jasno je da vazi dom(¢71) =
ran i ran(¢é7!) = dom¢. Za a € H pisemo

a ={x € H|a&z}, ¢a={x e H|xa}.

Neka je H neprazan skup. Relaciju ¢ € B(H) nazivamo parcijalno pres-
likavangje ili parcijalna transformacija skupa H ako je |ap| = 1, za svaki
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a € dom¢. Drugim rec¢ima, ¢ je parcijalno preslikavanje skupa H ako za
svaki a € dom ¢ postoji tacno jedan b € H takav da je (a,b) € ¢. Pri
ovakvoj definiciji, i prazna relacija na H je parcijalno preslikavanje skupa
H. Skup svih parcijalnih preslikavanja skupa H oznacavamo sa P7 (H). Za
. € PT(H) je

dom () = [ran N dom ¢l ", ran (pp) = [ran N dom Py,

i za svaki a € dom (¢v)) je

a(py) = (ap)y.

Ova relacija se Gesto koristi kao ekvivalent definicije proizvoda parcijalnih
preslikavanja, koji je inace specijalan sluc¢aj proizvoda binarnih relacija.

Neka su ¢ i 9 parcijalna preslikavanja skupa H takva da je ¢ C 1. Tada
je domy C dom i rany C rant. Ako uvedemo oznake H = domy, K =
dom v, tada kazemo da je ¢ restrikcija od v na H, u oznaci ¢ = |H, i da
je ¥ prosirenje od ¢ na K.

Neka su H i K neprazni skupovi. Ako je ¢ parcijalno preslikavanje nekog
skupa takvo da vazi

dom¢ C H i ran¢ C K,

tada kazemo da je ¢ parcijalno preslikavanje ili parcijalna funkcija skupa H
u skup K, a ako je pri tome dom ¢ = H, tada kazemo da je ¢ preslikavanje
skupa H u skup K. To u oba slucaja simboli¢ki oznacavamo sa

¢:H— K,

§to ¢itamo “¢ slika H u K7, ali u sluc¢aju kada se radi o parcijanom preslika-
vanju, uvek to posebno isti¢emo. Prema definiciji parcijalnog preslikavanja,
za svaki ¢ € H postoji ta¢no jedan element y € K takav da je (x,y) € ¢, pa
tada umesto {y} = x¢ piSemo y = z¢ ili ¢ :  — y, pri ¢emu kazemo da ¢
slika x v y. Time smo na prirodan nacin dosli do tzv. desnog oznacavanja
preslikavanja, tj. oznaka preslikavanja se nalazi sa desne strane argumenta,
koje ¢e biti koris¢eno u ovoj knjizi. Ako ¢ : H — K i H = K, tada kazemo
da je ¢ preslikavanje skupa H (u sebe). Ako¢p: H - K, U CHiV C K,
tada skupove

Up={yeK|BzecU)zp=y} i Vo 'l={zcH|zpcV}

nazivamo redom slikom podskupa U i inverznom slikom podskupa V', u odnosu

na ¢.
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Neka su H i K neprazni skupovii ¢ : H — K. Preslikavanje ¢ je jedan-
jedan ako za sve a,b € H, a¢ = bo povlaéi a = b. Osim ovog naziva, Cesto
se koriste i nazivi injektivno preslikavanje i injekcija. Sa druge strane, ako
je Hp = K, tj. ako za svaki y € K postoji x € H tako da je z¢ = y, tada
kazemo da je ¢ preslikavanje na K, odnosno da slika H na K. Takode
govorimo i da je ¢ sirjektivno preslikavange ili sirjekcija. Preslikavanje ¢
nazivamo byjektivnim preslikavanjem, bijekcijom ili obostrano jednoznacnim
preslikavanjem ako je ¢ i jedan-jedan i na.

Preslikavanje ¢, : H — H nepraznog skupa H definisano sa: Tl =X,
za svaki x € H, nazivamo identickim preslikavanjem skupa H. Neka su H
i K neprazni skupovi i neka ¢ : H — K. Ako postoji v : K — H tako
da je ¥ = 1, 1 o = 1., tada kazemo da je ¢ inverzno preslikavanje
od . Posmatrajmo sada preslikavanja ¢ i ¥ kao parcijalna preslikavanja
nekog skupa U (recimo skupa H U K). Ako je ¢ inverzno preslikavanje od ¢,
prema gornjoj definiciji, tada je v = ¢!, gde je ¢! inverzna relacija od .
Obratno, ako je ¢! parcijalno preslikavanje skupa U, tada ¢! : H — H i
¢~ ! je inverzno preslikavanje od .

Dokaz naredne teoreme je veoma dobro poznat pa Ce biti izostavljen.

Teorema 1.1.1. Preslikavanje ¢ nepraznog skupa H u neprazan skup K
ma inverzno preslikavanje ako i samo ako je bijekcija.

Literatura: Bogdanovi¢ and Cirié [1993], Grétzer [1968], Howie [1976, 1991,
1995], Madarédsz and Crvenkovié¢ [1992], Milié¢ [1991]

1.2. Uredenja, ekvivalencije i grafovi

Osim preslikavanja, interesantni su i neki drugi tipovi relacija, pre svega
relacije parcijalnog uredenja i relacije ekvivalencije. Neka je H neprazan
skup. Relacija £ na skupu H je:

refleksivna, ako je a € a, za svaki a € H, tj. ako je Ay C &;
simetricna, ako za a,b € H, iz a &b sledi b€ a, tj. ako je £ C £71;
anti-simetricna, ako za a,b € H,iza&bib&asledi da je a = b, tj. ako
je&NEt C Ap;

— tranzitivna, ako za a,b,c € H,izabib&csledialc, tj. ako je £€ C &.

Refleksivnu i tranzitivnu relaciju nazivamo kvazi-uredenjem, refleksivnu, an-
tisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo parcijalnim uredenjem, ili krace
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samo uredenjem, ili pak relacijom poretka, a refleksivnu, simetriénu i tranz-
itivnu relaciju nazivamo relacijom ekvivalencije, ili samo ekvivalencijom.

Najpre ¢emo se pozabaviti uredenjima. Uredenja najéesée oznacavamo
simbolom <. Par (A, <) koji se sastoji od skupa A i parcijalnog uredenja
< na njemu nazivamo parcijalno uredenim skupom, ili kra¢e samo uredenim
skupom. Jednostavnosti radi, umesto " (A, <) je ureden skup” govori¢emo
prosto ” A je ureden skup”, pri ¢emu ¢emo podrazumevati da je uredenje na
njemu oznaceno sa <. Ukoliko koristimo neku drugu oznaku za uredenje,
to ¢e biti posebno naznaceno. Ako je < uredenje na skupu A, tada sa <
oznacavamo relaciju na A definisanu sa a < b ako i samo ako je a < b i
a # b, a sa > i > oznacavamo inverzne relacije relacija < i <, tim redom.

Da bi smo istakli razliku izmedu uredenja i kvazi-uredenja, kvazi-urede-
nja ¢emo najéeice oznacavati sa <. Par (A, <), koji se sastoji od skupa A
i kvazi-uredenja < na njemu, nazivamo kvazi-uredenim skupom, pri cemu
obi¢no govorimo prosto ” A je kvazi-ureden skup” umesto ” (A4, x) je kvazi-
ureden skup”, pri ¢emu podrazumevamo da je kvazi-uredenje na A oznacéeno
sa <. Obratnu relaciju kvazi-uredenja < obi¢no oznac¢avamo sa =, tj. a = b
ako i samo ako je b < a. Za kvazi-ureden skup A kazemo da je usmeren
kvazi-ureden skup ako za proizvoljan kona¢an podskup {ai,...,ay,} skupa A
postoji a € A tako da je a; X a, za svaki i € [1,n]. Na isti nac¢in definiSemo
i pojam usmerenog uredenog skupa .

Uredenje < na A nazivamo linearnim ako za sve a,b € A vazi a < b ili
b < a, iu tom slucaju kazemo da je A linearno ureden skup ili lanac.

Za preslikavanje ¢ koje slika ureden skup A u ureden skup B kazemo da
je izotono ako za sve a,b € A, iz a < b sledi a¢ < b¢. Takode kazemo i da
¢ ocuvava uredenge ili da je rastuce preslikavanje. Sli¢no, za preslikavanje ¢
iz A u B kazemo da je antitono ako za sve a,b € A, iz a < b sledi bo < a.
Za ovakvo preslikavanje takode kazemo i da je opadajuce. Za ¢ kazemo da
je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili uredajni izomorfizam od A na B,
ako je ¢ bijekcija od A na Bi ¢ i ¢! su izotona preslikavanja. Sa druge
strane, za ¢ kazemo da je dualni izomorfizam uredenih skupova A i B, ili
dualni uredajni izomorfizam od A na B, ako je ¢ bijekcija od A na Bi¢ i
¢! su antitona preslikavanja.

Neka je A ureden skup. Za element a € A kazemo da je

— minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za x € A, iz x < a sledi z = q;

— maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veci
od njega, tj. ako za x € A, iz a < x sledi a = x;
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— najmangi element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a < z, za svaki x € A;

— najveci element skupa A, ako je veéi od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je x < a, za svaki z € A.

Primetimo da je najmanji (najveéi) element skupa A, ukoliko takav postoji,
istovremeno i jedinstven minimalan (maksimalan) element skupa A, dok
obratno ne mora da vazi. Skup A moze imati proizvoljno mnogo minimalnih
(maksimalnih) elemenata, dok moze imati najvise jedan najmanji (najveéi)
element.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A
kazemo da je

— gornja granica skupa H, ako je x < a, za svaki x € H;

— donja granica skupa H, ako je a < x, za svaki x € H;

— najmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji
element skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H vazi a < b;

— najveca donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveéi element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H vazi b < a.

Supremum skupa H, ako postoji, ozna¢avamo sa \/ H, a infimum, takode
ako postoji, sa \ H. Ukoliko je H = {z;|i € I}, tada umesto \/ H i A H

piSemo redom
Va1 Aw

el el
a ako je I = {1,2,...,n}, za neki prirodan broj n, tada umesto gornjih
oznaka koristimo oznake

n n

\/ T; i /\ T;

i=1 i=1

Sada ¢emo preéi na relacije ekvivalencije. Neka je 0 relacija ekvivalencije
na skupu H. Ako su elementi a,b € H u relaciji 0, tj. a0b, tada kazemo i
da su oni #-ekvivalentni. Skup af nazivamo klasom ekvivalencije elementa
a € H u odnosu na 0, ili kra¢e 0-klasom elementa a. Jasno je da je u tom
slucaju a € af. Skup svih #-klasa oznacavamo sa H/6 i nazivamo ga faktor-
skupom skupa H, ili prosto faktorom skupa H, u odnosu na 6. Preslikavanje

0% a — ab
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koje slika skup H na faktor-skup H/6 nazivamo prirodnim preslikavanjem
skupa H odredenim relacijom ekvivalencije 6.

Sa druge strane, neka su H i K neprazni skupovii ¢ : H — K. Relaciju

kerp = {(z,y) € H x H|z¢ = yo}

na skupu H nazivamo jezgrom preslikavanja ¢. Vezu izmedu relacija ekviva-
lencije i preslikavanja daje nam naredna teorema. Njen dokaz je elementaran,
pa ga zbog toga ostavljamo ¢itaocu za vezbu.

Teorema 1.2.1. Neka je H neprazan skup. Ako je ¢ preslikavanje skupa
H u skup K, tada je ker ¢ relacija ekvivalencije na H.

Osim, toga, za proizvoljnu relaciju ekvivalencije 6 na H je ker(6%) = 6.

Familiju {H; |i € I} nepraznih podskupova skupa H nazivamo razbija-
njem ili particijom skupa H, ako je

H=|JH,
el
i za proizvoljan par i, € I vazi
H; = H; ili H,NH; = 2.
Vezu izmedu razbijanja skupa i njegovih relacija ekvivalencije daje nam

naredna teorema. Njen dokaz je takode elementaran, pa ¢e biti prepusten
¢itaocu za vezbu.

Teorema 1.2.2. Neka je w = {H;|i € I} razbijanje skupa H. Tada
relacija 05 na skupu H definisana sa

abzb & (Jiel)a,be H, (a,be H)

jeste relacija ekvivalencije na skupu H.

Obratno, neka je 0 relacija ekvivalencije na skupu H. Tada familija
wy ={ab|a € H}

jeste razbijanje skupa H.

Osim toga, preslikavanja
w — Oy i 0 — oy

su uzajamno tnverzne bijekcije iz skupa svih razbijanja skupa H na skup svih
relacija ekvivalencije na skupu H, i obratno.
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Neka je H neprazan skup. Presek proizvoljne familije tranzitivnih relacija
na H, ukoliko je neprazan, je i sam tranzitivna relacija na H. Prema tome, za
proizvoljnu relaciju £ na H, presek svih tranzitivnih relacija na H koje sadrze
¢ je tranzitivna relacija. Tu relaciju ¢emo oznacavati sa £°° i naziva¢emo je
tranzitivnim zatvorenjem relacije €. Lako se proverava da je

e=Je

neN

Presek proizvoljne familije relacija ekvivalencije na skupu H je neprazan,
jer sadrzi identicku relaciju na H. Taj presek je takode i relacija ekvivalencije
na H. Prema tome, za proizvoljnu relaciju £ na skupu H, presek svih relacija
ekvivalencije koje sadrze relaciju £ je relacija ekvivalencije koju ¢emo nazivati
relacijom ekvivalencije generisanom relacijom £, i oznaCavacemo je sa &°€.
Lako se proverava da je

= (uetunye.

Neka je K proizvoljan podskup skupa H. Tada definiSemo relaciju Ex
na H kao relaciju ekvivalencije na H koja ima samo dve klase: K i H \ K,
tj.
g =K xKU(H\K)x(H\K).

Drugim re¢ima, za elemente a,b € H vazi

(1.1) (a,b) €

& a,beKilia,be H\K,

odnosno
(1.2) (a,b) €g & (a€ K & beK).

Za relaciju ekvivalencije 8 na skupu H kazemo da zasicuje podskup
K C H ako se K moze predstaviti u obliku unije nekih 6-klasa od H.
Relacije ekvivalencije koje zasi¢uju podskupove okarakterisane su sledecom
teoremom.

Teorema 1.2.3. Neka je K neprazan podskup skupa H. Tada relacija ek-
vivalencije 6 na H zasicuje K ako i samo ako je 6 C ¢

Dokaz. Neka je 0 relacija ekvivalencije na H koja zasi¢uje K. Kako 60
zasi¢uje K, to se K moze zapisati u obliku K = J{C;|i € I}, gde C;, i € I
jesu #-klase skupa H. Uzmimo proizvoljan par (a,b) € 6. Ako je a € K,
tada imamo da a € Cj, zaneki i € I, pa iz (a,b) € 0 sledi da je b€ C; C K.
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Na potpuno isti nac¢in dokazujemo da iz b € K sledi a € K. Dakle, prema
(1.2) imamo da je (a,b) € g, tj. 0 C e

Obratno, neka je 6 C ¢,.. Jasno je da je K C (J{af|a € K}. Da bi
dokazali obratnu inkluziju, treba dokazati da je af C K, za svaki a € K.
Zaista, neka je a € K ib € af. Tada (a,b) € 0 C ¢, paiza € K i (1.2)
sledi da je b € K, §to je i trebalo dokazati. Prema tome, dokazali smo da je
K =J{ab|a € K}, sto znaci da 0 zasi¢uje K. [

Posledica 1.2.1.  Za proizvoljan neprazan podskup K skupa H, relacija €,
je najveca relacija ekvivalencije na H koja zasicuje K.

Za neprazan podskup K skupa H, relaciju &, nazivacemo glavnom ekvi-
valencijom na H odredenom podskupom K.

Na kraju ovog odeljka uvodimo neke pojmove iz Teorije grafova koji Ce
biti potrebni u daljem tekstu. Pod pojmom grafa podrazumevamo ureden
par G = (G, ¢) koji ¢ine neprazan skup G, ¢ije elemente nazivamo ¢vorovima
grafa G, a ¢ je binarna relacija na G, Cije elemente nazivamo granama
grafa G. Primetimo da smo i ovde, jednostavnosti radi, a bez opasnosti od
zabune, graf i njegov skup ¢vorova oznagéili istim slovom G, odnosno izvrsili
smo poistoveéivanje grafa i njegovog skupa ¢vorova, isto kao Sto ¢emo u
narednim odeljcima poistoveéivati algebru i njen nosaé¢. Za granu (a,b) € o
kazemo da izlazi iz ¢vora a, a da ulazi u ¢vor b. Graficki, ¢vorove grafa G
predstavljamo tackama u ravni ili prostoru, a granu (a,b) € g predstavljamo
orijentisanom linijom (strelicom) koja izlazi iz a a ulazi u b.

Granu oblika (a,a) nazivamo petljom, a niz grana oblika

(a1,a2), (az,a3), ..., (an—1,0,) € 0

nazivamo putem u grafu G, za koji kazemo da vodi od ¢vora a do ¢vora b.
Broj grana u tom nizu nazivamo duZinom tog puta.

Primer 1.2.1. Neka je graf G = (G, o) zadat sa:
G ={a,b,c} 1 o0={(a,b),(a,c),(bb),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf predstavljamo slede¢om slikom:

C
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Primetimo da ovaj graf ima petlju u ¢voru b i da ne postoji put koji vodi od ¢vora
b ili ¢ do ¢vora a.

U teoriji grafova se ¢esto koristi konvencija prema kojoj se, ukoliko se u
grafu javljajuigrana (a, b) i grana (b, a), ne povlace dve suprotno orijentisane
linije izmedu ¢vorova a i b, nego se povlaéi ili jedna dvostruko orijentisana
linjja ili jedna neorijentisana linija. Tako se graf iz Primera 1.2.1 moze
prikazati i na jedan od slede¢a dva nacina:

C C

a b a b

Takode, orijentacija linije koja predstavlja petlju nema nikakvog znacaja, pa
se Cesto izostavlja, kao $to je to uCinjeno na prethodnim slikama.

Jedna posebna vrsta grafova igra veoma vaznu ulogu u predstavljanju
automata, koji su tema narednih glava. To su takozvani oznaceni grafovi
koje mozemo shvatiti kao grafove kod kojih su grane oznacene simbolima iz
izvesnog skupa X. Preciznije, oznaceni graf G definiSe se kao trojka G =
(G, X, \), gde je G skup évorova grafa, X je skup oznaka a A C G x X x G.
Ako je (a,x,b) € A, tada kazemo da je grana (a,b) oznacena simbolom z,
koji nazivamo oznakom grane (a,b). Jasno, grana moze imati vise razli¢itih
oznaka, pa prilikom grafickog predstavljanja grafa orijentisanoj liniji kojom
predstavljamo izvesnu granu pridruzujemo spisak ili skup simbola kojima
je ta grana oznacCena. Drugim rec¢ima, grane grafa su zapravo oznacene
podskupovima skupa X. Jedan oznaceni graf prikazan je na sledecoj slici:

ag Yy al Yy as

Yy T,y
a2
L,y
Drugi vazan tip grafova, koji ¢e igrati vaznu ulogu kod izuCavanja jezika,

su stabla. Pod korenskim stablom, ili, jednostavnosti radi, samo stablom,
podrazumevamo graf D bez petlji koji ispunjava sledeée uslove:
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(a) postoji ta¢no jedan évor u koji ne ulazi ni jedna grana, koji nazivamo
korenom stabla D;

(b) u ostale ¢vorove ulazi taéno po jedna grana;

(c) za svaki ¢vor, osim korena, postoji tacno jedan put koji vodi od korena
do njega.

Duzinu puta koji vodi od korena do nekog ¢vora nazivamo nivoom tog ¢vora.
Ako je k nivo datog ¢vora, onda kazemo da je taj ¢vor na k-tom nivou. Za
koren kazemo da je nivoa 0.

Cvor iz koga ne izlazi nijedna grana zovemo listom, ili zavrinim évorom.
Stablo iz ¢ijeg svakog ¢vora, sem listova, izlaze taéno dve grane nazivamo
binarnim stablom. Binarno stablo kod koga su svi listovi istog nivoa nazi-
vamo potpunim. Kod takvog stabla, na i-tom nivou postoji tac¢no 2! évorova,
a ako to stablo ima k nivoa, tada je broj n svih ¢vorova tog stabla jednak

n=14+2+22+4... 42k =kl _1

Pri tome je broj listova jednak 2F = 2L a broj ostalih évorova je 28 — 1 =

2
”Tfl. Ako binarno stablo nije potpuno, onda su broj listova i broj ostalih

¢vorova manji od tih brojeva.

Ako je a proizvoljan ¢vor stabla D, tada stablo D, = (Dg, 04), gde
je Dq skup svih évorova b € D za koje postoji neki put iz @ u b, a g,
je restrikcija relacije o na D,, nazivamo podstablom stabla D generisanim
¢vorom a. Jasno, koren ovog stabla je a. Ako je D, # D, tada kazemo da
je Dq pravo podstablo od D.

Ako je D = (D, p) stablo, Y je neki neprazan skup i ¢ : D — Y je
preslikavanje, tada kazemo da je D stablo obeleZeno elementima skupa Y.
Pri tome, u grafickom predstavljanju stabla D, ¢vor a € D obelezavamo sa
ap € Y. Primetimo da se ovaj pojam razlikuje od pojma oznacenog grafa,
kod koga su, kao sto smo videli, obelezene grane, a ovde su obelezeni ¢vorovi.

Literatura: Bogdanovi¢ and Cirié [1993], Ciri¢, Bogdanovié and Kovacevié [1998],
Cvetkovi¢ and Simié [1996], Cvetkovié¢ [1996], Davey and Priestley [1990], Howie
[1976, 1991, 1995], Madardsz and Crvenkovié [1992], Mili¢ [1991].

1.3. Algebre, podalgebre, homomorfizmi i kongruencije

Neka je A neprazan skup. Kao §to smo rekli u prvom odeljku, za n € N,
sa A" oznacavamo skup svih uredenih n-torki elemenata iz A, i dodatno,
stavljamo da je A = {@}. Sada, za n € N°, pod n-arnom operacijom na
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skupu A podrazumevamo svako preslikavanje f : A” — A. U tom slucaju,
broj n se naziva duZina ili arnost operacije f. Iako ¢e u ovoj knjizi simboli
kojima oznacavamo preslikavanja biti pisani sa desne strane argumenata na
koje deluju, kod operacija ¢emo koristiti drugaciji nac¢in oznacavanja, ¢ime
¢e razlika izmedu obi¢nih preslikavanja i operacija biti jos uocljivija. Naime,
slika n-torke (ai,...,a,) € A™ u odnosu na operaciju f biée oznacavana sa
f(al, ce ,an).

Operacije duzine 1 nazivaju se unarnim, operacije duzine 2 se nazivaju
binarnim, a operacije duzine 0 se nazivaju nularnim operacijama. Ako je f
binarna operacija na A, tada radije piSemo “afb” umesto “f(a,b)”. Nularne
operacije su karakteristicne, pa ¢emo se neSto viSe zadrzati na njima da
bi smo pojasnili njihovo dejstvo. Naime, nularna operacija je preslikavanje
f: A" — A. Kako se skup A° sastoji iz samo jednog elementa @, to se tim
preslikavanjem ustvari fiksira jedan element — konstanta f(&) € A. Zato
umesto o nularnim operacijama na skupu A ¢esto radije govorimo o izboru
i fiksiranju izvesnih konstanti u tom skupu.

Tip algebri, ili signatura, kako se Gesto jos zove, definiSe se kao skup sim-
bola 7 sa svojstvom da je svakom simbolu f € 7 pridruzen neki broj n € N°,
koji nazivamo arnost ili duZina simbola f. U tom sluc¢aju za f kazemo da
je n-arni operacijski simbol. Nularne operacijske simbole nazivamo znacima
konstanti. Za broj n € N°, skup svih n-arnih operacijskih simbola iz 7
oznaCavatemo sa T,. Pod univerzalnom algebrom, ili krace samo algebrom
tipa T podrazumevamo uredeni par (A, F'), gde je A neprazan skup, koji
nazivamo nosacem te algebre, i F = {f4|f € 7} je familija operacija in-
deksirana skupom 7 tako da je svakom n-arnom operacijskom simbolu f € 7
pridruzena n-arna operacija f4 na A. Operacije f4, f € 7, nazivaju se
fundamentalnim operacijama pomenute algebre, a njihovom kompozicijom
se dobijaju izvedene operacije te algebre. Ponekad, kada je nosa¢ A poznat,
izostavljamo gornji indeks A i pisemo jednostavno “f” umesto “f4”. Ako je
f binarni operacijski znak, obi¢no pisemo “afb” umesto “f(a,b)”. U slu¢aju
kada ne postoji opasnost od zabune, obi¢no identifikujemo algebru (A, F) i
njen nosac A, tako da umesto “algebra (A, F')” kazemo “algebra A”. Kao §to
smo veé napomenuli, ako je f nularni operacijski simbol tada f# identifiku-
jemo sa konstantom iz A koju ta nularna operacija fiksira. Za proizvoljan
tip algebri 7, na proizvoljnom jednoelementnom skupu A = {a} mozemo
definisati operacije tipa 7 na sledeé¢i nacin: ako je f € 7,, za neki n € N,
tada stavljamo da je f4(a,...,a) = a, a za f € 1y stavljamo da je f4 = a.
Tako definisanu algebru tipa 7 nazivamo trivijalnom ili jednoelementnom
algebrom.
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Tip algebri 7 nazivamo konacénim tipom ako je 7 konacan skup simbola,
a algebru takvog tipa nazivamo algebrom konacnog tipa. Algebra ¢iji tip
sadrzi samo unarne operacijske znake naziva se unarna algebra, a algebra
Ciji tip sadrzi samo jedan i to binarni operacijski znak naziva se grupoid.
Za oznacavanje jedine binarne operacije grupoida A obi¢no se koristi simbol
-, pri ¢emu se za a,b € A, radi dodatnog pojednostavljenja, umesto “a - b”
pise “ab”. Grupoid A u kome za sve x,y,z € A vazi uslov (zy)z = z(yz),
naziva se polugrupa, pri ¢emu se taj uslov naziva asocijativnim zakonom. O
polugrupama ¢e biti re¢i u nekoliko posebnih poglavlja.

Neka je A algebra tipa 7. Podskup B C A nazivamo podalgebrom od A
ako je zatvoren za sve fundamentalne operacije algebre A, odnosno ako vaze
sledeéi uslovi:

(i) fA € B, za svaki f € 19,
(ii) za f € T, n €N, iz a1,...,a, € B sledi f4(ay,...,a,) € B.

Drugim rec¢ima, B je podalgebra od A ako i samo ako je B algebra istog
tipa 7. Za nosace tih algebri vazi B C A i za proizvoljan f € 7, fB je
restrikcija operacije f4 na B. U pojedinim slucajevima, kada 7 ne sadrzi
nularne simbole, prazan podskup algebre se definiSe kao njena podalgebra
i naziva se prazna podalgebra. Pod pojmom klase algebri podrazumevamo
svaku klasu koja se sastoji od algebri istog tipa. Za klasu algebri K, sa
S(K) oznacavamo klasu svih podalgebri algebri iz K. Za klasu K kazemo
da je zatvorena za operator S : K — S(K), ili da je zatvorena za podalgebre,
ako je S(K) C K.

Neka je H neprazan podskup algebre A tipa 7. Neka je sa (H) oznacen
presek svih podalgebri od A koje sadrze podskup H. Nije tesko proveriti da
je (H) najmanja podalgebra od A koja sadrzi H, i mi ¢emo govoriti da je
(H) podalgebra od A generisana skupom H.

Teorema 1.3.1. Neka je A algebra tipa T i neka je H neprazan podskup
od A. Definisimo induktivno niz {Ex(H)}ren podskupova od A na sledeéi
nacin:

BEy(H) = HU{f"|f € o},
By (H) = Ex(H)U{f*ay,...,an) | f €T, n €N, ay,...,a, € Ex(H)},
za k € N. Tada je {Ex(H)}ren rastuéi niz skupova i vazi

(H) = | Ex(H).

keN



18 GLAVA 1. ALGEBARSKE OSNOVE

Dokaz. Iz definicije niza { Ex(H ) } xen neposredno sledi da je on rastuéi niz
skupova. Dalje, stavimo da je

E =] Ew(H).

keN

Da bi smo dokazali da je E C (H), treba dokazati da je Ex(H) C (H), za
svaki k € N. To ¢ée biti dokazano indukcijom po k. Jasno, Ey(H) C (H).
Pretpostavimo da je Ex(H) C (H) za neki k € N, i uzmimo proizvoljan f €
Tn, gde je n € N, i proizvoljne a1, ...,a, € Ex(H). Tada ay,...,a, € (H),
prema indukcijskoj pretpostavci, odakle je f4(a1,...,a,) € (H), jer je (H)
podalgebra od A. Prema tome, Ey1(H) C (H). Time smo dokazali da je
Ex(H) C (H), za svaki k € N, odnosno da je E C (H).

Sa druge strane, za dokaz obratne inkluzije (H) C E, dovoljno je dokazati
da je E podalgebra od A. Uzmimo proizvoljan f € 7,, gde je n € N,
i proizvoljne ai,...,a, € E. Kako je {Ex(H)}ren rastuéi niz skupova,
to postoji k € N tako da je ai,...,a, € Eyp(H), pa tada imamo da je
fA(a1,...,an) € Epp1(H) C E. Dakle, dokazali smo da je E podalgebra od
A. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [

Primetimo da za konaéne algebre prethodna teorema daje efektivni pos-
tupak za konstrukciju podalgebre generisane datim podskupom algebre. Na
generatorne skupove ¢emo se vracati i kasnije, kada budemo govorili o polu-
grupama i monoidima, kao i o automatima.

Ako je H neprazan podskup algebre A takav da je (H) = A, tada kazemo
da H generise Aida je H generatorni skup algebre A. Za algebru A kazemo
da je konacéno generisana ako ima konacan generatorni skup. Ako algebra A
ima jednoelementni generatorni skup, tada kazemo da je monogena (ponegde
se koristi i naziv ciklicna).

Neka su A i B algebre tipa 7. Preslikavanje ¢ : A — B naziva se
homomorfizam iz A u B ako vaze sledeéi uslovi:

(i) ako je f € 1o, tada je fA¢ = fB,
(ii) ako je f € Ty, zan € N;iay,...,a, € A, tada je

(fHar,....an))0 = fP(a16,...,an0).

Ako je, uz to, ¢ injektivno (jedan-jedan) preslikavanje, tada kazemo da je ¢
monomorfizam ili da je potapanje iz A u B i da se A moze potopiti u B.
Sa druge strane, ako je ¢ sirjektivni homomorfizam iz A na B, tada kazemo
da je ¢ epimorfizam iz A na B. Konacno, ako je homomorfizam ¢ : A — B
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istovremeno injektivan i sirjektivan, tada kazemo da je ¢ izomorfizam iz A
na Bidasu Ai B izomorfne algebre, §to simbolicki pisemo A = B. Lako se
proverava da je = relacija ekvivalencije na klasi svih algebri tipa 7. Svaka
algebra izomorfna datoj algebri A bi¢e ponekad nazivana njenom izomorfnom
kopijom. Za klasu algebri K, sa H(K) oznacavamo klasu svih homomorfnih
slika algebri iz K, a sa I(K) klasu svih izomorfnih kopija algebri iz K. Za
klasu K kazemo da je zatvorena za operator H : K — H(K), ili da je
zatvorena za homomorfne slike, ako je H(K) C K, i da je zatvorena za
operator I : K — I(K), ili da je algebarska klasa, ako je I(K) C K.

Sa algebarske tacke glediSta, izomorfne algebre imaju istu algebarsku
strukturu, i jedina razlika medu njima je u razli¢itom oznacavanju njihovih
elemenata, pa obi¢no identifikujemo izomorfne algebre, tj. tretiramo ih kao
jednake ili kao istu algebru.

Homomorfizam algebre A u nju samu nazivamo endomorfizmom te al-
gebre, a izomorfizam A na samu sebe nazivamo automorfizmom te algebre.

Ako su A i B algebre tipa 7, ¢ : A — B je homomorfizam i H C A i
K C B su neprazni skupovi, tada skup

Ho = {ag|a € H}
nazivamo homomorfnom slikom skupa H u odnosu na ¢, a skup
K¢ '={ac Alap € K}

nazivamo inverznom homomorfnom slikom skupa K u odnosu na ¢. Ako su
H i K podalgebre od A i B, tim redom, tada sui H¢ i K¢~ podalgebre
od B i A, tim redom.

Neka je 6 binarna relacija na algebri A tipa 7. Ako je f € 7,, zan € N,
tada kazemo da je 0 saglasna (ili kompatibilna, kako se jos ponekad kaze)
sa fundamentalnom operacijom f4 na A ako iz a; 0 b;, za sve i € [1,n], sledi

fAar, ... an) 0 fA(by, ... by).

Ako je f € 79, tada kazemo da je 6 saglasna sa nularnom operacijom f4
ako je fA6 fA. Ocigledno, refleksivna relacija je uvek saglasna sa nularnim
operacijama. Relaciju ekvivalencije koja je saglasna sa svim fundamentalnim
operacijama na algebri A nazivamo relacijom kongruencije, ili krate samo
kongruencijom na A.

Neka je 6 kongruencija na algebri A tipa 7. Tada se faktor-skup A/6
takode moze naciniti algebrom istog tipa 7 ako fundamentalne operacije
tipa 7 na A/60 definiSemo na sledeéi naéin:



20 GLAVA 1. ALGEBARSKE OSNOVE

(i) ako je f € 79, tada stavljamo da je f4/¢ = f4/6;
(ii) ako je f € Tp, zan € N, i a10,...,a,0 € A/6 su proizvoljni elementi,
tada stavljamo da je

FA(a10, ... anb) = (fAa1, ..., an))b.

Kako je 6 saglasna sa f4, za svaki f € 7,, n € N, to su operacije f4/?
dobro definisane, §to znaci da vrednost od f4/ 9(a10, ...,an0) ne zavisi od
toga kako smo odabrali predstavnike a1, ..., a, 6-klasa a0, ..., a,60. Drugim
recima, ako je ;0 = a}f, za a;,a, € Aii € [1,n], tada imamo da je

(fA(ah ceey an))9 = (fA(a/b s a;))e,

zbog saglasnosti relacije 6 sa operacijom f4.

Algebra A/0 tipa 7 sa fundamentalnim operacijama fA/? definisanim na
gornji na¢in naziva se faktor-algebrom (kolicnickom algebrom) algebre A u
odnosu na kongruenciju 6.

Vezu izmedu kongruencija i homomorfizama daje nam sledeca teorema.

Teorema 1.3.2. (Teorema o homomorfizmu). Ako je 0 kongruencija
na algebri A tipa T, tada je 0% homomorfizam od A na A/6.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam algebre A tipa T na algebru B istog tipa,
tada je ker ¢ kongruencija na A i preslikavanje @ : A/ ker ¢ — B definisano
sa

(aker )P = ag,

za a € A, je izomorfizam iz A/ ker ¢ na B.

Drugi deo Teoreme o homomorfizmu moze biti formulisan i na sledeci
nacin: za proizvoljan homomorfizam ¢ : A — B postoji izomorfizam @ iz
A/ ker ¢ na B tako da sledeéi dijagram komutira:

A ¢ B

(kero):| 7

A/ ker ¢
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Za kongruenciju #, homomorfizam 6% se naziva prirodni homomorfizam
kongruencije 6, a za homomorfizam ¢, kongruencija ker ¢ se naziva jezgro
homomorfizma ¢. U svetlu Teoreme o homomorfizmu, ne¢emo praviti razliku
izmedu pojmova “faktor-algebra” i “homomorfna slika algebre”.

Teorema 1.3.3. (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je A algebra
tipa T 1 neka su 0 i o kongruencije na A takve da je 8 C o. Tada je relacija

0/0 na AJ0 definisana sa
(1.3) 0/0 = {(ab,b0) € (A/0) x (A/0) | (a,b) € o}

kongruencija na A/0 i (A/0) /(0/0) = A/o.

Dokaz. Neka je ¢ : A/ — A/p preslikavanje definisano sa (af)¢p = ap.
To preslikavanje je dobro definisano jer je 8 C p. Dalje, za f € 7,,, n € N, i
a10,...,a,0 € A/f, imamo da je

(fA/f’(ale, o ,an9))¢> - ((fA(al, ) 9)¢> - (fA(al, o ,an))g _
= fA%(a1p,...,an0) = fA/Q((a19)¢, e (anH)qS),

aza f€mije (fA9)¢ = fA0. Prema tome, ¢ je homomorfizam. Osim toga,
(af)p = (b0)¢ ako i samo ako je ap = bp, odnosno (a,b) € p, pa zakljutujemo
da je ker ¢ = p/6. To znaéi da je ¢/6 kongruencija na A, pa prema Teoremi
o homomorfizmu dobijamo da je (A/6) /(0/0) = A/o. O

Ako su K1 i Ko dve klase algebri tipa 7, tada se Maljcevljev proizvod
klasa K1 i Ko, oznacen sa K1 o Ko, definiSe kao klasa svih algebri A tipa
7 koje imaju osobinu da postoji kongruencija 6 na A takva da odgovarajucéa
faktor-algebra A/6 pripada klasi K a svaka #-klasa od A koja je podalgebra
od A pripada klasi K.

Neka je X skup izvesnih objekata koje ¢emo nazivati promenljivim i neka
je 7 tip algebri. Tada se skup T'(X), ¢ije elemente nazivamo termima tipa 7
nad X, definiSe kao najmanji skup koji zadovoljava sledece uslove:

(i) X U7y CT(X), tj. promenljive i znaci konstanti su termi;

(ii) ako je f € 7, zaneki n € N, i uy,...,u, € T(X), tada i izraz (niz)
oblika f(u1,...,u,) pripada T(X), tj. ako je f € 7, 1 uy,...,u, su
termi, tada je i f(uq,...,uy,) term.
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Slucaj X = @ je dozvoljen samo ukoliko je 19 # @. Kako su termi ustvari
nizovi simbola definisani pomoc¢u pravila (i) i (ii), to za dva terma u =
flut,...,up)iv=g(vi,...,vm), f € Tn, g € T, imamo da su jednaki ako
i samo su jednaki kao nizovi simbola, tj. ako je m =n, f =g iu; = v;, za
svaki ¢ € [1,n].

Na skupu 7' = T'(X) mogu se definisati operacije tipa 7 na sledeéi naéin:
ako je f € 79, tada je fT jednako termu f, a ako je f € 7,, zan € N, i
ut,...,uy €T, tada je f7(ug,...,u,) jednako termu f(u1,...,u,). Na taj
nacin T'(X) postaje algebra tipa 7 koju nazivamo term algebrom tipa T nad
skupom X. Jasno je da je algebra T'(X) generisana skupom X.

Slede¢om teoremom data je jedna vrlo vazna osobina term algebri:

Teorema 1.3.4. Neka je T'(X) term algebra tipa T nad skupom promenlji-
vih X. Ako je A algebra tipa T i ¢ je preslikavanje iz X u A, tada

(a) postogi jedinstven homomorfizam @ : T(X) — A koji je proSirenje
preslikavanja ;
(b) ako skup X ¢ generise A, tada ¢ slika T'(X) na A.

Dokaz. Stavimo da je T = T(X) i definisimo induktivno preslikavanje
@ : T — A naslededi nacin: ¢ = zp, zaz € X, f1o = f4, za f € 19, a ako
je f €y, zaneN,iug,...,u, €T tako da je u1, ..., u,@ veé definisano,
tada je

(fT(Uh e Up))P = fA(U1837 s Un D).

Lako se proverava da je @ homomorfizam i da je proSirenje preslikavanja .

Neka je ¢ : T(X) — A proizvoljan homomorfizam koji je prosirenje
preslikavanja ¢. Kako je term algebra T'(X) generisana skupom X, to prema
Teoremi 1.3.1 imamo da je

7(x) = | Bu(),
keN

gde su skupovi Ejy(X) definisani kao u pomenutoj teoremi. Indukcijom po
k dokazacemo da je u¢p = up, za svaki term u € E(X) i svaki k£ € N. Jasno
jedaje fo=fA=fPiaxp=xp=uap, zasvaki f € 101z € X, §to znaci
da je u¢p = up, za svaki term u € FE1(X). Pretpostavimo da je up = up,
za svaki term u € Fy(X), za neki k € N, i uzmimo da je u € Ex1(X), tj.
u= f(ui,...,un), zaneke f € 7,, n € Ny iuy,...,u, € E(X). Imajuéi u
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vidu da su ¢ i ¢ homomorfizmi, prema indukcijskoj pretpostavci sledi da je

w6 = (1w ua) )6 = WS, un) =
= PP, ) = (7)) 6 = u

Prema tome, indukcijom dobijamo da je u¢ = u@p, za svaki term u € T'(X),
Sto znaci da je ¢ = @. Time je dokazano da se ¢ na jedinstven nacin moze
prosiriti do homomorfizma iz T'(X) u A.

Dalje, neka skup X generise algebru A. Indukcijom po k lako dokazu-
jemo da je Ex(X¢) = (Ex(X)) @, za svaki k € N, odakle dobijamo da je

A= Buxe) = [ B0 8= (U EX))2 = (T(X)) 2,

keN keN keN

¢ime smo dokazali da vazi (b). O

Neka je T' = T'(X) term algebra tipa 7 nad skupom X. Za term u € T
neka je sa ¢(u) oznacen skup svih promenljivih koje se javljaju u u, koji éemo
nazivati sadrzajem terma u. Ako je |c(u)| < n, tada se u naziva n-arnim
termom. U slu¢aju kada zelimo da naznac¢imo da je c(u) C {x1,...,2,},
zapisiva¢emo u kao u(x1,...,zy).

Za algebru A tipa 7, operacije tipa 7 na A smo u prethodnom odeljku
nazvali fundamentalnim operacijama. Takode, rekli smo da se njihovom
kompozicijom dobijaju i druge operacije koje nazivamo izvedenim. Te ope-
racije su, zapravo, term operacije koje ovde formalno definiSemo. Neka je
u(xy,...,x,) € T proizvoljan n-arni term i neka je A algebra tipa 7. Tada
definisemo induktivno n-arnu operaciju u” na A na sledeéi nacin:

(i) Ako je u promenljiva z;, za nekii € [1,n], tada u? jeste i-to projekciono

preslikavanje, tj. za sve ay,...,a, € A je
utay,. .. an) = a;.
(ii) Ako je u = f € 19, tada za sve a1, ...,a, € A je
uA(al,...,an) = f4.
(iii) Ako jeu = f(ui,...,up), gdeje f € 7, zanekin € Njiuy,...u, €T
tako da su uf‘, e ,u;? veé definisani, tada za sve ay,...,a, € A je

utay, ... an) = fluay, ... an), .. ul(a,. .. an)).
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A nazivamo term operacijom na A koja odgovara termu u.

Operaciju u
Teorema 1.3.5. Neka su A i B algebre tipa 7 i neka je T = T(X) term
algebra tipa ™ nad skupom X.

(a) Ako jewu € T proizvoljan n-arni term i 6 € Con(A), tada iz (a;,b;) € 0,
za sve i € [1,n], sledi

(i (a1, ... an), u(b1,...,by)) € 0.

(b) Ako je uw € T proizvoljan n-arni term i ¢ : A — B je homomorfizam,
tada za sve aq,...,a, € A vazi

(utay, ... an))e = uP (b, ..., bpp).
(c) Ako je U podskup od A, tada je

U) = {u(ay,...,an) | u €T jen-arni term, ay, ... ,a, € U}.

Dokaz. Indukcijom po k se jednostavno dokazuje za svaki k € N, tvrdenja
(a) i (b) vaze za svaki term u € Ei(X). Sa druge strane, tvrdenje (c) je
neposredna posledica definicije term operacije i Teoreme 1.3.1. [

Literatura: Artamonov, Salii, Skornyakov, Shevrin and Shulgeifer [1991], Burris
and Sankappanavar [1981], Cohn [1965], Grétzer [1968], Jénsson [1972], Kocinac
and Mandak [1996], Kurosh [1973], Mijajlovi¢ [1993], Maljcev [1970].

1.4. Polugrupe

Prema ranije uvedenoj definiciji, algebru sa jednom operacijom, i to bina-
rnom, nazivamo grupoidom. Operaciju na grupoidu S obi¢no oznacavamo
tackom “-”, a za a,b € S obi¢no piSemo ab umesto “a - b”.

Neka je dat grupoid S'i elementi a, b, ¢ € S. Ako pomnozimo elemente a i
b, tim redom, dobijamo element ab iz S. Ako dalje pomnozimo elemente ab i
¢, tada ¢emo njihov proizvod oznaciti sa (ab)c, pri cemu zagrade oznacavaju
da smo najpre pomnozili a i b, a zatim njihov proizvod i ¢, tim redom. Sa
druge strane, ako pomnozimo prvo b i ¢, a zatim a pomnozimo njihovim
proizvodom, tim redom, dobijamo proizvod koji oznacavamo sa a(bc). U
opstem slucaju, kod grupoida se proizvodi (ab)c i a(be) razlikuju. Medutim,
moze se desiti da operacija grupoida zadovoljava taj uslov, tj. da je (ab)c =
a(bc), za svaki izbor elemenata a, b, c € S, i u tom slucaju kazemo da je takva
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operacija asocijativna, odnosno da zadovoljava asocijativni zakon. Grupoid
Cija je operacija asocijativna nazivamo polugrupom.

Ustanoviti da li je operacija grupoida asocijativna Cesto nije jednos-
tavno. U knjizi Clifforda i Prestona [1961] naveden je Lightov test asocija-
tivnosti konac¢nih grupoida. On se sastoji u sledeéem: Neka je (.S, -) grupoid.
Definigimo na S dve nove operacije * i o sa:

rxy=x-(a-y), xoy=(xr-a)-y, (z,y €9),

gde je a € S fiksirani element. Jasno je da na S vazi asocijativni zakon ako
i samo ako su operacije * i o jednake za svaki a € S.

Oslikajmo ovaj postupak na jednom primeru.

Primer 1.4.1. Neka je (5,-) grupoid dat tablicom:

a B
a|a o
BB «

Tada za a = « proizvod a -y je u prvoj vrsti (aw), i za a = 8 proizvod a -y je u
drugoj vrsti (Ba).

Progirimo sada datu tablicu na desno najpre pomoc¢u prve, a potom pomocu
druge vrste, i izvr§imo sva mnozenja pomocu elemenata iz S. Na taj nacin dobijamo
operaciju * za oba elementa grupoida S. Sli¢no, prosirimo tablicu na dole pomoc¢u
kolona iz S. Tako dobijamo operaciju o za sve elemente iz S.

g

R LI

= QR

Bk

=@ QR

Q Q@@ LR

(0%
(0%
(0%
[a]
(0%
(0%

Q Q@R |™® R

Sada nije tesko videti da se za a = « tablice za * i o ne poklapaju, jer je
BxB=p-(a-B)=p-a=p, Pof=(B a) B=F0=q,
§to se vidi u prosirenoj tablici. Dakle, gornjom tablicom nije definisana polugrupa.
Asocijativni zakon moze se uop$titi na sledeéi nacin. Za grupoid G

kazemo da zadovoljava uopsteni asocijativni zakon ako za svaki prirodan
broj n > 3 i proizvoljnu n-torku aj, as, ..., a, elemenata iz S, svi proizvodi
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tih elemenata u kojima se oni javljaju tim redom (gledano sleva na desno)
su jednaki. Drugim re¢ima, to znaci da proizvod tih elemenata ne zavisi od
rasporeda zagrada, odnosno od redosleda kojim se taj proizvod izrac¢unava,
ve¢ samo od redosleda javljanja Cinilaca u proizvodu.

Jasno, kad god vazi uopSteni asocijativni zakon, tada vazi i asocijativni
zakon. Sledeca teorema nam kaze da vazi i obratno: Da bi na grupoidu vazio
uopsteni asocijativni zakon, dovoljno je da vazi asocijativni zakon:

Teorema 1.4.1. Svaka polugrupa zadovoljava uopsteni asocijativni zakon.

Dokaz. Najpre éemo za proizvoljan prirodan broj k > 3 i proizvoljne a1, ao,
.,ar € S uvesti sledeéu oznaku:

ajag - ap = al(ag(ag ce (ak,lak) .. ))

Teoremu ¢emo dokazati indukcijom. Jasno, uslovi uopstenog asocija-
tivnog zakona vaze za n = 3. Uzmimo da je n > 3 i da uslovi uopstenog
asocijativnog zakona vaze za svaki prirodan broj r < n.

Uzmimo da je u element iz S jednak proizvodu elemenata ay, as, ..., ay,
sa nekim razmestajem zagrada, u kome se ovi elementi javljaju datim re-
dom. Tada se u moze zapisati u obliku v = vw, gde je v proizvod eleme-
nata aj,asz,...,a, i w je proizvod elemenata a,yi,aryo,...,a,, (sa nekim
razmesStajima zagrada), gde je 1 < r < n. Indukcijom dobijamo da je
V=01a2 0 Gr 1 W = Qry1Qry2 - Ap, 1

u=ovw = (a1a2... )(ar+1ar+2 ) e ( ( "a?“))(a?“+la7'+2"'an)
= a1((az - a)(art1ar42 - )) ar(ag - ar@rp1ar42 - ay)
= a1a2 o an‘

zar>1,iu=vw=aji(ag---a,) =ajay---ap, zar =1. Ovim je dokazano
tvrdenje teoreme. []

Teorema 1.4.1 nam dozvoljava da u polugrupi S izostavimo sve zagrade
u proizvodima elemenata iz S. Na taj nac¢in ¢emo proizvod elemenata

ai,a9,...,a, € S, u kome se oni javljaju tim redom, oznacavati prosto
sa aias - -an, kao u dokazu Teoreme 1.4.1. Ako je a; = a, za svaki ¢ €
{1,2,...,n}, tada proizvod ajas - - - a,, oznacavamo sa a", i nazivamo ga n-ti

stepen elementa a € S. Primetimo da se kod grupoida ne moze dati ovakva
definicija stepena.
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Primer 1.4.2. Jedan od najprirodnijih primera asocijativnih operacija je opera-
cija dopisivanja, ili, kako se u matematici cesto zove, konkatenacija. To je operacija
kojom od zadatih grafickih simbola, koje obi¢no nazivamo slovima, gradimo reci,
kao proizvode slova u odnosu na tu operaciju. Ova operacija je asocijativna, Sto
znaci da prilikom ispisivanja reci nije vazan vremenski red kojim smo ispisivali slova
koja grade neku re¢, ve¢ je bitan samo graficki raspored, posmatran sleva na desno,
kojim se slova javljaju u re¢i. Na primer, za re¢ "BROJ”, svejedno je da li smo je
napisali tako $to smo, jedno za drugim, sleva na desno, pisali slova ”B”, "R”, 70Q”
i 7J”, ili smo, mozda, zapisali prvo slovo ”7O”, zatim sa njegove leve strane "B”,
zatim desno od slova ”O” zapisali ”J”, i na kraju, izmedu slova "B” i 7O” ubacili
slovo "R”.

Vise o operaciji dopisivanja bic¢e receno kasnije.

Ako je S proizvoljna polugrupa, tada na skupu S mozemo definisati jos
jednu operaciju * sa: a* b = ba. Skup S sa tako definisanom operacijom je
takode polugrupa, koju nazivamo dualna polugrupa polugrupe S, u oznaci
S. Generalno, polugrupa ne mora biti komutativna, tj. vrednost proizvoda
zavisi od redosleda elemenata koji se u njemu javljaju, i kao posledica toga
u izrazima koji se odnose na polugrupe, njihove podskupove ili elemente
se ¢esto javljaju odrednice "levi” i ”"desni”. Dual izraza koji se odnosi na
polugrupu, njene podskupove ili njene elemente je izraz koji dobijamo za-
menom svake od odrednica "levi” sa "desni” i obratno, i zamenom svakog
proizvoda ab sa ba. Ako neko tvrdenje A povlaci tvrdjenje B, tada dual od
A povlaci dual od B. Zbog toga, ako je B neko tvrdjenje koje smo dokazali
i ako je C njegov dual, tada C ¢esto koristimo ravnopravno sa B, iako ga ne
dokazujemo.

Neka su S i T polugrupe. Preslikavanje ¢ : S — T je anti-homomorfizam
ako je (ab)p = (bo)(a¢), za sve a,b € S. Bijektivni anti-homomorfizam
nazivamo anti-izomorfizam. Polugrupe S i T su anti-izomorfne ako postoji
anti-izomorfizam iz S na T'. Jasno je da su polugrupe S i T anti-izomorfne
ako i samo ako je S izomorfna polugrupi T, tj. dualnoj polugrupi od T

Primer 1.4.3. Drugi vazan primer asocijativnih operacija su proizvod relacija, i
specijalan slucaj te operacije - slaganje (kompozicija) preslikavanja. Tako imamo
da skup B(H) svih binarnih relacija na skupu H ¢ini polugrupu, koju nazivamo
polugrupom binarnih relacija na H.

Sli¢no je i kod parcijalnih preslikavanja skupa. Naime, skup P7 (H) svih parci-
jalnih transformacija je takode polugrupa, u odnosu na mnozenje parcijalnih trans-
formacija, koju nazivamo polugrupom parcijalnih transformacijo na H.

U slu¢aju transformacija na skupu razlikujemo dve vrste polugrupa. Neka je H
neprazan skup. Za preslikavanje ¢ skupa H koristi¢emo dva nacina oznaavanja.
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Prvi nacin je desno oznacavanje preslikavanja:
QT TP, (xr € H).

Pri ovakvom oznacavanju kazemo da je ¢ preslikavanje skupa H pisano zdesna.
Proizvod preslikavanja a i § skupa H pisanih zdesna je preslikavanje a3 skupa H
koje se definiSe sa

z(af) = (za)p, (x € H).
Skup 7, (H) svih preslikavanja skupa H pisanih zdesna sa ovom operacijom je polu-
grupa koju nazivamo puna polugrupa transformacija (preslikavangja) skupa H pisa-
nih zdesna. Polugrupa 7,.(H) je podpolugrupa polugrupe P7 (H).

Drugi nacin oznacavanja je levo oznacavanje preslikavanja:
$ TP, (x € H).

U ovom slucaju kazemo da je ¢ preslikavanje skupa A pisano sleva. Proizvod pres-
likavanja « i 3 skupa H pisanih sleva je preslikavanje a0 skupa H koje definiSemo
sa:
(af)z = a(fx), (z € H).

Skup 7;(H) svih preslikavanja skupa H pisanih sleva sa ovom operacijom je polu-
grupa koju nazivamo puna polugrupa transformacija (preslikavanja) skupa H pisa-
nih sleva.

Jasno, polugrupe 7;(H) i 7,(H) su dualne. Zbog toga obitno razmatramo samo
jednu od tih polugrupa, najéesée polugrupu 7,.(H), pa ¢emo tu polugrupu krace
nazivati puna polugrupa transformacija (preslikavanja) skupa H.

Primer 1.4.4. Kao Sto je poznato, operacija sabiranja matrica definisana na
skupu istotipnih matrica (nad nekim datim prstenom) je asocijativna, pa ovaj skup
jeste polugrupa. To isto vazi i za operaciju mnozenja matrica definisanu na skupu is-
totipnih kvadratnih matrica, pa i kvadratne matrice u odnosu na operaciju mnozenja
matrica ¢ine polugrupu. Medutim, to ne vazi za skup nekvadratnih matrica, jer na
tom skupu mnozenje matrica nije definisano za svaki par matrica.

Neka je S polugrupa. Za elemente a,b € S kazemo da komutiraju ako je
ab = ba. Ako je A neprazan podskup polugrupe S, tada sa C'(A) ozna¢avamo
skup svih elemenata iz S koji komutiraju sa svakim elementom iz A. Skup
C(S) nazivamo centar polugrupe S a njegove elemente centralnim elemen-
tima. Polugrupa S je komutativna ako svaka dva njena elementa komutiraju,
tj. S = C(S). Polugrupa S je anti-komutativna ako za a,b € S, iz ab = ba
sledi @ = b, tj. ako svaki element iz S komutira samo sa sobom.

Element a polugrupe S je idempotent (idempotentan) ako je a®> = a.
Skup svih idempotenata polugrupe S oznacavamo sa F(.S). Polugrupa ¢iji su
svi elementi idempotenti je traka. Komutativnu traku nazivamo polumreza.
Polumreza S je lanac ako za sve a,b € S je ili ab = a ili ab = b.
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Primer 1.4.5. Operacije mnozenja i sabiranja prirodnih, celih, racionalnih, re-
alnih i kompleksnih brojeva su komutativne pa svi ovi skupovi brojeva u odnosu
na operacije sabiranja i mnozenja cine komutativne polugrupe. Jedan od primera
nekomutativnih polugrupa je polugrupa svih kvadratnih matrica proizvoljnog tipa
u odnosu na operaciju mnozenja matrica. Na primer, za matrice

1 1 . 10
R
nad prstenom celih brojeva vazi

2 0 . 1 1
w=[20] 0 mae[1 1)
pa je, dakle, AB # BA.

Neka je S polugrupa i neka je a € S. Element e € S je leva (desna)
jedinica elementa a ako je ea = a (ae = a), i e je jedinica elementa a ako
je ae = ea = a. Ako je e € § jedinica (leva jedinica, desna jedinica) za
sve elemente iz S, tada je e jedinica (leva jedinica, desna jedinica) polugrupe
S. Prema definiciji, svaka (leva, desna) jedinica polugrupe je idempotent.
Neposredno se proverava da polugrupa moze imati najviSe jednu jedinicu.
Polugrupu koja ima jedinicu nazivamo polugrupa sa jedinicom ili monoid.

Neka je S polugrupa i neka je e element koji nije sadrzan u S. Na
skupu S U {e} dodefinisimo mnozenje sa: ae = ea = a, (a € S), ee = e
(proizvodi elemenata iz S ostaju isti). Tada skup S U {e} sa tako defin-
isanim mnozenjem jeste polugrupa sa jedinicom e, i nazivamo je jedinicno
prodirenje polugrupe S pomoéu elementa e. Ako je S polugrupa, tada sa S!
oznacavamo polugrupu dobijenu iz S na sledeéi nacin: ako S ima jedinicu,
tada je ST = 9, a ako S nema jedinicu, tada S' jeste jedini¢no progirenje od
S pomoc¢u elementa 1. Jedinicu polugrupe najceSée oznacavamo simbolom
e ili 1. Koristedi jedini¢no prosirenje polugrupe, prosirujemo i definiciju ste-
pena u polugrupi: ako je S polugrupa i a je element iz S, tada je a® jedinica
monoida S?.

Neka je S polugrupa i neka je z € S. Element z je leva (desna) nula od S
ako je za = z (az = z), z je nula od S ako z jeste levai desnanulaod S, a z
je bi-nula od S ako je zaz = z, za svaki a € S. Lako se proverava da sve leve
nule, desne nule, nule i bi-nule polugrupa jesu idempotenti. Prema tome,
polugrupa u kojoj je svaki element bi-nula (resp. leva nula, desna nula) jeste
traka koju nazivamo pravougaona (resp. levo nulta, desno nulta) traka.
Drugim re¢ima, polugrupa S je pravougaona (resp. levo nulta, desno nulta)
traka ako je aba = a (resp. ab = a, ab =), za sve a,b € S. Neposredno se
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proverava da polugrupa moze imati najvise jednu nulu. Polugrupu koja ima
nulu nazivamo polugrupa sa nulom.

Ako je S polugrupa i ako je z element koji nije sadrzan u S, na skupu
S U {z} dodefinisimo mnozenje sa: az = za = z, (a € S), zz = z (proizvodi
elemenata iz S ostaju isti), i tada skup S U {z} jeste polugrupa sa nulom
z, koju nazivamo nulto progirenje od S pomocéu elementa z. Ako je S polu-
grupa, tada sa S° oznacavamo polugrupu dobijenu iz S na sledeéi naécin:
ako S ima nulu, tada je S° = S, a ako S nema nulu, tada S° jeste nulto
prosirenje od S pomoc¢u elementa 0. Nulu polugrupe obi¢no oznaéavamo
simbolom 0, i ¢esto izraz "{0}” zamenjujemo izrazom ”0”. U skladu sa
prethodnim oznakama, sa S = SY oznacavamo da je S polugrupa sa nulom
0. Akoje S = S%i A C S, tada koristimo oznake: A° = AU0, A® = A\ {0}.
Ako je S = 89, element a € S* je delitelj nule ako postoji b € S*® tako da je
ab = 0 ili ba = 0. Polugrupu S = S° koja nema delitelja nule, tj. kod koje
je S® podpolugrupa, nazivamo polugrupa bez delitelja nule.

Primer 1.4.6. Polugrupa (N, +) nema jedinicu, a njeno jedini¢no prosirenje je
upravo polugrupa (N° +), jer je 0 jedinica te polugrupe.

Sa druge strane, polugrupa (N,-) ima jedinicu 1, ali nema nulu, i njeno nulto
prosirenje je upravo polugrupa (N°,-), jer je 0 nula te polugrupe. Polugrupa (N°.)
nema delitelje nule.

Inace, polugrupe (N, +) i (N°, 4) nazivamo aditivnim polugrupama pri-
rodnih brojeva, a polugrupe (N,-) i (N°,.) multiplikativnim polugrupama
prirodnih brojeva. Odgovarajuce slicne nazive koristimo i za cele i druge
vrste brojeva, a takode i za matrice.

Primer 1.4.7. Primer polugrupe sa deliteljima nule je multiplikativna polugrupa
svih kvadratnih matrica proizvoljnog tipa. Na primer, za

=loa] oo

jeA#0, B#0i AB = 0, gde smo sa 0 oznacili nula matricu, tj. matricu ¢iji su
svi elementi nule.

Za polugrupu S kazemo da je levo (desno) kancelativna ako za proizvoljne
a,x,y € S, iz ar = ay (ra = ya) sledi z = y. Ako je S i levo i desno
kancelativna polugrupa, tada kazemo da je kancelativna.

Parcijalna (binarna) operacija nepraznog skupa S je preslikavanje ne-
praznog podskupa skupa S x S u S. Neprazan skup snabdeven parcijalnom
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operacijom nazivamo parcijalni grupoid. Ako je S parcijalni grupoid sa par-
cijalnom operacijom ”-” takav da je za proizvoljne x,y,z € S, proizvod
x - (y - z) definisan ako i samo ako je definisan proizvod (z - y) - z, i pri tome
su ti proizvodi jednaki, tada je S parcijalna polugrupa. Jasno je da svaki
podskup polugrupe jeste parcijalna polugrupa. Sa druge strane, ako je @)
parcijalna polugrupa, i ako je 0 element koji nije sadrzan u @, tada Q U {0}
sa operacijom ”-” definisanom sa:

9

oy =4 Y ako su x,y,zy € Q
vy= 0, inace

gde je zy proizvod u Q, jeste polugrupa koju oznacavamo sa Q, i nazivamo
nulto prosirenje parcijalne polugrupe Q.

Primer 1.4.8. Primer parcijalne polugrupe je skup svih matrica (nad nekim da-
tim prstenom). Naime, za matrice A, B i C, proizvodi (AB)C i A(BC) ne moraju
biti definisani, medutim, kad god je jedan od njih definisan, tada je definisan i onaj
drugi i pri tome su oni jednaki. Na primer, uzmimo da je definisan proizvod (AB)C.
Ako je matrica A tipa k x [, za neke k,l € N, tada B mora biti tipa [ x m, za neki
m € N, i matrica AB je tipa k X m. Da bi postojao proizvod (AB)C, onda C mora
biti tipa m X n, za neki n € N. Prema tome, A, B i C su redom tipova k X I, I x m
i m X n, pa je jasno da je definisan i proizvod A(BC) i da je (AB)C = A(BC).

Ako je H neprazan skup, tada sa P(H) oznacavamo partitivni skup skupa
H, tj. skup svih podskupova skupa H. Neka je S polugrupa. Na partitivnom
skupu polugrupe S definis§imo mnozenje sa:

AB={z € S|(Ja € A)(I € B)x = ab}, (A,BeP(5)).

Tada u odnosu na ovu operaciju P(S) jeste polugrupa koju nazivamo par-
titivna polugrupa polugrupe S. Jasno je da je P(S) polugrupa sa nulom
@ (prazan skup), bez delitelja nule. Definicije i oznake koje smo uveli za
mnozenje elemenata polugrupe .S, koristi¢emo i za mnozenje elemenata polu-
grupe P(S). Za element a polugrupe S, u proizvodima podskupova od S,

¢esto izraz ”{a}” zamenjujemo izrazom "a”.

Podskup I polugrupe S nazivamo levim (resp. desnim) idealom od S ako
je SI C I (resp. IS C 9), tj. ako za svaki a € I isvaki z € S vazi xa €
(resp. ax € I). Ako je I istovremeno i levi i desni ideal od S, tada kazemo da
je I ideal od S. Ako je I ideal polugrupe S, tada mozemo definisati relaciju
or na S na slede¢i nacin: za a,b € S stavljamo

(a,b) € o1 & a=Vbilia,bel.
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Lako se proverava da je or kongruencija na .S koju nazivamo Reesovom kon-
gruencijom na S odredenom idealom I ili Reesovom kongruencijom ideala I.
Odgovarajuéu faktor-polugrupu S/er nazivamo Reesovom faktor-polugrupom
od S odredenom idealom I, i oznacavamo je jednostavnije sa S/I. Jasno je
da je S/I polugrupa sa nulom koja je zapravo nulto proSirenje parcijalne
polugrupe S\ I. Za polugrupu S kazemo da je idealska ekstenzija polugrupe
T pomocu neke polugrupe sa nulom @ ako je T ideal od S i faktor-polugrupa
S/T je izomorfna sa Q.

Na kraju ovog odeljka dajemo neke rezultate koji ée nam biti potrebni u
daljem radu, a koji se ticu levih, desnih i bi-nula polugrupe.

Teorema 1.4.2. Polugrupa S ima bi-nulu (levu nulu, desnu nulu) ako i
samo ako je idealska ekstenzija pravougaone (levo nulte, desno nulte) trake.

Ako su e i f bi-nule polugrupe S, tada je esf = ef, za svaki s € S.

Dokaz. Pretpostavimo da S ima bi-nulu. Oznacimo sa F skup svih bi-nula
u S. Za proizvoljan e € E vazi 3 = e, odakle je €2 = €5 = eee = e. Dakle,
FE je traka, koja je, jasno, pravougaona. Sa druge strane, zae € EFis,t €S
imamo da je (es)t(es) = e(st)es = es i (se)t(se) = se(ts)e = se. Prema
tome, es, se € E, pa je F ideal u S, §to je i trebalo dokazati.

Obratno, neka je S idealska ekstenzija pravougaone trake E. Uoc¢imo
proizvoljne elemente ¢ € F i s € S. Tada je es € E, odakle dobijamo
ese = e(es)e = e. Znadi, e je bi-nula polugrupe S.

Slucajevi sa levim i desnim nulama se razmatraju na slican nacin.

Uoc¢imo, sada, proizvoljne elemente ¢, f € EF'is € S. Tada je sf €
i f = fef, odakle je esf = es(fef) = e(sf)ef = ef. Ovim je teorema
dokazana. []

Koristec¢i prethodnu teoremu, dokazujemo sledece:

Posledica 1.4.1. Neka polugrupa S ima levu (resp. desnu) nulu. Tada
se skup svih levih (resp. desnih) nula polugrupe S poklapa sa skupom svih
bi-nula polugrupe S.

Ako S ima nulu, tada je ona jedinstvena i polugrupa S nema drugih levih,
desnih ili bi-nula.

Dokaz. Oznacimo sa L i B skupove svih levih i bi-nula polugrupe S, tim
redom. Ocigledno je L C B. Uoc¢imo proizvoljan f € B. Tada je f = fef.
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Medutim, prema Lemi 1.4.2, L je ideal polugrupe S, odakle sledi da je
f€SLS C L. Prema tome, L = B.

Ostale relacije se dokazuju na slican nac¢in. [

Ukoliko polugrupa S ima nulu 0 i za svaki element a € S postoji k € N
tako da je a¥ = 0, tada S jeste nil-polugrupa. Za k € N, polugrupu S sa
nulom 0 nazivamo k-nilpotentnom polugrupom ako je S*¥ = {0}, tj. ako
je ajag---ay = 0, za sve aj,as,...,an, € S. Za polugrupu S sa nulom
kazemo da je nilpotentna polugrupa ako postoji k € N tako da S jeste k-
nilpotentna. Ako je polugrupa S idealska ekstenzija polugrupe T takva
da S/T jeste k-nilpotentna (nilpotentna) polugrupa, tada S nazivamo k-
nilpotentnom (nilpotentnom) ekstenzijom polugrupe T

Literatura: Artamonov, Salii, Skornyakov, Shevrin and Shulgeifer [1991], Bog-
danovié [1985], Bogdanovié¢ and Ciri¢ [1993], Clifford and Preston [1961, 1967], Gril-
let [1995], Higgins [1992], Howie [1976, 1995], Lallement [1979], Petrich [1973, 1977].

1.5. Podpolugrupe i kongruencije

Podsetimo se da neprazan podskup 1" polugrupe S jeste podpolugrupa od S
ako je T zatvoren za operaciju polugrupe S, tj. ako je ab € T, kad god su
a,b € T. Drugim re¢ima, T je podpolugrupa od S ako i samo ako je T? C T..
Ako je T podpolugrupa polugrupe S, tada kazemo i da je S nadpolugrupa
od T.

Kao i kod proizvoljnih algebri, za neprazan podskup H polugrupe S,
sa (H) oznac¢avamo podpolugrupu generisanu skupom H. Ako je H =
{a1,a9,...,a,}, tada pisemo (ay,as, ..., a,) umesto ({ay,az,...,ay}), i ka-
zemo da je (H) generisana elementima ay,as,...,a,. Podpolugrupu (a)
polugrupe S generisanu jednoelementnim podskupom {a} od S nazivamo
monogena ili ciklicna podpolugrupa od S.

Ako je H podskup polugrupe S takav da je (H) = S, tada kazemo da H
generise polugrupu S i da je H generatorni skup polugrupe S. Elemente iz
H nazivamo generatorni elementi ili generatori od S. Na primer, multiplika-
tivna polugrupa N prirodnih brojeva generisana je skupom prostih brojeva.
Polugrupu generisanu svojim jednoelementnim podskupom nazivamo mono-
gena ili ciklicna polugrupa.

Dokaz slede¢eg tvrdjenja je elementaran, pa ga izostavljamo:
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Teorema 1.5.1. Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Tada je

(H)=|J H".

neN

Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Element a € S ima razlaganje
u proizvod elemenata i1z H ako postoje aj,aq,...,a, € H tako da je a =
ajas - --ay. Prema Teoremi 1.3.1, H je generatorni skup polugrupe S ako
i samo ako svaki element iz S ima razlaganje u proizvod elemenata iz H.
Element a € S ima jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz H ako iz
a=aiaz---ap ia="biby-- by, a;,b; € H, sledi da je n = m i a; = b;, za
svaki i € {1,2,...,n}.

U daljem tekstu ¢emo se vise pozabaviti monoidima, koji, kao sto ¢emo
videti, igraju veoma znacajnu ulogu u ovoj knjizi.

Ako je S monoid, tada pod podmonoidom od S podrazumevamo svaku
podpolugrupu 7' od S koja sadrzi jedinicu e monoida S. Primetimo da se
moze desiti da neka podpolugrupa 7' od S moze sama biti monoid, a ne biti
podmonoid od S, jer jedinica f monoida T moze biti razli¢ita od jedinice
e monoida S. To je posledica ¢injenice da za proizvoljnu polugrupu S i
proizvoljan idempotent f € E(S), skup

Miy={acS|af = fa=a}

je podpolugrupa od S i monoid sa jedinicom f. Osim toga, My je maksi-
malna podpolugrupa od S koja je monoid sa jedinicom f, Sto znaci da je
svaka druga podpolugrupa od S sa takvom osobinom sadrzana u M.

Ako je H neprazan podskup monoida S, tada slicno kao kod polugrupa
definiSemo podmonoid od S generisan skupom H kao najmanji podmonoid
od S koji sadrzi H, odnosno, kao presek svih podmonoida od S koji sadrze H.
Takav podmonoid ¢emo oznacavati sa (H)", da bi se razlikovao od podpolu-
grupe od S generisane sa H. Ipak, u slu¢ajevima kada ne postoji opasnost
od mesanja ta dva pojma, koristi¢emo i jednostavniju oznaku (H).

Slicno Teoremi 1.5.1, moze se dokazati da je:

Teorema 1.5.2. Neka je H neprazan podskup monoida S sa jedinicom e.
Tada je

(= =",

neNo

pri cemu je HY = {e}.
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Koriséenjem prethodnih teorema moze se dati i algoritam za konstrukciju
podpolugrupe, odnosno podmonoida, generisanog datim skupom. Daé¢emo
teoremu koja se tice monoida, zbog kasnijih primena te teoreme. Sli¢na
teorema se na potpuno isti na¢in dokazuje i za polugrupe.

Teorema 1.5.3. Neka je S monoid sa jedinicom e, neka je H C S neprazan
podskup i M je podmonoid od S generisan sa H. Definisimo niz {Ep},eno
podskupova od S sa

n
E, =] H",
k=0
zan € N°, Tada

(a) Niz {Epn}peno je rastuéi i
M= ] E.
neNO

(b) Ako postoji n € N° tako da je E, = E, 11, tada je E, = M.
(c) Ako je monoid S konacan, tada postoji n € N° tako da je E, = M.

Dokaz. Podsetimo se najpre da prema Teoremi 1.5.2 vazi
M=) H"
keNO

(a) Niz {E,}peno je rastuéi, jer je Eny1 = E, U H"™! za proizvoljan
n € N0, Takode, za svaki n € N° je

odakle je
U E.C M.
neN0

Sa druge strane, za svaki n € N? je H" C E,,, pa je

M = U H" C U E,.

neNo neN0

Prema tome, vazi (a).
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(b) Uzmimo da je E, = E,i1, za neki n € N°. Kako je B,y =
E, UH" ! to znadéi da je H*! C E,. Ako je H"* C E,, za neki i € N,
tada je

Hntitl — gntil g oC E,-H= (U?ZOXJ) - H
= U;‘l:(] X7t = inll HY C Eni1 = En.

Prema tome, indukcijom dobijamo da je H""? C E,,, za svaki i € N, odakle
je En+i = By, za svaki i € N, §to zajedno sa (a) daje M = E,,.

(c) Ako je monoid S konacan, tada je {|Ey|},eno rastuéi niz prirodnih
brojeva ograni¢en odozgo sa |S|, odakle sledi da postoji n € NY tako da
je |En] = |En+1]|, $to dalje znaci da je E, = En,i1, jer je niz {Ep},eno
rastu¢i. O

Ranije smo ve¢ uveli pojam kongruencije na algebri. Medutim, kod polu-
grupa uvodimo jos nekoliko srodnih pojmova. Za relaciju £ na polugrupi S
kazemo da je levo (desno) saglasna ako za sve a,b,x € S, iz a £ bsledi za & xb
(ax&bx),ida je stabilna ako za sve a,b,c,d € S, iz acib&d sledi ab& cd.
Levo (desno) saglasnu relaciju ekvivalencije na polugrupi S nazivamo levom
(desnom) kongruencijom na S, a kongruencijom na S nazivamo relaciju koja
je istovremeno i leva i desna kongruencija na S. Jedan ekvivalent definicije
kongruencije dat je slede¢om lemom koja se veoma lako dokazuje, pa ¢e stoga
njen dokaz biti izostavljen.

Lema 1.5.1. Relacija ekvivalencije & na polugrupi S je kongruencija ako i
samo ako je stabilna.

Neka je 0 relacija ekvivalencije na polugrupi S. Tada definiSemo:
) = {(a,b) € S x S| (V& € St) (va,xd) € 0},
0> = {(a,b) € S x S| (Vy € SY) (ay,by) € 6},
0" = {(a,b) € S x S| (Va,y € S1) (zay, zby) € 0}.

Vazna svojstva ovih relacija data su slede¢om teoremom.

Teorema 1.5.4. Neka je 0 relacija ekvivalencije na polugrupi S. Tada

(a) le je najveca leva kongruencija na S sadrzana u 6;
(b) @ je najveca desna kongruencija na S sadriana u 6;
(c) @ je najveéa kongruencija na S sadriana u 6.
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Dokaz. Dokazatemo samo tvrdenje pod (c), jer se ostala tvrdenja dokazuju
sli¢no.

(¢) Lako se proverava da je 6 relacija ekvivalencije na S. Uzmimo (a, b) €
0" ice S. Tada je (zcay,zcby) € 0, za sve z,y € S, odakle sledi da je
(ca,cb) € 6°. Prema tome, #° je levo saglasna. Slicno dokazujemo desnu
saglasnost. Ovim smo dokazali da je 6” kongruencija na S. Jasno je da je 6
sadrzana u 6.

Neka je o proizvoljna kongruencija na S sadrzana u 6. Uzmimo (a, b) € o.
Kako je o kongruencija, to je (zay,zby) € o, za sve z,y € S', odakle je
(zay, zby) € 6, za sve z,y € S, pa je (a,b) € 6°, prema definiciji relacije
¢”. Prema tome, o C 6, $to znaci da je 6° zaista najve¢a kongruencija na S
sadrzana u 6. [

Proizvoljnom podskupu H polugrupe S pridruzujemo relacije Py, Ry 1
Ly na S definisane na sledeéi naéin:

Py ={(a,b) € S x S|(Vo,y € SY) zay € H & zby € H},
Ry={(a,b)e SxS|(Vx € SY)ax € H & br € H},
Ly={(a,b)e SxS|(Vx € S)zac H & xbec H}.

Ove relacije imaju vazna svojstva koja prikazuje sledeé¢a teorema:

Teorema 1.5.5. Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Tada vazi

(a) Ly je najveéa leva kongruencija na S koja zasicuje H;
(b) Ry je najveca desna kongruencija na S koja zasicuje H ;
(¢) Pg je najveéa kongruencija na S koja zasic¢uje H.

Dokaz. Ovo sledi iz Teoreme 1.5.4, jer su Ly, Ry i Py levo, desno i
kongruencijsko otvorenje relacije €,,, tim redom. [

Relacije Py, Ry i Ly nazivamo redom glavnom kongruencijom, glavnom
desnom kongruencijom i glavnom levom kongruencijom na S odredenom
skupom H.

Literatura: Artamonov, Salii, Skornyakov, Shevrin and Shulgeifer [1991], Bog-
danovié¢ [1985], Bogdanovié¢ and Ciri¢ [1993], Clifford and Preston [1961, 1967],
Dubreil [1941], Grillet [1995], Higgins [1992], Howie [1976, 1995], Lallement [1979],
Petrich [1973, 1977], Teissier [1951].
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1.6. Mreze i Booleove algebre

U ovom odeljku govorimo o jos nekim vaznim primerima univerzalnih algebri
— o mrezama i Booleovim algebrama.

Uredeni skup ¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum
nazivamo mreZom. Indukcijom se lako dokazuje da i svaki konacan podskup
mreze ima supremum i infimum. Za beskona¢ne podskupove mreze to ne
mora da vazi. Ako je L mreza, tada se na L mogu definisati dve binarne
operacije A1V sa

Az (a,b)—aAb i V:(a,b) — aVb.

Po analogiji sa odgovaraju¢im operacijama na skupovima, operaciju V nazi-
va¢emo unijom, a operaciju A presekom. Drugim reCima, govori¢emo da je
\/ H unija skupa H a aVb je unija elemenata a i b, i slicno, da je \ H presek
skupa H a a A\b je presek elemenata a i b.

Koriste¢i operacije unije i preseka, mrezu mozemo definisati i kao uni-

verzalnu algebru sa dve fundamentalne binarne operacije koje zadovoljavaju
nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno se dokazuje sledeca teorema.

Teorema 1.6.1. Ako je L mreza, tada je (L,N\,V) univerzalna algebra
takva da za sve x,y,z € L vaZe sledeéi uslovi:

(L) x Az =x,zVax == (idempotentnost);
(L2) zNy=yAzx,zVy=yVaz (komutativnost);
(L3) (xAy)ANz=xANYyAz), (@xVy) Vz=zV(yVz) (asocijativnost);
(L4) z N (zVy) =z, zV(zAy) =2z (apsorpcija).

Obratno, ako je L univerzalna algebra sa dve fundamentalne binarne op-
eracije A iV koje zadovoljavaju uslove (L1)—(L4), tada je L mreza, u odnosu
na parcijalno uredenje < definisano sa

a<b & ahNb=a (ili, ekvivalentno, a <b < aVb=0).

Uslove (L1)-(L4) u Teoremi 1.6.1 nazivamo aksiomama mreZe.

Tretiranje mreze kao univerzalne algebre omogucéava nam da kao i kod
svake druge univerzalne algebre govorimo o podmrezama, kongruencijama,
homomorfizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreza itd. Za
mrezu L i a € L, podmreze

[a)={x € Lla<x} i (a] ={xr € L|zx < a}
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su poluotvoren: intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podmreze
(a,b) ={zx € L|la<z<b} i [a,b] ={z € L|a <z <b}

su otvoreni interval i zatvoreni interval (segment) mreze L, tim redom. Na
isti nac¢in definiSu se i poluotvoreni, otvoreni i zatvoremi intervali uredenih
skupova.

Neka je H podskup uredenog skupa A. Ako za proizvoljne a,x € A, iz
x<aiaé€ H sledi a € H, tada H nazivamo idealom uredenog skupa A, a
ako za proizvoljne a,z € A, iz a <z ia € H sledi a € H, tada H nazivamo
filtrom ili dualnim idealom uredenog skupa A. Za proizvoljan element a € A,
poluotvoreni interval (a] je najmanji ideal od A koji sadrzi a i nazivamo ga
glavnim idealom uredenog skupa A generisanim sa a, a poluotvoreni interval
[a) je najmanji filter (dualni ideal) od A koji sadrzi a i nazivamo ga glavnim
filtrom ili glavnim dualnim idealom uredenog skupa A generisanim sa a. Na
potpuno isti nacin definiSemo i ideal i glavni ideal kvazi-uredenog skupa, kao
i filter i glavni filter kvazi-uredenog skupa.

Sa druge strane, za podskup H mreze L kazemo da je ideal mreze L ako
je ideal uredenog skupa (L, <) i zatvoren je za operaciju V u L, tj. aVb € H,
za sve a,b € H. Za proizvoljan element a € L, poluotvoreni interval (a] je
takode i najmanji ideal mreze L koji sadrzi a i nazivamo ga glavnim idealom
mreze L generisanim elementom a. Takode, H nazivamo filtrom ili dualnim
idealom mreze L ako je filter uredenog skupa (L, <) i zatvoren je za operaciju
A, tj. aNb € H, za sve a,b € H. Za proizvoljan element a € L, poluotvoreni
interval [a) je i najmanji filter (dualni ideal) mreze L koji sadrzi a i nazivamo
ga glavnim filtrom ili glavnim dualnim idealom mreze L generisanim sa a.

Sto se tice izomorfizama mreza, oni se mogu povezati sa izomorfizmima
uredenih skupova na nacin koji prikazuje slede¢a teorema.

Teorema 1.6.2. Neka su L i K mreZe i neka je ¢ preslikavange iz L u K.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) ¢ je izomorfizam mreZe L na mrezu K;
(ii) ¢ je sirjekcija iz L na K i za proizvoljne a,b € L vaZi

a<b < ap < by;

(iii) ¢ je uredajni izomorfizam iz L na K.

Dokaz. (i)=(ii). Uzmimo proizvoljne a,b € L. Ako je a < b, tada je
aANb=a,pajeap=(aAb)p=apAbp, odakle dobijamo da je a¢ < be.
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Obratno, neka je agp < b¢p. Tada je ap = ap Abp = (a Ab)¢p, odakle sledi
da je a = aAb, zbog injektivnosti preslikavanja ¢, pa je, dakle, a < b. Prema
tome, dokazali smo (ii).

(ii)=-(iii). Iz (ii) neposredno sledi da je ¢ i injektivno preslikavanje, sto
znaéi da je i bijekcija, a takode i da su ¢ i ¢! izotona preslikavanja, ¢ime
dobijamo da vazi (iii).

(iii)=-(i). Uzmimo proizvoljne a,b € L. IzaAb<aiaAb<bsledida
je (aND)p < api(aNb)p < bo, tj. da je (a Ab)¢ donja granica za a¢ i
bo, pa preostaje da se dokaze da je i njihova najveéa donja granica. U tom
cilju, uzmimo proizvoljnu donju granicu u za a¢ i b¢p. Kako je ¢ sirjektivno
preslikavanje, to je u = x¢, za neki x € L, i imamo da je x¢ = u < a¢ i
x¢p = u < bo. Iz izotonosti preslikavanja ¢~ dalje sledi da je z < a iz < b,
pa je z < a A b, odakle dobijamo da je u = z¢ < (a A b)¢, $to je i trebalo
dokazati. Prema tome, (aAb)¢p = apAbp. Na potpuno isti na¢in dokazujemo
daje (aVb)p = ag Vv bp. Ovim je dokazano da je ¢ izomorfizam mreze L na
mrezu K. [J

Najmanji element mreze L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveéi
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreze L. Nulu i jedinicu mreze
obi¢no oznac¢avamo sa 0 i 1, tim redom. Mrezu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ogranicenom mrezom. Ograni¢ena mreza se takode moze tretirati
kao univerzalna algebra (L, A,V,0,1) sa binarnim operacijama A i V koje
zadovoljavaju (L1)—(L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 Az =0 (ili, ekvivalentno, 0 V x = x), za svaki x € L;
(L6) 1 Az == (ili, ekvivalentno, 1 Vo = 1), za svaki x € L.

Za neprazan podskup H mreze L kazemo da je ogranicen ako ima bar jednu
donju i bar jednu gornju granicu.

Nije tesko pokazati da su na proizvoljnoj mrezi L slede¢i uslovi ekviva-
lentni:
(L7) xAN(yVz)=(xAy)V(rAz),zasve z,y,z € L;
(LT) xV(yAz)=(xVy) A(zV z), zasve z,y,z € L.

Mrezu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mrezom.

Neka je L ograni¢ena mreza sa nulom 0 i jedinicom 1. Za element y € L
kazemo da je dopuna (komplement) elementa x € L ako vazi

zAy=20 i zVy=1.
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U tom slucaju je i  dopuna za y, tj. relacija ”biti dopuna” je simetri¢na.
Ako je pri tome mreza L jos i distributivna, tada se lako dokazuje da svaki
element x € L moze imati najviSe jednu dopunu, koju éemo oznacavati
sa 2/. Ograni¢enu distributivhu mrezu u kojoj svaki element ima dopunu
nazivamo Booleovom algebrom. Preslikavanje z — x’ je unarna oparacija
na L, i nazivamo je operacijom dopune. Booleova algebre se takode moze
tretirati kao univerzalna algebra (L, A,V,",0,1) sa binarnim operacijama A
i V, unarnom operacijom ’ i konstantama 0 i 1 koje pored uslova (L1)—(L7)
zadovoljavaju i uslove

(L8) x N2' =0,V =1, zasvaki x € L;
(L9) (2') =z, za svaki x € L;
(L10) (zANy) =2’ Vy, (xVy) =2 ANy, zasve x,y € L.

Naravno, ovaj skup aksioma nije minimalan — neke aksiome se mogu izvesti
kao posledice drugih aksioma, ali to ovde nije tako bitno. Podsetimo se da
su aksiome (L10) poznate kao DeMorganovi zakoni.

Kako smo napred napomenuli, svaki konac¢an podskup mreze ima supre-
mum i infimum, ali to ne mora da vazi za beskona¢ne podskupove. Stoga
mrezu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mreZom. Jasno, svaka takva mreza je ogranic¢ena.
Podskup K potpune mreze L je potpuna podmreza od L ako supremum i
infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K leze u K.

Navedimo sada neke vazne primere mreza i Booleovih algebri.

Primer 1.6.1. Najpoznatiji primer Booleove algebre je Booleova algebra podsku-
pova datog skupa H. Naime, partitivni skup P(H) (skup svih podskupova od
H), parcijalno ureden skupovnom inkluzijom, je Booleova algebra. Operacije unije
i preseka u toj Booleovoj algebri poklapaju se sa operacijama skupovne unije i
preseka, operacija dopune se poklapa sa skupovnom operacijom dopune do skupa
H, jedinica u P(H) je ceo skup H a nula je prazan skup @. Ova Booleova algebra
je potpuna.

Primer 1.6.2. Skup B(H) svih binarnih relacija na nepraznom skupu H, parci-
jalno ureden inkluzijom relacija, takode ¢ini potpunu Booleovu algebru, koju nazi-
vamo Booleovom algebrom relacija na H. Jasno, Booleova algebra relacija na H
izomorfna je Booleovoj algebri podskupova od H x H.

Nula i jedinica u B(H) su redom prazna i univerzalna relacija na H.

Primer 1.6.3. Oznac¢imo sa £(H) skup svih relacija ekvivalencije na nepraznom
skupu H. Taj skup je parcijalno ureden inkluzijom relacija, i u odnosu na to
parcijalno uredenje on je potpuna mreza, mada nije podmreza od B(H). Naime,
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dok se operacija preseka na £(H) poklapa sa operacijom preseka u B(H), operacija
unije je odredena drugacije, jer skupovna unija dve ili vise relacija ekvivalencije ne
mora biti relacija ekvivalencije. Neka je K proizvoljan neprazan podskup od E(H)
i neka je (K) podpolugrupa polugrupe B(H) binarnih relacija na H generisana sa
K. Tada se \/ K poklapa sa skupovnom unijom svih relacija iz (K).

Nula i jedinica u £(H) su redom Ag i V.

Primer 1.6.4. Neka je Sub(A) skup svih podalgebri algebre A tipa 7 (ako je 7o =
&, tada je prazna podalgebra uklju¢ena u Sub(A)). Tada skup Sub(A), parcijalno
ureden skupovnom inkluzijom, ¢ini potpunu mrezu u kojoj za proizvoljan skup

{A;|i €I} CSub(A) vazi

ANA=N4 i \/AZ«:<UAi>.

icl icl icl icl
Jedinica ove mreze je cela algebra A, a nula je prazna podalgebra, ukoliko je 79 = &,
odnosno podalgebra generisana skupom svih konstanti, ukoliko je 79 # @.

Mrezu Sub(A) nazivamo mrezom podalgebri algebre A.

Primer 1.6.5. Neka je Con(A) skup svih kongruencija na algebri A tipa 7. Tada
je Con(A) potpuna podmreza mreze £(A) relacija ekvivalencije na A, sa istom
nulom i jedinicom kao £(A).

Ako je L mreza sa najmanjim elementom 0, tada za element a € L\ {0}
kazemo da je atom u L ako ne postoji b € L takav da je 0 < b < a. Za
L kazemo da je atomicna ako za svaki element x € L\ {0} postoji atom
a € L takav da je 0 < a < x, dok za L kazemo da je atomisticna ako se
svaki element iz L\ {0} moze predstaviti kao supremum nekog skupa atoma.
Jasno, svaka atomisti¢na mreza je atomic¢na, dok obratno ne mora da vazi.

Primer 1.6.6. U Booleovoj algebri P(H) svih podskupova skupa H, atomi su
jednoelementi podskupovi od H. Jasno, ova mreza je atomicna.

Preslikavanje ¢ mreze L u sebe nazivamo ekstenzivnim, ako je a < ayp,
za svaki a € L, kontraktivnim, ako je ap < a, za svaki a € L, i idempo-
tentnim, ako je (ap)p = ap, za svaki a € L. Ekstenzivno, izotono i idem-
potentno preslikavanje na L nazivamo operatorom zatvorenja, dok kontrak-
tivno, izotono i idempotentno preslikavanje nazivamo operatorom otvorenja.
Ako je ¢ operator zatvorenja na L, tada za element a € L takav da je
ayp = a kazemo da je zatvoren za ¢ ili da je p-zatvoren. Ukoliko je ¢ oper-
ator otvorenja, onda za element sa takvom osobinom kazemo da je otvoren
za  ili da je @-otvoren.
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Ovde ¢emo navesti nekoliko primera operatora zatvorenja i otvorenja koji
su se ve¢ pojavili u prethodnom tekstu. Mnostvo drugih primera operatora
zatvorenja i otvorenja moze se naéi u daljem tekstu knjige.

Primer 1.6.7. Neka je H neprazan skup. Preslikavanje £ — £, za £ € B(H)
predstavlja operator zatvorenja na B(H) a odgovarajuéi zatvoreni elementi su up-
ravo tranzitivne relacije na H. Time je opravdano to $to smo £*° ranije naz-
vali tranzitivnim zatvorenjem relacije €. Preslikavanje & — £° takode je operator
zatvorenja na B(H), a odgovarajuéi zatvoreni elementi su relacije ekvivalencije na
H. To zatvorenje nazivamo ekvivalencijskim zatvorenjem relacije € ili ekvivalenci-
jom generisanom relacijom &.

Primer operatora otvorenja je operator £ — & N &1, a odgovarajuéi otvoreni
elementi su simetri¢ne relacije na H, pri ¢emu se uzima da je i prazna relacija
simetri¢na.

Primer 1.6.8. Ako je A algebra tipa 7, tada je H — (H), gde je H podskup od
A, operator zatvorenja na Booleovoj algebri P(A) svih podskupova od A. Skup
svih elemenata iz P(A) zatvorenih za ovaj operator je skup svih podalgebri od A.

Primer 1.6.9. Neka je A algebra tipa 7. Za relaciju ¢ € B(A), oznac¢imo sa &7
presek svih kongruencija na A koje sadrze relaciju &, tada je & — &% operator
zatvorenja na & € B(A) a skup svih elemenata zatvorenih za taj operator je upravo
skup svih kongruencija na A. Ovaj operator nazivamo kongruencijskim zatvorenjem
relacije £, a kongruenciju £# nazivamo kongruencijom na A generisanom sa &.

Primer 1.6.10. Neka je & relacija na skupu X. Relacija (E U A)>® = A UE™®
je najmanja refleksivna i tranzitivna relacija na X koja sadrzi relaciju £, odnosno
najmanje kvazi-uredenje na X koje sadrzi &, i nazivamo je refieksivno-tranzitivnim
zatvorenjem relacije &, ili kvazi-uredenjem na X generisanim relacijom &.

Neka je dalje ¢ relacija na polugrupi S. Relacija

& ={(zay,zby) | z,y € St (a,b) € &}

je najmanja saglasna relacija na S koja sadrzi £, i naziva¢emo je saglasnim zatvore-
njem relacije £. Lako se proverava da unija proizvoljne familije saglasnih relacija
i proizvod kona¢no mnogo saglasnih relacija na S jesu takode saglasne relacije na
S, odakle, prema definiciji tranzitivnog zatvorenja relacije, dobijamo da i tranzi-
tivno zatvorenje saglasne relacije jeste saglasna relacija. Iz svega ovog se moze lako
zakljuciti da za datu relaciju £ na polugrupi S, (£¢U A)* je najmanje saglasno
kvazi-uredenje na S koje sadrzi €. Kako saglasno kvazi-uredenje na polugrupi S
nazivamo polu-kongruencijom na S, to ¢emo (£¢UA)* nazivati polu-kongruencijom
na S generisanom relacijom &.
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Primer 1.6.11. Neka je S polugrupa i 9?, 6> i 6” su relacije definisane u prethod-
nom odeljku. Tada preslikavanja 6 — 9?, 0 — 93 i 6 +— 6 jesu operatori otvorenja
na mrezi relacija ekvivalencije na S, pa ¢emo relaciju 9? nazivati levim kongruen-
cijskim otvorenjem, relaciju 0? desnim kongruencijskim otvorenjem, a relaciju 6°
kongruencijskim otvorenjem relacije ekvivalencije 6.

Literatura: Artamonov, Salii, Skornyakov, Shevrin and Shulgeifer [1991], Birkhoff
[1979], Burris and Sankappanavar [1981], Ciri¢, Bogdanovié¢ and Kovagevié [1998],
Crawley and Dilworth [1973], Crvenkovi¢, Dolinka and Madarasz [1998], Davey and
Priestley [1990], Gratzer [1978], Ko¢inac and Mandak [1996], Perovié [1998], Szasz
[1971].

1.7. Direktni i poddirektni proizvodi. Direktni limiti

Postoji mnogo nac¢ina da se od zadatih algebri naprave nove algebre. Pored
formiranja faktor-algebri, jedan od najpoznatijih na¢ina je i formiranje di-
rektnog proizvoda zadate familije algebri, o ¢emu ¢e biti re¢i u nastavku.
Neka je {A;};c; neprazna familija algebri tipa 7. Na Descartesovom proiz-
vodu A = [[,c; A; te familije definiSemo operacije tipa 7 “pokoordinatno”,
Sto znaci na slede¢i nacin:

(i) za f € 7 stavljamo da je f4 = (fAi)ig;

(ii) za f € 7, gde je n € N, i a¥) = (agk))iel € A, gde je k € [1,n],
stavljamo da je

A, e = (P, a)) e

Sa tako definisanim operacijama A je algebra tipa 7. Svaku algebru izo-
morfnu ovako definisanoj algebri A nazivamo direktnim proizvodom algebri
A;, i € I. Ako je I konacan skup, tada za taj direktni proizvod kazemo
da je konacan. Sa druge strane, ako je za svaki ¢ € I algebra A; izomorfna
nekoj algebri B, tada direktan proizvod algebri A;, i € I, oznacavamo sa B
i nazivamo direktnim stepenom algebre B.

U slucaju da je neka od algebri A;, ¢ € I, trivijalna, tada je obi¢no
odstranjujemo iz proizvoda, jer i posle njenog odstranjivanja dobijamo isti
(preciznije izomorfan) direktan proizvod. Ako je A direktan proizvod al-
gebri A;, ¢ € I, tada je m; homomorfizam, za svaki ¢ € I, i nazivamo ga
projekcijskim homomorfizmom iz A na A,.

Za Kklasu algebri K, sa P(K) ozna¢avamo klasu svih direktnih proizvoda
algebri iz K, sa Py(K) klasu svih konacnih direktnih proizvoda algebri iz K,
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a sa Pow(K) klasu svih direktnih stepena algebri iz K. Za klasu K kazemo
da je zatvorena za operator P : K — P(K), ili da je zatvorena za direktne
proizvode, ako je P(K) C K, da je zatvorena za operator Py : K — Pf(K),
ili da je zatvorena za konacne direktne proizvode, ako je Py(K) C K, ida je
zatvorena za operator Pow : K — Pow(K), ili da je zatvorena za direktne
stepene, ako je Pow(K) C K.

Neka je A podalgebra direktnog proizvoda [[,c; A; algebri 4;, i € I,
takva da je Am; = A;, za svaki ¢ € I. Tada A, a takode i svaku drugu
algebru izomorfnu sa A, nazivamo poddirektnim proizvodom algebri A;, i €
I. Ukoliko je za svaki i € I, algebra A; izomorfna nekoj algebri B, tada
poddirektan proizvod algebri A;, i € I, nazivamo poddirektnim stepenom
algebre B.

Teorema 1.7.1. Algebra A je poddirektan proizvod algebri A;, i € I, ako i
samo ako postoji familija {0;},c; kongruencija na A za koju vaZi:

(a) AJ0; = A;, za svakii € I;
(b) N 6i=Ax4.
iel

Dokaz. Neka je {0;},.; familija kongruencija na A koja zadovoljava uslove
(a) i (b). Definisimo preslikavanje ¢ : A — [[,c; Ai sa
ag = (ab;)icr (a € 8),

gde je A; = A/0;. Tada je ¢ homomorfizam i (A¢p)m; = A;, za svaki ¢ € .
Prema (b) sledi da je ¢ injektivno. Prema tome, ¢ je izomorfizam iz A na
A¢, pa je A poddirektan proizvod algebri A;, i € I.

Obratno, neka je A C [[,.; A; poddirektan proizvod algebri A;, i € I.
Za i € I neka je p; restrikcija projekcionog homomorfizma 7; na A i neka je
0; = ker . Tada je A/0; = A;, prema Teoremi o homomorfizmu, i familija
{0:},c; zadovoljava uslov (b). Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [

Teorema 1.7.1 moze se iskazati i u terminima homomorfizama:

Posledica 1.7.1. Algebra A je poddirektan proizvod algebri A;, i € I, ako
i samo ako postogi familija {¢;},c; homomorfizama za koju vaZi:

(a) ¢; slika A na A;, za svakii € I;
(b) (Va,y € A)((Vi € I) xgi = ydi) = = = y).



46 GLAVA 1. ALGEBARSKE OSNOVE

Posledica 1.7.2. (Tranzitivnost poddirektnih proizvoda). Ako je al-
gebra A poddirektan proizvod algebri Ay, o € Y, i za svaki o € Y, A, je
poddirektan proizvod algebri A;, i € I, tada je A poddirektan proizvod alge-
bri A;, i €1, gde je I =, cy la-

Pre nego sto damo jos jedan rezultat vezan za poddirektne proizvode,
dokazacemo jednu veoma korisnu teoremu.

Teorema 1.7.2. (Teorema o korespondenciji). Neka je 6 kongruencija
na algebri A. Tada je mreza Con(A/0) izomorfna glavnom filtru [0) mrezZe

Con(A4).

Dokaz. Dokaza¢emo da preslikavanje o — /0 jeste izomorfizam glavnog
filtra [#) mreze Con(A) na mrezu Con(A/6).

Za proizvoljan p € Con(A/#) definisimo relaciju o na A sa
o={(a,b) € Ax A| (ab,bd) € u}.
Neposrednom proverom dobija se da je p € Con(A) i 6 C p. Osim toga,
(r,y) € 0/0 < x=aliy=0b0 zanekipar (a,b)€ o
& (z,y) €,
pa je p = 0/6. To znaci da g — o/ slika [#) na Con(A/0).

Sa druge strane, uzmimo proizvoljne o, o' € [0). Ako je o C (¢, tada
0/0 C ¢'/6, prema (1.3). Obratno, neka je ¢/6 C ¢'/6, i uzmimo da je
(a,b) € p. Tada je (ab,b0) € 0/0 C ¢'/0, pa je (ab,b0) = (ch,d), za neke
¢,d € A takve da je (¢,d) € ¢’. Sada imamo da je

(a,c) €0 C o, (c,d)ed i (d,b)ebCd,

odakle je (a,b) € ¢, $to znaci da je o C ¢'.
Prema tome, dokazali smo da je o — /6 izomorfizam uredenih skupova,
pa prema Teoremi 1.6.2 dobijamo da je to i mrezni izomorfizam iz [f) na

Con(A4/0). O
Sada dokazujemo sledece:

Teorema 1.7.3. Neka je {0;}icr familija kongruencija na algebri A i
0 =)0
el

Tada je algebra A/0 poddirektan proizvod algebri A/6;, i € I.
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Dokaz. Ako za svaki i € I stavimo da je ¥; = 6;/6, tada prema Drugoj
teoremi o izomorfizmu sledi da je ¥; € Con(A/6) i (A/0)/V; = A/0;, za svaki
1 € I. Dalje, prema Teoremi o korespondenciji imamo da je

()9 = A,

icl

pa na osnovu Teoreme 1.7.1 sledi da je A/0 poddirektan proizvod algebri

Za klasu K algebri, sa Ps(K) oznacavamo klasu koja se sastoji iz svih
poddirektnih proizvoda algebri iz K, i kazemo da je klasa K zatvorena za
operator Ps : K — Py(K), ili da je zatvorena za poddirektne proizvode, ako
je Ps(K) C K.

Neka je I usmeren kvazi-ureden skup i neka je {A;}ic; familija algebri
tipa 7. Za svaki par 4, j € I takav da je i < j, neka je ¢; ; homomorfizam iz
A; u A; tako da familija {¢; ; }i<; zadovoljava sledece uslove:

(i) za svaki i € I, ¢;; je identicko preslikavanje na A;;

(i) za sve i,j,k € I takve da je i < j < k vazi ¢ ;01 = dik-
Tada trojku (I;{A;i}ier, {i;}ti<;), jednostavnije zapisanu kao (I;A;, ¢; ;),
nazivamo direktnom familijom algebri. Kvazi-ureden skup naziva se nosacem

a familija {A;}ier bazom te familije. Svaka familija homomorfizama koja
zadovoljava uslove (i) i (ii) naziva se tranzitivnim sistemom homomorfizama.

Teorema 1.7.4. Neka je (I; A;, ¢; ;) direktna familija algebri tipa T,
5= {(a)

i neka je 0 relacija na B definisana sa

Jk<ij = aipi; = a;) }7

el

(a,b) € & Fkel)(Viel)k=<xi = a; =1b),

gde sua = (a;)ier, b = (b;)icr € B. Tada je B podalgebra direktnog proizvoda
[Licr Ai 10 je kongruencija na B.

Dokaz. Ako je f € 79, tada je (f4)er € B, jer je fAiQSi,j = f49, za sve

1,5 € I takve da je i < j. Dalje, neka je f € 7,, za neki n € N, i neka
(s)

sua®) = (a;")ier € B, s € [1,n], proizvoljni elementi. Za svaki s € [1,n]
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postoji ks € I takoda zasvei,j € I takvedajek < i < j vazi ags)@,j = ags).
Kako je I usmeren kvazi-ureden skup, to postoji & € I tako da je k = kg, za
svaki s € [1,n], i za proizvoljne i,j € I takve da je k < i < j imamo da je
ks < i < j, zasvaki s € [1,n], pa vazi

(fAZ (a£1)7 ct 7a§n)))¢z,] == fAJ (a’gl)(bl,jv A 7a§n)¢l7]) — fA] (agl)’ A 7a§n))'
Prema tome

flier (g™, gy = (fAi(agl),...,aS"))> € B,

el
¢ime smo dokazali da je B podalgebra od [];.; 4.

Neka je f € 7y, za neki n € N, i neka su a(® = (a/gs))iej, bs) = (bgs))iel €
B, s € [1,n], elementi takvi da je (a(®),b(®)) € 6, za svaki s € [1,n]. To znadi
da za svaki s € [1,n] postoji ks € I tako da za svaki i = ks vazi ags) = bz(s).
Sa druge strane, postoji k € I tako da je k = ks, za svaki s € [1,n], odakle
dobijamo da za svaki i = k vazi i = ks, za svaki s € [1,n], pa je, dakle,
) _ pl®)

S o . o« . ve
ag , za svaki i »= k. Prema tome, za svaki ¢ = k vazi

FAia, ey = pAa e, b,

odakle sledi da

(fB(aU),...,a<">),f3(b<1>,...,b(">)) co.
Ovim smo dokazali da je 6 kongruencija na B. [

Ako je (I; A;, ¢i ;) direktna familija algebri i algebra B i kongruencija
0 su definisani kao u Teoremi 1.7.4, tada svaku algebru izomorfnu faktor-
algebri B/6 nazivamo direktnim limitom, ili krace samo limitom, te direktne
familije algebri.

Znacaj direktnih limita u univerzalnoj algebri bazira se, pre svega, na
slede¢oj vaznoj teoremi:

Teorema 1.7.5. Svaka algebra je direktan limit familije svih svojih konacno
generisanih podalgebri.

Dokaz. Neka je A algebra tipa 7 i neka je {A;};cr familija svih kona¢no
generisanih podalgebri od A, pri ¢emu za i,j € I vazi da je i < j ako i
samo ako je A; C A;. Ako je {4;,..., A}, i1,...,9, € I, proizvoljan
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konacan skup kona¢no generisanih podalgebri od A, pri ¢emu je za svaki
s € [1,n], algebra A;_  generisana kona¢nim skupom H;_, tada je konacan i
skup H = |J{H,,|s € [1,n] }, pa je (H) konacno generisana podalgebra od
A takva da je A;, C (H), za svaki s € [1,n]. Odavde zaklju¢ujemo da je I
usmeren kvazi-ureden skup. Konaé¢no, za i,j € I takve da je i < j, neka je
preslikavanje ¢; j : A; — A; definisano sa: a¢; j = a, za svaki a € A;. Jasno
je da je (I Aj, ¢; ) direktna familija algebri.

Neka su podalgebra B direktnog proizvoda [[,.; A; i kongruencija ¢ na
B definisani kao u Teoremi 1.7.4. S obzirom na definiciju homomorfizama
¢;,j, imamo da je

B = {(bi)iel e[ A

icl

(3a € A)Ek e I)(¥i = k)b = a }

Koristeéi ¢injenicu da je I usmeren kvazi-ureden skup, lako se dokazuje da za
svaki b = (b;);er postoji ta¢no jedan a € A takav dazaneki k € Iisvakii = k
vazi b; = a, pa definiSemo preslikavanje ¢ : B — A uzimajuéi da je bop = a.
Neposrednom proverom, ponovo koristeéi usmerenost kvazi-uredenog skupa
I, utvrduje se da je ¢ homomorfizam. Neka je a € A proizvoljan element
i neka je Ag, k € I, monogena podalgebra od A generisana sa a. Tada za
proizvoljan ¢ € I, a € A; ako i samo ako je i = k, pa definiSemo element
b = (b;);er na sledeéi na¢in: Ako za i € I vazi i = k, tada stavljamo b; = a,
a ako nije i = k, tada uzimamo da je b; bilo koji element iz A;. Jasno je da
je b= (b;)ier € B ibp = a. Prema tome, ¢ slika B na A.

Na kraju, neposredno se proverava da je ker ¢ = 6, §to prema Teoremi o
homomorfizmu znaéi da je A = B/f, odnosno da je A direktan limit familije
(I3 Ay, i ). O

Literatura: Artamonov, Salii, Skornyakov, Shevrin and Shulgeifer [1991], Birkhoff
[1944], Burris and Sankappanavar [1981], Cirié, Petkovié¢ and S. Bogdanovié [2000],
Fleischer [1955], Fuchs [1952], Grétzer [1968], Kimura [1958a], Maljcev [1970], Wen-
zel [1067].

1.8. Identiteti i varijeteti

Jedan od osnovnih nacina za izrazavanje izvesnih “zakona” koji vaze na
nekoj algebri ili nekoj klasi algebri je njihovo izrazavanje preko identiteta.
U ovom odeljku govorimo upravo o identitetima i klasama algebri koje se
mogu zadati preko identiteta, koje nazivamo varijetetima.
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Najpre uvodimo pojam identiteta. Ako je T'= T'(X) term algebra tipa
7 nad skupom X, tada identitom tipa 7 nad X, ili identitetom u T(X),
nazivamo uredeni par (u,v) € T x T, koji obi¢no piSemo kao izraz oblika
u = v. To je samo formalna jednakost terma wu i v, jer, u opsStem slucaju, u
i v su razli¢iti elementi iz 7'(X). Skup svih identiteta u T'(X) bi¢e oznacen
sa Idx. Moze se lako dokazati da su svake dve term algebre nad skupovima
promenljivih iste kardinalnosti izomorfne, zbog ¢ega ¢emo sve term algebre
nad skupom promenljivih kardinalnosti s¢ identifikovati i oznacavati sa T,
dok ¢emo skup svih identiteta nad takvom term algebrom oznacavati sa Id,,.
Specijalno, sa T, i Id,, oznacavamo term algebru i skup svih identiteta nad
prebrojivim skupom promenljivih, tim redom.

Neka je u = v € Idx, pri ¢emu u i v jesu n-arni termi tipa 7, za neki
n € N, i neka je A algebra istog tipa 7. Kazemo da algebra A zadovoljava
identitet u = v, ili da je identitet u = v zadovoljen na algebri A, u oznaci

A = u = v, ako su term operacije u4 i v4 jednake, tj.
utay,. .. an) = vMa1, ... an),
za sve ay, ..., a, € A. Intuitivno, A zadovoljava identitet u = v ako za svaku

mogucéu zamenu promenljivih u termima w i v elementima iz A, termi u i v
daju isti element iz A. Ako je ¥ neki skup identiteta, tada algebra A zado-
voljava skup identiteta 3 ako A zadovoljava svaki identitet iz 3, Sto piSemo
A = X. Skup svih identiteta nad skupom X zadovoljenih na A oznacavamo
sa Idx(A) ili Id,,(A), ako je | X| = ». Specijalno, skup svih identiteta nad
prebrojivim skupom promenljivih zadovoljenih na A oznacavamo sa Id,(A).

Sli¢ne definicije mogu se uvesti za klasu K algebri tipa 7. Naime, kazemo
da klasa K zadovoljava identitet v = v € Idyx, u oznaci K = u = v,
ako svaka algebra iz K zadovoljava u = v, odnosno da zadovoljava skup
identiteta 3, u oznaci K = X, ako K zadovoljava svaki identitet iz 3.
Skup svih identiteta nad X zadovoljenih na K oznacavamo sa Idx(K) ili
sa Id,.(K), ako je | X| = ». Posebno, skup svih identiteta nad prebrojivim
skupom promenljivih zadovoljenih na K oznacavamo sa Id,, (K). Klasu svih
algebri tipa 7 koje zadovoljavaju skup identiteta ¥ oznacavamo sa [¥], i ako
je K = [¥] tada kazemo da je K klasa definisana skupom identiteta 3.

Sledeca teorema nam daje alternativni nac¢in za definisanje pojma zado-
voljenja identiteta na algebri:

Teorema 1.8.1. Neka je A algebra tipa T i u = v je identitet tipa T nad
skupom promenljivih X. Tada A = u = v ako i samo ako je up = vy, za
svaki homomorfizam ¢ : T(X) — A, tj. ako je par (u,v) sadrZan u jezgru
svakog homomorfizma iz T(X) u A.
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Dokaz. Neka u = v jeste n-arni identitet oblika

w(x1, ..., Tn) =v(x1, ..., Tp).

Pretpostavimo da algebra A zadovoljava taj identitet. Nekaje ¢ : T(X) — A
proizvoljan homomorfizam i za svaki ¢ € I neka je a; = z;. Tada prema
Teoremi 1.3.5 imamo da je

(w(zi, ..., zn))e =u(a1,...,a,) = v2(a1,. .., an) = (v(x1,...,20))e0,
tj. up = vep.

Obratno, neka je up = wve za svaki homomorfizam ¢ : T(X) — A.
Uoc¢imo proizvoljne ay,...,a, € A i defini§imo preslikavanje ¢ : X — A

sa: xjp = a;, za svaki i € [1,n], i zy je bilo koji element iz A, za svaki x €
X\{z1,...,z,}. Prema Teoremi 1.3.4, postoji homomorfizam ¢ : T'(X) — A
takav da je xp = xp, za svaki x € X, odakle, opet prema Teoremi 1.3.5,
sledi da je

uMay,. .. an) = (@, ... x0))e = (@1, ..., x0))e = v (a1, . .., an).

Ovim je dokazano da algebra A zadovoljava identitet © = v, ¢ime je dokaz
teoreme zavrsen. [

Neka je K klasa algebri tipa 7. Kongruenciju ¢ na algebri A tipa 7
naziva¢emo K -kongruencijom ako odgovarajuca faktor-algebra A/ pripada
klasi K. Skup svih K-kongruencija na algebri A oznac¢avaéemo sa Cong (A).

Sada mozemo preéi na dokaz glavnog rezultata ovog odeljka koji daje
razne karakterizacije varijeteta algebri. Naime, varijetetom algebri naziva-
¢emo svaku klasu algebri K koja zadovoljava bilo koji od pet ekvivalentnih
uslova naredne teoreme.

Teorema 1.8.2. (Birkhoffova teorema). Sledeéi uslovi za algebarsku
klasu K su ekvivalentni:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre i direktne proizvode;
(ii) K je zatvorena za homomorfne slike i poddirektne proizvode;

(iv) Cong(A) je potpuna podmreza mreze Con(A), za svaku algebru A;

)
)
(iii) Cong(A) je glavni filter mreze Con(A), za svaku algebru A;
)
(v) K =[%], za neki skup identiteta ¥ C Id,,.
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Dokaz. (i)=(ii). Ova implikacija je o¢igledna.
(ii))=(i). Neka je A € K i neka je B podalgebra od A. Takode, neka je
I prebrojiv skup i

C= {(ai)ie_[ c Al|(3be B){icI|a;#b} je konacan skup }

Lako se proverava da je C poddirektan stepen od A, $to znaci da je C € K,
prema pretpostavci (ii). Definisimo relaciju 6 na C sa

(a,b) € 0 < {ie€I|a;+# b} je konacan skup,

gde su a = (a;)ier, b = (b;)ier € C. Neposredno se proverava da je 6
kongruencija na C. Dalje, za b € B neka je p® = (p)ic; € C element
definisan sa p? = b, za svaki i € I. Tada za sve b,b' € B takve da je b # ¥/
vazi (pb,pb/) ¢ 0,1 za svaki p € C postoji ta¢no jedan b € B takav da je
(p,p®) € 6. Prema tome, C/0 = B, odakle sledi da je B € K, ¢ime smo
dokazali (i).

(ii)=-(iii). Neka je A proizvoljna algebra. Primetimo najpre da iz zatvore-
nosti klase K za homomorfne slike sledi da K sadrzi trivijalnu algebru, jer je
ona homomorfna slika svake algebre, $to znaci da je skup Cong (A) neprazan.

Dalje dokazujemo da iz zatvorenosti klase K za poddirektne proizvode
sledi da je skup Cong(A) zatvoren za preseke kongruencija. Zaista, neka je
{6 |i € I} proizvoljna familija elemenata iz Cong(A), i neka je

=6

el

Tada prema Teoremi 1.7.3 sledi da je A/ poddirektan proizvod algebri A/6;,
i€ 1. Kako je A/0; € K, za svaki i € I, to prema pretpostavci dobijamo da
je A/0 € K, tj. 6 € Conk(A), sto je i trebalo dokazati.

Dakle, skup Cong(A) je zatvoren za proizvoljne preseke, odakle sledi da
sadrzi najmanji element. Prema tome, da bi smo dokazali da je Cong(A)
glavni filter od Con(A) (generisan svojim najmanjim elementom), dovoljno je
dokazati da je Cong (A) filter uredenog skupa (Con(A), C), §to je neposredna
posledica zatvorenosti klase K za homomorfne slike. Zaista, neka su 6,1 €
Con(A) kongruencije takve da je § C ¥ i § € Cong(A). Prema Drugoj
teoremi o izomorfizmu, A/9 je homomorfna slika od A/6,1 A/6 € K, odakle
je AJY € K, tj. ¥ € Cong(A), sto potvrduje da je Cong(A) filter uredenog
skupa (Con(A), C). Ovim je implikacija (ii)=-(iii) dokazana.

(iii)=-(iv). Ova implikacija je jasna.
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(iv)= (ii). Najpre dokazujemo da je klasa K zatvorena za poddirektne
proizvode. U tom cilju, razmotrimo proizvoljnu familiju {A;|i € I} algebri
iz K i proizvoljan poddirektan proizvod A te familije. Neka je, pri tome,
{6; i € I} familija kongruencija na A koja zadovoljava uslove Teoreme 1.7.1.
Tada je 0; € Cong (A), za svakii € I, 1

(1.4) ()6: = Aa.

Sa druge strane, prema pretpostavci imamo da Cong(A) ima najmanji el-
ement, ozna¢imo ga sa p, pa iz u C 6;, za svaki i € I, 1 (1.4) sledi da je
1= Ay, odnosno Ay € Cong(A). Medutim, to znaci da je A € K, §to je i
trebalo dokazati. Dakle, klasa K je zatvorena za poddirektne proizvode.

Da bi smo dokazali da je klasa K zatvorena za homomorfne slike, razmot-
rimo proizvoljnu algebru A € K i algebru B takvu da postoji homomorfizam
piz Ana B. Zai1=1,2, neka je A; = A, p; = ¢, m; je projekcioni homomor-
fizam iz A; x Ag na A;, P = {p € A1 x Ay | pmip1 = prapa}, m, je restrikcija
od m; na P, 0; = kerm; i § = 61 V 6y u Con(P). Kako je P/0; = A;, to
je 0; € Cong(P), za i = 1,2, i konacno 6 € Cong(P), jer je Cong(P)
podmreza od Con(P).

Sa druge strane, postoji homomorfizam 1 iz P na B takav da je ¢ =
1 = Thpa. Jasno, 0; C kertp, zai = 1,2, pa je § C kertp. Obratno, ako je
(p,q) € keryp i r = (prl, qn)y), tada je r € P, (p,r) € 01 i (r,q) € 02, odakle
je (p,q) € 6102 C 0. Prema tome, keri) = 6, pa je P/ = B, pa iz ¢injenice
da je 6 € Cong(P) dobijamo da je B € K, §to je i trebalo dokazati. Ovim
je implikacija (iv)=-(ii) dokazana.

(i)=(v). Razmotrimo term algebru T' = T, nad prebrojivim skupom
promenljivih i skup Id, (A) svih identiteta u T, zadovoljenih u A. Drugim
re¢ima,

(1.5) Id,(A) = ﬂ{kercp | ¢ je homomorfizam iz T u A},

pa dakle, Id,,(A) je kongruencija na T'. Sa druge strane, neka je
(1.6) S =1d,(K) = [ |{Id,(4)| A € K}.

Jasno, Y. je takode kongruencija na 1. Za proizvoljnu algebru A € K i
homomorfizam ¢ iz T na A imamo da je faktor-algebra 7'/ ker ¢ izomorfna
podalgebri od A, odakle je T'/ker ¢ € K, odnosno ker p € Cong (7). Sada
na osnovu (1.5) i (iv) dobijamo da je Id,(A) € Cong(T), za svaki A € K,
pa iz (1.6) i (iv) sledi da je ¥ € Cong(T).
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Sada ¢emo dokazati da je K = [X]. Prema (1.6) i (1.5) sledi da je
K C [¥]. Obratno, neka je A € [¥] proizvoljna algebra. Neka je B njena
proizvoljna kona¢no generisana podalgebra. Kako je term algebra T gener-
isana prebrojivim skupom X, a algebra B je generisana nekim kona¢nim
skupom B’, to postoji preslikavanje iz X na B’ koje se mozZe progiriti do ho-
momorfizma ¢ iz T na B, prema Teoremi 1.3.4. Tada je ¢ i homomorfizam
izT u A, pa je

Y C Idw(A) C ker o,

paiz ¥ € Cong(T) i uslova (iii), za koji smo ve¢ dokazali da je ekvivalentan
sa (i), sledi da je keryp € Cong(T), odakle je B € K. Prema tome, svaka
konac¢no generisana podalgebra od A pripada klasi K. Kako se svaka algebra
moze predstaviti kao direktan limit svojih konacno generisanih podalgebri,
to na osnovu Teoreme 1.7.5 i zatvorenosti klase K za direktne proizvode,
podalgebre i homomorfne slike dobijamo da je A € K. Time smo dokazali
da je K = [X].

(v)=>(i). Neposrednom proverom dobijamo da je klasa K zatvorena za
podalgebre i direktne proizvode. Da bi smo dokazali da je zatvorena i za
homomorfne slike, razmotrimo proizvoljnu algebru A € K i homomorfizam
¢ iz A na neku algebru B. Neka je T'= T'(X) term algebra nad X, gde je X
prebrojiv skup, i ¢ je proizvoljan homomorfizam iz T u B. Za svaki x € X
izaberimo proizvoljan element iz (z1))¢~!, i oznac¢imo ga sa x@. Tada je @
preslikavanje iz X na A, i moze se prosiriti do homomorfizma ¢ iz T na A.
Kako je zp¢p = x1p, za svaki x € X, to je p¢ = 1. Sada, za proizvoljan
identitet u = v iz ¥ imamo da je

Y = upp = vod = vip,
jer A E X, pa dakle B = X. Time smo dokazali implikaciju (v)=-(1). O
Lako se proverava da presek proizvoljne familije varijeteta jeste takode
varijetet, odakle neposredno zaklju¢ujemo da za proizvoljnu klasu K algebri
postoji najmanji varijetet, oznacen sa V(K), koji sadrzi K. Naime, to je

presek svih varijeteta koji sadrze K, i nazivamo ga varijetetom generisanim
klasom K. Karakterizaciju takvog varijeteta daje nam sledeé¢a teorema:

Teorema 1.8.3. Neka je K proizvoljna klasa algebri. Tada je

V(K) = HSP(K) = HP,(K).
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Dokaz. Kako je Ps(K) C SP(K), to imamo da je HP;(K) C HSP(K).
Dalje, iz K C V(K) sledi HSP(K) C HSP(V(K)), a na osnovu Teoreme
1.8.2, HSP(V(K)) = V(K). Prema tome, vazi

HP,(K)C HSP(K) C V(K).

Preostaje josamo da se dokaze da je V(K) C HPs(K), za sta je dovoljno
dokazati da je H Ps(K) varijetet.

Iz Cinjenice da kompozicija dva epimorfizma takode jeste epimorfizam
neposredno sledi da je klasa H Ps(K) zatvorena za homomorfne slike. Pre no
§to dokazemo da je ta klasa zatvorena i za poddirektne proizvode, stavimo
da je Ps(K) = K' i dokazimo da je PsH(K') C HPs(K'). Neka je B €
P,H(K'), tj. neka je B C [[,c; Bi poddirektan proizvod algebri B;, i € I,
pri ¢emu za svaki i € I, B; jeste homomorfna slika algebre A; € K’ u odnosu
na homomorfizam ¢; iz A; na B;. DefiniSimo preslikavanje

¢:[J4i—[]Bi

i€l el

na sledeci nacin: za a = (a;)icr € [[;c; Ai neka je ap = (a;¢;)icr. Neposred-
nom proverom ustanovljuje se da je ¢ homomorfizam i da je sirjektivan. Neka
je A= B¢~!. Uocimo proizvoljan i € I i a; € A;. Neka je a;¢; = b; € B;.
Kako je B poddirektan proizvod algebri B;, ¢ € I, to postoji b € B tako da je
bm; = b;. Neka je sada a € Hie[ A; element odreden sa: am; = a;, aza j € I,
J # i, neka je am; proizvoljan element iz (bﬁj)gb;l. Tada je (amj)¢; = brj,
za svaki j € I, §to znaéi da je ap = b, pa je a € By~ = A, pri ¢emu je
am; = a;. Dakle, A je poddirektan proizvod algebri A; € K', i € I, i B je
homomorfna slika od A, pa je B € HPs(K').

Dakle, P,HP;(K) C HP;P,(K) C HP;(K), na osnovu tranzitivnosti
poddirektnih proizvoda (Posledica 1.7.2). Prema tome, klasa HP;(K) je
zatvorena i za poddirektne proizvode, Sto znaci i da je varijetet koji sadrzi
K, paje V(K) C HP;(K). Ovim je dokaz teoreme zavrsen. []

Literatura: Birkhoff [1935], Bogdanovi¢ and Ciri¢ [1997], Burris and Sanka-
ppanavar [1981], Cirié and Bogdanovié¢ [1996a], Gritzer [1968], Kimura [1958b],
Kocinac and Mandak [1996], Kogalovskil [1965], Kurosh [1973], Maljcev [1970], Mi-
jajlovi¢ [1993], Schein [1965], Tarski [1946], Taylor [1979].
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1.9. Uopsteni varijeteti i pseudovarijeteti

Nake je T'= T(X) term algebra tipa 7 nad skupom promenljivih X i neka
je ¥ C T x T skup identiteta u T'. Ako se skup X moze zapisati u obliku
Y = {u; = vi};c;, gde je I usmeren kvazi-ureden skup, tada kazemo da je
> usmeren skup identiteta, a za algebru A tipa 7 kazemo da ultimativno
zadovoljava X, ako postoji k € I tako da A = w; = v;, za svaki i = k, i
pisemo A =, ¥. Klasu svih algebri tipa 7 koje ultimativno zadovoljavaju
usmeren skup identiteta ¥ oznacavamo sa [X], ili sa [u; = v;|i € ], i za
K = [X], kazemo da je klasa ultimativno definisana usmerenim skupom
identiteta 3.

U slucaju kada je I = N, sa uobicajenim uredenjem prirodnih brojeva, tj.
¥ = {un = Un}, ey je niz identiteta, tada pisemo [u, = v, |n € N, ili prosto
[Un = Vplu, 1 za K = [u, = vy], kazemo da je klasa ultimativno definisana
nizom identiteta {u, = vn},cy-

Familiju skupova naziva¢emo usmerenom familijom skupova ako u odno-
su na inkluziju skupova ona ¢ini usmeren ureden skup, a uniju takve familije
naziva¢emo usmerenom unijom.

Klasu algebri K nazivaé¢emo uopstenim varijetetom ako zadovoljava bilo
koji od cetiri ekvivalentna uslova naredne teoreme.

Teorema 1.9.1. Sledeéi uslovi za klasu algebri K su ekvivalentni:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre, konacne direktne
proizvode i direktne stepene;
(ii) K je usmerena unija varijeteta;
(iii) K = [X], za neki usmereni skup identiteta 3 C Id,,;
(iv) postoji filter F Booleove algebre P(1d,,) takav da za svaku algebru A
vazi

Ae K < Id,(A) e F.
Dokaz. (i)=(ii). Ako je K proizvoljna kona¢na podklasa od K, tada je
V(Ko) = HSP(K) = HSP;Pow(K,) C HSP;Pow(K) C K,

i kako za proizvoljne klase K1 1 Ko vazi V(K;),V(K2) C V(KU K3), to
imamo da
{V(Ky) | Ky je kona¢na podklasa od K}

jeste usmerena familija varijeteta i K je unija te familije.
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(ii)=(i). Ova implikacija se dokazuje neposrednom proverom.

(ii)=(iii). Neka je K unija usmerene familije varijeteta {Va},cy. Za
svaki a € Y neka je ¥, = Id,, (V). Mozemo pisati ¥, = {u; = Ui}z‘ela’ pri
cemu je I, NIz = @, za a # (. Neka je I =],y Io 1 neka je < relacija na
I definisana za 7,7 € I sa

acY

1xJ & 1€, jelp, zaneke o,€Y, 1V, C Vg.

Tada je < kvazi-uredenje na I i (I, <) je usmeren kvazi-ureden skup. Uzmi-
mo takode da je ¥ = {J,cy Xa = {u;i = vi};c;.- Dokazac¢emo da je K = [¥],.

Neka je A e K, tj. A€ V,, zaneki o € Y, ineka je k € I, proizvoljan
element. Ako je ¢ € I element takav da je ¢ = k, tada je ¢ € Ig, za neki
B €Y takav da je V, C V3, odakle dobijamo da je A€ Vgi A Eu; = v,
jer je u; = v; € ¥g. To znaci da je A € [X],.

Obratno, neka je A =, X, neka je k € I element takav da A = u; = v;,
za svaki i = k, i neka je « € Y tako da je k € I,. Tada A = u; = v;, za svaki
i€y, tj. AEY,=1d,(V,), paje A€V, C K, sto je i trebalo dokazati.

(ii)=-(ii). Neka je K = [X],, gde je ¥ = {u; = v; }ier C Id,, neki usmeren
skup identiteta. Za svaki k € I neka je Vi = [u; = v;|i = k]. Razmotrimo
k,l € I takve da je k < . Ako je A € Vi, tada A E u; = v;, za svaki
i =k, pa A= u; = v;, za svaki ¢ = [, §to znaci da je A € V. Prema tome,
k < I povlaéi Vi, C V, ¢ime smo dokazali da je {V';}rer usmerena familija
varijeteta takva da je K = (J,c; V

(ii)=(iv). Neka je K unija usmerene familije varijeteta {V o} ¢y i
F= {2 ePUd,) | Gaev)1d, (V) C z}.

Jasno je da je F filter Booleove algebre P(Id, ), a za proizvoljnu algebru A
vazi
Id,(A) e F & (BaeY)Ild,(Vy) Cld,(A)
& (JaeY)AeV,
& Ac K,

Sto je i trebalo dokazati.

(iv)=-(i). Ova implikacija je neposredna posledica relacija

Id,(H(A)) 2 Id,(4), 1du(S(A))

>
Id, (A x -+ x Ap) =1d,

d( ), Id,, (Pow(A)) D Id,,(A),
(A1) N - N1y (Ay),

koje vaze za proizvoljne algebre A, Ay, ..., A, datog tipa. [
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Lako se proverava da je presek proizvoljne familije uopstenih varijeteta
takode uopsteni varijetet, odakle neposredno zaklju¢ujemo da za proizvoljnu
klasu K algebri postoji najmanji uopsteni varijetet, oznacen sa G(K), koji
sadrzi K. Jasno, to je presek svih uopstenih varijeteta koji sadrze K, i
nazivamo ga uopstenim varijetetom generisanim klasom K. Karakterizaciju
uopstenog varijeteta generisanog klasom algebri daje nam slede¢a teorema:

Teorema 1.9.2. Neka je K proizvoljna klasa algebri. Tada je

G(K) = HSPjPow(K).
Dokaz. Dokaz ove teoreme slican je dokazu Teoreme 1.8.3. [

Klasu K konac¢nih algebri naziva¢emo pseudovarijetetom ako zadovoljava
bilo koji od tri ekvivalentna uslova naredne teoreme.

Teorema 1.9.3. Sledeéi uslovi za klasu K konacnih algebri konacénog tipa
su ekvivalentni:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre i konacne direktne
proizvode;
(ii) K se sastoji od svih konacénih algebri iz nekog uopstenog varijeteta;
(i) K = [up = vy |n € Ny, za neki niz identiteta {u, = vy }nen C Id,.

Dokaz. (i)=(il). Dokaza¢emo da svaka kona¢na algebra iz uopstenog vari-
jeteta G(K) = HSPyPow(K) pripada klasi K. Neka je A € G(K) proiz-
voljna konac¢na algebra. Tada postoje algebre Ai,...,A, € K, skupovi
Li,...,I,, algebra B C A{l x -+ x Aln i sirjektivni homomorfizam ¢ : B — A.
Za svaki a € A, oznacimo sa b, proizvoljan element iz B za koji je by¢ = a.
Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti da skup {b, | a € A} generise B,
jer u suprotnom mozemo da umesto B razmatramo podalgebru generisanu
tim skupom, imajuéi u vidu da je A homomorfna slika i te algebre. Za a € A,
element b, mozemo zapisati u obliku

bo = (b1,a---,bna), gdeje byq = (bgl) Loz svaki k € [1,n].
) ael
Za svaki k € [1,n], definiSimo sada relaciju 0y na I sa

(i,§) € Op & (Yae A) by, = b)),
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Jasno je da je 6 relacija ekvivalencije na I, a kako je b,(;)a € Ay, za svaki
1 € I, i1 A je konacna algebra, to postoji konatno mnogo 6.-klasa, tj.
faktor-skup Ji = I1 /0 je konacan. Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo
uzeti da je skup Ji dobijen izdvajanjem ta¢no po jednog elementa iz svake
Or-klase. Za proizvoljan k € [1,n] neka je ¢y : Ai’“ — AZ’“ preslikavanje

definisano sa ‘ .
(02,0, ) o= (2), .,

Tada je jasno da je ¢y sirjektivni homomorfizam, odakle sledi da i preslika-
vanje ¢ : A{l X - x Aln A‘lj1 x .-+ x AJn definisano sa

(bl, ey bn)(p = (bl(pl, ceey bnSOn)

takode jeste sirjektivni homomorfizam. Imajuéi u vidu definicije preslika-
vanja ¢, @ 1 relacije 0, kao i ¢injenicu da je algebra B generisana skupom
{bq | @ € A}, rutinskom proverom utvrdujemo da je restrikcija homomorfizma
¢ na B injektivna, Sto znaci da algebra A{l X -+ x A sadrzi podalgebru
B’ izmomorfnu sa B, pa je, dakle, A homomorfna slika i od B’. Kako je
A‘II1 x --- x AJn konacan direktan proizvod algebri iz K, to prema pret-
postavci (i) dobijamo da je A € K, §to je i trebalo dokazati.

(ii)=-(iii). Neka je K = GNFin, gde je G neki uopsteni varijetet a Fin
je klasa svih konaé¢nih algebri datog tipa. Kako medusobno neizomorfnih
konag¢nih algebri konacnog tipa ima prebrojivo mnogo, to mozemo pisati

K=I{A,|neN}) i Fin=I({B,|ncN}).

Uocimo proizvoljne i,j € N. Kako je V({A1,...,4,}) C KiB; ¢ K, to
B; ¢ V({A1,...,A,}), pa mozemo izabrati proizvoljan identitet

e € Idu(V({A1, ..., An})) \ 1du(B;).

Skup {ei;|i,7 € N, i > j} je prebrojiv, pa se moze svrstati u niz. Neka
je {en}nen proizvoljno svrstavanje tog skupa u niz. Dokaza¢emo da vazi
K =le,|n € N|,.

Neka je A € K. Tada je A = Ay, za neki k € N, pa A = ¢ za
svaki ¢ > k i svaki j < i, $to znadi da A zadovoljava sve sem mozda kona¢no
mnogo identiteta iz niza {e, } ,en, odnosno da postoji n € N tako da A = e,
za svaki m > n. Prema tome, A € [e, |n € NJ,, ¢ime smo dokazali da je
K C [e,|n € NJ,,. Da bismo dokazali obratnu inkluziju, dovoljno je dokazati
da nijedna algebra iz Fin \ K ne pripada klasi [e, |n € N],. Zaista, ako
je A e Fin\ K, tada je A = Bj, za neki j € N, pa za svaki i > j, A ne
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zadovoljava identitet €;;, prema nacinu kako je taj identitet izabran. Dakle,
A ne zadovoljava beskona¢no mnogo identiteta iz niza {e;, }nen, $to znaci da
A ¢ [en |n € N],,. Prema tome, dokazali smo da je K = [e, | n € N,.

(iii)=-(i). Ovo sledi neposredno iz Teoreme 1.9.1. O

Moze se lako proveriti da presek proizvoljne familije pseudovarijeteta
jeste takode pseudovarijetet, Sto znac¢i da za proizvoljnu klasu K kona¢nih
algebri postoji najmanji pseudovarijetet koji sadrzi K. Naravno, to je presek
svih pseudovarijeteta koji sadrze K. Taj pseudovarijetet oznacavamo sa
Py(K), i nazivamo ga pseudovarijetetom generisanim klasom K. Njegovu
karakterizaciju daje nam sledeéa teorema:

Teorema 1.9.4. Neka je K proizvoljna klasa konacnih algebri. Tada je

Pv(K)=G(K)NFin = HSP(K).
Dokaz. Sledi neposredno iz dokaza Teoreme 1.9.3. O

Literatura: Agliano and Nation [1989], Almeida J'l 994, 1989, 1990], Baldwin and
Berman [1976], Banaschewski [1983], Bogdanovié, Cirié¢ and Petkovié [2000], Eilen-
berg [1973, 1974, 1976], Eilenberg and Schutzenberger [1976], Gratzer and Plonka
[1970], Graczyniska [1991], Higgins [1990], Howie [1991], Pin [1984], Reiterman
[1982], Thérien [1980, 1981].

1.10. Regularnost varijeteta, uopstenih varijeteta i
pseudovarijeteta

Kao sto ¢e se pokazati i u kasnijim delovima ove knjige, veoma vazna os-
obina identiteta je njegova regularnost, odnosno neregularnost. Zato u ovom
odeljku prikazujemo glavna opsta svojstva regularnih i neregularnih iden-
titeta, varijeteta, uopstenih varijeteta i pseudovarijeteta.

Najpre moramo da uvedemo neke nove pojmove. Podsetimo se da smo
u Odeljku 1.4. polumrezu definisali kao komutativnu traku, tj. komutativnu
idempotentnu polugrupu. Koristeéi ovaj pojam, uvesé¢emo i njemu odgo-
varajuéi pojam u sluc¢aju algebri proizvoljnog tipa 7. Definicija koju ¢emo
dati zavisi od toga da li u 7 ima ili nema znaka konstanti, tj. dali je p = &
ili je 79 # O, pa u zavisnosti od toga dajemo dve definicije.
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(1) Neka je 79 = @ i neka je S proizvoljna polumreza. Definisimo operacije
tipa 7 na S na slede¢i nacin:
(1.1) ako je f € Tp, zan > 2,1 ay,as,...,a, € 5, tada uzimamo da je

fs(a17a27"'7a'n) = a10a2 - - - Qp,

gde je na desnoj strani ove jednakosti proizvod u polumrezi S;

(1.2) ako je f € 71 ia € S, tada uzimamo da je f°(a) = a.
Tada S sa ovako definisanim operacijama predstavlja algebru tipa 7
koju nazivamo T-polumrezom.

(2) Neka je 70 # @ i neka je S proizvoljna polumreza sa jedinicom 1.
Definisimo operacije tipa 7 na S na sledeé¢i nacin:
(2.1) ako je f € 7, zan > 2, tada operaciju f° definigemo kao u (1.1);
(2.2) ako je f € 71, tada operaciju f° definisemo kao u (1.2);
(2.3) ako je f € 79, tada uzimamo da je f¥ = 1.
Sa ovako definisanim operacijama S predstavlja algebru tipa 7 koju
takode nazivamo T-polumrezZom.

U svakom od ovih sluc¢ajeva, klasu svih 7-polumreza oznacavamo sa S..

Primetimo da u gornjim definicijama postoji izvesno odudaranje u defini-
ciji operacija f € 7,, za n > 2, u odnosu na definiciju unarnih operacija,
kod kojih se ¢injenica da je S polumreza uopSte ne koristi, a ne koristi se
suStinski ni kod definisanja nularnih operacija. Kod unarnih algebri, tj. kod
algebri kod kojih je 7 = 7, pri definiciji 7-polumreza nije potrebno krenuti
od polumreze, ve¢ S moze biti bilo koji skup. O takvim algebrama biée reci
u Glavi 4.

Jednostavno se proverava da je svaka dvoelementna polumreza izomorfna
polumrezi S = {0,1} u kojoj je0-1=1-0=0-0=0i1-1=1 (4.
0 je nula a 1 je jedinica u S). Zbog toga, kada budemo govorili dvoele-
mentna polumreZa, mislicemo upravo na ovu polumrezu. Odgovarajuéu dvo-
elementnu 7-polumrezu oznacava¢emo sa 2.

Vratimo se sada na pitanje regularnosti identiteta. Za identitet ©u = v
kazemo da je reqularan ako je skup svih promenljivih koje se javljaju u termu
u jednak skupu svih promenljivih koje se javljaju u termu v. U suprotnom
kazemo da je taj identitet neregularan.

Sa 1df? 1 1dY oznacava¢emo redom skup svih regularnih i skup svih nere-
gularnih identiteta iz Id,,, a za klasu K algebri, odnosno za algebru A, sa
Id2(K) i 1dY (K), odnosno 1d%(A) i 1dY (A), oznacavamo redom skup svih
regularnih i skup svih neregularnih identiteta zadovoljenih na K, odnosno
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na A. Takode, ako je ¥ neki skup identiteta, tada ¢e skupovi svih regularnih
i svih neregularnih identiteta iz ¥ biti oznaceni sa Yg i X, tim redom.
Za svaki podskup od X kazemo da je reqularan podskup od 3, a za svaki
podskup od Xy da je neregularan podskup od X.

Slede¢om teoremom pokazujemo da su regularni identiteti upravo oni
zadovoljeni na 7-polumrezama.

Teorema 1.10.1. Neka je u = v identitet tipa T nad skupom promenljivih
X. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) u = je reqularan identitet;
(ii) u = v je zadovoljen na svakoj T-polumrezi;
(iii) u = v je zadovoljen na 2.

Dokaz. (i)=(ii). Neka je u = v regularan varijetet i {x1,...,z,} je skup
svih promenljivih koje se javljaju u termima u i v. Razmotrimo proizvoljnu
T-polumrezu S i elemente ay,...,a, € S. Tada je

us(al,...,an) =ay---ap = vs(al,...,an),

§to znaci da S zadovoljava u = v.

(ii)=-(iii). Ova implikacija je trivijalna.

(iii)=(i). Pretpostavimo da v = v nije regularan identitet, tj. da postoji
slovo 2’ € X koje se javlja u jednom od terma u i v, a ne javlja u drugom.
Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti da se =’ javlja u u a ne javlja
u v. Neka je sada ¢ : X — 2, preslikavanje definisano sa

0 akojex=2a
xr =
4 1 ako je x # 2.

Prema Teoremi 1.3.4, ¢ se moze prosiriti do homomorphizma ¢ : T'(X) —
2,, 1 tada vazi up = 01 vp = 1, sto daje up # vp. Medutim, to prema
Teoremi 1.8.1 znaci da identitet u = v nije zadovoljen na 2, Sto je u suprot-
nosti sa pretpostavkom (iii). Prema tome, zaklju¢ujemo da u = v mora biti
regularan identitet. [

Za varijetet V' kazemo da je regularan varijetet ako se moze definisati
nekim skupom regularnih identiteta, dok u suprotnom kazemo da je V' nereg-
ularan varijetet. Karakterizaciju regularnih varijeteta daje slede¢a teorema:
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Teorema 1.10.2. Neka je V varietet algebri tipa 7. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(i) V je regularan varijetet;

(ii) svaki identitet zadovoljen na V' je regularan;
(iii) S, C V;

(iv) 2, € V.

Dokaz. (i)=(iii). Ako je V regularan varijetet, tj. V = [X], za neki skup
3. regularnih identiteta, i ako je S proizvoljna 7-polumreza, tada prema
Teoremi 1.10.1 imamo da S = X, odakle sledi da je S; C V.

(iii)=-(iv). Ova implikacija je evidentna.

(iv)=-(ii). Ako je u = v identitet zadovoljen na V, tada je zadovoljen
i na 2;, prema pretpostavci (iv), pa dalje prema Teoremi 1.10.1 sledi da je
u = v regularan identitet.

(ii)=(i). Ova implikacija je trivijalna. [

Naredne dve posledice dobijaju se neposredno iz prethodne teoreme. U
drugoj posledici, a i nadalje u knjizi, sa O oznacavamo wvarijetet trivijalnih
(jednoelementnih) algebri datog tipa. Jasno, to je najmanji varijetet algebri
tog tipa.

Posledica 1.10.1. Za proizvoljan tip algebri 7, S, je majmangi reqularan
varijetet algebri tipa 7.

Posledica 1.10.2. Neka je V' warijetet algebri tipa 7. Tada su sledeéi
uslovi ekvivalentni:

(i) V je neregularan varijetet;
(ii)
(i)
)
)

neki neregularan identitet je zadovoljen na V;

SNV =0;
(iv) S; £ V;
(v) 2, ¢ V.

Iz Teoreme 1.10.2 neposredno sledi da presek proizvoljne familije reg-
ularnih varijeteta takode jeste regularan varijetet, Sto znac¢i da za svaku
klasu K, presek svih regularnih varijeteta koji sadrze tu klasu jeste naj-
manji regularan varijetet koji sadrzi K. Taj varijetet oznacava¢emo sa R(K)
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i naziva¢emo ga regularnim varijetetom generisanim klasom K. U slucaju
varijeteta V', R(V') naziva¢emo regularizacijom varijeteta V.

Sledeca teorema daje jednu karakterizaciju regularnog varijeteta gene-
risanog klasom algebri:

Teorema 1.10.3. Ako je K proizvoljna klasa algebri, tada je
R(K) = [ldj(K)].

Dokaz. Jasno je da je [Id%(K)] regularan varijetet koji sadrzi K, pa je
R(K) C [Idf(K)]. Sa druge strane, R(K) = [X], gde je ¥ C Id, neki
skup regularnih identiteta. Kako je K C [¥], to je ¥ C Id¥(K), odakle je
[1d%(K)] C [¥] = R(K). Dakle, dokazali smo da je [[d¥(K)] = R(K). O

Uopsteni varijetet G nazivamo regularnim uwopstenim varijetetom ako je
ultimativno definisan nekim usmerenim skupom regularnih identiteta, dok ga
u suprotnom nazivamo neregularnim wopstenim varijetetom. Slitno, pseu-
dovarijetet P nazivamo regularnim pseudovarijetetom ako je ultimativno
definisan nekim nizom regularnih identiteta, a u suprotnom ga nazivamo
nereqularnim pseudovarijetetom.

Pre nego sto damo teoreme kojima se karakterisu regularni uopsteni var-
ijeteti i pseudovarijeteti, navodimo jedan pomoéni rezultat:

Lema 1.10.1. Neka je {u; = v; |i € I} usmeren skup identiteta i neka je
F proizvoljan filter kvazi-uredenog skupa I. Tada je {u; = v;|j € F'} takode
usmeren skup identiteta 1

[uizvi‘iEI]u:[Uj:’Uj‘jGF].
Dokaz. Dokaz ove leme je jednostavan i ostavlja se ¢itaocu za vezbu. [J

Ako je {u; = v; |i € I} usmeren skup identiteta i F' je filter od I, tada
¢emo i za skup {u; = v;|j € F'} govoriti da je filter usmerenog skupa iden-
titeta {u; = v; |i € I'}. Takode, ako je J podskup usmerenog kvazi-uredenog
skupa I, tada kazemo da je J kofinalan podskup od I ako za svaki i € [
postoji j € J tako da je i X j, Sto znaci da J ima neprazan presek sa svakim
filtrom od I. Ako je {u; = v;|i € I} usmeren skup identiteta i J je kofi-
nalan podskup od I, tada za skup identiteta {u; = v; |i € J} kazemo da je
kofinalan podskup skupa {u; = v; |1 € I}.
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Teorema 1.10.4. Neka je G uopsteni varijetet algebri tipa 7. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) G je regularan uopsteni varijetet;
(ii) G je usmerena unija regularnih varijeteta;
(iii) G sadrzi reqularan varijetet;

(iv) S; C G;

(v) 2; € G;

(vi) svaki usmeren skup identiteta koji ultimativno definiSe G sadrzi regu-
laran filter;

(vii) postoji filter Booleove algebre P(1dE) takav da za svaku algebru A vazi
AeG & 1d,(A) e F.

Dokaz. (i)=(ii). Neka je G regularan uopsteni varijetet ultimativno defi-
nisan nekim regularnim usmerenim skupom identiteta {u; = v; |i € [I}.
Tada prema dokazu Teoreme 1.9.1 imamo da je G unija usmerene familije
varijeteta Vi = [u; = v;|i = k], k € I, pri ¢emu je jasno da su svi ovi
varijeteti regularni.

(ii)=-(iii). Ova implikacija je trivijalna.

(iii)=(iv). Ako je V' C G, za neki regularan varijetet V', tada prema
Teoremi 1.10.2 sledi da je S, C V,paje S, CG.

(iv)=-(v). To je ocigledno.

(v)=>(vi). Neka je uopsteni varijetet G' ultimativno definisan nekim us-
merenim skupom identiteta {u; = v;|i € I}. Tada iz 2, € G sledi da
postoji k € I tako da 2, = u; = v;, za svaki i = k, pa prema Teoremi 1.10.1
imamo da je {u; = v;|i € F} regularan filter od {u; = v;|i € I}, gde je
F ={ie€1|i%=k} glavni filter od I generisan sa k.

(vi)=(i). Ova implikacija je neposredna posledica Leme 1.10.1.

(ii)=(vii). Neka je G' usmerena unija regularnih varijeteta {Va},cy i
F= {2 e PIAR) | Ga e Y)1du(Va) C 2}.

Tada je F filter Booleove algebre P(Idf), i za proizvoljnu algebru A vazi

Idy(A) e F & (BaeY)Id,(Vy) CIdy(A)
& (JaeY)AeV,
& Aed.

(vii)=(v). Neka je F proizvoljan filter Booleove algebre P(Idf) koji
ispunjava uslov (vii). Tada je Id,(2,) =1d¥ € F,paje 2, € G. O
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Neposredno iz prethodne teoreme dobijaju se sledeée karakterizacije nere-
gularnih uopstenih varijeteta algebri.

Posledica 1.10.3. Neka je G uopsteni varijetet algebri tipa 7. Tada su
sledecéi uslovi ekvivalentni:

(i) G je neregularan uopsteni varijetet;

)
(ii) G je usmerena unija nereqularnih varijeteta;
(ii) svaki varijetet sadrzan u G je neregularan;
(iv) S; NG = 0;
) S: ¢ G;

) 2; ¢ G;
(vil) svaki usmeren skup identiteta koji ultimativno definise G sadrzi nere-
gularan kofinalan podskup.

(v
(vi

Ako je K proizvoljna klasa algebri, tada sa K oznacavamo klasu svih
konacnih algebri iz K.

Teorema 1.10.5. Neka je P pseudovarijetet algebri konacnog tipa 7. Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) P je regularan pseudovarijetet;
(i) S, C P;
(iii) 2, € P;
) svaki niz identiteta koji ultimativno definise P sadrzi konacno mnogo
neregularnih identiteta;

(iv

(v) P je skup svih konacnih algebri iz nekog regularnog uopstenog vari-
Jeteta.

Dokaz. (i)=(ii). To je neposredna posledica Teoreme 1.10.1.

(ii)=-(iii). Ova implikacija je ocigledna.

(iii)=(iv). Neka je P = [up, = v,|n € N],. Tada iz 2; € P sledi da
postoji k € N tako da 2; = u, = vy, za svaki n > k, $to znaci da je svaki
identitet iz skupa {u, = v, |n > k} regularan, odakle zaklju¢ujemo da u
nizu {u, = v, |n € N} moze postojati najvise konaéno mnogo neregularnih
identiteta.

(iv)=(i). Neka je P = [u, = v,|n € NJ,. Tada prema pretpostavci
imamo da postoji k € N tako da je identitet u,, = v, regularan, za svaki
n >k, pa prema Lemi 1.10.1 sledi da je P = [u, = v, |n > k].
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(iii)=(v). Prema Teoremi 1.9.3, P = G, za neki uopsteni varijetet G, 1
iz 2; € P C G, prema Teoremi 1.10.4 dobijamo da je G regularan uopsteni
varijetet.

(v)=-(iii). Kako je 2, konacna algebra koja pripada svakom regularnom
uopstenom varijetetu, to iz pretpostavke (v) sledi da je 2, € P. [

Posledica 1.10.4. Neka je P pseudovarijetet algebri konacnog tipa 7. Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) P je neregularan pseudovarijetet;
(i) S, NP = 0O;
(i) 5. ¢ P
)
)

(iv

(v

2, ¢ P;
svaki niz identiteta koji ultimativno definise P sadrzi beskonacno
mnogo nereqularnih identiteta,

(vi) P je skup svih konacnih algebri iz nekog neregularnog uopstenog vari-
jeteta.

Literatura: Bogdanovi¢, Ciri¢ and Petkovi¢ [2000], Ciri¢, Petkovié and S. Bog-
danovi¢ [2000], Graczyniska [1983b, 1985, 1990, 1991, 1995], Gréitzer and Plon-
ka [1970], Jonsson and Nelson [1974], Plonka [1967, 1969, 1984], Plonka and A.
Romanowska [1992], Romanowska and Smith [1991], Salii[1969a, 1969b], Smirnov
[1976].

1.11. Zadaci

1. Neka je < parcijalno uredenje na skupu X. Dokazati da je tada relacija < na
X definisana sa
r<yszrc<yirx#y

antirefleksivna i tranzitivna. Obratno, ako je < antirefleksivna i tranzitivna relacija
na skupu X, tada je relacija < na X definisana sa

r<yecr<yiliz=y
parcijalno uredenje na skupu X. Dokazati.

2. Neka je p relacija na skupu A. Dokazati da vazi:

(a) ako je p simetri¢na, tranzitivna i ApUpA # @, tada je p relacija ekvivalencije;
(b) ako je p simetri¢na i antisimetri¢na, tada je p tranzitivna.
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3. Neka je ¢ kvazi-uredenje na skupu X. Dokazati da:

(a) € =¢NET je relacija ekvivalencije na skupu X
(b) za proizvoljne «, 8 € X/ vazi

(Fzr €a)(Tyep)(ab) el (Vzea)(Vyep)(abd)€g;
(c) relacija < definisana na X /¢ sa
a< B (Brea)TyepB)(ab) €€ zaproizvoljne o, 8 € X/,

je uredenje na X/&;
(d) za proizvoljne z,y € X vazi

(z,y) € € =y Calila CE&y;

(e) za proizvoljne x,y € X vazi
(z,y) € £ & a€ = y& & Lo = Ey.

4. Neka je p binarna relacija na skupu X. Dokazati da je p ekvivalencija ako i
samo ako je p = pp~ 1 U Ay.

5. Neka su p i 6 ekvivalencije na skupu X. Dokazati da je pf relacija ekvivalencije
ako i samo ako je pf = Op.

6. Preslikavanje ¢ : H — K je levo (desno) invertibilno ako postoji preslikavanje
¥ : K — H tako da je ¥¢ = tx (¢ = tg). Dokazati:
(a) preslikavanje je levo invertibilno ako i samo ako je sirjektivno;

(b) preslikavanje je desno invertibilno ako i samo ako je injektivno.

7. Dokazati da svako preslikavanje skupova moze biti predstavljeno kao proizvod
jednog sirjektivnog i jednog injektivnog preslikavanja.

8. Neka su X7, X5, ..., X, podskupovi skupa X. Neka je 7 familija podskupova
Y7 skupa X oblika

Yr = ﬂXiﬂ me, zasvaki T C {1,2,...,n}.
ieT igT

Dokazati da je 7 razbijanje skupa X.

9. Neka su pio relacije ekvivalencije (kongruencije) na skupu (algebri) A. Dokazati
da je (po)*° najmanja relacija ekvivalencije (kongruencija) na A koja sadrzi p i o.
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10. Nekasu A, BiC algebrei¢: A— Bi:A— C suhomomorfizmi takvi da
je ¢ sirjektivan i ker ¢ C ker. Tada postoji homomorfizam ¢ : B — C' takav da je
ran ¢ = rant i da dijagram na slici komutira. Dokazati.

¢
A

C

11. Neka je preslikavanje ¢ : A — B homomorfizam algebre A u algebru B i 0 je
kongruencija na A takva da je 8 C ker ¢. Dokazati da je preslikavanje ¢ : A/§ — B

definisano sa
(af)y = ap, za svakiab € AJ6,

homomorfizam.

12. Neka je ¢ endomorfizam i 6 je kongruencija na algebri A. Tada je preslikavanje
¢:AJ0 — (A¢p)/0 definisano sa

(af)p = (ag)d, za svakiabh € A/,
endomorfizam algebre A/# ako i samo ako kongruencija 6 zadovoljava uslov

(al,ag) cl= (alqb, a2¢) co

13. Dokazati da podpolugrupa monogene polugrupe ne mora biti monogena.

. a 0
14. NekaJeS—{[b 0}

a,b e R} . Dokazati da je

(a) S polugrupa u odnosu na uobi¢ajeno mnoZzenje matrica,

(b) S ima beskona¢no mnogo desnih jedinica i nema levu jedinicu,
(¢) S ima nulu i svaki element iz S je delitelj nule,

(d) E(S) je levo nulta traka.

15. Neka je S ={1,2,3,4} i operacija - na S je definisana sa
a-b=max{a,b}.

Dokazati sledece:

(a) S je polumreza,

(b) S ima jedinicu i nulu,

(¢) skup T7 = {1,2,3} je podmonoid monoida S, a skup T» = {2,3,4} je pod-
polugrupa monoida S i T3 je monoid, ali nije podmonoid monoida S.
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16. Desna translacija polugrupe S je preslikavanje ¢ takvo da je (ab)é = a(be),
za sve a,b € S.

(a) Dokazati da je skup P(S) svih desnih translacija polugrupe S podmonoid
monoida 7,.(S) svih preslikavanja polugrupe S.
(b) Dokazati da je S desno nulta traka ako i samo ako je P(S) = 7,.(S).

17. Dokazati da je preslikavanje desna nula u polugrupi transformacija ako i samo
ako je konstantno. Sta je sa levim nulama?

18. Neka je G = (G, ) grupoid i p je relacija ekvivalencije na G. Na faktor-skupu
G/p definiSemo mnozenje sa

(xp) = (yp) = (z - y)p.

Dokazati da je (G/p, *) grupoid ako i samo ako je p kongruencija na grupoidu G.
19. Svaka polugrupa je izomorfna nekoj polugrupi preslikavanja. Dokazati.

20. Neka je S polumreza sa nulom, I ideal od S'ia € S takav da a ¢ I. Dokazati
da postoji maksimalan ideal J od S takavdajeI C Jia ¢ J.

21. Neka je A proizvoljna algebra tipa 7. Dokazati da je A izomorfna podalgebri
algebre A x 2.

22. Dokazati da je algebra A izomorfna direktnom proizvodu algebri A;, i € I,
ako i samo ako

(a) za svako i € I postoji epimorfizam ¢; : A — Ay;

(b) za svaku algebru B takvu da postoje homomorfizmi ¢; : B — A; za svako
i € I, postoji jedinstven homomorfizam 1 : B — A takav da je ¥¢; = 1;, za
svako ¢ € I.

23. Dokazati da je algebra A je direktan proizvod familije algebri {A;}icr, ako i
samo ako postoji familija {6; };c; kongruencija na A koja zadovoljava sledece uslove:

(a) A/9; =2 A;, zasvakii el
(b) ﬂ{&i\iel}:AA;

(c) za svaku familiju {x;},c; elemenata iz A postoji element = € A takav da je
(z,x;) € 0;, za svaki i € I.
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24. Za kongruencije 67 i 6> na algebri A kazemo da su permutabilne ako je 616, =
0201. Dokazati da je algebra A direktan proizvod algebri A; i As ako i samo ako
postoje kongruencije 6; i 3 na A koje zadovoljavaju sledece uslove:
(a) AJO; =2 A1 1 AJ0y = Ay
(b) 01 N0 = Ay;
(c) 01V 02 =Va;
)

(d) 6 i 65 su permutabilne kongruencije.

25. Neka je n € N, n > 2. Dokazati da je algebra A direktan proizvod familije

algebri {A; }ie[1,n), ako i samo ako postoji familija {0;},c[1 ») kongruencija na A koja

zadovoljava sledece uslove:

(a) A/0; = A;, za svaki i € [1,n];

(b) M{O:]7 € [1,n]} = Au;
)
)

(¢) N{0:]i € [1,k]} 1 0kt1 su permutabilne kongruencije, za svaki k € [1,n — 1];
(d (n{ai lie [1,@}) V Os1 = Va4, za svakii € [Ln — 1].

26. Za algebru A kazemo da je direkino (poddirektno) nerazloZiva ako ili A jeste
trivijalna algebra ili iz pretpostavke da je A direktan (poddirektan) proizvod algebri
A, i € 1, sledi da postoji ¢ € I tako da je A = A; i A; je trivijalna algebra, za svaki
j €1, j #i. Dokazati da vazi sledece:

(a) Svaka konacna algebra je izomorfna direktnom proizvodu direktno nerazlozi-
vih algebri.

(b) Svaka algebra je izomorfna poddirektnom proizvodu poddirektno nerazlozivih
algebri.

(c¢) Netrivijalna algebra A je poddirektno nerazloziva ako i samo ako mreza kon-
gruencija Con (A) na A ima ta¢no jedan atom.

27. Dokazati da je svaka algebra iz varijeteta V' izomorfna poddirektnom proiz-
vodu poddirektno nerazlozivih algebri iz V.

28. Dokazati da je svaka Booleova algebra izomorfna poddirektnom proizvodu
dvoelementnih Booleovih algebri.

29. Neka je {A;}ics; familija algebri, za svako ¢ € I neka je ¢; homomorfizam iz
A; na neku algebru B, i neka je

C ={(@)icr € [[{Aili € I} | i = wjp;, v sve i, j € T}

Dokazati da je C' poddirektan proizvod algebri A4;, i € I.

Algebru C' nazivatemo povratnim proizvodom algebri A;, i € I, u odnosu na
algebru B i homomorfizme ¢;, i € I.
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30. Dokazati da je algebra A povratni proizvod algebri A; i A3, u odnosu na
algebru H ako i samo ako postoje kongruencije 61 i 6 na A takve da vaze sledeci
uslovi:

(a) A6y Ay, AJfy= Ay i AJ6= H, gde je 6 = 01 \/ ba;
(b) 01 QOQZAA;

(¢) 61 103 su permutabilne kongeuencije.

31. Familija {6;};c; kongruencija na algebri A je apsolutno permutabilna ako za
svaku familiju {z; };cr elemenata iz A vazi:

(Vi,j e I)(z,z;) € \/{Gi |i eI} = (3z€ A)(Vk € 1) (wy,2) € O.

Dokazati da je algebra A povratan proizvod familije algebri { A;};cr, u odnosu na al-
gebru H, ako i samo ako postoji familija {6; };c; kongruencija na A koja zadovoljava
sledece uslove:

(a) AJO; 2 A;,zasvakii eI, i A/0 = H, gdeje 6 =\/{6;|i €I}
(b) N{biliel} =Au;

(c) familija {6;};cs je apsolutno permutabilna.

32. Dokazati da se svaki poddirektan proizvod Booleovih algebri moze predstaviti
kao njihov povratni proizvod.

33. Neka je K algebarska klasa algebri tipa 7. Dokazati da vazi sledece:

(a) K je zatvorena za poddirektne proizvode ako i samo ako Cong (A) ima naj-
manji element, za svaku algebru A tipa 7 za koju je taj skup neprazan.

(b) K je zatvorena za homomorfne slike ako i samo ako je Cong (A) filter urede-
nog skupa Con (A), za svaku algebru A.

34. Neka je P pseudovarijetet algebri. Dokazati da vazi sledece:

(a) Conp(A) ima najmanji element, za svaku konaénu algebru A.
(b) Conp(A) je filter od Con (A), za svaku konacénu algebru A.

35. Dokazati da je za proizvoljno k € N, sledeéi skupovi ¢ine varijetete:

(a) skup svih k-nilpotentnih polugrupa;
(b) skup svih k-nilpotentnih ekstenzija levo (desno) nultih traka;
(¢) skup svih k-nilpotentnih ekstenzija pravougaonih traka.

Dati reprezentacije ovih varijeteta preko identiteta.
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36. Dokazati da sledeci skupovi ¢ine uopstene varijetete:

(a) skup svih nilpotentnih polugrupa;
(b) skup svih nilpotentnih ekstenzija levo (desno) nultih traka;
(c) skup svih nilpotentnih ekstenzija pravougaonih traka.

Odrediti usmerene skupove koji ultimativno odreduju te uopstene varijetete.

37. Dokazati da sledeci skupovi ¢ine pseudovarijetete:

(a) skup svih konacnih nilpotentnih polugrupa;
(b) skup svih kona¢nih nilpotentnih ekstenzija levo (desno) nultih traka;
(c) skup svih konaénih nilpotentnih ekstenzija pravougaonih traka.

38. Neka je V varijetet algebri koje imaju jednu nularnu operaciju 0 i binarnu +
koje zadovoljavaju identitete  +0 = 0 + = = x. Dokazati da za proizvoljne algebre
A,B,C €V vazi da iz C = A x B sledi da postoje podalgebre A’ i B’ od C takve

da je
(a) A’ je izomorfna sa A;
(b) B’ je izomorfna sa B;
(¢c) AnB ={0}
(d) svako ¢ € C se na jedinstven na¢in moze predstaviti u obliku ¢ = a + b, gde
jeac A, be B.
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Glava 2

Slobodne polugrupe.
Jezici 1 gramatike

Jezik se formalno definiSe kao skup re¢i, a re¢i kao kona¢ni nizovi slova,
elemenata nekog alfabeta. Drugim rec¢ima, jezici predstavlaju podskupove
skupa svih re¢i formiranih nad nekim datim alfabetom. Na veoma prirodan
nacin, re¢i se mogu nadovezivati jedna na drugu, $to odreduje operaciju na
tom skupu koja mu daje strukturu polugrupe, i to polugrupe kakvu nazivamo
slobodnom polugrupom. Te polugrupe su predmet razmatranja u prva dva
Odeljka ove glave, u kojima se uvode osnovni pojmovi potrebni za dalji rad
sa re¢ima i jezicima, i dokazuju razni ekvivalenti pojma slobodne polugrupe.

U drugom delu govori se o jednom od najznacajnijih pojmova Teorije for-
malnih jezika, a to je pojam gramatike, koji je uveo Chomsky [1956, 1959]. U
Odeljcima 2.3 i 2.4 definiSu se najznacajniji tipovi gramatika, uvodi ¢uvena
hijerarhija jezika pomenutog autora i opisuju se osnovna opsta svojstva gra-
matika.

2.1. Reci. Definicija slobodne polugrupe

Neka je dat neprazan skup X, koji ¢emo nazivati alfabetom, a njegove ele-
mente slovima. Rec¢ nad alfabetom X definiSemo kao neprazan konacan niz

wle...xn

elemenata iz X. Iz ovakve definicije je jasno da se jednakost reci definise kao
jednakost nizova. To znaci da su dve reci

U= T1T2 - Tp i V=Y1Y2 Ym

75
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jednake ako i samo ako je m =n ix; = y;, za svaki i € {1,2,...,n}.

Za re¢ u = x1T2- - Ty, gde su x1,x2,...,&, € X, broj n, tj. broj
elemenata u nizu 9 - - - z,, oznacavamo sa |u|, i nazivamo ga duZinom
re¢i u. Dalje, sa |u|, ozna¢avamo broj pojavljivanja slova z u reéi u, a sa
c(u) skup svih slova koja se pojavljuju u re¢i u, koji nazivamo sadrzajem
re¢i u. Jasno je da vazi sledeca jednakost:

[ul = lula.

z€c(u)

Skup svih reéi nad alfabetom X oznacavaéemo sa X . Na tom skupu
definise se operacija spajanja, dopisivanja ili konkatenacija, na sledeéi nacin:
proizvod re¢i x1x2 Ty 1 Y1Y2 - Yn, gde SU 1,22, ..., Ty Y1, Y2y - - s Ym €
X, je rec

L1T2 - TnY1Y2 - Ym-

Lako se proverava da je ova operacija asocijativna, $to zna¢i da X sa
tom operacijom ¢ini polugrupu. Tu polugrupu naziva¢emo slobodnom polu-
grupom nad alfabetom X. Jediniéno prosirenje polugrupe X+ pomoéu el-
ementa e (e ¢ XT) nazivatemo slobodnim monoidom nad alfabetom X, i
oznacavacemo ga sa X*. Element e, tj. jedinicu monoida X*, nazivamo
praznom reci. Definiciju duzine re¢i ¢emo prosiriti i na praznu re¢ na taj
nacin §to éemo uzeti da je |e| = 0. Za n € N° sa X=" oznacavamo skup
svih re¢i iz X* duzine vece ili jednake n, sa X™ skup svih reci iz X* duzine
jednake n, a sa X =" skup svih reéi iz X* duzine manje ili jednake n.

Primer 2.1.1. Neka je dat jednoelementan alfabet X = {z}. Reci nad tim alfa-
betom su
X, XL, TXL, ooy BT T, ...
(g
n puta

Kako je X+ polugrupa, to mozemo koristiti pojam stepena uveden u prethodnoj
glavi, pa se gornji niz re¢i moze zapisati u slede¢em obliku:

Odavde se jasno vidi da je slobodna polugrupa X+ izomorfna polugrupi (N, +), a
slobodan monoid X* monoidu (N, +).

Slobodna polugrupa nad jednoelementnim alfabetom jedini je primer komuta-
tivne slobodne polugrupe. Slobodne polugrupe nad alfabetima sa vise od jednog
slova ne mogu biti komutativne, jer za dva razli¢ita slova = i y, rec¢i xy i yxr su
razlicite. Na primer, neka je X = {z,y}. Re¢i nad tim alfabetom su

z, y, 2y, yz, zyz, 2y, yo?, yoy, vyz®, (zy)?, ayie, oy, o
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Neka su date proizvoljne re¢i u i v nad alfabetom X. Za re¢ u kazemo da
je levi odsecak ili prefiks re¢i v ako postoji re¢ w € X* takva da je v = uw,
ili krace, ako je v € uX*. Ako je pri tome w € X, tj. v € uX™, tada
kazemo da je u pravi levi odsecak ili pravi prefiks re¢i v. Dualno se definiSe
desni odsecak ili sufiks reci, kao i pravi desni odsec¢ak ili pravi sufiks reci.
Takode, za u kazemo da je podrec, odsecak ili infiks reCi v ako postoje reci
w',w” € X* takve da je v = w'uw”, ili krade, v € X*uX*. Ako je pri tome
bar jedna od re¢i w’ i w” iz X, tada kazemo da je u prava podreé, pravi
odsecak ili pravi infiks reci v.

Neka je u re¢ nad alfabetom X i k € N tako da je k < |u|. Tada sa
lk(u) oznacavamo levi odsecak reci u duzine k, a sa ri(u) desni odsecak reci
u duzine k. Umesto {1 (u) pisemo i h(u), a umesto 1 (u) piSemo t(u). Jasno,
h(u) oznacava prvo slovo reci u, koje nazivamo glavom re¢i u, a t(u) oznacava
poslednje slovo reci u, koje nazivamo repom re¢i u. Sa w oznacavamo dual
re¢i u, tj. reC nastalu iz u obrtanjem redosleda pojavljivanja slova u wu.
Drugim re¢ima, ako je u = z1xo--- Ty, za x1,22,...,T, € X, tada je u =
Xy -+ wox1. Inicijalni deo reci u, u oznaci i(u), definiSemo kao re¢ nastalu
iz u zadrzavanjem samo prvog pojavljivanja (gledano sleva na desno) svakog
slova koje se pojavljuje u u, a finalni deo reci u, u oznaci f(u), definiSemo
sa f(u) = i(@). Levi deo redi u, u oznaci I(u), definisemo kao najkraéi levi
odsecak od u koji sadrzi sva slova koja se pojavljuju u u, dok se desni deo
reci u, u oznaci r(u), definise sa r(u) = (7).

Literatura: Bogdanovi¢ and Ciri¢ [1993], Howie [1976, 1991, 1995], Lallement
[1979], Petrich [1977], Shyr [1991].

2.2. Ekvivalentne definicije slobodne polugrupe

Pojam slobodne polugrupe, odnosno slobodnog monoida, moze se definisati
na vise ekvivalentnih nac¢ina. Ovde dajemo neke od najvaznijih ekvivalenata
definicije pojma slobodne polugrupe.

Najpre dajemo slede¢u teoremu:

Teorema 2.2.1. Neka je X slobodna polugrupa nad alfabetom X i neka
je @ preslikavanje iz X u neku polugrupu T. Tada

(a) ¢ moze biti prosireno do homomorfizma ¢ iz X+ u T;
(b) @ je jedini homomorfizam iz X u T koji prosiruje preslikavanje o;
(c) ako skup X¢ generise T, tada je ¢ sirjektivni homomorfizam.
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Dokaz. (a) Definisimo preslikavanje ¢ iz Xt u T na sledeéi nacin: za
u=2x1T2- T, € XT, pri éemu su x1, T2,...,T, € X, neka je

(2.1) up = (z1p)(x2) - - (Tnp)-

Jasno, @ je dobro definisano i @ je homomorfizam iz X u T takav da je
xp = xp, za svaki x € X.

(b) Neka je ¢’ proizvoljni homomorfizam iz X u T koji je prosirenje
preslikavanja ¢. Uzmimo proizvoljnu re¢ u € X*. Neka je u = x129 - - T,
za T1,T3,...,T, € X. Tada je

up = (129 )@’ = (x1¢")(22¢") - - - (zn’)  (jer je ¢’ homomorfizam)
= (z19)(v20) - - - (Tngp) (jer je ¢ progirenje od @)
= u@p (prema (2.1))

Prema tome, ¢’ = @, ¢ime je tvrdenje (b) dokazano.

(c) Neka X¢ generise T. Uzmimo proizvoljan element a € T, tada je
a=ajay---an, zaneke ay, as,...,a, € Xy, idalje, zasvakii € {1,2,...,n},
je a; = w;p, za neki xr; € X. Prema tome, za u = x129--- 7, € X imamo
da je

up = (z10)(2290) - -+ (Tnp) = araz -~ - an = a.

Dakle, homomorfizam @ je sirjektivan. O

Posledica 2.2.1. Svaka polugrupa je homomorfna slika neke slobodne po-
lugrupe.

Dokaz. Neka je S proizvoljna polugrupa. Uzmimo bilo koji generatorni
skup X polugrupe S. Jasno, takav skup uvek postoji jer, na primer, samo
S je jedan od svojih generatornih skupova. Dalje, neka je ¢ : X — S
preslikavanje definisano sa z¢ = x, za svaki x € X. Prema Teoremi 2.2.1,
¢ moZe biti prosireno do homomorfizma iz slobodne polugrupe X+ u S, i
taj homomorfizam je sirjektivan, jer X generise S. Dakle, S je homomorfna
slika od X*. [

Sada dajemo prvi od nekoliko ekvivalenata pojma slobodne polugrupe
koje ¢emo navesti u ovom odeljku:

Teorema 2.2.2. Neka je X neprazan podskup polugrupe S. Tada je S
slobodna polugrupa nad alfabetom X ako i samo ako X generise S i svako
preslikavanje iz X wu proizvoljnu polugrupu T moZe biti prosireno do homo-
morfizma iz S v T.
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Dokaz. Neka X generige S i neka svako preslikavanje iz X u proizvoljnu
polugrupu 71" moze biti proSireno do homomorfizma iz S u T. Neka je ¢
preslikavanje iz X u slobodnu polugrupu X+ definisano sa x¢ = x, za svaki
x € X. Prema pretpostavci, preslikavanje ¢ moze biti prosireno do homo-
morfizma @ iz S u X*. Za proizvoljan v € X imamo da je u = x129 - - - T,
zaneke x1,x9, -, x, € X, pazaa=1x1 -2 ... Ty € S imamo da je ap = u.
Prema tome, @ slika S na X 7.

Dalje, neka je ap = bp, za neke a,b € S. Kako X generige S, to je

a=2x1T3... . Tpnib=y1-Y2 .. .-Ym, zaneke r1,x2,...,Tn, Y1, Y2, -, Ym € X,
pa iz ap = bp sledi da je xyxo - 2y = Y1y2-- Ym u X, Sto znadi da je
n=miax; =y, zasvaki i € {1,2,...,n}. Ovim smo dokazali da je a = b,

pa je ¥ injekcija. Dakle, ¢ je izomorfizam iz S na X, §to je i trebalo
dokazati.

Obrat sledi iz definicije slobodne polugrupe i Teoreme 2.2.1. [

Primetimo da se u uslovu Teoreme 2.2.2, koji kaze da se svako preslika-
vanje iz X u proizvoljnu polugrupu 7" moze prosiriti do homomorfizma iz S
u T, ne zahteva da to prosirenje bude jedinstveno. Moze se lako dokazati
da je jedinstvenost “ugradena” u taj uslov, tj. da se iz njega moze izvesti
jedinstvenost prosSirenja preslikavanja.

Kao sto smo videli u prethodnoj teoremi, da bi polugrupa S bila slobodna
polugrupa nad nekim svojim nepraznim podskupom X, neophodno je da X
generise S, tj. da se svaki element iz S moze razloziti u proizvod elemenata
iz X. Medutim, taj uslov nije dovoljan. Slede¢om teoremom ¢emo pokazati
da je potrebno jos i da svako takvo razlaganje bude jedinstveno.

Teorema 2.2.3. Neka je X neprazan podskup polugrupe S. Tada je S slo-
bodna polugrupa nad alfabetom X ako i samo ako svaki element iz S poseduje
jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz X.

Dokaz. Neka svaki element iz S poseduje jedinstveno razlaganje u pro-
izvod elemenata iz X. Neka je ¢ : X — § preslikavanje definisano sa
xp = x, za svaki x € X. Prema Teoremi 2.2.1, ¢ moze biti prosireno
do homomorfizma @ iz X u S. Kako je X = X i X generige S, to ponovo
prema Teoremi 2.2.1 imamo da @ slika X na S. Dalje, neka je up = v,
za neke u,v € X*. Uzmimo da je u = 212+ Ty 1 v = Y1Y2 - Ym, Za
neke x1,22,...,Tn, Y1,Y2,---,Yym € X. Tada iz up = vp dobijamo da je
T1-Ty Ty =Y1 Y2 Ym .S, pa prema pretpostavci imamo da je n =m
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iz =y, zasvaki i € {1,2,---,n}. Prema tome, u = v, pa je ¢ injekcija.
Na taj na¢in smo dokazali da je S izomorfna slobodnoj polugrupi X+.

Obrat je neposredna posledica definicije slobodne polugrupe. [
Primetimo da se prethodna teorema moze formulisati i na sledeéi naéin:

Teorema 2.2.4. Polugrupa S je slobodna polugrupa ako i samo ako svaki
element iz S poseduje jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz S\ S?.

Argumenti sli¢ni onima koriséenim u dokazu Teoreme 2.2.3, koriste se i
u dokazu sledece teoreme:

Teorema 2.2.5. Swvake dve slobodne polugrupe nad alfabetima iste kardi-
nalnosti su izomorfne.

Dokaz. Neka su dati alfabeti X i Y iste kardinalnosti. To znaci da postoji
bijekcija ¢ iz X na Y. Prema Teoremi 2.2.1, ¢ se moze prosiriti do homomor-
fizma @ iz X u Y, koji je sirjektivan, jer X¢ =Y generie Y. Uzmimo
u,v € X takve da je up = vp. Neka je u = T1T2- - Ty 1V = y1%2 -+ Ym,
za neke Ty, To, ..., Ty, Y1,Y2,--.,Ym € X. Tada iz up = vy dobijamo da je

(z19)(220) - - - (Tnp) = (Y190) (Y29P) -+ * (Ymp)-

Kako su 19,20, ..., 00, Y10, Y20, . . ., Ymp € B, to iz jednakosti gornjih
dveju reé¢i dobijamo da je m = n i z;¢ = y;p, za svaki i € {1,2,...,n}.
Prema pretpostavci, ¢ je injekcija, pa je x; = y;, za svaki i € {1,2,...,n},
§to znaci da je u = v. Prema tome, i ¢ je injekcija, ¢ime smo dokazali da su
slobodne polugrupe X i YT izomorfne. []

Polugrupu S nazivamo ravnodeljivom ako za proizvoljne a,b,c,d € S, iz
ab = cd sledi da je

a=cp 1 pb=d, za neki p € St
ili
ag=c 1 b=qd, za neki g € S,

Koris¢enjem ovog pojma, moze se dati jos jedan ekvivalent definicije slo-
bodne polugrupe:
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Teorema 2.2.6. Polugrupa S je slobodna ako i samo ako je ravnodeljiva i
vazi
(2.2) (s =2

neN

Dokaz. Neka je S ravnodeljiva i neka vazi (2.2). Posmatrajmo opadajuéi
niz podpolugrupa

SD8*>...D8" DS o

Ako se taj niz stabilizuje, §to znaci da je S¥t1 = S* za neki k € N, tada
prema (2.2) dobijamo da je

St=[)9s" =2,

neN

S§to je ocigledno nemoguce. Prema tome, vazi
S>8*>-..o8k >k o ..

Za k € N, neka je Cp, = S*\ S¥*1. Za proizvoljan a € S, iz (2.2) dobijamo
da je skup {n € N|a ¢ S"*!} neprazan, pa ima najmanji element, recimo
k. To znaci da je a € S*\ S¥*1, tj. a € Cy. Ovim smo dokazali da vazi

(2.3) S=]J .

Sa druge strane, neka su k,l € N, k # [, i neka je a € Cy N ;. Tada je
a€ SF\ S i e S\ S sto je nemogude, s obzirom da je St C Sk+L,
ukoliko je k < I, odnosno S¥ C S, ukoliko je | < k. Ovim smo dokazali
da vazi

C,NC; =02, kad god je k # 1.

Dokazimo dalje da za svaki k € N, svaki element iz C} ima jedinstveno
razlaganje u proizvod elemenata iz X = S\ S2. To je jasno kada je k = 1.
Uzmimo da to tvrdenje vazi za neki k € N i dokazimo da vaziiza k+1. Neka
je a € Cyq1 proizvoljan element. Prema definiciji skupa Cyi; je a € SFH1,
odakle je

(2.4) a4 =T1T2" " TpTht1,
za neke r1,Ta,..., T, Tpe1 € S, i sa druge strane a ¢ S¥2 §to znaci da
T1,T2, ..., T, The1 € S = 5% = X. Uzmimo sada da je

(2.5) a=y1y2 - Ym,
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za neki m € N i neke y1,v2,...,ym € X. Zbog ¢injenice da a ¢ S¥*2 imamo
da je m < k+1. Osim toga, m > 1, jer u suprotnom dobijamo da je y; = a €
Sk+1 sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je y; € X = S\ S2. Dakle,
1 <m < k+1, pa na osnovu ravnodeljivosti polugrupe S, iz jednakosti

XT1XLg -« - xkxk+1 e y1y2 . o ym’

koju smo dobili iz (2.4) i (2.5), sledi da je

(2.6) ri=yp i P2 T = Y20 Ym,
za neki p € S, ili je

(2.7) r1q =1 1 T2 T4l = QY2 Ym,

za neki ¢ € S'. Medutim, kako su x1,y; € S\ S?, to (2.6) moze da vazi
samo za p = 1, a (2.7) samo za ¢ = 1, i u oba slucaja dobijamo da je

Kako je xo---xp41 € Ck, to prema indukcijskoj pretpostavci dobijamo da
jek+1=miax; =y, zasvakii € {2,...,k + 1}. Time je postojanje
jedinstvenog razlaganja u proizvod elemenata iz X dokazana i za elemente iz
Ci+1. Prema tome, indukcijom dobijamo da osobina postojanja jedinstvenog
razlaganja u proizvod elemenata iz X vazi u svakom Cj, pa prema (2.3),
to vazi i u S. Dakle, prema Teoremi 2.2.4, S je slobodna polugrupa nad
alfabetom X.

Obrat sledi neposredno iz definicije slobodne polugrupe. [

Teorema 2.2.7. Polugrupa S je slobodna ako i samo ako je ravnodeljiva i
postoji homomorfizam iz S u polugrupu (N, +).

Dokaz. Neka je S ravnodeljiva i neka postoji homomorfizam ¢ iz S u
polugrupu (N, +). Prema Teoremi 2.2.6, da bi se dokazalo da je S slobodna,
ostaje da se dokaze da vazi (2.2), ili, Sto je ekvivalentno, da za svaki a € S
postoji k € N takav da a ¢ S*+1. Zaista, za a € S neka je k = ap. Ako je
sada a € S tj. a = ajas - - - apq1, za neke ay, as, ..., ap4 € S, tada je

kE=ap=(a1p)+ (a2p) + -+ (ag+19) > k+1,
¢ime smo dobili kontradikciju. Prema tome, a ¢ Sk+1 . 5to je i trebalo

dokazati.

Obratno, ako je S slobodna polugrupa, tada je jasno da je S ravnodeljiva
a preslikavanje u — |u|, gde |u| oznacava duzinu reéi u, je homomorfizam iz
S u polugrupu (N, +). O
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Teoreme slicne prethodnim mogu biti dokazane i za slobodne monoide.

Literatura: Bogdanovi¢ and Ciri¢ [1993], Dubreil-Jacotin [1947], Howie [1976,
1991, 1995], Lallement [1979], Levi [1944], McKnight and Storey [1969], Shyr [1991].

2.3. Jezici i gramatike

U Teoriji formalnih jezika, pod jezikom nad alfabetom X podrazumeva se
proizvoljan podskup slobodnog monoida X* nad tim alfabetom. Pod for-
malnom gramatikom, ili kraée samo gramatikom, podrazumeva se trojka
G = (V, X, ) gde je V konacan skup koji nazivamo rec¢nikom gramatike G,
skup X C V je neprazan podskup koji nazivamo terminalnim alfabetom, i
7 C(V\X)" x V* je konacan podskup koji nazivamo pravilima gramatike
G. Elemente iz skupa V' \ X nazivamo pomoénim simbolima, a sam skup
V' \ X pomoénim alfabetom.

Da bi pojednostavili pisanje, kao zamenu za izraz (u,v) € 7 koristi¢emo
izraz uw — v. Za re¢ w' € V* kazemo da je neposredno izvodljiva iz reci
w € V*, §to oznacavamo sa w=-w’, ako postoje (p,q) € V* i pravilo u — v
iz w tako da je

w = puq i w' = pug.

Drugim recima, re¢ w’ je neposredno izvedena iz reci w ako postoji pravilo
u — v iz 7 takvo da je u podre¢ od w a re¢ w’ je dobijena iz w tako $to smo
podre¢ u u w zamenili sa v.
Dalje, kazemo da je re¢ w' € V* izvodljiva iz re¢i w € V*, §to oznacavamo
* c s ST e % .
sa w=w, ako je ili w = w’ ili postoji niz wy,ws,...,w, € V*, gde je n > 2,
takav da vazi
/
W=wW=wWr=" =Wy, =W .

U tom slucaju, niz wy, ws, ..., w, nazivamo izvodenjem reci w' iz w.

Za pomoc¢ni simbol o € V' \ X, skup
L(G,0) ={w € X*|o>w}

nazivamo jezikom generisanim gramatikom G polazeéi od o. Za jezik L C
X* kazemo da je generisan gramatikom, ili da je jezik tipa 0, ako postoji
gramatika G = (V, X, 7) i pomo¢ni simbol o € V'\ X tako da je L = L(G, o).

Iz definicije jezika generisanog gramatikom vidi se razlog zbog ¢ega su
simboli iz V'\ X nazvani pomoénim. Naime, oni su samo pomo¢no sredstvo u
izvodenjima koja se vrse prilikom generisanja jezika, jer se tokom izvodenja
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gube a krajnje rezultate izvodenja predstavljaju samo reci izgradene od ter-
minalnih (zavtrsnih) simbola, $to objasnjava i njihov naziv.

Za generisanje nekih posebnih tipova jezika uvode se neka dodatna ogra-
nic¢enja na pravilima iz 7. Tako formalnu gramatiku G = (V, X, 7) nazivamo
kontekstno-zavisnom, ili gramatikom tipa 1, ako je proizvoljno pravilo iz m
oblika

UV — UPv,

gdejeae V\X,peV*iuve (V\X)" Odgovarajuée jezike nazivamo
kontekstno-zavisnim jezicima ili jezicima tipa 1.

Ako je svako pravilo iz 7w oblika
& —p,

gde je « € V\ X ip € V* tada gramatiku G nazivamo kontekstno-ne-
zavisnom, kontekstno-slobodnom ili gramatikom tipa 2. Jezike generisane
ovakvim gramatikama nazivamo kontekstno-nezavisnim jezicima ili jezicima
tipa 2.

Razlog zbog ¢ega gramatike tipa 1 nazivamo kontekstno-zavisnim, a gra-
matike tipa 2 kontekstno-nezavisnim je sledeéi. U sluc¢aju kontekstno-zavis-
nih jezika, neposredno izvodenje w = w’ dogada se u slucaju kada je uaw
podre¢ od w, i tom prilikom se simbol a zamenjuje sa p. Prema tome,
ovakva zamena vrsi se samo kod re¢i u kojima se « javlja u odredenom kon-
tekstu, izmedu reci u i v, pa ove gramatike zaista zavise od konteksta. Kod
kontekstno-nezavisnih gramatika, simbol a mozemo zameniti sa p u svakoj
re¢i u kojoj se on javlja, nezavisno od konteksta u kome se javlja. Otuda
poti¢e naziv ovih gramatika.

Osim ovih gramatika, veoma su vazne i regularne gramatike, koje se
ponegde nazivaju i gramatikama tipa 3, desno linearnim gramatikama ili
racionalnim gramatikama. Kod ovih gramatika svako pravilo ima oblik

a—pf
gdesua,BeV\Xipe X, il
o — g,

gdejea € V\ X iq € X*. Jezike generisane ovim gramatikama naziva¢emo
reqularnim jezicima ili jezicima tipa 3.

Ovakva klasifikacija gramatika i jezika, koju je prvi napravio Chomsky,
naziva se hijerarhija Chomsky. Ako za k € {0, 1,2,3}, sa £ ozna¢imo klasu
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svih jezika tipa k, i ako sa £}, ozna¢imo klasu svih jezika iz £5 koji ne sadrze
praznu re¢, tada imamo da je

L£3C L C & i £5C £ C L.

Postoje primeri koji potvrduju da su prethodne inkluzije stroge.

Istaknimo da vazi sledeéa teorema.

Teorema 2.3.1. Jezik L nad alfabetom X je kontekstno-zavisan ako i samo
ako je generisan gramatikom G = (V, X, m) ¢ija su pravila oblika u — v, pri
éemu je |u| < |v].

Primetimo da se regularne gramatike nazivaju i desno linearnim zato sto
se u pravilima a — pg simbol § pojavljuje sa desne strane. Prirodno se
namece ideja da se definiSe i levo linearna gramatika kao gramatika ¢ija su
pravila oblika

o — Pp
gdesua,feV\Xipe Xt ili

a—dq,

gde je a € V\ X iq € X*. Medutim, moze se pokazati da ovakve gramatike
generisu iste jezike kao i desno linearne gramatike, pa stoga nema potrebe
za ovakvom definicijom.

Napomenimo da prilikom navodenja skupa pravila gramatike ¢esto ko-
ristimo dogovor prema kome, ukoliko se u skupu pravila gramatike nalazi
niz pravila oblika

U—01, U —>0V2, ..., U Up,

onda taj niz zamenjujemo jednostavnijim izrazom
u— v +v2+ ...+ U,

Primer 2.3.1. Neka je data recenica
Mladi¢ bledog lica gleda kroz mutno staklo razigranu decu.

Ova recenica je gramaticki pravilna recenica srpskog jezika, i mozemo je izvesti iz
pomocnog simbola
(recenica)

pomocu sledeéih pravila:
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(recenica)— (subjekat)(predikat)

(subjekat)— (imenica)(atribut)

(predikat)— (glagol)(odredba za nacin)(objekat)
(atribut)— (pridev)(imenica)

(odredba za nacin)—(predlog)(pridev)(imenica)
(objekat)— (pridev)(imenica)
(imenica)—mladié

(imenica)—lica

(imenica)—staklo

(imenica)—decu

(pridev)—bledog

(pridev)—mutno

(pridev)—razigranu

(glagol)—gleda

(predlog)—kroz

Primetimo da su zagradama oznaceni pomoc¢ni simboli. Naravno, pomoc¢u ovakvih
pravila moguce je izvesti i neke druge rec¢enice, kakva je, na primer, recenica

Mladi¢ bledog stakla gleda kroz mutno decu razigranu lica.

I ova recenica je gramaticki, odnosno sintaksno ispravna, iako je semanticki neis-
pravna, jer je besmislena.

Primer 2.3.2. Neka je data gramatika G = (V, X, 7), gde je X = {z,y}, V\ X =
{o, A\, u} i pravila su data sa

o —x0, O—Yo, 0 —TA N—Yyu, W — e.
Tada je gramatika G regularna, pri cemu je
L(G,0) = X" zy.
Zaista, za svaku re¢ w € X* postoji izvodenje
0D Wo =W\ = wrYu = wry,

pa je X*zy C L(G,0).

Sa druge strane, uzmimo da je w € L(G, o), tj. da je o=w. To znaéi da postoji
niz wy, ws, ..., w, € V*, gde je n > 2, takav da vazi

O=>W] =Wy =" "= Wp_1=> W, = W.

Kako je pravilo 4 — e jedino koje ne sadrzi pomoéni simbol sa desne strane, to
dobijamo da je w,_1; = wu. Dalje, A — yu je jedino pravilo u kome se p javlja
na desnoj strani, pa je w = w'y, za neki w’ € X*, i w,_o = w’'A. Slitno, pravilo
o — z je jedino u kome se A\ javlja sa desne strane, pa je w' = w”z, za neki
w” € X* 1 w,_3 = w”0. Prema tome,

w=wy=w"zvy € X*zy,
§to znac¢i L(G,0) C X*zy. Dakle, L(G,0) = X*zy.
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Primer 2.3.3. Nekaje G = (V, X, 7), gde je X = {z,y}, V\ X = {0, A} i pravila
su data sa
o— Ay, A—xAy, A—e

Tada je G kontekstno-nezavisna gramatika i
L(G,o0) = {z"y" |n € N}.

Prema tome, jezik {z"y"|n € N} je kontekstno-nezavisan. Kao §to ¢emo videti
kasnije, ovaj jezik nije regularan, Sto potvrduje da postoje kontekstno-nezavisni
jezici koji nisu regularni.

Literatura: Chomsky [1956, 1957, 1959, 1963], Howie [1991], Lallement [1979],
Madardsz and Crvenkovié¢ [1995], Marcus [1997], Mateescu and Salomaa [1997a,
1997h).

2.4. Saglasnost izvodenja

Neka je data gramatika G = (V, X, 7). Kao $to smo videli u prethodnom
poglavlju, za rec¢i w,w’ € V*, neposredno izvodenje rec¢i w’ iz re¢i w u gra-
matici G, u oznaci w=-w’, definise se sa

(2.8) w=w' < (3p,q € V) 3(u,v) € 1) w=puq & w' = pvg,

pri ¢emu govorimo da je re¢ w’ neposredno izvodljiva iz w u gramatici G.
Drugim re¢ima, sa (2.8) je definisana relacija = na slobodnom monoidu V*,
koju nazivamo relacijom neposrednog izvodenja u gramatici G. Potsetimo se

v / * o * /A ~ . v s .
takode da za re¢i w,w’ € V* piSemo w=-w’, i kazemo da je re¢ w’ izvodljiva
iz w u gramatici G, ako je ili w = /', ili postoji niz

(2.9) w=w) =S w, =W, ne N’

neposrednih izvodenja u gramatici G. U slucaju da je w # w’ i postoji niz
(2.9) neposrednih izvodenja u G, tada taj niz nazivamo izvodenjem u G, i u
tom sluc¢aju neposredna izvodenja iz tog niza nazivamo koracima izvodenja
(2.9) a broj koraka u izvodenju (2.9) nazivamo duzinom izvodenja (2.9).
Primetimo takode da se i izvodenje = moze tretirati kao relacija na V*,
definisana kao refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije =, koju ¢emo nazi-
vati relacijom izvodenja u gramatici G. U slucajevima kada je to potrebno
da bi se izbegla mogucéa zabuna, ove relacije ¢emo oznacavati sa =, i:*>G.

Veoma lako se dokazuje i sledeca lema:
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Lema 2.4.1. Neka je data gramatika G = (V, A, 7). Tada vaZi:

(i) = je saglasno zatvorenje relacije ;

(ii) = je polu-kongruencija na V* generisana sa .
Stavise, dokazuje se i sledeca osobina izvodenja u gramatici:

Teorema 2.4.1. Neka je data gramatika G = (V, A, ), neka su u,v,w €
V* i neka je u=v. Tada postoje izvodenja
*

(2.10) uw = vw i WU = WY

za koja vazi

(i) duzine izvodenja (2.10) nisu veée od duzine izvodenja u=>v;
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenjima (2.10) nalaze se medu pravil-
ima koja se koriste u izvodenju u=>v.

Dokaz. Dokaz ée biti izveden indukcijom po duzini izvodenja u=>v.

Pretpostavimo najpre da je u = v izvodenje duzine 1, tj. neposredno
izvodenje. To znaci da je u = pu'q i v = pv'q, za neke p,q € V* i neki
pravilo v/ — ' iz m. Tada imamo da je uw = pu'(qw), vw = pv'(qu),
wu = (wp)u'q 1 wv = (wp)v'q, odakle dobijamo da uw=vw i wu= wo.

Uzmimo dalje da je u= v izvodenje duzine n > 1 i da tvrdenje teoreme
vazi za sva izvodenja duzine manje od n. Tada imamo da je u=u' = v, za
neki v’ € V*, pri ¢emu je u’ 20 izvodenje duzine n — 1, pa prema napred
dokazanom i prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je

/ * . ] X
Uw=u v=0vWw 1 wuU = WU = wu,

pri éemu su izvodenja u'w = vw i wu' = wv duzine ne veée od n— 1, i takode,
izvodenja ww = u'w i wu=-wu' su zasnovana na istom pravilu kao i u=-1/,
a izvodenja w/'w = vw i wu/ = wv su zasnovana na istim pravilima kao i
izvodenja v/ =v. Ovim je dokaz teoreme upotpunjen. [J

Potsetimo se da smo u Glavi 1, zajedno sa pojmom saglasne relacije,
uveli i pojam stabilne relacije kao relacije £ na polugrupi S takve da za sve
a,b,c,d € 5,1z afcib&dsledi ab& cd. Tom prilikom smo i dokazali da su
na relacijama ekvivalencije ti pojmovi ekvivalentni. U tom dokazu koriste
se samo refleksivnost i tranzitivnost relacije, $to znaci da se to isto moze
dokazati i za kvazi-uredenja, odnosno, kvazi-uredenje & na polugrupi S je sa-
glasno ako i samo ako je stabilno. Odavde, prema Lemi 2.4.1, zaklju¢ujemo
i da je relacija = izvodenja u gramatici G takode stabilna. Stavise, vazi i
sledeca teorema:
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Teorema 2.4.2. Neka je data gramatika G = (V, A, ) i neka su uy,us,
ey Up, V1,02, .., 0y €V n €N, reci za koje vazi

(2.11) u; = v;, za svakii € {1,2,...,n}.
Tada postoji izvodenje

(2.12) ULUY -+ Uy = VLV -+ Vpy

za koje vazi

(i) duZina izvodenja (2.12) nije veéa od zbira duZina izvodengja (2.11);
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenju (2.12) nalaze se medu pravilima
koja se koriste u izvodengima (2.11).

Dokaz. Tvrdenje teoreme ¢e biti dokazano indukcijom po n. Oznacimo sa
l; duzinu izvodenja ui=*>vi, 1 <3 <n.

Jasno je da tvrdenje teoreme vazi za n = 1. Pretpostavimo da je n > 1
i da tvrdenje vazi za sva izvodenja duzine n — 1. Tada prema indukcijskoj
pretpostavci dobijamo da postoji izvodenje

(2.13) Ul -+ Unp—-1 :*>1)1 ot Up—1,

¢ija duzina nije ve¢a od Iy +---+1,—1, i u kome se ne koriste nikakva pravila
koja se ne koriste u izvodenjima u; = v;, 1 < i < n — 1. Sa druge strane,
prema Teoremi 2.4.1 imamo da postoje izvodenja

* . *
(2.14) up - Up—1Up = V] - Up—1Up 1 V1 Vpe1Up=>V1 - Up—1Vp,

pri cemu duzina prvog ne prelazi duzinu izvodenja (2.13), odnosno ne prelazi
l1+---+1,_1, a duzina drugog ne prelazi [,,, i takode, medu pravilima koja
se koriste u prvom su samo pravila koja se koriste u (2.13), a medu pravilima
koja se koriste u drugom od izvodenja iz (2.14) se koriste samo pravila koja
se koriste pri izvodenju u, = v,. Prema tome, iz (2.14) sledi da postoji
izvodenje oblika (2.12) koje zadovoljava uslove (i) i (ii) teoreme. Ovim je
dokaz teoreme zavrsen. [J

Literatura: Bogdanovi¢ and Ciri¢ [1993], Howie [1991], Lallement [1979], Mada-
rasz and Crvenkovié¢ [1995], Tamura [1975].
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2.5. Zadaci

1. Dokazati da podpolugrupa T' = {22, 23, ...} slobodne polugrupe {z}* nije slo-
bodna.

2. U slobodnoj polugrupi X+ reéi a, 8,7 zadovoljavaju relaciju o = Bv ako i
samo ako postoje u,v € XT i k € N tako da je a = wv, 8 = (wv)*u, v = vu.
Dokazati.

3. Na slobodnom monoidu X* definisana je relacija p sa
(u,v) € p & c(u) = c(v),

za u,v € X*. Dokazati da je p najmanja kongruencija na X* takva da je X*/p
polumreza.

4. Dokazati da podpolugrupa S slobodne polugrupe ima jedinstveni minimalni
skup generatora A = S\ S2.

5. Monoid M je slobodan ako i samo ako svaki element m € S = M \ {e} ima
jedinstvenu faktorizaciju kao proizvod elemenata iz A = S\ S2. Dokazati.

6. Neka je X = {x,y} i neka je S podpolugrupa slobodne polugrupe X' generi-
sana skupom {xy, yz, vyz,yry}. Dokazati da je S\ S? = {xy,yz, vyz,yry}. Da li
je S slobodna?

7. Monoid M je slobodan ako i samo ako je kancelativan, ravnodeljiv, nema invert-
ibilnih elemenata i svaki element m € M \ {e} ima samo konac¢an broj netrivijalnih
levih faktora. Dokazati.

8. Neka je M podmonoid slobodnog monoida X*. Dokazati da su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(i) M je slobodan;
(ii) za svakurec u € X* iz MunNM # & iuMNM # @ sledi u € M;
(iii) za svakure¢ u € X* iz Mun M NuM # & sledi u € M.

9. Neka su L, Ly i Lo jezici koji su generisani gramatikama G = (V, X, x),
G = V1,X,m) 1 Gy = (Vo, X, m) polazeéi od simbola o, o1 i o2, tim redom.
Konstruisati gramatike koje generisu jezike L¢, L(*)| L U Lo, Ly Ly.
10. Data je gramatika G = (V, X, 7), gde je X = {z,y}, V\ X = {0}, i

T 0O —>T0r+Yoy +T+y-+e.

Dokazati da je L(G,0) = {u € X*|u = u}, tj. L(G,0) je skup palindroma nad
alfabetom X.
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11. Data je gramatika G = (V, X, 7), gde je X = {z,y}, V\ X = {0, A}, i

o — Ty + YAz,
A= zA+yl+e.

Dokazati da je L(G,0) = {u € X*|h(u) # t(u)}, tj. L(G,0) je skup svih rec¢i nad
alfabetom X kod kojih se pocetno i krajnje slovo razlikuju.

12. Opisati jezike u X*, gde je X = {z,y}, generisane regularnim gramatikama
sa izvodenjima:

(a) 0= 2A, A=y +e

(b) 0 =z, A= 2A+yA+yu, p—e.

13. Naéi kontekstno-slobodne gramatike koje generisu sledece jezike nad alfa-
betom X = {z, y}:

(a) L={z"y*"|n €N}

(b) L ={uu|ue X*}.
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Glava 3

Automati sa i1zlazom

Automati sa izlazom, koji ¢e biti glavni predmet razmatranja u ovoj glavi,
predstavljaju matematicku apstrakciju masine koja radi u diskretnoj vre-
menskoj skali, i koja tokom tog rada, pod uticajem ulaznih signala, menja
svoja unutrasnja stanja i emituje odgovarajuce izlazne signale. Glavni za-
datak ovih automata je da vrse obradu informacija, na taj nacin sto ¢e ulaznu
informaciju, predstavljenu nekim nizom ulaznih simbola, transformisati u
izlaznu informaciju, predstavljenu odgovarajuéim nizom izlaznih simbola.
Pitanje koje se prirodno namece je: Kakve se transformacije mogu realizo-
vati pomocu automata sa izlazom? Odgovor na to dali su, nezavisno jedan
od drugog, Raney [1958] i Glushkov [1961a], koji su pokazali da su to trans-
formacije ulaznih u izlazne re¢i zadate takozvanim automatovnim preslika-
vanjima. Pri tome je Glushkov dokazao da za svaku takvu transformaciju
postoji automat sa minimalnim brojem stanja koji je realizuje. Ovi rezultati
inicirali su intenzivno izu¢avanje uslova pod kojima su dva automata ekviva-
lentna, pod ¢ime podrazumevamo da realizuju iste transformacije ulaznih u
izlazne reci, i rad na pronalazenju postupaka za minimizaciju automata, tj.
za nalazenje automata sa minimalnim brojem stanja ekvivalentnog datom
automatu.

U ovoj glavi prikaza¢emo najznacajnije rezultate dobijene u ovoj oblasti.
Algoritam za minimizaciju automata koji ¢e biti prikazan dali su Aufenkamp
i Hohn [1957]. Biée dokazana i poznata teorema Gilla [1960] i Bloha [1960]
koja kaze da je svaki automat Mealyevog tipa ekvivalentan nekom automatu
Mooreovog tipa. Na kraju glave ¢e biti prikazano i nekoliko metoda za kom-
poziciju automata, odnosno za konstrukciju automata polaze¢i od unapred
datih jednostavnijih automata.
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3.1. Pojam automata

Automati koje razmatramo u ovoj glavi predstavljaju matematicku apstrak-
ciju masine koja radi u diskretnoj vremenskoj skali i koja tokom tog rada,
pod uticajem ulaznih signala, menja svoja unutrasnja stanja i emituje odgo-
varajuce izlazne signale. O stanjima masine razmisljamo kao o nekim njenim
unutrasnjim atributima, koji, zajedno sa ulazom, odreduju izlaz u datom
trenutku. U digitalnom rac¢unaru, na primer, pod poznavanjem stanja po-
drazumevamo poznavanje sadrzaja svih registara, ili bar onih koji su rele-
vantni za ponasSanje izlaza masine.

Kada u ovoj glavi budemo govorili automat, mislicemo na pojam Mealy-
evog automata, ili automata Mealyevog tipa, koji se definiSe kao uredena
petorka A = (A, X,Y, 4, ) za koju vazi:

e A je neprazan skup koji nazivamo skup stanjo automata A;

e X je neprazan skup koji nazivamo skup ulaza (ulaznih signala, ulaznih
simbola) automata A;

e Y je neprazan skup koji nazivamo skup izlaza (izlaznih signala, izlaznih
simbola) automata A;

e §: AxX — Aje preslikavanje koje nazivamo funkcija prelaza (funkcija
narednog stanja) automata A;

e \: Ax X —Y je preslikavanje koje nazivamo funkcija izlaza automata

A.

Primetimo da smo ovde i automat i njegov skup stanja oznacili istim slovom
A, odnosno poistovetili smo automat i njegov skup stanja, $to se, kao Sto
ve¢ znamo, Cesto koristi u algebri, kada se, u cilju pojednostavljenja oznaka,
algebra poistoveéuje sa svojim nosacem. Ako se ova Cinjenica jasno uoci,
onda sigurno nece biti opasnosti od zabune usled takvog nac¢ina oznacavanja.

Princip rada ovako definisanog automata mozemo shvatiti na sledeci
nacin: Automat A se u odredenom trenutku nalazi u stanju a € A, a na
njegov ulaz dospeva ulazni signal x € X. Pod dejstvom tog signala automat
menja stanje i u sledeem trenutku prelazi u stanje d(a,z) € A, i istovre-
meno se na izlaz automata Salje izlazni signal A(a,z) € Y. Prema tome,
ovako definisani automat je matematicka apstrakcija realnog sistema koji
radi u diskretnoj vremenskoj skali.

Specijalizacijom ovako definisanog pojma automata dobijamo razne dru-
ge zanimljive tipove automata. Ako automat A = (A4, X,Y,d, \) zadovoljava
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uslov

§(a,x) =6(d,2") = Ma,x) = \d,2),

zasvea,a’ € A, x,2' € X, §to je ekvivalentno uslovu da postoji preslikavanje
i A —Y takvo da se preslikavanje A moze izraziti preko ;i d sa

)‘(a’ SU) = /‘(6(@’ li))v

zasvea € A, x € X, tada A zovemo Mooreov automat, ili automat Mooreovog
tipa, i pisemo A = (A, X,Y, 9, u). Preslikavanje p nazivamo funkcija znaka
a p(a) nazivamo znak stanja a € A. Razlika izmedu Mealyevog i Moore-
ovog automata lezi u tome da se kod Mealyevog automata istovremeno vrsi
prelazak u naredno stanje i Salje izlazni signal, dok se kod Mooreovog au-
tomata najpre vrsi prelaz u naredno stanje, a tek onda Salje izlazni signal
koji zavisi samo od stanja u koje je automat presao (taj signal je znak tog
stanja), dok ne zavisi direktno od ulaznog signala. Drugim re¢ima, zavisnost
izlaznog signala od ulaznog je posredna i ispoljava se samo kroz njegov uticaj
na promenu stanja.

Ako za Mooreov automat A = (A, X,Y,d,u) vazi daje Y = Aipje
identicko preslikavanja skupa A, tada zanemarujemo skup Y i preslikavanje
i, pisemo A = (A, X, ) i automat A nazivamo automat bez izlaza.

Automat svoj rad uvek zapocinje iz nekog odredenog stanja koje ponekad
unapred isticemo. U tom slucaju govorimo o inicijalnom (Mealyevom) au-
tomatu koji definiSemo kao uredenu Sestorku A = (A4, ap, X,Y,d, ), gde je
(A, X,Y,0,\) Mealyev automat a ag € A je fiksirano stanje koje nazivamo
pocetno (inicijalno) stange. Sliéno definiSemo inicijalni Mooreov automat,
u oznaci A = (A, a0, X,Y,0,u), 1 inicijalni automat bez izlaza, u oznaci
A= (4, a9,X,9).

Jasno da od proizvoljnog automata A = (A, X,Y,d, \) mozemo naprav-
iti automat bez izlaza — to je automat (A, X,d) nastao iz A zanemari-
vanjem skupa izlaznih signala i funkcije izlaza. Takode, od automata A
mozemo napraviti i inicijalni automat fiksirajuéi bilo koje njegovo stanje i
proglasavajuéi ga za inicijalno stanje.

Ako su skupovi stanja, ulaza i izlaza automata konacni, tada ga nazivamo
konacan automat. Jasno, od najveceg prakti¢nog znacaja su upravo ovakvi
automati. O jo$ nekim vrstama automata bice re¢i neSto kasnije u ovoj
knjizi.

Neka je dat Mealyev automat A = (A4, X,Y,d,\). Tada njegove funkcije
prelaza i izlaza mozemo prosiriti redom do preslikavanja § : A x X* — A*
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id:AxX* — Y*naslededi nac¢in: Zaa€ Aiue X', u=z129-- 2,
1,%2,...,Tn € X, stavljamo da je

(3.1) d(a,u) = ajaz - ap,

gde je

(3.2) a1 = 0(a,x1), ag =d0(a1,x2),..., an = 0(an—1,zy),
i

(3:3) Aa, u) = y1y2 - Yn,

pri ¢emu je

(3.4) y1 = Aa,z1), y2 = AMai,22),..., Yo = AMan—1,2n).
Takode
(3.5) d(a,e) = a, Aa,e) =e,

gde smo prazne rec¢i i u X* i u Y* oznacili istim slovom e.

Primetimo da smo i funkcije prelaza i izlaza i njihova proSirenja oznaca-
vali istim slovima § i A\. Tako to sa matematicke strane nije sasvim korek-
tno, usvajamo takvu konvenciju u oznacavanju da bi olaksali rad. Pri tome
imamo u vidu da nema opasnosti od zabune ako znamo odakle je argument
na koji ta preslikavanja deluju, jer se vrednosti funkcija prelaza i izlaza i
njihovih prosirenja poklapaju na skupu A x X.

Skup X ¢éemo nadalje nazivati i ulazni alfabet, polugrupu X i monoid
X* ¢emo nazivati ulazna polugrupa i ulazni monoid a njihove elemente
ulazne rec¢i automata A, dok ¢emo skup Y nazivati izlazni alfabet, polu-
grupu Y i monoid Y* izlazna polugrupa i izlazni monoid a njihove ele-
mente izlazne reéi automata A. Princip rada Mealyevog automata sada
mozemo prikazati i na slede¢i nacin: na ulaz automata dolaze jedan za
drugim ulazni signali x1,z2,...,2, € X, tj. ulazna re¢ z1z9- -2, € X1, i
pod njenim uticajem automat A prelazi iz stanja a u stanje a, preko niza
medustanja ay,as,...,an—1, a na izlaz se jedan za drugim Salju izlazni sig-
nali y1,%2,...,yn € Y, odnosno izlazna re¢ yi1ys - - -y, € Y. Naravno, ako
na ulaz automata dospe prazna re¢, tada automat ostaje u istom stanju i
nema izlaznog signala (na izlaz se Salje prazna rec).

Zadnje stanje a,, u nizu datom u (3.1), odnosno (3.2), oznacavamo sa au.
Ovom oznakom zadato je preslikavanje

(3.6) (a,u) — au
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koje slika A x X* u A, koje je takode prosirenje funkcije prelaza. U veéem
broju knjiga koje se bave Teorijom automata to preslikavanje se koristi
umesto preslikavanja definisanog sa (3.1), i oznacava se upravo sa . Me-
dutim, mi ¢emo ovde koristiti oba ova preslikavanja, zavisno od konkretnih
potreba, sa oznakama kakve smo dali. Primetimo da preslikavanje § defi-
nisano sa (3.1) daje vise informacija o radu automata nego preslikavanje
definisano sa (3.6). Naime, preslikavanjem (a,u) — au odredeno je samo
zadnje stanje au u koje se iz stanja a dospeva pod uticajem ulazne reci
u, dok je preslikavanjem § odreden i niz medustanja preko kojih se stize iz
stanja a u stanje au. Sa druge strane, u slu¢aju kada nam taj niz medustanja
nije bitan, zbog jednostavnijeg pisanja radije koristimo drugo preslikavanje.

Lako se dokazuje da vazi sledeé¢a lema.

Lema 3.1.1. Neka je dat automat A = (A, X,Y,0,\). Tada za proizvoljne
a €A, u,v € X* vazi:

6(a, u)d(au, v);

Aa, u)Aaw, v);
u)v.

a, uv)
(b) (U)
w) = (a

Osim automata sa izlazom, Mealyevih i Mooreovih, koji ée biti glavni
predmet razmatranja u ovoj glavi, u narednim glavama radi¢emo i sa au-
tomatima bez izlaza i drugim tipovima automata, kao §to su nedetermin-
isticki, potisni itd. ViSe informacija o raznim tipovima automata moze se
na¢i u navedenoj literaturi.

Literatura: Gécseg and Pedk [1972], Huffman [1954], Mealy [1955], Moore [1956],
Rabin and Scott [1959], Shannon and McCarthy (eds.) [1956].

3.2. Predstavljanje automata

Najprirodniji na¢in predstavljanja automata jeste njihovo predstavljanje za-
davanjem skupova i preslikavanja koji ga ¢ine, koris¢enjem uobicajenih me-
toda koji se generalno koriste u predstavljanju skupova i preslikavanja. To
je posebno jednostavno kada se radi o kona¢nim automatima. Konacne
automate je takode veoma zgodno zadavati takozvanim prelazno—izlaznim
tablicama, slicnim Cayleyevim tablicama koje se koriste za predstavljanje
algebarskih struktura. Prelazno—izlazna tablica Mealyevog automata A =
(A, X,Y,0,\) je pravougaona tablica sa vrstama koje odgovaraju svakom
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ulaznom simbolu i kolonama koje odgovaraju stanjima. Na mestu u tablici
koje odgovara vrsti odredenoj ulaznim simbolom z € X i koloni odredenoj
stanjem a € A upisuje se uredeni par (0(a,z), A(a,z)). To je prikazano u
sledecoj tablici

A‘ a

:.U oo (d(a, {L‘),'A((Z, x))

Veoma pogodan naé¢in zadavanja automata je njihovo zadavanje pomocu
grafova. Neka je dat Mealyev automat A = (A, X,Y,d,\). Prelazno-izlaznim
grafom automata A nazivamo oznaceni graf ¢iji skup ¢vorova je skup stanja
A, skup oznaka je X x Y, a grane i njihove oznake su odredene na sledeéi
nacin: ako se iz stanja a € A pod uticajem ulaznog signala x € X prelazi u
stanje b (= d(a,x) € A), pri ¢emu se emituje izlazni signal y (= A(a,z) € Y),
tada graf ima granu (a,b) koja je oznacena uredenim parom (z,y). Kao sto
smo istakli kada smo govorili o ozna¢enim grafovima, grane oznacenog grafa
su u opstem slucaju oznacene sa vise simbola, tj. skupom simbola, pa ako
je M skup svih oznaka iz X x Y pridruzenih grani (a,b), tada kazemo da je
ta grana oznacena skupom M.

Primer 3.2.1. Neka je dat automat A = (A, X,Y, 4, \), gde je

A: {a7 b7 C}7 X = {x7$/7x//} i Y: {y7y/},
i funkcije prelaza i izlaza su definisane sa:

0(a,z) =6(b,z) = 6(b,z’) = 6(b,2") = d(c,2") = ¢,

d(a,z’) = &(a,z") = 6(¢,x) = b, (¢, 2) = a
AMa,z) = Ma,2') = A(b,z) = Me,2') = Me,2”) =y
Aa, z") = A(b,2) = A(b, 2”) = A¢c,z) = .

dok je njegov prelazno-izlazni graf dat sa



3.2. PREDSTAVLJANJE AUTOMATA 99

(z",y)

a (Jil,y), (‘Illvy,) b

gde je M = {(xvy)u (‘r/vyl)v (x//vy/)}'

Kada se radi o inicijalnom automatu, tada pri njegovom zadavanju tabli-
com koristimo konvenciju prema kojoj je za inicijalno stanje rezervisano prvo
mesto u nizu stanja.

Pri zadavanju Mooreovih automata, umesto parova (d(a,z),A\(a,z)) u
tablicu se upisuje samo d(a,x), dok se preslikavanje p zadaje tako Sto se
iznad vrste u kojoj su poredana stanja dodaje jo$ jedna vrsta u koju se
upisuju njihovi znakovi, pri ¢emu se znak pu(a) stanja a € A pise upravo
iznad a. To je prikazano u sledec¢oj tablici:

a
A p(a)
a
x d(a,x)
Prelazno-izlazni graf Mooreovog automata A = (A, X,Y,d, ) ima nesto

ovog automata ¢vorovi su oznaceni uredenim parovima oblika (a,y), gde je
a€ A, yeYipu(a) =y, agrane su oznacene samo odgovarajuéim ulaznim
simbolima.

Primer 3.2.2. Neka je dat Mooreov automat A = (A, X, Y, 6, u), gde je
A:{a17a27a3}a X:{xlaIQ}v Y:{ylay2}7
i funkcije 0 1 p su zadate sa:
d(ar,z1) = 0(as, v2) = a1, (a1, r2) = as,
d(ag,z1) = 6(az, v2) = 0(az, 1) = az
plar) =y1, plaz) = plas) = yo.

Ovaj automat zadaje se tablicom
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Yy Y2 Y2
ap a2 as

A

T | a az az

T2 | a3 a2 a1

i predstavlja se sledeé¢im prelazno-izlaznim grafom

(a3, y2)

(a1,91) (az,y2)

Automat A moze biti zadat kao Mealyev automat tablicom

A ‘ aq a9 as
zy | (a1,91) (a2,92) (a2,y2)
X2 (a3,y2) (az,yz) (a1,y1)

Primer 3.2.3. Uzmimo da prekida¢ lampe radi na sledeé¢i na¢in: Pritiskom na
dugme on ili zatvara ili otvara elektricno kolo zavisno od toga da li je ono ranije
bilo otvoreno ili zatvoreno. Sistem koji se satoji od lampe i prekida¢a mozemo
razmatrati kao Mooreov automat sa dva stanja — kolo je otvoreno i kolo je zatvoreno,
jednim ulaznim signalom — pritiskanje dugmeta i dva izlazna signala — lampa svetli
i lampa ne svetli. Rad ovakvog automata predstavljen je slede¢om tablicom:

lampa svetli lampa ne svetli
Lampa : -
kolo je zatvoreno  kolo je otvoreno
itiskanj . .
priviskanie kolo je otvoreno  kolo je zatvoreno
dugmeta

Kod zadavanja automata bez izlaza u tablicu se upisuju samo vrednosti
funkcije prelaza, tj. imamo samo tablicu prelaza ¢iji je izgled prikazan na
slede¢i nacin:
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Kod ovakvih automata imamo samo graf prelaza kod koga su évorovi ozna-
Ceni stanjima a grane odgovaraju¢im ulaznim simbolima.

Primer 3.2.4. Automat bez izlaza A = (A, X, ) koji odgovara Mealyevom au-
tomatu A = (A, X,Y, 0, A) iz Primera 3.2.1 ima slede¢u tablicu prelaza

A ‘ a b ¢
z |c ¢ b
2 |b ¢ a
2 |b ¢ ¢

dok je njegov graf prelaza dat sa

3.3. Homomorfizmi, kongruencije, podautomati
i generatorni skupovi

Slicno kao kod algebarskih struktura, i kod automata se mogu definisati
pojmovi kao §to su homomorfizam, kongruencija, podautomat, generatorni
skup i drugi. Kod automata bez izlaza to je veoma lako. Naime, neka je
A= (A, X,0) automat bez izlaza, i neka je svakom ulaznom simbolu z € X
pridruzeno preslikavanje 7, skupa A definisano sa an, = az (= §(a,z)), za
a € A. Uobicajeno je da se i za ovo preslikavanje koristi isti naziv kao i za
preslikavanje & — funkcija prelaza. Ako preslikavanja n,, © € X, tretiramo
kao unarne operacije na skupu stanja A, tada dobijamo unarnu algebru
pridruzenu automatu A koju najcesée poistoveéujemo sa tim automatom.
Drugim rec¢ima, svaki automat moze se tretirati kao unarna algebra, a moze
se uciniti i obratno, tj. svaka unarna algebra moze se tretirati kao automat.
Prema tome, svi napred navedeni algebarski pojmovi ¢e kod takvih automata
imati svoje uobicajeno algebarsko znacenje.
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Medutim, ovde se neéemo mnogo zadrzavati na automatima bez izlaza,
jer je njima posveéena posebna glava knjige, ve¢ ¢emo paznju posvetiti au-
tomatima sa izlazom. Videéemo da su definicije pojmova homomorfizma,
kongruencije, podautomata i generatornog skupa automata sa izlazom sli¢ne
definicijama odgovarajucéih algebarskih pojmova, ali da postoje i izvesne ra-
zlike, jer ovde u obzir moramo uzeti i izlazni deo automata. Definicije koje
¢e biti date vaze za automate koji imaju iste skupove ulaznih i iste skupove
izlaznih simbola. Takve automate nazivaéemo automatima istog tipa'. Sliéne
definicije mogu se dati i za automate koji nisu istog tipa, ali takve definicije
ovde nece biti neophodne, zbog ¢ega ih izostavljamo.

Pod pojmom podskupa automata A = (A, X,Y,d, \) podrazumevaéemo
svaki podskup njegovog skupa stanja a pod pojmom relacije na automatu
A podrazumevac¢emo svaku relaciju na njegovom skupu stanja. Sli¢no, ako
sud=(AXYoNiA=(A XY N) dva automata istog tipa, pod
pojmom preslikavanja iz automata A u automat A’ podrazumevaéemo svako
preslikavanje koje skup stanja automata A slika u skup stanja automata A’.

Neka su sada A = (A, X,Y,5,\) i A" = (A, X,Y,d§,N) dva automata
istog tipa za koje vazi da je A’ C A, preslikavanja & i N su restrikcije
preslikavanja § i A na A’ x X, tim redom, i za svaki a € A’ i x € X vazi
d(a,z) € A'. Tada automat A’ nazivamo podautomatom automata A, a ako
je A’ pravi podskup od A, onda kazemo da je A’ pravi podautomat od A.
Drugim rec¢ima, podskup A’ automata A je podautomat od A ako i samo
ako je zatvoren za prelaze u automatu A, Sto znaci da za svaki a € A i
x € X vazi §(a,xz) € A'. U slucaju da je A inicijalni automat sa inicijalnim
stanjem ag, i A’ osim gornjih uslova ispunjava i uslov da je ag € A’, tada za
A’ kazemo da je inicijalni podautomat od A.

Akosu A = (A, X,Y,5,\) 1 A = (A, X,Y,¥§,N) automati istog tipa i
o : A— A je preslikavanje takvo da za svakia € A1z € X vazi

(O(a,z))p =0d(ap,x) 1 Aa,z) = N(ap,z),

tada preslikavanje ¢ nazivamo homomorfizmom automata A u automat A’.
Lako se proverava da tada Ay jeste podautomat automata A’ pri ¢emu Ay
nazivamo homomorfnom slikom automata A. Osim toga, ako je ¢ i bijekcija,
onda ga nazivamo izomorfizmom automata A na automat A’, a za automate

LU stvari, mozemo reéi da su dva automata istog tipa ako su im skupovi ulaznih sim-
bola, odnosno skupovi izlaznih simbola, iste kardinalnosti. Medutim, kako takve skupove
poistoveéujemo, a kao §to znamo, i monoidi nad takvim skupovima su izomorfni, to nema
potrebe komplikovati te definicije.
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A i A’ kazemo da su izomorfni. Kao §to je uobicajeno u algebri, izomorfne
automate poistovecujemo.

Lako se proverava da vazi sledeé¢a lema:

Lema 3.3.1. Neka je ¢ homomorfizam automata A = (A, X,Y,0,\) u au-
tomat A" = (A", X, Y, 8, N). Tada za svakia € A iu € X* vaZi:

(a) 6(a,u) =araz---an = §'(ap,u) = (a1p)(azp) -~ (an®);
(b) /\(a7 u) = X(a% u);
(c) (au)p = (ap)u.

U slucaju kada su A i A’ inicijalni automati, tada homomorfizmom ini-
cijalnih automata nazivamo homomorfizam automata A u automat A’ koji
inicijalno stanje automata A slika u inicijalno stanje automata A’.

Sledeé¢i pojam koji uvodimo je pojam kongruencije na automatu. Neka
je o relacija na automatu A = (4, X,Y,6,\). Akozasvea,be Aiz e X,
iz (a,b) € o sledi da je

(0(a,x),0(b,x)) €0 i Aa,z)= A, x),

tada za o kazemo da je saglasna (kompatibilna) na A, a saglasnu relaciju
ekvivalencije na A nazivamo kongruencijom na automatu A. Sledeéa lema
pokazuje da se to svojstvo kongruencija sa slova prenosi i na proizvoljne reci.

Lema 3.3.2. Neka je o kongruencija na automatu A = (A, X,Y,d,\).
Tada za a,b € A, iz (a,b) € o sledi da je

(au,bu) € o i Aa,u) = A(b,u),

za svakiu € X*.

Dokaz. Tvrdenje leme se lako dokazuje indukcijom po duzini reci ostavlja
se Citaocu za vezbu. [

Ako je o kongruencija na automatu A, tada slicno kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na slede¢i nac¢in: Na faktor-skupu
A/p definisemo preslikavanja

Jp: (AJo) x X — Ao 1 Np:(AJo) x X =Y,

dolao,x) = (0(a,x))o 1 Ay(ao,x) = A(a,x),
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zasve a € Aix € X. Koristeéi ¢injenicu da je ¢ kongruencija na A, lako se
proverava da su preslikavanja d, i A, dobro definisana, tj. da njihove vred-
nosti ne zavise od izbora predstavnika p-klasa, pa (A/p, X,Y,d,,A,) jeste
automat koji obelezavamo sa A/p i nazivamo faktor-automatom automata
A u odnosu na kongruenciju p.

Vezu izmedu kongruencija na automatu i homomorfizama daje nam sle-
deca teorema.

Teorema 3.3.1. (Teorema o homomorfizmu). Ako je o kongruencija
na automatu A, tada je o° homomorfizam iz A na A/o.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam automata A = (A, X,Y,d,\) na au-
tomat A = (A", X, Y, ', N), tada je ker ¢ kongruencija na A i preslikavangje
®:A/p— A definisano sa

(a € A) O : (akerp) — ap
je izomorfizam iz A/o na A'.
Dokaz. Dokaz je elementaran i ostavlja se ¢itaocu za vezbu. [

Neka je H neprazan podskup automata A = (A4,X,Y,6,\). Ako za
svako stanje a € A postoji stanje b € H i ulazna re¢ u € X* tako da je
a = bu, tada H nazivamo generatornim skupom automata A i kazemo da
H generise automat A, odnosno da je automat A generisan skupom H.
Drugim rec¢ima, skup H generiSe automat A ako se u svako stanje automata
A moze stiéi iz nekog stanja skupa H. Dalje, za H kazemo da je minimalan
generatorni skup automata A ako nijedan pravi podskup od H ne generise
A. Automat A je konacéno generisan ako ima konacan generatorni skup.
Ako je A generisan nekim svojim jednoelementnim podskupom {a}, tada
kazemo da je A monogeni automat generisan stanjem a. Ako je A inicijalni
automat i generisan je svojim inicijalnim stanjem, tj. u svako stanje iz A
se moze stiéi iz inicijalnog stanja, tada A nazivamo povezanim inicijalnim
automatom. Automat koji je generisan svakim svojim stanjem nazivamo
jako povezanim. Ako je H proizvoljan podskup automata A, tada se lako
proverava da skup

SH)={ac A|(Fbe H)(Fu € X*)a = bu}

jeste najmanji podautomat od A koji sadrzi skup H, i nazivamo ga po-
dautomatom od A generisanim skupom H. Ako je A inicijalni automat,
tada njegov podautomat generisan inicijalnim stanjem nazivamo stablom
automata A.
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3.4. Preslikavanja indukovana automatima

Svakom stanju a automata A = (A, X,Y,d, \) mozemo pridruziti preslika-
vanje ¢, : X* — Y™ definisano sa

(3.7) upg = Ma,u), zauée X",

koje nazivamo preslikavanje indukovano stanjem a automata A. Ako je
A= (A, a0,X,Y,d,\) inicijalni automat, tada preslikavanje ¢,, indukovano
inicijalnim stanjem ag automata A nazivamo preslikavanje indukovano ini-
cijalnim (Mealyevim) automatom.

Stavise, ako su dati slobodni monoidi X* i Y* i preslikavanje ¢ : X* —
Y*, tada za ¢ kazemo da moze biti indukovano inicijalnim Mealyevim au-
tomatom ako postoji neki inicijalni Mealyev automat A = (A4, ag, X,Y,d, )
takav da je ¢ = ¢q,, a za automat A kazemo da predstavlja ili realizuje
preslikavanje ¢.

Sta praktiéno predstavljaju preslikavanja indukovana automatima? Uz-
mimo da automat A poc¢ne sa radom iz stanja a. Kao rezultat njegovog rada
imamo da se ulaznim re¢ima pridruzuju odgovarajucée reci, i to pridruzivanje
je odredeno upravo preslikavanjem ¢,. MoZemo reéi i da automat A vrsi
obradu informacija na taj nacin $to se svakoj ulaznoj informaciji, predstavl-
jenom nekom re¢i iz X* pridruzuje neka informacija predstavljena nekom
reci iz Y*. Prirodno se postavlja pitanje: Kakve transformacije informacija
mogu biti realizovane automatima? To pitanje se matematickim jezikom
moze iskazati i na sledeéi na¢in: Pod kojim uslovima preslikavanje ¢ iz slo-
bodnog monoida X* u slobodni monoid Y* moze biti indukovano nekim
inicijalnim Mealyevim automatom? Odgovor na to pitanje bi¢e dat u dal-
jem tekstu.

Najpre uvodimo sledeci pojam. Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X*
u slobodni monoid Y* nazivamo automatovnim preslikavanjem ako zadovo-
ljava sledeée uslove:

(A1) ¢ otuvava duzinu reci, tj. |u¢| = |u|, za svaki u € X*;
(A2) svaki levi odsecak proizvoljne re¢i u € X* se preslikavanjem ¢ slika u
levi odsecak reci ue.

Nagziv ”automatovno preslikavanje” bi¢e opravdan osobinom ovih preslika-
vanja da mogu biti indukovana inicijalnim Mealyevim automatom.

Podsetimo se da za re¢ u i prirodan broj k < |ul, r;(u) oznacava desni
odsecak reci u duzine k.
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Teorema 3.4.1. Neka je ¢ : X* — Y™ automatovno preslikavanje. Svakoj
re¢i u € X* pridruzimo preslikavanje ¢, : X* — Y™ definisano sa
(3.8) vpy = | ((uv)9), zav e X*.
Tada:
(a) Za proizvoljne u,v € X*, v, je jedinstveno resenje jednacine
(3.9) (uv)¢ = (ug)w
u Y™, po promenljivoj w.
(b) ¢u je automatovno preslikavange, za svaki u € X*, i ¢ = ¢.

(€) buw = (Pu)v, 2a sve u,v € X*.

Dokaz. (a) Kako je u levi odsetak od uv, to prema osobini (Al) automa-
tovnih preslikavanja dobijamo da je u¢ levi odsecak od (uv)¢g, tj. da je
(uv)p = (up)w, za neki w € Y*. Prema tome, jednacina (3.9) ima resenje
u Y*. Zbog kancelativnosti u Y*, to resenje je jedinstveno. Konaé¢no, zbog
toga §to ¢ ocuvava duzinu rec¢i, imamo

((wo)g| = Juv] = ful + o] 1 [(ug)w| = |ug| + [w] = [u] + [w],
odakle sledi |v| = |w|. Prema tome,

w = riy(u0)6) = v

(b) Uzmimo proizvoljan u € X*. Iz (3.8) se jasno vidi da ¢, otuvava

duzinu reci. Neka su v,v’ € X* reci takve da je v’ levi odsecak od v, tj.

v =0"v", za neki v" € X*. Tada prema (a) imamo da je

(w)¢ = (u'v")¢ = (w")$) (V" durr) = (1) (V' bu) (v Pur),

odakle zbog jedinstvenosti resenja jednacine (3.9) sledi

VO, = (U/qu)(vﬁﬁbuv’)'

Prema tome, v'¢, je levi odsecak od wve,, Sto je i trebalo dokazati. Ovim
smo dokazali da je ¢, automatovno preslikavanje.

Dalje, ako u (3.8) stavimo da je u = e, onda neposredno sledi da je

Qbe:d)-
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(c) Za proizvoljan w € X* je

(uow)d = (ug)((vw)pu) = (ud)(vdu)(W(Pu)y) = ((uv)P)(wW(Pu)v),

pa zbog (a) dobijamo da je

w¢uv = w(¢u)v

Prema tome, vazi (¢). 0O

Preslikavanja ¢, u € X*, definisana u prethodnoj teoremi nazivamo
stanjima automatovnog preslikavanja ¢. Zasto smo izabrali takav naziv bice
razjasSnjeno kasnije, kada budemo konstruisali donji automat odreden pres-
likavanjem ¢.

Glavna teorema ovog poglavlja je sledeéa:

Teorema 3.4.2. Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X* u slobodni mo-
noid Y* moze biti indukovano inicijalnim Mealyevim automatom ako i samo
ako je automatovno preslikavanje.

Dokaz. Neka je preslikavanje ¢ indukovano inicijalnim Mealyevim automa-
tom A = (A, a9, X,Y,0,A), tj. up = AN ag,u), za svaki u € X*. Iz definicije
prosirenih funkcija prelaza i izlaza se jasno vidi da ¢ oCuvava duzinu reci.
Uzmimo proizvoljnu re¢ v = z1x2 - - - T, gde su z1,Ta,..., T, € X. Prema
definiciji pro§irenih funkcija prelaza i izlaza je

d(ag,u) = arag - - - ay,

3.10

(3:10) Mag,w) = y1y2 - - Yn,

gde je

(3 11) a1 = 5(&0,%’1), a2 = 5((11’:1:2)7 ceey Gp = 5(an717xn)7
' y1 = Mao, z1), y2 = Aa1,22) ..., Yn = M@n-1,Tn),

§to znaédi da je ugp = y1y2 - yn. Sa druge strane, proizvoljan levi odsecak
v re¢i u je oblika v = x1---x;, za neki i € {1,2,...,n}, a iz (3.10) i (3.11)
takode sledi da je

vp = N ao,v) = Naog, T1- ;) = Y1 Yi,

pa je, prema tome, v¢ levi odsecak re¢i u¢. Time je dokazano da je ¢
automatovno preslikavanje.
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Obratno, neka je ¢ automatovno preslikavanje. Definisimo inicijalni Me-
alyev automat A?® na sledeéi nacin: A? = (X*, e, X,Y, 0%, \?), pri éemu su
preslikavanja 6% i A? definisana sa:

6% (u, ) = ux

(3.12) S 2) = o

(ue X*, x e X).

Da bi smo dokazali da je preslikavanje ¢ indukovano automatom A?, treba
dokazati da za proizvoljnu re¢ u € X* vazi

(3.13) ud = X(e, ).

To ¢emo dokazati indukcijom po duzini re¢i u. Jasno je da to vazi za reci
duzine 0 i 1. Uzmimo da (3.13) vazi za sve re¢i duzine n i dokazimo da
vazi i za re¢i duzine n + 1. Neka je u € X* i u = z129... 2441, 2a neke
X1, T2, ,Tns1 € A. Sa v’ ozna¢imo re¢ x1xs - - ,. Prema Teoremi 3.4.1,
up = (W'¢)(Tny16w). Dalje, prema indukcijskoj hipotezi je u'¢p = \?(e, '),
a prema (3.13) je 2,110y = A\?(v/, 7,11). Prema tome, ostaje da se dokaze

(3.14) N(e, )N (u, 2 y1) = AP(e, ).
Zaista, prema definiciji prosirenih funkcija prelaza i izlaza imamo da je

§%(e,u) = aras - - - apyi1,

3.15

(3.15) (e, u) =y1y2- Ynt1,

gde je
ay = 6¢(€,l‘1), a2 = 6¢(a1,$2), I 6¢(an—1)xn)7 an+1 = 6¢(anaxn+1)a
y1 = A(e, 1), y2 = A%(a1,2) .oy Yn = A%(an-1,%n); Ynt1 = A?(an, Tny1)-

Na isti nac¢in dobijamo da je

5¢(e,u’) =a1ag- - ay,

3.16
(3.16) (e, u') = y1y2 Yn.

Sa druge strane, prema (3.12) imamo da je a; = 6®(e,x1) = ex; = 21,
ag = (5¢(a1,x2) = I1x9, itd., ¢ime dobijamo da je a, = T120-- T, = U.
Sada imamo da je

Yni1 = A2 (an, Tnt1) = A2, Tntr),

pa koristeéi (3.15) i (3.16) dobijamo (3.14). Ovim je teorema dokazana. [J
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Za automatovno preslikavanje ¢, automat A? konstruisan kao u prethod-
noj teoremi nazivamo gornjim automatom odredenim sa ¢. Smisao ovog
termina bi¢e objasnjen kasnije.

Konstrukcija gornjeg automata odredenog automatovnim preslikavanjem
nije jedini na¢in da se iz zadatog automatovnog preslikavanja konstruise
automat. Jedan drugi nac¢in prikazan je u slede¢oj lemi:

Lema 3.4.1. Neka je ¢ : X* — Y™ automatovno preslikavange i Ay je skup
njegovih razlicitih stanja. Tada su sa

5¢(¢Ua$) = Quz %
(3.17) Moo ) = 2 (ue X*, x e X)

definisana preslikavanja 64 @ Ay X X — Ay i Ay : Ay x X — Y, 1 Ay =
(Ag, XY, 04, Ag) je automat.

Osim toga, za sve u € X* (v =212 Ty, T1,T2,...,Tn € X, vaZi:
(318) 6¢(¢u; ’U) = ¢ux1 ¢ux1r2 te (lsumlxgmzn;
(319) (¢u)v = Quv;
(3:20) AMu, v) = vou.

Dokaz. Najpre treba dokazati da su preslikavanja d4 i Ay dobro definisana.
Pre svega, treba dokazati da za u,v € X™ i proizvoljan x € X vazi:

(3-21) ¢u = va = ¢ua: = ¢va:§
(3'22) ¢u = ¢v = .Z'(Zsu = m¢v-

Zaista, implikacija (3.21) je neposredna posledica Teoreme 3.4.1 (c), jer ¢, =
¢y povlati ¢uy = (Pu)z = (Pv)x = buz, dok je implikacija (3.22) jasna.
Prema tome, d4 i Ay su dobro definisana preslikavanja. Takode, A, zaista
slika Ay x X u Y. Naime, za proizvoljne v € X*, x € X imamo da je
|zoy| = 1, jer ¢, otuvava duzinu reci, pa je dakle z¢, € Y. Ovim smo
dokazali da su preslikavanja é4 i Ay dobro definisana, pa je, prema tome, Ay
zaista automat.

Dalje, za proizvoljan v € X* i v = 129 Ty, 28 T1,T9,...,Ty € X,
imamo da vazi
(3.23) (0 0) = @103,
gde je

a1 = 0g(Pu, 1), a2 = dp(ai,2), ..., an = 6p(an-1,n).
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Medutim, prema (3.17) je

ai = 5¢(¢u7 1)1) = Cbu:pla
az= 5‘1)(@1’ xQ) = 6¢(¢umax2) = ¢u1’1x27

Qp = 5¢)(an—la xn) = 5¢(¢ux1x2--~mn,17xn) = ¢ux1m2~~~zn7

pa, sobzirom na (3.23), dobijamo (3.18). Jednakost (3.19) sledi neposredno
z (3.18). Konacno, jednakost (3.20) ¢emo dokazati indukcijom po duzini
reci v. Jasno je da (3.20) vazi za sve reci duzine 1. Prema tome, ostaje da
se dokaze da iz indukcijske pretpostavke da (3.20) vazi za sve re¢i duzine
k <n—1sledi da (3.20) vazi i za v. Zaista, prema indukcijskoj pretpostavci,
za v = x129 -+ T,_1 imamo da je

(3.24) )\¢(¢u,v/) = vy,
i dalje
)‘¢(¢Ua v)= )‘¢( uy U xn)
= ¢>( ))‘¢>(<¢u)vlaxn)
= Ap(Du; V) Ag (Purr, ) (prema (3.19))
(v'qbu)(:):nqbuv ) (prema (3.24) i (3.17))
Ev;¢u§($n(¢u; 2 (prema Teoremi 3.4.1 (c) )

sto je i trebalo dokazati. Prema tome, (3.20) vazi za sve re¢i u,v € X*.
Ovim je dokaz leme kompletiran. [

Automat Ay konstruisan u Lemi 3.4.1 nazivamo donjim automatom odre-
denim sa ¢. I za ovakav automat se moze dokazati da indukuje preslikavanje
¢. Naime, vazi sledeca teorema:

Teorema 3.4.3. Swvako automatovno preslikavanje je indukovano dongjim
automatom odredenim njime.

Dokaz. Neka je ¢ : X* — Y™ automatovno preslikavanje. Prema Teoremi
3.4.1(b), ¢ = e, pa iz (3.18) dobijamo da za proizvoljan u € X* vazi

A (Pe, 1) = upe = ug.

Dakle, ¢ je indukovano automatom Ag. [
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Dalje dokazujemo jos jednu lemu.

Lema 3.4.2. Neka je A = (A, a0, X,Y,0,\) proizvoljan automat koji in-
dukugje automatovno preslikavanje ¢ : X* — Y*. Tada za proizvoljan u € X*
je Gy = Gagu, . za svaki v € X* vazi

vy, = Maou, v).

Dokaz. Uzmimo u,v € X*. Tada je

0 = 13 (1)) (prema (3.5))
= 7)y|(A(ag, uv)) (prema (3.7))
= 7y|(A(ao, u)A(agu, v)) (prema Lem1 3.1.1)
= Magu, v) (jer je |A(agu,v)| = |v])

¢ime je lema dokazana. [J

Veza gornjeg i donjeg automata odredenog automatovnim preslikavanjem
i drugih automata koji ga indukuju data je slede¢om teoremom. Ta teorema
u izvesnom smislu opravdava upotrebu naziva ”gornji” i "donji” automat.

Teorema 3.4.4. Neka je ¢ automatovno preslikavanje, A je proizvoljan
inicijalni automat koji indukuje ¢ 1 A’ je stablo automata A. Tada

(a) A’ je homomorfna slika od A?;

(b) Ay, je homomorfna slika od A’.

Dokaz. Neka ¢: X* - Y*, A= (A, ap,X,Y,0,\) ineka je A’ skup stanja
od A’

(a) Definisimo preslikavanje ¢ : X* — A’ sa
(3.25) up = agu (u e X™).

Dokazaé¢emo da je ¢ homomorfizam iz A? na A’. Prvo, jasno je da ¢ slika
X* na A’. Dalje, uzmimo proizvoljne u € X*, x € X. Tada je

(0% (u, 2))p = (uz)p (prema (3.12))
= apux (prema (3.25))
= aouz = (apu)x (prema (3.25) i Lemi 3.1.1)
= d(agu, x)

= 0(ugp, x) (prema (3.25) ),
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i, sa druge strane,

N (u, ) = 2y (prema (3.12))
= r((ur)9) (prema (3.8))

= r1(A(ao, uz)) (prema (3.7) )

= r1(A(ao, u)A(agu, )) (prema Lemi 3.1.1)

= Aaou, ) (jer je |A(apu,z)| =1)

= AMugp, x) (prema (3.25) ),

¢ime smo dokazali da je ¢ homomorfizam.

(b) Definisimo preslikavanje ¢ : A" — A, sa
(3.26) a = ¢, & a=apu (a€ A).

Najpre ¢emo dokazati da je 1) dobro definisano. Jasno, za svaki a € A’
postoji u € X* tako da je a = apu. Neka su u,v € X* redi za koje je
a = apu = agv. Tada prema Lemi 3.4.2 imamo da je

¢u = ¢a0u = ¢aov = ¢v~

Na ovaj nacin smo dokazali da je b dobro definisano.

Dalje, uzmimo proizvoljne a € A’, x € X. Tada je a = agu, za neki
u € X*, odakle je

(30, 2)) = (02) (r je 3(a,) = az)
= (agua)y (jer je a = agu)
= Qua (prema (326) )
= 0¢(Pu, ) (prema (3.17))
—Splav,m)  (Ger je av = bu),

i, sa druge strane,

(Aa, z)) = AMaou, ) (jer je a = apu)
= Ty (prema Lemi 3.4.1)
= Ap(Gu, 1) (prema (3.17))
= )\¢(a¢a 1:) (jer je ay = ¢u)

Dakle, 1 je homomorfizam iz A" u Ay. Jasno, za proizvoljan ¢, € Ay je
¢u = (apu)®, pa ¢ slika A’ na Ag. Time je dokazano da vazi (b). O

Na kraju ovog odeljka dajemo jedan primer automatovnog preslikavanja
i njegovog minimalnog automata.
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Primer 3.4.1. Neka je X =Y = {0, 1} i preslikavanje ¢ : X* — Y™ je definisano
na sledeéi nacin:
(i) Ako 0101 nije podre¢ od u, tada stavljamo u¢ = u.
(ii) Ukoliko je 0101 podrec od u, tada preslikavanje ¢ sva slova koja se u u javljaju
posle prvog pojavljivanja podrec¢i 0101 preinacuje u 0. Drugim rec¢ima, ako
u predstavimo u obliku u = p0101q, gde su p,q € X* i 0101 nije podre¢ od
p010, tada je up = (p0101¢)¢ = p01010l4.

Nije tesko videti da je ¢ automatovno preslikavanje. Da bi smo nagli donji automat
tog preslikavanja, odredi¢emo njegova stanja. Naime, za proizvoljnu re¢ u € X*
odredi¢emo stanje ¢, preslikavanja ¢. Razlikujemo nekoliko slucajeva:

(1) Neka je 0101 podrec od u. Tada je u¢ = p01010/9!, gde je u = p0101qip,q € X*
tako da 0101 nije podre¢ od p010, i za proizvoljnu re¢ v € X* imamo da je

Vhy = 1)y (uv)g) = r‘v|(p01010‘q|+|'“‘) =l

(2) Neka 0101 nije podre¢ od u. Tada je bitan sufiks re¢i v duzine tri, tj. poslednja
tri slova te re¢i. Imamo sledec¢e podslucejeve:

(2.1) Jedna od reci 111 i 011 je sufiks od u. Tada, za proizvoljnu re¢ v € X*, 0101
je podre¢ od uwv ako i samo ako je podrec¢ od v, pa je

v¢u = T‘U|((’Lﬂ))¢) = T|v\(u(v¢)) = ’U(b,

§to znadci da je ¢, = ¢.
(2.2) Jedna od rec¢i 000, 100 i 110 je sufiks od u. Neka je v € X* proizvoljna
re¢. Ako je 101 prefiks od v, tada je

Vpy = 7y (uv)g) = r‘v|(u1010|”‘_3) =1010/"1-3.

Sa druge strane, ako 101 nije prefiks od v, tada je 0101 podre¢ od uv ako i samo
ako je podre¢ od v, pa kao u sluc¢aju (2.1) dobijamo da je v¢, = v.
Prema tome, za proizvoljan v € X* je

vy = 1010*1=3,  ako je 101 prefiks od v,
“T v, ako 101 nije prefiks od v.

(2.3) Jedna od reci 001 i 101 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao u
prethodnom slucaju dobijamo

oby = 010*1=2,  ako je 01 prefiks od v,
T v, ako 01 nije prefiks od v.

(2.4) Rec 010 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao u prethodnim
sluc¢ajevima dobijamo

vy = 101*1=1, ako je 1 prvo slovo u v,
T v, ako je 0 prvo slovo u v.
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Prema tome, svako stanje automatovnog preslikavanja ¢ jednako je jednom od
preslikavanja iz (1), (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4). Ne umanjujuéi opstost, mozemo uzeti
da sva stanja preslikavanja ¢ jesu sledeéa preslikavanja

®o101, D011, Pooo, Poo1 1 Po1o-

Pri tome je ¢ = ¢o11. Dakle, prema definiciji donjeg automata A, automatovnog
preslikavanja ¢ imamo da je to automat predstavljen tablicom

Ay $o101 ®o00 ®oo1 ®o10 do11
0 | (¢0101,0) | (¢000,0) | (¢010,0) | (©000,0) | (¢000,0)
1 | (¢0101,0) | (¢001,1) | (Po11,1) | (¢0101,1) | (o11,1)

ili grafom

(1,1) (0,0)

(0,0, (1,1)

Literatura: Gécseg and Pedk [1972], Glushkov [1961a], Leticevskii [1962, 1965a],
Raney [1958].

3.5. Ekvivalentni automati. Redukovani automati

Neka je A = (A, X,Y,6,\) Mealyev automat. Sa ®4 ¢emo oznacavati skup
svih automatovnih preslikavanja indukovanih stanjima automata A.

Ako su dati automati A = (4, X,Y,5,\) 1 A" = (A, X,Y,d',\), onda za
a € Aidad € A kazemo da su ekvivalentna stanja ako a i a’ indukuju isto
automatovno preslikavanje, tj. ako je ¢, = ¢q. Slicno, za A i A’ kazemo da
su ekvivalentni automati ako je @4 = @ 4/, tj. ako je svako stanje automata
A ekvivalentno nekom stanju automata A’ i obratno. Jasno, ovako uvedena
relacija medu automatima je relacija ekvivalencije na skupu svih automata,
sto opravdava njen naziv. Dalje, ako su A i A’ inicijalni automati, onda
kazemo da su A i A’ ekvivalentni inicijalni automati ako su ekvivalentna
njihova inicijalna stanja, tj. ako A i A’ indukuju isto automatovno preslika-
vanje.
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Teorema 3.5.1. Svaka homomorfna slika automata A je ekvivalentna sa
tim automatom.

Dokaz. Nekaje A= (A, X,Y,0,\), A = (A, X,Y,§,)\) 1 je homomor-
fizam iz A na A’. Tada prema Lemi 3.3.1, za proizvoljan a € A je

u¢a = )‘(aau) = /\/(a(Pv u) = u¢a<p7

za svaki u € X*. Prema tome, ¢, = ¢qy, za svaki a € A, pa kako ¢ slika
A na A, to je &4 = Py, ¢ime smo dokazali da su A i A’ ekvivalentni
automati. [

Podsetimo se da se kongruencija na automatu A = (A, X,Y, d, \) definise
kao relacija ekvivalencije ¢ na A koja zadovoljava uslov da za proizvoljne
a,be Aix e X, iz (a,b) € g sledi da je (ax,bx) € 01 AMa,z) = A(b,x).
Automati sa izlazom se od algebri razlikuju i po tome $to kod njih, za razliku
od algebri, univerzalna relacija ne mora biti najveéa kongruencija, jer uopste
i ne mora biti kongruencija, zbog dosta jakog zahteva da u tom slu¢aju mora
biti A(a,u) = A(b,u), za sve a,b € Aiu € X*. Ipak, svaki automat sa
izlazom ima najveéu kongruenciju, koja se konstruiSe na sledeéi nacin.

Teorema 3.5.2. Za proizvoljan automat A = (A, X, Y, 9, \), relacija o4 na
A definisana sa

(a,b) € pa & (Yue X™) AMa,u) = A(b,u)

(a,b € A), je najveéa kongruencija na A.

Dokaz. Lako se proverava da je g4 relacija ekvivalencije na A. Da bi smo
dokazali njenu saglasnost, uzmimo a,b € A takve da je (a,b) € p4 i uzmimo
proizvoljan x € X. Tada za proizvoljan u € X* vazi

(prema Lemi 3.1.1 (b),
jer je [Maz, u)] = fu])

— iy (A(b,2w) (er je (a,b) € o)

= Nbz,u) = A(d(b, z),u),

Ad(a,z),u) = ANazx,u) = r‘u‘()\(a, xu))

sto znaci da je (0(a,x),d(b,xz)) € pa. Sa druge strane, iz (a,b) € g4 sledi
Ma,z) = A(b,x). Prema tome, o4 je kongruencija na A.

Da bi smo dokazali da je g4 najveéa kongruencija na A, uzmimo pro-
izvoljnu kongruenciju ¢ na A i a,b € A takve da je (a,b) € p. Prema
Lemi 3.3.2, za proizvoljan u € X* je A(a,u) = A(b,u), odakle sledi da je
(a,b) € p4. Prema tome, o C p4. Ovim je teorema dokazana. [
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Napomena 3.5.1. Primetimo da relacija 94 moze biti definisana i sa:

(a,b) € 04 & Pu = (a,b € A).

Ako za automat A vazi da je o4 identicka relacija na A, tj. ako je
identicka relacija jedina kongruencija na A, tada kazemo da je automat A
redukovan ili prost. Nije teSko pokazati da je za proizvoljan automat A,
faktor-automat A/p4 redukovan, pa ga nazivamo redukovanim automatom
automata A. Ako je, osim toga, A inicijalni automat sa inicijalnim stanjem
ap, tada i njegov redukovani automat A/p4 tretiramo kao inicijalni automat
sa inicijalnim stanjem agoa.

Teorema 3.5.3. Swvaki automat je ekvivalentan sa svojim redukovanim au-
tomatom.

Dokaz. Sledi neposredno iz Teoreme 3.5.1. O

Teorema 3.5.4. Neka je ¢ : X* — Y™ automatovno preslikavanje, A je
proizvoljan automat koji indukuje ¢ i A’ je stablo od A. Tada je redukovani
automat od A’ izomorfan donjem automatu Ay preslikavanja ¢.

Dokaz. Neka je A = (A, a0, X,Y,0,\) i A’ je skup stanja od A’. Posma-
trajmo homomorfizam ¢ iz A’ na A, definisan u dokazu Teoreme 3.4.4. Za
proizvoljne a,b € A’ je a = apu, b = agv, za neke u,v € X*, i ap = ¢y,
by = ¢y, prema definiciji preslikavanja 1, pa na osnovu Leme 3.4.2, ¢, =
¢a0u =yl gp= ¢a0v = ¢,. Prema tome

(a,b) € oar & Pa = Py (prema (Al))
 Ou= oy (Jer je o = du i ¢p = ¢v)
S ayp =by (prema definiciji za 1))

< (a,b) € kery)

odakle dobijamo da je g4 = kert. Sada prema Teoremi o homomorfizmu
dobijamo da je automat A’/p4s izomorfan automatu Ag. [

Teorema 3.5.5. Automati A i A’ su ekvivalentni ako i samo ako su re-
dukovani automati A/oa i A’'Joa izomorfni.

Dokaz. Neka su A = (A, X,Y,6,\) 1 A = (A, X,Y,0',\) ekvivalentni
automati. Tada za proizvoljan a € A postoji bar jedan o’ € A’ takav da je
®a = ¢qr, pa ako izaberemo bilo koji element iz A’ za koji to vazi i oznacimo
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ga sa ap, tada smo sa ¢ : a — ayp definisali preslikavanje iz A u A’. Najpre
¢emo dokazati da za proizvoljne a € A, x € X vazi

(327) d)a:): - ¢ (ap)x

Zaista, prema Lemi 3.1.1 imamo da za proizvoljan u € X* vazi

(3.28) (Tu)Pa = (T¢a)(Udar) 1 (TU)Pap = (x¢a¢)(u¢(a¢)x)-

Sa druge strane, zbog ¢, = ¢4, imamo da je

(xu)¢a = (xu)(bmp TS w‘bag&a

odakle je, prema Teoremi 3.4.1 (a), Upar = UP(4y)., Cime smo dokazali (3.27).

Jasno, iz (3.27) sledi da za proizvoljne a € A, x € X vazi

(rb(am)go = ¢(agp)x )

sto znaci da ((ax)p, (ap)x) € par, odnosno

(3.29) ((5(a,z))p, 8'(ap, 7)) € our,

zasvea € A, x € X.
Definisimo sada preslikavanje ¢ : A — A’ /o4 sa

(3.30) a = (ap)on (a € A).

Dokazacemo da je 1 homomorfizam iz A na A’/pas. Zaista, za proizvoljne
a € A, x € X imamo

(0(a,2))p = (0(a, x)p)oar (prema (3.30))
= (0"(ap, x))on (prema (3.29))
= 6o,/ ((ap)oar, ) (prema definiciji za d,,, )
= 0o, (a¥p, ) (prema (3.30))
i, sa druge strane,
AMa,z) = xp, prema definiciji za ¢, )

(
= :L'(bago (Jer Je Qba ¢agp)

= N(ay, ) (prema definiciji za ¢q, )
= Ao ((ap)oar, x) (prema definiciji za A, ,, )
= Ao (a¥), x) (prema (3.30) ),
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¢ime smo dokazali da je v homomorfizam iz A u A’/p4/. Dalje, proizvoljan
element iz A’/o4s je oblika a’p4/, za neki o’ € A’| pa kako je d4 = P4/, to je
b = ¢q, za neki a € A. Odavde dobijamo da je

d)a’ = ¢a = ¢a<p7

Sto znaci da je (a/,ap) € oas, pa je, prema tome,
a'onr = (ap)on = ay.

Time smo dokazali da 1 slika A na A’/pa/, pa je 1) zaista homomorfizam iz
A na A//QA’-

Dalje, za a,b € A vazi

(a,b) € 04 & Po = O (prema Napomeni 3.5.1)
A ¢ag0 = ¢b<p (jer je ¢q = Qbaap 1y = becp)
< (ap,bp) € ou (prema Napomeni 3.5.1)
S a =by (prema (3.30))
< (a,b) € kerp .

To znaci da je 94 = ker v, pa prema Teoremi o homomorfizmu dobijamo da
automat A/p4 jeste A-izomorfan automatu A’/

Obrat sledi prema Teoremama 3.5.313.5.4. O
Prethodne teoreme mogu sada biti sazete u slede¢u teoremu:

Teorema 3.5.6. Neka je A automat i €4 je skup svih automata ekviva-
lentnih sa A. Tada su svi redukovani automati iz €4 medusobno izomorfni i
svaki od tih redukovanih automata je homomorfna slika svakog automata iz
E4.

Literatura: Cadden [1959], Gécseg and Pedk [1972], Ginsburg [1959¢, 1960],
Glushkov [1961a], Paull and Unger [1959]

3.6. Minimizacija automata sa izlazom

U prethodnom poglavlju videli smo da redukovani automat A/p4 automata
A jeste automat sa minimalnim brojem stanja medu automatima ekvivalent-
nim sa A, tj. medu automatima koji realizuju isti skup automatovnih pres-
likavanja. U ovom poglavlju govorimo o procesu minimizacije automata A,
pod ¢ime podrazumevamo svaki efektivni postupak kojim nalazimo njegov
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redukovani automat, odnosno kojim odredujemo kongruenciju o4. Takav
postupak nazivamo algoritmom minimizacije. Jedan takav algoritam bice
dat u daljem tekstu.

Najpre dokazujemo sledeéu teoremu.

Teorema 3.6.1. Neka je na automatu A = (A, X,Y,0,\) definisan niz
relacija {o}ren sa:

01 ={(a,b) e Ax A|(Vx € X) Aa,x) = A(b,z)}

(3.31)
ok+1 = {(a,b) € gr | (Vo € X) (az,bx) € o1}

Tada vazi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {o}ren je relacija ekvivalencije na A i vazi

(3.32) 012022 20k 2 0kt1 2" 2 04-

(b) Ako je ok = 0k+1, 2a neki k € N, tada je op = Ok+m, 2a svaki m € N.
(¢) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je o, = 04.

Dokaz. Neposredno se proverava da je svaki g relacija ekvivalencije na A
i da je {0k }ren opadajudi niz sa donjom granicom g4, tj. da vazi (a).

(b) Neka je or = 0g+1, za neki k € N. Indukcijom po m dokazaéemo
da je ox = Ok+m, za svaki m € N. Prema pretpostavci, to vazi za m = 1.
Dalje, uzmimo da je gx = Qk+m, za neki m € N. Prema (3.32) imamo da
je Ok+m+1 C 0k+m. Da bi dokazali obratnu inkluziju, razmotrimo proizvo-
ljan par (a,b) € gkrm- Kako je, prema indukcijskoj pretpostavci, ogim, =
Ok+m—1 = Ok, t0 iz (a,b) € opim sledi da je (a,b) € Qkym—1 1 (az,bx) €
Ok+m—1, za svaki z € X. Medutim, iz 9k4m = 0k+m—1 sledi da je (ax,bzx) €
Ok+m, za svaki x € X, pa prema (3.31) sledi da je (a,b) € ggtm+1, Sto je i
trebalo dokazati. Prema tome, dokazali smo da je 0x+m+1 = Ok+m = 0k, D2
indukcijom po m zaklju¢ujemo da je o = Qk+m, za svaki m € N.

(c) Kako za svaki konacan skup postoji kona¢no mnogo relacija na njemu,
to je niz { ok }ren konacan, Sto znaci da postoje k, 1 € N takvi da je op = 0k
Tada prema (3.32) imamo da je

Ok+1 € 0k = Ok+1 € Ok+1,

Sto znaci da je gg+1 = ok. Odavde i iz (b) dobijamo da je or = Ok+m,
za svaki m € N. Prema Teoremi 3.5.2 i (3.32), da bi smo dokazali da je
01 = 04, dovoljno je dokazati da je g, kongruencija na A. Zaista, neka je
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(a,b) € o, 1 x € X. Kako je o = 0g+1, to je (a,b) € k41, pa prema (3.31)
imamo da je (ax,bx) € g. Sa druge strane, iz (a,b) € gr C 01 sledi da je
Ma,z) = A(b,z). Ovim smo dokazali da je g zaista kongruencija na A, tj.
daje o = 0a. O

Koriste¢i prethodnu teoremu, mozemo dati jedan algoritam za mini-
mizaciju automata sa izlazom. Algoritam zapocinjemo formiranjem liste P
svih parova stanja automata A. Ovu listu graficki predstavljamo tablicom,
a zbog refleksivnosti i simetri¢nosti relacija koje konstruiS§emo, dovoljno je
razmatrati samo parove koji leze ispod glavne dijagonale te tablice.

U prvom koraku algoritma odredujemo relaciju p; i sa liste P brisemo sve
parove stanja koji nisu u toj relaciji. Neka su, posle k-tog koraka, na listi P
ostali parovi koji ¢ine relaciju gi. Tada u k+ 1-vom koraku gradimo relaciju
Ok+1 Na taj nacin $to razmatramo sve parove (a,b) koji su na pocetku tog
koraka bili na listi P, i ukoliko proverom ustanovimo da postoji x € X tako
da par (az, bzr) na pocetku tog koraka nije bio na listi, onda sa liste brisemo
parove (a,b) i (b,a). Algoritam se zavrsava prvim korakom u kome nije bilo
brisanja sa liste.

Princip rada ovog algoritma ilustrujemo slede¢im primerom.
Primer 3.6.1. Neka je automat A = (A, X,Y, 4, \) zadat tablicom

A a1 as as aq as
x1 (a27y1) (a17y1) (a3,y1) (a4,y1) (a27y1)
wy | (a1,y2) | (a3,41) | (a4,92) | (a4,y2) | (a2,y1)

Kao $to smo rekli, najpre formiramo listu P svih parova automata A. Zatim radimo
sledece:

1. korak: U ovom koraku formiramo relaciju g;. Iz tablice se vidi da ta relacija
ima dve klase:
{a17 as, a4}7 {G/Q, a/5}'

To znaci da sa liste u ovom koraku brisemo sve parove iz skupa
{0/17 as, a/4} X {a/2a a5} U {a/27 a/5} X {ala as, a/4}-

2. korak: Proveravamo parove ispod glavne dijagonale liste P koji su na njoj ostali
posle prvog koraka:
(azz1,a121) = (ag, az) — nije na listi, pa se parovi (a3, a1) i (a1,as) brisu;
(asx1,a121) = (a4, a2) — nije na listi, pa se parovi (a4, a1) i (a1, aq) brisu;
(aaz1,a321) = (a4, a3) — na listi je;



3.7. MOOREOVI AUTOMATI 121

(asx2,a322) = (ag,aq) — na listi je;
(asz1,a221) = (ag,a1) — nije na listi, pa se parovi (as,as) i (az,as) brisu.

a1 a2 agz a4 as a1 az a3 a4 as
ay ay
a2 az
as as
a4 a4
as as
posle 1. koraka posle 2. i 3. koraka
pelacija o1 relacije g2 = 03 = 04

3. korak: U ovom koraku proverava se samo par (a4, a3) koji je jedini ostao ispod
glavne dijagonale na listi posle 2. koraka. Kako je (asz1,a3z1) = (ag,0a3) i
(asx2,a322) = (a4,a4), i ova dva para se nalaze na listi, to se u ovom koraku
nista ne brise, pa je algoritam zavrSen.

Dakle, p4 = 02 = 03 1 04 ima sledece klase
{a1}7 {(7,2}7 {a37a4}7 {a5}~
Prema tome, automat A/p4 je dat tablicom
Aloa | @ s a3 as
T1 (@2,y1) | (@i,31) | (@s,y1) | (@2,91)
T2 (@, y2) | (@s,vy1) | (@3,92) | (@2,91)

gde je sa g oznacena ga-klasa stanja g € A.

Algoritam koji smo ovde prikazali dali su Aufenkamp i Hohn [1957]. On
je dosta jednostavan, ali u pojedinim situacijama njegova realizacija moze
trajati znatno duze od, na primer, algoritma koji je dao Letic¢evskii [1965b].
Vise informacija o tome moze se naéi u knjizi Gécseg and Pedk [1972].

Literatura: Aufenkamp and Hohn [1957], Gécseg and Pedk [1972], Ginsburg
[1959a, 1959b], Hartmanis and Stearns [1963], Leticevskil [1965b].

3.7. Mooreovi automati

U ovom poglavlju govoricemo o automatima Mooreovog tipa, o njihovim
specificnostima i razlikama u odnosu na automate Mealyevog tipa.

Najpre dokazujemo slede¢u zanimljivu teoremu:
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Teorema 3.7.1. Svaki automat A Mealyevog tipa ekvivalentan je nekom
automatu B Mooreovog tipa.

Pri tome, ako je |A| = n i |X| = m, gde je X ulazni alfabet, tada se
Mooreov automat B moZe izabrati tako da bude |B| = n(m + 1).

Dokaz. Neka je A = (A, X,Y,d,\) automat Mealyevog tipa. Stavimo da
bude B = AUA x X i definiSimo preslikavanja 6’ : Bx X — Bi\ : Bx X —
Y sa:

/ _ [ (a,2) ako je b=a € A,
559 69={ (e ks o) Axx
' )\/(b )_ (aw%') ako je b=ac A,

T M(aat),2)  akojeb = (a,2)) € Ax X,

gdesube Bixz e X. Tada je B = (B,X,Y,d,)\) automat za koji ¢emo
dokazati da je ekvivalentan sa A i da je Mooreovog tipa.

Prvo ¢emo dokazati da svako stanje a € A indukuje isto automatovno
preslikavanje u automatu A i u automatu B, odnosno da vazi

Ma,u) = N(a,u),

za svaku re¢ u € X*. Uzmimo da je u = z129 ... Ty, za neke x1,T9,..., Ty €
X. Tada je

6(a,u) =araz...ap 1 Ma,u) =y1y2. .. Yk,

Za a1,a2,...,0 € Aiy1,y2,...,yr €Y odredene sa
al = 5(a7x1)a az = 5(a1ax2)7 ey A = (S(ak_l,{Ek),
y1 = Ma,z1), y2 = Ma1,22), .., Yp = Mag—1,2k).

Prema (3.33) imamo da je

(5’(@,%1) = (a,xl),
5/(((1,1‘1),1‘2) = (5((1,{[:1),1‘2) = (CLl,ZEQ),

8 ((ak—2,T—1), ) = (0(ak—2, Tk—1), xx) = (ak—1,Tk),
§to znaci da je
5’(&,’&) = blbg e bk,
gde je
b1 = (a,z1), by = (a1,22), ..., bp = (ap—1, k).
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Odavde dalje dobijamo da je

N(a,z1) = Ma, z1) = y1,
N(b1,x2) = A0(a, x1),x2) = Nai, x2) = yo,

N (br—1,21) = M6(ag—2, xk-1), Tk) = Mak—1,Tk) = Yk,

pa je
N(a,u) = y1ya ... yr = Ma, u),
Sto je i trebalo dokazati.

Na potpuno isti na¢in se dokazuje da je svako stanje (a,z) € A x X
automata B ekvivalentno stanju d(a, z) automata A. Prema tome, automati
A1 B su zaista ekvivalentni.

Da bi smo dokazali da je B automat Mooreovog tipa, razmotrimo b, b’ €
Biz, 2 € X takve da je ¢'(b,z) = §'(V/,2'). Moguca su cetiri slucaja: (1)
b=aec AV =decA 2)b=ac AV = (d2)) e AxX, (3)b=
(a,m1) e Ax X, =d €A, (4) b= (a,x1) e Ax X,V =(d,2}]) € Ax X.
U svakom od tih slucajeva, koristeéi ¢injenicu da je 6'(b,x) = &'(V/,2') i
(3.33), dobijamo da je X'(b,z) = N (V/,2’). Time je dokazano da je automat
B Mooreovog tipa.

Konacno, jasno je da iz |[A| = n i |X]| = m sledi da je |B| = n +mn =
n(m+1). O

Kao sto smo videli u prethodnoj teoremi, za realizaciju automatovnih
preslikavanja automatima dovoljni su nam samo automati Mooreovog tipa.
Medutim, problem je u tome Sto ¢e automati Mooreovog tipa koji realizuju
izvesno automatovno preslikavanje u opsStem slucaju imati veéi broj stanja
od automata Mealyevog tipa koji realizuju ta ista preslikavanja. To se vidi
iz prethodne teoreme, a biée jo$ jasnije posle narednog primera:

Primer 3.7.1. Razmotrimo automat A = (4, X,Y,J,\) sa slede¢om prelazno-
izlaznom tablicom:
A a b c d

X1 (aayl) (vaz) (avyl) (bayl)
zy | (byyr) | (¢, 92) | (by1) | (By1)

Iz tablice se jasno vidi da se radi o Mooreovom automatu koji se moze predstaviti
tablicom:
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Y | Y1 | Y2 | Y2
b

1 | a c | a

A

To | b c b

Primenimo algoritam za minimizaciju automata A kao Mealyevog automata. Dakle,
kreirajmo listu svih parova P i krenimo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju g;. Ona ima dve klase:

{a,c,d}, {b}.

Prema tome, sa liste brisemo sve parove iz skupa
{a,c,d} x {b} U{b} x {a,c,d}.

2. korak: Proveravamo parove koji leze ispod glavne dijagonale u P posle 1. ko-

raka:
(cx1,az1) = (a,a) — na listi je;
(cxa,axs) = (b,b) — na listi je;
(dz1,ax1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,a) i (a,d) brisu;
(dz1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,c) i (¢,d) brisu.
a b c d a b c d
a a
b b
c c
d d
posle 1. koraka posle 2. i 3. koraka
pelacija g1 relacije g2 = 03 = 04

3. korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (¢, a). Kako je (cx1,az1) =

(a,a) i (cxq,axe) = (b,b), i oba ova para su na listi, to se u ovom koraku nista
ne brise, §to znaci da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je g2 = 93 = 04 1 pa-klase su
{a,c}, {b}, {d},

pa je automat A/p4 zadat tablicom
A a

x| (@

xo | (byy1) | (@, y2) | (by1)
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gde je sa g oznacena g4-klasa stanja g € A.

Primetimo da automat A/p4 iz prethodnog primera nije Mooreovog tipa
jer, na primer, vazi

3(5,.%1) =a= g(g,iﬁl), X(a,l‘l) =11 75 Yo = X(E,xl)

Imajuéi u vidu da je A automat Mooreovog tipa, mozemo izvuéi dva za-
kljucka. Prvo, homomorfna slika Mooreovog automata ne mora biti automat
Mooreovog tipa. Drugo, minimizacijom Mooreovog automata, koris¢enjem
algoritma za automate Mealyevog tipa, ne dobijamo uvek Mooreov automat.
To nas dalje navodi na zakljucak da, kada radimo sa Mooreovim automa-
tima, treba drugacije definisati pojmove homomorfizma i kongruencije i naci
drugaciji algoritam za minimizaciju, koji bi kao rezultat dao Mooreov au-
tomat. To ¢inimo u daljem tekstu.

Nekasu A= (A, X,Y,6,u)i A = (A, X,Y, 1) dva Mooreova automata
istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — A’ takvo da za svakia € Aix € X vazi

(O(a,2))p =0"(ap,x) 1 p(a) = p'(ap),
nazivamo homomorfizmom Mooreovog automata A u Mooreov automat A’,
ili homomorfizmom Mooreovog tipa. Sa druge strane, relaciju ekvivalencije
7 na Mooreovom automatu A = (A4, X,Y, 4, 1) nazivamo kongruencijom na

Mooreovom automatu, ili kongruencijom Mooreovog tipa na A, ako za sve
a,b € Aiz (a,b) € 7 sledi

(1) p(a) = pu(b);
(2) (az,bx) € T, za svaki x € X.

Nije tesko proveriti da homomorfna slika Mooreovog automata, u odnosu na
homomorfizam Mooreovog tipa, takode jeste Mooreov automat, i da jezgro
homomorfizma Mooreovog tipa jeste kongruencija Mooreovog tipa. Obratno,
ako je 7 kongruencija Mooreovog tipa na Mooreovom automatu A, tada je
faktor-skup A/7 i sam Mooreov automat sa funkcijama prelaza i znaka

o0 (A)T)x X — AJT i wr: Ajr =Y
definisanim sa:
ér(aryz) = (6(a, )T 1 pr(ar) = p(a),

zaa € A, x € X. Lako se proverava da se i za homomorfizme i kongruencije
Mooreovog tipa moze formulisati i dokazati Teorema o homomorfizmu.

Odnos kongruencija Mealyevog i Mooreovog tipa prikazuje sledeca lema:
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Lema 3.7.1. Ako je o kongruencija Mooreovog automata A =(A, X,Y, 0, ),
onda je o takode i kongruencija Mealyevog automata A = (A, X,Y,d, ), gde
je Ma,x) = p(d(a,x)), zaa€e Aize X.

Dokaz. Razmotrimo a,b € A takve da je (a,b) € p iz € X. Tada je
(0(a,z),0(b,z)) € o, odakle sledi da je u(d(a,z)) = pu(d(b,x)). To dalje znaci
da je A(a,z) = A(b,z), ¢ime smo dokazali da je p kongruencija Mealyevog
automata. [

Sli¢no kao kod automata Mealyevog tipa dokazujemo sledeée:

Teorema 3.7.2. Za proizvoljan Mooreov automat A = (A, X, Y, 0, u), rela-
cija T4 na A definisana sa

(a,b) € T4 < (a,b) € pa i p(a) = p(d),

je najveéa kongruencija Mooreovog tipa na A.

Definisimo niz {7y }ren relacija na A sa
m = {(a,b) € Ax Al p(a) = u(b)}
Ti+1 = {(a,b) € 7| (Vz € X) (ax,bz) € 7}
Tada vazi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {7y }ren je relacija ekvivalencije na A i vazi
TI2T2 2 DT 2D Tht1 2 - 2 TA-

(b) Ako je T, = Ti11, za neki k € N, tada je 7, = Tgym, 2a svaki m € N.
(¢) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je 7, = 74.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 3.6.1, pa ¢e biti izostavljen. [

Ako je A automat Mooreovog tipa takav da je 74 = A4, tada ga nazivamo
Mooreovski redukovanim automatom.

Algoritam za minimizaciju automata Mooreovog tipa, tj. za odredivanje
kongruencije 74, zasnovan na prethodnoj teoremi, analogan je algoritmu za
minimizaciju automata Mealyevog tipa koji je dat u prethodnom poglavlju.
To éemo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3.7.2. Razmotrimo ponovo Mooreov automat A iz Primera 3.7.1. Pod-
setimo se da je on zadat tablicom
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A Y | Y1 | Y2 | Y2

1 | a c | a

To | b c b

Formirajmo najpre listu P svih parova stanja automata A, a potom krenimo sa
formiranjem relacija 7.

1. korak: Formirajmo relaciju 71. Iz tablice se vidi da ona ima dve klase:
{a, b}, {c,d}.
Prema tome, sa liste brisemo sve parove iz skupa
{a,b} x {c,d} U{c,d} x {a,b}.
2. korak: Proveravamo parove koji su posle 1. koraka ostali na listi P ispod njene

glavne dijagonale:

(bx1,ax1) = (¢,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (b,a) i (a,b);
(dxz1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (d,c) i (c,d).

a b c d a b c d

a a

b b

c c

d d

posle 1. koraka posle 2. koraka
pelacija 71 relacija 74 = 170 = Ay

Ovim su obrisani svi parovi, osim onih na glavnoj dijagonali, $to znaci da se algo-
ritam zaustavio i da je T4 = 72 = Ay, odnosno da je automat A redukovan kao
Mooreov automat. Medutim, kao §to smo videli u Primeru 3.7.1, ovaj automat nije
redukovan kao automat Mealyevog tipa, $to znaci da se minimizacijom Mooreovog
automata algoritmom za automate Mealyevog tipa ne dobija automat Mooreovog
tipa, ali se dobija ekvivalentan automat sa manjim brojem stanja od onog koji bi
se dobio koris¢enjem algoritma za minimizaciju automata Mooreovog tipa.

Na kraju ovog poglavlja dokazujemo jo§ jednu zanimljivu teoremu koja
kaze pod kojim uslovima za Mooreovski redukovani automat postoji ekviva-
lentan Mealyev automat sa manjim brojem stanja.
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Teorema 3.7.3. Neka je A = (A, X,Y,0,u) Mooreovski redukovan kona-
can automat. Tada postoji njemu ekvivalentan automat Mealyevog tipa sa
mangim brojem stanja ako i samo ako postoje dva razlicita stanja a,b € A
takva da je 6(a,x) = §(b,x), za svaki z € X.

Dokaz. Neka postoji Mealyev automat B = (B, X,Y,d’,\) ekvivalentan
sa A takav da je |B| < |A|. Odatle zaklju¢ujemo da A nije redukovan kao
automat Mealyevog tipa, tj. da je o4 # A4. Medutim, to znac¢i da postoje
bar dva razlic¢ita stanja a,b € A takva da je (a,b) € g4, Sto dalje povlaci da
je (0(a,x),d(b,x)) € poa i pu(d(a,z)) = pu(d(b,x)), za svaki x € X. Sa druge
strane, prema definiciji kongruencije 74 dobijamo da je (6(a,x),d(b,x)) € T4,
i kako je, prema pretpostavci, 74 = A4, to imamo da je d(a,x) = §(b, x), za
svaki z € X, §to je i trebalo dokazati.

Obratno, neka postoje dva razlicita stanja a,b € A tako da je d(a,x) =
0(b,x), za svaki x € X. To znaci da je (a,b) € g4, pa je, prema tome,
Aj =74 C 04, Sto znaci da je |[A/oa| < |A|l. O

Iz prethodne teoreme sledi da je pre minimizacije Mooreovog automata
neophodno proveriti da li je ispunjen uslov prethodne teoreme. Ako je ispun-
jen, tada je preporucljivo izvrsiti minimizaciju tog automata kao automata
Mealyevog tipa, jer ¢e minimalni Mealyev automat A/p4 imati manji broj
stanja od minimalnog Mooreovog automata A/74.

Literatura: Aufenkamp and Hohn [1957], Bloh [1960], Gécseg and Pedk [1972],
Gill [1960], Hartmanis [1963].

3.8. Kompozicija automata

Jedan od glavnih metoda koji se primenjuju u izucavanju matematickih
struktura je metod kompozicije (slaganja), koji se sastoji u tome da se od
datih jednostavnijih struktura izgradi neka slozZenija struktura koja ¢e te
date strukture imati kao svoje komponente. Taj metod je veoma aktuelan
i u teoriji automata. Ovde ¢emo prikazati nekoliko najvaznijih metoda za
kompoziciju automata. Vise informacija o drugim kompozicionim metodima
u teoriji automata, kao i o odgovaraju¢im dekompozicionim metodima, moze
se nadi u literaturi navedenoj na kraju ovog odeljka.

Neka su dati automati

Ay = (A1, X1, Y1,61, M) i Ay = (A2, X3, Y5,02, \2)
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takvi da je Y1 C Xs. Stavimo da je
A:A1 XAQ, X:Xl, Y:YQ,
i definig§imo preslikavanja d : Ax X — AiA: Ax X =Y sa:

5((&1, (12), $) == (51(&1, x), 52((12, )\1 (al, CL’)))

)\((&1, az), l‘) = )\2(&2, )\1(&1, 33))

gde je (a1,a2) € Aix € X. Tada automat A = (A4, X,Y, 0, \) nazivamo su-
perpozicijom (nadovezivanjem) automata Aj i Ay. Sli¢nu definiciju mozemo
dati za proizvoljan konacan skup automata A; = (A4;, X;,Y;, 0:,\i), @ €
{1,2,...,n} koji zadovoljava uslov: Y; C X, 1, zasvakii € {1,2,...,n—1}.
Inace, superpozicija automata je algebarska interpretacija za takozvanu seri-
jsku vezu realnih automata. Naime, ulazni signal prilikom ulaska u automat
A biva najpre prihva¢en automatom Ai, koji se nalazi u stanju a;, posle
¢ega automat A; prelazi u stanje d;(a1,x) a na izlaz tog automata se Salje
izlazni signal y = Aj(a1,x). Taj signal je istovremeno ulazni signal automata
As, jer je Y1 C Xy, pa automat As prelazi iz stanja ag u stanje d2(asg,y), a
na njegov izlaz se Salje signal A\y(ag,y), koji je istovremeno i izlazni signal
automata A. To je prikazano na Slici 3.8.1.

z A, y = M(a1,) A, A2(az,y)
A
Slika 3.8.1

Polazeéi od datih automata A; i Ao, osim njihove superpozicije, mozemo
konstruisati i neke druge automate. Naime, stavimo da je

A:A1XA2, X:X1XX2, Y:YEXYQ,
i definisimo preslikavanja § : Ax X - AiA: Ax X =Y sa:

6((a1,a2), (x1,22)) = (d1(a1, 1), 62(az, x2))
(a1, a2), (w1, 72)) = (M (a1, 21), A2(az, r2)),

gde su (a1,a2) € A, i (z1,22) € X. Tada automat A = (A4, X,Y, 4, \) nazi-
vamo direktnim proizvodom automata Ay i As. Sliéno definiSemo direktan
proizvod proizvoljne familije automata. Primetimo da direktan proizvod
automata jeste matematicka interpretacija paralelne veze realnih automata.
Princip rada ovakvog automata prikazan je na Slici 3.8.2.
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Ay
1 Ai(ar, 1)
(w1, 22) A (y1,92)
o = A2(az, x2)
Ay
Slika 3.8.2

Kao sto se vidi sa slike, ulazni signal automata A se cepa u dva signala
x1 1 x9, od kojih prvi ide kao ulazni signal u automat A, a drugi u A,.
Usled toga, automat A; prelazi iz stanja a; u stanje d1(aj,x1), pri ¢emu se
emituje izlazni signal y; = A1(a1,x1), dok automat A iz stanja ag prelazi u
stanje do(ag, z2) 1 emituje se izlazni signal yo = Aa(az, x2). Na kraju, izlazni
signali y; 1 y2 se spajaju i formira se izlazni signal (y1,y2) automata A.

Na kraju, dajemo jo§ jedan metod za kompoziciju automata. Neka je
data familija A; = (A4;, X,Y,0;,\;), i € I, automata istog tipa. Ne uman-
jujuéi opstost konstrukcije koju éemo dati, mozemo uzeti da su skupovi
stanja A; po parovima disjunktni, tj. da je A; N A; = &, kadgod je i # j.
Naime, u suprotnom umesto sa skupovima A;, i € I, mozemo raditi sa
skupovima A},i € I, gde je za svaki i € I skup A, dat sa A, = A; x {i}.
Dalje, stavimo da je

A=J4,

iel
i definig§imo preslikavanja d : Ax X — AiA: Ax X =Y sa:
d(a,z) = di(a,x)
)\(CL, .%') = A7§(a7 .T,')

ako je a € A;, zai € I. Tada je A= (A, X,Y,d,\) automat i za svaki i € I,
A; je podautomat od A. Automat A nazivamo direktnom sumom automata
A;, i € 1. O direktnim sumama automata bez izlaza biée vise re¢i u narednoj
glavi.

Literatura: Ciri¢ and Bogdanovié¢ [1999a], Dassow [1931], Eilenberg [1976], Gé-
cseg [1976, 1986], Gécseg and Pedk [1972], Ginzburg [1968], Glushkov [1961a], Hart-
manis [1962], Hartmanis and Stearns [1966], Krohn and Rhodes [1962, 1965], Nelson
[1968].



3.9. ZADACI 131

3.9. Zadaci

1. Konstruisati Mooreov automat koji odreduje ostatak prilikom deljenja sa 3
broja datog u binarnom zapisu.

2. Konstruisati Mealyev automat koji za binarni broj x sa n cifara izracunava
binarni broj 2" — z.

3. Konstruisati Mealyev (Mooreov) automat koji sabira dva binarna broja.

4. Konstruisati Mealyev automat ¢iji je ulazni i izlazni alfabet skup {x,y} i koji
na izlazu daje ulazni signal koji je uc¢itan dva koraka ranije.

5. Konstruisati Mealyev automat sa ulaznim alfabetom {z,y} i izlaznim {a, b, c}.
Funkcija prelaza odredena je na sledeéi nacin: ako se ulazna re¢ zavrsava sa xx izlaz
je a, ako se ulazna re¢ zavrSava sa yyy izlaz je b, u svim ostalim slucajevima izlaz
je c.

6. Neka je A skup racionalnih brojeva, X je skup svih celih brojeva i preslikavanje
0:Ax X — A je definisano sa §(a,z) = az, gde axr oznatava proizvod brojeva a i
x. Dokazati da automat A = (A, X, d) nije kona¢no generisan.

7. Dali je funkcija ¢ : X* — X* gde je X = {0,1,...,9}, koja dekadnom zapisu
broja a dodeljuje dekadni zapis broja a?, automatovno preslikavanje?

8. Dali je funkcija ¢ : X* — X*, gde je X = {z,y}, data sa

(I1$2 s $2k)¢ = T1T1T2X2 T Tk,
(122 -+ Tok41)P = T1T1T2T2 - - TRTETh41

automatovno preslikavanje?

9. Neka je ¢ : X* — Y™ automatovno preslikavanje. Dokazati da je relacija 6
definisana na X* sa

(U,U) € 9<:>¢u = ¢y
kongruencija.
10. Nekasu X iY konac¢ni skupovi. Ako je | X| > 2 tada postoji konacan automat

A= (A, ap,X,0) takav da za svako preslikavanje A : A x X — Y Mealyev automat
(A, a0, X,Y, 0, A) nije redukovan.

11. Dokazati da za proizvoljan skup ® automatovnih preslikavanja iz X* u Y™,
gde su X i Y proizvoljni alfabeti, postoji automat A takav da je ® C ® 4.
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12. Pod tezinom automatovnog preslikavanja ¢, u oznaci w(¢), podrazumevamo
kardinalni broj skupa stanja donjeg automata A,. Ukoliko je w(¢) konacan, za
preslikavanje ¢ kazemo da je konacne teZine.

Ako su ¢’ i ¢ automatovna preslikavanja konacnih tezina, tada je i ¢'¢” au-
tomatovno preslikavanje kona¢ne tezine i vazi w(¢'¢") < w(¢ )w(¢").

13. Dati suskupovi V = {z,y}, W = {0, 1} i preslikavanje f : V* — W na slede¢i
nacin ] ]
1, July = |uly
u =
r={o hrhh
Definisemo preslikavanje « : V* — W* sa (a1as - -an)a = fifo - frn, gde je fi =
(a1a2"'ai)fa a; € V7 i€ {1,2,"~,TL}.

,zau € V™.

(a) Dali je @ automatovno preslikavanje?
(b) Da li se @ moze realizovati konaénim Mealyevim automatom?

14. Konstruisati minimalni automat koji realizuje automatovno preslikavanje « :
{z,y}* — {z,y}* definisano sa

T1To...T,, ako jex; =ux;
T, T;=Y;
Yy, IT;=mx.

(125 on)ar = a$zg...a,  akoje zy =y, gdejel“?:{

n?



Glava 4

Automati bez izlaza

Jedna od najznacajnijih karakteristika automata bez izlaza je to Sto pos-
toje dva dobro poznata prirodna nacina da se ti automati razmatraju kao
algebarske strukture. Ako na nizove ulaznih simbola automata gledamo kao
elemente slobodnog monoida generisanog alfabetom ulaznih simbola, tada
je prirodno tretirati automat kao monoid transformacija skupa stanja au-
tomata. Takav pristup izu¢avanju automata pokazao se veoma uspesnim.
Na primer, polugrupe i monoidi transformacija pridruzeni automatima, koje
nazivamo polugrupama i monoidima prelaza automata, predstavljaju po-
laznu tacku u elegantnoj teoriji Eilenberga [1976] koja daje klasifikaciju
regularnih jezika baziranu na sintaksickim monoidima i pseudo-varijetetima
monoida, a takode je i osnova ¢uvene teorije Khrona i Rhodesa [1962, 1965]
o kaskadnim razlaganjima automata. Podjednako je prirodno tretirati te
automate i kao algebre u kojima se svaki ulazni simbol realizuje kao unarna
operacija. Ta interpretacija, koju su Biichi i Wright dali jos pedesetih go-
dina, povezala je automate sa univerzalnom algebrom i stvorila uslove da
se u njihovom izucavanju koriste brojni koncepti, ideje i metodi univerzalne
algebre.

U ovoj knjizi, a posebno u ovoj glavi, oba ova pristupa ¢e biti intenzivno
koris¢ena. U Odeljku 4.2 pokazuje se da postoji obostrano jednoznaéna veza
izmedu povezanih inicijalnih X-automata i desnih kongruencija na slobod-
nom monoidu X*, koju su prvi uocili Nerode [1958] i Myhill [1957], a u
tre¢em odeljku ove glave razmatraju se osnovne osobine polugrupa prelaza
automata. Verovatno najznacajnije mesto u ovoj glavi imaju razlaganja u
direktnu sumu automata. Jos od pedesetih godina dvadesetog veka, kada
je pojam direktne sume uveden i izu¢avan u radu Huzinoa [1958], a potom
i u radu Glushkova [1961a], one predstavljaju jedan od glavnih metoda za
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izucavanje strukture automata. Opsti rezultati koji se ti¢u tih razlaganja
dati su nedavno, u radovima Ciriéa i Bogdanovi¢a [1999a] i Ciri¢a, Bog-
danoviéa i Petkovié¢ [1998]. Oni ¢ine sadrzaj Odeljka 4.4, u kome se, pored
ostalog, dokazuje i teorema koja kaze da se svaki automat moze razloziti u di-
rektnu sumu automata koji su dalje nerazlozivi u direktnu sumu. Razlaganja
u direktnu sumu koriste se u Odeljcima 4.5 i 4.6 za izu¢avanje automata koji
imaju izvesna zadata lokalna svojstva. Koris¢enjem algebarskih pojmova
varijeteta, uopStenog varijeteta i pseudovarijeteta, u Odeljku 4.7 izucava
se veoma znacajna klasa direktabilnih automata, kao i izvesna uopstenja i
specijalizacije tih automata. Struktura tih automata opisana je u Odeljku
4.8 kombinovanjem raznih metoda razlaganja automata, kao sto su ekstenz-
ije automata, razlaganja u direktnu sumu i poddirektan proizvod, i paralelne
kompozicije, a takode je izvrSena i klasifikacija tih automata prema osobi-
nama njihovih polugrupa prelaza. U poslednjem odeljku izucava se jedan
veoma zanimljiv pojam — pojam reverzibilnog stanja automata. Pored osta-
log, daje se teorema koju su dokazali Kovacevié, Ciri¢, Petkovié i Bogdanovié
[2000], prema kojoj se svaki kona¢an automat moze na jedinstven nacin pred-
staviti u obliku ekstenzije reverzibilnog automata pomocéu trap-direktabilnog
automata.

4.1. Automati kao unarne algebre

Kada smo u prethodnoj glavi govorili “automat”, podrazumevali smo da
se radi o Mealyevom automatu. Medutim, u ovoj i narednoj glavi, kada
budemo tako govorili, podrazumava¢amo da se radi o automatu bez izlaza.
Podsetimo se da se takav automat definise kao uredena trojka (A, X,J),
gde je A skup stanja, X je ulazni alfabet i 6 : A x X — A je funkcija
prelaza. Osim u sluc¢ajevima kada bude drugacije naznaceno, automati
koje ¢emo razmatrati bi¢e automati sa fiksiranim ulaznim alfabetom koji
¢emo oznacavati sa X. Takode, da bi pojednostavili oznake, Cesto ¢emo
pisati “az” umesto “0(a,z)”. Kao i u prethodnoj glavi, automat i nje-
gov skup stanja oznacavatemo istim slovom. Ukoliko ne bude drugacije
naznaceno, kada budemo radili sa inicijalnim automatom, njegovo inicijalno
stanje oznacava¢emo sa ag.

Alfabet X moze se tretirati i kao skup unarnih operacijskih simbola, Sto
znaci da se svaki automat A sa ulaznim alfabetom X moze tretirati kao
unarna algebra tipa X kod koje svakom simbolu z € X odgovara fundamen-
talna unarna operacija * na A definisana sa

IAICL'—?CLJZ.
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Zaw,29,...,0, € Xiu=mz129-- 2, € XT, kompozicijom fundamentalnih
operacija 55147 :1:’24, ...,z tim redom, dobijamo izvedenu operaciju v na A
zadatu sa

A

u - ar— au.

Primetimo da vazi i obratno. Naime, svaka unarna algebra A tipa X se moze
tretirati kao automat, pri cemu se svaki operacijski simbol x € X tretira kao
ulazni simbol automata, a funkcija prelaza § : A x X — A se definiSe sa

8(a, ) = 2 (a).

Inicijalni automati se takode mogu tretirati kao univerzalne algebre kod kojih
se, osim unarnih operacija koje odgovaraju ulaznim simbolima, javlja i jedna
konstanta (nularna operacija) koja odgovara inicijalnom stanju automata.

Tretiranje automata kao unarnih algebri omoguc¢uje nam da u njihovom
izuCavanju koristimo mnostvo pojmova, ideja i metoda univerzalne algebre,
Sto ¢e i ovde biti ¢injeno. Pojmovi kao sto su podautomat, generatorni skup,
homomorfizam, kongruencija, direktni i poddirektni proizvod automata i
drugi, imace uobicajeno algebarsko znacenje, i nije neophodno da se posebno
definiSu u sluc¢aju automata. Ipak, u daljem tekstu ¢emo se podsetiti nekih
definicija.

Podskupom automata A nazivaéemo svaki podskup skupa stanja tog
automata, i sli¢no, relacijom na A naziva¢emo svaku relaciju na skupu stanja
automata A. Preslikavanjem automata A u automat B naziva¢emo svako
preslikavanje koje skup stanja automata A slika u skup stanja automata B.

Podskup B automata A nazivamo podautomatom od A ako za svakia € A
ix € X,iz a € Bsledi ax € B, ili, ekvivalentno, ako za svakia € Aiu € X*,
iz a € B sledi au € B. Ako je B podskup od A takav da za svaki a € A
iz € X,iz ar € B sledi a € B, ili, ekvivalentno, ako za svaki a € A i
u € X*, iz au € B sledi a € B, tada B nazivamo dualnim podautomatom
od A. Prema ovim definicijama, prazan podskup automata je i podautomat
i dualni podautomat. Nije tesko proveriti da je podskup B automata A
podautomat od A ako i samo ako je njegov skupovni komplement A \ B
u A dualni podautomat od A. Podautomat, odnosno dualni podautomat,
B automata A nazivamo pravim podautomatom, odnosno pravim dualnim
podautomatom, ako je B # A1 B # O.

Za podskup H automata A, najmanji podautomat od A koji sadrzi H,
tj. presek svih podautomata od A koji sadrze H, oznacavamo sa S(H) i
nazivamo podautomatom generisanim skupom H, dok najmanji dualni po-
dautomat od A koji sadrzi H, tj. presek svih dualnih podautomata od
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A koji sadrze H, oznacavamo sa D(H) i nazivamo dualnim podautomatom
generisanim sa H. Nije tesko proveriti da vazi

SH)={be A|(FJae H)Bue X*)b=au} = {au|a € H, u € X*},
DH)={be A|(Ja € H)(3u € X*)a = bu}.

Podautomat, odnosno dualni podautomat, generisan jednoelementnim sku-
pom {a} nazivamo monogenim podautomatom, odnosno monogenim dualnim
podautomatom, generisanim stanjem a i oznacavamo ga sa S(a), odnosno sa
D(a). Ukoliko je S(H) = A, tada kazemo da je automat A generisan skupom
H idaje H generatorni skup automata A, a ako A ima konacan generatorni
skup, tada ga nazivamo konacno generisanim.

Ako su A i B automati istog tipa, Sto ovde znaci da imaju isti ulazni
alfabet X, tada je preslikavanje ¢ : A — B homomorfizam iz A u B ako je
(az)p = (ap)x, zasve a € Aix € X, ili, ekvivalentno, ako je (au)p = (ap)u,
zasve a € Aiu € X*. Sirjektivni homomorfizam i ovde nazivamo epimor-
fizmom,, injektivni monomorfizmom, a bijektivni izomorfizmom. Relacija o
na automatu A je kongruencija na A ako za proizvoljne a,b € A, iz (a,b) € o
sledi (ax,bx) € p, za svaki € X, ili, ekvivalentno, ako iz (a,b) € p sledi
(au,bu) € o, za svaki u € X*. Za relaciju ¢ na automatu A govori¢emo da
je pozitivna ako (a,au) € p, za svaki a € A i svaki u € X*. Jasno, prema
ovo]j definiciji, svaka pozitivna relacija je refleksivna.

Mnoga svojstva podautomata automata sli¢na su svojstvima ideala polu-
grupa, tako da se i pojam Reesove kongruencije ideala moze preneti na po-
dautomate. Naime, ako je B podautomat automata A, tada relacija og na
A definisana sa

(a,b) € op < a=Vbilia,be B,

gde su a,b € A, je kongruencija na A i nazivamo je Reesovom kongruenci-
jom na A odredenom podautomatom B ili Reesovom kongruencijom podau-
tomata B. Faktor automat A/op nazivamo Reesovim faktor-automatom od
A odredenim podautomatom B, i ozna¢avamo ga jednostavnije sa A/B. Za
automat A kazemo da je ekstenzija automata B pomocu automata C' ako je
B podautomat od A i Reesov faktor-automat A/B je izomorfan sa C.

Ako je A inicijalni automat sa inicijalnim stanjem ag, tada se inicijalnim
podautomatom naziva svaki podautomat od A koji sadrzi ag, a ako su A
i A’ inicijalni automati sa inicijalnim stanjima ag i aj, tim redom, i ¢ je
preslikavanje iz A u A’ takvo da je (au)p = (ap)u, zasve a € Aiu € X* i
app = ay, tada ¢ nazivamo homomorfizmom inicijalnih automata.

Za stanje a automata A kazemo da je trap ako je axr = a, za svaki x € X,
ili ekvivalentno, ako je au = a, za svaki v € X*. Drugim re¢ima, a je
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trap automata A ako jednoelementni podskup {a} jeste podautomat od A,
odnosno, ako monogeni podautomat od A generisan sa a jeste jednoelemen-
tan. Skup svih trapova automata A oznac¢avacemo sa Tr(A). Automat ¢ije je
svako stanje trap nazivacemo diskretnim automatom. Klasu svih diskretnih
automata oznacavamo sa D.

Kako smo veé rekli, pojmovi direktnog proizvoda, direkinog stepena i pod-
direktnog proizvoda automata imace svoje uobic¢ajeno algebarsko znacenje, a
za automate A i B, svaki podautomat njihovog direktnog proizvoda naziva-
¢emo paralelnom komozicijom automata A i B.

Literatura: Babcssanyi [1977], Bogdanovié, Ciri¢, Petkovi¢, Imreh and Steinby
[1999, 2000], Biichi [1989], Burris and Sankappanavar [1931], Ciri¢ and Bogdanovié
[1999al, Ciri¢, Bogdanovié and Petkovm [1996, 1998], Ciri¢, Imreh and Steinby [1999]

Ciri¢, Petkovi¢ and Bogdanovié¢ [2000], Esik [1992], Esik and Imreh [1981], Gécseg
and Pedk [1972], Imreh [1981, 1984], J6nsson [1972], Petkovié¢ [1998], Petkovié,
Ciri¢ and Bogdanovié [1998, 2000a, 2000b], Salif [1988], Setoyanagi [1982], Smirnov

[1978], Wenzel [1970], Yoeli [l!)(u].

4.2. Relacije Nerodea i Myhilla

Veoma vaznu ulogu u algebarskoj teoriji automata igraju veze koje postoje
izmedu automata i desnih kongruencija i kongruencija na slobodim polugru-
pama i monoidima. Tim vezama bavi¢emo se u ovom odeljku.

Najpre dokazujemo sledece:

Teorema 4.2.1. Neka je dat automat A i stanjea € A. Definisimo relaciju
v, na slobodnom monodu X* sa:

(4.1) (u,v) Evg & au = av.

Tada je v, desna kongruencija na X*.

Dokaz. Jasno je da je v, relacija ekvivalencije na X*. Uzmimo proizvoljan
par (u,v) € v, i proizvoljnu re¢ w € X*. Tada je

a(uw) = (au)w (prema Lemi 3.1.1)
(av)w (jer je (u,v) € vg)
= a(vw (prema Lemi 3.1.1)

sto znadi da je (vw,vw) € v,. Prema tome, v, je desno saglasna relacija.
Ovim je teorema dokazana. [
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Desnu kongruenciju v, nazivamo Nerodeovom desnom kongruencijom na
X* odredenom stanjem a automata A, a restrikciju te desne kongruencije
na slobodnoj polugrupi X nazivamo Nerodeovom desnom kongruencijom
na X odredenom sa a. Ako je A inicijalni automat sa inicijalnim stanjem
ag, tada v,, nazivamo Nerodeovom desnom kongruencijom automata A i
oznacavamo je sa V.

Teorema 4.2.2. Neka je dat automat A. Definigimo relaciju pua na slo-
bodnom monoidu X* sa

(4.2) (u,v) € pa < (Va € A) au = av.

Tada je pa kongruencija na X*.

Dokaz. Primetimo najpre da se relacija 4 moze izraziti i sa:

naA = ﬂ Vg.-

acA

To znaci da, kao presek desnih kongruencija na X*, relacija p4 i sama jeste
desna kongruencija na X*. Prema tome, ostaje da se dokaze da je pa levo
saglasna relacija. Da bi smo to dokazali, uzmimo proizvoljan par (u,v) € ua
i proizvoljnu re¢ w € X*. Uoc¢imo takode proizvoljno stanje a € A. Tada
je (u,v) € pa C Vaw, Sto znaci da je (aw)u = (aw)v, tj. alwu) = a(wv),
pa prema (4.2) dobijamo da je (wu,wv) € pag. Ovim je dokaz teoreme
zavrsen. [

Kongruenciju p4 nazivamo Myhillovom kongruencijom na X* automata
A, a njenu restrikciju na slobodnoj polugrupi X+ nazivamo Myhillovom
kongruencijom na X+ automata A. Kada govorimo o nekoj relaciji uvek
naznac¢ujemo na kom skupu je ona definisana, pa neée biti zabune ako za
obe ove kongruencije koristimo istu oznaku 4.

Za proizvoljan alfabet X, oznacimo sa Xg automat sa skupom stanja
X* ulaznim alfabetom X i funkcijom prelaza § : X* x X — X™* definisanom
sa d(u,z) =ux, gde jeu € X*ix € X, aux je njihov proizvod u slobodnom
monoidu X*. Podautomat od X¢ sa skupom stanja X' oznacavademo sa
X g . Drugim re¢ima, slobodni monoid X * i slobodnu polugrupu X ™ mozemo
tretirati i kao automate, i u slucaju kada to ¢inimo, to isticemo pisuci X§ i
X$ umesto X* i X, tim redom.

Teorema 4.2.3. Neka je 0 relacija na X+ (X*). Tada je 6 desna kongru-
encija na slobodnoj polugrupi X+ (monoidu X*) ako i samo ako je kongru-
encija na automatu X$ (X%).
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Dokaz. Dokazaéemo samo slucaj kada je 6 relacija na X . Slucaj kada je
0 relacija na X* razmatra se analogno.

Uzmimo da je 6 desna kongruencija na X*. Jasno, 6 je relacija ekvi-
valencije na Xg. Neka je u,v € X+ par stanja automata Xg takav da je
(u,v) € 0, i neka je z € X proizvoljan ulazni simbol. Tada je (uzx,vz) € 6,
tj. (6(u,x),8(v,z)) € 0, odakle sledi da je 6 kongruencija na automatu X .

Obratno, neka je 6 kongruencija na automatu Xg. Tada je 6 relacija
ekvivalencije na X . Ako su u,v € X reéi takve da je (u,v) €0 iwe X™T
je proizvoljna re¢, tada je (uw,vw) € 6, jer je 6 kongruencija na automatu
Xg. Prema tome, 6 je desna kongruencija na slobodnoj polugrupi X*. O

Neka je 6 desna kongruencija na slobodnoj polugrupi X* (slobodnom
monoidu X*), tj. kongruencija na automatu X3 (X% ). Tada faktor-automat
X2/6 (X5/0) automata X& (X3) u odnosu na kongruenciju  nazivamo
Nerodeovim automatom desne kongruencije 6 i oznacavamo ga sa Ay. Pod-
setimo se da je funkcija prelaza dy : Ag x X — Ay automata Ay definisana
sa
(4.3) 0p(ub, z) = (ux)b,

i da za proizvoljne uf € Ag i v € X* u automatu Ay vazi
(4.4) (uf)v = (uv)b.

U slucaju kada je 6 kongruencija na X+ (X*), tada Ay nazivamo Myhillovim
automatom kongruencije 6.

Automat Xg§ obicno se razmatra kao inicijalni automat sa inicijalnim
stanjem e, a ako je 6 desna kongruencija na X*, tj. kongruencija na X§,
automat Ay se obi¢no razmatra kao inicijalni automat sa inicijalnim stanjem
ef. U tom slucaju automatu Ay mozemo ponovo pridruziti desnu kongruen-
ciju Vi Odnos izmedu 6 i Yy, prikazuje slede¢a teorema.

Teorema 4.2.4. Za proizvoljnu desnu kongruenciju 0 na slobodnom mono-
idu X™* vazi 0 = Vp,-

Dokaz. Za proizvoljan par u,v € X* vazi sledece:

(u,v) € vy, & (ef)u = (ef)v (prema (4.1))
< (eu)d = (ev)d (prema (4.4) )
& ub =00
< (u,v) € 6.

Prema tome, dokazali smo da je Vg, = 0. O
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Teorema 4.2.5. Proizvoljan povezan inicijalni automat A je izomorfan
(kao inicijalni automat) automatu A,, .

Dokaz. Pojednostavimo pisanje stavljajuci da je v = v,.

Kako je A povezan inicijalni automat, to za proizvoljno stanje a € A
postoji u € X* tako da je a = agu, pa definisemo preslikavanje ¢ : A — A,
sa:

ap = uv,
gde je u € X™* proizvoljna re¢ za koju vazi a = agu. Ovakva definicija
preslikavanja ¢ je korektna, jer ne zavisi od izbora rec¢i u. Naime, ako su
u,v € X* reci za koje je a = agu = agv, tada je (u,v) € v, prema (4.1), pa
je uv = vv.

Proizvoljno stanje automata A, je klasa uv neke reéi u € X*, pa je
uv = (apu)yp. Prema tome, ¢ je sirjektivno preslikavanje. Uzmimo a,b € A
takve da je ap = bp. Kako je ap = uv i bp = vv, za neke reci u,v € X*
takve da je a = agu i b = agv, to iz ap = by dobijamo da je ur = vv, odnosno
(u,v) € v, §to prema definiciji relacije v = v, znaci da je agu = agv. Dakle,

a = agu = agv = b,

Sto je i trebalo dokazati.

Na kraju, uzmimo proizvoljne a € A, z € X. Neka je u € X* proizvoljna
reC za koju je agu = a. Tada je

0(a,x) = ax = (apu)r = ap(ux),

pa je

(0(a, z))p = (ao(uz))p = (ux)v = 0, (uv,z) = 6, (ap, ),
prema definiciji preslikavanja ¢ i (4.3). Prema tome, ¢ je homomorfizam.
Jasno je da je agp = ev, pa je ¢ homomorfizam inicijalnih automata. Ovim
je dokaz teoreme zavrsen. [

Setimo se da je u algebri uobic¢ajeno da se izomorfne algebarske strukture
poistoveéuju. Ako istu konvenciju primenimo i kod automata, tj. ako pois-
tovetimo izomorfne automate, tada prema prethodnim dvema teoremama
mozemo reé¢i da su

vie— A, i A vy

medusobno inverzne bijekcije iz skupa svih desnih kongruencija na slobod-
nom monoidu X* na skup svih automata sa ulaznim alfabetom X, i obratno.
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Odnos tih bijekcija prema parcijalnom uredenju na skupu desnih kongruen-
cija na slobodnom monoidu X* dat je slede¢om teoremom:

Teorema 4.2.6. Za povezane inicijalne automate A i A" vaziv, C v,, ako
1 samo ako postoji homomorfizam inicijalnih automata iz A na A’.

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka, uvedimo oznake v = v, i v/ =v,,.

Uzmimo da je v C /. Kako su v i v/ kongruencije na automatu Xg,
to prema Drugoj teoremi o izomorfizmu (Teorema 1.3.3) imamo da postoji
homomorfizam inicijalnih automata iz X3 /v na X3 /v, tj. iz A, na A,.
Sa druge strane, prema Teoremi 4.2.5, automat A je izomorfan kao inicijalni
automat automatu A,, a automat A’ automatu A,,. Prema tome, automat
A’ je homomorfna slika, kao inicijalni automat, automata A.

Obratno, uzmimo da postoji homomorfizam inicijalnih automata ¢ iz A
na A’. Uzmimo proizvoljan par (u,v) € v. Prema definiciji relacije v = v,
imamo da je apu = apv, odakle prema ¢injenici da je a = apyp i Lemi 3.3.1
dobijamo da je

a6u = (aop)u = (apu)p = (apv)y = (app)v = aﬁv-

Dakle, (u,v) € v/ = v,,, ¢ime smo dokazali da je v C V/'.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. []

Literatura: Andréka, Horvath and Németi [1973], Arbib [1969], Filop and Vag-
volgyi [1989], Gécseg and Pedk [1972], Kozen [1992], Lallement [1979], Myhill [1957],
Nerode [1958], Park [1994], Petkovié [1998], Petkovi¢, Ciri¢ and Bogdanovié¢ [1998,
2000a, 2000b], Rabin and Scott [1959], Steinby [1992Db].

4.3. Polugrupa prelaza automata

Podsetimo se da smo u Odeljku 4.1. svakoj ulaznoj re¢i u € X* automata
A pridruzili preslikavanje u? : A — A definisano sa u” : a — au. Radi veée
jasnoce, to preslikavanje ¢emo oznacavati sa 1, a naziva¢emo ga funkcijom
prelaza automata A odredenom ulaznom reéi u. Prema tome, 1, : A — A je
preslikavanje definisano sa

(4.5) an, = au,

za a € A. Jasno, funkcija prelaza n. odredena praznom reci e je identicko
preslikavanje skupa A.
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Uvedimo sada oznake
S(A) = {nu|ue X}, M(A)={nu|ue X"}, Tx = {n. |z e X}.

Evidentno,
Tx C S(A) Cc M(A) C 7,(A),

gde, potsetimo se, 7,(A) oznacava polugrupu (monoid) desnih transformacija
skupa A. StaviSe, vazi i slede¢a teorema:

Teorema 4.3.1. Za proizvoljan automat A, S(A) je podpolugrupa, a M(A)
je podmonoid monoida 7,.(A) generisan skupom Tx.

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : Xt — 7,(A) sa

(4.6) UP = My

Jasno da je nyny = N, za sve u,v € X1, §to znadi da je S(A) podpolugrupa
od 7,(A) i ¢ je homomorfizam iz X* u 7,.(A). Ako jen, € S(A), u € X,
proizvoljan element, i ako je u = x1x2- - -y, za 1,22, ..., T, € A, tada je

N = Nzizozn = Nz Noe " " Ny

sto dokazuje da je S(A) podpolugrupa od 7,(A) generisana skupom Tx.
Kako je M(A) = S(A)U{ne} i ne je identicko preslikavanje na A, tj. jedinica
u 7,(A), to je M(A) podmonoid od 7,(A) generisan skupom Tx. [

Polugrupu S(A) nazivamo polugrupom prelaza, dok monoid M (A) nazi-
vamo monoidom prelaza automata A.

Polugrupa i monoid prelaza automata mogu se definisati i na drugaciji
nac¢in, pomoc¢u Myhillovih kongruencija, o ¢emu govori sledeéa teorema.

Teorema 4.3.2. Za proizvoljan automat A, S(A) je faktor-polugrupa slo-
bodne polugrupe X+ u odnosu na Myhillovu kongruenciju na X+, a M(A) je
faktor-monoid slobodnog monoida X* u odnosu na Myhillovu kongruenciju
na X*.

Dokaz. Dokazatemo samo tvrdenje koje se tice polugrupe prelaza, jer se
ono koje se tice monoida prelaza dokazuje na isti nacin.

U prethodnoj teoremi dokazali smo da preslikavanje ¢ : X — 7.(A)
definisano sa ugp = 7, jeste homomorfizam iz X+ u 7,.(A), a slika polu-
grupe X T u odnosu na taj homomorfizam je upravo polugrupa prelaza S(A).
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Prema tome, ¢ je homomorfizam iz X na S(A), pa na osnovu Teoreme o ho-
momorfizmu, da bi smo dokazali da je S(A4) = X+ /ua, gde je pa Myhillova
kongruencija X, dovoljno je dokazati da je ker ¢ = ps. To dokazujemo na
slede¢i nacin:

(u,v) € ker p = up = vy

S Ny = My (prema (4.6) )
< (Va € A) any = any

& (Va € A) au=av (prema (4.5))
& (u,0) € p(A) (prema (4.2)),

pajekerp =pus. O

Teoremom 4.2.4 pokazano je da se svaka desna kongruencija na slobod-
nom monoidu moze predstaviti kao Nerodeova desna kongruencija Nerode-
ovog automata te desne kongruencije. Narednom teoremom dokazujemo da
se na isti nacin i svaka kongruencija na slobodnom monoidu moze predstaviti
kao Myhillova kongruencija Myhillovog automata te kongruencije.

Teorema 4.3.3. Za proizvoljnu kongruenciju 0 na slobodnom monoidu X*
vazi 0 = pia,.

Dokaz. Razmotrimo proizvoljan par u,v € X*. Primetimo najpre da vazi
(u,v) € 0 & (Yw € X¥) (wu, wv) € 0.

Zaista, ova ekvivalencija sastoji se od dve implikacije, od kojih se jedna
dobija neposredno, kada se uzme da je w = e, dok je obratna implikacija
posledica ¢injenice da je 6 kongruencija na X*. Sa druge strane,

(u,v) € pa, & (Yw € X*) (w)u = (wh)v (prema definiciji automata Ap)
& (Vw € X*) (wu)d = (wv)f (prema (4.4))
< (Yw € X*) (wu, wv) € 0.

Ovim smo dokazali da je 0 = p14,. O
Kao neposrednu posledicu prethodne teoreme dobijamo sledece:

Teorema 4.3.4. Svaka polugrupa je polugrupa prelaza nekog automata, a
svaki monoid je monoid prelaza nekog automata.



144 GLAVA 4. AUTOMATI BEZ IZLAZA

Dokaz. Neka je S proizvoljan monoid. Kao §to smo videli u Glavi 2, svaki
monoid je faktor-monoid nekog slobodnog monoida X*, tj. postoji kongru-
encija § na X* tako da je X*/0 = S. Prema Teoremi 4.3.3, 0 = p4,, pa je
S = M(Ay).

Sa druge strane, neka je S proizvoljna polugrupa. Tada je S faktor-
polugrupa neke slobodne polugrupe X, tj. postoji kongruencija # na X
tako da je X*/0 = S. Neka je 0* = 0 U {(e,e)}. Tada je 6* kongruencija na
X™, iprema Teoremi 4.3.3, 0% = 14,., gde je pua,. Myhillova kongruencija na
X* automata Agy«. Jasno, Myhillova kongruencija na X automata Ags, tj.
restrikcija Myhillove kongruencije y14,. na X, poklapa se sa kongruencijom

6. Dakle, S = S(Ag~). O

Kako se iz Teoreme 4.3.1 vidi, monoid prelaza automata je jedini¢no
prosirenje polugrupe prelaza tog automata, pa se mnoga svojstva monoida
prelaza mogu ili izvesti iz odgovarajucih svojstava polugrupe prelaza ili su
analogna tim svojstvima. Zbog toga ¢emo se u daljem tekstu baviti samo
polugrupama prelaza. Dac¢emo nekoliko rezultata koji pokazuju kako izvesni
odnosi izmedu automata uti¢u na odnose izmedu njihovih polugrupa prelaza.

Teorema 4.3.5. Ako je automat B podautomat automata A, tada je polu-
grupa S(B) homomorfna slika polugrupe S(A).

Dokaz. Prema Drugoj teoremi o izomorfizmu, da bi smo dokazali da je
S(B) homomorfna slika polugrupe S(A), dovoljno je dokazati da je ua C pp.

Zaista, ako je (u,v) € pa, tada za proizvoljno stanje b € B imamo da je
b e A, pa je bu = bv, $to znaci da je (u,v) € ug. O

Teorema 4.3.6. Ako je automat B homomorfna slika automata A, tada
je polugrupa S(B) homomorfna slika polugrupe S(A).

Dokaz. Neka je ¢ : A — B epimorfizam. Kao i u dokazu prethodne
teoreme, dovoljno je dokazati da je pa C pp.

Neka je (u,v) € pa. Kako za proizvoljan b € B postoji a € A tako da je
b=ap, toiz (u,v) € pa sledi da je

bu = (ag)u = (au)p = (av)p = (ap)v = bv,

¢ime smo dobili da je (u,v) € up. Dakle, ug C up. O
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Teorema 4.3.7. Ako je automat A poddirektan proizvod automata A;, i €
I, tada je polugrupa S(A) poddirektan proizvod polugrupa S(A;), i € I.

Dokaz. Neka je ua Myhillova kongruencija na X+ automata A, i za svaki
i € I, neka je Myhillova kongruencija na X automata A; oznacana sa f;.
Prema Posledici 1.7.3, da bi smo dokazali da je S(A) poddirektan proizvod
polugrupa S(4;), i € I, dovoljno je dokazati da je

naA = ﬂMZw

i€l

Neka je (u,v) € pa. Razmotrimo proizvoljne i € I i a; € A;. Kako
je A poddirektan proizvod automata A;, i € I, to postoji a € A tako da je
am; = a;, gde je m; projekcioni homomorfizam iz A na A;. Sada iz (u,v) € pua
sledi au = av, Sto dalje daje

a;u = (am;)u = (au)m; = (av)m; = (am;)v = av.

Prema tome, (u,v) € p;, za svaki i € I.
Obratno, neka je (u,v) € p;, za svaki ¢ € I, i neka je a € A. Tada je
a = (ai)ier, pa je
au = (a;u)ier = (a;v)icr = av,

¢ime smo dokazali da je (u,v) € pa. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Literatura: Arbib [1969], Arbib (ed.) [1968], Burris and Sankappanavar [1981],
Esik [1992], Fleck [1965], Gécseg and Pedk [1972], Glushkov [1961a, 1961b], Howie
[1991], Krohn and Rhodes [1962, 1965], Lallement [1979], Myhill [1957], Nerode
[1958], Oehmke [1963], Park [1994], Pedk [1964, 1965], Perrin and Pin [1995],
Petkovi¢ [1998], Petkovié, Ciri¢ and Bogdanovié [1998, 2000a, 2000b], Pin [1997],
Rabin and Scott [1959], Redko [1965], Smirnov [1978].

4.4. Direktne sume automata

Ponovimo da smo za automat A rekli da je direkina suma automata Ag,,
a €Y, ako je A, podautomat od A, za svaki o € Y, i vazi

A=J A 1 AanAg=2,zaa#p3, a,BeY.
acY

U tom slucaju relaciju ekvivalencije ¢ije klase su automati A,, a € Y,
nazivamo direktno sumskom ekvivalencijom na A, a odgovarajuce razbi-
janje nazivamo direktno sumskim razlaganjem ili razlaganjem u direkinu
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sumu automata A. Automate A, nazivamo direktnim sumandima ili samo
sumandima u tom razlaganju u direktnu sumu. Automat A nazivamo ner-
azloZivim u direktnu sumu ako je univerzalna relacija V 4 jedina direktno
sumska ekvivalencija na A, tj. ako A ima samo jedno, trivijalno razlaganje
u direktnu sumu.

Jasno je da relacija ekvivalencije # na automatu A jeste direktno sumska
ekvivalencija na A ako i samo ako svaka 6-klasa od A jeste podautomat od
A. Jos nekoliko vaznih svojstava ovih relacija ekvivalencije dato je slede¢om
teoremom.

Teorema 4.4.1. Sledeci uslovi za relaciju ekvivalencije 0 na automatu A
su ekvivalentni:

(i) 0 je direktno sumska ekvivalencija na A;
(ii) @ je kongruencija na A i A/ je diskretan automat;

(iii) 0 je pozitivna relacija.

Dokaz. (i)=(iii). Neka je € je direktno sumska ekvivalencija na A, tj.
svaka #-klasa podautomat od A. Tada za proizvoljno stanje a € A imamo
da je af podautomat od A, odakle je au € af, tj. (a,au) € 6, za proizvoljnu
reC u € X*.

(iii)=-(ii). Uocimo stanja a,b € A takva da je (a,b) € 6 i proizvoljnu
re¢ u € X*. Tada prema (iii) imamo da je aufa@bfbu, $to znaci da je
(au,bu) € 0. Time smo dokazali da je 6 kongruencija na A. Jasno je da
svako stanje faktor-automata A/6 jeste trap, Sto znac¢i da je A/6 diskretan
automat.

(ii)=(i). Uoc¢imo proizvoljno stanje a € A. Tada za proizvoljne b € afl
iu € X* imamo da je a@b i bfbu, jer je A/6 diskretan automat, Sto znadci
da je a0 bu, tj. bu € af. Prema tome, klasa af je podautomat od A, §to je i
trebalo dokazati. [J

Prema Teoremi 4.4.1, svaka direktno sumska ekvivalencija na automatu
A je kongruencija na A, pa ¢emo umesto direktno sumska ekvivalencija
nadalje govoriti direktno sumska kongruencija na A.

Kao neposrednu posledicu prethodne teoreme dobijamo sledece:

Posledica 4.4.1. Svaki automat ima najmanju direktno sumsku kongruen-
ciju.
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Dokaz. Neka je {0;}ier familija svih direktno sumskih kongruencija na
A i neka je o presek te familije. Dokaza¢emo da je i o direktno sumska
kongruencija na A, ¢ime Ce biti dokazano da je to najmanja direktno sumska
kongruencija na A.

Jasno, o je relacija ekvivalencije na A. Sa druge strane, za proizvoljno
stanje a € A i proizvoljnu re¢ u € X*, prema Teoremi 4.4.1 imamo da je
(a,au) € o4, za svakii € I, odakle sledi da je (a,au) € o, pa ponovo koristec¢i
Teoremu 4.4.1 zaklju¢ujemo da je o direktno sumska kongruencija na A. [J

U terminima razlaganja prethodna posledica moze se formulisati na sle-
dedi nacin.

Posledica 4.4.2. Svaki automat ima najvece direktno sumsko razlaganje.

Najmanju direktno sumsku kongruenciju na automatu A, ¢ije postojanje
je utvrdeno Posledicom 4.4.1, oznacavacemo sa o,, ili samo sa o, ako se
podrazumeva o kom se automatu radi.

Ako su H i K skupovi, sa H () K ¢emo oznacavati da ti skupoivi imaju
neprazan presek, tj. da je HN K # @.

Neka je A proizvoljan automat. DefiniSimo relacije @ i o na A na slededéi
nacin: Za stanja a,b € A reéi ¢emo da je (a,b) € & ako postoji konacan niz
{e;}", C A, n e N° tako da vaii

(4.7) S(a) § S(er) 0 S(e2) §---( Sen) § S(0),

odnosno, reé¢i ¢emo da je (a,b) € o ako postoji konac¢an niz {¢;}7; C A,
n € N°, tako da vazi

(4.8) D(a) ) D(c1) 0 D(e2) Q-+ 0 D(en) § D(b).
Ukoliko je n = 0, $to znaci da je niz {¢;}}_; prazan, onda (4.7) postaje
(4.9) S(a) ( S(b),

odnosno, (4.8) postaje
(4.10) D(a) () D(b).

Narednom teoremom dokazujemo da su obe ove relacije jednake najma-
njoj direktno sumskoj kongruenciji na automatu, $to nam zapravo daje dva
nacina za konstrukciju te kongruencije.
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Teorema 4.4.2. Na proizvoljnom automatu A je c =7 = g.

Dokaz. Uocimo najpre da su @ i ¢ refleksivne i simetri¢ne relacije na A.
Dalje, neka je (a,b) € 7 i (b,c) € 7. Tada je

S(a) 0.5(d) Q-+ S(dn) 0.S(Ob) § Ser) 0 --- 0 Slem) § S(e),

za neke nizove {c;};; C Ai{e;}jL; C A, n,m € N°, odakle je jasno da je
(a,c) € 7. Prema tome, 7 je tranzitivna relacija. Na isti na¢in dokazujemo
da je i ¢ tranzitivna relacija. Prema tome, & i ¢ su relacije ekvivalencije na
A. Konaéno, za proizvoljne ¢ € Aiu € X* imamo da je

au € S(a)NS(au) i a€ D(a)N D(au),

sto znadi da je (a,au) € 7 i (a,au) € g. Dakle, na osnovu Teoreme 4.4.1
dobijamo da su 7 i ¢ direktno sumske kongruencije na A, odakle sledi da je
cCoioCo.

Preostaje da se dokazu i obratne inkluzije. Da bi smo dokazali da je
o C o, najpre dokazujemo da vazi

S(a) § S(b) = (a,b) € 0.

Zaista, ako je S(a) (§ S(b), tada postoje ¢ € A1 u,v € X* tako da je
au = ¢ = bv, pa prema Teoremi 4.4.1 dobijamo da je

acau=c=bvob,

sto zbog tranzitivnosti relacije o daje a o b. Dalje, ako je (a,b) € 7, za neka
stanja a,b € A, tj. ako postoji niz {¢;}7; C A, n € NY| tako da vazi

S(a) ( S(e1) § S(e2) G-+ 0 S(en) (D),
tada iz prethodno dokazanog dobijamo da je
aocc10c0 -+ 0Cyob,

pa ponovo zbog tranzitivnosti relacije o zaklju¢ujemo da je (a,b) € 0. Ovim
smo dokazali da je @ C o, §to sa prethodno dokazanim daje & = o.

Sa druge strane, dokazac¢emo i da za a,b € A vazi

D(a) § D(b) = (a,b) € 0.
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Zaista, ako je D(a) () D(b), to znaci da postoji ¢ € A iu,v € X* tako da je
cu=aicv=>, paiuovom slucaju, koriste¢i Teoremu 4.4.1, dobijamo da
je

a=cuococv=>o,
sto zbog tranzitivnosti relacije o daje (a,b) € o. Dakle, ukoliko je (a,b) € g,
za neka stanja a,b € A, tada postoji niz {¢;}"; C A, n € N°, tako da vazi

D(a) ( D(c1)  D(c2) § -+ D(cn) § D(b),
odakle sledi da je
aocciLocy - 0C,0b,

pa zakljuc¢ujemo da je (a,b) € 0. Ovim smo dokazali da je ¢ C o, odnosno
dajeg=0c. O

Iz Teoreme 4.4.2 moze se izvesti slede¢a posledica, kojom su okarakter-
isani automati nerazlozivi u direktnu sumu.

Posledica 4.4.3. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je nerazloZiv u direktnu sumu;
(ii) za proizvoljan par stanja a,b € A postoji konacan niz {c;}}, C A,
n € N°, tako da je

S(a) § S(c1) §S(e2) -+ Slen) § S(0);

(iii) za proizvoljan par stanja a,b € A postoji konacan niz {c;}l; C A,
n € N°, tako da je

D(a) § D(e1) § D(e2) § -+ 0 D(ea) § D(D).

Naredna teorema pokazuje da ne samo S$to svaki automat ima najvece
direktno sumsko razlaganje, ve¢ su i sumandi u tom razlaganju nerazlozivi
u direktnu sumu.

Teorema 4.4.3. Svaki automat A se moZe predstaviti u obliku direktne
sume automata nerazlozivih u direktnu sumu.

Dokaz. Predstavimo automat A u obliku direktne sume automata A,
o € Y, pri cemu svaki A, jeste o-klasa automata A. Drugim re¢ima, ovo
razlaganje je najveée razlaganje automata A u direktnu sumu. Dokazaéemo
da je automat A, nerazloziv u direktnu sumu, za svaki o € Y.
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Razmotrimo proizvoljan o € Y. Ako je a,b € A, proizvoljan par stanja,
tada je (a,b) € o, odakle, prema Teoremi 4.4.2; sledi da postoji kona¢an niz
{e;}, C A, n e NY tako da je

S(a) @ S(er) § S(ea) O -+ 0 Slen) § S(0)-

Kao u dokazu Teoreme 4.4.2 dobijamo da je {¢;}'.; C A,. Primetimo da
su S(a),S(c1),...,5(cn), S(b) monogeni podautomati od A generisani sta-
njima a,ci,...,c,,b € A, tim redom. Medutim, proizvoljan podskup od
A, je podautomat od A ako i samo ako je podautomat od A,, $to znaci
da su S(a),S(c1),...,S(cn),S(b) takode i monogeni podautomati od A,
generisani stanjima a, c1,...,cn, b € Ay, tim redom. Dakle, prema Posledici
4.4.3 dobijamo da je A, automat nerazloziv u direktnu sumu.

Prema tome, automat A je direktna suma automata A,, a € Y, nera-
zlozivih u direktnu sumu. O

Teoremom 4.4.2 pokazali smo kako se moze konstruisati kongruencija
koja daje najvete razlaganje automata u direktnu sumu. U daljem tekstu
pokaza¢emo kako se odreduju sumandi u tom razlaganju. Najpre uvodimo
slede¢i pojam: Za podskup H automata A govori¢emo da je filter ako je
istovremeno i podautomat i dualni podautomat automata A, tj. ako za
proizvoljne a € Aiu € X* vazi

ace H & aue H.

Jasno, prema ovoj definiciji, i prazan skup je filter od A. Za proizvoljan
podskup H automata A, presek svih filtera od A koji sadrze H je takode
filter koji oznacavamo sa F'(H) i nazivamo filterom generisanim skupom H.
Ocigledno, to je najmanji filter od A koji sadrzi H. Filter generisan jed-
noelementnim skupom {a} nazivamo glavnim filtrom generisanim stanjem a
i oznacavamo ga sa F(a).

Ulogu filtera u razlaganjima automata u direktnu sumu prikazuje nam
sledeca teorema.

Teorema 4.4.4. Podskup H automata A je filter od A ako i samo ako je
direktni sumand od A.

Stavise, sumandi u najvecem razlaganju automata A u direktnu sumu
upravo su glavni filtri od A.

Dokaz. Lako se proverava da je H podautomat od A ako i samo ako je
njegov skupovni komplement A\ H dualni podautomat od A, $to znaci da
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je H filter od A ako i samo ako je A\ H filter od A. Prema tome, ako je H
filter od A, tada je A direktna suma automata H i A\ H, tj. H je direktni
sumand od A.

Obratno, ako je H direktni sumand od A, tada se A moze predstaviti kao
direktna suma automata H i A\ H. To znaci da su H i A\ H podautomati
od A, odakle dalje sledi da je H dualni podautomat od A, pa je H filter od
A.

Ako je H sumand u najveéem razlaganju automata A u direktnu sumu
koji sadrzi stanje a € A, tada je H filter od A, pa je F(a) C H, jer je F(a)
najmanji filter od A koji sadrzi a. Sa druge strane, F(a) je filter i od H,
pa je, prema prethodno dokazanom, i direktni sumand od H. Medutim, H
je automat nerazloziv u direktnu sumu, $to znac¢i da mora biti F(a) = H.
Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [J

Iz prethodne teoreme neposredno sledi da se najmanja direktno sumska
kongruencija ¢ na automatu moze izraziti i na sledeéi nacin:

Posledica 4.4.4. Neka su a i b proizvoljna stanja automata A. Tada su a
1 b u relaciji o ako i samo ako generisu isti glavni filter, tj. vaZzi

(a,b) €0 & F(a) = F(b).
Na$ naredni zadatak je da damo postupak za konstrukciju glavnih fil-
tera automata. U tom cilju koristi¢cemo pojmove podautomata i dualnog

podautomata generisanog skupom, kao i pojam skupa A(H) susednih stanja
podskupa H automata A, koji definiSemo sa:

AH)=HU{be A|(Fa€ H)(3x € X)ax =bor bx = a}.

Naime, dokazujemo slede¢u teoremu:

Teorema 4.4.5. Neka je A automat, neka je a € A proizvoljno stanje i
neka su nizovi {Dg(a)}reno, {Sk(a)}reno @ {Ak(a)}reno podskupova od A
definisani sa:

Dy(a) = {a}, Dy11(a) = D(S(Dg(a))), za svaki k € N,
So(a) = {a}, Sk+1(a) = S(D(Sk(a))), za svaki k € N,
Ap(a) = {a}, Ag11(a) = A(Ag(a)), za svaki k € N.
Tada {Dy(a)}renos {Sk(a)}reno @ {Ak(a)}reno jesu rastuéi nizovi skupova i

F(a) = | Dila) = | Skla) = | Ax(a).

keNO keNO keNO
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Dokaz. Oznac¢imo sa D uniju niza {Dg(a)}eno. Prema definiciji tog niza,
svaki njegov ¢lan je dualni podautomat od A, pa i njegova unija D jeste
dualni podautomat od A. Sa druge strane, ako je b € D i u € X*, tada
je b € Dy(a), za neki k € N° pa je bu € S(Dy(a)) € D(S(Dg(a))) =
Dj11(a) € D. Prema tome, D je i podautomat od A, odnosno D je filter
od A, odakle sledi da je F(a) C D.

Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, da je D C F'(a), indukcijom ¢emo
dokazati da je Di(a) C F(a), za svaki k € N°. Jasno je da to vazi za
k = 0. Pretpostavimo da je Di(a) C F(a), za neki k € N°. Kako je F(a) i
podautomat i dualni podautomat od A, to je S(F(a)) = D(F(a)) = F(a),
odakle je

Dyy1(a) = D(S(Di(a))) € D(S(F(a))) = Fl(a

)
sto je i trebalo dokazati. Dakle, dokazali smo da je D = F(a), tj. F(a) je
unija niza {Dg(a)}reno. Na slican nacin dokazujemo da je F(a ) unlJa niza

{Sk(a)}reno-

Dalje, indukcijom é¢emo dokazati da je Aj(a) C Di(a), za svaki k € NO.
To je jasno za k = 0. Pretpostavimo da je Ay(a) C Dg(a), za neki k € N°, i
uo¢imo proizvoljno stanje ¢ € Agy1(a). Razlikujemo sledeée tri moguénosti:
c € Ag(a),ili c = bz, zaneke b € Ag(a) iz € X, ili cx = b, za neke b € Ag(a)
iz € X. U prvom slucaju imamo da je ¢ € Ai(a) € Di(a) C Dgyi1(a). U
drugom sluéaju je b € Dy(a), pa je c € S(Dg(a)) C D(S(Dg(a))) = Diy1(a),
dok u treéem slucaju dobijamo da je b € Dy(a) C S(Dg(a)), odakle je
¢ € D(S(Dg(a))) = Dyy1(a). Dakle, zakljuéujemo da je Ag(a) C Dy(a), za
svaki k € N, §to daje Uyeno Ak(a) C F(a).

Da bi dokazali i obratnu inkluziju, dovoljno je dokazati da je D;(a) C
Upeno Ak(a) za svaki i € N°. Jasno je da to vazi za i = 0. Pretpostavimo
sada da ta inkluzija vazi za neki i € N° i uo¢imo proizvoljan d € D;1(a).
Tada je du = ¢, za neke ¢ € S(D;(a)) i u € X*, i dalje, ¢ = bv, za neke
b€ D;i(a)ive X*. Takode imamo dajeu € X" iv € X*, za neke r,s € N°,
dok prema pretpostavci sledi da je b € Ay(a), za neki t € N pa imamo
da je d € Ayygy¢(a). Prema tome, Dii1(a) € Uyeno Ar(a), pa indukcijom
dobijamo da je D;(a) € Upepo Ak(a), za svaki i € NO. To kona¢no daje
F(a) € Upeno Ax(a), sto je i trebalo dokazati. [

)

U slucaju konacnih automata prethodna teorema nam daje efektivan
postupak za odredivanje sumanada u najveé¢em razlaganju u direktnu sumu,
Sto je prikazano slede¢om posledicom:
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Posledica 4.4.5. Neka je A konacan automat. Tada postoje
k =min{i € N|(Va € A) A;j(a) = Ai+1(a)},
m =min{i € N| (Va € A) D;(a) = Dj;1(a)},
n =min{i € N|(Va € A) Si(a) = Si+1(a)},
za koje takode vazi da je k,m,n < |A] i
F(a) = Ax(a) = Dp(a) = Sn(a),
za svaki a € A.

Literatura: Ciri¢ and Bogdanovié [1999a], Ciri¢, Bogdanovié and Kovacevié [1998],
Ciri¢, Bogdanovi¢ and Petkovié [1996, 1998], Glushkov [1961a], Huzino [1958],
Kovacevié, Cirié, Petkovié and Bogdanovié [2000], Petkovi¢ [1998], Thierrin [1972],
Shevrin [1962].

4.5. Lokalno povezani automati

Kada automat A krene sa radom iz nekog svog stanja a, onda ¢e sva stanja
koje automat A koristi u tom radu pripadati monogenom podautomatu od
A generisanom stanjem a. Drugim re¢ima, rad automata A je u tom slucaju
lokalizovan samo na monogeni podautomat generisan stanjem a. Prema
tome, ako zelimo da znamo Sta automat A moze da uradi nezavisno od toga
iz kog svog stanja je zapoceo rad, treba da znamo koje su to osobine koje
imaju svi njegovi monogeni podautomati. To nas motivise da se upustimo
u izucavanje takozvanih lokalnih svojstava automata.

Kada govorimo o svojstvima automata, ili algebri uopste, radije govorimo
o klasama automata, jer obi¢no sve automate sa datim svojstvom sakupimo
u jednu klasu — klasu svih automata sa datim svojstvom. Tako éemo pojam
lokalnog svojstva automata ovde razmatrati kao pojam lokalne pripadnosti
odgovarajucoj klasi automata, koji ¢emo sada uvesti. Neka je, dakle, K
proizvoljna klasa automata. Tada sa L(K) oznacavamo klasu svih automata
A ¢iji svi monogeni podautomati pripadaju klasi K, tj. S(a) € K, za svaki
a € A. Za automat iz klase L(K) kazemo da lokalno pripada klasi K, ili da
je lokalno K -automat. Prema tome, ovim smo definisali operator

L:K — L(K)

na klasama automata koji svakoj klasi K automata pridruzuje klasu L(K).
Operator L nazivaéemo operatorom lokalizacije, a L(K ) naziva¢emo lokaliza-
cijom klase K.
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Osim ovog operatora, definiSemo i operator
CL: K +— CL(K)

koji svakoj klasi automata K pridruzuje klasu CL(K) koju ¢ine svi automati
¢iji svi kona¢no generisani podautomati pripadaju klasi K. Operator C'L
naziva¢emo operatorom potpune lokalizacije, a C L(K ) naziva¢emo potpunom
lokalizacijom klase K. Za automat iz klase CL(K) kazemo da potpuno
lokalno pripada klasi K, ili da je potpuno lokalno K -automat.

Klasa od koje ¢emo krenuti pri izuCavanju operatora lokalizacije je klasa
povezanih automata. Naime, za automat A kazemo da je povezan ako za
proizvoljna dva stanja a,b € A postoje re¢i u,v € X* takve da je au =
bu, tj. ako je S(a) N S(b) # @, ili S(a) § S(b), kako smo to oznacavali
u prethodnom odeljku. Klasu svih povezanih automata oznacavacemo sa
Conn. U skladu sa konceptom lokalne pripadnosti automata datoj klasi,
automat A ¢emo nazivati lokalno povezanim ako je svaki njegov monogeni
podautomat povezan.

Narednom teoremom data je karakterizacija lokalno povezanih automata.

Teorema 4.5.1. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je lokalno povezan automat;
(ii)) (Va € A)(Vp,q € X*)(3u,v € X*) apu = aqu;
(iii) A je direktna suma povezanih automata;
(iv) D(H) je podautomat od A, za svaki podautomat H od A.
Dokaz. (i)=(ii). Za proizvoljno stanje a € A i proizvoljne re¢i p,q € X*
imamo da ap,aq € S(a) i S(a) je po pretpostavci povezan automat, odakle
sledi da postoje u,v € X* tako da je apu = aqu.

(ii)=-(i). Neka je a € A. Kako se proizvoljna dva stanja iz S(a) mogu
predstaviti u obliku ap i aq, za neke reci p,q € X*, to prema pretpostavci
(ii) dobijamo da postoje reci u,v € X* tako da je (ap)u = (aq)v, ¢ime
smo dokazali da je S(a) povezan automat, odnosno da je A lokalno povezan
automat.

(i)=(iii). Neka je A lokalno povezan automat. Definisimo relaciju ¢ na
A na slededi nacin:

agb & S(a)( S(b),

gdesua,b € A. Ocigledno je da je g refleksivna i simetri¢na relacija, a prema
Teoremi 4.4.2, najmanja direktno sumska kongruencija ¢ na A jednaka je
tranzitivnom zatvorenju relacije o.
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Dokaza¢emo da je p tranzitivna relacija. Uo¢imo stanja a, b, c € A takva
da vazi apb i boc, tj. S(a) § S(b) i S(Ob) (§ S(c). Dakle, postoje reci
uy, v1, ug, v2 € X* takve da je au; = bvy i bug = cve. Kako su buy, bug € S(b),
a po pretpostavci je S(b) povezan automat, to imamo da postoje u,v € X*
tako da vazi bvju = bugv. Medutim, onda je

auiu = bviu = bugv = cvgv,

sto daje S(a) § S(c). Dakle, p je tranzitivna relacija, sto znaci da je o = o,
odnosno da je o direktno sumska kongruencija na A.

Preostaje da se dokaze da je svaka g-klasa povezan automat. Zaista, neka
je B proizvoljna p-klasa i neka su a,b € B proizvoljni elementi. Tada iz agb
sledi S(a) N S(b) # @, pa za proizvoljan ¢ € S(a) N S(b) vazi au = ¢ = bv,
za neke u,v € X*. Prema tome, B je povezan automat.

(iii)=-(i). Neka je A direktna suma povezanih automata A,, a € Y, i
neka je a € A proizvoljan element. Tada je a € A, za neki @ € Y, pa je i
S(a) C A,. Kako je A, povezan automat i kako je klasa Conn zatvorena
za podautomate, to dobijamo da je i S(a) povezan automat, odakle sledi da
je automat A lokalno povezan.

(ii)=(iv). Neka je H podautomat od A, a € D(H) je proizvoljno stanje
i g € X* je proizvoljna re¢. Tada je ap € H, za neki p € X*, pa prema (ii)
dobijamo da je apu = aqu, za neke u,v € X*. Medutim, iz ap € H sledi
apu € H, tj. aqu € H, pa je ag € D(H). Dakle, D(H) je podautomat od A.

(iv)=-(iii). Prema Teoremi 4.4.3, A se moze razloziti u direktnu sumu
automata A,, a € Y, nerazlozivih u direktnu sumu. Uocimo proizvoljne
a €Y iac€ A, Prema Teoremi 4.4.4 je A, = F(a), gde je F(a) najmanji
filter od A koji sadrzi a. Medutim, D(S(a)) je podautomat, pa je i filter
od A koji sadrzi a. Prema tome, A, = F(a) = D(S(a)), pa za proizvoljne
a,b € A, imamo da je b € D(S(a)), odakle je bv € S(a), tj. bv = au, za neke
u,v € X*. To znaéi da je A, povezan automat, $to je i trebalo dokazati. [

Ako je A povezan automat sa trapom ag, tada je taj trap jedinstven i
za svako stanje a € A postoji re¢ u € X* takva da je au = ag. Takav au-
tomat nazivac¢emo trap-povezanim automatom. Takode, ako je svaki mono-
geni podautomat automata A trap-povezan, tada ¢emo A nazivati lokalno
trap-povezanim automatom.

Kao sto ¢emo videti, trap-povezani automati igra¢e u ovoj knjizi veoma

znacajnu ulogu. Ovde najpre kre¢emo sa teoremom kojom se opisuje struk-
tura lokalno trap-povezanih automata:
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Teorema 4.5.2. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je lokalno trap-povezan automat;
(ii) (Va € A)(Vp,q € X*)(Fu,v € X*)(Vw € X*) apu = aquw;
(iii) A je direktna suma trap-povezanih automata;
(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog i trap-povezanog automata;
(v) A je paralelna kompozicija diskretnog i trap-povezanog automata.

Dokaz. (i)=(ii). Neka je a € A. Prema (i), S(a) je trap-povezan automat
sa trapom ag, i kako za proizvoljne p,q € X* imamo da ap,aq € S(a), to
postoje rec¢i u,v € X* takve da je apu = aqu = ag. Sa druge strane, ag je
trap, pa je aqu = aquw, za svaki w € X*. Dakle, dokazali smo da vazi (ii).

(ii)=(i). Prema Teoremi 4.5.1 sledi da je A lokalno povezan automat, pa
ostaje da se dokaze da za proizvoljan a € A, monogeni podautomat S(a) ima
trap. Zaista, za a € A, prema (ii), imamo da postoje re¢i u,v € X* takve
da je au = avw, za svaku re¢ w € X*, odakle sledi da je avw = avw? = au,
za proizvoljnu re¢ w € X*, §to znaci da je au trap automata S(a).

(i)=(iii). Prema Teoremi 4.5.1, A je direktna suma povezanih automata
Ay, a € Y. Sa druge strane, za proizvoljne o € Y i a € A, imamo da je
S(a) € Aa, 1 S(a) po pretpostavei ima trap, Sto zna¢i da i A, ima trap.
Prema tome, A, je trap-povezan automat.

(iii)=(iv). Neka je A direktna suma automata A,, o € Y, pri ¢emu je
za svaki a € Y, A, trap-povezan automat sa trapom a,. Stavimo da je B =
{aa|a € Y}. Tada je B podautomat od A ippNo = Ay, gde je, podsetimo
se, sa op oznacena Reesova kongruencija na A odredena podautomatom
B a sa ¢ najmanja direktno sumska kongruencija na A, odnosno direktno
sumska kongruencija koja daje razmatrano razlaganje automata A. Prema
tome, automat A je poddirektan proizvod automata A/B i A/o. Nije tesko
uociti da je A/o diskretan automat koji je izomorfan automatu B. Sa druge
strane, s obzirom da je B skup svih trapova u A, A/B ima taéno jedan
trap, i kako su A, trap-povezani automati za svaki a« € Y, to je i A/B
trap-povezan. Time smo dokazali da vazi (iv).

(iv)=-(v). Ova implikacija je trivijalna.

(v)=-(i). Neka je automat A C B x C paralelna kompozicija diskretnog
automata B i trap-povezanog automata C. Za proizvoljno stanje (b,c) € A,
monogeni podautomat od A generisan sa (b, ¢) je dat sa S((b,c)) = {b} xS(c),
pa je izomorfan monogenom podautomatu S(c) automata C. Medutim, S(c)
je trap-povezan kao podautomat trap-povezanog automata C. Prema tome,
S((b,c)) je trap-povezan automat, $to znaci da vazi (i). O
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Pored trap-povezanih automata, razmatrac¢emo jos jedan specijalan slucaj
povezanih automata. Automat A nazivatemo jako povezanim ako za svaka
dva stanja a,b € A postoji re¢ u € X* takva da je au = b, odnosno, ako
je S(a) = A, za svaki a € A, ili, drugacije re¢eno, ako A nema pravih
podautomata. Osim ovog, u raznim izvorima se za ovakve automate koriste
i nazivi prost ili tranzitivan automat. Ako je svaki monogeni podautomat
od A jako povezan, tada kazemo da je A lokalno jako povezan automat. Ovi
automati poznati su i kao lokalno tranzitivni i invertibilni automati. Jasno
je da svaki jako povezan automat jeste povezan, a da svaki lokalno jako
povezan automat jeste lokalno povezan.

Slede¢om teoremom karakterisu se lokalno jako povezani automati.

Teorema 4.5.3. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je lokalno jako povezan automat;
(ii) (Va € A)(Vu € X*)(Fv € X*) auv = a;
(iii) A je direktna suma jako povezanih automata.

Dokaz. (i)=(iii). Neka je v relacija na A definisana sa
(ab) €y & S(a) = S(b),

gde su a,b € A. Jasno je da je v relacija ekvivalencije na proizvoljnom au-
tomatu A, a dokazac¢emo da pod pretpostavkom (i) ta relacija jeste direktno
sumska kongruencija na A. Zaista, za proizvoljne a € A i u € X*, S(au) je
neprazan podautomat od S(a), pa kako iz (i) sledi da je S(a) jako povezan
automat, to je S(a) = S(au), ¢ime smo dokazali da je (a,au) € 7. Odatle
prema Teoremi 4.4.1 dobijamo da je v direktno sumska kongruencija na A.
Jasno je da je v-klasa proizvoljnog elementa a € A jednaka S(a), Sto znaci
da svaka 7-klasa jeste jako povezan automat. Time je dokazano da vazi (iii).

(iii)=-(ii). Ako je A direktna suma jako povezanih automata A,, o € Y,
tada za proizvoljne a € A iu € X* imamo da a,au € A,, za neki a € Y, pa
kako je A, povezan automat, to postoji v € X* tako da je auv = a, $to je i
trebalo dokazati.

(ii)=-(i). Ova implikacija je jasna. [

Literatura: Bogdanovi¢, Ciri¢, Petkovi¢, Imreh and Steinby [1999, 2000], Bog-
danovi¢, Imreh, Ciri¢ and Petkovié [2000], Ciri¢ and Bogdanovié [1999a], Cirié,
Bogdanovié¢ and Petkovié [1998], Gécseg and Thierrin [1987], Glushkov [1961a],
Huzino [1958], Kovacevié, Cirié, Petkovi¢ and Bogdanovié [2000], Petkovié [1998],

Steinby [1994], Thierrin [1972].
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4.6. Lokalizacija varijeteta, uopstenih varijeteta i
pseudovarijeteta automata

S obzirom da automate sa ulaznim alfabetom X tretiramo kao unarne al-
gebre tipa X, to mozemo govoriti i o termima i identitetima tipa X kao o
specijalnim slucajevima terma i identiteta uvedenih u Glavi 1. Medutim,
u slucéaju automata termi i identiteti imaju neke svoje specificnosti, usled
kojih pravimo i izvesne razlike u oznac¢avanju. Stoga ¢emo najpre reé¢i nesto
o tome.

U sluc¢aju automata, term tipa X nad skupom promenljivih G pred-
stavlja svaki izraz oblika gu, gde je ¢ € G promenljiva i u € X* je ulazna
re¢. Prema tome, ovde termi imaju tu specificnost da svaki od njih sadrzi
tacno jednu promenljivu. Na skupu T(G, X), koji ¢ine svi termi tipa X
nad skupom promenljivih G, mozemo definisati prelaze sa (gu)v = g(uv),
gde je g € G iu,v € X* iu tom slucaju T(G, X) postaje automat koji
nazivamo term automatom. Ako sada pojam identiteta, uveden u Odeljku
1.8., primenimo na automate, dobijamo da automatovni identitet (tipa X
nad skupom promenljivih G) jeste par (s,t), gde su s,t € T(G, X), koji, kao
§to je uobicajeno, zapisujemo kao formalnu jednakost s = ¢. To znaci da
automatovni identitet moze biti ili oblika gu = gv, gde su u,v € X*, a to
je zapravo regularan automatovni identitet, ili oblika gu = hv, gde je g # v
iu,v € X* §to predstavlja neregularan automatovni identitet. Pri tome,
automat A zadovoljava identitet gu = gv ako je au = av, za svako stanje
a € A, odnosno A zadovoljava gu = hv ako je au = bv, za proizvoljna
stanja a,b € A. Skup svih identiteta nad G = {g,h} zadovoljenih na
A oznacavacemo sa Id(A), a skup svih identiteta nad G zadovoljenih na
svim automatima iz klase K oznacavacemo sa Id(K). Takode, skupove svih
regularnih, odnosno neregularnih identiteta nad G zadovoljenih na A i K
oznacavamo sa Idg(A), Idr(K), Idy(A4) i Idy(K), tim redom.

Ako svaki monogeni podautomat automata A zadovoljava identitet s = t,
tj. S(a) = s = t, za svaki a € A, tada ¢emo za A govoriti da lokalno
zadovoljava automatovni identitet s = ¢, a za identitet s = ¢t da je lokalno
zadovoljen na A, i pisaemo A |=, s = t. Neka je A automat i neka su
u,v € X*. Tada definiSemo relaciju g, na A sa:

(a,b) € pup & au=bv.

Relaciju gy, ¢emo oznacavati i sa Qf’v, u slucaju kada je potrebno naznagciti
da je definisana na A.

U nastavku su prikazana neka svojstva relacije gy .
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Teorema 4.6.1. Neka je A automat i neka su u,v € X*. Tada

(a) A = gu = gv ako i samo ako je gy refleksivna relacija. U tom sluéaju
Ouw Je relacija ekvivalencije na A.

(b) A=, gu= gv ako i samo ako A |= gu = gv.

(¢) A= gu=hv ako i samo ako je 0y = Va.

(d) A, gu=hv ako i samo ako je oy, pozitivna relacija. U tom slucaju
je Quy = 0.

Dokaz. Prvi deo tvrdenja (a) je ocigledan. Preostaje da dokazemo drugi
deo, tj. da je g, simetri¢na i tranzitivna relacija.

Neka je (a,b) € oy, tj. au =bv. S obzirom da A |= gu = gv, to imamo
da je au = av i bu = bv, pa je bu = av, odakle sledi da je (b,a) € 0y.-
Dakle, gy, je simetri¢na relacija. Neka je (a,b) € gy 1 (b, ¢) € 0y, tj. vazi
au =bv i bu = cv. Tada A |= gu = gv daje bu = bv, odakle je au = cv, §to
dalje povlaci (a,c) € g, Prema tome, g, , je tranzitivna relacija, sto je i
trebalo dokazati.

Tvrdenja (b) i (c) su jasna.

Preostaje da se dokaze (d). Pretpostavimo da A |=, gu = hv. Tada
A = gu = gv, i prema (a) imamo da je g, refleksivna relacija. Nije tesko
uociti da je gy, i pozitivna. Obratno, pretpostavimo da je g, ., pozitivna
relacija. Prema (a) imamo da je g, relacija ekvivalencije na A, a prema
Teoremi 4.4.1, 04, je direktno sumska kongruencija na A. Medutim, iz
Oup C 0 i Cinjenice da je o najmanja direktno sumska kongruencija na A,
zakljucujemo da je gy, = 0. Da bi dokazali da A =, gu = hv, uo¢imo
proizvoljne a € Aib,c € S(a). Tada je b = au’ i c = av’, za neke v/, v’ € X*,
i kako je oy, direktno sumska kongruencija, to (b,a) € gu. 1 (a,¢) € uw
daje (b,c) € puu, tj. bu = cv, §to je i trebalo dokazati. Prema tome,
AE, gu=h. O

Kao neposredna posledica Teoreme 4.6.1 dobija se da za svaki regularan
varijetet automata V' vazi L(V) = V. U slucaju kada je V' neregularan
varijetet automata, takva jednakost nece vaziti. Medutim, i u tom slucaju,
L(V) je varijetet automata, Sto ée biti dokazano narednom teoremom. Tom
teoremom daje se i efektivan postupak pomocu koga se, polazeéi od skupa
identiteta kojim je definisan varijetet V', moze odrediti skup regularnih iden-
titeta koji definisu regularni varijetet L(V'). Predimo sada na formulaciju i
dokaz te teoreme.
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Teorema 4.6.2. Neka je V neregularan varijetet automata odreden sku-
pom identiteta X i oznacimo sa X skup identiteta koji éine:

1° svi identiteti iz X g;

2° identitet gu = gv i svi identiteti oblika gru = gv za x € X, koji
odgovaraju proizvoljnom fiksiranom identitetu gu = hv € X ;

3° svi identiteti oblika gu' = guu/, guu’ = gov’ i gv’ = guvv', koji odgo-
varaju identitetima gu’ = hv' € ¥ \ {gu = hv}.

Tada je L(V') varijetet automata odreden skupom identiteta X'

Dokaz. Dokazatemo da A =, ¥ ako i samo ako A | ¥', za proizvoljan
automat A. Pretpostavimo najpre da A =, ¥. Tada A = Xg, prema delu
(b) Teoreme 4.6.1. Fiksirajmo proizvoljan identitet gu = hv € Xy. Jasno
je da onda A = gu = gv i gru = gv, za svaki z € X. Uoc¢imo proizvoljan
identitet gu’ = hv' € X razlicit od gu = hv. Ako je B automat takav da
B = gu’ = hv', lako se proverava da B = gu’ = hu/ i B |E gv' = hv'. Prema
tome, A =, gu’ = hv' daje A |=, gu' = h/ i A |5, gv' = h'. Medutim,
odavde je A |= gu’' = guu/ i A = gv' = gvv'. Stavise, iz A =, gu’ = hv' sledi
A E guu’ = gvv'. Dakle, dokazali smo da A = 3.

Obratno, pretpostavimo da A = ¥'. Tada A = X g, $to neposredno daje
A =, ¥R, pa preostaje da se dokaze da A = Xy. Iz A = gu = gv i tvrdenja
(a) Teoreme 4.6.1 imamo da je g, kongruencija na A, i A = gru = gv,
za svaki x € X, sto dalje, prema tvrdenju (d) Teoreme 4.6.1, povlaci da
A E; gu = hv. Uotimo proizvoljan identitet gu' = h' € Xy razlicit
od gu = hv, i proizvoljne a € A i b,c € S(a). Kao $to smo dokazali,
A =, gu = hv, odakle je bu = cv, pa iz A |= gu’ = guu’, A |= guu’ = gvv' i
A gv’' = gov' sledi bu’ = buu' = cvv’ = cv'. Prema tome, A |=, gu’ = hv'.
Time smo dokazali da A ):L Y, §to nam je i bio cilj. O

Podsetimo se da smo u Glavi 1 za klase K i Ko algebri, u ovom slucaju
automata, njihov Maljcevljev proizvod K1 o Ko definisali kao klasu svih
automata A na kojima postoji kongruencija 6 takva da faktor-automat A/6
pripada klasi Ko a svaka 6-klasa od A koja je podautomat od A pripada
klasi K. Jednostavno se pokazuje da za varijetet D diskretnih automata
i proizvoljnu klasu K automata, Maljcevljev proizvod K o D predstavlja
klasu svih direktnih suma automata iz K. Takve proizvode razmatra¢emo
u daljem tekstu.

Treba istaéi i to da u slu¢aju automata sa ulaznim alfabetom X, raz-
matranih kao algebri unarnog tipa 7 = X, varijetet S; svih 7-polumreza
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predstavlja zapravo varijetet D diskretnih automata. Prema tome, D je
najmanji regularan varijetet automata. To svojstvo diskretnih automata ce
takode igrati znac¢ajnu ulogu u daljim razmatranjima.

U narednoj teoremi se dokazuje da se operatori regularizacije i lokaliza-
cije poklapaju na varijetetima automata, kao i da se automati koji pripadaju
lokalizaciji varijeteta mogu predstaviti kao direktne sume automata iz raz-
matranog varijeteta.

Teorema 4.6.3. Neka je V' wvarijetet automata. Tada je

L(V)=R(V)=VoD.

Dokaz. Neka je V regularan varijetet. Tada je R(V) = V, dok prema
Teoremi 4.6.1 imamo da jei L(V) = V.

Uzmimo sada da je V' neregularan varijetet. Dokaza¢emo da vazi sledeci

niz inkluzija

L(V)C VoD CR(V)C L(V).

Uoc¢imo proizvoljan automat A € L(V'). Prema Teoremi 4.4.3, automat A se
moze predstaviti u obliku direktne sume automata A,, a € Y, nerazlozivih u
direktnu sumu, pri ¢emu svaki A, jeste o-klasa od A. Sa druge strane, prema
uslovu (d) iz Teoreme 4.6.1 je 0 = gy, za svaki par (u,v) € X* x X* takav da
je gu = hv identitet iz Idx (V). Odavde neposredno sledi da A, = Idy (V),
za svaki o € Y. Sa druge strane, prema uslovu (b) iz Teoreme 4.6.1 imamo
da Ay E Idr(V), za svaki @ € Y. Prema tome, A, = Id(V), pa je
Ay €V, zasvaki a € Y, §to znaci da A € V o D. Time smo dokazali da je
L(V)CVoD.

Razmotrimo dalje proizvoljan automat A € V oD, tj. automat A koji je
direktna suma automata A,, o € Y, pri ¢emu je A, € V, za svaki a € Y.
Neka je gu = gv proizvoljan regularni identitet zadovoljen na V. Tada za
proizvoljan a € A imamo da je a € Ay, za neki a € Y, pa iz ¢injenice da je
Aq € Vigu = gvjeizld(V) sledi da je au = av. Prema tome, A zadovoljava
gu = gv, za svaki identitet gu = gv iz Idr(V'), $to prema Teoremi 1.10.3
povlaci da je A € R(V). Dakle, dokazali smo da je VoD C R(V).

Na kraju, prema Teoremi 4.6.2 imamo da je L(V') regularan varijetet
automata, $to znaci da je R(V)) C L(V'). Ovim je dokaz teoreme zavrsen. []

Primerimo da operator C'L u izu¢avanju varijeteta ne igra neku znacajnu
ulogu, jer je CL(V)) = V, za svaki varijetet automata V. Naime, kao Sto
smo videli i u Glavi 1, svaki identitet koji je zadovoljen na svim kona¢no
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generisanim podautomatima automata A zadovoljen je i na celom automatu
A, §to je neposredna posledica Teoreme 1.7.5 prema kojoj se svaki automat
moze predstaviti kao direktan limit svojih kona¢no generisanih podautomata.
Odatle sledi i gornja jednakost.

Lokalizaciju neregularnog uopstenog varijeteta automata preciznije opi-
suje sledeca teorema.

Teorema 4.6.4. Neka je G uopsteni varijetet automata.

(a) Ako je G neregularan, tada je CL(G) = L(G) N Conn, pri éemu je
(4.11) L(G) =CL(G)oD = CL(G o D).

(b) Ako je G regularan, tada je L(G) = CL(G).

Dokaz. (a) Kao to je ranije re¢eno, CL(G) C L(G). Sa druge strane, ako
je A € CL(G), tada za proizvoljne a,b € A imamo da je S(a,b) € G, i prema
Posledici 1.10.3, S(a,b) zadovoljava neki neregularni identitet gu = hv, za
u,v € X*, §to znaci da je au = bv. Prema tome, A € Conn. Time smo
dokazali da vazi

CL(G) C L(G) N Conn.

Obratno, pretpostavimo da je A € L(G) N Conn i uo¢imo proizvoljan
kona¢no generisani podautomat B od A. Tada je

B:S(al,...,an): S(am)v

1

T C =

za neki n € N i neke ay,...,a, € B. Uzmimo da je uopsteni varijetet G
ultimativno definisan usmerenim skupom identiteta {s; = t;}ier. Za svaki
m € [1,n] imamo da je S(ay,) € G, jer je A € L(G), pa postoji k, € I tako
da S(am) E si = t;, za svaki i = ky,. Kako je I usmeren kvazi-ureden skup,
to postoji k € I tako da je k = ky,, za svaki m € [1,n]. Uo¢imo proizvoljan
i = k. Tada je i = kp, pa S(am) E si = t;, za svaki m € [1,n].

Ako je s; = t; regularan identitet, tada jasno da B | s; = t;. Pret-
postavimo da je s; = t; neregularan identitet, tj. da je oblika gu; = hv;,
za neke u;,v; € X*. To znaci da S(an) = gu; = hv;, za svaki m € [1,n].
Uoc¢imo proizvoljne elemente b,c € B. Tada je b = q;p i ¢ = a;,q, za neke
I,m € [1,n]ip,q€ X*. Sa druge strane, prema pretpostavci je A € Conn,
to je aju = a;,v, za neke u,v € X*. Primetimo sada da

au = apnv € S(a;) N S(am), ap,qu € S(a;) 1 amq, amv € S(am),
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pa kako S(a;), S(am) = gu; = hv;, to imamo da je
(amu)u; = (q)vi, (ap)u; = (qu)v; 1 (amv)u; = (amq)v;,
odakle sledi da je
bu; = aipu; = QUY; = VU = AmqU; = CU;.

Ovim smo dokazali da B |= gu; = hv;, pa zakljucujemo da B | s; = t;, za
svaki i = k, odnosno da je B € G. Kona¢no, to znaci da je A € CL(G) i,
kako smo ve¢ dokazali da je L(G) N Conn C CL(G), to je L(G) N Conn =
CL(G), sto je i trebalo dokazati.

Dokazimo sada jednakosti (4.11). Pretpostavimo da je A € L(G). Tada
je A lokalno povezan, pa je, prema Teoremi 4.5.1, A direktna suma povezanih
automata A,, a € Y. Za svaki a € Y, svaki monogeni podautomat od A,
je i monogeni podautomat od A, pa A € L(G) daje Ay € L(G). Dakle,
Ay € L(G) N Conn = CL(G), prema napred dokazanom. Prema tome,
dokazali smo da je A € CL(G) o D, pa dakle, vazi

L(G) C CL(G) o D.

Uoc¢imo proizvoljan automat A € CL(G) o D. Tada je A direktna suma
automata A, a € Y,1 A, € CL(G), za svaki a € Y. Neka je B proizvoljan
konacno generisani podautomat od A, neka je Z = {a € Y| BNA, # 9}, iza
svaki o € Z stavimo da je B, = BN A,. Tada je B direktna suma automata
By, o € Z, i zasvaki o € Z, B, je kona¢no generisan podautomat od A,.
Imajuéi u vidu da je A, € CL(G), to dobijamo da je B, € G, za svaki
«a € Z. Prema tome, B € G oD, odakle je A € CL(G o D), $to znaci da je

CL(G)oD C CL(G o D).

Konacno, uo¢imo proizvoljan automat A € CL(G o D) i stanje a € A.
Tada je S(a) € GoD, i kako je svaki monogeni automat nerazloziv u direktnu
sumu, to je S(a) € G. Dakle, A € L(G), pa je

CL(GoD) C L(G),

¢ime je dokazano da vazi 4.11.

(b) Jasno je da CL(K) C L(K) vazi za proizvoljnu klasu automata K.
Dokaz obratne inkluzije je sadrzan u dokazu dela (a) koji razmatra slucaj
kada su svi identiteti s; = t; regularni. [
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Za varijetet automata V', kao §to smo videli, je L(V) = V ako i samo
ako je V regularan. Uslove pod kojima za uopsteni varijetet automata G
vazi L(G) = G opisuje naredna teorema.

Teorema 4.6.5. Neka je G uopsteni varijetet automata. Tada vazi
L(G)=G & DoG=0G.

Dokaz. Pretpostavimo da je L(G) = G i razmotrimo proizvoljan automat
A e DoG. Toznaci da je A direktna suma automata A,, o € Y, pri ¢emu
je Ao € G, za svaki o € Y. Neka je a € A proizvoljno stanje. Tada je
a € A,, a takode je i S(a) C Aq, za neki a € Y, pa A, € G daje S(a) € G.
Prema tome, dokazali smo da je A € L(G) = G, paje Do G C G. Kako je
obratna inkluzija trivijalna, to dobijamo da je D o G = G, §to je i trebalo
dokazati.

Obratno, uzmimo da je D o G = G i razmotrimo proizvoljan automat
A € L(G). To znaci da S(a) € G, za svaki a € A. Svakom a € A pridruzimo
automat B, takav da je B, izomorfan sa S(a) i B, N By, = @, za a # b,
a,b € A, ineka je p, : By — S(a) proizvoljan izomorfizam. Takode, neka je
B direktna suma automata B, a € A, i definisimo preslikavanje ¢ : B — A
sa: za ¢ € B, ako je ¢ € B,, za neki a € A, tada stavljamo da je cp = cip,.
Jednostavno se proverava da je ¢ homomorfizam iz B na A. Dalje imamo da
je By € G, za svaki a € A, kao izomorfna kopija od S(a), paizDoG =G
sledi da je B € G. Medutim, uopsteni varijetet G je zatvoren za homomorfne
slike, odakle je A € G, kao homomorfna slika od B. Dakle, dokazali smo da
je L(G) = G, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. [J

Kada je K klasa kona¢nih automata, tada takvu osobinu ne mora da ima
i klasa L(K). Na primer, za varijetet O svih trivijalnih automata, koji se
ocigledno sastoji od konaé¢nih automata, imamo da je L(O) = D, pri ¢emu u
varijetetu D diskretnih automata ima i beskonac¢nih automata. Zbog toga za
rad sa klasama kona¢nih automata definisemo operator L : K — L(K) koji
klasi K kona¢nih automata pridruzuje klasu L(K) = L(K) svih kona¢nih
automata iz L(K). Primetimo da slitna modifikacija operatora C'L nema
smisla, jer je svaki podautomat kona¢nog automata kona¢no generisan.

Kada operator L primenimo na pseudovarijetete automata, dobijamo
slede¢u teoremu:

Teorema 4.6.6. Neka je P pseudovarijetet automata. Tada vaZi

L(P)=R(P)=PoD.
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Dokaz. Prema Teoremi 1.9.3, P = G, gde je G neki uopSteni varijetet
automata, odakle prema Teoremi 4.6.4 sledi da je

L(P)=L(G) =L(G)=CL(G)cD=GoD=PoD.

Neka je R(P) = [gun = gv, |n € N, i neka je A € L(P). Tada za svaki
a € Aimamo da je S(a) € P C R(P), odakle sledi da postoji n, € N tako da
S(a) = gun = gun, za svaki n > n,. Kako je A kona¢an automat, to postoji
m = max{ng |a € A}, pa za svaki n > m imamo da S(a) = gu, = guvy,, za
svaki a € A, §to znaci da vazi i A | gu, = gv,. Prema tome, dokazali smo
da je A € R(P), pa zaklju¢ujemo da je L(P) C R(P).

Sa druge strane, neposrednom proverom moze se ustanoviti da je klasa
L(P) zatvorena za homomorfizme, podautomate i konacne direktne proiz-
vode, tj. da je pseudovarijetet, i kako je D C L(P), to prema Teoremi 1.10.5
sledi da je L(P) regularan pseudovarijetet, sto znaci da je R(P) C L(P).
Ovim je dokaz teoreme upotpunjen. [J

Literatura: Bogdanovi¢, Ciri¢, Petkovié¢, Imreh and Steinby [2000], Bogdanovié,
Ciri¢ and Petkovié [2000], Bogdanovié, Imreh, Ciri¢ and Petkovié [2000], Cirié,
Petkovi¢ and Bogdanovi¢ [2000], Graczynska [1983a], Petkovié [1998], Petkovié,
Ciri¢ and Bogdanovi¢ [1998, 2000a, 2000b], Plonka [1982, 1985].

4.7. Uopsteno direktabilni automati

Sada kre¢emo sa uvodenjem nekih vaznih klasa automata. Neka je u € X*
re¢ takva da za proizvoljna dva stanja a i b automata A vazi au = bu. Tada
za automat A kazemo da je u-direktabilan, a re¢ u nazivamo usmeravajuéom
re¢i automata A. Drugim re¢ima, u € X* je usmeravajuéa re¢ automata
A ako sva stanja automata A vodi u jedno isto stanje koje ¢e biti oznaceno
sa dy 1 koje ¢emo nazivati u-vratom automata A. Automat A nazivaéemo
direktabilnim ako postoji re¢ u € X* takva da A jeste u-direktabilan au-
tomat, a stanje d automata A nazivacemo vratom tog automata ako pos-
toji re¢ u € X* takva da d jeste u-vrat od A. Za u € X*, klasu svih
u-direktabilnih automata oznacavaéemo sa Dir,, klasu svih direktabilnih
automata sa Dir, a skup svih usmeravajuc¢ih re¢i automata A oznacava¢emo
sa DW(A). Primetimo jo$ da su u raznim izvorima direktabilni automati
poznati i pod nazivima sinhronizabilni, kofinalni ili reset automati'.

'Dovodedéi sva stanja automata u jedno stanje, usmeravajuée reéi vrse neku vrstu sinhro-
nizacije rada automata, odakle potic¢e prvi od ova tri naziva. Sa druge strane, usmeravajuce
re¢i u nekom smislu ponovno startuju (resetuju, restartuju) automat, pa je to razlog zbog
Cega se koristi treci od ta tri naziva.
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Ukoliko za prirodan broj k € NO svaka re¢ iz X=F jeste usmeravajucéa
re¢ automata A, tj. XZ¥ C DW(A), tada za automat A kazemo da je k-
definitan, dok za A kazemo da je definitan ako postoji broj k € N° takav da
A jeste k-definitan automat. Najmanji broj k& € N° za koji A jeste k-definitan
automat nazivamo stepenom definitnosti automata A. Specijalno, 1-definitni
automati nazivaju se reset automatima. Jasno, 0-definitni automati jesu
zapravo trivijalni automati. Za k € N°, klasu svih k-definitnih automata
oznacavamo sa Def, a klasu svih definitnih automata sa Def.

Sa druge strane, ako A jeste direktabilan automat sa trapom ag, tada
je ag 1 jedini trap, i jedini vrat od A. Drugim rec¢ima, svaka usmeravajuca
re¢ automata A vodi sva stanja tog automata u trap ag. To je razlog zbog
Cega za re¢ u € X*, u-direktabilan automat sa trapom nazivamo trap-u-
direktabilnim, a uw u tom slucaju nazivamo trap-usmeravajucom rec¢i au-
tomata A. Za automat A kazemo da je trap-direktabilan ako postoji ulazna
reC u € X* takva da A jeste trap-u-direktabilan automat. Za u € X*,
klasu svih trap-u-direktabilnih automata oznacavaéemo sa TDir,,, klasu svih
trap-direktabilnih automata sa TDir, a skup svih trap-usmeravajuéih reci
automata A oznacava¢emo sa TDW (A).

Za prirodan broj k € NV, automat A nazivaéemo k-nilpotentnim ako
svaka re¢ iz XZF jeste trap-usmeravajuca re¢ od A, tj. XZF C TDW (A),
ili, ekvivalentno, ako A jeste k-definitni automat sa trapom. Takode, za A
kazemo da je milpotentan automat ako je k-nilpotentan, za neki broj k €
N, Najmanji broj k € N° za koji A jeste k-nilpotentan automat nazivamo
stepenom nilpotentnosti automata A. Za k € NV, klasu svih k-nilpotentnih
automata oznacavamo sa Nilp,, a klasu svih nilpotentnih automata sa Nilp.

Napred uvedeni pojmovi mogu se uopstiti na vise na¢ina. Jedan od njih
je upotreba operatora lokalizacije. Naime, za re¢ u € X*, svaki automat A
iz klase LDir,, = L(Dir,) nazivacemo lokalno u-direktabilnim automatom.
Kako je u zajedni¢ka usmeravajuéa re¢ za sve monogene podautomate od A,
odnosno usmerava podjednako sve monogene podautomate, to ¢emo je zvati
uniformno lokalno usmeravajucéom reéi automata A, dok ¢emo automat A
nazivati uniformmno lokalno direktabilnim ako postoji re¢ u € X* takva da
je A lokalno u-direktabilan, pri ¢emu ¢emo sa ULDir oznacavati klasu svih
takvih automata, a sa ULDW (A) ¢emo oznacavati skup svih uniformno
lokalno usmeravajuc¢ih re¢i automata A.

Na potpuno isti nacin, stavljajuéi redom TDir, Def ili Nilp umesto
Dir, za re¢ u € X*, odnosno prirodan broj k € N°, definisemo klase
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LTDir, - lokalno trap-u-direktabilnih automata,
ULTDir — uniformno lokalno trap-direktabilnih automata,
LDef; — lokalno k-definitnih automata,

ULDef — uniformno lokalno definitnih automata,
LNilp,, - lokalno k-nilpotentnih automata, i

ULDef — uniformno lokalno nilpotentnih automata,

kao i skup ULTDW (A) svih uniformno lokalno trap-usmeravajucih reci au-
tomata A.

Osim ovih, da¢emo i druga uopstenja napred razmatranih pojmova. Za
reC u € X*, automat A nazivaéemo uopsteno u-direktabilnim ako za svako
stanje a € A i svaku re¢ w € A vazi auwu = au, klasu svih takvih au-
tomata oznacavac¢emo sa GDir, a re¢ u nazivatemo wopSteno usmerava-
juéom redi automata A. Skup svih uopsteno usmeravajuéih re¢i automata
A oznacava¢emo sa GDW (A). Za automat A govori¢emo da je uopsteno di-
rektabilan ako postoji neka re¢ u € X* tako da je A uopsteno u-direktabilan
automata, a klasu svih uopsteno direktabilnih automata oznacavaéemo sa
GDir. Za k € NV, automat A éemo nazivati uopsteno k-definitnim ako je
XZF C GDW(A), pri éemu ¢emo klasu svih takvih automata oznacavati
sa GDef}, dok ¢emo A nazivati wopsteno definitnim ako je A uopSteno
k-definitan, za neki & € N a klasu svih uopsteno definitnih automata
oznacava¢emo sa GDef.

Sa druge strane, za v € X*, automat A naziva¢emo u-utrapljivim ako
au € Tr(A), za svako stanje a € A, pri ¢emu ¢emo klasu svih takvih au-
tomata oznacavati sa Trap, a re¢ w nazivati utrapljujuc¢om reéi automata
A. Skup svih utrapljujuéih rec¢i automata A oznacava¢emo sa TW(A). Za
automat A govori¢emo da je utrapljiv ako postoji neka re¢ u € X* tako da A
jeste u-utrapljiv, pri éemu ¢emo klasu takvih automata oznacavati sa Trap.
Ako za k € N vazi da je X=F C TW (A), tada automat A nazivamo reverzno
k-definitnim, pri ¢emu klasu takvih automata oznacavamo sa RDef}, dok
¢emo A nazivati reverzno definitnim automatom ako postoji k € N tako
da je A reverzno k-definitan, i sa RDef ¢emo oznacavati klasu svih takvih
automata.

Posto smo zavrsili sa definicijama, mozemo preéi na opisivanje osnovnih
osobina uvedenih klasa automata.

Teorema 4.7.1. Za proizvoljan uw € X* i k € N, klase
Dir,, TDir,, Def;, ¢ Nilp,

su nereqularni varijeteti automata koji se mogu predstaviti identitetima na
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sledeéi nacin:
Dir, = [gu = hu]
TDir, = [guw = hu|w € X7¥]
Def, = [gu = hu|u € XZF]
Nilp, = [guw = hu|u € XZF, w € X*].

Stavise, varijetet automata V' je neregularan ako i samo ako je
V C Dir,,

za neku reé¢ u € X*.

Dokaz. Jasno da je Dir, = [gu = hu] i Defy = [gu = hu|u € X=ZF].
Dokazimo ostale dve jednakosti.

Neka je A € TDir,, neka je ag jedinstveni trap od A, neka su a,b € A
proizvoljna stanja i w € X* je proizvoljna re¢. Tada je au = ag = bu, odakle
je auw = agw = ag = bu. Prema tome, A € [guw = hu|w € X*|. Obratno,
neka je A € [guw = hu|w € X*]. Uzmimo proizvoljno stanje a € A. Tada
je auw = au, za svaki w € X*, §to znaci da je au trap automata A. Sa
druge strane, za proizvoljne a,b € A, uzimajuéi da je w = e, dobijamo da
je au = bu, ¢ime smo dokazali da A jeste u-direktabilan automat. Dakle,
A € TDir,,. Sve ovo dokazuje da je TDir, = [guw = hu|w € X*].

Sliéno dokazujemo da je Nilp,, = [guw = hu|u € XZ* w € X*]. Jasno
je i da su svi navedeni varijeteti neregularni.

Neka je sada V' proizvoljan neregularan varijetet automata. Prema Teo-
remi 1.10.2, postoji neregularan identitet gu = hv koji je zadovoljen na V.
Jasno je da je tada na V' zadovoljen i identitet hu = hv, pa dakle i identitet
gu = hu. Prema tome, V C [gu = hu] = Dir,. O

Teorema 4.7.2. Za proizvoljan u € X* i k € N, klase
LDir,, LTDir,, LDef;, LNilp,, GDir,, Trap,, GDef; ¢ RDef}

su reqularni varijeteti automata koji se mogu predstaviti identitetima na
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sledeéi nacin:
LDir, = [gwu = gu | w € X*];
LTDir, = [gpug = gu | p,q € X;
LDef), = [guu = gu | u € X2F, w € X*];
LNilp;, = [gpuq = gu | u € X=F, p,q € X*|;
GDir, = [guwu = gu | w € X*];
Trap, = [guw = gu | w € X*];
GDef}, = [guwu = gu | u € X=F w e X*;
RDef} = [guw = gu | ue XZF we X*).

Dokaz. Klase LDir,, LTDir,, LDef; i LNilp, su regularni varijeteti
prema Teoremama 4.7.1 1 4.6.1. Da bi dokazali da su i ostale klase regularni
varijeteti, dovoljno je da dokazemo gornje jednakosti. Dokaza¢emo samo
jednakost za LTDir,, jer se jednakost za LINilp,, slicno dokazuje, a ostale
jednakosti su jasne.

Uocimo proizvoljne A € LTDir,, a € A i p,q € X*. Tada imamo da
je S(a) € TDir,, pa iz a,ap € S(a) sledi da je apu = ag = au, gde je ag
jedinstveni trap od S(a), pa dalje zakljucujemo da je apuq = apq = ag = au.
Time smo dokazali da je A € [gpug = gu|p,q € X*], tj. da je LTDir, C
[gpuq = gu|p,q € X*]. Obratno, razmotrimo proizvoljne A € [gpuq =
gulp,g € X*l,a€ A, b,ce S(a)iw e X*. Tadajeb=apic=ap, zaneke
p,p) € X*, pa kako, prema pretpostavci, A zadovoljava identitete gpuw = gu
i gp'u = gu, to imamo da je apuw = au i ap'u = au, pa je buw = apuw =
au = ap'u = cu, $to znaci da S(a) zadovoljava identitet guw = hu, za svaki
w € X*, odakle prema Teoremi 4.7.1 sledi da je S(a) € TDir,, odnosno da
A € LTDir,. Prema tome, [gpuq = gu|p,q € X*] C LTDir,, pa smo time
dokazali jednakost LTDir,, = [gpuq = gu|p,q € X*]. O

Pre no §to predemo na naredne teoreme, da¢emo dva vazna primera.

Primer 4.7.1. Neka je Aj automat sa skupom stanja A = {ag,as,...,axr}, gde
je k € N, i funkcijama prelaza odredenim sa:

a;x =a;41, zai€{0,1,...,k—1}
At = ag,

za svaki x € X. Drugim re¢ima, to je automat zadat slede¢im grafom prelaza
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X X X X X ¥
ag aq a2 ap—1 ag

Jednostavno se dokazuje da je Ay € Nilp,, \ Nilp,_;.

Primer 4.7.2. Neka je u = z4, ... %, € X* proizvoljna re¢ i A, je automat sa
skupom stanja A, = {ag,a; ...,ax} i prelazima odredenim sa

arr = ap, za svakix € X,

a/17 r = mal;
G = Qiy1, T=Ta,,; zai e {0,1,...,k—1}.
ap, Y ¢ {xa1axai+1}7

Automat A, je prikazan na sledecoj slici. Pri tome su na slici sa X; i X; ;, oznaceni
skupovi X; = X \ {24, } 1 Xij = X \ {2a,, 70, }-

ar  Tap k-1 Loy, 4 Las Gy Loy as

Za ovaj automat vazi da je A, € TDir, \ TDir,, za svaku re¢ v koja ne sadrzi u
kao svoju podrec.

Naredne dve teoreme opisuju neke inkluzivne odnose izmedu varijeteta
razmatranih u Teoremama 4.7.1 1 4.7.2.

Teorema 4.7.3. Neka su u,v € X* proizvoljne reci. Tada za bilo koje E
iz skupa
{Dir, TDir, LDir, LTDir, GDir, Trap}

vazi sledece:
(a) E, C E, ako i samo ako u jeste podrec¢ od v;
(b) E, = E, ako i samo ako je u = v;
(C) Eu U E’U C Euv;
Osim toga, za praznu re¢ e vazi:
- O, za E € {Dir, TDir}
° | D, za E € {Trap, GDir, LDir, LTDir}
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Dokaz. (a) Uzmimo da je E = Dir. Neka je re¢ v oblika v = w/uu”,
za neke u/,u” € X* i neka je A € Dir,. Tada za proizvoljne a,b € A
vazi av = av'uu” = auu” = buu” = bu'uu’ = bv, pa je A € Dir,, §to
je i trebalo dokazati. Obratno, pretpostavimo da je Dir, C Dir,. Ako
u ne bi bila podre¢ od v, tada bi za automat A, iz Primera 4.7.2 vazilo
A, € TDir, \ TDir,, sto bi znacilo i da je A, € Dir, \ Dir,, a to je u
suprotnosti sa nasom polaznom pretpostavkom. Prema tome, zaklju¢ujemo
da u mora biti podre¢ od v.

Na slican nacin se razmatraju i slucajevi kada je E neka od oznaka iz
skupa {TDir, LDir, LTDir, Trap}.

Uzmimo, na kraju, da je E = GDir. Uzmimo da je v = v/uu”, za neke
u',u” € X*. Neka je w € X* proizvoljna re¢. Tada je za proizvoljan automat
A € GDir, i svako stanje a € A zadovoljeno avwv = av/uu”"wu'uu” =
av'uvu” = av, tj. A € GDir,, ¢ime smo dokazali da je GDir, C GDir,.
Obratno, neka je GDir, C GDir,. Ako re¢ u ne bi bila podre¢ od v, tada
bi za automat A, iz Primera 4.7.2 imali da je A, € TDir, \ TDir,, sto
bi znacilo i da je 4, € GDir, \ GDir,, a to je u suprotnosti sa nasom
polaznom pretpostavkom. Zbog toga zaklju¢ujemo da je u podre¢ od v.

(b) i (c) Ova tvrdenja slede neposredno iz (a). [

Teorema 4.7.4. Za proizvoljan E iz skupa
{Def,RDef, Nilp, GDef, LDef, LNilp}

vazi

EcCE;C...CE; CEp; C...E.
Osim toga,

- O, za E € {Def, Nilp}
0 ==
D, za E € {RDef,GDef,LDef, LNilp}

Dokaz. Gornje inkluzije slede neposredno iz definicija navedenih klasa i iz
osobine operatora L da iz K1 C K sledi L(K;) C L(K3), za proizvoljne
klase K1 i Ko automata. Te inkluzije su prave jer za proizvoljan k € N i
proizvoljan E iz skupa

{Def, RDef, Nilp, GDef, LDef, LNilp},

za automat Ay dat u Primeru 4.7.1 vazi A € Ex \ Ex_;. O
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Teorema 4.7.5. Za automate sa ulaznim alfabetom X, gde je | X| > 2,
sve klase prikazane na Slici 4.7.1 su medusobno razliciti uopsteni varijetets
automata i Slika 4.7.1 predstavlja njihov inkluzioni dijagram. Stavise, pri-
kazane klase ¢ine polumreZu u odnosu na presek.

Slika 4.7.1

Dokaz. Kao sto znamo, D i O su varijeteti, dok za bilo koje E iz skupa
{Dir, TDir, GDir, Trap} i F iz skupa {LDir, LTDir} imamo da je

E=|JE, i UF= |JF,
ueX* ueX*

i sli¢no, za bilo koje E iz skupa {Def, RDef, Nilp, GDef} i F iz skupa
{LDef, LNilp} vazi

E=|JE, i UF=|]JF.
keN keN

Prema Teoremama 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3 1 4.7.4, obe ove unije su unije usmerenih
familija varijeteta, pa prema Teoremi 1.9.1 imamo da E, odnosno UF, jeste
uopsteni varijetet, za svaki E, odnosno F iz napred navedenih skupova.

Nije tesko proveriti da su Slikom 4.7.1 dati inkluzioni odnosi izmedu

datih klasa, s tim Sto ¢emo sada dokazati da su te inkluzije prave. Daé¢emo
nekoliko primera koji to potvrduju.
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Predstavimo ulazni alfabet X u obliku X = X; U Xy, gde je X1 # @,
X9 # 21 X1NXy=@. Ovo je moguce, jer smo pretpostavili da je | X| > 2.
Posmatrajmo automat dat na sledecoj slici:

X1
X1 Q‘:,O Xo
ai Xa ao
Slika 4.7.2

Automat dat na Slici 4.7.2 je dvoelementni reset automat i on pripada klasi
Def \ Trap jer nema trapova, sto dalje daje inkluzije

Nilp C Def, ULNilp C ULDef, RDef C GDef
TDir C Dir, ULTDir C ULDir, Trap C GDir.

Razmotrimo sada sledeéi automat:

aj ag

Slika 4.7.3
Automat prikazan na Slici 4.7.3 pripada klasi TDir \ GDef, odakle sledi

Nilp ¢ TDir, ULNilp ¢ ULTDir, RDef C Trap
Def C Dir, ULDef C ULDir, GDef C GDir.

Dalje, neka je dat sledeéi automat:

a9 a
X X

X1 Xo
ax
Slika 4.7.4

Automat prikazan na Slici 4.7.4, je monogen sa dva trapa, pa se nalazi u
klasi RDef \ ULDir, odakle sledi da vazi

ULNilp ¢ RDef, ULTDir c Trap, ULDef C GDef, ULDir c GDir.

Uoc¢imo proizvoljan B € Nilp. Neka je A direktna suma najmanje dve
izomorfne kopije automata B. Tada A pripada klasi ULNilp \ Dir, sto daje
inkluzije

Nilp ¢ ULNilp, TDir C ULTDir, Def C ULDef, Dir C ULDir.
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Inkluzije O C Nilp, O € D i D C ULNilp su ocigledne. Time smo dokazali
da su sve prikazane inkluzije prave.

Dokazimo da date klase ¢ine polumrezu u odnosu na presek, tj. da je
skup tih klasa zatvoren za preseke, i odredimo te preseke. Uo¢imo najpre
A € Trap N Dir. Kako je A direktabilan, to A ima najviSe jedan trap,
pa je A € TDir. Dakle, Trap N Dir = TDir. Odavde takode sledi da je
ULTDir N Dir = TDir.

Neka je A € TrapnDef. Tada je jasno da je A € TDir, pa je DIW(A) =
TDW (A) # @. Sa druge strane, iz A € Def sledi da je XZ¥ C DW(A) =
TDW (A), za neki k € N, sto znaci da je A € Nilp. Dakle, dokazali smo da
je Trap N Def = Nilp, sto povlaci i da je KN Def = Nilp, za svaku klasu
K sa slike takvu da je Nilp C K C Trap.

Sli¢cno dokazujemo da je Trap N ULDir = ULTDir i Trap N ULDef =
ULNilp, sto daje KNULDef = ULNilp, za svaku klasu K sa slike za koju
vazi ULNilp C K C Trap. Konacno, jasno da je D N K = O, za svaku
klasu K sa slike takvu da je K C Dir. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [

Iz prethodne teoreme neposredno dobijamo slede¢u posledicu:
Posledica 4.7.1. Za automate sa ulaznim alfabetom X, gde je | X| > 2,

sve klase prikazane na sledecoj slici su medusobno razli¢iti pseudovarijeteti
automata 1 slika predstavija njihov inkluzioni dijagram.

Napomena 4.7.1. Primetimo jo$ jednom da smo u Teoremi 4.7.5 razmatrali samo
automate sa ulaznim alfabetom koji sadrzi bar dva razlic¢ita ulazna slova. Razlog
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za to je ¢injenica da, ukoliko radimo sa automatom sa jednoelementnim ulaznim
alfabetom X, onda na Slici 4.7.1 imamo samo ¢etiri medusobno razli¢ite klase. To
su klase O, D, Nilp i ULNilp.

Literatura: Bogdanovi¢, Bogdanovi¢, Ciri¢é and Petkovié [2000], Bogdanovié,
Ciri¢, Petkovi¢, Imreh and Steinby [2000], Bogdanovié, Ciri¢ and Petkovié [2000],
Bogdanovi¢, Imreh, Cirié and Petkovié [2000], Brzozowski [1962a], Cerny [1964],
Cerny, Piricks and Rosenauerova [1971], Ciri¢, Imreh and Steinby [1999], Dubuc
[1996], Ginzburg [1966], Imreh [1981, 1984], Imreh and Ito [1999a, 1999b], Imreh, Tto
and Steinby [1999a], Imreh and Steinby [1995, 1999], Ito and Duske [1983], Kleene
[1956], Kljachko, Rystsov and Spivak [1987], Niemely [1989], Perles, Rabin and
Shamir [1963], Perin and Schiitzenberger [1992], Petkovi¢ [1998], Petkovié, Ciri¢ and
Bogdanovié [1998, 2000a, 2000b], Pin [1978, 1979], Popovié, Bogdanovié, Petkovié
and Ciri¢ [2000a, 2000Db], Rystsov [1992a, 1992b, 1994, 1995a, 1995b, 1996, 1997],
Shevrin [1962], Starke [1969], Steinby [1969], Székely [1993].

4.8. Strukturna svojstva i polugrupe prelaza
uopsteno direktabilnih automata

U poslednjem odeljku ove glave dad¢emo razne strukturne karakterizacije
i opisati svojstva polugrupa prelaza automata razmatranih u prethodnom
odeljku. Dokazacemo da su to upravo klase automata ¢ije polugrupe prelaza
imaju nulu, levu, desnu ili bi-nulu, ili su nilpotentne ili nilpotentne ekstenzije
levo nultih, desno nultih ili pravougaonih traka.

Pre nego sto pristupimo karakterizaciji polugrupa prelaza automata iz
navedenih klasa da¢emo par korisnih veza izmedu jezika koji odgovaraju
ovim automatima.

Teorema 4.8.1. Za proizvoljan automat A vaZe sledeci uslovi:

(1) TW(A) # @ povlaci TW(A) = GDW(A);
(2) ULDW (A) # @ povlaci ULDW (A) = GDW (A);
(3) ULTDW (A) # @ povlaci

ULTDW(A) =ULDW (A) =TW(A) = GDW(A);
(4) DW(A) # @ povlaci

DW (A) = ULDW (A) = GDW (A);
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(5) TDW(A) # @ povlaci

TDW (A) = ULTDW (A) = TW(A) =

DW(A) = ULDW (A) = GDW( );

(6) TW(A) #@ i ULDW(A) # @ povlaci ULTDW (A) #
(7) TW(A) # @ i DW(A) # & povlaci TDW (A) # @.

Dokaz. (1) Ako je u € TW(A), tada za proizvoljne a € A iv € X* imamo
da je auvu = (au)vu = au, jer je au € Tr(A). Prema tome, u € GDW (A),
¢ime smo dokazali da je TW(A) C GDW (A).

Obratno, neka je u € GDW (A). Takode, neka je v € TW(A) proizvoljna
reC i a € A je proizvoljno stanje. Tada imamo da je auvu = au, jer je
u € GDW (A) i, sa druge strane, auv € Tr(A), jer je v € TW(A), pa imamo
da je

au = auvu = (auv)u = auv € Tr(A).
Prema tome, au € Tr(A), $to znaéi da je u € TW(A), ¢ime smo dokazali da
je GDW(A) =TW(A).

(2) Ovo tvrdenje se dokazuje sli¢no kao tvrdenje (1).

(3) Jasno je da vazi
ULTDW (A) C ULDW (A) N TW (A),
pa u slucaju da je ULTDW (A) # @, prema (1) i (2) dobijamo da je
ULDW (A) = TW(A) = GDW (A).

Ostaje, dakle, da se dokaze da je ULTDW (A) = TW (A), tj. daje TW(A) C
ULTDW (A). Zaista, neka je u € TW(A). Uzmimo proizvoljan a € A. Tada
jeau € Tr(A)NS(a) = Tr(S(a)), Sto znaci da S(a) jeste u-utrapljiv automat.
Sa druge strane, iz TW(A) = ULDW (A) sledi da je u € ULDW (A), sto
znaci da S(a) jeste u-direktabilan automat, sto sve zajedno povlaé¢i da S(a)
jeste trap-u-direktabilan automat, tj. w € ULTDW/(A), sto je i trebalo
dokazati.

(4) i (5) Ova dva tvrdenja se dokazuju sli¢no kao (3).

(6) Ako je u € TW(A) iv € ULDW(A), tada je uv € ULTDW (A).
Zaista, za proizvoljno stanje a € A imamo da je auv = au € Tr(A), sto
zna¢i da monogeni podautomat S(a) jeste uv-utrapljiv. Sa druge strane,
podautomat S(a) je v-direktabilan, pa moze imati samo jedan trap. Dakle,
S(a) je trap-uv-direktabilan automat, pa uv € ULTDW (A), §to je i trebalo
dokazati.

(7) Ovo tvrdenje se dokazuje na slican nac¢in kao (6). [
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Narednom teoremom dokazujemo da razmatrani jezici nisu nista drugo
do ideali slobodnog monoida X*.

Teorema 4.8.2. Neka je L C X* neprazan jezik. Tada postoji automat A
tako da je jezik L jednak jednom od jezika

TDW (A), ULTDW (A), TW(A), DW(A), ULDW(A) i GDW(A)

ako i samo ako L jeste ideal od X*.

Dokaz. Uzmimo najpre da je L = GDW (A), za neki automat A, i razmot-
rimo proizvoljne u € GDW (A) i v,w € X*. Tada je

a(uw)v(uw) = (au(wv)u)w = (auw)w = aluw),
i, sa druge strane,
a(wu)v(wu) = (aw)(u(vw)u) = (aw)u = a(wu),

¢ime smo dokazali da uw,wu € GDW (A), sto znaci da je GDW(A) ideal
od X*. Ako je pak jezik L jednak jednom od ostalih jezika sa spiska,
pridruzenom nekom automatu A, tada je, prema Teoremi 4.8.1, taj jezik jed-
nak jeziku GDW (A), tj. L = GDW(A), pa prema prethodno dokazanom, i
u tom slu¢aju dobijamo da je L ideal od X*.

Obratno, neka je L ideal slobodnog monoida X*. Neka je sa g oznacena
Reesova kongruencija na X* odredena sa L. Razmotrimo automat A =
A*(p). Neka je ¢ : Ay — A prirodni homomorfizam koji odgovara kongru-
enciji o.

Kako L jeste p-klasa od X§, to je Ly = {ao}, za neko stanje ag automata
A. Za proizvoljne x € X i u € L imamo da je ur € L, odakle je

apxr = (up)x = (uz)p = agp,

jer je ux € L, buduéi da je L desni ideal od X*. To znaci da aq jeste trap u
A. Pretpostavimo da automat A ima jos neki trap a;. Tada je a1 = wy, za
neki w € X*. Sa druge strane, za proizvoljan u € L imamo da je aju = a,
jer je ay trap u A, odakle sledi da je

ar = au = (wp)u = (wu)p = ag,

jer je wu € L, buduédi da je L levi ideal od X*. Prema tome, A ima jedin-
stveni trap ag.
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Nadalje dokazujemo da je A trap-direktabilan automat i TDW (A) = L.
Zaista, uzmimo proizvoljne a € Aiu € L. Tada je a = wep, za neki w € X*,
odakle imamo da je

au = (wp)u = (wu)p = agp,

jer je wu € L. Prema tome, A je trap-direktabilan automat i L C TDW (A).
Sa druge strane, uzmimo proizvoljnu re¢ u € TDW (A). Tada za stanje ey
automata A, gde je e prazna re¢ u X*, imamo da vazi

ag = (ep)u = (eu)p = up.

Medutim, to zna¢i da je uw € L, ¢ime smo dokazali da je TDW(A) C L.
Dakle, dokazali smo da je L = TDW(A). Na kraju, prema Teoremi 4.8.1,
tacka (5), sledi da je

L = TDW(A) = ULTDW (A) = TW(A)
— DW(A) = ULDW (A) = GDW (A).

Ovim je dokaz teoreme zavrSen. []

Teorema 4.8.3. Za proizvoljan automat A vazi sledece:

(1) GDW(A) = {u € X*|ny je bi-nula u S(A)};
(2) TW(A) ={u € X*|n, je leva nula u S(A)};
(3) ULDW (A) ={u € X*|n, je desna nula v S(A)};
(4) ULTDW (A) = {u € X*|ny je nula u S(A)}.

Dokaz. (1) Neka je A proizvoljan automat i neka je u € GDW (A) proiz-
voljna re¢. UocCimo proizvoljnu re¢ v € X*. Tada iz auvu = au, za svaki
a € A, sledi da je nynyNy = Ny, tj- My je bi-nula u S(A).

Obratno, pretpostavimo da je 7, bi-nula u S(A). To znaci da je za svaki
Ny € S(A) zadovoljeno n,nyny = 1My, a odatle za svaki a € A vazi auvu = au,
pa je u € GDW(A), sto je i trebalo dokazati.

(2), (3), (4) Ove relacije se dokazuju na slican na¢in. [

Narednom teoremom strukturnu karakterizaciju i karakterizaciju u ter-
minima polugrupa prelaza uopsteno direktabilnih automata.
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Teorema 4.8.4. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) ima bi-nulu;
(ii) A je ekstenzija uniformno lokalno direktabilnog automata pomocu jed-
no-utrapljivog automata;
(iii) A je uopsteno direktabilan automat.

Dokaz. (i)<(iii). Sledi prema Teoremi 4.8.3.
(iii)=(ii). Stavimo da je

B={au|a€ A, ue GDW(A)}.

Kako je GDW(A) ideal u X*, to je B podautomat od A. Neka je ag trap
automata A/B koji je slika automata B u odnosu na prirodni epimorfizam iz
A na A/B. Za proizvoljan a € A\ B i proizvoljnu re¢ v € GDW (A) imamo
da je au € Bu A, tj. au = ap u A/B, pa je A/B trap-direktabilan automat.

Uoc¢imo proizvoljne b € B, v € Xt i w € GDW(A). Tada je b = au,
za neke a € Aiu € GDW(A), pa je (bv)w = auvw = auw = bw, prema
Teoremi 1.4.2. Ovim je dokazana implikacija (iii)=-(ii).

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je A ekstenzija uniformno lokalno direkta-
bilnog automata B pomocu trap-direktabilnog automata A/B. Uo¢imo reci
veULDW(B)iue TW(A/B). Nekasua € Aiw € X* proizvoljni. Tada
au € B, i kako je podautomat S(au) automata B generisan sa au direktabi-
lan, gde je v jedna od njegovih usmeravajuéih reéi, i au, auvwu € S(au), to
je auv = auvwuv. Prema tome, uv € GDW(A) i A je uopsteno direktabilan
automat. [

Uniformno lokalno direktabilni automati, koji se javljaju u prethodnoj
teoremi, detaljnije su opisani u narednoj teoremi.

Teorema 4.8.5. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) ima desnu nulu;
(ii) A je direktna suma direktabilnih automata sa istom usmeravajuéom
reci;
(iii) A je uniformno lokalno direktabilan automat.

Ako je A konacan automat, tada uslov (i) moZe biti zamenjen uslovom:

(ii") A je direktna suma direktabilnih automata.
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Dokaz. (i)<(iii). Sledi prema Teoremi 4.8.3.

(iii)=-(ii). Uo¢imo proizvoljnu re¢ u € ULDW (A) i definisimo relaciju o
na A sa: (a,b) € p & au = bu. Ocigledno, g jeste relacija ekvivalencije na
A (av,a) € g, za svaki a € A i svaki v € X*. Odatle, prema Teoremi 4.4.1
sledi da je ¢ direktno sumska kongruencija na A.

Neka je B proizvoljna g-klasa na A. Uoc¢imo proizvoljne a,b € B. Tada
au = bu, pa je B direktabilan automat, sa usmeravaju¢om rec¢i u. Ovim je
implikacija (iii)=-(ii) dokazana.

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A direktna suma direktabilnih
automata A,, o € Y, i neka postoji re¢ u € X* koja je usmeravajuca rec za
sve Ay, a € Y. Uoc¢imo proizvoljan a € Aiv € X*. Tada a,av € A,, za
neki a €'Y, i kako je A, direktabilan i u € DW(A,), to je avu = au, $to je
i trebalo dokazati.

Pretpostavimo da je A konacan automat i da vazi (ii’). Tada je A direk-
tna suma konacnog broja direktabilnih automata Aq,..., A, i ako uoc¢imo
proizvoljne re¢i u; € DW(A4;), i € {1,...,k}, tada je u = uj---uy €
DW (4;), jer je DW(A;) ideal u X*, za svaki ¢ € {1,...,k}, prema Teo-
remi 4.8.2. O

Kako smo ve¢ dali karakterizacije automata ¢ije polugrupe prelaza imaju
desnu nulu, sada ¢emo to uciniti i za automate ¢ije polugrupe prelaza imaju
levu nulu.

Teorema 4.8.6. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) ima levu nulu;
(ii) A je ekstenzija diskretnog automata pomocu trap-direktabilnog auto-
mata;

(iii) A je utrapljiv automat.

Dokaz. (i)« (iii). Sledi prema Teoremi 4.8.3.

(ili)=-(ii). Iz (i)« (iii) i Teoreme 4.8.1, svaki utrapljiv automat A je uop-
Steno direktabilan automat i TW(A) = GDW (A). Kao sto je dokazano u
delu (iii)=-(ii) dokaza Teoreme 4.8.4, A je ekstenzija automata

B={aulaec A, uec GDW(A)}

pomocu trap-direktabilnog automata, i kako je GDW(A) = TW(A), to je
B diskretan automat.
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(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A ekstenzija diskretnog au-
tomata B pomoc¢u trap-direktabilanog automata A/B ineka jeu € Tr(A/B)
proizvoljna re¢. Tada za svaki a € A imamo au € B = Tr(A), pa smo
dokazali da je A utrapljiv. O

Sada ¢emo opisati strukturu automata ¢ije polugrupe prelaza imaju nulu.

Teorema 4.8.7. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) ima nulu;

(ii) A je retraktivna ekstenzija diskretnog automata pomocéu trap-direkta-
bilnog automata,

(iii) A je direktna suma trap-direktabilnih automata sa istom utrapljujucéom
reci;

(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog automata i trap-direktabilnog au-
tomata;

(v) A je paralelna kompozicija diskretnog automata i trap-direktabilnog au-
tomata;

(vi) A je uniformno lokalno trap-direktabilan automat;

Ako je A konacan automat, tada uslov (iii) moZe biti zamenjen uslovom:

(iii") A je direktna suma trap-direktabilnih automata.

Dokaz. (i)<(vi). Sledi neposredno na osnovu Teoreme 4.8.3.

(vi)=-(ii). Pretpostavimo da je A uniformno lokalno trap-direktabilan
automat. Uoc¢imo proizvoljnu re¢ u € ULTDW (A). Tada je A utrapljiv,
i prema Teoremi 4.8.6, A je ekstenzija diskretnog automata B = Tr(A)
pomocu trap-direktabilnog automata A/B. Definisimo preslikavanje ¢ iz A u
Bsa: zaa € A, ap = au. Kako je au € Tr(A) i A je uniformno lokalno trap-
direktabilan, sledi da za svaki v € X* vazi (av)p = avu = au = auv = (ayp)v,
pa je ¢ homomorfizam. Sa druge strane, ako je a € B, onda je a trap i
ap = au = a. Prema tome, ¢ jeste retrakcija A na B, §to je i trebalo
dokazati.

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A retraktivna ekstenzija dis-
kretnog automata B pomoc¢u trap-direktabilnog automata A/B. Neka je ¢
retrakcija A na B i neka je u proizvoljna utrapljujuca re¢ automata A/B. Za
b € B, neka je Ay = bp~!. Kako je inverzna homomorfna slika podautomata
takode podautomat, to su A, b € B, podautomati automata A i A je
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direktna suma ovih automata. Jasno, b je jedinstven trap automata A i
u je utrapljujuéa re¢ za Ap. Time smo dokazali (iii).

(iii)=-(iv). Pretpostavimo da je automat A direktna suma trap-direkta-
bilnih automata A,, a € Y, koji imaju istu utrapljujuéu re¢ u. Oznacimo
sa o odgovarajucu direktno sumsku kongruenciju na A. Kao §to znamo,
A/o je diskretan automat. Sa druge strane, B = Tr(A) jeste podautomat
od A. Neka je p Reesova kongruencija na A odredena sa B. Jasno, A/p je
trap-direktabilan automat sa utrapljuju¢om re¢i u. Konacno, o0 N g = A,
posto svaka o-klasa sadrzi tacno jedan trap iz A. Ovde A oznacava relaciju
jednakosti na A. Prema tome, A je poddirektan proizvod automata A/o i
A/, ¢ime je (iv) dokazano.

(iv)=-(v). Ova implikacija je oc¢igledna.

(v)=(vi). Neka je A paralelna kompozicija diskretnog automata B i
trap-direktabilnog automata C'. Neka je ¢ potapanje automata A u B x C,
i neka je w proizvoljna trap-usmeravajuca re¢ automata C. Uofimo proiz-
voljno a € Aip,q € X*. Tada je ap = (b,c) za neke b € Bic € C, pa
je

(apuq)¢ = (ad)pug = (bpug, cpuq)
= (b, cu) = (bu, cu)
= (ag)u = (au)g,

odakle je apuqg = au, $to je i trebalo dokazati.

Ako je A konacan i ako vazi (iii’), tada je A direktna suma konacnog

broja trap-direktabilnih automata Ay, ..., A, i ako uoc¢imo proizvoljne u; €
TW(A;), i € {1,...,k}, tada je u = wuy---ux € TW(A;), za sve i €
{1,...,k}, prema Teoremi 4.8.2. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Nadalje ¢e biti izuc¢avana klasa uopsteno definitnih automata i neke njene
znacajne podklase sa aspekta odgovaraju¢ih polugrupa prelaza. Najpre
dokazujemo teoremu u kojoj je opisana struktura polugrupe prelaza uopsteno
definitnog automata.

Teorema 4.8.8. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija pravougaone trake;
(ii) A je nilpotentna ekstenzija uniformno lokalno definitnog automata;
(iii) (FIm,n € N)(Vu € X=™ Vv € X=")(Va € A)(Vp,q € X*) aupy =
auqu;
(iv) A je uopsteno definitan automat.
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Dokaz. (i)=(iii). Pretpostavimo da je polugrupa S(A) nilpotentna eksten-
zija pravougaone trake E, tj. S(A)* = E, za neki k € N. Uo¢imo proizvoljne
u,v € XZF p,ge X*iae A. Tada n,,n, € E, odakle je

Nupy = NuMpThv = MuTlv = Mg = Tuqu,

odnosno aupv = auqv, Sto je i trebalo dokazati.

(iii)=-(iv). Pretpostavimo da postoje m,n € N takvi da je aupv = auqv,
zasve a € A, p,q € X*, gde jeu € XZ™ iv € XZ". Stavimo k = m + n,
we X2k ae Aipe X*. Tadaje w = uv, za neke u € X=" iv € X2",
odakle je awpw = au(vpu)v = auv = aw. Prema tome, vazi (iv).

(iv)=-(i). Jasno je da je A uopsteno direktabilan automat. Tada je S(A)
idealska ekstenzija pravougaone trake E koju ¢ine sve bi-nule iz S(A). Stavi-
Se, uslov (iv) daje X=F C GDW (A), za neki k € N, pa zakljucujemo sledece:
ako je s € S(A)*, tada je s = n,, gde u moze biti izabran tako da pripada
XZFk tj. da pripada GDW(A). Sada prema Lemi 1.4.2 i Teoremama 4.8.3
i 4.8.1, imamo da je s = 1, € E. Prema tome, S(A)* = E, §to je i trebalo
dokazati.

(iv)=-(ii). Kako je A uopsteno direktabilan automat, to prema Teoremi
4.8.4, A jeste ekstenzija uniformno lokalno direktabilnog automata B =
{au|a € A, u € GDW(A)} pomocu trap-direktabilnog automata A/B. Me-
dutim, prema (iv) imamo da je X2¥ C GDW(A), za neki k € N, pa je
au € B, za svaki a € A i svaku re¢ u € X=2F. Dakle, A/B je nilpotentan
automat. Uo¢imo proizvoline b € B, u € X=2F i v € X*. Tada b = aw,
za neki w € XZF pa na osnovu Leme 1.4.2 i Teoreme 4.8.1 sledi da je
bvu = awvu = awu = bu, jer u,w € XZ*¥ C GDW(A). Dakle, B je
uniformno lokalno definitan.

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A nilpotentna ekstenzija uni-
formno lokalno definitnog automata B. Tada postoji k¥ € N tako da je
au € B, za svaki a € A i svaku re¢ u € X=F, i postoji m € N tako da je
bwv = bv, zasve b€ B, w € X*iv € X=™. Uotimo proizvoljne u € X=F,
vEXZM a€ Aipqg€ X* Tada au € B daje aupv = (au)pv = (au)v =
(au)qu = auqu. Prema tome, vazi (iii). O

Napomenimo da se ekvivalent (iii) teoreme 4.8.8 u literaturi ¢esto uzima
za definiciju uopsteno direktabilnog automata.

Sada ¢emo dati malo podrobnije strukturu uniformno lokalno definitnih
automata, koje smo koristili u prethodnoj teoremi.
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Teorema 4.8.9. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija desno nulte trake;
(il) A je direktna suma definitnih automata sa ogranic¢enim stepenom defi-
nitnosti;
(iii) A je uniformno lokalno definitan automat.

Ako je A konacan automat, tada uslov (il) moZe biti zamenjen uslovom:

(ii") A je direktna suma definitnih automata.

Dokaz. (i)=(iii). Pretpostavimo da je S(A) nilpotentna ekstenzija desno
nulte trake F. Neka je k € N tako da je S(A)* = E. S obzirom na Lemu
1.4.2 i Teoreme 4.8.1, S* = E povlagi X=¥ C ULDW (A), §to je ocigledno
ekvivalentno uslovu (iii).

(iii)=-(i). Jasno, A je uopsteno definitan, pa prema Teoremi 4.8.8 sledi
da je S(A) nilpotentna ekstenzija pravougaone trake E koju ¢ine sve bi-nule
iz S(A). Sa druge strane, A je uniformno lokalno direktabilan, pa prema
Teoremi 4.8.5 i Lemama 1.4.2 i 1.4.1 dobijamo da je E takode skup svih
desnih nula iz S(A), tj. E je desno nulta traka.

(iii)=(ii). Neka je k € N takav da je avu = au, za sve a € A, u € X=F i
v € X*. Definig§imo relaciju o na A na sledeéi naéin:

(a,b) € 0 & (Yu € X=F) au = bu.

Nije tesko uociti da je p relacija ekvivalencije na A. Sa druge strane, iz
definicije uniformne lokalne definitnosti sledi da je o direktno sumska kon-
gruencija na A. Neka je B proizvoljna o-klasa na A i a,b € B proizvoljni
elementi. Tada je au = bu, za svaki u € X=*, pa je B definitan automat ¢iji
stepen definitnosti ne prelazi k. Dakle, vazi (ii).

(ii)=(iii). Pretpostavimo da je A direktna suma definitnih automata
Ay, o €Y, ineka je k granica stepena definitnosti ovih automata. Uocimo
proizvoljne a € A, v € X* iu € XZ*. Tada a,av € A,, za neki a € Y, pa je
avu = au, jer je u € DW(A,). Time je dokazano (iii).

Kao u dokazu Teoreme 4.8.5 dokazujemo da je (ii) ekvivalentno sa (ii’)
u slucaju kada je A konacan automat. [J

U skladu sa definicijom operatora lokalnog zatvorenja, ako svaki mono-
geni podautomat datog automata A jeste reset automat, onda kazemo da je
A lokalno reset automat. Drugim re¢ima, A je lokalno reset automat ako i
samo ako je aur = ax, zasve a € A, x € X i u € X*. Neposredna posledica
prethodne teoreme je sledeéi rezultat:
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Posledica 4.8.1. Za automat A slededi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je desno nulta traka;
(ii) A je direktna suma reset automata;
(iii) A je lokalno reset automat.

U nastavku posmatramo automate ¢ije su polugrupe prelaza nilpotentne
ekstenzije levo nultih traka.

Teorema 4.8.10. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija levo nulte trake;
(ii) A je nilpotentna ekstenzija diskretnog automata;

(iii) A je reverzno definitan automat.

Dokaz. (i) (iii). Neka je k € N takav da je S(A)¥ = E levo nulta traka.
Tada je s € E ako i samo ako je s = 7, za neki u € X=F i, sa druge strane,
nu € E ako i samo ako je u € TW(A). Prema tome, S(A)* je levo nulta
traka, za neki k € N, ako i samo ako je A reverzno definitan.

(iii)=-(ii). Prema Teoremi 4.8.9, A je ekstenzija diskretnog automata
B pomoc¢u trap-direktabilnog automata A/B, i tada je B = Tr(A). Sa
druge strane, prema (iii) sledi da postoji k € N tako da je au € B, za svaki
u € XZF. Dakle, A/B je nilpotentan automat, §to je i trebalo dokazati.

(ii)=(iii). Pretpostavimo da je automat A nilpotentna ekstenzija dis-
kretnog automata B. Jasno, B = Tr(A). Neka je k stepen nilpotentnosti
automata A/B, i uo¢imo proizvoljne v € XZ* a4 € Aiv € X*. Tada
au € B, odakle je auv = au. Prema tome, A je reverzno definitan. [

Na kraju, koristeé¢i prethodne rezultate karakteriSemo klasu uniformno
lokalno nilpotentnih automata. Naravno, jedan od ekvivalenata u toj karak-
terizaciji razmatra polugrupe prelaza ovakvih automata.

Teorema 4.8.11. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna polugrupa;
(ii) A je retraktivna nilpotentna ekstenzija diskretnog automata;
(iii) A je direktna suma nilpotentnih automata sa ogranicenim stepenom
nilpotentnosti;
(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog automata i nilpotentnog automata;
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(v) A je paralelna kompozicija diskretnog automata i nilpotentnog auto-
mata;

(vi) A je uniformno lokalno nilpotentan automat;

Ako je A konacan automat, tada uslov (iii) moZe biti zamengjen uslovom:

(iii”’) A je direktna suma nilpotentnih automata.

Dokaz. (i)<(vi). Jasno je da je A uniformno lokalno nilpotentan ako i
samo ako XZ¥ C ULTDW (A), za neki k € N. Medutim, ovo vazi ako i
samo ako S(A) ima nulu 01 S(A)* = {0}, za neki k € N, prema Teoremi
4.8.1.

(vi)=-(ii). Prema Teoremi 4.8.7, A je retraktivna ekstenzija diskretnog
automata B pomocu trap-direktabilnog automata. Sa druge strane, prema
Teoremi 4.8.10, A je nilpotentna ekstenzija diskretnog automata C. Jasno
da je B = C, pa smo dokazali (ii).

(ii)=-(iii). Ovaj deo se dokazuje sli¢no odgovaraju¢em delu dokaza Teo-
reme 4.8.7.

(iii)=-(iv). Pretpostavimo da je automat A direktna suma nilpotentnih
automata A,, o € Y, i neka je k gornja granica stepena nilpotentnosti au-
tomata A,, o € Y. Prema dokazu Teoreme 4.8.7, A je poddirektan proizvod
diskretnog automata A/o i trap-direktabilanog automata A/p, gde su o i o
kongruencije na A definisane u dokazu Teoreme 4.8.7. Nije tesko proveriti
da je A/p nilpotentan automat sa stepenom nilpotentnosti koji ne prelazi k.

(iv)=(v). Ova implikacija vazi o¢igledno.

(v)=-(vi). Pretpostavimo da je A paralelna kompozicija diskretnog au-
tomata B i nilpotentnog automata C. Tada je X=* C ULTDW (C), za neki
k € N, i ako uo¢imo proizvoljne v € X=* a € Aip,q € X*, kao u dokazu
Teoreme 4.8.7 dobijamo da je apuq = au, §to je i trebalo dokazati.

Ostatak dokaza moze biti izveden slicno odgovarajué¢im delovima dokaza
Teorema 4.8.714.8.9. O

Literatura: Bogdanovi¢, Bogdanovi¢, Ciri¢é and Petkovié [2000], Bogdanovié,
Ciri¢, Petkovi¢, Imreh and Steinby [2000], Bogdanovié¢, Imreh, Ciri¢ and Petkovié
[2000], Ginzburg [1966], Imreh and Ito [1999a], Imreh and Steinby [1995], Kovacevié,
Ciri¢, Petkovi¢ and Bogdanovié [2000], Perles, Rabin and Shamir [1963], Petkovié
[1998], Petkovi¢, Ciri¢ and Bogdanovié¢ [1998, 2000a, 2000b], Pin [1984], Popovié,
Bogdanovi¢, Petkovi¢ and Ciri¢ [2000a, 2000b], Shevrin [1962], Starke [1969)].
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4.9. Reverzibilna stanja automata

Stanje a automata A naziva¢emo reverzibilnim ako za svaku ulaznu re¢ u €
X* postoji ulazna re¢ v € X* takva da je auv = a. Drugim rec¢ima, a je
reverzibilno stanje ako se automat A moze vratiti u njega iz svakog stanja
automata A u koje se moze stici iz a. U ovom odeljku prikazaéemo vrlo
zanimljive osobine reverzibilnih stanja automata.

Najpre dokazujemo sledec¢u lemu:

Lema 4.9.1. Sledeéi uslovi za stanje a automata A su ekvivalentni:

(i) a
(i) S
(iii) S

) S

(iv

je reverzibilno stanje od A;

(a) je jako povezan podautomat od A;

(a) je atom u mrezi Sub (A) podautomata od A;
(

a) € D(a).

Dokaz. (i)=(iv). Ako je b € S(a), tada je b = au, za neki u € X*, pa iz
reverzibilnosti stanja a sledi da je bv = auv = a, za neki v € X*. Dakle,
b € D(a), $to je trebalo dokazati.

(iv)=(ii). Neka je B podautomat od S(a) i b € B. Tada je b € D(a),
pa je bv = a, za neki v € X*. Medutim, sada imamo da je a = bv € B, pa
zaklju¢ujemo da je S(a) = B. Prema tome, S(a) je jako povezan automat.

(ii)=(i). Za svaki u € X* imamo da je S(au) podautomat od S(a),
pa kako je S(a) jako povezan automat, to je S(a) = S(au). Prema tome,
a € S(au), $to znaci da postoji v € X* tako da je a = auwv, Sto je i trebalo
dokazati.

(ii)=-(iii). Neka je B podautomat od A takav da je @ C B C S(a). Tada
je B takode podautomat od S(a), pa kako je S(a) jako povezan, tj. nema
pravih podautomata, to zaklju¢ujemo da je S(a) = B, Time smo dokazali
da je S(a) atom u Sub (A).

(iii)=-(ii). Neka je B # @ podautomat od S(a). Tada je B takode i
podautomat od A, pa kako je S(a) atom od Sub (A), to mora biti B = S(a).
Time smo dokazali da S(a) nema pravih podautomata, $to znaci da je jako
povezan automat. [

Skup svih reverzibilnih stanja automata A oznacavacemo sa R(A) i nazi-
vademo ga reverzibilnim delom od A. Ako je A = R(A), automat A éemo
nazivati reverzibilnim automatom. Vazi sledece:
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Lema 4.9.2. Ako je za automat A skup R(A) neprazan, tada je R(A)
reverzibilan podautomat od A.

Dokaz. Neka je R(A) neprazan skup. Ako je a € R(A), tada prema Lemi
4.9.1 sledi da je S(a) jako povezan automat i S(a) C R(A). Prema tome,
R(A) je unija jako povezanih podautomata S(a), a € R(A), pa je R(A)
takode podautomat od A. Jasno da je R(A) reverzibilan automat. [J

Primetimo da je automat A reverzibilan ako i samo ako vazi uslov (ii)
Teoreme 4.5.3, sto znac¢i da je automat A reverzibilan ako i samo ako je
lokalno jako povezan, odnosno ako je direktna suma jako povezanih au-
tomata. Narednom teoremom opisujemo joS neke osobine reverzibilnih au-
tomata:

Teorema 4.9.1. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je reverzibilan automat;
(11) S(a) = D(a), za svako stanje a € A;
ii) Sub (A) je Booleova algebra;

iv) Sub (A) je atomisticna mreza.

Dokaz. (i)<(ii). Neka je a € A proizvoljno stanje. Prema Lemi 4.9.1,
S(a) € D(a). Neka je b € D(a), tj. bv = a, za neku re¢ v € X*. Kako
je b takode reverzibilno stanje, to je bvu = b, za neku re¢ u € X*, odakle
dobijamo da je b = bvu = au € S(a). Time smo dokazali da je S(a) = D(a).

(ii)=-(i). Ova implikacija je neposredna posledica Leme 4.9.1.

(i)=-(iii). Neka je B proizvoljan podautomat od A, C' je njegov komple-
ment u A, a € Ciu € X*. Tada postoji v € X* tako da je auv = a, pa bi
u slu¢aju da je au € B dobili da je a = (au)v € B, §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je a € C. Prema tome, au € C, ¢ime smo dokazali da je
C podautomat od A, a odatle dalje zaklju¢ujemo da Sub (A) jeste Booleova
algebra.

(iii)=-(i). Neka je a € A proizvoljno stanje. Kako komplement dualnog
podautomata jeste podautomat, to imamo da je A\ D(a) podautomat od
A. Medutim, kako je Sub (A) Booleova algebra, to dobijamo da je i D(a)
podautomat od A, kao komplement od A\ D(a). Odavde neposredno sledi
da je S(a) C D(a), $to na osnovu Leme 4.9.1 povlaci da je a reverzibilno
stanje. Dakle, dokazali smo da je A reverzibilan automat.



4.9. REVERZIBILNA STANJA AUTOMATA 189

(i)=(iv). Neka je B # @ proizvoljan podautomat od A. Tada je B =
U{S(a)|a € B}, a prema Lemi 4.9.1, S(a) je atom od A, za svaki a € B.
Dakle, dokazali smo da je Sub (A) atomisti¢na mreza.

(iv)=(i). Neka je a € A proizvoljno stanje. Prema pretpostavci,

S(a) = | J{4ili e 1},

gde je A; atom u Sub (A), za svakii € I. To znaci dajea € A;, zanekii € I,
odakle zaklju¢ujemo da je S(a) C A;, jer je S(a) najmanji podautomat koji
sadrzi a, i S(a) = Aj;, jer je A; atom od Sub (A). Dakle, S(a) je atom od
Sub (A), pa prema Lemi 4.9.1 dobijamo da je a reverzibilno stanje, i dalje
da je A reverzibilan automat. [J

Ako automat A ima reverzibilna stanja, tada prema Lemi 4.9.2 on jeste
ekstenzija reverzibilnog automata R(A), ali u opstem slu¢aju ne znamo nista
o strukturi faktor-automata A/R(A). U narednoj teoremi razmotri¢emo
zanimljiv sluc¢aj kada je faktor-automat A/R(A) trap-povezan.

Teorema 4.9.2. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je ekstenzija reverzibilnog pomocu trap-povezanog automata;

(ii

)
(iii) Sub (A) je atomiéna mreza;
(iv) (Va € A)(Fu e X*)(Vv € X*)(Fw € X*) awvw = au.

svaki monogeni podautomat od A ima reverzibilno stanje;

Dokaz. (i)=(iv). Neka je A ekstenzija reverzibilnog automata B pomocu
trap-povezanog automata i razmotrimo proizvoljno stanje a € A. Bududi da
je A/B trap-povezan automat, imamo da je au € B, za neku re¢ u € X*.
To znaéi da je au reverzibilno stanje, odakle sledi da za svaku re¢ v € X*
postoji w € X* tako da je auvw = au.

(iv)=-(ii). Neka je a € A proizvoljno stanje. Prema (iv) imamo da postoji
re¢ u € X* tako da je au reverzibilno stanje iz S(a).

(ii)=-(i). Prema Lemi 4.9.2, A je ekstenzija reverzibilnog automata R(A).
Neka je a € A proizvoljno stanje. Tada S(a) sadrzi reverzibilno stanje au,
za neku re¢ u € X*, §to znaci da je au € R(A). Prema tome, A/R(A) je
trap-povezan automat.

(ii)=-(iii). Neka je B proizvoljan podautomat od A. Tada B ima reverz-
ibilno stanje a i prema Lemi 4.9.1, S(a) je jako povezan podautomat od
B, odakle zaklju¢ujemo da svaki podautomat od A sadrzi jako povezan po-
dautomat. Medutim, svaki jako povezan podautomat od A je, prema Lemi
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4.9.1, atom mreze Sub (A). Dakle, zakljuéujemo da svaki podautomat od A
sadrzi atom od Sub (A), $to zna¢i da je mreza Sub (A) atomicna.

(iii)=-(ii). Ako je Sub(A) atomi¢na mreza, tada svaki podautomat B od
A sadrzi atom, tj. jako povezan podautomat C od A, a prema Lemi 4.9.1,
svako stanje ¢ € C je reverzibilno stanje od B. Time smo dokazali (ii). [

Prethodna teorema daje veoma vaznu posledicu koja se tice konac¢nih
automata.

Teorema 4.9.3. Svaki konacan automat A se moZe na jedinstven nacin
predstaviti kao ekstenzija reverzibilnog automata pomocu trap-direktabilnog
automata.

Dokaz. Kako je A konacan automat, to je Sub (A) kona¢na mreza, pa je
jasno da je ta mreZa atomicna. Dakle, prema Teoremi 4.9.2, A je ekstenzija
reverzibilnog automata B pomocu trap-povezanog automata C. Ostaje da
se dokaze da je C' trap-direktabilan automat.

Neka je {a1,as,...,a,} skup svih stanja automata C. Dokaza¢emo da
za svaki k € [2,n] postoji re¢ up € X* takva da je aup = ajuy, za sve
i,7 € [1,k]. To ocigledno vazi za k = 2, jer je C' trap-povezan automat.
Pretpostavimo da to tvrdenje vazi za neki k € [2,n — 1]. Razmotrimo stanja
arpup 1 agsiug. Zbog trap-povezanosti automata C' imamo da je agugu =
ap+1upu, za neku re¢ u € X*. Stavimo ug41 = ugu. Tada za svaki i € [1, k]
imamo da vazi

AjUE41 = QGULU = ApULU = AfpUK+] = Qk+1UK+1-

Prema tome, a;uy1 = ajugi1, zasvei,j € [1,k+1], 8to je i trebalo dokazati.
Sada indukcijom zaklju¢ujemo da postoji re¢ u,, € X* takva da je au,, = bu,,
za svaka dva stanja a,b € C. To znaci da je C' direktabilan automat, pa kako
C ima trap, to C jeste trap-direktabilan automat.

Jasno je da se radi o jedinstvenom predstavljanju automata A kao ek-
stenzije reverzibilnog pomocu trap-direktabilnog automata. [J

Ako automat A sadrzi najmanji podautomat B, onda ¢emo taj podau-
tomat nazivati jezgrom automata A. Jasno, automat A ima jezgro ako i
samo ako je presek svih nepraznih podautomata od A neprazan, i tada je
jezgro jednako upravo tom preseku. Narednom teoremom automati sa jez-
grom karakteriSu se kao ekstenzije jako povezanih automata pomocu trap-
povezanih automata.



4.9. REVERZIBILNA STANJA AUTOMATA 191

Teorema 4.9.4. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A je ekstenzija jako povezanog pomocu trap-povezanog automata;
(ii) A ima jezgro;

(iii) A je povezan i R(A) # .

Dokaz. (i)=(ii). Neka je A ekstenzija jako povezanog automata B pomocu
trap-povezanog automata. Prema Teoremi 4.9.2, mreza Sub (A) je atomi¢na
i njeni atomi su jako povezani podautomati od A. Medutim, B je jedini
jako povezan podautomat od A, pa zaklju¢ujemo da Sub (A) ima jedinstven
atom B, odnosno da je B jezgro od A.

(ii)=(iii). Neka je B jezgro od A. Tada je B jako povezan automat i
B C R(A). Dakle, R(A) # @. Sa druge strane, za proizvoljne a,b € A
imamo da je B C S(a) N S(b), §to znaci da je S(a) N S(b) # @, tj. au = bv,
za neke u,v € X*. Prema tome, A je povezan automat.

(iii)=-(i). Kako je svaki podautomat povezanog automata takode pove-
zan, to imamo da je R(A) povezan automat, pa je nerazloziv u direktnu
sumu. Medutim, s obzirom da R(A) jeste reverzibilan automat, on je di-
rektna suma jako povezanih automata. Iz svega ovog zakljuc¢ujemo da R(A)
jeste jako povezan automat. Neka je a € A i b € R(A). Tada postoje
u,v € X* tako da je au = bv, i bv € R(A) povlaci au € R(A). Dakle,
A/R(A) je trap-povezan automat, $to je i trebalo dokazati. [J

Ekstenziju A automata B nazivamo retraktivnom ekstenzijom od B ako
postoji homomorfizam ¢ iz A na B takav da je bp = b, za svaki b € B, iu
tom slucaju ¢ nazivamo retrakcijom iz A na B. Zanimljivu osobinu retrak-
tivnih ekstenzija reverzibilnih automata pomocu trap-povezanih automata
daje sledeca teorema:

Teorema 4.9.5. Automat A je retraktivna ekstenzija reverzibilnog auto-
mata B pomocu trap-povezanog automata ako i samo ako A jeste poddirektan
proizvod automata B i trap-povezanog automata.

Dokaz. Neka je A retraktivna ekstenzija reverzibilnog automata B pomocu
trap-povezanog automata i neka je ¢ odgovarajuéa retrakcija iz A na B.
Neka je sa gop oznacena Reesova kongruencija na A odredena podautomatom
B, a sa 0 jezgro retrakcije . Tada se jednostavno proverava da je op N
0 = A, sto prema Teoremi 1.7.1 znaé¢i da je A poddirektan proizvod od
A/op 1 A/6. Prema pretpostavci, A/op = A/B je trap-povezan automat.
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Sa druge strane, prema Teoremi o homomorfizmu, faktor-automat A/6 je
izomorfan sa B. Dakle, A je poddirektan proizvod automata B i trap-
povezanog automata.

Obratno, neka A C B x C' jeste poddirektan proizvod reverzibilnog au-
tomata B i trap-povezanog automata C. Neka je ¢y jedinstveni trap au-
tomata C. Dokazacemo da je B = B x {¢p} € A. Razmotrimo proizvoljan
a € B. Kako je A poddirektan proizvod od B i C, to postoji ¢ € C tako
da je (a,c) € A. S obzirom da je C' trap-povezan, imamo da je cu = g, za
neku re¢ u € X*, a s obzirom da je B reverzibilan, postoji v € X* tako da
je auv = a. Odavde sledi da je

(a,co) = (auv, cuv) = (a,c)uv € A.

Dakle, B’ je podautomat od A izomorfan sa B, i jasno je da Reesov faktor-
automat A/B’ jeste trap-povezan. Konac¢no, preslikavanje (a,c) — (a,cg) je
retrakcija iz A na B’. [

Ovaj odeljak zavrsiéemo zanimljivom teoremom kojom se karakterisu
automati bez reverzibilnih stanja.

Teorema 4.9.6. Sledeéi uslovi za automat A su ekvivalentni:

(i) A nema nijedno reverzibilno stanje;
(ii) Za svaki a € A vaZi(),cx- S(au) = @;
(iii) A nema trap i poddirektan je proizvod trap-povezanih automata.

Dokaz. (i)=(ii). Pretpostavimo da (ii) ne vazi, tj. da postoji a € A tako
da je
ﬂ S(au) # @,
ue X*

i razmotrimo proizvoljan b € [, ,cx- S(au). Iz b € S(a) sledi da je b = au,
za neki u € X*, i za svaki v € X* imamo da je b € S(auv) = S(bv). Sada,
prema Lemi 4.9.1, imamo da je b reverzibilno stanje, S§to je u suprotnosti sa
(i). Dakle, zakljucujemo da vazi (ii).

(ii)=-(iii). Ako A ima trap a, tada je

N Stau) = {a},

ueX*

sto je u suprotnosti sa (ii). Prema tome, A nema trap.
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Zasvakia € Anekaje A, ={be€ A|a ¢ S(b)}. Ako uzmemo proizvoljne
be Aiue X*, tada je S(bu) C S(b), pa a ¢ S(b) daje a ¢ S(bu). Dakle,
bu € A,, pa smo dokazali da je A, podautomat od A. 1z a ¢ A,, za svaki
a € A, sledi da je

ﬂ A, = 2,

acA

pa imamo da je A poddirektan proizvod automata A/A,, a € A. Preostaje
da se dokaze da je svaki A/A, trap-povezan. Iz tog razloga razmotrimo
proizvoljan b € A. Kako a ¢ (),cx- S(bu), to postoji u € X* tako da je
a ¢ S(bu), tj. bu € A,, pa zakljucujemo da je A/A, zaista trap-povezan
automat.

(iii)=-(i). Neka A nema trap i poddirektan je proizvod trap-povezanih
automata A,, o € Y. Bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da je

AC HAQ.

acY

Za svaki a € Y, neka je ¢, projekcioni homomorfizam iz A na A,. Ako je b
reverzibilno stanje od A, tada je svaki by, reverzibilno stanje od A,, i kako
jedinstveni trap od A, takode jeste i jedinstveno reverzibilno stanje od A,
to imamo da je by, trap. Medutim, odatle sledi da je b trap automata A, $to
je u suprotnosti sa (iii). Prema tome, zaklju¢ujemo da A nema reverzibilnih
stanja. [J

Literatura: Bogdanovi¢, Ciri¢, Petkovié, Imreh and Steinby [1999], Ciri¢ and
Bogdanovi¢ [1999a], Cirié, Bogdanovi¢ and Petkovi¢ [1998], Gécseg and Thierrin
[1987], Glushkov [19614], Huzino [1958], Kovacevi¢, Cirié, Petkovié and Bogdanovié
[2000], Salii [1988], Starke [1969], Thierrin [1972].

4.10. Zadaci

1. Dokazati sledeée jednakosti:

(a) ULDir = GDir N L(Dir);

(b) ULDef = GDef N L(Def) = ULDir N L(Def) = GDef N ULDir =
= GDir N L(Def) = GDef N L(Dir);

(¢) ULTrap = TrapULDir = ULDir N £(TDir) = Trap N L(TDir) =
Trap N L(Dir) = GDir N L(TDir);

(d) ULNilp = RDef N ULTDir = L(Nilp) N ULTDir = RDef N L(Nilp) =
— RDef N L(Def) = GDef N L(Nilp).

2. Dati primer automata koji je
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(a) lokalno direktabilan, a nije uniformno lokalno direktabilan;
(b) lokalno trap-direktabilan, a nije uniformno lokalno nilpotentan.

3. Dalisuklase L(Dir), L(TDir), L(Def) i L(Nilp) (uopsteni) varijeteti?

4. Dokazati da je proizvoljan kona¢an automat u klasi L(K) ako i samo ako je u
klasi ULK, gde je K € {Dir, TDir, Def, Nilp}.

5. Konstrusati automat ¢ija je polugrupa prelaza nilpotentna ekstenzija desno
nulte trake.

6. Dokazati da za svaki uopsteno direktabilan automat A vazi sledece:

(a) A ima bar jedno reverzibilno stanje;
(b) A ima bar jedan jako povezan podautomat;
(c) A ima ta¢no jedan jako povezan podautomat ako i samo ako je direktabilan.

7. Dokazati da je konacan automat A uopsteno direktabilan ako i samo ako svaki
njegov jako povezan podautomat jeste direktabilan.

8. Dokazati da je konac¢an automat A utrapljiv ako i samo ako svaki njegov jako
povezan podautomat jeste trivijalan.

9. Neka je A konacan automat. Prema Teoremi 4.9.3, A se moze na jedin-
stven nac¢in predstaviti u obliku ekstenzije reverzibilnog automata B pomocu trap-
direktabilnog automata, a prema Teoremi 4.4.3, B se moze na jedinstven nacin
predstaviti kao direktna suma jako povezanih automata B,,a € Y.

(a) Neka je 7 relacija na A definisana sa
(a,b)eT & a=0bilia,be B,, zaneki a €Y.

Dokazati da je 7 najmanja Trap-kongruencija na A.

(b) Dokazati da je Reesova kongruencija pp podautomata B od A najmanja
TDir-kongruencija na A.

(¢) Neka za svaki o € Y, relacija 0, jeste najmanja Dir-kongruencija na By, i
neka je 0 relacija na A definisana sa

(a,b) €0 < a=0bili(a,b) € 0,, zaneki a €Y.

Dokazati da je # najmanja GDir-kongruencija na A.

10. Neka je A konatan automat, neka je A predstavljen u obliku direktne sume
automata A,,« € Y, nerazlozivih u direktnu sumu, neka je P C Dir proizvoljan
pseudovarijetet i za svaki a € Y neka je 6, najmanja P-kongruencija na A,. Tada
relacija @ na A definisana sa

(a,b) €0 < (a,b) € 04, zaneki o €Y,

jeste najmanja L(P)-kongruencija na A. Dokazati.
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11. Neka je V neregularan varijetet automata. Dokazati da su sledeéi uslovi ek-
vivalentni:

(i) V C Dir;
(ii) V ne sadrzi nijedan netrivijalan jako povezan automat;
(iii) V ne sadrzi nijedan poddirektno nerazloziv jako povezan automat.

12. Neka je A automat sa ulaznim alfabetom X, neka je sa P(A) oznacen skup
svih podskupova od A a sa P’(A) skup svih nepraznih podskupova od A. Dokazati
da je P(A) takode automat sa ulaznim alfabetom X u kome su prelazi definisani sa
Hw~— Hzx,gdeje Hr ={ax |a € H},zax € X i H € P(A). Dokazati i da je P’'(A)
podautomat od P(A). (Automate P(A) i P’'(A) nazivamo partitivnim automatima
automata A).

13. Neka je {4, }acy, proizvoljna familija automata. Dokazati da je automat B
je izomorfan direktnom proizvodu partitivnih automata P(A,), a € Y, ako i samo
ako je izomorfan partitivnom automatu P(A), gde je A direktna suma automata
Ay, €Y.

14. Dokazati da za proizvoljan automat A vazi:

(a) automatovni identitet s = t je zadovoljen na P(A) ako i samo ako je zado-
voljen na A;

(b) automatovni identitet s = ¢ je zadovoljen na P(A) ako i samo ako je regularan
i zadovoljen na A.

15. Dokazati da ako je skup N(A) svih vratova automata A neprazan, onda je
N(A) podautomat od A.

16. Stanje a automata A nazivamo lokalnim vratom automata A ako je a vrat
nekog podautomata od A. Dokazati da ako je skup LN(A) svih lokalnih vratova
neprazan, onda je on podautomat od A.

17. Mreza Sub (A) svih podautomata automata A je direktan proizvod mreza
Ly, € Y, ako i samo ako A jeste direktna suma automata A,,a € Y, i L, =
Sub (4,), za svaki a €Y.

18. Neka je A automat i neka je automat A* definisan kao direktna suma automata
A i jednoelementnog automata {t}. Dokazati da ako automat A jeste direktna suma
automata A,,«a € Y, onda je A poddirektan proizvod automata A, a €Y.

19. Neka je A konacan automat. Dokazati da vazi sledece:

(a) A je trap-povezan ako i samo ako je trap-direktabilan.
(b) Za proizvoljne a,b € A postoji u € X* tako da je au = bu ako i samo ako A
jeste direktabilan automat.
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Glava 5

Raspoznavanje jezika
automatima

Glavni zadatak automata bez izlaza svakako je raspoznavanje jezika, a prob-
lem opisivanja jezika koji se mogu raspoznati kona¢nim automatima, takoz-
vanih raspoznatljivih jezika, jedan je od najvaznijih u Teoriji automata. Prvi
korak u izucavanju takvih jezika predstavlja rad Kleenea [1956], u kome
su raspoznatljivi jezici okarakterisani kao jezici koji se mogu dobiti iz ele-
mentarnih jezika upotrebom operacija unije, mnozenja i zvezda operacije,
konac¢an broj puta, odnosno, kao jezici koji se mogu predstaviti takozvanim
regularnim izrazima. Veoma vaznu ulogu u razvoju teorije raspoznatljivih
jezika igrali su i rezultati Myhilla [1957] i Nerodea [1958], koji su pokazali
da se raspoznatljivost moze efikasno izucavati i preko kongruencija, odnosno
desnih kongruencija, na odgovarajué¢im slobodnim monoidima. Zahvaljujuéi
tome, dokazano je postojanje automata sa minimalnim brojem stanja koji
raspoznaje dati jezik, i dati algoritmi za konstrukciju minimalnog automata
jezika i minimizaciju automata. Rezultati Myhilla i Nerodea posluzili su i kao
osnova za uvodenje ekvivalentnog koncepta raspoznavanja jezika monoidom
i pojma sintaksickog monoida jezika, koji su, radom Schiitzenbergera [1965]
i knjigom Eilenberga [1976], inicirali razvoj teorije varijeteta jezika.
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Tema ove glave bi¢e problem raspoznavanja jezika automatima, posebno
onim kona¢nim. Kao $to ¢emo videti, u raspoznavanju jezika automatom,
izlazni deo automata (tj. izlazna polugrupa i funkcija izlaza) ne igra nikakvu
ulogu, pa ¢e svi automati razmatrani u ovoj glavi biti automati bez izlaza.
Jednostavnosti radi, pod pojmom automata ¢emo u ovoj glavi podrazume-
vati automat bez izlaza. U slucaju da nije drugacije naznaceno, automat i
njegov skup stanja oznacavacemo istim slovom A, ulazni alfabet sa X, sa ¢
oznac¢avamo funkciju prelaza 0 : A x X — A, a ukoliko se radi o inicijalnom
automatu, njegovo inicijalno stanje ¢emo oznacCavati sa ayg.

5.1. Minimalni automat jezika

Neka je A = (A, ap, X, ) inicijalni automat i T C A. Kazemo da automat
A raspoznage jezik L C X* skupom stanja T ako je

L={weX"|aweT},
ili, $to je ekvivalentno, ako vazi
uel & aueT,

a za jezik L kazemo da moze biti raspoznat automatom A. Cesto se kaze i
da automat A prihvata jezik L. Stanja iz skupa 1" se u tom sluc¢aju nazivaju
zavrsnim, terminalnim ili finalnim stanjima.

Primer 5.1.1. Automat A sa inicijalnim stanjem ag dat sledeé¢im grafom prelaza

m

raspoznaje jezik L = {a™y" | m,n € N} skupom stanja T = {a3}.

Kada govorimo o raspoznavanju jezika automatom A, neophodno je da
se precizira koje se stanje automata A uzima za inicijalno stanje i kojim
skupom stanja se raspoznaje taj jezik, odnosno koja su stanja zavrsna. Kada
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taj automat zadajemo njegovim grafom prelaza, u nekim slucajevima inici-
jalno stanje i zavrSna stanja neé¢emo posebno isticati u tekstu, ve¢ ¢emo
ih oznaciti na samom grafu prelaza. Inicijalno stanje oznaci¢emo ulazecom
strelicom, kao $to smo u prethodnom primeru oznagcili stanje ag, a zavr$na
stanja oznaci¢emo dvostrukim kruzi¢ima, kao $to smo u prethodnom primeru
ucinili za stanje as.

Uocimo da se raspoznavanje jezika L automatom A vrsi unutar stabla
automata A, tj. njegovog podautomata generisanog inicijalnim stanjem ag,
dok stanja automata A van njegovog stabla ne ucestvuju u raspoznavanju
jezika L. Preciznije, ako stablo automata A oznacimo sa A’, tada automat
A’ raspoznaje jezik L skupom 7" = A’ NT. Prema tome, kada govorimo o
raspoznavanju jezika automatima, mozemo se slobodno ograniciti na raspoz-
navanje jezika povezanim inicijalnim automatima. Zbog korespodencije koju
smo u prethodnom poglavlju uspostavili izmedu povezanih inicijalnih au-
tomata i desnih kongruencija na slobodnom monoidu X*, problem raspozna-
vanja jezika automatima moze se razmatrati i sa aspekta desnih kongruencija
na slobodnom monoidu, kao sto je u¢injeno u slede¢oj teoremi:

Teorema 5.1.1. Neka je L C X* proizvoljan jezik i neka je o proizvoljna
desna kongruencija na X*. Automat A, raspoznaje L ako i samo ako o
zasicuje L.

Dokaz. Uzmimo da automat A, = (Ag,eo,X,d,) raspoznaje L nekim
skupom stanja 7T'. To znaéi da je

L={uveX*|(eco)ucT}={ucX*|uocT}t= | uo,
uc €T

pa, prema tome, o zasi¢uje L.

Obratno, neka o zasi¢uje L, tj. neka je L unija nekih o-klasa. Oznac¢imo
sa T skup svih o-klasa sadrzanih u L. Tada je

L={ue X" |uceT}={uec X*|(eo)ueT},

pa A, raspoznaje L skupom stanja 1. [

Posledica 5.1.1. Proizvoljan jezik L C X* moguce je raspoznati nekim
automatom.

Dokaz. Prema Teoremi 1.5.5, glavna desna kongruencija Ry na X* odre-
dena sa L, zasi¢uje L, pa na osnovu prethodne teoreme dobijamo da automat
AR, raspoznaje L. [J
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Primetimo takode da prema Teoremi 1.5.5 i prethodnoj teoremi, i za
glavnu kongruenciju P, na X* odredenu sa L vazi da automat Ap, raspoz-
naje L. Medutim, automat Ag, odreden glavnom desnom kongruencijom
Ry jezika L je posebno zanimljiv jer ima veoma vaznu osobinu da je au-
tomat sa najmanjim brojem stanja medu automatima koji raspoznaju L.
Ta osobina data je slede¢om teoremom:

Teorema 5.1.2. Za proizvoljan jezik L C X*, automat Ar, je automat
nagmanje kardinalnosti koji raspoznaje L.

Dokaz. Neka je A proizvoljan automat koji raspoznaje L. Oznacimo sa A’
stablo automata A. Prema napred re¢enom, A’ takode raspoznaje L. Kako je
A’ povezan inicijalni automat, to prema Teoremi 4.2.5 imamo da je A’ = A,,
za neku desnu kongruenciju o na X*. Prema prethodnoj teoremi, o zasi¢uje
L, dok prema Teoremi 1.5.5, glavna desna kongruencija Ry je najveta desna
kongruencija na X* koja zasi¢uje L, pa je, prema tome, o C Ryp. Sada
prema Teoremi 4.2.6 imamo da je automat Az, homomorfna slika automata
A’ = A,, odakle dobijamo da je

AR, | < |A] < |A],

Sto je i trebalo dokazati. [

U skladu sa prethodnom teoremom, automat Agr, nazivacemo minimal-
nim automatom jezika L.

Postoji vise algoritama za nalazenje minimalnog automata datog jezika
L C X*. O nekim od njih bi¢e rec¢i u daljem tekstu.

Ako je H podskup polugrupe S, desnim razlomkom skupa H u odnosu
na element a € S naziva¢emo skup a~'H definisan sa

(5.1) o 'H={x¢cS|axc H}.
Sli¢éno, levim razlomkom skupa H u odnosu na a nazivac¢emo skup
Ha™'={zc S|zac H}.

Jasno, glavna desna kongruencija Ry na S odredena sa H moze biti defini-
sana pomocu desnih razlomaka skupa H na sledeéi nacin:

(5.2) (a,b) € Ry < a 'H=0b"'H.
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Sli¢no se mogu definisati i glavne leve kongruencije.

Lako se moze dokazati da za proizvoljan podskup H polugrupe S i pro-
izvoljne a,b € S vazi

(5.3) (ab)'H =b"Ya'H), i  H(ab)™'=(Hb )at.
Ako je S monoid sa jedinicom e, tada vazi i

(5.4) e 'H=H, i He ' =H.

U daljem tekstu ¢emo se zadrzati na desnim razlomcima. Radi pojed-
nostavljenja oznaka, pisacemo

o 'H=H.a
i u tom slu¢aju prve jednakosti iz (5.3) i (5.4) postaju
H.ab = (H.a).b i He=H.

Koristeéi desne razlomke datog jezika L C X*, minimalni automat jezika L
moze biti konstruisan i na sledeéi nacin:

Teorema 5.1.3. Neka je L C X* proizvoljan jezik. Oznacimo sa Ay, skup
svih desnih razlomaka jezika L i za Lou € A i x € A stavimo da je

(5.5) 0r(Lwu,x) = Lux.

Tada je 61, preslikavanje iz A, x A uw Ar, i A, = (A, L, X, 1) je inicijalni
automat izomorfan minimalnom automatu jezika L.

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo Ry = o.

Najpre treba dokazati da je d;, dobro definisano preslikavanje. Da bi
smo to dokazali, uzmimo reé¢i u,v € X* takve da je L.u = L.v. Prema (5.2),
(u,v) € o, odakle je (ux,vz) € o, jer je o desna kongruencija, pa opet prema
(5.2) dobijamo da je L.ux = L.vz, §to je i trebalo dokazati. Prema tome, dy,
je dobro definisano preslikavanje i Ay, je automat.

Dalje treba dokazati da je automat Aj izomorfan kao inicijalni automat
minimalnom automatu A, jezika L. Defini§imo preslikavanje ¢ : Ay — A,
sa:

(5.6) (L.u)p = uo.
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Za proizvoljne re¢i u,v € X*, prema (5.2) imamo da je
Lu=Lv & uo =vo,

pa je ¢ dobro definisano i injektivno preslikavanje. Takode je jasno da je ¢
i sirjektivno preslikavanje.

Dalje, uzmimo proizvoljne L.u € Ay i x € X. Tada je

(0p(Lu,x))p= (Lux)p (prema (5.5))
= (uz)o (prema (5.6) )
= 0y (uo, ) (prema (4.3)).

Prema tome, ¢ je homomorfizam automata A; u automat A,, i dakle, to
je izomorfizam iz Ap, na A,. Jasno, inicijalno stanje L. = L.e automata Af,
se slika u inicijalno stanje ec automata A,, pa je ¢ izomorfizam inicijalnih
automata. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [J

Napomena 5.1.1. Primetimo da minimalni automat Ay, jezika L raspoznaje L
podskupom 77, od Ay, datim sa

Ty, ={Lu|ueL}.
Alternativna karakterizacija skupa 7Ty, data je sa
(57) TL:{HGAL|€€H}.
Ovakva karakterizacija minimalnog automata Aj jezika L C X* daje

nam i jedan metod za konstrukciju tog automata. Metod je zasnovan na
sledeoj teoremi:

Teorema 5.1.4. Neka je L C X* proizvoljan jezik. Definisimo induktivno
niz { A }reno podskupova od Ap, sa:

Ao={L},

5.8
( ) Ak+1:AkU{H.$|H€Ak,I€X}, ke NO,

Tada:

(a) Niz {Ag}reno je rastuéi.
(b) Ako postoji k € N° takav da je Ay = Agi1, tada je Ay = Ap.
(c) Ako je Ar konacan skup, tada postoji k € NV takav da je Ay = Ap.
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Dokaz. Tvrdenje (a) sledi neposredno iz (5.8).

(b) Podskup A’ C A koji sadrzi L nazvaéemo zatvorenim za slovo
u € X* ako je Hou € A’, za svaki element H € A’. Kako je svaki element iz
Ay oblika L.u, za neku re¢ u € X*, i A’ sadrzi L, to je A’ zatvoren za sve
reci iz X* ako i samo ako je A’ = Ay. Drugim recima, Ay, je jedini podskup
od Ay, zatvoren za sve reCi iz X*. Sa druge strane, nije tesko dokazati da je
A’ zatvoren za sve reci iz X* ako i samo ako je zatvoren za sva slova iz X.
Kako jednakost Ay = Aj,1, za neki k € NO u stvari znaci da je

{H.JZ‘HEAk,JJEX}gAk,

odnosno da je skup Ay zatvoren za sva slova iz X, to prema napred ustanov-
ljenom imamo da je Ay = Ay, $to je i trebalo dokazati.

(c) Kako je niz {Ag}reno rastudi, to je
[Ao| < A1 <+ < AR| S A < -+ < AL

pa u slucéaju da je Ar konacan skup dobijamo da je |Ag| = |Ag+1|, za neki
k € N° iu tom sluéaju je Ay = Agy1, ponovo zbog toga §to je niz { Ag }reno
rastuéi. Prema tome, tada je Ay, = Ap. O

U slucaju kada su alfabet X i minimalni automat Ay jezika L C X*
konacni, prethodna teorema nam daje algoritam za konstrukciju minimal-
nog automata Ay,.

Primer 5.1.2. Neka je X = {x,y} i L = {™y™ | m,n € N}. Tada je

Lx={ue X*|azue L} = LU{y}T,
Ly={uveX*|yue L} =g,

paje Ay ={L,Ly1,L2}, gde je L1 = L.x = LU{y}" i Ly = L.y = @. Dalje je

Liz=La?>={ue X*|22uec L} = LU{y}" = Ly,
Liy=Lay={ue X" |zyue L} = {y}*,
Lox=0.x=0 = Lo,

Lg.y: @y =g = LQ,

pa je Ay = {L, Ly, Lo, L3}, gde je Ly = L.ay = {y}*. Nastavljajuéi isti postupak
dobijamo

Ly.x=Layr ={u € X*|zyzu € L} = & = Lo,

Lyy= Lay*={ue€ X*|zy*ue L} = {y}* = Ls,

pa je A3 = As. Prema tome, A;, = Ay = {L, L1, Lo, L3}, i minimalni automat Ay,
jezika L je zadat sledeéim grafom:
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L Ly Ls

z,y

Primetimo da je Ls = {y}* jedini element iz Ay, koji sadrzi praznu re¢ e, pa prema
(5.7) imamo da automat Ay, raspoznaje L skupom T = {L3}, tj. stanjem Ls.

Literatura: Arbib [1969], Brzozowski [1962a], Elgot and Rutledge [1961], Gécseg
and Pedk [1972], Ginsburg and Spanier [1963], Howie [1991], Lallement [1979],
Madarész and Crvenkovié [1995], Myhill [1957], Nerode [1958], Pippenger [1997],
Rabin and Scott [1959], Raney [1958], Stearns and Hartmanis [1963].

5.2. Minimizacija automata bez izlaza

U prethodnom odeljku videli smo kako se nalazi minimalni automat datog
jezika. U ovom odeljku razmatra¢emo drugaciju situaciju, kada je dat au-
tomat A koji raspoznaje jezik L nekim podskupom 7' C A i kada minimalni
automat jezika L treba konstruisati polazeéi od datog automata A. Drugim
reCima, za dati automat A treba odrediti minimalni automat koji raspoznaje
isti jezik kao i automat A. Postupak konstrukcije minimalnog automata Ay,
jezika L, polazeé¢i od automata A koji raspoznaje L, naziva se minimizaci-
jom automata A. Podsetimo se da smo o minimizaciji automata veé¢ govorili
ranije, kada je bilo re¢i o minimizaciji automata sa izlazom. Za razliku od
takve minimizacije, kod koje je glavna ideja bila da se konstruiSe automat sa
najmanjim brojem stanja koji realizuje zadato automatovno preslikavanje,
ovde se glavna ideja sastoji u tome da se konstruiSe automat sa najmanjim
brojem stanja koji raspoznaje zadati jezik.

Prvi algoritam koji dajemo blizak je algoritmu za odredivanje mini-
malnog automata datog jezika. Krenimo od proizvoljnog automata A =
(A, X, 6) i proizvoljnog podskupa T'C A. Za a € A, sa a~'T oznacavaéemo
skup
(5.9) a'T ={uec X*|auc T}

Po analogiji sa desnim razlomcima podskupa polugrupe, i skup a='7T" ¢emo
nazivati razlomkom podskupa T automata A odredenim stanjem a tog au-
tomata. Primetimo da kod automata postoji samo jedan nacin definisanja
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razlomka, i to je desni razlomak, jer nemamo prefiks za razliku od polugrupa,
gde se moze definisati i levi razlomak skupa. Kao i kod polugrupa, koristimo
takode i slede¢u oznaku:

a T =Ta.

Glavne osobine razlomaka podskupa automata i veze sa desnim razlom-
cima jezika, date su slede¢om teoremom

Teorema 5.2.1. Neka je dat automat A i proizvoljan podskup T C A. Tada
za proizvoline a € A i u € X* vaZi

(5.10) T.au= (T.a).u.

Osim toga, ako je A povezan inicijalni automat i L je jezik koji automat
A raspoznaje podskupom T C A, tj.

L={ue X" |apueT},

tada je skup Ay svih desnih razlomaka jezika L jednak skupu At svih razlo-
maka skupa T'.

Dokaz. Uzmimo proizvoljne a € A, u € X*. Tada za proizvoljnu rec
v € X* imamo da je

veTau & (au)veT
< a(uww) €T
< weTa
< ve (Ta)u

prema (5.9))
jer je (au)v = a(uv))
prema (5.9))
prema (5.1) ),

N N N

sto dokazuje (5.10).

Uzmimo dalje da je A = (A, ap,X,d) povezan inicijalni automat koji
raspoznaje jezik L podskupom 7' C A. Jasno da je L = T.ag. Prema (5.10),
za proizvoljnu re¢ u € X* je

L= (T.ap).u=T.ayu,

pa je Ar C Ar podskup skupa razlomaka skupa 7T'. Obratno, za proizvoljno
stanje a € A je a = agu, za neku re¢ u € X* jer je A povezan inicijalni
automat, pa opet prema (5.10) dobijamo da je

T.a = T.apu = (T.ag).u = L.u,

pa je dakle Ar C Ar. Time je dokaz teoreme zavrsen. [
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Podsetimo se da se algoritam za konstrukciju minimalnog automata da-
tog jezika L C X* zasnivao na nalazenju svih desnih razlomaka jezika L. Taj
algoritam bi se u istom obliku mogao primeniti i za minimizaciju automata
A = (A, ag, X, 0) koji raspoznaje jezik L podskupom 7" C A. Naime, na-
jpre bi bio odreden jezik L, a zatim i njegovi desni razlomci. Medutim, u
slucaju kada je jezik zadat na gornji nacin, preko automata A, ¢esto moze
biti mnogo lakse nalaziti njegove desne razlomke kao razlomke podskupa
T, koriS¢enjem prethodne teoreme. Prema tome, postupak za konstrukciju
minimalnog automata jezika L polazeéi od automata A sastoji se u sledecem:
Najpre ¢emo naéi stablo A’ automata A. Kao §to je napred receno, automat
A’ raspoznaje L skupom T’ = TN A’. Zatim ¢emo u automatu A’ naéi skup
razlomaka skupa 7", koji je, prema prethodnoj teoremi, jer je automat A’
povezan inicijalni automat, jednak skupu Ay desnih razlomaka jezika L.

Primer 5.2.1. Neka je X = {z,y}, A = {ao,a1,a2,a3,a4,as5,as}, neka je au-
tomat A = (A4, ag, X,0) zadat grafom

xT

i neka je T' = {a2,a4,a6}. Jasno da je A povezan inicijalni automat. Jezik L koji
automat raspoznaje podskupom 7 je L = yX*. Zaista, ako je u € L = T.ayp, tj.
apu € T, tada je jasno da mora biti u = yv, za neki v € X*. Prema tome, L. C yX*.
Sa druge strane, za proizvoljnu re¢ v € X* imamo da je

aogyv = agv € T,

jer je (T, X,d"), gde je ¢’ restrikcija od § na T' x A, podautomat automata (A, X, 9).
Prema tome, yv € L, §to znaci da je ya* C L. Time smo dokazali da je zaista
L=yX"*.

Dalje treba uociti da je
T.(lg = T.a4 = T.a6 =X i T.a,1 = T.a3 = T.a5 = .

Dakle, AL == AT == {L,Ll,LQ}, gde je Ll = = T.a1 = T.a3 = T.a5 i L2 =X* =
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T.as = T.ay = T.ag. Takode imamo da je
Lx—(Tao)x—Taox—Tal Ly,
= (T.ap).y = T.apy = T.az = Lo,
le—(Tal)x—Talx—Tal Lq,
Liy= (T.a1).y =T.a1y = T.az = Ly,
Loyx= (T.ag).x =T.asx = T.ay = Lo,
Loy= (T.a2).y = T.agy = T.as = Lo,

Prema tome, minimalni automat Ay, jezika L je automat zadat grafom

Kako je Ly = X* jedini element iz Ay, koji sadrzi praznu rec e, to prema (5.7)
imamo da automat Ay, raspoznaje L skupom T, = {Ls}, tj. stanjem L.

Drugi algoritam koji ¢emo prikazati slican je algoritmu za minimizaciju
automata sa izlazom koji smo dali u Glavi 3. Za automat A = (4, X,9) i

podskup T' C A, relaciju 7. na A odredenu sa 1" definiSemo sa:

(5.11) (a,0) ey & Taa=Tb,

za a,b € A. S obzirom na definiciju razlomaka podskupa automata, (5.11)
je ekvivalentno sa

(5.12) (a,b) ey & (Vu € X7) (au,bu) € &,

gde je, podsetimo se, &, glavna ekvivalencija na A odredena skupom T'.

Najpre dokazujemo sledece:

Teorema 5.2.2. Neka je dat automat A = (A, X,0) i podskup T C A.
Tada

(a) m je najveca kongruencija na A sadrZana u &;..

(b) T je najveca kongruencija na A koja zasicuje skup T'.

Dokaz. (a) Najpre dokazujemo da je 7, kongruencija na A. Jasno da je
7, relacija ekvivalencije. Uzmimo a,b € A takve da je (a,b) € 7, i uzmimo
proizvoljno slovo x € X. Tada za proizvoljnu re¢ v € X™* vazi sledece

u € T.ar < axu €T
Sau € T.a
SaueTb (jer je T.a =T'b)
SbrueT
Suelbr.
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Prema tome, T.ax = T.bx, ¢ime je dokazano da je . kongruencija na A.
Iz (5.12) neposredno sledi da je 7, C &, pa preostaje da se za proizvoljnu
kongruenciju ¢ na A dokaze da iz 6 C €. sledi § C 7. Uzmimo da je
(a,b) € 0. Kako je 6 kongruencija na A, to za proizvoljnu re¢ u € X* imamo
da je (au,bu) € 0 C e, pa prema (5.12) sledi da je (a,b) € 7. Dakle,
0 C 7., sto je i trebalo dokazati.

(b) Ovo tvrdenje sledi neposredno iz (a) i Teoreme 1.2.3. [

Kao i u slu¢aju polugrupa, kongruenciju 7, na automatu odredenu pod-
skupom 1" C A nazivaéemo glavnom kongruencijom na A odredenom pod-
skupom T.

Vazno svojstvo glavnih kongruencija na automatu prikazano je slede¢om
teoremomm:

Teorema 5.2.3. Neka je A = (A, ag, X,0) povezan inicijalni automat koji
raspoznage jezik L skupom T C A. Tada je faktor-automat A/m . izomorfan
minimalnom automatu jezika L.

Dokaz. Neka je p: A — Ap preslikavanje definisano sa
ap="T.a,

za a € A. Prema Teoremi 5.2.1, ¢ slika A na Ar. Sa druge strane, jasno
je da je kerp = 7., pa prema Teoremi o homomorfizmu (Teorema 1.3.2),
automat A/ ™, je izomorfan sa Ar, Sto je i trebalo dokazati. [

Iz prethodne teoreme se vidi da se jedan od nacina minimizacije au-
tomata A koji raspoznaje jezik L skupom stanja T svodi na konstruisanje
kongruencije 7., Sto se moze uciniti koris¢enjem niza relacija koji se uvodi
u narednoj teoremi.

Teorema 5.2.4. Neka je T neprazan podskup automata A i {W(T’“)}keNo je
niz relacija na A definisanih sa

(513) 70 =2, i 7D = {(a,0) €7 | (vo € X) (az,bw) € ()},

Tada vazi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {ﬂ';k)}keNo je relacija ekvivalencije na A i vaZi

&

— 70
T =T o

(1) (k) (k+1)
TQ...QWT QWT 2...:_)7TT.
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(b) Ako je 7r§f“) = 7T¥€+1), za neki k € N°, tada je W(Tk) = wgf“*m) =T,
svaki m € NO,

¢) Ako je A konacéan automat, tada postoji k € N° tako da je 7F) =7
T

2a

T

Dokaz. (a) Jasno da svi ¢lanovi niza {W,E[,k)} keno jesu relacije ekvivalencije,
a neposredno iz definicije ovog niza sledi da je on opadajudéi lanac. Dakle,
preostaje da se dokaze da m, C wéf‘;), za svaki k € N, §to ée biti dokazano

indukcijom po k. Prema Teoremi 5.2.2 imamo da je m. C g, = wg)). Dalje,
pretpostavimo da je 7, C Wéf“) za neke k € N° i uzmimo da je (a,b) € T
Ako (a,b) ¢ 7T¥€+1), to znaci da postoji z € X tako da (az,bx) ¢ Wé{c) C e,
a to prema (5.12) znaci da (a,b) ¢ 7, Sto je u suprotnosti sa polaznom
pretpostavkom da je (a,b) € 7. Prema tome, zaklju¢ujemo da je (a,b) €
Wéf““), sto znaci da je m, C F;k+1). Time je dokaz tvrdenja (a) zavrSen.

(b) T ovo tvrdenje ¢e biti dokazano indukcijom po m. Iz pretpostavke
imamo da ono vazi za m = 1. Pretpostavimo da je Wéf“) = 7T§f€+m), za neki
m € N. Tada je

7T¥€+m+1) = {(a, b) € 7Tg“+m) ‘ (Vo € X) (ax,bx) € 7T£Fk+m)}

- {(a, b) € mlh) ( (Vz € X) (az, br) € Wgw} = k) = (k)

¢ime je dokaz zavrsen.

Prema (a), da bi smo dokazali da je W(T’“) = 7., dovoljno je dokazati da
je W(Tk) C 7. U tom cilju, uzmimo proizvoljan par (a,b) € W(Tk) i indukcijom
po duzini re¢i u dokazimo da je (au,bu) € &, za svaku re¢ u € X*. Ako je
|lu| =0, tj. u je prazna re¢, tada je (au,bu) = (a,b) € W(Tk) C &, 8to smo i
hteli dobiti. Dalje, pretpostavimo da je (au,bu) € &p, za svaku re¢ u duzine
|u| < n, za neki n € N° i uzmimo proizvoljnu re¢ v € X* duzine |v| = n + 1.
Tada se v moze zapisati u obliku v = uz, za neke u € X*, ju| =n,iz € X,

i prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je (au,bu) € ﬂéf‘:) = Wéf”l).

Medutim, odatle neposredno sledi da je (av,bv) = (auz,buz) € Wéf“) Cepn,
Sto je i trebalo dokazati.

Prema tome, zakljuéujemo da je (au,bu) € za svaku re¢ u € X*, §to

ET,

prema (5.12) znaci da je (a,b) € m,,. Time smo dokazali da je wéf“) =

T T

¢ime je dokaz tvrdenja (b) zavrsen.
(c) Ako je automat A konacan, tada postoji kona¢no mnogo relacija na
A, pa bar dve relacije u opadaju¢em lancu iz (a) moraju biti jednake. tj.
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postoje k € N? i m € N tako da je ﬂgf“) = ﬂg,ker). No tada je jasno da je

ﬂgﬂ) = 7#““), pa prema (b) sledi da je W(Tk) =mp. O

Sada mozemo dati joS jedan algoritam za konstrukciju minimalnog au-
tomata jezika. Nasu paznju usmeri¢éemo na povezane inicijalne automate,
jer ukoliko automat od koga kre¢emo nije takav, tada ga mozemo svesti na
povezan inicijalni automat prostim odbacivanjem svih stanja nedostiznih iz
inicijalnog stanja. Uzmimo, dakle, da je A povezan inicijalni automat koji
raspoznaje jezik L skupom stanja T

Algoritam zapocinjemo formiranjem liste P svih parova stanja automata
A. Ovu listu ¢emo graficki predstavljati tablicom, pri ¢emu je, zbog re-
fleksivnosti i1 simetri¢nosti relacija koje konstruiSemo, dovoljno razmatrati
parove koji leze ispod glavne dijagonale.

U prvom koraku algoritma konstruise se relacija €,,. Naime, sa liste P se
brigu svi parovi iz skupa 7' x (A\ T)U (A\ T) x T, pri ¢emu ostaju parovi
e we .. o 0
koji ¢ine relaciju ¢, = W(T).
Neka smo posle k + 1-vog koraka dobili relaciju Wéff), gde je k > 0. Tada

se u k+2-gom koraku gradi relacija 7(#+1) tako §to razmatramo parove (a,b)

koji su na pocetku tog koraka bili na listi P, i ukoliko proverom ustanovimo
da postoji slovo = € X takvo da par (ax,bzr) na pocetku tog koraka nije bio
na listi P, sa liste se brisu parovi (a,b) i (b, a).

Algoritam se zavrSava prvim korakom u kome nije bilo nijednog brisanja
sa liste. Parovi koji su ostali na listi ¢ine trazenu relaciju ..
Ovo ilustrujemo slede¢im primerom:

Primer 5.2.2. Neka je automat A dat grafom

T Yy
RO ®
ay a2

agp
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neka je ag njegovo pocetno stanje i neka A raspoznaje jezik L skupom stanja T =
{az2,a3,a6}. Kao sto smo rekli, formiramo listu P svih parova stanja automata
A, koju ovde predstavljamo tablicom parova, a kako su relacije koje generisemo
refleksivne i simetri¢ne, to posmatramo samo deo tablice ispod glavne dijagonale.

1. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz vrsti i kolona koje odgovaraju sta-
njima koja su nedostizna iz po¢etnog stanja, u ovom slucaju stanja a,.

2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz T x (B\T)U (B\T) x T, gde je
B = A\ {as} = {ap,a1,as5,a7} (T = {az,as,a6}).

3. korak: Proveravamo parove koji su ostali na listi:

(a1z,a9z) = (a1,a1) — na listi je;
Ea1y, aoy)) = ((ag, a7)) - nijelp? l'isti7 pa se parovi (a1, ap) i (ag,aq) brisu;
asz,asx) = (a3, a3) — na listi je;
(asy, a2y) = (as,az) — nije na listi, pa se parovi (a3, az) i (a2, ag) brisu;
(as5z, agz) = (a3, a1) - nije na listi, pa se parovi (as, ao) i (ao, as) brisu;
Ea5x, alx% = ga alg nijel.n?. l_isti, pa se parovi (as,a1) i (a1, as) brisu;
agx,asx) = (ag,a3) — na listi je;
Eaﬁy, agy)) ((a5, 2)) - nijelpg l.isti7 pa se parovi (ag, az) i (az,ag) brisu;
aegx,a3r) = (ae,a3) — na listi je;
(agy, azy) = (as,as) — na listi je;
(arx,apx) = (ag,a1) — nije na listi, pa se parovi (a7, a0) i (ag,ar) brisu;
anﬁ, alx% = gag, 1% - nljel.nzau. lllStl pa se parovi (a7, ay) i (a1, ar) brisu;
arx,as5x) = (ag,as) — na listi je;
(a7y,asy) = (a7, a5) — na listi je.
ap a1 @2 a3 G4 as G A7 agp aj G2 a3 G4 as G A7 ap aj G2 a3 G4 as G A7

ao ag ag

a a a

as as a2

as as as

Gy Gy Gy

as as as

ag ag ag

ar ar ar

posle 1. koraka posle 2. koraka posle 3. i 4. koraka

.o 0 _ .o 1 _ 2 _
relacija W;) =& relacije W(T) = 71'51) =75

4. korak: U ovom koraku proveravaju se parovi (ag,as) i (ar,as) koji su jedini
ostali na listi. Kao $to smo napred videli, (agx, asz) = (ag, a3), (asy, azy) =
(as,as), (arz,asx) = (ag, a3) i (a7y, asy) = (a7, as), pa kako su ovi parovi na
listi, to se u ovom koraku niSta ne briSe, §to znaci da je algoritam zavrSen i
da relacija 7, (na automatu B) koju smo trazili ima sledece klase:

{ao}, {a1}, {az}, {as,as}, {as,ar},

a trazeni minimalni automat je predstavljen slede¢im grafom:
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T Yy

Ovde @ oznacava klasu stanja a € B.

Literatura: Arbib [1969], Aufenkamp and Hohn [1957], Gécseg and Pedk [1972],
Howie [1991], Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovié [1995].

5.3. Sintaksicki monoid jezika

Sliéno raspoznavanju jezika automatom definiSe se i raspoznavanje jezika
monoidom. Naime, govori¢emo da monoid S raspoznaje jezik L C X*
skupom H C S ako postoji homomorfizam ¢ : X* — S takav da je L =
Hep™ 1 .

(5.14) L={ue X" |upe H},

ili, ekvivalentno, ako za svaku re¢ u € X* vazi
uel & upe H.

U tom slucaju za jezik L kazemo da moZe biti raspoznat monoidom S. index-
jeziklraspoznat monoidom Lako se moze dokazati da monoid S raspoznaje L
ako i samo ako postoji homomorfizam ¢ : X* — S takav da je L = Lpp™ 1!, i

u tom slucaju ¢emo govoriti da monoid S raspoznaje L homomorfizmom .

Potreban i dovoljan uslov koji treba da ispuni homomorfizam slobodnog
monoida da bi se njime raspoznavao neki jezik dat je slede¢om teoremom:

Teorema 5.3.1. Monoid S raspoznaje jezik L C X* homomorfizmom ¢ :
X* — S ako i samo ako jezgro ker ¢ homomorfizma ¢ zasic¢uje L.
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Dokaz. Neka monoid S raspoznaje L homomorfizmom . Stavimo da je
Ly = H. Tada vazi (5.14), pa za proizvoljan par (u,v) € ker ¢, odnosno za
u,v € X* za koje je up = vp, dobijamo niz ekvivalencija

uvuel & weH & vpeH & vel,

odakle prema Lemi 1.2.3 sledi da ker ¢ zasi¢uje L.

Obratno, uzmimo da ker ¢ zasi¢uje L. Stavimo da je ker ¢ = 0. Tada je

(Lp)p~' = {u € X*|up € Lo} = {u € X*[(Fv € L) up = vy}
={ue X*|(JveLl)(uv) € kerp}
={ue X*|(Fvel)uecuvl} =, vl =L,

jer 8 = ker ¢ zasi¢uje L. Ovim je teorema dokazana. [
Posledica 5.3.1. Svaki jezik L C X™* moZe biti raspoznat nekim monoidom.

Dokaz. Prema Teoremi 1.5.5, glavna kongruencija Pr, na X* odredena sa
L zasi¢uje L, pa na osnovu prethodne teoreme imamo da monoid S = X*/ Py,
raspoznaje L prirodnim homomorfizmom kongruencije Pr. [

Podsetimo se da je glavna kongruencija Pr, na slobodnom monoidu X*
odredena jezikom L C X* definisana sa

(u,v) € P, & (Vp,g€ X*)(puge L pvg € L).

Nazovimo kontekstom rec¢i u € X* u odnosu na jezik L svaki par (p,q) € X*
za koji vazi da je puq € L. Sa Conty(u) oznac¢imo skup koji ¢ine svi konteksti
re¢i u u odnosu na jezik L. Ako je (p,q) € Contr(u), govori¢emo da se re¢ u
javlja u jeziku L u kontekstu (p,q). Koristeéi ove pojmove i oznake, glavna
kongruencija P;, moze se definisati i sa

(u,v) € P, < Contr(u) = Contr,(v).

Drugim re¢ima, par (u,v) je u relaciji Pp, ako i samo ako se rec¢i u i v javljaju
u jeziku L u istim kontekstima. U tom sluc¢aju mozemo reéi da su reéi u
i v sintaksicki ekvivalentne, pa se P naziva jos i sintaksickom kongruen-
cijom jezika L. Odgovarajuéi faktor-monoid X*/Pp naziva se sintaksickim
monoidom jezika L, i oznacava se sa Syn(L), a prirodni homomorfizam kon-
gruencije Pr naziva se sintaksickim homomorfizmom, i oznaCava se sa @y,.
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Prema dokazu Posledice 5.3.1, sintaksicki monoid Syn(L) jezika L raspoz-
naje L. Narednom teoremom uspostavi¢emo vezu izmedu sintaksickog mo-
noida jezika i ostalih monoida koji raspoznaju taj jezik. Pre toga, uvesé¢emo
slede¢i pojam: ako su data dva monoida S i T', govori¢cemo da S deli T, i
pisati S| T, ako je S homomorfna slika nekog podmonoida od T'.

Teorema 5.3.2. Neka je L C X* proizvoljan jezik. Monoid S raspoznaje
L ako i samo ako Syn(L) deli S.

Dokaz. Neka S raspoznaje L pomocu nekog homomorfizma ¢ : X* — S.
Stavimo da je H = Ly i S’ = X*p. Prema Teoremi 5.3.1, ker ¢ zasi¢uje
L, odakle prema Teoremi 1.5.5 dobijamo da je ker ¢ C Pr. Sada na osnovu
Teoreme korespodencije imamo da je Syn(L) = X*/P;, homomorfna slika
monoida X*/ker ¢ = S’. Kako je S’ podmonoid od S, to je time dokazano
da Syn(L) deli S.

Obratno, uzmimo da je Syn(L) homomorfna slika nekog podmonoida S’
od S, tj. da postoji homomorfizam ¢ iz S’ na Syn(L). Primetimo da za
proizvoljno slovo x € X, skup (apr)y~! je neprazan, zbog sirjektivnosti
homomorfizma 1. Oznacimo sa z proizvoljan element iz tog skupa. Na
ovaj nacin smo definisali preslikavanje ¢ : X — S’, koje se, prema Teoremi
2.2.1, moze progiriti do homomorfizma @ iz X* u 5’.

Sa druge strane, prema definiciji preslikavanja ¢ imamo da je zpy =
xpr, odnosno Py = xpy, za svaki z € X. Kako su g9 i ¢, homomorfizmi
iz X* u Syn(L), to odavde i iz Teoreme 2.2.1 imamo da je gy = ¢r..

Dalje, da bi smo dokazali da S raspoznaje L, dovoljno je dokazati da
kongruencija ker ¢ zasi¢uje L. Zaista, za proizvoljne u,v € X*, iz (u,v) €
ker ¢ sledi da je (u,v) € ker g = Py, jer je ptb = ¢, a odavde dalje sledi
da vazi

uel & veL,

prema Teoremi 1.5.5 i Lemi 1.2.3. Dakle, opet prema Lemi 1.2.3 imamo da
ker ¢ zasi¢uje L, $to je i trebalo dokazati. [J

Primetimo da iz ¢injenice da monoid S deli monoid T sledi da za kardi-
nalne brojeve tih monoida vazi |S| < |T'|, zbog ¢ega dobijamo da iz prethodne
teoreme neposredno sledi sledeé¢a teorema:

Teorema 5.3.3. Za proizvoljan jezik L C X*, sintaksicki monoid Syn(L)
je monoid najmange kardinalnosti koji raspoznaje L.
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Zanimljiva veza postoji i izmedu sintaksickog monoida i minimalnog au-
tomata jezika, koju opisuje sledeca teorema:

Teorema 5.3.4. Sintaksicki monoid Syn(L) jezika L C X* izomorfan je
monoidu prelaza minimalnog automata Ay, jezika L.

Dokaz. Ozna¢imo minimalni automat jezika L krade sa A, a glavnu desnu
kongruenciju na X* odredenu sa L krace sa 0. Kako je prema Teoremi 4.3.2,
monoid prelaza T4 automata A izomorfan faktor-monoidu X*/u 4, to ostaje
da se dokaze da je u4 = Pr. Zaista,

(u,v) € pa & Va € A;) au = av (prema (4.2))
< (Vp € X*) (po)u = (po)v (prema definiciji
skupa A,)
< (Vp e X*) (pu)o = (pv)o (prema (4.4))
< (Vp € X*) (pu,pv) € R, (jer je 0 = Ryp)

< (Vpe X*)(Vge X*)((pu)g e L < (pv)g e L) (prema definiciji
relacije Ryp)

& (u,v) € P, (prema definiciji
relacije Pr),

odakle je u4 = Pr, $to je i trebalo dokazati.

Kao §to ¢emo videti u Primeru 5.3.1 postoje monoidi koji ne mogu
biti sintaksi¢ki monoidi niti jednog jezika. To nas navodi da postavimo
pitanje pod kojim uslovima jedan monoid jeste sintaksicki monoid nekog
jezika. Jedan odgovor na to pitanje bi¢e dat narednom teoremom. Pre toga,
uveséemo sledeé¢i pojam: podskup H monoida S nazivac¢emo disjunktivnim
podskupom od S ako je glavna kongruencija Py na S odredena sa H jednaka
identickoj relaciji na S, tj. Py = Ag.

Teorema 5.3.5. Monoid S je sintaksicki monoid nekog jezika ako i samo
ako sadrzi disjunktivan podskup.

Dokaz. Neka je S = Syn(L), za neki jezik L C X*, i neka je ¢ : X* — §
sintaksicki homomorfizam jezika L. Dokaza¢emo da je H = L disjunktivan
podskup od S. Primetimo najpre da S raspoznaje L skupom H, pomocu
homomorfizma ¢, tj. da za svaki w € X* vazi

(5.15) weL & wpeH.
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Za proizvoljan par (a,b) € Py imamo da je a = up i b = vy, za neke
u,v € X*, i dalje, za proizvoljne p,q € X* je

puq € L & (puq)p € H (prema (5.15))
< (pplalqp) € H
< (pp)blap) € H  (jer je (a,b) € Pp)
< (pvg)p € H
S pug € L (prema (5.15) ).

Prema tome, (u,v) € Pr, §to znaci da je up = vy, odnosno a = b. Ovim
smo dobili da je Py = Ag, §to je i trebalo dokazati.

Obratno, uzmimo da monoid S sadrzi disjunktivan podskup H. Prema
Posledici 2.2.1, postoji slobodan monoid X* i sirjektivni homomorfizam ¢ iz
X*na S. Stavimo da je L = He~!. Dokaza¢emo da je S sintaksicki monoid
jezika L.

Uzmimo proizvoljne u,v € X*. Ako je (u,v) € ker ¢, tj. up = vy, tada
za proizvoljne p,q € X* imamo da je

pug € L < (puq)p € H (jerje L = Hp™')
& (pp)(up)(qp) € H
& (pp)(vp)(ap) € H  (jer je up = vyp)
& (v e H
& pug € L (jer je L = Hgo_l),

odakle dobijamo da je (u,v) € Pp. Sa druge strane, neka je (u,v) € Pp.
Uzmimo da je up = a, v = b, za a,b € S, i uzmimo proizvoljne z,y € S.
Kako je ¢ sirjektivni homomorfizam, to je x = pp iy = qp, za neke p,q € X*,
pa dalje imamo da je

xay € H < (puq)p € H

& pug€ L (jer je L = Hp™!)
& pug €L (jer je (u,v) € Pr)
& (pvgpe H  (jerje L=Hp™")
& zby € H.

Prema tome, (a,b) € Py = Ag, tj. a = b, pa je up = vy, odnosno (u,v) €
ker . Ovim smo dokazali da je P; = ker y, sto znac¢i da je ¢ sintaksicki
homomorfizam a S je sintaksicki monoid jezika L. Ovim je dokaz teoreme
zavrsen. []

Slede¢im primerom dokaza¢emo da postoje monoidi koji ne mogu biti
sintaksi¢ki monoidi niti jednog jezika.
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Primer 5.3.1. Neka je T proizvoljna polugrupa desnih nula, tj. polugrupa u
kojoj je mnozenje proizvoljnih elemenata a,b € T definisano sa ab = b, i neka je S
jedini¢no prosirenje polugrupe T pomocu elementa e. Uzmimo proizvoljan podskup
HodS.

Ako je |T| > 2, tada postoje a,b € T takvi da je a # b i vazi
a,beTNH ili abeTN(S\H)=T\H.
Ako su a,b € T'N H, tada za proizvoljne x,y € S imamo sledeéi niz ekvivalencija
zaye H& y=ciliye H & xby € H,

odakle sledi da je (a,b) € Py. Sa druge strane, ako a,b € T'\ H, tada za proizvoljne
z,y € S dobijamo niz ekvivalencija

zaye H & y#e&ye H & by € H,

pa je ponovo (a,b) € Py. Prema tome, u slucéaju da je |T'| > 2, Py # Ag, za svaki
H C S, pa S nema disjunktivan podskup, sto prema prethodnoj teoremi znaci da
S ne moze biti sintaksicki monoid niti jednog jezika.

Ako je |T| < 2, tada je svaki jednoelementan podskup od T' disjunktivan, i u
tom slucaju za proizvoljan alfabet X sa vise od jednog slova i proizvoljan neprazan
podskup X’ od X, S je sintaksicki monoid jezika X*. Odavde se vidi i da razliciti
jezici mogu imati isti sintaksicki monoid.

Na kraju ovog poglavlja posveéenog sintaksickim monoidima, govori¢emo
o jednom algoritmu za konstrukciju sintaksickog monoida datog jezika. Taj
algoritam zasnovan je na Teoremi 5.3.4, prema kojoj se sintaksicki monoid
jezika L moze konstruisati kao monoid prelaza minimalnog automata Ay =
(A, L, X, 1) tog jezika, za koji prema Teoremi 4.3.1 znamo da je podmonoid
monoida 7,(Ar) generisan skupom Ty . Postupak za nalazenje podmonoida
monoida generisanog nekim skupom zasnovan je na Teoremi 1.5.3, koja je
posebno korisna u konstruisanju monoida prelaza konacnih automata, koji
su i sami konac¢ni. Naime, ako je A = (A4, X, ¢) konacan automat sa n stanja,
tj. |A| = n, tada je poznato da je |7.(A)| = n", pa je monoid prelaza T4
automata A takode konacan, pri cemu je |T4| < n™.

Primer 5.3.2. Neka je A, = (A, L, X, 6;) minimalni automat jezika
L={2"y"|m,n € N},

konstruisan u Primeru 5.1.2. Podsetimo se da je automat Ay zadat grafom prelaza
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L Ly Ls

z,y

Sintaksicki monoid jezika L izomorfan je monoidu prelaza automata A, koji se
nalazi kao podmonoid od 7,.(AL), gde je A, = {L, L1, Lo, L3} generisan preslika-
vanjima 7, i n,. Pojednostavi¢emo pisanje stavljajuéi da je Ar = {0,1,2,3}. U
tom slucaju je

/(01 2 3 . /(01 2 3
Tle=11 1 2 2 ' lw= 9 3 2 3 )¢

Krenimo od skupa H = {n,,n,}. Najpre imamo da je Yo = H® = {n.}, gde je 1.
identicko preslikavanje skupa Ay, tj.

(01 2 3
e = 123 )
i1 =Yy UH = {n,ns,ny,}. Dalje imamo da je

H? = {03, 0alys NyNas 7, -

Neposredno se proverava da je n2 = s, 775 =1y i

01 2 3 . 01 2
Th=\3 3 2 2 )T 1 W= 9 2

Prema tome,

N W

) = Nyz-

H? = {nm,ny,nmy,nyx} 1 Yo=Y UH? = {ne,nranyﬂhyanyﬂﬂ}'
Dalje imamo da je

H3 = H2 -H = {nm7nzyuna:nxy7nznyx777yx777ya77ynzyunynyz}

§to znaci da je

Kako je
NxNzy = 775773; =Ny = Nzy, NMyTlyz = 775% = MNyNz = Nyz,
1 takode
(01 23\ /01 23\ _(0123)_
Nellyz =\ 1 1 2 2 22 22 )7\ 2 2 92 92 )7
(0 123\ /0123\ (0123)_
Mhey =\ 9 3 2 3 3322) 222 292)
2

to je H® = {ns,MysNwys Mz}, odakle dobijamo da je Y3 =
Tx = Y5. Monoid T4 zadat je tablicom
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T(A) | e Nz Ny  Ney  Myz
e e Tz Ty Ney  Myx
Nz N Ne Moy Moy Tyx
Ny My My Ny  Thyz  Tyz

Ny Ty Nyz  MNzy  Myz  Tyzx
Ny Myz  Myz  TMyz  Myz  TNyx

Literatura: Arbib (ed.) [1968], Arbib [1969], Bogdanovié¢ and Ciri¢ [1993], Br-
zozowski and Simon [1973], Eilenberg [1973, 1976], Eilenberg and Schutzenberger
[1976], Gécseg and Pedk [1972], Howie [1991], Lallement [1979], Madardsz and Cr-
venkovié [1995], McNaughton [1974], Myhill [1957], Pin [1984, 1995, 1997], Pip-
penger [1997], Rabin and Scott [1959], Schein [1966], Schiitzenberger [1965] Simon
[1975).

5.4. Raspoznavanje jezika konac¢nim automatima

Gledano sa aspekta prakti¢ne realizacije raspoznavanja jezika automatom,
najznacajniji su jezici nad kona¢nim alfabetom koji mogu biti raspoznati
kona¢nim automatom. Takve jezike nazivaéemo raspoznatljivim jezicima.
Tako smo u ranijim poglavljima videli da se svaki jezik moze raspoznati
nekim automatom, u ovom poglavlju ¢emo videti da ne moze svaki jezik
biti raspoznat kona¢nim automatom, odnosno da nije svaki jezik raspoz-
natljiv. Ovde ¢emo takode dati i neke potrebne i dovoljne uslove za jezik
nad kona¢nim alfabetom da bude raspoznatljiv.

Pre no sto damo teoremu koja daje prve karakterizacije raspoznatljivih
jezika, uvodimo sledeéi pojam: za relaciju ekvivalencije # na skupu X, in-
deksom relacije 6, u oznaci ind #, nazivacemo kardinalni broj faktor-skupa
X /6. Ako je ind 6 konacan broj, tada ¢emo govoriti da je 6 relacija konacnog
indeksa.

Teorema 5.4.1. Neka je L C X* jezik nad konacénim alfabetom X. Tada
su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i
u

(iii

L je raspoznatljiv;

L je zasicen nekom desnom kongruencijom na X* konacnog indeksa;
glavna desna kongruencija Ry, na X* je konacénog indeksa;

(iv
(v

(vi

L moze biti raspoznat konacénim monoidom;

L je zasicen nekom kongruencijom na X* konacnog indeksa;

— — — —

sintaksicka kongruencija Py, na X* je konacnog indeksa.
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Dokaz. (i)=(iii). Ako jezik L moze biti raspoznat nekim konacénim au-
tomatom, to prema Teoremi 5.1.2 znac¢i da je i minimalni automat Ap
kona¢an, odnosno da vazi (iii).

(iii)=-(ii). Ovo sledi neposredno.

(ii)=(i). Ako je jezik L zasi¢en nekom desnom kongruencijom o na
X* kona¢nog indeksa, tada prema Teoremi 5.1.1 imamo da je A, konac¢ni
automat koji raspoznaje L.

(iv)=-(vi). Ova implikacija se dokazuje sli¢cno kao implikacija (i)=-(iii),
koriséenjem Teoreme 5.3.3.

(vi)=(v). Ovo sledi neposredno.

(v)=(iv). Ovo se dokazuje slicno kao (i)=-(iii), koriséenjem Teoreme
5.3.1.

(iii)=-(vi). Uslov (iii) u stvari zna¢i da je minimalni automat jezika
L konacan, a u tom slucaju i njegov monoid prelaza mora biti konacan,
Sto prema Teoremi 5.3.4 povlaci da je sintaksicki monoid Syn(L) jezika L
konacan, §to je ekvivalentno sa (vi).

(vi)=-(iii). Prema Teoremi 1.5.5, Py, C Ry, odakle je ind Ry, < ind P,
sto dokazuje implikaciju (vi)=-(iii). O

Primer 5.4.1. Neka je A = {z,y} i
L ={z"y" |n € N}.

Dokazacemo da L nije raspoznatljiv jezik.

Pretpostavi¢emo suprotno, da postoji konacan automat A = (A4, ag, X, ) koji
raspoznaje L skupom T C A. Uvedimo oznaku a, = agz”, za n € N. Kako smo
pretpostavili da je A konacan skup, to je a,, = a,, za neke m,n € N, m # n.
Medutim, onda dobijamo da je

m, n n n n, n
apx"Y" = any” = any" = apx"y" €T,

a to znaci da je x™y™ € L, sto je u suprotnosti sa definicijom jezika L. Ovim smo
dokazali da L nije raspoznatljiv jezik.

Drugi nac¢in da se ovo dokaze je da se konstruiSse minimalni automat jezika L,
koji je beskonacan. Naime, minimalni automat jezika L dat je grafom
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LxleLQxLSxL4x

gde je

Ly, = {z"™y" |n > m}, m € N,
K=o,
Kp={y"?}, m2>2

Zaista, imamo da je

La={u€X"|zue L} ={a""'y"|n €N} = Ly,
Ly={ue X*|yue L} =2 = Ky,

a za proizvoljan m € N je

Lpax={u€ X*|ou€ Ly} ={a" ™ y" |n>m+1} = L1,
Lpy={ue X*|yu€ Ly} ={y" '} = Kini1,
Kpox={ueX*|aue K,} =0 =K,

dok je
Kl.yZQZKl,
Kry={ue X*|yue Ky} ={ue X*|yu=e} =2 = K,

azam >3 je
Kny={ue X" |yu€ Ky} ={ue X*|yu=ym?}
= {ym—3} =Kpn-1-

Teorema 5.4.2. Svaki jednoelementan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz. Neka je A konacan alfabet i L = {w}, za neki w € X*. Doka-
zac¢emo da je L raspoznatljiv tako sto ¢emo konstruisati njegov minimalni
automat.

Ako je w = e, tada za proizvoljan xz € A je
Lr={ueX'|zuel}={ue X" |zu=e}=0.

Kako je @.x = @, za svaki z € A, to je A = {L,d}, Sto znaci da je
minimalni automat Ay jezika L konacan.
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Sa druge strane, uzmimo da je w € X', odnosno w = x123 - - Tp, za
neke z1,x9,...,T, € A. Za proizvoljnu re¢ u € X* je

Lu={veX"|u =w},

odakle sledi da je L.u # @ ako i samo ako u jeste levi odsecak reci v, odnosno
ako je u = lp(w), za neki k € {0,1,...,n}, ukom slucaju je

L= {r,_k(w)}.
Ako uvedemo oznaku
L = L.lp(w) = {rn—r(w)},
zak €{0,1,...,n},i Lyt = &, tadaimamodaje A, = {L; |0 <k <n+1},
§to znaci da je minimalni automat Ay, jezika L konacan, pa je L raspoznatljiv
jezik. O

Teorema 5.4.3. Prazan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz. Za proizvoljan alfabet X, automat dat grafom
aop a1
XC ). X o

sa inicijalnim stanjem ag raspoznaje prazan jezik stanjem a;. O
Teorema 5.4.4. Unija dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz. Nekasu Ly, Lo C X* raspoznatljivi jezici nad kona¢nim alfabetom
A. Zai € {1,2}, neka automat A; = (A;,a}, X, ;) raspoznaje L; skupom
T; C A;. Konstruisimo automat A = (A, ag, X, ) na sledeéi nacin: neka je
A= Ay x Ag, ag = (a}, ad) i funkcija prelaza § : A x X — A je definisana sa

(5.16) d((ar,a2),z) = (61(a1,x),d2(az, x)).

Dokazademo da automat A raspoznaje L; U Ly skupom T = (T} x Ag) U
(A1 x Ts). Iz (5.16) se lako dobija da je

(ala CLQ)U = (CLlU, CL2U)7
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za proizvoljne a1 € A1, as € Az, u € X*, odakle sledi da je

u€liULy Sueljiliue€ Ly
@aéueTI ili a%u€T2
& (aju,adu) € (Ty x A2) U (A1 x T»)
S agu €T.

Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [
Teorema 5.4.5. Svaki konacan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz. Ovo sledi iz Teorema 5.4.2 i 5.4.4, jer se svaki konacan jezik moze
predstaviti u obliku kona¢ne unije jednoelementnih jezika. [

Teorema 5.4.6. Presek dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz. U oznakama iz Teoreme 5.4.4, automat A raspoznaje jezik L1 N Loy
skupom T'=1T7 x Ty. [J

Teorema 5.4.7. Komplement raspoznatljivog jezika je takode raspoznatljiv
jezik.

Dokaz. Neka je L raspoznatljiv jezik nad kona¢nim alfabetom A. Ako
konac¢an automat A = (A, ag, X, ) raspoznaje L skupom T C A, tada isti
automat raspoznaje komplement jezika L u X* komplementom skupa T u
A O

Posledica 5.4.1. Razlika dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz. Ovo tvrdenje sledi neposredno iz Teorema 5.4.6 1 5.4.7, jer za jezike
L i Ly nad alfabetom X je L1\ Ly = L1 N Lg, gde Lg oznacava komplement
od Ly u X*. O

Teorema 5.4.8. (Lema o napumpavanju). Neka je L C X* beskonacan
raspoznatljiv jezik. Tada postoji broj n € N takav da svaka re¢ u € L duZine
|u| > n moZe biti zapisana u obliku u = viwve, pri cemu vaZi:

(a) vi,v2 € X* iwe XT;
(b) ‘Ulw’ < n;
(c) viw™vs € L, za svaki m € NO.
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Dokaz. Neka je A = (A, ap,X,0) konacan automat koji raspoznaje jezik
L skupom T C A. Neka je n broj stanja automata A. Uzmimo proizvoljnu
re¢ u € L duzine |u| > n, i predstavimo je u obliku

uUu=2r1x2" Tk,
gdeje ke N,k >n,ix,29,...,01 € A. Zai € {1,2,...,n} neka je
a; = apxy - - - T;.
Kako je prema pretpostavci k > n, to se u nizu stanja
ag, a1, - - -, A

bar jedno stanje ponavlja. Uzmimo da je a; prvo stanje u datom nizu koje se
ponavlja i neka je a; prvo njegovo ponavljanje. Uoc¢imo da jei >0, j—¢ >0
i j < n, jer su, zbog nacina izbora stanja a; i aj, stanja ag,a1,...,a;-1
medusobno razli¢ita. To je prikazano na sledecoj slici

U1 V2
ag a; = Ay ag

Uzmimo sada da je

9

_— Ty T ako jei >1
L ako jei=0

W= Tit1 - Tj,

oy 4 TitLT Tk akojej <k—-1
2 e ako je j =k

Jasno da vazi (a) i (b). Takode, kako imamo da je
a; = agvy, aw = a; = a; i ajve = ap = agu € T,
to za proizvoljan m € N° imamo da je
apviw™ v = a;w™ vy = a;ve = ajve € T,
§to znaci da je vjw™wvy € L. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [

Lema o napumpavanju se moze uspesno koristiti za dokazivanje neraspoz-
natljivosti nekih jezika, kao $to je prikazano na slede¢em primeru.
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Primer 5.4.2. Vratimo se na jezik L = {2"y"|n € N} razmatran u Primeru
5.4.1. Koriste¢i Lemu o napumpavanju, prikaza¢emo jos jedan nacin na koji se
moze dokazati neraspoznatljivost jezika L.

Ukoliko bi on bio raspoznatljiv, onda bi prema Lemi o napumpavanju postojao
broj n € N za koji vaze uslovi Leme o napumpavanju, pa bi re¢ v = z"y" mogla biti
zapisana u obliku u = v wwvs, pri ¢emu su zadovoljeni uslovi Leme o napumpavanju.
U tom sluc¢aju bi iz [vyw| < n sledilo da je v; = 2%, w = 27 i vy = 2¥y™, pri cemu
jei+7+k<n,i,k>01i7>1, pabismo imali da je

xnyn —u= ’Ule’UQ — xixkyn _ xi—&-k n

)

pri ¢emu je i + k < n, $to nije moguce. Prema tome, jezik L ne moze biti raspoz-
natljiv.

Literatura: Arbib [1969], Burris and Sankappanavar [1981], Gécseg and Pedk
[1972], Glushkov [1961a], Howie [1991], Kleene [1956], Lallement [1979], Madardsz
and Crvenkovié [1995], Myhill [1957], Nerode [1958], Pippenger [1997], Rabin and
Scott [1959].

5.5. Nedeterministicki automati

Nedeterministickim automatom nazivamo uredenu trojku A = (A, X, ) koju
¢ine neprazan skup stanja A, neprazan ulazni alfabet X i funkcija prelaza

§:Ax X —P(A),

gde je sa P(A) oznacen partitivni skup skupa A, tj. skup svih podskupova
skupa A.

Razlika izmedu obi¢nih automata, koje ¢emo nazivati i deterministickim
automatima, i onih nedeterministickih je u tome Sto se kod deterministickih
automata proizvoljnom paru (a, x) € Ax X pridruzuje jedno odredeno stanje,
dok se kod nedeterministickog automata tom paru pridruzuje skup stanja
0(a,x), koji moze biti i prazan, pri ¢emu se moze reéi da je d(a,x) skup
stanja “u koje je moguce preci” iz stanja a pod uticajem ulaznog simbola x.

Sa druge strane, deterministicki automat se moze tretirati kao specijalan
slucaj nedeterministickog automata kod koga su svi podskupovi d(a, z) jed-
noelementni.

Primer 5.5.1. Sledeéim grafom zadat je jedan nedeterministicki automat:
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Na primer, §(ag, z) = {ap,a1} a d(a1,y) = 2.

Neka je dat nedeterministicki automat A = (A4, X,0). ZaPC Aix e X
sa §( P, x) oznacavatemo podskup od A definisan sa

(5.17) (Px)= U d(a,x).

acP

Jasno da je sa (5.17) dato preslikavanje koje slika P(A) x X u P(A), i ako el-
emente iz A poistovetimo sa odgovarajué¢im jednoelementnim podskupovima
iz P(A), tada mozemo reéi da je sa (5.17) preslikavanje § prosireno sa A x X
na P(A) x X, s obzirom da prema (5.17) imamo da je §({a},z) = d(a,x),
za sve a € A, x € X. Ovim smo pokazali da se nedeterministicki automat
A = (A, X,0) moze na prirodan na¢in prevesti u deterministicki automat
A" = (P(A), X, ). Kao §to smo to ¢inili i ranije, koristi¢emo istu oznaku 4 za
funkcije prelaza oba ova automata, jer nema opasnosti od zabune zbog toga
$to se na skupu A x X ova preslikavanja poklapaju. Automat A’ naziva¢emo
prirodnim pro§irenjem nedeterministickog automata A.

Koristeé¢i napred prikazani prelazak sa nedeterministickog automata A
na odgovarajuéi deterministicki automat A’, razne pojmove i oznake koji se
ticu automata A’ mozemo na prirodan nacin prevesti u pojmove i oznake
koji se ticu nedeterministickog automata A. Na primer, za H C Aiu € X*,
sa Hu ¢emo, kao i obi¢no, oznacavati stanje automata A’ u koje se prelazi iz
stanja H pod uticajem ulazne reci u, a tu oznaku ¢emo koristiti i u radu sa
automatom A, gde Hu predstavlja skup svih stanja tog automata ”u koje je
moguce preé¢i” iz nekog stanja iz skupa H pod uticajem ulazne reci u.

Za nedeterministicki automat A = (A, X, ) kazemo da je konacan nede-
terministicki automat ako su njegovi skupovi stanja i ulaza konacni. Ini-
cijalnim nedeterministickim automatom mnazivamo uredenu Cetvorku A =
(A, 1,X,0), gde je (A, X,d) nedeterministicki automat i I C A, pri ¢emu
¢emo [ nazivati inicijalnim stanjem automata A. Prirodno prosirenje ovak-
vog automata je inicijalni deterministicki automat A’ = (P(A), I, X, ¢), gde
je (P(A), X, ) prirodno prosirenje nedeterministickog automata (A4, X, J).

Za inicijalni nedeterministicki automat A = (A, I, X,0) kazemo da ras-
poznaje jezik L C X* skupom T C A ako je

L={uve X" IunT # o},
odnosno, ako za proizvoljan v € X* vazi

uel & IunT # @.
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U tom slucaju kazemo da L moZe biti raspoznat nedeterministickim au-
tomatom A.

Slede¢om teoremom ¢emo pokazati da jezik moze biti raspoznat nedeter-
ministickim automatom ako i samo ako moze biti raspoznat deterministickim
automatom.

Teorema 5.5.1. Nedeterministicki automat A = (A, I, X, ) raspoznaje je-
zik L C X* skupom T C A ako i samo ako njegovo prirodno prosirenje
raspoznaje L skupom T C P(A) koji ¢ine svi podskupovi od A koji imaju
neprazan presek sa T.

Dokaz. To sledi neposredno iz ¢injenice da za proizvoljnu re¢ v € X™* vazi
IunT#90 < TueT,

prema definiciji skupa 7. [
Iz prethodne teoreme dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 5.5.2. Jezik L nad konacénim alfabetom X je raspoznatljiv ako i
samo ako moZe biti raspoznat konacénim nedeterministickim automatom.

Dokaz. Direktni deo teoreme je posledica ¢injenice da je konacan deter-
ministicki automat specijalan sluc¢aj kona¢nog nedeterministickog automata.

Obrat sledi iz Teoreme 5.5.1 i ¢injenice da prirodno prosirenje kona¢nog
nedeterministickog automata jeste konacan deterministicki automat. O

Kao sto ¢emo videti u daljem tekstu, u raznim prilikama gde dokazu-
jemo raspoznatljivost odredenih jezika, to moze biti uc¢injeno jednostavnije
nalazenjem kona¢nih nedeterministickih automata koji ih raspoznaju.

Literatura: Arbib [1969], Gécseg and Pedk [1972], Howie [1991], Lallement [1979],
Madardsz and Crvenkovié [1995], Pippenger [1997], Rabin and Scott [1959].

5.6. Proizvod jezika

Osim operacija unije, preseka i komplementiranja jezika, koje zajedno nazi-
vamo Booleovim operacijama na jezicima i za koje smo u Odeljku 5.4. doka-
zali da o¢uvavaju raspoznatljivost jezika, vaznu ulogu u izucavanju jezika
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igraju i operacija mnozenja jezika i zvezda operacija na jeziku, o kojima ce
biti re¢i u ovoj i narednoj tacki.

Neka je dat slobodan monoid X* nad kona¢nim alfabetom X. Za jezike
L1, Lo C X*, proizvod jezika L1 i Lo, u oznaci L1 Lo definiSemo kao proizvod
podskupova polugrupe X*, tj.

L1Ly= {’LL1U2 ‘ up € Ll, Uy € L2}
={u € X*|(3uy € L1)(3uz € La) u = ujus}.

Drugim re¢ima, radi se o mnozenju u partitivnoj polugrupi P(X*) polugrupe
X*. Podsetimo se da je o partitivnhim polugrupama bilo re¢i u Glavi 1.

Slede¢om teoremom dokaza¢emo da i operacija mnozenja jezika o¢uvava
raspoznatljivost jezika.

Teorema 5.6.1. Proizvod dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz. Nekasu L1, Lo C X* raspoznatljivi jezici nad kona¢nim alfabetom
X ineka je L = L Ly. Razlikovaéemo slucajeve kada je e € L i kada e ¢ L.

Sluéaj e ¢ L: Zai € {1,2} neka je A; = (4;,ad, X, ;) konacan inicijalni
automat koji raspoznaje L; skupom T; C A;. Ne umanjujuéi opstost dokaza
mozemo uzeti da je Ay N Ay = &. Stavimo da je A = Ay U As i defini§imo
konac¢an nedeterministicki automat A = (A, I, X,d) na sledeéi nacéin: [ =
{ad} i funkcija prelaza § : A x X — P(A) je definisana sa

{61(a,x)} akojea € Ay idi(a,x) ¢ Th
(5.18) d(a,xz) =< {61(a,x),a3} ako jea € A1 idi(a,z) €Ty
{02(a,z)} ako je a € As.

Dokaza¢emo da A raspoznaje L skupom T5, tj. da za proizvoljan u € X
vazi
vel & Iunly #O.

Uzmimo najpre da je u € L, tj. da je v = ujug, za w1 € Ly i up € Lo.
Uzmimo takode da je

Uy = T1x2 " Tp, U2 =Y1Y2" " " Ym,

gde sum,n € N°, pri ¢emuje m+mn>0,i21,...,%n,91,...Ym € X. Sada
imamo da je

S(I,u) = PiPs---PoRiRs-- R,
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pri ¢emu je

P1 = 5(I,$1), P2 = (5(P1,$2), .. .,Pn = 6(Pn—17$n)a

(5.19)

Rl - 5(P'n,7 yl)a R2 - 6(R1a y2)7 o 7Rm - 5(Rm—17ym)-
Najpre ¢emo indukcijom dokazati da za svaki i € {1,...,n} vazi
(5.20) apry - x; € P

Zaista, najpre imamo da je
apxry = 01(ap, x1) € 6(ad, x1) = (I, 1) = Py,

prema (5.18), ¢ime je (5.20) dokazano za i = 1. Uzmimo dalje da (5.20) vazi
zaneki i, 1 <4 < n,idokazimo da vaziiza ¢+ 1. Zaista, prema pretpostavci
imamo da je ajz; - - - ; € P;, odakle prema (5.18) dobijamo da je

atl)xl XX = 01 (a(l)azl Ce Xy, Tiy1) € 5(a(1]$1 ST, Tig)
C (P, wit1) = Piga.
Ovim smo dokazali da (5.20) vazi za svaki i € {1,...,n}.
Uoc¢imo dalje da iz u; € Ly sledi da je
(51(a[1)a:1 X1, Xp) = atl)ul eT,

odakle prema (5.18) i (5.20) dobijamo da je a3 € P,, pa sliéno kao (5.18)
dokazujemo i
(5.21) a(%yl Yy € Rj,

za svaki j € {1,...,m}. Iz (5.21) neposredno dobijamo da je aZus € R,
pa kako prema (5.19) imamo da je R,, = Iu, a iz ug € L9 imamo da je
Q%UQ € T, to dobijamo da je CL%UQ € ToNIu. Ovim smo dokazali da iz v € L
sledi TuNT, # @.

Obratno, uzmimo u € X za koje je IuN Ty # @. Neka je
U= T1T2 - T,
zan€Nizxy,ze,...,z, € X. Tada je
S(I,u) = PPy Py,
pri cemu je

Py =6I,z1), Po=0(P1,22),..., P =06(Pr_1,xn).
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Neka je m = min{i|1 < ¢ < n & P,N Ay # @}. Iz pretpostavke da je
IuNTy # &, odnosno da je P, N Ty # @ imamo da je P, N Ay # @, §to
znac¢i da je gornji skup neprazan, pa zaista ima najmanji element. Prema
definiciji broja m imamo da za svaki i, 1 <i < m je P;N Ay = &, §to prema
(5.18) znaci da je

P, ={apxy---x;}, zasvakii, 1 <i<m.

Sa druge strane, iz P,,, N As # &, prema (5.18), dobijamo da je

(5.22) all)wl e T 1Tm = (51(a(1)x1 S Ep—1, ) € T1,
ida je
(5.23) P ={adz1 - 2m,ad}.

Takode, iz (5.22) i (5.23) sledi
(5.24) P,NT # 2.

Neka su my,ma, ..., my svi brojevi iz skupa {1,2,...,n} za koje vazi da je
Py, NTy # 9,1 <1<k, pri cemu je m; < mg < --- < my. Postojanje bar
jednog takvog broja sledi iz (5.24). Indukcijom éemo dokazati da za svaki
ie{l,...,k} vazi

1 2 2 2
(5.25) P, = {apT1 - Ty, Q5T my 41" Tongs - -+ s AQ3Tim;_ 141 * Ty, GG}
i

(5.26) X1 T, € L.

Kako je jasno da je m; = m, to iz (5.22) i (5.23) sledi da relacije (5.25) i
(5.26) vaze za i = 1.

Pretpostavimo da relacije (5.25) i (5.26) vaze za svaki j, 1 < j <i<k,i
dokazimo da vaze i za i+ 1. Za proizvoljan I, m; <l < m;11, je PNT] = &,
sto prema indukcijskoj hipotezi i (5.18) daje

P = {a[l)a:l ey, agﬂ?m1+1 R T ,a%xmiH cexpt
Odavde i iz P,,,,, NT| # @, prema (5.18), dobijamo da je
(5.27) Ayl Ty = 01021+ Ting g1, Tmyyy) € T
ida je

— 1 2
sz‘+1 - {aoxl U Tm g QoTma+1 T - -

(5.28)
s 7a3$mi+1 T xmi+17a%}7
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pri ¢emu je (5.27) ekvivalentno sa
(5.29) T1X2 " Tmyyq c Ll.

Dakle, iz (5.28) i (5.29) sledi da relacije (5.25) i (5.26) vaze za svaki i €
{1,...,k}.

Dalje, za svaki [, my < | < n (ako takav [ postoji) imamo da je P,NT} =
@, §to prema (5.18) znaci da je

P = {a(l)xl ey, agxmlﬂ R T ,a%xmkﬂ <t

§to za | = n daje

P, = {aéxl T, agscml_H RN ,a%a:mkﬂ Ry
Iz pretpostavke P, NTy = Tu N Ty # & sada dobijamo da je

a%azmﬁl ey €T,

za neki ¢, 1 <14 < k, odnosno da je
(5.30) Tmy41 - Tn € Lo.
Prema tome, iz (5.30) i (5.26) dobijamo da je

u=x1-Tp=(T1 Tm,)(@my4+1--Tn) € L1La = L,

sto je i trebalo dokazati. Ovim je upotpunjen dokaz za slucaj e ¢ L.

Slucaj e € L. Ovaj slucaj je mogué samo ako je e € Ly i e € Ly. Uved-
imo oznake

L'=L\{e}, Li=Li\{e} i Ljy=1Ls\{e}.
Lako se proverava da je L' = L] L, U L} U L}, odakle sledi da je
(5.31) L=ILiLLuLiuLyu{e}.

Prema Posledici 5.4.1, L] i L} su raspoznatljivi jezici, pri ¢emu e ¢ L)L},
pa kao §to je napred dokazano, L|L} je raspoznatljiv jezik. Odavde i iz
Teorema 5.4.4 1 5.4.5, s obzirom na (5.31), sledi da je L raspoznatljiv jezik.
Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [
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Primer 5.6.1. Podsetimo se da smo raspoznatljivost jezika L = {z"y™ |m, n €
N} dokazali u Primeru 5.1.2. Ovde ¢emo njegovu raspoznatljivost dokazati koris-
¢enjem prethodne teoreme i raspoznatljivosti jezika L1 = {z"|n € N} i Ly =
{y™|m € N}.

Lako se proverava da su jezici L; i L raspoznatljivi i da su njihovi minimalni

automati dati grafovima

1 1
Qg T

1
az

T,y Z,y

automat Ar, automat Ar,

Jasno, za i € {1,2}, Az, je inicijalni automat sa inicijalnim stanjem af i raspoznaje
jezik L; skupom T; = {a’}.

Nedeterministicki automat koji raspoznaje jezik L = Lq Lo, konstruisan iz au-
tomata Ay, i Az, kao u prethodnoj teoremi, dat je grafom
ag

1

Naime, ako kao u prethodnoj teoremi uzmemo da je I = {al}, tada ovaj automat
raspoznaje L skupom Ty = {a?}.

Literatura: Arbib [1969], Gécseg and Pedk [1972], Howie [1991], Kleene [1956],
Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovié [1995].

5.7. Generisanje podpolugrupe i podmonoida jezikom

Podsetimo se da smo u Glavi 1 govorili o podpolugrupi polugrupe gener-
isanoj datim podskupom te polugrupe, odnosno o podmonoidu monoida
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generisanim datim podskupom. Tom prilikom smo uveli i odgovarajuée oz-
nake. U radu sa slobodnim polugrupama i monoidima koriste se i drugacije
oznake, koje éemo i mi ovde koristiti.

Neka je dat jezik L C X*. Podpolugrupu slobodne polugrupe X,
odnosno slobodnog monoida X*, generisanu sa L oznacava¢emo sa L1, a
podmonoid od X* generisan sa L ¢éemo oznacavati sa L(*). Razlog zbog ¢ega
znakove + 1 * stavljamo u zagrade je da bi smo napravili razliku izmedu pod-
polugrupe L) odnosno podmonoida L™*), od X* i slobodne polugrupe LT,
odnosno slobodnog monoida L*, nad L kao alfabetom. U nekim slu¢ajevima
se ti pojmovi ne razlikuju, pa tada izostavljamo zagrade. Na primer, za svako
slovo z € X, monogena podpolugrupa z(t) od X izomorfna je slobodnoj
polugrupi z*, pa u tom sluéaju ne moramo pisati zagrade.

Preslikavanja L — L(t) i L — L® su unarne operacije na jezicima.
Prvu od njih éemo nazivati plus operacijom, a drugu zvezda operacijom (u
literaturi se takode sreé¢u i nazivi zvezda operacija Kleenea kao i iteracija).
Podsetimo se da prema Teoremama 1.5.1 1 1.5.2 vazi

LW={Jrm i LW=rWufer=J L"

neN neNO

pri ¢emu je L° = {e}.
Slede¢om teoremom dokazujemo da gornje operacije takode ocuvavaju
raspoznatljivost jezika.

Teorema 5.7.1. Za proizvoljan raspoznatljiv jezik L nad konacénim alfa-
betom X, LD i L& su raspoznatljivi jezici.

Dokaz. Neka je L raspoznatljiv jezik nad kona¢nim alfabetom X i neka
je A = (A, ap, X,d) konacan inicijalni automat koji raspoznaje L skupom
T C A. Defini§imo nedeterministicki automat A=(AIX 5) sa: I ={ao}
i funkcija prelaza 0 : A x X — P(A) je definisana sa

~ o(a, ko é(a, T
(5.32) Sa,z) = | @)} ako 0(a, ) ¢
{6(a,x), a0} ako 0(a,z) € T.
Dokazaéemo da automat A raspoznaje jezik L) skupom 7', tj. da za svaki
u € X* vazi
we L) & IunT # 2.

Neka je u = e. Ako je IuNT # @, tj. INT # @, tada je ag € T, Sto
maéidajeee L, pajeu=ee LC LT, Obratno, ako je u =e € L1 to
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se moze desiti samo ako je e € L, sto je ekvivalentno sa ag € T', pa u ovom
slucéaju dobijamo da je [uNT = INT = {ap} # <, §to je i trebalo dokazati.

Uzmimo dalje da je u # e. Tada je
U= T1T2 " Tn,

zan€Nizxy,ze,...,z, € X, paje dalje

~

5(I,u) = P1P2-~-Pn,

pri ¢emu je

P1 = 5(I,IE1), P2 = (Pl,l‘g),..., Pn = 5(Pn,1,l’n).

Neka je IuNT # &. Neka su mi,ms,...,mg, 1 < k < n, svi brojevi
iz skupa {1,2,...,n} za koje je P, NT # @, za 1 < i < k, pri ¢emu je
mp < mg < --- < myg. Sigurno je da postoji bar jedan broj sa takvom
osobinom, jer je po pretpostavci P, NT = [uNT # &, a takode je jasno da
je mp = n. Indukcijom éemo dokazati da za svaki ¢, 1 <1 < k, vazi
(533) sz - {aoﬂfl Ty AT ma 41 Tmys - -+ s A0Tmy_141°°* Tmy (I(]}

i
(5.34) Ty Ty, € LUL?U--- LV
Zaista, kako je PNT = @, za 1 <1 < my, to prema (5.32) imamo da je
P, = {apz1- -z}, dok iz P, NT # @ dobijamo da je
apry - Ty = 0(apx1 -+ Ty —1,Tm, ) € T,

§to znaci da je

P, ={apx1 - Tmy a0} i 1T, €L,
¢ime smo (5.33) i (5.34) dokazali za i = 1.

Uzmimo da relacije (5.33) i (5.34) vaze za svaki j takav da je 1 < j <
1 < k, i dokazimo da vaze i za i + 1. S obzirom da je P, NT = &, za
m; <1 < m;y1, to prema indukcijskoj pretpostavcei i (5.32) imamo da je

Py = {aow1 - 21, G0Tmy 41 T+ o, Q0T my_y 41 ** LY, Q0T - - T ),

za m; <l <mjy1, dok iz Py, NT # < sledi da je ili

(5.35) a1 Ty = 0(A0T1 - Ty —1, Tmyyy) € T,
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ili je
(5.36) A0Tmj+1" " Tmiyy = 0(A0Tm, 41" Tmyy—1, Tmiyy) € T,

za neki j, 1 < j <1, pri ¢emu u oba slucaja vazi

Py ={00T1 - Ty 1> G0Tmy 417 Ty s - - -
sy AOTmy 1 " mmi+17a0}-

Sa druge strane, (5.35) povlaci
(5.37) T Ty, €L,
dok iz (5.36) sledi da je
(5.38) Ty 41 Ty € L.
Kako prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je
Tl T, 6LUL2U~-ULj,
sto zajedno sa (5.38) daje
(5.39) @1+ Tpm,,, € (LUL*U---UL/)-LCLPULPU-- ULt
to iz Cinjenice da vazi jedna od relacija (5.37) ili (5.39) dobijamo da je
T1 Ty, € LULPU---ULYY CLUL?U--- UL

sto je i trebalo dokazati. Prema tome, dokazali smo da relacije (5.33) i (5.34)
vaze za svaki i € {1,...,k}, odakle, zbog ¢injenice da je mj = n, sledi da je

u:xlxg---:rmkELULQU--~UL’“§L(+),

Sto je i trebalo dokazati.

Obratno, uzmimo da je

we L) = U Lk
keN

Tada se u moze predstaviti u obliku
u :U1U2"’Uk,
zaneki ke Ninekewu; € L, 1 <:<k. Jasnodajek <ni

UL = T1 " Tmyy U2 = Tma+1 " Tmgy """y Uk = Tmy+1 " Tmy,»
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za neke my,ma,...,m; € N takve da je 1 < m; < mg < --- < mp = n.
Indukcijom ¢emo dokazati da za svaki ¢ € {1,...,k} vazi
(5.40) ap € Py, i P, NT # @.

Zaista, za proizvoljan [, 1 < < m1, imamo da je
apxy - x; = 0(apr1 - x1—1,21) € P,
prema (5.32), dok iz x; -+ T, = u1 € L dobijamo da je
d(apT1 - Tmy—1,Tm,) = Q0T1 " Ty € T,
sto zbog (5.32) daje
ao € Py, 1 a1 Ty € Py, NT,

¢ime je (5.40) dokazano za i = 1.

Pretpostavimo dalje da (5.40) vazi za sve j za koje je 1 < j < i < k, i
dokazimo da vazi i za ¢ 4+ 1. Zaista, iz pretpostavke da je ag € F,,, imamo
da je

aoTm,;+1 ¥ € B,
za svaki [, m; <1 <mjq1, dok iz Ty, 41+ T, = uiy1 € L dobijamo da je
6(a0xmi+1 o Tmy—1 xmi+1) = A0Tm;+1 """ Tm;y, € T,
sto prema (5.32) daje

ap € P, i A0Tpm;+1° " Tmyyq € Py NT.

i+1
Ovim je upotpunjen dokaz relacije (5.40). Iz te relacije, imajuéi u vidu da
je mp = n, dobijamo da je IuNT = P, NT # &, §to je i trebalo dokazati.
Ovim je zavrsen dokaz raspoznatljivosti jezika L(1). Raspoznatljivost jezika
L™ sledi na osnovu Teorema 5.4.2 i 5.4.4, jer je L) = L) U {e}. O

Primer 5.7.1. Neka je dat jezik L = {zy}. Lako se proverava da je njegov mini-
malni automat Ay dat grafom

ap aiq y as
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Jasno, Ay, je inicijalni automat sa inicijalnim stanjem ag, i raspoznaje L skupom
T = {ag}.

Nedeterministicki automat koji raspoznaje jezik L) = {(zy)™ |n € N}, kon-
struisan iz automata A kao u prethodnoj teoremi, dat je grafom

ag x ai y as

Z,y

Ovaj automat, za ¢ije inicijalno stanje uzimamo da je I = {ag}, raspoznaje L
skupom T' = {as}.

Literatura: Arbib [1969], Gécseg and Pedk [1972], Howie [1991], Kleene [1956],
Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovié [1995].

5.8. Racionalni jezici. Regularni izrazi. Teorema Kleenea

Neka je dat automat A = (A, X, 0), stanja a,b € A ire¢ u € X* takva da je
au = b. Ako je u slovo ili prazna reé¢, tada kazemo da re¢ u prevodi automat
A direktno iz stanja a u stanje b,a ako je u = x1--- Ty, za neki m € N i
r1,%2,...,Tm € X, tada kazemo da re¢ u prevodi automat A iz stanja a u
stanje b preko niza medustanja

ari, arir, ..., QL1 "+ Tm—1-

Uzmimo dalje da je automat A konacan. Tada se njegova stanja mogu
svrstati u konacan niz, odnosno, A se moZe zapisati u obliku

A={ay,ag,...,an},

za neki n € N. Uzmimo proizvoljne i,j € {1,2,...,n}. Sa LZ(;-)) ¢emo
oznacavati skup svih reci iz X™* koje automat A prevode direktno iz stanja
(0)

a; u nje a;. ot roizvoljan element iz L;;’ je ili prazna rec¢ ili n
; u stanje a;. Jasno, proizvoljan element L”el azna re¢ ili neko

slovo. Dalje, za k € {1,...,n}, sa Lz(?) ¢emo oznacavati skup svih reci iz
X* koje prevode stanje a; u stanje a; ili direktno, ili preko medustanja koja
pripadaju skupu {ai,aq,...,ax}.
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Teorema 5.8.1. Neka je A = (A, X,5) konacan automat sa n stanja.

Tada za proizvoljne i, j,k € {1,2,...,n} vazi sledeéa rekurentna formula:
(k) _ =1 p =) (=1 -1
(5.41) IS AN A (L ) L,

Dokaz. Ozna¢imo sa K desnu stranu jednakosti 5.41.

k)

Najpre ¢emo dokazati da je K C Ll(j . Uzmimo proizvoljnu re¢ u € K.

Ako je u € Lg.c_l), onda je jasno da je u € Lg?), Sto i treba dokazati. Neka
je
()
we LG (L) L,

Tada je u = ujugus, gde je

_ NG
wmelf ™, werl™ i we (L),

§to znaci da je ili ue = e, ili je uo = wvy-- vy, za neki m € N i neke
k—1 . .
Viyeoo, Uy € Lék ). Sada imamo da je

ajul = ag, apuz = ag, aRu3 =a; 1 a;u= a;.

Jasno, sva medustanja u prelazima iz a; u ax sa ui, iz ap U a; sa us i iz ay
u a; sa us, ukoliko ih ima, pripadaju skupu {ai, ..., ax_1}, dok u prelazu iz

a; u a;j sa u, osim njih javlja se i a; kao medustanje. Ovim smo dokazali da

jeu € LE ), ¢ime smo dokazali i da j je K C L( )

)

Obratno, uzmimo da je u € L( . Ako aj nije medustanje u prelazu iz

)

prelazu. Tada je jasno da j Je u € X, odnosno

a; u a; sa u, tada je u € L(k ! C K. Uzmimo da je aj medustanje u tom

U= T1T2 " Tm,

za neki m € N i neke x1,x9,...,2ym € X. Neka su s1,...,5, 1 <t <m, svi
brojevi iz skupa {1,2,...,m} za koje vazi

;L1 - Tgy = Ak,

1 <1 <t, pri cemu je
§1 < 89 < -+ < St

Prema gornjoj pretpostavci, postoji bar jedan takav broj. To je prikazano
na sledecoj slici:
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U
ul us
a; Qg a;

Neka je

Tgy41° Tsy zat>1 .
Uy =21 Tgy, U2 = I U3 =Ts+1" " Tm-

e zat=1

. (k—1) . (k—1) .

Jasno da je u; € L;;, iug € Lk,j . Ako je t = 1, odnosno uy = e, tada

neposredno dobijamo da je

ARG
w=uugug € LD (L) LY C K

Uzmimo da je t > 1, odnosno da je
U2 = Tgy41"° Lgy-
Tada se us moze zapisati u obliku
U = V1 Vt-1,

gdeza 1l <[ <t—1je
’Ul = ‘/I:Sl+1 .. .xsl+1‘
Odavde je jasno da

k—1
Vi,..., U1 € L,(ck )7

_1)\ (%)
sto dokazuje da je ug € (LI(JZ 1)) . Prema tome, imamo da je

_ SN e
U = ujuug € Lgllz 2 <L,(€];€ l)) Lg; 2 CK.

Dakle, dokazali smo da je Lz(f) C K. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [J

Neka je dat slobodan monoid X* nad kona¢nim alfabetom X. Jednoele-
mentne jezike u X™* koje ¢ini ili prazna rec¢ ili neko slovo iz X naziva¢emo
elementarnim jezicima. Jezik L C X* nazivatemo racionalnim jezikom ako
se moze dobiti iz elementarnih jezika upotrebom operacija unije, mnozenja i
zvezda operacije konatno mnogo puta. Drugim rec¢ima, klasa svih racional-
nih jezika je najmanja klasa jezika koja sadrzi elementarne jezike i zatvorena
je za operacije unije, mnozenja i zvezda operaciju.

Veza izmedu racionalnih i raspoznatljivih jezika data je cuvenom Teore-
mom Kleenea:
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Teorema 5.8.2. (Teorema Kleenea). Jezik L C X* nad konacnim alfa-
betom X je raspoznatljiv ako i samo ako je racionalan.

Dokaz. Neka je L raspoznatljiv jezik i neka je A = (A, a1, X,0) konacan
inicijalni automat sa n stanja koji raspoznaje L skupom T C A. Ako je
A=A{a,a9,...,a,} i T ={as,,...,as,}, zaneke s1,...,s, € {1,2,...,n},
tada imamo da je

m
L:{UEX*|a1u€T}:UL§ZI)€.
k=1

(n)

Koriséenjem rekurentne formule 5.41, za svaki k € {1,...,m}, jezik Ly,

se moze dobiti iz elementarnih jezika oblika LE?), koris¢enjem samo op-
eracija unije, proizvoda i zvezda operacije, koje se jedine javljaju u 5.41,
kona¢no mnogo puta. Prema tome, i jezik L se moze dobiti iz elementarnih
jezika upotrebom samo operacija unije, proizvoda i zvezda operacije konacno

mnogo puta. Dakle, L je racionalan jezik.
Obrat teoreme sledi neposredno iz Teorema 5.4.2, 5.4.4,5.6.115.7.1. O

Teorema Kleenea se moze formulisati na jo§ jedan ekvivalentan naéin.
Da bi smo dali tu ekvivalentnu formulaciju Teoreme Kleenea, rekurzivno
definiSemo pojam regularnog izraza nad alfabetom X slede¢im uslovima:

(R1) Izraz @ je regularan izraz.
(R2) Izraz e je regularan izraz.

(R3) Za svako slovo z € X, izraz x je regularan izraz.

(R4) Ako su E i F regularni izrazi, tada je i (E' U F) regularan izraz.
(R5) Ako su E i F regularni izrazi, tada je i (EF) regularan izraz.
(R6)

R6) Ako je F regularan izraz, tada je i E*) regularan izraz.

Regularni izrazi u (R1), (R2) i (R3) nazivaju se primitivnim regularnim
izrazima, dok su uslovima (R4), (R5) i (R6) definisani unija, proizvod i
2ezda operacija na regularnim izrazima.

Svakom regularnom izrazu F nad alfabetom X, moze se pridruziti jezik
Lang(FE) C X*, interpretacija regularnog izraza E, koji se definiSe na slede¢i
nacin:

(I1) Lang(@) = @, gde se @ na desnoj strani interpretira kao prazan jezik.

(I2) Lang(e) = e, gde se e na desnoj strani interpretira kao jedinica slo-
bodnog monoida X*.



5.8. TEOREMA KLEENEA 241

(13) (

(14) (

(I5) Lang(EF) = Lang(FE) - Lang(F).

(I6) (E*) = (Lang(E))™).

Za jezik L C X* kazemo da je predstavljen (definisan) reqularnim izrazom E

ako je L = Lang(F). Sada se Teorema Kleenea moze formulisati i na sledeéi
nacin.

Teorema 5.8.3. Jezik L C X™ nad konacnim alfabetom X je raspoznatljiv
ako 1 samo ako se moZe predstaviti reqularnim izrazom.

Do predstavljanja raspoznatljivog jezika L regularnim izrazom dolazi se
najcesée koriséenjem rekurentne formule (5.41), na nacin ilustrovan slede¢im
primerom:

Primer 5.8.1. Neka je automat A = (4, a1, X, §) dat grafom

NG j o’

a2

i neka je L jezik koji automat A raspoznaje stanjem {a3}. Imamo da je
Q) ()
3 2 2 2 2 2 2 2
L=1%) =L uL{ (L:(az)> LSy = L (‘{e} U (Lé?))) L:())?,)) =
(%) ()
2 2 2 2
= LEB)({e} U (L:(gs)) ) = L§3) (Lgf})) )

pri ¢emu je

() (+)
2 1 1 1 1 . 2 1 1 1 1
ng) = LgS) U ng) (L52)> Lg:a) 1 L:(’,:s) = Lés) U Li(‘)Q) (ng)) Lé:s)-
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Kako je
(%) (%)
1 0) 0 0) 0 0
Lgs) = ng L(u <L51)) L ({e} U L(u <L51)) )L(m) =
*) (%)
= (teru (£9) )2 = (£9)" 19 = fa e}
(%) ()
1 0) 0 (0) 0 -
52) = ng U L(n <L§1)) L12 = ( 11)> L( ) = D=0

()

1 0) [ (0
Lé2) = Lé1 (Lgl) L12 = {z,e} Uyz* ={z,e}

(%)
1 0
Lés) = 23 U L <L51))
(*)
1 0) [ 7(0
ng) = 33 LL(SI <L51)) 13 = {e} Uyz™y
( ))

(*)
1 0) (+(0
:(32) = 32 U Lgl ( 12 = {z}Uyz* = {z},

L =g Uyz*y = yz*y
r{°

to je Lé? =y i

LE) = {e} Uya* Ua{z, e}Pyaty = {e} U yX Wy,

odakle je

() ()

L= x*y({e} U x*ym*y) = x*y(m*ym*y)

Poslednji izraz daje nam regularno predstavljanje jezika L.

Literatura: Arbib [1969], Arden [1960], Brzozowski [19(52;1, 1962b, 1964a, 1964b,
1965], Burris and Sankappanavar [1981], Dolinka [2000], Eilenberg [1973], Gécseg
and Pedk [1972], Howie [1991], Kleene [1956], Lallement [1979], Madarédsz and Cr-
venkovié [1995], McNaughton and Yamada [1960], Pippenger [1997], Redko [1964],
Salomaa [1966].

5.9. Jezici generisani regularnim gramatikama
Podsetimo se da smo gramatiku G = (V,X,n) nazvali regularnom gra-
matikom ako svako njeno pravilo ima ili oblik
(5.42) a — pf,
gdesua,€V\Xipe X1, ili oblik
(5.43) a— q,

gdejea € V\ X iq € X*, adasmo jezike generisane ovakvim gramatikama
nazivali regularnim jezicima.

Pre no sto predemo na glavnu teoremu ovog poglavlja, kojom se dokazuje
jednakost klase regularnih i klase raspoznatljivih jezika, dokaza¢emo sledecu
teoremu:
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Teorema 5.9.1. Jezik L C X* nad konacnim alfabetom X je regularan
ako i samo ako je generisan gramatikom G = (V, X, ) ¢ije svako pravilo je
ili oblika

(5.44) a — zf,

gde sua,3 € V\ X iz € X, ili je oblika

(5.45) a— e,

gde jea € V' \ X.

Dokaz. Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, 7) neka regularna gra-
matika i 0 € V'\ X. Konstruisa¢emo novu gramatiku G’ = (V', X, 7’) na taj
nacin §to ¢emo pravila iz 7w oblika (5.42), za |p| > 1 zameniti nizom pravila
oblika (5.44), a pravila oblika (5.43), za |g| > 1, pravilima oblika (5.45), pri
¢emu ¢emo uvesti i neke nove pomoc¢ne simbole. Naime, svako pravilo oblika
(5.42), gde je p = x129 - - - Ty, zanekin > 2ixy, x9,...,x, € X, zameni¢emo
skupom pravila oblika

(546) o — 1:1517 gl - 532527 RN gnfl - mnﬁ7

pri ¢emu nove pomocne simbole &1, . .., &,_1 dodajemo skupu pomoé¢nih sim-
bola gramatike G. Sa druge strane, svako pravilo oblika (5.43), gde je
q = Y1Y2 - Ym, za m € Niy,ys,...,¥n € X, zamenjujemo pravilima
oblika

(5.47) Q= YN, M Y202, s Tl = YmTms N — €

pri ¢emu nove pomoéne simbole 71,72, ...,n, dodajemo skupu pomoénih

simbola gramatike G. Jasno da je poslednje pravilo u (5.47) oblika (5.45),
dok su ostala oblika (5.44). Prema tome, pravila novodobijene gramatike G’
zadovoljavaju uslove (5.44) i (5.45). Takode, svakom pravilu oblika (5.42)
gramatike G, za p = x1Za - - Tn, u gramatici G’ odgovara izvodenje a =
x1x9 - - - 3, dok pravilu oblika (5.43), gde je ¢ = y1y2 - - - Ym, U gramatici G
odgovara izvodenje oo = 112 - - - ym. Prema tome, svakom izvodenju o = w
u gramatici G odgovara neko (duze) izvodenje o= w u gramatici G’, odakle
dobijamo da je L(G,0) C L(G',0).

Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, krenimo od re¢i w € L(G',0).
Ako posmatramo gramatiku G” = (V', X, 7 U 7’), tada je jasno da je w €
L(G",0). Prema tome, re¢ w ima u gramatici G” izvodenje

*

(5.48) o=w.
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Indukcijom po broju javljanja simbola iz V' \ V u (5.48) dokazacemo da w
ima izvodenje iz o i u G. Ako u (5.48) nema simbola iz V' \ V, tada je jasno
da 0= w u G. U suprotnom, prvo pojavljivanje simbola iz V' \ V u (5.48)
zasnovano je ili na pravilu oblika

o — z1€1,

nastalim iz pravila 7 oblika (5.42), njegovom zamenom sa (5.46), ili na prav-
ilu oblika

o —yim,

nastalim iz nekog pravila iz 7 oblika (5.43), njegovom zamenom sa (5.47).
U prvom slucaju, kako re¢ w ne sadrzi pomoéne simbole, a gramatika G”
nema pravila oblika & — u, za u € X*, to jedini na¢in na koji se & moze
izgubiti u izvodenju (5.48) jeste da se &; zameni sa z26>. Ista argumentacija
vazi i za &s,...,&,—1, pa na isti nac¢in dolazimo do zamene simbola &,_;
za x,(. Prema tome, u izvodenju (5.48) moze se naéi niz prelaza oblika
(5.46), koji se u gramatici G” moze zameniti prelazom o — 125 - - -z, 3, pa
broj pojavljivanja simbola iz V' \ V u (5.48) moze biti redukovan. Sli¢no,
u drugom slucaju izvodenje ukljucuje uzastopne zamene 17 sa yan2, itd., do
Zamene 7, —1 Sa YmMm, 1 Svi ti prelazi mogu biti zamenjeni jednim prelazom
a—=y1y2- - Ym u G

U oba slucaja izvodenje (5.48) zamenjuje se drugim izvodenjem koje ima
manji broj pojavljivanja simbola iz V' \ V. Odavde indukcijom dobijamo da
se to izvodenje moze zameniti izvodenjem u kome nema simbola iz V/\V, a to
znadi izvodenjem u G. Prema tome, w € L(G,0), pa je L(G',0) C L(G,0),
Sto je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz teoreme upotpunjen. [

Sada smo spremni da dokazemo teoremu koja uspostavlja jednakost medu
jezicima generisanim regularnim gramatikama i raspoznatljivim jezicima.

Teorema 5.9.2. Jezik L C X* nad konacnim alfabetom X je reqularan
ako 1 samo ako je raspoznatljiv.

Dokaz. Neka je L raspoznatljiv jezik i neka je A = (A, ap, X, ) konacan
automat koji raspoznaje L skupom T C A. Posmatrajmo gramatiku G =
(V, X, m), za koju je V.= AU X i skup 7 pravila je zadat sa

a — z(ar) zasvea € A, v € A,

(5.49) t—e za svakit e T.
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Dokazaéemo da je L = L(G, ap).

Najpre ¢emo dokazati da za proizvoljne a,b € Aiu € X* vazi
(5.50) a=ub < au=Db.

To éemo dokazati indukcijom po duzini re¢i u. Prema (5.49), to vazi za sva
slova. Uzmimo dalje da je u = z1x9- - Tp, zan > 21 x1,T9,...,T, € X, 1
pretpostavimo da (5.50) vazi za sve re¢i duzine manje od n.

Ako je au = b, tada za ¢ = axy---Tp—1 imamo da je a:*>x1 ce e Xp_1C,
prema indukcijskoj pretpostavci, dok iz cx, = b, prema (5.49) imamo da je
¢ — x,b pravilo iz 7, pa dobijamo izvodenje x1 - ZTp_1C= T1** Tp_1Tnb.
Prema tome,

*
G=T1 " Tp_ 1C=>T1 -+ Tp_1Tpb = ub,

pa je dakle a = ub.

Obratno, neka je a = ub. Poslednji ¢lan u ovom izvodenju mora biti
oblika w=-ub, gde je w € V*, pri ¢emu ovo neposredno izvodenje dobijamo
primenom nekog pravila oblika ¢ — x(cz), za neke ¢ € Aixz € X. To znadi
da je w = peq i ub = prdq, gde sup,qg e V*id =cx € A. Iz ub = pxdyq,
kakojebc Aiuc X1, sledidajeq=c¢e, c =bipr = u, paje dakle w = pc,
pri ¢emu je p € XT i |p| < n. Sada iz a = w = pe, prema indukeijskoj
pretpostavci dobijamo da je ap = ¢, odakle imamo da je

b=c = cx=(ap)xr = a(pr) = au,

sto je 1 trebalo dokazati. Ovim smo dokazali da (5.50) zaista vazi.

Sada dobijamo da vazi

uel & au=t, zanekit €T,
& ag=ut, zaneki t € T, (prema (5.50))
& ap=>u, (prema (5.49) ),

odakle dobijamo da je L = L(G, ap), §to je i trebalo dokazati.

Obratno, neka je L regularan jezik. Prema Teoremi 5.9.1, L = L(G, o),
gde je G = (V,X,7) regularna gramatika ¢ije je svako pravilo ili oblika
(5.44) ili oblika (5.45). Uzmimo daje A=V \ X,id: Ax X — P(A) je
preslikavanje definisano sa

(5.51) d(a,z) ={B € A|a — z je pravilo iz 7},
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gdejeac A=V \Xize X. Tada je A = (4,1, X, ) inicijalni nedeter-
ministicki automat, pri ¢emu smo uzeli da je I = {o}. Uzmimo, takode, da
je

T={a€ A|la— e je pravilo iz 7}.

Dokazaéemo da za o € Aiuw € X1 vazi
(5.52) c=ua & ac lu.
Za |u| =1, tj. za u =z € X imamo

oc>ra & o — zaje pravilo iz w
& a€dox)={otr = Iz,

§to je i trebalo dokazati. Uzmimo dalje da je u = 122 -2y, zan > 21
x1,%2,...,x, € X, 1 pretpostavimo da (5.52) vazi za sve reci iz X* duzine
manje od n.

Uzmimo da je oS ua = T1T9 - Tpa. To znadi da je

* /
O=>T1 " " Tp—100 =T] " Tp_1TnQ,

pri ¢emu je o/ — z,«a pravilo iz 7. To znaci da je a € 6(a/, ), dok sa
druge strane, prema indukcijskoj pretpostavei imamo da je o € Iz -+ - @y, .
Prema tome, imamo da je

a€d(d,xy) C6(Izy - xp_1,2n) = L2712 = I,

Sto je i trebalo dokazati.

Sa druge strane, uzmimo da je a € Iu. Neka je
(I, w12 xp) = PLPy - Py,

gde je
P1:5(17x1)1 P2:5(P17$2)a sy Pn:(s(Pn—laxn)-

Tada je « = Iu = P, odnosno « € §(8,x,), za neki 8 € P,_1, $to prema
(5.51) znaci da je § — x,« pravilo iz m, odakle dobijamo

Tl Tpo10=T1 " Tpn_1TpQ = UQ.

Takode, iz 8 € P,—1 = Ixy - - - x,_1, prema indukcijskoj pretpostavci imamo
daoc=z;--- Tp_10. Prema tome,

*
O=>x1 " Tn_10=uaq,



5.10. ZADACI 247

¢ime smo dokazali da o= uq, a time i upotpunili dokaz za (5.52).

Sada imamo da vazi

weL=LG, o) & oc>u,
& o>ua, zanekiaeT
& a€lu, zanekiaeT (prema (5.52))
s IunT # @,

§to znaci da automat A raspoznaje jezik L. O
Literatura: Chomsky [1956, 1959], Chomsky and Miller [1958], Chomsky and

Schiitzenberger [1963], Gécseg and Pedk [1972], Howie [1991], Lallement [1979],
Madardsz and Crvenkovié [1995], Pippenger [1997],

5.10. Zadaci

1. Minimizirati automat sa slike

T
Y
a2 a3©
T
ay z,y
Y
as Gy
x’ y é
z,y

2. Nadéi monoid prelaza automata A = ({a, b, c}, {z,y},0) gde je
d(a,z) =b, 6(b,x) =0, é(c,z) = a,
d(a,y) =0(b,y) = d(c,y) =b.

3. Nadi sintaksicki monoid jezika L = X*zyzX™*, gde je X = {z,y}.

4. Neka je X proizvoljan alfabet i neka je u € X T proizvoljna re¢. Odrediti
minimalni automat jezika L = {v € X* |u je podre¢ od v} = X*uX*.
5. Neka je L = {w} C {x,y}* i |w| = k, za neki k € N. Dokazati:

(a) za proizvoljne reci p,q € {z,y}* vazi (p,q) € or, ako i samo ako p|w i q|w,
ili ni p ni ¢ ne dele w, ili p = ¢q;
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(b) T = {u|w ne sadrzi podre¢ u} je or-klasa koja je nula u Syn(L);
(¢) mnozenje u Syn(L) je definisano sa

_ [ (pa)or, ako pq|w,
(por)(gor) = { T, inace;
(d) (Syn(L)\ {e)**! =T.
6. Neka je M monoid i P C M. Dokazati da je (u,v) € op ako i samo ako je
za svaki w € M zadovoljeno u~tw™'P = v~ lw™!P, gde su u,v € M proizvoljni

elementi.

7. Neka je L C X*. Za proizvoljnu re¢ w € X* neka je Cp(w) kontekst re¢i w u
L. Dokazati da je

woy, = m w Ly ™! \ U w Lyt
(u,v)

(w,v)eCL (w) ¢Cr(w)

8. Neka monoid Y* raspoznaje jezik L C X* homomorfizmom ¢ : X* — Y*. Tada
Syn(L) deli Syn(L)¢. Dokazati.

9. Nekaje L C X*1 K CY*. Ako Syn(L) deli Syn(K), tada Y* raspoznaje L.

10. Neka je jezik L ideal slobodnog monoida X*. Dokazati da L jeste op-klasa
koja je nula u Syn(L).

11. Neka je L jezik nad alfabetom X i A = (A, X, ap, d) je automat koji raspoznaje
L pomoc¢u skupa T. Dokazati da je L desni ideal u polugrupi X ako i samo ako
je T podautomat od A.

12. Neka je L = {w € {z,y}" | |w|s = |w|y}. Naéi Rr. Dali je L raspoznatljiv?
13. Dokazati da jezik L = {$k2 | k € N} nije raspoznatljiv.

14. Dokazati da jezik L = {aP |p je prost broj} nije raspoznatljiv.

15. Odrediti tip jezika L = {a"y"T?mz™ | m,n > 0} nad alfabetom {x,y}.

16. Odrediti tip jezika L = {uu|u € {z,y}*} nad alfabetom {z,y}.

17. Odrediti gramatiku koja generige jezik {z’y*2z%|i,k > 0}. Da li je dati jezik
regularan?
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18. Da li jezik L(G,0), gde je G = (V,X,7), V\ X = {o,A\}, X = {a,y},
m={0 — xoy+yoA+ \, A = x + y}, jeste raspoznatljiv?

19. Dali je jezik
L = {w € {0,1}* | w je binarni zapis broja (2" —1)? k € N}
raspoznatljiv?
20. Dalije jezik L = {w € {z,y}* | |w| = 1(mod 3)} regularan?
21. Nadi deterministicki automat koji je ekvivalentan datom nedeterministickom

automatu.
ag x ay

Y

a2

22. Neka je L € X* raspoznatljiv i z € X proizvoljan simbol. Dokazati da su i
Lz~' i 7 'L raspoznatljivi jezici.

23. Neka je ¢ : X* — Y™ homomorfizam. Dokazati da ako je L C Y* raspoz-
natljiv, tada je i L¢~! raspoznatljiv jezik.
24. Neka je L C X* raspoznatljiv jezik. Dokazati da su tada raspoznatljivi i jezici
Pref(L) = {w € X*|wu € L za neki u € X*},
Suf(L) = {w € X*|uw € L za neki u € X*}.

25. Dokazati da je jezik L nad alfabetom X regularan ako i samo ako je jezik
L= = {u|u € L} regularan.

26. Dokazati da ako je L C {z}* i {n|2™ € L} je aritmeticka progresija, tada je
L raspoznatljiv.

27. Dokazati da je L C {z}* raspoznatljiv ako i samo ako skup {n|z™ € L} jeste
unija kona¢no mnogo aritmetickih progresija.
28. Dokazati da je sledeéi jezik regularan:

L = {u € {0,1}* | u je binarni zapis broja n = 2™(2¥ — 1) + 1,
pri ¢emu je m + k paran}.
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29. Jezik L C X* moze biti raspoznat jednoelementnim skupom u nekom au-
tomatu ako i samo ako vazi relacija

ueLl, wwel, welL = wvéeEL.

30. Konstruisati minimalne automate jezika L1 = y*zT i Ly = x*y™, a zatim i
automat koji raspoznaje jezik L = L1 U Lo.

31. Neka su L i Ly raspoznatljivi jezici ¢iji su automati
ap T al

ag
Yy

Konstruisati automat koji raspoznaje jezik Lq L.

32. Konstruisati automat koji raspoznaje jezik L C {z,y}* koga ¢ine sve reci koje
pocinju sa x i iza svakog x se obavezno javlja bar jedan y.

33. Dat je nedeterministicki automat koji raspoznaje L.

LGN
a
Qg Yy !
T//Y
az
x

Odrediti automat koji raspoznaje L*.

34. Nadi jezik automata sa slike i regularnu gramatiku koja generise taj jezik.

Yy
—@< ay
ao Yy
T, Y//x
a2
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35. Neka je G = ({o,q, 8}, {z,y}, ) gramatika sa izvodenjima
oc—a,0— 0, a— zxa, a — zyr, § — xza, f— yxl, § — e.

Konstruisati nedeterministi¢ki konac¢an automat koji raspoznaje jezik L(G, o).

36. Naci jezik automata sa slike i gramatiku kojom je generisan.

37. Data je gramatika G = (V, X, 7), gde je V ={c}, X ={(,)} i
m={oc—e 00— 00, 0— (o)}

Da li je G regularna gramatika?
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Glava 6

Kontekstno-nezavisni jezici

Kontekstno-nezavisni jezici uvedeni su u radovima Chomskyog [1956, 1959]
sa namerom da posluze kao formalizacija gramatickih svojstava prirodnih
jezika, ali su se veoma brzo pokazali kao veoma pogodni za formalno opisi-
vanje sintakse programskih jezika i nasli znac¢ajne primene kod definisanja
programskih jezika, u sintaksnoj analizi jezika i konstrukciji kompajlera. Te
njihove primene dovele su do razvoja teorije kontekstno-nezavisnih jezika kao
jedne od najznacajnijih oblasti Teorije formalnih jezika.

Kontekstno-nezavisni jezici se mogu definisati na vise razli¢itih, medu-
sobno ekvivalentnih na¢ina. U Glavi 2, mi smo ih ve¢ definisali kao jezike koji
se mogu generisati kontekstno-nezavisnim gramatikama. Kako su pokazali,
nezavisno jedni od drugih, Chomsky i Schiitzenberger [1963] i Ginsburg i
Rice [1962], kontekstno nezavisni jezici se mogu definisati i kao komponente
najmanjeg resenja sistema polinomialnih jednacina, odakle potice i naziv al-
gebarski jezici pod kojim se sreé¢u u nekim izvorima. Treéi vazan nacin zada-
vanja kontekstno-nezavisnih jezika je njihovo generisanje potisnim automa-
tima, matematickim modelom uvedenim u radu Schiitzenbergera [1963].

Glavna tema ove glave je dokaz ekvivalentnosti koncepata generisanja
jezika kontekstno-nezavisnom gramatikom i raspoznavanja jezika potisnim
automatom, koju su prvi dokazali Chomsky [1962] i Evey [1963]. U prvom
odeljku ove glave prikazuju se neke osnovne osobine kontekstno-nezavisnih
gramatika i jezika, u Odeljcima 6.2 i 6.3 se dokazuje da se svaka kontekstno-
nezavisna gramatika, udaljavanjem e-pravila i trivijalnih pravila, svodenjem
na formu c¢iste gramatike i gramatike u Normalnoj formi Chomsky, moze
svesti na gramatiku jednostavnije forme koja raspoznaje isti jezik, a u Odelj-
ku 6.4 se pokazuje kako se izvodenja u kontekstno-nezavisnim gramatikama
mogu predstaviti stablima i dokazuje se veoma korisna Lema o napumpa-
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vanju za kontekstno-nezavisne jezike. Potom u Odeljcima 6.5, 6.6 i 6.7
uvodimo pojam potisnog automata, tj. automata sa potiskujuéom mem-
orijom (stekom), pojmove raspoznavanja jezika skupom stanja potisnog au-
tomata i raspoznavanja jezika praznim stekom, dokazujemo ekvivalentnost
ta dva nacina raspoznavanja, i konac¢no, dokazujemo glavnu teoremu ove
glave koja kaze da je jezik kontekstno-nezavisan ako i samo ako se moze
raspoznati nekim potisnim automatom.

6.1. Kontekstno-nezavisne gramatike

Podsetimo se da smo gramatiku G = (V, X, 7) nazvali kontekstno-nezavis-
nom, ako je svako pravilo iz m oblika @« — p, gde je a € V\ X ip € V*.
Jezike generisane ovakvim gramatikama nazvali smo kontekstno-nezavisnim
jezicima. Ovde ¢e biti re¢i o osnovnim osobinama kontekstno-nezavisnih
gramatika i jezika.

Najpre ¢emo dokazati jednu teoremu koja je u izvesnom smislu obrat
Teoreme 2.4.2, i vazi kod kontekstno-nezavisnih gramatika.

Teorema 6.1.1. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika i

*

(6.1) ULUD * Uy =V
je izvodenje u G, za u1,u, ..., Uy, v € V*. Tada se v moZe zapisati u obliku
V= VU9 - Up, 20 V1,V2,...,U0, € V¥, tako da vazi
* % *
(6.2) UL =V1, U=V, ..., Up=Up,

pri cemu vazi

(i) nijedno od izvodenja iz (6.2) nije duZe od izvodenja (6.1);
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenjima iz (6.2) nalaze se medu pra-
vilima koja se koriste u (6.1).

Dokaz. Jasno je da je tvrdenje teoreme dovoljno dokazati za slucaj n = 2.

Dokaz ¢e biti izveden indukcijom po duzini izvodenja ujus = v. Uzmimo
najpre da je izvodenje ujus = v duzine 1, tj. da je neposredno izvodenje.
Tada je ono zasnovano na pravilu oblika u — w, gde jeu € V\ X i w € V*,
§to znaci da je uijus = puq i v = pwgq, za neke p,q € V*. Jasno je da je pu
podre¢ od u1, ili je ug podre¢ od us. Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo
uzeti da je pu podre¢ od u;. Tada je uy = pur i rue = ¢, za neki r € V*.
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Ako stavimo da je v1 = pwr i v9 = ue, tada imamo da je u; = vy, prema
pravilu u — w, ug = vo, pri Gemu je jasno da se radi o izvodenjima duzine
ne veée od 1, i vive = pwrus = pwq = v, Sto je i trebalo dokazati.

Uzmimo dalje da je izvodenje ujus = v duzine m > 1 i da tvrdenje
teoreme vazi za sva izvodenja duzine manje od m. Neka je ujug = w prvi
korak u ovom izvodenju. Prema napred dokazanom za neposredna izvodenja,
w = wiws, za neke wy,wo € V*, pri éemu su u; :>w1 1ug :>w2 izvodenja
duzine ne vece od 1. Sa druge strane, iz w = wiwy = v, prema indukecijskoj
pretpostavci, imamo da je v = viv2, za neke vy, vy € V¥, pri ¢emu postoje
izvodenja wy 2011wy = v9, duzine manje od m, u kojima se koriste samo
pravila koja se koriste i u izvodenju wjws=>v. Prema tome v = v1vs i

* * . * *
U1 = W] =71 1 U9 = W = V2

su izvodenja duzine ne veée od m, $to je i trebalo dokazati. [

Posledica 6.1.1. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika i
neka je uiwus = v izvodenje u G, za ui,uz,v € V* iw € X*. Tada se v
moZe zapisati u obliku v = viwvs, za v1,v9 € V*, tako da uy :*>7)1 1 U :*>v2.

Dokaz. Toslediiz Teoreme 2.4.2 i ¢injenice da za w € X™* postoji izvodenje
w=w', w € V*, ako i samo ako je w' = w. [

Dalje ¢e biti reci o zatvorenosti klase kontekstno-nezavisnih jezika u od-
nosu na neke operacije na jezicima.

Teorema 6.1.2. Neka je X konacan alfabet.

(a) ako su Li,La C X* kontekstno-nezavisni jezici, tada su takvi i jezici
LiULg i LiLs.
(b) ako je L C X* kontekstno-nezavisan jezik, tada je takav i jezik L™,

Dokaz. (a) Zai € {1,2}, neka je L, = L(Gj;,0;), za neku kontekstno-
nezavisnu gramatiku G; = (V;, X, m;) i 0; € V; \ X. Ne umanjujuéi opstost
dokaza mozemo uzeti da je (V1 \ X)N(V2\ X) = @. Konstruisimo gramatike

GU:(VUvXaWU) 1 GP:(VanaTFP)

sa
Vo =Vp=V1UVaU{0o}, gde o ¢ Vi UVs,
Ty =mUmU{oc — 01, 0 — 02},
mp =m UmU{o — o102}
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Dokazaéemo da je Ly U Ly = L(Gy,0) i L1Ls = L(Gp,0).

Neka je w € L1 U Ly. Tada je w € Ly ili w € Lo, §to znaci da o :*>le ili

02 :*>G2w, odakle dobijamo o1 :*>GUw ili o9 :*>GUw, jer gramatika Gy obuhvata
obe gramatike G i G5. Kako 0=-01 i 0= 09, to u oba sluc¢aja dobijamo da
O':*>GU’LU. Prema tome, w € L(Gy, o), ¢cime smo dokazali L1ULs C L(Gy,0).

Obratno, neka je w € L(Gy,o0), tj. o :*>GUw. Prvi korak u ovom
izvodenju mora biti ili 0=, 01 ili 0=, 02 tj. imamo

* . *
0=, 01=5, W ili 0=y, 02 =5, W

Medutim, iz definicije gramatike G; je jasno da izvodenje o :*>G w, odnosno
U

09 :*>ch7 ako postoji, mora biti izvodenje u GG1, odnosno Gy. Prema tome

* . *

01 =5, W ili 02=5, W,
odakle sledi da je w € Ly U Lo, §to znaci da je L(Gy,0) C Ly U Ly. Ovim
smo dokazali da je Ly U Ly = L(Gy, o).
Uzmimo w € L1Ly. Tada je w = uv, za neke w € L1 i v € Lo, tj.
* . *
01=5, U 1 02, Vs

a kako gramatika Gp obuhvata obe gramatike G i Ga, to je

0'1:>GPU 1 0'2:>GP1).

Odavde prema Teoremi 2.4.2 dobijamo
0109 :*>Gpuv = w,

pa je, prema tome,
0=, 0102 :*>Gpw,
sto znaci da je w € L(Gp, o}, ¢ime smo dokazali da je L1Ls C L(Gp,0).
Obratno, uzmimo w € L(Gp,o). Tada postoji izvodenje o :*>Gpw, ¢iji

prvi korak moze biti samo a:*>GP o109, odakle sledi da postoji izvodenje

*
0102 :>GP’LU.

Odavde, prema Teoremi 6.1.1, sledi da je w = wwv, za neke u,v € X*, i da
postoje izvodenja
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Jasno je da je prvo od ovih izvodenja ustvari izvodenje u G1, a drugo je
izvodenje u Go. Prema tome, dobili smo da je u € Ly, v € Lo i w = uw,
Sto znaci da je w € Lj Lo, ¢ime smo dokazali da je L(Gp,0) C L1 Lo. Dakle,
dokazali smo da je L1Ls = L(Gp,0).

(b) Uzmimo da je L = L(G, o), za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku
G = (V,X,n) ineki o € V\ X. Konstruisimo gramatiku G’ = (V/, X, 7’)
sa:

Vi=VU{o'}, gded’ ¢V, i 7' =nU{o’ — 00,0 — e},

i dokazzimo da je L™*) C L(G', o).

Najpre ¢emo indukcijom dokazati da je L™ C L(G', "), za svaki n € N,
Zan = 0, to tvrdenje vazi zbog prisustva pravila ¢’ — e u n’. Za proizvoljnu
reC w € L imamo da a:*>Gw, pa dakle i J:*>G,w, pa s obzirom da o’ éc,e, na

.o *
osnovu Teoreme 2.4.2 dobijamo oo’ =, we = w. Prema tome
/ /X
o'=_,00=_,w,

Sto znaci da je w € L(G’,0’), ¢ime smo dokazali da je L C L(G',d”).
Pretpostavimo da je L™ C L(G’,0'), za neki n € N, i dokazimo da je

L™ C L(G',0"). Uzmimo w € L. Tada je w = uv, za neke u € L, v €

L"™. Prema indukcijskoj pretpostavci imamo o’ :*>G,v, dok sa druge strane

imamo o =, u, odnosno o =_,u, odakle, prema Teoremi 2.4.2, sledi
/X /X
o'=_,00 =_,uv=uw.

Dakle, w € L(G',d'), §to znaci da je L"T' C L(G',d’), §to je i trebalo
dokazati. Ovim smo dokazali da je L(*) C L(G', o).
Dokazimo sada da je L(G’,¢’) € L™*). Uvedimo oznake

K=L(G" o) i K,={weK||lw <n}, neN°.

Kako je K = U,cno Ky, to je dovoljno dokazati da je K, C L™ za svaki
n € N°, §to ée biti dokazano indukcijom.

Jasno je da je Ky € L®™. Pretpostavimo da je K, C L™, za neki
n € N°, i dokazimo da je K, 1 C L™, Uzmimo proizvoljan w € K, +1. Ako
je w = e, tada je w € L™. Neka je w # e. Tada prvi korak u izvodenju
o’ :*>G,w mora biti o'=_,00’, tj. imamo

/ !X
0 =00 =,,W.
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Prema Teoremi 6.1.1, w = uv, za neke u,v € X™*, pri ¢emu vazi

. ] X
o=,u i o= ,0.

Jasno je da je o :*>G/u ustvari izvodenje u G, §to znaci da je u € L, a sa
druge strane, iz o’ :*>G,U dobijamo da je v € K,,, pa na osnovu indukcijske
pretpostavke dobijamo da je v € L?, za neki i« € N°. Prema tome, w =
uwv € LL' = L't C L™ 5to dokazuje da je L(G’,0’) € L™, Ovim je dokaz
teoreme upotpunjen. [J

Prethodnom teoremom smo dokazali da za proizvoljan konacan alfabet
X, klasa kontekstno-nezavisnih jezika u X* je zatvorena za uniju, proizvod i
zvezda operaciju. Medutim, ova klasa nije zatvorena za presek i komplement,
§to ¢e biti dokazano kasnije, Teoremom 6.4.2. Medutim, ta klasa je zatvorena
za preseke sa raspoznatljivim jezicima, $to dokazujemo slede¢om teoremom:

Teorema 6.1.3. Neka je X konacan alfabet. Ako je L1 C X* raspoznatljiv,
a Lo C X* je kontekstno-nezavisan jezik, tada je © L1 N Lo kontekstno-
nezavisan jezik.

Dokaz. Neka je A = (A, ap,X,d) konacan automat koji raspoznaje L;
skupom T C A. Kako je klasa kontekstno-nezavisnih jezika zatvorena za
uniju, to bez umanjenja opstosti dokaza mozemo uzeti da je skup T jed-
noelementan, tj. T' = {t}.

Uzmimo da je Ly = L(G,0), za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku
G=(V,X,m)ioc € V\A. Definisimo novu gramatiku G’ = (V/, X, 7’) na
slededi nacin: uzeé¢emo da je

Vi=XU(AXV x A,
a da se 7’ sastoji od pravila slede¢ih oblika

(a) (a,a,b) — (a,a1,c1)(c1,0,¢2) - (Cm—1,0m,b), za proizvoljno pra-
vilo @ — ajag -y, iz w, gde su a1, Qs,...,qa, € V, 1 proizvoljne
a,Cly .., Cm_1,b € A;

(b) (a,u,b) — u, ako je au = b u automatu A.

Neposredno se proverava da je Ly N Ly = L(G', 0’), gde je o/ = (ap,0,t). O

Na kraju ¢emo dokazati zatvorenost kontekstno-nezavisnih jezika za ho-
momorfizme slobodnih monoida.
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Teorema 6.1.4. Neka su X i Y konacni alfabeti i ¢ : X* — Y™ je ho-
momorfizam. Tada za svaki kontektstno-nezavisan jezik L C X*, Ly je
kontekstno-nezavisan jezik u Y ™.

Dokaz. Neka je L = L(G,0), za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku
G=(V,X,m)ioc e V\X. Jasno je da se ¢ moze prosiriti do homomorfizma
PV — (V\X)UY)", stavivsi

= p, ako je a € X,
| a ako jea € V'\ X.

Dalje, neka je m¢p = {a) — up | o — w je pravilo iz w}. Jasno je da je Gy =
(V, Y, m) kontekstno-nezavisna gramatika, i neposredno se proverava da
je Ly = L(Gy,01). Prema tome, Ly je kontekstno-nezavisan jezik. O

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Bar-Hillel, Perles and Shamir
[1961], Chomsky [1959, 1956, 1963], Ginsburg [1966], Howie [1991], Lallement [1979)],
Madardsz and Crvenkovi¢ [1995], Wechler [1983]

6.2. Udaljavanje e-pravila i trivijalnih pravila

U ovom i narednom poglavlju ¢emo pokazati da za svaku kontekstno-neza-
visnu gramatiku postoji kontekstno-nezavisna gramatika koja generise isti
jezik, a Cija su pravila jednostavnija od pravila prve gramatike. Krenu¢emo
sa udaljavanjem takozvanih e-pravila i trivijalnih pravila iz kontekstno-ne-
zavisne gramatike.

Najpre ¢emo dokazati slede¢u teoremu:

Teorema 6.2.1. Postoji algoritam kojim se moZe utvrditi da li jezik gene-
risan kontekstno-nezavisnom gramatikom sadrzi praznu reé ili ne.

Dokaz. Neka je data kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, 7). Neka
je U C V skup definisan sa

U={aecV\X|a>el).

Dokaza¢emo najpre da postoji algoritam za odredivanje skupa U. Naime,
definisa¢emo niz {Uy, }nen podskupova od V' \ X sa

Ui = {aeV\X]|(a,e) €},
U1 = Up,U{aeV\X|(Fuel}) (a,u) e}, neN
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Jasno je da je {Up, }nen rastuéi niz podskupova od V' \ X i lako se proverava

da je
U= ] U.

neN

Kako je V'\ X konacan skup, to postoji n € N takav da je U, = Up41, i nije
tesko proveriti da je tada U = U,. Ovim je dokazano da postoji algoritam
za odredivanje skupa U.

Algoritam kojim se moze utvrditi da li jezik L(G, o), za o0 € V'\ X sadrzi
praznu re¢ zasnovan je na algoritmu za nalazenje skupa U, jer je e € L(G, o)
ako i samo ako jec € U. O

Neka je G = (V, X, 7) kontekstno-nezavisna gramatika. Pravila iz =
oblika @ — e, gde je a € V' \ X i e je prazna re¢, nazivacemo e-pravilima.

Teorema 6.2.2. Za proizvoljan kontekstno-nezavisan jezik L C X™ postoji
kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, ) bez e-pravila koja generise

jezik L\ {e}.

Dokaz. Nekaje L = L(Gy,0), gde je Gy = (V, X, mp) kontekstno-nezavisna
gramatika i o € V' '\ X. Uoc¢imo skup

U={acV\X|a=euGo)

Za re¢ w € V*, ozna¢imo sa D(w,U) skup svih re¢i iz V* koje su nastale iz
reCi w brisanjem izvesnog broja slova iz skupa U, mogucée i nijednog. Neka
je G = (V, X, m) gramatika sa skupom pravila 7 definisanim sa

(6.3) m={(,u) e (V\X)xVT|(EFwe V") (a,w) €m & ue Dw,U)}.

Drugim re¢ima, za proizvoljno pravilo o — w iz 7y, ako re¢ w sadrzi k
javljanja slova iz skupa U, onda to pravilo zamenjujemo sa 2* pravila oblika
a — u, u € D(w,U), u # e, usluéaju da je w ¢ U*, odnosno sa 2F — 1
pravila tog oblika, u slucaju da je w € U*. Jasno je da gramatika G ne
sadrzi e-pravila.

Dokazacemo da je L(G,0) = L\ {e}.

Ako je o — u pravilo iz 7, tada prema definiciji gramatike G imamo da
je a — w pravilo iz 7y, pri ¢emu je u € D(w,U). Uzmimo da je

W = V1V2 - * * Um,
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za neke vy,v9,...,v, € V. Iz u € D(w,U) dobijamo da je
u:vilviz"'vi]'a

za neke i1,1,...,4; € {1,2,...,m}, pri ¢emu za svaki i € {1,2,...,m}\
{i1,12,...,45} je vi=e u Gy. Odavde se neposredno dobija da je a=w=u
u Go. Prema tome, svakom pravilu a — u iz m odgovara neko izvodenje
a=u u Gy, §to znadi da je relacija 7 sadrzana u polu-kongruenciji :*>GO na
V*. Kako prema Lemi 2.4.1 imamo da je :*>G najmanja polukongruencija na
V* koja sadrzi 7, to je :*>G§:*>GO, sto znaci da je L(G,0) C L(Go,0) = L.
Konacno, kako e ¢ L(G, o), jer 7 ne sadrzi e-pravila, to je L(G,0) C L—{e}.

Obratno, da bi smo dokazali da je L—{e} C L(G, o), dovoljno je dokazati
da za proizvoljne a € V\ X iw € V', « écow povladi « :*>Gw. To ¢emo
dokazati indukcijom po duzini izvodenja a:*>GOw.

Uzmimo najpre da je « = G, W- Tada je a« — w pravilo iz m, jer je
a € V' \ X, odakle je « — w pravilo iz m, prema (6.3), odakle je ozécw.

Pretpostavimo dalje da je izvodenje a = GoW duzine m > 1 i pret-

postavimo da tvrdenje koje dokazujemo vazi za sva izvodenja duzine manje
od m. Uoc¢imo najpre da je

*
a:>G0121v2 s Uk :>G0w,

za neke vy, v9,...,v; € V. Prema Teoremi 6.1.1, w se moze zapisati u
. % . *

obliku w = ujus - - - ug, za neke uy, us,...,ur € V*, takve da je v; = Wis 28

svaki ¢ € {1,2,...,k}, pri ¢emu duzina ovih izvodenja nije duza od duzine

izvodenja vive - - - Vg :*>Gow, tj. od m—1. Prema tome, kad god je u; # e, na ta
izvodenja mozemo primeniti indukcijsku hipotezu, ¢ime dobijamo da je tada
v; =,u;. Neka je {i1,iz,...,i;} skup svih elemenata iz skupa {1,2,...,k}
za koje je u; # e i neka je v = v;;v;, -+ v;;. Kako je re¢ v nastala iz reci
v1V9 - - - U brisanjem slova iz skupa U, to je a — v pravilo iz w. Sa druge
strane, iz

* *
vil :>Gui17 ) v’ij :>Guij7

zbog saglasnosti relacije :*>G dobijamo da je

* *
U = Vi Viy * + * Vg = Uy Uiy * Ui =, Ww.
Prema tome, dobili smo da je
*
A=, V=W,

§to je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [J
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Za jezik L C X ¢emo govoriti da je X T-jezik. Neposredno iz prethodne
teoreme dobija se:

Posledica 6.2.1. Proizvoljan kontekstno-nezavisan X *-jezik moZe biti ge-
nerisan nekom kontekstno-nezavisnom gramatikom bez e-pravila.

Primer 6.2.1. Neka je data gramatika Gy = (V, X, m) sa X = {z,y}, V\ X =
{o, A} i pravilima
o=y, A—xTAYy, \—e.

Ova gramatika generise jezik L(Go, o) = {z"y" |n € N}. Jasno je da je U = {A}, a
gramatika G = (V, X, 7) dobijena metodama iz Teoreme 6.2.2 ima pravila
o=y, 0—xY, A—TAY, \—xy.
Na primer, izvodenju
o= zy= 22\’ = 23\ = 23yP
u Gy, u G odgovara izvodenje

o=z y= 22 \y? = 2ayy? = 235,

Primer 6.2.2. Gramatika Gy = (V, X, m), sa X = {z,y} iV \ X = {0} i pravil-
ima
o — xoYy, O — e,

generise jezik L = L(Go,0) = {2"y™ |n € N°} koji sadrzi praznu re¢. Gramatika
dobijena iz Gy metodom datom u dokazu Teoreme 6.2.2 ima pravila

o — xoy, O — Y,

i generise jezik L(G,0) = {2"y™ |n € N} = L\ {e}.

Neka je G = (V, X, n) kontekstno-nezavisna gramatika. Pravila oblika
a — (3, gde su o, € V \ X, nazivamo trivijalnim pravilima. Jasno je
da se primenom ovakvih pravila vrsi samo preimenovanje pomoénih sim-
bola, Sto opravdava naziv koji smo im dali. Sledeé¢a teorema pokazuje da
se svaka kontekstno-nezavisna gramatika sa trivijalnim pravilima moze za-
meniti kontekstno-nezavisnom gramatikom bez takvih pravila koja generise
isti jezik.

Teorema 6.2.3. Proizvoljan kontekstno-nezavisan jezik mozZe biti generi-
san nekom kontekstno-nezavisnom gramatikom bez trivijalnih pravila.
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Dokaz. Neka je L = L(Gy, o) jezik generisan kontekstno-nezavisnom gra-
matikom Gg = (V,X,m), za ¢ € V \ X. Definisimo novu gramatiku
G1 = (V,X,m) na sledeé¢i nacin: Uzeéemo da se skup pravila m; sastoji
iz svih pravila iz 7 i iz svih parova (o, u) € (V' \ X) x V* za koje postoji
B €V \ X takav da vaze slede¢a dva uslova:

(i) B — wu je netrivijalno pravilo iz mo;
(ii) i su povezani nekim nizom

a—f ili a—ap— - —a, — 0, neEN,
trivijalnih pravila iz mg.

Takode ¢emo uzeti da je G = (V, X, ) gramatika ¢iji skup pravila 7 ¢ine
sva netrivijalna pravila iz 7. Dokazaéemo da je L(Go,0) = L(G,0), pri
¢emu ¢e nam gramatika G sluziti kao pomoéna gramatika. To znaci da za
. . -~ . . * . . *
proizvoljnu re¢ w € X* treba dokazati da je 0 =g, W ako i samo ako je o =, w.
Kako gramatika G obuhvata gramatike Gy i G, to izvodenja u njoj ne¢emo
posebno oznacavati indeksom G1, kao $to ¢emo ¢€initi u slucaju izvodenja u
gramatikama Gg i G.

Neka je a:*>G0w. Posmatrajmo izvodenje
(6.4) o= w

u G1. Ako se u ovom izvodenju ne koriste trivijalna pravila, tada je jasno
da je 0 =, w, §to i treba dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju (6.4) trivijalna pravila koriste k& puta, gde
je k > 1. Neka je w; = ws poslednji korak u tom izvodenju kod koga se
koristi neko trivijalno pravilo, recimo pravilo o — 3, a, 3 € V' \ X. Tada se
izvodenje o = w moze zapisati u obliku

* *
0O=W] = Wy=W,

pri éemu se u izvodenju wy = w ne koriste trivijalna pravila. Iz pretpostavke
da je u wy = ws koriséeno pravilo & — [ dobijamo da je w1 = pagqiws = plyq,
za neke p,q € V*. Prema Teoremi 6.1.1, w = p'uq’, za neke p',u,q € V*,
takve da postoje izvodenja

X

(6.5) p=p,  B3u, q>¢q

/

u kojima se koriste samo pravila koja se koriste i u izvodenju wy = w, §to
znaci da se u tim izvodenjima ne koriste trivijalna pravila. Neka je = v
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prvi korak u izvodenju 8 = u. Jasno je da je tada 3 — v pravilo iz m, i
to netrivijalno, jer smo rekli da se u izvodenju 3 = u ne koriste trivijalna
pravila. Prema tome, imamo da je o — [ trivijalno pravilo iz w9 i § — v je
netrivijalno pravilo iz 7y, odakle je o — v netrivijalno pravilo iz 71, odnosno
pravilo iz w, prema definiciji gramatika G; i G. Koriséenjem tog pravila
dobijamo da vazi

(6.6) w1 = pag=puq.

Sa druge strane, iz p=p, v=>uiq= ¢, prema Teoremi 2.4.2 dobijamo da
postoji izvodenje
(6.7) pug=pug =w

u kome se koriste samo ona pravila koja se koriste u prelazima p= P, v
i ¢=¢'. To znaci da se u (6.7) ne koriste trivijalna pravila. Dakle, iz (6.6)
i (6.7) dobijamo da postoji izvodenje w; = w u kome se ne koriste trivijalna
pravila, ¢ime smo dobili da se izvodenje (6.4) moze zameniti izvodenjem u
kome se koristi samo k — 1 trivijalnih pravila, odnosno da se broj koriséenja
trivijalnih pravila u tom izvodenju moze smanjiti, i ako ponovimo taj pos-
tupak jos k — 1 put, dobi¢emo izvodenje re¢i w iz ¢ u kome se ne koristi
nijedno trivijalno pravilo, §to znaci da je a:*>Gw.

Obratno, uzmimo da je 0:*>Gw i posmatrajmo ga kao izvodenje

*

(6.8) o=w

u G1. Ako se u njemu koriste samo pravila iz g, tada je jasno da je J:*>G0w,
§to i treba dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju pravila iz skupa m \ mo koriste k puta. Zapi-
simo izvodenje (6.8) u obliku

(6.9) 0= wy = wy = w,

pri ¢emu je izvodenje w; = w9 zasnovano na primeni pravila o« — w iz m \ mo.
To znaci da je w; = paqg i we = pug, za neke p,q € V*, dok prema definiciji
skupa 71 imamo da postoji netrivijalno pravilo 8 — w u 7 i niz

oa—ap— = ay — neN°

trivijalnih pravila iz my. Sada je jasno da se izvodenje w; = we moze u (6.9)
zameniti izvodenjem

w1 = paq=pa1q=---= panq=ppq=puq = ws
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u kome se ne koriste pravila iz 7 \ mp. Prema tome, u izvodenju (6.8)
broj primena pravila iz m \ m9 mozemo smanjiti, sve dok ih potpuno ne
eliminiSemo, posle ¢ega dobijamo izvodenje u Gg. Prema tome, o*:*>GOw, sto
je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [

Primer 6.2.3. Neka je data gramatika Gy = (V, X, m), gde je V\ X = {0, A, u},
X ={x,y} i mo se sastoji iz pravila

o= A, A= p, p—0o

o — 2, A— o, w—y.

Ova gramatika generise jezik L = L(Go,0) = {z?,z,y}. Kako u my imamo sledece
nizove trivijalnih pravila

p—o, A—p—o
o — A w— o= A\
)‘_7/1’7 o—_))‘_)ﬂu

to netrivijalnim pravilima ¢ — 2%, A — x i p — y gramatike Gy pridruzujemo
redom pravila

M—>$2,)\—>$2, g =T, W—, )\—>ya0—>ya

¢ime smo dobili pravila

o — 2, pw— x2 A — 22,
A—x, o —x, uw—x,
By, A=y, o=y,

nove gramatike G = (V, X, 7) koja nema trivijalnih pravila i koja generise jezik L,
tj. L =L(G,0).

Ovaj primer nam takode pokazuje da smo u definiciji pravila iz 7, morali ko-
ristiti nizove trivijalnih pravila, a ne samo trivijalna pravila. Naime, ako bi smo
koristili samo trivijalna pravila, tada bi smo dobili gramatiku G’ = (V, X, ') sa
pravilima

0-_>$27 /’[’_>x2a A_>$7 o=, K=Y, )‘_>y?
koja generise jezik L(G’,0) = {2%,x} # L.

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Chomsky [1959], Ginsburg
[1966], Howie [1991], Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovié [1995]
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6.3. Gramatike u Normalnoj formi Chomsky

Ovde ¢emo nastaviti sa redukcijama kontekstno-nezavisnih gramatika. Uves-
¢emo pojmove Ciste gramatike i gramatike u Normalnoj formi Chomsky i
dokazati da se svaka kontekstno-nezavisna gramatika moze zameniti nekom
¢istom gramatikom, odnosno gramatikom u Normalnoj formi Chomsky, koja
generisSe isti jezik.

Kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, 7) nazivamo cistom gra-
matikom ako je svako pravilo iz 7 ili oblika

a— f, glejea e V\X, fe(VAX)", |8 >1,

ili oblika
a— x, gdejeae V\X, xeX.
Uoc¢imo da ¢ista gramatika nema ni e-pravila, ni trivijalnih pravila.

Sada dokazujemo sledece:

Teorema 6.3.1. Svaki kontekstno-nezavisan X ™ -jezik moZe biti generisan
cistom gramatikom.

Dokaz. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika koja gene-
rise jezik L = L(G,0), 0 € V \ X. Prema Teoremama 6.2.2 i 6.2.3, ne
umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da gramatika G ne sadrzi e-pravila
niti trivijalna pravila. Proizvoljnom slovu x € X pridruzimo simbol g, ¢ V
i stavimo da je

V=V U{B: |z e X}

Pravila iz 7 su ili oblika

(6.10) a— x, gdejeae V\X, x € X,
ili su oblika

(6.11) o — u, gdejeuec VT \ V.

Pravila oblika (6.10) ne¢emo dirati, dok ¢emo svako pravilo iz 7 oblika (6.11)
zameniti pravilom oblika
(6.12) a—

pri ¢emu je u' re¢ dobijena iz u zamenom svakog terminalnog simbola x
koji se javlja u w sa (. Oznac¢imo sa 7' novi skup pravila dobijen iz =
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zadrzavanjem svih pravila iz 7 oblika (6.10), zamenom svih pravila oblika
(6.11) odgovarajué¢im pravilima oblika (6.12), i dodavanjem novih pravila

(6.13) By — x, za svaki x € X.

Jasno je da je G’ = (V', X, ') ¢ista gramatika. Ostaje jos samo da se dokaze
da je L(G,0) = L(G',0).

Uoc¢imo proizvoljno neposredno izvodenje
(6.14) pag=ypug,

u gramatici G koje se koristi pravilom oblika (6.11), gde su p,q € V*. Kako
u G imamo pravilo a — u/, gde je v’ re¢ dobijena iz u zamenom svakog
terminalnog slova x € X koje se javlja u u novim pomoénim simbolom [,
to imamo da je pag =, pu'q, sa druge strane, re¢ u se moze dobiti iz u’
ponovnom zamenom simbola /3, sa x, pa koristeéi pravila iz ©’ oblika (6.13)
dobijamo da je pu'q éc,puq. Prema tome, neposredno izvodenje (6.14) u G
koje se koristi pravilom oblika (6.11) mozemo zameniti u G’ izvodenjem

pag=.,pu'q=_,pug,
pa ako to u¢inimo sa svim izvodenjima u G koja koriste pravila oblika
(6.11), dobi¢emo da svakom izvodenju o écw, u G, w € X, odgovara
neko izvodenje Uéc,w u G'. Prema tome, L(G,0) C L(G',0).
Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, dovoljno je dokazati da svakom

izvodenju
(6.15) a:*>G,w

u G, gdejeac (V\X)Tiwe Xt, odgovara neko izvodenje a =, w u G.
To ¢e biti dokazano indukcijom po duzini izvodenja (6.15).

Uzmimo najpre da se radi o neposrednom izvodenju o =_,w. Neka je

a = ajag---ay, za neki n € N i neke ag,a9,...,a, € V\ X. Prema
Teoremi 6.1.1, w = wiws - - - wy,, za neke wy,ws,...,w, € X, pri ¢emu je
a; =_,w;, za svaki i € {1,2,...,n}. Jasno je da je svako od tih izvodenja

dobijeno primenom pravila oblika (6.10), sto znaci da je a; =, w;, za svaki
i€{1,2,...,n}, odakle prema Teoremi 2.4.2 dobijamo da je

*
Q= Q109 Qp = WIWe -+ Wy = W,

S§to je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo dalje da je (6.15) izvodenje duzine m > 1 i da tvrdenje
koje dokazujemo vazi za izvodenja oblika (6.15) duzine manje od m. Neka
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je a=_,u, za u € V*, prvi korak izvodenja (6.15). Pretpostavimo da je to
izvodenje dobijeno primenom pravila 8 — v iz 7’. To znaéi da je a = pfq
i u = pvgq, za neke p,q € (V')*. Kako je a € (V \ X)T, to je jasno da je
BeV\Xip,qeV* Akoje 8 — v, pravilo iz 7, tada je a =, u, $to i zelimo
dokazati. U suprotnom je v € (V')T, i v se moze zapisati u obliku

V= UlﬂazvaﬁxQ e Uk/@xkvk—l-l’

za neke vy, vy, -, v € (V\ X)* 1 21,29, -, 2, € X. Prema definiciji
pravila gramatike G’, pravilo § — v je dobijeno iz nekog pravila

(6.16) B — v1Z102T2 + + * VTR V41,
iz w. Sa druge strane, iz
u = poq = pv1Ba,v2fey VB Vk410 = W,
prema Teoremi 6.1.1 sledi da je
W = W1S51W252 * * * WESEWk+41,

pri ¢emu postoje izvodenja

* * . *
(6.17)  pvi=_wr, vi=,,wi, za 2 < i <k, V419 =, Wk+15
(6.18) Buy =81, zal<i<k,

duzine ne veée od duzine izvodenja u = »W. Sada na izvodenja (6.17)
mozemo primeniti indukcijsku pretpostavku, ¢ime dobijamo da postoje izvo-
denja

(6.19) pvy :*>Gw1, v; :*>Gwi, za 2 <i <k, vk+1q:*>cwk+1

u G. Sa druge strane, za proizvoljan i € {1,2,...,k}, jedino pravilo u 7’ koje
sadrzi Bz, na levoj strani je pravilo 3, — x;, odakle prema (6.18) dobijamo
da je s; = x;, za svaki i € {1,2,...,k}, $to znaci da je

(6.20) W = W{TIWIT * + * WELKWkt1-

Prema tome, koriséenjem pravila (6.16) iz 7 dolazimo do izvodenja
(6.21) O = PPBq=yPU1L10222 - -+ VpTRVk414,

dok iz (6.19) i (6.20), prema Teoremi 2.4.2, dobijamo

(6.22) PUIT1V2TY - - - vkxkvk+1qz*>cwla:1w2x2 S WET W] = W.

Dakle, iz (6.21) i (6.22) dobijamo da je a =,w, to je i trebalo dokazati.
Dakle, L(G',0) C L(G,0), sto je upotpunilo dokaz teoreme. [
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Primer 6.3.1. Neka je data gramatika G = (V,X,7) sa V\ X = {0,A\}, X =
{z,y} i skupom 7 pravila datim sa

o — Ty, o — Yy, A — Ty, A — xy.

Podsetimo se da smo do ove gramatike dosli u Primeru 6.2.1 uklanjanjem e-pravila.

Metodama koje su date u dokazu prethodne teoreme dobijamo gramatiku G’ =
(V',X,7"), gde je V! =V U{fBs, By} i skup 7’ se sastoji iz pravila

o — 5z)\ﬁya g — B:vﬁyu A— /Bm)\ﬁg,u A= ﬁmﬂw
Be — , ﬁy - Y.

Na primer, izvodenju
o= y=i\y? =22 (zy)y? = 233
u gramatici G odgovara u gramatici G’ izvodenje

0= B A8y = BN, = 02(8:8,)8, = B8, =2y,

Za kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, 7) kazemo da je u Nor-
malnoj formi Chomsky ako je svako pravilo iz 7 ili oblika

(6.23) a — By, gde su o, 3,7y € V\ X,
ili oblika
(6.24) a— x, gdejeacV\X, z € X.

Teorema 6.3.2. Svaki kontekstno-nezavisan X ™ -jezik moZe biti generisan
gramatikom u Normalnoj formi Chomsky.

Dokaz. Neka je L = L(G,0) X" -jezik generisan kontekstno-nezavisnom
gramatikom G = (V, X, 7). Prema Teoremi 6.3.1, ne umanjujuéi opstost
dokaza mozemo uzeti da je G Cista gramatika. Prema tome, pravila iz 7
mogu biti ili oblika (6.23) ili oblika (6.24) ili oblika

(6.25) a — ajag - - - oy, gde su o, a1, ..., € V\ X, k> 3.

Kako su pravila oblika (6.23) i (6.24) ve¢ u Normalnoj formi Chomsky, to
¢emo se zadrzati samo na pravilima oblika (6.25), i svako od takvih pravila
¢emo zameniti nekim novim pravilima koja su u Normalnoj formi Chomsky.
Naime, svakom pravilu oblika (6.25) pridruzi¢emo skup

(626) {717 Y2y a’yk‘—Q}
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novih pomoénih simbola, tako da skupovi oblika (6.26) koji odgovaraju ra-
zli¢itim pravilima iz 7 oblika (6.25) budu medusobno disjunktni, i pravilo
(6.25) ¢emo zameniti nizom pravila

(6.27T)oc — a1y, 11— @2Y2, 7, Vh—3 — Qp—2Vk—2, Vk—2 — p—10k.

Kada to u¢inimo sa svim pravilima iz 7 oblika (6.25), dobi¢emo novi re¢nik
V' inovi skup pravila 7/, odnosno dobi¢emo novu gramatiku G’ = (V', X, '),
koja je oc¢igledno u Normalnoj formi Chomsky. Ostaje da se dokaze da je
L =L(G,0) = L(G,0).

Primetimo najpre da svakom pravilu iz 7 oblika (6.25) odgovara u gra-
matici G’ izvodenje

=, Q171 =, 10272 =, * "=, 0102 - - O,

odakle dobijamo da svakom izvodenju u G' odgovara neko izvodenje u G’.
Prema tome, L(G,0) C L(G', o).

Uoc¢imo dalje gramatiku G” = (V/, X, 7 U 7’). Kako ona obuhvata obe
gramatike G i G’, to neée biti opasnosti od zabune ako pri oznacavanju
izvodenja u G” izostavimo pisanje indeksa G”. Da bi smo dokazali inkluziju
L= (G"0)C L(G,0), dovoljno je dokazati da se iz proizvoljnog izvodenja

(6.28) C=Wy=> W= W= =Wy = W,

gde je m € Niw € X* mogu eliminisati primene svih pravila iz 7’ \ ,
odnosno svi simboli iz V' \ V.

Pretpostavimo da se pravila iz 7’ \ 7 u izvodenju (6.28) koriste n puta,
gde je n € N, i dokazimo da se taj broj moze smanjiti, t.j. da postoji neko
drugo izvodenje 0 = w u G” u kome se pravila iz ' \ 7 koriste manje od n
puta.

Neka je wi, = wj, +1, gde je 0 < i3 < m, proizvoljno neposredno izvodenje
pri kome se koristi pravilo @« — a17; iz (6.27). To znaci da vazi

Wy, = P10q1 = P1o1Y1G1 = Wiy 41,

za neke p1,q1 € (V')*. Simbol v1, koji je ovom prilikom uveden u izvodenje
(6.28), izgubiée se prilikom primene pravila 73 — @272 u nekom neposred-
nom izvodenju wj, = wi,+1, gde je i1 < 72 < m. U meduvremenu, tokom
izvodenja w;, +1 :*>wi2, on ¢e biti samo prepisivan, dok ¢e se zamene pomoc-
nih simbola re¢ima iz (V')*, prema pravilima gramatike G, u re¢ima wj, 11,
..., Wiy—1, VISiti levo i desno od tog simbola. Na taj nacin dobijamo da je

S )
ip = P20 "7714G2,
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gde su po, a§2),q2 € (V')* reci za koje vazi

(6.29) 1= P2, a1 :>a§ ), a1 = qo.
Pri tome su sva pravila koja se koriste u sva tri izvodenja iz (6.29) tac¢no
ona koja se koriste u izvodenju wy, +1 = w;,, odakle lako zakljucujemo da
ukupan broj primena pravila iz 7’ \ 7 u izvodenjima iz (6.29) nije veéi od
broja primena tih pravila u izvodenju w;, 41 :*>wi2.

Nastavljajuéi na isti nacin dalje, dobi¢emo da se izvodenje (6.28) moze
zapisati u obliku

k
0 = Wo= Wj; = P10q1 = P1017Y1q1 = Wiy 41
* 2 2
= Wi, = PZO‘& )71Q2 =>p204§ )042’72Q2 = Wiyt1

2) (3
éwlg psag )aé )72(13 =DP3 a§ )Oéé )04373(13 = Wiz+1

1) (k-1
:*>wik,1 = pk_1a§ ). '061(6,2 )’Yk—2Qk—1
(k—1) (k=1) _
= Dk—10 Qg o O 10kGE—1 = Wiy 41
=,
pri ¢emu su pj,agj), .. 5])1,q] e (V)*, 1<j<k-—1,red za koje vazi
+1 +1
(6.30)  pj=pji1, ag ):>a(] o §3)1:>a53 1 ), 4= qjt1,

za 1l < j <k —2. Pri tome, kao i napred, dobijamo da ukupan broj primena
pravila iz 7’ \ 7 u izvodenjima iz 6.30 nije veéi od broja primena tih pravila
u izvodenju w;; 41 :*>wij+1, za svaki j, 1 < j < k — 2. Prema tome, imamo
izvodenja

(6.31) p1=pp_1, ai:*>a§k71), zal <i<k-2 1= Qr_1,

u kojima ukupan broj primena pravila iz 7’ \ 7 nije veéi od ukupnog broja
primena tih pravila u izvodenjima

* * *
(6.32) Wi 41 = Wiy, Wig41=> Wiy ** 5 Wiy 541 = Wiy _4-

Sada iz 6.31, prema Teoremi 2.4.2, dobijamo da postoji izvodenje

k-1 k-1
(6.33) prog - ap_oap_10kq =*>pkf1a§ ). 'Oé;(g_g )Oékqoékq/mv

u kome broj primena pravila iz 7’ \ 7 nije veéi od ukupnog broja primena
tih pravila u izvodenjima iz 6.32.
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Dakle, imamo da vazi

*
0 = Wo= wWj;; = P10q1
=Pp1oq - Q20— 104q1
* (k—1) (k—1)
= Pk—10 O g O 10qK—1 = Wiy 41

*
=>w,

(6.34)

prema 6.33, koristeéi pravilo a — ajas - - - o iz m. Jasno je da se u izvodenju
6.34 pravila iz 7'\ 7 primenjuju manji broj puta nego u (6.28), sto je i trebalo
dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [

Primer 6.3.2. Gramatiku ¢iju smo redukciju zapoceli u Primeru 6.2.1, doveli smo
u Primeru 6.3.1 do ¢iste gramatike sa pravilima

g — ﬂz)‘ﬁya g — 51/67;7 A— ﬁd?)‘ﬂyv A— ﬂxﬁy»
Be — x, ﬁy — Y.

Ako nastavimo redukciju dalje, na nacin prikazan u dokazu Teoreme 6.3.2, dolazimo
do gramatike u Normalnoj formi Chomsky sa pravilima

g — ﬁ:v'% v Aﬁyv g — ﬁwﬁua A— ﬁaz(sa
5_))\ﬂya /\_>ﬁ£6y7 ﬂz — T, 61} - Y,

pri éemu su uvedeni novi pomoéni simboli v i §. Jedno od izvodenja reci z3y> u
ovoj gramatici je

0= Buy = a7 = 2\By = 16,08, = 2253, éxQ)\/BS
:>$2ﬁx/8§’ :>:C3ﬁ2 :>x3yﬂ§ =23y?B, = x3y3.

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Chomsky [1959], Ginsburg
[1966], Greibach [1965] Howie [1991], Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovié
[1995]

6.4. Stablo izvodenja. Lema o napumpavanju

U ovom odeljku govorimo najpre o predstavljanju izvodenja u kontekstno-
nezavisnih gramatikama takozvanim stablima izvodenja, a potom dokazu-
jemo Lemu o napumpavanju za kontekstno-nezavisne jezike, koja je veoma
korisna u slucajevima kada treba dokazati da dati jezik nije kontekstno-
nezavisan. Koristeéi tu lemu, dokaza¢emo da klasa kontekstno-nezavisnih
jezika nad datim konacénim alfabetom nije zatvorena za presek i uniju, Sto
smo ranije obecali da ¢emo uéiniti.
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Neka je sada data kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, 7), o €
V'\ X iizvodenje oc=wu G, gde je w € V*. Tada tom izvodenju odgovara
stablo D oznaceno elementima iz V koje definiSemo na sledeéi nacin: Neka
je izvodenje 0= w dato sa:

(6.35) 0= wWy=>wW]=>We=> =W, = W.

Koren stabla D oznacen je sa 0. Ako se u izvodenju o = w, koristi pravilo
oblika 0 — ayag - auy, gde su ag, g, ...,a,, € V, tada stablo izvodenja
o= w1, u oznaci D1, definiSemo sa:

AN

Dalje, neka je definisano stablo izvodenja
0O =UwWy=>W|=>Wy=""** =Wk,

gde je 1 < k < n, koje éemo oznagciti sa Dy. Neka je neposredno izvodenje
Wg = Wka1 zasnovano na primeni pravila oblika 8 — (102--- 5, gde su
081, B2, ..., 0 € V. To znaéi da se jedno od pojavljivanja simbola § u reci wy,
zamenjuje sa 3109 - - - §;. Kako tom pojavljivanju simbola 8 u w; odgovara
jedno odredeno pojavljivanje tog simbola kao oznake lista u Dy, to ¢emo
stablo D1 dobiti na taj nacin $to ¢emo tom ¢voru u Dy, prikaciti stablo

AN

Na ovaj na¢in smo induktivno definisali niz stabala D1, Do, ..., D,. Stablo
D,, nazivamo stablom izvodenja (6.35).

Primer 6.4.1. Posmatrajmo gramatiku G = (V, X, 7), gde je V\ X = {0, A, u},
X ={=z,y,z} i pravila su

o= Arp, Ao oprp, p— A2, p—y, Ao,
izvodenju
0= Aep = prprp = \2eprp = A2 ryrp = v vyrp= vl ryry = 222 (vy)?,

odgovara stablo
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Primetimo da, koristeéi graficko predstavljanje stabla D, grane koje po-
laze iz proizvoljnog ¢vora stabla D mozemo urediti uzimajuéi, na primer,
njihov redosled sleva na desno. Sliéno mozemo urediti i puteve u stablu D
koji polaze iz korena. Naime, za svaka dva takva puta p; i po postoji ¢vor a
stabla D u kome se oni razdvajaju, odnosno ra¢vaju, pa ako se grana puta
p1 koja izlazi iz a nalazi levo od odgovarajuce grane puta po, tada ¢emo reci
da se put p; nalazi levo od puta ps. Konacno, za dva lista [; i o stabla D
¢emo reci da se list [1 nalazi levo od lo ako se put koji ide od korena do I;
nalazi levo od puta koji ide od korena do Is.

Ako kod stabla D izvodenja o=w, w € V*, ¢itamo oznake listova sleva
na desno, procita¢emo upravo re¢ w, za koju kazemo da je rezultat stabla D.
Na primer, u prethodnom primeru, ¢itanjem oznaka listova, sleva na desno,
dobijamo re¢ xzzzxyry.

Pojam stabla izvodenja koristi¢emo u dokazu sledece teoreme:

Teorema 6.4.1. (Lema o napumpavanju). Neka je X konacan alfabet i
L C X* je beskonacan kontekstno-nezavisan jezik. Tada postoji brojn € N
takav da svaka re¢ w € L duzine |w| > n moZe biti zapisana u obliku

w = puqur,
gde su p,u,q, v, € X* reci za koje vazi:

(a) [uv| = 1;
(b) [uguv| <n;
(c) pu™qu™r € L, za svaki m € N°.
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Dokaz. Prema Teoremama 6.2.2 i 6.3.2, postoji kontekstno-nezavisna gra-
matika G = (V, X, 7) u Normalnoj formi Comskog i ¢ € V \ X tako da
je L'\ {e} = L(G,0). Neka je k broj pomoénih simbola gramatike G, tj.
k=|V\X|,1ineka jen > 2rL,

Uzmimo proizvoljnu re¢ w € L duzine |w| > n. Neka je D stablo
izvodenja o = w. Kako je gramatika G u Normalnoj formi Chomsky, to
iz proizvoljnog ¢vora tog stabla koji nije list mogu izlaziti najvise dve grane,
pa ako stablo D ima 4 nivoa, tada ne moze imati vise od 2! listova, zbog
gornje napomene o broju listova potpunog binarnog stabla. Kako su listovi
stabla D oznaceni slovima reéi w, &iji je broj jednak |w| > n > 281 to
stablo D mora imati najmanje k + 2 nivoa. Prema tome, u stablu D postoji
neki put P duzine ne manje od k£ + 1 na kome leze k + 2 ¢vora, od kojih
je najmanje k + 1 oznaceno pomo¢nim simbolima. Posmatrajmo poslednja
k + 2 ¢vora na putu P. Kako su oni oznaceni simbolima iz V \ X kojih
ima k, to medu nijima postoje dva ¢vora, recimo a i b, koji su oznaceni istim
pomoé¢nim simbolom, recimo A. Uzmimo takode, da je ¢vor b na viS§em nivou
od ¢vora a. Uocimo podstabla D, i Dy od D generisana redom ¢vorovima a
i b. Rezultate tih stabala oznac¢imo redom sa ¢’ i ¢. Jasno, ¢,q € X* i D,
i Dy su stabla nekih izvodenja A= ¢ i A= ¢. Kako je Dj pravo podstablo
od Dy, jer je b na visem nivou od a, to je ¢ prava podre¢ od ¢, $to znaci
da je ¢ = uqu, za neke u,v € X* za koje je |uv| > 1. Dalje, jasno je da je
¢ = uqv podre¢ od w, pa se w moZe zapisati u obliku w = puqur, za neke
p,r € X*. Prema tome, ostaje da se dokaze (b) i (c).

Uslov (b) je posledica ¢injenice da smo uzeli ¢vor a medu poslednjih k42
¢vorova na putu P. Naime, to znac¢i da stablo D, ima k£ + 1 nivo, odnosno
najvise 281 < n listova, §to dalje znaéi da je |uqu| = |¢'| < 281 < n, §to je
i trebalo dokazati.

Posmatrajudi stabla D, i Dy vidimo da postoje izvodenja A= ulv, A= g
i A = uqu, dok posmatrajuéi celo stablo D vidimo da postoji izvodenje
o = pAr. Iz A = ulv, prema Teoremi 2.4.2, sledi A = u™ ™, za svaki
m € N, §to zajedno sa A= ¢ i o= pAr, ponovo prema Teoremi 2.4.2, daje
o = pu™qu™r. Dakle, pu™qu™r € L, za svaki m € N°, §to je i trebalo
dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [J

Kao i u slucaju Leme o napumpavanju za raspoznatljive jezike, i Lema
o napumpavanju za kontekstno-nezavisne jezike je veoma korisna u dokazi-
vanju da odredeni jezici nisu kontekstno-nezavisni.
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Primer 6.4.2. Jezik L = {z"y"2™ | n € N} nije kontekstno-nezavisan.

Pre nego sto dokazemo ovo tvrdenje, uves¢emo nekoliko novih pojmova. Za
re¢ w € X*, gde je X proizvoljan alfabet, granicom u re¢i w naziva¢emo bilo koju
podre¢ od w duzine 2 koja se sastoji od razli¢itih slova. Pod brojem granica u reci
w, u oznaci B(w), podrazumeva¢emo broj pojavljivanja takvih podreci u w. Na
primer, proizvoljna re¢ w iz datog jezika L ima ta¢no dve granice xy i yx, koje dele
tu re¢ na tri odsecka podjednakih duzina, oznacimo ih sa s;(w), sa(w) i s3(w), $to
slikovito mozemo prikazati na sledeéi nacin

xm...x|yy...y|1’x...x'

s1(w) s2(w) s3(w)

Pretpostavimo sada da je L kontekstno-nezavisan jezik. Tada prema Lemi o
napumpavanju postoji n € N koji zadovoljava uslove te leme, i re¢ w = z™y"z" se
moze zapisati u obliku w = puqur, za neke reéi p,u,q,v,r € X* koje ispunjavaju
uslove (a), (b) i (¢) Leme o napumpavanju. Reéi v i v ne mogu sadrzati granice, jer
u suprotnom dobijamo

B(puqu’r) > 2 i pudqudr € L,

§to nas je dovelo do protivreénosti. Prema tome, reci u i v su cele sadrzane u nekom
od odsecaka reci w, ali naravno, u najvise dva od tri odsecka te re¢i. Zbog toga u
re¢i w' = pu?qur € L, odsecci s1(w’), sa(w’) i s3(w’) neée biti iste duzine, ¢ime
smo ponovo dosli do protivrecnosti. Prema tome, odavde zakljucujemo da jezik L
ne moze biti kontekstno-nezavisan.

Primetimo da u prethodnom primeru nismo koristili osobinu (b) iz Leme
o napumpavanju. Medutim, ona ¢e biti veoma vazna u slede¢em primeru:

Primer 6.4.3. Jezik L={z™y"2™y"™ | m,n € N} nije kontekstno-nezavisan.

Proizvoljna re¢ w € L ima tacno tri granice zy, yx i xy, koje dele tu re¢ na cetiri
odsecka s1(w), s2(w), s3(w) i s4(w), pri cemu je |s1(w)| = [s3(w)|i|s2(w)| = |s4(w)],
§to mozemo prikazati sa:

xm.x|yy.y|x$.x|yy.y'

s1(w) s2(w) s3(w) sa(w)

Pretpostavimo sada da je L kontekstno-nezavisan jezik. Tada prema Lemi o
napumpavanju postoji ng € N koji zadovoljava uslove te leme, i za proizvoljne
m,n > ng se re¢ w = x™y"x™y"™ moze zapisati u obliku w = puqur, za neke reci
p,u,q,v,7 € X* koje ispunjavaju uslove (a), (b) i (c) Leme o napumpavanju. Kao
i u prethodnom primeru dokazujemo da rec¢i u i v ne mogu sadrzati granice, Sto
znaci da su cele sadrzane u nekim od cetiri odsecaka rec¢i w. Pri tome nam uslov

|lugv| < ng < m,n kaze da mogu biti sadrzane samo u istom ili u dva uzastopna
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odseéka, pa ponovo dobijamo da ée za reé w' = pu?qv®r, za koju prema Lemi o
napumpavanju znamo da je u L, biti |sy(w’)| # |sg(w)| ili [s2(w’)| # |s4(w)|, ¢ime
smo opet dosli do protivrecnosti. Dakle, ovim zakljucujemo da L nije kontekstno-
nezavisan jezik.

Primer 6.4.2 bi¢e nam vazan u dokazu sledec¢e teoreme, koju smo obecali
jos u Odeljku 6.1. Njome dokazujemo da klasa kontekstno-nezavisnih jezika,
za koju smo Teoremom 6.1.2 dokazali da je zatvorena za uniju, proizvod i
zvezda operaciju, nije zatvorena za presek i komplement.

Teorema 6.4.2. (a) Presek dva kontekstno-nezavisna jezika ne mora biti
kontekstno-nezavisan jezik.

(b) Komplement kontekstno-nezavisnog jezika ne mora biti kontekstno-
nezavisan jezik.

Dokaz. (a) Neka je X = {z,y} i L = {2"y"z™ | m,n € N}. Jezik L moze
se predstaviti kao proizvod jezika {z"y™|n € N}, za koji smo u Primeru
6.2.1 videli da je kontektsno-nezavisan, i jezika x7, za koji znamo da je
raspoznatljiv, pa time i kontekstno-nezavisan. Prema tome, L je kontekstno-
nezavisan jezik, kao proizvod dva kontekstno-nezavisna jezika. Sli¢no, i L' =
{z™y"2x"™ | m,n € N} je kontekstno-nezavisan jezik. Medutim, kao $to smo
pokazali u Primeru 6.4.2, jezik

LNL ={2"y 2™ |n € N},

nije kontekstno-nezavisan.

(b) Ovo sledi iz (a), jer za proizvoljna dva jezika L1, Ly C X* vazi
LyN Ly =(L{U L3)",
gde je L¢ oznaka za komplement jezika L u X*. O

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Bar-Hillel, Perles and Shamir
[1961], Ginsburg [1966], Howie [1991], Lallement [1979], Madardsz and Crvenkovi¢
[1995]

6.5. Potisni automati

Podsetimo se jos jednom da smo kontekstno-nezavisne jezike definisali kao
jezike generisane kontekstno-nezavisnim gramatikama. U ovom i narednim
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odeljcima govori¢éemo o jednom drugom modelu generisanja jezika, o nji-
hovom generisanju potisnim automatima, za koji ¢emo dokazati da je ekvi-
valentan generisanju kontekstno-nezavisnim gramatikama.

Pre nego $to damo formalnu matematicku definiciju pojma potisnog au-
tomata, objasni¢emo Sta se zamiSlja pod realnim modelom potisnog au-
tomata.

Realni model potisnog automata prikazan je na sledecoj slici

(o w2 @ || ] ] o]

v ulazna traka

£ E unutradnji
£ mehanizam
€3
potisna
memorija
(stek)
&m

Kao $to se vidi sa slike, potisni automat se u ovom modelu sastoji od ulazne
trake, potisne memorije i unutrasnjeg mehanizma.

Na ulaznoj traci upisana je ulazna re¢ x1x9-- - x,, gde su x1,x2,..., %y
slova ulaznog alfabeta X. Ta re¢ se cita slovo po slovo, glavom za Citanje
oznacenom na slici simbolom |. Posle uéitavanja svakog slova, ono se brise,
a ostatak reci se pomera za jedno mesto ulevo, tako da je potisni automat
spreman da ucita sledece slovo ulazne reci.

U potisnoj memoriji upisana je re¢ £1€2 - - - &, gde su &1, &a, ..., &y slova
alfabeta memorije M. Glava za upisivanje, oznacana na slici sa <, deluje
samo na znak na vrhu memorije, u ovom slu¢aju na znak &;. Taj znak moze
se zameniti proizvoljnom re¢i w = ajag--- o € M*. Re¢ w se u memoriju
upisuje pocev od poslednjeg slova ay, do prvog slova a1, pri ¢emu upisivanje
svakog narednog slova potiskuje ostatak sadrzaja memorije za jedno mesto
nanize. Zbog toga se ovakva memorija naziva potisna memorija ili stek, a
ovakav automat i zove potisnim automatom ili automatom sa potiskujuéom
memorijom. Zamena simbola £ praznom re¢i znaCi prosto brisanje tog
simbola, pri cemu se ostatak sadrzaja memorije podize za jedno mesto navise.
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Do proizvoljnog slova sadrzanog u memoriji se moze do¢i samo brisanjem svih
slova koja se nalaze iznad njega.

Na kraju, unutrasnji mehanizam se karakterise unutrasnjim stanjima po-
tisnog automata, i u toku rada tog automata vrsi se permanentna promena
stanja.

Prema tome, mozemo reéi da se u toku rada, potisni automat u svakom
trenutku karakteriSe trojkom koju Cine stanje u kome se trenutno nalazi,
trenutni sadrzaj memorije i trenutni sadrzaj ulazne trake. Tu trojku nazi-
vamo konfiguracijom tog automata.

Sada ¢emo preéi na formalnu definiciju potisnog automata. Pod potisnim
automatom A podrazumevamo sedmorku

A= (A,X,M,ap,&,1,0),
gde je

A — konacan skup, skup stanja od A;

X — neprazan konacan skup, ulazni alfabet od A;

M — neprazan konacan skup, alfabet steka (potisne memorije) od A;

ag — element iz A, pocetno stanje od A;

&0 — element iz M, pocetni simbol steka od A;

u — preslikavanje iz A x M u F(A x M*), gde F(A x M*) oznacava skup

svih konac¢nih podskupova od A x M*, uklju¢ujudi tu i prazan podskup;

0 — preslikavanje iz A x M x (AU {e}) u F(A x M*).

Preslikavanja p i 0 nazivamo funkcijama prelaza potisnog automata A. Kako
su slike pri ovim preslikavanjima podskupovi od A x M*, to je jasno da se

potisni automati ” ponasaju nedeterministicki”, Sto ¢e se bolje videti iz daljeg
teksta.

Proizvoljnu trojku (a,a,u) € A x M* x X* nazivatemo konfiguracijom
potisnog automata A. U napred datom modelu potisnog automata, ova
konfiguracija bi odgovarala trenutku u kome se potisni automat A nalazi u
stanju a, u steku se nalazi zapamdéena re¢ «, a na ulaznoj traci na oc¢itavanje
¢eka ulazna re¢ u. Rad potisnog automata A sastoji se u nizu prelazaka iz
konfiguracije u konfiguraciju, koji su odredeni funkcijama prelaza p i 9. Te
funkcije se takode mogu shvatiti kao izvesni program, ili, tacnije re¢eno, skup
instrukcija po kome radi potisni automat A. Taj skup instrukcija ¢ine sve
relacije oblika

(b, B) € u(a,f)
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koje vaze za (b, ) € A x M* i (a,&) € A x M, i sve relacije oblika

(b,8) € 6(a, &, x)
koje vaze za (b, ) € Ax M* i (a,&,x) € Ax M x (X U{e}).

Mozemo razlikovati tri vrste prelaza u potisnom automatu.

1. Stacionarni prelazi. Neka je data konfiguracija (a,a,u), pri ¢emu
je « € M™T, s§to znac¢i da je stek neprazan. Oznac¢imo sa & prvo slovo reci
a, tj. uzmimo da je a = £/, za neki o/ € M*. Ako je (b,0) € u(a,f),
tada je mogué prelaz sa konfiguracije (a,a,u) na konfiguraciju (b, 5o/, u),
§to simbolicki oznacavamo

(a,o,u) — (b, B, u).
Drugim re¢ima, relaciju
(0,8) € w(a,§),
mozemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & recju
i ostavi ulaznu re¢ w nepromenjenom.

Dakle, prelazi ovog tipa ne zavise od ulaza. Ovakve prelaze nazivamo sta-
ctonarnim prelazima, jer se prilikom njih ne menja sadrzaj ulazne trake.

2. Progresivni prelazi. Neka je data konfiguracija (a,«,u), pri ¢emu je
a€ MTiuc X', sto znadi da su i stek i ulazna traka neprazni. Oznaéimo
sa & prvo slovo reci a, tj. uzmimo da je a = o/, za neki o/ € M*, i oznacimo
sa x prvo slovo ulazne re¢i u, tj. uzmimo da je u = zu/, za neki v’ € X*.
Ako je (b,8) € 0(a,&, ), tada je mogué prelaz sa konfiguracije (a,a, u) na
konfiguraciju (b, B/, ), $to simbolicki oznacavamo

(a,c,u) — (b, pa o).

Drugim recima, relaciju
(b, 8) € 6(a, &, )

mozemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka £ recju (8
i izbrisi prvo slovo x ulazne reci u.

Prelaze ovakvog tipa nazivamo progresivnim prelazima, jer se prilikom njih
brise prvi simbol sa ulazne trake.
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3. Prelazi sa praznim ulazom. Neka je data konfiguracija (a,«,e),
pri ¢emu je & € M. Oznaé¢imo sa £ prvo slovo reéi «, tj. uzmimo da je
a=E&d, zaneki o € M*. Ako je (b,3) € (a,&, e), tada je mogué prelaz sa
konfiguracije (a, o, u) na konfiguraciju (b, 8o/, e), $to simboli¢ki ozna¢avamo

(a,a,e) — (b, B, e).

Drugim rec¢ima, relaciju
(b, 8) € 6(a,, €)

mozemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka £ recju (8
i ostavi ulaznu traku praznom

(kakva je bila i pre prelaza). Ovakve prelaze ¢emo nazivati prelazima sa
praznim ulazom.

Stacionarni i progresivni prelazi i prelazi sa praznim ulazom predstavljaju
sve mogudée prelaze iz jedne konfiguracije potisnog automata A u drugu.
Mozemo smatrati da smo na ovaj nacin definisali relaciju — na skupu svih
konfiguracija potisnog automata A, pri ¢emu je

(a1, 00,u1) — (az, ag, uz)

ako i samo ako je mogué prelaz iz konfiguracije (a1, 1, u1) u konfiguraciju
(a2, ag,u2), koji je bilo stacionaran, bilo progresivan, bilo prelaz sa praznim
ulazom.

* o, “ . . . . ..
Sa — ¢emo oznacavati refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije —. To
znaci da za dve konfiguracije (a, o, u) i (b, 3,v) potisnog automata A vazi

(6.36) (a, c,u) = (b, B,v)

ako i samo ako je ili (a,a,u) = (b, 5,v), ili postoji niz konfiguracija
{(ai,ai,ui)}?zl, n €N,

takav da vazi

(6.37) (a,a,u) = (a1, a1,u1) — (az,az,uz) — - — (A, Qn, uy) = (b, B,0).

Izraz oblika (6.36), odnosno niz prelaza (6.37), nazivamo izracunavanjem u
A, a pojedinacne prelaze u (6.37) nazivamo koracima u tom izracunavanju.
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Primetimo da sa konfiguracije oblika (a,e,u) nije moguée preé¢i ni na
jednu drugu konfiguraciju potisnog automata A. To znaci da ako u nekom
izracunavanju u A dodemo do konfiguracije tog oblika, izracunavanje se
prekida. Drugim rec¢ima, ukoliko se u toku rada potisnog automata stek is-
prazni, §to se moze desiti, jer prvi simbol steka mozemo zameniti i praznom
reci, $to znaci obrisati, tada se rad potisnog automata prekida.

U literaturi se mogu nadi i sli¢cne definicije potisnog automata u kojima
se uzima da su p i § parcijalna preslikavanja. Medutim, to u su$tini nista
ne menja, jer je za rad potisnog automata, tj. za prelaze u njemu, potpuno
svejedno da 1i je p(a,&) = @ ili p(a,€) nije definisano, i sliéno, da li je
0(a,&,x) = @ ili 6(a, &, x) nije definisano.

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Chomsky [1962], Chomsky
and Schiitzenberger [1963], Evey [1963], Ginsburg [1966], Goldstine [1977], Howie
[1991], Madarédsz and Crvenkovié [1995], Schiitzenberger [1963]

6.6. Raspoznavanje jezika potisnim automatima

U ovom odeljku pokazaé¢emo da se pojam raspoznavanja, odnosno generi-
sanja jezika potisnim automatom moze definisati na dva nacina — kao raspoz-
navanje skupom stanja i raspoznavanje praznim stekom, i dokazac¢emo da su
ta dva nacina ekvivalentna.

Prvi nacin slican je onom koji smo koristili u prethodnoj glavi, kada smo
govorili o raspoznavanju jezika kona¢nim automatima. Naime, govori¢emo
da potisni automat A raspoznaje jezik L C X* skupom T C A ako je

L={ueX*|(3acT)(Bac M) (ay,&,u) — (a,a,e)},
odnosno ako za v € X* vazi

wel & (JaeT)Bae M) (ag,o,u) — (a,a,e).

Drugi nacin raspoznavanja jezika potisnim automatom je raspoznavanje
praznim stekom. Naime, govoriéemo da potisni automat A raspoznaje jezik
L praznim stekom ako je

L={uec X*|(3acA) (ag, 0,u) = (a,e,e)},
odnosno ako za u € X* vazi

ueL < (3ac A) (ag,&,u) — (a,e,e).
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I pored ocite razlike u definiciji ovih na¢ina raspoznavanja, slede¢om
teoremom se dokazuje da su oni u sustini ekvivalentni.

Teorema 6.6.1. Neka je L C X* jezik nad konacénim alfabetom X. Tada
postoji potisni automat koji raspoznaje L skupom stanja ako i samo ako
postoji potisni automat koji raspoznaje L praznim stekom.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da postoji potisni automat
A= (A1, X, Mlua[()l))g(()l)vulaél)
koji raspoznaje L skupom T C A;. To znaci da je
L={ue X" |(FaeT)3xae M) (ao ,f(l) u) = (a,a,e)}.
Konstruisimo potisni automat
Az = (A, X, Mz,@(()z),ﬁ(()mv#z,@)
na sledeéi na¢in: uzmimo da je

Ay = A1U{a0 ,al)}, pri ¢emu ag),al ¢ A,

My= M U {502)}, pri ¢emu 50 g_f My,

i definisimo pg : Ay x My — F(Ag x M) sa

(6.38) p2(a, &) = ul(a §) za(a,§) € Ay x M,
(6:39) pala” &™) ={ (a5, " >>}
ua(a, &) = u ostalim slu¢ajevima,

i52:AQXMQX(XU{C})_).?(AQXMQ*) sa

(6.40) do(a, & x) =01(a,&,x) za (a,§,x) € Ay x My x X,
(641) 52(a7§76) :51(0'7‘576) ZaaEAl\T> £€M17
(6.42) 09(a, & e) = {(a?), e)} zaaeTU {a?)}, £ € My,
(6.43) do(a, &) =@ u ostalim slucajevima.

Oznacimo sa L’ jezik koji potisni automat A, raspoznaje praznim stekom,
tj.
I'={uecX*|(FacA) @?,e? u) 5 (a,e,e)}.
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Dokaza¢emo da je L = L.

Razmotrimo najpre kako funkcionise potisni automat As. Kada As krene
sa izraCunavanjem iz konfiguracije oblika (aéQ), 562), u), za neki u € X*, tada
uslov (6.39) sluzi da nacini prelaz

(6.44) (a8, 6P u) — (M, &8V ).

Stavise, iz (6.39) i (6.43) se dobija da svako izracunavanje koje polazi iz kon-
figuracije (agf),féz),u) mora zapoceti korakom (6.44). Dalje, uslovi (6.38),
(6.40) i (6.41) sluze da se svakom izracunavanju u A; jednoznacno pridruzi
izracunavanje u As, njegova ”kopija” u Ao, Cije se konfiguracije razlikuju
od odgovarajuéih konfiguracija prvog izraCunavanja samo po tome §to je pri
. . . . (2) A
drugom izra¢ unavanju na dnu steka stalno prisutan simbol ;™. Preciznije,
za konfiguracije (a, a,u) i (b, 5,v) u A; vazi tvrdenje:

(1) (a,a,u) — (b, B,v) je stacionarni (progresivni) prelaz u Ay ako i samo
ako je (a, af(()z),u) — (b, 65(()2), v) stacionarni (progresivni) prelaz u Asg,
a u sluéaju da je a € Ay — T i u = v = e, tada odgovarajuée tvrdenje
vazi t za prelaze sa praznim ulazom.

U zavisnosti o kom tipu prelaza se radi, ovo tvrdenje se lako dokazuje
koris¢enjem osobina (6.38), (6.40) i (6.41), tim redom. Na kraju, uslov
(6.42) sluzi da se njegovom upotrebom stek isprazni, kad god se dode do
konfiguracije oblika (a,&,e), za neki a € T

Posto smo objasnili nacin funkcionisanja potisnog automata As, vratimo
se na dokaz teoreme. Uzetemo da je u € L, tj. da u Aj postoji izracunavanje

(6.45) @, e u) 5 (0, ae),

gde jea € T'i a € M. Ne umanjujuci opstost dokaza mozemo pretpostaviti
da osim konfiguracije (a, o, €) u izracunavanuju (6.45) ne postoji druga kon-
figuracija koja pripada skupu T'x M7 x {e} (jer izracunavanje (6.45) mozemo
prekinuti prilikom prvog pojavljivanja takve konfiguracije u njemu). Tada
iz (6.45), prema tvrdenju (), dobijamo da u As postoji izracunavanje

(6.46) (al”, €8P u) = (0,06l e).

Dalje, prema uslovu (6.42), kojim, kao $to smo veé rekli, praznimo stek,
imamo u As sledece izraCunavanje:

(6.47) (a, ozf(()2), e) = (agQ), e, e).
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Ako sada spojimo prelaz (6.44) i izracunavanja (6.46) i (6.47) u Ag, dobijamo
izracunavanje

(a6”.&" w) = (a”, e, 0),
$to znaci da je u € L. Ovim je dokazano da je L C L.

Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, uzmimo da je v € L, tj. da u Ay
postoji izracunavanje
2 *
(6.48) (o, €67 u) = (a,e,e),

zaneki a € As. Prema napred uotenom, prvi korak ovog izraCunavanja mora
bit (2) £(2) (1) (
2) (2 1
(ag ', & u) — (ao S0 ‘50 ,u).

Zbog uslova (6.38), (6.40) i (6.41), pri daljim prelazima potisni automat
Ay ée se zadrzati u stanjima iz A1 sve dok ne dode do konfiguracije oblika
(d/,a,e), gdejea’ € Tia € Mj. Prema tome, u okviru izraGunavanja (6.48)
javlja se izraCunavanje

(6.49) (a8, eVl u) 5 (' a,e),

takvo da sva stanja u konfiguracijama iz (6.49) pripadaju skupu A;. Kako
su koraci u tom izra¢unavanju bazirani samo na (6.38), (6.40) i (6.41), to
se u stek unose samo reci iz M7, pa je svaka konfiguracija koja se javlja u

njemu oblika (q,ﬁ§é2),v), gde je g € Ay, f € M iv e X*. Odavde prema
(1) dobijamo da izrac¢unavanju (6.49) u As odgovara u A; izracunavanje

(i, &8 u) 5 (', e),

gde je o/ € M7 rec¢ takva da je a = 0/562). Ovo znaci da je u € L, ¢ime smo
dokazali da je L = L'.

Sada prelazimo na dokaz obrata teoreme. Dakle, pretpostaviéemo da
postoji potisni automat

Ay = (A1, X, My, af €67, i, 61)
koji raspoznaje jezik L praznim stekom, tj.
L={ue X*|(Ja€ Ay) (agl),ﬁél),u) 5 (a,e,e)},
i konstruisa¢emo potisni automat

Ag = (A2, X, Mzaa[()z),i(()z)vuzﬁz)
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koji raspoznaje L nekim skupom 7' C A,. Zaista, uzetemo da je

Ay= A1 U {a(()2),t}, pri ¢emu a((]Q),t ¢ Ay,
My= My U {562)}, pri ¢emu 582) ¢ M,

i definisa¢emo preslikavanja g : Ag x My — F (A x M3) sa:

(650) M?(auf) = Ml(aaé) Za (a)g) € Al X Mla
ol &%) = {(af, € )}
wua(a, &) = u ostalim slu¢ajevima,

i52:AQXMQX(XU{G})—%F(AQXMQ*) sa:

(6.51)  d2(a,&,x) =61(a,&,x)  za (a,§,x) € Ap x My x (X U{e}),
(6.52) 020,V e) = {(t,€P)} zaa € A,

(6.53) do(a,&,x) =@ u ostalim slucajevima.
Oznac¢imo sa L' jezik koji Ay raspoznaje skupom T = {t}, tj.
L= {ue X*|(Ja € M) (a7, ", u) = (t,0€)}.

Dokazacemo da je L = L.

Jasno je da je potisni automat Ay konstruisan sliéno onom konstruisanom
u prvom delu teoreme, a takode i da slicno funkcionise. Bez veéih teskocéa
se i za ovaj automat moze dokazati da je prvi korak u svakom izracunavanju
u As koje polazi iz konfiguracije oblika (a(()2), (()2),u), gde je u € X*, dat
sa (6.44) i da vazi tvrdenje (). Uslov koji razlikuje ovaj automat i au-
tomat konstruisan u prvom delu teoreme je (6.52), koji upotrebljavamo da
zaustavimo izracunavanje u A, kad god dospemo do konfiguracije oblika
(a,g((f), e), a € A1, kojoj u A odgovara konfiguracija (a, e, e).

Posle ovih komentara vezanih za funkcionisanje potisnog automata Ao,
nastavljamo dokaz. Uzelemo najpre da je u € L, tj. da u A; postoji
izracunavanje

(a5, w) = (ae.e),
gde je a € A;. Prema (1), tom izra¢unavanju u As odgovara izracunavanje
(6.54) (ag”, 657667 u) = (0,66, e),
dok prema (6.52) imamo

(6.55) (a,67,€) 5 (1,65, e),
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pa iz (6.44), (6.54) i (6.55) dobijamo da vazi
(a7, & u) > (1,7 ),

Sto znaci da je u € L', pa je dakle L C L'.

Obratno, uzmimo da je u € L', tj. da u Ay postoji izracunavanje
(6.56) (ag”, &7 ) = (1, ae),

za neki a € MJ. Prvi korak u ovom izra¢unavanju dat je sa (6.44). Sa druge
strane, jasno je da se potisni automat ne moze vratiti u stanje a(()Q), a posle
ulaska u stanje t ne moze iz njega vise izaci, pa u okviru izra¢unavanja (6.56)

mozemo izdvojiti izracunavanje oblika
(6.57) (agl),ﬁél)féz),u) 5 (a,B,€) = (t,a,e),

pri ¢emu su sva stanja u konfiguracijama iz (6.57), osim poslednje, iz skupa
A1, a zadnji korak u (6.57) je zasnovan na (6.52), $to je moguce samo ukoliko

jef=a= §52), pa dobijamo izracunavanje
(6.58) (a5, 666”7, w) = (a,667, ).

Kako su svi koraci u (6.58) zasnovani ili na (6.50) ili na (6.51), to se tokom
tih koraka u stek unose samo reci iz M, pa su sve druge koordinate svih kon-
figuracija u (6.58) oblika 7562), odakle prema (1) dobijamo da izra¢unavanju
(6.56) u Ay odgovara u A; izracunavanje

(a8, 60, u) 5 (a,e,e).

Prema tome, u € L, ¢ime smo dokazali da je L = L', §to je i trebalo dokazati.

Ovim smo zavrsili dokaz teoreme. [

U svetlu prethodne teoreme, ako je L C X* jezik nad kona¢nim alfabetom
X, i A je potisni automat koji raspoznaje L bilo nekim podskupom skupa
stanja, bilo praznim stekom, tada ¢emo govoriti prosto da A raspoznaje L i
da je L jezik raspoznatljiv potisnim automatom.

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Chomsky [1962], Chomsky
and Schiitzenberger [1963], Evey [1963], Ginsburg [1966], Howie [1991], Madardsz
and Crvenkovié¢ [1995], Schiitzenberger [1963]
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6.7. Kontekstno-nezavisni jezici i potisni automati

U ovom odeljku dokazujemo glavnu teoremu ove glave koja kaze da jezici koji
mogu biti raspoznati potisnim automatom jesu upravo kontekstno-nezavisni
jezici.

Teorema 6.7.1. Neka je X konacan alfabet i neka je L C X* neprazan
jezik. Tada je L kontekstno-nezavisan ako i samo ako moZe biti raspoznat
nekim potisnim automatom.

Dokaz. Prikazaéemo samo glavne crte ovog dokaza. Pretpostavimo prvo
da je L kontekstno-nezavisan jezik. Razlikova¢emo slucajeve e ¢ L ie € L.

Slucaj e ¢ L: Prema Teoremi 6.3.2 mozemo uzeti da je L = L(G,0) za
neku kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) koja je u Normalnoj
formi Chomsky. Konstruisimo potisni automat

(659) A= (A7X7M7a07£07,u75)
na sledeéi nacin

A:{ao,al,t} M:(V\X)U{fo}, gde§o§£ViXﬂV:®,
p(ao, o) = {(a1,080)},

p(ar, A) = {(a1,aB) |\ — ap je pravilo iz 7},

p(a,\) = @, u ostalim slucajevima,

(=9

(a1, 80, ¢) = {(t,%0)},
(a1, \,z) = {(a1,e)}, akoje A — z pravilo iz 7,
(

<

(6.60) d(a,\,x) =, u ostalim slucajevima.

Tada potisni automat A raspoznaje L skupom T' = {t}.

Slucaj e € L: U ovom slu¢aju posmatramo jezik L' = L\ {e}. Tada
automat A definisan za L’ sa (6.59) raspoznaje L', i ako u (6.60) dodamo

d(ao, €0, €) = {(£,0)},

tada ¢emo dobiti novi potisni automat koji raspoznaje L.

Obratno, pretpostavimo da jezik L moze biti raspoznat nekim potisnim

automatom
A= (A, X, M, ap, &, 1, 0).
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Prema Teoremi 6.6.1 mozemo uzeti da se radi o raspoznavanju praznim
stekom. Definisimo gramatiku G = (V, X, 7) na sledeéi nacin: Uzmimo
najpre da je

VAX=(AxMxA)U{c}.

Elemente iz V' \ X zapisiva¢emo u obliku [p, «, ¢|], da ih ne bi pomesali sa
konfiguracijama potisnig automata A. Skup 7 pravila definisa¢emo na sledeci
nacin: Najpre ¢emo za svaki a € A staviti da je

g — [a07 507 (I]

pravilo iz 7. Dalje, svakoj ”instrukciji” (a, 5182 - - k) € pla,a), za k > 1,
pridruzi¢emo skup pravila

la, o, a] — [, B1, ai][ar, B, a2] - - - [ag—1, Bk, ak),

gde je a1, ..., ax proizvoljan niz elemenata iz A, dok ¢emo ”instrukciji” oblika
(d,e) € p(a, o) pridruziti pravilo

[a,a,d'] — e.

Na kraju, proizvoljnoj "instrukciji” (a’, 102+ Bk) € d(a,a,x), za k > 1,
pridruzujemo skup pravila

la, o, a) — z[d, Br, a1][a1, B2, az] - - - [ak—1, Bk, ak],

gde je ay, ..., ax proizvoljan niz elemenata iz A, dok ¢emo ”instrukciji” oblika
(d',e) € §(a, v, x) pridruziti pravilo

[a,a,a] — .

Kada sva ova pravila sakupimo i njima formiramo skup 7, dobijamo gra-
matiku G koja je ocigledno kontekstno-nezavisna (mada ne u Normalnoj
formi Chomsky), i za koju je L = L(G,0). O

Literatura: Autebert, Berstel and Boasson [1997], Chomsky [1962], Chomsky

and Schiitzenberger [1963], Evey [1963], Ginsburg [1966], Howie [1991], Madarasz
and Crvenkovié¢ [1995], Schiitzenberger [1963]

6.8. Zadaci

1. Neka je ¢ : X* — Y* homomorfizam slobodnih monoida. Ako je L C X*
kontekstno-nezavisan jezik, dokazati da je tada i L¢ kontekstno-nezavisan jezik.
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2. Odrediti jezik generisan gramatikom G = (V, X, ), gde je X = {x,y}, V\X =
{0, A} i pravila izvodenja su 0 — xAy, A — xAy+e. Naéi gramatiku bez e-izvodenja
koja generise jezik L(G, o).

3. Data je kontekstno-nezavisna gramatika G = ({0, o, 8, z,y, 2}, {z,y, 2}, 7), gde
jem={o — zoy, 0 = af, 0 — z, « — Pfaz, « — y, f — ac}. Naéi gramatiku u
Normalnoj formi Chomsky ekvivalentnu gramatici G.

4. Neka je G = ({o,p,q,=,1,(,)}, {p.q,=,1,(,)}, ™) kontekstno-nezavisna gra-
matika sa skupom pravila 7 = {o¢ —Jo,0 — (0 = 0),0 — p, 0 — ¢q}. Nadi
gramatiku u Normalnoj formi Chomsky koja generise L(G, o).

5. Odrediti kontekstno-nezavisnu gramatiku bez e-pravila koja generiSe jezik nad
alfabetom {b,c} koji ¢ine sve rec¢i u kojima se bce javlja najmanje tri puta kao
podrec.

6. Odrediti tip jezika {u2v|u,v € {0,1}*, u # v}.

7. Dalije jezik {uzuzu|u € {x,y}*} kontekstno-nezavisan?

8. Dokazati da jezik {uwu|u € {z,y}*} nije kontekstno-nezavisan.

9. Dokazati da jezik {z™|n je prost broj } nije kontekstno-nezavisan.

10. Odrediti gramatiku bez trivijalnih i e-izvodenja koja generise jezik L(G, o),
gdeje G=(V,X,m)i X ={z,y}, V=XU{o,\ pu}iskup 7 ¢ine pravila

o — N+ xz, A= u+a, w—o+uy.
Konstruisati potisni automat koji raspoznaje taj jezik.
11. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik L = {wzw |w € {x,y}*}.

12. Dat je potisni automat A = (A, X,V,§) gde su A = {i,q,t}, X = {x,y},
V ={{, «, B} i funkcija § je odredena sa

6(i’€7x) = (ivaf)’ 5((176734) = (Q76)7 5(15/(7),17) = (Z',Ozﬂ),
(i, o) = {(i,0%), (q,€)}, 0(i,&y) = (i,88), (i, 8,y) = {(5, %), (¢,)},
6(i, o, y) = (i, fev), 5(q.&€) ={(t,&)}, (g, a,2) = (g e),

pw=a, T =/{t}.

Dokazati da je ulaz 22y?x? raspoznatljiv i odrediti jezik koji je raspoznatljiv ovim
automatom pomocu skupa T'. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja
generiSe dobijeni jezik.

13. Neka je L skup svih palindroma, tj. re¢i w takvih da je w = w, nad datim
alfabetom.
(a) Dokazati da je L kontekstno-nezavisan.

(b) Odrediti kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise taj jezik.
(¢) Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik L.



Glava 7

Raspoznavanje jezika
tipova 011

U prethodnim glavama smo jezike tipa 3 (regularne jezike) okarakterisali
kao jezike koji se mogu raspoznati kona¢nim automatima, a za jezike tipa 2
(kontekstno-zavisne jezike) smo dokazali da su to upravo jezici koji se mogu
raspoznati potisnim automatima. Prirodno se nameée pitanje: Da li se i
jezici tipa 0 1 1 mogu okarakterisati na slican na¢in? Odgovor na ovo pitanje
je pozitivan i u ovoj glavi dajemo dva modela apstraktnih matematickih
masina koje raspoznaju te jezike.

Za raspoznavanje jezika tipa 0 koriste se apstraktne masine koje je uveo
Turing [1936], i koje se u njegovu ¢ast nazivaju Turingovim masinama. U
Odeljku 7.1 uvode se pojmovi deterministicke i nedeterministicke Turingove
masine i raspoznavanja jezika tim maginama, pri ¢emu se dokazuje da oba
ova tipa Turingovih masina raspoznaju istu klasu jezika, a u Odeljku 7.2 se
dokazuje da ta klasa jeste upravo klasa svih jezika tipa 0.

Sa druge strane, jezici tipa 1, tj. kontekstno-zavisni jezici, raspoznaju se
specijalnim tipom Turingovih masina uvedenim u radu Myhilla [1960], koje
se nazivaju linearno ograni¢enim automatima. Njihova definicija daje se u
Odeljku 7.3, gde se takode dokazuju rezultati Landwebera [1963] i Kuro-
dae [1964], prema kojima klasa jezika koji se mogu raspoznati nedetermin-
istickim linearno ogranic¢enim automatima jeste upravo klasa kontekstno-
zavisnih jezika, tj. jezika tipa 1.

291
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7.1. Turingove masine

Postoji vise razlicitih nacina za definisanje Turingovih masina. Medutim, svi
oni su medusobno ekvivalentni, pa ¢emo ovde dati osnovni model Turingove
masine. Njegovom jednostavnom modifikacijom dobijaju se i ostali modeli.

lalel el Jal#l#]#
m ulazna traka
unutradnji
mehanizam

Pre nego $to damo formalnu definiciju Turingove masine opisa¢emo ne-
formalno njen rad. Turingova masina se sastoji iz ulazne trake koja je pode-
ljena na celije i u svakoj od njih zabelezen je po jedan simbol iz konacnog
alfabeta X, koji se naziva skup simbola trake. Ulazna traka ima pocetak sa
leve strane, a sa desne strane je neograniCena, tj. ima beskona¢no mnogo
¢elija. U svakom diskretnom trenutku vremena, glava masine pokazuje na
jednu celiju, odnosno na simbol trake koji je u njoj zabelezen. Na pocetku
rada masine, na ulaznoj traci su u prvih n éelija, za neki prirodan broj n,
zabelezeni simboli iz ulaznog alfabeta X, gde je X C X. Preostali deo trake
je prazan, tako da medu simbolima trake postoji i simbol # koji oznacava
praznu Celiju i vazi # ¢ X. Unutrasnji mehanizam masine odreden je sta-
njima masine, pri ¢emu je skup A svih stanja masine konacan. Rad maSine
kontrolisan je instrukcijama koje u svakom diskretnom trenutku vremena,
zavisno od trenutnog stanja masine i simbola na koji glava masine trenutno
pokazuje, odreduju Sta ¢e se desiti u narednom trenutku. Sam rad masine
sastoji se u izvrSavanju sledeé¢ih operacija:

1. prelazak iz jednog stanja u drugo;

2. zamena simbola u ¢eliji drugim simbolom, pri ¢emu je moguce da se
on zameni i istim simbolom, tj. da sadrzaj Celije ostane nepromenjen;

3. pomeranje glave masine za jedno mesto ulevo ili jedno mesto udesno.

U pomeranju glave klju¢nu ulogu igraju dva posebna simbola L i R, pri
¢emu je, jasno, sa L odredeno pomeranje glave ulevo, a sa R udesno. Pri
tome moze da postoji najvise jedna instrukcija koja za trenutno stanje i
simbol na traci ukazuje na dalji rad maSine. MasSina zavrSava sa radom
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kada za trenutno stanje i simbol na traci ne postoji nijedna instrukcija koja
predvida dalje ponaSanje masine.

U vezi sa tackom 2 treba napomenuti da se u literaturi ¢esto razmatraju
Turingove masine kod kojih postoji moguénost da posmatrani simbol na
traci bude i obrisan. Takva moguénost indirektno postoji i kod masina koje
se ovde razmatraju. Naime, alfabetu ¥ se moze dodati novi pomoéni sim-
bol B (¢ita se prazno ili blanko) koji je moguée upisati umesto razmatranog
simbola, ¢ime bi on bio tretiran kao obrisan. Znajudi to, u nekim neformal-
nim razmatranjima podrazumevac¢emo da Turingova masina ima moguénost
brisanja posmatranog simbola.

Sada ¢emo dati formalnu definiciju Turingove magine. Pod Turingovom
masginom podrazumevamo petorku A = (A, ap, X, 3, 0), gde je

A — neprazan konacan skup, skup stanja masine A;
ag — element iz A, pocetno stanje masine A;
X — neprazan konacan skup, ulazni alfabet masine A;
¥ — neprazan konacan skup koji sadrzi X i simbol # ¢ X, alfabet trake
masine A;
0 — parcijalno preslikavanje iz A x ¥ u A x ¥\ {#} x {L, R}, funkcija
prelaza magine A.

Pod pojmom konfiguracije Turingove masine A podrazumevaéemo proiz-
voljnu trojku (a,a,i) € A x (X \ {#})* x N. U napred datom neformalnom
modelu magine, ova konfiguracija bi odgovarala trenutku kada se magina A
nalazi u stanju a, u nepraznom delu trake je upisana re¢ «, ¢itano sleva na
desno, a 7 je redni broj ¢elije na koju glava pokazuje u tom trenutku, takode
brojano sleva na desno, od pocetka trake. Ako je d(a,&) = (b,&', D), za neki
(a,) € Ax 31D e {L,R}, tada izraz

6(a,¢) = (b,¢', D)

nazivamo instrukcijom masine A. Rad Turingove masine A sastoji se u nizu
prelazaka iz jedne konfiguracije u drugu, pri ¢emu su ti prelasci odredeni
instrukcijama te masine, na nacin koji ¢emo objasniti u daljem tekstu.

Neka je (a,&1&2 - - &n, i) proizvoljna konfiguracija, gde su &1,&2,...,&, €
¥\ {#}. Razlikujemo vise tipova prelaza:

1. Neka je i € [1,n] 1 6(a,&) = (b,&, R). Tada se sa date konfiguracije
prelazi na konfiguraciju (a,&; ...&-1&&+41 .. &ny i + 1), Sto piSemo

(0,616 -6nri) (@61 Gt €t - Enyi 1),
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Drugim re¢ima, instrukcija d(a,&;) = (b,&, R) kaze sledece: predi iz
stanja a u stanje b, zameni simbol & u i-toj ¢eliji simbolom & i pomeri
glavu za jedno mesto udesno, nad éeliju sa rednim brojem ¢ + 1.

. Neka je i € [2,n] 1 0(a,&) = (b,&,L). Tada se sa date konfiguracije

prelazi na konfiguraciju (a,&; ...&-1&&+1 ... &ny i — 1), Sto piSemo
(@,6182. . &ny1) —=(a, & §1€ivr - Gnn i — 1),

Drugim re¢ima, instrukcija d(a,&;) = (b,€, L) kaze sledece: predi iz
stanja a u stanje b, zameni simbol & u i-toj ¢eliji simbolom & i pomeri
glavu za jedno mesto ulevo, nad éeliju sa rednim brojem ¢ — 1.

. Neka je i = n+ 1. Tada glava pokazuje na praznu ¢eliju, tj. na éeliju

u kojoj je zabelezen znak #, pa razlikujemo sledec¢e podslucajeve:

3.1. Akoje d(a,#) = (b,&, R), tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (a,&; . ..£,€,n + 2), $to pisemo

(aa€1€2---£nan+ 1) 7(0’351 .. §n£;n+2)

Znagi, instrukcija 0(a,#) = (b,&, R) kaze: zabelezi simbol £ u
(n+1)-vu éeliju i pomeri glavu za jedno mesto udesno, nad (n+2)-
gu celiju.

3.2. Ako je §(a,#) = (b,&, L), tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (a,&; . ..£,€,n), Sto pisemo

(a,&182.. . &y + 1) T(a,& Enn).

Prema tome, u ovom slu¢aju instrukcija d(a, #) = (b,&, L) kaze:
upisi simbol £ u (n + 1)-vu éeliju i pomeri glavu za jedno mesto
ulevo, nad n-tu celiju.

Konac¢an niz konfiguracija (ax, g, i), k € [0,n], gde je n € N°, naziva-

¢emo izracunavanjem u Turingovoj masini A, ako za svako k € [0,n — 1]

vazi

(ak, o, ig) 7(ak+1, Okt 1, Uot1)-

Ove pojedinaé¢ne prelaze nazivamo koracima tog izracunavanja. Broj koraka
u ovom izra¢unavanju, tj. broj n, nazivamo duzinom tog izra¢unavanja. Ako
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su (a,a,i) i (b, 3,7) konfiguracije za koje postoji izrac¢unavanje (ak, g, ix),
k € [0,n], takvo da je

(CL,Oé7i) = (CL0,0((),i()) i (b7ﬂvj) = (anvan7in)7

tada piSemo
((17 «, 7’) 7(b7 /87 .7)7

pri cemu, bez opasnosti od zabune, i taj izraz nazivamo izrac¢unavanjem, tj.
identifikujemo ga sa gornjim nizom konfiguracija. Jasno, to izracunavanje
je duzine 0 ako i samo ako je (a,a,i) = (b, 3, 7). Ukoliko je jasno o kojoj se
Turingovoj magini radi, u oznakama - i % izostavljamo A, tj. piSemo

.k
samo — 1 —.

Drugim rec¢ima, na skupu A x ¥* x N svih konfiguracija definisana je
relacija — tako da su dve konfiguracije (a,a, ) i (b, 3,7) u relaciji — ako i
samo ako se iz konfiguracije (a, «v,7) moze preéi u (b, 3, j) u jednom koraku.
Takode, definisana je i relacija —, koja predstavlja refleksivno-tranzitivno
zatvorenje relacije —.

Napomena 7.1.1. Veé¢ smo pomenuli da je moguce definisati Turingovu masinu
tako da postoji moguénost upisivanja praznog simbola. Osim toga, ¢esto se u litera-
turi javljaju i Turingove masine kod kojih glava posle ¢itanja simbola sa trake ne ide
obavezno levo ili desno, ve¢ moze ostati i na istom mestu. Takva moguénost postoji
i kod ovako uvedenog pojma Turingove masine. Naime, ako zelimo da masina, koja
se nalazi u stanju a i ¢ita simbol £ sa trake, prede u stanje ai, ispiSe &1 na traci
i glava ostane na istom mestu, skupu stanja masine A dodajemo novo stanje b, a
instrukcijama masine A dodajemo sledece instrukcije:

5(0’3 g) = (ba 51» R)v
5(b,p) = (a1, p, L), za svaki simbol trake p.

Takode, postoje i tzv. Turingove masine kod kojih ulazna traka ima viSe staza.
To su, zapravo, Turingove masine kod kojih alfabet trake, a i ulazni alfabet, jesu
Descartesovi proizvodi nekih skupova. Masina ima onoliko staza koliko ¢inilaca
ima u tim Descartesovim proizvodima. Turingova masina sa k staza, za neki k €
N, jeste masina kod koje alfabet trake jeste neki skup k-torki. U neformalnim
razmatranjima se uzima da se na svakoj stazi pojavljuju simboli iz odgovarajuceg
skupa koji predstavlja alfabet te trake.

Analogno pojmu raspoznavanja jezika automatima uvodi se i pojam
raspoznavanja jezika Turingovim masinama. Kazemo da Turingova masina
A= (A4, a9, X,%,0) raspoznaje jezik L C X* pomocu skupa T C A ako je

L={ueX"|(ap,u,1) = (a,0,i), gdejeacT,acX* icN},
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tj.
we L& (ag,u,1) > (a,0,9) gdejeacT,acX* icN,

a za jezik L u tom slucaju kazemo da je raspoznatljiv Turingovom masinom.
Skup T nazivamo skupom finalnih stanja Turingove masine A. Neformalno,
Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih re¢i ulaznog
alfabeta koje vode do nekog finalnog stanja. Cesto se kaze i da Turingova
magina A prihvata re¢ u € X* skupom T ako je (ag,u,1) = (a,a,i), za
neko stanje a € T. Primetimo da se ovde govori samo o prihvatanju reci
nad alfabetom X, dok simboli iz skupa ¥\ X imaju pomoénu ulogu, koja se
moze uporediti sa ulogom pomoé¢nih simbola kod gramatika.

Primer 7.1.1. Opisac¢emo Turingovu masinu A = (A4, ag, X, 3, §) koja raspoznaje
kontekstno-nezavisan jezik L = {z"y™ |n € N}. Stavimo

A= {GOaalaGQaa3aa4aa5}a
X ={z,y},
Y= {xayv#vaaﬂ}'

Skup finalnih stanja je T = {as}, a funkcija prelaza § je data na sledeéi nacin.
Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, masina ga menja u «, dok se u suprotnom
zaustavlja. Zatim se krece udesno, do prvog y, i menja ga u 8. Onda se vraca ulevo
do poslednjeg «, pa prvi desni z, ako ga ima, menja u « i ponovo odlazi udesno u
potragu za novim y. Dakle, u svakom krugu masina menja prvi levi x u « i prvi
levi y u 3, a dolazi do finalnog stanja samo ukoliko nema viSe xz-ova levo od prvog
levog y i iza poslednjeg desnog y se nalazi #. Funkcija prelaza je data sa:

1. 0(ao, z) = (a1, a, R)
2.a. d(a1,z) = (a1,z,R)
2b. é(a1,8) = (a1,8,R)
2.c. d(a1,y) = (a2, )
3.a. d(a2,B) = (az,6,L)
3.b. (a2, a) = (a3, o, R)
3.c. d(az,z) = (ag,x )
4a. d(aq,x) = (ag,xz,L)
4b. d(as, ) = (ap, o, R)
5.a. d(as,f) = (ag,ﬂ, R)
5b. d(as,#) = (as,0,R)

Sledeéa Sema prikazuje ponaSanje masine A u sluéaju kada je ulazna re¢ x3y3.
Takode su data i pravila koja se koriste u svakom od koraka.
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konfiguracija pravilo konfiguracija pravilo
(ap, zzyyy, 1) start (a4, aazx [Py, 2) 3.c
(a1, azzyyy, 2) 1 (ag, aax BBy, 3) 4Db
(a1, azzyyy, 3) 2.a (a1, aaaSBy, 4) 1
(a1, azxyyy,4) 2.a (a1, aaaBBy,5) 2.b
(a2, azzPyy, 3) 2.c (a1, a5 By, 6) 2.b
(a4, azxPByy, 2) 3.c (a2, aaa8B8,5) 2.c
(a4, azxPByy, 1) 4.a (a2, aaa 868, 4) 3.a
(ag, azzPyy, 2) 4.b (a2, aaa B0, 3) 3.a
(a1, aczxPyy, 3) 1 (as, aaaBB3,4) 3.b
(a1, aaxByy,4) 2.a (as, acaaB608,5) 5.a
(a1, aazxByy, 5) 2.b (a3, aaa B0, 6) 5.a
(a2, aazx[Py,4) 2.c (as, aaaBBB,T) 5.a
(az, aaxBBy, 3) 3.a (a5, aaaSB0,8) 5.b

Slicno kao kod automata, i ovde uvodimo pojam nedeterministicke Tu-
ringove magine. Kao §to se i oc¢ekuje, to ¢e biti Turingova masina kod koje
4 nije parcijalno preslikavanje, veé je relacija, pa za neke a € Ai £ € ¥ ima
vie izbora za (a,§), tj. d(a,§) je podskup skupa A x ¥\ {#} x {L, R}.
Tako ¢emo ranije definisanu Turingovu masinu nazivati i deterministickom
Turingovom masinom, a petorku A = (A, ag, X, %, d) nazivamo nedetermi-
nistickom Turingovom masinom ako A, ag, X i X imaju isto znacenje kao u
definiciji deterministicke Turingove magine, dok je § relacija izmedu skupova
AxYiAxE\{#} x{L,R}.

Jezik L C X* je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masinom
A= (A, a9, X,%,0) pomoéu skupa T'C A ako je

L={ue X*|(ao,u,1) = (a,,i) gde jea € T, a € ¥*, i € N},
t.
ue L s (ag,u,1) > (a,0,4) gdejea €T, a € X%, i € N,

Skup T je skup finalnih stanja Turingove masine A. Neformalno, nede-
terministicka Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih
reci ulaznog alfabeta koje vode iz pocetnog do nekog od finalnih stanja, za
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neki izbor niza prelaza. Cesto se kaze i da Turingova magina A prihvata rec
u € X* skupom T ako postoji nacin da se, polaze¢i od ag i re¢i u na ulaznoj
traci, dode do nekog finalnog stanja.

Kao i u slu¢aju automata bez izlaza, i ovde vazi da deterministicke i
nedeterministicke Turingove magine imaju iste mogucénosti u raspoznavanju
jezika. To se dokazuje u sledecoj teoremi:

Teorema 7.1.1. Jezik je raspoznatljiv deterministickom Turingovom masi-
nom ako i samo ako je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masi-
nom.

Dokaz. Kako se svaka deterministicka Turingova masina moze smatrati
nedeterministickom, to je direktni deo teoreme trivijalan.

Dokaza¢emo obrat. Pretpostavimo da nedeterministicka Turingova ma-
Sina A = (A4, a9, X,%,d) raspoznaje L pomocu skupa 7. Opisacemo de-
terministicku Turingovu masinu A’ = (A4’ ap, X, ¥, ") koja raspoznaje L.
Naime, skup stanja A’ se poklapa sa skupom stanja A, a takode ¢e i skup
finalnih stanja biti 7. Za fiksirane a € A i £ € ¥ takve da je 6(a, &) defini-
sano, oznacimo sa k(a,&) broj definisanih prelaza iz stanja a za ulaz &, i
numerisimo redom prelaze 6(a, &) = (a/, u, D), gde je D € {R, L}, brojevima
od 1 do k(a,&). Uvedimo oznaku r = max{k(a,&)|a € A, { € X}. Svaka
transformacija u A’ okarakterisana je kona¢nim nizom brojeva izmedu 11 r
koji predstavljaju brojeve prelaza koji su upotrebljeni u toj transformaciji.
Jasno je da svaki ovakav niz brojeva ne mora da predstavlja transformaciju,
jer je mogucée da za izvestan par (a,£) ima manje od r izbora za prelaz, tj.
k(a, &) <.

Neka je sada ¥/ skup koji se sastoji od nekih trojki oblika [z,1, ], gde je
zxe X, iel0,r], € € X, pri ¢emu skup ¥/ ne mora da obuhvata sve trojke tog
oblika. Naime, s obzirom da alfabet trake ¢ine trojke, to mozemo smatrati da
je traka podeljena na tri staze. U prvoj ¢e se nalaziti ulazna re¢. Na drugoj
su na pocetku nule, a nadalje A’ generise niz brojeva skupa {1,2,...,r}, gde
svaki od tih brojeva predstavlja broj prelaza koji je upotrebljen. Na trecoj
stazi je na pocetku kopija ulazne reci, a u toku rada se na njoj simulira
rad magine A, za ulaze sa prve staze i prelaze odredene nizom u drugoj
stazi. Pri tome X identifikujemo sa trojkama oblika [z, 0, z], za svaki x € X.
Dakle, ako je A’ u stanju a i na ulazu se javlja trojka (x, 1, &), i ako sa ;(a, &)
ozna¢imo i-ti prelaz u nasoj numeraciji nedeterministicke magine A, definisan
za par (a,§), tada za 0;(a, &) = (d/,&', R) automat A’ prelazi u stanje a/, na
tre¢u stazu upisuje simbol ¢’ i pomera glavu jedno mesto udesno. Analogno
se razmatra i slucaj 0;(a, &) = (d’, &', L).
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Jasno je da ukoliko A prihvata re¢ u tada ¢e nas odgovarajuéi izbor
transformacija, tj. niza na drugoj stazi, dovesti do finalnog stanja i kod
masine A’. Obratno, ako masina A ne prihvata re¢ u tada nas nijedan izbor
niza na drugoj stazi, koji predstavlja izbor odgovarajuéih prelaza, ne moze
dovesti do finalnog stanja u A’. [

Literatura: Fischer [1965], Hopcroft and Ullman [1969], Kain [1972], Madardsz
and Crvenkovié¢ [1995], McNaughton [1982], Turing [1936].

7.2. Turingove masine i jezici tipa 0

U ovom odeljku dokazujemo da jezici raspoznati Turingovim masinama jesu
upravo jezici tipa 0, tj. jezici generisani gramatikama.

Najpre dokazujemo jedan deo teoreme koja to tvrdi.

Teorema 7.2.1. Neka je X proizvoljan alfabet i L jezik nad alfabetom X
koji je raspoznatljiv Turingovom masinom. Tada je L jezik tipa 0.

Dokaz. Pretpostavimo da Turingova masina A = (A, ag, X, %, J) raspoz-
naje jezik L skupom stanja 7. Konstruisa¢emo gramatiku G = (V, X, )
koja generiSe dve kopije neke reci iz X* i onda simulira rad masine A na jed-
noj od kopija. Ako A prihvata razmatranu re¢, tada G transformise drugu
kopiju u re¢ iz X*. Ako A ne prihvata pocCetnu re¢, tada izvodenje ne vodi
do reci iz X*. Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo pretpostaviti da je
0(a, &) nedefinisano za sve a € T'i £ € 3.

Uzmimo da je V = {[z,{] |z € X U{e}, £ € X} UAU{o,p,n}, i neka su
pravila izvodenja data sa:

1. 0 — agp,

2. p— [z, 2lp,
3. p—m,

4. n — e, #n,
5. n—e,

6. alz,&] — [z, puld, za sve a € Ai & € X takve da je §(a, &) = (a, p, R),
7

Ny, v]alz, €] = [y, v][z, pld’, za sve & ur € Xixy e X U{e}ia€ A
takve da je d(a,&) = (d/, u, L),

8. [z,&la — axa, alr,§] — axa, a — e, zasvex € X U{e}, (€ X, aeT.
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Pretpostavimo da A prihvata re¢ u = x122 ... zy,, gde je x1,x9,..., 2, € X.
Koristeéi pravila 1 i 2 dobijamo

*
g :G> a0[$1, .7}1][3}2, xg] e [.T}n, xn]p.

Neka je m € N broj ¢elija koje A koristi za izracunavanje. Koristeéi pravilo
3, a zatim m puta pravilo 4, i kona¢no pravilo 5, imamo

U:;>a0[x1,x1][x2, x| ... [T, xnlle, #]™.

Nadalje koristimo pravila 6 i 7 sve dok ne dodemo do nekog finalnog stanja.
Primetimo da pri tome prva komponenta u paru [z,¢], x € X U{e}, £ € X,
ostaje neizmenjena.

Indukcijom po duzini izra¢unavanja
*
(ap, 122 ... Ty, 1) T(a,&@ &),

dokazac¢emo da iz njega sledi

*

aﬂ[xla :El”$2a 1"2] s [.’En, xn] [6, #]m :G>
:;>[331, &l[xe, & .. [zr—1, & —1lalzr, &) - [Zngms Enml)s
gde su
T1,22, - Ty € X, Tyl =Tpg2 = ... = Tptm = €,
i
£1,8,. ..., &prm €%, pricemu je Esy1 = &0 = ... = Enam = F#.

Tvrdenje evidentno vazi za izracunavanja duzine 0. Pretpostavimo da je
tvrdenje tacno za sva izracunavanja duzine k — 1, i uzmimo da je

*
(CL[), L1T2 - - - T, ]-) T(G) 6152 s gsa T)v
izracunavanje duzine k. To izracunavanje mozemo podeliti na izrac¢unavanje
* / /
(ap, T129 ... xH, 1) T(G S <o gy T ),
duzine k£ — 1, i korak

(a', paps ... g, ") 7(075152 s, ).



7.2. TURINGOVE MASINE I JEZICI TIPA 0 301

Prema induktivnoj hipotezi, postoji izvodenje

ao[z1, 21][w2, 2] . . . [0, 2y ][e, #]™ ?

:;>[$1, Ml] ce [mr’flv Mr’fl]a/[mr’v Mr’] e [xn-l-ma Mn—l—m]-

Stavimo

D_ L, akojer=r1"-1,

| R, akojer=r"+1.
Tada svakako za neki D vazi §(d’, u) = (a, &, D). Prema pravilima 6 ili 7
je
d [137"/7 ,Ur’] ?[:L‘T/; gr’]a
ili
[:ET/—lv .Ur/—l]@/[l‘r’, 1“7“/] ? a[mr"—la /’Lr’—l] [IL‘,,./, gr’]

zavisno od vrednosti D. Jasno je da je u; = & za sve i # r’. Odatle je

*

aplz1, x1][Te, T2] . . . [Tn, ][, #]|" =

G
:;>[xla 61] e [LEr_l, fr—l]a[xra 57“] e [:En-‘rm’ fn-i—m]’
Sto je i trebalo dokazati.
Sada prema pravilu 8 za a € T imamo
[z1,&1] .. =1, &ot]alzr, & - - [Tntm, Entm) :;> T1T2 . . . Tn.

Dakle, L(G, o) sadrzi sve reci koje raspoznaje masina A, tj. L C L(G,0).

Preostaje da se dokaze da A prihvata sve reci iz jezika L(G, o). Posma-
trajmo izvodenje u G koje vodi do re¢i u € L C X*, pri ¢emu smo uzeli da
je u = x1T2...Ty, za neke x1,x9,...,x, € X. Pocetni deo tog izvodenja
mora biti oblika

o aop%ao[:nl,ml] o [T, ).

Dokazac¢emo indukcijom po duzini izvodenja

aoley, w1][w, 2] - [n, 2n] =>

(7'1) :;>[x1, 51] - [xr—17 gr—l]a[wrv é‘r] R [xm Sn]

da iz njega sledi

(a0, 2122w, 1) =2 (0, 6162 &n, ),
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za neke £1,&2,...,&, € 2.

Neka je (7.1) izvodenje duzine 1, tj. neposredno izvodenje
aolwy, a1][z2, w2] .- [, 2u] == [21, Ga]alwz, o] - - [on, ],

Ovo izvodenje je moguce samo ako je zadovoljeno d(ag, 1) = (a,&1, R). Tada
je jasno da vazi

(ap,z122 ... 2N, 1) 7’(% 122 .. Tm, 2),

Sto je i trebalo dokazati. Pretpostavimo da gornje tvrdenje vazi za sva
izvodenja duzine k — 1 i dokazimo da vazi i za izvodenje (7.1) duzine k.
Tada se to izvodenje moze podeliti na izvodenje

aplz1, z1][z2, 2] . . . [T, Ty %[ml, &l ey, f;,/_l]a/[xrl, f;,,] oo, &)
duzine k£ — 1 i neposredno izvodenje

[@1,&] .. (o1, & ld (@, EL] - [2n, &) =

:;>[x1, &) .. erm1, &ma)afze, &) - [T, &)
Prema indukcijskoj hipotezi je
(ag,x172 ... Ty, 1) %(a,fi&é e,
Takode, iz poslednjeg neposrednog izvodenja sledi

/ _ (aagr’+1aR)7 akojer:r'—l—l,
o, ) = { (a,&_1,L), akojer=r"—1.

Odatle je
(CL, gigé cee 5;17 T/) - ((I, 51&'2 s gnv T)'
Prema tome,

(ap, 172 ... T, 1) %(a,&@ o Eny ),

Sto je i trebalo dokazati.

Vratimo se ponovo izvodenjima u gramatici G. Ona su sledeé¢eg oblika

U?agp%ao[xl,xl] T, )

:;>[5517 51] . [xr—la gr—l]a[ﬂgh gr] cee [CCr“ fn]
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Izvodenje do reci iz X* je moguée samo ako primenimo u izvesnom koraku
pravilo 8, a ono je primenljivo samo ako su nas ve¢ upotrebljena izvodenja
dovela do stanja a € T, a onda prema ve¢ dokazanom vazi

(ag, x122 ... TH, 1) %(a,{lfg &y
Jasno je da primenom pravila 8 konac¢an broj puta dobijamo

[z1,&1] .. [xr—1, &ot]alar, & - o [@n, &) :;> Tl ... Tn.

Kako je u = z122...x, € L(G,0), to niz izvodenja koji vodi do reéi iz
X* svakako postoji, i u njemu se pojavljuje i izvodenje (7.1) kod koga je
a € T. Odatle, prema ve¢ dokazanom vazi

(CLO)xl:EZ oo Ip,y 1) %(6%5152 .. -énv"")7

Sto znaci da masina A prihvata re¢ u. Dakle, L(G,0) C L, §to je i trebalo
dokazati. [

Slede¢om teoremom dokazuje se i obratna implikacija.

Teorema 7.2.2. Neka je L jezik tipa 0 nad proizvoljnim alfabetom X.
Tada postogi Turingova masina koja raspoznaje jezik L.

Dokaz. Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, m) gramatika tipa 0. Kon-
struisa¢emo nedeterministicku Turingovu masinu A = (A4, ap, X, %, d) koja
raspoznaje L. Uzmimo X = V U {#,p, u}, pri ¢emu #, p, u ne pripadaju
alfabetu V. Smatra¢emo, takode, da A moze da upisuje prazan simbol #.

Opisa¢emo u grubim crtama rad masine A. Na pocetku se na ulaznoj
traci masine nalazi re¢ w € X*. Masina A upisuje p na prvom mestu trake
i pomera re¢ w jedno mesto udesno. Zatim iza re¢i w dopisuje pop. Dakle,
neprazan deo trake je re¢ pwpop. Sada A simulira izvodenja u G na drugom
delu trake, tj. ako je 0 — uj = ug=...=u,_1=u, izvodenje u G, tada A
menja o u up, zatim u; u ug, ..., zatim u,_1 u u,. Naime, ako je sadrzaj
trake oblika pwp&i&s . .. Ekp, tada A biraret £;&+1 . . . &+r—1 takvu da postoji
pravilo &&41...&4r—1 — a u m, gde je a neka re¢ iz V*, i menja podrec
&i&iv1 .. - &irr—1 sa a. Pri tome se po potrebi vrsi pomeranje reci &, ... &g
ulevo ili udesno kako bi se napravilo dovoljno prostora za re¢ o ako ona nije
duzine r. Na kraju dolazimo do reci u,, € V* takve da nijedna njena podrec
nije leva strana nekog izvodenja iz w. Sadrzaj trake je pwpu,p. Uporedimo
re¢i w i u,. Masina prihvata re¢ w ako je u, = w, tj. ako postoji izvodenje
o= w, odakle je jasno da A raspoznaje L. [
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Konacno, formulisa¢emo i glavnu teoremu ovog odeljka, kojom su pret-
hodne dve teoreme sumirane u jednu.

Teorema 7.2.3. Jezik je tipa O ako i samo ako jeste raspoznatljiv Turingo-
VoM Masinom.

Literatura: Hopcroft and Ullman [1969], Kain [1972], Madarész and Crvenkovié
[1995], McNaughton [1982].

7.3. Linearno ograniceni automati

U ovom odeljku uvodimo pojmove deterministickog i nedeterministickog line-
arno ogranicenog automata i dokazujemo da je upravo nedeterministicki lin-
earno ograniceni automat masina koja raspoznaje jezike tipa 1. Naziv ovih
masina potice otuda sto su to Turingove masine koje za svoj rad koriste
ogranicen broj ¢elija ulazne trake i taj broj je, u opstem slucaju, linearna
funkcija broja celija u kojima se nalazi ulazna re¢. Medutim, dokazuje se
da modeli linearno ograni¢enih automata sa razli¢itim linearnim funkcijama
granica koje ih karakterisu zapravo raspoznaju istu klasu jezika. Zato ¢e ovde
biti predstavljen model u kome je ta funkcija identicka, odnosno model lin-
earno ograni¢enog automata koji za svoj rad koristi deo ulazne trake na kome
se nalazi ulazna re¢. Primetimo da ovi automati, za razliku od “obi¢nih”
automata razmatranih u ranijim glavama, imaju beskona¢nu memoriju, ali,
za razliku od Turingovih masina, ograni¢en pristup memoriji.

Formalno, linearno ograniceni automat, ili deterministicki linearno ogra-
niceni automat, je petorka A = (A, ag, X, X, 0), gde je

A — neprazan konacan skup, skup stanja automata A;
ag — element iz A, pocdetno stanje automata A;
X — neprazan konacan skup, ulazni alfabet automata A;
Y. — neprazan konacan skup koji sadrzi skup X i simbole #,A,$ ¢ X,
alfabet trake automata A;
0 — parcijalno preslikavanje iz A x ¥ u A x ¥\ {#} x {L, R}, funkcija
prelaza automata A.

Primecéujemo da osim obaveznog znaka # za praznu ¢eliju, takode imamo i
specijalne znake

A — znak koji oznacava pocetak ulazne reci,
$ — znak koji oznacava kraj ulazne reci.
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Zapazimo da je ulazna re¢ oblika Au$, gde je u € X*. Simboli A i $ sluze
da “sprece” glavu da prilikom rada izade iz obelezenog dela trake.

Pod nedeterministickim linearno ogranic¢enim automatom podrazume-
vamo petorku A = (A4, ag, X, 3, 0), kod koje A, ag, X i ¥ imaju isto znacenje
kao kod deterministickog linearno ograni¢enog automata, dok je ¢ relacija
izmedu skupova A x ¥ 1 Ax X\ {#} x{L, R}. Dakle, to je nedeterministicka
Turingova masina koja koristi samo onaj deo ulazne trake na kome se nalazi
ulazna rec.

Kako su ovi automati specijalan slu¢aj Turingovih masina, to se relacije

. * .k ov . . o
i odnosno — i —, definigu analogno kao kod Turingovih masina.

Na isti na¢in kao kod Turingovih masina definiSu se i pojmovi raspozna-
vanja jezika i prihvatanja re¢i deterministickim i nedeterministickim linearno
ograni¢enim automatom.

Medutim, za razliku od rezultata datog u Teoremi 7.1.1, gde je dokazana
ekvivalentnost raspoznatljivosti jezika deterministickim i nedeterministickim
Turingovim masinama, kod linearno ograni¢enih masina jos uvek nije us-
tanovljeno da li to vazi. Naime, joS uvek je nepoznato da li svaki jezik koji je
raspoznatljiv nedeterministickim linearno ograni¢enim automatom moze biti
raspoznat i deterministickim linearno ograni¢enim automatom. S obzirom
na Teoremu 7.1.1, on je svakako raspoznatljiv deterministickom Turingovom
masinom. Medutim, broj ¢elija ulazne trake koje koristi ta Turingova masina
jeste eksponencijalna funkcija duzine ulazne redci.

Naredna teorema daje prvi deo glavnog rezultata ovog odeljka.

Teorema 7.3.1. Ako je jezik L raspoznatljiv nedeterministickim linearno
ogranicenim automatom, tada je on kontekstno-zavisan.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = (A, ag, X,%,d) linearno ogranic¢eni au-
tomat koji raspoznaje L pomocu skupa 7', i konstrui§imo gramatiku G =
(V, X, 7) takvu da je L = L(G, o).

Za svaki £ € X uvedimo nove simbole ¢’ i "] stavimo da je ¥/ = {&’'| € €
LH Y ={¢"€eX}iX =% UY iuzmimo da je

V=XU{oc}UTU{Az2]|2eSUAxY"TUAXxX"UY,

gde su o i A novi simboli. Pravila koja ¢ine skup pravila 7w definiS§emo tako
da gramatika G simulira rad automata A unazad. Naime, za proizvoljne
&u,meXia,be A, skup pravila m gradimo na sledeéi nacin:
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1) Ako je a € T, tada u skup 7 uklju¢ujemo pravila

o — [A,€a,

(A& — [A, €7,
(A& — [A W,

[A7£//:|M/ N [A’ g//]ull’

p'n' — "
2) Akoje d(a,&) = (b, u, R) prelaz u A, tada u skup 7 uklju¢ujemo pravila

p'o = (a,&"),
(A, 1"]b = [A, (a,€")],
p'(b,n") — (a, )",
[A, 171, n") — [A, (a,E7)]n".

3) Akoje d(a,&) = (b, u, L) prelaz u A, tada u skup 7 uklju¢ujemo pravila

(b, n")u" — n"(a,&"),
[A, (b, n")]u" — [A,n")(a, £")].

4) U skup 7 ukljuc¢ujemo i pravila

[A, (a,€")] — &,
&€

Za ovako definisanu gramatiku G vazi L = L(G,0). O

Sa ciljem da dokazemo obrat ove teoreme uvodimo pojam reda gra-
matike, kao i pojam linearno ogranic¢ene gramatike i dokazujemo da za
svaku kontekstno-zavisnu gramatiku postoji linearno ograni¢ena kontekstno-
zavisna gramatika koja generiSe isti jezik.

Kontekstno-zavisna gramatika je reda n ako je n najveéa duzina reci
koje se pojavljuju u pravilima date gramatike. Takode, gramatika ocuvava
duzinu ako za svako izvodenje o — 3 vazi ili da je « pocetni simbol ili da 3
ne sadrzi pocetni simbol i |a| = |3

Kontekstno zavisna gramatika G je linearno ogranicena ako vazi:

(a) G je reda 2,
(b) G oc¢uvava duzinu,
(c) ako je o pocetni simbol, tada iz ¢ — af sledi a = 0.
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Sada dokazujemo sledece:

Lema 7.3.1. Za svaku kontekstno-zavisnu gramatiku G postoji linearno
ogranicena kontekstno-zavisna gramatika koja generiSe isti jezik kao gra-
matika G.

Dokaz. Dokazatemo najpre da za proizvoljnu kontekstno-zavisnu grama-
tiku G = (V, X, 7) reda n postoji neka kontekstno-zavisna gramatika G’ =
(V', X, 7’) reda n — 1 koja generiSe isti jezik kao G. Odatle ¢e se, daljim
smanjenjem stepena gramatike, dobiti i kontekstno-zavisna gramatika reda
2 koja generiSe isti jezik kao G.

Mozemo pretpostaviti da nijedno pravilo u gramatici G nema simbol iz
X ni na jednoj svojoj strani, osim pravila oblika @ — .

Neka je sada ¢ — 9 pravilo u w. Ako je |1| < 3 onda to pravilo postaje
pravilo u /. U suprotnom je ¢ = a¢’ i ¢p = fy5Y’, za neke o, 8,y € V\ X i
¢, e (V\X)*. Ako je ¢ = e, tada uvodimo nove simbole a1, s € V' \ X
i skupu 7' dodajemo pravila @ — ajas, a3 — v, as — '. Ako je
¢ # e, tada je ¢ = v’ gdejev e V\ X ig¢" e (V\X)*. Uvodimo nove
simbole o/,v" € V' \ X i pravilima 7’ dodajemo pravila av — o'v/, o/ — 3,
UI¢” N 7577/)//.

Menjajuéi na ovaj na¢in pravila gramatike G novim pravilima ocigledno
formiramo gramatiku nizeg reda koja generise isti jezik kao gramatika G.

Dakle, mozemo smatrati da je data gramatika G reda 2. Dokaza¢emo
sada da postoji linearno ograni¢ena gramatika G’ = (V/, X, ) koja generise
isti jezik kao G.

Stavimo V' =V U {0’ p}, gde je o/, p ¢ V. Pravila u 7’ su odredena sa

o — dp, o — o,

pa — ap, ap — pa  zasvaki a € V,
a— f, ako je a — [ pravilo u G
afl — ~0, ako je aff — ¢ pravilo u G
ap — B, ako je a — [ pravilou G

Gramatika G’ je ocigledno linearno ograni¢ena. Dokaza¢emo da je G’
generiSe isti jezik kao G, tj. da je L(G,0) = L(G',0’). Neka je @ : (V')* —
V* homomorfizam odreden sa ¢/® = o, p® = e i a® = a, za svaki a € V.
Tada iz U—>v sledi uCIJ:;>v<I>, pa je L(G',0’) C L(G,0). Obratno, ako

je U tada je ili u—w ili up—v. Dakle, ako je u%v tada je ili
G’ G’
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u:*,M) ili up:*lM). Imajuéi u vidu prva dva pravila iz 7/, za v € L(G, o) je
G G
O':;>u:;>v, za neki u € V*, a onda je ili
/ * *
o —o—u=—up=—v

G’ G G’ G’
ili

o —o—u=v

el G G’

izvodenje za v u gramatici G'. Dakle, L(G,0) C L(G', o).

Prema tome, gramatike G i G’ generisu isti jezik. [J
Sada smo spremni da dokazemo obrat Teoreme 7.3.1.

Teorema 7.3.2. Za svaki jezik gemerisan linearno ograni¢enom gramati-
kom postoji nedeterministicki linearno ogranicen automat koji ga raspoznaje.

Dokaz. Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, 7) linearno ogranicena
gramatika. Konstruisatemo nedeterministicki linearno ograni¢en automat
A= (A4, a9,X,V,0) koji raspoznaje L. Naime, skup stanja je

A — {CLO, ai, bO) b67 b17 Co, Cl} U
U{dy | za svaki o € V takav da postoji pravilo af3 ?75}

i T = {ap}. Funkcija prelaza je odredena sa:

5(GQ,A) = (al,A,R),

0(ar,z) = (a1,z,R), zasvakizx e X,
(5((11,A) = (bo,A,L),

5(bo,&) = (bo,&, R), zasvaki&eV,

5(bo, &) = (bo,&, L), za svaki £ € V,

3y, ¢) = (by,& L), za svaki £ €V,

d(bo, ) = (b(,&, R),  za svako pravilo f? I,
d(bo,n) = (d¢, &, R), za svako pravilo {u o
d(s¢,v) (b, p, R),  za svako pravilo {u =
5(b070) = (007Ua L)7

6(b07A) = (blvAvR)7

d(cr,0) = (b1,A,R), =za svako pravilo o - o€,
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§(b1,€) = (by,0,R), za svako pravilo o = ok,
§(b1,€) = (by,0,R), za svako pravilo o vy o€,
d(bi,A) = (ap,A,R).

Ovako definisan automat A raspoznaje jezik L(G,0). O

Kona¢no, moze se dokazati i glavni rezultat ovog odeljka dat sledecom
teoremom.

Teorema 7.3.3. Jezik je raspoznatljiv nedeterministickim linearnim ogra-
nicenim automatom ako i samo ako je kontekstno-zavisan.

Dokaz. Neposredno sledi na osnovu Teorema 7.3.1 i 7.3.2, kao i Leme
7.3.1. O

Veé¢ smo pomenuli da nije poznato da li se svaki kontekstno-zavisan
jezik moze raspoznati deterministickim linearno ograni¢enim automatom.
Medutim, u narednoj teoremi je pokazano da za kontekstno-nezavisne jezike
to vazi.

Teorema 7.3.4. Svaki kontekstno-nezavisan jezik se mozZe raspoznati de-
terministickim linearno ogranicenim automatom.

Dokaz. Prema Teoremi 6.3.2 svaka kontekstno-nezavisna gramatika moze
biti zadata gramatikom u Normalnoj formi Chomsky, tj. sva pravila su
oblika

a— fyili a — z,

zaneke a, 3,7 € V\X iz € X. Tada izvodenje re¢i duzine n ima duzinu 2n—
1. Kako je skup pravila izvodenja konacan, to ga mozemo dobro urediti, tj.
numerisati pravila nekim redosledom, brojevima od 1 do k, gde je k ukupan
broj pravila. Tada svako izvodenje karakteriSe niz brojeva koji odgovaraju
upotrebljenim pravilima u pojedinim koracima. Ovaj niz brojeva mozemo
smatrati zapisom nekog broja sa osnovom k.

Opisaéemo automat A koji raspoznje dati jezik L. Ovaj automat ima
tri staze. Na prvoj se nalazi ulazna re¢ w € X* duzine n. Na drugoj se
nalazi (2n — 1)-nocifreni broj sa osnovom k. Treca staza sluzi za simuliranje
izvodenja u gramatici G pri ¢emu se primenjuju redom pravila numerisana
ciframa broja sa druge staze. Ako je automat dosao do kraja druge trake, tj.
upotrebio sva zadata izvodenja, onda uporeduje re¢i na prvoj i tre¢oj stazi.
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Ako je re¢ dobijena na trec¢oj stazi jednaka reci na prvoj, tada automat prih-
vata re¢ w, u suprotnom broju na drugoj stazi dodaje 1 i ponavlja postupak
sve dok na drugoj stazi ne dode do broja k*"~!, kada kona¢no odbacuje re¢
w. [

Literatura: Hopcroft and Ullman [1969], Kain [1972], Kuroda [1964], Landweber
[1963], Madardsz and Crvenkovi¢ [1995], McNaughton [1982], Myhill [1960].

7.4. Zadaci

1. Konstruisati Turingovu masinu koja re¢ w € {x, y}* zadatu na traci na pocetku
rada magine pretvara u rec¢

(a) w,

(b) zlwlzylwly

(¢) t(w)w'h(w), ako je w = h(w)w't(w),
(d) 2", ako je w = ™ za neki n € N.

2. Dokazati da masina T = {{ag, a1}, a0, {z, y}, {z,y, #},} gde je funkcija § data
sa

5((107 £L’) = (ala z, R)
0(ay,z) = (ap,z, R)
raspoznaje pomocu {ag} sve reci sa parnim brojem pojavljivanja slova x.

3. Ako su date Turingove masine koje raspoznaju jezike L; i Lo konstruisati
Turingove masine koje raspoznaju jezike Ly U Ly i Ly N Lo.

4. Koriste¢i metod opisan u Teoremi 7.2.1, konstruisati gramatiku koja generise
jezik raspoznatljiv Turingovom masinom zadatom u Zadatku 2.

5. Posmatrajmo Turingovu masinu

T = ({ag, a1, a2,as},a0,{3, [, 1}, {#, 8, [.], @, B}, 6)
gde je § data sa:

0(ao,$) = (ao,$,R) d(a1,]) = (a2, L)

5(@0, Oé) = ((107 «, R) 5(0“27 ’Y) = (GQ, s L) za svaki Y 7& $
d(ao,[) = (a1,a,R) 5(az,$) = (ao,$,R)

6(ar,[) = (a1,[,R) 6(ao,8) = (as,a,R)

0(ar, ) = (a1,q, R).

Koje od reci oblika $w, gde je w € {[,]}*, T raspoznaje pomocu {az}? Konstruisati
gramatiku koja generie jezik koji T' raspoznaje pomocéu {a3} koristeéi algoritam
dat u Teoremi 7.2.1. Da li se moze konstruisati jednostavnija gramatika?
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6. Odrediti jezik L = L(G, o) i konstruisati Turingovu masinu koja ga raspoznaje,
ako je G = ({0, a, z,y}, {z,y}, 7) i pravila izvodenja su:

o — ar+cw

a — ax+yo+y
oxr — Qy
oy — €.

Da li je jezik L kontekstno-nezavisan? Da li je regularan?

7. Konstruisati Turingovu masinu koja raspoznaje jezik L = L(G, ), gde je G =
({o,a,a,b,c,d}, {a,b,c,d},n) i pravila izvodenja su:

o — cabo + acboc + aab
cab — dab+db
— ef.

8. Dokazati da za deterministicki linearno ograni¢en automat A postoji deter-
ministicki linearno ogranicen automat A’ takav da se A’ zaustavlja za bilo koju

konfiguraciju i A’ raspoznaje isti jezik kao A.

9. Dokazati da je jezik {z"y™/ |n € N} kontekstno-zavisan, ako je f : n ~— nf
funkcija dobijena primenom kona¢no mnogo sabiranja i/ili mnozenja .

10. Konstruisati linearno ograniceni automat koji raspoznaje jezik

{z" |n € N i n nije prost broj }.
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Glava 8

Odlucivost u Teoriji jezika

Pojam algoritma' ili efektivnog postupka predstavlja jedan od najznacajnijih
matematickih pojmova. Veé¢ vekovima ovaj pojam se u matematici koristi u
svom neformalnom, intuitivnom smislu. Stavise, mnogi matematicari sma-
traju da ovaj pojam spada u grupu primitivnih matematickih pojmova i da
ne postoje jednostavniji, intuitivno jasniji matematicki pojmovi preko ko-
jih bi se pojam algoritma definisao. Ipak, tridesetih godina ovog veka se u
matematickoj logici javila potreba za formalizovanjem ovog pojma. Prvu for-
malizaciju pojma algoritma predstavljaju napred veé¢ razmatrane Turingove
masine, za koje smo rekli da su uvedene u radu Turinga [1936]. Potom
su se pojavili i razni drugi koncepti, kao §to su rekurzivne funkcije (Kleene
[1936, 1943]), Churchov A-ra¢un (Church [1941]), Postovi sistemi (Post [1936,
1943]), normalni algoritmi Markova (Markov [1954]), neograni¢ene regis-
tarske masine (Shepherdson and Sturgis [1963]) i drugi. Osim §to su odi-
grali znacajnu ulogu u reSavanju raznih logickih i algebarskih problema, ovi
koncepti su se kasnije pokazali i kao veoma znacajni za nastanak i razvoj
racunarstva.

Smatrajuéi da Turingova masina ispunjava tacno one uslove za koje se
smatra da ih intuitivni pojam algoritma treba imati, Church [1936] je izneo
tezu da se svaki algoritam moze realizovati nekom Turingovom masinom,
poznatu pod nazivom Churchova teza. O toj tezi, koja do danas nije opovrg-

'Naziv algoritam potice od Algorithmi — latinskog zapisa imena arapskog
matematicara al-Horezmija, preko ¢ijih dela je do Evrope stigao indijski deseti¢ni pozicioni
sistem i ra¢unanje u njemu. Taj naziv se prvobitno koristio za oznacavanje postupaka za
rac¢unanje u tom sistemu, a kasnije je dobio dana$nji, opstiji smisao. Zanimljivo je i da
je kod al-Horezmija operacija prenosenja ¢lanova sa jedne na drugu stranu jednakosti, uz
promenu znaka, nazivana “al-dzebr”, odakle se latinskim zapisom doslo do naziva algebra.

313
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nuta i opste je prihvaéena, bic¢e re¢i u prvom odeljku ove glave, gde se govori
o neformalnim pojmovima izracunljivosti i odluc¢ivosti i njihovim formalnim
ekvivalentima — Turing-izracunljivosti i Turing odluc¢ivosti. Tema drugog
odeljka su rekurzivni i rekurzivno nabrojivi jezici. U tom odeljku daju se
razne karakterizacije tih jezika, dokazuje se da je jezik rekurzivno nabrojiv
ako i samo ako je tipa 0, $to je rezultat do koga su prvi dosli Davis [1958] i
Chomsky [1959], a za kontekstno-zavisne jezike se dokazuje da su rekurzivni.
U poslednjem odeljku bavi¢emo se jos nekim algoritamskim problemima u
teoriji jezika — pitanjima odlucivosti izvesnih problema na raznim klasama
jezika.

8.1. Izracunljivost i odluc¢ivost. Churchova teza

Neka su A i B neki skupovii ¢ : A — B je proizvoljna parcijalna (totalna)
funkcija. Za funkciju ¢ kazemo da je parcijalna (totalna) izracunljiva ako
postoji efektivan postupak pomocu koga ¢e se za svaki argument odrediti
odgovarajuca vrednost funkcije. U situacijama kada je iz konteksta jasno o
kakvoj se funkciji radi, odrednice parcijalno i totalno se mogu i izostaviti, i
tada govorimo prosto o izracunljivoj funkciji. Primetimo da uvek mozemo
smatrati, s obzirom da radimo sa parcijalnim fukcijama, da ¢ predstavlja
parcijalno preslikavanje iz skupa AUB u AUB. Uslucajudaje¢: X* — Y*
parcijalna (totalna) funkcija iz slobodnog monoida X* u slobodni monoid
Y*, tada takode mozemo smatrati da je ¢ parcijalno preslikavanje slobodnog
monoida Z*, gde je Z = X UY.

Pojam problema ili predikata Cesto se koristi kao sinonim za pojam
relacije. Naime, ako je P neka n-arna relacija na skupu A, tada je nazi-
vamo problemom ili predikatom na A, a izrazom oblika P(z1,z2,...,Ty)
naznacavamo da se radi o n-arnom problemu (predikatu). Osim toga, za sve
ay,ag,...,a, € A zakoje je (ay,as,...,a,) € P kazemo da P(ay,aq,...,an)
vazi, a za sve ai,as,...,a, € A za koje (a1,as,...,a,) ¢ P kazemo da
P(ay,az,...,a,) ne vazi. Za problem P(z1,z2,...,x,) kazemo da je odluciv
ako postoji algoritam koji za date a1, ao,...,a, € A daje odgovor 'DA’, uko-
liko P(a1,ag,...,a,) vaz, ili odgovor 'NE’, ukoliko P(ay, ag, ..., ay) ne vazi.
Takav algoritam naziva se algoritmom odlucivanja. Ako takav algoritam ne
postoji, za problem kazemo da je neodluciv. Na primer, problem ’x = 2y’,
gde su z i y prirodno brojevi, je odluc¢iv. Takode, prema Teoremi 6.2.1,
takav je problem i ’e € L’ gde je L C X* kontekstno-nezavisan jezik.

Pojam odlucivosti se moze dovesti u direktnu vezu sa pojmom izracunlji-
vosti koris¢enjem pojma karakteristicne funkcije problema P(x1, xo, ..., xy),
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koja predstavlja n-arnu funkciju na Cp : A" — {t, f} definisanu sa

t, ako P(ay,as,...,a,) vai,
f, ako P(ai,ag,...,a,) ne vazi,

o~

gde su t, f € A fiksirani elementi koji, jasno, igraju ulogu logickih vrednosti
“tacno” (true) i “netac¢no” (false). Evidentno, problem P(x1, o, ..., x,) je
odluéiv ako i samo ako je Cp izracunljiva funkcija.

Napred uvedeni pojmovi su neformalni jer se definiSu koris¢enjem ne-
formalnog pojma algoritma. U daljem tekstu dajemo i formalne definicije
Turing-izracunljivosti i Turing-odluéivosti. Za parcijalnu (totalnu) funkciju
¢ : X* — X* kazemo da je parcijalna (totalna) Turing-izrac¢unljiva funkcija
ako postoji neka Turingova masina A = (A, ap, X, 3,0) koja se zaustavlja
ako i samo ako je na ulazu re¢ u € X* za koju je funkcija ¢ definisana, i pri-
likom zaustavljanja na traci je ispisana re¢ u¢. I ovde se odrednice parcijalna
i totalna mogu izostaviti, ako je jasno o kakvoj je funkciji re¢. Funkcija vise
promenljivih ¢ : (X*)" — X* se izrac¢unava Turingovom maginom tako Sto se
prilikom izrac¢unavanja vrednosti (ui,us,...,u,)¢ za ulaznu re¢ uzima rec
oblika wuy#ugs# ... #uy,, pa se na isti nacin definiSe i Turing-izracunljivost
funkcije vise promenljivih. Ako je P(uq,ug,...,u,) problem na X* tada
kazemo da je on Turing-odluciv ako njegova karakteristi¢na funkcija jeste
Turing-izracunljiva.

Postavlja se pitanje: Kakav je odnos izmedu izracunljivosti i Turing-
izracunljivosti? Prvo $to se ovde moze primetiti je da se ne moze uspostaviti
precizan matematicki odnos izmedu ovih pojmova, iz prostog razloga sto
je prvi od njih zasnovan na neformalnom pojmu algoritma, a drugi na for-
malnom pojmu Turingove masine. Jedino je jasno da Turingova masina
zadovoljava sve uslove koje algoritam treba da ispuni, prema neformalnoj,
intutitivnoj predstavi algoritma. Omno Sto je tesko odrediti je: Da li po-
jam Turingove masine sadrzi samo to ili jo§ nesto van toga, neko dodatno
ogranicenje koje ¢e klasu algoritama koji se mogu realizovati Turingovim
masinama naciniti uzom od klase svih intuitivno shvaéenih algoritama? Kao
§to smo ranije veé rekli, o ovom pitanju razmisljao je Church [1936] koji je,
analizirajué¢i Turingove masine i njihove moguénosti, doSao do zakljucka da
Turingove masine ispunjavaju ta¢no one uslove kojima je odreden neformalni,
intutitivni pojam algoritma, tako da je on formulisao sledec¢u tezu:

Churchova teza. Funkcija je izracunljiva ako © samo ako je Turing-izra-
cunljiva.

Iz istog razloga zbog kojih se pojmovi algoritma i Turingove masine ne
mogu precizno uporediti, ni Churchova teza se ne dokazuje. Ona bi se jedino
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mogla opovrgnuti ako bi se nasao primer algoritma koji se ne bi mogao reali-
zovati Turingovom masinom. Medutim, do sada takav primer nije pronaden.
Stavise, za mnoge druge kasnije uvedene modele izra¢unavanja, medu kojima
su i napred pomenuti koncepti rekurzivne funkcije, Churchovog A-racuna,
Postovog sistema, normalnog algoritma Markova i neogranicene registarske
masine, dokazano je da su ekvivalentni Turingovim masinama, tj. da je
funkcija izracunljiva u bilo kojem od tih modela ako i samo ako je Turing-
izracunljiva. Sve to uticalo je da Churchova teza bude opste prihvaéena u
teoriji algoritama i da se dokazi u kojima se poziva na nju smatraju korekt-
nim. U stvari, u teoriji algoritama, Churchova teza igra ulogu aksiome. Na
takav na¢in Churchova teza bic¢e koris¢ena i u narednim odeljcima.

Literatura: Church [1936, 1941], Cutland [1980], Detlovs [1953], Hopcroft and
Ullman [1969, 1979], Kain [1972], Kleene [1936, 1943], Madardsz and Crvenkovié
[1995], Markov [1954], Mendelson [1964], Post [1936, 1943], Rozenberg and Salomaa
[1994], Shepherdson and Sturgis [1963], Turing [1936].

8.2. Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi jezici

U izvornoj definiciji pojmova rekurzivnog i rekurzivno nabrojivog skupa ko-
risti se pojam rekurzivne funkcije, koja se definise kao funkcija koja se moze
dobiti iz nekih elementarnih funkcija primenom, kona¢no mnogo puta, ope-
ratora kompozicije, rekurzije i minimizacije funkcija. Medutim, o pojmu
rekurzivne funkcije ovde nece biti reci, a kako je poznato da je koncept
rekurzivne funkcije ekvivalentan konceptu Turing-izracunljive funkcije, to
¢emo ovde pojmove rekurzivnog i rekurzivno nabrojivog skupa, odnosno
rekurzivnog i rekurzivno nabrojivog jezika, definisati koris¢enjem pojma
izracunljive funkcije.

Neka je L C X* proizvoljan jezik. Ako su t, f € X* fiksirane reci, tada
preslikavanje Cr, : X* — {t, f} definisano sa

uCr — t, akojewue€lL,
E=1 f, akojeu¢L,

nazivamo karakteristicnom funkcijo jezika L. Jasno, re¢i t i f igraju ulogu
logickih vrednosti “tacno” (true) i “netacno” (false). Sa druge strane, ako je
t € X* fiksirana reé¢, tada parcijalno preslikavanje Py, : X* — {t} definisano

sa
WP — t, ako je u € L,
L7 nije definisano, ako je u ¢ L,
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nazivamo parcijalnom karakteristicnom funkcijom jezika L.

Za jezik L kazemo da je rekurzivan ako je njegova karakteristicna funkcija
C, izracunljiva, tj. ako je problem 'w € L’ odluéiv za svaku re¢ w € X*, dok
za L kazemo da je rekurzivno nabrojiv ako je izracunljiva njegova parcijalna
karakteristicna funkcija.

Ocigledno je da je komplement rekurzivnog jezika takode rekurzivan, kao
i da svaki rekurzivan jezik jeste rekurzivno nabrojiv. Postavlja se pitanje da
li je i svaki rekurzivno nabrojiv jezik rekurzivan? Odgovor je, naravno, nega-
tivan. Medutim, pre nego §to to dokazemo da¢emo neke pomoéne rezultate.

Lema 8.2.1. Jezik L je rekurzivan ako i samo ako su jezici L i© L rekur-
zivno nabrojivi.

Dokaz. Direktan smer ocigledno vazi.

Pretpostavimo da su L i L° rekurzivno nabrojivi. Tada su funkcije Py, i
Pre izracunljive. Opisa¢emo algoritam za izracunavanje funkcije C'r. Neka
je u € X* proizvoljna re¢. Odredimo uPr, i uPre. Jasno je da je ta¢no jedna
od ovih funkcija definisana. Ako je uPp = t, tada je v € LiuCp =t. U
suprotnom je uPpc =t itada je u ¢ LiuCp = f. Prema Churchovoj tezi L
je rekurzivan. [J

U stvari, rekurzivno nabrojiv jezik se najcesée definise kao rang neke
parcijalne izra¢unljive funkcije. Dokaza¢emo da je ta definicija ekvivalentna
sa ovde datom definicijom rekurzivno nabrojivog jezika.

Primetimo prvo da na svakom kona¢nom alfabetu X = {z1,x9,...,z,},
n € N, mozemo definisati uredenje sa

Zatim se to uredenje moze prosiriti na X2 U X tako §to se u nizu nalaze prvo
slova iz X a zatim re¢i iz X? uredene tako da je Ti T < Ty T, ako je iy <o
i ako je i1 = io tada je j1 < ja. Ovakvo uredenje se dalje moze progiriti na
X*. Ovako uvedeno uredenje na skupu X* naziva se leksikografsko uredenje
skupa X*.

Dakle, ako je X = {z1,x2,...,z,} tada je
L1,X2y«y Ty LITL, L1L2y + -« 3 L1Ln, L2LLy - - -

niz u X* odreden uredenjem <. Nije tesko uociti da je funkcija K7 : X* — N
koja reci u = x;, ;, , ...x;x;, dodeljuje njen indeks u gornjem nizu data
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sa
(24, Tip - iy ig) K1 = - (n+ D) i - (n+DF e iy (n+1) +ig— k.
Definisimo i uredenje na X* x X™* na sledeéi nac¢in
(ur,v1) < (ug,v2) < up <wug ili uy =ug i vy < .

Gornje uredenje se moze predstaviti na sledeéi nacin:

(x1,21) (x1,22) ... (x1,2y) (z1,2171) (z1,21272)

(362,3?1) (332,362) (3?273771) (3727951961) ($27961332)

(xnyﬂjl) (l‘n,l‘Q) cee (xn’xn) ($n,$1$1) (xnaJ:le) ’
(x121,21) (T121,22) ... (T121,20) (T121,2121) (T121,2122)

pri cemu za elemente ove beskonacne matrice (b;;) vazi
biljl < bi2j2 S 1 < g ili 11 = 19 ijl < jg.

Uredi¢emo elemente ove matrice u niz tako sto se kre¢emo po sporednim
dijagonalama sleva u desno polazeé¢i iz gornjeg levog ugla, tj. niz je

bi1,b21, b12,b31, baa, b13, bat, baa, . . ..

Funkcija Ky : X* x X* — N odreduje indeks para (u,v) u gornjem nizu.
Moze se dokazati da je

(u,v) Ko = 1/2 - (uK) + vK; — 2)* + uK; + 3 - (vK;) — 2).

Nije tesko uociti da postoje algoritmi za izracunavanje funkcija K; i Ko, pa
su one, prema Churchovoj tezi, izra¢unljive, i to totalne. Takode su obe
funkcije bijekcije.

Sada definisemo funkciju k£ : X* x X* — X* sa w = (u,v)k ako je
indeks re¢i w u nizu reéi iz X* jednak indeksu para (u,v) u nizu iz X* x X*.
Opisacemo algoritam za izracunavanje funkcije k. Neka su u,v proizvoljne
reci. Tada upotrebimo algoritam koji izra¢unava funkciju (u,v) K. Zatim za
dobijeni broj (u,v)Ks odredimo re¢ w takvu da je (u,v)Ko = wKj. Naime,
re¢ w je oblika w = x;,, ... xi,, gde je imim—1...1o zapis broja (u,v)Ks + k
u sistemu sa osnovom n + 1. Kako je algoritam za pretvaranje broja datog
u dekadnom zapisu u broj sa osnovom n + 1 poznat, prema Churchovoj tezi,
k je totalna izracunljiva funkcija.
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Teorema 8.2.1. Jezik je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako je rang neke
parcijalne izracunljive funkcije.

Dokaz. Pretpostavimo da je L C X* rekurzivno nabrojiv jezik. Tada je
Py, izracunljiva funkcija, pa postoji Turingova masina A = (A4, ag, X, %, )
koja je izracunava. Defini§imo funkciju ¢ : X* — X™* sa

g = u, ako je uPr =t,
~ | nije definisana, ako u ¢ L.

Lako se moze konstruisati Turingova masina A’ koja izracunava ovu funkciju.
Naime, ona ima dve staze. Prva sluzi da zapamti ulaznu re¢ u, dok druga
simulira rad masine A sa ulazom u. Ukoliko se izra¢unavanje na drugoj
stazi zaustavi, onda se za izlaz uzima re¢ sa prve staze. Dakle, masina A’ se
zaustavlja samo za re¢i u za koje se i A zaustavlja, tj. za u € L, i tada je
izlaz u. Prema Churchovoj tezi, A’ izra¢unava ¢ i ocigledno je L = X*¢.

Obratno, neka je L = X™*¢, za neku izra¢unljivu funkciju ¢ : X* — X*.
Posmatrajmo najpre slucaj kada je ¢ totalna funkcija.

Neka je A Turingova maSina koja izra¢unava ¢. Opisa¢emo Turingovu
masinu A’ za izracunavanje funkcije Pr. Ova maSina ima dve staze. Na
prvoj se nalazi re¢ u. Druga simulira rad masine A. Na drugoj stazi se
najpre nalazi prva re¢ iz X*. Zatim se na drugoj stazi odvija izrac¢unavanje
funkcije ¢. Ako je po zaustavljanju rada na drugoj stazi re¢ ista kao i na
prvoj, tada A’ postavlja re¢ ¢t na traku i zaustavlja se. U suprotnom se
na drugu stazu postavlja sledeca re¢ iz X* i ponovi postupak. Ukoliko je
u € L tada ¢e se za ulaz v na drugoj stazi masina A’ zaustaviti sa izlazom
t. Ukoliko u ¢ L masina A’ se neée zaustaviti. Dakle, masina A’ izracunava
Pr.

Neka je sada ¢ parcijalna funkcija. Ako je L = @, tada je on trivijalno
rekurzivno nabrojiv. Ako je L neprazan fiksirajmo element ug € L.

Definisa¢emo totalnu izrac¢unljivu funkciju v : X* — X* takvu da je
X* o= X*P.

Definisimo funkciju f: X* x X* — X* sa

1, A izracunava u¢ un < |v| koraka,
(u,v)f =
0, u suprotnom

pri ¢emu su 0 i 1 fiksirani simboli alfabeta masine A. Funkcija f je totalna
izracunljiva. Masina koja je izracunava simulira rad masine A u prvih |v|
koraka. Ako se je A zaustavila onda se na traku postavlja 1, u suprotnom
se postavlja 0.



320 GLAVA 8. ODLUCIVOST U TEORLJI JEZIKA

Definigimo sada funkciju g : X* — X™* sa

[ ue, akojew=(u,v)ki(u,v)f=1,
W= ug, akojew = (u,v)k i (u,v)f =0.

Jasno je da je g totalna funkcija i da je X*g = X*¢. Opisatemo algoritam
za izraCunavanje funkcije g. Neka je w € X* proizvoljna re¢. Odredimo wkK;
koristeci algoritam koji izrac¢unava K7. Zatim, za ovaj broj odredimo najveci
mogudi broj m takav da je m(m —1)/2 < wK; i stavimo | = wK; —m(m —
1)/2. Tada je (u,v)Ky = wKj za re¢i u i v takve da je uKy = m+2—1
i vK; = [. Kako algoritam za izracunavanje inverzne funkcije funkcije K;
postoji, to su na ovaj nacin odredene re¢i v i v. Primenimo sada algoritam
koji izracunava (u,v)f i zavisno od dobijene vrednosti dodelimo funkciji g
vrednost. Prema Churchovoj tezi funkcija g jeste izracunljiva, a kako je ona i
totalna, prema prvom delu dokaza je L = X*g rekurzivno nabrojiv jezik. [

Pokazac¢emo sada da je skup svih Turingovih masina prebrojiv. Neka
je A = (A, a9, X,%,0) proizvoljna Turingova masina. Niz instrukcija ove
masine je konac¢an. Uzeéemo da su skupovi A i 3 oblika

A = {a07a17 cee 7an—1}7

Y= {g()aglv s ?gmfl}’

za neke n,m € N. Svakoj instrukciji d(a;,&;) = (ay,&, D) dodelimo re¢
a(i)10&(J )10a< "10&(3" ) 10D, gde je D € {L, R} i oznaka (k)¢ oznacava dekad-
ni zapis broja kK € N. Na taj nacin zapisujemo sve instrukcije masine A.
Uredimo u leksikografskom poretku ove re¢i. Dalje formiramo jedinstvenu
re¢ koja sadrzi redom zapise instrukcija razdvojene znakom ’;’. Ova rec
predstavlja kod masine A u brojnom sistemu sa osnovom 15. Prebacivanjem
ovog broja u broj sa osnovom 10 dobijamo indeks masine A u nizu Turingovih

masina.

Primer 8.2.1. Posmatrajmo Turingovu masinu A = (A4, a9, X,%,9), gde je A =
{ao, a1, a2}, ¥ ={&0,&1,82} 1

d(ao, £1) = (a0, &2, L),

6(@ ) (alaflv )a

6(a1,80) = (az,&2, R),

6(a1,&2) = (a1, &2, R).
Tada se ova masina kodira sa a0£1a0&2L; a0£2a1£1R; a1£0a282R; al€2al1€2R u bro-
jnom sistemu sa osnovom 15, ¢&ije su cifre redom 0,1,2,...,9,a,&, L, R,;. Dakle,

indeks ove masine je 13 +2-15+ 11152 +1-15% + ... + 10 - 1538,
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Primetimo da je ovo indeksiranje Turingovih masina, tj. preslikavanje iz
skupa svih Turingovih masina u skup N, injektivno. Medutim, ovo preslika-
vanje nije sirjektivno. Zaista, proizvoljan broj k£ € N zapisSimo u brojnom
sistemu sa osnovom 15 koristeéi cifre 0,1,2,...,9,a,&, L, R, ;. Dobijeni broj
moze biti kod neke Turingove maSine samo ako je prva cifra u ovom kodu
a, zatim slede cifre iz skupa {0,1,...,9}, zatim &, pa cifre iz {0,1,...,9},
zatim a, pa cifre iz {0,1,...,9}, ponovo £ pracen ciframa iz {0,1,...,9},
onda L ili R, pa ;, itd. Ukoliko zapis nije tog oblika uzeéemo da je to kod
trivijalne Turingove masine Ay = ({ao}, ao, {0}, {0, #, },0) sa jednom in-
strukcijom 0(ag, o) = (ao,zo,R). Na ovaj nacin je opisan algoritam za
nalazenje Turingove masine sa datim indeksom. Sa Ay éemo oznacavati k-tu
Turingovu masinu, za k € N.

Teorema 8.2.2. Rekurzivno nabrojivih jezika ima prebrojivo mnogo.

Dokaz. Dokazali smo da Turingovih masina ima prebrojivo mnogo. Neka
je A1, Ao, ... niz Turingovih masina formiran na gore opisani nacin i neka
je fi, fo,... niz parcijalnih unarnih funkcija koje su izracunljive, redom,
Turingovim masinama iz gornjeg niza. Prema Teoremi 8.2.1 niz S, = X* f,,,
n € N, predstavlja niz svih rekurzivno nabrojivih jezika. O

Konaéno smo spremni da dokazemo da se klase svih rekurzivnih i rekur-
zivno nabrojivih jezika razlikuju.

Teorema 8.2.3. Postoji rekurzivno nabrojiv jezik koji nije rekurzivan.

Dokaz. S obzirom na Teoremu 8.2.1, treba konstruisati rekurzivno nabro-
jiv jezik K ¢iji komplement nije rekurzivno nabrojiv.
Uzeé¢emo da
ue K & ue Sk,

gde je S1,59,... niz rekurzivno nabrojivih jezika. Definisimo funkciju ¢ :
X" — X* sa
{ v, ako je w = (u,v)k i ufyr, = v,
weo = . . .
nije definisana,  inace.

Algoritam za izra¢unavanje funkcije ¢ se sastoji u sledet¢em. Za w € X*
odredimo na naéin opisan u dokazu Teoreme 8.2.1 reci u, v takve da je w =
(u,v)k. Zatim odredimo vKj. Zapisimo ovaj broj u sistemu sa osnovom 15 i
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re¢ u. Ako po zaustavljanju maSine na traci bude re¢ v, onda funkcija ¢
dobija vrednost v, u suprotnom je nedefinisana.

Dokazactemo da je K = X*¢. Neka je v € K. Tada je v € Syk,, pa
postoji re¢ u takva da je ufy,x, = v. Tada je za w = (u,v)k zadovoljeno
w¢ = v, pa je v € X*¢. Obratno, ako je v € X*¢, postoji w € X* takav
da je w¢p = v. To znadi da je za re¢ u takvu da je w = (u,v)k zadovoljeno
ufyrg, = v, pajev € X*fox, = Syr,, tj. v € K. Dakle, K je rang
izracunljive funkcije, pa je rekurzivno nabrojiv.

Treba jos dokazati da K€ nije rekurzivno nabrojiv. Pretpostavimo sup-
rotno, tj. K€ je rekurzivno nabrojiv. Tada postoji ug € X* takav da je
K¢ = 5,,k,- Tada je

UOEK@UOESUO[Q@UOEKC,

§to je nemogudée. [J

Razmatra¢emo dalje rekurzivnost, odnosno rekurzivnu nabrojivost, jezi-
ka generisanih gramatikama.

Teorema 8.2.4. Za kontekstno-zavisan jezik L nad alfabetom X i proiz-
voljnu re¢ w € X* problem w € L’ je odluciv.

Dokaz. Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, ) kontekstno-zavisna
gramatika i o € V' \ X fiksirani simbol. Generisa¢emo rastuéi niz skupova
{R}} ken na sledeéi nacin:

Ry ={o},
Ryi11 = R U{q € V*| postoji izvodenje p=-q, za neki p € R}, k € N.

Jasno je da je { Ry }ren rastuéi niz skupova, koji su konaé¢ni zbog konacénosti
skupova V i 7.

Dokaza¢emo da za k € N vazi da je p € Ry ako i samo ako postoji
izvodenje o = p duzine k.

Dokazujemo najpre direktan smer gornje implikacije. Pretpostavimo da
je p € Ry,. Dokaza¢emo indukcijom da postoji izvodenje o= p duzine k. Za
k=0 je p= o0, paje 0= p izvodenje duzine 0. Pretpostavimo da iz p € R;
sledi da postoji izvodenje o = p duzine i. Neka je, sada, p € R;+1. Tada,
prema definiciji skupa R;11 postoji re¢ p’ € R; takva da postoji izvodenje
p'=p duzine 1. Prema indukcijskoj hipotezi postoji izvodenje o = p’ duzine
i, pa je 0 =p' = p izvodenje reci p duzine i + 1.
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Obratno, neka je o =p izvodenje duzine k re¢i p € V*. Dokazacemo
indukcijom da je p € Ry. Za k = 0 tvrdenje oc¢igledno vazi. Pretpostavimo
da vazi i za k = i i dokazimo da vazi za k = i + 1. Neka je 0 = p izvodenje
duzine i + 1. Tada postoji re¢ p’ € V* takva da je o0 = p' = p, pri éemu je
izvodenje o = p’ duzine 7. Prema indukcijskoj hipotezi je p’ € R;, odakle je,
prema nacinu na koji je niz skupova { Ry }ren generisan, p € Ry ;.

Dokazimo sada da je w € L ako i samo ako w € R, .2, ,m, gde je
n=|V|im=|w|.

Ako w € R, 2, ,m, tada, prema ve¢ dokazanom, postoji izvodenje
o= w, pa je w € L. Obratno, neka je w € L, tj. postoji izvodenje o =
w. S obzirom na Teoremu 7.3.1 smatra¢emo da je G linearno ogranic¢ena
gramatika. Dakle, u izvodenju ¢ = w se javljaju samo reci ¢ija je duzina
< m. Pri tome je jasno da se ponavljanje istih re¢i moze izbedéi izbacivanjem
iz niza izvodenja onih izvodenja koje se nalaze izmedu istih re¢i. Prema tome,
U nizu o = w moze biti najvise n+n2+...n" redi, tj. ovo izvodenje je duzine
najvise n +n? 4 ...n™. Prema veé¢ dokazanom je w € R, 24 pm. [

Posledica 8.2.1. Swvaki kontekstno-zavisan jezik je rekurzivan.

Postavlja se pitanje da li se klase rekurzivnih i kontekstno-zavisnih jezika
poklapaju. Odgovor je negativan i dat je u sledecoj teoremi.

Teorema 8.2.5. Postoji rekurzivan jezik koji nije kontekstno-zavisan.

Dokaz. Primetimo da se kontekstno-zavisna gramatika G = (V, X, 7) moze
kodirati na slican nacin kao i Turingove masine. Naime, ako je V \ X =
{ag,...,an—1} 1 X = {xo,21,...,2m—1}, tada uredimo pravila u = po lek-
sikografskom redosledu u alfabetu V' U {—}. Zatim kodiramo svako pravilo
oblika &, ...&, — & ...&j, sa &il... Lk — &§51...&jl, Sto je rec u al-
fabetu {0,1,...,9,¢,2,—}. Gramatiku G kodiramo navodeéi nizove reci
koje odgovaraju pravilima iz 7 medusobno ih razdvajajuci znakom ;. Tada
je G kodirana nekom rec¢i nad alfabetom {0,1,...,9,&,z,—,;}. Ova re¢
predstavlja broj u brojnom sistemu sa osnovom 14. Prebacimo ovaj broj
u broj sa osnovom 10 i dodelimo gramatici G taj indeks. Sli¢no kao kod
Turingovih masina se pokazuje da je ovo indeksiranje injektivno i moze se
dodefinisati da bude i sirjektivno. Pri tome postoji algoritam za odredivanje
k-te kontekstno-zavisne gramatike, gde je £ € N proizvoljan. Dakle, sve
kontekstno-zavisne gramatike se mogu poredati u niz Gy, Go, .. ..

Kako svaka kontekstno-zavisna gramatika generise konacan broj jezika,
to se i kontekstno-zavisni jezici mogu poredati u niz. Pri tome, za zadato



324 GLAVA 8. ODLUCIVOST U TEORLJI JEZIKA

k € N mozemo odrediti jezik Lj; na sledeé¢i na¢in. Odredimo gramatiku
G1 = (V1,X1,m). Ako je k < |V1 \ X;i| tada Gy generise L polazeéi od
k-tog pomoénog simbola iz V;. U suprotnom nastavimo postupak uzimajudéi
umesto broja k broj k — |V} \ Xi|. Odredimo gramatiku Go = (Va, X2, m2).
Opet proveravamo da li je k < |V2\ X3 i nastavljamo postupak na opisani
nac¢in. Kako je k € N to mora postojati gramatika G,, i pomo¢ni simbol ove
gramatike koji generise L.

Neka je L1, Lo, ... niz svih kontekstno-zavisnih jezika. Takode smo po-
kazali da se sve reci iz X* mogu poredati u niz uy, ug, .. ..

Uoc¢imo jezik S odreden sa
Up €S S up & Ly,

Kako postoji algoritam za testiranje u,, € Ly, to je S rekurzivan. Medutim,
S nije kontekstno-zavisan. Zaista, ako je S kontekstno-zavisan, tada postoji
no € N takav da je S = L,,. Tada je

Ung € Ling & Uny €S & Uny & Ly,

§to je nemoguce. [J

Metod koriséen u dokazu prethodne teoreme naziva se Cantorov dijago-
nalni postupak.

Teorema 8.2.6. Jezik je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako je tipa 0.

Dokaz. Neka je L rekurzivno nabrojiv jezik. Prema Teoremi 8.2.1 i Chur-
chovoj tezi postoji Turing-izra¢unljiva funkcija ¢ : X* — X™* takva da je
L = X*¢. Neka je A = (A, a9, X,%,0) Turingova masina koja izrac¢unava ¢.
Gramatika koja generise L je G = (V, X, 7), gde je V. = AU X U {0, $} pri
¢emu o 1 $ nisu simboli iz A U X. Pravila izvodenja su odredena sa

1. 0 — $S#Hao#$,
- SH# — SHH,
3. #$ — ##S,

4. taxz — tyad'z , zasve z,t € ¥ ix,y,a,d takve daje §(a,z) = (d/,y, R),

[\)

5. tzax — ta'zy , zasve z,t € iz, y,a,ad takve da je é(a,x) = (d',y, L),
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6. H#Hz — zH#F#, zasvaki z €V,

7. ax — x, ako d(a,x) nije definisano.

Ocigledno je da gramatika G simulira rad masine A i vazi da je L = L(G, o),
pa je L jezik tipa 0.

Obratno, neka je L = L(G,0), gde je G = (V,X,n) gramatika i o
pomo¢ni simbol gramatike G. Formirajmo niz skupova {Rj}reny kao u
dokazu Teoreme 8.2.4. Tada se, kao u pomenutom dokazu, dokazuje da
uw € Ry ako i samo ako postoji izvodenje o = u duzine k, za neki k € N.
Algoritam za izrac¢unavanje funkcije P, se sastoji u slede¢em. Generisemo
skup Rj. Za datu re¢ u proveravamo da li je u € R;. Ako je odgovor poz-
itivan, onda zavrSavamo postupak uz izlaz ¢. U suprotnom, generiSemo Ro
i ispitujemo da li je u € Ro. Ako je to tacno, onda postupak zavrsavamo,
a ako nije, tada generiSemo Rj3 i ponovljamo opisani postupak. Jasno, ako
je u € L, tada postoji k € N takav da je niz izvodenja o = u duzine k,
pa je u € Ry, sto znaci da ¢e postupak biti zavrSsen kada generiSemo Ry i
proverimo da li je u € Rg. Ako u ¢ L, tada ne postoji niz 0= u, pa za svaki
n € N vazi u ¢ Ry, $to znaci da se opisani algoritam nece zavrsiti.

Prema Churchovoj tezi, P;, je izracunljiva funkcija, pa je L rekurzivno
nabrojiv jezik. [

Kao neposrednu posledicu Teoreme 8.2.6 dobijamo sledeéi rezultat.

Posledica 8.2.2. Za proizvoljan jezik L tipa 0 nad alfabetom X @ proiz-
voljnu re¢ w € X* problem 'w € L’ je neodluciv.

Prethodna posledica, izre¢ena u terminima masina, predstavlja ¢uveni
‘problem zaustavljanja’ Turingove magine.

Posledica 8.2.3. (Halting problem). Za proizvoljnu Turingovu masinu
A i proizvoljnu re¢ u € X* problem ’A prihvata u’ je neodluciv.

Literatura: Chomsku [1959], Davis [1958], Hopcroft and Ullman [1969], Kain
[1972], Kleene [1936, 1943], Madardsz and Crvenkovié [1995], McNaughton [1982],
Minsky [1967], Rogers [1967], Turing [1936].
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8.3. Odlucivi i neodlué¢ivi problemi u Teoriji jezika

Najpre ¢emo dati nekoliko rezultata koji se ticu odluc¢ivosti nekih problema
vezanih za kontekstno-nezavisne jezike. Napomenimo da je u Teoremi 6.2.1
ve¢ dokazano da je za kontekstno-nezavisan jezik L problem ’e € L’ odluciv.

Prema Posledici 8.2.1 sledi da je problem 'w € L’, za w € X* proizvoljnu
re¢ i kontekstno-nezavisan jezik L C X*, odlu¢iv. Medutim, u narednoj
teoremi da¢emo algoritam odlucivosti ovog problema.

Teorema 8.3.1. Za kontekstno-nezavisan jezik L nad alfabetom X i proiz-
voljnu re¢ w € X* problem 'w € L’ je odluciv.

Dokaz. Ako je w = e tada mozemo primeniti Teoremu 6.2.1. S obzirom
na algoritam dat u Teoremi 6.2.2 za eliminisanje pravila oblika o — e iz
kontekstno-nezavisne gramatike G = (V, X, 7) koja generise L, mozemo sma-
trati da gramatika GG nema izvodenja oblika a — e.

Formiramo induktivno sledeéi niz podskupova monoida V*:
Ri={veV*| <|wioc— v},
Rit1 = Ry U{v e V*||v] <|w|iv =v zaneki v € Ry}.

Ocigledno je
Rl gRQgngng+l

i duzina redi iz skupova R} je ograni¢ena duzinom re¢i w. Otuda je gornji
niz konacan, pa je Rp = Rjpy1, za neki £ € N, i ako je n najmanji broj
sa tim svojstvom, tada je R, = Ry, za svaki k € N. Dokazademo da je
w € L(G, o) ako i samo ako je w € R,,.

Ako je w € L, tj. 0= w, tada postoji niz izvodenja
0= U=V =.. . S U= W

pri ¢emu je |v1| < |vg| < ... < || < |wl, pa je w € Rgy1 C Ry,
Sa druge strane, iz w € R, sledi da postoje re¢i v1 € Ry,v2 € Ro, ...,
vUp, € Rp—1 takve da je

O —=V]=>V2=...=Up—1=>W,

odakle sledi da je w € L(G,0). O

U sledecoj teoremi dokazujemo odlucivost jos nekih klasi¢nih problema
za klasu kontekstno-nezavisnih jezika.
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Teorema 8.3.2. Za kontekstno-nezavisan jezik L nad alfabetom X, sledecéi
problemi su odlucivi:

(a) 'L je prazan’,
(b) 'L je konacan’,
(¢) 'L je beskonacan’

Dokaz. (a). Formirajmo sledeéi niz podskupova skupa V:
Yo =X,
Yir1 =Y, U{a e V\X|a—vzanekiveY }.

Jasno da je niz {Y} }ren rastuéi niz podskupova konaénog skupa, pa postoji
n € N takav da je Y,, = Y, 1, za svaki k € N. Dokaza¢emo da je L(G,0) = &
ako i samo ako o ¢ Y),.

Dokazimo najpre da je Y,, skup svih a € V'\ X takvih da postoji izvodenje
a=w, gde je w € X*. Za o € Y; tvrdenje ocigledno vazi. Pretpostavimo da
vaziiza a € Y;_1 inekaje a € Y;. Tadajeili a € Y;_1 pa, prema indukcijskoj
hipotezi, zadovoljava tvrdenje ili je « — v, za neki v € Y;* ;. Uzmimo da
je v oblika v = aqae -+ -y, za neke m € N, ag,ao,...,q, € Y;_1. Prema
indukcijskoj hipotezi postoje izvodenja

* * *
a1 =>Up, OQ=>U2, ..., Ohyp = Um,
za neke uy, us, ..., Uy, € X*. Odatle sledi da postoji izvodenje
* *
A=V = 109 - Oy =>ULU2 * * * Uy, = W,

pri ¢emu je w € X*. Dakle, tvrdenje vazi za sve Y, k € N, paiza k =n.

Neka je sada L(G,0) = @. Ako je o € Y,, tada, prema prethodno
dokazanom, postoji re¢ w € X* takva da je 0 =w, pa w € L(G, o), §to je u
suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.

Dokazimo sada indukcijom da iz a = w, gde je w € X* proizvoljna re¢,
sledi a € Y,,. Dokaz izvodimo indukcijom. Ako je o« — w, tada o € Y7.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi ako je niz izvodenja duzine k. Neka je, sada,
a=w pomoéu niza duzine k + 1. Tada je

*
a— v=w,

gde je v = w izvodenje duzine k. Uzmimo da je v oblika v = ajag - - oy,
za neke m € N, a1, a9,...,q,, € V. Prema Teoremi 6.1.1, re¢ w je oblika
W= ULUY " * * Uy, gde je Ui, ug, ..., Uy, € X*. Pri tome vazi

* * *
a1 = U, 02=>U2, ..., Oy =>Um
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i ova izvodenja su duzine najvise k. Prema indukcijskoj hipotezi je zadovol-
jeno aj, a9, ..., am €Yy Tadajea e Y C Y, 11 =Y,.

Dakle, ako je L(G,0) # @, tj. ako postoji re¢ w € L(G,0), tada je
o €Y, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom o ¢ Y,.

(b) i (¢). Neka je L = L(G,0), gde je G = (V,X,m)ioc e V\X. S
obzirom na Teoremu 6.2.2, mozemo pretpostaviti da u gramatici G nema
pravila oblika o — e.

Formirajmo najpre skup
V' ={a €V \ X |o3uaw za neke u,v € V*}.
Stavimo
Vi ={o},
Vi1 = VeU{a € V\ X |8 — uav za neke u,v € V*,f € V;.}, keN.

Kako je {Vj }ren rastuéi niz podskupova konacénog skupa V', to postoji n € N
takav da je Vi, = V1, za svaki k € N. Lako se proverava da je V,, = V.
Stavige, ako oznaéimo G/ = (V' U X, X,7’), gde su u «’ sva pravila iz 7 u
kojima se od pomo¢nih simbola pojavljuju samo oni iz V', tada je L(G,0) =
L(G, o).

Uocimo proizvoljan simbol a € V'. Za zadatu re¢ w € (V'UX)* problem
a = pwq, za neke p,q € (V' U X)* je odluciv. Zaista algoritam se sastoji u
formiranju niza skupova

Hy={ve (V'UX) |a— pug, gdeje |v| < |w|ip,qe (V'UX)*},

Hyyy = H U{v e (V' UX)" |v' — pog, gde je
lv| < |w|,p,ge (V'UX)*iv' € Hy}, keN.

Ponovo je { Hy } ken rastuéi niz skupova reci ¢ija je duzina ograni¢ena brojem
|wl|. Stoga je ovaj niz konacan, pa postoji n € N takav da je H, = H, 1, za
svaki k € N. Nije tesko uociti da o= pwq, za neke p,q € (V' U X)*, ako i
samo ako je w € H,.

Primenimo opisani algoritam na re¢i w oblika w = af i w = fa, gde je
B € V'UX. Ukoliko je w € H, za neku od ovih dveju reci, tada postupak
zaustavljamo i ubacimo «a u skup R, gde je

R={a e V'|a=paq za neke p,q € (V' U X)*}.

Sada opisani postupak primenjujemo redom na simbole o € V’. Ukoliko
je R = @ tada je, jasno, L(G, o) konacan. U suprotnom je beskonacan. [J
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Razmotrimo sada probleme iz Teorema 8.3.1 i 8.3.2 za kontekstno-zavisne
jezike.

Teorema 8.3.3. Za proizvoljan kontekstno-zavisan jezik L nad alfabetom
X sledeci problemi su neodlucivi:

(a) 'L je prazan’,

(b) L je beskonacan’.
Dokaz. (a). Uotimo proizvoljnu gramatiku G = (V,X,7), gde je o €
V\X,iw € X* je proizvoljna re¢. Konstruisimo gramatiku G,, = (V U
{o0,01,02} U{#}, X U{#},7), gde su og, 01,02 novi pomoéni simboli i #
je novi terminalni simbol. Pravila izvodenja 7’ su odredena sa:

1. gp — 01002,

2. p — q, za svako P4 gde je |p| <ql,

p— a#*, edeje p—qilpl = ol +k za k>0,
H#E — EH#,zasvaki £ €V,

o1w — #Mog, gde je |w| =m,

o2t — #02,

0909 — #4.

NS o W

Ocigledno je da su pravila gramatike G, oblika u — v, pri ¢emu je |u| < |v|,
pa je prema Teoremi 2.3.1, GG, kontekstno-zavisna gramatika. Takode nije
tesko uociti da je w € L(G, o) ako i samo ako je L(Gy,00) # 2.

Pretpostavimo da za proizvoljnu kontekstno-zavisnu gramatiku problem
‘da li je jezik koji ona generiSe prazan’ jeste odluc¢iv. Tada je, specijalno,
odlu¢iv i problem L(Gy, 09) # &, pa je odluciv i njemu ekvivalentan problem
w € L(G, o), §to je netacno.

(b). Neka je, ponovo, G = (V, X, m) proizvoljna gramatika, o € V' \ X
pomoc¢ni simbol i neka je w € X* proizvoljna re¢. Generisa¢emo kontekstno-
zavisnu gramatiku G = (V U {0¢,01,02} U {#}, X U {#},7”), gde su
00,01,09 novi pomo¢ni simboli i # je novi terminalni simbol. Pravila iz-
vodenja " obuhvataju sva pravila iz 7’ i dodato ja pravilo o9 — oo#.

Moze se uociti da je w € L(G, o) ako i samo ako je L(GSY, 0g) beskonacan.
Dakle, ako bi problem beskonac¢nosti jezika generisanog nekom kontekstno-
zavisnom gramatikom bio odluéiv, onda bi i problem w € L(G, o) za proiz-
voljnu gramatiku G bio odluciv, §to je netac¢no. [
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Vrlo ¢esto je od interesa i pitanje zatvorenosti pojedinih klasa jezika za
Booleove operacije. Slede¢a teorema predstavlja jedan rezultat tog tipa koji
se odnosi na klasu kontekstno-nezavisnih jezika.

Teorema 8.3.4. Za proizvoljne kontekstno-nezavisne jezike Ly © Lo prob-
lem L1 N Loy = @7 je neodluciv.

Dokaz. Neka je G = (V,X,m) gramatika tipa 01 0 € V \ X. Stavimo
m={pi — ¢ |1 <1i<n}, zanekin € N. Za svako pravilo p; — ¢; uvedimo
novi pomoéni simbol §;. Takode, za svaki z € X uvedimo i novi pomoéni

simbol /. Stavimo
Vi={0i|1<i<n},
X' ={'|z e X}

Definigimo jezike
L= {uéipw#vflq;lufl# |u,v € V¥ 1 <i<n},
Ly = {6o#|1<i<n}-{v'u'#uSw# |u,veV1<i<n}*
{w '},
gde #¢ VUVIUX' iw' € X" je re¢ odgovarajuéa reci w € X*.

Moze se uociti da su L1 i Lo kontekstno-nezavisni jezici. Takode, L1 N Lo
sadrzi re¢i oblika

0iy 043, #uuabiy Qi Vavy ;) UupFusSis qigvsH . FHw T HW,

gde za svaki k € N vazi ugy1pi,, , Vk+1 = Urqi, V- Primetimo da svaka rec iz
L1 N Ly predstavlja jedno izvodenje rec¢i w.

Posmatrajmo homomorfizam ® : (V UV, UX' U{#})* — X* odreden sa

2’®=ux, zasvakize X,
ad=e, zasvakiaeV\XUVIUX U{#}

Tada je (L1NL2)® = L(G,0), paje L(G,0) = @ ako i samo ako je Ly N Ly =
&. Prema Teoremi 8.3.3 problem L(G,0) = &, gde je G gramatika tipa 0,
je neodluciv, pa je i L1 N Ly = & neodluciv. [

Rezultati dati u prethodnim teoremama kao i joS neki problemi ¢ija je
odluéivost razmatrana u literaturi sumirani su u sledecoj tabeli. U tabeli je
sa 'da’ oznaceno da je za posmatranu klasu problem odlu¢iv, 'ne’ da nije,
7’ da je pitanje odlucivosti posmatranog problema za uoc¢enu klasu jos uvek
otvoreno, a 't’ oznacava da je odgovor trivijalno pozitivan. Sa L, L1 i Lo su
oznaceni jezici, a sa £ klasa (tip) jezika.
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PROBLEM Tip 3 Tip 2 Tip 1 Tip 0

'L je prazan’ da da ne ne
'L je konacan’ da da ne ne
'L je beskonacan’ da da ne ne
'L=X% da ne ne ne
L1 =Ly’ da ne ne ne
L1 C Ly’ da ne ne ne
"Ly N Ly je prazan’ da ne ne ne
"Ly N Ly je konacan’ da ne ne ne
"Ly N Ly je beskonacan’ da ne ne ne
'L = R’, R je regularan skup da ne ne ne
"L je regularan’ t ne ne ne
'L je zatvorena za preseke’ t ne t t

'L je zatvorena za komplement’ t ne ? ne
'L je zatvorena za proizvod’ t t t t

'L je zatvorena za uniju’ t t t t

Navedimo na kraju jo§ neke neodlucive probleme u vezi sa kontekstno-
nezavisnim jezicima, koji nisu obuhvaéeni tabelom. Dokaz rezultata sumi-
ranih u narednoj teoremi se moze naéi u knjizi Hopcrofta i Ullmana [1969].

Teorema 8.3.5. Za kontekstno-nezavisne jezike L, L1 i Lo sledeéi problemi

su neodlucivi:

(§]

f

(a) 'L sadrzi regularan jezik’,
() 1¢ = 2"
(c) ’L¢ je konacan’,
(d) L€ je regularan’,
)
)

—_

L1 N Ly je regularan’.

L€ je kontekstno-nezavisan’,

Literatura: Hopcroft and Ullman [1969], Kain [1972], Landweber [1964], Mada-

rasz and Crvenkovié [1995].
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8.4. Zadaci

1. Da li skup svih jezika raspoznatljivih deterministickim linearnim ograni¢enim
automatima predstavlja Booleovu algebru?
2. Dokazati da ako je problem

(a) 'L=g’,

(b) 'L =X%

neodluédiv za jezike klase C1, onda je on neodluciv i za jezike klase Cy O Cf.

3. Sta nije u redu u slede¢em rezonovanju:

Kako je klasa kontekstno-nezavisnih jezika zatvorena za uniju, X* je kontekstno-
nezavisan jezik i problem 'L; = L5’ je nereSiv za dva kontekstno-nezavisna jezika,
to je i problem 'L = X*’ neresiv za kontekstno-nezavisan jezik L.

4. Dokazati da ako je problem 'L = @’ resiv za jezike klase C' koja je zatvorena
za preseke sa regularnim jezicima, tada je problem 'w € L’ resiv za jezike klase C'.

5. Dokazati da je problem Ly C Lo’ ekvivalentan problemu 'L; = Lsy’, gde su
L1, Lo jezici iste klase C.

6. Dokazati da je problem ’da li dve Turingove masine raspoznaju iste jezike’
neodluciv.

7. U opstem slucaju presek dva kontekstno-nezavisna jezika nije kontekstno-neza-
visan. Neka je G = ({o,p,7,2,y,0,1},{z,y,0,1},7) kontekstno-nezavisna gra-
matika sa skupom pravila

m={o — p1, p — xpl0+ yp0 + 210 + y0, 7 — 07z + 107y + 0z + 10y}.

Dalije L(G,0) N {ww|w € {z,y,0,1}*} kontekstno-nezavisan jezik?
8. Neka je L € X* kontekstno-zavisan jezik i neka je F'(u) kontekstno-zavisni
jezici za svaki u € X* takvi da postoji fiksirano k € N za koje vazi |F'(u)| > |u| za

svaki v € L. Dokazati da je
F(L) = UuELF(u)

kontekstno-zavisan jezik.

9. Neka je L kontekstno-zavisan jezik. Dokazati da jezik
{u]|(Fv € X*)|u| = |v| and wv € L}

ne mora da bude kontekstno-nezavisan.
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10. Neka je L kontekstno-nezavisan jezik. Dokazati da je jezik
{urugus - - - ugk41 | wruguzuy - usgy1 € L}

kontekstno nezavisan.

11. Podsetimo se da je operator Pref : L — Pref L na jezicima definisan sa
Pref (L) = {u| (v e X*)uv € L}.

Koje od poznatih klasa jezika su zatvorene za ovaj operator?

12. Podsetimo se da je re¢ v € X pravi prefiks re¢i w € X ako postoji re¢
v € X takva da je w = uv. Defini§imo operator Min : L — Min L na jezicima sa

Min (L) = {u|u € L i nijedan pravi prefiks od u nije u L}.

Koje od poznatih klasa jezika su zatvorene za ovaj operator?
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Languages and Automata

Miroslav D. Cirié, Tatjana S. Petkovié
and Stojan M. Bogdanovié
University of Nis

Preface

The main purpose of this book is to be the textbook for the subject
Theory of automata and languages for the third year students of Computer
Science on the Department of Mathematics of the Faculty of Sciences and
Mathematics at the University of Nis. Besides that, it is written so that it is
also useful for Ph.D. students of Computer Science for the subject Theory of
algorithms, languages and automata, as well as for Ph.D. students of Algebra
and Combinatorial Mathematics for the subject Theory of languages and
automata. Certainly, anyone else interested in studying formal languages
and automata can found it useful. A part of the book contains new, original,
results due to the authors, that were presented in many occasions on Seminar
for algebra in Nis, as well as on remarkable international conferences.

Concepts of information, their processing, transmission and storage, have
became crucial in many areas of contemporary science during the last fifty
years. Using exact mathematical methods in these investigations became one
of the most important missions and that required mathematical abstractions
of those concepts. Mathematical notions of languages and automata are
among the most significant concepts derived in that way.

Mathematical theories of languages and automata appeared as particular
disciplines of Computer Science in fifty’s of the twentieth century. Their de-
velopment has been influenced by many other scientific disciplines. Among
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mathematical disciplines, the most important influence has been achieved by
mathematical logic and algebra, whose ideas and results have been success-
fully used in theories of automata and languages from their very beginning.
Besides that, the development of those two theories has been influenced by
many other natural, humanistic and technical sciences, as well as their sig-
nificant applications in other areas, first of all in information theory and
Computer Science - in both of its components: hardware and software. The
most important applications of languages and automata are in designing
the architecture of digital computer systems and digital circuits, construc-
tion of systems for transmission, processing and storage information, formal
description of the syntax of programming languages, lexical analysis in pro-
gramming language compilation and user-interface translations, text edit-
ing, pattern matching, parallel processing, image generation and compres-
sion, coding theory, cryptography, etc. The latest investigations in theories
of languages and automata have also motivation in biology, chemistry and
medicine, and their results are successfully applied in modeling of certain
objects and phenomena from these sciences. As a result of those tendencies
new disciplines have appeared, such as Lindenmayer or L-systems, DNK-
computing, cell-computing, cellular automata, etc. More information on de-
velopment and contemporary trends in theories of languages and automata
can be found in Handbook of Formal Languages, edited by Rozenberg and
Salomaa ([1997a, 1997b, 1997¢]) and Perrin’s paper [1995b], as well as in
other sources quoted in the list of references.

The book is an attempt to process in a new way the basics of theory
of languages and automata. The innovation is in specific approach to this
problematic which is mostly based on certain applying of exact algebraic
methods, first of all semigroup theory methods.

The book contains eight chapters. In the first chapter algebraic notions,
notations and results that are needed for successful reading of the rest of the
book are given. The second chapter is devoted to the definition of the free
semigroup and its equivalents, the notions of languages and grammars are
introduced, their classification is given and basic properties of derivations in
grammars are proved. Mealy’s and Moore’s automata as well as mappings
realized by them and the problems of equivalence and minimization of those
automata are studied in the third chapter. The forth chapter is devoted to
automata without outputs, where special attention is paid to their transition
semigroups, direct sum decompositions and to certain varieties, generalized
varieties and pseudovarieties of automata. The fifth chapter deals with lan-
guages that can be recognized by finite automata and it is proved that the
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class of such languages coincides with the class of rational languages, as well
as with the classes of languages recognizable by finite monoids or finite non-
deterministic automata or those generated by regular grammars. Context-
free languages and their recognition by push-down automata are considered
in the sixth chapter. On the other hand, context-sensitive languages and
their recognition by linear bounded automata, as well as languages that can
be generated by grammars at all and their recognition by Turing machines,
are investigated in the seventh chapter. Eventually, the eight chapter is
devoted to some decidability problems in language theory.

The authors are very grateful to prof. dr Sinisa Crvenkovi¢ and prof.
dr Predrag Stanimirovié¢, who were referees for the book, for valuable sug-
gestions that improved the quality of the book. We are also grateful to our
students and members of Seminar for algebra who read this book during its
manufacturing and whose discussions helped the authors. We express special
thanks to our friends Miss Jelena Kovacevié and Mr. Zarko Popovié¢, who
were waking over the manuscript of the book from its beginning. Eventually,
we owe special gratitude to our families for being patient and tolerant and
encouraging us to persist in writing the book.

University of Nis, 2000.
The authors
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direktno nerazloziva, 71
konaé¢no generisana, 18
konaénog tipa, 17
monogena, 18
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poddirektno nerazloziva, 71
trivijalna (jednoelementna), 16

unarna, 17

algoritam minimizacije, 119

anti-homomorfizam, 27

anti-izomorfizam, 27

arnost operacije, 16

asocijativni zakon, 17, 25
uopSteni, 25
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atom, 42
automat, 94

k-definitan, 166

k-nilpotentan, 166

u-direktabilan, 165

u-utrapljiv, 167

bez izlaza, 95

definitan, 166

deterministicki, 225

direktabilan, 165

donji, 110

generisan skupom, 104

gornji, 109

inicijalni, 95

jako povezan, 104, 157

konacan, 95

kona¢no generisan, 104

linearno ograniceni, 304
deterministicki, 304
nedeterministicki, 305

lokalno
k-definitan, 167
k-nilpotentan, 167
u-direktabilan, 166
jako povezan, 157
povezan, 154
trap-u-direktabilan, 167
trap-povezan, 155

Mealyevog tipa, 94

minimalni jezika, 200

monogeni, 104

Mooreovog tipa, 95

Mooreovski redukovani, 126

Myhillov, 139

nedeterministicki, 225
inicijalni, 226
konacan, 226
raspoznaje jezik, 226

Nerodeov, 139

nilpotentan, 166

povezan, 154

povezan inicijalni, 104

raspoznaje jezik skupom, 198

redukovan (prost), 116

reset, 166
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lokalno, 184
reverzibilan, 187
reverzno

k-definitan, 167

definitan, 167
term, 158
trap-u-direktabilan, 166
trap-direktabilan, 166
trap-povezan, 155
uniformno lokalno

definitan, 167

direktabilan, 166

nilpotentan, 167

trap-direktabilan, 167
uopsteno

k-definitan, 167

u-direktabilan, 167

definitan, 167

direktabilan, 167
utrapljiv, 167

automati
ekvivalentni, 114
istog tipa, 102
izomorfni, 103
automatovni identitet, 158
neregularan, 158
regularan, 158
automorfizam, 19

bijekcija, 8
Birkhoffova teorema, 51

Churchova teza, 315
¢vor grafa, 13

deo reci
desni, 77
finalni, 77
inicijalni, 77
levi, 77
dijagonala, 6
direktan limit, 48
direktan proizvod, 44
automata, 129
konacan, 44
direktan stepen, 44
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direktna familija algebri, 47
direktna suma, 145
direktna suma automata, 130
domen relacije, 6
dopisivanje, 27
Druga teorema o izomorfizmu, 21
duzina
izraCunavanja, 294
izvodenja, 87
reci, 76
duzina operacije, 16
dual, 27

ekstenzija
automata, 136
retraktivna, 191
idealska, 32
ekvivalencija
direktno sumska, 145
generisana relacijom, 12, 43
glavna, 13
koja zasicuje skup, 12
element
maksimalan, 9
minimalan, 9
najmanji, 10
najveéi, 10
endomorfizam, 19
epimorfizam, 18

faktor, 10
faktor-
algebra, 20
automat, 104
skup, 10
filter, 150
glavni, 150
kvazi-uredenog skupa, 39
mreze, 39
uredenog skupa, 39
kvazi-uredenog skupa, 39
mreze, 39
uredenog skupa, 39
usmerenog skupa identiteta, 64
funkcija, 7
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izlaza, 94
izracunljiva, 314
karakteristi¢cna

parcijalna, 317
parcijalna, 7
prelaza, 94, 101
totalna, 7
Turing-izracunljiva, 315
znaka, 95

generatori, 33

glava reci, 77

graf, 13
oznaceni, 14
prelaza, 101
prelazno-izlazni, 98

gramatika, 83
desno-linearna, 84
kontekstno-nezavisna, 84
kontekstno-slobodna, 84
kontekstno-zavisna, 84
linearno ogranicena, 306
racionalna, 84
regularna, 84, 242
tipa 1, 84
tipa 2, 84
tipa 3, 84

grana grafa, 13

granica skupa
donja, 10
gornja, 10
najmanja, 10
najveca, 10

grupoid, 17, 24

homomorfizam, 18
automata, 102
inicijalnih automata, 103
Mooreovog automata, 125
prirodni, 21
projekcijski, 44
sintaksicki, 213
homomorfna slika
automata, 102

i-ta
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koordinata, 6 elementaran, 239
projekcija, 6 generisan gramatikom, 83
ideal, 31 kontekstno-nezavisan, 84
dualni kontekstno-zavisan, 84
mreze, 39 predstavljen regularnim
uredenog skupa, 39 izrazom, 241
glavni racionalan, 239
kvazi-uredenog skupa, 39 raspoznatljiv, 219
mreze, 39 regularan, 84, 242
uredenog skupa, 39 rekurzivan, 317
kvazi-uredenog skupa, 39 rekurzivno nabrojiv, 317
levi (desni), 31 tipa 0, 83
mreze, 39 tipa 1, 84
uredenog skupa, 39 tipa 2, 84
idempotent, 28 tipa 3, 84
identitet, 50
lokalno zadovoljen, 158 karakteristicna funkcija
neregularan, 61 jezika, 316
regularan, 61 problema, 315
zadovoljen na algebri, 50 klasa, 5
indeks relacije, 219 ekvivalencije, 10
infiks, 77 klasa algebri, 17
pravi, 77 algebarska, 19
infimum, 10 definisana skupom identiteta, 50
injekcija, 8 ultimativno definisana
izomorfizam, 9, 19 nizom identiteta, 56
algebri, 19 usmerenim skupom
automata, 102 identiteta, 56
dualni, 9 zatvorena
uredajni, 9 za direktne proizvode, 45
dualni, 9 za direktne stepene, 45
izra¢unavanje za homomorfne slike, 19
u potisnom automatu, 281 za konacne direktne
u Turingovoj masini, 294 proizvode, 45
izvodenje, 83, 87 za podalgebre, 17
neposredno, 83, 87 za poddirektne proizvode, 47
komplement, 40
jedinica, 29 konfiguracija Turingove masine, 293
leva (desna), 29 kongruencija, 19, 36
mreze, 40 generisana relacijom, 43
jezgro glavna, 37, 208, 213
homomorfizma, 21 glavna desna, 37, 200
preslikavanja, 11 glavna leva, 37
jezgro automata, 190 leva (desna), 36

jezik, 83 na automatu, 103
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na Mooreovom automatu, 125 pravi desni, 77

sintaksicka, 213 pravi levi, 77
K-kongruencija, 51 operacija
konkatenacija, 27 n-arna, 16
kontekst reci, 213 binarna, 16
korak izracunavanja dopisivanja, 76

u potisnom automatu, 281 iteracija, 233

u Turingovoj masini, 294 konkatenacije, 76
korak izvodenja, 87 nularna, 16
kvazi-uredenje, 8 plus, 233

generisano relacijom, 43 spajanje, 76

unarna, 16

lanac, 9, 28 zvezda (Kleenea), 233
Lema o napumpavanju, 223 operacije
lokalizacija klase, 153 Booleove, 227

. . . operator
Maljcevljev proizvod, 21 lokalizacije, 153

klasa automata, 160
medustanje, 96
metod kompozicije (slaganja), 128
minimizacija automata, 118, 204

potpune lokalizacije, 154
otvorenje

kongruencijsko, 44

levo (desno) kongruencijsko, 44

mon(()iidl,' 22914 oznacavanje, 28
eli
] desno, 7
izlazni, 96 levo. 28
prelaza, 142 ’
sintaksicki, 213 paralelna kompozicija, 137
slobodan, 76 particija, 11
ulazni, 96 permutabilne kongruencije, 71
monomorfizam, 18 petlja, 13
mreza, 38 podalgebra, 17
POtpl.lfla (kompletna), 41 generisana skupom, 17
atomicna, 42 podautomat, 102, 135
atomisticna, 42 dualni
. pravi, 135
mlipolugrupa, 33 generisan skupom, 104
nu a,b_29 I 2 inicijalni, 102
i-nula .

) pravi, 102, 135
levav(dzsna), 29 poddirektan proizvod, 45
mreze, 40 poddirektan stepen, 45

odsedak. 77 podmonoid, 34
des7ni, o podpolugrupa, 33
duzine k, 77 podreg, 77
levi, 77 prava, 77
duzine &, 77 podskup

pravi, 77 automata, 102
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disjunktivni, 215
kvazi-uredenog skupa
kofinalan, 64
skupa identiteta
neregularan, 62
regularan, 62
usmerenog skupa identiteta
kofinalan, 64
zatvoren za prelaze, 102
polu-kongruencija, 43
generisana relacijom, 43
polugrupa, 17, 25
aditivna, 30
anti-komutativna, 28
dualna, 27
izlazna, 96
kancelativna, 30
komutativna, 28
levo (desno) kancelativna, 30
multiplikativna, 30
nilpotentna, 33
parcijalna, 30
partitivna, 31
prelaza, 142
preslikavanja, 28
ravnodeljiva, 80
slobodna, 76
ulazna, 96
polumreza
dvoelementna, 61
potapanje, 18
povratni proizvod, 71
pravila gramatike, 83
predikat, 314
prefiks, 77
pravi, 77
preslikavanje, 7
antitono, 9
automatovno, 105
bijektivno (obostrano
jednoznaéno), 8
identicko, 8
indukovano automatom, 105
indukovano stanjem, 105
injektivno (jedan-jedan), 8

inverzno, 8

izotono, 9

opadajuce, 9

parcijalno, 6

prirodno, 11

rastude, 9

sirjektivno (na), 8
prirodno proSirenje nedeter-
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ministickog automata, 226

prosirenje
jedini¢no, 29
nulto, 30, 31
preslikavanja, 7
problem, 314
neodluciv, 314
odluciv, 314
proizvod
Descartesov, 5
relacija, 6
proizvod jezika, 228
promenljiva, 21
pseudovarijetet, 58
generisan klasom, 60
regularan, 64

rang relacije, 6
raspoznavanje jezika
automatom, 198
monoidom, 212
nedeterministickim
automatom, 227

nedeterministickom Turingovom

maginom, 297

Turingovom masinom, 296

razbijanje, 11
razlomak
desni skupa, 200
levi skupa, 200
podskupa automata, 204
rec, 75
dualna, 77
izlazna, 96
izvodljiva, 83, 87
neposredno izvodljiva, 87
neposredno izvodljiva, 83
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prazna, 76
trap-usmeravajuca, 166
ulazna, 96
uniformno lokalno
trap-usmeravajuca, 167
usmeravajuca, 166
uopsteno usmeravajuca, 167
usmeravajuca, 165
utrapljujucéa, 167
recnik, 83
red
gramatike, 306
Reesov faktor-automat, 136
Reesova faktor-polugrupa, 32
Reesova kongruencija
ideala, 32
podautomata, 136
regularan izraz, 240
regularizacija varijeteta, 64
relacija
anti-simetricna, 8
ekvivalencije, 9
identicka, 6
inverzna, 6
izmedu skupova, 6
izvodenja, 87
jednakosti, 6
kompatibilna, 19
kona¢nog indeksa, 219
na skupu, 6
neposrednog izvodjenja, 87
poretka (uredenje), 9
pozitivna, 136
puna, 6
refleksivna, 8
saglasna, 19
levo (desno), 36
simetricna, 8
stabilna, 36, 88
tranzitivna, 8
univerzalna, 6
rep reci, 77
restrikcija preslikavanja, 7
retrakcija, 191
reverzibilni deo, 187
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sadrzaj reci, 76
sarzaj

terma, 23

simbol

konstante, 16
operacijski, 16
pom¢éni, 83

sirjekcija, 8

skup

slika

slika

(parcijalno) ureden, 9
generatorni, 33, 104
generatorni algebre, 18
izlaza, 94
kvazi-ureden, 9
usmeren, 9
stanja, 94
ulaza, 94
ureden
linearno, 9
usmeren, 9

homomorfna, 19
inverzna homomorfna, 19
podskupa, 7

inverzna, 7

slovo, 75
stablo, 14

binarno, 15
obelezeno, 15
potpuno, 15

stablo automata, 104
stanja

ekvivalentna, 114

stanje

automatovnog preslikavanja, 107
pocetno (inicijalno), 95
reverzibilno, 187

stanje automata

finalno, 198
terminalno, 198
zavrsno, 198

stepen

definitnosti, 166
Descartesov, 6
nilpotentnosti, 166



INDEKS

sufiks, 77
pravi, 77
sumand, 146
superpozicija automata, 129
supremum, 10

tablica
prelaza, 100
prelazno-izlazna, 97
T-polumreza, 61
Teorema
o homomorfizmu
algebri, 20
automata, 104
o korespondenciji, 46
term, 21
n-arni, 23
tipa X, 158
term algebra, 22
term operacija, 24
tip algebre, 16
tip algebri
konacan, 17
traka, 28
levo (desno) nulta, 29
pravougaona, 29
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generisan klasom, 64
trivijalnih algebri, 63
veza,
paralelna, 129
serijska, 129
vrat, 165

zatvorenje
ekvivalencijsko, 43
kongruencijsko, 43
refleksivno-tranzitivno, 43
saglasno, 43
tranzitivno, 12, 43

tranzitivni sistem homomorfizama, 47

Turingova masina, 292
deterministicka, 293, 297
nedeterministicka, 297

raspoznaje jezik, 297

uopSteni varijetet, 56
generisan klasom, 58
neregularan, 64
regularan, 64

uredenje
linearno, 9

uredenje (parcijalno), 8

usmerena familija skupova, 56

usmerena unija, 56

varijetet, 51
generisan klasom, 54
neregularan, 62
regularan, 62
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