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NajdraZim Neci i Leni,
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Predgovor

Ova knjiga je zamiSljena, prvenstveno, kao udZbenik iz predmeta Teorija
algoritama, automata i jezika, na prvoj godini Master akademskih studija na
Departmanu za Ratunarske nauke Prirodno-matematicog fakulteta u Nisu.
Knjiga je napisana tako da je mogu koristiti i studenti doktorskih studija u
oblasti ra¢unarskih nauka i matematike iz predmeta Formalni jezici, automati
i izracunljivost, kao i studenti tehnickih nauka i svi oni koji su zainteresovani
da steknu $ira znanja iz teorije jezika i automata. Deo knjige sadrZi originalne
rezultate autora, tako da knjiga ima i monografski karakter.

U knjizi su, na originalan na¢in, obradjeni osnovni problemi teorije jezika
iautomata, sa ciljem da se studenti upoznaju ne samo sa brojnim primenama
automata i formalnih jezika, nego i sa osnovnim matematic¢kim (prvenstveno
algebarskim) pojmovima i alatima koji se koriste za opis apstraktnih objekata
koji se izu¢avaju u ra¢unarskim naukama. Naglasak je stavljen na probleme
teorije jezika i automata koji su efektivno re$ivi, uz primenu alata iz univer-
zalne algebre, teorije polugrupa i teorije grafova. Ideje i tehnike dokazivanja
objasnjene su na konstruktivan nacin, uz primenu indukcije i rekurzije, kad
god je to moguce, a predstavljeni algoritmi se realizuju u polinomijalnom
vremenu.

Knjiga ima devet glava i na kraju svake glave se nalaze zadaci predvideni
za samostalni rad studenata.

U prvoj glavi su uvedeni osnovni matematicki pojmovi i predstavljeni
neki matematicki rezultati koji ¢e biti koriséeni u daljem radu.

U drugoj glavi uvedeni su pojmovi jezika i formalnih gramatika i data je
klasifikacija jezika u odnosu na tipove gramatika koje ih generisu (hijerarhija
Comskog).

Treca glava posvecena je deterministi¢kim kona¢nim automatima i jezici-
ma koji mogu biti raspoznati ovim automatima. Predstavljeni su algoritmi za
konstrukciju minimalnog automata datog jezika i minimizaciju datog auto-
mata, govori se o raspoznavanju jezika monoidom, monoidu prelaza auto-
mata i sintaksickom monoidu i dati su efektivni postupci za konstrukciju
ovih monoida.

U cetvrtoj i petoj glavi se, koriS¢enjem originalnog pristupa, razmatraju
nedeterministi¢ki automati i fundamentalni problemi koji se ti¢u ovih auto-
mata: problem redukcije broja stanja datog automata, problem utvrdivanja
ekvivalentnosti dva data nedeterministcka automata i problem prevodenja
datog nedeterministickog automata u deterministicki (determinizacija).



vi Predgovor

Sesta glava se bavi karakterizacijom raspoznatljivih jezika pomoé¢u regu-
larnih izraza i dokazano nekoliko teorema o ekvivalentnosti regularnih izra-
zaikona¢nih automata, kaoionjihovojekvivalentnosti sa regularnim grama-
tikama.

U sedmoj glavi reSavaju se problemi vezani za predstavljanje konteksno-
nezavisnih jezika konteksno-nezavisnih gramatikama, obradene su transfor-
macije tih gramatika, a potom su navedeni primeri konstrukcije potisnih au-
tomata kao apstraktnih masina koje raspoznaju konteksno-nezavisne jezike.

Osma glava je posveéena deterministi¢kim i nedeterministickim Tjuring-
ovim masinama, kao najopstijom matematickom formalizacijom pojma algo-
ritma koje opisuju ta¢nojezike generisane proizvoljnim gramatikama i preciz-
no definiSu granicu izmedu problema koji su algoritamski resivi i onih koji
to nisu.

U poslednjoj glavi govori se o automatima sa izlazom, automatima Milije-
vog i Murovog tipa, o transformacijama re¢i i funkcijama koje se mogu reali-
zovati takvim automatima, kao i problemima ekvivalentnosti i minimizacije
automata sa izlazom.
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Glava1l
Matematicke osnove

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni osnovni matemati¢ki pojmovi i predstavljeni
neki matematicki rezultati koji ¢e biti koriséeni u daljem radu.

1.1. Skupovi, relacije, funkcije i grafovi

Podrazumevac¢emo da Citaoci ove knjige vladaju osnovnim pojmovima i
oznakama teorije skupova i teorije brojeva, ali éemo se ipak podsetiti nekih
od tih pojmova i oznaka.

Skup prirodnih brojeva, ne uklju¢ujuéi nulu, ozna¢avaéemo sa IN, dok ¢e
skup prirodnih brojeva sa nulom biti ozna¢avan sa IN?. Ako su m,n € N°
brojevi takvi da je m < n, tada je [m,n] = {k e INO|m < k < n). Pojam klasa
koristi¢emo jednako kao i pojam skup. Klasa skupova bi¢e obi¢no nazivana
familijom skupova. Familija skupova indeksirana skupom I ¢e biti ozna¢avana
saA; i€l {A;|i€l}ili{A;}ic;. Akojeindeksniskup kona¢aniima # elemenata,
onda obi¢no pisemo I = {1,2,...,n} i familiju indeksiranu sa / ozna¢avamo sa
A1, Az, An A .

Kardinalni broj skupa A ozna¢avamo sa |A], a sa A° njegov komplement,
u slucaju kada je poznato u odnosu na koji $iri skup se taj komplement pos-
matra, a ukoliko to nije jasno, naves¢emo eksplicitno koji je to skup. Razliku
skupova A i B oznatavaéemosa A—B,tj. A—-B={ala€ A A a¢ B). Partitivni
skup skupa A4, tj. skup svih podskupova od A, ozna¢avamo sa 24 ili sa P(A).

Neka je {A;}ic; neprazna familija nepraznih skupova. Pod Dekartovim proiz-
vodom te familije, koji oznatavamo sa [];; A;, podrazumevamo skup koji se
sastoji iz svih funkcija

a:I—>UAi, aiea;,

iel

koja ispunjavaju uslov a; € A;, za svaki i € I. Jednostavnosti radi, element
a € A = [[i1Ai piSemo kao (4;)i¢s ili krace samo (4;), ako je indeksni skup I
poznat. Za i € I, funkcija 7t; : A — A; definisana sa m;(a) = a;, naziva se i-tom
projekcijom od A na A;, a a; se naziva i-tom koordinatom od a. Ako je indeksni
skup I konacan, u kom sluc¢aju obi¢no uzimamo da je I = {1,2...,n}, onda

obi¢no pisemo a = (a1,ay,...,4,), i Dekartov proizvod familije {Ai}f:1 oz-
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nac¢avamo sa H?zl A;jili Ay XAy X --- X Ay. U tom slucaju proizvoljan element
(a1,a2,...,a,) € A1 X Ag X --- X Ay nazivamo uredenom n-torkom, a ako jen =2,
onda govorimo o uredenom paru. Ako je A; = A, za svaki i € I, tada Dekartov
proizvod [],c; A; oznatavamo sa A i nazivamo ga Dekartovim stepenom skupa
A,aakoje A=Ay =---=A, = A, tada pisemo []/_; A; = A".

Neka je A neprazan skup i n € N. Pod pojmom n-arne relacije na A podra-
zumevamo svaki podskup R skupa A", pri ¢emu to moZe biti i prazan pod-
skup. Broj n se naziva duZina ili arnost relacije R. Relacije duZine 2 se nazivaju
binarne relacije. Bududi da naj¢es¢e radimo sa binarnim relacijama, onda bi-
narne relacije krace nazivamo samo relacijama. Skup svih binarnih relacija na
A oznacavamo sa B(A). Specijalne vrste relacija na proizvoljnom skupu A
koje su vredne paznje su prazna relacija, sa uobiajenom oznakom 0, relacija
jednakosti Ay = {(x,x)|x € A}, koja se takode naziva i dijagonala ili identicka
relacija, i univerzalna ili puna relacija V4 = AX A. U slu¢ajevima kada ne postoji
opasnost od zabune, izostavljamo indeks A u 44 i V4 i piSemo prosto Ai V.
Ako je R relacija na skupu A i (a,b) € R, tada kazemo da suaib u relaciji R i
Cesto izraz “(a,b) € R” zamenjujemo izrazom “aRb”. Posto se binarna relacija
na skupu A definiSe kao podskup Dekartovog proizvoda A X A, jednakost,
inkluzija, unija i presek relacija na skupu A se definiSu kao za podskupove
od AXA.

Osim relacija izmedu elemenata jednog skupa znacajne su i relacije izme-
du elemenata dva razli¢ita skupa. Neka su A i B neprazni skupovi. Svaki pod-
skup R C A X Bnaziva se relacija iz A u B, i jednakost, inkluzija, unija i presek
relacijaiz A u B se definisu kao za podskupove od A X B. Za relaciju RC AX B,
relaciju R~1 C Bx A definisanu sa (b,a) e R~1akoisamo ako je(a,b) €R, zasve
a € Aib € B, nazivamo inverz ili konverz relacije R. Podskupove DomR C A i
ImR C B definisane sa

DomR={ae€A|(AbeB)(a,b)eR}, ImR={beB|(dacA)(a,b)eR].

nazivamo redom domen i slika relacije R.
Za neprazne skupove A, Bi C,irelacije RCAXBiS C BxC, kompozicija
ili proizvod od Ri S je relacija Ro S C A X C definisana sa

(a,0)€ (RoS) & (AbeB)((a,b)€R A (bc)€S), (1.1)

zasvea € Aic € C. Zaneprazne skupove AiB, relaciju RC Ax B, i podskupove
a C AipC B, definiSemo podskupove tocRCBiRofC Asa

beaoR © (acA)(aca A (a,b) €R), (1.2)
a€Rof & (AbeB)((a,b)eR A bep), (1.3)

zasvea € Aib € B. Dabi uprostili oznake, za neprazan skup A i podskupove
a,B € A pisacemo
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1 akojeanp+0,
= 1.4
aof {O akojeanp=40, 449

tj., ¢ o B je istinitosna vrednost tvrdenja "a NS # 0"

Iskazna algebra je algebra ({0,1},A,V,—, <>, ) sa binarnim operacijama A,
V, =i« na{0,1} (konjunkcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija), i unar-
nom operacijom - (negacija) definisanim slede¢im tablicama

AlO1  v]ol  -5]ol o]0l S
0‘00, 0‘01, 0‘11, 0‘10 , 0‘1

1|01 1111 1(01 101 110

Sa druge strane, algebru ({0,1}, A, V, =) zovemo dvoelementna Bulova algebra.

Bulovom matricom se naziva matrica Ciji su svi clanoviiz skupa {0, 1}, a mnoZe-
nje Bulovih matrica se definiSe uz pomo¢ operacija Vv i A u dvoelementnoj Bulo-
voj algebri. Naime, proizvod Bulovih matrica U= [ujjlmxn iV = [0jx]uxp je Bulova
matrica Uo V = W = [wjx]mxp Ciji su ¢lanovi definisani sa

Wik = \/uij/\vjk, (1.5)

zasvei€[1,m], ke [1,p]. Primetimo da pravilo za mnoZenje Bulovih matrica
ima potpuno istu formu kao pravilo za mnoZenje realnih ili kompleksnih ma-
trica, samo je sabiranje zamenjeno disjunkcijom a mnoZenje konjunkcijom.

Kao sto je uobi¢jeno u klasi¢noj linearnoj algebri, Bulove matrice tipa 1 xm i
nx 1 tretiramo kao vektore i nazivamo ih Bulovim vektorima, pri ¢emu matricu
tipa 1 Xxm zovemo vektor vrsta, a matricu tipa n X 1 vektor kolona. MnoZenje ma-
trica tipa 1 Xm i mxn, odnosno m X n i n X1, nazivamo vektorsko-matricnim
mnozenjem, dok proizvod vektora tipa 1 xm i mXx1 daje element iz skupa
{0,1} koji nazivamo skalarni proizvod tih vektora.

Bulove matrice su veoma zgodne za predstavljanje relacija izmedu kona¢-
nih skupova, odnosno na kona¢nom skupu. Naime, ako su dati kona¢ni sku-
povi A ={ay,...,a,} i B=1{by,...,b,}, tada svaku relaciju R € A X B moZemo
poistovetiti sa Bulovom matricom U = [u;;]mxn za koju vazi

= { 1 ako (a,bj) €R, 1.6

0 ako (tli,b]‘) ¢R,

iobratno, svaku Bulovumatricu U moZemo poistovetiti sa relacijom R za koju
vaZzi (1.6). Na isti na¢in moZemo poistovetiti i podskupove skupa A i Bulove
vektore [u;],; duzine m. Osim toga, ako su A, B i C konacni skupovi za koje
jelAl=m, |Bl=n1il|C|l=p,1iako relacije RCAXBiSCBxC tretiramo kao
Bulove matrice tipa m X nin Xp, onda je kompozicija Ro S isto Sto i matri¢ni
proizvod Bulovih matrica. Takode, ako podskupove a C A i § C B tretiramo
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kao Bulove vektore, tada su aoR i Rof isto §to i odgovarajuci vektorsko-
matri¢ni proizvodi, dok je a o nista drugo do skalarni proizvod Bulovih
vektora.

Za neprazne skupove A, B, C and D, relacije RC AXB, S5,51,52,5i €BxC
(gde ielilje proizvoljan indeksni skup), i T € Cx D, i podskupove a C A,
BC BiyCC,vazisledece:

(RoS)oT=Ro(S0oT), (1.7)
51 €5y povlaéi RoS; CRoS; i S10TCSy0T, (1.8)
Ro(| Js)=|Jwoesy, (| Jsi)eT= Jision (1.9)
iel iel iel iel
(aoR)oS=ao(RoS),(aoR)of=ao(Rof),(RoS)oy=Ro(Soy), (1.10)
(RoS)t=5"1oR, (1.11)
$1C S, povlati S71cS;t, (1.12)
aoR=R1'oa, Rof=poR7L (1.13)

Dokazi ovih tvrdenja su elementarni i ostavljaju se ¢itaocu za vezbu. Kao sto
vidimo, zagrade u (1.7) i (1.10) mogu se izostaviti.

Primetimo da, bez obzira nanaziv i oznaku koje koristimo, inverzna relacija
R~! nije inverz relacije R C A x B u smislu kompozicije relacija, odnosno, u
opstem slu¢aju relacije RoR™! i R™! o R ne moraju da budu jednake identi¢kim
relacijamana A1iB.

NekasuA, BiCneprazniskupovi, inekasudaterelacie RCEAXB,SCBxC
i T € AXC. Desni rezidual od T sa R je relacija R\T € B X C definisana sa

(b,c)eR\T & (VacA) ((a,b) €R = (a,c)€e T), (1.14)
zasve (b,c) € BXC, alevirezidual od T sa S je relacija T/S € A X B definisana sa
@b eT/S & (VceC) ((bo)eS = (a0)eT), (1.15)

zasve (a,b) € AXB. Nije teSko proveriti da sledece svojstvo reziduiranja (unekim
izvorima nazvano i svojstvo adjunkcije) vazi za proizvoljne RCAXB,SC BxC
iTCAXC:

RoSCT & SCR\T & RCT/S. (1.16)

Drugim rec¢ima, R\T je najvece reSenje relacijske nejednacine Ro X C T po ne-
poznatoj X koja uzima vrednosti u 25%¢, a T/S je najvece regenje relacijske ne-
jednacine Yo S C T po nepoznatoj Y koja uzima vrednosti u 24%B.

Osimreziduala relacija, definis$emoireziduale skupova, na na¢in koji sledi.
Zaskupove a C Aif C B, desni rezidual od  sa a je relacija a\f C AX B defini-
sana sa
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(ab)ea\p © (aca =bep), (1.17)
za sve (a,b) € AX B, alevi rezidual od f sa a je relacija f/a € B X A definisana sa
ba)epf/la & (aca = bep), (1.18)

za sve (b,a) € BX A. Jasno je daje /a = (a\B)™!. Zasve RCAXB,SCBXA,
a C Aip C B vazisledece svojstvo reziduiranja:

aoRCp & RCa\f, Soaclp e SCp/a. (1.19)

U ovom slucaju, @\ je najvece reSenje nejednacine oo X C f po nepoznatoj X
koja uzima vrednosti u 2%, a B/« je najvece redenje nejednacine Yoa C f po
nepoznatoj Y koja uzima vrednosti u 25*4.

Neka su A, BiC kona¢ni skupovi sa |A| =m, |B| =ni|C| = p. Kao $to smo to
ved ranije ¢inili, relacije RCAXB,SCBxCiT C AxC tretiracemo kao Bulove
matrice a skupove @ C A i C B kao Bulove vektore, tj. uze¢emo da je

R=Trijlmxn, S=Isilnxp, T = ticlmxp, a=lailm, p=[bjln.

U tom slucaju reziduale relacija i skupova izra¢unavacemo koriste¢i izvesne
operacije na Bulovim matricama i vektorima, na na¢in koji ¢e biti objasnjen u
nastavku. Prvo, reziduale a\f i f/a izratunavamo uz pomo¢ sledecih jedno-
stavnih formula

-1 -1
a\B=[a; = bjluxn,  Bla=(@\B)" = (18 > bjluxn) - (1.20)

Sa druge strane, u izra¢unavanju reziduala relacija koristicemo jednu novu
operaciju na Bulovim matricama koju definiSemo na sledeéi na¢in: za Bulove
matrice U = [j]mxn 1V = [0jk]nxp, njihov <-proizvod je Bulova matrica U<V =
W = [wir]mxp Ciji su ¢lanovi definisani sa

n

Wik = /\ Ujj = Uj, (1.21)
=1

za svei € [1,m],k € [1,p]. Primetimo da i ova vrsta proizvoda ima istu opstu
formu kao standardni proizvod realnih ili kompleksnih matrica, odnosno pro-
izvod Bulovih matrica. Razlika je jedino u tome $to je sabiranje, odnosno dis-
junkcija, ovde zamenjeno konjunkcijom, dok je mnoZenje, odnosno konju-
nkcija, zamenjeno implikacijom. Ta sli¢nost nam omogucava da vestinu
mnoZenja matrica koju smo stekli u okviru klasi¢ne linearne algebre pri-
menimo na izratunavanje <-proizvoda, a time i na izracunavanje reziduala
relacija, jer se reziduali R\T i T/S mogu izraziti preko <-proizvoda, na slede¢i
nacin:

R\T=R'<T, T/S=(S<THL (1.22)
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Napomenimo da kada relaciju R tretiramo kao matricu, onda njenu inverz-
nu relaciju R™! tretiramo kao transponovanu matricu matrice koja odgova-
ra relaciji R.

Na pocetku ovog odeljka koristili smo pojam funkcije smatrajuéi da je taj
pojam ¢itaocu ve¢ dobro poznat. Medutim, ovde ¢emo datii formalnu defini-
ciju tog pojma iz koje ¢e se videti da su funkcije specijalan slucaj relacija.

Neka su A i B neprazni skupovi. Za relaciju R C A X B kaZemo da je kom-
pletna relacija ako je Dom R = A, odnosno ako za svako a € A postoji b € B tako
da je (a,b) € R. Ukoliko je ImR = B, odnosno ako za svaki b € B postojia € A
tako daje (a,b) € R, onda za R kaZemo da je surjektivna relacija.

Dalje, za R kaZemo da je viseznacna relacija ako postojea € Aiby, by € B takvi
dajeb; # byi(a,b1),(a,by) € R. Usuprotnom, ako relacija R nije viS§ezna¢na, ka-
zemo daje R jednoznacnarelacija. Drugim re¢ima, R jejednoznacna relacija ako
zasvea€ Aiby, by € Biz (a,b1) € Ri(a,bp) € Rslediby = by. Akoje relacija R jed-
nozna¢na, onda kaZzemo da je R parcijalna funkcija iz A u B, a ako je R i kom-
pletna i jednoznacna, onda kaZemo da je R funkcija iz A u B. Drugim re¢ima,
¢ € AxBje funkcijaiz A u B ako za svakia € A postoji tatnojedan b € B tako da
je (a,b) € @,1iu tom slucaju mi piSemo b = p(a) i kazemo da funkcija ¢ slika a u
b. Pritome se a se naziva original, a b je njegova slika. Skup A se naziva domen
ili oblast definisanosti funkcije ¢, dok se B naziva kodomen od ¢. Ako je ¢ funk-
cijaiz A u B, to beleZimo sa ¢ : A — B, dok oznaku ¢ : a = ¢(a) koristimo kada
Zelimo da nazna¢imo pravilo pomoc¢u koga se elementu a € A pridruzuje ele-
ment ¢(a) € B. Iz definicije funkcije neposredno sledi da su dve funkcije ¢ i ¢
jednake ako imaju isti domen A, isti kodomen B, i ako je ¢(a) = (a), za svaki
a€A. Akojep:A— B, UCAiV CB, tada skupove

PU)={beB|(JacU)Pp(a)=b} i qb_l(V) ={ae€Alp(a) eV}

zovemo redom slika podskupa U i inverzna slika podskupa V u odnosu na ¢.
Ako su A i B konacni skupovi, pri ¢emu je A = {a1,ay,...,4,}, onda se
funkcija ¢ : A — B mozZe predstaviti matri¢no, na slede¢i nacin:

(P _ ay a ... dp )
Plar) P(az) ... Plan) )°

Ako su datineprazniskupovi AiB, funkcija ¢ : A — B,ineprazan podskup
X € A, onda mozemo definisati novu funkciju ¢|x : X — B sa ¢|x(x) = ¢(x), za
svaki x € X, koju zovemo restrikcija funkcije ¢ na skup X. Sa druge strane, ako
je ¥ restrikcija funkcije ¢ : A — B na skup X C A, onda za ¢ kazemo da je
proirenje ili ekstenzija funkcije 1 sa skupa X na skup A.

Ako su dati neprazni skupovi A, Bi Cifunkcije¢p: A — Biy:B— C,onda
se kompozicija funkcija ¢ 11 definiSe kao funkcija po1) : A — C zadata pravilom
¢ op(a) = P(¢p(a)), za svakia € A. Nije tesko proveriti da ako se funkcije ¢ i ¢
tretiraju kao relacijeizmedu A i B, odnosno BiC, onda ovako definisana kom-



1.1. Skupovi, relacije, funkcije i grafovi 7

pozicija funkcija nije nista drugo do kompozicija relacija koju smo ranije defi-
nisali.

Ako su dati neprazni skupovi A, Bi C i funkcije f:A—B,g:B—>Ci
h:A — C, onda to Cesto prikazujemo kao na dijagramu na slici

A f B

C

i ako pri tome vaZi h = f og, onda se kaze da taj dijagram komutira ili da je to
komutativni dijagram.

Neka su A i B neprazni skupovi. Funkciju ¢ : A — B zovemo “jedan-jedan”
funkcija, injektiona funkcija ili injekcija ako za proizvoljne a,b € A, iz a # b sledi
¢(a) # P(b), odnosno ako zasvea,b € A, iz p(a) = p(b) sledia = b. Sa druge stra-
ne, iz definicije surjektivne relacije neposredno dobijamo da ¢ : A — B jeste
"na” funkcija, surjektiona funkcija ili surjekcija ako je ¢p(A) = B, odnosno ako za
svaki b € B postoji a € A tako da je ¢(a) = b. U tom slucaju jos kazemo i da ¢
slika A na B. Za funkciju koja je istovremeno i injektivna i surjektivna kazemo
da je obostrano jednoznacna funkcija, bijektivna funkcija ili bijekcija.

Za proizvoljan neprazan skup A, funkciju I4 : A — A definisanu sa I4(a) =
a,zasvakia € A, zovemo identicka funkcija na skupu A. Neka su A i B neprazni
skupovii ¢ : A — B. Ako postoji funkcija ¢ : B— A takva daje ¢pop =14 i
Yo = Ip, tada za 1) kazemo da je inverzna funkcija funkcije ¢. Treba reéi da
ako ¢ ima inverznu funkciju, tada je ona jedinstvena. Takode treba re¢i da ako
funkciju ¢ posmatramo kao relaciju iz A u B, u opstem slucaju inverzna rela-
cija ¢~! ne mora biti funkcija (ne mora biti ni kompletna ni jednozna¢na), i
moZe se jednostavno dokazati daje ¢! funkcija ako i samo ako ¢ ima inverz-
nu funkciju, i u tom slu¢aju upravo je ¢! inverzna funkcija od ¢. Takode se
moZe lako pokazati da je ¢! kompletna relacija ako i samo ako je ¢ surjek-
tivna funkcija, i da je ¢! jednoznaéna relacija ako i samo ako je ¢ injektivna
funkcija, odakle neposredno sledi da funkcija ¢ ima inverznu funkciju ako i
samo ako je ¢ bijekcija.

Na kraju ovog odeljka uvodimo neke pojmove iz teorije grafova potrebne
u daljem tekstu. Pod pojmom grafa podrazumevamo uredeni par G = (G, 0)
koji ¢ine neprazan skup G, Cije elemente nazivamo cvorovima grafa G, a ¢ je
binarna relacija na G, ¢ije elemente nazivamo granama grafa G. Primetimo
da smo i ovde, jednostavnosti radi, a bez opasnosti od zabune, graf i njegov
skup ¢vorova oznadili istim slovom G, odnosno izvrs$ili smo poistovecivanje
grafa i njegovog skupa ¢vorova, isto kao $to ¢éemo u narednim odeljcima
poistovecivati algebru i njen nosa¢. Za granu (a,b) € ¢ kazemo da izlazi iz
¢vora a, a da ulazi u ¢vor b. Graficki, ¢vorove grafa G predstavljamo tackama
u ravni ili prostoru, a granu (a,b) € p predstavljamo orijentisanom linijom
(strelicom) koja izlazi iz a a ulazi u b.
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Granu oblika (a,4) nazivamo petljom, a niz grana oblika

(m,a2), (a2,83), ..., (@n-1,02) € 0

nazivamo putem u grafu G, za koji kazemo da vodi od ¢vora a do ¢vora b. Broj
grana u tom nizu nazivamo duZinom tog puta.

Primer 1.1.1. Neka je graf G = (G, ) zadat sa:
G={abc} i o0=1{@D)(ac),(bb),(b,c)(cb).

Ovaj graf predstavljamo slede¢om slikom:

Primetimo da ovaj graf ima petlju u ¢voru b i da ne postoji put koji vodi od
¢vora bili ¢ do ¢vora a.

U teoriji grafova se Cesto koristi konvencija prema kojoj se, ukoliko se u
grafu javljaju i grana (a,b) i grana (b,a), ne povlace dve suprotno orijentisane
linijje izmedu ¢vorova a i b, nego se povladi ili jedna dvostruko orijenti-
sana linija ili jedna neorijentisana linija. Tako se graf iz Primera 1.1.1. moZe
prikazati i na jedan od sledec¢a dva nacina:

@ OO o)
O (D

Takode, orijentacija linije koja predstavlja petlju nema nikakvog znacaja,
pa se Cesto izostavlja, kao 5to je to ucinjeno na prethodnim slikama.

Jedna posebna vrsta grafova igra veoma vaZznu ulogu u predstavljanju
automata, koji su tema narednih glava. To su takozvani oznaceni grafovi
koje mozemo shvatiti kao grafove kod kojih su grane oznacene simbolima
iz izvesnog skupa X. Preciznije, oznaceni graf G definiSe se kao trojka
G =(G,X,A), gdeje G skup cvorova grafa, X je skup oznakaa A SGX XX G. Ako
je (a,x,b) € A, tada kaZemo da je grana (a,b) oznacena simbolom x, koji nazi-
vamo oznakom grane (a,b). Jasno, grana moZe imati vise razli¢itih oznaka, pa
prilikom grafi¢kog predstavljanja grafa orijentisanoj liniji kojom predstavlja-
mo izvesnu granu pridruzujemo spisak ili skup simbola kojima je ta grana

oznacena. Drugim rec¢ima, grane grafa su zapravo oznacene podskupovima
skupa X. Jedan oznaleni graf prikazan je na sledecoj slici:
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Xy

Drugi vazan tip grafova, koji ¢e igrati vaznu ulogu kod izuc¢avanja jezika,
su stabla. Pod korenskim stablom, ili, jednostavnosti radi, samo stablom, pod-
razumevamo graf D bez petlji koji ispunjava sledece uslove:

(a) postoji ta¢no jedan ¢vor u koji ne ulazi ni jedna grana, koji nazivamo
korenom stabla D;
(b) u ostale ¢vorove ulazi ta¢no po jedna grana;

(c) za svaki ¢vor, osim korena, postoji tatno jedan put koji vodi od korena
do njega.

Duzinu puta koji vodi od korena do nekog ¢vora nazivamo nivoom tog ¢vora.
Ako je k nivo datog ¢vora, onda kazemo da je taj ¢vor na k-tom nivou. Za
koren kaZzemo da je nivoa 0.

Cvor iz koga ne izlazi nijedna grana zovemo listom, ili zavr§nim Cvorom, a
ostale ¢vorove zovemo unutrasnjim cvorovima. Stablo iz ¢ijeg svakog unutras-
njeg ¢vora izlazi ta¢no m grana, za neko m € IN, nazivamo m-arnim stablom, a
stablo iz ¢ijeg svakog unutrasnjeg ¢vora izlaze tatno dve grane zovemo binar-
nim stablom. Za m-arno stablo kod koga su svi listovi istog nivoa kaZemo da
je potpuno stablo. Kod takvog stabla, na i-tom nivou postoji taéno 2! &vorova,
a ako to stablo ima k nivoa, tada je broj n svih ¢vorova tog stabla jednak

n=1+2+224...42F =01 _1q,

Pri tome je broj listova jednak 2% = 2L a broj ostalih &vorovaje 2F—1 = 21,
Ako binarno stablo nije potpuno, onda su broj listova i broj ostalih ¢vorova
manji od tih brojeva.

Akoje a proizvoljan ¢vor stabla D, tada stablo D, = (D, 04), gde je D, skup
svih ¢vorova b € D za koje postoji neki putiza u b, a g, je restrikcija relacije o
na D,, nazivamo podstablom stabla D generisanim ¢vorom a. Jasno, koren ovog
stabla je a. Ako je D, # D, tada kaZemo da je D, pravo podstablo od D.

Ako je D = (D, g) stablo, Y je neki neprazan skup i ¢ : D — Y je preslika-
vanje, tada kazemo da je D stablo obeleZeno elementima skupa Y. Pri tome,
u grafickom predstavljanju stabla D, ¢vor a € D obeleZzavamo sa @(a) € Y.
Primetimo da se ovaj pojam razlikuje od pojma oznacenog grafa, kod koga
su, kao Sto smo videli, obeleZene grane, a ovde su obeleZeni ¢vorovi.
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1.2. Uredenja, kvazi-uredenja i ekvivalencije

Osim funkcija, veoma su vazni i neki drugi tipovi relacija kojima se bavimo
u ovom odeljku.
Neka je A neprazan skup. Relacija R na skupu A je:

— refleksivna, ako je aRa, za svakia € A, tj. akoje Ay CR;

— simetri¢na, ako za a,b € A, iz aRb sledi bRa, tj. akoje RC R™};

— anti-simetri¢na, ako za a,b € A, iz aRb i bRa sledi da je a = b, tj. ako je
RNR™CAy;

— tranzitivna, ako zaa,b,c € A,izaRbibRc slediaRc, tj. ako je RoRC R.

Refleksivnu i tranzitivnu relaciju zovemo kvazi-uredenje, refleksivnu, antisi-
metri¢nu i tranzitivnu relaciju zovemo parcijalno uredenje, ili kra¢e samo
uredenje, ili pak relacija poretka, a refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju
zovemo relacija ekvivalencije, ili samo ekvivalencija.

Najpre ¢emo se detaljnije pozabaviti uredenjima.Uredenja najéesce ozna-
¢avamo simbolom <. Par (4, <) koji se sastoji od skupa A i parcijalnog urede-
nja < na njemu hazivamo parcijalno uredeni skup, ili krace samo uredeni skup.
Jednostavnosti radi, umesto "(4, <) je ureden skup" govori¢emo prosto "A je
ureden skup", pri éemu éemo podrazumevati da je uredenje na njemu ozna-
¢eno sa <. Ukoliko koristimo neku drugu oznaku za uredenje, to ée biti poseb-
no naznaceno. Ako je < uredenje na skupu A, tada sa < ozna¢avamo relaciju
na A definisanu saa < b akoisamo akojea<bia # b, a sa > i> oznatavamo
inverzne relacije relacija < i <, tim redom.

Uredenje < na A nazivamo linearnim ako zasvea,b € Avazia<bilib<a,
i u tom slucaju kaZemo da je A linearno ureden skup ili lanac.

Za funkciju ¢ : A — B, gde su A i B uredeni skupovi, kaZzemo da je izotona
akozasvea,beA,iz a <bsledi(a) < ¢(b). Takode kazemoida ¢ ocuvava ure-
denje ili da je rastuca funkcija. Sli¢no, za funkciju ¢ : A — B kazemo da je anti-
tona ako za sve a,b € A, iz a < b sledi ¢(b) < ¢(a). Za ovakvu funkciju takode
kazemo i da je opadajuca. Za ¢ kazemo da je izomorfizam uredenih skupova A
i B, ili uredajni izomorfizam iz A na B, ako je ¢ bijekcijaiz AnaBi¢i¢~' su
izotone funkcije. Sa druge strane, za ¢ kaZzemo da je dualni izomorfizam urede-
nih skupova A i B, ili dualni uredajni izomorfizam iz A na B, ako je ¢ bijekcija iz
AnaBi¢i¢! suantitone funkcije.

Neka je A uredeni skup. Za element a € A kaZemo da je
— minimalni element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji od

njega, tj. ako zasvakix € A,izx <asledix =a;

— maksimalni element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veéi od

njega, tj. ako za svakix € A,iza < x sledia = x;

— najmanji element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz A,

tj. akojea <x, zasvakix € A;

— najveci element skupa A, ako je vedi od svakog drugog elementa iz A, tj.
akoje x <a, zasvakix € A.
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Primetimo da najmanji (najvec¢i) element skupa A, ukoliko takav postoji, je is-
tovremeno i jedinstven minimalni (maksimalni) element skupa A, dok obra-
tno ne mora da vazi. Skup A moZe imati proizvoljno mnogo minimal-
nih (maksimalnih) elemenata, ali moZe imati najvise jedan najmanji (najveci)
element.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A kaZemo
daje

— gornja granica skupa H, ako je x <a, za svaki x € H;

— donja granica skupa H, ako je a < x, za svaki x € H;

— najmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji element
skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica skupa H i
za svaku gornju granicu b skupa H vazia < b;

— najveéa donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveci element skupa
svih donjih granica skupa H, tj. ako je 2 donja granica skupa H i za svaku
donju granicu b skupa H vazi b <a.

Supremum skupa H, ako postoji, oznatavamo sa \/ H, a infimum, takode
ako postoji, sa /A H. Ukoliko je H = {x;|i € I}, tada umesto \/ H i /A H piSemo
redom

Ve i As

iel iel

a akojeI=1{1,2,...,n}, za neki prirodan broj n, tada umesto gornjih oznaka
koristimo oznake

n n

\/ X i /\ X;.

i=1 i=1

Sada ¢emo preci na relacije ekvivalencije. Neka je E relacija ekvivalencije
na skupu A. Ako su elementia,b € A u relaciji E, tj. aEb, tada kaZemo i da su
oni E-ekvivalentni. Skup E, nazivamo klasom ekvivalencije elementaa € A u od-
nosu na E, ili kraée E-klasom elementa a. Jasno je da je u tom slucaju a € E,.
Skup svih E-klasa ozna¢avamo sa A /E i zovemo ga kolicnicki skup, faktor skup
ili faktor skupa A u odnosu na E. !

I Uobitajena oznaka za koli¢ni¢ki skup od A u odnosu na E je A/E, ali kako ovde sli¢nu
oznaku koristimo za reziduale relacija i skupova, da bi izbegli bilo kakvu mogucnost za
zabunu, za koli¢ni¢ki skup koristimo oznaku A /E.



12 1 Matemati¢ke osnove

Pri tome, o¢igledno vazi daje AJE = U E,, a elementi a,b € A koji medu-

acA
sobno nisu u relaciji pripadaju disjunktnim klasama E,; i Ep, tj. ako je
E,NE, # 0 onda vazi E; = Ej.

Neformalno, relacija ekvivalencije grupise, udruzuje u jednu klasu sve
one elemente koje objedinjuje neko zajedni¢ko svojstvo — ono koje opisuje ta
relacija, a faktor skup se, zapravo, dobija saZimanjem svake p-klase u jedan
element.(videti sliku)

Funkciju Ef : a = E, koja slika skup A na koli¢ni¢ki skup A/E nazivamo
prirodnim preslikavanjem skupa A odredenim relacijom ekvivalencije E.

Sa druge strane, neka su dati neprazni skupovi A i B i funkcija ¢p: A — B.
Relaciju

kerg = {(x,y) € Ax Al §(x) = $(y))

na skupu A nazivamo jezgrom funkcije ¢. Vezu izmedu relacija ekvivalencije
i funkcija daje nam naredna teorema. Njen dokaz je elementaran, pa ga zbog
toga ostavljamo ¢itaocu za vezbu.

Teorema 1.2.1. Neka je A neprazan skup. Ako je ¢ funkcija iz skupa A u skup B,
tada je ker ¢ relacija ekvivalencije na A.
Osim toga, za proizvoljnu relaciju ekvivalencije E na A je ker(E") = E.

Familiju {A;|i € I} nepraznih podskupova skupa A nazivamo razbijanjem
ili particijom skupa A, ako je

A= UA,-
i€l
i za proizvoljan par i,j € I vaZi

AZ'ZA]‘ ili AiﬁAjZQ.
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Vezuizmedu razbijanja skupainjegovihrelacija ekvivalencije daje nam nared-
na teorema. Njen dokaz je takode elementaran, pa ¢e biti prepusten ¢itaocu za
vezbu.

Teorema 1.2.2. Neka je @ = {A;|i € I} razbijanje skupa A. Tada relacija Eq na
skupu A definisana sa

aEpb & (diel)a,be A,

za sve a,b € A, je relacija ekvivalencije na skupu A.
Obratno, neka je E relacija ekvivalencije na skupu A. Tada familija

@ = {Eq|a € A}

jeste razbijanje skupa A.
Osim toga, funkcije @ — E i E — ®f su uzajamno inverzne bijekcije iz skupa
svih razbijanja skupa A na skup svih relacija ekvivalencije na skupu A, i obratno.

Neka je K proizvoljan podskup skupa A. Tada definiemo relaciju ¢, na
A kao relaciju ekvivalencije na A koja ima samo dve klase: Ki A —K, tj.

g, = KxKU(A-K)x (A-K).

Drugim re¢ima, za elemente a,b € A vazi

(a,b)eeK S a,beKilia,be A-K, (1.23)
odnosno
(@bhee o (1K & beK). (1.24)

Za relaciju ekvivalencije E na skupu A kaZzemo da zasi¢uje podskup K € A
ako se K moZe predstaviti u obliku unije nekih E-klasa od A. Relacije ekvi-
valencije koje zasi¢uju podskupove okarakterisane su slede¢om teoremom.

Teorema 1.2.3. Neka je K neprazan podskup skupa A. Tada relacija ekvivalencije
E na A zasicuje K ako i samo ako je E C €.

Dokaz: Neka je E relacija ekvivalencije na A koja zasi¢uje K. Kako E zasi¢uje
K, to se K moze zapisati u obliku K = (J{C;|i € I}, gde C;, i € I jesu E-klase
skupa A. Uzmimo proizvoljan par (a,b) € E. Ako je a € K, tada imamo da
a€C; zanekii€l, paiz (a,b) € E sledi daje b € C; C K. Na potpuno isti na¢in
dokazujemo daiz b € Ksledia € K. Dakle, prema (1.24) imamo daje (a,b) € ¢,
tj. EC &

Obratno, neka je E C €. Jasno je da je K C J{E;|a € K}. Da bi dokazali
obratnu inkluziju, treba dokazati da je E; C K, za svaki a € K. Zaista, neka je
aeKibeE;, Tada(a,b) e ECe¢,,paizacKi(l.24)sledidajebeXK, stojei
trebalo dokazati. Prema tome, dokazali smo da je K = [J{E;|a € K}, §to znadi
da E zasi¢uje K. |
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Posledica 1.2.4. Za proizvoljan neprazan podskup K skupa A, relacija €, je najoeca
relacija ekvivalencije na A koja zasi¢uje K.

Za neprazan podskup K skupa A, relaciju ¢, nazivacemo glavnom ekviva-
lencijom na A odredenom podskupom K.

Pozabavimo se sada ozbiljnije kvazi-uredenjima. Neka je R kvazi-uredenje
na skupu A. Za proizvoljan elementa € A, skup R, = {x € A| (4,x) € R} zovemo
R-afterset od a, a skup R* = {x € A| (x,a) € R} zovemo R-foreset od a. Jasno, akoje
A konacan skup i ako R posmatramo kao Bulovu matricu, onda R-afterset R,
predstavlja vektor vrstu koja odgovara elementu a, a R-foreset R* vektor kolo-
nu koja odgovara elementu a. Skup svih R-aftersetova oznacavaéemosa A /R,
a skup svih R-foresetova sa A\R. Ako je R relacija ekvivalencije, o¢igledno je
daje R, = R? za svakia € A, i to je upravo klasa ekvivalencije elementa a u
odnosu na R, i u tom slucaju je A/R = A\R odgovarajuéi koli¢ni¢ki skup.

Sledeca teorema, koju je prvi dokazao Birhof (G. Birkhoff) u [6], najako lep
nacin oslikava vezu izmedu kvazi-uredenja, relacija ekvivalencije i uredenja.

Teorema 1.2.5. Neka je R kvazi-uredenje na skupu A. Tada vaZi sledece:

(a) Relacija E na A definisana sa E = RNR™! je relacija ekvivalencije na A.
(b) Relacija R na kolicnickom skupu A[E definisana sa

(E,E))€R © (ab)€R,

za sve a,b € A, je uredenje na AJE.

Dokaz: Veoma jednostavno se proverava da vazi (a).

(b) Najpre dokazujemo da je relacija R dobro definisana, tj. da njena defini-
cija ne zavisi od izbora predstavnika E-klasa. Uzmimo dasua,a’,b,b’ € A ele-
menti takvi da je E; = Ey i Ep = Ey, i dokaZimo da je (a,b) € R ako i samo
ako je (@’,V") € R. Neka je (a,b) € R. 1z Ej, = Eiy dobijamo da je (b,0’) e ECR,
$to zajedno sa (a,b) € R, usled tranzitivnosti, daje (4,b") € R. Na isti nacin, iz
Eis=Ey sledidaje (a’,a) € ECR, §tosa (a,b") € R daje (a’,0’) € R. Prema tome,
dokazali smo da (a,b) € R povlaci (a’,b") € R, i na potpuno isti na¢in dokazu-
jemo obratnu implikaciju. Time je dokazano da je relacija R dobro definisana.

Jasnojedaje R refleksivna i tranzitivna relacija. Da bi dokazali anti-simet-
ri¢nost, pretpostavimo da je

(E,Ep) €R i (Ep E)) €R,
zanekea, b€ A. Tadaje (a,b) € Ri (b,a) € R, $to znali daje (a,b)) e RNR™! = E,
paje E; = Ej, $to je i trebalo dokazati. Prema tome, R je uredenjena A/E. O

Za kvazi-uredenje R na skupu A, relaciju ekvivalencije E = RNR™! ozna-
¢avacemo sa Eg i nazivaéemo je prirodna ekvivalencija kvazi-uredenja R.

Sledec¢a teorema ¢e nam takode biti veoma vazna u razmatranjima u kas-
nijim glavama.
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Teorema 1.2.6. Neka je R kvazi-uredenje na skupu A i neka je E njegova prirodna
ekvivalencija. Tada:

(a) Za proizvoljne a,b € A sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) (ab)eE;

(ﬁ) E,= Eb;
(iii) Ra =Ry,
(iv) R* =R?.

(b) Funkcije R, — Eg iz AfRu AJE i R, = R* iz AJR u A\R su bijekcije.

Dokaz: (a) Razmotrimo proizvoljne a,b € A.

Ekvivalencija (i) (ii) je o¢igledna.

(i)=(iii). Nekaje (a,b) € E= RNR', {j. (a,b) € Ri (b,a) € R. Tada za proizvo-
lino c € A imamo da c € R, povladi (b,c) € R, $to sa (a,b) € R daje (a,¢) € R, od-
nosno c € R,. Na isti na¢in dobijamo da ¢ € R, povladi c € Ry, ¢ime smo doka-
zali daje R; = R,

(iif)=(i). Nekaje R; = Ry. Tadaimamo daje b € Ry, = R, ia € R, = Ry, $to zna-
¢idaje (a,b) e Ri(b,a) € R, odnosno (a,b) € E.

Ekvivalencija (i)<(iv) se dokazuje na potpuno isti na¢in kao (i) & (iii).

Tvrdenje (b) sledi neposredno iz (a). O

Prema Teoremi 1.2.6., skupovi A /R svih R-aftersetova, A\ R svih R-forese-
tovaiA/E svih E-klasa imaju istu kardinalnost, $to ¢e biti veoma vaZna ¢inje-
nica u na$im kasnijim razmatranjima.

Neka je A neprazan skup. Presek proizvoljne familije tranzitivnih relacija
na A, ukoliko je neprazan, je i sam tranzitivna relacija na A. Prema tome,
za proizvoljnu relaciju R na A, presek svih tranzitivnih relacija na A koje
sadrze R je tranzitivna relacija. Tu relaciju ¢emo oznacavati sa R* i nazi-
vacemo je tranzitivnim zatvorenjem relacije R. Sli¢no tome, presek svih tranzi-
tivnih i refleksivnih relacija na A koje sadrZe R je tranzitivna i refleksivna
relacija, odnosno kvazi-uredenje. Tu relaciju ozna¢avamo sa R7 i nazivamo
je tranzitivno-refleksivnim zatvorenjem relacije R. Lako se proverava da je

R™ = UR”, RT=R®UA, = U R",
nelN neNO

gdeje RV = A 4.

Presek proizvoljne familije relacija ekvivalencije na skupu A je neprazan,
jer sadrzi identi¢ku relaciju na A. Taj presek je takode i relacija ekvivalencije
na A. Prema tome, za proizvoljnu relaciju R na skupu A, presek svih relacija
ekvivalencije koje sadrZe relaciju R je relacija ekvivalencije koju éemo nazi-
vati relacijom ekvivalencije generisanom relacijom R, i oznacavacemo je sa R°.
Lako se proverava da je

R°=(RURTUAL)™.
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1.3. Uniformne relacije

Neka su A i B neprazni skupovi. Setimo se da se za relaciju R € A X B kaZe da
je kompletna ako za svaki a € A postoji b € B tako da je (a,b) € R, odnosno da je
surjektivna ako za svaki b € B postoji a € A tako da je (a,b) € R. Primetimo da
je R kompletna ako i samo ako postoji funkcija f : A — B takva daje (a, f(a)) €
R, za svaki a € A. Funkciju f sa tim svojstvom nazivaéemo funkcionalnim
opisom relacije R, i sa FD(R) oznatavac¢emo skup svih takvih funkcija. Za
relaciju ekvivalencije F na skupu B, funkciju f: A — B ¢emo nazivati F-
surjektivnom ako za svaki b € B postoji a € A tako da (f(a),b) € F. Drugim
retima, f je F-surjektivna ako i samo ako je foFd: A — B/F surjektivna
funkcija.

Za proizvoljnu relaciju R € A X B definiSemo relacije ekvivalencije Ei na

Ai Eg na B na slede¢i nacin: za sve aj,ap, € Aiby, b, € B stavljamo da je

(11,a) € ER & (Vb€ B)((a1,b) € ¢ © (ap,b) €R), (1.25)
(b1,by) €ER & (Yae A)((a,b) €p & (a,br) €R). (1.26)

E.lfvgialenciju Eﬁ nazivamo jezgro, a ekvivalenciju Eg nazivamo ko-jezgro rela-
cije R.

Neka su A i B neprazni skupovi. Parcijalnom uniformnom relacijom iz A u B
nazivamo relaciju R C A X B za koju vazi RoR™ o R C R. Kako obratna inkluz-
ija uvek vazi, to imamo daje R parcijalna uniformna relacija ako i samo ako je
RoR7!oR = R. Parcijalnu uniformnu relaciju koja je kompletna i surjektivna
nazivamo uniformnom relacijom. Primetimo da parcijalna uniformna relacija
R C AxBjeste uniformnarelacijaizA’uB’, gdeje A’={ac A| (b€ B)(a,b) e R}
(domen od R)iB’ ={b€B|(Jda e A)(a,b) € R} (slika od R).

Sledeca teorema daje nam karakterizaciju parcijalnih uniformnih relacija.

Teorema 1.3.1. Nekasu AiBneprazniskupovii R C AX B jerelacija. Tada su slede-
¢i uslovi ekvivalentni:

(i) R je parcijalna uniformna relacija;
(ii) R~ je parcijalna uniformna relacija;
(i) RoR™! C EX;

(iv) R"ToRCER.

Dokaz: (i)=(iii). Neka je (a1,a2) € RoR™!. Tadaje (a1,bo) € Ri (by,a2) € R}, za
neko by € B, i za svakib € Bimamo da (a1,b) € R povladi (a3,b) e RoR"1oRCR,
i sli¢no, iz (ap,b) € R sledi (a1,b) € R. Prema tome, (a1,a2) € Eﬁ.

(iii)=(i). Uzmimo daje (a,b) € RoR~! o R. Tada postojea’ € Ail’ € Btakoda
(@b)eR,(V,a")eRi(a,b)€R, odakleje (a,a’) e RoR! C Eﬁ, iiz (@’,b) R
i (1.25) dobijamo da je (,b) € R. Dakle, RoR"!oRC R.

Sli¢no dokazujemo (i) (iv), dok je ekvivalencija (i) (ii) o¢igledna. O
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Akoje R € A X B parcijalna uniformna relacija, tada se lako moZe proveriti
dasuRoR™!iR™! oR simetri¢ne i tranzitivne relacije, ali one nisu neophodno
refleksivne. Naime, R o R™! je refleksivna ako i samo ako je R kompletna, i
R~ oR je refleksivna ako i samo ako je ¢ surjektivna. Dakle, ako je R unifo-
rmna relacija, tada su i RoR™! i R™! o R relacije ekvivalencije. Pored toga,
vazii sledece:

Teorema 1.3.2. Neka su dati neprazni skupovi A i B i relacija R € AXB. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) R je uniformna relacija;

(ii) R~ je uniformna relacija;

(iii) R je surjektivna i RoR™' = EX;

(iv) R je kompletna i R™' oR = EX;

(v) Rjekompletnaizasve f e FD(R),a€Aib€eB, fje Eg-surjektivna i

(a,b)eR & (f(a),b) € E}; (1.27)
(vi) R je kompletnaizasve f e FD(R)iaj,ap €A, fj Eg—sur]’ektivna i
(11,f(@2)) €ER & (a1,a2) € EX. (1.28)

Dokaz: (i)e(ii). Ova ekvivalencija je o¢igledna.

(i)=(iii). Prema Teoremi 1.3.1., imamo da je RoR™* C ER.

Nekaje (a1,a2) € Eﬁ. Kakoje Rkompletna, to postoji b € B tako da (a1,b) € R,
pa (1.25) daje (a2,b) € R, odakle dobijamo da je (a1,42) € RoR™!. Prema tome,
ER CRoR™.

(iif)=(i). Prema Teoremi 1.3.1., R je parcijalna uniformna relacija. Dalje, iz
pretpostavke (iii) neposredno sledi da je R surjektivna, i zbog refleksivnosti
relacije R o R dobijamo da je R kompletna.

(if)e(@v). Ova ekvivalencija se moze dokazati na isti na¢in kao (i) (iii).

(iv)=(v). Nekaje f e FD(R),a€ AibeB. Akoje (a,b) € R, tada odatle i iz
(a, f(a)) € R sledi daje (f(a),b) e R"' oR = EX.

Sa druge strane, akoje (f(a),b) € Eg =R~ 'oR, odatleiiz (a, f(a)) € R dobija-
mo daje (a,b) eR oR~1oR = R. Prema tome, vaZi (1.27). Kona¢no, na osnovu
(1.27) i surjektivnosti relacije R sledi da f jeste Eg-surjektivna.

(v)=(iv). Na osnovu Elg—surjektivnosti funkcije fi(1.27) dobijamo daje R
surjektivna. Neka (by,b7) € Eg. Tada postoji a € A tako daje (f(a),b1) € Eg, pa
je (f(a),b2) € Elg. Sada iz (1.27) sledi daje (a,b1) € Ri(a,by) € R, $to povlaci da
je (b1,by) eR71oR.

Obratno, neka je (b1, b2) € R™' o R. Tada postoji a € A tako da je (a,b1) € R i
(a,b2) € R, iprema (1.27) dobijamo da (f(a),b1) € Elg i(f(a),by) € E(g, pa zaklju-
¢ujemo da je (b1, by) € EX.

(iif) & (vi). Ova ekvivalencija se moZe dokazati slicno kao (iv)&(v). O
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Napomena 1.3.3. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R parcijalna uni-
formna relacija iz A u B. Tada je R uniformna relacijaiz DomR uImR, i iz tog
razloga smo uveli naziv parcijalna uniformna relacija.

Lako se proverava da sve relacije ekvivalencije i sve surjektivne funkcije
jesu uniformne relacije, a sve funkcije su parcijalne uniformne relacije. To
potvrduje nasu raniju napomenu da uniformne relacije predstavljaju zajed-
nic¢ko uopstenje (surjektivnih) funkcija i relacija ekvivalencije.

Teorema 1.3.4. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je E relacija ekvivalencije na
A i F je relacija ekvivalencije na B. Tada postoji uniformna relacija R € A X B takva
dajeE = ER iF= ER ako i samo ako postoji bz]ektzvnafunkcz]a ¢:AJE— BJF.

Tn bz]ektzvna funkcija se moZe predstavitisa ¢ = R, gdeje R:AJE—BJF funkcija
zadata sa

R(Eq) =Fj@), zasvea€Ai f € FD(R). (1.29)

Tukode imamo da je (R)™ = R-1.

Dokaz: Neka je R € A X B uniformna relacija takva da je E = Eﬁ iF= Eg.

Najpre pokazujemo daje formulom (1.29) zadata dobro definisana funkcija
R:AJE — BJF, tj. da vrednosti za R ne zavise od izbora funkcije f € FD(R)
i elementa a € A kojim je predstavljena E-klasa. Zaista, prema (1.27) i (1.28),
zasveaj,ap €Ai f1, for € FD(R) imamo daje

Eq =Es; © (a1,m2) €E © (01, 2(@)) ER & (fi(m), f2(a2)) €F
S Fr@) = Fha)-

Odatle sledi da je R dobro definisana funkcija, i takode, da je ta funkcija injek-
tivna. Dalje, prema Teoremi 1.3.2. (v) i (vi), svako f € FD(R) je F-surjektivna
funkcija, pa imamo da je R surjektivna. Prema tome, R je bijektivna funkcija.

Obratno, neka je ¢ : AJE — B/ F bijektivna funkcija. Definis$imo R € A x B
sa

(a,b)eR © ¢(E;)=F, zasveacAibeB. (1.30)

Jasnoje daje R kompletna i surjektivna. Akoje (a,b) € RoR"!oR, tada imamo
da (a,b),(a’,V'),(@’,b) €R, zanekea’ € Ail’ € B, pa ¢(E,) = Fyy = ¢(Ey) = Fp,
odakleje (a,b) € R. Dakle, Ro R 1oRCR,ikako je obratna inkluzija evidentna,
to zaklju¢ujemo da je R uniformna relacija.

Zatim, u skladu sa (1.25), za proizvoljne a1,4; € A imamo da je
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(a1,m) €E & (YbeB)((a1,b) €R & (as,b) €R)
& (Vb eB) ¢(Es) =Fp & p(Eay) = Fy
& ¢(Ea) = P(Eay) © Ea, = Eq,
S (a1,a2) €E,

Sto znaci da je Ef’; = E. Na sli¢an natin dokazujemo da je EX = F.
Na kraju, zasvea€ A1i f e FD(R), iz (a, f(a)) € R1i (1.30) sledi da je

O(Ea) = Frio = R(Ed),
paje = R. Lako se proverava da je (R)! = R ]

Primetimo da bijektivna funkcija R iz Teoreme 1.3.4. odreduje neku vrstu
“uniformnosti” izmedu particija koje odgovaraju ekvivalencijama E i F, zbog
¢ega i upotrebljavamo naziv uniformna relacija.

1.4. Polugrupe

Setimo se da se binarna operacijana nepraznom skupu S definise kao proizvolj-
na funkcija koja Dekartov proizvod S x S slika u skup S. Binarne operacije naj-
¢eSce oznacavamo tackom “-”, a ponekad koristimo i simbole "+", "o" i druge.
Uredenom paru (4, b) elemenata iz S binarna operacija "-" pridruzuje element
iz S koji obi¢no ozna¢avamo sa “a-b”, mada najcesce to jo$ viSe pojednostav-
ljujemo pisuéi samo "ab" umesto "a-b".

Uredeni par (S,-), gde je Sneprazan skup i "-" je binarna operacijana S, na-
zivamo grupoidom. Jednostavnosti radi, umesto para (S,-) mi obi¢no piSemo
samo S i kaZemo da je S grupoid.

Neka je dat grupoid S i elementi a,b,c € S. Ako pomnoZimo elemente a i
b, tim redom, dobijamo element ab iz S. Ako dalje pomnozimo elemente ab i
¢, tada ¢emo njihov proizvod oznaditi sa (ab)c, pri ¢emu zagrade oznacavaju
da smo najpre pomnozili a i b, a zatim njihov proizvod i ¢, tim redom. Sa
druge strane, ako pomnozimo prvo b i ¢, a zatim a pomnoZimo njihovim
proizvodom, tim redom, dobijamo proizvod koji ozna¢avamo sa a(bc). U
opstem slucaju, kod grupoida se proizvodi (ab)c i a(bc) razlikuju. Medutim,
moze se desiti da operacija grupoida zadovoljava taj uslov, tj. da je (ab)c =
a(bc), za svaki izbor elemenata a,b,c € S, i u tom slu¢aju kazemo da je takva
operacija asocijativna, odnosno da zadovoljava asocijativni zakon. Grupoid &ija
je operacija asocijativna nazivamo polugrupom.

Ustanoviti da li je operacija grupoida asocijativna ¢esto nije jednostavno.
U knjizi Kliforda (A. H. Clifford) i Prestona (G. B. Preston) [20] naveden je
Lajtov test asocijativnosti kona¢nih grupoida. On se sastoji u slede¢em: Neka
je (S,) grupoid. Defini§$imo na S dve nove operacije * i o sa:

nn
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xxy=x-(a-y), xoy=(x-a)-y,

zasvex,y €S, gdejea €S fiksirani element. Jasno je da na S vaZi asocijativni
zakon ako i samo ako su operacije * i o jednake za svakia € S.
Oslikajmo ovaj postupak na jednom primeru.

Primer 1.4.1. Neka je (§,-) grupoid dat tablicom:

ala a
Plp

Tada za a = a proizvod a - y je u prvoj vrsti (aa), i za a =  proizvod a-y je u
drugoj vrsti (Ba).

Progirimo sada datu tablicu na desno najpre pomocu prve, a potom pomo-
¢u druge vrste, i izvr§imo sva mnoZenja pomocu elemenata iz S. Na taj nacin
dobijamo operaciju * za oba elementa grupoida S. Sli¢no, prosirimo tablicu
na dole pomo¢u kolona iz S. Tako dobijamo operaciju o za sve elemente iz S.

a fla alfpa
aalaa

B[Bllap

S ™I T™ R
LA™ RI|T™ R

(04
a
a
[a]
[04
[04

Sada nije tesko videti da se za a = « tablice za * i o ne poklapaju, jer je
pxp=p-(a-p)=p-a=p pop=@-a)p=pp=a

Sto se vidi u prosirenoj tablici. Dakle, gornjom tablicom nije definisana polu-
grupa.

Asocijativni zakon mozZe se uopétiti na slede¢inacin. Za grupoid G kaZemo
da zadovoljava uopsteni asocijativni zakon ako za svaki prirodan broj n >3 i
proizvoljnu n-torku ay,a,...,a, elemenata iz S, svi proizvodi tih elemenata
u kojima se oni javljaju tim redom (gledano sleva na desno) su jednaki.
Drugim re¢ima, to znaci da proizvod tih elemenata ne zavisi od rasporeda
zagrada, odnosno od redosleda kojim se taj proizvod izra¢unava, ve¢ samo
od redosleda javljanja ¢inilaca u proizvodu.

Jasno, kad god vazi uopsteni asocijativni zakon, tada vaZi i asocijativni
zakon. Sledeca teorema nam kaZe da vaZzii obratno: Da bi na grupoidu vaZio
uopsteni asocijativni zakon, dovoljno je da vazi asocijativni zakon:

Teorema 1.4.2. Svaka polugrupa zadovoljava uopsteni asocijativni zakon.
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Dokaz: Najpre ¢emo za proizvoljan prirodan broj k > 3 i proizvoljne ay,a»,
...,a; € S uvesti slede¢u oznaku:

aay -+ -ay = ar(a2(az -+ (@x-1ax) .. .).

Teoremu ¢emo dokazati indukcijom. Jasno, uslovi uopstenog asocija-
tivnog zakona vaZe za n = 3. Uzmimo da je n > 3 i da uslovi uopstenog
asocijativnog zakona vaze za svaki prirodan broj r < n.

Uzmimo da je u element iz S jednak proizvodu elemenata ay,ay,...,4,,
sa nekim razmestajem zagrada, u kome se ovi elementi javljaju datim re-
dom. Tada se # moZze zapisati u obliku u = vw, gde je v proizvod elemenata
ai,ay,...,8, 1 w je proizvod elemenata a,41,4r42,...,45, (5Sa nekim razmesta-
jima zagrada), gde je 1 < r < n. Indukcijom dobijamo da je v =aya2---a, i
W= Ary1lr42 Ay, 1

u=ow = (a1az -+ a;)(ar41ar42° - an) = (@1(a2 -~ ar))(@r41ar42 - - an)
=m((az---ay)@r1ar42- - an)) = a1(az -+ Aplrp1Ar2 - - ay)
=daidy---ay.

zar>1l,iu=vw=a1(a---a,) =a1a;---a,, zar = 1. Ovim je dokazano tvrdenje
teoreme. 0

Teorema 1.4.2. nam dozvoljava da u polugrupi S izostavimo sve zagrade
u proizvodima elemenata iz S. Na taj nacin, proizvod elemenata ay,4ay,...,a,
iz 5, u kome se oni javljaju tim redom, ozna¢avamo prosto sa a14; - --a,, kao
u dokazu Teoreme 1.4.2. Ako je a; =4, za svakii€ {1,2,...,n}, tada proizvod
a1az---a, oznacavamo sa a”, i nazivamo ga n-ti stepen elementa a € S. Prime-
timo da se kod grupoida ne moze dati ovakva definicija stepena.

Primer 1.4.3. Jedan od najprirodnijih primera asocijativnih operacija je opera-
cija dopisivanja, ili, kako se u matematici Cesto zove, konkatenacija. To je opera-
cija kojom od zadatih grafickih simbola, koje obi¢no nazivamo slovima,
gradimo reci, kao proizvode slova u odnosu na tu operaciju. Ova operacija
je asocijativna, Sto znadi da prilikom ispisivanja re¢i nije vaZzan vremenski
red kojim smo ispisivali slova koja grade neku re¢, ve¢ je bitan samo graficki
raspored, posmatran sleva na desno, kojim se slova javljaju u re¢i. Na primer,
za re¢ "BROJ", svejedno je da li smo je napisali tako $to smo, jedno za drugim,
sleva na desno, pisali slova "B", "R", "O" i "]", ili smo, mozda, zapisali prvo
slovo "O", zatim sa njegove leve strane "B", zatim desno od slova "O" zapisali
"]", ina kraju, izmedu slova "B" i "O" ubacili slovo "R".
Vise o operaciji dopisivanja bice re¢eno kasnije.

Ako je S proizvoljna polugrupa, tada na skupu S moZemo definisati jos
jednu operaciju * sa: a*b = ba. Skup S sa tako definisanom operacijom je
takode polugrupa, koju nazivamo dualna polugrupa polugrupe S, u oznaci

—
5. Generalno, polugrupa ne mora biti komutativna, tj. vrednost proizvoda
zavisi od redosleda elemenata koji se u njemu javljaju, i kao posledica toga
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u izrazima koji se odnose na polugrupe, njihove podskupove ili elemente se
¢esto javljaju odrednice "levi" i "desni". Dual izraza koji se odnosi na polu-
grupu, njene podskupove ili njene elemente je izraz koji dobijamo zamenom
svake od odrednica "levi" sa "desni" i obratno, i zamenom svakog proizvoda
ab sa ba. Ako neko tvrdenje A povladi tvrdjenje B, tada dual od A povlaci dual
od B. Zbog toga, ako je B neko tvrdjenje koje smo dokazali i ako je C njegov
dual, tada C ¢esto koristimo ravnopravno sa B, iako ga ne dokazujemo.

Primer 1.4.4. Drugi vazan primer asocijativnih operacija su proizvod relacija,
i specijalan slucaj te operacije - slaganje (kompozicija) funkcija. Tako imamo da
skup B(A) svih binarnih relacija na skupu A ¢ini polugrupu, koju nazivamo
polugrupa binarnih relacija na A.

Sa druge strane, skup P7 (A) svih parcijalnih funkcija skupa A u sebe je
takode polugrupa, u odnosu na kompoziciju, i nazivamo je polugrupa parcijal-
nih transformacijana A. Osim toga, i skup 7 (A) svih funkcija iz skupa A u sebe
¢ini polugrupu koju nazivamo puna polugrupa transformacija ili samo polu-
grupa transformacija skupa A.

Primetimo daje 7 (A) podpolugrupa od P7 (A), a PT (A) je podpolugrupa
od B(A) (pojam podpolugrupe je definisan na pocetku narednog odeljka).

Primer 1.4.5. Kao 5to je poznato, operacija sabiranja matrica definisana na
skupu istotipnih matrica (nad nekim datim prstenom) je asocijativna, pa ovaj
skup jeste polugrupa. To isto vazi i za operaciju mnozenja matrica definisanu
na skupu istotipnih kvadratnih matrica, pa i kvadratne matrice u odnosu na
operaciju mnoZenja matrica ¢ine polugrupu. Medutim, to ne vaZi za skup
nekvadratnih matrica, jer na tom skupu mnoZenje matrica nije definisano za
svaki par matrica.

Neka je S polugrupa. Za elemente a,b € S kazemo da komutiraju ako je
ab = ba. Ako je A neprazan podskup polugrupe S, tada sa C(A) oznacavamo
skup svih elemenata iz S koji komutiraju sa svakim elementom iz A. Skup
C(S) nazivamo centar polugrupe S a njegove elemente centralnim elementima.
Polugrupa S je komutativna ako svaka dva njena elementa komutiraju, tj.
S =C(S). Polugrupa S je anti-komutativna ako zaa,b €S, izab=basledia =b,
tj. ako svaki element iz S komutira samo sa sobom.

Element a polugrupe S je idempotent (idempotentan) ako je a> = a. Skup svih
idempotenata polugrupe S ozna¢avamo sa E(S). Polugrupa &iji su svi ele-
menti idempotenti je fraka. Komutativnu traku nazivamo polumreza. Polum-
reza S je lanac ako zasvea,be€Sjeiliab=ailiab="0.

Primer 1.4.6. Operacije mnoZenja i sabiranja prirodnih, celih, racionalnih,
realnih i kompleksnih brojeva su komutativne pa svi ovi skupovi brojeva u
odnosu na operacije sabiranja i mnozenja ¢ine komutativne polugrupe. Jedan
od primera nekomutativnih polugrupaje polugrupa svih kvadratnih matrica
proizvoljnog tipa u odnosu na operaciju mnoZenja matrica. Na primer, za
matrice
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paje, dakle, AB # BA.

Element e polugrupe S je jedinica te polugrupe ako je ae = ea = a, za svaki
a € S. Neposredno se proverava da polugrupa mozZe imati najvise jednu jedi-
nicu. Polugrupu koja ima jedinicu zovemo polugrupa sa jedinicom ili monoid.

Nekaje S polugrupaieje element koji nije sadrzan u 5. Na skupu SU{e} de-
finiSemo mnoZenje sa: ae = ea =a, zasvakia € S, iee = ¢, dok proizvodi eleme-
nata iz S ostaju isti. Tada skup S U {e} sa tako definisanim mnoZenjem je polu-
grupa sajedinicom e, i zovemo je jedinicno prosirenje polugrupe S pomocu ele-
menta e.

Ako je S polugrupa, tada sa S! oznatavamo polugrupu dobijenu iz S na
slede¢i nadin:

— ako S ima jedinicu, tadaje S! = S;

— ako Snemajedinicu, tadaje S! jedini¢no progirenje od S pomoéu elementa 1.
Jedinicu polugrupe najéesc¢e ozna¢avamo simbolom eili 1. Koristedi jedini¢no
prosirenje polugrupe, prosirujemo i definiciju stepena u polugrupi: ako je S
polugrupa ia € S, tada je a” jedinica monoida S'.

Element z polugrupe S je nula te polugrupe ako je az = za = z, za svaki
a € S. 1 u ovom slucaju se lako proverava da polugrupa moze imati najvise
jednu nulu. Polugrupu koja ima nulu nazivamo polugrupa sa nulom.

Akoje S polugrupa iz je element koji nije sadrZzan u S, na skupu SU{z} de-
finiSemo mnoZenje sa: az = za = z, za svaki a € 5, i zz = z, dok proizvodi
elemenata iz S ostaju isti. U tom slucaju skup SU {z} je polugrupa sa nulom
z, koju nazivamo nulto prosirenje od S pomocu elementa z.

Ako je S polugrupa, tada sa S° oznatavamo polugrupu dobijenu iz S na
slede¢i nacin:

— ako S ima nuly, tadaje S° = S;
— ako S nema nuly, tada je S° nulto prosirenje od S pomoéu elementa 0.

Nulu polugrupe obi¢no ozna¢avamo simbolom 0. Ako je S polugrupa sa
nulom 0, za element a € 5, a # 0, kaZemo da je delitelj nule ako postoji b € S,
b # 0, tako daje ab = 0ili ba = 0. Polugrupu sa nulom koja nema delitelja nule
(. onu kod koje skup svih nenula elemenata ¢ini podpolugrupu) nazivamo
polugrupa bez delitelja nule.

Primer 1.4.7. Setimo se da za neprazan skup H sa P(H) ozna¢avamo partitiv-
ni skup skupa H, odnosno skup svih podskupova skupa H.

Neka je S polugrupa. Na partitivnom skupu P(S) polugrupe S definiSemo
mnoZenje sa:
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AB={xeS|(@acA)@beB)x=ab}, (A BePS)).

Tada u odnosu na ovu operaciju $(S) jeste polugrupa koju zovemo partitivna
polugrupa polugrupe S. Jasno, P(S) je polugrupa sa nulom @ (prazan skup)
i bez delitelja nule. Definicije i oznake koje smo uveli za mnoZenje eleme-
nata polugrupe S, koristi¢emo i za mnoZenje elemenata polugrupe $(S). Za
element a polugrupe S, u proizvodima podskupova od S, ¢esto izraz "{a}"
zamenjujemo izrazom "a".
Primer 1.4.8. Polugrupa (N, +) nema jedinicu, a njeno jedini¢no prosirenje
je upravo polugrupa (NY, +), jer je 0 jedinica te polugrupe.

Sa druge strane, polugrupa (IN,-) ima jedinicu 1, ali nema nulu, i njeno
nulto progirenje je upravo polugrupa (IN?, ), jer je 0 nula te polugrupe. Polu-
grupa (NY,-) nema delitelje nule.

Inace, polugrupe (N, +) i (N°,+) nazivamo aditivnim polugrupama prirod-
nih brojeva, a polugrupe (N, ) i (N°,-) multiplikationim polugrupama prirodnih
brojeva. Odgovarajuce sli¢ne nazive koristimo i za cele i druge vrste brojeva,
a takode i za matrice.

Primer 1.4.9. Primer polugrupe sa deliteljima nule je multiplikativna polu-
grupa svih kvadratnih matrica proizvoljnog tipa. Na primer, za

efia] o efa

jeA#0,B#0iAB =0, gde smo sa 0 ozna¢ili nula matricu, tj. matricu ¢&iji su
svi elementi nule.

Za polugrupu S kaZemo da je levo (desno) kancelativna ako za proizvoljne
a,x,y €S,1iz ax = ay (xa = ya) sledi x = y. Ako je Silevo i desno kancelativna
polugrupa, tada kaZzemo da je kancelativna.

Parcijalna (binarna) operacija nepraznog skupa S je preslikavanje nepraznog
podskupa skupa S xS u S. Neprazan skup snabdeven parcijalnom operaci-
jom nazivamo parcijalni grupoid. Ako je S parcijalni grupoid sa parcijalnom
operacijom "-" takav da je za proizvoljne x, ¥,z € S, proizvod x - (1 - z) definisan
ako i samo ako je definisan proizvod (x-y)-z, i pri tome su ti proizvodi jed-
naki, tada je S parcijalna polugrupa. Jasno je da svaki podskup polugrupe jeste
parcijalna polugrupa. Sa druge strane, ako je Q parcijalna polugrupa, i ako je
0 element koji nije sadrzan u Q, tada QU {0} sa operacijom "-" definisanom sa:

x‘y:{xy, gkovsu x,Y,xy€Q

0, inace ’

gde je xy proizvod u Q, jeste polugrupa koju ozna¢avamo sa Q°, i nazivamo
nulto proSirenje parcijalne polugrupe Q.
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Primer 1.4.10. Primer parcijalne polugrupe je skup svih matrica (nad nekim
datim prstenom). Naime, za matrice A, B i C, proizvodi (AB)C i A(BC) ne
moraju biti definisani, medutim, kad god je jedan od njih definisan, tada je
definisan i onaj drugi i pri tome su oni jednaki. Na primer, uzmimo da je
definisan proizvod (AB)C. Ako je matrica A tipa k x I, za neke k,I € N, tada B
mora biti tipa I X m, za neki m € N, i matrica AB je tipa kX m. Da bi postojao
proizvod (AB)C, onda C mora biti tipa m X 1, za neki n € N. Prema tome, A,
BiCsuredom tipova kxl, IXmimxn,pajejasno da je definisan i proizvod
A(BC)idaje (AB)C = A(BC).

1.5. Podpolugrupe, homomorfizmi i kongruencije

Neprazan podskup T polugrupe Sje podpolugrupa od S akoje T zatvoren za ope-
raciju polugrupe S, tj. akojeab e T, zasvea,b € T. Drugim recima, T je podpo-
lugrupa od S ako i samo akoje T2 C T. Ako je T podpolugrupa polugrupe S,
tada kazemo i da je S nadpolugrupa od T.

Za neprazan podskup H polugrupe S, sa (H) oznacavamo presek svih
podpolugrupa od S koje sadrze H. Neposredno se proverava da je (H) naj-
manja podpolugrupa od S koja sadrzi H (u odnosu na inkluziju), i zovemo je
podpolugrupa od S generisana skupom H. Ako je H = {ay, a5, ...,a,}, tada umesto
{{m,a2,...,a,4}) piSemo {ay,ay,...,a,) i kazemo da je (H) generisana elementima
a1,az,...,a,. Podpolugrupu (a) polugrupe S generisanu jednoelementnim
podskupom {a} od S nazivamo monogena ili ciklicna podpolugrupa od S.

Ako je H podskup polugrupe S takav da je (H) = S, tada kaZemo da skup
H generise polugrupu S i da je H generatorni skup polugrupe S. Elemente iz H
nazivamo generatorni elementi ili generatori od S. Na primer, multiplikativna
polugrupa IN prirodnih brojeva generisana je skupom prostih brojeva. Polu-
grupu generisanu svojim jednoelementnim podskupom nazivamo monogena
ili cikli¢na polugrupa.

Dokaz sledeceg tvrdjenja je elementaran, pa ga izostavljamo:

Teorema 1.5.1. Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Tada je

Hy= JH"

nelN

Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Element a € S ima razlaganje
u proizvod elemenata iz H ako postoje ay,ay,...,a, € H tako da je a = ayaz---ay.
Prema Teoremi 1.5.1., Hje generatorni skup polugrupe S ako i samo ako svaki
elementiz S ima razlaganje u proizvod elemenataiz H. Za elementa € S kaze-
mo da ima jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz H ako iz a = aa---ay
ia=biby by, ai,bj €H,sledidajen=mia; =b;, zasvakii€[1,n].

U daljem tekstu ¢emo se viSe pozabaviti monoidima, koji, kao $to éemo
videti, igraju veoma znacajnu ulogu u ovoj knjizi.
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Ako je S monoid sa jedinicom ¢, tada pod podmonoidom od S podrazume-
vamo svaku podpolugrupu T od S koja sadrzijedinicu e. Primetimo da je mo-
guce da neka podpolugrupa T od S sama bude monoid, a da ne bude pod-
monoid od S, jer se moZe desiti da jedinica f monoida T bude razli¢ita od je-
dinice e monoida S. To je posledica ¢injenice da za proizvoljnu polugrupu S
i proizvoljan idempotent f € E(S), skup

My ={a€Slaf = fa=a}

je podpolugrupa od S i monoid sa jedinicom f. Osim toga, My je maksimalna
podpolugrupa od S koja je monoid sa jedinicom f, §to znaci da je svaka druga
podpolugrupa od S sa takvom osobinom sadrzana u M.

Ako je H neprazan podskup monoida S, tada sli¢no kao kod polugrupa
definiSemo podmonoid od S generisan skupom H kao najmanji podmonoid od
S koji sadrzi H, odnosno, kao presek svih podmonoida od S koji sadrze H.
Takav podmonoid ¢emo oznacavati sa (H)", da bi se razlikovao od podpolu-
grupe od S generisane sa H. Ipak, u slu¢ajevima kada ne postoji opasnost od
mesanja ta dva pojma, koristi¢emo i jednostavniju oznaku (H).

Sliéno Teoremi 1.5.1., moze se dokazati da vazi sledeée:

Teorema 1.5.2. Neka je H neprazan podskup monoida S sa jedinicom e. Tada je

Hy = H",

nelN0
pri cemu je HO = {e}.

Koriséenjem prethodnih teorema moze se dati i algoritam za konstrukciju
podpolugrupe, odnosno podmonoida, generisanog datim skupom. Daéemo
teoremu koja se tice monoida, zbog kasnijih primena te teoreme. Sli¢na
teorema se na potpuno isti na¢in dokazuje i za polugrupe.

Teorema 1.5.3. Neka je S monoid sa jedinicom e, neka je H C S neprazan podskup i
M je podmonoid od S generisan sa H. Definisimo niz {K,}, cpo podskupova od S sa

Ky = OH",
k=0

zaneIN°. Tada

(@) Niz {Ky},eno je rastuci i

(b) Ako postoji n € N tako da je K, = Ky,11, tada je K, = M.
(c) Ako je monoid S konacan, tada postoji n € IN° tako da je K, = M.
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Dokaz: Potsetimo se najpre da prema Teoremi 1.5.2. vaZi

M= UH".

keINO

(a) Niz {Kn},eno je rastudi, jer je K41 = Ky UH", za proizvoljan n € N°.
Takode, za svaki n € N" je

KH=Ong | o =M,
k=0

keINO
odakle je

U K, CM.

neNO

Sa druge strane, za svaki n € N je H" C Ky, pa je
M= | JH"c | K
neNO neNO

Prema tome, vaZi (a).
(b) Uzmimo da je K,, = K;,41, za neki n € N°. Kako je Ky+1 = K, UH"!, to
znadi da je H"1 c K,,. Ako je H"*' C K, zaneki i € N, tada je

n
HTl+i+1 :Hn+i'H§Kn-H: UH] H
j=0
n n+1
= UHf+1 =| |H/ cKp =K,
j=0 j=1

Prema tome, indukcijom dobijamo da je H"* C Ky, za svaki i € N, odakle je
Ky+i = Ky, za svaki i € IN, §to zajedno sa (a) daje M = K,,.

(c) Ako je monoid S konacan, tada je {|Kyl},cno rastudi niz prirodnih
brojeva ograni¢en odozgo sa |S|, odakle sledi da postoji 7 € N tako da je
|Ky| = |Kp+1l, Sto dalje znadi da je K, = Kyy41, jer je niz {K;},,cpno rastudi. O

Neka su Si T polugrupe. Funkcija ¢ : S — T naziva se homomorfizam ako je
¢(ab) = p(a)p(b), zasvea,b € S. Injektivni homomorfizam nazivamo monomor-
fizam, a surjektivni homomorfizam zovemo epimorfizam. Ako je ¢ bijektivni
homomorfizam, onda za ¢ kazemo da je izomorfizam a za Si T kaZemo da su
izomorfne polugrupe i piSemo S = T. Lako se dokazuje da je inverzna funkcija
izomorfizma takode izomorfizam. Neformalno, dve polugrupe su izomorfne
ako i samo ako se jedna od njih moze dobiti iz druge drugacijim oznaca-
vanjem elemenata. Zbog toga obi¢no poistovecujemo izomorfne polugrupe.
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Homomorfizam polugrupe S u sebe nazivamo endomorfizam , a izomorfizam
iz § u sebe nazivamo automorfizam. Ako je ¢ homomorfizam polugrupe S u
polugrupu T, tada je ¢(S) podpolugrupa od T. Polugrupa T je homomorfna
slika polugrupe S ako postoji epimorfizam iz Sna T.

Sa druge strane, za funkciju ¢ : S — T kazemo da je anti-homomorfizam ako
je ¢(ab) = p(b)p(a), za sve a,b € S. Bijektivni anti-homomorfizam nazivamo
anti-izomorfizam. Polugrupe S i T su anti-izomorfne ako postoji anti-izomorfi-
zamiz Sna T.Jasno je da su polugrupe Si T anti-izomorfne ako i samo ako je
S izomorfna dualnoj polugrupi od T.

Za relaciju R na polugrupi S kaZemo da je levo (desno) saglasna ako za sve
a,b,x€S,izaRbsledi xaRxb (axRbx),1idaje stabilna ako za svea,b,c,d €S, iz
aRcibRd slediabRcd. Levo (desno) saglasnu relaciju ekvivalencije na polu-
grupi S nazivamo levom (desnom) kongruencijom na S, a kongruencijom na S
nazivamo relaciju koja je istovremeno i leva i desna kongruencija na S. Jedan
ekvivalent definicije kongruencije dat je slede¢om lemom koja se veoma lako
dokazuje, pa ¢e stoga njen dokaz biti izostavljen.

Lema 1.5.4. Relacija ekvivalencije R na polugrupi S je kongruencija ako i samo ako
je stabilna.

Neka je E kongruencija na polugrupi S. Tada koli¢ni¢ki skup A/ E sa mno-
Zenjem definisanim sa E; - E, = Ey, za sve a,b € S, je takode polugrupa koju
zovemo kolicnic¢ka polugrupa ili faktor polugrupa od S u odnosu na kongruen-
ciju E. Neposredno se dokazuje sledeca teorema koja oslikava vezu izmedu
kongruencija i homomorfizama.

Teorema 1.5.5. (Teorema o homomorfizmu) Ako je E kongruencija na polugru-
pi S, tada je E% homomorfizam iz S na koli¢nicku polugrupu A J/E.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam iz polugrupe S na polugrupu T, tada F= ker ¢
jeste kongruencija na S i funkcija @ : SJ|F — T definisana sa O(F,) = ¢(a) za svaki
a €S, jeizomorfizamiz SfFna T.

Drugi deo Teoreme o homomorfizmu moZe biti formulisan i na slededi na-
&in: za proizvoljan homomorfizam ¢ : S — T postoji izomorfizam @ iz S| ker ¢ na
T tako da sledec¢i dijagram komutira:

¢

S

T
(ker )? ©

S/ ker¢

Za kongruenciju E, homomorfizam E* zovemo prirodni homomorfizam ko-
ngruencije E, a za homomorfizam ¢, kongruenciju ker ¢ zovemo jezgro homo-
morfizma ¢. U svetlu Teoreme o homomorfizmu, ne¢emo praviti razliku izme-
du pojmova “koli¢nicka algebra” i “homomorfna slika algebre”.
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Neka je E relacija ekvivalencije na polugrupi S. Tada definiSemo:

E) ={(a,b) € Sx S| (¥x € S") (xa,xb) € E},
E’ ={(a,b) e Sx S| (Yy € S") (ay,by) € E},
E’ = {(a,b) € Sx S| (Yx,y € S') (xay,xby) € E}.

Vazna svojstva ovih relacija data su slede¢om teoremom.
Teorema 1.5.6. Neka je E relacija ekvivalencije na polugrupi S. Tnda

(a) Elb je najveéa leva kongruencija na S sadrZana u E;

(b) E je najveca desna kongruencija na S sadrzana u E;

(c) E’ je najveca kongruencija na S sadrzana u E.

Dokaz: Dokazacemo samo tvrdenje pod (c), jer se ostala tvrdenja dokazuju
sli¢no.

(c) Lako se proverava da je E relacija ekvivalencije na S. Uzmimo (a,b) € E®
ice€S. Tada je (xcay,xcby) € E, zasve x,y € S1 odakle sledi da je (ca,cb) € Eb.
Prema tome, E” je levo saglasna. Sli¢no dokazujemo desnu saglasnost. Ovim
smo dokazali da je E” kongruencija na S. Jasno je da je E* sadrzana u E.

Neka je R proizvoljna kongruencija na S sadrzana u E. Razmotrimo proiz-
voljan par (a,b) € R. Kakoje R kongruencija, toje (xay,xby) € R, zasvex,y € S,
odakleje (xay,xby) € E, zasve x,y € S', paje (a,b) € E’, prema definiciji relacije
E. Prema tome, R C E’, §to znati da je E” zaista najveca kongruencija na S
sadrZanau E. 0

Relacije E?, E? i E” zovemo redom levo kongruencijsko, desno kongruencijsko
i kongruencijsko otvorenje relacije ekvivalencije E.

Proizvoljnom podskupu H polugrupe S pridruzujemo relacije Py, Ry i Ly
na S definisane na slede¢i nacin:

Py

Ry

Ly

{(a,b)eSxSl(Vx,yeSl)xayeH & xby e HJ,
{(a,b) e SxS|(VxeSY)axeH o bxeH),
{(a,b)e SxS|(VxeSYYxaeH o xbeH).

Ove relacije imaju vazna svojstva koja prikazuje slede¢a teorema:

Teorema 1.5.7. Neka je H neprazan podskup polugrupe S. Tada vaZi
(a) Ly je najveca leva kongruencija na S koja zasicuje H;

(b) Ry je najveca desna kongruencija na S koja zasi¢uje H;

(c) Py je najveéa kongruencija na S koja zasicuje H.
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Dokaz: Ovo sledi iz Teoreme 1.5.6., jer su Ly, Ry i Py levo, desno i kongru-
encijsko otvorenje relacije ekvivalencije ¢, tim redom. |

Relacije Py, Ry i Ly nazivamo glavnom kongruencijom, glavnom desnom kon-
gruencijomiglavnom levom kongruencijomna S odredenom skupom H, tim redom.

1.6. MreZe i Bulove algebre

Uredeni skup ¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum
nazivamo mreZom. Indukcijom se lako dokazuje da i svaki kona¢an podskup
mreZe ima supremum i infimum. Za beskona¢ne podskupove mreZe to ne
mora da vaZi. Ako je L mreZa, tada se na L mogu definisati dve binarne
operacije A iV sa

A:(a,b)—>anb i V:(a,b)yraVvbh.

Po analogiji sa odgovaraju¢im operacijama na skupovima, operaciju V nazi-
vacemo unijom, a operaciju A presekom. Drugim refima, govori¢emo da je
\/ H unija skupa H a aV bje unija elemenata aib, i sli¢no, daje /\ H presek skupa
HaaAbje presek elemenata aib.

Koriste¢i operacije unije i preseka, mrezu moZemo definisati i kao uni-
verzalnu algebru sa dve fundamentalne binarne operacije koje zadovol-
javaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno se dokazuje sledeca
teorema.

Teorema 1.6.1. Ako je L mreza, tada je (L, A, V) univerzalna algebra takva da za
sve x, 1,z € L vaZe sledeci uslovi:

(L1) xAx=x,xVx=x (idempotentnost);
(L2) xAy=yAx,xVy=yVx (komutativnost);
(L3) xAy)Az=xA(yAz),(xVYy)Vz=xV(yVz) (asocijativnost);
(L4) xA(xVy)=x,xV(xAYy)=x (apsorpcija).

Obratno, ako je L univerzalna algebra sa dve fundamentalne binarne operacije A
i V koje zadovoljavaju uslove (L1)-(L4), tada je L mreza, u odnosu na parcijalno
uredenje < definisano sa

a<b & aAb=a (ili, ekvivalentno,a <b & avb="0).

Uslove (L1)—(L4) u Teoremi 1.6.1. nazivamo aksiomama mreZe.

Tretiranje mreZe kao univerzalne algebre omogucava nam da kao i kod
svake druge univerzalne algebre govorimo o podmreZama, kongruencijama,
homomorfizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreZza itd. Za
mrezu Lia €L, podmrezZe

[a)={xeL|a<x} i (@al={xel|x<a}
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su poluotvoreni intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podmrezZe
(a,b)={xeLla<x<b} i [a,b]={xeL|la<x<b}

su otvoreni interval i zatvoreni interval (segment) mreZe L, tim redom. Na isti
nacin definisu se i poluotvoreni, otvoreni i zatvoreni intervali uredenih skupova.

Neka je H podskup uredenog skupa A. Ako za proizvoljne a,x € A, iz
x<aiae€H slediae H, tada H nazivamo idealom uredenog skupa A, a ako za
proizvoljne a,x € A, iz a<xia € H sledi a € H, tada H nazivamo filtrom ili
dualnim idealom uredenog skupa A. Za proizvoljan element a € A, poluotvoreni
interval (4] je najmanji ideal od A koji sadrzi a i nazivamo ga glavnim idealom
uredenog skupa A generisanim sa 4, a poluotvoreni interval [4) je najmanji
filter (dualni ideal) od A koji sadrzi a i nazivamo ga glavnim filtrom ili glavnim
dualnim idealom uredenog skupa A generisanim sa 4. Na potpuno isti na¢in
definiSemo i ideal i glavni ideal kvazi-uredenog skupa, kao i filter i glavni filter
kvazi-uredenog skupa.

Sa druge strane, za podskup H mreZe L kaZemo da je ideal mreZe L ako je
ideal uredenog skupa (L,<) i zatvoren je za operaciju V u L, tj. avb e H, za
sve a,b € H. Za proizvoljan element a € L, poluotvoreni interval (a] je takode
i najmanji ideal mreZe L koji sadrZi a i nazivamo ga glavnim idealom mreZe
L generisanim elementom a. Takode, H nazivamo filtrom ili dualnim idealom
mreZe L ako je filter uredenog skupa (L, <) i zatvoren je za operaciju A, tj.
aAbeH, zasvea,be H. Za proizvoljan element a € L, poluotvoreni interval
[2) je i najmanji filter (dualni ideal) mreZe L koji sadrZi a i nazivamo ga
glavnim filtrom ili glavnim dualnim idealom mreZe L generisanim sa 4.

Sto se ti¢e izomorfizama mreZa, oni se mogu povezati sa izomorfizmima
uredenih skupova na nacin koji prikazuje slede¢a teorema.

Teorema 1.6.2. Neka su L i K mreZe i neka je ¢ funkcija iz L u K. Tada su slede¢i
uslovi ekvivalentni:

(i) ¢ je izomorfizam mreZe L na mrezu K;
(if) ¢ je surjekcija iz L na K i za proizvoljne a,b € L vaZi

a<b & ¢a) < p(b);

(iii) ¢ je uredajni izomorfizam iz L na K.

Dokaz: (i)=(ii). Uzmimo proizvoljnea,b € L. Akojea <b,tadajeaAb=a, pa
je ¢(a) = p(a A D) = p(a) A d(b), odakle dobijamo da je ¢(a) < (D).

Obratno, neka je ¢(a) < P(b). Tada je P(a) = Pp(a) A p(b) = Pp(a A D), odakle
sledi da je a = a A b, zbog injektivnosti funkcije ¢, pa je, dakle, a < b. Prema
tome, dokazali smo (ii).

(if)=(ii). Iz (ii) neposredno sledi da je ¢ i injektivna funkcija, $to znaci da
jeibijekcija, a takodeida su ¢ i ¢! izotone funkcije, pa dobijamo da vaZi (iii).

(iii)=(i). Uzmimo proizvoljnea,b e L. Izanb<aiaAb<bsledidaje
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Planb) <p(a), ¢anb)<od),

tj. daje ¢p(a Ab) donja granica za ¢(a) i ¢(b), pa preostaje da se dokazZe dajeinji-
hova najveca donja granica. U tom cilju, uzmimo proizvoljnu donju granicu
u za ¢(a) i Pp(b). Kako je ¢ surjektivna funkcija, to je u = ¢(x), zanekix € L, i
imamo da je ¢(x) = u < h(a) i p(x) = u < (b). Iz izotonosti funkcije ¢~ dalje
sledidajex <aix <b, pajex<aAb,odakle dobijamo daje u = p(x) < Pp(aAb),
Sto je i trebalo dokazati. Prema tome, ¢(a A b) = p(a) A p(b). Na potpuno isti
nacin dokazujemo da je ¢(a Vv b) = p(a) vV ¢(b). Ovim je dokazano da je ¢ izo-
morfizam mreZe L na mreZzu K. O

Najmanji element mreZe L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveéi
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreze L. Nulu i jedinicu mreze
obi¢no oznac¢avamo sa 0 i 1, tim redom. Mrezu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ogranicenom mreZom. Ograni¢ena mreza se takode moZe tretirati
kao univerzalna algebra (L, A,V,0,1) sa binarnim operacijama A i V koje
zadovoljavaju (L1)-(L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 Ax =0 (ili, ekvivalentno, 0 V x = x), za svaki x € L;
(L6) 1 Ax=x (ili, ekvivalentno, 1 Vx = 1), za svaki x € L.

Za neprazan podskup H mreZe L kaZemo da je ogranicen ako ima bar jednu
donju i bar jednu gornju granicu.

Nije tesko pokazati da su na proizvoljnoj mrezi L sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

(L7) xA(yVz)=(xAy)V(xAz),zasvex,y,zeL;
(L7 xV(yAz)=(xVy)A(xVz),zasvex,y,z€L.

MreZu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mreZom.

Neka je L ograni¢ena mreZa sa nulom 0 i jedinicom 1. Za element y € L
kazemo da je dopuna (komplement) elementa x € L ako vazi

xAy=0 i xVy=1

U tom slucaju je i x dopuna za y, tj. relacija "biti dopuna" je simetri¢na.
Ako je pri tome mreZa L jo$ i distributivna, tada se lako dokazuje da svaki
element x € L moZe imati najvise jednu dopunu, koju ¢emo oznacavati sa x’.
Ograni¢enu distributivhu mrezu u kojoj svaki element ima dopunu naziva-
mo Bulova algebra (G. Boole). Preslikavanje x — x’ je unarna operacija na L,
i nazivamo je operacijom dopune. Bulova algebra se takode moze tretirati kao
univerzalna algebra (L, A,V,”,0,1) sa binarnim operacijama A i V, unarnom
operacijom ’ i konstantama 0 i 1 koje pored uslova (L1)—-(L7) zadovoljavaju i
uslove
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(L8) xAx'=0,xVx'=1,zasvakix€L;
(L9) (x’)Y =x,zasvakix€eL;
(L10) (xAy) =x"VYy', (xVy) =x"Ay’',zasvex,y€L.

Naravno, ovaj skup aksioma nije minimalan — neke aksiome se mogu izvesti
kao posledice drugih aksioma, ali to ovde nije tako bitno. Podsetimo se da
su aksiome (L10) poznate kao DeMorganovi zakoni.

Kako smo napred napomenuli, svaki kona¢an podskup mreze ima supre-
mum i infimum, ali to ne mora da vaZi za beskona¢ne podskupove. Stoga
mreZu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mreZom. Jasno, svaka takva mreZa je ogranic¢ena. Pod-
skup K potpune mreze L je potpuna podmreza od L ako supremum i infumum
(u L) svakog nepraznog podskupa od K leze u K.

Navedimo sada neke vazne primere mreZa i Bulovih algebri.

Primer 1.6.3. Najpoznatiji primer Bulove algebre je Bulova algebra podskupova
datog skupa A. Naime, partitivni skup P(A) (skup svih podskupova od A),
parcijalno ureden skupovnom inkluzijom, je Bulova algebra. Operacije unije
i preseka u toj Bulovoj algebri poklapaju se sa operacijama skupovne unije i
preseka, operacija dopune se poklapa sa skupovnom operacijom dopune do
skupa A, jedinica u P(A) je ceo skup A a nula je prazan skup 0. Ova Bulova
algebra je potpuna.

Primer 1.6.4. Skup $B(A) svih binarnih relacija na nepraznom skupu A, par-
cijalno ureden inkluzijom relacija, takode ¢ini potpunu Bulovu algebru, koju
nazivamo Bulova algebra relacija na A. Jasno, Bulova algebra relacija na A
izomorfna je Bulovoj algebri podskupova od A x A.

Nula i jedinica u B(A) su redom prazna i univerzalna relacija na A.

Primer 1.6.5. Oznacimo sa &E(A) skup svih relacija ekvivalencije na nepraz-
nom skupu A. Taj skup je parcijalno ureden inkluzijom relacija, i u odnosu
na to parcijalno uredenje on je potpuna mreZa, mada nije podmreZa od B(A).
Naime, dok se operacija preseka na &(A) poklapa sa operacijom preseka u
B(A), operacija unije je odredena drugacije, jer skupovna unija dve ili vise
relacija ekvivalencije ne mora biti relacija ekvivalencije. Neka je K proizvoljan
neprazan podskup od &(A) i neka je (K) podpolugrupa polugrupe B(A)
binarnih relacija na A generisana sa K. Tada se \/ K poklapa sa skupovnom
unijom svih relacija iz (K).
Nula i jedinica u &(A) suredom Ay i V4.

Primer 1.6.6. Neka je Sub(S) skup svih podpolugrupa polugrupe S, ukljuc¢ujuéi
i praznu podpolugrupu. Tada skup Sub(S), parcijalno ureden skupovnom
inkluzijom, ¢ini potpunu mrezu u kojoj za proizvoljan skup {S;|i € I} C Sub(S)
vazi

As=0s 1 Vs=(Us)

iel iel iel iel
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Jedinica ove mreZe je cela polugrupa S, a nula je prazna podpolugrupa.
MreZu Sub(S) nazivamo mreZa podpolugrupa polugrupe S.

Primer 1.6.7. Neka je Con(S) skup svih kongruencija na polugrupi S. Tada je
Con(S) potpuna podmreza mreze &(S) relacija ekvivalencije na S, sa istom
nulom i jedinicom kao &(S).

Ako je L mreZa sa najmanjim elementom 0, tada za element a € L\ {0}
kaZzemo da je atom u L ako ne postoji b € L takav da je 0 <b <a. Za L kaZemo
da je atomicna ako za svaki element x € L — {0} postoji atom a € L takav da je
0 <a <x,dokza L kazemo da je atomisticna ako se svaki elementiz L— {0} moze
predstaviti kao supremum nekog skupa atoma. Jasno, svaka atomisti¢na
mreZa je atomi¢na, dok obratno ne mora da vazi.

Primer 1.6.8. U Bulovoj algebri P(A) svih podskupova skupa A, atomi su jednoele-
menti podskupovi od A. Jasno, ova mreza je atomicna.

Funkciju ¢ mreZe L u sebe nazivamo ekstenzivnom, akoje a < ¢(a), za svako
a € L, kontraktivnom, ako je @(a) < a, za svako a € L, i idempotentnom, ako je
@(p(a)) = p(a), za svako a € L. Ekstenzivnu, izotonu i idempotentnu funkciju
na L nazivamo operatorom zatvorenja, dok kontraktivnu, izotonu i idempo-
tentnu funkciju nazivamo operatorom otvorenja. Ako je ¢ operator zatvorenja
na L, tada za element a € L takav da je ¢(a) = a kaZemo da je zatvoren za ¢ ili
da je p-zatvoren. Ukoliko je ¢ operator otvorenja, onda za element sa takvom
osobinom kaZemo da je otvoren za ¢ ili da je -otvoren.

Ovde ¢emo navesti nekoliko primera operatora zatvorenja i otvorenja koji
su se ve¢ pojavili u prethodnom tekstu. Mnostvo drugih primera operatora
zatvorenja i otvorenja moZe se naéi u daljem tekstu knjige.

Primer 1.6.9. Neka je A neprazan skup. Funkcija R = R*, za R € B(A) pre-
dstavlja operator zatvorenja na B(A), a odgovarajuci zatvoreni elementi su
upravo tranzitivne relacije na A. Time je opravdano to $to smo R* ranije na-
zvali tranzitivnim zatvorenjem relacije R. Funkcija R — R° je takode operator
zatvorenja na B(A), a odgovarajuéi zatvoreni elementi su relacije ekvivale-
ncije na A. To zatvorenje nazivamo ekvivalencijskim zatvorenjem relacije R ili
ekvivalencijom generisanom relacijom R.

Primer operatora otvorenja je operator R — RNR™!, a odgovarajuci
otvoreni elementi su simetri¢ne relacije na A, pri ¢emu se uzima da je i prazna
relacija simetri¢na.

Primer 1.6.10. Ako je A algebra tipa 7, tada je H — (H), gde je H podskup od
A, operator zatvorenja na Bulovoj algebri (A) svih podskupova od A. Skup
svih elemenata iz (A) zatvorenih za ovaj operator je skup svih podalgebri
od A.

Primer 1.6.11. Neka je S polugrupa. Za relaciju R € B(S), ozna¢imo sa R
presek svih kongruencija na S koje sadrZe relaciju R, tada je R — R* operator
zatvorenja na B(S) a skup svih elemenata zatvorenih za taj operator je upravo
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skup svih kongruencijana S. Ovaj operator nazivamo kongruencijskim zatvore-
njem relacije R, a kongruenciju R* nazivamo kongruencijom na R generisanom
sa R.

Primer 1.6.12. Neka je R relacija na skupu A. Relacija (RUA4)* = A4 UR™ je

najmanja refleksivna i tranzitivna relacija na A koja sadrzi relaciju R, odnosno

najmanje kvazi-uredenje na A koje sadrZi R, i nazivamo je refleksivno-tranzi-

tivnim zatvorenjem relacije R, ili kvazi-uredenjem na A generisanim relacijom R.
Neka je dalje R relacija na polugrupi S. Relacija

R® = {(xay,xby)|x,y € S*, (a,b) € R}

je najmanja saglasna relacija na S koja sadrZi R, i nazivaéemo je saglasnim
zatvorenjem relacije R. Lako se proverava da unija proizvoljne familije saglas-
nih relacija i proizvod kona¢no mnogo saglasnih relacija na S jesu takode sa-
glasne relacije na S, odakle, prema definiciji tranzitivnog zatvorenja relacije,
dobijamo da i tranzitivno zatvorenje saglasne relacije jeste saglasna relacija.
Iz svega ovog se moze lako zakljuciti da, za datu relaciju R na polugrupi S,
relacija (R° U As)™ jeste najmanje saglasno kvazi-uredenje na S koje sadrzi R.
Kako saglasno kvazi-uredenje na polugrupi S nazivamo polu-kongruencijom
na S, to ¢emo (R°U Ag)* nazivati polu-kongruencijom na S generisanom relacijom
R.

Primer 1.6.13. Neka je S polugrupa i E?, E? i E” su relacije definisane u pret-
hodnom odeljku. Tada su funkcije E + E?, E + E i E  E” operatori otvorenja
na mreZirelacija ekvivalencije na S, pa ¢emo relaciju E;’ nazivatilevim kongru-
encijskim otvorenjem, relaciju E? desnim kongruencijskim otvorenjem, a relaciju
E" kongruencijskim otvorenjem relacije ekvivalencije E.

1.7. Zadaci

1.7.1. Neka je < parcijalno uredenje na skupu A. Dokazati da je tada relacija
<na A definisana sa

X<yox<yix#y

antirefleksivna i tranzitivna. Obratno, ako je < antirefleksivna i tranzitivna
relacija na skupu A, tada je relacija < na A definisana sa

x<yex<yilix=y
parcijalno uredenje na skupu A. Dokazati.

1.7.2. Neka je g relacija na skupu Ainekaje gpa ={x€A|(da€ A)(a,x) € g} i
o ={xeA|(JaeA)(x,a)€ p}. Dokazati da vazi:
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(a) akoje psimetri¢na, tranzitivnai g4 U ¢ # 0, tadaje o relacija ekvivalencije;
(b) ako je g simetri¢na i antisimetri¢na, tada je g tranzitivna.

1.7.3. Neka je R kvazi-uredenje na skupu A. Dokazati da:

(a) R =RNR je relacija ekvivalencije na skupu 4;

(b) za proizvoline a,f € A/R vazi
(Ixea)Ayep)@b)eR e (Vxea)(Vy€P)(a,b) €R;
(c) relacija < definisana na A/ R sa
a<pe (@xea)@yep)(ab)eR, zaproizvoline a,pe AR,

je uredenje na A/R;
(d) za proizvoljne x,y € A vazi

(x,y) ER=R, SR, iR*CRY;
1.7.4. Neka je R binarna relacija na skupu A. Dokazati da je R ekvivalencija
ako i samo akoje R=RoR1UAy.

1.7.5. Neka su E i F ekvivalencije na skupu A. Dokazati da je E o F relacija
ekvivalencije ako i samo akoje EoF = FoE.

1.7.6. Funkcija ¢ : A — B je levo (desno) invertibilna ako postoji funkcija 1 :
B — Atakodaje yo¢ =Ip (¢ o =14). Dokazati:
(a) funkcija je levo invertibilna ako i samo ako je surjektivna;

(b) funkcija je desno invertibilna ako i samo ako je injektivna.

1.7.7. Dokazati da svaka funkcija skupa u sebe moze biti predstavljena kao
proizvod jedne surjektivne i jedne injektivne funkcije.

1.7.8. Neka su X1,X, ..., X, podskupovi skupa X. Neka je 7 familija pod-
skupova YT skupa X oblika

Yr= ﬂXiﬁ ﬂXf, zasvaki T C{1,2,...,n}.
ieT igT
Dokazati da je m razbijanje skupa X.
1.7.9. Neka su E i F relacije ekvivalencije (kongruencije) na skupu (polugru-

pi) A. Dokazati da je (E o F)* najmanja relacija ekvivalencije (kongruencija)
na A kojasadrzi EiF.

1.7.10. Nekasu A, BiC polugrupei¢: A — Biy: A — C su homomorfizmi
takvidaje ¢ surjektivaniker ¢ C keri. Tada postoji homomorfizam ¢ : B— C
takav da je Im¢@ = Im1) i da dijagram na slici komutira. Dokazati.
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1.7.11. Neka je ¢ : A — B homomorfizam polugrupe S u polugrupu T'i E je
kongruencija na S takva da je E C ker¢. Dokazati da je funkcija i : S/JE - T
definisana sa

Y(E;) = ¢p(a), zasvakiE, € SJE,
homomorfizam.

1.7.12. Neka je ¢ endomorfizam i E je kongruencija na polugrupi S. Tada je
funkcija ¢ : SJE — ¢(S)/E definisana sa

@(E2) = Egw), zasvakiE,€S/E,
endomorfizam algebre S/ E ako i samo ako kongruencija E zadovoljava uslov
(a1,a2) € E = (¢(a1),P(a2)) € E.

1.7.13. Dokazati da podpolugrupa monogene polugrupe ne mora biti mo-
nogena.

. «_Jlao0
1.7.14. Neka]eS—{[bO]

abe R}. Dokazati da je

(a) S polugrupa u odnosu na uobi¢ajeno mnoZenje matrica,
(b) S ima beskona¢no mnogo desnih jedinica i nema levu jedinicu,
(c) Simanuluisvakielement iz S je delitelj nule.

1.7.15. Nekaje S ={1,2,3,4} i operacija - na S je definisana sa
a-b=max{a,b}.

Dokazati sledece:

(a) Sje polumreza,

(b) S ima jedinicuinuluy,

(c) skup T7 ={1,2,3} je podmonoid monoida S, a skup 15 = {2,3,4} je pod-
polugrupa monoida S i T, je monoid, ali nije podmonoid monoida S.

1.7.16. Neka je G = (G, ) grupoid i E je relacija ekvivalencije na G. Na koli¢-
ni¢kom skupu G/ E defini$imo mnoZenje sa

(Ex)* (Ey) =Exy.
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Dokazati daje (G/E,*) grupoid ako i samo ako je E kongruencija na grupoidu
G.

1.7.17. Svaka polugrupa je izomorfna nekoj polugrupi transformacija. Do-
kazati.
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Glava 2
Formalni jezici i gramatike

U ovoj glavi uvedeni su pojmovi jezika i formalnih gramatika, data je klasi-
fikacija jezika, takozvana hijararhija Comskog i prikazano predstavljanje
gramatika stablima izvodenja.

2.1. Reci, slobodan monoid i jezici

Neka je X neprazan skup koji nazivamo alfabetom, a &ije elemente nazivamo
slovima. Re¢ (string) nad alfabetom X definiSe se kao konacan niz

X1X2...Xp,

gde su x1,x,...x, € X slova.lz ovakve definicije je jasno da se jednakost re¢i
definiSe kao jednakost nizova. To zna¢i da su dve reci

Uu=Xx1x2...Xy i O=Y1Y2.-.Ym

jednake akoisamo akojem=mnix;=y; zasvakii€{1,2,...,n}.

Za re¢ u = x1X2...Xy, gde su x1,x2,...,x, € X, broj n, tj. broj elemenata
(slova) u nizu x1x3...x,, 0znacavamo sa |u|, i nazivamo ga duZinom reci u.
Dalje, sa |u|, ozna¢avamo broj pojavljivanja slova x u reci u. SadrZaj reci u
je skup svih slova koja se pojavljuju u re¢i u u znaci c(u). Jasno je da vazi
sledeca jednakost:

=) Ik
)

xec(u

Prazan niz slova oznacava se sa e i naziva prazna rec. Jasno je da je |e| = 0.
Osnovna operacija nad re¢ima je operacija nadovezivanja ili konkatenacije.
Konkatenacijom redi u = x1x2...x, 1 v = y1¥2... Yy, dobijamo re¢

U-U=UV=X1X2...XnY1Y2 - Ymi-

Ova operacija je asocijativna i uvodimo sledeée oznake:

41



42 2 Formalni jezici i gramatike

Reverzna re¢ date re¢i u = x1x2...x;, jeste re¢ u = x,...x2x7.

Skup svih rec¢i nad alfabetom X, uklju¢ujuéi i praznu re¢, oznacavaéemo
sa X*, asa X* ¢éemo oznacavati skup svih nepraznih re¢i nad tim alfabetom,
odnosno X* = X* —{e}. Skup X* sa operacijom nadovezivanja predstavlja
polugrupu koju nazivamo polugrupa reci ili slobodna polugrupa nad X, dok X*
predstavlja monoid sa jedinicom e, koji zovemo monoid reci ili slobodan monoid
nad X. Jezik nad alfabetom X definiSemo kao proizvoljan skup reci (praznih ili
nepraznih) nad tim alfabetom, odnosno kao proizvoljan podskup od X*. Kao
i kod obi¢nih skupova, kardinalnost jezika L € X* oznacavamo sa |L|.

U Glavi 1. smo definisali pojmove kongruencije i homomorfizma za proizvolj-
nu polugrupu. Kako su X* i X* polugrupe, to se te definicije mogu primeniti i
na njih. Ipak, ovde ¢emo te pojmove definisatiiza X* i X* kako dabiih sebolje
prisetili. Kongruencija na polugrupi X* (monoidu X*) je relacija ekvivalencije
ona X* (X*) koja je kompatibilna (saglasna) sa operacijom nadovezivanja, tj.
za koja vazi

(u,v)ep = (xu,xv)€p (leva kompatibilnost),

(u,v)€p = (ux,vx)€p (desna kompatibilnost),

za proizvoljne re¢i u,v € X* (1,v € X*) islovo x € X. Kao $to smo napomenuli
u Glavi 1., relacija ekvivalencije ¢ na polugrupi X* (monoidu X*) je kompati-
bilna ako i samo je stabilna, tj. ako proizvoljne reci ui, up,v1,v2 € X* (odnosno
ui,Up,01,02 € X*) iz (u1,u2) €0 i (01,02) €0 sledi (u1v1,u202) € 0.

Funkcija ¢ : X* = Y* (¢ : X* — Y*) je homomorfizam polugrupe X* u polu-
grupu Y* (monoida X* u monoid Y*) ako je ¢(1,v) = p(u)p(v), za sve reci
u,v € Xt (u,veX*).

Operacije na jezicima su skupovne operacije: unija, presek, razlika i komple-
ment, kao i operacija konkatenacije. Za ozna¢avanje unije jezika, osim simbola
"U" koristi¢emo i simbole za sabiranje "+"1").". Za dva jezika L, i L, njihov
proizvod (konkatenacija) je jezik

Ll ={weX"| Huel))(Jvely)w= uv}. (2.1)

Kracée pisemo L1L; = {uv | u € L1, v € L,}. Jasno je da proizvod jezika zapravo
jeste proizvod u partitivnoj polugrupi P(X*) (videti Primer 1.4.7.), kao i to
da je P(X*) monoid sa jedinicom {e}.

Kaoiusvakom drugom monoidu, za L € X*in € N sa L" oznaavamo n-ti
stepen jezika L u monoidu £(X"), odnosno

L'={weX |Quy,...,un€L)w=1uq...uy}, zaneN, L°=/{e}.
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Takode, na jezicima definiSemo i Klinijevu +-operaciju i Klinijevu *-operaciju
na sledeci nacin:

Lt = CJL” = iL”, 2.2)
n=1 n=1

L= Jur= ZL”, (2.3)
n=0 n=0

Dokazacemo nekoliko elementarnih rezultata koji se ti¢u jezika.
Teorema 2.1.1. Jednakost Lt = L* vazZi ako i samo ako e € L.

Dokaz: Akoe €L, ondaje,jasno {e} = LOCLCL*, §toznadida je L* CL*.Kako
obrat uvek vazi, to imamo da je L* = L*.

Obratno, ako e ¢ L svaka rec jezika L ima pozitivhu duZinu, pa e ¢ L*.
PostoeeL*,jasnoje daje L* # L™*. m|

Teorema 2.1.2. (Ardenova lema) Neka su L1,L; jezici takvida e ¢ Ly i neka je L
jezik koji zadovoljava relaciju L = 1L + L. Tada je L = L] L,.

Dokaz: Indukcijom po duZini re¢i pokazacemo daje L € L7L,.

Neka je u =ei pretpostavimo dae € L = L1 L+ L,. Kako e ¢ L; zaklju¢ujemo
daeely pajeec LiLo.

Pretpostavimo da, za sve re¢i v € L duZine |[v| <n, vaziv € L;Lz. Posma-
tramo proizvoljnu re¢ u duZine n+1. Akou €L, onda u € L, C Ly ili je u
oblika u = pw,zanekure¢p € L1 iw € L. U tom slucajujep # ¢, paje [w| < |ul, Sto
znati da na [w| moZemo primeniti indukcijsku pretpostavku. Dakle, w € L1 L
iuel Lily CLLo.

Obratno, opet koristimo indukciju po 7 € N? da dokaZemo da je LYl CL.
Zan =0imamo L(lJL2 =L, CL1L+Ly=L.Zan >0, dobijamo, prema indukci-
jskoj pretpostavci, slede¢u inkluziju:

L'Lr = Ly(LY'Ly) C L4 L.

Prema tome, L"L, CL1L CL1L+Ly =L, zasvakin >0, §to znacidaje LiL,cL.
Ovim je tvrdenje dokazano. O

2.2. Uredenja na re¢ima

Neka su date proizvoljne re¢i u i v nad alfabetom X. Za re¢ u kaZemo da je
levi odsecak ili prefiks re¢i v ako postoji re¢ w € X* takva da je v = uw, ili krace,
ako je v € uX*. Ako je pri tome w € X*, tj. v € uX*, tada kazemo da je u pravi
levi odsecak ili pravi prefiks re¢i v. Dualno se definiSe desni odsecak ili sufiks reci,
kao i pravi desni odsecak ili pravi sufiks re¢i. Takode, za u kazemo da je podrec,



44 2 Formalni jezici i gramatike

odsecak ili infiks rec¢i v ako postoje re¢i w’,w” € X* takve da je v = w'uw”, ili
krace, v € X*uX*. Ako je pri tome bar jedna od re¢iw’ i w” iz X*, tada kazemo
da je u prava podrec, pravi odsecak ili pravi infiks reéi v.

Neka je u re¢ nad alfabetom X i k € N tako da je k < |u|. Tada sa [}(u)
oznacavamo levi odsecak re¢i u duZine k, a sa ri.(u) desni odsecak re¢i u duZine k.
Umesto [; () piSemo i h(u), a umesto r1(u) piSemo #(u). Jasno, h(u) oznacava
prvo slovo reci u, koje nazivamo glavom re¢i u, a t(u) oznacava poslednje
slovo reci u, koje nazivamo repom reéi u.

Inicijalni deo redi u, u oznaci i(u), definiSemo kao re¢ nastalu iz u zadrza-
vanjem samo prvog pojavljivanja (gledano sleva na desno) svakog slova koje
se pojavljuje u u, a finalni deo re¢i u, u oznaci f(u), definiSemo sa f(u) = i(u).
Levi deo reci u, u oznaci I(u), definiSemo kao najkraci levi odsecak od u koji
sadrzi sva slova koja se pojavljuju u u, dok se desni deo rei u, u oznaci r(u),

definiSe sa r(u) = I(u).

2.2.1. Prefiks, sufiks i faktor uredenje

DefiniSacemo na skupu X* relacije parcijalnog uredenja. Za proizvoljne reci
u,v € X* imamo

u<p v © u je prefiks od v,
U <s v © u jesufiks od v,
u <y v & uje faktor od v.

anaéimo sa u <p v (odnosno u <s v, u <f v), pravi prefiks (odnosno pravi
sufiks, pravi faktor) u re€i v, tj. neka je:

U<pv © UV i UF,
U<V © U0 1 UFD,

U<fv & U<Sfo iu+#o.

Teorema 2.2.1. Relacija <, je relacija parcijalnog uredenja na X*.

Dokaz: Dokazimo da je < relacija poretka:
Refleksivnost: To sledi iz ¢injenice da je u = ue, za svaku re¢ u € X*.

Antisimetri¢nost: Neka su u,v € X" re¢i takve da vaziu <, viv <, u. To znacida
jev=upiu=uvq, zanekeredip,q€ X", paje u =vqg=upqg. Na osnovu svojstva
jednakosti re¢i, iz u = upq sledi da mora biti pg = ¢, Sto dalje povlaci da je
p=q=e, odakleje u=0.
Tranzitivonost: Neka je u <, v i v <p w. To znadi da je v = up i w = vq, za neke
recip,q € X*, odakle je w = vq = upq. Prema tome, u <, w.

Time smo upotpunili dokaz teoreme. |
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Uredenje <pnazivacemo prefiks uredenje. Na slican na¢in pokazujemo da su
1 <51 <y uredenja na X", i <s ¢emo zvati sufiks uredenje, a <y — faktor uredenje
ili infiks uredenje.

Naredno tvrdenje ukazuje na jo$ jedno vazno svojstvo prefiks uredenja.

Teorema 2.2.2. Dokazati da za proizvoljne reCi u,v,w € X* vaZi
USHW A VSHW = USHOV I U.

Dokaz: Napis$imo re¢ w u obliku w = x1x3...x,, za neki prirodan broj n € IN i
slovaxy,xa,..., xn € X. Tadau ywiv<ywznadidajeu=x...x;iv=x1...x,
zanekei,je{l,2,...,n}.

Dakle, ako je i < j, imamo daje u <, v, a akoje j <i,ondaje v <p u. O

2.2.2. Leksikografsko uredenje

Neka je dat alfabet X. Pretpostavimo da je na njemu definisano linearno ure-
denje <. Potsetimo da je uredenje na nekom skupu linearno ako su svaka dva
elementa tog skupa uporediva.

Uredenje < mozZe se prosiriti do linearnog uredenja <; na X", koje nazi-
vamo leksikografsko uredenje, na sledeéi nacin:

u=pxq, v=pyr,zax<yulX,

uv © us,o ili o
S g gdesup,qreXix,yeX

Naime, vazi sledece:
Teorema 2.2.3. Relacija < je linearno uredenje na X*.

Dokaz: Dokazimo najpre da je <; relacija poretka:

(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re¢ u € X" je u <; u, jer je u <p u.

(2) Antisimetricnost: Za re¢iu,v € X" nekaje u jviv < u.

Ovde razlikujemo nekoliko podslucajeva:

(2.1) Ako je u <p v i v <p u, tada je u = v, zbog antisimetri¢nosti prefiks ure-
denja.

(2.2) Nekaje u <pviv=pxq,u=pyr,zax<yuXinekep,q,r€ X*. Kako je p
najduzi zajednicki prefiks za re¢i uiviu <p v, toje p = u, $to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da je u = pyr, za y € X. Dakle, zaklju¢ujemo da slucaj (2.2)
nije moguc.

(2.3) Nekaje v <y uiu=pxq, v=pyr,zax<yu Xinekeredip,g,re€X. Na
isti na¢in dokazujemo da ni ovaj slucaj nije moguc.

(2.4) Nekaje x; < y1, gdejex1, y1 prvipar razlicitih slova koja se nalaze na istoj
poziciji u u i v, i neka je y2 < x2, gde je y2, x2 prvi par razli¢itih slova na istoj
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poziciji u viu. Tadaje x1 = x21 y1 = y2, Sto istovremeno daje x; <y1 iy <x1,
a to nije moguce. Prema tome, ni slucaj (2.4) nije mogud.

(3) Tranzitivnost: Neka su u,v,w € X" re¢i takve daje u jviv < w.
I ovde razlikujemo Cetiri podslucaja.

(3.1) Neka je u <p vi v <p w. Tada je u <, w, zbog tranzitivnosti prefiks ure-
denja, paje u < w.

(3.2) Nekaje u <y viv=pxq, w=pyr,zax <yu Xinekerecip,q,r€ X". Kako
u ovom slucaju vazidaje u <, vip <p v, to dobijamo daje u <y pilip <p u.

Akoje u <p p, tada, obzirom daje p <, w, imamo daje u <, w. Dakle u <; w,
Sto je i trebalo dokazati.

Neka je sada p <, u. Kako je slucaj p = u obuhvacen prethodnim slucajem
u <p p, tomoZemo uzetidajep <, u, tj. daje p praviprefiks od u. U tom slucaju
imamo da je u = pxq’, za neku re¢ g’ € X*, sto zajedno sa w = pyr i x <y daje
us;w.

(3.3)Nekajeu=pxqiv=pyr,zax<yuXip,q,r€ X" inekajev <, w. Tada,
na potpuno isti na¢in kao u (3.2), dokazujemo da je u <; w.

(3.4) Neka je u = p1x1q1 i v = p1y1r1, za re€i p1,q1,11 € X* i slova xq,y1 € X,
takva daje x1 < y1, i neka je v = prxoqa, W = payar2, za neke pa,q2,12 € X* pri
cemuje xp <y uX.

Kakoje p1 <p vip2 <p v, to imamo daje p; <p p2 ili p2 <p p1. Oba slucaja se
razmatraju na sli¢an nacin, pa bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je p1 <p pP2-

Pretpostavimo najpre da je p1 = p2. Tadaje y; = x2 i x1 < y1 =x2 < y». Kako
je u =p1x141, w = p1yarz i x1 < yo zakljuCujemo da je u <; w.

Neka je, sada, p1 <p p2. Iz v = p1y171, © = p2x2g2 i p1 <p p2 zakljucujemo
da je p2 = p1y1s, za neku re¢ s € X*, odakle sledi da je w = p1y1t, za neku re¢
t € X*. Prema tome, u = p1x141 i w = p1y1t, uz uslov x; < y1, odakle sledi da je
U< w.

Ovim je dokazana tranzitivnost relacije <;, a time i da je <; uredenje. Dalje,
dokazujemo linearnost tog uredenja.

(4) Linearnost: Neka su date proizvoljne re¢i u,v € X*. Ako u i v nemaju zajed-
nicki prefiks, to znaci da im se razlikuju veé prva slova. Neka je x prvo slovo
reCi u i y je prvo slovo reci v. Kako je, prema pretpostavci, alfabet X linearno
ureden, toje x < yilije y <x, §to znadidaje u <jviliv < u.

Dalje, pretpostavimo da u i v imaju zajednicki prefiks. Oznacimo sa p naj-
duzi zajednicki prefiks re¢i u i v. Dakle vazi u = pxqiv = pyr, zaneke g,r € X
islova x,y € X takva da je x # y, pa opet na osnovu linearnosti uredenja na
alfabetu X zaklju¢ujemo da je x <y, i u tom slucaju je u <; v, ili je y < x kada
jev<u.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Primer 2.2.4. Uredi¢emo leksikografskisvebinarne re¢i duzine 4. Prema defi-
niciji leksikografskog uredenja, sve binarne re¢i duzine 4 su uredene na sledeci
nadin:
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0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111
1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 .

2.2.3. Alfabetsko uredenje

Neka je alfabet X linearno ureden nekim uredenjem <. Tada se < moZe prosi-
riti do uredenja <, na X", koje nazivamo alfabetsko uredenje i definiSemo na
sledeéi nacin:

U<, 0 & [ul < ol ili (Jul = [o] i u < ).
Za relaciju <, vaZzi sledece:

Teorema 2.2.5. Relacija <, je linearno uredenje na X*.

Dokaz: DokaZimo da je <, linearno uredenje.
(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re¢ u € X je u <, u, jer je lul = [ul i u < u.
(2) Antisimetricnost: Neka je u <, viv <, u, za neke u,v € X*. Ako je |u| = |v],
tada imamo da je u <; v i v < u, odakle je u = v, zbog antisimetri¢nosti lek-
sikografskog uredenja.
Sa druge strane, slucaj |u| # [v| nije mogug, jer bi u suprotnom dobili da je
[u] <ol || < [u|. Prema tome, zaklju¢ujemo da je <, antisimetri¢na relacija.
(3) Tranzitivnost: Neka je u <, viv <; w, za neke re¢i u,v,w € X*. Razlikujemo
sledece podslucajeve:
(3.1) Akoje |u| < |v]i|v] < |wl, tada je |u| < |wl|, pa je u <, w.
(3.2) Akoje |ul < o], [v| = |w|iv < w, tada je |u| < |w|, odakle sledi da je u <, w.
(3.3) Akoje |ul =|vl, u < vilv| < |wl, tada je opet |u| < |w|, odakle je u <, w.
(3.4) Neka je [ul =v|, u <jvilv| = |w]iv < w. Tada dobijamo da je |u| = |w| i
u <;w, zbog tranzitivnosti leksikografskog uredenja, odakle sledidaje u <, w.
Ovim smo dokazali tranzitivnost relacije <,.

(4) Linearnost: Neka su date proizvoljne reci u,v € X*. Ako je |u| # ||, tada je
[u] < || i u tom slucajuje u <, v, ilije |v| < |u| kada je v <, u.

Ako je |u| = |v], tada iz linearnosti leksikografskog uredenja sledi da je
u < vili v < u, Sto zajedno sa |u| = [v| daje u <, vili v <, u. O

U slede¢em primeru videéemo razliku izmedu leksikografskog i alfabet-
skog uredenja na re¢ima.

Primer 2.2.6. Uredi¢emo leksikografski i alfabetski sve binarne re¢i duzine
manje ili jednake 3.
Leksikografski poredak je:
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0 00 000 001 01 010 011
1 10 100 101 11 110 111

Iste re¢i mogu se urediti i na slede¢i nacin:

0 1 00 01 10 11
000 001 010 011 100 101 110 111

ito je alfabetski poredak.

2.3. Formalne gramatike

Pod formalnom gramatikom, ili kraée gramatikom, podrazumeva se trojka
G = (V,X, ) za koju vazi:

— Vje konacan skup koji nazivamo recnikom gramatike G;
— skup X € V je neprazan skup koji nazivamo terminalnim alfabetom;
- < (V-X)" X V*je konatan skup koji nazivamo pravilima gramatike G.

Skup V — X nazivamo pomocnim alfabetom, a njegove elemente pomocénim si-
mbolima.

Znadi, re¢nik V se sastoji iz dva disjunktna dela: V = XU (V - X).

Da bi pojednostavili pisanje, kao zamenu za izraz (u,v) € © koristi¢emo
izraz u — 0.

Za re¢ w’ € V kaZemo da je neposredno izvodljiva iz re¢i w € V, $to oz-
na¢avamo sa w=w’, ako postoje p,q € V* i pravilo u — v iz 7, tako da je
w=pugiw =puvq.

Dakle, re¢ w’ je neposredno izvedena iz re¢i w ako postoji pravilou — viz
takvo da je u podre¢ od w, a re¢ w’ je dobijena iz w tako $to smo podre¢ u u
w zamenili sa v.

Ret w’ € V* je izvodljiva iz reti w € V*, $to oznatavamo sa w=w’ ako je ili
w = w’ ili postoji niz wy,w», ..., w, € V*, gde je n > 2, takav da vazi

W= DW= . Sw, =w.

U tom slucaju, niz wy,w», ..., w, nazivamo izvodenjem re¢i w’ iz w.

Za pomo¢ni simbol 0 € V-X, skup L(G,0) ={we X" | o = w} nazivamo
jezikom generisanim gramatikom G polazedi od simbola o.

Za jezik L C X" kazemo da je generisan gramatikom, ili da je jezik tipa 0,
ako postoji gramatika G = (V, X, ) i pomoéni simbol ¢ € V — X tako da je
L=L(G,o0).

Iz definicije jezika generisanog gramatikom vidi se razlog zbog ¢ega su
simboli iz V — X nazvani pomo¢nim simbolima. Naime, oni su samo po-
mo¢no sredstvo u izvodenjima koja se vrSe prilikom generisanja jezika, jer
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se tokom izvodenja gube, a krajnje rezultate izvodenja predstavljaju samo
reci izgradene od terminalnih (zavr$nih) simbola.

2.3.1. Saglasnost izvodenja

Kao $to smo videli, za re¢i w,w’ € V*, neposredno izvodenje re¢i w’ iz re¢i w
u gramatici G, u oznaci w=w’, definiSe se sa

w=w & (Ap,qeV)(A(u,v)en)w=pug&w =pvg,

pri ¢emu govorimo da je re¢ w’ neposredno izvodljiva iz w u gramatici

G. Relacija = na slobodnom monoidu V* nazivamo relacijom neposrednog

izvodenja u gramatici G. Za re¢i w,w’ € V* kaZemo da je re¢ w’ izvodljiva iz w
. . . v * o et o1 .. .

u gramatici G i piSemo w=w’, ako je ili w = w’, ili postoji niz

WDSW = DU, =W, nelN°,

neposrednih izvodenja u gramatici G. U slucaju da je w # w’ i postoji niz
neposrednih izvodenja u G, tada taj niz nazivamo izvodenjem u G, i u tom
slu¢aju neposredna izvodenja iz tog niza nazivamo koracima izvodenja, a
broj koraka u izvodenju nazivamo duZinom izvodenja. Primetimo,takode, da

.. . * v . . .. .. .
se i izvodenje = moZe tretirati kao relacija na V*, definisana kao refleksivno-
tranzitivno zatvorenje relacije =, koju ¢emo nazivati relacijom izvodenja u
gramatici G. U sluajevima kada je to potrebno da bi se izbegla moguca

3 3 4 . . F
zabuna, ove relacije ¢emo oznacavati sa=_ i=..
Lako se dokazuje sledeca lema:

Lema 2.3.1. Neka je data gramatika G = (V, X, 7). Dokazati da tada vaZi:

(i) = je saglasno zatvorenje od T (najmanja saglasna relacija na V* koja sadrZi mt);
(ii) = je polu-kongruencija na V* generisana sa 7t (najmanje saglasno kvazi-uredenje
na V* koje sadrZi ).

Dokaz: (i) Neka su re¢i u,v € X* i pravilo u — v iz © ($to moZemo zapisati
kao (u,v) € 7). Po definiciji relacije izvodenja, iz u = eue i v = eve zaklju¢ujemo
da je u= v, tj. da relacija = sadrzi 7. Po definiciji je o¢igledno da je relacija
izvodjenja saglasna, pa za u,v € X*, uslov u = v povladi uw=vw i wu = wo,
za proizvoljnu re¢ w € X*.

Posmatrajmo proizvoljnu saglasnu relaciju ¢ na X* koja sadrzi 7 i neka
vaziw=w'. To zna¢i da postoje p,q € X* takvi da je w = puq i w’ = pvq za neke
(u,v) € m C p. Zbog saglasnosti relacije ¢ vazi da su (w,w’) € g, odakle je o¢ito
= sadrzana u g, ¢cime je tvrdenje (i) dokazano.

(if) Da bi dokazali tvrdenje (ii) dovoljno je da pokazemo tranzitivnost
relacije =, Posmatrajmo re¢i w,w’,w” € X* takve da je w=w iw >w’. To
znadi da vaZzijedan od slucajeva:
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. . v T .. * e
(Dw=w"iw =w", odakleje w =w", $to, prema definiciji relacije=, znaci
*
daw=w".
(2) w=w' i postoji niz wy,wo,...,w, € V', gde je n > 2, takav da vazi

w=w =w>wm=..2w, =0’ §j w>w".
(B) w’ =w” i postoji niz wy,wo,...,w, € V', gde je n > 2, takav da vazi
w=w>w=... 2w, =w =w’, paje w=>w".

(4) Postoje nizovi wy,wo,...,w, € V', w'y,w'y,..., W'y, € V* gdesun,m > 2,
takvi da vazi

w=wSwn=.sw,=w iw=uw10r=>.. 20 ,=0",

odnosno

* ’”

* ,_* ’”
W=>w =W & w=w .

Jasno je da je relacija izvodenja tranzitivna, te je ona najmanja polu-
kongruencija na V" generisana sa 7. Ovim je dokaz zavrsen. O

Dokazujemo slede¢u osobinu izvodenja u gramatici:

Teorema 2.3.2. Neka je data gramatika G = (V, X, n), neka su u,v,w € V* i neka je
u=v. Dokazati da tada postoje izvodenja

UW=vw i Wi=wWo (2.4)

za koja vaZi

(i) ) duzine izvodenja (2.4) nisu vece od duZine izvodenja u=v;
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenjima (2.4) nalaze se medu pravilima koja se
koriste u izvodenju u=>v.

Dokaz: Tvrdenja ¢emo dokazati indukcijom po duZini izvodenja u = .
Pretpostavimo najpre da je u = v izvodenje duZine 1, tj. neposredno
izvodenje. To znaci da je u = pu’q i v = pv’q, za neke p,q € V* i neko pravilo
u’ — v’ iz n. Tada imamo da je uw = pu’(qw), vw = pv’(qw), wu = (wp)u'q i
wv = (wp)v'q, odakle dobijamo da uw=vw i wu=wo.
Uzmimo dalje da je 1= v izvodenje duZine 1 > 1 da tvrdenje vaZi za sva
izvodenja duZine manje od 1. Tada imamo da je u =1’ =v za neki u’ € V*,

o v . , * . . v .
pri ¢emu je #’ = v izvodenje duZzine n -1, pa prema napred dokazanom i
induktivnoj pretpostavci imamo da je

* . *
ww=vww=vw 1 wu=wu =wo,
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. v . . * . * e ’ .
pri ¢emu su izvodenja u'w = vw i wu’ = wov duZine ne vece od n—11i, takode,
izvodenja uw= u'w i wu=> wu’ su zasnovana na istom pravilu kao i u=u’,

. . * . * . . o1 .
a izvodenja u’w = vw i wu’ = wov su zasnovana na istim pravilima kao i kao
.. . * . .
iizvodenja ' = v. Ovim je dokaz kompletan. |

Videli smo da su pojmovi kompatibilnosti i stabilnosti na relacijama ekvi-
valencije ekvivalentni. Kako se u dokazu koriste samo refleksivnost i tra-
nzitivnost relacije, ovi pojmovi su ekvivalentni i za kvazi-uredenja. Odavde,
prema Lemi 2.3.1. zaklju¢ujemo da je relacija izvodenja u gramatici G sta-
bilna. VaZzi sledeca teorema:

Teorema 2.3.3. Neka je data gramatika G = (V,X,n) i neka za reCi uy,uy,...uy;
v1,02,...04, € V¥, n € N, vaZi

u;=v; zasvaki i€{1,2,...n). (2.5)
Dokazati da tada postoji izvodenje
Uity -+ Uy = V102 Uy (2.6)

za koje vazi

(i) duZina izvodenja (2.6) nije veéa od zbira duZina izvodenja (2.5);
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenju (2.6) nalaze se medu pravilima koja se
koriste u izvodenjima (2.5).

Dokaz: Tvrdenje zadatka bi¢e dokazano indukcijom po n. Oznadimo sa /;
duzinu izvodenja u; S0v;,1<i<n.

Jasno je da tvrdenje zadatka vazi za n = 1. Pretpostavimo da je n > 1 i
da tvrdenje vazi za sva izvodenja duzine n—1. Tada prema indukcijskoj
pretpostavci dobijamo da postoji izvodenje

.
Ul -+ Uy—1 = V102 Uy-1, (2.7)

¢ija duZina nije veéa od Iy +Ip +---I,; i u kome se koriste samo pravila

koja se koriste u izvodenjima u; = v;, 1 <i<n—1. Sa druge strane, prema
prethodnom zadatku, imamo da postoje izvodenja

* . *
U Uy Uy =01 Uy iUy 1 U1 Up Uy =01+ Vy_10n, (2.8)

pri ¢emu duzina prvog ne prelazi duzinu izvodenja (2.7), odnosno ne prelazi
Iy +1p+---1,-1, a duZina drugog ne prelazi l,;, i takode, medu pravilima koja
se koriste u prvom su samo pravila koja se koriste u (2.7), a medu pravilima
koja se koriste u drugom od izvodenja (2.8) se koriste samo pravila koja se
koriste u izvodenju u, =1v,. Dakle, iz (2.8) sledi da postoji izvodenje oblika
(2.6) koje zadovoljava uslove teoreme. Ovim je dokaz zavrSen. a



52 2 Formalni jezici i gramatike

Pokazac¢emo da za neke trivijalne jezike postoje gramatike koje ih generi-
$u, odnosno da su to jezici tipa 0.

Teorema 2.3.4. Prazan jezik Q je generisan formalnom gramatikom.

Dokaz: Gramatika koja generiSe prazan jezik definiSe se vrlo jednostavno.
Akoje X =10, V—-X={o}1ijedino pravilo iz © dato sa ¢ — ¢, jednostavno se
pokazuje daje L(G,0) =L = 0. m|

Teorema 2.3.5. Alfabet X, posmatran kao jezik u X", je generisan formalnom gra-
matikom.

Dokaz: Jednostavno se pokazuje da je, za neki alfabet X, jezik L = X, gene-
risan gramatikom G = (V, X, mt), u kojoj je V — X = {0} i skup pravila izvodenja
jert={o—x|xeX} O

Teorema 2.3.6. Jezik X* je generisan formalnom gramatikom.

Dokaz: Defini$imo formalnu gramatiku G = {V, X, ), u kojoj je X dati alfabet,
pomocni simbol V — X = {0}, a pravila izvodenja data sa

n={c > ocAJU{l > x|xeX}U{o—e}.

Dokazac¢emo da je X* = L(G, 0).

Posmatrajmo proizvoljnu re¢ w € X*. Indukcijom po duZini re¢i w pokaza-
¢emo da w € L(G, 0).

Ako je w = e, na osnovu pravila o — e, direktno sledi da w € L(G, 0). Pre-
tpostavimo da za svaku re¢ duzune [w| = n—1 vazi da w € L(G, 0). Dokazimo
da tvrdenje vazi za re¢ w duZine n. Tada je re¢ w oblika w = w’x, zaneki x € X
ilw|=n-1.

Prema induktivnoj pretpostavci i Zadatku 2.3.2. postoji izvodenje 0 =" w’
ivazi

* *
oA Asuw'x=w,

paje w € L(G,0), odnosno X* C L(G,0).

Indukcijom po duZini izvodenja dokazaéemo obratnu inkluziju. Jedino
izvodenje duzine jedan je 0 — e ie € X*, pa tvrdenje vazi. Re¢i duZine jedan
(slova iz X) dobijamo samo u slede¢em izvodenju duzine tri

o=>0A=el=ex=x,
za proizvoljan x € X. Pretostavimo da tvrdenje vazi za sva izvodenja duZine
n > 3 (kada dobijamo re¢i iz X* duZine n—2) i dokaZimo da vaZi ako je

izvodenje duzine n + 2. Neka je w € L(G, 0). Tada je u izvodenju

ODWI DWW+ DW= W1 = Wy = W.
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prvi korak je sigurno 0 = o4, te je wy = 0A. Kako se niz ne zaustavlja, to u
narednom koraku imamo izvodenje A = x i w, = ox, pri ¢emu je, o¢igledno,
x € X poslednje slovo re¢i w, tj. mozemo pisati w = w’x i re¢ w’ € L(G,0) se
moze dobiti un—2 koraka polazeéi od 0. Primenom indukcijske pretpostavke
dobijamo w’ € X*, pa je jasno da i w = w’x € X", tj. L(G,0) € X*. Dakle, X" je
jezik tipa 0 generisan gramatikom L(G, o). ]

Pokazacemo da jezici tipa 0 ¢ine klasu jezika koja je zatvorena za uniju,
proizvod i Klinijevu zvezda operaciju.

Teorema 2.3.7. Ako su Ly i L, jezici generisani formalnim gramatikama, onda je i
njihova unija Ly U Ly generisana formalnom gramatikom.

Dokaz: Pretpostavimo da su L; i Ly jezici generisani gramatikama G; =
(V1,X,m1)1 G = (V2, X, m12), tim redom. Bez umanjenja op$tosti moZemo pret-
postaviti da su skupovi pomoénih simbola datih gramatika L1 = L(Gy,01) i
Ly = L(Ga, 02) disjunktni, tj. (V1 —X) N (V2 — X) = 0. Konstruis$imo gramatiku

Gyu=WV1UVU{c}, X, mUmpU{oc — o1+ 032}).

Pokazaéemo da je L(Gy,0) =L =L, UL,.

Posmatrajmo re¢ w € L(Gy,0). To znati da postoji izvodenje o = w, pa
imamo o — 01 =*>Gl wilioc— oy :*>GZ w, odnosno w € Ly ili w € L,, §to znadi da
weliUL,.

Obratno, neka je w € Ly U L. Pretpostavimo da w € L. To znaci da postoji
izvodenje o1 =*:»G1 w i kako, po definiciji, postoji pravilo ¢ — 01 u gramatici
Gy, to imamo o =*>Gu w, to w € L. Ako je w € L, dokaz izvodimo analogno.
Dakle, L(Gy,0) = L. O

Teorema 2.3.8. Ako su Ly i L jezici generisani formalnim gramatikama, onda je i
njihov proizvod L1Ly generisan formalnom gramatikom.

Dokaz: Nekasu L iL; jezici generisani, redom, gramatikama G = (V1, X, 1)
i Gy = (V, X, 112). Konstrui$imo gramatiku

Gp=(V1UVU{o}, X, 1 Unp U{o — g102}).

Pokazacemo da je L(Gp,0) = L1Lp = L.
Akojew e L1L,. Tada postoje re¢iu € L1 iv € L takve da je w = uv i postoje
izvodenja 01 =*>G1 uiop =*>G2 v. To znaci da postoji izvodenje

0 — 0102 =*>Gp uv=w,
paje L CL(Gp,0). Sa druge strane, ako je w € L(Gp,0), onda postoji izvodenje

0= 0102, W i tada je w = uv, za neke re¢i u,v za koje je 01 =g, U iop =g, 0-
Dakle, u €Ly iv € Ly, tj. w € L. Ovim smo pokazali da je L(Gp,0) = L. |
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Teorema 2.3.9. Ako je Ly jezik generisan formalnom gramatikom, onda je i L jezik
generisan formalnom gramatikom.

Dokaz: Nekajejezik L1 generisan gramatikom G = (V'1, X, 111). Uvedimo novi
pomocni simbol A ¢ V1 — X i konstruiSimo gramatiku

G=(V1UA X, mU{A— Aoy +e}.

Pokazacemo daje L = L] = L(G, A).

Proizvoljna re¢ w € L je ili prazna re¢ w = e ili se w moZe napisati u obliku
Ww=ww,...w,, gdew; € L1, zai=1,n. Akoje w = e u skupu pravila izvodenja
imamo A — ¢, tj. w € L(G, A). U protivnom, za svaku re¢ w;, za i = 1,n postoji
izvidenje o1 éGl w;. Dakle,

A = A01 S AWy S AW S AWy Wy = -+ S
S AW W) ... Wy Wy DWW ... Wy Wy =W,

odakle zaklju¢ujemo L C L(G, A).

Obratnu inkluziju pokaza¢emo indukcijom po duzini izvodenja.

Jedino izvodenje duZzine jedanje A — eie € L, te u ovom slucaju tvrdenje
vaZzi. Pretpostavimo da svaka re¢ koja se moze dobiti iz A izvodenjem duZine
manje ili jednake n pripada jeziku L.

Uzmimo re¢ w € L(G,A) koja se moze dobiti izvodenjem A =*>Gw duzine
n+1. Prvi korak ovom izvodenju je A — Ao, pa moZemo pisati w = uv, pri
¢emu postoje izvodenja A =10 écl v od kojih ni jedno nije duze od n. Kako
je svako pravilo iz 111 istovremeno pravilo u 7, to na obe reci primenjujemo
indukcijsku pretpostavku i dobijamo da u,v € L, odnosno da re¢ w = uv € L.
Ovim je dokaz kompletiran. |

2.3.2. Hijerarhija Comskog (Chomsky)

Napred smo definisali jezike tipa 0, tj. jezike generisane nekom formalnom
gramatikom.Kalsu svih formalnih gramatika zovemo gramatikama tipa 0.

Formalnu gramatiku G = (V, X, n) nazivamo kontekstno-zavisnom gramati-
kom , ili gramatikom tipa 1, ako svako pravilo iz 7= ima oblik

U — Upo

gde je a e V=X, pe V' i u,ve (V-X)". Odgovarajuce jezike nazivamo
kontekstno-zavisnim jezicima ili jezicima tipa 1.

Ako je svako pravilo iz 7t oblika o« — p, gdejea € V- Xip € V*, tada gra-
matiku G nazivamo kontekstno-nezavisnom gramatikom, kontekstno-slobodnom
gramatikom ili gramatikom tipa 2.
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Jezike generisane ovakvim gramatikama nazivamo kontekstno-nezavisnim
jezicima ili jezicima tipa 2.

Osim ovih gramatika, veoma su vazne i reqularne gramatike, koje se
ponegde nazivajuigramatikama tipa 3, desno-linearnim gramatikamaili racional-
nim gramatikama. Kod ovih gramatika svako pravilo ima oblik

a—pp

gdesua,feV-XipeX* ilia —g,gdejeac V-Xige X" Jezike generisane
ovim gramatikama nazivamo regularnim jezicima ili jezicima tipa 3.

Ovakvu klasifikaciju gramatika i jezika prvi je napravio americki lingvista
Noam Chomsky, i naziva se hijerarhija Chomsky.

Ako zak€({0,1,2,3},sa £; oznacimo klasu svih jezika tipa k, i ako sa L)
oznacimo klasu svih jezika iz £, koji ne sadrZe praznu re¢, tada imamo da je

Ls3CLorCclyi ££Q£1 c L.

Postoje primeri koji potvrduju da su prethodne inkluzije stroge.

Za dve gramatike G1 i G kaZzemo da su ekvivalentne ako generisu isti jezik,
tj. ako je L(G1,01) = L(G, 02).

Napomenimo da prilikom navodenja skupa pravila gramatike ¢esto ko-
ristimo dogovor prema kome, ukoliko se u skupu pravila gramatike nalazi
niz pravila oblika

U—>01,U—>>02,..., U >0y,
onda taj niz zamenjujemo jednostavnijim izrazom
U—01+02+...+ 0,

Teorema 2.3.10. Postoji neprebrojivo mnogo jezika nad alfabetom X koji nisu ge-
nerisani gramatikom.

Dokaz: Skup svih jezika nad alfabetom X je neprebrojiv, tj.
HLIL € X7} = [P(X)] = 2.

Sa druge strane svaka gramatika se zadaje sa kona¢no mnogo simbola, sto
znadi da je skup svih gramatika prebrojiv skup. Tako ostaje neprebrojivo
jezika koji nisu generisani gramatikama. ]

Primer 2.3.11. Nekaje G=(V,X,m), gdeje X ={x,y}, V—X ={0,A} i neka su
pravilaiz mw datasa o — xAy, A = xAy, A —>e.

Primetimo da je G konteksno-nezavisna gramatika. Pokaza¢emo da je
L(G,0) = {x"y" |n € N}.

Izvodenja za datu gramatiku moZemo predstaviti stablom
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(o

XAy

/N
xxAyy  xy
/ N\

3 A y3 2 yZ
/ N\
X4 A y4 x3 y3

/\

Za proizvoljnu re¢ w = x"y" postoji izvodenje
o= xAy=xxdyy = x"Ay" = x"y",

$to znaci daje {x"y" |n € N} C L(G,0).
Sa druge strane, neka je re¢ w € L(G, 0), tj. neka postoji izvodenje o = w.
To zna¢i da postoji niz izvodenja

ODW=>W)= DWWy | =Wy =>Wy41 =W,

zaneke wy,wy, - wy11 € V*in > 2. Kako je pravilo o — xAyjedino koje sadrzi
o sa leve strane, to dobijamo da je w; = xAy. Dalje, pravilo A — xAy je jedino
previlo u kome se A javlja sa leve strane i sadrzi pomomo¢ni simbol sa
desne strane, pa je wy = x2Ay?. Nastavljaju¢i postupak zaklju¢ujemo da je
wy—1 = x"1Ay""1 Jasno daje, odatle, w, = x"Ay", odnosno w41 = x"y", jer je
A — ejedino pravilo koje ne sadrzi pomo¢ni simbol sa desne strane.

Time smo dokazali da vazi L(G,0) = {x"y"|n € N}.

2.4. Stabla izvodenja i parsirajuca stabla

U ovoj sekciji ¢emo izvodenja u kontekstno-nezavisnih gramatikama pre-
dstaviti grafovima ili, preciznije, stablima.

2.4.1. Stabla izvodenja

Neka je data kontekstno-nezavisna gramatika G = (V,X,n), c e V-X i

. . * . . .
izvodenje c = w u G, gde je w € V*. Tada tom izvodenju odgovara stablo
D oznaceno elementima iz V koje definiSemo na slede¢i nacin:

Neka je izvodenje o = w dato sa:
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O=W)y=>W1=>Wr= =Wy =W.

Koren stabla D oznacden je sa 0. Ako se u izvodenju 0 = w; koristi pravilo
oblika 0 — ajaz -+ ay, gdesuay,ay,...,an € V, tada stablo izvodenja 0 = w;,

u oznaci D7, definiSemo sa:
// a\
a; a7 ap

Dalje, neka je definisano stablo izvodenja
O=Wy=>W =>Wp == Wk,

gde je 1 <k <n, koje éemo oznaciti sa Dy. Pretpostavimo da je neposredno
izvodenje wy = wy,1 zasnovano na primeni pravila oblika  — 152+ 1, gde
su f1,B2,...,f1 € V. To znaci da se jedno od pojavljivanja simbola  u reci
wy zamenjuje sa f1f2 -+ f;. Kako tom pojavljivanju simbola  u wy odgovara
jedno odredeno pojavljivanje tog simbola kao oznake lista u Dy, to ¢emo
stablo Dy, dobiti na taj na¢in sto ¢emo tom ¢voru u Dy, prikaditi stablo

AN

Na ovaj nacin smo induktivno definisali niz stabala D1,D>,...,D,. Stablo
D,, nazivamo stablom izvodenja ¢ = wo=>w =2 wy = =>w, = w.

Primetimo da, koriste¢i graficko predstavljanje stabla D, grane koje polaze
iz proizvoljnog ¢vora stabla D moZemo urediti uzimajudi, na primer, njihov
redosled sa leva na desno. Sli¢cno moZemo urediti i puteve u stablu D koji
polaze iz korena. Naime, za svaka dva takva puta p; i p2 postoji ¢vor a stabla
D u kome se oni razdvajaju, odnosno ra¢vaju, pa ako se grana puta p; koja
izlazi iz a nalazi levo od odgovarajuce grane puta p,, tada ¢emo reci da se
put p1 nalazi levo od puta p,.

Konac¢no, za dva lista [; i [ stabla D ¢emo reéi da se list [; nalazi levo od
I ako se put koji ide od korena do /; nalazi levo od puta koji ide od korena
do lz.

Ako kod stabla D izvodenja o=w, w € V*, &tamo oznake listova sa leva
na desno, procitac¢emo upravo re¢ w, za koju kazemo da je rezultat stabla D.

Primer 2.4.1. Neka je data gramatika G = (V, X, nt), u kojojje V—-X={o,A, u},
X ={x,y,z} i pravila su

o Axy, A-uxy, p—AZ, u—-y, A-x
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Ispitaticemo da li re¢ xz2(xy)* pripada jeziku L = L(G,0).
Primetimo da postji stablo izvodenja, prikazano na slici, koje odgovara

izvodenju

0= Axp = pxuxy = Az xuxpu = A2 xyxu =

= x22xyxp = xz2xyxy = xz*(xy)?,

jer ¢itanjem oznaka listova, sa leva na desno, dobijamo re¢ xzzxyxy. Ovim

smo dokazali da je xz2(xy)* € L(G, 0).
/IN
/ i\x H
Wox ooy

/1N

Az oz oy

Slika 2.1 Stablo izvodenja

2.4.2. Parsirajuca stabla (stabla rasclanjenja)

Parsiranje (ras¢lanjenje) je jedan od najvaznijih zadataka u dizajnu kompajlera.
To je postupak formiranja tzv. parsirajueg stabla za datu re¢ u, koje se dobija
iz pravila izvodenja kontekstno-nezavisne gramatike. Ima vise tehnika parsi-
ranja. Mi ¢emo se zadrzati na najopstijoj, ali ne uvek najefikasnijoj, top-down
metodi parsiranja.

Neka je G = (V,X,n) kontekstno-nezavisna gramatika. Re¢ u € V* nazi-

vamo receni¢nom formom u gramatici G ako postoji izvodenje o = u, a levom
reCenicnom formom ako postoji krajnje-levo izvodenje od o do u.

Za svaku kontekstno-nezavisnu gramatiku G definisac¢emo krajnje-levi graf
9(G) na slededi nadin:

(a) Cvorovi u g(G) su leve reCeni¢ne forme u gramatici G;

(b) Za dve leve receni¢ne forme u4 i1y, ako u 7 postiji izvodenje a — u, takvo
daje u; = vaw i up; = vuw, za neki v € X* i w € V*, onda postoji usmerena
grana iz uq u up.
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Ako leve receni¢ne forme u gramatici G imaju jedinstveno krajnje-levo
izvodenje iz poetnog simbola o, tada je g(G) stablo ¢iji je koren pocetni
simbol ¢.

Parsirajuée stablo re¢iu € X* mozemo odrediti jednostavnim pretraZivanjem
grafa g(G).

Kako graf g(G) moze biti beskonacan, to nije sigurno da ¢e se algoritam
pretrazivanja zaustaviti za sve ulazne reci.

Medutim, ukoliko kontekstno-nezavisnu gramatiku svedemo na gra-
matikubez e-pravila pretrazivanje ¢e se sigurno zaustaviti. DuZina re¢eni¢nih
formi se, u ovom slucaju, ne smanjuje tokom izvodenja, tako da odredivanje

izvodenja 0 = u u g(G) jednostavno moZemo ograniciti na podgraf u kome
duzina puteva ne prelazi |u|.

Kontekstno-nezavisna gramatika je dvoznacna ako postoji re¢ u € X* koja
ima dva parsirajuca stabla. Sintaksi¢ka struktura reci, koju daje parsirajuce
stablo G indukuje i semanti¢ku strukturu (znacenje) te re¢i u L(G). Kada
postoje dva parsirajuca stabla, teSko je odrediti koja je semanticka struktura
korektna. Zato uvek teZimo konstrukciji jednoznaéne kontekstno-nezavisne
gramatike.

Primer 2.4.2. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika u kojoj
su simboli oblika (---) pomo¢ni simboli, dok su ostali simboli terminalni, a
pravila izvodenja su:

(iskaz) — if (uslov) then (Tiskaz) + (Tiskaz)

(Tiskazy — if (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz) + (Siskaz)
(uslov) » C1+Co+Cs

(Siskaz) — A1+ Ay + As.

Naci éemo dva razli¢ita parsirajuca stabla za recenicu:

if Cq then if C, then A; else if C3 then A, else As.

Primeti¢emo da iz prvog parsirajuceg stabla ne mozemo odrediti Sta se
desava ako uslov C; ne vazi. O¢igledno je da se ne dobija ni jedan od jed-
nostavnih iskaza (Siskaz) A1, Ay ili As.
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(iskaz)
if Tuslody then \(Tiskaz>

c|1 if mzs’ka>ezse\<iskaz>

G (Siskaz) (Tiskaz)

Ay if 7 (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz)

Cs (Siskaz) (Tiskaz)
As (Siskaz)
A3

U drugom parsiraju¢em stablu, u slucaju kada uslov C; ne vaZzi, dobijamo
jednostavan iskaz As.

Dakle, data gramatika je dvoznac¢na i vidimo da je teSko odrediti znacenje
traZene recenice iz dva parsirajuca stabla. Zato je poZeljno konstruisati je-
dnozna¢nu gramatiku uvek kada je to moguce.

(iskaz)
(Tiskaz)
ifmkm else (iskaz)
C if m (Tiskaz) else (iskaz) (Tiskaz)

Ca (Siskaz) if  (uslov) then (Tiskaz) (Siskaz)
Ay Cs (Siskazy ~ As

Ao
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2.5. Zadaci

2.5.1. Resiti jednac¢inu 14011 = 011u nad alfabetom {0, 1}, odnosno, na¢i skup
svih reci u € {0,1}* koje zadovoljavaju datu jednacinu.

2.5.2. Za sve jezike L; i L, nad alfabetom X vazi (LjL2)'L] = (L1 +Lp)".
Dokazati.

2.5.3. Urediti leksikografski sledece binarne re¢i:
1 =01000001, v=00110111, w =00111111.

2.5.4. Pocev od najmanjeg, pa do najveceg, leksikografski urediti sledece
binarne reci:

A =01001011, B = 00101010, C = 01100100,
D =01101111, E = 01000101.

2.5.5. Neka je < uredenje na skupu binarnih re¢i
X=1{0,1,10,01,11,101,011,1011}

zadato slede¢im Haseovim dijagramom.

1011

Koje od slede¢ih uredenja ima < kao svoju restrikciju na skupu X:

(a) prefiks uredenje

(b) leksikografsko uredenje
(c) faktor uredenje

(d) alfabetsko uredenje

(e) sufiks uredenje

2.5.6. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gdeje X = {x}, V- X ={o}ipravila
su datasa o — x0,0 — e. Tadaje L(G,0) = {x" |n € INO}. Dokazati.

2.5.7. Neka je data gramatika G = (V, X, ), gde je X = {x, y}, skup pomo¢nih
simbola V — X = {0, A, u} i pravila su data sa

0—x0, 0> Yo, 0 =>xA, A—>yu, u—e.

Dokazati da je L(G,0) = X*xy.
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2.5.8. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X ={a,b}, V-X = {0} i
pravila iz 7 su data sa 0 — aoa, 0 — bob, 0 — a, 0 = b, 0 — e. Dokazati da
je tada L(G, 0) skup svih palindroma (reci koje su jednake svojim reverznim
re¢ima).

2.5.9. Neka je data gramatika G =(V, X, ), gde je X = {a,b}, V-X = {0,0,B)
i pravila iz 7 su data sa 0 — a, 0 — bao, 0 = afo, a = baa, @ — a, p — afp,
B — b. Nadijezik L(G, 0) generisan ovom gramatikom.

2.5.10. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X = {a,b}, skup po-
mo¢énih simbola V - X = {o,a,8} i neka su pravila iz n data sa 0 — ap,
a—aa, a = a, p— b, ap — b. Dokazati da ova gramatika generiSe jezik
L(G,0) ={a"b" |n,m > 1}.

2.5.11. Dataje gramatika G = (V, X, n), gdeje X ={a,b}, V- X ={0,A} i pravila
izmsuo—> AN, A > AAA, A —>a, A > bA, A —> Ab.

(a) Nadi jezik L(G, 0);

(b) Koje se reti jezika L(G,0) mogu dobiti izvodenjima koja imaju Cetiri ili
vise koraka?

(c) Za bilo koje m,n,k > 0 opisati izvodenja, u gramatici G, re¢i b ab"abk.

2.5.12. Konstruisati formalnu gramatiku kojom je moguce opisati svaki ar-
itmeticki izraz sa tri promenljive, koji moZe da sadrZi zagrade, pri ¢emu je
bitan prioritet operacija.

2.5.13. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik

L={ue{a,b)" | 2ful, = luly}.
2.5.14. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik

L={a"b"cPd! |\ m+n=p+q}.

2.5.15. Odrediti da li re¢ abaca pripada jeziku L(G, 0), akoje G = (V, X, ) data
gramatika , u kojoj je V- X = {0}, X = {a,], ¢}, a pravila izvodenja su

o —obo, o0—>oco, o—a.

2.5.16. (a) Dokazati da je kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, i) arit-
metickih izraza sa dve promenljive X = {a,b} i pravilima izvodenja

0—>0+0, 0—>0—0, 0500, 0—>0:0, 0> (0), 0 —>a+b,

dvozna¢na gramatika.
(b) Nac¢i ekvivalentnu jednoznaénu gramatiku jezika L(G).



Glava 3
Deterministicki automati

Treca glava je posvecena deterministickim kona¢nim automatima i jezicima
koji mogu biti raspoznati ovim automatima. Predstavljeni su algoritmi za
konstrukciju minimalnog automata datog jezika i minimizaciju datog auto-
mata. Takode se govori o raspoznavanju jezika monoidom, monoidu prelaza
automata i sintaksickom monoidu i predstavljeni su efektivni postupci za
konstrukciju ovih monoida.

3.1. Osnovni koncepti

Masine za obradu informacija transformisu ulazne signale u izlaze. Uglav-
nom se, kada je o ovim masinama re¢, za njih vezuju dva alfabeta: ulazni alfa-
bet za komunikaciju sa masinom i izlazni alfabet za dobijanje odgovora. Na
primer, masina prihvata, na ulazu, re€enice na engleskom jeziku, a izlazi su
odgovarajuce rec¢enice na ruskom.

Postoje, medutim, masine za obradu informacija koje re¢i procesiraju na
drugi nacin i o njima e biti re¢i u ovoj glavi. Kod ovakvih masina svaka re¢
ulaznog alfabeta uzrokuje jedan od dva izlazna signala: “da” ili “ne”. KaZe
se da masina prihvata ulazne reci koje dovode do izlaza “da” i da odbija one
koje uzrokuju izlaz "ne”. Na taj nac¢in ulazni alfabet se deli na dva disjunktna
podskupa: podskup “da” koji se naziva jezik raspoznatljiv (prihvaéen) ovom
masinom i podskup “ne” jezik koji masina ne raspoznaje (ne prihvata).

Na$ zadatak je da izgradimo matematicke modele ovih masina koji bi
¢inili posebnu klasu i koje ¢éemo nazivati deterministicki konacni automati.

Konacan deterministricki automat je jednostavan, apstraktan matematicki
model masine. Intuitivno, automat ¢ita ulaznu rec slovo po slovo, po jedno
slovo u diskretnojjedinici vremena, i posto je ulaz potpuno procitan odlucuje
o tome da li da ga prihvati ili odbije.

Princip rada ovog automata je slededi:

Na pocetku rada, automat se nalazi u jednom stanju 4o, koje nazivamo
inicijalno stanje. Inicijalno stanje ¢emo graficki oznacavati ulaze¢om strelicom
na slededi nacin:

63
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Prelaz iz jednog stanja u drugo, pod uticajem nekog ulaznog slova,
odreden je funkcijom prelaza.

Najprirodniji na¢in za predstavljanje automata njihovo zadavanje pomocu
grafova prelaza.

Graf prelaza automata je oznacen, usmereni graf ¢iji su ¢vorovi stanja au-
tomata, a oznake grana su slova ulaznog alfabeta. Iz stanjaa € A, pod uticajem
ulaznog simbola x € X, automat prelazi u stanje b, pri ¢emu graf prelaza ima
granu (a,b) koja je oznacena sa x.

X

Pored fiksiranja inicijalnog stanja ag € A, unapred ¢emo fiksirati i skup
stanja T4 C A, koji nazivamo skup finalnih stanja (zavrsnih stanja ili terminalnih
stanja). Zavrsna stanja oznacava¢emo graficki duplim kruzi¢ima, na sleded¢i
nadin:

Formalno se deterministicki konacan automat moZe definisati kao uredena
Cetvorka A = (A, X,64,a0,7) u kojoj je

A - konacan, neprazan skup stanja;

X — ulazni alfabet;

6% : AX X — A - funkcija prelaza;

ap — inicijalno stanje;

™ C A — neprazan skup zavrgnih (finalnih) stanja.

Kako je 6* funkcija iz A X X u A, to postoji taéno jedno stanje b € A tako da
je b=06%(a,x), odnosno postoji taéno jedno stanje u koje se sa x prelazi iz a.

Konacni automati se, takode, mogu predstavljati takozvanim tablicama
prelaza.

Tablica prelaza automata A = (A,X,64,a9,7") je pravougaona tablica sa
vrstama koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje odgo-
varaju stanjima.

Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odredenoj ulaznim slovom x € X i
koloni odredenoj stanjem a € A upisuje se stanje 6 (a, x).

Al a

x|... 8%a,x) ...

Automat prelazi iz stanja u stanje ¢itajuci re¢ ulaznog alfabeta, slovo po
slovo. Dakle, rad automata se ne sastoji samo u jednom prelazu iz stanja u
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stanje, pod uticajem jednog ulaznog signala, ve¢ iz niza uzastopnih prelaza,
pod dejstvom niza uzastopnih ulaznih signala. Zato je prirodno funkciju
prelaza & progirti uvodenjem preslikavanja koje stanje a € A, pod utica-
jem niza ulaznih simbola u = xjx3---x, € X*, vodi u stanje b € A. Kako ne
postoji opasnost od zabune, prosirenu funkciju prelaza, koja je jednozna¢no
odredena funkcijom prelaza, oznatavaéemo na isti nacin sa 6.

Naime, ako je ulazna re¢ u € X* predstavljena u obliku u = x1x;---x,,, gde
su x1,X2,...,X; € X slova ulaznog alfabeta, i akosua,be Ai

éA(arxl) =a, 6A(a1/x2) =az, ..., 5A(an—1/xn) = b/

onda kaZemo da automat A pod uticajem ulazne reci u prelazi iz stanja a u
stanje b preko niza medustanja ay,ay, ...,a,-1. U tom slu¢aju je b = 6*(a,u) i to
se grafi¢cki moZe predstaviti sa

O @ @ TO 0

Dakle, funkciju prelaza & sa domena A x X pro$irujemo na domen A X X*,
pri éemu se funkcija prelaza 6 : Ax X* — A induktivno definige na sledeéi
nadin:

(1) Za stanjea € Aipraznurete € X" je o (a,e) = a;
(2) Za stanje a € A i ulazno slovo x € X je prosirena funkcija prelaza jednaka

funkciji prelaza 6%(a, x);

(3) Za stanje a € A, svaku re¢ u € X* i svako slovo x € X, ako je definisano

6%(a,u), vazi

4 (a, ux) = (6% (a, u), x).

Drugim re¢ima, ova definicija kaze sledece:

— Znacenje uslova (1) je da se, kada na ulaz automata dode prazna ulazna
re¢ (prazan signal), u automatu nista ne desava.

Dakle, prazna ulazna re¢ nema nikakav efekat na rad automata.

— Uslov (2) kaze da se prosirenje funkcije prelaza poklapa sa funkcijom
prelaza na skupu A X X.

— Konacno, uslov (3) kaze da, ako ulazna re¢ u prevodi automat iz stanja
a u stanje b = 6(a,u) i ako ulazno slovo x prevodi automat iz stanja b u
stanje ¢ = 6" (b, x), onda ulazna re¢ ux prevodi automat iz stanja a u stanje
¢, odnosno ¢ = 5 (a, ux).

Za proizvoljne redi u,v € X* se jednostavno, indukcijom po duzini reéi v,
pokazuje da vazi

0™, uv) = 545 (a,u),v).
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Za stanje a automata A = (A, X, o4,a9,7) kazemo da je dostizno stanje ako
postoji re¢ u € X* takva da je 6 (ap,u) = a. U protivnom, a € A je nedostiZno
stanje.

Jasno je da je stanje a € A dostizno ako se do njega moze stici iz inicijalnog
stanja, odnosno, ako u grafu prelaza automata postoji put iz inicijalnog stanja
ap u stanje a.

Automat ¢ija su sva stanja dostizna naziva se dostiZan automat.

Dostizan deo datog automata A = (A, X, (5A,a0,TA) definiSe se kao automat
A= (Ad,X,(SAd,aO,TAd) gde je:

A je skup svih dostiznih stanja automata A;

6% 1 Agx X* — A je restrikcija preslikavanja 6 na Ay x X*;

a9 € Ay, jer je inicijalno stanje automata uvek je dostizno;

™ = 1N Ay, tj. 74 je skup svih dostiZnih zavrénih stanja od A.

Dokazaéemo da je skup dostiZnih stanja automata A zatvoren za funkciju
prelaza.

Za proizvoljno stanje a € A; imamo da je a = 6 (ag, u) = 64 (ap, u), za neku
re¢u€ X'izave€ X" vazi

64 (a,0) = 16 (ag, u),v) = 5 (ag, uv) = 5% (ap, uv),

§to znadi da je 6%(a,v) € Ay.

Dakle, 64 slika Ay x X* u Ay, te je opravdana prethodna definicija au-
tomata Aj;. Jasno je da je dostizni deo automata dostizan automat.

Koja je svrha razmatranja dostiznog dela automata?

Kako svaki automat pocinje svoj rad iz inicijalnog stanja, u daljem radu ¢e
se uvek nalaziti u dostiZnom stanju. Prema tome, nedostiZna stanja ni na koji
nadin ne uti¢u na rad automata. Zbog toga ih moZemo slobodno odbaciti,
zajedno sa prelazima koji polaze iz njih ili se zavrSavaju u njima.

Odbacivanjem nedostiznih stanja nista ne menjamo u radu automata, a
pri tome automat pojednostavljujemo, smanjujuéi mu broj stanja.

Efektivan postupak za nalaZenje dostiZznog dela A; automata A predsta-
vljen je slede¢im algoritmom za nalaZenje stabla prelaza datog automata.

Algoritam 3.1.1. (Stablo prelaza automata A) Ulaz ovog algoritma je automat
A = (A,X,64,a0,7%). Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza au-
tomata A. Stablo se konstruise induktivno, na sledeéi naédin:

(A1) Koren stabla je a9, i mi stavljamo T¢ = {ao}.

(A2) Nakon i-tog koraka neka je konstruisano stablo Tj, i neka su ¢vorovi
u T; oznaceno ili sa ‘zatvoren’ ili sa ‘nezatvoren’. Znacenje ova dva izraza
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruiS§emo stablo T;;; dogradivanjem stabla
T; na sledeéi nacin: za svaki nezatvoren list a koji se pojavljuje u T; i
svako x € X, mi dodajemo ¢vor 0 (a,x) i granu iz a u 54 (a,x) oznatenu
sa x. Istovremeno, proveravamo da li je stanje 6%(a,x) neko stanje koje
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je ve¢ dobijeno i ako je to ta¢no, onda kazemo da je ovaj ¢vor ‘zatvoren’
i oznatavamo ga sa M. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oz-
naceni kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo prelaza konstruisano, njegovi unutrasnji ¢vorovi odgo-
varaju dostiZnim stanjima automata.

Primer 3.1.2. Neka je automat A dat slede¢im grafom:

Dostizna stanja ovog automata su ag i a1, jer je
ag = 6 (ag,e) i a1 = 5" (ag, y)
Stanja a, ia3 sunedostiZna, jer je o¢igledno da se ni do jednog od njih ne moze

sti¢i iz inicijalnog stanja ag. DostiZni deo A, ima samo dva stanja i moZe se
predstaviti na sledeéi na¢in:

Kao stosmo videli, automat prelazi iz stanja u stanje ¢itajucire¢ ulaznog alfa-
beta, slovo po slovo. U zavisnosti od toga da li se posle toga automat nasao
u stanju koje pripada datom skupu zavrsnih stanja ili ne, on prihvata (prepo-
znaje, raspoznaje), odnosno ne prihvata (ne prepoznaje, ne raspoznaje) tu rec.
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Oznacimo sa [[A] skup svih re¢i ulaznog alfabeta koje su prihvaéene ko-
na¢nim deterministickim automatom A. Skup [(A]| naziva se jezik automata A
(ili jezik raspoznatljiv automatom A). Tada kazemo da automat A raspoznaje
jezik [A]. Formalno [A] definisemo sa

[A] = {u € X*|6%(agp, u) € T4} (3.1)

To ¢emo graficki predstaviti sa:

TOT O

Teorema 3.1.3. Za proizvoljan automat A= (A, X,64,a0,t) i njegov dostizni deo
Ag je [Al = [Aal.

Dokaz: Za proizvoljnu re¢ u € [A4] postoji stanje a € A, tako daje 6 (ag, u) =
a € 4. Dakle, 5 (ag, 1) = a € T §to znadi da je u € [All, pa vazi [A;] € [Al.
Obratno, neka je u € [[A]. To znadi daje 6*(ao,u) = a € 7, i jasno je da stanje a
i sva medustanja u prelazu iz ap u a pod dejstvom ulazne reci u jesu dostizna
stanja. Prema tome, A (ag,u) = (SA(ao,u) =aetNA, =14, odakle sledi da
re¢ u € [Ay]l, odnosno da vazi [(A] C [(A4]l. Prema tome, [A] = [A4]- O

3.2. Kongruencije i homomorfizmi deterministickih
automata

Kada se bavimo dizajniranjem automata radi njihovih prakti¢nih primena,
sre¢emo se sa dva osnovna problema:

Da li za dati jezik postoji konacan automat koji ga raspoznaje?
Kako konstruisati automat sa $to je moguce manje stanja koji raspoznaje dati
jezik?

Prvi problem je vaZan jer u prakti¢nim primenama automata ucestvuju
samo konacni automati. Beskona¢ni automati imaju samo teoretski znacaj, i
izucavaju se iz metodoloskih razloga, jer je lakse raditi u teoriji u kojoj nismo
sputani uslovom konaénosti skupa stanja automata.

Drugi problem je bitan iz razloga $to veéi broj stanja automata znaci

— veli broj hardverskih komponenti, kada se radi o primeni automata u
dizajniranju hardvera;

— glomaznije i sporije programe, kada se radi o primeni automata u diza-
jniranju softvera.

Podsetimo da je osnovni smisao upotrebe relacija ekvivalencija upravo
u redukciji broja elemenata iz A formiranjem koli¢nickog (faktor) skupa sa
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manjim brojem elemenata. Da bi, pri tome, elementi faktor skupa sac¢uvali
osnovna svojstva elemenata iz A, relacija ekvivalencije treba da zadovolji jo$
neke uslove.

Ako A predstavlja neku algebarsku strukturu, odnosno, ako je na A defi-
nisan izvestan sistem operacija, nije dovoljno da g bude samo relacija ekvi-
valencije, jer definisane operacije, na prirodan nacin, treba prenetina A/ .1z
tog razloga potrebno je da relacija ekvivalencije o bude saglasna sa operaci-
jama na A, i takva relacija ekvivalencije naziva se kongruencija.

Ako deterministi¢ki automat posmatramo kao algebarsku strukturu sa
konstantama (inicijalno stanje i zavrsSna stanja), i unarnom operacijom
(funkcija prelaza) moZemo kongruenciju na automatu definisati na slede¢i
nacin:

Nekaje dat automat A = (4, X, 5%, a0, t) i relacija ekvivalencije g na skupu
stanja A tog automata.

Relacija ekvivalencije g je kongruencija na automatu A ako je saglasna sa
funkcijom prelaza 0, pri ¢emu zavrsna stanja mogu biti u relaciji samo sa
zavrs$nim stanjima, tj. ako, za proizvoljna stanja a,b € A, vaZi sledece:

akojeae ™ ib ¢ 1 uvek vazi (a,b) ¢ g;
iz (a,b) € o sledi (6%(a,x),64(b,x)) € g, za svaki x € X.

Indukcijom se lako dokazuje da je relacija kongruencije ¢ saglasna sa
prosirenom funkcijom prelaza, odnosno da, za proizvoljna stanja a,b € A,
takva da su (a,b) € g sledi da su (6*(a,u), 5 (b,u)) € o, za sve redi u € X*.

Znacenje saglasnosti moZemo objasniti graficki na sledeéi nacin:

Dakle, relacija ekvivalencije ¢ je saglasna sa funkcijom prelaza ako za
proizvoljna stanja a i b iz iste p-klase i svi njihovi prelazi 6a,x) i 6(b,x)
pripadaju istoj g-klasi.

Neka je o kongruencija na automatu A = (4, X, o, a9, ).

Definigimo funkciju 64/¢: (A/ ) x X* — A/ ¢ na sledeéi na&in:

6A//0(Qﬂ/x) = QéA(a,x) (3'2)
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zasvakoa € Aix € X. Kori$¢enjem ¢injenice da je o kongruencija na A, lako se
proverava da vrednosti preslikavanja 6*/¢ ne zavise od izbora predstavnika
klasa, dok se indukcijom po duzini re¢i u € X* pokazuje se da je funkcija
prelaza korektno definisana, tj. da vazi 64/¢(g,,u) = O (a,u1)-

Zaista, ako je u slovo ulaznog alfabeta imamo (3.2), pa jednakost vazi.
Pretpostavimo da, za re¢ v € X* duZine [v| = n— 1, imamo 6*/(g,,v) = 054 (a,0)-
Za re¢ u = vx dobijamo

5M(0q,1) = 5905, 0x) = 5 (5 %05, 0), %) = 5 (05411, %)
= 05454 (a,0),x) = O5A(a,x) = OsA(a,u)

$to znali da je funkcija /¢ dobro definisana. Ovo nam omoguéava da
uvedemo pojam kolicnickog (faktor) automata na sledeéi nacin:

Automat Afo=(Afo, X, 5Ale, Q,ZO,’IA// ?) naziva se kolicnicki (faktor) auto-
mat sa skupom stanja A/ g, funkcijom prelaza 6/¢, inicijalnim stanjem g, i
skupom zavrsnih stanja /¢ = g 1 = {g,|a € T4}.

Kao $to smo videli, funkcija prelaza automata ima izvesna svojstva bliska
algebarskim operacijama, $to nam omogucava da, po analogiji sa odgovara-
ju¢im algebarskim pojmom, definiSemo homomorfizam izmedju automata,
kao preslikavanje koje je saglasno sa funkcijom prelaza i o¢uvava njena alge-
barska svojstva.

Neka su A = (A, X,64,a9,7) 1 B = (B, X, 58, by, tP) kona¢ni deterministicki
automati. Preslikavanje ¢ : A — B je homomorfizam automata A u automat 8
ako za proizvoljnea € A i x € X vaZi:

P(6%(a,x)) = % (p(a), %),

Pa)=ho i 7° =p(") = (p@]aet’).
Pokazacemo da, ako je ¢ homomorfizam, za proizvoljno stanje a € A i ulaznu
re¢ u € X* vazi (6% (a,u)) = 68 (¢p(a), u).

Za reci duZine jedan, ovo jasno vazi prema definiciji homomorfizma.
Pretpostavimo da, za sve re¢iv € X* duzinen—1, vazi (6%(a,0)) = 58 (p(a),v),
zaa € A. Neka je u € X" re¢ duzine n oblikau=vxzave X" ixe X.

P(6%(a,1)) = p(64(a,vx)) = (6" (6% (a,v), %)) = B (p(6%(a,v)), %)
= 68(6%(p(a),0),x) = 68 ((a), vx) = 5% (¢p(a), u).

Dakle, jednakost vaZi za sve reci ulaznog alfabeta, 5to je i trebalo pokazati.

Injektivno preslikavanje automata A = (A, X, 64, a9, 74) uB = (B, X, 68, by, t8),
koje je homomorfizam naziva se monomorfizam. Surjektivni homomorfizam
automata A na B naziva se epimorfizam.U tom slucaju automat 8 zovemo
homomorfna slika automata A. Bijektivni homomorfizam zove se izomorfizam
automata, a ako postoji bijektivni homomorfizam izmedu automata A i 8
onda su ovi automati izomorfni i piSemo A = B.
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Lema 3.2.1. Neka je ¢ kongruencija na automatu A = (A,X,6%,a9,7%). Tada je
prirodno preslikavanje o* : A v A/ o epimorfizam iz A na faktor automat Af o =
(A//QI X/ 6A//Q’ Q{ZO/ TA//Q)

Dokaz: Prirodno preslikavanje ¢ : A - A/ g definige se sa

0*(a) = g, za svako stanje a € A.

Ocigledno daje preslikavanje “na”, jer je svaka klasa ekvivalencije neprazna i
postoji element koji pripada toj klasi, tj. za proizvoljno g, € A/ pvaZi ¢°(a) = g,.
Za stanje a € Aire¢ u € X* imamo

F(ON@,1)) = 031y = 6" (0 ) = V(@) ),
Sto je i trebalo dokazati. ]

Dakle, ako je relacija ekvivalencije ¢ saglasna sa funkcijom prelaza au-
tomata A, onda prirodno preslikavanje na izvestan nacin prenosi odredena
algebarska svojstva sa automata A na faktor automat A/ o.

3.3. Minimalni automat jezika

Da bi smo dokazali postojanje automata koji raspoznaje datijezik L, uvodimo
pojam razlomka jezika. U opStem slucaju, automat koji prihvata dati jezik L
ne mora biti konac¢an. Neka je dat jezik L C X* i re¢ u € X".

Razlomak jezika L ili izvod jezika L u odnosu na re¢ u, u oznaci u~'L (ili L.u),
je jezik u X* definisan sa

u 'L ={we X |luweL).

Pokazuje se da vazi sledeca lema:

Lema 3.3.1. Za proizvoljan jezik L C X*, reCi u,v € X* i praznu re¢ e € X* vaZi
sledece:

Q) o 'wlL) = (uo)"'L;
(i) e 'L=L;
(iii) eeu™'L & uel.

Dokaz: (i) Imamo da vaZi niz ekvivalencija

wevw'Ll) ® vweu 'L © u(pw)el & (wv)wel & we (uv)_lL,
odakle sledi daje v~ (u~'L) = (uv) ' L.

(ii) Prema definiciji razlomka jezika imamo da je

weell © ewel © wel,
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odakle zaklju¢ujemo daje e”'L = L.
(iii) Posto vazi
eceu'L © ueel © ucel,
dobijamo (iii). O
Zajezik L C X", ozna¢imo sa A, skup svih razlomaka jezika L, tj.
AL ={u'LlueX.
Definigimo podskup 7 C A1, na slede¢i naéin:
4 ={uL|luelL).
Na osnovu dela (iii) prethodne leme, AL se mozZe izraziti i sa:
i ={HeALlecH}.

Primetimo da, za proizvoljan razlomak H € A i v € X" vazi v 'H € A;.
Naime, akoje H = u 1L, za neku re¢ u € X*, na osnovu tvrdenja (ii) imamo
daje

v 'H=v"'u'L) = (wo) 'L e A;. (3.3)
Odavde se vidi da ima smisla definisati preslikavanje 6L : Ap X X — A[ sa
OM(H,x)=x""H, zaHeALixeX.

Dakle, A; = (AL, X,64L,L,741) je automat sa inicijalnim stanjem L i skupom
zavrénih stanja 7L, dok je progirena funkcija prelaza 6L : Ap X X* — Ay data
sa Op(H,v) = v~'H dobro definisana prema (3.3).

Teorema 3.3.2. Proizvoljan jezik L C X* moZe biti raspoznat (ne obavezno kona-
Enim) deterministickim automatom Ay = (Ar, X, 64L, L, t4L).

Dokaz: Neka je w € X* proizvoljna re¢. Na osnovu (3.3) vazi (L, w) = w 'L
i takode,

A o eecw L © weel & welL.

wller
Prema tome,

[AL] = {we X" |6 (Lw) e T} = fwe X |[w 'L et} =L,
¢ime smo dokazali da automat A, raspoznaje jezik L. |

Automat A; = (AL,X,(SAL,L,TAL) naziva se automat desnih razlomaka ili
izvodni automat jezika L.
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Prirodno se namece pitanje kako odrediti sve razlomke datog jezika.
Naredna teorema nam daje algoritam za konstrukciju svih razlomaka
jezika L, u slu¢aju kada su alfabet X i skup Ay konacni.

Teorema 3.3.3. Neka je L C X* proizvoljan jezik. Definisimo induktivno niz
{Ax}keno podskupova od Ay sa:

Ap ={L}, (3.4)
A1 =AU IH|He A, xe X}, keNO. :
Tada:

(@) Niz {Ag}ieno je rastuci.
(b) Ako postoji k € N° takav da je Ay = Ayy1, tada je Ay = AL
(c) Ako je AL konacan skup, tada postoji k € N° takav da je Ay = AL

Dokaz. Tvrdenje (a) sledi neposredno iz (3.4).

(b) Podskup A’ C Ay koji sadrzi L nazva¢emo zatvorenim za slovo u € X*
akoje u'H € A’, za svaki element H € A’.

Kako je svaki element iz A}, oblika u 1L, zanekuredu e X*,i A’ sadrzi L,
to je A’ zatvoren za sve reci iz X" ako i samo ako je A’ = Aj..

Drugim rec¢ima, Ay, je jedini podskup od A, zatvoren za sve re¢iiz X*.

Sa druge strane, nije teSko dokazati da je A’ zatvoren za sve re¢i iz X* ako
i samo ako je zatvoren za sva slova iz X.

Kako jednakost Ay = Ay,1, za neki k € N? u stvari znadi da je

(x'H|H e A, xe X} C Ay,

odnosno da je skup Ay zatvoren za sva slova iz X, to prema napred ustanov-
ljenom imamo da je Ay = Ay, $to je i trebalo dokazati.
(c) Kako je niz {Ag}ieppo rastudi, to je

|Aol < |A1] < -+ S NARl S MAgl < -+ <AL,

pa kada je Ay konac¢an skup dobijamo da je |A| = |A,1], za neki k€ NY, i u
tom slucaju je Ay = A1, ponovo iz razloga sto je niz {Ay},cpo rastudi.
Prema tome, zaklju¢ujemo da je Ay = Ar. |

U narednim primerima primenjujemo navedenu teoremu za nalaZenje skupa
svih desnih razlomaka, odnosno za naleZenje izvodnog automata datog
jezika L.

Primer 3.3.4. Konstruisa¢emo automat desnih razlomaka koji raspoznaje
jezik

L={x"y"|m,neN},

nad alfabetom X = {x, y}.
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Najpre odredujemo skup A;:
xL={ueX|xuel}=LUly}*,
ylL={ueX|yuel}=0,

paje Ay ={L,L1,Ly}, gdeje Ly =x"'L=LU{y} il =y 'L=0.
Dalje, odredujemo skup Aj:

¥ =) ' L={ueX |xuel}=LU{y}* =L,
y 'Ly =(@y) 'L={ueX |xyuel)={y})* = L3,
x_le =x10=0= Lo,
y =y 0=0=Ly,
paje Ay ={L,L1,Ly,L3}, gdeje Lz = L.xy = {y}".
Nastavljajudi isti postupak odredujemo skup Az i dobijamo
x = (xyx)_lL ={ueX|xyxuell=0=Ly,
v L= (yd) L= {ueX |xfuel) =y} = Ls,
paje Az = A. Prema tome, A; = Ay = {L,L1,L,,L3}.

Kako je L3 = {y}" jedini razlomak iz A; koji sadrzi praznu rec ¢, to je
AL = {L3}. Dakle, automat A;. je zadat grafom:

X
—O——E——@ )
Y X
X,y

Primer 3.3.5. Neka je X = {x,y} i jezik L = {x"y"|n € IN}. Vide¢emo da ne
postoji konacan automat koji raspoznaje dati jezik kontrukcijom izvodnog
automata A; datog jezika L.

Primetimo, najpre, da je

xL={ueX|xuel) ="y |neN},
v L={ueX|yuel}=0,

paje A; ={L,L1,Kq}, gdeje L1 = {x""1y"|n e N}i Ky = 0.
Zatim imamo da je
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x Ly ={ueX |xuely) = {x"2 y'in=2},
y'Li={ueX |yueli}=1e),
K =y K =0 =K,
odakle je Ay = A1 U{Ly, Ko}, gdeje Ly = {x"2y"|n > 2} i K» = {e}.
Dalje je
x o ={ue X |xuely) = {x"3y"n>3),
vy ={ue X |lyuely) =y},
XKy ={ue X |xueky) =
y Ky ={ue X |lyueKy) =

fueX|xu=e}=0=Ky,
ueX'lyu=e}=0=K,,

paje As = Ay U{L3, Kz}, gdeje Lz = {x"3y"|n >3} i K; = {y}.
Nastavljajuéi na isti na¢in u slede¢em koraku dobijamo da je

x g ={ue X |xuels)=(x""4y"|n>4},

y s ={ue X |yuels)={y?,

xTKy={ueX|xueks)={ueX|xu= y=0=Ky,
{ b=A

v IKs={ue X |lyueKs)={ue X |lyu=y} = {e} = Ky,

paje Ay = A3 U{Lys, Ky}, gdeje Ly = {x"*y" [n > 4} i Ky = {y?).
Sada ve¢ mozemo zakljuciti da za proizvoljan m € N vaZzi

Am = Am—l ) {Lm/ Km}/ (3'5)
gde su L, i K;, zadati sa

Ly ={x"""y" |n >mj,

To ¢emo dokazati indukcijom.
Pretpostavimo da je naSe tvrdenje ta¢no. Tada je

x Wy ={ueX|xuely,}= {x”'”1 "m>2m+1} =Ly,

{
-1 * m—
Ly ={u €X' |yu €Ly} = {y" "} = Ky,
1Km—{ueX*lxueKm} fueX |xu=y" 2} =0=K;,
Y Ky ={ueX |yue Kl ={ue X lyu=y"2} ={y" '} = Kps1,

odakle dobijamo da je Ay+1 = Am U{Ly+1, Kins1). 1z svega zaklju¢ujemo da
ima beskona¢no mnogo razlomaka datog jezika L = {x"y" |n € N}, kaoidaje
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Ar automat sa beskona¢no mnogo stanja, koji se moze graficki predstaviti
kao na Slici 3.1.

— (D) (D))

2 3 4
(k) — (K ) —L—(K5)—

3 4 5

Xy
Slika 3.1 Automat Ay jezika L = {x"y" |n € IN}.

Kako je K, jedini razlomak koji sadrZi praznu re¢, to je 71 = {Ky}, pa AL
raspoznaje jezik L stanjem Kj.

Pokazacemo da, medu svim automatima koji raspoznaju dati jezik,
izvodni automat Ay, jeste automat najmanje kardinalnosti, odnosno, automat
sa najmanjim brojem stanja, ako se radi o kona¢nom automatu.

Automat najmanje kardinalnosti koji raspoznaje dati jezik L C X* zovemo
minimalni automat jezika L.

Teorema 3.3.6. Nekaje A=(A,X, 5, a9, ’l’A) automat koji raspoznaje jezik L C X",
i Ay =(Ag X, 54 ay, TAd) njegov dostizni deo. Tada je izvodni automat Ay =
(AL, X, 6, L, 74L) homomorfna slika automata Ay, $to znaci da broj stanja automata
Ay, nije veéi od broja stanja automata Ay, tj. |AL| < |Agl.

Dokaz: Za proizvoljno stanje a € A postoji re¢ u € X* tako da je a = 6% (a, u)
i definiSa¢emo preslikavanje ¢ : A; — AL na slededi nacin:

pa)= u L.

Dokazimo, najpre, da je ¢ dobro definisano preslikavanje iz Ay u A,
odnosno, da ne zavisi od izbora reéi u za koju je a = 64 (ag, u).

Neka su u,v € X* re¢i za koje vaZia = 6% (ap,u) i a = 4 (ap, v). Dokazaéemo
daje tada u™'L = v~!L. Zaista, za proizvoljnu re¢ w € X* vaZi

5% (ag, uw) = 64(64 (ag, u),w) = 54 (a,w) = 54(64 (ag, v), w) = 64 (ag, vw),
odakle dobijamo da
weu 'L o uweL e 5% (ag, uw) € T

& 8(ag,vw) e ™ @ vwelL o wev L.
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Prema tome, u~'L = v~ 'L, &ime smo dokazali da je ¢ dobro definisano pre-
slikavanje iz A; u A;.

Neka je a € A; proizvoljno dostiZno stanje i neka je re¢ u € X* takva da je
a = 6% (ag,u). Tada vazi

(6% (a,0)) = @(64(6% (ap, 1), v)) = (64 (ao, uv))
= wo) 'L =v"Y(u'L) = 6* (¢(a),v), zasvaki ve X"

Inicijalno stanje slika se u inicijalno stanje automata Ay, jer vazi
=e’'L=L
¢la) =eL=L,
a sva zavrsna stanja se slikaju u zavrsna stanja

{p(a)la € T4} = (p(6™ (ag, u))| 6™ (ap,u) = a € T} =

={u'L|6%(ap,u) =a et} ={u 'Lluel) =1,

¢ime smo dokazali da je ¢ homorfizam.

Dalje, svako stanje iz Ap je razlomak u~'L, za re¢ u € X* i ako vaZi
6%4(ag,u) = a, dobijamo da je ¢(a) = u~'L. Prema tome, ¢ je surjektivno pres-
likavanje, pa je |AL| <|A4l, $to je i trebalo pokazati. O

Teorema 3.3.7. Za proizvoljan jezik L C X", automat desnih razlomaka Ar =
(AL, X, 04, L, tL) je automat sa najmanjim brojem stanja medu automatima koji
raspoznaju L.

Dokaz: Nekaje A= (A,X,6%,a9,74) proizvoljan automat koji raspoznaje jezik
Li A, = (Ag,X,6%,a0,7) njegov dostizni deo. Prema prethodnoj teoremi
imamo da je |Az| < |A4l. Skup dostiznih stanja A; je podskup skupa svih
stanja A polaznog automata, te je |A4| < |A|, odakle zaklju¢ujemo |AL| < A4l <
|Al. Kako smo posli od proizvoljnog automata A koji raspoznaje L i dobili
|ALl < |A|, znaci da izvodni automat ima najmanji broj stanja medu svim
automatima koji raspoznaju dati jezik. Ovim je dokaz kompletiran. |

Dakle, za dati jezik L € X* automat A;, desnih razlomaka je minimalni
automat jezika L.

Posledica 3.3.8. Jezik je raspoznatljiv konacnim deterministickim automatom ako
i samo ako ima konacan broj razlicitih desnih razlomaka.

Uodili smo da se raspoznavanje jezika L automatom vrsi unutar njegovog
dostiZnog dela, odnosno samo stanja do kojih je moguce sti¢i iz inicijalnog
stanja ucestvuju u raspoznavanju jezika L.

Algoritam 3.3.9. (Konstrukcija minimalnog automata Ar) Ulaz ovogalgoritma
je raspoznatljiv jezik L. Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza
izvodnog automata A i tokom tog postupka koristimo pokazivace I(-)
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koji, ¢vorovima stabla koje gradimo, pridruzuju odgovarajuce prirodne bro-
jeve. Stablo se konstruiSe induktivno, na slede¢i nacin:

(A1) Koren stabla je L i mi stavljamo da je Tp = {L} i /(L) = 1. Istovremeno
proveravamo da li L sadrZi praznu re¢ i ako je to ta¢no, onda L registru-
jemo kao zavrno stanje, tj. L € T4L.

(A2) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo T; i neka su ¢vorovi u T;
oznaceni ili kao zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U slede¢em koraku konstruiS§emo stablo T;.1 prosirivanjem stabla T; na
sledec¢inacin: za svakinezatvoren list M u stablu T;isvako x € X, dodajemo
¢vor x~!Mi granu iz M u x~!M oznadenu sa x. Istovremeno, proveravamo
da li je x"!M razlomak jezika L koji je ve¢ bio konstruisan, i ako je to
taéno, ako je x "M jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu M’, onda
oznatavamo x~'M kao zatvoren i stavljamo I[(x"'M) = [(M’). U protivnom,
stavljamo da je I(x~'M) naredni nepridruZeni prirodan broj i proveravamo
dalije e € x"'Mi ako je to tatno, onda x'M € L, tj. x M registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo prelaza automata A;, konstruisano, briSemo oznake za
zatvorenost listova i slepljujemo listove sa unutra$njim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na takav nadin,
dopunjen oznakama za inicijalno i zavrsna stanja, je graf automata A; .

Primer 3.3.10. Razmotrimo jos jednom Primer 3.3.4. u kome je konstruisan
izvodni automat jezika L = {x"'y" |m,n € N}, nad alfabetom X = {x, y}. Prema
prethodnom, to je minimalni automat jezika L.

Konstruisa¢emo, sada, stablo prelaza minimalnog automata datog jezika
L primenom prethodnog Algoritma 3.3.9.:

To: L={x"y"|m,neN) Iw=1, L¢tt,
Ti: x'L=LU{y}* =Ly, ILy) =2, L ¢ T,
y'L=0=1Ly, I(Ly) =3, Ly ¢,
To: x My =LU{yY =Ls=Lim, IL3)=LL)=2,
y 'L ={y) =Ly, I(Ly) =4, Lyet,
y=ls=Lm, I(Ls) = (L2) = 3,
y'ly=Le=Lm, I(Le) = (L2) =3,
T3: xy=0=Ly=Lym, ILy) =1(Ly) =3,
y'La={yy =Llg=Lym, I(Lg) = I(Ly) = 4.

Kako su o¢igledno svi listovi postali zatvoreni, to je konstrukcija stabla min-
imalnog automata A; zavrsena, i to stablo je prikazano na sledec¢oj slici:
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Isprekidane strelice na ovoj slici spajaju listove sa unutrasnjim ¢vorovima
koji imaju istu vrednost pokazivaca, i slepljivanjem zatvorenih listova sa
odgovarajué¢im unutras$njim ¢vorovima i oznacavanjem inicijalnog i za-
vrsnih stanja dobijamo graf minimalnog automata A; datog jezika L, koji je
prikazan na sledecoj slici:

Xy

Ako je jezik L raspoznatljiv, algoritam za konstukciju minimalnog automata
zavrsava se u kona¢nom broju koraka.

3.4. Minimizacija kona¢nih deterministickih automata

U ovom odeljku opisac¢emo algoritme za nalaZenje minimalnog automata
koji raspoznaje isti jezik kao dati automat A = (A,X,(SA,aO,TA). Posto ne
moze do¢i do zabune, funkciju prelaza i skup zavrsnih stanja, u daljem
tekstu, oznatavaéemo jednostavno sa 0 i 7, tim redom.

Postupak redukcije broja stanja konacnog, deterministickog automata,
pri ¢emu se dobija minimalni automat koji raspoznaje isti jezik kao polazni
automat naziva se minimizacija automata.

Prvi postupak minimizacije automata, koji ¢emo predstaviti u ovom
odeljku, blizak je algoritmu za konstrukciju minimalnog automata datog
jezika.

Za dati deterministicki automat A = (4, X, 6,49, T) definisacemo skupove
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1, ={u € X*|6(a,u) € T}, zasvastanja a€A.

Primetimo da su ovi skupovi jezici nad ulaznim alfabetom, za svako
stanje datog automata. Skup 7, naziva¢emo desni jezik skupa zavr$nih stanja
7 odreden stanjem a € A.

Skup svih razlomaka skupa 7 oznaci¢emo sa A;.

Teorema 3.4.1. Neka je dat automat A = (A, X, 6,a0,7). Tada za proizvoljne a € A
iue X vazi

-1
To(@au) = U "Ta,

Osim toga, ako je A dostiZan automat koji raspoznaje jezik L, tj. ako je L = [A]l,
onda je Ap = A; (skup svih razlomaka jezika L jednak je skupu svih desnih jezika
skupa ).

Dokaz: Nekajea€ Aire¢u € X*. Tada, za proizvoljnu re¢ v € X*, imamo da je

V€ Tyau) & 0(0(a,u),v) €T (def. desnih jezika)
& o@,uv)et (jer 6((a, u),v) = 6(a,uv))
S UVET, (def. desnih jezika)
eveuly, (def. razlomka jezika),
§to znadi daje Ty = U Ta-
Neka je A = (A, X, 6,a0,7) dostizan automat koji raspoznaje jezik L. Jasno
daje L = 7,4,. Za proizvoljnu re¢ u € X" je

u 'L = 1N (Tay) = To(ag ),

odakle je jasno da je A;, € A;. Obratno, kako je, prema pretpostavci, svako
stanje a € A dostizno, to postoji re¢ u € X* takva da je a = 6(ap, #) i imamo

-1 -1
Ta = To@u) =¥ Tag =U L,
teje A; € Ar. Dakle, Ap = A, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. |

Efektivan postupak za konstrukciju minimalnog automata, koji raspoz-
naje jezik L automata A = (4, X,0,a9,7), svodi se na primenu dva napred
navedena algoritma:

1. Najpre primenjujemo Algoritam 4.3.12. za konstrukciju dostiznog dela
A, automata A, koji raspoznaje L skupom 4 = 1N A,.

2. U automatu Ay nalazimo desne jezike {T?d |x € X}, a ve¢ naredni korak
se svodi na primenu Algoritma 3.3.9. za nalaZenje desnih razlomaka ovih
jezika, jer je, prema prethodnoj teoremi, skup svih desnih jezika skupa
A 4, jednak skupu A razlomaka jezika L.
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Drugi algoritam za minimizaciju zasniva se na nalaZenju faktor automata
polaznog automata u odnosu na kongruenciju definisanu na skupu stanja,
pri ¢emu se klasa medusobno ekvivalentnih stanja zamenjuje samo jednim
stanjem i dobija se minimalni automat koji raspoznaje isti jezik kao polazni
automat.

Zaautomat A = (A, X, 0,49, 1), relaciju 7* na A odredenu sa 7 definiSemo sa:

(a,b)en” © 1,=1,, za a,beA.

Teorema 3.4.2. Neka je dat konacan, deterministicki automat A = (A, X, 0,a9,7).
Tada je n* kongruencija na A.

Dokaz: Jasno da je n* refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija, tj. relacija
ekvivalencije.
Neka su a,b € A stanja takva da vazi (a,b) € 7%, j. takva da je 7, = 7, i neka
je v € X* proizvoljna rec.
Tada za svaku re¢ u € X* vazi sledece
U € T5(a,0) © 0(0(a,0),u) € T © 6(a,vu) € T
SVUET, SVUET,
o o(b,vu) et © 6(0(a,v),u) et
S UE Tsb,0)-

Jasno, T5(,0) = T(b,0), 0dnosno (6(a,v),6(b,v)) € n*. Za stanjaa € Tib ¢ T jasno
je da desni jezik 7, sadrZi praznu re¢, dok e ¢ 7, pa je jasno da je 7, # Tp, 1j.
(a,b) ¢ m*. Ovi smo dokazali da je n* kongruencija na automatu A. |

Naredna teorema pokazuje da je faktor automat dostiznog automata A u
odnosu na kongruenciju n* izomorfan minimalnom automatu koji raspoz-
naje isti jezik kao polazni automat A. Relaciju ©%, u daljem tekstu, ¢emo
oznacavati krace sa 7 kako bi pojednostavili pisanje.

Teorema 3.4.3. Neka je A = (A, X, 6,a0,7) dostizan automat koji raspoznaje jezik
L € X*. Tada je faktor automat A 7 izomorfan minimalnom automatu Ay jezika L.

Dokaz: Nekaje ¢ : AJ7+ AL preslikavanje definisano sa
p(m)=1,,  zasvakia€A.

Kako je A dostizan automat, to postoji u € X* tako daje a = 6(ap, 1), pa imamo
©(Ta) = Ta = To(agu) = u_lruo =u"'L.

Jednostavno se pokazuje da je ¢ dobro definisano i bijektivno preslikavanje.
Dokazimo da je ¢ homomorfizam. Saglasnost sa funkcijom prelaza sledi iz:

(P((SAH (110,%)) = (P(né(a,x)) = To(a,x) = To(d(ag,u),x) = To(ag,ux) =
= wx) 'L =x""(u"'L) = 'L (p(7a), %)
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Inicijalno stanje slika se u inicijalno stanje automata Ay, jer vazi

@(rtay) = Tay =€ 'L=L,
a sva zavrsna stanja se slikaju u zavrsna stanja

lp(m)laet) =t laet)={u"'L|5@,u)=aect)={u'Lluel) ="

Ovim je dokaz kompletiran. m]

Pokazaéemo da je kongruenciju m mogucée konstruisati koriséenjem niza
relacija.

Za automat A = (A, X, 6,a0,7), neka je € relacija ekvivalencije na A koja
ima samo dve klase: 71 A — 1, ;.

E=1XTUA-T)X(A-1).

Drugim re¢ima, za proizvoljne a,b € A vazi

(a,b)ec’ © (aet © bern).

Pokazuje se da medu relacijama i € na automatu A postoji sledeca veza:
(aben o (YueX)(o(a,u),06(b,u)) e, zaproizvoljne a,be A.

Teorema 3.4.4. Neka je dat automat A = (A, X,6,a0,7). DefinisSimo niz relacija
M) ke 1a skupu stanja A sa:

T =€,

T = {(@,b) € 7 ’ (Vx € X) (6(a,2),5(b,)) € ).

Tada vaZi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {1y e je relacija ekvivalencije na A i vaZi
E=M2M 2. 2T} 21 2... 2 7.

(b) Ako je Tty = Ttx4q, za neki k € N, tada je 1y = Ty, = T, za svaki m € NP,
(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je 1t = 1.

Dokaz: (a) Jasno da su svi ¢lanovi niza {m},cpo relacije ekvivalencije, a
neposredno iz definicije sledi da je ovaj niz opadajuéi lanac. Preostaje da
dokaZemo da je 7 C 7, za svaki k € N, indukcijom po k.

Najpre, ako je (a,b) € iy, onda imamo da je (a,b) = (6(a,e),6(b,e)) € €, Sto
znadi da je 1 C € = mp. Dalje, pretpostavimo da je 7 C 7; za neki k € IN°
i uzmimo da je (a,b) € . Ako (a,b) € my41, to znadi da postoji x € X tako
da (6(a,x),6(b,x)) ¢ Ty C €. Medutim, ovo bi znacilo da (a,b) ¢ 7, Sto je u
suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
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Zaklju¢ujemo da mora da vazi (a,b) € myy1, Sto znadi da je 7 C myyq,
odnosno 7t C 7y, za svaki k € NC.

(b) Iovo tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom, sada po m. Na osnovu polaz-
ne pretpostavke imamo da tvrdenje vazi za m = 1.

Pretpostavimo da je 7y = Ty, za neki m € N. Tada je

oo ={(@,6) € T | (V2 € X) (0(6,%),0(6,2)) € T
={@b e ] (Vx € X) (5(a,x),5(b,)) € )

=Tley1 = ks

¢ime je dokaz zavrSen.

Prema (a), da bi dokazali da je 7ty = , dovoljnoje da pokazemo da je iy C 7.
U tom cilju, uzmimo proizvoljan par (a,b) € 7ty i indukcijom po duzini reci u
dokazimo da je (0(a,u),0(b,u)) € €%, za svaku re¢ u € X*.

Akoje |u| =0, tj. ako je u prazna re¢, tada je

(6(a,u),06(b,u)) = (a,b) € m C €.

Za bilo koji n € N, uzmimo da je (5(a,u),5(b,u)) € €%, za svaku re¢ u duZine
|u] < n, i neka je v € X* proizvoljna re¢ duzine |[v| = n+1. Tada je v = ux, za
neke u € X*, |u| = n, i x € X. Prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je

(0(a, u),6(b,u)) € T = T4
Odatle neposredno sledi da je

(0(a,v),6(b,v)) = (0(a,ux),0(b, ux))
= (6(6(a,u),x),0(6(b,u),x)) € Ty C €F,

Sto je i trebalo dokazati.

Zaklju¢ujemo da je (6(a,u),6(b,u)) € €°, za svaku re¢ u € X*, $to znadi da
(a,b) € . Time smo dokazali da je 7ty = 7, ¢ime je dokaz tvrdenja (b) zavrSen.

(c) Ako je automat A konacan, tada postoji kona¢no mnogo relacija na
njegovom skupu stanja A. To znaci da bar dve relacije u opadaju¢em lancu
iz (a) moraju biti jednake. Prema tome, postoje k € N? i m € N tako da je
Tk = Tkt Sada je jasno da je mx = w41, pa prema (b) sledi da je i = m. Ovim
je dokaz teoreme kompletiran. m]

Algoritam 3.4.5. (Minimizacija datog automata A) Ulaz ovog algoritma je au-
tomat A = (A, X, 6,a0, 7) koji raspoznaje jezik L. Algoritam ra¢una kongruen-
ciju n, a na izlazu se dobija faktor automat A/n (minimalni automat koji
raspoznaje jezik L).

(Al) Formiramo listu P svih parova stanja automata A. Listu P moZemo
graficki predstaviti tablicom, pri ¢emu je, zbog simetri¢nosti relacija koje
konstruiSemo, dovoljno je razmatrati samo parove koji leze ispod (iz-
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nad) glavne dijagonale. Presek vrste i kolone koji odgovara jednom ure-
denom paru nazivaéemo ’Celijom’ tabele. Zbog refleksivnosti relacije koju
konstruiSemo celije na glavnoj dijagonali tabele ostaju prazne. Odredu-
jemo dostizni deo A; automata A, brisanjem sa liste P svih kolona i vrsta
koje odgovaraju nedostiZznim stanjima, pri ¢emu odgovarajuce Celije u
tabeli ozna¢avamo sa X. Konstruisemo relaciju ¢*, brisanjem sa liste P
svih parova iz skupa © X (A;— 1) U (A;— 1) X T, pri ¢emu Celije u tabeli koje
odgovaraju uredenim parovima iz ovog skupa ozna¢avamo sa X. Parovi
koji ostaju ¢ine relaciju € = mng.

(A2) Ako posle k+1-vog koraka imamo relaciju my, gde je k > 0, onda se u
k +2-gom koraku konstruise relacija 7ty1.

e Razmatramo parove (a,b) koji su na pocetku ovog koraka bili na listi P,
tj. kojima odgovara prazna celija u tabeli.

e Ukoliko proverom ustanovimo da postoji slovo x € X takvo da na
pocetku ovog koraka par (6(a, x), 5(b, x)) nije bio na listi P, tj. da je odgo-
varajuca Celija bila oznacena sa X, onda se sa liste brisu parovi (a,b) i
(b,a) i njihove celije takode oznacimo X.

(A3) Ovaj postupak se zavrsava prvim korakom u kome nije bilo nijednog
brisanja sa liste. Parovi koji su ostali na listi, odnosno kojima odgovaraju
neoznacene Celije u tabeli, ¢ine relaciju 7.

(A4) Od Kklasa relacije 7 formiramo faktor automat A/ r.

Primer 3.4.6. Za dati automat A = (A, X, 6,40, T) predstavljen grafom:

naci éemo minimalni automat koji raspoznaje isti jezik.

1. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz vrsti i kolona koje odgovaraju
nedostiZnim stanjima, u ovom slucaju vrstu i kolonu koje odgovaraju stanju
ag.
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ap a1 a as a4 as de Ay

a0

a1

a3

as

ay

as

a6

az

Dakle, dostizni deo je A = {ag,a1,a2,a3,a5,a6,07}.
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2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz skupa t X (A;— 1)U (A;—T) X T.

Vidimo daje

= {a2/a3ra6}/ Ad —T= {a01a11a51a7}'

ap a1 a as as as Aae A4y

a0

m

a

as

ay

as

a6

az

Lista P

3. korak: Proveravamo parove koji su posle 2. koraka ostali na listi:

(6(a1,x),6(ao,x)) = (a1,a1) — na listi je;
(6(a1,y),6(ao, y)) = (a2,a7) — nije na listi,
brisemo parove (a1,a9) i (a9,41);
(6(as, x),6(az, x)) = (a3,a3) — na listi je;
(6(a3,y),06(az2,y)) = (as,a2) — nije na listi,
briSemo parove (a3,a2) i (a2,a3);
(0(as,x),06(ap,x)) = (a3,a1) — nije na listi,
brisemo parove (as,a9) i (a9,a5);
(0(as,x),06(a1,x)) = (a3,a1) — nije na listi,
briSemo parove (as,a1) i (a1,a5);
(6(a6,x),6(a2,x)) = (a6,a3) — na listi je;
(6(ae, y),0(a2,y)) = (as5,a2) — nije na listi,
brisemo parove (a6,a2) i (a2,46);
(0(az,x),06(ap,x)) = (a6,a41) — nije na listi,
briSemo parove (az,a9) i (a0, a7);
(0(az,x),06(a1,x)) = (as,41) — nije na listi,
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brisemo parove (a7,a1) i (a1,a7);

(6(az, x),6(as, x)) = (ae,a3) — na listi je;

(0(az, ), 0(as, y)) = (a7,a5) — na listi je.
Dakle, sa liste briSemo parove
(a1,a0), (a0,a1), (a3,a2), (a2,a3), (as,a0), (a0,a5), (as,a1), (a1,a5), (a6,42), (a2,46),
(ﬂ7,ﬂ0), (ﬂo,tl7), (ﬂ7,tl1), (ﬂl,tl7)
tako da je tabela predstavljena na prethodnoj slici.
4. korak: U ovom koraku proveravamo parove (as,a3) i (a7,as) koji su jedini
ostali na listi.

(6(as, x),0(a3,x)) = (a6,43),
(6(as, y),6(as, y)) = (as,as),
(6(az, x),6(as,x)) = (a6,43),
(6(az, y),0(as, y)) = (az,as).
Kako su ovi parovi na listi, u ovom koraku nema brisanja.

To znaci da je algoritam zavrSen i da traZena relacija 77 na automatu A; ima
sledece klase:

{ao}/ {ﬂl}, {ﬂz}/ {ﬂg,ﬂé}, {a51a7}'

Dakle minimalni automat, A/ m se moZe predstaviti slede¢im grafom:

Napomena: Stanja dobijenog automata su ay = {ag}, a1 = {a1}, a2 = {a2}, a3 =
las, a6}, ag = {as,a7}.

3.5. Monoid prelaza automata i sintaksicki monoid jezika

U ovom odeljku preduzecemo jo$ neke korake u opisivanju algebarskih
metoda kako bi se $to uspesnije odgovorilo na pitanja o raspoznatljivosti
jezika. Osnovna ideja je jednostavna. Neka je dat konacan deterministicki
automat i pretpostavi¢éemo, bez umanjenja opStosti, da je dostizan. Svaka
ulazna re¢ definiSe na automatu funkciju koja skup stanja automata slika
u sam taj skup. Bez obzira na to $to ima beskona¢no mnogo ulaznih redi,
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ovakvih funkcija moZe biti samo kona¢no mnogo, jer polazni automat
ima konacan skup stanja. Tako pomoc¢u beskonaénog skupa ulaznih reci
definiSemo konacan skup funkcija na skupu stanja, koji ima jo$ jednu os-
obinu: kompozicija bilo koje dve funkcije ovog skupa, takode, pripada tom
skupu. Kako je kompozicija preslikavanja asocijativna operacija, ovaj skup
funkcija predstavlja "kona¢nu polugrupu".

Tako je, svakim kona¢nim automatom, odredena jedna konac¢na polu-
grupa. Dakle, kona¢nim minimalnom automatom koji raspoznaje dati jezik,
takode je odredena je kona¢na polugrupa, te svakom raspoznatljivom jeziku
odgovara polugrupa odredena njegovim minimalnim automatom. Ovu
polugrupu iskoristicemo da bi dobili neke znacajne informacije o datom
jeziku.

Uoc¢imo, najpre, kakav uticaj ulazne re¢i imaju na stanja automata.

Neka je dat konacan, dostizan deterministi¢ki automat A = (A, X, 6,49, 7).
Svakoj re¢i x € X moZemo pridruziti preslikavanje 1, : A — A definisano sa

nx(a) = 6(a,x), za a € A.

Ovako definisano preslikavanje nazivamo funkcijom prelaza automata A
odredenom ulaznim slovom x. Skup svih funkcija prelaza odredenih slovima
ulaznog alfabeta automata oznaci¢emo sa Tx = {1y |x € X}.

Teorema 3.5.1. Neka je A = (A, X,0,a0,7) konacan, dostizan automat. Tada je
Nxy = 1x © Ny, za sve x,y € X*. Funkcija prelaza 1., odredena praznom reci e, jeste
identicko preslikavanje skupa A.

Dokaz: Za slova x,y € X i preslikavanja 1,1, : A — A imamo da vazi

(nx o 1y)(@) = 1y (11x(a)) = 6(6(a, x), y) = 6(a,xy) = Ny,

za svako stanje a € A. Pored toga je 1.(a) = 6(a,e) = a, za svako a € A, te je
jasno da je 1. identi¢ko preslikavanje na skupu stanja automata A. Ovim je
tvrdenje dokazano. m]

Kompoziciju funkcija 1y o 17, ¢emo, jednostavnosti radi, pisati 1,1.
Indukcijom po duZini n € N reéi x1x7...x, primenom prethodnog tvrdenja
pokazujemo da je

Txyxgexn = Txy ©Txg © 7 Oy = My Ty « -+ -
Odavde zaklju¢ujemo da za sve reci u,v € X*, vazi
Nuv = Nulo. (3.6)

Skup svih funkcija prelaza automata A odredenih re¢ima ulaznog alfabeta
oznaci¢emo sa M(A) = {n,|u € X*}. Iz prethodnog direktno sledi naredno
tvrdenje:
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Teorema 3.5.2. Za proizvoljan konacan automat A = (A, X,0,a9,7) je M(A)
monoid generisan skupom Tx.

Dokaz: Prema 3.6 skup M(A) sadrzi kompoziciju svake dve funkcije prelaza
odredene re¢ima ulaznog alfabeta. Kompozicija funkcija je asocijativna i je
neutral u skupu M(A), paje M(A) monoid. Kako svaka re¢ u = x1xp...x, € X*
odreduje funkciju 1y = 1y Mx, ---Nx,, jasno je da se svaki element monoida
M(A) moZe predstaviti kao kompozicija elemenata iz T, tj. M(A) je generisan
skupom Tx. ]

Monoid M(A) nazivamo monoidom prelaza automata A.
Naredno tvrdenje direktno sledi iz prethodne teoreme i predstavlja efe-
ktivan postupak za nalaZenje monoida prelaza datog automata.

Teorema 3.5.3. Neka je A= (A, X,0,a0,7) konacan, deterministicki automat. Defi-
nigimo niz {H*}cno podskupova monoida prelaza M(A) tako da je:

H={n), H'=Tx,...

HE = {11y ey - . = Mg |10y € Ty 8= LK),
Zatim, induktiono formiramo niz skupova {Yy}repnpo sa:
Yo=H’ Y; =Y,UH!,
Yip1= Y UH,  keINO,
Tada vaZi sledece:

(a) Niz {Yi}eno je rastuci.
(b) Ako postoji ng € N° takav da je Yy, = Yyy+1, tada je M(A) = Yy,

Algoritam 3.5.4. (Konstrukcija stabla monoida prelaza automata A) Ulaz ovog
algoritma je automat A = (A,X,5,a0,7). Postupak se sastoji u konstru-
kciji stabla monoida prelaza automata A. Stablo se konstruise induktivno,
na sledeci nacin:

(A1) Koren stabla je 1. i mi stavljamo da je Yq = {n.}.

(A2) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo Y; i neka su ¢vorovi u Y;
oznaceni ili kao ‘zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U slede¢em koraku konstruisemo stablo Y1 prosirivanjem stabla Y; na
sledeéi nacin: za svaki nezatvoren list 1, za u € X*, ustablu Y;isvakox € X,
dodajemo ¢vor 1y, = 11y i granu iz n, u 1,x 0znacenu sa x. Istovremeno,
proveravamo da li je 1,y funkcija prelaza koja je ve¢ bila konstruisana, i
ako je to ta¢no, ako je funkcija 1, jednaka nekom prethodno izra¢unatom
prelazu, onda kaZemo da je ¢vor 1,y ‘zatvoren’ i oznacavamo ga sa M.
Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo monoida prelaza M(A) automata A konstruisano, njegovi
unutrasnji ¢vorovi predstavljaju razli¢ite elemente monoida M(A).
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Primer 3.5.5. Neka je dat automat A = (A, X, 6,49, 7), sa skupom stanja A =
{a,b,c}, inicijalnim stanjem a i ulaznim alfabetom X = {x, y}, ¢ija je funkcija
prelaza zadata tablicom:

< RO
SR
STals
RO

Nalazimo monoid M(A) generisa
teoreme.

_fabc _fabc _fabc
T=\abvc) " oca) M oobo)

Dakle, Yy = HY = {ne}/ H= {T].XIT]y} iYr= {ne/nxrﬂy}-

=}

skupom Tx koriS¢enjem prethodne

abc abec
Mex =M Tx =\ o pl Ty =Ty =y b p =1y =5
abec abc
M=y ={, o o=V Mw=0y=\p p p) = =P
Odavde dobijamo Ya = Y1 UH? = {1)e, 1), 1y, Nxx, Ny} = {1es s B, s V)
abc abc
T]xxxznxnxx:abc = Tle, ’Ixxyzflelxyz’lxﬁ: bbb =B,
abc
Nyxx = V11x :(a a a)za’ Nyxy = MyB =B,
Dobili smo skup Y3 =Y> UH3 = {Ne, N, By N, Y, 1)
Ny = QMx =B, Nyxxy = a1y = .

Vidimo daje Y4 =Y3 UH* = Y3, to znadi da monoid prelaza sadrzi sledece
funkcije:

M(A) = Y3 ={1e, 02, B, Nxxs Vs ).
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Kao i svaku polugrupu i monoid prelaza automata, u odnosu na opera-
ciju kompozicije preslikavanja mozemo predstaviti Kejlijevom tablicom (pri
¢emu je potrebno znati kompoziciju svaka dva prelaza).

abc
My = Nxllyx = 1x) = (c c C) =7 Naylly =Py =B,

NyyNx =PNx =7, Nyylly = Py =pP-
Nalx =NxMe =Mx, N3Ny =Nelly =P, Nuxylx =PNx =V, Nxxylly =1xp =P-

© Me Mx B TMxx )4 a
e e Tx B Maxx )4 a
Mx Mx | Mxx B Ne )4 a
B | Bl y [ Pl a]ly]| a

Mux | Mxx | e B Mx )4 a

Y y |l e | p| Bl Yy ]| @

a |a ] Pl Pl Y]V ] a

Videli smo da, od beskona¢no mnogo re¢i ulaznog monoida X*, samo ko-
na¢no mnogo utice na rad kona¢nog, deterministickog automata. Zbog toga
funkcije prelaza mogu znatno da pojednostave ispitivanje uticaja ulaznog
alfabeta na rad automata jer, grupi$u reci prema tome kako one uti¢u na
prelaze iz jednog stanja u drugo. Na taj nacin se definise relacija ekvivalencije,
koja redukuju ulazni monoid na konacan broj klasa. Jednostavno se pokazuje
da, relacija ¢ definisana na X* na sledeéi nacin:

(mv)ep © nyu=1ny zareliuveX,

jeste relacija ekvivalencije, koja ulazni monoid razbija na klase, pri ¢emu
samo predstavnici svake od klasa uti¢u na rad automata. Primetimo da je
ovako definisana relacija desna kongruencija odredena desnim translacijama
(prelazima) iz stanja u stanje.
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3.6. Sintaksicki monoid jezika

U ovom odeljku definisa¢emo jo$ jedan monoid koji je “do na izomorfzam”
isti kao monoid prelaza minimalnog automata datog jezika L.

Kao sto smo definisati raspoznatljivost jezika automatom, moze se defin-
isati i raspoznavanje jezika monoidom i to na sledeci na¢in:

Monoid S raspoznaje jezik L € X* skupom H C S, ako postoji homomorfi-
zam ¢ : X* — S takav daje L = ¢~ }(H), .

L={ueX'|p(w)eH & MueX)uel & ¢u)eH.

MoZe se re¢i da monoid S raspoznaje jezik L homomorfizmom ¢ : X* — S
akoje L= (pop h)(L).

Podsetimo daje glavna kongruencija (sintaksicka kongruencija) na X* odredena
jezikom L relacija definisana sa:

(wovyeuy, & (pgeX)(pugel & pvgel).

Svaki par re€i (p,q) € X* za koji vazi da je puq € L nazivamo kontekstom reci
u € X* u odnosu na jezik L.

Za dve reci u i v koje se javljaju u istim kontekstima u jeziku L kaZemo da
su sintaksicki ekvivalentne.

Akona faktor skupu X* /i1, , u odnosu na operaciju konkatenacije, prirodno
definiS$emo operaciju ”-” na sledeéi nadin:

[y, " Hy, = ML, za proizvoline p, , u; € X".

onda je (X*/u,,-) faktor monoid koji se naziva sintaksicki monoid jezika L i
oznacava se sa Syn(L).

Teorema 3.6.1. Za proizvoljan jezik L C X*, Syn(L) je monoid najmanje kardina-
Inosti koji raspoznaje jezik L.

Dokaz: Prirodno preslikavanje yi : X" X* [ u, je homomorfizam i o¢igledno
jeda Syn(L) raspoznaje jezik L podskupom {u, |u € L} C X*. Nekaje S monoid
koji raspoznaje jezik L podskupom H. Tada postoji homomorfizam ¢ : X* — S
takav daje L = ¢! (H). PokaZimo daje ker¢ C i, . Za proizvoljne re¢iu,v € X*
koje su u relaciji (4,v) € kerg je p(u) = @(v). Ako u € L, za sve re¢i p,q € X*

imamo @(puq) = (p)e(u)e(q) = p(P)e()e(q) = p(pvq), Sto prema definiciji
glavne kongruencije znaci da (u,v) € y, .

ISyn(L)| = 1X"/ | < 1X" [ kerp| = [H| <S].
Ovim je dokaz komletiran. m]

Narednu teoremu dokazac¢emo na dva nacina kako bi predstavili vazne
algebarske metode kojima se pokazuju iste karakteristike nekih struktura.
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Teorema 3.6.2. Sintaksicki monoid Syn(L) jezika L C X* izomorfan je monoidu
prelaza minimalnog automata Ay, jezika L.

Dokaz: DefiniSimo preslikavanje ¢ : X* — M(AL) na sledeéi nacin:
pm)=1ny, za ueX.

Skup stanja minimalnog automataje A; = {u~'L|u € X*}, a dobru definisanost
preslikavanja ¢ dokazujemo direktno, jer za svako w € X*, iz u = v sledi

Mu(w) = 5 (W™ 'L,u) = 5 (w™'L,0) = no(w).

Prema jednakosti (3.6) preslikavanje ¢ je homomorfizam i o¢igledno je sirje-
ktivno i prema tome epimorfizam. Videli smo da je ker ¢ C 11, i dokazaéemo
da u ovom slucaju vaZi obratna inkluzija. Za (1,v) € y, i proizvoljne reci
p,q € X* imamo

(pugel) & (pvgel)
(ug € p_lL) & (vge p‘lL)
qeu(p'L) © (@ev'(p'L)
ged(pLu) o ged(p7'L,v)

qe€ nu(p_lL) & g€ qv(p_lL).

Kako ovo vazi za proizvoljno izabrane reci zaklju¢ujemo da je 1, = 1o, tj.
@(u) = p(v). Posto je kerqp = i, , prema prvoj teoremi o izomorfizmu sintaksi-
¢ki monoid Syn(L) = X* [ ker ¢ je izomorfan monoidu prelaza minimalnog
automata M(Ay). O

Teoremu moZemo dokazati i na drugi nacin, tako $to definiSemo preslika-
vanje 1 : X*Ju, = M(Ar) sa:
Yu,,) =1, ueX

Sli¢no kao u dokazu prethodne teoreme se pokazuje da je preslikavanje i) do-
bro definisano, homomorfizam i bijekcija. Preslikavanje i moze se definisati,
ekvivalentno sa:

(W) = ), ueXx:,

jer slede¢i dijagram komutira
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X* S

1
v
y;
I',
.
woN Y

Xy

3.7. Sintaksicka desna kongruencija

Ako je dat jezik L C X", definisa¢emo jo$ jednu relaciju g, na monoidu X" na
slede¢i nadin:

(wv)ep © VweX)(uwel & vwel), zasve u,veX"

Jednostavno se pokazuje da je g, relacija ekvivalencije na X*, kao i da
je desno kompatibilna (saglasna), pa je g, desna kongruencija na slobodnom
monoidu X*. Relaciju g, nazivaéemo glavnom desnom kongruencijom ili sinta-
ksickom desnom kongruencijom jezika L.

Indeks ekvivalencije je broj klasa neke relacije ekvivalencije, tj. broj eleme-
nata faktor skupa, pa je indeks relaciju g, u oznaci Ind(g,) broj elemenata
skupa X"/, .

Za relaciju ekvivalencije na skupu K kazemo da zasi¢uje podskup H € K
ako se H moZe predstaviti u obliku unije nekih klasa ekvivalencije date
relacije.

Neka je dat jezik L € X*. Defini§imo relaciju ¢, na X" na slede¢i nacin:

(w,v)ee, © (uel & vel).
Jednostavno se pokazuje da je data relacija ekvivalencija na X*.

Lema 3.7.1. Relacija ekvivalencije o na X* zasi¢uje jezik L € X* ako i samo ako je
pcer.

Dokaz: Neka je o relacija ekvivalencije na X* koja zasi¢uje L. To znaci da se
jezik L moZe napisati u obliku

L=ULZ-,

gde su L;, neke p-klase monoida X*. Posmatrajmo proizvoljan par (u,0) € ¢.

Akou € L to znadi da postoji klasa L; takva da u € L; i kako su (1,v) € g sledi da

v € L; C L. Na potpuno isti na¢in pokazujemo i implikaciju na drugu stranu,

odnosno ako v € L ondaiu € L. Dakle, imamo da je (1,v) € €1, tj. 0 C €1
Obratno, neka je ¢ C €. Jasno je da je
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Da bi dokazali obratnu inkluziju, treba da dokazemo da je g, € L, za svaku
re¢u € L. Zaista, za proizvoljnou € Liv € g, vaZi(u,v) € oC ¢, pav € L. Prema
tome,

UngL/

u€lL
Sto znaci da g zasic¢uje L. m]

Teorema 3.7.2. Za dati jezik L C X* relacija ¢, je najveéa desna kongruencija na
slobodnom monoidu X* koja zasicuje L.

Dokaz: Za dati jezik L C X" relacija g, je desna kongruencija. Za proizvoljne
rei (1,v) € g, i w =e dobijamo da u = ue € L ako i samo ako ve =v €L, ;.
(u,v) € ¢,. Dakle, g, C ¢}, i prema prethodnoj lemi g, zasi¢uje L. Dokaza¢emo
da je proizvoljna desna kongruencija 0 na X koja zasi¢uje L, sadrZana u g, .
Posmatrajmo proizvoljan par (1,v) € 0. Zbog desne saglasnosti relacije o, za
proizvoljnu re¢ w € X* vazi (uw,vw) € o C ¢r.. Dakle, re¢ uw € L ako i samo
ako vw € L, za svaki w € X", $to znaci da (u,v) € g, . Ovim smo pokazali da je
0 C g, tj. daje g, najveca desna kongruencija na X" koja zasicuje L. |

Neka je o0 desna kongruencija na X* kona¢nog indeksa.

Definigimo preslikavanje 6% /7 : X* /o x X* + X* /o na slede¢i na&in:

6X*//O(Gu/ ) = Oup,
za sve u,v € X*. Skup 7%/ neka bude skup nekih ¢-klasa iz X*/o. Uvedimo
oznaku A, = (X* )0, X,0519,6,,7X19). Za reti u,v € X* koje su u relaciji je
oy = 0y 1 zbog desne kompatibilnosti relacije 0, za w € X* su (uw,vw) € o, tj.
Ouw = Ovw, Pa je

(5X*//"(ou,w) = Ouw = Opw = 6X*//“(av,w).

Dakle A, je konacan deterministicki automat, jer je funkcija prelaza dobro
definisana i ne zavisi od izbora predstavnika klasa.

Teorema 3.7.3. Neka je L C X" dati jezik i neka je o proizvoljna desna kongruencija
na X*. Automat A, = (X*[0,X,6%19,0,,7X19) raspoznaje L ako i samo ako o
zasicuje jezik L.

Dokaz: Pretostavimo da automat A, raspoznaje jezik L skupom finalnih
stanja X /%. To zna¢i da je

L={ueX651(.,u) e 1% = (ue X*|a, € X1,

Kako svaki element pripada svojoj klasi ekvivalencije, o¢igledno je da je

LC Uau.

ueL
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Akojeu€l, zasvakiveo, jeo, =0y € X179 §to znadi da v € L i obratno,
veLpovlaciuelL, pa(u,v)€e¢, . Postoje o C ¢, prema Lemi 3.7.1. ¢ zasi¢ije
L.

Obratno, neka o zasic¢uje L, tj. neka je L unija nekih o-klasa. Oznac¢imo sa
X1 =g, |luel) uniju o-klasa svih re¢i sadrzanih u L. Tada je

L={ueX|o, et} = {ueX|651(0.,u) e 11,
$to znati da A, raspoznaje jezik L skupom zavrénih stanja 7 /9. O

Posledica 3.7.4. Proizvoljan jezik L C X* moguée je raspoznati nekim automatom.

Dokaz: Prema Teoremi 3.7.2., glavna desna kongruencija g, na X* odredena
sa L zasicuje L, pa na osnovu prethodne teoreme dobijamo da automat A,
raspoznaje L. O

Primetimo, takode, da je glavna kongruencuja u, C ¢,, pa prema lemi
3.7.1.1 prethodnoj teoremi i faktor automat

‘?[HL = (X*//”UX/(SX%//HL/#LN TX%//HL)

raspoznaje jezik L. Medutim, faktor automat A, je posebno zanimljiv, jer ima
vaznu osobinu da je automat sa najmanjim brojem stanja medu automatima
koji raspoznaju L.

Teorema 3.7.5. Za proizvoljan jezik L € X*, automat A, je automat najmanje
kardinalnosti koji raspoznaje L, odnosno L = [Ay T .

Dokaz: Pokazacemo da je faktor automat u odnosu na najveéu desnu kon-
gruenciju

‘?IQL = (X*//QL/X/6X%//QLIQLNTX%//QL)

automat najmanje kardinalnosti koji raspoznaje jezik L tako Sto ¢emo
pokazati da je izomorfan minimalnom automatu (automatu desnih razlo-
maka) Ay = (AL, X, 6, L, t1) jezika L. Jednostavnosti radi ozna¢imo najveéu
desnu kongruenciju sa . Defini$imo preslikavanje ¢ : X* /o AL sa:

P(ou) = u'L,

zau € X*. Neka su u,v € X" reci takve da je g, = 0,. Posto su (1,v) € ptouw € L
ako i samo ako vw € L, za svaki w € X*. Dakle, uslov w € u~1L ekvivalentan je
saw € v 'L, §tozna¢i daje u 'L = v~!Litime smo dokazali dobru definisanost
preslikavanja . Sli¢no se pokazuje da iz jednakosti slika u~'L = v7'L sledi
jednakost klasa g, = gy, za sve u,v € X*, paje ¢ preslikavanje "1-1". O¢igledno
je da je preslikavanje ¢ surjektivno, pa je bijekcija. Takode, p(ge) =e 'L =L i

et o uel © ueel & ecu’'l & u'Let?,
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Jasno, ¢(ou) € T4 pa se inicijalno stanje preslikavanjem ¢ slika i inicijalno
stanje automata Ay i svako zavrSno stanje automata A, slika se u zavrsno
stanje automata desnih razlomaka. Po definiciji faktor automata, za reci
u,v € X* vazi:

P(6"4(04,0)) = P(0uy) = (wo) 'L =0 (u™'L)
=54 (u_lL, v) = oL ((P(Qu)/v)'

Ovim smo dokazali da je ¢ izomorfizam iz automata A, na Af, $to znaci da
je faktor automat u odnosu na glavnu desnu kongruenciju minimalni u klasi
automata koji raspoznaju L. O

Teorema 3.7.6. Jezik L C X" je raspoznatljiv konacnim automatom ako i samo ako
je glavna desna kongruencija o, konacnog indeksa.

Dokaz: Kako glavna desna kongruencija g, zasicuje L, faktor automat A,
raspoznaje L. Ako je Ind(g, ) konacan, skup X"/ g, je konacan, $to znaci da je
Ay, konatan automat koji raspoznaje jezik L.

Obratno, ako je A konacan automat sa 7 stanja koji raspoznaje L i, prema
prethodnoj teoremi

Ind(o,) = 1X" /o1 <n,
Sto je i trebalo dokazati. m]

Gledano sa aspekta prakti¢ne realizacije raspoznavanja jezika automatom,
najznacajniji su jezici nad konac¢nim alfabetom koji mogu biti raspoznati ko-
na¢nim automatom. Videli smo da se svaki jezik moZe raspoznati nekim
automatom koji nije obavezno konacan, odnosno da nije svaki jezik raspoz-
natljiv. Narednom teoremom predstaviéemo neke potrebne i dovoljne uslove
da jezik nad kona¢nim alfabetom bude raspoznatljiv.

Teorema 3.7.7. Neka je L C X" jezik nad konacnim alfabetom X. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(i) L je raspoznatljiv;

(ii) L je zasicen nekom desnom kongruencijom na X* konacnog indeksa;
(iii) glavna desna kongruencija o, na X* je konacnog indeksa;

(iv) L moZe biti raspoznat konacnim monoidom;

(v) L je zasiéen nekom kongruencijom na X* konacnog indeksa;

(vi) sintaksicka kongruencija u, na X* je konacnog indeksa.

Dokaz: (i)=(iii). Ako jezik L moZe biti raspoznat nekim kona¢nim au-
tomatom, to prema Teoremi 3.3.6. znaci da je i minimalni automat Ay kon-

acan, odnosno da vazi (iii).
(iif)=(ii). Ovo sledi neposredno.
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(if)=(). Ako je jezik L zasi¢en nekom desnom kongruencijom ¢ na X* ko-
na¢nog indeksa, tada prema Teoremi 3.7.3. faktor automat A, jeste konac¢ni
automat koji raspoznaje L.

(iv)=(vi). Ova implikacija se dokazuje sli¢tno kao implikacija (i)=(iii),
koris¢enjem Teoreme 3.6.2..

(vi)=(v). Ovo sledi neposredno.

(v)=(iv). Ovo se dokazuje sli¢no kao (i)=(iii), koris¢enjem Teoreme 3.6.2..

(iif)=(vi). Uslov (iii) zna¢i da je minimalni automat jezika L konacan, a
u tom slucaju i njegov monoid prelaza mora biti konacan, $to prema Teo-
remi 3.6.2. povladi da je sintaksicki monoid Syn(L) jezika L konacan, §to je
ekvivalentno sa (vi).

(vi)=(iii). Jasno je da je y, < g,, odakle je Ind(g,) < Ind(y, ), Sto dokazuje
implikaciju (vi)=(iii). |

Primer 3.7.8. Neka je A = {x,y} i L = {x"y"|n € IN}. Dokazac¢emo da L nije
raspoznatljiv jezik.

Pretpostavi¢éemo suprotno, da postoji konac¢an automat A= (A, X, o, a0,7™)
koji raspoznaje L skupom 74 € A. Uvedimo oznaku a, = apx", za n € N. Kako
smo pretpostavili da je A konacan skup, toje a,, =a,, zaneke m,n € N, m # n.
Medutim, onda dobijamo da je

agx"y" = apy" = a,y" = apx"y" € 4,
a to znaci da je x™y" € L, $to je u suprotnosti sa definicijom jezika L. Ovim
smo dokazali da L nije raspoznatljiv jezik.

3.8. Zadaci

3.8.1. Konstruisati minimalni deterministicki automat A = (A, X, 6,49, 7) koji
prihvata jezik:

(@) L(A) = {w € {x, y}" |svakom x u w prethodi y i iza svakog x sledi y};
(b) L(A) = {w € {x, y}" |w ima xyxy kao podrec};

(c) L(A) = {w € {x, y}" |w ima neparan broj slova x i paran broj slova y};
(d) L(A) = {w € {x, y}' |w nema ni xx ni yy kao podret}

3.8.2. Minimizirati automat sa slike:
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x v
Y
X

3.8.4. Minimizirati automat sa slike:

0 0,1
3.8.5. Nadi sintaksicki monoid jezika L = X*xyxX".

3.8.6. NekajeL = {ue{x,y} |luly= [ul,}. Dali L moZe biti raspoznat kona¢nim
automatom?

3.8.7. Ispitati raspoznatljivost jezika L = {u € {x, y}" ||uly = 1 (mod 3)}.
3.8.8. Dokazati da jezik L = {uu | u € {x, y}'} nije raspoznatljiv.
3.8.9. Dokazati da jezik L = {a”|p je prost broj} nije raspoznatljiv.

3.8.10. Da li je raspoznatljiv jezik L = {u € X*||uly < |ul,}?
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3.8.11. Dokazati da je raspoznatljiv jezik

L ={u €{0,1}"|u je binarni zapis broja n = 2"2K-1)+1, zam + k — parno}.






Glava 4
Nedeterministicki automati

U Glavi 4 se razmatraju nedeterministi¢cki automati i neki fundamentalni
problemi koji se ti¢u takvih automata. Za razliku od deterministi¢kih au-
tomata, koji se mogu minimizovati veoma brzim algoritmima, problem mini-
mizacije nedeterministi¢kih automata je algoritamski tezak. Zbog toga je kod
nedeterministi¢kih automata svrsishodnije na¢i takve algoritme za redukciju
broja stanja koji, mozda, ne¢e dati minimalni automat, ali ¢e biti realizovani u
polinomijalnom vremenu i da¢e automate sa razumno malim brojem stanja.
Takvialgoritmi su razvijeni u Odeljku 4.3. Klju¢nu ulogu u tome igra koncept
koli¢ni¢kog automata, koji je uveden u prethodnom odeljku.

Drugi vaZan problem koji se ovde razmatra je kako ustanoviti da li su dva
data nedeterministicka automata ekvivalentna, odnosno da li jedan od njih
simulira rad drugog. Taj problem se razmatra u nastavku ove glave. Uvode
se dva tipa simulacija i Cetiri tipa bisimulacija, pri ¢emu se pokazuje da pos-
tojanje bilo koje od tih bisimulacija povla¢i ekvivalenciju automata. Daju se
polinomijalni algoritmi kojima se testira da li izmedu data dva automata pos-
toji simulacija ili bisimulacija odredenog tipa i, ukoliko postoji, izra¢unava
se najveca simulacija, odnosno bisimulacija, tog tipa. Takode se uvode tako-
zvane slabe simulacije i bisimulacije i daju se algoritmi za testiranje njihovog
postojanja i, eventualno, izra¢unavanje najvece. lako ovi algoritmi mogu biti
znatno sporiji od algoritama za nalaZenje obi¢nih simulacija i bisimulacija,
slabe simulacije i bisimulacije daju bolje rezultate od ovih drugih u testiranju
postojanja jezicke inkluzije, odnosno jezicke ekvivalencije.

Pristup redukciji broja stanja i izratunavanju najvec¢ih simulacija i bisimu-
lacija, prikazan u ovoj glavi, je originalan i zasnovan je na nalaZenju najveéih
reSenja izvesnih sistema relacijskih nejednacina i jednacina.

4.1. Osnovni koncepti

Nedeterministicki konac¢an automat nad alfabetom X definiSemo kao uredenu
petorku A = (A,X,éA,aA,TA), gde je A konacan neprazan skup, koji nazi-
vamo skup stanja a njegove elemente stanjima tog automata, 64 C Ax X X A
je ternarna relacija, koju nazivamo relacija prelaza, a 0 i 7! su podskupovi
skupa stanja A, pri éemu 0/ nazivamo skupom inicijalnih stanja a t4 skupom
zavrsnih stanja ili finalnih stanja. Jednostavnosti radi, umesto nedeterministi-

101
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¢ki konacan automat naj¢esée cemo govoriti krace nedeterministicki automat,
ili jos krace automat.
Za svaki x € X, binarnu relaciju 67 € A X A definisanu sa

(a,b)ed? & (a,x,b)€d”, zasvea,beA,

takode nazivamo relacija prelaza. Drugim re¢ima, ralaciju 6% moZemo ide-
ntifikovati sa familijom relacija {62 }xex. Za svaku re¢ u € X*, prosirena relacija
prelaza 5 € Ax A se definiSe induktivno na sledeéi na¢in: za praznu re¢ e € X*
uzimamo da 6? jeste identicka relacija na A, odnosno, (a,b) € 6? ako i samo
akojea=",izasve u,v € X* stavljamo da je 6/, = 62 0 62}

Intuitivno, rad ovako definisanog automata mozZe se shvatiti na slede¢ina-
¢in. Automat krece sa radom iz nekog od inicijalnih stanja. Ukoliko se u ne-
kom trenutku automat nade u stanju a, pod uticajem ulaznog simbola x moZze
se preéi u stanje b ako i samo ako je (a,x,b) € &4, odnosno (a,b) € 6?. Stavige,
ako se automat nade u stanju a i na njegov ulaz redom dospevaju ulazni sim-
boli x1,xy,...,x,, tada pod uticajem ulazne re¢i u = x1x3...x, automat moze
preci u stanje b ako i samo ako je (a,b) € 64, tj., ako postoji niz stanja cy, ..., ¢,—1
tako da (a,c1) € 6?1,(61,C2) € 6?2,. ., (xp-1,b) € 6fn. Stanja cy,...,c,—1 Nnazivamo
medustanjima na putu od 4 do b. Taj niz medustanja ne mora biti jedinstven,
pod uticajem ulazne re¢i u nedeterministicki automat moze dospeti iz stanja
a u stanje b preko vise razli¢itih nizova medustanja. Automat moze (mada ne
mora) zavrsiti rad ¢im dospe u neko od zavrsnih stanja.

Ako zanemarimo inicijalna i zavr§na stanja, tada par A = (4, X, ) naziva-
mo oznaceni tranzicioni sistem nad X. Ako je 04 = {ap}, za neki ag € A, i rela-
cija 64 je funkcija iz Ax X u A, jasno je da tada A jeste deterministicki ko-
nacan automat. U tom sludaju, izrazi (a,x,a’) € 64 i 6%(a,x) = a’ imace isto
znalenje. Primetimo da kod deterministickog automata imamo da je &/
takode funkcija iz A u A, za svaki u € X*, i obi¢no pisemo & (a) = a’ umesto
(a,a") € 52

U brojnim izvorima koji se bave automatima moZe se sresti i drugacija defi-
nicija nedeterministi¢kih automata. Prema toj drugoj definiciji, nedeterminis-
ticki automat je uredena petorka A = (4,X,74,04,74), gde je A konatan ne-
prazan skup stanja, skupovi inicijalnih i zavrgnih stanja ¢ i 74 su isti kao
u prvoj definiciji, a prelazi su zadati funkcijom % : Ax X — 24. Kod ovako
definisanog nedeterministickog automata, iz stanja a se pod uticajem ulaznog
simbola x moZe predi u stanje b ako i samo ako je b € y*(a, x). O¢igledno, ova
definicija je ekvivalentna prvoj definiciji. Naime, funkciju y* : Ax X — 24
moZemo pretvoriti u relaciju 6* € A x X x A tako §to ¢emo zaa,be Aix e X
staviti da (a,x,b) € * ako i samo ako b € )/A(a,x). Sa druge strane, relaciju
5% € Ax X x A mozemo pretvoriti u funkciju y4 : Ax X — 24 tako §to éemo
zaa € Aixe X staviti da je y2(a,x) = {b € Al(a,x,b) € 61}. U Glavama 4. i 5.
ove knjige koristi¢emo uglavnom definiciju koju smo prvu naveli, dok ¢e u
Glavi 6. biti zgodnije koristiti drugu definiciju.
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Napomenimo da nedeterministicke automate predstavljamo grafovima na
isti nacin kao i deterministicke automate, sto je opisano u prethodnoj glavi.

Neka je dat automat A = (4,X,6%,04,74). Njegov reverzni automat je auto-
mat A = (A,X,64,64,74) ¢ija relacija prelaza i skupovi inicijalnih i termina-
Inih stanja su definisani sa 4 (a,x,b) = 64(b,x,a),zasvea,be Aixe X,54 =14
i 74 = 0. Drugim re¢ima, ¢ = (54)7!, za svaki x € X.

Automat B = (B, X,68,08,1P) je podautomat automata A = (4,X,6%,04,14)
ako je B C A, 68 je restrikcija od 64 na BX B, za svaki x € X, i o® i 7% su
restrikcije od 0 i 74 na B, tj., 68 =64 NBxB,d? =4 NBit® =714 NB.

Neka su dati automati A = (4,X,64,04,74) i B = (B, X, 68,08, 1B). Izomor-
fizam izmedu nedeterministickih automata A i B je bijektivna funkcija
¢ : A — Btakvada, zasvea,a;,a; € Aix € X, vazisledece:

(11,22) €54 & (Pp(ar),p(ar)) € 6L, (4.1)
nedt o P(a) € a8, (4.2)
aet o ¢@)erb. (4.3)

Nije tesko proveriti da je kompozicija dva izomorfizma automata takode
izomorfizam, i prema tome, za proizvoljne automate A, B1i C, iz A=B
i 8 =C sledi A =C. Podsetimo da se injektivna funkcija ¢ : A — B koja
zadovoljava (4.1)—(4.3) naziva se monomorfizam iz A u B. Lako se proverava
daje ¢ : A — B monomorfizam iz A u B ako i samo ako je izomorfizam iz A
na podautomat C = (C, X, (SC,GC,TC) od B, gdeje C=Im¢.

Jezik raspoznat automatom A = (A, X,64,04,14), u oznaci [A], je jezik u X*
definisan na slede¢i nacin: za sve u € X* je

uelAl & @abeA)(acot A@b es aber?). (4.4)
Primetimo da za u = e iz (4.4) dobijamo
ec[A]l © (QaeA)acand.

U oznakamaiz Odeljka 1.1. (formule (1.1)—(1.4)), formula (4.4) se takode moze
napisati i na slede¢i nacin:

uelA] & dtostort=1 (4.5)

(kada je A kona¢an, onda 0 067 074 = (64 0 6%) 074 = 04 0 (52 0 14) moZemo
shvatiti kao skalarne proizvode dva Bulova vektora). Ovakav nacin pisanja ¢e
nam u daljem tekstu znacajno olaksati rad. Uo¢imo takode daje 04 062 = 04,

odnosno &4 ot = 74, pa (4.5) daje

ee[Al & otot?=1.
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Za dva automata A i B kazemo da su jezicki-ekvivalentni, ili jednostavnije,
samo ekvivalentni, ako raspoznaju isti jezik, j., ako je [A] = [B].

4.2. Koli¢nicki automati

Da bi pojednostavili pisanje, u daljem tekstu ¢emo za relacije na skupu stanja
automata A govoriti da su relacije na automatu A.

Neka je R proizvoljno kvazi-uredenje na automatu A = (4,X,6%,0%,74).
Potsetimo da sa A/R oznaCavamo skup svih R-aftersetova. Bez ikakvih
dodatnih zahteva nametnutih kvazi-uredenju R moZe se definisati relacija pre-
laza 54/R CAJRx X x AJR sa

(Rey,X,Ray) € 6% & (3af,a} € A)((a1,a;) € R A (), x,a5) € 5* A (@) a) € R)

& (a1,a2) €Rodx0R,
zasve ay,a2 € Aix € X, i mogu se definisati skupovi oAR TAIR C AJR sa

Rye0*® o (' € A)(a' €o* A(@',a) €R) & aco?oR, (4.6)

Rye R & (A0’ € A)((a,a') eRAa €T*) & aeRot?, (4.7)

zasvakia € A. Jasno, ako su ay,az,a,by,bz,b € A elementi takvi daje Ry, = Rp,,
Ra, =Ry, i Ry = Ry, tada prema Teoremi 1.2.6. imamo daje R2 = R2iRT=R?,

i dalje, za sve ai,a;,a/ € Avazi

(a1,0]) ER & aj€R, © aj €Ry & (by,a)) €R,

(@,1)€R & ayeR? & ayeR” & (a),bh)€R,

(@,a)eR & a' €R* & a’ €R’ & (@,b)€R,

(@,a)eR © d€eR, © a €R, © (b,a’)eR.

Prema tome, relacija 6*/R i skupovi /R i t4/R su dobro definisani, u

smislu da ne zavise od izbora predstavnika R-afterseta, $to zna¢i da uredena

etvorka AJR = (AJR,X,6*R,gAIR, 7AIR) jeste nedeterministi¢ki automat.
Na isti na¢in se definiSe automat koji kao skup stanja ima skup svih R-fore-

seta od A. Toje automat A\R = (A\R, X, SANR GANR ”CA\\R) sa relacijom prelaza

6*\R i skupovima inicijalnih i zavr$nih stanja 04\R i t4\R definisanim sa:
(R",x,R?) e "\R o (Ja],a} € A)((al,ai) €RA(a},x,a3) € A (a5,a2) € R)

& (a1,42) € RodyoR,

zasveay,amp€EAixeX,i
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R e ™R o (A1 € A) (a’ ed* A(d',a) € R) & aed?oR,

Riet™ R o A eA)((a,a’) €RAd € TA) & aeRot?,

za svakia € A.

Za proizvoljno kvazi-uredenje R na automatu A, neposredno iz definicija
automata AJRiA\RiTeoreme 1.2.6.sledi da su ta dva automata izomorfna,
zbog ¢ega ¢emo nadalje raditi samo sa automatom A/ R. Taj automat ¢emo
zvati kolicnicki automat od A u odnosu na R. lako prema Teoremi 1.2.6.
koli¢ni¢ki automati automata A u odnosu na kvazi-uredenje R i njegovu
prirodnu ekvivalenciju Er imaju isti broj stanja, oni ne moraju biti izomorfni
(to je pokazano u kasnijem primeru).

Naredne teoreme se mogu shvatiti kao verzija, za nedeterministi¢ke auto-
mate, dveju dobro poznatih teorema univerzalne algebre: Druge teoreme o
izomorfizmu i Teoreme o korespondenciji (videti [9, I1.§6]).

Teorema 4.2.1. Nekasu RiS dva kvazi-uredenjanaautomatu A= (A,X, 5,04, TA)
takva da je R C S. Tada relacija SR na AR definisana sa

(Ri,Rp)€SIR & (a,b)eS, zasvea,beA, (4.8)

je kvazi-uredenje na AJ R i kolicnicki automati (AJR) [ (SJR) i AJS su izomorfni.
Osim toga, ako je S relacija ekvivalencije, onda je i SJ R relacija ekvivalencije.

Dokaz: Nekasua,a’,b,l’ € A takvidaje R, = Ry i Ry = Ry, odnosno, u skladu
sa Teoremom 1.2.6., takvidaje(a,a’),(b,b") € Eg. Kakoje R C S, to takode imamo
daje R €S7!, paje Eg C Es, odakle dobijamo da (a,4"), (b,b") € Es. Sada opet
na osnovu Teoreme 1.2.6. zakljutujemo da je S, = Sy i S” =S¥, odakle
neposredno sledi da (a,b) € S ako i samo ako (a’,b’) € S. To znaci da je relacija
S/R dobro definisana, tj., ne zavisi od izbora predstavnika R-afterseta. Jed-
nostavno se proverava S/ R je kvazi-uredenje, odnosno da je relacija ekviva-
lencije, ukoliko je S relacija ekvivalencije.

Jednostavnosti radi stavimo da je S/R = Q, i defininiS§imo funkciju ¢ iz
AJSu (AJR)/Q na slededi nacin:

¢(Sa) = Qr,, za svakia € A.
Za proizvoljne a,b € A imamo da je
Sa=5, & @b)eS & (Ry,Rp) €Q & Qr, =Qr, & P(Sa) = P(Sp),

i prema tome, ¢ je dobro definisana injektivna funkcija. Jasno je da ¢ takode
jeste i surjektivna funkcija. Prema tome, ¢ je bijekcija iz A/S na (A/R)/ Q.

Kako je R C S ekvivalentno sa RoS =SoR =S, za proizvoljne a,b € A i
x € X imamo da je
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(¢(Sa), (Sp) € 801 & (Qr,, Qr,) € 8LNIC
& (Ry,Ry) € (QodtR0Q)
& (@b € A)((Ro,Re) € QA Ry, Ryy) € 5378 ARy, R;) € Q)
& (A, €A) ((a,a’) eSA@,V)e(Ro52oR)A(V,b) € s)
& (a,b)eSoRod20R0S=505408
& (Sq,Sp) € 55,

Osim toga, za svakia € A imamo da je

P(Sa) € APIQ & Op € WINIR & R, eMRoQ
& (A0’ € A)(Ry € R A(Ry,Re) € Q)
& (da' € A)(a' € 0" oRA(a,a) € S)
©aec?oRoS & acglos

o S, € GA//S,

isli¢no, ¢(S,) € TAIRIQ ako i samo ako S, € TA/5.
Dakle, ¢ je izomorfizam automata A/Si (AJR)/[(S/R). O

U daljem tekstu sa Q(A) oznacavamo mreZzu svih kvazi-uredenja na auto-
matu A (odnosno na njegovom skupu stanja).

Teorema 4.2.2. Neka je R kvazi-uredenje na automatu A = (A, X,64,04,74) i
neka je funkcija @ : Qr(A) = Q(AJR), gde je Qr(A) = {S € Q(A) | R C S}, defi-

nisana sa

O(S)=S/|R, zasvaki S € Qr(A). 4.9)
Tada vazi
SCT & OS)CD(T), zasveS,TeQr(A), (4.10)

i shodno tome, @ je injektivna funkcija.
Povrh toga, ako je R relacija ekvivalencije, tada je @ i surjektivna funkcija, odnosno,
O je mrezni izomorfizam iz Qr(A) na Q(A[R).

Dokaz: Za proizvoljne S, T € Qr(A) imamo da je
SCT & (Y(a,b)e AxA)((a,b)eS= (a,b)eT)

& (¥(a,b) € Ax A) (Rq,Rp) € D(S) = (Ry, Ry) € D(T))
& O(S)C W(T),
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¢ime smo dokazali da vaZi (4.10). Jasno je da iz (4.10) sledi da je @ injektivna
funkcija.

Dalje, neka je R relacija ekvivalencijeinekaje Q € Q(A/R) proizvoljno kvazi-
uredenje. Definisimo relaciju S € A X A na slede¢i nacin:

(a,b)eS & (R;,Ry) €Q, zasvea,beA. (4.11)

Lako se proverava da je S kvazi-uredenje na A, i za proizvoljne a,b € A, ako
(a,b) e R,onda R, = Ry, i (R4, Rp) € Q, odakle sledida (a,b) € S. Dakle, R C S, .,
SeQr(A),iQ=S5/R, time je dokazano da je @ surjektivna funkcija. i

Vredno je istaéi da se u terminima teorije mreza Qr(A) naziva glavni filter
(ili glavni dualni ideal) mreZze Q(A) (koji je odreden ili generisan sa R).

Lema 4.2.3. Neka je R kvazi-uredenje na automatu A = (A,X,(SA,GA,TA). Au-
tomat A i njegov kolicnicki automat AJ R imaju isti broj stanja ako i samo ako je R
uredenje.

Dokaz: Jasnoje da automat A injegov koli¢nicki automat A/ R imaju isti broj
stanja ako i samo ako je R; # Ry, zasvea,b € A takve daje a # b, odnosno, A i
A/[R imaju razli¢it broj stanja ako i samo ako postoje a,b € A takvidajea# b
iR; =Ry.

Ako A i AJR imaju razli¢it broj stanja, tj., ako postoje a,b € A takvi da je
a#biR, =Ry, tadaimamo da (,b),(b,a) € R, $to znadi da R nije uredenje.

Sa druge strane, ukoliko R nije uredenje, onda postoje a,b € A takvi da je
a#bi(a,b),(b,a)€R, odnosno (a,b) € RNR™! = Eg, pana osnovu Teoreme 1.2.6.
dobijamo da je R, = Ry, $to znaci da A i A/ R imaju razli¢it broj stanja. O

4.3. Redukcija broja stanja

Za proizvoljno kvazi-uredenje R na automatu A= (4, X, 5,04, ”CA), pravilom
a — R, je definisana surjektivna funkcija iz A na A/ R, $to zna¢di da koli¢nicki
automat A/ R uvek ima manji ili jednak broj stanja od originalnog automata
A. Osim toga, ako su R i S dva kvazi-uredenja na A takva da je R < S, tada
na osnovu Teoreme 4.2.1. imamo da automat A/ S ima manji ili jednak broj
stanja od automata A/R. To zna¢i da bi se broj stanja automata A mogao
redukovati uz pomo¢ nekog pogodnog kvazi-uredenja na skupu stanja tog
automata, formiranjem odgovarajuceg koli¢nickog automata. Medutim, u
opstem slucaju koli¢ni¢ki automat ne mora biti ekvivalentan originalnom
automatu, tj. ne mora raspoznavati isti jezik. Prema tome, problem redukcije
broja stanja nedeterministickih automata, kojim ¢emo se baviti u daljem
tekstu, svodi se na problem nalaZenja takvih kvazi-uredenja na skupu stanja
automata koja daju koli¢ni¢ki automate ekvivalentne originalnom automatu.
Pri tome, poZeljno je da traZzeno kvazi-uredenje bude sto je moguce vece, jer
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¢e se na taj nacin dobiti koli¢ni¢ki automat sa $to je moguce manjim brojem
stanja.

Naka je dat automat A= (A, X, 6,04, TA) i kvazi-uredenje R na A. Setimo
sedazaretu=x1xp...x, € X*, gdesuxq,xy,..., %, € X, n € N, vazi

A_sA <A A oA _
ue[Al & 0”006y 00,008, 01" =1,
dok za praznu re¢ vazi
eeAl © odort=1.

Sa druge strane, koriste¢i asocijativnost kompozicije relacija i ¢injenicu da je
RoR =R, jer je R kvazi-uredenje, dobijamo da u automatu A/R, za re¢ u,
vazi

ue[AJR] & 0A0R06§?10R06f20Ro---oRoéfnoRorA=1,
dok za praznu re¢ vazi
ec[AJR] & c*oRot=1.

Prema tome, koli¢nicki automat A/ R ¢e biti ekvivalentan originalnom auto-
matu A, odnosno bice [(A] = [A/R], ako i samo kvazi-uredenje R zadovo-
ljava sledece uslove:

oot =GA0ROTA,

A_ <A <A A L A_ A A A A A
o oéxlo(‘}xZo---oéxnoT =0 oRoéxloRO(SXZORo oRoéxnoRoT ,

zasven € N1ixy,xy,...,x, € X. Setimo se da je skup stanja A automata A po
definiciji konacan, pa ako relacije na A tretiramo kao Bulove matrice, a po-
dskupove od A kao Bulove vektore, tada ovi uslovi predstavljaju sistem Bulo-
vih matri¢nih jednacina koji ¢emo nazivati opsti sistem pridruZen automatu
A. Za kvazi-uredenja koja zadovoljavaju te uslove govori¢emo da su resenja
opsteg sistema.

Zaproizvoljan automat A= (4, X, 5,04, TA) opé$ti sistem ima bar jedno re-
Senje, identi¢ku relaciju na A, i to reSenje ¢emo zvati trivijalno resenje. Medu-
tim, sa aspekta redukcije broja stanja identicka relacija nije nimalo zanimlji-
va, jer daje koli¢nicki automat koji je identi¢an originalnom automatu A, pa
dakle, u tom slu¢aju ne dolazi do smanjenja broja stanja. Da bi se postigla sto
bolja redukcija automata A, potrebno je pronaci sto je moguce vece reSenje
opSteg sistema, ako je moguce, i najvece reSenje, u koliko ono uopste posto-
ji. Postoje automati kod kojih opsti sistem nema najvece reSenje (Zadatak
4.5.6.). Sa druge strane, opsti sistem se moZe sastojati od beskonaéno mnogo
jednacina i nalaZenje njegovih netrivijalnih reSenja moZe biti veoma teZak
zadatak. Stoga ¢emo u daljem tekstu pazZnju usmeriti ne toliko na sam opsti
sistem koliko na neke njegove instance, pod ¢ime podrazumevamo sisteme
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Bulovih matri¢nih jednacina ¢iji skupovi svih reSenja su sadrZani u skupu
svih reSenja opsteg sistema. Ti sistemi treba da imaju $to Sire skupove reenja,
da bi njihova najveca resenja bila Sto veca i davala Sto bolje redukcije, ali
takode, sa prakti¢nog aspekta, treba da budu i §to jednostavniji za reSavanje.

Teorema 4.3.1. Neka je S proizvoljno reSenje opsteg sistema pridruZenog automatu
A=(A,X, 5,64, TA). Tada je svako kvazi-uredenje na A sadrzano u S takode reSenje
opsteg sistema.

Shodno tome, prirodna ekvivalencija proizvoljnog resenja opsteg sistema je takode
resenje tog sistema.

Dokaz: Nekaje R proizvoljno kvazi-uredenje na A za koje vazi R C S. Tadana
osnovu refleksivnosti kvazi-uredenja R i ¢injenica da je RC Si S je reSenje
opsteg sistema, za proizvoljne n € N i x1,x,...,x, € X imamo da je
A sA o sA A A A A A A A
o O(‘ix1 O(‘ix2 o---oéxn ot Co oRoéx1 oRoéx2 oRo---oRO(‘}x” oRoT
A A A A A
Co OSO(SX1 OSO(SX2 0S0:-:0500)y oSort

_ A A A A A
=0 oéxl05x20---06xnor

7

odakleje 0 08, 084 0---005 01 =4 0Ro06 0Rodg 0Ro---0R065 oRot?,

i slitno, 04 0 14 = g4 0o Ro 7. Prema tome, R je reSenje opsteg sistema.

Drugi deo teoreme sledi direktno iz ¢injenice daje Eg = RNRTCR. O

4.3.1. Redukcije pomocu desno invarijantnih kvazi-uredenja

Nekaje A=(A,X, 5,04, ”CA) proizvoljni automat. Za kvazi-uredenje R na A
koje zadovoljava uslove
RodtoR=056%40R, zasvakixeX, (4.12)
Rott =14, (4.13)

kazemo da je desno invarijantno kvazi-uredenje na A, a ako za R vazi

Rod2oR=Rod%, forevery x € X, (4.14)
ddoR =04, (4.15)

onda kaZemo da R jeste levo invarijantno kvazi-uredenje na A.

Teorema 4.3.2. Sva desno invarijantna i levo invarijantna kvazi-uredenja na auto-
matu su reSenja opsteg sistema pridruZenog tom automatu.

Dokaz: Dokazacemo samo tvrdenje koje se ti¢e za desno invarijantnih kvazi-
uredenja, jer se tvrdenje koje se tice levo invarijantnih kvazi-uredenja doka-
zuje na sli¢an nacin.
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Nekaje A = (A,X,6%,04,74) proizvoljan automat i R je desno invarijantno
kvazi-uredenje na A. Za proizvoljne n € N i xy,...,x, € X, primenis$i n puta
(4.12), a potom i (4.13), dobijamo da je

GAORO(S?IORO(S?Z oRo---oRoéfnoRoTA =

_ A A A A A_ A A A A A
=0 06X106x20~~06xn0RoT =0 06X106x20~~06xn07

7

i takode, 0 o Ro 74 = 0/ 0 74. Prema tome, R je refenje opsteg sistema. O

Teorema 4.3.3. Neka je R jekvazi-uredenje naautomatu A= (A, X,64,04,74). Tada
su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) R je desno invarijantno kvazi-uredenje na A;
(ii) Rod4 C640R, zasvakix € X;

(iii) vaZi sledeéa inkluzija:

RC (@A oR)/(6%oR). (4.16)
xeX

Dokaz: (i)e(ii). Neka je R desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Kako je
R refleksivna relacija, za proizvoljno x € X imamo da je

Rod2 CRod2oR=0640R.

Obratno, akoje Ro &4 < 64 oR, za svaki x € X, tada za proizvoljno x € X dobi-
jamo da je

RodfoRC&{oRoR=0540R,

i kako obratna inkluzija sledi neposredno iz refleksivnosti za R, zaklju¢ujemo
dajeRod4 oR =064 oR, zasvakix € X, odnosno, R je desno invarijantno kvazi-
uredenje.

(i) (iii). Neka je R desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada za proiz-
voljno x € X, osnovu svojstva reziduacije, dobijamo da iz Ro 64 oR C 64 oR
sledi R C (62 o R)/(54 o R), odakle lako dobijamo da vaZi (4.16).

Obratno, ako vazi (4.16), odnosno ako je R C (64 o R)/(64 o R), za svaki
x € X, to opet na osnovu svojstva reziduacije dobijamo daje Ro54 o R C 64 oR,
za svaki x € X, i kako je obratna inkluzija posledica refleksivnosti za R, to
dobijamo da je R desno invarijantno kvazi-uredenje. ]

Teorema 4.3.4. Nekaje A= (A,X,6%,0%,74) proizvoljni automat. Definigimo in-
duktivno niz {Ry}ren relacija na A na slede¢i nacin:
Ry =14/74, (4.17)

Res1 =ReN ﬂ(éﬁ oRy)/(62oRy), za svakik e N. (4.18)
xeX
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Tada

(@) {Ri}ken je opadajuéi niz kvazi-uredenja na A;

(b) Postoji n € IN tako da je Ry, = Ry41, 1 u tom slucaju R, je najvece desno invari-
jantno kvazi-uredenje na A.

Dokaz: (a) Kao §to smo veé¢ napomenuli u Odeljku 1.1., R = /74 je kvazi-
uredenje, kao i (62 0 Ry) /(64 o Ry), za svaki k € N, §to znaci da ako je Ry kvazi-
uredenje, za neki k € IN, tada je to i Ry,1, kao presek familije kvazi-uredenja.
Dakle, matemati¢kom indukcijom zaklju¢ujemo da svi ¢lanovi niza {Ry}ren
jesu kvazi-uredenja. Iz same definicije niza (formula (4.18)) neposredno sledi
da je niz opadajudi.

(b) Kako je skup A konacan, to je konacan i skup svih relacijana A, odakle
sledi da je i niz {Ry}ren konacan, tj., da postoje n,m € IN tako da je Ry = Ry
Sa druge strane, posto je niz opadajuéi, imamo da je Ry, = Ry+m € Ry+1 SRy,
odakle dobijamo da je R, = Ry41.

Ostaje da dokazemo da R, jeste najvece desno invarijantno kvazi-uredenje
na A. Prvo, iz

Ry =Ry €[ )04 0 R}/ (05 0 Ro),
xeX

na osnovu Teoreme 4.3.3., dobijamo da je R, desno invarijantno kvazi-urede-
njena A. Nekaje R proizvoljno desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada
iz Rot# C 74 sledi R € 74/7# = Ry. Dalje, pretpostavimo da je R C Ry, za neki
k € N. Da bi dokazali da za svaki x € X vazi

(62 0R)/ (62 0R) C (64 o Ry)/ (54 o Ry), (4.19)

uzmimo proivoljan x € X i pretpostavimo daje (a,b) € (64 oR)/(62 oR). Prema
definiciji levog reziduala relacija, to znaci da za svaki c € A vazi

(bc)ed2oR = (a,c)edioR. (4.20)

Kako su R i Ry kvazi-uredenja i R C Ry, to je Ro Ry = Ry, pa za proizvoljan
d € A imamo sledece:

(b,d) €52 oRr =62 0RoR, =
= (AceA) (bc)ed2oR A (c,d) € Ry
= (AceA) (a,c)edtoR A (c,d) € Ry (na osnovu (4.20))
= (a,d) €52 oRoRy = 62 o Ry.
Prema tome, dobili smo da za svaki d € A vazi

(bd)ed2oR, = (a,d)€dloRy,
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$to prema definiciji levog reziduala relacija zna&i da (a,b) € (6% o Ry) /(6% o Ry).
Ovim smo dokazali da vazi (4.19), za svakix € X, pana osnovu Teoreme 4.3.3.,
pretpostavke da je R C Ry i (4.19) dobijamo da je

RC RN ()05 o R)/ (35 oR) € RN [ |(65 0 R/ (35 0 Ry) = Ry
xeX xeX

Dakle, dobili smo daje R C Rg41, pa na osnovu matematicke indukcije zaklju-
¢ujemo da je R C Ry, za svaki k € IN, $to konac¢no daje R € R,. Time smo doka-
zali da R jeste najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A. |

Algoritam 4.3.5. (Najvece desno invarijantno kvazi-uredenje) Ulaz algorit-

ma je automat A = (A,X, 6A,0A,TA). Algoritam izra¢unava najvece desno

invarijantno kvazi-uredenje na A.
Postupak se sastoji u konstrukciji niza kvazi-uredenja {Ry}ien, na slededi

nacin:

(A1) U prvom koraku stavljamo R = 74 /7%.

(A2) Posle ktog koraka neka je Ry kvazi-uredenje koje je konstruisano.

(A3) U narednom koraku konstruiSemo Rj;1 pomoc¢u formule (4.18).

(A4) Istovremeno, proveravamo da li je Rg+1 = Ri.

(A5) Kada nademo najmanji prirodan broj n takav daje R,+1 = R,,, postupak
formiranja niza {Ry}reN se zavr$avai R, je najveée desno invarijantno kva-
zi-uredenje na A.

Na sli¢an na¢in se mogu formulisati algoritmi za izra¢unavanje najvecih
levo invarijantnih kvazi-uredenja i najve¢ih desno i levo invarijantnih ekvi-
valencija. Svi ti algoritmi medusobno se razlikuju jedino u formulama na os-
novu kojih se izra¢unavaju ¢lanoviniza {Ry}xen. Uporedni pregled tih formu-
la dat je u Tabeli 1.3.1.

ViSe o odnosu desnoilevo invarijantnih kvazi-uredenja sa aspekta njihove
upotrebe u redukciji broja stanja automata bice re¢eno u narednom odeljku.

Funkcionisanje algoritma za izra¢unavanje najveceg desno invarijantnog
kvazi-uredenja na automatu demonstrira slede¢i primer.

Primer 4.3.6. Neka je A = (A,X,éA,aA,TA) automat sa Cetiri stanja nad
dvoelementnim alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:
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Tabela 4.3.1. Formule koje se koriste pri izratunavanju najve¢ih desno i levo invarijantnih
kvazi-uredenja i ekvivalencija

najveée desno invarijantno kvazi-uredenje:
Ry =14/t (4.21)

Ry1 = ReN ()04 0 RO/ 0 Re) (422)
xeX

najvece levo invarijantno kvazi-uredenje:
Ry =cM\d? (4.23)

Ryt = ReO [ (Reo 9\(Re 067) (4.24)
xeX

najveca desno invarijantna ekvivalencija:

Ry = (/) n (@ /e (4.25)
Rir = RN ()64 0 R/ 0 R)) 1 (55 0 R)/ (65 0 Re) ™ (4.26)
xeX

najveca levo invarijantna ekvivalencija:

Ry = (e*\o?) N (@"\o) ! 4.27)
Ry1 = ReO [ (Reo S\Rx 069) N (Re 0 S\ (Re 0 6) ™! (4.28)
xeX

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja ovog automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

0100 0001 0
4 o001 . ftoto] 4 o
5 =looo1] %=l1o1ol =[1000], *=|g].

0001 0001 1

Primenu Algoritma 4.3.5. pocinjemo izracunavanjem kvazi-uredenja R
pomocu formule (4.17):

-1

0 0
_.aa_[|0] (0] _
R1—7/1—0—>0 =
1 1

Potom izratunavamo 6;? oRji 6‘; o Ry, na sledeéi nacin:

0100] [1110] [1110 0001] [1110] [1111
4 o looot1| |t110| 1111 . . |toto| [1110] |1110
eRi=lgp01(°(1110|=|1111] %°RKi=|1010/°(1110|Z|1110|
0001| [1111] (1111 0001| |1111] (1111
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a potom izratunavamo (64 o R1)/(64 oRy) i (6‘; oRy)/ ((S‘y‘l oR;1) upotrebom for-
mule (1.22):

111

. 111

(0 oRD)Q(@F oR) ™ =] ] 4
111

(6f oR)) (6 oRy) " =

O = R e
O = R
el el e el el el

)R, R ORr R~

- cocor

(64 o R/ oRy) = (64 oR)) a6 o Ry ™)

(57 o R3] o R) = (5 o R) 2 (0§ o R1) ")

"Moo Rr RRrRRrR ORRPRO RRFR ==
R R R RO OR RO R

e e e e e = T e T R e e e N S T

PO OoOR PR POo

Dakle, prema formuli (4.18) imamo da je

Dalje, racunamo

0100] (1000 0110 0001] 1000

000100110_1111 6A0R—101000110—
ooo1|jo110ol~ (1111 “¥°"27|1010| |0 B
0001] 1111 1111 0001] |1

6;‘01{2 =

[
[ Y
[ Y
[ W= R

Primetimo daje 6‘; oRy = 6‘; oRy, paje (6‘;l ORQ)/((S‘y‘l oRp) = (6‘;l 0R1)/(6‘y4 oRy),
dok (62 0 Ry)/(6%4 o Ry) izraéunavamo na slede¢i nacin:

0110] [0111] [1111
A A oo |1111] |1111] fo111
@y oR) <@ oR)™ =111 91|91 111|=|o111]
1111 [o111] |o111
1000
] ] 1 1111
(04 0 Ra)/ (87 0 Ra) = (85 o R2) (8 oR)™) " =1 17 11"
1111
Sada dobijamo da je
1000] [1000] [1111] [1000
o110 [1111| o110 [0110
Rs=1o110{"1111|"0110||0110]= R
1111 |1111] |1111] [1111
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$to znaci daje postupak izra¢unavanja niza {Ry}xeny zavrsenidaje Ry najvece
desno invarijantno kvazi-uredenje na automatu A.

Primetimo da kvazi-uredenje R; ima tri razli¢ita afterseta, Sto znaci da
koli¢ni¢ki automat A/ R, ima tri stanja. S obzirom da je

0110 1111
1111 1110
RyodfoRy=8oRo =1 1|, ReodyoRy=dyoRa={; 1,
1111 1111
idaje
1000 1000] [0] [0
0110 o110] |o| |o
A _ = 4= -
o*oRy=[1000]o; 11 o|=[1000], Reor®=|77 1 dlelol=1o|.
1111 1111] [1] |1

to imamo da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja koli¢ni¢-
kog automata A/ R, zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima

10 111 0
sffe=l111|, splfe=]110|, MR =[100], MR =|0].
111 111 1

Napomenimo da su ove matrice i vektori dobijeni identifikovanjem i spaja-
njem druge i trece vrste i druge i tre¢e kolone matrica R; o 65? oRyiRy0 6‘; oRy,
kao i druge i trece koordinate vektora 0 o Ry i Ry o 74, kao posledica jedna-
kosti druge i trece vrste (afterseta) i druge i tre¢e kolone (foreseta) matrice Ry.
Koli¢nicki automat AR, moZemo predstaviti i slede¢im grafom

Xy

Slede¢i primer demonstrira primenu algoritma za izra¢unavanje najveceg
levoinvarijantnog kvazi-uredenja na automatu i pokazuje da postoje situacije
kada desno invarijantna kvazi-uredenja mogu redukovati broj stanja automa-
ta dok levo invarijantna ne mogu, ili obratno.

Primer 4.3.7. Izratuna¢emo najvece levo invarijantno kvazi-uredenje na
automatu A = (A, X,64,04,14) iz Primera 4.3.6.

Setimo se da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja ovog
automata zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:
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0100 0001 0
4 looo1| . ltoto] L 4o
% =lgoo1| %=|1010p o=[1000] =|g].
0001 0001 1

Najpre pomocu formule (1.20) izra¢unavamo prvi ¢lan niza {Ry}ren:

1
Ry =cM\o? = 8 —
0

Potom izratunavamo Rj o 63? i Ry 064, na sledeéi nacin:

000] [0100 0100
111 10001 0101
111
111

1 0001 0001
1

— A _

= Rloéy_l
1

000
111 |1010| {1011
111|°(1010[7|1011|
111| [ooo01] |1011

1
Riost =1
1°0% =1 °looo1|"|o101)
1 0001 0101
a potom izra¢unavamo (R o OMN\(R1062)i (Ryo0 6‘;)\(1{1 o 6‘;) upotrebom for-
mule (1.22):

(0000] [0100] [1111]
_ 1111 0101 0100
(R0 \Ry 067) = (R1 06 < (R0 =0 00 0l<lo101|=l1111)

0111] |0101] [0101]

(0111] [0001] [1011]
_ 0000 |1011 1111
(Rloéﬁ)\(RloélyL‘):(RloélyL‘) 1<](R1061y4): 0111 < 1011 = 1011}

[1111] [t011] |0001]

Sada imamo da je

1000] [1111] [1011] [1000
1111| _{o100| 1111 [0100
Ra=l1111|™1111|™1011||1011]

1111f [0101f [0001] |0001
Kako je R, # Ry, nastavljamo dalje:

1000] (0100 0100 1000] [0001 0001
010000001_0001 RoéA_010001010_1010
1011| [ooo01|"Jo101|” "2°% T|1011|°|1010| [1011]|

0001] |0001 0001 0001] |0001 0001

Ryodl =

paje

0000] [0100] [1111
1010| {0o001| [0100
0000|o101| 1111}
0111] [oo01] 0001

Ry o 8N\ (Rp06%) = (Rp064) 1 a(Ry06f) =
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0110] [0001] [1010
0000 {1010 |1111
o110/ f1011|7|1010]|
1011]| [ooo1] |oo001

(R2085))\(Ra08}) = (Ra08)) " <a(Ry08)) =

Sada dobijamo da je

1000] [1111] [1010] [1000
0100/ |o100| (1111 [0100
Rs=11011|"1111|"1010/|1010]

0001| |0oo001| [ooo1]| [0o001

Kako je R3 # Ry, nastavljamo sa izra¢unavanjem:

1000] [0100] [0100 10007 [0001] [0001
4 lo100| Jooo1| [oo01 L, lo10o| [to10] {1010
Rsody=11010[°lo001|=[o101] B°% =|1010/°l1010||1011]
0001| looo01] [oo0o01 0001| l0ooo1] [ooo01

Primetimo da je Rz o 6;? =Ryo 6;? iR3o0 6‘; =Rpo0d4, pa (Rzo 6;?)\(123 o 6;?) i
(Rzo (S‘;)\(Rg o 6‘;‘) imamo izra¢unate u prethodnom koraku, $to znaci da je

1000] [1111] [1010] [1000

R —[0100f Jo100| J1111|_Jo100|_

4=11010|M1111|f1010|T|1010|7
0001 |oo01] [oo01] [0001

Rs.

Dakle, postupak izra¢unavanja niza {Ry}ren je zavrseni Rz je najvece levo in-
varijantno kvazi-uredenje na automatu A. Kako je R3 uredenje, to se automat
A ne moze redukovati levo invarijantnim kvazi-uredenjima.

Setimo se da je isti automat razmatran i u Primeru 4.3.6. i da je tamo
pokazano da se njegov broj stanja moZe redukovati desno invarijantnim
kvazi-uredenjima. To zna¢i da postoje situacije u kojima desno invarijantna
kvazi-uredenja daju bolje rezultate u redukciji broja stanja od levo invari-
jantnih kvazi-uredenja. Naravno, jasno je da postoje i situacije u kojima je
obrnuto, gde levo invarijantna kvazi-uredenja daju bolje redukcije od desno
invarijantnih. Primer za to je reverzni automat A automata A koji smo ovde
razmatrali.

Naredni primer demonstrira primenu algoritma za izra¢unavanje najvece
desno invarijantne ekvivalencije na automatu i pokazuje da u opstem slucaju
invarijantne ekvivalencije daju slabije redukcije od invarijantnih kvazi-ure-
denja.

Primer 4.3.8. Nekaje A=(A,X, 5,04, TA) automat sa tri stanja nad dvoele-
mentnim alfabetom X = {x,y} ¢ije su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i
zavr$nih stanja zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

100 100 1
ot =[000|, oy=|110], oA:P11L A =1].

000 100 1
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Ako na ovaj automat primenimo Algoritam 4.3.5., kao i gore opisani algori-
tam za izra¢unavanje najveée desno invarijantne ekvivalencije na automatu,
onda dobijamo da su najveée desno invarijantno kvazi-uredenje R™ na A,
njegova prirodna ekvivalencija Egi, i najve¢a desno invarijantna ekvivalen-
cija E" na A dati sa

100
, Ega=|011

011

1 _
Ri={011 , Ei=
011

100
010].

001

Prema tome, ekvivalencija E™ ne redukuje broj stanja automata A, dok kvazi-
uredenje R redukuje A na automat sa dva stanja.

Osim toga, R™ je desno invarijantno kvazi-uredenje, ali njegova prirodna
ekvivalencija E g nije desno invarijantna ekvivalencija, jerje E C Eg.i. Takode

imamo da koli¢ni¢ki automat A/R™ nije izomorfan koli¢nickom automatu
A[ Egsi, jer je

_ 111 100
Rio8yoR =|111f, EgiodjoEgi=|111
111 111

Na kraju ovog pododeljka dokazujemo slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.9. Nekaje A= (A,X,6%,04,1%) proizvoljni automat, R je desno inva-
rijantno kvazi-uredenje na A i S je kvazi-uredenje na A takvo da je R C S. Tada
vaZi sledece:

(a) Sjedesno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je SJ R desno invari-
jantno kvazi-uredenje na AJR.

(b) S je najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je SJ/ R naj-
vece desno invarijantno kvazi-uredenje na A R.

(c) R jenajvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je R R naj-
vece desno invarijantno kvazi-uredenje na AJR.

Dokaz: (a) KakosuRiS kvazi-uredenja,toizRC SsledidajeRoS=S50R =5,
pa za proizvoljne a,b € Aix € X imamo da je

(Ro,Rp) € SJRo MR SJR &
& (JcdeA)((Ri,R)€SIR A (Re,Ry) €57/ A (Rg,R;) € SIR)
© ([AcdeA)(@c)eS A (cd)eRodioR A (d,b)€S)
& (a,b)€SoRodoR0S=508206,

i, sa druge strane,
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(Ro,Rp) € 2R o SJR &
& ([AceA)((Ro,R) €2 A (R, Ry) € S/R)
& (AceA) (@) eRodioR A (c,h)€S)
& (@,b)eRod4o0RoS=540RoS=05%085.

Odatle neposredno sledi da vazi (a).

(b) Neka je S je najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A i neka je
Q najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A/ R. Definisimo kvazi-ure-
denje T na A kao u dokazu Teoreme 4.2.2., tj., stavimo da je

(a,b)eT & (R,Ry)eQ, zasveabeA.

Prema pretpostavci, R je desno invarijantno kvazi-uredenje na A, pana osno-
vu tvrdenja (a) ove teoreme imamo da je R/R desno invarijantno kvazi-ure-
denjena AR, sto znacidaje R/R € Q. Odavdessledi da za proizvoljnea, b € A
vazida (a,b) € R povlaci (R4, Rp) € R/R, $to dalje povlaci (Rs, Rp) € Q, a to ko-
na¢no daje (a,b) € T. Dakle, dobili smo daje RCTiQ =T/R.

Sada opet na osnovu (a) ove teoreme dobijamo da je T desno invarijantno
kvazi-uredenje na A, sto znaci daje T C S, pa opet prema Teoremi 4.2.2. do-
bijamo da je Q = T/R € S/R. Tvrdenje (a) ove teoreme takode povlaci da je
5/R desno invarijantno kvazi-uredenje na A/ R, pa na osnovu polazne pret-
postavke o Q zaklju¢ujemo daje Q = S/R. Dakle, S/ R je najvece desno invari-
jantno kvazi-uredenje na A/R.

Obratno, neka je S/ R najvece desno invarijantno kvazi-uredenjena A/ R i
neka je T najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Na osnovu (a) ove
teoreme imamo da je S desno invarijantno kvazi-uredenje na A, odakle sledi
daje SCT,iprema Teoremi 4.2.2. dobijamo da je S/R C T/R. Dalje, na
osnovu (a) imamo i da je T/R desno invarijantno kvazi-uredenje na A/R,
pa na osnovu polazne pretpostavke o S/R zaklju¢ujemo da je T/R = S/R.
To prema Teoremi 4.2.2. povlaci da je T = S, Sto znaci da S jeste najvece
desno invarijantno kvazi-uredenje na A.

Tvrdenje (c) sledi neposredno iz (b). |

4.3.2. Redukcije pomocu slabo desno invarijantnih
kvazi-uredenja

Nekaje A=(A,X o4, 04,14) proizvoljni automat. Za svaku re¢ u € X* defini-
Semo skupove 04,74 C A sa
o =ctodd =lacA|(Abe A)be o A(b,a) €52, (4.29)

=60t ={acA|(AbeA)(a,b)ed? AbeTh). (4.30)
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Drugim re¢ima, o/ je skup svih stanja automata A u koja se moZe stiéi iz ne-
kog inicijalnog stanja pod uticajem ulazne re¢i u, dok je 7/ skup svih stanja iz
kojih se moze sti¢i u neko zavrsno stanje pod uticajem te re¢i. O¢igledno, za
praznurete € X* je 02 = 0 i 4 = 4. O ulozi ovih skupova u determinizaciji
nedeterministi¢kih automata govori¢emo u narednoj glavi.

Na sli¢an nacin, za svako stanje a € A definigemo jezike 02,72 C X" sa

={ueX' |(AbecAbec*Ab,a)edt)={uecX |acdd), (4.31)

o
™ =ueX |(AeA) (b ed? Abet)={ueX |ael). (4.32)
Dakle, 02 je skup svih re¢i koje iz nekog inicijalnog stanja vode do stanja a,
a 4 je skup svih re¢i koje iz stanja a vode do nekog zavrinog stanja. Jasno je

dau € 02 akoisamo ako a € 0/, dok je u € T4 ako i samo ako a € T/} (a). Jezike

o4 i T4t zovemo redom levi jezik i desni jezik pridruZen stanju a.

Kvazi-uredenje R na A koje zadovoljava
Rotd =14, zasvakiue X", (4.33)

nazivaéemo slabo desno invarijantnim kvazi-uredenjem na automatu (A, a ako
R zadovoljava
A

o oR =04, foreveryue X", (4.34)
zvacemo ga slabo levo invarijantnim kvazi-uredenjem na A.

Primetimo daje 7/ C Rot/ i 07} C 07 o R ispunjeno kad god je R refleksivna
relacija, pa je (4.33) ekvivalentno sa Ro 74 C 14, za svaki u € X*, dok je (4.34)
ekvivalentno sa 0% o R C 0/}, za svaki u € X*.

Teorema 4.3.10. Neka je A= (A,X, (SA,GA,TA) proizvoljni automat. Tada

(@) Svako slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A je reSenje opsteg sistema
pridruZenog tom automatu.
(b) Swvako desno invarijantno kvazi-uredenje na A je slabo desno invarijantno.

Dokaz: (a) Neka je R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Induk-
cijom po 1 moZe se jednostavno dokazati da je

A A A A_<A <A A A
Roéx1 oRoéx2 oRo~~~oR06x” oRot" = (le oéxZ o~~~06xn ot”,
zasven € N1ixy,xg,...,x, € X, §to povladi da je R resenje opsteg sistema.
(b) Neka je R desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Za proizvoljno
u € X* imamo da je Ro 6{} oR = 6{} oR,itakode, Ro74 = 74, &to povlaci

Rot# =Rod} ot =RostoRot? =64 oRotA =5 o1 = 14l

Prema tome, R je slabo desno invarijantno kvazi-uredenje. |
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Teorema 4.3.11. Neka je Qwri relacija na automatu A = (A,X,(SA,GA,TA) defin-
isana sa

Qwri — ﬂ Tﬁ/ﬁ:" (4.35)

ueX*

Tada vaZi sledece:

(a) Kovazi-uredenje R na A je slabo desno invarijantno ako i samo ako je R € Q"™
(b) Q" je najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A.

Dokaz: Naosnovusvojstva reziduacije, za proizvoljno kvazi-uredenje Rna A
i proizvoljnu re¢ u € X* imamo daje Ro 74 C 14 ako i samo akoje R C 74 /14,
odakle neposredno sledi da vaZi (a).

Kao $to smo pokazali, 7/} /74 je kvazi-uredenje, za svaku re¢ u € X*, odakle
sledi da je i Q¥™ kvazi-uredenje, i na osnovu (a), Q"™ je najvece slabo desno
invarijantno kvazi-uredenje na A. m|

Na osnovu (4.35), da bi se izra¢unalo najvecée slabo invarijantno kvazi-ure-
denje Q"™ na automatu A, neophodno je najpre izratunati skupove 74, za

sve u € X". Slededi algoritam prikazuje na¢in na koji se oni mogu izracunati.

Algoritam 4.3.12. (Izratunavanje svih ¢lanova kolekcije {1} },ex-) Ulaz ovog al-
goritmaj ]e automat A = (A4, X,64,04,14). Algoritamizra¢unava sve ¢lanove ko-
lekcije {7 }ueX*

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla kolekcije {17, 4} cx-. Stablo se kon-
struiSe induktivno, na sledeéi nacin:

(A1) Koren stabla je 4, i mi stavljamo Ty = {T2).

(A2) Nakon itog koraka neka je konstruisano stablo T}, i neka su ¢voroviu T;
oznaceno ili sa "zatvoren’ ili sa 'nezatvoren’. Znacenje ova dva izraza bice
razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruisemo stablo Ti41 dogradivanjem stabla T;
na slede¢i na¢in: za svaki nezatvoren list 72 koji se pojavljuje u T;, gde je
u € X*,isvako x € X, mi dodajemo ¢vor T;?u =64 o1 i granuiz v u 14,
Istovremeno, proveravamo da li se 74, poklapa sa nekim skupom koji je
ve¢ konstruisan, i ako je to taéno, ako je skup 74, jednak nekom ranije

izratunatom skupu 74, onda &vor 74, oznatavamo kao zatvoren i stavlja-

mo s(4,) = s(t2). Postupak se zavr$ava kada svi listovi budu oznaceni kao
zatvoreni.
(A4) Kada je stablo kolekcije {4},cx+ konstruisano, njegovi unutradnji &vo-

rovi odgovaraju razli¢itim clanov1ma te kolekcije.

Sada moZemo dati i algoritam kojim se izra¢unava najvece slabo desno
invarijantno kvazi-uredenje na automatu.

Algoritam 4.3.13. (Najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje) Ulaz algori-
tma je automat A = (A, X, 64,04, 74). Algoritam izratunava najvece slabo de-
sno invarijantno kvazi-uredenje Q"™ na A.
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Postupak se sastoji iz dva dela:

(A1) Najpre izratunavamo skupove 74, za sve u € X, koriste¢i Algoritam

4.3.12.
(A2) Potom izratunavamo Q"™ pomo¢u formule (4.35).

Za izratunavanje najveceg slabo levo invarijantnog kvazi-uredenja QWi i
najveéih slabo desnoilevo invarijantnih ekvivalencija E¥™ i E"i mozemo dati
slicne formule i algoritme. Uporedni pregled tih formula dat je u Tabeli 4.3.2.

Tabela 4.3.2. Formule koje se koriste za izra¢unavanje najvecih slabo desno i levo invari-
jantnih kvazi-uredenja i ekvivalencija

najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje:

Qwri — m T‘;‘/Tﬁ (4.36)
ueXx*
najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje:
ol = ﬂ oA\oh (4.37)
uex*
najveca slabo desno invarijantna ekvivalencija:
Evr = () (/o) 0 (i ety ! (438)
ueX*

najveca slabo levo invarijantna ekvivalencija:

B = (Y (@ha) n (oo™ (439)
ueXx*

Primetimo da se kvazi-uredenja Q"' i Q! i ekvivalencije E¥™ i E" mogu
okarakterisati i u terminima desnih i levih jezika pridruzenih stanjima auto-
mata A, na sledeéi nadin

@beQ™ o t'ct), (4.40)
@b eQ" o ol cof, (4.41)
@b)eE" o =1, (4.42)
@b e o ot =q7, (4.43)

zasvea,beA.

Primer 4.3.14. Vratimo se jo$ jednom na automat A= (A, X, ,04,14) iz Pri-
mera 4.3.6. i izratunajmo najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
na A.

Setimo se da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovog
automata zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:
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0100 0001 0
4 looo1| . J1ot0 B 4o
% =lgoo1| %=|1010] o=[1000] " =|g].

0001 0001 1

Koriste¢i Algoritam 4.3.12. najpre izra¢unavamo sve ¢lanove kolekcije { M exe:

0 0 1 1
1628, A=sdors 1,”[‘; 6‘;0Tf—8,”[‘4 oot = i,
1 1 1 1
1 0 1
1 1 1
Tﬁx:(sﬁoT?_1:T;42.'T€y:6é°y‘1l_Tx P T = 6307 —1=szl,
1 1 1
1 1
A _shorh = | 2 A _shorA = 2
T =0k 0T =11| =T W, T,,=0,0T,=|=T,®.
1 1

Crnim kvadrati¢ima oznaceni su zatvoreni ¢vorovi stabla kolekcije {7} }ueX*
a samo stablo prikazano je na sledecoj slici:

0] [0 1111 1110
A v_{loj _jolf _fr111| _|1110
i =@ =t =12l =li111] =li11o]
1| |1 0001 1111
1000 1111 1111
1111 0110 1111
A A _ A A _ A A _
T/ =111 W =lo110) W/ =1111)
1111 1111 1111

paje
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1000
lo110

000
111
111 |0
111 1

_ e e
_ e e
[ S —
_ e e
_ e
_ e

1 1
0 0
ﬂO Oﬂ
1 1

=]

11
11
Kao §to smo videli u Primeru 4.3.6., ista relacije bila je i najvece desno inva-

rijantno kvazi-uredenje na A.

Primer 4.3.15. Neka je A= (A,X, o4,04,74) automat sa tri stanja nad alfa-
betom X = {x,y} zadat slede¢im grafom:

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovog automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

010 001 1
st=|010|, & =000, UA:POOL =10|.

000 001 1

Primenom Algoritma 4.3.12. najpre izra¢unavamo sve ¢lanove kolekcije
{Té}uEX*:

1 0 1 0
T?Z[O}, Tf:éfo’[f:[O}, T?:é?OTfZ[O}ZT? m, T;L‘ZZT;‘X:[O}:T;? n,

1 0 1 0
paje
' 111] [111] [111
QVi=td/tdntd /A =|010|nf111|=]|010].
111] [111] 111
Kako je
010 111 1
Q"osfoQ"i=010|, Q"5 0Q"=]000|, 0hoQ"™=[111], Q"o =|0],
010 111 1

to su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja koli¢ni¢kog auto-
mata AJQW" = (A;,6%,0%,741) zadati sa

A 01 . 11 1
6}(1 = [0 1]/ byl = [0 0:|/ aAl = [1 1]/ TAl = |:0:|/

a sam automat zadat je grafom
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E‘IQD__jﬁL_»q!‘h

Sada prelazimo na izra¢unavanje najveéeg desno invarijantnog kvazi-ure-
denja na A. Najpre imamo da je

111
Ri=t4/tt =010,

111
paje
010] [111] [010 001] [111] 111
&oRf:0100010::010,5§uh: 000[c|l010|=]000],
000] [111] Joo0O 001f [111] 111
010] JooO0] 110
(6% oR)<(2oR)I=]010[|<|110|=|110],
000] [000] [111
111] [101] [101
() oR) <) oRy) " ={000{«|101]|=|111],
111] [101] |101
m1o]! 111 1017" J111
(6F oRy)/(0% oRy) =110 =|1 11, (5 oRy)/()oR)=[111] =]010],
111 001 101 111
odakle dobijamo da je
111] [111] [111] 111
Ry=[010|n[111|n{010[=|010
111f [001f [111] [001
Dalje,
010] [111] [010 001] J111] [001
&oRf:0100010::010:5?@%,@0R2=0000010::000,
000] [001] Jo0O 001] [001] |001

001] [000] 101
(6 0R2) (8 oRy) ™' =[000[«|000f=|111],
001] [101] [101
111 1017" 111
(67 0R2)/(85 0 Rg) = (8¢ oR1)/ (65 o Ry) = [1 1 1, (67 0 R1)/(8) oR1)={1 11| =]010
001 101 111
paje
111] [111] [111] 111
R3=|010|n[111|n[010|=[010[=R,.
001| [001] [111] Joo1
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Prema tome, R; je najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A, i kako je
R; uredenje, to ono ne redukuje broj stanja automata A. Sa druge strane, vi-
deli smo da najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A redukuje
broj stanja tog automata. To potvrduje ranije iznetu tvrdnju da slabo desno in-
varijantna kvazi-uredenja generalno daju bolje redukcije od desno invarija-
ntnih kvazi-uredenja.

Takode dokazujemo i slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.16. Nekaje A= (A,X,5%,04,14) proizvoljniautomat, R je slabo desno
invarijantno kvazi-uredenje na Ai S je kvazi-uredenje na A takvo da je R C S. Tnda
vaZi sledece:

(@) S jeslabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je SJR slabo
desno invarijantno kvazi-uredenje na AJR.

(b) S je najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je SR
najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na AJR.

(c) R jenajvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A ako i samo ako je R R
najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na AJR.

Dokaz: (a) Za proizvoljnoa€ Aire€u=xy...xy, gdejen € Nixy,...,x, € X,
indukcijom lako dobijamo da je

A/R

RaET = QERO(SQORO---ORO(S;?HOROTA,

i kako je R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje, to imamo da je

aeRoéioRo---oRoéfnoROTA = aeéio"'oéanTA =4

u’

odakle sledi da vazi

AJR

Riety™ o aetl (4.44)

Sa druge strane,

€(SIR)oty!* & (Abe A)((Ro,Ry) € SR A Ry e 1,'F)
& (AeA)(abeSnbery) (4.45)

& aeSoth,

Prema tome, na osnovu (4.44)1 (4.45) dobijamo daje (S/R)o TA// R~ Tﬁ// Rakoi
samo ako je So T/ T‘,j‘, i na isti na¢in dokazujemo da je (S/R) o TA/R = 7A/R
ako i samo ako je So14 =14, odakle neposredno sledi da vaZi (a).

Tvrdenje (b) dokazujemo na isti na¢in kao tvrdenje (b) Teoreme 4.3.9., ko-

riste¢i tvrdenje (a), dok (c) sledi neposredno iz (b). |
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4.3.3. Visestruke redukcije

Neka je A proizvoljni automat. Akoje Aj, ..., Ay, (n € IN) niz automata takvih
daje A=A izasvakike[l,n-1]je A1 = A/ Rk, za neko desno invari-
jantno kvazi-uredenje Ry na Ay, onda kazemo da je taj niz visestruka redukcija
automata A pomocu desno invarijantnih kvazi-uredenja. Broj stanja automa-
ta koji ¢ine viSestruku redukciju generalno opada, tj.

Al = A > - > [Al.

Ukoliko ne postoji nijedna visestruka redukcija automata A pomocu desno
invarijantnih kvazi-uredenja u kojoj je bar jedna od ovih nejednakosti stroga,
tj., ako za svaku viSestruku redukciju A, ..., A, (n € N) tog automata vazi

Al = Al = - = Anl,

onda za automat A kaZemo da se ne moZe redukovati desno invarijantnim kvazi-
uredenjima.

Teorema 4.3.17. Automat A se ne mozZe redukovati desno invarijantnim kvazi-
uredenjima ako i samo ako najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A jeste
uredenje.

Shodno tome, ako je S najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A, tada se
kolicnicki automat A S ne moZe redukovati desno invarijantnim kvazi-uredenjima.

Dokaz: Neka je S najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A.

Pretpostavimo da se automat A ne mozZe redukovati desno invarijantnim
kvazi-uredenjima. Tada automati Ai A/ S imaju isti broj stanja, pana osnovu
Leme 4.2.3. dobijamo da je S uredenje.

Obratno, neka je S uredenje. Opet na osnovu Leme 4.2.3. dobijamo da auto-
mati A i AJS imaju isti broj stanja. Dalje, neka je Ay, ..., Ay (n € IN) proiz-
voljna viSestruka redukcija automata A pomocu desno invarijantnih kvazi-
uredenja, odnosno, za proizvoljno k € [1,n — 1] neka je Ay,1 = Ay [ Ry, za neko
desno invarijantno kvazi-uredenje Ry na Ay. Za svaki k € [1,n—1] neka je Sk
najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na Ay. Jasno je daje S; =S, ana
osnovu Teoreme 4.3.9. imamo da je Sgy1 = Sk//Ry, za svaki k € [1,n—2], pa
prema Teoremi 4.2.1. dobijamo da je

A1/ Ske1 = (A Ri) [ (Sl Rie) = A | Sk

za svakik € [1,n—2], $to znadi da je Ay [ Sk = A/ S, zasvakik € [1,n—1]. Kako
je S uredenje, na osnovu Leme 4.2.3. zaklju¢ujemo da je

\A| = |A) S| = 1Ak Sil < | Akl (4.46)

zasvakik € [1,n—1]. Medutim, na osnovu definicijeniza A, ..., Ay sledida za
svaki k € [1,n—1] vaZi | A1 | < [Al, $to povladi da je | Al < |A;p| = |A|. Prema
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tome, dokazali smo daje | Ayl = |Al, za svakik € [1,n], a to zna¢i da se automat
A ne moze redukovati desno invarijantnim kvazi-uredenjima.

Ovim smo dokazali prvo tvrdenje teoreme.

Dalje, na osnovu Teoreme 4.3.9. imamo da je S/S najvece desno invari-
jantno kvazi-uredenjena A/S, ajednostavno se dokazuje da je S/ S uredenje,
i dakle, na osnovu prvog dela teoreme dobijamo da se automat A/ S ne moze
redukovati desno invarijantnim kvazi-uredenjima. |

Analogno mozemo definisati koncepte visestruke redukcije pomocu slabo
desno invarijantnih kvazi-uredenja i automata koji se ne moze redukovati slabo
desno invarijantnim kvazi-uredenjima, i na isti na¢in mozemo dokazati slede¢u
teoremu.

Teorema 4.3.18. Automat A se ne moZe redukovati slabo desno invarijant-
nim kvazi-uredenjima ako i samo ako najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
na A je uredenje.

Shodno tome, ako je S najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A, tada
se kolicnicki automat A S ne moZe redukovati slabo desno invarijantnim kvazi-ure-
denjima.

Primer 4.3.19. Neka je A= (A, X, 64,04,74) automat sa tri stanja nad alfa-
betom X = {x,y} zadat slede¢im grafom:

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja ovog automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

100 010 0
si=l000f, sf={111|, oh=[100], *=|1].
000 100 1

Najpre éemoizracunatinajvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A.
Kre¢emo sa izra¢unavanjem ¢lanova kolekcije {T{}}uex*:

0 1
0|, e =otort=|1],

0
=1, d=6tott=
1 0

0 0
T:?ZZCS?OT?:[g}:T? u, T‘;xzé‘QOTf:[O}:Tf u,



4.3. Redukcija broja stanja 129

1
A _sA A A _sA
T :(SXOTy:[O}, TyzzéyOT

<
I
—_—
[
| —
<

1 0
A _sAo A _lgl= A A _sA A _|1|=-A
szy—éxOTxy—[O}—Txy m, Tyxy—éyo’[xy—[l}—’[e u,
0 1

1
1 = T‘;z m,

a potom izra¢unavamo odgovarajuce reziduale:

A A _sA A
=Ty W, Ty3=5y0”(2=

Y

1
Tryz =00 Tyz 8

0] [onNTt 11t 100 111
it =1 = 1] =111 =|111], /e Z/Tg‘:lll,
1] |1 001 111 111

1] [yt (1ot 111
73/1;‘:(1}—)[1} =[110} :[111},

o] o 111 001

M oot 11
- ={111| =lo11].

| 111 011

Na taj na¢in dobijamo da je najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
R1 na A jednako

(=)

1
A A
Tyl Ty = [O
0

(=]

100] [111] 111 111 100
=1111n|111|Nn{111{nj011|=|01 1{.
111) |111f [001] |011 001

Kako je R; uredenje, koli¢nicki automat AJR; = A; = (A1, X, 041,041, t41) ¢e
takode imati tri stanja i relacije prelaza i skupove inicijalnih i zavr$nih stanja
date sa

6?1 =Ry 06f0R1 =

100] [100] [100] [100] [100] [100
011{c]{000{c[011{=|000]|c|011|=]000f=062,

001| [00o0] |[001] [0o00] [001] [000
100] [010] [100] [010] [100] [011
5y =Rio8foR; ={011[0|111{cf011|=[111[0{011|=]111],
001| [100] |[001] [100] [001] [100
100 100 0
oM =0"oR =[100]0|011|=[100]=0¢", M =Rjort=|011f0 1:1=TA.
001 oo1]| [1] |1

Prema tome, kvazi-uredenje R; nije redukovalo broj stanja automata A, ali ga
je neznatno izmenilo, pa se automat A; razlikuje od automata A samo u je-
dnom novom prelazu koji je dodat, prelazu iz prvog u trece stanje indukova-
nim ulaznim slovom y. Naime, automat A; dat je slede¢im grafom
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Dalje, traZimo najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na automatu A; .
o y A
Najpre izracunavamo ¢lanove kolekcije {07, }uex+:

100

af1=[100], afl:a/‘loag‘lzpoo]o[ggg]z[loo]zafl m

011
a;‘l:aAloafj‘lzp00]0[15(1)}:[011],
A A (A 100 A Al (A 011
o =aylosyt=[011]0 888 =[000], aygzayloaylz[ou]o 1(1)(1) =[111],
a’;;2203§06f1:[000]:0’;,} m, o’;,}y:(II;O(S’;l:[OOO]:o‘;,} m,

100
a?zlxzaizloé?l:[l11]0[888}:[100]:0?11
e 011 .,
Uy;:ayzloéylz[111]oi(1)(1):[111]=ay;-,

i posto smo izra¢unali sve ¢lanove te kolekcije, izracunavamo odgovarajuce
reziduale:

e a 100 s 111
0,"\o,'=|100[—(100[=f111], ¢;,"\6;,'={011]=|011|=|011],
it =[100] = [100]=[111] oo < forr]-lo
111 111
aﬁ}\a?,ﬁ:[OOO]q[OOO]:111,0’;21\0321:[111]4[111]:111.
111 111
Dakle, najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje R, na automatu Aj je
jednako
100] [111] [111 100
Ry=|111|n|111|nlo11|=|011],
111] 111 |011 011

iposto kvazi-uredenje R; ima dva razli¢ita afterseta, to ono redukuje automat
Aj na automat A Ry = Ap = (Ay, X, 6%2,0%2,742) sa dva stanja. Kako je
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100] [100] [LOO] [LOO] [LOO] [LOO
Ryo08810R,={011|0[000[c|011|=]|000]cf011|=[000],
011] [00o0] Jo11] |ooo] [011] [000
100] [011] [L00] [011] [100] [011
Rpo8) oRy={011[0|111]0f011|=[111[0]011|=]111],
011] |1oo] lo11] [111] [o11] [111
100 100] [0] [0
aAloR1:[100]0011:[100],R101A1:01101:1,
011 o11] [1] |1
toje
Az_lO Az_Ol oM = A, _ |0
O 00] Oy [11 o2 =[10], =11,

odnosno, automat A, se moZe zadati slede¢im grafom:

Sobzirom da se, prema Teoremi 4.3.18., automat Ay ne moze dalje redukovati
slabo levo invarijantnim kvazi-uredenjima, to traZimo najvece slabo desno
invarijantno kvazi-uredenje R3 na A,. Imamo sledece

A _|0] A, (O] a4 1 a A, _ |0 A 1| 4 1 A
ez_[l], 2 = 0], 7y2:|:1], 722: /’%_[0 —lel sz—[o], Tyzzz[l]:TyZ u,
A, 1] A, |0

szzy—[o] szl Tyfy—[l]—n m,

A 10 Ay _ Aoy A 1 11
Ats 2—[1 1], T2l = v T 2—[1 1], TMZ/T [0 1],

odakle je
10l [11].[11] 1o
R3‘11”11”01]‘[01]'

Kako je R3 identicka relacija, to je A, / Rz = Ay, $to znadi da se automat A ne
moZe redukovati ni slabo desno invarijantnim ni slabo levo invarijantnim
kvazi-uredenjima, i naizmeni¢na redukcija automata A u kojoj smo krenuli
od redukcije najveéim slabo desno invarijantnim kvazi-uredenjem se ovde
zavrSava.

Razmotrimo sada $ta ¢e se desiti ako u naizmeni¢noj redukciji krenemo od
redukcije najve¢im slabo levo invarijantnim kvazi-uredenjem. U tom slucaju
imamo da je
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=pooyaf=poqza§-,a [01@ [ooq plﬁ

0o =0l = [000] =07, W ol = Poq:qllaT—qu:%ﬁl
100 111 111
(fw§:P11}(§m§:010}agmg zwz_kll
111 111 111

pa je najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje S; na A jednako

100] [111] 111 100
S$1=1111|n{010{nf111|=(010].
111 |111] [111 111

Kao sto vidimo, kvazi-uredenje S1 ne redukuje broj stanja automata A, tj., ko-
li¢ni¢ki automat AJ S, = ﬂi =(A,, X, o™ , oAi, TAi) ima takode tri stanja i rela-
cije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja su zadati sa

5l =Sy058 08 =
100

111

1o0] 010
000], 6," =S108)05 =|111],

0
o iZUAoslz[lo(q,TAizsloTA:[q,
1

odnosno, A] je zadat slede¢im grafom

na ﬂi:

0 1 , . |0 , a a ,
= 0,131: 1,”[?21:5;%: 0 :T;qll, T?y: 0}, szlz 1 :Tz;ll,
0 1 0 1 1
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100] (111 111 100
Sp=(111({N|111|nj010|=]010].
111 111 111 111

Prema tome, koli¢nicki automat A} /S, = A, = (A7, X, 5Aé,0Aé,TAé) ponovo
ima tri stanja i relacije prelaza i skupove inicijalnih i zavrsnih stanja zadate sa

) , 100 ., ) 010l
5e2 = S3004105,=[000[ =51, 62 =S,06,105,=|111|=6,
100 111

o é:o‘AioSZ:[l OO]:o‘Ai, F(AE:SZOTAS :|:1}:7Ai,
1

Sto znaci da je koli¢ni¢ki automat A, / Sz = A, identican originalnom auto-
matu A7 . Shodno tome, broj stanja tog automata se ne moze redukovati ni
slabo levo invarijantnim ni slabo desno invarijantnim kvazi-uredenjima, pa

se ova naizmeni¢na redukcija ovde zavrsava.

Prethodni primer je pokazao da rezultat koji ¢e dati naizmeni¢na redukcija
zavisi od toga da li je po¢injemo redukcijom pomocu najveceg slabo desno
invarijantnog ili pomoc¢u najveceg slabo levo invarijantnog kvazi-uredenja.
U slucaju automata A iz prethodnog primera, naizmeni¢na redukcija koja je
pocela redukcijom pomocu najvecéeg slabo desno invarijantnog kvazi-urede-
nja smanjila je broj stanja za jedno, dok redukcija koja je pocela redukcijom
pomocu najveeg slabo levo invarijantnog kvazi-uredenja nije uspela da
smanji broj stanja. Naravno, mogucéa je i obrnuta situacija. Cak i u slu¢aju ka-
da obe naizmenic¢ne redukcije kao rezultat daju automate sa istim brojem sta-
nja, moguce je da se jedna od tih redukcija zaustavi posle manjeg broja ko-
raka (u konstrukciji odgovarajuéeg niza kvazi-uredenja) u odnosu na drugu.

4.4. Simulacije i bisimulacije

Pre nego $to formalno definiS$emo pojmove simulacije i bisimulacije dace-
mo njihovo neformalno, intuitivno objagnjenje. Neka je A = (A, X,6%,04,74)
automat koji Zelimo da simuliramo automatom 8B = (B, X, 5%, 0%, 7%) tako da ta
simulacija bude realizovana uz pomoc¢ relacije R € A x B. Neka je ag,a1,...,a,
proizvoljan uspesan put u automatu A oznacen ulaznom redi u = x1x2--- Xy
(x1,x2,...,x, € X), odnosno niz stanja u A takav da vazi

ag € o, (ar, ax1) € (ka+1, zasveke[0,n—1], a, € T,
Relacija R treba da obezbedi uspesan put u automatu 8, oznacen istom reci
u, koji simulira originalni uspesni put u automatu A, kao sto je prikazano
na sledecoj slici.
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A moze

A

Prvo $to treba da obezbedimo je da se svako inicijalno stanje a9 € ¢
simulirati nekim iniicijalnim stanjem by € o®, §to znati da za svako ag € o
treba da postoji by € o® tako da je (ao, bo) € R. Taj uslov se moZe zapisati kao

od coPoR™L.

Dalje, ako je zaneko k € [0, — 1] stanje a; simulirano nekim stanjem by € B (4.,
akoje (ax, bx) € R), onda treba da obezbedimo prelaz (by, xy1 1, bys+1) € 68 u Bkoji
simulira prelaz (ay, Xx;1,a541) € 6 u A, tj., treba da obezbedimo postojanje
stanja b1 € B koje simulira ay.q (j., (ax+1,b+1) € R) tako da (by, Xg41,brs1) € oB.
Ovaj uslov se mozZe zapisati kao

R_l °© 6;4k+1 Q 6§k+1 ° R_l'
Na kraju, kada smo zavsili konstrukciju niza by, by, . . ., by, poslednje stanje by,

koje simulira zavrsno stanje a4, € 7, treba takode da bude zavrgno, tj., treba
daje by € 8. Ovaj uslov se moZe zapisati u obliku

R Yor4 cB.

Ako je sve ovo ispunjeno, onda niz by, by, ..., b, koji smo izgradili jeste uspe-
San put u automatu B koji odgovara re¢i u, koji simulira originalni uspesni
putag,ay,...,a, uAkoji odgovara toj istoj reci.

Tri uslova koje smo formulisali definiSu ono $to ¢emo zvati forward simula-
cija (simulacija unapred). Razlog zbog ¢ega ovaj tip simulacija tako zovemo je
taj Sto niz by, by, ..., by gradimo krecuéi se unapred, polaze¢i od by i zavrsava-
jucisab,. Akobi tajniz gradili kre¢uéi se unazad, polazeci od b, i zavrsavajuéi
sa by, dobili bi ono sto ¢emo zvati backward simulacija (simulacija unazad).

Sada moZemo preci na formalne definicije simulacija i bisimulacija. Neka
su A= (A X404, 1) i 8= (B,X05P 0818 automati i neka je R C AxB
neprazna relacija. Ako vazi
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4 coBoR7Y, (4.47)
R1oo2 coBoR™!, zasvakixeX, (4.48)
RlorA 7B, (4.49)

onda ¢emo R zvati forward simulacija, a ako vaZzi

ddoRCo?, (4.50)
SA0RCRod?, zasvakixeX, (4.51)
™ CRo1b, (4.52)

onda ¢emo R zvati backward simulacija. Relaciju R ¢emo zvati forward bisimu-
lacija ako su R i R™! forward simulacije, tj., ako su pored uslova (4.47)—(4.49)
zadovoljeni i slede¢i uslovi:

o codoR, (4.53)
RodB co640oR, zasvakixeX, (4.54)
RotB . (4.55)

Ako su R i R™! backward simulacije, odnosno ako pored uslova (4.50)—(4.52)
vaze i uslovi

dBoRco?, (4.56)
BoRTCR1os?, zasvakixeX, (4.57)
B cR o4, (4.58)

onda za R kazemo da je backward bisimulacija.

Napomenimo da uslov (4.47) zna&i da za svaki a € 0 postoji b € o tako da
je (a,b) € R, §to se moze shvatiti kao uslov da je svako inicijalno stanje auto-
mata A simulirano nekim inicijalnim stanjem automata 8, dok (4.53) zna¢i da
za svakib € ¢B postojia € o4 tako da je (a,b) € R, 8to se moze interpretirati na
slitan natin. Sa druge strane, (4.49) znac¢idaje {b € B| (Ja € 1) (a,b) e R} C 75,
Sto se moze shvatiti kao uslov da svako stanje automata 8 koje simulira neko
zavrsno stanje automata A i samo mora biti zavrsno, a uslov (4.55) zna¢idaje
lae A|(AbeP)(a,b) € R} C 14, sa slitnom interpretacijom. Sli¢ne interpreta-
cije se mogu dati i za uslove (4.50), (4.52), (4.56) i (4.58).

Dalje, relaciju R éemo zvati forward-backward simulacija ako je R forward
simulacija a R™! je backward simulacija, tj., ako vaZi

o4 =oPoR7Y, (4.59)
Rl'od2=680R!, zasvakixeX, (4.60)
R 1ot =18, (4.61)
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a ako je R backward simulacija a R™! je forward simulacija, tj., ako vazi

ddoR=o", (4.62)
54oR=RodP, zasvakixeX, (4.63)
™ =Rorb. (4.64)

onda R zovemo backward-forward simulacija.

Jednostavnostiradi, R ¢emo zvati samo simulacija akojeili forward ili back-
ward simulacija, odnosno samo bisimulacija ako je bilo kog od Cetiri tipa bisi-
mulacija koje smo upravo definisali. Osim toga, forward i backward bisimu-
lacije éemo nazivati istotipne, a backward-forward i forward-backward bisi-
mulacije ¢emo nazivati heterotipne.

Indukcijom se lako moZe dokazati da je uslov (4.48) ekvivalentan uslovu

R1o6? coBoR™!, zasvakiueX, (4.65)
dok je uslov (4.51) ekvivalentan uslovu
A oRCRod®, zasvakiueX'. (4.66)

Teorema 4.4.1. Neka su A = (A, X,64,04,7) i B =(B,X,68,068,18) automati i
neka je R € A X B proizvoljna relacija. Tada vaZi sledece:

(a) Ako je R simulacija, tada je [A] € [B].
(b) Ako je R bisimulacija, tada je [A] = [B].

Dokaz: (a) Neka je R forward simulacija. Tada za svako 1 € X* imamo da je

ctostort <oPoR Mo ot <P osBoR ot <P ol orb,
iprema (4.5) dobijamo da je [(A] € [B]l. Sli¢no, ako je R backward simulacija,
tada na isti na¢in dobijamo da je [(A] € [B].

Napomenimo da smo u prethodnoj formuli koristili simbol "<" zato §to svi
izrazi u njoj predstavljaju skalare u dvoelementnoj Bulovoj algebri {0,1} i sa
"<" je oznaceno uobicajeno uredenje na {0, 1}.

(b) To sledi neposredno iz (a). O

Neka su dati automati A = (4,X,6%,04,7) i B = (B, X,6",0%,7P), i neka je
R € AxB proizvoljna relacija. Na jednostavan nacin se moze dokazati daje R
backward simulacija iz A u B ako i samo akoje R™! forward simulacija iz Bu
A, odakle dalje sledi da je R backward bisimulacija iz A u B ako i samo ako je
forward bisimulacija iz A u B, i takode, R je forward-backward bisimulacija
iz A u B ako i samo ako je backward-forward bisimulacija iz A u B.

Shodno tome, svako tvrdenje o forward simulacijama, forward bisimulaci-
jama ili backward-forward bisimulacijama koje je univerzalno vazece (tj. vazi
za sve nedeterministicke automate) moze se jednostavno prevesti u odgova-
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rajuce univerzalno vaZece tvrdenje o backward simulacijama, backward bisi-
mulacijama ili forward-backward bisimulacijama. Zbog toga ¢emo u daljem
tekstu raditi samo sa forward simulacijama i forward i backward-forward
bisimulacijama.

Istaknimo i sledecu razliku izmedu istotipnih i heterotipnih bisimulacija.
Evidentno, inverz forward (odnosno backward) bisimulacije je takode for-
ward (odnosno backward) bisimulacija. Medutim, inverz backward-forward
(odnosno forward-backward) bisimulacije nije obavezno backward-forward
(odnosno forward-backward) bisimulacija. Inverz backward-forward bisim-
ulacije je forward-backward bisimulacija i obratno. Kasnije éemo ista¢i i neke
druge razlike.

Sada smo spremni za formulaciju i dokaz slede¢eg fundamentalnog rezul-
tata o forward bisimulacijama.

Teorema 4.4.2. Nekasu datiautomati A= (A, X, 5,04, TA) iB=(B,X,068,08 18)
takvi da postoji bar jedna forward bisimulacija iz A u B.

Tada postoji i najveca forward bisimulacija iz Au B iona je parcijalna uniformna
relacija.

Dokaz: Naosnovu pretpostavke teoreme, familija {R;};e; svih forward bisimu-
lacija iz A u B je neprazna. Neka je R unija te familije. Jednostavno se poka-
zuje da je R takode forward bisimulacija, i jasno, R je najve¢a forward bisim-
ulacijaiz AuB.

Osim toga, lako se proverava da kompozicija dve forward bisimulacije (od-
nosno kona¢no mnogo njih) takode jeste forward bisimulacija. Odatle sledi
dajei RoR™! oR forward bisimulacija, i kako je R najveéa forward bisimu-
lacija, to dobijamo daje RoR™! o R C R. To zna¢i da je R parcijalna uniformna
relacija. |

Na potpuno isti na¢in mozemo dokazati da ako postoji bar jedna forward
simulacija ili backward-forward bisimulacija iz A u B, onda postoji i najveca
takva simulacija, odnosno bisimulacija. Medutim, ovde ne moZzemo dokazati
da najveca forward simulacija, odnosno najveéa backward-forward bisim-
ulacija jeste parcijalna uniformna relacija. Naime, ako je R forward sim-
ulacija ili backward-forward bisimulacija, R~! ne mora imati isto svo-
jstvo, pa stoga ni RoR™! o R, pa ne moZemo koristiti argumentaciju kakvu
smo koristili u dokazu prethodne teoreme.

U daljem radu bi¢e nam potrebna sledeca lema.

Lema4.4.3. NekasuA=(A,X,6%,0%,7)iB=(B,X,068,08,18) proizvoljni auto-
mati, R C AX B je proizvoljna relacija, i neka su C = (C,X,6%,0%,7%) i D =
(D, X,6P,aP,P) podautomati od A i B, gde je C =DomR i D = ImR. Tada
je R € Cx D i vaZi sledece:

(@) ako je R forward (odnosno backward) simulacija iz A u B, tada je R i forward
(odnosno backward) simulacija iz C u D;
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(b) ako je R™! forward (odnosno backward) simulacija iz B u A, tada je R~ i for-
ward (odnosno backward) simulacija iz D u C.

Takode, ako je A = C, tada vaZi i obratna implikacija u (a), a ako je B = D, tada vaZi
i obratna implikacija u (b).

Dokaz: Dokaza¢emo samo deo tvrdenja (a) koji se tice forward simulacija.
Preostala tvrdenja se mogu sli¢no dokazati. Shodno tome, neka je R forward
simulacija iz Au B.

Razmotrimo proizvoljnoa € 6© C 0/ C 6B o R™1. Tada postoji b € B tako da je
beoli(b,a)eR7L, tj., (a,b) € R, Stopovlacibe D. Tozna¢idajeb e dBnD=qP,
pajeae€ o oR™. Prema tome, dokazali smo daje 0© C 6P o R71.

Dalje, neka je (b,a) € R"106¢ C R 068 C6BoR™1. 1z (b,a) € R 0 6S sledi
daje (ba’) € RVi(a,a)e (5?, za neko a’ € C, $to daje b € D. Osim toga, iz
(b,a) € 58 o R~ dobijamo da postoji b’ € B tako da je (b,b’) € 6% i (I,a) e R7Y,
odakle je b’ € D. Prema tome, imamo da b,b’ e Di(b,}') € (SE, pa(bb’)e 6?, i
kako je (b',a) € R™!, to zaklju¢ujemo da je (b,a) € 62 o R™1. Dakle, dobili smo
daje R"1o6¢ c 6P o R

Konaéno, neka b€ R o1¢ CR1ot4 c7B. 12 b € R™1 0 7€ sledi da postoji
a€Ctakoda (ba) e R™'iae ¢, odakleje b e D. Dakle, be T8N D = 7P, ¢ime
smo dokazali da je R™! o 7€ C 7P.

Ako je A =C/li B=D, tada su obratne implikacije u (a) i (b) neposredne
posledice formule (1.8). O

4.4.1. Izracunavanje najveéih simulacija i bisimulacija

Sada smo spremni da formuliS§emo i dokaZemo teoremu koja nudi postu-
pak kojim se moze utvrditi da li postoji forward bisimulacija izmedu dva
automatai izra¢unati najveca forward bisimulacija, u sluc¢aju da ona postoji.

Teorema 4.4.4. Nekasu A= (A,X,64,0%,14)iB=(B,X, 68, 08,18) proizvoljniau-
tomati. Definisimo induktivno niz {Ry}xen relacija izmedu A i B na sledeéi nacin:

R = (t"\®) n (v /7P) (4.67)
Rt = R0 () (05 o Re)/68)7 01((55 0 Ry)/65)). (4.68)
xeX
Tada

(@) {Ri}ken je opadajuéi niz relacija i postoji n € IN tako da je R, = Ry41.

(b) Ry, je najveéa relacija izmedu A i B koja zadovoljava uslove (4.48), (4.49), (4.54)
i(4.55).

(c) Ako Ry, zadovoljava uslove (4.47) i (4.53), tada je R, najveéa forward bisimulacija

izmedu A i B, a u suprotnom, ako R, ne zadovoljava te uslove, tada ne postoji
nijedna forward bisimulacija izmedu A i B.
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Dokaz: (a)Jasno je daje Ry C Ry, za svakik € N. Kako su A i B kona¢ni sku-
povi, to postoji kona¢no mnogo relacijaizmedu A i B, pa postoje n,m € N tako
daje Ry = Ry Sada imamo da je Ry4+1 € Rysm = Ry € Ry41, 1 shodno tome,
vazi R, = R;41.

Jednostavnosti radi, uzmimo da je R = R,,. U skladu sa formulom (1.16),
relacija S € A x B zadovoljava (4.49) i (4.55) ako i samo akoje S € Ry, i shodno
tome, R zadovoljava (4.49) i (4.55). Pored toga, iz (4.68) sledi da je

R=RN[)((@F R/ N (2 o R)/6D)),
xeX

i za svaki x € X dobijamo da je
RC (07 oR™)/69)™ i RC (57 0R)/55,
odnosno
RTc(@BoR™M)/64 i RC(640R)/6E.
Sada na osnovu svojstva reziduacije imamo da je
R1'od64c6BoR™ i RosB coloR,

i dakle, R zadovoljava uslove (4.48) i (4.54).

Neka je S € A x B proizvoljna relacija koja zadovoljava uslove (4.48),
(4.49), (4.54) i (4.55). Kao sto smo ve¢ rekli, S zadovoljava (4.49) i (4.55)
ako i samo ako je S C R;. Pretpostavimo da je S € Ry, za neko k € N. Tada
za svako x € X imamo da je STt o8¢ C 805t C 6P o R, i na osnovu
svojstva reziduacije (1.19), dobijamo da je S~ C (62 ORI:1)/6§?, odnosno
SC((08oR1)/6%)™ . Analogno pokazujemo daje S C (8% o Ry)/6. Dakle,

S RN [ )((@F o RT)/61) N (65 0 R)/65) = R,
xeX

iindukcijom zaklju¢ujemo da je S C Ry, za sve k€ IN, paje S C R. To znadi da
je R najveca relacija koja zadovoljava uslove (4.48), (4.49), (4.54) i (4.55).

Ako pored toga R zadovoljava i uslove (4.47) i (4.53), tada R jeste forward
bisimulacija izmedu A i B, i to upravo najveca takva bisimulacija. Sa druge
strane, pretpostavimo da R ne zadovoljava (4.47)i (4.53). Akoje S proizvoljna
forward bisimulacija izmedu A i B, tada S zadovoljava uslove (4.48), (4.49),
(4.54) i (4.55), i shodno tome, S € R. Odatle sledi da je

A coPoST1coPoR™T i P cot0SC40R,

$to dovodi do kontradikcije. Dakle, zaklju¢ujemo da ako R ne zadovoljava
uslove (4.47) i (4.53), onda ne postoji forward bisimulacija izmedu Ai B.
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Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Algoritam 4.4.5. (Najveca forward bisimulacija) Ulazalgoritmasuautomati
A=(A,X,04,6%,1)iB=(B,X, 06" 0 1%) nad alphabetom X. Algoritam usta-
novljava da li postoji forward bisimulacija izmedu A i B, i u slucaju kada
ona postoji izlaz algoritma je najveéa forward bisimulacija izmedu A i 8.
Postupak se sastoji u konstrukciji niza relacija {Ry}xen, na sledeéi nacin:

(A1) U prvom koraku izratunavamo Ry = (4\78) N (t4/75).

(A2) Posle ktog koraka neka je Ry relacija koja je konstruisana.

(A3) Unarednom koraku konstruiSemo relaciju Ry4; pomocéu formule (4.68).

(A4) Istovremeno, proveravamo da li je Ry = Rg.

(A5) Kada nademo najmanji prirodan broj n takav daje R,+1 = R,,, postupak
formiranja niza {Ry}xeN se zavrsavaimi proveravamo dali R, zadovoljava
uslove (4.47) i (4.53).

Ukoliko R, zadovoljava (4.47) i (4.53), tada je R, najveca forward bisimu-
lacija izmedu A i B, a ako R, ne zadovoljava te uslove, onda ne postoji
nijedna forward bisimulacija izmedu A i B.

Na sli¢an nacin se mogu formulisati i algoritmi pomoc¢u kojih se moze
odluciti da li postoje ostali tipovi simulacija i bisimulacija izmedu dva au-
tomata i izracunati najvece simulacije/bisimulacije tih tipova, u slu¢ajevima
kada one postoje. Svi ti algoritmi razlikuju se jedino u formulama na osnovu
kojih se izra¢unavaju ¢lanovi niza {Ry}ienN 1 uslovima koji se u (A5) koriste za
testiranje najmanjeg ¢lana niza. Uporedni pregled tih formula i uslova dat je
u Tabeli 4.4.1.

Naredni primeri pokazuju kako funkcionisu algoritmi za testiranje postoja-
nja simulacija i bisimulacija navedenih tipova i izra¢unavanje onih najve¢ih.

Primer 4.4.6. NekasuA=(4,X,6%,064,74)i B=(B,X,6%, 6%, 78) automatinad
dvoelementnim alfabetom X = {x, y} predstavljeni slede¢im grafovima
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Tabela 4.4.1. Formule i uslovi koji se koriste pri utvrdivanju postojanja simulacija i bisimu-

lacija izmedu dva automata

forward simulacija:

Ry =1M\7" (4.69)
Reet = Ren () (020 R;/60) (4.70)
xeX
u (A5) se proverava  (4.47): ¢4 CoPoR7!
backward simulacija:
Ry =oM\o? (4.71)
Ryt = Ren () (08 \Re 0 65)) 4.72)
xeX
u (A5) se proverava  (4.52): ™ CRo1P
forward bisimulacija:
Ry = (t\7B)n (t4/B) (4.73)
Rie1 = Ren [ )((@F o R)/68)™ N ((0F 0 R)/68)) (4.74)
xeX
u (A5) se proverava  (4.47): 04 CoPoR™1  (4.53): 6P CodoR
backward bisimulacija:
R = (6™\d®)N (04 /P) (4.75)
Ryt = Re ) (@5 \Re 005 N @E\R ! 0057 (4.76)
xeX
u (A5) se proverava  (4.52): T CRot® (4.58): 1B CR1ot4
forward-backward bisimulacija:
Ry = (*"\7P)n (0 /o) “.77)
Ri1 = Ren [ )(@F o R/ nGB\R; 0 0f) ™) 4.78)
xeX
u (A5) se proverava  (4.47): 04 CoPoRT  (4.58): B CR oA
backward-forward bisimulacija:
R = (e™\d®)n (x4 /) (4.79)
Ryt = Ren () (@ 0 Ro)/65) 0 (08 \(Re 0 65)) (4.80)

xeX
u (A5) se proverava  (4.52): T CRot? (4.53): 6B Co40oR
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Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovih automata mogu se
zadati i slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

110 110 0
o*=[100], sf=|011|, sf=]001|, *=|0
1

~

100 001
11010 1101 0]
11010 11010
aB:p1000} 6y={11000|, 6;=[00101f <°
00111 00101
11000 00101]

Zapotinjemo izra¢unavanje najvece relacije izmedu automata Ai B koja zado-
voljava (4.48), (4.49), (4.54) i (4.55). Najpre, imamo da je

0
0] [of 1111
=t s B=o|-|1|=|1111
1l |o| [o010
1
0 -1
of o
B =B > )T =|[{1] - |0 =
of |1
1
paje
11111
Ri=(@"\P)n@?/ B =|11111|n
00101
Dalje,
11010] [110] [110]
11010 {110 [110
oBoR'=[11000[cf001[=|110
00111f {110 |111
[11000] [001] [110]
11010] [110] [110]
11010 {110 [110
55oR;'=100101{0|001|=|001
00101| {110 |001
00101] [001] [001]
paje

(62 oRyY/64) " =6t @B oR) = [

1

1],

1

11177

111 1101
001 =|1101
111 1111
001

11010] [11010

11010]:[11010}.

11111

11 0]
011
100

, 84oRy=

(11 0]

, 0yoR =[001

00101

001

100/ [00010

[N
UGN
oo
UGN

or o

1101 0]

110] 11111 11111
011{«|11111{=|00010|,
11111

00101

00101
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110107 [111
11010 [111
0B <a@®doR)™T=|11000]{<|010|=
00111| {111
11000 [010
-1 1
(6BoRr7Y/60) =6f <@BoRr) ™ =0
0
11010] [100
11010| [100
Sy <(8yoR)=00101|{«|011f=
00101| {100
00101] [011
odakle dobijamo da je
11010] [11111] [11101

11111
11101

11010
00101

00010
11111

Ry =

i)

Nastavljajudi isti postupak dobijamo

11010] [100] [110]
11010] |100| [110 110] [11000]
6BoR;'=[11000[c|001|=(100|, &4oR,={011]{c[00010
00111 [010| {011 100] |00101]
11000] |[001] [100]
11010] [100] [110]
11010| |100| |110 [110] [11000]
ﬁoRj: 00101|0jl001|=]001], @ORF:001000010
00101| [010| {001 001] [00101]
00101 |[001] [001]
paje
., 110] [11101] [11000
«ﬁoijx) =0 <a(@BoR;)™T=[011[{<|11010{=[{00010
100/ [00010] [11101
110101 [101] [100
11010{ |101]| [100 111
B <(0@oRy)™'=|11000|«[010|={101|, (2oRy)/6E=|000
00111 [110| 010 001
11000/ [010] [101
., 110] [11000] [11000
(68 oRry)/57) =of<(@foR) ™ =[001|<[11000[={00111
001 [00111] (00111
11010] [100] [100
11010{ |100| [100 110
Oy <) oR)™=[00101|<|011=1011], (5,0Ry)/0,=]001
00101| |(100| |011 001
00101] [011] [011

S = O
_ =
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00
11
11

|

111
111 111
111, @feR)/e8=|111
010 111
111

10] [11000] [11000
01f«|11000f{=[00111f,
01] [00111] [00111
100

100 110
011|, Q;oRﬂm§=[001
011 001
011

11000
N00111

11000
N00111
00111

00111

N

11000
00010
00101

].

'—m o=
_ O
O = O
o
org

1101 0]
00101

00101]

|

01

10|,
01

|

00
11},
11
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odakle dobijamo da je
11000] [11000] [11101] [11000] [11000 11000
R3=100010|n{00010|Nn{00010|N{00111|N|00111{={00010|=Ro.
00101) (11101 |00101] |00111f |00111 00101

Ovim smo zavrsili konstrukciju niza {Ry}ren, nakon ¢ega proveravamo da li
najmanji ¢lan tog niza, relacija Ry, zadovoljava uslove (4.47) i (4.53):

100
&OR;=[11ooqoggé:{10qza&
001
11000
Momzﬁookkoo14=p1ooqza?
00101

$to znadi da R; zadovoljava uslove (4.47) i (4.53).
Prema tome, R; je najveéa forward bisimulacija izmedu automata A i B.
Napomenimo da automati A i B raspoznaju isti jezik L = (x + y)*(x* + y*)".

Slede¢i primer prikazuje slu¢aj kada ne postoji forward simulacija izmedu
dva automata, i shodno tome, ne postoje ni forward i forward-backward bisi-
mulacija izmedu njih, ali postoje backward simulacija, kao i backward i back-
ward-forward bisimulacija izmedu tih automata.

Primer 4.4.7. NekasuA=(4,X,64,04,74)i8=(B, X, 68,08, 18) automatinad
alfabetom X = {x, y} predstavljeni slede¢im grafovima:

X y ¥
C_J CJ C
—'y (= =)

y

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovih automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

AL A_[1o] o _[oo] .1
ot =[o1], 5x‘ko} 5y‘L1} r ‘k}

000 000 1
03=@01L sf=l110|, sf=[000], F=|o|.

000 111 0
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Najpre testiramo postojanje forward simulacije izmedu automata A i B, ko-
riste¢i Algoritam 4.4.5. Najpre izra¢unavamo

1
_ A.B_A_ . B_]|] _|100
Ri=t"\1" =71 —>T—[0—>0—111,

a potom izratunavamo

000] 11 00
110]|e0|01|=(11

000 [01 00

B - B _
68oR' = , 8boRy'=

Y

000] 11 00
000fo[01|=]00],
111f |01 11
104010_010
00[7|010] (111}

004001_111
11/°(00o1] (001}

-1
(0FoRTD/6E) " =6 a@F R

-1
(6BoRr7Y/60) =06) (B oRrT)™

¢ime dobijamo da je

0100111_100

111|001~ (001
Nastavljajuéi izra¢unavanje dobijamo
000] [10] [0O
110f{of00|=1]10
000] [01 00
B -1 Ail_A B 7171_10 010_010
(0BoRry")/62) =68 <(dFoRy) _[00]4[000_111,
B p-1y/sA\L _ <A _ B p-1y-1_ |00 [001f 111
(6BoR3Y/6f) =0t <08 oR;Y) _[1 1]4[001 =001l

paje

100
RZ_[lll]m

B, p-1_ Bop-1_
Oy oR;" = , OyoRy =

000] [10 00
000{o[00]|=]00],

111 |01 11

100

R3:[001 n

0100111_000
111 |001[|001f

Dalje imamo da je

000] [00] [00
6¥oR;' =[110[0|00{=[00|, &FoR;"=

000] [01 00 111] |01 01

000] [00] [00
000[o00[={00],
B -1y /sAY L _ <A _ B p-1y-1 _ |10 [000[_|000
(G¥oRshyor) =0t (e oRs) ‘[00]4[000‘111'

B ool 4 s oo Joo] fooo] [111
(65 oR/oy) =6 a6y oR;" —[1 1]4[001 =loool
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paje

Ry =

000] . (000|111 000
00 1]“[1 1 1]“[0 0 0]:[0 0 0]'
Prema tome, R4 je prazna relacija, i kakoje niz {Ry }xen opadajudi, to dalje izra-
¢unavanje nema smisla, jer ¢e i svi naredni ¢lanovi niza biti jednaki praznoj
relaciji. To znaci da je konstrukcija niza {Ry }xen zavSena i da je njegov najmanji
¢lan relacija R4. Kako relacija R4 o¢igledno ne zadovoljava uslov (4.47), to za-
klju¢ujemo da ne postoji nijedna forward simulacija izmedu A and 8. Odatle
takode sledi da ne postoje nijedna forward i forward-backward bisimulacija
izmedu AiB.

Prelazimo na testiranje postojanja backward simulacije izmedu automata
AiB. Kretemo sa izgradnjom niza {Si}ren u skladu sa (4.97) i (4.70):

S1=0"MoP =0t - oP =[0 1]—>[001]=[ééﬂ,

000 000
5 [111 110 5 [111 111
et 31l ael-lod] set-fosdfeoe]-fihil
_ 10 (110
5%\(S1008%) = (6%) 1<(sloéﬁ>=[0 OHO 0 OH
_ 01] 111
55\(S106%) = (59) 1<(sloéﬁ>=[0 1Hl 1 1H ]
i na osnovu formule (4.72) dobijamo da je
110] 111 110
”[1 1 1]”[1 1 1]:[001]'
Dalje imamo da je

000 000
s 110 [tto] . s 110 fooo
52"6'*‘[001 °(1)(1)8 =looo|=51°% S208,=]491 °(1”1”1) =li11)

111
52:[001

110
5\(S20087) = 07 \(S1067) = [1 . 1],

_ 01 000 111
5\(S2065) = (&) 14(52055):[0 1]4[1 1 1]:[1 1 1]’

odakle sledi da je
110l 110l [111] [110
53:[001]”[111”[111]:[001:SZ’

Ovim je konstrukcija niza {Si}xen zavrSena i mi proveravamo da li najmanji
¢lan niza, relacija S, zadovoljava (4.52). Kako je
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1
oot
0 0

001
to zaklju¢ujemo da S; zadovoljava (4.52), i prema tome, S; je najveca back-
ward simulacija izmedu A i 8. Takode imamo da je

o
aPosyt=[001]ol10|=[01]=0",
,01_

000] [LO] [00] [LO] [1O] ;4
5{305;1:110010:10g10:100[00]=s;105f,

0ooof [o1] Jo1] [o1] |o1

000] [LO] [00] [LO] 14q
550551:000010:00:100[11]:55105{},

111] [o1f [11] [o1

1 [ ro]
TB=0Q1:100[0]=SEIOTA/

o] lo] |o1
i prema tome, S, je i backward bisimulacija, dok iz
A e [110]_ b
6052—[0110001_[001]_0,

, a1 T 000
A o 10l [110] 110l [110 o B
%ceS%2=1gg[°loo1|=[ooo0|=|oo1|°|} LO|=5200

[ A | 000

, aal T 000
A o [10] [110] Jooo] [110 o B
dye52=1g0|°lo01|T|111|T|o01|°|0 00| =520,

[ 094 111

- 1 .

5 _[110 ]
SZOT__O‘“OS_O__T'

dobijamo da je S, i backward-forward bisimulacija. Kako su najveéa back-
ward bisimulacija i najve¢a backward-forward bisimulacije uvek manje od
najvece backward simulacije, to zaklju¢ujemo da je S istovremeno i najveca
backward bisimulacija inajvec¢a backward-forward bisimulacija izmedu auto-
mata A i B.

Napomenimo da oba razmatrana automata raspoznaju isti jezik L = y*x".

Nije teko proveriti da izmedu reverznih automata A and B postoje for-
ward simulacija, kao i forward i forward-backward bisimulacija, ali ne postoji
nijedna backward simulacija, i nijedna backward i backward-forward bisi-
mulacija.
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4.4.2. Uniformne bisimulacije

U ovom odeljku bavimo se bisimulacijama koje su uniformne relacije. Prvo
razmatramo uniformne forward bisimulacije i pokazujemo da se unutar klase
uniformnih relacija forward bisimulacije mogu okarakterisati jednakostima.

Teorema 4.4.8. Neka su A= (A,X,6%,0%,74) i B = (B,X,068,08,1B) proizvoljni
automati i neka je R € A X B uniformna relacija. Tada je R forward bisimulacija ako
i samo ako vaZi sledece:

0doRoR 1 =¢BoR™, 0doR=0PoR10R, (4.81)
020RoRT=Ro6BoR™, R'osloR=680R'oR, zasvakixeX,

(4.82)

™ =Rorb, Rlot? =18, (4.83)

Dokaz: Nekaje R forward bisimulacija. Tada na osnovu definicije forward bi-
simulacije imamo da je

dBoRTco?oRoR T CoBoRToRoR T =¢PoRT,

i prema tome, 0 o RoR™! = g% o R1. Na isti na¢in dokazujemo drugu jedna-
kost u (4.81).

Dalje, na osnovu Teoreme 1.3.2. imamo da je Ro R™! relacija ekvivalencije,
pa za proizvoljno x € X, zbog refleksivnosti relacije RoR™!, je 64 CRoR 1054,
odakle dobijamo da je

RosPoRT CcofoRoR™T CRoR 05 oRoR™
CRod¥oRToRoR'=Ros8oR™,
Sto znalidaje 64 oRoR™! = Ro 8 o R~1. Na potpuno isti natin dokazujemo da

za proizvoljno x € X vazi R o062 oR=068oR"1oR.
Usled refleksivnosti relacije Ro R™! imamo i da je

TAQROR_loTAQROTBQTA,

odakle dobijamo daje 4 = Ro78. Na isti na¢in dokazujemo i drugu jednakost
u (4.83). Prema tome, dokazali smo da vazi (4.81)—(4.83).

Obratno, neka vaZi (4.81)-(4.83). Zbog refleksivnosti relacije RoR 1 i (4.81)
imamo daje 04 C o4 oRoR™ =P oR™1, i dakle, vazi (4.47). Osim toga, koris-
te¢i (4.82), dobijamo da za svako x € X vazi

R0 cR 1o oRoR =680 RToRoRT=680R™,

§to znaci daje R~ o4 €680 R, isli¢no, Rod? 64 oR.
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Na kraju, jasnoje da (4.83) povlaci (4.49) i (4.55). Prema tome, dokazali smo
da je R forward bisimulacija. |

Zbog simetrije smo u (4.81) ukljucili dve jednakosti, mada je dovoljna
samo jedna od nih, i to bilo bilo koja, dok druga nije neophodna. Na primer,
akoje 0 oRoR 1 =0¢BoR™!, tadaje 0 oR=040RoR1oR=0B0R10R, i
sli¢cno pokazujemo da druga jednakost povladi prvu.

Sledeca teorema jejedan od glavnih rezultata ovog odeljka. Ona daje karak-
terizaciju uniformnih forward bisimulacija u terminima svojstava njihovih
jezgara, ko-jezgara i odgovarajuéih koli¢ni¢kih automata.

Teorema 4.4.9. Neka su A= (A,X,6%,04,74) i B = (B,X,68,08,18) proizvoljni
automati i neka je R € A X B uniformna relacija. Tada je R forward bisimulacija ako
i samo ako vaZi sledece:

(i) Ei je desno invarijantna equivalencija na A;
(if) Eg je desno invarijantna equivalencija na B;

(iii) R je izomorfizam kolicnickih automata A/ ER iB) Eg.

Dokaz: Jednostavnosti radi stavimo da je EX = Ei E§ = F.

Neka je R forward bisimulacija. Prema Teoremi 4. 4 8.,zasvakix € Ximamo
daje
EodfoE=RoR 054 o0RoR™!
:RO(SE oR_1 oRoR_1
=Ro6BoR 1T =640RoR™!
=640,
i takode, Eo14 = RoR™' 014 = Ro 18 = 74, Inkluzija 0 C 04 o E je otigledna.

Dakle, E = Eﬁ je desno invarijantna ekvivalencija na A. Sli¢no, F = ER je
desno invarijantna ekvivalencija na 8.

Prema Teoremi 1.3.4., R je bijektivna funkcija. Dalje, zasve a;,ap € A, x € X
i f € FD(R) imamo daje

(Eay, Ea,) € 627F & (a1,a7) €E0 &2 0F & (a,a2) € Ro6PoR™!

& (Aby,by € B)((a1,51) € RA (by, by) € 68 A (az, b) € R)

& (dby,by € B)((f(a1),b1) € F A (b, b2) € 65 A(f(a2),b2) € F)
& (f(@), f@)) €Fodf oF & (Fpay), Fray) €651

& (R(Eq),R(E,) € 5/

izasvea€Ai f € FD(R) imamo
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E,ec?E

& aed’oE & (Ela/eA)(a’eoA/\(a’,a)eE)
& (I €A)(a' €’ A(@, f(@) €R)

& f(a)evoR:aBoR_loR:aBoF

= Ff(u)eaB//F = ﬁ(Eg)eoB//F,

Eie™F o geEot? & (3a’eA)((a,a’)eEAa’ETA)
& (' € A)((f(),a) R Aa’ eT?)

& f(@eR 1ot =R 1ToRot® =For®

& Fyp et/ & R(E,) et

Prema tome, R je izomorfzam izmedu automata A/ E and B/F.
Obratno, neka vazi (i), (ii) i (iii). Prema (i), za svaki x € X imamo da je

EodtoE=0640E=0620RoR™,
a prema (iii), za proizvoljne a1,a, € Ai f € FD(R) dobijamo da je

(a1,82) €64 0RoR™! & (a1,a2) €Eo 4 0E & (Eqy,Eqy) € 041F
& (R(Eq),R(En)) €8 & (Fiay), Fria) €6
& (f(@1), f(az) €Fody oF
& (3by, by € B)((f(ar),by) € F A (b1, b2) € 5% A(f(a2),b) € F)
& (dby, by € B)((a1,b1) € RA (b, bo) € 68 A (az,b) € R)
S

a1,a2)€R06BOR 1

Prema tome, vazi prvajednakost u (4.82). Na sli¢an na¢in dokazujemo drugu
jednakost u (4.82).
Dalje, za svakia € A imamo da je

BJF BJF

1€0?oRoR™! @ ned?oE © E, et & ﬁ(Eg)eo © Fig €0

& f@ed®oF & (AeB)(bed® A(f(a),b) € F)

& (3b€B)<b€oB/\(a,b)€R) & aedPoR7Y,
pajec?oRoR™ =gPoR™,idakle, 0% oR =08 oR™1oR. Zasvakia € A takode
imamo daje
4 o aeEot? © E, et o ﬁ(Eg)GTB//F

© Fipet?!t o fa)eFor® o (EIbeB)((f(a),b)eF/\beTB)
& (HbeB)((a,b)eR/\bETB) & aeRotb,

aeT



4.4. Simulacije i bisimulacije 151

odakle je 74 = Ro 7. Sli¢no, 7% = R~! o t4. Prema tome, dokazali smo da vazi
i(4.81)1(4.83),1stoga, R je forward bisimulacija. |

Pitanje koje se ovde prirodno namece je pod kojim uslovima dve date desno
invarijantne ekvivalencije na dva automata odreduju uniformnu forward bisi-
mulaciju. Odgovor na to pitanje daje nam sledeca teorema.

Teorema 4.4.10. Neka su A= (A,X,6%,04,74)i B = (B, X, 68,08, 7P) proizvoljni
automati, i neka su E i F redom desno invarijantne ekvivalencije na A i B.

Tada postoji uniformna forward bisimulacija R C Ax B tako da je ER = Ei EX = F
ako i samo ako su kolicnicki automati AJE i B[ F izomorfni.

Dokaz: Direktan smer teoreme je neposredna posledica Teoreme 4.4.9.
Obratno, neka je ¢ : AJE — B/'F izomorfizam izmedu koli¢ni¢kih auto-
mata A/ E i B/ F. Definisimo relaciju R € A x B kao u (1.30), tj.,

(a,b)eR © ¢(E;)=Fp, zasveacAibeB.
Na osnovu dokaza Teoreme 1.3.4., R je uniformna relacija za koju vazi
R R Y
E=E,, F=E; i ¢=R,
i prema Teoremi 4.4.9., R je forward bisimulacija. |

Neka su dati automati A = (4,X,6%,04,7) i B = (B, X, 5", 0%,7P). Ako po-
stoji kompletna i surjektivna forward bisimulacija iz A u B, tada kazemo da
su automati A i B forward bisimulaciono ekvivalentni, ili krac¢e FB-ekvivalentni,
i piSemo A ~rp B. Napomenimo da kompletnost i surjektivnost te forward
bisimulacije znaci da je svako stanje automata A ekvivalentno nekom stanju
automata 8, i obratno. Za proizvoljne automate A, B i C imamo da vazi

A~pp A;
A~pp B = B~pp A; (4.84)

(ﬂ~1:BB A B~1:BC) = A~ppC.

Sli¢no, za automate A i B kazemo da su backward bisimulaciono ekvivalentni,
kraée BB-ekvivalentni, u oznaci A ~pp B, ako postoji kompletna i surjektivna
backward bisimulacija iz A u 8.

Najpre éemo pokazati da svaki automat A je FB-ekvivalentan svom ko-
liénickom automatu u odnosu na proizvoljno desno invarijantno kvazi-ure-
denje na A.

Teorema 4.4.11. Nekaje A= (A, X,64,0%,14) automat, neka je E ekvivalencija na
A'i R je prirodna funkcijaiz Ana AJ/E, ineka je AJE = (A E, X, 641F, 6AIE, rAIE)
koli¢nicki automat od A u odnosu na E.

Tada je Rg istovremeno forward i backward simulacija.



152 4 Nedeterministi¢ki automati

Osim toga, sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) E je desno invarijantna ekvivalencija na A;
(ii) R je forward bisimulacija izmedu A i AJE;
(iii) R je backward-forward bisimulacija izmedu A i A[JE.

Dokaz: Primetimo da za proizvoljnea;,a; € A vazidaje Rg(a;) = E;, (odnosno
(11,Eq,) € Re) ako i samo ako je (a1,a2) € E.
Za proizvoljne x € Xiay,a, € A imamo da je
(a1,Eq,) € 53 o R & (Faz € A) ((a1,3) € 55 A (a3, Eay) € R )
& (das € A) ((a1,3) € 5 A (a3,a2) € E)
& (a1,a) €64 oF
= (a,a0) €Eod20cE=EoEoioE (4.85)
© (das € A) ((a1,a3) € EA(a3,8) € (Eo 5% o E))
& (a3 € A) (@1, Eey) € R A (Eay, Eay) € 677F)
& (a1,Eq,) € Rpo o277,

i dakle, 62 o R C Rgo 6f//E. Na sli¢an na¢in dokazujemo REl 0df C 6;4/”5 ° REl.
Povrh toga, za svaki a € A imamo da je

ae€o? = E,edMEN(E,a)eR: = aec?FoRY!,
odakle je 02 ¢ oA/E ORE1, i

Esed?oRg © (Aa’ € A)a’ e c* A(d',E,;) €Rg

o (A €A a ed A@d,a)€E
© aec’oF & E,edF,
$to daje 0 oRg C 0A/E
™ Rpo TAIE,

Dakle, dokazali smo da je R istovremeno forward i backward simulacija.

Osim toga, imamo da vaZi obratna implikacija u (4.85) (4., R;' je forward
simulacija) ako i samo ako je E forward bisimulacija na A. To dokazuje ekvi-
valentnost uslova (i), (ii) i (iii). O

. Na sli¢an natin dokazujemo da je R;' o A ctME

Sada ¢emo formulisati i dokazati glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 4.4.12. Neka su A= (A,X,6%,04,74)i B = (B, X, 68,08, 7P) proizvoljni
automati, i neka su E i F redom najvece desno invarijantne ekvivalencije na A i B.

Tada A i B jesu FB-ekvivalentni ako i samo ako kolicnicki automati AJE i BJF
jesu izomorfni.
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Dokaz: Neka AiBjesu FB-ekvivalentni automati, tj., neka postoji kompletna
i surjektivna forward bisimulacija S € A X B. Tada na osnovu Teoreme 4.4.2.
postoji najveca forward bisimulacija R iz A u B, i R je parcijalna uniformna
relacija. Kako je S kompletna i surjektivnaiS C R, toje i R kompletna i surje-
ktivna, $to znadi da je R uniformna forward bisimulacija.

Prema Teoremi4.4.9., Eﬁ i Eg suredom desno invarijantne ekvivalencije na
AiB,iR je izomorfizam koli¢nickih automata AJEX i BJEX. Neka su P i Q
redom najvece desno invarijantne ekvivalencije na A/ Ei iB/ Eg. Na osnovu
¢injenice da je R izomorfizam iz A/ Eﬁ na 8/ Elg dobijamo da su P i Q
povezane sa

(a1,p)eP & (ﬁ(m),ﬁ(oq)) €Q, zasveai,ap€ A//Ei,

pa mozemo definisati izomorfizam & : (A/ER) /P — (B/E})/Q stavivsi da je
&(Pa) = Qg zasvakia € AJEX.

A R 3
AES -~ —— -8 gyER
IEIP -~ - = £ -~~~ GIEDIQ

Sada, u skladu za Teoremom 4.4.10., P = E/E} i Q = F//E§, i prema Teo-
remi 4.2.1. dobijamo da je

AJE =(AJER) P = (BJEX)/Q=BJF,

Sto je i trebalo dokazati.
Obrat teoreme sledi neposredno iz Teoreme 4.4.10. O

Kao direktnu posledicu prethodne dve teoreme dobijamo sledece.

Posledica 4.4.13. Neka je A automat, neka je E najveéa desno invarijantna ekvi-
valencija na A, i neka je FB(A) klasa svih automata koji su FB-ekvivalentni sa A.
Tada je A E jedinstven (do na izomorfizam) minimalni automat u FIB(A).

Dokaz: Neka je 8 bilo koji minimalni automat iz IFIB(A), i neka je F najveca
desno invarijantna ekvivalencija na 8. Prema Teoremi 4.4.11.1 (4.84), B/ F ta-
kode pripada klasi IFB(A), i na osnovu minimalnost automata 8 sledi da je
F identicka relacija. Sada, prema Teoremi 4.4.12. dobijamo da je 8 = B/ F =
AJE, sto dokazuje nase tvrdenje. ]
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Prema Teoremi 4.4.12., problem testiranja FB-ekvivalencije dva automata
A i B moZe se svesti na problem testiranja izomorfizma njihovih fa-
ktor automata u odnosu na najvece desno invarijantne ekvivalencije na
AiB. Vredno je istadi da je problem izomorfizma za nedeterministicke auto-
mate ekvivalentan dobro poznatom problemu izomorfizma grafova, problemu
efektivnog utvrdivanja da li su dva kona¢na grafa izomorfna.

Pored svog prakti¢nog znacaja, problem izomorfizma grafova predstavlja
kuriozitet u teoriji sloZenosti izréunavanja kao jedan od malobrojnih pro-
blema koji pripadaju klasi NP problema za koje nije poznato niti da li su
izra¢unljivi u polinomijalnom vremenu niti da li su NP-kompletni. Zajedno
sa dobro poznatim problemom faktorizacije celih brojeva, problem izomor-
fizma grafova je jedan od nekolicine vaznih algoritamskih problema ¢ija gru-
ba sloZenost izratunavanja jo$ uvek nije poznata, i vlada opste misljenje da
taj problem leZi izmedu klase P i klase NP-kompletnih problema ukoliko
je P£NP (vidi [102]). Medutim, mada algoritam koji problem izomorfizma
grafova i u najgorem slucaju reSava u polinomijalnom vremenu nije poz-
nat, testiranje izomorfizma grafova u praksi obi¢no nije pretesko. Osno-
vni algoritam ispituje svih n! mogudih bijekcija izmedu ¢vorova dva grafa
(sa n ¢vorova) i proverava da li one ocuvavaju susednost ¢vorova. Jasno,
glavni problem je ogroman rast broja bijekcija kada raste broj ¢vorova, to je
takode klju¢ni problem i kada testiramo izomorfizam automata, ali algori-
tam se moZe uciniti znatno efikasnijim pogodnim particioniranjem skupova
¢vorova, na nacin prikazan u [102]. Ono sto je dobro u nasem slucaju je
to Sto test izomorfizma nije primenjen na automate A i B, ve¢ na faktor
automate tih automata u odnosu na najvece desno invarijantne ekvivalen-
cije na A i B. Broj stanja tih faktor automata mozZe biti mnogo manji od broja
stanja automata A i B, Sto moZe zncajno uticati na duZinu trajanja testa.

Prema Teoremi 4.4.1., FB-ekvivalentni automati su jezi¢ki ekvivalentni, ali
obrat ne vazi, kao sto pokazuje slede¢i primer.

Primer 4.4.14. Neka su A = (A, X,64,04,74) i B = (B, X,6%,08,78) automati
nad dvoelementnim alfabetom X = {x, y} zadati slede¢im grafovima:
X

C_D
o

B

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovih automata zadati
su i slede¢im Bulovim matricama i vektorima:
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0010 0100 0
0 4 loo11] o loooo| L |1
o =[1000], ot =151 90| % =|g0oo| T =|i|

0010 0000 0

o®=[10], 55:[8 ﬂ o8 =

01] 5 _[o
oof <[]
Ovi automati su jezicki ekvivalentni, i oba raspoznaju jezik L = (x + y)x".

Koriste¢i napred objasnjeni postupak za testiranje postojanja forward bisi-
mulacije izmedu dva automata dobijamo relaciju:

10
oo
“lo1

00

R

koja ne ispunjava uslove (4.47) i (4.53), i na osnovu Teoreme 6.3, ne postoji
nijedna forward bisimulacija izmedu A i B. To znaci da A i B nisu FB-
ekvivalentni, iako su jezicki ekvivalentni.

U nastavku ¢éemo se baviti uniformnim backward-forward bisimulaci-
jama. Vide¢emo da one imaju izvesna svojstva koja su sli¢na odgovarajué¢im
svojstvima uniformnih forward bisimulacija, ali éemo takode pokazati da
postoje i neke sustinske razlike.

Najpre dokazujemo sledeéi analogon Teoreme 4.4.9.

Teorema 4.4.15. Neka su A = (A, X,64,64,14) i B = (B,X, 68,08, P) automati i
neka je R € A X B uniformna relacija. Tada je R backward-forward bisimulacija ako i
samo ako vaZi sledece:

(i) Ei je desno invarijantna ekvivalencija na A;
(if) Eg je levo invarijantna ekvivalencija na B;
(iii) R je izomorfizam kolicnickih automata A EX i BJER.

Dokaz: Jednostavnosti radi stavimo daje E = Ei iF= Eg. Potsetimo se da na
osnovu Teoreme 1.3.2. sledidaje E=RoRiF=RloR.

Uzmimo da je R backward-forward bisimulacija. Tada vazi
Eod{oE=RoR 106l oRoRT=RoRToRosPoRT=RosPoR™ =
=54 oRoR ' =60,
Eot®=RoR 'ot?=RoR1oRot® =Ro7?f =14,
FosPoF=R'oRos8oRMoR=R ' o5foRoRToR=R 106 oR=
=R 1oRo6E =Foob,

0PoF=0BoR1ToR=040RoR 1oR=0%0R=0".
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Dakle, E = EX je desno invarijantna ekvivalencijana AiF = Ef je levo invari-
jantna ekvivalencija na 8. Kao u dokazu Teoreme 4.4.9. dobijamo da R jeste
izomorfizam automata AJE i BJF.

Obratno, neka vaZi (i), (ii) i (iii). Za sve 1 € FD(R), & € FD(R™Y), ay,a; € A,
b1,bp € Bix € X, kao u dokazu Teoreme 4.4.9. pokazujemo da je

(a1,2) € (E0 8% o E) & ((a1),1(a2)) € (Fo 85 oF),

(b1,b2) € (Fo 6B o F) & (&(by),&(ba)) € (E0 &4 o E),

i na osnovu (i) i (ii) sledi da je

02oR=020RoR1ToR=0640EoR=Eod20EoR=Eod}oR,
Rod6P =RoRMoRo6¥=RoFodsP =RoFos80oF=RodEoF

Sada, zasvea € Aib € B dobijamo da je

(a,b) €52 oR & (a,b) e Eod2oR
& (Jay € A) ((a,a1) € Eo 62 A(ay,b) €R)
& (Aa; € A) ((a,a1) € Eo 62 A(ay, &(b)) € E)
& (a,&(b)) eEodloE
& (@), P(E(b)) € Fo 5y oF
& (Y(a),b) e FodBoF
© (3by € B) (Y(a),by) € F A (by,b) € 6% o F)
& (Aby € B) ((a,by) € RA(by,b) € 5B o F)
& (a,b)eRodBoF
S (a,b) e RO(SE,

idakle, 6}4 oR=Ro 65 .Naisti na¢in kao u dokazu Teoreme 4.4.9. dokazujemo

daje 4 = Ro1?,ianalogno dobijamo da je 0 o R = ¢®. Prema tome, R je for-
ward-backward bisimulacija. |

Takode moZemo dokazati slede¢i analogon Teoreme 4.4.10.

Teorema 4.4.16. Neka su A= (A, X,64,04,14) i B = (B,X,6P,08,7P) automati i
neka je E desno invarijantna ekvivalencija na Ai F je levo invarijantna ekvivalencija
na B.

Tada postoji uniformna backward-forward bisimulacija R € AX B za koju vaZi
ER = E i EX = F ako i samo ako kolicnicki automati AJE i B/F jesu izomorfni.

Dokaz: To se moze dokazati na sli¢an nacin kao Teorema 4.4.10. O

U Teoremi 4.4.11. smo dokazali da za svaku ekvivalenciju E, njena
prirodna funkcija R je forward bisimulacija ako i samo ako je backward-
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forward bisimulacija. Sada ¢éemo dokazati opstiju teoremu koja pokazuje da
to vaZi za proizvoljnu finkciju.

Teorema 4.4.17. Nekasu A= (A,X,6%,04,t4)iB=(B,X, 8,08, %) automati, neka
je R: A — B funkcija, i neka je E = Eﬁ jezgro od R. Tada su sledeci uslovi ekviva-
lentni:

(i) R je forward bisimulacija;
(ii) R je backward-forward bisimulacija;

(iii) E je desno invarijantna ekvivalencija na A i funkcija ¢ : AJE — B zadata sa
¢(Eq) = R(a), za svaki a € A, je monomorfizam kolicnickog automata AJE u B.

Dokaz: Neka je C = ImR i razmotrimo podautomat C = (C, 6%,0%,7%) od B.
(i)=(iii). Prema Lemi 4.4.3.,, RC AXC iR je forward bisimulacija iz A
u C. Takode imamo da je R surjektivna funkcija iz A na C, i stoga, R
je uniformna relacija iz A u C. Sada na osnovu Teoreme 4.4.9. dobijamo
da E = EX jeste desno invarijantna ekvivalencija na A, E¥ je identitka

relacijana C, i R je izomorfizam iz AJEuC/ ER = (. Ako poistovetimo C/ Elg

i C, tada se lako vidi da se R moZe predstaviti kao ¢, gde je ¢ definisana kao
u (iii), pa je ¢ monomorfizam iz AJE u 8.

(iif)=(). To je direktna posledica Teoreme 4.4.9., jer je Elé identicka relacija
i R1i ¢ se mogu poistovetiti.

(i)e(ii). To sledi neposredno iz Teorema 4.4.9.14.4.15,, jer je Eg identictka
relacija na C, i istovremeno je desno i levo invarijantna ekvivalencija. |

4.4.3. Slabe simulacije i bisimulacije

Ovde razmatramo dve nove vrste bisimulacija koje su opstije od forward i
backward bisimulacija.
Neka je A = (A, X,04,04,74) automat. Setimo se da su za svako u € X*

podskupovi 07 i 74 od A definisani sa

od =gtodh, =6 o14, (4.86)

A=
a da su levi jezik o2} i desni jezik T2 stanja a € A definisani sa

A
u }/

™ =(ueX |aetd) (4.87)

od={ueX |aco .

Drugim re¢ima, desni jezik stanja a je jezik raspoznat automatom dobijenim
iz automata A zamenom skupa inicijalnih stanja ¢ jednoelementnim sku-
pom {a}, a levi jezik stanja a je jezik raspoznat automatom dobijenim iz ‘A za-
menom skupa zavrénih stanja 7 skupom {a}.

Dalje, neka su A = (A,X,04,04,74) 1 8 = (B, X, 58,08, 7P) proizvoljni auto-
mati i neka je R C A X B neprazna relacija. Ukoliko relacija R zadovoljava
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R1lo T‘,f - Tf,j, zasvakiu e X", (4.88)

o4 coBoR7, (4.89)

onda ¢emo je nazivati slaba forward simulacija iz A u B, a ako zadovoljava
coRC o8, zasvakiueX’, (4.90)

™ CRot’. (4.91)
onda ¢emo R nazivati slaba backward simulacija iz A u B.

Ukoliko su i R i R™! slabe forward simulacije, odnosno, ukoliko su pored
uslova (4.88) i (4.89) zadovoljeni i uslovi

RotBct4, zasvakiueX, (4.92)
o8 co?oR, (4.93)

onda za R kaZemo da je slaba forward bisimulacija iz Au B,a akosuiRiR™!
slabe backward simulacije, odnosno, ako su pored uslova (4.90) i (4.91) zado-
voljeni i uslovi

og oR7 ¢ oﬁ, za svakiu € X, (4.94)

™ cR1or?, (4.95)

onda za R kaZemo da je slaba backward bisimulacija iz Au B.

Jednostavnosti radi, R ¢emo nazivati samo slaba simulacija ako je ili slaba
forward ili slaba backward simulacija, odnosno samo slaba bisimulacija ako
je ili slaba forward ili slaba backward bisimulacija.

Najpre dokazujemo slede¢u teoremu.

Teorema 4.4.18. Neka su A = (A, X,6%,04,74) i B=(B,X,58,08,18) automati i
neka je R € A X B relacija. Tada

(a) Ako je R slaba simulacija, tada je [A] C [B].

(b) Ako je R slaba bisimulacija, tada je [A] = [B].

(c) Ako je R forward (odnosno backward) simulacija, tada je R takode i slaba forward
(odnosno slaba backward) simulacija.

Dokaz: (a) Neka je R slaba forward simulacija. Tada za svako # € X* imamo
daje

otodott =0t ot <o’ oR ot <0 oty =P 0] 01",
iprema (4.5) dobijamo da je [(A]l € [B]. Sli¢no, ako je R slaba backward simu-
lacija, tada je takode [A] € [B]. Napomenimo jo$ jednom da u prethodnoj
formuli stoji "<" jer svi iyrazi u njoj predstavljaju skalare u dvoelementnoj
Bulovoj algebri {0,1} i "<" oznacava uobicajeno uredenje na {0,1}.
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(b) To sledi neposredno iz (a).

(c) Neka je R forward simulacija. Na osnovu (4.47) neposredno sledi da
vaZzi (4.89), a na osnovu (4.49) dobijamo da (4.88) vazi za u = e. Pretpostavimo
da (4.88) vaZi za sve reci duZine 7, za neki prirodan broj #, i razmotrimo re¢
u € X" duzine n+1, tj., u = xv, za neke x € X i v € X*, pri ¢emu je v duZine n.
Tada je

1o A_p-1,5A - AcsBop-lorAcsBo-B_ B
R o1, =R 0601, CO,oR o1, CO 0T, =7T,,.

Dakle, matemati¢kom indukcijom zaklju¢ujemo da (4.88) vazi zasvakou € X".
Na sli¢an nac¢in dokazujemo tvrdenje koje se ti¢e backward simulacija. O

Lako se dokazuje da je R slaba backward simulacija iz A u B ako i samo
ako je R! slaba forward simulacija iz 8 u A, odakle sledi da je R slaba back-
ward bisimulacija iz A u B ako i samo ako je slaba forward simulacija iz A u
8. U skladu sa tim, za svako tvrdenje koje se odnosi na slabe forward bisim-
ulacije koje je opste vazece (vaZi za sve nedeterministicke automate) postoji
odgovarajuce opste vazece tvrdenje koje se ti¢e slabih backward bisimulacija.
Stoga ¢emo se u nastavku baviti samo slabim forward bisimulacijama.

Sada ¢emo formulisati i dokazati fundamentalne rezultate koji se tic¢u sla-
bih forward simulacija i bisimulacija. Prva od njih je teorema koja obezbeduje
postupak pomocu koga se moze odluciti da li postoji slaba forward bisimula-
cija izmedu dva automata, i kada ona postoji, istim postupkom se konstruise
najveca slaba forward bisimulacija.

Teorema 4.4.19. Neka su A = (A,X,0%,04,1) i B=(B,X,68,08,18) automati i
neka je RV C A x B relacija definisana sa

RY® = (Y (whel) (el /7h) . (4.96)
ueX*

Tada vaZi sledece:

(a) Relacija R iz Au B zadovoljava uslove (4.88) i (4.92) ako i samo ako je R € RV,
i shodno tome, R¥™ je najveca relacija iz A u B koja zadovoljava (4.88) i (4.92).

(b) Ako R™™ zadovoljava (4.89) i (4.93), tada je R najveca slaba forward bisimu-
lacija iz Au B.

(c) Usuprotnom,ako RV® ne zadovoljava (4.89)i(4.93), tada ne postoji nijedna sla-
ba forward bisimulacija iz A u B.

Dokaz: (a) Neka je R proizvoljna relacija iz A u 8. Tada za proizvoljno u € X*
imamo da je

-1, Ac.B A B A\ B
R7or, C1, © 1,0RCT1, ©RC1,\1,,

i, sa druge strane,

B A Ay, B
Rot,C1, © RCT,/1,,
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odakle neposredno sledi da R zadovoljava (4.88) i (4.92) ako i samo ako vazi
R € RV, Imajuéi to u vidu, jasno je da je R najveca relacija iz A u B koja
zadovoljava uslove (4.88) i (4.92).

(b) Ako RV zadovoljava (4.89)i(4.93), ondaje R" slaba forward bisimu-
lacijaiz A u B. Akoje R proizvoljna slaba forward bisimulacija iz Au B, tada
R zadovoljava (4.88) i (4.92), i prema (a) dobijamo daje R € R%® odakle za-
klju¢ujemo da je R najveca slaba forward bisimulacija iz A u B.

(b) Pretpostavimo da RV ne zadovoljava (4.89) i (4.93). Ako je R proizvo-
lina slaba forward bisimulacija iz A u B, tadaje 04 C oo R~ C 0B o (RVP)1§
0B C o4 oR C o/ o RV®, $toje u suprotnosti sa pretpostavkom da RV ne zado-
voljava (4.89) i (4.93). Prema tome, zaklju¢ujemo da ne postoji nijedna slaba
forward bisimulacija iz A u B. m]

Koriste¢i prethodnu teoremu moZemo formulisati sledeci algoritam kojim
se izratunava najveca relacija izmedu dva automata koja zadovoljava (4.88) i
(4.92), i proverom da li ta relacija zadovoljava (4.89) i (4.93) se utvrduje da li
postoji slaba forward bisimulacija izmedu tih automata.

Algoritam 4.4.20. (Najveca slaba forward bisimulacija) Ulazalgoritma suauto-

mati A = (A, X,64,04,1) i B=(B,X,068,068,18). Algoritmom se ustanovljava

da li postoji slaba forward bisimulacija izmedu A i B, i u slucaju kada ona

postoji izlaz algoritma je najveca slaba forward bisimulacija izmedu A i B.
Postupak se sastoji iz tri dela:

(A1) Najpre izratunavamo skupove 7, za sve u € X*, koriste¢i Algoritam

4.3.12.

(A2) Nakon toga izra¢unavamo RwfP pomocu formule (4.96).

(A3) Na kraju, proveravamo da li R** zadovoljava uslove (4.89) 1 (4.93).
Ukoliko RV zadovoljava te uslove, onda je RV najveca slaba forward bi-
simulacija izmedu A i B, aako R¥® ne zadovoljava te uslove, onda ne pos-
toji nijedna slaba forward bisimulacija iz A u 8.

Na istovetan nacin se mogu formulisati i algoritmi pomocu kojih se moze
odluciti da li postoje ostali tipovi slabih simulacija i bisimulacija izmedu dva
automata iizra¢unati najvece slabe simulacije/bisimulacije tih tipova, u sluca-
jevima kada one postoje. Svi ti algoritmi razlikuju se jedino u formulama na
osnovu kojih se izra¢unavaju najveca relacija R¥® koja zadovoljava (4.88),
najveca relacija R koja zadovoljava (4.90), najveca relacija R koja zado-
voljava (4.88) i (4.92), najveca relacija Rwbb koja zadovoljava (4.90) i (4.94), kao
iu uslovima koji se u (A3) koriste za testiranje tih relacija. Uporedni pregled
tih formula i uslova dat je u Tabeli 4.4.3.

Treba reéi da se relacije R, RV, RV | RWPPmogu okarakterisati i preko
desnih i levih jezika pridruZenih stanjima automata A i B, na slede¢i nacin
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Tabela 4.4.3. Formule i uslovi koji se koriste pri utvrdivanju postojanja slabih simulacija i
bisimulacija izmedu dva automata

slaba forward simulacija:
RYE = (1) ri\ch 4.97)
ueXx*
u (A3) se proverava  (4.89): 04 CoPoR!

slaba backward simulacija:
was — ﬂ 09\0'5 (4.98)
ueX*
u (A3) se proverava  (4.91): 4 CRo1P

slaba forward bisimulacija:
® = (@) (/) (499)
uex*
u (A3) se proverava (4.89): oA coPoR  (4.93): 6Bco?oR

slaba backward bisimulacija:
R¥™ = () (@\oB) N (0 /o) (4.100)
uex*
u (A3) se proverava (4.91): 4 CRo7? (4.95): TP c R 1o

(@,b)eR"™ o tAc1d, (4.101)
(a,b)eR"™ & ot Co?, (4.102)
(a,b)eR"™ o d=1f (4.103)
(@,b)eR™ & ot =0}, (4.104)

zasvea€ AibeB.

4.4.4. Uniformne slabe bisimulacije

U ovom odeljku bavimo se slabim forward bisimulacijama koje su uniformne
relacije. Unutar klase uniformnih relacija, slabe forward bisimulacije se mogu
okarakterisatio na sledeéi nacin.

Teorema 4.4.21. Neka su A = (A, X,64,64,7) i B = (B, X,68,68,78) automati
i neka je R € A X B uniformna relacija. Tada je R slaba forward bisimulacija ako i
samo ako vaZi sledece:

0doR=0PoR10R, 04oRoR T =¢PoR™, (4.105)

Rlotd =18, zasveue xv, ™ =Ro1B, zasveneX*.  (4.106)
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Dokaz: Neka je R slaba forward bisimulacija. Na osnovu (4.89) i (4.93) imamo
daje

GAORQGBOR_loRQGAOROR_loRZGAOR,

i dakle, 04 oR = 08 o R~ o R. Sli¢no dokazujemo da je 6B o R™! = g4 oRoR71.
Dalje, zbog refleksivnosti relacije R o R, za svaki u € X* imamo da je

TEQR_loROTEQR_lon,

ina osnovu toga i formule (4.88) dobijamo daje 5 = R o 7. Na sli¢an na¢in

dokazujemo da je 4 = Ro 5.
Obratno, neka vazi (4.105) i (4.106). Jasno je da (4.106) povlaci i (4.88) i

(4.92), i zbog refleksivnosti relacija Ro R~ i R™! o R dobijamo da je
GAQGAOROR_lzaBOR_l, GBQGBOR_loRzoAOR,
idakle, vazi (4.89) i (4.93). Prema tome, R je slaba forward bisimulacija. O

Zatim dokazujemo sledece dve korisne teoreme.

Teorema 4.4.22. Nekaje A= (A, X, 5,64, TA) automat, neka je E ekvivalencija na
A, ineka je AJE = (AJE, X, 64, oME, rAIE) kolignicki automat od A u odnosu na
E. Ako je E slabo desno invarijantna ekvivalencija, tada je

E,etif o aed, (4.107)

zasveue X*ia€A.

Dokaz: Tvrdenje ¢e biti dokazano indukcijom po duéini re¢i u.

Naosnovu (4.7) i pretpostavke teoreme, tvrdenje je tatno akoje u praznarec.
Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no za neku re¢ u, i razmotrimo proizvoljne
x€Xiae€A. Tadaimamo daje

E,e tAlF = 5ME o tME o (A0 € A) (B Ew) € 527F A Ep e 721F)

& (A’ €A) ((a,a) €Eo0d20E A d' etd

© acEoddoEotd =Eodl ot =Eotd =14,

Prema tome, nase tvrdenje je tatno zasve u € X*ia € A. O

Teorema 4.4.23. Nekaje A= (A, X,64,0%,14) automat, neka je E relacija ekvivalen-
cije na A, R je prirodna funkcija iz Ana AJE i AJE = (AJE,6*E,cAME, 7AIE) je
kolicnicki automat od A u odnosu na E.

Tada je E slabo desno invarijantna ekvivalencija na A ako i samo ako je Rg slaba
forward bisimulacija izmedu A i AJE.

Dokaz: Neka je E slabo desno invarijantna ekvivalencija na A. U skladu sa
Lemom 4.4.22., za proizvoljne u € X*ia € A imamo da je
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E.eR;' ot} & (Ja' € A) (o, ') eRG' A d' €18

& (A’ € A)(E,=Ey A Ey e ti/F)
AJE

u 4

= Eer

i dakle, REl o Tf} Cc Tf}// E Osim toga, imamo da je 04 C 04 o E, na osnovu refle-
ksivnosti relacije E, i prema (4.6), za svaki a € A iz a € 0 C 0% o E sledi
E, € 04/F, i kako je (E,,a) € REl, to dobijamo da je a € oA/E oREl. Dakle,

o4 c oo REl. Na isti na¢in pokazujemo da je Rg o TZWE ctd

,zasve u € X%,
i 04E C g4 o Rg. Prema tome, Rp je slaba forward bisimulacija izmedu A i
AJE.

Obratno, neka je Rg slaba forward bisimulacija izmedu A i AJE. Prema
toj pretpostavci i (4.7), za proizvoljne u € X* ia € A imamo da vazi

A[E AJE

a€Eotd o E,et!t = (a,E,)€Rg A E;e)) AJE

= a€Rgor, ng}.

Dakle, Eo 14 C 74, ¢éime smo dokazali daje E slabo desno invarijantna ekviva-

lencija na A. |

Neka su dati automati A = (4,X,6%,04,74) i 8 = (B,X,5%,0%,7P) i bijek-
tivna funkcija ¢ : A — B. Ako ¢ zadovoljava

ned’ o P(a) € ab, zasvakia € A, (4.108)
aet) o ¢pa)ett, zasveueX'iaeA, (4.109)

tada za ¢ kazemo da je slabi forward izomorfizam izmedu A i B. Sli¢no, ako ¢
zadovoljava

nedt o $(a) € b, zasveue X' iac€A, (4.110)
net o gb(a)ETB, zasvakia € A, (4.111)

tada ¢ nzivamo slabi backward izomorfizam izmedu A i B. Lako se proverava
daje inverzna funkcija slabog forward (odnosno backward)izomorfizma ta-
kode slabi forward (odnosno backward) izomorfizam.

Sada ¢emo formulisati i dokazati slede¢i analogon Teoreme 4.4.9. Glavna
razlika je da u ovom slucaju koli¢ni¢ki automati ne moraju biti izomorfni,
vec samo slabo forward izomorfni.

Teorema 4.4.24. Neka su A= (A,X,64,64,14) i B = (B,X,68,08,7P) automati i
neka je R € A X B uniformna relacija. Tada je R slaba forward bisimulacija ako i samo
ako vaZi sledece:

(i) Eﬁ je slabo desno invarijantna ekvivalencija na A;

(if) Eg je slabo desno invarijantna ekvivalencija na B;

(iii) R je slabi forward izomorfizam kolicnickil automata AJER i BJER.
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Dokaz: Jednostavnostiradistavimodaje EX = EiE} = F,iuzmimo proizvoljno
FeFD(R).

Neka je R slaba forward bisimulacija. Tada imamo da je

EOT’S:ROR ot CRoT CTA

u =

i kako obratna inkluzija sledi iz refleksivnosti relacije E, to zaklju¢ujemo da je

Eot4 = 4. Dakle, E je slabo desno invarijantna ekvivalencija na A. Na isti

nacin dokazu]emo da je F slabo desno invarijantna ekvivalencija na 8.
Dalje, za proizvoljno a € A imamo da je

AIE & gegdoE=0% RoR 1 =¢BoR™

& (AveB) (bed® A (a,b)eR)
& (@beB) (bed® A (f(a),b) e F)

& fla)e oBoF
B/F

E,€0

& Ff(u) €0

i za proizvoljne u € X* ia € A dobijamo da je

AIE o aET —ROT

(EIbeB)((a b)eR A betd)
(Ab e B) ((f(a),b)e F A beb)

E,eT,

& fﬂ)GFOTu=TE
BJF
=4 Ff(u)e”[u// .

Prema tome, dokazali smo da je R: E, = F slabi forward izomor-
fizam izmedu ﬂ//ER i B//ER
Obratno, neka vazi (i), (11) i (iii). Za proizvoljno a € A imamo da je

a1€d?oRoR1'=¢40E & E, e & ﬁ(Eg)EGB/F

BJF

& Frpedt & fa)ed®orF

& (AbeB) (bed® A (b, f(a)) €F)
& (AbeB) (bed® A (a,b)eR)
= aeoBOR_l,
pajecdoRoR™ =gBoR7!, istoga,
02oR=0%0RoR ToR=0¢PoR1oR.

Osim toga, za proizvoljne u € X* i a € A imamo da je
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aet o E et o R(E,) eb/F

o Fen) o f@et=For}
& (I eB) ((fa),b)eF Abea®)
& (eB) (@b eR A beo?)

& aeRortd,

pa 14 = Ro 8, §to takode daje R"! o7} = R oRo 18 = FotB = 7B. Dakle, na
osnovu Teoreme 4.4.21. dobijamo da je R slaba forward bisimulacija. |

Takode dokazujemo sledece.

Teorema 4.4.25. Neka su A= (A,X,64,64,14) i B = (B,X,68,08,7P) automati i
neka su E i F redom slabo desno invarijantne ekvivalencije na A i B.
Tada postoji uniformna slaba forward bisimulacija R € A X B takva da je Eﬁ =Ei

Eg = F ako i samo ako postoji slabi forward izomorfizam izmedu kolicnickih automata
AJEi BJF.

Dokaz: Ova teorema se moze dokazati na slican nacin kao Teorema 4.4.10.,
koriste¢i Teoremu 4.4.24. O

Neka su dati automati A = (A, X,64,04,t4) 1B = (B, X,6°,0%,78). Ako pos-
toji kompletna i surjektivna slaba forward bisimulacija iz A u B, tada ¢éemo
govoriti da su A i B slabo forward bisimulaciono ekvivalentni, ili krace WFB-
ekvivalentni, i pisacéemo A ~wrp B. Primetimo jos jednom da kompletnost i
surjektivnost te slabe forward bisimulacije znace da je svako stanje automata
A ekvivalentno nekom stanju automata 5, i obratno.

Za proizvoljne automate A, B i C imamo da vazi

A~wrp A;
A~wrp B = B~wrp A; (4.112)

(ﬂ ~wrs B A B ~wrp C) = A ~wrp C.

Sli¢no, kazemo da su A i B slabo backward bisimulaciono ekvivalentni, ili krace
WBB-ekvivalentni, u oznaci A ~wpp B, ako postoji kompletna i surjektivna
slaba backward bisimulacija iz A u 8.

U daljem radu bi¢e nam potrebna sledeca lema.

Lema 4.4.26. Neka su A= (A,X,6%,064,74)i B =(B,X,8,08,7P) automati, neka
je ¢ slabi forward izomorfizam imedu A i B, i neka su E i F redom najvece slabo
desno invarijantne ekvivalencije na A1 B.

Tada za proizvoljne a1,a; € A vaZi sledece:

(a1,m2) €E & (P(a1),P(a2)) € F. (4.113)

Dokaz: Defini$imo relaciju F’ na B sa
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(bib)eF & (97 (b1),¢7 (b)) €E, (4.114)

za proizvoljne by, by € B. Jasno je da je F’ relacija ekvivalencije na B.
Razmotrimo proizvoljno u € X*. Ako je by € F' o018, tada postoji is b € B
tako da (by,by) € F' i by € 18, i na osnovu (4.114) i (4.109) dobijamo da

(@' (01), 07 (1)) €E i ¢ (o) € Thh.

To znadi da ¢~(b;) € Eo 72 C 14, i opet iz (4.109) sledi by = p(¢p~1(b1)) € 5.
Prema tome, F’ o TE C 75, za sve u € X*, $to znaci da je F’ slabo desno invari-
jantna ekvivalencija na A, odakle je F’ C F. Sada, za sve a1,4, € A imamo da
(a1,a2) € E povlaci (¢(a1),P(az)) € F CF, ¢ime smo dokazali direktnu impli-
kaciju u (4.113). Analogno dokazujemo obratnu implikaciju. |

Sada dokazujemo glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 4.4.27. Neka su A= (A,X,0%,04,1) i B=(B,X,68,08,18) automati i
neka su E i F redom najvece slabo desno invarijantne ekvivalencije na A i B.

Tada A i B jesu WFB-ekvivalentni automati ako i samo ako postoji slab forward
izomorfizam izmedu kolicnickih automata AJE i B F.

Dokaz: Neka A i B jesu WFB-ekvivalentni automati. Na isti nacin kao
u dokazu Teoreme 4.4.12. dobijamo da najveca slaba forward bisimulacija R
izmedu A i B jeste uniformna relacija.

Prema Teoremi4.4.24., Ei i Eg su slabo desno invarijantne ekvivalencije na

A1 B, tim redom, i R je slabi forward izomorfizam koli¢ni¢kih automata
A Ei iB) Eg. Neka su P i Q redom najvece slabo desno invarijantne ekvi-
valencije na ﬂ//Eﬁ i BJER, i neka je &: (ﬂ//Ei)//P - (B//Eg)//Q funkcija
definisana sa £(P,) = Qﬁ(a)' zasvea€A) Ei. Jednostavno se proverava da je
& dobro definisana bijektivna funkcija, i na osnovu (4.107), (4.113) i ¢in-
jenice da je R slabi forward izomorfizam dobijamo da je & takode slabi
forward izomorfizam.

Na osnovu Teoreme 1.3.4. dobijamodaje P=E/ER i Q = F/ ER, i prema Teo-
remi 4.2.1., A/ E je izomorfno sa (A EX) / Pi B/ F je izomorfno sa (B/ E}) | Q.
Kako smo veé pokazali daje £ slabi forward izomorfizam izmedu (A/ Eﬁ )/Pi
8/ Eg) /Q, to zaklju¢ujemo da postoji slabi forward izomorfizam izmedu ko-
liéni¢kih automata AJE i B/F.

Obrat sledi neposredno iz Teoreme 4.4.25. m]

Posledica 4.4.28. Neka je ‘A automat, neka je E najveca slabo desno invarijantna
ekvivalencija na A, i neka je WIFB(A) klasa svih automata koji su WF B-ekvivalentni
sa A.

Tada je A E minimalni automat u WIFB(A). Osim toga, ako je B bilo koji mini-
malni automat u WIFIB(A), tada postoji slabi forward izomorfizam izmedu AJE i B.

Dokaz: Neka je 8 proizvoljni minimalni automat u WIFIB(A) i neka je F naj-
veca slabo desno invarijantna ekvivalencija na 8. Prema Teoremi 4.4.27.,
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postoji slab forward izomorfizam izmedu A/E i B/F, i na osnovu Leme
4.4.23.1(4.112)sledi daje B/ F € WIFB(A). Sada, zbog minimalnosti automata
8 dobijamo da je F identic¢ka relacija na B, sto znaci da je B/ F = 8. Prema
tome, postoji slabi forward izomorfizam izmedu A/F i B, i stoga, A/ F je
takode minimalni automat u WIFIB(A). O

Naredni primer pokazuje da postoje automati koji su WFB-ekvivalentni
ali nisu FB-ekvivalentni, i takode, da postoje automati koji su jezicki ekviva-
lentni ali nisu WFB-ekvivalentni.

Primer 4.4.29. Neka su A = (A, X,64,04,74) 1 B = (B, X,6%,058,78) automati
nad dvoelementnim alfabetom X = {x, y} predstavljeni slede¢im grafovima:

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovih automata mogu se
predstaviti slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

0010 0100 0
. 4 loot1| . lotoo] 4 |o
ot =[1000], o =|g000] %=l0010 T =|1|

0100 0001 0

<o) a=[0g] et

10] 5 _[o
o -l

Koriste¢i Algoritam 4.4.20. dobijamo relaciju

10
10
R=1p1
10

koja zadovoljava (4.89) i (4.93), pa je R najveca slaba forward bisimulacija

izmedu A i B. Jasno, R je kompletna i surjektivna. Sa druge strane, koriste¢i

Algoritam 4.4.5. dobijamo da ne postoji nijedna forward bisimulacija izmedu

A i B. Prema tome, A 1 B su WEB-ekvivalentni ali nisu FB-ekvivalentni.
Ako promenimo ¢ u

M:@loq,

tada dobijamo da R ne zadovoljava (4.93), i u tom slucaju ne postoji ni-
jedna slaba forward bisimulacija izmedu A i 8, tj., A i B nisu WFB-ekviva-
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lentni. Medutim, Ai$B suiuovom slucajujezicki ekvivalentni, jer raspoznaju
isti jezik L(A) = L(B) = {(y*x)**! [k e NO).

4.5. Zadaci

4.5.1. Konstruisati nedeterministi¢ki automat A = (4, X,64,04,14) kojiraspoz-
naje jezik L = y*x* + x*y*, nad alfabetom X = {x, y}.

4.5.2. Konstruisati nedeterministi automat koji prihvata one re¢i koje po¢inju
sa x iiza svakog x je obavezno bar jedno y.

4.5.3. Konstruisati nedeterministi¢ki automat A= (4, X, 5,04, TA) kojiraspoz-
naje jezik L = x*(xy + yx) nad alfabetom X = {x, y}.

4.5.4. Covek, koza, vuk i salata treba da se prevezu u malom ¢amcu sa leve
na desnu obalu reke. Camac je mali i ¢ovek (koji naravno jedini zna da uprav-
lja ¢amcem), moZe povesti samo kozu, samo vuka ili samo salatu, pri ¢emu
mora biti oprezan i ne sme ostaviti ni kozu sa vukom, ni kozu sa salatom.
Konstruisati nedeterministicki automat koji reSava opisani problem.

4.5.5. Neka je A = (A,X,éA,aA,TA) automat sa pet stanja nad alfabetom
X = {x,y} zadat slede¢im grafom:

(1) L

0

Da li je mogu¢ redukovati broj stanja ovog automata pomocu invarijantnih
kvazi-uredenja ili nekom od naizmeni¢nih redukcija?

4.5.6. Dokazati da postoji automat A = (A, X, 04,04, TA), takav da opsti sis-
tem nema najvece reenje.

4.5.7. Neka je A=(A,X, 6A,0A,TA) automat nad alfabetom X = {x, y} zadat
slede¢im grafom:
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Nacinajvece desno (levo) invarijantno kvazi-uredenje na automatu A, a tako-
de i najvece slabo desno (levo) invarijantno kvazi-uredenje na A i uporediti
ih. Da li odgovarajuci koli¢ni¢ki automati imaju manji broj stanja od polaz-
nog automata?

4.5.8. Neka je A=(A,X, o4,04,74) automat nad alfabetom X = {x, y} ¢ije su
relacije prelaza i skupoviinicijalnih i zavrsnih stanja zadati slede¢im Bulovim
matricama i vektorima:

110 001 0
st=|101|, &f=]010]|, aA:ploL “=11].
010 010 1

Pronaéinajveée desno (levo) invarijantno kvazi-uredenje na automatu A, kao
i najvece slabo desno (levo) invarijantno kvazi-uredenje na A i uporediti ih.

4.5.9. Neka je A = (4,X,6%,04,74) automat sa sedam stanja nad alfabetom
X = {x,y} ¢ije su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja zadati
slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

0101000 0000000 0
0000000 0000000 0
0001000 0000000 1

54=10000100|, & =[0000100], aA:[1100000} =10|.
0000001 0000000 1
0000100 0000000 0
0000000 0000010 0

Nacdi najvece desno (levo) invarijantno kvazi-uredenje i najvece slabo desno
(levo) invarijantno kvazi-uredenje na A i uporediti ih.

4.5.10. Nekaje A=(A,X, 64,04,14) automat nad alfabetom X = {x, y} Cije su
relacije prelaza i skupoviinicijalnih i zavr$nih stanja zadati slede¢im Bulovim
matricama i vektorima:

10011 01010 1
10100 00010 0
54=[01011f, 5=[10010|, ¢*=[10000], *=]0].
01001 00111 0
11000 00100 1

Da li je moguce redukovati broj stanja ovog automata pomocu invarijantnih
kvazi-uredenja ili naizmeni¢nim redukcijama?
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4.5.11. Dokazati da vazi sledece:

(a) Kompozicija dve slabe forward simulacije (bisimulacije) je takode slaba
forward simulacija (bisimulacija).

(b) Unija proizvoljne familije slabih forward simulacija (bisimulacija) je
takode slaba forward simulacija (bisimulacija).

4.5.12. Da li izmedu automata zadatih slede¢im grafovima postoji neki tip
simulacija/bisimulacija?

4.5.13. Da li izmedu automata predstavljenih slede¢im grafovima postoji
neki tip simulacija/bisimulacija?
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4.5.14. Ispitati da li su automati zadati slede¢im grafovima FB-ekvivalentni.







Glava 5
Determinizacija nedeterministickih automata

U mnogim slucajevima, na primer prilikom pretvaranja regularnog izraza u
automat, je jednostavnije konstruisati nedeterministi¢ki od deterministickog
automata. Medutim, prakti¢ne primene automata najcesée zahtevaju da taj
automat bude determnistic¢ki. Zbog toga je jedan od najvaznijih problema
teorije automata da se razviju Sto efikasniji algoritmi za determinizaciju —
prevodenje nedetrministi¢kog automata u ekvivalentan deteministicki.

Koristedi originalan pristup, u ovoj glavi razvijamo vise takvih algoritama.
Konstrukcija Nerodovog automata, koja je prikazana u prvom odeljku, je
zapravo poznata dostiZzna podskup konstrukcija. Potom se pokazuje kako se
data konstrukcija moZe poboljsati tako da se dobije deterministi¢ki auto-
mat sa manjim brojem stanja. U Odeljku 5.2 to je u¢injeno uz pomo¢ slabo
invarijantnih kvazi-uredenja, a u Odeljku 5.3 uz pomo¢ takozvanog decjeg
automata.

Posebno znacajni determinizacioni metodi su kanonizacioni metodi, koji
rezultuju minimalnim deterministickim automatima. Najpoznatiji takav me-
tod je metod Brzozovskog, koji je prikazan u Odeljku 5.4. U poslednjem
odeljku datje jedan novi kanonizacioni metod, koji je teorijski brzi od metoda
Brzozovskog.

5.1. Nerodov i reverzni Nerodov automat

Klasi¢an na¢in da se nedeterministi¢ki konaéni automat A = (A4, X,64, 04, 74)
preobrati u deterministicki je da se formira deterministicki kona¢ni automat
Ap = (Ap, X,647,0%,74P), &iji skup stanja je Ap = 24, skup svih podskupova od
A, jedinstveno inicijalno stanje je 6# € Ap, funkcija prelaza 67 : Apx X — Ap
je definisana sa

5P (a,x) = o &4, zasvea€ApixeX, (5.1)

173
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i skup 47 zavrénih stanja je zadat sa
™ ={aeAp|lant® #0)={acAp|laotd =1). (5.2)

Za automat Ap kaZemo da je nastao iz A podskupovnom konstrukcijom (engl.
subset construction).

Jasno, podskupovna konstrukcija ne biimala mnogo smisla ako njome kon-
struisan automat Ap ne bi bio ekvivalentan sa A, i sledeca teorema pokazuje
da on to zaista jeste.

Teorema 5.1.1. Za proizvoljan nedeterministicki automat A, deterministicki auto-
mat Ap dobijen iz A podskupovnom konstrukcijom je ekvivalentan sa A.

Dokaz: Polaze¢i od (5.1), indukcijom lako dokazujemo da je

6AP(a,u) =qao 6;‘},

zasvea € Apiue X', (5.3)
i na osnovu toga, (3.1) i (4.5), za proizvoljnu re¢ u € X* dobijamo da je

uelAp]l o 6% (4, u)et?

& dtostert

& otostort =1
o uelAl.

Prema tome, deterministicki automat Ap je ekvivalentan sa A. O
Kao neposrednu posledicu Teoreme 5.1.1. dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 5.1.2. Jezik L C X* moZe biti raspoznat deterministickim konacnim auto-
matom ako i samo ako moZe biti raspoznat nedeterministickim konacnim automatom.

Dokaz: Ako jezik L moZe biti raspoznat nedeterministickim kona¢nim auto-
matom A, onda na osnovu Teoreme 5.1.1. moZe biti raspoznat i determini-
stickim konaénim automatom Ap.

Obrat sledi direktno iz ¢injenice da deterministi¢ki kona¢ni automati jesu
specijalan slu¢aj nedeterministi¢kih kona¢nih automata. |

Podskupovnu konstrukciju predstaviéemo u obliku algoritma na sledeci
nacin:
Algoritam 5.1.3. (Podskupovna konstrukcija) Ulaz ovog algoritma je nede-
terministi¢ki kona¢ni automat A = (A, X, 6,04, TA) nad kona¢nim alfabetom
X, aizlaz je deterministi¢ki kona¢ni automat Ap = (Ap, X, 54p, gAp 74P).
Postupak se sastoji iz konstrukcije grafa G automata Ap, $to se ¢ini na sle-
dedi nacin:
(A1) Cvorove grafa G formiramo kao sve podskupove skupa A, a &vor koji od-
govara skupu ¢/ oznatavamo kao inicijalno stanje.
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(A2) Za svaki @ € Ap proveravamo dalije an ™ #0,1iako jeste, onda ¢vor
koji odgovara skupu a ozna¢avamo kao zavrsno stanje.

(A3) Zasvakia € Apisvakix € Xizratunavamo a o 6? i formiramo granu iz
&vora koji odgovara skupu a u &vor koji odgovara skupu a0 64, koju ozna-
¢avamo sa x.

Dijagram koji je dobijen nakon realizacije ova tri koraka je graf automata Ap.
Funkcionisanje ovog algoritma demonstrirano je slede¢im primerom:

Primer 5.1.4. Nekaje A=(A,X, 64,064,174 automat sa tri stanja nad dvoele-
mentnim alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja ovog automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

010 001 0
s¢=[101|, sp=|110[, o*=[100], *=]|1].

100 010 1
Podskupove skupa A = {a1,a3,a3} oznaci¢emo na slede¢i na¢in
ag=0, a;={a}, zaie{l,2,3}, waj=1{a,a;}, zai,je{1,2,3},i<j amp=A.

Jasno, inicijalno stanje je a; = 04, a zavréna stanja su oni podskupovi koji
imaju neprazan presek sa 7, odnosno sadrZe a, ili asz, atosuay, az, a1, A13,
@231 a123.

Kona¢no, mnoZeéi sve podskupove relacijama &4 i 6‘; dobijamo da je

aOO(Y; = aOO(Sjjq =ap, a1 063? =ap, a1 06’; =a3, a206f =13, ap cuﬁjjq =ay,

a3 05? =a1, az0 5‘3 =ap, a1p0 5? =apo 5‘3 =13, Q130 6? =a1, 013 06‘; =ay3,

A A A A
a300y = a1z, a300), =a, a1300y =a1300) =23,

¢ime smo dobili slede¢i dijagram koji predstavlja graf automata Ap:
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X,y

Ovim je konstrukcija automata Ap zavrsena.

Oc¢igledan nedostatak podskupovne konstrukciije je u tome $to se njenom
primenom eksponencijalno uvecava broj stanja. Naime, nedeterministicki au-
tomat A sa 1 stanja se podskupovnom konstrukcijom pretvara u determinis-
ticki automat Ap sa 2" stanja. Pri tome, mnoga stanja automata Ap mogu biti
suvisna. Najjednostavnija modifikacija podskupovne konstrukcije, pomocéu
koje se gradi samo dostizni deo automata Ap, poznata je kao dostizna podsku-
povna konstrukcija (engl. accessible subset construction). Za nedeterministicki
automat A = (4, X,64,04,74) ovom konstrukcijom se gradi deterministic¢ki
automat Ay = (AN, X, 6AN,G§,TAN), ¢iji skup stanja je Ay = {a‘,:‘ | u € X*},
funkcija prelaza 6V : Ay X X — Ay je definisana kao u (5.1), .

oMW (a,x)=ao 6?, zasvea € ANixeX, (5.4)
odnosno
5 (o, x) = o, zasveueX'ixeX, (5.5)

a skup zavrénih stanja N je takode zadat kao u (5.2), 4.
™V ={aeAylant #0}={ac Ay laot? =1}. (5.6)

Automat Ay nazivacemo Nerodov automat (A. Nerode) automata A. Jedno-
stavno se pokazuje da je i ovaj automat ekvivalentan automatu A.

Teorema 5.1.5. Proizvoljan nedeterministicki automat A je ekvivalentan svom
Nerodovom automatu Ay.

Dokaz: Ocigledno je da je Nerodov automat Ay zapravo dostizni deo auto-
mata Ap, §to znaci da je ekvivalentan sa Ap, pa prema Teoremi 5.1.1. dobi-
jamo da je A ekvivalentan sa Ay. |
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U nastavku dajemo efektivan postupak za konstrukciju Nerodovog auto-
mata. Setimo se da smo u prethodnoj glavi dali algoritam za izratunavanje
svih ¢lanova kolekcije skupova {TMuexs (vidi Teoremu 4.3.12.). Taj algori-
tam se na jednostavan nac¢in mozZe prevesti u algoritam za izra¢unavanje
svih ¢lanova kolekcije {0/},cx+, a daljom modifikacijom dobijamo sledeci

algoritam za konstrukciju Nerodovog automata.

Algoritam 5.1.6. (Konstrukcija Nerodovog automata Ay) Ulaz ovog algo-
ritma je nedeterministicki kona¢ni automat A = (A, X, 64,064,174 nad konat-
nim alfabetom X, aizlaz je Nerodov automat Ay = (An, X, N, 0?, 74N) auto-
mata A.

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza Nerodovog automata An
direktnoiz A, itokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) kojima ¢vorovi-
ma stabla koje gradimo pridruZujemo odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo
prelaza Nerodovog automata Ay konstruise se induktivno, na sledeéi na¢in:

(A1) Koren stablaje 02, i mi stavljamo daje To = {04!} i s(02)) = 1. Istovremeno

proveravamo dalije 04N 74 # 0, i ako je to tatno, onda 0 registrujemo kao
zavrsno stanje.

(A2) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢vorovi u T;
oznaceni ili kao ‘zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruiSemo stablo T;;; proSirivanjem stabla T;

na sledeci nadin: za svakinezatvoreni list 07! u stablu T;, gdeje u € X*,isva-
ko x € X dodajemo &vor 0%y, = 0/ 0 64 i granu iz ¢/} u ¢4, oznatenu sa x.
Istovremeno, proveravamo da li je 0%, skup koji je ve¢ bio konstruisan, i
akoje to tatno, akoje 02, jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu o2,
onda oznatavamo 0%, kao zatvoren i stavljamo s(0Z,) = s(a%).
U suprotnom, stavljamo da je s(o%.,) naredni nepridruZeni prirodan broj i
proveravamo da li je o/, N 74 # 0, i ako je to tatno, onda o7, registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo prelaza automata Ay konstruisano, brisemo oznake za
zatvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na takav nacin,
dopunjen oznakama za inicijalno i zavr$na stanja, je graf automata Ay.

Primer 5.1.7. Razmotrimojo$jednomautomat A= (A,X, 5,04, TA) iz Prime-
ra 5.1.4. Iako se Nerodov automat Ay automata A moze dobiti iz automata
Ap konstruisanog u Primeru 5.1.4. eliminisanjem jedinog njegovog nedos-
tiZznog stanja @, jer znamo da je Ay dostizni deo automata Ap, iz metodolos-
kih razloga Nerodov automat Ay konstruiSemo koriste¢i Algoritam 5.1.6.

Setimo se da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja auto-
mata A zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

010 001 0
st=101|, &f=|110|, oA:[100], “=11].

100 010 1




178

5 Determinizacija nedeterministickih automata

Primenom Algoritma 5.1.6. dobijamo sledece:

To: of [100],

Ty: of =glosf=[010],
ag‘:afoé;‘=[001],

Ty afzza;‘,‘oa;‘,‘z[lm],
ofy=ofost=[110],
o =oposf=[100]=0lm,
ol = dost=[010]=0fm,

Ts: aﬂzaﬁzorSf:[ 10]=UA u,

Ty: UA

xyxz

ay2 =

xy - Yy — xyx
A [1 0 1]

g [1 1 0]

0 06A [1 1 1] ohm

ohoop =11 1]_ow

s(od) =

s(0%) =2,

s(o}) =3,

s(0%) =4,

s(a,) =5,

s(op) =s(@e) =1,
5(0,5) =s(07) =2,
s(0%) =s(0y,) =5,

s(afzy) =6,

S(U?yx) =7,

5(05,0) =5(03) =7,

S(szy\() = S(U?z) =4,
S(U[}z 2) = S(U;?y) =5,
S(Ux .(z) ( ?yx) =7,
$(0(,0) = 5(00) =7.

o, €TN
2y

A A
Oryx €TV,

Napomenimo da smo znak “m” koristili da ozna¢imo odgovarajuée ¢vorove
kao zatvorene. Kako su o¢igledno svi listovi postali zatvoreni, to je konstruk-

cija stabla prelaza Nerodovog automata Ay zavrsena, i to stablo je prikazano
na sledecoj slici:

Isprekidane strelice na ovoj slici spajaju listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca, i slepljivanjem tih listova sa odgovaraju¢im
unutrasnjim ¢vorovima i oznac¢avanjem inicijalnog i zavrsnih stanja dobija-
mo graf Nerodovog automata Ay koji je prikazan na sledecoj slici:
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Da bi pojednostavili gornje slike, kod ozna¢avanja skupova o7, u € X*, smo
izostavljali oznaku "A" u gornjem indeksu, sto sigurno nece dovesti do zabu-
ne jer je jasno o ¢emu se radi. Tako nesto radi¢emo i ubuduce, kod stabala i
grafova koje ¢emo konstruisati u nastavku.

Kao $to smo mogli da vidimo, u prethodnom primeru postojala je veoma
mala razlika u broju stanja Nerodovog automata Ay i automata Ap dobije-
nog iz A podskupovnom konstrukcijom, ta dva automata razlikovala su se
samo za jedno stanje. Slede¢im primerom pokazujemo da ta razlika moze biti
i znatno veca.

Primer 5.1.8. Neka je A= (A,X, ,04,74) nedeterministi¢ki kona¢ni auto-
mat nad alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:

Relacije prelaza i skupoviinicijalnih i zavrs$nih stanja automata A mogu se za-
dati i slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

11010 11010 0
11010 11010 0
5¢=[11000], s5=[00101|, ¢*=[11001], *=]o|.
00111 00101 0
11000 00101 1



180 5 Determinizacija nedeterministickih automata

Koriséenjem Algoritma 5.1.6. dobijamo sledece:

To: of =0 =[11001], s(ed) =1, od e,
Ty: of =offosf=[11010], sed)=2,
o =glosl = [11111], sof) =3, ot e v,
Tr: oy =0l ool = [11111] ofm, s(0%)=s(0)) =
ofy=ofosf=[11111]=0fm, s(cf)=s() =3,
aﬁxza{jo(sé—[lllll]:a;‘-, s(opy) =s(0y) =3,
aﬁz =ofool = [1 111 1] =oym, s(Uyz) =s(oy) =3,

i posto su svi listovi postali zatvoreni, postupak konstrukcije stabla prelaza
Nerodovog automata Ay je zavrsen, i to stablo je prikazano na sledec¢oj slici:

Nakon $to u tom stablu slepimo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji imaju
istu vrednost pokazivaca i unesemo oznake za inicijalno i zavrsna stanja do-
bijamo graf Nerodovog automata A prikazan na sledeéoj slici:

Prema tome, Nerodov automat Ay automata A ima samo 3 stanja, odakle se
vidi da moZe postojati vrlo znacajna razlika u broju stanja Nerodovog auto-
mata Ay i automata Ap dobijenog iz A primenom podskupovne konstruk-
cije, jer automat Ap ima 2° = 32 stanja.

U prethodnom primeru smo videli da se dostiznom podskupovnom kon-
strukcijom moZe dobiti znatno manji deterministi¢ki automat ekvivalentan
datom nedeterministickom automatu A od deterministickog automata koji
se iz A dobija podskupovnom konstrukcijom. U Primeru 5.1.7. ta razlika u
broju stanja bila je neznatna, ali se drugim metodima koji ¢e biti razmatrani
u narednim odeljcima mogu konstruisati znatno manji deterministicki auto-
mati ekvivalentni sa A. Medutim, postoje slucajevi u kojima ¢ak i minimal-
ni deterministi¢ki automat ekvivalentan nedeterministickom automatu A
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ima broj stanja koji je eksponencijalan u odnosu na broj stanja automata A.
O tome se govori u sledecoj teoremi.

Teorema 5.1.9. Za svaki prirodan broj n postoji nedeterministicki automat A sa
n+1 stanja za koji ne postoji ekvivalentan deterministicki automat sa manje od 2"
stanja.

Dokaz: Neka je n proizvoljan prirodan broj i A je nedeterministi¢ki automat
san+1stanjanad dvoelementnim alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:

X, X, X, X,

Ociglednoje da sejezik [(A] raspoznat automaton A sastoji od svih re¢i duzi-
ne vece ili jednake 7 ¢ije je n-to slovo od pozadi x.

Pretpostavimo da postoji deterministi¢ki automat 8 sa manje od 2" stanja
koji raspoznaje isti jezik [(A]. Kako u X* postoji 2" razli¢itih re¢i duZine n, a
automat 8 ima manje od 2" stanja, to postoje stanje b automata 8 i dve razli-
CitereCixixy... Xy iy1Y2. ..y, iz X* duZine n koje iz inicijalnog stanja automata
B vode u stanje b. Posto su re¢i x1x3... X, i y1Y2... Y, razlicite, imamo da pos-
tojii€{1,2,...,n} tako da su slova x; i y; razli¢ita, $to znaci da je jedno od njih
jednako x a drugo y. Ne umanjujuci opstost dokaza mozemo uzeti daje x; = x
1Yy;i=Y.

Akojei=1,ondajexixp...x, = xx2...x, € [A]], odakle sledi da je stanje b
zavrino, a sa druge strane, y112...Yn = yy2...yn ¢ [All, odakle dobijamo da
stanje b nije zavrsno. Prema tome, do$li smo do protivre¢nosti. U slu¢aju da je
i>1,zaproizvoljnure¢ u € X* duzine i — 1 imamo da iz inicijalnog stanja auto-
mata Brecixixy... x,uiy1y2... yyu vode ujednoisto stanje c (jer recixxs...xy,
iy1y2...Yy, iz inicijalnog stanja vode u b, a re¢ u vodi iz b u c). Medutim, iz

X1X0 .. Xl = X1 ... Xi_1XXj41 ... XU € [A],
ViY2. - Yuh = Y1 YicaYYis .- Yutt € [AL,

dobijamo da cijeste i nije zavrsno stanje, pa smo opet dosli do protivre¢nosti.

Dakle, iz svega ovog zaklju¢ujemo da nam je bila pogresna pretpostavka
da postoji deterministicki automat sa manje od 2" stanja ekvivalentan sa A,
odakle zaklju¢ujemo da je tvrdenje teoreme ta¢no. |

U kasnijim odeljcima ove glave veoma vaZznu ulogu igrace i Nerodov auto-
mat reverznog automata datog automata A = (A, X, o, 04,14), pa ¢emo se
ovde malo pozabaviti i njime. Taj automat konstruisemo direkino iz A kao
deterministicki automat Ay = (Ag, X, 6Aﬁ, Tf,TAﬁ), gdeje Ay = {T{} | u e X},
funkcija prelaza 6'¥ : AgX X — Ay je zadata sa
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N (td,x) =14 (5.7)

xu’s
zasve u € X" ix € X, a skup zavrénih stanja N je zadat sa

N ={aeAg|o’na#0l={acAglo?na=1}, (5.8)

zasveu € X*. Automat .?Iﬁ nazivacemo reverzni Nerodov automat automata A.

Jasno, Ay je Nerodov automat reverznog automata A automata A, i ekviva-
lentan je njemu.

Efektivni postupak za konstrukciju reverznog Nerodovog automata auto-
mata A sli¢an je onom za konstrukciju Nerodovog automata i prikazan je u
nastavku.

Algoritam 5.1.10. (Konstrukcija reverznog Nerodovog automata Ay) Ulaz
algoritmaje nedeterministicki kona¢ni automat A= (A, X, 64,04, 14 nad alfa-
betom X, aizlaz je deterministicki konaéni automat Ay = (A, X, 6AW, T?, TAW).

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza reverznog Nerodovog auto-
mata Ay direktno iz A, i tokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) koji-
ma ¢vorovima stabla koje gradimo pridruzujemo odgovarajuce prirodne bro-
jeve. Stablo prelaza reverznog Nerodovog automata Ay konstruise se induk-

tivno, na sledeéi naéin:

(A1) Korenstablaje 2, imi stavljamo daje Ty = {t4}is(t2) = 1. Istovremeno

proveravamoda lije 04 N4 # 0, akoje to ta¢no, onda 72! registrujemo kao
zavrsno stanje.

(A2) Nakon itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢voroviu T;
oznaceni ili kao ‘zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruiSemo stablo T;,; prosirivanjem stabla T;
na sledeci nadin: za svaki nezatvoreni list 7 u stablu T;, gdeje u € X*,isva-

ko x € X dodajemo &vor 14, = 64 o4 i granu iz 7/ u 74, oznatenu sa x.

Istovremeno, proveravamo da li je 74, skup koji je veé¢ bio konstruisan, i

akoje to tano, ako je 74, jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu 74,

onda oznatavamo 74, kao zatvoren i stavljamo s(t4,) = s(t3).
U suprotnom, stavljamo da je s(t4,) naredni nepridruZeni prirodan broj i
proveravamo da li je 04 N 74, # 0, i ako je to tano, onda 74, registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrsava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo prelaza automata Ag konstruisano, brisemo oznake za
zatvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na takav nadin,

dopunjen oznakama za inicijalno i zavrsna stanja, je graf automata Ag.

Primer 5.1.11. Nekaje A=(A,X, 64,04,74) automat sa tri stanja nad dvoele-
mentnim alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:
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-
¥

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja ovog automata zadati
su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

011 010 1
s¢=[100[, sf=[011|, o*=[011], **=|0].

010 100 0

Reverzni automat od A razmatran je u Primerima 5.1.4.15.1.7.,i u Primeru

5.1.7. je konstruisan Nerodov automat reverznog automata od A, koji je za-

pravo reverzni Nerodov automat od A. Medutim, iz metodoloskih razloga

mi ovde dajemo direktnu konstrukciju reverznog Nerodovog automata od A.
Primenom Algoritma 5.1.10. dobijamo sledece:

1
To: 4 =14 =|0], s(tdy =1,
0
0 0
Ty tf =60t =|1], o =sford =0,
0 1
s(Tf) =2, Tf € TAN, s(’rjj4 =3, Tjjq € TAN,
1) 1
Tzztfzch?OTf: 01, T§X=6?07f= 11,
hl. _0.
s(sz) =4, T?z e W, s(T‘;X) =5, Tﬁx e v,
1) 01
T?yZCS?OT‘?:O:T?I, T?2=6§OT§= 1|=1}m,
hO. _0_
s(tgy) =s(t) =1, s(tp) =s(1) =2,
1 [0]
A _sA A A A A A
Ts: 13=0 0T, =|1|=1, 1, Tyxzzéyo”fxz: 1],
0 1]
s(th) = s(t}y) =5, S()a) =6, Ty, €'V,
1 [1]
A A A A A A A
Ty = 0% 0Ty = 1 , Ty2x=5y0”(yx= i =T W,

A A Az A A
S(Txyx) =7, Tryx ETN, S(Tyzx) = S(Txyx) =7,
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[1] 1

. _ A _ A _ A _ LA

Ty: Xylz Jog sz =|0|=1,m, yz =0, lz = [1} =T, W,

1] 0
s(1,0) =5(15) =4, S(Tp,0) =(Ty) =5,
[1] 1

A _ 6A A 1 A A _ 6A A _ 1= A

To x © Txyx - Txyx u, T2 = Y ° Txyx - - Txyx u,

x“yx 1 (yx) 1
S(th,,) = 5(t) =7, S(Tfy ) = 5(Thye) =7

S obzirom daje ovim postupak izra¢unavanja zavrsen, formiramo stablo pre-
laza, a zatim i graf reverznog Nerodovog automata Ay, koji je prikazan na
sledecoj slici:

Xy

5.2. Determinizacija pomocu slabo invarijantnih
kvazi-uredenja

Nekaje A= (A, X, 04,64, 1) nedeterministi¢ki automat i neka je R relacija na
A. Za svako u € X* definiSemo podskup R,, € A induktivno, na sledeéi nacin:
za praznu rec e stavljamo da je

R.=0%0R, (5.9)
a za proizvoljne u € X* i x € X stavljamo da je

Ryy=R,06%0R (5.10)

Jasno, akoje u =x1...x,, gde su xy,...,x,; € X, tada je

u=0"0Rod% oRo...05¢ oR. (5.11)
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Sada, stavimo da je Ag = {R, | u € X*}, i definig&imo 6"k : Ag x X — A sa

R (R, x) = Rux, (5.12)
zasveue X' ixeX, kaoit4R C Ag sa

R ={aeAglant® £0}={a € Ag|aot® =1}. (5.13)
Akoje R, =Ry, za neke u,v € X*, tada za svako x € X imamo da je

OR(R,;,x) = Ryx = R, 004 0 R = Ry 0 54 0 R = Ryy = R (Ry, x),

$to znadi da je &% je dobro definisana funkcija. Odatle neposredno dobijamo
daje Ar = (Ar, X, 54R R, TAR) dobro definisan deterministicki automat.

Osnovno pitanje koje se ovde namece je kako izabratirelaciju R tako da au-
tomat Ar bude ekvivalentan polaznom automatu A. Odgovor na to pitanje
daje nam sledeca teorema.

Teorema 5.2.1. Neka je A= (A,X, 64,04, 1) nedeterministicki automat i neka je
R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada je Ar = (Ar, 4,648 R,, TAR)
dostizan deterministicki automat ekvivalentan sa A.

Dokaz: Jasnoje daje Ag dostizan deterministicki automat. Osim toga, u skla-
dusa (5.11) i (4.7), indukcijom lako dokazujemo da je

A =Rod% oRo--084 oRoTA. (5.14)

Txle...xn

zasven €Nixy,..., x, € X.
Sada prema (5.14), za svaku re¢ u = x;...x,, gde x1,...,x, € X, dobi-
jamo da je
uelAgl © kR, u)et™® & R, et & R,otd =1
=4 (GAORO(SflORO...O(SfHOR)OTA=1
& GAO(RO(S?IORO...O(S?HOROTA)=1
e dlotl=1 6 ddodlort=1
s uelAl,

i takode,

ee[Ar] © Reet™r & Rootd=1 & ¢%oRot? =1

& dlott=1 & ec[4A],
$to znaci daje [ARr] = [A]. Dakle, automati Ag i A su ekvivalentni. O

Za automat AR vazii sledece.
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Teorema 5.2.2. Neka je A = (A,X,(SA,GA,TA) nedeterministicki automat i R je
slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada je automat Ar izomorfan
Nerodovom automatu kolicnickog automata A R.

Dokaz: Jednostavnostiradi, stavimo daje B=A/Ri$B = AR, odnosno, neka
ieB=(BX, 68,08, 8) koli¢nitki automat automata A odreden sa R. Razmotri-
mo Nerodov automat By = (By, X, 64N ,Gf, 74N) automata B.

Najpre ¢emo indukcijom po duZini re¢i dokazaéemo da za svakure¢u € X*
vazi sledece:

B

R,eo0, & aeR,, zasvakiaeA. (5.15)

Za svakia € A imamo da je
B B A
Rieo0, © Re0” & (a€ec”oR & aeRy),

i prema tome, (5.15) vaZzi u slucaju kada je u prazna re¢. Dalje, pretpostavimo
da (5.15) vazi za neku re¢ u € X*. Na osnovu (5.11) i idempotentnosti kvazi-
uredenja R dobijamo da je R, oR =R, pazasve x € Xia € A imamo da je

B
ux

R,e08, & RyeoBos?
& (@ eA)(Ryedt A (R, R,)€6F)
& ([@beA)(beR, A (ba)eRos; oR)
& aeR,0R06%0R
& aeR, 08 0R
S a€Ryy.
Prema tome, zaklju¢ujemo da (5.15) vaZi za svaki u € X".
Sada, defini§imo funkciju & : Ax — By sa &(R,) = o8, za svaki u € X*. Za
proizvoljne u,v € X* imamo da je
R,=R, & (VacA)aeR,(a) ©aecRy0))
& (VaeA)(R, ec® & R, edd)

& b =05,

$to znadi da je £ dobro definisana i injectivna funkcija. Jasno je da je £ takode
surjektivna, i shodno tome, ¢ je bijektivna funkcija. Pored toga, za sve u € X*
ix € X imamo da je

SN (E(Ry),x) = 6™V (08, %) = ol = ERux) = E(™R Ry, X)),

i takode,
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ERY)e™ o dPet™N o BNt 20 o uelB]

s uclA] © ue[Ag] © Runt* #0
1= RueTAR,

pa je & izomorfizam automata Ar na Nerodov automat By koli¢nickog au-
tomata B = AJR. O

Uoc¢imo da nam je u prethodnoj teoremi bio potrebno da je kvazi-uredenje
R slabo desno invarijantno samo da bi dokazali da je &(R,) € TN ako i samo
akoje R, € T4k. Sve ostalo moZe se dokazati pod slabijom pretpostavkom da
je R kvazi-uredenje.

U prethodnim razmatranjima radili smo sa kvazi-uredenjem R koje je slabo
desno invarijantno. U stroZem slucaju kada to kvazi-uredenje desno invari-
jantno, moguce je uporedivati veli¢inu odgovaraju¢ih automata. To sledi iz
sledece teoreme.

Teorema 5.2.3. Nekaje A=(A,X, 6A,O‘A,TA) nedeterministicki automat i neka su
R i § desno invarijantna kvazi-uredenja na A takva da je R < S. Tada je automat
As homomorfna slika automata Ag.

Shodno tome, |[Ag| < | AR

Dokaz: Napomenimo prvo da je R < S ekvivalentno sa RoS =SoR =, jer
su Ri S kvazi-uredenja.

Defini$imo funkciju & : Ag — Agsa &(Ry) = Sy, zasvakiu € X*. Prvo dokazu-
jemo daje & dobro definisana, tj. da ne zavisi od izbora predstavnika afterseta.
Neka su u,v € X* reti za koje je R, = Ry. Na osnovu (4.6) i (5.11), indukci-
jom lako dokazujemo da je Ry = 0;?, oRiSy = a‘;‘, oS, za svako w € X*, odakle
je

Sy =a‘305=Gf}0ROS=RuOS=RvOS=G§?OROS=a‘305=SU.

Prema tome, & je dobro definisana funkcija. Jasno je da je £ takode surjektivna
funkcija. Osim toga, jasno je da je 5 (E(Ry),x) = E(0?R (Ry, X)), zasve u € X* i
xeX, i

ERYe™R © S,et™ o SNt #0 © ue[As] © uelAl

o ue[Ar] © Runt #0 & R, e t7x,
i dakle, & je is a homomorfzam iz Ag na As i [As| < [ ARl |

Za dati automat A i slabo desno invarijantno kvazi-uredenje R na A, auto-
mat Ar moZe se efektivno konstruisati postupkom koji je analogan postupku
za konstrukciju Nerodovog automata.

Algoritam 5.2.4. (Konstrukcija automata Ar) Ulaz algoritma je nedetermi-
nisti¢ki konac¢ni automat A= (4, X, 6,04, TA) nad alfabetom X, i slabo desno



188 5 Determinizacija nedeterministickih automata

invarijantno kvazi-uredenje R na A, a izlaz je deterministi¢ki konacan auto-
mat Ag = (Ar, X, 6%, R,, 74R).

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza automata Ag direktnoiz A,
i tokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) kojima ¢vorovima stabla
koje gradimo pridruZujemo odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo prelaza
automata Ag konstruiSe se induktivno, na slede¢i nacin:

(A1) Koren stabla je R,, i mi stavljamo daje Ty = {R.} i 5(R.) = 1. Istovremeno
proveravamodalije R.N 4 #0,iako je to ta¢no, onda R, registrujemo kao
zavrsno stanje.

(A2) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢vorovi u T;
oznaceni ili kao ‘zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruiSemo stablo T;,; prosirivanjem stabla T;

na slededi na¢in: za svaki nezatvoreni list R, u stablu T;, gde je u € X*,isva-
ko x € X dodajemo ¢vor Ry =Ry, 0 6? i granu iz R, u R,y oznacenu sa x.
Istovremeno, proveravamo da li je R,y skup koji je ve¢ bio konstruisan, i
akoje to ta¢no, ako je R,x jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu R,,
onda R, ozna¢avamo kao zatvoren ¢vor i stavljamo s(R,x) = s(Ry).
U suprotnom, stavljamo da je s(R,y) naredni nepridruzeni prirodan broj i
proveravamo da li je Ry N ™ #0,1ako je to ta¢no, onda R,y registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrsava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A4) Kada je stablo prelaza automata Ag konstruisano, briSemo oznake za
zatvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na takav nadin,
dopunjen oznakama za inicijalno i zavrsna stanja, je graf automata Ag.

Primer 5.2.5. Razmotrimo jo$ jednom automat A = (4, X,64,04,74) koji je
ranije razmatran u Primerima 5.1.4.15.1.7.

Setimo se da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja auto-
mata A zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

010 001 0
s¢=[101], sf=|110[, o*=[100], *=]|1].
100 010 1

Jednostavnosti radi, neka je najvece desno invarijantno kvazi-uredenje na A
oznaceno sa R, anajvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje sa S. Pomo-
¢u Algoritama 4.3.5.14.3.13. dobijamo da je

100 100
011, S=|111].

001 001

R=

Najpre ¢emo konstruisati automat Ag, primenom Algoritma 5.2.4. Izracu-
navanje moZemo pojednostaviti ako prvo izratunamo 64 oR i 6‘; oR:
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010] [100] [011 001] [100
840R=|101{c|011|=(101], 5;‘01{:1100011:
100[ Joo1] [100 010 [001
Nakon toga dobijamo sledece:
Ty : Re:aAoR:[loo], s(Re)=1,
Ty : RX:REO((s;}oR):[ou], s(Ry) =2,
Ry=R,o(01oR)=[001], s(Ry) =3,
Ty sz:Rxo(éfoR):[lol], s(Rp2) = 4,
Ry =Ryo(dfoR)=[111], S(Ryy) =5,

Ryx =Ry, 0 (04 oR) = [1 0 0] =R, m, s(Ryy) =s(R;) =1,
R, =Ryo0 (5 oR) = [0 11]=R, m, s(R2) =s(Ry) =2,
T3: Rg=Ra20(5foR)=|

1
Rz, =Rpeo(6) oR) = [0 1 1] =R, W, 5(Rz,)=5R)=2,

Ryyx = Reyo (02 0R)=[1 1 1] =Ryy W, s(Ryys) =5(Rey) =5,
w2 =Reyo Gy oR) =[111] =Ry m,  s(R,2) =5(Ryey) =5.

R

11]=Rym,  s(Ra)=5(Ry) =5,

189

001
111f.

011

A
Ry e T8,

Ry € TAR,

Rp € AR,

A
Ryy € TR,

Kako su nakon ovog koraka svi listovi postali zatvoreni, konstrukcija
stabla automata Ag je zavrsena, i to stablo je prikazano na slede¢oj slici:

Slepljivanjem listova sa odgovaraju¢im unutrasnjim ¢vorovima i oznacava-
njem inicijalnog i zavrsnih stanja dobijamo graf automata Ag prikazan sa

X,y
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Sada ¢emo ceo postupak ponoviti za najvece slabo desno invarijantno kvazi-
uredenje S i konstruisati odgovaraju¢i deterministicki automat Ag. I u ovom
slu¢aju prvo izratunavamo kompozicije 64 0 S i 6’;‘ oS:

010] [t00] [111 001] [100] [001
800S=[101|0|111{={101|,  &y0S=|110fof111|=[111].
100[ [o01] [100 010/ [o01] [111
Zatim dobijamo sledece:
TO:SezaAoS=[1OO] s(Se)=1,
Ty: Sy=S,0(208)= [111] s(Sx) =2, Sy € 748
Sy=S.0(8008)= [001] s(Sy) =3, S, e,
Ty: Sp=S0(0f08)=[111]=5,m, s(S2)=5(58,)=2,

Syy=8y0(5) 08 =[111]
Syx=Sy0(d408) = [1 0 0] =S.m,  s(Sy)=5(Se) =1,

11 1] B, 5(S,2)=s(S) =2

=Sy M, 5(Sxy) =5(5x)=2,

S2=5y0(8)08)=

Nakon ovog koraka svi listovi su postali zatvoreni, pa je konstrukcija stabla
automata Ag zavrSena, i to stablo je prikazano na sledecoj slici:

Kadalistove slepimo sa odgovaraju¢im unutrasnjim ¢vorovima i ozna¢imo ini-
cijalnoizavrsna stanja, dobijamo graf automata Ag prikazan na sledecoj slici:
XY

Kao $to vidimo, ovaj primer pokazuje da ne samo sa aspekta primene u reduk-
ciji broja stanja, ve¢isa aspekta primene u determinizaciji, slabo desno invari-
jantna kvazi-uredenja mogu dati bolje rezultate od desno invarijantnih kvazi-
uredenja. Osim toga, ovaj primer pokazuje i da slabo desno invarijantna kva-
zi-uredenja i desno invarijantna kvazi-uredenja generalno daju bolje rezulta-
te u determinizaciji od konstrukcije Nerodovog automata, jer kao $to smo vi-
deli u Primeru 5.1.7., Nerodov automata automata A ima 7 stanja.
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Vazno je primetiti i to da su svi aftersetovi kvazi-uredenja R i S medusobno
razli¢iti, §to znaci da R i S ne mogu da redukuju broj stanja automata A, ali
bez obzira na to, kada se primene u determinizaciji, ta kvazi-uredenja daju
deterministi¢ke automate koji imaju manji broj stanja od onog koji daje stan-
dardna dostizna podskupovna konstrukcija.

Zarazliku od ovog slu¢aja, u narednom primeru imamo slu¢aj kada najve-
¢e slabo desno invarijantno kvazi-uredenje redukuje broj stanja automata, ali
kada se primeni u determinizaciji ne dobija se manji automat od onog koji se
dobija dostiZznom podskupovnom konstrukcijom.

Primer 5.2.6. Razmotrimo jo$ jednom automat A iz Primera 5.1.8. Na-
jvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje i najvece desno invarijantno
kvazi-uredenje na A se poklapaju i predstavljeni su Bulovom matricom
11000
11000
R=100100].
00010
00101

Kao sto se vidi, ova matrica ima 4 razli¢ite vrste, $to znaci da odgovara-
juéi koli¢ni¢ki automat A/R ima 4 stanja, odnosno, R redukuje broj stanja
automata A.

Sa druge strane, dobija se da je automat Ag izomorfan Nerodovom auto-
matu Ay, i prema tome, R ne daje manji deterministicki automat od onoga
koji se dobija dostiznom podskupovnom konstrukcijom.

Slede¢i primer pokazuje da automat dobijen determinizacijom automata
A pomocu najveceg slabo desno invarijantnog kvazi-uredenja na A ne mora
biti minimalan.

Primer 5.2.7. Neka je A= (A,X, 64,04,74) nedeterministicki automat nad
dvoelementnim alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:

Upotrebom Algoritama 4.3.5.14.3.13. dobija se da su i najvece desno invari-
jantno kvazi-uredenje i najvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na
automatu A jednaki identickoj relaciji. To znaci da oba ova kvazi-uredenja
odreduju deterministicke automate koji su izomorfni Nerodovom automatu
An automata A. Sa druge strane, koriste¢i Algoritam 5.1.6. dobijamo da
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je Nerodov automat Ay deterministicki automat sa 7 stanja koji se moze

predstaviti slede¢im grafom:
Ly

Treba re¢i da ovaj deterministi¢ki automat nije minimalan. Upotrebom algo-
ritma za minimizaciju tog deterministickog automata, ili nekog od kanoniza-
cionih algoritama prikazanih u narednim odeljcima (vidi Primer 5.4.4.), do-
bijamo da minimalni deterministi¢ki automat ekvivalentan polaznom auto-
matu A jeste deterministicki automat sa 4 stanja zadat slede¢im grafom:

Xy

Prema tome, ovaj primer pokazuje da se determinizacijom upotrebom najve-
¢eg slabo desno invarijantnog kvazi-uredenja ne mora dobiti minimalni de-
terministicki automat ekvivalentan automatu koji smo determinizovali.

Setimo se da smo automat Ag definisali za proizvoljnu relaciju R, nakon
¢ega smo razmatrali situaciju kada je R slabo desno invarijantno kvazi-urede-
nje i dokazali da je u tom slu¢aju automat Ar ekvivalentan sa A. Prirodno se
namece pitanje: Sta ¢e se desiti ako je R slabo levo invarijantno kvazi-urede-
nje. Imajuéi u vidu definicije slabo levo invarijantnog kvazi-uredenja i auto-
mata AR, na jednostavan nacin se mozemo uveriti da u tom slu¢aju A nije
nista drugo do Nerodov automat od A, sto zna¢i da u tom slucaju ne dobija-
mo nikakvu novu konstrukciju. Povrh toga, vaZzii sledece:
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Teorema 5.2.8. Neka je A = (A,X,(SA,GA,TA) nedeterministicki automat i R je
slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada je Nerodov automat kolicnickog
automata A/ R izomorfan Nerodovom automatu od A.

Dokaz: Jednostavnosti radi, stavimo da je B=A/R i 8 = AJR, odnosno,
neka je 8=(B,X, 68,08,18) koli¢ni¢ki automat od A koji odgovara kvazi-
uredenju R.

Najpre indukcijom po duzini re¢i dokazujemo da za svako u € X* vaZi sle-
dece:

R,e08 © aeod?, zasvakiacA. (5.16)

Za proizvoljno a € A imamo da je

Riec? © aed?oR © acd? © acd?,
$toznacida (5.16) vaZi u slu¢aju kada je u prazna re¢. Dalje, pretpostavimo da
(5.16) vazizanekurecu € X*. Na osnovu (5.16) inase polazne pretpostavke da
je R slabo levo invarijantno kvazi-uredenje, za sve x € X ia € A dobijamo daje

B

B sB
e © Ra€o0;,00;]

& (A e A)(Ry € 0B A(Ry,R,) €6P)
& (AeA)beo Ab,a)eRod2oR)

& a€doRodoR & acolodloR
A

ux’s

R,€0

© a€ol oR & aco

Sto upotpunjuje dokaz za (5.16).
Defini$imo sada funkciju & : By — An sa E(GE )= of}, za svaki u € X*. Za
proizvoljne u,v € X* imamo da je

B =08 o (VacA)(R,edd R, e0b)

A

A_ A
U u -

& (VaeAed eacd)) & o =02,

Sto znaci da je & dobro definisana i injektivna funkcija. Povrh toga, & je sur-
jektivna, i stoga, & je bijektivna funkcija. Lako se proverava da je & homo-
morfizam, i prema tome, & je izomorfizam iz Nerodovog automata od 8 na
Nerodov automat od A. |

Kao stosmoranijerekli, kada je R slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na
automatu A, tada je A nista drugo do Nerodov automat od (A, i u tom slucaju
ne dobijamo nikakvunovu konstrukciju. Medutim, sada éemo pokazati da sla-
bolevo invarijantna kvazi-uredenja dobro rade sa jednom drugom konstruk-
cijom i mogu biti veoma korisne u determinizaciji reverznog automata od A.

Neka je dat automat A = (4, X, 4,04, 1) i relacija Sna A. Za svakou € X*
podskup S* od A definiSemo induktivno, na sledeéi na¢in: za praznu rec e
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stavljamo da je

$¢=So14, (5.17)
a za proizvoljne u € X* i x € X stavljamo

§¥ =S50t osH (5.18)
Jasno, akoje u =x;...x,, gdesuxy,...,x, € X, tada

§*=S00% 0So...088 0Soth. (5.19)
Stavimo sada daje AS = {S" |u € X*}, i defini§imo funkciju 64° : ASx X — AS sa

54° (8" x) = 5%, (5.20)

zasve u € X" ix € X, i podskup % od AS sa

A =(aeAS oA na#0)={acAS|ctoa=1) (5.21)
Ako je % =57, za neke u,v € X*, tada za proizvoljno x € X imamo da je
57 (S",x) = S = S0 0S4 = S0 58 0 5Y = S = 54°(S7, %),

$to znaci da je 54° dobro definisana funkcija. Dakle, AS = (AS,X, 6AS,SE,TAS)
je dobro definisan deterministicki automat.
Sada dokazujemo da vazi sledece.

Teorema 5.2.9. Nekaje A=(A,X, 64,04, 1) automat i S je slabo levo invarijantno
kvazi-uredenje na A. Tada je AS = (AS,X, (SAS,SE, TAS) dostizan deterministicki
automat ekvivalentan reverznom automatu od A.

Dokaz: Razmotrimo proizvoljnure¢u =xj...x,, gdesuxy,...,x, € X.Naosno-
vu (4.34), indukcijom dobijamo da je

A A A _ A
o OSO(SXWOSO---O(leoS—oxn_”xl,

odakle sledi da je

ueA] o et o ster® o ohosi=1
& GAO(Soch”OSo...oéfloSOTA)zl
= (GAOSO(anOSO...O(SQOS)OTA=1
= aéﬂ_”xloTA=1 & GIE}OTA:l

o ae[A] © ue[Al.
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Sa druge strane,

ee[A°] & et o 405 =1 o ¢hoSorh=1

o dlott=1 © ce[A] & ec[Al.

Prema tome, [A°] = [A], tj., automat AS je ekvivalentan sa A. O

Sledece dve teoreme se mogu dokazati slicno kao Teoreme 5.2.2.15.2.3.,
pa ¢e njihovi dokazi biti izostavljeni.

Teorema 5.2.10. Neka je A = (A, X,64,04,1) automat i S je slabo levo invari-
jantno kvazi-uredenje na A. Tada je automat A izomorfan reverznom Nerodovom
automatu kolicnickog automata A/ S.

Teorema 5.2.11. Neka je A= (A, X,64,04,74) automat i neka su S i T levo invar-
ijantna kvazi-uredenja na A takva da je S < T. Tada je automat AT homomorfna
slika automata A°.

Efektivni postupak za konstrukciju automata A°, za dato slabo levo inva-
rijantno kvazi-uredenje S na automatu A, sli¢an je postupku za konstrukciju
reverznog Nerodovog automata i prikazan je u nastavku.

Algoritam 5.2.12. (Konstrukcija automata A°) Ulazalgoritmaje nedetermi-
nisticki kona¢ni automat A = (A,X, 6A,0A,TA) nad alfabetom X i slabo
levo invarijantno kvazi-uredenje S na A, a izlaz je deterministi¢ki konaéni
automat A° = (A5, X, 6AS,S“, TAS).

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza automata A° direktno iz
A, i tokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) kojima ¢vorovima stabla
koje gradimo pridruzujemo odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo prelaza
automata A° konstruise se induktivno, na sledeéi nadin:

(A1) Koren stabla je S¢, i mi stavljamo da je Ty = {S°} i 5(5°) = 1. Istovremeno
proveravamo da lije 0 NS¢ # 0,1 ako je to taéno, onda S° registrujemo kao
zavrs$no stanje.

(A2) Nakon itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢voroviu T;
oznaceni ili kao ‘zatvoreni’ ili kao ‘nezatvoreni’. Znacenje ta dva termina
bice razjasnjeno u nastavku.

(A3) U narednom koraku konstruiSemo stablo T;;; proSirivanjem stabla T;

na sledec¢inacin: za svaki nezatvoreni list S* u stablu T;, gdeje u € X*, i sva-
ko x € X dodajemo &vor S* = 64 o S* i granu iz S* u S** oznacenu sa x.
Istovremeno, proveravamo da li je S* skup koji je ve¢ bio konstruisan,
iakojetota¢no, akoje S jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu S,
onda 5 oznatavamo kao zatvoren ¢vor i stavljamo s(5**) = s(S°).
U suprotnom, stavljamo da je s(5**) naredni nepridruZeni prirodan broj i
proveravamo da li je 04 N S™ # 0, i ako je to tatno, onda S** registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.
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(A4) Kada je stablo prelaza automata A° konstruisano, briemo oznake za
zatvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na takav nacin,
dopunjen oznakama za inicijalno i zavr$na stanja, je graf automata A°.

Primer 5.2.13. Vratimo se na automat A = (A4,X,6%,04,74) iz Primera 5.1.11.
Setimo se da su relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovog au-
tomata zadati su slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

011 010 1
si=[100[, sf=[011|, ot=[011], *=|0].
010 100 0

Najpre ¢éemo izra¢unati najveée slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na A.
Kako je

ol =ot=[01 ] ot =olost=[110], of =aftosp =[111],
5

A

e

A A _ A _ A _ A _ A _ A SA_
0= a? o n, oxy—a?O(ﬁy—ae n, oyx—a’;O(ﬁx—oyl, oyz—oyO(Sy—a’;l,

toje AN = {af,aﬁ,o’;

111 110 111
oot =[0 11, of\og =[110[, oy\oyy =111,
011 111 111

},iiz

dobijamo da se najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na A moze
izraziti sa

110
S = (@\af) N (0f\of) N (0y)\oy) = [0 1 0}.
011

Sada prelazimo na konstrukciju automata A°. Najpre izratunavamo

1101 [011] [111 1101 [010] 011
Sod4=[010]o|100[=[100], 505; 010[cl011|=]|011],
011 [010] [110 011 [100] [111

a zatim dobijamo da je

1101 [11 [1]
To: S$=Sot4=|010[c|0|=]0], s(s9) =1,
011] [0o] |o]
111] [1] 1 .
P55 =(S05M) 05 =[100|0]|0|={1], s(§")=2, S er?,
110] [0] |1
011] [1] [0 .
SY=(Sody)oS =[011|o|0=[0|, s(S)=3, SYer?,
111] [o] [1
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, 111] 1] [1] ,
Ty: S¥ =(S064)05 =[100o|1|=[1|=5m, s(5%)=5s(5)=2,
110| |1 [1]
011] 1] [1]
S =(Sody)oS =01 1]o|1|=[1|=5"m, s(S*)=5(5")=2,
111] [1] [1]
111] [0] [1]
SV =(S088)os¥={100[o|0[=]|0]=5m, s(S¥)=5(5)=1,
110]| |1] |0
, 011] [0] 1] .
S¥ =(Soby)oS¥=|011[o[0|=|1|=S"m, s(S)=s(S")=2.
111] [1] [1]

Kako su svilistovi postali zatvoreni, stablo automata AS nema novih &vorova
i dobijamo da je automat A° zadat slede¢im grafom:

X,y

5.3. Determinizacija konstrukcijom decjeg automata

Nekaje A= (A, X, 64,04,14) nedeterministi¢ki kona¢ni automat nad alfabe-
tom X = {x1,...,x,} inekaje Rrelacijana A. Za svako u € X* defini§imo (m +1)-
torku R sa

R, = (Ruxy, - Ruxy R0 ™) = (Ry 068 ..., Ry 065 ,Ryot?),

gdesuRy, Ryy,, ..., Rux, skupovidefinisani formulama (5.9) i (5.10). Dalje, sta-
vimo da je A% = {R}, | u € X*}, i defini§imo funkciju 54% tARX X — A sa
§4R(RS,x) = R (5.22)

uxs

zasve u € X*ix € X,ipodskup T4 od Aj sa

'k = (RS € AS | R, N T4 # 0} = (RS € AS | Ryot =1}, (5.23)
Dokazujemo da vazi sledece:

Teorema 5.3.1. Neka je A= (A,X, (SA,GA,TA) nedeterministicki konacni automat
nad alfabetom X = {x1,...,%,} i neka je R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
na A. Tada je A = (A X 6A%,R§,TA%) dostizni deterministicki konacni automat
ekvivalentan sa A.
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Dokaz: Neka je R, = R, za neke u,v € X*. To znaci da je Ry, = Rey,, za svako
iel{l,...,m},iR,0t® =Ry014. Za proizvoljno x € X imamo da je R,x = Roy,
odakle je

Ruxxi =Ryyo 6?1 oR=Ry0 6?1 oR= vaxi/
zasvakoié€(l,...,m},itakode, Ryy 01 = Ryy o7 Prema tome, RS, = RS,, paje

oM (R}, 2) = Ri, = Riy = 0"k (R, x),

Sto znadi da je 5% dobro definisana funkcija. Jasno, % je takode dobro

definisan skup, i dakle, Ay je dostizan deterministicki kona¢ni automat.
Dalje, za proizvoljno u € X* imamo da je

ue[AS] & 6™R(RS,u) etk & R etk

< RumTA¢® © uelAr] © uelAl,

¢ime smo dokazali da je automat [A] ekvivalentan sa A. O

Uoc¢imo da je prvih m koordinata u (m + 1)-torci R, ¢ine deca ¢vora R, u
stablu prelaza automata Ag (videti Algoritam 5.2.4.), a poslednja koordinata
je Bulova promenljiva koja na kazZe da li je R, zavrsno stanje u automatu Ag.
Iz tog razloga automat Ay ¢emo nazivati decji automat automata Ag. Ukoliko
je R identicka relacija na A, onda je A} degji automat Nerodovog automata

.. “ c c
An od A, on ¢e biti oznacavan sa ﬂf\, = (A;,,X, 54N ,o,f,TAN).

Teorema 5.3.2. Neka je A = (A, X,64,0%,14) nedeterministicki konacni automat
nad alfabetom X = {x1,...,Xm} ineka su RiS desno invarijantna kvazi-uredenja na A
takvada je R < S. Tada je automat A homomorfna slika automata Ay, i shodno tome,
|AG < | AR

Dokaz: Ova teorema se moze dokazati na analogan na¢in kao Teorema 5.2.3.,
pa ¢e njen dokaz biti izostavljen. m|

Teorema 5.3.3. Neka je A= (A,X, 5A,GA,TA) nedeterministicki konacni automat
nad alfabetom X = {x1,...,%,} i neka je R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
na A. Tada je automat Ay izomorfan automatu By, gde je B = AR kolicnicki
automat od A u odnosu na R.

Dokaz: Defini$imo funkciju & :A% - B;] sa
&R =0u = (0,00, ,obotP),

uxy’ "/ uxy

za svako u € X*. Kao u dokazu Teoreme 5.2.2. dobijamo da R, € o ako i samo
akojeaeR,, zasveu € X*ia € A, iodatle sledi da je
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Rux; =Rpy; © (Va€A)a€ Ryy, © a€Ryy,)
B B

& (YacA)(R, €0y, © Ri€oy,) © 04y =0hy,

i takode,

Ryot =R,0t® & (ue[[ﬂR]] & ve[[ﬂR]]) o (ue[[ﬂ]] o ve[[?l]])

& (uel8l & vel8l) & (uelBy] & velsy])

& dbotb=gBorb,

zasve u,v € X*ix; € X,iprema tome, RS, = RS ako i samo ako je 65 = 65, To
znadi da je £ dobro definisana i injektivna funkcija. Jasno je da je £ takode i
surjektivna, i moZe se jednostavno proveriti da je homomorfizam. Dakle, ¢ je
izomorfizam sa Ay na By m|

Teorema 5.3.4. Neka je A = (A, X,64,0%,14) nedeterministicki konacni automat
nad alfabetom X = {x1,...,%,} i neka je R slabo desno invarijantno kvazi-uredenje
na A. Tada je automat Ay homomorfna slika i automata A i automata Ay, i
shodno tome, | AL| < |AR| i | AR < [AL-

Dokaz: Definis$imo funkciju & : Ag — Aj sa &(Ry) = Rj, za svako u € X*. Ako
su u,v € X" reci takve da je R, = Ry, tada je
R, =(Ry068%,...,Ry088 Ryot4)=(Ry06%,...,Ryo 84 ,Ryot?)=RE,
odakle sledi da je £ dobro definisana funkcija. Jasno je da je £ surjekcija.
Dalje, za proizvoljne u € X*ix € X imamo da je

E(™R (Ry,, %)) = E(Rux) = Ry = 6™R (R, x) = 6™k (E(Ry), x),

c

S$to znaci da je £ homomorfizam iz Ag na ﬂ%, i dakle, automat A

morfna slika automata Ag.
Sa druge strane, automat Ay je izomorfan sa A, gde je A identicka relacija
na A, pa prema Teoremi 5.3.2. imamo da je A}, homomorfna slika od AY;. O

je homo-

Sada dajemo efektivan postupak za konstrukciju de¢jeg automata AY,.

Algoritam 5.3.5. (Konstrukcija decjeg automata Ay) Ulaz algoritmaje nede-
terministi¢ki kona¢ni automat A = (A4, X, 5 o4, TA) nad kona¢nim alfabetom
X ={xy,...,xm}irelacija Rna A, aizlazje de¢jiautomat ﬂ‘f{ = (A%, X, 54k RS, 4R ).
Postupak se sastoji iz simultane konstrukcije stabla prelaza T automata Ag
i grafa G automata Aj direktno iz A. Osim pokazivaca s(-) koji smo koristili
u Algoritmu 5.2.4., ovde koristimo i pokazivac ¢(-) koji ¢vorovima grafa koji
gradimo pridruZuje odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo prelaza automata

AR i graf automata Ay konstruidu se na slededi nacin:

(A1) Stablo prelaza T automata Ag konstruiSemo koriste¢i Algoritam 5.2.4.
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(A2) Svakom nezatvorenom ¢voru R, stabla T pridruzujemo ¢vor R, grafa G
na slede¢i na¢in: Kada su formirana sva deca Ry, ..., Rux,, ¢vora Ry, u sta-
blu T, onda formiramo ¢vor Rf, = (Ryx,, .- ., Rux,,, Ry © TA) ugrafu G. Istovre-
meno, proveravamo da li Rf, jeste (m + 1)-torka koja je ve¢ bila konstru-
isana. Ako je to ta¢no, ako je R{, jednako nakom ranije izra¢unatom R¢,
tada ¢vor Rf, ozna¢avamo kao zatvoren i stavljamo #(Rf,) = #(RS).

U suprotnom, stavljamo da je ¢(Ry,) naredni prirodan broj koji nije bio ko-
ri$¢en kao vrednost pokazivaca t(-) i proveravamodalije R, N ™ #0,iako
je to ta¢no, onda R, registrujemo kao zavrsno stanje.

(A3) Za svakinezatvoreni ¢vor R, grafa Gisvako x € X, ako je R, nezatvoreni
¢vor u stablu T takav daje s(Ryx) = s(Ry), u grafu G dodajemo granu iz RS, u
R¢ oznacenu sa x.

(A4) Kada je graf G konstruisan, slepljujemo zatvorene ¢vorove sa nezatvore-
nim ¢vorovima koji imaju istu vrednost pokazivaca t(-) i briSemo oznake
za zatvorenost. Dijagram koji je dobijen na takav na¢in, dopunjen oznaka-
ma za inicijalno i zavr$na stanja, je graf automata Aj.

Primer 5.3.6. Vratimo senaautomat.A = (4,X,6%,04,74) nad dvoelementnim
alfabetom X = {x,y} koji smo razmatrali u Primerima 5.1.4.,5.1.7.1 5.2.5. i
konstruis$imo de¢ji automat Nerodovog automata Ay automata A.

Setimo se da je stablo prelaza Nerodovog automata Ay predstavljeno sa

Prema tome, simultanom konstrukcijom stabla Nerodovog automata Ay i
grafa njegovog decjeg automata A5, dobijamo sledece:

0; = (0x,0y,0), tHop)=1,

0y = (0,2,0xy,1), tHos) =2, oL € 4%,
gy = Oy, 0,2, 1) = (00, 0x,1), Hoy) =3, o e TN,
0y =(03,0,2,,1) = (0xy,0,2,,1), Ho,) =4, 05 € ™,
Oxy = (Oxyx, 02, 1) = (Oxyxs Oxyx, 1), tHoyy) =5, Oy € N,
0y = O 02 )= (00,00 ) =05, Ho%)=Hof) =2,

G,\ny = (nyxzra(xy)zrl) = (GXyX/ nyxrl) = G,\Ey/ t(q\ny) = t(qu) =5.
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Ovo se graficki moze predstaviti na slede¢i nacin:

Slepljivanjem zatvorenih ¢vorova sa nezatvorenim ¢vorovima koji imaju istu
vrednost pokazivaca f(-), brisanjem oznaka za zatvorenost, i dodavanjem oz-
naka za inicijalno i zavr$na stanja, dobijamo graf decjeg automata Ay, Ciji gra-
ficki prikaz je slededi:

Dakle, degjiautomat A, ima 2 stanja manje od odgovarajuceg Nerodovog au-
tomata Ay. Evidentno, automat A, je izomorfan automatu Ag, gde je R naj-
vece desno invarijantno kvazi-uredenje na A (videti Primer 5.2.5.).
Akobiistu proceduru sproveli za najve¢e desno invarijantno kvazi-urede-
nje Rinajvece slabo desno invarijantno kvazi-uredenje S na A, dobili bi da je
dedji automat AR izomorfan sa Ag, i ﬂ‘é izomorfan sa Ag. To znadi da u tim
slu¢ajevima konstrukcija de¢jeg automata ne dovodi do smanjenja broja sta-

nja deterministi¢kog automata koji konstruiSemo.

Primer 5.3.7. Neka je A = (A, X,64,04,7) automat nad dvoelementnim
alfabetom X = {x, y} zadat slede¢im grafom:
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Primenom Algoritma 4.3.5. dobija se da je najveée slabo desno invari-
jantno kvazi-uredenje S na A (kao i najvece desno invarijantno kvazi-
uredenje na A) jednako identickoj relaciji, tako da je automat Ag izomorfan
Nerodovom automatu Ay koji je ima 7 stanja i predstavljen je slede¢im
grafom:

XY

Sa druge strane, primenom algoritma za konstrukciju de¢jeg automata dobi-
jamo da decji automat AJ; Nerodovog automata Ay (a time i degji automat
od Asg) ima 6 stanja i predstavljen je slede¢im grafom:

Dakle, ovaj primer pokazuje da konstrukcija de¢jeg automata moZze popraviti
performanse prethodno razmatranih determinizacionih metoda.



5.3. Determinizacija konstrukcijom dedjeg automata 203

Primer 5.3.8. Razmotrimo sada automat A = (A4, X, 5,04, TA) nad alfabetom
X = {x,y} zadat slede¢im grafom:

Xy

Upotrebom algoritama za konstrukciju Nerodovog automata i njegovog de¢-
jeg automata dobija se da su Nerodov automat Ay automata A injegov dedji
automat A}, predstavljeni slede¢im grafovima:

Sa druge strane, naf'(vec’:e slabo desno invarijantno kvazi—uredenf'e i najvece
desno invarijantno kvazi-uredenje na A se poklapaju i predstavljeni su ma-

tricom
100
R=|[111],
001

a automat Ar predstavljen je slede¢im grafom:
5y
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Kona¢no, konstrukcijom degjeg automata A, dobijamo da je A izomorfan
sa Ag, paiu ovom slucaju ta konstrukcija ne daje nikakvo poboljsanje.

Dakle, ovaj primer je pokazao da determinizacija automata A pomoc¢u na-
jveceg slabo desno invarijantnog kvazi-uredenja ili najveéeg desno inva-
rijantnog kvazi-uredenja moZe dati bolje rezultate od konstrukcije decjeg
automata Nerodovog automata od A (za razliku od prethodnog primera u
kome je situacija bila obrnuta).

5.4. Kanonizacioni metod Brzozovskog

U Odeljku 5.1. uveli smo koncept reverznog Nerodovog automata za nede-
terministitke automate. Za deterministicki automat A = (A4,X,64,a9,74),
reverzni Nerodov automat Ay = (Ag, X, 6Aﬁ, T?‘, TAN) se definiSe na potpuno
isti nacin, jedina razlika je u tome sto se skup zavr$nih stanja moze pred-
staviti na jednostavniji nacin, sa

TN ={aeAglap € al. (5.24)

Sledeca teorema prikazuje jedno veoma vazno svojstvo reverznog Nerodo-
vog automata dostiznog deterministi¢kog automata.

Teorema 5.4.1. Nekaje A=(A,X, 5, a0, TA) dostizan deterministicki automat. Tnda je
reverzni Nerodov automat ﬂﬁ minimalni deterministicki automat ekvivalentan sa ‘A.

Dokaz: Vet smo ranije napomenuli da je Ay deterministicki automat ekviva-

lentan sa A, pa ostaje da se dokaZe njegova minimalnost. Prema Posledici
3.3.8. i Teoremi 3.4.1., dovoljno je dokazati da su svi desni jezici pridruzeni
stanjima automata Ay medusobno razliciti.

Jednostavnosti radi, stavié¢emo da je A5y = B, a desni jezik stanja 7/, € B, za
u € X*, oznati¢emo sa 2 _(4j., izostavljamo gornji indeks ‘A" kod 741). Neka su

sada Tﬁ, T;j‘ € B,zau,ve€ X*, dvarazli¢ita stanja automata A Tada postoji sta-

nje a € A tako da a pripada jednom od skupova 74 i 74, a ne pripada drugom

od njih. Kako je A dostiZzan automat, to postoji w € X* tako daje a = 6*(ag, w),
paimamo daje

B

o © 63(@,@))613 S T e © apeTy © Wi € Ty,

WET

& g, wu) e ™ o 86 ao,w),u) et o Mau) et

o aetl

Prema tome, @ € 12, akoisamo akojea € 74
dajew e 18 akoisamo ako je a € 4. Kako, prema pretpostavci, stanje a pri-

pada jednom od skupova 74 i 74

,ina potpuno isti na¢in dobijamo

, a ne pripada drugom od njih, to zakljuc¢u-
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jemo da re¢w pripadajednom od jezika 72 i7% ,ane pripada drugom od njih,
Sto znadi da su desni jezici 72 i 12 pridruzeni stanjima 74 i 7' automata Ag;
medusobno razliciti. Kako je to upravo ono sto je trebalo dokazati, to je dokaz
teoreme zavrSen. O

Neka je Anedeterministicki automat. Automat Brzozovskog (J. Brzozowski)
automata A, u oznaci Ap, je deterministicki automat dobijen iz A primenom
konstrukcije reverznog Nerodovog automata dva puta, tj.,

Ao = (Al = (@),
Glavni rezultat ovog odeljka je sledeca teorema.

Teorema 5.4.2. Neka je Aproizvoljan nedeterministicki automat. Automat Brzozov-
skog Ap je minimalni deterministicki automat ekvivalentan sa A.

Dokaz: U Odeljku 5.1. smo videli daje reverzni Nerodov automat Ay = (AN
deterministi¢ki automat ekvivalentan sa A, a njegov reverzni Nerodov auto-
mat (ﬂﬁ)ﬁ je deterministicki automat ekvivalentan sa A.

Sa druge strane, na osnovu Teoreme 5.4.1. sledi da je automat Brzozovskog
Ap = (ﬂﬁ)ﬁ minimalan deterministi¢ki automat ekvivalentan sa A. O

Prethodna teorema nam daje vrlo jasna uputstva o tome kako se direktno
iz datog nedeterministickog automata A moze konstruisati njemu ekvivalen-
tan minimalni deterministi¢ki automat. Potpunosti radi, ta uputstva forma-
Ino izkazujemo slede¢im algoritmom.

Algoritam 5.4.3. (Kanonizacioni algoritam Brzozovskog) Ulaz ovog algori-
tma je nedeterministicki kona¢ni automat A nad alfabetom X, a izlaz je auto-
mat Brzozovskog Ap, tj., minimalni deterministi¢ki kona¢ni automat ekvi-
valentan sa A.

Konstrukcija automata Brzozovskog Ag vrsi se u dva koraka:

(A1) Koriste¢i Algoritam 5.1.10. konstruiSemo reverzni Nerodov automat
Ag automata A.

(A2) Ponovo koriste¢i Algoritam 5.1.10., konstruiSemo reverzni Nerodov
automat automata Ay konstruisanog u (A1). Tako dobijeni automat je
automat Brzozovskog Ag.

Funkcionisanje ovog algoritma demonstriraju slede¢a dva primera.

Primer 5.4.4. Razmotrimo jo$ jednom automat iz Primera 5.2.7. Relacije pre-
laza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovog automata zadati su slede¢im
Bulovim matricama i vektorima:

010 001 0
st=|101|, &4=]100], oA:[100], “=11].

100 010 1
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Konstruisa¢emo automat Brzozovskog od A, i stoga najpre kre¢emo sa kon-
strukcijom reverznog Nerodovog automata od A.

0
T()ZT?ZTA=1, 5(”[?):1,
1
1 1
T1:Tf=6£o’[f: 1, T?:é?o’[f: O,
0 1
s(tdy=2,  ferly, s(ty)=3,  1yer’y,
= 0]
Tz:’[fz:é?o’l'?: 1{, T‘ﬁx:&ﬁo”[?: 1 =7/ m,
11] 1
s(’[f2 =4, T;?Z e 7, s(T‘;x) =s(td) =1,
o1 1
A _ <A A A _ <A A
Ty =0coty=|l{=1'm, ©,=06/cr,=1|=10m,
gl, y ,0_
s(th) =s(t) =1, s(tip) =s(t3) =2,

1 1
Ty: 4 =680 2[1}2”(?2 m, =630”(?2=[1}=7A m,
’ 1

s(th) =s(th) =4, (T ) =s(th) = 4.

Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja automata Ay zadati su
slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

0100 0010 0
0001 1000 1

C _ C _ C _ C _

=|1000| =lo100| o =[1000], =|y|-
0001 0001 1

Jednostavnosti radi, umesto Ay ovde smo pisali krace "C", §to ¢emo raditi i
u nastavku primera.
Dalje konstruisemo reverzni Nerodov automat od A



5.4. Kanonizacioni metod Brzozovskog 207

0
c_.c_|1 c
To: 1, =71 =11 s(ty) =1,
1
1 1
1 0
leffzéfogc:o, TSZCSSOTE: 1]’
1 1
s(t5) = € e, s(ty) =3, 15 e,
1 0
c _sCo-Cc_|1 c _sc .c_|1
T227X2=6x0”(x=1, TW:éyOTX:l:Te u,
1 1
stS)=4,  1GerN,  s(rf) =s(f) =1,
01 1
c _sc c_|1 C _sC 1
Txyzéxo”(y: =% Ty2=5y0’[y=0=”(x-/
gl, .1_
S(e) =5t =1, S(1%) =s(5) =2,

1 1
..c_<«_c_|_.c c _«<_.c_|1_c
T3-TX3—5x°sz—1—sz.r Tyxz—éyOsz—l—T u,
1 1

Cy— o Cy— — oo Cy—
S(TX3) = S(sz) =4, S(zjz) S(sz) =4.
Prema tome, reverzni Nerodov automat od ﬂﬁ, odnosno automat Brzozov-

skog od A, je zadat slede¢im grafom:

Xy

Kao $to znamo, ovajautomatje minimalni deterministi¢ki automat ekvivalen-
tan sa A, sto potvrduje ono sto smo rekli u Primeru 5.2.7., gde smo isto to
tvrdili za automat koji je izomorfan ovom automatu.

Primer 5.4.5. Vratimo se jo$ jednom na automat A = (4, X, o4, 04,14) koji
smo razmatrali u Primerima 5.1.11. i 5.2.13. Setimo se da smo u Primeru
5.1.11. konstruisali njegov reverzni Nerodov automat Ag, koji je zadat
slede¢im grafom
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Relacije prelaza i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja automata Ay zadati

su sledeé¢im Bulovim matricama i vektorima:

0100000
0001000
1000000

5¢=[0000100|, &5
0000001
0000100
0000001

0010000
0000100
0100000

=10000010|, aC=[1000000], ¢

0000001
0000100
0000001

[ T

Da bi pojednostavili oznake, ovde smo umesto Ay pisali C.
Prelazimo na konstrukciju reverznog Nerodovog automata automata Ax;.

0 1 1
1 1| s)=1,

1 0 1
sz 1{, TczéfOTecz 11, T1C=5§OTE= 1|, s(t$)=2, T%ETCW,

1 1 1

1 1 1 S(Tg) =3, r; e 1w,

1 1 1
sz =5Corl = T§ m, s(sz) = 5(15) =2, T;X = 65 ot =1Cm, S(Tgx) =s(1$) =1,
Tfy =60 T§ = T§ m, s(Tfy) = S(T;) =2, ng = 65 o T§ = ”L’S m, 5(152) = 5(15) =2.

Prema tome, reverzni Nerodov automat od A odnosno automat Brzozo-
vskog od A, zadat je slede¢im grafom

Jasno, to je minimalni deterministicki automat ekvivalentan sa A.

Teorema 5.4.6. Nekaje A= (A,X, 5,04, TA) nedeterministicki automat i neka je S
slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na A. Tada je reverzni Nerodov automat auto-
mata A° minimalni deterministicki automat ekvivalentan sa A.
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Dokaz: Kao $to smo dokazali u Teoremi 5.2.9., A° je dostiZni deterministicki

automat ekvivalentan sa A, pa prema Teoremi 5.4.1., reverzni Nerodov auto-
mat (A° ) automata A5 je minimalni deterministi¢ki automat ekvivalentan

reverznom automatu od ﬁ, tj., automatu A. O
Prethodna teorema nam daje sledece poboljSanje algoritma Brzozovskog.

Algoritam 5.4.7. (Poboljsani algoritam Brzozovskog) Ulaz ovog algoritma
je nedeterministicki konac¢ni automat Anad alfabetom X, a izlaz je minimalni
deterministicki konac¢ni automat ekvivalentan sa A.

Konstrukcija tog automata vrsi se u dva koraka:

(A1) Koriste¢i Algoritme 4.3.5. i 5.2.12. izra¢unavamo najvece slabo levo
invarijantno kvazi-uredenje S na A i konstruiSemo odgovarajuc¢i automat
AS.

(A2) Koriste¢i Algoritam 5.1.10., konstruiSemo reverzni Nerodov automat
automata A° konstruisanog u (Al). Tako dobijeni automat je mini-
malni deterministicki automat ekvivalentan sa A.

Slede¢i primer demonstrira funkcionisanje ovog algoritma.

Primer 5.4.8. Ponovo ¢emo se pozabaviti automatom A = (4, X, o4, 04,14)
koji smo razmatrali u Primerima 5.1.11., 5.2.13. i 5.4.5. U Primeru 5.2.13.
smo izrac¢unali najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje S na A i ko-
nstruisali odgovarajuéi automat A°, &ije relacije prelaza i skupovi inicijalnih
i zavrSnih stanja su zadati slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

010 001 0
s=[010[, §5=[010], aczﬁOOL € =|1|.
100 010 1

Radi pojednostavljenja oznaka ovde smo umesto A° pisali "C", §to éemo Ciniti
i u nastavku ovog primera.

U skladu sa Teoremom 5.4.6., u konstrukciji automata Brzozovskog od A
njen prvi korak, konstrukciju reverznog Nerodovog automata od ‘A, moZzemo
zameniti konstrukcijom automata AS, ¢iji reverzni Nerodov automat takode
daje minimalni deterministicki automat ekvivalentan sa A. Dakle, kre¢emo
sa konstrukcijom reverznog Nerodovog automata od A°:

0
TO:TEZT(::l, S(TE):L
1
1 1
Tp: s =601l =11, T§=6§OT§= 1],
0

s(’[f) =2, Tf € Tcﬁ, S(TS) =3, Cer N,
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1) 0]
T21152:650T§: 1 —Tgl, T§X:6§OT§: 1|=75m,
gl_ gl,
s(15;) = s(ty) =3, s(thy) =s(1g) =1,
o 1]
”[SyZCSSOTg: 1 =T§l, T§2=6507y= 1 =T§l,
hl. _1_
s(tg,) = s(ty) =3, s(”(sz) =s(t5)=3.

Prema tome, reverzni Nerodov automat od A°, tj., minimalni deterministicki
automat ekvivalentan sa A, zadat je slede¢im grafom

Kao 8to je i moralo da se desi, i u ovom primeru i u Primeru 5.4.5. smo na
dva razli¢ita na¢ina dosli do istog minimalnog deterministickog automata
ekvivalentnog sa A. Medutim, dok smo u Primeru 5.4.5. (odnosno u Primeru
5.1.11.) konstruisali reverzni Nerodov automat od A koji je imao 7 stanja,
ovde smo umesto toga konstruisali automat A° koji ima 3 stanja i &ija je kon-
strukcija bila znatno jednostavnija. Osim toga, u Primeru 5.4.5. smo u drugoj
fazi, gde smo konstruisali reverzni Nerodov automat od Ag, radili sa ma-
tricama dimanzije 7 X7 i vektorima duzine 7, dok smo u ovom primeru u
drugoj fazi konstruisali reverzni Nerodov automat od A° i radili sa matri-
cama dimenzije 3 X 3 i vektorima duZine 3. Dakle, Algoritam 5.4.7. moZe biti
znatno efikasniji od Algoritma 5.4.3.

5.5. Kanonizacija pomo¢u jezicke inkluzije

Neka je A= (A, X, 4,04,14) nedeterministiki automat nad alfabetom X.
Kao1iranije, koristi¢emo oznaku Ag= {Tf} | u € X*},1i0sim toga, za proizvoljne
a € Aixe X uvodimo oznake

O, ={a€Aglacal, D) ={ax | a e D},

gdeje ay = 6‘;‘ oa, za svako a € Ag. Kako je za svaki a € Ay takodeiay € Ay
(akoje a = Tﬁ, za neko u € X*, onda je ay = Tfu), tosui @, i @) podskupovi
od A~.

N

Dalje definiSemo familiju {p,},ex podskupova od A sa

pu=laeAl(Yae @) na+0), (5.25)
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za proizvoljnu re¢ u € X*. Uo¢imo da se skup d, moZe predstaviti i sa

pu={acAl(VacAg)(ac @, = ol Na#0)),
={acA|(VacAg)aca = oina+0)),

={acA|MweX)aeth = ontd £0)),

i ako takode uo¢imo daje a € 7 ekvivalentno sa w € 74, a o/f N 74 # 0 je ekvi-

valentno sa uw € [A]l, odnosno sa w € u~! [[A], to se (5.25) moZe napisati i kao
pu={ac At Cu ' [AL)). (5.26)

To znaci da je familija {p, },ex+ definisana pomo¢u inkluzije desnih jezika pri-

druZenih stanjima automata A u desne razlomke jezika [(A] raspoznatog tim

automatom, zbog ¢ega i kanonizacioni metod baziran na familiji {p, },ex+, ko-

jim se ovde bavimo, nazivamo kanonizacijom pomocu jezicke inkluzije.
Najpre dokazujemo slede¢u teoremu.

Teorema 5.5.1. Neka je A = (A, X, 6A,0A,TA) nedeterministicki automat nad
alfabetom X. Tada za sve u € X" i a € Ay vaZi

puNa#d & dina#0. (5.27)

Dokaz: Razmotrimo proizvoljne u € X" i a € Ag.

Nekajep,Na #0,tj., neka postojia € A takodajea € p, ia € a. To znacida
je a € Oy, iiz a € py, na osnovu definicije skupa p,, dobijamo da je oﬁ‘ Na #0.

Obratno, neka je 04 Na # 0, tj., neka postoji a € A tako da je a € o/ i
a € a. Tada za proizvoljno € @, imamo da je a € g, i kako ve¢ imamo da je
a € o7}, dobili smo da je a € 02 NG, §to znadi da je o2 N # 0. Kako to vaZi
za proizvoljno § € @, zaklju¢ujemo dajea €p,, Stosaac€a dajeacp,Na, i
prema tome, p, Na # 0.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Setimo se da su sve familije skupova na kojima su zasnovani prethodno
razmatrani determinizacioni metodi bile definisane induktivno, $to je bila
klju¢na stvar kod njihove efektivne izgradnje. Kako napred data definicija fa-
milije {p,},ex+ nije bila induktivna, a za efektivnu izgradnju te familije nam je
takode potrebna induktivna definicija, to slede¢om teoremom dajemo ekvi-
valentnu induktivnu definiciju.

Teorema 5.5.2. Neka je A = (A,X,(SA,GA,TA) nedeterministicki automat nad
alfabetom X. Tada je

pe=laeA|(Vae D)o na+0), (5.28)
pux={acAl(Vae D) pyNax# 0 ={ac A|(VBe Dy )puNB#0}, (5.29)

zasveue X*ixeX.
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Dokaz: Neposredno iz (5.25), za u = e, dobijamo da vazi (5.28).
Dalje, razmotrimo proizvoljne u € X* i x € X. Za proizvoljno a € Ag je

i na+0 o (acA)acod Aaca)

& (acA)acd?odd Aaca)
(IneA)((ApeA)bed) A (ba)esd)) Aaca)
(@ eA)beof A (FacA)(ba)es) Aaca)))
@Ave A)(beod Abedloa)

(@Ave A)(beod Abeay)

of}nax +0,

¢t ¢ ¢ O

i na osnovu toga, (5.25) i (5.27) dobijamo da je

pux=la€Al(Yae D)o Na#0l={acAl(Vae D)o} Nay #0)

={acA|l(VaeQ)p,Nay#0={acA|(VBe D, )p.NP #0}.
Ovim je dokaz teoreme zavrsen. ]
Za nedeterministi¢ki konac¢an automat A = (A, X, 6,04, TA) stavimo da je

Ap = {pu | u € X*},ineka je funkcija & : Ap X X — Ay definisana sa

N (Pu, %) = pux, (5.30)

zasve py € Ap ix € X,ineka je podskup 7 od A, definisan sa
= {pu EAp | pu ntt# 0} (5.31)

Imamo da vaZi slededée:

Teorema 5.5.3. Nekaje A= (A,X,6%,04,14) nedeterministicki automat nad alfa-
betom X. Tada je Ay = (Ap, X, 5, Pe, ) minimalni deterministicki automat ekvi-
valentan sa A.

Dokaz: Nekasuu,v € X" recizakojejep, = py. Tada zasvakix € Ximamo daje
Pux={a€A|(VBe Dy )puNP#0l={acA|(VBEDy)pyNp %0} =pu,

odakle sledi da je 6% dobro definisana funkcija. Jasno je da je i skup 7% dobro
definisan. Dakle, A, = (Ap,éAP, Pe, 4r) je dostiZan deterministi¢ki automat.
Na osnovu Teoreme 5.5.1. i definicije jezika raspoznatog nedeterministi¢kim
i deterministi¢kim automatom imamo da je

[A] = {ueX | 6% (pe,u)et™ ) ={ueX |pyeth)
={ueX |p,ntt 20} ={ueX |cdntt 20} = [A]
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$to znaci da je automat A, ekvivalentan sa A.

Ostaje da se dokaZe minimalnost automata Aj. Jednostavnosti radi stavi-
mo da je [A] = L. Prema Teoremi 3.3.7., izvodni automat Ay, jezika L je
minimalni deterministicki automat koji raspoznaje L, tj., minimalni deter-
ministicki automat ekvivalentan sa A. Prema tome, da bi dokazali da je A,
minimalni deterministi¢ki automat ekvivalentan sa A dovoljno je dokazati
da postoji surjektivna funkcija iz Ay na A,.

Neka je ¢ : AL — A, funkcija definisana sa ¢(u"'L) = p,,. Prema (4.5) i
Teoremi 3.4.1., za sve u,v € X za koje je u™!L = v~!L imamo da je

Nt +0 © uwel © weu'L & wev'L & vwel & ddnth 0,
za svako w € X*, odakle je
pu=lacAl(Vae D)o naz0)={acA|(Vae )l Na#0)=p,.

Dakle, dobili smo da je p,, = py, $to znaci da je ¢p dobro definisana funkcija.
Jasno je da je ¢ surjektivna. Time smo dokazali da je A, minimalni determi-
nisticki automat ekvivalentan sa A. m|

Sada dajemo slededi algoritam za konstrukciju automata Aj.

Algoritam 5.5.4. (Konstrukcija automata Ay) Ulaz ovog algoritma je nede-
terministi¢ki konaéni automat A = (4, X,64,04,74) nad alfabetom X, a izlaz
je kona¢ni deterministicki automat A, = (4p, X, 6AP,pg, ).

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza automata A, direkino iz
A, i tokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) kojima ¢vorovima stabla
koje gradimo pridruzujemo odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo prelaza
od Ay se konstruise induktivno, na slede¢i nacin:

(A1) Najre izratunavamo sve ¢lanove familije Ag; = { T;?)}wexﬁ, koriste¢i Algo-
ritam 4.3.12., a potom i skupove @, i O, zasveac Aix € X.

(A2) Koren stabla je pe, koji izra¢unavamo pomoc¢u formule (5.28),i stavljamo
To = {pe} i s(pe) = 1. Istovremeno proveravamo da li je p. N t# # 0, i ako je
to ta¢no, onda p, registrujemo kao zavrsno stanje.

(A3) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢vorovi u T;
oznaceni kao ‘zatvoren’ ili ‘nezatvoren’.

(A4) U narednom koraku konstruiSemo stablo T}, prosirivanjem stabla T; na
sledeci nacin: za svaki nezatvoreni list p, u stablu T}, gde je u € X*, i svako
x € X dodajemo ¢vor p,y izracunat pomocu formule (5.29), i granu iz p, u
Pux OZnacenu sa X.

Istovremeno, proveravamo da li je p.x skup koji je ve¢ bio konstruisan, i
ako je to ta¢no, ako je p,x jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu p,,
onda p,y oznacavamo kao zatvoren i stavljamo s(p.x) = s(po).

U suprotnom, stavljamo da je s(p,x) naredni nepridruZeni prirodan broj i
proveravamo da li je p,x N T4 # 0, i ako je to tatno, onda p, registrujemo
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kao zavrsno stanje. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A5) Kadaje stablo prelaza automata A, konstruisano, briSemo oznake za za-
tvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji imaju
istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na ovajnacin, dopunjen
oznakama za inicijalno i zavrsna stanja, je graf automata#,.

Slede¢im primerom pokazujemo kako funkcioniSe ovaj algoritam.

Primer 5.5.5. Razmotrimo jo$ jednom automat A = (A, X, o4, 04,14) kojim
smo se bavili u Primerima 5.1.11.,5.2.13.,5.4.5.15.4.8. Setimo se da su funkcije
prelaza i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja ovog automata zadati slede¢im
Bulovim matricama i vektorima:

011 010 1
si=[100[, sp=[011|, or=[011], *=|0].
1010 100 0

Familiju { T;?)}wex*, koja je izra¢unata u Primeru 5.1.11., ¢ine skupovi zadati sa
0 0 1 1 0 1
1], 4 =|0|, 4 =10, 4 =[1]|, =4, =|1], 74, =11],
of T Nl T Wl =4 h
A

0
pa imamo da vaZi sledece:
—_ (A A A A —_ (A A A _ (A A A A
(Dal - {Te rszr Tyx/ Txyx}/ (Duz - {Tx /Tyxr TyXZITxyx}/ (Du3 - {TyITXZITyxZITXyX}I

1
=10|, 4=
10

x _ (A A A X _ (A A x _ (A A A A
(Dal - {TX/TyX/Tny}/ (Duz - {TxZITXyX}I (Du3 - {Te /TyerxZ/Txyx}r

v _ A A A Y _ (A A vV _A_A A A
@, = {Ty,”(yxz,”[xyx}, Gy, =Ty Toped, P, = {TX,TyXZ,TyX,TxyX}.

Kako za proizvoljno a € Az imamo daje 0 N = 0 ako i samo akoje a = 7, i

A € Dy, T8 ¢ Dy, Dy, to dobijamo da ay € pe i a2, a3 € pe, pa je skup p. dat sa

0
1.
1

Dalje, za proizvoljno a € Ag;imamo daje p.Na = @ ako i samo akoje a =72}, pa

Pe =

izt € DY it ¢ OF , DY, dobijamoas ¢ pyiay,a; € py, dokiz ! ¢ Dy, Dy, Dy
dobijamo da a1,a3,a3 € py, odnosno
1 1
pe=|1{, py = 1].
0 1

U sledecem koraku, za svakia € Ayimamo davazipyNa #0,dokjepxNa =0

akoisamoje a = T‘;, i kako T‘; € @31 i T‘; ¢ @gZ,CDZB,®§1,<D§2,CD’u‘3, toje

1 0 1
P2 = 1 =py W, Py = 1 =pe 1, pyX:pyzz 1 =pyn
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Posto su sada svi listovi zatvoreni konstrukcija stabla prelaza automata A, je
zavrSena, i taj automat je zadat slede¢im grafom:

Jasno, dobili smo automat identi¢an automatima koje smo dobili u Primeri-
ma 5.4.5.15.4.8., to je i trebalo da se desi.

Ako ovaj kanonizacioni metod baziran na jezic¢koj inkluziji uporedimo sa
originalnim metodom Brzozovskog, vide¢emo da oba metoda u sustini imaju
isti prvi korak - konstrukciju reverznog Nerodovog automata Ay nedeter-
ministickog automata A koji treba da se determinizuje. Medutim, u drugom
koraku ovaj metod ima o¢iglednu prednost nad metodom Brzozovskogjer se
kod njega radi sa podskupovima skupa stanja automata A, dok se kod me-
toda Brzozovskog radi sa podskupovima skupa stanja automata Ag, koji
moZe imati znatno vedi broj stanja od automata A, moZzda i eksponencijalno
veli. Primera radi, automat A iz prethodnog primera imao je 3 stanja, dok
je njegov reverzni Nerodov automat imao 7 stanja.

Kao $to smo u prethodnom odeljku dali poboljSanje originalnog kanoniza-
cionog metoda Brzozovskog, na sli¢an na¢in ¢emo poboljsati i kanonizacioni
metod baziran na jezickoj inkluziji. Time se bavimo u nastavku ovog odeljka.

Nekaje A= (A, X, 64,04,74) nedeterministi¢ki automat nad alfabetom X i
neka je S slabo desno invarijantno kvazi-uredenje na A. Ranije smo koristili
oznaku A° = {S"|u e X*},aovde za proizvoljnea € Aix € X uvodimo i oznake

T.={yeASlacy), EX={y*|lyeZi),

gdejey* =40y, zasvey € A (akoje y = S¥, zaneko u € X*, ondaje y* = S*).
Definisimo sada familiju {g,},cx* podskupova od A sa

qu=la€Al(Yy € Z)ayny #0), (5.32)

za proizvoljnu re¢ u € X*. Na potpuno isti na¢in kao u Teoremi 5.5.2. dokazuje
se da se familija {g,},ex* moZe definisati i induktivno, na slede¢i nacin:
ge=lacA|(VyeZ)any £0), (5.33)
Qux = {acAl (VV ezﬂ)‘]unyx #0}={acA|(V¢ EZ;)‘MHE #0}, (5.34)
zasveue X'ixeX.

Dalje, neka je A, = {q, | u € X"}, i neka je funkcija 6% : A; x X — A, defi-
nisana sa

64 (qu, %) = qua, (5.35)
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zasve g, € Agix € X, inekaje podskup 747 od A, definisan sa

™1 ={gq, €Ayl quntt #0). (5.36)
Tada vazi sledece:

Teorema 5.5.6. Nekaje A=(A,X, 5,04, TA) nedeterministicki automat nad alfa-
betom X. Tada je Ay = (Ag, X, 6Aﬂ,qg, 49 minimalni deterministicki automat ekvi-
valentan sa A.

Dokaz: Na isti na¢in kao u Teoremi 5.5.3. dokazujemo da je 6% dobro defini-
sana funkcija i Ay, je dostiZzan deterministicki automat ekvivalentan sa A, kao
i daje A; minimalan deterministicki automat ekvivalentan sa A. m]

Efektivni postupak za konstrukciju automata Ay, za dato slabo levo invar-
ijantno kvazi-uredenje S na automatu A, sli¢an je postupku za konstrukciju
automata A, i prikazan je u nastavku.

Algoritam 5.5.7. (Konstrukcija automata A;) Ulaz algoritma je nedetermi-
nisti¢ki konaéni automat A = (4, X,6%,064,14) nad alfabetom X, i slabo levo
invarijantno kvazi-uredenje S na A, dok je izlaz algorotma kona¢ni determi-
nisticki automat A; = (Ag, X, 54, e, 44 ).

Postupak se sastoji u konstrukciji stabla prelaza automata A, direkino iz
A, i tokom tog postupka koristimo pokazivace s(-) kojima ¢vorovima stabla
koje gradimo pridruZujemo odgovarajuce prirodne brojeve. Stablo prelaza
od A, se konstruiSe induktivno, na slede¢i nacin:

(A1) Najre izrac¢unavamo sve ¢lanove familije AS = {S®}ex+, koristeci Algo-
ritam 5.2.12., a potom i skupove X, i X}, zasveac Aix e X.

(A2) Koren stabla je g., koji izra¢unavamo pomoc¢u formule (5.33), i stavlja-
mo Tp = {g.} 1 5(g.) = 1. Istovremeno proveravamo da li je g. N ™ £0,1iako
je to ta¢no, onda g, registrujemo kao zavrsno stanje.

(A3) Posle itog koraka neka je konstruisano stablo T;, i neka su ¢vorovi u T;
oznaceni kao "zatvoren’ ili 'nezatvoren’.

(A4) U narednom koraku konstruiSemo stablo T}, prosirivanjem stabla T; na
sledeci na¢in: za svaki nezatvoreni list g, u stablu T, gde je u € X*, i svako
x € X dodajemo ¢vor g,y izra¢unat pomocu formule (5.34), i granu iz g, u
Jux Oznacenu sa X.

Istovremeno, proveravamo da li je g,y skup koji je ve¢ bio konstruisan, i
ako je to ta¢no, ako je g, jednak nekom prethodno izra¢unatom skupu g,
onda g,x o0znatavamo kao zatvoren i stavljamo s(q.x) = s(40)-

U suprotnom, stavljamo da je s(g.) naredni nepridruzeni prirodan broj i
proveravamo da li je g,y N ™ £0,1ako je to ta¢no, onda g, registrujemo
kao zavrsno stanje. Postupak se zavrSava kada svi listovi budu oznaceni
kao zatvoreni.

(A5) Kadaje stablo prelaza automata Aj; konstruisano, briSemo oznake za za-
tvorenost listova i slepljujemo listove sa unutrasnjim ¢vorovima koji imaju
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istu vrednost pokazivaca. Dijagram koji je dobijen na ovaj nacin, dopunjen
oznakama za inicijalno i zavrsna stanja, je graf automata#,.

Sa aspekta efektivnog konstruisanja minimalnog deterministickog auto-
mata ekvivalentnog sa A, najbolje je da familija AS ima $to je moguée manji
broj ¢lanova, $to se moZe postici tako $to ¢emo uzeti da je S najveée slabo levo
invarijantno kvazi-uredenje na A. U tom slucaju u okviru koraka (A1) najpre
izra¢unavamo najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje na A, koriste¢i
Algoritam 4.3.13., a potom izratunavamo &lanove familije AS.

Slede¢im primerom pokazujemo kako funkcioniSe ovaj algoritam.

Primer 5.5.8. Vratimo se jo$ jednom na automat A = (4,X,6%,04,74) kojim
smo se bavili u Primeru 5.5.5. (kaoiu Primerima 5.1.11.,5.2.13.,5.4.5.,i15.4.8.).
Najvece slabo levo invarijantno kvazi-uredenje S na Aizracunatoje u Primeru
5.2.13., gde su odredeni i ¢lanovi familije A, koju &ine

1 1 0
s¢=[0], s*=|1], s¥=|0],
0 1 1

i stoga imamo da je:
Zul = {SE/SX}/ Zuz = {Sx}/ Zﬂ3 = {Sx/Sy}/
I o={S"), In ={S), I, ={s%.S, I ={sV,§), Iy =1{S"}, ZJ ={(S")

Kako za proizvoljno y € A% imamo da je 0 Ny = 0 ako i samo akoje y = S°, i
kako S° € X;, i §° ¢ X4,, Xy,, to aq € e i a2,a3 € ge, 0dnosno

0
9. =|1
1

Dalje imamo da za proizvoljno y € A® vazig.Ny =0 akoisamoakojey = S, i
kako S € X3 iS¢ ¢ X% X% %) %) Xy toa3 & Gy, 41,02 € qx 1 41,02,03 € 4y, .

1 1
g =11, qy=|1].
0 1

Zatim za proizvoljno y € AS imamo da je gy Ny = 0 ako i samo ako je y = SY,

pridemu SY ¢ X3 X% XX XV XU iSYeX], stoznadidaay,ay,a3 €q,2,a1 € qxy

iay,a3 € gyy, a sa druge strane imamo daje g, Ny # 0, za svaki y € A%, odakle
sledi da ay,a2,a3 € qyx, - Prema tome,

1

1{=g,m.

1

Ovim se konstrukcija automata Aj; zavrsava i dobijamo isti automat kao u
Primeru 5.5.5. Medutim, jasno je da je u ovom primeru konstrukcija bila jed-
nostavnija jer se familija A, na kojoj je bazirana ova konstrukcija, sastojala od

1 0
g2 = i =qy M, Gxy= 1 =qc W, Ju=qp=



218 5 Determinizacija nedeterministickih automata

3 skupa, dok se familija A5; iz Primera 5.5.5. sastojala od 7 skupova. U slu¢aju
automata sa ve¢im brojem ¢lanova ta razlika moze biti znatno veca.

5.6. Zadaci

5.6.1. Nekasu A= (A,X,6%,04,74)iB=(B,X,06P,08, %) automatiiR C AxB
je uniformna relacija. Tada je R slaba forward bisimulacija iz A u 8 ako i
samo ako zadovoljava (4.89) i (4.93), i funkcije zadate sa

Tﬁ‘ —R'o Tﬁ‘, TE — Ro ”CE, (5.37)

za svakiu € X*, sumedusobno inverzni izomorphizmi izmedu reverznih Nero-
dovih automata Ay i By. Dokazati!

5.6.2. Nekasu A= (A,X,6%,04,7)i8B=(B,X,06P,08, %) automatiiR C AxB
je uniformna relacija. Tada je R slaba forward bisimulacija iz A u B ako i
samo ako zadovoljava (4.91) i (4.95), i funkcije zadate sa

A

Oy

0l oR, b oayoR™, (5.38)

za svaki u € X*, su medusobno inverzni izomorphizmi izmedu Nerodovih
automata Ay i By. Dokazati!

5.6.3. Zanedeterministi¢ki automat A = (4, X, 64,4, t4) dat grafom prelaza:

nadi odgovarajué¢i Nerodov automat i deterministi¢ki automat odreden naj-
vedim desno invarijantnim kvazi-uredenjem na A, njihove decije automate,
i sve ih uporediti.

5.6.4. Zanedeterministi¢ki automat A = (4, X,64,a,,74) dat grafom prelaza:
X
_)
X
na¢i odgovarajué¢i Nerodov automat i deterministi¢ki automat odreden naj-

vedim desno invarijantnim kvazi-uredenjem na A, njihove decije automate,
i sve ih uporediti.
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5.6.5. Zanedeterministicki automat A= (A4, X, 5,04, TA) dat grafom prelaza:

Xy

naci odgovarajuci Nerodov automat i deterministi¢ki automat odreden naj-
veéim slabo desno invarijantnim kvazi-uredenjem na A, njihove decije auto-
mate, i sve ih uporediti.

5.6.6. Za nedeterministicki automat,

Xy

predstavljen u prethodnom zadatku, primeniti kanonizacioni algoritam Brzo-
zovskog i poboljsani algoritam Brzozovskog kako bi dobili minimalni auto-
mat koji raspoznaje isti jezik.

5.6.7. Na bar dva nacina na¢i minimalni autmat koji raspoznaje isti jezik
kao dati nedeterministicki automat.

10001 01010 1
10101 00010 0
5¢=l01010{, 5f=[10001|, ¢*=[11001], *=]o|.
01001 01100 0
11000 00001 1

5.6.8. Za nedeterministi¢ki automat A = (4, X,64,04,14)

10100 0010 0
L oot . Jooo1] L 4o
=lo000l %=|1010] o=[1010] =|j]
0100 0010 0

primeniti kanonizacioni metod Brzozovskog i poboljSani algoritam Brzo-
zovskog i uporediti dobijene automate.
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5.6.9. Neka je A = (A,X,6%,04,7) automat sa $est stanja nad alfabetom
X = {x,y} zadat slede¢im grafom:

X

Y
O——F——6

(&
Y x

x i\_/f [
Xy

Naci Nerodov i deciji automat datog automata i uporediti ih. Na¢i minimalni
automat koji raspoznaje isti jezik kao dati automat.

5.6.10. Nekaje A=(A,X, 64,04,74) automat nad alfabetom X = {x, y} ¢ije su
relacije prelaza i skupoviinicijalnih i zavrsnih stanja zadati slede¢im Bulovim
matricama i vektorima:

00110 01100 1
01001 00011 0
5¢4=[01000{, 55=[10010|, ¢*=[11000], *=]o|.
10100 10001 0
10100 00101 0

Kanonizacijom pomo¢u jezicke inkluzije na¢i minimalni deterministicki au-
tomat ekvivalentan sa A.



Glava 6
Raspoznatljivi jezici

Glavni zadatak automata svakako je raspoznavanje jezika, a problem opi-
sivanja jezika koji se mogu raspoznati kona¢nim automatima, takozvanih
raspoznatljivih jezika, jedan je od najvaznijih u Teoriji automata. Prvi korak
u izucavanju takvih jezika predstavlja rad Klinija (Kleene) iz 1956. u kome
su raspoznatljivi jezici okarakterisani kao jezici koji se mogu dobiti iz ele-
mentarnih jezika upotrebom operacija unije, mnozenja i zvezda operacije,
konacan broj puta, odnosno, kao jezici koji se mogu predstaviti regularnim
izrazima.

U ovoj glavi je dokazano nekoliko teorema o ekvivalentnosti regularnih
izraza i konac¢nih automata, kao i o njihovoj ekvivalentnosti sa regularnim
gramatikama.

6.1. Osnovna svojstva raspoznatljivih jezika

6.1.1. Raspoznatljivost elementarnih jezika

Ako je X neprazan alfabet, bilo koji L C X* nazivamo jezikom nad alfabetom
X. Najjednostavniji jezici su kona¢ni jezici nad alfabetom X, uklju¢ujudi i
elementarne jezike.

Klasu elementarnih jezika ¢ine prazan jezik 0, jezik koji sadrzi praznu re¢
{e} i jednoelementni jezici {{x}|x € X}. Kao $to smo videli, za nas su posebno
znacajni jezici koji mogu biti raspoznati kona¢nim automatima, tzv. raspo-
znatljivi jezici. Pokaza¢emo da su elementarni jezici raspoznatljivi, kao i da
je klasa raspoznatljivih jezika zatvorena za osnovne Bulove operacije.

Teorema 6.1.1. Svaki jednoelementan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz: Neka je X konacan alfabetiL = {w}, za neki w € X*. Dokaza¢emo da je
L raspoznatljiv na taj na¢in $to éemo konstruisati njegov minimalni automat.
Ako je w = e, tada za proizvoljno slovo x € X imamo

yL={ueX|xuel)={ue X |xu=e =0.

Kako je 0.x =0, za svako x € X, to je Ar = {L,0}, $to zna¢i da je minimalni
automat A; jezika L konacan.

221
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Sa druge strane, uzmimo da je w € X*, odnosno w = x1x---xy,, za neke
X1,X2,...,Xy € A. Za proizvoljnu re¢ u € X" je

u 'L ={veX|uv=w),

paje u~'L # (0 ako i samo ako je u odsetak reci u, odnosno ako je u = ly(w), za
nekike€{0,1,...,n}. Jasnoje da je tada u™'L = {r,_i(w)}. Ako uvedemo oznaku

Ly = () 'L = {ry_(w)},

zake€{0,1,...,n},iLy41 =0, tadaimamo daje Ar = {Lx|0 < k <n}, §to znacida
je minimalni automat Ay jezika L konacan, pa je L raspoznatljiv jezik. |

Teorema 6.1.2. Prazan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz: Za proizvoljan alfabet X, automat dat grafom

é X

raspoznaje prazan jezik. |
Teorema 6.1.3. Unija dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz: Neka su Lj,Lr € X* raspoznatljivi jezici nad kona¢nim alfabetom
X. Za i € {1,2}, neka automati A; = (Ai,X,éAi,afJ, TA") raspoznaju jezike L;
skupovima t4i C A;, tim redom. Konstrui§imo automat A = (A, X, 64,49, 74)
na slededi na¢in: neka je A = A1 X Az, ap = (a(l),ag) i AXX 5 A funkcija
prelaza definisana sa

M (a1, a2), 1) = (67 (ar, ), 64 (a, 1)), za u € X".

Dokazac¢emo da automat A raspoznaje jezik L1 U L, skupom zavrsnih stanja
™ = (141 X Ap) U (A1 X 42). Odavde sledi da
ueliUlLoueljiliuel,
o 6N (a),u) e M ili 6%2(a2,u) € T2
& (67 (ah, 1), 5(a3,1) € (41 X A2) U (A1 x 742)

& Mag,u) € 4.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Teorema 6.1.4. Svaki konacan jezik je raspoznatljiv.

Dokaz: Ovo sledi iz Teorema 6.1.1. i 6.1.3., jer se svaki konacan jezik moZe
predstaviti u obliku konac¢ne unije jednoelementnih jezika. |

Teorema 6.1.5. Presek dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.
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Dokaz: Ako koristimo oznake iz dokaza Teoreme 6.1.3.,jednostavno pokazu-
jemo da automat A raspoznaje jezik Ly N Ly skupom 74 = 71 x 72 O

Teorema 6.1.6. Komplement raspoznatljivog jezika je takode raspoznatljiv jezik.

Dokaz: Neka je L raspoznatljiv jezik nad kona¢nim alfabetom X. Ako kona-
¢an automat A = (4, X, (5A,a0,TA) raspoznaje L skupom 4 C A, tada isti au-
tomat raspoznaje komplement jezika L u X* komplementom skupa 4. O

Posledica 6.1.7. Razlika dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz: Ovo tvrdenje sledi neposredno iz Teorema 6.1.5.1 6.1.6., jer za jezike
Ly i Ly nad alfabetom X je L1 — L = L1 N LS, gde L oznatava komplement od
LyuX". O

6.1.2. Proizvod raspoznatljivih jezika

Osim operacija unije, preseka i komplementiranja jezika, koje nazivamo
Bulovim operacijama koje o¢uvavaju raspoznatljivost jezika, vaZznu ulogu
u izu€avanju jezika igraju i operacija mnoZenja jezika i zvezda operacija na
jeziku.

Neka je dat slobodan monoid X* nad kona¢nim alfabetom X. Za jezike
L1,L, € X", proizvod jezika L i L, u oznaci L1 L, definiSemo kao

LiLy = {uquz|uy € Ly, up € Lo} = {u € X*[(Juq € L1)(Juz € L) u = uqua}.

Slede¢om teoremom dokazacemo da i operacija mnoZenja jezika o¢uvava
raspoznatljivost jezika.

Teorema 6.1.8. Proizvod dva raspoznatljiva jezika je raspoznatljiv jezik.

Dokaz: Neka su Li,L, C X" raspoznatljivi jezici nad kona¢nim alfabetom X
i neka je L = L1L,. Razlikova¢emo slucajeve kada jezik L sadrZi praznu re¢
e€Likada L ne sadrzi praznurete ¢ L.

Slutaje ¢ L: Zaie({1,2)nekasu A, = (4;X, (SAi,ag, 747) kona¢ni automati

koji raspoznaju L; skupvima 74, za i = 1,2, redom. Ne umanjujuéi opstost

dokaza moZemo uzetidaje AjNA; =0.Stavimo daje A = A; UA; i defini§imo
konadan nedeterministicki automat A = (4, X, yA, 04,74) na sledeéi nadin:

Inicijalno stanje je 0 = {a(l)}, funkcija prelaza y : Ax X — 24 je definisana sa

(641(a,x)) akojea€ Ay idti(a,x) ¢ ™4
YA, x) = { (oM (a,),a3}  akojea€A;idt(a,x)eh (6.1)
(642(a, x)} akojea€ Ay,

a skup zavrénih stanja je 7! = t42. Dokaza¢emo da automat A raspoznaje L,
tj. da za proizvoljan u € X* vazi
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uel e yAotuyntt 0.

Proizvoljna re¢ u € L je oblika u = uquy, za neke uy € Ly i up € Ly. Pretpo-
stavimo da je y* (0%, 1) = B, pri emu je

Uy =X1X2+Xp, U2=Y1Y2" " Ym,
gdesum,ne€ INO, pricemuijem+n>0,ixy,...,Xu,Y1,...Ym € X. Sada imamo
daje

a1 = 404, x1) = (5% (al, x1)),

az = yMaq,x2) = (641 (a1, x2)},

an =y an-1,%n) = (6N (-1, %0),43),
Br =y @d,y1) = 1623, y)),
B2 =y (B1,y2) = {6"2(B1,12)},

(6.2)

Bt = YA Bt Yin) = (52 B, Y.

Uoc¢imo dalje da iz ug € L sledi da je oM (a(l), up) et i

YA, 1) =y AN (@, x1 -+ xum1), X0) = Y1, x0) = an = (6% (@1, x0), 33},

odakle dobijamo da je yA (113, u2) = B, pa kako je B = )/A(GA,u), aizup, ely
imamo da je 6"2(a3,u2) € 142, to dobijamo B, = y(a3, u2) € T2 NyA(0, u).
Posto je 4 = 142, dokazali smo da iz u € L sledi y4 (o4, u) N 1?4 # 0.

Obratno, uzmimo u € X* za koje je )/A(GA, u)NTA £0. Nekajeu =x1x2---xy,
zan € Nixy,xo,...,x, € X. Tadaje

Yot u) = an,
pri Cemu je
a1 = VA(UArxl)/ as = )/A(aler)/ O = )/A(an—lrxn)

Nekajem =min{i|1<i<né&a;NAj, #0}. Iz pretpostavke daje yA (o4, u) N4 #
0, odnosno da je a;, N 42 £ (), imamo da je ay N Ay # 0, to znadi da je gornji
skup neprazan, pa zaista ima najmanji element. Prema definiciji broja m
imamo da za svaki i, 1 <i<m vaZia, NA; =0, $to znadi da je

a; = {6M(af,x1---x;)}, zasvakii, 1<i<m.

Sa druge strane, iz a; N Ay # 0, dobijamo da je
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6N (ah, x1++ Xpyo1Xm) = 616N (af, X1+ Xpuo1), xm) € TN,

idaje ay = {6 (a),x1 -+ xm), a3} .

Dakle imamo daje a;, N 1 £ 0. Neka su my,my, ..., my svi brojevi iz skupa
{1,2,...,n} za koje vaZi daje ay, Nt £0,1<i<k, priemujemy <mp<---<
my. Bar jedan takav broj sigurno postoji i indukcijom ¢emo dokazati da za
svakiie{l,...,k} vazi
A

Al A2 2 2
amiZ{V (a()/xl"'xmi)/y (a01xm1+1”'xmi)l"'/y a()/xmi_1+1"'xmi)/a0}/

ix1~--xml. ely.

Ako je my = m, ve¢ smo pokazali da je ay, = (o1 (a(l),x1 . ~xm1),a%} zai=1.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki j, 1 < j <i <k, i dokaZimo da vaZi
za i+ 1. Za proizvoljan I, m; < I < mj;1, je &y Nt # 0, $to prema indukcijskoj
hipotezi daje

ay={yMag,x1 - x1), Y @3, X1+ X1), o, Y@ X, - x1), 05
Odavde, kako je a,,,, Nt # 0, dobijamo da je

VA(a(l),xl o 'xm,'+1) = 6A1 (5A1 (a(l)/xl e xmi+1—1)1xm,~+1) € TAI

idaje
Ar,l Ar2 Ar2 2
Qg = @0, X1 X)), V@G Xy 41 Ximgey )0V (@G Ximga1 *** Xy ), 00}

§to znaci da x1xo -+ Xy, € Ly.

Dakle, tvrdenje vaZzi za svakii € {1,...,k}.

Dalje, za svaki I, my < < n (ako takav I postoji) imamo da je &y N 41 =0,
Sto znaci daje
A( 1

Ar2 Ar 2 2
ar={y a()/xl”'xl)ly (a()/xm1+l"'xl)/-~/7/ (a()/xmk+1”'xl)/a0}/

Sto za | = n daje
Arl Ar2 A2
an =y ag,x1 - xu), Y@y, Xy a1+ Xn), -, V(@G Xnya1 X)),

1z pretpostavke a, N 742 = y4(c”,u) N 74 # 0 dobijamo da je

Y@, X+ xn) = 623, X1 -+ Xn) € T2,
zanekii, 1 <i<k, odnosno daje x,41-+-xn € Lo .

Prema tome u = x1 -+ Xy = (X1 Xim;)(Xm;+1 - Xn) € L1Lo = L, $to je i trebalo
dokazati. Ovim je upotpunjen dokaz za slucaje ¢ L.

Slucaje€ L. Ovaj slucaj je mogu¢ samo ako je e € L1 i e € L. Uvedimo
oznake
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L'=L—{e}, Li=Li—{e} i L)=Ly—{e}.

Lako se proveravadaje L’ = L]L;, UL] UL7, odakle sledi da je
L=LL,UL]UL, Ule}.

’

Prema Posledici 6.1.7., L] i L} su raspoznatljivi jezici, pri ¢emu e ¢ L] L} i, kao
Sto je napred dokazano, L]L} je raspoznatljiv jezik. Dakle, L raspoznatljiv
jezik kao konac¢na unija raspoznatljivih jezika. Ovim je dokaz teoreme za-

vrsen. O

Primer 6.1.9. Podsetimo da smo ranije pokazali da je L = {x"y™|m, n € IN}
raspoznatljiv jezik. Ovde ¢emo njegovu raspoznatljivost dokazati koriscée-
njem prethodne teoreme. Predstavimo jezik L kao proizvod L = L1L; jezika
L ={x"IneN}iLy ={y"|meIN}.

Lako se proverava da su jezici L1 i L, raspoznatljivi, a minimalni automati
koji ih raspoznaju dati su, redom, grafovima:

X,y

Nedeterministicki automat koji raspoznaje jezik L = L1L;, kao u pretho-
dnoj teoremi, dat je slede¢im grafom:

Inicijalno stanje nedeterministickog automata je inicijalno stanje prvog au-

tomata o/ = {al} i ovaj automat raspoznaje jezik L skupom 14 = 742 = {a2}.
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6.1.3. Klinijeva zvezda operacija

Polugrupu generisanu datim jezikom L oznatavaéemo sa L"), a monoid
generisan sa L ¢emo oznatiti sa L*. Znakove + i * stavljamo u zagrade
da bi smo napravili razliku izmedu L™ i L®), od slobodne polugrupe L*,
odnosno slobodnog monoida L*, nad L kao alfabetom. U nekim sluc¢ajevima
se ti pojmovi ne razlikuju, pa tada izostavljamo zagrade.

Preslikavanja L — L™ i L~ L® su unarne operacije na jezicima. Prvu od
njih éemo nazivati plus operacijom, a drugu Klinijevom zvezda operacijom (u li-
teraturi se takode sre¢u i nazivi zvezda operacija kao i iteracija). Jednostavno
se pokazuje da vazi

= i =19up= 1,

nelN nelNO

pri ¢emu je L? = {e}.
Slede¢om teoremom dokazujemo da gornje operacije takode o¢uvavaju
raspoznatljivost jezika.

Teorema 6.1.10. Za proizvoljan raspoznatljiv jezik L nad konacnim alfabetom X,
L™ i L® su raspoznatljivi jezici.

Dokaz: Neka je L raspoznatljiv jezik nad kona¢nim alfabetom X i neka je
A=(A,X 6%, a9,7) konatan automat koji raspoznaje L. Defini§$imo nedeter-
ministi¢ki automat B = (4, X,6%,08,7%) u kome je 0B = {ap)}, skup zavr$nih
stanja 78 = 74 i funkcija prelaza 6% : A x X — 24 je definisana sa

5P (0,3) = {{6(a,x)} ako 6(a,x) ¢ 8

{0(a, x), a0} ako 6(a,x) € TB. (6.3)

Dokazaé¢emo da automat B raspoznaje jezik L™, tj. da za svaki u € X* vazi
uel® o 686l uynt® £0.

Neka je u = e. Akoje 6%(68,u)N 7B £ 0, odnosno o® N 78 # 0, tada je ag € 75,
§toznatidaeeL, pajeu=eeLCL™). Obratno, akoje u =e € L), to se moZe
desiti samo ako je e € L, 3to je ekvivalentno sa ag € 78, pa u ovom slucaju
dobijamo daje 6%(c®,u) N8 = 0¥ N 18 = {ay} # 0, 5to je i trebalo dokazati.

Uzmimo daljedajeu #e. Tadajeu =x1x2---x, ,zan € Nixy, xo,..., x5, € X,
paje dalje

6%(a®,u) = B,

pri Cemu je

B1=0%(0%,x1), B2 =% (B1,x2), ..., Bu =0 (Bt xn).
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Neka je 6808, u) N8 # 0. Oznatimo sa mq,my, ..., my, sve brojeve iz skupa
{1,2,...,n} za koje je B, N T8 # 0, za 1 <i <k, pri demu je my < myp < -+ < my.
Sigurno je da postoji bar jedan broj sa takvom osobinom, jer je po pretpostavci
BnNTB =068(08,u) N8 # 0 ijasno je, takode, da je my = n. Indukcijom éemo
dokazati da za svakii, 1 <i<k, vazi

ﬁmi = {6A(a01x1 e xm,')/ 6A(a0/xm1+1 e xm,')/ oo /6A(a0/xm,'_1+1 e xmi)rﬂo}
ixg-xm € LULPU---LT.

Zaista, kako je gjN 18 =0, za 1 <1< my, to je f; = {6 (a0, x1---x7)}, dok iz
Bm, N8 # 0 dobijamo da je

6B(GB/-X1 o ’xml) = 6A(6A(a01x1 o ’xml—l)/xml) € TB/
Sto znaci daje

ﬁml = {(5A(a0,x1---xm1),a0} i X1 Xmy eL/

te za p1 pretpostavka vazi.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki j takav da je 1<j<i<k, i
dokazimo da vaZi i za i+ 1. Obzirom da je fjN 18 =0, za m; <1< myq,
prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je

ﬁl = {6A(a0/x1 o 'xl)/(SA(HOIxm1+1 o ‘X[), .. '/6A(a0/xmi_1+1 o 'xl)/éA(aO/xmi o 'Xl)},
dok iz B, N8 # 0 sledi da je ili
B/ B A(sA B
07(07,x1 Xy, ) = 07 (6" (a0, X1+ Xy 1 -1), Xy, ) €T,
ili je
B¢ B A(sA B
6 (0 /xmj+1 o 'xm,'+1) = 6 (6 (aO/xmj+1 o 'xmi+1—1)1xm,~+1) €T,
zaneki j, 1 <j <i, pri ¢emu u oba slucaja vazi
B = {6%(ag,x1 - - 54 v
miy] — 0,X1 xm,~+1 )/ (aOIxWI1+1 xm,~+1 )/ (aO/xmi+1 xmi” )raO}'

Sa druge strane, X1 -+ Xy, € L1Xy 41 Xm;,, € L, pa prema indukcijskoj pre-
tpostavci imamo da je

xl---xmjeLULZU---ULj,
Sto znadi da
X1+ X, € (LUL2U-+-UL))- LS [2ULPU-- UL C LUL?U--- UL,

Sto je i trebalo dokazati. Prema tome, zbog ¢injenice da je my =1, sledi da je
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U=X1X0: Xy eLUL?uU.---ULfkcL™,

Obratno, uzmimo da je

uel® = ULk.

keN

Tada se u mozZe predstaviti u obliku u = ujuy ---uy , zanekik € Ninekeu; €L,
1<i<k Jasnodajek<ni

U =X1 "Xy, U2 =X 41 " Xy Uk = X1 " Xy,

za neke my,my,...,m; € N takve daje 1 <my <my <--- <my = n. Indukcijom
¢emo dokazati da za svakii € {1,...,k} vaZiag € By, i fm; N 8B £0.
Zaista, za proizvoljan /, takav da je 1 </ < mj, imamo da je

8% (0P, x1 - x)) = (6 (a0, x1 -+ x121), %) € By,
dok iz x1 -+ xm, = u1 € L dobijamo da je

54 (6Mao, x1 Xy 1), %my) = 6B (P, x1 xy) € TP,
Sto znadidaje ag € B, 168(08,x1+ xpm,) € By N T, paje 6B(a®, x1 -+ xmy ) N TP #
PDzai=1.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za sve j za koje je 1 < j <i <k, i dokazimo
davaziizai+1. Zaista, iz pretpostavke da je a9 € f;;; imamo da je

6B(GB/xmi+1 o ’Xl) € ﬁll

za svaki |, takav da je m; <1 <mj1, dok iz xp;. 41+ X, = tix1 € L dobijamo
daje

6A(6A(a0/xmi+1 o 'xm,»+1—1)/xmi+1) = 6B (GB/xmi+1 e xmi”) € TB-

. sB(5B B
Dakle, ag € B, 1 6°(0°, X1+ Xmyyy) € By VT
Imajuéi u vidu da je my = n, ovim smo pokazali da je

8B (a®,uyn? = it ntt#0,

¢ime je zavrsen dokaz raspoznatljivosti jezika L. Raspoznatljivost jezika
L® sledi na osnovu Teorema 6.1.1.1 6.1.3., jer je L®) = L™ U fe}. |

Primer 6.1.11. Neka je datjezik L = {xy}. Lako se proverava da je minimalni
automat Ay, koji ga raspoznaje predstavljen grafom
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Xy

Nedeterministi¢ki automat koji raspoznaje jezik L™ = {(xy)"|n € N},
prema prethodnoj teoremi moZe se predstaviti slede¢im grafom:

6.1.4. Lema o napumpavanju

Vazno svojstvo raspoznatljivih jezika bi¢e predstavljeno narednom teore-
mom. Jezik koji nema svojstvo “napumpavanja” ne mozZe biti raspoznatljiv.
Medutim, postoje jezici koji nisu raspoznatljivi, a imaju ovo svojstvo, te je
vazno zapamtiti da teorema vaZi samo u jednom smeru, odnosno, da je
mozZemo koristiti samo da pokaZemo da jezik nije raspoznatljiv.

Teorema 6.1.12. (Lema o napumpavanju.) Neka je L C X* beskonacan raspo-
znatljiv jezik. Tada postoji broj n € N takav da svaka re¢ u € L duZine |u| > n moZe
biti zapisana u obliku u = vywvy, pri Cemu vaZi:

(@) v, eX iweX*;
(b) [orw| <n;
(c) viw"vy € L, za svaki m € INO.

Dokaz: Nekaje A = (A, X,6%,a9,74) konatan automat koji raspoznaje jezik L.
Neka je n = |A| broj stanja automata A. Uzmimo proizvoljnu re¢ u € L duZine
|u] > n, i predstavimo je u obliku

u:xlxz...xk,

gdejekeIN,k>n,ixy,xo,...,xx €A. Zai€(l1,2,...,n}nekajea; = 0 (ao, x1--x;).

Kako je prema pretpostavci k > n, to se u nizu stanja ag, a1, ..., a bar jedno
stanje ponavlja. Uzmimo da je 4; prvo stanje u datom nizu koje se ponavlja i
neka je 4; prvo njegovo ponavljanje. Uo¢imo dajei >0, j—i>0i j<n,jer su,
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zbog nacina izbora stanja 4; i a;, stanja ag, a1, ...,a;-1 medusobno razlic¢ita. To
je prikazano na sledecoj slici:

w
01 (%]
ap a; = tl]' ay
Uzmimo sada da je
D ECRR akojei>1
17 e akojei=0"

W= Xiy1°"Xj,

o= ] XX akoje j<k-
27 e akoje j=k

Jasno da vazi (a) i (b). Takode, kako imamo da je
=ot@m),  @w=ei=a 1 0Majv)=a=06"auer",
to za proizvoljan m € N? imamo da je
6 (a0, 010""02) = 6 (a;, "' 02) = 6 (a;,02) = ' (aj,v2) € T4,
$to znadi da je v1w™ v, € L. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Pomenuli smo da se Lema o napumpavanju moZe uspesno koristiti
za dokazivanje neraspoznatljivosti jezika, §to ¢emo predstaviti slede¢im
primerom.

Primer 6.1.13. Vratimo se, jo$ jednom, na jezik L = {x"y"|n € IN}, za koji
smo pokazali da ne moZe biti raspoznat kona¢nim automatom. Koristeéi
Lemu o napumpavanju, pokaza¢emo jos jedan nacin, kojim se moze dokazati
neraspoznatljivost jezika L.

Ukoliko bi L bio raspoznatljiv, onda bi postojao broj n € N za koji vaze
uslovi Leme o napumpavanju, pa bire¢ u = x"y" mogla biti zapisana u obhku
u =0vwvy. U tom slucaju biiz [vjw| < nsledilodajevy =x', w=x/iv, = x* vy,
pric¢emuijei+j+k<n,i,k>01ij>1, pabismoimalidaje

Xyt = u =010 v, = xiadky" = xRy,
pri ¢emu je i+k < n, $to nije moguce. Prema tome, jezik L ne moze biti
raspoznatljiv.
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6.2. Regularni izrazi i Teorema Klinija

U prethodnoj glavi dali smo karakterizaciju raspoznatljivih jezika nad
monoidom X* preko kona¢nih deterministickih automata i preko relacija
glavne (sintaksicke) kongruencije i glavne desne kongruencije na X*. Lema o
napumpavanju nam obezbeduje alat kojim moZemo utvrditi da jezik nije
raspoznatljiv. U ovom odeljku ¢emo dati karakterizaciju raspoznatljivih
jezika u terminima regularnih izraza.

Regularni jezici (ili regularni skupovi) nad alfabetom X definisu se rekurzivno
na slededi nacin:

(1) Prazan skup 0 je regularan jezik.
(2) Za svako slovo x € X, {x} je regularan jezik.
(3) Ako su Ly i L, regularni jezici, onda su Ly ULy, L1L; i L] regularni jezici

Prazan jezik i jednoelementni jezici se nazivaju elementarnim jezicima.
Dakle, klasa regularnih jezika predstavlja najmanju klasu jezika koja sadrzi
elementarne jezike i zatvorena je za operacije unije, mnoZenja i Klinijevu
zvezda operaciju.

Da bi pojednostavili predstavljanje regularnih jezika koristimo regularne
izraze nad alfabetom X na slede¢i nacin:

(1) 0 je regularan izraz koji predstavlja prazan skup.

(2) eje regularan izraz koji predstavlja jezik {e}.

(3) Za x € X, x jeste regularni izraz koji predstavlja jezik {x}.

(4) Akosur, ir, regularniizrazi koji predstavljaju jezike Ly i Ly, redom,
onda su (rL1)+ (rLZ) (ili (rLl)U (rLz)), (rLl)(rLz) i (rL1 )" regularni izrazi koji
predstavljaju Ly ULy, L1L; i L}, redom.

Da bi smanyjili broj zagrada u regularnim izrazima dajemo prioritet nekim
operacijama:

(1) Zvezda operacija ima prioritet nad unijom i konkatenacijom.

(2) Konkatenacija ima prioritet nad unijom.

Jednostavno se pokazuje da operacije + (operacija unije) i - u regularnim
izrazima zadovoljavaju distributivni zakon: Za proizvoljne regularne izraze
11,72 1§ vazi

s(rq + 1) =srq +sry,
(r1 +1)s =ris+1s.

Dakle, jezik L je regularan ako moZe biti predstavljen nekim regularnim
izrazom r,. Naredna teorema nam ukazuje na moguénost da isti regularan
jezik predstavimo razli¢itim regularnim izrazima, odnosno ukazuje na to da
regularna reprezentacija jezika nije jedinstvena.

Teorema 6.2.1. Svaki regularan jezik moZe se predstaviti reqularanim izrazom u
disjunktivnoj normalnoj formi r1 +ry + -+ 1y, u kome ni jedan r;, zai=1,2,...n
ne sadrZi operaciju "’ +"'.
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Dokaz: Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po sloZenosti regularnog jezika.
Jezik L = () sadrZi regularan izraz () u disjunktivnoj normalnoj formi. Za
proizvoljno slovo x, jezik L = {x} ima regularan izraz x u disjunktivnoj no-
rmalnoj formi.
Pretpostavimo da jezik L, sadrZi regularan izraz r; + 1o +--- + 1, u disju-
nktivnoj normalnoj formi i jezik L, sadrZi regularan izraz sy +s,+:--+5s, u
disjunktivnoj normalnoj formi. Tada

(i) jezik L1 U Ly sadrzi regularanizraz r{ + 1o+ + 7 +51 +52+ - +5y.
(ii) L1Ly ima regularan izraz

(iii) L] ima regularan izraz (02 1) = (rir5-++13)" (jednostavno se pokazuje).

Odavde je jasno da svaki regularni jezik moze biti predstavljen regularnim
izrazom u disjunktivnoj normalnoj formi. |

Teorema 6.2.2. Dokazati da nad svakom azbukom X postoji neprebrojivo mnogo
neregularnih jezika.

Dokaz: Kako je X # 0, skup X* je beskonacan, pa je skup svih jezika nad
monoidom X*(skup svih podskupova od X*) neprebrojiv, tj. ima 2% jezika.
Sa druge strane, regularnih izraza nad kona¢nim skupom X ima samo pre-
brojivo mnogo. Tako postoji neprebrojivo mnogo jezika nad X koji se ne
mogu predstaviti regularnim izrazom. O

Regularan jezik L predstavljen regularnim izrazom r oznaci¢emo sa L(r) i
jezik L je u tom slucaju interpretacija reqularnog izraza r.

Pokazacemo sada, da su regularni jezici raspoznatljivi kona¢nim automa-
tima i obratno, da se svaki raspoznatljiv jezik moZe predstaviti regularnim
izrazom.

Neka je dat konacan deterministi¢ki automat A = (4, X, 6A,a1,TA), stanja
a,b e Airetue X" takva daje 64 (a,u) = b. Ako je u slovo ili prazna re¢, tada
kazemo da re¢ u prevodi automat A direktno iz stanja a u stanje b, a ako je
U =x1-Xy, zanekimeN1ixq,xg,...,x, € X, tada kazemo da re¢ u prevodi
automat A iz stanja 4 u stanje b preko niza medustanja

6 a,x1), Ma, x1x2), ..., 5@, x120 -+ Xp1).

Posto je automat A konacan, njegova stanja se mogu svrstati u kona¢an niz,
tj. skup stanja A se moze zapisati u obliku A = {ay,4a5,...,a,}, zanekin € IN.

Uzmimo proizvoljne i,j € {1,2,...,n}. Sa Lg?) ¢emo oznacavati skup svih
redi iz X* koje automat A prevode direktno iz stanja 4; u stanje 4;. Jasno,

proizvoljan element iz Lg) jeili praznarec¢ilinekoslovo. Dalje, zak€{1,...,n},
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©
1

ili direktno, ili preko medustanja koja pripadaju skupu {ay,a2,...,ax}.

sa L’ ¢emo oznacavati skup svih reci iz X* koje prevode stanje 4; u stanje a;

Teorema 6.2.3. Neka je A = (A,X,éA,al,TA) konacan automat sa n stanja. Inda
za proizvoljne i, j,k € {1,2,...,n} vaZi sledeéa rekurentna formula:

®) _ k=1 k1) (7 =1\ 1)
L =LV ULy (L5™) L. (6.4)
Dokaz: Oznacimo sa K desnu stranu jednakosti 6.4.
Najpre ¢emo dokazati da je K€ Lg.(). Uzmimo proizvoljnu re¢ u € K. Ako
jeuc€ Lg(_l), onda jejasno daje u € Lg.(), Sto i treba dokazati. Neka je

(k=1 (7 (k=1)\*) 1 (k-1
uely (ka ) ij :

. . - ~1) . —1\®) .
Tada je u = uyupuz, gde je ug € Lg: 1), us € LI((’; Dy Uy € (LI((]I‘< 1)) , §to znadi da

L - . . k-1
jeili up =e, ilije up =vy---vy, za neki m € N i neke vy,...,0, € L](Ck ). Sada
imamo da je

Majm) =ay, Magur)=ay, Magus)=a; i a,u)=aj.

Jasno, sva medustanja u prelazima iz a; u ai sa uy, iz ay u ax sa up iiz a u a;
sa u3, ako ih ima, pripadaju skupu {ay,...,ar_1}, dok se, u prelazuiz a; u a; sa
u, osim njih, javlja i ar kao medustanje. Ovim smo dokazali da u € Lgf), sto
®,

g

Obratno, uzmimo da je u € Lg.(). Ako a; nije medustanje u prelazu iz a; u

znatidaje KCL

aj sa u, tada je u € Ll(?_l) C K. Uzmimo da je a; medustanje u tom prelazu.

Tada je jasno da je u € X*, odnosno u = x1x2--- Xy, , za neki m € N i neke
X1,X2,...,%n € X. Neka su s1,...,5¢, 1 <t <m, svibrojevi iz skupa {1,2,...,m}
za koje vazi

A
o (ai/xl o 'xS[) = Ak,

1<I<t pritemujes) <sy<--- <s.
Prema gornjoj pretpostavci, postoji bar jedan takav broj. To je prikazano
na sledecoj slici:

Uz

Ui us
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Neka je
Xe+1 " Xs, zat>1
Ul =X1Xsy, U2 = 1 U3 = X411 Xm
e zat=1
Jasnodajeu; € LE’;_D iuze LI(:;_D. Akojet=1,odnosnou, =e¢, tadaneposredno

dobijamo da je
- —1\® (k-
U =ujuruz € Lz(lk( D (Ll(c];( 1)) L](!; D CK.

Uzmimo daje t > 1, odnosno da je up = xg, 41" X,
Tada se 1, moze zapisati u obliku up =v1---v4_1 ,gdezal <I<t-1vazi
U] = X411+ Xs,,, - Odavde je jasno da

V1,00, V-1 € L(k Y,
« . . (k=1)\*)
Sto dokazuje daje up € (L ) . Prema tome, imamo da je

k— =1)\® - (k=
U =ujuruz € Lz('k 2 (L]((k 1)) L]((]. b CcK

Dakle, dokazali smo da je Ll(.;() C K. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. m|

Veza izmedu regularnih i raspoznatljivih jezika data je ¢uvenom Klini-
jevom teoremom:

Teorema 6.2.4. (Teorema Klinija.) Jezik L € X* nad konacnim alfabetom X je
raspoznatljiv ako i samo ako se moZe predstaviti reqularnim izrazom.

Dokaz: Nekaje Lraspoznatljivijezikinekaje A=(A,X, 5, a4, TA) konadan au-
tomat sa 7 stanja koji raspoznaje L. Akoje A ={ay,az,...,a,}i T = {as,,...,as,},
zaneke sy,...,sm €1{1,2,...,n}, tada imamo da je

L={ueX|6"ay,u) e ULlsk

Koris¢enjem rekurentne formule 6.4, za svakik € {1,...,m}, jezik L _se moze

dobiti iz elementarnih jezika oblika Lg?), koriééenjem samo operac:l]a unije,

proizvoda i zvezda operacije, koje se jedine javljaju u 6.4, kona¢no mnogo
puta. Prema tome, i jezik L se moZe dobiti iz elementarnih jezika upotrebom
samo operacija unije, proizvoda i zvezda operacije kona¢no mnogo puta.
Dakle, L je regularan jezik.

Obrat sledi neposredno iz Teorema 6.1.1.,6.1.3., 6.1.8.1 6.1.10. |
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Primer 6.2.5. Neka je automat A = (4, X, (5A,a1,TA) dat grafom

i neka je L jezik raspoznatljiv automatom A. Imamo da je

10 _1@,,1Q(7@\" 0 _;@ \® ;@) _
L=Lj; _L13UL132 gL33) L3, _(L)la({e}U(L33) L33)—
_@ @\ _ ;@ (1 @)\*
=L, <{e} U (Laa) ) =Lj3 (Las) ’
pri Cemu je
<2> <1> OO\ <2> <1> @ (; O\ @
LY =G uLQ(LY) L5 i LY =Ly uL{(LY) LS.
Kako je

L=1Qur® <L<0>)<*> L9 = (e L9 (L ))<*>)L<0>

13
:({e}U(L( ))(*))L(O) (L(O))(*)L(w) {x, e}(*)y x'y
L(l) L(O) L<0><L(0>)<*> L(O) (L(m)() L(O)—x 0=0
L(l) L<0>(L<0>) {x,e}Uyx-0 = {x,¢}
L(l) L(O)<L(O)) =QUyx'y=yx"y
L(l) L(O) L(0)<L<0>) L(O) e} Uty
L(l) L(O) L<0><L(0>)<*> L(O) HUyx-0=x),

toje L%) =x"yi L%) = {e}Uyx" Uxix,e}Dyx'y = {e} Ux'yX®y, odakle je

L= x*y({e} U x*yx*y)(*) = x*y(x*yx*y)(*)

Poslednji izraz daje nam regularno predstavljanje jezika L.

6.3. Jezici generisani regularnim gramatikama

Podsetimo da smo gramatiku G = (V, X, 1) nazvali regularnom gramatikom
ako svako njeno pravilo ima ili oblik
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a— pp, (6.5)
gdesua,feV-XipeX™,ilioblik
a4, (6.6)

gdejea € V-Xige X", kaoidasmojezike generisane ovakvim gramatikama
nazivali regularnim jezicima.

Glavni cilj ovog odeljka je da pokaZemo jednakost klase jezika generisanih
ovim gramatikama i klase jezika predstavljenih regularnim izrazima, odakle
i poti¢e njihov zajedni¢ki naziv.

Teorema 6.3.1. Jezik L C X" nad konacnim alfabetom X je reqularan ako i samo ako
je generisan gramatikom G = (V, X, ) ¢ije svako pravilo je ili oblika

a — xB, (6.7)
gdesu a,peV—-XixeX,ilije oblika

a—e, (6.8)
gdejeacV-X.

Dokaz: Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, ) neka regularna gramatika i
o € V- X. Konstruisa¢emo novu gramatiku G’ = (V’, X, ) na taj nacin sto
¢emo pravila iz 7 oblika (6.5), za |[p| > 1 zameniti nizom pravila oblika (6.7),
a pravila oblika (6.6), za |g| > 1, pravilima oblika (6.8), pri ¢emu ¢emo uvesti
i neke nove pomoc¢ne simbole. Naime, svako pravilo oblika (6.5), gde je
p=x1X2-Xy, zaneki n > 21 x1,x2,...,%, € X, zameni¢emo skupom pravila
oblika

a—x1&1, &1 > %28, ..., Enm1 = X, (6.9)

pri ¢emu nove pomoéne simbole &i,...,&,—1 dodajemo skupu pomoénih
simbola gramatike G. Sa druge strane, svako pravilo oblika (6.6), gde je
g=1v1Y2 - Ym, zameNiyy,vys,...,ym € X, zamenjujemo pravilima oblika

a—=yiny, 1= Y212, -, =1 = Ymlm, Mm — €, (6.10)

pri ¢emu nove pomocéne simbole 11,1,...,Mu dodajemo skupu pomoénih
simbola gramatike G. Jasno da je poslednje pravilo u (6.10) oblika (6.8), dok
su ostala oblika (6.7). Prema tome, pravila novodobijene gramatike G’ zado-
voljavaju uslove (6.7) i (6.8). Takode, svakom pravilu oblika (6.5) gramatike
G, za p = x1xp - X, u gramatici G’ odgovara izvodenje o éxlxz ---xpf, dok
pravilu oblika (6.6), gde je g = y1y2 - ym, u gramatici G’ odgovara izvodenje
a= y1y2---Ym- Prema tome, svakom izvodenju ¢ = w u gramatici G odgo-
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vara neko (duZe) izvodenje ¢ = w u gramatici G/, odakle dobijamo da je
L(G,0) C L(G',0).

Da bi dokazali obratnu inkluziju, krenu¢emo od re¢i w € L(G’,0). Ako
posmatramo gramatiku G” = (V’,X,nUn’), tada je jasno da je w € L(G",0).
Prema tome, re¢ w ima u gramatici G” izvodenje

o=w. (6.11)

Indukcijom po broju javljanja simbola iz V' -V u (6.11) dokaza¢emo da w
ima izvodenje iz 0 i u G. Ako u (6.11) nema simbola iz V' -V, tada je jasno

da 0= w u G. U suprotnom, prvo pojavljivanje simbola iz V' -V u (6.11)
zasnovano je ili na pravilu oblika

a— xlél/

nastalom iz pravila 7 oblika (6.5), njegovom zamenom sa (6.9), ili na pravilu
oblika

a— yim,

nastalom iz nekog pravila iz © oblika (6.6), njegovom zamenom sa (6.10).
U prvom slucaju, kako re¢ w ne sadrzi pomo¢ne simbole, a gramatika G
nema pravila oblika & — u, za u € X*, to jedini na¢in na koji se &; moZe
izgubiti u izvodenju (6.11) jeste da se £; zameni sa x2&;. Ista argumentacija
vaziiza&y,...,&y-1, panaisti na¢in dolazimo do zamene simbola &,,_1 sa x,,f3.
Prema tome, uizvodenju (6.11) mozZe se naciniz prelaza oblika (6.9), koji se u
gramatici G”” moZe zameniti prelazom a — x1x, -+ x,f8, pa broj pojavljivanja
simbola iz V' =V u (6.11) moze biti redukovan. Sli¢no, u drugom slucaju
izvodenje ukljucuje uzastopne zamene 17 sa 13, itd., do zamene 1,1 sa
YmNm, 1 svi ti prelazi mogu biti zamenjeni jednim prelazom o — y1y2-- Y u
G”.

U oba slucaja izvodenje (6.11) zamenjuje se drugim izvodenjem koje ima
manyji broj pojavljivanja simbola iz V’ — V. Odavde indukcijom dobijamo da
se to izvodenje moZe zameniti izvodenjem u kome nema simbola iz V' -V,
a to znacdi izvodenjem u G. Prema tome, w € L(G, 0), pa je L(G’,0) € L(G,0),
Sto je i trebalo dokazati. ]

Sada smo spremni da dokazemo teoremu koja uspostavlja jednakost medu
jezicima generisanim regularnim gramatikama i raspoznatljivim jezicima.

Teorema 6.3.2. Jezik L C X* nad konacnim alfabetom X je generisan regularnom
gramatikom ako i samo ako je raspoznatljiv.

Dokaz: Neka je L raspoznatljiv jezik i neka je A = (4, X, a9, 7 konadan au-
tomat koji raspoznaje jezik L. Posmatrajmo gramatiku G = (V, X, ), za koju
je V =AuUXiskup n pravila je zadat sa

a — x(6(a, x)) zasvea€A,xeA,

t—e zasvakiteT. (6.12)
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Dokazacemo da je L = L(G, ap).
Najpre ¢emo dokazati, indukcijom po duZini reci u, da za proizvoljne
a,be Aiue X vazi

a=ub & 5(a,u)=b. (6.13)

Prema (6.12), to vazi za sva slova. Uzmimo dalje daje u = x1x2---x,,zan >2
ix1,x,...,%; € X 1ipretpostavimo da (6.13) vaZzi za sve re¢i duZine manje od
n.

Ako je 6(a,u) = b, tada za c = 5(a,x1---x4—1) imamo da je a =1+ Xpo1C,
prema indukcijskoj pretpostavci, dok iz 6(c,x,) = b, prema (6.12) imamo da
je ¢ = xub pravilo iz ©, pa dobijamo izvodenje x1-- X;_1¢ = X1 Xp_1X,b.
Prema tome,

.
A= X1 Xy 1€ X1+ Xp_1Xnb = ub,

pa je dakle a=> ub.

Obratno, neka je a=> ub. Poslednji élan u ovom izvodenju mora biti oblika
w = ub, gde je w € V*, pri ¢emu ovo neposredno izvodenje dobijamo pri-
menom nekog pravila oblika ¢ — x(6(c,x)), za neke c € A i x € X. To znadi da
jew=pcqiub=pxc’q gdesup,gqeV*ic =0(c,x)€A. Iz ub=pxc'qg, kako je
beAiueX*, sledidajeq=e, ¢’ =bipx=u,paje dakle w = pc, pri temu je
p € X*ilpl <n.Sada iz a=w = pc, prema indukcijskoj pretpostavci dobijamo
daje 0(a,p) = ¢, odakle imamo da je

b=c"=06(c,x) = 5(8(a,p),x) = 0(a, px) = 0(a, u),

$to je i trebalo dokazati. Ovim smo dokazali da (6.13) zaista vazi.
Sada dobijamo da vaZzi

uel & 6(ag,u)=t, zanekiter,
& ag>ut, zanekiter, (prema (6.13))
& a>u, (prema (6.12)),

odakle dobijamo da je L = L(G,ap), §to je i trebalo dokazati.

Obratno, neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, ) regularna gramatika. Ne
umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti daje svako praviloili oblika (6.7) ili
oblika (6.8). Uzmimo daje A = V- Xiy'Ax X — 24 preslikavanje definisano
sa

y(a,x) ={B € Ala — xB je pravilo iz 7}, (6.14)

gdejea€ A=V -XixeX. Tadaje A= (A, X7y, 0 r1) nedeterministicki au-
tomat. Neka je, takode,

T={a€eAla — eje pravilo iz 7}.
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Dokazatemodazaa€Aiue X" vazi

oS ux © ae y(o,u). (6.15)
Za|u|=1,.zau =x € X imamo

o=>xa & 0— xajepraviloiz
& acy(ox),

$to je i trebalo dokazati. Uzmimo dalje da je u = xqx2--x,, za n > 2 1
X1,X2,...,%y € X, ipretpostavimo da (6.15) vazi za sve re¢i iz X* duZine manje
od n.

Uzmimo daje o =S ua = x1x2 - xpa. To znadi da je

*
O=> X1 Xpo1& X1+ Xp_1Xn0,

pri ¢emu je a’ — x,a pravilo iz . To znacdi da je a € y(a’,x,), dok sa druge
strane, prema indukcijskoj pretpostavciimamodajea’ € y(o,x1 -+~ xp, ). Prema
tome, imamo da je

aey(@,xy) SyY((o,x1--Xp-1),%n) = Y(0,Xx1---Xy) = y(0,14),

Sto je i trebalo dokazati.
Sa druge strane, uzmimo da je a € y(o,u). Neka je

Y(o, %17 Xn) = i,
gdeje

w1 =y(0,x1), po=y(U1,%2), -, Hn=V(n-1,%Xn).

Tadaje a =y(o,u) = uy, odnosno a € y(B,x,), zaneki € u,_1, $to prema (6.14)
znaci da je f — x,a pravilo iz 71, odakle dobijamo

X1 Xp—1f= X1 X1 XX = UA.

Takode, iz § € -1 = y(0,x1 - x4—1), prema indukcijskoj pretpostavci imamo
* * v .
da 0= x1---x,-1p. Prema tome, 0 = x; ---x,-1 = ua, ¢ime smo dokazali da

0= ua, a time i upotpunili dokaz za (6.15).
Sada imamo da vaZi

uel=LG,0) & o>u,
& o>ua, zanekiaer
& a€y(o,u), zanekiaet! (prema (6.15))
& y(ou)Nntd #0,

A

Sto znaci da automat A raspoznaje jezik L. Ovim je dokaz kompletiran. O
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Iz prethodne teoreme i Teoreme Klinija direktno sledi naredno tvrdenje

Posledica 6.3.3. Jezik L C X* nad konacnim alfabetom X je generisan nekom regu-
larnom gramatikom ako i samo ako moZe biti predstavljen nekim regularnim izrazom.

6.4. Reprezentacija regularnih izraza pomocu grafova

Jedan od nacina reprezentacije regularnih izraza je njihovo predstavljanje
pomocu grafova.

Usmereni graf je uredeni par G = (V,E), gde je V neprazan skup, Cije
elemente nazivamo ¢vorovima grafa, dok je E C V XV i njegove elemente
nazivamo granama grafa. Za granu (a,b) € E kazemo da polazi iz ¢vora a i
zavrSava se u b i kaZzemo da je usmerena grana grafa G. Prema tome, grana
(a,b) je izlazna grana za ¢vor a i ulazna grana za ¢vor b.

Petlja je grana koja i pocinje izavr$ava se u istom ¢voru, tj. koja je istovre-
meno i ulazna i izlazna grana za isti ¢vor.

Put u grafu predstavlja konacan niz grana ey, ey,...,e,, takav da za svaki
i€{l,2,...,n—1}, poetni ¢vor grane e;;1 jeste zavrsni ¢vor grane e;. Ciklus je
put koji pocinje i zavrsava se u istom ¢voru.

U dijagramu grafa G = (V,E) ¢&vor se obi¢no predstavlja krugom unutar
koga se piSe oznaka ¢vora, dok strelica koja pocinje u ¢voru a i zavrSava se
u ¢voru b predstavlja granu (a,b). Kako ponekad postoji vise takvih grana,
svakoj grani pridruzi¢éemo oznaku, tj. posmatra¢emo, tzv. oznacene grafove.
Formalno, grana u oznacenom grafu je trojka (a,x,b), gde suaib ¢vorovi, a
x je oznaka grane.

Postoji interesantan nacin za predstavljanje regularnih izraza ozna¢enim
grafovima pri ¢emu su oznake grana iz skupa XU {e}. Graf kojim se moZe
predstaviti dati regularan izraz r, u oznaci G(r), dobija se na slede¢i nacin:

1) Po¢injemo sa dva ¢vora-inicijalnim izavrsnimicrtamo granu, od inicijalnog
ka zavrsnom ¢voru, koju ozna¢avamo sa r.

2) Naredni postupak ponavljamo sve dok oznaka svake grane ne bude slovo
iz XU {e}:

Svaku granu koja ima oznaku r +s menjamo sa dve grane sa oznakama
ris.

Svaku granu sa oznakom rs menjamo dodavanjem novog ¢vora i dve
grane oznacene saris.

Svaku granu ¢ija je oznaka r* zamenjujemo novim ¢vorom i dodajemo
tri nove grane oznacene sa ¢,7,¢ kao na datoj slici.

3) BriSemo sve grane sa oznakom 0.
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O——0
O—=—0 > OC/\O

O—2—0 —> O——0—-0
O——0 > o;g;o

(R1) Graf reprezentacija G(r) regularnog izraza r.

Teorema 6.4.1. Neka je r reqularan izraz. Re¢ u pripada jeziku L(r) ako i samo ako
postoji put u grafu G(r) koji je oznacen sa u.

Dokaz: Primetimo da vaZi sledece:

Rec u € L(r) ako i samo ako postoji inicijalni ¢vor a1 i zavrsni g; i put medu
¢vorovima ay,dy,...a; grafa G takav da u € L(r1)L(r2)...L(rx—1), pri ¢emu je
r; oznaka grane (a;,4;41)zai=1,...,k—1.

Obratno, ako u € G(R) i ako pogledamo graf reprezentaciju (R1), onda
tvrdenje u € L(r) vazi za izraz u oblika x + y, xy, x*, gde su x, y slova ulaznog
alfabeta. Dalje, zbog nacina zamene broja grana i oznaka grana u grafu, koji
predstavlja dati izraz, tvrdenje ¢e vaziti i za izraze koji se dobijaju kombi-
nacijom i veéim brojem ponavljanja izraza ovog oblika. Zatim briSemo grane
sa oznakom 0, jer je L(D) = 0. Dakle, svaka grana je oznacena ta¢no jednim
simbolom iz X U {¢}, te u € L(r) ako i samo ako postoji put u G(r) ¢ija je oznaka
upravo u. a

Teorema 6.4.2. Neka je r reqularan izraz. Tada svaka e-grana (u,v) u G(r) koja je
jedinstvena izlazna grana nefinalnog cvora a ili jedinstvena ulazna grana neinici-
jalnog ¢vora b moZe da se skupi u jedan Cvor, pri Cemu se zadrZavaju sve osobine

grafa.

Dokaz: Da bi uodili zasto je moguce obrisati e-grane, pretpostavimo da je
e-grana (a,b) jedinstvena izlazna grana iz a, uz pretpostavku da a nije finalni
¢vor. Neka je G'(r) graf dobijen iz G(r) skupljanjem grane (a,b) u jedan ¢vor
c. Oznac¢imo sa 4; inicijalni, a sa a; finalni ¢vor, izmadu kojih je put oznacen
izrazom r. Pokazacemo da za svaki put m od a; do ax u G(r) postoji put 7’ iz
a1 ua; u G'(r) oznacen na isti na¢in kao 7 i obratno.

Neka je m put od a1 do a;. Ako put ne prolazi kroz ¢vor a, jasno je da
isti put postoji i u G’(r) i da su oznake nepromenjene. Ako 7 prolazi kroz a
delimo ga na dva puta, jedan od a; do prvog pojavljivanja ¢vora a i drugi,
od prvog pojavljivanja a do ax. Obzirom da je (4,)) jedina izlazna grana iz
a, drugi deo puta mora da pocinje ovom granom sa oznakom e. Skupljanje
grane (a,b) u jedan ¢vor ¢ ne menja prvi deo puta, dok skupljanje pocetka
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drugog dela puta u jedan ¢vor ¢uva oznake. Tako dobijamo put 7’ u G'(r)
koji ima iste oznake kakve ima i put 7 u G(r).

Obratno, neka je n’ put od a1 do a; u G’ (r). Ako put ne prolazi kroz c jasno
je da nije doslo do promene puta 7 iz G(r). Ako put prolazi kroz c, ozna¢imo
sa 1} prvideo puta od a1 do cisa 7, deo puta od ¢ do 4. Kako je (4,b) jedina
izlazna e-grana iz a, prva grana (c,x) u 7;, ako postoji, odgovara grani (b, x)
u G(r) (ili, ako je x = ¢, onda (c,c) odgovara (b, b)).

Takode, ako poslednja grana u 7] jeste (y,c), onda, ili postoji grana (y,4)
u G(r) ili grana (y,b) u G(r) koja ima istu oznaku kao (y,¢c). U prvom slucaju
menjamo ¢ na putu 7; granom (a,b), dok u drugom slucaju ¢vor ¢, jednos-
tavno, zamenjujemo ¢vorom b. Na ovaj nacin eliminisali smo pojavljivanje
¢vora ¢ u v’ bez promena oznaka.

Nastavljamo postupak sve dok ne eliminiSemo sva pojavljivanja ¢vora c i
dobijamo put 7t u G(r) sa istim oznakama. Na ovaj na¢in dobijamo put 7t koji
pocinje u a; i zavrSava se u ax. Ako c nije finalni ¢vor u G’(r) nismo promenili
poslednji ¢vor na putu 7', $to znadi da se i i ' zavr$avaju u istom ¢voru
ax. Ako je ¢ finalni ¢vor u G'(r), onda b mora da bude finalni ¢vor u G(r),
obzirom da je, prema pretpostavci, a nefinalni ¢vor. Ovim smo kompletirali
dokaz prvog dela zadatka.

Drugi deo tvrdenja pokazuje se dualno. O

6.5. Automati sa e-prelazima

U ovom poglavlju predstaviéemo klasu nedeterministickih automata sa e-
prelazima, u kojima postoji put izmedu stanja oznacen praznom recju e .
Graf prelaza e-automata je oznaceni graf koji predstavlja neki regularni izraz
7, pri ¢emu je jezik raspoznatljiv automatom interpretacija ovog regularnog
izraza, tj. L = L(r).

Nedeterministicki automat sa e-prelazima ili, jednostavnije, e-automat je ure-
dena petorka A, = (A¢, X, yAf,aAf,TAf), gde svi simboli imaju isto znacenje
kao u nedeterministickom slucaju osim prelaza

yAf cAe X (XU {e}) — 2%.

Dakle, jedina razlika izmedu ovih automata i nedeterministickih automata
je §to su dozvoljeni prelazi:

O——®

Ovakvi prelazi se nazivaju e-prelazi.
Put u e-automatu je niz prelaza iz stanja u stanje, od kojih je svaki oznac¢en
elementom skupa X U {e}. Re¢ (string) koja odgovara ovom putu je niz ovih
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oznaka redom. KaZemo da e-automat prihvata re¢ u ako postoji put iz nekog
inicijalnog stanja u neko zavrsno (terminalno) stanje, tako da konkatenacijom
njegovih oznaka dobijamo upravo re¢ u.

Za x € X i proizvoljne prirodne brojeve m,n € IN uvek vaZzi x = ¢"xe", te se
mozZe smatrati da je x re¢ kod koje slovu x predhodi proizvoljan broj, recimo
m praznih redi, a iza x sledi jo$ neki broj, na pr. n, praznih re¢i.

Ovu re¢ nazivamo e-ekstenzijom simbola x. Vrednost ove ekstenzije je x.
MoZemo definisati i e-ekstenziju reci u € X*, kao proizvod e-ekstenzija svakog
slova koje se javlja u reci u, redom.

Kazemo da e-automat A, prihvata re¢ u € X* ako neka e-ekstenzija od u
oznacava put iz nekog inicijalnog, do nekog terminalnog stanja.

Skup svih reci koje prihvata e-automat A, nazivamo jezik e-automata i kao
iobi¢no, s ozna¢avamo ga sa [A.].

Za stanje a € A,, definisa¢emo e-zatvorenje stanja a, u oznaci a¢, sastoji se
od stanja a i svih stanja do kojih se iz 2 moze sti¢i putevima koji su oznaceni
samo e-ovima.

Definis§imo e-zatvorenje skupa stanja A, kao uniju e-zatvorenja svih stanja
iz A.

acA,

Pre nego $to definiSemo prosirenu funkciju prelaza na e-automatu uveséemo
slede¢u oznaku kako bi pojednostavili pisanje

Y@, =Jrre.

beat

Proirena funkcija prelaza (u istoj oznaci) y¢ : A, X X* — 24¢ je jedinstvena
funkcija koja zadovoljava sledece uslove:
y4(a,e)=a;
ye(@,x) = (% (a,x))
Yre@ay= ] yMbw;
be(ye (@ x)°
zaa€A,xeXiueX".
Jasno je da se jezik raspoznatljv e-automatom moze definisati sa

&
7

[AN={ueX IyAf(a,u) Nt + 0 za neko a € o).

Nekaje A. = (A, X, yAe, g, t4¢) nedeterministi¢ki automat sa e-prelazima.
Definisimo nedeterministi¢ki automat

B = (B, X,y%, 0%, ),

na sledeéi naéin:
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B®=A,U({B}, pri Cemu je § ¢ A, novo stanje;

¥ = U{B);

TBc_{TAeUﬂ akojeee[A]
T u protivnom ’

Funlcija 5 : B¢ x X — 2P¢ je definisana sa:

YE(B,x) =0, zaxeXi

yBe(a,x) = (yAf(ag,x))g, zasvea€eAixeX.

Naredna teorema pokazuje da, za proizvoljan, konacan e-automat, postoji
njemu ekvivalentan nedeterministi¢ki automat.

Teorema 6.5.1. Neka je A, = (Ae, X, yAf,aAe,TAf) nedeterministicki automat sa e-
prelazima i B¢ = (B¢, X,y , 0% ,t5) odgovarajuci nedeterministicki automat. Ovi
automati raspoznaju isti jezik, odnosno [B°] = [A.].

Dokaz: Najpre ¢emo indukcijom dokazati da za svako stanjea€ Aiu e X*
vaZzi jednakost:

YE(@,u) =y (a,u).

Dokazujemo, dakle, da ova jednakost vazi za neprazne redi.
Za slovo x € X i stanje a € A vazi, prema definiciji,

VB (a,x) = (% (a5, %)) =y (a,x). (6.16)

Pretpostavimo da jednakost vaZi za sve u € X*, gde je |u| = n. Tada za v = xu
vaZziza

V@) =y @x= ] yFow. (6.17)
beyB (a,x)
Prema induktivnoj pretpostavci i prema jednakosti (6.16) imamo

Waeo= | Yew= {J rew,

beyB’ (a,x) beyAe(a,x)

=y (a,xu) = y*(a,v),

te jednakost vaZi za sve neprazne re¢i. Sada ¢emo pokazati da je [A.] = [ B°].
Primetimo najpre da

ee[A] & pe® o ee[B].

Ako ovo ne vaZi, posmatrajmo u € X*.
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Po definiciji u € [8°] ako postoji stanje a € 6% za koje je y5(a,u) N5 £ 0.
Kako je x # e stanje f nema nikakvu ulogu, pa moZzemo reéi da postoji a € o/
tako daje Y& (a,u) N7 # 0. Kakoje v5 (a,u) =y (a,u) vazi yA<(a,u) Nt # 0,
pau €Al

Kako svuda vaZziiobratna implikacija, vaziiinkluzija na drugu stranu, pa
imamo da u € [8°] ako i samo ako u € [(Ac], sto je i trebalo dokazati. Ovim
je dokaz kompletiran. ]

Jednostavno se pokazuje da je za svaki regularan izraz r mogucée konstru-
isati nedeterministicki e-automat A, sa jednim inicijalnim stanjem, takav
da je [A.]l = L(r) i obratno. Ovo je vaZno, jer predstavlja jos jedan dokaz
Klinjjeve teoreme.

6.6. Zadaci

6.6.1. Konstruisati automat koji raspoznaje jezik L = Ly + L,, gde je jezik
Li=yxtily=x'y".

6.6.2. Konstruisati automat koji prihvata one reci koje pocinju sa x i iza
svakog x je obavezno bar jedno y.

6.6.3. Konstruisati automat koji raspoznaje jezik L = x*(xy + yx).

6.6.4. Dokazati da, iz raspoznatljivosti jezika L kona¢nim automatom, sledi
da je raspoznatljiv ijezik L; = {uv | vu € L}.

6.6.5. Dokazati da ako je jezik L raspoznatljiv kona¢nim automatom, onda
je raspoznatljiv i jezik

Li={ueX'|(AveX")|ul =v|, uvelL}.

Nl

6.6.6. Dokazati da jezik L = {a”|p je prost broj} nije raspoznatljiv.
6.6.7. Da li je raspoznatljiv jezik L = {u € X*||uly < |ul,}?
6.6.8. Ispitati raspoznatljivost jezika
L = {u € {0,1)*|u je binarni zapis broja (2¥*! —1)?, za prirodan broj k}.

6.6.9. Ispitati raspoznatljivost jezika L = {x*"yz*"|n € N}.

6.6.10. Naci jezik automata sa slike:



Glava 7
Kontekstno-nezavisni jezici

Kontekstno-nezavisni jezici uvedeni su u radovima Comskog [16, 17] sa na-
merom da posluze kao formalizacija gramatickih svojstava prirodnih jezika,
ali su se veoma brzo pokazali kao veoma pogodni za formalno opisivanje
sintakse programskih jezika i nasli znacajne primene kod definisanja progra-
mskih jezika, u sintaksnoj analizi jezika i konstrukciji kompajlera. Te primene
dovele sudorazvoja teorije kontekstno-nezavisnih jezika kaojedne od najzna-
¢ajnijih oblasti Teorije formalnih jezika.

Kontekstno-nezavisni jezici se mogu definisati na vise razli¢itih, medu-
sobno ekvivalentnih nacina. U Glavi 2, mi smo ih ve¢ definisali kao jezike koji
se mogu generisati kontekstno-nezavisnim gramatikama. Kako su pokazali,
nezavisno jedni od drugih, Comski i Sucenberger (Schiitzenberger) [19] i
Ginsburg i Rajs (Rice) [49], kontekstno-nezavisni jezici se mogu definisati i
kao komponente najmanjeg reSenja sistema polinomialnih jednacina, odakle
potice i naziv algebarski jezici pod kojim se sre¢u u nekim izvorima. Treci
vaZan na¢in zadavanja kontekstno-nezavisnih jezika je njihovo generisanje
potisnim automatima, matemati¢kim modelom uvedenim u radu Sucen-
berger [99].

Glavna tema ove glave je dokaz ekvivalentnosti koncepata generisanja
jezika kontekstno-nezavisnom gramatikom i raspoznavanja jezika potisnim
automatom, koju su prvi dokazali Comski [18] i Evij (Evey) [40]. U prvom
odeljku ove glave prikazuju se neke osnovne osobine kontekstno-nezavisnih
gramatika i jezika, u Odeljku 7.2 i 7.3 se dokazuje da se svaka kontekstno-
nezavisna gramatika, udaljavanjem e-pravila i trivijalnih pravila, svodenjem
na formu ¢iste gramatike i gramatike u Normalnoj formi Comski, moZe svesti
na gramatiku jednostavnije forme koja raspoznaje isti jezik, a u Odeljku 7.4
se dokazuje veoma korisna Lema o napumpavanju za kontekstno-nezavisne
jezike. Potom u odeljcima 7.5, 7.6 i 7.7 uvodimo pojam potisnog automata,
tj. automata sa potiskuju¢om memorijom (stekom), pojmove raspoznavanja
jezika skupom stanja potisnog automata i raspoznavanja jezika praznim
stekom, dokazujemo ekvivalentnost ta dva nacina raspoznavanja, i konac¢no,
dokazujemo glavnu teoremu ove glave koja kaZe da je jezik kontekstno-
nezavisan ako i samo ako se moZe raspoznati nekim potisnim automatom.

247



248 7 Kontekstno-nezavisni jezici

7.1. Kontekstno-nezavisne gramatike

Podsetimo se da smo gramatiku G = (V, X, ) nazvali kontekstno-nezavisnom,
ako je svako pravilo iz  oblika @ — p, gdeje @ € V- Xip € V*. Jezike gener-
isane ovakvim gramatikama nazvali smo kontekstno-nezavisnim jezicima.
Ovde ¢e biti re¢i o osnovnim osobinama kontekstno-nezavisnih gramatika i
jezika.

Najpre ¢emo dokazati jednu teoremu koja je u izvesnom smislu obrat
Teoreme 2.3.3., i vazi kod kontekstno-nezavisnih gramatika.

Teorema 7.1.1. Neka je G = (V, X, i) kontekstno-nezavisna gramatika i
Wy Uy =0 (7.1)

je izvodenje u G, za uy,uy,...,u,,v € V*. Tada se v moZe zapisati u obliku v =
V102 Vy, 24 V1,02,...,0y € V¥, tako da vaZi

* * *
U1=01, Up=>T2, ..., Uy =Ty, (7.2)
pri emu vazi

(i) nijedno od izvodenja iz (7.2) nije duZe od izvodenja (7.1);
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenjima iz (7.2) nalaze se medu pravilima koja
se koriste u (7.1).

Dokaz: Jasno je da je tvrdenje teoreme dovoljno dokazati za slucaj n = 2.
Dokaz ¢e biti izveden indukcijom po duZini izvodenja u;1, = v. Uzmimo

najpre da je izvodenje 111 = v duZine 1, tj. da je neposredno izvodenje. Tada
je ono zasnovano na pravilu oblika © — w, gde je u € V-Xiw € V*, sto
znadi da je ujup = puq i v = pwq, za neke p,q € V*. Jasno je da je pu podrec
od uy, ili je ug podre¢ od uy. Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti
da je pu podrec¢ od u1. Tada je u; = puriruy = g, za neki r € V*. Ako stavimo
da je v = pwr i vy = up, tada imamo da je u; = vy, prema pravilu u — w,
Uy = vy, pri Cemu je jasno da se radi o izvodenjima duZine ne vece od 1, i
V10 = pwrup = pwq = v, $to je i trebalo dokazati.

Uzmimo dalje da je izvodenje u; 1, = v duZine m > 11 da tvrdenje teoreme
vaZi za svaizvodenja duzine manje od m. Neka je 1 up = w prvikorak u ovom
izvodenju. Prema napred dokazanom za neposredna izvodenja, w = wiw;,

za neke wy,wy € V7, pri ¢emu su ug Swy iUy =w, izvodenja duzine ne vece
od 1. Sa druge strane, iz w = wyw; = v, prema indukcijskoj pretpostavci,
imamo da je v = v1v,, za neke vy, v, € V*, pri éemu postoje izvodenja w; = vy i
W, = vy, duZine manje od m, u kojima se koriste samo pravila koja se koriste
iuizvodenju wiw; = 7. Prema tome v = U107 1

* * . * *
UI=DW1=01 1 Up=>Wr=>7)
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su izvodenja duzine ne vece od m, $to je i trebalo dokazati. |

Posledica 7.1.2. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika i neka je
* . . . . . . .
wwuy = v izvodenje u G, za uy, up,v € V*iw € X*. Tada se v moZe zapisati u obliku
* . *
U = 0 Wy, za V1,02 € V¥, tako da u1 = v1 i upy = 0o,

Dokaz: To sledi iz Teoreme 7.1.1. i ¢injenice da za w € X* postoji izvodenje
w=w', w € V*, ako i samo ako jew =w. |

Dalje ¢e biti reci o zatvorenosti klase kontekstno-nezavisnih jezika u od-
nosu na neke operacije na jezicima.

Teorema 7.1.3. Neka je X konacan alfabet.

(a) ako su Li,Ly € X* kontekstno-nezavisni jezici, tada su takvi i jezici Ly ULy i
L1L,.
(b) ako je L C X* kontekstno-nezavisan jezik, tada je takav i jezik L*).

Dokaz: (a) Zaie€ {1,2}, neka je L; = L(G;, 0;), za neku kontekstno-nezavisnu
gramatiku G; = (V;, X, 71;)i0; € V;— X. Ne umanjujudi opstost dokaza moZzemo
uzeti da je (V1 — X) N (V2 — X) = 0. Konstruisimo gramatike

Gu=WVuyXmny) i Gp=(VpX mp)
sa

Vu=Vp=V1UV,U{d}, gde c¢ ViUV,
ny=mUmpU{o — 01,0 — 02},
mip =11 UTtp U{o — 0103).
Dokazac¢emo da je Ly ULy = L(Gy,0) i L1Ly = L(Gp,0).
Neka je w € L1 ULy. Tada je w € L; ili w € Ly, $to znaci da o1 éle ili

02 =*>G2 w, odakle dobijamo o =*>Guw ili o9 :*>Gu w, jer gramatika Gy obuhvata
obe gramatike G i G;. Kako 0 = 01 i 0= 02, to u oba slucaja dobijamo da
o =*>Gu w. Prema tome, w € L(Gy,0), ¢ime smo dokazali L1 U L, C L(Gy, 0).

Obratno, neka je w € L(Gy,0), tj. o :*>Gu w. Prvi korak u ovom izvodenju
mora biti ili o =, 01 ilio =5, 02/ tj. imamo

* . *
0,017, W ili o =5, 02 =, W-

Medutim, iz definicije gramatike G je jasno da izvodenje o1 =*>Gu w, odnosno

* .o PR .
02 =;,, W, ako postoji, mora biti izvodenje u Gy, odnosno G,. Prema tome

* oy *
01 =, W ili 02 =, W,
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odakle sledi da je w € Ly ULy, $to znaci da je L(Gy,0) € L1 U Ly. Ovim smo
dokazali daje L1 ULy = L(Gy, 0).

Uzmimo w € L1L,. Tada je w =uv, zaneke u € L1 i v € Ly, tj.
. ) .
01> U 1 02,7,
a kako gramatika Gp obuhvata obe gramatike G; i Gy, to je
01 :*}'Gp u i op :*}'Gp 0.
Odavde prema Teoremi 2.3.3. dobijamo
0102 éGP uv=1w,
paje, prema tome,
o =>GP 0102 £>GP w,

$to znadi daje w € L(Gp, 0}, ¢ime smo dokazali da je L1L, € L(Gp,0).
Obratno, uzmimo w € L(Gp, 0). Tada postoji izvodenje a=*>GP w, Ciji prvi

korak moze biti samo o =*>Gp 0102, odakle sledi da postoji izvodenje

*
0102 =~ W.
102 Gp

Odavde, prema Teoremi7.1.1., sledi daje w = uv, zaneke u,v € X*,ida postoje
izvodenja

* . *
01 =>GPM 1 02=>GPU.

Jasno je da je prvo od ovih izvodenja ustvari izvodenje u Gy, a drugo je
izvodenje u G,. Prema tome, dobili smo daje u € L1, v € L, i w = uv, $to znaci
daje w € L1Ly, ¢ime smo dokazali da je L(Gp,0) C L1L,. Dakle, dokazali smo
da je L1L2 = L(GP,G).

(b) Uzmimo da je L = L(G, 0), za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku
G = (V,X,n) ineki 0 € V - X. Konstrui$imo gramatiku G’ = (V’, X, ) sa:

V'=VU{d'}, gded’ ¢V, i 7' =nU{c’ > a0 —e,

i dokazzimo daje L C L(G’,d").
Najpre ¢emo indukcijom dokazati da je L" C L(G’,0”), za svakin € N°. Za
n =0, to tvrdenje vaZzi zbog prisustva pravila ¢’ — e u n’. Za proizvoljnu re¢

. * . * . *
w € Limamo da 0=, w, pa dakleio=_w, pas obzirom da ¢’ =, ¢, na osnovu
.o *
Teoreme 2.3.3. dobijamo o0’ =_, we = w. Prema tome
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’ ’_x
0'=,00 =,w,

$to znadi daje w € L(G’,0’), ¢ime smo dokazali da je L € L(G’,d").
Pretpostavimo da je L" € L(G’,0”), za neki n € IN, i dokazimo da je L1 ¢

L(G’,0"). Uzmimo w € L"*!. Tada je w = uv, za neke u € L,v € L". Prema

indukcijskoj pretpostavci imamo o’ éc, v, dok sa druge strane imamo 0 =1,

* . .
odnosno 0=, u, odakle, prema Teoremi 2.3.3., sledi
r 7 *
o'=,00" = uv=w.

Dakle, w € L(G’,0”), $to znati da je L™ C (G, 0"), §to je i trebalo dokazati.
Ovim smo dokazali da je L¥ C L(G,d").
DokaZzimo sada daje L(G’,0’) C L®. Uvedimo oznake

K=L(G,d') i K,={weK|w| <n}, neNC.

Kako je K = U, noKy, to je dovoljno dokazati da je K, € L*), za svakin € NP,
Sto ¢e biti dokazano indukcijom.

Jasno je da je Ky € L®). Pretpostavimo da je K, € L"), za neki n € N?, i
dokazimo daje K41 L®. Uzmimo proizvoljan w € K,+1. Ako je w =¢, tada
je w e L®. Neka je w # e. Tada prvi korak u izvodenju o’ =_,w mora biti
0’ =,00’, {j. imamo

’ r
o =>G,00 =>G,w.

Prema Teoremi 7.1.1., w = uv, za neke u,v € X*, pri éemu vazi

* . ;) *

o=, U i o' = 0.

Jasno je da je aéc,u ustvari izvodenje u G, $to znaci da je u €L, a
sa druge strane, iz ¢’ =*>G,v dobijamo da je v € K;;, pa na osnovu indu-
kcijske pretpostavke dobijamo da je v € L/, za neki i € N°. Prema tome,
w=uve Ll = L* C LW, to dokazuje da je L(G’,0”) € L. Ovim je dokaz
teoreme upotpunjen. a

Prethodnom teoremom smo dokazali da za proizvoljan konacan alfabet
X, klasa kontekstno-nezavisnih jezika u X* je zatvorena za uniju, proizvod
i zvezda operaciju. Medutim, ova klasa nije zatvorena za presek i komple-
ment, $to ¢e biti dokazano kasnije, Teoremom 7.4.4. Medutim, ta klasa je
zatvorena za preseke sa raspoznatljivim jezicima, $to dokazujemo slede¢om
teoremom:

Teorema 7.1.4. Neka je X konacan alfabet. Ako je L1 C X* raspoznatljiv,a L, € X*
je kontekstno-nezavisan jezik, tada je i L1 N Ly kontekstno-nezavisan jezik.
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Dokaz: Nekaje A =(A,X,0,a9,7) kona¢an automat koji raspoznaje L; skupom
T C A. Kako je klasa kontekstno-nezavisnih jezika zatvorena za uniju, to bez
umanjenja opstosti dokaza moZemo uzeti da je skup 7 jednoelementan, tj.
T={t}.

Uzmimo da je L, = L(G, 0), za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku G =
(V,X,m) i 0 € V—A. Defini$§imo novu gramatiku G’ = (V’, X, ") na slede¢i
nacin: uze¢emo da je

V' =XUAXVXA),

a da se 7’ sastoji od pravila sledeéih oblika

(@) (a,a,b) = (a,a1,c1)(c1,02,02) - - (Cm—1, 0, b), za proizvoljno pravilo
a— a1y iz T,

gdesuay,ay,...,a, €V, iproizvoljnea,cy,...,cpy-1,b € A;
(b) (a,u,b) — u, ako je 6(a,u) = b u automatu A.
Neposredno se proverava daje L1 NLy = L(G’,0”), gde je ¢’ = (ap, 0, t). ]

Na kraju ¢emo dokazati zatvorenost kontekstno-nezavisnih jezika za ho-
momorfizme slobodnih monoida.

Teorema 7.1.5. Neka su X i Y konacni alfabeti i ¢ : X* — Y je homomorfizam.
Tada za svaki kontektstno-nezavisan jezik L € X*, (L) je kontekstno-nezavisan jezik
uY".

Dokaz: Nekaje L = L(G,0), za kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, mt) i
0 € V—X.Jasno, ¢ mozemo prosiritidohomomorfizma: V* — (V- X)UY)’,
na slede¢i nacin:

_Jp(a), akojea € X,
1#(0()—{01’ akojeae V-X.

Dalje, neka je mty, = {{(a) = ¢(u) | @ — u je pravilo iz 7t}. Jasno je da je Gy =
(¥(V),Y,mty) kontekstno-nezavisna gramatika, i neposredno se proverava da
je p(L) = L(Gy,0y). Prema tome, ¢(L) je kontekstno-nezavisan jezik. O

7.2. Udaljavanje e-pravila i trivijalnih pravila

U ovom i narednom poglavlju ¢emo pokazati da za svaku kontekstno-neza-
visnu gramatiku postoji kontekstno-nezavisna gramatika koja generise isti
jezik, a ¢ija su pravila jednostavnija od pravila prve gramatike. Krenu¢emo
sa udaljavanjem takozvanih e-pravila i trivijalnih pravila iz kontekstno-ne-
zavisne gramatike.

Najpre ¢emo dokazati slede¢u teoremu:
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Teorema 7.2.1. Postoji algoritam kojim se moZe utvrditi da li jezik generisan
kontekstno-nezavisnom gramatikom sadrZi praznu rec ili ne.

Dokaz: Neka je data kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, ). Neka je
U C V skup definisan sa

U={faeV-Xla=e).

Dokazac¢emo najpre da postoji algoritam za odredivanje skupa U. Naime,
definisac¢emo niz {U,},en podskupova od V — X sa

Ui ={aeV-X]|(a,e) e},
Uppr = U, Ulae V-X|Que ;) (@u)en), neN.

Jasno je da je {U,},en rastuci niz podskupova od V — X i lako se proverava
daje

u:Uun.

nelN

Kako je V — X konacan skup, to postoji n € IN takav da je U, = Uy41, i nije
teSko proveriti da je tada U = U,,. Ovim je dokazano da postoji algoritam za
odredivanje skupa U.

Algoritam kojim se moZe utvrditi da li jezik L(G,0), za 0 € V — X sadrzi
praznu re¢ zasnovan je na algoritmu za nalaZenje skupa U, jer je e € L(G,0)
ako i samo akoje o € U. |

Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika. Pravila iz 7 oblika
a — e, gdeje o € V- Xieje prazna re¢, nazivaéemo e-pravilima.

Teorema 7.2.2. Zaproizvoljan kontekstno-nezavisan jezik L C X" postoji kontekstno-
nezavisna gramatika G = (V, X, 1) bez e-pravila koja generise jezik L — {e}.

Dokaz: Neka je L = L(Go,0), gde je Gy = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gra-
matikaio € V- X. Uo¢imo skup

U={aeV-X|la=eu Gyl

Za re¢ w € V*, oznacimo sa D(w, U) skup svih redi iz V* koje su nastale iz
re¢i w brisanjem izvesnog broja slova iz skupa U, moguce i nijednog. Neka
je G =(V, X, n) gramatika sa skupom pravila 7 definisanim sa

n={(a,u) € (V-X)x V*|(Fw e V*) (q,w) € mp A u € D(w,U)}. (7.3)

Drugim re¢ima, za proizvoljno pravilo &« — wiz rig, ako re¢ w sadrZi kjavljanja
slova iz skupa U, onda to pravilo zamenjujemo sa 2* pravila oblika a — u,
u € D(w,U), u # ¢, uslucaju daje w ¢ U*, odnosno sa 2k_1 pravila tog oblika,
u slucaju da je w € U*. Jasno je da gramatika G ne sadrZi e-pravila.
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Dokazacemo da je L(G,0) = L —{e}.
Ako je a — u pravilo iz i, tada prema definiciji gramatike G imamo da je
a — w pravilo iz mg, pri ¢emu je u € D(w, U). Uzmimo da je

W =010V,
za neke v1,vy,...,0 € V. 1z u € D(w, U) dobijamo da je
U=10; Vi Vi,

za neke i1,i2,...,ij €{1,2,...,m}, pricemu zasvakii€({1,2,...,m}—{iy,ip,...,ij}
je v;=e u Gp. Odavde se neposredno dobija da je a = w= u u Gy. Prema
tome, svakom pravilu a — u iz 1 odgovara neko izvodenje a = u u Gy, §to
znadi da je relacija 7 sadrzana u polu-kongruenciji =*>GO na V*. Kako prema

Lemi 2.3.1. imamo da je = najmanja polukongruencija na V* koja sadr#i r,
toje =*>G§=*>GO, $to znadi daje L(G,0) € L(Gp,0) = L. Kona¢no, kako e ¢ L(G, 0),
jer m ne sadrzi e-pravila, to je L(G,0) € L—{e}.

Obratno, da bi smo dokazali da je L—{e} C L(G, 0), dovoljno je dokazati da
za proizvoljnea e V-XiweV*, a =*>Gow povlai a=_w. To éemo dokazati
indukcijom po duzini izvodenja « ==G>GO w.

Uzmimo najpre da je a=g w. Tadaje a« — w praviloiz rp, jerjea € V-X,
odakle je « — w pravilo iz , prema (7.3), odakle je « =*>Gw.

Pretpostavimo dalje da je izvodenje a :*>Go w duzine m > 11 pretpostavimo

da tvrdenje koje dokazujemo vaZi za sva izvodenja duzine manje od m.
Uocimo najpre da je

*
CY@GO 0102+ U =>G0 w,

za neke v1,0y,...,0 € V. Prema Teoremi 7.1.1., w se mozZe zapisati u obliku
W = Uujuy---Uy, za neke uq,uy,..., ux € V*, takve da je v; =*>GO u;, za svaki i €
{1,2,...,k}, pri ¢emu duZina ovih izvodenja nije duza od duzine izvodenja
V102 U =*>G0 w, tj. od m —1. Prema tome, kad god je u; # ¢, na ta izvodenja
moZemo primeniti indukcijsku hipotezu, ¢ime dobijamo da je tada v; =, u;.
Nekaje {iy, 1, .. .,ij} skup svih elemenata iz skupa {1,2,...,k} za kojeje u; # ei
neka je v =v;v;, - “jj. Kako je re¢ v nastala iz re¢i v1v; - - - vy brisanjem slova
iz skupa U, to je &« — v pravilo iz n. Sa druge strane, iz

* *
vil =>Gui1/ Tty vij :>Guij/

zbog saglasnosti relacije =, dobijamo da je
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V=70,V Z)ij S Ui Uiy -+ Mi]. =;W.

Prema tome, dobili smo da je
A= V> W,

Sto je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Za jezik L € X* éemo govoriti da je X*-jezik. Neposredno iz prethodne
teoreme dobija se:

Posledica 7.2.3. Proizvoljan kontekstno-nezavisan X*-jezik moZe biti generisan
nekom kontekstno-nezavisnom gramatikom bez e-pravila.

Primer 7.2.4. Neka je data gramatika Go = (V, X, np)sa X = {x,y}, V-X = {0, A}
i pravilima

o—=xAy, A-xly, A-—e

Ova gramatika generise jezik L(Go,0) = {x"y"|n € N}. Jasno je daje U = {A},
a gramatika G = (V, X, ) dobijena metodama iz Teoreme 7.2.2. ima pravila

o—=x\y, oc—-xy, A-xAy, A-xy.
Na primer, izvodenju
o= x Y=y =830y =138
u Gy, u G odgovara izvodenje
o= xAy= Ay = Payy? = 5y
Primer 7.2.5. Gramatika Go = (V, X, m9), sa X = {x,y}i V- X = {0} i pravilima
0= X0y, 0—e,

generige jezik L = L(Go,0) = {x"y" |n € N} koji sadrZi praznu re¢. Gramatika
dobijena iz Gy metodom datom u dokazu Teoreme 7.2.2. ima pravila

g — X0y, 0—XxY,
i generiSe jezik L(G,0) = {x"y" |n € N} = L — {e}.

Nekaje G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika. Trivijalnim pravilima
nazivamo pravila oblika @ — f, gde su o, € V - X. Jasno je da se primenom
ovakvih pravila vrsi samo preimenovanje pomo¢nih simbola, $to opravdava
naziv koji smo im dali. Sledeca teorema pokazuje da se svaka kontekstno-
nezavisna gramatika sa trivijalnim pravilima moZe zameniti kontekstno-
nezavisnom gramatikom bez takvih pravila koja generise isti jezik.
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Teorema 7.2.6. Proizvoljan kontekstno-nezavisan jezik moZe biti generisan nekom
kontekstno-nezavisnom gramatikom bez trivijalnih pravila.

Dokaz: Neka je L = L(Go,0) jezik generisan kontekstno-nezavisnom gra-
matikom Gy = (V,X,np), za 0 € V = X. DefiniS§imo novu gramatiku G; =
(V,X,m1) na slededi nacin: Uze¢emo da se skup pravila 7m; sastoji iz svih
pravila iz g i iz svih parova (a,u) € (V- X)X V* za koje postoji € V -X
takav da vaZe slede¢a dva uslova:

(i) p — uje netrivijalno pravilo iz m;

(if) aip su povezani nekim nizom

a—=p ili a—»a;—>--—>a,—>p, nelN,

trivijalnih pravila iz 7.
Takode ¢emo uzeti da je G = (V, X, ) gramatika ¢iji skup pravila 7t ¢ine sva
netrivijalna pravila iz m;. Dokazaéemo da je L(Go,0) = L(G,0), pri ¢emu ¢Ce
nam gramatika G sluZiti kao pomo¢na gramatika. To znaci da za proizvoljnu
re¢ w € X* treba dokazati da je o :*:»Gow ako i samo ako je 0 = w. Kako gra-
matika G; obuhvata gramatike Gy i G, to izvodenja u njoj ne¢emo posebno
oznacavati indeksom Gj, kao $to ¢emo Ciniti u slucaju izvodenja u gra-
matikama Gy i G.

Nekaje o :*>Go w. Posmatrajmo izvodenje

oW (7.4)

u G1. Ako se u ovom izvodenju ne koriste trivijalna pravila, tada je jasno da

je 0=_.w, §to i treba dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju (7.4) trivijalna pravila koriste k puta, gde je
k > 1. Neka je w1 = w poslednji korak u tom izvodenju kod koga se koristi
neko trivijalno pravilo, recimo pravilo @ — 3, a, € V — X. Tada se izvodenje

* ~ . . .
0 =w moZe zapisati u obliku
* *
TC2W DWW,

pri ¢emu se u izvodenju w, = w ne koriste trivijalna pravila. Iz pretpostavke
da je u wy = wy korisc¢eno pravilo a — f dobijamo da je wy = pagiw;, = ppq,
zaneke p,q € V*. Prema Teoremi 7.1.1., w = p’uq’, za neke p’,u,q’ € V*, takve
da postoje izvodenja

p=p, B=u, q=q (7.5)

.. . . . . . . . * « v
u kojima se koriste samo pravila koja se koriste i u izvodenju w, = w, $to znaci
da se u tim izvodenjima ne koriste trivijalna pravila. Neka je §= v prvi korak

uizvodenju f= u. Jasno je daje tada g — v pravilo iz 7y, i to netrivijalno, jer



UDALJAVANJE €-PRAVILA [ TRIVIJALNIH PRAVILA 257

smo rekli da se u izvodenju = u ne koriste trivijalna pravila. Prema tome,
imamo da je a — f trivijalno pravilo iz g i f — v je netrivijalno pravilo iz
1y, odakle je @ — v netrivijalno pravilo iz 71, odnosno pravilo iz n, prema
definiciji gramatika G; i G. Koris¢enjem tog pravila dobijamo da vazi

w1y = pag = poq. (7.6)

Sa druge strane, iz p=p’, v=u i = ¢, prema Teoremi 2.3.3. dobijamo da
postoji izvodenje

pog=p'ug’ =w (7.7)

u kome se koriste samo ona pravila koja se koriste u prelazima p=p’, v=>u i
q = q’. To znaci da se u (7.7) ne koriste trivijalna pravila. Dakle, iz (7.6) i (7.7)

dobijamo da postoji izvodenje w; = w u kome se ne koriste trivijalna pravila,
¢ime smo dobili da se izvodenje (7.4) moZe zameniti izvodenjem u kome se
koristi samo k-1 trivijalnih pravila, odnosno da se broj koris¢enja trivijalnih
pravila u tom izvodenju moZe smanijiti, i ako ponovimo taj postupak jos k—1
put, dobi¢emo izvodenje re¢i w iz 0 u kome se ne koristi nijedno trivijalno
pravilo, $to znadi da je o écw.

Obratno, uzmimo da je 0 =5.w i posmatrajmo ga kao izvodenje

*

o>w (7.8)

u G1. Ako se u njemu koriste samo pravila iz g, tada je jasno da je o éco w,
Sto i treba dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju pravila iz skupa 71 — iy koriste k puta. Zapi-
$imo izvodenje (7.8) u obliku

DU DWr=W, (7.9)
pri ¢emu je izvodenje w = w, zasnovano na primeni pravila a — u iz 71 — .
To znacidaje wy = pagiw, = puq, zaneke p,q € V*, dok prema definiciji skupa
11 imamo da postoji netrivijalno pravilo § — 1 u 71p i niz

a—ay—> - —ay—p, nelN°,

trivijalnih pravila iz my. Sada je jasno da se izvodenje w; = w, moze u (7.9)
zameniti izvodenjem

w1 = paq:palq::panq:pﬁq:puq =Wy

u kome se ne koriste pravila iz 711 — 71p. Prema tome, u izvodenju (7.8) broj
primena pravila iz 111 — 779 moZemo smanijiti, sve dok ih potpuno ne elim-
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ey v .. . . * v . .
iniSemo, posle tega dobijamo izvodenje u Go. Prema tome, 0= w, $to je i
trebalo dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. m]

Primer 7.2.7. Neka je data gramatika Gy = (V, X, mp), gde je V—-X = {0, A, u},
X = {x,y} i mp se sastoji iz pravila

o—A, A=y, U—o

g—-x2, Aoy, p—y.

Ova gramatika generigejezik L = L(Gy,0) = {x?,x, y}. Kako u 7t imamo sledece
nizove trivijalnih pravila

u—o, A—-u—o,
oA, U—o—A,
A=y, o= A->y,

to netrivijalnim pravilima o — x?, A — xi y — y gramatike Gy pridruZzujemo
redom pravila

p—>x2,)\—>x2, 0o—=X, U —X, A=y, 0-y,

¢ime smo dobili pravila

c—x2, u—x? A — a2,

A—>x, 0> X, U= x,

p=y, A=y, o—y,

nove gramatike G = (V, X, n) koja nema trivijalnih pravila i koja generise jezik
L, 4. L =L(G,0).

Ovaj primer nam takode pokazuje da smo u definiciji pravila iz 77y morali
koristiti nizove trivijalnih pravila, a ne samo trivijalna pravila. Naime, ako
bi smo koristili samo trivijalna pravila, tada bi smo dobili gramatiku G’ =
(V,X,m’) sa pravilima

o—>x2, lu—>x2, A—>x, o0-ox, U=y, A=y,

koja generide jezik L(G’,0) = {x?,x} # L.

7.3. Gramatike u Normalnoj formi Comski

Ovde ¢emo nastaviti sa redukcijama kontekstno-nezavisnih gramatika.
Uvescemo pojmove Ciste gramatike i gramatike u Normalnoj formi Com-
ski i dokazati da se svaka kontekstno-nezavisna gramatika moZe zameniti
nekom &istom gramatikom, odnosno gramatikom u Normalnoj formi Com-
ski, koja generise isti jezik.
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Kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) nazivamo ¢istom gramatikom
ako je svako pravilo iz 7 ili oblika

a—pB, gdejeacV-X pe(V-X)" Igl>1,
ili oblika
a—x, gdejeaeV-X xeX

Uoc¢imo da ista gramatika nema ni e-pravila, ni trivijalnih pravila.
Sada dokazujemo sledece:

Teorema 7.3.1. Svaki kontekstno-nezavisan X*-jezik moZe biti generisan Cistom
gramatikom.

Dokaz: Neka je G = (V,X, ) kontekstno-nezavisna gramatika koja generise
jezik L = L(G,0), 0 € V — X. Prema Teoremama 7.2.2. i 7.2.6., ne umanjujudi
opstost dokaza, moZemo uzeti da gramatika G ne sadrZi e-pravila niti trivi-
jalna pravila. Proizvoljnom slovu x € X pridruzimo simbol g ¢ V i stavimo
daje

V' =VU({Bs|x e X}.
Pravila iz 7 su ili oblika

a—>x, gdejeaeV-X xeX (7.10)
ili su oblika

a—u, gdejeuecV*-V. (7.11)

Pravila oblika (7.10) ne¢emo dirati, dok ¢emo svako pravilo iz 7t oblika (7.11)
zameniti pravilom oblika

a—u, (7.12)

pri ¢emu je u’ re¢ dobijena iz u zamenom svakog terminalnog simbola x
koji se javlja u u sa By. Oznacimo sa m’ novi skup pravila dobijen iz ©
zadrzavanjem svih pravila iz 7 oblika (7.10), zamenom svih pravila oblika
(7.11) odgovaraju¢im pravilima oblika (7.12), i dodavanjem novih pravila

Bx — X, za svakix € X. (7.13)
Jasno je da je G’ = (V’, X, 7") Cista gramatika. Ostaje jos samo da se dokaze
daje L(G,0) = L(G',0).

Uoc¢imo proizvoljno neposredno izvodenje

paq=.pug, (7.14)
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u gramatici G koje se koristi pravilom oblika (7.11), gde su p,q € V*. Kako
u G imamo pravilo a — u’, gde je u’ re¢ dobijena iz u zamenom svakog
terminalnog slova x € X koje se javlja u u novim pomo¢nim simbolom fy,
to imamo da je pag =, pu’q, sa druge strane, re¢ u se moze dobiti iz u’
ponovnom zamenom simbola Sy sa x, pa koristeéi pravila iz 7’ oblika (7.13)
dobijamo da je pu’qg £>G, pugq. Prema tome, neposredno izvodenje (7.14) u G
koje se koristi pravilom oblika (7.11) moZemo zameniti u G’ izvodenjem

pag=,pu'q=_,puq,

pa ako to u¢inimo sa svim izvodenjima u G koja koriste pravila oblika (7.11),
dobi¢emo da svakom izvodenju o :*:»G w,uG,w e X*, odgovara nekoizvodenje
o £>G, wu G’. Prema tome, L(G,0) C L(G’, 0).

Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, dovoljno je dokazati da svakom
izvodenju

*

a=,w (7.15)
uG’, gdejea e (V-X)"iwe X*, odgovara neko izvodenje az*bocw uG. To ¢e
biti dokazano indukcijom po duzini izvodenja (7.15).

Uzmimo najpre da se radi o neposrednom izvodenju a =_, w. Neka je
a=wma-ay, za neki n € IN i neke aq,a,...,a, € V—X. Prema Teoremi
2.3.3., w=wijwy---wy, za neke wy,wy,...,w, € X*, pri ¢emu je a; =, Ww;, Za
svakii€{1,2,...,n}. Jasno je da je svako od tih izvodenja dobijeno primenom
pravila oblika (7.10), Sto znaci da je a; = w;, za svakii € {1,2,...,n}, odakle
prema Teoremi 2.3.3. dobijamo da je

*
@ =a1a -0y =;WiW2 Wy =W,

Sto je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo dalje da je (7.15) izvodenje duzine m >1 i da tvrdenje
koje dokazujemo vazi za izvodenja oblika (7.15) duZine manje od m. Neka
je a=_u, za u € V", prvi korak izvodenja (7.15). Pretpostavimo da je to
izvodenje dobijeno primenom pravila f§ — v iz 7’. To znaci da je a = pfq i
u =pvq, za neke p,q € (V')". Kako je o € (V-X)*, tojejasnodaje e V-Xi
p,q € V*. Ako je B — v, pravilo iz 7, tada je a =, u, Sto i Zelimo dokazati. U
suprotnom je v € (V’)*, i v se moze zapisati u obliku

U= Ulﬁxl UZ,BXQ e Ukﬁxkvkﬂr

za neke v1,v9,+ ,Uk11 € (V—=X)" 1 x1,x2,-++, ¢ € X. Prema definiciji pravila
gramatike G’, pravilo f — v je dobijeno iz nekog pravila

B = V1X102X2 - VX1, (7.16)
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iz 7. Sa druge strane, iz

U = poq = po1fx V2P, - 'vkﬁxkvkﬂqéc' w,
prema Teoremi 7.1.1. sledi da je

W= wW151W287 * ** WiSkWi+1,

pri ¢emu postoje izvodenja

1441 =>G’ wy, Ui :>G' Wi, Za 2<i< k/ Uk+19 =>G' Wi+1, (717)
B, =5, zal<i<k, (7.18)

duzinene veée od duzine izvodenja u 56, w.Sadanaizvodenja (7.17) moZzemo
primeniti indukcijsku pretpostavku, ¢ime dobijamo da postoje izvodenja

po1 =>f>G w1, 0; =>f>G w;, za2<i<k, Uk+14 £>G Wit (7.19)
u G. Sa druge strane, za proizvoljan i € {1,2,...,k}, jedino pravilo u ©’ koje
sadrZi By, na levoj strani je pravilo By, — x;, odakle prema (7.18) dobijamo da
jesi=x;,zasvakiie{l1,2,...,k}, $to znac¢idaje

W = W1X1WXD WX W1 - (7.20)
Prema tome, koriS¢enjem pravila (7.16) iz = dolazimo do izvodenja

a = pPg=,pu1X102X2 * + UkXkVk+14, (7.21)
dok iz (7.19) i (7.20), prema Teoremi 2.3.3., dobijamo

POIX102X) -+ Uk XV 1] D W1 X1 WX -~ WX W41 = W. (7.22)
Dakle, iz (7.21) i (7.22) dobijamo da je £>G w, $to je i trebalo dokazati. Dakle,
L(G’,0) € L(G, 0), to je upotpunilo dokaz teoreme. O

Primer 7.3.2. Neka je data gramatika G = (V,X,n)sa V-X= {0, A}, X = {x, y}
i skupom 7 pravila datim sa

o — xAy, o =Xy, A= xAy, A= xy.

Setimo se da smo do ove gramatike dosli u Primeru 7.2.4. uklanjan-
jem e-pravila.

Metodama koje su date u dokazu prethodne teoreme dobijamo gramatiku
G =(V',X,'), gdeje V' = VU({By,By} i skup 7’ se sastoji iz pravila

0 = BxABy, 0= PPy, A= BxABy, A = BBy,
Bx — x, By —y.
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Na primer, izvodenju
o= xAy= Ay = P (xy)y? = 5y
u gramatici G odgovara u gramatici G’ izvodenje
2102 g2 2 _ 0303 % 3.3
0= PxABy :ﬁx/\‘gy :ﬁx(ﬁxﬁy)ﬁy = ﬁx‘By =Xy

Zakontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) kaZemo da je u Normalnoj
formi Comski ako je svako pravilo iz t ili oblika

a—py, gdesua,B,yeV-X (7.23)
ili oblika
a—x, gdejeaeV-X xeX (7.24)

Teorema 7.3.3. Svaki kontekstno-nezavisan X*-jezik moZe biti generisan grama-
tikom u Normalnoj formi Comski.

Dokaz: Neka je L = L(G,0) X*-jezik generisan kontekstno-nezavisnom gra-
matikom G = (V, X, ). Prema Teoremi 7.3.1., ne umanjujuéi opstost dokaza
moZemo uzeti da je G ¢ista gramatika. Prema tome, pravila iz m mogu biti ili
oblika (7.23) ili oblika (7.24) ili oblika

a—aian--ay, gdesua,ay,...,ar € V=X, k>3. (7.25)

Kako su pravila oblika (7.23) i (7.24) ve¢ u Normalnoj formi Comski, to ¢emo
se zadrzati samo na pravilima oblika (7.25), i svako od takvih pravila éemo
zameniti nekim novim pravilima koja su u Normalnoj formi Comski. Naime,
svakom pravilu oblika (7.25) pridruzi¢emo skup

vy, ve-2l (7.26)

novih pomo¢nih simbola, tako da skupovi oblika (7.26) koji odgovaraju
razli¢itim pravilima iz r oblika (7.25) budu medusobno disjunktni, i pravilo
(7.25) éemo zameniti nizom pravila

a—>a1y1, Y1 = a2V, Vied = k-2 Vi=2, Vk-2 = Qk—10Qk. (7.27)

Kada to u¢inimo sa svim pravilima iz i oblika (7.25), dobi¢emo novi re¢nik V’
i novi skup pravila n/, odnosno dobi¢emo novu gramatiku G’ = (V’, X, '),
koja je otigledno u Normalnoj formi Comski. Ostaje da se dokaZe da je
L =L(G,0)=L(G,0).

Primetimo najpre da svakom pravilu iz 7 oblika (7.25) odgovara u gra-
matici G’ izvodenje

A=, A1Y1 =5 X102Y2 g, =, A1 A~ Ay,
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odakle dobijamo da svakom izvodenju u G odgovara neko izvodenje u G'.
Prema tome, L(G, o) C L(G’,0).

Uo¢imo dalje gramatiku G” = (V’,X,mUnr’). Kako ona obuhvata obe
gramatike G i G/, to nece biti opasnosti od zabune ako pri oznacavanju
izvodenja u G izostavimo pisanje indeksa G”. Da bi smo dokazali inkluziju
L =(G’,0) CL(G,0), dovoljno je dokazati da se iz proizvoljnog izvodenja

C=W)DW DW= DWWy, =W, (7.28)

gde je m € N i w € X", mogu eliminisati primene svih pravila iz n’ -7,
odnosno svi simboli iz V' - V.

Pretpostavimo da se pravila iz 7’ — 7 u izvodenju (7.28) koriste n puta,
gde je n € N, i dokazimo da se taj broj moZe smanyjiti, t.j. da postoji neko
drugo izvodenje 6= w u G” u kome se pravila iz 7’ — 7 koriste manje od 1
puta.

Neka je w;, = wj, 41, gde je 0 < i1 < m, proizvoljno neposredno izvodenje
pri kome se koristi pravilo @ — a4 iz (7.27). To znadi da vazi

Wi, = p1aqg1 = p1a1y1q1 = Wip+1,

za neke p1,q1 € (V’)*. Simbol y1, koji je ovom prilikom uveden u izvodenje
(7.28), izgubice se prilikom primene pravila y; — asy> u nekom neposre-
dnom izvodenju w;, = wj,+1, gde je i1 < i < m. U meduvremenu, tokom
izvodenja w;, 41 = w;,, on Ce biti samo prepisivan, dok ¢e se zamene pomoc¢-
nih simbola re¢ima iz (V’)*, prema pravilima gramatike G, u re¢ima wj, 1,
..., Wj,~1, v1siti levo i desno od tog simbola. Na taj na¢in dobijamo da je

- @)
w12 _pzal quZI

gde su p2,a(12),q2 € (V’)" reci za koje vazi

@

pi=p, am=a’, @=>0 (7.29)

Pri tome su sva pravila koja se koriste u sva tri izvodenja iz (7.29) ta¢no
ona koja se koriste u izvodenju w;, 41 = w;,, odakle lako zaklju¢ujemo da
ukupan broj primena pravila iz 7’ — 7 u izvodenjima iz (7.29) nije veéi od
broja primena tih pravila u izvodenju w;, 11 = W;, .

Nastavljajuéi na isti na¢in dalje, dobi¢emo da se izvodenje (7.28) moZe
zapisati u obliku
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"
0 = W= Wj; = p1aq1 = p1a1Y141 = Wi;+1

*

=W, = Pza% Y142 = P2y a2)242 = Wi, +1

* 3) (3 2) 3
= Wiy = paay )a(z )7/2‘13 =>P30f( )01(2 )0437/3!13 = Wiy+1

* k- 1) 2&D
= Wiy = Pr-10 A_p Vk-29k-1
(k=1) . ok=1)
= Prk-101y Oy k10K Jk-1 = Wiy_;+1

*

>w,
pri ¢emu su pj,agj),...,ay_)l,qj € (V'), 1< j<k-1,reciza koje vazi

1 1)
p]=>p]+1, a(]):>a(]+ ), . 5])1:>a§]+1 , q]=>q,+1, (7.30)

za 1 < j <k-2. Pri tome, kao i napred, dobijamo da ukupan broj primena
pravilaiz ' —muizvodenjima iz (7.30) nije vec¢i od broja primena tih pravila u
izvodenju Wi;41 Sw;

i1, 2asvaki j, 1< j<k-2.Prema tome, imamo izvodenja

(k=1)

P1= P, a; :a ,zal<i<k-2, 1= Gk-1, (7.31)

u kojima ukupan broj primena pravila iz 7’ — 7 nije veéi od ukupnog broja
primena tih pravila u izvodenjima

* * *
Wiy 41=> Wiy, Wiy41 D Wiy, *++ , Wi , 41 = W)y, - (7.32)

Sada iz (7.31), prema Teoremi 2.3.3., dobijamo da postoji izvodenje

k-1) (-1
pron -+ agater i = proral ol Vg g, (7.33)

u kome broj primena pravila iz 7’ — 7 nije veéi od ukupnog broja primena
tih pravila u izvodenjima iz (7.32).
Dakle, imamo da vazi

o= w0=>w11 piaqr
=>P1041 “Qp20k—10%q1
*k=1) _(k-1) (7.34)
=>P k-1 Oy Ok 10kfk-1 = Wiy +1

Sw,

prema (7.33), koristeci pravilo & — a3 - - @ iz 7. Jasno je da se u izvodenju
(7.34) pravila iz 7’ — 7t primenjuju manji broj puta nego u (7.28), $to je i trebalo
dokazati. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. |

Primer 7.3.4. Gramatiku ¢iju smo redukciju zapoceli u Primeru 7.2.4., doveli
smo u Primeru 7.3.2. do ¢iste gramatike sa pravilima
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0= BxABy, 0= PPy, A= PABy, A= PPy,
Bx—x, By—y.

Ako nastavimo redukciju dalje, na nacin prikazan u dokazu Teoreme 7.3.3.,
dolazimo do gramatike u Normalnoj formi Comski sa pravilima

0= By, Vo ARy, 0o PPy, Ao B,
o— A,By, A = BBy, Pr—x, By—Y,

pri ¢emu su uvedeni novi pomo¢ni simboli y i 6. Jedno od izvodenja reci
x3y® u ovoj gramatici je

o:ﬁxy:xy:x)\ﬁy:xﬁxéﬁy:x%ﬁy:xmﬁi
20 03 s 13083 s 131,82 s 43,2 3.3
= X7Bafy = 1By = XYy > Yy => Y.

7.4. Lema o napumpavanju

Podsetimo da smo u Odeljku 2.4.1. govorili o predstavljanju izvodenja u
kontekstno-nezavisnim gramatikama takozvanim stablima izvodenja, U ovom
odeljku ¢emo stablo izvodenja koristiti da bi dokazali Lemu o napumpavanju
za kontekstno-nezavisne jezik. Ova lema je veoma korisna u slucajevima
kada treba dokazati da dati jezik nije kontekstno-nezavisan. Koristedi je,
dokaza¢emo da klasa kontekstno-nezavisnih jezika nad datim kona¢nim
alfabetom nije zatvorena za presek i uniju, $to smo ranije obecali da éemo
uciniti.

Teorema 7.4.1. (Lema o napumpavanju) Neka je X konacan alfabet i L C X" je
beskonacan kontekstno-nezavisan jezik. Tada postoji broj n € N takav da svaka re¢
w € L duZine |w| > n moZe biti zapisana u obliku

w = puqur,

gde su p,u,q,v,r € X* reci za koje vaZi:

(@) luvl >1;
(b) lugol < n;
(c) puqu™r € L, za svaki m € NC.

Dokaz: Prema Teoremama?7.2.2.17.3.3., postoji kontekstno-nezavisna grama-
tika G = (V, X, ) u Normalnoj formi Comskogioc € V—X tako daje L —{e} =
L(G, 0). Neka je k broj pomo¢nih simbola gramatike G, tj. k = |V - X|, i neka je
n> 2k,

Uzmimo proizvoljnu re¢ w € L duzine |w| > n. Neka je D stablo izvodenja

o =w. Kako je gramatika G u Normalnoj formi Chomsky, to iz proizvoljnog
¢vora tog stabla koji nije list mogu izlaziti najvise dve grane, pa ako stablo
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D ima i nivoa, tada ne moZe imati vige od 2 listova, zbog gornje napomene
o broju listova potpunog binarnog stabla. Kako su listovi stabla D oznaceni
slovima reéi w, &iji je broj jednak [w| > n > 25*1, to stablo D mora imati na-
jmanje k +2 nivoa. Prema tome, u stablu D postoji neki put £ duZine ne
manje od k+1 na kome leZe k + 2 ¢vora, od kojih je najmanje k+1 oznaceno
pomoénim simbolima. Posmatrajmo poslednja k +2 ¢vora na putu . Kako
su oni oznaceni simbolima iz V — X kojih ima k, to medu nijima postoje dva
¢vora, recimo a i b, koji su oznaceni istim pomoénim simbolom, recimo A.
Uzmimo takode, da je ¢vor b na visem nivou od ¢vora a. Uo¢imo podstabla
D, i Dy od D generisana redom ¢vorovima a i b. Rezultate tih stabala oz-
nac¢imo redom sa g’ i g. Jasno, q’,9 € X* i D, i D}, su stabla nekih izvodenja
A=¢" i A= 4. Kako je D, pravo podstablo od D, jer je b na visem nivou od
a, to je q prava podrec od ¢’, $to znaci da je g’ = uqu, za neke u,v € X* za koje
je luv| > 1. Dalje, jasno je da je " = uqu podrec od w, pa se w moZe zapisati u
obliku w = puqur, za neke p,r € X*. Prema tome, ostaje da se dokaze (b) i (c).

Uslov (b) je posledica ¢injenice da smo uzeli ¢vor a medu poslednjih k +2
¢vorova na putu P. Naime, to znaci da stablo D, ima k + 1 nivo, odnosno
najvise 251 < 1 listova, $to dalje znati da je |uqo| = |¢’| < 281 < n, §to je i
trebalo dokazati.

Posmatrajuci stabla D, i D, vidimo da postoje izvodenja A = ulv, A=q i
A= uqo, dok posmatrajuci celo stablo D vidimo da postoji izvodenje o = pAr.
Iz A= ulo, prema Teoremi 2.3.3., sledi A =S umAo™, za svaki m € INO, sto

zajedno sa A= ¢ i 0= pAr, ponovo prema Teoremi 2.3.3., daje 0 = pu™qu"r.
Dakle, pu™qu™r € L, za svaki m € N, $to je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz
teoreme zavrsen. O

Kao i u slu¢aju Leme o napumpavanju za raspoznatljive jezike, i Lema o
napumpavanju za kontekstno-nezavisne jezike je veoma korisna u dokazi-
vanju da odredeni jezici nisu kontekstno-nezavisni.

Primer 7.4.2. Jezik L = {x"y"x"|n € N} nije kontekstno-nezavisan.

Pre nego $to dokaZemo ovo tvrdenje, uves¢emo nekoliko novih pojmova.
Za re¢ w € X*, gde je X proizvoljan alfabet, granicom u re¢i w naziva¢emo
bilo koju podre¢ od w duzine 2 koja se sastoji od razli¢itih slova. Pod brojem
granica u re¢i w, u oznaci B(w), podrazumevac¢emo broj pojavljivanja takvih
podreéi u w. Na primer, proizvoljna re¢ w iz datog jezika L ima ta¢no dve
granice xy i yx, koje dele tu re¢ na tri odsec¢ka podjednakih duzina, ozna¢imo
ih sa s1(w), s2(w) i s3(w), §to slikovito moZemo prikazati na sledeéi nacin

xx...xlyy...ylxx...x'
—— . _ ———
s1W) @)  s3@W)

Pretpostavimo sada da je L kontekstno-nezavisan jezik. Tada prema Lemi
o napumpavanju postoji 7 € IN koji zadovoljava uslove te leme, i re¢ w =
x"y"x" se moze zapisati u obliku w = puqur, za neke reti p,u,q,v,r € X* koje
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ispunjavaju uslove (a), (b) i (c) Leme o napumpavanju. Re¢i # i v ne mogu
sadrzati granice, jer u suprotnom dobijamo

B(pulqo®r)>2 i pulqoirel,

$to nas je dovelo do protivre¢nosti. Prema tome, re¢i u i v su cele sadrzane
u nekom od odsecaka re¢i w, ali naravno, u najvise dva od tri odsecka te
re¢i. Zbog toga u redi w’ = pu’qu?r € L, odse&ci s1(w’), s2(w’) i s3(w’) nece biti
iste duzine, ¢ime smo ponovo dosli do protivre¢nosti. Prema tome, odavde
zaklju¢ujemo da jezik L ne moZe biti kontekstno-nezavisan.

Primetimo da u prethodnom primeru nismo koristili osobinu (b) iz Leme
o napumpavanju. Medutim, ona ¢e biti veoma vazna u slede¢em primeru:

Primer 7.4.3. Jezik L={x""y"x™y" |m,n € N} nije kontekstno-nezavisan.

Proizvoljna re¢ w € L ima ta¢no tri granice xy, yx i xy, koje dele tu rec¢
na Cetiri odsecka si(w), s2(w), s3(w) i sa(w), pri ¢emu je |s1(w)| = [s3(w)| i
s2(w)| = |s4(w)l, Sto moZemo prikazati sa:

xx...xlyy...ylxx...x|yy...y'
e 2N o = - _
9@ s@)  B@® sy@)

Pretpostavimo sada da je L kontekstno-nezavisan jezik. Tada prema
Lemi o napumpavanju postoji 19 € N koji zadovoljava uslove te leme, i za
proizvoljne m,n > ng se re¢ w = x™y"x™y" moZe zapisati u obliku w = puqor,
za neke redi p,u,q,v,r € X* koje ispunjavaju uslove (a), (b) i (c) Leme o na-
pumpavanju. Kao i u prethodnom primeru dokazujemo da re¢i u i v ne mogu
sadrzati granice, Sto znaci da su cele sadrzane u nekim od cetiri odsec¢aka
re¢i w. Pri tome nam uslov |ugu| < nyp < m,n kaze da mogu biti sadrzane
samo u istom ili u dva uzastopna odsecka, pa ponovo dobijamo da ¢e za
re¢ w’ = pu?qv?r, za koju prema Lemi o napumpavanju znamo da je u L, biti
s1(w")| # Isa(w)] ili |s2(w’)] # |sa(w)|, ¢ime smo opet dosli do protivrecnosti.
Dakle, ovim zaklju¢ujemo da L nije kontekstno-nezavisan jezik.

Primer 7.4.2. bi¢e nam vazan u dokazu sledece teoreme, koju smo obecali
jos u Odeljku 7.1. Njome dokazujemo da klasa kontekstno-nezavisnih jezika,
za koju smo Teoremom 7.1.3. dokazali da je zatvorena za uniju, proizvod i
zvezda operaciju, nije zatvorena za presek i komplement.

Teorema 7.4.4. (a) Presek dva kontekstno-nezavisna jezika ne mora biti kontekstno-
nezavisan jezik.

(b) Komplement kontekstno-nezavisnog jezika ne mora biti kontekstno-nezavisan
jezik.

Dokaz: (a) Nekaje X = {x,y}iL = {x"y"x"|m,n € N}. Jezik L moZe se predsta-
viti kao proizvod jezika {x"y" |n € N}, za koji smo u Primeru 7.2.4. videli da je
kontektsno-nezavisan, i jezika x*, za koji znamo da je raspoznatljiv, pa time
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i kontekstno-nezavisan. Prema tome, L je kontekstno-nezavisan jezik, kao
proizvod dva kontekstno-nezavisna jezika. Sli¢no, i L’ = {x""y"x" |m,n € N}
je kontekstno-nezavisan jezik. Medutim, kao $to smo pokazali u Primeru
7.4.2.,jezik

LNL ={x"y"x"|n e N},

nije kontekstno-nezavisan.
(b) Ovo sledi iz (a), jer za proizvoljna dva jezika Li,L, C X* vaZi

LiNnLy = (L(i U LE)C,

gde je L° oznaka za komplement jezika L u X". |

7.5. Potisni automati

Podsetimo se jos jednom da smo kontekstno-nezavisne jezike definisali kao
jezike generisane kontekstno-nezavisnim gramatikama. U ovom i narednim
odeljcima govori¢emo o jednom drugom modelu generisanja jezika, o njiho-
vom generisanju potisnim automatima, za koji éemo dokazati da je ekviva-
lentan generisanju kontekstno-nezavisnim gramatikama.

Pre nego $to damo formalnu matemati¢ku definiciju pojma potisnog auto-
mata, objasni¢emo $ta se zamislja pod realnim modelom potisnog automata.

Realni model potisnog automata prikazan je na sledecoj slici

‘x1‘x2‘xg‘~~‘m‘-~‘xn‘
m ulazna traka
& E unutragnji
5 mehanizam
&3
potisna
memorija
(stek)
Em

Kao sto se vidi sa slike, potisni automat se u ovom modelu sastoji od ulazne
trake, potisne memorije i unutrasnjeg mehanizma.

Na ulaznoj traci upisana je ulazna re¢ x1x - x4, gde su x1,x2,...,x, slova
ulaznog alfabeta X. Ta rec se ¢ita slovo po slovo, glavom za ¢itanje ozna¢enom
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na slici simbolom |. Posle u¢itavanja svakog slova, ono se brise, a ostatak
re¢i se pomera za jedno mesto ulevo, tako da je potisni automat spreman da
ucita sledece slovo ulazne reci.

U potisnojmemoriji upisanajere¢ &1 &y -+ &y, gdesuéy, &y, ..., & slovaalfa-
beta memorije M. Glava za upisivanje, oznacana na slici sa <, deluje samo
na znak na vrhu memorije, u ovom slucaju na znak &;. Taj znak mozZe se
zameniti proizvoljnom re¢i w = ayay - - - a € M*. Re¢ w se u memoriju upisuje
pocev od poslednjeg slova ay, do prvog slova a1, pri ¢emu upisivanje svakog
narednog slova potiskuje ostatak sadrzaja memorije za jedno mesto nanize.
Zbog toga se ovakva memorija naziva potisna memorija ili stek, a ovakav auto-
mat se zove potisnim automatom ili automatom sa potiskujucom memorijom. Za-
mena simbola &; praznom reci znaci prosto brisanje tog simbola, pri ¢emu
se ostatak sadrZaja memorije podiZe za jedno mesto navise. Do proizvoljnog
slova sadrzanog u memoriji se moZe doci samo brisanjem svih slova koja se
nalaze iznad njega.

Na kraju, unutrasnji mehanizam se karakteri$e unutrasnjim stanjima po-
tisnog automata, i u toku rada tog automata vrsi se permanentna promena
stanja.

Prema tome, moZemo re¢i da se u toku rada, potisni automat u svakom
trenutku karak