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Slika 3.2 Drugo parsirajuće stablo za Zadatak 3.146.

(b) Naći ekvivalentnu jednoznačnu gramatiku jezika L(G).

Rešenje: (a) Uzmimo proizvoljan, jednostavan aritmetički izraz a + a · b.
Pokazaćemo da on ima dva parsirajuća stabla:

σ

σ

a

+ σ

σ

a

· σ

b

σ

σ

σ

a

+ σ

a

· σ

b

Ako vrednost izraza čitamo prema redosledu dobijenom u parsirajućem sta-
blu, u prvom stablu dobijamo vrednost a+ (a · b) = a+ ab, dok je drugom
dobijena vrednost (a+ a) · b = 2a+ b, što znači da su dobijene vrednosti ra-
zličite.

(b) Obično dvoznačnost proizilazi iz paralelne zamene pomoćnog simbola
u rečeničnoj formi. Ovde σmožemo zameniti sa σ+σ ili σ ·σ i iz obe rečenične
forme može da se izvede σ+ σ · σ. Obično se ovaj problem prevazilazi ko-
rišćenjem različitih pomoćnih simbola za predstavljanje operanda različitih
operatora.

Zato ćemo uvesti nove pomoćne simbole α za predstavljanje operanda
za operacije "+ i -", i β za predstavljanje operanada za "· i :" . Pri formiranju
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pravila izvod̄enja vodićemo računa o uobičajenim pravilima koja važe za
aritmetičke izraze:

Operacije "· i :" imaju prioritet nad operacijama "+ i -";
Prilikom primene operacija istog prioriteta operacija koja je levo ima prio-
ritet nad onom koja je sa desne strane u aritmetičkom izrazu.

Uzimajući u obzir ova pravila možemo konstruisati sledeća pravila izvod̄enja:

σ→ σ+α, σ→ σ−α, σ→ α,

α→ α ·β, α→ α : β, α→ β,

β→ (σ), β→ a, β→ b.

Na ovaj način definisali smo jednoznačnu kontekstno-nezavisnu gramatiku
ekvivalentnu datoj gramatici. ⊓⊔

Zadatak 3.148. ∗ Neka je L = {u ∈ {a,b}∗ | |u|a = |u|b}.
a) Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generiše dati jezik.

b) Naći jednoznačnu kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generiše dati jezik.

Rešenje: a) Jednostavno se pokazuje da gramatika G, sa pravilima izvod̄enja

σ→ aσbσ, σ→ bσaσ, σ→ e,

generiše dati jezik, tj. da je L = L(G,σ). Ova gramatika nije jednoznačna, jer
se σ pojavljuje dva puta u rečeničnim formama aσbσ i bσaσ.

Postoje, na primer, dva leva izvod̄enja reči abab i to:

σ⇒aσbσ⇒abσaσbσ⇒abaσbσ⇒ababσ⇒abab i

σ⇒aσbσ⇒abσ⇒abaσbσ⇒ababσ⇒abab.

b) Označimo sa c(u) = |u|a − |u|b, za proizvoljnu reč u ∈ {a,b}∗. Definisaćemo
nove pomoćne simbole α i β.

Želimo da α generiše skup

A = {u ∈ {a,b}∗ |c(u) = 0, za svaki prefiks v od u je c(v) > 0},

a da neterminalni simbol β generiše skup

B = {u ∈ {a,b}∗ |c(u) = 0, za svaki prefiks v od u je c(v) 6 0}.

Konstruisaćemo jednoznačnu kontekstno-nezavisnu gramatiku Gα za skup
A sa pravilima α→ aαbα+ e i pokazaćemo da je A = L(Gα,α).

Jasno je da, za proizvoljnu reč u ∈ L(Gα,α), važi da je c(u) = 0. Indukcijom
po dužini reči u pokazaćemo da, za svaki prefiks v od u, važi c(v) > 0.

Za praznu reč u = e dužine |u| = 0 ovo tvrd̄enje je trivijalno. Neka su date
reči u,v ∈ L(Gα,α) dužine |u|, |v| > 0. Tada postoje izvod̄enja α

∗⇒u i α
∗⇒v i
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pretpostavimo da je c(w1) > 0, za svaki prefiks w1 od u i c(w2) > 0, za svaki
prefiks w2 od v. U izvod̄enju

α⇒aαbα
∗⇒ aubα

∗⇒aubv,

za prefiks p reči au je, prema indukcijskoj pretpostavci, jeste vrednost c(p)> 1
i c(aub) = 0. Tako, za proizvoljan prefiks q od v, imamo c(aubv) = c(v) > 0.
Dakle, L(Gα,α) ⊆ A.

Obratnu inkluziju dokazaćemo indukcijom po dužini reči w.
Za w = e dokaz je trivijalan. Posmatrajmo proizvoljnu, nepraznu reč w.

Očito je da ona počinje slovom a i završava sa b. Pretpostavimo da tvrd̄enje
važi za sve reči dužine manje od |w|. Zapišimo reč w u obliku w = aubv, pri
čemu je au najduži prefiks od w koji ima sledeću osobinu:

P1: Svaki neprazan prefiks p od au, uključujući i au, ima c(p) > 0.
Za proizvoljan prefiks q od u važi c(q) = c(aq)− 1 > 0 i prema definiciji au
imamo da je c(aub) = 0, tj. c(u) = 0, što znači da u ∈ A. Dobijamo, takod̄e, da
je c(v) = 0 i za svaki prefiks r od v važi c(r) = c(aubr) > 0. Dakle, u,v ∈ A, pa
prema indukcijskoj pretpostavci u,v ∈ L(Gα,α). Kako postoje izvod̄enja α

∗⇒u

i α
∗⇒v imamo

α⇒aαbα
∗⇒ aubα

∗⇒aubv = w. (3.18)

Ovim smo dokazali da je A = L(Gα,α).
Ostalo je da dokažemo jednoznačnost gramatke Gα. Pretpostavimo da se

w može dobiti iz α izvod̄enjem (3.18.). Tada je au najduži prefiks od w koji
ima osobinu P1, jer uslov c(u) = 0 povlači da je c(aub) = 0 i, za svaki prefiks p
od u iz c(p) > 0 sledi c(ap) > 1. Tako dolazimo do zahteva da je prvo slovo a
u w jednoznačno upareno sa b koje je odmah iza u. To sledi iz jedinstvenosti
polaznog argumenta u parsirajućem stablu izvod̄enja reči w iz α u Gα.

Analogno, definišemo gramatiku Gβ sa pravilima izvod̄enja β→ bβaβ+ e
i pokazujemo da je B = L(Gβ,β).

Sada smo spremni da definišemo jednoznačnu konteksno nezavisnu gra-
matiku G1 u kojoj su pravila izvod̄enja:

σ→ aαbσ+ bβaσ+ e, α→ aαbα+ e, β→ bβaβ+ e.

Očito je da je L(G1) ⊆ L.
Obratnu inkluziju, odnosno tvrd̄enje da ako je w ∈ L onda w ima jedin-

stveno parsirajuće stablo u G1, dokazujemo indukcijom po dužini reči w.
Tvrd̄enje važi za w = e. Pretpostavimo da reč w ∈ {a,b}+ počinje slovom a. Za-
pišimo w u obliku w = aubv, gde je au najduži prefiks od w koji ima osobinu
P1. Na isti način kao u prethodnom delu zaključujemo da postoji jedinstveno
parsirajuće stablo izvod̄enja α

∗⇒u, pri čemu je c(u)= c(v)= 0. Prema indukci-
jskoj pretpostavci i izvod̄enjeα

∗⇒v ima jedinstveno parsirajuće stablo. Dakle,
postoji izvod̄enje:

α⇒aαbσ
∗⇒ aubσ

∗⇒aubv = w.
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Jasno je da ovo izvod̄enje ima jedinstveno parsirajuće stablo, a na osnovu
prvog koraka vidimo da slovo a treba upariti sa slovom b koje se nalazi
iza u. Pokazaćemo da a ne može biti upareno ni sa jednim b u reči u. Ako
je u = u1bu2, za neke u1,u2, onda, prema P1, važi c(u1) > 0. To znači da je
c(au1b) > 0, pa u1 ne možemo izvesti iz α. Dalje, pokazujemo da a ne može
biti upareno ni sa jednim b iz v. Za v = v1bv2 imamo c(ub) = c(aub)− 1 = −1,
što znači da ubv1 ima prefiks sa negativnom vrednošću c. Dakle, ubv1 <A, pa
ne može biti izvedeno iz α. Na isti način izvodimo dokaz i kada w počinje
slovom b. Dakle, G1 je jednoznačna gramatika koja generiše jezik L. ⊓⊔

3.5. Potisni automati

Pre nego što damo formalnu matematičku definiciju pojma potisnog auto-
mata, objasnićemo šta se zamišlja pod realnim modelom potisnog automata.

Realni model potisnog automata prikazan je na sledećoj slici:

x1 x2 x3 · · · · · · · · · xn

ξ1

ξ2

ξ3

· · ·
· · ·
· · ·
ξm

unutrašnji

mehanizam

ulazna traka

potisna
memorija

�

?

(stek)

Kao što se vidi sa slike, potisni automat se u ovom modelu sastoji od ulazne
trake, potisne memorije i unutrašnjeg mehanizma.

Na ulaznoj traci upisana je ulazna reč x1x2 · · ·xn, gde su x1,x2, . . . ,xn slova
ulaznog alfabeta X. Ta reč se čita slovo po slovo, glavom za čitanje označenom
na slici simbolom ↓. Posle učitavanja svakog slova, ono se briše, a ostatak
reči se pomera za jedno mesto ulevo, tako da je potisni automat spreman da
učita sledeće slovo ulazne reči.

U potisnoj memoriji upisana je reč ξ1ξ2 · · ·ξm, gde su ξ1,ξ2, . . . ,ξm slova
alfabeta memorije M. Glava za upisivanje, označana na slici sa ←, deluje
samo na znak na vrhu memorije, u ovom slučaju na znak ξ1. Taj znak može se
zameniti proizvoljnom reči w = α1α2 · · ·αk ∈M∗. Reč w se u memoriju upisuje
počev od poslednjeg slova αk, do prvog slova α1, pri čemu upisivanje svakog
narednog slova potiskuje ostatak sadržaja memorije za jedno mesto naniže.
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Zbog toga se ovakva memorija naziva potisna memorija ili stek, a ovakav
automat i zove potisnim automatom ili automatom sa potiskujućom memorijom.
Zamena simbola ξ1 praznom reči znači prosto brisanje tog simbola, pri čemu
se ostatak sadržaja memorije podiže za jedno mesto naviše. Do proizvoljnog
slova sadržanog u memoriji se može doći samo brisanjem svih slova koja se
nalaze iznad njega.

Na kraju, unutrašnji mehanizam se karakteriše unutrašnjim stanjima po-
tisnog automata, i u toku rada tog automata vrši se permanentna promena
stanja.

Prema tome, možemo reći da se u toku rada, potisni automat u svakom
trenutku karakteriše trojkom koju čine stanje u kome se trenutno nalazi,
trenutni sadržaj memorije i trenutni sadržaj ulazne trake. Ovu trojku nazi-
vamo konfiguracijom tog automata. Sada ćemo preći na formalnu definiciju
potisnog automata. Pod potisnim automatomA podrazumevamo sedmorku

A = (A,X,M,a0,ξ0,µ,δ),

gde je

A – konačan skup, skup stanja odA;

X – neprazan konačan skup, ulazni alfabet odA;

M – neprazan konačan skup, alfabet steka (potisne memorije) odA;

a0 – element iz A, početno stanje odA;

ξ0 – element iz M, početni simbol steka odA;

µ – preslikavanje iz A×M u F (A×M∗), gde F (A×M∗) označava skup svih
konačnih podskupova od A×M∗, uključujući tu i prazan podskup;

δ – preslikavanje iz A×M× (A∪{e}) u F (A×M∗).

Preslikavanja µ i δ nazivamo funkcijama prelaza potisnog automataA. Kako
su slike pri ovim preslikavanjima podskupovi od A×M∗, to je jasno da se
potisni automati "ponašaju nedeterministički", što će se bolje videti iz daljeg
teksta.

Proizvoljnu trojku (a,α,u) ∈ A×M∗ ×X∗ nazivaćemo konfiguracijom po-
tisnog automata A. U napred datom modelu potisnog automata, ova ko-
nfiguracija bi odgovarala trenutku u kome se potisni automat A nalazi u
stanju a, u steku se nalazi zapamćena reč α, a na ulaznoj traci na očitavanje
čeka ulazna reč u. Rad potisnog automata A sastoji se u nizu prelazaka iz
konfiguracije u konfiguraciju, koji su odred̄eni funkcijama prelaza µ i δ. Te
funkcije se takod̄e mogu shvatiti kao izvesni program, ili, tačnije rečeno, skup
instrukcija po kome radi potisni automat A. Taj skup instrukcija čine sve
relacije oblika

(b,β) ∈ µ(a,ξ)

koje važe za (b,β) ∈ A×M∗ i (a,ξ) ∈ A×M, i sve relacije oblika

(b,β) ∈ δ(a,ξ,x)
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koje važe za (b,β) ∈ A×M∗ i (a,ξ,x) ∈ A×M× (X∪{e}).
Možemo razlikovati tri vrste prelaza u potisnom automatu:
Stacionarni prelazi:
Neka je data konfiguracija (a,α,u), pri čemu je α ∈M+, što znači da je stek

neprazan. Označimo sa ξ prvo slovo reči α, tj. uzmimo da je α = ξα′, za neki
α′ ∈M∗. Ako je (b,β) ∈ µ(a,ξ), tada je moguć prelaz sa konfiguracije (a,α,u)
na konfiguraciju (b,βα′,u), što simbolički označavamo

(a,α,u)→ (b,βα′,u).

Drugim rečima, relaciju
(b,β) ∈ µ(a,ξ),

možemo smatrati instrukcijom programa potisnog automataA koja kaže

pred̄i iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka ξ rečju β
i ostavi ulaznu reč u nepromenjenom.

Dakle, prelazi ovog tipa ne zavise od ulaza. Ovakve prelaze nazivamo stacio-
narnim prelazima, jer se prilikom njih ne menja sadrzaj ulazne trake.

Progresivni prelazi:
Neka je data konfiguracija (a,α,u), pri čemu je α ∈M+ i u ∈X+, što znači da

su i stek i ulazna traka neprazni. Označimo sa ξ prvo slovo reči α, tj. uzmimo
da je α = ξα′, za neki α′ ∈M∗, i označimo sa x prvo slovo ulazne reči u, tj.
uzmimo da je u = xu′, za neki u′ ∈ X∗. Ako je (b,β) ∈ δ(a,ξ,x), tada je moguć
prelaz sa konfiguracije (a,α,u) na konfiguraciju (b,βα′,u′), što simbolički
označavamo

(a,α,u)→ (b,βα′,u′).

Drugim rečima, relaciju
(b,β) ∈ δ(a,ξ,x)

možemo smatrati instrukcijom programa potisnog automataA koja kaže

pred̄i iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka ξ rečju β
i izbriši prvo slovo x ulazne reči u.

Prelaze ovakvog tipa nazivamo progresivnim prelazima, jer se prilikom njih
briše prvi simbol sa ulazne trake.

Prelazi sa praznim ulazom:
Neka je data konfiguracija (a,α,e), pri čemu je α ∈M+. Označimo sa ξ prvo

slovo reči α, tj. uzmimo da je α = ξα′, za neki α′ ∈M∗. Ako je (b,β) ∈ δ(a,ξ,e),
tada je moguć prelaz sa konfiguracije (a,α,u) na konfiguraciju (b,βα′,e), što
simbolički označavamo

(a,α,e)→ (b,βα′,e).

Drugim rečima, relaciju
(b,β) ∈ δ(a,ξ,e)
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možemo smatrati instrukcijom programa potisnog automataA koja kaže

pred̄i iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka ξ rečju β
i ostavi ulaznu traku praznom

(kakva je bila i pre prelaza). Ovakve prelaze ćemo nazivati prelazima sa
praznim ulazom.

Možemo definisati relaciju → na skupu svih konfiguracija potisnog au-
tomata A, pri čemu je

(a1,α1,u1)→ (a2,α2,u2)

ako i samo ako je moguć prelaz iz konfiguracije (a1,α1,u1) u konfiguraciju
(a2,α2,u2), koji je bilo stacionaran, bilo progresivan, bilo prelaz sa praznim
ulazom.

Sa
∗→ ćemo označavati refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije →. To

znači da za dve konfiguracije (a,α,u) i (b,β,v) potisnog automataA važi

(a,α,u)
∗→ (b,β,v) (3.19)

ako i samo ako je ili (a,α,u) = (b,β,v), ili postoji niz konfiguracija

{
(ai,αi,ui)

}n

i=1
, n ∈N,

takav da važi

(a,α,u) = (a1,α1,u1)→ (a2,α2,u2)→ ·· · → (an,αn,un) = (b,β,v). (3.20)

Izraz oblika (3.19), odnosno niz prelaza (3.20), nazivamo izračunavanjem uA,
a pojedinačne prelaze u (3.20) nazivamo koracima u tom izračunavanju.

Primetimo da sa konfiguracije oblika (a,e,u) nije moguće preći ni na jednu
drugu konfiguraciju potisnog automataA. To znači da ako u nekom izraču-
navanju uA dod̄emo do konfiguracije tog oblika, izračunavanje se prekida.
Drugim rečima, ukoliko se u toku rada potisnog automata stek isprazni, što
se može desiti, jer prvi simbol steka možemo zameniti i praznom reči, što
znači obrisati, tada se rad potisnog automata prekida.

Raspoznavanje jezika potisnim automatima

Pojam raspoznavanja, odnosno generisanja jezika potisnim automatom
može se definisati na dva načina – raspoznavanje skupom stanja i raspozna-
vanje praznim stekom, i pokazuje se da su ta dva načina ekvivalentna.

Potisni automatA raspoznaje jezik L ⊆ X∗ skupom T ⊆ A ako je

L =
{
u ∈ X∗

∣∣∣ (∃a ∈ T)(∃α ∈M∗) (a0,ξ0,u)
∗→ (a,α,e)

}
,
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odnosno ako za u ∈ X∗ važi

u ∈ L ⇔ (∃a ∈ T)(∃α ∈M∗) (a0,ξ0,u)
∗→ (a,α,e).

Drugi način raspoznavanja jezika potisnim automatom je raspoznavanje
praznim stekom. Naime, potisni automatA raspoznaje jezik L praznim stekom
ako je

L =
{
u ∈ X∗

∣∣∣ (∃a ∈ A) (a0,ξ0,u)
∗→ (a,e,e)

}
,

odnosno ako za u ∈ X∗ važi

u ∈ L ⇔ (∃a ∈ A) (a0,ξ0,u)
∗→ (a,e,e).

Teorema 3.18. Neka je L⊆X∗ jezik nad konačnim alfabetom X. Tada postoji potisni
automat koji raspoznaje L skupom stanja ako i samo ako postoji potisni automat koji
raspoznaje L praznim stekom. Dokazati.

Za jezik L⊆X∗ nad konačnim alfabetom X i potisni automatA koji raspoz-
naje L bilo nekim podskupom skupa stanja, bilo praznim stekom, kažemo
da A raspoznaje L i da je L jezik raspoznatljiv potisnim automatom.

Zadatak 3.149. Posmatrajmo potisni automat A = (A,X,M,q,e,δ), sa skupom
stanja A= {p,q}, ulaznim alfabetom X= {a,b,c}, alfabetom steka M= {a,b}, početnim
simbolom steka ξ0 = e i progresivnim prelazima definisanom na sledeći način:

δ(q,ξ,a) = {(q,aξ)}, δ(q,ξ,b) = {(q,bξ)}, δ(q,ξ,c) = {(p,ξ)},
δ(p,a,a) = {(p,e)}, δ(p,b,b) = {(p,e)}, za simbol ξ ∈M∪{ξ0} sa vrha steka.

Odrediti jezik L(A) koji raspoznaje ovaj potisni automat i naći izračunavanja reči
abcba, abcb i abcbab. Koja od ovih reči pripada jeziku L(A)?

Rešenje: Primetimo da ovaj potisni automat radi na sledeći način: U inicijal-
nom stanju q on smešta slova a i b sa ulazne trake u stek, sve dok na ulaznoj
traci ne pročita slovo c. Posle toga, unutrašnji mehanizam prelazi u stanje
p, u kome A upored̄uje svaki simbol sa ulazne trake sa simbolom na vrhu
steka. Ako su oni jednaki, automat prihvata ulaz.

Date progresivne prelaze možemo, formalno, predstaviti na sledeći način:

(q,α,au′)→ (q,aα,u′), (q,α,bu′)→ (q,bα,u′),
(p,aα′,au′)→ (p,α′,u′), (p,bα′,bu′)→ (p,α′,u′),
(q,α,cu′)→ (p,α,u′), za α ∈, α′ ∈M∗, u′ ∈ X∗.

Neka je reč u ∈ {a,b}∗ prefiks na ulaznoj traci, pre prvog pojavljivanja reči c i
v sufiks posle prvog pojavljivanja c na ulaznoj traci. U trenutku kada potisni
automat pred̄e u stanje p, reč u je smeštena u stek u obratnom redosledu,
tj. pri pored̄enju sufiksa v sa sadržajem steka, prvo slovo iz v poredi se sa
poslednjim slovom reči u i tako dalje. To znači da je v = u, pa je
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L(A) = {ucu |u ∈ {a,b}∗}.

Kako je ξ0 = e početni simbol steka, tražene reči mogu se dobiti sledećim
izračunavanjima:

(q,e,abcba)→ (q,a,bcba)→ (q,ba,cba)→ (p,ba,ba)→ (p,a,a)→ (p,e,e);

(q,e,abcb)→ (q,a,bcb)→ (q,ba,cb)→ (p,ba,b)→ (p,a,e);

(q,e,abcbab)→ (q,a,bcbab)→ (q,ba,cbab)→ (p,ba,bab)→ (p,a,ab)→ (p,e,b).

Primećujemo daA raspoznaje reč abcba praznim stekom, dok se druga i treća
reč ne raspoznaju ovim potisnim automatom. ⊓⊔

Zadatak 3.150. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

L = {aib jck | i, j,k > 0, i+ k = j}.

Rešenje: Koristićemo tri različita stanja potisnog automata da bi obezbedili
redosled čitanja slova a, b i c i stek da bi ispunili zahtev da je i+ k = j.
Dakle, konstruisaćemo automatA sa skupom stanja A = {p,q,r}, gde će p biti
inicijalno, a r finalno stanje. U stanju p, automat svako slovo a sa ulazne trake
smešta u stek. Pri prvom učitavanju slova b prelazi u stanje q i svako b sa
ulazne trake ili uparuje sa slovom a sa vrha steka ili ga smešta u stek. Pri
prvom čitanju slova c sa ulazne trake automat prelazi u stanje r i uparuje ga
sa b iz steka, kao i svako sledeće c dok se stek ne isprazni.

Dakle, traženi potisni automat jeA = (A,X,M,p,ξ0,δ,T), sa skupom stanja
A = {p,q,r}, ulaznim alfabetom X = {a,b,c}, alfabetom steka M = {a,b}, inicijal-
nim stanjem p , početnim simbolom steka ξ0 i skupom finalnih stanja T = {r}.
U automatuA ćemo definisati progresivne prelaze na sledeći način:

δ(p,ξ,a) = {(p,aξ)}, δ(p,a,b) = {(q,e)}, za ξ ∈ {ξ0,a}
δ(q,ξ,b) = {(q,bξ)}, δ(q,b,c) = {(r,e)}, za ξ ∈ {ξ0,b}
δ(r,b,c) = {(r,e)}.

Jasno je da, ovako definisan potisni automat, raspoznaje jezik L praznim
stekom. ⊓⊔

Zadatak 3.151. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

L = {xiy j |2i , 3 j}.

Rešenje: Posmatrajmo najpre jezik L1 = {aib j | i, j > 0, 2i = 3 j}. Primećujemo
da reč xiy j pripada jeziku L1 samo ako je i = 3k i j = 2k, za neki k > 0. Za
svako slovo x na ulaznoj traci možemo smestiti u stek dve njegove kopije,
korišćenjem pomoćnog stanja i stacionarnih prelaza. Slično, svako ulazno
slovo y možemo upariti sa slovom x na vrhu steka, a zatim pomoću još dva
pomoćna stanja brišemo još dva slova x, za isti ulaz y. Konstruišimo potisni
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automatA1 = (A1,X,M1,a,ξ
1
0,δ1,µ1,T1) koristeći ovu ideju. Neka je skup sta-

nja ovog automata A1 = {a,a′,b,b′,b′′}, ulazni alfabet je X= {x, y}, alfabet steka
M1 = {x}, ξ1

0 početni simbol steka, T1 = {b} finalno stanje. Progresivne prelaze
definisaćemo sa:

δ(a,ξ1
0,e) = (b,e,e), δ(b′′,x, y) = (b,e),

δ(a′,ξ,x) = (a,xξ), za ξ ∈ {ξ1
0,x},

a stacionarne prelaze na sledeći način:

(a,α,xu′)→ (a′,xα,xu′), tj. µ(a,ξ) = (a′,xξ),

za α = ξα′, ξ ∈ {ξ1
0,x}, α

′ ∈ {x}∗, u′ ∈ X∗

(a,α, yu′)→ (b′,α′, yu′), tj. µ(a,x) = (b′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}∗, u′ ∈ X∗,

(b′,α, yu′)→ (b′′,α′, y), tj. µ(b′,x) = (b′′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}∗, u′ ∈ X∗,

(b,α, yu′)→ (b′,α′, yu′), tj. µ(b,x) = (b′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}∗, u′ ∈ X∗.

Potisni automatA1 raspoznaje jezik L1 praznim stekom.
Vratimo se jeziku L. Iskoristićemo prethodnu ideju da svako slovo y upa-

rimo sa jednim i još pola x. Posle toga ćemo imati dva završna stanja ax,
ako je 2i > 3 j i by, ako je 2i < 3 j. Da bi stigli do stanja ax, neophodno je
da iz steka brišemo bar jedno slovo x koje nije vezano za ulaz y. Da bi
stigli do by treba da učitamo najmanje jedno slovo y više. U ovom drugom
slučaju može se javiti problem, jer automat može da blokira u stanjima b′ i
b′′ pokušavajući da izvuče x iz praznog steka. Primetimo da, ako je u stanju
b′ ili b′′ stek prazan, važi 2i < 3 j, pa možemo doći do stanja by, direktno iz
a, odnosno b′, bez brisanja simbola x iz steka. Konstruišimo sada automat
A= (A,X,M,a,ξ0,δ,µ,T) na sledeći način: Neka je skup stanja ovog automata
A = {a,a′,ax,b,b′,b′′,by}, ulazni alfabet je X = {x, y}, alfabet steka M = {x}, ξ0
početni simbol steka i T = {ax,by} skup finalnih stanja. Prelaze, na osnovu
prethodnog, možemo definisati na sledeći način:

δ(a,ξ,e) = (b,e), za ξ ∈ {ξ0,x},
δ(b,e,x) = (ax,e), δ(ax,e,x) = (ax,e),

δ(b,e, y) = (by,e), δ(by,e, y) = (by,e),

(a,α,xu′)→ (a′,xα,xu′), tj. µ(a,ξ) = (a′,xξ),

za α = ξα′, ξ ∈ {ξ0,x}, α′ ∈ {x}∗, u′ ∈ X∗

δ(a′,ξ,x) = (a,xξ), za ξ ∈ {ξ0,x},
(a,α, yu′)→ (b′,α′, yu′), tj. µ(a′,x) = (b′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}+, u′ ∈ X∗,

(a,x, yu′)→ (by,e,u
′), tj. δ(a,x, y) = (by,e), za u′ ∈ X∗

(b′,α, yu′)→ (b′′,α′, yu′), tj. µ(b′,x) = (b′′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}+, u′ ∈ X∗,

(b′,x, yu′)→ (by,e,u
′), tj. δ(b′,x, y) = (by,e), za u′ ∈ X∗,

δ(b′′,x, y) = (b,e),
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(b,α, yu′)→ (b′,α′, yu′), tj. µ(b,x) = (b′,e), za α = xα′, α′ ∈ {x}+ i u′ ∈ X∗,

(b,x, yu′)→ (by,e,u
′), tj. δ(b,x, y) = (by,e), za u′ ∈ X∗.

Nije teško pokazati da ovako definisan potisni automat raspoznaje traženi
jezik L. ⊓⊔

Zadatak 3.152. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

L = {u ∈ {x, y}∗ |2|u|x , 3|u|y}

Rešenje: Primetimo, ovde, da za svako slovo x sa ulaza u stek treba smestiti
dve kopije simbola x, dok za svako ulazno slovo y u stek smeštamo tri kopije
simbola y. Svaki stek simbol x treba uparitisa stek simbolom y. Uparivanje
vršimo ako je novo ulazno slovo različito od simbola sa vrha steka, dok u
protivnom slovo smeštamo u stek. Treba voditi računa da, ako u steku nema
dovoljno simbola sa kojima bi se uparivanje vršilo, ostale kopije ulaznog
slova smeštamo u stek.

Neka je a inicijalno stanje traženog automata. Kada je na ulaznoj traci
učitano slovo x ili ga uparujemo sa simbolom y iz steka ili ga smeštamo u
stek, kada automat prelazi u stanje a1. U stanju a1 ili brišemo iz steka drugi
simbol y ili stavljamo drugu kopiju simbola x u stek i vraćamo se u stanje a.
Stanja b1 i b2 koristićemo za rad sa simbolom y na sličan način.

Formirajmo sada potisni automatA = (A,X,M,a,ξ0,δ,µ,T). Neka je skup
A = {a,a1,b1,b2,ax,by}, X = {x, y}, M = {x, y}, T = {ax,by}, a prelaze ćemo defi-
nisati na sledeći način:

(a,ξα′,xu′)→ (a1,xα,xu′), tj. µ(a,ξ) = (a1,xξ),

za α = ξα′, ξ ∈ {ξ0,x}, α′ ∈ {x, y}∗, u′ ∈ X∗

(a, yα′,xu′)→ (a1,α
′,xu′), tj. µ(a,x) = (a1,e), u′ ∈ X∗

δ(a1,ξ,x) = (a,xξ), za ξ ∈ {ξ0,x},
δ(a1, y,x) = (a,e),

δ(a,x,e) = (ax,e),

δ(ax,x,x) = δ(ax,x,e) = (ax,e),

δ(a, y,e) = (by,e),

δ(by, y, y) = δ(by, y,e) = (by,e),

(a,ξα′, yu′)→ (b1, yα, yu′), tj. µ(a,ξ) = (b1, yξ),

za α = ξα′, ξ ∈ {ξ0, y}, α′ ∈ {x, y}∗, u′ ∈ X∗,

(a,xα′, yu′)→ (b1,α
′, yu′), tj. µ(a, y) = (b1,e), u′ ∈ X∗,

(b1,ξα
′, yu′)→ (b2, yα, yu′), tj. µ(a,ξ) = (b1, yξ),

za α = ξα′, ξ ∈ {ξ0, y}, α′ ∈ {x, y}∗, u′ ∈ X∗

(b1,xα
′, yu′)→ (b2,α

′, yu′), tj. µ(b1, y) = (b2,e), u′ ∈ X∗,
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δ(b2,ξ, y) = (a, yξ), za ξ ∈ {ξ0, y},
δ(b2, y,x) = (a,e).

Da bi pokazali da ovaj potisni automat raspoznaje upravo jezik L, primetimo
da, prema prethodnim pravilima, stek uvek sadrži najviše jedan stek simbol.
Ako u ∈ L i ako je 2|u|x − 3|u|y > 0 stižemo do završnog stanja ax, dok za
2|u|x− 3|u|y < 0 stižemo u by. ⊓⊔
Zadatak 3.153. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

L = {u ∈ {x, y}∗ | |u|x 6 |u|y 6 2|u|x}.

Rešenje: Pri konstrukciji ovog automata problem je što svako slovo x treba
upariti sa najmanje jednim i najviše dva slova y. Tu se javlja problem, jer ako u
stek stavimo samo jedno slovo x, ne možemo da odredimo da li je |u|y 6 2|u|x.
Takod̄e, ako u stek stavimo dva simbola xx, nema načina da proverimo da li
je |u|x 6 |u|y. Jedini način da se to reši je, da podelimo sva pojavljivanja slova
x u dve grupe: svako x iz prve grupe uparujemo sa jednim y i svako x iz
druge grupe sa po dva y.

Dakle, konstrisaćemo potisni automat A = (A,X,M,a,ξ0,δ,µ,T), sa dva
stanja A= {a,b}, alfabetom X= {x, y}, skupom stek simbola M= {x, y}, i inicijal-
nim i završnim stanjem koja se poklapaju, tj.T = {a}, dok su prelazi definisani
na sledeći način:

δ(a,e,x) = (b,x), za ξ ∈ ξ0

δ(a,x,x) = (a,xx),

δ(a,x, y) = (a,e),

δ(a, y,x) = (b,e),

δ(a,ξ, y) = (a, yξ), za ξ ∈ {ξ0, y}
µ(b,ξ) = (a,xξ), za ξ ∈ {ξ0,x}
δ(b,ξ, y) = (a,e), za ξ ∈ {ξ0,x}.

Ovaj automat raspoznaje traženi jezik. ⊓⊔

Potisni automati i konteksno nezavisni jezici

Zadatak 3.154. Neka je X konačan alfabet i neka je L⊆X∗ neprazan jezik. Dokazati
da je L kontekstno-nezavisan ako i samo ako može biti raspoznat nekim potisnim
automatom.

Rešenje: Prikazaćemo samo glavne crte ovog dokaza. Pretpostavimo prvo
da je L kontekstno-nezavisan jezik. Razlikovaćemo slučajeve e < L i e ∈ L.

Slučaj e < L: Bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da je L= L(G,σ)
za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V,X,π) koja je u Normalnoj
formi Chomsky.
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Konstruišimo potisni automatA = (A,X,M,a0,ξ0,µ,δ,T) na sledeći način:

A = {a0,a1, t}, M = (V \X)∪{ξ0}, gde ξ0 < V i X∩V = ∅,
µ(a0,ξ0) = {(a1,σξ0)},
µ(a1,λ) = {(a1,αβ) |λ→ αβ je pravilo iz π},
µ(a,λ) = ∅, u ostalim slučajevima,

δ(a1,ξ0,e) = {(t,ξ0)},
δ(a1,λ,x) = {(a1,e)}, ako je λ→ x pravilo iz π,

δ(a,λ,x) = ∅, u ostalim slučajevima. (3.21)

Tada potisni automatA raspoznaje L skupom T = {t}.
Slučaj e ∈ L: U ovom slučaju posmatramo jezik L′ = L \ {e}. Tada automat

A definisan za L′ raspoznaje L, ako u (3.21) dodamo pravilo

δ(a0,ξ0,e) = {(t,ξ0)}.

Obratno, pretpostavimo da jezik L može biti raspoznat nekim potisnim auto-
matom

A = (A,X,M,a0,ξ0,µ,δ).

Prema Teoremi 3.18. možemo, bez umanjenja opštosti, uzeti da se radi o
raspoznavanju praznim stekom.

Definišimo gramatiku G = (V,X,π) na sledeći način. Uzmimo najpre da je

V \X = (A×M×A)∪{σ}.

Elemente iz V \X zapisivaćemo u obliku [p,α,q], da ih ne bi pomešali sa
konfiguracijama potisnig automata A.

Skup π pravila definisaćemo na sledeći način. Najpre ćemo za svaki a ∈ A
staviti da je

σ→ [a0,ξ0,a]

pravilo iz π. Dalje, svakoj "instrukciji" (a′,β1β2 · · ·βk) ∈ µ(a,α), za k > 1,
pridružićemo skup pravila

[a,α,ak]→ [a′,β1,a1][a1,β2,a2] · · ·[ak−1,βk,ak],

gde je a1, . . . ,ak proizvoljan niz elemenata iz A, dok ćemo "instrukciji" oblika
(a′,e) ∈ µ(a,α) pridružiti pravilo

[a,α,a′]→ e.

Na kraju, proizvoljnoj "instrukciji" (a′,β1β2 · · ·βk) ∈ δ(a,α,x), za k> 1, pridružu-
jemo skup pravila

[a,α,ak]→ x[a′,β1,a1][a1,β2,a2] · · · [ak−1,βk,ak],
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gde je a1, . . . ,ak proizvoljan niz elemenata iz A, dok ćemo "instrukciji" oblika
(a′,e) ∈ δ(a,α,x) pridružiti pravilo

[a,α,a′]→ x.

Kada sva ova pravila sakupimo i njima formiramo skup π, dobijamo gra-
matiku G koja je očigledno kontekstno-nezavisna (mada ne u Normalnoj
formi Chomsky), i za koju je L = L(G,σ). ⊓⊔

Zadatak 3.155. Neka je G = (V, {x, y},π) konteksno-nezavisna gramatika sa pra-
vilima izvod̄enja:

σ→ xσ, σ→ xσbσyσ, σ→ e.

Konstruisati potisni automatA koji raspoznaje jezik L = L(G,σ).

Rešenje: Da bi primenili konstrukciju automata datu u rešenju prethodnog
zadatka treba datu gramatiku G svesti na ekvivalentnu gramatiku u Nor-
malnoj formi Chomsky.

Jednostavno je videti da je skup pravila izvod̄enja π ekvivalentan slede-
ćem skupu pravila:

σ→ ασ, σ→ αβ, β→ σγ, γ→ λσ,

σ→ x, α→ x, β→ y, γ→ y, λ→ y.

Konstruišimo potisni automatA = (A,X,M,a0,ξ0,µ,δ,T) na sledeći način:

A = {a0,a1, t}, X = {x, y}, M = (V \X)∪{ξ0}, gde ξ0 < V i X∩V = ∅,
µ(a0,ξ0) = {(a1,σξ0)},
δ(a0,ξ0,e) = {(t,ξ0)},
µ(a1,σ) = {(a1,ασ) |σ→ ασ},
µ(a1,σ) = {(a1,αβ) |σ→ αβ},
µ(a1,β) = {(a1,σγ) |β→ σγ},
µ(a,µ) = ∅, u ostalim slučajevima, a ∈ A, µ ∈M,

δ(a1,ξ0,e) = {(t,ξ0)},
δ(a1,σ,x) = {(a1,e)}, za pravilo σ→ x,

δ(a1,α,x) = {(a1,e)}, za pravilo α→ x,

δ(a1,β, y) = {(a1,e)}, za pravilo β→ y,

δ(a1,γ, y) = {(a1,e)}, za pravilo γ→ y,

δ(a1,λ, y) = {(a1,e)}, za pravilo λ→ y,

δ(a,µ,x) = ∅ , u ostalim slučajevima, za a ∈ A, µ ∈M,

δ(a,µ, y) = ∅, u ostalim slučajevima, za a ∈ A, µ ∈M.

Tada potisni automatA raspoznaje L = L(G,σ) skupom T = {t}. ⊓⊔
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Zadaci za samostalni rad

1. Dokazati da postoji algoritam pomoću koga za svaku konteksno-nezavisnu
gramatiku G = (V,X,π) i svaki konačan jezik L ⊆ X∗ možemo odlučiti da li
je L ⊆ L(G) i da li je L∩L(G) = ∅.

2. Jezik L = {xmynxmyn |m,n ∈N} nije kontekstno-nezavisan. Dokazati.
3. Dokazati da jezik L = {aib jck |k =max{i, j} } nije kontekstno-nezavisan.
4. Neka je G = (V,X,π) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima

σ→ aσaa+α, α→ bbαcc+β, β→ bc.

(a) Konstruisati parsirajuće stablo reči a3b3c3a6.
(b) Dokazati da ova gramatika nije jednoznačna.

5. Neka je G = (V,X,π) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima

σ→ αaσbβ+ e, α→ aα+ a, β→ bβ+ e.

(a) Dokazati da je ova gramatika jednoznačna.
(b) Konstruisati njoj ekvivalentnu nejednoznačnu gramatiku.

6. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

(i) L = {u ∈ {x, y}∗ |3|u|x 6 5|u|y 6 4|u|x};
(ii) L = {u ∈ {x, y}∗ |2|u|x+ 5 6 3|u|y};
(iii) L = {aib jck | i, j,k > 0, i+ 2k = j}.

7. Za svaku od sledećih konteksno-nezavisnih gramatika G = (V,X,π) kon-
struisati potisni automat koji raspoznaje jezik L = L(G,σ):

(a) X = {a,b}, π = {σ→ aσbσ, σ→ bσaσ, σ→ e},
(b) X = {x, y}, π = {σ→ σσ, σ→ xσy, σ→ e}.





Glava 4

Turingove mašine

Postoji više različitih načina za definisanje Turingovih mašina. Med̄utim, svi
oni su med̄usobno ekvivalentni, pa ćemo ovde dati osnovni model Turingove
mašine. Njegovom jednostavnom modifikacijom dobijaju se i ostali modeli.

4.1. Konstrukcija Turingovih mašina

Pre nego što damo formalnu definiciju Turingove mašine opisaćemo nefor-
malno njen rad.

ξ1 ξ2 . . . ξi . . . ξn

unutrašnji

mehanizam

ulazna traka

# # #

6

Turingova mašina se sastoji iz ulazne trake koja je podeljena na ćelije i u
svakoj od njih zabeležen je po jedan simbol iz konačnog alfabeta Σ, koji se
naziva skup simbola trake. Ulazna traka ima početak sa leve strane, a sa desne
strane je neograničena, tj. ima beskonačno mnogo ćelija. U svakom diskret-
nom trenutku vremena, glava mašine pokazuje na jednu ćeliju, odnosno na
simbol trake koji je u njoj zabeležen. Na početku rada mašine, na ulaznoj
traci su u prvih n ćelija, za neki prirodan broj n, zabeleženi simboli iz ulaznog
alfabeta X, gde je X ⊆ Σ. Preostali deo trake je prazan, tako da med̄u sim-
bolima trake postoji i simbol # koji označava praznu ćeliju i važi # < X.
Unutrašnji mehanizam mašine odred̄en je stanjima mašine, pri čemu je skup A
svih stanja mašine konačan. Rad mašine kontrolisan je instrukcijama koje u
svakom diskretnom trenutku vremena, zavisno od trenutnog stanja mašine
i simbola na koji glava mašine trenutno pokazuje, odred̄uju šta će se de-
siti u narednom trenutku. Sam rad mašine sastoji se u izvršavanju sledećih
operacija:

1. prelazak iz jednog stanja u drugo;

2. zamena simbola u ćeliji drugim simbolom, pri čemu je moguće da se on
zameni i istim simbolom, tj. da sadržaj ćelije ostane nepromenjen;

3. pomeranje glave mašine za jedno mesto ulevo ili jedno mesto udesno.

129
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U pomeranju glave ključnu ulogu igraju dva posebna simbola L i R, pri čemu
je, jasno, sa L odred̄eno pomeranje glave ulevo, a sa R udesno. Pri tome može
da postoji najviše jedna instrukcija koja za trenutno stanje i simbol na traci
ukazuje na dalji rad mašine. Mašina završava sa radom kada za trenutno
stanje i simbol na traci ne postoji nijedna instrukcija koja predvid̄a dalje
ponašanje mašine.

Indirektno, smatraćemo da Turingova mašina ima mogućnost brisanja.
Naime, alfabetu Σ se može dodati novi pomoćni simbol B (čita se prazno ili
blanko) koji je moguće upisati umesto razmatranog simbola, čime bi on bio
tretiran kao obrisan.

Sada ćemo dati formalnu definiciju Turingove mašine. Pod Turingovom
mašinom podrazumevamo petorkuA = (A,a0,X,Σ,δ), gde je

A – neprazan konačan skup, skup stanja mašineA;
a0 –element iz A, početno stanje mašineA;
X – neprazan konačan skup, ulazni alfabet mašineA;
Σ –neprazan konačan skup koji sadrži X i simbol # <X, alfabet trake mašineA;
δ – parcijalno preslikavanje iz A× Σ u A ×Σ \ {#} × {L,R}, funkcija prelaza

mašineA.

Pod pojmom konfiguracije Turingove mašine A podrazumevaćemo proizvolj-
nu trojku (a,α, i) ∈ A× (Σ \ {#})∗×N. U datom neformalnom modelu mašine,
ova konfiguracija bi odgovarala trenutku kada se mašina A nalazi u stanju
a, u nepraznom delu trake je upisana reč α, čitano sleva na desno, a i je
redni broj ćelije na koju glava pokazuje u tom trenutku, takod̄e brojano sleva
na desno, od početka trake. Ako je δ(a,ξ) = (b,ξ′,D), za neki (a,ξ) ∈ A×Σ i
D ∈ {L,R}, tada izraz

δ(a,ξ) = (b,ξ′,D)

nazivamo instrukcijom mašine A. Rad Turingove mašine A sastoji se u nizu
prelazaka iz jedne konfiguracije u drugu, pri čemu su ti prelasci odred̄eni
instrukcijama te mašine.

Neka je (a,ξ1ξ2 · · ·ξn, i) proizvoljna konfiguracija, za ξ1,ξ2, . . . ,ξn ∈ Σ \ {#}.
Razlikujemo više tipova prelaza:

1. Neka je i ∈ [1,n] i δ(a,ξi) = (b,ξ,R). Tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (a,ξ1 . . .ξi−1ξξi+1 . . .ξn, i+ 1), što pišemo

(a,ξ1ξ2 . . .ξn, i)−→A (a,ξ1 . . .ξi−1ξξi+1 . . .ξn, i+ 1).

Drugim rečima, instrukcija δ(a,ξi) = (b,ξ,R) kaže sledeće: pred̄i iz stanja
a u stanje b, zameni simbol ξi u i-toj ćeliji simbolom ξ i pomeri glavu za
jedno mesto udesno, nad ćeliju sa rednim brojem i+ 1.

2. Neka je i ∈ [2,n] i δ(a,ξi) = (b,ξ,L). Tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (b,ξ1 . . .ξi−1ξξi+1 . . .ξn, i− 1), što pišemo

(a,ξ1ξ2 . . .ξn, i)−→A (b,ξ1 . . .ξi−1ξξi+1 . . .ξn, i− 1).
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Drugim rečima, instrukcija δ(a,ξi) = (b,ξ,L) kaže sledeće: pred̄i iz stanja
a u stanje b, zameni simbol ξi u i-toj ćeliji simbolom ξ i pomeri glavu za
jedno mesto ulevo, nad ćeliju sa rednim brojem i− 1.

3. Neka je i = n+1. Tada glava pokazuje na praznu ćeliju, tj. na ćeliju u kojoj
je zabeležen znak #, pa razlikujemo sledeće podslučajeve:

3.1. Ako je δ(a,#) = (b,ξ,R), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfi-
guraciju (b,ξ1 . . .ξnξ,n+ 2), što pišemo

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,n+ 1)−→
A

(b,ξ1 . . .ξnξ,n+ 2).

Znači, instrukcija δ(a,#) = (b,ξ,R) kaže: zabeleži simbol ξ u (n+ 1)-vu
ćeliju i pomeri glavu za jedno mesto udesno, nad (n+ 2)-gu ćeliju.

3.2. Ako je δ(a,#) = (b,ξ,L), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfig-
uraciju (b,ξ1 . . .ξnξ,n), što pišemo

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,n+ 1)−→
A

(b,ξ1 . . .ξnξ,n).

Prema tome, u ovom slučaju instrukcija δ(a,#) = (b,ξ,L) kaže: upiši
simbol ξ u (n+ 1)-vu ćeliju i pomeri glavu za jedno mesto ulevo, nad
n-tu ćeliju.

Konačan niz konfiguracija (ak,αk, ik), k ∈ [0,n], gde je n ∈N0, nazivaćemo
izračunavanjem u Turingovoj mašiniA, ako za svako k ∈ [0,n− 1] važi

(ak,αk, ik)−→
A

(ak+1,αk+1, ik+1).

Ove pojedinačne prelaze nazivamo koracima tog izračunavanja. Broj koraka
u ovom izračunavanju, tj. broj n, nazivamo dužinom tog izračunavanja.

Ako su (a,α, i) i (b,β, j) konfiguracije za koje postoji izračunavanje (ak ,αk, ik),
k ∈ [0,n], takvo da je

(a,α, i) = (a0,α0, i0) i (b,β, j) = (an,αn, in),

tada pišemo
(a,α, i)

∗−→
A

(b,β, j),

pri čemu, bez opasnosti od zabune, i taj izraz nazivamo izračunavanjem.
Jasno, to izračunavanje je dužine 0 ako i samo ako je (a,α, i)= (b,β, j). Ukoliko
je jasno o kojoj se Turingovoj mašini radi, u oznakama −→

A
i
∗−→
A

izostavlja-

mo A, tj. pišemo samo → i
∗→. Drugim rečima, na skupu A×Σ∗ ×N svih

konfiguracija definisana je relacija → tako da su dve konfiguracije (a,α, i) i
(b,β, j) u relaciji → ako i samo ako se iz konfiguracije (a,α, i) može preći u
(b,β, j) u jednom koraku. Takod̄e, definisana je i relacija

∗→, koja predstavlja
refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije→.
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Napomena 6. Kod ovako uvedenog pojma Turingove mašine postoji moguć-
nost da glava posle čitanja simbola sa trake ne ide obavezno levo ili desno,
već može ostati i na istom mestu. Naime, ako želimo da mašina, koja se nalazi
u stanju a i čita simbol ξ sa trake, pred̄e u stanje a1, ispiše ξ1 na traci i glava
ostane na istom mestu, skupu stanja mašine A dodajemo novo stanje b, a
instrukcijama mašineA dodajemo sledeće instrukcije:

δ(a,ξ) = (b,ξ1,R),

δ(b,µ) = (a1,µ,L), za svaki simbol trake µ.

Takod̄e, postoje i tzv. Turingove mašine kod kojih ulazna traka ima više staza.
To su, zapravo, Turingove mašine kod kojih alfabet trake, a i ulazni alfabet,
jesu Descartesovi proizvodi nekih skupova. Mašina ima onoliko staza koliko
činilaca ima u tim Descartesovim proizvodima. Turingova mašina sa k staza,
za neki k ∈N, jeste mašina kod koje alfabet trake jeste neki skup k-torki.

Analogno pojmu raspoznavanja jezika automatima uvodi se i pojam ras-
poznavanja jezika Turingovim mašinama. Kažemo da Turingova mašina
A = (A,a0,X,Σ,δ) raspoznaje jezik L ⊆ X∗ pomoću skupa T ⊆ A ako je

L = {u ∈ X∗ | (a0,u,1)
∗→ (a,α, i) , gde je a ∈ T, α ∈ Σ∗, i ∈N},

tj.
u ∈ L⇔ (a0,u,1)

∗→ (a,α, i) gde je a ∈ T, α ∈ Σ∗, i ∈N,
a za jezik L u tom slučaju kažemo da je raspoznatljiv Turingovom mašinom.
Skup T nazivamo skupom završnih stanja Turingove mašineA.

Neformalno, Turingova mašina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih
reči ulaznog alfabeta koje vode do nekog završnog stanja. Često se kaže i da
Turingova mašinaA prihvata reč u ∈ X∗ skupom T ako je (a0,u,1)

∗→ (a,α, i), za
neko stanje a ∈ T.

Primetimo da se ovde govori samo o prihvatanju reči nad alfabetom X,
dok simboli iz skupa Σ\X imaju pomoćnu ulogu, koja se može uporediti sa
ulogom pomoćnih simbola kod gramatika.

Možemo da uvedemo i pojam nedeterminističke Turingove mašine. Kao
što se i očekuje, to će biti Turingova mašina kod koje δ nije parcijalno pre-
slikavanje, već je relacija, pa za neke a ∈ A i ξ ∈ Σ ima više izbora za δ(a,ξ),
tj. δ(a,ξ) je podskup skupa A×Σ \ {#} × {L,R}. Tako ćemo ranije definisanu
Turingovu mašinu nazivati i determinističkom Turingovom mašinom, a petorku
A= (A,a0,X,Σ,δ) nazivamo nedeterminističkom Turingovom mašinom ako A, a0,
X i Σ imaju isto značenje kao u definiciji determinističke Turingove mašine,
dok je δ relacija izmed̄u skupova A×Σ i A×Σ \ {#}× {L,R}.

Jezik L ⊆ X∗ je raspoznatljiv nedeterminističkom Turingovom mašinom
A = (A,a0,X,Σ,δ) pomoću skupa T ⊆ A ako je

L = {u ∈ X∗ | (a0,u,1)
∗→ (a,α, i) gde je a ∈ T, α ∈ Σ∗, i ∈N},
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tj.
u ∈ L⇔ (a0,u,1)

∗→ (a,α, i) gde je a ∈ T, α ∈ Σ∗, i ∈N.
Skup T je skup završnih stanja Turingove mašineA. Neformalno, nedetermi-
nistička Turingova mašinaA raspoznaje jezik L ako je L skup svih reči ulaz-
nog alfabeta koje vode iz početnog do nekog od završnih stanja, za neki
izbor niza prelaza. Često se kaže i da Turingova mašinaA prihvata reč u ∈ X∗

skupom T ako postoji način da se, polazeći od a0 i reči u na ulaznoj traci, dod̄e
do nekog završnih stanja.

Kao i u slučaju automata bez izlaza, i ovde važi da determinističke i ne-
determinističke Turingove mašine imaju iste mogućnosti u raspoznavanju
jezika.

Zadatak 4.156. Dokazati da je jezik raspoznatljiv determinističkom Turingovom
mašinom ako i samo ako je raspoznatljiv nedeterminističkom Turingovom mašinom.

Rešenje: Jasno je da se svaka deterministička Turingova mašina može sma-
trati nedeterminističkom, pa je direktni smer u dokazu zadatka trivijalan.

Dokazaćemo obrat. Pretpostavimo da nedeterministička Turingova maši-
na A = (A,a0,X,Σ,δ) raspoznaje jezik L pomoću skupa T. Opisaćemo deter-
minističku Turingovu mašinuA′ = (A′,a0,X,Σ′,δ′) koja raspoznaje L.

Naime, skup stanjaA′ se poklapa sa skupom stanja A, a takod̄e će i skup
završnih stanja biti T. Za fiksirane a ∈A i ξ ∈ Σ, takve da je δ(a,ξ) definisano,
označimo sa k(a,ξ) broj definisanih prelaza iz stanja a za ulaz ξ, i numerišimo
redom prelaze δ(a,ξ) = (a′,µ,D), gde je D ∈ {R,L}, brojevima od 1 do k(a,ξ).
Uvedimo oznaku r = max{k(a,ξ) |a ∈ A, ξ ∈ Σ}. Svaka transformacija u A′
može se okarakterisati konačnim nizom brojeva izmed̄u 1 i r koji predstavlja-
ju brojeve prelaza koji su upotrebljeni u toj transformaciji. Jasno je da svaki
ovakav niz brojeva ne mora da predstavlja transformaciju, jer je moguće da
za izvestan par (a,ξ) ima manje od r izbora za prelaz, tj. k(a,ξ) < r.

Neka je sada Σ′ skup koji se sastoji od nekih trojki oblika [x, i,ξ], gde je
x ∈ X, i ∈ [0,r], ξ ∈ Σ, pri čemu skup Σ′ ne mora da obuhvata sve trojke tog
oblika. Naime, kako alfabet trake čine trojke, to možemo smatrati da je traka
podeljena na tri staze. U prvoj će se nalaziti ulazna reč. Na drugoj su na po-
četku nule, a nadaljeA′ generiše niz brojeva skupa {1,2, . . . ,r}, gde svaki od
tih brojeva predstavlja broj prelaza koji je upotrebljen. Na trećoj stazi je na
početku kopija ulazne reči, a u toku rada se na njoj simulira rad mašine A,
za ulaze sa prve staze i prelaze odred̄ene nizom u drugoj stazi. Pri tome X
identifikujemo sa trojkama oblika [x,0,x], za svaki x ∈ X. Dakle, ako je A′ u
stanju a i na ulazu se javlja trojka (x, i,ξ), i ako sa δi(a,ξ) označimo i-ti prelaz
u našoj numeraciji nedeterminističke mašineA, definisan za par (a,ξ), tada
za δi(a,ξ) = (a′,ξ′,R) automat A′ prelazi u stanje a′, na treću stazu upisuje
simbol ξ′ i pomera glavu jedno mesto udesno. Analogno se razmatra i slučaj
δi(a,ξ) = (a′,ξ′,L).

Jasno je da ukolikoA prihvata reč u tada će nas odgovarajući izbor trans-
formacija, tj. niza na drugoj stazi, dovesti do završnog stanja i kod mašine
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A′. Obratno, ako mašinaA ne prihvata reč u tada nas nijedan izbor niza na
drugoj stazi, koji predstavlja izbor odgovarajućih prelaza, ne može dovesti
do završnog stanja uA′. ⊓⊔
Zadatak 4.157. Konstruisati Turingovu mašinu koja raspoznaje sve binarne reči
koje se završavaju nulom.

Rešenje: Neka jeA = (A,a0,X,Σ,δ) Turingova mašina u kojoj je

A = {a0,a1,a2},
X = {0,1},
Σ = {0,1,#}.

Skup završnih stanja je T = {a2}, a funkcija prelaza δ neka je data na sledeći
način:

1.a δ(a0,0) = (a0,0,R)
1.b. δ(a0,1) = (a0,1,R)
1.c. δ(a0,#) = (a1,#,L)
2. δ(a1,0) = (a2,0,R)

Stanje a0 skenira desno slovo ulazne reči, dok a1 proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova mašina prepoznaje traženi jezik. ⊓⊔
Zadatak 4.158. Konstruisati Turingovu mašinu koja briše poslednje slovo ulazne
binarne reči.

Rešenje: Neka jeA = (A,a0,X,Σ,δ) Turingova mašina, sa skupovima

A = {a0,a1,a2,a3,a4},
X = {0,1},
Σ = {0,1,#}.

Skup završnih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza δ je data na sledeći način:

1.a δ(a0,0) = (a1,0,R)
1.b. δ(a0,1) = (a1,1,R)
2.a. δ(a1,0) = (a1,0,R)
2.b. δ(a1,1) = (a1,1,R)
2.c. δ(a1,#) = (a2,#,L)
3.a. δ(a2,0) = (a3,#,L)
3.b. δ(a2,1) = (a3,#,L)
4.a. δ(a3,0) = (a3,0,L)
4.b. δ(a3,1) = (a3,1,L)
4.c. δ(a3,#) = (a4,#,L)

Stanje a0 skenira desno slovo ulazne reči, dok a1 proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova mašina prepoznaje traženi jezik. ⊓⊔
Zadatak 4.159. Opisati Turingovu mašinuA = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje je-
zik L = {xnyn |n ∈N}.
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Rešenje: Neka je
A = {a0,a1,a2,a3,a4},

X = {x, y},
Σ = {x, y,#,α,β}.

Skup završnih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza δ je data na sledeći način.
Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, mašina ga menja u α, dok se u suprotnom
zaustavlja. Zatim se kreće udesno, do prvog y, i menja ga u β. Onda se vraća
ulevo do poslednjeg α, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u α i ponovo
odlazi udesno u potragu za novim y. Dakle, u svakom krugu mašina menja
prvi levi x u α i prvi levi y u β, a dolazi do završnog stanja samo ukoliko
nema više x-ova levo od prvog levog y i iza poslednjeg desnog y se nalazi #.
Funkcija prelaza je data sa:

1.a δ(a0,x) = (a1,α,R)
1.b. δ(a0,β) = (a3,β,R)
2.a. δ(a1,x) = (a1,x,R)
2.b. δ(a1,β) = (a1,β,R)
2.c. δ(a1, y) = (a2,β,L)
3.a. δ(a2,β) = (a2,β,L)
3.b. δ(a2,α) = (a0,α,R)
3.c. δ(a2,x) = (a2,x,L)
4.a. δ(a3,β) = (a3,β,R)
4.b. δ(a3,#) = (a4,#,R)

Sledeća šema prikazuje ponašanje mašineAu slučaju kada je ulazna reč x3y3.

konfiguracija pravilo

(a0,xxxyyy,1) start

(a1,αxxyyy,2) 1

(a1,αxxyyy,3) 2.a

(a1,αxxyyy,4) 2.a

(a2,αxxβyy,3) 2.c

(a2,αxxβyy,2) 3.c

(a2,αxxβyy,1) 3.c

(a0,αxxβyy,2) 3.b

(a1,ααxβyy,3) 1

(a1,ααxβyy,4) 2.a

(a1,ααxβyy,5) 2.b

(a2,ααxββy,4) 2.c

(a2,ααxββy,3) 3.c

konfiguracija pravilo

(a2,ααxββy,2) 3.c

(a0,ααxββy,3) 3.b

(a1,αααββy,4) 1.a

(a1,αααββy,5) 2.b

(a1,αααββy,6) 2.b

(a2,αααβββ,5) 2.c

(a2,αααβββ,4) 3.a

(a2,αααβββ,3) 3.a

(a3,αααβββ,4) 4.a

(a3,αααβββ,5) 4.a

(a3,αααβββ,6) 4.a

(a3,αααβββ,7) 4.a

(a4,αααβββ#,8) 4.b
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Ovde su,takod̄e, data i pravila koja se koriste u svakom od koraka. ⊓⊔

Zadatak 4.160. Konstruisati Turingovu mašinuA= (A,a0,X,Σ,δ) koja raspozna-
je jezik L = {xnynzn |n ∈N}.

Rešenje: Stavimo
A = {a0,ax,ay,az,aβ,aγ,a f },

X = {x, y,z},
Σ = {x, y,z,#,α,β,γ}.

Skup završnih stanja je T = {a f }, a funkciju prelaza δ definišimo na osnovu
sledećeg. Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, mašina ga menja u α, dok se
u suprotnom zaustavlja. Zatim se kreće udesno, do prvog y i menja ga u β.
Daljim kretanjem udesno, traži prvi z i menja ga u γ. Onda se vraća ulevo do
poslednjeg α, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u α i ponovo odlazi udesno
u potragu za novim y, menjajući ga u β, a, potom, traži novi z. Dakle, u
svakom krugu mašina menja prvi levi x u α i prvi levi y u β i prvi levi z u γ,
a dolazi do završnog stanja samo ukoliko nema više x-ova levo od prvog
levog y, nema više y-a levo od prvog levog z i iza poslednjeg desnog z se
nalazi #. Funkcija prelaza je data sa:

1.a. δ(a0,x) = (ax,α,R)
1.b. δ(a0,x) = (aβ,β,R)
2.a. δ(ax,x) = (ax,x,R)
2.b. δ(ax, y) = (ay,β,R)
2.c. δ(ax,β) = (ax,β,R)
3.a. δ(ay, y) = (ay, y,R)
3.b. δ(ay,c) = (az,γ,L)
3.c. δ(ay,γ) = (ay,γ,R)
4.a. δ(ac,x) = (ac,x,L)
4.b. δ(ac, y) = (ac, y,L)
4.c. δ(ac,α) = (a0,α,R)
4.d. δ(ac,β) = (ac,β,L)
4.e. δ(ac,γ) = (ac,γ,L)
5.a. δ(aβ,β) = (aβ,β,R)
5.b. δ(aβ,γ) = (aγ,γ,R)
6.a. δ(aγ,γ) = (aγ,γ,R)
6.b. δ(aγ,#) = (a f ,#,R)

Ovako definisana Turingova mašina raspoznaje dati jezik. ⊓⊔

Zadatak 4.161. Opisati Turingovu mašinu koja raspoznaje jezik

L = {anbncmn |n ∈N}.

Rešenje: Kako je postupak konstrukcije tražene Turingove mašine sličan po-
stupku iz prethodnog zadatka, opisaćemo neformalno algoritam za njenu
konstrukciju:
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1. Mašina se nalazi u inicijalnom stanju. Najpre se kreće nadesno da bi
proverila da li ulazna reč ima traženi raspored slova a,b,c, tj. da li ulazna
reč pripada jeziku a∗b∗c∗. U protivnom se mašina zaustavlja.

2. Vraća se do prvog slova ulazne reči.
3. Prvo slovo a briše (zamenjuje simbolom #) i kreće se na desno do prvog

levog slova b. Zatim se naizmenično kreće od najlevljeg b do najlevljeg c i
pri svakoj zameni b sa β odgovarajuće c zamenjuje sa #. Ako pri zameni
nekog b ne ostane ni jedno c mašina prestaje da radi. Postupak se nastavlja
sve dok svi b-ovi ne budu zamenjeni. Na kraju ovog koraka ulazna reč je
transformisana u oblik am−1βnck−n.

4. Mašina svako β zamenjuje sa b transformišući dobijenu reč u oblik
am−1bnck−n i vraća se do krajnjeg levog a. Zatim nastavlja 3. i 4. sve dok
ima slova a, a onda ispituje šta je sa c-ovima. Ako ni jedno slovo c nije
preostalo mašina raspoznaje dati jezik.

Formalnu konstrukciju Turingove mašine prepuštamo čitaocu. ⊓⊔

Zadatak 4.162. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoz-
naje jezik L = {ww |w ∈ {0,1}∗}.

Rešenje: Neka je
A = {ai,a0,a1,a0,a1,a,a f },

X = {0,1},
Σ = {0,1,#}.

Skup završnih stanja je T = {a f }, a funkciju prelaza δ definišimo na osnovu
sledećeg. Prvi ulazni simbol mašina menja u #. Zatim se kreće udesno, os-
tavljajući na svom mestu sve simbole 0 i 1 dok ne dodje do znaka #. Onda se
vraća ulevo menjajući poslednji simbol znakom #, ako je on jednak prvom
simbolu koji je zamenjen #. Mašina ponovo odlazi udesno ponavljajući isti
postupak. Zaustavlja se ako su svi simboli zamenjeni sa #, kada se nalazi u
stanju a f . Dakle, funkcija prelaza je data sa:

1.a. δ(ai,0) = (a0,#,R)
1.b. δ(ai,1) = (a1,#,R)
1.c. δ(ai,#) = (a f ,#,R)
2.a. δ(a0,0) = (a0,0,R)
2.b. δ(a0,1) = (a0,1,R)
2.c. δ(a0,#) = (a0,#,L)
3.a. δ(a1,0) = (a1,0,R)
3.b. δ(a1,1) = (a1,1,R)
3.c. δ(a1,#) = (a1,#,L)
4. δ(a0,0) = (ab,#,L)
5. δ(a1,1) = (ab,#,L)
6.a. δ(a,0) = (ab,0,L)
6.b. δ(a,1) = (ab,1,L)
6.c. δ(a,#) = (ai,#,R)
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Ovako definisana Turingova mašina raspoznaje dati jezik. ⊓⊔

Zadatak 4.163. Konstruisati Turingovu mašinuA= (A,a0,X,Σ,δ) koja raspozna-
je jezik L = {u ∈ {x, y}∗, | |u|x = |u|y}.

Rešenje: Neka je
A = {a0,a1,a2,a3,a4,a5},

X = {x, y},
Σ = {x, y,α,#}.

Inicijalno stanje je a0, završno stanje je a4, a funkciju prelaza δ definišaćemo
tako što nalazimo početak i kraj ulazne reči i ako ne nad̄emo ni jedan simbol
x moramo biti sigurni da nema ni jednog y:

1.a. δ(a0,x) = (a1,α,R)
1.b. δ(a0, y) = (a2,α,R)
1.c. δ(a0,α) = (a4,#,L)
1.d. δ(a0,#) = (a0,α,R)
2.a. δ(a1,x) = (a1,x,R)
2.b. δ(a1, y) = (a3,α,L)
2.c. δ(a1,α) = (a1,α,R)
2.d. δ(a1,#) = (a5,#,L)
3.a. δ(a2,x) = (a3,x,L)
3.b. δ(a2, y) = (a2, y,R)
3.c. δ(a2,α) = (a2,α,R)
3.d. δ(a2,#) = (a5,#,L)
4.a. δ(a3,x) = (a3,x,L)
4.b. δ(a3, y) = (a3, y,L)
4.c. δ(a3,α) = (a3,α,L)
4.d. δ(a3,#) = (a0,#,R)

Ovako definisana Turingova mašina raspoznaje reči u kojima je broj slova x
jednak broju slova y. ⊓⊔

Zadatak 4.164. Konstruisati Turingovu mašinuA= (A,a0,X,Σ,δ) koja raspozna-
je jezik L = {u ∈ {x, y}∗, |u = u} (L je skup palindroma).

Rešenje: Neka je
A = {a0,a1,a2,a3,a4,a5},

X = {x, y},
Σ = {x, y,#}.

Inicijalno stanje je a0, završno stanje je a5, a funkciju prelaza δ definišaćemo
tako što brišemo prvo i poslednje slovo sa ulazne trake, ukoliko su ta slova
jednaka, pa krug kreće od početka:

1.a. δ(a0,x) = (a1,#,R)
1.b. δ(a0, y) = (a2,#,R)
1.c. δ(a0,#) = (a5,#,L)
2.a. δ(a1,x) = (a1,x,R)
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2.b. δ(a1, y) = (a1, y,R)
2.c. δ(a1,#) = (a3,#,L)
3.a. δ(a2,x) = (a2,x,R)
3.b. δ(a2, y) = (a2, y,R)
3.c. δ(a2,#) = (a4,#,L)
4. δ(a3,x) = (a5,#,L)
5. δ(a4, y) = (a5,#,L)
6.a. δ(a5,x) = (a5,x,L)
6.b. δ(a5, y) = (a5, y,L)
6.c. δ(a5,#) = (a0,#,R)

Ova Turingova mašina raspoznaje sve palindrome. ⊓⊔

Zadatak 4.165. (a) Konstruisati Turingovu mašinu koja binarnom zapisu ulaznog
broja N dodaje 1. (Da bi obezbedili još jedno mesto na poziciji glave ulazne trake,
pretpostavite, inicijano, u stanju a0, da je ispred binarnog zapisa broja N znak $).

(b) U ovoj Turingovoj mašini naći izračunavanje koje ulaznu reč $111 uvećava za 1.

Rešenje: Neka je
A = {a0,a1,a

0,a1,a2,a3},
X = {0,1},

Σ = {$,0,1,#}.

Skup završnih stanja je T = {a3}, a mašina se nalazi u stanjima a0 i a1 kada se
na bit vece težine prenosi 0, tj. 1, redom. Dakle, funkcija prelaza je data sa:

1. δ(a0,$) = (a1,$,R)
2.a. δ(a1,0) = (a1,0,R)
2.b. δ(a1,1) = (a1,1,R)
2.c. δ(a1,#) = (a0,#,L)
3.a. δ(a0,$) = (a3,$,R)
3.b. δ(a0,0) = (a0,0,L)
3.c. δ(a0,1) = (a0,1,L)
4.a. δ(a1,$) = (a2,1,L)
4.b. δ(a1,0) = (a0,1,L)
4.c. δ(a1,1) = (a1,0,L)
5. δ(a2,1) = (a3,#,R)

Za datu ulaznu reč $111 Turingova mašina vrši sledeće izračunavanje:

konfiguracija pravilo

(a0,$111,$) start

(a1,$111,2) 1

(a1,$111,3) 2.b

(a1,$111,4) 2.b
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(a1,$111,5) 2.b

(a1,$111,4) 2.c

(a1,$110,3) 4.c

(a1,$100,2) 4.c

(a1,$000,1) 4.c

(a2,#1000,1) 4.a

(a3,#1000,2) 5

Dakle, Turingova mašina je izračunala vrednost za 1 veću od datog binarnog
zapisa, tj.111+1=1000. ⊓⊔

Zadatak 4.166. Opisati Turingovu mašinuA = (A,a0,X,Σ,δ) koja utvrd̄uje da li
su u ulaznoj reči nad alfabetom {(, )} zagrade uparene.

Rešenje: Neka je
A = {a0,a1,a2,a3},

X = {(, )},
Σ = {(, ), ̺,#}.

Inicijalno stanje je {a0}, skup završnih stanja je T = {a3}, a funkciju prelaza
δ definišimo na osnovu sledećeg: Mašina se kreće udesnotražeći desnu za-
gradu i markira tu poziciju. Zatim se kreće ulevo, pronalazeći levu zagradu,
koja odgovara pronad̄enoj desnoj zagradi i markira i njenu poziciju. Mašina
se zaustavlja ako nema više levih ili ako ima suviše desnih zagrada. Dakle,
funkcija prelaza je data sa:

1.a. δ(a0, () = (a0, (,R)
1.b. δ(a0, )) = (a1, ̺,L)
1.c. δ(a0, ̺) = (a0, ̺,R)
1.d. δ(a0,#) = (a2,#,L)
2.a. δ(a1, () = (a0, ̺,R)
2.b. δ(a1, ̺) = (a1, ̺,L)
3.a. δ(a2, ̺) = (a2, ̺,L)
3.b. δ(a2,#) = (a3,#,L)

Ovako definisana Turingova mašina utvrd̄uje da li su zagrade uparene,
ispitujući unatrag, u stanju a2, da li su sve pozicije markirane . ⊓⊔

Zadatak 4.167. Konstruisati Turingovu mašinu koja, za broja m,n ∈N, izraču-
nava vrednost funkcije f (m,n) =max(m−n,0).

Rešenje: Kako je teško zadati dva ulaza, pretpostavićemo da se na ulaznoj
traci tražene Turingove mašine A, nalazi binarna reč 0m10n, a da mašina
završava sa radom kada je na traci reč 0 f (m,n). Mašina najpre prvu levu nulu
zamenjuje # simbolom. Zatim se kreće udesno tražeći 1, a onda opet desno
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traži 0 i zamenjuje je sa 1. Vraćanjem nalevo A pronalazi prvu levu nulu i
zamenjuje je #. Ponavljanje se prekida u dva slučaja:

1. Kada, kretanjem udesno u potrazi za nulom, mašina naid̄e na #. Tada
je n nula u reči 0m10n zamenjeno jedinicom i m− 1 od m nula zamenjeno
simbolom #.A zamenjuje n+ 1-u jedinici jednom nulom i sa n simbola #, te
na ulaznoj traci ostaje reč 0m−n. U ovom slučaju je m > n i vrednost tražene
funkcije je f (m,n) =m−n.

2. Ako na početku ciklusa,A ne može da nad̄e više levih nula, jer je prvih
m nula promenjeno u #, to znači da je n>m, pa je f (m,n)= 0. Tada sve simbole
0 i 1 mašina menja sa #, te završava rad kada je ulazna traka prazna.

Na osnovu prethodnog, konstruišimo Turingovu mašinuA= (A,a0 ,X,Σ,δ),
u kojoj je

A = {a0,a1,a2,a3,a4,a5,a6},
X = {0,1},
Σ = {0,1,#}.

Skup završnih stanja je T = {a6}, a funkciju prelaza definišemo sa:

1.a. δ(a0,0) = (a1,#,R)
1.b. δ(a0,1) = (a5,#,R)
2.a. δ(a1,0) = (a1,0,R)
2.b. δ(a1,1) = (a2,1,R)
3.a. δ(a2,0) = (a3,1,L)
3.b. δ(a2,1) = (a2,1,R)
3.c. δ(a2,#) = (a4,#,L)
4.a. δ(a3,0) = (a3,0,L)
4.b. δ(a3,1) = (a3,1,L)
4.c. δ(a3,#) = (a0,#,R)
5.a. δ(a4,0) = (a4,0,L)
5.b. δ(a4,1) = (a4,#,L)
5.c. δ(a4,#) = (a6,0,R)
6.a. δ(a5,0) = (a5,#,R)
6.b. δ(a5,1) = (a5,#,R)
6.c. δ(a5,#) = (a6,#,R)

Dakle, ova Turingova mašina završava rad kada je na ulaznoj traci dobijena
reč 0 f (m,n), tj. traka je na kraju rada prazna za f (m,n) = 0. ⊓⊔

4.2. Turingove mašine i jezici tipa 0

Zadatak 4.168. Neka je X proizvoljan alfabet i L jezik nad alfabetom X koji je
raspoznatljiv Turingovom mašinom. Dokazati da je tada L jezik tipa 0.

Rešenje: Pretpostavimo da Turingova mašina A = (A,a0,X,Σ,δ) raspoznaje
jezik L skupom stanja T. Konstruisaćemo gramatiku G = (V,X,π) koja gene-
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riše dve kopije neke reči iz Σ∗ i onda simulira rad mašine A na jednoj od
kopija. AkoA prihvata razmatranu reč, tada G transformiše drugu kopiju u
reč iz X∗. AkoA ne prihvata početnu reč, tada izvod̄enje ne vodi do reči iz X∗.
Ne umanjujući opštost dokaza, možemo pretpostaviti da je δ(a,ξ) nedefin-
isano za sve a ∈ T i ξ ∈ Σ.

Uzmimo da je V = {[x,ξ] |x ∈ X∪{e}, ξ ∈ Σ}∪A∪{σ,ρ,η}, i neka su pravila
izvod̄enja data sa:
1. σ→ a0ρ,
2. ρ→ [x,x]ρ,
3. ρ→ η,
4. η→ [e,#]η,
5. η→ e,
6. a[x,ξ]→ [x,µ]a′, za sve a ∈ A i ξ ∈ Σ takve da je δ(a,ξ) = (a,µ,R),
7. [y,ν]a[x,ξ]→ [y,ν][x,µ]a′, za sve ξ,µ,ν ∈ Σ i x, y ∈ X∪ {e} i a ∈ A takve da

je δ(a,ξ) = (a′,µ,L),
8. [x,ξ]a→ axa, a[x,ξ]→ axa, a→ e, za sve x ∈ X∪{e}, ξ ∈ Σ, a ∈ T.

Pretpostavimo daA prihvata reč u = x1x2 . . .xn, gde je x1,x2, . . . ,xn ∈ X. Kori-
steći pravila 1. i 2. dobijamo

σ
∗⇒
G

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn]ρ.

Neka je m ∈N broj ćelija kojeA koristi za izračunavanje. Koristeći pravilo 3,
a zatim m puta pravilo 4, i konačno pravilo 5, imamo

σ
∗⇒
G

a0[x1,x1][x2,x2] . . .[xn,xn][e,#]m.

Nadalje koristimo pravila 6. i 7. sve dok ne dod̄emo do nekog završnog stanja.
Pri tome prva komponenta u paru [x,ξ], x ∈X∪{e}, ξ ∈Σ, ostaje neizmenjena.

Indukcijom po dužini izračunavanja

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξs,r),

dokazaćemo da iz njega sledi

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn][e,#]m ∗⇒
G

∗⇒
G

[x1,ξ1][x2,ξ2] . . . [xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn+m,ξn+m],

gde su
x1,x2, . . . ,xn ∈ X, xn+1 = xn+2 = . . . = xn+m = e,

ξ1,ξ2, . . . ,ξn+m ∈ Σ, pri čemu je ξs+1 = ξs+2 = . . . = ξn+m = #.

Tvrd̄enje evidentno važi za izračunavanja dužine 0. Pretpostavimo da je
tvrd̄enje tačno za sva izračunavanja dužine k− 1 i uzmimo da je

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξs,r),
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izračunavanje dužine k. To izračunavanje možemo podeliti na izračunavanje

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a′,µ1µ2 . . .µt,r
′),

dužine k− 1, i korak

(a′,µ1µ2 . . .µt,r
′)−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .µs,r
′).

Prema indukcijskoj hipotezi, postoji izvod̄enje

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn][e,#]m ∗⇒
G

∗⇒
G

[x1,µ1] . . . [xr′−1,µr′−1]a′[xr′ ,µr′] . . . [xn+m,µn+m].

Stavimo

D =

{
L, ako je r = r′− 1,
R, ako je r = r′+ 1.

Tada svakako za neki D važi δ(a′,µr′) = (a,ξr′ ,D). Prema pravilima 6. ili 7. je

a′[xr′ ,µr′]−→
G

[xr′ ,ξr′ ]a

ili
[xr′−1,µr′−1]a′[xr′ ,µr′]−→

G
a[xr′−1,µr′−1][xr′ ,ξr′ ]

zavisno od vrednosti D. Jasno je da je µi = ξi za sve i , r′. Odatle je

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn][e,#]m ∗⇒
G

∗⇒
G

[x1,ξ1] . . . [xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn+m,ξn+m],

što je i trebalo dokazati. Sada, za a ∈ T imamo

[x1,ξ1] . . .[xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn+m,ξn+m]
∗⇒
G

x1x2 . . .xn.

Dakle, L(G,σ) sadrži sve reči koje raspoznaje mašinaA, tj. L ⊆ L(G,σ).
Preostaje da se dokaže daA prihvata sve reči iz jezika L(G,σ). Posmatra-

jmo izvod̄enje u G koje vodi do reči u ∈ L ⊆ X∗, pri čemu je u = x1x2 . . .xn, za
neke x1,x2, . . . ,xn ∈ X. Početni deo tog izvod̄enja mora biti oblika

σ−→
G

a0ρ
∗−→
G

a0[x1,x1] . . . [xn,xn].

Dokazaćemo indukcijom po dužini izvod̄enja da iz

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn]
∗⇒
G

∗⇒
G

[x1,ξ1] . . . [xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn,ξn]
(4.1)
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sledi
(a0,x1x2 . . .xn,1)

∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,r),

za neke ξ1,ξ2, . . . ,ξn ∈ Σ.
Neka je (4.1) izvod̄enje dužine 1, tj. neposredno izvod̄enje

a0[x1,x1][x2,x2] . . .[xn,xn]⇒
G

[x1,ξ1]a[x2,x2] . . . [xn,xn].

Ovo izvod̄enje je moguće samo ako je zadovoljeno δ(a0,x1) = (a,ξ1,R). Tada
je jasno da važi

(a0,x1x2 . . .xn,1)−→
A

(a,ξ1x2 . . .xm,2),

što je i trebalo dokazati. Pretpostavimo da gornje tvrd̄enje važi za sva
izvod̄enja dužine k− 1 i dokažimo da važi i za izvod̄enje (4.1) dužine k.
Tada se to izvod̄enje može podeliti na izvod̄enje

a0[x1,x1][x2,x2] . . . [xn,xn]⇒
G

[x1,ξ
′
1] . . . [xr′−1,ξ

′
r′−1]a′[xr′ ,ξ

′
r′ ] . . . [xn,ξ

′
n]

dužine k− 1 i neposredno izvod̄enje

[x1,ξ
′
1] . . . [xr′−1,ξ

′
r′−1]a′[xr′ ,ξ′r′ ] . . . [xn,ξ′n]⇒

G

⇒
G

[x1,ξ1] . . . [xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn,ξn].

Prema indukcijskoj hipotezi je

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a,ξ′1ξ
′
2 . . .ξ

′
n,r
′).

Takod̄e, iz poslednjeg neposrednog izvod̄enja sledi

δ(a′,xr′) =

{
(a,ξr′+1,R), ako je r = r′+ 1,
(a,ξr′−1,L), ako je r = r′− 1.

Odatle je
(a,ξ′1ξ

′
2 . . .ξ

′
n,r
′)→ (a,ξ1ξ2 . . .ξn,r).

Prema tome,
(a0,x1x2 . . .xn,1)

∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,r),

što je i trebalo dokazati.
Vratimo se ponovo izvod̄enjima u gramatici G. Ona su sledećeg oblika

σ−→
G

a0ρ
∗−→
G

a0[x1,x1] . . . [xn,xn]
∗⇒
G

[x1,ξ1] . . . [xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn,ξn].
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Izvod̄enje do reči iz X∗ je moguće samo ako primenimo u izvesnom koraku
pravilo 8, a ono je primenljivo samo ako su nas već upotrebljena izvod̄enja
dovela do stanja a ∈ T, a onda prema već dokazanom važi

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,r).

Jasno je da primenom pravila 8. konačan broj puta dobijamo

[x1,ξ1] . . .[xr−1,ξr−1]a[xr,ξr] . . . [xn,ξn]
∗⇒
G

x1 . . .xn.

Kako je u = x1x2 . . .xn ∈ L(G,σ), to niz izvod̄enja koji vodi do reči iz X∗

svakako postoji, i u njemu se pojavljuje i izvod̄enje (4.1) kod koga je a ∈ T.
Odatle, prema već dokazanom važi

(a0,x1x2 . . .xn,1)
∗−→
A

(a,ξ1ξ2 . . .ξn,r),

što znači da mašinaA prihvata reč u. Dakle, L(G,σ) ⊆ L. ⊓⊔
Zadatak 4.169. Neka je L jezik tipa 0 nad proizvoljnim alfabetom X. Tada postoji
Turingova mašina koja raspoznaje jezik L. Dokazati.

Rešenje: Neka je L = L(G,σ), gde je G = (V,X,π) gramatika tipa 0.
Konstruisaćemo nedeterminističku Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ)

koja raspoznaje L. Uzmimo Σ = V∪ {#,ρ,µ}, pri čemu #,ρ,µ ne pripadaju
alfabetu V. Smatraćemo, takod̄e, daAmože da upisuje prazan simbol #.

Opisaćemo u grubim crtama rad mašineA.
Na početku se na ulaznoj traci mašine nalazi reč w ∈X∗. MašinaA upisuje

ρ na prvom mestu trake i pomera reč w jedno mesto udesno. Zatim iza reči
w dopisuje ρσρ. Dakle, neprazan deo trake je reč ρwρσρ. Sada A simulira
izvod̄enja u G na drugom delu trake, tj. ako je

σ→ u1⇒u2⇒ . . .⇒un−1⇒un

izvod̄enje u G, tadaAmenja σ u u1, zatim u1 u u2, . . ., zatim un−1 u un.
Naime, ako je sadržaj trake oblika

ρwρξ1ξ2 . . .ξkρ,

tadaA bira reč
ξiξi+1 . . .ξi+r−1

takvu da postoji pravilo ξiξi+1 . . .ξi+r−1 → α u π, gde je α neka reč iz V∗, i
menja podreč ξiξi+1 . . .ξi+r−1 sa α. Pri tome se po potrebi vrši pomeranje reči
ξi+r . . .ξk ulevo ili udesno kako bi se napravilo dovoljno prostora za reč α ako
ona nije dužine r. Na kraju dolazimo do reči un ∈ V∗ takve da nijedna njena
podreč nije leva strana nekog izvod̄enja iz π. Sadržaj trake je ρwρunρ.

Mašina prihvata reč w ako je un =w, tj. ako postoji izvod̄enje σ
∗⇒w, odakle

je jasno daA raspoznaje L. ⊓⊔
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Zadaci za samostalni rad

1. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje jezik
L = {u ∈ {0,1}∗, |u se završava sa 00}.

2. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje jezik
L = {u ∈ {0,1}∗, |u sadrži bar jednu 0 i jednu 1}.

3. Konstruisati Turingovu mašinu koja broji jedinice u ulaznoj binarnoj reči
i na poslednjem mestu ulazne trake upisuje 1 ako je njihov broj paran i 0,
ako je broj jedinica neparan.

4. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje jezik
L = {x2n ∈ {x}∗, |n > 0}.

5. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje jezik
L = {xny2n ∈ {x, y}∗, |n > 0}.

6. Konstruisati Turingovu mašinu A = (A,a0,X,Σ,δ) koja raspoznaje jezik
L = {x|u|x y|u|y |u ∈ {x, y}∗}.



Glava 5

Automati sa izlazom

5.1. Predstavljanje i konstrukcija automata sa izlazom

Automati sa izlazom predstavljaju matematičku apstrakciju mašine koja radi
u diskretnoj vremenskoj skali i koja tokom tog rada, pod uticajem ulaznih
signala, menja svoja unutrašnja stanja i emituje odgovarajuće izlazne signale.
O stanjima mašine razmišljamo kao o nekim njenim unutrašnjim atributima,
koji, zajedno sa ulazom, odred̄uju izlaz u datom trenutku.

Kada u ovoj glavi budemo govorili automat, mislićemo na pojam Mealy-
evog automata, ili automata Mealyevog tipa, koji se definiše kao ured̄ena petorka
A = (A,X,Y,δ,λ) za koju važi:

– A je neprazan skup koji nazivamo skup stanja automataA;
– X je neprazan skup koji nazivamo skup ulaza (ulaznih signala, ulaznih sim-

bola) automataA;
– Y je neprazan skup koji nazivamo skup izlaza (izlaznih signala, izlaznih

simbola) automataA;
– δ : A ×X → A je preslikavanje koje nazivamo funkcija prelaza (funkcija

narednog stanja) automataA;
– λ : A×X→ Y je preslikavanje koje nazivamo funkcija izlaza automataA.

Princip rada ovako definisanog automata možemo shvatiti na sledeći
način: Automat A se u odred̄enom trenutku nalazi u stanju a ∈ A, a na
njegov ulaz dospeva ulazni signal x ∈ X. Pod dejstvom tog signala automat
menja stanje i u sledećem trenutku prelazi u stanje δ(a,x) ∈ A, i istovremeno
se na izlaz automata šalje izlazni signal λ(a,x) ∈ Y.

Specijalizacijom ovako definisanog pojma automata dobijamo razne dru-
ge zanimljive tipove automata. Ako automat A = (A,X,Y,δ,λ) zadovoljava
uslov

δ(a,x) = δ(a′,x′) ⇒ λ(a,x) = λ(a′,x′),

za sve a,a′ ∈ A, x,x′ ∈ X, što je ekvivalentno uslovu da postoji preslikavanje
µ : A→ Y takvo da se preslikavanje λ može izraziti preko µ i δ sa

λ(a,x) = µ(δ(a,x)),

za sve a ∈ A, x ∈ X, tada A zovemo Mooreov automat, ili automat Mooreovog
tipa, i pišemo A = (A,X,Y,δ,µ). Preslikavanje µ nazivamo funkcija znaka, a
µ(a) nazivamo znak stanja a ∈A. Razlika izmed̄u Mealyevog i Mooreovog au-
tomata leži u tome da se kod Mealyevog automata istovremeno vrši prelazak
u naredno stanje i šalje izlazni signal, dok se kod Mooreovog automata na-
jpre vrši prelaz u naredno stanje, a tek onda šalje izlazni signal koji zavisi
samo od stanja u koje je automat prešao (taj signal je znak tog stanja), dok
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ne zavisi direktno od ulaznog signala. Drugim rečima, zavisnost izlaznog
signala od ulaznog je posredna i ispoljava se samo kroz njegov uticaj na
promenu stanja.

Ako posebno ističemo stanje iz koga automat uvek započinje svoj rad
govorimo o inicijalnom (Mealyevom) automatu koji definišemo kao ured̄enu
šestorku A = (A,a0,X,Y,δ,λ), gde je a0 ∈ A je fiksirano stanje koje nazivamo
početno (inicijalno) stanje. Slično definišemo inicijalni Mooreov automat, u oz-
naciA = (A,a0,X,Y,δ,µ).

Ako su skupovi stanja, ulaza i izlaza automata konačni, tada ga nazivamo
konačan automat.

Neka je dat Mealyev automatA = (A,X,Y,δ,λ). Tada se funkcije prelaza i
izlaza mogu proširiti redom do preslikavanja δ : A×X∗→A∗ i λ : A×X∗→ Y∗

na sledeći način: Za a ∈ A i u ∈ X+, u = x1x2 · · ·xn, x1,x2, . . . ,xn ∈ X, stavljamo
da je

δ(a,u) = a1a2 · · ·an, (5.1)

gde je
a1 = δ(a,x1), a2 = δ(a1,x2), . . . , an = δ(an−1,xn), (5.2)

i
λ(a,u) = y1y2 · · · yn, (5.3)

pri čemu je

y1 = λ(a,x1), y2 = λ(a1,x2), . . . , yn = λ(an−1,xn). (5.4)

Takod̄e
δ(a,e) = a, λ(a,e) = e, (5.5)

gde smo prazne reči i u X∗ i u Y∗ označili istim slovom e.
Skup X nazivamo ulazni alfabet, polugrupu X+ i monoid X∗ nazivamo

ulazna polugrupa i ulazni monoid a njihove elemente ulazne reči automata
A, dok skup Y nazivamo izlazni alfabet, polugrupu Y+ i monoid Y∗ izlazna
polugrupa i izlazni monoid, a njihove elemente izlazne reči automataA. Princip
rada Mealyevog automata sada možemo prikazati i na sledeći način: na ulaz
automata dolaze jedan za drugim ulazni signali x1,x2, . . . ,xn ∈X, tj. ulazna reč
x1x2 · · ·xn ∈ X+, i pod njenim uticajem automat A prelazi iz stanja a u stanje
an preko niza med̄ustanja a1,a2, . . . ,an−1, a na izlaz se jedan za drugim šalju
izlazni signali y1, y2, . . . , yn ∈Y, odnosno izlazna reč y1y2 · · · yn ∈Y+. Naravno,
ako na ulaz automata dospe prazna reč, tada automat ostaje u istom stanju i
nema izlaznog signala (na izlaz se šalje prazna reč).

Zadnje stanje an u nizu datom u (5.1), odnosno (5.2), označavamo sa au.
Ovom oznakom zadato je preslikavanje

(a,u) 7→ au (5.6)

koje slika A×X∗ u A, koje je takod̄e proširenje funkcije prelaza. Primetimo
da preslikavanje δ definisano sa (5.1) daje više informacija o radu automata



5.1. Predstavljanje i konstrukcija automata sa izlazom 149

nego preslikavanje definisano sa (5.6). Naime, preslikavanjem (a,u) 7→ au
odred̄eno je samo zadnje stanje au u koje se iz stanja a dospeva pod uticajem
ulazne reči u, dok je preslikavanjem δ odred̄en i niz med̄ustanja preko kojih
se stiže iz stanja a u stanje au. Sa druge strane, u slučaju kada nam taj niz
med̄ustanja nije bitan, zbog jednostavnijeg pisanja radije koristimo drugo
preslikavanje.

Lako se dokazuje da važi sledeća lema.

Lema 5.1. Neka je dat automatA = (A,X,Y,δ,λ). Tada za proizvoljno stanje a ∈A
i reči u,v ∈ X∗ važi:

(a) δ(a,uv) = δ(a,u)δ(au,v);
(b) λ(a,uv) = λ(a,u)λ(au,v);
(c) a(uv) = (au)v.

Automati sa izlazom predstavljaju se na isti način kao i automati bez
izlaza. Konačne automate je takod̄e veoma zgodno zadavati tablicama.
Prelazno–izlazna tablica Mealyevog automata A = (A,X,Y,δ,λ) je tablica sa
vrstama koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje odgo-
varaju stanjima. Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odred̄enoj ulaznim
simbolom x ∈ X i koloni odred̄enoj stanjem a ∈ A upisuje se ured̄eni par
(δ(a,x),λ(a,x)). To je prikazano u sledećoj tablici

A . . . a . . .
...

...
x . . . (δ(a,x),λ(a,x)) . . .
...

...

Drugi pogodan način zadavanja automata, kako smo videli kod automata
bez izlaza, jeste njihovo zadavanje pomoću grafova. Neka je dat Mealyev
automat A = (A,X,Y,δ,λ). Prelazno-izlazni graf automata A je označeni graf
čiji skup čvorova je skup stanja A, a grana izmed̄u dva čvora a,b ∈ A je
označena ured̄enim parom (x, y), ako se iz stanja a ∈A pod uticajem ulaznog
signala x ∈ X prelazi u stanje b (= δ(a,x) ∈ A), pri čemu se emituje izlazni
signal y (= λ(a,x) ∈ Y).

Pri zadavanju Mooreovih automata, umesto parova (δ(a,x),λ(a,x)) u tab-
licu se upisuje samo δ(a,x), dok se preslikavanje µ zadaje tako što se iznad
vrste u kojoj su pored̄ana stanja dodaje još jedna vrsta u koju se upisuju
njihovi znakovi, pri čemu se znak µ(a) stanja a ∈ A piše upravo iznad a. To je
prikazano u sledećoj tablici:

. . . µ(a) . . .
A
. . . a . . .

...
...

x . . . δ(a,x) . . .
...

...
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Prelazno-izlazni graf Mooreovog automataA = (A,X,Y,δ,µ) ima nešto dru-
gačiji izgled nego graf Mealyevog automata. Naime, kod grafa Mooreovog
automata čvorovi su označeni ured̄enim parovima oblika (a, y), gde je a ∈ A,
y ∈Y iµ(a)= y, a grane su označene samo odgovarajućim ulaznim simbolima.

Zadatak 5.170. Neka je dat automatA = (A,X,Y,δ,λ), gde je

A = {a,b,c}, X = {x,x′,x′′} i Y = {y, y′},

i funkcije prelaza i izlaza su definisane sa:
δ(a,x) = δ(b,x) = δ(b,x′) = δ(b,x′′) = δ(c,x′′) = c,

δ(a,x′) = δ(a,x′′) = δ(c,x) = b, δ(c,x′) = a

λ(a,x) = λ(a,x′) = λ(b,x) = λ(c,x′) = λ(c,x′′) = y

λ(a,x′′) = λ(b,x′) = λ(b,x′′) = λ(c,x) = y′.

Predstaviti automatA prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.

Rešenje: Prelazno-izlazna tablica ovog automata je sledeća

A a b c

x (c, y) (c, y) (b, y′)
x′ (b, y) (c, y′) (a, y)
x′′ (b, y′) (c, y′) (c, y)

dok je njegov prelazno-izlazni graf dat sa

ba

c

(x′, y)(x′′, y′)

(x, y)

(x′, y)

M

(x, y′)

(x′′, y)

gde je M = {(x, y), (x′, y′), (x′′, y′)}. ⊓⊔

Zadatak 5.171. Neka je dat Mooreov automatA = (A,X,Y,δ,µ), gde je

A = {a1,a2,a3}, X = {x1,x2}, Y = {y1, y2},

i funkcije δ i µ su zadate sa:
δ(a1,x1) = δ(a3,x2) = a1, δ(a1,x2) = a3,

δ(a2,x1) = δ(a2,x2) = δ(a3,x1) = a2

µ(a1) = y1, µ(a2) = µ(a3) = y2.

Predstaviti automatA prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.
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Rešenje: Ovaj automat zadaje se tablicom

y1 y2 y2
A

a1 a2 a3

x1 a1 a2 a2

x2 a3 a2 a1

i može se predstaviti sledećim prelazno-izlaznim grafom

a1/y1 a2/y2

a3/y2

x2

x2 x1

x1 X

odakle jasno vidimo vrednosti funkcije µ. ⊓⊔

Zadatak 5.172. Konstruisati Mealyev automat sa ulazima {0,1} i izlazima {A,B,C}
takav da se na izlazu javlja A ako se ulazna reč završava sa 101, B ako se ulazna reč
završava sa 110 i C inače.

Rešenje: Prema uslovima zadatka jasno je da izlaz zavisi samo od sufiksa
ulazne reči, koji ima dužinu tri. Dakle, za slova i ulazne reči dužine dva, na
izlazu se uvek javlja C. Kada su ulazne reči dužine ne manje od tri, bitna
su nam samo poslednja dva slova, jer učitavanjem narednog slova dobijamo
sufiks dužine tri.

Pri konstrukciji traženog automata indeksiraćemo njegova stanja nulom,
jedinicom ili binarnim rečima dužine dva, koje predstavljaju dva poslednja
slova ulazne reči koja se čita slovo po slovo. Slovo koje se sledeće učitava je
prva koordinata u oznaci grane, dok je druga koordineta izlazno slovo.

a a1

a11

a01

a0

a10

a00

0/C 1/C

1/C

1/C

0/B

0/C 1/C

1/C

0/C

1/A

0/C

0/C

1/C

Prema tome, datim prelazno-izlaznim grafom je predstavljen traženi Mealyev
automat. ⊓⊔
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Zadatak 5.173. Konstruisati automat koji prihvata novčanice od 5,10 i 20 dinara i
na izlazu pise Y (YES) kada je ubačena suma novca deljiva sa 20 i N (NO) za sumu
koja nije deljiva sa 20.

Rešenje: Neka je graf prelaza traženog automata predstavljen na sledeći
način:

a0

a5

a15

a10

5/N5/N

5/N

10/N

10/Y
5/Y

20/Y

Oznake stanja indeksirane su sumom ubačenih novčanica, a vrednost ovih
novčanica su prve koordinate u oznaci grana. ⊓⊔

Zadatak 5.174. Konstruisati Mealyev automat čiji je ulazni i izlazni alfabet {0,1}
i koji na izlazu daje ulazni signal učitan dva koraka ranije.

Rešenje: Graf prelaza traženog automata je:

a00a01

a11 a10

1/0

1/0

0/1
0/0

1/1

0/1

0/0

1/1

Stanja automata smo označili sa ai j, pri čemu i i j predstavljaju dva prethodna
signala. ⊓⊔

Zadatak 5.175. Konstruisati automat koji sabira dva broja zadata u binarnom
sistemu, tako što se cifre učitavaju naizmenično počev od poslednje, a dužine brojeva
se izjednačavaju dodavanjem odgovarajućeg broja nula na mesta najveće težine.

Rešenje: Stanja ovog automata označićemo sa ai, gde i označava binarnu
vrednost koja se, pri narednom unosu, prenosi na mesto veće težine.

a1a0

11/0

00/1

00/0

10/1

01/1

01/0

10/0

11/1

Na taj način smo dobili graf automata koji sabira dva binarna broja. ⊓⊔
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Zadatak 5.176. Konstruisati Mooreov automat koji odred̄uje ostatak pri deljenju
broja u binarnom zapisu sa 3.

Rešenje: Neka je dat broj x u binarnom zapisu. Ako u datom binarnom zapisu
dodamo nulu na mesto najmanje težine dobijamo binarni zapis broja y = 2x,
što znači da je y ≡ 2x (mod3). Dodavanjem jedinice na mesto najmanje težine
u binarnom zapisu broja x, dobijamo binarni oblik broja z = 2x+ 1, te je,
jasno z ≡ 2x+ 1(mod3). Mooreov automat učitava binarni broj cifru po cifru,
smeštajući je na mesto najmanje težine. Dakle, ulazni alfabet je X = {0,1},
a izlazni Y = {0,1,2}. Graf prelaza ovog automata može se predstaviti na
sledeći način:

a1/1a0/0 a2/2
1

1

0

0

10

Primećujemo da indeks u oznaci stanja predstavlja ostatatak pri deljenju
datog broja sa 3. ⊓⊔
Zadatak 5.177. Konstruisati Mealyev automat koji daje niz izlaznih signala sas-
tavljen od "d" i "n", tako da za svaki učitan prefiks ulazne reči šalje "d" ako je taj
prefiks iz skupa L = (0+ 1)∗(00+ 11), dok inače šalje "n".

Rešenje: Primetimo da traženi Mealyev automat šalje izlazni signal "d", ako
ulazna reč sadrži bar dve uzastopne nule ili bar dve uzastopne jedinice, dok
u protivnom na izlaz šalje "n".

a1a0

a2

0/n

1/n

1/n

0/n

0/d

1/d

Dakle, traženi automat ima tri stanja i predstavljen je datim grafom. ⊓⊔
Zadatak 5.178. Da li je automat iz Zadatka 5.174. automat Mooreovog tipa?

Rešenje: Na osnovu grafa prelaza, predstavljenog u Zadatku 5.174. formi-
raćemo i tablicu prelaza tog automata:

A a00 a01 a10 a11

0 (a00,0) (a10,0) (a00,1) (a10,1)
1 (a01,0) (a11,0) (a01,1) (a11,1)

Odavde vidimo da je

δ(a00,0) = δ(a10,0) = a00 i λ(a00,0) = 0 , 1 = λ(a10,0),

te je jasno da automat nije Mooreov. ⊓⊔
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5.2. Preslikavanja indukovana automatima

Svakom stanju a automataA= (A,X,Y,δ,λ) možemo pridružiti preslikavanje
φa : X∗→ Y∗ definisano sa

φa(u) = λ(a,u), za u ∈ X∗,

koje nazivamo preslikavanje indukovano stanjem a automataA. Ako je dat ini-
cijalni automatA = (A,a0,X,Y,δ,λ), tada preslikavanje φa0 indukovano inici-
jalnim stanjem a0 automata A nazivamo preslikavanje indukovano inicijalnim
(Mealyevim) automatom.

Štaviše, ako su dati slobodni monoidi X∗ i Y∗ i preslikavanje φ : X∗→ Y∗,
tada za φ kažemo da može biti indukovano inicijalnim Mealyevim au-
tomatom ako postoji neki inicijalni Mealyev automat A = (A,a0,X,Y,δ,λ)
takav da je φ = φa0 , a za automat A kažemo da predstavlja ili realizuje pres-
likavanje φ.

Šta praktično predstavljaju preslikavanja indukovana automatima? Uz-
mimo da automat A počne sa radom iz stanja a. Kao rezultat njegovog
rada imamo da se ulaznim rečima pridružuju odgovarajuće izlazne reči, i to
pridruživanje je odred̄eno upravo preslikavanjem φa.

Preslikavanjeφ iz slobodnog monoida X∗ u slobodni monoid Y∗ nazivamo
automatovnim preslikavanjem ako zadovoljava sledeće uslove:

(A1) φ očuvava dužinu reči, tj. |φ(u)| = |u|, za svaki u ∈ X∗;

(A2) svaki prefiks proizvoljne reči u ∈ X∗ se preslikavanjem φ slika u prefiks
reči φ(u).

Potsetimo da, za reč u i prirodan broj k 6 |u|, sa rk(u) označavamo sufiks
reči u dužine k.

Zadatak 5.179. Neka je φ : X∗→Y∗ automatovno preslikavanje. Svakoj reči u ∈X∗

pridružimo preslikavanje φu : X∗→ Y∗ definisano sa

φu(v) = r|v|(φ(uv)), za v ∈ X∗. (5.7)

Dokazati da tada važi:

(a) Za proizvoljne u,v ∈ X∗, φu(v) je jedinstveno rešenje jednačine

φ(uv) = (φ(u))w (5.8)

u Y∗, po promenljivoj w.

(b) φu je automatovno preslikavanje, za svaki u ∈ X∗, i φe = φ.
(c) φuv = (φu)v, za sve u,v ∈ X∗.

Rešenje: (a) Kako je u prefiks od uv, to prema osobini (A1) automatovnih
preslikavanja dobijamo da je φ(u) prefiks od φ(uv), tj. da je φ(uv) = (φ(u))w,



5.2. Preslikavanja indukovana automatima 155

za neki w ∈ Y∗. Prema tome, jednačina (5.8) ima rešenje u Y∗ i to rešenje je
jedinstveno. Konačno, zbog toga što φ očuvava dužinu reči, imamo

|φ(uv)| = |uv| = |u|+ |v| i |(φ(u))w| = |φ(u)|+ |w|= |u|+ |w|,

odakle sledi |v| = |w|. Prema tome,

w = r|v|(φ(uv)) = φu(v).

(b) Uzmimo proizvoljan u ∈ X∗. Iz (5.7) se jasno vidi da φu očuvava dužinu
reči. Neka su v,v′ ∈ X∗ reči takve da je v′ prefiks od v, tj. v = v′v′′, za neki
v′′ ∈ X∗. Tada prema (a) imamo da je

φ(uv) = φ(uv′v′′) = (φ(uv′))(φuv′(v′′)) = (φ(u))(φu(v′))(φuv′(v′′)), (5.9)

odakle zbog jedinstvenosti rešenja jednačine (5.8) sledi

φu(v) = (φu(v′))(φuv′(v′′)).

Prema tome, φu(v′) je prefiks od φu(v), što je i trebalo dokazati. Ovim smo
dokazali da je φu automatovno preslikavanje.

Dalje, ako u (5.7) stavimo da je u = e, onda neposredno sledi da je φe = φ.
(c) Za proizvoljan w ∈ X∗ je

φ(uvw) = (φ(u))(φu(vw)) = (φ(u))(φu(v))((φu)v(w)) = (φ(uv))((φu)v(w)),

pa zbog (a) dobijamo da je

φuv(w) = (φu)v(w).

Prema tome, važi (c). ⊓⊔

Zadatak 5.180. Da li je funkcija φ : X∗ 7→ Y∗, gde je X = {0,1}, data sa

φ(x1x2 . . .x2k) = x1x1x2x2 . . .xkxk = x2
1x2

2 . . .x
2
k ,

φ(x1x2 . . .x2kx2k+1) = x1x1x2x2 . . .xkxkxk+1 = x2
1x2

2 . . .x
2
kxk+1,

automatovno preslikavanje?

Rešenje: Očigledno je da funkcija φ očuvava dužinu reči, t.j. |φ(u)| = |u|, za
svaki u ∈X∗, pa je uslov (A1) zadovoljen. Ostaje da proverimo da li preslika-
vanje φ očuvava prefikse. Neka je x1 . . .xi, za i > 1, prefiks reči u = x1 . . .xn.
Razlikujemo dva slučaja:

(i) Ako je i = 2k, k ∈N imamo da je φ(x1x2 . . .xi) = x2
1x2

2 . . .x
2
k
, a to je prefiks

reči φ(u) dužine i, te je uslov (A2) zadovoljen.
(ii) Za i = 2k+ 1, k ∈N je φ(x1x2 . . .x2kx2k+1) = x2

1x2
2 . . .x

2
k
xk+1 prefiks reči φ(u)

dužine i, što znači da (A2) važi.
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Ovim smo dokazali da je φ automatovno preslikavanje. ⊓⊔

Zadatak 5.181. Dati su skupovi V = {x, y}, W = {0,1} i preslikavanje f : V∗ 7→W
na sledeći način:

f (u) =


1, |u|x = |u|y
0, |u|x , |u|y

, za u ∈ V∗.

Definišimo preslikavanje α : V∗ 7→W∗ sa α(a1a2 . . .an) = f1 f2 . . . fn, za proizvoljne
ai ∈ V, pri čemu je fi = f (a1a2 . . .ai), i ∈ {1,2 . . .n}. Da li je α automatovno preslika-
vanje?

Rešenje: Očito je da preslikavanja fi uzimaju vrednosti u skupu W, za svaki
i ∈ {1,2 . . .n} , te za svaku reč u= a1a2 . . .an ∈V∗ važi n= | f1 f2 . . . fn|= |α(u)|. Kako
je α(a1a2 . . .ai) = f (a1) f (a1a2) . . . f (a1a2 . . .ai), jasno je da α očuvava prefikse, pa
α jeste automatovno preslikavanje. ⊓⊔

Zadatak 5.182. Preslikavanje φ iz slobodnog monoida X∗ u slobodni monoid Y∗

može biti indukovano inicijalnim Mealyevim automatom ako i samo ako je automa-
tovno preslikavanje.

Rešenje: Neka je preslikavanje φ indukovano inicijalnim Mealyevim auto-
matom A = (A,a0,X,Y,δ,λ), tj. φ(u) = λ(a0,u), za svaki u ∈ X∗. Iz definicije
proširenih funkcija prelaza i izlaza se jasno vidi da φ očuvava dužinu reči.

Uzmimo proizvoljnu reč u = x1x2 · · ·xn, gde su x1,x2, . . . ,xn ∈ X. Prema
definiciji proširenih funkcija prelaza i izlaza imamo

δ(a0,u) = a1a2 · · ·an,

λ(a0,u) = y1y2 · · · yn,

pri čemu je

a1 = δ(a0,x1), a2 = δ(a1,x2), . . . , an = δ(an−1,xn),

y1 = λ(a0,x1), y2 = λ(a1,x2) . . . , yn = λ(an−1,xn),

što znači da je φ(u) = y1y2 · · · yn. Sa druge strane, proizvoljan prefiks v reči u
je oblika v = x1 · · ·xi, za neki i ∈ {1,2, . . . ,n}, pa iz prethodnog sledi da je

φ(v) = λ(a0,v) = λ(a0,x1 · · ·xi) = y1 · · · yi,

te je φ(v) prefiks reči φ(u). Time je dokazano da je φ automatovno preslika-
vanje.

Obratno, neka je φ dato automatovno preslikavanje. Definišimo inicijalni
Mealyev automat Aφ na sledeći način: Aφ = (X∗,e,X,Y,δφ,λφ), pri čemu su
preslikavanja δφ i λφ definisana sa:

δφ(u,x)= ux

λφ(u,x)= xφu
(u ∈ X∗, x ∈ X).
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Da bi dokazali da je preslikavanje φ indukovano automatom Aφ, treba
dokazati da za proizvoljnu reč u ∈ X∗ važi

φ(u) = λφ(e,u).

To ćemo dokazati indukcijom po dužini reči u. Jasno je da to važi za reči
dužine 0 i 1. Pretpostavimo da je φ(u) = λφ(e,u), za sve reči u dužine n i
dokažimo da jednakost važi i za reči dužine n+ 1. Uzmimo proizvoljnu reč
u ∈X∗, takvu da je u = x1x2 . . .xn+1, za neke x1,x2, · · · ,xn+1 ∈A. Sa u′ označimo
reč x1x2 · · ·xn. Prema prethodnom zadatku važi φ(u) = (φ(u′))(φu′(xn+1)).
Dalje, prema indukcijskoj hipotezi jeφ(u′)=λφ(e,u′) iφu′ (xn+1)=λφ(u′,xn+1).
Dakle, ostaje da dokažemo da je

λφ(e,u′)λφ(u′,xn+1) = λφ(e,u).

Zaista, prema definiciji proširenih funkcija prelaza i izlaza imamo da je

δφ(e,u) = a1a2 · · ·an+1,

λφ(e,u) = y1y2 · · · yn+1,

gde je

a1 = δ
φ(e,x1), a2 = δφ(a1,x2), . . . , an = δφ(an−1,xn), an+1 = δ

φ(an,xn+1),

y1 = λ
φ(e,x1), y2 = λφ(a1,x2) . . . , yn = λφ(an−1,xn), yn+1 = λ

φ(an,xn+1).

Na isti način dobijamo da je

δφ(e,u′) = a1a2 · · ·an,

λφ(e,u′) = y1y2 · · · yn.

Sa druge strane, imamo da je a1 = δ
φ(e,x1) = ex1 = x1, a2 = δ

φ(a1,x2) = x1x2,
itd., čime dobijamo da je an = x1x2 · · ·xn = u′. Sada je

yn+1 = λ
φ(an,xn+1) = λφ(u′,xn+1),

pa dobijamo φ(u) = λφ(e,u). Ovim je dokaz kompletiran. ⊓⊔

Zadatak 5.183. Neka je φ : X∗ → Y∗ automatovno preslikavanje i neka je skup
Aφ = {φu |u ∈ X∗}. Tada su sa

δφ(φu,x) = φux

λφ(φu,x) = xφu
(u ∈ X∗, x ∈ X)

definisana preslikavanjaδφ : Aφ×X→Aφ iλφ : Aφ×X→Y iAφ = (Aφ,X,Y,δφ,λφ)
je automat.

Osim toga, za sve u ∈ X∗ i v = x1x2 · · ·xn, x1,x2, . . . ,xn ∈ X, važi:
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δφ(φu,v) = φux1φux1x2 · · ·φux1x2···xn ; (5.10)

(φu)v = φuv; (5.11)

λ(φu,v) = φu(v). (5.12)

Dokazati.

Rešenje: Najpre treba dokazati da su preslikavanja δφ i λφ dobro definisana.
Pre svega, treba dokazati da za u,v ∈ X∗ i proizvoljan x ∈ X važi:

φu = φv ⇒ φux = φvx;

φu = φv ⇒ φu(x) = φv(x).

Zaista, prva implikacija je neposredna posledica Zadatka 5.179. (c), jer jedna-
kost φu =φv povlači φux = (φu)x = (φv)x =φvx, dok je druga implikacija jasna.
Prema tome, δφ i λφ su dobro definisana preslikavanja. Takod̄e, λφ zaista
slika Aφ×X u Y. Naime, za proizvoljne u ∈ X∗, x ∈ X imamo da je |φu(x)| = 1,
jer φu očuvava dužinu reči, pa je dakle φu(x) ∈ Y. Ovim smo dokazali da su
preslikavanja δφ iλφ dobro definisana, pa je, prema tome,Aφ zaista automat.

Dalje, za proizvoljan u ∈ X∗ i v = x1x2 · · ·xn, za x1,x2, . . . ,xn ∈ X, imamo da
važi

δφ(φu,v) = a1a2 · · ·an,

gde je
a1 = δφ(φu,x1), a2 = δφ(a1,x2), . . . , an = δφ(an−1,xn).

Med̄utim, važi

a1= δφ(φu,x1) = φux1 ,
a2= δφ(a1,x2) = δφ(φux1 ,x2) = φux1x2 ,
. . . . . . . . . . . . . . .

an= δφ(an−1,xn) = δφ(φux1x2···xn−1 ,xn) = φux1x2···xn ,

pa dobijamo (5.10). Jednakost (5.11) sledi neposredno iz (5.10). Konačno,
jednakost (5.12) ćemo dokazati indukcijom po dužini reči v. Jasno je da (5.12)
važi za sve reči dužine 1. Prema tome, ostaje da se dokaže da iz indukcijske
pretpostavke da (5.12) važi za sve reči dužine k 6 n−1 sledi da (5.12) važi i za
v. Zaista, prema indukcijskoj pretpostavci, za v′ = x1x2 · · ·xn−1 imamo da je

λφ(φu,v
′) = φu(v′),

i dalje
λφ(φu,v)= λφ(φu,v′xn)

= λφ(φu,v′)λφ((φu)v′,xn)
= λφ(φu,v′)λφ(φuv′ ,xn)
= (φu(v′))(φuv′(xn))
= (φu(v′))((φu)v′(xn))
= φu(v′xn) = φu(v) ,
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što je i trebalo dokazati. Prema tome, (5.12) važi za sve reči u,v ∈X∗. Ovim je
dokaz kompletiran. ⊓⊔

Napomena 7. Automat Aφ = (Aφ,X,Y,δφ,λφ) definisan u prethodnom zadatku
naziva se donji automat odred̄en automatovnim preslikavanjem φ.

Zadatak 5.184. Dokazati da je svako automatovno preslikavanje indukovano do-
njim automatom Aφ = (Aφ,φe,X,Y,δφ,λφ) koji je odred̄en ovim preslikavanjem i
ima inicijalno stanje φ = φe .

Rešenje: Neka je φ : X∗→ Y∗ proizvoljno automatovno preslikavanje. Prema
Zadatku 5.179. (b), φ = φe, pa iz (5.10) dobijamo da, za svaki u ∈ X∗ važi

λφ(φe,u) = φe(u) = φ(u).

Dakle, φ je indukovano automatomAφ. ⊓⊔

Zadatak 5.185. Neka je A = (A,a0,X,Y,δ,λ) proizvoljan automat koji indukuje
automatovno preslikavanje φ : X∗ → Y∗. Dokazati da za proizvoljan u ∈ X∗ važi
φu = φa0u, tj. za svaki v ∈ X∗ imamo

φu(v) = λ(a0u,v).

Rešenje: Uzmimo u,v ∈ X∗. Tada je

φu(v)= r|v|(φ(uv))
= r|v|(λ(a0,uv))
= r|v|(λ(a0,u)λ(a0u,v))
= λ(a0u,v)

čime je dokaz kompletiran. ⊓⊔

Zadatak 5.186. Neka je φ automatovno preslikavanje, A je proizvoljan inicijalni
automat koji indukuje φ iA′ je stablo automataA. Dokazati da je tada

(a) |A′| 6 |Aφ|;
(b) |Aφ| 6 |A′|.

Rešenje: Nekaφ : X∗→Y∗,A= (A,a0,X,Y,δ,λ) automat koji indukuje φ i neka
je A′ skup dostižnih stanja od A.

(a) Definišimo preslikavanje ϕ : X∗→ A′ sa

ϕ(u) = δ(a0,u) = a0u (u ∈ X∗).

Jasno, preslikavanje ϕ je dobro definisano i slika X∗ na A′, odnosno ϕ slika
Aφ na A′.

(b) Definišimo preslikavanje ψ : A′→ Aφ sa

ψ(a) = φu ⇔ a = a0u (a ∈ A′).
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Najpre ćemo dokazati da je ψ dobro definisano. Jasno, za svaki a ∈A′ postoji
u ∈ X∗ tako da je a = a0u. Neka su u,v ∈ X∗ reči za koje je a = a0u = a0v. Tada
prema Zadatku 5.185. imamo da je

φu = φa0u = φa0v = φv.

Na ovaj način smo dokazali da je ψ dobro definisano.
Jasno, za proizvoljan φu ∈ Aφ je φu = (a0u)ψ, pa ψ slika A′ na Aφ. Time je

dokazano da važi (b). ⊓⊔

Zadatak 5.187. Za dato automatovno preslikavanje φ, donji automat Aφ jeste
automat najmanje kardinalnosti koji indukuje dato preslikavanje. Dokazati.

Rešenje: Ovo tvrd̄enje je direktna posledica prethodnog zadatka. ⊓⊔

Zadatak 5.188. Neka je X = Y = {0,1} i preslikavanje φ : X∗→ Y∗ je definisano na
sledeći način:

(i) Ako 0101 nije podreč od u, tada je φ(u) = u. Dokazati.
(ii) Ukoliko je 0101 podreč od u, tada preslikavanje φ sva slova koja se u u javljaju

posle prvog pojavljivanja podreči 0101 preinačuje u 0. Drugim rečima, ako u
predstavimo u obliku u = p0101q, gde su p,q ∈ X∗ i 0101 nije podreč od p010,
tada je φ(u) = φ(p0101q)= p01010|q|. Dokazati.

Da li je φ automatovno preslikavanje? Ako postoji konačan automat koji indukuje
φ, naći minimalni takav automat.

Rešenje: Nije teško videti da je φ automatovno preslikavanje. Minimalni
automa koji indukuje ovo preslikavanje jeste donji automat Aφ. Da bi smo
našli ovaj automat (Zadatak 5.183.) odredićemo njegova stanja. Naime, za
proizvoljnu reč u ∈ X∗ odredićemo stanje φu preslikavanja φ. Razlikujemo
nekoliko slučajeva:
(1) Neka je 0101 podreč od u. Tada je φ(u) = p01010|q|, gde je u = p0101q i
p,q ∈ X∗ tako da 0101 nije podreč od p010, i za proizvoljnu reč v ∈ X∗ imamo
da je

φu(v) = r|v|(φ(uv)) = r|v|(p01010|q|+|v|) = 0|v|.

(2) Neka 0101 nije podreč od u. Tada je bitan sufiks reči u dužine tri, tj.
poslednja tri slova te reči. Imamo sledeće podslučejeve:
(2.1) Jedna od reči 111 i 011 je sufiks od u. Tada, za proizvoljnu reč v ∈ X∗,
0101 je podreč od uv ako i samo ako je podreč od v, pa je

φu(v) = r|v|(φ(uv)) = r|v|(u(φ(v))) = φ(v),

što znači da je φu = φ.
(2.2) Jedna od reči 000, 100 i 110 je sufiks od u. Neka je v ∈ X∗ proizvoljna

reč. Ako je 101 prefiks od v, tada je

φu(v) = r|v|(φ(uv)) = r|v|(u1010|v|−3) = 1010|v|−3.
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Sa druge strane, ako 101 nije prefiks od v, tada je 0101 podreč od uv ako i
samo ako je podreč od v, pa kao u slučaju (2.1) dobijamo da je vφu = vφ.

Prema tome, za proizvoljan v ∈ X∗ je

φu(v) =
{

1010|v|−3, ako je 101 prefiks od v,

φ(v), ako 101 nije prefiks od v.

(2.3) Jedna od reči 001 i 101 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu reč v ∈X∗, kao
u prethodnom slučaju dobijamo

φu(v) =

{
010|v|−2, ako je 01 prefiks od v,

φ(v), ako 01 nije prefiks od v.

(2.4) Reč 010 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu reč v ∈X∗, kao u prethodnim
slučajevima dobijamo

φu(v) =
{

10|v|−1, ako je 1 prvo slovo u v,

φ(v), ako je 0 prvo slovo u v.

Prema tome, svako stanje automatovnog preslikavanja φ jednako je je-
dnom od preslikavanja iz (1), (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4). Ne umanjujući opštost,
možemo uzeti da sva stanja preslikavanja φ jesu sledeća preslikavanja

φ0101, φ011, φ000, φ001 i φ010.

Pri tome je φ = φ011. Dakle, prema definiciji automata Aφ, iz Zadatka 5.183.
za dato automatovno preslikavanje φ imamo da je to automat predstavljen
tablicom

Aφ φ0101 φ000 φ001 φ010 φ011

0 (φ0101,0) (φ000,0) (φ010,0) (φ000,0) (φ000,0)

1 (φ0101,0) (φ001,1) (φ011,1) (φ0101,1) (φ011,1)

ili grafom

φ011 φ000

φ001

φ010

φ0101

0/0 0/0

1/1
1/1

0/0
1/1

0,1/0

1/1

0/0

Tako smo dobili minimalni automat koji realizuje dato automatovno presli-
kavanje φ. ⊓⊔
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Zadatak 5.189. Odrediti da li postoji konačan Mealyev automat koji realizuje pre-
slikavanje α : {x, y}∗ 7→ {x, y}∗ definisano sa

α(x1x2 . . .xn) =



x1x2 . . .xn, ako je x1 = x;

xc
1xc

2 . . .x
c
n, ako je x1 = y, gde je xc

i
=


x, xi = y;
y, xi = x

?

Rešenje: Nije teško videti da je α automatovno preslikavanje, pa postoji ko-
načan Mealyev automat koji ga realizuje. Jedan od načina za konstrukciju
ovog automata je konstrukcija donjeg automata Aα. Odredićemo njegova
stanja. Naime, za proizvoljnu reč u ∈ X∗ odredićemo stanje φu preslikavanja
φ. Razlikujemo sledeće slučajeve:
(1) Neka je x prvo slovo reči u. Tada je u = xu′ i u′ ∈ X∗. Za proizvoljnu reč
v = x1x2 . . .xn ∈ X∗ imamo da je

αu(v) = r|v|(α(uv)) = r|v|(xu′x1x2 . . .xn) = x1x2 . . .xn = v.

(2) Neka reč u počinje slovom y. U tom slučaju je u = yu′ i u′ ∈ X∗ i za
proizvoljnu reč v = x1x2 . . .xn ∈ X∗ važi

αu(v) = r|v|(α(uv)) = r|v|(yu′x1x2 . . .xn) = xc
1xc

2 . . .x
c
n.

Dakle, svako stanje automatovnog preslikavanja α jednako je jednom od
preslikavanja iz (1) ili (2). Bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da
sva stanja preslikavanja α jesu preslikavanja αx, αy, ako reč ulaznog alfabeta
počinje sa x, odnosno sa y, tim redom.

Pri tome je λα(α, y) , λα(αx, y). Dakle, prema definiciji automata Aα, na
osnovu Zadatka 5.183. za dato automatovno preslikavanje α imamo da je to
automat predstavljen tablicom

Aα αe αx αy

x (αx,x) (αx,x) (αy, y)

y (αy,x) (αy, y) (αx,x)

Tako smo dobili automat koji realizuje dato preslikavanje α. ⊓⊔

Zadatak 5.190. Dokazati da je kompozicija automatovnih preslikavanja automa-
tovno preslikavanje.

Rešenje: Neka su α : X∗ 7→ Y∗ i β : Y∗ 7→ Z∗ data automatovna preslikavanja
realizovana automatimaA1 = (A1,a

1
0,X,Y,δ1,λ1) iA2 = (A2,a2

0,Y,Z,δ2,λ2), tim
redom, što znači da je

α(u) = λ1(a1
0,x1x2 . . .xn) i β(v) = λ2(a2

0, y1y2 . . . yk), (5.13)

za proizvoljne u= x1x2 . . .xn ∈X∗ i v= y1y2 . . . yk ∈Y∗. Definišimo novi automat
A = (A1×A2, (a1

0,a
2
0),X,Z,δ,λ) na sledeći način:
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δ((a1,a2),x) =
(
δ1(a1,x),δ2(a2,λ1(a1,x))

)
,

λ((a1,a2),x) = λ2(a2,λ1(a1,x)).
((a1,a2) ∈ A1×A2, x ∈ X)

Dokazaćemo da ovako definisan automatA realizuje automatovno preslika-
vanje φ = α◦β, tj. da je φ(a1

0 ,a
2
0) = φ.

Uzmimo proizvoljnu reč u = x1x2 · · ·xn, gde su x1,x2, . . . ,xn ∈ X. Prema
definiciji proširenih funkcija prelaza i izlaza je

δ1(a1
0,x1x2 . . .xn) = a1a2 · · ·an,

λ1(a1
0,x1x2 . . .xn) = y1y2 · · · yn,

δ2(a2
0, y1y2 . . . yn) = b1b2 · · ·bn.

Primećujemo da važi:

δ((a1
0,a

2
0),x1) =

(
δ1(a1

0,x1),δ2(a2
0,λ1(a1

0,x1))
)
= (δ1(a1

0,x1),δ2(a2
0, y1)) = (a1,b1).

Indukcijom po dužini reči u= x1x2 . . .xn ∈X∗ dokazaćemo da je δ((ai,bi),xi+1)=
(ai+1,bi+1), za i ∈N. Naime, za n = 2, imamo

δ((a1,b1),x2) =
(
δ1(a1,x2),δ2(b1,λ1(a1,x2))

)
= (δ1(a1,x2),δ2(b1, y2)) = (a2,b2).

Pretpostavimo da je δ((ak−1,bk−1),xk) = (ak,bk), za n = k i dokažimo tvrd̄enje
za n = k+ 1.

δ((ak,bk),xk+1) =
(
δ1(ak,xk+1),δ2(bk,λ1(ak,xk+1))

)

= (δ1(ak,xk+1),δ2(bk, yk+1)) = (ak+1,bk+1).

Time smo dokazali da tvrd̄enje važi za svaki n ∈N. Na osnovu definicije
proširene funkcije prelaza sada imamo

δ((a1
0,a

2
0),x1x2 . . .xn) = (a1,b1)(a2,b2) . . . (an,bn).

Za preslikavanje indukovano automatomA i datu reč u= x1x2 . . .xn ∈X∗ važi

φ(a1
0 ,a

2
0)(u) = λ((a1

0,a
2
0),x1x2 . . .xn) = λ((a1

0,a
2
0),x1)λ((a1,b1),x2) . . .λ((an−1,bn−1),xn)

= λ2(a2
0,λ1(a1

0,x1))λ2(b1,λ1(a1,x2)) . . .λ2(bn−1,λ1(an−1,xn))

= λ2(a2
0, y1)λ2(b1, y2) . . .λ2(bn−1, yn)) = λ2(a2

0, y1y2 . . . yn).

Sa druge strane, prema (5.13) imamo

φ(u) = (α◦β)(u)= β(α(u)) = β(λ1(a1
0,x1x2 . . .xn))

= β(y1y2 . . . yn) = λ2(a2
0, y1y2 . . . yn) = φ(a1

0 ,a
2
0)(u),

čime je dokaz kompletiran. ⊓⊔



164 5 Automati sa izlazom

Zadatak 5.191. Pod težinom automatovnog preslikavanja φ, u oznaci w(φ), po-
drazumevamo kardinalni broj skupa stanja automata Aφ. Ukoliko je w(φ) konačan,
za preslikavanje φ kažemo da je konačne težine. Ako su φ′ i φ′′ automatovna presli-
kavanja konačnih težina, tada je i φ′φ′′ automatovno preslikavanje konačne težine
i važi w(φ′φ′′) 6 w(φ′)w(φ′′). Dokazati.

Rešenje: Prema prethodnom zadatku kompozicija automatovnih preslika-
vanja φ′φ′′ je automatovno preslikavanje i prema Zadatku 5.187. automat
Aφ′φ′′ je automat najmanje kardinalnost koji indukuje kompoziciju datih
preslikavanja, što znači da je

|Aφ′φ′′ | 6 |Aφ′ ×Aφ′′ |, tj. w(φ′φ′′) 6 w(φ′)w(φ′′).

Ovim je dokaz kompletiran. ⊓⊔

Zadatak 5.192. Neka je data proizvoljna kolekcija F automatovnih preslikavanja
iz slobodnog monoida X∗ u slobodan monoid Y∗. Dokazati da postoji automatA koji
realizuje sva preslikavanja iz ove kolekcije.

Rešenje: Za svako automatovno preslikavanje φ ∈ F , takvo da φ : X∗ 7→ Y∗,
možemo konstruisati automatAφ = (Aφ,φe,X,Y,δφ,λφ) koji realizuje to pre-
slikavanje, na način kako je to učinjeno u Zadatku 5.183.

Definišimo, sada, na skupu

A =
⋃

φ∈F
(Aφ×φ)

funkciju prelaza δ : A×X 7→A i izlaza λ : A×X 7→ Y na sledeći način:

δ((φu,φ),x) = (δφ(φu,x),φ) = (φux,φ)

λ((φu,φ),x) = λφ(φu,x) = φu(x).
(u ∈ X∗, φu ∈ Aφ)

Jednostavno se pokazuje da su funkcije δ iλ dobro definisane, te smo, na ovaj
način, konstruisali automat A = (A, (φe,φ),X,Y,δ,λ). Ako sa FA označimo
skup svih preslikavanja indukovanih automatom A treba da pokazemo da
je F ⊆ FA. U tom cilju ćemo pokazati da je proizvoljno preslikavanje φ ∈ F
indukovano inicijalnim stanjem automataA.

Neka je u = x1x2 . . .xn ∈ X∗ proizvoljna reč. Prema definiciji proširene
funkcije prelaza imamo da je δ((φe,φ),x1x2 . . .xn) = α1α2 . . .αn i indukcijom
po n ćemo dokazati da je αk = (φx1...xk

,φ).
Za n = 1 važi α1 = δ((φe,φ),x1) = (δφ(φe,x1),φ) = (φex1 ,φ) = (φx1 ,φ).
Pretpostavimo da tvrd̄enje važi za n = k, i dokažimo da važi za n = k+ 1.

Imamo da je

ak+1 = δ(αk,xk+1) = δ((φx1...xk
,φ),xk+1) = (φx1...xkxk+1 ,φ),

pa tvrd̄enje važi za svaki n ∈N. Dakle,
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δ((φe,φ),x1x2 . . .xn) = (φx1 ,φ)(φx1x2 ,φ) . . . (φx1...xn ,φ),

dok iz definicije proširene funkcije izlaza i prema jednakosti (5.9) dobijamo
sledeće:

λ((φe,φ),x1x2 . . .xn) = λ((φe,φ),x1)λ((φx1 ,φ),x2) . . .λ((φx1...xn−1 ,φ),xn)

= λφ(φe,x1)λφ(φx1 ,x2) . . .λφ(φx1x2...xn−1 ,xn)

= φe(x1)φx1(x2) . . .φx1x2...xn−1(xn) = φ(x1x2 . . .xn)

= φ(u), za u = x1x2 . . .xn ∈ X∗.

Ovim smo pokazali da, za proizvoljno automatovno prelikavanjeφ ∈ F jeste
φ(u) = φ(φe ,φ)(u), za svaki u ∈ X∗, tj. da je F ⊆ FA, čime smo kompletirali
dokaz. ⊓⊔

5.3. Ekvivalentni automati

Neka jeA= (A,X,Y,δ,λ) Mealyev automat. SaΦA ćemo označavati skup svih
automatovnih preslikavanja indukovanih stanjima automataA.

Ako su dati automatiA= (A,X,Y,δ,λ) iA′ = (A′,X,Y,δ′,λ′), onda za a ∈A i
a′ ∈A′ kažemo da su ekvivalentna stanja ako a i a′ indukuju isto automatovno
preslikavanje, tj. ako je φa = φa′ . Slično, zaA iA′ kažemo da su ekvivalentni
automati ako je ΦA = ΦA′ , tj. ako je svako stanje automata A ekvivalentno
nekom stanju automata A′ i obratno. Jasno, ovako uvedena relacija med̄u
automatima jeste relacija ekvivalencije na skupu svih automata, što oprav-
dava njen naziv. Dalje, ako suA iA′ inicijalni automati, onda kažemo da su
A i A′ ekvivalentni inicijalni automati ako su ekvivalentna njihova inicijalna
stanja, tj. akoA iA′ indukuju isto automatovno preslikavanje.

Zadatak 5.193. Dokazati da je svaki automat A Mealyevog tipa ekvivalentan je
nekom automatu BMooreovog tipa.

Pri tome, ako je |A|= n i |X|=m, gde je X ulazni alfabet, tada se Mooreov automat
B može izabrati tako da bude |B| = n(m+ 1). Dokazati.

Rešenje: Neka jeA = (A,X,Y,δ,λ) automat Mealyevog tipa. Stavimo da bude
B = A∪A×X i definišimo preslikavanja δ′ : B×X→ B i λ′ : B×X→ Y sa:

δ′(b,x)=

{
(a,x) ako je b = a ∈ A,

(δ(a,x′),x) ako je b = (a,x′) ∈ A×X,

λ′(b,x)=
{
λ(a,x) ako je b = a ∈ A,

λ(δ(a,x′),x) ako je b = (a,x′) ∈ A×X,

gde su b ∈ B i x ∈ X. Tada je B = (B,X,Y,δ′,λ′) automat za koji ćemo dokazati
da je ekvivalentan saA i da je Mooreovog tipa.
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Prvo ćemo dokazati da svako stanje a ∈ A indukuje isto automatovno
preslikavanje u automatu A i u automatu B, odnosno da važi

λ(a,u) = λ′(a,u),

za svaku reč u ∈ X∗. Uzmimo da je u = x1x2 . . .xk, za neke x1,x2, . . . ,xk ∈ X.
Tada je

δ(a,u) = a1a2 . . .ak i λ(a,u) = y1y2 . . . yk,

za a1,a2, . . . ,ak ∈ A i y1, y2, . . . , yk ∈ Y odred̄ene sa

a1 = δ(a,x1), a2 = δ(a1,x2), . . . , ak = δ(ak−1,xk),

y1 = λ(a,x1), y2 = λ(a1,x2), . . . , yk = λ(ak−1,xk).

Imamo da je

δ′(a,x1) = (a,x1),

δ′((a,x1),x2) = (δ(a,x1),x2) = (a1,x2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
δ′((ak−2,xk−1),xk) = (δ(ak−2,xk−1),xk) = (ak−1,xk),

što znači da je
δ′(a,u) = b1b2 . . .bk,

gde je
b1 = (a,x1), b2 = (a1,x2), . . . , bk = (ak−1,xk).

Odavde dalje dobijamo da je

λ′(a,x1) = λ(a,x1) = y1,

λ′(b1,x2) = λ(δ(a,x1),x2) = λ(a1,x2) = y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ′(bk−1,xk) = λ(δ(ak−2,xk−1),xk) = λ(ak−1,xk) = yk,

pa je
λ′(a,u) = y1y2 . . . yk = λ(a,u),

što je i trebalo dokazati.
Na potpuno isti način se dokazuje da je svako stanje (a,x)∈A×X automata

B ekvivalentno stanju δ(a,x) automata A. Prema tome, automati A i B su zaista
ekvivalentni.

Da bi smo dokazali da je B automat Mooreovog tipa, razmotrimo b,b′ ∈ B
i x,x′ ∈ X takve da je δ′(b,x) = δ′(b′,x′). Moguća su četiri slučaja:

(1) b = a ∈ A, b′ = a′ ∈ A,
(2) b = a ∈ A, b′ = (a′,x′1) ∈ A×X,
(3) b = (a,x1) ∈ A×X, b′ = a′ ∈ A,
(4) b = (a,x1) ∈ A×X, b′ = (a′,x′1) ∈ A×X.
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U svakom od tih slučajeva, koristeći činjenicu da je δ′(b,x) = δ′(b′,x′), dobi-
jamo da je λ′(b,x) = λ′(b′,x′). Time je dokazano da je B automat Mooreovog
tipa.

Jasno je da iz |A| = n i |X| =m sledi da je |B| = n+mn = n(m+ 1). ⊓⊔

Zadatak 5.194. Dokazati da automat Mooreovog tipa koji realizuje dato automa-
tovno preslikavanje ima veći broj stanja od automata Mealyevog tipa koji indukuje
to isto preslikavanje.

Rešenje: Tvrd̄enje je direktna posledica prethodnog zadatka. ⊓⊔

Zadatak 5.195. Konstruisati Mooreov automat ekvivalentan Mealyevom automatu
koji je konstruisan u Zadatku 5.175. (Automat sabira dva broja u binarnom zapisu.)

Rešenje: Prema načinu konstrukcije Mooreovog automata ekvivalentnog
datom Mealyevom automatu koji je predstavljen u Zadatku 5.193. graf
prelaza traženog automata Mooreovog tipa je

a1/0a0/0

a0/1 a1/1

10,01

11

00
00

11
11 01,10

00

01,10

01,10

00

11

Stanja automata su označena sa ai/ j, za i, j ∈ {0,1}pri čemu i označava prenos,
a j označava izlaz. ⊓⊔

5.4. Homomorfizmi i kongruencije

Kongruencija na automatu sa izlazom A = (A,X,Y,δ,λ) definiše kao relacija
ekvivalencije ̺ na A koja zadovoljava uslov da za proizvoljne a,b ∈A i x ∈X,
iz (a,b) ∈ ̺ sledi da je (ax,bx) ∈ ̺ i λ(a,x) = λ(b,x).

Jednostavno se pokazuje da, za kongruenciju ̺ na A i proizvoljnu reč
u ∈ X∗ i stanja a,b ∈ A, iz (a,b) ∈ ̺ sledi da je (au,bu) ∈ ̺ i λ(a,u) = λ(b,u).

Ako su A = (A,X,Y,δ,λ) i A′ = (A′,X,Y,δ′,λ′) dati automati i ϕ : A→ A′

preslikavanje takvo da za svaki a ∈ A i x ∈ X važi

ϕ(δ(a,x))= δ′(ϕ(a),x) i λ(a,x) = λ′(ϕ(a),x),

tada preslikavanje ϕ nazivamo homomorfizmom automata A u automat A′.
Za ϕ(A) kažemo da je homomorfna slika automata A. Osim toga, ako je ϕ i
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bijekcija, onda ga nazivamo izomorfizmom automata A na automat A′, a za
automateA iA′ kažemo da su izomorfni.

U slučaju kada suA iA′ inicijalni automati, tada homomorfizmom inicijalnih
automata nazivamo homomorfizam automataA u automatA′ koji inicijalno
stanje automataA slika u inicijalno stanje automataA′.

Ako je ̺ kongruencija na automatu A, tada slično kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na sledeći način:

Na faktor-skupu A/̺ definišemo preslikavanja

δ̺ : (A/̺)×X→ A/̺ i λ̺ : (A/̺)×X→ Y,

sa
δ̺(a̺,x)= (δ(a,x))̺ i λ̺(a̺,x) = λ(a,x),

za sve a ∈ A i x ∈ X. Koristeći činjenicu da je ̺ kongruencija na A, lako
se proverava da su preslikavanja δ̺ i λ̺ dobro definisana, tj. da njihove
vrednosti ne zavise od izbora predstavnika ̺-klasa, pa (A/̺,X,Y,δ̺,λ̺) jeste
automat koji obeležavamo saA/̺ i nazivamo faktor-automatom automataA
u odnosu na kongruenciju ̺.

Vezu izmed̄u kongruencija na automatu i homomorfizama daje nam sle-
deća teorema.

Teorema 5.19. (Teorema o homomorfizmu). Ako je ̺ kongruencija na automatu
A, tada je ̺♮ homomorfizam iz A na A/̺.

Obratno, ako jeϕ homomorfizam iz automataA= (A,X,Y,δ,λ) na automatA′ =
(A′,X,Y,δ′,λ′), tada je kerϕ kongruencija naA i preslikavanjeΦ : A/kerϕ 7→A′

definisano sa Φ : (akerϕ) 7→ ϕ(a) je izomorfizam iz A/kerϕ na A′.

Zadatak 5.196. Dokazati da je svaka homomorfna slika automataA ekvivalentna
sa tim automatom.

Rešenje: Neka je A = (A,X,Y,δ,λ), A′ = (A′,X,Y,δ′,λ′) i ϕ je homomorfizam
izA naA′. Tada, za proizvoljno stanje a ∈ A važi

φa(u) = λ(a,u) = λ′(ϕ(a),u) = φϕ(a)(u),

za svaki u ∈ X∗. Prema tome, φa = φϕ(a), za svaki a ∈ A, pa kako ϕ slikaA na
A′, to je ΦA =ΦA′ , čime smo dokazali da su A i A′ ekvivalentni automati.
⊓⊔

Zadatak 5.197. Za proizvoljan automat A = (A,X,Y,δ,λ), relacija ̺A na A defi-
nisana sa

(a,b) ∈ ̺A ⇔ (∀u ∈ X∗) λ(a,u) = λ(b,u), (a,b ∈ A)

je najveća kongruencija na A. Dokazati.

Rešenje: Lako se proverava da je ̺A relacija ekvivalencije na A. Da bi smo
dokazali njenu saglasnost, uzmimo a,b ∈ A takve da je (a,b) ∈ ̺A i uzmimo
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proizvoljan x ∈ X. Tada za svaku reč u ∈ X∗ važi

λ(δ(a,x),u)= λ(ax,u) = r|u|(λ(a,xu))
= r|u|(λ(b,xu))
= λ(bx,u) = λ(δ(b,x),u),

što znači da je
(
δ(a,x),δ(b,x)

)
∈ ̺A. Pored toga, iz (a,b)∈ ̺A slediλ(a,x)=λ(b,x).

Dakle, ̺A je kongruencija na A.
Da bi smo dokazali da je ̺A najveća kongruencija na A, uzmimo proi-

zvoljnu kongruenciju ̺ na A i a,b ∈ A takve da je (a,b) ∈ ̺. Za proizvoljnu
reč u ∈X∗ je λ(a,u) = λ(b,u), odakle sledi da je (a,b) ∈ ̺A. Prema tome, ̺ ⊆ ̺A.
Ovim je dokaz kompletiran. ⊓⊔

Zadatak 5.198. Faktor automatA/̺A= (A/̺A,a0̺A,X,Y,δ̺A
,λ̺A

) dostižnog, ini-
cijalnog automataA = (A,a0,X,Y,δ,λ), u odnosu na relaciju ̺A koja je definisana
u prethodnom zadatku, jeste automat najmanje kardinalnosti koji indukuje isto
automatovno preslikavanje kao automatA. Dokazati.

Rešenje: Neka je φ automatovno preslikavanje realizovano automatom A.
Definisaćemo preslikavanjeϕ : A 7→A/̺A koje svakom stanju a ∈A dodeljuje
njegovu klasu u odnosu na kongruenciju ̺A, tj. ϕ(a) = a̺A. Jednostavno se
pokazuje da je ϕ homomorfizam automata A na A/̺A. Kao homomorfna
slika automataA, prema Zadatku 5.196. faktor automatA/̺A je ekvivalentan
automatuA, pa indukuje preslikavanje φ.

Sa druge strane, primetimo da za stanja a,b ∈ A važi

(a,b) ∈ ̺A ⇔ φa = φb. (5.14)

Kako je automatA dostižan može se definisati preslikavanje ψ : A/̺A 7→ Aφ

sa ψ(a̺A) = φu, ako je a = δ(a0,u), za u ∈ X∗. Prema (5.14) preslikavanje ψ
jeste dobro definisano. Pokazuje se da je ψ bijekcija i homorfizam izmed̄u
automata A/̺A i Aφ, pa je |A/̺A| = |Aφ|. U Zadatku 5.187. pokazali smo da
je automat Aφ automat najmanje kardinalnosti koji indukuje preslikavanje
φ, pa tvrd̄enje važi i zaA/̺A. ⊓⊔

Zadatak 5.199. Faktor automatA/̺A= (A/̺A,X,Y,δ̺A
,λ̺A

) jeste automat najma-
nje kardinalnosti u klasi svih automata ekvivalentnih sa A = (A,X,Y,δA,λA).
Dokazati.

Rešenje: Neka je B = (B,X,Y,δB,λB) proizvoljan automat ekvivalentan au-
tomatu A. Kako za proizvoljno stanje b ∈ B postoji a ∈ A tako da je φb = φa,
možemo definisati preslikavanje ϕ : B 7→A/̺A tako da je ϕ(b) = a̺A.

Dokažimo dobru definisanost preslikavanja ϕ. Pretpostavimo da za neko
stanje b ∈B važiϕ(b)= a̺A iϕ(b)= a′̺A. To znači da jeφb =φa iφb =φa′ odakle
je φa = φa′ , odakle prema (5.14) sledi da (a,a′) ∈ ̺A, tj. a̺A = a′̺A. Dakle, ϕ je
dobro definisano.
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Takod̄e, za proizvoljno stanje a̺A ∈A/̺A je a ∈A, pa postoji b ∈ B takvo da
je φa = φb, što znači da je ϕ(b) = a̺A. Zaključujemo da je ϕ "na" preslikavanje
i odavde sledi da je |A/̺A| 6 |B|, čime je tvrd̄enje zadatka dokazano. ⊓⊔

5.5. Minimizacija automata sa izlazom

Videli smo da redukovani automatA/̺A automataA jeste automat sa min-
imalnim brojem stanja med̄u automatima ekvivalentnim sa A. Sada ćemo
govoriti o procesu minimizacije automataA, pod čime podrazumevamo svaki
efektivni postupak kojim nalazimo njegov faktor automat A/̺A, odnosno
kojim odred̄ujemo kongruenciju ̺A. Takav postupak nazivamo algoritmom
minimizacije.

Važi sledeća teorema.

Teorema 5.20. Neka je na automatuA= (A,X,Y,δ,λ) definisan niz relacija {̺k}k∈N
sa:

̺1 = {(a,b) ∈ A×A | (∀x ∈ X) λ(a,x) = λ(b,x)}
̺k+1 = {(a,b) ∈ ̺k | (∀x ∈ X) (ax,bx) ∈ ̺k}.

Tada važi sledeće:

(a) Svaki član niza {̺k}k∈N je relacija ekvivalencije na A i važi

̺1 ⊇ ̺2 ⊇ · · · ⊇ ̺k ⊇ ̺k+1 ⊇ · · · ⊇ ̺A.

(b) Ako je ̺k = ̺k+1, za neki k ∈N, tada je ̺k = ̺k+m, za svaki m ∈N.

(c) Ako jeA konačan automat, tada postoji k ∈N tako da je ̺k = ̺A.

Koristeći prethodnu teoremu, možemo dati jedan algoritam za minimizaciju
automata sa izlazom. Algoritam započinjemo formiranjem liste P svih parova
stanja automata A. Ovu listu grafički predstavljamo tablicom, a zbog re-
fleksivnosti i simetričnosti relacija koje konstruišemo, dovoljno je razmatrati
samo parove koji leže ispod glavne dijagonale te tablice.

U prvom koraku algoritma odred̄ujemo relaciju ̺1 i sa liste P brišemo sve
parove stanja koji nisu u toj relaciji. Neka su, posle k-tog koraka, na listi P
ostali parovi koji čine relaciju ̺k. Tada u k+ 1-vom koraku gradimo relaciju
̺k+1 na taj način što razmatramo sve parove (a,b) koji su na početku tog
koraka bili na listi P, i ukoliko proverom ustanovimo da postoji x ∈ X tako
da par (ax,bx) na početku tog koraka nije bio na listi, onda sa liste brišemo
parove (a,b) i (b,a). Algoritam se završava prvim korakom u kome nije bilo
brisanja sa liste.

Minimizacijom Mooreovog automata, korišćenjem navedenog algoritma
za automate Mealyevog tipa, ne dobijamo uvek Mooreov automat. To nas
dalje navodi na zaključak da, kada radimo sa Mooreovim automatima, treba
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drugačije definisati pojmove homomorfizma i kongruencije i naći drugačiji
algoritam za minimizaciju, koji bi kao rezultat dao Mooreov automat.

Neka su A = (A,X,Y,δ,µ) i A′ = (A′,X,Y,δ′µ′) dva Mooreova automata
istog tipa. Preslikavanje ϕ : A→A′ takvo da za svaki a ∈ A i x ∈ X važi

ϕ(δ(a,x))= δ′(ϕ(a),x) i µ(a) = µ′(ϕ(a)),

nazivamo homomorfizmom Mooreovog automataA u Mooreov automatA′, ili
homomorfizmom Mooreovog tipa.

Relaciju ekvivalencije τ na Mooreovom automatu A = (A,X,Y,δ,µ) nazi-
vamo kongruencijom na Mooreovom automatu, ili kongruencijom Mooreovog tipa
naA, ako za sve a,b ∈ A iz (a,b) ∈ τ sledi

(1) µ(a) = µ(b);
(2) (ax,bx) ∈ τ, za svaki x ∈ X.

Nije teško proveriti da homomorfna slika Mooreovog automata, u odnosu
na homomorfizam Mooreovog tipa, takod̄e jeste Mooreov automat. Obratno,
ako je τ kongruencija Mooreovog tipa na Mooreovom automatu A, tada je
faktor-skup A/τ i sam Mooreov automat sa funkcijama prelaza i znaka

δτ : (A/τ)×X→ A/τ i µτ : A/τ→ Y

definisanim sa:

δτ(aτ,x) = (δ(a,x))τ i µτ(aτ) = µ(a),

za a ∈ A, x ∈ X.
Slično kao kod automata Mealyevog tipa važi sledeće tvrd̄enje:

Teorema 5.21. Za proizvoljan Mooreov automatA = (A,X,Y,δ,µ), relacija τA na
A definisana sa

(a,b) ∈ τA ⇔ (a,b) ∈ ̺A i µ(a) = µ(b),

je najveća kongruencija Mooreovog tipa na A.
Definišimo niz {τk}k∈N relacija na A sa

τ1 = {(a,b) ∈ A×A |µ(a)= µ(b)}
τk+1 = {(a,b) ∈ τk | (∀x ∈ X) (ax,bx) ∈ τk}.

Tada važi sledeće:

(a) Svaki član niza {τk}k∈N je relacija ekvivalencije na A i važi

τ1 ⊇ τ2 ⊇ · · · ⊇ τk ⊇ τk+1 ⊇ · · · ⊇ τA.

(b) Ako je τk = τk+1, za neki k ∈N, tada je τk = τk+m, za svaki m ∈N.
(c) Ako jeA konačan automat, tada postoji k ∈N tako da je τk = τA.
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Algoritam za minimizaciju automata Mooreovog tipa, tj. za odred̄ivanje kon-
gruencije τA, zasnovan na prethodnoj teoremi, analogan je datom algoritmu
za minimizaciju automata Mealyevog tipa.

Zadatak 5.200. Neka je automatA = (A,X,Y,δ,λ) zadat sledećom tablicom:

A a1 a2 a3 a4 a5

x1 (a1, y1) (a1, y1) (a3, y1) (a4, y1) (a2, y1)

x2 (a1, y2) (a3, y1) (a4, y2) (a4, y2) (a2, y1)

Minimizirati dati automat.

Rešenje: Primenićemo algoritam za minimizaciju Mealyevog automata A.
Dakle, kreiraćmo listu svih parova P i krenućemo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju ̺1. Ona ima dve klase:

{a1,a3,a4}, {a2,a5}.

Prema tome, sa liste brišemo sve parove iz skupa

{a1,a3,a4}× {a2,a5}∪ {a2,a5}× {a1,a3,a4}.

2. korak: Proveravamo parove koji leže ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(a3x1,a1x1) = (a3,a2) – nije na listi, pa se parovi (a3,a1) i (a1,a3) brišu;
(a4x1,a1x1) = (a4,a2) – nije na listi, pa se parovi (a4,a1) i (a1,a4) brišu;
(a4x1,a3x1) = (a4,a3) – na listi je;
(a4x2,a3x2) = (a4,a4) – na listi je;
(a5x1,a2x1) = (a2,a1) – nije na listi, pa se parovi (a5,a2) i (a2,a5) brišu.

a5

a4

a3

a2

a1

a1 a2 a3 a4 a5

posle 1. koraka
relacija ̺1

�� ����@@ @@@@
��@@
��@@

��@@

��@@
��@@

��@@
��@@��@@

��@@

a5

a4

a3

a2

a1

a1 a2 a3 a4 a5

posle 2. i 3. koraka
relacije ̺2 = ̺3 = ̺A

��������@@ @@@@@@@@
����@@@@ ��@@
���� ��@@@@ @@
�� �� ��@@ @@ @@��@@

��������@@@@@@@@

3. korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (a3,a4). Kako je
(a3x1,a4x1) = (a3,a4) i (a3x2,a4x2) = (a4,a4), i oba ova para su na listi, to se u
ovom koraku ništa ne brise, što znači da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je ̺2 = ̺3 = ̺A i ̺A-klase su

{a1}, {a2}, {a3,a4}, {a5},

pa je automatA/̺A zadat tablicom
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A/̺A a1 a2 a3 a5

x1 (a1, y1) (a1, y1) (a3, y1) (a2, y1)

x2 (a1, y2) (a3, y1) (a3, y2) (a2, y1)

gde je sa q označena ̺A-klasa stanja q ∈ A. ⊓⊔

Zadatak 5.201. Neka je dat automatA = (A,X,Y,δ,λ) sa sledećom prelazno-izlaz-
nom tablicom:

A a b c d

x1 (a, y1) (c, y2) (a, y1) (b, y1)

x2 (b, y1) (c, y2) (b, y1) (b, y1)

Pokazati da je A Mooreov automat, a zatim naći minimalni Mealyev automat
ekvivalentan automatuA. Da li je dobijeni automat Mooreov?

Rešenje: Iz tablice se jasno vidi da se radi o Mooreovom automatu koji se
može predstaviti tablicom:

y1 y1 y2 y2
A

a b c d

x1 a c a b

x2 b c b b

Primenimo algoritam za minimizaciju automataAkao Mealyevog automata.
Dakle, kreirajmo listu svih parova P i krenimo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju ̺1. Ona ima dve klase: {a,c,d} i {b}.
Prema tome, sa liste brišemo sve parove iz skupa

{a,c,d}× {b}∪ {b}× {a,c,d}.

2. korak: Proveravamo parove koji leže ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(cx1,ax1) = (a,a) – na listi je;
(cx2,ax2) = (b,b) – na listi je;
(dx1,ax1) = (b,a) – nije na listi, pa se parovi (d,a) i (a,d) brišu;
(dx1,cx1) = (b,a) – nije na listi, pa se parovi (d,c) i (c,d) brišu.

d

c

b

a

a b c d

d

c

b

a

a b c d

posle 1. koraka posle 2. i 3. koraka
relacije ̺2 = ̺3 = ̺Arelacija ̺1
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3. korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (c,a). Kako je
(cx1,ax1) = (a,a) i (cx2,ax2) = (b,b), i oba ova para su na listi, to se u ovom
koraku ništa ne brise, što znači da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je ̺2 = ̺3 = ̺A i ̺A-klase su {a,c}, {b} i {d}, pa je automat
A/̺A zadat tablicom

A/̺A a b d

x1 (a, y1) (a, y2) (b, y1)

x2 (b, y1) (a, y2) (b, y1)

gde je sa q označena ̺A-klasa stanja q ∈ A.
Za dobijeni automatA/̺A važi

δ(a,x1) = a = δ(b,x1), λ(a,x1) = y1 , y2 = λ(b,x1),

te je jasno daA/̺A nije automat Mooreovog tipa. ⊓⊔

Zadatak 5.202. Naći minimalni Mooreov automat automataA = (A,X,Y,δ,λ) za-
dat tablicom (videti prethodni zadatak).

y1 y1 y2 y2
A

a b c d

x1 a c a b

x2 b c b b

Rešenje: Formiraćemo najpre listu P svih parova stanja automataA, a potom
ćemo krenuti sa formiranjem relacija τk.

1. korak: Formirajmo relaciju τ1. Iz tablice se vidi da ona ima dve klase:
{a,b} i {c,d}. Prema tome, sa liste brišemo sve parove iz skupa

{a,b}× {c,d}∪ {c,d}× {a,b}.

2. korak: Proveravamo parove koji su posle 1. koraka ostali na listi P ispod
njene glavne dijagonale:

(bx1,ax1) = (c,a) – nije na listi, pa se brišu parovi (b,a) i (a,b);
(dx1,cx1) = (b,a) – nije na listi, pa se brišu parovi (d,c) i (c,d).

d

c

b

a

a b c d

d

c

b

a

a b c d

posle 1. koraka posle 2. koraka
relacija τA = τ2 = ∆Arelacija τ1
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Ovim su obrisani svi parovi, osim onih na glavnoj dijagonali, što znači da se
algoritam zaustavio i da je τA = τ2 =∆A, odnosno da je automatA redukovan
kao Mooreov automat.

Na osnovu prethodnog zadatka primećujemo da ovaj automat nije re-
dukovan kao automat Mealyevog tipa, jer se minimizacijom Mooreovog
automata algoritmom za automate Mealyevog tipa dobija ekvivalentan au-
tomat sa manjim brojem stanja od ovog automata koji je dobijen korišćenjem
algoritma za minimizaciju automata Mooreovog tipa. ⊓⊔

Zadatak 5.203. Neka jeA=A/τA = (A,X,Y,δ,λ) (tj. τA =∆A) konačan Mooreov
automat koji realizuje datu klasu automatovnih preslikavanja. Tada postoji njemu
ekvivalentan automat Mealyevog tipa sa manjim brojem stanja ako i samo ako postoje
dva različita stanja a,b ∈ A, takva da je δ(a,x) = δ(b,x), za svaki x ∈ X. Dokazati.

Rešenje: Pretpostavimo da postoji Mealyev automat B = (B,X,Y,δ′,λ′) ekvi-
valentan automatu A, takav da je |B| < |A|. Automat A/̺A je minimalni
automat u klasi automata ekvivalentnih sa A, t.j |A/̺A| 6 |B| < |A|. To znači
da postoje bar dva stanja a,b ∈ A takva da je (a,b) ∈ ̺A. Tada, za svaki x ∈ X
važi λ(a,x)= λ(b,x), tj. µ(δ(a,x))= µ(δ(b,x)). Prema definiciji kongruencije τA,
zaključujemo da

(
δ(a,x),δ(b,x)

)
∈ τA i kako je τA = ∆A imamo δ(a,x) = δ(b,x),

za svaki x ∈ X.
Obratno, neka su a,b ∈ A različita stanja takva da je δ(a,x) = δ(b,x), za

svaki x ∈ X. Tada je µ(δ(a,x)) = µ(δ(b,x)), tj. λ(a,x) = λ(b,x), što znači da su
(a,b) ∈ ̺A. Kako je a , b zaključujemo da (a,b) < τA = ∆A, pa je jasno da važi
|A/̺A| < |A/τA| = |A|. Ovim je tvrd̄enje dokazano. ⊓⊔
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9. M. Ćirić, T. Petković, S. Bogdanović, Jezici i automati, Prosveta, Niš, 2000.

10. J. H. Conway, Regular Algebra and Finite Machines, Chapman & Hall, London, 1971.
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