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(iskaz)
(Tiskaz)
mkﬂ) else (iskaz)
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C if (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz) (Tiskaz)
|
Cy (Siskaz) if (uslov) then (Tiskaz) (Siskaz)
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Aq Cs (Siskaz) Az

Ap

Slika 3.2 Drugo parsirajuce stablo za Zadatak 3.146.

(b) Naci ekvivalentnu jednoznacnu gramatiku jezika L(G).

Resenje: (a) Uzmimo proizvoljan, jednostavan aritmeticki izraz a+a-b.
Pokazaemo da on ima dva parsirajuca stabla:

/N /N
LN N
\ [ ]

a b a a

Ako vrednost izraza ¢itamo prema redosledu dobijenom u parsiraju¢em sta-
blu, u prvom stablu dobijamo vrednost a +(a-b) = a +ab, dok je drugom
dobijena vrednost (a+4a)-b = 2a+b, §to znaci da su dobijene vrednosti ra-
zlicite.

(b) Obi¢no dvozna¢nost proizilaziiz paralelne zamene pomoénog simbola
u receni¢noj formi. Ovde 0 moZemo zamenitisa o + ¢ ili 0- 0 iiz obe re¢enicne
forme moze da se izvede o + ¢ - 0. Obi¢no se ovaj problem prevazilazi ko-
ri$¢enjem razli¢itih pomo¢nih simbola za predstavljanje operanda razlicitih
operatora.

Zato ¢emo uvesti nove pomocéne simbole « za predstavljanje operanda
za operacije "+ i-", i f za predstavljanje operanada za "-i:" . Pri formiranju
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pravila izvodenja vodi¢emo ra¢una o uobi¢ajenim pravilima koja vaze za

aritmeticke izraze:

Operacije "-i:" imaju prioritet nad operacijama "+1i-";
Prilikom primene operacija istog prioriteta operacija koja je levo ima prio-
ritet nad onom koja je sa desne strane u aritmeti¢ckom izrazu.

Uzimajudéiu obzir ova pravila mozemo konstruisati sledec¢a pravila izvodenja:

o—o+a 0—>0-a, 0—oa,
a—a-B, a—>a:f, a—>p,
B— (o), p—a, p—0.
Na ovaj nacin definisali smo jednozna¢nu kontekstno-nezavisnu gramatiku
ekvivalentnu datoj gramatici. O
Zadatak 3.148. * Neka je L = {u € {a,b}"||ul, = |ulp}.
a) Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise dati jezik.

b) Naéi jednoznacnu kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise dati jezik.

Resenje: a) Jednostavno se pokazuje da gramatika G, sa pravilima izvodenja
0 — aocbo, 0 — boao, 0 —e,

generiSe dati jezik, tj. da je L = L(G, 0). Ova gramatika nije jednozna¢na, jer
se 0 pojavljuje dva puta u re¢eni¢nim formama acbo i boao.
Postoje, na primer, dva leva izvodenja reci abab i to:

0 =aobo = aboaobo = abacbo = ababo = abab i
0 =aobo = abo = abacbo = ababo = abab.

b) Oznac¢imo sa c(u) = |ul, — |uly, za proizvoljnu re¢ u € {a,b}". Definisa¢emo
nove pomocne simbole i .
Zelimo da a generiSe skup

A ={uela,bf|c(u) =0, za svaki prefiks v od u je c(v) > 0},
a da neterminalni simbol 8 generiSe skup
B ={ue€{a,b}|c(u) =0, za svaki prefiks v od u je c(v) < 0}.

Konstruisa¢emo jednozna¢nu kontekstno-nezavisnu gramatiku G, za skup
A sa pravilima o — aaba + e i pokazacemo da je A = L(Gq, av).

Jasno je da, za proizvoljnu re¢ u € L(Gq, @), vazi da je c(u) = 0. Indukcijom
po duzini re¢i u pokaza¢emo da, za svaki prefiks v od u, vazi c(v) > 0.

Za praznu re¢ u = ¢ duzine |u| = 0 ovo tvrdenje je trivijalno. Neka su date
re¢i u,v € L(G,, a) duZine |ul,|v| > 0. Tada postoje izvodenja a Suia=vi
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pretpostavimo da je c(wy) > 0, za svaki prefiks wy od u i c(w,) > 0, za svaki
prefiks w; od v. U izvodenju

* *
a = aaba= auba = aubv,

za prefiks p re¢iau je, prema indukcijskoj pretpostavci, jeste vrednost c(p) > 1
i c(aub) = 0. Tako, za proizvoljan prefiks g od v, imamo c(aubv) = c(v) > 0.
Dakle, L(G,,a) C A.

Obratnu inkluziju dokaza¢emo indukcijom po duzini reci w.

Za w = e dokaz je trivijalan. Posmatrajmo proizvoljnu, nepraznu re¢ w.
O¢ito je da ona pocinje slovom a i zavrSava sa b. Pretpostavimo da tvrdenje
vaZi za sve re¢i duZzine manje od |w|. Zapis§imo re¢ w u obliku w = aubv, pri
¢emu je au najduZi prefiks od w koji ima slede¢u osobinu:

Pq: Svaki neprazan prefiks p od au, ukljucujudi i au, ima c(p) > 0.

Za proizvoljan prefiks g od u vazi c(q) = c(ag) —1 > 0 i prema definiciji au
imamo da je c(aub) =0, tj. c(u) = 0, $to znaci da u € A. Dobijamo, takode, da
je c(v) = 0 i za svaki prefiks r od v vaZi c(r) = c(aubr) > 0. Dakle, u,v € A, pa
prema indukcijskoj pretpostavci u,v € L(Gq, a). Kako postoje izvodenja a= u
i = v imamo

a = aaba= auba = aubv = w. (3.18)

Ovim smo dokazali da je A = L(Gg, @).

Ostalo je da dokaZzemo jednozna¢nost gramatke G,. Pretpostavimo da se
w moZe dobiti iz @ izvodenjem (3.18.). Tada je au najduzi prefiks od w koji
ima osobinu P, jer uslov c(u) = 0 povlaci da je c(aub) = 0 i, za svaki prefiks p
od u iz c(p) > 0 sledi c(ap) > 1. Tako dolazimo do zahteva da je prvo slovo a
u w jednoznaéno upareno sa b koje je odmah iza u. To sledi iz jedinstvenosti
polaznog argumenta u parsiraju¢em stablu izvodenja re¢i w iz o u G,.

Analogno, definiSemo gramatiku Gg sa pravilima izvodenja f — bfaf +e
i pokazujemo da je B = L(Gg, ).

Sada smo spremni da definiS$emo jednozna¢nu konteksno nezavisnu gra-
matiku G; u kojoj su pravila izvodenja:

0 — aabo +bpac +e, o — aaba+e, p— bpaf+e.

Ocito je da je L(Gy) C L.

Obratnu inkluziju, odnosno tvrdenje da ako je w € L onda w ima jedin-
stveno parsirajuce stablo u G, dokazujemo indukcijom po duZzini reéi w.
Tvrdenje vaZi za w = e. Pretpostavimo da re¢ w € {a,b}* potinje slovom a. Za-
pisimo w u obliku w = aubv, gde je au najduzi prefiks od w koji ima osobinu
P;.Naisti na¢in kao u prethodnom delu zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno
parsirajuce stablo izvodenja a = u, pri éemu je c(u) = c(v) = 0. Prema indukci-
jskoj pretpostavci i izvodenje a=> vima jedinstveno parsirajuce stablo. Dakle,
postoji izvodenje:

a= aabo = aubo = aubv = w.
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Jasno je da ovo izvodenje ima jedinstveno parsirajue stablo, a na osnovu
prvog koraka vidimo da slovo a treba upariti sa slovom b koje se nalazi
iza u. Pokaza¢emo da a ne moze biti upareno ni sa jednim b u re¢i u. Ako
je u = uybuy, za neke uj,uy, onda, prema Py, vazi c(u;) > 0. To znaci da je
c(auqrb) > 0, pa u; ne moZemo izvesti iz a. Dalje, pokazujemo da a ne moZze
biti upareno ni sa jednim b iz v. Za v = v1bv; imamo c(ub) = c(aub) -1 = -1,
$to znaci da ubv; ima prefiks sa negativnom vrednoséu c. Dakle, ubv; ¢ A, pa
ne moZe biti izvedeno iz a. Na isti nacin izvodimo dokaz i kada w pocinje
slovom b. Dakle, G je jednozna¢na gramatika koja generise jezik L. O

3.5. Potisni automati

Pre nego sto damo formalnu matemati¢ku definiciju pojma potisnog auto-
mata, objasni¢emo Sta se zamislja pod realnim modelom potisnog automata.
Realni model potisnog automata prikazan je na sledecoj slici:

‘xl‘X2‘x3‘...‘...‘...‘xn‘
m ulazna traka
& E unutradnji
& mehanizam
&3
potisna
memorija
(stek)
Em

Kao sto se vidi sa slike, potisni automat se u ovom modelu sastoji od ulazne
trake, potisne memorije i unutrasnjeg mehanizma.

Na ulaznoj traci upisana je ulazna re¢ x1x - x,, gde su x1,%2,...,x, slova
ulaznog alfabeta X. Ta rec se ¢ita slovo po slovo, glavom za ¢itanje ozna¢enom
na slici simbolom |. Posle uditavanja svakog slova, ono se briSe, a ostatak
rei se pomera za jedno mesto ulevo, tako da je potisni automat spreman da
ucita sledece slovo ulazne re¢i.

U potisnoj memoriji upisana je re¢ 18-+ &, gde su &1,8,...,Em slova
alfabeta memorije M. Glava za upisivanje, ozna¢ana na slici sa <, deluje
samo na znak na vrhu memorije, u ovom slu¢aju na znak &;. Taj znak moze se
zameniti proizvoljnom reéi w = aja; - - - a € M*. Re¢ w se u memoriju upisuje
pocev od poslednjeg slova a, do prvog slova a1, pri ¢emu upisivanje svakog
narednog slova potiskuje ostatak sadrzaja memorije za jedno mesto nanize.
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Zbog toga se ovakva memorija naziva potisna memorija ili stek, a ovakav
automat i zove potisnim automatom ili automatom sa potiskujucom memorijom.
Zamena simbola &; praznom reci znadi prosto brisanje tog simbola, pri éemu
se ostatak sadrzaja memorije podiZe za jedno mesto navise. Do proizvoljnog
slova sadrzanog u memoriji se moZe doci samo brisanjem svih slova koja se
nalaze iznad njega.

Na kraju, unutrasnji mehanizam se karakteri$e unutrasnjim stanjima po-
tisnog automata, i u toku rada tog automata vrsi se permanentna promena
stanja.

Prema tome, moZemo re¢i da se u toku rada, potisni automat u svakom
trenutku karakteriSe trojkom koju ¢ine stanje u kome se trenutno nalazi,
trenutni sadrZaj memorije i trenutni sadrZaj ulazne trake. Ovu trojku nazi-
vamo konfiguracijom tog automata. Sada ¢emo preéi na formalnu definiciju
potisnog automata. Pod potisnim automatom A podrazumevamo sedmorku

A= (A/ X/M/ ao, 50/ u, 6)/

gdeje

A —konacan skup, skup stanja od A;

X —neprazan konacan skup, ulazni alfabet od A;

M —neprazan konacan skup, alfabet steka (potisne memorije) od A;
o — element iz A, pocetno stanje od A;

&o —element iz M, pocetni simbol steka od A;

u — preslikavanje iz AX M u F(AX M), gde ¥ (A X M") oznacava skup svih
kona¢nih podskupova od A x M*, uklju¢ujuéi tu i prazan podskup;

0 —preslikavanje iz AX M X (AU {e}) u F(AXM).

Preslikavanja p i 6 nazivamo funkcijama prelaza potisnog automata A. Kako
su slike pri ovim preslikavanjima podskupovi od A X M, to je jasno da se
potisni automati "ponasaju nedeterministicki", $to ¢e se bolje videti iz daljeg
teksta.

Proizvoljnu trojku (a,a,u) € A X M X X* nazivacemo konfiguracijom po-
tisnog automata A. U napred datom modelu potisnog automata, ova ko-
nfiguracija bi odgovarala trenutku u kome se potisni automat A nalazi u
stanju 4, u steku se nalazi zapamdéena rec¢ «, a na ulaznoj traci na ocitavanje
¢eka ulazna re¢ u. Rad potisnog automata A sastoji se u nizu prelazaka iz
konfiguracije u konfiguraciju, koji su odredeni funkcijama prelaza u i 6. Te
funkcije se takode mogu shvatiti kao izvesni program, ili, tacnije re¢eno, skup
instrukcija po kome radi potisni automat A. Taj skup instrukcija ¢ine sve
relacije oblika

(0,B) € u(a, &)
koje vaze za (b,) e AXM"i(a,&) € AX M, isve relacije oblika

(0,B) € 6(a, &,x)
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koje vazeza (b,f) e AXM*i(a,&,x) e AXMX (X U/{e}).

MozZemo razlikovati tri vrste prelaza u potisnom automatu:

Stacionarni prelazi:

Neka je data konfiguracija (a,, u), pri ¢emu je @ € M*, $to znadi da je stek
neprazan. Oznacimo sa & prvo slovo redi ¢, tj. uzmimo da je a = £a’, za neki
a’ e M*. Ako je (b,p) € u(a, &), tada je mogué prelaz sa konfiguracije (a,a, 1)
na konfiguraciju (b, B, u), $to simboli¢ki oznacavamo

(a,a,u) = (b,a’, u).

Drugim re¢ima, relaciju
(b,p) € ua, &),

mozZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & reju
i ostavi ulaznu re¢ u nepromenjenom.

Dakle, prelazi ovog tipa ne zavise od ulaza. Ovakve prelaze nazivamo stacio-
narnim prelazima, jer se prilikom njih ne menja sadrzaj ulazne trake.

Progresivni prelazi:

Neka je data konfiguracija (4, @, 1), pri temu je @ € M* iu € X*, §to znadida
suistekiulazna traka neprazni. Oznac¢imo sa & prvo slovo reéi a, tj. uzmimo
daje o = &a’, za neki o’ € M, i oznac¢imo sa x prvo slovo ulazne redi u, tj.
uzmimo da je u = xu’, za neki u’ € X*. Ako je (b,p) € 6(a, &, x), tada je mogué
prelaz sa konfiguracije (a,,u) na konfiguraciju (b,fa’,u’), Sto simboli¢ki
oznacavamo

(a,a,u) > (b,pa’,u).

Drugim re¢ima, relaciju

(0,B) € 6(a, &,x)

moZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaZze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & reju
i izbrisi prvo slovo x ulazne reciu.

Prelaze ovakvog tipa nazivamo progresivnim prelazima, jer se prilikom njih
briSe prvi simbol sa ulazne trake.

Prelazi sa praznim ulazom:

Neka je data konfiguracija (4, @, e), pri cemu je « € M*. Oznadimo sa & prvo
slovo reci a, tj. uzmimo da je a = o/, za neki a’ € M*. Akoje (b,) € 6(a,&,e),
tada je mogu¢ prelaz sa konfiguracije (a,a,u) na konfiguraciju (b, a’,e), Sto
simbolic¢ki oznatavamo

(a,a,€) = (b,Ba ).

Drugim re¢ima, relaciju

(0,B) € 6(a, & e)
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moZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & recju
i ostavi ulaznu traku praznom

(kakva je bila i pre prelaza). Ovakve prelaze ¢emo nazivati prelazima sa
praznim ulazom.
Mozemo definisati relaciju — na skupu svih konfiguracija potisnog au-
tomata A, pri ¢emu je
(a1,a1,u1) — (a2, a2,uz)

ako i samo ako je mogu¢ prelaz iz konfiguracije (a1, a1,u1) u konfiguraciju
(a2, 0, u2), koji je bilo stacionaran, bilo progresivan, bilo prelaz sa praznim
ulazom.

Sa — ¢emo oznacavati refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije —. To
znaci da za dve konfiguracije (a,a,u) i (b, B,v) potisnog automata A vazi

(a,a,u) > (b,8,0) (3.19)
ako i samo ako je ili (a,a,u) = (b, 8,v), ili postoji niz konfiguracija
{(ﬂi,ai,ui)};, nelN,
takav da vazi
(@,a,u) = (a1,a1,u1) = (a2, a2,U2) = --+ = (an, an,un) = (b,,0).  (3.20)

Izraz oblika (3.19), odnosno niz prelaza (3.20), nazivamo izracunavanjem u A,
a pojedinacne prelaze u (3.20) nazivamo koracima u tom izra¢unavanju.

Primetimo da sa konfiguracije oblika (4, ¢, u) nije moguce pre¢i ni na jednu
drugu konfiguraciju potisnog automata A. To znaci da ako u nekom izracu-
navanju u A dodemo do konfiguracije tog oblika, izra¢unavanje se prekida.
Drugim rec¢ima, ukoliko se u toku rada potisnog automata stek isprazni, sto
se mozZe desiti, jer prvi simbol steka moZemo zameniti i praznom reci, sto
znadi obrisati, tada se rad potisnog automata prekida.

Raspoznavanje jezika potisnim automatima

Pojam raspoznavanja, odnosno generisanja jezika potisnim automatom

moZe se definisati na dva na¢ina — raspoznavanje skupom stanja i raspozna-

vanje praznim stekom, i pokazuje se da su ta dva nacina ekvivalentna.
Potisni automat A raspoznaje jezik L C X* skupom T C A ako je

L:{ueX*

(Fa € T)(For € M) (a0, &0,4) > (a,x,)},
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odnosno ako za u € X* vazi
uel o (JaeT)TaeM) (ap,&o,u) = (a,a,¢).

Drugi nacin raspoznavanja jezika potisnim automatom je raspoznavanje
praznim stekom. Naime, potisni automat A raspoznaje jezik L praznim stekom
ako je

L=fuex

(Fa € A) (a0,0,1) = (a,e,0),

odnosno ako za u € X* vazi
uel & (FaeA) (ag,&,u) — (ae,6).

Teorema 3.18. Neka je L C X* jezik nad konacnim alfabetom X. Tada postoji potisni
automat koji raspoznaje L skupom stanja ako i samo ako postoji potisni automat koji
raspoznaje L praznim stekom. Dokazati.

Zajezik L € X" nad kona¢nim alfabetom X i potisni automat A koji raspoz-
naje L bilo nekim podskupom skupa stanja, bilo praznim stekom, kaZemo
da A raspoznaje L i da je L jezik raspoznatljiv potisnim automatom.

Zadatak 3.149. Posmatrajmo potisni automat A = (A,X,M,q,e,0), sa skupom
stanja A = {p, q}, ulaznim alfabetom X = {a, b, c}, alfabetom steka M = {a, b}, poCetnim
simbolom steka &y = e i progresivnim prelazima definisanom na sledeci nacin:

0(q,&,a) =1{(q,a8)}, 0(q,&,b) =1{(q,b8)}, 06(g,¢,0) ={(p, )},
o(p,a,a) ={(p,e)}, o(p,b,b) ={(p,e)}, zasimbol & e MU {Ep} sa vrha steka.

Odrediti jezik L(A) koji raspoznaje ovaj potisni automat i naci izracunavanja reci
abcba, abcb i abcbab. Koja od ovih reCi pripada jeziku L(A)?

Resenje: Primetimo da ovaj potisni automat radi na sledeéi na¢in: U inicijal-
nom stanju g on smesta slova a i b sa ulazne trake u stek, sve dok na ulaznoj
traci ne procita slovo c. Posle toga, unutrasnji mehanizam prelazi u stanje
p, u kome A uporeduje svaki simbol sa ulazne trake sa simbolom na vrhu
steka. Ako su oni jednaki, automat prihvata ulaz.

Date progresivne prelaze moZemo, formalno, predstaviti na sledeéi na¢in:

(g, a,au’) = (g,a0,v’),  (q,a,bu’) = (q,ba,u’),
(p,aa’,au’) — (p,o’,u’), (p,ba’,bu’) = (p,a’,u"),
(g acu’)—>(pau’), zaaec o eM,u eX".

Neka je re¢ u € {a,b}" prefiks na ulaznoj traci, pre prvog pojavljivanja re¢i c i
v sufiks posle prvog pojavljivanja ¢ na ulaznoj traci. U trenutku kada potisni
automat prede u stanje p, re¢ u je smestena u stek u obratnom redosledu,
tj. pri poredenju sufiksa v sa sadrzajem steka, prvo slovo iz v poredi se sa
poslednjim slovom re¢i u i tako dalje. To zna¢i da je v =1, paje
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L(A) = {ucu|u € {a,b}}.

Kako je &g = e pocetni simbol steka, traZene re¢i mogu se dobiti slede¢im
izracunavanjima:

(q,e,abcba) — (g,a,bcba) — (q,ba,cba) — (p,ba,ba) — (p,a,a) = (p,e,e);
(q,e,abcb) — (q,a,bcb) — (q,ba,cb) — (p,ba,b) — (p,a,e);
(g,e,abcbab) — (g,a,bcbab) — (q,ba,cbab) — (p,ba, bab) — (p,a,ab) — (p,e,b).

Primecujemo da A raspoznaje re¢ abcba praznim stekom, dok se druga i treca
re€ ne raspoznaju ovim potisnim automatom. 0O

Zadatak 3.150. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L={a'bick|i, k>0, i+k=j).

Resenje: Koristicemo tri razli¢ita stanja potisnog automata da bi obezbedili
redosled ¢itanja slova a, b i c i stek da bi ispunili zahtev da je i+k = j.
Dakle, konstruisaéemo automat A sa skupom stanja A = {p, 4,7}, gde ¢e p biti
inicijalno, a r finalno stanje. U stanju p, automat svako slovo a sa ulazne trake
smesta u stek. Pri prvom ucitavanju slova b prelazi u stanje q i svako b sa
ulazne trake ili uparuje sa slovom a sa vrha steka ili ga smesta u stek. Pri
prvom &itanju slova c sa ulazne trake automat prelazi u stanje r i uparuje ga
sa b iz steka, kao i svako sledece ¢ dok se stek ne isprazni.

Dakle, traZeni potisni automat je A = (A, X, M, p, &, 6,T), sa skupom stanja
A ={p,q,r}, ulaznim alfabetom X = {a,b, ¢}, alfabetom steka M = {a, b}, inicijal-
nim stanjem p , poc¢etnim simbolom steka &g i skupom finalnih stanja T = {r}.
U automatu A ¢emo definisati progresivne prelaze na slede¢i nacin:

o(p,&,a) ={(p,aé)}, o(p,ab)=1{(ge)}, zale{&,a}l
0(g,&,b) ={(q,b8)}, 06(q,b,c) ={(re)}, za&e{&,b}
o(r,b,c) = {(r,e)}.

Jasno je da, ovako definisan potisni automat, raspoznaje jezik L praznim
stekom. 0O

Zadatak 3.151. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L= {x'y/|2i # 3j).

Resenje: Posmatrajmo najpre jezik Ly = {a'b/|i,j > 0, 2i = 3j}. Primeéujemo
da re¢ x'y/ pripada jeziku L; samo ako je i = 3k i j = 2k, za neki k > 0. Za
svako slovo x na ulaznoj traci moZemo smestiti u stek dve njegove kopije,
koriS¢enjem pomocnog stanja i stacionarnih prelaza. Sli¢no, svako ulazno
slovo y moZemo upariti sa slovom x na vrhu steka, a zatim pomo¢u jos dva
pomocna stanja briSemo jos dva slova x, za isti ulaz y. Konstrui§imo potisni
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automat A; = (A1, X, My, a, cf(l), 01, p1, T1) koristeéi ovu ideju. Neka je skup sta-
nja ovog automata A; = {a,a’,b,b’,b"}, ulazni alfabetje X = {x, y}, alfabet steka
M ={x}, 5(1) pocetni simbol steka, T = {b} finalno stanje. Progresivne prelaze
definisa¢emo sa:

8(a,&,0) = (bee), SU”,x,y)=(be),
8@, &,x) = (a,xE), za&el&)x),

a stacionarne prelaze na slede¢i nacin:

(a,a,xu’) = (@', xa,xu’), 4. u(a,&)=(a',xé),

zaa=E&d, &€ {é(l),x}, a efx),u eX
(a,a,yu’) > V', o', yu’), 4. p@,x)="e), zaa=xa’,a" e{x}’, ' € X",
O, a,yu’)y—= ", ,y), §.ul,x)=0",), zaa=xa’,a" €{x}’,u' € X,
b,a,yu’y— ¥, o', yu’), 4. ub,x)="e), zaa=xa’,a’ €{x}’, u" € X".

Potisni automat A; raspoznaje jezik L; praznim stekom.

Vratimo se jeziku L. Iskoristiéemo prethodnu ideju da svako slovo y upa-
rimo sa jednim i jo$ pola x. Posle toga ¢emo imati dva zavrsna stanja ay,
ako je 2i >3j i by, ako je 2i < 3j. Da bi stigli do stanja a,, neophodno je
da iz steka brisemo bar jedno slovo x koje nije vezano za ulaz y. Da bi
stigli do b, treba da uc¢itamo najmanje jedno slovo y viSe. U ovom drugom
slu¢aju moZe se javiti problem, jer automat moZze da blokira u stanjima b’ i
b pokusavajudi da izvuce x iz praznog steka. Primetimo da, ako je u stanju
b’ ili b stek prazan, vaZi 2i < 3j, pa moZemo doci do stanja b, direktno iz
a, odnosno V', bez brisanja simbola x iz steka. Konstruisimo sada automat
A=(A,X,M,a,&y,0 u,T)nasledeci nacin: Neka je skup stanja ovog automata
A ={a,a,ay,bb',b",b,}, ulazni alfabet je X = {x,y}, alfabet steka M = {x}, &o
pocetni simbol steka i T = {ay, by} skup finalnih stanja. Prelaze, na osnovu
prethodnog, mozemo definisati na sledeéi nacin:

6(61, CS,E) = (b/e)/ Za (S e {CSO,X},
o(b,e,x) = (ay,e), O(ay,e,x) = (ay,e),
o(b,e,y) = (by,e), o(by,e,y) = (by,e),

(a,a,xu") = (@', xa,xu’), . u(a,&) = (a’,x&),
zaa=&d, Eel&y,x}, o elx},u’ eX"
oa’,&,x) = (a,x$), za & € {&o,x},
(a,a,yu’) > V', ,yi’), . u@,x)=,e), zaa=xa’,a’ €{x}*,u’ €X,
(a,x,yu’) = (by,e,u’), tj. 6(a,x,y) = (by,e), zau' € X
v, a,yu’) - (b7, a ,yi’), tj. ult’,x)=(b",e), zaa=xa’, & €{x}*, u’ € X*,
', x,yu’) = (by,e,u’), 4.0V, x,y) = (bye), zau' € X",
o(b”,x,y) = (be),
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(ba,yu’y > ¥, ,yi’), . pb,x)=e), zaa=xa’,a €{x}tiv € X",
(b,x,yu") = (by,e,u’), tj. 6(b,x,y) = (by,e), zau' € X".

Nije tesko pokazati da ovako definisan potisni automat raspoznaje trazeni
jezik L. O

Zadatak 3.152. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L ={u e {x,y}" | 2lulx # 3Jul,}

Resenje: Primetimo, ovde, da za svako slovo x sa ulaza u stek treba smestiti
dve kopije simbola x, dok za svako ulazno slovo y u stek smeStamo tri kopije
simbola y. Svaki stek simbol x treba uparitisa stek simbolom y. Uparivanje
vrsimo ako je novo ulazno slovo razli¢ito od simbola sa vrha steka, dok u
protivnom slovo smestamo u stek. Treba voditi ra¢una da, ako u steku nema
dovoljno simbola sa kojima bi se uparivanje vrsilo, ostale kopije ulaznog
slova smeStamo u stek.

Neka je a inicijalno stanje traZenog automata. Kada je na ulaznoj traci
uditano slovo x ili ga uparujemo sa simbolom y iz steka ili ga smestamo u
stek, kada automat prelazi u stanje a;. U stanju 4, ili briSemo iz steka drugi
simbol y ili stavljamo drugu kopiju simbola x u stek i vracamo se u stanje a.
Stanja b; i by koristiéemo za rad sa simbolom y na sli¢an nacin.

Formirajmo sada potisni automat A = (A, X,M,a,&, 6, u,T). Neka je skup
A =A{a,a1,by,by,ax,by}, X ={x,y}, M ={x,y}, T = {ax, by}, a prelaze cemo defi-
nisati na sledeéi nacin:

(@&, xu’) = (ay, xa,xu’), 4. p(a, &) = (a1,x8),
zaa=&x, Eeléox}), o elx,y), u eX
(a,ya’,xu") > (a1, ,xu’), 4. u(a,x)=(ay,e), u' € X*
0(a,¢,x) = (a,x8), za & € {&o,x},
0(a1,y,x) = (ae),
O(a,x,e) = (ay,e),
0(ax, x,x) = 0(ax, x,€) = (ax,e),
0(a,y,e) = (by,e),
0(by,y,y) = 6(by, y,€) = (by,e),
(@ éa’,yu’) = (b, ya,yu'), . p(a, &) = (b1, y<),
zaa=¢&d, Eef{éoy), o efx,y), u € X,
(@xa’,yu') = (b, yu’), tj. pla,y) = (bre), v €X’,
(01, &, yu") = (b2, ya, yw'), §. p(a, &) = (by, y&),
zaa=¢&d, Eeféo,yl, a efxy), u eX
(b, xa,yu’)y = (ba, &, yu’), §. u(by,y) = (bye), u' € X7,
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6(b2/ 5/ y) = (ll, yg)/ Za 5 € {CSO/ y},
0(b2,y,%) = (a,e).

Da bi pokazali da ovaj potisni automat raspoznaje upravo jezik L, primetimo
da, prema prethodnim pravilima, stek uvek sadrzi najviSe jedan stek simbol.
Ako u € L i ako je 2|uly —3|ul, > 0 stizemo do zavr$nog stanja a,, dok za
2|uly = 3|ul, <0 stizemoub,. O

Zadatak 3.153. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L ={u e {x,y} ule < luly < 2ulx}.

Resenje: Pri konstrukciji ovog automata problem je sto svako slovo x treba
upariti sa najmanje jednim i najvise dva slova y. Tu se javlja problem, jer ako u
stek stavimo samo jedno slovo x, ne moZemo da odredimo da li je |ul, < 2[uly.
Takode, ako u stek stavimo dva simbola xx, nema nacina da proverimo da li
je luly <uly. Jedini na¢in da se to rei je, da podelimo sva pojavljivanja slova
x u dve grupe: svako x iz prve grupe uparujemo sa jednim y i svako x iz
druge grupe sa po dva y.

Dakle, konstrisacemo potisni automat A = (A, X,M,a,&0,6,u,T), sa dva
stanja A = {a, b}, alfabetom X = {x, y}, skupom stek simbola M = {x, y}, i inicijal-
nim i zavr$nim stanjem koja se poklapaju, tj.T = {a}, dok su prelazi definisani
na slede¢i nacin:

6(&,6,3() = (b,X), za & €&y
o(a,x,x) = (a,xx),

@, x,y) = (ae),

o(a,y,x) = (b,e),

6(a,&,y) = (a,yE), za & € {&o, v}
pb, &) =(a,xs), zaé&e{&o,x}
o(b,&,y) = (ae), za&e{&o,xl).

Ovaj automat raspoznaje traZeni jezik. 0O

Potisni automati i konteksno nezavisni jezici

Zadatak 3.154. Neka je X konacan alfabet i neka je L C X* neprazan jezik. Dokazati
da je L kontekstno-nezavisan ako i samo ako moZe biti raspoznat nekim potisnim
automatom.

Resenje: Prikaza¢emo samo glavne crte ovog dokaza. Pretpostavimo prvo
da je L kontekstno-nezavisan jezik. Razlikova¢emo slucajevee ¢ Lie € L.

Sluéaj e ¢ L: Bez umanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da je L = L(G, 0)
za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) koja je u Normalnoj
formi Chomsky.
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Konstruisimo potisni automat A = (A, X, M, a9, &0, 11,06, T) na sledeéi nacin:

A={ag,ay,t}, M=V\X)U{&)}, gde&ogViXNV =0,

u(ao, o) = {(a1,0&0)},

p(a, A) = {(a1,aB)|A — ap je pravilo iz 7},

u(a,A)=0, wuostalim slucajevima,

0(ar,&0,0) = {(t,0)},

0(a1, A, x) ={(a1,e)}, akoje A — xpraviloizr,

0(a,A,x) =0, wu ostalim slucajevima. (3.21)

Tada potisni automat A raspoznaje L skupom T = {t}.

Slu¢aj e € L: U ovom slucaju posmatramo jezik L’ = L\ {e}. Tada automat
A definisan za L’ raspoznaje L, ako u (3.21) dodamo pravilo

O(ag, $o,e) = {(t,E0)}-

Obratno, pretpostavimo da jezik L moZe biti raspoznat nekim potisnim auto-
matom
A= (A,X,M,a0,&o,14,0).

Prema Teoremi 3.18. moZemo, bez umanjenja opstosti, uzeti da se radi o
raspoznavanju praznim stekom.
Defini$imo gramatiku G = (V, X, 1) na slede¢i na¢in. Uzmimo najpre da je

VAX=(AXMxA)U{a}.

Elemente iz V' \ X zapisiva¢emo u obliku [p,«,q], da ih ne bi pomesali sa
konfiguracijama potisnig automata A.
Skup 7 pravila definisaéemo na sledeéi nacin. Najpre ¢emo za svakia € A
staviti da je
0 — [ao, &o,a]
pravilo iz 7. Dalje, svakoj "instrukciji" (a’,f1f2---Bk) € u(a,a), za k > 1,
pridruzi¢emo skup pravila

l[a,a,ar] = [, B1,a11la1, B2,a2] - [ak-1, Br, ak],

gdeje ay,...,a; proizvoljan niz elemenata iz A, dok éemo "instrukciji" oblika
(a’,e) € p(a,a) pridruziti pravilo

[a,a,a’] — e.

Na kraju, proizvoljnoj "instrukciji" (a’, f182 - - Bx) € 6(a, @, x), zak > 1, pridruzu-
jemo skup pravila

[a,a,ak] - X[ﬂ/,ﬁl,al][ﬂ],ﬁQ,QQ] T [ak—llﬁk/ak]r
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gdejeay, ..., a proizvoljan niz elemenata iz A, dok éemo "instrukciji" oblika
(a’,e) € 6(a, o, x) pridruZiti pravilo

[a,a,a'] — x.

Kada sva ova pravila sakupimo i njima formiramo skup 7, dobijamo gra-
matiku G koja je ocigledno kontekstno-nezavisna (mada ne u Normalnoj
formi Chomsky), i za kojuje L = L(G,0). O

Zadatak 3.155. Neka je G = (V,{x,y}, ) konteksno-nezavisna gramatika sa pra-
vilima izvodenja:
0 — x0, 0 — xcboyo, o —e.

Konstruisati potisni automat A koji raspoznaje jezik L = L(G, 0).

Resenje: Da bi primenili konstrukciju automata datu u reSenju prethodnog
zadatka treba datu gramatiku G svesti na ekvivalentnu gramatiku u Nor-
malnoj formi Chomsky.

Jednostavno je videti da je skup pravila izvodenja 7 ekvivalentan slede-
¢em skupu pravila:

o—ao, c—>af, f—oy, y—Ag,

coXx, a—=x, foy, Yoy Aoy
Konstruisimo potisni automat A = (A, X, M, a9, &0, 14,06, T) na sledeéi nacin:

A={ag,a1,t}, X={xy}, M=V\X)U{&)} gdepo¢ViXNV =0,
t(@ao, o) = {(a1,080)},

(a0, o, €) = {(t, o)},

(ar,0) = {(a1,a0)|0 — ao},

p(ar,0) ={(ar,ap)|o — ap},

(a1, B) = {(a1,09) 1B — ayl,

ula, 1) =0, wuostalim slu¢ajevima, 1€ A, ueM,

0(a1,&o,€) = {(t,0)},

o(a1,0,x) ={(a1,e)}, zapraviloo — x,

o(a1,a,x) ={(a1,e)}, zapraviloa —x,

o(a1,B,y) ={(a1,e)}, zapravilop—y,

o(a1,7,y) ={(a,e)}, zapraviloy—y,

0(a1,A,y) ={

o(a,u,x)=0, wuostalim slucajevima,zaa€ A, ueh,

(a1,e)}, zapraviloA—y,

o(a,u,y) =0, wuostalim slu¢ajevima, zaa€ A, uyeM.

Tada potisni automat A raspoznaje L = L(G,0) skupom T = {t}. O
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Zadaci za samostalni rad

W

. Dokazati da postoji algoritam pomoc¢u koga za svaku konteksno-nezavisnu

gramatiku G = (V, X, i) i svaki konac¢an jezik L € X* moZemo odluciti da li
jeLCL(G)idalije LNL(G)=0.

. Jezik L = {x™y"x™y" |m,n € N} nije kontekstno-nezavisan. Dokazati.
. Dokazati da jezik L = {a'b/ |k = max{i, j}} nije kontekstno-nezavisan.
. Neka je G = (V, X, ) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima

0 —aoaa+a, a — bbacc+ B, g — be.

(a) Konstruisati parsirajuée stablo reci a3b3c3a®.
(b) Dokazati da ova gramatika nije jednoznacna.

Neka je G = (V, X, ) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima
0 — aacbf+e, a > aa+a, p— bB+e.

(a) Dokazati da je ova gramatika jednoznacna.
(b) Konstruisati njoj ekvivalentnu nejednoznacnu gramatiku.

. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

(1) L = {u € {x,y}"|3luly < Sluly < 4luly};
(iD) L= {u € {x, y)" | 2lulx +5 < Bluly);
(iil) L = {a'bick i, j,k > 0, i+ 2k = j}.

. Za svaku od slede¢ih konteksno-nezavisnih gramatika G = (V, X, ) kon-

struisati potisni automat koji raspoznaje jezik L = L(G, 0):

(a) X ={a,b}, m={o — aocbo, 6 — boac, 0 — ¢},
(b) X ={x,y}, n={0c— 00, 0 = x0y, 0 = e}.






Glava 4
Turingove masine

Postoji viSe razli¢itih na¢ina za definisanje Turingovih masina. Medutim, svi
oni su medusobno ekvivalentni, pa éemo ovde dati osnovni model Turingove
masine. Njegovom jednostavnom modifikacijom dobijaju se i ostali modeli.

4.1. Konstrukcija Turingovih masina

Pre nego sto damo formalnu definiciju Turingove masine opisa¢emo nefor-
malno njen rad.

lalol el -lal#]# ][4
m ulazna traka
unutrasnji
mehanizam

Turingova masina se sastoji iz ulazne trake koja je podeljena na ¢elije i u
svakoj od njih zabeleZen je po jedan simbol iz kona¢nog alfabeta X, koji se
naziva skup simbola trake. Ulazna traka ima pocetak sa leve strane, a sa desne
strane je neogranicena, tj. ima beskona¢no mnogo ¢elija. U svakom diskret-
nom trenutku vremena, glava masine pokazuje na jednu celiju, odnosno na
simbol trake koji je u njoj zabeleZen. Na pocetku rada masine, na ulaznoj
traci su u prvih n Celija, za neki prirodan broj n, zabeleZeni simboli iz ulaznog
alfabeta X, gde je X C X. Preostali deo trake je prazan, tako da medu sim-
bolima trake postoji i simbol # koji ozna¢ava praznu celiju i vaZi # ¢ X.
Unutrasnji mehanizam masine odreden je stanjima masine, pri ¢emu je skup A
svih stanja masine konacan. Rad masine kontrolisan je instrukcijama koje u
svakom diskretnom trenutku vremena, zavisno od trenutnog stanja masine
i simbola na koji glava masine trenutno pokazuje, odreduju sta ¢e se de-
siti u narednom trenutku. Sam rad masine sastoji se u izvrsavanju sledec¢ih
operacija:

1. prelazak iz jednog stanja u drugo;

2. zamena simbola u ¢eliji drugim simbolom, pri ¢emu je moguce da se on
zameni i istim simbolom, tj. da sadrZaj ¢elije ostane nepromenjen;

3. pomeranje glave masine za jedno mesto ulevo ili jedno mesto udesno.

129
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U pomeranju glave klju¢nu ulogu igraju dva posebna simbola L i R, pri ¢emu
je,jasno, sa L odredeno pomeranje glave ulevo, a sa R udesno. Pri tome moze
da postoji najvise jedna instrukcija koja za trenutno stanje i simbol na traci
ukazuje na dalji rad masSine. Masina zavrsava sa radom kada za trenutno
stanje i simbol na traci ne postoji nijedna instrukcija koja predvida dalje
ponasanje masine.

Indirektno, smatraéemo da Turingova masina ima mogu¢nost brisanja.
Naime, alfabetu £ se moZe dodati novi pomoéni simbol B (¢ita se prazno ili
blanko) koji je moguée upisati umesto razmatranog simbola, ¢ime bi on bio
tretiran kao obrisan.

Sada ¢emo dati formalnu definiciju Turingove masine. Pod Turingovom
masinom podrazumevamo petorku A = (4,49, X, Z,0), gde je

A —neprazan konacan skup, skup stanja masine A;

ag —element iz A, pocetno stanje masine A;

X —neprazan konacan skup, ulazni alfabet masine A;

X —neprazan konacan skup koji sadrzi X isimbol # ¢ X, alfabet trake maSine A;

0 — parcijalno preslikavanje iz AX X u AX X\ {#} Xx{L,R}, funkcija prelaza
masine A.

Pod pojmom konfiguracije Turingove masine A podrazumevacemo proizvolj-
nu trojku (a,a,7) € AX(Z\ {#})* X IN. U datom neformalnom modelu masine,
ova konfiguracija bi odgovarala trenutku kada se masina A nalazi u stanju
a, u nepraznom delu trake je upisana re¢ «, ¢itano sleva na desno, a i je
redni broj ¢elije na koju glava pokazuje u tom trenutku, takode brojano sleva
na desno, od pocetka trake. Ako je 6(a,&) = (b,&',D), za neki (3,§) e AX X i
D € {L,R}, tada izraz
6(a, &) = (b,&", D)

nazivamo instrukcijom masine A. Rad Turingove masine A sastoji se u nizu
prelazaka iz jedne konfiguracije u drugu, pri ¢emu su ti prelasci odredeni
instrukcijama te masine.

Neka je (a,&1&2 -+ &y, 0) proizvoljna konfiguracija, za &1,&2,...,&q € 2\ {#].
Razlikujemo viSe tipova prelaza:

1. Nekajeie€[1,n]i6(a, &) = (b,&, R). Tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (a,&;1 ... &i=1&&i41 ... &, i+ 1), Sto piSemo

(@,&1&2...80,0) ?(%51 &1 En i+ ).

Drugim recima, instrukcija 6(a,&;) = (b, &, R) kaze sledece: predi iz stanja
a u stanje b, zameni simbol &; u i-toj Celiji simbolom & i pomeri glavu za
jedno mesto udesno, nad ¢eliju sa rednim brojem 7 + 1.

2. Nekajei€[2,n]i0(a,&;) = (b, &, L). Tada se sa date konfiguracije prelazina
konfiguraciju (b,&1 ... &i—1&Ei41 - .. &n,i— 1), §to piSemo

(a,&182...En,0) 7(5151 c&im1&&iv1 . Epi— 1),



4.1. Konstrukcija Turingovih masina 131

Drugim recima, instrukcija 6(a,&;) = (b,&,L) kaZe sledece: predi iz stanja
a u stanje b, zameni simbol &; u i-toj Celiji simbolom & i pomeri glavu za
jedno mesto ulevo, nad ¢eliju sa rednim brojem i —1.

3. Nekaje i =n+1. Tada glava pokazuje na praznu celiju, tj. na ¢eliju u kojoj
je zabeleZen znak #, pa razlikujemo sledeée podslucajeve:

3.1. Ako je 6(a,#) = (b, &, R), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfi-
guraciju (b,&1...&,&,n+2), $to piSemo

(a,£1£2...£n,n+1)7(b,£1...éné,n+2).

Znacdi, instrukcija o(a,#) = (b, &, R) kaze: zabelezi simbol & u (n+1)-vu
¢eliju i pomeri glavu za jedno mesto udesno, nad (1 +2)-gu ¢eliju.

3.2. Akoje o(a,#) = (b, &, L), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfig-
uraciju (b, &1 ... €4, 1), $to piSemo

(a/£1£2 . *éﬂ/n + 1) ?(b,él .. *éné/n)'

Prema tome, u ovom slucaju instrukcija 6(a,#) = (b,&,L) kaze: upisi
simbol & u (1 + 1)-vu ¢eliju i pomeri glavu za jedno mesto ulevo, nad
n-tu Celiju.
Konacan niz konfiguracija (ax, a, i), k € [0,n], gde je n € IN®, nazivaéemo
izrac¢unavanjem u Turingovoj masini A, ako za svako k € [0,n — 1] vaZi

(K, Ok, 1) 7(ﬂk+1, ka1, T

Ove pojedinacne prelaze nazivamo koracima tog izra¢unavanja. Broj koraka
u ovom izra¢unavanju, tj. broj n, nazivamo duZinom tog izratunavanja.

Akosu(a,a,i)i(b,p, j) konfiguracije za koje postoji izra¢unavanje (a, a, i),
k €[0,n], takvo da je

(a/a/ Z) = (aO/ aOI Z0) 1 (b/ﬁ/]) = (anranrin)/

tada piSemo
(a,0,)—>(b,, ),

pri ¢emu, bez opasnosti od zabune, i taj izraz nazivamo izra¢unavanjem.
Jasno, to izra¢unavanje je duzine 0 ako i samo akoje (a,a,1) = (b, 8, j). Ukoliko
. . . . . . we . . . * . .

je jasno o kojoj se Turingovoj masini radi, u oznakama P izostavlja-

mo A, tj. pidemo samo — i —. Drugim re¢ima, na skupu A x Z*x N svih
konfiguracija definisana je relacija — tako da su dve konfiguracije (a,a,1) i
(b,B,)) u relaciji — ako i samo ako se iz konfiguracije (a,«,7) moZe preci u
(b,B,j) u jednom koraku. Takode, definisana je i relacija —, koja predstavlja
refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije —.
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Napomena 6. Kod ovako uvedenog pojma Turingove masine postoji moguc-
nost da glava posle ¢itanja simbola sa trake ne ide obavezno levo ili desno,
ve¢ moZe ostatiina istom mestu. Naime, ako Zelimo da masina, koja se nalazi
u stanju a i ¢ita simbol & sa trake, prede u stanje a1, ispiSe &; na tracii glava
ostane na istom mestu, skupu stanja masine A dodajemo novo stanje b, a
instrukcijama masine A dodajemo sledeée instrukcije:

6(11, 5) = (b/ (S]/R)/
o, n) = (a1,u,L), zasvakisimbol trake p.

Takode, postoje i tzv. Turingove masine kod kojih ulazna traka ima vise staza.
To su, zapravo, Turingove masine kod kojih alfabet trake, a i ulazni alfabet,
jesu Descartesovi proizvodi nekih skupova. Masina ima onoliko staza koliko
¢inilaca ima u tim Descartesovim proizvodima. Turingova masina sa k staza,
za neki k € IN, jeste masina kod koje alfabet trake jeste neki skup k-torki.

Analogno pojmu raspoznavanja jezika automatima uvodi se i pojam ras-
poznavanja jezika Turingovim masinama. Kazemo da Turingova masina
A= (A,a0,X,Z,0) raspoznaje jezik L C X* pomocu skupa T C A ako je

L={ueX"|(ag,u,l) 5 (a,a,i), gdejeacT,ac X", ic N},

uel & (ag,u,1) = (a,a,i) gdejeacT,a€X’,ieN,

a za jezik L u tom slucaju kaZemo da je raspoznatljiv Turingovom masinom.
Skup T nazivamo skupom zavrsnih stanja Turingove masine A.

Neformalno, Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih
redi ulaznog alfabeta koje vode do nekog zavrinog stanja. Cesto se kaze i da
Turingova masina A prihvata re¢ u € X* skupom T ako je (ag,u,1) N (a,a,1), za
neko stanjea € T.

Primetimo da se ovde govori samo o prihvatanju re¢i nad alfabetom X,
dok simboli iz skupa X\ X imaju pomoé¢nu ulogu, koja se moZze uporediti sa
ulogom pomo¢nih simbola kod gramatika.

Mozemo da uvedemo i pojam nedeterministicke Turingove masine. Kao
Sto se i o¢ekuje, to ¢e biti Turingova masina kod koje 6 nije parcijalno pre-
slikavanje, ve¢ je relacija, pa za neke a € A i £ € X ima viSe izbora za 0(a, &),
tj. 6(a, &) je podskup skupa A x X\ {#} X {L,R}. Tako ¢emo ranije definisanu
Turingovu masinu nazivati i deterministickom Turingovom masinom, a petorku
A= (A,a9,X,X,06) nazivamo nedeterministickom Turingovom masinom ako A, ag,
X i X imaju isto znacenje kao u definiciji deterministicke Turingove masine,
dok je 0 relacija izmedu skupova AX X i AX X\ {#} X {L,R}.

Jezik L C X* je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masinom
A=(A,a9,X, X,0) pomocu skupa T C A ako je

L={ueX |(ao,u,1) = (a,a,i) gdejeac T,ae X", ic N},
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tj.
uel e (ap,u,1) = (a,a,i) gdejeac T,a € X*, i€ N.

Skup T je skup zavrsnih stanja Turingove masine A. Neformalno, nedetermi-
nisticka Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih re¢i ulaz-
nog alfabeta koje vode iz po¢etnog do nekog od zavrsnih stanja, za neki
izbor niza prelaza. Cesto se kaze i da Turingova masina A prilwata re¢ u € X*
skupom T ako postoji nacin da se, polazeci od ag i re¢i u na ulaznoj traci, dode
do nekog zavrsnih stanja.

Kao i u slu€aju automata bez izlaza, i ovde vazi da deterministi¢ke i ne-
deterministicke Turingove masine imaju iste mogucénosti u raspoznavanju
jezika.

Zadatak 4.156. Dokazati da je jezik raspoznatljiv deterministickom Turingovom
masinom ako i samo ako je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masinom.

Resenje: Jasno je da se svaka deterministicka Turingova masina moZe sma-
trati nedeterministickom, pa je direktni smer u dokazu zadatka trivijalan.

Dokazac¢emo obrat. Pretpostavimo da nedeterministi¢ka Turingova masi-
na A = (A,a0, X, Z,0) raspoznaje jezik L pomocu skupa T. Opisacemo deter-
ministicku Turingovu masinu A’ = (A’,a¢, X, 2’,0") koja raspoznaje L.

Naime, skup stanja A’ se poklapa sa skupom stanja A, a takode ¢e i skup
zavr$nih stanja biti T. Za fiksiranea € Ai £ € X, takve da je 6(a, &) definisano,
oznacimo sa k(a, &) broj definisanih prelaza iz stanja a za ulaz &, i numerisimo
redom prelaze 6(a,&) = (a’, 1, D), gde je D € {R,L}, brojevima od 1 do k(a, &).
Uvedimo oznaku r = max{k(a,&)|a € A, £ € Z}. Svaka transformacija u A’
mozZe se okarakterisati kona¢nim nizom brojeva izmedu 1i r koji predstavlja-
ju brojeve prelaza koji su upotrebljeni u toj transformaciji. Jasno je da svaki
ovakav niz brojeva ne mora da predstavlja transformaciju, jer je moguce da
za izvestan par (4, ) ima manje od r izbora za prelaz, tj. k(a, &) <r.

Neka je sada X’ skup koji se sastoji od nekih trojki oblika [x,7,£], gde je
xe€X,i€[0,r], £ € Z, pri ¢emu skup X’ ne mora da obuhvata sve trojke tog
oblika. Naime, kako alfabet trake ¢ine trojke, to moZemo smatrati da je traka
podeljena na tri staze. U prvoj ¢e se nalaziti ulazna re¢. Na drugoj su na po-
¢etku nule, a nadalje A’ generiSe niz brojeva skupa {1,2,...,7}, gde svaki od
tih brojeva predstavlja broj prelaza koji je upotrebljen. Na trecoj stazi je na
pocetku kopija ulazne re¢i, a u toku rada se na njoj simulira rad masine A,
za ulaze sa prve staze i prelaze odredene nizom u drugoj stazi. Pri tome X
identifikujemo sa trojkama oblika [x,0,x], za svaki x € X. Dakle, ako je A" u
stanju a i na ulazu se javlja trojka (x,7,&), i ako sa 0;(a, &) ozna¢imo i-ti prelaz
u nasoj numeraciji nedeterministicke masine ‘A, definisan za par (4,&), tada
za 0;(a,&) = (a’,&’,R) automat A’ prelazi u stanje a’, na tre¢u stazu upisuje
simbol £’ i pomera glavu jedno mesto udesno. Analogno se razmatra i slucaj
6i(a/ 6) = (ﬂl, é// L)

Jasno je da ukoliko A prihvata re¢ u tada ée nas odgovarajuci izbor trans-
formacija, tj. niza na drugoj stazi, dovesti do zavr$nog stanja i kod masine
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A’. Obratno, ako masina A ne prihvata re¢ u tada nas nijedan izbor niza na
drugoj stazi, koji predstavlja izbor odgovarajucih prelaza, ne moze dovesti
do zavrsnog stanjau A’. O

Zadatak 4.157. Konstruisati Turingovu masinu koja raspoznaje sve binarne reci
koje se zavrSavaju nulom.

Resenje: Neka je A = (A,a9,X,X,0) Turingova masina u kojoj je

A ={ag,a1,az},
X=1{0,1},
£=10,1,4).

Skup zavrénih stanja je T = {3}, a funkcija prelaza 6 neka je data na sledeci
nacin:

l.a 0(ap,0) = (ap,0,R)

1.b. 6(610,1) = (llo, 1,R)

1.c. O(ap,#) = (a1,#,L)

2. 5({11,0) = (ﬂz,O,R)

Stanje ag skenira desno slovo ulazne reci, dok a; proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova masina prepoznaje traZeni jezik. O

Zadatak 4.158. Konstruisati Turingovu masinu koja brise poslednje slovo ulazne
binarne reci.

Resenje: Neka je A = (A,a9,X,Z,0) Turingova masina, sa skupovima

A =lag,a1,ar,a3,a4},
X= {0/ 1}/
X =1{0,1,#}.

Skup zavrsnih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza 0 je data na slede¢i nacin:

l.a 5({10,0) = (ﬂ1,0,R)
1.b. 6(ap,1) = (a1,1,R)
2.a. 6(a1,0) = (a1,0,R)
2.b. (S(Cll,l) = (lll,l,R)
2.c. 5({11,#) = (ﬂz,#,L)
3.a. 5({12,0) = (ﬂ3,#,L)
3.b. 5({12,1) = (ﬂ3,#,L)
4.a. 6(a3,0) = (a3,0,L)
4.b. 6(613,1) = (ll3, 1,L)
4.c. 5({13,#) = (a4,#,L)

Stanje ag skenira desno slovo ulazne reci, dok a; proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova masina prepoznaje traZeni jezik. O

Zadatak 4.159. Opisati Turingovu masinu A = (A,ao, X, X, 0) koja raspoznaje je-
zik L= {x"y"|n € N}.
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Resenje: Neka je
A= {a01a1/a2/a3/a4}/
X={x,y},
r= {x/y/#/a/,g}'

Skup zavrsnih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza 0 je data na sledeci na¢in.
Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, masina ga menja u &, dok se u suprotnom
zaustavlja. Zatim se kre¢e udesno, do prvog y, i menja ga u . Onda se vraca
ulevo do poslednjeg «, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u a i ponovo
odlazi udesno u potragu za novim y. Dakle, u svakom krugu masina menja
prvilevi x u a i prvi levi y u g, a dolazi do zavr$nog stanja samo ukoliko
nema viSe x-ova levo od prvog levog v i iza poslednjeg desnog y se nalazi #.
Funkcija prelaza je data sa:

l.a (ag,x) = (a1,a,R)
1.b. 6(610,[3) = (Cl3,ﬁ,R)
2.a. 6(aq,x) = (a1,x,R)
2.b. 6(a1,p) = (a1,B,R)
2.c. (a1, ) = (a2,8,1)
3.. 8(a2,B) = (a2,B,L)
3.b. 6(az, @) = (ag, @, R)
3.c. 8(ap,x) = (ap,x,L)
4.a. 6((13,[3) = (€l3,ﬁ,R)
4.b. 6(as, #) = (ag,#,R)

Sledec¢a $ema prikazuje ponaganje masine A u slucaju kada je ulazna re¢ x%°.

H konfiguracija pravilo H || konfiguracija | pravilo H
(a0, xxxyyy,1) start (a2, aaxppy,2) 3.c
(a1, axxyyy,2) 1 (a0, aaxBpy, 3) 3b
(a1, axxyyy,3) 2.a (a1, acapfy,4) la
(a1, axxyyy,4) 2.a (a1, aaafPy,5) 2b
(a2, axxByy,3) 2.c (a1, aaafpy,6) 2b
(a2, axxByy,2) 3.c (a2, acafpp,5) 2.c
(a2, axxByy,1) 3.c (a2, acarpp,4) 3.a
(a0, axxByy,2) 3b (a2, acappp,3) 3.a
(a1, aaxBfyy,3) 1 (a3, acappp,4) 4.a
(a1, aaxpyy,4) 2.a (a3, aaafpp,5) 4.a
(a1, aaxpyy,5) 2.b (a3, aaafpp,6) 4.a
(a2, aaxppy,4) 2.c (a3, acappp,7) 4.a
(a2, aaxppBy,3) 3.c (a4, acappp#, 8) 4b
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Ovde su,takode, data i pravila koja se koriste u svakom od koraka. O

Zadatak 4.160. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap,X, 2, 0) koja raspozna-
je jezik L = {x"y"z" |n € N}.

Resenje: Stavimo
A = {aO/aJC/a]//aZ/aﬂ/a‘y/af}/
X={x,y,z},
L={xyz#aqapy}

Skup zavrsnih stanja je T = {4}, a funkciju prelaza 6 defini§imo na osnovu
slede¢eg. Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, masina ga menja u a, dok se
u suprotnom zaustavlja. Zatim se kre¢e udesno, do prvog y i menja ga u f8.
Daljim kretanjem udesno, traZi prviz i menja ga u y. Onda se vraca ulevo do
poslednjeg a, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u a i ponovo odlazi udesno
u potragu za novim ¥y, menjajuéi ga u 8, a, potom, trazi novi z. Dakle, u
svakom krugu masina menja prvilevixuaiprvileviyupfiprvilevizuy,
a dolazi do zavrSnog stanja samo ukoliko nema vise x-ova levo od prvog
levog y, nema vise y-a levo od prvog levog z i iza poslednjeg desnog z se
nalazi #. Funkcija prelaza je data sa:

l.a. 0(ag,x) = (ax,a, R)
1.b. 6(ag,x) = (ag,B,R)
2.a. 8(ay,x) = (ax,x,R)
2.b. 6(ax,y) = (ay,B,R)
2.c. 8(ax,B) = (ax,B,R)
3.a. 6(ay,y) = (ay,y,R)
3.b. 6(ay,c) = (az,y,L)

3.c. 6(ay,y) = (ay,7,R)
4.a. 8(ac,x) = (ac,x,L)

4.b. 6(ac,y) = (ac,y,L)

4.c. 6(ac,a) = (ap, o, R)
4.d. 5(ac, p) = (ac,B, L)

4'e' 6(aC/y) = (“c/V/L)

5.a. 6(615,‘8) = (Clﬁ,ﬁ,R)
5.b. &(ag,y) = (ay,y,R)
6.a. 6(ay,y) = (ay,7,R)
6.b. 6(ay,#) = (ay,#,R)

Ovako definisana Turingova masina raspoznaje datijezik. O

Zadatak 4.161. Opisati Turingovu masinu koja raspoznaje jezik
L={a"b"c""|n e N}.

Resenje: Kako je postupak konstrukcije traZzene Turingove masine sli¢an po-
stupku iz prethodnog zadatka, opisa¢emo neformalno algoritam za njenu
konstrukciju:
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1. Masina se nalazi u inicijalnom stanju. Najpre se kre¢e nadesno da bi
proverila da li ulazna re¢ ima trazeni raspored slova 4,b,c, tj. da li ulazna
re¢ pripada jeziku a*b*c*. U protivhom se masina zaustavlja.

2. Vraca se do prvog slova ulazne redi.

3. Prvo slovo a briSe (zamenjuje simbolom #) i kre¢e se na desno do prvog
levog slova b. Zatim se naizmeni¢no krece od najlevljeg b do najlevljeg c i
pri svakoj zameni b sa  odgovarajuce ¢ zamenjuje sa #. Ako pri zameni
nekog b ne ostane ni jedno ¢ masina prestaje da radi. Postupak se nastavlja
sve dok svi b-ovi ne budu zamenjeni. Na kraju ovog koraka ulazna rec je
transformisana u oblik a"~!g"ck=".

4. Masina svako f zamenjuje sa b transformiSu¢i dobijenu re¢ u oblik
a" bk { vraca se do krajnjeg levog a. Zatim nastavlja 3. i 4. sve dok
ima slova a, a onda ispituje $ta je sa c-ovima. Ako ni jedno slovo ¢ nije
preostalo masina raspoznaje dati jezik.

Formalnu konstrukciju Turingove masine prepustamo ¢itaocu. 0O

Zadatak 4.162. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,a0, X, XZ,0) koja raspoz-
naje jezik L = {ww|w € {0,1}"}.

Resenje: Neka je
A= {ai/a()/al/aaiaT/a/af}/
X=1{0,1},

£={0,1,4).

Skup zavrsnih stanja je T = {ay}, a funkciju prelaza 6 defini$imo na osnovu
sledeceg. Prvi ulazni simbol masina menja u #. Zatim se krece udesno, os-
tavljajuci na svom mestu sve simbole 0 i1 dok ne dodje do znaka #. Onda se
vraca ulevo menjajudi poslednji simbol znakom #, ako je on jednak prvom
simbolu koji je zamenjen #. Masina ponovo odlazi udesno ponavljajudi isti
postupak. Zaustavlja se ako su svi simboli zamenjeni sa #, kada se nalazi u
stanju ay. Dakle, funkcija prelaza je data sa:

l.a. 5({11',0) = (ﬂo,#,R)
1.b. 5({11',1) = (ﬂ1,#,R)
1.c. &(a;,#) = (as,#,R)
2.a. 5({10,0) = (ﬂo,O,R)
2.b. 5({10,1) = (a(), 1,R)
2.c. &(ao,#) = (ag,#,L)
3.a. 6(a1,0) = (a1,0,R)
3.b. 6(611,1) = (lll,l,R)
3.c. O(ay,#) = (ag, #,L)
4. (a5, 0) = (ap, #,L)
5. 0(ag,1) = (ap, #,L)
6.a. 6(a,0) = (a,0,L)

6.b. 6(a,1) = (ap,1,L)

6.c. 0(a,#) = (a;,#R)
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Ovako definisana Turingova masina raspoznaje datijezik. O

Zadatak 4.163. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, 2, 0) koja raspozna-
je jezik L = {u € {x,y}", [lulx = |ul,}.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a2,a3,a4,05},
X={xy},
Z={x,y,a#}.

Inicijalno stanje je 4o, zavrsno stanje je a4, a funkciju prelaza 6 definisaéemo
tako $to nalazimo pocetak i kraj ulazne redi i ako ne nademo ni jedan simbol
x moramo biti sigurni da nema ni jednog y:

1.a. 6(ag,x) = (a1,a,R)
1.b. 5({10,]/) = (az,a,R)
l.c. 8(ag,a) = (aq,#,L)
1.d. 6(ag, #) = (a9, R)
2.a. 0(ay,x) = (a1,x,R)
2.b. 5({11,]/) = ({13,C¥,L)
2.c. 6(ay,a) = (a1,a,R)
2.d. o(ay, #) = (as,#,L)
3.a. 0(ap,x) = (as,x,L)
3.b. 8(22,) = (a2,,R)
3.c. 0(ap, ) = (ap,a,R)
3.d. 6(ay, #) = (as,#,L)
4.a. 6(az,x) = (a3,x,L)
4b. (a3, ) = (a3,v,L)
4.c. 0(az,a) = (a3, a,L)
4.d. 6(az, #) = (ap,#,R)

Ovako definisana Turingova masina raspoznaje re¢i u kojima je broj slova x
jednak brojuslovay. O

Zadatak 4.164. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, 2, 0) koja raspozna-
je jezik L = {u € {x,y}",|u = u} (L je skup palindroma).

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,02,a3,04,05},
X={x,y},
X={xy#.

Inicijalno stanje je 4o, zavrsno stanje je as, a funkciju prelaza 6 definisaéemo
tako $to brisemo prvo i poslednje slovo sa ulazne trake, ukoliko su ta slova
jednaka, pa krug krece od pocetka:

1.a. 6(ag,x) = (a1,#,R)
1.b. 6(ag, y) = (a2,#,R)
1.c. 0(ap,#) = (as,#,L)
2.a. 6(a1,x) = (a,x,R)
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2.b. 0(a1,y) = (a1,y,R)
2.c. 8(a1,#) = (as,#,L)
3.a. 8(ap,x) = (a2,x,R)
3.b. 8(a2,y) = (a2, y,R)
3.c. 5({12,#) = (a4,#,L)
4. O(as,x) = (as,#,L)
5. 0(as,y) = (as,#,L)
6.a. 6(as,x) = (as,x,L)
6.b. 6(as, y) = (as,y,L)
6.C. 5({15,#) = (ag,#,R)

Ova Turingova masina raspoznaje sve palindrome. O

Zadatak 4.165. (a) Konstruisati Turingovu masinu koja binarnom zapisu ulaznog
broja N dodaje 1. (Da bi obezbedili jos jedno mesto na poziciji glave ulazne trake,
pretpostavite, inicijano, u stanju ag, da je ispred binarnog zapisa broja N znak $).

(b) U ovoj Turingovoj masini naéi izracunavanje koje ulaznu re¢ $111 uveéava za 1.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a°,a',a5,a3),
X = (0,1,
£ =1$,0,1,4).

Skup zavrénih stanja je T = {a3}, a masina se nalazi u stanjima a° i a! kada se
na bit vece teZine prenosi 0, tj. 1, redom. Dakle, funkcija prelaza je data sa:

1. 6({10/$) = (ll], $/R)
2.a. 5({11,0) = (a1,0,R)
2.b. 6({11,1) = (a1,1,R)
2.c. 8(ay,#) = (a%#,L)
3.a. 6(a%,$) = (a3,$,R)
3.b. 6(a°,0) = (a°,0,L)
3.c. 5(a%1)=(a%1,L)
4.a. 6(a',$) = (a2,1,L)
4.b. 5(a*,0) = (°%1,L)
4.c. 5(a',1) = (a',0,L)
5. (S((Zz,l) = (ﬂ3,#,R)

Za datu ulaznu re¢ $111 Turingova masina vrsi sledece izracunavanje:

konfiguracija pravilo
(ao,$111,9%) start
(a1,$111,2) 1
(a1,%$111,3) 2b
(a1,%$111,4) 2b
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(a1,%$111,5) 2b
(a',$111,4) 2.c
(a',$110,3) 4.c
(a',$100,2) 4.c
(a',$000,1) 4.c
(a2,#1000,1) 4a
(a3,#1000,2) 5

Dakle, Turingova masina je izracunala vrednost za 1 ve¢u od datog binarnog
zapisa, tj.111+1=1000. O

Zadatak 4.166. Opisati Turingovu masinu A = (A,a, X, X2, 0) koja utvrduje da li
su u ulaznoj reci nad alfabetom {(,)} zagrade uparene.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a2,a3},
X= {(/)}/
X= {(/)/ Q/#}

Inicijalno stanje je {ao}, skup zavrsnih stanja je T = {a3}, a funkciju prelaza
0 definisimo na osnovu sledec¢eg: Masina se krec¢e udesnotraze¢i desnu za-
gradu i markira tu poziciju. Zatim se krece ulevo, pronalazeéilevu zagradu,
koja odgovara pronadenoj desnoj zagradi i markira i njenu poziciju. Masina
se zaustavlja ako nema viSe levih ili ako ima suvise desnih zagrada. Dakle,
funkcija prelaza je data sa:

l.a. 6(ag,() = (ao, (,R)
1.b. 6(ag,)) = (a1,0,L)
1.c. 6(ao, 0) = (a0,0,R)
1.d. 6(110,#) = (ﬂz,#,L)
2.a. 0(a1,() = (a0,0,R)
2.b. 6(a1,0) = (a1,0,L)
3.a. 0(az,0) = (a2,0,L)
3b (3((12,#) = (613,#,L)

Ovako definisana Turingova masina utvrduje da li su zagrade uparene,
ispitujudi unatrag, u stanju a, da li su sve pozicije markirane. O

Zadatak 4.167. Konstruisati Turingovu masinu koja, za broja m,n € IN, izracu-
nava vrednost funkcije f(m,n) = max(m —n,0).

Resenje: Kako je tesko zadati dva ulaza, pretpostavicemo da se na ulaznoj
traci trazene Turingove masine A, nalazi binarna re¢ 010", a da masina
zavrava sa radom kada je na traci re¢ 0/"). Magina najpre prvu levu nulu
zamenjuje # simbolom. Zatim se kre¢e udesno traZe¢i 1, a onda opet desno
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traZi 0 i zamenjuje je sa 1. Vra¢anjem nalevo A pronalazi prvu levu nulu i
zamenjuje je #. Ponavljanje se prekida u dva slucaja:

1. Kada, kretanjem udesno u potrazi za nulom, masina naide na #. Tada
je n nula u re¢i 010" zamenjeno jedinicom i m —1 od m nula zamenjeno
simbolom #. A zamenjuje n + 1-u jedinici jednom nulom i sa # simbola #, te
na ulaznoj traci ostaje re¢ 0"™". U ovom slucaju je m > n i vrednost traZene
funkcije je f(m,n) =m—n.

2. Ako na pocetku ciklusa, A ne moZe da nade viSe levih nula, jer je prvih
mnula promenjeno u#, to zna¢idajen >m, paje f(m,n) = 0. Tada sve simbole
011 masSina menja sa #, te zavrSava rad kada je ulazna traka prazna.

Na osnovu prethodnog, konstrui§imo TuringovumasinuA = (4,49, X, Z,0),
u kojoj je

A ={ag,a1,a2,a3,04,05,06},
X=1{0,1},
X =1{0,1,#}.

Skup zavrsnih stanja je T = {as}, a funkciju prelaza definiSemo sa:

l.a. 0(ap,0) = (a1,#,R)
1.b. 6(610,1) = (ll5,#,R)
2.a. 5({11,0) = (ﬂ1,0,R)
2.b. 5({11,1) = (ﬂz, 1,R)
3.a. 5({12,0) = (ﬂ3, 1,L)
3.b. 6(612,1) = (llz, 1,R)
3.c. O(ap, #) = (aq,#,L)
4.a. 5({13,0) = (ﬂ3,0,L)
4b. 5({13,1) = (ﬂ3, 1,L)
4.c. 5({13,#) = (ﬂO,#,R)
5.a. 6(a4,0) = (a4,0,L)
5.b. (5(614,1) = (ll4,#,L)
5.c. 6(aq,#) = (as,0,R)
6.a. 5({15,0) = (ﬂ5,#,R)
6.b. 5({15,1) = (ﬂ5,#,R)
6.c. 6(615,#) = (ll6,#,R)

Dakle, ova Turingova masina zavrsava rad kada je na ulaznoj traci dobijena
re¢ 0/0"" . traka je na kraju rada prazna za f(m,n)=0. O

4.2. Turingove masSine i jezici tipa 0

Zadatak 4.168. Neka je X proizvoljan alfabet i L jezik nad alfabetom X koji je
raspoznatljiv Turingovom masinom. Dokazati da je tada L jezik tipa 0.

Resenje: Pretpostavimo da Turingova masina A = (A,a9, X, Z,0) raspoznaje
jezik L skupom stanja T. Konstruisaéemo gramatiku G = (V, X, 1) koja gene-
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riSe dve kopije neke reci iz X* i onda simulira rad masine A na jednoj od
kopija. Ako A prihvata razmatranu re¢, tada G transformise drugu kopiju u
rec¢iz X*. Ako Ane prihvata pocetnu re¢, tada izvodenje ne vodi do re¢iiz X*.
Ne umanjujuéi opstost dokaza, moZemo pretpostaviti da je 6(a, &) nedefin-
isanozasvea€Tié € X,

Uzmimo daje V ={[x,&]|x € XU{e}, £ € ZYUAU{o, p, 1}, i neka su pravila
izvodenja data sa:
. 0 —app,
. p—Ixxlp,
p—=1
n— e #]n,
n—-e
.alx,&] = [x,ula’, zasveac Aié € X takve daje 6(a,&) = (a, 14, R),
. [y, vialx, &1 = [y, vllx, ula’, zasve E,u,ve Zix,y e XU{e}ia € A takve da

je o(a, &) = (@, L),

8. [x,&la— axa, a[x,&] > axa, a > e, zasvex e XU{e}, E€ X, aeT.

N U AN e

Pretpostavimo da A prihvata re¢ u = x1x3...x,, gde je x1,x2,...,x, € X. Kori-
steé¢i pravila 1. i 2. dobijamo

o ? aolx1,x11[x2, 2] ... [xu, xn]p-
Neka je m € IN broj ¢elija koje A koristi za izra¢unavanje. Koriste¢i pravilo 3,
a zatim m puta pravilo 4, i kona¢no pravilo 5, imamo
o =;> ao [xl/ xl][xZI xZ] cee [xn/xn][er#]m-
Nadalje koristimo pravila 6.17. sve dok ne dodemo do nekog zavr$nog stanja.
Pri tome prva komponenta u paru [x, ], x € XU{e}, £ € L, ostaje neizmenjena.
Indukcijom po duZini izra¢unavanja
(a()lxlxz .. 'xnr 1) é)(a/ 5152 e SS/ r)/

dokazacemo da iz njega sledi

ao[xl/ X]][XQ, xZ] ses [xn,xn][er#]m =;>
%[xl/ 51][3(2/ 52] oo [xr—l/ 57—1]a[xrr ér] cee [xn+m/ En+m];

gde su
X1,X2, -, Xn € X, Xpt1 = Xn+2 = ... = Xpam = €,

&1,82, - Enam € X, pl‘i cemu je Es+1=&s2=...=&nym =#.
Tvrdenje evidentno vazi za izra¢unavanja duzine 0. Pretpostavimo da je

tvrdenje ta¢no za sva izratunavanja duzine k—11i uzmimo da je

(ag,x1x2...Xn, 1) ?(%&éz &5, 1),
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izra¢unavanje duZine k. To izra¢unavanje moZemo podeliti na izratunavanje
(ag,x1%2...x,,1) ?(a’, Hipo... e, 1),

duzine k-1, i korak
(@, papa...pe ") ?(a, & s, ).

Prema indukcijskoj hipotezi, postoji izvodenje

aolx1,x11[x2, x2] ... [0, X [e, #]™ ?

%}[xl/ ,ul] N ,ur’—l]a,[xr’/ ,Ur’] N ,Un+m]-

Stavimo
D= L, akojer=v"-1,
" | R, akojer=+"+1.

Tada svakako za neki D vazi 6(a’, piy) = (a,&y, D). Prema pravilima 6. ili 7. je

a/[xr’r ,Ur’] ?[xr’/ &rla
ili
[xp-1, Uy -1 la'[xr, /«lr’] ? alxy_1, ,Ur’—l][xr’r &rl

zavisno od vrednosti D. Jasno je da je u; = &; za sve i # r'. Odatle je

ao[xlrxl][x2/x2] e [xnl xn][e/ #]m %
%[xl/ &1l [xr-1, &1 lalxr, &l - [Xnam, Enm],
$to je i trebalo dokazati. Sada, za a € T imamo
[x1, &1l [xr-1, Er-alalxr, &) [Xnam, Enem] %Jﬁxz e Xp.
Dakle, L(G, 0) sadrzi sve re¢i koje raspoznaje masina A, tj. L € L(G, 0).
Preostaje da se dokaZze da A prihvata sve re¢i iz jezika L(G, o). Posmatra-
jmo izvodenje u G koje vodi do re¢i u € L C X*, pri emu je u = x1x2...Xx,, za
neke x1,x2,...,%, € X. PoCetni deo tog izvodenja mora biti oblika
o ——>aop—>aolxy, X1l [xn, Xn].

Dokaza¢emo indukcijom po duZzini izvodenja da iz

aolx1, x1][x2, x2] . .. [, X1] et

" (4.1)
?[xl/ &l o, Erlalxy, & [, €l
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sledi
(a0, x1x2...%p,1) ?(ﬂ, E1&2...En, 1),

zaneke &1,&r,...,E, € X,
Neka je (4.1) izvodenje duzine 1, tj. neposredno izvodenje

aolx1, x1][x2, x2] . .. [x0, X1] ?[xl/ &1lalxz, xo] .. . [xn, xn].

Ovo izvodenje je moguce samo ako je zadovoljeno 6(ap,x1) = (a,&1,R). Tada
je jasno da vazi

(a0, 2123 ... xn, 1) —>(a, &1x2... X, 2),
S§to je i trebalo dokazati. Pretpostavimo da gornje tvrdenje vaZi za sva

izvodenja duzine k—1 i dokazimo da vazi i za izvodenje (4.1) duZine k.
Tada se to izvodenje moZe podeliti na izvodenje

aO [x],X]][xz, xz] s [xn/xn] =G>[x1/ éi] e [x}’/—ll 5;/_1]a,[x7"/ 5;/] s [xnl 5;1]
duzine k—1 i neposredno izvodenje

[xl/ Ei] e [xr’—l/ ;,/_1]a/[xr’/ 5:,/] “ee [xn/ é;l] :G>

=l - &lalxn, & 2, Sal.
Prema indukcijskoj hipotezi je
(a0, x1x2...%,1) %(a,éiéé L&),
Takode, iz poslednjeg neposrednog izvodenja sledi

(a,&v41,R), akojer=r"+1,

6({1 /xT’) = {(ﬂ,éyl_1,L), ako ]-e r= r/ _ 1

Odatle je
(@818 & 1) > (@,E1&2 . &, 7).

Prema tome,
(QOI X1X2...Xpn, 1) ?(ﬂ, (S] 52 e gnz T),

Sto je i trebalo dokazati.
Vratimo se ponovo izvodenjima u gramatici G. Ona su sledeceg oblika

U?ﬂop?ﬂo[xl,xﬂ o[ xa]

%[xl/ &1l Ix—1, Ermalalxr, &1 [, &l
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Izvodenje do redi iz X* je moguce samo ako primenimo u izvesnom koraku
pravilo 8, a ono je primenljivo samo ako su nas ve¢ upotrebljena izvodenja
dovela do stanja a € T, a onda prema veé dokazanom vazi

(a0, x1x2...%p,1) %(ﬂ, E1&2...En, ).

Jasno je da primenom pravila 8. kona¢an broj puta dobijamo

[x1, &) [xror, Eralalxy, &) [, Enl %xl - X

Kako je u# = x1x3...x, € L(G,0), to niz izvodenja koji vodi do re¢i iz X*
svakako postoji, i u njemu se pojavljuje i izvodenje (4.1) kod koga je a € T.
Odatle, prema ve¢ dokazanom vazi

(ﬂO,X]XQ .. -xn/ 1) _;{)(a/ (S](SZ e gnz T),

$to znadi da masina A prihvata re¢ u. Dakle, L(G,0) CL. O

Zadatak 4.169. Neka je L jezik tipa 0 nad proizvoljnim alfabetom X. Tada postoji
Turingova masina koja raspoznaje jezik L. Dokazati.

Resenje: Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, 1) gramatika tipa 0.

Konstruisa¢emo nedeterministicku Turingovu masinu A = (4,49, X, Z, )
koja raspoznaje L. Uzmimo X = VU {#,p,u}, pri ¢emu #,p, 1 ne pripadaju
alfabetu V. Smatrac¢emo, takode, da A moZze da upisuje prazan simbol #.

Opisa¢emo u grubim crtama rad masine A.

Na pocetku se na ulaznoj traci masine nalazi re¢ w € X*. Masina A upisuje
p na prvom mestu trake i pomera re¢ w jedno mesto udesno. Zatim iza reci
w dopisuje pop. Dakle, neprazan deo trake je re¢ pwpop. Sada A simulira
izvodenja u G na drugom delu trake, tj. ako je

O UIDU= ... DUy = Uy

izvodenje u G, tada A menja o u uy, zatim u; u uy, ..., zatim u,_1 u uy.
Naime, ako je sadrzaj trake oblika

pwpéi&a...Ekp,

tada A bira re¢
Ei&iv1 -+ Eivra1

takvu da postoji pravilo &;&iy1... -1 — @ u T, gde je @ neka re¢ iz V*, i
menja podrec &;&i41 ... Eivr—1 sa a. Pri tome se po potrebi vrsi pomeranje reci
Eitr ... &k ulevoili udesno kako bi se napravilo dovoljno prostora za re¢ « ako
ona nije duZine r. Na kraju dolazimo do re¢i u,, € V* takve da nijedna njena
podre¢ nije leva strana nekog izvodenja iz 7. SadrZaj trake je pwpu, p.

Masina prihvata re¢ w akoje i, = w, tj. ako postoji izvodenje 0 =w, odakle
jejasno da Araspoznaje L. O
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Zadaci za samostalni rad

1. Konstruisati Turingovu masinu A = (4,49, X, X, 6) koja raspoznaje jezik
L={uel0,1},|u se zavrdava sa 00}.

2. Konstruisati Turingovu masinu A = (A, a0, X, Z,0) koja raspoznaje jezik
L={ue{0,1},|u sadrzi bar jednu 0 i jednu 1}.

3. Konstruisati Turingovu masinu koja broji jedinice u ulaznoj binarnoj reci
i na poslednjem mestu ulazne trake upisuje 1 ako je njihov broj parani0,
ako je broj jedinica neparan.

4. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,a, X, Z,0) koja raspoznaje jezik
L={x*"€{x},|n>0}.

5. Konstruisati Turingovu masinu A = (4,40, X, Z,6) koja raspoznaje jezik
L={x"y* € {x,y},|n >0}

6. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,a9, X, X,0) koja raspoznaje jezik
L= {xleylvly |y € {x, y)*).



Glava 5
Automati sa izlazom

5.1. Predstavljanje i konstrukcija automata sa izlazom

Automati sa izlazom predstavljaju matematicku apstrakciju masine koja radi
u diskretnoj vremenskoj skali i koja tokom tog rada, pod uticajem ulaznih
signala, menja svoja unutrasnja stanja i emituje odgovarajuce izlazne signale.
O stanjima masine razmisljamo kao o nekim njenim unutrasnjim atributima,
koji, zajedno sa ulazom, odreduju izlaz u datom trenutku.

Kada u ovoj glavi budemo govorili automat, mislicemo na pojam Mealy-
evog automata, ili automata Mealyevog tipa, koji se definiSe kao uredena petorka
A=(A,XY,05,A) za koju vazi:

— A je neprazan skup koji nazivamo skup stanja automata A;

— X je neprazan skup koji nazivamo skup ulaza (ulaznih signala, ulaznih sim-
bola) automata A;

— Y je neprazan skup koji nazivamo skup izlaza (izlaznih signala, izlaznih
simbola) automata A;

- 0:AXX — A je preslikavanje koje nazivamo funkcija prelaza (funkcija
narednog stanja) automata A;

— A:AXX — Y je preslikavanje koje nazivamo funkcija izlaza automata A.

Princip rada ovako definisanog automata mozemo shvatiti na sledeci
nacin: Automat A se u odredenom trenutku nalazi u stanju 2 € A, a na
njegov ulaz dospeva ulazni signal x € X. Pod dejstvom tog signala automat
menja stanje i u slede¢em trenutku prelazi u stanje 6(a,x) € A, i istovremeno
se na izlaz automata $alje izlazni signal A(a,x) € Y.

Specijalizacijom ovako definisanog pojma automata dobijamo razne dru-
ge zanimljive tipove automata. Ako automat A = (A4,X,Y,6,1) zadovoljava
uslov

6(a,x)=6(a’,x") = Ala,x) =A@, x"),

za svea,a’ € A, x,x’ € X, §to je ekvivalentno uslovu da postoji preslikavanje
u: A —Y takvo da se preslikavanje A moze izraziti preko u i 0 sa

Aa,x) = u(6(a, x)),

za sve a € A, x € X, tada A zovemo Mooreov automat, ili automat Mooreovog
tipa, i pisSemo A = (A,X,Y,, ). Preslikavanje u nazivamo funkcija znaka, a
u(a) nazivamo znak stanja a € A. Razlika izmedu Mealyevog i Mooreovog au-
tomata leZi u tome da se kod Mealyevog automata istovremeno vrsi prelazak
u naredno stanje i Salje izlazni signal, dok se kod Mooreovog automata na-
jpre vrsi prelaz u naredno stanje, a tek onda Salje izlazni signal koji zavisi
samo od stanja u koje je automat presao (taj signal je znak tog stanja), dok
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ne zavisi direktno od ulaznog signala. Drugim re¢ima, zavisnost izlaznog
signala od ulaznog je posredna i ispoljava se samo kroz njegov uticaj na
promenu stanja.

Ako posebno isti¢emo stanje iz koga automat uvek zapocinje svoj rad
govorimo o inicijalnom (Mealyevom) automatu koji definiSemo kao uredenu
Sestorku A = (A,a9,X,Y,0,1), gde je ap € A je fiksirano stanje koje nazivamo
pocetno (inicijalno) stanje. Sli¢no definiS$emo inicijalni Mooreov automat, u oz-
naci A= (A,a0,X,Y,6,11).

Ako su skupovi stanja, ulaza i izlaza automata konacni, tada ga nazivamo
konacan automat.

Neka je dat Mealyev automat A = (A, X, Y,6,A). Tada se funkcije prelaza i
izlaza mogu prosiriti redom do preslikavanja 6 : AX X* - A"i At AX X = Y*
na sleded¢i na¢in: Zaae AiueX*, u=x1x2-- Xy, X1,X2,..., X € X, stavljamo
daje

oa,u) =may---ay,, (5.1)
gdeje
ay = 6(a,x1), az = 0(a,x2),..., an = 0(a,-1,%n), (5.2)
i
Aa,u) =y1y2--Yn, (5.3)
pri ¢emu je
y1 =Aa,x1), y2 = Aa1,x2),..., Yn = Man-1,%n)- (5.4)
Takode
O(a,e)=a, Aa,e) =e, (5.5)

gde smo prazne re¢iiu X*iu Y* oznacili istim slovom e.

Skup X nazivamo ulazni alfabet, polugrupu X* i monoid X* nazivamo
ulazna polugrupa i ulazni monoid a njihove elemente ulazne re¢i automata
A, dok skup Y nazivamo izlazni alfabet, polugrupu Y* i monoid Y* izlazna
polugrupa i izlazni monoid, a njihove elemente izlazne re¢i automata A. Princip
rada Mealyevog automata sada mozemo prikazati i na slede¢i na¢in: na ulaz
automata dolaze jedan za drugim ulazni signali x1,x, ..., x, € X, tj. ulazna re¢
x1X2-- X, € X*, i pod njenim uticajem automat A prelazi iz stanja a u stanje
a, preko niza medustanja ay,az,...,a,-1, a na izlaz se jedan za drugim $alju
izlazni signali y1,Y2,...,Yn € Y, odnosno izlaznare¢ y1y2--- y, € Y*. Naravno,
ako na ulaz automata dospe prazna re¢, tada automat ostaje u istom stanju i
nema izlaznog signala (na izlaz se Salje prazna rec).

Zadnje stanje 2, u nizu datom u (5.1), odnosno (5.2), ozna¢avamo sa au.
Ovom oznakom zadato je preslikavanje

(a,u) > au (5.6)

koje slika A x X* u A, koje je takode prosirenje funkcije prelaza. Primetimo
da preslikavanje 6 definisano sa (5.1) daje vise informacija o radu automata
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nego preslikavanje definisano sa (5.6). Naime, preslikavanjem (a,u) — au
odredeno je samo zadnje stanje au u koje se iz stanja a dospeva pod uticajem
ulazne reci u, dok je preslikavanjem 6 odreden i niz medustanja preko kojih
se stize iz stanja a4 u stanje au. Sa druge strane, u slu¢aju kada nam taj niz
medustanja nije bitan, zbog jednostavnijeg pisanja radije koristimo drugo
preslikavanje.

Lako se dokazuje da vazi sledeca lema.

Lema 5.1. Neka je dat automat A= (A, X,Y,0,A). Tada za proizvoljno stanje a € A
ire¢iu,v € X" vaZi:

(a) 6(a,uv) = 6(a,u)d(au,v);

(b) A(a,uv) = Aa, u)A(au,v);

(c) a(uv) = (au)v.

Automati sa izlazom predstavljaju se na isti na¢in kao i automati bez
izlaza. Kona¢ne automate je takode veoma zgodno zadavati tablicama.
Prelazno—izlazna tablica Mealyevog automata A = (A, X,Y,0,A) je tablica sa
vrstama koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje odgo-
varaju stanjima. Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odredenoj ulaznim
simbolom x € X i koloni odredenoj stanjem a € A upisuje se uredeni par
(0(a,x), Ma, x)). To je prikazano u sledecoj tablici

Al... a

J‘C (6(a,x);/\(a,x))

Drugi pogodan na¢in zadavanja automata, kako smo videli kod automata
bez izlaza, jeste njihovo zadavanje pomocu grafova. Neka je dat Mealyev
automat A = (A, X, Y,6,A). Prelazno-izlazni graf automata A je oznaceni graf
¢iji skup ¢vorova je skup stanja A, a grana izmedu dva ¢vora a,b € A je
oznacena uredenim parom (x,y), ako se iz stanja a € A pod uticajem ulaznog
signala x € X prelazi u stanje b(= 6(a,x) € A), pri ¢emu se emituje izlazni
signal y(= A(a,x) € Y).

Pri zadavanju Mooreovih automata, umesto parova (6(a,x), A(a,x)) u tab-
licu se upisuje samo 0(a,x), dok se preslikavanje u zadaje tako $to se iznad
vrste u kojoj su poredana stanja dodaje jos jedna vrsta u koju se upisuju
njihovi znakovi, pri ¢emu se znak u(a) stanja a € A pise upravo iznad a. To je
prikazano u sledecoj tablici:

S V1 (/)
a

x|... 6(11‘,x)
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Prelazno-izlazni graf Mooreovog automata A = (4, X, Y, 6, 1) ima nesto dru-

gaciji izgled nego graf Mealyevog automata. Naime, kod grafa Mooreovog
automata ¢vorovi su oznaceni uredenim parovima oblika (4,y), gdejea € A,
y € Yiu(a) =y, agrane suoznacene samo odgovaraju¢im ulaznim simbolima.

Zadatak 5.170. Neka je dat automat A = (A,X,Y,0,A), gde je
A={abc}, X={xx X"} i Y={yy},
i funkcije prelaza i izlaza su definisane sa:
0(a,x) = 0(b,x) = 6(b,x") = 6(b,x”") = 6(c,x”") =,
oa,x’) =06(a,x"")=0(c,x)=Db, 5(c,x’)=a
A, x) = Ma,x') = A(b,x) = AMe,x') = A(e,x") = y
Ma,x")=Ab,x") =AM, x")=Alc,x) =Y.
Predstaviti automat ‘A prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.
Resenje: Prelazno-izlazna tablica ovog automata je sledeca
A ‘ a b c
x|y ey by)
X6y (€y) @y)
X"\, (©y) (y)

dok je njegov prelazno-izlazni graf dat sa

(X’, y)(x//’ y/)

"y y)
(xy)

(x//,y)
gdeje M ={(x,y),(x",y),(x",y)}. O

Zadatak 5.171. Neka je dat Mooreov automat A= (A, X,Y,6, ), gde je
A={ay,a,a3}, X={x;,x2}, Y={y1,y2},

i funkcije 6 i u su zadate sa:
(a1, x1) = 0(as,x2) =@y, O(ay,x2) = a3,
0(az,x1) = d(az, x2) = 6(az,x1) = az
p@) =y1,  paz) = p@s) = y.

Predstaviti automat ‘A prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.
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Resenje: Ovaj automat zadaje se tablicom

A Yi Y22
ai dp as

X1(ay az az

X2|a3 az aq

i moZe se predstaviti slede¢im prelazno-izlaznim grafom

(L C)

X2
X1

odakle jasno vidimo vrednosti funkcije . O

X2

Zadatak 5.172. Konstruisati Mealyev automat sa ulazima {0,1} i izlazima {A, B, C}
takav da se na izlazu javlja A ako se ulazna rec zavrsava sa 101, B ako se ulazna re¢
zavrsava sa 110 i C inace.

Resenje: Prema uslovima zadatka jasno je da izlaz zavisi samo od sufiksa
ulazne reci, koji ima duzinu tri. Dakle, za slova i ulazne re¢i duzine dva, na
izlazu se uvek javlja C. Kada su ulazne re¢i duZine ne manje od tri, bitna
su nam samo poslednja dva slova, jer u¢itavanjem narednog slova dobijamo
sufiks duZzine tri.

Pri konstrukciji traZenog automata indeksiraéemo njegova stanja nulom,
jedinicom ili binarnim re¢ima duzine dva, koje predstavljaju dva poslednja
slova ulazne reci koja se ¢ita slovo po slovo. Slovo koje se sledece ucitava je
prva koordinata u oznaci grane, dok je druga koordineta izlazno slovo.

Prema tome, datim prelazno-izlaznim grafom je predstavljen traZzeni Mealyev
automat. 0O
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Zadatak 5.173. Konstruisati automat koji prihvata novéanice od 5,101 20 dinara i
na izlazu pise Y (YES) kada je ubacena suma novca deljiva sa 20 i N (NO) za sumu
koja nije deljiva sa 20.

Resenje: Neka je graf prelaza traZenog automata predstavljen na sledeéi
nacin:

Oznake stanja indeksirane su sumom ubacenih nov¢anica, a vrednost ovih
novcanica su prve koordinate u oznaci grana. 0O

Zadatak 5.174. Konstruisati Mealyev automat Ciji je ulazni i izlazni alfabet {0,1)
i koji na izlazu daje ulazni signal ucitan dva koraka ranije.

Resenje: Graf prelaza traZenog automata je:
0/0

Stanja automata smo oznacili sa a;j, pri ¢emu i j predstavljaju dva prethodna
signala. O

Zadatak 5.175. Konstruisati automat koji sabira dva broja zadata u binarnom
sistemu, tako sto se cifre ucitavaju naizmenicno pocev od poslednje, a duZine brojeva
se izjednacavaju dodavanjem odgovarajuceg broja nula na mesta najvece teZine.

ReSenje: Stanja ovog automata oznaci¢emo sa 4;, gde i oznacava binarnu
vrednost koja se, pri narednom unosu, prenosi na mesto vece teZine.

Na taj nacin smo dobili graf automata koji sabira dva binarna broja. O
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Zadatak 5.176. Konstruisati Mooreov automat koji odreduje ostatak pri deljenju
broja u binarnom zapisu sa 3.

Resenje: Nekaje datbrojx ubinarnom zapisu. Ako u datom binarnom zapisu
dodamo nulu na mesto najmanje teZine dobijamo binarni zapis broja y = 2x,
§to znaci da je y = 2x(mod3). Dodavanjem jedinice na mesto najmanje teZine
u binarnom zapisu broja x, dobijamo binarni oblik broja z = 2x +1, te je,
jasno z = 2x +1(mod3). Mooreov automat uéitava binarni broj cifru po cifru,
smestajudi je na mesto najmanje teZine. Dakle, ulazni alfabet je X = {0,1},
a izlazni Y = {0,1,2}. Graf prelaza ovog automata moZe se predstaviti na

slededi nacin:
0 1
" BOwsd
1 0

Primecujemo da indeks u oznaci stanja predstavlja ostatatak pri deljenju

datog brojasa3. O
Zadatak 5.177. Konstruisati Mealyev automat koji daje niz izlaznih signala sas-

tavljen od "d” i "n", tako da za svaki ucitan prefiks ulazne reci salje "d"” ako je taj
prefiks iz skupa L = (0+1)(00 + 11), dok inace salje "n".

Resenje: Primetimo da traZeni Mealyev automat $alje izlazni signal "d", ako
ulazna rec sadrzi bar dve uzastopne nule ili bar dve uzastopne jedinice, dok
u protivnom na izlaz salje "n". 0/d

Dakle, traZeni automat ima tri stanja i predstavljen je datim grafom. O
Zadatak 5.178. Da li je automat iz Zadatka 5.174. automat Mooreovog tipa?

ReSenje: Na osnovu grafa prelaza, predstavljenog u Zadatku 5.174. formi-
ra¢emo i tablicu prelaza tog automata:

Al ap | aopn | a0 | an
0 {(a00,0)|(@10,0)| (@00, 1) |(a10,1)
1 (a01/0) (1111,0) (‘101/1) (allrl)

Odavde vidimo da je
0(ano,0) = 6(a10,0) =ago i A(ago,0) =0# 1= A(a,0),

te je jasno da automat nije Mooreov. 0O
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5.2. Preslikavanja indukovana automatima

Svakom stanju a2 automata A = (A, X, Y;6,A) moZemo pridruZiti preslikavanje
¢a: X* = Y definisano sa

$a(u) = Ma,u), zaueX,

koje nazivamo preslikavanje indukovano stanjem a automata A. Ako je dat ini-
cijalni automat A = (A, a9, X, Y, 6, 1), tada preslikavanje ¢, indukovano inici-
jalnim stanjem ag automata A nazivamo preslikavanje indukovano inicijalnim
(Mealyevim) automatom.

Stavise, ako su dati slobodni monoidi X* i Y* i preslikavanje ¢ : X* — Y*,
tada za ¢ kaZemo da moze biti indukovano inicijalnim Mealyevim au-
tomatom ako postoji neki inicijalni Mealyev automat A = (A4,a9,X,Y,0,A)
takav da je ¢ = ¢, a za automat A kazemo da predstavlja ili realizuje pres-
likavanje ¢.

Sta prakti¢no predstavljaju preslikavanja indukovana automatima? Uz-
mimo da automat A pocne sa radom iz stanja a. Kao rezultat njegovog
rada imamo da se ulaznim re¢ima pridruzuju odgovarajuce izlazne reci, i to
pridruzivanje je odredeno upravo preslikavanjem ¢,.

Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X* u slobodni monoid Y* nazivamo
automatovnim preslikavanjem ako zadovoljava sledece uslove:

(A1) ¢ ocuvava duzinu redi, tj. |p(u)| = |ul|, za svaki u € X*;
(A2) svaki prefiks proizvoljne reci u € X se preslikavanjem ¢ slika u prefiks

re¢i o(u).

Potsetimo da, za re¢ u i prirodan broj k < |u|, sa rx(1) oznatavamo sufiks
re¢i u duZzine k.

Zadatak 5.179. Nekaje ¢ : X* — Y* automatovno preslikavanje. Svakoj re¢iu € X*
pridruZimo preslikavanje ¢, : X* — Y definisano sa

Ou(0) =1y (Pp(uv)), zaveX'. (5.7)

Dokazati da tada vaZi:

(a) Za proizvoljne u,v € X*, ¢, (v) je jedinstveno reSenje jednacine

P(uv) = (P(u))w (5.8)
u Y*, po promenljivoj w.

(b) ¢u je automatovno preslikavanije, za svaki u € X*, i ¢, = .
(€) Guv = (Pu)o, za sve u,v € X*.

Resenje: (a) Kako je u prefiks od uv, to prema osobini (A1) automatovnih
preslikavanja dobijamo da je ¢(u) prefiks od ¢(uv), tj. da je Pp(uv) = (Pp(u))w,
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za neki w € Y*. Prema tome, jednacina (5.8) ima reSenje u Y” i to reSenje je
jedinstveno. Konac¢no, zbog toga Sto ¢ oc¢uvava duZinu reci, imamo

lp(uo)l = [uol = |ul+1o] i [(Pp())wl = lp@)] + w] = |ul +[w],

odakle sledi || = |w|. Prema tome,

W = 115(P(uv)) = Pu(v).

(b) Uzmimo proizvoljan u € X*. Iz (5.7) se jasno vidi da ¢, o¢uvava duzinu

re¢i. Neka su v,v" € X* reci takve da je v’ prefiks od v, tj. v = v'v”, za neki

v"" € X*. Tada prema (a) imamo da je

P(uv) = Pp(uv'0”) = (P(uv"))(Puw (v")) = (PW)(Pu(©)(Pur @), (5.9)

odakle zbog jedinstvenosti reSenja jednacine (5.8) sledi

Pu(©) = (Pu(®)(Puer (07)).

Prema tome, ¢, (v’) je prefiks od ¢,(v), Sto je i trebalo dokazati. Ovim smo
dokazali da je ¢, automatovno preslikavanje.
Dalje, ako u (5.7) stavimo da je u = ¢, onda neposredno sledi da je ¢, = ¢.
(c) Za proizvoljan w € X* je

P(uvw) = (P())(Pu(vw)) = (P())(Pu(0))((Pu)o(w)) = (P(UD))(Pu)o(w)),
pa zbog (a) dobijamo da je

(Puv(w) = ((Pu)v(w)-
Prema tome, vazi(c). O
Zadatak 5.180. Da [i je funkcija ¢ : X* — Y*, gde je X = {0,1}, data sa

2.2 .2
P(x1X2... X0k) = X1X1X2X2 - . Xf X = X]X5 ... XL,

2.2 2
P(X1X2 . XXk 1) = X1X1X2XD « - XXXy 1 = XX -+ X} Xt 1,
automatovno preslikavanje?

Resenje: Ocigledno je da funkcija ¢ o¢uvava duzinu redi, tj. [p(u)| = |u|, za
svaki u € X", paje uslov (A1) zadovoljen. Ostaje da proverimo da li preslika-
vanje ¢ o¢uvava prefikse. Neka je x;...x;, za i > 1, prefiks re¢i u = x1...x,.
Razlikujemo dva slucaja:

(i) Ako je i=2k ke N imamo da je p(x1x2...x;) = x3x3...x7, a to je prefiks
re¢i ¢p(u) duZine i, te je uslov (A2) zadovoljen.

(i) Za i =2k +1,k € N je Pp(x1x2... XopXoks1) = X3X3.
duZine i, $to znadi da (A2) vazi.

2

XXkt prefiks re¢i ¢p(u)
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Ovim smo dokazali da je ¢» automatovno preslikavanje. O

Zadatak 5.181. Dati su skupovi V = {x,y}, W = {0,1} i preslikavanje f : V" — W
na sledeci nacin:

1, =
flu)= it = fuly , zaue V.
0, lulx# |u|y

Definisimo preslikavanje o : V¥ += W* sa a(a1az...a,) = fifa... fu, za proizvoljne
a; €V, prifemu je f; = f(aaz...a;), 1 €{1,2...n}. Dali je a automatovno preslika-
vanje?

Resenje: Otito je da preslikavanja f; uzimaju vrednosti u skupu W, za svaki
i€ef{l,2...n},tezasvakureCu=a1a;...a, € V*vazin=|\f1 fo... ful = la(u)|. Kako
jealaiay...a;) = f(m)f(aaz)... f(maz...a;), jasno je da a otuvava prefikse, pa
a jeste automatovno preslikavanje. O

Zadatak 5.182. Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X* u slobodni monoid Y*
moZe biti indukovano inicijalnim Mealyevim automatom ako i samo ako je automa-
tovno preslikavange.

Resenje: Neka je preslikavanje ¢ indukovano inicijalnim Mealyevim auto-
matom A = (A4,a0,X,Y,0,A), tj. (u) = AMap,u), za svaki u € X*. Iz definicije
progirenih funkcija prelaza i izlaza se jasno vidi da ¢ o¢uvava duzinu re¢i.

Uzmimo proizvoljnu re¢ u = x1x2---x,, gde su xq,xp,...,%, € X. Prema
definiciji prosirenih funkcija prelaza i izlaza imamo

O(ap,u) = araz---ay,
Mao,u) = y1y2++Yn,

pri ¢emu je

a1 =06(ag,x1), ax = 6(a1,x2), ..., p = 6(An-1,%Xn),
yl = /\(a()/xl)’ yZ = /\(al,XQ) ceey yn = /\(an—lzxn)/

Sto znadi da je ¢p(u) = y1y2 - y». Sa druge strane, proizvoljan prefiks v re¢i u
je oblika v =x---x;, zanekii € {1,2,...,n}, pa iz prethodnog sledi da je

¢(v) = AMag,v) = Aag,x1---%i) = y1-* Vi,

te je ¢(v) prefiks reci ¢(u). Time je dokazano da je ¢ automatovno preslika-
vanje.

Obratno, neka je ¢p dato automatovno preslikavanje. Defini$imo inicijalni
Mealyev automat A na slede¢i nacin: A? = (X*,¢,X,Y,5?,A%), pri ¢emu su
preslikavanja 6? i A? definisana sa:

0% (u,x)=ux

X5, X).
/\‘/’(u,x): X(Pu (u € X € )
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Da bi dokazali da je preslikavanje ¢ indukovano automatom A?, treba
dokazati da za proizvoljnu re¢ u € X* vazi

du) = A% (e, u).

To ¢emo dokazati indukcijom po duzini re¢i u. Jasno je da to vazi za reci
duZine 0 i 1. Pretpostavimo da je ¢(u) = A?(e,u), za sve re¢i u duZine n i
dokazimo da jednakost vaZi i za re¢i duZine n + 1. Uzmimo proizvoljnu re¢
u e X*, takvudajeu =x1xp...x,41, zaneke x1,xy,- -+, x,41 € A. Sa u’ ozna¢imo
re¢ x1x2---X,. Prema prethodnom zadatku vaZzi ¢(u) = (Pp(u'))(Pw (Xp+1))-
Dalje, prema indukcijskoj hipotezije ¢p(u’) = A%(e,u’) i pu (xp41) = AP(W', X141).-
Dakle, ostaje da dokazemo da je

AP (e, u )AL (', x11) = A (e, 10).
Zaista, prema definiciji prosirenih funkcija prelaza i izlaza imamo da je
6%(e,u) = a1y ans1,
AP(e,u) = Y1y2-+-Yn+1,
gdeje
a1 = 6%(e,x1), az = 6%(a1,x2), -, n = 6%(@u-1,%n), Ans1 = 6% (@n, Xns1),
y1=A%e,x1), y2 = A%(a1,x2) ..., Yn = AP(@u-1,%0), Y1 = AP (@0, Xpa1).
Na isti na¢in dobijamo da je
5%(e,u') = aay-+-ay,
A%(eu') = Y12+ Y-

Sa druge strane, imamo da je a; = 6?(e,x1) = ex1 = x1, a2 = 6%(a1,%2) = x1x2,
itd., ¢ime dobijamo da je a, = x1x2---x, = u’. Sadaje

Yn+1 = /\qb(an/xn+l) = /\d)(u//xn+1)/
pa dobijamo ¢(u) = A?(e,u). Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.183. Neka je ¢ : X* — Y* automatovno preslikavanje i neka je skup
Ap ={Qulu € X*}. Tada su sa

6¢(¢u; x) = Qbux
/\({)((Pu/x) = X(Pu
definisana preslikavanja 6y : Ap XX = A idg : Ap X X = YiAy = (Ap, X, Y,00,A¢)

je automat.
Osim toga, za sve u € X* 10 = X1Xp - Xy, X1,X2,...,Xn € X, vaZi:

ueX, xeX)
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6q§ (¢ur 0) = ¢ux1 ¢14x1x2 Tt (i)uxlxzwxn; (5'10)
(Pu)v = Pup; (5.11)
Mepu,v) = Pu(0). (5.12)

Dokazati.

Resenje: Najpre treba dokazati da su preslikavanja 64 i A, dobro definisana.
Pre svega, treba dokazati da za u,v € X* i proizvoljan x € X vaZi:

Qbu = va = ¢ux = ¢vx;
(Pu = (Pv = (Pu(x) = (Pv(x)'

Zaista, prva implikacija je neposredna posledica Zadatka 5.179. (c), jer jedna-
kost ¢y, = ¢y povlaci Pux = (Pu)x = (Po)x = Pox, dok je druga implikacija jasna.
Prema tome, 6, i Ay su dobro definisana preslikavanja. Takode, A, zaista
slika Ay X X u Y. Naime, za proizvoljne u € X*, x € X imamo daje |¢,(x)| =1,
jer ¢, ocuvava duzinu redi, pa je dakle ¢,(x) € Y. Ovim smo dokazali da su
preslikavanja 0p 1Ay dobro definisana, pa je, prema tome, Ay zaista automat.

Dalje, za proizvoljan u € X* i v = x1x3-- Xy, za X1,X2,..., X, € X, imamo da
vazi

0 (Pu,v) = aaz---ay,
gde je
a1 = O¢(Pu,x1), a2 = 6¢(a1,%x2), .., n = O¢(An-1,%n)-

Medutim, vazi

a = 6q§(¢u;xl) = Qbuxl;
aZ = 6(,)(5{],.752) = 6({)(¢ux11x2) = (PLLXIJQ/

an= 6qb(an—1/xn) = 5¢(¢ux1x2wxn_1/xn) = (i)uxlxzwxn/

pa dobijamo (5.10). Jednakost (5.11) sledi neposredno iz (5.10). Konac¢no,
jednakost (5.12) ¢emo dokazati indukcijom po duZini re¢i v. Jasno je da (5.12)
vaZi za sve re¢i duzine 1. Prema tome, ostaje da se dokaze da iz indukcijske
pretpostavke da (5.12) vazi za sve re¢i duzine k < n—1sledi da (5.12) vaziiza
v. Zaista, prema indukcijskoj pretpostavci, za v’ = x1x3 - x,-1 imamo da je

Ad)(ﬂbu/ V') = (1)1,(?}/),
i dalje
Ag(Pu,v)= Agp(Pu, 0’ Xn)
= A¢(¢ll,v,)A¢((¢ll)v,/xﬂ)
= /\({)((Pu/ U,)/\({)((Puv’rxn)
= ((Pu(v,))(qjuv’ (xn))
= (Pu(0")(Pu)o (xn))
= ¢1l(v/xn) =¢u(v),



5.2. Preslikavanja indukovana automatima 159

Sto je i trebalo dokazati. Prema tome, (5.12) vaZi za sve re¢i u,v € X*. Ovim je
dokaz kompletiran. O

Napomena 7. Automat Ay = (Ay, X,Y,04,Ap) definisan u prethodnom zadatku
naziva se donji automat odreden automatovnim preslikavanjem ¢.

Zadatak 5.184. Dokazati da je svako automatovno preslikavanje indukovano do-
njim automatom Ay = (Ap, Pe, X, Y, 00, A¢) koji je odreden ovim preslikavanjem i
ima inicijalno stanje ¢ = ¢ .

Resenje: Neka je ¢ : X* — Y* proizvoljno automatovno preslikavanje. Prema
Zadatku 5.179. (b), ¢ = ¢, pa iz (5.10) dobijamo da, za svaki u € X* vazi

Ag (e, u) = e(u) = P(u).
Dakle, ¢ je indukovano automatom Ay. O

Zadatak 5.185. Neka je A = (A,a0,X,Y,0,A) proizvoljan automat koji indukuje
automatovno preslikavanje ¢ : X* — Y*. Dokazati da za proizvoljan u € X* vaZi
by = Payu, tj. za svaki v € X* imamo

¢u(v) = Maou, v).

Resenje: Uzmimo u,v € X*. Tada je

Pu(0)= 110/ (p(u0))
= 1o (Aao, uv))
= 1o (Aao, u)A(aou, v))
= Aapu,v)

¢ime je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.186. Neka je ¢ automatovno preslikavanje, A je proizvoljan inicijalni
automat koji indukuje ¢ i A’ je stablo automata A. Dokazati da je tada

Eﬁg A’ < AP

A({)l < |A,
Resenje: Neka ¢ : X" = Y*, A= (A,a9,X,Y,0,A) automat koji indukuje ¢ i neka
je A’ skup dostiznih stanja od A.
(a) Definisimo preslikavanje ¢ : X* — A’ sa

7

p(u) = 0(ag, u) = agu (ueX).
Jasno, preslikavanje ¢ je dobro definisano i slika X* na A’, odnosno ¢ slika
APna A’.
(b) Definigimo preslikavanje ¢ : A” — Ay sa

P(a) =y & a=apu (acA).
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Najpre ¢emo dokazati da je i dobro definisano. Jasno, za svaki a € A’ postoji
u € X" tako da je a = apu. Neka su u,v € X* reci za koje je a = apu = agv. Tada
prema Zadatku 5.185. imamo da je

¢14 = ¢a014 = ¢aov = va.

Na ovaj nac¢in smo dokazali da je ¢ dobro definisano.
Jasno, za proizvoljan ¢, € Ay je ¢u = (apu)y, pa ¢ slika A’ na Ay. Time je
dokazano da vazi (b). O

Zadatak 5.187. Za dato automatovno preslikavanje ¢, donji automat Ay jeste
automat najmanje kardinalnosti koji indukuje dato preslikavanje. Dokazati.

Resenje: Ovo tvrdenje je direkina posledica prethodnog zadatka. O

Zadatak 5.188. Neka je X =Y = {0,1} i preslikavanje ¢ : X* — Y* je definisano na
sledeci nacin:

(i) Ako 0101 nije podrec od u, tada je p(u) = u. Dokazati.

(ii) Ukoliko je 0101 podrec od u, tada preslikavanje ¢ sva slova koja se u u javljaju
posle prvog pojavljivanja podreci 0101 preinacuje u 0. Drugim reCima, ako u
predstavimo u obliku u = p0101q, gde su p,q € X* i 0101 nije podre¢ od p010,
tada je p(u) = P(p0101q) = p01010. Dokazati.

Da li je ¢ automatovno preslikavanje? Ako postoji konacan automat koji indukuje
¢, naci minimalni takav automat.

Resenje: Nije teSko videti da je ¢ automatovno preslikavanje. Minimalni
automa koji indukuje ovo preslikavanje jeste donji automat A,. Da bi smo
nasli ovaj automat (Zadatak 5.183.) odredi¢emo njegova stanja. Naime, za
proizvoljnu re¢ u € X* odredi¢emo stanje ¢, preslikavanja ¢. Razlikujemo
nekoliko slucajeva:

(1) Neka je 0101 podre¢ od u. Tada je ¢(u) = p010104, gde je u = p0101q i
p,q € X* tako da 0101 nije podre¢ od p010, i za proizvoljnu re¢ v € X* imamo
daje

Pu(0) = 1ol (P(10)) = 715/(p0101017 1) = O,

(2) Neka 0101 nije podre¢ od u. Tada je bitan sufiks re¢i u duzine tri, tj.
poslednja tri slova te re¢i. Imamo sledeée podslucejeve:

(2.1) Jedna od reci 111 i 011 je sufiks od u. Tada, za proizvoljnu re¢ v € X*,
0101 je podre¢ od uv ako i samo ako je podre¢ od v, pa je

Pu(©) = 110 (P(u0)) = 110 (U(P(V))) = P(0),
Sto znaci daje ¢, = ¢.
(2.2) Jedna od reci 000, 100 i 110 je sufiks od u. Neka je v € X* proizvoljna
re¢. Ako je 101 prefiks od v, tada je

Pu(0) = 1) (D(uv)) = 115 (1010-3) = 1010113,
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Sa druge strane, ako 101 nije prefiks od v, tada je 0101 podre¢ od uv ako i
samo ako je podre¢ od v, pa kao u slucaju (2.1) dobijamo da je v¢, = vp.
Prema tome, za proizvoljan v € X* je

(0)= 101013, ako je 101 prefiks od o,
Pu@ =1 4),  ako 101 nije prefiks od v.

(2.3) Jedna od reci 001 i 101 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao
u prethodnom slucaju dobijamo

0102, ako je 01 prefiks od v,

Pu(v) = {qj(v), ako 01 nije prefiks od v.

(2.4) Re¢ 010 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao u prethodnim
slu¢ajevima dobijamo

101, ako je 1 prvo slovo u v,

@u (Z)) = {

¢(v), akojeOprvoslovouv.

Prema tome, svako stanje automatovnog preslikavanja ¢ jednako je je-
dnom od preslikavanja iz (1), (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4). Ne umanjujuéi opstost,
mozZemo uzeti da sva stanja preslikavanja ¢ jesu sledeca preslikavanja

Po101, Po11, Pooo, Poot i Po1o-

Pri tome je ¢ = ¢o11. Dakle, prema definiciji automata A, iz Zadatka 5.183.
za dato automatovno preslikavanje ¢ imamo da je to automat predstavljen
tablicom

Ap| G101 | Pooo | oot Por0 | Ponn
0 |(¢o101,0)|(00o,0) |(Po10,0)| (Pooo,0) |(Pooo,0)
1 {(¢o101,0)|(Poo1, 1) |(Po11,1) |(Po101, 1) |(Po11,1)

ili grafom

0/0

Tako smo dobili minimalni automat koji realizuje dato automatovno presli-
kavanje ¢. O
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Zadatak 5.189. Odrediti da li postoji konacan Mealyev automat koji realizuje pre-
slikavanje = {x, y}* ¥ {x, y}* definisano sa

X1X2...Xn, akojex; =x;

a(x1xy...x,) = ) ' X, xi=y;
xfxg...x,i, ako je x1 =y, gde je xz.c = ?

Yy, Xi=X

Resenje: Nije tesko videti da je @ automatovno preslikavanje, pa postoji ko-
na¢an Mealyev automat koji ga realizuje. Jedan od nacina za konstrukciju
ovog automata je konstrukcija donjeg automata A,. Odredi¢emo njegova
stanja. Naime, za proizvoljnu re¢ u € X* odredi¢emo stanje ¢, preslikavanja
¢. Razlikujemo sledece slucajeve:

(1) Neka je x prvo slovo reci u. Tada je u = xu’ i u’ € X*. Za proizvoljnu re¢
U =2x1X2...X; € X* imamo da je

(V) = 1y (@(uv)) = ry(xu’x1x2...x,) = X1X2... X, = 0.

(2) Neka re¢ u pocinje slovom y. U tom slucaju je u =yu’ i v’ € X" i za
proizvoljnu re¢ v = x1x>...x, € X* vazi

ay (V) = 1 ((u)) = 1 (Y’ x1x2.. .. Xp) = X7X5 ... X

Dakle, svako stanje automatovnog preslikavanja a jednako je jednom od
preslikavanja iz (1) ili (2). Bez umanjenja opstosti moZemo pretpostaviti da
sva stanja preslikavanja a jesu preslikavanja ay, ay, ako re¢ ulaznog alfabeta
pocinje sa x, odnosno sa y, tim redom.

Pri tome je Aqa(a,y) # Aalay, y). Dakle, prema definiciji automata A,, na
osnovu Zadatka 5.183. za dato automatovno preslikavanje « imamo da je to
automat predstavljen tablicom

Ayl ae Oy oy
x [(ax,x)|(ax,x) (ayr]/)
y [(ay,x)|(ay, y)|(ax, x)

Tako smo dobili automat koji realizuje dato preslikavanje «. O

Zadatak 5.190. Dokazati da je kompozicija automatovnih preslikavanja automa-
tovno preslikavange.

Resenje: Neka su a: X" +— Y"iB:Y" — Z* data automatovna preslikavanja
realizovana automatima A; = (Al,aé,X,Y,(Sl,/h) iA, = (AQ,ﬂé,Y,Z, 52, A), im
redom, $to znadi da je

a(u) = AM(ag,x1x2...x,) 1 P(0) = Aa(ag, y1y2-.. ye), (5.13)

zaproizvoljneu =x1x3...x, € X*iv=y1y2... yx € Y*. Definis$imo novi automat
A= (A1 XA, (aé,a%),X, Z,6,A) na slede¢i nacin:
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8((m1,@2),%) = (61(a1,%), 62(az, A1 (@1, %), (a1,02) € Ay X A, x€ X)
M(ar,a2),x) = Ax(az, A1 (a1, %)) ' '

Dokaza¢emo da ovako definisan automat A realizuje automatovno preslika-
vanje ¢ =aof, tj. daje (P(”(l)'”%) =¢.

Uzmimo proizvoljnu re¢ u = x1x2---x,, gde su xq,xp,...,%, € X. Prema
definiciji prosirenih funkcija prelazaiizlaza je

51(11[1),x1x2...xn) =aqay---ay,
M@, x1x0...x0) = Y1y yn,
02(a5,y1y2---Yn) = brby - by.

Primec¢ujemo da vazi:
6((“(1)11'1%)/361) = (61(a(1)/x1)/62(a%/ /\l(a(l)/xl))) = (61(51(1),X1),62(ﬂ%, yl)) = (ﬂ],b]).

Indukcijom po duzinireéiu = x1x;...x, € X* dokaza¢emo daje 0((a;, b;), xiy1) =
(@i+1,bi+1), za i € N. Naime, za n = 2, imamo

8((a1,b1),x2) = (81(a1,%2), 6(b1, A1 (a1,%2))) = (81(a1,%2), 82(b1, ¥2)) = (a2, b).

Pretpostavimo da je 0((ax-1,bx-1),xx) = (ax,bx), za n = k i dokazimo tvrdenje
zan=k+1.

O((@, bi), Xe1) = (01 (ag, Xir1), 02 (b, A1 @, Xi1)))
= (01, Xk41),02(bk, Yis1)) = (k41 bie)-

Time smo dokazali da tvrdenje vaZi za svaki n € N. Na osnovu definicije
prosirene funkcije prelaza sada imamo

6(({1[1)/{1%)/x1x2 .. ~xn) = (ﬂ], bl)(HZI b2) tee (“n, bYl)
Za preslikavanje indukovano automatom Aidature¢u = x1x,...x, € X* vazi
Py (1) = M(ag,a3),x1%2...xn) = A(ag,45), x1)A((@1,01),%2) ... A((@-1,bu-1), %)

= Ao (a3, A1 (ag, x1))A2(b1, A1 (a1,%2)) . .. Ap(Bu—1, A1 (@-1, %))
= A2, y1)A2(b1, v2) .. A2(bu=1, Yn)) = A2(@3, Y1 Y2 .- Y.

Sa druge strane, prema (5.13) imamo
b(u) = (aop)(u) = pla(u)) = f(A1(ag, x1x2.... xn))
= By1y2---Yn) = 123, 112 Yn) = B 2 (1),

¢ime je dokaz kompletiran. O
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Zadatak 5.191. Pod teZinom automatovnog preslikavanja ¢, u oznaci w(¢p), po-
drazumevamo kardinalni broj skupa stanja automata A. Ukoliko je w(¢p) konacan,
za preslikavanje ¢ kaZemo da je konacne teZine. Ako su ¢’ i ¢”” automatovna presli-
kavanja konacnih teZina, tada je i ¢’ " automatovno preslikavanje konacne teZine
i vazi w(p’'P"") < w(Pp")w(¢p”). Dokazati.

Resenje: Prema prethodnom zadatku kompozicija automatovnih preslika-
vanja ¢’¢"” je automatovno preslikavanje i prema Zadatku 5.187. automat
Agrgr je automat najmanje kardinalnost koji indukuje kompoziciju datih
preslikavanja, Sto znadci da je

|A(/J’({)”| < |A(/J’ XA(/J”|/ t] w(tp/(ﬁ”) < w((P/)ZU((P”)
Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.192. Neka je data proizvoljna kolekcija  automatovnih preslikavanja
iz slobodnog monoida X* u slobodan monoid Y. Dokazati da postoji automat A koji
realizuje sva preslikavanja iz ove kolekcije.

ReSenje: Za svako automatovno preslikavanje ¢ € ¥, takvo da ¢ : X* — Y*,
moZemo konstruisati automat Ap = (Ap,Pe, X, Y,04,A¢) koji realizuje to pre-
slikavanje, na nacin kako je to u¢injeno u Zadatku 5.183.

Defini$imo, sada, na skupu

A= JAsxe)

PeF

funkciju prelaza 6 : AX X — Aiizlaza A : AX X — Y na slede¢i nacin:

6((¢ur¢)zx) = (6(/)((Plux)r¢) = ((Pux/ (P)
A(Pu, D), x) = /\(/J((Pu/x) = Py(x).

Jednostavno se pokazuje da su funkcije 6 i A dobro definisane, te smo, na ovaj
nacin, konstruisali automat A = (4, (¢, $), X, Y,6,4). Ako sa ¥4 oznadimo
skup svih preslikavanja indukovanih automatom A treba da pokazemo da
je F € Fa. U tom cilju ¢emo pokazati da je proizvoljno preslikavanje ¢ € ¥
indukovano inicijalnim stanjem automata A.

Neka je u = x1x3...x, € X* proizvoljna re¢. Prema definiciji proSirene
funkcije prelaza imamo da je 6((¢e, @), X1X2...Xn) = a12... a4, i indukcijom
po n ¢emo dokazati da je ay = (¢Px,..x,, P)-

Zan=1vazia; = 6((¢6/ ¢)/x1) = (6¢(¢e/xl)/ ¢) = (¢ex1/¢) = (¢X1/ ¢)

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n = k, i dokazimo da vazi zan =k+1.
Imamo daje

ak+1 = 6(ak/xk+1) = 6((¢X1...Xk/¢)lxk+l) = (¢x1...xkxk+1/¢),

pa tvrdenje vazi za svaki n € IN. Dakle,

(ueX, dpu€Ayp)
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5((¢6/ ¢),x1x2 s Xp) = (@xl/ Qb)(@xlxz/ Qb) e (¢X1.~.Xn/¢)/

dok iz definicije prosirene funkcije izlaza i prema jednakosti (5.9) dobijamo
sledece:

AM(Pe, ), x1%2... xXn) = A((Pe, D), X1)A(Pxy, D), X2) - .- A(Pry..x,y 1 D), Xn)
= Ad)(@e; xl)Ad)(@xl;xZ) e Ad)(@xlxz...xn_l/xn)
= (Pg(X])(le (x2)... qjxlxz---an (xn) = (P(xle e Xp)

=p(u), za u=x1xp...x, €X".

Ovim smo pokazali da, za proizvoljno automatovno prelikavanje ¢ € F jeste
O(u) = P(g,,p) (1), za svaki u € X, tj. da je ¥ C F4, ¢ime smo kompletirali
dokaz. O

5.3. Ekvivalentni automati

Nekaje A= (A, X, Y,0,A) Mealyev automat. Sa @4 ¢emo oznacavati skup svih
automatovnih preslikavanja indukovanih stanjima automata A.

Akosudatiautomati A=(A4,X,Y,0,A)i A" =(A",X,Y,0’,A"),ondazaac Ai
a’ € A’ kazemo da su ekvivalentna stanja ako a i a” indukuju isto automatovno
preslikavanje, tj. ako je ¢, = ¢ . Sli€no, za A 1 A’ kaZemo da su ekvivalentni
automati ako je @4 = Dy, tj. ako je svako stanje automata A ekvivalentno
nekom stanju automata A’ i obratno. Jasno, ovako uvedena relacija medu
automatima jeste relacija ekvivalencije na skupu svih automata, $to oprav-
dava njen naziv. Dalje, ako su A i A’ inicijalni automati, onda kaZemo da su
A i A ekvivalentni inicijalni automati ako su ekvivalentna njihova inicijalna
stanja, tj. ako A i A’ indukuju isto automatovno preslikavanje.

Zadatak 5.193. Dokazati da je svaki automat A Mealyevog tipa ekvivalentan je
nekom automatu B Mooreovog tipa.

Pritome, ako je|A| = ni|X| = m, gde je X ulazni alfabet, tada se Mooreov automat
B moZe izabrati tako da bude |B| = n(m + 1). Dokazati.

Resenje: Nekaje A= (A, X, Y,0,A) automat Mealyevog tipa. Stavimo da bude
B = AUAx X definisimo preslikavanja ¢’ : BXxX — BiA’:BXxX — Y sa:

5 (b _ (a,x) akojeb:ﬂeA,
o= (6(a,x’),x)  akojeb=(a,x)eAxX,
v o ) Max) akojeb=a€A,
Fen= { Ad(a,x’),x)  akojeb=(a,x')eAxX,

gdesubeBixe X Tadaje B=(B,X, Y,6’,1") automat za koji éemo dokazati
da je ekvivalentan sa A i da je Mooreovog tipa.
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Prvo ¢emo dokazati da svako stanje a € A indukuje isto automatovno
preslikavanje u automatu A i u automatu B, odnosno da vaZi

Aa,u) = A (a,u),

za svaku re¢ u € X*. Uzmimo da je u = x1x2...x;, za neke x1,%,...,x; € X.
Tada je
oau)=may...qr i AMa,u)=11Yy2... Y,

zaay,ay,...,ar € Aiyy,Ya,..., Yk € Y odredene sa

ap = 6(&,3(1), ap = 5(ﬂ1,X2), ceey g = 6(ak—1/xk)/
y1=AMa,x1), y2 = AMay,x2), .., Y = Mag-1,Xx)-

Imamo da je

o' (a,x1) = (a,x1),
0’ ((a,x1),x2) = (0(a,x1),x2) = (a1,x2),

O ((@r-2, k1), %k) = (0(ar—2, Xje-1), Xie) = (A1, %),
Sto znaci daje
(S’(ﬂ, u) = b]b2 . bk/
gde je
by =(a,x1), bo = (a1,x2), ..., bk = (@k-1,%%)-
Odavde dalje dobijamo da je

A(a,x1) = AMa,x1) =1,
A (b1, x2) = A(0(a,x1),x2) = Aay, x2) = y2,

A (br—1,%%) = A0(Ak—2, Xk=1), Xk) = AAk—1,Xk) = Yk,

paje
Aa,u) =y1ya...yx = AMa,u),
Sto je i trebalo dokazati.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da je svako stanje (4, x) € A X X automata
B ekvivalentno stanju 6(a, x) automata A. Prema tome, automati A i B su zaista
ekvivalentni.

Da bi smo dokazali da je B automat Mooreovog tipa, razmotrimo b,b’ € B
ix,x" € X takve daje 0'(b,x) = 0'(V',x"). Moguca su Cetiri slucaja:
(1)b=acA b =a €A,

Qb=acAb =@, x)) e AXX,
B b=@x)eAXX,V =a" €A,
BHb=@x) e AXX,V =, x)) e AXX.
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U svakom od tih slu¢ajeva, koriste¢i ¢injenicu da je ' (b,x) = &’(V’,x’), dobi-
jamo daje A’(b,x) = A’ (V',x"). Time je dokazano da je 8 automat Mooreovog
tipa.

Jasnojedaiz|A|=nilX|=msledidaje|Bl|=n+mn=n(m+1). O

Zadatak 5.194. Dokazati da automat Mooreovog tipa koji realizuje dato automa-
tovno preslikavanje ima veéi broj stanja od automata Mealyevog tipa koji indukuje
to isto preslikavanje.

Resenje: Tvrdenje je direktna posledica prethodnog zadatka. O

Zadatak 5.195. Konstruisati Mooreov automat ekvivalentan Mealyevom automatu
koji je konstruisan u Zadatku 5.175. (Automat sabira dva broja u binarnom zapisu.)

Resenje: Prema nacinu konstrukcije Mooreovog automata ekvivalentnog
datom Mealyevom automatu koji je predstavljen u Zadatku 5.193. graf
prelaza trazenog automata Mooreovog tipa je

00 01,10

01,10 11

Stanja automata su oznacenasaa;/j, zai, j € {0,1} pri ¢emu i oznacava prenos,
a joznacavaizlaz. O

5.4. Homomorfizmi i kongruencije

Kongruencija na automatu sa izlazom A = (4,X,Y,;6,A) definise kao relacija
ekvivalencije ¢ na A koja zadovoljava uslov da za proizvoljnea,bc Aix € X,
iz (a,b) € p sledi da je (ax,bx) € pi A(a,x) = A(b, x).
Jednostavno se pokazuje da, za kongruenciju ¢ na A i proizvoljnu re¢
ue X" istanjaa,be A, iz (a,b) € psledi daje (au,bu) € pi Aa,u) = A(b,u).
Akosu A=(AXY5A)i A =(A,XY,0,A) dati automatii p: A — A’
preslikavanje takvo da za svakia € Aix € X vazi

@(0(a,x)) = &' (p(a), x) i Ma,x) = A (p(a),x),

tada preslikavanje ¢ nazivamo homomorfizmom automata A u automat A’.
Za p(A) kazemo da je homomorfna slika automata A. Osim toga, ako je ¢ i
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bijekcija, onda ga nazivamo izomorfizmom automata A na automat A’, a za
automate A i A’ kaZemo da su izomorfni.

U slu¢aju kada su AiA’ inicijalni automati, tada homomorfizmom inicijalnih
automata nazivamo homomorfizam automata A u automat A’ koji inicijalno
stanje automata A slika u inicijalno stanje automata A’.

Ako je p kongruencija na automatu A, tada sli¢no kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na sledeéi nacin:

Na faktor-skupu A/ g definiSemo preslikavanja

S,:(AlO)XX > Alg i Ay:(AlgxX—Y,

sa
Op(ag,x) = (0(a,x))o 1 Aylag,x)=Aa,x),

za sve a € A i x € X. Koristeéi ¢injenicu da je ¢ kongruencija na A, lako
se proverava da su preslikavanja 6, i A, dobro definisana, tj. da njihove
vrednosti ne zavise od izbora predstavnika g-klasa, pa (A/0,X,Y,0,,A,) jeste
automat koji obelezavamo sa A/ g i nazivamo faktor-automatom automata A
u odnosu na kongruenciju g.

Vezu izmedu kongruencija na automatu i homomorfizama daje nam sle-
deca teorema.

Teorema 5.19. (Teorema o homomorfizmu). Ako je ¢ kongruencija na automatu
A, tada je o° homomorfizam iz A na A p.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam iz automata A= (A, X, Y, 6, A) na automat A’ =
(A", X,Y,0',]"), tada je ker @ kongruencija na A i preslikavanje @ : A/ kerp — A’
definisano sa @ : (aker @) = @(a) je izomorfizam iz A/ kerp na A’.

Zadatak 5.196. Dokazati da je svaka homomorfna slika automata A ekvivalentna
sa tim automatom.

Resenje: Nekaje A= (A,XY,0,A), A" =(A",X,Y,0',1") i ¢ je homomorfizam
iz Ana A'. Tada, za proizvoljno stanje a € A vazi

Pa(u) = Aa,u) = N (@), 1) = Pp) (1),

za svaki u € X*. Prema tome, (s = (s, za svakia € A, pa kako ¢ slika A na
A, to je Py = Dy, Cime smo dokazali da su A i A’ ekvivalentni automati.
O

Zadatak 5.197. Za proizvoljan automat A = (A, X,Y,0,A), relacija pa na A defi-
nisana sa

(@a,b)eos & (YueX) AMa,u)=AD,u), (a,beA)
je najveéa kongruencija na A. Dokazati.

Resenje: Lako se proverava da je g4 relacija ekvivalencije na A. Da bi smo
dokazali njenu saglasnost, uzmimo a,b € A takve da je (a,b) € g4 i uzmimo
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proizvoljan x € X. Tada za svaku re¢ u € X* vazi

A(0(a, x),u) = Aax,u) = 1y, (AMa, xu))
= 11 (A(b, xu1))
= A(bx,u) = A(6(b,x),u),

Stoznacidaje (6(a,x), 6(b,x)) € p4.Pored toga,iz (a,b) € g4 sledi A(a, x) = A(b, x).
Dakle, g4 je kongruencija na A.

Da bi smo dokazali da je g4 najveca kongruencija na A, uzmimo proi-
zvoljnu kongruenciju g na A i a,b € A takve da je (a,b) € ¢. Za proizvoljnu
re¢ u € X*je AMa,u) = A(b,u), odakle sledi da je (a,b) € g4. Prema tome, 0 C ga.
Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.198. Faktorautomat A/oa =(A/0a,2004,X,Y,0,,,A,) dostiznog, ini-
cijalnog automata A = (A,a9,X,Y,0,A), u odnosu na relaciju pa koja je definisana
u prethodnom zadatku, jeste automat najmanje kardinalnosti koji indukuje isto
automatovno preslikavanje kao automat A. Dokazati.

Resenje: Neka je ¢ automatovno preslikavanje realizovano automatom A.
Definisa¢emo preslikavanje ¢ : A — A/ o4 koje svakom stanju a € A dodeljuje
njegovu klasu u odnosu na kongruenciju g, tj. ¢(a) = ag4. Jednostavno se
pokazuje da je ¢ homomorfizam automata A na A/ps. Kao homomorfna
slika automata A, prema Zadatku 5.196. faktor automat A/ p4 je ekvivalentan
automatu A, pa indukuje preslikavanje ¢.

Sa druge strane, primetimo da za stanja a,b € A vazi

(a,b) €04 © Pu=y. (5.14)

Kako je automat A dostizan moZe se definisati preslikavanje 1 : A/ga — Ay
sa P(apa) = Pu, ako je a = O(ap,u), za u € X*. Prema (5.14) preslikavanje ¢
jeste dobro definisano. Pokazuje se da je ¢ bijekcija i homorfizam izmedu
automata A/p4 i Ay, paje |A/oal = |Ag|. U Zadatku 5.187. pokazali smo da
je automat A, automat najmanje kardinalnosti koji indukuje preslikavanje
¢, pa tvrdenje vaziiza A/gs. O

Zadatak 5.199. Faktorautomat A/oa=(A/0a,X,Y,00,,A,,) jesteautomat najma-
nje kardinalnosti u klasi svih automata ekvivalentnih sa A = (A, X,Y,04,A4).
Dokazati.

Resenje: Neka je 8 = (B,X,Y,0p,Ap) proizvoljan automat ekvivalentan au-
tomatu A. Kako za proizvoljno stanje b € B postoji a € A tako da je ¢y = g,
mozemo definisati preslikavanje ¢ : B — A/p4 tako daje ¢p(b) =aga.

DokaZzimo dobru definisanost preslikavanja ¢. Pretpostavimo da za neko
stanje b € Bvazip(b) =apa i@(b) =a’pa. To znadidaje ¢y = Py i Py = o odakle
je ¢a = ¢, odakle prema (5.14) sledi da (a,a’) € ga, tj. apa = a’pa. Dakle, @ je
dobro definisano.
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Takode, za proizvoljno stanje aps € A/ 04 je a € A, pa postoji b € B takvo da
j& ¢u = Py, Sto znadi da je (b) = apa. ZakljuCujemo da je ¢ "na" preslikavanje
i odavde sledi da je |A/0al < |B|, ¢ime je tvrdenje zadatka dokazano. O

5.5. Minimizacija automata sa izlazom

Videli smo da redukovani automat A/p4 automata A jeste automat sa min-
imalnim brojem stanja medu automatima ekvivalentnim sa A. Sada ¢emo
govoriti o procesu minimizacije automata A, pod ¢ime podrazumevamo svaki
efektivni postupak kojim nalazimo njegov faktor automat A/g4, odnosno
kojim odredujemo kongruenciju g4. Takav postupak nazivamo algoritmom
minimizacije.
Vazi sledeca teorema.
Teorema 5.20. Neka jenaautomatu A= (A,X,Y,6,A)definisan niz relacija { g }keN

. o1 =1{(a,b) e AxXA|(Vx e X) Aa,x) = A(b,x)}

o1 =1(a,b) € g | (Vx € X) (ax, bx) € g}
Tada vaZi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {g}ren je relacija ekvivalencije na A i vaZi
0120222020412 204

(b) Ako je ox = 0k+1, za neki k € N, tada je g = Ok, za svaki m € IN.
(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je g = pa.

Koriste¢i prethodnu teoremu, moZemo dati jedan algoritam za minimizaciju
automata sa izlazom. Algoritam zapocinjemo formiranjem liste P svih parova
stanja automata A. Ovu listu grafi¢ki predstavljamo tablicom, a zbog re-
fleksivnosti i simetri¢nosti relacija koje konstruisemo, dovoljno je razmatrati
samo parove koji leZe ispod glavne dijagonale te tablice.

U prvom koraku algoritma odredujemo relaciju ¢, i sa liste P briSemo sve
parove stanja koji nisu u toj relaciji. Neka su, posle k-tog koraka, na listi P
ostali parovi koji ¢ine relaciju gr. Tada u k + 1-vom koraku gradimo relaciju
Ok+1 Na taj nacin Sto razmatramo sve parove (a,b) koji su na pocetku tog
koraka bili na listi P, i ukoliko proverom ustanovimo da postoji x € X tako
da par (ax,bx) na pocetku tog koraka nije bio na listi, onda sa liste briSemo
parove (a,b) i (b,a). Algoritam se zavrSava prvim korakom u kome nije bilo
brisanja sa liste.

Minimizacijom Mooreovog automata, koris¢enjem navedenog algoritma
za automate Mealyevog tipa, ne dobijamo uvek Mooreov automat. To nas
dalje navodi na zaklju¢ak da, kada radimo sa Mooreovim automatima, treba
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drugacije definisati pojmove homomorfizma i kongruencije i naéi drugaciji
algoritam za minimizaciju, koji bi kao rezultat dao Mooreov automat.

Neka su A= (A, XY, o,u) i A" =(A", X Y,6'u’) dva Mooreova automata
istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — A’ takvo da za svakia € Aix € X vazi

P0(a,x) =0 (p@),x) i p@)=p(p@),

nazivamo homomorfizmom Mooreovog automata A u Mooreov automat A’, ili
homomorfizmom Mooreovog tipa.

Relaciju ekvivalencije T na Mooreovom automatu A = (A, X, Y, 0, u) nazi-
vamo kongruencijom na Mooreovom automatu, ili kongruencijom Mooreovog tipa
na A, ako za svea,b e Aiz (a,b) € 7 sledi

(1) p(a) = u(b);
(2) (ax,bx) € T, za svaki x € X.

Nije tesko proveriti da homomorfna slika Mooreovog automata, u odnosu
na homomorfizam Mooreovog tipa, takode jeste Mooreov automat. Obratno,
ako je T kongruencija Mooreovog tipa na Mooreovom automatu A, tada je
faktor-skup A/7 i sam Mooreov automat sa funkcijama prelaza i znaka

0 (A/T)XX - A/t i et Ajt—=Y
definisanim sa:

0cat,x) = (0@, X))t i pe(ar) = pla),

zaa€eA, xeX.
Sli¢no kao kod automata Mealyevog tipa vazi sledece tvrdenje:

Teorema 5.21. Za proizvoljan Mooreov automat A = (A, X,Y, 6, 1), relacija T4 na
A definisana sa

(a,b)ets © (a,b)€ s i ua)=ub),

je najveca kongruencija Mooreovog tipa na A.
Definisimo niz {Ty}yeN telacija na A sa

71 ={(a,b) e AX Al u(a) = u(b)}
Tee1 = {(a,D) € 7| (Yx € X) (ax, bx) € T4}
Tada vaZi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {TilkeN je relacija ekvivalencije na A i vaZi

TI2T22 2Tk 2Tis1 2 2 TA.

(b) Ako je Ty = Ty41, za neki k € N, tada je Ty = Ty, za svakim € IN.
(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je Tj = T4.
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Algoritam za minimizaciju automata Mooreovog tipa, tj. za odredivanje kon-
gruencije 74, zasnovan na prethodnoj teoremi, analogan je datom algoritmu
za minimizaciju automata Mealyevog tipa.

Zadatak 5.200. Neka je automat A= (A,X,Y,06,A) zadat sledecom tablicom:
Al m ap as ag as
x1|(a1,y1)| (@1, y1) (a3, y1) | (@4, y1) | (a2, y1)
x2|(a1,y2)| (@3, ¥1) | (a4, y2)| (@4, y2) | (a2, y1)

Minimizirati dati automat.

Resenje: Primeni¢emo algoritam za minimizaciju Mealyevog automata A.
Dakle, kreira¢mo listu svih parova P i krenu¢emo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju g;. Ona ima dve klase:
{a1,a3,a4}, {az,a5}.
Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa
{a1,a3,a4) X {az, a5} Ulag, as} x {ay, a3, a4}.

2. korak: Proveravamo parove koji leZe ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(a3x1,a1x1) = (a3,a2) — nije na listi, pa se parovi (a3,41) i (a1,a3) brisu;
(a4x1,a1x1) = (a4,a2) — nije na listi, pa se parovi (a4,41) i (a1,a4) brisu;
(asx1,a3x1) = (a4,a3) —na listi je;
(aax2,a3x7) = (a4,a4) —na listi je;
(asx1,a2x1) = (a2,a1) — nije na listi, pa se parovi (a5,az) i (a2,a5) brisu.

ap ap as a4 as a1 d Aas a4 as
M M
az az
az az
as as
as as
posle 1. koraka posle 2.1 3. koraka
relacija g; relacije 02 = 03 = 0a

3.korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (a3,a4). Kako je
(a3x1,a4x1) = (a3,a4) 1 (a3X2,a4X2) = (a4,a4), i oba ova para su na listi, to se u
ovom koraku nista ne brise, $to zna¢i da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je g2 = 03 = 04 1 0a-klase su

{H]}, {a2}/ {Cl3,ll4}, {Cl5},

pa je automat A/ g4 zadat tablicom
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Aloal @ ay a3 as
X1 (a/yl) (a/yl) (%/yl) (E/yl)
X2 (a/yZ) (%/yl) (%/yZ) (E/yl)

gde je sa g oznacena pa-klasa stanjage A. O

Zadatak 5.201. Neka je dat automat A = (A,X,Y,6,A) sa sledeCom prelazno-izlaz-
nom tablicom:
Al a b c d
x1|(a,y1)|(c, y2)| (@, y1)| (b, y1)
x2|(b, y1)|(, y2)| (b, y1) | (b, y1)

Pokazati da je A Mooreov automat, a zatim naci minimalni Mealyev automat
ekvivalentan automatu A. Da li je dobijeni automat Mooreov?

Resenje: 1z tablice se jasno vidi da se radi o Mooreovom automatu koji se
moze predstaviti tablicom:

Y1\y1\Y21Y2
Aa blc|d

xi|lalclal|b

xo|blc|b

Primenimo algoritam za minimizaciju automata A kao Mealyevog automata.
Dakle, kreirajmo listu svih parova P i krenimo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju g;. Ona ima dve klase: {a,c,d} i {b}.
Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa

{a,c,d} x{byU (b} x{a,c,d)}.

2. korak: Proveravamo parove koji leze ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(cx1,ax1) = (a,4) —na listi je;
(cx2,ax2) = (b,b) — na listi je;
(dx1,ax1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,4) i (a,d) brisu;
(dx1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,c¢) i (c,d) brisu.

a b cd a b c d
a a
b b
c c
d d
posle 1. koraka posle 2.1 3. koraka

relacija ¢ relacije g = 03 = 04
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3.korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (c,a). Kako je
(cx1,ax1) = (a,a) i (cxp,ax2) = (b,b), i oba ova para su na listi, to se u ovom
koraku nista ne brise, $to znaci da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je g = g3 = 04 i pa-klase su {a,c}, {b} i {d}, pa je automat
A/oa zadat tablicom

Aloa| @ b | d
1 |@y)|@ya)|(b,y1)
12 |(b,y1)|@ y2)| (b, y1)

gde je sa g oznacena p4-klasa stanja g € A.
Za dobijeni automat A/ g4 vazi

5@,x1)=a=0(b,x1), A@x1)=v1#y2=Abx1),

te je jasno da A/pa nije automat Mooreovog tipa. O

Zadatak 5.202. Naci minimalni Mooreov automat automata A= (A,X,Y,06,A) za-
dat tablicom (videti prethodni zadatak).

Y1|{Y1|Y2|y2
A
alblcl|d
x1lalc
xo|blc|b|b

Resenje: Formira¢emo najpre listu P svih parova stanja automata (A, a potom
¢emo krenuti sa formiranjem relacija .

1. korak: Formirajmo relaciju 71. Iz tablice se vidi da ona ima dve klase:
{a,b} i {c,d}. Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa

{a,b} x{c,d}U{c,d} x{a,b}.

2. korak: Proveravamo parove koji su posle 1. koraka ostali na listi P ispod
njene glavne dijagonale:
(bx1,ax1) = (c,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (b,a) i (a,b);
(dx1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (4,¢) i (c,d).

a b cd a b c d
a a
b b
c c
d d
posle 1. koraka posle 2. koraka

relacija 71 relacija 14 =T = A4
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Ovim su obrisani svi parovi, osim onih na glavnoj dijagonali, $to znaci da se
algoritam zaustavioidaje 74 = 72 = A4, odnosno daje automat A redukovan
kao Mooreov automat.

Na osnovu prethodnog zadatka primecujemo da ovaj automat nije re-
dukovan kao automat Mealyevog tipa, jer se minimizacijom Mooreovog
automata algoritmom za automate Mealyevog tipa dobija ekvivalentan au-
tomat sa manjim brojem stanja od ovog automata koji je dobijen koris¢enjem
algoritma za minimizaciju automata Mooreovog tipa. O

Zadatak 5.203. Nekaje A=A/t4 =(A,X,Y,6,A) (tj. T4 = Aa) konacan Mooreov
automat koji realizuje datu klasu automatovnih preslikavanja. Tada postoji njemu
ekvivalentan automat Mealyevog tipa sa manjim brojem stanja ako i samo ako postoje
dva razlicita stanja a,b € A, takva da je 5(a,x) = (b, x), za svaki x € X. Dokazati.

Resenje: Pretpostavimo da postoji Mealyev automat 8 = (B,X,Y,6",A") ekvi-
valentan automatu A, takav da je |B| < |A|. Automat A/p4 je minimalni
automat u klasi automata ekvivalentnih sa A, t.j |A/gal < |B| < |A|. To znadi
da postoje bar dva stanja a,b € A takva da je (a,b) € g4. Tada, za svaki x € X
vazi A(a,x) = A(b,x), tj. u(6(a,x)) = u(6(b, x)). Prema definiciji kongruencije 74,
zaklju¢ujemo da (6(a,x),6(b,x)) € 14 i kakoje 14 = A4 imamo 6(a,x) = 6(b, x),
za svaki x € X.

Obratno, neka su a,b € A razli¢ita stanja takva da je 6(a,x) = 6(b,x), za
svaki x € X. Tada je u(6(a,x)) = u(6(b,x)), tj. Aa,x) = A(b,x), $to znaci da su
(a,b) € pa. Kako je a # b zakljuCujemo da (a,b) ¢ 14 = A4, pa je jasno da vazi
|A/0al <1A/Tal =|Al. Ovim je tvrdenje dokazano. O
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