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Predgovor

Ova knjiga je zamisljena, prvenstveno, kao zbirka zadataka iz predmeta
Teorija algoritama, automata i jezika, na prvoj godini Master akademskih studija
na Departmanu za Racunarske nauke Prirodno-matemati¢og fakulteta u
Nisu. Problemi koji se obraduju i izu¢avaju u okviru ovog predmeta obuh-
vataju formalne jezike, automate i druge modele izra¢unavanja. Zadatak
predmeta je ne samo da se studenti upoznaju sa brojnim primenama auto-
mata i formalnih jezika, ve¢ i sa osnovnim matemati¢kim (prvenstveno alge-
barskim) pojmovima i alatima koji se koriste za opis apstraktnih objekata
koji se izucavaju u ra¢unarskim naukama.

Ideja za pisanje ove zbirke rodila se nakon viSegodisnjeg izvodenja veZbi
i predavanja iz napred pomenutog predmeta. Na srpskom jeziku ne postoji
zbirka zadataka koja prati program ovog kursa. Poznata nam je samo jedna
zbirka na engleskom jeziku, ali se ona samo delimi¢no bavi tom tematikom.
Dakle, knjiga je prvenstveno namenjena potrebama pomenutog predmeta,
sa naglaskom na probleme teorije jezika i automata koji su ra¢unarski resivi,
uz primenu alata iz univerzalne algebre, teorije polugrupa i teorije grafova.
Trudili smo se da prikupimo mnostvo razli¢itih primera, po¢ev od osnovnih
pitanja vezanih za elementarne definicije i koncepte, do onih naprednih koji
zahtevaju poznavanje sofisticiranijih matematickih alata. Ideje i tehnike do-
kazivanja objasnjene su na konstruktivan nac¢in, uz primenu indukcije i re-
kurzije kad god je to moguce. Zbog ovakve koncepcije zbirku mogu kori-
stiti i studenti doktorskih studija u oblasti rac¢unarskih nauka i matematike,
za predmet Formalni jezici, automati i izracunljivost, kao i studenti tehnickih
nauka i svi oni koji su zainteresovani za reSavanje problema iz oblasti teori-
jskog racunarstva.

Zbirka se sastoji iz pet glava. Svaka glava najpre sadrZi teorijske osnove
za probleme koji se u njoj reSavaju, a nakon toga veci broj uradenih primera
i zadatke predvidene za samostalni rad studenata, Cije se reSavanje bazira
ili neposredno sledi iz nekog od uradenih zadataka. Odredeni broj primera
predstavlja poznate teoreme iz ove oblasti koje su formulisane u obliku zada-
taka.



vi Predgovor

U prvoj glavi reSavaju se neki osnovni problemi vezani za razna uredenja
na polugrupi redi, definiSu se pojmovi jezika i gramatike, daje njihova klasi-
fikacija i kroz veliki broj primera se reSavaju problemi vezani za ovu oblast,
uklju¢ujudi i probleme izvodenja u gramatici.

Druga glava posvecena je automatima bez izlaza i jezicima koji mogu biti
raspoznati kona¢nim automatima. Predstavljeni su algoritmi za konstrukciju
minimalnog automata datog jezika, minimizaciju datog automata, konstruk-
ciju sintaksi¢kog monoida datog jezika, kao i primeri iz kojih se vidi znacaj
i primena Kleenijeve teorema i Leme o napumpavanju.

U trecoj glavi reSavaju se problemi vezani za predstavljanje konteksno-
nezavisnih jezika pomo¢u konteksno-nezavisnih gramatika, obradene su re-
dukcije ovih gramatika, a potom i primeri konstrukcije potisnih automata
kao apstraktnih masina koje raspoznaju konteksno-nezavisne jezike.

Cetvrta glava se bavi deterministi¢kim i nedeterministi¢kim Turingovim
masinama, kao najopstijom matemati¢kom formalizacijom pojma algoritma.
Turingove masine opisuju ta¢no jezike generisane proizvoljnim gramatika-
ma i precizno defini§u granicu izmedu problema koji su algoritamski resivi i
onih koji to nisu.

U poslednjoj glavi govori se o automatima sa izlazom, automatima Mealy-
evog i Mooreovog tipa, o transformacijama reci i funkcijama koje se mogu re-
alizovati takvim automatima, kao i problemima ekvivalentnosti i minimiza-
cije automata sa izlazom.

Koristimo priliku da se zahvalimo recenzentima, Prof. dr Stojanu Bogdano-
vi¢u i Prof. dr Predragu Stanimirovi¢u, na vrednim primedbama i savetima.
Zahvalnost dugujemo i koleginicama Ivani i Zorani Janci¢, koje su pazljivo
¢itale rukopis i dale niz korisnih sugestija. Drugi autor se posebno zahvaljuje
svojoj majci, gospodi Svetlani Kovacevi¢, za ogromno strpljenje i podrsku
tokom pisanja ove knjige.
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Glava1l
Formalni jezici i gramatike

1.1. Reci, uredenja na re¢ima i jezici

Neka je X neprazan skup koji nazivamo alfabet, a Cije elemente nazivamo
slova. Re¢ (string) nad alfabetom X definiSe se kao konacan niz x1x;...x,, gde
su x1,X2,...X; € X slova. DuZina reéi u, koju ozna¢avamo sa |u|, je broj slova
u toj reci. Prazan niz slova oznacava se sa e i naziva prazna rec. Jasno je da je
le] = 0.

Neka su u = x1x3...%, 1 v = y1¥2... Y reci nad alfabetom X, pri ¢emu su
X1,---Xn,Y1,---, Ym € X. Re€i uiv sujednake ako su jednake kao nizovi, tj. ako
jem=mnix;=y; zasvakii€{1,2,...,n}.

Osnovna operacija nad re¢ima je operacija nadovezivanja ili konkatenacije.
Konkatenacijom redi u = x1x2...X, 10 = y1¥2... Yy, dobijamo re¢

U-U=UD=X1X2...Xny Y12 - Y-

Ova operacija je asocijativna i uvodimo sledece oznake:

xoze, d=x i F=axx...x.

S———

k

Reverzna re¢ date reci u = x1xp...x;, jeste re¢ u = x,... x2x71.

Jezik je proizvoljan skup re¢i nad datim alfabetom uklju¢ujuéi i prazan
skup.

Skup svih reci, uklju¢ujuéi i praznu re¢, nad proizvoljnim alfabetom
X, oznati¢emo sa X*. Sa X* oznatavamo X*\ {e}. Skup X* sa operacijom
nadovezivanja predstavlja polugrupu koju nazivamo polugrupa reci, dok je
X", uodnosu na operaciju konkatenacije monoid sa jedinicom e koji nazivamo
monoid reci.

Kaoina svakoj algebarskoj strukturi i na polugrupi (monoidu) re¢i mogu
se definisati pojmovi kongruencije i homomorfizma. Relacija ekvivalencije g na
X* (X*) je kongruencija na polugrupi X* (monoidu X*) ako za proizvoljne reéi
w,ve X" (u,veX)ixeXvazi

(u,v)ep = (xu,xv)€p (leva kompatibilnost)

(u,v) €0 = (ux,vx)€ (desna kompatibilnost).
Dakle, kongruencija na polugrupi X* (monoidu X*) je ekvivalencija koja
je, istovremeno levo kompatibilna (levo saglasna) i desno kompatibilna

(desno saglasna). Pokazuje se da je data definicija kongrencije na polugrupi
(monoidu) ekvivalentna slede¢em tvrdenju:
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Relacija ekvivalencije ¢ na X* (X*) je kongruencija na polugrupi X*
(monoidu X*) ako za proizvoljne rei u1,ua,v1,v2 € Xt (111,u2,v1,v2 € X*) iz
(u1,u2) € 01 (v1,v2) € p sledi (u1v1,u2v2) € 0.

Preslikavanje ¢ : X* = Y* (¢ : X* = Y*) je homomotfizam izmedu dve
polugrupe (monoida) re¢i ako vazi jednakost ¢(u,v) = @(u)p(v), za sve reci
u,v € Xt (u,veX*).

Primetimo da je jezik L nad alfabetom X proizvoljan podskup monoida
X". Kardinalnost datog jezika L C X", ozana¢avamo sa |L|.

Operacije na jezicima su skupovne operacije: unija, presek, supstrakcija (ra-
zlika) i komplement, kao i operacija konkatenacije. Uniju jezika, osim sa "U",
oznacavamo i simbolima za sabiranje, tj. sa "+" i "X". Za dva jezika L; i L
njihov proizvod (konkatenacija) je L1Ly = {uv|u € L1, v € L}.

Neka je L" skup svih reti jezika L duzine n. Jasno je da je

L*:OL”:iL”. (1.1)
n=0 n=0

Zadatak 1.1. Koliko je reci duZine n, za n € IN®, mogude konstuisati nad alfabetom
X= {xl,X2,. . .xk}, ?

Resenje: Postoji n pozicija u ovakvoj reci i svaka pozicija moZe da nosi jedan
od k moguéih simbola. Dakle, postoji k" re¢i nad alfabetom X ¢ija je duzina
tatnon. 0O

Zadatak 1.2. Resiti jednacinu u011 = 011u nad alfabetom {0,1}, odnosno, naci
skup svih reci u € {0,1}" koje zadovoljavaju datu jednacinu.

Resenje: Da bijednakost vazila ili je re¢ u praznaili je re¢ 011 i prefiks i sufiks
od u. (O¢ito da u ne moze biti duzine 1 ili 2).

Neka je u = 011v. Pomeranjem prvog pojavljivanja reci 011, iz uslova 011u =
1011 dobijamo da je u = v011. Opet smo dobili jednacinu 011v = v011, pa
reSenje u moZzemo da definiSemo rekurzivno: u = e ili u = 011v, pri ¢emu je
v # u, takode, reSenje polazne jednacine. Odavde nije tesko zakljuciti da su
jedina netrivijalna resenja jednacine (011)", za svakon >0. O

Zadatak 1.3. Dokazati da za proizvoljan jezik L vaZi:
(@ LL*=L%
(ii) LL* = L*L;
(iii) (L*)* = L.

Resenje: (i) Na osnovu jednakosti (1.1) dobijamo:
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'L = (i L”)(i L= i L'L" = ilf =L"
n=0 m=0 i=0

n,m=0

Tvrdenje (ii) se pokazuje jednostavno primenom (1.1).
(iii) Kako je (L*)* = L*, lako se pokazuje da za svaki broj n € N, vaZi
(L)' = L*. Dakle,

(L) =) (L)' =fel+L =L,
n=0

¢ime smo tvrdenje dokazali. O
Zadatak 1.4. Jednakost Lt = L* vaZi ako i samo ako e € L. Dokazati.

Regenje: Ako e € L, onda je, jasno {e} = L C L C L*, $to znaci da je L* C L*.
Kako obrat uvek vazi, to imamo daje L* = L*.

Obratno, ako e ¢ L svaka rec jezika L ima pozitivhu duZinu. Posto e € L*,
jasnojedajeL* #L*. O

Zadatak 1.5. (Ardenova lema) Neka su L1, L, jezici takvida e ¢ L i Lje jezik koji
zadovoljava relaciju L = L1L + Ly. Dokazati da je tada L = L] Lo.

ReSenje: Indukcijom po duZini re¢i pokazacemo daje L C L]L,.

Neka je u =ei pretpostavimo dae € L = L1L+ L,. Kako e ¢ L; zaklju¢ujemo
daeel, pajeecL]Ls.

Pretpostavimo da, za sve reci v € L duzine |v| <1, vaZi v € L]L,. Posma-
tramo proizvoljnu re¢ u duzine n+1. Akou € L, onda u € L, C LL ili je u
oblika u = pw,zanekure¢p el iwe L. Utomslucajujep # e, paje |[w| < |ul, Sto
znaci da na [w| mozemo primeniti indukcijsku pretpostavku. Dakle, w € L] L,
iuel Ll CLLo.

Obratno, opet koristimo indukciju po 7 € N° da dokaZemo da je LYL, CL.
Zan =0imamo L(l)Lz =L, CL1L+L; =L.Zan >0, dobijamo, prema indukci-
jskoj pretpostavci, slede¢u inkluziju:

L'L, = Ly(Ly'Ly) C L4 L.

Prema tome, L’sz CLiLCLiL+L;=L,zasvakin >0, $toznacidaje LiLaCL.
Ovim je tvrdenje dokazano. O

Zadatak 1.6. Neka su Li,L, C {a,b})" jezici koji zadovoljavaju sledece jednacine:

Ly = {e} +{a}L1 + {b}L2,

Naci jednostavne reprezentacije jezika Ly i Ly.

Resenje: Primenom Ardenove leme na drugu jednacinu dobijamo
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Ly = {b}{e} = {b}".
Zatim primenjujemo Ardenovu lemu na prvu jednacinu:

Ly = {a}({e} + {b}L2) = {a}" ({e} + {b}{b}) = {a}"{b}".

Dobili smo reprezentacije jezika Ly = {a}*{b}" i L, = {b}*. O

Zadatak 1.7. Za svaka dva jezika Ly i Lp vazi jednakost (Ly+Lp)" = (L]L3)"
Dokazati.
Resenje: Kako jeLiCLi+Lyily CLy+LyvaziLly C(Ly+ Lp)*iL} C(L1+Ly)",
paje

L;L; C(Ly+Ly)" (L1 + Ly) = (L1 + Lyp)".

Sa druge strane je L1 C L] € LjL; i L, €L € L]L3, odakle dobijamo

Li+Ly CLiLy+LiL; = LiL3.

Dakle, (L1 +Lp)" € (L{L5)". Ovim je dokaz kompletiran. O
Zadatak 1.8. Za sve jezike Ly i Ly nad alfabetom X vazi (L]L2)'L] = (L1 +La)".
Dokazati.

Resenje: Kako jeliC€Li+Lyily, €Ly +Lpvazi L; C(Li+Ly)"iLy C(L+Ly),
odakleje L]Ly € (L1 + Lp)"i(L]L2)"L] S (L1 + L2)". DokaZimo obratnu inkluziju:

((L3L2)'L)* = ((LiLa)'Ly)((L; Lo)'L})

= (L1L2)"Li({e} + L1La(L7L2)")L]

= (L1Lp)"LiL] + (LiL2) LI L La(L7L2) 'Ly

= (L;Lz)*L; + (L;Lz)*L;Lz(L;Lz)*L;

= (LiL2)" (e} + LiLa(Li L2) ) L]

= (L) (L) L = (L)
Dakle, dokazali smo da, za jezik L = (L;Lz)*L;, vazi L = 12. Indukcijom
pokazujemo da je L = L", za svaki n > 1, pa je, jasno, L* = {e} + L, tj.
((L1L2)'Ly)" = fe} + (LL2)"L; = (L]L2)’L]. Iz ove jednakosti i prema tvrdenju
prethodnog zadatka vazi

(LiLo)'Ly = ((LiLa)'Ly) = ((LiL2) +La) = ((le) + LaLi)Lo+ L)
= (Lz + L]L;Lz + L])*.
Takode vazi Ly + Ly C (Lp + L1L] Ly + L1)*, odnosno
(L1 +Ly) € (Ly +L1L;L2 +L) = (L;Lz)*L;.

Ovim je tvrdenje dokazano. O
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Prefiks, sufiks i faktor uredenje

Defini$imo na skupu X" sledece relacije:

u<pv © u je prefiks od v,
U <s v © u je sufiks od v,
u < v & uje faktor od v.

anaéimo sau<p,v (odr}osno U<sv, U<y v), pravi prefiks (odnosno pravi
sufiks, pravi faktor) u re€i v, tj. neka je:
U<pv © UV i UFD,

U<V & U301 UFD,
U<fv & USfFU iu#o.

Zadatak 1.9. Relacija <p je uredenje na X*. Dokazati.

Resenje: Proverimo osobine uredenja:
(a) Refleksivnost sledi iz ¢injenice da je u = ue, za svaku re¢ u € X*.

(b) Antisimetri¢nost: Neka su u,v € X* reCi takve da vaZi u <y vi v <, u. To
znadi da je v =up i u = vg, za neke reéi p,q € X*, pa je u = vq = upq. Na
osnovu svojstva jednakosti re¢i, iz u = upq sledi da mora biti pg = ¢, Sto
dalje povlaci daje p =g =e, odakle je u =v.

(c) Tranzitivnost: Neka je u <, viv <p w.

To znadidaje v =upiw =vq, za neke recip,q € X*, odakle je w = vg = upgq.
Prema tome, u <, w.

Time smo kompletirali dokaz. O

Napomena 1. Na slican nacin pokazujemo da su <s, <y relacije poretka (uredenja)
na X*, i ove relacije nazivamo:

— <p — prefiks uredenje;

— <, — sufiks uredenje;

— <y — faktor uredenje.

Zadatak 1.10. Dokazati da za proizvoljne reci u,v,w € X* vaZi
USHW A VSHW = USHOV I U.

Resenje: Napis$imo re¢ w u obliku w = x1x3...x,, za neki prirodan broj n € N

islova x1,xo,...,x, € X.
Tadauywiv<ywznadidajeu=x;...x;iv=x1...x5,zai,j€{L,2,...,n}
Dakle, ako je i < j,imamo daje u <, v,aakoje j<i,ondajev<p,u. O
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Leksikografsko uredenje

Neka je alfabet X linearno ureden nekim uredenjem <.
Tada se to uredenje moZze prosiriti do linearnog uredenja <; na X*, koje
nazivamo leksikografsko uredenje, na sledeéi nacin:

u=pxq, v=pyr, zax<yulkX,

uv © u<,v il oy
N =P gdesup,greXixyeX

Zadatak 1.11. Relacija <; je linearno uredenje na X*. Dokazati.
Resenje: DokaZzimo najpre da je <; relacija poretka (uredenje):
(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re¢ u € X je u < u, jer je u <p u.
(2) Antisimetricnost: Za re¢iu,v € X* nekajeu <jviv < u.

(2.1) Ako je u <p v iv <y u, tada je u = v, zbog antisimetri¢nosti prefiks
uredenja.

(22) Nekajeu <yviv=pxq,u=pyr,zax<yuXinekep,q,reX".

Kako je p najduZi zajednicki prefiks za re¢i uiviu <, v, toje p = u, $to je
u suprotnosti sa pretpostavkom da je u = pyr, za y € X.

Dakle, zaklju¢ujemo da slucaj (2.2) nije mogug.

(2.3)Nekaje v <puiu=pxq,v=pyr,zax<yuXinekeretip,q,reX".
Na isti na¢in dokazujemo da ni ovaj slu¢aj nije moguc.

(2.4) Neka je x1 < y1, gde je x1, y1 prvi par razlicitih slova koja se nalaze
na istoj poziciji u u i v, i neka je y2 < xp, gde je y2, x2 prvi par razlicitih
slova na istoj pozicijiu v i u.

Tada je x1 = x2 i y1 = ¥y, Sto istovremeno daje x1 < y;1 i ¥1 < x1, a to nije
moguce.

Prema tome, ni slucaj (2.4) nije mogué.
(8) Tranzitivnost: Neka su u,v,w € X* redi takve daje u ;jviv < w.

(3.1) Neka je u <p v i v <p w. Tada je u <, w, zbog tranzitivnosti prefiks
uredenja, pa je u <; w.

(3.2) Nekaje u <pviv=pxq, w=pyr,zax<yuXinekerecip,q,reX"
Kako u ovom slucaju vazi da je u <, vip < v, to dobijamo daje u <, p ili
psp u.

Akoje u <y p, tada, obzirom daje p <, w, imamo daje u <, w. Dakle u <; w,
Sto je i trebalo dokazati.

Neka je sada p <, u. Kako je slucaj p = u obuhvacen prethodnim sluc¢ajem
u <p p, to moZemo uzeti da je p <, u, tj. da je p pravi prefiks od u.

U tom slucaju imamo da je u = pxq’, za neku re¢ g € X*, $to zajedno sa
w=pyrix<ydajeu<;w.
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(3.3)Nekajeu=pxqgiv=pyr,zax<yuXip,q,re X inekajev <, w.
Tada, na potpuno isti nacin kao u (3.2), dokazujemo da je u <; w.

(3.4) Neka je u = p1x1q1 i v =p1y1r1, zaredi p1,q1,11 € X* islova x1,y1 € X,
takva da je x1 < y1, i neka je v = paxaga, w = payat2, za neke py,q2,72 € X*
pricemuje x; <y u X.

Kakoje p1 <p vip2 <p 0, to imamo da je p1 <p p2 ili p2 <p p1.

Oba slucaja razmatraju na slican nacin, pa bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je p1 < p2.

Pretpostavimo najpre da je p1 = pa.

Tadaje y1 =x2ix1 <y1 =x2 < yo. Kakoje u =p1x1q1, w = p1yar2 i x1 < y2
zaklju¢ujemo da je u <; w.

Neka je, sada, p1 <p p2.

Iz v = p1y171, v = pax2q2 i p1 <p p2 zakljucujemo da je p2 = p1y1s, za neku
re¢ s € X", odakle sledi da je w = pyy1t, za neku re¢ t € X*.

Prema tome, u = p1x1q1 i w = p1y1t, uz uslov x; < y;, odakle sledi da je
U< w.

Ovim je dokazana tranzitivnost relacije <j, a time i da je <; uredenje.
(4) Linearnost: Neka su date proizvoljne reci u,v € X*.

Ako u i v nemaju zajednicki prefiks, to znadi da im se razlikuju ve¢ prva
slova. Neka je x prvo slovo re¢i u i y je prvo slovo re¢i v.

Kako je, prema pretpostavci, alfabet X linearno ureden, to je x < y ili je
y<x,8toznacidajeu <jviliv < u.

Dalje, pretpostavimo da u i v imaju zajednicki prefiks. Oznacimo sa p
najduzi zajednicki prefiks re¢i u i v.

Dakle vazi u = pxq i v = pyr, za neke gq,r € X* i slova x,y € X takva da je
x # Y, pa opet na osnovu linearnosti uredenja na alfabetu X zaklju¢ujemo
daje x < y,iutom slucajujeu <;v,ilije y <x kadaje v <; u.

Ovim je dokaz zavrsen. O

Zadatak 1.12. Urediti leksikografski sledece binarne reci:
u =01000001, v=00110111, w=00111111.

Resenje: Prva pozicija na kojoj se re¢ u razlikuje od v i w je pozicija 2.

Pri tome, na poziciji 2 re¢ u ima slovo 1, a re¢i v i w slovo 0, pa kako je
0<1,todobijamodajev <juiw<;u.

Dalje, prva pozicija na kojoj se razlikuju od re¢i v i w je pozicija 5.

Na poziciji 5 re¢ v ima slovo 0, a re¢ w slovo 1, odaklejev <;w. O

Napomena 2. Binarne reci iz prethodnog zadatka su ASCII kodovi alfanumerickih
simbola A, 7 i ?, tim redom.
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Zadatak 1.13. Urediti leksikografski sve binarne reci duZine 4.

Resenje: Sve binarne rec¢i duZine 4 su:

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111
1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

ina ovaj nacin su leksikografski uredene. 0O

Alfabetsko uredenje

Neka je alfabet X linearno ureden nekim uredenjem <.
Tada se uredenje <, na X*, koje nazivamo alfabetsko uredenje, definiSe na
sledeci nadin:
U <q0 & ful < Jolili (Jul = o] i u < ).

Zadatak 1.14. Relacija <, je linearno uredenje na X*. Dokazati.

Resenje: Dokazimo da je <, linearno uredenje.
(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re¢ u € X" je u <, u, jer je |u| = |ul i u <; u.
(2) Antisimetri¢nost: Neka je u <, viv <, u, zaneke re¢iu,v € X*. Akoje [u| =
[v], tada imamo da je u <; viv <; u, odakle je u = v, zbog antisimetri¢nosti
leksikografskog uredenja.
Sa druge strane, slucaj |u| # |v| nije mogu¢, jer bi u suprotnom dobili da je
|ul <ol i o] < Jul.
Prema tome, zaklju¢ujemo da je <, antisimetri¢na relacija.
(3) Tranzitivnost: Neka je u <, viv <, w, za neke re¢i u,v,w € X"
(3.1) Akoje |u| < |v] i |v] < |wl, tada je |u| < |wl, paje u <, w.
(3.2) Ako je lu| <ol, |v| = |w| i v <; w, tada je |u| < |w|, odakle sledi da je
UL, w.
(3.3) Akoje |u| = |vl, u < vilv| < [wl, tada je opet |u| < |w|, odakle je u <, w.
(3.4) Nekaje |u| = v, u jvilv] =|wliv < w.
Tada dobijamo da je |u| = [w| i u <; w, zbog tranzitivnosti leksikografskog
uredenja, odakle sledi da je u <, w.
Ovim smo dokazali tranzitivnost relacije <;.
(4)Linearnost: Neka su date proizvoljne reci u,v € X*.
Akoje |u| # |v], tada je |u| < [v]i u tom slucaju je u <, v, ili je |v] < |u| kada je
V<, U
Ako je |u| = |v], tada iz linearnosti leksikografskog uredenja sledi da je u <; v
ili v < u, $to zajedno sa |u| = |[v| dajeu < viliv <, u. O
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Zadatak 1.15. Urediti leksikografski i alfabetski sve binarne reCi duZine manje ili
jednake 3.

Resenje: Leksikografski poredak je:

0 00 000 001 01 010 011
1 10 100 101 11 110 111

Iste re¢i mogu se urediti i na slede¢i nacin:

0 1 00 01 10 11
000 001 010 011 100 101 110 111

ito je alfabetski poredak. O

Zadatak 1.16. Pocev od najmanjeg, pa do najveceg, leksikografski urediti sledece
binarne reci:
A =01001011, B = 00101010, C = 01100100,

D =01101111, E =01000101.

Resenje: Kako sve ove re¢iimaju isto prvo slovo, to razmatramo drugo slovo.

Jedino re¢ B ima drigo slovo 0, dok sve ostale imaju drugo slovo 1. Prema
tome, B je najmanji element u ovom skupu.

Od preostalih reci, A i E imaju tre¢e slovo 0, pa su manje od C i D, koje
kao trece slovo imaju 1.

Ako dalje uporedimo A = 01001011 i E = 01000101, vide¢emo da se prvo
slovo po kome se razlikuju na petoj poziciji, gde kod A stoji 1, a kod E stoji 0.

Dakle, re¢ E je druga, a A tre¢a po veliini.

Konacno, prvo slovo po kome se re¢ C = 01100100 razlikuje od rec¢i D =
01101111 je na petoj poziciji, gde kod C stoji 0, a kod D stoji 1.

Prema tome, re¢ C je Cetvrta a D peta po velic¢ini.

Dakle, traZeni poredak je BEACD. O

Zadatak 1.17. Neka je < uredenje na skupu binarnih reci
X=1{0,1,10,01,11,101,011,1011}
zadato slede¢im Haseovim dijagramom.

1011

Koje od sledecih uredenja ima < kao svoju restrikciju na skupu X:
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(a) prefiks uredenje

(b) leksikografsko uredenje
(c) faktor uredenje

(d) alfabetsko uredenje

(e) sufiks uredenje

Resenje: Primetimo najpre da uredenje < nije linearno, jer, na primer, ele-
menti 0 i 1 nisu uporedivi.

Kako znamo da leksikografsko i alfabetsko uredenje jesu linearna urede-
nja, to zaklju¢ujemo da < nije jedno od njih.

Ako bi < bilo prefiks uredenje, onda ne bi moglo da bude 0 < 10, a ako bi
to bilo sufiks uredenje, onda ne bi moglo da bude 1 < 01.

Odavde zaklju¢ijemo da < ne moze biti ni jedno od ta dva uredenja. Dakle,
ostaje samo moguénost da < jeste faktor uredenje.

To zaista vazi, jer je bilo koja re¢ iz datog skupa manja od neke druge ako
i samo ako je njen faktor. Prema tome, < je faktor uredenje. 0O

Zadatak 1.18. U odnosu na koje uredenje su poredani slede¢i nizovi:
11, 101, 011, 01, 0.

(a) prefiks uredenje

(b) leksikografsko uredenje
(c) faktor uredenje

(d) alfabetsko uredenje

(e) simetricno uredenje

Resenje: U zavisnosti od toga da li su ove re¢i date u rastu¢em poretku (od
najmanjeg ka najvecem) ili opadajuc¢em poretku (od najveceg ka najmanjem),
imamo dajeili 011 <101 ili 101 <011.

Odatle zaklju¢ujemo da se ne radi o prefiks uredenju, jer nijedna od te
dve reci nije prefiks one druge.

Na isti nac¢in zaklju¢ujemo i da se ne radi o faktor uredenju, jer nijedna od
te dve redi nije faktor druge.

Simetri¢no uredenje ne postoji, pa i tu moguénost isklju¢ujemo.

Prema tome, preostaju moguénosti da je < alfabetsko ili leksikografsko
uredenje.

Kako se kod alfabetskog uredenja reci ureduju najpre po duzini, a po-
tom se redi iste duZine ureduju leksikografski, to zaklju¢ujemo da < nije ni
alfabetsko uredenje, jer dati poredak ne uvazava duZinu reci.

Preostaje, dakle, da < jeste leksikografsko uredenje. Ako date nizove
poredamo po leksikografskom poretku, od najveceg ka najmanjem, vide¢emo
da je to upravo dati poredak.

To znadi da je reSenje (b) - leksikografsko uredenje. O
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1.2. Formalne gramatike

Pod formalnom gramatikom, ili kraée gramatikom, podrazumeva se trojka
G = (V, X, ) za koju vazi:

— Vje konacan skup koji nazivamo recnikom gramatike G;
— X C Vje neprazan skup koji nazivamo terminalnim alfabetom;
- nC(V\X)" x V*je konatan skup koji nazivamo pravilima gramatike G.

Skup V'\ X nazivamo pomoc¢nim alfabetom, a njegove elemente pomocnim si-
mbolima.

Znaci, re¢nik V se sastoji iz dva disjunktna dela: V = XU (V' \ X).

Da bi pojednostavili pisanje, kao zamenu za izraz (1,v) € © koristiéemo
izraz u — 0.

Za re¢ w’ € V kaZzemo da je neposredno izvodljiva iz re¢i w € V, $to oz-
na¢avamo sa w=w’, ako postoje p,q € V* i pravilo u — v iz 7, tako da je
w=pugiw =puvq.

Dakle, re¢ w’ je neposredno izvedena iz re¢i w ako postoji pravilou —» viz
takvo da je u podre¢ od w, a re¢ w’ je dobijena iz w tako $to smo podre¢ u u
w zamenili sa v.

Re¢ w’ € V*je izvodljiva iz reti w € V*, §to oznatavamo sa w=w’ ako je ili
w =w' ili postoji niz wy,wy,...,w, € V*, gde je n > 2, takav da vazi

W=w=DUwr=..Sw, =w.

U tom slucaju, niz wy,wy, ..., w, nazivamo izvodenjem rei w’ iz w. Za po-
mocéni simbol ¢ € V\ X, skup L(G,0)={we X" |0 = w) nazivamo jezikom
generisanim gramatikom G polazeéi od simbola ¢.

Za jezik L C X" kazemo da je generisan gramatikom, ili da je jezik tipa 0,
ako postoji gramatika G = (V,X,m) i pomoc¢ni simbol o € V'\ X tako da je
L=L(G,o).

Zadatak 1.19. Neka je data gramatika G = (V, X, 1t). Dokazati da tada vaZi:

(i) = je saglasno zatvorenje od T (najmanja saglasna relacija na V* koja sadrZi m);
(ii) = je polu-kongruencija na V* generisana sa 7 (najmanje saglasno kvazi-uredenje
na V* koje sadrZi ).

Resenje: Neka su reciu,v € X* i pravilo u — v iz 7 (§to moZemo zapisati kao
(u,v) € mt). Po definiciji relacije izvodenja, iz u = eue i v = eve zaklju¢ujemo
da je u =0, tj. da relacija = sadrzi n. Po definiciji je oCigledno da je relacija
izvodjenja saglasna, pa za u,v € X*, uslov u= v povladi uw=vw i wu=wo,
za proizvoljnu re¢ w € X",

Posmatrajmo proizvoljnu saglasnu relaciju ¢ na X* koja sadrzi 7 i neka
vaziw=w'. To znaci da postoje p,q € X* takvi da je w = puqiw’ = pvq za neke
(u,v) € m C 0. Zbog saglasnosti relacije ¢ vaZi da su (w,w’) € g, odakle je o¢ito
= sadrZana u g, ¢ime je tvrdenje (i) dokazano.
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Da bi dokazali tvrdenje (ii) dovoljno je da pokaZemo tranzitivnost relacije
=. Posmatrajmo reti w,w’,w” € X* takve daje w=w’ i w’ =w”. To znati da
vaZi jedan od slucajeva:

(Hw=w"iw' =w"”, odakle je w =w", $to, prema definiciji relacije =, znadi
daw=w".

(2) w=w' i postoji niz wy,wo,...,w, € V', gde je n > 2, takav da vazi

w=w=wDwn=>.. 2w, =w’, § wv=w".
(B) w’ =w” i postoji niz wy,wo,...,w, € V', gde je n > 2, takav da vazi
w=w=w=...2w,=w =w", paje w=>w".

(4) Postoje nizovi wy,wo,...,w, € V', W'y, w'y,..., w'y € V* gde sun,m > 2,
takvi da vazi

w=wDwm=>..sw,=w iw=uw120Hr=>..=20,=0",

odnosno
* 7 * 7 * 7
w>w S>w = w=>w".

Jasno je da je relacija izvodenja tranzitivna, te je ona najmanja polu-
kongruencija na V* generisana sa 7. Ovim je dokaz zavrSen. O

Zadatak 1.20. Neka je data gramatika G = (V, X, 1), neka su u,v,w € V* i neka je
u=v. Dokazati da tada postoje izvodenja

* . *
UW=>0VW | WU WU (1.2)
za koja vazi

(i) ) duzine izvodenja (1.2) nisu veée od duZine izvodenja u=>v;
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenjima (1.2) nalaze se medu pravilima koja se
koriste u izvodenju u=>v.

Resenje: Tvrdenja ¢emo dokazati indukcijom po duZini izvodenja u=v.

Pretpostavimo najpre da je u = v izvodenje duZine 1, tj. neposredno
izvodenje. To znaci da je u = pu’q i v = pv’q, za neke p,q € V* i neko pravilo
u’ — v’ iz n. Tada imamo da je uw = pu’(qw), vw = pv’(qw), wu = (wp)u'q i
wv = (wp)v'q, odakle dobijamo da uw=vw i wu = wo.

Uzmimo dalje da je u=>v izvodenje duZine n > 1i da tvrdenje vaZi za sva
izvodenja duZine manje od 7. Tada imamo da je u= 1’ = v za neki u’ € V*,

pri ¢emu je u’ = v izvodenje duZine n—1, pa prema napred dokazanom i
induktivnoj pretpostavci imamo da je

* . *
ww=>vw=ow 1 wu=wu =wo,
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. v . . * . * “ . .
pri ¢emu su izvodenja u'w=vw i wu’ = wv duZine ne vece od n—11i, takode,
izvodenja uw = u’'w i wu=wu’ su zasnovana na istom pravilu kaoi u=u’,

. . * . * . . 1 .
a izvodenja uw = u’w i wu = wu’ su zasnovana na istim pravilima kao i kao
.. . * . . .
iizvodenja u’ = v. Ovim je dokaz upotpunjen. O

Zadatak 1.21. Neka je data gramatika G = (V,X,m) i neka za reci uy,u,...u,;
v1,02,...04, € V¥, n €N, vaZi

u;=v; zasvaki i€{1,2,...n). (1.3)
Dokazati da tada postoji izvodenje
Uiy -+ Uy = V102 -+ Uy (1.4)

za koje vazi

(i) duZina izvodenja (1.4) nije veéa od zbira duZina izvodenja (1.3);
(ii) sva pravila koja se koriste u izvodenju (1.4) nalaze se medu pravilima koja se
koriste u izvodenjima (1.3).

Resenje: Tvrdenje zadatka bi¢e dokazano indukcijom po n. Oznacimo sa [;
duzinu izvodenja u; Sv;,1<i<n.

Jasno je da tvrdenje zadatka vazi za n = 1. Pretpostavimo da je n > 11i
da tvrdenje vazi za sva izvodenja duzine n —1. Tada prema indukcijskoj
pretpostavci dobijamo da postoji izvodenje

.
Ul -+ Uy—1 = V102 Uy-1, (1.5)

¢ija duZina nije veéa od Ij +Ip+---I,—; i u kome se koriste samo pravila

koja se koriste u izvodenjima u; = v;, 1 <i<n—1. Sa druge strane, prema
prethodnom zadatku, imamo da postoje izvodenja

* . *
UL Uy Uy DUV Uy_qly 1 U1 Up_qly =01 Vy_1Un, (1.6)

pri ¢emu duzina prvog ne prelazi duzinu izvodenja (1.5), odnosno ne prelazi
Iy +1+---1,-1, a duZina drugog ne prelazi l,;, i takode, medu pravilima koja
se koriste u prvom su samo pravila koja se koriste u (1.5), a medu pravilima
koja se koriste u drugom od izvodenja (1.6) se koriste samo pravila koja se

koriste u izvodenju u, =1v,. Dakle, iz (1.6) sledi da postoji izvodenje oblika
(1.4) koje zadovoljava uslove (i) i (ii) zadatka. Ovim je dokaz zavrsen. O

Zadatak 1.22. Prazan jezik L = 0 je jezik tipa 0. Dokazati.

Resenje: Gramatika koja generiSe prazan jezik definiSe se vrlo jednostavno.
Akoje X =0, V\ X ={o} ijedino pravilo iz = dato sa 0 — ¢, jednostavno se
pokazuje daje L(G,0)=L=0. O

Zadatak 1.23. Jezik L = X (X je proizvoljan alfabet) je jezik tipa 0. Dokazati.
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Resenje: Jednostavno se pokazuje da je, za neki alfabet X, jezik L = X, gene-
risan gramatikom G = (V, X, ), u kojoj je V' \ X = {0} i skup pravila izvodenja
jen={c—-x|xeX}]. O

Zadatak 1.24. Dokazati da je jezik L = X* jezik tipa 0.

Resenje: Definisimo formalnu gramatiku G = {V, X, ), u kojojje X dati alfabet,
V\X = {0}, a pravila su data sa 7 ={0 = cAJU{A - x|x € X}U{o — e}.
Dokaza¢emo da je X* = L(G, 0).

Posmatrajmo proizvoljnu re¢ w € X*. Indukcijom po duZzini re¢i w pokaza-
¢emo da w € L(G, 0).

Ako je w = e, na osnovu pravila o — e, direktno sledi da w € L(G, ). Pre-
tpostavimo da za svaku re¢ duZune |w| = n—1 vaZi da w € L(G, 0). DokaZimo
da tvrdenje vaZi za re¢ w duZzine n. Tada je re¢ w oblika w = w’x, zaneki x € X
ilw'|=n-1.

Prema induktivnoj pretpostavcii Zadatku 1.20. postoji izvodenje 0 =" w’
ivazi

oAU AS W x=w,
paje w € L(G,0), odnosno X* C L(G,0).

Indukcijom po duZzini izvodenja dokaza¢emo obratnu inkluziju. Jedino
izvodenje duZine jedan je 0 — eie € X*, pa tvrdenje vazi. Re¢i duZine jedan
(slova iz X) dobijamo samo u slede¢em izvodenju duzine tri

c>0l=>el=ex =x,

za proizvoljan x € X. Pretostavimo da tvrdenje vazi za sva izvodenja duZine
n >3 (kada dobijamo re¢i iz X* duZine n—2) i dokaZimo da vaZi ako je
izvodenje duzine n +2. Neka je w € L(G,0). Tada je u izvodenju

DWW DWWy = Wy1 = Wy = W.

prvi korak je sigurno 0 = 04, te je w; = 0A. Kako se niz ne zaustavlja, to u
narednom koraku imamo izvodenje A = x i w, = ox, pri ¢emu je, o¢igledno,
x € X poslednje slovo re¢i w, tj. moZemo pisati w = w’x i w’ € L(G,0) se moZe
dobiti u n -2 koraka polaze¢i od o. Primenom indukcijske pretpostavke
dobijamo w’ € X*, pa je jasno da i w = w’x € X", tj. L(G,0) € X*. Dakle, X" je
jezik tipa 0 generisan gramatikom L(G,0). O

Zadatak 1.25. Neka je data gramatika G = (V, X, ), gde je X = {x}, VA X ={o} i
pravila su data sa ¢ — x0, 0 — e. Tada je L(G,0) = {x" |n € INY}. Dokazati.

Regenje: Indukcijom po n € N° dokazuije se da je
L={x"|neN’ CL(G,o).

Za n =0 direktno iz pravila 0 — e = x° sledi da x° € L(G, 0). Za n = 1 imamo
izvodenje
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0DX0X,

te tvrdenje i u ovom slucaju vaZi. Pretpostavimo da vaZzi za re¢i duZine n i
dokaZimo za re¢i duZine 1 + 1. Neka je w = x"*! € L, odnosno w = xx". Prema

indukcijskoj pretpostavci postoji izvodenje 0 = x", odakle dobijamo
0= x0 = xx" = x"*1)
pajejasno daje L = {x" | n € N°} C L(G,0).

Indukcijom po duzini n izvodenja dokazacemo daje L(G,0)CL. Zan=1
imamo izvodenje 0 — e = x¥ = x171 i x¥ € L. Pretpostavimo da nage tvrdenje
vazi za neko izvodenje duZine n (kada dobijamo re¢ oblika X"!) i dokazimo
da vazi za izvodenja duzine n+ 1. Uzmimo da je w € L(G,0). To znaci da
postoji niz wy,w, -~ wy41 € V¥, zan > 1, takav da

ODW DW= >DWy =Wyl =W

Prvi korak u ovom izvodenju svakako je 0 = xo, tj. w1 = xo. Prema Zadatku
1.20. postoji izvodenje 0= x0 = xw’ = w i kako je 0 = w’ je duZine n, pa
prema pretpostavci w’ € L, odnosno w’ = x"!, odakle diretno dobijamo da
w =xw’ = x" € L. Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 1.26. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X = {x,y}, skup po-
mocnih simbola V\ X = {0, A, u} i pravila su data sa

0—x0, 0> Yo, 0 >xA, A—>yu, p—e.

Dokazati da je L(G,0) = X*xy.

Resenje: Skupu pravila izvodenja pridruziéemo korensko stablo ¢&iji su
¢vorovi oznaceni terminalnim i neterminalnim simbolima. Koren stabla oz-
naci¢emo pocetnom simbolom o.

/ \\sz ny/ }jzg\ |

/I\ /|\ | /y|\ /1IN T

xaxyox3)\xyxaxyoxx)\xy xayxyayx)\yxaya yx/\yxyy Xy

NN LIV , IV NN

(xy)2u x }/xlyy Y xw yxy
x3y (xy)2 yx%y yzxy

Vidimo da za svaku re¢ w € X* postoji izvodenje

.
0= W0 = WXA = WXy = wxy,

pa je X*xy C L(G,0). Dokaza¢emo da vazi i obratna inkluzija, tj. da je jezik
generisan datom gramatikom L(G, o) = X"xy.
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Uzmimo da je w € L(G,0), tj. da je 0 = w. To zna¢ da postoji niz
wy, W, wy € V¥, gdejen > 2, takav da

ODW DW= DWWy 1 =Wy =W.

Kako je pravilo u — e jedino koje ne sadrZi pomocni simbol sa desne strane,
to dobijamo da je w,—1 = wu. Dalje, A — ypu je jedino pravilo u kome se p
javlja na desnoj strani, pa je w = w'y, za neki w’ € X*, i w,_p = w’A. Sli¢no,
pravilo 0 — xA je jedino u kome se A javlja sa desne strane, pa je w’ = w”’x,
zaneki w”’ € X* i wy,_3 = w”’ 0. Prema tome, w = w'y = w”’xy € X*xy, §to znaci
L(G,0) € X"xy. Dakle, L(G,0) = X*xy. O

Zadatak 1.27. Neka je G = (V,X,n), gde je X = {x,y}, V\ X = {0,A} i neka su
pravila iz 7 data sa 0 — xAy, A = xAy, A — e. Tada je L(G,0) = {x"y" | n € N}.
Dokazati.

Resenje: 1zvodenja za datu gramatiku moZemo predstaviti stablom

o
|
XAy
/N
xxAyy  xy
/ N\
x3/\y3 x2y2
/ N\

x4/\]/4 x3]/3
/\

Za proizvoljnu re¢ w = x"y" postoji izvodenje
o= xAy=xxAyy = x"Ay" = "y",

Sto znadi daje {x"y" | n € N} C L(G, 0).
Sa druge strane, neka je re¢ w € L(G,0), tj. neka postoji izvodenje ¢ = w.
To znadi da postoji niz izvodenja

ODUW DW= DWWy 1 DW, =Wy =W,

zaneke wy,wy, - wy41 € V*in > 2. Kako je pravilo 0 — xAy jedino koje sadrzi
o sa leve strane, to dobijamo da je w; = xAy. Dalje, pravilo A — xAy je jedino
previlo u kome se A javlja sa leve strane i sadrZi pomomo¢ni simbol sa
desne strane, pa je wy = x?Ay?. Nastavljaju¢i postupak zaklju¢ujemo da je
wy—1 = X" 1Ay Jasno da je, odatle, w, = x"Ay", odnosno w41 = x"y", jer je
A — ejedino pravilo koje ne sadrzi pomoéni simbol sa desne strane.

Time smo dokazali da vazi L(G,0) = {x"y"|n e N}. O
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Zadatak 1.28. Neka je data gramatika G = (V, X, nt), gde je X = {a,b}, VA X = {0} i
pravila iz 7 su data sa 0 — aca, 0 — bob, 0 = a, 0 — b, 0 — e. Dokazati da je tada
L(G, 0) skup svih palindroma (re¢i koje su jednake svojim reverznim reCima).

Resenje: Ako sa w oznacimo re¢ w Citanu sa kraja i sa C = {w € X*|w = w}
oznacimo skup svih palindroma, pokaza¢emo da je L(G,0) = C.

Primetimo da sve re¢i koje nisu slova ulaznog alfabeta dobijamo izvo-
denjem iz aoa ili iz bob. Tako dobijamo dva podstabla:

2/ “/" a\\\abaaz

P NPZAN
/ IZZ\}\W#

//b2 T<\ /b? G \
Indukcijom po duZini izvodenja dokaza¢emo inkluziju L(G, o) € C. Posma-
trajmo proizvoljnure¢w € L(G, ). Akovazic — wondajew € {a,b,e} C C. Pret-
postavimo da tvrdenje vaZi za svako izvodenje ¢ = w duZine 1 i dokaZimo
da vaZi ako se re¢ w moZe dobiti iz 0 izvodenjem duZine n + 1.

To znadi da postoji izvodenje 0 = w; = Wyl = W. Jasno je da je, tada,
wy =aoailiw; =bobiw =wy,q =aua (ili w = w,41 = bub). Pri tome je izvodenje
o= u duZine n te, na osnovu indukcijske pretpostavke, u € C, tj. u = . Zna&i
da je w = aua = aua = aua = w (i analogno za w = bub), odnosno w € C.

Sa druge strane, ako je w € C prazna re¢ ili slovo, onda postoje pravila
izvodenja po kojima se w direktno dobija. Pretpostavimo da za proizvoljnu
re¢ w € C duZine |w| = n postoji izvodenje 0 = w. Posmatrajmo reé u € C &ija je
duzina n + 2. Kako je u = u prvo i poslednje slovo re¢i u moraju biti jednaki,
paje u = awa ili u = bwb, za neku re¢ w = W za koju postoji izvodenje o = w.
Dakle imamo o =>a0a=>awa = u (ianalogno, o=>bob=bwb = u), §j. u € L(G,0).
Ovim je dokaz zavrsen. O

Zadatak 1.29. Neka je data gramatika G = (V,X,m), gde je X ={a,b}, V\X =
lo,a,B} i pravila iz m su data sa 0 — aB, 0 — ba, @ = baa, @ = ao, a — a,
B —app, p — bo, p— b. Tada je jezik generisan ovom gramatikom L(G,o) skup
svih nepraznih rec¢i nad azbukom {a,b} u kojima se broj slova a poklapa sa brojem
slova b. Dokazati.

Resenje: Oznacimo sa |w|, broj slova x u re¢i w (x € {a,b,a, f}). Pokazaéemo
da je L(G,0) = {w € {a,b}" | [wls = [wly}.
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Neka je w € L(G,0) i neka je
O=2W=2Wp= D Wy =Wy =W

izvodenje re¢i w u gramatici G. Jasno je da je w # e. Indukcijom po n lako
se pokazuje da je |wyls + |wnla = [wylp + |wylg. Posto w € L(G,0) imamo da je
[w0la = wls = 0, paje [wle = wl.

Obratno, neka je re¢ w € {a,b}"* takva daje |wl, = [wl, i [w| = 2n. Indukcijom
po n pokazujemo da je w € L(G,0). Akoje n =1 ondaje w = abili w = ba. Kako
u oba slucaja postoje izvodenja

o=>af=ab i o=>ba=bag,

jasno da w € L(G, o). Pretpostavimo da je nase tvrdenje istinito za sve reci
duzine ne vece od 2n i dokaZimo da vazi za re¢i duzine 2n + 2. Primetimo
da je re¢ w oblika albuq ili b'auy, zanekii > 11u; € {a,b)*. Razmatracemo, bez
umanjenja opstosti, slu¢aj kada je w = a'buy, jer je dokaz u drugom slucaju
analogan.

Akoje i=1 onda vaZi |u1, = |u1lp, pa prema indukcijskoj hipotezi postoji
izvodenje 0 = ;. Tako dobijamo

o=>af=abo=abu; =w,

tj. w € L(G, 0).

Neka je i > 1. Kako je laibuq |, = |a'buqly, to vazi |uqls < |uilp, pa postoji
prefiks v; od 11 najmanje duZine takav da je |1, < |v1lp- Tada je jasno da
je v1 = w1b, pri Cemu je |w1l; = w1, i dobili smo w = albw,buy. Ako jei=2,
stavimo da je up = wy. Za i > 2, na isti na¢in zaklju¢ujemo da postoji prefiks
v od 1 najmanje duzine, takav da je |vz]s < |v2]y, paje v2 = wab i [wals = |wylp.
Ponavljajudi isti postupak i puta, dobijamo da je w = a'bw; bwsb...bw;, gde je
lwjla = lwjlp, za sve 1 < j <i. Prema indukcijskoj pretpostavci, zasve j, 1 < j<i

vazi 0 = wj, pa imamo izvodenje
e . e
o= ap=aapp=a'f =a'pp = a'bop T S a'bwi f S a'bwibwsb. .. bw;,

$to znadi da w € L(G, 0). Ovim je tvrdenje dokazano. O

Zadatak 1.30. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X ={a, b}, V\ X =
{o,a,B} i pravila iz 7 su data sa 0 — af, 0 — bao, 0 — afo, a = baa, a — a,
B — aBp, p — b. Naci jezik L(G, o) generisan ovom gramatikom.

Resenje: Induktivno se pokazuje da je jezik L(G,0) generisan ovom gra-
matikom ekvivalentan jeziku dobijenom u prethodnom zadatku, tj. da je
L(G, 0) skup svih re¢i w kod kojih je |w|, = [w|,. O

Zadatak 1.31. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X ={a,b,c}, V\ X =
{o,a, B} i pravila iz 7 su data sa 0 — abc, o0 — aabc, ab — ba, ac — Bbec, af — aaa,
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b — Bb, ap — aa. Ovom gramatikom je generisan jezik L(G,o0) = {a"b"c" |n > 1}.
Dokazati.

Resenje: Dokazimo da postoji izvodenje o= a"ab"c" indukcijom po 7 .
Za n =1 tvrdenje vaZi direktnom primenom pravila ¢ — aabc iz 7. Pret-
postavimo da tvrdenje vaZzi za neki broj n > 1. Tada imamo

* * *
o=a"ab'c" S a"b ac" = a"b" fbec = a" " M = aab .
Tako, za proizvoljan broj n > 1 dobijamo
* *
o= aab "t = an‘an+1cn+1 N an+l bn+1cn+1’

§to znaci da a"b"c" € L(G,0), za svakin > 1.
Obratno, za proizvoljnu re¢ w € L(G, 0) postoji niz izvodenja

O=2W =Wy = =Wy 1 =W =W,
w1, Wo,...wy € V*iindukcijom po k moZe se pokazati da je
[wila + [wilg = lwilp = lwilc.

Sa druge strane, sva izvodenja u gramatici G o¢uvavaju poredak redi (sva
slova a su ispred svih slova b, koja su ispred svih slova c). Dakle, ako je
re¢ w € L(G, o), onda postoji broj n > 1 tako da je w = a"b"c", Sto je i trebalo
dokazati. O

Zadatak 1.32. Neka je data gramatika G = (V,X,n), gde je X = {a,b}, skup po-
mocnih simbola V\ X = {0, , B} i neka su pravilaiz ndatasac— af, a = aa, a —a,
B — bp,ap — b. Dokazati da ova gramatika generise jezik L(G,0) = {a"b™ |n,m > 1}.

Resenje: Pogledaj prethodni zadatak. O

Zadatak 1.33. Data je gramatika G = (V, X, n), gde je X = {a, b}, V\ X ={o,A} i
pravilaizmsu o — AL, A = AL, A = a, A = DA, A — Ab.

(a) Nadéi jezik L(G, 0);

(b) Koje se reCi jezika L(G,c) mogu dobiti izvodenjima koja imaju Cetiri ili vise
koraka?

(c) Za bilo koje m,n,k > 0 opisati izvodenja, u gramatici G, re¢i b"ab"abF.

Resenje: (a) Ako sa L oznacdimo jezik L = X*aX*aX*, indukcijom po duzini
re¢i pokazujemo da je L C L(G,0), a indukcijom po duZini izvodenja da je
L(G,0) C L.

(b) Re¢i {a'|i > 5} i reci {u € L|u #a' i [u| >4} mogu se dobiti izvodenjima
od ¢etiri ili viSe koraka. O

Zadatak 1.34. Data je gramatika G = (V,X,n), gde je X = {x,y}, VA X = {0, A} i
n={0—xAx,0 = yAy,0 - e, A — oo}.
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(@) Naci jezik L(G, 0);

(b) Naci izvodenje reCi baabbb u gramatici G.

Resenje: (a) Indukcijom, po duZini re¢ina jednu stranu, a po duZini izvodenja
na drugu stranu, jednostavno se pokazuje da je L(G,0) = (x*y*)' =X*. O
Zadatak 1.35. Konstruisati formalnu gramatiku kojom je moguce opisati svaki

aritmeticki izraz sa tri promenljive, koji moZe da sadrZi zagrade, pri Cemu je bitan
prioritet operacija.

Resenje: Azbuka kojom se predstavlja formalna gramatika je
V= {a/blcl +,=% /I (I)}

Defini$imo skup pomo¢nih simbola V\ X = {I, O, M}, gde I oznacava izraz, O
operand i M mnoZilac. Skup n pravila izvodenja bice:

I-0,I-1+0,I-1-0,

O-M,0—-0+M,0— 0O/M,

M—-aM—bM-—c, M— (I).
Ova gramatika G = (V,X,n) jednozna¢no opisuje jezik L(G,I) svih arit-
metickih izraza sa tri promenljive. O

Zadatak 1.36. Konstruisati formalnu gramatiku kojom se moZe opisati svaki ari-
tmeticki izraz sa tri promenljive u kome je dopustena i operacija korenovanja.

Resenje: Vidi prethodni zadatak. O

Zadatak 1.37. Neka su Ly i Ly jezici generisani gramatikama Gy = (Vq,X,m1) i
Gy = (Vo, X, m2), tim redom. Konstruisati gramatike koje generisu:

(a) uniju jezika Ly i Ly, tj. jezik L = L1 U Ly;

(b) proizvod ova dva jezika L = L1Ly;

(c) jezik Ly, koji sadrzi sve reverzne reci jezika Ly;

(d) jezik L.

Resenje: (a) Bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da su skupovi
pomo¢nih simbola datih gramatika Ly = L(Gy,01) i Lo = L(G2,02) disjunkini,
. (V1\ X) N (V2 \ X) = 0. Konstrui$imo gramatiku

Gu=(WV1UVrU{c}, X, 1 Unp U{o — a1 +02}).

Pokazaéemo da je L(Gy,0) =L =L, UL,.

Posmatrajmo re¢ w € L(Gy,0). To znadi da postoji izvodenje o = w, pa
imamo 0 — 01 éGl wilio— o0 562 w, odnosno w € L1 ili w € L,, §to znadi da
w e LiUL,.

Obratno, neka je w € Ly UL,. Pretpostavimo da w € L. To zna¢i da postoji
izvodenje 01 561 wikako, po definiciji, postoji pravilo ¢ — o1 u gramatici Gy,

. * . .. v
toimamo 0= w, paw € L (analogno pokazujemo tvrdenje i za re¢ w € L).
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(b) Konstruisimo gramatiku

Gp=(V1UVU{o}, X, 1 Una U{o — 0102}).

Pokazaéemo da je L(Gp,0) = L1L, = L.
Akojew € L1L,. Tada postoje re¢iu € L1 i v € L takve da je w = uv i postoje
izvodenja o1 écl uiop =*>Gz v. To znadi da postoji izvodenje

*
0 = 0102 =, U0 = W,

paje L € L(Gp,0). Sa druge strane, ako je w € L(Gp, 0), onda postoji izvodenje
0= 01027, W i tada je w = uv, za neke re¢i u,v za koje je 01 =g, U iop =, U-
Dakle, u € L1 iv € Ly, tj. w € L. Ovim smo pokazali da je L(Gp,0) = L.

(c) Konstruisimo gramatiku G = (V'1, X, 1) u kojoj je u — v pravilo iz rr ako
i samo ako je # — v pravilo iz 711 (za svaki pomoéni simbol a vazi a = @).
Dokazac¢emo da je L = L; = (G, 01). Za proizvoljnu re¢ u € L vazi da € Ly,
pa je jasno da postoji izvodenje o1 = 01 £>Gu.

Obratno, za svaku re¢ u € L(G,01) postoji izvodenje o4 =*>Gu, Sto znaci
da postoji izvodenje o1 561 u. Jasno je da u € Ly, tj. u € L. Ovim je tvrdenje
dokazano.

(d) Uvedimo novi pomoéni simbol A ¢ V7 \ X i konstruisimo gramatiku

G=(V1UAX 1 U{A > Aoy +e).

Pokazacemo da je L = L] = L(G, 7).

Proizvoljna re¢ w € L je ili prazna re¢ w = ¢ ili se w moZe napisati u obliku
W=wwWy...wy, gdew; €Ly, zai= 1,n. Ako je w =euskupu pravila izvodenja
imamo A — e, tj. w € L(G, A). U protivnhom, za svaku re¢ w;, za i = 1,n postoji
izvidenje 01 =*>Gl w;. Dakle,

* *
A= Aoy = Awy = Aorwy S Awn — 1w, =, - =,

S AWIW) .. Wy Wy DWW ... Wy Wy = W,

odakle zaklju¢ujemo L C L(G, A).

Obratnu inkluziju pokaza¢emo indukcijom po duzini izvodenja.

Jedino izvodenje duZine jedanje A — eie €L, te u ovom slucaju tvrdenje
vaZzi. Pretpostavimo da svaka re¢ koja se moze dobiti iz A izvodenjem duZine
manje ili jednake n pripada jeziku L.

Uzmimo re¢ w € L(G, A) koja se moZe dobiti izvodenjem A =*>Gw duzine
n+1. Prvi korak ovom izvodenju je A — Ag, pa moZemo pisati w = uv, pri
¢emu postoje izvodenja A =_uio _%Gl v od kojih ni jedno nije duZe od # (vidi
Zadatak 1.21.). Kako je svako pravilo iz m; istovremeno pravilo u i, to na obe
rei primenjujemo indukcijsku pretpostavku i dobijamo da u,v € L, odnosno
da re¢ w = uv € L. Ovim je dokaz kompletiran. O
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1.3. Hijerarhija Comskog (Chomsky)

Kalsu svih formalnih gramatika zovemo gramatikama tipa 0. Ve¢ smo
pomenuli jezike tipa 0, tj. jezike generisane nekom formalnom gramatikom.

Formalnu gramatiku G = (V, X, m) nazivamo kontekstno-zavisnom gramati-
kom , ili gramatikom tipa 1, ako svako pravilo iz 7 ima oblik

uav — upo

gde je a € V\X, pe V" i u,ve (V\X). Odgovarajuce jezike nazivamo
kontekstno-zavisnim jezicima ili jezicima tipa 1.

Ako je svako pravilo iz 7 oblika o — p, gdejea € V\ Xip € V7, tada gra-
matiku G nazivamo kontekstno-nezavisnom gramatikom, kontekstno-slobodnom
gramatikom ili gramatikom tipa 2.

Jezike generisane ovakvim gramatikama nazivamo kontekstno-nezavisnim
jezicima ili jezicima tipa 2.

Osim ovih gramatika, veoma su vazne i regularne gramatike, koje se
ponegde nazivajuigramatikama tipa 3, desno-linearnim gramatikamaili racional-
nim gramatikama. Kod ovih gramatika svako pravilo ima oblik

a—pp

gdesua,feV\XipeX*, ilia — g, gdejeac V\Xiqe X" Jezike generisane
ovim gramatikama nazivamo regularnim jezicima ili jezicima tipa 3.

Ovakvu klasifikaciju gramatika i jezika prvi je napravio americki lingvista
Noam Chomsky, i naziva se hijerarhija Chomsky.

Ako zak€({0,1,2,3},sa £; oznacimo klasu svih jezika tipa k, i ako sa £
oznacimo klasu svih jezika iz £, koji ne sadrZe praznu re¢, tada imamo da je

L3CLrCclyi £§§.E1 c L.

Postoje primeri koji potvrduju da su prethodne inkluzije stroge.
Za dve gramatike G; i G kaZzemo da su ekvivalentne ako generisu isti jezik,
tj. ako je L(G1,01) = L(G2, 02).

Zadatak 1.38. Neka je X datialfabet. Dokazati da postoji neprebrojivo mnogo jezika
nad X koji nisu generisani gramatikom.

Resenje: Skup svih jezika nad alfabetom X je neprebrojiv , tj.
HLIL S X7} = [P(X)] = 2%

Sa druge strane svaka gramatika se zadaje sa kona¢no mnogo simbola, sto
znadi da je skup svih gramatika prebrojiv skup. Tako ostaje neprebrojivo
jezika koji nisu generisani gramatikama. O

Zadatak 1.39. Sve klase jezika Ly, k € {0,1,2,3} su zatvorene za uniju, proizvod i
Kleene-jevu zvezda operaciju. Dokazati.
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Resenje: Pogledati dokaz Zadatka 1.37. O

Zadatak 1.40. Neka su X* i Y* monoidi reci nad alfabetima X 1Y tim redom i neka
je ¢ : X* = Y* homomorfizam. Ako je jezik L kontekstno-nezavisan u X*, onda je
¢(L) konteksno-nezavisavisan jezik u Y*. Dokazati.

Resenje: Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika koja generise
jezik L, tj. L = L(G, 0). Defini$imo preslikavanje ¢ : V — (V\ X)UY sa

Pv) , veX
o) = { , vEV\X.

Neka je 7 skup izvodenja takvih da, svakom izvodenju & — w iz 1, odgo-
vara izvodenje u 7 oblika qb(oc =a— qb(w) Pokazatemo da gramatika
G= (¢(V) B, ) generise jezik qb(L), odnosno daje ¢(L) L(G 0) (bez umanje-

nja opstosti prirodno prosirujemo homomorfizam qb V' = (V\X)UY)).
Za proizvoljnu re¢ w € ¢(L) postoji re¢ u € L za koju postoji niz izvodenja

O UL =g DUy = U
iw=o(u) = :5(”)- Tada imamo
$(0) = 0= Plu) =+ = Plun) = Plu) = p(u) =

pawe L(a, 0).
Prepostavimo, sada, da w € L(G, 0) i da se dobija izvodenjem

0= W= = Wy = W.
G G G
To znadi da u 7 postoji izvodenje
0= V1= D0 =0,
pri ¢emu je ¢p(v;) =w; zai€(1,2,...n}, pav e L(G,o0). Jasno da vazi

w = $(0) = §(0) € H(L),
. (L) = L(E, 0). Ovim smo kompletirali dokaz. O

Zadatak 1.41. Neka je gramatika G = (V, X, i) kontekstno-nezavisna gramatika i
neka je o = n izvodenje u G, gde su uy, uz,n € V* . Tada je 1 oblika n = nyms,
postoje izvodenja

m=mn i s

i ni jedno od tih izvodenja nije duZe od niza izvodenja iy o => 1. Dokazati.
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Resenje: Tvrdenje zadatka dokaza¢emo indukcijom po duzini izvodenja

2 =1,

Ako je niz duZzine jedan, upotrebljeno je pravilo @« — z, za nekia € V\ X i
z € V*, §to znadi da je a sadrzano ili u py ili u yp. Bez umanjenja opstosti
pretpostavimo da je p1 = uav, u,v € V*. Tada je p1 2 = uavu =>uzouy =1, pa
je n=mm, m = uzv, ) = uy i postoje izvodenja i = uzv i gr =, duzine 11
0, tim redom.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svako izvodenje duZine manje od n

i dokazimo da vaZi za izvodenje uju, = n duzine n. Prvi korak u ovom
izvodenju koji ima oblik pqpp = ] o koristi pravilo @ — z, zanekia € V\ X
izeV", paje uy =uav iuj =uzo. Izvodenje p] o =1 je duzine n—1 pa,
primenom indukcijske pretpostavke, dobijamo da je 1 =117 i ni jedno od
izvodenja

w=m i p=>n
nije duZine vece od 1 —1. Dakle, izvodenje u= /] = 11 je duZine ne vece od
n, ¢ime je tvrdenje dokazano. O

Zadatak 1.42. Dokazati da za svaku kontekstno-nezavisnu gramatiku postoji ekvi-
valentna kontekstno-nezavisna gramatika koja zadovoljava sve uslove za konteksno-
zavisne gramatike.

Resenje: Neka je G = (V, X, ) data kontekstno-nezavisna gramatika i pret-
postavimo da e ¢ L(G, 0). Definisimo skup U C V na slede¢i nacin:

U={ueV|u=eemn).

Nije tesko videti da se skup U mozZe konstruisati u kona¢no mnogo koraka.
Naime, defini§imo niz skupova Uy, Uy, ..., Uy, ... na sledeéi nacin:

Uy={peV|ipy—eecmn
U =UV{peV|@ael," )y > aemn)

u:Uun.

n=1

TadajeU; C U, C---C U, C--- C V\X. Posto je V' \ X konacan skup, sledi da
postoji indeks k, tako da se svi skupovi Uy, za m > k poklapaju, paje U = U.
TraZzena gramatika G; = (V, X, 711) ima izvodenja oblika u — a1, gdeje ay #¢
ipostoji re¢ a € X* takva da je u — a izvodenje gramatike G, a a; se dobija iz
a izostavljanjem praznih redi ili viSe pojavljivanja jednog ili vise simbola iz
U. Dokaza¢emo da je L(G,0) \ {e} jezik generisan gramatikom G;.

Zaista, ako se re¢ w moZe izvesti u gramatici Gy, onda se odgovarajuca
izvodenja mogu konstruisati i u gramatici G. Obratno, ako se neka re¢ w # ¢



1.3. Hijerarhija Comskog (Chomsky) 25

moZe izvesti u gramatici G, onda se ona moze izvesti i u gramatici Gy, tako
Sto se izvodenja oblika u — e koja ucestvuju u datom izvodenju "spoje” sa
izvodenjima oblika p — a, a # e, tako da na kraju dobijemo izvodenja iz 7.
Ovim smo pokazali da je jezik generisan gramatikom G4, ta¢no L(G,0) \ {e}.

Ako e € L(G,0), onda je dovoljno u gramatici Gy, skupu V' \ X dodati novi
simbol 01 kao novi pocetni simbol . Ako skupu izvodenja 7y dodamo dva
nova izvodenja 01 — 0 i 01 — ¢, dobijamo gramatiku koja generise isti jezik
kao Giima traZeni oblik. O

Zadatak 1.43. Za kontekstno-nezavisnu gramatiku postoji algoritam za utvrdi-
vanje da li jezik generisan datom kontekstno-nezavisnom gramatikom sadrZi praznu
rec ili ne. Dokazati.

Resenje: Direktna posledica dokaza tvrdenja prethodnog zadatka. O

Zadatak 1.44. Dokazatida je svaki kontekstno-nezavisan jezik ujedno i kontekstno-
zavisan, tj. Ly € Ly.

Resenje: Tvrdenje je direktna posledica Zadatka 1.42. i definicija gramatika
tipali2. O

Zadatak 1.45. Konstruisati konteksno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L={0"1%"|n>0).

Resenje: Pokazacemo dva nacina za konstrukciju traZene gramatike:

Prvi na¢in: Primetimo da pravilo ¢ — 0011 uvek generiSe odgovarajuéi
par 0 i 11. Primenom ovog pravila n puta, dobijamo izraz oblika 0"c(11)".
Ovako jednostavna pravila su veoma korisna u konstrukciji kontekstno-
nezavisnih gramatika.

Drugi nadin: Drugi nacin da se nade gramatika je dobijanje rekurzivnog
izraza od duzih redi (izraza) u L izraZenih preko kraéih reci jezika L. Naime,
duza re¢ 0"*1120*) u [ moZe da se napise kao 0(0"12")11. Zaklju¢ujemo
da nam je potrebno pravilo ¢ — 0011 da bi iz izvodenja ¢ = 0"1%" dobili
izvodenje 0= 011201, o

Zadatak 1.46. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L = {u € {a,b}" | svaki prefiks od u ima bar onoliko a-ova, koliko i b-ova}.

Resenje: Za konstrukciju traZene gramatike koristi¢cemo metod rekurzije.

Jesno je da prezna rec e € L. Primetimo, da u proizvoljnoj re¢i u € L, prvo
slovo mora biti g, jer je prvo slovo i samo prefiks od u. Dakle, imamo u = av.
Ako v €L, onda je u = av trazeni rekurzivni izraz.

Posmatrajmo slucaj kada v ¢ L. U ovom slucaju, v mora da sadrzi prefiks
koji ima jedno slovo b viSe nego a. Neka je p najkraéi ovakav prefiks od v.
Tada se p zavrSava slovom b i piSemo p = wb i u = awbz. Prema pretpostavci
za p, svaki prefiks od w ima bar onoliko slova a koliko i b. To znaci da w € L.
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Dalje, p = wb ima ta¢no jedno b vise nego 4, pa awb ima isti broj slova a i b.
Pretpostavimo, sada da je g prefiks od z. Tada je awbg prefiks od u, pa nema
viSe b-ova nego a-ova, $to znaci da isto vaZi i za q. Ovim smo pokazali da
g€L.

Prema prethodnoj analizi vidimo da se neprazna re¢ u € L moZe izraziti
ili kao u = av, za neku re¢ v € L ili je u = awbz, za neki w,z € L. Koristeéi o
kao polazni simbol koji generiSe sve re¢i iz L, moZemo generisati gramatiku
G=(a,b,0},{a,b},n), gdeje n ={0c = e,06 = ac,0 = acbs}. O

Zadatak 1.47. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L ={u€la,b}" | 2ful, = |uly}.

Resenje: Neka je f(u) = 2|ul, — |uly. Tadaje L = {u € {a,b}" | f(u) = 0}. Vrednosti
funkcije f za prefiks-podreti proizvoljne re¢i menjaju se na sledeéi nacin:
(a) rastuce su za vrednosti 2;

(b) opadajuce su za vrednosti 1.

Defini§imo neterminalne simbole o, «, 8,y koji predstavljaju Cetiri jezika nad
{a,b} na sledeéi nacin:

(i) o predstavljajezik L = {u € {a,b}"| f(u) =0};

(i) a={uefa,bl| f(u)=1};

(i) f = {1 € {a,bY" | F(u) = —1);

(iv)y ={uela, b}’ | f(u) =2}.

Ocigledno je da vazi 0 =eUap’ Uba, gde je ' = {u € {a,b}" | f(u) = -2}. Za
svaku re¢ w € ” duZine n i prefiks w; duzine i takav da je f(w;) = —1, postoji
prefiks w; od w, takav da je f(w;) = —1. Dakle, g’ = f, ili ekvivalentno,
0 =eUappUba. Primetimo da je a = by UaB. 1z gornje analize, takode, sledi
B =bo Uappp.

Na kraju, primetimo da y mozZe da se izrazi kao a0 Ubay U bya. Da bi ovo
pokazali, ozna¢imo sa y’ = {u | f(u) = 3}. Tada, za svakure¢ w € y’ duzinen i
prefiks w; duzine i takav daje f(w;) = 1ili f(w;) =2, postoji prefiks w; od w,
takav daje f(w;) =2ili f(w;) =1, redom.

Iz svega prethodnog, dobijamo slede¢u konteksno-nezavisnu gramatiku
G=(a,b,0,a,,v}1a,b},n), ukojoj su pravila izvodenja

o—e+apf+ba a—by+ap
B — bo +appp y —aoc +bay +bya,

pravila iz m, tako da je dati jezik L = L(G,0). O

Zadatak 1.48. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L={a"b"PdT |\ m+n=p+gq}.

Resenje: Jednakost m+n = p + g pomocic¢e nam u konstrukciji pravila izvode-
nja. Idejaje da slovaaib uparimo sa slovima cid i to ¢emo uciniti rekurzivno.
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(1) Simbol ¢ definise pravilo ¢ — aod koje generiSe isto broj a-ova i d-ova. U
protivnom, zavisno od toga da li je m > g dobijamo pravila 0 — a + .

(2) Simbol a oznacava slucaj m > q. Tada se generiSe isti broj a-ova i c-ova ili
prelazimo na pomo¢ni simbol y. Tako konstruiSemo pravila o — aac+y.

(3) Simbol $ koristimo za slucaj m < g. Pritom se generiSe isti broj a-ova i
c-ova ili se pomeramo na pomo¢ni simbol y. Tako konstruiSemo pravila

B—bpd+y.
(4) Na kraju, pomoénim simbolom y sparujemo simbole b i c koriste¢i pravila
y — byc+e.

Tako dobijamo skup pravila izvodenja

oc—acd+a+p a—aac+y
B—bBd+y y = byc+e,

u gramatici koja generiSe dati jezik. O
Zadatak 1.49. Konstruisati konteksno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L=1{a"b"|3m < 5n < 4m}.
Resenje: Najpre posmatramo jednostavniji jezik
Lo ={a"b" | 3m < 5n <4m, m = 0(mod5)}.
Za ret a®Pb" € Ly, mora da vazi 15p < 51 < 20p ili 3p < n < 4p. To znadi da je
Lo = {a®Pb¥** |0 <k < p).

Lako se pokazuje da je jezik Ly generisan gramatikom Go = ({a,b,a},{a, b}, )
sa slede¢im pravilima:

a— aPab® +a’ab* +e,
tj. da je Lo = L(Go, ). Gornja ideja sparivanja pet simbola a sa tri ili Cetiri
simbola b je najbitnija za ovaj problem. Primeni¢emo ovu ideju i na ostale
stringove u L. Defini$imo, za i € {1,2,3,4}, jezike

Li ={a"b" | 3m < 5n < 4m, m = i(mod 5)}.

Za svaki L;, i € {1,2,3,4} ideju uparivanja slova moZemo iskoristiti za kon-
strukciju gramatika koje ih generisu.
Proizvoljna re¢ jezika Ly ima oblik 21", gde je 3(5p +4) < 5n < 4(5p +4),

ili 3p + % Sn<dp+ % Obzirom da n mora biti ceo broj vazi relacija
3p+3<n<4p+3.

Ova relacija nam govori da moZemo upariti svakih pet a-ova sa tri ili Cetiri
b-ova. Tako je jezik Ly generisan gramatikom Gy = ({a,b,04,a},{a,b}, ) sa
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pravilima
o4 — a*ab® a — aPab® +a’ab* +e,

odnosno Ly = L(Gy,04).

Gramatika Gz koja ga generiSe jezik L3 = L(G3, 03), pored pravila gramatike
Go sadr#i i pravilo oblika 03 — a®ab?.

Za jezik L, nejdnakost 3(5p +2) < 51 < 4(5p + 2) se mozZe pojednostaviti
do 3p+2 <n <4p+1. Ako uparujemo 5p kopija 4-ova sa j kopija b-ova, uz
uslov 3p < j < 4p ne moZemo spojiti jos dva a ni sa jednim brojem b-ova. Ako
uparimo dva a sa dva b moZemo dobiti 4p +2 kopije b-ova, $to ne zadovoljava
jednakost, a ako uparimo ta dva a sa samo jednim b mozemo dobiti 3p +1
kopija simbola b. Da bi re$ili ovaj problem, menjamo gornju relaciju sa

3p-1)+5<n<4(p-1)+5.

Ovo znati da su redi u L oblika a®P~D*7p1*5  pricemuije3(p—1)<q<4(p-1).
(Za p=0 ne postoji n za koje je nejednakost zadovoljena). Prema tome, treba
da uparimo sedam simbola a sa pet b, tj. treba nam pravilo o, = a’ab®.

Jezik L slican je jeziku Ly. Osnovna nejednakost 3(5p +1) <51 < 4(5p +1)
ekvivalentna je sa 3p +1 < n < 4p. Odavde dobijamo

3p-1)+4<q<4(p-1)+4

Pored pravila gramatike Gy treba nam pravilo a1 — a®ab*.
Kako je L unija jezika L;, za 0 <i < 4, kombinovanjem ovih pravila dobi-
jamo skup pravila
o — atab® +adab?® +a’ab’ + alab* +a

a— aab® +a’ab* +e,

u gramatici koja generiSe jezik L. O

1.4. Regularni jezici i regularni izrazi

Regularni jezici (ili reqularni skupovi) nad alfabetom X definiSu se rekurzivno
na sledeci nacin:

(1) Prazan skup 0 je regularan jezik.
(2) Za svako slovo x € X, {x} je regularan jezik.
(3) Ako su Ly i L regularni jezici, onda su Ly ULy, L1 L, i L] regularni jezici

Da bi pojednostavili predstavljanje regularnih jezika koristimo regularne
izraze nad alfabetom X na slede¢i nacin:

(1) 0 je regularan izraz koji predstavlja prazan skup.
(2) eje regularan izraz koji predstavlja jezik {e}.
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(3) Za x € X, x jeste regularni izraz koji predstavlja jezik {x}.

(4) Ako su ry, iry, regularni izrazi koji predstavljaju jezike L; i Ly, redom,
onda su (r1,) U (r1,), (r1,)(rr,) i (rr,)" regularni izrazi koji predstavljaju
LyUL,, 1L i L3, redom.

Da bi smanyjili broj zagrada u regularnim izrazima dajemo prioritet nekim
operacijama:

(1) Zvezda operacija ima prioritet nad unijom i konkatenacijom.

(2) Konkatenacija ima prioritet nad unijom.

Jednostavno se pokazuje da operacije + i - u regularnim izrazima zado-
voljavaju distributivni zakon: Za proizvoljne regularne izraze 1,7, i s vaZi

s(r1 +12) =sry +s1,
(r1+12)s =115 +7175.
Zadatak 1.50. Naéi regularni izraz koji predstavlja binarne zapise celih brojeva
koji su stepeni broja 4.
Regenje: Binarno predstavljanje broja 4" = 22" je
100...0.

SN———

2n

Prema tome, moZemo ga predstaviti izrazom 1(00)*. O

Zadatak 1.51. Nacéi regularni izraz koji predstavlja binarne re¢i u kojima se podrec¢
001 javlja najmanje jedanput.

Resenje: Trazenareje oblika u001v, gde su u i v proizvoljni binarni stringovi.
Tako, regularni izraz koji predstavlja dati skup reci, moZemo predstaviti u
obliku: (0+1)°001(0+1). O

Zadatak 1.52. Nacéi regularni izraz koji predstavlja skup B binarnih reci sa najvise
jednim parom uzastopnih nula i najvise jednim parom uzastopnih jedinica.

Resenje: Re¢ u € B moZe da ima jedan od slede¢ih oblika:
e, u10, upl, u100v1, ugllog, u100w,11vy, upllwy00vq,

gde su ug,u1,v0,v1,wo, wq reci u kojima se 00 i 11 ne javljaju kao podredi, i
ug se zavrsava sa 0, u; se zavrsava jedinicom, vy poc¢inje nulom, v; pocinje
jedinicom, wy pocinje nulom i zavrsava jedinicom i w; pocinje jedinicom i
zavr$ava nulom. Ove ra¢i mogu biti predstavljene regularnim izrazima:

110 : (e+0)(10)* 0v1 : (01)*(e+0) Owq1: (01)"
upl: (e+1)(01) 1og : (10)*(e+1) 1wo0 : (10)".

Primenom ovih pravila na re¢ u dobijamo regularni izraz koji predstavlja
trazeni skup B. O
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Zadatak 1.53. Svakiregularan jezik ima regularan izraz u disjunktivnoj normalnoj
formiry +ra+---+ry, u kome ni jedan ri, zai=1,2,...n ne sadrZi operaciju "’ +".
Dokazati.

Resenje: Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti regularnog jezika.

Jezik L = () sadrZi regularan izraz () u disjunktivnoj normalnoj formi. Za
proizvoljno slovo x, jezik L = {x} ima regularan izraz x u disjunktivnoj no-
rmalnoj formi.

Pretpostavimo da jezik L; sadrzi regularan izraz rq +7,+ -+ + 1, u dis-
junktivnoj normalnoj formi i jezik L, sadrzi regularan izraz s; +sp+--- 45, u
disjunktivnoj normalnoj formi. Tada

(i) jezik L1 U Ly sadrzi regularanizraz ry + 1y +---+ 7 + 51 +52+ -+ +5p.
(ii) L1 L, ima regularan izraz

m n m n
Qor)Xs) =2 Y rsr
i1 =1 i=1 j=1

(iii) L] ima regularan izraz Xr ) = (ryr5++13,)" (jednostavno se pokazuije).

Odavde je jasno da svaki regularni jezik sadrzi regularan izraz u disjunk-
tivnoj normalnoj formi. 0O

Zadatak 1.54. Dokazati da nad svakom azbukom X postoji neprebrojivo mnogo
nereqularnih jezika.

Resenje: Kako je X # 0, skup X" je beskonacan, pa je skup svih jezika nad
monoidom X*(skup svih podskupova od X*, tj. P(X")) neprebrojiv. Sa druge
strane, regularnih izraza nad kona¢nim skupom X ima samo prebrojivo
mnogo. Tako postoji neprebrojivo mnogo jezika nad X koji se ne mogu
predstaviti regularnim izrazom. O

1.5. Reprezentacija regularnih izraza pomocu grafova

Usmereni graf je uredeni par G = (V,E), gde je V neprazan skup, ¢ije elemente
nazivamo cvorovima grafa, dok je E C V X V i njegove elemente nazivamo
granama grafa. Za granu (a,b) € E kazemo da polazi iz ¢vora a i zavr$ava se u
bikaZemo da je usmerena grana grafa G. Prema tome, grana (a,b) je izlazna
grana za ¢vor a i ulazna grana za ¢vor b.

Petlja je grana koja i pocinje izavrsava se u istom ¢voru, tj. koja je istovre-
meno i ulazna i izlazna grana za isti ¢vor.

Put u grafu predstavlja konacan niz grana e, ey,...,e,, takav da za svaki
i€({l,2,...,n—1}, poCetni ¢vor grane e;,1 jeste zavrsni ¢vor grane e;. Ciklus je
put koji po¢inje i zavrsava se u istom ¢voru.
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U dijagramu grafa G = (V,E) ¢vor se obi¢no predstavlja krugom unutar
koga se piSe oznaka ¢vora, dok strelica koja pocinje u ¢voru a i zavrSava se
u ¢voru b predstavlja granu (a,b). Kako ponekad postoji vise takvih grana,
svakoj grani pridruzi¢éemo oznaku, tj. posmatracemo, tzv. oznacene grafove.
Formalno, grana u ozna¢enom grafu je trojka (a,x,b), gde suaib ¢vorovi, a
x je oznaka grane.

Postoji interesantan nacin za predstavljanje regularnih izraza oznacenim
grafovima pri ¢emu su oznake grana iz skupa X U {e}. Oznacleni graf kojim
se moZe predstaviti dati regularan izraz r dobija se na slede¢i na¢in:

1) Po¢injemo sa dva ¢vora-inicijalnim i zavrsnim i crtamo granu, od inicijalnog
ka zavrsnom ¢voru, koju ozna¢avamo sa r.

2) Naredni postupak ponavljamo sve dok oznaka svake grane ne bude slovo
iz X U{e}:

Svaku granu koja ima oznaku r + s menjamo sa dve grane sa oznakama
ris.

Svaku granu sa oznakom rs menjamo dodavanjem novog ¢vora i dve
grane oznacene sa ris.

Svaku granu ¢ija je oznaka r* zamenjujemo novim ¢vorom i dodajemo
tri nove grane oznacene sa e, 7,¢ kao na datoj slici.

3) Brisemo sve grane sa oznakom 0.

O——0
O——0 => 00

O——0 —=> O0—+0—0
O——0 —> %@o

(R1) Graf reprezentacija G(r) regularnog izraza r.

Zadatak 1.55. Neka je r reqularan izraz. Dokazati da re¢ u pripada jeziku L(r) ako
i samo ako postoji put u grafu G(r) koji je oznacen sa u.

Resenje: Primetimo da vaZi sledece:

Re¢ u € L(r) ako i samo ako postoji inicijalni ¢vor a1 i zavr$ni ax i put medu
¢vorovima ay,ay,...ax grafa G takav da u € L(r1)L(r2) ... L(rx—1), pri ¢emu je
r; oznaka grane (a;4;41)zai=1,...,k-1.

Pomoéno tvrdenje S: Prethodno tvrdenje vaZi za izraze oblika x +y, xy, x*,
gde su x, y slova ulaznog alfabeta (videti graf reprezentaciju (R1)).

Dalje, zbog na¢ina zamene broja i oznaka grana u grafu, koji predstavlja
dati izraz, tvrdenje ¢e vaZiti i za izraze koji se dobijaju kombinacijom i
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vedim brojem ponavljanja izraza ovog oblika. To znadi da tvrdenje vazi,
pri formiranju grafa G, na kraju drugog koraka.

U tre¢em koraku brisemo grane sa oznakom 0, jer je L(0) = 0. Dakle, na
kraju tre¢eg koraka svaka grana je oznacena ta¢no jednim simbolomiz X U{e},
te pomoc¢no tvrdenje S povlaci da u € L(r) ako i samo ako postoji put u G(r)
od a; do 4 ¢ija je oznaka upravo u.

Zadatak 1.56. Konstruisati graf G(r) reqularnog izraza r = (11 +0)*(00 + 1)".

Resenje: Postupak kojim konstruiSemo trazeni graf predstavicemo graficki
na slededi nacin:

_’O (11+0)°(00+1)" O

_’O (11+0)° O (00+1)* O

1140 00+1

O
C
O

—~O——=0%

/
0
~O—30&=
11 00
()
e e
1‘ 1

O
O

O
O

Dobili smo oznaceni graf G(r) izrazar = (11+0)(00+1)". O

Zadatak 1.57. Neka je v reqularan izraz. Tada svaka e-grana (u,v) u G(r) koja je
jedinstvena izlazna grana nefinalnog cvora a ili jedinstvena ulazna grana neinici-
jalnog ¢vora b moZe da se skupi u jedan cvor, pri cemu se zadrZavaju sve osobine
grafa. Dokazati.

Resenje: Da bi uodili zasto je moguce obrisati e-grane, pretpostavimo da je
e-grana (a,b) jedinstvena izlazna grana iz a, uz pretpostavku da a nije finalni
¢vor. Neka je G'(r) graf dobijen iz G(r) skupljanjem grane (a,b) u jedan ¢vor
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c. Oznacimo sa 4; inicijalni, a sa a; finalni ¢vor, izmadu kojih je put oznacen
izrazom r. Pokaza¢emo da za svaki put 7 od a1 do a; u G(r) postoji put 7’ iz
a1 u a; u G'(r) oznacen na isti na¢in kao 7 i obratno.

Neka je m put od 4; do a;. Ako put ne prolazi kroz ¢vor a, jasno je da
isti put postoji i u G’(r) i da su oznake nepromenjene. Ako 7 prolazi kroz a
delimo ga na dva puta, jedan od a; do prvog pojavljivanja ¢vora a i drugi,
od prvog pojavljivanja a do a. Obzirom da je (4,b) jedina izlazna grana iz
a, drugi deo puta mora da pocinje ovom granom sa oznakom e. Skupljanje
grane (a,b) u jedan ¢vor ¢ ne menja prvi deo puta, dok skupljanje pocetka
drugog dela puta u jedan ¢vor ¢uva oznake. Tako dobijamo put 7’ u G'(r)
koji ima iste oznake kakve ima i put 7 u G(r).

Obratno, neka je 7’ put od a; do a; u G’(r). Ako put ne prolazi kroz c jasno
je da nije doslo do promene puta 7 iz G(r). Ako put prolazi kroz ¢, ozna¢imo
sa 1} prvideo puta od a1 do cisa 7t;, deo puta od ¢ do 4. Kako je (4,b) jedina
izlazna e-grana iz a, prva grana (c,x) u 7, ako postoji, odgovara grani (b, x)
u G(r) (ili, ako je x = ¢, onda (c,c) odgovara (b,b)).

Takode, ako poslednja grana u 7] jeste (y,c), onda, ili postoji grana (y,a)
u G(r) ili grana (y,b) u G(r) koja ima istu oznaku kao (y,¢). U prvom slu¢aju
menjamo ¢ na putu 7} granom (a,b), dok u drugom slucaju ¢vor ¢, jednos-
tavno, zamenjujemo ¢vorom b. Na ovaj nacin eliminisali smo pojavljivanje
¢vora c u 1’ bez promena oznaka.

Nastavljamo postupak sve dok ne eliminiSemo sva pojavljivanja ¢vora c i
dobijamo put t u G(r) sa istim oznakama. Na ovaj na¢in dobijamo put 7 koji
pocinje u a; i zavrSava se u ax. Ako c nije finalni ¢vor u G’(r) nismo promenili
poslednji ¢vor na putu 7/, §to znadi da se i i ' zavr$avaju u istom ¢voru
ax. Ako je ¢ finalni ¢vor u G’(r), onda b mora da bude finalni ¢vor u G(r),
obzirom da je, prema pretpostavci, a nefinalni ¢vor. Ovim smo kompletirali
dokaz prvog dela zadatka.

Drugi deo tvrdenja pokazuje se dualno. O

Zadatak 1.58. Koriscenjem prethodnog zadatka konstruisati graf odreden izrazom
(11+0)°(00 + 1)* iz Zadatka 1.56.

Dobili smo znatno jednostavniji graf G(r). O
Zadatak 1.59. Konstruisati G(r) za r = x*y(z + px*y)".

Resenje: Konstrukciju traZenog grafa predstavicemo na sledeéi nacin:
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XyE+pxy) O

y Z+Px y' O

y

@g b b

X

Slika 1.1 Oznaceni graf G(r) izraza r = x*y(z + px*y)".
X 4

L

Primetimo da smo poslednjim grafom pojednostavili graf koji je dobijen na
Slici1.1. O

Zadatak 1.60. Odrediti reqularne izraze predstavljene sledecim grafovima:

a a

s e
b b
Resenje: (a)r=a*(e+b)=a"+a'b; (b)r=(e+bya* =a"+ba*. O

Zadaci za samostalni rad

1. Zajezike L1,Ly,L3, L4 dokazati sledece identitete:

(a) Li(LoL1)" = (L1L2) L.

(b) (L1+Lp)" = (L1L3)".

(c) Ly(L2 + L) = L1Ly + Ly L.

(d) LY L2(L4L* Ly + L3)* = (L1 + LyL: L4)*L2L;).
2. Dokazati: (L; +Ly +L3)" = (L L*L*)
Dokazati: (L] + L; + L1L3L3))" = (LL3)" + L3 )
4. Dokazati:

(a) L (LaLy + L)Ly + (Lp + Ly ) = (L1 L3
(b) (L1L2)'Ly = Ly(L2Ly)".

W
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5.

10.

11.

12.

13.

Konstruisati konteksno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
L = {uzulu € {x,y}"}

nad alfabetom X = {x, y,z}.

. Nacdi konteksno nezavisnu gramatiku koja generise jezik

L= X"yt 2" x| m,n > 0).

. Pokazati da su slededi jezici konteksno-nezavisni:

(@) L = {uxvylu,v € {x,y}", lul = o]}
(b)L= {ulzuzz...zukzzujfllk >Luelxy,i=12,..,k1<j<k

. Nacdi jezik koji je generisan gramatikom G = (V, X, 7t), nad alfabetom

X ={x,y}, pri temu je V\ X = {0, A} i skup izvodenja

0 — X0, 0 — X0Y0, 0 — A.

. Nadi regularne gramatike koje generisu jezike:

(@) L = {x, y}"x*{x, y)"
(b) L = {u € {x, y}lulx = 2}

Da li se jezik L = {x”|p prostbroj} moZe generisati regularnom gra-
matikom?
Naci najkra¢u nepraznu re¢ za svaki od sledecih jezika:

(@)10+ (0+11)0"1;
(b)(00 + 11 + (01 +10)(00+ 11)*(01 + 10))’;
(€)((00 +11)" + (001 + 110))".
Naci oznacene grafove koji predstavljaju sledece regularne izraze:

(a)(00+10)(101)" +01;
(b) ((00+11)" + (001 + 110))";
(c) (a+bcd)*bc.

Naci najjednostavniji graf kojim se moze predstaviti e.






Glava 2
Regularni jezici i kona¢ni automati

2.1. Deterministi¢ki konaéni automati

Deterministicki konacan automat je uredena petorka A = (A, a9, X, 6, T)u kojoj je

A — konacan, neprazan skup stanja;

ao — inicijalno stanje;

X — ulazni alfabet;

0:Ax X — A - funkcija prelaza;

T € A — neprazan skup zavrsnih (finalnih) stanja.

Kako je 6 funkcija iz A X X u A, to postoji ta¢no jedno stanje b € A tako da je
b = 6(a, x), odnosno postoji tatno jedano stanje u koje se sa x prelazi iz a.
Princip rada ovako definisanog automata je slede¢i:
Na pocetku rada, automat se nalazi u jednom stanju a9, koje nazivamo
inicijalno stanje. Inicijalno stanje ¢emo graficki oznacavati ulaze¢om strelicom

na sledeéi nadin:
—(®)

Prelaz iz jednog stanja u drugo, pod uticajem nekog ulaznog slova,
odreden je funkcijom prelaza. Naime, ako se u izvesnom trenutku automat
nalazi u stanju a, pod uticajem ulaznog slova x prelazi u stanje b = 6(a, x), Sto
¢emo graficki predstavljati slede¢i nacin:

X

Pored fiksiranja inicijalnog stanja a9 € A, unapred ¢emo fiksirati i skup
stanja T C A, koji nazivamo skup finalnih stanja (zavrsnih stanja ili terminalnih
stanja). Zavrsna stanja oznacavacemo graficki duplim kruzi¢ima, na sleded¢i

nacin:

Automat prelazi iz stanja u stanje ¢itajuci re¢ ulaznog alfabeta, slovo po
slovo. U zavisnosti od toga da li se posle toga nasao u stanju koje pripada
datom skupu T zavrsnih stanja ili ne, on prihvata (prepoznaje, raspoznaje),
odnosno ne prihvata (ne prepoznaje, ne raspoznaje) tu rec.

Dakle, konacan deterministricki automat je jednostavan apstraktan mate-
mati¢ki model masine, koji, kako ¢emo kasnije pokazati, raspoznaje upravo

37
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klasu regularnih jezika. Intuitivno, automat ¢ita ulaznu rec slovo po slovo,
pojedno slovo u diskretnoj jedinici vremena, i po$to je ulaz potpuno procitan
odlucuje o tome da li da ga prihvati ili odbije.

Rad automata ne sastoji se samo u jednom prelazu iz stanja u stanje,
pod uticajem jednog ulaznog signala, ve¢ iz niza uzastopnih prelaza, pod
dejstvom niza uzastopnih ulaznih signala.

Na osnovu ovoga uvodimo formalnu, induktivnu definiciju kojom se
funkcija prelaza 6 sa domena A x X prirodno prosiruje na domen A X X*, na
slededi nacin:

(1) b(ae) = a;
(2) Za svaku re¢ u € X* i svako slovo x € X, ako je definisano 6(a,u), vazi

O(a, ux) = 6(6(a, u), x).
Jednostavno se pokazuje da, za proizvoljne re¢i u,v € X* vazi
o(a, uv) = 0(6(a, u),v).

Neka je ulazna re¢ u € X* predstavljena u obliku u = x1x2---x,, gde su
X1,X2,...,%, € X slova ulaznog alfabeta, neka sua,b € A, i neka je

o(a,x1) =ay, 6(ay,x2) =az, ..., 6(ay—1,%,) = b.

Tada kazemo da automat A pod uticajem ulazne reci u prelazi iz stanja a u
stanje b preko niza medustanja ay,ay,...,a,-1. U tom slucaju je b = 6(a,u) i to
se mozZe grafi¢ki predstaviti sa

O @ E O 0

Oznacimo sa L(A) skup svih redi ulaznog alfabeta koje su prihvacene
kona¢nim deterministickim automatom A. Skup L(A) naziva se jezik automata
A. Formalno L(A) definisemo sa

L(A) = {u e X*|5(ap,u) € T}

To éemo graficki predstaviti sa:

TOT0O

Iz prethodnog se moze videti da najprirodniji na¢in za predstavljanje
automata jeste njihovo zadavanje pomocu grafova prelaza.

Graf prelaza automata A = (A,a9,X,0,T) je oznacen, usmereni graf ¢iji su
¢vorovi stanja automata, a oznake grana su slova ulaznog alfabeta. Iz stanja
a € A, pod uticajem ulaznog simbola x € X, automat prelazi u stanje b = 6(a, x),
pri ¢emu graf prelaza ima granu (a,b) koja je oznacena sa x.
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Konacéni automati se, takode, mogu zadavati takozvanim tablicama prelaza.

Tablica prelaza automata A = (A, a9, X, 6, T) je pravougaona tablica sa vrstama
koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje odgovaraju sta-
njima.

Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odredenoj ulaznim slovom x € X i
koloni odredenoj stanjem a € A upisuje se stanje 6(a, x).

Al... a

=

' 6(11',x)

Zadatak 2.61. (a) Konstruisati graf prelaza automata A = (A,a0,X,6,T), gde je
A =fag,a1,a2,a3}, X ={0,1}, T = {ay,a2} i funkcija prelaza 6 zadata sa:

6lag a1 ap as

0la; ar ap a3
1 asz ds dp as

(b) Da li automat A prihvata reci 000 i 010.

Resenje: (a) Graf prelaza datog automata A je:

0 0,1

—( 4o

(b) Put koji je oznaen sa 000 krece iz inicijalnog stanja ap i prolazi kroz
stanja 6(ag,0) = a1, 6(a1,0) = ay i 6(az,0) = a,. Prema tome, 6(ap,000) =a, € T,
Sto znaci da A prihvata re¢ 000. Sli¢no, 6(ag,010) = a3 ¢ T, pa A ne prihvata
re¢010. O

Zadatak 2.62. Odrediti skup L(A) svih reci koje prihvata automat A definisan u
Zadatku 2.61.

Resenje: Primetimo najpre da, ako automat A jednom dostigne stanje a3, iz
njega ne moZe izaci, te nece prihvatiti ni jednu re¢ koja pocinje slovom 1 ili
sa 01. Sa druge strane, ako A jednom dostigne stanje a, viSe ga ne napusta,
pa A prihvata sve reci oblika 000" i 001*. Takode, automat A prihvata i re¢ 0
koja vodi u zavrsno stanje a;. Dakle,

L(A) = 0+ 000* +001* = 0+ 00(0" + 1°)

jeste skup svih re¢i prihvaéenih datim automatom. 0O
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Zadatak 2.63. Odrediti skup L(A) svih reci koje prihvata automat zadat grafom:

Resenje: Primetimo da iz stanja a¢ nema izlaza, pa automat odbacuje reci
koje pocinju sa 11. Kako je stanje a3 € T jedino finalno stanje, treba odrediti
sve puteve kojima se iz ag moZe sti¢i u a3. Dakle, traZene puteve ¢ine grane
koje povezuju, redom ¢vorove (stanja)

(ag,a1,az,...,a2,a3),
(ao,a1,as,...,a5,a3),
(ﬂ(),ﬂ4, as,... ,05,03)'

Jasno je dati automat prihvata reci koje pocinju sa 011*0, 000*1i 100*1. Dakle,
jezik datog automata je

L(A) =(011"0+000"1 +100"1)(0 + 1)"

Primetimo da jezik L(A) moZemo nadi i rekurzivno. Za stanje a € A, ozna-
¢imo sa L, jezik koji automat raspoznaje stanjem a kao zavr$nim stanjem.
Tada dobijamo slede¢u rekurzivnu definiciju jezika:

L(A) = Loy = (Lo, 0+ Lag 1)(0+ 1),
Loy =La11%, Loy = (La,0+ Ly 0)0°
Loy =Lal, Lo =Lg0,  Lgy = fe).

0

Odavde dobijamo jezike L, =0, Ly, = 0117, Ly, = 1, L, = (10+00)0%, pa je
traZeni jezik L(A) = Ly, = (011°0+100*1 +000°1)(0+1)". O

Zadatak 2.64. Odrediti skup L(A) svih reci koje prihvata automat sa slike:

0 0
9.0

N

0 0 0
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Resenje: Na sli¢an na¢in kao u prethodnom zadatku pokazujemo da je
L(A)=07(10"10"10"10"1)"

skup redi koje raspoznaje automat predstavljen datim grafom prelaza. O

Zadatak 2.65. Neka su za cele brojeve n,d > 1 definisani konacni deterministicki
automati ﬂn,d = (AIHOI X/ 6n,d/ T)/ gde SuA= {a0/a1/ ceelp—1 }/ X= {XO,X1, e /xd—l}r
funkcije prelaza su 0, 4(a;, Xx) = A(girkymodn | Skup zavrsnih stanja T = {a,}.
(a) Nacrtati graf prelaza automata Ay 5.
(b) Nekajen=7,d=2,x9=0ix; =1. Naéi 0, 4(a3,0101) i 6, 4(a1,11010).
(c) Pokazati da je svako stanje a; € A dostizno, tj. da postoji re¢ u € X* takva da je
Onaao, u) = aj.
Resenje: (a) Automat Ay = (A,a9,X,6,T) ima skup stanja A = {ag,a1,...,46},
ulazni alfabet X = {xg,x1}, dok vrednosti funkcije prelaza 67, ra¢unamo na
slededi nacin:
67,2(a0,X0) = A02+0mod7 = A0
07,2(40,X1) = A0.2+1mod7 = 41
07,2(41,X0) = A1.240mod7 = 42
07,2(a1,X1) = A1241mod7 = 43

07,2(a6,%0) = A6.240mod7 = 45
072(a6,%1) = A62+1mod7 = A6

Tako dobijamo tablicu prelaza:

o72| a0 a1 ap a3z ay as ag
ag ay ag ag a1 4z as
ay asz as ap a4y a4 de

X0
X1

i graf prelaza automata Ay :
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(b) 67.2(a3,0101) = 67,2(as, xox1X0x1) = 07,2(6(a3,X0), X1X0X1)
= 07,2(a6,x1x0x1) = 072(67,2(a6,X1), X0X1)
= 072(as,x0x1) = 07,2(87,2(a6,%0),%1) = O7,(as,x1) = as.

Analogno dobijamo da je 6(a1,11010) = 6(ay, x1x1X0X1X0) = a2.
(c) Sa grafa prelaza vidimo da, za svako stanje, postoji put koji od inici-
jalnog stanja vodi do njega, na primer:

0(ag,x1) = ay; 0(ag, x1x0) = a; 0(ag, x1x1) = as;
6(ao,x1x0x0) = as;  0(ao,x1x0x1) =4as;  &(ag,X1X1X0) = de.
Jasno je da su sva stanja datog automata dostizna. O

Zadatak 2.66. Konstruisati automat koji ne prihvata ni jednu re¢ ulaznog alfabeta
X={0,1}.

Resenje: Trazeni automat A = (A,a9,X,5,T) je predstavljen grafom prelaza,

gde je skup stanja A = {ap} jednoelementan,a T=0. O

Zadatak 2.67. Konstruisati automat koji raspoznaje samo praznu rec¢ nad ulaznim
alfabetom X = {0,1}.

Resenje: Graf prelaza ovog automata je A = (A,a0,X,6,T) je

’

ot

Skup stanja A = {ag,a1}, a skup finalnih stanja T = {ap}. O

Zadatak 2.68. Konstruisati automat koji raspoznaje sve reci nad datim alfabetom
X ={0,1} osim prazne reci, odnosno raspoznaje polugrupu reci X*.

Resenje: Graf prelaza traZzenog automata je A = (A,a9,X,6,T) je
0,1

0,1
—(®)

sa skupom stanja A = {ag,a1} i skupom finalnih stanja T = {a;}. O

Zadatak 2.69. Konstruisati automat koji prihvata tacno reci duZine jedan nad
alfabetom X = {0,1}, odnosno samo slova 0 i 1.

Resenje: Automat koji prihvata ta¢no re¢i duzine jedan je A = (A,a9,X,6,T)
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0,1

O SNGY

sa skupom stanja A = {ag,a1,a2} i skupom finalnih stanja T = {a;}. O

Zadatak 2.70. Konstruisati automat koji raspoznaje tacno one reci binarnog alfa-
beta koje imaju paran broj nula i paran broj jedinica.

Resenje: Trazeni automat moZemo predstaviti grafom prelaza:

Inicijalno stanje je a9, skup stanja automata A = {ag,a1,4a2,a3} i skup zavrsnih
stanja T ={agp}. O

Zadatak 2.71. Konstruisati automat koji raspoznaje tacno one binarne reci koje se
zavrsavaju sa 101.

Resenje: TraZeni automat A moZemo predstaviti grafom:
0 1 1

Jednostavno se pokazuje da je, upravo L(A) = {#101|u € {0,1}"} jezik koji se
raspoznaje datim automatom. O

Zadatak 2.72. Konstruisati automat koji prihvata tacno one binarne reci koje se
zavrsavaju sa tacno dve uzastopne nule.

Resenje: Ovakav automat odbacuje reci koje na kraju imaju vise od dve nule,
pa dobijamo:
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Dakle, automat ima skup stanja A = {ag,a1,a2,43}, inicijalno stanje je a9 i skup
zavr$nih stanja T = {a}. O

Zadatak 2.73. Konstruisati automat koji prihvata tacno one binarne re¢i koje za
podre¢ imaju 000.

Resenje: Graf prelaza traZzenog automata je

Inicijalno stanje ovog automata je ag, a skup zavrsnih stanjaje T = {a3}. O

Zadatak 2.74. Konstruisati automat koji prihvata tacno one binarne reci koje tacno
na jednom mestu imaju tacno tri uzastopne nule.
Napomena: Smatramo da se u reci 0000 tri uzastopne nule javljaju dva puta.

Resenje: Graf prelaza traZzenog automata je:

1
0
) O@Ol%%\
1
ol )1
ﬁ 1

0
' 0, 1 azy
1
Automat ima osam stanja, inicijalno stanje je ap, a T = {a3,a4,4as, a4} jeste skup

zavr$nih stanja. O

o

Zadatak 2.75. Konstruisati automat koji prihvata binarne reci koje predstavljaju
binarne zapise pozitivnih celih brojeva kongruentnih sa nulom po modulu 5.

Resenje: Elementi skupa ostataka po modulu 5 su {0,1,2,3,4}, pa ¢emo pre-
tpostaviti da traZeni automat ima pet stanja. Neka je A = {ao,a1,a2,a3,a4} skup
stanja ovog automata. Ako je x1xz...x; € {0,1}" definis§imo funkciju prelaza
sa

O(ag, x1x2...xx) = a;, akoje x1xp...x; =i(mod 5).

Pri tome, po definiciji, funkcija 6 zadovoljava 6(d(ag,u),x) = 0(ap, ux), za
proizvoljnu re¢ u € {0,1}" i x € {0,1}. Da bi odredili vrednosti funkcije prelaza,
primetimo da, za u = i(mod 5) vaZzi:

ux = j (mod5) & ux =2u+x (mod>5)
& ux =2i+x (modb5).

Na osnovu ovoga formiramo tablicu prelaza:
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Slag av ax a3 ay
Olag ar a4 a1 as
1l a1 a3 ag ap ay

Dakle, graf prelaza traZzenog automata je:

Kako automat raspoznaje binarne zapise brojeva kongruentnih nuli po mo-
dulu 5, inicijalno stanje je istovremeno i zavrsno stanje ovog automata, tj.
T={ap}. O

2.2. Minimalni automat jezika

Da bi smo dokazali postojanje automata koji raspoznaje datijezik L, uvodimo
pojam razlomka jezika. U opStem slucaju, automat koji prihvata dati jezik L
ne mora biti konac¢an. Neka je dat jezik L C X" i re¢ u € X".
Razlomak jezika L ili izvod jezika L u odnosu na re¢ u, u oznaci L.u, je jezik
u X" definisan sa
Lu={we X'|uw e L}.

Jednostavno se pokazuje da, za proizvoljanjezik L € X", re¢iu,v € X" i praznu
re¢ e € X* vaZi sledece:

(i) (L.u).v = L.uv;
(i) Le=L;
(ili)ee Lu & uel.

Zajezik L C X*, oznacimo sa Ay, skup svih razlomaka od L, tj.
Ap ={L.u|ue X'},
ineka je podskup T C Ar definisan sa
Ty ={L.ulueL}.
Na osnovu dela (iii) prethodnog tvrdenja, T1 se moZe izraziti i sa:

TL={HGAL|eeH}.
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Primetimo da, za proizvoljan razlomak H € Ay i v € X" vaZzi H.v € Ar. Naime,
ako je H = L.u, za neku re¢ u € X*, na osnovu tvrdenja (ii) imamo da je

Hv=(Lu)v=LuveAs. (2.1)

Odavde se vidi da ima smisla definisati preslikavanje op : AL X X — A sa
O0r(H,x) = H.ux,

zaHeApixeX.

Dakle, Ar, = (Ar, L, X,01,Tr) je automat sa inicijalnim stanjem L i skupom
zavr$nih stanja Tp, dok je prosirena funkcija prelaza o : AL X X* — Af, data
sa 6r(H,v) = H.v dobro definisana prema (2.1).

Teorema 2.1. Proizvoljan jezik L C X* moZe se raspoznati automatom
A =(Ar,L,X,0r,Tr)

(koji nije obavezno konacan).
Naredna teorema nam daje algoritam za konstrukciju svih razlomaka
jezika L, u slucaju kada su alfabet X i skup Ay konaéni.

Teorema 2.2. Nekaje L C X" proizvoljan jezik. Definisimo induktiono niz {Ag}eno
podskupova od Ay sa:

Ao ={L},
A1 =ArU{HXx|H € A, x € X}, ke INO.
Tada:
(@)Niz {Ag}reno je rastudi.
(b)Ako postoji k € N° takav da je Ay = Axy1, tada je Ay = Ay.
(c) Ako je Ar konacan skup, tada postoji k € N° takav da je Ay = Ay.

Medu svim automatima koji raspoznaju dati jezik, Ay je automat najmanje
kardinalnosti, odnosno, automat sa najmanjim brojem stanja, ako se radi o
kona¢nom automatu.

Automat najmanje kardinalnosti koji raspoznaje dati jezik L € X* zovemo
minimalni automat jezika L.

Zadatak 2.76. Konstruisati minimalni automat koji raspoznaje jezik
L={x"y"|m,neN},
nad alfabetom X = {x, y}.
Resenje: Najpre odredujemo skup A;:
Lx={ueX'|xuel}=LU{y}",
Ly={ueX'|yuel}=0,

paje Ay = {L,L1,L,}, gdeje Ly =Lx=LU{y}*iL, =Ly =0.
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Dalje, odredujemo skup Aj:

Lix=Lx*={ueX|x*uel}=LU{y}* =Ly,
Liy=Lxy={ueX'|xyuel}={y},
Lz.x =0x=0= Lz,
Lz.y = (Dy =0= Lz,
paje Ao ={L,L1,Ly,L3}, gdeje Lz = L.xy = {y}".

Nastavljajudi isti postupak odredujemo skup A3 i dobijamo
Lygx=Lxyx={ueX |xyxuel}=0=1L,,
Lyy=Lxy*={ue X |xy*uel)={y}) = Ls,

paje A3 = A;. Prema tome, A = Ay ={L,Lq,L,,L3},
Kako je L3 = {y}" jedini razlomak iz A; koji sadrzi praznu rec ¢, to je

T ={Ls}.
Dakle, automat Ay, je zadat grafom:

XY
$to znacdi da je minimalni automat A koji raspoznaje dati jezik konacan. 0O

Zadatak 2.77. Neka je X = {x,y} i L = {x"y"|n € N}. Kontruisati automat Ay,
jezika L.

Resenje: Primetimo, najpre, da je
Lx={ueX'|xuel}= {x"‘ly” |n €N},
Ly={ueX'|yuel}=0,

paje A; ={L,L1,Kq}, gdeje L1 = {x"1y"|n e N}i Ky = 0.
Zatim imamo da je

Lix={ueX|xuel}={x"2y"|n>2),
Liy={ueX'|yueLi}={e},
Kl.x=K1.y2(2) :Kl,

odakle je Ay = A1 U{L,,Ka}, gdeje Ly = {x"2y"|n > 2}i Ky = {e}.
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Dalje je
Lyx={ueX|xuely}={x" 3y”|n>3}
Lyy={ueX'|yucly)={y},
Kx=lueX|xuek)={ue X |xu=e}=0=Ky,
Kyy={ueXlyueKy)={ue X \lyu=e} =0=Kj,

paje Az = Ay U{L3, K3}, gdeje Lz = {x"3y"|n >3} i K; = {y}.
Nastavljajuéi na isti na¢in u slede¢em koraku dobijamo da je

Lyx={ue X |xuels)={x"" 4y”|n>4}

La.y = {ue X |yuels}={y),
Ksx={ueX'|xueKsl={ueX|lxu=y}=0=Ky,
Kyy={ueX'lyueKs}={ue X' \lyu=y} ={e} =Ky,

paje Ay = A3 U{Ly, Ky}, gdeje Ly = (x"*y" |n >4} i Ky = {y?).
Sada ve¢ mozemo zakljuciti da za proizvoljan m € IN vazi

Ay = Am—l U {Lm; Km}/ (2'2)

gde su L, i K;; zadati sa

To ¢emo dokazati indukcijom.
Pretpostavimo da je naSe tvrdenje ta¢no. Tada je

Lyx={ueX [xu€Ly)= X"y " n>m+1} = Ly,

Ly ={u€X |yu€Ln}={y" "} = Kps1,

Ky x={ueX'|xueKy}={ueX |xu=y" 2)=0=Ky,
Ky ={ueX |yueKyl={ueX |yu=y""2) = {y" '} = K1,

odakle dobijamo da je Apr1 = Am U{Lps1, K1 -

Iz svega zaklju¢ujemo da ima beskona¢no mnogo razlomaka datog jezika
L = {x"y"|n € N}, kao i da je A, automat sa beskona¢no mnogo stanja, koji
se moze grafi¢ki predstaviti kao na Slici 2.1.

Kako je K3 jedini razlomak koji sadrzi praznu re¢, to je T, = {K>}, pa AL
raspoznaje jezik L stanjem K. O

Zadatak 2.78. Za jezik L = {x"y"|n € N} nad alfabetom X = {x,y} ne postoji ko-
nacan automat koji ga raspoznaje. Dokazati.
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Slika 2.1 Automat Ap, jezika L = {x"y" |[n € N}.

Resenje: Jasno je da ovo tvrdenje sledi direktno iz prethodnog zadatka, jer je
Ar konstruisan u prethodnom zadatku, minimalan medu automatima koji
raspoznaju L, a on je beskonacan. Ovde dajemo i drugacije, direktno resenje.

Pretpostavi¢éemo suprotno, da postoji kona¢an automat koji raspoznaje L.
Neka je to automat A = (A,a0, X,0,T).

Uvedimo oznaku a, = 6(ag,x"), za n € IN. Kako smo pretpostavili da je A
konacan skup, to je a,, = a,, za neke m,n € N, takve da je m # n. Medutim, u
ovom slucaju dobijamo:

0(ag,x™y") = 0(6(ag,x™),y") = 0(am, y")
=0(an, y") = 6(6(ag, x™), y") = 6(ap, x"y") € T,

a to znaci da je x"y" € L, $to je u suprotnosti sa definicijom jezika L.
Dakle, ne postoji konac¢an automat koji raspoznaje L. O

2.3. Minimizacija automata bez izlaza

Razmotrimo situaciju kada minimalni automat jezika L treba konstruisati
polazedi ne od jezika L, ve¢ od nekog automata A koji raspoznaje taj jezik.

Drugim recima, treba redukovati broj stanja automata tako da se dobije
automat sa minimalnim brojem stanja koji raspoznaje isti jezik kao i polazni
automat.

Postupak konstrukcije minimalnog automata Ay, jezika L, polaze¢i od
automata A koji raspoznaje L, naziva se minimizacija automata A.

Nekaje datautomat A = (A, ag, X, 6, T) sa inicijalnmim stanjem ag i skupom
zavrsnih stanja T.

Za stanje a € A kaZzemo da je dostiZno stanje ako postoji re¢ u € X* tako da
je 6(ap,u) = a. U suprotnom, a je nedostizno stanje.
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Drugim re¢ima, stanje a je dostizno ako se do njega moze sti¢i iz inicijalnog
stanja, odnosno, ako u grafu prelaza automata postoji put iz inicijalnog stanja
ap u stanje a.

Automat ¢ija su sva stanja dostizna zovemo dostiZzan automat. Definis$imo
automat A? = (A%, a9, X, 6%, T?) na slede¢i nacin:

A? je skup svih dostiznih stanja automata A;
67 : A?x X — A? je restrikcija preslikavanja 6 na A% x X;
T¢ = TN A4, tj. T? je skup svih dostiznih zavrénih stanja od A.

Uotimo da je inicijalno stanje dostizno, tj. ag € A“.

Za proizvoljne a € A% i x € X imamo da je a =06(ap,u), za neku re¢ u € X*,
paje 6(a,x) = 6(6(ag, u),x) = 6(ap, ux), $to znaci da je o(a,x) € A,

Dakle, & zaista slika A? x X u A%, pa je A automat, koji zovemo dostiZni
deo automata A.

Jasno, dostizni deo automata je dostizan automat.

Napomena 3. Dostizni deo A? se dobija iz automata A na veoma jednostavan
nacin: brisanjem svih njegovih nedostiznih stanja i svih prelaza koji polaze iz ne-
dostiznog stanja ili se zavrSavaju u njemu.

Dakle, odbacivanjem nedostizih stanja nista ne menjamo uradu automata,
a pri tome automat pojednostavljujemo smanjujuc¢i mu broj stanja.

Teorema 2.3. Za proizovoljan automat A i njegov dostizni deo A” je
L(A) = L(A%).

Prema prethodnom zaklju¢ujemo da se nalaZenje minimalnog automata
Ar datog jezika L svodi na nalaZenje svih razlomaka jezika L.

Dacemo dva algoritma za minimizaciju datog automata.
Prvi algoritam za minimizaciju automata blizak je algoritmu za odredivanje
minimalnog automata datog jezika.

Kre¢emo od proizvoljnog automata A = (A,a9, X, 6, T).

Zaa € A, sa T.a oznaci¢emo skup

Ta={ueX|6(,u)eT}

Po analogiji sa razlomcima jezika, skup T.a nazivaéemo razlomak skupa T
odreden stanjem a automata A.

Madaje T skup stanja, a a stanje automata A, razlomak T.a nije skup stanja,
vedjezik u X*.

Skup svih razlomaka skupa T oznaci¢emo sa Ar.
Teorema 2.4. Neka je dat automat A = (A,a0,X,0,T). Tada za proizvoljnea € A i
u € X" vazi

T.0(a,u) =(T.a).u.
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Osim toga, ako je A dostiZan automat i L je jezik koji taj automat raspoznaje, tada
je AL = At (skup svih razlomaka jezika L jednak je skupu svih razlomaka skupa T).

Algoritam za konstrukciju minimalnog automata jezika L € X* koji se
zasniva na nalaZenju svih razlomaka jezika L, moZe se primeniti i za mini-
mizaciju automata A = (A, a9, X, 6, T) koji raspoznaje jezik L.

Naime, najpre bi bio odreden jezik L, a zatim i njegovi razlomci.

Medutim, u slu¢aju kada je jezik zadat preko automata A koji ga raspoz-
naje, onda ¢esto moze biti mnogo lakse nalaziti razlomke jezika kao razlomke
skupa stanja T, koris¢enjem prethodne teoreme.

Prema tome, postupak za konstrukciju minimalnog automata jezika L
polazeéi od automata A sastoji se u slede¢em:

1. Najpre nalazimo dostizni deo A? automata A.
Kao $to znamo, automat A“ raspoznaje L skupom T% = T N A7,

2. U automatu A nalazimo skup razlomaka skupa T*. Kako je A dostizan
automat, to prema prethodnoj teoremi imamo da je skup razlomaka skupa
stanja T jednak skupu A} razlomaka jezika L.

Naredni algoritam za minimizaciju automata koji raspoznaje datijezik ko-
risti ideje i metode koji dolaze iz algebre, odnosno, dva centralna algebarska
koncepta: kongruencije i homomorfizme.

Podsetimo se da proizvoljna relacija ekvivalencije o na skupu A razbija taj
skup na medusobno disjunktne podskupove — klase ekvivalencije.

Relacija ekvivalencije grupise, udruzuje u jednu klasu sve one elemente
koje objedinjuje neko zajednicko svojstvo — ono koje opisuje ta relacija.

Faktor skup A/p je skup klasa ekvivalencije relacije ekvivalencije g. Skup
A/pima manji broj elemenata nego A. Neka sada A ima izvesnu algebarsku
strukturu, odnosno, neka je na A definisan izvestan sistem operacija.

Da bi operacije sa skupa A mogli da na prirodan na¢in prenesemo na faktor
skup A/, nije dovoljno da pbude samo relacija ekvivalencije, ve¢ je potrebno
da relacija ekvivalencije ¢ bude saglasna sa operacijama na A, i takve relacije
ekvivalencije zovemo kongruencije. Kongruencije imaju dvojaku ulogu:

o trebada grupisu sve elemente sa izvesnim zajednic¢kim svojstvom i sazmu
ih u jedan element i da time redukuju broj elemenata iz A;

e treba da omoguce da se operacije sa A na prirodan nacin prenesu na
odgovarajuci faktor skup.

Kada sve elemente iz A sa izvesnim zajednickim svojstvom grupiSemo
u klasu, i potom toj klasi pridruzimo odredeni element faktor skupa A/g,
dobijamo preslikavanje iz A u A/ g, koje zovemo prirodno preslikavanje relacije
ekvivalencije .

Ako je ¢ saglasna sa operacijama na A, onda je i njeno prirodno presli-
kavanje na izvestan nacin saglasno sa operacijama na A, odnosno, prenosi
izvesna algebarska svojstva sa A na A/p.

Takva preslikavanja, saglasna sa operacijama, koja prenose izvesna alge-
barska svojstva, zovemo homomorfizmi.
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Funkcija prelaza automata u strogom smislu nije algebarska operacija, ali
ima izvesna svojstva bliska algebarskim operacijama. To nam omogucava da
po analogiji sa odgovaraju¢im algebarskim pojmovima, definiSemo pojmove
kongruencije i homomorfizma automata.

Neka je dat automat A = (4,49, X,6,T) i relacija ekvivalencije ¢ na skupu
stanja A tog automata.

Za p kazemo da je kongruencija na automatu A ako je saglasna sa funkcijom
prelaza 6, odnosno ako vaZi sledece:

za proizvoljne a,b € A, iz (a,b) € g sledi (6(a,x),0(b,x)) € ¢, za svaki x € X.

Jednostavno se dokazuje da prethodni uslov , za proizvoljne a,b € A, iz
(a,b) € g povlaci (6(a,u),6(b,u)) € 0, za svaki u € X*.

Ako je ¢ kongruencija na automatu A, tada sli¢cno kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na slede¢i nacin:

Na faktor-skupu A/p definiSemo preslikavanje

Op:(Alp)X X — Alp,

sa
0y(ag,x) = (6(a,x))o

zasvea € AixeX, gdeje saapoznalena p-klasa stanja a.

Dakle, A/o = (A/,a00,X,0,,To) je automat koji se naziva faktor-automat
automata A u odnosu na relaciju kongruencije g, sa skupom zavrsnih stanja
To=1{aplaeT}.

AkosuA=(A,a9,X,0,T)iA = (A’,aa,X,é’, T")automati,ondajep: A — A’
homomorfizam automata A u automat A’ ako za proizvoljnea € Aix € X vazi:

@(0(a,x)) = ' (p(a),x),
p(ag)=ay i T'=¢(T) = {p(a)|a e T}.

Jednostavno se dokazuje da, ako je ¢ homomorfizam, onda za proizvoljno
stanje a € A i ulaznu re¢ u € X* vazi @(6(a,u)) = 8’ (p(a), u).

Surjektivni homomorfizam automata A na A’ naziva se epimorfizam. U
tom slucaju automat A’ zovemo homomorfna slika automata A.

Bijektivni homomorfizam ¢ : A — A’ zove se izomorfizam automata A i
A, a AiA suizomorfni automati.

Drugi algoritam za minimizaciju zasniva se na nalaZenju medusobno
ekvivalentnih stanja i svaka klasa medusobno ekvivalentnih stanja se za-
menjuje samo jednim stanjem.

Za automat A = (A, a0, X,0,T), relaciju nr na A odredenu sa T definiSemo
sa:

(ab)yenr © Ta=T.b, za abeA.

Ovako definisana relacija 77 je kongruencija na A.



2.3. Minimizacija automata bez izlaza 53

Teorema 2.5. Neka je A = (A,a9,X,06,T) dostiZan automat koji raspoznaje jezik
LcX.
Tada je faktor-automat A/t izomorfan minimalnom automatu Ay, jezika L.

Kongruenciju it moguce je konstruisati koriS¢enjem niza relacija koji se
uvodi u narednoj teoremi.

Pre toga, za automat A = (4,49, X, 6, T), neka je et relacija ekvivalencije na
A koja ima samo dve klase: Ti A\ T, tj.

er=TXTUA\T)x(A\T).
Drugim re¢ima, za proizvoljne a,b € A vazi
(a,byeer © (aeT © beT).

Pokazuje se da medu relacijama ni7 i e na automatu A postoji sledeca veza:
za proizvoljna stanja a,b € A vazi

(@benr & (NueX) (6@a,u),d(b,u))Eer.

Teorema 2.6. Neka je dat automat A = (A,a0,X,0,T). Definisimo niz relacija
®) ()

T Meemo na Asa: 1’ =eri

2D = {(a,b) e 70 | (Vx € X) (5(a,x),5(b,)) € 7).
Tada vaZi sledece:
(a) Svaki ¢lan niza {nglf) Yrenpo je relacija ekvivalencije na A i vaZi

_ 0 1) (k) (k+1)
ET =T 2T 2. 2T 2T 7 2. 2 TT.

(b) Ako je nglf) = n§]f+l), za neki k € N, tada je nglf) = nglerm) =y, za svaki m € IND.

(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € IN° tako da je ngf) = TT.

Zadatak 2.79. Minimizirati automat sa slike:
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Resenje: Minimizira¢emo dati automatna sva trinacina, tj. primenom svakog
od datih algoritama za minimizaciju.

Inaéin: Da bi nasli razlomke jezika L koji se raspoznaje datim automatom,
nad alfabetom X = {x, y} ,odredi¢emo taj jezik. Dati automat prihvata jezik

L={ueX"|6(a,u)eT)={x}"{y}" X Uly}" {x}*X*

Lx={ueX'|xuel}={x"{y}* X" =L,
Ly={ueX'|yuel}={y}"{x}*X =Ly,
paje A1 ={L,L1,Ly}. Dalje, odredujemo skup Aj:

Lix={ueX|xueli}=1
Liy={ueX'|yueL}={y}'X =L,
Lz.xz{ueX*lxueLz}z{x}X X =Lg,
Lz.yZ{uGX*|yu€L2}=L2,

paje Ay ={L,Lq,Lp,L3}. Odredujemo istim postupkom skup As i dobijamo
L3.x= {u S X*Ixu S L3} =X'= L3,
Lsy={ueX'|yuels}=X" =Ls,

paje A3 = Ap. Prema tome, A = Ay ={L,Lq,Lp,L3},
Dakle, automat Ay je zadat grafom:

—_—

C@—

Kako je Lz = X" jedini razlomak iz skupa Ay, koji sadrzi praznu re€ ¢, to je
T ={Ls}.

IT nacin: Dati automat je dostizan, pa ¢emo odmah formirati razlomke
skupa zavrsnih stanja T = {a,a4,45,4¢} odredene stanjima automata:

O

T.ag={ueX*|0(ag,u) €T} =
T.ay ={ueX'|6(a,u) €T} =
T.ay ={ueX"|6(a,u)eT
Taz={ueX*|0(as,u)eT}=
T.{l4 = T.a5 = T.{l6 —L3.

Wy X Uiyl )T X =L,
(x{y) X =Ly,

=X"=13,

)™ X =Ly,

—_— = = =

Tako dobijamo da je skup A(Tl) ={L,L1,L,L3}. Nastavljajuci postupak dobi-
jamo:
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L.x = (T.ap).x =T.0(ap,x) =T.a; = Ly,

L.y =(T.ap).y =T.0(ao,y) = T.az = Lo,

Lix=(T.a)x=T.0(a1,x)=T.a; =Ly,
Li.y=(Tay).y=T.0(a1,y) = T.ap = L3,
Ly.x = (T.az).x=T.0(a3,x) = T.ag = L3,
Lz.y = (T.ag,).]/ = T.é({lg,, y) = T.{l3 = L3,
La.x =(T.a2).x =T.0(az,x) = T.ag = L3,
L3.y=(T.ap).y =T.0(az,y) = T.ap = L3,
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paje A(Tz) = A(Tl) = Ar. Na ovaj nacin dobili smo isti atomat, sa skupom stanja

At =Ar ={L,L;,Ly,L3}, ¢&iji je skup finalnih stanja T = {L3}.

III naéin: Formirajmo, najpre, listu P svih parova stanja automata A i

predstavimo je tablicom parova.

Kako su relacije koje generisemo refleksivne i simetri¢ne, to posmatramo

samo deo tablice ispod glavne dijagonale.

1. korak: Sva stanja datog automata su dostiZzna tako da u ovom koraku

nema brisanja sa liste.

2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz skupa T X (A\T)U(A\T)xT.

ap a1 a az as ds ds

ag

ai

ap

as

ay

as

ae

posle 2. koraka - relacija n(TO ) = er

3. korak: Proveravamo parove koji su posle 2. koraka ostali na listi:

(6(a1,x),6(ap,x)) = (a1,a1) — na listi je;
(0(a1,v),0(a0,y)) = (a4,a3) — nije na listi,
briSemo parove (ag,a1) i (a1,a0);
(0(as, x),06(ap, x)) = (a4,a1) — nije na listi;
brisemo parove (ag,a3) i (a3,40);
(0(as,x),06(a1,x)) = (a4,a1) — nije na listi,
brisemo parove (a1,a3) i (a3,41);
(0(ay,x),06(az,x)) = (a4,a6) — na listi je,
(6(as, y),6(a2,y)) = (as,a2) — na listi je;
(6(as,x),06(az,x)) = (as,a6) — na listi je,
(6(as,y),6(az,y)) = (a5,a2) — na listi je;
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(6(a, x),6(a2,x)) = (a6,46) — na listi je,
(0(a6,1),0(a2,y)) = (as,a2) —na listi je;
(0(as,x),06(as,x)) = (a6,44) — na listi je,
(0(as,v),0(a4,y)) = (as,as5) —na listi je;
(0(ae,x),06(a4,x)) = (a6,44) — na listi je,
(6(as,y),6(as,y)) = (a5,a5) — na listi je;
(6(ae,x),6(a5,x)) = (46,46) — na listi je,
(6(as,y),6(as,y)) = (as,a5) — na listi je;
Lista P sada ima slede¢i izgled:

ap a1 a az as ds ds

a0

ai

a

as

ay

as

ae

@®

posle 3. koraka — relacija 7y,

4. korak: U ovom koraku proveravamo parove iz skupa {ay,a4,4s5,46} koji su
jedini ostali na listi.
(6(a4,x),06(az,x)) = (a4,46) — na listi je,
(0(as,v),0(a2,y)) = (as,a2) —na listi je;
(6(as, x),6(az,x)) = (a6,46) — na listi je,
(0(as,v),0(a2,y)) = (as,a2) —na listi je;
(6((16, x)/ 6(“2/ x)) = (ﬂ6, Cl(,) - na listi je/
(0(a6,v),0(a2,y)) = (as,a2) —na listi je;
(6((15, x)/ 6(“4/ x)) = (ﬂ6, Cl4) - na listi je/
(0(as,v),0(a4,y)) = (as,as5) —na listi je;
(6(ae,x),6(as,x)) = (a6,44) — na listi je,
(6(a6,Y),0(as,y)) = (as,a5) —na listi je;
(6(ae,x),6(a5,x)) = (a6,46) — na listi je,
(6(a6,Y),0(as,y)) = (as,a5) —na listi je;
Kako su ovi parovi na listi, u ovom koraku nema brisanja.
o . . . . . . M@

To znaci da je algoritam zavrSen i da traZena relacija iy = 7y’ = 77’ na

automatu A ima sledeée klase:

{HO}/ {H]}, {Cl3}, {Cl2,ﬂ4,ﬂ5,ﬂ6}.

Trazeni minimalni automat predstavljen je grafom:
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l
@T@

Njegova stanja su b =

ao}, b }, bo = {as}, b3 = {ao,a4,a5,a6}, a skup
zavr$nih stanjaje T = {b3} O

Zadatak 2.80. Minimizirati automat A = (A,a9,X,0,T) predstavljen sledecim

grafom:
Goc
O O )

Y

) )

Resenje: Primetimo da automat A raspoznaje jezik L = yX".

Zaista, ako je u € L = T.ay, tj. 6(ap,u) € T, tada je jasno da mora biti u = yv,
za neku re¢ v € X*. Prema tome, L C yX".

Sa druge strane, za proizvoljnu re¢ v € X* imamo da je

O(ag, yv) = 6(8(ap, y),v) = 0(az,v) € T,

jer je ap € T i skup stanja T je zatvoren za sve prelaze, tj. iz skupa T nema
izlaza. Dakle, yv € L, §to znaci daje yX* C L. Time smo dokazali daje L = yX".
Lako je uociti da je
Tay=Tas=Tas=X"
T.ay=T.az = T.as =0.

Dakle, A = At ={L,L1,Lo}, gde je

L1 =0= T.a1 = T.{l3 = T.a5
L2 =X"= T.Clz = T.a4 = T.Clé.

Takode, imamo da je

L.x = (T.ag).x =T.5(ag,x) =T.ay =Ly,
L.y =(T.ap).y =T.0(ao,y) =T.ap = Lo,
Lix=(T.m)x=T.0(a1,x) =T.a; = L4,
Li.y=(Tay).y=T.0(a1,y)=T.az =Ly,
Ly.x = (T.ap).x=T.0(az,x) =T.ap = Ly,
Lz.y = (T.az).]/ = T.é({lz, y) =T.as =Ly.
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Prema tome, minimalni automat koji raspoznaje jezik L predstaljen je grafom:

|

Uo¢imo daje Ly = X" jedini element skupa A koji sadrzi praznu re¢ e. Dakle,
automat A raspoznaje L skupom Ty, = {L}, tj. stanjem L,. O

Zadatak 2.81. Minimizirati automat A = (A,a0,X,0,T) predstavljen grafom
prelaza:

Resenje: Minimizaciju moZemo izvr$iti primenom bilo kog od datih algori-
tama.

1. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz vrste i kolone koje odgovaraju
stanju ay, jer je ono nedostizno.

ap a1 a as as ds dae Aay

ag

ai
a
as
ay
as
a6
az

Dakle, A? = {ag,a1,a2,a3,as,a6,a7}.
2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz skupa T X (AP\T)U(AT\T)xT.
Vidimo da je
T ={ay,a3,86}, A"\T = {ag,a1,a5,a7).
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ap ay ap Aaz a4 as ae ay

ag

ay

ap

as

ay

as

ae

az

2.3. Lista P

3. korak: Proveravamo parove koji su posle 2. koraka ostali na listi:

(6(6{],.76), 6(“0/ x)) = (ﬂ],al) —na listi ]e/
(6(a1,y),6(ao, y)) = (a2,47) — nije na listi,
briSemo parove (a1,49) i (a0,41);
(6(as3, x),6(az,x)) = (a3,a3) — na listi je;
(0(a3,v),0(a2,y)) = (as,a2) — nije na listi,
brisemo parove (a3,a2) i (a2,43);
(0(as, x),6(ap, x)) = (a3,a1) — nije na listi,
briSemo parove (as,a9) i (a0, a5);
(0(as, x),06(a1,x)) = (a3,a1) — nije na listi,
brisemo parove (as,a1) i (a1,45);
0(ag, x),0(az,x)) = (ag,a3) — na listi je;
(6(as, x),6(az,x)) = (a6, a3) j
(0(a6,v),0(a2,y)) = (as,a2) — nije na listi,
briSemo parove (as,42) i (a2,46);
(6(ae,x),6(a3,x)) = (a6,43) — na listi je;
(0(a6,v),0(a3,y)) = (as,as5) —na listi je;
(6(ay,x),0(ag, x)) = (a¢,41) — nije na listi,
J
brisemo parove (az,a9) i (a9,a7);
(0(az,x),06(a1,x)) = (as,41) — nije na listi,
briSemo parove (a7,a1) i (a1,a7);
(6(az, x),6(as,x)) = (a6,43) — na listi je;
(6((17, )/ 6(“5/ )) = (ﬂ7,ﬂ5) —na listi je.
Y Y J

Dakle, sa liste briSemo parove
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(511/110), (ﬂo,ﬂ]), (ﬂ3,€l2), (Cl2,€l3), (Cl5,ﬂ0), (a01a5)/ (Cl5,€l1), (Cll,ll5), (ﬂ6,€l2), (Cl2,€l6),

(a7,a0), (a0,a7), (a7,a1), (a1,a7)

tako da lista P sada ima izgled predstavljen na slici 2.3.

4. korak: U ovom koraku proveravamo parove (a¢,43) i (a7,a5) koji sujedini

ostali na listi.

(6(as,x),0(a3,x)) = (as,a3),
(6(as,y),0(as,y)) = (as,as),
(6(a7,x),06(as, x)) = (ag,a3),
(6(az,y),6(as, y)) = (a7,as),

Kako su ovi parovi na listi, u ovom koraku nema brisanja.
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To zna¢i da je algoritam zavrsen i da traZzena relacija 7w na automatu A*
ima sledece klase:
{ao}, {an}, {az}, {as,a6}, {as,a7}.

Dakle minimalni automat se moZe predstaviti grafom:

Stanja dobijenig automata su ag = {ap}, a1 = {m}, a2 = {a2}, a3 = {a3, a6},
ag ={as,az7}. O

Zadatak 2.82. Minimizirati automat sa slike:

0
—(®)
0
1

()
1

0 0,1

Resenje: Sva stanja datog automata su dostizna tako da u 1. koraku nema
brisanja sa liste.

2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz skupa T X (A\T)U(A\T)xT.
Vidimo daje T = {az,a3,a5} i A\ T = {ag,a1,a4}.

ap a1 a4 as a4 as

ag

ai

az

as

ay

as

posle ovog koraka — relacija n(TO ) = er

3. korak: Proveravamo parove koji su posle 2. koraka ostali na listi:
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(0(a1,0),06(ap,0)) = (ap,a1) — na listi je,
(0(a1,1),06(ap, 1)) = (a3,a2) — na listi je;
(0(a4,0),06(ap,0)) = (a4,a1) — na listi je,
(0(as4,1),06(ap,1)) = (as,a2) — na listi je;
(0(a4,0),06(a1,0)) = (a4,a0) — na listi je,
(0(a4,1),06(a1,1)) = (as,a3) — na listi je;
(0(a3,0),06(az,0)) = (as,a5) — na listi je,
(0(a3,1),06(az,1)) = (a4,a4) — na listi je;
(0(as,0),06(az,0)) = (as,a5) — na listi je,
(0(as,1),06(az,1)) = (as,a4) — nije na listi;
brisemo parove (as,a2) i (a2,45);
(0(as,0),06(a3,0)) = (as,a5) — na listi je,
(0(as,1),06(a3,1)) = (as,a4) — nije na listi;
briSemo parove (as,a3) i (a3,a5);

ap a1 a az as as

a0

m

a

as

ay

as

posle petog koraka — relacija n(TS ) = Tz(Tz) =mnr

4. korak: U ovom koraku proveravamo po parovima elemente klasa {ag, a1, a4}
i{az,az}.

(0(a1,0),06(ap,0)) = (ap,a1) — na listi je,
(0(a1,1),06(ap, 1)) = (a3,a2) — na listi je;
(0(a4,0),06(ap,0)) = (a4,a1) — na listi je,
(0(ag,1),06(ap,1)) = (as,a2) — nije na listi;
brisemo parove (a4,a0) i (a0,44);
(0(a4,0),06(a1,0)) = (a4,a0) — na listi je,
(0(as,1),06(a1,1)) = (as,a3) — nije na listi;
brisemo parove (a4,a1) i (a1,44);
(0(a3,0),06(az,0)) = (as,a5) — na listi je,
(0(as,1),06(az,1)) = (a4,a4) — na listi je;

5. korak: Proveravamo parove (a1,4p) i (43,42) koji su jedini ostali na listi.

(0(a1,0),06(ap,0)) = (ap,a1) — na listi je,
(0(a1,1),06(ap,1)) = (a3,a2) — na listi je;
(0(a3,0),06(az,0)) = (as,a5) — na listi je,
(0(as,1),06(az,1)) = (a4,a4) — na listi je.
Kako su ovi parovi na listi, u ovom koraku nema brisanja.
To znadi da je algoritam zavrSen i da traZena relacija nr = n(Tz) = n(T‘?’) na
automatu A ima sledece klase:
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{ao, a1}, {az, a3}, (a4}, {as}.

TraZeni minimalni automat predstavljen je grafom:

Njegova stanja su by = {ag, a1}, b1 = {az,a3}, b = {a4}, b3 = {as}, a skup zavrsnih
stanja T ={by,b3}. O

2.4. Sintaksicki monoid jezika

Sli¢no raspoznavanju jezika automatima definiSe se i raspoznavanje jezika
monoidom.

Monoid S raspoznaje jezik L € X* skupom H C S, ako postoji homomor-
fizam ¢ : X* — S takav da je L = ¢~ 1(H), 4.

L={ueX'|pw)eH} & MueX)uel & ¢(u)eH.

Moze se re¢i da monoid S raspoznaje jezik L homomorfizmom ¢ : X* — S
akoje L = (o )(L).
Glavna kongruencija na X* odredena jezikom L je relacija definisana sa:

(wv)ePr & (VpqeX’)(pugel & pvgel).

Svaki par redi (p,q) € X* za koji vazi da je puq € L nazivamo kontekstom reci
u € X* u odnosu na jezik L. Za dve re¢iu i v koje se javljaju u istim kontekstima
u jeziku L kazemo da su sintaksicki ekvivalentne. Ako na faktor skupu X*/Pr,
u odnosu na operaciju konkatenacije, prirodno definiSemo operaciju ”-” na
sledeci nadin:

uPy -vPp, = (uv)Pr, za proizvoljne uP;, vP; € X".
onda je (X*/PL,-) faktor monoid koji se naziva sintaksicki monoid jezika L i

oznacava se sa Syn(L).

Teorema 2.7. Za proizvoljan jezik L C X*, Syn(L) je monoid najmanje kardinal-
nosti koji raspoznaje jezik L.

Svakoj re¢i u € X* moZemo pridruZiti preslikavanje 1, : A — A definisano
sa
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any = o(a,u),

zaa € A. Ovo preslikavanje nazivamo funkcijom prelaza automata A odredenom
ulaznom reciu. Jasno, funkcija prelaza 1, odredena praznom reci e je identi¢ko
preslikavanje skupa A.

Uvedimo sada oznake

MA) ={nulueX’} i Tx={nlxeX}
Tada vazi:
Teorema 2.8. Za proizvoljan automat A, M(A) je monoid generisan skupom Tx.
Monoid M(A) nazivamo monoidom prelaza automata A.

Teorema 2.9. Sintaksicki monoid Syn(L) jezika L C X* izomorfan je monoidu
prelaza minimalnog automata Ay jezika L.

Daéemo algoritam za konstrukciju sintaksi¢kog monoida datog jezika.

Teorema 2.10. Neka je L C X" proizvoljan jezik i Ay = (A, L, X, 61, T1) minimalni
automat koji raspoznaje dati jezik. Definigimo niz {H*},cno podskupova monoida
M(AL) tako da je:

H°={n}, H' =Ty, ...

Hk = {nxl T]JQ . -ka = nX1X2...Xk Ix,' € TX, l = ]-/k}
Zatim, induktiono formiramo niz skupova {Yy}renpo sa:

Yo = HO, Y=Y UHl,
Y= YkUHk+1, keINO,
Tada:

(a) Niz {Yi}ieno je rastuci.
(b) Ako postoji ng € N° takav da je Yy, = Y41, tada je M(AL) = Yy, = Syn(L).

Zadatak 2.83. Naci monoid prelaza automata A sa skupom stanja A = {a,b,c},
inicijalnim stanjem a i ulaznim alfabetom X = {x,y}, &ija je funkcija prelaza data
tablicom:

S SR
(Sl ol s
SRS e

o
x
Yy
Resenje: Nalazimo monoid M(A) generisan skupom Tx kori$¢enjem prethodne

teoreme.
fabc fabc fabc
TeAabec) ™\bcal "bobob)

Dakle, Yy = H° = {n.}, H = {nx, 7y} i Y1 = {¢, 11x, 1/ }. Dalje,

ESTERNY
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abc abc
Mex =M\ ool Ty =y o =1y =5

fabc fabc
My =Mylx o o o)=Y My =My p) =y =P

Odavde dobijamo Yz = Y7 UH? = {1)e, 1), 1y, Nxx, Ny} = {1es s B, s V)

abc abc
Wxxx=nx77xx3(a b C)=T]e, Tlxxy=flx77xy=flx,33(b b b):‘B’

abc abc
Meyx =MxNyx =Ny S\ o )TV My =V, o 4] Ty =

Nyxy =MyB=PB, Nxyy =Py =P, Nyyx=PNx=y, Nyyy =Py =P.
Dobili smo skup Y3 =Y> UH3 = {Ne, N, By N V5 ).

Met = Malloxx = Mafle = Mxy T3y = Nefly =P, Nuxyx = Pilx =,
Nxxyy = NP =P, Nywd = Nx =B, Nyxxy = A1)y = .

Vidimo da je Y4 = Y3 UH* = Y3, §to znadi da se monoid prelaza

M(A) = Y3 = {ne, x, B, xx, ¥, ) moZe predstaviti slede¢om tablicom:

Me Tx B Txx )4 a

Me e Mx B Txx )4 a
Nx Tx Nxx B Tle )4 a
Pl Bl ry | Bl a]y|a
Max | Mxx | e B Tx )4 a
y |l ylal| Bl Bl V]| a
a || Bl Bl r|Vv]a

Operacija na monoidu je kompozicija dobijenih preslikavanja. O
Zadatak 2.84. Naci sintaksicki monoid jezika L = X*xyxX".

Resenje: NalaZenje sintaksickog monoida jezika L svodi se na nalaZenje
monoida prelaza minimalnog automata datog jezika.

Lx={ueX|xuel}=XxyxX +yxX* =L,
Ly={ueX'|yuel}=XxyxX" =L,

paje Ay ={L,L;}. Dalje, odredujemo skup A;:

Lix={ueX|xuel}=XxyxX"+yxX* = L4
Liy={ueX'|yue L} =X xyxX +xX" =Ly,
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odakle dobijamo A; ={L,L1,L,}. Odredujemo istim postupkom skup Az i
dobijamo

Lr.x = Lx+X = Lq +X = L3,
Lyy=Ly=L,

paje A3 ={L,L1,Ly,L3}. Unarednom koraku imamo:

L3.x= L1.x+X* =Lg,
L3.y = L1.y+X* =L, +X = L3,

S$to znaci da je A4 = As. Prema tome, Ap, = A3 = {L,L1,Ly,L3}. Dakle, automat

Ar je zadat grafom:
Y x
*(P (1)
y

y

Kako e € Lz skup zavrsnih stanja je 11, = {Lz}. Dakle, konstruisali smo mini-
malni automat koji raspoznaje jezik L.

(L Ly L Ls (L Ly Ly Ls (L Ly Ly Ls
e\l Ly Ly L3)7 ™\Ly Ly Ls L) ™\L 1, L L3)
Dakle, Yo = H® = {1}, H = {1, 1} i Y1 = {e,7x, 1/} Dalje,
(L Ly Ly L3\ _ (L Ly Ly Ly
N\, 1y Ls Ls) = ™vilr, 1 I Ls)

(L Ly Ly Ls (L Ly Ly Ls
Mi\L 13 1y L3)? ™\l L L Ls)
Odavde dobijamo Y, = Y3 UH? = e s My My My Ny}

Txx = Nxllxx = MNx, Thxexy = Txy, Tyxx = Myx-

(L Li Lo Ly _, (L Ly Ly Ls
Moy \1y 1y Ly L) =2 T\l L Ly L)

(L Ly Ly Ls (L Ly Ly Lg
My i\, Iy Ly Ly) v i\Ly, Ly Ly L)

L L Ly Ly
)—ley'

ﬂyyx:(L L L L3
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Dobili smo skup Y3 = Y, U H? = {Me, 1, My Mxys Myxs Myy» 3, Mxyys Nyxys Uyyx}‘

Nxyxx = Txyx = 3, My = Mxyy, Tyyxx = Nyyx

(L Lt Lz Ls) _, (L Ly Ly L3\ _
P\ Ls Ls Ls) T PNL Ly L L) TR

(L Li Lo L\ _, (L Ly Ly Ls
My i\l Ly Ly L3) = M\l 13 L L)

(L Ly Ly L3
Myyxy * L, L, L, Lg)

Vidimo da jeYys=Y3 UH*= {7]6/ M, My Nxys My Nyy» 3, Nxyy Nyxys Myyx, Nyxyy, Uyyxy}.

Ponavljanjem istog postupka dobijamo da je Y5 = Y4, $to znadi da je monoid
prelaza automata koji raspoznaje jezik L:

M(A) = Y4 = {1, 1, Ny Nxys Myx, Myy» 3, My, Myxy, Nyyxs Myxyys Uyyxy}'

e Tx My Txy Nyx | Myy
Ne Ne Mx My My | Myx | Ty
Nx | Tx Mx My | Txy 3 | Ny
My | My | My | Myy | Myxy | Myyx | Myy

My [ My | 3 | My | 3 | Mx | Ty

Myx | Myx | Myx | Myxy | Tyxy 3 [Ny

Nxyy | Myxy | Myyx | Myxyy | Tyyxy
Mxyy | Myxy | Myyx [ Myxyy |Myyxy
Nxyy | 3 Tx 3 Txy
Myxy [Myyxy | Myy | Tyy |Myyxy
3 [ My | Mx | Ty | My
Myxyy| 3 Nyx 3 | Myxy

Myy | Myyxy | Myyx | Myy | Myyxy
3 3 3 3 3

Myy | Myy | Myyx | Tyy | yyxy | Myyx | Myy
3 3 3 3 3 3 3

Nxyy | Mxyy | Mryyx | Mayy | My | x| Ty

Nayy | My | Nx | Mxyy | Ty

Myxy | Myry | 3 [ Myeyy | 3 | Nyx | Myxyy S [ Myxy | Myx |Myxyy | Myxy

Nyyx | Myyx | Myyx | Myyay | Dyyey |3 Myy

My | 3 [ My [ 3 [Mywy
Myxyy | Myxy | Myx | Myxyy | Tyxy
3 [ Myyay | Myyx | My |Myyay

Myxyy | Myxyy | Myx | Tyxyy | TMyxy | Tyx | Myxyy
Nyyxy | Myyxy | 3 Myy 3 Myyx | Myy

W W] W[ W[W[W|W|W[W[W]|W]|W[W

Prema tome, sintaksic¢ki monoid jezika L predstavljen je datom tablicom. 0O

2.5. Nedeterministicki automati

Konacni deterministi¢ki automati, kao $to smo videli, imaju svojstvo da se
iz proizvoljnog stanja a, pod uticajem ulaznog slova x, prelazi u jedno ta¢no
odredeno stanje 6(a, x).

Medutim, mogu se razmatrati i takvi automati kod kojih je iz stanja a, pod
uticajem ulaznog slova x, moguce preéi u vise od jednog stanja, ili ne preci
ni u jedno stanje.
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Drugim re¢ima, kod ovakvih automata prelazinisujednoznaéno odredeni,
pa takve automate nazivamo nedeterministicki automati, skraceno NDA. Fo-
rmalna matematicka definicija NDA je:

Nedeterministicki automat je petorka A = (A, 1, X, 5, T) koju ¢ine:

A — neprazan, konacan skup stanja;

I € A - skup inicijalnih stanja;

X —neprazan i konacan ulazni alfabet X;

0: Ax X — P(A) - funkcija prelaza, gde je sa (A) oznacen partitivni skup
skupa A, odnosno skup svih podskupova skupa A.

T C A — skup zavrsnih stanja.

Dakle, kod NDA se moze reéi da je 0(a,x) skup stanja “u koje je moguce
preci” iz stanja a pod uticajem ulaznog simbola x.

Drugim re¢ima, iz stanja 4 se pod uticajem ulaznog simbola x moZe preci
u bilo koje stanje iz skupa 0(a, x).

Kako P(A) sadrzi i prazan skup, to prema gornjoj definiciji 6(a,x) moZze
biti i prazan skup. U tom slucaju, iz stanja a se pod uticajem ulaznog simbola
x ne moZe predi ni u jedno drugo stanje.

Primetimo da se deterministicki automat mozZe tretirati kao specijalan
slu¢aj nedeterministickog automata, kod koga su svi podskupovi 6(a, x) je-
dnoelementni.

Daéemo i drugu ekvivalentnu definiciju nedeterministickih automata.
NDA se moze definisati kao uredena petorka A = (A,1,X,E,T), koju ¢ine:

A —neprazan skup stanja;

I € A - skup inicijalnih stanja;

X —neprazan i konacan ulazni alfabet ;
E C AXXXA-relacija prelaza;

T C A — skup zavrsnih stanja.

Ovako definisana relacija prelaza znaci da se iz stanja a se pod uticajem
ulaznog simbola x moZe predi u stanje b ako i samo ako je (a,x,b) € E. Prema
drugoj definiciji, vidimo da je nedeterministicki automat zapravo oznaceni
graf, pri ¢emu (a,x,b) € E mozZemo shvatiti kao granu grafa izmedu ¢vorova
aib oznacenu sa x.

Neka je A = (A, X,06,T) dati nedeterministicki automat. Za P € P(A) i
x € X, definig§imo 6(P,x) € P(A) sa

5(P,x) = U 5(a, x).

aeP

Preslikavanje 0 proSirenoje sa A X X na P(A) X X, poistovecivanjem elemenata
iz A sa odgovaraju¢im jednoelementnim podskupovima iz P(A):

o({a},x) = 6(a,x),

zasveaeAixeX.
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Ovim smo pokazali da se nedeterministi¢ki automat A = (A,1,X,6,T) na
prirodan na¢in mozZe prevesti u deterministi¢ki automat

ﬂp = (P(A)/ I/ X/ 6/ 7-)/

gdeje 7 ={P e P(A)|IPNT +# 0}. Automat AP zvacemo determinizacija nede-
terministickog automata A dobijena podskupovnom konstrukcijom.

Jezik L(A) = {u € X*|6(I,u) N'T # 0}, nazivamo jezikom nedeterministickog
automata A. Ako je L = L(A), onda kaZzemo da A raspoznaje jezik L skupom
zavr$nih stanja T.

U tom slucaju jezik L moZe biti raspoznat nedeterministickim automatom A.

Vezu izmedu jezika koji se mogu raspoznati deterministi¢kim i onih koji
se mogu raspoznati nedeterministickim automatom daje sledeca teorema:

Teorema 2.11. Neka je A = (A,1,X,0,T) nedeterministicki automat i
AP = (P(A),L,X,06,T)
je njegova determinizacija. Tada je L(A) = L(AP).

Teorema 2.12. Jezik L € X* moZe biti raspoznat konacnim deterministickim au-
tomatom ako i samo ako moZe biti raspoznat konacnim nedeterministickim au-
tomatom.

Zadatak 2.85. Konstruisati nedeterministicki automat koji raspoznaje tacno one
reci koje imaju podre¢ 010.

Resenje: TraZeni automat moZe se predstaviti grafom:

oo

1

Primetimo, da NDA im jednostavniji oblik od deterministickog automata
koji bi prihvatao iste re¢i. O

Zadatak 2.86. Covek, koza, vuk i salata treba da se prevezu u malom camcu sa
leve na desnu obalu reke. Camac je mali i dovek (koji naravno jedini zna da up-
ravlja éamcem), moZe povesti samo kozu, samo vuka ili samo salatu, pri éemu mora
biti oprezan i ne sme ostaviti ni kozu sa vukom, ni kozu sa salatom. Konstruisati
nedeterministicki automat koji resava opisani problem.

Resenje: Oznac¢imo slovima C, K, V, S, redom, ¢oveka, kozu, vuka i salatu.
Stanje kada su svi na levoj obali ozna¢avac¢emo sa CKVS-0, kada su vuk i
salata na desnoj, a ¢covek i koza na levoj obali sa VS-CK, stanje kada su svina
desnoj obali sa 0-CKV'S, itd. Ulazni simboli neka budu ¢, k, v, s, gde ulazak
simbola ¢ u dato stanje znaci da je ¢ovek seo sam u ¢amac i sam ide preko
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reke, a k, v, s znaci da se ovek vozi u camcu, redom, sa kozom, vukom i
salatom.

Pocetno stanje je CKVS-0, a zavrsno 0-CKV'S. O

Zadatak 2.87. Konstruisati deterministicki automat koji raspoznaje isti jezik kao
nedeterministicki automat A = (A,1,X,06,T) dat grafom prelaza:
1

Resenje: Prema definiciji determinizacije, stanja traZenog automata su ele-
menti skupa

P(A) = {01 {‘10}/ {ﬂ] }/ {a2}/ {a0/a1}/ {HOI 02}, {511/112}, {ﬂo,al,QQ}},

inicijalno stanje je {ao}, skup finalnih stanja = = {{a2}, {ao, a2}, {a1, a2}, {ao, a1, a2}},
a prelazi su dati slede¢im grafom:
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U grafu prelaza stanje 4;; oznacava podskup {a;,4;} skupa A, za ,j € {0, 1,2},
dok je ap12 stanje apaja. Primetimo da stanja ag i ap12 nisu dostiZna iz ini-
cijalnog stanja, pa ih moZemo jednostavno izbrisati. Graf prelaza traZenog
deterministickog automata ima oblik:

Dakle, pri determinizaciji nedeterministi¢kog automata moZzemo odmah eli-
minisati nedostiZne podskupove, i odgovarajuée grane, ¢ime se postupak
pojednostavljuje. O

Zadatak 2.88. Neka je nedeterministicki automat A dat slede¢im grafom:

A
= ®

Naci deterministicki automat koji raspoznaje isti jezik kao A.

Resenje: Determinizacijom automata A podskupovnom konstrukcijom do-
bijamo automat A”:

predstavljen je datim grafom prelaza. O

Zadatak 2.89. Neka su Ay = (A1,a5,X,01,T1) i Ay = (Az,a3, X, 62, Ta) automati
koji raspoznaju jezike L1 i Ly, redom.
Konstruisati automat A = (A,a9,X, 6, T) koji raspoznaje jezik L1 U L.

Resenje: Konstruisimo automat A = (4,49, X, 6, T) na sledeci nacin:
Neka je A =A1 XAy, ap = (aé,a%), dok je funkcija prelaza 6 : AXX — A
definisana sa
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0((a1,a2),%) = (d1(ay, %), 62(az, %)),
iT=(T1xXAy)U (A1 X Tp).
Pokazaéemo da je L(A) =L, U L,.
Zaista, iz iz definicije funkcije prelaza 6 lako se dobija da je

0((a1,a2),u) = (61(a1,u), 62(az, u)),
za proizvoljne a1 € A1, ap € Ap i u € X*, odakle sledi da je

ueliUlL, oueljiliuel,
=4 61(€lo,u) eTq ili 62(610,11) eT,
© (01(a0,u), 62(ap, u)) € (T1 X A2) U (A1 X T?)
S O(ag,u)eT & uel(A).

Jasno je da ovako konstruisan automat A raspoznaje jezik L UL,. O

Zadatak 2.90. Neka su Ay = (Al,a}),X,61,T1) i Ay = (Az,a%, X,02,T>) dati au-
tomati koji, redom, raspoznaju jezike L1,Ly C X*.
Konstruisati automat A = (A,a9,X, 6, T) koji raspoznaje jezik L1 N L.

ReSenje: Jednostavno se pokazuje da automat A definisan u prethodnom
zadatku raspoznaje jezik L1 N Ly skupom zavr$nih stanja T =T; X T,. O

Zadatak 2.91. Ako se jezik L raspoznatljiv automatom A = (A,a0,X,0,T) onda
postoji automat koji raspoznaje komplement jezika L. Dokazati.

Resenje: Neka je L raspoznatljiv jezik nad kona¢nim alfabetom X. Ako ko-
nacan automat A = (A,a9,X,6,T) raspoznaje L skupom T C A, tada isti au-
tomat raspoznaje komplement jezika L u X* skupom A\T. 0O

Zadatak 2.92. Neka su Ay = (A1,a),X,01,T1) i Ay = (Az,a3,X, 62, T2) automati
koji, raspoznaju, redom, jezike L1,Lp € X*.

Dokazati da tada postoji automat A = (A, ap, X, 0, T) koji raspoznaje razliku jezika
L1\ Lo.

Resenje: Primetimo da, za jezike L1,L, C X", vazidaje L1\ L, = L4 ﬂLg, gde
Lg oznacava komplement od L, u X*. O
Zadatak 2.93. Neka su Ay = (A1,a5,X,061,Th) i Ay = (Ay,a}, X,0,T) dati au-

tomati koji, redom, raspoznaju jezike L1,Ly € X*.
Konstruisati automat A = (A, a9, X, 6, T) koji raspoznaje jezik L1Lj.

Resenje: Nekasu L,L, € X" dati jezici nad kona¢nim alfabetom X.
Proizvod jezika L = L1L, definiSe se na slede¢i nacin:

L=L1Ly = {ujuz|uy € L1, up € Lo}
={ueX'|u=ujuy, zaneke uy € L1, up € Lo }.
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Razlikovaéemo slucajeve kadajeec Likadae¢ L.

Sluéaj e ¢ L: Bez umanjenja op$tosti mozemo pretpostaviti daje A; N Az = 0.

Definig§imo konacan nedeterministi¢ki automat A = (4,1, X, 5, T) na sledeéi
nacdin:

Neka je skup stanja A = Aj UA,, I = {ag}, T = T i neka je funkcija prelaza
0:AXX — P(A) definisana sa

{61(a,x)} akojea€ A1i01(a,x) ¢ Ty
8(a,x) =1 (61(a,%),a3)  akojea€ A1idi(a,x) €Ty
{02(a,x)} akojea € Aj.

Uzmimo proizvoljnu re¢ u = ujuy, gdeje ug € Ly i up € Ly.

Ako automat A krene sa radom iz stanja a(l), onda postoji moguénost da se

automat A posle ucitavanja reci u; nade u stanju aé.

Nastavljajué¢i rad u automatu A, iz stanja aé, posle ucitavanja reci up
automat A ¢e se nac¢i u nekom od zavrsnih stanja automata A,, odnosno u
nekom od zavrsnih stanja automata A.

Dakle, postoji put u grafu automata A oznaen re¢ju u = ujuy koji se
zavr$ava u zavrsnom stanju automata A (tzv. uspesan put), pa je u € L(A),
Sto znadi daje L1Ly C L(A).

Obratno, neka je u € L(A), odnosno neka je u grafu automata A re¢ju u
oznacen neki put koji krece iz aé, a zavrSava se u nekom stanju b € T,.

Jedina veza automata A; i A; je preko stanja a%, pa je u = uqup za reci

2

1
uao

uy,up € X" takve da postoji put iz 4,

sa uj.
Jasno je da je up € Lp. Takode, iz a(l) se sa U1 moZe sti¢i u aé ako i samo ako

seiz aé sa 11 moZe sti¢i u neko zavrsno stanje iz T, $to znaci da je u; € Ly.
Prema tome, u = uquy € L1Ly, ¢ime smo dokazali da je L(A) € L1L,.

Dakle, L(A) = L1L, = L, $to je i trebalo dokazati.

oznacen sa uj i put iz a3 u b oznacen

Sluéaj e € L: Ovaj slucaj je moguc¢ samo akojee €Ly ie€ L.
Uvedimo oznake

L"=L\{e}, Li=Li\{e} i L,=Ls\{e}
Lako se proverava daje L’ = L1L; UL] UL), odakle sledi da je
L=L{L,UL] UL} U{e}.
Jasno je da su L] i L) raspoznatljivi jezici, pri ¢emu e ¢ L1L}, pa kao $to je
napred dokazano, L} L} jeste raspoznatljiv jezik.
Kako je konac¢na unija raspoznatljivih jezika raspoznatljiv jezik, to sledi da

je L raspoznatljiv jezik. Ovim smo dokazali da napred konstuisan automat
raspoznaje jezik L=L{L,. O
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Zadatak 2.94. Dokazati da ako se jezik L moZe raspoznati konacnim automatom
A=(A,a0,X,6,T), onda postoji konacan automat koji raspoznaje jezik

Lt = UL“.

nelN

Resenje: Konstruisimo nedeterministi¢ki automat A= (A X,;S\, T)na slededci
nacin: I = {ap}, dok je funkcija prelaza 6 : A X X — P(A) definisana sa

{6@a,x)} ako o(a,x)¢ T

o(a,x) = { (5@,x),a0)  ako &(a,x) € T.

Jednostavno se pokazuje da automat A raspoznaje jezik L* skupom finalnih
stanjaT. O

Zadatak 2.95. Konstruisati automat koji raspoznaje jezik L = Ly + L, gde je jezik
Li=yxtily=x'y*.
Resenje: Konstruisacemo minimalne automate jezika L; i L, nalaZenjem
desnih razlomaka datih jezika.
Ly =ag
Lix={ueX|xueli}=x"=m,
Liy={ueX'|yuel}=yx" =ay,
paje A1 = {ag,a1}. Dalje, odredujemo skup A;:

mx={ueX|xuel1}=x"=m
amy={fueX|yueli}=0=ay,

ijasno je daje Ay = {ag,a1,a2}. Odredujemo istim postupkom skup Az i dobi-
jamo
Mmx=a.y=0=ay,

pa je Az = {ag,a1,az}, $to znadi da je A3 = Ay. Prema tome, dobili smo da je
Ap, = Az ={ag,a1,a3}. Dakle, automat Ay, = (Ar,,a0,X,61,T1) je zadat grafom:

Dualno, dobijamo da je minimalni automat A, = (Ar,,bo,X,02,T>) koji
raspoznaje jezik L, predstavljen grafom:
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o)™

Prema Zadatku 2.89. jezik L; + L je raspznatljiv automatom sa skupom
stanja A = A, X A, = {a;j = (a;,b)]1,]j € {0,1,2}}, u kome je inicijalno stanje
ago = (a0, bo) i skup zavrsnih stanja

T ={m;|i€{0,1,2}}U{an|i€{0,1,2}}.

Po definiciji funkcije prelaza dobijamo da se do stanja a¢z,411 i 420 ne moZe
stici iz inicijalnog stanja, $to znaci da su ova stanja suvisna. TraZeni automat
moZe se predstaviti grafom prelaza na sledeci nacin:

x Y

X

y

N\
Y T /\ f 7 a XY

X

Dakle, dati automat raspoznaje uniju jezika L1 i L,. O

Zadatak 2.96. Konstruisati automat koji prihvata one reci koje pocinju sa x i iza
svakog x je obavezno bar jedno y.

Regenje: Primetimo da je dati jezik L = {xy*}". Jedan od nacina za konstru-
kciju automata koji raspoznaje jezik L je konstrukcija automata koji raspo-
znaju jezike {x}, {y}, {y}*, proizvod {x}{y}*, tim redom. Zatim, na osnovu
Zadatka 2.94. dobijamo automat traZenog jezika. Jednostavno se konstruisu
automati koji raspoznaju jezike:

Prema Zadatku 2.94. automat koji raspoznaje jezik {y}* moze se predstaviti
grafom prelaza:



2.5. Nedeterministi¢ki automati 75

Y

Odgovarajuc¢i deterministicki automat koji raspoznaje jezik {y}* i njegov
minimalni automat mogu se predstaviti na slede¢i na¢in:

minimalni automat

Zatim konstruiSemo automat koji raspoznaje proizvod dva raspoznatljiva
jezika {x}{y}" na sledeéi nacin:

Determinizacijom ovog automata, a zatim minimizacijom dobijenog deter-
ministickog automata dobijamo minimalni automat datog jezika, koji se
mozZe predstaviti grafom:

D) — @) )

Xy

Tako automat predstavljen slede¢im grafom raspoznaje jezik L = {xy*}"
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X,
skupom finalnih stanja T = {ay;}. O
Zadatak 2.97. Konstruisati automat koji raspoznaje jezik L = x*(xy + yx).

Resenje: U prethodnom zadatku konstruisali smo automate koji raspoznaju
jezike {x}i{y}, pa automate koji raspoznaju proizvode ova dva jezika mozZemo
predstaviti na sledeéi nadin:

Xy

Prema Zadatku 2.89. jezik {xy} + {yx} je raspznatljiv automatom sa skupom
stanja A = {a;; = (a;,b))|1,j € {0,1,2,3}}, inicijalnim stanjem ag = (a0, bo) i
skupom zavrsnih stanja T = {ay;|i € {0,1,2}} U {a;z|i € {0,1,2}}. Ako posma-
tramo samo dostiZna stanja u ovom automatu i eliminiS§emo suvisna stanja
dobijamo graf prelaza:

to minimizacijom automata koji rospoznaje proizvod jezik L = x*(xy + yx)
dobijamo automat:
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—{ 400 asi

ms3 0

Na ovaj nacin konstruisali smo minimalni deterministicki automat datog
jezika L. O

Zadatak 2.98. Ako je jezik L raspoznatljiv, onda je raspoznatljiv i jezik
MIN(L) = {x € L|ni jedan pravi prefiks od x ne pripada L}.
Dokazati.

Resenje: Pretpostavimo da je A = (A,a9,X,06,T) konac¢an deterministic¢ki au-
tomat koji prihvata jezik L skupom finalnih stanja T'. Jednostavno se pokazuje
da, tada, konacan nedeterministi¢ki automat A’ dobijen iz A brisanjem svih
prelaza koji izlaze iz zavrsnih stanja raspoznaje jezik MIN(L). O

Zadatak 2.99. Ako su Ly i Ly raspoznatljivi jezici nad alfabetom {0, 1}, dokazati da
je onda raspoznatljiv i jezik

LivVLy={uvov|lueli,vel,|u=|v}.
Napomena 4. Reci se uporeduju kao nizovi, tj. uporedivanjem simbola na odgo-
varajuéim pozicijama.

Resenje: Pretpostavimo da se jezici L1 i L, mogu raspoznati kona¢nim de-
terministi¢kim automatima Ay = (A1, ), {0,1},61, T1) i Az = (Az,a3,{0,1},62, T2),
tim redom. Konstruisatemo automat koji raspoznaje jezik L; V L. Ako je
prelaz u novom automatu 0, onda su prelazi u oba automata oznaceni sa 0,
dok 1 moze proizac¢iiz0Vv1,1Vv0ili1vV1. Dakle, treba da omoguc¢imo sve tri
kombinacije prelaza u automatima A i A. Konstruis§imo automat

A = (A1 x Az, (ag,a3),{0,1},6, Ty X T),
u kome je funkcija prelaza 6 definisana na sledeéi na¢in:

6((“1/ €l2), 0) = {(61 (ll], 0)/ 62(“2/ 0))}
6((“1/{12)/ 1) = {(61 (ll], 0)/ 62(“2/ 1))/ (6]((1], 1)162({12/0))/ (61 (alr 1),62((12, 1))}

Jednostavno se pokazuje da je A nedeterministicki automat koji prihvata
tatnojezik L1 VL. O
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Zadatak 2.100. Dokazati da, iz raspoznatljivosti jezika L konacnim automatom,
sledi da je raspoznatljiv i jezik Ly = {uv | vu € L}.

Resenje: Neka je A = (A,a0,X,6,T) konatan deterministicki automat koji
raspoznaje jezik L. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je skup stanja
A={ag,m,...,a,}. Posmatrajmo proizvoljnu re¢ w € L. Ako ovu re¢ napisemo
u obliku w = vu, za v,u € X*, to znadi da postoje stanja a;,a; € A takva da
je 0(ap,v) = a; i 6(a;,u) = aj € T. Dakle, u novom automatu A’ svakom putu
od inicijalnog do nekog zavr$nog stanja pridruZujemo niz od j—1 puteva.
U svakom od njih, redom, medustanje 4;, za i =1, j — 1 proglasavamo i inici-
jalnim i zavr$nim stanjem, dok stanja a; i ag briSemo i zamenjujemo jednim
novim stanjem a ¢ A. Zare¢iv=xv" iu=u'y, v’ ,v" € X* inicijalno i zavr$no
stanje bice a; = 6(ap, v), a prelaze ¢emo definisati na sledeéi nacin:

O (aj,u') =0, u')=a;1, O@ji1,y)=a,
& (a,x) = aq, & (a1,v") = 6(a1,v’) = a;.

Jednostavno se pokazuje da ovako definisan automat A" = (A,1,X,6",1), sa
istim skupom inicijalnih i zavrsnih stanja

-1
1= JUa

ll]'ET i=1
jeste nedeterministicki automat koji raspoznaje jezik L;. O

Zadatak 2.101. Ako je jezik L raspoznatljiv konacnim automatom, raspoznatljiv je
i jezik
L% ={ueX'| (AveX)|u|=|v|,uvelL}.

Dokazati.

Resenje: Nedeterministicki automat koji raspoznaje traZeni jezik moZemo
konstruisati na dva nacina.

I nacin: Neka je A = (A, X a0,6,T) konatan deterministi¢cki automat sa
skupom stanja A = {ag,a1,...a,}, koji raspoznaje jezik L. U nedeterminis-
tickom automatu A; koji raspoznaje jezik L ! paralelno ¢e se obavljati prelaz

od ap pomocu redi u i prelaz iz a; € T pod uticajem reci 0 unatrag. Zato ce
skup stanja u novom automatu biti A; = A X A, skup inicijalnih stanja

I={(ao,ar)|ay € T}

i skup finalnih stanja T7 = {(a;,4;)|a; € A, a; je dostiZzno stanje u A;}. Prelaze
éemo, za x € X, definisati na sledeéi nadin:

01((ai,aj),x) = {(ax,a1) lax = 6(a;,x), (as, y) = ax, zaneki y € X}.
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Automat Ay = (41,1, X,61,T1) raspoznaje jezik L%.

II nacin: Neka je A = (A, X,a9,6,T) konacan deterministi¢ki automat, koji
raspoznaje jezik L skupom finalnih stanja T. Bez umanjenja opstosti moZemo
pretpostaviti daje A = {ag,a1,...4,}. Za stanja a; € A defini$imo kona¢ne nede-
terministicke automate A; = (4, X, a;, 5, T), sa inicijalnim stanjima a;, 0 <i<n,
sa istom funkcijom prelaza

S(aj,x) = {6aj,y) |y € X}.

Sada pravimo kompoziciju automata A i automata A; u nedeterministicki
automat A’ = (A’,aé,X,(S’, T’) na sledeéi nacdin:

A/ _An+2_

- 7

a(l) = (ﬂ(),ﬂ(),ﬂl,...,ﬂn);

T’ ={(a;,aj,,aj,,...,a;,)|0<i<n, aj, €T};

& (@i ajp,a,,-.,;,), %) = (6@, %), a5y, g - a,) |, € B(aj,,x), za t = 0,m).

Ovako konstruisan automat, takode, raspoznaje jezik L;, ali ima veéi broj
2

stanja nego automat koji je konstruisan, u dokazu, na prvobitan na¢in. Ova
tehnika je medutim opstija i ima vec¢u primenu (videti Zadatak 10). O

Zadatak 2.102. Neka su Ly € X" i Ly € Y* dva raspoznatljiva jezika. Dokazati da
je jezik

L(L1,L2) = fu € Ly |(F0 € Lo) [o] = |uf*}
takode raspoznatljiv.

Resenje: Dokaz ¢emo izvesti u Cetiri koraka.

Najpre posmatrajmo najjednostavniji slucaj kada je L1 = {x}* i L, C {x}".
Pretpostavimo da konacan deterministicki automat A, raspoznaje jezik L.
Posto ulazni alfabet ima samo jedno slovo, to iz svakog stanja izlazi ta¢no
jedna grana. Bez umanjenja opstosti moZzemo pretpostaviti da je graf prelaza
automata A, predstavljen na slede¢i nacin:

_,. : ._,

X

Dakle, na putu od a9 do prvog stanja a, u petlji ima # slova x, dok petlja ima
c grana, zan > 01ic > 1. Pokazaéemo da, za svaki prirodan broj m takav da je
m?>nvazidax™e L({x}*,Lp) ako i samo ako x™*¢ € L({x}*,L,). Primetimo da
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x™ e L({x}*, L) ako i samo ako X" e L, kao i da x™* € L({x}*,L,) ako i samo
ako x(m+h” ¢ L,. Posto je m? > n, re¢ X inicijalno stanje automata A, vodi
u neko stanje a koje se nalazi u petlji. Jasno je da, tada, za proizvoljno [ > 0,
put X"+ takode zavrsava u stanju 4, . X" e L> ako i samo ako X" ¢ Lo,
za sve | > 0. Sledi da, ako izaberemo I = 2m + ¢, dobijamo da

e L), L) & ¥ ely o XMk [ e ymtk e [(1x)" Ly).

Ovo ¢e nam pomo¢i u konstrukciji autolata Ay, koji prihvata jezik L({x}*,L>).
Ovaj automat ima graf prelaza kao i automat A, sa ny = [\/ﬁ] grana od aé
do prvog stanja u petlji a,, i ¢ grana u petlji. Stanje a € Ty, je finalno stanje
ako i samo ako je €Ly, gde je j duzina najkraceg puta od aé do a. Dobijeni
automat raspoznaje jezik L({x}", Ly).

Dalje, posmatramo slucaj kada je L1 = X", za neki alfabet X i L, C {x}".
Kao i u prvom koraku primeéujemo da re¢ u € L(X*,L;) ako i samo ako
uv € L(X*,Ly), za sve re¢i v duZine |[v| = ¢. Takode, u € L(X*,L,) ako i samo ako
w € L(X*,Ly), za sve re¢i duzine |w| = |u|. Dakle, automat ?I}J koji raspoznaje
jezik L(X",L,) konstruisaéemo kao u prethodnom slucaju, pri ¢emu svaku
granu oznacenu sa x zamenjujemo skupom grana oznacenih svim lovima
alfabeta X.

U tre¢em koraku pretpostavimo daje L1 = X*iL, C Y*, za neke alfabete X i
Y. Jednostavno se pokazuje da, jezik Ly = {x*/|u € L,} dobijen iz L, zamenom
svakog simbola y € X slovom x, jeste raspoznatljiv i da je L(X",Ly) = L(X", Lo).
To znaci da je L(X", L,) raspoznatljiv jezik, jer je, prema prethodnom koraku,
raspoznatljiv i L(X*, Lo).

Dolazimo do najopstijeg slucaja L1 € X" i L, C Y*, za date alfabete X i Y.
Jasno da je L(Ly,Ly) = Ly N L(X", L), te je L(L1,Ly) raspoznatljiv kao presek
dva raspoznatljiva jezika. O

Zadatak 2.103. Dokazati da iz raspoznatljivosti jezika L C X* sledi da je raspoz-
natljiv i jezik
SQRT(L) = {u € X*| (v € X)|v| = [ul?, uv € L}.

Resenje: Neka je A = (A,a0,X,6,T) konatan deterministicki automat koji
raspoznaje jezik L. Svakom stanju a € A pridruzi¢emo skup L{ svih reci
koje inicijalno stanje ag vode u a i skup L] svih reci koje stanje 2 vode u neko
zavr$no stanje u automatu A. To znac¢idaje, zaa € A,

L7 = {u € X*|6(ap, u) = a},
L5 ={ueX"|6(a,u) € T}.

Vidimo da je



2.6. Najveca desna kongruencija na monoidu reci 81

SQRT(L) = |_JiueLf|(Fv e X)lol = [uP, v e L3).
acA
Jasno je da su svijezici L], L7, za a € A raspoznatljivi, $to, prema prethodnom
zadatku znadi da su raspoznatljivi i jezici {u € L] |(Jv € X") o] = [uP, ve L3},
za svako stanje a € A. Jezik SQRT(L) je raspoznatljiv kao kona¢na unija
raspozntljivih jezika. O

2.6. Najveca desna kongruencija na monoidu reéi

Pored sintaksic¢ke kongruencije na slobodnom monidu X", definisaéemo, za
jezik L € X*, jo$ jednu relaciju Ry na slededi nacin: za reciu,v € X* je

u,v)eR, © VweX)(uwel & vwel).

Jednostavno se pokazuje da je Ry relacija ekvivalencije na X, kao i da je
desno kompatibilna (saglasna), pa je Ry desna kongruencija na slobodnom
monoidu X*, koja se naziva glavnom desnom kongruencijom jezika L.

Broj klasa ekvivalencije u odnosu na proizvoljnu relaciju ekvivalencije
R naziva se indeks od R u oznaci Ind(R). Dakle, broj klasa ekvivalencije u
odnosu na relaciju Ry, tj. broj elemenata faktor skupa X*/Ry, je Ind(Rr).

Za relaciju ekvivalencije p na skupu H kazemo da zasic¢uje podskup H € K
ako se K maze predstaviti u obliku unije nekih p-klasa od H.

Za dati jezik L C X*, sa ¢ ¢emo oznaditi relaciju ekvivalencije takvu da
vazi

(uv)ee, © (el & vel).

Zadatak 2.104. Neka je L C X*. Dokazati da relacija ekvivalencije o na X* zasicuje
L ako i samo ako je o C €.

Resenje: Neka je ¢ relacija ekvivalencije na X* koja zasi¢uje L. To znaci da
se jezik L moZe napisati u obliku L = (J{L;|i € I}, gde L;, i € I jesu p-klase
monoida X*. Posmatrajmo proizvoljan par (1,v) € 9. Ako u € L to zna¢i da
u€L; zanekii€l, paiz (4,0) € gsledi da v e L; CL. Na potpuno isti na¢in
pokazujemo da iz uslova v € L sledi da u € L. Dakle imamo da je (1,v) € €1,
. oCer.

Obratno, nekaje o C €. Jasnoje daje L C | J{L;|i € I}. Da bi dokazali obratnu
inkluziju, treba dokazati da je up C L, za svaku re¢ u € L. Zaista, neka je u € L
iveup. Tada (u,v) € pC €1, pav €L, §to je i trebalo dokazati. Prema tome
pokazali smo daje L = |J{L;|i € I}, §to zna&i da ¢ zasi¢uje L. O

Zadatak 2.105. Za dati jezik L, relacija Ry, je najveéa desna kongruencija na slo-
bodnom monoidu X* koja zasicuje L. Dokazati.
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Resenje: Ve¢ smo pomenuli da je Ry, desna kongruencija na X* definisana za
dati jezik L € X*. Za proizvoljne reci (u,v) € Ry i w = e dobijamodau =ueeL
akoisamoakove=veL,tj. (u4,0v) €er. Kako je Ry C €], to prema prethodnom
zadatku Ry, zasi¢uje L. Dokaza¢emo da je, proizvoljna desna kongruencija g
na X", koja zasi¢uje L, sadrzana u Rr.

Posmatrajmo proizvoljan par (u,v) € p. Zbog desne saglasnosti relacije g,
za proizvoljnu re¢ w € X* vazi (uw,vw) € g C er.. Dakle, re¢ uw € L ako i samo
ako vw € L, za svaki w € X*, §to zna¢i da (1,v) € Rr. Time smo pokazali da je
0 C Ry, tj. daje Ry najveca desna kongruencija na X* koja zasi¢uje L. 0O

Zadatak 2.106. Neka je L C X* dati jezik i neka je o proizvoljna desna kongruencija
na X*. Faktor automat A, raspoznaje L ako i samo ako o zasituje jezik L. Dokazati.

Resenje: Pretostavimo da automat A, = (A, e0, X, 04, T;) raspoznaje jezik L
skupom finalnih stanja T;;. To znaci da je

L={ueX |(comeT,)={ueX uoeTy= | | uo,
uc€Ty

pa prema tome o zasicije L.
Obratno, neka o zasicuje L, tj. neka je L unija nekih o-klasa. Ozna¢imo sa
T, uniju svih o-klasa sadrZanih u L. Tada je

L={ueX'luceTs}={ue X |(eo)ueT,},
pa A, raspoznaje L skupom zavrsnih stanja T,. O

Zadatak 2.107. Neka je L C X* proizvoljan jezik koji je raspoznatljiv konacnim
automatom. Dokazati da je faktor automat

Ar, = (X"/R,eRy, X,0r,, TRL)

inicijalni automat izomorfan minimalnom automatu Ay, = (Ar,L, X, 01, T1) desnih
razlomaka jezika L.

Resenje: Definisimo preslikavanje ¢ : X* /R, = Af sa:
@uRL) =L.u,

za proizvoljnu re¢ u € X*. Najpre treba pokazati da je preslikavanje ¢ dobro
definisano. Neka su u,v € X* reci takve da je uRy = vRr. To znadi da su
(1,v) € Ry, tj. dauw € L akoisamo akovw € L, za svaki w € X*. Dakle, uslov da
w € L.u ekvivalentan je sa w € L.v, ¢ime smo dokazali dobru definisanost pre-
slikavanja . Sli¢no se pokazuje da izjednakosti slika L.u = L.v sledi jednakost
klasa uR;, = vRy, za sve u,v € X*, pa je ¢ preslikavanje "1-1". Sirjektivnost je
otigledna, sto znadi da je ¢ bijekcija. Takode vazi p(eRy) =Le=L1i

uRL €TR; © uel © ueel © eclu © LueTr © puRy)eTr,
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pa se inicijalno stanje preslikavanjem ¢ slika i inicijalno stanje automata Ay,
i svako zavrSno stanje automata Ag, slika se u zavrsno stanje automata
desnih razlomaka. Po definiciji faktor automata, za re¢i u,v € X* vazi:

¢(Or, (uRL,0)) = ((uRL)v) = p((uv)RL) = L.uv
= (L.u).v=06r(L.u,v) =0 (p(uRyr),v).

Jasno da je @ izomorfizam automata Ag, na Aj, Stojeitrebalo dokazati. O

Zadatak 2.108. Jezik L C X" je raspoznatljiv konacnim automatom ako i samo ako
je glavna desna kongruencija Ry, konacnog indeksa. Dokazati.

Resenje: Kako glavna desna kongruencija R;, zasi¢uje L, faktor automat Ag,
raspoznaje L. Ako je Ind(Ry) konacan, skup X*/R; je konacan, Sto znaci da je
Ag, konacan automat koji raspoznaje jezik L.

Obratno, ako je A konacan automat sa # stanja koji raspoznaje L, prema
prethodnom zadatku je

Ind(Rp) = |X*/RL| <n,
Sto je i trebalo dokazati. O

Zadatak 2.109. Neka je L = {u € {x,y}"||ulx = |ul,}. Da li L moZe biti raspoznat
konacnim automatom?

Resenje: Proveri¢emo da li je glavna desna kongruencija jezika L kona¢nog
indeksa. Za reéi u,v € X* vazi

(w,v)eR, & (VP €X") |MP|x = |MP|y 4 |Up|x = |UP|y
© (YpeX) luly+Iplk= |u|y + |P|y S ol +Iplk = |U|y + |P|y
© (YpeX') lul— |u|y = |P|y —lplx © [vlx— |U|y = |P|y —Iplx
S uly—uly = vl —1oly .

Defini$imo preslikavanje ¢ : X*/R;, + Z na slede¢i nadin:
P(uRL) = |uly = |uly,

za proizvoljnu re¢ u € X*. Injektivnost i dobra definisanost preslikavanja ¢
jednostavno se pokazuju. Naime, vaZzi

(u,v)€RL & uRp =vRy & |uly—|uly = oy —lovly & GmRL) = PURL).

Akojez € Z ceobrojiz >0 moZemo nadirec¢ u takvudaje |uly—|uly =z. Zaz <0
biramo re¢ u u kojoj je broj pojavljivanja slova y veéi od broja pojavljivanja
slova x, tj. |ul, —|uly = —z. Jasno je da je ¢ bijekcija, pa je |X*/Rr| = |Z] = No.

Kako glavna desna kongruencija Ry nije kona¢nog indeksa to, prema
prethodnom zadatku, zaklju¢ujemo da L nije raspoznatljiv kona¢nom au-
tomatom. O
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Zadatak 2.110. Ispitati raspoznatljivost jezika L = {u € {x, y}" |[uly = 1 (mod 3)}.

Resenje: Definis$imo glavnu desnu kongruenciju jezika L. Za redi u,v € X*
vaZzi

(u,v) eRp & (VpeX") |luply =1 (mod3) & |vply =1 (mod3)
& (VpeX) luly+1Iplk =1 (mod3) & [vlx+Iply =1 (mod3)
& (PpeX’) lule+Ipl = lols+lply = 1 (mod3)
& |uly = [vlx = |plx — Iplx = 0 (mod3)
S uly = |vly (mod3).

Definigimo preslikavanje ¢ : X*/R — Z3 (Z3 je sistem ostataka po modulu
3, odnosno Z;3 = {0,1,2}) na sleded¢i nacin:

¢(uRL) =a = |uly (mod3), a € Z3

zauRy, € X*/Ry. Injektivnost i dobra definisanost preslikavanja ¢ jednostavno
se pokazuju. Naime, vazi

(w,v) Ry © uR, =vRy & |uly=|vly=a(mod3) & ¢(uRL) = d(vRy).

Ako je a € Z3 mozemo nadi re¢ u takvu da je |u|y =a (mod3). Jasno je da je ¢
bijekcija, paje |X*/Rr| = |Z3| = 3.

Kako je glavna desna kongruencija R; kona¢nog indeksa, jezik L je raspoz-
natljiv kona¢nom automatom (sa tri stanja). O

Zadatak 2.111. Dokazati da jezik L = {uu | u € {x, y}"} nije raspoznatljiv.

Resenje: O¢ito je da uvek mozemo odabratire¢iu,v € {x,y}", takve daje u # v,
takve da vu ¢ L. Kako vazi uu € L, to (u,v) ¢ R;. Prema tome, uvek se mogu
nadi dve razlitite reciiz {x, y}* koje pripadaju razli¢itim klasama ekvivalencije
Ry. To znaci da je Ind(Rr) = o0, tj. jezik L nije raspoznatljiv. O

Zadatak 2.112. Dokazati da jezik L = {0™1" |(m,n) = 1} nije raspoznatljiv.

Resenje: Za svaka dva razliita prosta boja p i g vazi da 0717 € L i OP17 ¢ L.
Dakle, za proizvoljno izabrane proste brojeve p i g, re¢i 07 i 07 ne pripadaju
istoj klasi ekvivalencije R;.

Kako ima beskona¢no mnogo prostih brojeva, zaklju¢ujemo daje Ind(R;) =
oo, pa jezik L nije raspoznatljiv. O

2.7. Raspozntljivi jezici. Lema o napumpavanju

Na osnovu ranije dokazanog, jednostavno se dokazuje sledeca teorema koja
daje karakterizaciju raspoznatljivih jezika:
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Teorema 2.13. Neka je L C X" jezik nad konacnim alfabetom X. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(i) L je raspoznatljiv;

(ii) L je zasiéen nekom desnom kongruencijom na X* konacnog indeksa;
(iii) glavna desna kongruencija Ry, na X* je konacnog indeksa;

(iv) L moZe biti raspoznat konacnim monoidom;

(v) L je zasiéen nekom kongruencijom na X* konacnog indeksa;

(vi) sintaksicka kongruencija Py, na X* je konacnog indeksa.

Naredna teorema daje vaZzno svojstvo raspoznatljivih jezika.

Teorema 2.14. (Lema o napumpavanju) Neka je L € X* beskonacan, raspoz-
natljiv jezik. Tada postoji n € N takav da svaka re¢ u € L duZine |u| > n moZe
biti zapisana u obliku u = vywvy, pri Cemu vazi:

D)o, peX iweXt;
(ii) l[vyw| < m;
(iii) v w™v; € L, za svaki m € INC.

Zadatak 2.113. Dokazati da jezik L = {xk2 |k € N} nad alfabetom X = {x} nije
raspoznatljiv.

Resenje: Pretpostavimo suprotno da je jezik L raspoznatljiv. Kako je L besko-
nacan jezik, to postoji broj n € IN, takav da se svaka re¢ u € L duZzine |u| > n
mozZe napisati u obliku u = v;wv; i zadovoljeni su uslovi Leme o napumpa-
vanju.

Neka je u = X", Duzina reéi u je lul = n?>n, pa je u = vjwv,, za neke
v1,02 € X* 1w € X*. Prema uslovu (ii) Leme o napumpavanju vazi [vyw| < n,
odakle je 1 < |w| < n, dok prema uslovu (iii) vazi da rec¢ v1w%v, € L. Pored
toga zadovoljena je nejednakost:

n? < loiwtop| < n?+n < (n+1)>%
Ovo znaci da vjwv, ¢ L, ¢ime smo dosli do kontradikcije. Dakle, jezik L nije
rasploznatljiv. O
Zadatak 2.114. Dokazati da jezik L = {a” |p je prost broj} nije raspoznatljiv.

Resenje: Podimo od obratne pretpostavke da je jezik L raspoznatljiv. Tada
vaZe uslovi Leme o napumpavanju, pa proizvoljnu re¢ oblika a?, pri ¢emu je
prost broj p > n, moZemo napisati u obliku a” = viwv,, za vy, € X* iw e X*.
Ako pretpostavimo da je duZina |w| = k, tada vazi k <n < p. Jasno je da imamo

o1+ 0g) = [orw0s| + [wf] = p+ kp = plk +1).
Dakle, duZina [v;w”*!v,| nije prost broj, pa viw’*'v, ¢ L, §to znaki da nije

zadovoljen uslov (iii) Leme o napumpavaniju, j. jezik L = {a” |p — prost broj}
nije raspoznatljiv. O



86 2 Regularni jezici i kona¢ni automati

Zadatak 2.115. Ispitati raspoznatljivost jezika L = {x"y" |n € IN}.

Resenje: Pretpostavimo da je L raspoznatljiv jezik. Prema Lemi o napumpa-
vanju, re¢ u = x"y" duZine |u| = 2n > n moZemo napisati u obliku u = v1wvy,
zavy,v2 € X" iw € X*. Kako je |[v1w| < 1, to re¢ w sadrzi bar jedno x i ni jedno
y, dok v, sadrzi sve y-ne i, mozda neko x. Pretpostavimo, bez umanjenja
opstosti, da je w = xk, k < n. Tada je

[010°0s| = [v102] ==k <n,
parec 010007 = V10 = xky” ¢ L. Dakle, dati jezik L nije raspoznatljiv. O
Zadatak 2.116. Da li je raspoznatljiv jezik L = {u € X" ||uly <|ul,}?

Resenje: Pretpostavimo da je L raspoznatljiv jezik. Prema Lemi o napumpa-
vanju, bez umanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je re¢ u oblika
u =x"y"*1, za prirodan brojn € N. O¢itoje dau € L, jerje |uly =n < |ul, =n+1
iduzina |u| =2n+1> n, pa postoje v1,v; € X* i w € X* takve da je u = v1wovy.
Kako je, prema drugom uslovu, [v;w| < 1, to re¢ w sadrZi bar jedno x i ni
jedno y, dok v, sadrzi sve y i, mozda, neko x.

Prema tome, imamo da je w = ¥, n>k>1,tevazi

[o1w?0ly = [1w0sly + [wle = n+k > n+1 = [vwoaly = [o100%02l,,

pa v1w?v; ¢ L. Dakle, dati jezik L nije raspoznatljiv. O

Zadatak 2.117. Da lije jezik L = {0™1™ |n > 1} nad binarnim alfabetom raspozna-
tljiv?

Resenje: Podimo od pretpostavke da je L raspoznatljiv jezik. Ako je uvedemo
oznaku k = n!, re¢ u = 0K1F duzine |u| = 2k > k moZemo napisati u obliku
u=01wvy, zav1,v € X' iwe X*. Kako je [vjw| <k, to re¢ w sadrzi bar jednu
nulu i ni jednu jedinicu. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
w=0,k>1>1.Tadaje

vw?vy = 0115 = 0'0"1F = 01", za 1 <1< n!
pa v1w?v; ¢ L. Prema tome, dati jezik L nije raspoznatljiv. O

Zadatak 2.118. Dokazati da je raspoznatljiv jezik
L ={u €{0,1}"|u je binarni zapis broja n = Zm(Zk —1)+1, za m+k—parno}.

Regenje: Primetimo da se binarni zapis broja n = 2"*k — 2" 1+ 1 moze pre-
dstaviti u obliku u = 1¥0"~11, pri ¢emu je m + k-paran broj. Ako definisemo
jezike L, = (i je paran broj} i L, = (i1 je neparan broj}, za i € {0,1} vaZi da
je

L = L1pLoy1 U L1uLop1.
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Jednostavno se pokazuje da je svaki od definisanih jezika Loy, Lon, L1p,L1n
raspoznatljiv, §to znaci da su raspoznatljiviijezici L1, Lo, 11 L1, Lop1 (proizvodi
raspoznatljivih jezika), pa je jezik L raspoznatljiv, kao unija raspoznatljivih
jezika. O

Zadatak 2.119. Ispitati raspoznatljivost jezika
L ={u €{0,1}"|u je binarni zapis broja (2’“rl - 1)2, za prirodan broj k.

Regenje: Zake Nvazi (21 —1)2 =22+2 _2.0k+1 1 = 2k+2(2k _1) 11, §to znadi
da je traZeni jezik L sadrZan u jeziku iz prethodnog zadatka. Binarni zapis
broja ovog oblika je 1¥-10¥1, pajejasno daje 1IL=L'1, gdeje L’ = {1"0" |n € N}.
Prema Zadatku 2.115. jezik L’ nije raspoznatljiv, te nije raspoznatljivni L. O

2.8. Regularni izrazi. Regularni jezici. Teorema Kleenea

Nekaje A= (A,a1,X,6,T) konacan nedeterministicki automat. Bez umanjenja
opStosti mozemo pisati A = {ay,4a,...,a,}, za neko n € N.

Za proizvoljne i,j € {1,2,...,n}, ozna¢imo sa Ll(.?) skup svih redi iz X* koje
stanje 4; automata A prevode direktno u stanje a;. Jasno, proizvoljan element

iz Ll(.?) je ili prazna re¢ ili neko slovo. Dalje, za proizvoljne i, j,k € {1,2,...,n},
oznadimo sa Ll(.?) skup svih reci iz X" koje stanje 4; prevode u 4; ili direkno, ili
preko niza medustanja koja pripadaju skupu {ay,as,...,a}.

Teorema 2.15. Neka je A = (A,a1,X,06,T) konacan automat sa n stanja. Tada, za
proizvoljne i, j,k € {1,2,...,n} vaZi sledeéa rekurentna formula:

- — RINON=
LY =L oL (L) L. (2.3)

Ova teorema omogucava da dokaZzemo da je jezik svakog kona¢nog au-
tomata regularan i, ujedno, daje algoritam pomoé¢u koga dobijamo regularan
izraz koji predstavlja jezik datog automata.

Setimo se da je jedan od nacina za predstavljanje regularnih jezika njihovo
predstavljanje pomoéu regularnih izraza. Videli smo da se elementarni regu-
larni jezici mogu predstaviti primitivnim regularnim izrazima. Ako su ry, i
r, regularniizrazi koji predstavljaju jezike L1 i L, redom, onda su (r,) U(r1,),
(r1,)(r1,) i (r1,)" regularni izrazi koji predstavljaju Ly ULy, L1L, i L.

Takode, svakom regularnom izrazu  nad alfabetom X, mozemo pridruziti
regularan jezik L(r) koji je interpretacija reqularnog izraza r.

Jasno je da su jezici LZ(.?), iz rekurentne formule (2.3), regularni kao eleme-
ntarni jezici, pa su i svi jezici
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o -
Ll.],, zai, j,le{l,2,...,n},
regularni, jer su dobijeni kona¢nom primenom operacija unije, proizvoda i
zvezda-operacije. Prema tome, svaki od ovih jezika je interpretacija nekog
regularnog izraza, tj.

Lf,? = L(rg.)), zai,jle(1,2,...,n).

Jednostavno se pokazuje da je Ll(.?) = L(rl(.f)) = L(rl(.f_l) + rfl];_l)(rg;_l))*rg;_l)), za
i,jkef{l,2,..., n}.

Prema tome, ako je A =(A4,a1,X,0,T) konatan automat sa skupom stanja
A ={ay,ay,...,a,}, svijezici Lg.), zai,jl€{1,2,...,n} suregularni. Ako je skup
zavrénih stanja T = {4;,,4;,,...,4j,}, onda je jezik automata A regularan, jer
vazi L(4) = L{) UL u... UL .

Za regulararni jezik L, indukcijom po sloZenosti izraza r koji ga predsta-
vlja, dokazujemo da postoji konatan automat koji raspoznaje jezik L = L(r).

Naredna teorema pokazuje da postoji ekvivalencija izmedu pojmova re-
gularan jezik i jezik raspoznatljiv konacnim automatom.

Teorema 2.16. (Teorema Kleenea) Jezik L € X* nad konacnim alfabetom X je
reqularan ako i samo ako postoji konacan automat koji ga raspoznaje.

Zadatak 2.120. Naéi jezik automata sa slike:

Yy
Y
-~ OO

Resenje: Jezik koji se raspoznaje ovim automatom je L = L
rekurentne formule dobijamo:

®G)

1Y L%) Primenom

G _ (O, OO,
LlZ - L12 UL13 (L33) L

327
T AT i
Lglz) = L(loz) U L(ﬁ)(Lgol))*L(loz) =x+ex=x+x=x;
L;lz) = Léoz) v Lgi)(Lgol))*L(loz) =e+xe'x =e+xx;

@ _ .
L22 =e+xx;
L%) =x+x(e+xx)(e+xx)=x+x(e+xx)" =x(e+xx)" = x(xx)";
L%) = x(xx)5;
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M~ 1O GLOOVLO _ ety = o
L) =LQUuLO(L)V LY =y+eey=y;

13- 1k

o _ ...
Ly =y

2 _5@ (OIFIOANIOR
Lig =L, UL, (Lzz) Ly

L) = LY UL (L) LY = y+xe'y = y+xy = (e +2)y;
L5) = e +x)y;

L%) =y +x(e+xx)(e+x)y = (e+ (x+x(xx))e+x))y
L%) = (e+x(xx) (e +x))y = (e +x(xx) + (xx) ")y

L(123) = (e+x+xx)(xx)'y = (e +x)(xx)y;

18 - UL L

M) _ 10O
LY =LY UL

O = 1(Lgo)) LY =x+y+0(@x=x+y+0=x+y;

1
L;lz) =x+y;
@) _ 70 ;70O (7070 _ L —
Ly, =Ly ULy (Ln) Ly=e+0()y=e+0=¢
a® _ .
Ly =e¢
L(323) =e+(x+y)e+xxy(e+x)y=e+(x+y)(xx)(e+x)y
LE) = e+ (et y)(an) (v +xy);
Lézz) = Lélz) U Lélz)(L%))*L%) =x+y+(x+y)e+xx)(e+xx)
Lffz) =x+y+ (x+y)(xx)(e+xx) = x+y+ (x+ y)((xx) + (xx)*)
L(322) =x+y+(x+y)xx) =+ y)(xx);
G _7@,7@O(1@V72
Ly =L ULy, (L33) Ly
L(132) =x(xx)" + (e+ x)(xx)*y(e +(x+y)(xx) (y + xy))*(x + 1) (xx)*
L) = x(xx)' + e+ 2)(x2)'y((x + y) (xx)' (v + x9)) (x + y) ()’
B _7@,7O(1AYT@ _ 1@ 7@ @)
Lis =Lj3 UL (L33) Ly =Lj3 UL (L33)
* * * +
L%) = (e+x)(xx)'y + (e + x)(xx) y(e +(x+y)(xx)(y + xy))
L) = (e+x0)(xx) y((x + )@ (v +xv)) ;
L CONTIC)
L=Lj, ULy
Dakle, nasli smo jezik

L = x(xx)' + (e + 2)(xx)'y((x + y) (xx)' (v + x9)) (e + (x + y) (x)"),

koji se raspoznaje datim automatom. O
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Zadatak 2.121. Odrediti jezik koji se raspoznaje automatom sa slike:
Q= ==0
Yy Xy

Resenje: Kako je stanje a, istovremeno i inicijalno i zavrsno stanje, dati au-

® Primenimo rekurentnu formulu:

tomat raspoznaje jezik L = L.,

G _ (O[O QY.
L22 - L22 U L23 (L33) L

327
@ _ 10 OOV O Z O OOV Z (L0
L22 - L22 ULZZ (LZZ) L22 - L22 ULZZ (LZZ) - (LZZ) /

L;lz) = L;OZ) U Lgol)(Lgol))*L(loz) =et+ye'(x+y)=e+y(x+y);
Lglz) =e+y(x+y);

LY = (L) = (e+y+y) = (v +y);

12 = L UL 10 - L () L

237
1 _ 10 ©0)(70)\*7(0) _ .

Lyy =Ly, UL21(L11) Ly =x+yed=x
@ _ ..

Ly =x

L(223) =x+ (e +y(x+ y))+x =x+ (y(x + y))*x = (y(x + y))*x;
12 = UL 1Y)

(LO) LY =e+0y0=c+0=¢;

1) _ 70,70
L Las ULy (L1 ) Ly

33 1
1=
Lélz) = Léoz) ULéol)(Lgol))*L(loz) =x+y+0e)(x+y)=x+y+0=x+y;
Lglz) =x+y;
L(323) =e+(x+ y)(e +ylx+ y))*x =e+(x+ y)(y(x + y))*x;
L%) =e+(x+ y)(y(x + y))*x;
Lézz) = Lélz) U Lélz)(L%))L(;z) =x+y+(x+ y)(e +y(x+ y))+
LY =x+y+@+y)(yec+y) = @+y(ya+y);
1918088 18
LY = (yxr+ ) +(y@+y) xle+ @+ p(yec+ ) 1) G+ y)(ya+y)
LY = (ya+y) +(ya+y) @+ p(ya+ ) x) e+ p(yec+ ).

Dakle, dati automat raspoznaje jezik L = sz) O
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Zadaci za samostalni rad

1. Nad¢i jezik svakog od deterministickih automata koji su predstavljeni,
redom, grafovima prelaza (a), (b), (c):

2. Konstruisati automat A koji prihvata sve re¢inad {0, 1} koje po¢inju sa 11,
a posle imaju proizvoljan broj nula.

3. Konstruisati automat A ¢iji je jezik

L(A) ={u€{0,1}|(Fovy,v2 €{0,1})@n,m € N)(u = v Avy =0" Avp, = 1)}

i~

. Konstruisati automat koji prihvata ta¢no one reci koje se zavrsavaju sa 00.

5. Konstruisati automat koji prihvata ta¢no re¢i nad binarnim alfabetom koje
negde imaju ta¢no tri uzastopne nule.

6. Konstruisati deterministicki automat A koji prihvata jezik:

*

(a) L(A) =
(b) L(A) =

€ {x,y}"|svakom x u w prethodi y i iza svakog x sledi y};

€ {x,y}" |w ima xyxy kao podrec};

(d)L(A) = )
(e) L(A) =

€ {x,

{we{x,y)
{we{x,y)
(c) L(A) = {w € {x,y}" |w ima neparan broj slova x i paran broj slova y};
{w € {x,y}"|w nema ni xx ni yy kao podrec};
{w € {x,y}

€ {x,y}"|w ima xy i yx kao podrec}.
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7.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

2 Regularni jezici i kona¢ni automati

Minimizirati automat sa slike:

Neka su A; = (Al,a(l),X,él, T1)iA = (Az,aé,X, 62, T») automati sa disjunk-
tnim skupovima stanja, koji raspoznaju redom jezike L1 i L. Konstruisati
automat A = (4, a0, X, 6, T) koji raspoznaje jezik L1 U L.

Ako nedeterministi¢ki automat predstavljen slede¢im grafom
Y
‘ x Yy
x y
raspoznaje jezik L, konstruisati automat koji raspoznaje jezik L*.

Ako je jezik L C X* raspoznatljiv, raspoznatljiv je i jezik

L% ={w| (Qu,v € X*)|u| = |v| = |lw|, uvw € L}.

Ako je jezik L raspoznatljiv, dokazati da su raspoznatljivi i slede¢i jezici:

(i) {u|uu € L} (podsetimo, u je reverzna rec reéi u);

(ii) {uruz -+ upp-11on | U UgU3 -+ Uy lizy—1 € L}.

Da lijezik L = {u € {0,1}"||ul; = 4(mod5)} moZe da se raspozna kona¢nim
automatom?

Da li jezik L = {x"|n € N je sloZen broj} raspoznatljiv?

Ispitati raspoznatljivost jezika L = {x*"yz?"|n € N}.

Dokazati da jezik L = {x"y" |m,n € IN, m > n} nije raspoznatljiv.



Glava 3
Kontekstno-nezavisni jezici

Kontekstno-nezavisni jezici su se pokazali veoma pogodnim za opisivanje
sintakse programskih jezika, pa su nasli znacajne primene kod definisanja
programskih jezika, u sintaksnoj analizi jezika i konstrukciji kompajlera.

Kontekstno-nezavisni jezici se mogu definisati na nekoliko na¢ina, ekvi-
valentnih medu sobom: kao jezici koji se mogu definisati kontekstno-nezavi-
snim gramatikama, kao komponente najmanjeg reSenja sistema polinomnih
jednacdina, potisnim automatima.

3.1. Konac¢ni automati i konteksno-nezavisne gramatike

Zadatak 3.122. Za svaki jezik L raspoznatljiv konac¢nim deterministickim automa-
tom postoji kontekstno-nezavisna gramatika G, takva da je L = L(G, o). Dokazati

Resenje: Neka je A = (A,a0,X,6,T) konatan deterministicki automat koji
raspoznaje jezik L skupom T. Konstrui§imo konteksno-nezavisnu gramatiku
G=(V,X,n),ukojojjeV=A,0=a9i

n={a—xblacA,xeX, 6(a,x)=blU{a—elaeT}.

Jednostavno, indukcijom, mozZe se pokazati da, za proizvoljna stanja a,b € A
ire¢ u € X*, vazi daje 6(a, u) = b ako i samo ako postoji izvodenje a=> ub u G.
Specijalno, u € L ako i samo ako postoji izvodenje ag = ua=>a, za neko stanje
a € T. Dakle, imamo da je L € L(G,0). Osim toga, jedina pravila izvodenja,
koja sa desne strane nemaju neterminalne simbole, imaju oblik a — e, za
aeT.Prematome, L =L(G,0). O

Zadatak 3.123. Ako dati, konacni nedeterministicki automat A = (A,1,X,6,T)
raspoznaje jezik L, konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V,X,n), za
koju je L = L(G, 0).

Resenje: Dati nedeterministi¢ki automat A = (A, I, X, 9, T) raspoznaje jezik L
skupom T. Razlikujemo dva slucaja:

1. Slucaj |I| = 1: Pretpostavimo da je I = {ap} i definisacemo konteksno-ne-
zavisnu gramatiku G = (V, X, ), u kojojje V=A,0=ap i

n={a—xblacA,xeX bedx)Ula—elacT};

2. Slucaj|I] > 1: Konstruisimo konteksno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ),
ukojojje V=AU{agl,a0 ¢ A,0=api

93
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n={a—xblacA,xeX, bedax)}Ulay—>alacliU{a—elacT};

Sliéno kao u prethodnom zadatku dokazuje se daje L = L(G,0). O

Zadatak 3.124. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
raspoznatljiv konacnim deterministickim automatom predstavljenim grafom:

Resenje: Naosnovu prethodnog zadatka definisaéemo gramatiku G = (V, X, nr),
u kojoj je V ={ag,a1,a2,a3}, X = {0,1} i pravila izvodenja su definisana sa:

ap—0a;,  ag—laz, a3 — 0Oay,
a1 — las, ap —0as, a2 — lay,
az — Oas, az — las, as —e.

Jasno je da je jezik datog automata L(A) = L(G,ap). O

Zadatak 3.125. Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise jezik
koji se raspoznaje nedeterministickim automatom predstavljenim grafom:

ReSenje: Sa grafa prelaza ovog automata, prema Zadatku 3.122., dobijamo
gramatiku G = (V,{0,1}, ), sa re¢nikom V = {ag,a1,a2,a3,a4,05,a6} i pravilima
izvodenja

ag — 0ayq, ag — Oas, a1 — Oay,

az — lay, ay — Oag, ag — las,

as — 0ay, a —e, ag —e.

Jasno je da je G kontekstno-nezavisna gramatika koja generiSe raspoznatljiv
jezik L = L(G,ap). O
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3.2. Kontekstno-nezavisne gramatike

Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika.

Pravila oblika @ — e, gde je a € V'\ X nazivamo e-pravilima u gramatici G.

Pravila oblika @ — , gde su a, € V\ X, nazivamo trivijalnim pravilima.
Jasnoje da se primenom ovakvih pravila vr§i samo preimenovanje pomo¢nih
simbola, $to opravdava njihov naziv.

Kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) nazivamo ¢istom gramatikom
ako je svako pravilo iz 7 ili oblika

a— B, gdejeacV\X pe(V\X)*, IBl>1,

ili oblika
a—x, gdejeacV\X xeX
Uoc¢imo da ¢ista gramatika nema ni e-pravila, ni trivijalnih pravila.

Zakontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, m) kazemo da je u Normalnoj
formi Chomsky ako je svako pravilo iz 7 ili oblika

a— By, gdesua,pf,yeV\X

ili oblika
a—x, gdejeacV\X xeX
Pokazac¢emo da je moguce izvrsiti redukciju kontekstno-nezavisne gra-
matike do Ciste gramatike i gramatike u Normalnoj formi Chomsky.
Ve¢ smo videli da je klasa kontekstno-nezavisnih jezika zatvorena za kona-

¢nu uniju, proizvod i Kleenijevu zvezda operaciju. Nije zatvorena za konac¢ne
preseke, $to znaci da nije zatvorena ni za komplemente.

Zadatak 3.126. Neka je X konacan alfabet. Ako je Ly C X* raspoznatljiv,a Ly C X*
kontekstno-nezavisan jezik, tada je i L1 N Ly kontekstno-nezavisan jezik. Dokazati.

Resenje: Neka je A = (A,a9,X,6,T) kona¢an automat koji raspoznaje jezik
L; skupom T C A. Kako je klasa kontekstno-nezavisnih jezika zatvorena
za uniju, to bez umanjenja opstosti dokaza moZzemo uzeti da je skup T
jednoelementan, tj. T = {t}.

Uzmimo daje L, = L(G,0), gde je G = (V, X, 1) kontekstno-nezavisna gra-
matika i 0 € V'\ A. Definis§imo novu gramatiku G’ = (V’,X, ") na sledeéi
nacin: uzecemo da je

V' =XUAXVXA),

a da se 7’ sastoji od pravila slede¢ih oblika

(@) (a,a,b) = (a,a1,¢1)(c1,a2,02) -+ (Cm-1,0m,b), gde je @ = ara -+ ay pravilo
iz T, zaaq,,...,am €Via,cy,...,cue1,b €A;
(b) (a,u,b) — u, ako je 6(a,u) = b u automatu A.

Neposredno se proverava daje L1 N Ly = L(G’,0”), gde je 0’ = (ap,0,t). O
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Zadatak 3.127. Nekla je G = (V, X, 7t) kontekstno-nezavisna gramatika. Dokazati
da postoji efektivan nacin generisanja skupa

A=laeV\Xla=>e).

Resenje: U dokazu Zadatka 1.42. formirali smo neopadajuéi niz skupova
U; S V\XiU=|_Ju, Dokazacemo daje

n=1
U={aeV\Xla=e).

Posmatrajmo a € U. Ako a € Uy, onda je @ — e iz 1, pa a € A. Pretpostavimo
da, za proizvoljno a € U,,_1 postoji izvodenje a =e. Za a € U, vaZi jedan od
sledecih slucajeva:

(i) Ako a € U,,_; vazi indukcijska pretpostavka;

(ii) Ako postoji praviloa > wu i, zaw € U} _,, postoje fy, ..., € Uy-1 za
koje je w = By ... k. Prema indukcijskoj pretpostavci, za svako i€ {1,2,...,n},
postoji izvodenje ;= e, §to znati da postoji izvodenje w = 1 ... fr=e...e = e
(vidi Zadatak 1.21.). Dakle, postoji izvodenje & — w=e, j. vazi U C A.

Obratnu inkluziju dokazujemo indukcijom po duZzini izvodenja. Ako je
a € Aiako je izvodenje @ — e duZine jedan, onda a € Uy C U. Pretpostavimo

da izvodenje @ = ¢, duzine ne vece od n—1, daje da @ € U. Neka je a=e
izvodenje duzine n. Tada imamo

a= U] = = Up-1 =6,

zapi el _,,i= 1,n. Ako pretstavimo da je 1 = B1...8x € (V\ X)", onda je
izvodenje B ... = e duzine n— 1. Kako je grupa jedinice trivijalna, tj. postoji
samo jedno predstavljanje praznerecie = ee....¢, to postoje izvodenja f; = e, za

i=1,n, ¢ija duzina ne prelazin — 1. Prema indukcijskoj pretpostavci; € U,,—1,
odakleje o € U, C U. Dakle, vazi U ={a e V\X|la=el=A. O

Zadatak 3.128. Dokazati da postoji algoritam kojim se moZe utvrditi da li jezik
generisan kontekstno-nezavisnom gramatikom sadrZi praznu re¢ ili ne.

Resenje: Algoritam kojim se moze utvrditi da li jezik L(G, o), generisan gra-
matikom G, polazeéi od o € V'\ X, sadrzi praznu re¢ zasniva se na algoritmu
za nalaZenje skupa U, iz prethodnog zadatka, jer je e € L(G, 0) ako i samo ako
jecelU. O

Zadatak 3.129. Dokazati da za proizvoljan kontekstno-nezavisan jezik L C X* po-
stoji kontekstno-nezavisna gramatika G = (V, X, mt) bez e-pravila koja generise jezik

L\ {e}.

Resenje: Nekaje L = L(Go,0), gdeje Go = (V, X, mp) kontekstno-nezavisna gra-
matika i 0 € V'\ X. Uoc¢imo skup
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U={aeV\X|la=eu Gyl

Za re¢ w € V*, oznac¢imo sa D(w, U) skup svih re¢i iz V* koje su nastale iz
re¢i w brisanjem izvesnog broja slova iz skupa U, moguce i nijednog. Neka
je G =(V, X, nt) gramatika sa skupom pravila 7 definisanim sa

= {(@,u) € (V\X)x V*|(Jw € V) (a,w) € o & u € D(aw, L)},

Drugim re¢ima, za proizvoljno pravilo « — wiz ny, ako re¢ w sadrzi k javljanja
slova iz skupa U, onda to pravilo zamenjujemo sa 2* pravila oblika a — u,
u € D(w,U), u # ¢, uslucaju daje w ¢ U*, odnosno sa 2k_1 pravila tog oblika,
u slucaju da je w € U*. Jasno je da gramatika G ne sadrZi e-pravila.
Dokazac¢emo da je L(G,0) =L\ {e}.
Ako je @ — u pravilo iz &, tada prema definiciji gramatike G imamo da je
a — w pravilo iz np, pri ¢emu je u € D(w, U). Uzmimo da je

W =010y U,
za neke v1,vy,...,0, € V. 1z u € D(w, U) dobijamo da je

U =100y Uiy
zaneke iy, ip,...,i; €{1,2,...,m}, pri Cemu za svakii € {1,2,...,m}\ {i1,i2,...,ij}
je vi=e u Gp. Odavde se neposredno dobija da je #=w = u u Gp. Prema
tome, svakom pravilu & — u iz 1 odgovara neko izvodenje a = u u Gy, §to
znadi da je relacija 7 sadrzana u polu-kongruenciji =g, na V. Kako, prema
tvrdenju Zadatka 1.19. imamo da je =_ najmanja polukongruencija na V*
koja sadrzi 7, to je —%G§=*>GO, $to znaci da je L(G, 0) € L(Gy,0) = L. Konacno,
kako e ¢ L(G, 0), jer 7 ne sadrZi e-pravila, to je L(G,0) C L\ {e}.

Obratno, da bi smo dokazali da je L\ {¢} € L(G, 0), dovoljno je dokazati da
za proizvoljne a e V\Xiwe V', a écow povladi @ =_w. To ¢emo dokazati
indukcijom po duZini izvodenja a £>G0 w.

Uzmimo najpre da je =, W- Tada je a — w pravilo iz mp, jerjea € V\ X,
odakle zaklju¢ujemo da a — w jeste pravilo iz 7, pa postoji izvodenje a =_w.

Pretpostavimo dalje da je izvodenje a éGo w duZzine m > 11 pretpostavimo
da tvrdenje koje dokazujemo vaZi za sva izvodenja duzine manje od m.
Uocimo najpre da je

1 =>GO V102 -+ Uk =>GO w,

za neke v1,v,...,vx € V. Tada se w se mozZe zapisati u obliku w = ujuy---uy,
za neke uq,uy,..., ux € V¥, takve da je v; éGo u;, za svaki i € {1,2,...,k}, pri
¢emu duzina ni jednog od ovih izvodenja nije veéa od duzine izvodenja
V102 Uk =*>GO w, tj. od m —1. Prema tome, kad god je u; # ¢, na ta izvodenja
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mozemo primeniti indukcijsku hipotezu, ¢ime dobijamo izvodenja v; =*>Gu,-.
Neka.je {i1,i2,...,1j} skup svih elemenata iz skupa '{1,2, .ok} za'koje. jeui#ei
neka je v = v; v;, -+ V. Kako je re¢ v nastala iz re¢i v1v; - - - v brisanjem slova
iz skupa U, to je &« — v pravilo iz . Sa druge strane, iz

* *
(%7 :Guilr Tty vi]' =>Guij’

. .e * . . * *
zbog saglasnosti relacije=, dobijamo dajev =v; v;, - Vi = Wiy Uiy * =+ Ui, =W

V. * v . . .
Prema tome, vaZi a =_v=,w, §to je i trebalo dokazati. O

Zadatak 3.130. Neka je data gramatika Go = (V,X, o), nad ulaznim alfabetom
X ={x,y}, V\ X ={0,A} i sa pravilima 0 — xAy, A = xAy, A — e. Konstruisati
gramatiku bez e-pravila koja generiSe isti jezik kao Gy.

Resenje: Ova gramatika generise jezik L(Go,0) = {x"y" |n € IN}. Jasno je da je
U ={A}, a gramatika G = (V, X, ) je dobijena metodama iz prethodnog za-
datkaiima pravilac — xAy, 0 = xy, A = xAy, A — xy. Na primer, izvodenju
o= xAy= Ay =502 = %)
u Gy, odgovara izvodenje
o= xAy = Ay = Pxyy? = 22
u gramatici G. O

Zadatak 3.131. Dokazati da proizvoljan kontekstno-nezavisan jezik moZe biti
generisan nekom kontekstno-nezavisnom gramatikom bez trivijalnih pravila.

Resenje: Neka je L = L(Go,0) jezik generisan kontekstno-nezavisnom gra-
matikom Gg = (V, X, m9), za 0 € V'\ X. Definisa¢emo gramatiku G; = (V, X, 1)
na slede¢i nac¢in: Uzecemo da se skup pravila m; sastoji od svih pravila iz
1o 1 od svih parova (a,u) € (V \ X) x V* takvih da postoji pomo¢ni simbol
B € V\ X, tako da je zadovoljen jedan od sledec¢a dva uslova:

(i) p — uje netrivijalno pravilo iz m;

(if) & i p su povezani nekim nizom

a—fB ili a—a—--—>a,—>p,neN,

trivijalnih pravila iz 7.

Pretpostavi¢emo, takode, da je G = (V,X,n) gramatika ¢iji skup pravila ©
¢ine sva netrivijalna pravila iz 7. Dokazac¢emo da je L(Gy,0) = L(G,0), pri
¢emu ¢e nam gramatika G; sluziti kao pomoéna gramatika. To znadi da, za
proizvoljnu re¢ w € X", treba dokazati da postoji izvodenje o éGo w akoisamo

ako postoji izvodenje o £>G w. Kako gramatika G; obuhvata gramatike Gy i G,
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to izvodenja u njoj ne¢emo posebno oznacavati indeksom Gy, kao $to éemo
¢initi u slu¢aju izvodenja u gramatikama Gy i G.
. * . . . *
Neka je 0= w. Posmatrajmo izvodenje 0 = w u Gi. Ako se u ovom

izvodenju ne koriste trivijalna pravila, tada je jasno da je 0 =_w, to i treba
dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju o= w trivijalna pravila koriste k puta, gde je
k > 1. Neka je w1 = w poslednji korak u tom izvodenju kod koga se koristi
neko trivijalno pravilo, recimo pravilo a — §, a, € V' \ X. Tada se izvodenje
0= w mozZe zapisati u obliku 0= w; = w, = w , pri temu se u izvodenju
wy=w ne koriste trivijalna pravila. Iz pretpostavke da je u w; = w, koris¢eno
pravilo @ — f dobijamo da je wy = pagiw, = ppq, zaneke p,g € V*.

Prema Zadatku 1.41. imamo da je w = p’ug’, za neke p’,u,q’ € V*, za koje
postoje izvodenja

p=p, B g4
U ovim izvodenjima koriste se samo pravila koja se koriste i u izvodenju
w) = w, §to znadi da se u njima ne koriste trivijalna pravila. Neka je =0
prvi korak u izvodenju = u. Jasno je da je, tada, p — v pravilo iz Ty, i
to netrivijalno, jer smo videli da se u izvodenju = u ne koriste trivijalna
pravila.

Prema tome, imamo da je a —  trivijalno pravilo iz 7p i § — v je netrivi-
jalno pravilo iz 11y, odakle je & — v netrivijalno pravilo iz 711, odnosno pravilo
iz m, prema definiciji gramatika G; i G. Kori$¢enjem tog pravila dobijamo da
vazi

w1 = pag= poq. (3.1)

Sa druge strane, iz p=p’, v=u i §= ¢/, prema Zadatku 1.21. dobijamo da
postoji izvodenje
pog=pug =w 3.2)

u kome se koriste samo ona pravila koja se koriste u prelazima p=p’, v=>u
ig=¢'. To znati da se u (3.2) ne koriste trivijalna pravila.

Dakle, iz (3.1) i (3.2) dobijamo da postoji izvodenje w; = w u kome se
ne koriste trivijalna pravila, ¢ime smo dobili da se izvodenje ¢ = w moze
zamenitiizvodenjem u kome se koristi samo k—1 trivijalnih pravila, odnosno
da se broj koris¢enja trivijalnih pravila u tom izvodenju moze smanjiti, i ako
ponovimo taj postupak jos k — 1 put, dobi¢emo izvodenje re¢i w iz ¢ u kome
se ne koristi nijedno trivijalno pravilo, $to zna¢i da je o £>Gw.

Obratno, uzmimo da je o =*>Gw i posmatrajmo ga kao izvodenje 0 = w u
G1. Ako se u njemu koriste samo pravila iz 7y, tada je jasno da je o =*>GO w, §to
i treba dokazati.

Uzmimo da se u izvodenju pravila iz skupa 711 \ 7y koriste k puta. Tada
ovo izvodenje moZzemo zapisati u obliku
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O>wW > =>w,

pri ¢emu je izvodenje wy = w; zasnovano na primeni pravila a — 1 iz 1 \ 71p.
To znaci da je wy = paq i wo = puq, za neke p,q € V*, dok prema definiciji
skupa m; imamo da postoji netrivijalno pravilo § — u u mg i niz

a—-ar oo a; o f, nelN’,

trivijalnih pravila iz 7. Sada je jasno da se izvodenje w1 = w, moZe zameniti
izvodenjem

Wy =paq=parq=---= panq = ppq= puq = w;

u kome se ne koriste pravila iz 71 \ 7p. Prema tome, broj primena pravila
iz 11 \ mp se moZemo smanjiti, sve dok ih potpuno ne eliminiSemo, posle
¢ega dobijamo izvodenje u Go. Prema tome, o _i"Go w, $to je i trebalo dokazati.
Ovim je dokaz zavrsen. O

Zadatak 3.132. Naéi gramatiku bez trivijalnih pravila koja generise isti jezik kao
gramatika Gy = (V, X, mg), u kojoj je VA X = {0, A, u}, X ={x,y} i mo se sastoji iz
pravila

o= A, A=y, u—o

c—x2,  A-x, u—oy.
Resenje: Ova gramatika generise jezik L = L(Go,0) = (x%,x, y}. Kako u mp
imamo sledece nizove trivijalnih pravila

u—o, /\—>[,l—>0,
og—A, u—0o—A,
A—u, o—>A—y,

to netrivijalnim pravilima o — x2, A — x i u — y gramatike Gy pridruZujemo
redom pravila

y—>x2,/\—>x2, 0o—>X, U—X, A=y, 00—y,

¢ime smo dobili pravila

o— x2, p— x?, A— a2,

A—>x, 0> X, u—-x,
p—=y,  A-y o—vy,

nove gramatike G = (V, X, ) koja nema trivijalnih pravila i koja generise isti
jezik L, j. L= L(G,0). O

Zadatak 3.133. Svaki kontekstno-nezavisan jezik u X* moZe biti generisan cistom
gramatikom. Dokazati.
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Resenje: Neka je G = (V, X, i) kontekstno-nezavisna gramatika koja generise
jezik L = L(G,0), za 0 € V \ X. Prema prethodnom, ne umanjujuéi opstost
dokaza, mozemo uzeti da gramatika G ne sadrZi e-pravila niti trivijalna
pravila. Proizvoljnom slovu x € X pridruzimo simbol g, ¢ V i stavimo da je

V = VU{B|xeX).

Pravila iz  suili oblika @ — x, gdeje a € V\ X, x € X, ili su oblika o — u, gde
je u € V*\ V. Pravila oblika @ — x ne¢emo dirati, dok éemo svako praviloiz
oblika @ — 1 zameniti pravilom oblika @ — u’, pri ¢emu je u’ re¢ dobijena iz
u zamenom svakog terminalnog simbola x koji se javlja u u sa x. Ozna¢imo
sa ' novi skup pravila dobijen iz © zadrzavanjem svih pravila iz 7= oblika
a — x, zamenom svih pravila oblika @ — 1 odgovaraju¢im pravilima oblika
a — u’ i dodavanjem novih pravila Sy — x, za svaki x € X.

Jasnoje daje G’ = (V’, X, ) Cista gramatika. Ostaje jos samo da se dokaze
daje L(G,0) = L(G',0).

Uoc¢imo proizvoljno neposredno izvodenje

paq=qpudq, (3:3)

u gramatici G koje se koristi pravilom oblika o — u, gde su p,q € V*. Kako
u G imamo pravilo a — u’, gde je u’ re¢ dobijena iz u zamenom svakog
terminalnog slova x € X koje se javlja u # novim pomo¢nim simbolom fy,
to imamo da je pag=_pu'q, sa druge strane, re¢ u se moze dobiti iz u’
ponovnom zamenom simbola f; sa x, pa koriste¢i pravila iz 7’ oblika f, — x
dobijamo da je pu’qg ;>G, pugq. Prema tome, neposredno izvodenje (3.3) u G u
kome se koristi pravilo oblika & — # moZemo zameniti u G’ izvodenjem

paq=s,,pu’ q=,puq,

pa ako to u¢inimo sa svim izvodenjima u G koja koriste pravila oblika a — u,
dobi¢emo da svakom izvodenju 0=, w, u G, w € X*, odgovara neko izvodenje
o =*>G, wu G’. Prema tome, L(G,0) C L(G’, 0).

Da bi dokazali obratnu inkluziju, dovoljno je da dokazZemo da svakom
izvodenju a =*>G, wuG’, gdejeae (V\X)"iwe X", odgovara neko izvodenje
a=_w u G. Dokaz ¢éemo izvesti indukcijom po duzini izvodenja a 56, w.

Neka je, najpre, @ =_, w neposredno izvodenje i neka je & = ajaz---ay,
za neki n € N i neke aj,a,...,a, € V\ X. Tada je, w = wyws ---wy, za neke
wy,Wws, ..., Wy € X*, priéemu postoji izvodenje a;=,, w;, zasvakii€ {1,2,...,n}.
Jasnoje daje svako od tih izvodenja dobijeno primenom pravila oblika o — x,
Sto znaci daje a; =, w;, za svakii€ {1,2,...,n}, odakle dobijamo da je

*
O=q10 Ay =W W2~ Wy =W,

a to je i trebalo dokazati.



102 3 Kontekstno-nezavisni jezici

Pretpostavimo dalje da je a =*>G,w izvodenje duzine m > 1 i da tvrdenje
koje dokazujemo vaZi za sva izvodenja ovog oblika duZine manje od m.

Neka je a=_,u, zau € V*, prvi korak izvodenja ==G>G,w. Pretpostavimo da je
to izvodenje dobijeno primenom pravila § — viz n’. To zna¢idaje a =ppq i
u=puvg,zanekep,qe(V’)".Kakojea € (V\X)*, tojejasnodajefe V\Xip,qe
V*. Akoje p — v, praviloiz m, tada je «=_u, $to i treba dokazati. U suprotnom
jev e (V')* ivse moZe zapisati u obliku v = 1By, V2Bx, - UkPx, Uk+1, Za neke
01,02, , U1 € (VN X)* 19,22, ,x; € X. Prema definiciji pravila gramatike
G’, pravilo f — v je dobijeno iz nekog pravila f — v1xX102X2 "+ VRX(Uk41 iz
7. Sa druge strane, iz u = pvq = po1fy,02Px, *** OkPx, Vk+14 £>G, w sledi da je
W = W151W2S7 - - - WiSkWi1, Pri Cemu postoje izvodenja

% % . %
Pvl :G’ w1, 0; :G’ wi, Za 2 SIS k/ Uk+1£] :G’ Wik+1, (34)
* .
Bx, =i, zal<i<k, (3.5)

duzine ne veée od duzine izvodenja u ==‘>G, w. Sada na izvodenja (3.4) moZemo
primeniti indukcijsku pretpostavku, ¢ime dobijamo da postoje izvodenja

* * . *
pu1=,W1, vi=.w;, za2<i<k, Vs 19 = Wi 1 (3.6)

u G. Sa druge strane, za proizvoljan i € {1,2,...,k}, jedino pravilo u 7’ koje
sadrzi By, na levoj strani, jeste pravilo f, — x;, odakle prema (3.5) dobijamo
dajes; =x;, zasvakii€{1,2,...,k}, $to znaci da je w = WX WX2 - - WX W41
Prema tome, koris¢enjem pravila f — v1x102X2 - - UkXUk+1 iz @ dolazimo do
izvodenja

@ = pPa=,puIX102X2 VX419, (3.7)

dok iz (3.6) i iz w = wyx1wa X7 - - - WX, W41 dobijamo
PU1X102X2 ** Uk Xk Vg1 =g W1 X1W2X2 *** WXk Wk = W. (3-8)

Dakle, iz (3.7) i (3.8) dobijamo da je a =*>Gw, $to je i trebalo dokazati. Ovim
smo pokazali da je L(G’,0) € L(G, 0), ¢ime je dokaz kompletiran. O

Zadatak 3.134. Neka je data gramatika G = (V, X, ) sa V\ X = {o,A}, X = {x, y}
i skupom T pravila datim sa 0 — xAy, 0 = xy, A = xAy, A — xy. Svesti ovu
gramatiku na ekvivalentnu Eistu gramatiku.

ReSenje: Primetimo da smo do ove gramatike dosli u Zadatku 3.130. ukla-
njanjem e-pravila. Metodom koja je data u prethodnom zadatku dobijamo
gramatiku G" = (V’, X, 1"), gdeje V' = VU({B,, By} i skup 1" se sastoji iz pravila

0 = BxABy, 0 = By, A = BxABy, A = BBy, fx = X, By = V-
Na primer, izvodenju

o= xAy= Ay = 2 (xy)y? = 5P
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u gramatici G odgovara izvodenje

0= BxABy = BiABy = B2 (B:By)By = BiBy = XY
u gramatici G’. O

Zadatak 3.135. Dokazati da svaki kontekstno-nezavisan jezik u X* jezik moZe biti
generisan gramatikom u Normalnoj formi Chomsky.

Resenje: Neka je L = L(G,0) jezik u X* generisan kontekstno-nezavisnom
gramatikom G = (V, X, ). Ne umanjujuéi opstost dokaza moZemo uzeti da
je G Cista gramatika. Prema tome, pravila iz m mogu biti ili oblika @« — By ili
oblika @ — x ili oblika

a— ooy, gdesua,ay,...,ap € V\X, k>3. (3.9)

Kako su pravila oblika @ — By i @ — x ve¢ u Normalnoj formi Chomsky, to
¢emo se zadrZati samo na pravilima oblika (3.9), i svako od takvih pravila
¢emo zameniti nekim novim pravilima koja su u Normalnoj formi Chomsky.

Naime, svakom pravilu oblika (3.9) pridruzi¢emo skup {y1,)2,...,¥x-2}
novih pomo¢nih simbola, tako da skupovi ovog oblika koji odgovaraju ra-
zli¢itim pravilima iz 7 oblika (3.9) budu medusobno disjunktni. Pravilo (3.9)
¢emo zameniti nizom pravila

@ = a1y, Y1 = 0Y2, Vs = &k2Vi-2, V-2 —> Qk—10k. (3.10)

Kada to u¢inimo sa svim pravilima iz 7t oblika (3.9), dobi¢emo novi re¢nik V’
i novi skup pravila 7/, odnosno dobi¢emo novu gramatiku G’ = (V’, X, "),
koja je o¢igledno u Normalnoj formi Chomsky.

Ostaje da dokazemo da je L = L(G,0) = L(G’, 0).

Primetimo najpre, da svakom pravilu iz 7 oblika (3.9) odgovara u gra-
matici G’ izvodenje

A=, A1Y1 5, M1A2Y2 =, D, A1+~ Ay,

odakle dobijamo da svakom izvodenju u G odgovara neko izvodenje u G'.
Prema tome, L(G,0) C L(G/,0).

Uoc¢imo dalje gramatiku G” = (V’, X, n Un’). Kako ona obuhvata obe gra-
matike GiG’, to nee biti opasnosti od zabune ako pri ozna¢avanju izvodenja
u G” izostavimo pisanje indeksa G”.

Da bi smo dokazali inkluziju L = (G’,0) € L(G, 0), dovoljno je dokazati da
se iz proizvoljnog izvodenja

C=WIDWI DW= DWWy =W, (3.11)

gdejem € Niw € X*, mogu eliminisati primene svih pravilaiz n’ \ 77, odnosno
svisimboliiz V' \ V.
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Pretpostavimo da se pravila iz 7’ \ m uizvodenju (3.11) koriste n puta, gde
je n € N, i dokazimo da se taj broj moZe smanyjiti, tj. da postoji neko drugo
izvodenje 0= w u G” u kome se pravila iz 7’ \ 7 koriste manje od 7 puta.

Neka je w;, = wj,4+1, gde je 0 < iy < m, proizvoljno neposredno izvodenje
pri kome se koristi pravilo @ — a1y4 iz (3.10). To znadi da vazi

Wi, = p1aq1 = p1ad1yY191 = Wig+1,

za neke p1,q1 € (V’)*. Simbol y1, koga smo ovom prilikom uveli u izvodenje
(3.11), izgubice se prilikom primene pravila y; — asy> u nekom neposre-
dnom izvodenju w;, = w;,+1, gde je i1 < ip < m.Tokom izvodenja w;, 41 = Wi, ,
njega ¢emo samo prepisivati, dok ¢emo zamene pomo¢nih simbola rec¢ima
iz (V')*, prema pravilima gramatike G”, u re¢ima wj, 41, ..., wj,—1, vrSiti levo
i desno od tog simbola. Na taj na¢in dobijamo da je

o 2
wlz —Pzal quZ/

gde su pg,a(lz),qg € (V)" reci za koje vazi

n=p a=d?, g5 3.12)

Pri tome su sva pravila koja se koriste u sva tri izvodenja iz (3.12) ta¢no

ona koja se koriste u izvodenju w;,+1 = w;,, odakle lako zaklju¢ujemo da
ukupan broj primena pravila iz 7’ \ © u izvodenjima iz (3.12) nije veéi od
broja primena tih pravila u izvodenju w;, 11 = W;, .

Nastavljajuéi na isti na¢in dalje, dobi¢emo da se izvodenje (3.11) moZe
zapisati u obliku

.
0 =Wo=Wj; =p1aq1 =p1a1y141 = Wi, +1

* 2 2
= Wi, = P2“§ )7/1‘12 :>P20‘(1 Q2242 = Wiy11

* 3) (3 2) (3
Swi, = paay)ay) yags = psaldad asyaqs = wi
R
> Wi, =Pk—1a§ )---ai_z )Vk—z%—l
(k=-1) (k1) _ *
P Pr-107 T, Ok-10kk-1 = Wi 412 W,
()

pri ¢emu su p;,a; ,...,aj.]_)l,qj e(V'), 1< j<k—1,rediza koje vazi

* 1) * +1 / * +1 *
pi=pj+, ozg]) :a(1]+ ) Oéj-]_)1 =>0égj_+1 , qj=4qj+1, (3.13)
za 1 < j <k-2.Pri tome, kao i napred, dobijamo da ukupan broj primena
pravila iz i’ \  u izvodenjima iz (3.13) nije veéi od broja primena tih pravila
u izvodenju Wij+1 = wi,,, za svaki j, 1<j<k-2.
Prema tome, imamo izvodenja
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P1= Pre1, a; éafk_l), zal<i<k-2, 01=> k1, (3.14)
u kojima ukupan broj primena pravila iz ©’ \ 7 nije veéi od ukupnog broja
primena tih pravila u izvodenjima

Wiy +1 =*> Wiy, Wip+1 =*> Wiz, =+, Wi 41 éa)l'k_l . (315)
Sada, iz (3.14) dobijamo da postoji izvodenje

. k-1 k-1
pran -+ a1 e = Pl "'CY,((_2 Iy (3.16)

u kome broj primena pravila iz 7’ \ 7 nije ve¢i od ukupnog broja primena tih
pravila u izvodenjima iz (3.15).
Dakle, imamo da vazi

.
0 =wy= wil = p1aqr
=p1a1 - G2 Qk—1 kg1
* (k-1) (k-1) _ (3.17)
=Pr-107 Ty Ok-10kk-1 = Wiy +1
.

=>w,

prema (3.16), koristeci pravilo a — a3 - - @ iz 7. Jasno je da se u izvodenju
(3.17) pravilaiz n’ \ m primenjuju manji broj puta nego u (3.11), sto je i trebalo
dokazati. Ovim je dokaz zavrsen. O

Zadatak 3.136. Gramatiku Ciju smo redukciju doveli u Zadatku 3.134. do ciste
gramatike u kojoj su o — BxABy, 0 = Bxfy, A = BxABy, A = Bxfy, Px =X, fy =Y
pravila izvodenja, svesti na gramatiku u Normalnoj formi Chomsky.

Resenje: Ako nastavimo redukciju dalje, na nacin prikazan u prethodnom
zadatku, dolazimo do gramatike u Normalnoj formi Chomsky sa pravilima

0By, YAy, 0 PPy, Ao Bid,
0= ABy, A—=PBxBy, Px—x, By,

pri ¢emu uvodimo nove pomocne simbole y i .
Prema tome, izvodenje

0= xy 2 XY 2 XAy = xprOBy = ¥20By = X2
= xzﬁxﬁ‘;’ =>x3ﬁ§ =>x3yﬁ§ =328, = 3>,

jeste jedno od izvodenja re¢i x>y u ovoj gramatici. O

Jedna od najvaZznijih primena gramatike u Normalnoj formi Chomsky
jeste dokaz tvrdenja da je svaka konteksno-nezavisna gramatika odluciva.

Zadatak 3.137. Za svaku konteksno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, mt) i svaku re¢
u € X* postoji algoritam koji utvrduje da li rec pripada jeziku L = L(G) generisanom
datom gramatikom. Dokazati.
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Resenje: Neka je u € X* data re¢. Na osnovu Zadatka 1.42. postoji algoritam
kojim se utvrduje da li gramatika G generiSe praznu re¢ ili ne. Dakle, do-
voljno je posmatrati re¢i u # e. Prema Zadatku 3.135. moZemo, bez umanjenja
opstosti, pretpostaviti da je gramatika G u Normalnoj formi Chomsky.

Pretpostavimo da se re¢ u u gramatici G moZe izvesti u k koraka. Tada je
jasno da se izvodenja @ — p, za a € V\ X i p € X, koriste ta¢no onoliko puta
kolika je duzina reci u. Dakle, izvodenja oblika & — By, a, 8,7 € V\ X, koriste
se ta¢no k—|u| puta. Kako izvodenja ovog oblika svaki put povecavaju duzinu
redi za jedan, zaklju¢ujemo da je |u| = k—|u| + 1, odakle dobijamo k = 2|u|—1.
To znacdi da na osnovu duZine rec¢i u moZemo zakljuciti koliko koraka ima
eventualno izvodenje te re¢i u gramatici G. Tako, da bi utvrdili da 1i re¢
u moZe biti generisana nekim izvodenjem u gramatici G, dovoljno je da
ispitamo sva moguca izvodenja duZzine 2[u|-1. O

3.3. Lema o napumpavanju za kontekstno-nezavisne jezike

Formulisa¢emo Lemu o napumpavanju za konteksno-nezavisne jezike i
pokazacemo kako se ona koristi za dokaz da dati jezik nije kontekstno-
nezavisan.

Teorema 3.17. (Lema o napumpavanju) Neka je X konacan alfabet i L C X* je
beskonacan kontekstno-nezavisan jezik. Tada postoji broj n € N takav da svaka re¢
w € L duZine lw| > n moZe biti zapisana u obliku

w = puqor,

gde su p,u,q,v,r € X" reci za koje vaZi:

(a) luvl > 1;
(b) lugol <n;
(c) pu™qu™r € L, za svaki m € NC.

Zadatak 3.138. Dokazati da jezik L = {x"y"z" |n € IN} nije kontekstno-nezavisan.

ReSenje: Pretpostavimo suprotno, da je jezik L kontekstno-nezavisan. Tada
je, za broj n € N, re¢ w = x"y"z" duzine |w| > n, pa moze biti zapisana u
obliku w = puquvr, za p,u,q,v,r € X*. Kako je [uqu| < n, to ova podrec¢ sadrzi
najvise dva razli¢ita slova x i y ili y i z. Na osnovu Leme o napumpavanju,
re¢ wy = pu?qur bi, takode, trebalo da pripada jeziku L. To je nemoguce, jer
u re¢i wy nemamo isti broj slova x, y i z. Ovim smo pokazali da jezik L nije
konteksno-nezavisan. O

Zadatak 3.139. Dokazati da jezik L = {x"y"x"|n € IN} nije konteksno-nezavisan.

Resenje: Primecujemo da je jezik L specijalan slucaj jezika {x"y"z"|n € N},
koji dobijamo kada slovo z zamenimo sa x, pa L ne zadovoljava uslove Leme
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o napumpavanju, tj. nije konteksno-nezavisan (videti prethodni zadatak) .
O

Zadatak 3.140. Dokazati da jezik L = {uu|u € {0, 1}*} nije kontekstno-nezavisan.

Resenje: Pretpostavimo suprotno, da je jezik L kontekstno-nezavisan. Tada
je, zabrojn € N, re¢ w = 0"1"0"1" € L duZzine |w| > n, pa moZe biti zapisana u
obliku w = puqur, za p,u,q,v,r € X*. Kako je |uqu| < n, to ova podrec sadrzi ili
neku podre¢ re¢i 0"1" ili podrec¢ od 1"0". U svakom slucaju pgr sadrzi blok
nula (ili jedinica) duZine manje od # i blok nula (ili jedinica) duZine ta¢no
n. Odavde je jasno da re¢ w; = pu’qu’r = pgr ne moZe biti zapisana u obliku
uw'u’, paw €L, $to je kontrdikcija sa tréim uslovom Leme o napumpavanju.

Dakle, jezik L nije kontekstno-nezavisan. 0O
Zadatak 3.141. Dokazati da jezik L = {0"1"|m < n?) nije kontekstno-nezavisan.

Resenje: Pretpostavimo suprotno, da je jezik L kontekstno-nezavisan. Tada,
za brojneN, re¢ w = 0112 e, gde je t = max{n,2}, moZe biti zapisana u
obliku w = puqur, za p,u,q,v,r € X*. Razlikova¢emo dva slucaja:
1. uv sadrzi bar jedno 0. o
Prema drugom uslovu Leme o napumpavanju, vazi pgr =0'1/, zai<t-11i
j> 12 —n.Kakoje t = max{n,2},toje j > t>—n> > -2t +1=(t—1)* > i, §to znati
da wy = pulqe’r = pgr ¢ L, &ime smo dosli do kontradikcije.
2.uv=1/,zaneki1 <j<n.
U ovom sludaju dobijamo da re¢ wy = puqu?r = 0174/ ¢ L, $to je takode
kontradikcija sa tre¢im uslovom leme.
Dakle, dati jezik nije kontekstno-nezavisan. O

Zadatak 3.142. Ako jezik L C X", nad alfabetom X, ima svojstvo da je svaki njegov
podskup kontekstno-nezavisan, onda je L konacan jezik. Dokazati.

Resenje: Pretpostavimo suprotno, da je jezik L beskonacan.Tada postoji
beskonacan podskup A C L koji ima slede¢e svojstvo: Za proizvoljnu re¢
u € A, nijedna re¢ v duzine |u| + 1 < |v| < 2|u| nije u A. Ovakav skup A moZemo
definisati rekurzivno na sledeci nacin:

Podimo od A = 0.

U nultom koraku biramo najkra¢u nepraznu re¢ ug € L i sme$tamo je u A.

Na kraju n-tog koraka izabrali smo reci ug,u1,...,u, € L, takve da vazi
|| > 2|ui_q],zai=1,2,...nismestili smo ih u A.

U n+1-om koraku biramo re¢ u,1 € L sa svojstvom [u,41]| > 2|u;,| i smes-
tamoje u A.

Kako je jezik L beskonacan ova konstrukcija je dobro definisana i prema
pretpostavci zadatka jezik A je kontekstno-nezavisan. To znaci da vaze uslovi
Leme o napumpavanju, pa proizvoljnu re¢ w € A duZine |w| > n moZemo
napisati u obliku w = puqur, za p,u,q,v,r € X*, pri ¢emu je 0 < |uv| < [uqu| < n
ipu"qu'r € A, za svakin > 0. Medutim, primecujemo da vazi
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lw] < [pu?qo*r| < [w| +n < 2w,

odakle, prema definiciji jezika A, zaklju¢ujemo da puqv?r ¢ A, tj. da jezik A
nije kontekstno-nezavisan.
Dakle, dosli smo do kontradikcije, pa jezik L mora biti kona¢an. O

Zadatak 3.143. (a) Dokazati da presek dva kontekstno-nezavisna jezika ne mora
biti kontekstno-nezavisan jezik.

(b) Dokazati da komplement kontekstno-nezavisnog jezika ne mora biti kontekstno-
nezavisan jezik.

Resenje: (a) Neka je dati alfabet X = {x,y} i L = {x"y"x™ |m,n € IN}.

Jezik L mozZe se predstaviti kao proizvod jezika {x"y"|n € IN}, za koji
smo videli da je kontekstno-nezavisan, i jezika {x}*, za koji znamo da je
raspoznatljiv, pa time i kontekstno-nezavisan. Prema tome, L je kontekstno-
nezavisan jezik, kao proizvod dva kontekstno-nezavisna jezika. Sli¢no, i
L' = {x"y"x"|m,n € IN} jeste kontekstno-nezavisan jezik.

Medutim, kao $to smo pokazali u prethodnom zadatku, jezik

LNL ={x"y"x"|ne N},

nije kontekstno-nezavisan.
(b) Ovo sledi iz (a), jer za proizvoljna dva jezika Li,L, C X* vaZi

LiNnLy = (Li U L;)C,

gdeje L7, i=1,2 oznaka za komplement jezika L; u X*. O

3.4. Stabla izvodenja i parsirajuca stabla

Sada ¢emo izvodenja u kontekstno-nezavisnih gramatikama predstaviti
grafovima ili, preciznije stablima.

Stabla izvodenja

Neka je data kontekstno-nezavisna gramatika G = (V,X,n), c e V\X i

izvodenje 0 = w u G, gde je w € V*. Tada tom izvodenju odgovara stablo
D oznaceno elementima iz V koje definiSemo na slede¢i nacin:

Neka je izvodenje o = w dato sa:

O=W)=>W1=>Wp = =Wy =W.
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Koren stabla D oznacen je sa 0. Ako se u izvodenju 0 = w; koristi pravilo
oblika 0 — ajap---ay, gdesuay,ay,...,an, € V, tada stablo izvodenja c = w;,
u oznaci D1, definiSemo sa:

AN

Dalje, neka je definisano stablo izvodenja
O=Wy=>W1 =>Wp =" =W,

gde je 1 < k < n, koje éemo oznaciti sa Dy. Pretpostavimo da je neposredno
izvodenje wy = wy,1 zasnovano na primeni pravila oblika § — 152---f;, gde
su f1,B2,...,p1 € V. To znaci da se jedno od pojavljivanja simbola  u reci
wy zamenjuje sa 3152 -+ f;. Kako tom pojavljivanju simbola § u wy odgovara
jedno odredeno pojavljivanje tog simbola kao oznake lista u Dy, to ¢emo
stablo Dy, dobiti na taj na¢in sto éemo tom ¢voru u Dy, prikaditi stablo

AN

Na ovaj nacin smo induktivno definisali niz stabala Dq,D>, ..., D,. Stablo
D,, nazivamo stablom izvodenja 6 = wo=>w =2 wy = =>wW, = w.

Primetimo da, koriste¢i graficko predstavljanje stabla D, grane koje polaze
iz proizvoljnog ¢vora stabla D mozemo urediti uzimajuéi, na primer, njihov
redosled sa leva na desno. Sli¢no moZemo urediti i puteve u stablu D koji
polaze iz korena. Naime, za svaka dva takva puta p; i p2 postoji ¢vor a stabla
D u kome se oni razdvajaju, odnosno ra¢vaju, pa ako se grana puta p; koja
izlazi iz a nalazi levo od odgovarajuce grane puta p,, tada ¢emo reéi da se
put p1 nalazi levo od puta p».

Konac¢no, za dva lista [; i I, stabla D ¢emo reéi da se list [; nalazi levo od
I, ako se put koji ide od korena do /1 nalazi levo od puta koji ide od korena
do 12.

Ako kod stabla D izvodenja o Sw, w € V*, ¢Gitamo oznake listova sa leva
na desno, procitacéemo upravo re¢ w, za koju kazemo da je rezultat stabla D.

Parsirajuéa stabla (stabla ras¢lanjenja)

Parsiranje (ras¢lanjenje) je jedan od najvaznijih zadataka u dizajnu kompajlera.
To je postupak formiranja tzv. parsirajueg stabla za datu re¢ u, koje se dobija
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iz pravila izvodenja kontekstno-nezavisne gramatike. Ima vise tehnika parsi-
ranja. Mi ¢emo se zadrzati na najopstijoj, ali ne uvek najefikasnijoj, top-down
metodi parsiranja.

Neka je G = (V,X,n) kontekstno-nezavisna gramatika. Re¢ u € V* nazi-

vamo retenicnom formom u gramatici G ako postoji izvodenje 0 = u, a levom
reCenicnom formom ako postoji krajnje-levo izvodenje od o do u.

Za svaku kontekstno-nezavisnu gramatiku G definisac¢emo krajnje-levi graf
g(G) na slededi nadin:

(a) Cvorovi u g(G) su leve reCeni¢ne forme u gramatici G;

(b) Za dve leve receni¢ne forme u4 i1, ako u 7 postiji izvodenje a — u, takvo
daje uy = vaw i up = vuw, za neki v € X* i w € V*, onda postoji usmerena
grana iz uq u up.

Ako leve receni¢ne forme u gramatici G imaju jedinstveno krajnje-levo

izvodenje iz pocetnog simbola o, tada je g(G) stablo ¢iji je koren pocetni

simbol o.

Parsirajuée stablore¢iu € X* moZemo odrediti jednostavnim pretraZzivanjem
grafa g(G).

Kako graf g(G) moze biti beskonacan, to nije sigurno da ¢e se algoritam
pretrazivanja zaustaviti za sve ulazne reci.

Medutim, ukoliko kontekstno-nezavisnu gramatiku svedemo na gra-
matiku bez e-pravila pretraZivanje ¢e se sigurno zaustaviti. DuZina re¢eni¢nih
formi se, u ovom slucaju, ne smanjuje tokom izvodenja, tako da odredivanje
izvodenja 0= u u g(G) jednostavno moZemo ogranititi na podgraf u kome
duzina puteva ne prelazi |u|.

Kontekstno-nezavisna gramatika je dvoznacna ako postoji re¢ u € X* koja
ima dva parsirajuca stabla. Sintaksic¢ka struktura reci, koju daje parsirajuce
stablo G indukuje i semanti¢ku strukturu (znacenje) te re¢i u L(G). Kada
postoje dva parsirajuca stabla, tesko je odrediti koja je semanti¢ka struktura
korektna. Zato uvek tezimo konstrukciji jednozna¢ne konteksno-nezavisne
gramatike.

Zadatak 3.144. Neka je data gramatika G = (V, X, ), u kojoj je V\ X = {0, A, u},
X ={x,y,z} i pravila su

o—-Axy, A—-puxuy, p—AZ, u-—y, A-x

Ispitati da li re¢ xz2(xy)? pripada jeziku L = L(G, 0).

Resenje: Primetimo da postji stablo izvodenja, prikazano na Slici 3.144., koje
odgovara izvodenju

0= Axp = pxpxp = Az xpuxp = Az xyxp = xz°xyxp = xz22xyxy = xz2(xy)?,

jer ¢itanjem oznaka listova, sa leva na desno, dobijamo re¢ xzzxyxy. Ovim
smo dokazali da je xz2(xy)* € L(G,0). O
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/N
/N |

u

Slika 3.1 Stablo izvodenja za Zadatak 3.144..

Zadatak 3.145. Odrediti da li re¢ abaca pripada jeziku L(G, o), ako je G = (V, X, m)
data gramatika , u kojoj je V\ X = {o}, X = {a, b, c}, a pravila izvodenja su

o > obo, o0—>oco, o-—a.

Resenje: Parsirajuce stablo ¢emo dobiti pretrazivanjem po dubini grafa g(G)
(tzv. Depth-first search algoritam). Cvorove éemo ispitivati sa leva na desno
sve dok ne dobijemo traZenu re¢. Pri tome ispitujemo samo ¢vorove do kojih
duzina puta od pocetnog simbola o nije veca od duzine |abaca| = 5 i moZemo
odbaciti svaki ¢vor u kome naidemo na dva pojavljivanja slova b ili slova c.

NS

SN

abo obobo ocobo
aba abobo  aboco
abaco  aboboco  abococo

abaca abacoboc  abacoco

Napomena 5. TraZenu re¢ moZemo naéi i pretraZivanjem stabla po sirini (tzv.
Breadth-first search algoritam).

Pretrazivanje stabla prekidamo ¢im nademo traZenu re¢ ili kada duzina puta
od korena premasi 5. O
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Zadatak 3.146. Neka je G = (V, X, ) kontekstno-nezavisna gramatika u kojoj su
simboli oblika (---) pomocéni simboli, dok su ostali simboli terminalni, a pravila
izvodenja su:

(iskaz) — if (uslov) then (Tiskaz) + (Tiskaz)

(Tiskaz) — if (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz) + (Siskaz)
(uslov) - C1+Co+Cs

(Siskaz) — A1+ Ay + As.

Naci dva razlicita parsirajuca stabla za reCenicu:
if Cy then if C, then A; else if C3 then A, else As.

Resenje: Vide¢emo da je mogucée naéi dva parsirajuca stabla za datu re¢enicu:

(iskaz)
if “(uslov) then (Tiskaz)
Cy1 if ~(uslov) thenéijka}else (iskaz)
@) (Siskaz) (Tiskaz)

Ay if 7 (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz)

Cs (Siskaz) (Tiskaz)
Ar (Siskaz)
A

Primetimo da iz ovog parsirajuceg stabla ne moZemo odrediti $ta se deSava
ako uslov Cj ne vazi. O¢igledno je da se ne dobija ni jedan od jednostavnih
iskaza (Siskaz) Ay, Ay ili As.

Videc¢emo da se u drugom parsiraju¢em stablu, prikazanom na Slici 3.2,
u slucaju kada uslov C; ne vazi dobija jednostavan iskaz Ajz.

Dakle, data gramatika je dvozna¢na i vidimo da je teSko odrediti znacenje
reCenice iz dva parsirajuca stabla. Zato je poZeljno konstruisati jednozna¢nu
gramatiku uvek kada je to mogucée. O

Zadatak 3.147. (a) Dokazati da je konteksno-nezavisna gramatika G = (V,X, m)
aritmetickih izraza sa dve promenljive X = {a, b} i pravilima izvodenja

0—>0+0, 0>0—0, 000, 0—>0:0, 0> (0), 0 >a+b,

dvoznacna gramatika.
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(iskaz)
(Tiskaz)
mkﬂ) else (iskaz)
AR
C if (uslov) then (Tiskaz) else (iskaz) (Tiskaz)
|
Cy (Siskaz) if <(uslov) then (Tiskaz) (Siskaz)
.
Aq Cs (Siskaz) Az

Ap

Slika 3.2 Drugo parsirajuce stablo za Zadatak 3.146.

(b) Naci ekvivalentnu jednoznacnu gramatiku jezika L(G).

Resenje: (a) Uzmimo proizvoljan, jednostavan aritmeticki izraz a+a-b.
Pokazacemo da on ima dva parsirajuca stabla:

/N /N
LN N
\ [ ]

a b a a

Ako vrednost izraza ¢itamo prema redosledu dobijenom u parsiraju¢em sta-
blu, u prvom stablu dobijamo vrednost a+(a-b) = a +ab, dok je drugom
dobijena vrednost (a+4a)-b = 2a+b, §to znaci da su dobijene vrednosti ra-
zlicite.

(b) Obi¢no dvozna¢nost proizilazi iz paralelne zamene pomoénog simbola
u receni¢noj formi. Ovde 0 moZemo zameniti sa g + ¢ ili 0- 0 iiz obe recenicne
forme moze da se izvede o + ¢ - 0. Obi¢no se ovaj problem prevazilazi ko-
ri$¢enjem razlicitih pomo¢nih simbola za predstavljanje operanda razlicitih
operatora.

Zato ¢emo uvesti nove pomocéne simbole « za predstavljanje operanda
za operacije "+ i-", i f za predstavljanje operanada za "-i:" . Pri formiranju
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pravila izvodenja vodi¢emo ra¢una o uobi¢ajenim pravilima koja vaze za

aritmeticke izraze:

Operacije "-i:" imaju prioritet nad operacijama "+1i-";
Prilikom primene operacija istog prioriteta operacija koja je levo ima prio-
ritet nad onom koja je sa desne strane u aritmeti¢kom izrazu.

Uzimajudéiu obzir ova pravila moZemo konstruisati sledec¢a pravilaizvodenja:

o—o+ta 00—, 0—oa,
a—a-B, a—>a:f, a—>p,
B— (o), p—a, p—0.
Na ovaj nacin definisali smo jednozna¢nu kontekstno-nezavisnu gramatiku
ekvivalentnu datoj gramatici. O
Zadatak 3.148. * Neka je L = {u € {a,b}"||ul, = |ulp}.
a) Konstruisati kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise dati jezik.

b) Nacéi jednoznacnu kontekstno-nezavisnu gramatiku koja generise dati jezik.

Resenje: a) Jednostavno se pokazuje da gramatika G, sa pravilima izvodenja
0 — aocbo, 0 — boao, 0 —e,

generiSe dati jezik, tj. da je L = L(G, 0). Ova gramatika nije jednozna¢na, jer
se ¢ pojavljuje dva puta u re¢eni¢nim formama acbo i boao.
Postoje, na primer, dva leva izvodenja reci abab i to:

o0 =aobo = aboaocbo = abacbo = ababo = abab i
0= aobo = abo = abacbo = ababo = abab.

b) Oznac¢imo sa c(u) = |ul, — |uly, za proizvoljnu re¢ u € {a,b}". Definisa¢emo
nove pomocne simbole i f.
Zelimo da a generiSe skup

A ={uela,bf|c(u) =0, za svaki prefiks v od u je c(v) > 0},
a da neterminalni simbol  generiSe skup
B ={ue€{a,b}|c(u) =0, za svaki prefiks v od u je c(v) < 0}.

Konstruisa¢emo jednozna¢nu kontekstno-nezavisnu gramatiku G, za skup
A sa pravilima o — aaba + e i pokazacemo da je A = L(Gq, av).

Jasno je da, za proizvoljnu re¢ u € L(Gq, @), vazi da je c(u) = 0. Indukcijom
po duzini re¢i u pokaza¢emo da, za svaki prefiks v od u, vazi c(v) > 0.

Za praznu re¢ u = e duzine |u| = 0 ovo tvrdenje je trivijalno. Neka su date
re¢i u,v € L(Gg, ) duZine |ul,|v| > 0. Tada postoje izvodenja a Suia=vi
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pretpostavimo da je c(wy) > 0, za svaki prefiks wy od u i c(w,) > 0, za svaki
prefiks w; od v. U izvodenju

* *
a = aaba= auba = aubv,

za prefiks p re¢iau je, prema indukcijskoj pretpostavci, jeste vrednost c(p) > 1
i c(aub) = 0. Tako, za proizvoljan prefiks g od v, imamo c(aubv) = c(v) > 0.
Dakle, L(G,,a) C A.

Obratnu inkluziju dokaza¢emo indukcijom po duZzini reci w.

Za w = e dokaz je trivijalan. Posmatrajmo proizvoljnu, nepraznu re¢ w.
Ocito je da ona pocinje slovom a i zavrSava sa b. Pretpostavimo da tvrdenje
vaZi za sve re¢i duZine manje od |w|. Zapis§imo re¢ w u obliku w = aubv, pri
¢emu je au najduZi prefiks od w koji ima slede¢u osobinu:

Pq: Svaki neprazan prefiks p od au, ukljucujudi i au, ima c(p) > 0.

Za proizvoljan prefiks g od u vaZzi c(q) = c(ag) —1 > 0 i prema definiciji au
imamo da je c(aub) =0, tj. c(u) = 0, $to znaci da u € A. Dobijamo, takode, da
je c(v) = 0 i za svaki prefiks r od v vaZi c(r) = c(aubr) > 0. Dakle, u,v € A, pa
prema indukcijskoj pretpostavci u,v € L(Gq, a). Kako postoje izvodenja a = u
i = v imamo

a = aaba = auba = aubv = w. (3.18)

Ovim smo dokazali da je A = L(Gg, @).

Ostalo je da dokaZzemo jednoznaénost gramatke G,. Pretpostavimo da se
w moZe dobiti iz @ izvodenjem (3.18.). Tada je au najduzi prefiks od w koji
ima osobinu Py, jer uslov c(u) = 0 povlaci da je c(aub) = 0 i, za svaki prefiks p
od u iz c(p) > 0 sledi c(ap) > 1. Tako dolazimo do zahteva da je prvo slovo a
u w jednoznacéno upareno sa b koje je odmah iza u. To sledi iz jedinstvenosti
polaznog argumenta u parsiraju¢em stablu izvodenja re¢i w iz o u G,.

Analogno, definiSemo gramatiku Gg sa pravilima izvodenja f — bfaf +e
i pokazujemo da je B = L(Gg, ).

Sada smo spremni da definiS$emo jednozna¢nu konteksno nezavisnu gra-
matiku G; u kojoj su pravila izvodenja:

0 — aabo +bpac +e, o — aaba+e, B — bpaf+e.

Ocito je daje L(Gy) C L.

Obratnu inkluziju, odnosno tvrdenje da ako je w € L onda w ima jedin-
stveno parsirajuce stablo u G, dokazujemo indukcijom po duZzini reéi w.
Tvrdenje vaZi za w = e. Pretpostavimo da re¢ w € {a,b}* potinje slovom a. Za-
pisimo w u obliku w = aubv, gde je au najduzi prefiks od w koji ima osobinu
P;.Naisti na¢in kao u prethodnom delu zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno
parsirajuce stablo izvodenja a = u, pri éemu je c(u) = c(v) = 0. Prema indukci-
jskoj pretpostavciiizvodenje a=> vima jedinstveno parsirajuce stablo. Dakle,
postoji izvodenje:

a= aabo = aubo = aubv = w.
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Jasno je da ovo izvodenje ima jedinstveno parsirajue stablo, a na osnovu
prvog koraka vidimo da slovo a treba upariti sa slovom b koje se nalazi
iza u. Pokaza¢emo da a ne mozZe biti upareno ni sa jednim b u re¢i u. Ako
je u = uibuy, za neke uj,uy, onda, prema Py, vazi c(u;) > 0. To znaci da je
c(auqrb) > 0, pa u; ne moZemo izvesti iz a. Dalje, pokazujemo da a ne moZze
biti upareno ni sa jednim b iz v. Za v = v1bv; imamo c(ub) = c(aub) -1 = -1,
$to znadi da ubv; ima prefiks sa negativnom vrednoséu c. Dakle, ubv; ¢ A, pa
ne moZe biti izvedeno iz a. Na isti nac¢in izvodimo dokaz i kada w pocinje
slovom b. Dakle, G je jednozna¢na gramatika koja generise jezik L. O

3.5. Potisni automati

Pre nego sto damo formalnu matemati¢ku definiciju pojma potisnog auto-
mata, objasni¢emo Sta se zamislja pod realnim modelom potisnog automata.
Realni model potisnog automata prikazan je na sledecoj slici:

‘xl‘X2‘x3‘...‘...‘...‘xn‘
m ulazna traka
& E unutradnji
& mehanizam
&3
potisna
memorija
(stek)
Em

Kao sto se vidi sa slike, potisni automat se u ovom modelu sastoji od ulazne
trake, potisne memorije i unutrasnjeg mehanizma.

Na ulaznoj traci upisana je ulazna re¢ x1x - x,, gde su x1,%2,...,x, slova
ulaznog alfabeta X. Ta rec se ¢ita slovo po slovo, glavom za ¢itanje ozna¢enom
na slici simbolom |. Posle uditavanja svakog slova, ono se briSe, a ostatak
rei se pomera za jedno mesto ulevo, tako da je potisni automat spreman da
ucita sledece slovo ulazne re¢i.

U potisnoj memoriji upisana je re¢ 18-+ &, gde su &1,8,...,Em slova
alfabeta memorije M. Glava za upisivanje, ozna¢ana na slici sa <, deluje
samo na znak na vrhu memorije, u ovom slu¢aju na znak &;. Taj znak moze se
zameniti proizvoljnom reéi w = aja; - - a € M*. Re¢ w se u memoriju upisuje
pocev od poslednjeg slova a, do prvog slova a1, pri ¢emu upisivanje svakog
narednog slova potiskuje ostatak sadrZzaja memorije za jedno mesto nanize.
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Zbog toga se ovakva memorija naziva potisna memorija ili stek, a ovakav
automat i zove potisnim automatom ili automatom sa potiskujucom memorijom.
Zamena simbola &; praznom reci znadi prosto brisanje tog simbola, pri éemu
se ostatak sadrzaja memorije podiZe za jedno mesto navise. Do proizvoljnog
slova sadrzanog u memoriji se moZe doci samo brisanjem svih slova koja se
nalaze iznad njega.

Na kraju, unutrasnji mehanizam se karakterise unutrasnjim stanjima po-
tisnog automata, i u toku rada tog automata vrsi se permanentna promena
stanja.

Prema tome, moZemo re¢i da se u toku rada, potisni automat u svakom
trenutku karakteriSe trojkom koju ¢ine stanje u kome se trenutno nalazi,
trenutni sadrZaj memorije i trenutni sadrZaj ulazne trake. Ovu trojku nazi-
vamo konfiguracijom tog automata. Sada ¢emo preéi na formalnu definiciju
potisnog automata. Pod potisnim automatom A podrazumevamo sedmorku

A= (A/ X/M/ ao, 50/ u, 6)/

gdeje

A —konacan skup, skup stanja od A;

X —neprazan konacan skup, ulazni alfabet od A;

M —neprazan konacan skup, alfabet steka (potisne memorije) od A;
o — element iz A, pocetno stanje od A;

&o —element iz M, pocetni simbol steka od A;

u — preslikavanje iz AX M u F(AX M), gde ¥ (A X M") oznacava skup svih
kona¢nih podskupova od A x M*, uklju¢ujudi tu i prazan podskup;

0 —preslikavanje iz AX M X (AU {e}) u F(AXM).

Preslikavanja p i 6 nazivamo funkcijama prelaza potisnog automata A. Kako
su slike pri ovim preslikavanjima podskupovi od A X M, to je jasno da se
potisni automati "ponasaju nedeterministicki", $to ¢e se bolje videti iz daljeg
teksta.

Proizvoljnu trojku (a,a,u) € A X M X X* nazivacemo konfiguracijom po-
tisnog automata A. U napred datom modelu potisnog automata, ova ko-
nfiguracija bi odgovarala trenutku u kome se potisni automat A nalazi u
stanju 4, u steku se nalazi zapamdéena rec¢ «, a na ulaznoj traci na ocitavanje
¢eka ulazna re¢ u. Rad potisnog automata A sastoji se u nizu prelazaka iz
konfiguracije u konfiguraciju, koji su odredeni funkcijama prelaza u i 6. Te
funkcije se takode mogu shvatiti kao izvesni program, ili, tacnije re¢eno, skup
instrukcija po kome radi potisni automat A. Taj skup instrukcija ¢ine sve
relacije oblika

(0,B) € u(a, &)
koje vaze za (b,) e AXM"i(a,&) € AX M, isve relacije oblika

(0,B) € 6(a, &,x)
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koje vaze za (b,f) e AXM*i(a,&,x) e AXMX (X U/{e}).

MozZemo razlikovati tri vrste prelaza u potisnom automatu:

Stacionarni prelazi:

Neka je data konfiguracija (a,, u), pri ¢emu je @ € M*, $to znadi da je stek
neprazan. Oznacimo sa & prvo slovo redi ¢, tj. uzmimo da je a = £a’, za neki
a’ e M*. Ako je (b,p) € u(a, &), tada je mogu¢ prelaz sa konfiguracije (a,a, 1)
na konfiguraciju (b, B, u), $to simboli¢ki oznacavamo

(a,a,u) = (b,a’, u).

Drugim re¢ima, relaciju
(b,p) € wa, &),

mozZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & recju
i ostavi ulaznu re¢ u nepromenjenom.

Dakle, prelazi ovog tipa ne zavise od ulaza. Ovakve prelaze nazivamo stacio-
narnim prelazima, jer se prilikom njih ne menja sadrzaj ulazne trake.

Progresivni prelazi:

Neka je data konfiguracija (4, @, 1), pri temu je @ € M* iu € X*, §to znadida
suistekiulazna traka neprazni. Oznac¢imo sa & prvo slovo reéi a, tj. uzmimo
daje a = &a’, za neki o’ € M, i oznac¢imo sa x prvo slovo ulazne redi u, tj.
uzmimo da je u = xu’, za neki u’ € X*. Ako je (b,p) € 6(a, &, x), tada je mogué
prelaz sa konfiguracije (a,,u) na konfiguraciju (b,fa’,u’), Sto simboli¢ki
oznacavamo

(a,a,u) > (b,pa’ ).

Drugim recima, relaciju

(0,B) € 6(a, &,x)

moZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & recju
i izbrisi prvo slovo x ulazne reciu.

Prelaze ovakvog tipa nazivamo progresivnim prelazima, jer se prilikom njih
briSe prvi simbol sa ulazne trake.

Prelazi sa praznim ulazom:

Neka je data konfiguracija (4, @, e), pri cemu je « € M*. Oznadimo sa & prvo
slovo reci a, tj. uzmimo da je a = o/, za neki a’ € M*. Akoje (b,) € 6(a,&,e),
tada je mogu¢ prelaz sa konfiguracije (a,a,u) na konfiguraciju (b, a’,e), sto
simboli¢ki ozna¢avamo

(a,a,€) = (b,Bae).

Drugim re¢ima, relaciju

(0,B) € 6(a, & e)
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moZemo smatrati instrukcijom programa potisnog automata A koja kaze

predi iz stanja a u b, zameni prvi simbol steka & recju f
i ostavi ulaznu traku praznom

(kakva je bila i pre prelaza). Ovakve prelaze ¢emo nazivati prelazima sa
praznim ulazom.
Mozemo definisati relaciju — na skupu svih konfiguracija potisnog au-
tomata A, pri ¢emu je
(a1,a1,u1) — (a2, a2,uz)

ako i samo ako je mogué prelaz iz konfiguracije (a1, a1,u1) u konfiguraciju
(a2, 2, u2), koji je bilo stacionaran, bilo progresivan, bilo prelaz sa praznim
ulazom.

Sa — ¢emo oznacavati refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije —. To
znaci da za dve konfiguracije (a,a,u) i (b, §,v) potisnog automata A vazi

(a,a,u) > (b,8,0) (3.19)
ako i samo ako je ili (a,a,u) = (b, 8,v), ili postoji niz konfiguracija
{(ﬂi,ai,ui)};, nelN,
takav da vazi
(@,a,u) = (a1,a1,u1) = (a2, a2,12) = --+ = (an, an,un) = (b,,0).  (3.20)

Izraz oblika (3.19), odnosno niz prelaza (3.20), nazivamo izracunavanjem u A,
a pojedinacne prelaze u (3.20) nazivamo koracima u tom izra¢unavanju.

Primetimo da sa konfiguracije oblika (4, ¢, u) nije moguce pre¢i ni na jednu
drugu konfiguraciju potisnog automata A. To znaci da ako u nekom izracu-
navanju u A dodemo do konfiguracije tog oblika, izra¢unavanje se prekida.
Drugim re¢ima, ukoliko se u toku rada potisnog automata stek isprazni, sto
se moze desiti, jer prvi simbol steka moZemo zameniti i praznom reci, sto
znadi obrisati, tada se rad potisnog automata prekida.

Raspoznavanje jezika potisnim automatima

Pojam raspoznavanja, odnosno generisanja jezika potisnim automatom

moZe se definisati na dva na¢ina — raspoznavanje skupom stanja i raspozna-

vanje praznim stekom, i pokazuje se da su ta dva nacina ekvivalentna.
Potisni automat A raspoznaje jezik L C X* skupom T C A ako je

L:{ueX*

(Fa € T)(For € M) (a0, &0,) > (a,x,)},
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odnosno ako za u € X* vazi
uel o (JaeT)TaeM) (ap,&o,u) = (a,a,¢).

Drugi nacin raspoznavanja jezika potisnim automatom je raspoznavanje
praznim stekom. Naime, potisni automat A raspoznaje jezik L praznim stekom
ako je

L=fuex

(Fa € A) (a0, 0,1) = (a,e,0),

odnosno ako za u € X* vazi
uel & (FaeA) (ag,&,u) — (ae6).

Teorema 3.18. Neka je L C X* jezik nad konacnim alfabetom X. Tada postoji potisni
automat koji raspoznaje L skupom stanja ako i samo ako postoji potisni automat koji
raspoznaje L praznim stekom. Dokazati.

Zajezik L € X" nad konaénim alfabetom X i potisni automat A koji raspoz-
naje L bilo nekim podskupom skupa stanja, bilo praznim stekom, kaZemo
da A raspoznaje L i da je L jezik raspoznatljiv potisnim automatom.

Zadatak 3.149. Posmatrajmo potisni automat A = (A,X,M,q,e,0), sa skupom
stanja A = {p, q}, ulaznim alfabetom X = {a, b, c}, alfabetom steka M = {a, b}, poCetnim
simbolom steka &y = e i progresivnim prelazima definisanom na sledeci nacin:

0(q,&,a) =1{(q,a8)}, 0(q,&,b) =1{(q,b8)}, 06(g,¢,0) ={(p, )},
o(p,a,a) ={(p,e)}, o(p,b,b) ={(p,e)}, zasimbol & e MU{Ep} sa vrha steka.

Odrediti jezik L(A) koji raspoznaje ovaj potisni automat i naci izracunavanja reci
abcba, abcb i abcbab. Koja od ovih reCi pripada jeziku L(A)?

Resenje: Primetimo da ovaj potisni automat radi na sledeéi na¢in: U inicijal-
nom stanju g on smesta slova a i b sa ulazne trake u stek, sve dok na ulaznoj
traci ne procita slovo c. Posle toga, unutrasnji mehanizam prelazi u stanje
p, u kome A uporeduje svaki simbol sa ulazne trake sa simbolom na vrhu
steka. Ako su oni jednaki, automat prihvata ulaz.

Date progresivne prelaze moZemo, formalno, predstaviti na sledeéi na¢in:

(g, a,au’) = (g,a0,u’),  (q,a,bu’) = (q,ba,u’),
(p,aa’,au’) — (p,o’,u’), (p,ba’,bu’) = (p,a’ ,u"),
g a,cu’)y—>(pau’), zaaec o eM,u X"

Neka je re¢ u € {a,b}" prefiks na ulaznoj traci, pre prvog pojavljivanja re¢i c i
v sufiks posle prvog pojavljivanja ¢ na ulaznoj traci. U trenutku kada potisni
automat prede u stanje p, re¢ u je smestena u stek u obratnom redosledu,
tj. pri poredenju sufiksa v sa sadrZajem steka, prvo slovo iz v poredi se sa
poslednjim slovom re¢i u i tako dalje. To zna¢i daje v =1, paje
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L(A) = {ucu|u € {a,b}}.

Kako je &g = e pocetni simbol steka, traZzene re¢i mogu se dobiti slede¢im
izracunavanjima:

(q,e,abcba) — (g,a,bcba) — (q,ba,cba) — (p,ba,ba) — (p,a,a) = (p,e,e);
(q,e,abcb) — (q,a,bcb) — (q,ba,cb) — (p,ba,b) — (p,a,e);
(g,e,abcbab) — (g,a,bcbab) — (q,ba,cbab) — (p,ba, bab) — (p,a,ab) — (p,e,b).

Prime¢ujemo da A raspoznaje re¢ abcba praznim stekom, dok se druga i tre¢a
re€ ne raspoznaju ovim potisnim automatom. 0O

Zadatak 3.150. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L={a'bick|i,jk>0,i+k=j).

Resenje: Koristicemo tri razli¢ita stanja potisnog automata da bi obezbedili
redosled ¢itanja slova a, b i c i stek da bi ispunili zahtev da je i+k = j.
Dakle, konstruisaéemo automat A sa skupom stanja A = {p, 4,7}, gde ¢e p biti
inicijalno, a r finalno stanje. U stanju p, automat svako slovo a sa ulazne trake
smesta u stek. Pri prvom ucitavanju slova b prelazi u stanje q i svako b sa
ulazne trake ili uparuje sa slovom a sa vrha steka ili ga smesta u stek. Pri
prvom &itanju slova c sa ulazne trake automat prelazi u stanje r i uparuje ga
sa b iz steka, kao i svako sledece ¢ dok se stek ne isprazni.

Dakle, traZeni potisni automat je A = (A, X, M, p, &, 6,T), sa skupom stanja
A ={p,q,r}, ulaznim alfabetom X = {a,b, ¢}, alfabetom steka M = {a, b}, inicijal-
nim stanjem p , poc¢etnim simbolom steka &g i skupom finalnih stanja T = {r}.
U automatu A ¢emo definisati progresivne prelaze na sledeéi nacin:

o(p,&,a) ={(p,aé)}, o(p,ab)=1{(g,e)}, zale{,a}
0(g,&,b) ={(q,b8)}, 06(q,b,c) ={(re)}, za&e{&,b}
o(r,b,c) = {(r,e)}.

Jasno je da, ovako definisan potisni automat, raspoznaje jezik L praznim
stekom. 0O

Zadatak 3.151. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L= {x'y/|2i # 3j).

Resenje: Posmatrajmo najpre jezik Li = {a'b/|i,j > 0, 2i = 3j}. Primeéujemo
da re¢ x'y/ pripada jeziku L; samo ako je i = 3k i j = 2k, za neki k > 0. Za
svako slovo x na ulaznoj traci moZemo smestiti u stek dve njegove kopije,
koriS¢enjem pomocnog stanja i stacionarnih prelaza. Sli¢no, svako ulazno
slovo y moZemo upariti sa slovom x na vrhu steka, a zatim pomo¢u jos dva
pomocna stanja briSemo jos dva slova x, za isti ulaz y. Konstrui$imo potisni
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automat A = (A1, X, My, a, cf(l), 01, p1, T1) koristeéi ovu ideju. Neka je skup sta-
nja ovog automata A; = {a,a’,b,b’,b"}, ulazni alfabetje X = {x, y}, alfabet steka
My ={x}, 5(1) pocetni simbol steka, T = {b} finalno stanje. Progresivne prelaze
definisa¢emo sa:

8(a,&,0) = (bee), SU”,x,y)=(be),
5@, &,x) = (a,xE), za&el&)x),

a stacionarne prelaze na slede¢i nacin:

(a,a,xu’) = (@', xa,xu’), 4. u(a,&)=(a',xé),

zaa=E&d, &€ {é(l),x}, a efx),u eX
(a,a,yu’) > V', o', yu’), 4. p@,x)="e), zaa=xa’,a" e{x}', 1 € X",
O, a,yu’y—= ", ,y), §.ul,x)=0",), zaa=xa’,a" €{x}’, u" € X",
b,a,yu’y— ¥, o', yu’), 4. ub,x)="e), zaa=xa’,a’ €{x}’, u" € X".

Potisni automat A; raspoznaje jezik L praznim stekom.

Vratimo se jeziku L. Iskoristiéemo prethodnu ideju da svako slovo y upa-
rimo sa jednim i jo$ pola x. Posle toga ¢emo imati dva zavrsna stanja ay,
ako je 2i >3j i b,, ako je 2i < 3j. Da bi stigli do stanja a,, neophodno je
da iz steka brisemo bar jedno slovo x koje nije vezano za ulaz y. Da bi
stigli do b, treba da uc¢itamo najmanje jedno slovo y vie. U ovom drugom
slu¢aju moZe se javiti problem, jer automat moZze da blokira u stanjima b’ i
b pokusavajudi da izvuce x iz praznog steka. Primetimo da, ako je u stanju
b" ili b stek prazan, vaZi 2i < 3j, pa moZemo dodi do stanja b, direktno iz
a, odnosno V', bez brisanja simbola x iz steka. Konstruis§imo sada automat
A=(A,X,M,a, &y, u,T)nasledecinacin: Neka je skup stanja ovog automata
A ={a,a,ay,bb',b",b,}, ulazni alfabet je X = {x,y}, alfabet steka M = {x}, &o
pocetni simbol steka i T = {ay, by} skup finalnih stanja. Prelaze, na osnovu
prethodnog, mozemo definisati na sledeéi nacin:

6(61, CS,E) = (b/e)/ Za (S e {CSO,X},
o(b,e,x) = (ay,e), O(ay,e,x) = (ay,e),
o(b,e,y) = (by,e), o(by,e,y) = (by,e),

(a,a,xu") = (@', xa,xu’), . u(a,&) = (a’,x¢&),
zaa=&d, Eel&y,x}, o el{x}',u’ eX"
o', &,x) = (a,xé), za & € {&o,x},
(a,a,yu’) > V', ,yi), tj.u@,x)=,e), zaa=xa’,a’ €{x}*, u’ €X,
(a,x,yu’) = (by,e,u’), tj. 6(a,x,y) = (by,e), zau' € X
v, a,yu’)y - (b7, a' ,yi’), fj. ut’,x)=(b",e), zaa=xa’, & €{x}*, u’ € X",
', x,yu’) = (by,e,u’), 4.0V, x,y) = (by,e), zau" € X",
o(b”,x,y) = (bse),
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(ba,yu’y > ¥, a',yi’), . ub,x)=e), zaa=xa’,a €{x}tiv € X",
(b,x,yu") = (by,e,u’), tj. 6(b,x,y) = (by,e), zau' € X".

Nije tesko pokazati da ovako definisan potisni automat raspoznaje traZeni
jezik L. O

Zadatak 3.152. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L ={u e {x,y}" | 2lulx # 3Jul,}

Resenje: Primetimo, ovde, da za svako slovo x sa ulaza u stek treba smestiti
dve kopije simbola x, dok za svako ulazno slovo y u stek smeStamo tri kopije
simbola y. Svaki stek simbol x treba uparitisa stek simbolom y. Uparivanje
vrsimo ako je novo ulazno slovo razli¢ito od simbola sa vrha steka, dok u
protivnom slovo smestamo u stek. Treba voditi ra¢una da, ako u steku nema
dovoljno simbola sa kojima bi se uparivanje vrsilo, ostale kopije ulaznog
slova smeStamo u stek.

Neka je a inicijalno stanje traZenog automata. Kada je na ulaznoj traci
uditano slovo x ili ga uparujemo sa simbolom y iz steka ili ga smestamo u
stek, kada automat prelazi u stanje a;. U stanju a; ili briSemo iz steka drugi
simbol y ili stavljamo drugu kopiju simbola x u stek i vracamo se u stanje a.
Stanja b; i by koristiéemo za rad sa simbolom y na sli¢an nacin.

Formirajmo sada potisni automat A = (A, X,M,a,&, 6, u,T). Neka je skup
A =A{a,a1,by,by,ax,by}, X ={x,y}, M ={x,y}, T = {ax, by}, a prelaze cemo defi-
nisati na sledeéi nacin:

(@&, xu’) = (ay, xa,xu’), 4. p(a, &) = (a1,x8),
zaa=&x, Eeléox), a elx,y), u eX
(a,ya’,xu") > (a1, ,xu’), 4. u(a,x)=(ay,e), u' € X*
0(a1,&,x) = (a,x8), za & € {&o,x},
0(a1,y,x) = (ae),
O(a,x,e) = (ay,e),
0(ax, x,x) = 6(ax, x,€) = (ax,¢),
0(a,y,e) = (by,e),
0(by,y,y) = 6(by, y,€) = (by,e),
(@ éa’,yu’) = (b, ya,yu'), . p(a, &) = (b1,y<),
zaa=:¢&d, Ee{éyl, o efx,y), u' € X,
(@xa/,yu') = (b, yu’), . pla,y) = (br,e), v €X’,
(01, &, yu") = (b2, ya, yw'), §. u(a, &) = (br, y&),
zaa=¢&d, Eeféo,yl, a efxy), u eX
(b, xa,yu’)y = (ba, &, yu’), §. u(by,y) = (bye), u' € X7,
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6(b2/ 5/ y) = (ll, yg)/ Za 5 € {CSO/ y},
0(bz,y,%) = (a,e).

Da bi pokazali da ovaj potisni automat raspoznaje upravo jezik L, primetimo
da, prema prethodnim pravilima, stek uvek sadrzi najvise jedan stek simbol.
Ako u € L i ako je 2|uly —3|ul, > 0 stizemo do zavr$nog stanja a,, dok za
2|uly = 3|ul, < 0 stizemoub,. O

Zadatak 3.153. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik
L ={u e {x,y} ule < luly < 2ulx}.

Resenje: Pri konstrukciji ovog automata problem je sto svako slovo x treba
upariti sa najmanje jednim i najvise dva slova y. Tu se javlja problem, jer ako u
stek stavimo samo jedno slovo x, ne moZemo da odredimo da li je |ul, < 2[uls.
Takode, ako u stek stavimo dva simbola xx, nema nacina da proverimo da li
je luly <uly. Jedini na¢in da se to rei je, da podelimo sva pojavljivanja slova
x u dve grupe: svako x iz prve grupe uparujemo sa jednim y i svako x iz
druge grupe sa po dva y.

Dakle, konstrisacemo potisni automat A = (A, X,M,a,&0,6,u,T), sa dva
stanja A = {a, b}, alfabetom X = {x, y}, skupom stek simbola M = {x, y}, i inicijal-
nim i zavr$nim stanjem koja se poklapaju, tj.T = {a}, dok su prelazi definisani
na sledeéi nacin:

6(&,6,3() = (b,X), za & €&y
0(a,x,x) = (a,xx),

@, x,y) = (ae),

o(a,y,x) = (b,e),

0@a,&,y) = (a,yé), za & € {&o, y}
u, &) = (a,x8), zale{&o,xl
0(b,&,y) = (ae), za&e{&o,xl).

Ovaj automat raspoznaje traZeni jezik. 0O

Potisni automati i konteksno nezavisni jezici

Zadatak 3.154. Neka je X konacan alfabet i neka je L C X" neprazan jezik. Dokazati
da je L kontekstno-nezavisan ako i samo ako moZe biti raspoznat nekim potisnim
automatom.

Resenje: Prikaza¢emo samo glavne crte ovog dokaza. Pretpostavimo prvo
da je L kontekstno-nezavisan jezik. Razlikova¢emo slucajevee ¢ Lie € L.

Sluéaj e ¢ L: Bez umanjenja op$tosti moZemo pretpostaviti daje L = L(G, 0)
za neku kontekstno-nezavisnu gramatiku G = (V, X, ) koja je u Normalnoj
formi Chomsky.
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Konstruisimo potisni automat A = (A, X, M, a9, &0, 11,06, T) na sledeéi nacin:

A={ag,ay,t}, M=V\X)U{&}, gde&ogViXNV =0,

u(ao, o) = {(a1,0&0)},

t(a, A) = {(a1,aB)|A — ap je pravilo iz 7},

u(a,A)=0, wuostalim slucajevima,

0(ar,&0,0) = {(t,0)},

0(a1, A, x) ={(a1,e)}, akoje A — xpraviloizm,

0(a,A,x) =0, wu ostalim slucajevima. (3.21)

Tada potisni automat A raspoznaje L skupom T = {t}.

Slu¢aj e € L: U ovom slucaju posmatramo jezik L’ = L\ {e}. Tada automat
A definisan za L’ raspoznaje L, ako u (3.21) dodamo pravilo

O(ag, $o,e) = {(t,E0)}-

Obratno, pretpostavimo da jezik L moZe biti raspoznat nekim potisnim auto-
matom
A= (A,X,M,a0,&o,14,0).

Prema Teoremi 3.18. moZemo, bez umanjenja opstosti, uzeti da se radi o
raspoznavanju praznim stekom.
Defini$imo gramatiku G = (V, X, 1) na slede¢i na¢in. Uzmimo najpre da je

VAX=(AXMxA)U{a}.

Elemente iz V' \ X zapisiva¢emo u obliku [p,«,q], da ih ne bi pomesali sa
konfiguracijama potisnig automata A.
Skup 7 pravila definisaéemo na sledeéi nacin. Najpre ¢emo za svakia € A
staviti da je
0 — [ao, &o,a]
pravilo iz 7. Dalje, svakoj "instrukciji" (a’,f1f2---Bx) € u(a,a), za k > 1,
pridruzi¢emo skup pravila

l[a,a,ar] = [, B1,a11la1, B2,a2] - [ak-1, Br, ak],

gdeje ay,...,a; proizvoljan niz elemenata iz A, dok éemo "instrukciji" oblika
(a’,e) € p(a,a) pridruziti pravilo

[a,a,a’] — e.

Na kraju, proizvoljnoj "instrukciji" (a’, f182 - - Bx) € 6(a, @, x), zak > 1, pridruzu-
jemo skup pravila

[Cl,a,{/‘lk] - X[ﬂ/,ﬁl,al][ﬂ],ﬁQ,QQ] T [ak—llﬁk/ak]r
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gdejeay, ..., a; proizvoljan niz elemenata iz A, dok ¢emo "instrukciji" oblika
(a’,e) € 6(a, o, x) pridruZiti pravilo

[a,a,a'] — x.

Kada sva ova pravila sakupimo i njima formiramo skup 7, dobijamo gra-
matiku G koja je ocigledno kontekstno-nezavisna (mada ne u Normalnoj
formi Chomsky), i za kojuje L = L(G,0). O

Zadatak 3.155. Neka je G = (V,{x,y}, ) konteksno-nezavisna gramatika sa pra-
vilima izvodenja:
0 — x0, 0 — xcboyo, o —e.

Konstruisati potisni automat A koji raspoznaje jezik L = L(G, 0).

Resenje: Da bi primenili konstrukciju automata datu u resenju prethodnog
zadatka treba datu gramatiku G svesti na ekvivalentnu gramatiku u Nor-
malnoj formi Chomsky.

Jednostavno je videti da je skup pravila izvodenja 7 ekvivalentan slede-
¢em skupu pravila:

o—ao, c—>af, ooy, y—Ag,

coXx, a—=x, foy, Yoy Aoy
Konstruisimo potisni automat A = (A, X, M, a9, &0, 14,6, T) na sledeéi nacin:

A={ag,a1,t}, X={xy}, M=(V\X)U{&)} gdepo¢ViXNV =0,
t(@o, o) = {(a1,0&0)},

(a0, o, €) = {(t, o)},

(a1, 0) = {(a1,a0)|0 — ao},

p(ar,0) ={(ar,ap)|o — ap},

p(ar, B) = {(a1,09)1p — ayl,

ula, 1) =0, wuostalim slu¢ajevima, a€ A, ueM,

(a1, &o,€) = {(t, o)},

o(a1,0,x) ={(a1,e)}, zapraviloo — x,

o(a1,a,x) ={(a1,e)}, zapraviloa —x,

o(a1,B,y) =1{(a1,e)}, zapravilop—y,

o(a1,y,y) ={(a,e)}, zapraviloy—y,

0(a1,A,y) ={

o(a,u,x)=0, wuostalim slucajevima,zaa€ A, ueh,

(a1,e)}, zapraviloA—y,

o(a,u,y) =0, wuostalim slu¢ajevima, zaa€ A, ueM.

Tada potisni automat A raspoznaje L = L(G,0) skupom T = {t}. O
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Zadaci za samostalni rad

W

. Dokazati da postoji algoritam pomoé¢u koga za svaku konteksno-nezavisnu

gramatiku G = (V, X, n) i svaki konac¢an jezik L € X* moZemo odluciti da li
jeLCL(G)idalije LNL(G)=0.

. Jezik L = {x™y"x™y" |m,n € N} nije kontekstno-nezavisan. Dokazati.
. Dokazati da jezik L = {a'b/ |k = max{i, j}} nije kontekstno-nezavisan.
. Neka je G = (V, X, ) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima

0 —aoaa+a, a — bbacc+ B, g — be.

(a) Konstruisati parsirajuce stablo reci a3b3c3a®.
(b) Dokazati da ova gramatika nije jednoznacna.

Neka je G = (V, X, ) konteksno nezavisna gramatika sa pravilima
0 — aacbB+e, a > aa+a, p— bB+e.

(a) Dokazati da je ova gramatika jednoznacna.
(b) Konstruisati njoj ekvivalentnu nejednozna¢nu gramatiku.

. Konstruisati potisni automat koji raspoznaje jezik

(1) L = {u € {x, y}"|3luly < Sluly < 4luly};
(i) L= {u € {x, y)" | 2lulc +5 < BJuly);
(iil) L = {a'bick i, j,k > 0, i+ 2k = j}.

. Za svaku od slede¢ih konteksno-nezavisnih gramatika G = (V, X, ) kon-

struisati potisni automat koji raspoznaje jezik L = L(G, 0):

(a) X ={a,b}, m={o —aocbo, 6 — boac, 0 — ¢},
(b) X ={x,y}, n={0c— 00, 0 = x0y, 0 = e}.






Glava 4
Turingove masine

Postoji viSe razli¢itih na¢ina za definisanje Turingovih masina. Medutim, svi
oni su medusobno ekvivalentni, pa éemo ovde dati osnovni model Turingove
masine. Njegovom jednostavnom modifikacijom dobijaju se i ostali modeli.

4.1. Konstrukcija Turingovih masina

Pre nego sto damo formalnu definiciju Turingove masine opisa¢emo nefor-
malno njen rad.

laleol el lal#] %]+
m ulazna traka
unutrasnji
mehanizam

Turingova masina se sastoji iz ulazne trake koja je podeljena na ¢elije i u
svakoj od njih zabeleZen je po jedan simbol iz kona¢nog alfabeta X, koji se
naziva skup simbola trake. Ulazna traka ima pocetak sa leve strane, a sa desne
strane je neogranicena, tj. ima beskona¢no mnogo ¢elija. U svakom diskret-
nom trenutku vremena, glava masine pokazuje na jednu celiju, odnosno na
simbol trake koji je u njoj zabeleZen. Na pocetku rada masine, na ulaznoj
traci su u prvih n Celija, za neki prirodan broj n, zabeleZeni simboli iz ulaznog
alfabeta X, gde je X C X. Preostali deo trake je prazan, tako da medu sim-
bolima trake postoji i simbol # koji ozna¢ava praznu Celiju i vazi # ¢ X.
Unutrasnji mehanizam masine odreden je stanjima masine, pri ¢emu je skup A
svih stanja masine konacan. Rad masine kontrolisan je instrukcijama koje u
svakom diskretnom trenutku vremena, zavisno od trenutnog stanja masine
i simbola na koji glava masine trenutno pokazuje, odreduju sta ce se de-
siti u narednom trenutku. Sam rad masine sastoji se u izvrSavanju sledeé¢ih
operacija:

1. prelazak iz jednog stanja u drugo;

2. zamena simbola u ¢eliji drugim simbolom, pri ¢emu je moguce da se on
zameni i istim simbolom, tj. da sadrZaj ¢elije ostane nepromenjen;

3. pomeranje glave masine za jedno mesto ulevo ili jedno mesto udesno.

129
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U pomeranju glave klju¢nu ulogu igraju dva posebna simbola L i R, pri ¢emu
je,jasno, sa L odredeno pomeranje glave ulevo, a sa R udesno. Pri tome moze
da postoji najvise jedna instrukcija koja za trenutno stanje i simbol na traci
ukazuje na dalji rad masSine. Masina zavrsava sa radom kada za trenutno
stanje i simbol na traci ne postoji nijedna instrukcija koja predvida dalje
ponasanje masine.

Indirektno, smatraéemo da Turingova masina ima moguc¢nost brisanja.
Naime, alfabetu £ se moZe dodati novi pomoéni simbol B (¢ita se prazno ili
blanko) koji je moguée upisati umesto razmatranog simbola, ¢ime bi on bio
tretiran kao obrisan.

Sada ¢emo dati formalnu definiciju Turingove masine. Pod Turingovom
masinom podrazumevamo petorku A = (4,49, X, Z,0), gde je

A —neprazan konacan skup, skup stanja masine A;

ap —element iz A, pocetno stanje masine A;

X —neprazan konacan skup, ulazni alfabet masine A;

X —neprazan konacan skup koji sadrzi X isimbol # ¢ X, alfabet trake maSine A;

0 — parcijalno preslikavanje iz AX X u AXZ\ {#} Xx{L,R}, funkcija prelaza
masine A.

Pod pojmom konfiguracije Turingove masine A podrazumevacemo proizvolj-
nu trojku (a,a,7) € AX(Z\ {#})* X IN. U datom neformalnom modelu masine,
ova konfiguracija bi odgovarala trenutku kada se masina A nalazi u stanju
a, u nepraznom delu trake je upisana re¢ «, ¢itano sleva na desno, a i je
redni broj ¢elije na koju glava pokazuje u tom trenutku, takode brojano sleva
na desno, od pocetka trake. Ako je 6(a,&) = (b,&’,D), za neki (3,§) e Ax X i
D € {L,R}, tada izraz
6(a, &) = (b,&", D)

nazivamo instrukcijom masine A. Rad Turingove masine A sastoji se u nizu
prelazaka iz jedne konfiguracije u drugu, pri ¢emu su ti prelasci odredeni
instrukcijama te masine.

Neka je (a,&1&2 -+ &y, 1) proizvoljna konfiguracija, za &1,&2,...,&q € 2\ {#].
Razlikujemo viSe tipova prelaza:

1. Nekajeie€[1,n]i6(a,&;) = (b,&,R). Tada se sa date konfiguracije prelazi na
konfiguraciju (a,&1 ... &=1&&i41 ... &, i+ 1), Sto piSemo

(a,&1&2...80,0) ?(%51 o &ic1&ir i+ 1),

Drugim recima, instrukcija 6(a,&;) = (b, &, R) kaze sledece: predi iz stanja
a u stanje b, zameni simbol &; u i-toj Celiji simbolom & i pomeri glavu za
jedno mesto udesno, nad ¢eliju sa rednim brojem 7 + 1.

2. Nekajei€[2,n]i0(a,&;) = (b, & L). Tada se sa date konfiguracije prelazina
konfiguraciju (b,&1 ... &i—1EEi41 - .. &n,i— 1), §to piSemo

(a,&182...En,0) 7(5151 c&im1&&i1 . Epi— 1),
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Drugim recima, instrukcija 6(a,&;) = (b,&,L) kaZe sledece: predi iz stanja
a u stanje b, zameni simbol &; u i-toj Celiji simbolom & i pomeri glavu za
jedno mesto ulevo, nad ¢eliju sa rednim brojem i —1.

3. Nekaje i =n+1. Tada glava pokazuje na praznu celiju, tj. na celiju u kojoj
je zabeleZen znak #, pa razlikujemo sledeée podslucajeve:

3.1. Ako je 6(a,#) = (b, &, R), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfi-
guraciju (b,&1...&,&,n+2), $to piSemo

(a,£1£2...5n,n+1)7(b,51...éné,n+2).

Znacdi, instrukcija o(a,#) = (b, &, R) kaze: zabelezi simbol & u (n+1)-vu
¢eliju i pomeri glavu za jedno mesto udesno, nad (1 +2)-gu ¢eliju.

3.2. Akoje o(a,#) = (b, &, L), tada se sa date konfiguracije prelazi na konfig-
uraciju (b, &1 ... €4, 1), $to piSemo

(a/51£2 . *éﬂ/n + 1) ?(b,él . *éné/n)'

Prema tome, u ovom slucaju instrukcija 6(a,#) = (b,&,L) kaze: upisi
simbol & u (1 + 1)-vu ¢eliju i pomeri glavu za jedno mesto ulevo, nad
n-tu Celiju.
Konacan niz konfiguracija (ax, a, i), k € [0,n], gde je n € IN®, nazivaéemo
izrac¢unavanjem u Turingovoj masini A, ako za svako k € [0,n — 1] vaZi

(A%, Ok, 1) 7(ﬂk+1, Va1, Tea1)-

Ove pojedinacne prelaze nazivamo koracima tog izra¢unavanja. Broj koraka
u ovom izra¢unavanju, tj. broj n, nazivamo duZinom tog izratunavanja.

Akosu(a,a,i)i(b,p, j) konfiguracije za koje postoji izra¢unavanje (ay, ax, i),
k €[0,n], takvo da je

(a/a/ Z) = (aO/ (XO/ Z0) 1 (b/ﬁ/]) = (anranrin)/

tada piSemo
(a,0,)—(b,, ),

pri ¢emu, bez opasnosti od zabune, i taj izraz nazivamo izra¢unavanjem.
Jasno, to izra¢unavanje je duzine 0 ako i samo akoje (a,a,1) = (b, 3, j). Ukoliko
. . . . . . we o . . * . .

je jasno o kojoj se Turingovoj masini radi, u oznakama P izostavlja-

mo A, . pidemo samo — i —. Drugim re¢ima, na skupu A x Z*x N svih
konfiguracija definisana je relacija — tako da su dve konfiguracije (a,a,1) i
(b,B,)) u relaciji — ako i samo ako se iz konfiguracije (a,«,7) moZe pre¢i u
(b,B,j) u jednom koraku. Takode, definisana je i relacija —, koja predstavlja
refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije —.



132 4 Turingove masSine

Napomena 6. Kod ovako uvedenog pojma Turingove masine postoji moguc-
nost da glava posle ¢itanja simbola sa trake ne ide obavezno levo ili desno,
ved¢ moZe ostati ina istom mestu. Naime, ako Zelimo da masina, koja se nalazi
u stanju a i ¢ita simbol £ sa trake, prede u stanje a1, ispiSe &; na tracii glava
ostane na istom mestu, skupu stanja masine A dodajemo novo stanje b, a
instrukcijama masine A dodajemo sledeée instrukcije:

6(11, 5) = (b/ (S]/R)/
o(b,u) = (a1,u,L), zasvakisimbol trake p.

Takode, postoje i tzv. Turingove masine kod kojih ulazna traka ima vise staza.
To su, zapravo, Turingove masine kod kojih alfabet trake, a i ulazni alfabet,
jesu Descartesovi proizvodi nekih skupova. Masina ima onoliko staza koliko
¢inilaca ima u tim Descartesovim proizvodima. Turingova masina sa k staza,
za neki k € IN, jeste masina kod koje alfabet trake jeste neki skup k-torki.

Analogno pojmu raspoznavanja jezika automatima uvodi se i pojam ras-
poznavanja jezika Turingovim masinama. KaZzemo da Turingova masina
A= (A,a0,X,Z,0) raspoznaje jezik L C X* pomocu skupa T C A ako je

L={ueX"|(ag,u,l) N (a,a,i), gdejeacT,ac X", ic N},

uel e (ag,u,1) = (a,a,i) gdejeacT,a€X’,ieN,

a za jezik L u tom slucaju kaZemo da je raspoznatljiv Turingovom masinom.
Skup T nazivamo skupom zavrsnih stanja Turingove masine A.

Neformalno, Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih
redi ulaznog alfabeta koje vode do nekog zavrinog stanja. Cesto se kaze i da
Turingova masina A prihvata re¢ u € X* skupom T ako je (ag,u,1) 5 (a,a,1), za
neko stanjea € T.

Primetimo da se ovde govori samo o prihvatanju rec¢i nad alfabetom X,
dok simboli iz skupa X\ X imaju pomoé¢nu ulogu, koja se moZze uporediti sa
ulogom pomo¢énih simbola kod gramatika.

Mozemo da uvedemo i pojam nedeterministicke Turingove masine. Kao
Sto se i o¢ekuje, to ¢e biti Turingova masina kod koje 6 nije parcijalno pre-
slikavanje, ve¢ je relacija, pa za neke a € A i £ € X ima viSe izbora za 0(a, &),
tj. 6(a, &) je podskup skupa A x X\ {#} X {L,R}. Tako ¢emo ranije definisanu
Turingovu masinu nazivati i deterministickom Turingovom masinom, a petorku
A= (A,a9,X,X,06) nazivamo nedeterministickom Turingovom masinom ako A, ag,
X i X imaju isto znacenje kao u definiciji deterministicke Turingove masine,
dok je 0 relacija izmedu skupova AX X i AX X\ {#} X {L,R}.

Jezik L C X* je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masinom
A=(A,a9,X,X,0) pomocu skupa T C A ako je

L={ueX |(ao,u,1) = (a,a,i) gdejeac T,a € X*,ic N},
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t.
uel e (ag,u,1) > (a,a,i) gdejeac T, a e L, ieN.

Skup T je skup zavrsnih stanja Turingove masine A. Neformalno, nedetermi-
nisticka Turingova masina A raspoznaje jezik L ako je L skup svih re¢i ulaz-
nog alfabeta koje vode iz po¢etnog do nekog od zavrsnih stanja, za neki
izbor niza prelaza. Cesto se kaze i da Turingova masina A prilwata re¢ u € X*
skupom T ako postoji nacin da se, polaze¢i od ag i re¢i u na ulaznoj traci, dode
do nekog zavrsnih stanja.

Kao i u slu¢aju automata bez izlaza, i ovde vaZi da deterministi¢ke i ne-
deterministicke Turingove masine imaju iste moguénosti u raspoznavanju
jezika.

Zadatak 4.156. Dokazati da je jezik raspoznatljiv deterministickom Turingovom
masinom ako i samo ako je raspoznatljiv nedeterministickom Turingovom masinom.

Resenje: Jasno je da se svaka deterministicka Turingova masina moZe sma-
trati nedeterministickom, pa je direktni smer u dokazu zadatka trivijalan.

Dokazac¢emo obrat. Pretpostavimo da nedeterministi¢cka Turingova masi-
na A = (A,a0, X, Z,0) raspoznaje jezik L pomocu skupa T. Opisacemo deter-
ministicku Turingovu masinu A’ = (A’,a¢, X, 2’,0") koja raspoznaje L.

Naime, skup stanja A’ se poklapa sa skupom stanja A, a takode ¢e i skup
zavr$nih stanja biti T. Za fiksiranea € Ai £ € X, takve da je 6(a, &) definisano,
oznacimo sa k(a, &) broj definisanih prelaza iz stanja a za ulaz &, i numerisimo
redom prelaze 6(a,&) = (a’, 1, D), gde je D € {R, L}, brojevima od 1 do k(a, &).
Uvedimo oznaku r = max{k(a,&)|a € A, £ € Z}. Svaka transformacija u A’
moze se okarakterisati kona¢nim nizom brojeva izmedu 1 i r koji predstavlja-
ju brojeve prelaza koji su upotrebljeni u toj transformaciji. Jasno je da svaki
ovakav niz brojeva ne mora da predstavlja transformaciju, jer je moguce da
za izvestan par (4, ) ima manje od r izbora za prelaz, tj. k(a, &) <r.

Neka je sada X’ skup koji se sastoji od nekih trojki oblika [x,7,&], gde je
xe€X,i€[0,r], £ € Z, pri ¢emu skup X’ ne mora da obuhvata sve trojke tog
oblika. Naime, kako alfabet trake ¢ine trojke, to moZemo smatrati da je traka
podeljena na tri staze. U prvoj e se nalaziti ulazna re¢. Na drugoj su na po-
¢etku nule, a nadalje A’ generiSe niz brojeva skupa {1,2,...,7}, gde svaki od
tih brojeva predstavlja broj prelaza koji je upotrebljen. Na trecoj stazi je na
pocetku kopija ulazne re¢i, a u toku rada se na njoj simulira rad masine A,
za ulaze sa prve staze i prelaze odredene nizom u drugoj stazi. Pri tome X
identifikujemo sa trojkama oblika [x,0,x], za svaki x € X. Dakle, ako je A" u
stanju a i na ulazu se javlja trojka (x,7,&), i ako sa 0;(a, &) ozna¢imo i-ti prelaz
u nasoj numeraciji nedeterministicke masine (A, definisan za par (4,&), tada
za 0;(a,&) = (a’,&’,R) automat A’ prelazi u stanje a’, na tre¢u stazu upisuje
simbol £’ i pomera glavu jedno mesto udesno. Analogno se razmatra i slucaj
6[(&, é) = (ﬂl, é// L)

Jasno je da ukoliko A prihvata re¢ u tada ¢e nas odgovarajuci izbor trans-
formacija, tj. niza na drugoj stazi, dovesti do zavr$nog stanja i kod masine
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A’. Obratno, ako masina A ne prihvata re¢ u tada nas nijedan izbor niza na
drugoj stazi, koji predstavlja izbor odgovarajucih prelaza, ne moze dovesti
do zavr$nog stanjau A’. O

Zadatak 4.157. Konstruisati Turingovu masinu koja raspoznaje sve binarne reci
koje se zavrSavaju nulom.

Resenje: Neka je A = (A,a9,X,X,0) Turingova masina u kojoj je

A ={ag,a1,az},
X=1{0,1},
£=10,1,4).

Skup zavrénih stanja je T = {3}, a funkcija prelaza 6 neka je data na sledeci
nacin:

l.a 0(ap,0) = (a0,0,R)

1.b. 6(610,1) = (llo, 1,R)

1.c. 0(ap,#) = (a1,#,L)

2. 5({11,0) = (ﬂz,O,R)

Stanje ag skenira desno slovo ulazne reci, dok a; proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova masina prepoznaje traZeni jezik. O

Zadatak 4.158. Konstruisati Turingovu masinu koja brise poslednje slovo ulazne
binarne reci.

Resenje: Neka je A = (A,a9,X,Z,0) Turingova masina, sa skupovima

A =lag,a1,ar,a3,a4},
X= {0/ 1}/
X =1{0,1,#}.

Skup zavr$nih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza 0 je data na slede¢i nacin:

l.a 5({10,0) = (ﬂ1,0,R)
1.b. 6(ap,1) = (a1,1,R)
2.a. 6(a1,0) = (a1,0,R)
2.b. (S(Cll,l) = (lll,l,R)
2.c. 5({11,#) = (ﬂz,#,L)
3.a. 5({12,0) = (ﬂ3,#,L)
3.b. 5({12,1) = (ﬂ3,#,L)
4.a. 6(as3,0) = (a3,0,L)
4.b. 6(613,1) = (ll3, 1,L)
4.c. 5({13,#) = (ﬂ4,#,L)

Stanje ag skenira desno slovo ulazne reci, dok a; proverava poslednje slovo.
Ovako definisana Turingova masina prepoznaje traZeni jezik. O

Zadatak 4.159. Opisati Turingovu masinu A = (A, a9, X, X, 0) koja raspoznaje je-
zik L = {x"y"|n € N}.
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Resenje: Neka je
A= {a01a1/a2/a3/a4}/
X ={x,y},
r= {x/y/#/a/,g}'

Skup zavrsnih stanja je T = {a4}, a funkcija prelaza 0 je data na sledeci na¢in.
Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, masina ga menja u «, dok se u suprotnom
zaustavlja. Zatim se kre¢e udesno, do prvog y, i menja ga u . Onda se vraca
ulevo do poslednjeg «, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u a i ponovo
odlazi udesno u potragu za novim y. Dakle, u svakom krugu masina menja
prvilevi x u a i prvi levi y u g, a dolazi do zavr$nog stanja samo ukoliko
nema viSe x-ova levo od prvog levog y i iza poslednjeg desnog y se nalazi #.
Funkcija prelaza je data sa:

l.a (ag,x) = (a1,a,R)
1.b. 6(610,[3) = (Cl3,ﬁ,R)
2.a. 6(aq,x) = (a1,x,R)
2.b. 6(a1,p) = (a1,B,R)
2.c. (a1, ) = (a2,8,1)
3.. 8(a2,B) = (a2,B,L)
3.b. 8(az, @) = (ag, @, R)
3.c. O(ap,x) = (ap,x,L)
4.a. 6({13,ﬁ) = (€l3,ﬁ,R)
4.b. 6(as, #) = (ag,#,R)

Slede¢a $ema prikazuje ponaganje masine A u slucaju kada je ulazna re¢ x%°.

H konfiguracija pravilo H || konfiguracija | pravilo H
(a0, xxxyyy,1) start (a2, aaxppy,2) 3.c
(a1, axxyyy,2) 1 (a0, aaxBpy, 3) 3b
(a1, axxyyy,3) 2.a (a1, acapBy,4) la
(a1, axxyyy,4) 2.a (a1, aaafPy,5) 2.b
(a2, axxByy,3) 2.c (a1, aaafPy,6) 2.b
(a2, axxByy,2) 3.c (a2, acafpp,5) 2.c
(a2, axxByy,1) 3.c (a2, a5, 4) 3.a
(a0, axxByy,2) 3b (a2, acappp,3) 3.a
(a1, aaxBfyy,3) 1 (a3, acafpp,4) 4.a
(a1, aaxpyy,4) 2.a (a3, acafpp,5) 4.a
(a1, aaxpyy,5) 2.b (a3, aaafpp,6) 4.a
(a2, aaxppy,4) 2.c (a3, acaefpp,7) 4.a
(a2, aaxpBpBy,3) 3.c (a4, acappp#,8) 4b
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Ovde su,takode, data i pravila koja se koriste u svakom od koraka. O

Zadatak 4.160. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, X, 6) koja raspozna-
je jezik L = {x"y"z" |n € N}.

Resenje: Stavimo
A = {aO/aJC/a]//aZ/aﬂ/a‘y/af}/
X=1{x,y,z},
L={xyz#aqapy}

Skup zavrsnih stanja je T = {4y}, a funkciju prelaza 6 defini$imo na osnovu
slede¢eg. Ukoliko prvi ulazni simbol jeste x, masina ga menja u a, dok se
u suprotnom zaustavlja. Zatim se kre¢e udesno, do prvog y i menja ga u f8.
Daljim kretanjem udesno, traZi prviz i menja ga u y. Onda se vraca ulevo do
poslednjeg a, pa prvi desni x, ako ga ima, menja u a i ponovo odlazi udesno
u potragu za novim ¥y, menjajuéi ga u 8, a, potom, trazi novi z. Dakle, u
svakom krugu masina menja prvilevixuaiprvileviyupfiprvilevizuy,
a dolazi do zavrSnog stanja samo ukoliko nema vise x-ova levo od prvog
levog y, nema vise y-a levo od prvog levog z i iza poslednjeg desnog z se
nalazi #. Funkcija prelaza je data sa:

l.a. 0(ag,x) = (ax,a,R)
1.b. 6(ag,x) = (ag,B,R)
2.a. 8(ay,x) = (ax,x,R)
2.b. 6(ax,y) = (ay,B,R)
2.c. 8(ax,B) = (ax,B,R)
3.a. 6(ay,y) = (ay,y,R)
3.b. 6(ay,c) = (az,y,L)

3.c. 6(ay,y) = (ay,7,R)
4.a. 8(ac,x) = (ac,x,L)

4.b. 6(ac,y) = (ac,y,L)

4.c. 6(ac, o) = (ap, o, R)
4.d. 5(ac, p) = (ac,B, L)

4'e' 6(aC/y) = (“c/V/L)

5.a. 6(615,‘8) = (Clﬁ,ﬁ,R)
5.b. &(ag,y) = (ay,y,R)
6.a. 6(ay,y) = (ay,7,R)
6.b. 6(ay,#) = (as,#,R)

Ovako definisana Turingova masina raspoznaje datijezik. O

Zadatak 4.161. Opisati Turingovu masinu koja raspoznaje jezik
L={a"b"c"|n e N}.

Resenje: Kako je postupak konstrukcije traZzene Turingove masine sli¢an po-
stupku iz prethodnog zadatka, opisa¢emo neformalno algoritam za njenu
konstrukciju:
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1. Masina se nalazi u inicijalnom stanju. Najpre se kre¢e nadesno da bi
proverila da li ulazna re¢ ima trazeni raspored slova 4,b,c, tj. da li ulazna
re¢ pripada jeziku a*b*c*. U protivhom se mas$ina zaustavlja.

2. Vraca se do prvog slova ulazne redi.

3. Prvo slovo a briSe (zamenjuje simbolom #) i kre¢e se na desno do prvog
levog slova b. Zatim se naizmeni¢no krece od najlevljeg b do najlevljeg c i
pri svakoj zameni b sa  odgovarajuce ¢ zamenjuje sa #. Ako pri zameni
nekog b ne ostane ni jedno ¢ masina prestaje da radi. Postupak se nastavlja
sve dok svi b-ovi ne budu zamenjeni. Na kraju ovog koraka ulazna rec je
transformisana u oblik a"~!g"ck=".

4. Masina svako f zamenjuje sa b transformiSu¢i dobijenu re¢ u oblik
a" bk i vraca se do krajnjeg levog a. Zatim nastavlja 3. i 4. sve dok
ima slova a, a onda ispituje $ta je sa c-ovima. Ako ni jedno slovo ¢ nije
preostalo masina raspoznaje dati jezik.

Formalnu konstrukciju Turingove masine prepustamo ¢itaocu. 0O

Zadatak 4.162. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,a, X, Z,0) koja raspoz-
naje jezik L = {ww|w € {0,1}"}.

Resenje: Neka je
A= {ai/a()/al/aaiaT/a/af}/
X=1{0,1},

£={0,1,4).

Skup zavrsnih stanja je T = {ay}, a funkciju prelaza 6 defini$imo na osnovu
sledeceg. Prvi ulazni simbol masina menja u #. Zatim se krec¢e udesno, os-
tavljajuci na svom mestu sve simbole 0 i1 dok ne dodje do znaka #. Onda se
vraca ulevo menjajuci poslednji simbol znakom #, ako je on jednak prvom
simbolu koji je zamenjen #. Masina ponovo odlazi udesno ponavljajudi isti
postupak. Zaustavlja se ako su svi simboli zamenjeni sa #, kada se nalazi u
stanju ay. Dakle, funkcija prelaza je data sa:

l.a. 5({11',0) = (ﬂO,#,R)
1.b. 5({11',1) = (ﬂ1,#,R)
1.c. &(a;,#) = (as,#,R)
2.a. 5({10,0) = (ﬂ0,0,R)
2.b. 5({10,1) = (a(), 1,R)
2.c. &(ao,#) = (ag,#,L)
3.a. 6(a1,0) = (a1,0,R)
3.b. 6(611,1) = (lll,l,R)
3.c. O(ay,#) = (ag,#,L)
4. (a5, 0) = (ap, #,L)
5. 0(ag,1) = (ap,#,L)
6.a. 6(a,0) = (a3,0,L)

6.b. 6(a,1) = (ap,1,L)

6.c. 0(a,#) = (a;,#R)
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Ovako definisana Turingova masina raspoznaje datijezik. O

Zadatak 4.163. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, X, 6) koja raspozna-
je jezik L = {u € {x,y}", [luly = lul,}.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a2,a3,a4,05},
X={xy},
Z={x,y,a#}.

Inicijalno stanje je 4o, zavrsno stanje je a4, a funkciju prelaza 6 definisaéemo
tako $to nalazimo pocetak i kraj ulazne redi i ako ne nademo ni jedan simbol
x moramo biti sigurni da nema ni jednog y:

1.a. 6(ag,x) = (a1,a,R)
1.b. 5({10,]/) = ({12,C¥,R)
l.c. 8(ag,a) = (aq,#,L)
1.d. 6(ag, #) = (ag,a, R)
2.a. 0(ay,x) = (a1,x,R)
2.b. 5({11,]/) = ({13,C¥,L)
2.c. 6(ay,a) = (a1,a,R)
2.d. o(ay,#) = (as,#,L)
3.a. 0(ap,x) = (as,x,L)
3.b. 8(22,) = (22,1, R)
3.c. O(ap, ) = (ap,a,R)
3.d. 6(ap, #) = (as,#,L)
4.a. 6(az,x) = (a3,x,L)
4b. (a3, ) = (a3, y,L)
4.c. 0(az,a) = (a3, a,L)
4.d. 6(az, #) = (ap,#,R)

Ovako definisana Turingova masina raspoznaje re¢i u kojima je broj slova x
jednak brojuslovay. O

Zadatak 4.164. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, X, 6) koja raspozna-
je jezik L = {u € {x,y}",|u = u} (L je skup palindroma).

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,02,a3,04,05},
X={x,y},
X={xy#.

Inicijalno stanje je ap, zavrsno stanje je as, a funkciju prelaza 6 definisaéemo
tako $to brisemo prvo i poslednje slovo sa ulazne trake, ukoliko su ta slova
jednaka, pa krug krece od pocetka:

1.a. 6(ag,x) = (a1,#,R)
1.b. 6(ag, y) = (a2,#,R)
1.c. 0(ap,#) = (as,#,L)
2.a. 6(a1,x) = (a,x,R)
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2.b. 0(a1,y) = (a1,y,R)
2.c. 8(a1,#) = (as,#,L)
3.a. 8(ap,x) = (a2,x,R)
3.b. 8(a2,y) = (a2, y,R)
3.c. (S((Zz,#) = (a4,#,L)
4. O(as,x) = (as,#,L)
5. 0(as,y) = (as,#,L)
6.a. 6(as,x) = (as,x,L)
6.b. 6(as, y) = (as,y,L)
6.C. 5({15,#) = (ag,#,R)

Ova Turingova masina raspoznaje sve palindrome. O

Zadatak 4.165. (a) Konstruisati Turingovu masinu koja binarnom zapisu ulaznog
broja N dodaje 1. (Da bi obezbedili jos jedno mesto na poziciji glave ulazne trake,
pretpostavite, inicijano, u stanju ag, da je ispred binarnog zapisa broja N znak $).

(b) U ovoj Turingovoj masini naéi izracunavanje koje ulaznu re¢ $111 uveéava za 1.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a°,at,a5,a3),
X = (0,1,
£ =1$,0,1,4).

Skup zavrénih stanja je T = {43}, a masina se nalazi u stanjima a° i a! kada se
na bit vece teZine prenosi 0, tj. 1, redom. Dakle, funkcija prelaza je data sa:

1. 6({10/$) = (ll], $/R)
2.a. 5({11,0) = (a1,0,R)
2.b. 5({11,1) = (a1,1,R)
2.c. 8(ay,#) = (a%#,L)
3.a. 6(a%,$) = (a3,%,R)
3.b. 6(a°,0) = (a°,0,L)
3.c. 8(a%1)=(a%1,L)
4.a.6(a',$) = (a2,1,L)
4.b. 5(a*,0) = (a°%1,L)
4.c. 5(a',1) = (a',0,L)
5. 5({12,1) = (ﬂ3,#,R)

Za datu ulaznu re¢ $111 Turingova masina vrsi sledece izracunavanje:

konfiguracija pravilo
(ao,$111,9%) start
(a1,$111,2) 1
(a1,%$111,3) 2b
(a1,%$111,4) 2b
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(a1,$111,5) 2b
(a',$111,4) 2.c
(a',$110,3) 4.c
(a',$100,2) 4.c
(a',$000,1) 4.c
(a2,#1000,1) 4a
(a3,#1000,2) 5

Dakle, Turingova masina je izra¢unala vrednost za 1 ve¢u od datog binarnog
zapisa, tj.111+1=1000. O

Zadatak 4.166. Opisati Turingovu masinu A = (A,ap, X, X, 0) koja utvrduje da li
su u ulaznoj reci nad alfabetom {(,)} zagrade uparene.

Resenje: Neka je
A ={ag,a1,a2,a3},
X= {(/)}/
X= {(/)/ Q/#}

Inicijalno stanje je {ao}, skup zavrsnih stanja je T = {a3}, a funkciju prelaza
0 definisimo na osnovu slede¢eg: Masina se krec¢e udesnotraze¢i desnu za-
gradu i markira tu poziciju. Zatim se krece ulevo, pronalazeéilevu zagradu,
koja odgovara pronadenoj desnoj zagradi i markira i njenu poziciju. Masina
se zaustavlja ako nema viSe levih ili ako ima suvise desnih zagrada. Dakle,
funkcija prelaza je data sa:

l.a. 6(ag,() = (ao, (,R)
1.b. 6(ag,)) = (a1,0,L)
1.c. 6(ao, 0) = (a0,0,R)
1.d. 6(110,#) = (ﬂz,#,L)
2.a. 0(a1,() = (a0, 0,R)
2.b. 6(a1,0) = (a1,0,L)
3.a. 0(az,0) = (a2,0,L)
3b (3((12,#) = (613,#,L)

Ovako definisana Turingova masina utvrduje da li su zagrade uparene,
ispitujudi unatrag, u stanju a, da li su sve pozicije markirane. O

Zadatak 4.167. Konstruisati Turingovu masinu koja, za broja m,n € IN, izracu-
nava vrednost funkcije f(m,n) = max(m —n,0).

Resenje: Kako je tesko zadati dva ulaza, pretpostavicemo da se na ulaznoj
traci trazene Turingove masine A, nalazi binarna re¢ 010", a da masina
zavrava sa radom kada je na traci re¢ 0/"). Magina najpre prvu levu nulu
zamenjuje # simbolom. Zatim se kre¢e udesno traZe¢i 1, a onda opet desno
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traZzi 0 i zamenjuje je sa 1. Vra¢anjem nalevo A pronalazi prvu levu nulu i
zamenjuje je #. Ponavljanje se prekida u dva slucaja:

1. Kada, kretanjem udesno u potrazi za nulom, masina naide na #. Tada
je n nula u rec¢i 010" zamenjeno jedinicom i m —1 od m nula zamenjeno
simbolom #. A zamenjuje n + 1-u jedinici jednom nulom i sa 7 simbola #, te
na ulaznoj traci ostaje re¢ 0"™". U ovom slucaju je m > n i vrednost trazene
funkcije je f(m,n) =m—n.

2. Ako na pocetku ciklusa, A ne moZe da nade viSe levih nula, jer je prvih
mnula promenjeno u#, to zna¢idajen >m, paje f(m,n) = 0. Tada sve simbole
011 masSina menja sa #, te zavrSava rad kada je ulazna traka prazna.

Na osnovu prethodnog, konstrui§imo TuringovumasinuA = (4,49, X, Z,0),
u kojoj je

A ={ag,a1,a2,a3,04,05,06},
X=1{0,1},
X =1{0,1,#}.

Skup zavrsnih stanja je T = {as}, a funkciju prelaza definiSemo sa:

l.a. 0(ap,0) = (a1,#,R)
1.b. 6(610,1) = (ll5,#,R)
2.a. 5({11,0) = (ﬂ1,0,R)
2.b. 5({11,1) = (ﬂz, 1,R)
3.a. 5({12,0) = (ﬂ3, 1,L)
3.b. 6(612,1) = (llz, 1,R)
3.c. O(ap, #) = (aq,#,L)
4.a. 5({13,0) = (ﬂ3,0,L)
4b. 5({13,1) = (ﬂ3, 1,L)
4.c. 5({13,#) = (ﬂO,#,R)
5.a. 6(a4,0) = (a4,0,L)
5.b. (5(614,1) = (ll4,#,L)
5.c. 6(ag,#) = (as,0,R)
6.a. 5({15,0) = (ﬂ5,#,R)
6.b. 5({15,1) = (ﬂ5,#,R)
6.c. 6(615,#) = (ll6,#,R)

Dakle, ova Turingova masina zavrsava rad kada je na ulaznoj traci dobijena
re¢ 0/0"" . traka je na kraju rada prazna za f(m,n) =0. O

4.2. Turingove masSine i jezici tipa 0

Zadatak 4.168. Neka je X proizvoljan alfabet i L jezik nad alfabetom X koji je
raspoznatljiv Turingovom masinom. Dokazati da je tada L jezik tipa 0.

Resenje: Pretpostavimo da Turingova masina A = (A,a9, X, Z,0) raspoznaje
jezik L skupom stanja T. Konstruisaéemo gramatiku G = (V, X, 1) koja gene-
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riSe dve kopije neke reci iz X* i onda simulira rad masine A na jednoj od
kopija. Ako A prihvata razmatranu re¢, tada G transformise drugu kopiju u
re¢iz X*. Ako Ane prihvata pocetnu re¢, tada izvodenje ne vodi do re¢iiz X*.
Ne umanjujuéi opstost dokaza, moZemo pretpostaviti da je 0(a, &) nedefin-
isano zasvea€Tié € X,

Uzmimo daje V ={[x,&]|x € XU{e}, £ € ZYUAU{o, p, 1}, i neka su pravila
izvodenja data sa:
. 0 —app,
. p—Ixxlp,
p—=1
n— e #]n,
n—e
.alx,&] = [x,ula’, zasveac Ai € X takve daje 6(a,&) = (a, 14, R),
. [y vialx, &1 = [y, vllx, ula’, zasve E,u,ve Zix,y e XU{e}ia € A takve da

je o(a, &) = (@, L),

8. [x,&la— axa, a[x,&] > axa, a > e, zasvex e XU{e}, E€ X, aeT.

N U AN e

Pretpostavimo da A prihvata re¢ u = x1x3...x,, gde je x1,x2,...,x, € X. Kori-
ste¢i pravila 1. i 2. dobijamo

o ? aolx1,x11[x2, 2] ... [xn, xn]p-
Neka je m € IN broj ¢elija koje A koristi za izra¢unavanje. Koristeéi pravilo 3,
a zatim m puta pravilo 4, i kona¢no pravilo 5, imamo
o =;> ao [xl/ xl][xZI xZ] cee [xn/xn][er#]m-
Nadalje koristimo pravila 6.17. sve dok ne dodemo do nekog zavr$nog stanja.
Pri tome prva komponenta u paru [x, ], x € XU{e}, £ € L, ostaje neizmenjena.
Indukcijom po duZini izra¢unavanja
(a()lxlxz .. 'xnr 1) é)(a/ 5152 e SS/ r)/

dokazacemo da iz njega sledi

ao[xl/ X]][XQ, xZ] ses [xn,xn][er#]m =;>
%[xl/ 51][3(2/ 52] oo [xr—l/ 57—1]a[xrr ér] cee [xn+m/ En+m];

gde su
X1,X2,.+, X0 € X, Xpt1 = Xn+2 = ... = Xpam = €,

1,82, o Enrm €L, pl‘i cemu je Es+1=&s2=...=Enym =#.
Tvrdenje evidentno vazi za izra¢unavanja duzine 0. Pretpostavimo da je

tvrdenje ta¢no za sva izratunavanja duzine k—11i uzmimo da je

(ag,x1x2...Xn,1) ?(%5162 &5, 1),
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izra¢unavanje duZine k. To izra¢unavanje mozemo podeliti na izra¢unavanje
(ag,x1%2...x,,1) %(a’, Hipo... e, 1),

duzine k-1, i korak
(@, papa...per") ?(a, & s, 7).

Prema indukcijskoj hipotezi, postoji izvodenje

aolx1,x11[x2, x2] ... [0, X [e, #]™ ?

%}[xl/ ,ul] N ,Ur’—l]a,[xr’/ ,Ur’] N S ,Un+m]-

Stavimo
D= L, akojer=v"-1,
" | R, akojer=1"+1.

Tada svakako za neki D vazi 6(a’, piy) = (a,&y, D). Prema pravilima 6. ili 7. je

a/[xr’r ,Ur’] ?[xr’/ &vla
ili
[xp-1, Ur -1 la'[xy, /«lr’] ? alxy_1, ,Ur’—l][xr’r &rl

zavisno od vrednosti D. Jasno je da je u; = &; za sve i # r'. Odatle je

ao[xlrxl][x2/x2] e [xnl xn][e/ #]m %
%[xl/ &1l [xr-1, &1 lalxr, &l - [Xnam, Ensm],
Sto je i trebalo dokazati. Sada, za a € T imamo
[x1, &1l [xr-1, Er-alalxr, &l [Xnam, Enem] %Jﬁxz e Xp-
Dakle, L(G, 0) sadrzi sve reci koje raspoznaje masina A, tj. L € L(G, 0).
Preostaje da se dokaZze da A prihvata sve re¢i iz jezika L(G, o). Posmatra-
jmo izvodenje u G koje vodi do re¢i u € L C X*, pri emu je u = x1x2...Xx,, za
neke x1,x2,...,%, € X. PoCetni deo tog izvodenja mora biti oblika
o ——>aop—>aolxy, 2] [rn, Xn].

Dokaza¢emo indukcijom po duZzini izvodenja da iz

aolx1, x1][x2, x2] . .. [, X1] et

" (4.1)
?[xl/ &l [, Erlalxy, & [, €l
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sledi
(a0, x1x2...%p,1) ?(ﬂ, E1&2...En, 1),

zaneke &1,&s,...,E, € X,
Neka je (4.1) izvodenje duzine 1, tj. neposredno izvodenje

aolx1, x1][x2,x2] . .. [x, X1] ?[xl/ &rlalxz, xo] .. . [xn, xn].

Ovo izvodenje je moguce samo ako je zadovoljeno 6(ap,x1) = (a,£1,R). Tada
je jasno da vazi

(a0, 21%2 ... xn, 1) —>(a, &1x2... X, 2),
§to je i trebalo dokazati. Pretpostavimo da gornje tvrdenje vaZi za sva

izvodenja duzine k—1 i dokazimo da vazi i za izvodenje (4.1) duZine k.
Tada se to izvodenje moZe podeliti na izvodenje

aO [x],X]][xz, xz] s [xn/xn] =G>[x1/ éi] e [x}’/—ll 5;/_1]a,[x7"/ 5;/] s [xnl 5;1]
duzine k—1 i neposredno izvodenje

[xl/ Ei] e [xr’—l/ ;,/_1]a/[xr’/ 5:,/] “ee [xn/ é;l] :G>

=l -1 &lalxn, &1 2, Sl
Prema indukcijskoj hipotezi je
(a0, x1x2...%,1) %(a,éiéé L&),
Takode, iz poslednjeg neposrednog izvodenja sledi

(a,&v41,R), akojer=r"+1,

6({1 /xT’) = {(ﬂ,éyl_1,L), ako ]-e r= r/ _ 1

Odatle je
@818y & 1) > (@,E1&p . &, 7).

Prema tome,
(QOI X1X2...Xn, 1) ?(ﬂ, (S] 52 e gnz T),

Sto je i trebalo dokazati.
Vratimo se ponovo izvodenjima u gramatici G. Ona su sledeéeg oblika

U?ﬂop?ﬂo[xl,xﬂ o[, xa]

%[xl/ &1l [x—1, Ermalalxr, &1 [, &l
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Izvodenje do redi iz X* je moguce samo ako primenimo u izvesnom koraku
pravilo 8, a ono je primenljivo samo ako su nas ve¢ upotrebljena izvodenja
dovela do stanja a € T, a onda prema ve¢ dokazanom vazi

(a0, x1x2...%p,1) %(ﬂ, E1&2...En, ).

Jasno je da primenom pravila 8. kona¢an broj puta dobijamo

[x1, &) [xror, e lalxy, &) [, €0l %xl <X

Kako je u = x1x3...x, € L(G,0), to niz izvodenja koji vodi do re¢i iz X*
svakako postoji, i u njemu se pojavljuje i izvodenje (4.1) kod koga je a € T.
Odatle, prema ve¢ dokazanom vazi

(ﬂO,X]XQ .. -xn/ 1) _;{)(a/ (S](SZ . gnz T),

$to znadi da masina A prihvata re¢ u. Dakle, L(G,0) CL. O

Zadatak 4.169. Neka je L jezik tipa 0 nad proizvoljnim alfabetom X. Tada postoji
Turingova masina koja raspoznaje jezik L. Dokazati.

Resenje: Neka je L = L(G,0), gde je G = (V, X, 1) gramatika tipa 0.

Konstruisa¢emo nedeterministicku Turingovu masinu A = (4,49, X, Z, )
koja raspoznaje L. Uzmimo X = VU {#,p,u}, pri ¢emu #,p, 1 ne pripadaju
alfabetu V. Smatrac¢emo, takode, da A moZe da upisuje prazan simbol #.

Opisa¢emo u grubim crtama rad masine A.

Na pocetku se na ulaznoj traci masine nalazi re¢ w € X*. Masina A upisuje
p na prvom mestu trake i pomera re¢ w jedno mesto udesno. Zatim iza reci
w dopisuje pop. Dakle, neprazan deo trake je re¢ pwpop. Sada A simulira
izvodenja u G na drugom delu trake, tj. ako je

O UIDU= ... DUy = Uy

izvodenje u G, tada A menja 0 u uy, zatim u; u uy, ..., zatim u,_1 u uy.
Naime, ako je sadrzaj trake oblika

pwpéi&a...Ekp,

tada A bira re¢
&i&iv1 -+ Eigra1

takvu da postoji pravilo &;&iy1... -1 — @ u T, gde je @ neka re¢ iz V*, i
menja podre¢ &;&i41 ... Eivr—1 sa a. Pri tome se po potrebi vrsi pomeranje reci
Eitr ... &k ulevoili udesno kako bi se napravilo dovoljno prostora za re¢ o ako
ona nije duZine r. Na kraju dolazimo do re¢i u,, € V* takve da nijedna njena
podre¢ nije leva strana nekog izvodenja iz 7. SadrZaj trake je pwpu, p.

Masina prihvata re¢ w akoje i, = w, tj. ako postoji izvodenje 6 =w, odakle
jejasno da Araspoznaje L. O
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Zadaci za samostalni rad

1. Konstruisati Turingovu masinu A = (4,49, X, X, 6) koja raspoznaje jezik
L={uel0,1},|u se zavrdava sa 00}.

2. Konstruisati Turingovu masinu A = (A, a0, X, Z,0) koja raspoznaje jezik
L={ue{0,1},|u sadrzi bar jednu 0 i jednu 1}.

3. Konstruisati Turingovu masinu koja broji jedinice u ulaznoj binarnoj reci
i na poslednjem mestu ulazne trake upisuje 1 ako je njihov broj parani0,
ako je broj jedinica neparan.

4. Konstruisati Turingovu masinu A = (A, a0, X, Z,0) koja raspoznaje jezik
L={x*"€{x},|n>0}.

5. Konstruisati Turingovu masinu A = (4,40, X, Z,6) koja raspoznaje jezik
L={x"y* € {x,y},|n>0}.

6. Konstruisati Turingovu masinu A = (A,a9, X, X, 0) koja raspoznaje jezik
L= {xleyluly |y € {x, y)*).



Glava 5
Automati sa izlazom

5.1. Predstavljanje i konstrukcija automata sa izlazom

Automati sa izlazom predstavljaju matematicku apstrakciju masine koja radi
u diskretnoj vremenskoj skali i koja tokom tog rada, pod uticajem ulaznih
signala, menja svoja unutrasnja stanja i emituje odgovarajuce izlazne signale.
O stanjima masine razmisljamo kao o nekim njenim unutrasnjim atributima,
koji, zajedno sa ulazom, odreduju izlaz u datom trenutku.

Kada u ovoj glavi budemo govorili automat, mislicemo na pojam Mealy-
evog automata, ili automata Mealyevog tipa, koji se definiSe kao uredena petorka
A=(A,XY,05,A) za koju vazi:

— A je neprazan skup koji nazivamo skup stanja automata A;

— X je neprazan skup koji nazivamo skup ulaza (ulaznih signala, ulaznih sim-
bola) automata A;

— Y je neprazan skup koji nazivamo skup izlaza (izlaznih signala, izlaznih
simbola) automata A;

- 0:AXX — A je preslikavanje koje nazivamo funkcija prelaza (funkcija
narednog stanja) automata A;

— A:AXX — Y je preslikavanje koje nazivamo funkcija izlaza automata A.

Princip rada ovako definisanog automata moZzemo shvatiti na sledeci
nacin: Automat A se u odredenom trenutku nalazi u stanju 2 € A, a na
njegov ulaz dospeva ulazni signal x € X. Pod dejstvom tog signala automat
menja stanje i u slede¢em trenutku prelazi u stanje 6(a,x) € A, i istovremeno
se na izlaz automata $alje izlazni signal A(a,x) € Y.

Specijalizacijom ovako definisanog pojma automata dobijamo razne dru-
ge zanimljive tipove automata. Ako automat A = (4,X,Y,6,1) zadovoljava
uslov

6(a,x)=6(a’,x") = Ala,x)=Ad,x"),

za svea,a’ € A, x,x’ € X, $to je ekvivalentno uslovu da postoji preslikavanje
u: A —Y takvo da se preslikavanje A moze izraziti preko u i 0 sa

AMa,x) = u(6(a, x)),

za sve a € A, x € X, tada A zovemo Mooreov automat, ili automat Mooreovog
tipa, i pisSemo A = (A,X,Y,, ). Preslikavanje u nazivamo funkcija znaka, a
u(a) nazivamo znak stanja a € A. Razlika izmedu Mealyevog i Mooreovog au-
tomata leZi u tome da se kod Mealyevog automata istovremeno vrsi prelazak
u naredno stanje i Salje izlazni signal, dok se kod Mooreovog automata na-
jpre vrsi prelaz u naredno stanje, a tek onda $alje izlazni signal koji zavisi
samo od stanja u koje je automat presao (taj signal je znak tog stanja), dok
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ne zavisi direktno od ulaznog signala. Drugim re¢ima, zavisnost izlaznog
signala od ulaznog je posredna i ispoljava se samo kroz njegov uticaj na
promenu stanja.

Ako posebno isti¢emo stanje iz koga automat uvek zapocinje svoj rad
govorimo o inicijalnom (Mealyevom) automatu koji definiSemo kao uredenu
Sestorku A = (A,a9,X,Y,0,1), gde je ap € A je fiksirano stanje koje nazivamo
pocetno (inicijalno) stanje. Sli¢no definiS$emo inicijalni Mooreov automat, u oz-
naci A= (A,a0,X,Y,6, ).

Ako su skupovi stanja, ulaza i izlaza automata kona¢ni, tada ga nazivamo
konacan automat.

Neka je dat Mealyev automat A = (A, X, Y,6,A). Tada se funkcije prelaza i
izlaza mogu prosiriti redom do preslikavanja 6 : AX X* - A"i At AX X" = Y*
na slededi na¢in: Zaae AiueX*, u=x1x2-- Xy, X1,X2,..., X5 € X, stavljamo
daje

oa,u) =may---ay,, (5.1)
gdeje
ay = 6(a,x1), az = 0(ay,x2),..., an = 0(a,-1,%n), (5.2)
i
Aa,u) =y1y2--Yn, (5.3)
pri ¢emu je
y1 =Aa,x1), y2 = Aa1,x2),..., Yn = Man-1,%n)- (5.4)
Takode
O(a,e)=a, Aa,e) =e, (5.5)

gde smo prazne re¢iiu X*iu Y* oznacili istim slovom e.

Skup X nazivamo ulazni alfabet, polugrupu X* i monoid X* nazivamo
ulazna polugrupa i ulazni monoid a njihove elemente ulazne re¢i automata
A, dok skup Y nazivamo izlazni alfabet, polugrupu Y* i monoid Y* izlazna
polugrupa i izlazni monoid, a njihove elemente izlazne re¢i automata A. Princip
rada Mealyevog automata sada mozemo prikazati i na slede¢i na¢in: na ulaz
automata dolaze jedan za drugim ulazni signali x1,x,...,x, € X, tj. ulazna re¢
x1X2-- X, € X*, i pod njenim uticajem automat A prelazi iz stanja a u stanje
a, preko niza medustanja ay,az,...,a,-1, a na izlaz se jedan za drugim $alju
izlazni signali y1,y2,...,Yn € Y, odnosno izlaznare¢ y1y2--- y, € Y*. Naravno,
ako na ulaz automata dospe prazna re¢, tada automat ostaje u istom stanju i
nema izlaznog signala (na izlaz se $alje prazna rec).

Zadnje stanje 2, u nizu datom u (5.1), odnosno (5.2), ozna¢avamo sa au.
Ovom oznakom zadato je preslikavanje

(a,u) — au (5.6)

koje slika A x X* u A, koje je takode prosirenje funkcije prelaza. Primetimo
da preslikavanje 6 definisano sa (5.1) daje viSe informacija o radu automata



5.1. Predstavljanje i konstrukcija automata sa izlazom 149

nego preslikavanje definisano sa (5.6). Naime, preslikavanjem (a,u) — au
odredeno je samo zadnje stanje au u koje se iz stanja a dospeva pod uticajem
ulazne reci u, dok je preslikavanjem 6 odreden i niz medustanja preko kojih
se stiZe iz stanja a4 u stanje au. Sa druge strane, u slu¢aju kada nam taj niz
medustanja nije bitan, zbog jednostavnijeg pisanja radije koristimo drugo
preslikavanje.

Lako se dokazuje da vazi sledeca lema.

Lema 5.1. Neka je dat automat A= (A, X,Y,0,A). Tada za proizvoljno stanje a € A
ire¢iu,v € X" vaZi:

(a) 6(a,uv) = 6(a,u)d(au,v);

(b) A(a,uv) = Aa, u)A(au,v);

(c) a(uv) = (au)v.

Automati sa izlazom predstavljaju se na isti na¢in kao i automati bez
izlaza. Kona¢ne automate je takode veoma zgodno zadavati tablicama.
Prelazno—izlazna tablica Mealyevog automata A = (A,X,Y,0,A) je tablica sa
vrstama koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje odgo-
varaju stanjima. Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odredenoj ulaznim
simbolom x € X i koloni odredenoj stanjem a € A upisuje se uredeni par
(0(a,x), Ma, x)). To je prikazano u sledecoj tablici

Al... a

J.C (6(a,x);/\(a,x))

Drugi pogodan na¢in zadavanja automata, kako smo videli kod automata
bez izlaza, jeste njihovo zadavanje pomocu grafova. Neka je dat Mealyev
automat A = (A, X, Y,6,A). Prelazno-izlazni graf automata A je oznaceni graf
¢iji skup ¢vorova je skup stanja A, a grana izmedu dva ¢vora a,b € A je
oznacena uredenim parom (x,y), ako se iz stanja a € A pod uticajem ulaznog
signala x € X prelazi u stanje b(= 6(a,x) € A), pri ¢emu se emituje izlazni
signal y(= A(a,x) € Y).

Pri zadavanju Mooreovih automata, umesto parova (6(a,x), A(a,x)) u tab-
licu se upisuje samo 0(a, x), dok se preslikavanje u zadaje tako $to se iznad
vrste u kojoj su poredana stanja dodaje jos jedna vrsta u koju se upisuju
njihovi znakovi, pri ¢emu se znak u(a) stanja a € A pise upravo iznad a. To je
prikazano u sledecoj tablici:

R V1 (/) B
a

x|... 6(11‘,x)
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Prelazno-izlazni graf Mooreovog automata A = (4, X, Y, 6, 1) ima nesto dru-

gaciji izgled nego graf Mealyevog automata. Naime, kod grafa Mooreovog
automata ¢vorovi su oznaceni uredenim parovima oblika (4,y), gdejea € A,
y € Yiu(a) =y, agrane suoznacene samo odgovaraju¢im ulaznim simbolima.

Zadatak 5.170. Neka je dat automat A = (A,X,Y,0,A), gde je
A={abc}, X={xx,x"} i Y={yy},
i funkcije prelaza i izlaza su definisane sa:
0(a,x) = 0(b,x) = 6(b,x") = 6(b,x”") = 6(c,x”") =,
Oa,x’) =06(a,x"")=0(c,x)=Db, 5(c,x’)=a
A, x) = Ma,x') = A(b,x) = Me,x') = Ale,x") = y
Ma,x")=Ab,x") =AM, x")=Alc,x) =Y.
Predstaviti automat ‘A prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.
Resenje: Prelazno-izlazna tablica ovog automata je sledeca
A ‘ a b c
x|y oy by)
by ©y) @y)
X"\, (€ y) (y)

dok je njegov prelazno-izlazni graf dat sa

(X’, y)(x//’ y/)

" y) y)
(5 y)

(x//,y)
gdeje M ={(x,y),(x",y),(x",y)}. O

Zadatak 5.171. Neka je dat Mooreov automat A= (A, X,Y,6, ), gde je
A={ay,a,a3), X={x;,x2}, Y={y1,y2},

i funkcije 6 i u su zadate sa:
(a1, x1) = 0(as,x2) = ay, O(ay,x2) = a3,
0(az,x1) = b(az, x2) = 6(az,x1) = az
p@) =y1,  paz) = p@as) = y.

Predstaviti automat ‘A prelazno-izlaznom tablicom i prelazno-izlaznim grafom.
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Resenje: Ovaj automat zadaje se tablicom

A Yi Y22
ai dp as

X1(ay az az

X2|a3 az aq

i moZe se predstaviti slede¢im prelazno-izlaznim grafom

(L C)

X2
X1

odakle jasno vidimo vrednosti funkcije p. O

X2

Zadatak 5.172. Konstruisati Mealyev automat sa ulazima {0,1} i izlazima {A, B, C}
takav da se na izlazu javlja A ako se ulazna rec zavrsava sa 101, B ako se ulazna re¢
zavrsava sa 110 i C inace.

Resenje: Prema uslovima zadatka jasno je da izlaz zavisi samo od sufiksa
ulazne reci, koji ima duzinu tri. Dakle, za slova i ulazne re¢i duzine dva, na
izlazu se uvek javlja C. Kada su ulazne re¢i duZzine ne manje od tri, bitna
su nam samo poslednja dva slova, jer u¢itavanjem narednog slova dobijamo
sufiks duZzine tri.

Pri konstrukciji traZenog automata indeksira¢emo njegova stanja nulom,
jedinicom ili binarnim re¢ima duzine dva, koje predstavljaju dva poslednja
slova ulazne reci koja se ¢ita slovo po slovo. Slovo koje se sledece ucitava je
prva koordinata u oznaci grane, dok je druga koordineta izlazno slovo.

Prema tome, datim prelazno-izlaznim grafom je predstavljen trazeni Mealyev
automat. 0O
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Zadatak 5.173. Konstruisati automat koji prihvata novéanice od 5,101 20 dinara i
na izlazu pise Y (YES) kada je ubacena suma novca deljiva sa 20 i N (NO) za sumu
koja nije deljiva sa 20.

Resenje: Neka je graf prelaza traZenog automata predstavljen na sledeéi
nacin:

Oznake stanja indeksirane su sumom ubacenih novcanica, a vrednost ovih
novcanica su prve koordinate u oznaci grana. 0O

Zadatak 5.174. Konstruisati Mealyev automat Ciji je ulazni i izlazni alfabet {0,1)
i koji na izlazu daje ulazni signal ucitan dva koraka ranije.

Resenje: Graf prelaza traZzenog automata je:
0/0

Stanja automata smo oznacili sa a;j, pri ¢emu i j predstavljaju dva prethodna
signala. O

Zadatak 5.175. Konstruisati automat koji sabira dva broja zadata u binarnom
sistemu, tako $to se cifre ucitavaju naizmenicno pocev od poslednje, a duZine brojeva
se izjednacavaju dodavanjem odgovarajucéeg broja nula na mesta najvece teZine.

ReSenje: Stanja ovog automata oznaci¢emo sa g;, gde i oznacava binarnu
vrednost koja se, pri narednom unosu, prenosi na mesto vece teZine.

Na taj nacin smo dobili graf automata koji sabira dva binarna broja. O
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Zadatak 5.176. Konstruisati Mooreov automat koji odreduje ostatak pri deljenju
broja u binarnom zapisu sa 3.

Resenje: Neka je datbrojx ubinarnom zapisu. Ako u datom binarnom zapisu
dodamo nulu na mesto najmanje teZine dobijamo binarni zapis broja y = 2x,
§to znaci da je y = 2x(mod3). Dodavanjem jedinice na mesto najmanje teZine
u binarnom zapisu broja x, dobijamo binarni oblik broja z = 2x +1, te je,
jasno z = 2x +1(mod3). Mooreov automat uéitava binarni broj cifru po cifru,
smestajudi je na mesto najmanje teZine. Dakle, ulazni alfabet je X = {0,1},
a izlazni Y = {0,1,2}. Graf prelaza ovog automata moZe se predstaviti na

slededi nacin:
0 1
" BOwsd
1 0

Primecujemo da indeks u oznaci stanja predstavlja ostatatak pri deljenju
datog brojasa3. O

Zadatak 5.177. Konstruisati Mealyev automat koji daje niz izlaznih signala sas-

tavljen od "d" i "n", tako da za svaki ucitan prefiks ulazne reci salje "d"” ako je taj
prefiks iz skupa L = (0+ 1)*(00 + 11), dok inace salje "n".

Resenje: Primetimo da traZeni Mealyev automat $alje izlazni signal "d", ako
ulazna rec sadrzi bar dve uzastopne nule ili bar dve uzastopne jedinice, dok
u protivnom na izlaz salje "n". 0/d

Dakle, traZeni automat ima tri stanja i predstavljen je datim grafom. O
Zadatak 5.178. Da li je automat iz Zadatka 5.174. automat Mooreovog tipa?

Resenje: Na osnovu grafa prelaza, predstavljenog u Zadatku 5.174. formi-
ra¢emo i tablicu prelaza tog automata:

Al ap | aopn | a0 | an
0 {(a00,0)|(@10,0)]| (@00, 1) |(a10,1)
1 (a01/0) (1111,0) (‘101/1) (allrl)

Odavde vidimo da je
0(ano,0) = 6(a10,0) =ago i A(ago,0) =0# 1= A(ay,0),

te je jasno da automat nije Mooreov. 0O
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5.2. Preslikavanja indukovana automatima

Svakom stanju a2 automata A = (A, X, Y;6,A) moZemo pridruZiti preslikavanje
¢a: X* = Y definisano sa

$a(u) = AMa,u), zaueX,

koje nazivamo preslikavanje indukovano stanjem a automata A. Ako je dat ini-
cijalni automat A = (A, a9, X, Y, 6, 1), tada preslikavanje ¢4, indukovano inici-
jalnim stanjem a¢ automata A nazivamo preslikavanje indukovano inicijalnim
(Mealyevim) automatom.

Stavise, ako su dati slobodni monoidi X* i Y* i preslikavanje ¢ : X* — Y*,
tada za ¢ kaZzemo da moze biti indukovano inicijalnim Mealyevim au-
tomatom ako postoji neki inicijalni Mealyev automat A = (A4,a9,X,Y,0,A)
takav da je ¢ = ¢, a za automat A kazemo da predstavija ili realizuje pres-
likavanje ¢.

Sta prakti¢no predstavljaju preslikavanja indukovana automatima? Uz-
mimo da automat A pocne sa radom iz stanja a. Kao rezultat njegovog
rada imamo da se ulaznim re¢ima pridruzuju odgovarajuce izlazne reci, i to
pridruzivanje je odredeno upravo preslikavanjem ¢,.

Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X* u slobodni monoid Y* nazivamo
automatovnim preslikavanjem ako zadovoljava sledece uslove:

(A1) ¢ ocuvava duzinu redi, tj. |p(u)| = |ul|, za svaki u € X*;
(A2) svaki prefiks proizvoljne reci u € X" se preslikavanjem ¢ slika u prefiks

re¢i ¢(u).

Potsetimo da, za re¢ u i prirodan broj k < |u, sa 7,(1) oznatavamo sufiks
re¢i u duZzine k.

Zadatak 5.179. Nekaje ¢ : X* — Y* automatovno preslikavanje. Svakoj re¢iu € X*
pridruZimo preslikavanje ¢, : X* — Y* definisano sa

Ou(v) =1 (P(uv)), zaveX (5.7)
Dokazati da tada vaZi:

(a) Za proizvoljne u,v € X*, ¢, (v) je jedinstveno reSenje jednacine

P(uv) = (P(u))w (5.8)
u Y*, po promenljivoj w.

(b) ¢u je automatovno preslikavanje, za svaki u € X*, i ¢, = .
(€) Guv = (Pu)o, za sve u,v € X*.

Resenje: (a) Kako je u prefiks od uv, to prema osobini (A1) automatovnih
preslikavanja dobijamo da je ¢(u) prefiks od ¢(uv), tj. da je Pp(uv) = (Pp(u))w,
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za neki w € Y*. Prema tome, jednacina (5.8) ima reSenje u Y” i to reSenje je
jedinstveno. Konac¢no, zbog toga $to ¢ o¢uvava duZinu reci, imamo

lp(uo)l = uol = |ul+1o] i [(Pp))wl = 1p@)] + [w] = |ul +[wl,

odakle sledi || = |w|. Prema tome,

W = 115(P(uv)) = Pu(v).

(b) Uzmimo proizvoljan u € X*. Iz (5.7) se jasno vidi da ¢, o¢uvava duzinu

re¢i. Neka su v,v" € X* reci takve da je v’ prefiks od v, tj. v = v'v”, za neki

v"" € X*. Tada prema (a) imamo da je

P(uv) = Pp(uv'v”) = (P(uv"))(Puw (0")) = (PW)(Pu(©)(Pur @),  (5.9)

odakle zbog jedinstvenosti resenja jednacine (5.8) sledi

Pu(©) = (Pu(®)(Puer (©"))-

Prema tome, ¢, (v’) je prefiks od ¢,(v), Sto je i trebalo dokazati. Ovim smo
dokazali da je ¢, automatovno preslikavanje.
Dalje, ako u (5.7) stavimo da je u = ¢, onda neposredno sledi da je ¢, = ¢.
(c) Za proizvoljan w € X* je

P(uvw) = (P())(Pu(vw)) = (P(1))(Pu(0))((Pu)o(w)) = (P(D))(Pu)o(w)),
pa zbog (a) dobijamo da je

(Puv(w) = ((Pu)v(w)-
Prema tome, vazi(c). O
Zadatak 5.180. Da [i je funkcija ¢ : X* — Y*, gde je X = {0,1}, data sa

2.2 .2
P(x1X2... X0k) = X1X1X2X2 . . Xf Xy = X7X5 ... X,

2.2 .2
P(X1X2 .. X0k X0k 41) = X1X1X2XD - XXXy 1 = XX -+ X} Xt 1,
automatovno preslikavanje?

Resenje: Ocigledno je da funkcija ¢ o¢uvava duzinu redi, tj. [p(u)| = |ul, za
svaki u € X", paje uslov (A1) zadovoljen. Ostaje da proverimo da li preslika-
vanje ¢ oc¢uvava prefikse. Neka je x;...x;, za i > 1, prefiks re¢i u = x1...x,.
Razlikujemo dva slucaja:

(i) Ako je i=2k ke N imamo daje p(x1xz...x;) = x3x3...x7, a to je prefiks
re¢i ¢(u) duZine i, te je uslov (A2) zadovoljen.

(i) Za i =2k +1,k € N je Pp(x1x2... XopXoks1) = X3X3.
duZine i, $to znadi da (A2) vazi.

2

XXkt prefiks reci ¢p(u)
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Ovim smo dokazali da je ¢» automatovno preslikavanje. O

Zadatak 5.181. Dati su skupovi V = {x,y}, W = {0,1} i preslikavanje f : V" +— W
na sledeci nacin:

1, =
flu)= it = fuly , zaue V.
0, lulx# |u|y

Definisimo preslikavanje o : V¥ += W* sa a(a1az...a,) = fifa... fu, za proizvoljne
a; €V, prifemu je f; = f(aay...a;), 1 €{1,2...n}. Dali je a automatovno preslika-
vanje?

Resenje: Otito je da preslikavanja f; uzimaju vrednosti u skupu W, za svaki
i€f{l,2...n},tezasvakureCu=aia...a, € V*vazin=|\f1 fo... ful = la(u)|. Kako
jealaiay...a;) = f(m)f(a1az)... f(maz...a;), jasno je da a o¢uvava prefikse, pa
a jeste automatovno preslikavanje. O

Zadatak 5.182. Preslikavanje ¢ iz slobodnog monoida X* u slobodni monoid Y*
moZe biti indukovano inicijalnim Mealyevim automatom ako i samo ako je automa-
tovno preslikavange.

Resenje: Neka je preslikavanje ¢ indukovano inicijalnim Mealyevim auto-
matom A = (A4,a0,X,Y,0,A), tj. p(u) = AMap,u), za svaki u € X*. Iz definicije
pro$irenih funkcija prelaza i izlaza se jasno vidi da ¢ o¢uvava duzinu reéi.

Uzmimo proizvoljnu re¢ u = x1x2---x,, gde su xq,xp,...,x, € X. Prema
definiciji prosirenih funkcija prelaza i izlaza imamo

Oap,u) = araz---ay,
Mao, u) = y1y2++Yn,

pri ¢emu je

a1 =6(ag,x1), a2 = 6(a1,x2), ..., p = 6(An-1,%Xn),
yl = /\(a()/xl)’ yZ = /\(al,XQ) ceey yn = /\(an—lzxn)/

S$to znaci da je ¢p(u) = y1y2 - y». Sa druge strane, proizvoljan prefiks v re¢i u
je oblika v =x---x;, zaneki i € {1,2,...,n}, pa iz prethodnog sledi da je

¢(v) = AMag,v) = Aag,x1---X;) = y1-* Vi,

te je ¢(v) prefiks reci ¢(u). Time je dokazano da je ¢ automatovno preslika-
vanje.

Obratno, neka je ¢p dato automatovno preslikavanje. Defini$imo inicijalni
Mealyev automat A? na slede¢i nacin: A? = (X*,¢,X,Y,5?,A%), pri ¢emu su
preslikavanja 6? i A? definisana sa:

0% (u,x)=ux

X5, X).
/\‘/’(u,x): X(Pu (u € X € )
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Da bi dokazali da je preslikavanje ¢ indukovano automatom A?, treba
dokazati da za proizvoljnu re¢ u € X* vazi

du) = A% (e, u).

To ¢emo dokazati indukcijom po duzini re¢i u. Jasno je da to vazi za reci
duZine 0 i 1. Pretpostavimo da je ¢(u) = A?(e,u), za sve re¢i u duZine n i
dokazimo da jednakost vazi i za re¢i duzine n + 1. Uzmimo proizvoljnu re¢
u e X*, takvudajeu =x1xp...x,41, zaneke x1,xp,- -+, x,41 € A. Sa 1’ ozna¢imo
re¢ x1x2---X,. Prema prethodnom zadatku vaZzi ¢(u) = (Pp(u'))(Pw (Xp+1))-
Dalje, prema indukcijskoj hipotezije ¢p(u’) = A%(e,u’) i pu (xp41) = AP, X141).-
Dakle, ostaje da dokaZemo da je

AP, u )AL, x11) = A% (e, 11).
Zaista, prema definiciji prosirenih funkcija prelaza i izlaza imamo da je
6%(e,u) = a1z ays1,
AP(e,u) = y1y2 -+ Yns1,
gdeje
a1 =6%(e,x1), a2 = 6%(a1,%2), .., An = % (@n-1,%n), Aps1 = 6% (an, Xn11),
y1=2%(,x1), y2 = A%@1,%2) ..y Yu = A%(@n-1,Xn), Yur1 = A% (@n, Xoar).
Na isti na¢in dobijamo da je
5(e,u’) =may-+-an,
A(e,u’) = Y1y Y-

Sa druge strane, imamo da je a; = 6?(e, x1) = ex1 = x1, a2 = 6%(a1,x2) = x1x2,
itd., ¢ime dobijamo da je a, = x1x2---x, = u’. Sadaje

Yue1 = A% @, Xs1) = AW Xp),
pa dobijamo ¢(u) = A?(e,u). Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.183. Neka je ¢ : X* — Y* automatovno preslikavanje i neka je skup
Ap ={Qulu € X*}. Tada su sa

6¢(¢u; x) = Qbux
/\({)((Pu/x) = X(Pu
definisana preslikavanja 6y : Ap XX = A idg : Ap X X = YiAy = (Ap, X, Y,00,4¢)

je automat.
Osim toga, za sve u € X* 10 = X1Xp - Xy, X1,X2,...,Xn € X, vaZi:

ueX, xeX)
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6q§ (¢ur 0) = ¢ux1 ¢14x1x2 e (i)uxlxzwxn; (5'10)
(Pu)v = Pup; (5.11)
Mpu,v) = Pu(0). (5.12)

Dokazati.

Resenje: Najpre treba dokazati da su preslikavanja 64 i A, dobro definisana.
Pre svega, treba dokazati da za u,v € X* i proizvoljan x € X vaZi:

Qbu = va = ¢ux = ¢vx;
(Pu = (Pv = (Pu(x) = (Pv(x)'

Zaista, prva implikacija je neposredna posledica Zadatka 5.179. (c), jer jedna-
kost ¢y, = ¢y povlaci Pux = (Pu)x = (Po)x = Pox, dok je druga implikacija jasna.
Prema tome, 6, i Ay su dobro definisana preslikavanja. Takode, A, zaista
slika Ay X X u Y. Naime, za proizvoljne u € X*, x € X imamo daje |¢,(x)| =1,
jer ¢, ocuvava duzinu redi, pa je dakle ¢,(x) € Y. Ovim smo dokazali da su
preslikavanja 64 i Ay dobro definisana, pa je, prema tome, A, zaista automat.

Dalje, za proizvoljan u € X* i v = x1x3-- Xy, za X1,X2,..., X, € X, imamo da
vazi

0 (Pu,v) = aaz---ay,
gde je
a1 = O¢(Pu,x1), a2 = 6¢(a1,%x2), .., n = O¢(An-1,%n)-

Medutim, vazi

a = 6q§(¢u;xl) = Qbuxl;
aZ = 6(/)(5{],.752) = 6({)(¢ux11x2) = (PLLXIJQ/

an= 6qb(an—1/xn) = 5¢(¢ux1x2wxn_1/xn) = (i)uxlxzwxn/

pa dobijamo (5.10). Jednakost (5.11) sledi neposredno iz (5.10). Konac¢no,
jednakost (5.12) ¢emo dokazati indukcijom po duZini re¢i v. Jasno je da (5.12)
vaZi za sve rei duzine 1. Prema tome, ostaje da se dokaze da iz indukcijske
pretpostavke da (5.12) vazi za sve re¢i duZine k < n—1sledi da (5.12) vaziiza
v. Zaista, prema indukcijskoj pretpostavci, za v’ = x1x3 - x,-1 imamo da je

Ad)(ﬂbu/ V') = (1)1,(?}/),
i dalje
Ag(Pu,v)= A (Pu, 0’ Xn)
= A¢(¢ll,v,)A¢((¢ll)v,/xﬂ)
= /\({)((Pu/ U,)/\({)((Puv’rxn)
= ((Pu(v,))(qjuv’ (xn))
= (Pu(0")(Pu)o (xn))
= ¢1l(v/xn) =¢u(v),
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Sto je i trebalo dokazati. Prema tome, (5.12) vaZi za sve re¢i u,v € X*. Ovim je
dokaz kompletiran. O

Napomena 7. Automat Ay = (Ay, X, Y,04,A¢) definisan u prethodnom zadatku
naziva se donji automat odreden automatovnim preslikavanjem ¢.

Zadatak 5.184. Dokazati da je svako automatovno preslikavanje indukovano do-
njim automatom Ay = (Ag, e, X, Y, 04, A¢) koji je odreden ovim preslikavanjem i
ima inicijalno stanje ¢ = ¢ .

Resenje: Neka je ¢ : X* — Y* proizvoljno automatovno preslikavanje. Prema
Zadatku 5.179. (b), ¢ = ¢, pa iz (5.10) dobijamo da, za svaki u € X* vazi

Ag (e, u) = e(u) = P(u).
Dakle, ¢ je indukovano automatom Ay. O

Zadatak 5.185. Neka je A = (A,a0,X,Y,0,A) proizvoljan automat koji indukuje
automatovno preslikavanje ¢ : X* — Y*. Dokazati da za proizvoljan u € X* vaZi
by = Payu, tj. za svaki v € X* imamo

¢u(v) = Maou, v).

Resenje: Uzmimo u,v € X*. Tada je

Pu(0) = 110/ (p(u0))
= 11y (Aao, uv))
= 1o (Aao, u)A(aou, v))
= Aapu,v)

¢ime je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.186. Neka je ¢ automatovno preslikavanje, A je proizvoljan inicijalni
automat koji indukuje ¢ i A’ je stablo automata A. Dokazati da je tada

Eﬁg A’ < AP

A({)l < |A,
Resenje: Neka ¢ : X" — Y*, A= (A,a9,X,Y,0,A) automat koji indukuje ¢ i neka
je A’ skup dostiznih stanja od A.
(a) Definisimo preslikavanje ¢ : X* — A’ sa

7

() = 5(a,u) = agu (eX).
Jasno, preslikavanje ¢ je dobro definisano i slika X* na A’, odnosno ¢ slika
APna A’.
(b) Definigimo preslikavanje ¢ : A” — Ay sa

P(a) =y & a=apu (acA).
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Najpre ¢emo dokazati da je 1 dobro definisano. Jasno, za svaki a € A’ postoji
u € X" tako da je a = apu. Neka su u,v € X* reci za koje je a = apu = agv. Tada
prema Zadatku 5.185. imamo da je

¢14 = ¢a014 = ¢aov = va.

Na ovaj nac¢in smo dokazali da je ¢ dobro definisano.
Jasno, za proizvoljan ¢, € Ay je ¢y = (apu), pa ¢ slika A’ na Ay. Time je
dokazano da vazi (b). O

Zadatak 5.187. Za dato automatovno preslikavanje ¢, donji automat Ay jeste
automat najmanje kardinalnosti koji indukuje dato preslikavanje. Dokazati.

Resenje: Ovo tvrdenje je direkina posledica prethodnog zadatka. O

Zadatak 5.188. Neka je X =Y = {0,1} i preslikavanje ¢ : X* — Y* je definisano na
sledeci nacin:

(i) Ako 0101 nije podrec od u, tada je p(u) = u. Dokazati.

(ii) Ukoliko je 0101 podrec od u, tada preslikavanje ¢ sva slova koja se u u javljaju
posle prvog pojavljivanja podreci 0101 preinacuje u 0. Drugim reCima, ako u
predstavimo u obliku u = p0101q, gde su p,q € X* i 0101 nije podre¢ od p010,
tada je p(u) = P(p0101q) = p01010. Dokazati.

Da li je ¢ automatovno preslikavanje? Ako postoji konacan automat koji indukuje
¢, naci minimalni takav automat.

Resenje: Nije teSko videti da je ¢ automatovno preslikavanje. Minimalni
automa koji indukuje ovo preslikavanje jeste donji automat A,. Da bi smo
nasli ovaj automat (Zadatak 5.183.) odredi¢emo njegova stanja. Naime, za
proizvoljnu re¢ u € X* odredi¢emo stanje ¢, preslikavanja ¢. Razlikujemo
nekoliko slucajeva:

(1) Neka je 0101 podre¢ od u. Tada je ¢(u) = p010104, gde je u = p0101q i
p,q € X* tako da 0101 nije podre¢ od p010, i za proizvoljnu re¢ v € X* imamo
daje

bu(0) = 1oy (P(10)) = 715/(p0101017 1) = O,

(2) Neka 0101 nije podre¢ od u. Tada je bitan sufiks re¢i u duzine tri, tj.
poslednja tri slova te re¢i. Imamo sledeée podslucejeve:

(2.1) Jedna od reci 111 i 011 je sufiks od u. Tada, za proizvoljnu re¢ v € X*,
0101 je podre¢ od uv ako i samo ako je podre¢ od v, pa je

Pu(0) = 110(P(uv)) = 115 ((P(0))) = P(v),
Sto znaci daje ¢, = ¢.

(2.2) Jedna od reci 000, 100 i 110 je sufiks od u. Neka je v € X* proizvoljna
re¢. Ako je 101 prefiks od v, tada je

Gu(0) = 1) (D(uv)) = 115 (1010-3) = 1010113,
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Sa druge strane, ako 101 nije prefiks od v, tada je 0101 podre¢ od uv ako i
samo ako je podre¢ od v, pa kao u sluaju (2.1) dobijamo da je v¢, = vp.
Prema tome, za proizvoljan v € X* je

(0) = 101013, ako je 101 prefiks od o,
Pu® =1 4),  ako 101 nije prefiks od v.

(2.3) Jedna od reci 001 i 101 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao
u prethodnom slucaju dobijamo

0102, ako je 01 prefiks od v,

Pu(v) = {qj(v), ako 01 nije prefiks od v.

(2.4) Re¢ 010 je sufiks od u. Tada za proizvoljnu re¢ v € X*, kao u prethodnim
slu¢ajevima dobijamo

10”1, ako je 1 prvo slovo u o,

@u (Z)) = {

¢(v), akojeOprvoslovouv.

Prema tome, svako stanje automatovnog preslikavanja ¢ jednako je je-
dnom od preslikavanja iz (1), (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4). Ne umanjujuéi opstost,
mozZemo uzeti da sva stanja preslikavanja ¢ jesu sledeca preslikavanja

Po101, Po11, Pooo, Poot i Po1o-

Pri tome je ¢ = ¢o11. Dakle, prema definiciji automata A, iz Zadatka 5.183.
za dato automatovno preslikavanje ¢ imamo da je to automat predstavljen
tablicom

Apl G101 | Pooo | oot Por0 | Ponn
0 |(¢o101,0)|(00o,0) |(¢o10,0)| (Pooo,0) |(Pooo,0)
1 {(¢o101,0)|(Poo1, 1) |(Po11,1) |(Po101, 1) |(Po11,1)

ili grafom

0/0

Tako smo dobili minimalni automat koji realizuje dato automatovno presli-
kavanje ¢. O
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Zadatak 5.189. Odrediti da li postoji konacan Mealyev automat koji realizuje pre-
slikavanje o : {x, y}* ¥ {x, y}* definisano sa

X1X2...Xn, akojex; =x;
a(x1x2...xn) =9 ., c . _ e X o xi=y;
X]X5... Xy, akojexy =y, gdejex; = y xi=x ?
Resenje: Nije tesko videti da je @ automatovno preslikavanje, pa postoji ko-
na¢an Mealyev automat koji ga realizuje. Jedan od nacina za konstrukciju
ovog automata je konstrukcija donjeg automata A,. Odredi¢emo njegova
stanja. Naime, za proizvoljnu re¢ u € X* odredi¢emo stanje ¢, preslikavanja
¢. Razlikujemo sledece slucajeve:

(1) Neka je x prvo slovo reci u. Tada je u = xu’ i u’ € X*. Za proizvoljnu re¢
U =2x1X2...X; € X* imamo da je

(V) = 1y (@(uv)) = rg(xu’x1x2...x) = X1X2... X, = 0.

(2) Neka re¢ u pocinje slovom y. U tom slucaju je u =yu’ i v’ € X" i za
proizvoljnu re¢ v = x1x>...x, € X* vazi

ay (V) = 1 ((u)) = 1 (Y’ x1x2.. .. Xp) = X7X5 ... X,

Dakle, svako stanje automatovnog preslikavanja a jednako je jednom od
preslikavanja iz (1) ili (2). Bez umanjenja opstosti moZemo pretpostaviti da
sva stanja preslikavanja a jesu preslikavanja ay, ay, ako re¢ ulaznog alfabeta
pocinje sa x, odnosno sa y, tim redom.

Pri tome je Aq(a,y) # Aalay, y). Dakle, prema definiciji automata A,, na
osnovu Zadatka 5.183. za dato automatovno preslikavanje « imamo da je to
automat predstavljen tablicom

Ayl ae Qy oy
x [(ax,x)|(ax,x) (ayr]/)
y |[(ay,x)|(ay, y)|(ax, x)

Tako smo dobili automat koji realizuje dato preslikavanje «. O

Zadatak 5.190. Dokazati da je kompozicija automatovnih preslikavanja automa-
tovno preslikavange.

Resenje: Neka su a: X" +— Y"iB:Y" — Z* data automatovna preslikavanja
realizovana automatima A; = (Al,aé,X,Y,(Sl,/h) iA, = (AQ,ﬂé,Y,Z, 52, A7), im
redom, $to znaci da je

a(u) = AM(ag,x1x2...x,) 1 P(0) = Aa(ag, y1y2-.. yi), (5.13)

zaproizvoljneu =x1x3...x;, € X*iv=11y2... yx € Y*. Definis$imo novi automat
A= (A1 XA, (aé,a%),X, Z,6,A) na slede¢i nacin:
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8((m1,@2),%) = (61(a1,%), 62(az, A1 (@, %), (a1,02) € A X A, x€ X)
M(ar,a2),x) = Ax(az, A1 (a1, %)) ' '

Dokaza¢emo da ovako definisan automat A realizuje automatovno preslika-
vanje ¢ =aof, tj. daje (P(”(l)'”%) =¢.

Uzmimo proizvoljnu re¢ u = x1x2---x,, gde su x1,xp,...,%, € X. Prema
definiciji prosirenih funkcija prelazaiizlaza je

51(11[1),x1x2...xn) =aqay---ay,
M@, x1x0...x0) = Y1y yn,
02(a5, y1y2---Yn) = brby---by.

Primecéujemo da vazi:
6((“(1)11'1%)/361) = (61(a(1)/x1)/62(a%/ /\l(a(l)/xl))) = (61(51(1),X1),62(ﬂ%, yl)) = (ﬂ],b]).

Indukcijom po duzinireéiu = x1x;...x, € X* dokaza¢emo daje 0((a;, b;), xis1) =
(@i+1,bi+1), za i € N. Naime, za n = 2, imamo

8((a1,b1),x2) = (81(a1,%2), 6(b1, A1 (a1, %2))) = (81(a1,x2), 82(b1, ¥2)) = (aa, b).

Pretpostavimo da je 0((ax-1,bx-1),xx) = (ax,bx), za n = k i dokazimo tvrdenje
zan=k+1.

O((@, bi), xe1) = (01 (ag, Xir1), 02 (bi, A1 (@, Xi1)))
= (01(a, Xk41),02(bk, Yis1)) = (k41 bie)-

Time smo dokazali da tvrdenje vaZi za svaki n € N. Na osnovu definicije
prosirene funkcije prelaza sada imamo

6(({1[1)/{1%)/x1x2 .. ~xn) = (ﬂ], bl)(HZI b2) cee (“n, bYl)
Za preslikavanje indukovano automatom Aidature¢u = x1x,...x, € X* vazi
Py (1) = M(ag,a3), 3132 xn) = A(ag,45), x1)A((@1,01),%2) ... A((@-1,bu-1), %)

= Ao (a3, A1 (ag, x1))A2(b1, A1 (a1,%2)) . .. Ao (D1, A1 (@n-1, %))
= A2, y1)A2(b1, v2) .. A2(bu—1, Yn)) = A2(@3, Y1 Y2 - Yn).

Sa druge strane, prema (5.13) imamo
b(u) = (aop)(u) = pla(u)) = f(A1(ag, x1x2... xn))
= By1Y2---Yn) = 23, 112 Yn) = B 2 (W),

¢ime je dokaz kompletiran. O
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Zadatak 5.191. Pod teZinom automatovnog preslikavanja ¢, u oznaci w(¢), po-
drazumevamo kardinalni broj skupa stanja automata A. Ukoliko je w(¢p) konacan,
za preslikavanje ¢ kaZemo da je konacne teZine. Ako su ¢’ i ¢”” automatovna presli-
kavanja konacnih teZina, tada je i ¢’ " automatovno preslikavanje konacne teZine
i vazi w(p’'P"") < w(Pp")w(¢p”). Dokazati.

Resenje: Prema prethodnom zadatku kompozicija automatovnih preslika-
vanja ¢’¢"” je automatovno preslikavanje i prema Zadatku 5.187. automat
Agrgr je automat najmanje kardinalnost koji indukuje kompoziciju datih
preslikavanja, Sto znaci da je

|A(/J’({)”| < |A(/J’ XA(/J”|/ t] w(tp/(ﬁ”) < w((P/)ZU((P”)
Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.192. Neka je data proizvoljna kolekcija  automatovnih preslikavanja
iz slobodnog monoida X* u slobodan monoid Y*. Dokazati da postoji automat A koji
realizuje sva preslikavanja iz ove kolekcije.

ReSenje: Za svako automatovno preslikavanje ¢ € ¥, takvo da ¢ : X* — Y~,
moZemo konstruisati automat Ap = (Ap,Pe, X, Y,0¢,A¢) koji realizuje to pre-
slikavanje, na na¢in kako je to u¢injeno u Zadatku 5.183.

Defini$imo, sada, na skupu

A= JAsxe)

DT

funkciju prelaza 6 : AX X — Aiizlaza A : AX X — Y na slede¢i nacin:

6((¢ur¢)zx) = (6(/)((Plux)r¢) = ((Pux/ (P)
A(Pu, D), x) = /\(/J((Pu/x) = ¢Py(x).

Jednostavno se pokazuje da su funkcije 6 i A dobro definisane, te smo, na ovaj
nacin, konstruisali automat A = (4, (¢e, $), X, Y,6,4). Ako sa ¥4 oznadimo
skup svih preslikavanja indukovanih automatom A treba da pokazemo da
je F € Fa. U tom cilju ¢emo pokazati da je proizvoljno preslikavanje ¢ € ¥
indukovano inicijalnim stanjem automata A.

Neka je u = x1xp...x, € X* proizvoljna re¢. Prema definiciji proSirene
funkcije prelaza imamo da je 6((¢he, @), X1X2...X5) = a12... a4, i indukcijom
po n ¢emo dokazati da je ay = (¢Px,..x,, P)-

Zan=1vazia; = 6((¢6/ ¢)/x1) = (6¢(¢e/xl)/ ¢) = (¢ex1r¢) = (¢X1/ ¢)

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n = k, i dokaZimo da vazi zan =k+1.
Imamo da je

ak+1 = 6(ak/xk+1) = 6((¢X1...Xk/¢)lxk+l) = (¢x1...xkxk+1/¢),

pa tvrdenje vazi za svaki n € IN. Dakle,

(ueX, pu€Ayp)
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5((¢6/ ¢),x1x2 s Xp) = (@xl/ Qb)(@xlxz/ Qb) e (¢X1.~.Xn/¢)/

dok iz definicije proSirene funkcije izlaza i prema jednakosti (5.9) dobijamo
sledece:

M(Pe, ), x1%2... xXn) = A((Pe, D), X1)A(Pxy, D), X2) - .- A(Pry..x,y P, Xn)
= Ad)(@e; xl)Atb(@xl;xZ) e Ad)(@xlxz...xn_l/xn)
= (Pg(X])(le (x2)... (lexz---an (xn) = (P(xle o Xp)

=¢(u), za u=x1xp...x, € X"

Ovim smo pokazali da, za proizvoljno automatovno prelikavanje ¢ €  jeste
P(U) = P(g,,p) (1), za svaki u € X, tj. da je F C F4, ¢ime smo kompletirali
dokaz. 0O

5.3. Ekvivalentni automati

Nekaje A=(A,X,Y,0,A) Mealyev automat. Sa @4 ¢emo oznacavati skup svih
automatovnih preslikavanja indukovanih stanjima automata A.

Akosudatiautomati A=(A4,X,Y,5,A)i A" =(A", X, Y,0’,A"),ondazaac Ai
a’ € A’ kazemo da su ekvivalentna stanja ako a i a” indukuju isto automatovno
preslikavanje, tj. ako je ¢, = ¢ . Sli€no, za A i A’ kaZemo da su ekvivalentni
automati ako je @4 = Dy, tj. ako je svako stanje automata A ekvivalentno
nekom stanju automata A’ i obratno. Jasno, ovako uvedena relacija medu
automatima jeste relacija ekvivalencije na skupu svih automata, $to oprav-
dava njen naziv. Dalje, ako su A i A’ inicijalni automati, onda kaZemo da su
A i A ekvivalentni inicijalni automati ako su ekvivalentna njihova inicijalna
stanja, tj. ako A i A’ indukuju isto automatovno preslikavanje.

Zadatak 5.193. Dokazati da je svaki automat A Mealyevog tipa ekvivalentan je
nekom automatu B Mooreovog tipa.

Pritome, ako je|A| = ni|X| =m, gde je X ulazni alfabet, tada se Mooreov automat
B moZe izabrati tako da bude |B| = n(m + 1). Dokazati.

Resenje: Nekaje A= (A, X,Y,0,A) automat Mealyevog tipa. Stavimo da bude
B =AUAx X defini§imo preslikavanja ¢’ : BXxX — BiA’ :BXxX — Y sa:

5 (b _ (a,x) akojeb:ﬂeA,
o= (6(a,x’),x)  akojeb=(a,x)eAxX,
v o ) Max) akojeb=a€A,
Fen= { Ad(a,x),x)  akojeb=(a,x')e AxX,

gdesubeBixe X Tadaje B=(B,X, Y,6’,1") automat za koji éemo dokazati
da je ekvivalentan sa A i da je Mooreovog tipa.
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Prvo éemo dokazati da svako stanje a € A indukuje isto automatovno
preslikavanje u automatu A i u automatu B, odnosno da vaZzi

Aa,u) = A (a,u),

za svaku re¢ u € X*. Uzmimo da je u = x1x2...X;, za neke x1,x,...,x; € X.
Tada je
oau)=may...qr i AMa,u)=11Yy2... Y,

zaay,ay,...,ar €Aiy, Yo, ..., Yk € Y odredene sa

ap = 6(&,3(1), ap = 5(ﬂ1,X2), ceey g = 6(ak—1/xk)/
y1=AMa,x1), y2 = AMay, x2), .., Y = Mag_1,Xx)-

Imamo da je

o' (a,x1) = (a,x1),
0’ ((a,x1),x2) = (0(a,x1),x2) = (a1,x2),

O (@2, %k-1), %) = (0(ar—2, Xje-1), Xie) = (A1, %),
Sto znaci daje
(S’(ﬂ, u) = b]b2 . bk/
gdeje
by =(a,x1), bo = (a1,x2), ..., bk = (@k-1,%%)-
Odavde dalje dobijamo da je

A(a,x1) = AMa,x1) =1,
A (b1, x2) = A(0(a,x1),x2) = Aay, x2) = y2,

A (br—1,%%) = AO(Ak—2, Xk=1), Xk) = AAk—1,Xk) = Yk,

paje
Aa,u) =y1y2...yx = AMa,u),
Sto je i trebalo dokazati.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da je svako stanje (a,x) € A X X automata
B ekvivalentno stanju 6(4, x) automata A. Prema tome, automati A i B su zaista
ekvivalentni.

Da bi smo dokazali da je B automat Mooreovog tipa, razmotrimo b,b’ € B
ix,x" € X takve daje 0'(b,x) = 0'(V',x"). Moguca su Cetiri slucaja:
(1)b=acA b =a €A,

(Qb=acAb =@, x)) e AXX,
B b=@x)eAXX,V =a" €A,
BHb=@x) e AXX,V =@, x)) e AXX.
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U svakom od tih slu¢ajeva, koriste¢i ¢injenicu da je 6’ (b,x) = &’(V’,x’), dobi-
jamo daje A’(b,x) = A’ (V',x"). Time je dokazano da je 8 automat Mooreovog
tipa.

Jasnojedaiz|A|=nilX|=msledidaje |Bl|=n+mn=n(m+1). O

Zadatak 5.194. Dokazati da automat Mooreovog tipa koji realizuje dato automa-
tovno preslikavanje ima veéi broj stanja od automata Mealyevog tipa koji indukuje
to isto preslikavanje.

Resenje: Tvrdenje je direktna posledica prethodnog zadatka. O

Zadatak 5.195. Konstruisati Mooreov automat ekvivalentan Mealyevom automatu
koji je konstruisan u Zadatku 5.175. (Automat sabira dva broja u binarnom zapisu.)

Resenje: Prema nacinu konstrukcije Mooreovog automata ekvivalentnog
datom Mealyevom automatu koji je predstavljen u Zadatku 5.193. graf
prelaza trazenog automata Mooreovog tipa je

00 01,10

01,10 11

Stanja automata su oznacenasaa;/j, zai, j € {0,1} pri ¢emu i oznacava prenos,
a joznacavaizlaz. O

5.4. Homomorfizmi i kongruencije

Kongruencija na automatu sa izlazom A = (4,X,Y,;6,A) definise kao relacija
ekvivalencije ¢ na A koja zadovoljava uslov da za proizvoljnea,bc Aix € X,
iz (a,b) € p sledi da je (ax,bx) € pi A(a,x) = A(b, x).
Jednostavno se pokazuje da, za kongruenciju ¢ na A i proizvoljnu re¢
u e X*istanjaa,beA,iz (a,b) € psledi daje (au,bu) € pi Aa,u) = A(b,u).
Akosu A=(AXY0,A)i A =(A,XY,0,A) dati automatii p: A — A’
preslikavanje takvo da za svakia € Aix € X vazi

@(0(a,x)) = &' (p(a), x) i Ma,x) = A (p(a),x),

tada preslikavanje ¢ nazivamo homomorfizmom automata A u automat A’.
Za p(A) kazemo da je homomorfna slika automata A. Osim toga, ako je ¢ i
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bijekcija, onda ga nazivamo izomorfizmom automata A na automat A’, a za
automate A i A’ kaZemo da su izomorfni.

U slu¢aju kada su AiA’ inicijalni automati, tada homomorfizmom inicijalnih
automata nazivamo homomorfizam automata A u automat A’ koji inicijalno
stanje automata A slika u inicijalno stanje automata A’.

Ako je p kongruencija na automatu A, tada sli¢no kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na slede¢i nacin:

Na faktor-skupu A/ g definiSemo preslikavanja

S,:(AlO)XX—>Alg i Ay:(AlgxX—Y,

sa
Oplag,x) = (0(a,x))o 1 Aylag,x)=Aa,x),

za sve a € A i x € X. Koristeéi ¢injenicu da je ¢ kongruencija na A, lako
se proverava da su preslikavanja 6, i A, dobro definisana, tj. da njihove
vrednosti ne zavise od izbora predstavnika g-klasa, pa (A/0,X,Y,0,,A,) jeste
automat koji obelezavamo sa A/ ¢ i nazivamo faktor-automatom automata A
u odnosu na kongruenciju g.

Vezu izmedu kongruencija na automatu i homomorfizama daje nam sle-
deca teorema.

Teorema 5.19. (Teorema o homomorfizmu). Ako je ¢ kongruencija na automatu
A, tada je o° homomorfizam iz A na A p.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam iz automata A= (A, X, Y, 6, A) na automat A’ =
(A", X,Y,0',A"), tada je ker @ kongruencija na A i preslikavanje @ : A/ kerp — A’
definisano sa @ : (aker @) = @(a) je izomorfizam iz A/ kerp na A’.

Zadatak 5.196. Dokazati da je svaka homomorfna slika automata A ekvivalentna
sa tim automatom.

Resenje: Nekaje A= (A, X, Y,0,A), A" =(A",X,Y,0',1") i ¢ je homomorfizam
iz Ana A'. Tada, za proizvoljno stanje a € A vazi

Pa(u) = Aa,u) = N (p(a), 1) = Pp) (1),

za svaki u € X*. Prema tome, (s = (s, za svakia € A, pa kako ¢ slika A na
A, to je Py = Dy, Cime smo dokazali da su A i A’ ekvivalentni automati.
O

Zadatak 5.197. Za proizvoljan automat A = (A, X,Y,0,A), relacija g4 na A defi-
nisana sa

(@ab)eos & (YueX') AMa,u)=AD,u), (a,beA)
je najveéa kongruencija na A. Dokazati.

Resenje: Lako se proverava da je g4 relacija ekvivalencije na A. Da bi smo
dokazali njenu saglasnost, uzmimo a,b € A takve da je (a,b) € g4 i uzmimo
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proizvoljan x € X. Tada za svaku re¢ u € X* vazi

A(0(a, x),u) = Aax,u) = 1y, (AMa, xu))
= 11 (A(b, xu1))
= A(bx,u) = A(6(b,x),u),

Stoznacidaje (6(a,x), 6(b,x)) € p4.Pored toga, iz (a,b) € g4 sledi A(a, x) = A(b, x).
Dakle, g4 je kongruencija na A.

Da bi smo dokazali da je g4 najveca kongruencija na A, uzmimo proi-
zvoljnu kongruenciju p na A i a,b € A takve da je (a,b) € ¢. Za proizvoljnu
re¢ u € X*je AMa,u) = A(b,u), odakle sledi da je (a,b) € g4. Prema tome, 0 C ga.
Ovim je dokaz kompletiran. O

Zadatak 5.198. Faktorautomat A/oa =(A/04,2004,X,Y,04,,A,) dostiznog, ini-
cijalnog automata A = (A,a9,X,Y,0,A), u odnosu na relaciju pa koja je definisana
u prethodnom zadatku, jeste automat najmanje kardinalnosti koji indukuje isto
automatovno preslikavanje kao automat A. Dokazati.

Resenje: Neka je ¢ automatovno preslikavanje realizovano automatom A.
Definisa¢emo preslikavanje ¢ : A — A/o4 koje svakom stanju a € A dodeljuje
njegovu klasu u odnosu na kongruenciju ga, tj. ¢(a) = ag4. Jednostavno se
pokazuje da je ¢ homomorfizam automata A na A/ps. Kao homomorfna
slika automata A, prema Zadatku 5.196. faktor automat A/ p4 je ekvivalentan
automatu A, pa indukuje preslikavanje ¢.

Sa druge strane, primetimo da za stanja a,b € A vazi

(a,b) €04 © Pu=yp. (5.14)

Kako je automat A dostizan moZe se definisati preslikavanje 1 : A/ga — Ay
sa P(apa) = Pu, ako je a = O(ag,u), za u € X*. Prema (5.14) preslikavanje ¢
jeste dobro definisano. Pokazuje se da je ¢ bijekcija i homorfizam izmedu
automata A/p4 i Ay, paje |A/oal = |Agl|. U Zadatku 5.187. pokazali smo da
je automat A, automat najmanje kardinalnosti koji indukuje preslikavanje
¢, pa tvrdenje vaziiza A/gs. O

Zadatak 5.199. Faktorautomat A/oa = (A/0a,X,Y,00,,A,,) jesteautomat najma-
nje kardinalnosti u klasi svih automata ekvivalentnih sa A = (A, X,Y,04,A4).
Dokazati.

Resenje: Neka je 8 = (B,X,Y,0p,Ap) proizvoljan automat ekvivalentan au-
tomatu A. Kako za proizvoljno stanje b € B postoji a € A tako da je ¢y = g,
mozemo definisati preslikavanje ¢ : B A/p4 tako daje ¢p(b) =aga.

DokaZimo dobru definisanost preslikavanja ¢. Pretpostavimo da za neko
stanje b € Bvazip(b) =apa i p(b) =a’pa. To znadidaje ¢y = ¢y i Py = o odakle
je ¢a = ¢, odakle prema (5.14) sledi da (a,a’) € ga, tj. apa = a’pa. Dakle, @ je
dobro definisano.
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Takode, za proizvoljno stanje aps € A/ 04 je a € A, pa postoji b € B takvo da
j& ¢u = Py, Sto znadi da je p(b) = apa. ZakljuCujemo da je ¢ "na" preslikavanje
i odavde sledi da je |A/0al < |B|, ¢ime je tvrdenje zadatka dokazano. O

5.5. Minimizacija automata sa izlazom

Videli smo da redukovani automat A/, automata A jeste automat sa min-
imalnim brojem stanja medu automatima ekvivalentnim sa A. Sada ¢emo
govoriti o procesu minimizacije automata A, pod ¢ime podrazumevamo svaki
efektivni postupak kojim nalazimo njegov faktor automat A/g4, odnosno
kojim odredujemo kongruenciju g4. Takav postupak nazivamo algoritmom
minimizacije.
Vazi sledeca teorema.
Teorema 5.20. Neka jenaautomatu A= (A,X,Y,6,A)definisan niz relacija { g }keN

. 01 =1{(a,b) e AxXA|(Vx e X) Aa,x) = Ab,x)}

o1 =1(a,b) € g | (Vx € X) (ax, bx) € g}
Tada vaZi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {gx}ren je relacija ekvivalencije na A i vaZi
01202220k 20k+1 2" 2 0A-

(b) Ako je ox = 0k+1, za neki k € N, tada je gy = O, za svaki m € IN.
(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je g = pa.

Koriste¢i prethodnu teoremu, moZemo dati jedan algoritam za minimizaciju
automata sa izlazom. Algoritam zapocinjemo formiranjem liste P svih parova
stanja automata A. Ovu listu grafi¢ki predstavljamo tablicom, a zbog re-
fleksivnosti i simetri¢nosti relacija koje konstruisemo, dovoljno je razmatrati
samo parove koji leZe ispod glavne dijagonale te tablice.

U prvom koraku algoritma odredujemo relaciju ¢, i sa liste P briSemo sve
parove stanja koji nisu u toj relaciji. Neka su, posle k-tog koraka, na listi P
ostali parovi koji ¢ine relaciju gr. Tada u k + 1-vom koraku gradimo relaciju
Ok+1 Na taj nacin Sto razmatramo sve parove (a,b) koji su na pocetku tog
koraka bili na listi P, i ukoliko proverom ustanovimo da postoji x € X tako
da par (ax,bx) na pocetku tog koraka nije bio na listi, onda sa liste briSemo
parove (a,b) i (b,a). Algoritam se zavrSava prvim korakom u kome nije bilo
brisanja sa liste.

Minimizacijom Mooreovog automata, koris¢enjem navedenog algoritma
za automate Mealyevog tipa, ne dobijamo uvek Mooreov automat. To nas
dalje navodi na zaklju¢ak da, kada radimo sa Mooreovim automatima, treba
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drugacije definisati pojmove homomorfizma i kongruencije i na¢i drugadiji
algoritam za minimizaciju, koji bi kao rezultat dao Mooreov automat.

Neka su A= (A, XY, ou) i A" =(A’, X Y,6'u’) dva Mooreova automata
istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — A’ takvo da za svakia € Aix € X vazi

P0(a,x) =0 (p@),x) i p@) = (p@),

nazivamo homomorfizmom Mooreovog automata A u Mooreov automat A’, ili
homomorfizmom Mooreovog tipa.

Relaciju ekvivalencije T na Mooreovom automatu A = (A, X, Y, 0, u) nazi-
vamo kongruencijom na Mooreovom automatu, ili kongruencijom Mooreovog tipa
na A, ako za svea,be Aiz (a,b) € 7 sledi

(1) p(a) = u(b);
(2) (ax,bx) € T, za svaki x € X.

Nije tesko proveriti da homomorfna slika Mooreovog automata, u odnosu
na homomorfizam Mooreovog tipa, takode jeste Mooreov automat. Obratno,
ako je T kongruencija Mooreovog tipa na Mooreovom automatu A, tada je
faktor-skup A/7 i sam Mooreov automat sa funkcijama prelaza i znaka

0 (A/T)XX - A/t i et Ajt—=Y
definisanim sa:

ocat,x) = (0(a, X))t i pe(ar) = pla),

zaa€eA,xeX.
Sli¢no kao kod automata Mealyevog tipa vazi sledece tvrdenje:

Teorema 5.21. Za proizvoljan Mooreov automat A = (A, X,Y,6, ), relacija T4 na
A definisana sa

(a,b)ets © (a,b)€pa i ua)=ub),

je najveca kongruencija Mooreovog tipa na A.
Definisimo niz {Ty}reN telacija na A sa

71 ={(a,b) e AX Al u(a) = u(b)}
Tee1 = {(a,D) € 7| (Yx € X) (ax, bx) € T4}
Tada vaZi sledece:

(a) Svaki ¢lan niza {TilkeN je relacija ekvivalencije na A i vaZi

TI2T22 2Tk 2Tis1 2 2 TA.

(b) Ako je Ty = Ty41, za neki k € N, tada je Ty = Ty, za svakim € IN.
(c) Ako je A konacan automat, tada postoji k € N tako da je Tj = T4.
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Algoritam za minimizaciju automata Mooreovog tipa, tj. za odredivanje kon-
gruencije 74, zasnovan na prethodnoj teoremi, analogan je datom algoritmu
za minimizaciju automata Mealyevog tipa.

Zadatak 5.200. Neka je automat A= (A,X,Y,06,A) zadat sledecom tablicom:
Al m ap as ag as
x1|(a1,y1)| (@1, y1) (a3, y1) | (@4, y1) | (a2, y1)
x2|(a1,y2)|(@3,¥1) | (a4, y2)| (@4, y2) | (a2, y1)

Minimizirati dati automat.

Resenje: Primeni¢emo algoritam za minimizaciju Mealyevog automata A.
Dakle, kreira¢mo listu svih parova P i krenu¢emo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju g;. Ona ima dve klase:
{a1,a3,0a4}, {az,a5}.
Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa
{a1,a3,a4) X {az, a5} Ulag, as} x {ay, a3, a4}.

2. korak: Proveravamo parove koji leze ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(a3x1,a1x1) = (a3,42) — nije na listi, pa se parovi (a3,41) i (a1,a3) brisu;
(a4x1,a1x1) = (a4,a2) — nije na listi, pa se parovi (a4,a1) i (a1,a4) brisu;
(asx1,a3x1) = (a4,a3) —na listi je;
(aax2,a3x7) = (a4,a4) —na listi je;
(asx1,a2x1) = (a2,a1) — nije na listi, pa se parovi (a5,az) i (a2,a5) brisu.

ap dap as a4 as a1 4 as a4 as
M M
az az
az az
as as
as as
posle 1. koraka posle 2.1 3. koraka
relacija g; relacije 02 = 03 = 0a

3.korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (a3,a4). Kako je
(a3x1,a4x1) = (a3,a4) 1 (a3X2,a4X2) = (a4,04), i oba ova para su na listi, to se u
ovom koraku nista ne brise, $to zna¢i da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je g2 = 03 = 04 1 0a-klase su

{H]}, {a2}/ {Cl3,ll4}, {Cl5},

pa je automat A/ g4 zadat tablicom
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Aloal @ ay a3 as
X1 (a/yl) (a/yl) (%/yl) (E/yl)
X2 (a/yZ) (%/yl) (%/yZ) (E/yl)

gde je sa g oznacena pa-klasa stanjage A. O

Zadatak 5.201. Neka je dat automat A = (A,X,Y,6,A) sa sledeCom prelazno-izlaz-
nom tablicom:
Al a b c d
x1|(a,y1)|(c, y2)|(@,y1)| (b, y1)
x2|(b, y1)|(, y2)| (b, y1) | (b, y1)

Pokazati da je A Mooreov automat, a zatim naci minimalni Mealyev automat
ekvivalentan automatu A. Da li je dobijeni automat Mooreov?

Resenje: 1z tablice se jasno vidi da se radi o Mooreovom automatu koji se
moze predstaviti tablicom:

Y1\y1\Y21Y2
Aa blc|d

xi|lalclal|b

xo|blc|b

Primenimo algoritam za minimizaciju automata A kao Mealyevog automata.
Dakle, kreirajmo listu svih parova P i krenimo dalje sa algoritmom.

1. korak: Formirajmo relaciju g;. Ona ima dve klase: {a,c,d} i {b}.
Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa

{a,c,d} x{b}U (b} x{a,c,d}.

2. korak: Proveravamo parove koji leze ispod glavne dijagonale u P posle
1. koraka:

(cx1,ax1) = (a,4) —na listi je;
(cx2,ax2) = (b,b) — na listi je;
(dx1,ax1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,4) i (a,d) brisu;
(dx1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se parovi (d,c¢) i (c,d) brisu.

a b cd a b c d
a a
b b
c c
d d
posle 1. koraka posle 2.1 3. koraka

relacija ¢ relacije 0 = 03 = 04
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3.korak: U ovom koraku ostaje da se proveri samo par (c,a). Kako je
(cx1,ax1) = (a,a) i (cxp,ax2) = (b,b), i oba ova para su na listi, to se u ovom
koraku nista ne brise, $to znac¢i da se algoritm zaustavlja.

Dakle, dobili smo da je g = g3 = 04 i pa-klase su {a,c}, {b} i {d}, pa je automat
A/oa zadat tablicom

Aloa| @ b | d
1 |@y)|@ya)|(b,y1)
12 |(b,y1)|@ y2)| (b, y1)

gde je sa g oznacena p4-klasa stanja g € A.
Za dobijeni automat A/ g4 vazi

5@, x1)=a=0(b,x1), A@x1)=v1#y2=Abx1),

te je jasno da A/pa nije automat Mooreovog tipa. 0O

Zadatak 5.202. Naci minimalni Mooreov automat automata A= (A,X,Y,06,A) za-
dat tablicom (videti prethodni zadatak).

Y1|{Y1|Y2|y2
A
alblc|d

x1lalc
xo|blc|b|b

Resenje: Formira¢emo najpre listu P svih parova stanja automata (A, a potom
¢emo krenuti sa formiranjem relacija .

1. korak: Formirajmo relaciju 71. Iz tablice se vidi da ona ima dve klase:
{a,b} i {c,d}. Prema tome, sa liste briSemo sve parove iz skupa

{a,b} x{c,d}U{c,d} x{a,b}.

2. korak: Proveravamo parove koji su posle 1. koraka ostali na listi P ispod
njene glavne dijagonale:
(bx1,ax1) = (c,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (b,a) i (a,b);
(dx1,cx1) = (b,a) — nije na listi, pa se brisu parovi (4,¢) i (c,d).

a b cd a b c d
a a
b b
c c
d d
posle 1. koraka posle 2. koraka

relacija 71 relacija 14 =12 =44
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Ovim su obrisani svi parovi, osim onih na glavnoj dijagonali, $to znaci da se
algoritam zaustavioidaje 74 = 72 = A4, odnosno daje automat A redukovan
kao Mooreov automat.

Na osnovu prethodnog zadatka primecujemo da ovaj automat nije re-
dukovan kao automat Mealyevog tipa, jer se minimizacijom Mooreovog
automata algoritmom za automate Mealyevog tipa dobija ekvivalentan au-
tomat sa manjim brojem stanja od ovog automata koji je dobijen koris¢enjem
algoritma za minimizaciju automata Mooreovog tipa. O

Zadatak 5.203. Nekaje A=A/ts =(A,X,Y,6,A) (tj. T4 = Aa) konacan Mooreov
automat koji realizuje datu klasu automatovnih preslikavanja. Tada postoji njemu
ekvivalentan automat Mealyevog tipa sa manjim brojem stanja ako i samo ako postoje
dva razlicita stanja a,b € A, takva da je 5(a,x) = 0(b,x), za svaki x € X. Dokazati.

Resenje: Pretpostavimo da postoji Mealyev automat 8 = (B,X,Y,6",1") ekvi-
valentan automatu A, takav da je |B| < |A|. Automat A/g4 je minimalni
automat u klasi automata ekvivalentnih sa A, t.j |A/gal <|B| < |A|. To znadi
da postoje bar dva stanja a,b € A takva da je (a,b) € g4. Tada, za svaki x € X
vazi A(a,x) = A(b,x), tj. u(6(a,x)) = u(6(b, x)). Prema definiciji kongruencije 74,
zaklju¢ujemo da (6(a,x),6(b,x)) € 14 i kakoje 14 = A4 imamo 6(a,x) = 6(b, x),
za svakix € X.

Obratno, neka su a,b € A razli¢ita stanja takva da je 6(a,x) = 6(b,x), za
svaki x € X. Tada je u(6(a,x)) = u(6(b,x)), tj. Aa,x) = A(b,x), $to znacdi da su
(a,b) € pa. Kako je a # b zakljuCujemo da (a,b) ¢ 14 = A4, pa je jasno da vazi
|A/0al <1A/Tal =|Al. Ovim je tvrdenje dokazano. O
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