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Glava 1

Uvod

Matematiqka statistika je primeǌena matematiqka discipli-
na srodna teoriji verovatno�e. Bazira se na pitaǌima i metodama
teorije verovatno�e, ali rexava svoje specifiqne (probleme) za-
datke svojim metodama. (Svaka matematiqka teorija se razvija u
okviru nekog modela koji opisuje odre�eni krug realnih pojava
qijim se prouqavaǌem i bavi data teorija.)

U teoriji verovatno�e se polazi od pretpostavke da je poz-
nat prostor verovatno�a (Ω,F ,P), gde je Ω skup svih elementarnih
ishoda, F je σ-algebra na skupu Ω a P je verovatno�a.

Verovatno�a P , u praktiqnim problemima koje treba rexavati,
nije u potpunosti poznata. U ve�ini sluqajeva se pretpostavǉa
da P ∈ P, gde je P = {P} familija verovatno�a. Takvi praktiqni
problemi nazivaju se statistiqkim modelima.

Dakle, za razliku od modela teorije verovatno�a, statistiqki
model je (Ω,F ,P).

Primer 1. (Xema Bernulija) Obavǉa se n nezavisnih opita u
kojima se realizuje 0 ili 1 sa verovatno�ama redom 1 − p = q i p,
0 ≤ p ≤ 1. Ishod ovog eksperimenta je

Ω = {ω : ω = (ε1, ε2, . . . , εn), εi = 0, 1}.

Pri tome je verovatno�a pojedinog elementarnog ishoda

P (ω) = p
∑

εiqn−
∑

εi .

Ako verovatno�a p nije prethodno poznata, oznaqi�emo je sa θ
i tu oznaku �emo nadaǉe koristiti za svaki nepoznati parametar.
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6 Glava 1

U tom sluqaju jedina informacija koju imamo o parametru ovog
primera je da je θ ∈ Θ = [0, 1]. Taqnije, imamo jedino informa-
ciju da raspodela verovatno�a kojom ovaj eksperiment opisujemo

pripada familiji P = {Pθ, θ ∈ Θ}, gde je Pθ = θ
∑

εi(1− θ)n−
∑

εi . △

U prethodnom primeru je definisan jedan statistiqki model,
dakle model koji u sebi sadrжi neku vrstu neodre�enosti. Zadatak
matematiqke statistike je da se korix�eǌem informacije dobijene
posmatraǌem ishoda eksperimenta, dakle statistiqkih podataka,
smaǌi ta neodre�enost, odnosno da se, xto je mogu�e taqnije, izvr-
xi izbor P ∈ P.

Matematiqka statistika je nauka o statistiqkom zakǉuqivaǌu.
Statistiqko zakǉuqivaǌe podrazumeva rexavaǌe zadataka obrnu-
tih od onih koje rexava teorija verovatno�e: ona utvr�uje struk-
turu statistiqkih modela prema rezultatima sprovedenih posma-
traǌa, dakle, odre�uje prostor verovatno�a na osnovu eksperi-
menta. Pri tome posmatraǌa ne mogu biti proizvoǉna. Naime,
ona moraju biti ekvivalentna statistiqkom eksperimentu:

– moжe se ponavǉati proizvoǉan broj puta pod istim uslovima,

– unapred je definisano xta se registruje u eksperimentu pri
qemu su poznati svi ishodi i

– ishod pojedinaqnog eksperimenta nije unapred poznat.

Za prve svesne pokuxaje definisaǌa i primene statistiqkog
zakǉuqivaǌa uzimaju se popisi stanovnixtva koje su sprovodili
vladari jox nekoliko vekova pre naxe ere radi utvr�ivaǌa broja
vojnih podanika ili poreskih obveznika. Zasnivaǌe statistike
kao nauke vezuje se za pojavu xkole ”politiqkih aritmetiqara”
u Engleskoj u XV II veku. Po nekima, delo ”Natural and Political
Observations upon the Bills of Mortality”, koje je napisao Dж. Grant
(J. Graunt) i objavio 1622. godine, oznaqava poqetak statistike
kao nauke. Dugo vremena je statistika smatrana nauqnim metodom
za prouqavaǌe druxtvenih nauka. Me�utim, matematiqari koji su
neminovno bili ukǉuqeni u konstituisaǌe, formalno definisaǌe,
i postali odgovorni za razvoj statistiqkog metoda zakǉuqivaǌa,
odgovorni su i za poqetak primene statistike u prirodnim naukama.
Tu ideju me�u prvima je prihvatio engleski biolog Galton (Sir
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Francis Galton, 1822-1911), koji je primenio statistiqki metod u is-
traжivaǌima u biologiji. Teorijski doprinos razvoju matemati-
qke statistike dao je me�u prvima xvajcarski matematiqar Jakob
Bernuli (Jacob Bernoulli, 1654-1705) definixu�i i obrazlaжu�i
zakon velikih brojeva u svom delu ”Ars conjectandi”. Krupan korak
u tom pravcu dao je i francuski astronom i matematiqar Laplas
(Pierre Simon, Marquis de Laplace, 1749-1827). Poznato je ǌegovo
delo ”Théorie analytique de probabilités”. Buran razvoj matematiqke
statistike kao teorijske discipline u XX veku omogu�en je, pre
svega, razvojem teorije verovatno�a u ovom periodu.





Glava 2

Teorija uzoraka

2.1 Osnovni pojmovi

Statistiqki eksperiment se izvodi nad elementima nekog sku-
pa na kojima se posmatra jedno ili vixe zajedniqkih svojstava.

Definicija 1. Populacija ili generalni skup ili osnovni skup je
skup elemenata qija se zajedniqka svojstva izuqavaju statistiqkim
metodima. Populacija se simboliqki beleжi sa Ω, a ǌen element
sa ω.♦

Definicija 2. Obeleжje je zajedniqko svojstvo elemenata jedne
populacije (koje se ispituje). Obeleжje moжe biti kvantitativno
(numeriqko) ili kvalitativno (atributivno).♦

Pri izvo�eǌu statistiqkog eksperimenta polazi se od pret-
postavke da se tom prilikom realizuju neki sluqajni doga�aji.
Dakle, pretpostavǉa se da se ishod eksperimenta moжe prikazati
sluqajnom veliqinom X. Ukoliko je eksperiment ponavǉan n puta,
ishod se predstavǉa sluqajnim vektorom X = (X1,X2, . . . ,Xn). Pri
prouqavaǌu ovog sluqajnog vektora poжeǉno je poznavati ǌegovu
raspodelu. S tim u vezi re�i �emo da treba odrediti gustinu
raspodele obeleжja, a nadaǉe �emo to pojasniti. Ovde �e se koris-
titi termin gustina raspodele u uopxtenom znaqeǌu, tj. veziva�e
se i za sluqajne promenǉive diskretnog tipa.

Primer 2. Za sluqajnu promenǉivu sa binomnom raspodelom

9



10 Glava 2

B(1, p), kaza�emo da ima gustinu raspodele

f(x) =

{
px(1− p)1−x, x = 0, 1
0, x 6= 0, 1 . △

U savremenoj literaturi se sve qex�e koristi termin funkcija
mase za ovu funkciju kada je u pitaǌu sluqajna promenǉiva dis-
kretnog tipa.

Neka je Y sluqajna promenǉiva definisana kao funkcija slu-
qajnih promenǉivih

X1,X2, . . . ,Xn,

tj. neka je Y = u(X1,X2, . . . ,Xn). Odre�ivaǌe gustine raspodele
ove sluqajne promenǉive na osnovu poznavaǌa zajedniqke gustine
raspodele vektora sluqajnih promenǉivih X = (X1,X2, . . . ,Xn), u
oznaci f(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, je jedan od zadataka
matematiqke statistike. Sam sluqajni vektor X i funkcije od
ǌegovih komponenata su okosnica matematiqke statistike.

Definicija 3. Uzorak je deo populacije na kome se ispituje pos-
matrano obeleжje. Broj elemenata u uzorku se naziva obim ili
veliqina uzorka.♦

Dakle, na uzorku obima n se sprovodi statistiqki eksperiment.
Ishod tog eksperimenta �e biti vektor X = (X1, . . . ,Xn), koji je
po svojim karakteristikama sluqajna promenǉiva. Vektor X jox
zovemo sluqajnim uzorkom za razliku od ǌegove realizovane vred-
nosti po obavǉenom eksperimentu.

Definicija 4. Vektor x = (x1, x2, . . . , xn) koji predstavǉa reali-
zaciju vektora X po obavǉenom eksperimentu zovemo realizovani
uzorak.♦

U daǉem tekstu �e se pod uzorkom podrazumevati sluqajni
uzorak.

Detaǉnije o uzorku i naqinima za izbor uzoraka bi�e reqi
nadaǉe.

Populacija ima nexto xiri smisao od izvesnog doga�aja u te-
oriji verovatno�e, dok je obeleжje nexto xiri pojam od pojma
sluqajne promenǉive. Naime, izvesan doga�aj je skup svih mogu�ih
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elementarnih ishoda jednog eksperimenta, pri qemu se podrazume-
vaju razliqiti ishodi. Populacija je, me�utim, skup svih eleme-
nata na kojima se posmatra neko svojstvo (skup ǉudi, skup sijal-
ica, deo tla, itd.). Definiximo funkciju iz skupa Ω, populacije,
u skup koji qine kategorije jednog svojstva. Preciznije, na skupu
Ω se definixe relacija ekvivalencije: ”dva elementa populacije
su u relaciji ako su im jednake vrednosti obeleжja koje se na ele-
mentima populacije posmatra”. Tom relacijom se vrxi razbijaǌe
skupa Ω na klase ekvivalencije, odnosno, definixe se faktor skup.
Relaciju ekvivalencije je mogu�e uvesti u populaciju samo do na
skup mere nula. Klase ekvivalencije su kategorije, te se najpre
definixe preslikavaǌe populacije na faktor skup jednom funkci-
jom tako xto se svakom elementu populacije pridruжuje ǌegova
klasa ekvivalencije. Iz posledǌeg skupa je mogu�e definisati
novu funkciju sa vrednostima u skupu realnih brojeva, R, koja
je, zapravo, sluqajna promenǉiva. Kompozicija ovih funkcija je
obeleжje. U tom smislu se moжe govoriti o raspodeli obeleжja
posredstvom raspodele ovako definisane sluqajne promenǉive, te
�e se i obeleжje, kao i sluqajna promenǉiva, oznaqavati velikim
slovom latinice sa kraja abecede, X,Y ,Z,. . . .

U vezi sa uopxteǌem pojma gustine raspodele smatra�e se da
svako obeleжje ima svoju gustinu raspodele.

Primer 3. Za populaciju �emo uzeti studente Prirodno-matema-
tiqkog fakulteta u Nixu. Neka je obeleжje koje posmatramo na
toj populaciji ”obrazovni profil”. U ovom momentu �emo posma-
trati samo osnovni profil, tj. matematika, informatika, fizika,
hemija, biologija, geografija. Ovih 6 kategorija bi qinile razbi-
jaǌe skupa Ω. Dakle, studenti istog obrazovnog profila bi qinili
jednu klasu ekvivalencije. Nadaǉe bismo svakom obrazovnom pro-
filu pridruжili broj (kod), recimo neka su to prirodni bro-
jevi od 1 do 6. Time bi bila definisana sluqajna promenǉiva.
(Verovatno�a da pojedini student istovremeno studira dva obra-
zovna profila je mala, te se moжe smatrati da je takav doga�aj
verovatno�e nula i takvi se studenti mogu izostaviti iz daǉeg
posmatraǌa.) △

Sa gledixta matematiqke statistike dato obeleжje X je pot-
puno odre�eno ako je odre�ena ǌegova raspodela, P{X ∈ S}, gde je
S ∈ B1, a (R,B1, P ) fazni prostor. To je istovremeno i jedan od
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glavnih problema kojima se bavi matematiqka statistika: odre-
�ivaǌe raspodele obeleжja. Pri tome je mogu�e da unapred nije
poznata familija dopustivih raspodela ili da je ona poznata, a da
iz ǌe treba napraviti pravi izbor ocenom vrednosti nepoznatih
parametara koji u raspodeli figurixu. Dakle, osnovni problem
statistiqkog zakǉuqivaǌa je da na osnovu statistiqkog eksperi-
menta nexto zakǉuqi o raspodeli obeleжja.

Zakǉuqivaǌe o raspodeli obeleжja vrxi se na osnovu izabra-
nog uzorka. Otuda je vaжno da izabrani uzorak bude reprezenta-
tivan, tj. da bude takav da se sa dovoǉnom taqnox�u zakǉuqak o
raspodeli posmatranog obeleжja dobijenoj na uzorku moжe da ek-
strapoluje na qitavu populaciju.

2.2 Sre�ivaǌe i prikazivaǌe realizovanih
uzoraka

Eksperimentalni podaci se radi statistiqke obrade predstav-
ǉaju na dva osnovna naqina: tabliqno i grafiqki. Tabliqni metod
daje podatke sre�ene u obliku tabele. Grafiqki metod te tabele
ilustruje prigodnim skicama, kartama, grafikonima. . .

2.2.1 Tabliqni metod prikaza podataka – organizovaǌe
baza podataka

Tablice kvantitativnih obeleжja

Niz dobijenih podataka pore�anih u rastu�em poretku (rangi-
ranih) daje varijacioni niz obeleжja. On pruжa polaznu osnovu
za daǉa razmatraǌa u vezi sa raspodelom.

Primer 4. U 20 odeǉeǌa niжih razreda osnovne xkole registro-
van je broj uqenika sa natproseqnim sposobnostima: 5, 6, 8, 10, 9,
8, 4, 7, 7, 3, 6, 4, 8, 7, 6, 6, 5, 3, 6, 6. Varijacioni niz uzorka je:
3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 10. Za odre�ivaǌe
raspodele obeleжja koristi se slede�a tabela:
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Broj uqenika sa
natproseqnim 3 4 5 6 7 8 9 10
sposobnostima

f = k 2 2 2 6 3 3 1 1

f∗ = k/n 0,1 0,1 0,1 0,3 0,15 0,15 0,05 0,05

f∗% = k/n [%] 10 10 10 30 15 15 5 5

Σf ≡ nx 2 4 6 12 15 18 19 20

Σf∗ = nx/n 0,1 0,2 0,3 0,6 0,75 0,9 0,95 1

Σf∗% = nx/n [%] 10 20 30 60 75 90 95 100

U tabeli su korix�ene oznake: k–broj odeǉeǌa sa posmatranim
brojem natproseqnih uqenika, f–apsolutna uqestanost, f∗–rela-
tivna uqestanost, f∗%–procentualna uqestanost, nx–broj odeǉeǌa
sa ne vixe od x natproseqnih uqenika, Σf–zbirna (kumulativna),
uqestanost Σf∗–zbirna relativna uqestanost i Σf∗%–zbirna pro-
centualna uqestanost. △

Primetimo da je broj nx

n , zapravo, realizovana vrednost empi-
rijske funkcije raspodele za zadato x ∈ R.

Kod obeleжja apsolutno neprekidnog tipa ili diskretnih obe-
leжja sa velikim brojem razliqitih vrednosti, podaci se sre�uju
po unapred odabranim intervalima. Broj i raspored tih inter-
vala zavisi od broja podataka i samog obeleжja.

Primer 5. Beleжene su minimalne jaqine struje koje predstavǉa-
ju prag osetǉivosti jednog mixi�a 60 posmatranih pacijenata i
dobijeni su slede�i rezultati:
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Red.br. Jaqina (mA) Red.br. Jaqina (mA) Red.br. Jaqina (mA)
1 7,80 21 6,23 41 6,36
2 9,28 22 7,27 42 5,98
3 8,70 23 6,98 43 5,16
4 5,30 24 4,84 44 11,40
5 5,63 25 10,53 45 8,59
6 6,54 26 8,00 46 8,12
7 7,80 27 7,28 47 10,30
8 7,73 28 9,16 48 10,80
9 6,76 29 5,02 49 11,87

10 12,06 30 8,08 50 11,62
11 16,44 31 3,95 51 11,34
12 9,55 32 6,77 52 9,50
13 3,71 33 5,24 53 6,43
14 8,97 34 6,32 54 6,21
15 7,38 35 9,64 55 10,42
16 5,02 36 10,97 56 7,71
17 5,18 37 8,79 57 6,55
18 7,51 38 7,93 58 7,33
19 4,92 39 7,91 59 7,25
20 4,82 40 14,52 60 4,92

Strogog pravila za izbor broja i duжine intervala nema, ali
je mogu�e upravǉaǌe po formuli koja preporuquje k intervala,
gde je

k ≥ 1 + 3, 322 log10 n = 1 + log2 n = 1 +
lnn

ln 2
za obim uzorka n. Me�utim, ne preporuquje se vixe od 5 · log10 n
intervala, tj.

k ≤ 5 · log10 n = 5 · lnn

ln 10
.

Za razmatrani primer, obim uzorka je n = 60, pa je doǌa gra-
nica broja intervala jednaka k = 1 + log2 60 ≈ 7, a gorǌa granica
broja intervala je k ≤ 5 · log10 60 ≈ 9. Znaqi, moжe se uzeti 7, 8 ili
9 intervala.

Broj intervala k se moжe odrediti i na jedan od slede�ih
naqina: k ≈ √

n, k ≈ 2 3
√
n ili k ≈ 5 log10 n.

Bez obzira na naqin odre�ivaǌa broja intervala, duжine in-
tervala se odre�uju na slede�i naqin. Odre�uju se najmaǌa xmin

i najve�a xmax vrednost u realizovanom uzorku, a zatim se duжina
intervala raquna po formuli:

h =
xmax − xmin

k
,

pri qemu se vodi raquna da su granice intervala jednostavne za
rad (celi brojevi, brojevi deǉivi sa 5 i sl.).
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Uzmimo da je broj intervala 8. Zatim �emo odrediti najmaǌu i
najve�u vrednost realizovanog uzorka. One su redom 3,71 i 16,44.
Tada je duжina intervala jednaka

h =
16, 44 − 3, 71

8
= 1, 591 .

Kako dobijeni broj nije pogodan za rad, to se moжe uzeti drugi
pogodniji broj, recimo 2. U doǌoj tabeli odre�eni su intervali,
apsolutne, relativne, zbirne i zbirne relativne uqestanosti mi-
nimalnih struja razmatranog niza:

interval sredina intervala f f∗ =
f
n f∗

%
Σf Σf∗ Σf∗

%
[2,4) 3 2 0,03 3 2 0,03 3
[4,6) 5 12 0,20 20 14 0,23 23
[6,8) 7 22 0,36 36 36 0,59 59
[8,10) 9 12 0,20 12 48 0,79 79
[10,12) 11 9 0,15 15 57 0,94 94
[12,14) 13 1 0,02 2 58 0,96 96
[14,16) 15 1 0,02 2 59 0,98 98
[16,18] 17 1 0,02 2 60 1,00 100

△

Primer 6. 50 studenata je polagalo ispit iz statistike i dobi-
jeni su slede�i rezultati po broju osvojenih poena od mogu�ih
100: 17, 73, 85, 43, 36, 21, 0, 35, 50, 32, 75, 21, 78, 41, 92, 70, 80,
84, 55, 42, 79, 45, 98, 62, 46, 45, 79, 2, 17, 19, 49, 42, 32, 6, 8, 39,
4, 28, 48, 86, 26, 60, 92, 15, 85, 26, 14, 69, 55, 94. Podaci se mogu
srediti na slede�i naqin.

Ukupno ima n = 50 podataka. Najmaǌi dozvoǉeni broj inter-
vala je k = 1 + 3.322 log10 50 = 6.64 ≈ 7, kada se broj zaokruжi.
Najve�i dozvoǉeni broj intervala je 5 · log10 50 = 8.49 ≈ 8. Tako se
moжe raditi sa 7 ili 8 intervala.

Neka je broj intervala k = 7. Najmaǌa i najve�a vrednost
realizovanog uzorka su xmin = 0 i xmax = 98, tako da je duжina
intervala

h =
98− 0

7
= 14.

Sada se podaci grupixu po intervalima: [0, 14), [14, 28), [28, 42),
[42, 56), [56, 70), [70, 84) i [84, 98], i dobija se slede�a tabela:



16 Glava 2

Broj bodova [0, 14) [14, 28) [28, 42) [42, 56) [56, 70) [70, 84) [84, 98]
Broj studenata (k) 5 9 7 11 3 7 8
f∗ = k/n 0,1 0,18 0,14 0,22 0,06 0,14 0,16
f∗
%

= k/n [%] 10 18 14 22 6 14 16

Σf ≡ nx 5 14 21 32 35 42 50
Σf∗ = nx/n 0,1 0,28 0,42 0,64 0,7 0,84 1
Σf∗

%
= nx/n [%] 10 28 42 64 70 84 100

.

△

Intervali ne moraju biti jednakih duжina, xto preporuquje
sâmo konkretno obeleжje.

Najqex�e, sredine intervala reprezentuju realizovane vred-
nosti obeleжja kod izraqunavaǌa realizovanih vrednosti statis-
tika (o qemu �e jox biti reqi). Kao sredina intervala [a, b), ali
tako�e i intervala [a, b] koristi se broj b+a

2 . Ovo otuda xto je kod
obeleжja apsolutno neprekidnog tipa verovatno�a realizacije po-
jedine taqke sa realne prave jednaka 0.

Tablice kvalitativnih obeleжja

U sluqaju kvalitativnog obeleжja moжe se tako�e saqiniti
tabela.

Primer 7. Testom za proveru motornih sposobnosti je meren ni-
vo sposobnosti uqenika jednog odeǉeǌa i dobijeni rezultati su
svrstani u tri kategorije: nizak (n), sredǌi (s) i visok (v) nivo
sposobnosti. U odeǉeǌu je registrovan slede�i niz podataka: n,
n, s, v, s, s, s, n, v, v, s, s, s, n, v, v, v, s, v, n, n, s, v, s. Na osnovu
niza realizacija dobijena je tabela

nivo motornih sposobnosti n s v Σ

f broj uqenika 6 10 8 24

f∗ relativna uqestanost 0,25 0,42 0,33 1

.

△

Tablice za dvodimenzionalno obeleжje

Ukoliko se posmatraju dva obeleжja X i Y istovremeno (koja
su mogu�e zavisna, tj. dvodimenzionalno obeleжje) tabela je ob-
lika:
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X\Y

Dobijena tabela se naziva i tabela kontingencije. Sam pos-
tupak formiraǌa tabele je jednostavan. Ukoliko drugaqije nije
naglaxeno, postupak je slede�i: odre�uju se intervali za svako
obeleжje posebno a zatim se realizovani uzorak grupixe po dobi-
jenim intervalima.

Naravno, ukoliko se radi o diskretnom obeleжju kao nekoj od
komponenata ili obema komponentama posmatranog dvodimenzio-
nalnog obeleжja, utvr�uju se apsolutne (relativne, procentualne)
uqestanosti odgovaraju�ih parova u realizovanom uzorku i unose
u tabelu.
Primer 8. 38 osoba konkurixe za jednu vrstu posla. Poslodavca
zanima ǌihova struqna i intelektualna sposobnost. Zbog toga ove
osobe rade testove struqnosti (TS) i inteligencije (TI). Dobi-
jeni su slede�i rezultati:

Redni broj TS TI Redni broj TS TI
kandidata kandidata

1 70 112 20 55 120
2 75 121 21 60 100
3 80 100 22 58 102
4 85 102 23 60 104
5 75 120 24 74 97
6 48 98 25 48 94
7 52 111 26 53 89
8 50 120 27 58 129
9 51 105 28 79 116
10 55 110 29 82 145
11 46 134 30 84 130
12 87 100 31 81 115
13 72 99 32 52 120
14 70 91 33 55 109
15 63 101 34 68 110
16 56 104 35 73 112
17 60 115 36 46 121
18 72 116 37 52 130
19 78 119 38 80 90

Posmatraju se dva obeleжja: struqnost i inteligencija, posred-
stvom testova kao mernih instrumenata za posmatrana obeleжja.
Broj intervala za oba obeleжja moжe biti 6 ili 7. Neka se za
svako od obeleжja podaci grupixu u po 6 intervala. Sada se
odre�uju duжine intervala za svako obeleжje posebno. Za prvo
obeleжje (rezultati testa struqnosti) duжine intervala su h1 =
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(87−46)/6 = 6, 83 ≈ 7, tako da se dobijaju intervali: [46, 53), [53, 60),
[60, 67), [67, 74), [74, 81) i [81, 87]. Za drugo obeleжje (rezultati testa
inteligencije) duжine intervala su h2 = (145 − 89)/6 = 9, 33 te
neka je h2 = 10 radi lakxeg raqunaǌa. Za drugi test se dobijaju
slede�i intervali: [89, 99), [99, 109), [109, 119), [119, 129), [129, 139) i
[139, 145].

Sada se vrxi prebrojavaǌe podataka po intervalima iz slede�e
tabele:

TS\TI [89, 99) [99, 109) [109,119) [119,129) [129, 139) [139, 145]
[46, 53)
[53, 60)
[60, 67)
[67, 74)
[74, 81)
[81, 87]

Odgovaraju�e apsolutne uqestanosti su:

TS\TI [89, 99) [99, 109) . . . [129, 139) [139, 145]
[46, 53) 2 1 . . . 2 0
[53, 60) 1 2 . . . 1 0
[60, 67) 0 3 . . . 0 0
[67, 74) 1 1 . . . 0 0
[74, 81) 2 1 . . . 0 0
[81, 87] 0 2 . . . 1 1

.

△

2.2.2 Grafiqki metodi prikaza podataka

Raspodela obeleжja grafiqki se prikazuje preko (obiqnih) uqe-
stanosti ili preko zbirnih uqestanosti (naroqito zbirnih rela-
tivnih uqestanosti, tj. empirijske funkcije raspodele).

Grafiqki metodi prikaza podataka su najqex�e: poligon, his-
togram, kumulativna kriva, razni dijagrami i sliqno.

Na slikama od 2.1 do 2.4 prikazani su podaci koji se odnose
na Primer 4. Figure na slikama 2.1 a), b) i 2.3 b) su poligoni,
na slikama 2.2, 2.4 b) su trakasti dijagrami, na slici 2.3 a) je
histogram, a na slici 2.8 je kutija dijagram. Na slici 2.9 je tzv.
stereogram koji sluжi za grafiqko predstavǉaǌe dvodimenzionog
obeleжja.
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Slika 2.1: Poligoni: a) apsolutnih uqestanosti; b) relativnih
procentualnih uqestanosti iz Primera 4.

Slika 2.2: Trakasti dijagram apsolutnih uqestanosti iz Primera
4.
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Slika 2.3: a) Histogram relativnih uqestanosti; b) poligon re-
lativnih uqestanosti; v) kumulativna kriva iz Primera 5.

1. Histogram

Histogram se moжe primeǌivati samo za grafiqko prikazi-
vaǌe realizovanog uzorka iz populacije sa obeleжjem X ap-
solutno neprekidnog tipa. Za uzorak koji je u tom sluqaju
intervalno sre�en, podaci se prikazuju na slede�i naqin.
Oblast vrednosti posmatranog obeleжja je razbijena na in-
tervale duжine h. Ovi intervali se prikazuju na apscisnoj
osi koordinatnog sistema pripremǉenog za grafiqko pred-
stavǉaǌe realizovanog uzorka x obima n. Nad svakim od in-
tervala se konstruixe pravougaonik qija je visina ν/(nh),
odnosno povrxina ν/n, gde je ν broj elemenata realizovanog
uzorka koji pripadaju uoqenom intervalu. Figura koja pred-
stavǉa uniju upravo konstruisanih pravougaonika zove se his-
togram relativnih uqestanosti.

Za sluqajni uzorak X obima n, koliqnik ν/n je sluqajna
promenǉiva. Ako se ima u vidu da je n proizvoǉan prirodan
broj, moжe se govoriti o nizu sluqajnih promenǉivih za koji
vaжi Bernulijev zakon velikih brojeva,

P

{∣∣∣∣
ν

n
− p

∣∣∣∣ > ε

}
−→0 , n→∞ ,

gde je p verovatno�a da obeleжje X ima vrednost u odgo-
varaju�em intervalu. Ako je duжina intervala h dovoǉno
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mala, a gustina f obeleжja neprekidna, tada je ta verovatno�a
pribliжno jednaka f(z)h, gde je z sredina odgovaraju�eg in-
tervala. To znaqi da je pri velikom obimu uzorka i maloj
duжini intervala, visine konstruisanih pravougaonika mo-
gu�e posmatrati kao pribliжne vrednosti gustine raspodele
koje odgovaraju sredinama intervala, odnosno, gorǌa granica
ovako definisanog histograma relativnih uqestanosti se moжe
posmatrati kao statistiqki analogon gustine raspodele pos-
matranog obeleжja.

Analogno opisanom postupku moжe se konstruisati i his-
togram zbirnih (kumulativnih) relativnih uqestanosti, qija
bi se gorǌa granica mogla posmatrati kao statistiqki ana-
logon funkcije raspodele posmatranog obeleжja.

Veoma qesto primeǌuje se i histogram odgovaraju�ih pro-
centualnih uqestanosti.

Vaжno je, me�utim, naglasiti da je histogram primeǌiv
samo u poqetnoj fazi istraжivaǌa. Ovo otuda xto se ne smeju
zanemariti ǌegovi nedostaci, a to su neodre�enost u naqinu
formiraǌa intervala i gubitak informacija pri grupisaǌu
podataka, jer se koristi samo broj koji pokazuje koliko je ele-
menata realizovanog uzorka pripalo odre�enom intervalu, a
ne i sami elementi uzorka.

Slika 2.4: a) Kumulativna kriva relativnih uqestanosti (ogiva
relativnih uqestanosti); b) trakasti dijagram zbirnih rela-
tivnih uqestanosti iz Primera 4.
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Slika 2.5: a) Vertikalni i b) horizontalni trakasti dijagram za
Primer7.

2. Dijagram

Dijagrami se koriste za grafiqko predstavǉaǌe reali-
zovanih vrednosti obeleжja diskretnog tipa kvantitativnih
ili kvalitativnih. Mogu biti linijski i povrxinski. U
linijske dijagrame spadaju i svi poligoni uqestanosti, ali
i vixe od toga. Na pr. zvezdasti dijagram (videti sliku
2.7 b)). Povrxinski dijagram moжe biti trakasti (slike 2.2,
2.4 i 2.5) ili kruжni (slika 2.6 a)) ili pravougaoni (slika
2.6 b)) i sliqno. Povrxinski dijagrami se rade po principu
delova povrxi srazmernih odgovaraju�im uqestanostima.

3. Kutija dijagram

Kutija dijagram1, je brz naqin da se ispita neki skup po-
dataka grafiqki. Na ovaj dijagram se moжe da gleda kao na
primitivniji u odnosu, na primer, na histogram. Me�utim,
on ipak ima neke prednosti. Jedna od ǌih je da je potrebno
mnogo maǌe prostora da se uporede raspodele vixe obeleжja
na osnovu uqiǌenih posmatraǌa i koja su, u tom sluqaju,
predstavǉena u obliku nekoliko grupa podataka.

Kutija dijagram se moжe da crta vertikalno ili horizon-
talno. Objasni�emo kako se konstruixe horizontalni kutija
dijagram, dok �e se vertikalni konstruisati na isti naqin uz

1Na engleskom poznat kao boxplot.
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Slika 2.6: Podela a) kruga (”pita”) i b) pravougaonika za
prikazivaǌe uqestanosti iz Primera 7.

Slika 2.7: Ilustracija pojave koja ima cikliqni karakter: a)
linijski dijagram; b) zvezdasti dijagram.
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zamenu ”levo” sa ”dole” i ”desno” sa ”gore”, a horizontalna
brojna osa se zameǌuje vertikalnom.

Za dati skup podataka izraqunamo sva tri uzoraqka kvar-
tila, oznaqimo ih sa Q1, Q2, Q3. Uoqimo da je Q2 zapravo
medijana uzorka. Uzoraqki kvartili su statistike koje se
definixu kao taqkaste ocene kvartila (vidi Glavu 3). Iza
toga izraqunamo uzoraqki me�ukvartilni (interkvartilni)
raspon koji qini razlika izme�u tre�eg i prvog uzoraqkog
kvartila, IQR = Q3 − Q1. Konstruixemo pravougaonik tako
da su mu stranice paralelne sa horizontalnom brojnom osom
duжine jednake IQR, dok su mu druge dve stranice konstru-
isane tako da je leva na ordinati koja odgovara prvom uzo-
raqkom kvartilu, a desna na ordinati koja odgovara tre�em
uzoraqkom kvartilu. U dobijenom pravougaoniku konstru-
ixemo i deo ordinate koja odgovara uzoraqkoj medijani. Sre-
dina uzorka tako�e moжe biti oznaqena na dijagramu.

Svaki podatak, odnosno, svaka vrednost u realizovanom
uzorku koja je maǌa od 1, 5 ·IQR od prvog kvartila i analogno
ve�a za 1, 5 · IQR od tre�eg kvartila �e ovde biti smatrana
autlejerom2, odnosno podatkom koji ”xtrqi”, netipiqnim po-
datkom. (U statistici nema precizne definicije kada se neki
podatak smatra autlejerom, odnosno, podatkom koji xtrqi,
me�utim, poznato je vixe naqina da se pri oceǌivaǌu nepoz-
natih parametara raspodele ili pri nekoj drugoj primeni
statistiqkih metoda, ovakvi podaci posebno tretiraju.) In-
dikacija da podaci nisu autlejeri se prikazuje pomo�u hori-
zontalne duжi koja spaja ordinatu najmaǌeg takavog podatka
sa konstruisanim pravougaonikom, kao i najve�eg takvog po-
datka sa pravougaonikom. Opciono se pomenute ordinate mogu
da istaknu. Obiqno se ekstremni podaci, najqex�e oni kiji
su maǌi za 3 ·IQR od prvog, odnosno za toliko ve�i od tre�eg
uzoraqkog kvartila, tako�e istiqu i prikazuju taqkama na
grafikonu tako da im se grafiqki prikaz razlikuje od pret-
hodno pomenutih taqaka.

Primer 9. Uporediti raspodele dva obeleжja primenom ku-
tija dijagrama. Varijacioni niz realizovanog uzorka prvog
obeleжja je 15, 17, 48, 48, 50, 51, 52, 52, 52, 53, 55, 55, 55,

2Na engleskom outlier.
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56, 58, 58, 60, 60, 60, 63, 68, 70, 70, 72, 72, 73, 74, 75, 75, 78,
79, 80, 80, 81, 82, 84, 85, 87, a varijacioni niz realizovanog
uzorka drugog obeleжja je 89, 90, 91, 94, 97, 98, 99, 100, 100,
100, 101, 102, 102, 104, 104, 105, 109, 110, 110, 111, 112, 112,
115, 115, 116, 116, 119, 120, 120, 120, 120, 121, 121, 129, 130,
130, 134, 150. △

1009080706050403020100 110 120 130 140140 150

Slika 2.8: Kutija dijagram za Primer 9.

4. Poligon

Iz histograma relativnih i histograma zbirnih relativ-
nih uqestanosti i odgovaraju�ih trakastih dijagrama (kod
obeleжja diskretnog tipa) dobijaju se poligon relativnih i
poligon zbirnih relativnih uqestanosti. Oba se konstruixu
tako xto se sredine gorǌih stranica susednih pravougaonika
odgovaraju�eg histograma ili trakastog dijagrama spoje du-
жima, qime uoqene sredine postaju temena poligonalnih li-
nija. Poligon relativnih uqestanosti ima prvo teme na ap-
scisnoj osi u sredini intervala (koga tako�e konstruixemo)
koji neposredno prethodi prvom intervalu u kome je uqes-
tanost razliqita od nule, a posledǌe teme mu je tako�e na
istoj osi u sredini neposredno susednog intervala posled-
ǌem intervalu u kome je relativna uqestanost razliqita od
nule. Poligon zbirnih relativnih uqestanosti ima prvo teme
gde i prethodni, a posledǌe mu je teme nad intervalom u
kome je zbirna uqestanost jednaka jedinici. Oba su poligona
otvorena i logiqki se nastavǉaju horizontalnim polupravim
na oba kraja.

Poligon zbirnih relativnih uqestanosti se zove i ku-
mulativna kriva ili ogiva. Moжe se vrxiti izgla�ivaǌe
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kumulativne krive pri qemu se umesto poligonalne linije do-
bija glatka kriva koja prolazi kroz temena ove poligonalne
linije.

Poligon se konstruixe i na osnovu trakastog dijagrama
kvantitativnog obeleжja na isti naqin kao u navedenom slu-
qaju kada ”nastaje” od histograma.

5. Stereogram

Postoji mogu�nost grafiqkog prikazivaǌa realizovanog
uzorka nekog dvodimenzionog obelжja. Ovakav realizovani
uzorak se prikazuje stereogramom. Tako, ako je u pitaǌu
dvodimenziono obeleжje (X,Y ), stereogram bi bio na pr.

Slika 2.9: Stereogram

2.3 Pojam sluqajnog broja

Za izbor reprezentativnog uzorka preporuquje se sluqajni iz-
bor, tj. izbor elemenata populacije u uzorak na sluqajan naqin.
Da bi se realizovao sluqajni izbor qesto se koristi tablica
sluqajnih brojeva.

Razmotrimo dekadni brojni sistem. Za zapisivaǌe nekog re-
alnog broja u dekadnom brojnom sistemu koristi se dest cifara:
0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Ako pretpostavimo da vrximo eksperi-
ment u kome je jednako verovatan izbor bilo koje od navedenih deset
cifara, svaka cifra �e biti izabrana sa verovatno�om 0,1. Slu-
qajna promenǉiva kojom se opisuje ovaj eksperiment ima diskretnu
uniformnu raspodelu. Ponavǉaǌem eksperimenta proizvoǉan broj
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puta (pod istim uslovima, pri qemu su poznati svi mogu�i is-
hodi eksperimenta, ali ni u jednom pojedinom eksperimentu nije
unapred poznat ishod – statistiqki eksperiment) dobio bi se niz
sluqajnih brojeva ili, preciznije, sluqajnih cifara. Potreba za
ovakvim nizom i formiraǌem qitave tablice sluqajnih brojeva
(Tablica 6) bi�e jasnija u narednim poglavǉima. Tablica 6 je
samo deo tablice od 1 000 000 sluqajnih cifara saqiǌene 1955. go-
dine u SAD od strane korporacije pod nazivom ”Rand Corporation”.
Tehnika kojom je dobijena tablica koristi ideju ruleta. Naime,
pomenuta tablica dobijena je pomo�u ruleta sa deset poǉa od ko-
jih je svako poǉe odgovaralo po jednoj dekadnoj cifri (pri qemu je
elektronika i mehanika sistema morala da zadovoǉi posebno vi-
soke zahteve). Otuda se statistiqka tehnika koja koristi sluqajne
brojeve zove metod Monte Karlo, prema gradu poznatom po kockar-
nicama.

Prema tablici sluqajnih brojeva dekadnog brojnog sistema mo-
gu�e je napraviti i tablice sluqajnih brojeva drugih brojnih sis-
tema, na pr. binarnog brojnog sistema identifikuju�i, recimo,
sve parne cifre sa 0, a neparne sa 1.

Postoje i neki drugi fiziqki sistemi koji su se koristili kao
generatori sluqajnih brojeva. Jedan primer je emisija qestica
radioaktivnog izvora zraqeǌa, pri qemu se beleжi broj qestica
iste vrste u jedinici vremena registrovanih na barijeri.

Treba naglasiti da su neki iracionalni brojevi, odnosno ǌi-
hove znaqajne cifre, kao xto su broj π i

√
7, izvanredni prirodni

generatori niza sluqajnih cifara. Do ovog saznaǌa se doxlo tek
sa primenom mo�nih raqunara.

Kako se koristi tablica sluqajnih brojeva?

Primer 10. Ako bi nam iz bilo kog razloga bilo potrebno da
imamo 15 dvocifrenih brojeva ne ve�ih od 63, koji su uniformno
raspodeǉeni, tj. ako je u pitaǌu sluqajni eksperiment sa raspode-
lom P{X = n} = 1

90 gde je n dvocifren broj, trebalo bi iz tablice
po nekoj strategiji (ili redom) qitati grupe od po dve cifre
izostavǉaju�i one grupe koje poqiǌu nulom sve dok ne izaberemo
15 dvocifrenih brojeva ne ve�ih od 63. Na putu do tog ciǉa ig-
norisali bismo sve grupe cifara koje bi protumaqili kao dvocif-
ren broj ve�i od 63 na koje bismo u tablici naixli. Na primer,
qitajmo grupe od po dve cifre iz prvog i drugog reda Tablice 6.
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Dobijamo redom

51, 77, 27, 46, 40, 42, 33, 12, 90, 44, 46, 62, 12, 40, 33, 23, 49

i odbacujemo brojeve 77 i 90. Ako bi za eksperiment bilo prih-
vatǉivo da se brojevi ponavǉaju, u ovom trenutku bismo zavrxili
qitaǌe. Me�utim, ako se brojevi ne smeju ponavǉati, ignorisali
bismo 46, 12, 40 i 33 kada se drugi put jave u proqitanom nizu i
proqitali bismo jox naredne brojeve

49, 18, 35, 87, 06, 56, 82, 19

i odbacili 87, 06 i 82. △

O primeni tablice sluqajnih brojeva bi�e nadaǉe jox reqi.
Naglasimo da je sa pojavom raqunara pomenuta tablica izgu-

bila na znaqaju, ali ne i metod. Naime, tablica nije pogodna za
korix�eǌe pri obradi podataka na raqunaru, jer pre svega uspo-
rava rad paralelnim radom, a drugo nije pogodno ni da se tablica
unese u memoriju raqunara jer bi zauzela, odnosno, blokirala ve-
liki deo memorije za aktivno korix�eǌe. S toga se prilikom rada
na raqunaru koriste tzv. pseudosluqajni brojevi. Pseudosluqajni
brojevi ”dosta dobro” sa statistiqke taqke gledixta aproksimi-
raju tablicu sluqajnih brojeva, tj. pomenutu uniformnu raspo-
delu, a generixu se pomo�u algoritama programiranih na raqu-
naru. Jedan od najqex�e korix�enih algoritama je linearni kon-
gruentni metod kod koga se niz brojeva x0, x1, x2, . . . dobija preko
formule

xn+1 = (axn + c)modM .

Qitava teorija je usmerena na to da se konstante x0, a, c i M oda-
beru tako da se dobije xto duжi niz brojeva. Prema definiciji je
jasno da je duжina niza razliqitih brojeva najvixe M . Najqex�e
je M = 2k, k ≥ 1 (k se po pravilu uzima kao vrlo veliki broj).

Kvalitet koji treba da zadovoǉi algoritam da bi dobijeni niz
”dovoǉno dobro” aproksimirao niz sluqajnih brojeva je predmet
iz domena testiraǌa statistiqkih hipoteza.

2.4 Sluqajni izbori bez i sa vra�aǌem

Bez obzira da li je populacija konaqna (obima N , N < ∞)
ili beskonaqna, mogu�e je iz ǌe na razliqite naqine izabrati
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uzorke istog obima n (za konaqnu populaciju n < N) za razliqite
prirodne brojeve n. Dakle, moжe se govoriti o kolekciji S svih
uzoraka iz iste populacije Ω, S = {s}, gde je sa s oznaqen proi-
zvoǉan uzorak posmatrane populacije, s ⊂ Ω, dok �e obim uzorka
s biti obeleжen sa n(s). Ako u uzorku s ima istih elemenata, sa
ν(s) moжemo oznaqiti broj razliqitih elemenata u uzorku s.

Definicija 5. Broj razliqitih elemenata u uzorku je efektivni
obim uzorka.♦

U vezi sa efektivnim obimom uzorka za konaqnu populaciju
uvodi se pojam stope izbora:

Definicija 6. Stopa izbora uzorka ili frakcija uzorka je funkci-
ja od uzorka s definisana kao koliqnik efektivnog obima uzorka
i obima populacije,

f(s) =
ν(s)

N
.♦

Ako uzorak s redukujemo samo na razliqite elemente, dobi�emo
uzorak s̃ qiji �e obim biti ν(s), tj. ν(s̃) = ν(s) = n(s̃). Ako me�u
svim elementima skupa S izvrximo ovakvu redukciju, dobi�emo
skup S̃ = {s̃}.

Zakǉuqivaǌe na osnovu uzorka po pravilu zavisi od naqina
izbora elemenata populacije u uzorak. Naqin izbora uzorka zove
se plan uzorka ili strategija izbora. Formalna definicija plana
je slede�a:

Definicija 7. Plan uzorka je zakon raspodele sluqajne promenǉi-
ve S definisane na skupu S, tj. {P (S = s), s ∈ S}.♦

Nadaǉe �e biti korix�ena oznaka P (S = s) = p(s).
U tom smislu se uopxtava pojam sluqajnog uzorka o kome je

ve� bilo reqi, podrazumevaju�i da je uzorak sluqajan i kada je
dobijen na osnovu poznatog plana, tj. na osnovu zadate raspodele
verovatno�a.

Za ω ∈ Ω definisa�emo indikator, u smislu da li uoqeni ele-
ment populacije pripada izabranom uzorku s, na slede�i naqin:

Is(ω) =

{
1, ω ∈ s
0, ω 6∈ s .

Pri tome je
P (Is = 1) =

∑

s∋ω
p(s) .
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Kra�e �emo oznaqiti

P (Is = 1) = π .

Za prebrojivu, a naroqito za konaqnu populaciju, po potrebi se
definixe bijektivna funkcija na skup prirodnih brojeva, tj. na
prvih N prirodnih brojeva, za konaqnu populaciju, qime se svaki
element populacije identifikuje sa svojim ”mestom” u populaciji.
Tada je mogu�e definisati indikator ukǉuqeǌa i–tog elementa
populacije u uzorak kao sluqajnu promenǉivu

Is(ωi) =

{
1, ωi ∈ s
0, ωi 6∈ s

sa raspodelom

P (Is(ωi) = 1) =
∑

s∋ωi

p(s) .

Koristi�emo oznaku

P (Is(ωi) = 1) = πi .

Pomenuta bijekcija se primeǌuje kada je bitan redosled izbora
elemenata u uzorak.

Neka je iz populacije Ω na kojoj posmatramo obeleжje X uzet
sluqajni uzorak obima n, X = (X1,X2, . . . ,Xn). Kao xto je ve�
reqeno, Xi je vrednost obeleжja na i–tom elementu uzorka, odnosno,
(X1,X2, . . . ,Xn) je niz sluqajnih promenǉivih. Sa gledixta teorije
verovatno�e, najjednostavniji je prost sluqajni uzorak kod koga
se pretpostavǉa da su sluqajne promenǉive X1,X2, . . . ,Xn nezavis-
ne i da svaka ima istu raspodelu kao obeleжje X. U terminima
planova uzoraka to znaqi da su sve verovatno�e p(s) pri n(s) = n
me�u sobom jednake.

Najopxtija podela planova sluqajnih uzoraka je na uzorke sa
vra�aǌem (ponavǉaǌem) i uzorke bez vra�aǌa (ponavǉaǌa). Uzo-
rak sa vra�aǌem pretpostavǉa strategiju izbora kod koje se jedan
isti element populacije moжe vixe puta javiti u uzorku, odnosno
biti izabran. To bi se moglo dogoditi ukoliko se posle izbora
elemnta u uzorak i registrovaǌa vrednosti obeleжja na ǌemu, on
ponovo vra�a u populaciju. Otuda i naziv ove strategije. Kod
uzorka bez vra�aǌa takva mogu�nost ne postoji, odnosno po izboru
elementa u uzorak jednom, on se vixe ne vra�a u populaciju. Kod
beskonaqne populacije se ove dve strategije u praksi ne razlikuju,
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jer je mala verovatno�a ponovnog izbora istog elementa populacije
u uzorak. Ukoliko je populacija konaqna, ali daleko ve�eg obima
nego xto je obim uzorka, verovatno�e svih uzoraka, p(s), konstan-
tnog obima su pribliжno jednake, pa se uzorak izabran po bilo
kojoj od navedenih strategija moжe smatrati prostim sa verovat-
no�om 1. (Da bi ova tvrdǌa opstala, moralo bi se pristupiti op-
xirnom dokazivaǌu, xto ovde ne�e biti sprovedeno.) Situacija u
kojoj se izbor sa vra�aǌem i izbor bez vra�aǌa bitno razlikuju
je izbor iz konaqne populacije iz koje se uzima uzorak qiji obim
nije zanemarǉivo mali u odnosu na obim populacije. Nadaǉe �e
biti vixe reqi o tome.

∗ ∗ ∗

Za izbor uzorka iz ure�ene populacije moжe se koristiti tablica
sluqajnih brojeva.

Ukoliko nam je potreban uzorak obima 20 iz populacije obima
1000, koja je ure�ena, qitali bismo grupe od po tri cifre zajedno
iz tablice sluqajnih brojeva. Dobijene brojeve bismo tumaqili
kao redne brojeve elemenata populacije. Ukoliko bi me�u proqi-
tanim grupama bila grupa 000, to bismo protumaqili kao da je req
o posledǌem elementu populacije. Broj grupa koje bismo proqi-
tali bi zavisio od strategije izbora, a ne samo od obima uzorka.
Za uzorak sa vra�aǌem proqitali bismo taqno 20 grupa. Za uzorak
bez vra�aǌa bismo morali da izostavimo svaku ponovǉenu grupu
i da nastavimo qitaǌe dok ne proqitamo 20 razliqitih grupa ci-
fara, tj. rednih brojeva.

Primer 11. Neka je data populacija od 100 elemenata. Koriste�i
tablicu sluqajnih brojeva modelirati realizovani uzorak bez vra-
�aǌa od 20 elemenata iz ove populacije.

Ova populacija je oqigledno ure�ena, ili se moжe urediti.
Iz tablice sluqajnih brojeva qita�emo redne brojeve elemenata
populacije koje �emo uzeti u uzorak. Ako se odluqimo za petnaesti
red Tablice 6 i qitemo po dve cifre dobijamo:

85, 65, 93, 60, 81, 50, 88, 41, 40, 70, 74, 95,

sad moжemo da nastavimo sa qitaǌem u xesnaestom redu, pri qemu
moжemo da ”proqitamo” i 0 na kraju dela tablice sluqajnih bro-
jeva koja se nalazi na kraju petnaestog reda Tablice 6 ili da je
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izostavimo. Recimo da je ”proqitamo”, dobijamo

05, 51, 89, 00, 56, 52, 53, 11.

Broj 74 se javǉa dva puta i ǌega izostavǉamo na mestu kada se
drugi put javi (izme�u grupa ”00” i ”56”), jer smo ve� prethodno
uzeli 74–ti element populacije u uzorak, a uzorak je bez vra�aǌa.
Jasno da 05 nalaжe da uzmemo 5–ti element populacije u uzorak, a
00 da uzmemo 100–ti. △

Primer 12. Planira se sondiraǌe terena u 8 taqaka radi ispi-
tivaǌa sastava tla. Preciznost mereǌa je do 0, 10m, a povrxina
ispitivanog terena je 68a(ari).

U mapu te lokacije treba uneti Dekartov koordinatni sistem
tako da ucrtane ose budu tangente ispitivane parcele i utvrditi
dimenzije minimalnog pravougaonika koji u potpunosti pokriva
ispitivani teren sa dvema stranicama na osama, a zatim mesta za
sondiraǌe odrediti uz pomo� tablice sluqajnih brojeva.

Neka je pravougaonik dimenzije 100×80m. Qita�emo iz Tablice
6 iz prvog i drugog, a zatim iz tre�eg i qetvrtog reda uporedo
grupe od po prve 4 cifre iz svake grupe kolona radi formiraǌa
ure�enih parova koordinata i mnoжiti dobijene brojeve sa 10−2:

x : 51, 77 74, 64 42, 33 29, 04 46, 62 45, 93 60, 17 52, 07 25, 42 . . .

y : 24, 03 23, 49 83, 58 06, 56 21, 96 30, 58 02, 13 75, 79 45, 40 . . .

Ure�eni par (42, 33; 83, 58) se odbacuje jer izlazi iz podruqja de-
finisanog pravougaonika. Tako�e �e biti taqaka koje treba od-
baciti jer ne pripadaju definisanom podruqju koje se ispituje.
△

2.4.1 Uzorak bez vra�aǌa iz konaqne populacije

Plan uzorka obima n bez vra�aǌa definisan je na kolekciji
S̃ uzoraka bez ponavǉaǌa elemenata:

p(s) =

{ 1

(Nn)
, n(s) = ν(s) = n

0 , u ostalim sluqajevima
, s ∈ S̃

ukoliko je populacija konaqna, N ≥ n. To otuda xto je svaki uzo-
rak s̃ kombinacija bez ponavǉaǌa n–te klase od N elemenata, a
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u sluqaju da je izbor ”fer”, svaki takav uzorak bi�e izabran sa
verovatno�om 1

(Nn)
. Ovakvih uzoraka koji sadrжe fiksirani ele-

ment ω ima taqno
(N−1
n−1

)
pa je verovatno�a

π =

(N−1
n−1

)
(N
n

) =
n

N

za neure�enu populaciju. Ukoliko je pak populacija ure�ena, plan
uzorka bez vra�aǌa bi�e

p(s) =

{ 1
n!(Nn)

, n(s) = ν(s) = n

0 , u ostalim sluqajevima
, s ∈ S̃ ,

jer se radi o varijacijama bez ponavǉaǌa, a verovatno�a πi je

πi =
∑

s∋ωi

1

n!
(N
n

) =
n

N
.

Dakle, verovatno�a izbora proizvoǉnog ali fiksiranog ele-
menta populacije u uzorak po strategiji izbora bez vra�aǌa, za
zadati obim uzorka (n) je konstantna i iznosi n

N bez obzira da li
je populacija ure�ena ili ne.

Generalno gledano, sluqajni izbor bez vra�aǌa dobija se bilo
izvlaqeǌem svih n elemenata iz populacije odednom, bilo izvla-
qeǌem jednog po jednog elementa ne vra�aju�i ga vixe u popu-
laciju.

Izbor bez vra�aǌa ima konstantnu stopu izbora f = n/N , jer
je ν(s) = n(s) = n.

2.4.2 Uzorak sa vra�aǌem iz konaqne populacije

Plan izbora sa vra�aǌem zasniva se na qiǌenici da je u
svakom izvlaceǌu verovatno�a izbora pojedinog elementa popu-
lacije u uzorak ista i jednaka 1/N . Prema tome

p(s) =

{
1

Nn , n(s) = n
0 , inaqe

, s ∈ S ,

bez obzira da li je populacija ure�ena ili ne, a verovatno�a da
i–ti qlan populacije bude ukǉuqen u uzorak je

πi = 1−
(
N − 1

N

)n

, i = 1, 2, ..., N ,
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dakle ista kao i kada se radi o verovatno�i π za element ω neu-
re�ene populacije.

Ovakav uzorak nema konstantnu stopu izbora, jer ν(s) varira za
isti obim uzorka n.

2.5 Neki specijalni planovi uzoraka

2.5.1 Stratifikovani uzorak

U mnogim realnim situacijama prirodno je podeliti popu-
laciju na podgrupe koje treba prouqavati.

Primer 13. Treba izvrxiti anketno istraжivaǌe u preduze�ima
drжavnog i privatnog sektora. Preduze�a su elementi populacije
iz koje treba uzeti uzorak. Me�utim, neka preduze�a su vrlo
velika i zapoxǉavaju vixe hiǉada radnika, dok su druga mala
i zapoxǉavaju svega nekoliko lica. Bilo koja ocena na osnovu
direktnog sluqajnog uzorka izabranog iz celine skupa preduze�a
ne�e biti realna. Postupak kojim se postiжe znaqajno poboǉxaǌe
preciznosti zakǉuqivaǌa na osnovu sluqajnog uzorka jeste strati-
fikacija. Tako se preduze�a mogu podeliti prema broju radnika
na velika, sredǌa i mala. △

Definicija 8. Stratifikacija (raslojavaǌe) podrazumeva podelu
populacije na delove – stratume (slojeve), disjunktne podskupove
qija unija obuhvata celu populaciju, sa zahtevom postizaǌa xto
ve�e homogenosti unutar stratuma (sloja). ♦

Homogenost se ostvaruje prema nekom zajedniqkom svojstvu ele-
menata populacije, na pr. starosna dob, pol, tip preduze�a i sl.

Kao xto je reqeno, stratumi su me�u sobom disjunktni, a svi
zajedno obuhvataju celu populaciju. Dakle, qine jedno razbijaǌe
populacije potpunim sistemom doga�aja.

Kako je osnovni ciǉ matematiqke statistike oceǌivaǌe raspo-
dele obeleжja posmatranog na populaciji, ciǉ stratifikacije je
da se postigne ve�a taqnost ocene, ekonomiqnost ili jednostavnost
ispitivaǌa i sliqno. U nekim situacijama je ispitivaǌe i jedino
mogu�e sprovesti po stratumima.

Tehnika stratifikacije podrazumeva rexavaǌe odre�enih za-
dataka, odnosno pronalaжeǌe odgovora na slede�a pitaǌa:
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• Kako formirati stratume i koliko ǌih ?

• Kako izabrati (raspodeliti, alocirati) ukupan uzorak uo-
qavaju�i pojedine stratume, tj. alocirati uzorak po stratu-
mima ?

• Kako sprovesti statistiqko zakǉuqivaǌe na osnovu dobijenog
stratifikovanog uzorka ?

Na ova pitaǌa se moжe i treba vratiti kasnije, poxto se obrade
taqkaste i intervalne ocene parametara, dok �emo se ovde jox malo
zadrжati na definisaǌu stratifikovanog uzorka.

Neka je populacija obima N podeǉena na L disjunktnih stra-
tuma obima Nl, gde je l = 1, 2, . . . , L, pri qemu je N1+N2+. . .+NL = N .
Pretpostavimo da su obimi stratuma poznate veliqine. Udeo l–tog
stratuma u uzorku moжe se meriti veliqinom wl =

Nl

N . Oqigledno
je w1 + w2 + . . . + wL = 1. Dakle, wl bi se mogla protumaqiti kao
klasiqna definicija verovatno�e da se pri sluqajnom izboru ele-
menata populacije, izabere element l–tog stratuma.

Stratumi se u istoj populaciji mogu odrediti na razliqite
naqine.

Primer 14. Radi ispitivaǌa uspeha na studijama na Prirodno-
matematiqkom fakultetu treba izvrxiti stratifikaciju svih upi-
sanih studenata u prvu godinu studija.

Ve� pri samom upisu studenti su podeǉeni po odsecima koje mo-
жemo prihvatiti kao stratume (slojeve). Dakle, studenti jednog
odseka bi qinili jedan stratum. U tom sluqaju bilo bi onoliko
stratuma koliko ima odseka na Prirodno-matematiqkom fakultetu.

Me�utim, s obzirom na ciǉ istraжivaǌa, intuitivno bi bilo
prihvatǉivije definisati stratume prema postignutom uspehu u
sredǌoj xkoli. Dakle, ako prihvatimo qetiri uobiqajene kate-
gorije uspeha: odliqan, vrlo dobar, dobar i dovoǉan, populaciju
studenata upisanih u prvu godinu studija posmatranog fakulteta
podelili bi na qetiri stratuma.

Konaqno za koji naqin podele na stratume bismo se opredelili
zavisilo bi i od odgovora koji se istraжivaǌem traжi, tj. da li je
akcenat, recimo, na profesionalnoj orijentaciji sredǌoxkolaca
(prva podela) ili na validnosti oceǌivaǌa u sredǌim xkoalama
(druga podela). △
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Statistiqki kriterijum za ”boǉu” stratifikaciju spada u do-
men testiraǌa statistiqkih hipoteza.

Iz stratifikovane populacije se uzima uzorak s qiji je obim
n(s), a koga qine podskupovi (poduzorci) s1, s2, . . . , sL pri qemu je
si, i = 1, 2, . . . , L deo uzorka s koji je uzet iz i–tog stratuma. Dakle,
si ∩ sj = ∅, ∑L

i=1 si = s, pa vaжi

n(s1) + n(s2) + · · ·+ n(sL) = n(s).

Po pravilu se uvodi pretpostavka da su izvlaqeǌa iz razliqi-
tih stratuma nezavisna. Stopa izbora i–tog stratuma je fi =

n(si)
Ni

.
Ukoliko je fi = c za svako i = 1, 2, . . . , L, req je o proporcional-
noj raspodeli obima uzorka po stratumima. Svakako najjednos-
tavniji metod razmextaja uzorka po stratumima je izbor jednakog
broja elemenata iz svakog sloja, tj. ako vaжi n(si) = n

L za svako
i = 1, 2, . . . , L. Ovakav razmextaj (alokacija) uzorka po slojevima
se uglavnom primeǌuje kada su slojevi pribliжno istog obima. U
protivnom se, po pravilu, koristi alokacija sa konstantnom frak-
cijom.

Izvlaqeǌa iz stratuma se mogu vrxiti tako�e sa i bez vra�aǌa
pri qemu dobijamo stratifikovani sluqajni uzorak sa vra�aǌem
ili bez vra�aǌa.

Ukoliko se na i–tom stratumu vrednost posmatranog obeleжja
na populaciji X, oznaqi sa X(i), sluqajni uzorak �e biti vektor

X =
(
X

(1)
1 , X

(1)
2 , . . . , X

(1)

n(s1)
, X

(2)
1 , X

(2)
2 , . . . , X

(2)

n(s2)
, . . . , X

(L)
1 , X

(L)
2 , . . . , X

(L)

n(sL)

)

gde se uoqavaju podvektori koji odgovaraju pojedinim stratumima.

2.5.2 Grupni uzorak

Grupni uzorak tako�e podrazumeva prethodnu podelu cele po-
pulacije na disjunktne delove. Kod grupnog uzorka se, me�utim,
ne pretpostavǉa podela prema zajedniqkom svojstvu u ciǉu pos-
tizaǌa homogenosti grupe. Naprotiv, princip podele na grupe je
praktiqne prirode i moжe biti po teritorijalnom principu ili
nekom sliqnom.

Neka je razmatrana populacija podeǉena po nekom principu na
vixe disjunktnih grupa. Za stratifikovani uzorak je potrebno
iz svake grupe izabrati odre�eni broj elemenata populacije. Na-
suprot tome, za grupni uzorak treba izabrati odre�eni broj grupa
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na sluqajan naqin i uzeti sve elemente iz izabranih grupa u uzo-
rak. Grupni uzorak se jox zove uzorak skupina ili uzorak serija
(serija u proizvodǌi nekog artikla npr.). Osnovna jedinica iz-
bora ovog tipa uzorka je grupa (za razliku od sluqajnog uzorka i
stratifikovanog uzorka kod kojih je osnovni element izbora bio
element populacije).

Primer 15. Na teritoriji Srbije treba sprovesti anketu o kor-
ix�eǌu jednog leka za kontrolu krvnog pritiska.

Nepostojaǌe upotrebǉivih spiskova stanovnika Srbije u mo-
mentu sprovo�eǌa ankete samo je jedan od razloga koji onemogu�ava
izbor prostog sluqajnog uzorka ili stratifikovanog uzorka. Dru-
gi bi razlog mogao biti ekonomski aspekt istraжivaǌa, jer bi
bilo neekonomiqno da personal koji anketira stanovnixtvo obi-
lazi sve delove teritorije Srbije. Zbog svega toga je opravdano
izvrxiti grupisaǌe stanovnixtva po teritorijalnim jedinicama,
recimo opxtinama, pa anketirati sve stanovnike sluqajno izabra-
nih opxtina. △

Grupni uzorak podrazumeva da u definisanim grupama ima ko-
naqno mnogo elemenata populacije N1, N2, . . . , Ni, . . . pa se takav uzo-
rak moжe predstaviti sluqajnim vektorom

X =
(
X

(k1)
1 , X

(k1)
2 , . . . , X

(k1)
Nk1

, X
(k2)
1 , X

(k2)
2 , . . . , X

(k2)
Nk2

, . . . , X
(kl)
1 , X

(kl)
2 , . . . , X

(kl)
Nk

l

)
,

gde je ki oznaka grupe sa ukupno Nki elemenata populacije u sebi.
Izbor sa i bez vra�aǌa kod grupnog uzorka odnosio bi se na

ponovni, ili ne, izbor istih grupa u uzorak.

2.5.3 Sistematski uzorak

Veoma pogodan metod izbora uzorka iz konaqne ure�ene popu-
lacije sastoji se u slede�em:

Neka je N = nk, gde je n zadati obim uzorka i k tako�e prirodan
broj. Uzima se sluqajan broj izme�u 1 i k (iz tablice sluqajnih
brojeva), pretpostavimo da je to broj i. Tada se uzorak formira
od elemenata populacije qiji su redni brojevi

i, i+ k, i+ 2k, . . . , i+ (n− 1)k ,

tj. uzorak sadrжi prvi sluqajno izabrani element populacije i
svaki slede�i k–ti po redu broje�i od tog prvog.
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Pogodnost ovog uzorka sastoji se u tome xto prvi korak (izbor
prvog elementa uzorka) odre�uje uzorak u celini. Me�utim, ova
strategija izbora je primeǌiva samo ukoliko je redosled eleme-
nata populacije u ure�eǌu koje je na populaciji definisano slu-
qajan. O ovome �e jox biti reqi.

Uoqimo da je za datu populaciju procedura sistematskog uzorka
u stvari izbor jedne od k grupa (na koje je podeǉena cela popu-
lacija) sa verovatno�om 1

k . U ovom sluqaju grupe odre�uju skupovi
indekasa:

{1, k + 1, 2k + 1, . . . , (n− 1)k + 1}, . . . , {i, k + i, 2k + i, . . . , (n− 1)k + i}, . . . , {k, 2k, 3k, . . . , nk}.

Verovatno�a da ovakvim podskupom i–ti element populacije bu-
de izabran u uzorak je πi =

1
k .

U sluqaju kada je N = nk + c, c < k, c prirodan broj, neke
grupe sadrжe n elemenata populacije, a druge n+ 1 elemenata, tj.
veliqine grupa nisu iste od grupe do grupe, a verovatno�a izbora
elemenata populacije u uzorak je tako�e πi =

1
k bilo da je uzorak

obima n ili n + 1. (Naime, ako je sluqajno izabrani redni broj
prvog elementa koji treba uzeti u uzorak iz ure�ene populacije i
takav da je i ≤ c < k, opisanim pravilom dobi�e se uzorak obima
n+ 1.)

Sistematski uzorak se jox zove periodiqni ili mehaniqki uzo-
rak.

Primena tablice sluqajnih brojeva nije od suxtinskog znaqaja
za izbor sistematskog uzorka. Otuda se qesto prvi element peri-
odiqnog uzorka bira kao sredixǌi u prvom intervalu izbora.

Sistematski uzorak ima odre�ene prednosti nad sluqajnim uzor-
kom, jer je pravilo izbora sasvim prosto, ne zahteva tablice slu-
qajnih brojeva, pa ni potpunu numeraciju populacije, a izvodi se
znatno brжe.

Primer 16. Treba proceniti uqestanost javǉaǌa alergijskog
bronhitisa me�u pacijentima jedne zdravstvene ustanove.

S obzirom da pacijente reprezentuju ǌihovi zdravstveni kar-
toni koji se nalaze u kartoteci zdravstvene ustanove, iz kartoteke
treba uzeti kartone pacijenata koji �e qiniti uzorak uz pomo�
leǌira definixu�i duжinsko rastojaǌe izme�u dva izabrana kar-
tona. Pri tome su mala odstupaǌa od zadate duжine bez znaqaja,
kao i to da li su kartoni uredno pore�ani po brojevima.
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Obratimo paжǌu na qiǌenicu da je redosled pristizaǌa paci-
jenata u zdravstvenu ustanovu, qime je utvr�en redosled otvorenih
kartona, sluqajan. Zbog toga redni broj kartona qini sluqajno
ure�eǌe u populaciji. △

Sistematski uzorak je intuitivno prihvatǉiv – ”ravnomerno”
je raspore�en po populaciji, ne dopuxta sluqajna grupisaǌa ili
”propuxtaǌa” nekih delova populacije, xto se kod sluqajnog iz-
bora moжe desiti.

Sistematski uzorak se moжe uporediti sa stratifikovanim u-
zorkom kod koga stratumi predstavǉaju elemente na intervalu du-
жine k, pri qemu se iz svakog od ǌih bira po jedan element.

Ako je ispuǌena pretpostavka da su elementi populacije slu-
qajno raspore�eni u niz, ili da je obeleжje koje se posmatra ne-
zavisno od rasporeda elemenata populacije, sistematski uzorak
postaje samo jedan vid sluqajnog uzorka bez vra�aǌa. Iako se ova
logika veoma qesto koristi treba biti oprezan. Na primer, kada
se prate sezonske pojave, tj. obeleжja koja imaju sezonska kole-
baǌa (kao xto je temperatura vazduha, broj turista i sl.), moжe
se desiti da se sezonska kolebaǌa u vrednosti obeleжja poklope
sa periodom izbora i daju pogrexnu sliku o obeleжju. Zbog toga
se o ovome mora voditi raquna pri donoxeǌu odluke o sistemats
kom izboru.

2.5.4 Vixeetapni uzorak

Grupni uzorak je po strukturi jednostavan, ali kada je obim
grupa veliki moжe biti nepraktiqan, ili davati maǌu taqnost.
Povezivaǌe metoda grupnog i stratifikovanog ili grupnog i sis-
temackog uzorka daje nam ideju izbora uzorka u dve ili vixe etapa.
Naime, u prvoj etapi od svih (disjunktnih) grupa na koje je popu-
lacija podeǉena biramo na sluqajan naqin odre�eni broj grupa, a
zatim u drugoj etapi iz svake grupe izabrane u prvoj etapi biramo
tako�e na sluqajan naqin odre�eni broj elemenata. Ovakav uzorak
zove se dvoetapni uzorak.

Primer 17. Ako u prethodnom primeru ne vrximo anketiraǌe
svih stanovnika odabranih opxtina, ve� odabranog dela stanovni-
xtva iz svake odabrane opxtine (grupe) dobi�emo dvoetapni uzo-
rak. Prvu etapu qini izbor grupa, tj. opxtina iz kojih �e se u
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drugoj etapi birati odre�eni elementi – stanovnici koji im pri-
padaju. (Ukoliko bi se u prvoj etapi izabrale sve postoje�e grupe
na koje je populacija podeǉena, dvoetapni uzorak bi se sveo na
stratifikovani.) △

Primer 18. Ako u odabranim opxtinama u prvoj etapi prethod-
nog primera uoqimo mesne zajednice, pa izaberemo na sluqajan
naqin odre�en broj mesnih zajednica iz odabranih grupa za daǉu
analizu, a zatim u tre�oj etapi odaberemo na sluqajan naqin po
odre�eni broj stanovnika u uzorak za anketiraǌe dobi�emo tako�e
troetapni uzorak.

Ukoliko bi grupe prve etape bile podeǉene na disjunktne pod-
grupe, pa iz svake od grupa izaberemo u drugoj etapi podgrupe iz
kojih �emo tek u tre�oj etapi birati elemente u uzorak, formi-
rali bismo troetapni uzorak. △

Po istom principu moжe se formirati bilo koji vixeetapni
uzorak sa unapred definisanim konaqnim brojem etapa.

Sistematski uzorak se moжe koristiti tako�e u kombinaciji sa
ostalim metodima izbora uzorka. Na primer, kod stratifikovanog
uzorka se elementi unutar stratuma mogu birati periodiqno. Kod
grupnog uzorka se grupe mogu birati periodiqno. Kod vixeetapnog
se mogu kombinovati sistematski i sluqajni izbor na vixe naqina
– u svakoj od etapa izbor moжe biti periodiqan ili sluqajan.

∗ ∗ ∗

Konstatujmo da, svaka od strategija izbora ima za posledicu
odre�enu taqnost u oceǌivaǌu nepoznatih parametara obeleжja,
kao i testiraǌu odgovaraju�ih hipoteza.

Na taqnost statistiqog zakǉuqka utiqe i obim uzorka. O odre-
�ivaǌu obima uzorka bi�e vixe reqi u okviru Glave 3.

2.6 Empirijska funkcija raspodele

Vratimo se sluqajnom uzorku uopxte i razmotrimo jox neke
vaжne pojmove vezane za uzorak.

Okosnica nauqne oblasti koju zovemo matematiqkom statisti-
kom ili, jednostavno, statistikom, je funkcija od uzorka opisana
slede�om definicijom:
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Definicija 9. Statistika je funkcija od uzorka qiji analiti-
qki izraz ne zavisi od nepoznatih parametara obeleжja, tj. fun-
kcija od uzorka i poznatih konstanata. ♦

Primeri nekih statistika su:

Tn =
n∑

i=1

Xi − total uzorka

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi − sredina uzorka

S
2
n =

1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 − disperzija uzorka

Sn =

√
S
2
n − uzoraqka standardna devijacija

S̃2
n =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 − popravǉena disperzija uzorka

R = Xmax −Xmin − raspon uzorka .

Za dva obeleжja X i Y i uzorak ((X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn))
iz populacije na kojoj se posmatra dvodimenziono obeleжje (X,Y )
moжe se definisati statistika

RXY =
1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)(Yi − Y n)

SXSY
−uzoraqki koeficijent korelacije ,

gde su sa SX i SY oznaqene uzoraqke standardne devijacije za
obeleжja X i Y redom.

Posebno mesto me�u statistikama imaju tzv. statistike poretka.
Ove se statistike definixu posredstvom varijacionog niza:

Definicija 10. Varijacioni niz qine elementi uzorka pore�ani
u neopadaju�em poretku. ♦

Za uzorak (X1,X2, . . . ,Xn) varijacioni niz qini niz sluqajnih
promenǉivih saqiǌen od elemenata ovog uzorka u oznaci

X(1),X(2), . . . ,X(n)
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za koji vaжi
X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n) .

Za realizovane vrednosti varijacionog niza koristi se isti
termin varijacioni niz, bez opasnosti od zabune, a oznaqavaju se
malim slovima:

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) .

Definicija 11. Statistika poretka reda k uzorka obima n, 1 ≤
k ≤ n, je k–ti element varijacionog niza posmatranog uzorka, dakle
sluqajna promenǉiva X(k). ♦

U definiciji funkcije raspodele, u ovoj kǌizi, bi�e ko-
rix�ena neprekidnost s desna, tj.

F (x) = P{X ≤ x} , x ∈ R .

Neka je X = (X1,X2, . . . ,Xn) sluqajni uzorak iz populacije sa
obeleжjem X qija je funkcija raspodele F . Za svako x ∈ R defin-
isa�emo sluqajnu veliqinu µn(x) kao broj elemenata uzorka X koji
su maǌi ili jednaki x, tj.

Definicija 12.

µn(x) = card{j|Xj ≤ x, j = 1, 2, . . . , n} , x ∈ R .♦

Nadaǉe se moжe definisati sluqajna promenǉiva Sn(x) koja
daje vrednosti sluqajne promenǉive µn(x) u relativnom odnosu
prema obimu uzorka:

Definicija 13. Empirijska funkcija raspodele uzorka X je statis-
tika

Sn(x)
def
=

µn(x)

n
, x ∈ R .♦

Sluqajna promenǉiva Sn(x) je statistika qiji je kodomen skup

{0, 1/n, 2/n, . . . , (n− 1)/n, 1}

ili ǌegov pravi podskup sa verovatno�ama

P{Sn(x) = k/n} = P{µn(x) = k} =

(
n

k

)
(F (x))k(1− F (x))n−k,

k = 0, 1, . . . , n .
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Ovo otuda xto, prema definiciji, sluqajna promenǉiva µn(x) ima
binomnu raspodelu, B(n, p) sa p = P{X ≤ x} = F (x), x ∈ R. Statis-
tiku Sn(x), x ∈ R, moжemo posmatrati i kao aritmetiqku sredinu
indikatora

IAi
=

{
1, ω ∈ Ai

0, ω 6∈ Ai ,

Ai = {ω|Xi(ω) ≤ x}, tj.

Sn(x) =
1

n

n∑

i=1

IAi
, x ∈ R .

S obzirom da je E(IAi
) = F (x) za fiksirano x ∈ R, vaжi teorema:

Teorema 1. Za fiksirano x ∈ R, Sn(x) −→ F (x), n→ ∞ skoro izvesno,
tj.

P {Sn(x) → F (x) , n→ ∞} = 1.

Dokaz.Tvr�eǌe sledi na osnovu Borelovog zakona velikih brojeva.✷
Za realizovani uzorak (x1, x2, . . . , xn), Sn(x), x ∈ R, je monotono

neopadaju�a funkcija sa mogu�im skokovima u taqkama varijacionog
niza x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n):

Sn(x) =
k

n
, x ∈

[
x(k), x(k+1)

)
, k = 0, 1, . . . , n .

Pri tome su uvedene oznake x(0) = −∞, i u tom sluqaju je i leva
granica intervala otvorena, i x(n+1) = +∞. Ukoliko su svi ele-
menti u realizovanom uzorku razliqiti, skokovi su veliqine 1/n.

Konvergencija o kojoj je bilo reqi u prethodnoj teoremi, ost-
varuje se i uniformno po x ∈ R. O tome govori tzv. centralna teo-
rema matematiqke statistike. Jedan od ǌenih oblika je slede�i.

Teorema 2. (Glivenko-Kanteli) Neka je F funkcija raspodele obe-
leжja X i Sn(x), x ∈ R, empirijska funkcija raspodele uzorka obima
n iz populacije sa obeleжjem X. Tada vaжi

P

{
sup
x∈R

|Sn(x)− F (x)|→0 , n→ ∞
}

= 1. (2.1)



44 Glava 2

Dokaz. Neka je F proizvoǉna funkcija raspodele obeleжja dis-
kretnog ili apsolutno neprekidnog tipa i neka je ε proizvoǉan
realan broj za koji vaжi 0 < ε < 1. Za tako izabrano ε i zadatu
funkciju F , mogu�e je izabrati konaqan broj taqaka

z0, z1, . . . , zN ∈ R (R = R ∪ {−∞,+∞})

takvih da je

−∞ = z0 < z1 < . . . < zN−1 < zN = +∞

F (zk − 0)− F (zk−1) ≤ ε, k = 1, . . . , N.

Na primer, mogu�e je izabrati skup {zj} tako da on sadrжi sve
taqke prekida (ako ima taqaka prekida) funkcije F u kojima je
skok funkcije F ve�i od ε/2. Tada za proizvoǉno z ∈ [zk−1, zk)
vaжi

Sn(z)− F (z) ≤ Sn(zk − 0)− F (zk−1) ≤ Sn(zk − 0)− F (zk − 0) + ε.

Sliqno i

Sn(z) − F (z) ≥ Sn(zk−1)− F (zk − 0) ≥ Sn(zk−1)− F (zk−1)− ε.

Definiximo slede�e skupove

Bk = {ω|(Sn(zk − 0))(ω) −→ F (zk − 0), n→ ∞}

Bk = {ω|(Sn(zk))(ω) −→ F (zk), n→ ∞}

B =
N⋂

k=0

BkBk.

Tada, prema prethodnoj teoremi, doga�aji Bk i Bk se realizuju
skoro izvesno, tj.

P (Bk) = P (Bk) = 1.

Otuda je

P (B) = 1.

Ovo s toga xto se za svako ω ∈ B moжe na�i uzorak dovoǉno velikog
obima n(ω) takav da kadgod je n ≥ n(ω) tada je B0B0 ⊂ B1B1 ⊂ . . . ⊂
BNBN .
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Dakle, za dovoǉno veliko n ≥ n(ω), bi�e

|Sn(zk − 0)− F (zk − 0)| < ε, k = 0, 1, . . . , N

i

|Sn(zk)− F (zk)| < ε, k = 0, 1, . . . , N,

za svako k, te je

sup
z∈R

|Sn(z)− F (z)| ≤ 2ε.

Time je teorema dokazana.✷

Slede�e dve teoreme govore o raspodeli vaжnih statistika
baziranih na empirijskoj funkciji raspodele. Ovde �emo ih na-
vesti bez dokaza.

Teorema 3. (Kolmogorova) Ako je funkcija F neprekidna, tada za
proizvoǉno fiksirano t > 0 statistika Dn = sup

x∈R
|Sn(x)− F (x)| ima

raspodelu za koju vaжi

lim
n→∞

P{√nDn ≤ t} = K(t) =
+∞∑

j=−∞
(−1)je−2j2t2 .

Teorema 4. (Smirnova) Neka su S1n1 i S2n2 dve empirijske funkcije
raspodele saqiǌene na osnovu dva nezavisna uzorka obima n1 i n2 iz
iste populacije sa obeleжjem X i

Dn1n2 = sup
x∈R

|S1n1(x)− S2n2(x)|.

Tada, ako je teorijska funkcija raspodele F neprekidna, za proi-
zvoǉno fiksirano t > 0,

lim
n1,n2→∞

P

{√
n1n2
n1 + n2

Dn1n2 ≤ t

}
= K(t).

2.7 Modeliraǌe raspodela metodom Monte
Karlo

Ideja statistiqkog modeliraǌa (simulacije) se sastoji u sle-
de�em:
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Treba odrediti pribliжnu vrednost neke realne veliqine a. U
tom ciǉu bira se sluqajna veliqina X sa raspodelom takvom da je
E(X) = a. Na osnovu realizovanog uzorka

x = (x1, x2, . . . , xn)

iz populacije sa obeleжjem X, odre�uje se pribliжna vrednost veli-
qine a kao ocena matematiqkog oqekivaǌa E(X),

â =
1

n

n∑

i=1

xi .

Vixe reqi o samoj oceni bi�e u narednom poglavǉu. Ovde treba
prokomentarisati sa kojom taqnox�u se vrxi ovakvo oceǌivaǌe.
Naime, prema centralnoj graniqnoj teoremi,

P{|Xn − a| ≤ ε} ≈ 2Φ

(
ε

√
n

sn

)
,

gde je

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

t2

2 dt , i sn =
√
sn2,

odnosno

sn
2 =

1

n

n∑

i=1

(xi − xn)
2.

Taqnost ove ocene je reda 1/
√
n, xto se najqex�e ne smatra

velikom taqnox�u.

Nadaǉe �emo se baviti praktiqnim rexavaǌem problema statis-
tiqkog modeliraǌa same raspodele obeleжja X koje je u definiciji
problema istaknuto.To podrazumeva modeliraǌe realizovanog uzor-
ka iz populacije sa ovim obeleжjem.

2.7.1 Modeliraǌe diskretne raspodele sa konaqno mnogo
vrednosti

Kada je obeleжje X sa diskretnom raspodelom sa konaqno mnogo
vrednosti, zadatak se sastoji u tome da je potrebno simulirati
raspodelu sluqajne promenǉive
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X :

(
x1 x2 . . . xk
p1 p2 · · · pk

)
,

k∑

i=1

pi = 1.

S obzirom da je pi ∈ [0, 1] za i = 1, 2, . . . , k, podelimo segment [0, 1]
na k podintervala

∆1 = [0, p1), ∆2 = [p1, p1 + p2), . . . ,∆k = [p1 + p2 + . . .+ pk−1, 1].

Iza toga se vrxi izbor n sluqajnih brojeva izme�u 0 i 1 sa жeǉe-
nim brojem znaqajnih cifara iz tablice sluqajnih brojeva ili na
neki drugi naqin. Time je definisana nova sluqajna promenǉiva Z
kao sluqajno izabrani broj. Recimo da je takvim izborom dobijen
niz brojeva z1, z2, . . . , zn. Nadaǉe, za svaki od dobijenih brojeva
z utvr�ujemo kom intervalu ∆j, j = 1, 2, . . . , k, pripada. Neka je
z ∈ ∆l, (l = 1, 2, . . . , k). Tada prihvatimo da je realizovan doga�aj
{X = xl} i tako redom. Dakle,

P{X = xl} = P{Z ∈ ∆l} = d(∆l) = pl.

Primer 19. Neka sluqajna promenǉiva X ima raspodelu slede�eg
oblika: (

−1 0 1
0, 1 0, 3 0, 6

)

Modelirati deset vrednosti ove sluqajne promenǉive, koriste�i
tablicu sluqajnih brojeva.

Segment [0, 1] delimo na podintervale [0; 0, 1), [0, 1; 0, 4), [0, 4; 1].
Qitamo brojeve iz Tablice 6 sluqajnih brojeva iz, na pr., tre�eg
reda. Sada uzimamo svaku tako proqitanu cifru iz tablice slu-
qajnih brojeva i mnoжimo sa 10−1. Tako se od niza cifara

4, 5, 9, 3, 9, 6, 0, 1, 7, 3

dobijaju brojevi

0, 4; 0, 5; 0, 9; 0, 3; 0, 9; 0, 6; 0; 0, 1; 0, 7; 0, 3 .

Broj 0, 4 pripada intervalu [0, 4; 1], te prihvatamo da se realizo-
vala vrednost 1 sluqajne promenǉive X (jedna modelirana vred-
nost). Zatim isti princip zakǉuqivaǌa primeǌujemo i na ostale
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izabrane brojeve, i konaqno dobijamo slede�i niz modeliranih
vrednosti:

1, 1, 1, 0, 1, 1,−1, 0, 1, 0 .

△

2.7.2 Modeliraǌe raspodela apsolutno neprekidnog
tipa

1. Modeliraǌe uniformne raspodele U [a, b]
Kako sama tablica sluqajnih brojeva odslikava uniformnu
raspodelu, oznaqimo sa η izbor k–tocifrenih prirodnih bro-
jeva iz Tablice 6. Dakle, proqitane grupe od po k cifara
smatramo k–tocifrenim brojevima η i zatim izvrximo mno-
жeǌa sa 10−k sa ciǉem da modeliramo vrednosti sluqajne
promenǉive ξ : U [0, 1], ξ = η · 10−k. Veza izme�u sluqajnih
promenǉivih X : U [a, b], a < b i ξ : U [0, 1] je

X = a+ (b− a)ξ.

Posledǌom transformacijom se upravo izvrxi modeliraǌe
sluqajne promenǉive X, odnosno ǌenih realizovanih vred-
nosti.

2. Opxti sluqaj

Koristi�emo sluqajni izbor broja iz intervala [0, 1], tj. slu-
qajnu promenǉivu ξ : U [0, 1]. Posredstvom te sluqajne promen-
ǉive modelira�emo vrednosti svake druge sluqajne promen-
ǉive apsolutno neprekidnog tipa.

Teorema 5. Neka je sluqajna promenǉiva X apsolutno nepre-
kidnog tipa sa funkcijom raspodele F . Rexeǌe sluqajne jedna-
qine

F (X) = ξ (2.2)

po nepoznatoj X, pri qemu je ξ : U [0, 1], je sluqajna promenǉiva
qija je funkcija raspodele bax F .

Dokaz. Kako je sluqajna promenǉiva X po pretpostavci ap-
solutno neprekidnog tipa, onda postoji interval (a, b) ⊂ R na
kome je funkcija F monotono rastu�a za x ∈ (a, b) pri qemu
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a moжe biti i −∞, a b moжe biti +∞. Neka je najpre F
monotono rastu�a za svako x ∈ R. Sledi da za svako y ∈ (0, 1)
postoji taqno jedan x ∈ R takav da je F (x) = y, tj. na inter-
valu (a, b) funkcija F je bijektivna funkcija, te ima inverznu.
Dakle, jednaqina (2.2) ima jedinstveno rexeǌe na tom inter-
valu. Otuda

P{X ≤ x} = P{F−1(ξ) ≤ x} = P{ξ ≤ F (x)} = Fξ(F (x)) = F (x) ,

x ∈ R .

Druga mogu�nost je da postoji interval [a, b) ⊂ R na kome je
F monotono rastu�a i vaжi

F (x) =





0, x < a
g(x), a ≤ x < b
1, x ≥ b

.

To znaqi da postoji g−1 na [a, b) pa je za

x < a P{X ≤ x} = F (x) = 0
a ≤ x < b P{X ≤ x} = P{g−1(ξ) ≤ x} = P{ξ ≤ g(x)} = g(x)
x ≥ b P{X ≤ x} = F (x) = 1 .

✷

Primer 20. (Eksponencijalna raspodela)Neka sluqajna pro-
menǉiva X ima gustinu raspodele

f(x) =

{
0, x < 0
λe−λx, x ≥ 0

, x ∈ R , λ > 0,

odnosno funkciju raspodele

F (x) =

{
0, x < 0
1− e−λx, x ≥ 0

, x ∈ R , λ > 0.

Tada se rexavaǌem jednaqine (2.2) po X za x ≥ 0 dobija

X = − 1

λ
ln(1− ξ) .△
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Primer 21. (Normalna raspodela)Neka sluqajna promenǉi-
va X : N (m, σ2). ǋene vrednosti �emo simulirati pomo�u
standardizovane sluqajne promenǉive

X∗ =
X −m

σ
: N (0 , 1)

Posmatra�emo dva sluqaja:

• (i)x∗ < 0

Rexavamo jednaqinu (2.2) za

F (x∗) = 0, 5− Φ(−x∗) .

Drugim reqima iz tablice za normalnu normiranu ras-
podelu qitamo vrednost −x∗ za koju vaжi

Φ(−x∗) = 0, 5 − ξ ,

gde je ξ realizovana vrednost sluqajne promenǉive ξ i
dobijamo vrednost za x kao x = σx∗ +m.

• (ii)x∗ ≥ 0

Rexavamo jednaqinu (2.2) za

F (x∗) = 0, 5 + Φ(x∗) .

Drugim reqima iz tablice za normalnu normiranu ras-
podelu qitamo vrednost x∗ za koju vaжi

Φ(x∗) = ξ − 0, 5

i zatim dolazimo do rexeǌa kao u sluqaju (i)

Do brojeva ξ dolazimo iz tablice sluqajnih brojeva, ili
nekim generatorom sluqajnih brojeva. Ukoliko dobijemo ξ ∈
[0 , 1/2) primeni�emo rexeǌe (i), a ukoliko dobijemo ξ ∈ [1/2 , 1]
primeni�emo (ii).△
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Oceǌivaǌe parametara

Jedan od najqex�e rexavanih problema u matematiqkoj statis-
tici je oceǌivaǌe nepoznatog parametra, ili vixe ǌih, raspodele
obeleжja na osnovu uzorka. Pri tome se primeǌuju dva tipa ocena:
taqkaste i intervalne ocene.

Neka je X obeleжje koje se posmatra na populaciji. Problem
izbora raspodele obeleжja X iz familije dopustivih raspodela
P = {Pθ, θ ∈ Θ} se moжe definisati i kao izbor iz familije
funkcija raspodele {F (x; θ), θ ∈ Θ} ili gustina raspodele {f(x; θ), θ
∈ Θ}. Dakle, svakim od pomenuta tri skupa se na odre�eni naqin
definixe familija dopustivih raspodela za obeleжje X.

3.1 Taqkasto oceǌivaǌe

Ve� smo istakli da je osnovni zadatak matematičke statistike
da na osnovu eksperimenta odredi raspodelu posmatranog obeleжja
na populaciji. Dakle, ako na osnovu nekih prethodnih istraжi-
vaǌa ili na neki drugi naqin do�emo do familije dopustivih
raspodela za posmatrano obeleжje X, problem odre�ivaǌa kon-
kretne raspodele se svodi na odre�ivaǌe taqne vrednosti parame-
tra θ. Me�utim, statistiqkim postupcima samo moжemo oceǌivati
nepoznati parametar na osnovu uzorka i to sa odre�enom taqnox�u.

Taqkasto oceǌivaǌe je jedan od naqina za oceǌivaǌe prave
vrednosti nepoznatog parametra i ǌime �emo se najpre baviti.
Taqkaste ocene vrlo qesto nose naziv deskriptivne statistike.

Metod taqkastog oceǌivaǌa sastoji se u slede�em:

Treba definisati statistiku Y = u(X1,X2, . . . ,Xn) tako da za

51
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realizovani uzorak (x1, x2, . . . , xn), broj y = u(x1, x2, . . . , xn) bude
”dobra” ocena za θ.

Obiqno, ali ne uvek, skup vrednosti ocene Y se poklapa sa Θ.
Vaǉanost ocene utvr�uje se na osnovu odre�enih kriterijuma o
kojima �e nadaǉe biti reqi.

Definicija 14. Statistika Y = u(X1,X2, . . . ,Xn) na osnovu uzor-
ka X = (X1,X2, . . . ,Xn) iz populacije sa obeleжjem X, qija ras-
podela pripada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}, je
nepristrasna ili centrirana ocena parametra θ, ako je ǌeno ma-
tematiqko oqekivaǌe jednako vrednosti parametra θ, tj.

E(Y ) = θ . ♦

Primer 22. (Ocena za matematiqko oqekivaǌe) Neka je dat slu-
qajni uzorak

X = (X1,X2, . . . ,Xn)

iz populacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji
dopustivih raspodela

{f(x; θ), θ ∈ Θ} za koju je E(X) = θ .

Na�i nepristrasnu ocenu parametra θ.
Primer takve familije je

{N (m, 1),m ∈ R} .

Posmatrajmo statistiku

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi.

Dokaжimo da je statistika Xn nepristrasna ocena parametra θ.
Na osnovu osobina matematiqkog oqekivaǌa sledi

E(Xn) = E

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n
E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

1

n

n∑

i=1

EXi =
1

n

n∑

i=1

EX =

=
1

n
nθ = θ.

△



Oceǌivaǌe parametara 53

Primetimo da je sredina uzorka nepristrasna ocena matemati-
qkog oqekivaǌa proizvoǉne raspodele koja ima matematiqko oqe-
kivaǌe.

Pristrasne ocene se opisuju pomo�u pomeraja b(θ) = E(Y ) − θ.
Oqigledno, nepristrasne ocene su one za koje je b(θ) = 0.

Primer 23. (Ocena za disperziju) Pod uslovom da obeleжje X
ima disperziju i da je θ = D(X) ispitajmo da li je uzoraqka dis-

perzija S
2
n, dobijena na osnovu prostog sluqajnog uzorka, nepris-

trasna ocena za θ.
Kako je uzorak prost,

E(S
2
n) =

1
n

∑n
i=1E(Xi −Xn)

2 = 1
n

∑n
i=1E(X2

i − 2XiXn +X
2
n) =

= 1
n

∑n
i=1(E(X2

i )− 2 1
n

∑n
j=1E(XiXj) + E(X

2
n)) =

= 1
n

∑n
i=1(E(X2)− 2n−1

n (EX)2 − 2 1
nE(X2) + E( 1

n2

∑n
i,j=1XiXj)) =

= 1
n

∑n
i=1

(
n−2
n E(X2)− 2n−1

n (EX)2 + 1
n2nE(X2) + n2−n

n2 (EX)2
)
=

= 1
nn

n−1
n (EX2 − (EX)2) = n−1

n D(X) . △

Definicija 15. Statistika Y = u(X1,X2, . . . ,Xn) na osnovu uzor-
ka X = (X1,X2, . . . ,Xn) iz populacije sa obeleжjem X, qija ras-
podela pripada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}, je
asimptotski nepristrasna ili asimptotski centrirana ocena pa-
rametra θ, ako

E(Y ) → θ , n→ ∞ .♦

Primer 24. Kako je

E(S
2
n) =

n− 1

n
D(X) ,

zakǉuqujemo da je disperzija uzorka asimptotski nepristrasna
ocena disperzije obeleжja (ukoliko je uzorak prost).

Asimptotski nepristrasna ocena se moжe popraviti do nepris-
trasne ocene. Tako, kada je req o disperziji uzorka, na osnovu ǌe
se moжe definisati popravǉena disperzija uzorka:

S̃2
n =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 =

n

n− 1
S
2
n.

U uzorcima ve�eg obima pristrasnost ocene S
2
n je zanemarǉiva

(na primer, ako se radi sa taqnox�u 10−2 pomenuta pristrasnost
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se ne ose�a za uzorak qiji je obim ve�i od 200). Me�utim, kada
je obim uzorka mali, kao ocena za disperziju obeleжja X uzima se
popravǉena disperzija uzorka. △

Jedna od mera bliskosti ocene i prave vrednosti parametra je
sredǌekvadratno odstupaǌe statistike (ocene) Y od prave vred-
nosti parametra:

E(Y − θ)2 = E(Y − E(Y ) + E(Y )− θ)2 = D(Y ) + b2(θ)

Dakle, u sluqaju da je ocena Y nepristrasna, sredǌekvadratno
odstupaǌe te ocene od prave vrednosti parametra je upravo dis-
perzija statistike Y .

Definicija 16. Statistika Y = u(X1,X2, . . . ,Xn) je najboǉa ocena
parametra θ ako je nepristrasna i ako je disperzija D(Y ) maǌa
ili jednaka od disperzije bilo koje druge nepristrasne ocene za
θ.♦

I pored pogodnosti koje pruжa klasa nepristrasnih statis-
tika, ovakvu klasu ne treba idealizovati. Nekada je zahtev da
je ocena nepristrasna prestrog, a nekada nepristrasna ocena i ne
postoji.

Nije uvek neophodno oceniti sam parametar θ raspodele f(x; θ),
ve� treba oceniti neku funkciju od parametra τ(θ), θ ∈ Θ. Tada se
od ocene T = T (X1,X2, . . . ,Xn) za funkciju τ traжi da bude nepris-
trasna, tj. da je E(T ) = τ(θ), xto nije trivijalna posledica pos-
tojaǌa nepristrasne ocene za θ.

Primer 25. Neka obeleжje X ima Puasonovu raspodelu P(θ). Oce-
niti funkciju τ(θ) = 1/θ na osnovu uzorka obima n = 1. Lako je
uoqiti da je sredina uzorka nepristrasna ocena za θ. Me�utim,
ako traжimo nepristrasnu ocenu funkcije τ , T = T (X1), ona mora
da zadovoǉi uslov E(T ) = 1/θ. Dakle,

E(T ) =
∞∑

x=0

T (x)e−θ θ
x

x!
=

1

θ
,

odnosno, vaжila bi jednakost

∞∑

x=0

T (x)
θx+1

x!
= eθ ,
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Primeǌuju�i Tejlorov razvoj funkcije eθ, dobija se

θ
∞∑

x=0

T (x)
θx

x!
=

∞∑

t=0

θt

t!

xto znaqi da funkcija T zavisi od θ. Me�utim, ovo protivureqi
zahtevu da T bude statistika. Dakle, u ovom sluqaju ne postoji
nepristrasna ocena funkcije τ na osnovu zadatog uzorka. △

Druga mogu�a mera odstupaǌa ocene od prave vrednosti parame-
tra je apsolutno odstupaǌe, |Y −θ|, koje predstavǉa jednu sluqajnu
promenǉivu, te se kao mera vaǉanosti ocene moжe uzeti verovat-
no�a postizaǌa gorǌe granice apsolutne grexke,

P{|Y − θ| < ε} = p.

Tada se za unapred zadato dovoǉno malo ε > 0, odre�uje p ili
obrnuto, na osnovu poznavaǌa broja p odre�uje se ε. Dakle, ako
je poznata raspodela verovatno�a za Y , problem je, sa teorijske
taqke gledixta, rexiv. Me�utim, i kada nam ova raspodela nije
poznata, mogu�e je pod odre�enim uslovima odrediti ε za zadato
p. Ako je, recimo, ε oblika

ε = k
√
D(Y ), za neko k ≥ 1

i Y nepristrasna ocena parametra θ, prema Qebixevǉevoj nejed-
nakosti je

1− P

{
|Y − θ| < k

√
D(Y )

}
= P

{
|Y − θ| ≥ k

√
D(Y )

}
≤ D(Y )

k2D(Y )
=

1

k2
,

tj.

p ≥ 1− 1

k2
.

Tako, za k = 2 je p ≥ 0, 75. Sliqno se moжe odrediti k za zadato
p. Ovaj se rezultat moжe koristiti i za odre�ivaǌe obima uzorka
ukoliko se zadaju vrednosti za ε i p, o qemu �e nadaǉe biti reqi.

U vezi sa apsolutnim odstupaǌem moжe se iskazati slede�i
kriterijum vaǉanosti taqkastih ocena.

Definicija 17. Statistika Y = u(X1,X2, . . . ,Xn) je postojana oce-
na za θ ako ona konvergira u verovatno�i ka θ, tj.

Y
P−→ θ , n→ ∞ .
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Ako je ova konvergencija skoro izvesno (skoro sigurno),

Y
s.i.−→ θ , n→ ∞ ,

onda je ocena strogo postojana.♦

3.2 Odre�ivaǌe obima uzorka

Pove�aǌe obima uzorka je postupak na koji se u statistici po
pravilu raquna. Me�utim, praktiqno, kadgod obim uzorka nije
sluqajan, statistiqki postupak se sprovodi nad taqno odre�enim,
konaqnim obimom uzorka n. Otuda da bi primena pojedinog statis-
tiqkog postupka dala zadovoǉavaju�e rezultate, neophodno je pri-
likom planiraǌa eksperimenta predvideti i obim uzorka, n.

Planiraǌe eksperimenta je po svojoj suxtini postupak kojim
se planira dobijaǌe odre�ene koliqine informacija. ”Proizvod”
koji se eksperimentom stvara jeste informacija. Ciǉ je dobiti
xto ve�u koliqinu informacija prave�i pri tome xto maǌe trox-
kove, dakle dobiti xto kvalitetniji proizvod po xto niжoj ceni.
Plan eksperimenta direktno utiqe na koliqinu dobijenih infor-
macija pri svakom mereǌu. U tom svetlu bi�e govora o izboru
obima uzorka n. Jedan od prvih koraka koje istraжivaq mora da
naqini u svom istraжivaǌu je odre�ivaǌe obima uzorka. Obim
uzorka direktno utiqe na preciznost ocene, odnosno na vaǉanost
zakǉuqaka dobijenih primenom statistiqkih metoda. Preciznost
ocene se moжe iskazati veliqinom grexke dobijene ocene. Pri tome
primeǌeni metod za procenu vaǉanosti ocene, odnosno veliqinu
grexke, jeste u vezi sa obimom uzorka.

Postupak za odre�ivaǌe broja n zavisi od parametra koji se
oceǌuje, statistike kojom se oceǌuje i od toga da li su drugi re-
levantni parametri obeleжja poznati ili se tako�e oceǌuju na
osnovu uzorka (ukoliko je req o oceǌivaǌu parametara). Imaju�i
sve to u vidu, definixe se maksimalna veliqina grexke sa kojom
treba raditi u oceǌivaǌu.

Pomenu�emo samo neke kriterijume koji se koriste za odre�i-
vaǌe obima uzorka u zavisnosti od zadate taqnosti oceǌivaǌa:

• sredǌekvadratno odstupaǌe, E(θ̂ − θ)2, i standardno odstu-

paǌe,
√
E(θ̂ − θ)2



Oceǌivaǌe parametara 57

• apsolutna grexka, maǌa od ε, ocene, verovatno�e (povereǌa)

1− α, tj. P
{
|θ̂ − θ| < ε

}
= 1− α

• koeficijent varijacije ocene, Cv(θ̂) =

√
E(θ̂ − θ)2

E(θ̂)

• relativna grexka ocene, δ =
|θ̂ − θ|
θ

Obim uzorka se planira tako da se postigne zadata taqnost
ocene.

Primer 26. Iz uzorka (X1,X2, . . . ,Xn) treba posti�i taqnost ocene
nepoznatog parametra θ sa apsolutnom grexkom ne ve�om od ε po-
vereǌa 1− α.

Dakle,

P{|θ − θ̂| < ε} = 1− α

P{−ε < θ − θ̂ < ε} = 1− α

P{θ̂ − ε < θ < θ̂ + ε} = 1− α .

Kako je

θ̂ = θ̂(X1, . . . ,Xn) = θ̂(n) ,

to �e se izborom ε odrediti najmaǌi n za koji se postiжe nivo
povereǌa 1− α.△

Oqigledno, da bismo odredili n, treba da znamo raspodelu
statistike θ̂. Ovaj problem se rexava konkretno, mada najqex�e
primenom centralne graniqne teoreme. Pri tome moжe da nastupi
novi problem zbog nepoznavaǌa matematiqkog oqekivaǌa ili dis-
perzije obeleжja. Tada se ovi parametri moraju oceniti na osnovu
prethodnog uzorka maǌeg obima, ili na osnovu nepotpune infor-
macije o ovim karakteristikama obeleжja, kao xto je, recimo in-
formacija D(X) ≤ σ20.

Primer 27. Neka se oceǌuje matematiqko oqekivaǌe, m, obeleжja
X beskonaqne populacije. Nepristrasna ocena ovog parametra je
Xn(sredina uzorka). Dakle,

P{|m−Xn| < ε} = 1− α , m = EX = EXn
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P

{
|m−Xn|

σ√
n

<
ε
√
n

σ

}
= 1− α , σ =

√
D(X) .

Prema centralnoj graniqnoj teoremi sluqajna promenǉiva Xn−m
σ

√
n

ima N (0, 1) raspodelu kada n → ∞, pa se u gorǌoj jednakosti
verovatno�a moжe odrediti iz

2Φ

(
ε
√
n

σ

)
= 1− α ,

odakle sledi da je

ε
√
n

σ
= z 1−α

2
, odnosno , n ≥

(σz 1−α
2

ε

)2

garantuje traжenu taqnost.
Za zadato α vrednost z 1−α

2
se moжe proqitati iz tablice, te se

i odre�uje na prikazani naqin. Ukoliko je σ nepoznato, ali se zna
da je σ ≤ σ0, ova se informacija moжe upotrebiti tako xto �e se
na osnovu

n ≥
(σz 1−α

2

ε

)2

izabrati prirodan broj n0 za 1 ve�i od najve�eg celog dela izraza
na desnoj strani, tj.

n0 =

[(σ0z 1−α
2

ε

)2
]
+ 1 . (3.1)

Isti naqin zakǉuqivaǌa bi se primenio i kod odre�ivaǌa obima
uzorka sa vra�aǌem iz konaqne populacije. Razume se, kada je
n≪ N . △

Primer 28. Ukoliko je u pitaǌu uzorak bez vra�aǌa iz konaqne
populacije bi�e

D(Xn) =
D(X)

n

(
1− n

N

)

(videti Glavu 6), pa za oceǌivaǌe matematiqkog oqekivaǌa po is-
tom kriterijumu kao u prethodnom primeru imamo

P





|m−Xn|√
σ2

n

(
1− n

N

) <
ε√

σ2

n

(
1− n

N

)



 = 1− α
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ε
√
nN

σ
√
N − n

= z 1−α
2
,

odnosno,

n ≥ 1
(

ε
σz 1−α

2

)2

+ 1
N

garantuje traжenu taqnost.

Ponovo, ako ne poznajemo σ ve� znamo samo da je σ ≤ σ0, ima�emo
da obim uzorka za zahtevanu taqnost ocene treba da zadovoǉi uslov

n ≥ 1
(

ε
σ0z 1−α

2

)2

+ 1
N

.

Oznaqimo sa n1 najmaǌi prirodni broj koji zadovoǉava posledǌu
nejednakost. Dakle,

n1 =




1
(

ε
σ0z 1−α

2

)2

+ 1
N



+ 1 . (3.2)

Ukoliko uporedimo obim uzorka n1 sa obimom n0 iz prethodnog
primera moжemo konstatovati da se kod uzorka bez vra�aǌa za-
hteva maǌi obim uzorka za postizaǌe iste taqnosti kod taqkas-
tog oceǌivaǌa oqekivane vrednosti obeleжja, nego kod uzorka sa
vra�aǌem. Zaista, iz (3.1)

n0 − 1 + t =

(σ0z 1−α
2

ε

)2

, gde je , 0 ≤ t < 1 ,

tj. 
 ε

σ0z 1−α
2




2

=
1

n0 − 1 + t
,

pa se zamenom u (3.2) dobija relacija

n1 =

[
N(n0 − 1 + t)

N + n0 − 1 + t

]
+ 1 .
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Kako je
1

n0 − 1 + t
>

1

n0

to je
1

n0 − 1 + t
+

1

N
>

1

n0
,

odnosno, [
1

1
n0−1+t +

1
N

]
+ 1 ≤ n0 .

Drugim reqima,
n1 ≤ n0 ,

xto je i trebalo dokazati. △

3.3 Dovoǉne statistike

Jox jedan od naqina da se govori o vaǉanosti taqkaste ocene za
nepoznati parametar raspodele obeleжja je kriterijum dovoǉnosti.

Neka je data statistika Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) za ocenu nepoznatog
parametra θ ∈ Θ ⊂ R. Posmatrajmo istovremeno jox (n − 1)–nu
statistiku istog uzorka:

Y2 = u2(X1, . . . ,Xn)

...

Yn = un(X1, . . . ,Xn)

i to takvih da je transformacija

y1 = u1(x1, . . . , xn)

y2 = u2(x1, . . . , xn)

... (3.3)

yn = un(x1, . . . , xn)

”1−1”. Zajedniqka gustina raspodele vektora statistika (Y1, Y2, . . . ,
Yn) je:

g(y1, y2, . . . , yn; θ) = |J |f(w1(y1, . . . , yn), · · · , wn(y1, . . . , yn); θ) , (3.4)

gde je sa f oznaqena zajedniqka gustina vektora X, za obeleжje
apsolutno neprekidnog tipa i bez faktora |J |, odnosno Jakobijana,
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za obeleжje diskretnog tipa. Sa w = (wi, i = 1, 2, . . . , n) je oznaqena
inverzna transformacija za transformaciju u = (ui, i = 1, 2, . . . , n).

Ukoliko transformacija (3.3) nije ”1 − 1” u celom Rn, onda je
desna strana relacije (3.4) suma od, recimo, k izraza tog oblika.
Broj sabiraka, k, odgovara ukupnom broju oblasti na koje je izvr-
xeno razbijaǌe prostora Rn i to takvih da je u svakoj od ǌih
transformacija (3.3) ”1− 1”.

Ukoliko je uzorak prost, zajedniqka gustina vektora X bi bila

f(x1, x2, . . . , xn; θ) = f(x1; θ)f(x2; θ) · · · f(xn; θ)

xto bi proizvelo i adekvatne promene u relaciji (3.4).
Uslovna gustina za (Y2, Y3, . . . , Yn) pod uslovom Y1 = y1 data je sa

h(y2, . . . , yn|y1; θ) =
g(y1, y2, . . . , yn; θ)

g1(y1; θ)
, za g1 > 0 ,

gde je g1(y1; θ) marginalna gustina za Y1. U opxtem sluqaju h(y2, . . . ,
yn|y1; θ) zavisi od θ. Me�utim, posebno vaжni sluqajevi su oni u
kojima gustina h ne zavisi od parametra θ.

Definicija 18. Neka je n fiksiran prirodni broj i (X1,X2, . . . ,
Xn) uzorak obima n iz populacije sa obeleжjem qija raspodela pri-
pada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Statistika
Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) je dovoǉna statistika za θ ako i samo ako za
bilo koje druge statistike Y2 = u2(X1, . . . ,Xn), . . . , Yn = un(X1, . . . ,
Xn), za koje Jakobijan pripadaju�e transformacije nije nula, us-
lovna gustina raspodele h(y2, . . . , yn|y1) sluqajnih promenǉivih Y2,
. . . , Yn pod uslovom Y1 = y1, ne zavisi od parametra θ za bilo koju
fiksiranu vrednost y1.♦

Pri tome se podrazumeva ne samo da analitiqki izraz uslovne
gustine ne zavisi od θ, ve� i ǌena oblast definisanosti tako�e.
Upozoravamo na nedozvoǉenu zavisnost slede�im primerom.

Primer 29. Funkcija

f(x) =

{
1
2 , θ − 1 < x < θ + 1,
0, van

gde θ ∈ (−∞,+∞), zavisi od θ. △
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Primer 30. Neka je (X1,X2) prost sluqajni uzorak obima 2 iz ras-
podele {B(2, θ), 0 < θ < 1}. Ispitajmo da li Y1 = X1+X2 zadovoǉava
traжeni uslov, tj. da li je dovoǉna statistika za parametar θ ove
binomne raspodele.

U tu svrhu posmatramo

f(x1; θ)f(x2; θ) =

=

{ ( 2
x1

)
θx1(1− θ)2−x1

( 2
x2

)
θx2(1− θ)2−x2 , (x1, x2) ∈ {(0, 0), . . . , (2, 2)}

0 , inaqe

=

{
2!2!θx1+x2(1−θ)4−(x1+x2)

x1!(2−x1)!x2!(2−x2)!
, (x1, x2) ∈ {(0, 0), . . . , (2, 2)}

0 , inaqe .

Odavde dobijamo da je:

g1(y1) =

{ ( 4
y1

)
θy1(1− θ)4−y1 , y1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

0 , inaqe

=

{
4!θy1(1−θ)4−y1

y1!(4−y1)!
, y1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

0 , inaqe .

Uzmimo drugu statistiku Y2 = X2 sa raspodelom B(2, θ), pa �e za-
jedniqka gustina statistika Y1 i Y2 biti:

g(y1, y2; θ) =

{
4θy1 (1−θ)4−y1

(y1−y2)!(2−y1+y2)!(2−y2)!y2!
, (y1, y2) ∈ {(0, 0), . . . , (4, 2)}

0 , inaqe .

Uslovna gustina �e biti:

h(y2|y1; θ) =





4θy1 (1−θ)4−y1

(y1−y2)!(2−y1+y2)!(2−y2)!y2!

4!θy1(1−θ)4−y1

y1!(4−y1)!

, (y1, y2) ∈ {(0, 0), . . . , (4, 2)}

0 , inaqe

=

{
y1!(4−y1)!

3!(y1−y2)!(2−y1+y2)!(2−y2)!y2!
, (y1, y2) ∈ {(0, 0), . . . , (4, 2)}

0 , inaqe .

Dakle, uslovna gustina za Y2 pod uslovom Y1 = y1 ne zavisi od θ,
qime smo dokazali da je statistika Y1 dovoǉna. △

3.3.1 Kriterijumi egzistencije dovoǉne statistike

Provera dovoǉnosti neke statisrtike direktno po definiciji
se retko koristi zbog sloжenog eksplicitnog odre�ivaǌa gustina
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raspodele koje u definiciji uqestvuju. Jednostavniji naqin za
proveru dovoǉnosti daju naredne teoreme.

Teorema 6. (Fixer-Nejmanov kriterijum) Neka je (X1,X2, . . . ,Xn)
sluqajni uzorak iz populacije sa obeleжjem X sa gustinom raspodele
koja pripada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Neka je
Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) statistika qija je gustina raspodele g1(y1; θ).
Tada je Y1 dovoǉna statistika za θ ako i samo ako

f(x1, x2, . . . xn; θ) = g1(u1(x1, x2, . . . , xn); θ)H(x1, x2, . . . , xn) (3.5)

gde za svaku vrednost funkcije u1, funkcija H ne zavisi od θ.

Dokaz. Dokaz �emo izvesti samo za obeleжje apsolutno nepre-
kidnog tipa.

Najpre uvedimo slede�u bijektivnu transformaciju u : Rn →
Rn i ǌoj inverznu w : Rn → Rn, u = (u1, . . . , un), w = (w1, . . . , wn):

y1 = u1(x1, . . . , xn) x1 = w1(y1, . . . , yn)

y2 = u2(x1, . . . , xn) x2 = w2(y1, . . . , yn)

... (3.6)

yn = un(x1, . . . , xn) xn = wn(y1, . . . , yn)

takve da je Jakobijan

J =

∣∣∣∣∣
∂xi
∂yj

∣∣∣∣∣
i,j=1,...,n

6= 0.

Pretpostavimo da vaжi uslov (3.5) i dokaжimo da je Y1 dovoǉna
statistika.

Odgovaraju�a zajedniqka gustina raspodele statistika Y1, Y2, . . . ,
Yn bi�e:

g(y1, y2, . . . , yn; θ) = f(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn); θ)|J |
= g1(y1; θ)H(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J | .

S druge strane, kako je uslovna gustina data sa:

h(y2, . . . , yn|y1) =
g(y1, . . . , yn; θ)

g1(y1; θ)
=

=
g1(y1; θ)H(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J |

g1(y1; θ)
=

= H(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J |
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i oqigledno ne zavisi od parametra θ, sledi da je Y1 dovoǉna
statistika.

Dokaжimo i drugi smer iskaza teoreme.
Pretpostavimo sada da je Y1 dovoǉna statistika i dokaжimo

da vaжi uslov (3.5). U tom sluqaju uslovna gustina ne zavisi od
parametra θ:

h(y2, . . . , yn|y1) =
g(y1, . . . , yn; θ)

g1(y1; θ)
,

tj.
g(y1, . . . , yn; θ) = g1(y1; θ)h(y2, . . . , yn|y1) .

Koriste�i inverznu transformaciju w qiji je Jakobijan J∗ =∣∣∣ ∂yi∂xj

∣∣∣
i,j=1,...,n

6= 0, dobijamo da je zajedniqka gustina vektora X

f(x1, . . . , xn; θ) = g(u1(x1, . . . , xn), . . . , un(x1, . . . , xn); θ)|J∗| =
= g1(u1(x1, . . . , xn; θ))h(u2(x1, . . . , xn), . . . , un(x1, . . . , xn)|u1(x1, . . . , xn))|J∗| .

Oqigledno za H(x1, . . . , xn) se moжe uzeti h(u2(x1, . . . , xn), . . . , un(x1,
. . . , xn)|u1(x1, . . . , xn))|J∗|, te je i drugi smer iskaza teoreme dokazan.

Za diskretan sluqaj dokaz se razlikuje samo u tome xto izostaje
Jakobijan. ✷

Dakle, Fixer-Nejmanov kriterijum nam pokazuje da qiǌenica
da je neka statistika dovoǉna, nije uslovǉena izborom preostalih
n−1 statistika (pod uslovom da je Jakobijan korix�ene transfor-
macije razliqit od nule).

Primer 31. Neka su Y1, . . . , Yn statistike poretka na osnovu pros-
tog sluqajnog uzorka X = (X1, . . . ,Xn), Yi = X(i) , i = 1, . . . , n iz
raspodele qija je gustina

f(x; θ) =

{
e−(x−θ) , θ < x <∞ ,−∞ < θ <∞

0 , inaqe .

Gustina raspodele statistike Y1 je

g1(y1; θ) =

{
ne−n(y1−θ) , θ < y1 <∞

0 , inaqe .

Zajedniqka gustina raspodele vektora X je

e−(x1−θ)e−(x2−θ) · · · e−(xn−θ) = g1(min
i
xi; θ)

{
exp(−x1 − · · · − xn)

n · exp(−n ·mini xi)

}
.
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Dakle, koriste�i se Fixer–Nejmanovim kriterijumom, zakǉuqu-
jemo da je statistika poretka reda jedan dovoǉna statistika za
ocenu parametra θ posmatrane raspodele. △

Fixer–Nejmanov kriterijum zahteva poznavaǌe gustine raspo-
dele za Y1, xto moжe da oteжa ili qak onemogu�i ǌegovu praktiqnu
primenu. Naredni kriterijum izbegava neophodnost poznavaǌa ove
gustine.

Teorema 7. (Teorema faktorizacije) Neka je (X1,X2, . . . ,Xn) uzo-
rak iz populacije sa obeleжjem qija gustina raspodele pripada fa-
miliji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Statistika Y1 =
u1(X1, . . . ,Xn) je dovoǉna statistika za θ ako i samo ako postoje
dve nenegativne funkcije k i K, takve da je

f(x1, x2, · · · , xn; θ) = k(u1(x1, x2, . . . , xn); θ)K(x1, x2, . . . , xn) , (3.7)

gde za svaku konkretnu vrednost u1(x1, . . . , xn) funkcija K(x1, . . . , xn)
ne zavisi od θ.

Dokaz. Dokaz izvodimo samo za apsolutno neprekidni sluqaj,
dok je za diskretni analogan.

Pretpostavimo da vaжi faktorizacija (3.7). Definiximo istu
transformaciju kao u dokazu Fixer-Nejmanovog kriterijuma. Za-
jedniqka gustina raspodele statistika Y1, . . . , Yn je

g(y1, . . . , yn; θ) = f(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn); θ)|J |
= k(y1; θ)K(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J | .

Sada treba dokazati da uslovna gustina ne zavisi od parametra
θ ili da vaжi teorema Fixer–Nejmana. U tu svrhu odredimo
marginalnu gustinu za Y1.

g1(y1; θ) =

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
g(y1, y2, . . . , yn; θ)dy2 · · · dyn =

=

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
k(y1; θ)K(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J |dy2 . . . dyn=

= k(y1; θ)m(y1)

gde je

m(y1) =

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
K(w1(y1, . . . , yn), . . . , wn(y1, . . . , yn))|J |dy2 . . . dyn
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Za m(y1) = 0 bi�e g1(y1; θ) = 0. Me�utim, za m(y1) 6= 0 ,

f(x1, . . . , xn; θ) = g1(u1(x1, . . . , xn); θ)
K(x1, . . . , xn)

m(u1(x1, . . . , xn))
.

Prema Fixer–Nejmanovom kriterijumu, statistika Y1 je dovoǉna
statistika za parametar θ.

Obrnuto, pretpostavimo da je Y1 dovoǉna statistika. Tada se
za k iz faktorizacije (3.7) moжe uzeti funkcija g1(u1(x1, . . . , xn); θ),
a za K funkcija h(u2(x1, . . . , xn), . . . , un(x1, . . . , xn)|u1(x1, . . . , xn)) iz
definicije dovoǉne statistike, qime se dokazuje da faktorizacija
vaжi. ✷

Teorema 8. Ako je Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) dovoǉna statistika za pa-
rametar θ raspodele obeleжja X iz koje je uzet uzorak, tada proi-
zvoǉna bijektivna funkcija Z = u(Y1) koja ne zavisi od θ, tj. Z =
u(u1(X1, . . . ,Xn)) = v(X1, . . . ,Xn), je tako�e dovoǉna statistika za
θ.

Dokaz. Prema teoremi faktorizacije je

f(x1, . . . , xn; θ) = k(u1(x1, . . . , xn); θ)K(x1, . . . , xn).

S obzirom na bijekciju z = u(y1), sledi da postoji inverzna fun-
kcija w takva da je y1 = w(z). S druge strane je y1 = u1(x1, . . . , xn),
te je

u1(x1, . . . , xn) = w(z) = w(u(u1(x1, . . . , xn))) = w(v(x1, . . . , xn))

koja ne zavisi od θ, te je

f(x1, . . . , xn; θ) = k(w(v(x1, . . . , xn)); θ)K(x1, . . . , xn) =

= k(w(z); θ)K(x1, . . . , xn) = k1(z; θ)K(x1, . . . , xn) , gde je k1 = k ◦ w.

Kako je k1 funkcija (od uzorka) samo od z i od θ, a K ne za-
visi od θ, to je, prema teoremi faktorizacije, Z tako�e dovoǉna
statistika za parametar θ.✷

3.3.2 Najboǉa ocena za parametar

Dovoǉne statistike igraju vaжnu ulogu u odre�ivaǌu dobre
ocene za parametar. Ako je θ̂ nepristrasna ocena za θ, a Y do-
voǉna statistika za isti parametar, tada je mogu�e na�i neku
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funkciju od Y koja �e tako�e biti nepristrasna ocena za θ, a ne�e
imati ve�u disperziju od θ̂. Teorijsku podlogu za taj zakǉuqak
daje slede�a teorema koju navodimo bez dokaza.

Teorema 9. (Rao-Blekvelova teorema) Neka su X i Y sluqajne pro-
menǉive takve da Y ima oqekivaǌe θ i konaqnu disperziju D(Y ). Neka
je E(Y |X = x) = ϕ(x). Tada je E(ϕ(X)) = θ i D(ϕ(X)) ≤ D(Y ).

Posledica 1. Neka je Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) dovoǉna statistika za
parametar θ. Neka je Y2 = u2(X1, . . . ,Xn) neka druga statistika (koja
nije funkcija od uzorka samo posredstvom Y1) koja je nepristrasna
ocena parametra θ. Tada E(Y2|Y1 = y1) = ϕ(y1) definixe statistiku
ϕ(Y1). Ova statistika, koja je funkcija od dovoǉne statistike za
θ, je nepristrasna ocena za θ i ǌena disperzija je maǌa od disperzije
za Y2.

Dokaz. Poxto je Y1 dovoǉna statistika za θ, uslovna gustina
raspodele za Y2 pod uslovom Y1 = y1 ne zavisi od θ, tako da je
E(Y2|Y1 = y1) = ϕ(y1) funkcija samo od y1 (a ne i od θ). Dakle,
ϕ(Y1) je statistika. Prema Rao-Blekvelovoj teoremi,

E(ϕ(Y1)) = E(Y2) = θ ,

jer je Y2 nepristrasna ocena parametra θ i

D(ϕ(Y1)) ≤ D(Y2) .

No, kako Y2 nije funkcija od uzorka samo preko Y1, to je

D(ϕ(Y1)) < D(Y2) .✷

Ova posledica nam ukazuje na to da u tragaǌu za najboǉom
ocenom parametra θ, paжǌu moжemo da ograniqimo na dovoǉnu
statistiku ako ona postoji, jer polaze�i od ǌe dolazimo do nepris-
trasne ocene za parametar qija je disperzija maǌa od disperzije
bilo koje druge nepristrasne ocene.

3.3.3 Kompletnost

Definicija kompletnosti pripada teoriji mera. Mi �emo je
ovde koristiti da iskaжemo jedno vaжno svojstvo dovoǉnih statis-
tika.
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Definicija 19. Neka je dato obeleжje X qija raspodela pripada
familiji dopustivih raspodela

{f(x; θ), θ ∈ Θ}. (3.8)

Izaberimo proizvoǉnu Borelovu funkciju u gde je u(X) sluqaj-
na promenǉiva koja ne zavisi od parametra θ i takvu da postoji
E(u(X)). Ako je E(u(X)) = 0 za svako θ ∈ Θ, samo pod uslovom da je
u(x) = 0 u svakoj taqki x ∈ R u kojoj je bar jedan element familije
(3.8) strogo pozitivan (moжe biti jednaka nuli samo na skupu mere
nula), tada je familija (3.8) kompletna.♦

Nadaǉe �emo ovde koristiti (zbog jednostavnosti dokazivaǌa)
samo neprekidne funkcije u, a ne Borelove uopxte, kako je iskazano
definicijom.

Primer 32. Neka je familija dopustivih raspodela {U(0; θ), θ >
0}, tj.

f(x; θ) =





1

θ
, 0 < x < θ

0, inaqe
.

Dokaжimo da je familija {f(x; θ), θ > 0} kompletna.
Po�imo od pretpostavke da je E(u(X)) = 0, gde je u neprekidna

funkcija. Utvrdimo kada je ova pretpostavka mogu�a. Dakle,

E(u(X)) =

∫ θ

0
u(x)

1

θ
dx =

1

θ

∫ θ

0
u(x)dx = 0 ,

a s druge strane posledǌa jednakost je taqna ako i samo ako je

∫ θ

0
u(x)dx = 0 .

Ako je θ > 0 i na�emo izvod po gorǌoj granici, tj. po θ, (xto je
qitaocu poznato kao izvod parametarskog integrala) dobi�emo:

J ′
θ =

∫ θ

0
u′θ(x)dx+ θ′ · u(θ)− 0 = 0 .

Iz posledǌe jednakosti dobijamo da je u(θ) = 0 za svako θ > 0,
a odavde sledi da je i u(x) = 0, za svako x > 0, pa je familija
kompletna. △
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Primer 33. Neka je u pitaǌu diskretna raspodela i neka je data
familija {B(1; θ), 0 ≤ θ < 1}. Dokaжimo da je ona kompletna.
Dakle,

f(x; θ) =

{
θx(1− θ)1−x, x = 0, 1

0, inaqe
.

Po�imo, kao i u predhodnom primeru, od pretpostavke da je
E(u(X)) = 0 i da je funkcija u neprekidna. Tada je:

0 = u(0)θ0(1−θ)1+u(1)θ1(1−θ)0 = u(0)−θu(0)+u(1)θ = (u(1)−u(0))θ+u(0).

Linearna funkcija je identiqki jednaka nuli ako i samo ako su joj
koeficijenti jednaki nuli, tj.

u(0) = 0

u(1) − u(0) = 0 ,

a odavde dobijamo da je

u(0) = u(1) = 0 ,

qime smo dokazali kompletnost familije. △

3.3.4 Jedinstvenost najboǉe ocene za parametar

Videli smo da, ako je Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) bila dovoǉna statis-
tika za parametar θ i ako je postojala bilo koja nepristrasna
ocena Y2 za parametar θ, koja nije bila funkcija od uzorka samo
preko Y1, tada je postojala bar jox jedna funkcija od Y1 razliqita
od Y1, koja je bila nepristrasna ocena za θ. Tako se naxe tragaǌe
za boǉom statistikom (po kriterijumu sredǌe kvadratnog odstu-
paǌa) za θ moжe da suzi samo na funkcije od Y1.

Teorema 10. Neka je Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) dovoǉna statistika za pa-
rametar θ raspodele obeleжja X posmatranog na populaciji iz koje
je uzet uzorak, i neka je familija gustina raspodele statistike Y1

{g1(y1; θ), θ ∈ Θ} (3.9)

kompletna. Ako postoji neprekidna funkcija ϕ od Y1 (definisana u
Posledici 1) koja je nepristrasna ocena parametra θ, (tj. postoji
statistika ϕ(Y1) takva da je E(ϕ(Y1)) = θ) tada je funkcija ϕ skoro
sigurno jedinstvena najboǉa ocena za parametar θ.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da sem funkcije ϕ(Y1) pos-
toji jox neka funkcija ψ(Y1), i neka su obe neprekidne funkcije
koje ne zavise od parametra θ, a nepristrasne su ocene parametra
θ. Tada je:

E(ϕ(Y1)− ψ(Y1)) = E(ϕ(Y1))− E(ψ(Y1)) = θ − θ = 0.

Kako je (3.9) kompletna familija, to znaqi da je funkcija ϕ−ψ = 0
za sve vrednosti argumenta za koje je bar jedan element familije
(3.9) strogo pozitivan. Dakle,

ϕ(Y1)− ψ(Y1) = 0

skoro sigurno, tj.

ϕ(Y1) = ψ(Y1)

skoro sigurno. Da je funkcija ϕ i najboǉa statistika zakǉuquje
se prema teoremi Rao–Blekvela iz qiǌenice da je D(ϕ(Y1)) ≤ D(Y2)
za bilo koju drugu nepristrasnu ocenu Y2 na osnovu istog uzorka.
✷

Ova teorema je samo specijalan sluqaj opxtije teoreme Lemana
i Xefea.

Kao xto je u definiciji kompletne familije naglaxeno da se
ona moжe iskazati i za funkcije koje nisu neprekidne (u tom slu-
qaju se dokaz izvodi aparatom teorije mera), tako se i teorema
o jedinstvenosti najboǉe ocene za parametar koja se odnosi na
kompletnu familiju moжe iskazati i bez pretpostavke o neprekid-
nosti, qime se u okviru ovog kursa ne�emo baviti.

Iskaz da je Y1 dovoǉna statistika za parametar θ, θ ∈ Θ, za
koju je familija

{g1(y1; θ), θ ∈ Θ}
funkcija gustina raspodele kompletna, zameǌuje se, radi jednos-
tavnijeg izraжavaǌa, iskazom kompletna dovoǉna statistika za
θ.

Primer 34. Neka je data Puasonova raspodela {P(θ), 0 < θ < ∞}
sa gustinom

f(x; θ) =





θxe−θ

x!
, x ∈ {0, 1, 2, . . .}

0 , inaqe
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i prost sluqajni uzorak X obima n iz te raspodele. Dokazati da
je Y1 =

∑n
i=1Xi kompletna dovoǉna statistika za parametar θ.

Dovoǉnost statistike sledi na osnovu

n∏

i=1

f(xi; θ) =
n∏

i=1

θxie−θ

xi!
=

= exp

(
ln θ ·

n∑

i=1

xi − nθ

)
· 1∏n

i=1 xi!

i teoreme faktorizacije.
Kompletnost familije {g1(y1; θ) , 0 < θ < ∞} sledi iz qiǌenice

da je familija Puasonovih raspodela kompletna, tj. qiǌenice da
Y1 ima P(nθ) raspodelu (xto je poznato iz Teorije verovatno�e).
Prema tome Y1 ima gustinu

g1(y1; θ) =





(nθ)y1e−nθ

y1!
, y1 ∈ {0, 1, 2, . . .}

0 , inaqe

Uzmimo proizvoǉnu neprekidnu funkciju u za koju je E(u(Y1)) = 0
i dokaжimo da je to mogu�e samo ako je u(y1) = 0 u taqkama y1 =
0, 1, 2, . . ..

Dakle, za svako θ > 0

0 = E(u(Y1)) =
∞∑

y1=0

u(y1)
(nθ)y1e−nθ

y1!
=

= e−nθ

(
u(0) + u(1)

nθ

1!
+ u(2)

(nθ)2

2!
+ · · ·

)
.

Poxto e−nθ nije jednako nuli, bi�e

0 = u(0) + nu(1)θ +

(
n2u(2)

2

)
θ2 + · · · .

Me�utim, ako takav beskonaqni (stepeni) red konvergira ka nuli
za svako θ > 0, tada svaki koeficijenat uz odgovaraju�i stepen
promenǉive mora biti 0. To jest

u(0) = 0 , nu(1) = 0 ,
n2u(2)

2
= 0 , . . .
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i otuda

0 = u(0) = u(1) = u(2) = · · ·
xto je i trebalo dokazati.

Dakle, E(Y1) = nθ, pa je traжena funkcija ϕ koja daje jedinstve-
nu najboǉu ocenu za parametar θ

ϕ(Y1) =
Y1
n

= Xn .△

Navedimo jox jednu, iz operativnih razloga vaжnu, teoremu:

Teorema 11. Neka je (X1, . . . ,Xn) uzorak iz raspodele {f(x; θ), θ ∈ Θ}
gde je Θ interval. Neka je Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) dovoǉna statistika
za θ sa kompletnom familijom gustina raspodele {g1(y1; θ), θ ∈ Θ}.
Neka je Z = u(X1, . . . ,Xn) bilo koja druga statistika (koja nije samo
funkcija od Y1). Ako raspodela za Z ne zavisi od θ, tada je Z neza-
visna sluqajna promenǉiva u odnosu na sluqajnu promenǉivu Y1.

Dokaz. Dokaz �emo izvesti samo u specijalnom sluqaju i to
kada je obeleжje X apsolutno neprekidnog tipa i kada je uslovna
gustina raspodele statistike Z pod uslovom Y1 = y1 neprekidna
funkcija od y1.

Neka su redom:

g2(z) –marginalna gustina za Z,
h(z|Y1 = y1) –uslovna gustina za Z pri uslovu Y1 = y1,
g(y1, z; θ) –zajedniqka gustina za (Y1, Z).

Tada je integral:

∫ +∞

−∞
h(z|y1)g1(y1; θ)dy1 =

∫ +∞

−∞

g(y1, z; θ)

g1(y1; θ)
g1(y1; θ)dy1 = g2(z) .

Odatle sledi da je

∫ +∞

−∞
(g2(z)− h(z|y1))g1(y1; θ)dy1 = 0 .

Kako je Y1 dovoǉna statistika za parametar θ, to h(z|y1) ne zavisi
od θ i, kako je familija kompletna i funkcija g2(z) konstanta po y1
i ne zavisi od θ, to je i razlika g2(z)−h(z|y1) neprekidna funkcija



Oceǌivaǌe parametara 73

od y1 i ne zavisi od θ. Dakle, bi�e g2(z) − h(z|y1) = 0. Sledi
g2(z) = h(z|y1). Odnosno, dobili smo da je:

h(z|y1) =
g(y1, z; θ)

g1(y1; θ)

g(y1, z; θ) = g1(y1; θ)h(z|y1)
g(y1, z; θ) = g1(y1; θ)g2(z) .

Dakle, zajedniqka gustina je proizvod marginalnih gustina, a sa-
mim tim su Y1 i Z nezavisne sluqajne promenǉive. ✷

Primer 35. Sada smo u mogu�nosti da dodokaжemo da su sredi-
na i disperzija prostog sluqajnog uzorka iz normalne raspodele
{N (m,σ2),m ∈ R,σ2 ∈ R+} nezavisne sluqajne promenǉive. U Pri-
meru 36 �emo se uveriti da je sredina uzorka Xn za svako dato
σ2 > 0 kompletna dovoǉna statistika za m gde je −∞ < m < ∞,
a sada �emo samo koristiti tu qiǌenicu. Da bismo dokazali
pomenutu nezavisnost dovoǉno je pokazati (prema Teoremi 11) da

raspodela za S
2
n ne zavisi od m. U tu svrhu koristi�emo funkciju

generatrise momenata (vidi Glavu 6) sluqajne promenǉive S
2
n:

M(t) = E(etS
2

n) =

=

∫ +∞

−∞

. . .

∫ +∞

−∞

exp

(
t

n

n∑

i=1

(xi − xn)
2

)(
1

σ
√
2π

)n

exp

(
−

n∑

i=1

(xi −m)2

2σ2

)
dx1 . . . dxn.

Funkcija M(t) je definisana za t < n
2σ2 .

Napisani integral je komplikovan za izraqunavaǌe i ne�emo
ga izraqunavati, a qiǌenicu da M(t) ne zavisi od m dobi�emo na
slede�i naqin. Uvodimo 1− 1 transformaciju

ω1 = x1 −m , ω2 = x2 −m , . . . , ωn = xn −m.

Oqigledno, ǌen Jakobijan je jednak 1. Koristi�emo ovu transfor-
maciju za uvo�eǌe smene u integral kojim je definisana posma-
trana funkcija generatrisa momenata, pa su sume

n∑

i=1

(xi −m)2 =
n∑

i=1

ω2
i ,

n∑

i=1

(xi − xn)
2 =

n∑

i=1

(ωi − ω)2 , ω =
1

n

n∑

j=1

ωj .

Dakle,

M(t) =

=

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
exp

(
t

n

n∑

i=1

(ωi − ω)2
)(

1√
2πσ2

)n

exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

ω2
i

)
dω1 . . . dωn
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xto, oqigledno, ne zavisi od m. △

U sluqaju regularne eksponencijalne klase, o qemu �e nadaǉe
biti reqi, teorema je tipa ako i samo ako. Teorema vaжi i u
sluqaju vixedimenzionog parametra.

Uopxteǌe je mogu�e vrxiti i u pravcu vixedimenzionog obe-
leжja sa vixedimenzionim parametrom.

3.3.5 Dovoǉna statistika za vixedimenzioni parametar

U mnogim sluqajevima je parametar koji treba oceniti vixe-
dimenzioni. Dakle, u opxtem sluqaju �e biti Θ ⊂ Rr gde je r
neki prirodan broj. Me�utim, vrlo qesto je r = 2. Otuda i po-
jam dovoǉnosti treba proxiriti tako da obuhvati i vixedimen-
zione parametre. Proxiruju se i teoreme o kojima smo govorili
u jednodimenzionom sluqaju.

Definicija 20. Neka je X = (X1,X2, . . . ,Xn) sluqajni uzorak iz
populacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji do-
pustivih raspodela {f(x;θ), θ ∈ Θ}. Neka je Y m–dimenzioni
sluqajni vektor statistika Y = (Y1, Y2, . . . , Ym), gde je Yi = ui(X1,X2,
. . . ,Xn), i = 1, . . . ,m. Neka je fY(y;θ), y ∈ Rm gustina raspodele
vektora Y. Tada je Y dovoǉna statistika za θ ako i samo ako
koliqnik

f(x1, x2, . . . , xn;θ)

fY(y;θ)
= H(x1, x2, . . . , xn) (3.10)

ne zavisi od θ za sve vrednosti xi obeleжja X.♦

U sluqaju obeleжja X apsolutno neprekidnog tipa, koliqnik u
(3.10) je bax uslovna gustina.

Treba uoqiti da je u opxtem sluqaju m 6= r, mada u ve�ini
sluqajeva vaжi jednakost.

Proxireǌe, na primer, teoreme faktorizacije na vixedimen-
zioni parametar, bilo bi:

Vektor statistika Y je dovoǉna statistika za parametar θ ∈ Θ
ako i samo ako se mogu da na�u dve nenegativne funkcije k i K
takve da je

f(x1, x2, . . . , xn;θ) = k(y;θ)K(x1, x2, . . . , xn)
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gde funkcija K ne zavisi od θ.
Koncept kompletnosti na pr., kao i drugi pojmovi vezani za

dovoǉne statistike za jednodimenzioni parametar se tako�e pro-
xiruje na dovoǉne statistike za vixedimenzioni parametar na
odgovaraju�i naqin, ali o tome ovde ne�e biti reqi.

Primer 36. Neka je dat prost uzorak X = (X1, . . . ,Xn) iz popu-
lacije sa normalnom raspodelom obeleжja, tj. sa familijom do-
pustivih raspodela

{N (θ1, θ2) , −∞ < θ1 < +∞ , 0 < θ2 <∞} .

Gustina raspodele obeleжja X je

f(x; θ1, θ2) = exp

(
− 1

2θ2
x2 +

θ1
θ2
x− θ21

2θ2
− ln

√
2πθ2

)
.

Posmatrajmo statistike

Y1 =
n∑

i=1

Xi i Y2 =
n∑

i=1

X2
i .

Lako je dokazati da je (Y1, Y2) dvodimenziona dovoǉna kompletna
statistika za parametar (θ1, θ2). Xtavixe, ako definixemo pres-
likavaǌe 1− 1 na slede�i naqin:

Z1 =
Y1
n

= Xn , Z2 =
Y2 − Y 2

1
n

n− 1
=

∑n
i=1(Xi −Xn)

2

n− 1
,

onda �e (Z1, Z2) biti dvodimenziona kompletna dovoǉna statistika
za (θ1, θ2) i jedina takva da je nepristrasna, tj.

E(Z1) = θ1 , E(Z2) = θ2 .

Detaǉnije �emo se ovde pozabaviti samo dovoǉnox�u statis-
tike (Y1, Y2). Zaista, zajedniqka gustina ovog prostog uzorka je

n∏

i=1

f(xi; θ1, θ2) =
n∏

i=1

1

(2πθ2)
1
2

exp

(
−(xi − θ1)

2

2θ2

)
=

= (2π)−
n
2 θ

−n
2

2 exp

(
− 1

2θ2

(
n∑

i=1

x2i − 2θ1

n∑

i=1

xi + nθ21

))
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gde se moжe uzeti

k(y1, y2; θ1, θ2) = exp

(
− 1

2θ2

(
y2 − 2θ1y1 + nθ21

)
− n

2
ln(2πθ2)

)

i

K = 1

pa prema teoremi faktorizacije sledi tvr�eǌe. △

3.4 Regularna familija gustina raspodele

U daǉem izlagaǌu u vezi sa oceǌivaǌem parametara bi�e od
interesa da zajedniqku gustinu raspodele sluqajnog uzorka pos-
matramo kao funkciju od nepozatog parametra, jednodimenzionog
ili vixedimenzionog, zavisno od definicije problema koji �emo
rexavati.

Definicija 21. Neka je dat uzorak X = (X1, . . . ,Xn) iz populacije
sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopustivih ras-
podela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Funkcija verodostojnosti za parametar θ, u
oznaci L(θ), je zajedniqka gustina raspodele vektora X posmatrana
kao funkcija od θ

L(θ) = L(θ;x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn; θ) , (x1, . . . , xn) ∈ Rn .♦

Uvedimo sada definiciju regularne familije gustina raspode-
le za jednodimenzioni parametar:

Definicija 22. Neka je data funkcija u : Rn −→ R i familija do-
pustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ} za obeleжje X neke populacije
iz koje se uzima uzorak obima n. Kaza�emo da je familija dopus-
tivih raspodela regularna1 ako za funkciju u i familiju dopus-
tivih raspodela vaжe slede�i uslovi regularnosti:

• (R1) Θ je interval (ili ceo skup R)

• (R2) Skup K = {x = (x1, . . . , xn) : L(θ,x) > 0} ⊂ Rn ne zavisi od
θ

1Uslovi regularnosti se mogu i drugaqije iskazati ili postaviti.
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• (R3) Funkcija L(θ) je diferencijabilna po θ i vaжi2

∂

∂θ

∫

Rn
L(θ,x)dx =

∫

Rn

∂L(θ,x)

∂θ
dx

∂

∂θ

∫

Rn
u(x)L(θ,x)dx =

∫

Rn
u(x)

∂L(θ,x)

∂θ
dx

i analogno za diskretan sluqaj

∂

∂θ

∑

x∈K
L(θ,x) =

∑

x∈K

∂L(θ,x)

∂θ

∂

∂θ

∑

x∈K
u(x)L(θ,x) =

∑

x∈K
u(x)

∂L(θ,x)

∂θ
.♦

Teorema 12. (Rao-Kramerova doǌa granica) Neka je dat uzorak
X = (X1, . . . ,Xn) iz populacije sa obeleжjem X qija raspodela pri-
pada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}, Θ ⊂ R, koja
je regularna. Neka je Y statistika posmatranog uzorka sa konaq-
nim drugim momentom i takva da je nepristrasna ocena diferen-
cijabilne funkcije ϕ(θ) parametra θ ∈ Θ, ϕ : Θ −→ R, posmatrane
familije. Tada vaжi

D(Y ) ≥ (ϕ′(θ))2

E
(
∂ lnL(θ)

∂θ

)2

za svako θ ∈ Θ, gde je sa L(θ) oznaqena sluqajna promenǉiva L(θ) =
L(θ,X1, . . . ,Xn).

Dokaz. Dokaz �emo navesti za apsolutno neprekidan sluqaj, a
diskretan sluqaj se razmatra analogno.

Kako je funkcija verodostojnosti funkcija gustine raspodele
vektora X, to je

∫

Rn
L(θ;x)dx = 1 . (3.11)

Neka je
Y = u(X) .

2U daǉem tekstu bi�e korix�eno∫
Rn

f(x)dx =
∫∞

−∞
. . .
∫∞

−∞
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn .
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Tada, zbog apsolutne neprekidnosti i nepristrasnosti statistike
Y imamo

E(Y ) =

∫

Rn
u(x)L(θ;x)dx = ϕ(θ) . (3.12)

Diferenciraǌem po θ jednakosti (3.11) i (3.12) i na osnovu oso-
bine regularnosti, dobijamo:

∫

Rn

∂L(θ;x)

∂θ
dx =

∂

∂θ

∫

Rn
L(θ;x)dx = 0 , (3.13)

kao i
∂

∂θ

∫

Rn
u(x)L(θ,x)dx =

∂ϕ(θ)

∂θ
,

tj.

∫

Rn
u(x)

∂L(θ;x)

∂θ
dx = ϕ′(θ) . (3.14)

Iz (3.13) dobijamo

0 =

∫

Rn

∂L(θ;x)

∂θ
dx =

∫

Rn

(
1

L(θ;x)

∂L(θ;x)

∂θ

)
L(θ;x)dx =

=

∫

Rn

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx = E

(
∂ lnL(θ;X)

∂θ

)
,

odakle

0 = 0 · ϕ(θ) =
∫

Rn
ϕ(θ)

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx . (3.15)

Iz (3.14) dobijamo

ϕ′(θ) =
∫

Rn
u(x)

∂L(θ;x)

∂θ
dx =

∫

Rn
u(x)

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx . (3.16)

Oduzimaǌem (3.15) od (3.16) dobijamo:

ϕ′(θ)− 0 =

∫

Rn
(u(x) − ϕ(θ))

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx ,

tj.

ϕ′(θ) =
∫

Rn
(u(x) − ϕ(θ))

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx .
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Koriste�i nejednakost Koxi–Xvarc–Buǌakovskog dobijamo:

|ϕ′(θ)|2 =

∣∣∣∣
∫

Rn
(u(x) − ϕ(θ))

∂ lnL(θ;x)

∂θ
L(θ;x)dx

∣∣∣∣
2

≤
∫

Rn
(u(x) − ϕ(θ))2L(θ;x)dx

∫

Rn

(
∂ lnL(θ;x)

∂θ

)2

L(θ;x)dx =

= D(Y ) ·D
(
∂ lnL(θ;X)

∂θ

)
= D(Y )E

[(
∂ lnL(θ;X)

∂θ

)2
]
,

odnosno

D(Y ) ≥ |ϕ′(θ)|2

E
(
∂ lnL(θ;X1,...,Xn)

∂θ

)2 ,

xto je i trebalo dokazati. ✷

Primetimo izraz koji igra vaжnu ulogu u definisaǌu Rao–
Kramerove doǌe granice:

I(θ) = E

(
∂ lnL(θ;X1, . . . ,Xn)

∂θ

)2

i koji je u statistiqkoj literaturi poznat pod nazivom Fixerova
koliqina informacija.

Rao–Kramerova nejednakost nam omogu�ava da kod regularnih
familija dopustivih raspodela odredimo doǌu granicu disper-
zija svih nepristrasnih statistika za ocenu nepoznatog parame-
tra raspodele. Detaǉnije �emo se baviti samo jednodimenzionim
sluqajem.

Imaju�i u vidu definiciju najboǉe statistike za parametar,
zakǉuqujemo da je u regularnom sluqaju to ona statistika qija
disperzija dostiжe Rao-Kramerovu doǌu granicu. U tom sluqaju
definixemo najefikasniju statistiku za parametar.

Definicija 23. Efikasnost nepristrasne statistike u regular-
nom sluqaju taqkastog oceǌivaǌa parametra raspodele je koliq-
nik Rao–Kramerove doǌe granice i disperzije statistike koja se
koristi kao ocena za posmatrani parametar.♦

Definicija 24. Najefikasnija statistika za parametar regular-
ne familije je nepristrasna statistika qija je efikasnost jednaka
jedinici.♦
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Primer 37. Statistika Xn je najefikasnija statistika za param-
etar θ Puasonove raspodele P(θ) na osnovu prostog sluqajnog uzo-
rka. Dokazati! △

Primer 38. Neka je dat prost sluqajni uzorak obima n, n > 1,
iz populacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji
normalnih raspodela {N (m, θ); θ > 0}. Ranije smo dokazali da
je statistika S̃2

n nepristrasna ocena parametra θ. Lako se moжe
proveriti da je Rao–Kramerova doǌa granica za parametar θ nor-
malne raspodele (m je poznati parametar) jednaka 2θ2

n , a ǌena dis-

perzija 2θ2

n−1 , jer je

E(X −m)4 = 3θ2 ,

pa je ǌena efikasnost n−1
n . Zakǉuqujemo da je ispitivana statis-

tika samo asimptotski najefikasnija. △

Navex�emo bez dokaza jox neke qiǌenice u vezi sa Rao–Krame-
rovom doǌom granicom.

Ako za neku nepristrasnu ocenu utvrdimo da joj disperzija dos-
tiжe Rao–Kramerovu doǌu granicu, tada je mogu�e dokazati da je
ta statistika tako�e i dovoǉna statistika za posmatrani parame-
tar. Drugim reqima, klasa najefikasnijih statistika je potklasa
klase dovoǉnih statistika.

Najzad, konstatujmo da postoji odgovaraju�a nejednakost i za
neregularne gustine raspodela, ali se time ovde ne�emo baviti.

3.4.1 Eksponencijalna klasa funkcija gustina
raspodele

Definicija 25. Neka je {f(x; θ), θ ∈ Θ} familija dopustivih gus-
tina raspodele obeleжja X. Neka je A nosaq za X i Θ = {θ|γ <
θ < δ}, γ, δ ∈ R

⋃{−∞,+∞}, γ < δ tj., interval. Kada je X ap-
solutno neprekidnog tipa neka je A = (a, b) gde su a i b tako�e
iz R

⋃{−∞,+∞}. Ukoliko je X diskretnog tipa, neka je A =
{a1, a2, . . .}. Ako je tada

f(x; θ) = (3.17)

=

{
exp (p(θ)K(x) + S(x) + q(θ)) , x ∈ A

0, inaqe ,
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pri qemu je p(θ) netrivijalna neprekidna funkcija parametra θ, a
funkcije S(x) i K ′(x) su neprekidne po x, a K ′(x) nije identiqki
jednaka 0. Tada se familija raspodela definisana gustinom (3.17)
zove eksponencijalna klasa gustina raspodele.♦

Kada A = (a, b), u apsolutno neprekidnom sluqaju, odnosno ǌe-
gove granice, i skup A = {a1, a2, . . .} u diskretnom sluqaju, ne zavise
od θ, moжe se dokazati da je eksponencijalna klasa regularna, tj.
da imamo regularni sluqaj eksponencijalne klase.

Primer 39. Neka je data familija {N (0, θ), θ > 0}. Dakle,

f(x; θ) =
1√
2πθ

e−
x2

2θ ,

odnosno,

f(x; θ) = e− ln
√
2πθe−

x2

2θ = exp

(
− 1

2θ
x2 − ln

√
2πθ

)

je gustina raspodele obeleжja X sa normalnom raspodelom. Ovde
su oqigledno funkcije:

p(θ) = − 1

2θ
, K(x) = x2 , S(x) = 0 , q(θ) = − ln

√
2πθ , x ∈ R .

Vidimo da je p netrivijalna, S i K ′ su neprekidne, pa su uslovi
eksponencijalnosti zadovoǉeni. △

Primer 40. Neka je data raspodela diskretnog tipa {P(θ), 0 < θ <
∞} gde je

f(x; θ) =

{
θxe−θ

x! , x = 0, 1, 2, . . .
0, inaqe .

Odavde se dobija

θxe−θ

x!
= exp(x ln θ − ln(x!)− θ)

pri qemu je:

q(θ) = −θ, p(θ) = ln θ, K(x) = x, S(x) = − ln(x!) ,

pa bi Puasonova raspodela bila primer eksponencijalne klase u
diskretnom sluqaju. △
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Ako uzmemo prost sluqajni uzorak X = (X1, . . . ,Xn) iz popu-
lacije qija raspodela pripada klasi eksponencijalnih funkcija
gustina raspodele, onda bi ovaj vektor imao gustinu raspodele
datu sa

f(x1; θ) · · · f(xn; θ) =

=

{
exp(p(θ)

∑n
i=1K(xi) + nq(θ)) exp(

∑n
i=1 S(xi)), xi ∈ A, i = 1, . . . , n

0, inaqe .

U vezi sa prostim sluqajnim uzorkom navodimo bez dokaza sle-
de�u teoremu.

Teorema 13. Neka je za obeleжje X {f(x; θ), γ < θ < δ}, γ, δ ∈ R,
familija dopustivih gustina raspodele iz eksponencijalne klase i
neka imamo prost sluqajni uzorak X = (X1, . . . ,Xn) konstantnog
obima n iz populacije sa obeleжjem X. Statistika

Y1 =
n∑

i=1

K(Xi)

je dovoǉna statistika za θ, a familija {g1(y1; θ), γ < θ < δ} gustina
raspodele za Y1 je kompletna, tj. Y1 je kompletna dovoǉna statis-
tika za θ.

Jox jedno vaжno svojstvo regularnog sluqaja eksponencijalne
klase je da Teorema 11 daje potrebne i dovoǉne uslove ukoliko
familija dopustivih raspodela pripada ovoj klasi.

Eksponencijalna klasa gustina raspodele se definixe i u slu-
qaju vixedimenzionog parametra.

Definicija 26. Neka je Θ = {θ|θ = (θ1, θ2, . . . , θk)
′} parametarski

prostor. Familija dopustivih raspodela {f(x;θ);θ ∈ Θ} obeleжja
X posmatranog na populaciji je eksponencijalna, ako ima gustinu

f(x;θ) = C(θ) exp




k∑

j=1

Qj(θ)Tj(x)


U(x) ,

gde su C i Qj merǉive funkcije na parametarskom prostoru Θ, a Tj
i U su merǉive funkcije po x i jox vaжi da je C(θ) > 0 i U(x) ≥ 0
i to za svako θ ∈ Θ i svako x iz skupa vrednosti za obeleжje X.♦
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3.5 Metodi taqkastog oceǌivaǌa parametara

3.5.1 Metod maksimalne verodostojnosti

Metod maksimalne verodostojnosti je opxti metod za oceǌivaǌe
nepoznatih parametara raspodele i moжe se primeǌivati (sa vixe
ili maǌe uspeha) kod regularnih i neregularnih familija, zatim
kod proizvoǉnih uzoraka, prostih ili ne itd.

Metod maksimalne verodostojnosti se primeǌuje, kako za jedno-
dimenzioni, tako i za vixedimenzioni parametar.

Neka je data familija dopustivih gustina raspodele {f(x;θ), θ ∈
Θ} obeleжja X i uzorak (X1, . . . ,Xn) sa zajedniqkom gustinom ras-
podele f(x1, . . . , xn;θ) iz populacije sa obeleжjem X. Kako smo ve�
istakli, zajedniqku gustinu moжemo da posmatramo kao funkciju
parametra θ i u tom sluqaju se ova funkcija zove funkcija vero-
dostojnosti i najqex�e se oznaqava sa

L(θ) = L(θ;x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn;θ).

Definicija 27. Ocenom maksimalne verodostojnosti parametra
θ ∈ Θ ⊂ R zva�emo onu statistiku Y = u(X1, . . . ,Xn) koja daje mak-
simum funkcuje L po θ ∈ Θ za svako x = (x1, . . . , xn) iz uzoraqkog
prostora X ⊂ Rn realizovanih uzoraka fiksnog obima n. Oznaka
za ocenu maksimalne verodostojnosti bi�e θ̂ = u(X1, . . . ,Xn), tj. za
proizvoǉni x ∈ X , θ̂ = u(x1, . . . , xn) je ona funkcija za koju je

L(θ̂;x1, . . . , xn) = max
θ∈Θ

L(θ;x1, . . . , xn) .♦

Ako je θ = (θ1, . . . , θr) vixedimenzioni parametar, ocena mak-
simalne verodostojnosti �e, jasno, biti r–dimenziona statistika
θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂r) koja maksimalizuje funkciju verodostojnosti L(θ).

U sluqaju da je uzorak prost, zajedniqka gustina je jednaka
proizvodu marginalnih gustina, pa je:

L(θ;x1, . . . , xn) = f(x1;θ)f(x2;θ) . . . f(xn;θ) .

Primer 41. Neka je dat prost sluqajni uzorak (X1, . . . ,Xn) iz po-
pulacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopus-
tivih raspodela

{N (θ, 1), θ ∈ R}.
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Ocena maksimalne verodostojnosti �e se dobiti na slede�i naqin:

L(θ;x1, . . . , xn) = f(x1; θ)f(x2; θ) . . . f(xn; θ) =

=
1√
2π
e−

(x1−θ)2

2
1√
2π
e−

(x2−θ)2

2 · · · 1√
2π
e−

(xn−θ)2

2 =

= (2π)−
n
2 e−

1
2

∑n

i=1
(xi−θ)2 .

Logaritmovaǌem leve i desne strane, dobi�emo:

lnL(θ) = −n
2
ln(2π) − 1

2

n∑

i=1

(xi − θ)2.

Da bismo naxli ocenu maksimalne verodostojnosti parametra θ
treba na�i maksimum funkcije L, i to �emo uqiniti posredno
odre�uju�i maksimum funkcije lnL. Dakle, iz

∂ lnL(θ)

∂θ
= −1

2

n∑

i=1

2(xi − θ)(−1) = 0

sledi
n∑

i=1

xi − nθ = 0 ,

odnosno,

θ =
1

n

n∑

i=1

xi ,

pa je traжena statistika

θ̂ =
1

n

n∑

i=1

Xi ,

tj.
θ̂ = Xn .

Uoqimo da je ova ocena nepristrasna. △

Primer 42. Neka je dat prost sluqajni uzorak (X1, . . . ,Xn) iz po-
pulacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopus-
tivih raspodela

{U(0, θ]; 0 < θ < 1}.
Gustina je

f(x; θ) =





1

θ
, 0 < x ≤ θ

0, inaqe .
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Funkcija verodostojnosti je

L(θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ) =
1

θn
, 0 < xi ≤ θ, i = 1, . . . , n.

Ova funkcija �e imati maksimum kada je θ najmaǌe mogu�e, pa
�emo za ocenu maksimalne verodostojnosti uzeti statistiku

θ̂ = max
i∈{1,...,n}

Xi = X(n) .

Dakle, ocena maksimalne verodostojnosti je statistika poretka
reda n. Ova ocena nije nepristrasna, ali jeste asimptotski nepris-
trasna. △

Teorema 14. Ako postoji dovoǉna statistika Y = u(X1, . . . ,Xn)
za parametar θ na osnovu uzorka X = (X1, . . . ,Xn) iz populacije sa
obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopustivih raspodela
koja zavisi od θ i ako, tako�e, postoji ocena maksimalne verodos-
tojnosti θ̂ za parametar θ i jedinstvena je, tada je θ̂ funkcija od
dovoǉne statistike Y , tj. θ̂ = υ(Y ).

Dokaz. Neka je g(y; θ) gustina raspodele statistike Y . Tada
je funkcija verodostojnosti (prema Fixer–Nejmanovom kriteri-
jumu):

L(θ;x1, . . . , xn) = g(u(x1, . . . , xn); θ)H(x1, . . . , xn),

pa �e maksimum funkcije verodostojnosti biti funkcija od uzorka
samo preko funkcije u, xto znaqi da je θ̂ funkcija od dovoǉne
statistike. ✷

Pod odre�enim uslovima ocena maksimalne verodostojnosti je
strogo postojana ocena za parametar θ, a u regularnom sluqaju je
asimptotski normalna i asimptotski najefikasnija.

3.5.2 Metod momenata

Jox jedan metod taqkastog oceǌivaǌa parametara uveo je Pir-
son. To je tzv. metod momenata. Da bismo izloжili ovaj metod
uvex�emo jox neke definicije teorije uzoraka, kao i pretpostavku
da posmatrano obeleжje X ima momente do nekog reda r.
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Definicija 28. Za uzorak (X1, . . . ,Xn) obima n iz populacije sa
obeleжjem X, uzoraqki moment reda k je statistika

Ak =
1

n

n∑

i=1

Xk
i , k = 1, 2, . . . , r ,

a uzoraqki centralni moment reda k je statistika

Mk =
1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
k , k = 1, 2, . . . , r .♦

Specijalni sluqajevi ovako definisanih momenata su sredina
i disperzija uzorka, pomiǌani ve� ranije.

Da bi se istakla zavisnost uzoraqkih momenata od obima uzorka
n, koriste se i oznake Ank i Mnk za obiqan i centralni uzoraqki
moment reda k.

Teorema 15. Uzoraqki moment reda k prostog sluqajnog uzorka je
nepristrasna i postojana ocena teorijskog momenta reda k datog
obeleжja.

Dokaz. Oznaqimo sa αk = EXk (k ≤ r) teorijski moment reda k
obeleжja X populacije iz koje je uzet uzorak (X1, . . . ,Xn). Tada je:

E(Ank) = E

(
1

n

n∑

i=1

Xk
i

)
=

1

n

n∑

i=1

E(Xk
i ) =

1

n
nαk = αk,

xto dokazuje da je uzoraqki moment nepristrasna ocena. Dokaжimo
postojanost ove ocene koriste�i nejednakost Qebixeva:

P{|Ank − αk| ≥ ε} ≤ E(Ank − αk)
2

ε2
=
D(Ank)

ε2
,

gde je

D(Ank) = E(A2
nk)− (EAnk)

2 = E

(
1

n

n∑

i=1

Xk
i

)2

− α2
k .

Kako je

E

(
1

n

n∑

i=1

Xk
i

)2

= E


 1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

Xk
i X

k
j


 =
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=
1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

E(Xk
i X

k
j ) =

=
1

n2
nE

(
X2k

)
+

1

n2
(n2 − n)E

(
Xk
)
E
(
Xk
)
=

=
1

n
α2k +

n− 1

n
α2
k ,

to je

D(Ank) =
1

n
α2k +

n− 1

n
α2
k − α2

k =
α2k − α2

k

n
,

odnosno,

P{|Ank − αk| ≥ ε} ≤ α2k − α2
k

nε2
−→0 , n→ ∞ .✷

Analogno tvr�eǌe ovome vaжi i za centralne momente Mnk, kao
i za bilo koje druge uzoraqke karakteristike koje su definisane
kao neprekidne funkcije od konaqnog broja statistika Ank. Ovo
je taqno kao posledica slede�e teoreme teorije verovatno�e koju
navodimo bez dokaza:

Teorema 16. Neka niz r–dimenzionih sluqajnih promenǉivih qiji je
opxti qlan (ξ1(n), . . . , ξr(n)), konvergira u verovatno�i ka konstanti
(c1, . . . , cr). Tada za neprekidnu funkciju ϕ : Rr −→ R, vaжi

ζ(n) = ϕ(ξ1(n), . . . , ξr(n))
P−→ ϕ(c1, . . . , cr) , n −→ ∞ .

Teorema 17. Uzoraqki moment Ank prostog sluqajnog uzorka je asimp-

totski normalan, tj. ima pribliжno N (αk,
α2k−α2

k

n ) raspodelu kada
obim uzorka neograniqeno raste.

Dokaz. Polazimo od prostog sluqajnog uzorka (X1, . . . ,Xn) iz
populacije sa obeleжjem X proizvoǉne raspodele koja ima momente
E(Xk) = αk i D(Xk) = α2k − α2

k, k ≤ r. Tada je, kao u Teoremi 15,

Ank =
1

n

n∑

i=1

Xk
i , E(Ank) = αk , D(Ank) =

α2k − α2
k

n
.

Koriste�i centralnu graniqnu teoremu zakǉuqujemo da niz slu-
qajnih promenǉivih definisanih opxtim qlanom

η(n) =
1
n

∑n
i=1X

k
i − αk√

α2k−α2
k

n

=
Ank − αk√
α2k − α2

k

√
n



88 Glava 3

konvergira u raspodeli ka sluqajnoj promenǉivoj sa N (0, 1) ras-
podelom. Izraжavaju�i Ank kao funkciju od η(n), dobijamo

Ank = η(n)

√
α2k − α2

k

n
+ αk .

Kako je Ank linearna funkcija od η(n) i η(n) ima, kao graniqnu,
kada n→ ∞, normalnu raspodelu, to i Ank ima, za dovoǉno veliki

obim uzorka, pribliжno normalnu raspodelu N (αk,
α2k−α2

k

n ). ✷

Ova teorema omogu�ava da se za veliki obim uzorka oceni gre-
xka oceǌivaǌa pri oceni teorijskog momenta odgovaraju�im uzo-
raqkim momentom:

P{|Ank − αk| < t} = 2Φ

(
t

√
n

α2k − α2
k

)
.

Postupak metoda momenata

Neka je data familija dopustivih raspodela {f(x;θ),θ = (θ1, . . . ,
θr) ∈ Θ} obeleжja X i uzorak (X1, . . . ,Xn) iz populacije sa ovim
obeleжjem. Treba oceniti θi, i = 1, . . . , r.

Postojaǌe momenata αk, k = 1, . . . , r, gde je αk = αk(θ), je samo
potreban uslov za primenu metoda momenata. Sam postupak se sas-
toji u slede�em.

Neka su ank realizovane vrednosti uzoraqkih momenata Ank.
Izjednaqava�emo teorijske momente sa realizovanim vrednostima
uzoraqkih momenata, tj.

αk(θ1, . . . , θr) ≡ αk(θ) = ank , k = 1, . . . , r .

Na taj naqin se dobija sistem od r jednaqina po nepoznatim pa-
rametrima θ1, . . . , θr. Ako je ovaj sistem rexiv, dobi�emo taqkaste
ocene parametara. Dovoǉno je da korespondencija bude obostrano
jednoznaqna izme�u parametarskih promenǉivih θ1, . . . , θr i rea-
lizovanih vrednosti statistika, an1, . . . , anr, tj. da postoje takve
funkcije ϕi pomo�u kojih moжemo da na�emo jedinstveno rexeǌe
sistema u obliku:

θi = ϕi(an1, . . . , anr) , i = 1, . . . , r .
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Zamenom realizovanih vrednosti statistika na mestu argumenata
funkcija ϕi samim statistikama, dobi�emo statistike, koje �emo
zvati statistikama (ocenama) metoda momenata:

θ̃i = ϕi(An1, . . . , Anr) , i = 1, . . . , r .

Ako su ϕi neprekidne funkcije tada �e ocene parametara θi do-
bijene metodom momenata biti postojane.

Primer 43. (Gama raspodela) Neka obeleжje X ima gustinu ras-
podele

{f(x;θ),θ = (θ1, θ2) ∈ Θ = (0,+∞) × (0,+∞)} ,

gde je

f(x;θ) =





xθ2−1e
− x

θ1

θθ21 Γ(θ2)
, x > 0

0, x ≤ 0

.

Momenti gama raspodele su

αk =

∫ +∞

0

xθ2+k−1e
− x

θ1

θθ21 Γ(θ2)
dx = θk1θ2(θ2 + 1) · · · (θ2 + k − 1) , k = 1, 2, . . . .

Za k = 1, 2 dobija se sistem koji treba rexiti po θ1 i θ2:

α1 = θ1θ2 , α2 = θ21θ2(θ2 + 1).

Rexeǌe sistema je:

θ1 =
α2 − α2

1

α1
, θ2 =

α2
1

α2 − α2
1

,

odakle slede ocene metodom momenata

θ̃1(X) =
An2 −A2

n1

An1
, tj. θ̃1(X) =

S
2
n

Xn

i

θ̃2(X) =
A2

n1

An2 −A2
n1

, odnodsno , θ̃2(X) =
X

2
n

S
2
n

.△
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3.6 Statistike poretka

S obzirom na to da su statistike poretka osnov za dobijaǌe
ocena izvesnog broja parametara raspodele obeleжja, zadrжa�emo
se malo detaǉnije na problemu odre�ivaǌa raspodela statistika
poretka, kao i na nekim konkretnim primenama.

Neka je X = (X1,X2, . . . ,Xn) prost sluqajni uzorak iz populacije
sa obeleжjem X qija je funkcija raspodele F . Kao xto smo rekli,
niz X(1),X(2), . . . ,X(n), gde je X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n) je niz statis-
tika poretka datog uzorka.

Oznaqimo sa Fk funkciju raspodele statistike poretka reda k,
k = 1, 2, . . . , n. Tada je za svako x ∈ R

Fn(x) = P
{
X(n) ≤ x

}
= P

(
∩n
i=1{X(i) ≤ x}

)
= P (∩n

i=1{Xi ≤ x}) =

=
n∏

i=1

P{Xi ≤ x} =
n∏

i=1

F (x) = (F (x))n .

Tako�e,

F1(x) = P{X(1) ≤ x} = 1−P{X(1) > x} = 1−
n∏

i=1

(1−F (x)) = 1−(1−F (x))n

ili uopxte:

Fk(x) = P{X(k) ≤ x} = P{bar k elemenata u uzorku je maǌe ili

jednako x} =
n∑

i=k

(
n

i

)
(F (x))i(1− F (x))n−i.

Na osnovu ovako dobijenih funkcija raspodele relativno je jed-
nostavno odrediti gustine raspodela. Mi �emo se zadrжati samo
na gustinama za obeleжje apsolutno neprekidnog tipa.

Zbog jednostavnosti, pre�i �emo na oznake Yk ≡ X(k).

Teorema 18. Neka je Y1 ≤ Y2 ≤ . . . ≤ Yn varijacioni niz prostog
uzorka (X1, . . . ,Xn) obeleжja X qija je gustina raspodele f(x), nepre-
kidna i strogo pozitivna za x ∈ (a, b) ⊂ R. Tada je zajedniqka gustina
raspodele vektora Y = (Y1, Y2, . . . , Yn):

g(y1, . . . , yn) =

{
n!f(y1)f(y2) . . . f(yn), a < y1 < y2 < . . . < yn < b

0, inaqe
.
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Dokaz ne�emo izvoditi u opxtem sluqaju, ve� samo ilustraciju
dokaza na primeru obima uzorka n = 3.

Dakle, neka je dat prost sluqajni uzorak (X1,X2,X3). Uredivxi

ga dobijamo
(
X(1),X(2),X(3)

)
, odnosno statistike Y1 ≤ Y2 ≤ Y3 gde

je:
Y1 = X(1) , Y2 = X(2) , Y3 = X(3) .

Kako je

P{a < X1 = X2 < b, a < X3 < b} =

∫ b

a

∫ b

a

∫ x2

x2

f(x1)f(x2)f(x3)dx1dx2dx3 =

= 0 ,

posmatra�emo samo sluqaj stroge nejednakosti.
Zajedniqka gustina raspodele za vektor (X1,X2,X3) je:

f(x1, x2, x3) =

{
f(x1)f(x2)f(x3) , a < xi < b , i = 1, 2, 3

0 , inaqe .

Posmatrajmo slede�e skupove:

A1 = {(x1, x2, x3) : a < x1 < x2 < x3 < b}

A2 = {(x1, x2, x3) : a < x1 < x3 < x2 < b}
A3 = {(x1, x2, x3) : a < x3 < x1 < x2 < b}
A4 = {(x1, x2, x3) : a < x3 < x2 < x1 < b}
A5 = {(x1, x2, x3) : a < x2 < x1 < x3 < b}
A6 = {(x1, x2, x3) : a < x2 < x3 < x1 < b}.

Neka je y1 = min{x1, x2, x3}, y3 = max{x1, x2, x3}. Svaka od oblasti
Ai, i = 1, . . . , 6 se moжe obostrano jednoznaqno da preslika u oblast
B = {(y1, y2, y3) : a < y1 < y2 < y3 < b} i za svako takvo preslikavaǌe
odredimo Jakobijan:

Jk =

∣∣∣∣∣
∂xi
∂yj

∣∣∣∣∣
i,j=1,2,3

, k = 1, 2, . . . , 6 .

Apsolutna vrednost svakog od ovih Jakobijana iznosi 1 tj.

J1 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 1, . . . , J5 =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0
1 0 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= −1, . . . .
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Tako je zajedniqka gustina raspodele statistika Y1, Y2, Y3 :

g(y1, y2, y3) =





|J1|f(y1)f(y2)f(y3) + · · ·+ |J6|f(y1)f(y2)f(y3) ,
a < y1 < y2 < y3 < b

0 ,
u ostalim sluqajevima ,

=

{
(3!)f(y1)f(y2)f(y3), a < y1 < y2 < y3 < b

0, u ostalim sluqajevima

xto je i trebalo dokazati.
Primetimo da su statistike poretka, za razliku od sluqajnih

promenǉivih iz prostog sluqajnog uzorka iz koga su nastale, sto-
hastiqki zavisne.

Statistike poretka su osnov za oceǌivaǌe nekih vaжnih para-
metara obeleжja, kao xto je, recimo, medijana ili, uopxte, kvan-
til reda p.

3.6.1 Primena statistika poretka u odre�ivaǌu
taqkastih ocena za kvantile

Navedimo, najpre, definiciju kvantila. U literaturi se, uglav-
nom, mogu na�i slede�e definicije ovog pojma:

Definicija 29. Kvantil reda p, u oznaci Mp, 0 < p < 1, sluqaj-
ne promenǉive X sa funkcijom raspodele F , je bilo koje rexeǌe
jednaqine F (x) = p, 0 < p < 1, po x ∈ R, odnosno, rexeǌe sistema
nejednaqina

P{X < x} ≤ p ≤ P{X ≤ x} , 0 < p < 1 ,

po x ∈ R. ♦

Definicija 30. Kvantil reda p, u oznaci Mp, 0 < p < 1, sluqajne
promenǉive X sa funkcijom raspodele F , je

Mp = inf
x∈R

{F (x) ≥ p } .♦

Ovako definisana funkcija od p nosi naziv kvantilna funkcija.
Sistem nejednaqina se koristi pogotovu ukoliko rexeǌe pomenute

jednaqine nije jedinstveno.
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Ako je obeleжje X apsolutno neprekidnog tipa, sa strogo ras-
tu�om funkcijom raspodele F za svako x ∈ R za koje je 0 < F (x) < 1,
obe definicije kvantila reda p daju jedinstvenu vrednost koja se,
praktiqno, dobija rexavaǌem jednaqine:

F (x) = p , 0 < p < 1 ,

po x ∈ R.

Kod obeleжja diskretnog tipa situacija je sloжenija utoliko
xto se drugom od navedenih definicija dolazi do jedinstvene broj-
ne vrednosti koja se naziva kvantilom, dok se prvom definicijom
u nekim sluqajevima dobija jedinstvena vrednost kao kvantil, a u
nekim se dolazi do poluotvorenog intervala qije sve taqke zado-
voǉavaju definiciju. Dakle, u tom sluqaju, kvantil nije jedin-
stvena brojqana vrednost, nego ceo interval. U praktiqnim prime-
nama se, u takvim sluqajevima, moжe koristiti proizvoǉna taqka
pomenutog intervala. Najqex�e se koristi sredina intervala ili
doǌa granica.

Posebno qesto korix�eni kvantil je kvantil reda p = 0, 5 , koji
se zbog svoje vaжnosti i posebno imenuje. ǋegovo ime je medijana.

Primer 44. Neka je data sluqajna promenǉiva X sa raspodelom

X :

(
1 2 3

1/4 1/4 1/2

)
.

Kvantil reda 1/3 je M1/3 = 2, jer je P{X < 2} = 1/4 < 1/3, a
P{X ≤ 2} = 1/2 > 1/3. Medijana je, me�utim po prvoj definiciji,
ceo interval [2, 3). △

Kada se red kvantila izraжava u procentima, 100p%, umesto
termina kvantil koristi se termin percentil. Za neke kvantile
se koriste posebni nazivi vezano za red kvantila. Tako, za p ∈
{0, 25; 0, 50; 0, 75} koristi se naziv kvartil, za p ∈ {0, 1; 0, 2; 0, 3; 0, 4;
0, 5; 0, 6; 0, 7; 0, 8; 0, 9} se koristi naziv decil i sliqno.

Pristupimo sada oceǌivaǌu kvantila na osnovu uzorka. Sta-
tistike koje se koriste kao ocene kvantila jednim imenom se zovu
uzoraqki kvantili.

U sluqaju diskretnog obeleжja ili uzorka malog obima n, kvan-
til reda p se oceǌuje odgovaraju�im linearnim kombinacijama
statistika poretka i to, ako je
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• (n− 1)p prirodan broj, kvantil Mp se oceǌuje statistikom

M̂p = X(1+(n−1)p) ,

• (n−1)p nije prirodan broj, kvantilMp se oceǌuje statistikom

M̂p = (k − (n− 1)p)X(k) + (1 + (n− 1)p − k)X(k+1) =

= X(k) + (1 + (n− 1)p − k)(X(k+1) −X(k)) ,

gde je k prirodan broj takav da je k < 1 + (n− 1)p < k + 1.

Izloжeni postupak, zapravo, identifikuje qlan varijacionog
niza (ako takav postoji) koji deli varijacioni niz u odnosu 100p%
prema 100(1 − p)% po analogiji sa teorijskim znaqeǌem kvantila
sluqajne promenǉive.

O oceni kvantila obeleжja apsolutno neprekidnog tipa bi�e
reqi u okviru narednog potpoglavǉa.

3.7 O jox nekim primerima taqkastih ocena

Ne ulaze�i u to kojim metodom su ocene dobijene, navex�emo
neke konkretne primere taqkastih ocena parametara obeleжja o
kojima do sada nije bilo reqi.

Realizovani uzorci iz populacije sa obeleжjem apsolutno ne-
prekidnog tipa se, po pravilu, sre�uju intervalno. Ve� je reqeno
da se kod intervalnog sre�ivaǌa uzorka gubi izvesna koliqina
informacija koju uzorak u sebi nosi. U ocenama koje treba de-
finisati za intervalno sre�en uzorak se ne koriste sami ele-
menti uzorka, ve� reprezentanti intervala, najqex�e sredine in-
tervala, kao objekti nad kojima se definixu statistike (dok je
uzorak sluqajan i intervali su sluqajni, pa i ǌihovi reprezen-
tanti). Tako, na primer, sredina uzorka se odre�uje kao arit-
metiqka sredina sredina intervala po kojima se uzorak sre�uje.
No, nije uvek opravdano koristiti sredine intervala, kao xto �e
se videti iz nekih niжe navedenih primera.

Ocena kvantila obeleжja apsolutno neprekidnog tipa

Uzoraqki kvantil uzorka obima n za obeleжje apsolutno nepre-
kidnog tipa je statistika koja se bazira na granicama intrvala
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i apsolutnim uqestanostima elemenata uzorka u intervalima po
kojima se realizovani uzorak sre�uje.

Uzoraqki kvantil reda p je statistika

Mp = ap + hp
np− Σp

Np
,

gde je ap – doǌa granica kvantilnog intervala, hp – duжina kvan-
tilnog intervala, Np – apsolutna uqestanost u kvantilnom inter-
valu, a Σp – zbirna apsolutna uqestanost do granice ap, tj. do
kvantilnog intervala.

Kvantilni interval je interval u kome je zbirna apsolutna
uqestanost prvi put ve�a ili jednaka np.

Ocene moda

Jox jedan od centara grupisaǌa vrednosti sluqajne promenǉi-
ve je mod sluqajne promenǉive. Iz praktiqnih razloga navodimo
ovde, ne samo ǌegovu ocenu, odnosno statistiku kojom se oceǌuje,
ve� i samu definiciju.

Definicija 31. Mod sluqajne promenǉive je ona vrednost sluqaj-
ne promenǉive za koju gustina raspodele dostiжe lokalni maksi-
mum. ♦

Iz definicije sledi da sluqajna promenǉiva moжe da ima vixe
modova, pa se prema broju modova koriste nazivi: unimodalna, bi-
modalna, trimodalna i multimodalna sluqajna promenǉiva.

Za mod sluqajne promenǉive X se najqex�e koristi oznakaMo(X).
Xto se tiqe ocena moda, razlikuju se postupci oceǌivaǌa za

diskretna i obeleжja apsolutno neprekidnog tipa.
Kod diskretnog obeleжja, ocena moda (modova) je element va-

rijacionog niza koji ima najve�u apsolutnu uqestanost u svojoj
okolini.

Kod obeleжja apsolutno neprekidnog tipa, tj. kod uzorka koji
se sre�uje intervalno, najqex�e su u upotrebi slede�e statistike:

• Mo = aµ + hµ
N0 −N1

(N0 −N1) + (N0 −N2)

• Mo = aµ + hµ
N2

N1 +N2
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gde je aµ – leva granica modalnog intervala, hµ – duжina modalnog
intervala, N0 – apsolutna uqestanost u modalnom intervalu, N1

– apsolutna uqestanost u intervalu ispred modalnog i N2 – apso-
lutna uqestanost u intervalu iza modalnog. Modalni interval je
interval u kome je apsolutna uqestanost elemenata realizovanog
uzorka ve�a u odnosu na susedne intervale – prethodni i naredni.
Ukoliko je prvi interval modalni, onda je N1 = 0, a ukoliko je
posledǌi interval modalni, tada je N2 = 0.

∗ ∗ ∗

Primetimo da je u prethodna dva sluqaja parametara obeleжja
korix�ena ista oznaka za parametar raspodele i ǌegovu ocenu. To
u statistiqkim razmatraǌima nije izuzetak i moжe se tolerisati
kadgod nema opasnosti od zabune.

Ocene koeficijenta asimetrije

Jedan od vaжnijih pokazateǉa oblika raspodele obeleжja je ko-
eficijent asimetrije.

Ukoliko je raspodela sluqajne promenǉive X simetriqna u od-
nosu na pravu x = E(X), svi centralni momenti neparnog reda
sluqajne promenǉive X, ukoliko postoje, jednaki su 0 (obrnuto ne
mora da vaжi). Zbog toga je pogodno grubo proceǌivaǌe oblika
raspodele neke sluqajne promenǉive X u pogledu simetriqnosti u
odnosu na pravu x = E(X) korix�eǌem tre�eg centralnog momenta.
U tu svrhu uvodi se tzv. koeficijent asimetrije.

Definicija 32. Koeficijent asimetrije je

Cs =
µ3

µ
3/2
2

=
µ3
σ3
,

gde je µ3 = E(X − E(X))3, a µ2 = D(X).♦

Oqigledno je da je i ova numeriqka karakteristika neimenovan
broj.

Za simetriqnu raspodelu je Cs = 0, dok se za raspodelu asimet-
riqnu na desno dobija pozitivna vrednost koeficijenta asimetrije,
a za raspodelu asimetriqnu na levo dobija se negativna vrednost
(slika 3.1).



Oceǌivaǌe parametara 97

Slika 3.1: Zavisnost oblika funkcije gustine raspodele i znaka
koeficijenta asimetrije.

Primer 45. Dobro poznata sluqajna promenǉiva X : N (m,σ2) ima
funkciju gustine raspodele simetriqnu u odnosu na pravu x = m.
Raqunaǌem je jednostavno proveriti da je kod ove raspodele µ3 = 0,
tj. Cs = 0. △

Ne sme se, me�utim, izgubiti iz vida da ima raspodela qiji je
neparni centralni moment jednak 0, a da pri tome same raspodele
nisu simetriqne.

Primer 46. Sluqajna promenǉiva

X :

(
−4 1 5
1/3 1/2 1/6

)

nema simetriqnu raspodelu, a E(X) = 0, D(X) = 10 i E(X−E(X))3 =
0, te je CS = 0. △

Kao taqkaste ocene ovog parametra se koristi vixe statistika.
Neke od ǌih su

• Pirsonov koeficijent asimetrije:
Xn −Mo

Sn
,

• Fixerov koeficijent asimetrije:
1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)

3

(Sn)3
,

• Julov koeficijent asimetrije:
Q1 +Q3

2Me
− 1, gde su Q1 i Q3

prvi i tre�i uzoraqki kvartil.
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Nabrojani uzoraqki koeficijenti asimetrije definisani su ta-
ko da imaju vrednost jednaku nuli kod simetriqnog obeleжja, po-
zitivnu vrednost kod iskoxenosti na desno i negativnu kod isko-
xenosti na levo. Me�utim, u sluqaju slabo izraжene asimetrije
nisu pouzdani.

Ocene koeficijenta spǉoxtenosti

Jox jedan pokazateǉ oblika raspodele obeleжja je koeficijent
spǉoxtenosti (konveksnosti, konkavnosti). On ukazuje na poloжaj
maksimuma gustine raspodele, kao i na takozvane texke ili debele
repove gustine raspodele.

Definicija 33. Koeficijent spǉoxtenosti (konveksnosti, konkav-
nosti) je

Ck =
µ4
µ22

=
µ4
σ4
,

gde je µ4 = E(X − E(X))4. ♦

Ovaj broj meri udaǉavaǌe po y-pravcu funkcije y = f(x) gus-
tine raspodele sluqajne promenǉive X od apscisne ose, tj. uda-
ǉenost diskretnih taqaka grafika gustine raspodele u sluqaju da
je X sluqajna promenǉiva diskretnog tipa. U literaturi je jox
poznat kao kartozis3.

Kako je za normalnu raspodelu Ck = 3, to se uzimaju�i za
”nulti” nivo spǉoxtenosti krivu gustine raspodele sluqajne pro-
menǉive sa normalnom raspodelom, definixe koeficijent ekscesa.

Definicija 34. Koeficijent ekscesa ili ekscesni koeficijent
spǉoxtenosti je

CE = Ck − 3.♦

Prema definiciji je CE = 0 za sluqajnu promenǉivu sa nor-
malnom raspodelom, dok je za sluqajnu promenǉivu qija gustina
raspodele ima maksimum iznad maksimuma normalne krive, koefi-
cijent ekcesa pozitivan a u suprotnom sluqaju negativan (slika 3.2).
Tako�e treba napomenuti da je koeficijent ekscesa kod postojaǌa
texkih repova pozitivan.

Statistike kojima se oceǌuje koeficijent ekscesa, tj. uzoraqki
koeficijenti ekscesa su recimo

3Na engleskom kurtosis.
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Slika 3.2: Znak koeficijenta ekscesa odre�uje se u odnosu na nor-
malnu raspodelu koja je prikazana isprekidanom linijom.

• Pirsonov koeficijenti ekscesa:
1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)

4

(S
2
n)

2
− 3, i

• modalni koeficijenti ekscesa: 2, 5
N0Sn

nh0
− 1 gde je h0–duжina

modalnog intervala, N0–uqestanost u modalnom intervalu.

Oba ova koeficijenta imaju svojstvo da mere konkavnost u od-
nosu na funkciju gustine raspodele sluqajne promenǉive qija je
raspodela N (0, 1), pa imaju negativnu vrednost u sluqaju da vixe
priaǌaju uz apscisnu osu, tj. da im je konkavnost maǌe izraжena
od pomenute krive i pozitivnu vrednost u suprotnom.

Ocena koeficijenta korelacije

Brojne su statistike kojima se oceǌuje koeficijent korelacije
obeleжja. Ovde �emo se, me�utim, zadrжati samo na jednoj od
ǌih, dok se vixe podataka o oceǌivaǌu koeficijenta korelacije
moжe na�i u kǌizi: B. Popovi�, M. Risti�: ”Statistika u psi-
hologiji”, Mrǉex, Beograd, 2000.

Statistika koju navodimo je u literaturi poznata pod nazivom
uzoraqki ili Pirsonov koeficijent korelacije.

Za ispitivaǌe linearne povezanosti dva obeleжja X i Y na
elementima iste populacije uzima se uzorak oblika

((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)) , (3.18)

pri qemu je obim uzorka n konstantan. Par sluqajnih promenǉivih
(Xi, Yi) predstavǉa vrednost dvodimenzionog obeleжja na i–tom ele-
mentu uzorka.
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Sama statistika je ve� pomiǌana u prethodnoj glavi ove kǌige
i definisana je sa

RX,Y =
1
nΣ

n
i=1(Xi −Xn)(Yi − Y n)

SXSY
,

gde su SX i SY uzoraqke standardne devijacije za obeleжja X i Y
redom na osnovu uzorka (3.18).

∗ ∗ ∗

Slede�i primer ilustruje sve gore navedene ocene.

Primer 47. Na bazi analize pluviografskih traka, za jednu ki-
xomernu stanicu tokom 40 godina, dobijeni su intenziteti kixa
razliqitih trajaǌa. U doǌoj tabeli prikazani su maksimalni
godixǌi intenziteti (mm/h) kixa trajaǌa 2h i 1/2h u posmatra-
nom periodu.

Godina i2h,max i1/2h,max Godina i2h,max i1/2h,max

1 3,1 10,0 21 12,9 32,2

2 7,5 30,8 22 4,6 19,2

3 12,6 42,2 23 5,2 13,3

4 10,4 36,2 24 3,1 12,2

5 4,9 15,4 25 4,9 12,2

6 7,1 20,0 26 5,2 25,2

7 5,3 14,2 27 4,6 18,5

8 9,7 24,5 28 11,8 32,3

9 6,2 19,3 29 12,4 33,8

10 10,0 18,8 30 10,1 29,8

11 6,0 16,2 31 6,0 19,7

12 5,8 18,2 32 8,2 22,5

13 4,5 15,8 33 9,8 28,7

14 5,3 17,3 34 11,7 36,9

15 9,3 21,3 35 10,0 27,8

16 8,5 26,8 36 6,7 23,1

17 11,6 29,0 37 13,4 44,6

18 10,5 28,8 38 8,4 23,8

19 11,6 31,1 39 7,9 27,2

20 9,9 27,9 40 8,0 19,2
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U ovom momentu �e se nadaǉe posmatrati samo jedno obeleжje:
vrednost maksimalnih intenziteta 2–qasovnih padavina u mm/h
(i2h,max) tokom 40 godina.

Dakle, varijacioni niz (x(i)) je: 3,1; 3,1; 4,5; 4,6; 4,6; 4,9; 4,9;
5,2; 5,2; 5,3; 5,3; 5,8; 6,0; 6,0; 6,2; 6,7; 7,1; 7,5; 7,9; 8,0; 8,2; 8,4;
8,5; 9,3; 9,7; 9,8; 9,9; 10,0; 10,0; 10,1; 10,4; 10,5; 11,6; 11,6; 11,7;
11,8; 12,4; 12,6; 12,9; 13,4.

Intervalno sre�ivaǌe uzorka:

• broj klasa (intervala): k = 1+3, 322 log10 40 = 6, 32 ⇒ usvojeno
6 klasa;

• duжina intervala: h = (13, 4 − 3, 1)/6 = 1, 71 ⇒ usvojena
duжina 2,0.

Odluka o broju i duжini intervala priliqno je prepuxtena
iskustvu istraжivaqa, a grupisaǌem podataka delom se gubi in-
formacija o uzorku u potpunosti.

Pri raspore�ivaǌu elemanata uzorka u intervale dobija se
slede�a tabela

Interval [2; 4) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12) [12; 14]

xi 3,0 5,0 7,0 9,0 11,0 13,0

fi 2 10 7 8 9 4

Σfi 2 12 19 27 36 40

fi · xi 6,0 50,0 49,0 72,0 99,0 52,0

fi/n 0,05 0,25 0,175 0,20 0,225 0,10

Σfi/n 0,05 0,30 0,475 0,675 0,90 1,00

fi/n [%] 5 25 17,5 20 22,5 10

Σ(fi/n) [%] 5 30 47,5 67,5 90 100

xi − xn -5,2 -3,2 -1,2 0,8 2,8 4,8

(xi − xn)
2 27,04 10,24 1,44 0,64 7,84 23,04

(xi − xn)
3 -140,61 -32,77 -1,73 0,51 21,95 110,59

(xi − xn)
4 731,16 104,86 2,07 0,41 61,47 530,84

Σfi = 40; Σfixi = 328, 0; xn = 1/nΣfixi = 8, 2; Σfi/n = 1, 00;
Σfi/n [%] = 100; Σfi|xi − xn| = 101, 6; Σfi(xi − xn)

2 = 334, 4; Σfi(xi −
xn)

3 = 23, 04; Σfi(xi − xn)
4 = 5205, 25.
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Slika 3.3: Raspodela maksimalnih intenziteta kixa [mm/h] tra-
jaǌa 2 qasa na jednom pluviografu tokom 40 godina osmatraǌa:
a) Histogram apsolutnih uqestanosti; b) poligon relativnih uqe-
stanosti ; v) kumulativna kriva uqestanosti (zbirne relativne
uqestanosti)

1. Mere centralne tendencije:

• Sredina uzorka:
Tn =

∑
fi · xi = 328 , xn = Tn

n = 328
40 = 8, 2

• Medijana uzorka: medijanski interval je [8; 10) ⇒
Me = 8, 0 + 2, 020−19

8 = 8, 25

• Mod uzorka: javǉaju se dva modalna intervala [4; 6) i
[10; 12) (vidi se i na slici 3.3, gde je ilustrovana i prva
po redu formula za proraqun vrednosti moda, uzeta kao
merodavna za ostale proraqune u kojima figurixe vred-
nost moda):

Mo1 = 4, 0 + 2, 0 10−2
(10−2)+(10−7) = 5, 45

(Mo1 = 4, 0 + 2, 0 7
2+7 = 5, 56)

Mo2 = 10, 0 + 2, 0 9−8
(9−8)+(9−4) = 10, 33

(Mo2 = 10, 0 + 2, 0 4
8+4 = 10, 67)

• Kvantili:

(i) Kvartili:
Q1 = 4, 0 + 2, 040·0,25−2

10 = 5, 6

Q2 = 8, 0 + 2, 040·0,50−19
8 = 8, 25

Q3 = 10, 0 + 2, 040·0,75−27
9 = 10, 67
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(ii) Kvintili:
K1 = 4, 0 + 2, 040·0,2−2

10 = 5, 2

K2 = 6, 0 + 2, 040·0,4−12
7 = 7, 14

K3 = 8, 0 + 2, 040·0,6−19
8 = 9, 25

K4 = 10, 0 + 2, 040·0,8−27
9 = 11, 11

(iii) Sekstili:

S1 = 4, 0 + 2, 040·1/6−2
10 = 4, 93

S2 = 6, 0 + 2, 040·2/6−12
7 = 6, 38

S3 = 8, 0 + 2, 040·3/6−19
8 = 8, 25

S4 = 8, 0 + 2, 040·4/6−19
8 = 9, 92

S5 = 10, 0 + 2, 040·5/6−27
9 = 11, 41

(iv) Decili:
D1 = 4, 0 + 2, 040·0,1−2

10 = 4, 4

D2 = 4, 0 + 2, 040·0,2−2
10 = 5, 2

D3 = 4, 0 + 2, 040·0,3−2
10 = 6, 0

D4 = 6, 0 + 2, 040·0,4−12
7 = 7, 14

D5 = 8, 0 + 2, 040·0,5−19
8 = 8, 25

D6 = 8, 0 + 2, 040·0,6−19
8 = 9, 25

D7 = 10, 0 + 2, 040·0,7−27
9 = 10, 22

D8 = 10, 0 + 2, 040·0,8−27
9 = 11, 11

D9 = 10, 0 + 2, 040·0,9−27
9 = 12, 0

2. Mere rasturaǌa:

• Ocene mera grupisaǌa oko fiksirane vrednosti:

(a) Sredǌe apsolutno odstupaǌe od medijane:
Md(Me) =

1
40(2 · |3− 8, 25|+10 · |5− 8, 25|+ 7 · |7− 8, 25|+

+8 · |9− 8, 25| + 9 · |11 − 8, 25| + 4 · |13− 8, 25|) = 2, 5375

(b) Sredǌe apsolutno odstupaǌe od sredine uzorka:
Md(X) = 1

40 (2 · |3− 8, 2| + 10 · |5− 8, 2| + 7 · |7− 8, 2|+
+ 8 · |9− 8, 2| + 9 · |11− 8, 2| + 4 · |13− 8, 2|) = 101,6

40 = 2, 54

(v) Sredǌe kvadratno odstupaǌe:
s2n = 1

40334, 4 = 8, 36

(g) Standardna devijacija:
sn =

√
8, 36 = 2, 89

• Ocene mera grupisaǌa dela podataka:

(a) Raspon uzorka: rx = 13, 4 − 3, 1 = 10, 3
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Ukoliko bi se koristili tabliqno sre�eni podaci za
raspon uzorka bi se dobilo rx = 13− 3 = 10.

(b) Kvantilni rasponi:

(i) Kvartilni: Q3 −Q1 = 10, 67 − 5, 6 = 5, 07

(ii) Kvintilni: K4 −K1 = 11, 1 − 5, 2 = 5, 91

(iii) Sekstilni: S5 − S1 = 11, 41 − 4, 93 = 6, 47

(iv) Decilni: D9 −D1 = 12, 0 − 4, 4 = 7, 6

3. Ocene pokazateǉa oblika raspodele:

(a) Uzoraqki koeficijent asimetrije:

• Pirsonov:
1)8,2−5,45

2,89 = 0, 95 2)8,2−10,33
2,89 = −0, 74

Uzorak je bimodalan i dobijeni rezultati upravo uka-
zuju na to da je ve�ina elemenata u uzorku desno od
prvog moda, ali levo od drugog moda.

• Fixerov:
1
40

22,96

2,893
= 0, 024

• Julov: 5,6+10,67
2·8,25 − 1 = −0, 01

Sva tri tipa uzoraqkih koeficijenata asimetrije ukazu-
ju na relativno simetriqnu raspodelu.

(b) Uzoraqki koeficijent ekscesa:

• Pirsonov:
1
40

5205,25

8,362
− 3 = −1, 14

• Modalni:
1) 2, 510·2,89

40·2 − 1 = −0, 10 2) 2, 59·2,89
40·2 − 1 = −0, 19

Na osnovu ispitivanog uzorka moжe se zakǉuqiti da
je raspodela posmatranog obeleжja sa maǌe izraжe-
nom konkavnox�u u odnosu na normalnu raspodelu.

4. Ocena mere povezanosti dva obeleжja

• Uzoraqki koeficijent korelacije

Posmatrajmo sada oba obeleжja, pri qemu �e biti obeleжje
X maksimalni godixǌi intenzitet padavina trajaǌa 2 qasa,
a obeleжje Y maksimalni godixǌi intenzitet padavina tra-
jaǌa 1/2 qasa. Koristi�emo neklasirani uzorak, tj. uzorak
koji nije sre�en intervalno.

Dobijaju se slede�e vrednosti:

x40 = 8, 12;
∑

i(xi − x40)
2 = 320, 68; sx = 2, 83;
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y40 = 24, 15;
∑

i(yi − y40)
2 = 2698, 15; sy = 8, 21;

i
∑

i(xi − x40)(yi − y40) = 836, 29.

Te je ocena koeficijenta linearne korelacije X i Y :

rX,Y =
1
40836, 29

2, 83 · 8, 21 = 0, 90.

Moжe se uoqiti da se ovde dobijena uzoraqka sredǌa vrednost
za obeleжje X nexto malo razlikuje od prethodno izraqunate
iako je bio korix�en isti realizovani uzorak. Razlika je
nastala, jer je u posledǌem izraqunavaǌu korix�en uzorak
koji nije sre�en intervalno. Ve� smo ranije naglasili da se
intervalnim sre�ivaǌem uzorka gubi deo informacija koje
uzorak nosi o raspodeli obeleжja!

△

3.8 Oblasti povereǌa

Za razliku od taqkastog oceǌivaǌa parametara, kod kojeg se
ocenom smatra statistika, tj. ǌena realizovana vrednost, oblasti
povereǌa imaju tu ulogu da se proceni skup, odnosno podskup, odgo-
varaju�eg realnog prostora unutar koga se moжe smatrati da �e
se ”na�i” prava vrednost parametra. U najjednostavnijem sluqaju,
tj. kod jednodimenzionog parametra, oblast povereǌa bi�e inter-
val kao deo realne prave.

3.8.1 Intervali povereǌa

Razjasni�emo pitaǌe intervala povereǌa na jednom primeru.

Primer 48. Neka je (X1,X2, . . . ,Xn) prost sluqajni uzorak iz po-
pulacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopus-
tivih raspodela {N (m, 4),−∞ < m < ∞}. Kao xto je poznato, ako
je m prava vrednost parametra, sluqajna promenǉiva

Z0 =
Xn −m

2

√
n ima N (0, 1) raspodelu.
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U tom sluqaju je za zadato α, 0 < α < 1, odnosno γ = 1− α, mogu�e
uvek odrediti broj z 1−α

2
, tako da je

P{|Z0| ≤ z 1−α
2
} = 1− α.

Dakle, bi�e:

P

{∣∣∣∣∣
Xn −m

2

√
n

∣∣∣∣∣ ≤ z 1−α
2

}
= 1− α

P

{∣∣∣∣∣
Xn −m

2

√
n

∣∣∣∣∣ ≤ z 1−α
2

}
= P{Xn−z 1−α

2

2√
n
≤ m ≤ Xn+z 1−α

2

2√
n
} = 1−α.

Odavde se dobija interval kao skup mogu�ih vrednosti za parame-
tar m: [

Xn − z 1−α
2

2√
n

, Xn + z 1−α
2

2√
n

]
.

Ovaj interval �emo zvati interval povereǌa za nepoznato mate-
matiqko oqekivaǌe normalne raspodele nivoa povereǌa γ = 1 − α.
△

Posmatrajmo interval dobijen u prethodnom primeru:

[
Xn − z 1−α

2

2√
n

, Xn + z 1−α
2

2√
n

]
.

ǋegove granice su sluqajne veliqine.

Definicija 35. Ako je bar jedna granica intervala sluqajna pro-
menǉiva, interval se naziva sluqajni interval. ♦

Iz definicije sluqajnog intervala je jasno da je i ǌegova duжi-
na d sluqajna veliqina, pa se moжe govoriti o oqekivanoj duжini,
E(d), sluqajnog intervala.

Dakle, u gorǌem primeru dobijen je jedan sluqajni interval, a

ǌegova oqekivana duжina je: E(d) =
4z 1−α

2√
n

.

U ovom primeru je duжina intervala nesluqajna. Me�utim, u
slede�em primeru je ona sluqajna.

Primer 49. Neka je X : N (0, σ2), σ > 0. Kolika je verovatno�a da
sluqajni interval (|X|, |10X|) sadrжi taqku σ? Koja je oqekivana
duжina ovog intervala?



Oceǌivaǌe parametara 107

Odgovor je jednostavan s obzirom na qiǌenicu da X
σ ima N (0, 1)

raspodelu i niz doga�aja jednakih verovatno�a (ekvivalentni do-
ga�aji):

P{|X| < σ < 10|X|} = P

{
σ

10
< |X| < σ

}
=

= P

{
σ

10
< X < σ ∨ −σ < X < − σ

10

}
.

Dakle, verovatno�a da sluqajni interval sadrжi taqku σ jednaka
je:

P

{
σ

10
< |X| < σ

}
= P

{
σ

10
< X < σ

}
+ P

{
−σ < X < − σ

10

}
=

= 2P

{
σ

10
< X < σ

}
= 2P

{
1

10
<
X

σ
< 1

}
= 2Φ(1)− 2Φ(0, 1) = 0, 60 .

Duжina posmatranog sluqajnog intervala je 10|X| − |X| = 9|X|.
Kako je

E|X| = 2

∫ ∞

0

x

σ
√
2π
e−

x2

2σ2 dx = σ

√
2

π
,

Oqekivana duжina ovog intervala je 9E|X| ≈ 7, 2σ. △

Primer 50. Na osnovu uzorka obima n, X = (X1, . . . ,Xn), iz po-
pulacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji do-
pustivih raspodela

{N (m,σ2), −∞ < m < +∞, σ2 > 0
}
odrediti ko-

lika je verovatno�a da sluqajni interval

(
Xn − 2

σ√
n

, Xn + 2
σ√
n

)

sadrжi taqku m? Kolika je oqekivana duжina ovog sluqajnog in-
tervala?

Kao i u prethodnom primeru, koristi�emo ekvivalentne doga-
�aje:

P

{
Xn − 2

σ√
n
< m < Xn + 2

σ√
n

}
= P

{
−2

σ√
n
< Xn −m < 2

σ√
n

}
=

= P

{
−2 <

Xn −m
σ√
n

< 2

}
.
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Kako je raspodela sluqajne promenǉive

Xn −m
σ√
n

: N (0, 1) ,

to je traжena verovatno�a 2Φ(2) = 0, 954 , a oqekivana duжina in-
tervala

E(d) = 4
σ√
n
. △

Primer 51. Neka je (X1,X2,X3,X4) prost sluqajni uzorak iz po-
pulacije sa obeleжjem X, qija je gustina raspodele

f(x) =

{
1
θ , 0 < x < θ, θ > 0
0, inaqe

,

tj. obeleжje X ima raspodelu koja pripada familiji dopustivih
raspodela {U(0, θ), θ > 0}.

Odrediti 95%–tni interval povereǌa za θ koriste�i statis-
tiku poretka Y4 ovog uzorka.

S obzirom da se radi o uniformnoj raspodeli,

F (x) =





0, x < 0
x
θ , 0 ≤ x < θ
1, x ≥ θ ,

odnosno, gustina raspodele statistike poretka maksimalnog reda
je

g4(y4) =

{
4(F (y4))

3f(y4), 0 < y4 < θ
0, inaqe

=

{
4
θ4 y

3
4, 0 < y4 < θ
0, inaqe .

Ako izaberemo realne brojeve 0 < c1 < c2 ≤ 1 takve da je:

0, 95 = P{c1θ < Y4 < c2θ} =
4

θ4

∫ c2θ

c1θ
y34dy4 = (3.19)

= (c2 − c1)(c2 + c1)(c
2
2 + c21)

dobi�emo

0, 95 = P

{
Y4
c2

< θ <
Y4
c1

}
.
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Dakle, za realizovanu vrednost za Y4, y4, interval

(
y4
c2
,
y4
c1

)

je jedan 95%–tni interval povereǌa za θ. Konstante c1 i c2 koje
zadovoǉavaju uslov (3.19) su, na primer,

c1 =
4
√
0, 05 , c2 = 1,

gde smo izabrali c2 = 1, a onda izraqunali c1. △

Primer 52. Neka je (X1, . . . ,X10) prost sluqajni uzorak iz popu-
lacije sa obeleжjem X koje ima raspodelu N (m,σ2), gde je m poz-
nata karakteristika. Neka je

Y =
10∑

i=1

(Xi −m)2.

Kolika je verovatno�a da sluqajni interval ( Y
20,5 ,

Y
3,25 ) sadrжi pra-

vu vrednost parametra σ2?

S obzirom na qiǌenicu o raspodeli sluqajne promenǉive:

Y

σ2
: χ2

10

i qiǌenice da je

P

{
Y

20, 5
< σ2 <

Y

3, 25

}
= P

{
3, 25 <

Y

σ2
< 20, 5

}

moжe se odrediti traжena verovatno�a i ona iznosi 0,95. Duжina

posmatranog sluqajnog intervala je d = Y
(

1
3,25 − 1

20,5

)
= 0, 26Y . S

druge strane, kako je

E

(
Y

σ2

)
= 10 sledi da je E(Y ) = 10σ2 ,

pa je oqekivana duжina intervala 2, 6σ2. △

Opxti problem koji je rexavan kroz sve prethodne primere
je slede�i. Neka je X = (X1,X2, . . . ,Xn) uzorak iz populacije sa
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obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopustivih raspo-
dela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Treba odrediti interval povereǌa za nepoz-
nati parametar θ na osnovu zadatog uzorka X. Problem odre�i-
vaǌa intervalne ocene parametra θ se svodi na to da se odrede dve
statistike Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) i Y2 = u2(X1, . . . ,Xn) takve da je

P{Y1 ≤ Y2} = 1

i
P{Y1 ≤ θ ≤ Y2} = γ , 0 ≤ γ ≤ 1 ,

gde je γ zadata verovatno�a koju zovemo nivo povereǌa. Precizno,

Definicija 36. Neka su Y1 = u1(X1, . . . ,Xn) i Y2 = u2(X1, . . . ,Xn)
dve statistike na osnovu istog uzorka X = (X1, . . . ,Xn) iz po-
pulacije sa obeleжjem X qija je familija dopustivih raspodela
{f(x; θ), θ ∈ Θ}, takve da pod uslovom da je θ prava vrednost parame-
tra (xto je nadaǉe naglaxeno u indeksu mere P ), vaжi da je:

Pθ{Y1 ≤ Y2} = 1

i
Pθ{Y1 ≤ θ ≤ Y2} ≥ γ , 0 ≤ γ ≤ 1 .

Tada se interval [Y1, Y2] zove dvostrani interval povereǌa za nepoz-
nati parametar θ sa nivoom povereǌa γ. Ukoliko je jedna od granica
nesluqajna veliqina, interval �e biti jednostrani interval po-
vereǌa. Oba jednim imenom zovemo interval povereǌa. ♦

Prirodno je traжiti da interval povereǌa bude xto uжi u
tom smislu da oqekivaǌe duжine intervala povereǌa, E(Y2 − Y1),
bude xto maǌe. S duge strane, nivo povereǌa treba da bude xto
ve�i, i obiqno se uzima da je γ = 0, 95 ili γ = 0, 99. (Uobiqa-
jeno je da se nivo povereǌa izraжava u procentima kao 100γ%, xto
je u prethodnim primerima ve� korix�eno.) Ova dva zahteva su
uglavnom opreqna i ne moжe im se istovremeno udovoǉiti, a izlaz
se donekle nalazi u pove�aǌu obima uzorka, mada se to ne moжe
uzeti kao pravilo.

Interval povereǌa je po definiciji sluqajni interval. Me�u-
tim, kada se eksperiment obavi i na osnovu realizovanog uzorka
dobiju realizovane vrednosti statistika koje su granice inter-
vala, dobija se realizovani interval povereǌa koji je interval na
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realnoj pravoj. I za ovako dobijeni interval koristi se naziv in-
terval povereǌa (nivoa povereǌa γ) bez opasnosti od zabune. Vaжno
je, me�utim, pravilno razumevaǌe nivoa povereǌa.

Osvrnimo se na tumaqeǌe verovatno�e γ.
Pogrexno je tumaqiti da sa verovatno�om γ realizovani in-

terval povereǌa sadrжi parametar θ, ve� je verovatno�a γ samo
verovatno�a da sluqajni interval [Y1 , Y2] prekrije, odnosno sadr-
жi, nepoznatu pravu vrednost parametra θ. Verovatno�u γ moжemo
interpretirati i ovako: zamislimo da smo ”uzeli” 100 realizo-
vanih uzoraka istog obima n i dobili nizove brojeva

(x11, . . . , x1n), (x21, . . . , x2n), . . . , (x100;1, . . . , x100;n) ,

a zatim na osnovu ǌih izraqunali intervale povereǌa

[y11 , y12] , [y21 , y22] , . . . , [y100;1 , y100;n] .

Tada na te intervale moжemo gledati kao na realizacije sluqaj-
nog intervala [Y1, Y2]. Kako je P{Y1 ≤ θ ≤ Y2} = γ i tumaqe�i
verovatno�u kao graniqnu vrednost relativnih uqestanosti, mo-
жemo re�i da pribliжno 100γ% realizovanih intervala prekriva
nepoznati parametar θ, a ostalih 100(1− γ)% realizovanih inter-
vala ga ne prekriva.

Pre�imo sada na opxti postupak dobijaǌa intervala povereǌa
za proizvoǉni nepoznati jednodimenzioni parametar raspodele.

Dakle, neka je obeleжje X sa raspodelom koja pripada famil-
iji dopustivih raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}. Pretpostavi�emo jox
da je Θ neki interval u R (inaqe intervalno oceǌivaǌe ne bi
imalo nikakvog smisla). Uoqimo, tako�e, da je uzoraqki prostor
realizovanih uzoraka X ⊂ Rn. Izaberimo realan broj γ, 0 ≤ γ ≤ 1.
Polaze�i od uzorka X = (X1,X2, . . . ,Xn), traжi�emo funkcije u1(x)
i u2(x), takve da je u1 ≤ u2 za svako x ∈ X i da je za svako θ ∈ Θ:

1) skup {x : θ ∈ [u1(x), u2(x)]} merǉiv,
2) Pθ{ω : θ ∈ [u1(X), u2(X)]} ≥ γ.

Definicija 37. Pretpostavimo da je {f(x; θ), θ ∈ Θ} familija do-
pustivih raspodela obeleжja X, X = (X1, . . . ,Xn) uzorak obima n
iz populacije sa obeleжjem X i T : X × Θ −→ R funkcija koja
zadovoǉava slede�a dva uslova:

• Raspodela verovatno�a sluqajne veliqine T (X1, . . . ,Xn; θ) ne
zavisi od parametra θ.
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• Za svako x = (x1, . . . , xn) ∈ X funkcija T (x1, . . . , xn; θ) je
neprekidna i strogo monotona funkcija argumenta θ. Pri
tome karakter monotonosti ne sme da zavisi od x.

Tada se sluqajna veliqina T (X1, . . . ,Xn; θ) zove centralna statis-
tika za parametar θ. ♦

Dokaza�emo slede�u teoremu:

Teorema 19. Neka postoji centralna statistika T takva da T :
X × Θ −→ R koja je za svako fiksirano θ ∈ Θ merǉiva funkcija na
skupu X . Oznaqimo sa A kodomen funkcije T tj. A = T (X × Θ) ⊂ R
i jox pretpostavimo da je za svako a ∈ A i za svako x ∈ X rexiva
po θ jednaqina a = T (x, θ). Kada je θ fiksirano, koristi�emo oz-
naku T (x, θ) ≡ Tθ(x). Tada je funkcija Tθ(X) sluqajna promenǉiva qija
raspodela ne zavisi od θ i na osnovu ǌe je uvek mogu�e na�i interval
povereǌa za parametar θ.

Dokaz. Pod uslovima navedenim u teoremi, za svako fiksirano
γ ∈ [0, 1] mogu�e je odrediti dva realna broja t1(γ) i t2(γ) takva da
za svako θ ∈ Θ vaжi da je:

Pθ{t1(γ) ≤ Tθ(X) ≤ t2(γ)} ≥ γ ,

jer je u pitaǌu strogo monotona funkcija po θ pa sigurno moжemo
na�i t1(γ) i t2(γ), s tim xto to ne moraju da budu jedinstveni
realni brojevi.

Poxto je funkcija T monotona po θ za fiksirano x, rexi�emo
jednaqine po parametru θ i dobi�emo jedinstvena rexeǌa koja su
granice intervala.

Znaqi, imamo slede�i sistem jednaqina i ograniqeǌa

t1(γ) = T (x, θ) (3.20)

t2(γ) = T (x, θ) (3.21)

t1(γ) ≤ t2(γ) .

Oznaqimo rexeǌa ovog sistema sa T1θ(x) = u1(x) i T2θ(x) = u2(x).
Dakle, rexavaǌem ovog sistema po θ dobijamo granice intervala,
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i ako umesto fiksiranog uzmemo sluqajni vektor X, dobi�emo slu-
qajni interval i to:

[T1θ(X), T2θ(X)] .✷

Pokaza�emo kako se primenom centralne statistike u sluqaju
raspodele apsolutno neprekidnog tipa moжe efektivno odrediti
interval povereǌa za nepoznati parametar θ.

Neka je g gustina raspodele sluqajne promenǉive T = T (X1, . . . ,
Xn; θ), koja ne zavisi od parametra θ. Neka je γ ∈ (0, 1) zadati nivo
povereǌa. Kada je T apsolutno neprekidnog tipa, iz uslova:

γ = Pθ{t1 ≤ T (X1, . . . ,Xn; θ) ≤ t2} =

∫ t2

t1
g(t)dt

odre�ujemo konstante t1 i t2. Te konstante nisu jednoznaqno odre-
�ene. Fiksirajmo dve konstante za koje je

γ =

∫ t2

t1
g(t)dt.

Za tako fiksirane konstante t1 i t2 i fiksirano (x1, . . . , xn) odre-
dimo rexeǌa jednaqina T (x1, . . . , xn; θ) = t1 i T (x1, . . . , xn; θ) = t2
po θ, koja su jedinstvena zbog monotonosti funkcije T. Oznaqimo
rexeǌa sa y1 = u1(x1, . . . , xn), y2 = u2(x1, . . . , xn) i odgovaraju�e
statistike su Y1 = u1(X1, . . . ,Xn), Y2 = u2(X1, . . . ,Xn). Tada �e za
ǌih vaжiti

Pθ{Y1 < θ < Y2} = γ.

Primetimo da ukǉuqivaǌe granica intervala u sam interval
nema znaqaja kod obeleжja apsolutno neprekidnog tipa.

Za diskretan sluqaj postupak je analogan, samo xto se umesto
integrala javǉa suma i mora se uzeti u obzir da traжena verovat-
no�a mora da bude ve�a ili jednaka γ.

Ako pretpostavimo (bez smaǌeǌa opxtosti) da je T monotono
opadaju�a funkcija po θ i oznaqimo sa T1(x, θ) rexeǌe jednaqine
(3.21) , a sa T2(x, θ) rexeǌe jednaqine (3.20), oqigledno T2(x, θ) ≥
T1(x, θ).

Ako za neko θ pri fiksiranom x vaжi nejednakost:

t1(γ) ≤ T (x, θ) ≤ t2(γ) (3.22)

tada je i

T1(x, θ) ≤ θ ≤ T2(x, θ) . (3.23)
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Obrnuto, svako x koje zadovoǉava relaciju (3.23), zadovoǉava ta-
ko�e i relaciju (3.22), pa je

{x : t1(γ) ≤ T (x, θ) ≤ t2(γ)} = {x : θ ∈ [T1(x, θ), T2(x, θ)]}.

Tada je [T1(x, θ), T2(x, θ)] tj. [T1(X, θ), T2(X, θ)] interval povereǌa sa
nivoom povereǌa γ.

Zadrжa�emo se sada na specijalnim intervalima povereǌa od
kojih smo neke ve� razmatrali kroz prethodne primere.

Ocena za matematiqko oqekivaǌe m kod normalne raspodele
N (m,σ2) kada je σ2 poznato:

Interval povereǌa za parametar m imali smo u Primeru 48 i
on iznosi:

Im =

[
Xn − z 1−α

2

σ√
n

, Xn + z 1−α
2

σ√
n

]
.

Ocena za matematiqko oqekivaǌe m kod normalne raspodele
N (m,σ2) kada σ2 nije poznato:

Najpre treba oceniti σ2 pa koristimo slede�u centralnu statis-
tiku koja ima χ2 raspodelu sa (n− 1) stepeni slobode:

nSn
2

σ2
= χ2

n−1 , Sn
2
=

1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 .

Definiximo sluqajnu promenǉivu:

Z∗
√

χ2
n−1

n−1

= tn−1 ,

gde je

Z∗ =
Xn −m√

σ2

n

sa normalnom normiranom raspodelom, pa statistika tn−1 ima stu-

dentovu raspodelu sa (n− 1) stepeni slobode, jer su Z∗ i Sn
2
neza-

visne sluqajne promenǉive. Otuda

Xn −m√
S
2
n

√
n− 1 = tn−1 .
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Ovo �e biti traжena centralna statistika za parametar m na os-
novu koje �emo odrediti interval povereǌa:

Im =


Xn − tn−1; 1−α

2

√
S
2
n

n− 1
, Xn + tn−1; 1−α

2

√
S
2
n

n− 1




sa nivoom povereǌa 1− α, gde je broj tn−1; 1−α
2

odre�en iz uslova

P
{
|tn−1| ≤ tn−1; 1−α

2

}
= 1− α .

Interval povereǌa za razliku matematiqkih oqekivaǌa
m1 −m2 dva nezavisna obeleжja sa normalnim raspodelama i jed-
nakim disperzijama kada je σ2 nepoznato4:

Neka su data dva nezavisna obeleжja sa normalnom raspodelom
i jednakim disperzijama X : N (m1, σ

2) i Y : N (m2, σ
2). ǋihova

razlika, kao xto je poznato, ima tako�e normalnu raspodelu. Ko-
risti�emo ovo svojstvo i na osnovu dva nezavisna uzorka, po jedan
iz svake od ovih raspodela, oceni�emo razliku ǌihovih oqeki-
vaǌa.

Neka su pomenuti uzorci redom (X1,X2, . . . ,Xn1) i (Y1, Y2, . . . , Yn2).
Uoqimo statistiku

Xn1 − Y n2 : N
(
m1 −m2 ,

σ2

n1
+
σ2

n2

)
.

Posmatrajmo slede�e sluqajne promenǉive:

Xn1 − Y n2 − (m1 −m2)√
σ2

n1
+ σ2

n2

: N (0, 1) ,

n1Sn1

2

σ2
= χ2

n1−1 ,

n2Sn2

2

σ2
= χ2

n2−1

i
n1Sn1

2

σ2
+
n2Sn2

2

σ2
= χ2

n1+n2−2 .

4Za sluqaj poznate disperzije procedura �e biti analogna, ali sa odgo-
varaju�im statistikama i ǌeno sprovo�eǌe se ostavǉa qitaocu.
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Odavde �emo imati statistiku koja ima studentovu raspodelu sa
n1 + n2 − 2 stepena slobode:

Xn1−Y n2−(m1−m2)√
σ2

n1
+σ2

n2√
n1Sn1

2

σ2 +
n2Sn2

2

σ2

n1+n2−2

= tn1+n2−2 .

Na taj naqin smo izabrali centralnu statistiku za parametar m1−
m2 na osnovu koje �emo odrediti traжeni interval povereǌa

Im1−m2 =


Xn1 − Y n2 − tn1+n2−2; 1−α

2

√√√√ n1S
2
n1

+ n2S
2
n2

n1n2(n1 + n2 − 2)
(n1 + n2) ,

Xn1 − Y n2 + tn1+n2−2; 1−α
2

√√√√ n1S
2
n1

+ n2S
2
n2

n1n2(n1 + n2 − 2)
(n1 + n2)


 .

Ocena disperzije σ2 kod normalne raspodele kada je m poz-
nato:

Neka je data familija dopustivih raspodela {N (m,σ2), σ2 > 0},
gde je oqekivaǌe m poznato. Uoqimo sluqajnu promenǉivu sa χ2

raspodelom i n stepeni slobode, koja �e imati ulogu centralne
statistike

Y =
n∑

i=1

(Xi −m)2

σ2
.

Daǉe, ako je γ = 1− α nivo povereǌa, treba odrediti realne bro-
jeve a i b, a < b, takve da je:

P{a ≤ Y ≤ b} = γ = 1− α .

U prethodnim procedurama smo koristili simetriqnost raspodele
centralne statistike za odre�ivaǌe granica intervala i brojeve
a i b smo odre�ivali na jedinstven naqin. S obzirom da χ2–
raspodela ima gustinu koja je asimetriqna, pitaǌe odre�ivaǌa
ovih brojeva je interesantno utoliko xto se poxtuje isti princip
u razmixǉaǌu kao i prethodno, te se oni odre�uju tako da vaжi

P{χ2
n < a} = P{χ2

n > b} =
α

2
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(mada ne neophodno). Otuda �e nadaǉe biti korix�ene oznake za
odgovaraju�e kvantile χ2–raspodele.

P

{
χ2
n;α/2 <

n∑

i=1

(Xi −m)2

σ2
< χ2

n;1−α/2

}
= 1− α ,

tj.

P

{∑n
i=1(Xi −m)2

χ2
n;1−α/2

< σ2 <

∑n
i=1(Xi −m)2

χ2
n;α/2

}
= 1− α .

Odavde je, oqigledno, interval povereǌa za disperziju σ2 kada je
oqekivaǌe poznato :

Iσ2 =

[∑n
i=1(Xi −m)2

χ2
n;1−α/2

,

∑n
i=1(Xi −m)2

χ2
n;α/2

]
.

Pomo�u ovog intervala se moжe odrediti i odgovaraju�i in-
terval povereǌa za standardnu devijaciju koriste�i definiciju
standardne devijacije:

Iσ =



√√√√
∑n

i=1(Xi −m)2

χ2
n;1−α/2

,

√√√√
∑n

i=1(Xi −m)2

χ2
n;α/2


 .

Ocena disperzije σ2 kod normalne raspodele kada je m nepoz-
nato:

Polazi se od iste familije {N (m,σ2), σ2 > 0}, i koristi statis-
tika koja ima χ2 raspodelu sa (n− 1) stepeni slobode:

nSn
2

σ2
= χ2

n−1.

Ideja je ista kao i u predhodnom sluqaju,

P

{
a ≤ nSn

2

σ2
≤ b

}
= γ = 1− α,

pa kad se obavi neophodno izraqunavaǌe, dobijamo slede�e granice
sluqajnog intervala:

Iσ2 =

[
nSn

2

b
,
nSn

2

a

]
.
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Pri tome se brojevi a i b odre�uju kao i kod prethodne ocene, tj.
iz uslova (koji nije obavezan, ali je uobiqajen)

P{χ2
n−1 ≤ a} =

α

2
, P{χ2

n−1 ≤ b} = 1− α

2
.

Interval povereǌa za koliqnik disperzija dva nezavisna
obeleжja sa normalnim raspodelama:

Neka su data dva nezavisna uzorka (X1, . . . ,Xn1) i (Y1, . . . , Yn2) za
obeleжja redom X : {N (mX , σ

2
X) , σ2X > 0} i Y : {N (mY , σ

2
Y ), σ

2
Y > 0}

pri qemu oqekivaǌa nisu poznata. Ukoliko se disperzije ovih
obeleжja upore�uju me�u sobom kroz ǌihov koliqnik, ima smisla
odre�ivaǌe intervala povereǌa za koliqnik

σ2Y
σ2X

.

Ocena se dobija na osnovu saznaǌa da sluqajne promenǉive imaju
raspodele kako sledi

n1S
2
X

σ2X
= χ2

n1−1 ,
n2S

2
Y

σ2Y
= χ2

n2−1 ,

gde su S
2
X i S

2
Y disperzije uzoraka za obeleжja X i Y redom,

n1S
2
X

σ2
X
(n1−1)

n2S
2
Y

σ2
Y
(n2−1)

= Fn1−1;n2−1 .

Sam interval povereǌa �e biti:

I σ2
Y

σ2
X

=


a

n2S
2
Y

n2−1

n1S
2
X

n1−1

, b

n2S
2
Y

n2−1

n1S
2
X

n1−1


 ,

za a i b koji zadovoǉavaju uslov

P{a ≤ Fn1−1;n2−1 ≤ b} = 1− α

i, po pravilu, uslov

P{Fn1−1;n2−1 < a} = P{Fn1−1;n2−1 > b} =
α

2
.
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∗ ∗ ∗

Svi navedeni intervali povereǌa su tzv. dvostrani, a zadr-
жimo se jox malo na jednostranim intervalima. Pogotovu kod
disperzije i standardne devijacije su u upotrebi, tzv. jednos-
trani intervali povereǌa kod kojih je samo jedna granica sluqaj-
na. Ovakav interval se koristi u prilici kada je jedna granica
od ve�eg interesa za istraжivaǌe u kome se primeǌuje intervalno
oceǌivaǌe kao statistiqka procedura. Izloжi�emo ovaj naqin
razmixǉaǌa na primeru disperzije.

Parametarski prostor za disperziju je po pravilu Θ = [0 , +∞).
Jednostrani gorǌi interval povereǌa (gorǌa granica mu je slu-
qajna) bi se dobio na osnovu razmixǉaǌa

P{0 ≤ σ2 ≤ ϕ(X1,X2, . . . ,Xn)} = 1− α ,

a jednostrani doǌi (doǌa granica mu je sluqajna)

P{ϕ(X1,X2, . . . ,Xn) ≤ σ2 < +∞} = 1− α .

3.8.2 Neparametarski intervali povereǌa za kvantile

Postoje intervali povereǌa qije granice nisu u vezi sa raspode-
lom obeleжja qiji se parametri oceǌuju, odnosno ne zavise od te
raspodele. U tom sluqaju se za interval povereǌa kaжe da je
neparametarski. Primer neparametarskih intervala povereǌa su
intervali povereǌa za kvantile.

Intervalna ocena kvantila se, kao xto je bio sluqaj i sa taqka-
stom, bazira na statistikama poretka. Ona se odre�uje iz uslova

P{X(r) ≤Mp ≤ X(s)} ≥ γ , 1 ≤ r < s ≤ n .

Pokaza�emo, da ako X ima raspodelu apsolutno neprekidnog

tipa, onda sluqajni interval
[
X(r),X(s)

]
, 1 ≤ r < s ≤ n prekriva

pravu vrednost kvantila Mp sa verovatno�om koja zavisi od r, s i
p, ali ne i od raspodele obeleжja X. Otuda �e on predstavǉati
neparametarski interval (za razliku od prethodnih primera in-
tervala povereǌa koji su zavisili od raspodele obeleжja X koja
je bila normalna, i sve korix�ene centralne statistike su bile
zasnovane na toj pretpostavci).
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Zaista,

{ω : X(r)(ω) ≤Mp} =

= {ω : X(r)(ω) ≤Mp ∧X(s)(ω) ≥Mp} ∪ {ω : X(r)(ω) ≤Mp ∧X(s) < Mp} ,

te kako je
{ω : X(s)(ω) < Mp} ⊂ {ω : X(r)(ω) ≤Mp} ,

sledi da je

P{X(r) ≤Mp} =

= P{X(r) ≤Mp ∧X(s) ≥Mp}+ P{X(r) ≤Mp ∧X(s) < Mp} =

= P{X(r) ≤Mp ≤ X(s)}+ P{X(s) < Mp} ,

a odavde je (u apsolutno neprekidnom sluqaju)

P{X(r) ≤Mp ≤ X(s)} = P{X(r) ≤Mp} − P{X(s) < Mp} =

=
s−1∑

i=r

(
n

i

)
pi(1− p)n−i,

xto je i trebalo dokazati.
Ovde je jox vaжno konstatovati da s i r nisu na jedinstven

naqin odre�eni, ali uvo�eǌem nekog dodatnog kriterijuma kao
na primer kod intervala povereǌa qija je centralna statistika
imala χ2–raspodelu, moжe se prevazi�i neodre�enost.

Primer 53. Neka je 3,1; 3,1; 4,5; 4,6; 4,6; 4,9; 4,9; 5,2; 5,2; 5,3;
5,3; 5,8; 6,0; 6,0; 6,2; 6,7; 7,1; 7,5; 7,9; 8,0; 8,2; 8,4; 8,5; 9,3; 9,7;
9,8; 9,9; 10,0; 10,0; 10,1; 10,4; 10,5; 11,6; 11,6; 11,7; 11,8; 12,4;
12,6; 12,9; 13,4 varijacioni niz realizovanog uzorka obima 40.
Odrediti interval povereǌa nivoa povereǌa 0,90 za kvantil reda
p = 0, 25 (prvi kvartil) na osnovu ovog uzorka.

U varijacionom nizu realizovanog uzorka traжe se brojevi x(r)
i x(s) koji bi bili granice intervala povereǌa za M0,25 sa nivoom
povereǌa 0, 9. Dakle, n = 40, p = 0, 25 daju

s−1∑

k=r

(
40
k

)
· 0, 25k · 0, 7540−k = P{x(r) ≤ X ≤ x(s)} = P{r ≤ Y ≤ s} =

= P

{
r − 40 · 0, 25√
40 · 0, 25 · 0, 75 ≤ Y − 10√

7, 5
≤ s− 10√

7, 5

}
= P{c1 ≤ Y ∗ ≤ c2} = 0, 90 ,
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gde je sluqajna promenǉiva Y : B(n, p) i ǌena aproksimacija nor-
malnom raspodelom Y ∗ ≡ Z ∼ N (0, 1). Traжimo r i s tako da je

1√
2π

∫ c2

c1
e−

z2

2 dz = 0, 90.

Ako se izabere r = 6 i s = 15 dobija se

P{−1, 46 ≤ Y ∗ ≤ 1, 83} = 0, 42786 + 0, 46562 = 0, 89348 ≈ 0, 9.

Dakle, traжeni interval ima granice x(6) = 4, 9 i x(15) = 6, 2, tj.
90%-tni interval povereǌa za nepoznati kvartil reda 0, 25 je:

IM0,25 = [4, 9 ; 6, 2].

Jasno da ovaj izbor nije jedinstven, ve� je samo jedan od mogu�ih
izbora. △

3.8.3 Vixedimenzione oblasti povereǌa

U mnogim praktiqnim primerima jednodimenzionog parametra,
mogu�e je konstruisati intervale povereǌa, ali je to uvek pove-
zano sa pretpostavkom o monotonosti za centralnu statistiku, kao
i pretpostavkom da je Θ interval. Uslov monotonosti, me�utim,
nije uvek mogu�e ostvariti, a ako Θ ne bi bio interval, interval
povereǌa ne bi imao nikakvog smisla.

Oblasti povereǌa rexavaju opxtiji problem.
Ponovo posmatramo merǉiv uzoraqki prostor X za populaciju

sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopustivih ras-
podela Fθ = {f(x;θ),θ ∈ Θ}, pri qemu je Θ vixedimenzioni merǉiv
skup, tj. podskup odgovaraju�eg vixedimenzionog realnog pros-
tora, a X = (X1, . . . ,Xn) sluqajni uzorak.

Neka je K ⊂ X × Θ, Kθ = {x : (x,θ) ∈ K}, K(x) = {θ : (x,θ) ∈
K}. Neka je Kθ merǉiv podskup od X za svako θ ∈ Θ. Tako�e
pretpostavimo da je za svako x ∈ X , K(x) 6= ∅, taqnije, da je
{X : K(X) = ∅} ⊂ L za koji vaжi da za svako θ ∈ Θ :Pθ(L) = 0. Neka
je β realan broj, 0 < β < 1, takav da je

β ≤ inf
θ∈Θ

Pθ(Kθ(X))

gde je
Kθ(X) = {ω : X(ω) ∈ Kθ} .
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Tada je
Pθ{X ∈ Kθ} ≥ β ,

a oblast Kθ(X) �emo zvati oblast povereǌa za parametar θ sa
nivoom povereǌa β.

Primer 54. Na�i oblast povereǌa za dvodimenzioni parametar
normalne raspodele N (m,σ2) nivoa povereǌa β.

Za oblast povereǌa dvodimenzionog parametra
(m,σ2) normalne raspodele nije mogu�e uzeti pravougaonik

[
Xn − Sn√

n− 1
tn−1,

γ1
2
,Xn +

Sn√
n− 1

tn−1,
γ1
2

]
×

 nSn

2

χ2
n−1,

1+γ2
2

,
nSn

2

χ2
n−1,

1−γ2
2


 ,

γ1 = 1−α1, γ2 = 1−α2, jer sluqajne veliqine kojima je pravougaonik

definisan Xn−m
Sn

i Sn
2
nisu nezavisne.

Oblast povereǌa mogu�e je bazirati na dvodimenzionoj statis-

tici (Xn, Sn
2
) qije su komponente nezavisne.

Uoqimo skup:

Kθ =

{
x :

√
n

σ2
|xn −m| ≤ t = z 1−α1

2

∧ t1(β2) = χ2
n−1,

α2
2

≤ nsn
2

σ2
≤ t2(β2) =

= χ2
n−1,1−α2

2

}
.

Neka je β = β1β2 i Φ(z 1−α1
2

) = 1−α1
2 , gde je β1 = 1−α1 i β2 = 1−α2.

Na osnovu nezavisnosti Xn i Sn
2
sledi da je:

Pθ{X ∈ Kθ} = Pθ




|Xn −m|√

σ2

n

≤ z 1−α1
2



Pθ

{
t1(β2) ≤

nSn
2

σ2
≤ t2(β2)

}
=

= β1β2 = β .

Oblast povereǌa �e biti oblika

Kθ = {x : x = (x1, x2)} ,

ograniqena parabolom x2 =
(xn − x1)

2n

z 1−α1
2

, i dvema paralelnim pravama

x2 =
nsn

2

t2(β2)
, x2 =

nsn
2

t1(β2)
.
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Preciznije

Kθ =



x : x = (x1, x2) ∧ x2 ≥

(xn − x1)
2n

z 1−α1
2

∧ x2 ≥
ns2n
t2(β2)

∧ x2 ≤
ns2n
t1(β2)



 .

△
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Testiraǌe statistiqkih
hipoteza

Testiraǌe statistiqkih hipoteza predstavǉa vid statistiqkog
zakǉuqivaǌa koji se primeǌuje u situacijama u kojima se unapred
pretpostavǉa postojaǌe odre�ene veze me�u izuqavanim pojavama
ili kada se razmatra raspodela obeleжja kojom se posmatrana po-
java karakterixe. U psihologiji se recimo povezuju: emocije i
izraz lica, uticaj prve impresije i tumaqeǌe kasnijih podataka,
u kontroli kvaliteta: povezuje se proizvodna smena sa brojem de-
fektnih proizvoda i jox mnogi drugi primeri se mogu dati u tom
smislu. Sa druge strane, moжe da se iznese bilo kakva pret-
postavka o obeleжju koje karakterixe izuqavanu pojavu, kao, na
primer: visina stanovnixtva jedne regije (ili u celini) prati
normalnu raspodelu i sliqno. Pretpostavke mogu da se odnose i
samo na pojedine karakteristike obeleжja kao xto je oqekivaǌe,
medijana i sliqno. Svaka od pretpostavki moжe da bude taqna ili
pogrexna.

4.1 Osnovni pojmovi

Definicija 38. Tvr�eǌe o posmatranim pojavama i procesima na
jednoj ili vixe populacija, koje moжe da se iskaжe kao tvr�eǌe o
raspodeli jednog ili vixe obeleжja je statistiqka hipoteza.♦

Drugim reqima, svaka pretpostavka da obeleжje X ima raspodelu
koja pripada nekom skupu dopustivih raspodela naziva se statis-

125
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tiqka hipoteza.

Definicija 39. Testiraǌe statistiqke hipoteze je postupak pro-
vere hipoteze.♦

Ciǉ testiraǌa hipoteze je ǌeno prihvataǌe ili odbacivaǌe
pri qemu se verifikacija obavǉa nekim unapred utvr�enim statis-
tiqkim metodom.

Hipoteza se testira na osnovu uzorka i donosi se odluka o
ǌenom prihvataǌu ili odbacivaǌu, pri qemu se govori i o ve-
rovatno�i pogrexnog zakǉuqka.

Primer 55. Ispituju se motorne sposobnosti radnika zaposlenih
u dva pogona jedne fabrike. Pri tome treba utvrditi da li po-
stoji razlika u motornoj snazi xake radnika koji pripadaju dvema
definisanim grupama. S tim u vezi prirodno je postaviti dve
hipoteze:

• Postoje razlike u motornoj snazi xaka radnika u prvom i
drugom pogonu, i

• Ne postoje razlike u motornoj snazi xaka radnika u prvom i
drugom pogonu. △

U ovom sluqaju postupak statistiqkog zakǉuqivaǌa podrazu-
meva da se jedna od postavǉenih hipoteza uzima za polaznu ili
tzv. nultu hipotezu i oznaqava se sa H0. Druga hipoteza naziva
se, u tom sluqaju, alternativna hipoteza i oznaqava sa H1, ili,
re�e, Ha. Koja hipoteza od postavǉenih se uzima kao nulta, zavisi
od samog problema. Opxti je princip da se za nultu hipotezu po
pravilu uzima ona koja se lakxe verifikuje, tj. za koju je lakxe
utvrditi verovatno�e izvo�eǌa pogrexnih zakǉuqaka.

Hipoteza moжe biti prosta ili sloжena.

Definicija 40. Statistiqka hipoteza je prosta ako u potpunosti
odre�uje raspodelu obeleжja kojom se bavi, u protivnom je sloжena.
♦

Navodimo nekoliko primera najrasprostraǌenijih matematiq-
kih formulacija statistiqkih hipoteza.
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• Hipoteza o obliku raspodele posmatranog obeleжja X

H0 : FX(x) = F0(x) , x ∈ R ,

gde je F0 potpuno odre�ena zadata raspodela ili

H0 : FX ∈ F ,

gde je F zadata familija funkcija raspodele.

• Hipoteza o homogenosti (istovrsnosti) kojom se proverava
jednakost raspodela, recimo k, sluqajnih vektora istih di-
menzija

H0 : F1(x) = . . . = Fk(x) , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ,

gde je Fi funkcija raspodele vektora (Xi1, . . . ,Xin), i = 1, . . . , k.
Ovakva hipoteza se primeǌuje, na primer, u situacijama kada
se za vixe uzoraka istog obima proverava da li su uzeti iz
iste populacije.

• Hipoteza o nezavisnosti dva obeleжja X i Y

H0 : F (x, y) = FX(x)FY (y) , (x, y) ∈ R2 ,

gde su F (x, y) , (x, y) ∈ R2 funkcija raspodele sluqajnog vek-
tora (X,Y ), FX(x) , x ∈ R, funkcija raspodele sluqajne pro-
menǉive X, a FY (y) , y ∈ R, funkcija raspodele sluqajne pro-
menǉive Y . Ovakva hipoteza moжe biti iskazana i za vixe
od dva obeleжja.

• Hipoteza o sluqajnosti se odnosi na vixedimenziono obeleжje
ili bilo koji vektor sluqajnih promenǉivih

X = (X1, . . . ,Xn)

i ǌome se testira da li su komponente Xi nezavisne i jendako
raspodeǉene, tj. da li je mogu�e razmatrati X kao prost
sluqajni uzorak iz populacije sa obeleжjem ξ

H0 : FX(x) = Fξ(x1) . . . Fξ(xn) , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ,

gde je Fξ funkcija raspodele sluqajne promenǉive ξ.
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Pravilo za testiraǌe hipoteze H0 je statistiqki test. Pra-
vilo testiraǌa najqex�e koristi neku statistiku. Statistika
qijim se posredstvom vrxi testiraǌe zove se test statistika.

Statistiqki testovi kod kojih raspodela test statistike zav-
isi od raspodele posmatranog obeleжja su parametarski testo-
vi, a testovi kod kojih raspodela test statistike ne zavisi od
raspodele posmatranog obeleжja su neparametarski testovi.

Parametarski testovi najqex�e sluжe za proveru hipoteze o
parametrima posmatranih raspodela, a neparametarski za proveru
oblika raspodele, zavisnosti obeleжja (dva ili vixe), sluqajno-
sti niza doga�aja i sliqno. Nadaǉe �emo se baviti nekim konkret-
nim testovima iz svake od ovih grupa.

Svaki realizovani uzorak obima n, x = (x1, x2, . . . , xn) definixe
jednu taqku n–dimenzionog realnog euklidskog prostora, (x1, x2, . . . ,
xn) ∈ Rn. Pri testiraǌu statistiqkih hipoteza po pravilu se
definixe skup C ⊂ Rn koji sluжi kao kriterijum za odbacivaǌe,
odnosno prihvataǌe nulte hipoteze i to: ako (x1, x2, . . . , xn) ∈ C,
tada se hipoteza H0 odbacuje, a ako (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cc, tada nema
razloga da se H0 odbaci.

Skup svih taqaka C ⊂ Rn za koje se H0 odbacuje je kritiqna
oblast testa. Kritiqna oblast se najqex�e iskazuje preko kri-
tiqne vrednosti test statistike. Tako, ako je test statistika
jednodimenziona funkcija n–dimenzionog argumenta, posredstvom
test statistike se n–dimenziona oblast prostora Rn prevodi u
jednodimenzionu, tj. C ⊂ R. Pri tome se, bez opasnosti od zabune,
koristi ista oznaka C.

Odlukom o prihvataǌu ili odbacivaǌu nulte hipoteze mogu�e
je naqiniti dve vrste grexaka. Mogu�e je da je nulta hipoteza
odbaqena, a da je ona faktiqki taqna. Takvim zakǉuqivaǌem qini
se grexka prve vrste. Verovatno�a da se uqini grexka prve vrste
se najqex�e oznaqava sa α. Situacija pri kojoj se qini ova grexka,
u postupku u kome se primeǌuje kritiqna oblast, nastaje kada re-
alizovani uzorak pripadne kritiqnoj oblasti, iako je H0 taqna,
pa se H0 odbaci. Prema tome, α moжe da se izrazi kao:

α = PH0{(X1,X2, . . . ,Xn) ∈ C} ,

kako se najqex�e oznaqava qiǌenica da je α uslovna verovatno�a

α = P{(X1,X2, . . . ,Xn) ∈ C|H0}.
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Tada se jox kaжe da je C kritiqna oblast veliqine α ili da je
α veliqina kritiqne oblasti C. U praksi se veliqina kritiqne
oblasti iskazuje u procentima, a najqex�e korix�ene vrednosti
za α su 1% i 5%, tj. α = 0, 01 i α = 0, 05.

Verovatno�a α se zove prag znaqajnosti ili nivo znaqajnosti
testa.

Grexka druge vrste qini se kada se nulta hipoteza prihvati, a
zapravo nije taqna. To se dexava ako realizovani uzorak ne pri-
padne kritiqnoj oblasti, a nulta hipoteza faktiqki nije taqna.
Verovatno�a da se naqini grexka druge vrste najqex�e se oz-
naqava sa β i moжe da se izrazi kao:

β = PH1{(X1,X2, . . . ,Xn) ∈ Cc},
odnosno

β = P{(X1,X2, . . . ,Xn) ∈ Cc|H1}.
Dakle, grexka druge vrste qini se kada je faktiqki taqna alter-
nativna hipoteza H1, a prihvati se hipoteza H0.

Xematski se verovatno�e pravilnih i pogrexnih odluka pri-
kazuju na slede�i naqin:

stvarna situacija →
odluka H0 H1

↓
H0 1− α β
H1 α 1− β

.

Prirodno je da teжimo da na�emo test, tj. kritiqnu oblast
C, takvu da verovatno�e grexaka, α i β, budu xto maǌe. Takav
zahtev u opxtem sluqaju je protivureqan, jer najqex�e smaǌi-
vaǌe α dovodi do pove�aǌa β, i obratno. Otuda se u statistici
postupa tako xto se jedna od dveju verovatno�a α ili β fiksira
(najqex�e α), a onda se druga odredi da bude najmaǌa mogu�a u
zadatim uslovima testiraǌa. Kaжe se da se odre�uje najboǉa
kritiqna oblast veliqine α, kada se za fiksirano α odre�uje
kritiqna oblast za koju je β najmaǌe me�u svim kritiqnim oblas-
tima veliqine α. U tom smislu skup C mora da zadovoǉi odre�ene
kriterijume optimalnosti o kojima �e nadaǉe biti jox reqi.

Pomenimo ovde i termin znaqajnost testa koji je, po pravilu,
u vezi sa jednodimenzionom kritiqnom oblax�u vezanom za odre-
�enu test statistiku. Naime, pod znaqajnox�u testa podrazumeva
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se veliqina kritiqne oblasti qija je granica realizovana vred-
nost test statistike u konkretno rexavanom problemu testiraǌa
pojedine statistiqke hipoteze. U tom smislu se u komunikacijama,
odnosno razmeni informacija o nekom eksperimentu, koristi izraz
”znaqajnost ve�a (recimo) od 5%”, kada se nulta hipoteza prih-
vata, ili ”znaqajnost maǌa od 5%”, pa se nulta hipoteza odbacuje.

Umesto termina znaqajnost, danas je sve vixe u upotrebi ter-
min p–vrednost.

Posmatrajmo nadaǉe obeleжje X qija raspodela pripada fami-
liji dopustivih raspodela {F (x; θ), θ ∈ Θ}. Statistiqkom hipote-
zom se qesto definixe podskup ovog skupa raspodela kao skup do-
pustivih raspodela. Formalno, neka je Λ ⊂ Θ. Tada se nulta i
alternativna hipoteza mogu iskazati na slede�i naqin

H0 : θ ∈ Λ , H1 : θ ∈ ∆ za neki skup ∆ ⊆ Λc = Θ \ Λ . (4.1)

Ako je Λ jednoqlan skup, nulta hipoteza je prosta, u protivnom
ona je sloжena. Na isti naqin se moжe govoriti i o alternativnoj
hipotezi.

O verovatno�i odbacivaǌa nulte hipoteze moжe da se govori i
u terminima funkcije mo�i testa.

Definicija 41. Funkcija mo�i statistiqkog testa za testiraǌe
nulte hipoteze H0 protiv alternativne H1 je verovatno�a da uzo-
rak pripadne kritiqnoj oblasti testa ako je H1 taqna, tj. vero-
vatno�a odbacivaǌa nulte hipoteze ako je ona faktiqki pogrexna,
PH1{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} = 1− β. ♦

Ukoliko se hipoteze iskazuju u terminima izbora raspodele iz
familije dopustivih raspodela izborom vrednosti parametra kao
xto je navedeno u (4.1), funkcija mo�i se moжe posmatrati kao
funkcija od θ

M(θ) = P{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} , (4.2)

gde je θ vrednost parametra.
Vrednost funkcije mo�i za pojedinu vrednost parametra θ (ili

u opxtem sluqaju za prostu nultu hipotezu) zove se mo� testa.
Nasuprot funkciji mo�i je funkcija koju zovemo operativnom

karakteristikom testa, koja daje verovatno�u prihvataǌa nulte
hipoteze, tj. verovatno�u da uzorak ne pripadne kritiqnoj oblasti.
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Definicija 42. Operativna karakteristika testa je funkcija ko-
ja daje verovatno�u prihvataǌa nulte hipoteze ako, P{(X1, . . . ,Xn) ∈
Cc}.♦

Dakle, ako se hipoteze iskazuju vrednox�u parametra,

N(θ) = 1−M(θ) , θ ∈ Θ,

gde je M(θ) definisano u (4.2), odnosno

N(θ) = P{(X1, . . . ,Xn) ∈ Cc}.

Primer 56. Neka je Θ = {θ0, θ1} dvoqlani skup. Neka su nulta i
alternativna hipoteza redom H0 : θ = θ0 i H1 : θ = θ1. Tada je mo�
testa za vrednost argumenta θ = θ0 prag znaqajnosti testa,

M(θ0) = Pθ0{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} = α,

a za vrednost argumenta θ = θ1 operativna karakteristika testa
�e biti verovatno�a grexke druge vrste

N(θ1) = 1−M(θ1) = Pθ1{(X1, . . . ,Xn) ∈ Cc} = β .△

Efektivni postupak za odre�ivaǌe najboǉe kritiqne oblasti
zadate veliqine α za testiraǌe nulte proste protiv alternativne
proste hipoteze daje slede�a teorema poznata kao teorema Nejman-
Pirsona.

Teorema 20. (Nejman–Pirson) Neka je (X1, . . . ,Xn) uzorak iz popu-
lacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji dopustivih
raspodela {f(x; θ), θ ∈ Θ}, Θ = {θ, θ}, θ0 6= θ1 i neka je L(θ;x1, . . . , xn)
funkcija verodostojnosti posmatranog uzorka. Neka je izabran re-
alan broj k > 0 i neka je skup C ⊂ Rn takav da vaжi:

• (1)
L(θ0;x1, . . . , xn)

L(θ1;x1, . . . , xn)
≤ k za svako (x1, . . . , xn) ∈ C

• (2)
L(θ0;x1, . . . , xn)

L(θ1;x1, . . . , xn)
≥ k za svako (x1, . . . , xn) ∈ Cc

• (3)
α = Pθ0{(X1, . . . ,Xn) ∈ C}.
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Tada je C najboǉa kritiqna oblast veliqine α za testiraǌe nulte
proste hipoteze H0(θ = θ0) protiv alternativne, tako�e proste
hipoteze, H1(θ = θ1).

Dokaz. Dokaz navodimo samo za apsolutno neprekidno obeleжje,
a u diskretnom sluqaju dokaz je analogan.

Ako je C, definisana uslovima teoreme, jedina kritiqna oblast
veliqine α, dokaz je zavrxen. Ako postoji jox neka kritiqna
oblast veliqine α oznaqimo je sa A,

A ⊂ Rn takva da je Pθ0{(X1, . . . ,Xn) ∈ A} = α ,

treba pokazati da je verovatno�a grexke druge vrste maǌa za ob-
last C nego za oblast A, tj. da vaжi:

Pθ1{(X1, . . . ,Xn) ∈ Cc} ≤ Pθ1{(X1, . . . ,Xn) ∈ Ac}

xto je ekvivalentno sa

Pθ1{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} ≥ Pθ1{(X1, . . . ,Xn) ∈ A} . (4.3)

Oznaqimo sa:
∫ ∫

· · ·
∫

B
L(θi;x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

∫

B
L(θi) , i = 0, 1

za proizvoǉnu obalast B ⊆ Rn. Treba, dakle, pokazati da je:
∫

C
L(θ1)−

∫

A
L(θ1) ≥ 0.

Kako je C = (C ∩A) ∪ (C ∩Ac) i A = (A ∩C) ∪ (A ∩ Cc), dobijamo

∫

C
L(θ1)−

∫

A
L(θ1) =

∫

C∩Ac
L(θ1)−

∫

A∩Cc
L(θ1).

Kako je s druge strane L(θ1;x1, . . . , xn) ≥ 1
kL(θ0;x1, . . . , xn) za svako

(x1, . . . , xn) ∈ C, ista nejednakost vaжi i za svako (x1, . . . , xn) ∈ C ∩
Ac, pa je ∫

C∩Ac
L(θ1) ≥

1

k

∫

C∩Ac
L(θ0).

Sliqno je L(θ1;x1, . . . , xn) ≤ 1
kL(θ0;x1, . . . , xn) za svako (x1, . . . , xn) ∈

A ∩ Cc pa je ∫

A∩Cc
L(θ1) ≤

1

k

∫

A∩Cc
L(θ0).
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Tako dobijamo da je
∫

C∩Ac
L(θ1)−

∫

A∩Cc
L(θ1) ≥

1

k

[∫

C∩Ac
L(θ0)−

∫

A∩Cc
L(θ0)

]
.

Me�utim, s druge strane je
∫

C∩Ac
L(θ0)−

∫

A∩Cc
L(θ0) =

∫

C∩Ac
L(θ0) +

∫

C∩A
L(θ0)−

∫

C∩A
L(θ0)−

−
∫

A∩Cc
L(θ0) =

∫

C
L(θ0)−

∫

A
L(θ0) = 0 .

Dakle, sledi da je
∫

C
L(θ1)−

∫

A
L(θ1) ≥

1

k

[∫

C∩Ac
L(θ0)−

∫

A∩Cc
L(θ0)

]
= 0 ,

xto je i trebalo dokazati. ✷

Primetimo slede�e. Kako su θ0 i θ1 poznati brojevi, to je
L(θ0;X1,...,Xn)
L(θ1;X1,...,Xn)

jedna statistika, a kako je C skup svih mogu�ih vred-

nosti (x1, . . . , xn) uzorka (X1, . . . ,Xn) za koje je

L(θ0;x1, . . . , xn)

L(θ1;x1, . . . , xn)
≤ k ,

veliqinu kritiqne oblasti α moжemo odrediti iz

α = Pθ0{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} = Pθ0

{
L(θ0;X1, . . . ,Xn)

L(θ1;X1, . . . ,Xn)
≤ k

}
,

kao xto iz iste jednakosti za zadato α moжemo odrediti k. U ap-
solutno neprekidnom sluqaju je to mogu�e odrediti na jedinstven
naqin, dok �e kod diskretnog obeleжja, mogu�e, biti potrebna do-
datna informacija.

Primetimo, tako�e, da u dokazu teoreme nije korix�ena qiǌe-
nica da su hipoteze bile definisane izborom parametra raspodele.
Osim toga, istaknimo da teorema vaжi i za uzorak koji nije prost,
xto tako�e sledi iz dokaza. Navedimo jedan primer odre�ivaǌa
najboǉe kritiqne oblasti Nejman–Pirsonovom teoremom kod koga
su dve proste hipoteze drugaqije definisane.

Primer 57. Neka je dat prost sluqajni uzorak X = (X1, . . . ,Xn) iz
populacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada skupu dopus-
tivih raspodela

{f1(x), f2(x)} ,
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f1(x) =

{
e−1

x! , x = 0, 1, 2, . . .
0, inaqe

f2(x) =

{
(12 )

x+1, x = 0, 1, 2, . . .
0, inaqe

.

Postavimo dve proste hipoteze

H0 : f = f1 , H1 : f = f2 .

Koliqnik odgovaraju�ih funkcija verodostojnosti �e tada biti

g(x1, . . . , xn)

h(x1, . . . , xn)
=

e−n

x1!...xn!

(12 )
n(12 )

x1+...+xn
=

(2e−1)n2
∑n

i=1
xi

∏n
i=1(xi!)

.

Za realan broj k > 0 razmotrimo nejednakost

g(x1, . . . , xn)

h(x1, . . . , xn)
≤ k,

tj.

(2e−1)n2
∑n

i=1
xi

∏n
i=1(xi!)

≤ k .

Iz ǌe sledi

n ln 2− n+

(
n∑

i=1

xi

)
ln 2−

n∑

i=1

ln(xi!) ≤ ln k

(
n∑

i=1

xi

)
ln 2−

n∑

i=1

ln(xi!) ≤ ln k + n− n ln 2

n∑

i=1

ln

(
2xi

xi!

)
≤ k1 .

Dakle, najboǉa kritiqna oblast veliqine α za definisano testi-
raǌe je oblika

C =

{
(x1, x2, . . . , xn) :

n∑

i=1

ln

(
2xi

xi!

)
≤ c

}
.△
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Jox jedan aspekt ove teoreme zavre�uje posebnu paжǌu. Radi
se o broju parametara koji se javǉa u raspodeli posmatranog obe-
leжja, tj. o dimenziji parametra. Paжǉivom analizom dokaza vidi
se da dimenzija parametra nije od znaqaja za dokaz, niti se iskaz
teoreme vezuje za dimenziju parametra. Dakle, gustina raspodele
obeleжja koje je predmet testiraǌa moжe da zavisi od parame-
tra proizvoǉne dimenzije, odnosno od proizvoǉnog konaqnog broja
parametara. Ono xto je bitno, to je da su obe, i nulta i alterna-
tivna hipoteza, proste, tj. da u potpunosti odre�uju raspodelu.

4.1.1 Uniformno najmo�niji testovi

Nadaǉe �emo razmatrati mogu�nosti za testiraǌe nulte pro-
ste protiv alternativne sloжene hipoteze. Razmotrimo paжǉivo
slede�i primer.

Primer 58. Neka obeleжje X ima gustinu raspodele koja pripada
familiji {N (θ, 1), θ ∈ {θ0, θ1}, θ0 < θ1}. Primenom Nejman–Pirsonove
teoreme odrediti najboǉu kritiqnu oblast za testiraǌe proste
nulte hipoteze H0 : θ = θ0 protiv proste alternativne H1 : θ = θ1
na osnovu prostog sluqajnog uzorka X = (X1, . . . ,Xn).

Funkcija verodostojnosti je data sa:

L(θj;x1, . . . , xn) =
1

(
√
2π)n

exp

{
−

n∑

i=1

(xi − θj)
2

2

}
, j = 0, 1 .

Da bismo naxli kritiqnu oblast C po teoremi Nejman–Pirsona,
posmatramo slede�u nejednakost:

L(θ0)

L(θ1)
=

1
(
√
2π)n

exp
{
−∑n

i=1
(xi−θ0)2

2

}

1
(
√
2π)n

exp
{
−∑n

i=1
(xi−θ1)2

2

} =

= exp

{
−1

2

n∑

i=1

[
(xi − θ0)

2 − (xi − θ1)
2
]}

≤ k.

Iz ove nejednakosti sledi da je

−1

2

n∑

i=1

[
(xi − θ0)

2 − (xi − θ1)
2
]
≤ ln k .
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Posle kra�eg raqunaǌa ima�emo niz nejednakosti

(θ0 − θ1)
n∑

i=1

(θ0 + θ1 − 2xi) ≥ −2 ln k ,

n∑

i=1

(θ0 + θ1)− 2
n∑

i=1

xi ≤
2 ln k

θ1 − θ0
,

1

n

n∑

i=1

xi ≥
ln k

(θ0 − θ1)n
+
θ0 + θ1

2
,

1

n

n∑

i=1

xi ≥ c , c = const . △

Obratimo paжǌu da je za oblik kritiqne oblasti u navedenom
primeru od znaqaja bila qiǌenica da je θ0 < θ1. Me�utim, jox
vaжnije je uoqiti da bi kritiqna oblast zadrжala ovaj oblik (ne
i vrednost konstante c) i za svaki drugi broj θ1 ∈ (θ0,+∞).

Ograniqeǌe θ0 < θ1 ima za posledicu da smo bili u mogu�nosti
da na jedinstven naqin odredimo najboǉu kritiqnu oblast. S tim
u vezi moжemo problem testiraǌa da postavimo na slede�i naqin.

Primer 59. Neka obeleжje X ima gustinu raspodele koja pripada
familiji {N (θ, 1), θ ∈ R}. Testirati hipotezu H0 : θ = θ0 protiv
alternativne H1 : θ > θ0 sa pragom znaqajnosti α na osnovu prostog
sluqajnog uzorka X = (X1, . . . ,Xn).

Iz prethodnog primera sledi da �e za svako fiksirano θ1 ∈
(θ0,+∞) kritiqna oblast veliqine α biti odre�ena kao

C = [c,+∞) ,

gde je c odre�eno po kriterijumu

α = P

{
n∑

i=1

Xi ≥ c

}
.

Preciznije,

C =

{
(x1, . . . , xn) :

n∑

i=1

xi ≥
n

2
(θ1 + θ0)−

ln k

θ1 − θ0

}
.

Konstatujemo da �e prema Nejman–Pirsonovoj teoremi oblast C
biti najboǉa kritiqna oblast za testiraǌe nulte proste pro-
tiv svake alternativne proste hipoteze sadrжane u alternativnoj
sloжenoj hipotezi. △
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Definicija 43. Kritiqna oblast C je uniformno najmo�nija ob-
last veliqine α za testiraǌe proste hipoteze H0 protiv alterna-
tivne sloжene hipoteze H1 ako je skup C najboǉa kritiqna oblast
veliqine α za testiraǌe H0 protiv svake proste hipoteze sadrжane
u H1. Test definisan ovom kritiqnom oblax�u, zove se uniformno
najmo�niji test sa pragom znaqajnosti α za testiraǌe proste hi-
poteze H0 protiv alternativne sloжene H1. ♦

Uniformno najmo�niji test ne mora uvek da postoji, me�utim,
kada postoji, Nejman–Pirsonova teorema daje tehniku za ǌegovo
nalaжeǌe.

Primer 60. Posmatrajmo obeleжje X i familiju ǌegovih dopus-
tivih raspodela definisanu u prethodnom primeru. Moжe li se
odrediti uniformno najmo�niji test za testiraǌe

H0 : θ = θ0 protiv H1 : θ 6= θ0 ?

Moжemo konstatovati da ako definixemo nultu i alternativnu
hipotezu na slede�i naqin

H0 : θ = θ0 , H1 : θ 6= θ0

ne�e postojati uniformno najmo�nija oblast, pa ni uniformno naj-
mo�niji test. Zaista, za θ1 < θ0 kritiqna oblast �e biti odre�ena
sa

n∑

i=1

xi ≤
n

2
(θ1 + θ0)−

ln k

θ1 − θ0
. △

4.1.2 Test koliqnika verodostojnosti

Postavǉa se pitaǌe moжemo li testirati nultu sloжenu hi-
potezu protiv alternativne tako�e sloжene. U tu svrhu koris-
timo intuitivni test, test koliqnika verodostojnosti, koji ko-
risti ideju teoreme Nejman–Pirsona.

Primer 61. Neka je dato obeleжje X : {N (θ1, θ2), −∞ < θ1 < +∞, θ2
> 0}. Testirati nultu sloжenu hipotezu H0 : (θ1 = 0, θ2 > 0) pro-
tiv alternativne sloжene hipoteze H1 : (θ1 6= 0, θ2 > 0) na osnovu
prostog sluqajnog uzorka X = (X1, . . . ,Xn).

Posmatrajmo parametarske prostore definisane na slede�i na-
qin:

A0 = {(θ1, θ2), θ1 = 0, θ2 > 0}
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Θ = {(θ1, θ2),−∞ < θ1 < +∞, θ2 > 0} .
Sada se postavǉene hipoteze mogu iskazati u terminima ovih pros-
tora

H0 : (θ1, θ2) ∈ A0 i H1 : (θ1, θ2) ∈ Ac
0 ,

gde je Ac
0 = Θ \ A0.

Po�imo od funkcije verodostojnosti za postavǉene hipoteze,
koja je sada funkcija dve promenǉive, odnosno od dvodimenzionog
parametra, razlikuju�i joj vrednost na skupu Θ i skupu A0:

L(θ1, θ2;x1, . . . , xn) =
1

(2πθ2)
n
2

exp

{
− 1

2θ2

n∑

i=1

(xi − θ1)
2

}
= L(Θ)

L(θ1, θ2;x1, . . . , xn) =
1

(2πθ2)
n
2

exp

{
− 1

2θ2

n∑

i=1

x2i

}
= L(A0) .

Uoqimo koliqnik L(A0)
L(Θ) . Kako analitiqki izrazi za L(A0) i L(Θ)

zavise od nepoznatih parametara, to se jednostavnom zamenom re-
alizovanog uzorka sluqajnim ne�e dobiti statistike. Me�utim,
bax zbog pomenute zavisnosti ima smisla odre�ivati maksimum
funkcija L(A0) i L(Θ) po θ = (θ1, θ2) na A0 i na Θ, redom, za svaki
od realizovanih uzoraka x = (x1, . . . , xn) ∈ X , pa se zatim posmatra
slede�i koliqnik

max(θ1,θ2)∈A0
L(A0)

max(θ1,θ2)∈Θ L(Θ)
=
L(Â0)

L(Θ̂)
= λ = λ(x1, . . . , xn) ,

qiji analitiqki izraz ne�e zavisiti od nepoznatih parametara.
Sprovedeni postupak, zapravo, znaqi zamenu nepoznatih para-

metara ǌihovim ocenama maksimalne verodostojnosti.
Dobijeni koliqnik se zove koliqnik verodostojnosti. Kako je

A0 ⊂ Θ, onda je koliqnik maǌi od jedinice, pa je 0 ≤ λ ≤ 1. Za
nultu hipotezu su problematiqne male vrednosti ovog koliqnika,
odnosno, funkcije λ(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ X , jer ukazuju na to
da je verodostojnost H0 mala u pore�eǌu sa H1, tj. da podaci
favorizuju H1 u odnosu na H0.

Neka je λ0 pozitivan pravi razlomak. Princip testiraǌa koliq-
nikom verodostojnosti nalaжe da se hipoteza H0 : (θ1, θ2) ∈ A0

odbaci ako i samo ako je

λ(x1, . . . , xn) = λ ≤ λ0
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za neko 0 < λ0 < 1. Funkcija λ(X1, . . . ,Xn) je sluqajna promenǉiva,
tj. statistika, pa je prag znaqajnosti ovog testa dat sa

α = PH0{λ(X1, . . . ,Xn) ≤ λ0}.

Ostaje jox da primer dovrximo efektivnim odre�ivaǌem mak-
simuma funkcija

lnL(A0) = −n
2
ln(2πθ2)−

1

2θ2

n∑

i=1

x2i

i

lnL(Θ) = −n
2
ln(2π)− n

2
ln θ2 −

1

2θ2

n∑

i=1

(xi − θ1)
2.

Uobiqajenim postupkom odre�ivaǌa parcijalnih izvoda po θ1 i θ2
sledi:

∂ lnL(A0)

∂θ2
= −n

2

1

θ2
+

1

2θ22

n∑

i=1

x2i = 0 ,

θ2 =
1

n

n∑

i=1

x2i .

Ovu vrednost uvrstimo u izraz za L(A0) da bismo dobili L(Â0):

L(Â0) =

(
2π

n

n∑

i=1

x2i

)−n
2

e−
n
2 =

(
ne−1

2π
∑n

i=1 x
2
i

)n
2

.

Ovo isto uradimo i za L(Θ̂), dakle,

∂ lnL(Θ)

∂θ1
=

∑n
i=1(xi − θ1)

θ2

∂ lnL(Θ)

∂θ2
=

∑n
i=1(xi − θ1)

2

2θ22
− n

2θ2
.

Izjednaqavaǌem ovih izvoda sa nulom, dobi�emo vrednosti za θ1 i
θ2 koje iznose redom:

θ1 =
1

n

n∑

i=1

xi = xn

θ2 =
1

n

n∑

i=1

(xi − xn)
2 = sn

2.
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Konaqno se dobija da je:

λ =
1

(
1 + nxn

2∑n

i=1
(xi−xn)2

)n
2

, λ ≤ λ0

odnosno, daǉe

nxn
2

1
n−1

∑n
i=1(xi − xn)2

≥ (n− 1)(λ
− 2

n
0 − 1) ,

tj. √
n|xn|√

1
n−1

∑n
i=1(xi − xn)2

≥
√
(n− 1)(λ

− 2
n

0 − 1) = c .

U ovom konkretnom primeru dobili smo statistiku

|Xn|√
S̃2
n

√
n

koja ima studentovu raspodelu sa n − 1 stepeni slobode i koja
omogu�ava da n–dimenzionu kritiqnu oblast testa prevedemo na
jednodimenzionu, a koja �e biti unija intervala, (−∞,−c]∪[c,+∞).
Dakle, kad izraqunamo c traжimo λ0 i vra�amo se na kritiqnu
oblast C = [0, λ0]. △

Test koliqnika verodostojnosti je intuitivni test i ne pos-
toji strogi razlog za ǌegovu primenu u smislu da je uniformno
najmo�niji. Me�utim, za ve�inu praktiqnih problema opisanim
postupkom koliqnika verodostojnosti se dobija najmo�niji mogu�i
test za zadate uslove. Naжalost, za statistiku λ(X1, . . . ,Xn) ovog
testa se uvek ne nalazi raspodela me�u poznatim raspodelama. Dva
najqex�a uslova koja su potrebna da bi se odredila raspodela test
statistike do koje se dolazi metodom koliqnika verodostojnosti
su:

• regularnost (moжda i u nekoj oslabǉenoj formi, ali se ug-
lavnom ovi uslovi baziraju na diferencijabilnosti) i

• da oblast u kojoj je funkcija verodostojnosti strogo pozi-
tivna ne zavisi od nepoznatih vrednosti parametara.
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Razmotrimo qiǌenicu da smo do rezultata dobijenog u prethod-
nom primeru mogli do�i i drugaqijim razmixǉaǌem.

Primer 62. Neka raspodela obeleжja X pripada familiji dopus-
tivih raspodela

{N (m,σ2), m ∈ (−∞,+∞), σ2 ∈ (0,∞)}.
Na osnovu prostog uzorka obima n testirati nultu hipotezu H0 :
m = m0 protiv alternativne H1 : m 6= m0.

U vezi sa taqkastim ocenama parametara, naveli smo da je statis-
tika (Z1, Z2) dvodimenziona kompletna dovoǉna statistika za dvodi-

menzioni parametar (m,σ2) gde je Z1 = Xn i Z2 = n
n−1S

2
n. Dakle,

nax test se mora da bazira na ovim statistikama, pa �e koliqnik
funkcija verodostojnosti biti:

L(m0;x1, . . . , xn)

L(m1;x1, . . . , xn)
= ϕ(z1, z2) = ϕ(z1(x1, . . . , xn), z2(x1, . . . , xn))

za neko m1 6= m0.
Koriste�i se ovom qiǌenicom, pribe�i�emo postupku koji je

jednostavniji od direktnog izraqunavaǌa.

Dokazali smo ranije da su Xn i S
2
n nezavisne sluqajne promen-

ǉive pa su takve i

Xn −m0
σ√
n

,
nS

2
n

σ2
.

Za posledǌe znamo da imaju slede�e raspodele:

Xn −m0
σ√
n

: N (0, 1) ,
nS

2
n

σ2
: χ2

n−1.

ǋihov koliqnik ima Studentovu raspodelu sa n − 1 stepeni slo-
bode:

tn−1 =

Xn−m0
σ√
n√

nS
2
n

σ2

n−1

=
Xn −m0

Sn

√
n− 1 , Sn =

√
S
2
n .

S obzirom na simetriqnost studentove raspodele oko svoje oqeki-
vane vrednosti, dakle oko nule, i qiǌenice da ako je m0 taqna
vrednost parametra m,

Em0

(
Xn −m0

Sn

√
n− 1

)
= E(tn−1) = 0 i H1(m 6= m0) ,
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kritiqnu oblast C izabra�emo na slede�i naqin:

C =

{
(x1, . . . , xn) :

|xn −m0|
sn

√
n− 1 ≥ k

}
, k > 0 .

Dakle, za datu vrednost α broj k odre�ujemo iz uslova:

Pm0

{
|Xn −m0|

Sn

√
n− 1 ≥ k

}
= P{|tn−1| ≥ k} = α ,

gde k odre�ujemo iz tablice za Studentovu raspodelu. △

Naqinimo sada generalizaciju.
Neka je (X1, . . . ,Xn) uzorak obima n iz populacije sa obeleжjem

X qija raspodela pripada familiji dopustivih raspodela {f(x; θ1,
θ2, . . . , θm), (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Θ}. Zadrжa�emo se na parametarskom
prostoru Θ = {(θ, θ, . . . , θm)}. Neka je A0 ⊂ Θ. Жelimo da te-
stiramo (prostu ili sloжenu ) hipotezu H0 : (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ A0,
dimA0 = k < m, protiv svih alternativnih. Definiximo funkcije
verodostojnosti posmatranog uzorka

L(A0) = ϕ(x1, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm) , (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ A0

i
L(Θ) = ϕ(x, . . . , xn; θ, θ, . . . , θm) , (θ, θ, . . . , θm) ∈ Θ .

Neka su, kao i ranije, L(Â0) i L(Θ̂) maksimumi gorǌih funkcija
po (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ A0 i (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Θ redom (za koje pret-
postavǉamo da postoje). Posmatramo kao i ranije koliqnik

L(Â0)

L(Θ̂)
= λ = λ(x1, . . . , xn)

koji se zove koliqnik verodostojnosti. Neka je λ0 pozitivan re-
alan broj maǌi od jedinice. Princip testiraǌa koliqnikom vero-
dostojnosti nalaжe da se hipoteza H0 : (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ A0 odbaci
ako i samo ako

λ(x1, . . . , xn) = λ ≤ λ0 .

Funkcija λ(X1, . . . ,Xn) je sluqajna promenǉiva, pa je prag znaqaj-
nosti ovog testa dat sa

α = PH0{λ(X1, . . . ,Xn) ≤ λ0} .

Slede�i primer ilustruje generalizaciju.
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Primer 63. Neka su obeleжja X i Y nezavisna sa raspodelama
N (θ1, θ3) i N (θ2, θ3) redom, gde su θ1, θ2 i θ3 nepoznati parametri
definisani parametarskim prostorom

Θ = {(θ1, θ2, θ3);−∞ < θ1 <∞,−∞ < θ2 <∞, 0 < θ3 <∞}.

Neka su (X1, . . . ,Xn) i (Y1, . . . , Ym) nezavisni prosti uzorci iz ovih
raspodela. Neka je A0 = {(θ1, θ2, θ3);−∞ < θ1 = θ2 < ∞, 0 < θ3 < ∞}.
Testirati hipotezu H0 : (θ1, θ2, θ3) ∈ A0 protiv svih alternativnih.

Funkcija verodostojnosti se formira iz prostog uzorka obima
n+m > 2, (X1, . . . ,Xn, Y1, . . . , Ym) pa je,

L(Θ) =

(
1

2πθ3

)n+m
2

exp

{
−
∑n

i=1(xi − θ1)
2 +

∑m
j=1(yj − θ2)

2

2θ3

}

i

L(A0) = L(Θ)
∣∣∣
θ1=θ2

.

Rexeǌe se dobija uobiqajenim odre�ivaǌem maksimuma iz jednaqina
dobijenih pomo�u parcijalnih izvoda

∂ lnL(A0)

∂θ1
,
∂ lnL(A0)

∂θ3
,
∂ lnL(Θ)

∂θ1
,
∂ lnL(Θ)

∂θ2
,
∂ lnL(Θ)

∂θ3

i ǌihovim izjednaqavaǌem sa nulom. Dakle,

L(Â0) = (2πeu2)
−n+m

2 ,

u2 =

∑n
i=1(xi − u1)

2 +
∑m

j=1(yj − u1)
2

n+m
,

u1 =

∑n
i=1 xi +

∑m
j=1 yj

n+m
i

L(Θ̂) = (2πev3)
−n+m

2 ,

v3 =

∑n
i=1(xi − v1)

2 +
∑m

j=1(yj − v2)
2

n+m
,

v2 =

∑m
j=1 yj

m
,

v1 =

∑m
i=1 xi
n

.
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Otuda,

λ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

(
v3
u2

)n+m
2 ≤ λ0

vodi do test statistike

T =
Xn − Y m√∑n

i=1(Xi −Xn)2 +
∑m

j=1(Yj − Y m)2

√
nm(n+m− 2)

n+m
,

koja ima studentovu raspodelu sa n+m− 2 stepena slobode. △

U vezi sa generalizacijom ovog postupka navedimo bez dokaza
slede�u teoremu.

Teorema 21. Neka uzorak (X1, . . . ,Xn) ima zajedniqku gustinu raspo-
dele, odnosno funkciju verodostojnosti L(θ), gde je θ ∈ Θ vixedi-
menzioni parametar. Neka je r dimenzija parametarskog prostora
Θ, a k dimenzija parametra definisanog hipotezom H0 : θ ∈ A0, tj.
dimenzija prostora A0. Tada za veliko n, statistika

−2 lnλ(X1, . . . ,Xn) = −2 ln
L(Â0)

L(Θ̂)

ima pribliжno χ2 raspodelu sa r − k stepeni slobode.

Ova teorema omogu�ava da odredimo granicu kritiqne oblasti
za veliki obim uzorka, bez obzira na raspodelu posmatranog obele-
жja. Me�utim, koji je obim uzorka, n, dovoǉno veliki nije mogu�e
odrediti u opxtem sluqaju, ve� �e brzina konvergencije zavisiti
od raspodele obeleжja koje se posmatra.

4.2 Parametarski testovi

U ovom odeǉku navex�emo samo nekoliko vaжnijih testova za
testiraǌe parametarskih hipoteza. Svi testovi ovog poglavǉa su
testovi koliqnika verodostojnosti.

Ve� smo istakli da ne postoji ”univerzalni” obim uzorka koji
�e garantovati vaǉanost statistiqkih zakǉuqaka sa zadatom taq-
nox�u. Kada je req o testiraǌu parametarskim testovima, u tom
smislu je posebno zanimǉiv test za nepoznato matematiqko oqeki-
vaǌe obeleжja, koji za dovoǉno veliki obim uzorka, moжe da se
tretira kao neparametarski u smislu gore navedene definicije.
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Naime, ako se raspolaжe prostim uzorkom dovoǉno velikog obima,
test statistika �e imati asimptotski normalnu normiranu ras-
podelu, bez obzira na raspodelu obeleжja o qijem se oqekivaǌu
radi.

Formulacija ”veliki uzorak” u smislu testova ovog odeǉka je
uzorak qiji je obim n ≥ 30.

4.2.1 Test za sredǌu vrednost obeleжja za velike uzorke

Kod testa za sredǌu vrednost, m, testira se nulta hipoteza
H0(m = m0), protiv alternativne hipoteze koja moжe da bude tro-
jaka: H1(m 6= m0), H1(m > m0) ili H1(m < m0), na osnovu prostog
uzorka X = (X1, . . . ,Xn). Testiraǌe sredǌe vrednosti se bazira na
sredini uzorka, Xn. U sluqaju da disperzija obeleжja X qija se
sredǌa vrednost oceǌuje, nije poznata, koristi se statistika

Z0 =
Xn −m0

S̃n
· √n (4.4)

koja ima pribliжno normalnu raspodelu N (0, 1) za veliki obim
uzorka, bez obzira na raspodelu obeleжja X. Jasno da je S̃n ocena
nepoznate standardne devijacije obeleжja X, te je S̃n/

√
n ocena

parametra
√
D(Xn).

Slika 4.1: Testiraǌe sredǌe vrednosti (m) obeleжja za velike
uzorke: oblasti prihvataǌa nulte hipoteze H0(m = m0) i kritiqne
oblasti za razliqite alternativne hipoteze H1. Kritiqna oblast
je deo apscisne ose ”ispod” xrafiranog dela.
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Kritiqna oblast veliqine α za testiraǌe H0 protiv H1(m 6=
m0), odre�uje se iz uslova

PH0{|Z0| ≥ c} = α.

S obzirom na raspodelu statistike Z0, vrednost c se najqex�e
zapisuje kao c = z 1−α

2
(slika 4.1). Ili uopxte, u odnosu na sve al-

ternativne hipoteze kritiqna oblast veliqine α odre�uje se prema
tabeli:

H0 H1 H0 se odbacuje ako se za
realizovani uzorak dobije

m = m0 m 6= m0 | xn−m0

s̃n/
√
n
| ≥ z0,5−α/2

m = m0 m > m0
xn−m0

s̃n/
√
n
≥ z0,5−α

m = m0 m < m0
xn−m0

s̃n/
√
n
≤ −z0,5−α

.

Me�utim, ako je obim uzorka mali, test statistika (4.4) nema
normalnu raspodelu qak ni kod normalne raspodele obeleжja X.
Kada uzorak ima n–dimenzionu normalnu raspodelu, a obim uzorka
je mali, (4.4) ima Studentovu raspodelu, o qemu �e nadaǉe biti
reqi.

Ukoliko je disperzija posmatranog obeleжja (odnekud) poznata,
koristi�e se σ/

√
n, σ =

√
D(X), za standardizaciju statistike Xn,

tj. test statistika �e biti

Z0 =
Xn −m0

σ

√
n

i ǌena raspodela �e biti tako�e normalna normirana za veliki
obim prostog uzorka, bez obzira na raspodelu posmatranog obele-
жja.

4.2.2 Parametarska testiraǌa kod normalne raspodele

Narednih xest grupa testova odnose se na normalnu raspodelu,
tj. na obeleжje X qija raspodela pripada familiji dopustivih
raspodela {N (m,σ2), m ∈ R, σ2 ∈ R+}.

1. Testira se hipoteza o nepoznatom matematiqkom oqekivaǌu
obeleжja X, H0(m = m0). Pri tome se razlikuju dva sluqaja:
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(a) σ2 poznato, ili σ2 nepoznato a obim uzorka veliki. Test
statistika za sluqaj poznate disperzije je

Z0 =
Xn −m0

σ

√
n .

U ovom sluqaju Z0 ima taqnu raspodelu N (0, 1), dok za
nepoznato σ2

Z0 =
Xn −m0

Sn

√
n− 1 ,

ima samo asimptotski raspodelu N (0, 1). Kritiqne obla-
sti koje odgovaraju pojedinim alternativnim hipotezama
za realizovanu vrednost z0 statistike Z0 prikazane su u
tabeli:

H0 H1 C

m = m0 m 6= m0 |z0| ≥ z0,5−α/2

m = m0 m > m0 z0 ≥ z0,5−α

m = m0 m < m0 z0 ≤ −z0,5−α

.

Kritiqne oblasti su prikazane na slici 4.1.

Primer 64. Za slede�e rezultate:

Br. poena Br. studenata

[50,60) 4

[60,70) 17

[70,80) 24

[80,90) 10

[90,100] 5

koji su dobijeni testiraǌem praga osetǉivosti, testi-
rati hipotezu da je sredǌa vrednost jednaka 75 za prag
znaqajnosti α = 0, 01, ako je disperzija poznata i iznosi
100.

Testira se hipoteza H0(m = 75) protiv alternativne H1(m
6= 75). Disperzija je poznata i iznosi 100, prag znaqaj-
nosti je α = 0, 01, dok je uzoraqka sredina jednaka

x60 =
1

60
(4 · 55 + 17 · 65 + 24 · 75 + 10 · 85 + 5 · 95) = 74, 17.
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Tako se dobija da je realizovana vrednost test statis-
tike jednaka

74, 17 − 75

10

√
60 = −0, 64.

Kako je z0,495 = 2, 575, to je kritiqna oblast

C = (−∞;−2, 575] ∪ [2, 575;+∞).

Kako −0, 64 6∈ C, to se hipoteza H0 prihvata. (Znaqajnost,
odnosno p–vrednost, ovog testa je 0,5222, dakle ve�a od
0,01.) △

(b) σ2 nepoznato i obim uzorka mali. Test statistika

t0 =
Xn −m0

S̃n

√
n =

Xn −m0

Sn

√
n− 1

ima Studentovu raspodelu sa n−1 stepeni slobode. Tabela
odgovaraju�ih kritiqnih oblasti je:

H0 H1 C

m = m0 m 6= m0 |t0| ≥ tn−1; 1−α
2

m = m0 m > m0 t0 ≥ tn−1;0,5−α

m = m0 m < m0 t0 ≤ −tn−1;0,5−α

,

gde se konstante tn−1, 1−α
2

i tn−1, 1
2
−α, tj. granice kritiqne

oblasti, qitaju iz tablice Studentove raspodele. Gra-
fiqki prikaz bi bio analogan onome sa slike 4.1

2. Testira se hipoteza o jednakosti sredǌih vrednosti dvaju
nezavisnih obeleжja X i Y sa pretpostavǉenim raspodelama:

X : N (mX , σ
2
X) , Y : N (mY , σ

2
Y )

na osnovu prostih nezavisnih uzoraka X = (X1, . . . ,XnX
) i Y =

(Y1, . . . , YnY
) obima nX i nY redom,

H0(mX = mY ), odnosno, H0(mX −mY = 0).

Razmatraju se dva sluqaja:
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(a) σ2X i σ2Y poznate, ili σ2X i σ2Y nepoznate i obimi uzoraka
veliki.
Za testiraǌe navedene nulte hipoteze koristi se test
statistika

Z0 =
X − Y√
σ2
X

nX
+

σ2
Y

nY

, odnosno , Z0 =
X − Y√
D̂(X − Y )

,

gde je

D̂(X − Y ) =
S
2
nX

nX
+
S
2
nY

nY
i X ≡ XnX

, Y ≡ Y nY

od kojih se prva koristi za poznate disperzije i ima
taqno normalnu normiranu raspodelu, a druga ima pri-
bliжno N (0, 1) raspodelu ako je hipoteza H0 taqna.

Kritiqne oblasti veliqine α za odgovaraju�e alterna-
tivne hipoteze H1 date su tabelom:

H0 H1 C

mX = mY mX 6= mY |z0| ≥ z0,5−α/2

mX = mY mX > mY z0 ≥ z0,5−α

mX = mY mX < mY z0 ≤ −z0,5−α

.

(b) σ2X i σ2Y nepoznate, obim uzorka mali i σ2X = σ2Y . Koristi
se test statistika

t0 =
(X − Y )

√
nX ·nY

nX+nY
(nX + nY − 2)

√
(nX − 1)S̃2

X + (nY − 1)S̃2
Y

, (4.5)

koja, pod navedenim uslovima, ima pribliжno tnX+nY −2

raspodelu. Tabela odgovaraju�ih kritiqnih oblasti iz-
gleda ovako:

H0 H1 C

mX = mY mX 6= mY |t0| ≥ tnX+nY −2;0,5−α/2

mX = mY mX > mY t0 ≥ tnX+nY −2;0,5−α

mX = mY mX < mY t0 ≤ −tnX+nY −2;0,5−α

.
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Testiraǌe u okviru ove taqke se moжe vrxiti i u sluqaju
nepoznatih, a razliqitih disperzija σ2X i σ2Y . Test statis-
tika je ponovo oblika (4.5), ali se granice kritiqnih oblasti
odre�uju tzv. aproksimacijom Kohrena o kojoj ovde ne�e biti
reqi.

Primer 65. Posmatrane su dve grupe radnika jedne fabrike
i meren je ǌihov koeficijent inteligencije. Za prvu grupu
od 16 radnika dobijeno je da je x16 = 114 i sX = 82. Za drugu
grupu od 14 radnika dobijeno je da je y14 = 121 i sY = 60. Da
li postoje bitne razlike izme�u sredǌih vrednosti koefi-
cijenata inteligencije ovih dveju grupa radnika ako je prag
znaqajnosti α = 0, 05 ?

Testira se hipoteza H0(m1 = m2) protiv hipoteze H1(m1 6=
m2), pri qemu su disperzije nepoznate. Test statistika ima
realizovanu vrednost −2, 258. Kako je t28;0,475 = 2, 048, to je
kritiqna oblast C = (−∞;−2, 048] ∪ [2, 048;+∞). Kako −2, 258 ∈
C, to se hipoteza H0 odbacuje, tj. zakǉuquje se da postoje
bitne razlike izme�u koeficijenata inteligencije posmatra-
nih dveju grupa radnika. (Znaqajnost, odnosno p–vrednost,
ovog testa je 0,032 xto je maǌe od 0,05.) △

3. Testira se hipoteza o jednakosti sredǌih vrednosti dvaju
obeleжja X i Y posmatranih istovremeno na istoj populaciji
sa pretpostavǉenim raspodelama:

X : N (mX , σ
2
X) , Y : N (mY , σ

2
Y )

na osnovu dvodimenzionog prostog uzorka obima n. Najqex�e
se radi o tome da se, zapravo, na istim jedinkama (ǉudima,
жivotiǌama) utvr�uju vrednosti jednog ispitivanog obeleжja
pri postojaǌu razliqitih uslova izvo�eǌa eksperimenta, pa
se rezultati jednog mereǌa oznaqe sa X(1), a drugog sa X(2).
”Rezultat” oba izvrxena mereǌa na uzorku obima n je slu-
qajni vektor:

((
X

(1)
1 ,X

(2)
1

)
,
(
X

(1)
2 ,X

(2)
2

)
, . . . ,

(
X(1)

n ,X(2)
n

))

Testira se hipoteza:

H0(m1 = m2), odnosno, H0(m1 −m2 = 0)
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i kaжe se da se radi o testu za matematiqko oqekivaǌe kod
sparenih uzoraka. Test statistika koja se pri tome koristi

t0 =
Dn√∑n

i=1
(Di−Dn)2

n(n−1)

,

gde je

Dn =
1

n

n∑

i=1

Di , Di = X
(1)
i −X

(2)
i , i = 1, . . . , n ,

ima Studentovu raspodelu sa n−1 stepeni slobode. Kritiqne
oblasti se odre�uju kao kod testa za matematiqko oqekivaǌe
normalne raspodele sa nepoznatom disperzijom i malim obi-
mom uzorka.

Primer 66. Neka je na grupi od 10 ǉudi meren broj pozi-
tivnih reakcija pod dejstvom dva stresora i to najpre fiziqke
prirode, pri qemu je stres izazivan elektriqnim xokom, a
zatim psiholoxke prirode – glasna muzika. U tabeli je dat
broj pozitivnih reakcija:

Stresor \ Osoba 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Elektroxok 6 8 4 8 6 4 5 5 6 7
Glasna muzika 8 9 9 12 9 7 9 9 8 11
di −2 −1 −5 −4 −3 −3 −4 −4 −2 −4

.

Testirati hipotezu o jednakosti matematiqkih oqekivaǌa za
α = 0, 05.

Dobija se da je d10 = −3, 2 i
∑
(di − d10)

2 = 13, 6, tako da test
statistika ima realizovanu vrednost

t0 =
−3, 2√
13, 6

·
√
9 = −2, 603.

Kritiqna oblast je

C = (−∞;−2, 262] ∪ [2, 262;+∞)

i kako −2, 603 ∈ C, to se hipoteza H0 odbacuje, tj. zakǉuquje
se da ima razlike u oqekivanom broju pozitivnih reakcija pod
dejstvom fiziqkog i psiholoxkog stresora kod posmatrane
grupe ispitanika. (Znaqajnost ili p–vrednost ovog testa je
0,029, dakle maǌa od 0,05.) △
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4. Test koji se odnosi na testiraǌe disperzije obeleжja sa nor-
malnom raspodelom ima nultu hipotezu:

H0(σ
2 = σ20),

gde je σ20 fiksiran pozitivan realan broj. U tom sluqaju, test
statistika je

χ2
0 =

(n− 1)S̃2
n

σ20

koja ima pribliжno χ2 raspodelu sa n − 1 stepeni slobode:
χ2
n−1.

Kritiqne oblasti veliqine α, za razliqite alternativne hi-
poteze, date su u tabeli:

H0 H1 C

σ2 = σ20 σ2 6= σ20 χ2
0 ≤ χ2

n−1;α
2
∨ χ2

0 ≥ χ2
n−1;1−α

2

σ2 = σ20 σ2 > σ20 χ2
0 ≥ χ2

n−1;1−α

σ2 = σ20 σ2 < σ20 χ2
0 ≤ χ2

n−1;α

.

Deo apscisne ose ispod xrafirane povrxine je kritiqna ob-
last veliqine α i na slici 4.2 a) odgovara oblasti odbaci-
vaǌa razmatrane nulte hipoteze protiv alternativne H1(σ

2 6=
σ20) i na odgovaraju�i naqin 4.2 b).

Slika 4.2: Testiraǌe disperzije (σ2) obeleжja za velike uzorke:
kritiqne oblasti za H0(σ

2 = σ20) protiv alternativnih hipoteza a)
H1(σ

2 6= σ20), i b) H1(σ
2 > σ20).

Navedena statistika se koristi za sluqaj nepoznatog mate-
matiqkog oqekivaǌa. Za sluqaj poznatog m, koristi se test
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statistika

χ2
0 =

∑n
i=1(Xi −m)2

σ20

koja ima χ2 raspodelu sa n stepeni slobode, pa se u tom smislu
i kritiqne oblasti razlikuju od gore navedenih, tj. razli-
kuju se samo kao posledica promene u broju stepeni slobode.

Primer 67. Mereǌem koeficijenta inteligencije 50 uqeni-
ka dobijeno je da je disperzija jednaka s250 = 2, 45. Testirati
hipotezu da je standardno odstupaǌe ve�e od 2 za prag zna-
qajnosti α = 0, 05.

Testira se hipoteza H0(σ
2 = 4) protiv hipoteze H1(σ

2 > 4).
Kako je χ2

49;0,95 = 67, 5, to je kritiqna oblast C = [67, 5;+∞).
Test statistika ima realizovanu vrednost (49 ·2, 45)/4 = 30, 01
i ona ne pripada oblasti C, tako da se hipoteza H0 prihvata.
(Znaqajnost ili p–vrednost ovog testa je 0,99, dakle, ve�a od
0,05.) △

5. Qesto se ukazuje potreba za upore�ivaǌem dva obeleжja po
ǌihovim disperzijama. Koriste se dva nezavisna prosta uzor-
ka (X1, . . ., XnX

) i (Y1, . . ., YnY
) obeleжja X i Y qije su

raspodele redom N (mX , σ
2
X) i N (mY , σ

2
Y ). Testira se nulta

hipoteza
H0(σ

2
X = σ2Y )

protiv odgovaraju�e sloжene hipoteze, kao i u prethodnim
testovima. U sluqaju da su mX i mY poznate veliqine, ko-
risti se test statistika

F0 =

nX
nY∑
i=1

(Yi −mY )
2

nY
nX∑
i=1

(Xi −mX)2

koja ima Fixerovu raspodelu FnY ,nX
. Kada mX i mY nisu

poznate, koristi se

F0 =
S̃2
nY

S̃2
nX

koja ima pribliжno Fixerovu raspodelu FnY −1,nX−1. Tabela
odgovaraju�ih kritiqnih oblasti u posledǌem sluqaju je:
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H1 C

σ2X 6= σ2Y F0 ≤ FnY −1,nX−1;α
2
∨ F0 ≥ FnY −1,nX−1;1−α

2

σ2X > σ2Y F0 ≥ FnY −1,nX−1;1−α

σ2X < σ2Y F0 ≤ FnY −1,nX−1;α

.

dok za sluqaj poznatih mX i mY treba na odgovaraju�i naqin
prilagoditi broj stepeni slobode statistika u tabeli.

Kritiqne oblasti za odgovaraju�e sloжene alternativne hi-
poteze prikazane su na slici 4.3.

Slika 4.3: Kritiqne oblasti kod primene Fixerove raspodele za
testiraǌe nulte protiv alternativnih hipoteza a) H1(σ

2
X 6= σ2Y ) i

b) H1(σ
2
X > σ2Y ), kada oqekivaǌa nisu poznata.

6. Testiraǌe koeficijenta korelacije

Za sluqajni vektor (X,Y ) qija raspodela pripada famili-
ji dvodimenzionih normalnih raspodela {N (mX ,mY , σ

2
X , σ2Y ,

ρ) ,mX ∈ R ,mY ∈ R ,σ2X ∈ R+ , σ2Y ∈ R+ , |ρ| ∈ [0, 1]} testira se
nulta hipoteza

H0 : ρ = ρ0, −1 < ρ0 < 1

protiv odgovaraju�ih alternativnih. Razlikuju se dva slu-
qaja: ρ0 = 0 i ρ0 6= 0. Ovo je posledica razliqitih test
statistika impliciranih pomenutim vrednostima koefici-
jenta korelacije. Dakle, za dva obeleжja testira se postojaǌe
linearne veze me�u ǌima na slede�i naqin:

(a) Testiraǌe nulte hipoteze

H0 : ρ = 0
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na osnovu uzoraqkog koeficijenta korelacije i uzorka
obima n.

Pod pretpostavkom da je nulta hipoteza taqna, test statis-
tika

t0 =
RXY

√
n− 2√

1−R2
XY

ima Studentovu raspodelu sa n− 2 stepena slobode. RXY

je, kao i do sada, uzoraqki koeficijent korelacije. Otuda
je tabela odgovaraju�ih kritiqnih oblasti za prag zna-
qajnosti α:

H0 H1 C

ρ = 0 ρ 6= 0 |t0| ≥ tn−2;0,5−α/2

ρ = 0 0 < ρ < 1 t0 ≥ tn−2;0,5−α

ρ = 0 −1 < ρ < 0 t0 ≤ −tn−2;0,5−α

.

Treba se podsetiti ranije iznete qiǌenice da ukoliko
vektor (X,Y ) ima dvodimenzionalnu normalnu raspodelu,
saznaǌe o tome da je H0 : ρ = 0 taqna, znaqi ne samo neko-
relisanost, ve� i nezavisnost obeleжja X i Y .

Primer 68. Grupa od 16 studenata pokazala je na ispitu
iz matematike slede�i uspeh:

Pismeni 90 90 80 90 92 88 90 63

Usmeni 84 84 82 94 90 85 89 62

Pismeni 70 54 78 86 99 84 56 85

Usmeni 65 52 72 90 98 89 58 85
.

Da li je na 5% pragu znaqajnosti koeficijent korelacije
blizak nuli?

Testira se hipoteza H0(ρ = 0) protiv hipoteze H1(ρ 6= 0).
Odgovaraju�e uzoraqke sredine su x16 = 80, 94 i y16 =
79, 94, dok su uzoraqke disperzije sX = 166, 9 i sY = 177, 66 ,
respektivno. Uzoraqki koeficijent korelacije ima vred-
nost rXY = 0, 964. Prema tome, vrednost test statistike
je

t0 =
0, 964

√
14√

1− 0, 9642
= 13, 565 .
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Kritiqna oblast je C = (−∞;−2, 145] ∪ [2, 145;+∞) i kako
13,565 pripada oblasti C, to se hipoteza H0 odbacuje. △

(b) Testiraǌe nulte hipoteze

H0 : ρ = ρ0 ,

gde je ρ0 6= 0, tj. ρ0 ∈ (−1, 0)∪ (0, 1), tako�e na bazi uzorka
obima n.

Koristi se test statistika

Z =
1

2
ln

(
1 +RXY

1−RXY

)

koja, pod pretpostavkom da je nulta hipoteza taqna, ima
pribliжno normalnu raspodelu

Z : N
(
1

2
ln

(
1 + ρ0
1− ρ0

)
+

ρ0
2(n − 1)

,
1

n− 3

)
.

Standardizovaǌem ovakve sluqajne promenǉive omogu�e-
no je korix�eǌe tablice za normalnu normiranu ras-
podelu i tabela odgovaraju�ih kritiqnih oblasti veli-
qine α kao u prethodnom sluqaju, gde je z0 realizovana
vrednost statistike

Z0 =
Z − 1

2 ln(
1+ρ0
1−ρ0

)− ρ0
2(n−1)

1/
√
n− 3

.

4.2.3 Testiraǌe parametra binomne raspodele

Ako treba testirati verovatno�u p realizacije nekog doga�a-
ja A preko uzorka obima n, zapravo se vrxi testiraǌe hipoteze
o parametru binomne raspodele, tj. testiraǌe nulte hipoteze
H0(p = p0) protiv svih alternativnih, pod pretpostavkom da je
uzorak uzet iz populacije sa obeleжjem Sn : B(n, p). Za mali obim
uzorka, kritiqne oblasti se odre�uju direktno iz definicije bi-
nomne raspodele, o qemu se qitalac moжe vixe informisati u tek-
stu posve�enom testu znakova. Me�utim, za veliki obim uzorka,
xto ovde podrazumeva n > 50 i np0 > 10, koristi se normalna
aproksimacija binomne raspodele i statistika

Z0 =
Sn − np0√
np0(1− p0)
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koja ima pribliжno N (0, 1) raspodelu. Dakle:

H0 H1 C

p = p0 p 6= p0 |z0| ≥ z0,5−α/2

p = p0 p > p0 z0 ≥ z0,5−α

p = p0 p < p0 z0 ≤ −z0,5−α

.

Primer 69. Anketom se ispituju xanse jednog kandidata na izbo-
rima. Me�u 100 sluqajno izabranih glasaqa 55 ǌih se izjasnilo da
bi glasalo za tog kandidata. Neka je p verovatno�a da je sluqaj-
no izabrani anketirani simpatizer posmatranog kandidata. Te-
stirati hipotezu da �e posmatrani kandidat dobiti 50% glasova
celokupnog biraqkog tela protiv svih alternativnih. Dakle, te-
stira se nulta hipoteza H0(p = 0, 5) i neka je α = 0, 01, protiv: a)
H1(p 6= 0, 5), b) H1(p > 0, 5) i v) H1(p < 0, 5).

Realizovana vrednost test statistike je

z0 =
55− 100 · 0, 5√
100 · 0, 5 · 0, 5 = 1.

a) Dobija se da je z0,495 = 2, 575, tako da je kritiqna oblast
C = (−∞;−2, 575] ∪ [2, 575;+∞). Kako 1 6∈ C, to se hipoteza H0

prihvata. (Znaqajnost ili p–vrednost ovog testa je 0,317, dakle,
ve�a od 0,01.) To istovremeno znaqi da nema smisla daǉe vrxiti
testiraǌa protiv preostale dve alternativne hipoteze. △

4.3 Neparametarski testovi

Dve su vrste problema koji se najqex�e rexavaju neparametar-
skim testovima:

1. problem jednog uzorka – ispituju se:

(a) parametri raspodele (pre svega kvantili),

(b) sluqajnost uzorka, i

(c) saglasnost uzorka sa pretpostavǉenom raspodelom.

2. problem dva uzorka – ispituju se:

(a) zavisnost dva obeleжja,

(b) upore�uju se raspodele dva obeleжja, i sl.
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4.3.1 Test Kolmogorov – Smirnova

Test Kolmogorov–Smirnova se koristi samo kod obeleжja ap-
solutno neprekidnog tipa, tj. kod takvih obeleжja kod kojih je
funkcija raspodele F neprekidna. Testira se nulta hipoteza

H0 : F (x) = F0(x) , ∀x ∈ R ,

gde je F0 neka odre�ena, tako�e neprekidna, funkcija raspodele.
Test Kolmogorov–Smirnova direktno primeǌuje centralnu teo-
remu matematiqke statistike, te na osnovu uzorka obima n, (X1,
. . ., Xn), odre�uje empirijsku funkciju raspodele Sn(x), x ∈ R, i
definixe statistiku

Dn = sup
−∞<x<+∞

|Sn(x)− F0(x)|.

Slika 4.4: Odre�ivaǌe vrednosti dn kod testa Kolmogorov–
Smirnova.

Pod pretpostavkom da je nulta hipoteza taqna, statistika Dn

ima raspodelu Kolmogorova. Na osnovu realizovanog uzorka (x1,
. . ., xn) treba odrediti realizovanu vrednost statistike Dn:

dn = sup
−∞<x<+∞

|sn(x)− F0(x)|.

Realizovana vrednost empirijske funkcije raspodele je stepe-
nasta funkcija sn(x), x ∈ R, i ima konaqan broj ”stepenika” (naj-
vixe n + 1, u sluqaju da su svi elementi realizovanog uzorka ra-
zliqiti). Uoqimo jox jednom da su sn i F0 monotono neopadaju�e
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funkcije. Odre�ivaǌe supremuma, u praksi, se, po pravilu, svodi
na odre�ivaǌe maksimuma apsolutnih razlika |sn(x− 0)−F0(x− 0)|
(zbog neprekidnosti s desna) na segmentima definisanim uzorkom
(slika 4.4).

Granica kritiqne oblasti za zadati prag znaqajnosti α: dn,1−α

qita se iz tablice Kolmogorova. Kritiqna oblast odre�uje se na
slede�i naqin:

H0 H1 C

F = F0 F 6= F0 dn ≥ dn,1−α

Primer 70. Slede�a tabela prikazuje rezultate testa inteligen-
cije 53 deqaka:

IQ Br. dece

[65,75) 1

[75,85) 2

[85,95) 10

[95,105) 12

[105,115) 14

[115,125) 11

[125,135] 3

.

Ispitati saglasnost ovih podataka sa normalnim zakonom raspo-
dele koriste�i test Kolmogorov–Smirnova sa 1% pragom znaqaj-
nosti.

Neka je obeleжje X koeficijent inteligencije deteta. Testira
se hipoteza

H0(podaci su saglasni sa N (m,σ2) raspodelom).

Parametri raspodele m i σ2 su nepoznati. Parametar m se oceǌu-
je uzoraqkom sredinom a σ2 uzoraqkom disperzijom. Tako se dobija
m̂ = 105, 28 i σ̂2 = 184, 047. Znaqi, testira se hipoteza H0( podaci
su saglasni sa N (105, 28 ; 184, 047) raspodelom). Daǉi postupak je
sadrжan u slede�oj tabeli:

xi + 0 ni

∑
i

s53(xi − 0) ti F0(xi) = 0, 5± Φ(|ti|) |s53(xi − 0) − F0(xi)|
75 1 1 0,019 -2,232 0,0129 0,0061
85 2 3 0,057 -1,495 0,0681 0,0111
95 10 13 0,245 -0,758 0,2236 0,0214
105 12 25 0,472 -0,021 0,4920 0,0200
115 14 39 0,736 0,716 0,7642 0,0282
125 11 50 0,943 1,454 0,9265 0,0165
135 3 53 1 2,191 0,9857 0,0143

.
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Ovde je ni apsolutna uqestanost i-tog intervala,
∑

i zbirna
uqestanost do tog intervala (ukǉuquju�i i taj interval), a ti =
(xi−0)−m̂√

σ̂2
. Prime�uje se da je maksimalna razlika |s53(x−0)−F0(x)| ≡

|s53(x− 0)−F0(x− 0)| jednaka 0, 0282, tako da je d53 = 0, 0282. Kako je
1 − α = 0, 99, to iz tablice Kolmogorova sledi da je d53;0,99 = 0, 23,
tako da je kritiqna oblast C = [0, 23;+∞). Kako 0, 0280 6∈ C, to se
hipoteza H0 prihvata, odnosno nema razloga da se odbaci. Dakle,
na osnovu rezultata testa, moжe se tvrditi da je IQ normalno
raspodeǉen na populaciji deqaka ispitivanog uzrasta. △

Test Kolmogorov–Smirnova koristi se i za testiraǌe jednako-
sti raspodela dvaju obeleжja X i Y apsolutno neprekidnog tipa
na osnovu nezavisnih uzoraka (X1, X2, . . ., Xn1) i (Y1, Y2, . . ., Yn2).
Koristi se statistika

D n1n2
n1+n2

= sup
−∞<x<+∞

|SX(x)− SY (x)|

za testiraǌe nulte hipoteze

H0 : FX = FY

protiv alternativne

H1 : FX 6= FY ,

gde su SX(x) i SY (x), x ∈ R, odgovaraju�e empirijske funkcije
raspodele obeleжja X i Y na osnovu posmatranih uzoraka. I
ovde se u praksi supremum zameǌuje maksimumom. Odgovaraju�a
kritiqna oblast veliqine α je:

H0 H1 C

FX = FY FX 6= FY d n1n2
n1+n2

≥ d n1n2
n1+n2

,1−α
.

Primer 71. Sluqajno izabrani deqaci iz dve xkole podvrgnuti
su testu agresivnosti. Dobijeni su slede�i rezultati:

Broj poena na testu [75,85) [85,95) [95,105) [105,115) [115,125) [125,135]
Br. deqaka I xkole 3 10 12 14 11 3
Br. deqaka II xkole 0 2 13 30 5 1

.
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Testirati hipotezu da su uzorci iz populacije sa istom raspode-
lom obeleжja sa pragom znaqajnosti 0,05.

Testira se hipoteza H0(FX = FY ) protiv hipoteze H1(FX 6= FY ).
Postupak raqunaǌa dat je u tabeli:

xi + 0 ni

∑
i

sX(xi − 0) mi

∑
i

sY (xi − 0) |sX(xi − 0)− sY (xi − 0)|
85 3 3 0,0566 0 0 0 0,0566
95 10 13 0,2453 2 2 0,0392 0,2061
105 12 25 0,4717 13 15 0,2941 0,1776
115 14 39 0,7358 30 45 0,8824 0,1466
125 11 50 0,9434 5 50 0,9804 0,0370
135 3 53 1 1 51 1 0

.

Kako je (53 · 51)/(53 + 51) = 25, 99 a to pribliжno jednako 26, to
je d26 = 0, 2061. S druge strane, kritiqna oblast je oblika C =
[d26;0,95; +∞) = [0, 264;+∞). Vrednost 0,2061 ne pripada kritiqnoj
oblasti C, xto znaqi da se hipoteza H0 prihvata, tj. uzorci su sa
istom raspodelom obeleжja (za dati prag znaqajnosti). Odnosno,
moжe se smatrati da u stepenu agresivnosti kod deqaka dveju ispi-
tivanih xkola nema razlike. △

4.3.2 Pirsonov χ
2 test

Jedan od najqex�e primeǌivanih neparametarskih testova je
Pirsonov ili χ2 test.

Test nosi naziv po svom autoru Karlu Pirsonu, koji ga je de-
finisao i uveo u statistiqku praksu 1900. godine. ǋegov alter-
nativni naziv, χ2 test, potiqe od raspodele test statistike kojom
se koristi. Ovde �emo samo pribliжiti ideju o raspodeli test
statistike, a ne�emo se baviti dokazom upravo navedene tvrdǌe.

Po�imo od sluqajne promenǉive u oznaci X1 sa binomnom ras-
podelom B(n, p1). Standardizovana sluqajna promenǉiva X∗

1 =
= X1−np1√

np1(1−p1)
ima asimptotski (prema Muavr–Laplasovoj teoremi)

normalnu normiranu raspodelu. Otuda, kada n → ∞, sluqajna
promenǉiva Q1 = (X∗

1 )
2 ima asimptotski χ2–raspodelu sa 1 ste-

penom slobode, χ2
1. Uvode�i novu sluqajnu promenǉivu X2 = n−X1

i parametar p2 = 1− p1, sluqajna promenǉiva Q1 se moжe da pred-
stavi kao

Q1 =
(X1 − np1)

2

np1(1− p1)
=

(X1 − np1)
2

np1
+

(X2 − np2)
2

np2
.

Dakle, zbir ovako definisanih sluqajnih promenǉivih ima asimp-
totski χ2

1–raspodelu kada se n uve�ava (n ≥ 50).
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Posmatrajmo sada sluqajni vektor (X1,X2, . . . ,Xk−1) dimenzije
k−1 sa multinomnom raspodelom M(n, p1, p2, . . . , pk−1). Definiximo
sluqajnu promenǉivu Xk = n − (X1 + · · · + Xk−1) i parametar pk =
1− (p1 + · · ·+ pk−1). Moжe se pokazati da sluqajna promenǉiva

Qk−1 =
k∑

i=1

(Xi − npi)
2

npi
, npi ≥ 5 za svako i = 1, . . . , k

konvergira u raspodeli ka sluqajnoj promenǉivoj sa χ2
k−1 raspode-

lom. U literaturi se moжe da na�e upozoreǌe da je ova aproksi-
macija dobra tek kada je n dovoǉno veliko tako da svako npi, i =
1, . . . , k bude najmaǌe 5, qega �emo se i mi ovde pridrжavati.

Sluqajna promenǉiva Qk−1 sluжi kao osnov za definiciju Pir-
sonovog testa.

Pretpostavimo da se uzoraqki prostor nekog eksperimenta raz-
bija na konaqan broj me�usobno disjunktnih skupova A1, . . . , Ak.
Neka je P (Ai) = pi, i = 1, . . . , k, gde je pk = 1 − (p1 + · · · + pk−1),
xto znaqi da je pi verovatno�a da je ishod ovog sluqajnog ekspe-
rimenta u skupu Ai. Pretpostavǉamo da se sluqajni eksperiment
ponavǉa n nezavisnih puta pod istim uslovima, pa �emo sluqajnom
promenǉivom Xi da oznaqimo koliko je puta ishod eksperimenta
pripao skupu Ai. Drugim reqima, X1, . . . ,Xk, Xk = n − (X1 + · · · +
Xk−1) su apsolutne uqestanosti sa kojima ishod eksperimenta pri-
pada respektivno skupovima A1, . . . , Ak. Tada je zajedniqka gustina
raspodele za X1, . . . ,Xk−1 multinomna sa parametrima n, p1, . . . , pk−1.
Nadaǉe se testiraǌe odnosi na nultu hipotezu o pomenutoj multi-
nomnoj raspodeli:

H0 : p1 = p01, p2 = p02, . . . , pk−1 = p0,k−1 ,

protiv svih alternativnih, gde su p01, . . . , p0,k−1 brojevi, 0 < p0i < 1,
i = 1, 2, . . . , k − 1 i p01 + p02 + · · ·+ p0,k−1 < 1.

Jasno je sada u kakvoj je vezi ovaj test sa sluqajnom promenǉivom
Qk−1. Ako je H0 taqna hipoteza, sluqajna promenǉiva

Qk−1 =
k∑

i=1

(Xi − np0i)
2

np0i

ima pribliжno χ2
k−1–raspodelu.

Uoqimo slede�e. Kada je H0 taqna, onda je np0i oqekivaǌe od Xi.
Otuda je i intuitivno jasno da eksperimentalna vrednost sluqajne
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promenǉive Qk−1 ne treba da je velika ako je H0 taqna. Na osnovu
ovoga, za unapred zadati prag znaqajnosti α, odre�ujemo granicu
kritiqne oblasti c kao

P{Qk−1 ≥ c} = α .

S obzirom na raspodelu kojoj teжi, umesto oznake Qk−1, ili
neke druge, za ovu sluqajnu promenǉivu se koristi oznaka bax
χ2
k−1.
Neki najkarakteristiqniji primeri primene χ2 testa izneti su

u narednim odeǉcima.

A. Ispitivaǌe saglasnosti uzorka sa pretpostavǉenom
raspodelom

Kao i kod testa Kolmogorov–Smirnova, testira se hipoteza da
je nepoznata raspodela F posmatranog obeleжja X jednaka zadatoj
– poznatoj raspodeli F0, tj.

H0 : F = F0,

protiv alternativne, da su raspodele razliqite. Bitna razlika
u odnosu na test Kolmogorov–Smirnova je u tome xto se χ2 test ne
ograniqava samo na raspodele apsolutno neprekidnog tipa, ve� se
moжe primeniti na bilo koju raspodelu F0.

Postupak testiraǌa sprovodi se tako xto se oblast vrednosti
za X deli na odre�en broj (k) disjunktnih skupova, tj. realna
prava se podeli na k disjunktnih intervala S1, S2, . . ., Sk, qija je
unija skup R:

S1, S2, . . . , Sk ⊂ R , ∪k
i=1Si = R , Si ∩ Sj = ∅ za i 6= j.

Slede�i korak je izraqunavaǌe teorijskih verovatno�a P{X ∈
Si} = p0i, i = 1, . . . , k−1 i p0k = 1− (p01+ · · ·+p0,k−1), uz pretpostavku
da je nulta hipoteza taqna. Zatim se sraqunavaju teorijske apso-
lutne uqestanosti u intervalima Si zadatog uzorka obima n:

n̂i = np0i ≡ ei .

Drugim reqima, n̂i je oqekivani broj elemenata uzorka u svakom
intervalu Si (otuda

1 i oznaka ei koja se koristi u literaturi) pod

1Od engleske reqi expected.
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uslovom da je nulta hipoteza taqna. On se upore�uje sa realizo-
vanim u eksperimentu brojem elemenata uzorka u tom intervalu,
tj. sa ni (u literaturi se koristi i oznaka2 oi). Ako je H0 taqna,
odstupaǌa n̂i od ni ne bi smela da budu velika. Za meru odstupaǌa
u svakoj grupi uzima se relativno odstupaǌe

(ni − n̂i)
2

n̂i
,

pa se kao test statistika koristi

χ2
0 =

k∑

i=1

(ni − n̂i)
2

n̂i
=

k∑

i=1

n2i
n̂i

− n .

Ona za veliki obim uzorka n, pod pretpostavkom da je nulta hipote-
za taqna i svi parametri raspodele F0 u nultoj hipotezi poznati,
ima pribliжno χ2 raspodelu sa k − 1 stepeni slobode.

Kritiqna oblast veliqine α dobija se iz uslova

α = PH0{χ2
0 ≥ c},

jer realizacija doga�aja {χ2
0 ≥ c} signalizira veliko odstupaǌe F

od F0.
Dakle, naredna tabela prikazuju kritiqnu oblast veliqine α

za razmatrani test.

H0 H1 C

F = F0 F 6= F0 χ2
0 ≥ χ2

k−1,1−α
.

Ova kritiqna oblast se odre�uje analogno sa onom prikazanom
na slici 4.2 b).

Pri razbijaǌu skupa R na intervale ne postoji strogo pravilo
o broju intervala. U praksi se rukovodi logikom sre�ivaǌa re-
alizovanog uzorka, me�utim, ne treba birati nijedan interval Si
u kome bi se dobilo n̂i < 5, odnosno takav interval treba prikǉu-
qiti prethodnom ili narednom intervalu.

Ukoliko neki od parametara raspodele F0 treba oceniti na os-
novu uzorka (parametar nije unapred poznat) da bi se odredile
verovatno�e p0i, onda za svaki proceǌeni parametar treba smaǌi-
ti broj stepeni slobode za jedan. Dakle, ako se oceǌuje ukupno l
parametara, broj stepeni slobode statistike χ2

0 je: k − l − 1.

2Od engleske reqi observed.



Testiraǌe statistiqkih hipoteza 165

Primer 72. Testiraǌem 200 ispitanika dobijen je realizovani
uzorak koji je, posle intervalnog sre�ivaǌa, kako sledi:

Broj bodova [10,12) [12,14) [14,16) [16,18) [18,20) [20,22] n
Broj ispitanika 10 26 56 64 30 14 200

.

Sa pragom znaqajnosti α = 0, 01 testirati hipotezu da je ras-
podela rezultata testova normalna.

Parametre normalne raspodele m i σ2 treba oceniti, na osnovu
uzorka, sredinom uzorka i disperzijom uzorka redom:

x̄200 = 16, 2 i s̄2200 = 6, 08 ⇒ s̄200 = 2, 47.

Skup realnih brojeva se deli na intervale: S1 = (−∞, 12), S2 =
[12, 14), S3 = [14, 16), S4 = [16, 18), S5 = [18, 20) i S6 = [20,+∞). Uko-
liko je nulta hipoteza taqna, tada je

p01 = PH0{X ∈ (−∞, 12)} =

= PH0{−∞ < X∗ <
12− 16, 2

2, 47
} = 0, 0446,

p02 = PH0{X ∈ [12, 14)} = 0, 1421 ,

p03 = 0, 2814, p04 = 0, 2992, p05 = 0, 1709 ,

p06 = 1− p01 − p02 − p03 − p04 − p05 = 0, 0618.

Dakle, n̂1 = 200 · 0, 0446 = 8, 92, n̂2 = 200 · 0, 1421 = 28, 42, n̂3 = 56, 28,
n̂4 = 59, 84, n̂5 = 34, 18 i n̂6 = 12, 36, te je χ2

6−2−1 = 1, 3562.
Kako je kritiqna oblast definisanog testa [11, 3;+∞), nema raz-

loga da se nulta hipoteza odbaci; dakle, sa pragom znaqajnosti
0,01 nema znaqajne razlike raspodele posmatranog obeleжja od nor-
malne raspodele. (Znaqajnost ili p–vrednost ovog testa je 0,716).
△

Primer 73. Testira se hipoteza o normalnoj raspodeli zarada
radnika jednog preduze�a prema sluqajnom uzorku od 70 radnika
iz dva pogona (1 − 50 prvi pogon, 51 − 70 drugi pogon): 970, 650,
890, 1230, 680, 1010, 740, 480, 690, 820, 990, 860, 1040, 820, 1100,
540, 730, 670, 880, 530, 680, 790, 780, 850, 900, 700, 770, 890, 930,
1000, 1180, 1010, 850, 830, 940, 980, 740, 1110, 810, 840, 620, 790,
480, 990, 1060, 800, 700, 590, 920, 810, 1040, 710, 1100, 1070, 1010,
830, 1020, 760, 780, 1140, 700, 750, 900, 780, 970, 960, 710, 660,
410, 560.
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interval ni *) p̂0i n̂i = 70 · p̂0i
(−∞; 600) 7 (−∞; -1,42) 0,0778 5,4
[600; 700) 7 [-1,42; -0,84) 0,1226 8,6
[700; 800) 16 [-0,84; -0,26) 0,1970 13,8
[800; 900) 14 [-0,26; 0,32) 0,2281 16,0
[900; 1000) 11 [0,32; 0,90) 0,1904 13,3
[1000; 1100) 9 [0,90; 1,48) 0,1147 8,0
[1100; +∞) 6 [1,48; +∞) 0,0694 4,9

Σ 70 / 1 70

*)–centrirani i normirani intervali

Oceǌuju se parametri m i σ2 normalne raspodele

m̂ = x70 =
1

70
(550 · 7 + 650 · 7 + . . . + 1150 · 6) = 844, 29

σ̂ =
√
σ̂2 =

√
s2n =

√
1

70
(5502 · 7 + 6502 · 7 + . . .+ 11502 · 6)− 844, 292 = 172, 28

⇒ p̂0i : zd =
xd − m̂

σ̂
; zg =

xg − m̂

σ̂
, p̂0i = Φ(zg)− Φ(zd)

χ2
0 =

(7− 5, 4)2

5, 4
+

(7− 8, 6)2

8, 6
+ . . .+

(6− 4, 9)2

4, 9
= 2, 14.

Ima k = 7 intervala i l = 2 oceǌena parametra, znaqi da je
broj stepeni slobode k − l − 1 = 7− 2− 1 = 4.

Osim uobiqajenog naqina zakǉuqivaǌa o prihvataǌu ili odba-
civaǌu nulte hipoteze koji je korix�en i u prethodnom primeru,
ovde �e biti izloжen jox jedan, karakteristiqan za χ2 test:

S obzirom da je oqekivaǌe sluqajne promenǉive χ2
ν jednako ν,

E(χ2
ν) = ν,

to je, bez obzira na prag znaqajnosti α, mogu� zakǉuqak da odstu-
paǌa u uzorku od teorijski pretpostavǉene raspodele nisu zna-
qajna ako je χ2

0 < k − l − 1, tj. maǌe od oqekivane vrednosti test
statistike i da u tom sluqaju hipotezu H0 treba prihvatiti.

Kako je u ovom primeru χ2
0 = 2, 14 < 4, hipoteza H0 se prihvata.

△

Primer 74. Izdvojena je grupa talentovanih uqenika i beleжen je
ǌihov koeficijent inteligencije. Dobijeni su slede�i rezultati:
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IQ [120, 124) [124, 130) [130, 136) [136, 140]

Br. uqenika 10 50 35 5
.

Ispitati saglasnost ovih podataka sa χ2 raspodelom za α = 0, 01.
Broj stepeni slobode pretpostavǉene χ2 raspodele treba oceni-

ti, recimo sredinom uzorka jer je E(χ2
ν) = ν, pa se dobija ν̂ = x100 =

129, 15 ≈ 129. Testira se hipoteza H0(X ima χ2
129 raspodelu). Ko-

ristimo 4 intervala: S1 = (−∞, 124), S2 = [124, 130), S3 = [130, 136) i
S4 = [136,+∞). Broj nepoznatih, tj. oceǌenih parametara je l = 1.
Verovatno�e su:

p01 = PH0 {−∞ < X < 124} = 0, 392,

p02 = PH0 {124 ≤ X < 130} = 0, 149,

p03 = PH0 {130 ≤ X < 136} = 0, 139,

p04 = 1− (p01 + p02 + p03) = 0, 32.

Broj stepeni slobode χ2
0 statistike je 4 − 1 − 1 = 2, tako da je

χ2
2 = 159, 25 . Kritiqna oblast je C =

[
χ2
2;0,99,+∞

)
= [9, 21;+∞).

Kako 159, 25 ∈ C, to se hipoteza H0 odbacuje, tj. zakǉuquje se da
ovi podaci nisu saglasni sa χ2

129 raspodelom. △

U praksi se za testiraǌe saglasnosti sa zadatom raspodelom
qesto koristi formulacija ispitivaǌe saglasnosti oqekivanih, ei
i opserviranih vrednosti, oi, pogotovu kod raspodela diskretnog
tipa. U sluqaju obeleжja diskretnog tipa primeǌuje se opxti
princip koji je gore izloжen na veoma jednostavan naqin. Ovaj
sluqaj se posebno istiqe i zbog toga xto obrazlaжe kako se te-
stira saglasnost raspodele kvalitativnog obeleжja sa unapred
pretpostavǉenom diskretnom raspodelom.

Primer 75. Proizvo�aq iznosi na trжixte xest razliqitih жva-
ka�ih guma u tipiziranom pakovaǌu. Na osnovu uzorka obima 60
u kome je registrovano 13, 18, 11, 8, 5, 5 prodatih komada po
tipovima жvaka�ih guma redom, testirati hipotezu da je vero-
vatno�a prodaje za svaki tip жvaka�e gume ista. Testiraǌe izvr-
xiti sa pragom znaqajnosti α = 0, 05.
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Neka je Ai, i = 1, 2, . . . , 6 tip жvaka�e gume. Tada je

H0 : P (Ai) = p0i =
1

6
, i = 1, . . . , 6 ,

pa je

ei = np0i = 60
1

6
= 10, i = 1, . . . , 6 ,

jer treba, zapravo, testirati saglasnost uzorka sa diskretnom
uniformnom raspodelom.

Ako je Xi uqestanost sa kojom je doga�aj Ai ishod eksperimenta,
tada je

χ2
5 =

5∑

i=1

(oi − ei)
2

ei
=

(13− 10)2

10
+

(18− 10)2

10
+

(11− 10)2

10
+

(8− 10)2

10
+

+
(5− 10)2

10
+

(5− 10)2

10
= 12, 8

realizovana vrednost test statistike koja ima χ2–raspodelu sa 5
stepeni slobode. Granica kritiqne oblasti zadovoǉava uslov

P (χ2
5 ≥ 11, 1) = 0, 05 ,

odnosno kritiqna oblast je C = [11, 1; +∞). Kako je 12, 8 > 11, 1
hipotezu H0 odbacujemo sa 5%–nim pragom znaqajnosti. △

B. Testiraǌe jednakosti dve multinomne raspodele

Posmatrajmo dve nezavisne multinomne raspodele sa paramet-
rima nj, p1j , p2j , . . . , pkj, j = 1, 2 respektivno. Neka Xij, i = 1, 2, . . . , k,
j = 1, 2 predstavǉaju odgovaraju�e uqestanosti. Ako su n1 i n2
veliki, sluqajna promenǉiva

2∑

j=1

k∑

i=1

(Xij − njpij)
2

njpij
=

k∑

i=1

(Xi1 − n1pi1)
2

n1pi1
+

k∑

i=1

(Xi2 − n2pi2)
2

n2pi2

je zbir dve stohastiqki nezavisne sluqajne promenǉive od kojih
svaka ima raspodelu χ2

k−1. To znaqi da je navedena sluqajna pro-
menǉiva sa raspodelom χ2

2k−2. Testiramo hipotezu

H0 : p11 = p12, p21 = p22, . . . , pk1 = pk2
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gde su svi pi1 = pi2, i = 1, 2, . . . , k nepoznati. Stoga su nam potrebne
taqkaste ocene ovih parametara. Statistika maksimalne verodos-
tojnosti za ove parametre u sluqaju kada je pi1 = pi2 je

p̂ij =
Xi1 +Xi2

n1 + n2
, i = 1, 2, . . . , k , j = 1, 2 .

Primetimo da nam je potrebna samo k − 1 ocena, jer �emo ocenu
za pk1 = pk2 imati samim tim xto smo naxli ocene za prvih k − 1
verovatno�a. Dakle, sluqajna promenǉiva

2∑

j=1

k∑

i=1

(
Xij − nj

Xi1+Xi2
n1+n2

)2

nj
Xi1+Xi2
n1+n2

ima pribliжno χ2 raspodelu sa 2k − 2 − (k − 1) = k − 1 stepeni
slobode.

Primer 76. Testirati hipotezu o jednakoj zastupǉenosti qetiri
tipa liqnosti u populaciji stanovnixtva dva grada na osnovu
nezavisnih uzoraka obima 100 sa 5%–nim pragom znaqajnosti:

Tip liqnosti kolerik sangvinik melanholik flegmatik
Ostvarene uqestanosti u gradu I 30 25 23 22
Ostvarene uqestanosti u gradu II 25 27 23 25

.

Ocenimo najpre, na osnovu datog uzorka, nepoznate verovatno-
�e:

p̂11 = p̂12 =
30 + 25

100 + 100
= 0, 275 , p̂21 = p̂22 =

25 + 27

200
= 0, 26 ,

p̂31 = p̂32 =
23 + 23

200
= 0, 23 i p̂41 = p̂42 =

22 + 25

200
= 0, 235 .

S obzirom da je n1 = n2 = 100, to je

nj p̂1j = 27, 5 , nj p̂2j = 26 , nj p̂3j = 23 , nj p̂4j = 23, 5 , j = 1, 2 .

Test statistika za proveru postavǉene nulte hipoteze

χ2
0 =

2∑

j=1

k∑

i=1

(Xij − nj p̂ij)
2

nj p̂ij
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�e imati χ2–raspodelu sa 4 − 1 = 3 stepena slobode, te je ǌena
realizovana vrednost

χ2
3 =

(30 − 27, 5)2

27, 5
+

(25 − 26)2

26
+

(23 − 23)2

23
+

(22 − 23, 5)2

23, 5
+

+
(25− 27, 5)2

27, 5
+

(27− 26)2

26
+

(23 − 23)2

23
+

(25 − 23, 5)2

23, 5
= 0, 72 ,

a kritiqna oblast je [7, 81;+∞). Zakǉuqak je da se sa 5%–nim
pragom znaqajnosti moжe smatrati da je po�ednak broj svakog od
tipova liqnosti u oba grada, jer 0, 72 6∈ C. △

V. Ispitivaǌe nezavisnosti χ2 testom (tabele kontingencije)

χ2 testom qesto se ispituje i nezavisnost dva obeleжja iste
populacije. Dakle, za dva obeleжja X i Y jedne populacije, te-
stira se hipoteza

H0 : X i Y su nezavisna obeleжja

protiv alternativne da nisu nezavisna.
Testiraǌe se obavǉa tako xto se na uzorku obima n iz posma-

trane populacije registruju ”vrednosti” oba obeleжja (obeleжja
ne moraju biti numeriqka, kvantitativna, ve� mogu biti i kvali-
tativna kod kakvih se ovo testiraǌe najqex�e i sprovodi). Pri
tome se formira tabela (tabela kontingencije, sluqajnosti) koja
u poǉu (i, j) ima podatak nij o broju elemenata u uzorku, kod kojih
obeleжje X ima vrednost xi, a obeleжje Y vrednost yj:

X ↓ /Y → y1 y2 . . . yr ni•
x1 n11 n12 . . . n1r n1• =

∑
j n1j

x2 n21 n22 . . . n2r n2• =
∑

j n2j
...

...
...

...
...

...
xk nk1 nk2 . . . nkr nk• =

∑
j nkj

n•j n•1 = n•2 = . . . n•r = n∑
i ni1

∑
i ni2 . . .

∑
i nir

.

U tabeli su korix�ene slede�e oznake:

• nij je broj parova za koje je X = xi i Y = yj;
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• ni• je broj parova za koje je X = xi;

• n•j je broj parova za koje je Y = yj;

Prema tome, nulta hipoteza: X i Y su nezavisna obeleжja, moжe
da se iskaжe kao

H0 : ∀(i, j) pij = pi•p•j,

a alternativna
H1 : ∃(i, j) pij 6= pi•p•j,

gde je pij = P {X = xi ∧ Y = yj}, pi• = P{X = xi}, p•j = P{Y = yj}.
Verovatno�e pi• i p•j se oceǌuju na osnovu relativnih uqes-

tanosti
p̂i• =

ni•
n
, p̂•j =

n•j
n
.

Ako je hipoteza H0 taqna, nepoznata verovatno�a pij oceǌuje se
na slede�i naqin

p̂ij = p̂i•p̂•j =
(
ni•
n

)
·
(
n•j
n

)
=
ni•n•j
n2

.

Oqekivani broj parova za koje je X = xi i Y = yj oceǌuje se sa

n̂ij = np̂ij =
ni•n•j
n

.

Relativno odstupaǌe od hipoteze o nezavisnosti za ”�eliju” (i, j)
je

(nij − n̂ij)
2

n̂ij
.

Otuda je ukupno odstupaǌe za sve �elije

χ2
0 =

k∑

i=1

r∑

j=1

(nij − n̂ij)
2

n̂ij
=

k∑

i=1

r∑

j=1

n2ij
n̂ij

− n =
k∑

i=1

r∑

j=1

o2ij
eij

− n .

Kao i ranije, ”o” potiqe od reqi ”obsrved”, a ”e” od reqi ”expected”.
Ako je hipoteza H0 taqna, χ2

0 ima χ2 raspodelu sa (k − 1)(r − 1)
stepeni slobode. Kritiqna oblast testa je:

H0 H1 C

X i Y su X i Y nisu
nezavisna obeleжja nezavisna obeleжja χ2

0 ≥ χ2
(k−1)·(r−1);1−α
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Dakle, ako je za realizovani uzorak χ2
0 < χ2

(k−1)·(r−1);1−α,H0 se
prihvata. Me�utim, i ovde se moжe upore�ivati realizovana vred-
nost statistike i oqekivaǌe sluqajne promenǉive sa odgovaraju-
�om χ2 raspodelom (H0 se prihvata ako je χ2

0 < (k − 1)(r − 1) ).

Primer 77. Ispituje se nezavisnost visine i teжine stanovnika
jedne regije. Svi rezultati mereǌa su svrstani u slede�e katego-
rije: visoki i gojazni, visoki i negojazni, niski i gojazni i niski
i negojazni i prikazani tabelom

Y (visina) → visoki niski
X (teжina) ↓ ni• p̂i•

gojazni 14 36 50 0,161
negojazni 59 201 260 0,839

n•j 73 237 310 /

p̂•j 0,235 0,765 / 1

To daje:

p̂11 =
50 · 73
3102

⇒ n̂11 = 310 · p̂11 = 11, 8

p̂12 =
50 · 237
3102

⇒ n̂12 = 310 · p̂12 = 38, 2

p̂21 =
260 · 73
3102

⇒ n̂21 = 310 · p̂21 = 61, 2

p̂22 =
260 · 237
3102

⇒ n̂22 = 310 · p̂22 = 198, 8 ,

pa je

χ2
0 =

(14 − 11, 8)2

11, 8
+ . . .+

(201 − 198, 8)2

198, 8
= 0, 64.

Broj stepeni slobode je (2 − 1)(2 − 1) = 1 pa je kritiqna oblast
[3, 84;+∞). Dakle, H0 se prihvata, tj. moжe se smatrati da su za
tu populaciju visina i teжina nezavisna obeleжja. △

Uoqimo da je u prethodnom primeru broj stepeni slobode pri-
meǌene test statistike sa χ2–raspodelom bio 1. Po pravilu se u
takvim sluqajevima primene Pirsonovog testa, iz razloga u koje
u okviru ovog kursa ne�emo ulaziti, vrxi tzv. Jejcova (Yates’ cor-
rection) korekcija:
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χ2
korigovano =

k∑

i=1

(|oi − ei| − 0, 5)2

ei
,

gde je oi opservirana apsolutna uqestanost, a ei oqekivana apso-
lutna uqestanost.

Dakle, u posledǌem primeru bi trebalo izvrxiti korekciju.
Korigovana vrednost iz primera je: χ2

korigovano = 0, 38, a za
prag znaqajnosti α = 0, 05 odgovaraju�a kritiqna oblast je C =
[3, 84;+∞). Kako vrednost 0,38 ne pripada skupu C prihvata se
hipoteza da su obeleжja nezavisna, tj. zakǉuqak se ne meǌa u
odnosu na onaj koji je naqiǌen bez korekcije.

Uoqimo da smo korigovaǌem doxli do maǌe vrednosti za test
statistiku na osnovu istog uzorka. Ovo je zakǉuqak koji vaжi
uvek pri primeni Jejcove korekcije, χ2

korigovano < χ2
0. Otuda,

ako je realizovana vrednost test statistike maǌa od leve granice
kritiqne oblasti, korekciju ne treba ni vrxiti, jer ne�e uticati
na zakǉuqak o prihvataǌu nulte hipoteze.

Primer 78. Ispitano je 500 osoba kojima je postavǉeno pitaǌe
da li bi na predstoje�im izborima svoje povereǌe poklonili kan-
didatu koji bi bio muxkarac ili radije kandidatu koji bi bio
жenskog pola i dobijeni su slede�i rezultati:

Biraqi \ Kandidat Muxkarac Жena

Muxkarci 180 90

Жene 130 100

Ispitati da li izbor kandidata zavisi od pola biraqa za α = 0, 05.
Testira se hipoteza H0(izbor kandidata ne zavisi od pola bi-

raqa). Realizovana vrednost test statistike je χ2
0 = 5, 43, a broj

stepeni slobode joj je 1. Kritiqna oblast je, kao i u prethod-
nom primeru, C = [3, 84 ; +∞). Dakle, trebalo bi odbaciti nultu
hipotezu, odnosno, zakǉuqiti da �e ixod izbora zavisiti od pola
biraqa koji budu izaxli na izbore. Me�utim, primenom Jejcove
korekcije na isti uzorak dolazimo do podatka χ2

korigovano = 3, 47,
xto znaqi da se hipoteza H0 prihvata, odnosno da izbor kandidata
(muxkarca ili жene) ne�e zavisiti od pola glasaqa koji budu iza-
xli na izbore.

Osvrnimo se ovde jox na qiǌenicu da je korigovana vrednost
3,47 relativno blizu granice kritiqne oblasti, xto po pravilu
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nalaжe dodatnu analizu. U ovoj situaciji primereno bi bilo
traжiti ve�i obim uzorka, ili ako to nije mogu�e, zakǉuqivati
sa nekim drugim pragom znaqajnosti. Recimo, za prag znaqajnosti
α = 0, 1, kritiqna oblast �e biti C = [2, 71 ; +∞), pa bi se na ovom
nivou znaqajnosti nulta hipoteza odbacila. △

⋆ ⋆ ⋆

Prednost neparametarskih testova nad parametarskim je u tome
xto nisu neophodna nikakva prethodna znaǌa o obliku raspodele
obeleжja u vezi sa kojim se vrxi testiraǌe (kod parametarskih
testova su neophodne pretpostavke o raspodeli obeleжja koje se
testira). Me�utim, ako su ispuǌeni kriterijumi za primenu para-
metarskih testova, onda ǌih treba i primeniti jer su efikasniji
od odgovaraju�ih neparametarskih.

Definicija 44. Od dva testa za testiraǌe iste nulte hipoteze
protiv iste odgovaraju�e alternativne, efikasniji je onaj za koji
je potreban maǌi obim uzorka da bi se postigla jednaka verovatno-
�a odbacivaǌa nulte hipoteze ako je ona zaista pogrexna, odnosno
jednaka vrednost funkcije mo�i:

PH1{(X1, . . . ,Xn) ∈ C} = 1− PH1{(X1, . . . ,Xn) ∈ Cc} = 1− β ,

dakle, onaj koji ima ve�u mo�. ♦

U nastavku su izloжeni jox neki od neparametarskih testova
koji su qesto u upotrebi.

4.3.3 Binomni test (test znakova)

Test znakova se zasniva na posmatraǌu realizacije nekog do-
ga�aja A u nizu nezavisnih opita, za koje je verovatno�a reali-
zacije doga�aja A u svakom pojedinom opitu P (A) = p. Ostvareǌe
doga�aja A se oznaqava sa ”+”, a neostvareǌe sa ”–”.

Navex�emo tri primene ovog testa.

1. Binomni test se moжe koristiti za testiraǌe jednakosti
raspodela dva obeleжja X i Y apsolutno neprekidnog tipa:

H0 : FX = FY i H1 : FX 6= FY
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na osnovu dva nezavisna uzorka (X1, . . . ,Xn) i (Y1, . . . , Yn) istog
obima. Uzorci se ne smeju sre�ivati u varijacioni niz niti
intervalno, a upore�ivaǌe registrovanih (realizovanih) vre-
dnosti iz dva uzorka ima suxtinskog smisla.

Primer 79. U fabrici postoje dve nezavisne linije za pro-
izvodǌu jednog proizvoda. Testira se hipoteza da je kvalitet
proizvoda proizvedenih na ovim linijama isti kroz regi-
strovaǌe broja defektnih proizvoda u toku 10 dana na obe
linije. Registrovani podaci o broju defektnih proizvoda su
prikazani tabelom:

Dan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Linija I 172 165 206 184 174 142 190 169 161 200
Linija II 201 179 159 192 177 170 182 179 169 210

− − + − − − + − − −

.

Testiramo hipotezu o jednakoj raspodeli broja defektnih pro-
izvoda na dve nezavisne proizvodne linije (ostvaren u istom
periodu), protiv alternativne da su raspodele razliqite.

Za svaki od posmatranih 10 dana beleжi�emo znak ”+” uko-
liko je na liniji I registrovano vixe defektnih proizvoda
nego na liniji II, a znak ”–” u suprotnom sluqaju. Oznaqimo
sa T broj znakova ”+” u posmatranom uzorku. Za nax reali-
zovani uzorak je t = 2. (Ukoliko bi se u nekom danu konstato-
vao jednak broj defektnih prizvoda na obe proizvodne linije,
takav dan bi se u uzorku ignorisao, odnosno posmatrao bi se
uzorak iz koga bi bili eliminisani ovakvi dani.)

Neka ostvareǌe znaka ”+” u nizu znaqi realizaciju doga�a-
ja A. U opxtem sluqaju, T bi bila sluqajna promenǉiva sa
binomnom raspodelom. Ukoliko je nulta hipoteza taqna, u
nizu registrovanih znakova treba da je pribliжno jednak broj
znakova ”+” i ”–”, odnosno, P (+) = P (A) = 0, 5. Na taj naqin
se nulta hipoteza H0 : FX = FY prevodi u hipotezu

H0 : T : B(10 ; 0, 5)

a alternativna H1 bi bila da T nema naznaqenu binomnu
raspodelu. Bax iz ovog razloga sam test nosi naziv binomni
test.
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Iz prethodne analize sledi da su za nultu hipotezu proble-
matiqne kako male, tako i velike vrednosti test statistike
T .

Pretpostavimo da vrximo testiraǌe sa pragom znaqajnosti
α = 0, 05 i α = 0, 1. Odredimo kritiqnu oblast.

Ako kritiqnu oblast qine vrednosti T = 0 i T = 10, pod
uslovom da je nulta hipoteza taqna, verovatno�a grexke prve
vrste bi bila

α = P{T = 0 ∨ T = 10} =

(
10
0

)
· 0, 510 +

(
10
10

)
· 0, 510 = 0, 002 .

Me�utim, ova vrednost za α je suvixe mala, pa znaqi da
treba proxiriti kritiqnu oblast. Ako u kritiqnu oblast
ukǉuqimo i T = 1 i T = 9, dobijamo da je α = 0, 022, xto je i
daǉe mala vrednost u odnosu na zadate vrednosti verovatno�e
grexke prve vrste za ovo testiraǌe. Dakle, jox jednom proxi-
rimo kritiqnu oblast i definiximo je sa T = 0, 1, 2, 8, 9, 10.
U tom sluqaju je α = 0, 11. Ukoliko smo zadovoǉni ovom pre-
ciznox�u, moжemo da sprovedemo жeǉeno testiraǌe. Prema
tome, s obzirom da je realizovana vrednost test statistike
t = 2 i da ona pripada kritiqnoj oblasti, nultu hipotezu
odbacujemo.△

Za mali obim uzorka, kao xto je prikazano u prethodnom pri-
meru, direktno se koristi binomna raspodela za odre�ivaǌe
kritiqne oblasti veliqine α. Me�utim, za grubu procenu ili
za velike uzorke, koristi se normalna aproksimacija binomne
raspodele, tj. statistika

Z0 =
T − np0√
np0(1− p0)

gde je T–broj znakova ” + ” u nizu znakova dobijenom na os-
novu uzorka i koja za n > 50 ima pribliжno N (0, 1) raspodelu.
(Stvarna raspodela statistike T je B(n, p0).)
Kritiqne oblasti se odre�uju u zavisnosti od alternativne
hipoteze, kao i kod parametarskog testa za testiraǌe parame-
tra p binomne raspodele (v. potpoglavǉe 4.2.3).
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Poznato je da za mali obim uzorka postoji i odgovaraju�a
modifikovana test statistika koja ima pribliжno Fixerovu
raspodelu, o qemu ovde ne�e biti reqi.

2. Opisani test se qesto naziva i test kvantila, jer se ǌime za
obeleжje X moжe da ispituje hipoteza

H0 : P{X ≤ x0} = p0,

gde su x0 i p0 zadate vrednosti i realizacija doga�aja {X ≤
x0} u uzorku se oznaqi sa ” + ”, a ǌemu suprotnog sa ” − ”.
Mogu�e alternativne hipoteze su:

H1 : P{X ≤ x0} 6= p0 , H1 : P{X ≤ x0} > p0 i H1 : P{X ≤ x0} < p0.

S obzirom na definiciju kvantila, nulta hipoteza se moжe
da iskaжe i kao:

H0 :Mp0 = x0,

a alternativne redom kao

H1 : Mp0 6= x0 , H1 : Mp0 < x0 i H1 : Mp0 > x0 .

Dakle, tretira se problem jednog uzorka i testira parametar
raspodele.

Primer 80. Posmatra se grupa od 100 dvadesetogodixǌaka
i registruje broj onih koji su konformisti. Za datu grupu
dobijeno je da 68 ǌih ima datu osobinu. Testirati hipotezu
da �e konformizam biti osobina 75% dvadesetogodixǌaka za
α = 0, 05.

Obim uzorka jednak je n = 100, a p0 = 0, 75 je verovatno�a
konformiste me�u dvadesetogodixǌacima. Od ukupno posma-
tranih t = 68 je broj onih koji imaju osobinu konformizma.
Realizovana vrednost test statistike je z0 = −1, 617 a kriti-
qna oblast je C = (−∞;−1, 96] ∪ [1, 96;+∞). Kako realizovana
vrednost ne pripada kritiqnoj oblasti, to se nulta hipoteza
prihvata, tj. moжe se smatrati da je 75% konformista me�u
dvadesetogodixǌacima. △
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Kada je p0 = 1/2 za ovaj test se koristi naziv test medijane.

Test medijane se moжe primeniti i za dva nezavisna uzorka
razliqitih obima kada se testira hipoteza o tome da uzorci
potiqu od dva obeleжja sa istom medijanom, ili jox boǉe iz
istog obeleжja (na jednoj te istoj populaciji).

3. Test kvantila se koristi i za ”sparene uzorke”, odnosno za
testiraǌe hipoteze da nije doxlo do promene raspodele
obeleжja X apsolutno neprekidnog tipa pod dejstvom razli-
qitih faktora uticaja na elemente jedne populacije. Za ovo
testiraǌe se registruju vrednosti obeleжja X na istim ele-
mentima populacije dva puta, tj. pod razliqitim okolnos-
tima i dobija se tzv. spareni uzorak

(
(X

(1)
1 ,X

(2)
1 ) . . . , (X(1)

n ,X(2)
n )

)
.

Primer 81. Na 12 klijenata je primeǌivana odgovaraju�a
grupna psihoterapija sa ciǉem da se ublaжi ili ukloni de-
presivno staǌe u kome su se nalazili. Dati su kodirani
nivoi psihiqkog staǌa svakog pacijenta pre (X(1)) i posle
(X(2)) sprovedene terapije.

Kl. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x(1) 5,6 7,1 6,4 5,8 4,9 4,7 5,0 4,9 3,6 5,4 4,7 3,1
x(2) 5,6 6,3 6,7 5,3 4,0 5,2 4,9 5,2 3,3 4,8 3,2 2,4
∆ 0 + − + + − + − + + + +

U ciǉu sprovo�eǌa statistiqkog testa definixe se statis-
tika

∆ = sgn
(
X(1) −X(2)

)
,

qije su vrednosti: 0 – ukoliko je X(1) = X(2), ”+” – ukoliko
je X(1) > X(2) i ”−” – ukoliko je X(1) < X(2).

Ako se kod testa znakova u nizu ”+” i ”−” javi i 0, onda se,
kao xto smo ve� naveli, ovakav element uzorka nadaǉe ig-
norixe i radi se sa uzorkom smaǌenog obima. Ovo stoga xto
realizacija takvog doga�aja ima verovatno�u 0, s obzirom na
pretpostavku o raspodeli apsolutno neprekidnog tipa.
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Ako nema razlike u raspodelama, smatra se da je

P {∆ = ” + ”} = P{∆ = ”− ”} = 0, 5 ,

tj. da je jednako verovatno da je X(1) > X(2) (P{X(1) > X(2)} =
0, 5) kao i X(1) < X(2) (P{X(1) < X(2)} = 0, 5).

Testira se hipoteza da nije doxlo do smaǌeǌa depresije

H0 : P
{
X(1) > X(2)

}
= 0, 5

protiv alternativne

H1 : P
{
X(1) > X(2)

}
> 0, 5

da je doxlo do smaǌeǌa depresije.

Prvi klijent se izostavǉa iz razmatraǌa (jer je kod ǌega
registrovano x(1) = x(2)), pa se radi sa n = 11 i t = 8. S
obzirom da obim uzorka nije ”dovoǉno veliki”, samo �e se
grubo proceniti odgovor na postavǉeno pitaǌe primenom nor-
malne aproksimacija test statistike, pre svega radi demon-
stracije postupka, a ne za izvo�eǌe ozbiǉnog i odgovornog
zakǉuqka (gde joj, zapravo, nije mesto), koja daje

z0 =
8− 11 · 0, 5√
11 · 0, 5 · 0, 5 = 1, 51.

Za jednostranu alternativu H1 kritiqne su velike vrednosti
za z0, tako da je za α = 0, 05 granica kritiqne oblasti z0,5−0,05 =
z0,495 = 1, 645, odnosno kritiqna oblast je C = [1, 645;+∞).
Kako z0 6∈ C prihvata se H0, xto znaqi da se ne prime�uje
znaqajna razlika u psihiqkom staǌu klijenata pre i posle
sprovedene terapije. △

Umesto ponu�ene test statistike, moжe se koristiti i statis-
tika

Z =
|D| − 1√

n
,

gde je D =broj(+)−broj(−), koja tako�e ima aproksimativno N (0, 1)
raspodelu.
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4.3.4 Test serija (test koraka)

Test serija se zasniva na ispitivaǌu sluqajnosti me�usobnog
rasporeda dve vrste objekata, npr. 0 i 1.

Neka se 0 javǉa n1 puta, a 1 javǉa n2 puta, u zajedniqkom nizu
od n = n1 + n2 elemenata. Seriju qini podniz istih elemenata,
bilo 0 bilo 1. Neka je U ukupan broj serija u dobijenom nizu. Ako
je hipoteza o sluqajnom rasporedu 0 i 1 taqna, vaжe formule:

E(U) =
2n1n2
n

+ 1 , D(U) =
(E(U) − 1)(E(U) − 2)

n− 1
, n = n1 + n2 .

Za raspodelu statistike U postoje posebne tablice, ali se pokaza-
lo da se ve� za n1n2 ≥ 9 moжe koristiti normalna aproksimacija
za standardizovanu vrednost

Z0 =
U − E(U)√

D(U)
.

Test koraka se koristi najqex�e za: 1) testiraǌe sluqajnosti
niza podataka, kao i za 2) ispitivaǌe jednakosti raspodela dvaju
obeleжja apsolutno neprekidnog tipa.

1. U narednom primeru prikazano je testiraǌe sluqajnosti
niza podataka.

Primer 82. Razmatra se primer o zaradama radnika (primer
73). Upore�uju se zarade radnika iz drugog pogona (posled-
ǌih 20 radnika u uzorku) u odnosu na medijanu zarada svih
radnika u uzorku (odnosno u odnosu na pretpostavǉenu medi-
janu zarada svih zaposlenih u tom preduze�u), M0,5 = 825 na
osnovu uzorka koji nije sre�en intervalno.

Veliqina zarade maǌa od medijane oznaqava se sa 0, a ve�a sa
1. Dobija se niz: 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0,
0. Testira se hipoteza da je dobijeni niz sluqajan sa pragom
znaqajnosti α = 0, 05. S obzirom da je problematiqan mali
broj serija u nizu podataka, radi se o jednostranoj alterna-
tivnoj hipotezi, pa je C = (−∞;−1, 645].

n1 = n2 = 10, E(U) = 2
10 · 10
10 + 10

+ 1 = 11,

D(U) =
(11− 1)(11 − 2)

20 − 1
= (2, 18)2,
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z0 =
10 − 11

2, 18
= −0, 46 .

Dakle, z0 6∈ C pa se H0 prihvata, odnosno, radnici drugog po-
gona bi qinili reprezentativan uzorak pri ispitivaǌu obe-
leжja ”visina zarada zaposlenih” (u posmatranom preduze�u).
Drugim reqima, o zaradi zaposlenih u preduze�u koje qine
dva pomenuta pogona moжe se zakǉuqivati samo na osnovu
zarada radnika drugog pogona, jer je raspodela zarada ista u
drugom pogonu i u celom preduze�u. △

Za normalnu aproksimaciju, kritiqna oblast je:

H0 H1 C

Niz je sluqajan U nizu je mali broj serija z0 ≤ −z0,5−α
.

Ispitivaǌe sluqajnosti se vrxi i u odnosu na druge nivoe
osim medijane.

Vaжno je da se za testiraǌe sluqajnosti testom koraka ne sme
sre�ivati uzorak ni po kom kriterijumu. Dakle, realizovani
uzorak se koristi onakav kakav je i nastao u seriji mereǌa
(posmatraǌa).

2. Kod testiraǌa jednakosti raspodela dva obeleжja, situa-
cija je slede�a.

Razmatraju se dva obeleжja apsolutno neprekidnog tipa, X i
Y , na nezavisnim uzorcima obima n1 i n2 redom. Testira se
hipoteza da oba obeleжja imaju istu raspodelu, tj.

H0 : FX = FY

protiv alternativne H1 : FX 6= FY .

Test serija primeǌuje se tako xto se elementi oba realizo-
vana uzorka pore�aju u jedinstven neopadaju�i niz, pa se ele-
menti prvog uzorka oznaqavaju sa 0, drugog sa 1, qime se
dobije niz od n1 + n2 simbola 0 i 1. Ako je hipoteza H0

taqna, raspored 0 i 1 je sluqajan. Pri tome se kao sumǌiva
za hipotezu H0 smatra samo pojava malog broja serija (ve�a
grupisaǌa 0 i 1) u nizu simbola. Prema tome, primeǌuje se
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ista test statistika Z0 kao i za prethodni test serija, vaжe
iste formule za E(U),D(U) i n. Kritiqna oblast data je u
tabeli

H0 H1 C

FX = FY FX 6= FY z0 ≤ −z0,5;−α
,

a pre saznaǌa o granicama kritiqne oblasti, dobijene male
vrednosti za z0 znak su da sa statistiqkim zakǉuqivaǌem na
osnovu takve serije treba biti obazriv.

4.3.5 Test rangova (test Vilkokson – Man – Vitnija)

Test rangova se, kao i test serija, zasniva na ispitivaǌu
sluqajnosti pojavǉivaǌa 0 i 1 u nizu izvedenom iz realizovanog
uzorka, a osetǉiviji je od testa serija.

I za ǌega �emo navesti dve mogu�e primene i to: 1) testiraǌe
hipoteze o sluqajnosti i 2) testiraǌe jednakosti dveju raspodela
apsolutno neprekidnog tipa.

1. Primer 83. Posmatrajmo niz nula i jedinica iz primera 82.
Testirajmo hipotezu o sluqajnosti primenom testa rangova
za α = 0, 05.

Utvr�uje se koliko ukupno jedinica ima ispred svake pojedine
nule. Za razmatrani niz: 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0,
1, 1, 0, 0, 0, 0, dobija se slede�i broj inverzija (inverzijom
u nizu se smatra pojava 1 ispred 0) 1, 6, 6, 7, 7, 8, 10, 10, 10,
10.

Kao test statistika koristi se V –ukupan broj jedinica levo
od svake nule u nizu posebno, odnosno za razmatrani primer
je

V = 1 + 6 + 6 + 7 + 7 + 8 + 10 + 10 + 10 + 10 = 75 .

S obzirom na ukupan broj nula i jedinica u nizu:

0 ≤ V ≤ 100 .

Za hipotezu o sluqajnosti kritiqan je kako mali tako i ve-
liki broj inverzija u nizu nula i jedinica, jer to ukazuje
na grupisaǌe nula ili jedinica na poqetku niza. U opxtem
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sluqaju, za n1 nula i n2 jedinica u nizu je 0 ≤ V ≤ n1n2. Ako je
hipoteza o sluqajnosti taqna i n1 ≥ 10 i n2 ≥ 10, statistika
V ima raspodelu veoma blisku normalnoj sa

E(V ) =
n1n2
2

, D(V ) = E(V ) · n+ 1

6
, n = n1 + n2 .

U razmatranom primeru je n1 = 10, n2 = 10 i

E(V ) =
10 · 10

2
= 50 , D(V ) = 50

20 + 1

6
= 175 ,

√
D(V ) = 13, 23 .

Stoga se umesto taqne raspodele koristi normalna aproksi-
macija, tj. statistika

Z0 =
V −E(V )√

D(V )

koja ima pribliжno N (0; 1) raspodelu. Ovde je, znaqi,

z0 =
75 − 50

13, 23
= 1, 89.

Kako je problematiqan i veliki i mali broj inverzija, kritiqna
oblast je:

H0 H1 C

Niz je U nizu je premalo ili
sluqajan previxe inverzija |z0| ≥ z0,5−α

2

.

Za razmatrani primer je

z0,475 = 1, 96 , te je C = (−∞;−1, 96] ∪ [1, 96;+∞) ,

pa se, s obzirom da z0 = 1, 89 ne pripada kritiqnoj oblasti,
prihvata hipoteza o sluqajnosti razmatrane serije. Dakle,
doxli smo do istog zakǉuqka kao i posle primene testa ser-
ija. Ovde je, me�utim, vaжno uoqiti da je realizovana vred-
nost z0 = 1, 89 bliska granici kritiqne oblasti (1,96) qime
je poǉuǉana ”pouzdanost” zakǉuqka. U praktiqnim prime-
nama nije poжeǉno oslaǌati se na takve zakǉuqke. Izlaz se
moжe traжiti u pove�aǌu obima uzorka ili u zakǉuqivaǌu
na nekom drugom nivou znaqajnosti. △
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2. Test rangova tako�e se koristi i za testiraǌe jednakosti
raspodela. Za apsolutno neprekidna obeleжja X i Y preko
nezavisnih uzoraka obima n1 i n2 testira se hipoteza o jed-
nakosti raspodela polaze�i od niza 0 i 1 duжine n = n1 +n2,
koji se formira na isti naqin kao kod testa serija. I nulta
hipoteza je ista:

H0 : FX = FY .

Koristi se test statistika Z0, ista i pod istim uslovima
kao kod ispitivaǌa sluqajnosti, a kritiqna oblast data je u
tabeli

H0 H1 C

FX = FY FX 6= FY |z0| ≥ z0,5−α/2
.

Osetǉivost ovog testa, me�utim, sastoji se u tome xto je
pogodan za testiraǌe nulte hipoteze H0 : FX = FY , protiv
alternativa H1 : ”X je qex�e ve�e od Y ”, i H1 : ”X je qex�e
maǌe od Y ”. Odgovaraju�e kritiqne oblasti su u tom sluqaju:

H0 H1 C

FX = FY X je qex�e ve�e od Y z0 ≥ z0,5−α

FX = FY X je qex�e maǌe od Y z0 ≤ −z0,5−α

.

Primer 84. Dve grupe, svaka od po 12 eksperimentalnih mi-
xeva obolelih od raka, izloжene su hemoterapiji da bi se
proverilo ǌeno dejstvo na �elije raka. Osim toga, samo
drugoj grupi mixeva dat je istovremeno i antitoksin koji je
imao za ciǉ da spreqi unixtavaǌe zdravih �elija prilikom
primene hemoterapije. Mereno je vreme (u satima) preжivǉa-
vaǌa eksperimentalnih жivotiǌa u odnosu na poqetak primene
terapije. Eksperiment je okonqan nakon 480 sati, tj. nakon
20 dana, te je za жivotiǌe koje su preжivele ovaj period re-
gistrovano vreme жivota 480 sati. Vremena preжivǉavaǌa
eksperimentalnih жivotiǌa data su tabelom

I grupa 84 128 168 92 184 92 76 104 72 180 144 120
II grupa 140 184 368 96 480 188 480 244 440 380 480 196

.
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Da li se na osnovu ovog eksperimenta na nivou znaqajnosti
α = 0, 05 moжe tvrditi da �e primenom antitoksin terapije
biti produжen жivot pacijenata koji se izlaжu hemoterapiji
u odnosu na pacijente kojima se ne ukǉuquje antitoksin?

Sre�ivaǌem realizovanih uzoraka u jedinstven neopadaju�i
niz i dodeǉivaǌem 0 svakom elementu I eksperimentalne grupe,
a 1 svakom elementu II eksperimentalne grupe, dobijamo niz

0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 .

Na osnovu ovog niza testiramo hipotezu

H0 : Nema razlike u duжini жivota I i II grupe mixeva ,

protiv alternativne

H1 : Duжina жivota mixeva II grupe je ve�a u odnosu na I grupu .

Dakle,

V = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 = 11 , E(V ) = 72 , D(V ) = 300 ,

dok je realizovana vrednost statistike Z0

z0 =
11− 72√

300
= −3, 523 .

Kritiqna oblast ovog testa je C = (−∞ ; −1, 645]. Kako reali-
zovana vrednost test statistike pripada kritiqnoj oblasti,
to nultu hipotezu odbacujemo u korist alternativne. Drugim
reqima, na nivou znaqajnosti α = 0, 05 se moжe zakǉuqiti
da je primenom antitoksina u kombinaciji sa hemoterapijom
znaqajno produжen жivot eksperimentalnih жivotiǌa.△
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Teorija odluqivaǌa

U mnogim sluqajevima konaqan ciǉ statistiqke analize se mo-
жe interpretirati u obliku odluqivaǌa o odre�enom ponaxaǌu
ili delovaǌu. Evo nekoliko primera. Pri uzoraqkoj kontroli
proizvodǌe, treba doneti jednu od dve odluke: prihvatiti po-
nu�enu partiju proizvoda ili je odbaciti. Zatim, lekar na os-
novu analize simptoma bolesti kod odre�enog bolesnika mora da
se ponese sa bolex�u na jedan od konaqno mnogo poznatih naqina,
tj. mora da donese jednu od konaqno mnogo odluka kako da tre-
tira bolesnika. Prilikom analize sluqajnog procesa sa konaqnim,
ali nepoznatim oqekivaǌem, na osnovu rezultata posmatraǌa tog
procesa, treba doneti odluku o veliqini dejstva na proces (ǌegovu
korekciju) za ”pomeraǌe” oqekivaǌa, na primer, u nulu. U posled-
ǌem primeru to dejstvo moжe biti izraжeno nekim realnim brojem
t, pa je otuda u ovom sluqaju broj mogu�ih odluka beskonaqan.

U svim navedenim sluqajevima odluka se donosi na osnovu ana-
lize posmatraǌa, uzorka X, odnosno realizovanog uzorka x odgo-
varaju�eg obeleжja X i kao posledica toga, odluka d predstavǉa
vrednost funkcije w(x) definisane na uzoraqkom prostoru X qiji
je kodomen skup mogu�ih odluka D = {d} u datoj situaciji. Na
taj naqin, statistika w(X),

w : X −→ D

je pravilo koje svaki rezultat posmatraǌa x ∈ X dovodi u vezu
sa odlukom d = w(x) ∈ D. Funkcija w se zove funkcija odluke
(procedura) i ona se bira na osnovu nekog kriterijuma optimal-
nosti. Princip rexavaǌa tog zadatka zove se teorija odluqivaǌa,
definisao ju je Uald (Wald) 1950. godine.

187
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Neka je (X ,B,P) prostor verovatno�a koji odgovara statisti-
qkom modelu sa uzorkom fiksiranog obima. To znaqi da je X –
konaqnodimenzioni euklidski prostor, B – Borelovo σ–poǉe na X ,
P ∈ P, gde je P – familija verovatno�a.

S obzirom na ciǉ ovog poglavǉa, samo da predstavi koncept
statisitqke teorije odluqivaǌa, nadaǉe �emo pretpostavǉati da
je familija P opisana tako da P ∈ P zavisi od parametra θ (jedno
ili vixedimenzionog), tj. P = {Pθ; θ ∈ Θ} na (X ,B), u zamenu za
opxti model ove teorije.

Sa Θ �emo, kao i do sada, oznaqavati parametarski prostor,
pri qemu �emo jox smatrati da je Θ – otvoren skup k–dimenzionog
euklidskog prostora Ek, k ≥ 1.

Neka su zadati familija dopustivih raspodela {F (x; θ), θ ∈ Θ},
kojoj po pretpostavci pripada raspodela posmatranaog obeleжja
X, i skup odluka D = {d}. Na osnovu uzorka treba doneti odluku o
izboru jedne od funkcija raspodele iz date familije. S obzirom
da �e se izbor funkcije raspodele izvrxiti izborom vrednosti
parametra θ, to je u ovom sluqaju kodomen funkcije odluke skup Θ.
Prema tome,

w : X −→ Θ ⊆ D.

Dakle, na osnovu uzorka x ∈ X treba doneti odluku d ∈ D, gde
je skup D sada skup raspoloжivih vrednosti parametra θ.

Da bismo postavili kriterijume izbora funkcije odluke, neop-
hodno je uporediti rezultate korix�eǌa razliqitih pravila w.
U tu svrhu se definixe funkcija gubitka:

L : Θ×D −→ [0,+∞).

Funkcija gubitka meri grexku koju bismo naqinili pri dono-
xeǌu odluke d, a da je pri tome prava vrednost parametra bax
θ. Prema tome je L(θ, θ) = 0. Funkciju L treba razumevati kao
gubitak (na taqnosti) usled prihvataǌa odluke d pod uslovom da
je raspodela obeleжja X taqno F (x; θ).

Po pravilu se funkcija gubitka traжi u nekom odre�enom skupu
funkcija, tj. skupu funkcija sa odre�enim svojstvom. Tako, na
primer, funkcija gubitka se qesto definixe kao: L(θ, d) = λ(θ)W (|d
− θ|), gde je W monotono rastu�a realna funkcija realne promen-
ǉive t ≥ 0, takva da je W (0) = 0. Xto se tiqe funkcije λ, pret-
postavǉa se da je pozitivna, konaqna i S– izmerǉiva, gde je S
Borelovo σ– poǉe na Θ.
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Da bi se izbegle texko�e, qesto se uvodi pretpostavka da je
L ograniqena funkcija parametra θ za svako d ∈ D. Ovu �emo
pretpostavku i mi usvojiti. Nekada se za funkciju L uzimaju
samo neprekidne funkcije po oba argumenta, a nekada ravnomerno
ograniqene po (θ, d).

Primer 85. Pretpostavimo da parametarski prostor Θ sadrжi
taqno dve taqke, tj. Θ = {0, 1}, a skup odluka neka je D = {d|0 ≤ d ≤
1}. Funkciju gubitka moжemo izabrati na slede�i naqin

L(θ,w) = |w(x) − θ|α , α ∈ N .

Ovde je λ ≡ 1, W (t) = tα, t ≥ 0. △

Za svaku proceduru w definixe se daǉe funkcija rizika u
oznaci R(θ,w), takva da za svaku odluku d = w(x) ∈ D ona pred-
stavǉa uslovno oqekivaǌe funkcije gubitka pod uslovom da je θ
prava vrednost parametra:

R(θ,w) = E(L(θ,w(X))|θ) = Eθ(L(θ, d)).

Funkcija rizika daje kriterijum upore�ivaǌa razliqitih pra-
vila odluqivaǌa na slede�i naqin: ako imamo dve funkcije odluke
(dva pravila odluqivaǌa) w1 i w2, takve da je

R(θ,w1) ≤ R(θ,w2), ∀θ ∈ Θ (5.1)

sa strogom nejednakox�u za bar jedno θ, tada je pravilo w1 boǉe
od pravila w2, jer w1 dovodi do maǌeg oqekivanog gubitka.

S druge strane, mogu�e je da funkcije odluke w1 i w2 budu neu-
poredive po navedenom kriterijumu, tj. da za neke vrednosti θ bude
R(θ,w1) < R(θ,w2), dok je za ostale vrednosti θ znak nejednakosti
suprotno usmeren. U takvim situacijama je neophodno pribaviti
dodatne informacije o problemu, da bi se mogao izvrxiti izbor
procedure.

Primer 86. Neka je dat prost uzorak obima 25, X = (X1, . . . ,X25),
iz populacije sa obeleжjem X qija raspodela pripada familiji
dopustivih raspodela {N (θ, 1),−∞ < θ < ∞}, i neka je Y = X25.
Zatim, neka je:

L(θ,w(x)) = (w(x) − θ)2
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Razmotri�emo dve mogu�e funkcije odluke: w1(x) = y i w2(x) =
0. One redom daju rizike

R(θ,w1) = E(Y − θ)2 = D(Y ) =
1

25
i

R(θ,w2) = E(0− θ)2 = θ2 .

Vidimo da, ako je prava vrednost parametra θ = 0, onda je w2

odliqna funkcija odluke jer je funkcija rizika jednaka nuli. Me-
�utim, ako se θ razlikuje od nule qak i vrlo malo, recimo da je
θ = 2, onda je:

R(2, w1) =
1

25
, R(2, w2) = 4 , pa je R(2, w2) > R(2, w1) .

Tako�e vidimo da je

R(θ,w2) ≤ R(θ,w1) ako je − 1

5
≤ θ ≤ 1

5
.△

Funkcija odluke w se naziva nedopustivom ako postoji w′ koja
je boǉa od w u smislu navedenog kriterijuma (5.1). U suprotnom,
odluka (funkcija odluke) w je dopustiva.

Primer 87. Ako bismo se u primeru 86 ograniqili na takve fun-
kcije odluke (statistike) za koje je E(w(X)) = θ, tada w2 ne bi
bila me�u dopustivim funkcijama odluka. △

Ako je klasa dopustivih funkcija odluke jednoqlana, tada se
moжe govoriti o optimalnoj (najboǉoj) odluci .

U teoriji odluqivaǌa se tradicionalno primeǌuju dva prilaza
(rasu�ivaǌa): Bajesov i minimaksni.

5.1 Minimaks odluqivaǌe

Minimaks princip se sastoji u tome da se donese odluka koja
minimalizuje maksimalni rizik. Ova, inaqe jednostavna ideja,
postavǉa pred oceǌivaqa qesto neostvariv zahtev, jer funkcija
odluke w(x) koja minimalizuje rizik za jednu vrednost parametra
θ, za drugu to ne mora da qini, kao xto smo videli u Primeru 86.
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Primer 88. Ako se jox jednom vratimo na primer 86 i odredimo
novi kriterijum za funkciju odluke, to moжe da bude ograniqeǌe
tipa da zahtevamo funkciju odluke koja minimalizuje maksimum
funkcije rizika. U tom sluqaju w2 ne bi bila dobra zato xto
je R(θ,w2) = θ2 neograniqena funkcija na parametarskom prostoru
Θ = (−∞,+∞). S druge strane:

max
θ
R(θ,w1) = max

θ

(
1

25

)
=

1

25
, −∞ < θ <∞.

Kriterijum koji smo ovde primenili zove se minimaksni kriteri-
jum. Prema ovom kriterijumu se moжe pokazati da je w1(x) = y = x25
najboǉa funkcija odluke ako je funkcija gubitka L(θ,w(x)) = (θ −
w(x))2 .△

Ovim primerom smo ilustrovali slede�e:

a) Bez nekakvog ograniqeǌa za funkciju odluke veoma je texko
na�i funkciju odluke koja ima funkciju rizika uniformno maǌu
od funkcije rizika druge funkcije odluke.

b) Princip izbora najboǉe funkcije odluke koji se zove mini-
maks princip.

Definiximo precizno minimaksnu funkciju odluke :

Definicija 45. Ako je funkcija odluke w0(x) takva da za svaki
θ ∈ Θ

max
θ∈Θ

R(θ,w0(x)) ≤ max
θ∈Θ

R(θ,w(x))

za bilo koju drugu funkciju odluke w(x), tada se w0(x) zove mini-
maksna funkcija odluke. ♦

Posvetimo sada malo paжǌe drugom osnovnom principu statis-
tiqkog zakǉuqivaǌa, testiraǌu staistiqkih hipoteza, na bazi mi-
nimaks principa. Testira�emo hipotezu o nepoznatom parametru
θ kod dvoqlanog parametarskog prostora Θ = {θ0, θ1}.

Ranije smo ve� istakli da se testiraǌe hipoteze H0 : θ = θ0
protiv H1 : θ = θ1 moжe da izrazi u terminima kritiqne oblasti
u uzoraqkom prostoru. Isto se moжe uqiniti i kod minimaks pos-
tupka za testiraǌe hipoteza. Naime moжemo da izaberemo pod-
skup C uzoraqkog prostora X i ako x ∈ C prihvatamo hipotezu H1,
odnosno donosimo odluku w(x) = θ1, a ukoliko x ∈ Cc odluqi�emo
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w(x) = θ0. Na taj naqin kritiqna oblast C odre�uje funkciju od-
luke. U tom smislu funkciju rizika moжemo oznaqiti sa R(θ,C)
umesto sa R(θ,w). Dakle,

R(θ,C) = R(θ,w) =

∫

C∪Cc
L(θ,w)dFθ(x).

Otuda

R(θ,C) =

∫

C
L(θ, θ1)dFθ(x) +

∫

Cc
L(θ, θ0)dFθ(x).

Za θ = θ0 dobija se

R(θ0, C) = L(θ0, θ1)
∫

C
dFθ0(x),

a za θ = θ1 se dobija

R(θ1, C) = L(θ1, θ0)
∫

Cc
dFθ1(x).

Ako je M(θ) funkcija mo�i testa koja odgovara kritiqnoj oblasti
C, tada je

R(θ0, C) = L(θ0, θ1)M(θ0) = L(θ0, θ1)α
i

R(θ1, C) = L(θ1, θ0)
(
1−

∫

C
dFθ1(x)

)
= L(θ1, θ0)(1−M(θ1)) = L(θ1, θ0)β,

gde su α i β verovatno�a grexke prve i druge vrste redom.
Minimaksno rexeǌe naxeg problema bila bi kritiqna oblast

C za koju bi
max{R(θ0, C), R(θ1, C)}

bio minimalan. Dokaza�emo da, ako uvedemo dodatni uslov da je

R(θ0, C) = R(θ1, C) , (5.2)

u tom sluqaju minimaksno rexeǌe za testiraǌe proste nulte pro-
tiv tako�e proste alternativne hipoteze, Nejman–Pirsonova naj-
boǉa kritiqna oblast veliqine α za testiraǌe istih hipoteza.
Dakle, dokaza�emo da je oblast

C =

{
(x1, x2, . . . , xn)|

L(θ0;x1, x2, . . . , xn)

L(θ1;x1, x2, . . . , xn)
≤ k

}
, (5.3)
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gde je k > 0 izabrano tako da bude zadovoǉen uslov (5.2). Takvo
k u apsolutno neprekidnom sluqaju uvek postoji dok u diskretnom
sluqaju moжe da se desi da nam je potreban i pomo�ni eksperiment
za koji je

L(θ0;x1, x2, . . . , xn)

L(θ1;x1, x2, . . . , xn)
= k,

da bismo postigli R(θ0, C) = R(θ1, C).
Dokaz. Da bismo dokazali da je C definisana u (5.3) mini-

maksno rexeǌe, posmatrajmo proizvoǉnu drugu kritiqnu oblast
A ⊂ Rn veliqine α za koju je

R(θ0, C) ≥ R(θ0, A). (5.4)

Oblasti A u kojima je R(θ0, C) < R(θ0, A) ne treba ni razmatrati,
jer bi u tom sluqaju oqigledno bilo

R(θ0, C) = R(θ1, C) < max{R(θ0, A), R(θ1, A)}.

Uslov (5.4) je ekvivalentan sa

L(θ0, θ1)
∫

C
dFθ0(x) ≥ L(θ0, θ1)

∫

A
dFθ0(x).

Otuda ∫

C
dFθ0(x) ≥

∫

A
dFθ0(x).

Kako je

α =

∫

C
dFθ0(x),

to je

α =

∫

A
dFθ0(x).

Me�utim, prema Nejman–Pirsonovoj teoremi, C je najboǉa kriti-
qna oblast veliqine α, dakle, ona kritiqna oblast veliqine α za
koju je β najmaǌe, tj.

∫

Cc
dFθ1(x) ≤

∫

Ac
dFθ1(x).

Otuda,

L(θ1, θ0)
∫

Cc
dFθ1(x) ≤ L(θ1, θ0)

∫

Ac
dFθ1(x).
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Xto znaqi da je

R(θ1, C) ≤ R(θ1, A),

odnosno,

max{R(θ0, C), R(θ1, C)} ≤ max{R(θ0, A), R(θ1, A)}

xto je i trebalo dokazati.✷

5.2 Bajesovo odluqivaǌe

Kod Bajesovog oceǌivaǌa se parametar θ posmatra kao sluqajna
veliqina. Dakle, za θ se definixe prostor verovatno�a (Θ,S, Q),
gde je S – Borelovo σ–poǉe na Θ, a Q – mera, tj. verovatno�a
na (Θ,S). Meru Q nazivamo apriornom raspodelom parametra θ.
Pri tome se pretpostavǉa da apriorna raspodela pripada nekoj
familiji apriornih raspodela H. Za svako fiksirano θ sa f(x; θ)
oznaqava�emo gustinu raspodele uzorka koja odgovara raspodeli
verovatno�a P , a sa h(θ) apriornu gustinu raspodele koja odgo-
vara raspodeli verovatno�a Q, sa funkcijom raspodele H. Dakle,
f(x; θ) je uslovna gustina raspodele za X pod uslovom da je prava
vrednost parametra bax θ. Ona je S–izmerǉiva po θ za svaki x ∈ X .
Tada je

g(x; θ) = f(x; θ)h(θ), x ∈ X , θ ∈ Θ

gustina zajedniqke raspodele za vixedimenzionu sluqajnu promen-
ǉivu (X, θ) na prostoru (X ×Θ,B×S). Uslovna gustina raspodele

h(θ|X = x) =
f(x; θ)h(θ)∫

Θ
f(x; τ)dH(τ)

za svako x ∈ X za koje je f(x) =
∫
Θ
f(x; τ)dH(τ) > 0, zove se aposte-

riorna gustina raspodele parametra θ .
Neka je Fθ(x) odgovaraju�a funkcija raspodele za gustinu f(x; θ).

Oznaqimo sa H(θ), θ ∈ Θ, apriornu funkciju raspodele na Θ kojoj
odgovara apriorna gustina raspodele h(θ). Neka je sa H(θ|X = x)
oznaqena aposteriorna raspodela (funkcija raspodele) parametra
θ pri zadatom X = x. Marginalna (bezuslovna) gustina za X se
tada moжe posmatrati kao

fH(x) =

∫

Θ

f(x; θ)dH(θ) ,
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sa odgovaraju�om bezuslovnom funkcijom raspodele u oznaci FH(x),
a aposteriorna gustina raspodele za θ pri zadatom X = x ima
oblik

h(θ|X = x) =
f(x; θ)h(θ)

fH(x)
.

Nadaǉe �emo razmotriti neke osobine Bajesove ocene za fun-
kciju gubitka oblika L(θ, d) = λ(θ)W (|d − θ|), d = w(x). Istaknimo
ponovo da je funkcija rizika odluke d:

R(θ,w) = λ(θ)

∫

X
W (|w(x) − θ|)dFθ(x).

S obzirom da je L(θ, d) ograniqena funkcija po θ za svaki d,
to je i R(θ, d) ograniqena za svaki d. S druge strane, ako uvedemo
pretpostavku o apriornoj raspodeli parametra θ, apriorni rizik
ocene d u odnosu na apriornu funkciju raspodele H je apriorno
oqekivaǌe funkcije rizika definisano sa

R(H,w) =

∫

Θ

R(θ,w)dH(θ) = E(R(θ,w)).

Dok je apriorni rizik uslovno matematiqko oqekivaǌe funkcije
rizika pod uslovom da je uqiǌena odluka d, dotle je aposteriorni
rizik funkcije w(x) = d pri zadanom X = x:

∫

Θ

λ(θ)W (|w(x) − θ|)dH(θ|x) .

Dakle, aposteriorni rizik je oqekivaǌe funkcije gubitka u
odnosu na aposteriornu raspodelu parametra. Otuda je oqigledno
da je apriorni rizik R(H, d) oqekivaǌe aposteriornog rizika u
odnosu na FH(x) – raspodelu uzorka X pri apriornoj raspodeli
H. Zaista,

R(H,w) =

∫

Θ

R(θ,w)dH(θ) =

∫

Θ

(∫

X
L(θ,w(x))dFθ(x)

)
dH(θ) .

Ukoliko je u pitaǌu apsolutno neprekidna raspodela obeleжja X,
ali i apsolutno neprekidna raspodela (apriorna i aposteriorna)
nepoznatog parametra θ, apriorni rizik postaje:

R(H,w) =

∫

Θ

R(θ,w)h(θ)dθ =

∫

Θ

∫

X
L(θ,w(x))fH (x)h(θ|x)dxdθ =
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=

∫

X

(∫

Θ

L(θ,w(x))h(θ|x)dθ
)
fH(x)dx.

S bajesovske taqke gledixta, poxto je X realizovano, najpogod-
nija funkcija za daǉe razmatraǌe je aposteriorni rizik, a ne
apriorni. Znaqi, bajesovska ocena parametra θ u odnosu na apri-
ornu raspodelu H je takva ocena (odluka) iz D koja minimizira
aposteriorni rizik pri zadatom X = x. Ako oznaqimo sa θ̂H(X) ba-
jesovsku ocenu, onda je, za ranije komentarisanu funkciju gubitka,

∫

Θ

λ(θ)W (|θ̂H(x)− θ|)dH(θ|x) = inf
d∈D

∫

Θ

λ(θ)W (|d− θ|)dH(θ|x).

Za zadato H, Bajesova ocena ne mora biti jedinstvena. Ona �e
biti jedinstvena u sluqaju da je funkcija gubitka strogo konvek-
sna. Bajesova ocena minimizira i apriorni rizik (sledi iz leme
Fatua). Mnogi autori je i definixu kao onaj element iz D koji
minimizira apriorni rizik. Obe definicije vode ka istom rexe-
ǌu.

Primer 89. Vratimo se primeru 85. Neka je apriorna raspodela
za θ:

P{θ = 0} =
3

4
, P{θ = 1} =

1

4
.

Neka je α = 1, tada je apriorna funkcija rizika

R(θ,w) = E{L(θ,w(X))|θ} = L(0, w(x)) · 3
4
+ L(1, w(x)) · 1

4
=

= |d| · 3
4
+ |1− d| · 1

4
=

1

2
d+

1

4
.

Dakle,

inf
d∈D

R(θ,d) =
1

4
,

tj. jedinstveno Bajesovo rexeǌe je w(x) = 0. Skrenimo paжǌu na
qiǌenicu da u sluqaju D = {d|0 < d ≤ 1} infimum funkcije rizika
bio bi isti, 1/4, ali nijedna odluka d ∈ D ne bi bila Bajesovo
rexeǌe.

Neka je sada α > 1. Tada je funkcija rizika

R(θ,d) =
3

4
dα +

1

4
· (1− d)α.
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Funkcija rizika ima minimum za odluku

d =
(
1 + 3

1
α−1

)−1
∈ (0, 1) ,

koja jeste Bajesovo rexeǌe.△

Moжe se govoriti i o dovoǉnim statistikama u Bajesovom smi-
slu, o qyemu ovde ne�e biti reqi.

Na Bajesovom principu se zasnivaju ne samo taqkaste, ve� i
ocene parametara oblastima. Ovde �e biti reqi samo o oceni
jednodimenzionog parametra θ, tj. o intervalu kao oceni jednodi-
menzionog parametra. Dakle, treba odrediti dve statistike, tj.
dve procedure w1(X) i w2(X) takve da je

P{w1(X) ≤ θ ≤ w2(X)|X = x} = γ = 1− α

za unapred zadati nivo povereǌa γ. To znaqi da
∫

[w1(x), w2(x)]
dH(θ|x) = γ . (5.5)

Primer 90. Na osnovu uzorka (X1,X2, . . . ,Xn) odrediti Bajesov
interval povereǌa za matematiqko oqekivaǌe obeleжja X qija ras-
podela pripada familiji dopustivih raspodela {N (θ, σ2), −∞ <
θ < +∞} pod pretposravkom da je apriorna raspodela parametra θ
tako�e normalna: N (µ, ν2). Parametri σ2, µ i ν2 su poznati.

Ako kao proceduru w izaberemo funkciju sredine uzorka, w(X) =
ϕ(Xn), oznaqimo, sa Y = Xn, treba doneti dve odluke w1(x) i
w2(x), tj ϕ1(y) i ϕ2(y) koje �e zadovoǉiti gore navedeni uslov (5.5).

Uslovna raspodela za Y pod uslovom θ je N (θ, σ2

n ) xto �e dati
odgovaraju�u uslovnu gustinu raspodele

f(y; θ) =

√
n

2πσ2
exp

(
−(y − θ)2

2σ2

n

)
.

Zajedniqka gustina raspodele za vektor (Y, θ) je tada:

g(y; θ) =

√
n

2πνσ
exp

(
−(θ − µ)2

2ν2
− n(y − θ)2

2σ2

)
,

tj. posmatrani vektor ima raspodelu

N

µ , µ , ν2 + σ2

n
, ν2 ,

ν√
ν2 + σ2

n


 ,
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gde je
ν√

ν2 + σ2

n

koeficijent korelacije komponenata.
Aposteriorna gustina raspodele za θ pod uslovom X = x, od-

nosno, Y = y bi�e:

h(θ|Y = y) =
1

2π(ν2 + σ2

n )
exp

(
− (y − µ)2

2(ν2 + σ2

n )

)
,

xto znaqi da je aposteriorna raspodela normalna

N
(
µσ2 + nyν2

nν2 + σ2
,

ν2σ2

nν2 + σ2

)
.

Konaqno, intervalna Bajesova ocena za θ odre�uje se iz

P


µσ

2 + nY ν2

nν2 + σ2
− z

√
ν2σ2

nν2 + σ2
< θ <

µσ2 + nY ν2

nν2 + σ2
+ z

√
ν2σ2

nν2 + σ2


 = γ ,

z ∈ R .△

Bajesov koncept testiraǌa statistiqkih hipoteza izloжi�emo
na primeru testiraǌa proste nulte hipoteze protiv alternativne
tako�e proste hipoteze. To je sluqaj dvodimenzionog parametarskog
prostora Θ = {θ0, θ1}. Dakle, sluqajna promenǉiva θ je diskretnog
tipa i

h(θ0) + h(θ1) = 1.

U tom sluqaju je marginalna gustina za X:
∑

Θ

f(x; θ)h(θ) = f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1) ,

odnosno, aposteriorna gustina za θ je:

h(θ|X = x) =
h(θ)f(x; θ)

f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1)
.

Testira�emo hipotezu H0 : θ = θ0 protiv alternativne H1 : θ = θ1.
Bajesovo rexeǌe �e biti funkcija odluke w(x) za koju je aposte-
riorni rizik minimalan. Dakle, treba minimalizovati

E(L(θ,w(X))|X = x) .

S obzirom da je skup mogu�ih odluka dvoqlan, to treba razmotriti
samo dve mogu�e vrednosti aposteriornog rizika i to:
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1. w = θ0

⇒ E(L(θ,w(X))|X = x) = E(L(θ, θ0)|X = x) =

=
L(θ1, θ0)h(θ1)f(x; θ1)

f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1)

2. w = θ1

⇒ E(L(θ,w(X))|X = x) = E(L(θ, θ1)|X = x) =

=
L(θ0, θ1)h(θ0)f(x; θ0)

f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1)
.

Prema tome, prihvati�emo hipotezu Hi : θ = θi, i = 0, 1 ako i
samo ako je

L(θj, θi)h(θj)f(x; θj)
f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1)

<
L(θi, θj)h(θi)f(x; θi)

f(x; θ0)h(θ0) + f(x; θ1)h(θ1)
,

za j 6= i. Ili xto je isto

f(x; θj)

f(x; θi)
<

L(θi, θj)h(θi)
L(θj , θi)h(θj)

, i, j = 0, 1 , i 6= j .

Ukoliko se dogodi da se umesto nejednakosti javǉa jednakost, mora-
li bismo da potraжimo dodatne informacije, odnosno da obavimo
neki pomo�ni eksperiment koji bi nam pomogao da donesemo odluku.

Uoqimo vaжnu qiǌenicu da se posledǌom nejednakox�u koja je
gore navedena opisuje bax najboǉa kritiqna oblast prema tvr�eǌu
Nejman–Pirsonove teoreme s obzirom da se na levoj strani nejed-
nakosti nalazi koliqnik verodostojnosti za koji se ova teorema
vezuje, jer je

f(x; θ) ≡ L(θ;x1, x2, . . . , xn) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ,

funkcija verodostojnosti.
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6.1 Vaжnije raspodele verovatno�a

6.1.1 Raspodele diskretnog tipa

1. Bernulijeva raspodela

X : B(1, p) , 0 < p < 1

P{X = 0} = 1− p i P{X = 1} = p

E(X) = p

D(X) = p(1− p)

2. Binomna raspodela

X : B(n, p) , 0 < p < 1 , n ∈ N

P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k , 0 ≤ k ≤ n

E(X) =
n∑

k=0

kP{X = k} = np

D(X) = np(1− p)
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3. Puasonova raspodela

X : P(λ) , λ > 0

P{X = k} =
λk

k!
e−λ , k = 1, 2, . . .

E(X) =
∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ = λ

D(X) = λ

4. Geometrijska raspodela

0 < p < 1

P{X = k} = (1− p)k−1p , k = 1, 2, . . .

E(X) =
∞∑

k=1

kP{X = k} =
1

p

D(X) =
1

p2

6.1.2 Raspodele apsolutno neprekidnog tipa

1. Normalna (Gausova) raspodela

X : N (m,σ2) , −∞ < m < +∞ , σ2 > 0

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 , −∞ < x < +∞
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F (x) =
1√
2πσ2

∫ x

−∞
e−

(t−m)2

2σ2 dt

E(X) = m

D(X) = σ2

2. Log-normalna raspodela

X = exp{Y } , Y : N (m,σ2) , −∞ < m < +∞ , σ2 > 0

f(x) =

{
1

xσ
√
2π

exp{− (lnx−m)2

2σ2 } , x > 0

0 , x ≤ 0

E(X) = exp{m+
1

2
σ2}

D(X) = exp{2m+ σ2}
(
exp{σ2} − 1

)

3. Troparametarska log–normalna raspodela

X = exp{Y }+ x0 , Y : N (m,σ2) , −∞ < x0 < +∞

f(x) =





1
(x−x0)σ

√
2π

exp
{
− (ln(x−x0)−m)2

2σ2

}
, x > x0

0, x ≤ x0

4. Uniformna raspodela

X : U(a, b) , a, b ∈ R , a < b

f(x) =

{
1

b−a , x ∈ (a, b)

0, inaqe
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F (x) =





0, x < a
x−a
b−a , a ≤ x < b

1, x ≥ b

E(X) =
a+ b

2

D(X) =
(b− a)2

12

5. Vejbulova raspodela

a > 0 , b > 0

f(x) =

{
b
a(

x
a )

b−1 exp{−(xa )
b}, x > 0
0, x ≤ 0

E(X) = a−
1
bΓ

(
1 +

1

b

)

D(X) = a−
2
b

(
Γ

(
1 +

2

b

)
− Γ2

(
1 +

1

b

))

6. Eksponencijalna raspodela

X : E(λ) , λ > 0

f(x) =

{
λ exp{−λx} , x > 0

0 , x ≤ 0

E(X) =
1

λ

D(X) =
1

λ2



Dodatak 207

7. Dvojna eksponencijalna raspodela

f(x) = exp
{−e−x} , −∞ < x < +∞

8. Dvostrana eksponencijalna raspodela

λ > 0

f(x) =
λ

2
exp{−λ|x|} , −∞ < x < +∞

9. Koxijeva raspodela

α > 0

f(x) =
α

π(x2 + α2)
, −∞ < x < +∞

10. Laplasova raspodela

λ > 0 , −∞ < m < +∞

f(x) =
1

2λ
exp

{
−|x−m|

λ

}
, −∞ < x < +∞

11. Gama raspodela

α ≥ 0 , β > 0

f(x) =

{
1

βαΓ(α)x
α−1 exp{− x

β} , x > 0

0 , x ≤ 0
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E(X) = αβ

D(X) = αβ2

12. Troparametarska gama raspodela

α > 0 , β > 0 , −∞ < x0 < +∞

f(x) =

{
1

βαΓ(α)(x− x0)
α−1 exp

{
−x−x0

β

}
, x > x0

0 , x ≤ x0

13. Log–Pirson III raspodela

α > 0 , β > 0 , −∞ < x0 < +∞

f(x) =

{
1

βαxΓ(α)(ln x− x0)
α−1 exp

{
− lnx−x0

β

}
, x > x0

0 , x ≤ x0

14. Hi kvadrat (χ2) raspodela

X : χ2
ν , ν ∈ N

f(x) =





x
ν
2
−1

2
ν
2Γ

(
ν

2

) exp{−x
2}, x > 0

0 , x ≤ 0

E(χ2
ν) = ν

D(χ2
ν) = 2ν
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15. Fixerova raspodela

X : Fν1, ν2 , ν1 , ν2 ∈ N

X =

χ2
ν1
ν1
χ2
ν2
ν2

i χ2
ν1 i χ2

ν2 su nezavisne sluqajne promenǉive.

f(x) =





Γ
(ν1+ν2

2

)

Γ
(ν1
2

)
Γ
(ν2
2

)
(
ν1
ν2

) ν1
2
x

ν1
2
−1
(
1 + ν1

ν2
x
)− ν1+ν2

2
, x > 0

0 , x ≤ 0

E(X) =
ν2

ν2 − 2
, ν2 > 2

D(X) =
2ν2

2(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 4)(ν2 − 2)2
, ν2 > 4

16. Studentova (t) raspodela

t : tν , ν ∈ N

tν =
X√
χ2
ν

ν

, gde je X : N (0, 1)

i X i χ2
ν su nezavisne sluqajne promenǉive.

f(t) =
Γ
(
ν+1
2

)

Γ
(ν
2

)√
νπ

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2

, −∞ < t < +∞

E(X) = 0

D(X) =
ν

ν − 2
, ν > 2
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17. Gumbelova raspodela

α > 0 , β > 0

f(x) = α exp{−α(x− β)− exp(−α(x− β))} , −∞ < x < +∞ ,

Z = α(X − β)

f(z) = exp{−z − exp{−z}} , −∞ < z < +∞

18. Pareto raspodela

α > 0 , β > 0

f(x) =

{
αβαx−(α+1) , x > β

0 , x ≤ β
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6.2 Funkcija generatrisa momenata

Funkcija generatrisa momenata sluqajne promenǉive X je fun-
kcija po t, t ∈ R u oznaci

MX(t) = E(etX )

tj.

MX(t) =
∞∑

j=1

etxjf(xj) u diskretnom sluqaju

i

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etxf(x)dx u apsolutno neprekidnom sluqaju

za one vrednosti t za koje navedeno matematiqo oqekivaǌe postoji.

Primer 91.

IA =

{
1, x ∈ A
0, inaqe

, P (IA = 1) = p , 0 ≤ p ≤ 1

MIA(t) = E(eIAt) = pet + 1− p .△

Primer 92.
X : N (0, 1)

MX(t) = E(etX ) =

∫ +∞

−∞
etx

1√
2π
e−

x2

2 dx = e
t2

2 .△

Primer 93.
X : N (m,σ2)

MX(t) = E(etx) =

∫ +∞

−∞
etx

1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 dx =

=
1√
2πσ2

∫ +∞

−∞
exp

{
−
(
x2

2σ2
−
(
t+

m

σ2

)
x+

m2

2σ2

)}
dx =

= exp

{(
tm+

σ2t2

2

)}
.△
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Iz qiǌenice da matematiqko oqekivaǌe ne postoji uvek, tj. da
ima sluqajnih promenǉivih koje nemaju matematiqko oqekivaǌe,
jasno je da funkcija generatrisa momenata ne postoji za svaku
sluqajnu promenǉivu. Funkcija generatrisa momenata se, s toga
definixe na slede�i naqin.

Definicija 46. Pretpostavimo da postoji pozitivan broj h ta-

kav da za −h < t < h oqekivaǌe E
(
etX

)
postoji, tada funkciju

MX(t) = E
(
etX

)
za t ∈ (−h, h) zovemo funkcija generatrisa mome-

nata sluqajne promenǉive X.♦
Primer 94. Neka sluqajna promenǉiva X ima gustinu raspodele

f(x) =

{
6

π2x2 , x = 1, 2, 3, . . .
0 , inaqe .

Ako bi postojala funkcija generatrisa momenata sluqajne promen-
ǉive X, bilo bi:

M(t) = E(etX ) =
∑

x

etxf(x) =
∞∑

x=1

6etx

π2x2
.

Dakle, treba ispitati konvergenciju reda qiji je opxti qlan an =
6etn

π2n2 . Oqigledno

lim
n→∞

an+1

an
= et > 1 za t > 0 .

To znaqi da za svako t > 0, M(t) divergira tj. ne postoji pozitivan
broj h takav da za −h < t < h oqekivaǌe M(t) postoji.△

Qiǌenica da funkcija generatrisa momenata ne postoji uvek ne
umaǌuje znaqaj ove funkcije zbog xiroke klase raspodela za koju
ona postoji.

Lako je pokazati da je Mak–Loranov razvoj ove funkcije:

MX(t) = 1 + E(X)t + E(X2)
t2

2!
+ . . .+ E(Xr)

tr

r!
+ . . . ,

xto razjaxǌava i poreklo ǌenog imena – funkcija generatrisa
momenata, jer sledi da je

E(Xr) =
dr

dtr
MX(t)|t=0 , r = 0, 1, 2, . . . .

Znaqaj funkcije generatrisa momenata objaxǌava slede�a teo-
rema koju navodimo bez dokaza.
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Teorema 22. Pretpostavimo da su X i Y sluqajne promenǉive koje
imaju funkcije generatrisa momenata MX(t) i MY (t) redom. Tada X
i Y imaju istu raspodelu verovatno�a ako i samo ako su MX(t) i
MY (t) identiqki jednake.

Slede�e teoreme su operativnog znaqaja.

Teorema 23. Ako je MX(t) funkcija generatrisa momenata sluqajne
promenǉive X i a 6= 0 i b su konstante, tada je funkcija generatrisa
momenata sluqajne promenǉive Y = aX + b

MY (t) = ebtMX(at).

Dokaz.Direktno sledi iz osobina eksponencijalne funkcije i de-
finicije funkcije generatrisa momenata. ✷

Teorema 24. Funkcija generatrisa momenata konaqne sume nezavis-
nih sluqajnih promenǉivih jednaka je proizvodu funkcija generatrisa
sabiraka.

Dokaz. Neka su X1, . . . ,Xn nezavisne sluqajne promenǉive. Fun-
kcija generatrisa momenata sluqajne promenǉive Y =

∑n
i=1Xi je

MY (t) = E
(
etY
)
= E

(
exp

(
t

n∑

i=1

Xi

))
= E

(
n∏

i=1

etXi

)
=

n∏

i=1

E
(
etXi

)
=

=
n∏

i=1

MXi
(t) .✷

Primer 95. Neka su X1, . . . ,Xn nezavisne sluqajne promenǉive sa
raspodelama Xi : N (m, σ2), i = 1, 2, . . . , n. Primenom funkcije gene-
ratrisa momenata pokazati da sluqajna promenǉiva U =

∑n
i=1 aiXi,

ai su konstante, ima N (∑n
i=1 aimi ,

∑n
i=1 a

2
iσ

2
i

)
raspodelu.

S obzirom da Xi ima normalnu raspodelu sa parametrima mi i
σ2i , to je ǌena funkcija generatrisa momenata

MXi
(t) = exp

(
mit+

σ2i t
2

2

)
.

Prema tome sluqajna promenǉiva aiXi ima funkciju generatrisa
momenata

MaiXi
(t) =MXi

(ait) = exp

(
miait+

σ2i a
2
i t

2

2

)
.
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Najzad, s obzirom na nezavisnost sluqajnih promenǉivih Xi,
i = 1, 2, . . . , n, funkcija generatrisa momenata ǌihove linearne kom-
binacije je

MU (t) =
n∏

i=1

MXi
(ait) = exp

(
t

n∑

i=1

aimi +
t2

n

n∑

i=1

a2i σ
2
i

)
,

xto je funkcija generatrisa momenata normalno raspodeǉene slu-
qajne promenǉive sa parametrima

E(U) =
n∑

i=1

aimi i D(U) =
n∑

i=1

a2i σ
2
i .△

Za dvodimenzionu sluqajnu promenǉivu (X,Y ) funkcija genera-
trisa momenata, ukoliko postoji, definixe se kao funkcija od dva
argumenta:

M(t, s) = E
(
etX+sY

)
.

Naravno, sve navedene teoreme vaжe i kada su u pitaǌu vixedi-
menzione sluqajne promenǉive, qime se ovde ne�emo posebno bavi-
ti, ali �emo ipak ilustrovati jednim dobro poznatim primerom.

Primer 96. Na�i funkciju generatrisa momenata dvodimenzionog
vektora normalno raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih

(X,Y ) : N
(
mX ,mY , σ

2
X , σ

2
Y , ρ

)
.

Iz definicije sledi da je

M(t, s) =
1

2πσXσY
√
1− ρ2

·

·
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
etx+sye

− 1
2(1−ρ2)

(
(x−mX )2

σ2
X

−2ρ
(x−mX )(y−mY )

σXσY
+

(y−mY )2

σ2
Y

)

dxdy =

= exp

{
mXt+mY s+

σ2X t
2 + 2ρσXσY ts+ σ2Y s

2

2

}
.△

Primer 97. Neka je (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) prost uzorak obi-
ma n iz dvodimenzione normalne raspodele N (mX ,mY , σ

2
X , σ

2
Y , ρ).

Na�i zajedniqku raspodelu dveju statistika

X =
n∑

i=1

Xi

n
i Y =

n∑

i=1

Yi
n
.
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S obzirom da svaka od statistika X i Y ima normalnu raspo-
delu i to

X : N (mX ,
σ2X
n

) i Y : N (mY ,
σ2Y
n

) ,

to je funkcija generatrisa momenata dvodimenzione statistike
(X , Y ) data sa

M(t, s) = E
(
etX+sY

)
= E

(
exp

{
1

n

n∑

i=1

(tXi + sYi)

})
.

Kako je uzorak prost, to je

M(t, s) =
n∏

i=1

E
(
e

t
n
Xi+

s
n
Yi

)
.

Na osnovu primera 96 sledi da je traжena funkcija

M(t, s) =
n∏

i=1

exp

{
mXt

n
+
mY s

n
+
σ2X( t

n)
2 + 2ρσXσY

t
n

s
n + σ2Y (

s
n)

2

2

}
=

= exp



mXt+mY s+

σ2
X

n t
2 + 2ρσXσY

n ts+
σ2
Y

n s
2

2





xto je funkcija generatrisa momenata dvodimenzione normalne ras-

podele N (mX , mY ,
σ2
X

n ,
σ2
Y

n , ρ). △
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6.3 Taqkasto oceǌivaǌe parametara obeleжja
konaqne populacije

Kod beskonaqne populacije (koja teorijski dozvoǉava izbor uzo-
raka beskonaqnog obima) primeǌuju se graniqne teoreme teorije
verovatno�e. Me�utim, na konaqnoj populaciji ova teorija nema u
potpunosti opravdaǌa. U okviru ovog poglavǉa �emo se u kratkim
crtama upoznati sa oceǌivaǌem parametara obeleжja zadatog na
populaciji konaqnog obima. Razmatra�emo ocene oqekivaǌa i dis-
perzije.

6.3.1 Ocene matematiqkog oqekivaǌa
i disperzije

Podsetimo se da je sredina uzorka nepristrasna ocena matema-
tiqkog oqekivaǌa bez obzira na raspodelu obeleжja.

Neka je data populacija Ω koja je konaqan skup od N elemenata.
Posmatra�emo izbor uzorka obima n, n ≤ N , bez vra�aǌa iz po-
pulacije Ω. Taj uzorak je sluqajna veliqina – vektor (X1, . . . ,Xn).
Svaki element populacije ima jednaku verovatno�u izbora u uzo-
rak u momentu izvlaqeǌa. Dakle, ω ∈ s u prvom izvlaqeǌu sa
verovatno�om 1

N , u drugom 1
N−1 , itd. S obzirom da je populacija

konaqna, obeleжje X je diskretnog tipa tj.

P{X = xj} =
Nj

N
, j = 1, . . . , k ,

gde su xj, j = 1, . . . , k sve mogu�e vrednosti obeleжja X, a Nj je uku-
pan broj elemenata populacije kod kojih je vrednost posmatranog
obeleжja X bax xj. Lako je pokazati da sluqajne promenǉive Xi,
1 ≤ i ≤ n imaju istu raspodelu kao i X iako su me�usobno zavisne.
Naime,

P{Xi = xj} = P{ω : Xi(ω) = xj} = P{ω(i)
1 , . . . , ω

(i)
Nj

} ,
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gde je sa ω
(i)
l , l = 1, 2, . . . , Nj oznaqen element populacije, ω

(i)
l ∈ Ω,

kod koga je vrednost obeleжja X bax xj, a izabran je u uzorak u
i–tom izvlaqeǌu. Tada traжenu verovatno�u odre�ujemo kao

P{ω(i)
1 , . . . , ω

(i)
Nj

} =

Nj∑

l=1

P (ω
(i)
l ) ,

gde je P (ω
(i)
l ) verovatno�a da je u i–tom opitu izabran bax ω

(i)
l , xto

znaqi da se u prethodnih i− 1 opita nije realizovao, jer je uzorak
bez vra�aǌa. Dakle,

P (ω
(i)
l ) =

(N−1
1

)
(N
1

) ·
(N−2

1

)
(N−1

1

) · · · · ·
(N−i

1

)
(N−i+1

1

) ·
(1
1

)
(N−i

1

) =
1

N
, ∀i = 1, 2, . . . , n .

To znaqi da je

P{Xi = xj} =

Nj∑

l=1

1

N
=
Nj

N

za svako i = 1, 2, . . . , n, tj. da Xi ima istu raspodelu kao i X. Kod
uzorka sa vra�aǌem je ova qiǌenica oqigledna.

Iz qiǌenice o raspodeli sluqajnih promenǉivih Xi, i = 1, 2, . . . ,
n, tj. jednakosti te raspodele sa raspodelom samog obeleжja X
sledi da je E(Xi) = E(X), pa je sredina uzorka (kao i kod prostog
uzorka sa vra�aǌem) jednaka

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi ,

a ranije smo pokazali da je ona nepristrasna ocena matematiqkog
oqekivaǌa obeleжja X.

S obzirom da je posmatrana ocena nepristrasna, sredǌe kva-
dratno odstupaǌe, kao kriterijum vaǉanosti, daje

E(Xn − EX)2 = D(Xn) .

Kako su sluqajne promenǉive X1, . . . ,Xn kod uzorka bez vra�aǌa
zavisne, bi�e

D(
n∑

i=1

Xi) = E

(
n∑

i=1

Xi − nE(X)

)2

=
n∑

i=1

n∑

j=1

E(Xi − E(X))(Xj − E(X)) =

=
n∑

i=1

n∑

j=1

Cov(Xi,Xj) = nD(Xi) + n(n− 1)Cov(X1,X2) ,
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jer svi parovi (Xi,Xj) imaju istu raspodelu kao i par (X1,X2).

Moжe se pokazati da je P{(Xi,Xj) = (xl, xr)} = 1
N(N−1) za svako

i, j = 1, 2, . . . , n i svako l, r = 1, 2, . . . , k. To ukazuje da raspodela za
(Xi,Xj) ne zavisi od i, j ili n pa sledi

Cov(Xi,Xj) = Cov(X1,X2) .

Oznaqimo ovu kovarijansu sa c(N). Dakle,

D(Xn) =
1

n2
D(

n∑

i=1

Xi) =
1

n2
(nD(X) + n(n− 1)c(N)) =

=
1

n
(D(X) + (n − 1)c(N)) .

Veliqinu c(N) mogu�e je odrediti iz uslova da je n = N , tj. da
uzorkom bez vra�aǌa iscrpimo celu populaciju. Tada je

D(XN ) =
1

N
(D(X) + (N − 1)c(N)) .

Me�utim, tada je XN taqna vrednost oqekivaǌa E(X), jer je

XN =
1

N
(X(ω1) + . . .+X(ωN )) = E(X) ,

pa je D(XN ) = 0. Otuda D(X) + (N − 1)c(N) = 0, odnosno c(N) =
− 1

N−1D(X). Najzad

D(XN ) =
1

n
(D(X)− n− 1

N − 1
D(X)) =

D(X)

n

(
1− n− 1

N − 1

)
=
D(X)

n
·N − n

N − 1
.

Podsetimo se da je grexka iste ocene kod uzorka sa vra�aǌem

E
(
XN − E(X)

)2
= E

(
1

n

n∑

i=1

Xi − E(X)

)2

=
1

n
D(X) ,

xto znaqi da je grexka ocene kod uzorka bez vra�aǌa maǌa u odnosu
na onu kod uzorka sa vra�aǌem.

Faktor
N − n

N − 1
= 1− n− 1

N − 1
, koji je kod populacije velikog obima

N i obima uzorka n koji je mali u odnosu na obim populacije prib-
liжno jednak 1− n

N , naziva se korekcija zbog konaqnosti populacije.
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Kada je req o oceni disperzije obeleжja D(X), ve� smo pokazali
da je kod uzorka sa vra�aǌem

S̃2
n =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2

nepristrasna ocena disperzije obeleжja. Me�utim, ako je obim
uzorka veliki, koliqnik n

n−1 je pribliжno jednak 1, pa se za ocenu
disperzije moжe uzeti i uzoraqka disperzija

Sn
2
=

1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2

za koju je E(Sn
2
) = n−1

n D(X).

Razmotrimo pristrasnost uzoraqke disperzije za sluqaj uzorka
bez vra�aǌa iz konaqne populacije. Tada je

E(Sn
2
) = E

(
1

n

n∑

i=1

X2
i −Xn

2

)
=

1

n

n∑

i=1

E(X2
i )− E(Xn

2
) =

= E(X2)− D(X)

n
· N − n

N − 1
− (EX)2 = D(X)

(
1− 1

n
· N − n

N − 1

)
=

= D(X)
(n − 1)N

n(N − 1)
=
n− 1

n
D(X)

N

N − 1
.

Kako je obim populacije N najqex�e veliki, to je N
N−1 pribliжno

1 pa se kao nepristrasna ocena disperzije obeleжja moжe ponovo

uzeti S̃2
n kod uzorka malog obima n (recimo n ≤ 30), odnosno Sn

2

kod uzorka velikog obima.

6.3.2 Ocene matematiqkog oqekivaǌa i disperzije kod
stratifikovanog uzorka

Neka je ponovo req o konaqnoj populaciji sa obeleжjem X qija
je raspodela

X :

(
x1 x2 . . . xk
M1
N

M2
N . . . Mk

N

)
,

M1 +M2 + . . .+Mk = N , 0 ≤Mi ≤ N , i = 1, 2, . . . , k .
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Oznaqimo sa X(h) obeleжje X posmatrano na h–tom stratumu za
koji �emo pretpostaviti da je obima Nh. Pretpostavimo, tako�e,
da je populacija podeǉena na L stratuma, L < N . Tada sluqajna
promenǉiva X(h) ima slede�u raspodelu

X(h) :




x1 x2 . . . xk
M

(h)
1

Nh

M
(h)
2

Nh
. . .

M
(h)
k

Nh


 ,

k∑

i=1

M
(h)
i = Nh , 0 ≤M

(h)
i ≤ Nh , i = 1, 2, . . . , k , h = 1, 2, . . . , L .

ǋegovo oqekivaǌe je

E
(
X(h)

)
=

k∑

j=1

xj
M

(h)
j

Nh
,

a oqekivaǌe obeleжja X je

E(X) =
k∑

j=1

xj
Mj

N
=

1

N

k∑

j=1

xj
(
M

(1)
j + . . . +M

(L)
j

)
=

=
1

N




k∑

j=1

xjM
(1)
j + . . .+

k∑

j=1

xjM
(L)
j


 =

=
N1

N

k∑

j=1

xj
M

(1)
j

N1
+ . . .+

Nk

N

k∑

j=1

xj
M

(L)
j

NL
=

=
N1

N
E
(
X(1)

)
+ . . . +

Nk

N
E
(
X(L)

)
=

=
1

N

L∑

i=1

NiE
(
X(i)

)
=

L∑

i=1

wiE
(
X(i)

)
,

gde smo sa wi = Ni

N oznaqili udeo i–tog stratuma u populaciji.

Relacija E(X) =
∑L

i=1 wiE
(
X(i)

)
predstavǉa vezu izme�u matema-

tiqkog oqekivaǌa obeleжja i oqekivaǌa po stratumima.
Razmotrimo sada problem oceǌivaǌa na osnovu uzorka. Iz

ukupno L stratuma od kojih j–ti ima taqno Nj elemenata popu-
lacije, bira se po nj ≤ Nj, j = 1, 2, . . . , L, elemenata u uzorak.
Pretpostavka je da su izvlaqeǌa iz razliqitih stratuma nezavis-
na.
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Deo uzorka iz h–tog stratuma je (X
(h)
1 , . . . ,X

(h)
nh ), a pripadaju�a

uzoraqka sredina i disperzija su

Xnh
=

1

nh

nh∑

i=1

X
(h)
i

S
2
nh

=
1

nh

nh∑

i=1

(X
(h)
i −Xnh

)2 ,

odnosno popravǉena disperzija uzorka

S̃2
n =

nh
nh − 1

S
2
nh
.

Pri tome je Xnh
nepristrasna ocena sredǌe vrednosti obeleжja

X(h) u h–tom stratumu.

Statistika

X̃ =
1

N

L∑

i=1

NiXni
=

L∑

i=1

wiXni

nije sredina uzorka, ali je ipak nepristrasna ocena metemetiqkog
oqekivaǌa obeleжja X bez obzira da li je uzorak sa vra�aǌem ili
bez vra�aǌa. Zaista, kako je

E
(
Xnh

)
= EX(h) ,

to je

E(X̃) =
1

N

L∑

i=1

NiE(Xni
) =

1

N

L∑

i=1

NiE(X(i)) = E(X) .

Sredǌekvadratna grexka ove ocene je za uzorak sa vra�aǌem

E(X̃ − E(X))2 = D(X̃) =
L∑

i=1

w2
i

D(Xni
)

ni
,

a za uzorak bez vra�aǌa

E(X̃ − E(X))2 = D(X̃) =
L∑

i=1

w2
iD(Xni

) ≈
L∑

i=1

w2
i

D(X)

ni

(
1− ni

Ni

)
.
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6.3.3 Ocena parametra p binomne raspodele

U ovom poglavǉu zadatak �e nam biti da na osnovu uzorka obima
n ocenimo verovatno�u p da pojedini element populacije ω ∈ Ω ima
svojstvo A. U tu svrhu uoqi�emo indikator doga�aja A

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, inaqe

Tada je E(IA) = p, pa se oceǌivaǌe parametra p svodi na oceǌi-
vaǌe matematiqkog oqekivaǌa indikatorskog obeleжja. Ako pret-
postavimo da u uzorku obima n ima n1 elemenata sa svojstvom A,
tada je

IA,n =
1

n
n1 =

n1
n

relativna uqestanost svojstva A u uzorku i ona predstavǉa nepris-
trasnu ocenu parametra p. Dakle, p̂ = IA,n. Sredǌekvadratna
grexka ove ocene je

a) kod uzorka sa vra�aǌem

E(IA,n − p)2 = D(IA,n) =
p(1− p)

n
,

b) kod uzorka bez vra�aǌa

E(IA,n − p)2 = D(IA,n) =
D(IA)

n
· N − n

N − 1
=
p(1− p)

n
· N − n

N − 1
,

xto je za veliki obim populacije N pribliжno
p(1− p)

n
·
(
1− n

N

)
.

Jedan od ranije navedenih kriterijuma vaǉanosti ocene bio je

koliqnik
(θ̂ − θ)2

θ
, gde je θ̂ statistika kojom oceǌujemo parametar θ.

Iskoristimo ovaj kriterijum za odre�ivaǌe obima uzorka koji bi
obezbedio da se postigne unapred zadata taqnost ocene parametra
p. Dakle, za unapred zadato ε > 0 i 0 < α < 1 traжimo n za koji

P{Qk ≤ ε} = 1− α , za koji vaжi, Qk =

√√√√1

k

k∑

i=1

(θ̂i − θi)2

θi
.

Primer 98. Neka je obeleжje X diskretnog tipa sa raspodelom
P{X = xi} = pi, i = 1, . . . , k. Zadatak je oceniti parametre pi ove
raspodele na osnovu prostog sluqajnog uzorka.
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Ako sa ni oznaqimo broj pojavǉivaǌa vrednosti xi u uzorku
obima n, tada je fi = ni

n relativna uqestanost vrednosti xi u
uzorku. Za ocenu verovatno�e pi, kao xto smo pokazali uzima se
p̂i = fi. Za meru odstupaǌa te ocene uzima se

(fi − pi)
2

pi

odnosno, zajedniqka proseqna mera za ceo uzorak bi�e

Q2
k =

1

k

n∑

i=1

(fi − pi)
2

pi
=

1

k

k∑

i=1

(ni − npi)
2

n2pi
=

1

n

1

k

k∑

i=1

(ni − npi)
2

npi
.

Kao xto je poznato, statistika

k∑

i=1

(ni − npi)
2

npi

ima pribliжno χ2–raspodelu sa k stepeni slobode, xto znaqi

knQ2
k ∼ χ2

k−1 , kada n −→ ∞.

Dakle,
P{Qk ≤ ε} = 1− α

P{knQ2
k ≤ knε2} = 1− α

P{χ2
k−1 ≤ knε2} = 1− α .

Sledi da je knε2 kvantil reda 1 − α sluqajne promenǉive sa χ2
k−1

raspodelom odakle se dobija veliqina knε2 = χ2
k−1,1−α (xto se qita

iz tablice za χ2 raspodelu) i

n =
χ2
k−1,1−α

kε2
.

△
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6.4 Gustine raspodela statistika poretka
apsolutno neprekidnog tipa

Na�imo marginalne gustine statistika poretka u sluqaju obe-
leжja X apsolutno neprekidnog tipa. Neka je gustina raspodele
obeleжja X oznaqena sa f i neka je ona strogo pozitivna na inter-
valu (a, b), za neke a, b ∈ R i a < b, tj. f(x) > 0 za x ∈ (a, b). Tada
je

F (x) =





0, x < a∫ x
a f(w)dw, a ≤ x < b

1, x ≥ b .

Oqigledno, za a < x < b je:

1− F (x) = F (b)− F (x) =

∫ b

x
f(w)dw.

Dakle,

gn(yn) =

∫ yn

a
dyn−1

∫ yn−1

a
dyn−2 . . .

∫ y2

a
(n!)f(y1)f(y2) . . . f(yn)dy1 ,

a < yn < b .

Kako je ∫ y2

a
f(y1)dy1 = F (y2) ,

dobijamo ∫ y3

a
F (y2)f(y2)dy2 =

(F (y3))
2

2
,

jer je F (a) = 0. Tada je:

gn(yn) = n!
(F (yn))

n−1

(n− 1)!
f(yn) ,

odnosno

gn(yn) =

{
n(F (yn))

n−1f(yn), a < yn < b
0, inaqe
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i sliqno

g1(y1) =

{
n(1− F (y1))

n−1f(y1), a < y1 < b
0, inaqe .

Konaqno, za proizvoǉno yj, j = 1, . . . , n uoqimo da je

∫ x

a
(F (w))α−1f(w)dw =

(F (x))α

α
, α > 0

i ∫ b

y
(1− F (w))β−1f(w)dw =

(1− F (y))β

β
, β > 0

pa se dobija

gj(yj) =

{
n!

(n−j)!(j−1)!(1− F (yj))
n−j(F (yj))

j−1f(yj), a < yj < b

0, inaqe .

Marginalnu gustinu vektora (Yi, Yj), Yi ≤ Yj, za bilo koje 1 ≤
i < j ≤ n izraqunavamo na slede�i naqin:

gij(yi, yj) =

∫ yi

a
dyi−1

∫ yi−1

a
dyi−2 . . .

∫ y2

a
dy1

∫ yj

yi

dyi+1

∫ yj

yi+1

dyi+2 . . .

. . .

∫ yj

yj−2

dyj−1

∫ b

yj

dyj+1

∫ b

yj+1

dyj+2 . . .

∫ b

yn−1

(n!)f(y1) . . . f(yn)dyn .

Kako je za γ > 0

∫ y

x
(F (y) − F (w))γ−1f(w)dw = −(F (y)− F (w))γ

γ

∣∣∣
y

x
=

(F (y)− F (x))γ

γ
,

to je konaqno marginalna gustina vektora (Yi, Yj) data sa

gij(yi, yj) =

=





n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!(F (yi))

i−1(F (yj)− F (yi))
j−i−1(1− F (yj))

n−jf(yi)f(yj),

a < yi < yj < b
0 , inaqe .
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1. Normalna raspodela

Φ(zp) = p

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0754
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998
3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000
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2. Studentova raspodela

P{|tn| < tn,p} = 2p

n \ p 0.100 0.200 0.300 0.400 0.450 0.475 0.490 0.495
1 .325 .727 1.376 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 .289 .617 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 .277 .584 .978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 .271 .569 .941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 .267 .559 .920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 .265 .553 .906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 .263 .549 .896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 .262 .546 .889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 .261 .543 .883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 .260 .542 .879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 .260 .540 .876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 .259 .539 .873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 .259 .538 .870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 .258 .537 .868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 .258 .536 .866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 .258 .535 .865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 .257 .534 .863 1.133 1.740 2.110 2.567 2.898
18 .257 .534 .862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 .257 .533 .861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 .257 .533 .860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 .257 .532 .859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 .256 .532 .858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 .256 .532 .858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 .256 .531 .857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 .256 .531 .856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 .256 .531 .856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 .256 .531 .855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 .256 .530 .855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 .256 .530 .854 1.311 1.699 2.045 2.045 2.462
30 .256 .530 .854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
40 .255 .529 .851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
60 .254 .527 .848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
120 .254 .526 .845 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617
∞ .253 .524 .842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576
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3. Fixerova raspodela

P{Fν1,ν2 < Fν1,ν2; p} = p

3. a) p = 0,990

ν2 \ ν1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6023 6056
2 98.5 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4
3 34.1 30.8 29.5 28.7 28.2 27.9 27.7 27.5 27.3 27.2
4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.5
5 16.3 13.3 12.1 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1
6 13.7 10.9 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87
7 12.2 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62
8 11.3 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81
9 10.6 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26
10 10.0 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.70 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69
17 8.40 6.11 5.19 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 3.43
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37
21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 3.31
22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 3.21
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.46 3.32 3.22 3.13
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 3.09
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15 3.06
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.28 3.12 3.03
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09 3.00
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 2.63
120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 2.47
∞ 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 2.32
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nastavak 3. a)

12 15 20 24 30 40 60 120 ν1/ν2
6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 1
99.4 99.4 99.4 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 2
27.1 26.9 26.7 26.6 26.5 26.4 26.3 26.2 3
14.4 14.2 14.0 13.9 13.8 13.7 13.7 13.6 4
9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 5
7.72 7.56 7.40 4.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6
6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 7
5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 8
5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 9
4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 10
4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 11
4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 12
3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34 3.25 13
3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 3.18 3.09 14
3.67 3.52 3.37 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 15
3.55 3.41 3.26 3.18 3.10 3.02 2.93 2.84 16
3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92 2.83 2.75 17
3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2.84 2.75 2.66 18
3.30 3.15 3.00 2.92 2.84 2.76 2.67 2.58 19
3.23 3.09 2.94 2.86 2.78 2.69 2.61 2.52 20
3.17 3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 21
3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 22
3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 23
3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 24
2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 25
2.96 2.82 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 26
2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 27
2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2.35 2.26 2.17 28
2.87 2.73 2.57 2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 29
2.84 2.70 2.55 2.47 2.39 2.30 2.21 2.11 30
2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 2.11 2.02 1.92 40
2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.94 1.84 1.73 60
2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 120
2.18 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.32 ∞
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Fixerova raspodela

P{Fν1,ν2 < Fν1,ν2; p} = p

3. b) p = 0, 975

ν2 \ ν1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 648 799 864 900 922 937 948 957 963 969
2 38.5 39.0 39.2 39.2 39.3 39.3 39.4 39.4 39.4 39.4
3 17.4 16.0 15.4 15.1 14.9 14.7 14.6 14.5 14.5 14.5
4 12.2 10.6 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84
5 10.0 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46
7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 2.67
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 2.61
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63 2.57
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 2.53
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39
60 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.51 2.41 2.33 2.27
120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.39 2.30 2.22 2.16
∞ 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.29 2.19 2.11 2.05
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nastavak 3. b)

12 15 20 24 30 40 60 120 ν1/ν2
977 985 993 997 1001 1006 1010 1014 1
39.4 39.4 39.4 39.5 39.5 39.5 39.5 39.5 2
14.3 14.3 14.2 14.1 14.1 14.0 14.0 13.9 3
8.75 8.65 8.56 8.51 8.46 8.41 8.36 8.31 4
6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 5
5.37 5.27 5.17 5.12 5.07 5.01 4.96 4.90 6
4.67 4.57 4.47 4.42 4.36 4.31 4.25 4.20 7
4.20 4.10 4.00 3.95 3.89 3.84 3.78 3.71 8
3.87 3.77 3.67 3.61 3.56 3.51 3.45 3.39 9
3.62 3.52 3.42 3.37 3.31 3.26 3.20 3.14 10
3.43 3.33 3.23 3.17 3.12 3.06 3.00 2.94 11
3.28 3.18 3.07 3.02 2.96 2.91 2.85 2.79 12
3.15 3.05 2.95 2.89 2.84 2.78 2.72 2.66 13
3.05 2.95 2.84 2.79 2.73 2.67 2.61 2.55 14
2.96 2.86 2.76 2.70 2.64 2.59 2.52 2.46 15
2.89 2.79 2.68 2.63 2.57 2.51 2.45 2.38 16
2.82 2.72 2.62 2.56 2.50 2.44 2.38 2.32 17
2.77 2.67 2.56 2.50 2.44 2.38 2.32 2.26 18
2.72 2.62 2.51 2.45 2.39 2.33 2.27 2.20 19
2.68 2.57 2.46 2.41 2.35 2.29 2.22 2.16 20
2.64 2.53 2.42 2.37 2.31 2.25 2.18 2.11 21
2.60 2.50 2.39 2.33 2.27 2.21 2.14 2.08 22
2.57 2.47 2.36 2.30 2.24 2.18 2.11 2.04 23
2.54 2.44 2.33 2.27 2.21 2.15 2.08 2.01 24
2.51 2.41 2.30 2.24 2.18 2.12 2.05 1.98 25
2.49 2.39 2.28 2.22 2.16 2.09 2.03 1.95 26
2.47 2.36 2.25 2.19 2.13 2.07 2.00 1.93 27
2.45 2.34 2.23 2.17 2.11 2.05 1.98 1.91 28
2.43 2.32 2.21 2.15 2.09 2.03 1.96 1.89 29
2.41 2.31 2.20 2.14 2.07 2.01 1.94 1.87 30
2.29 2.18 2.07 2.01 1.94 1.88 1.80 1.72 40
2.17 2.06 1.94 1.88 1.82 1.74 1.67 1.58 60
2.05 1.94 1.82 1.76 1.69 1.61 1.53 1.43 120
1.94 1.83 1.71 1.64 1.57 1.48 1.39 1.27 ∞
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Fixerova raspodela

P{Fν1,ν2 < Fν1,ν2; p} = p

3. v) p = 0, 950

ν2 \ ν1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242
2 18.5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 19.4
3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.48 2.35 2.28 2.22 2.18
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91
∞ 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.87 1.83
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nastavak 3. v)

12 15 20 24 30 40 60 120 ν1/ν2
244 246 248 249 250 251 252 253 1
19.4 19.4 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 2
8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 3
5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 4
4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 5
4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 6
3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 7
3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 8
3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 9
2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 10
2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 11
2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 12
2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 13
2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 14
2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 15
2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 16
2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 17
2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 18
2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 19
2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 20
2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 21
2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 22
2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 23
2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 24
2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 25
2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 26
2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 27
2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 28
2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 29
2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 30
2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 40
1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 60
1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 120
1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 ∞
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4. χ2 raspodela

P{χ2
n < χ2

n; p} = p

n \ p 0.005 0.010 0.025 0.050 0.95 0.975 0.990 0.995
1 .0000 .0002 .0010 .0039 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .103 5.99 7.38 9.21 10.6
3 .0717 .115 .216 .352 7.81 9.35 11.3 12.8
4 .207 .297 .484 .711 9.49 11.1 13.3 14.9
5 .412 .554 .831 1.15 11.1 12.8 15.1 16.7
6 .676 .872 1.24 1.64 12.6 14.4 16.8 18.5
7 .989 1.24 1.69 2.17 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.34 1.65 2.18 2.73 15.5 17.5 20.1 22.0
9 1.73 2.09 2.70 3.33 16.9 19.0 21.7 23.6
10 2.16 2.56 3.25 3.94 18.3 20.5 23.2 25.2
11 2.60 3.05 3.82 4.57 19.7 21.9 24.7 26.8
12 3.07 3.57 4.40 5.23 21.0 23.3 26.2 28.3
13 3.57 4.11 5.01 5.89 22.4 24.7 27.7 29.8
14 4.07 4.66 5.63 6.57 23.7 26.1 29.1 31.3
15 4.60 5.23 6.26 7.26 25.0 27.5 30.6 32.8
16 5.14 5.81 6.91 7.96 26.3 28.8 32.0 34.3
17 5.70 6.41 7.56 8.67 27.6 30.2 33.4 35.7
18 6.26 7.01 8.23 9.39 28.9 37.5 34.8 37.2
19 6.84 7.63 8.91 10.1 30.1 32.9 36.2 38.6
20 7.43 8.26 9.59 10.9 31.4 34.2 37.6 40.0
21 8.03 8.90 10.3 11.6 32.7 35.5 38.9 41.4
22 8.64 9.54 11.0 12.3 33.9 36.8 40.3 42.8
23 9.26 10.2 11.7 13.1 35.2 38.1 41.6 44.2
24 9.89 10.9 12.4 13.8 36.4 39.4 43.0 45.6
25 10.5 11.5 13.1 14.6 37.7 40.6 44.3 46.9
26 11.2 12.2 13.8 15.4 38.9 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 40.1 43.2 47.0 49.6
28 12.5 13.6 15.3 16.9 41.3 44.5 48.3 51.0
29 13.1 14.3 16.0 17.7 42.6 45.7 49.6 52.3
30 13.8 15.0 16.8 18.5 43.8 47.0 50.9 53.7
40 20.7 22.2 24.4 26.5 55.8 59.3 63.7 66.8
50 28.0 29.7 32.4 34.8 67.5 71.4 76.2 79.5
60 35.5 37.5 40.5 43.2 79.1 83.3 88.4 92.0
70 43.3 45.4 48.8 51.7 90.5 95.0 100 104
80 51.2 53.5 57.2 60.4 102 107 112 116
90 59.2 61.8 65.6 69.1 113 118 124 128
100 67.3 70.1 74.2 77.9 124 130 136 140
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5. Raspodela Kolmogorova

P{Dn ≥ dn; 1−α} = α

n \ α 0.200 0.150 0.100 0.050 0.010
1 .900 .925 .950 .975 .995
2 .684 .726 .776 .842 .929
3 .565 .597 .642 .708 .829
4 .494 .525 .564 .624 .734
5 .446 .474 .510 .563 .669
6 .410 .436 .470 .521 .618
7 .381 .405 .438 .486 .577
8 .358 .381 .411 .457 .543
9 .339 .360 .388 .432 .514
10 .322 .342 .368 .409 .486
11 .307 .326 .352 .391 .468
12 .295 .313 .338 .375 .450
13 .284 .302 .325 .361 .433
14 .274 .292 .314 .349 .418
15 .266 .283 .304 .338 .404
16 .258 .274 .295 .328 .391
17 .250 .266 .286 .318 .380
18 .244 .259 .278 .309 .370
19 .237 .252 .272 .301 .361
20 .231 .246 .264 .294 .352
25 .210 .220 .240 .264 .320
30 .190 .200 .220 .242 .290
35 .180 .190 .210 .230 .270
40 .190 .230
50 .190 .230
60 .170 .210
70 .160 .190
80 .150 .180
90 .140
100 .140

asimptotska
formula 1.07√

n
1.14√

n
1.22√

n
1.36√

n
1.63√

n
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6. Sluqajni brojevi

51772 74640 42331 29044 46621
24033 23491 83587 06568 21960
45939 60173 52078 25424 11645
30586 02133 75797 45406 31041
03585 79353 81938 82322 96799
64937 03355 98683 20790 65304
15630 64759 51135 98527 62586
09448 56301 57683 30277 94623
21631 91157 77331 60710 52290
91097 17480 29414 06829 87843
62898 93582 04186 19640 87056
21387 76105 10863 97453 90581
55870 56974 37428 93507 94271
86707 12973 17169 88116 42187
85659 36081 50884 14070 74950
55189 00745 65253 11822 15804
41889 25439 88036 24034 67283
85418 68829 06652 41982 49159
16835 48653 71590 16159 14676
28195 27279 47152 35683 47280
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