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IIpenroBop mpyrom m3namy

AyTopka OBOM M3Iamy MPETEHIMO3HO Naje enmuTeT ~ UCIPaBIHEHO”
cBecHa, MmebhyTum, ma Hema o0jaBibeHEe KIUre Yy APYTOM U3TAMmY y KOjOj
ce He Moke Hahu moHeka rpemka. Ilakiae, cBe youeHe rpelike y TpBOM
U3Ialmy OBe KIUre Cy WCIpaBibeHe. AyTOpKa ce MCKPEHO 3axBaJbyje
CBUMa KOjU CY jOj Ha TPEIIKe y MPBOM U3NAHkhY YKA3AJIU.

Ocum oBOra, y OBOM M3Aamy, ¥ OQHOCY HA TMPETXOMHO, j€ MTPOMEHeH
pemocien HEKUX TeMa y MPBOj TJIaBU, aJid HE U CAIPKAj.

Hum, 2015. roaume AyTtop






IIpenroBop npBOM M3 mamy

Yubenuk MaremMaTnuka CTAaTHUCTUKA je, Ipe CBera, HaMEHmEH CTY-
neatuma OCHOBHUX akameMckux crymuja Omcera 3a MaTeMaTUKy U WH-
dopmatury I[Ipupommo—maremarnykor dakynera y Humy. Y tom mo-
TJIeny, OBa KEBUra y MOTIYHOCTHU HOKPUBA TEOPUjCKU CAAP:KA] UCTOUME-
HOT TIpeaMeTa MpeaBuheH TPOrpaMoM.

3a kopumheme yIOeHNKa y MEJTOCTU HEOTXOIHO j€ OMIITe MaTeMaTH-
YKO 3HAKE MO HUBOA TEOPUje Mepa U WHTerpaJa, MehyTuM, UYumbeHua
je ma ce meroB Behu meo MOske YUTATH WM KOpUCTUTUA Beh ca creueHUM
3HAEM KJIACUYHOT Kypca MartemaTtuke koju 00yXBaTa BUMIECTPYKE WH-
terpaJie. [llTapume, 3a mobap meo unTama M KOPUIINEHma OBE KEUrEe
HEONMXOJHO j€ caMO 3Halkhe M3 MaTEMATUKE KOje YKBYyUyje MO3HABAHE
jeIHOCTPYKUX WHTErpaJa.

[TocebHO MaTEMATUYKO 3HAKE KOJUM C€ TOIPA3yMeBa M1a PACIOTIaKY
CTYOEHTU, KOPUCHUNU YyIOEHWKA y TEJUHU, jé CTaHAapAHU KypPC caBpe-
mene Teopuje BepoBarHOhA.

Kmura je mrekako moromHa 3a OHE KOjU CaMO IPUMEHY]Y CTaTUC-
TUKY Y OPYTUM HAYYHUM AUCIUNINHAMAa 300T Besumkor Opoja ypabenux
mpuMepa KOju ce OJHOCE Ha HAjpa3IuYUTHhja MOAPYYja HAYKE, IIOUEB O
MeOUIMHE, 1A IPEKO ICUXOJIOTHUje OO TEXHUKE.

AyTop ce 3axBaJbyje pelneH3eHTUMa Ha KOPUCHUM CABETUMA.

Hwm, jyma 2009. romuue AyTop






I'maBa 1

Y Bono

MareMaTuvka CTATUCTUKA je TPUMEHEHA MATEMATUUKA TACIUTIIN-
Ha cponHa Teopuju BepoatHohe. basupa ce Ha muTamuMa 1 METOZaAMA
Teopuje BepoBaTHOohie, anu pemasa cBoje cuenuduune (mpobieme) 3a-
natke cBojuMm Meronama. (CBaka MareMaTWdyka Teopuja ce pasBuja y
OKBUPY HEKOI MOJesia Koju ommcyje ompeheHum Kpyr peasHUX IOjaBa
YMjUM Ce IPOyJYaBameM U 0aBU JaTa Teopuja.)

Y Teopuju BepoBarHONe ce moJa3u OO MPETIOCTABKE 4 je I03-
HaT npocrop Bepoataoha (£, F,P), rae je ) CKyl CBUX €JIeMEHTaPHUX
ucxona, F je o-aarebpa Ha ckymy ) a P je Bepoatnoha.

Beposarnoha P, y npaktuuauM npobieMuMa koje Tpeba pemasaru,
HUje y NOTOYHOCTW NO3HaTa. Y BeNWHUM ciaydajeBa ce IPETIOCTABIbA
na P € P, rue je P = {P} pamunuja Beposatnoha. Taxsu npaktuyau
npobieMy Ha3UBajy Ce€ CTATUCTUYKUM MOIETUMA.

Iaxkie, 3a pa3iuKy omI MOIeJa TeOPUje BepoBaTHONA, CTATUCTUUKUA

mozea je (Q,F,P).

IIpumep 1. (IITlema Bepuynuja) O6GaBma ce n HE3ABUCHUX ONUTA Y
kojuma ce peasusyje 0 mau 1 ca BepoBarmohama pemom 1 —p = q u p,
0 <p<1. Ncxox oBOT eKCIIEPUMEHTA je

Q={w:w=(e1,62,...,6n), =0,1}.
IIpu Tome je BepoBaTHOhA mOjeaMHOT €JIEeMEHTAPHOT MCXOIa
P(w) = pzeiqn_zei.

Axo BepoBatHONhAa p HUje MPETXOMHO MO3HATA, O3HAUMheMo je ca 0
U Ty O3HaKy heMo Haja/be KOPUCTUTHU 38 CBAKU HEIMO3HATU mapamerap.



6 I'imasa 1

Y Tom caydyajy jenuHa MHGOpPMAIMja KOjy MMaMO O IapaMeTpy OBOT
npuMepa je na je § € © = [0,1]. Taunuje, umamo jenuno waGOpPMAa-
nujy Oa pacrmomesa BepoBaTHONA KOjOM OBaj €KCIEPUMEHT OIUCYjeMO

npunana Gpavumuju P = {Py,0 € ©}, rae je Py = 2-5(1 — 9)"_Z€i. A

Y mpeTxomHOM IpUMEpY je meUHUCAH jedaH CTATUCTUYKU MOMEI,
IakJie MOIeJ KOju y cebu canp:ku HeKy BpcTy HeoapebhenocTu. 3amarak
MaTeMaTUYKe CTATUCTHUKE je 1a ce KopumhemeM napopManrje nooujemre
IOCMATPAmEM MCXOMa €KCIIEPUMEHTa, MAKJIe CTATUCTUYKUX IT0JATAKA,
cMmamu Ta HeoapebheHocT, O MHOCHO Ha ce, mTo je Moryhe TavHuje, n3Bp-
mu u3bop P € P.

MaremaTuuka CTATUCTUKA je HAYKA O CTATUCTUIKOM 3aKJbYUUBAILY.
CTaTuCTUYKO 3aKbyUUBaAHE MOAPA3YMEBA PEIlaBamhe 3alaTaka OOpHY-
TUX O OHUX KOje pelmaBa Teopuja BepoBaTHohe: ona yrBphyje cTpyk-
TyPy CTATUCTUYKUX MOIEJa IMPEeMa Pe3yJTaTUMa CIPOBEIEHUX MOCMAa-
Tpama, Hakjie, onpebhyje mpocTop BepoBaTHONA HA OCHOBY €KCIEpU-
menTa. IIpm TOoMe mocmaTrpama He MOry OuTw npou3BoJbHA. Hawmwme,
OHa, MOpajy OUTU €KBUBAJIEHTHA CTATUCTUYKOM €KCIEPUMEHTY:

— MOMKE€ C€ IOHAaBJ/bAaTU IIPOMU3BOJLAH 6pOJ oyTa 104 UCTUM yCJIOBHMA,

— yHaIpen je neMHUCAHO IITAa CEe PETUCTPYje Y €KCIEePUMEHTY IPU
YyeMy Cy HO3HATU CBU UCXOIU U

— UCXOJ TOje IMHAYHOT E€KCIIEPUMEHTA HUje YHaIpen MO3HAaT.

3a mpBe CBeCHE MOKyIIaje NePUHUCAHmA U MPUMEHE CTATUCTUYKOT
3aKJ/pyUMBAa y3UMA]y C€ MOMUCU CTAHOBHUIITBA KOj€ CY CIPOBOAUIN
BJIAMAPHU jOII HEKOJUWKO BEKOBa Ipe Halme epe pamu yrBpbhuBama Opoja
BOJHUX TOMAHUKA WM TOPECKUX OOBE3HUKA. JS3ACHUBAKE CTATUCTUKE
KA0 HayKe Be3yje ce 3a MojaBy MIKOJE ~HOJUTUYKAX apurMerudapa’
y Emnrmeckoj y XVII Beky. Ilo mekmma, memo ”Natural and Political
Observations upon the Bills of Mortality”, roje je mamucao Il:x. ['pant
(J. Graunt) u oGjaBmo 1622. roxmHe, O3HaYaBa IOYETAK CTATUCTUKE
kao Hayke. Ilyro BpemeHa je CTaTUCTWKA CMATPaHA HAYYHUM METOIOM
3a IpoydYaBame APYmTBeHUX Hayka. Mebhyrtum, maremarnyapu koju cy
HEMWHOBHO OUMIIN YKJBYUEHN ¥ KOHCTUTYUCAHE, POPMAIHO Je)UHUCAE,
¥ TOCTAJIM OATOBOPHU 3a PA3BOj CTATUCTUYKOT METOMa 3aKJ/LyUUBAHA,
OJTOBOPHU CY U 3a MOYETAaK TPUMEHE CTATUCTUKE Y IPUPOTHIM HayKaMa.
Ty wnnpejy meby npsuma je mpuxsartmo enrsecku owosor [Mamron (Sir
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Francis Galton, 1822-1911), koju je IPUMEHNO CTATUCTUYKA METOL Y UC-
TpakUBamUMa, y Ouonoruju. Teopujcku HOTPUHOC Pa3BOjy MaTeMaTh-
YKe CTAaTUCTUKe nao je mebhy mpBuma mBajuapcku MaremMaTudap Jaxkoo
Bepuynu (Jacob Bernoulli, 1654-1705) nepunnmyhu u obpasmaxyhu
3aKOH BeJUKUX OpojeBa y cBoM meiy ” Ars conjectandi”. Kpynan xopak
y TOM HPAaBIy A0 je M GPaHIyCKM acTPOHOM u Maremarudap Jlammac
(Pierre Simon, Marquis de Laplace, 1749-1827). Ilo3mato je meroso
nesio ”'Théorie analytique de probabilités”. Bypan pasBoj maremaruuke
CTATUCTUKE Kao Teopujcke muctuniauae y X X Beky omoryhes je, mpe
cBera, pa3BojeM Teopuje BepoBaTHONA y OBOM IMEPUOLY.






I'imaBa 2

Teopuja y3opakra

2.1 OcHOBHU IIOjMOBU

CTaTUCTUYKA €KCIIEPUMEHT CE€ M3BOIY HAJ €JIEMEHTUMA HEKOT CKY-
a Ha KOjUMa ce IocMaTpa jelHO WJIM BUIIE 3ajeIHNYKUX CBOjCTaBA.

Hedbumaunmja 1. I[lonysayujo Unu 2eHepasny CKYN WA OCHOBHU CKYN je
CKYII eJIEMEeHATa Ulrja ce 3ajeqHNYKa CBOjCTBA M3ydaBa]y CTATUCTUYKUIM
MmeromuMa. llomynamuja ce cumOonumukru Genexu ca {2, a HLEeH eJIeMEHT
ca w.

Hedbumaunmja 2. Obesexncje je 3ajeIHUYKO CBOJCTBO €JE€MEHATA jeIHe
nonynanuje (koje ce ucnuryje). OGenexje Moke OUTU KBAHTUTATUBHO
(HyMepUYKO) Miau KBAIUTATUBHO (aTpubyTuBHO).

IIpr u3zBohemy CTATUCTUYKOT EKCIIEPUMEHTA II0JIA3U CE O MPeT-
IIOCTABKE Q1a Ce€ TOM IPUJIMKOM peaJjii3yjy HEeKu ciaydajHu morabaju.
Ilakae, mpeTnocTaBiba Ce Oa Ce UCXO EKCIEPUMEHTa MOKE IPUKA3aTU
CIyYajHOM BeJIUUYMHOM X . Y KOJUKO je eKCIEePUMEHT MMOHABJLAH 1 IyTa,
KCXOJ| Ce IpeacTaBba ciaydajHuM BekropoM X = (X1, Xo,..., X,). IIpu
IpoyYaBamy OBOI CJAYYajHOI BEKTOPA IOYKEJHHO je MO3HABATU H>E€rOBY
pacnomesny. C tum y Be3u pehu hemo ma Tpeba ompeauTu IyCcTUHY
pacnoneie obenexkja, a Hagame hemo To mojacuutu. Osne he ce kopuc-
TUTU TEPMUH T'YCTUHA PACIOIEJEe Y VOIIITEHOM 3HAaUYemy, Tj. BesuBahe

ce U 3a CJIlyyajHe MPOMEHJLUBE AUCKPETHOD TUIIA.

ITpumep 2. 3a ciayuajHy IPOMEHJ/LUBY Ca OMHOMHOM PACIIONEIIOM

9
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B(1,p), kazahemo na mma rycruHy pacmoomeie
_ pm(l_p)l_mu x:071
F@) =90, c#£0,1 . A

Y caBpeMeHOj JUTepaTypu ce CBe demhe KOPUCTU TEPMUH PyHKULIQ
Mace 3a OBy (QYHKNU]Y Kala je y NUTamy CIydajHa IPOMEHJLUBA IVIC-
KPETHOT TUIIA.

Heka je Y cayuajma mpomeHmuBa geduHMCAHA Kao (PYHKIMUja CIIY-
YajHUX TPOMEHJbUBUX

X17X27"' 7Xn7

Tj. meka je Y = u(Xy,Xo,...,X,). Onpebusame rycrune pacmnonpese
OBE CJIydYajHe MPOMEHJLMBE HA OCHOBY MO3HABAKA 34)€THUYKE I'yCTUHE
pacmozese BekTopa ciaydajuux npomenmuBux X = (X1, Xo, ..., X,), v
osmaru f(x1,x2,...,2Ty), (1,22,...,2,) € R", je jeman ox 3amarakra
MaremaTuuke craructuke. Cam ciydajuu BeKTOp X U (DyHKIUje O
HErOBUX KOMIIOHEHATa Cy OKOCHUIIA MATEMATUYKE CTATUCTUKE.

Iedpmaummja 3. Yzopax je meo momyianuje Ha KOME Ce€ UCIUTYje IOC-
MaTpaHo obenekje. Dpoj ereMmenara y y30pKy Ce Ha3WBa 00uM WU
BEAUNUNG Y30PKaQ.

Ilakye, HA y30PKy OOMMA M C€ CIIPOBOIYU CTATUCTUYKM €KCIIEPUMEHT.
Ucxon Tor ekcnepumenta he 6utn Bekrop X = (Xi,...,X,), Koju je
IO CBOJUM KApaKTEPUCTUKAMA CIydajHa OpoMeHAbuBa. Bexrop X jom
30BEMO CAYUAJHUM Y30PKOM 38 PA3IUKy OI EETOBE Peaau30s8aHe 8peo-
HOCTAU TIO 06ABHLEHOM E€KCIIEPUMEHTY.

Jepununmja 4. Bekrop x = (z1,22,...,%,) KOJU IPEACTABHA PEAIU-
3aIujy BeKTOpa X MO 00aB/LEHOM EKCIEPUMEHTY 30BEMO PEGAU308AHU
ysopak.

Y nasmem Tekcty he ce moz y30pKOM IIOApPa3yMEBATU CJIyUajHU
Y30pakx.

IleTamHnje O y30pKy M HauMHMMAa 3a u300p y3opaka Ouhe peun
HaIAJbE.

Ilonymanuja uma HemTO MUPW CMUCAO O U3BecHOr morabaja y Te-
opuju BepoBaTHohe, HOK je obejekje HEIITO MWPU IMOjaM O IIOjMa
cayuajue mpoMmensmuBe. Haume, n3Becan morabaj je ckynm cBux moryhwux
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eJeMeHTaPHUX WCXONa jeTHOT eKCIIEpVMMEHTAa, IPU YeMY Ce Ioapa3yMe-
Bajy pasnumuuty ucxonu. llomynamuja je, mehyTum, cKyn cBUX egeme-
HATa HA KOJUMAa Ce IMOCMATPa HEKO CBOJCTBO (CKYI JbYIH, CKYI CHjaJ-
uia, neo tiaa, uth.). ledpuaumumo ¢pyHKIMjy U3 ckymna (), momysanuje,
Y CKyIl KOju 4yWHe KaTeropwuje jemHor cBojcrBa. llpenusuuje, Ha CKyIy
) ce medpumHume pejanuja eKBUBAJEHNUje: ~NBA e€JIE€MEHTa MOIMyJallnje
Cy y pejanuju ako Cy UM jedHaKe BPeIHOCTU obelieskja Koje ce Ha ee-
MEHTUMa MomyJamuje mocMmarpa’. ToM pesmamujoMm ce Bpmu pa3bujame
ckyma () Ha Kjace eKBUBAJEHINje, OOHOCHO, AeUHUIIE Ce PAKTOP CKYII.
Penamujy exkBuBasennuje je moryhe yBectu y momyaanujy camMo OO HA
CKyTl Mepe HyJda. KRiaace ekBUBaJIEHIM]je€ Cy KaTeropuje, Te ce Hajupe
neuHAIIEe IpecInKaBame Ionynanyuje Ha GakTop CKYI je THOM () yHKIII-
jOM TakKO IMTO Ce CBAKOM €eJEeMEHTY MOIyJaluje TPUAPYKYje Herona
KJaca exkBuBaJieHnuje. V3 mocimenmer ckyma je moryhe nedpunucarum
HOBY (YHKNM]y ca BPEeTHOCTHMMAa Yy CKyIy peaJjiHUX OpojeBa, R, koja
je, 3ampaBo, CiIydajHa MPOMEHJbMBA. RoMmo3uiuja oBUX (YHKIHUja je
obenexcje. Y TOM CMUCIY Ce€ MOKE€ TOBOPUTH O pacmomeiu obenerxja
IIOCPEICTBOM pacIonelie OBAaKO NepUHMCAHe CiIydajHe IPOMEHJLUBE, Te
he ce u oGenexje, ka0 U ciryJYajHa TPOMEHJ/UBA, O3HAYABATU BEJIUKUAM
CJIOBOM JIATWHUIE ca Kpaja abemene, X,Y ,Z,....

Y Be3u ca yommremeM IMOjMa T'yCcTuHE pacmomene cmarpahe ce ma
CBaKO oDesieskje MMa CBOjy I'yCTUHY PACIIOIele.

IIpumep 3. 3a momynamujy hemo yseru crymenre [lpupommo-marema-
tuukor ¢akynrera y Hwumy. Herka je obemerkje roje mocMmarpamMo Ha
T0j momyJsanuju ’obpa3oBHu npodua’. Y 0OBOM MOMEHTY heMo mocma-
TpaTy caMO OCHOBHU IPOPUJI, Tj. MaTeMaTHKa, MHPOPMATUKA, PU3UKA,
xemmuja, buosoruja, reorpaduja. OBux 6 kaTteropuja 6u yuHMIE PA30OU-
jame ckymna ). Ilakme, cTymeHTH HCTOT OOpPA30BHOT TPODUIA OU YMHUIN
jemHy rJacy ekBuBaJennuje. Hamasme 6ucmMo cBakoM 0OPa30BHOM IPO-
¢uny npuapyskuaun 6poj (Kom), penuMo HeKa Cy TO IPUPOAHU Opo-
jesum on 1 mo 6. Tume Oum Omiya neduHMCaHA ClaydajHA IPOMEHJHUBA.
(BepoBarHoha ma mojemuHu CTyIeHT MCTOBPEMEHO CTYyAWpa aBa obpa-
30BHA mpoduia je Majga, Te Ce MOKe cMaTparTu Oa je Taka norabaj
BepoBaTHOhE HyJla W TaKBU Ce€ CTYIEHTU MOTY M30CTABUTU U3 NAJHET
nocMaTrpama.) A

Ca rmemumra MaTeMaTUYKe CTATUCTUKE HaTo obesesxje X je mor-
nyuo onpebeno ako je ompebena merosa pacnomena, P{X € S}, rue je
S € By, a (R,By,P) ¢paszun upocrop. To je MCTOBpeMEHO U jemaH oOn
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raaBHux mpobisema KojuMa ce 0aBM MATEMAaTUUYKA CTATHUCTUKA: OIpPE-
busame pacmomene obenexja. Ilpu Tome je moryhe ma ymampen Huje
mo3HaTa (paMmUIMja OOIYyCTUBUX PACIOnesia WU a je OHa IIO3HATa, a Ia
u3 me Tpeba HAmpaBUTU NPaBU U300P OIEHOM BPENHOCTU HEMO3HATUX
mapaMeTrapa Koju y pacuonenu ¢urypunry. lakie, ocHOBHU mpobiem
CTATUCTUYKOL 3aKbyUYUBakha je Oa Ha OCHOBY CTATUCTUYKOT €KCIEePU-
MEHTa HEMITO 3aKJ/bYyYU O PACHOAeNun obesexkja.

3ak/pyuynuBame O pacrmonenau obeseskja BPIIU Cce HA OCHOBY u3abpa-
mor y3opka. OTyna je BaKHO na m3abpaHu y30pak Oyme pempe3eHTa-
TUBaH, Tj. na Oyme TakaB Aa Ce ca MOBOJHHOM TAUHOIINY 3aKbYyUaK O
pacmomesu mocMaTpaHor obereskja mOOMjeHO] Ha Y30PKY MO:KE A €K-
CTpamnojayje Ha YATABY HOILyJIAIN]y.

2.2 CpebuBame 1 npuka3uBamk€ peaM30BaAHUX
y30paka

Excnepumenrannu momanu ce panu cTaTUCTUYKE 0Opage mpeacTas-
Jbajy Ha JBa OCHOBHA HauWHA: mabauvwno U epaduvru. Tabdmmarm meTon
naje nmonatke cpebene y obnuky tabene. ['paduuru meron te Tabese
UIYyCTPYje IPUTOAHUM CKUIlAMa, KapTaMa, IPAPUKOHUMA. . .

2.2.1 TabamuHM MeTO MPUWKAa3a IIOOATAKA — OPTaHU30BAHK€
0a3a momaTaka

Tabimile KBAHTUTATUBHUX OleJieskja

Hus nobujenux nomaraka nopebanux y pacrtyhem nmoperky (panru-
paHuX) naje BapujaruoHy Hu3 obesexja. OH mpyska MOJA3HY OCHOBY
3a maJjba pasMarTpama y BE3UW Ca PAaCIONEIOM.

IIpumep 4. Y 20 omemema HIKUX pa3pena OCHOBHE IIKOJIE PETUCTPO-
BaH je 6pOj ydeHMKa ca HATIPOCEUYHWM crmocobmoctuMma: 5, 6, 8, 10, 9,
8,4,7,7,3,6,4,8,7,6,6,5,3, 6,6 Bapujanuonu Hu3 y30pKa je:
3,3,4,4,5,5,6,6,6,6,6,6,7,7,7,8,8,8,9, 10. 3a onpebusame

pacnomeisie obenexkja kopuctu ce caeneha rabena:
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Bpoj yuenuxra ca

HATIPOCEYHUM 3 4 ) 6 7 8 9 10
CIIOCODHOCTUMA

f=k 2 2 2 6 3 3 1 1
f*=k/n 0,1 o0,1 0,1 0,3 0,15 0,15 0,05 0,05
fo, = k/n [%] 10 10 10 30 15 15 5) 5)
Xf=ng 2 4 6 12 15 18 19 20
Yf*=ny/n 0,1 0,2 0,3 06 0,775 0,9 0,95 1
Yfy = ng/n [%] 10 20 30 60 75 90 95 100

Y Tabesau cy kopumhene o3Hake: k—06poj omesmema ca MOCMATPAHUM
OpojeM HATIPOCEUYHUX YUEHWKa, [—alCoJyTHa ydecTaHocT, [ —peia-
TUBHA YUYECTAHOCT, fg~TPONEHTyaHA YUYeCTaHOCT, N;—0Op0j oxesbema
ca He BUIIE OJ T HATIPOCEUYHUX yYeHUWKA, > f—30upHa (KyMyJIaTUBHA),
yuecTanocT X f*-30upHa peslaTUBHA y4eCTAHOCT U X fy-30UpHA HPO-
[EHTYaJHa, YUeCTaHOCT. A

[Ipumernmo ma je 6poj ==,

pujcke QyHKIUMje pacnonese 3a 3axaTo r € R.

3allpaBO, peaJim30BaHa BpPEAHOCT €MIIN-

Kon obenexja amcosyTHO HEMPEKUIHOT TUIMA UIA AUCKPETHUX 0bOe-
JeKja ca BeJUKUM OpojeM pa3inyuTuX BPEeTHOCTU, momanu ce cpebhyjy
o yHampen omabpaHUM MHTepBaJuMa. DBpoj U pacmopen TUX UHTEP-
BaJia 3aBUCU On Opoja momaTaka u camor obesexkja.

IIpumep 5. Benesxene cy MUHMMAJIHE jaUynHe CTPYje KOje IpencTaBba-
jy mpar ocersbuBocTH jemHor mumwuha 60 mocMaTpaHuUX TalujeHATa U
nobujenu cy caenehu pesyararu:
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Pen.6p. | Jauuna (mA) | Pen.6p. | Jaunna (mA) | Pen.6p. | Jauuna (mA)
1 7.80 21 6,23 41 6.36
2 9,28 22 7,27 42 5,98
3 8,70 23 6,98 43 5,16
4 5,30 24 4,84 44 11,40
5 5,63 25 10,53 45 8,59
6 6,54 26 8,00 46 8,12
7 7,80 27 7,28 47 10,30
8 7,73 28 9,16 48 10,80
9 6,76 29 5,02 49 11,87

10 12,06 30 8,08 50 11,62
11 16,44 31 3,95 51 11,34
12 9,55 32 6,77 52 9,50
13 3,71 33 5,24 53 6,43
14 8,97 34 6,32 54 6,21
15 7,38 35 9,64 55 10,42
16 5,02 36 10,97 56 7,71
17 5,18 37 8,79 57 6,55
18 7,51 38 7,93 58 7,33
19 4,92 39 7,91 59 7,25
20 4,82 40 14,52 60 4,92

Crporor npasuna 3a u3bop Opoja M Ay:KUHE WHTEpPBaJa HEMA, aJu
je moryhe ympaBibame 1mo (OPMyJIM KOja MPemopydyje k MHTEpBaJa,
rue je

Inn
k>1+43,322loggn=1+loggn =1+ 2
3a obuM y3opra n. Mebyrtum, He npenopyuyje ce Bume on 5 - logon
UHTEPBaJa, Tj.
Inn
In10°

3a pasmarTpanu npumep, obuMm y3opka je n = 60, ma je moma rpa-
Huna Opoja muTepBaaa jemuaka k = 1+ log, 60 ~ 7, a ropma rpanuna
6poja muTepBaJa je k < 5-log;( 60 ~ 9. 3uauu, Moxke ce yzeru 7, 8 niu
9 mHTepBAaJAa.

kE<5-logign=>5

Bpoj uurepBasa k ce Mmo:ke ompemauTy ¥ Ha jemaH on ciaenehux
HaunHa: k&~ \/n, k~ 2¥n nmm k =~ 5log;yn.

Be3 063upa ma mauun ompebuBama Opoja mHTEpBaJa, MYy:KAHE WH-
TepBaJsia ce onpebyjy Ha caemehu maumua. Oapebyjy ce HajMama Tmin
u HajBehia Ty, BPEOHOCT y PEAM30BAHOM y30PKY, & 3aTUM Ce TysKUHA
WHTEpBAJIa PaUyHA MO GOPMYJIIN:

Tmaxr — Tmin
h = B
IpU YeMy Ce BOAU pauvyHa na Cy TPAHUIE WHTEPBAJa jeTHOCTABHE 34
pan (mean GpojeBu, OpojeBr nebUBU ca b U CII.).
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¥Y3mumo na je 6poj uaTepBasia 8. 3atuM heMo OApeanT HAjMABKY U
najsehy BpemuocT peasm3oBanor y3opka. Ome cy pemom 3,71 u 16,44.
Tana je nmy:KuHa MHTEpBaJa jeTHAKA

16,44 - 3,71
B 8

h =1,591.

Karko mobujenm Opoj Huje moromaH 3a paj, TO C€ MOXKE y3e€TU OPYTru
noromHuju 6poj, permumo 2. Y momoj tabenu ompebenu cy mHTEpBaAIN,
aIlCcoJyTHE, pejaTuBHe, 30upHe 1 30UpHE peSaTUBHE yYECTAHOCTU MU-
HUMAJIHUX CTPYja pa3dMaTpaHOT HU3A:

WHTEPBAJ | CpeAVMHA UHTEPBAJIa f|rr= % f*D Xf | = Zfo*o
2,4) 3 2 0,03 3 2 | 0,03 3
4,6) 5 12 0,20 20 14 | 0,23 23
6,8) 7 22 0,36 | 36 | 36 | 0,59 59

(8,10) 9 12 0,20 | 12 | 48 | 0,79 79
10,12) 11 9 0,15 | 15 | 57 | 0,94 94
12,14) 13 1 0,02 2 | 58 | 0,96 96
14,16) 15 1 0,02 2 | 59 | 0,98 98
[16,18] 17 1 0,02 2 | 60 | 1,00 100

A

IIpumep 6. 50 cTymenaTa je mojgarajo UCIUT U3 CTATUCTUKE U OOOU-
jeru cy caemehm pesyaratu mo OPOjy OCBOjeHMX IOE€HA OO MOTyhux
100: 17, 73, 85, 43, 36, 21, 0, 35, 50, 32, 75, 21, 78, 41, 92, 70, 80,
84, b5, 42, 79, 45, 98, 62, 46, 45, 79, 2, 17, 19, 49, 42, 32, 6, §, 39,
4, 28, 48, 86, 26, 60, 92, 15, 85, 26, 14, 69, 55, 94. Ilomamu ce mory
cpemuTu Ha ciaenehu HAUYMH.

Yxrynno nma n = 50 momaraka. Hajumamwn nosBosmenu 6poj mHTED-
Bana je k = 14 3.322log,;50 = 6.64 ~ 7, rana ce OpOj 3a0KPYXKU.
Hajsehn nosBossenu Opoj muTepBasa je 5 -logyy 50 = 8.49 ~ 8. Tako ce
MOKe PAIUTU Ca 7 UIN 8 MHTEPBAJIA.

Heka je ©6poj umrepBasa k = 7. Hajmama m majBeha BpemHOCT
pPeaau30BaHOT Y30PKa CY Tymin = 0 U Tyee = 98, Tako ma je my:kuHAa
UHTEpBaJa

Capna ce momanu rpynumy no narepBaiuma: [0,14), [14,28), [28,42),
[42,56), [56,70), [70,84) u [84,98], u nobuja ce caeneha rabena:
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Bpoj Gomosa [0,14) | [14,28) | [28,42) | [42,56) | [56,70) | [70,84) | [84,98]
Bpoj crynenara (k) 5 9 7 11 3 7 8
7 =k/n 0.1 0,18 0.14 0,22 0,06 0.14 0,16
fZ =k/n %) 10 18 14 22 6 14 16
Yf=ng 5 14 21 32 35 42 50
Yf*=ng/n 0,1 0,28 0,42 0,64 0,7 0,84 1
=/% = na/n [%) 10 28 12 64 70 87 100
A

WurepBaiau He Mopajy OuTv jemIHaKUX Iy>KMHA, IITO IPEHopydyje
CAMO KOHKDPETHO obeliexkje.

Hajuemhe, cpenune mHTEpBaJa PENpE3eHTYjy peasu30oBaHe BpPEI-
HOCTHU O0ejieskja KOO m3padyHaBamha PeaM30BAHUX BPEIHOCTU CTATUC-
tuka (0 yemy he jom Gutm peun). Kao cpemuna unrepsasa [a,b), anu
rakobhe u unrepsana [a,b] Kopuctu ce 6GpoOj b;—“. OBoO oTyna mTo je Kox
obenerkja amncoJyTHO HEIPEKUIHOT TUIla BepoBaTHONA peaju3aluje mo-
jenmHe Tavke ca peajiHe mpase jemHaka (.

Tabisume KBaJIMTAaTUBHUX 00eJIexKja

Y cayuajy KBasuTaTUBHOT obDeseikja MOKe ce Takohe caumHuTH
Tabena.

IIpumep 7. TecTtom 3a mpoBepy MOTOPHUX CIIOCOOHOCTU je MepeH Hu-
BO CHOCODHOCTM YUYEHWKA jeTHOT Oeberha U NOOWjeHU pPe3yiaTaTu Cy
CBpCTAHU y TpU Kareropuje: Hu3ak (H), cpenmu (¢) u BUCOK (B) HUBO
crmocobHOCTU. Y Omeshemy je PEerucTpoBaH ciaemehu HU3 MomaTaka: H,
H,C, B, C, C, C,H,B, B, C, C, C, H, B, B, B, C, B, H, H, C, B, c. Ha ocHOBY
HU3a peajim3aiuja nobujera je tabema

HMBO MOTOPHHUX CIIOCODHOCTU H C B b
f Opoj y4JeHUukKa 6 10 8 24
f* peaartuBra yuectranoct | 0,25 0,42 0,33 | 1

Tabimie 3a ABOIMMEH3UOHAJIHO 00eJeskje

YKOIMKO ce mocMarpajy nsa obenesxja X u Y mcroBpemMeHo (Koja

cy moryhe 3aBucua, Tj. OBOIMMEH3MOHAJIHO obGereskje) Tabesa je 06-
JAKA
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xX\Y

Ilobujena Tabena ce HazmBa m madena xouwmurneenyuje. Cam moc-
Tynak (¢opMupama Tabese je jemHocTaBaH. Y KOJUKO Apyradvuje HUje
HarJalleHo, nocTynak je ciemehu: ompebyjy ce mHTepBasu 3a CBAKO
obenexje mocebHO a 3aTUM Ce PEeaJM30BAHU Y30PaK IPYIUIIE IO J00u-
jeHUM MHTEPBAJIUMA.

HapaBno, ykommKO ce pamu O OUCKPETHOM ODeJex]y Kao HEKOj On
KOMIIOHEHAaTa uaum obeMa KOMIIOHEHTaMa MTOCMAaTPAHOT ABOAUMEH3UO-
HAJHOT obenexja, yrBpDhyjy ce amcomyTHe (pesaTuBHE, IPOIEHTYAJHE)
YYeCTaHOCTH OAroBapajynux mapoBa y peasim30BAHOM y30PKY U YHOCE

y Tabey.
IIpumep 8. 38 ocoba xoukypwumie 3a jenny BpcTy mocia. [lociaonasma

3aHNMa BUXOBA CTPYYHA U MHTEJEKTyaHa CIOCOOHOCT. 300r Tora oBe
ocobe pagne tecrose crpyunoctu (TC) un narenurennuje (TU). Hobu-
jenu cy caenehu pesynraru:

Pemuu 6poj TC TUW | Pemuu 6poj TC TU
KaHIuaaTa KaHIuaaTa
1 70 112 20 55 120
2 75 121 21 60 100
3 80 100 22 58 102
4 85 102 23 60 104
5 75 120 24 74 97
6 48 98 25 48 94
7 52 111 26 53 89
8 50 120 27 58 129
9 51 105 28 79 116
10 55 110 29 82 145
11 46 134 30 84 130
12 87 100 31 81 115
13 72 99 32 52 120
14 70 91 33 55 109
15 63 101 34 68 110
16 56 104 35 73 112
17 60 115 36 46 121
18 72 116 37 52 130
19 78 119 38 80 90

[Tocmarpajy ce mBa obernekja: CTPYYHOCT U MHTEJIUTEHIIU]A, TOCPEI-
CTBOM TECTOBa Ka0 MEPHUX MHCTPYMeHATa 3a IOocMaTpaHa obesexja.
Bpoj murepBana 3a oba obenexja moxke dbutu 6 uau 7. Heka ce 3a
cBako on obejexkja momamu rpymumy y nmo 6 uaTepBasa. Camna ce
onpebyjy my:kuHE MHTEpBaJia 3a CBako obeseskje mocebHO. 3a TPBO
obenexje (pe3ynraru TecTta CTPYUYHOCTH) AyKUHE MHTEpBasa Ccy hy =



18 I'nmasa 2

(87—46)/6 = 6,83 ~ 7, Tako na ce nobujajy uarepsauu: [46,53), [53,60),
[60,67), [67,74), [74,81) u [81,87]. 3a apyro obeneskje (pe3yaraTu tecta
VHTEJINTCHIje) nyskuHe uHTepBana cy hy = (145 — 89)/6 = 9,33 e
Heka je hg = 10 paau jakmer padyyHama. 3a APYTA TeCT ce mobujajy
canenehin uarepsaau: [89,99), [99,109), [109,119), [119,129), [129,139) u
139, 145).

Cana ce Bpmu npebpojaBame mogaTaka o MHTEpBaJUMa U3 ciaenehe
Tabere:

TC\THU | [89,99) | [99,109) | [109,119) | [119,129) | [129,139) | [139, 145]
16,53)
53, 60)
60,67)
)
)
]

67,74
74, 81
[81,87

Ogarosapajyhe amcosnyTHe yJecTaHOCTHU CY:

TC\TU | [89,99) | [99,109) | ... | [129,139) | [139, 145]
16, 53) 2 1 N 2 0
53,60) 1 2 1 0
60, 67) 0 3 0 0
67, 74) 1 1 0 0
74, 81) 2 1 0 0
[81,87] 0 2 1 1

A

2.2.2 TI'pa¢pmukm MeTomu IIpUKa3a IMoJaTaKa

Pacnonena obenexja rpapuuku ce nprukasyje npeko (0OUUHUX) yue-
CTAHOCTY WJIN IPEKO 30MPHUX YyYECTAHOCTH (HAPOYUTO 3O0MPHUX pesa-
TUBHUX yYECTAHOCTHU, Tj. EMIOUPUjCKe (QYHKIMje pacmogese).

I'paduuru MeTonu mpuka3a HOJATAKa Cy Hajuemrhe: MOJIWUTOH, XUC-
TOrpaM, KyMYJIATUBHA KPUBA, PA3HU OUjArPAMU W CJIUYHO.

Ha caukama om 2.1 mo 2.4 mpuka3aHu Cy TOMAI KOjU CE OTHOCE
ua I[Ipumep 4. Purype ma camrama 2.1 a), 6) u 2.3 6) cy HOJUTOHH,
Ha caukama 2.2, 2.4 6) cy TpakacTu aujarpamu, Ha caunu 2.3 a) je
xucTorpam, a Ha ciaunu 2.8 je kytuja mujarpam. Ha coumum 2.9 je T3B.
cTepeorpaM KOjU CIY:KU 38 I'PAPUIKO IPENCTABIHAE JBOINMEH3NOHOT
obenexja.
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Pacmonena 6poja HATIPOCEUHHX YUSHHUKA

fll )
a) *% 6)
.l Bpoj yuenuka %0 Bpoj yientia
54 70
4 60
] 50
3 40
2+ 30
14 20
10
01234567891‘011' 0

234567 8910117

Crmka 2.1: Ilonmuronum: a) amncoNyTHUX YyYeCTAHOCTH; 0) pelaTUBHUX
IPOLEHTYAJHUX y4yecTaHocTu u3 [Ipumepa 4.

3 4 5 6 7 8 9 10
Pacrnionena 6poja HATIIPOCEUHUX yUSHHKA

Cnuka 2.2: Tpakacty qujarpam amncosyTHuX yuectanoctu us [Ipumepa
4.
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Pacnogena jaunHa MUHUMANHUX CTPYja

L f* ¥ o
L+ 4 LN 1]

0,81 0,8 0,8 -

0,64 06 06

0,44

9 11 13 15 17

1 3 5 7 9 11 13 15 17

Cnuka 2.3: a) XucrorpaMm pelaTUBHUX yYECTAHOCTHU; 0) MOJIUIOH pe-
JIATUBHUX yYECTAHOCTH; B) KyMyJaTuBHa Kpusa u3 [Ipumepa 5.

1. Xucrorpam

Xucrorpam ce MOKe IPUMEHBUBATA CAMO 3a IPAYUUIKO TPUKAZU-
Bame PeajJM30BAHOT Y30pKa U3 momyianuje ca obexexjem X ar-
COJIYTHO HENPEKUAHOT TUMA. 3a Y30pak KOjU je y TOM CiydYajy
UHTEPBAJHO cpebeH, momamy ce mpukalyjy Ha ciaenehwm mauwm.
Ob6nact BpemHocTu mocMaTpaHOT obesieskja je pas3bujeHa HA WH-
TepBase ayxkuHe h. OBU MHTEpBaJU Ce MPUKA3Yjy HA AIMCIUCHO]
OCH KOOPAWHATHOT CHUCTEMa NIPUIPEMILEHOr 3a I'PA(QUUKO Ipen-
CTaB/baE PeaM30BAHOr y30pKa X obuma n. Ham cBakum om wH-
TepBaja Ce KOHCTPYUIIE NPABOYTaoHUK uuja je Bucuua v/(nh),
OIHOCHO TOBpmUHA V/n, Tae je v 6poj ereMeHaTa peaau30BaAHOT
Y30pKa KOjU TpUManajy yOUueHOM MHTepBady. Purypa Koja mpem-
CTaBJba YHU]Y YIPABO KOHCTPYUCAHNX IPABOYTAOHNKA 30BE CE XUC-
TOTpaM PEJATUBHUX YUYECTAHOCTHU.

3a cayuajuu y3opak X obuma n, KOJIUYHUK V/n je ciaydajHa
mpoMeH/suBa. AKO ce MMa y BUAY Ja je n MPOU3BOJbAH TPUPOIAH
Opoj, MOsKe ce TOBOPUTHU O HU3Y CIYUAjHUX MPOMEHPUBUX 3a KOjU
Basku bepHyaujeB 3ak0oH Beaukux OpojeBa,

P{’K—p‘ >€}—>0, n—00,
n

rae je p BepoBarHoha mna obemexje X mMa BPEOHOCT y OXATO-
Bapajyhem wmuTepBasy. AKO je Oy:kuHa WHTEpPBaja h MTOBOJLHO
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MaJia, a rycTuHa f obesekja HempeKuIHa, Taaa je Ta BeposaTHoha
npubamwkao jemnaka f(z)h, rme je z cpeamHa omrosapajyher uH-
TepBaJia. 10 3HAUYM Ha je IPW BEIUKOM OOMMY y30PKA W MAaJoj
NY;KMHU WHTEPBaJa, BUCUHE KOHCTPYUCAHUX MPABOYTAOHUKA MO-
ryhe mocmaTparu ka0 npubiImKHe BPEAHOCTU I'yCTUHE PACIOAETe
KOje OAroBapajy cpeanHaMa UHTEePBaJIa, ONHOCHO, TOPHA TPAHUINA
OBaKO Ne(pUHUCAHOT XMCTOTPAMa PEJATUBHUX YUECTAHOCTU CE MOKE
MOCMATPaTA Ka0 CTATUCTUYKN AHAJOTOH I'YCTUHE PACIONENE TOC-
MaTPaHOT ObeJex]ja.

AHAJOTHO OMMCAHOM TOCTYNKY MOKe C€ KOHCTPYUCATUA U XUC-
TorpaM 36upHUX (KyMyJIATUBHUX) PEJATUBHUX yUECTAHOCTH, Ynja
Ou ce ropma I'paHUNa MOTJIA MOCMATPATU KAaO CTATUCTUYKU aHAa-
JIOTOH (yHKIMj€e pacmoiese moCMaTpaHor oberexja.

Beoma uecTo nmpumemyje ce 1 XucTorpaM oAroBapajyhnux mpo-
IIEHTYAJHUX yYECTAHOCTU.

Baxno je, mehyTum, Harmacutu ma je XMCTOIPaM TPUMEHUB
caMO y modeTHoj pa3u ucrpakuBama. OBO OTyma MTO ce HE CME]y
3aHEMAPUTHU HETOBU HEMOCTAIM, a TO Cy HeompeDheHOCT y HAaUuWHY
dopMuUpama MHTEPBaJaA U I'yOuTak MHPOPMAIMja IPU TPYyIUCABLY
momaTaka, jep ce KOPUCTU caMo OPOj KOju MoKa3yje KOJIUKO je ejre-
MeHaTa PeayiM30BAHOr y30pKa Impumao onxpebenom mHTEpBaIy, a
HEe U cCaMU €JEeMEHTU Y30PKa.
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Cnurka 2.4: a) KymynarusBHa KpuBa PeJATUBHUX ydeCTAHOCTH (OrUBa
peNlaTUBHUX y4YEeCTAHOCTH); O) TpakacTu aujarpam 30UPHUX pesa-
TUBHUX yuecTanoctu m3 [Ipumepa 4.
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Pacnogena HuBoa MOTOPHHUX CII0COOHOCTH

all ¢ 65 _0 50% , ., 100%
- %

Cnuka 2.5: a) Beprukanuu u 6) XOPU30HTAIHN TPAKACTU JUjarpaM 3a
IIpumep7.

2. Hujarpam

IujarpaMu ce KOpHCTe 3a TPAPUUKO IPEICTAB/HAILE DPEau-
30BaHUX BPETHOCTU ODejekja NUCKPETHOT TUMAa KBAHTUTATUBHUX
UIN KBaJUTATUBHUX. Mory OuTu JIWHWjCKM ¥ TNOBPIIMHCKU. Y
JIMHUjCKE OUjarpaMme CHOanajy U CBU MOJUTOHU YUYECTAHOCTU, AJU
u Bume onx tora. Ha mp. 3BesmacTtu mujarpaM (BUAETH CIUKY
2.7 6)). IoBpmmHCcKN mujarpam Mosxke 6utu Tpakactu (ciauke 2.2,
2.4 m 2.5) unn kpyskuu (caumka 2.6 a)) uan nIpaBoyraoHu (CIMKa
2.6 6)) u cauuno. [loBpmIMHCKM AujarpaMu ce paje Mo NPUHIUILY
IeJIOBa MOBPUIM CPa3MepPHUX OAroBapajynuMm ydyecTaHOCTHMA.

3. Kyruja mujarpam

KyTtuja aumjarpam', je 6p3 HaUMH A8 Ce UCIUTA HEKU CKYI IIO-
nataxka rpaduuku. Ha oBaj mujarpam ce Moke na riaena Kao Ha
IPUMUTUBHUJU Y OTHOCY, HA IpWMep, Ha xuctorpaMm. MebhyTum,
OH WIMaK MMa HEKe MPEeTHOCTU. JemHa ol HUX je ma je moTpedHOo
MHOT'O Mam€ IPOCTOPa Aa Ce yIopene paclomesie BuUile obelerxja
Ha OCHOBY VUMIEHUX IOCMaTpama W Koja Cy, y TOM CIyYajy,
IpencTaB/beHa y OOJIIMKY HEKOJIUKO I'PYIa MOTATAKA.

Kyruja mujarpam ce moke ma nmpra BEPTUKAJIHO WM XOPU3OH-
tasHo. O6jacHnheMo KaKo ce KOHCTPYUIIE XOPU3OHTAJIHU KYyTH]ja
aujarpam, OOK e ce BEPTURAJJIHU KOHCTPYUCATHU HA UCTU HAYUUH Y3

'Ha enrmeckom mossar xao bozplot.
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Pacrniomeira HUBOa MOTOPHHX CIIOCOOHOCTH

a) g 8) C B H
25% c
42
33%
B
Caura 2.6:

[lomena a) kpyra ("mura”) m 6) OpaBOyraoHWKa 3a
IpuUKa3uBame ydecraHoctu u3 I[Ipumepa 7.
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Cmuka 2.7: Waycrpamuja mojaBe KOja MMa [UKIUYHUA KapaKTep: &)
JIVHUjCKU AUjarpaM; 6) 3BE3IACTU IUjarpaM.
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3ameny ’seBo” ca ” mome” mu 7 mecuo” ca "rope”, a XOpU3OHTAJIHA
OpojHa oca ce 3aMemyje BEPTUKATIHOM.

3a maTu CKyI IoJaTaka M3PAauyyHaMO CBa TPU y30pavKa KBap-
TUJa, O3HAUMMO UX ca (Q1,Q2,Q3. Yoummo ma je (o 3ampaBo
MeaujaHa Y30PKa. Y 30PadyKy KBAPTUJIU CY CTATUCTUKE KOje ce
mepuHUITY Kao TavkacTe ornene kpaprtuia (Buau ['masy 3). U3za
TOra M3padyHaMo y3opaukn MeDhykBapTuiHN (MHTEpPKBADTUIHN)
PACIIOH KOju yYumHU paziuka maMmely Tpeher m mpBOr y30padvror
gBaptuia, IQR = Q3 — Q1. KoucTpyuimemo mpaBoyraoHUK TaKo
[a Cy My CTpaHUIE MapaJjiejiHe Ca XOPU30HTAJIHOM OpPOjHOM OCOM
nysxmHe jemHake IQQR, MOK cy My Apyre IBe CTPAHUIE KOHCTPY-
WCaHe TAKO Ja je JieBa Ha OPJAMHATHU KOja OATOBapa IPBOM Y30-
pPAaYKOM KBaApTUIy, a MeCHa Ha OPAWHATH KOja omaroBapa tpehem
Y30pavKOM KBapTUIy. & AOOMjeHOM NPaBOYTaOHUKY KOHCTPY-
UIIEMO U €0 OPAVWHATE KOja oAroBapa yzopaukoj meaujaru. Cpe-
IUHA y30pKa Takobhe moxke OUTU O3HAUEHA HA OUjarpamy.

CBaku momaTak, ONHOCHO, CBaka BPEIHOCT Y PeaM30BAHOM
Y30pKY Koja je mama on 1,5- QR om npBOr KBapTUIa U AHAJIOTHO
Beha 3a 1,5 - IQR on Tpeher kBaprtusa he oBme 6Gutu cMaTpaHa
ayTiejepoM?, OQHOCHO HOJATKOM KOju ~mTpun”, HETUIMIHIM HO-
maTKOM. (Y CTaTUCTUIM HEMa Ipenu3He nedUHUNNje Kala Ce HEKU
MOaTaK CMaTpa ayTiejepoM, ONHOCHO, MOJATKOM KOjU IITPUMH,
MeDhyTuM, MO3HATO je BUIle HAYWHA 14 C€ IPU ONEHUBAIY HEI03-
HATUX TapaMerapa pachoiesie WUIW TPU HEKOj APYroj TPUMEHU
CTATUCTUYKAX METOJA, OBAKBU Hozamu nocebHo Tperumpajy.) Wa-
AUKaNUja da MOAAld HUCY ayTiejepu ce mpuka3dyje moMohy Xopu-
30HTAJHE OYy>KM KOja CIlaja OPAUHATY HajMamer TAKaBOT IOJATKA
ca KOHCTPYWCAHUM MPAaBOYTAOHMKOM, Ka0 W HajBeher TakBoOr ImO-
naTka ca mpaBoyraoHukoM. OINIMOHO Ce IOMEHYTE OpPAUHATE MOTY
na ucrakgy. OOWYHO ce eKCTpEMHU MOJAIM, Hajuyelmhe OHU KUju
cy mamu 3a 3-IQR on mpeor, ogHOCHO 3a Toauko Behu ox Tpeher
Y30pavKor KBapTWia, TakKohe MCTUUY U TMPUKA3Y]y Tadkama Ha
rpauKOHY TAKO & UM Ce IpadruKku NPUKA3 Pa3iuKyje On mpeT-
XOIOHO MMOMEHYTUX TAYAKA.

IIpumep 9. Ymopemutu pacnomeie aBa obesekja MPUMEHOM Ky-
TUja OujarpaMa. BapujanuoHy HU3 peaM30BAHOr Y30pPKa MIPBOL

obenexja je 15, 17, 48, 48, 50, 51, 52, 52, 52, 53, 55, 55, 55,

2Ha enrueckoM outlier.
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56, 58, 58, 60, 60, 60, 63, 68, 70, 70, 72, 72, 73, 74, 75, 75, 78,
79, 80, 80, 81, 82, 84, 85, 87, a BapujaliOHU HU3 PEAJTUIOBAHOT
y30pka apyror obexexja je 89, 90, 91, 94, 97, 98, 99, 100, 100,
100, 101, 102, 102, 104, 104, 105, 109, 110, 110, 111, 112, 112,
115, 115, 116, 116, 119, 120, 120, 120, 120, 121, 121, 129, 130,
130, 134, 150. A

Caura 2.8: Kyruja mujarpam 3a [Ipumep 9.

4. Tlomuron

W3 xuctorpama pelaTUBHUX U XMUCTOrpaMa 30MPHUX PeTaThB-
HUX yYeCcTaHOCTH U oaroBapajyhmx rtpakactux mmjarpama (KO1
obeseskja MQUCKPETHOr THHA) nobujajy ce HMOJUIOH PEIaTUBHUX U
MOJIMTOH 30UPHUX pesaTuBHUX ydyectanoctu. O6a ce KOHCTPYWUIILy
TaKO MITO Cé CPeANHE TOPILUX CTPAHUIA CYyCEeTHUX TPABOYyTaOHUKA
oarosapajyher xmcrorpama mim TPakacTOr Aujarpama CIioje my-
JKMMa, YrMe YO4UeHe CPeAUHEe MOCTAajy TeMeHa MOJUTOHAJIHUX JIU-
Huja. [lonuron penaTwuBHUX ydecTAHOCTW MMa NIPBO TEME HA all-
CIMCHOj OCU y CpeIuHU MHTepBaja (kora Takohe KOHCTPYUIIEMO)
KOjU HEMOCPETHO MPETXOAM MPBOM WHTEPBAJNY y KOME je ydYec-
TAHOCT pa3iuvuuUTa OJ HyJe, a MOCIeNqme TeMe My je Tarkobhe Ha
UCTOj OCH Yy CPEIVHU HENOCPEIHO CYCEIHOT WHTEPBAJA IOCJIEN-
IBEM UHTEPBAJIY y KOME je PEeJaTWBHA YUYECTAHOCT Pa3INYUTa O
umyne. [loauron 36mpHMX pelaTUBHUX YYECTAHOCTU MMa IIPBO TEMeE
rIe W MPEeTXONHUW, a HOCJIeNme MYy je TeMe HaJa WHTEePBaJIOM Y
KOMe je 30UpHa ydecTaHocT jemuaka jemuaunu. Oba cy HOJIUIOHA
OTBOPEHA U JIOTUYKU C€ HACTABJhA]y XOPU3OHTAJIHUM IIOIYIPABUM
Ha oba Kpaja.

Iloauron 30WMpPHUX peETATUBHUX YUECTAHOCTU CE€ 30BE U Ky-
MyJIaTUBHA KpUBa miu ormBa. Moke ce BpmuTu mariaabuBame
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KyMyJaTVUBHE KPUBE IIPU YEMY CE€ YMECTO MOJUTOHAJIHE JUHU]E HO-
Ouja riaaTka KpUBa KOja MPOJa3u KPO3 TEMEHa OBe IOJMUTOHAJHE
JIMHUj €.

I[Moauron ce KOHCTpyWIIE M HA OCHOBY TPAKACTOr AMjarpama
KBAHTUTATUBHOT O0eJIekKja HA MCTU HAYMH KAO y HABEAECHOM CJIy-
yajy Kama HacTaje” oI XUCTOpaMma.

5. Crepeorpam

[TocToju MoryhuOCT rpauukor nmpukasuBama pPeasn30BAHOT
y30pKa HEKOT OBOIMMEH3MOHOr obesrkja. (OBakap peaam3oBaHU
y30pak ce Impukadyje crepeorpamMoM. Tako, ako je y HOUTamy
IBOMMMEH3NOHO obenexje (X,Y), crepeorpam 6u 6mo Ha mp.

Cunuka 2.9: Crepeorpam

2.3 Ilojam cayuajmor o6poja

3a u300p pPempe3eHTATUBHOT Y30PKA MPEnopydyje ce CaydajHu u3-
6op, Tj. m3bop ejeMeHaTa IOIyJalrje y y30pak Ha CIAyYajaH HAYUH.
Ila 6um ce peasm3oBao ciaydajuu m300p UYECTO Ce KOPUCTU Tabiuiia
caydJajHux O6pojeBa.

Pasmorpumo mekamuu OpojuuM cucTeM. 3a 3alUCUBAH€ HEKOT pe-
ajmHOr Opoja y meKamHOM OPOJHOM CHUCTEMY KOPUCTU ce MecT nudpapa:
0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9. Ako mpeTmnocTraBuMO na BPIIMMO €KCIEpPU-
MEHT y KOMeE je jeqHAKO BepoBaTaH n3bop OMIIO KOje O HaBEeJEeHUX JeCeT
mudapa, cBaka muppa he 6urtu n3abpana ca BepoBataHohom 0,1. Cury-
JajHA TPOMEHJBUBA KOjOM Ce ONMUCYje OBaj EKCIEPUMEHT UMa AUCKPETHY
yaupopMHY pacmnoneny. l[lonaBmbameM eKClIepUMEHTa IPOU3BOJbAH OPO)]
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nyra (HOX UCTUM YCJIOBUMA, OPU YeMy Cy HO3HATHA CBU MOryhm mc-
XOIW EKCIIepUMEHTa, aju HU Y jeTHOM IOjeqUHOM E€KCIEPUMEHTY HIUje
YHAIpe MO3HAT MCXOJ — CTATUCTUYKYA €KCIEPUMEHT) no0no 6u ce Hus
cIy4JajHUX OpojeBa miu, NpenusHuje, ciaydajHux nupapa. Ilorpeda 3a
OBAKBMM HM30M " (pOpMUpAImEM dYuUTaBe Tabiauie CaydajHux OpojeBa
(Tabauna 6) 6uhe jacuuja y mapemuum moraasimuma. Tabauna 6 je
camo neo tabaune ox 1000000 cayuajuux nudapa caunmerne 1955. ro-
muue y CA Il on crpane kopmnopanuje non maszusoM ~Rand Corporation” .
Texuuka KojoM je mobujenHa Tabiauia KOpuUCTH uaejy pyJiera. Hawmme,
noMmenyTa Tabauna mobujena je momohy pyJieTra ca meceT MoJba O KO-
jUX je CBAKO MOJbe OArOBAPAJIO MO JeHO] MeKAAHO] Iudpu (Ipu uemy je
€JEKTPOHUKA WM MEXaHUKa CUCTEMa, MOpaJja Aa 33I0BOJbY MOCEOHO BU-
coke 3axrese). OTyna ce CTATUCTAUKA TEXHUKA KOja KOPUCTU CIlydajHe
Opojese 30Be meTon Moute Kapio, mpema rpamay mMO3HATOM IO KOIIKAP-
HUTAMA.

IIpema Tabaumnu ciaydajaux 6pojeBa meKamgHOT OPOJjHOT CUCTEMa MO-
ryhe je nampaButu m Tabauie caydajuux 6pojeBa apyrux OpPOjHUX CHC-
TeMa, Ha Op. OMHAPHOr OpojHOT cucTeMma UIeHTUOUKYjyhu, pemmmo,
cBe nmapHe nudpe ca 0, a HenapHe ca 1.

[TocToje m HEKU APYTU PUBUYKU CUCTEMU KOJU Cy C€ KOPUCTUIU KAO
reHepaTopu CJIydajHuX OpojeBa. Jeman mpuMep je eMucHuja YecTUIa
PaaroakKTUBHOT M3BOpa 3paveima, IPU UeMy ce Oesieku Opoj uecTura
UCTE BPCTE Yy jeIVHUIM BpeMeHa PEerucTPOBAHUX Ha Oapujepu.

Tpeba marsacuTu ga Cy HEKM WPANUOHAJIHU OPOjeBU, OTHOCHO HU-
XOBe 3HavajHe nudpe, KA0 mWTO Cy 6pPoj m u /7, m3BaHpEIHU IPUPOLHU
reHepaTopy HU3a ciaydajHux nudapa. o oBor ca3mama ce HOMIIO TEK
ca IpuUMeHOM MONHWX pauyHapa.

Kako ce xopuctu tabuauna ciayuajaux o6pojesa?

IIpumep 10. Axko 6u maMm u3 Ouio0 KOr pasiora OuUI0 TOTPeOHO Oa
uMmaMo 15 nBommdpenux 6pojeBa He Behux onx 63, KOju cy yHUPOPMHO
pacnone/beHur, Tj. aKoO je y MATA’mY CIYYajHU eKCIIEPUMEHT Ca PacIione-
aom P{X =n}= % rae je n gponmudpen 6poj, Tpebaso 6u u3 Tabaune
0 HEKO] cTpareruju (WA PemoM) UYWTATU Tpyle OA HO ABe nudpe
M30CTaBbaAjyNu OHe rpylie KOje MOoUnmy HYJIOM CBe IOK He m3abepemo
15 mBomudpenux OpojeBa me Behux ox 63. Ha myTty mo Tor muma wur-
HOpHcaau OuCMO CBe Tpyme nmudapa Koje Ou IpoTyMadnam Kao ABOIUY-
per 6poj Behu on 63 Ha KOje Gucmo y Tabaunu Haumu. Ha mpumep,
YUTAjMO TPyIe OO IO ABe mudpe u3 upBor m apyror pena Tabaure 6.
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Ilobujamo pemnom
51,77,27,46,40,42,33,12,90,44, 46,62, 12,40, 33, 23, 49

u oxbamyjemo 6pojese 77 u 90. Ako Ou 3a eKCHEPUMEHT OMIIO TPUX-
BaTJBUBO Ja ce OPOjeBU MOHABJHA]Y, Y OBOM TPEHYTKY OMCMO 3aBPIIMIIA
unrame. MeDhyTum, ako ce 6pojeBu HE CMejy TOHABJHATU, UTHOPUCAHA
oucmo 46,12,40 u 33 rama ce Apyru OyT jaBe y NPOUYMTAHOM HU3Y U
mpoumTaJu OMCMO join HapemHe OpojeBe

49,18, 35,87,06, 56,82, 19
u ombamuau 87, 06 u 82. A

O mpumenu tabnure ciayvyajuux 6pojeBa 6uhe Haga/be jOIT pedn.

Harmacumo ma je ca mojaBoM padyHapa MTOMEHyTa TaOJauUIla U3TY-
Ousta Ha 3HAYajy, aau He u MeTon. Hawmme, Ttabiauma Huje mOromHa 3a
kopurnheme Tpu oO6paau momaTaka Ha padyHapy, jep Ipe CcBera yCIo-
paBa paJ mapaJieTHIM PaJoM, a APYTo HHUje HOTONHO HU Oa ce Tabamma
yHece y MeMOpHUjy pauyHapa jep Ou 3ay3eiaa, OTHOCHO, BIIOKUpAJia Be-
JIUKYU €0 MeMOpUje 3a aKTUBHO Kopumheme. C Tora ce IpUIMKOM pala
Ha padyyHapy KOPHCTe T3B. nceymociayuajuu Opojesu. Ilceymocayuajum
OpojeBu ” mocTa moOpO” ca CTATUCTUYKE TAYKE TJIEIUINTA AlPOKCUMU-
pajy Tabsumy ciydajHuX OpojeBa, Tj. IOMEHYTy YHU(GOPMHY pPacIo-
Iesy, a TeHepuIly ce MOMONy aJjiropuraMa OTPOrpaMUPAHUX HA, Pady-
Hapy. Jeman on Hajuemhe KOpuniheHUX ajropurama je JUHeapHU KOH-
TPYEHTHU METOHA KOJI Kora ce HuU3 OpojeBa xg,T1,T3,... AOOUja IPEKO
dhopmyie

Tpt1 = (azxy, + ¢)modM .

YuraBa Teopuja je ycMepeHa Ha TO Oa ce KOHCTaHTe Ig,a,c u M ona-
Oepy Tako na ce mobuje mrTo nysxku Hu3 6pojeBa. llpema nedurunujn je
jacHO ma je mysKMHA HU3a pa3nmuutuXx Opojesa HajBume M. Hajuemhe
je M =2F  k>1 (k ce mo mpaBmiy y3uma Kao BPJIO BEJHUKH OPOj).

KBamurer roju Tpeba ma 3am0BOBU adropuTaMm qa 6u nobujeHu Hu3
” TOBOJLHO HOOPO” ampOKCHMMMUPAO HU3 CIYUYajHUX OpojeBa je mpeaMer
13 HOMEHA TEeCTUPAmHA CTATUCTUYKAX XUIOTE3a.

2.4 Cayuajau n36opu 0e3 u ca Bpahamem

Bes o63upa na au je momysaanuja kKoHauHa (obuma N, N < o0)
uau OeckoHauHa, Moryhe je m3 me Ha pa3jauuyuTe HavuHe m3abparu
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y30pkKe uctor obuma n (3a KoHauHy nomyaanujy n < N) 3a pasauunre
npupoare 6pojese n. llakie, MOKe ce TOBOPUTU O KOJEKIUju S CBUX
y3opaka u3 ucte nomyrnamuje 2, S = {s}, rue je ca s o3HauYeH mpOU-
3BOJbAH y30pak mocMmarpaHe nomynamuje, s C ), nok he obuMm y30pxra
s butu oGenesken ca n(s). Ako y y30pKy § MMa UCTUX eJleMeHaTa, Ca
v(s) MOKEMO O3HAUUTU OPOj PA3IUUYUTUX €JIEMEHATA Y Y30DKY S.

Hebumaunuja 5. Bpoj paznmrmunTux ereMeHaTa y Y30PKYy je efexmuenu
obum yzopra.

Y Be3u ca epeKTUBHUM OOMMOM y30pKa 3a KOHAUHY IMOILYJIAIW]Y
YBOOU Ce TojaM CToIle m3bopa:

Hebumaummuja 6. Cmona usbopa ysopra nimm @paryuja ysopxa je GyHKIHI-
ja onm y30pka S neUHMCAHA KaO KOJIUYHUK €(PEeKTWBHOI OOMMa y30pKa
u obumMa moIyJalmje,

Axo y3opak s pefyKyjeMO caMo Ha Pa3auduTe ejeMente, noouhiemo
y3opak § umju he obum Guru v(s), tj. v(5) = v(s) = n(s). Aro meby
CBUM eJIeMeHTMMa CKyna S W3BPIINMMO OBakKBY penykuujy, mobuhemo
ckyn S = {3}.

3ak/pyunBame HA OCHOBY Y30pDKa IO HPABUIY 3aBUCU O] HAUMHA
n3bopa eseMeHaTa HomyJanuje y y3opak. Haumu mszbopa y3opka 30Be
ce naan ysopka MM cmpamezuja usbopa. PopmasHa NehUHUAIMjA IaHA
je cameneha:

Hedomaunmja 7. Ilaan y3opka je 3aK0H pacunomerne CiyJajHe IPOMEHIbT-
Be S nedunucane "Ha ckyny S, tj. {P(S =3),s€S}. O

Haname hie 6urn xopumhena oznaka P(S = s) = p(s).

Y TOM CMMCIYy Ce YOIITaBa IIojaM CJIydajHOT y30PKa O KOMe je
Beh Owmimo peum, mompazymeBajyhum ma je y3opak ciydajaH U Kaga je
nobujeH Ha OCHOBY MO3HATOT IJIAHA, Tj. HA OCHOBY 3aaTe PACIOIeJe
BepoBaTHONA.

3a w € Q mepunncaheMo MHAMKATODP, ¥ CMUCIY A4 U YOUEHU eJe-
MEHT IOIyJIallije MpUlana n3abpaHoM y30pKY S, Ha ciaenehu mauus:

1, wes
[S(w):{ 0, w¢s.

IIpu Tome je

P([s = 1) = ZP(S).

SOw
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Kpahe hemo o3maunTn;
P(I,=1)=m.

3a mpebpojuBy, a HAPOYUTO 3a KOHAYHY HOIYJAIM]y, MO moTpedbu ce
ne¢uHMIIEe OUjeKTUBHA (DYHKNMja HA CKYI IPUPOINHUX OpojeBa, Tj. Ha
npBux N npupoaHux OpojeBa, 3a KOHAUHY HOIYyJIAlN]y, YMME CE CBAKU
€JIEMEHT IOIyJIalrje UIeHTUPUKYje ca CBOjUM " MecTOM” Yy HMOIYJIaIju.
Tana je moryhe mepummcaru umdurxamop ykpywena i—moz esemMenma
NONYAGUUIE Y Y30PaK KaO CIYyUajHY TPOMEHILUBY

1, w;€s
Is(wi):{ 0, wiés

Cca pacIiionejsIoM

P(Iy(wi) =1) = > p(s).

SDW;

Kopuctuhemo o3zmaky
P(Is(wi) = 1) = T .

ITomenyTa OujekIuja ce mpuMemyje Kama je Ouran pengocien uzbopa
eJeMeHaTa y y30PakK.

Heka je u3 momynamuje €2 mHa K0joj mocMaTpamo oberseixje X y3ser
cayuajuu yszopak obuma n, X = (Xi,Xo,...,X,). Kao mro je Beh
peueno, X; je BpemHocT obesierkja Ha (—TOM €JEeMEHTY Y30pKa, OTHOCHO,
(X1, Xo,...,X,,) je au3 cayvajuux npomenpusux. Ca rieaumra treopuje
BepoBaTHONE, HajjeMHOCTABHUU je MPocm CIAYUYAjHU y30pakK KO KOTa
Cce IpEeTIOoCTaBsba Oa Cy ciydajHe nmpoMmenpusBe X1, Xo,..., X, He3aBuc-
He U Ja CBaKa MMa WCTY pacmozeny kao obenexje X. Y TepMuHUMA
IJIAHOBA y30paka TO 3HA4YM na Cy cBe Beposarnolie p(s) mpu n(s) =n
Mmeby cobom jemHake.

Hajonmruja momesa miaHoBa CHAydajHUX y30paka je Ha Y30PKe ca
Bpahamem (monaBmameMm) u y3opke 6e3 spahiama (monasmama). Y30-
pak ca BpahameM IpeTIoCTaB/ba CTpaTerujy m3dbopa KOm Koje ce jemaHn
UCTU eJIEMEHT IOIYyJIAIMje MOYKEe BUIIE IIyTa jaBUTU y Y30PKY, OTHOCHO
outu m3abpan. To Ou ce MOIJIO OOTOAUTU YKOJUKO ce mociie u3bopa
eJIeMHTa y Y30PaK U PErUCTPOBaMba BPETHOCTU O0ejekja HA HeMy, OH
nonoBo Bpaha y momymanujy. Otyna u Ha3uB oBe crTpareruje. Kox
y30pka 6e3 Bpahama TakBa MOTYNHOCT HE OCTOjU, OMHOCHO IO M300py
eJeMeHTa y y30paK jeIHOM, OH ce Bullie He Bpaha y momynamujy. Kox
OeckOHaUHE IOy JIallije Ceé OBE MBe CTPAaTeruje y MpaKkCu He Pa3JynKyjy,
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jep je masa BepoBaTHONA TOHOBHOT M300pa UCTOT €JIeMEHTAa MO JIAIN]e
y y30pak. Y KOJWKO je MOomyJalrja KOHAUHA, aJu Aajero Beher obmma
Hero mro je obuM y30pka, BepoBaTHONe CBUX y30paka, p(s), KOHCTaH-
THOT OOmMa Ccy OpuOJIMKHO jelHaKe, Ia ce y30pak m3abpaH mo Ouio
KOjOj OI HaBENEHUX CTpaTeruja MOKE CMATPATU IMMPOCTUM Ca BEPOBAT-
wohowm 1. (Ila 6u oBa TBpaHA OICTANA, MOPAJIO OU Ce IPUCTYIUTHU OI-
MIMPHOM IOKa3uBamy, mTo oBae Helie butn cuposeneno.) Curyamuja y
K0joj ce m360p ca Bpahamem u uzbop 6e3 Bpahawma OUTHO pa3IuKyjy
je m36op u3 KOHAUHE MONyJaluje U3 Koje Ce y3uMa y30pakK uuju obmm
HUje 3aHeMapJbUBO MAaJW y OOHOCY Ha obmMm momyraanuje. Haname he
OUTU BUIIE pEUYU O TOME.

X 3k 3k

3a u360p y3opka u3 ypebene nonysnanuje Moike ce KOPUCTUTU TabIUIA
caydJajHux O6pojeBa.

Yxronauko HaM je moTpebaH y3opak obmma 20 u3 momynamuje obuma
1000, xoja je ypebena, unranam OucMo rpyme Ox Mo Tpu nudpe 3ajenHo
u3 tabaune ciaydajoux 6pojesa. loOujene 6pojeBe OMCMO TyMadwIn
Kao pemHe OpojeBe eleMeHaTa momynaamuje. Y KOIuko 6u mehy mpouwn-
TaauM rpymnama 6maa rpymna 000, To GucMo mpoTyMadnIn Kao ma je ped
0 TOCJIEIHEM eJIeMeHTY TomyJianuje. bBpoj rpyma kKoje 6ucMo mpovu-
Tajgu Ou 3aBUCUO O cTpaTeruje u3bopa, a He caMo Ol O0OmMMa y30pKa.
3a ysopak ca Bpahamem npounTanu 6ucmo tauno 20 rpymna. 3a y30pak
Oe3 Bpahama OucMO MOpaJu Oa M30CTABUMO CBAKy IOHOBJLEHY T'DYILY
U [a HACTABMMO UMTahe MOK He npountamo 20 paziuyuTux rpyna nu-
¢dapa, Tj. penHux Opojesa.

IIpumep 11. Hexka je mara momysamuja ox 100 enemenara. Kopucrehu
TabauIly caydajHux OpojeBa MOmeIupaT peaJn3oBaHu y3opak 6e3 Bpa-
hama onm 20 exemenara m3 OBe IOILyJIAIlH]je.

OsBa momymanuja je ouuriemso ypebheHa, maum ce MOKe ypPeIUTH.
W3 rabaune cayuajuux OpojeBa umrahiemo pemme OpojeBe ememeHara
momyJamnuje koje hemo yzetu y y3opak. AKO ce OIIydnMo 38 TeTHAECTH
pen Tabaume 6 m ynreMo mo aBe nudppe nodbujamo:

85,65, 93, 60,81, 50, 88,41, 40,70, 74, 95,

cal MOKEMO Ia HACTABMMO Ca UWTAMEM y IIECHAECTOM PENY, IPU YEMY
MoskeMo ma mpoumtamo’ u 0 Ha Kpajy meia TabJuie ciydajHuX Opo-
jeBa Koja ce HaJa3W HA Kpajy meTHaecTor pena labiwue 6 unu na je
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n3octaBuMo. Permumo na je "mpoumramo”, mobujamo
05,51, 89,00, 56, 52,53, 11.

Bpoj 74 ce jaBma mBa myTa u Hmera M30CTaBHAMO Ha MECTY Kanda Cce
npyru nyt jasu (u3meby rpyma 7007 u "56”), jep cmo Beh mperxomHo
y3eJu 74—Tu eJleMeHT IOIyJaluje V y30pak, a y3opak je 6e3 spahama.
Jacuo na 05 Hasaske ma y3MeMO 5—TU eJIEMEHT HOIyJalije V Y30PakK, a
00 ma ysmemo 100-tum. A

Ilpumep 12. Ilnanupa ce commupame TepeHa y 8 Tavyaka paad UCIU-
TUBama cacTaBa Tjaa. lIpenusnoct mepewma je mo 0,10m, a moBpmuHAa
rcIuTrBaHOr TepeHa je 68a(apm).

Y wmamy Te jnoranuje Tpeba yaetu JlekapTOB KOOPAUHATHU CUCTEM
TAKO [a yIpTaHe oce Oyay TaHTeHTe MCIUTUBAHE HapIleje U YTBPIAATHA
OVWMEH31Wje€ MUHMMAJHOT MPAaBOYTAOHUKA KOjU Yy IMOTIYHOCTHU IOKPUBA
UCTUTUBAHU TEPEH Ca ABEMa CTpAHUIaMa Ha ocaMa, a 3aTUM MeCTa 3a
COHOUpame OAPenuTr y3 momMohn tabaume ciaydyajaux OpojeBa.

Hexka je mpaBoyraonuk mumensuje 100x 80m. Yurahemo uz Tabaue
6 u3 mpBOr M Apyror, a 3aTuM u3 Tpeher m YeTBpTOr pena ymopeno
rpyme on mo umpBe 4 mudpe m3 CBake I'pyle KOJOHA panu (GpopMuUpama
ypebenux mapoBa KOODAMHATA ¥ MHOXKUTH no0ujere 6pojese ca 1072

x: dl,77 74,64 42,33 29,04 46,62 45,93 60,17 52,07 25,42...

y: 24,03 23,49 83,58 06,56 21,96 30,58 02,13 75,79 45,40...

Ypebenu nap (42,33;83,58) ce ombamyje jep usnazu u3 moApydja me-
¢urMCaHOr mpaBoyraoHuka. laxkobe he 6utm Tavaka kKoje Tpeba on-
OamuTy jep He Ipunanajy Ae(PUHUCAHOM IOAPYYjy KOje Ce UCIUTY]e.

A

2.4.1 Y3o0pak 0e3 Bpahama 13 KOHAUHE HOIIyJaluije

IInam y3opka obuma n 6e3 Bpahama JeduHucaH je HA KOJIEKILjU
S y3opaka 0e3 MoHaABLAHA €JIEeMEHATA:

1

w5, n(s)=v(s)=n ~

ooy = [ Ty =) | s
0 , y ocrajmuM ciaydajeBUMa

VKOJIMKO je momyJianuja konauna, N > n. To oryma mto je cBaru y30-
pak § roMmOunHanuja 6e3 moHaBbama n—Te kiace on N esemeHara, a
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y cay4dajy na je u3bop " dep”, cBaku TakaB y3opak Ouhe uzabpan ca
BepoBaTHOhOM ﬁ OBakBuX y30pakra KOju caap:ke (UKCUPAHU ejie-

n

N-1 .
MeHT w uMa Tauro (")) ma je BepoBarHOha

Ga)_n
) N

n

3a Heypebeny momyaanujy. Y KOJUKO je Iak MOmyJalyja ypebena, miad
y3opka 06e3 Bpahama Ouhe

1 =vVis)=n
p<s>:{ iy ) =) ses)

0o , Y OCTaJIIM CJIydYajeBUMa

jep ce pamu o Bapujanujama 0e3 mOHABbAHA, & BepoBaTrHONa m; je

- Z 1 n
Z SDwj ’I’L'(]X) N

Ilakne, BepoBaTHoha m360pa NPOM3BOBHOT adu (PUKCUPAHOT eJle-
MEHTa IOIMyJallje V y30pak mo crpareruju uzbopa Oe3 Bpahama, 3a
3amaT 0OUM y30pKa (n) je KOHCTAHTHA M M3HOCHU 4 Oe3 o03upa ma jnm
je momyusamnuja ypebena unu me.

I'enmepasmo rnenano, caydajuu uzbop 6e3 spahama nobuja ce 6uio
U3BJIAYEHEM CBUX 71 eJieMeHaTa W3 MOIMyJIallije OIqjeTHOM, OUI0 u3BjIa-
JyemeM jeqHOr IO jemHor eaemenTa He Bpahajyhum ra Bume y momy-
Janujy.

N36o0p Ge3 Bpahama mma roucrantHy cromy uszbopa f = n/N, jep
je v(s) =n(s) =n.

2.4.2 Y3o0pak ca BpahameM 13 KOHAUHE MOMIYyJianuje

IInan m36opa ca BpahameMm 3acHuUBa Ce HA YUILEHUIM Oa je y
CBAaKOM WU3BJIAIEY BepoBaTHOha m360pa MOjeanHOr esleMeHTa IOIY-
nanuje y y3opak ucra u jemuaka 1/N. Ilpema Tome

p(s):{ %’ n(s) =n , se€S§,

0 , wuHaue

Oe3 ob3upa ma au je momyaamnuja ypebena mau He, a BepoBaTHOha ma
i—Tu 4JaH nomynamnuje Oyne YKbYUeH Y y30pakK je

N —1\"
m:l—(———), i=1,2..N,
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[akjIe MCTa Kao U Kajaa ce paad O BepOBATHONM 7 3a eJeMEHT w Hey-
pebene momynamnuje.

Osakas y30pak HeMa KOHCTaHTHY cromy mu3bopa, jep v(s) Bapupa 3a
UCTU OOWM Y30pKa N.

2.5 Heku conenujasiHu IIJIAHOBU y30paKa

2.5.1 Crparu¢puroBaHU y30paK

Y MHOTMM peajHUM CUTYyallijaMa IPUPOJHO je MOMEJUTU IOIy-
Janujy Ha NOATPYyIe Koje Tpeba mpoydyaBaTu.

IIpumep 13. Tpeba u3BpmUTH AHKETHO UCTPAKUBAKE yV npeny3ehuma
OP:KABHOT U MPUBATHOT cekTopa. llpemyszeha cy esmemenTu momynamuje
u3 kKoje Tpeba yserm yszopar. MeDyrum, mera mpenyszeha cy Bpio
BEJIMKA U 3allONJbaBajy BUINE XWUJbaNa PaTHUKA, HOK CYy APyra Maja
W 3alollJbaBajy CBera HEKOJMKO JUIla. DWIo Koja OIleHa Ha OCHOBY
OUPEKTHOT CIYyYajHOT y30pkKa M3abpaHOr u3 IejauHe CKyma npemy3eha
mehe 6utw peasna. IlocTymak KojuM ce MOCTWKE 3HAUAJHO TODOOJIBIIAME
MPEnu3HOCTU 3aKJbYUYNBAKA HA OCHOBY CIYYajHOT Y30PKa jeCTe CTPATU-
¢uramuja. Taro ce nmpenyszeha mory momenutu npema O6pOjy pamHUKA
Ha BeJWKa, Cpemha u Majga. /A

Heduanmuja 8. Cmpamugdurayuja (pacrojasame) moapasymMeBa Mo LIy
nomyJanuje Ha JIeJ0Be — cmpamyme (caojege), MACjyHKTHE TOACKYIOBE
yrja yHUja 00yXBaTa IeJy MOMIMYyJAINjy, Ca 3aXTEBOM ITOCTU3Aa IITO
Belie xomorenoctu yuyrap crparyma (cmoja).

XOMOTeHOCT ce OCTBapyje mpemMa HEKOM 3ajeTHUIKOM CBOjCTBY eJje-
MeHaTa TOMyJanuje, Ha Ip. CTapocHa m00, moJ, Tun npeny3eha u ci.

Kao mro je peueno, crparymu cy meby cobom aucjyHKTHU, a CBU
3ajenro obyxBarajy nesy momynanujy. Ilakme, yuHe jenmHo pasdujambe
moImyJtalije MOTIYHUM cucteMoMm morabaja.

Kako je ocHOBHEM 1uib MaTeMaTWdKe CTATUCTUKE OIEHUBALE PACIIO-
neisie obeserkja MOCMATPAHOT Ha IOIYyJANWju, Wb CTPATU(PUKALUjE je
Ia ce MoCTUrHe Beha TavHOCT OIeHe, EKOHOMUYHOCT UJIU j&THOCTABHOCT
UCIUTUBAKA U CIAUYHO. Y HEKUM CUTyalUljaMa je UCIUTUBAMNE U jeAUHO
Moryhe CmpoBecTH MmO CTpaTyMuUMAa.

Texnuka cTpaTuprkanuje DoIpa3yMeBa pelaBame onpebenHux 3a-
IaTaka, OQHOCHO MpOHAaJaKeme ONroBopa Ha ciaeneha nurama:
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e Kako ¢popMupaTu cTrparyMe u KOJUKO BUX 7

e Kako usabparu (pacmomenutu, ajonmpaTn) yKyIaH y30paK yo-
yaBajyhu mojemmue cTpaTryme, Tj. aJOIMUPATHA y30PAaK IO CTPATy-

?

MUMa, !

e Kako cmpoBecTu CTaAaTUCTUYKO 3aKJbyUYUBAKE€ HA OCHOBY I00UjeHOT
CTPATU(GUKOBAHOT y30DKa 7

Ha oBa murama ce mo:ke u TpebGa BpaTUTU KaCHUj€, MOIMTO ce obpame
TaYKacTe U UHTEPBAaJIHE OIeHe IapaMeTrapa, oK NeMo ce OBJE jOI MaJio
3aapKaTH Ha Ae@UHUCAKRY CTPATU(PUKOBAHOT Y30PKA.

Heka je momynamuja obuma N momesmena Ha L OUCjyHKTHUX CTpa-
Tyma obuma Ny, rme jel =1,2,..., L, npu uemy je Ny+No+...+Np = N.
IIpernocraBuMo ma cy obumu cTpaTyMma Mo3HaTe BeJIuduHe. Y 1eo [—Tor
cTpaTryMa y Y30PKY MO:KE C€ MEPUTHU BEJIWUYMNHOM W = % Ouwurenao
je wy +wz + ... +wp = 1. Hakae, w; 6u ce Morjga IpPoOTyMayUTU Kao
KJIacU4YHa NeduHUNNja BepoBaTHONE Ia ce Ipu ciydajHoM u3bopy ese-
MeHaTa TomyJanuje, udabepe eJIeMeHT [—Tor cTpaTyMa.

CrparymMu ce y MCTOj TOMYJAIMUjU MOTY OAPEIUTU HA PA3TAUUTE
HaJWHE.

IIpumep 14. Panu ucnutuBama ycmnexa Ha cryaujama Ha Ilpupommo-
MaTEMATUYKOM (pakynITeTy Tpeba M3BPMIUTU CTPATUPUKALN]Y CBUX YIIN-
CaHUX CTyIeHaTa y MPBY TOAWHY CTYIWja.

Beh npu camom ymucy cTymeHTH Cy MOOe/bEeHH IO OACEnnMa KOje MO-
’KEMO TPUXBATUTHU Kao crparyme (ciojese). Ilakse, cTyneHTu jemHor
OICeKa OM UMHWIU jemaH CTPpATyM. & TOM CiIydajy Omio Ou OHOJIUKO
cTpaTyMa KOJUKO UMa OJceka Ha [IpuponHo-MaTeMaTUdkoM (DaKyITETY.

MebytumMm, ¢ 063upoM HA UL UCTPAKABAKA, MHTYUTUBHO OU OMIIO
IpUXBaT/HUBUje NeUHUCATUA CTPATyMe IIpeMa IOCTUTHYTOM YCIeXy Y
cpenmoj mrosm. Jlakige, akO MPUXBATMMO YeTUPU yoOUUajeHe KaTe-
ropuje ycmexa: OIJIMYaH, BpJo mobap, mobap M AOBOJLAH, MOMYJIANU]Y
CTyHeHaTa yOUCAaHUX y NPBY FOAWHY CTYAWja IMOCMATPAHOT (aKyITeTa
nomeauau Ou Ha YeTUPU CTPaATyMa.

Konauno 3a koju mHauwu momesie Ha cTpaTyMe ODMCMO Ce ONMpeneuin
3aBUCUJIIO OU U O OATOBOPA KOjU C€ MCTPAKUBAIHLEM TPaAKU, Tj. A4 JIU je
aKIeHAT, PenuMoO, Ha IPO(EeCUOHAIHO] OPWjEHTAIVjU CpenHOIIKOIIAaa
(mpBa momesa) MM Ha BAJUAHOCTU OUEHUBAKA Y CPEIHUM MKOAJaAMAa
(mpyra momena). A



36 I'nmasa 2

CratrcTryku KpuTepujyMm 3a ”60smy” cTrparuduranmjy cruamna y To-
MEH TEeCTUPAakha CTATUCTUYKUX XUIOTE3A.

W3 crparuduxoBaHe momyianuje ce y3uUMa y30Pak S Yuju je obuM
n(s), a Kora YmHE HOACKYNOBU (IOIXY30pLU) S1,S2,...,Sr, IPU UeMy je
si, t=1,2,..., L neo y30pka s Koju je y3eT u3 i—Tor crparyma. lakme,
siNs; =10, S L si = s, ma Bawu

n(s1) +n(s2) +--- +n(sy) =n(s).

[To mpaBumy ce yBOAM MPETIOCTABKA Aa CY U3BJIAUEHa U3 PA3IUUU-
Tux crparyma HedaBucHa. Ctoma m3bopa i—Tor cTparyma je f; = %SZ)
Yroauko je f; = ¢ 3a cBako ¢ = 1,2,...,L, peu je o mpomopImoHaJI-
HO] pacmomenn obmma y30pka mo crparymmuMma. (CBakako HajjemqHOC-
TABHUjU METOM PA3MEINITaja Y30pKa IO CTpaTyMuMa je m30op jemHaror
6poja ejeMeHaTa M3 CBAaKOT CJIOja, Tj. ako Baxm n(s;) = 7 3a CBaKO
i=1,2,...,L. OBakraB pa3memraj (ajoranuja) y30pkKa MO CJIOjeBAMA
ce yIJIaBHOM TpUMEBYyje Kala Cy CIOjeBU MPUOIMKHO UCTOT obuma. Y
IPOTWBHOM Ce€, IO IPABUJY, KOPUCTU AJOKANNja Ca& KOHCTAHTHOM (pak-
IjOM.

WzBnauema 13 crpaTyma ce MOTY BpIUTHU Takobhe ca 1 6e3 Bpahama
Ipy yeMy nobmjaMo CTpaTU(PUKOBAHU CIyYajHU y30pak ca Bpahamem

niu 6e3 Bpahama.
YKOJIUKO ce Ha {—TOM CTPATyMy BPETHOCT MOCMAaTPaHOr obeserxja

Ha momynsamuju X, osHaun ca X (), cayuajau ysopak he Gutm BeKTOD

X:(XS),X;”,...,X“) X® x@ . x® ...,X{L),XQ(L),...,X(L))

n(s1)’ n(sz2)’ n(sr)

e ce youaBajy MOJABEKTOPU KOjU OAr0oBapa]jy MOoje IMHNM CTPATyMUMA.

2.5.2 TI'pymHU y3opak

I'pynan ysopak takobhe mompasymeBa IpeTxoqHy MOMEIy IeJse Ho-
myJjanuje Ha OUC]YHKTHE mejoBe. Koma rpymHOr y3opka ce, Mehyruwm,
He IPETHOCTaBJha IMOJEJIA MPEMA 3ajE€IHUYKOM CBOjCTBY y IJbY IIOC-
THU3alkba XOMOTeHOCTU rpyne. HampoTws, OpuHIUI TOmese Ha TPyIe je
IpaKTUYHE NPUPOJE U MOKE OUTU MO TEPUTOPUjATHOM IPUHIUIY WU
HEKOM CJIMYHOM.

Heka je pasmarpana momysanuja mOae/bEHA IO HEKOM ITPUHIANY HA
BUIlE AWC]JYHKTHUX Tpyma. 3a CTPATU(UKOBAHU y30PakK je MOTpeGHO
u3 cBake rpyne usabparu onpebenu 6poj enemenara momyaanuje. Ha-
CYIPOT TOME, 33 TPYIHU y30pak Tpeba m3abparu onpebenu 6poj rpyna
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Ha CJIyJajaH HAYWH U Y3eTU CBE eJeMeHTe U3 M3abpaHux rpymna y y3o0-
pak. I'pymau y3opak ce jom 30Be y30pak CKyIWHA WA Y30PaK Cepuja
(cepuja y mpousBoamy HEKOr apTukia HIp.). OCHOBHa jennHuNa n3-
f6opa OBOr TuIla y30pKa je rpyma (3a pas3iuky Ol CIYyYajHOr y30pKa U
CTPATU(PUKOBAHOT Y30PKA KO KOjUX jeé OCHOBHM eJlIeMeHT m3bopa Ouo
€JIEMEHT MOIyJanuje).

IIpumep 15. Ha tepuropuju Cpbuje Tpeba cupoBecTr aHKETY O KOP-
umhemy jeqHOT JieKa 3a KOHTPOJY KPBHOT IPUTUCKA.

Hemocrojame ymorpebsmuBux cnmuckoBa cranoBHuka Cpbuje y mo-
MeHTyY cupoBobhema aHkeTe caMo je jemaH ol pasJjora Koju oHeMoryhasa
1300p IPOCTOT CIYyYajHOT Y30PKa UIU CTPATU(PUKOBAHOT y30pKa. lpy-
ru Om pasyor Morao OWTHM €KOHOMCKM ACIEKT WCTPaKUBarma, jep Oou
OMJI0O HEEKOHOMUYHO JMa TMEPCOHAJ KOjU AHKETUPA CTAHOBHUIITBO OOU-
na3u cee nemose teputopuje CpOuje. 300r cBera Tora je OmpaBIaHO
U3BPIIUTY TPYNUCAKHE CTAHOBHUIITBA 10 TEPUTOPUjATHUM jeANHUATIAMA,
penmuMo OnmTUHAMA, 14 AHKETUPATU CBE CTAHOBHUKE CIIydajHO m3abpa-
HUX ONIITUHA. A

I'pynau y3opak moapasyMeBa na y OeDUHHCAHUM IpylaMa UMa KO-
HAYHO MHOTO esieMeHaTa monynaruje N1, No, ..., N;,... ma ce TakaB y30-
PaK MOKe MPEACTABUTH CJIyUajHUM BEKTOPOM

X = (kal),Xékl),...,XI(\I,“kll),Xl(k2),X2(k2),...,X](\f::,...,kal),Xz('”),...,XI(\ZLL)) :

rze je k; o3Haka rpyme ca yKymHO N, eleMeHaTa IOImyJjanuje y ceou.
W36op ca u 6e3 Bpahama Koo IpyIHOr y30PKa OTHOCUO OU ce Ha
IIOHOBHU, WU HE, u300p UCTUX IPyIa y Y30pakK.

2.5.3 Cucremarcku y30pak

Beoma moromam meron mzbopa y30pka u3 KoHauHe ypebene momy-
namnuje cacroju ce y ciaenehem:

Heka je N = nk, rme je n 3amatu obum y3opka u k rakobe mpuponan
6poj. ¥Y3uma ce cayuajan 6poj mameby 1 u k (u3 rabaune cayuajaux
6pojesa), mpernocTaBuMo aa je To 6poj i. Tama ce ysopak ¢opmupa
Ol eJIleMeHaTa MOIyJaIlje Yrju Cy peaHu OpojeBu

ivi+k,i+2k,...;0i4+(n—1)k,

Tj. y30pakK Camp:Ky MPBU CJIAyYajHO M3aOpaHM €JEeMEHT MOMyJIallje U
cBaku caenehu k—rtu mo peny 6pojehum on Tor mpsor.
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[ToroaHOCT OBOr y30pKa CACTOjU C€ Yy TOME IITO HPBU KOpak (u360p
npBOr ejeMeHTa y3opka) oxpebyje ysopak y memunu. Mebyrtum, osa
crpareruja m3bopa je mpuMemrBa CaMO YKOJUKO j€ Penocien ejieMe-
Hara nomynanuje v ypebemy koje je Ha momymanuju gehUHUCAHO CIIY-
yajan. O oBome he jom Gutu peun.

YouuMo na je 3a maTy MOIyJIAIXjy IPOIlenypa CUCTEMATCKOT y30PKa
y crBapu m3b0op jemHe ox k rpymna (Ha Koje je momesbeHa IeJa IOILy-
nanuja) ca BepoBaTHONOM % Y oBoM caydajy rpyme oapeDhyjy ckymoBu
UHAEKACca:

{Lk+1,2k+1,...,(n =Dk +1},... {i,k+i,2k+4,...,(n — Dk +4},...,{k, 2k, 3k, ... ,nk}.

BepoBarnoha ma oBakBMM MOICKYIIOM {—TH €JIEMEHT IOIyJIaluje Oy-
ne uzabpaH y y30pak je m; = %

Y cayuajy rama je N = nk 4+ ¢, ¢ < k, ¢ upuponan Opoj, Heke
rpyme canp:ke 1 eJeMeHaTa TMomyJanuje, a apyre n + 1 ememenara, Tj.
BEJIMYMHE IPyINla HUCY MCTE O I'PYyIle OO0 rpyie, a BepoBaTHOha u3bopa
eJeMeHaTa MOMyJallije y y30pak je Takobhe m; = % OuJsio ma je y3opak
obuma n miau n + 1. (Hamme, aro je ciayuajno msabpanu penHu 6poj
IpBOT eJeMeHTa Koju Tpeba y3eTu y y3opak u3 ypebene momymnamuje ¢
TakaB ma je ¢ < ¢ < k, ommcaHuM IpaBuJIOM mobuhe ce y3opak obuma
n+1.)

CucreMaTCKu y30pak ce jOIl 30Be NepuoluvHy MU MELGHUYKY y30-
pax.

IIpumena Tabaune caydyajaux OpojeBa HUje O CYMITUHCKOD 3HAYAja
3a m360p cucTeMaTcKor y3opka. OTyma ce 4ecTo IPBU €JIEMEHT IepU-
ONUYHOT y30pKa Oupa Kao CpeIulikhyu ¥ TPBOM MHTEPBAJIY uzbopa.

CucremaTcku y3opak uMma oapebene mpe 1HOCTY HAJ CIYYAJHUM Y30D-
KOM, jep je mpaBumio u30Opa CaCBUM IPOCTO, HE 3aXTEBa TAbDIUIE CIIy-
yajuux OpojeBa, ma HU MOTIYHY HyMepAaIrjy IOIyJallije, a U3BOIUA Ce
3HATHO Opike.

IIpumep 16. Tpeba mpoIeHUTU YUECTAHOCT jaBJ/balha AJEePrUjCKOT
Opomxutuca mehy manujeHTUMA jeaHe 3MPAaBCTBEHE YCTAHOBE.

C 0063upoM na malujeHTe PEenpe3eHTy]y HBUXOBU 3APABCTBEHU Kap-
TOHM KOJU Ce HaJla3e y KAPTOTEIr 3APABCTBEHE yCTAHOBE, U3 KAPTOTEKE
Tpeba y3eTu KapTOHE TAIjeHaTa KOju he UMHUTU y30pak y3 momoh
nemupa gepuHUIy hu Ty*KUHCKO pacTojarme n3Mely nBa m3abpaHa Kap-
toua. Ilpu Tome cy majia oxcrymama On 3amare Ty:KuHE 0Oe3 3HaUaja,
Ka0 U TO Ha JX Cy KapTOHU ypenHo nopebanu mo OpojeBuma.
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O6paTuMo TasKmby HA YUHEHUILY Oa je Penociel MPUCTU3AMHa Talll-
jeHaTa y 3ApaBCTBEHY yCTAHOBY, YMMe je YTBP HEH peaociien OTBOPEHNX
KapToHa, ciaydajaH. 300r Tora peanu Opoj KaApTOHA UMHU CIYUIajHO
ypebeme y momynamuju. A

CucreMaTcku y30pak je MHTYUTUBHO TPUXBATHUB — ~ PaBHOMEPHO”
je pacmopeben mo momyJaanuju, HE MOMYIITA CJIydajHa TPYNUCAHA WU
”nponymrama’ HEKUX IeJ0Ba IOIyJaliije, MITO Ce KO CJIydajHOr U3-
Oopa MO:Ke TeCUTH.

CrcreMaTCK y30pak ce MOKe YIOPEIUTHU CA CTPATU(PUKOBAHUM Y-
30PKOM KOJl KOra CTPATyMU IPENCTAaB/hAjy €JIeMEeHTEe Ha MHTEPBAILY MIY-
’KuHE k, IpU 4eMy ce u3 CBAKOT O BhUX OMpa Mo jenaH eJIeMeHT.

AKO je ucnymeHa MPeTHoCTaBKa Ha Cy €JEeMEHTHU MOy Jallrje CIy-
yajuo pacmopebenu y HE3, nau ga je obeserkje KOje ce mocMaTrpa He-
3aBUCHO OJ[ pacmopeia ejJeMeHaTa MOMyJalurje, CUCTEMATCKUA Y30PakK
mocTaje caMo jemaH BUI CaydvajHOT y3opka 6e3 spahama. Mako ce oBa
JIOTHMKA BEOMa YecTO Kopuctu Tpeba O6utwm ompesan. Ha mpumep, rama
ce mpaTe Ce30HCKe ImojaBe, Tj. obesekja KOja MMAajy CE30HCKA KOJie-
bama (Kao mWTO je TeMmeparypa Ba3dyXa, OPOj TypHUCTA U CJI.), MOMKE
ce MeCUTU 1a Ce CEe30HCKA KoJyiebama y BPEIHOCTU ODesekja IMOKJIIOINE
ca mepuoaoM u3bopa U majy MOrpemHy CJAuKy O obesexjy. 3060r Tora
ce 0 0OBOME MOpa BOIUTU PAUYHA TPU JOHOIIEHY OMIYKE O CUCTEMATC
KOM m3060py.

2.5.4 Bumeerannu y3opak

I'pynau y3opak je mo CTpyKTypu jeAHOCTABAH, aju Kana je o0uM
Ipyna BeJUKU MOKe OUTW HempakKTUYaH, WM JaBATU Makkhy TadHOCT.
IloBe3uBame MeTOma I'PYIHOT U CTPATUPUKOBAHOT WV I'DYIHOT M CHUC-
TEMAaIKOT Y30DKa faje HaM uaejy m3bopa y30pKa y ABE WJIU BUIIE €Tala.
Haume, y npBOj eranu on cBUX (AUCjYHKTHUX) IPyNa Ha KOje je MOIy-
Januja monesbeHa dupaMo Ha ciaydajaH HaumH ogpebenu 6poj rpyma, a
3aTUM y IPYTOj eTanu U3 CBake Ipyle nzabpaHe y IPBOj eTanmy OUpamo
takohe Ha cayuajan Haunn onpebenu 6poj ememenara. OBakaB y30pak
30B€ Ce NBOETAIHU y30PaK.

Ilpumep 17. Ako y HOpeTxomHOM IPUMEPY HE BPIIMMO AHKETUPAHE
CBUX CTAHOBHMKA omabpaHuX ommTrHAa, Behl omabpaHor mesa CTAHOBHU-
mTBa U3 cBake omabpane ommrure (rpyne) mobmhemo msoeramuu y30-
pak. IlpBy eramy uwmum u3bop rpyma, Tj. ONIITHWHA W3 KOjUX he ce y
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Opyroj eranu OupaTtu onpebheHu eseMeHTH — CTAHOBHUIM KOJU UM IIPU-
naznajy. (Ykouuko 6u ce y npBoj eramu uszabpadse cse nocrojehe rpyme
Ha KOje je momyJanudja moaes/beHa, MBOETAHW y30pak Ou ce CBeo Ha
crparudukoBanu.) A

ITpumep 18. Ako y omabpaHuM ONIITUHAMA Y IIPBO] €TAIM MIPETXOI-
HOI' IIpUMepa yOudrMO MECHE 3ajemuuile, ma m3abepeMo Ha ciydajaH
HauwH onpeben Opoj MecHMX 3ajemHuna u3 oJabpaHuUX Tpyma 3a Jajby
aHaJM3y, a 3aTuM y Tpehoj eranu omabepeMo Ha CiydajaH HAYUH IO
onpebenu 6poj CTaHOBHUKA y Y30pak 3a aHKeTUpame nobuhemo taxobhe
TPOETANHU Y30PaK.

Yrosuko Ou rpyme mpBe erare Ouie mome/heHe Ha MUC]YHKTHE IIO-
rpyie, ma u3 CBake Ol rpyla m3abepeMo y IPyroj eramud MOArPyIe u3
kojux hemo tex y Tpehoj eranm OGupaTtu eneMeHTe y y30pak, (HOpMU-
paau 6GUCMO TpoeTamHu y30pak. A

I[To ucroMm mpuHIUDY MOKe ce POPMUPATH OMIO KOjU BUIIECETAIIHU
y30pakK ca yHampen nedUHUCAHUM KOHAYHUM OpOjeM erama.

CucreMaTCKi y30pak ce MOKe KOPUCTUTHU Takohe y KoMOmHanmju ca
octaamM MeTtoauMa n3bopa y3opka. Ha mpumep, kon crparuduroBanor
Y30pKa Ce eJIeMEeHTU YHyTap CTpaTyMa MOTy OupaTu mepuoandHo. Komx
TPYIHOT y30pKa Ce IPyIe MOry OupaTu neproauydHo. Konx BuimeeTamHor
ce MOTY KOMOMHOBATU CUCTEMATCKU U CIydajHU u3bOp Ha BUIIE HAUMHA
— y CBakoj on erama m360p MOKe OUTU MEePUOAUUYAH UKW CIYyYajaH.

% 3k 3k

Koncraryjmo ma, cBaka om crparermja m3bopa mMma 3a MMOCJIEIUILY
onpebeHy TauHOCT y OlemUBaKYy HEMO3HATUX mapaMerapa obenexja,
Ka0 ¥ TeCTUpamy oaroBapajyhux xumoresa.

Ha TaunocT craTucTryor 3akmyvka yrude n odbuMm yzopka. O oxpe-
buBamy obuma y3opka Ouhe Bume peun y okBupy | 'mase 3.

2.6 Emnupmjcka ¢pyHKHOUja pacmonaese

Bparumo ce ciaydajHOM y30pPKYy YOIIITE W PAa3sMOTPUMO jOII HEKe
BajKHE MOjMOBE Be3aHE 3a Y30PakK.

Oxocuuna Hayuhne o0JaCTU KOJy 30BEMO MATEMATUUYKOM CTATUCTU-
KOM UJIU, jJeTHOCTABHO, CTATUCTUKOM, je (YHKNUja OX y30DKa OINCaHAa
crenehom nepmuUITjOM:
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Hedbumannmja 9. Cmamucmuka je QyHRIMja OO y30PKA YUjU AHAJIUTU-
YKJ U3pa3 He 3aBUCU O]l HENMO3HATUX Iapamerapa obenexja, Tj. (QyH-
KIIja OJ Y30PKa U MO3HATUX KOHCTaHaTa. <

[IpuMmepu HEKUX CTATUCTUKA CY:

n
T, = ZXZ' — TOTaJl y30pPKa
i=1

— 1 &
Xn=- ZXZ' — cpenuHa Y30PKa
)

_ 12 —
Si =_ Z(XZ —X,)? — mucmepsumja y3opka
s
— 9 . .
S, =195, —y3opauka cranmapaHa IeBUjallnja
_ 1 _
52 — — Z(Xz —X,)? — nompaBmena aucmepsmja y30pKa
i=1
R = X2 — Ximin  — PACIIOH y30pKa .

3a mBa obGenexja X u Y u ysopar ((X1,Y1),(X2,Y2),...,(Xn, Yn))
13 HOImyJanrje Ha KOjoj ce mocMaTpa nBomuMeH3noHo obenexje (X,Y)
MOke ce He(OUHUCATU CTATUCTUKA

% ?:1(Xi - Yn)(Y; - ?n)
SxSy

Rxy = —Yy30paduKu Koe(pUIUujeHT Kopeaanuje,
rme cy ca Sx u Sy oO3HaueHe y30pavke CTaHIApIHE IeBUjalje 3a
obenexxja X u Y pemom.

ITocebmro mecTo Mmelhy craTucTUKaMa UMajy T3B. CTATUCTUKE MOPETKA.
OBe ce craTucTVKe Ne(PUHUITY IOCPEACTBOM BAPUjaAIMOHOT HU3A:

Hepmaunuja 10. Bapujoyuonu Hus YnHE eeMeHTH y30pka nopebhanu
y Heomamajyhem moperky. <

3a y3opak (X1, Xs,...,X,) BApUjallMOHN HU3 YMHU HU3 CJIyYajHUX
IPOMEHJ/LUBUX CAUYME-CH Ol €JIEMEHATa OBOI y30PKa y O3HAIU
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3a KOjU BayKu

3a peajm3oBaHe BPETHOCTU BapUjallOHOT HU3a KOPUCTHU C€ UCTU
TepMUH B8aPUJAUUOHY HU3, Oe3 OMACHOCTH O 3a0yHe, a O3HaUYaBajy ce
MaJIIM CJIOBHIMA.

Hepumaunmja 11. Cmamucmuka nopemka peda k y3opka obuma n, 1 <
k <n, je k—Tu esleMeHT BapUjalMOHOT HU3A IOCMATPAHOT Y30PKa, AAKIIE
cryudajua npoMenmuBa X ). <

Y neduaUmUju dyHKIUje pacmomesie, y OBOj KHu3um, Omhe Ko-
pummheHa HEIIPEKNOHOCT C JIECHA, Tj.

F(z)=P{X <z}, z€R.

Heka je X = (X1,Xs,...,X,,) cayuajau y3opak u3 momyiamuje ca
obenexxjem X umja je ¢pymrumja pacmomene F. 3a cBako x € R medun-
ncahemo cayuajuy Beauuuny p,(z) ka0 6poj enemenara y30pka X Koju
Cy MakbU WIN jeTHAKU X, Tj.

Iedpunuanmuja 12.
pn(z) = card{j|X; <z,j=1,2,...,n}, z€R.$

Haname ce moxke meduHMcaTy ciydajHa IpOMeEHJuBa Sp(T) Koja
naje BPEOHOCTU CJIyYajHE IPOMEHJbUBE [iy(T) Y PEIATUBHOM OTHOCY
npemMa o0UMYy y30PKa:

Hepuaummja 13. Emnupujcka fyrnryuja pacnodene y3opka X je craruc-
TUKA

T

() 22 £02)

, T€R.$

Crayuajaa npomeHBUBa Sy, (T) je CTATUCTUKA YMjU je KOLOMEH CKYII
{0,1/71,2/71,...,(71— 1)/”71}
WU HETOB MIPaBU MOACKYI ca BepoBaTHOohama

n

P{Sn(x) = k/n} = P{un(z) = k} = <k> (F(2)* (1 = F(x))" ™,
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OBo oTyna mTo, npeMa AeGUHUNN]U, CIyYajHA IPOMEHBUBA (i, (L) nMa
6unomuy pacnozexy, B(n,p) ca p = P{X <z} = F(x), x € R. Craruc-
tury Sy (), £ € R, MOKeMO IOCMATPATU U KAO apUTMETUUKY CDEIUHY
UHANKATOPA

T4 — 1, weA;
A 07 ngZ )

S (.1) - — E I4 T € R
n nl - i N

C o63upom na je E(l4;) = F(x) 3a ¢urcupano x € R, Baxku reopema:

Teopema 1. 3a guxcuparo x € R, S, (x) — F(x), n — 00 ckopo ussecho,
mj.

P{S,(x) = F(z), n — oo} = 1.

JTloka3.Tspbheme ciaenu Ha ocHoBy BopenoBor 3akona Beaukux 6pojesa.dd

3a peanm3oBaHU y30pak (T1,Z2,...,Tyn), Sp(x), + € R, je MOHOTOHO
meomanajyha ¢yurmuja ca MoryhuM cKOKOBUMA ¥ TaUKaMa BAPUjaAllIOHOT
HM3a 33(1) < x(2) <...< a:(n)

k
Sn(l‘) =—, xc [l’(k),l’(k+1)) , k=0,1,....n.

n

IIpu Tome cy yBemeHe O3HaKe I(g) = —00, U y TOM Cly4dajy je U JeBa
IDaHUNA WHTEPBaJa OTBOPEHA, U T(p41) = +00. Y KOJIMUKO Cy CBU eJe-

MEHTU y Peajn30BAHOM Y30DKY Pa3IU4YUTU, CKOKOBU Cy BeauduHe 1/n.

KouBeprennuja o k0joj je Omiio peuyn y IpeTXOmTHO] TEOPEMU, OCT-
Bapyje ce u yaugpopmuo o x € R. O TOMe TOBOPH T3B. YeHMPAAHA MEO-
DEMA Mamemamuvke cmamucmure. Jemad on meHnx obauka je caemehu.

Teopema 2. (I'muBenko-Kaurenmu) Hexa je F' $ynryuja pacnodene obe-

aexncja X u Sy(z), © € R, emnupujcka gyrnkyuja pacnodene ysopka obuma
n uz nonysayuje ca obeaencjem X. Tada eaxncu

P{sug\Sn(x)—F(w)]%O, n—)oo} =1. (2.1)
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ITloxka3. Heka je F' mpowm3BoJbHA (yHKIHMja pacrnomese obeierxja auUC-
KPETHOT WJIM allCOJIYTHO HENPEKUIHOT TUMA U HEKA je € TPOU3BOJHAH
peaman 6poj 3a koju Baxku 0 < € < 1. 3a Tako m3abpaHo € W 3a1aTy
¢yuruujy F', moryhe je m3abparu koHauan Opoj Tadaka

20,21,--.,2N € R (R=RU {—00,+00})
TaKBUX 14 je
—0=2)< 21 <...<2N-1< 2N =4

F(z, —0) — F(2k—1) <e, k=1,...,N.

Ha mpumep, moryhe je mzabpatu ckyn {z;} Tako na OH CAIAPXKHU CBe
Tayke Opekuga (aKO MMa Tadaka npekuna) ¢yakimuje Fy rojuma je
ckok ¢yuruuje F' Behwm onm €/2. Tama 3a mpousBomHO z € [2k_1, 2k)
BaKU

Sn(2) = F(2) < Sp(2k — 0) — F(zp_1) < Sp(z — 0) — Flzp, — 0) +&.
Caunybo u
Sn(2) = F(2) > Su(2h-1) — F(z — 0) > Sp(z1—1) — F(zp1) — &
Teguunmmyo crenehe crynone
By, = {wl(Su(zk — 0))(w) — Fzi — 0), n— oo}
By = {w[(Sn(zk))(w) — F(zk), n — oo}

N
B = () BiBs.
k=0
Tanma, mpema mpeTxomHoj Teopemu, norabaju B m Bj ce peammsyjy

CKOPO M3BECHO, Tj.

P(By) = P(By) = 1.

Oryma je
P(B)=1.

OBo ¢ Tora mTo Ce 3a CBAKO w € B Moxke Hahu y30pak JOBOJLHO BEIUKOT
obuma n(w) Takas ga kaarox je n > n(w) rama je BoByg C ByBy C ... C
By By.
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Hakie, 3a 1OBOJBHO Beanko n > n(w), buhe

1S (26 —0) — F(zx —0)| <&, k=0,1,...,N

|Sn(zk) — F(zk)| <e, k=0,1,...,N,

3a cBako k, Te je

sup |S,(z) — F(z)| < 2e.
z€R

Tuwme je Teopema mokazana.d

Cunenehe mBe Teopeme ToBOpe O PACIONETV BAKHUX CTATUCTUKA
Oa3upaHUXx Ha eMIUPUjcKoj ¢yHkumju pacmoxene. Osme hemo ux Ha-
BecTu 0Oe3 mOKa3a.

Teopema 3. (Kosmmoroposa) Axo je gynrkyuja F wenpexuona, mada 3a
npouzsonno gurcuparo t > 0 cmamucmura Dy, = sup |Sy(x) — F(z)| uma
TER

pacnodeay 3a Kojy 8axuCy

—+00
. . o . ] —2j2t2
lim P{y/nD, <t} = K(t) = > (—1)e :

j=—00

Teopema 4. (CvmupHoBa) Hera cy Sip, u San, 0se emnupujcke gynruyuje
pacnoodene cavumene Ha 0CHO8Y 084 HE3GBUCHA Y30PKA 00UMA M1 U Mo U3
ucme nonyaayuje ca obeaexnciem X u

Dniny = sup |S1ny () — Sany ()]
x

Tada, axo je meopujcka Pynxyuja pacnodese F nenpexuona, 3a npou-
380010 Purcuparo t > 0,

. nin2 -~
b P o D <t = K0,
2.7 Monenupame pacmonesia meronom VMoHTe

RapJo

Wneja cratucTudkor Mogenupama (CUMyIanuje) ce CacToju y cliie-
nehewM:
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Tpeba 00pedumu NPUbAUNCHY BPEOHOCT HEKE PEANNHE BEAUNUNE G.
mom yumy Obupa ce cayuajna sesununa X €a pacnodesom maxeom 0a je
E(X) = a. Ha ocnosy pearusosanoz yopka

x = (1,22,...,%p)

u3 nonyaayuje ca obeaencjem X, oopehyje ce npubauncra epedrocm seau-
wune a Kao oyena mamemamuyukoz ovexusanwa E(X),

n
S

1=1

a =

S|

Buie peun o camoj onenu 6uhe y sapenaom nmorsasimpy. OBae Tpeba
IIPOKOMEHTAPUCATH Ca KOJOM TAYHOIINY Ce BPIIM OBAKBO OIEHVUBAME.
Hawume, npema meHTpaJiHO] IPAHUYHO] TEOPEMMU,

P{X, —a| < e} ~ 20 ag ,

rue je

OIIHOCHO

n

—2_ 1 =2
5p. = —Z(ﬂfz —Tn)”.
n
=1
Taunoct oBe ouene je pema 1/y/n, mro ce Hajuemhe He cmarpa
BEJIMKOM TAdHOMINY.

Haname hemo ce baBuTy mpakTUYHUM pellaBameM IpobieMa CTaTuC-
TUYKOI MOJIeJINpama caMe pacuogene obenexja X koje je y aepuHUIju
npobiiema uctarkayTo. To MoApasyMeBa MOIEIUPAE PEATU30BAHOT Y30P-
Ka M3 IOIyJIaIlje ca OBUM ObeserkjeM.

2.7.1 Monemupame OUCKpEeTHE PACIOOeJie cCa KOHAYHO MHOTO
Bp€eOHOCTHU

Kamna je obenexxje X ca OUCKpPETHOM PAaCIONEJIOM CAa KOHAYHO MHOTO
BPEIHOCTU, 3aaTakK Ce€ CACTOjU y TOME na je MOTpebHO CUMYIupaTu
pacmomesy ciaydvajHe IPOMEHJbUBE
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k
r1 T2 ... Tk
X: ; = 1.
<p1 p2 - pk)’ ;pl
C o63upom na je p; € [0,1] 3ai=1,2,...,k, nogerumo cerment [0, 1]

ma k IoguHTepPBaJIa

Ap=[0,p1), As=[pi,p1+p2), ..., Ap=[p1+p2+...+pr_1,1].

N3za tora ce Bpmu u3bop n cay4yajuux Opojea m3meby 0 u 1 ca sxesbe-
HUM OpojeM 3HaudajHUX Inudapa u3 Tadbiaulie cIydajHUX OpojeBa MM Ha
HEKU ApYyTru HAYMH. TuMe je nedrHMCAHA HOBA CIydajHA IPOMEHIBUBA £
Kao caydajuo m3abpanu O0poj. Pemumo na je takBuMm u3bopom mobujeH

Hu3 OpojesBa 21,%22,...,2,. Hamasse, 3a cBaku o4 mobujeHMXx OpojeBa
z yrBpbyjemo xom muTepBamy A, j = 1,2,...,k, npunana. Hexra je
z € Ay, (I =1,2,...,k). Taga npuxsatuMo na je peanuszoBan morabaj

{X = x;} u Taro penom. Ilakie,
P{X = xl} = P{Z S Al} = d(Al) = py.

IIpumep 19. Hera cayuajua nmpomenssuBa X mma pacmoneny ciaeneher

obiuKa:
-1 0 1
0,1 0,3 0,6

Mopenupartu meceT BpeAHOCTU OBE CjIydYajHe MPOMEHJbUBE, KopucTehu
Tabauny ciaydajaux 6pojeBa.

Cerment [0,1] memumo ma mommmrepsase [0;0,1),[0,1;0,4),[0,4;1].
Yuramo 6pojese u3z Tabaume 6 cayuajuux 6pojeBa u3, Ha up., Tpeher
pena. Canma y3mMaMO CBAKy TaKO MPOUUTAHY MUPPY U3 TAOIUIE CIIy-
yajaux Gpojesa u MHO®EMUMO ca 107!, Tako ce om mu3a mapapa

4,5,9,3,9,6,0,1,7,3
nobujajy 6pojeBu
0,4;0,5; 0,9;0,3; 0,9, 0,6; 0; 0,1; 0,7; 0,3.

Bpoj 0,4 npunana unrepsaay [0,4;1], Te npuxBaramMo na ce peaauso-
Baja BpemHOCT 1 ciayuajHe mpomenmuse X (jemHa MomeaupaHa Bpel-
HOCT). 3aTUM UCTU NPUHIUI 3aKJbYUNBAKA IPUMEHYjEMO U Ha 0CTaJle
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uzabpane 6pojeBe, m KOHAUHO mobujamo ciaemehm HU3 MOIOEIUPAHUX

BpPEOHOCTHU:

A

1,1,1,0,1,1,—1,0,1,0.

2.7.2 Monempame pacmoesia alcoJLyTHO HEIPEKU THOT

THUIIA

1. Monenupame yaugpopmue pacuoznedne U|a, b

Kako cama Tabmuna cayuajuunx O6pojeBa oncamkaBa yHUGDOPMHY
pacmomesny, 0O3HaUUMO ca 1) u360p k—TormudpeHnx TpupoTHIX Opo-
jeBa mu3 Tabmune 6. Ilakie, mpounTane rpyne on no k mudapa
cMaTpaMo k—TonudpeHuM OpOjeBMMAa 1) U 3aTUM H3BPIINMO MHO-
wema ca 107F ca mamem nma MOJEIUPaAMO BPEIHOCTHU CIIydYajHE
npomensuse & : U[0,1], & = n - 107%. Besa u3Mebhy cayuajHUX
npomenssusux X : Ula,b], a <bu & : U0, 1] je

X =a+ (b—a)k.

Ilocnenmom TpaHCchOpMAIMjOM CEe YIPaABO M3BPIIM MOAEIUPAH-E
caydJajHe mpomeH/muBe X, ONHOCHO HEHUX PEeaJU30BAHUX BpEI-
HOCTWU.

. Omomru ciyuaj

Kopucruhiemo cayuajun nzbop 6poja n3 uarepsada [0, 1], Tj. ciay-
uajuy npomenmuBy & : U[0,1]. TlocpencTBoM Te ciayuajne mpoMeH-
JbuBe MomenupaheMo BPEIHOCTH CBake APyTe CIAydajHe IPOMEH-
JbUBE AICOJYTHO HEMPEKUTHOT THUIIA.

Teopema 5. Hexa je caywajna npomensusa X ancoasymmo Henpe-
KuoHoz muna ca gynkyujom pacnodeae F. Pewewe cayuajne jedna-

F(X)=¢ (2.2)

no wenosnamoj X, npu wemy je £ : U0, 1], je cayuajna npomennuea
wuja je gynryuja pacnodese baws F.

Iokas. Kako je cayuajuma mpomensmuBa X MO IPETIOCTABIM All-
COJIYTHO HEIPEKUAHOT TUIA, OHIA TMOCToju uHrepsBai (a,b) C R Ha
koMe je ¢yurumja F monorono pacryha 3a x € (a,b) upm uemy
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a MOxke O6mTn M —oo, a b moxke Outm +o0o. Heka je majupe F
MoHOTOHO pactyha 3a cBako x € R. Cinenn na 3a cako y € (0,1)
nocToju TavyHo jemaH x € R takaB ma je F(x) =y, Tj. Ha uHTEp-
Bauy (a,b) pyurmuja F' je bujextuBHa QyHKIMja, T€ UMA UHBEP3HY.
Haxkue, jennaunna (2.2) UMa jeJUHCTBEHO PEIIeHe Ha TOM WHTeD-
Bamy. Oryna

P{X <a} = P{F7(¢) <a} = P{{ < Fla)} = Fe(F(x)) = Flz),

reR.

Hpyra moryhsaocr je ma mocroju uarepsad [a,b) C R Ha roMe je
F monorono pacryha u Baku

0, r<a
Fx)=1 g(x), a<z<b
1, z>b

1

To 3uaum ma mocroju g~ Ha [a,b) ma je 3a

r<a P{X<z}=F(z)=0
a<wz<b P{X <a}=P{g (¢ <a}=P{{<g(2)} = g()
x>b P{X <z} =F(z)=1.

d

IIpumep 20. (Excnonenmujasnsa pacnonesna) Heka cayuajua mpo-
MeH/buBa X MMa I'yCTUHY PaCIOAesie

0, z <0
f(x)_{Ae—“, 2> 0 , xe€R , A>0,

ONHOCHO (DYHKIUjY pacuomese

F(g;):{(%_e_m iig . z€R , A>0.

Tana ce pemasameM jemnauuue (2.2) mo X 3a x > 0 nobuja

X:-%lnu—g).ﬁ
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IIpumep 21. (Hopmasua pacnonesia) Heka ciayuajua npoMeHbu-
Ba X : N(m, 0?). Ibeme Bpemnoct hemo cumysuparu momohy
CTAHIAPAU30BAHE CIyYajHe IPOMEHILUBE

_X—m
0

X*

: N(0, 1)

ITocmarpahemo mBa cayuaja:
o (i)x* <0
Pemasamo jemnauuny (2.2) 3a

F(z*) = 0,5 — &(—a”).

Ipyrum peunma m3 Tabiauile 3a HOPMaJHYy HOPMUDPAHY pac-
MOIeNIy YMTaMO BPETHOCT —I* 3a KOjy BaKu

O(—2") =0,5-¢,

rae je £ peajm3oBaHa BPEAHOCT CJIydajHE MPOMEHJBUBE & U
nobujamMo BPETHOCT 3a T Kao x = ox™ + m.

o (ii)z* >0
Pemasamo jemmauuny (2.2) 3a

F(z*) =0,5+ ®(z").

Ipyrum peunma m3 Tabiauile 3a HOPMaJHYy HOPMUDPAHY pac-
MOIeNIy YUTaMO BPETHOCT X 3a KOjy BayKuU

(") =¢— 0,5
U 3aTUM [0JIa3UMO IO Pelema Kao y ciaydajy (i)

o 6pojea ¢ momasumo w3 Tabauie ciayvyajHux OpojeBa, WIn
HEKUM TeHEPaTOPOM CIydajHux OpojeBa. YKoJuKOo mobujemo & €
[0, 1/2) npumenuliemo pemewe (i), a yroanko nobujemo & € [1/2, 1]
npumenuhemo (ii). A
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OnemmnBame mapamerapa

Jenan on Hajuemmhe pemaBaHuX TpobiieMa y MaTEMAaTUYKO] CTATUC-
TUI je OleHhUBAKE HEIIO3HATOr TapaMeTpa, WK BUIIE BUX, PACIOIeIe
obereskja Ha OCHOBY y30pka. IIpu ToMme ce mpuMemyjy ABa TUIA OIEHA:
TAYKACTE W MHTEPBAJHE OIEHE.

Hera je X obemnexje roje ce mocMarpa Ha momynanuju. IIpobmiem
u3bopa pacmozeine obenexja X u3 paMumamje DOMYCTUBUX PACIOIEa
P = {P,0 € O} ce moxke medpunucatu u Kao u3bop u3 PamMuiaumje
¢pyrrnuja pacnonene {F(x;0),0 € ©} niau rycruna pacnozeine { f(z;0),0
€ ©}. Ilakmie, cBAaKMM OJ MOMEHYTa TPU CKyla ce Ha onpebhenu mauuu
neduHMIe paMUInja AOMYCTUBUX pacmomesa 3a obemexje X.

3.1 TaukacTo onemUBam€

Beh cMmo ucTakam ma je OCHOBHU 3aJaTaK MAaTEMATHUIKE CTATUCTUKE
Ia Ha OCHOBY €KCIEPUMEHTa OIpEeIV PAaCIOne]ay ImocMaTpaHor obelesxkja
Ha momynanuju. Jlakige, akO Ha OCHOBY HEKMX MPETXOMHUX MUCTPaAKU-
Bama WJIM HA HEKW APYTUW HAUMH OoDeMo #o (aMuanje TOIyCTUBUX
pacmomesa 3a mocMaTrpano obemesxje X, mpobsem onpebuBama KOH-
KpeTHEe pacIomelsie ce CBOOY Ha onapebuBame TauHe BPEeIHOCTH MapaMe-
Tpa 6. MeDhyTuMm, cTaTUCTUUKUM DOCTYNIUMA CAMO MOKEMO OLEHUBATU
HEIIO3HaTU IapaMeTap Ha OCHOBY Y30pKa U TO ca onpebhenom raunomihiy.

TauykacTo OlEemUBAKE je jemaH O HAUWHA 3a OlEHhUBAIKE IIPaBe
BPEOHOCTU HEIO3HATOr IMapaMeTrpa W HmUMe heMo ce Hajupe OaBUTH.
TaukacTe olleHe BPJIO YECTO HOCE HA3UB JECKPUNMUSHE CMAMUCTUKE.

Merom TaukacTOr OLEHUBAMHa CACTOju ce y ciaemehewm:

Tpeba mepunucatu craructury Y = u(Xq, Xo,...,X,) Tako ma 3a

o1
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peanu3oBaHU y30pak (Z1,T2,...,Tn), 0poj y = u(zi,za,...,x,) Oyme
” nobpa” omena 3a 6.

OO0uyuHO, anu He yBEK, CKyIl BPEeIHOCTHU OlleHe Y ce mokJgama ca 6.
Bamanoct omeme yrBpbhyje ce ma ocHoBy oapehenux Kpurepujyma o
kojuma he Hamame OUTH peun.

Jepununmja 14. Crarucrura Y = u(Xq, Xo,...,X,) HA OCHOBY y30p-
ka X = (X1, Xo,...,X,,) u3 nonynauuje ca obenexjem X, uuja pac-
nozesa mpunaga Gpamuanju gomyctusux pacnoxena {f(z;0),0 € O}, je
HENPUCTPACHG WA YEHMPUPAHRG oueHa napamempa 6, ako je mHEeHO Ma-
TEMATUYKO OUEKUBAM€ JeTHAKO BPEAHOCTU mapamerpa 6, Tj.

E(Y)=0.¢

IIpumep 22. (Onena 3a mareMaTnuko oueknBame) Heka je mat ciy-
YajHU Y30DPaK
X = (X17X27"' 7Xn)

u3 nomysanuje ca obesnexjem X umja pacrnonesa npunana GaMuiInjn
IOIYCTUBUX PACIONEsa

{f(z;0),0 € ©} 3a rojy je E(X)=24.

Hahu menpucrpacuy oueny mapamerpa 6.
IIpumep TaxBe pamuiuje je

{N(m,1),m € R}.

ITocmarpajmo craTucTUKy

IlokasxuMo na je craTUCTUKa X, HEIpUCTPacHa OleHa mapamMerpa 6.
Ha ocmoBy ocobuma MaTeMaTUYKOT OUYEKUBAMA CJIEIU

E(X,) :E(lZXZ) = 1E<ZX,-> = lZEXZ- ZEZEXZ
n =1 1=1 n =1 n =1

n

1
= —nfd =20.
n



OnemuBame mapaMerapa 53

[IpumeTuMO ma je cpearHa y30pKa HEIPUCTPACHA ONEeHA MATeMAaTH-
YKOI' OUEKMBama IIPOU3BOJLHE PACIOese KOja MMa MAaTeMaTUYKO Ode-
KUBame.

[Ipucrpacue onere ce omucyjy nomohy momepaja b(d) = E(Y) — 6.
Ouurnenno, HEIPpUCTPACHE OIlEHE Cy OHe 3a koje je b(f) = 0.

IIpumep 23. (Onena 3a mucunepsujy) Ilox ycnosom ma oGenerxje X
vMa qucrnepsujy u ga je § = D(X) ucnurajMo na au je y30padka quc-
nepsuja ?i, noOujeHa Ha OCHOBY MPOCTOT CJIYyYajHOr Y30pPKa, HEIPUC-
TpacHa oneHa 3a 0.

Kako je ysopaxk mpocr,

E(S]

)

=1y B -X,)? =1y B(X2-2X, X, + X)) =

n n

%ZL(E(X?)—2 S E (X-X>+E<72>>=
=1y (B(X?) - 2L (EX)? — 21 B(X?) + E(L Y0 XiX))) =
= 150, (Z2B(X?) - 221 (BX)? + LnE(X?) + 232 (BX)?) =
=%n%<EX2—<EX>>=" 1D(X). A

Heduanmmja 15. Craructura Y = u(Xy, Xo,..., X,;,) HA OCHOBY y30Dp-
ka X = (X3, Xo,...,X,,) u3 nonynamuje ca obenexjem X, umja pac-
nozena npunanga Gpamuauju gonyctusux pacnoznena {f(z;0),0 € O}, je
ACUMNMOMCKU HENPUCTPACHE UV ACUMNIMOMCKY UEeHMPUPAHA 0U%EHA TTa-
pamerpa 6, ako

EY)—6 , n—o00.$

IIpumep 24. Kaxo je

-2 n—1

3aKBYUYjEMO Oa je AUCIEpP3Uja y30pPKa ACUMITOTCKU HETPUCTPACHA
ounena mucuepsuje obeneskja (YKOIMUKO je y30pak mpocT).

ACHMITOTCKA HEIPUCTPACHA OIEHA Ce MOYKE MOMPABUTU IO HEIPUC-
TpacHe omeHe. Tako, Kama je ped O AUCHEP3UjU Y30PKA, HA OCHOBY €
ce MOKe ne(UHUCATU IOIpaBJ/beHa OUCIEeP3Uuja Y30pKa:

1 — n —2
X, —X,) = :

1=1

=2 .
Y y3opuuma Beher obmuMa IPUCTPACHOCT OIeHe S, je 3aHeMapLuBa
(Ha mprMep, ako ce paau ca TavyHOINy 1072 moMeHyTa IPUCTPACHOCT
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ce ue oceha 3a y3zopak umju je obum Behu ox 200). Mebyrum, rana
je obuM y30pKa Majan, Kao OleHa 3a aucuep3ujy obemexja X y3uma ce
moIpaBJbeHa aucnep3uja y3opka. A

Jenra onm Mepa GIMCKOCTH OIlEHEe U IIpaBe BPEIHOCTM IapaMeTpa je
CPeImEeKBAIPATHO ONCTYNAmEe CTATUCTUKE (omeHe) Y onx mpase Bpem-
HOCTU ITapaMeTpa;

EY -0?=EY - E(Y)+EY)-0)*=D(Y) + %)

Hakne, y cayuajy ma je omeHa Y HENPUCTPACHA, CPeAmEeKBAAPATHO
OACTyName Te OIleHe OJ IpaBe BPEAHOCTU HapaMeTpa je yIpaBO OUC-
nep3uja CTaTUCTUKE Y .

Heduanmmja 16. Craructura Y = u(Xq, Xo, ..., X,) je najborwa oyena
napamempa 6 axo je mempucrtpacHa u ako je mucuepsuja D(Y) mama
UM jeqHAKa ON OUcIep3uje OMIo Koje Apyre HEMPUCTPAaCHE OIeHe 3a

6.

U mopen HmOTOOHOCTH KOje IpYska KJIaca HENPUCTPACHUX CTATUC-
THKa, OBAaKBY Kjacy He Tpeba mmeansu3oBartu. Hekama je 3axTeB ma
je oIleHa HeIpUCTpAacCHA IIPEeCTPOr, a HEeKala HEIPUCTPACHA OIEHA U He
MMOCTOjU.

Huje yBek meonxomuo ounenutu cam napamerap  pacmnoznene f(x;6),
Behi Tpeba ouenutu HeRy (GyHKIM]y ox mapamerpa 7(0), § € ©. Tana ce
om ouerne T'=T(X1,Xs,...,X,) 3a ¢yHERUMjy T Tpasku na Oyme HeEIpUC-
tpacua, Tj. ma je E(T) = 7(f), mro HMje TpuBUjasHA TOCJIEANNA TOC-
TOjama HENPUCTPACHE OIEHEe 3a 6.

IIpumep 25. Heka obenesxje X nma [lyaconoy pacnomgeay P(6). Oue-
autn Gpyurnujy 7(0) = 1/6 ma ocHOBy y3opka obuma n = 1. Jlako je
YOUUTH 14 je CpeadHa y30pKa HempucTpacHa omeHa 3a . Mebhyrnw,
AKO TPasKMMO HempucrpacHy oueny ¢yuruuje 7, T' = T'(X;), oma Mopa
na 3amososbu ycaos E(T) =1/6. Haxue,

> 00 1
E(T) = T(x)e""— = —,
(1) =3 T = g
OHOCHO, BayKujaa OU je IHAKOCT
9:(:+1
_ 69

x

> T(z)
=0
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Hpuvenyjyhu Tejmopos passoj dymrmmje e, nobuja ce

(e} o 00 et
=0 : t=0 "*

mTo 3Haun na ¢yurnuja 1T 3asucu onx 6. MebyTum, oo mpoTtuBypeun
3axTeBy ma 1 Oyme cratuctuira. Jlakme, y OoBOM ciyuajy He HOCTOjU
HEMPUCTPACHA OIeHA (YHKIUje T Ha OCHOBY 3aJaTOr y30pKa. A

Ilpyra moryha mepa oncTynama OIeHe O] IPpaBe BPEAHOCTU HapaMe-
Tpa je ancoaymmno oocmynawe, |Y — 0|, koje npencrasiba jenHy ciaydajHy
IPOMEHJPUBY, T€ CE€ KA0 Mepa Ba/baHOCTU OIEHE MOKE y3€TH BEPOBAT-
HONa mocTU3ama roOpie TPaHUIle AlCOJyTHE T'PEIIKE,

P{Y — 6| <&} =p.

Tanma ce 3a ymampen 3amaTo HOBOJBHO MaJso € > 0, onpebyje p nau
0oOpHYTO, Ha OCHOBY IIO3HaBama Opoja p ompebyje ce e. Iakue, ako
je mosmaTa pacmomesa BepoBaTHoha 3a Y, mpobiem je, ca Teopujcke
Tauvke riaemumrTa, pemms. MebyTuMm, u Kamga HaMmM oBa paclonesa Huje
mosHara, Moryhe je mom ompebeHuM ycioBuUMa OOPEIUTH € 3a 3a0aTO
p. Axko je, penumo, € 0GIUKA

e=ky/D(Y), 3amerko k>1

u Y HempucTpacHa oleHa napamerpa 6, npema YebummeBibeBo] Heje-
HAKOCTHU je

D(Y) 1
1-PY —0| <k DY}:P{Y—H >k DY}<7:—
{iv=o1<r/pm)} = P{iy—01= 1/} < 5 =
Tj.
Tako, 3a k =2 je p > 0,75. Cauuno ce moske ompemuTu k 3a 3a1aTO
p. OBaj ce pe3ynrar MOKe KOPUCTUTHU U 3a onpebuBame obuma y30pKa
YKOJIMKO Ce 3a7ajy BPETHOCTH 34 € U p, O yeMy he Hamahe OUTU peuu.
Y Be3u ca amCoJyTHUM OACTYyMameM MOKe Ce mcKaszaTu ciaemehu
KPUTEPUjyM BALAHOCTU TAUKACTUX OIEHA.

Hepunannuja 17. Crarucrura Y = u(Xy, Xo, ..., X,,) je nocmojana oye-
Ha 32 6 ako oHa KOHBeprupa y BepoBaTHOhu Ka 6, Tj.

P
Y —60, n—oco.



56 I';masa 3

Axo je oBa KOHBepTeHIMja CKOPO U3BECHO (CKOPO CUTYDPHO),
Y250, n— oo,

OHZIa je OIeHa CMmpPozo Nocmojara.

3.2 OmpmpebuBame obuMa y30pKa

IToBehame obuma y30pKa je MOCTYIAK HA KOJU C€ y CTATUCTULM IIO
npaBuiay pauyHa. MebhyTuMm, mpakTuvyHO, KaAron obOuM y30pKa HUje
CcaydajaH, CTATUCTUYKN MOCTYIAK Ce€ CIPOBOIAM HAI TadHO onpebheHuM,
KOHAYHUM O0OuMOM y30pka n. Oryna ma Ou mIpuMeHa M0jeAMHOT CTATUC-
TUYKOTD MOCTYIKA OaJia 3310BOJbaBajyne pe3ynarare, HEOIXOIHO je MPU-
JINKOM IJIAHUPAakha E€KCIEPUMEHTa NPEeIBUIETU U OOUM Y30DKa, n.

IImarvpame exkcuepuMeHTa je IO CBOjOj CYIITHMHU MOCTYIAK KOjUM
ce mnaHupa nobujame onpebhene konmmunne nnpopmanuja. ’I[Ipomnsson”
KOJU Ce EKCIEPVMEHTOM cTBapa jecte mHpopMmanuja. llum je moburm
mTo Behy konuuuny nabopmaluja npaBeiv mpu ToMe MTO Marmke TPOII-
KOBe, MakKje NOOUTU IMTO KBAJUTETHUjU MPOU3BOJ MO INTO HUKO] IEHU.
IInan ekciepuMeHTa OUPEKTHO yTWYE HA KOJUYUHY NOOMjeHUX UHPOP-
Manuja TpPU CBAKOM Mepemy. Y TOM cBeTsy Omhe roBopa o m3bopy
obumMa y30pka n. Jemam om mMpPBUX KOPaKa KOje UCTPaKUBAY MOpa Ia
HAUYMHU y CBOM WUCTPaKMBamy je onpebuBame obuma y3zopra. O0um
Y30PKa OUPEKTHO yTUYe Ha NPENU3HOCT OIEHE, ONHOCHO HA BaJbaHOCT
3aKpydaka MNOOUjeHUX MPUMEHOM CTATUCTUUKAX MeTona. llpermusnoct
OIlEHE Ce MOYKE UCKA3ATHU BEJIMUYNHOM rpemnike qobujene onene. [Ipu Tome
IPUMEmEHN METON 33 MPOIEHY BaJbaHOCTU OIEHEe, OTHOCHO BEIUYUHY
TpeIkKe, jecTe y Be3u ca 0OMMOM y30PKA.

[Tocrymak 3a ompebuBame Gpoja n 3aBucu on mapamerpa KOju ce
olemyje, CTATUCTUKE KOJOM Ce OIlelkhyje W O TOTa Ha JI CYy OPYTU pe-
JIEBAHTHU TapaMerpu obesekja TMO3HATU WM Ce TaKohe OIemyjy Ha
OCHOBY y30pKa (yKOJIMKO je ped o ouemuBamy napamerapa). Vmajyhu
CBe TO y BUAY, HeQUHUIIE Ce MAKCUMAJJIHA BEJIUYMHA TI'DEIIKE Ca KOjoM
Tpeba pamuTy y OUEHUBABDY.

ITomenyhemo camMo Heke KpuTepujyMe KOju ce KopucTe 3a oapebu-
Bame 00MMa y30pKa y 3aBUCHOCTU OJ 3aaT€ TAYHOCTU OIEHUBAA!

e cpemmerBampaTHO ofcTymame, E(§ — )2, m crammapmEo omcTy-
name, \/ E(6 — 0)?
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® AICOJIyTHA IPEIIKa, Mama O &, OlleHe, BepoBaTHONE (moBepema)
L—a, 1. P{f-0<e}=1-a

. L ~ E(0—0)
e rkoepummjent sapujamuje onene, Cy(f) = ———

16— 0|
0

e pejaTUBHA IPEIKa OLeHe, § =

O06uM y30pKa Ce ILUIaHWpa TaKO Oa Ce IMOCTUTHE 3a0aTa TadHOCT
OIlCHE.

IIpumep 26. U3 y3opka (X1, Xo,...,X,) rpeba noctuhu raunoct onene
HEMO3HATOr mapamerpa 6 ca amcosyTHOM rpemkoM He Behiom on € mo-
Bepema 1 — a.

Haxkane, ~
P{l0 -0l <e}=1—-«
P{—e<f—f<el=1—a
Pl—c<b<fl+el=1—qa.
Kako je

0=0(X1,...,X,) =0(n),

to he ce u3bopoM € oApemUTU HAJMAKU 7 3a KOjU C€ TMOCTUKE HUBO
mopepema 1 —a. A

Ouuraenuo, ma OucMo ompenuiau n, Tpeba ma 3HAMO PAaCIOIEIy
cratucTuxe 0. OsBaj mpobJieM ce pemasa KOHKPETHO, Mala Hajuem e
IPUMEHOM [EHTPAJIHE IpaHnyHe TeopeMe. [Ipu Tome Mo:ke ma HACTYIIU
HOBU IpobJiieM 300T HEMO3HABAHA MATEMATUUYKOD OUEKUBAHA WU IUC-
nep3uje obeneskja. Tama ce oBU mapaMerpu MOPa]jy OUEHUTU HA OCHOBY
MPETXOMHOT Y30pKa Mamer oOuMa, WM HAa OCHOBY HENOTIIyHE MH(OP-
Malnuje 0O OBUM KapaKTepUCTUKaMa obelekja, Kao MITO je, PenuMO WH-
dpopmanmja D(X) < o3.

IIpumep 27. Heka ce onemyje MaTeMaTUYKO OYEKUBALE, M, obDeJIex]ja
X Oeckonaune momyJiamuje. HempucTtpacHa oieHa OBOT mapaMeTrpa je
X, (cpenuna ysopka). Ilakie,

P{{m-X,|<e}=1-a , m=EX=EFEX,
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g

P?m_XM<€w?:ﬂ—a . o=/D(X).
NG o

) ) ) X, —m
IIpema meHTpaJHOj rPAHNYHO] TEOPEMU CIIydajHa, HpOMeHJb.I/I].Ba T\/ﬁ
nmva N(0,1) pacmomeny kama n — 00, ma ce y TOPHO] jeIHAKOCTU
BepoBaTHONA MOKE OApEeIUTU U3

2¢<%@>:1—a,

OJaKJe CIenu na je

e/n O'Zlga 2
—— = Z1-a, OOHOCHO, TN >
o 2 €

rapaHTyje TpasKeHy TaYHOCT.
3a 3a0aTO ( BPEOHOCT Z1-o C€ MOMKE IPOYUTATU U3 Tabiauie, Te ce
2

u onpebhyje Ha mpuUKa3aHM HAYWH. Y KOJWKO j€ 0 HEIIO3HATO, aJi Ce 3Ha
na je o < 0g, 0Ba ce MHYOpMAIHja MOKe YIOTPpeOUTH Tako INTO Nhe ce

Ha OCHOBY
OZ1-a \ 2
€

uzabpartu mpuponan 6poj ng 3a 1 Behu ox majseher memor mena uzpasa
Ha IECHOj CTpaHu, Tj.

00Z1=a \ 2
9

Wctr mavun 3akmpmydmBama O0u ce mpuMeHno u Kox onpebuBama obuma
y30pka ca BpahameM M3 KOHAUHe TomyJganuje. Pa3syme ce, kKama je
n<N. A

+1. (3.1)

IIpumep 28. Yronuko je y muramy y3opak 0e3 Bpahama u3 KOHAUHE

nomyJamnuje buhe
— D(X) n
D(X,)=—=(1——
=2 (1- 1)

(Bumeru 'naBy 6), na 3a ouemUBAKE MATEMATUYKOD OUEKUBAA T10 UC-
TOM KPUTEPUjYMY KaO y IMPETXOMHOM IIPUMEPY MMaMO

m — X, €

< =1—-«

‘ _
JZa-5) JZa-n)

P
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evnN

— = Zi-a
ovVN —n z
OJHOCHO,
1
n > 5

£ 1
.| TN

-2

rapaHTyje TpasKeHy TaYHOCT.
IToroBO, ako He mo3uajemo o Beh 3HaMO camo na je o < oy, umahemo
na 00uM y30PKa 3a 3aXTEBAaHy TAUYHOCT OlleHe Tpeba na 3aT0BOLU YCIIOB

O3HaumMoO ca N1 HajMamy TPUPOIHU OPOj KOjU 3a,M0BOJFABA MOCIEIHY
mejenunakoct. lakie,

ny = - +1. (3.2)

YKOMUKO ymopemumMo OOMM y30pKa N1 ca OOMMOM Ny U3 MPETXOMAHOT
mpuUMepa MOKEMO KOHCTATOBATU Oa Ce KOOI y30pka 0e3 Bpahama 3a-
XTeBa Mamu OOMM y30pKa 3a MOCTU3AHE€ MUCTEe TAUYHOCTU KOJM TadKac-
TOT OIEHUBAKa OUEKUBAHE BPETHOCTU Obesieskja, HEro KO y30pKa ca
Bpahamem. 3aucra, us (3.1)

00Z1=a \ 2
n0—1+t:<72) , rmeje, 0<t<1,
€
Tj. ,
€ _ 1
OpRll—a _TL()—l-i-t7
2

na ce 3amMeHoM y (3.2) mobuja penanuja

N(no—l—l-t)

—_— 1.
N+4ng—1+t +

ny =
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Kako je
1 1
ng — 1+1¢ no
TO je
1 n 1 S 1
nog — 1+¢ N no ’
OJIHOCHO,
1
l T | +1<no
no—1-+t + N
Ipyrum peunma,
ni < no,

mTo je u Tpebasio mokaszaTu. /A

3.3 JloBOoJbHE CTATUCTUKE

Jomr jeman ox HauymHA na ce TOBOPU O BaJLaHOCTU TAUYKACTE OIEHE 32
HEIO3HATU IapaMeTap pacrnomgeie obesekja je KpUTePUjyM JOBOJLHOCTU.

Heka je nara cratuctuka Y; = ui(X1,...,X,) 3a oueHy Hemo3HaTor
napamerpa § € © C R. Ilocmarpajmo ucrospemeno jom (n — 1)—uy
CTATUCTUKY MCTOr y30PKA:

Y, = u2(X17 s 7Xn)

Y, = un(Xb' .. 7Xn)

U TO TAKBUX Oa je TpaHChopMamuja

y1 = ui(z1,...,xy)
yo = uz(T1,...,Ty)

(3.3)
Yn = ’LLn(ZL'l,---,ﬂZ'n)

”?1—-17. 3ajemHuuka 'yCTUHA PACIOLEJIe BEKTOpa cTaTucTura (Yq, Yo, . ..
bl ) bl

Yo je:

g(y17y27' .- 7yn70) = |J|f(w1(y17 s 7yn)7 U 7wn(y17 v 7yn)a0)7 (34)

rae je ca f O3HaueHa 3ajeIHMYKA T'yCTUHA BEKTOpa X, 3a obesexje
AIICOJIYTHO HEeNPeKUIHOr Tuna u 6e3 dakropa |J|, oqaocHo Jakobujana,



OnemuBame mapaMerapa 61

3a obenexje muckpernor tuna. Ca w = (w;,i = 1,2,...,n) je o3uavena
VHBep3HA TpaHCchopMmanmja 3a Tpanchopmammjy u = (u;, i =1,2,...,n).

Ykomuko Tpanchopmarmja (3.3) muje ”1 — 17 y nmemom R", onza je
nmecHa crpana penanuje (3.4) cyma on, peunMo, k uapas3a TOr OOJUKA.
Bpoj cabupaxka, k, oaroBapa ykymHOM Opojy 006JacTH Ha KOje je U3Bp-
meHo pasbujame mpocropa R"™ ¥ TO TakBUX Oa je Yy CBAKOj ON EUX
rparchopmanuja (3.3) 71 —17.

YKOJIMKO je y30pak IpPOCT, 3ajeHUYKA I'YCTUHA BeKTopa X Oum Oumia

f(xl’x% v 7$n§9) = f(xlve)f($279) o f(:Eme)

mTo 6M IPOM3BENIO U aneKBaTHe mpoMene y penamuju (3.4).
Ycnosra rycrusa 3a (Y, Ys,...,Y,) nox ycnosom Y] = y; nara je ca

91,92, -, yn; 0)
91(y1;0)

h(y277yn|y1a9): ) 3a gl>07

rae je g1(y1; ) maprunanua rycruna 3a Yy. Y ommrem caydajy h(ys,. ..,
Ynly1;0) 3aBucu ox 6. Mebhyrum, moceGHO BaskHU CilydyajeBU Cy OHU Y
KOjuMa TyCTWHA h He 3aBUCH o1 mapamerpa 6.

Hepuannmja 18. Heka je n ¢puxcupan npuponau 6poj u (X1, Xo, ...,
X,) y30pak obuma n u3 momyJanuje ca obesexjeM dnja paciomesna Ipu-
nana Gamunuju gonycrusux pacunozena {f(z;6),0 € ©}. Crarucrtuxa
Y1 = w1 (Xy,...,X,) je dosonna cmamucmuka 3a § ako U caMo ako 3a
6uio koje npyre craructukre Yy = ug(Xi,...,Xn), ..., Yo = up(Xy,. ..,
X,), 3a kKoje Jakobujan npunanajyhe rpancpopmanuje Huje Hyma, yc-
Jg0BHA rycTuHa pacmnognene h(ya,...,Yn|y1) caydajEux TpOMEHBLUBUX Yo,
..., Y, mom yciaoBoMm Y] = yj, He 3aBucu on mapamerpa 0 3a OUiIo KOjy
¢UKCUpaHy BPEITHOCT Y. <

IIpu ToMme ce mompasyMeBa HE CaMO [a AHAJUTUYKA M3Pa3 yCJIOBHE
rycTtuHe He 3aBucu of ), Beh u mena obnacT mehUHMCAHOCTU TakoDe.

Ymo3zopaBaMoO Ha HEOO3BOJLEHY 3aBUCHOCT ciaemehumM mpuMepoM.

Ilpumep 29. dyurnuja

- |

rae 0 € (—oo, +00), 3aBucu ox 6. A

, 0—1l<z<0+1,
, BaH

O Nl
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ITpumep 30. Hexka je (X7, X2) npoct ciydajuu y3opak obuma 2 u3 pac-
nozmene {B(2,60), 0 < 6 < 1}. Ucnurajmo na au Y] = X7+ X, 3amosomasa

TpasKeH! YCJOB, Tj. Ha JIM je JOBOJLHA CTATUCTUKA 3a mapamerap 6 ose
OuHOMHE pacmomee.

Y Ty CcBpXy mocMaTpamo

f(x150) f(x2;0) =
_ { (2)071 (1= 0)2 =1 (2)02(1—0)> % | (w1,72) €{(0,0),...,(2,2)}

0 , wumaue
2121971 +72 (1 —g)4— (=1 +x2)
= :(:1!(12—965)!962?(2—;2)! , (z1,22) € {(0, 0),...,(2, 2)}
0 , wumaue

Onasne mobujamo ma je:

gl(yl) = (;1)93/1(1 - 9)4—3/1 , Y1 € {07 17 27 37 4}
0 , wumaue
416v1 (1-0)4—Y
_ % IS {07 17 27374}
0 , wumaue
YamuMmo apyry cratuctury Yo = Xo ca pacnomesnom B(2,6), na hie 3a-

jeoHWYKa TYCTUHA CTATUCTUKA Y] U Yo OuUTH:

46Y1 (1—6)4—v1
s 0) = | TR+ () €100 (42)

0 , wumaue

Y caoBua ryctuna he owmru:

4091 (1—0)4—v1
(y1—y2)'(2—y1+y2)1(2—y2)ly2!

Wl 0) = w1t - () € {(0,0),...,(4,2)
0 , wHaue
1(4— |
_ | st e @v) € {(0,0), (4,2))
0, wunaue

Ilakme, yciaoBHA I'yCTUHA 3a Ys TMOM YyCIOBOM Y] = y; He 3aBucu on 6,
YymMe CMO MOKA3aJU Ma jé CTATUCTUKA Y] HOBOJHA. A
3.3.1 Kpurepujymu er3mcreHIje NJOBOJHbHE CTATUCTUKE

IIpoBepa HOBOBHOCTM HEKE CTATUCPTWKE AUPEKTHO IO AePUHUIN]U
Ce PETKO KOPUCTU 300T CIOKEHOT eKCIIMIUTHOr oApebmBama rycruHa
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pacmomesie Koje y Oe@UHUNU]U y4UeCcTBY]y. JemHOCTABHUjU HAUYWH 32
IIPOBEPY MOBOJLHOCTU Hajy HapenHe TeopeMe.

Teopema 6. (Pumep-Hejmanos kpurepujym) Hexa je (X1, Xo, ..., X,)
CAYHaiHY Y30pak uz nonysauuje ca obeaexnciem X ca zycmunom pacnodene
Koja npunada gamuauju donycmusux pacnodeaa { f(z;60), 0 € O}. Hexa je
Y1 = wi(Xq,...,Xpn) cmamucmuka wuja je eycmuna pacnodeae gi(yi;0).
Tada je Y1 dosomna cmamucmuka 36 6 axo u camo axo

flzr, 0, .. 2n;0) = gr(ur (z1, 22, ...y xy); 0)H (21, 22, . .., Tp) (3.5)
2de 3a ceaky epednocm Pynryuje uy, gynruuja H we sasucu 00 0.

Ilokas. Ilokas hemo m3BecTu camo 3a obenerxkje amCONYyTHO HEmpe-
KUIHOT TUIIA.
Hajupe yBemumo cienehy OumjekTtuBHy Tpanchopmanujy u : R" —

R"™ u moj nuBep3ny w: R — R™, u= (u1,...,up), W= (wy,...,wy):
y = Ul(ﬂfl,...,ﬂj‘n) $1:w1(y1,---,yn)
yo = wua(z,...,z) T2 = wo(Y1,-- - Yn)
(3.6)
Un = Up(x1,...,2n) T =wn(Y1,---,Yn)

TakBe Oa je JakoOujan

al'i

J =
y;

£ 0.

ivjzlv"'vn

[IpernocTaBuMo na Bazku ycaosB (3.5) u mOKaKuMO 1a je Y] moBoJLHA
CTATUCTUKA.

Oarosapajyha 3ajemuuuka rycTuHa paciomgesie CTATUCTUKA Y1, Yo, . ..
Y,, ouhe:

g(y17y27’ .- 7yn79) = f(wl(y17 v 7yn)7 v 7wn(y17 v 7yn)70)“]‘
= gl(ylve)H(wl(yla v 7yn)7 v 7wn(y17 v 7yn))’t]’ .

C mpyre cTpamHe, Kako je yCJIOBHA I'yCTUHA JaTa Ca:

g1(y1;0)
91(y1; ) H (w1 (Y1, -5 Yn)s s W (Y1, -+, Yn))|J]| _
91(y1;0)
= Hwi(yt, - Yn)s-- - Wn (Y15, Yn))|J|

h(y27"'7yn|y1) =
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U OUUWIJIeTHO HE 3aBUCU OX mapamerpa 6, ciaenm na je Y] HOBOJbHA
CTATUCTUKA.

Jloka:KUMO U IPpYTU CMEpP MCKa3a TeopeMe.

[IpernocraBumo cama ma je Y; HOBOBHA CTATUCTUKA U JOKAKUMO
na Basku yciaos (3.5). Y ToM cayuajy yCIOBHa I'yCTUHA HE 3aBUCU O
nmapamerpa 6: ( "

g\yi,---,Yn;
h(y27"'7yn‘yl) 91(1/179)
Tj.
91, - yni0) = 91(y1; 0)h(y2, - - ymlyn) -
Kopucrehu unBep3ny tpancpopmanujy w uuju je Jakobujau J* =

’ Ay

Dz, # 0, mobujaMo ma je 3ajeIHUYKA T'YCTUHA BEKTOPa X

i,j=1,..n

flxr, .o xn;0) = gur(ze, .oy @n), -y un (@1, .o, 20 ); 0)| T =

=qui(z1,. .. 2n;0))h(ue(z1, .. &0, oy un (@1, ) ur (X1, ..o zn)) [T
Ouurnenno 3a H(xq,...,z,) ce moxe y3etu h(ug(T1,...,Tpn), ..., Up(x1,
ooy xp)|ur(x, ..., x,))|JJ¥, TE je m apyru cMep McKaza TeopeMe NOKa3aH.

3a OUCKPEeTaH CIydaj HOKa3 ce PA3UKyje caMoO ¥ TOME IITO M30CTaje
Jakobujau. O

Iakne, ®umep-HejmanoB kpurepujyM HaM MOKa3yje Oa YNHEHUIA
Ia je HeKa CTaTUCTUKA NOBOJbHA, HUj€ YCIOBHEeHA N300POM MPEOCTaINX
n—1 crarucrura (mox ycsuoBoMm na je JakoOujan kopumlieHe TpaHchop-
Maluje pa3iIuduT On HyJIe).

IIpumep 31. Hexra cy Yi,...,Y, craructukre mopeTka Ha OCHOBY IIPOC-
Tor ciydajror ysopka X = (Xi,...,X,), Vi = X3 ,1 = 1,...,n u3
pacnoneie 4uja je rycTUHA

f(a;;H):{e_(x_e) , I<r<oo ,—oc0<f<

0 , wunaue.

I'yctuna pacnonene craructure Y] je

—n(y1—0) 0
ne , < < 00
91(y1:0) = { 0 I/IHa‘Z:é.

3ajenHuuYKa ryCTUHA paclonese BeKropa X je

e~ (@1=0) ;—(x2—0)  —(zn—0) _ g1(min z;; 0) {e:z:p(—:nl R :En)} .
i ’ n - exp(—n - min; x;)
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Haxrne, kopucrehu ce Pumep—HejmanoBum KpuTepujyMom, 3aKbyUy-
jeMo ma je CcTaTuCTUKa MOPEeTKA pena jemaH MOBOJHA CTATUCTUKA 3a
oreny napamerpa  mocmarpane pacmogeie. A

Pumep-HejmanoB kputepurjyM 3axTeBa MO3HABAIE I'YCTUHE PACIO-
nejie 3a Y7, MITO MOXKE & OTEXKA UM YaK OHEMOTY N1 1herOBY IPAKTUUHY
npuMeny. Hapennu kpurepujym uzberaBa HEOIXOMAHOCT TO3HABAKA OBE
rycTuHe.

Teopema 7. (Teopema ¢axropusanmje) Hexa je (X1, Xo,...,X,) yso-
PaK u3 nonyacuuje ca obenenciem “uja zycmuna pacnodese npunada fa-
muauu donycmusuz pacnodeaa {f(x;0),0 € O}. Cmamucmuxa Y7 =
u1(X1,...,Xy) je dosowna cmamucmuka 3a 6 axo u camo axo nocmoje
dse menezamusene gynxyuje k u K, maxee da je

flxr,zo, - 20 0) = k(ui (x1, 22, ...y 2p); 0) K (21,22, ..., ) (3.7)

ede 30 ceaky Kowkpemny epednocm uy(zy,...,Ty) Pynrkyuja K(zq, ..., zy)
He zasuct 00 6.

Joka3. /loka3 M3BOAMMO CaMO 3a aIlCOJyTHO HENPEKUIHU CIIyUaj,
IOK je 3a AUCKPETHU aHAJIOTaH.

[TpernocraBumo na Basku paxropusanuja (3.7). lepurummmo ucty
TpaHchopMmamujy kao y mokaly Pumep-HejmanoBor kpurepujyma. 3a-
jemHWYKa I'yCTUHA paclomeiie CTATUCTUKA Yi,..., Y, je

g(yh’ .. 7yn79) = f(wl(yh’ .. 7yn)7 s 7wn(y17 s 7yn)79)’J’
= k(i) KWi(yts-- yn) - wnlyr, - yn))|J]

Cana Tpeba mokasaTu na yCIOBHA T'yCTUHA HE 3aBUCHU OJ MapaMerpa
0 uwnu na Basku Teopema Pumep—Hejmanma. Y Ty cBpXy ompemumo
MaprUHAJHY I'yCTUHY 3a Y7.

+00 “+oo
91(y1;9)=/_ / 91,925+, Yn; 0)dy2 - - - dyp =

—+00 “+00
:/; "'/_ k:(yl;e)K(wl(yl,...,yn)7...,wn(y1,...,yn))|t]|dy2-..dyrl:
= k(y1;0)m(y1)

rue je

+o0 +oo
m(yl):/_ Kwi(yry--sYn)s -« sWn(Y1, -« yn))|J|dy2 . . . dyn

—00
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3a m(y1) = 0 6uhe g1(y1;60) = 0. Mebyrum, 3a m(y1) # 0 ,
K(z1,...,xy)

m(’u,l(xl, ‘e ,.’L’n)) '

f(xlw” 7wn79) = gl(ul(xla"' 7wn)79

IIpema ®Pumep—HejmanoBoM Kpurepujymy, CTATUCTUKA Y] je MOBOJLHA
CTaTUCTUKA 3a mapamerap 6.

OO0CpHyTO, IpEeTHOCTABUMO 12 je Y] MOBOJLHA CTATUCTUKA. Tama ce
3a k u3 paxropuzanuje (3.7) moske yzetu dpyurmuja gi(ui(zy,...,x,);0),
a 3a K ¢yurmmja h(ug(z1,...,20), .. un(z1,. .., Tpn)|ur (21, ..., 2y)) u3
neUHUINIje JOBOJLHE CTATUCTUKE, UMME ce NOKa3yje da (akTopusanuja
Baxu. O

Teopema 8. Axo je Y1 = ui(Xy,...,X,) dosowna cmamucmuka 3a na-
pamemap 0 pacnodeae obenexmcja X uz koje je yzem yzopar, mada npou-
36omna bujekmuena Pynrkuuja Z = u(Y1) xoja ne zasucu 00 0, mj. Z =
w(ur(X,...,Xn)) = v(X1,...,X,), je maxohe dosomna cmamucmuka 3a

6.
Ioka3z. IIpema teopemu ¢axropusanuje je
flzy, .oy xn;0) = k(ur(z1, ..oy 20);0) K (21, ...y p).
C o63upom Ha Gujekunjy z = u(y1), ciaemu ma MOCTOjU MHBEP3HA (YH-
kuuja w takBa na je y; = w(z). C gpyre crpare je y; = ui(zy,...,Tn),
Te je
up(x1, ..., on) = w(z) = wu(uy(x1,...,2,))) = wv(x,...,z,))
KOja He 3aBucu on 0, Te je

flxy,.. . xn;0) = k(w(v(zy, ..., xn)); ) K (21, ..., 2p) =
=k(w(2);0)K(x1,...,2,) = k1(2;0)K (21, ...,2,), voe je ky = kow.
Kako je k1 ¢ymrmuja (om y3opka) camo oxm z u on 6, a K me 3a-

Bucu ox #, To je, mpema TeopeMmu ¢akropmsanuje, 7 takobhe moBoJHA
CTaTUCTUKA 3a mapamerap 6.0

3.3.2 Hajb6osa omeHa 3a mapaMeTrap

IloBoJ/bHE CTATUCTUKE WI'Pajy BaKHY yJIOTy y onpebmBamy mobpe
omeHe 3a mapamerap. Axo je § mempucrpacua oumena 3a #, a Y go-
BOJ/bHA CTATUCTUKA 32 WUCTU Mapamerap, Tama je mMoryhe mahu HeEKy
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¢yurnujy on Y roja he takobe Outm HempucTpacHa onena 3a 6, a nehe
uMmary Behy mucmeps3ujy on 6. Teopujcky mommory 3a Taj 3aKbyUakr
naje cieneha teopema Kojy HaBomaumMo ©e3 mokasa.

Teopema 9. (Pao-BaexBesoBa teopema) Heka cy X uY cayuajre npo-
menpuse maxee 0a'Y uma ouexusame 0 u xonawny oucnepsujy D(Y'). Hexa
je E(Y|X = ) = o). Tada je E(p(X)) = 6 u D(p(X)) < D(Y).

IMocnemuna 1. Heka je Y1 = ui(Xy,...,X,) dosowna cmamucmura 3a
napamemap 0. Hexa je Yo = ua(Xy,. .., X,) nexa opyea cmamucmuxa (xoja
nuje dynkyuja 00 ysopra camo nocpedcmeom Y1) koja je HenpucmpacHa
ouena napamempa 0. Tada E(Y2|Y1 = y1) = ©(y1) dedunuwe cmamucmury
e(Y1). Osa cmamucmuka, koja je gynryuja 00 0080.pHE CINAMUCTIUKE 3G
0, je nenpucmpacka ouerna 3a 0 u wewa ducnepsuja je mawa 00 Jucnepsuje
30 Ys.

Ioka3. IlomTo je Y7 moBosbHa crarucTuka 3a 0, yciIOBHA I'yCTUHA
pacmomene 3a Yp mOI YCIOBOM Y] = y; He 3aBucu ox f, Tako na je
EYs|Y1 = y1) = o(y1) dyrrmuja camo onm y; (a me u ox ). Iakie,
©(Y1) je cratucrura. IIpema Pao-Baeksenosoj teopemu,

E(p(11)) = E(Y2) =0,
jep je Yo mempucTpacHa oreHa napamMerpa f u
D(p(Y1)) < D(Yz).
Ho, rako Y, Huje ¢pyHENUMja on y30pKa caMo IpeEKo Yp, TO je
D(p(Y1)) < D(Y2) .0

OsBa mocnemuua HaM yKa3yje Ha TO Oa y Tparamy 3a HajOoomOM
OIEHOM mapameTpa #, HaKmy MOKEMO Oa OTPAHMYMMO HA MTOBOJLHY
CTATUCTUKY aKO OHA MIOCTOju, jep moaazehu o \me J0JIa3UMO OO HEMPUC-
TpacHe OIleHE 3a IMapaMeTap YMja je OUCIep3nja Mama OJ OUCIEP3U]je
OuJio KOje Apyre HEMPUCTPACHE OIEHE.

3.3.3 Kommniaernoct

Hedpnuaumnumja roMIiaeTHOCTH Opunana teopuju mMepa. Mwu hemo je
OBJI€ KOPUCTUTH [ UCKAKEMO j€ITHO BAKHO CBOjCTBO MOBOJLHUX CTATUC-
TUKA.
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Iedpmaummja 19. Heka je mato obenesxje X uywmja pacnonena mpumnana
¢haMuUInju JOIYCTUBUX pacIonesa

{f(2:0),0 € ©}. (3.8)

N3zabepumo npoussomsny Bopenosy ¢pyuruujy u rae je u(X) ciaydaj-
Ha MPOMEHJLMBA KOja He 3aBUCU O HapameTpa § m TakBy Oa MOCTOjU
E(u(X)). Aro je E(u(X)) =0 3a cBakro 6 € ©, camMo moJ yCIOBOM Ia je
u(z) =0y cBakoj Tauku x € R y K0joj je Gap jenan eseMeHT pamMuiaunje
(3.8) crporo nos3utuBan (MOske OUTH jeIHAKA HYJIU CaMO Ha CKYILy Mepe
Hysa), Tana je pamuanja (3.8) xomnaemmna.

Haname hiemo oBre kopuctuty (360r je THOCTABHOCTU JOKA3UBAHA )
caMo Henpekruae GyHKImje u, a He Bopesose yormTe, Kako je MCKa3aHo
ne(GUHAII]OM.

IIpumep 32. Heka je ¢pammamja momyctusux pacmnozena {U(0;6),0 >
0}, =j.
1

0, wuHaue

Horaxumo na je pamuuuja {f(x;0),0 > 0} kommnierHa.
ITobumo on mpernocraske na je E(u(X)) =0, roe je u Henperuana
¢yuRuMja. Y TBpAMMO Kada je oBa IpermocTaBka Moryha. lakie,

0 1 1 rf
E(u(X)) :/ u(z)-de = —/ u(z)dx =0,
0 0 6 Jo
a ¢ Apyre cTpaHe HOCIEIba JeIHAKOCT je TauHa aKO M CaMO aKo je
0
/ u(z)dx =0.
0

Ako je 8 > 0 u mabemo u3BOJ MO rOPHOj rpanunu, tj. mo #, (mwro je
YMTAOILY MO3HATO KAO M3BOJ IIapaMeTapCKOr MHTerpaJa) nobuhiemo:

6
7 :/ uy(x)de + 0 - u(f) — 0 =0
0
N3 nocnenme jemnakoctu nobujamo ma je u(f) = 0 3a csako 6 > 0,

a omaBme ciaemu ma je m u(x) = 0, 3a cBako x > 0, ma je dpamumauja
KoOMILTeTHa. A
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IIpumep 33. Heka je y muramy OUCKPETHA PACIONEIa W HEKA j& JaTa
pavunuja {B(1;6),0 < 6 < 1}. IoraxkuMo na je OHa KOMILJIETHA.
Ilakie,

) A=) 2 =01
f(m,@)—{ 0, wmmaue

IMobumo, ka0 M y HpeaxomHOM IIPUMEpPY, O IPETIOCTABKE na je
E(u(X)) =0 u na je ¢pyuruuja u menpexungaa. Tana je:

0 = u(0)0°(1—0)"4+u(1)0' (1-6)° = u(0)—0u(0)+u(1)0 = (u(1)—u(0))0+u(0).

JluneapHa QyHKIUja je UICHTUYKYN jeTHAKa HYJIN aKO U CAMO aKO Cy jOj
KOe(UINjeHTN jeIHAKU HYJIU, Tj.

u(0) =0
u(1) —u(0) =0,
a omaBme mobujamo ma je
u(0) =u(l) =0,

qyMe CMO OJORKa3aJil KOMIIJIETHOCT Cl)aMI/I.T[I/Ije. A

3.3.4 JemmHCcTBEHOCT HajOOJLE OIlEHE 3a mapameTrap

Bugneau cmo na, ako je Y1 = ui(Xy,...,X,) Ouna moBObHA CTATUC-
TUKa 3a mapamerap § m ako je mocrojaja OWIIO KOja HEIPUCTPaCHA
ormena Yy 3a mapamerap #, Koja Huje Ouia ¢GyHKIUja OI y30PKA CAMO
Ipexo Y7, Tazxa je mocTojasa Oap jom jemHa GyHKIUja on Y] pas3auduTa
on Y1, Koja je busa mempucTpacHa omueHa 3a . Tako ce Hame Tparame
3a 60JLOM CTATUCTUKOM (IO KPUTEPUjyMY CPEAme KBaAPATHOL ONCTY-
nama) 3a 6 Moxke ma cysm camo Ha (GyHKUUje omx Yi.

Teopema 10. Hexa je Y1 = ui(Xy,...,X,) dosowna cmamucmuka 3a na-
pamemap 0 pacnodene obeaexmcja X nocmampanoz Ha NONYAAUUIU U3 Koje
je yzem y3opak, u nexa je pamusuja zycmuna pacnodese cmamucmure Yi

{91(y1;0),0 € O} (3.9)

Komnaemua. Axo nocmoju nwenpexuona gyrrkyuja @ 00 Yy (dedunucana y
Ilocaeduyu 1) xoja je nenpucmpacka ouena napamempa 6, (mj. nocmoju
cmamucmura (Y1) maxea da je E(p(Y1)) = 0) mada je pynryuja ¢ cropo
CuzYPHO jedurncmaena Hajooma oyena 3a napamemap 6.
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Hoxa3. IIpermocraBumo cynpoTHO Tj. na cem ¢yuruuje ¢(Y7) moc-
Toju jom mHeka (ymrimmja (Y1), n Heka cy obe HempekumHe (yHKIMje
KOje He 3aBHCe OJ mapamerpa ), a HeIpUCTpaCHEe Cy OIeHe mapamerpa
0. Tana je:

E(p(Y1) —y(11)) = E(p(Y1)) — E(¥(Y1)) =0 — 60 = 0.

Kaxko je (3.9) kommierna ¢pamunnja, To 3Haun na je pyHKmmja @ —1 = 0
3a CBE BPEIOHOCTHM apryMeHTa 3a Koje je Dap jemaH eleMeHT (pamMuiuje
(3.9) crporo mosurusan. lakie,

(Y1) —¥(Y1) =0

CKOPO CHUT'yPHO, Tj.

(Y1) = ¢(Y1)

cxkopo curypHo. Ila je ¢yHENuja ¢ 1 HajOObA CTATUCTUKA 3aKJLYUYje
ce npema teopemu Pao—Dieksena u3 unmenune na je D(p(Yr)) < D(Ys)
3a OUIIO KOjy APYry HENPUCTPACHY OIEHY Yo HA OCHOBY UCTOT Y30DKA.
O

OBa Teopema je caMmo crenujajian ciayyvaj ommruje treopeme Jlemana
u Iledea.

Kao mro je y medunmMnuju xoMniaeTHe GpaMuiarje HATJIANIEHO O3 CE
OHa MOKe MCKA3aTU U 3a (YHKIUje KOje HUCY HemperumHe (y TOM Ciry-
yajy ce NOKa3 M3BOAM alapaToM TeOpHhje Mepa), TAKO Ce U TeopeMa
O jenmuHCTBEHOCTU HajOOJLe OlleHe 3a mapaMmeTap KoOja Cce OTHOCU Ha
KOMILIETHY (DaMUINjy MOKe MCKa3aTu 1 0e3 MPEeTIOCTaBKe O HENPEKUI-
HOCTU, YUME C€ Y OKBUPY OBOT Kypca Hehiemo GaButm.

Vckas ma je Y7 moBosbHa craTtucTukra 3a napamerap 6, § € O, 3a
KOJy je pammanja

{91(y1;0),0 € O}

¢yHKOUja rycTUHA paclIonesie KOMIIETHA, 3aMelmyje ce, paal jeqHOC-
TaBHUjer M3paKkaBama, UCKA30M KOMNAECMHA 0080HHA CMAMUCTIUKG 30

6.

IIpumep 34. Heka je mara Ilyacomosa pacmomena {P(f), 0 < 6 < oo}
ca TYCTUHOM

gre?
f(x;@): I x6{0,1,2,...}

0, wunaue
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U MPOCT CAyYajHM y30pak X obuma n m3 Te pacmnomeie. [lokaszatu na
je Y1 =3>1", X; KOMIIJIeTHA NOBOJbHA CTATUCTHKA 3a mapamerap 0.
JIOBOJBHOCT CTATUCTWKE CJIEIN HA OCHOBY

n n 9:02‘6—9

I1f(i0) =

i=1 =1

" 1
= exp <ln9-2xi—n9> an

i=1 i=1 %i!

U TeopeMe (aKTOpU3anUje.

Kommnuernocr ¢pamuauje {g1(y1;0), 0 < § < oo} cirenu u3 yumeHUIE
na je ¢pamunuja IlyacomHoBux pacmonena KOMIJIETHA, Tj. UMHEHUIE Ia
Y1 nma P(nf) pacnozmeny (mro je mosuato u3 Teopuje Beposarnohie).
ITpema Tome Y] uma rycruny

(n@)vre—m0

91(y1;0) = o y1€{0,1,2,...}

0, wunaue

Y 3MUMO TIPOU3BOJLHY Hempekuany QyHruujy u 3a kojy je E(u(Yy)) =0
¥ IDOKaKMMO na je To Moryhe camo ako je u(y;) = 0 y Taukama y; =
0,1,2,....

Haxme, 3a cakxo 6 > 0

© n@)vre—m
0= B(u(r) = 3 ulm "L
y1=0 '

n nd)?
=e <u(0) + u(l)l—? + u(2)( ;) + - ) .

né

[Tomro e~ muje jemmarko myau, obuhe

2
n-u(2
0 =u(0) + nu(1)f + <%> 0% 4 - -.
Mebyrum, ako TakaB GeckoHAUHU (CTEIEHM) pel KOHBEPrupa Ka HyJIu
3a cBako 6 > 0, Tanma cBaku kKoeduImjeHAT y3 oAroBapajyhm cremen
npomenmuBe Mopa outu 0. To ject
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n OTya

IITO je M TpebaJyio JOKA3aTH.
Hakne, E(Y) = nf, na je tpaxkena GpyHKIUja @ KOja daje jequHCTBe-
Hy HajboLy OmeHy 3a mapamerap

Y; _
go(Yl):;l:Xn A

Hapenumo jom jenmmy, u3 onepaTuBHUX Paliiora BajKHY, TEOPEMY:

Teopema 11. Hexka je (Xy,...,X,) ysopax uz pacnodese {f(x;60),0 € O}

20e je © unmepean. Hexa je Y1 = uy(Xy,...,X,) dogomha cmamucmurka
3a 0 ca xomnaemnom pamusujom zycmuna pacnodeae {g1(y1;0),0 € O}.
Hexa je Z = u(Xq,...,X,) buro xoja dpyza cmamucmura (Koja nuje camo

Pyrnryuja 00 Yy). Axo pacnodesa sa Z we sasucu 00 0, mada je Z wesa-
BUCHA CAYUATHA NPOMEHAUEA Y 00HOCY HA CAYYAJHY NPOMEHLUBY Y.

Iloka3. /lokas hemo m3BecTHM caMO y CIENUjaJHOM CJIyYajy U TO
Kaga je obenexxje X amcoyTHO HEMPEKUAHOT TUIA U KaIa je yCJIOBHA
T'yCTUHA PACIonese CTATUCTUKE Z IO YCJIOBOM Y| = Y HENPEKUIHA
¢yHEOUja On Y.

Heka cy pemowm:

g2(2) —MapruHaJHa I'yCTUHA 32 Z,
h(z|Y1 =y1) —ycuaoBHa ryctuna 3a Z upu yciaoBy Y1 = yi,
9(y1,2;0) —3ajenuuyka rycruna 3a (Y, 7).

Tana je marerpad:
+o00 “+o0 . 9
g\y1, z;
/ h(zly1)g1(y1; 0)dys :/ (17,)91@1;9)6@1 = g2(2).
—o0 —00 gl(ylae)
Opatae cnenu na je
+00
| (@(2) = hGel)g (s 0)dy = 0.

Kaxko je Y} moBomma cratuctuka 3a napamerap 0, to h(z|y;) He 3aBucu
on 6 u, Kakro je paMuaMja KOMIUIETHA U GYHKIU]a go(2) KOHCTAHTA TO Y
u He 3aBucu ox 0, To je u pazmuka go(z) — h(z|y) Henpexknnua ¢yHKII]A
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on y; u He 3aBucu ox 0. Iarne, oulie ga(z) — h(z|y1) = 0. Cnemm
92(z) = h(z]y1). Omrocuo, mobuau cMo ga je:

9(y1, 2;0)
91(y1;0)
9(y1,2:0) = g1(y1;0)h(z|y1)
9(y1,2;0) = 91(y1;0)g2(2) .

Ilakme, 3ajeqHUYKA TYCTUHA je MPOU3BOM MapTUHAJIHUX I'YCTHUHA, a Ca-
MUM TUM Cy Y] U Z He3aBWCHE CJyuYajHe mpoMeHpuBe. O

h(zly1) =

IIpumep 35. Cama cmo y moryhHOCTH ma HOTOKaKEMO Oa Cy Cpeau-
Ha W AWCIEP3Uja IPOCTOr CIYydYajHOr y30pKA W3 HOPMAJIHE PAaCIOmesie
{N(m,o%),m € R,0* € RT} nesaBucue cayuajue npomenmuse. ¥ [Ipu-
Mepy 36 hemo ce yBepuTHu na je cpeiumHAa Y30pKa X, 33 CBAKO IATO
02 > 0 KOMIIeTHA NOBOJbHA CTATUCTHKA 33 M TIe je —00 < m < 00,
a cama hemMo caMO KOPUCTUTU Ty 4YMm-eHuily. Jla Oucmo mokrasajiu
[OMEHYTY HE3aBUCHOCT IOBOJLHO je mokaszaru (mpema Teopemm 11) na
pacnomena 3a gi He 3aBUCHU OO M. Y Ty CBPXY KOpUCTHNEMO (GYHKIA]Y

. a2
remeparpuce MoMernara (Bumu 'maBy 6) ciaydajHe mpoMenspuse S, :

M(t) = E(efSn) =

= /J:o . /J:oexp<% lz:(xz —fn)2> (0 127T>nexp<— i %) dzy...dz,.

=1

Oynrnuja M(t) je nepurncana 3a t < 5.

Hanwmcanm wHTErpas je KOMIJIMKOBAaH 3a uU3padyHaBame u Hehiemo
ra uspaudyHaBaTu, a unmenury na M (t) me 3aBucu ox m mobuliemo Ha
cnemehn mavnn. YBoaumo 1 — 1 Tpanchopmanujy

WL =1 —m s Wy =9 —MmMm EEEE) Wnp =Ty — M.

Ouurnenno, wmen Jakobujan je jemnar 1. Kopuctuhemo oBy Tpaunchop-
Manujy 3a yBoheme CMeHe y MHTerpaJ KOjuUM je me(uHMCaHa MOCMa-
TpaHa (QYHKIUja reHepaTprca MOMeHAaTa, Ia Cy CyMe

n

zn:(ajl —m)? = wa , zn:(ajl —T,)? Z(wl -o)?, w=
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IITO, OUMIJIEOHO, HE 3aBUCKU OL M. A

Y cayuajy peryiapHe eKCIOHEHIMjaJiHe Kjlace, O 4eMy e HamaJjbe
Out; peum, TeopeMa je TUIa aKo u camo axo. Teopema BaKW U y
CIy4a]jy BUIIEANMEH3UOHOT TapaMeTpa.

Yonmreme je Moryhe BPUIUTA U Y IPABIy BUIIEANMEH3MOHOT 00e-
Jexja ca BUIIEIUMEH3NOHUM MMapaMeETPOM.

3.3.5 loBoJbHA CTATHUCTWKA 34 BUNIEIVIMEH3NOHU IIapaMeTap

Y MHOTrUM CiydYajeBrMa je mapameTap Koju Tpeba OIeHUTU BUIIe-
muMensuonu. /lakie, y ommreMm ciaydajy he outm © C R" rme je r
Heku mpuponad 6poj. Mebyrum, Bpso wecto je r = 2. Otyma u mo-
jamM moBOJpHOCTU Tpeba MPOIMUPUTUA TAKO Aa OOYXBATU W BUIIEIUMEH-
3uoHe mapamerpe. llpomupyjy ce m Teopeme 0 KOjuMa CMO TOBOPUJIU
y jeIHOIMMEH3MOHOM CAy4Yajy.

Hedbuanmmja 20. Herka je X = (X3, Xo,...,X,,) cayvajuu y3opak u3
nomynamnuje ca obenexjem X umja pacmomesna npumnana GaMuanju go-
nyctuBux pacuomena {f(x;0),0 € O}. Heka je Y m—mumeH3n0oHUN
cayyajuu Bekrop cratuctuka Y = (Y1,Ys,...,Y,,), roe je V; = u; (X1, Xo,

S Xn), i =1,...,m. Hera je fy(y;0), y € R"™ rycruna pacmnomeie
Bektopa Y. Tana je Y dosowmna cmamucmuxa 3a @ ako U camMo ako
KOJIMYHUK

f(:El,l’Q, ey Tp; 0)
fx(y;0)

He 3aBucu on 0 3a cBe BpemuocTu x; obenexkja X .

= H(x1,22,...,Zp) (3.10)

Y cayuajy obenexkja X arncoyTHO HEMIPEKUAHOT TUIA, KOJIUYHUK Y
(3.10) je Gam ycioBHa I'yCTHUHA.

Tpeba yountu ma je y ommreMm ciydajy m # r, Mana y BehuHum
cilyJyajeBa BayKU j€THAKOCT.

[Ipomupeme, Ha mprMep, TeopeMe (haKTOpU3aNMje HA BUIIEANMEH-
3MOHU HapaMerap, 6uiao 6u:

BexkTop cratuctuka Y je moBosHA cTaTUCTUKA 3a mapamerap 0 € ©
aKoO U caMO akKo ce Mory na Haly nBe HemeratuBHe ¢QyHEKUUje k 1 K
TakKBe na je

f(z1,29,...,2,;0) = k(y; 0)K (21,2, ...,2,)
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raoe ¢pyuruuja K He 3aBucu on 6.

KonmenT koMmmiersocTu Ha mp., Ka0 WM APYTU IMOjMOBU BE3aHU 34
IOBOJbHE CTATUCTUKE 33 jeIHOIUMEH3WOHU IapaMerap ce Takobhe mpo-
mIMpyje Ha MOOBOJLHE CTATUCTUKE 3a BUIIEIVMEH3WOHMW IapaMeTrap Ha
oarosapajyhnm mauuws, agum o Tome oBae Hehe Outy peun.

IIpumep 36. Heka je mar mpoct yszopak X = (Xi,...,X,) u3 momy-
Jlanyje ca HOPMAJHOM pacHonesioM obenexja, Tj. ca (paMuUInjoM mo-
MIyCTUBUX PAaCIIONEIa

{/\/(91,92), —00 < 1 < 400, 0< by <OO}.
I'yctuna pacnomene obemesxja X je

1

0 6?
. _ _ 2 .1 _
flx;61,05) = exp( 2923: + 923: 20, In \/27r92> .

[TocmaTpajmo craTucTture

Vi=) X; u Yo=Y X7
i=1 =1

Jlako je morazatu na je (Y1,Ys) ABomuMeH3MOHA NOBOJLHA KOMILIETHA
cratucTuka 3a mapamerap (01,03). Illrasume, ako gepuaMIIEMO TIpEC-
aukaBame 1 — 1 ma ciuenehu mauwms:

2 —
i o Yo—ib S (X — X)’
=2 =X, Z=—"—t-= ,
n n—1 n—1

Z1

ouna he (71, Z3) 6butn ABOANMEH3MOHA KOMIIETHA NOBOJbHA CTATUCTUKA
3a (01,02) n jenuHa TakBa 1A je HEIPUCTPACHA, Tj.

E(Zl) =60 s E(ZQ) =0,.

Heramuuje hiemo ce oBme mo3abaBUTH CaMO MOBOJLHONINY CTATHUC-
ture (Y1,Ys). Bawncra, 3ajenHudka IyCTHHA OBOT IPOCTOT Y30DKA je

Hf($i591,92) = H #exp <—(Z27291)> =
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rge ce MOKe y3€eTUu

1 n
k(y1,y2;01,02) = exp (—% (y2 —201y1 + n@%) —3 ln(27ﬂ92))

K=1

IIa IpeMa TeopeMu (pakTopusanuje ciequ TBpheme. A

3.4 Perynapra ¢ammiauja rycTuHa pacmoae’ie

Y majbeM m3jaramy y Be3d Ca OllemUBameM apamerapa Oulie on
UHTEpeca na 3ajeOHUYKY T'YCTHUHY PAacCIonese CIYYajHOT y30pKa IMOC-
MaTpaMO Kao (YHKIU]y OJ HEIo3aTor MapaMeTpa, jeTHOIUMEH3WOHOT
WY BUIIEIMMEH3MOHOT, 3aBUCHO O nepuHUIMje mpobieMa Koju hemo
pemasaTu.

Heduuanmmja 21. Heka je nar yzopak X = (Xy,...,X,) u3 nonynamuje
ca obenerxjem X umja pacmnonena npunaga GaMuInju JOIyCTUBUX Pac-
noznena {f(x;0), § € O}. Pynrxyuja sepodocmojrnocmu 3a mapamerap 0, y
osuamu L(f), je 3ajequuuka rycTuHa pacuoese BeKTopa X ImocMaTpaHa
Kao (yHKnuja ox 0

L) =LO;z1,...,24) = f(x1,...,20;0) , (21,...,2,) € R".$

YBenumo cana nepuHUINM]Y peryiapHe ¢paMuianje ryCTuHa PaCIoIe-
Jie 3a je HOAWMEH3UOHU MapaMeTap:

Iedpmuaummja 22. Hexka je nata ¢ysrmumja u : R — R u pamunuja mo-
nyctuBux pacunozxesa {f(z;0),0 € O} 3a obenesxje X Here momysanuje
13 Koje ce y3mMma y3opak obmma n. Kazahemo nma je gamuauja donyc-
mueux pacnodesa pezyaapna' axo 3a QYHKIM]Y u ¥ HAMUINA]y XOIyC-
TUBUX pacmomeia Baxke ciaemehum ycaosu pezysaprocmu:

e (R1) © je murepBan (mmau meo crym R)

e (Ry) Cryn K = {x = (x1,...,2,) : L(6,x) > 0} C R™ ne 3aBucu ox
0

1Y 0B perymapHOCTE ce MOy M Apyradmje MCKA3ATY MIN TOCTABUTH.
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o (R3) ®Pymrmmja L(0) je mapepernujabuana mo 0 u Baskm’

0 B OL(0,x)
90 Jre L(H,x)dx—/n 50 dx
0 OL(0,x)

20 Rnu(x)L(@,x)dx:/ u(x)de

n

U aHAJOTHO 33 OVUCKPETAH CJIYyYaj

) OL(0,x)

— L(0,x) = —_—
9 OL(0,x)
— u(x)L(0,%x) = wx)————= .
5 2 H9L0.0) = 3 o) P

Teopema 12. (Pao-KpamepoBa moma rpanumna) Heka je dam yzopax
X = (Xy,...,X,) u3 nonyaayuje ca obeaexncjem X wuja pacnodeaa npu-
nada gamuauju donycmusur pacnodeaa {f(x;0),0 € O} O C R, xoja
je peeyaapna. Hexa je Y cmamucmuka nocmampanoz y3opka ca Kowau-
HUM OPY2UM MOMERMOM U MAKBAG 04 je NenpucmpacHa ouena oufdeper-
yujabuane dynryuje p(0) napamempa 0 € O, ¢ : @ — R, nocmampane
pamuauje. Tada sancu

Dy O
E(alnas(e))

3a cearo 0 € O, 20e je ca L(0) osnavena caywajna npomennusa L(6) =
L0, X1,..., X).

JHloka3. Iloka3z hemo HaBecTH 3a AICOJNYTHO HENPEKUIAH CIydYaj, a
OVCKPEeTaH CIydYaj ce pazMaTpa aHAJOTHO.

Kako je ¢yHrmuja BepomoCTOjHOCTH (YHKIMja T'yCTHUHE Dacloxese
BekTOpa X, TO je

/ i L(;x)dx=1. (3.11)

Hexa je
Y =u(X).

2y nameM tekcry 6uhe kopumhero
fRn f(x)dx = ffooo e fjooo flzi,...,xn)dz1 ... dey .
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Tama, 360r amcoayTHEe HEIPEKUTHOCTU M HEIPUCTPACHOCTUA CTATUCTUKE
Y umamo

BE(Y) = / u()L(#:x)dx = p(8) (3.12)

Hudepennupamem 1o 6 jemnakoctu (3.11) m (3.12) u HA OCHOBY OCO-
Oune perymapHOCTU, TOOUjaMoO:

oL(O;x) ., 0 ' B
/ " dx = 96 Jrn L(0;x)dx =0, (3.13)
Kao u 5 20(0)
%/nu(x)L(Q,x)dx =30
Tj.
/ § u(x) 8L((;0; x) dx = ¢'(0). (3.14)

N3 (3.13) moGujamo

- [ e (o

_ /n 8lngéﬁ;x)L(0;X)dX:E(8lnL(9;X)> ,

oZlaKJIe

0=0-p(0) = / ] @(0)%&0;X)L(9;x)dx. (3.15)

N3 (3.14) mobujamo

©'(0) :/nu(x)aLg;X)dx:/nu(x)m%go;x)L(H;x)dx. (3.16)

Onysumamem (3.15) ox (3.16) mobujamo:

#0) 0= [ (0 o) HI g ax,

Tj.
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Kopucrehu mejemnaxoct Komu—IIBaprn—Bymakosckor nmobujamo:

O0ln L(0;x) 2

or - |f n(u(x)—ww))T’Lw;x)dx

< /nm@y—(e X)dx / (aneX» L(6: x)dx =

OOHOCHO )
/
pys EOF
B (2mLO: X1, Xn)
e

mTo je u Tpebanso mokrazaru. O
[IpumeTrnMo m3pa3 KoOju uUrpa BaykHy yJaory y nedpuuucamy Pao—
Kpamepose mome rpanume:

_(OIL(6; X1,..., Xn)\"
Km_E< — )

4 KOjU je Yy CTATUCTUUKOj] JUTEPATYyPU MO3HAT MOJ HA3UBOM Puueposa
KOAUNUHG UNPOpMayU]a.

Pao—KpamepoBa mHejemrakocT HaM oMoryhaBa ma KOI PeryJapHUX
baMunmja DOMYyCTUBUX PACHIOAENa OAPEIVMMO NOBY TPAHUIY AUCIEP-
31ja CBUX HEMPUCTPACHUX CTATUCTUKA 33 OIEHY HEMO3HATOT IapaMe-
Tpa pacmozene. Ileramuuje hemo ce GaBuTU caMoO jeqHOAUMEH3UOHUM
cay4dajeM.

Umajyhu y Buny mne¢muunujy HajOOJbe CTATUCTUKE 3a IapaMeTap,
3aKBYUYjEMO I je Y peryjJapHOM CIydajy TO OHA CTATUCTUKA UWja
mucnepsuja nmoctmwke Pao-KpamepoBy momy rpamuily. Y TOM CIIydajy
neuHUIIEMO Haje(UKACHU]Y CTATUCTUKY 3a IapaMeTap.

Hepumaunmja 23. Efuxacrocm wenpucmpache cmamucmuke y peryiap-
HOM CJIyYajy TAYKaCTOI OIelhUBama TapaMeTpa pPACIONeJe je KOJIWd-
nuk Pao—KpamepoBe mome rpanuile u OUCIEpP3Uje CTATUCTUKE KOja ce
KOPUCTH Kao OIEeHa 3a mocMaTpaHu napamerap.<y

Jebuaummja 24. Hajeduracruja cmamucmura 3a mapamMeTap peryJiap-
He paMUINje je HeIPUCTPacHa CTATUCTUKA UUja je epUKACHOCT jeNHaKa
jemuanmm.
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IIpumep 37. Cratuctura X, je HajepUKACHW]a CTATUCTUEA 32 TIapaM-
erap 6 Ilyaconose pacmonesne P(f) Ha OCHOBY HPOCTOT CJIYyYajHOT y30-
pra. Horazatu! A

IIpumep 38. Heka je mar mpoct cayvajuu y3opak obuma n, n > 1,
u3 nomysnanuje ca obesnexjem X umja pacnonesa npunana GaMuInjn
HopMmasnHux pacmozena {N(m,0);0 > 0}. Panuje cmo morazamm na
je craTucTura gfl HEpUCTpacHa oleHa mapamerpa #. Jlako ce mMoxke
npoBeputu na je Pao—Kpameposa moma rpanura 3a mapamerap 6 HOp-
MaJiHe pacmogesie (M je mo3HaTU ImapaMeTap) jeJHaka %, a HhEeHa ONC-
nep3uja %, jep je
E(X —m)* =362,

ma je meHa e(pUKaACHOCT "T_l 3akmbyuyjeMo na je UCOUTUBAHA CTATUC-

TUKA CAMO ACUMITOTCKU HajepumkacHuja. A

Hagemrthemo 6e3 morasa jomr meke ummenutie y Besu ca Pao—Kpawme-
POBOM ITOHOM T'DAHUIIOM.

AKo 3a HEKy HEIPUCTPACHY OIEHY YTBPIAMMO Ha jOj OUCIIep3uja JOC-
ke Pao—KpamepoBy momy rpamnuimy, Tamga je Moryhe moka3aTd ga je
Ta CTATUCTUKA TaKoDhe M MOBOJLHA CTATUCTUKA 38 TMOCMATPAHU mapaMe-
tap. pyrum peumma, Ki1aca HajeUKACHUjUX CTATUCTUKA j€ MOTKJIACA
KJIACe MOBOJLHUX CTATUCTUKA.

Hajzanm, xoncraryjMo ma mocToju oarosapajyhia HejeOTHAKOCT W 3a
HeperyJiapHe I'yCTUHE paclomgesa, aju ce TuMme oBae mehemo GaBuru.

3.4.1 ExcnomeHmujasiHa kJjaca ¢yHKIHja I'yCTHUHA
pacmonesie

Jepununmja 25. Heka je {f(x;0),0 € O} pamuauja momycTuBux ryc-
tuHa pacnozpesne obenexja X. Heka je A mocau 3a X u © = {f|y <
0 < 6}, 7,0 € RU{—0o0, 400}, v < 0 Tj., uarepBan. Kana je X an-
CONYyTHO HemperumHor tuna Heka je A = (a,b) rme cy a u b tarobe
n3 R|J{—o0,+00}. VYromuro je X muckperHor tuma, Heka je A =
{ay,a9,...}. Axo je Tana

fla;0) = (3.17)

0, wuHaue

_ { exp (p(0)K (z) + S(z) + q(0)), z€ A
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npu yemy je p(f) HeTpuBmjasHa HempekuaHa (QyHKIUja napamerpa f, a
¢yuruuje S(x) nu K'(x) cy menperknnne no x, a K'(x) Huje maenTuyru
jemaakxa 0. Tanma ce pammamja pacnonena nqeprHICAHA I'yCTIHOM (3.17)
30BE EKCNONEHUUJAAHA KAGCA 2YCUNG pacnodene.

Kana A = (a,b), y ancoayTHO HEIPEKUIHOM CIydYajy, ONHOCHO He-
rose rpanune, u ckyn A = {ay,as,...} y AUCKPETHOM CIIy4ajy, He 3aBUCE
on 6, Moske ce MOKA3aTU Ia je eKCIOHEHIU]aJHa KJIaca peryiapHa, Tj.
& UMAMO PEZYAAPHU CAYHA] EKCNONEHYUJAANE KAaCe.

ITpumep 39. Heka je mara damunuja {N(0,0),0 > 0}. Hake,
1 2

|8
Bs

OZHOCHO,
forg _ x> 1
f(x;0) = e V202 — exp (—%:ﬁ - ln\/27ﬂ9)

je ryctuna pacnozeine obenexja X ca mopMmasHoM pacnozenaoMm. Ome
Cy OUWIJenHO (QYHKIU]je:

1 2

p(@):—%, K(z)=2%, S(x)=0, ¢@)=-InVv2r0, zeR.

Buanmvo na je p merpusujanna, S u K' cy Hemperumme, ma Cy yCJIOBU
EKCITOHEHIjaJIHOCTU 3a10BOJbeHn. A

IIpumep 40. Heka je mara pacnogena muckpersor tuna {P(0),0 < 0 <
oo} rae je

9T e—0
— =0,1,2,...
9 — x! x P R
J(w:0) { 0, wuwnaue

Omasne ce mobuja

fre—?

z!

= exp(zlnf —In(x!) —0)
IpU 4eMy je:
q(0)=-6, p@)=mb, K(z)==z, Sx)=—In(z!),

ma O6u IlyacomoBa pacmomena Ouia TpuMep €KCIOHEHIMjaJiHe KJiace y
OUCKPETHOM cay4dajy. A
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Ako ysmemo mpocrt cayuajan yszopak X = (Xi,...,X,) u3 momy-
jalnuje uuja pacHofena Ipulalfa KIacH eKCIOHEHIUjalHUX (YyHKIN]a
T'YCTWHA pACIOesie, OHIA OW OBaj BEKTOP MMAaO T'YCTUHY DPACIOIEIe
JaTy ca

f(@1;0) - fn;0) =
:{exp(p(e) n K (x) +ng(0) exp(Xr, S(a:), m € A, i=1,...,n

0, wumaue

Y Be3u ca mMPOCTUM CJIIyYajHUM y30PKOM HABOIUMO O€3 moKasa cje-
nehy Teopemy.

Teopema 13. Hexa je 3a obeaenmcje X {f(x;6),yv < 6 < d}, 7,0 € R,
Pamunuja donycmusur 2ycmuna pacnodese u3 eKCnoKEHYUJAAHE KAACE U
Heka umamo mpocm cayuajnu yzopax X = (Xi,...,X,) Koncmawmmoz
obuma n u3 nonyaauuje ca obesencjem X. Cmamucmura

je dosomwna cmamucmuka 36 0, a damuauja {g1(y1;0),y < 0 < 0} eyemuna
pacnodene 3a Y, je Komnaemwna, mj. Y1 je Komnaemua 0080mHA CMAMUC-
muka 3a 6.

JoImr jemHo Ba:KHO CBOjCTBO PEryJaapHOT CAyYaja E€KCIOHEHIIUjaJHe
kinace je ma Teopema 11 maje morpeOHe M OOBOJBHE YCJIOBE YKOJIUKO
(aMuInja OIMYyCTUBUX PAacIonesa IPUIana OBOj KIaCH.

Excnonennujanna kigaca I'yCTHWHA pacluoielse ce Ae(@UHUIIe U Y CIIy-
4ajy BUIIEAUMEH3NOHOT IapaMeTpa.

Iedpunnnuja 26. Hera je @ = {00 = (01,6,,...,0;)} mapamerapckn
npocrop. Pamunuja nomycrusux pacmnonena {f(z;0);0 € O} obenexja
X mocMaTpaHOT Ha MOMyJalWjU je eKCnoMeHUUujaana, ako UMa TyCTUHY

k
f(w:0) =C(0)exp | > Q;(0)Ti(x) |U(x),
j=1

rae cy C u (Q; MepsbuBe PyHKNMje Ha IapaMeTapCcKoM npoctopy O, a T
u U cy mepmsuBe ¢pyHEnuje no x u jom Basku na je C(0) >0u U(z) >0
”u TO 3a cBako 6 € ® u cBako x M3 CKyma BpemHOCTU 3a obeisexkje X .
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3.5 Meromu TauKacTOr OIleHMBam-a mapameTrapa

3.5.1 Meron MmakcuMaJIHE BEPOOOCTOjHOCTH

MeTton MakcuMaJsHe BEPOIOCTOJHOCTH j€ OIIITU METO 38 OIEHUBAHE
HEIO3HATUX IIapaMerapa Pacloese U MOKe Ce IPUMEHBUBATH (Ca BUIIe
I Mame yClexa) KO PeryjaapHuX U HePeryJapHuX (paMuinja, 3aTUM
KOJI IPOU3BOJLHUX Y30paKa, MPOCTUX UM He UTIH.

Meron MmakcumMmaJsHe BEPOIOCTOJHOCTU Ce TPpUMeEYje, KaKo 3a jeIHO-
NVMEH3MOHU, TAKO W 3a BUIIEAMMEH3UOHU mapamerap.

Hexka je mata pamMunuja momyctusux ryctuna pacunogere {f(x;0), 6 €
®} obenesxja X u ysopak (X1,...,X,) ca 3aje IHUYKOM I'yCTUHOM pac-
nonene f(x1,...,Ty;0) n3 nonynanuje ca obenexjem X. Kako cmo Beh
VCTAKIN, 3ajeqHUUYKY TYCTUHY MOMKEMO Aa MOCMATPaMO Kao (YHKIU]Y
mapaMerpa @ m y ToM ciaydyajy ce oBa (QyHKNUja 30Be (DYHKIUja BEPO-
MOCTOJHOCTU U Hajuembhie ce O3HAUYaBa Ca

L(o) = L(eaxb 7:L'n) = f(l'l)"' 7$n70)

Hedpuaunmja 27. Ouyenom makcumasre 8epodocmojHocmuy mapaMeTpa
6 € © C R 3Bahemo ony cratuctury Y = u(Xy,...,X,) Koja naje Mak-
cumyM ¢yurnyje L mo § € © 3a cBako X = (z1,...,T,) U3 y30PAUKOTD
npocrtopa X C R" peanm3oBaHux y3opakra purcHor obmma n. O3HaKa
3a OIlleHYy MaKCUMAaJIHe BEePOAOCTOjHOCTU Ouhe = w(Xy,...,Xn), Tj. 3a
IPOM3BOJLHA X € X, 6 = u(xy,...,x,) je oHa QyHEUUja 3a KOjy je

L(é;wl,...,wn) =max L(0;x1,...,2,). O

0o
Axo je 0 = (04,...,60,) BumeqUMEH3MOHN TapaMeTap, OLEeHA MaK-
CUMaJIHEe BEPOIOCTOjHOCTU he, jacHO, OUTU r—ANMEH3MOHA CTATUCTUKA
0 = (0y,...,0,) roja Mmakcumasusyje Gpyurnujy seponocrojuoctu L(O).

Y cayuajy ma je y3opak IpPOCT, 3ajeIHWYKa T'yCTUHA je jemHaka
OIPOU3BOAY MAPTUHAJHUX I'yCTUHA, IIa je:

L(O;zq,...,2,) = f(21;0)f(22;0) ... f(x,;0).

ITpumep 41. Heka je mar mpoct caydajuu y3opak (Xi,...,X,) u3 no-
nynamnuje ca obenexjeM X 4dmja pacrnomeia Npunajga GaMUINjy TOILYC-
THUBUX PacCHoIesa

{N(0,1),0 € R}.
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Orena MakCcUMaJIHE BEPOIOCTOjHOCTU hie ce mobutu Ha ciaenehu Havumn:

L(O;z1,..swp) = flz;0)f(22:0) ... f(wn;0) =
1 _@-0%2 1 _(22-02 1 _(@n-8?
= —€ 2 —€ 2 e 2 =
V2T V2T V2T

= (27‘(‘)_%6_% Z?:l(xi_g)z .

JloraputMmoBameM JieBe 1 necHe cTpaHe, mobmhemo:
mL(0) = — % In(2m) — - Zn:(:n- 0)2
o2 25 ' ‘

Ila GucMoO HAIMIW OIEHY MaKCHUMAaJHE BEPOIOCTOJHOCTH Tapamerpa 6
Tpeba mahu makcumywm ¢yvrmuje L, m to hemMo yumHWTH TOCpeETHO
onpebyjyhu makcumywm ¢yurnuje In L. Haxae, u3s

0ln L(0) 1 &
———=—=> 2(x;—0)(-1)=0
T DI GRS
ciaenu
n
Z x;i—nl =0,
i=1
OJIHOCHO,
1 n
0= 2w
=1
na je TpaykeHa CTATUCTUKA
1
b= %
=1
Tj. R
0=2X,.

YouuMo na je oBa OlleHa HempucTpacHa. A

ITpumep 42. Heka je mar npoct cayuajuu y3opak (Xi,...,X,) u3 no-
nynamnuje ca obenexjeM X 4dmja pacrnomeia Npunajga GaMUINjy OILYC-
THUBUX PaCHOIesa

{U(0,0];0 < 6 < 1}.
I'ycTuna je
O<x<o

, WHa4e

f(z;0) =

oD
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PyHKIIIja BEPOIOCTOJHOCTH je

n

L(Q):Hf(ﬂfi;e):ein, O0<z; <0, i=1,...,n.
i=1

OsBa ¢yurnuja he mMarm MakcuMyM kKaza je 6 Hajmame MmMoryhe, ma
hemo 3a omeHy MakcuMaJiHe BEPOMOCTOJHOCTU Yy3€TU CTATUCTUKY

é\: max Xz = X(n)
i€{1,...,n}

Ilakae, oneHa MaKCUMAaJIHE BEPOMOCTOJHOCTU j€ CTATUCTUKA IMOPETKA
pena n. OBa oleHa HUje HEMPUCTPACHA, AJIU jeCTe ACUMIITOTCKA HETTPUC-
TpacHa. A

Teopema 14. Axo nocmoju dosonna cmamucmura Y = u(Xq,...,X,)
3a napamemap 0 na ocrosy ysopka X = (X1,...,X,) uz nonyarayuje ca
obenexncjem X wuja pacnodesa npunada famusuju 0onycmueur pacnooena
xoja sasucu 00 6 u axo, maxohe, nNOCMOju OUEHA MAKCUMAAHE EEP0OOC-
mojHoCmu 0 sa napamemap 6 u jeouncmeena je, maoa je 7 dynruuja 00
dosonme cmamucmure Y, mj. 8 = v(Y).

Iokas. Hera je g(y;0) rycruna pacmogmerne cratucture Y. Tana
je ¢yurumja Bepomocrojroctn (mpema Pumep—HejmanoBom kpurepn-
Jymy):

LO;x1,...,zn) = glu(zr,...,z0);0)H(z1,...,20),

ma he MakcuMyM (yHKOMje BEPOIOCTOJHOCTH OUTU (YHKIUja O Y30pPKA
caMO Tpeko (YHKIWje u, IMTO 3HAYU O3 je 9 ¢yHKOMja O MOBOJLHE
craTuctuke. U

IToxn ompebennmM ycmoBuMa OleHa MAKCUMAJHE BEPOIOCTOJHOCTH j€
CTPOro IOCTOjaHa OIeHa 3a mapamMerap #, a y peryJjapHOM CIydajy je
aCUMITOTCKA HOPMAaJIHA M ACUMITOTCKM HajehUKacHUja.

3.5.2 MeTon MmoMmeHaTa

Jomr jeman mMeTom TaYKACTOT OllelkhUBama mapamerapa yBeo je Ilup-
cou. To je m3B. meronm momenara. Jla OmcMO M3IOKMIN OBaj METOL
yBermlieMo joIn Heke Ae(pUHUINNje TeOPHrje Y30PaKa, Kao U NPETIOCTABKY
ma mocMaTpaHo obeserkje X mMa MOMEHTE O HEKOT pena .
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Jepununuja 28. 3a yzopak (Xi,...,X,) obuma n u3 nomynanuje ca
obemexjeM X, yzopauku momenm peda k je cTaTUCTUKA

1 n
A== XF | k=12..r,
n
=1

a Y30pavKy YeHmpPasry Momenm peda k je CTATUCTUKA

Cremnujasau cirydyajeBu OBaKO NePUHUCAHUX MOMEHATA CYy CPEIuHA
U Oucnep3uja y30pKa, moMumkanu Beh panuje.

Ila Ou ce ucTtaraa 3aBUCHOCT Y30PAaYKUX MOMeHATa O/ 0OuMa y30PKa
n, Kopucrte ce u o3Hake A,p u M, 3a o0UYaH U NEHTPAJHU y30PAUKA
MOMEHT pena k.

Teopema 15. Yszopauku momenm peda k npocmoez cayuajnoez yaopka je
HENPUCTPACHG U NOCTMOJAHE OUEHA MEOPUjCKoz Momerma peda k damoe
obenexncja.

Iokas. Oszmaummo ca o, = EX* (k < r) Teopujcku moment pena k

obenesxja X momysmamuje m3 koje je yser ysopak (Xi,...,X,). Tama je:
I N T A |
E ) =E =Y X[ | ==Y EX})==na, = q,
s iz n

IMTO MOKa3yje ma je y30padkyu MOMEHT HempucTpacHa omneHa. Jlokakumo
IIOCTOjAHOCT OBe oleHe kopucrehu Hejemuakoct Yebumesa:
2
E(Ank —ar)® _ D(Ank)

P{]Ank—ak\ 26} < 2 = = ,

rue je

n 2
D(Ank) = E(A7)) — (EAn)* = E (l Zsz> —aj.

i=1

Kaxko je

1 - k ? 1 ~ k vk
E(E;X> = F FZZXZ.Xj =

i=1j=1
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1 n n
= 32 > B(XIX)) =

i=1j=1

_ 1 2% 2 k K\ _
= ﬁnE(X )+n—(n —n)B (X*) B (X*) =
1 n—1 4
= —ag + QR
TO je
1 n—1 Qo — a2
D(Ank) = —agr + ap —aj, = - k,
OOHOCHO,
9
P{]Ank—aklza}gazl;igzak —50 , n—ooo0.0

Amnamorao tBpheme oBOMe Baku U 3a meHTpaJjHe MoMmeHnTe M, Kao
”u 3a OMJIO KOje Ipyre y30pauke KapaKTEPUCTUKE Koje Cy AeduHmcaHe
Ka0 HEIPEeKnAHe (QYHKIUje On KOHAUYHOT Opoja cratuctura A,i. OBo
je TauHo Kao mocienuna ciaenehe Teopeme Teopuje BepoBaTHONE KOjy
HaBOIUMO Oe3 IOoKa3a:

Teopema 16. Heka Hu3 r—0uMeH3UOHULT CAYLAFHUT NPOMEHDUBUT “UJU je
onwmu waan (§1(n), ..., & (n)), koneepzupa y eeposammnohu ka kKoncmarmau
(c1,...,¢). Tada 3a nenpexuony gynryujy ¢ : R© — R, saxcu

C(n) = p(&(n),....&n) <> pler,... er), n— 0.

Teopema 17. Yszopauxu momenm Ay,p npocmoez CAy4ajHoz Y30pKa je acumn-
azk—ak

momcku Hopmanan, mj. uma npubauncno N (o, —

obum Y30pKa HEeoZparu“ero pacme.

) pacnodeay rkada

Hoxka3s. Ilomasumo on mpocror cayuajuor ys3opra (Xi,...,X,) u3
nomyJtamuje ca obenexkjeM X IpOU3BOJBHE PACIOLETIE KOja MMa MOMEHTE
E(X*) = ap u D(X*) = agy — a2, k <r. Tana je, kao y Teopemu 15,

2

1 n
nia "

Kopucrehu mnenrpanany rpaHudHy TEOPEMY 3aKbYyUyjeMO Oa HU3 CIIY-
YajHUX IPOMEHJ/bUBUX Ne(UHUCAHUX ONIITUM UJIaHOM

1 n k
= XP =y Apg — o

_n _ vn
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KOHBEDPrUpa y PAacCIomenau Ka ciydajHoj mpomenssusoj ca N(0,1) pac-
nonenoMm. Mzpaxkasajyhu A, rao ¢dyurumjy ox n(n), mobujamo

2

Apr = n(n) + ay .

n
Kako je A, nuneapua ¢ysruuja ox n(n) m n(n) mMa, Kao TPAHUYHY,
Kama N — 00, HOPMAJHY PACIONEeNy, TO U Apr UMa, 38 HOBOJLHO BEJIUKU
0o6uM y30pka, npubamkao HOpManHy pacuogery N (ag, %’“77:%%) a

OsBa Teopema omoryhasa ma ce 3a BeJUKM OOMM y30pKa OIEHU I'pe-
KA OIEHUBAhA MPU OIEHU TEOPHUjCKOTI MOMEHTa oaroBapajyhum ys3o-
PAYKUM MOMEHTOM:

n
P{lA —ap| <tt=20 | t, | ——
{|Ank — | < t} PY—

ITocTynmak mMeToma MoMeHaTa

Hexka je mara pavmunuja nonmyctusux pacnoznena { f(z;0),0 = (6,...,

0,) € ®} obenexxja X u yzopar (Xi,...,X,) u3 nonynamuje ca OBUM
obenesxxjem. Tpeba onemutu 6;, i =1,...,r.
[Tocrojame momenara ap, k = 1,...,r, rae je ap = ag(0), je camo

norpebaH yCIOB 3a MpUMeHy MeTona MoMeHaTa. CaMm MOCTyIak ce cac-
Toju y cienehewm.

Heka cy a,;, peanm3oBaHe BPeTHOCTH Y30padKUX MoMeHaTa A,j.
W3jenmavaBahemMo Teopujcke MOMEHTE Ca PEaJM30BAHUM BPEIHOCTUMA
y30payKnx MOMeHaTa, Tj.

ak(ﬁl,...,er)zak(e):ank, k‘:l,...,r.

Ha Taj mauwmn ce mobuja cucrem om 7 jeAHAUMHA IO HEMO3HATUM IIa-
pamerpuma #1,...,0,.. Ao je oBaj cucrem pemus, nobuhieMo Taukacrte
orene mapamerapa. loBospHO je ma KopecmoHAeHIMja Oyae obocTpaHo
jemuosmauHa m3Mely mapameTapckux mpoMmeHsmuBux 6i,...,0, m pea-
JIM30BAHUX BPETHOCTU CTATUCTUKA, Gpl,...,0nr, Tj. & IMOCTOj€ TAKBE
¢yHKIIje ; TOMONY KOjux MOkeMO na HabheMo jeIUMHCTBEHO pellemne
cucreMa y OOJIUKY:

0; = pi(anty ... any), 1=1,...,r.
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3aMEHOM PEeaJM30BAHMX BPEIHOCTH CTATUCTMKA HA MECTY apryMeHaTa
GyHKIUja ; caMUM CTATUCTUKaMa, nobuhiemMo craTucTuke, Koje hiemo
3BATU CTaTUCTUKaMa (OIeHaMa) METOJa MOMEHATA!

Hi:@i(Anla"'aAnr), Z.:l,...,’l".

Axo cy ; HenmperugHe QyHKIMUje Tama he omeHe mapamerapa 6; mo-
OujeHe MeTOIOM MOMEHATa OUTH IMOCTOjaHe.

IIpumep 43. (lama pacnozmesna) Hera oGenesxje X mMa rycTuny pac-
nomgese

{f(x;0),0 = (01,02) € ® = (0,+00) x (0,+00)},
rue je
02—l 0

f(x:0) =1 6%1(6,)
0, <0

x>0

MowmenTu rama pacmomesie cy

oo pba+k—1,"
= d = 0%05(00+1)--- (la+k—1), k=1,2,....
A e LSRR

3a k =1,2 mobuja ce cucrteM koju Tpeba pemuTu mo #y u Os:
ap =010 , ag= 9%92(92 + 1).

Pememe cucrtema je:

2 2
a2_a1
6= — Oy = ——
a ’ ay —af
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3.6 CrarucTuke mopeTKa

C 0063upoM Ha TO Oa Cy CTATUCTUKE IOPETKA OCHOB 3a NOOUjame
OlleHa M3BECHOr Opoja mapameTapa pacuomeiie obenexja, 3anp:rahemo
ce MaJIo neTaJbHUje Ha mpobiemy ompebuBama pacmomesa CTaTUCTUKA
MIOPETKa, KA0 M Ha HEKUM KOHKPETHUM IIPUMEHaMA.

Heka je X = (X1, Xs,...,X,) OpocCT ciydajHn y30pak U3 MOMYyJIALN]je
ca obenexjem X uymja je pynruuja pacunonene F. Kao mro cmo pekin,
n3 X (1), X(2), .- X(n), vae je Xy < Xg) < ... < X(,) je HU3 craTmc-

THUKA MOPETKAa OaTOr y30PKa.
Osnaummo ca Fj, ¢yHEIUjy pacmomesie CTaTUCTUKE MOpeTKa pena k,
k=1,2,...,n. Tanga je 3a cBako = € R

Fa@) = P{X@<eof=P({Xy <o) = PO {Xi <)) =
= J[P{Xi<a} =[] F(2) = (F())".
i=1 =1
Taxrobe,

Fl(x) = P{X(l) < x} = 1—P{X(1) > 1‘} =1-

(2

(1-F(z)) = 1-(1-F(z))"
1

n

nJn yOoImTe:

Fi.(z) = P{X) < 2} = P{6ap k ememenata y y30pKy je Mame WIu
. ~(n i n—i
jenHako z} = Z(z) (F(x)' (1= F(x))"".

i=k

Ha ocHoBy oBako nobujeHux (yHKIUja paclolese PeJIaTUBHO je jel-
HOCTABHO OJpeIuTHU I'yCcTrWHe pacmomnena. Mwu hemo ce 3amp:xaTu camo
Ha T'yCTHHaMa 3a obeJsierkje alCoJyTHO HEIMPEKUIHOT THUIIA.

36or jemnocrapnoctu, npehn hiemo na osnake Yy = X,.

Teopema 18. Hexa je Y1 < Yo < ... <Y, sapujayuonu wu3 npocmoz
ysopka (X1,...,X,) obesencja X wuja je eycmuna pacnodese f(x), nenpe-
Kuoha u cmpozo nosumuena 3a x € (a,b) C R. Tada je sajednuwka eycmuna
pacnodene eexkmopa Y = (Y1,Ya, ..., Yy):

g(yla"' 7y7l) =

{ ) f(y2) - fyn), a<ypi <y <...<y,<b
0, unaue
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Ioka3 meliemo m3BomuTy y ommreM caydajy, Beli camo mirycrpamm]y
IOKa3a Ha IpuUMepy obuMa y30pKa n = 3.

Haxkie, Heka je naT npoct caydajuu y3opak (X1, Xo, X3). Y penusmu
ra mobujamo (X(l),X(2),X(3)), omnocHo crartuctuke Y7 < Yy < Y3 rme
je:

Y] = X(l) , Yo = X(2) , Y3= X(3) .

Kako je

b rb rxzo
P{CL < X1 =X9<ba< X3< b} = / / / f(a;l)f(xg)f(xg)dazldxgdazg =
=0,

nocmarpaheMo caMo ciydaj CTpore HejeTHAKOCTH.
3ajemHnyka rycruHa pacmnogerne 3a Bexrop (X1, Xo, X3) je:

f(xwwg):{ Fla)f(a)f(zs), a<zi<b, i=12,3

0, wuHaue.
[TocmaTpajmo caenehe crymoBe:
ra<x <xg<x3<b}

ra<x <xy<axy<b}

( )
( )
(x1,m0,23) 1 a < x3 < 1 < T3 < b}
( )ia<xz<wy <z <b}
( )ia<mxo <z <x3<b}
Ag = {(z1,m2,23) 1 a < w2 < x3 < 11 < b}.

Heka je y1 = min{zy,x9, 23}, y3s = max{xi,x2,x3}. Csarka on obiactu
A;,i=1,...,6 ce Moske 000CTPAHO jeMHO3HAYHO Ha IIPECIUKa Yy 00JIaCT
B ={(y1,y2,y3) : a < y1 < y2 < y3 < b} 1 3a CBAKO TAKBO MPECIUKABALE
oapenumo Jakobujam:

8:Ei
y;

Jr = , k=1,2,...,6.

i,j=1,2,3

ArnconmyTHA BpEAHOCT CBaKOr of OoBUX JakoOujana msHocu 1 Tj.

1
Ji=10
0

o = O

0
oj=1, ..., Js =
1

o = O

10
0 0|=-1,
0 1
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Tako je 3ajemanyka ryCTUHA PACIOAEe CTATUCTUKA Y1, Yo, Ys :

|Julf () f(y2) f(ys) + -+ |6l f (1) f(y2) f(ys)

a<y <y2<yz<b
g(y17y27y3) = 0

Y OCTaJIIM CIIy4ajeBUMA ,

_ { B)FW) fy2)f(ys), a<yi <ya<ys<b

0, y ocTtanuMm ciydajeBUMa

mITO je U TpebaJyio DOKA3aTH.

[IpumeTnMo 1a Cy CTATUCTUKE MOPETKA, 33 PA3JUKY O CIIYyUajHUX
MIPOMEHJPUBUX M3 IIPOCTOT CIYUYajHOT Y30PKa M3 KOra Cy HacTaje, CTO-
XaCTUYKN 3aBUCHE.

CraTrcTuke MOpEeTKa Cy OCHOB 3a ONEHUBAHE HEKUX BAKHUX Mapa-
MeTapa obeieskja, Kao MTO je, PEIUMO, MeujaHa MUY, YOIIITe, KBaH-
TUJI pela p.

3.6.1 IIpmumena craTucTtuKa moperka y onpebuBamy
TAYKACTUX OIE€HAa 3a KBAHTUJIE

Hapenumo, Hajupe, nepununujy kBantuia. Y JIATEPATYPU Ce, YIIIAB-
HOM, Mory Hahwm cinenehe meduHMLIMje OBOT mOjMa:

Heduaumuja 29. Ksanmua peda p, y ozramm My, 0 < p < 1, cryuaj-
He npoMenssuBe X ca (yHKIUjoM pacuonene ') je dbuio koje pememe
jemnaumse F(z) =p, 0 < p <1, mo x € R, OJHOCHO, DEIIEHE CUCTEMA
HejeTHAYMHA

P{X<z}<p<P{X<z}, 0<p<l,
mox € R.

Hedpunaumuja 30. Keanmua peda p, y o3nanu M,, 0 < p < 1, cayuajue
npoMenmuBe X ca GyHKnmjom pacrnozene F') je

M, = inf {F(z) 2 p} .0

OBako medurHMCcaHa QYHKIUja O p HOCU HA3UB KEAHMUANG PYHKYU]a.
CucreMm HejemHAUNHA C€ KOPUCTU MOTOTOBY YKOJIUKO PEIIEHEe TOMEHY TEe
jemHayYnHe HUj€e jeTUHCTBEHO.
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Axo je obenexje X amcoJyTHO HENPEKUOAHOT THUIA, C& CTPOrO pac-
ryhoMm ¢ysrmujom pacmonerne F' 3a cBako x € R 3a roje je 0 < F(x) < 1,
00e meduHUIMje KBAHTUIA PENa P Najy jeANHCTBEHY BPETHOCT KOja ce,
MIPaKTUYHO, HOOMja pelaBameM jeTHAYNHE:

F(r)=p, 0<p<l,

no r € R.

Kon obeneskja OuCKpeTHOr TUMa CUTyanudja je CIOKEHU]a YTOJIUKO
IITO Ce APYTOM O HaBeNeHUX Me(PUHUIN]a T0JIA3U [0 jeINHCTBEHE OPOj-
He BPENHOCTU KOja Ce Ha3WBa KBAHTWJIOM, NOK C€ IPBOM Ie()UHUIIN]OM
y HEKUM CJIy4YajeBruMa Ao0Uja je IMHCTBEHA BPEIHOCT KAO KBAHTWUI, & y
HEKUM Ce N0Ja3Uu OO MOJyOTBOPEHOT MHTEPBAJa UMje CBE TAUKEe 3a70-
BoJbaBajy Aeduunnujy. lakne, y ToM ciydajy, KBaHTWJ HUje jeqUH-
cTBeHa OpojuaHa BPEOHOCT, HETO 11€0 MHTEPBAJ. Y MPAKTUYHUM IPUME-
HaMa Cce, Yy TAaKBUM CJIydYajeBUMa, MOK€ KOPUCTUTU NPOU3BOJLHA TAYKA
noMenyTOr mHTEpBasia. Hajuemhe ce kopucTu cpenuHa MHTEPBAJIA WU
OOHma TPaHUIA.

ITocebuo uvecTo kopumhenu kBauTUI je kBauTUA pena p = 0,5, Koju
ce 360r CBOje BasKHOCTU U mocebHO nMmenyje. Hheroso nme je medujara.

IIpumep 44. Hexka je mata caydvajHa mpoMmeHpuBa X ca pacIomesioM

1 2 3
X ( 1/4 1/4 1/2 ) '

Kpantun pema 1/3 je M3 = 2, jep je P{X < 2} = 1/4 < 1/3, a
P{X <2} =1/2 > 1/3. Menujana je, mehyrum mo npsoj nedununmju,
neo mHTEpBa’I [2,3). A

Kana ce pen kBanTmia uspaskasa y mnpouentuma, 100p%, ymecto
TEPpMUHA KBAHTUJI KOPUCTU C€ TEPMUH NEPUEHMUA. 38 HEKEe KBAHTUJIIE
ce KopucTe moceOHM HA3WBU BE3aHO 3a peA KBaHTWIA. 1ako, 3a p €
{0,25;0,50;0,75} kopucTtu ce Hasus xeapmua, 3a p € {0,1;0,2;0,3;0,4;
0,5;0,6;0,7;0,8;0,9} ce kKOpUCTU HA3UB OEYUA U CIUIHO.

[Ipuctynumo canma onemUBamy KBAHTUIA HA OCHOBY y30pra. Cra-
THUCTUKE KOje Ce KOPUCTE Kao OIleHEe KBAaHTWJA jeTHUM WMMEHOM CE€ 30BY
Y30PAUKY KEAHMUAU.

Y caydajy muckpeTHOT obesiekja Wiad y30PKa MaJor obuMa 1, KBaH-
TUJI pema p ce Oolemyje oAroBapajynuMm auHeapHUM KOMOWHAII]jaMa
CTATUCTUKA MOPETKA U TO, aKO je
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e (n — 1)p mpuponan 6poj, kBauTUI M), Ce Olemyje CTATUCTUKOM

—~

My = X4+(n-1)p),

e (n—1)p Huje mpuponan 6poj, kBauTUI M), Ce OLEmYje CTATUCTUKOM

M, = (k—(n—1)p) X + 1+ (n—1)p— k)X =
=Xy +(1+ 0 —1)p— k) (X)) — Xw)

rae je k mpuponan 6poj takas ma je k< 1+ (n—1)p <k+ 1.

W3znoxkenu mocrymnak, 3ampaBo, WACHTU(PUKYje UIaH BAPU]AUOHOT
HU3a (AKO TAKaB IOCTOjU) KOjU Hesu BapujanroHu Hu3 y oxxocy 100p%
npema 100(1 — p)% mo amasoOrMju ca TEOPUjCKUM 3HAUEHEM KBAHTUIIA
cIydajHe MPOMEHJbUBE.

O onenu kBaHTHIa ODEJIEkKja AICOJYTHO HENPEKUIHOT Tuma Ouhe
pedu y OKBUPY HAPEIHOT MOTHIOTJIABILA.

3.7 O jom HEKMM IpMMEpUMAa TAYKACTHUX OIleHa

He ynazehwm y To KOjuM MeTOomom cy oleHe mobujere, HaBerrhemo
HEKe KOHKPDETHE IIPUMepe TAayKacTUX OIleHa MmapameTrapa obexexja o
KOjuUMa IO Ccana HUje OUIIO pedun.

PeanuzoBann y3opiu u3 momyianuje ca oOeseskjeM amcoJyTHO He-
MIPEeKUAHOT THUIa Ce, IO mpaBuiry, cpebhyjy maTepBaano. Beh je peueno
mna ce Kom wHTepBaJiHOT cpebhuBama y30pka T'yOu M3BEeCHA KOJIWUUHA
uHpOpMaIUja KOjy y3opakr y cebu Hocu. Y oneHama kKoje Tpeba me-
¢rHECATH 33 MHTEPBAJIHO cpeDeH y30pak ce He KOPUCTE CaMU eje-
MEHTH y30pKa, Bell penpe3eHTaHTV MHTEpPBaJa, Hajuyemhe cpeauHe UH-
TepBajia, Kao O0jeKTH HaJ KOjuMa ce NeGUHUNLY CTATUCTUKE (IOK je
y30paK CJIyJYajaH U WHTEPBAJU Cy CIyYajHU, A U HBUXOBU DENPE3eH-
TaHTH). Tako, Ha mpumep, cpeauHa y3opka ce oxpebyje kao apur-
MeTHUYKa CpeauHa CpeArHa MHTepBaja MO KojuMa ce y3opak cpebyje.
Ho, Huje yBek onmpaBmaHO KOPUCTUTHU CPEIWHE MHTEPBaJa, Ka0 mTO he
Cce BUMETU U3 HEKUX HILKE HABENEHUX MPUMEPA.

OmneHa kBaHTHJIA 00€JIe/Kja AICOJIYTHO HEIPEKUIHOT THIIA

Y30pauku KBAaHTUJ Y30pKa obmMa n 3a obeserkje alcoJIyTHO HEIpe-
KAJHOD TUIIA je CTATUCTUKA Koja ce Oa3mpa HA TDAHUIAMA UHTPBAJIA
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1 alCOJIyTHUM yYECTAHOCTUMA €JIeMEeHATa y30PKA Y MHTEPBAJUMA IO
KOjuUMa Ce peajin30BaHU y30pak cpebyje.
Y30pauku keawmua peda p je CTaTUCTUKA

Mp = ap + hp_npN EP )
p

re je ap — NOMma IPaHUIA KBAHTUIHOT MHTepBaJa, h, — HyKUHA KBaH-
TUJHOT HTEePpBaJla, Np — alICOJyTHaA y4Y€CTaHOCT y KBAHTUJIHOM MHTEPD-
Bally, a Y, — 30MpHA alCOJlyTHA YUYeCTAHOCT OO TPAHULE dp, Tj. MO
KBaAHTUJJIHOT' MHTEpPBaJa.

Keanmuanu unmepsan je mHTepBaJ y KOMe je 30MpHA alCoJyTHA
y4ecTaHoCT TpBu myT Behia miau jemuara np.

O1iene moma

Jom jeman on meHTapa rpynucama BPEIHOCTU CIIyYajHE IPOMEHJbU-
Be je MOA ciaydYajHe mpoMeHJ/buBe. VI3 MpPaKTUYHUX PaA3JIora HABOIUMO
OBJZle, He CaMO H€TOBY OIIEHY, ONHOCHO CTATUCTUKY KOjOM Ce OLemYyje,
Beh u camy meduHUIU]Y.

Hedbumannmja 31. Moo ciyyajue TpOMEHJLUBE je OHA BPETHOCT CJIyYaj-
HE TPOMEHJHUBE 3a KOjy TYCTHUHA PACIONEe MOCTIKE JIOKAJIHU MAKCU-

MyM.

W3 nedpumuunuje cienu na ciaydajHa IPOMEH/BUBA MOYKE 14 MMa, BUIIE
MOIOBa, Ma ce mpeMa Opojy MOIOBa KOPUCTE HAZUBU: YHUMOOAAHA, OU-
MOOAARA, MPUMOOAAHA T MYAMUMOOAAHA CIIyYajHa IPOMEHILUBA.

3a Moz cayuajue npoMmensbuse X ce Hajuembie kopuctu o3uaka M, (X).

IIto ce Tuue omeHa Moma, PA3JIUKY]y CE€ MOCTYIIU OIEHUBAIA 33
IOUCKpeTHa u obesekja almCoJyTHO HEIPEKUIHOD TUIIA.

Kon muckpernor obeneskja, omena moma (MOZOBA) je €JIEMEHT Ba-
pPUjalMoOHOTr HM3a KOjW WMMa HajBeNy amcoJyTHYy ydYeCTaHOCT Yy CBOjO]
OKOJIVIHU.

Kon obeneskja amcoayTHO HEMPEKUIHOT TUMA, Tj. KOM Y30PKa KOjU
ce cpebyje unTepBasgHo, Hajuernhe cy y ynoTpebu ciaenehe cratuctuke:

Ny — Ny
(No — N1) + (No — N2)

M
uNl + Ny

o M,=a,+h,

o My,=ua,+h
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rue je a, — I1eBa rpaHMIA MOJAJHOT MHTEepBaia, h, — DyAWHA MOJAIHOT
wHTEepBaJga, [Ny — AICONyTHA YyYeCTAHOCT Yy MOIAJHOM MHTEpBady, Vi
— alCOJIyTHA YUYECTAHOCT Y WHTEPBAJY UCHpen MomaJHor u Ny — amco-
JIyTHA YYECTAHOCT Y WHTEPBAJy M3a MOMAJHOT. MomasHu MHTEPBAT je
MHTEPBAJ ¥ KOME je aIlCOJNyTHA YUYECTAHOCT €JIEMEHATA Peasim30BAHOT
y30pka Belia y OmHOCY Ha CycemqHe MHTepPBaJe — IPETXOMHU U HAPETHN.
YKOJVKO je MPBM MHTEpPBaJ Momajnu, oHxa je Ni = 0, a yKOJHUKO je
MOoCJeqib MHTEPBAJ Mogaauu, Tana je No = 0.

X 3k 3k

IIpumeTnno ma je y mpeTxomHa ABa CiIydaja mapameTrapa obesexkja
kopumheHa MCTa O3HAKA 3a MapaMeTap pacuomelsie U meroBy onexny. 1o
Yy CTATUCTUYKAM pPa3MaTpamuMa HUje U3y3eTaK U MOMKE Ce TOJEePUCaTu
KaArol HeMa OMACHOCTHU on 3alyHe.

Onene kKoedpumujeHTa acuMeTpuje

Jeman onm Ba:KHUMjUX MTOKa3aTesha 0OJIUKa pacmomeiie obereskja je Ko-
eUIjeHT acuMeTpHUje.

YKOJIUMKO je pacmomesa ciaydvyajHe IpoMeH/buBe X CUMETPUYHA Y OJ-
Hocy Ha mpaBy xz = E(X), ¢BU HeHTpaJHUM MOMEHTU HENAPHOI pena
ciyJajHe IpOMeHsbuBe X, YKOIUKO mocToje, jennaku cy 0 (o6pHyTO He
Mopa ma Basku). 360r Tora je moromHo rpy0o0 NpOIEHUBAKE O0OIMKA
pacrmomesie HeKe ciyJyajHe IpoOMeHpruBe X y MOTJIeqy CUMETPUYHOCTU Y
omuocy Ha npasy = = E(X) ropumhemem Tpehier nenrpasnor MoMenTa.
Y Ty cBpPXYy YyBOIM Ce T3B. KOe(QUIM]EHT acUMeTpUje.

Hedpmaummja 32. Koeguyujenm acumempuje je

M3 M3
Cs = =
3/2 3
't o

rae je puz3 = B(X — B(X))?, a us = D(X).$

Ouurienso je ma je ¥ OBa HyYMEPUUKa KaPAKTEPUCTUKA HEMMEHOBAH
Opoj.

3a cumerpuuny pacmnogeny je Cs = 0, IOK ce 3a pacrnomneiay acuMer-
PUUHY HA JECHO MO0Uja MO3UTUBHA BPEIHOCT KOEPUNNjEHTa aCUMETPH]E,
a 3a pacromesly acCMMEeTPUYHY Ha JIEBO HOoOUja ce HeraTWBHA BPEIHOCT
(cnuka 3.1).
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fx) fx) f(x)

» . »
Lall Lad Ll

Ce=0 X C4<0 X Cs>0 X

Cnumrka 3.1: 3aBucHocT 0OJMEKa (YHKIMje I'yCTUHE PACIONeNe U 3HAKA
KOe(pUIjeHTa acuMeTpUje.

IMpumep 45. Ilo6po mossara cayudajua npomenssusa X : N(m,o?) uma
(YHKIjy TYCTUHE pacHoese CUMETPUYHY Y ONHOCY Ha IPaBy & = m.
PauynamewM je jenrHOCTABHO MPOBEPUTH Oa je KOO OBe pacmoneie pu3 = 0,
1j. Cs=0. A

He cme ce, mehyTuMm, u3rybuTu u3 Buma ga MMa PACIOAEsa YUjU je
HEMapHU MEHTPaJJHU MOMEeHT jennak 0, a ma mpu TOMe caMe pPacuonee
HUCY CUMETPUYHE.

IIpumep 46. Canyuajua mpoMeHLUBA
-4 1 )
X ( 13 1/2 1/6 )

HeMa cuMeTpuury pacnogery, a E(X) =0, D(X) =10u E(X—FE(X))3 =
0, Te je Cg=0. A

Kao Taurkacre omene oBor mapamerpa ce KOPUCTHU BUIINE CTATACTUKA.
Hexke on mux cy

. . Xn - Mo

e [IupcoHOB KOEOUIM]EHT acuMeTpHje: —<
n
. . % Z?ZI(XZ - Yn)3
o dumepon KoepUIUjeHT acuMeTpUje: ERE ,
n
e JynoB roeduiMjeHT acuMeTpuje: % —1, rme cy Q1 u Q3
e

npBu u Tpehu y30pavku KBaApPTUII.
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Habpojanu y3opauku KoepunmjeHTr acuMeTpuje feGUHNCAHU CY Ta-
KO Ja MMajy BPETHOCT jeqHAKy HYJIU KO CUMETPUUHOT obeseskja, mo-
3UTUBHY BPEIHOCT KOJ MCKONEHOCTU HA IECHO W HETATUBHY KOJI MCKO-
meHocT Ha JjeBo. MebyruMm, y caydajy ciaabo m3paskeHe acuMeTpuje
HUCY TOY3IAHMU.

OneHe KoepUIMjeHTA CIJHOIMITEHOCTU

Jom jeman mokasaress 00JMKA pacromeiie oberexja je KoeQuuujeHT
CIILOMTEHOCTU (KOHBEKCHOCTU, KOHKaBHOCTH). OH yKa3yje Ha MOJIOKA]
MaKCUMyMa I'yCTUHE PACIOnese, KA0 U Ha TAKO3BAHE mewke UIn debene
penoge TyCTUHE PACIOLEIIE.

Hepuannuja 33. Koeduuujenm cnsowmenocmu (Kon8eKCHOCMU, KONKAE-
nocmu) je

M M
Ck = "5 = 1
p3 o ot

rae je g = B(X — B(X))* &

OsBaj 6poj Mepu ymamaBame 1m0 y-npasiny ¢ysrmuje y = f(z) ryc-
TUHE pacIoesie CiaydJyajHe mpoMenHsuBe X O aIlCIMCHE OCe, Tj. yOa-
JbEeHOCT MUCKPETHUX Tavaka I'pauka I'yCTUHE PacIolese y CIydajy Oa
je X ciaydyajHa mIpOMEH/bMBA AUCKPETHOT THUMa. Y JUTEPATYPHU je oI
MO3HAT KAO KAPMOZUC’ .

Kako je 3a mopmasmy pacnomeny Cp = 3, To ce y3umajyhu 3a
”HyaTu” HUBO CIJHOIITEHOCTU KPUBY T'YCTUHE PACIIOAETE CIIyUYajHe TPO-
MEHJbUBE Ca HOPMAJIHOM PaCIOnesioM, neduHUIIe KOe@UIjeHT eKCIeca.

Jebpurunmja 34. Koefuyujenm excueca MIN eKcyecky Koeduyujenm
CNAHOWMEROCTNU €

Ce=CL—-3.¢

[Ipema medurunmju je Cp = 0 3a cayvajHy OPOMEHUBY Ca HOD-
MaJIHOM PAaCHOAE]IOM, MOK j€ 3a CJIAyYajHy IPOMEHJbUBY UHMja TyCTUHA
pacrogeisie Ma MaKCUMyM M3HAJ MaKCUMyMa HOpPMAaJIHE KPpUBe, Koe(pu-
[UjEHT eKIleca IMO3UTUBAH & Y CYIPOTHOM CJIydajy HeraTuBaH (cuanka 3.2).
Tarobhe Tpeba HAIOMEHYTH Oa je KOE(PUIUjEHT €KCleca KO IOCTOjama
TEIKNX PENOBa IMO3UTUBAH.

CraTtucTure KOjuUMa ce OLemYyje KOePUIjeHT eKCIeca, Tj. Y30pauky
Koeduyujenmu excyeca cy permmuMo

3Ha enrueckoMm kurtosis.
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N
/ \
7 \\\\
-~ >~
= =p
Cp<0 X Cy>0 X

Cnura 3.2: 3Hak KoepunujerTa exkcueca oapebhyje ce y ogHOCy HA HOD-
MaJIHy pacIoneily KOoja je IpUKa3aHa UCIPEKUTAHOM JIMHUjOM.

o [IupcoHOB KOe(UIMjeHTU eKcIeca:

NOSn
nno
MO OaJIHOT MHTEepBaJia, N()*yquTaHOCT Y MOOAaJIHOM MHTEPBAJY.

® MOJAJIHU KOe(UIIUjeHTU ekcueca: 2,9 — 1 rme je ho—my:RuHA

Oba oBa kKoepuIMjeHTA UMAjy CBOjCTBO & MepPe KOHKABHOCT y OI-
HOCY Ha (YHKIVjY T'YCTHMHE pacIonelie CIydyajHe IPOMEHJ/bUBE UUja je
pacmonena N (0,1), ma umajy HEraTWBHY BPEIHOCT y CIydajy ma BUIIE
mpuamajy y3 alCHUCHY OCy, Tj. Ma UM je KOHKABHOCT Malhe U3PaKeHa
Ol TOMEHYTe KPUBE U MO3UTUBHY BPETHOCT y CYIPOTHOM.

Onena xkoepuUjeHTA KOpeJanuje

Bpojre cy crarucTture KojuMa ce ouemyje KOe(UIjeHT KOpeJalyje
obenexja. Osme hemo ce, mehyTum, 3amp:raTum camo Ha, jeITHO] OI
WX, OOK Ce BUIIE NIOJATAKa O ONemUBAIKY KOoepUIMjeHTa Kopesaluje
moxke Hahu y kwusu: b. [Momosuh, M. Puctuh: ” Craructuka y ncu-
xonoruju’, Mpmem, Beorpanx, 2000.

CraTucTuka KOjy HABOAUMO j€ y JIMTEPATYPU MO3HATA MO HA3UBOM
ysopavku unu Ilupconos xoeduyujenm xopeaayuje.

3a ucnuTUBam-€ JUHEeapHe MOBe3aHOoCTU OBa obesexja X u Y Ha
eJeMeHTUMAa UCTE MOIyJIallje Y3uMa ce y30pakK OOJIMKa

((Xl,Yl),...,(anyn)), (318)

npuy yeMy je oOuM y30pKa N KOHCTaHTaH. [lap ciydajHux NpOMEHILUBUX
(X;,Y;) npencrasiba BpeAHOCT ABOAMMEH3UOHOT 06eseskja Ha i—TOM eJje-
MEHTY y30PKA.
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Cama craructuka je Behh moMumaHa y IPETXOQHO] [VIABU OBE KIHUTE
u neuUHUCAHA je ca
1 - —
Ezznzl(Xi - X)) (Y - Yy)
SxSy ’

Rxy =

rIe cy Sx u Sy y30pauke CcTaHmapmaHe neBujaruje 3a obenexja X m Y
penoM Ha OCHOBY y30pka (3.18).

Cnenehu mpuMep uiycTpyje CBe TOpe HaBeIeHE OIEeHE.

ITpumep 47. Ha 6a3m amanu3e mIyBHOrpa(CKUX Tpaka, 3a jeOHY KU-
moMepHy cranuily TokoMm 40 romunua, nobujeHU Cy UHTEH3UTETU KUIIA
pas3numuuTUX Tpajama. Y J0mBOj Tabenaum MPUKA3aHU Cy MAaKCHUMAJHUI
roaumsy uHTeH3utetu (mm/h) kuma rpajama 2h u 1/2h y mocmarpa-
HOM TIEPUOLY.

H l'onuna i2h,max ‘ i 2h,mazx H lomuna 'L.Zh,max ‘ i 2h,max H

1 3,1 10,0 21 12,9 32,2
2 7.5 30,8 22 1.6 19,2
3 12,6 42,2 23 5,2 13,3
4 10,4 36,2 24 3.1 12,2
5 4,9 15,4 25 4.9 12,2
6 7.1 20,0 26 5,2 25,2
7 5.3 14,2 27 1,6 18,5
8 9.7 24,5 28 11,8 32,3
9 6,2 19,3 29 12,4 33,8
10 10,0 18,8 30 10,1 29,8
11 6,0 16,2 31 6,0 19,7
12 5,8 18,2 32 8.2 22.5
13 15 15,8 33 9.8 28,7
14 5.3 17,3 34 11,7 36,9
15 9,3 21,3 35 10,0 27,8
16 8.5 26,8 36 6,7 23,1
17 11,6 29,0 37 13,4 14,6
18 10,5 28,8 38 8.4 23,8
19 11,6 31,1 39 7.9 27,2
20 9,9 27.9 40 8,0 19,2
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Y oBoMm mMoMeHTy he ce Hama/bse IOCMATPATH CAMO jeTHO oberexxje:
BPEIHOCT MAKCUMAJHUX WHTEH3UTETa 2—4ACOBHUX mamaBuHa y mm/h
(i2h,masz) TOKOM 40 rommua.

Ilakie, Bapujamonu HU3 (;L'(i)) je: 3,1; 3,1; 4,5; 4,6; 4.,6; 4,9; 4,9;
5,2; 5,2; 5,3; 5,3; 5,8; 6,0; 6,0; 6,2; 6,7; 7,1; 7,5; 7,9; 8,0; 8,2; 8,4;
8,9; 9,3; 9,7; 9,8; 9,9; 10,0; 10,0; 10,1; 10,4; 10,5; 11,6; 11,6; 11,7;
11,8; 12,4; 12,6; 12,9; 13,4.

WurepBanno cpebuBame y30pKa:

e Opoj rnaca (uHTepBana): k = 1+ 3,322log;,40 = 6,32 = ycBojero
6 kmaca;

e ny:xkmHa wmHTepBana: h = (13,4 — 3,1)/6 = 1,71 = ycsojena
nyxuHa 2,0.

Onmayka o Opojy M Oy:KWHW WHTEPBaJa IPUINYHO je MPEelyIITeHa
UCKYCTBY MUCTPaKMBaYa, a IPYNUCAIEM MOJATAKA TEeJOM Ce I'yOu WH-
¢opMamnuja 0 y30pKy y HOTIYHOCTH.

IIpu pacmopebuBamy esemanara y30opka y HHTepBaje mobuja ce
crneneha Tabena

WNurepBan [2;4) [4;6) [6;8) | [8;10) | [10;12) | [12;14]
z; 3,0 5,0 7.0 9,0 11,0 13,0
f 2 10 7 8 9 4
> 2 12 19 27 36 40
fi- 6,0 50,0 49,0 | 72,0 99,0 52,0
fi/n 0,05 0,25 | 0,175 | 0,20 | 0,225 0,10
Yfi/n 0,05 0,30 | 0,475 | 0,675 | 0,90 1,00
fi/n [%)] 5 25 17,5 | 20 22,5 10
>(fi/n) [%] 5 30 47,5 | 67,5 90 100
T; — Tn -5,2 -3,2 -1,2 0,8 2,8 4,8
(1, — Tp)? 27,04 | 10,24 | 1,44 | 0,64 | 7,84 | 23,04
(v; — Tp)? -140,61 | -32,77 | -1,73 | 0,51 21,95 | 110,59
(v; — Tp)? 731,16 | 104,86 | 2,07 | 0,41 61,47 | 530,84

Sfi = 40; Sfiz; = 328,0; T, = 1/nXfir; = 8,2 Xfi/n = 1,00;
Sfi/n [%] = 100; Sfilw; — Tp| = 101,6; Xfi(x; — Tp)? = 334,4; Xfi(x; —
7o) =23,04; Sfi(z; —T,)* = 5205, 25.
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fi 1 4 fi/n | 4 Zfi/n
6) 0.8 B)

10

0,6
s 0,4

0,2

X X
0 0

24 6 8101214 24 6 8101214

Cnuka 3.3: Pacmozmesna MakcuMaJHUX MHTeH3UTETa Kuma [mm/h] Tpa-
jama 2 yaca Ha jemHoM ImryBmorpady ToxoM 40 romuHa ocMarpama:
a) XucrorpaM amcoyyTHUX yYECTAHOCTH; 0) MOJUTOH PeIaTUBHUAX yde-
CTAHOCTU ; B) KyMyJATHWBHa KPUBa ydeCTaHOCTU (30MpHE pesaTuBHE
YYECTAHOCTH )

1. Mepe nenrpaJjsHe TeHOEHIHj€E:

e Cpenuna y3opxa:
T, =2 fi w =328, En:&:%:8’2

n
e Memujana y3opka: Meaujancku uaTepBad je [8;10) =

M, =8,0+2,0212 =8 25

e Mon y3opka: jaBibajy ce mBa MomajiHa uHTepBana [4;6) u
[10;12) (Buau ce n Ha caumu 3.3, rae je MIyCcTpOBaHA U IPBa
no pexy (popmysa 3a IPOPAUYH BPEAHOCTU MOIA, Y3€Ta Kao
MepPOmaBHA 3a OCTaJle IpOpaUvyHe y KOjuMa (UIypUIIe BpPen-
HOCT MOJZA):

Moy :4,0+2,0% =5,45
(Moy = 4,0+ 2,057 = 5,50)

Moy = 10,0 + 2,0% =10, 33
(Moy = 10,0 + 2,053 = 10,67)

o KpanTunu:
(i) Kpaprumu:
Q1 =4,0+2,010%2=2 = 56
Q2 = 8,0+ 2,020020°19 — g 95
Q3 = 10,0 + 2,022%D=21 = 10,67
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(i1) KsunTnian:
K1 =4,0+2,000222 =5 2
Ky =6,0+2,0000-12 =714
Ky =38,0+2,0900-1% —9 25
Ky =10,0+2,0%08=2T — 11,11
(i7i) Cercrunu:
Si = 4,04 2,020L6=2 _ 4 93
Sy = 6,0 +2,02025712 _ ¢ 33
Sy = 8,0 4 2,04286-19 _ g o5
Sy =8,0+2,0246-19 _ g g9
S5 = 10,0 + 2,02256227 11 41
(iv) Heuwnnu:
Dy =4,0+2,00%=2 =44
Dy =4,0+2,0902=2 =5 2
D3 =4,0+2,028%:3=2 — 6,0
Dy =6,0+2,00%—2 =714
D5 = 8,0 +2,01%=19 = g 25
Dg = 8,0+ 2,051 =9 25
D7 = 10,0 + 2,01%=27 = 10,22
Ds = 10,0 +2,0%%8=21 = 11,11
Dy = 10,0 + 2,02%%9227 — 12 ¢

2. Mepe pacrypama:

e Orene Mepa rpynucama OKO GUKCUpaHE BPETHOCTU:
(a) Cpeﬂfbe aIllCOJIyTHO OACTyHIame O MemxljaHe:
Md(M,) = (213 —8,25|+10- |5 —8,25| + 7|7 —8,25| +
+8-19— 8,25 +9-[11 — 8,25 +4-]13 — 8,25|) = 2,5375
(6) Cpenme AIICOJIYTHO OACTYIAIL€ Ol CpenuHe Y30pKa:
Md(X)=4(2-3-8,2[+10-|5—8,2[+7-[7—8,2| +
+8:19-8,2[+9-[11—8,2[+4-[13—8,2|) = 10t° =2,54
(B) Cpeﬂ}be KBaJpaTHO OIACTYIIAIE:
52 = -1334,4=28,36

n — 40
(r) Crammapmua nesujanuja:
S, =+4/8,36 =2,89

L] OueHe Me€pa rpynucama JeJa IoJaTaKa:

(a) Pacnoon ysopra: r, =13,4—3,1=10,3
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YKoauko 6u ce KopucTuian Tabanuno cpebhenn momanm 3a
pacmoH y3opka 6u ce mobuso 1, = 13 —3 = 10.
(6) KBamtunuu pacnou:
(i) Ksaprmmum: Q3 — Q1 = 10,67 — 5,6 = 5,07
(1) Keumrmnmanm: Ky — K; =11,1-5,2 =591
(i7i) Cercrmmum: Sy — S = 11,41 — 4,93 = 6,47
(iv) Hemmmuu: Dg — D; =12,0—-4,4=7,6

3. Omene moka3aredsba OOJIMKA PACHOIeJIe:

(a) Yszopauku KoepuuujeHT acuMmeTpuje:

o [lupconos:
8,2—5,45 _ 8,2—10,33 __
1)72789 = 0,95 2)72’89 = 0,74
Y30pak je buMomajgaH u 10OUjeHn pe3yITaTh yIpaBo yKa-
3yjy Ha TO ma je BehmHa ememeHara y y30PKY MAECHO O
IPBOT MOJA, aJi JIEBO OX APYTOT MOIA.
122,96

o dumepos: 4o = 0,024
e JymoB: %}20567 —1=-0,01

Csa Tpu Tuma y30pavkux KoepuirjeHaTa aCuMeTpHIje YKasy-

jy Ha peJaTUBHO CUMETPUYHY PACIOIEIy.

(6) ¥Ysopauku KOe(UIUjEHT eKcueca:

1
—=5205,25
L] HI/IpCOHOBZ W —3= —1, 14
o Mopmamau:

10-2,89 _ 9-2,89 _
1) 2,555 —1=-0,10 2)2,5555 —1=-0,19
Ha ocHOBYy mcnutuBaHOT y30pKa MOMKE C€ 3aKBYUUTU O
je pacmomena mocMaTpaHOr ODelexkja ca Mame U3paske-

HOM KOHKAaBHOIINY y OOHOCY HA HOPMAJIHY PAaCIOIEy.

4. Onena mMepe IOBE3aHOCTU OBA O0eJeskja
e Y30pauku KOeQUIUjeHT Kopesaluje
ITocmarpajmo cama oba obeseskja, npu uemy he Outu obererkje
X MakKCUMAaJIHU TOIWIILU WHTEH3UTET MaJaBUHA Tpajama 2 Jaca,
a obesekje Y MaKCUMAaJHU MOOUIIELY MHTEH3UTET I JaBUHA Tpa-

jama 1/2 ugaca. Kopucruhemo Heknacupanu y30pak, Tj. y30pak
KOju HUje cpeheH WHTepBaJHO.

IHobujajy ce caemnehe BpemmocTu:
Ty = 8,12; Zl(a:, — T40)2 = 320,68; 5, = 2,83;
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Tao = 24,15; 3, (yi — Yuo)? = 2698,15; 35, = 8, 21;
u > (2; — Ta0)(Yi — Yao) = 836,29,

Te je omena koedumnujeHTa nuHeapHe Kopenanuje X u Y:

Mosxke ce younTtu na ce oBae nodOujeHa y30padka cCpPeama BPEIHOCT
3a obenexkje X HEIITO MAJIO PA3JIMKYyje O MPETXOAHO U3PauUyHaTe
MaKo je OMO KOpUITNeH MCTU peanu30BaHU y30opak. Pasiuka je
HACTaJa, jep je y HOCJeImheM M3padyyHaBalmy KOPUIINEH y30pak
kroju muje cpeben uarepBasno. Beh cmo panuje marmacunm na ce
UHTEpBaAJHUM cpebuBameM y30pka rybu meo mHbpOpMAmMIja KOje
y30pak HOCU O pacmnomenu obermexjal

A

3.8 OobsacTu moBepema

3a pa3iauKy Ol TAYKACTOT OIeHhWBAha TapaMeTrapa, KOI KOjer ce
OITEHOM CMaTpa CTATUCTUKA, Tj. HEHA PeaJu3oBaHa BPEIHOCT, 00JacTu
MIOBEPEma UMAajy TY YJIIOTY [a Ce IPOIEHN CKYI, OQHOCHO MOACKYI, OIr0-
Bapajyher peaJsHOr mpocTOpa yHyTap KOra ce MO:Ke CcMaTpaTwu ma he
ce "mahwn” mpasa BpemHocT mapamerpa. Y HajjeIHOCTABHUjEM CIIydajy,
Tj. KO jeTHOAMMEH3UOHOI mapamMerpa, 00jacT moBepema buhe uaTEp-
BaJI KAO Ie0 peaJiHe mpase.

3.8.1 MHWMutrepBanu noBepema

Pazjacamhemo nurame uHTEpBaJia IMOBEPEHa HA jeIHOM IPUMEDY.
IIpumep 48. Heka je (X3, Xo,..., X)) OpOCT ciaydajHn y30pakK u3 MO-
nynamnuje ca obenesxjem X udmja pacnomesia npunana GaMuInjuA AOMIYC-

tusux pacnonxena {N(m,4),—oco < m < oo}. Kao mro je mosmaro, ako
je m mpaBa BpEeIHOCT mapaMeTpa, CIydYajHa MPOMEHbUBA

=—"——/n wuma N(0,1) pacnozmemy.
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Y ToMm cayuajy je 3a 3amaro «, 0 < a < 1, ogrocuo 7 = 1 — a, moryhe
VBEK OIpenuTu OPOj Zi—a, TAKO 1A je
2

P{‘Z()’ SZPTQ}:l—a.

X, —m
Sl

X,—m
P){‘———?Z———\/ﬁjjg Zlagg} }j{)(n Zl-a a V/— f;7n 5;)( _F21 Q V/_} =1l-a.

OpnaBme ce mobuja MHTEPBAJ KAO CKYN MOTyNuX BpPeTHOCTHU 3a mapame-
Tap m:

Iakae, ouhe:

— 2 — 2
Xp—21a— , Xp+2ia—|.
2 \/ﬁ 2 \/”[_’L
OsBaj muTepBaJ heMo 3BaTV MHTEPBAJ HOBEPEHma 3a HEMO3HATO MaTe-
MATUYKO OYEKHUBahL€ HOPpMAJHE PacCIIofeJe HUBOA IIOBEPEma 7y = 1-—a.

A

ITocmarpajmo uaTepBaa MOOUjE€H y MPETXOMAHOM MPUMEPY:

— 2
)(n —'Zl%gj;ﬁi s )(n + Z1-a ;7:

Hoerose rpanunie cy ciayJajHe BeJIuYUHE.

lepmanunmja 35. Axko je Oap jenHa rpaHula MHTEPBAIA CIYYajHA IPO-
MEHJbMBA, MHTEPBAJ CE HA3UBA CAYUAJHU UHMEPBAA. <

W3 nedunmnuje caydajHOr MHTEPBAJA je jACHO Aa je U IBeroBa oy Ku-
Ha d clydJyajHA BENIUYMUHA, 114 C€ MOKe TOBOPUTU O OYEKMBAHO] OY:KUHU,
E(d), cayuajaor uaTepBaa.

Ilakne, y TopmheM npuMepy AOOUjeH je jemaH ciaydajHU MHTEPBAJ, a
4z1—q
BEroBa OveKkmBaHa nyskuna je: F(d) = \/—ﬁr .
Y oBOM mpuMmepy je Oy:KuHa WHTepBaja Hecaydajaa. MeDhyrum, y

caenmeheM mpuMepy je oHa CiydajHA.

IMpumep 49. Heka je X : N(0,02),0 > 0. Konuka je BepoBarHOha ma
cayuajun unrepsaa (|X|,|10X|) canpsku tauky o? Koja je ouekuBana
OysKUHA OBOI MHTEPBaJa?
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Onarosop je jemnoctaBan ¢ 003UPOM HA YNHCHUILY A % uma N(0,1)
pacnozmeny u Hu3 morabaja jemnakux BepoBaTHola (€KBUBAJIEHTHU IO-

rabaju):
P{X]| < o < 10X} = P{ <|X| < 0}

ag
=P{—< X X< ——
{10< <oV —0< < 10}

Iakne, BepoBaTHONA Aa CAYYAjHU MHTEPBAJ CAAPIKUA TAYKY O jeTHAKA
je:

o
P X Pi—<X P X<——¢=
{10<| |<o—} {10< <o—}+ { o< X< 10}

1 X
_2P{E <X<U}:2p{E S <1}:2<I>(1)—2<I>(0,1):0,60.

Hysxuua mocmarpanor ciaydajoor matepsasa je 10/X| — |X| = 9|X].

Kaxko je
(o.0] 12 2
E|X|:2/ 3: e_2cr_2d:n:o*\/j,
0 ovam s

OuekuBana nyskuHa OBOr MHTepBaia je 9E|X|~ 7,20. A

ITpumep 50. Ha ocuoBy ysopka obuma n, X = (Xi,...,X,), u3 no-
nynamnuje ca obenexxjem X umja pacrnomesia mpumnana GaMuInAju Igo-
nyctusux pacnogena {N(m,o?), —oo < m < 400, 02 > 0} onpeautu Ko-
JIMKA je BepoBAaTHONA ma CaydvajHu MHTEPBAJ

_ o — o
(Xn—2— , Xn+2—>
NLD NLD
canpskm Tauky m? Koawmka je odekmBaHa Ty:KUHA OBOT CIyUYAjHOT WH-
TepBaJsa’
Kao u y mperxomaom mpumMepy, KOpucTUheMO €KBUBAJIEHTHE NOTa-
baje:

— o — o
PSsX,—2— X 2— =P

w 3%

/—/H /\
a|q

<o)
<

)
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Kako je pacmomena ciydajue mpoOMeHJLUBE

X,—m
ag

/n

:N(0,1),

TO je Tpaskena BepoBaTHoha 2P(2) = 0,954 |, a ouekMBaHA my:KUHA WH-
TepBaJIa
o
Ed)=4—.A
(@) =47
IIpumep 51. Heka je (X1, X9, X3, X4) mpocr caydajau y3opak u3 mO-
myJamnuje ca obeneskjem X, dymja je rycTUHA PacIomesie

f($):{ z, 0<2<0,0>0

0, wunaue

Tj. obenexje X mMma pacmomery Koja mpunana GpaMuInju JOIYyCTUBUX
pacmoznena {U(0,0),0 > 0}.

Onpemutu 95%—THU mHTEpBaJ moBepema 3a O Kopucrehm craTumc-
TUKY TIOPETKa Y, OBOT y30pKA.

C ob3upom na ce paau 0 YHHYOPMHO] PaACIOmeu,

0, <0
Flr)=4 3, 0<x<0
1, z>60

OHOCHO, I'YCTUHA PAaCIONeje CTaTUCTUKE MOPETKA MAKCUMAJHOL pera
je

g1(ys) = { 4(F(y4))3f(y4), O<ys <6

0, wuHaue

_ 9—441/2, O<ys <6
0, wuwmaue

Axo uzabepemo peasme 6pojese 0 < ¢ < ¢ < 1 Tarse ma je:
4 029
0,95 = P{619 <Y< 629} = ﬁ/ yi’dy4 = (3.19)
c160

= (2 —c1)(c2 + c1)(c3 + )

nobuhemo v v
0,95:P{—4 <9<—4}.
C2 C1
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Haxrme, 3a peasu3oBaHy BPETHOCT 3a Y4, Y4, AHTEPBAJ

(&%)

C9 ’ (4]

je jeman 95%-THm mmETepBas moBepema 3a . KomcramTte ¢; u ¢y Koje
3amoBosbaBajy ycaos (3.19) cy, mHa npumep,

C1 = 40,05 s 62:1,
roe cMo musabpanu co = 1, a oHaa U3pauyHa u c1. A

IIpumep 52. Heka je (Xi,...,Xq0) OpoCT ciaydajHM y30pak U3 MOILY-
nmamaje ca obenexjem X koje mma pacmomery N(m,o?), roe je m mos-
HaTa KapakrepucTtukra. Heka je

10
Y =) (Xi—m)*
i=1

Kousuka je BepoBarHoha ma ciyvajHu uHTEpPBAJ (22)/—5 , %) CaIpKU Ipa-

By BPEIHOCT IapaMeTpa o7
C 063upoM Ha UMILEHUIY O PACIOLENM CIAydajHe IPOMEHJLUBE:

Y 2
;-Xm

U YUEHUIE 14 je

Y Y Y
P 2 =P{3.25 < — <20 5}
{20,5<J <3,25} { Sz

MOJKE Ce ONpEennTH TpaskeHa BepoBaTHONha u oHa u3nocu 0,95. Ily:kuna

MOCMAaTPAHOT CJIYyYajHOr mHTepBajga je d =Y (3—125 — ﬁ) =0,26Y. C
Ipyre CTpaHe, KaKo je

Y
E (—2) =10 caemn ma je E(Y) = 1002,
g

Ia je OYeKMBaHA Iy:KWUHA MHTepBaia 2,602. A

OnmTy mpobJsieM Koju je pemaBaH KpO3 CBe IPETXOAHE MpUMeEpe
je cmemehu. Heka je X = (X1, Xy,...,X,) y3opak u3 momyianuje ca
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obenexxjeM X uywmja pacnonena Ipunana GaMUIUjU AONYCTUBUX PAaCIO-
nena {f(x;6), 0 € ©}. Tpeba onpeauTu UHTEPBAJ MOBEPEHA 38 HEIO3-
HaTu mapamerap # Ha OCHOBY 3amaror y3opka X. IIpoGiaem ompebu-
Bama MHTEPBAJHE OIleHe mapaMerpa  ce cBOAM HA TO Oa ce OApene IOBe
cratuctuke V) = uy(Xyq,...,X,) u Yo = ua(Xy,...,X,) Takse na je

PV, <Yy} =1

P{Y1<0<Ye}=rv, 0<~y<I1,

rme je v 3amaTa BepoBaTHONA KOjy 30BEMO HMBO IOBepema. lIpernusHo,

Heduanmmja 36. Herka cy Y1 = uy(Xyq,...,Xp) n Yo = ua(Xq,..., Xp)
IBE CTATUCTUKe Ha OCHOBY ucrtor y3opka X = (Xi,...,X,) u3 mo-
nynamnuje ca obenexjeM X uywmja je pamMuiauja TOIYCTWBUX PacIonesa
{f(z;6), 0 € O}, Takse na mox ycaoBoM na je § mpaBa BpeIHOCT mapame-
Tpa (IWTO je HAJAJme HATJIAIIEHO Y MHAEKCY Mepe P), Baxku na je:

P{Y1 <Yo}=1

P{Y1<0<Yo}>v, 0<y<1.

Tana ce unrepsadn Y7, Ya] 30Be dsocmpanu unmepsan nosepemna 3a HEMO3-
HaTu mapamMerap  ca HugooM nogepemnay. Y KOJIUKO je jeqHa Ol IPaHuIa
HeCHAyJajHa BEeJIUUUHA, WHTEPBAJ he Outu jednocmparu UHMEP8aa no-
gepewa. Ob6a jeTHUM UMEHOM 30BEMO UHMEPSA nosepema. <

[Ipupomuo je TpamkuTu mna WHTEPBAJ MOBEpPEHA Oyne MITO Y:KUA Y
TOM CMUCIY Ja OUeKMBame Ny:KUHEe MHTepBaJsia moBepema, F(Ys — Y)),
Oyme mro Mame. C ayre crpaHe, HUBO IOBepema Tpeba ma Oyme mTo
Behin, u obuuno ce ysuma ga je v = 0,95 wmm v = 0,99. (Yobuua-
jEHO je ma ce HMBO MOBEpema M3paskaBa y npouentuma kao 100v%, mro
je y mperxomuum npumepuma Behi kopumheno.) Osa mBa 3axTeBa Cy
yTJaBHOM OIIPEYHA U HE MOKE MM Ce UCTOBPEMEHO yIOBOJLUTH, & M3JIA3
ce moHekJe HaJia3u y moBehamy obuMa y30pKa, Mamga Ce TO He MOKe
y3€eTu Kao IPaBUJIIO.

WntepBan noBepema je mo megUHUNNU CaydajHu naTepBata. Meby-
TUM, KaJa Ce€ €KCIePUMEHT 00aBM U HA OCHOBY PEAJM30BAHOT Y30DKAa
nobujy peasu3oBaHe BPEAHOCTU CTATUCTUKA KOj€ Cy T'DAHUIE WHTEP-
BaJia, nobuja ce peasm30BaHU WHTEPBAJ IIOBEPEHA KOJU je MHTEePBAJ HA
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peannoj npaBoj. U 3a oBako mobujeHu MHTEPBAJ KOPUCTU CE€ HA3BUB UM-
mepean nogepena (Hueoa nosepena y) 6e3 omacuoctu on 3abyne. Baskuo
je, mehyTum, mpaBuIHO paszyMeBame HUBOA MOBEPEhA.

OcBpHUMO ce Ha TyMaueme BepoBaTHONE 7.

Ilorpemno je TymaumTu na ca BepoBaTHONOM < peaau30BaHU WH-
TepBaJl OBepema caap:ku napamerap #, seh je BepoBarmoha 7y camo
BepoBatHoha na cayuajuu maTepsan Y7, Y3] npekpuje, oqHOCHO canp-
KU, HETIO3HATY TIpaBy BpeanocT mapamerpa f. Beposatnohy v mosxkemo
WHTEPIPETUPATA U OBAKO: 3aMuciauMo maa c¢Mmo ~yzemu” 100 peanuso-
BAHUX y30paka MCTOT obmuma n u mobuiau Hu30Be OpojeBa

(@11, -, T1n), (T21, - s Z2n), -, (T100:15 - - - > T100:m)

a 3aTM Ha OCHOBY BUX M3PDa4YyHaAJM MHTEPBaJIEC IIOBEPEHa

[?Jll s y12] ) [yzl s y22] ) e [y100;17 yloo;n] .

Tanga #Ha Te MHTEpBaJe MOKEMO TJIeJATH KAao Ha peaju3aluje CIydaj-
vor maTepsasa [Y1,Ys]. Kako je P{Y; < 0 < Y3} = v u tymauehn
BepoBaTHONY Kao rpaHuyHy BPETHOCT PEJATUBHUX YUYECTAHOCTHU, MO-
&xeMo pehu ma npubmmsro 100v% peanm3oBaHMX MHTEpBaJa MPEKPUBA
HenosHatu mapamerap 6, a ocranmux 100(1 — )% peanuszoBanux uHTEp-
BaJia ra HE TMPEKPUBA.

IIpebumo cama Ha ommTH MOCTYIaK HOOWjama MHTEPBAJa IOBEPEHA
34 TMPOU3BOJLHU HEMO3HATU j€IHOMMMEH3NOHU TapaMeTap Pacrioaele.

Ilakne, Hexa je obenexje X ca pacmomenoM Koja mpumana (pamMuii-
uju momycrtusBux pacmnonena {f(x;6),0 € ©}. IIpermocrasuhemo jom
na je © Herm mHTepBaJ y R (MHAYe MHTEPBAJIHO OLCHUBAHKE HE OU
MMaJIo HUKAKBOT CMUCJA). YOoumMo, Takobhe, ma je y3opayku mpocTop
peanusoBanux yzopaka X C R". M3abepumo peasan 6poj v, 0 < v < 1.
Monasehu ox y3opra X = (X7, Xo, ..., X,), rpaskuhiemo ¢yurmmje uq(x)
n ug(x), TakBe ma je u; < uz 3a cBako X € X u na je 3a cBako 0 € O:

1) crym {x: 0 € [u1(x),u2(x)]} Mmepibus,

2) Pp{w : 6 € [u1(X),u2(X)]} > .

Heduannmja 37. [Ipernocrasumo na je {f(x;0),0 € O} damumauja mo-
nyctuBux pacnoznena obenexja X, X = (Xi,...,X,) y3opak obuma n
u3 momyinamuje ca obenexjem X mw T : X x @ — R ¢yurnmja koja
3am0BosbaBa ciaenehia nsa ycaosa:

e Pacnonena Beposarnoha cayuajue semuuune T(Xq,...,X,;0) He
3aBuCcHU on napamerpa 0.
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e 3a cBako X = (x1,...,xy,) € X ¢ynrmuja T'(z1,...,2,;0) je
HEIPEKNIHA U CTPOro MOHOTOHA (yHkmuja aprymenta 6. Ilpwm
TOMe KapaKTep MOHOTOHOCTU HE CMe Ja 3aBUCHU O X.

Tana ce cayuajua Beaumunaa T'(X1,. .., X,;60) 30Be yewmpaara cmamuc-
muka 3a mapamerap 6. <

Iorkazahemo ciaenehy Teopemy:

Teopema 19. Hexa nocmoju uewmpaarna cmamucmuxae T maxea da T :
X x © — R w%oja je 3a ceaxo ¢urcupano § € O meprusa pynkyuja Ha
ckyny X. Osnavumo ca A xodomen dynwrkyuje T mj. A =T(X x ©) C R
u jow npemnocmasumo 0a je 3a ceaxo a € A u 3a ceaxo x € X pewusa
no 0 jeowauwuna a = T(x,0). Kada je 0 durcuparno, xopucmuhemo o0s-
naky T(x,0) = Ty(x). Tada je gynruuja Tp(X) cayuajna npomenpusa wuja
pacnodeaa we 3asucy 00 6 u na ocnosy we je yeex mozyhe nahu unmepaan
nosepemwa 3a napamemap 0.

oxra3. Ilon ycioBrnMma HaBeIEHUM y TE€OPEMHU, 38 CBAKO (PUKCUPAHO
v € [0,1] moryhe je onpenutu nBa peasnna Gpoja ti(y) u ta(y) TakBa na
3a cBako 0 € © Baxku na je:

Bo{ta(v) < Th(X) <t2(v)} 27,

jep je y muTamy CTPOro MOHOTOHA (YHKIMja MO § ma CUTYPHO MOKEMO
wahwu ¢1(y) u ta(y), ¢ Tum mro TO He MOpajy ma OyLy jeaUMHCTBEHU
peanHu OpojeBu.

[Momro je ¢dyurmumja T mMonoToHa mo § 3a ¢puKCHpaHO X, pemumheMo
jemHaumue o mapamMerpy 6 m mobuhemo jeqWHCTBEHA pellema Koja Cy
I'PaHNIe UHTEPBAJA.

3Haum, uMaMo ciaenenu cucTeM jeTHAUYWHA U OTPAHUUIECHA

t1(y) = T(x,0) (3.20)

ta(y) = T'(x,0) (3.21)

ti(y) <ta(v).

Osraunmo pemewma oBor cucreMa ca Tig(x) = ui(x) u Thy(x) = ug(x).
Jlakie, pemaBameM OBOI cuCTeMa IO § moOujaMo IpaHUIle MHTEPBAJIA,
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1 aKO YMECTO (UKCUPAHOT y3MeMO CIydYajHu BeKTOop X, mobuhemo ciry-
YajHU MHTEPBAJ U TO:

[Tlg (X), The (X)] .4

[TorazaheMmo KakO ce MPUMEHOM IEHTPAJHE CTATUCTUKE Yy CIIyYajy
pacrmomesie amncoJyTHO HENPEKUAHOD TUIA MOKe €(DEeKTUBHO OIPEIUTU
WHTEPBAJ MOBepema 3a Hemo3HaTu mapamerap 6.

Heka je g rycruna pacnogene cayuajue npomenssuse 1= T(Xq, ...,
Xn;0), roja e 3aBucu on napamerpa 6. Heka je v € (0,1) 3amatu HuBo
noBepema. Rama je T amcosyTHO HEMIPEKUAHOT TUIA, U3 YCJIOBA:

to
Y= P@{tl < T(le s 7XTL70) < t2} = ] g(t)dt
1
onpebyjemo koucranrte t; u tg. Te KOHCTAHTE HUCY jeIHO3HAYHO OOpe-
bene. PurcupajmMo aBe KOHCTAHTE 3a KOje je

t2
v=[ g(t)dt.

t1
3a Tako ¢QukcHpaHe KOHCTaHTe t] u ty U PurcupaHo (Ti,...,T,) OIpe-
auMo pemtema jemaunsaa 1(x1,...,25;0) =t u T(x1,...,2,;0) = to
mo 6, Koja cy jemmHcTBeHa 3060r MoHOTOHOCTH (yHENUje T. O3HaUMMO
pemema ca y; = ui(r1,...,Tn), Y2 = uz(r1,...,T,) u ogrosapajyhe
cratuctuke cy Y7 = ui(Xq,...,Xy), Yo =wus(Xy,...,X,). Tana hie 3a
BUX BAKATH

Pg{Yl <0< Yé} =.

[IpumeTnMo na yr/byUYMBalke TpaHWNA WHTEPBAJa y caM UHTEPBaJ
HeMa 3Hauaja KoJI obeserkja alcoJyTHO HENPEKUIHOT THUIIA.

3a mMCKpeTaH cayuaj MOCTYNAK jé aHAJOTAH, CAMO IITO CE YMECTO
WHTErpaJja jaB/ba CyMa UM MOPa Ce y3eTH ¥ 003Up na TpaskeHa BEPOBAT-
wmoha mopa na 6ynme Beha uawm jemnaka 7.

Axo mpernocraBumo (6e3 cMmamema ommrocTy) na je 1 MOHOTOHO
onanajyha ¢ysrnuja no 6 u oszmaunmo ca Ti(x,0) pememe jennadmnne
(3.21) , a ca Ty(x,0) pememe jenmauwmse (3.20), ounrnenuo Th(x,6) >
Tl (X,H).

Axo 3a Hexo f npy PUKCUPAHOM X BAKU HEjeTHAKOCT:
t1(7) < T(x,0) < t2(7) (3:22)
Tanga je u

Tl(X, 9) < 0 < TQ(X, 9) . (323)
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OGpuyTo, CBaKO X Koje 3amoBosaBa penamujy (3.23), 3am0Bomasa Ta-
kobe u penanujy (3.22), ma je

{x:t1(y) <T(x,0) <ta(v)} = {x:0 € [T1(x,0), T>(x,0)]}.

Tana je [T1(x,0),T2(x,0)] Tj. [T1(X,0),T5(X, 6)] narepsan nosepema ca
HUBOOM IIOBEPEHA 7.

SanpskahieMo ce canma Ha CHenUjaJHUM MHTEPBAIMMA IOBEPEHA O
KOjux cMo Heke Bell pasmarpasnm Kpo3 IpeTxomHe mpumepe.

OneHa 3a MaTeMaTUUKO OUYEKUBAME 1 KO HOPMAJHE DAaCIOLelie

N(m,o?) xazna je o mo3naro:

WNurepsan moBepema 3a mapamMeTap m uMaiau cMo y I[Ipumepy 48 u
OH U3HOCH:
- o - o
Im: Xn_Zlfa— Xn‘i_Zlfa—
= vn = /n
OneHa 3a MATEMATUUYKO OUEKUBAKHE M KOJI HOPMAaJIHE PACIOIEIIE
N(m,o?) xana o auje mosmaTo:
Hajmpe Tpeba omneHnTy 02 ma KOPUCTUMO cilenely meHTpaIny CTaTuc-
TUKy Koja mMa 2 pacmomeny ca (n — 1) cremenu cimob6ome:

Z*
> = tn—17
Xn—1
n—1
rue je o
7 X,—m
52

ca HOPMAJIHOM HOPMUPAHOM PACIOAEJIOM, ITa CTATUCTUKA b, UMA CTY-

. = 2
neHTOBYy pacmnozeny ca (n— 1) crenenu cnobone, jep cy Z* u S,,” nesa-
BUCHe ciydajHe mpomenmpuBe. OTyna

X, —
S =T =ty
32
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OBo he OuTu TpaskeHa IEHTPAJIHA CTATUCTUKA 33 IapaMeTap 11 Ha OC-
HOBY KOje heMoO oIpenuTy MHTEPBAJ IIOBEPEHA:

ca HMBOOM TIOBepema 1 — «, rae je 6poj t,_;.1-a onpebhen u3 ycnosa
72

P{ltnal <t, e} =1-a.

WNurepBasn noBepema 3a pa3iiMKy MATEMATUUKNX OUEKABAHHA
m] — Mo ABa HE3aBUCHA O0ejekja ca HOPMAJHUM PACIOIeIaMa U jel-
HAKMM IUCIep3njaMa Kaja je o’ Hemo3HaTo’:

Heka cy nara npa He3zaBucHa obesieskja ca HOPMAaJIHOM PACIIOAEIOM
u jemmakuM mactepsujama X : N(myp,0?) u Y : N(ma,0?). Ibuxosa
pa3ymKa, Kao IITO je MO3HATO, MMa Takohe HOpMaJHy pacmomeny. Ko-
puctuheMo 0BO CBOjCTBO M Ha OCHOBY MABa HE3aBUCHA Y30DKa, MO jeIaH
13 CBaKe OJ OBUX pPAacIofesia, OIEeHNNeMO pPa3jIuKy HBUXOBUX OUYEKU-
Bama.

Hexka cy momenytu y3opmu pegom (X1, Xo, ..., Xy, ) u (Y1,Ys,...,Y,,).
YounMoO CTATUCTUKY

— — ot  o?

an—Yn2:./\/ ml—mQ,n—+n—
1 2

[TocmaTpajmo caemehe ciaydyajue mpoMeHIbUBE:

YTL1 — 7TL2 — (ml — m2)

s N(0,1),
s
ni na
= 2
nlSnl .2
0_2 - an—l 9
= 2
n25n2 2
0_2 - Xng—l
u 2 2
nlsnl + nQS’rLQ _ X2
o2 o2 nit+n2—2 -

43a cayuaj mosmare aucmepsuje mponexypa e GUTH aHAJOrHA, ald Ca OXrO-
Bapajyhum crarucTrkaMa u HEHO CIpOBODEmE ce 0CTaB/ba UMTAOLY.
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OmnaBne hieMo mMaTU CTATUCTUKY KOja MMa CTYOEHTOBY PACHOIEIY Ca
n1 + ng — 2 cremena ciaobome:

Y'nl _7n2 —(m1—ma)

\/Z—2+ﬁ
1 n2

Ha Taj sauun cMo n3abpaiu NeHTPpaJHy CTATUCTUKY 3a IapaMerap mi—
Mo Ha OCHOBY KOje heMo oapemuTu Tpa:KeHU WHTEPBAJI TOBEPEmA

=2 =2
nlsnl + n25n2
nlng(nl + ng — 2)

Iml—mz = ynl - ?ng —t (nl + n2) ’

17
n14ng—2;-5=

=2 =2

— — n1S,, +na2S,,

Xy =Y, +1 ! .
e 2 nlng(nl + ngo — 2)

(n1 + ng)

1—
nitng—2;-5%

Onena mucnepsuje o

HATO:

KOJ HOpMAaJHE pacIoesie Kama je m Io3-

Hexka je mara dpamumiumja momycrtusux pacmnogeta {N(m,o?), 0% > 0},
I€ je OYEeKMBAILE M MO3HATO. YOUMMO CIVUajHY HPOMEHJLUBY Ca X2
pacmomesioM um n cTemeHu caobome, Koja he mMmaTu yaory HEeHTPAJTHe

CTaTUCTUKE
= (X; —m)?

Hame, aro je v = 1 — o HUBO moBepema, Tpeba oapenuTu peaHe Opo-
jeBe a u b, a < b, TaxkBe ma je:

Pla<Y <b}=v=1-a.

Y mpeTxomHUM IPOIENypPaMa CMO KOPUCTUIN CUMETPUYHOCT PACIIOIEIIE
IEeHTPaJIHE CTATUCTUKE 3a onpehuBame rpaHuna wHTepBaia U 6GpojeBe
a u b cmo ompebuBanu ma jemuucrBen HaumH. C ob63upom ma X27
pacmnomesia MMa TYCTHUHY KOja je acuMeTpudHa, muTame onpebhuBama
oBuX OpOjeBa je MHTEPECAHTHO YTOJIUKO IITO CE€ IMOIMITYje MCTU IPUHIIUIT
Yy pa3MUIBamky Kao W MPETXOMHO, Te ce OHu onpelyjy Tako ma Basku

P{x; <a} = P{x} > b} = 5
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(manma He Heonxomuo). Otyna he Hamame Guty KopumlhieHe O3HAKE 3a
omrosapajyhe kBanTHIEe Y2-pacromeie.

n 2
2 (Xi —m) 2
P {Xn;a/2 < Z : o2 < Xn;l—a/2} =1- «,
=1

Tj.

5 <o” < 5
Xn;l—a/2 Xn;a/2

P{Z?:l(Xi —m)? 2 2ici(Xi —m)Q} —1—a.

2

OpnaBme je, OUUIJIEIHO, MHTEPBAJ MTOBEPEH:A 3a OUCIEP3U]Y 0° Kaua je

OYEKMBalbe IIO3HATO :

Iy — [ i1 (X —m)? i1 (Xi — m)ﬂ .
X727,;1—01/2 X?L;Oc/2

Ilomohy oBor mHTEpBaJa ce MO:Ke OAPEAUTV W OAroBapajyhwu wuH-
TepBaJl MOBepema 3a CTAHNAPIHY AeBuUjarujy kopuctehwn nedwHMInjy
CTaHAapIHE OEeBUjaluje:

i=1(X; —m)? i1 (Xi —m)?
2 2
Xn;l—a/2 Xn;a/2

2 KO HOpMAJIHE PACIOeNe Kana je m Hemo3-

Omnena mucuepsuje o
HaTO:
[onasu ce o ucre pamuiuje {N(m,o?),0? > 0}, u kopucTu craTuc-

TUKa Koja mMa Y2 pacmomery ca (n — 1) cremenu cioGome:

N pneja je mcra ka0 u y IpeaxomHoOM CIyUajy,

— 2
P{agnsn §b}:7:1—a,

o2

ma KaJ ce 06aBU HEOIXOIHO U3pavyHaBame, qooujamo cienelie rpanuie
CIIy4YajHOT UHTEPBAJA:
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[Ipm Tome ce 6pojeBu a u b ogpelyjy Kao u KOO IpEeTXOIgHE OIEHE, Tj.
u3 ycaosa (kKoju Huje obaBe3aH, anu je yobudajes)
«

P{X%—lﬁa}zg , PG <bp=1-

!
5"
HWurepBasn moBepema 3a KOJMYHUWK OUICHEP3Uja [BA HE3ABUCHA
obeseskja ca HOPDMAJIHUM pacCIolesaMa
Heka cy mara nsa mesaBucHa y3opka (X1,..., X, ) u (Y1,...,Y,,) 3a
obenexja penom X : {N(mx,0%), 0% >0} u Y : {N(my,0%),0% > 0}
Opy YeMy OUYEKMBAWma HUCY [O3HATA. Y KOJIUKO Ce AWCIEP3Uje OBUX
obeneskja ynopebyjy mebhy cobom Kpo3 BUXOB KOIUYHUK, UMa CMUCIA
onpebuBame nHTEpBaa MOBEPEHA 38 KOTUYHUIK
2
%y
5 -
9x
Ormena ce mobuja Ha OCHOBY ca3Hama Oa CIydajHe MPOMEHJH UBE MMAjy
pacmomese Kako Cien

=2 =2
mSx N naSy _ N
0%( ni—1>» 0_12/ no—1>

=2 =2 . .
rae cy Sy u Sy mucuepsuje y3opaka 3a obenexja X um Y pemow,

n15%

a2 (n1—1)
X

- — Fnl—l;TLQ—l .
’I’LQSY

0% (na—1)

Cam mHTEpBaJ mOBEpema he obutu:

=2 =2
n2Sy na2Sy
o na—1 ng—1

Iag, = |00 = S R
—+ n1Sx n1Sx
7X ny—1 ny—1

3a a u b KOju 3aI0BOJHABAjY YCJIOB
P{a < Fnl—l;nz—l < b} =l-«a
U, IO MIPAaBUILY, YCJIOB

o
P{Fn1_1§n2—1 < a} - P{F’nl—l;nQ—l > b} = 5 .
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CBu HaBeNEeHU WMHTEPBAJIU MOBEPEHA CY T3B. MBOCTPAHU, a 3adp-
KMMO Ce jOIl MaJjiO0 Ha jeIHOCTPAHUM HWHTepBaJjuMa. I[loroTroBy KomI
OUcIep3uje U CTaHIapOHe AeBUjaluje Ccy y ymoTpedu, T3B. jemHOC-
TPaHU MHTEPBAJIM MOBEPEHA KOJ KOJUX j€ CaMO jeaHa T'PAHUIA CIydYaj-
ma. OBakaB MHTEPBAJ Ce KOPUCTU y TPUIUIM Kala je jeqHa TPaHula
on Beher mHTEpEca 3a UCTPAKUBALE Y KOME Ce MPUMEHYje MHTEPBAJIHO
onemUBame KAa0 CTATUCTUYKA mporenypa. M3mnoxkuhemo oBaj HauwH
pa3MuUILbama HA IPUMEPY AUCIEP3Uje.

[Tapamerapcku npocTop 3a mqucnep3ujy je no npasuiry © = [0, +00).
JenHoCTpaHu ropmu MHTEPBAJ NOBEpema (ropma IPaHUla My je CIIy-
vajHa) Ou ce mOOMO HA OCHOBY Pa3MUILLAA

P{0<o® < o(X1,Xo,.... Xp)} =1—q,
a jemHocTpaHU NOoBU (IOHa IPAHUIA MY je CiaydajHa)

P{o(X1,Xs,...,X,) <0< 400} =1-a.

3.8.2 HenapameTapCKy MHTEPBAJIM MOBEPEmHA 32 KBAHTUJIE

IlocToje naTEpBaAIU TOBEPEH A YNje TPAHUIIE HUCY Y BE3U Ca PacIoIe-
goM obeseskja dmju ce mapaMeTpu OIEemYjy, OMHOCHO HE 3aBUCE O Te
pacmomesie. Y TOM CaydYajy ce 3a WMHTEPBaJ MOBEpema Kaske na je
HenmapaMmeTrapcku. [Ipumep HemapameTapCKUX MHTEPBAaJa MOBEPEHmA CYy
WHTEPBAJIM MOBEPEHA 38 KBAHTUIIE.

WuTepBanna oreHa KBAHTHUIIA C€, KAO IITO je OMo ciayvaj u ca TadKa-
cToM, 6a3upa Ha crarucTukaMa noperka. Ona ce oxpebyje u3 yciaosa

P{Xp <My <Xyt>2y , 1<r<s<n.

ITokazahemo, ma ako X wmMa pacmomesy amcoJyTHO HEMPEKUIHOT
TUIA, OHAA CJIYYajHU UHTEPBAJ {X(T),X(s) , 1 < r < s < n npekpusa
npaBy BpeIHOCT KBaHTUIa M, ca BepoBaTHONOM KOja 3aBUCH O T, S U
p, ajau He U on pacmnomnese obenexja X. Oryma he o mpencrasmaru
HemapaMeTapCKy MHTePBad (3a pas3iuKy O MPETXOIHUX NpPUMePa WH-
TepBaJia MOBEPEma KOjU Cy 3aBUCHUJIM OX pacmomeie obenexja X Koja
je Oumia HOpMaJiHA, ¥ CBE KOpUIINeHe IEeHTPaJHEe CTATUCTUKE Cy Ouire
3aCHOBaHE HA TOj IPETIOCTABIN).
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3aucra,

{w: Xy (w) < Mp} =
={w: X(T,)(w) <M, A X(s)(w) > Mp} U{w: X(T)(w) < M, A X(S) < Mp},

Te KaKo je

{w: X (W) < Mp} CH{w: Xy(w) < My},

cilenu ma je

P{X) < My} =
= P{X(r) <M, A X(s) > Mp} + P{X(r) < M, A X(S) < Mp} =
= P{X() < My < X(o)} + P{X(5) < M},

a omasge je (y AmcoyTHO HENPEKUITHOM CIyYajy )

P{X@) S My < X} = P{X(4) < My} — P{X(y) < My} =

S (?)p"(l -p)"

1=r

IITO je U TpebaJyio JOKA3aTH.

OBze je jom BayKHO KOHCTATOBATH M8 § W T HUCY HA jeOUHCTBEH
HauuH onpebenu, asu yBoDhemeM HEKOr IOOATHOr KPUTEPUjyMa Kao
Ha IpUMEp KO MHTEpPBaJja IMOBEpEHa UMja je HNEeHTPaJHa CTATHUCTUKA
uMasa y2-pacmomeny, Moxe ce mpesasuhu HeonpebenocT.

IIpumep 53. Hera je 3,1; 3,1; 4,5; 4,6; 4,6; 4,9; 4,9; 5,2; 5,2; 5,3;
5,3; 5,8; 6,0; 6,0; 6,2; 6,7; 7,1; 7,5; 7,9; 8,0; 8,2; 8,4; 8,5; 9,3; 9,7;
9,8; 9,9; 10,0; 10,0; 10,1; 10,4; 10,5; 11,6; 11,6; 11,7; 11,8; 12,4;
12,6; 12,9; 13,4 BapujanuoHu HU3 peayM30BaHOr y30pkKa obmuma 40.
O npenuTy MHTEPBAJ NOBEpema HUBOA moBepema 0,90 3a KBaHTUI pena
p = 0,25 (IpBU KBApTUII) HA OCHOBY OBOT y30DKA.

Y BapujallOHOM HU3Y Deajn30BaHOT y30DKa Tpaske ce OPOjeBU (.
u T(5) Koju Oum Omim rpanulle MHTepBasa NoBepema 3a My s ca HUBOOM
nosepema 0,9. Haxme, n =40, p = 0,25 majy

s—1
> ( 4]3 ) £0,25% - 0,758 F = P{z,) < X <} =P{r <Y <s}=
k=r

P{ r—40-0,25 <Y—10<s—10
v40-0,25-0,70 — /7,59 T /7,9

}:P{CléY*§02}=0=90=



OnemunBame mapamerapa 121

rae je ciydajHa npomenssuBa Y : B(n,p) m meHa ampokcuMaruja HOD-
MastHOM pacnogesoMm Y* = Z ~ N(0,1). Tpamumo r u s Tako na je

U [ 20— 0.90
— e”2dz=0,90.
\/27T~/C1

Axo ce uzabepe r =6 u s = 15 nobuja ce
P{—1,46 <Y* < 1,83} =0,42786 + 0,46562 = 0,89348 =~ 0, 9.

Ilakse, TpayKeHU MHTEPBAJ UMa TPAHUILE ze) =49 u x5 = 6,2, 1j.
90%-THU MHTEpBaJI MOBEepema 3a Hemo3HaTyu kapTua pena 0,25 je:

IMO,25 =[4,9;6,2].

JacHo nma oBaj u3bop Huje jenuHCTBEH, Beh je camo jemaH ox Moryhmnx
uzbopa. A

3.8.3 BumemuMmeH3MOHE 00JIaCTU IIOBEPEHA

Y MHOIMM HPaKTUUYHUM MPUMEPUMAa jeIHOIUMEH3MOHOr mapaMeTrpa,
moryhe je KOHCTpyuCATU WHTEpBaJie MOBEPEHA, Al je TO YBEK MOBe-
3aHO Ca IMPETIOCTABKOM O MOHOTOHOCTU 3a IEHTPAJHy CTATUCTUKY, KAO
¥ MPETIOCTABKOM 1a je © wmHTepBaJ. Y CIOB MOHOTOHOCTH, MehyTum,
HUje yBek Moryhe octBapuTu, a ako © He 61 OMO MHTEPBAJ, UHTEPBAJ
moBepema He O MMaO HUKAKBOT CMUCIIA.

Ob6macTu moBepema pemaBajy OMIITUjU TPOOIeM.

[ToroBO MOCMATPaMO MEPJBUB Y30PaUKUA TPOCTOP A 3a MOMYJIAIN]y
ca obenerxjem X umja pacmnonesa npunaga GaMuiInju JOIyCTUBUX Pac-
nonena Fg = {f(x;0),0 € O}, upu uemy je © BuleMMEH3MOHA MEDJILUB
CKyT, Tj. MOACKYHO OAroBapajyher BUWIeIUMEH3WOHOT PEaJHOT IIPOC-
Topa, a X = (X1,...,X,) ciayuajHu y3opaxk.

Heka je K C X x O, Kg = {x: (x,0) € K}, K(x) = {0 : (x,0) €
K}. Hera je Ky mepmus monckyn ox X 3a csako @ € ©. Tarobe
npeTnocTaBuMo na je 3a csako x € X, K(x) # (), taunuje, na je
{X: K(X)=0} C L 3a roju Baskn na 3a cako 0 € ©: Pp(L) = 0. Hera
je B peaman 6poj, 0 < 8 < 1, TakaB ma je

B < eig(fa Po(Kg(X))

rue je
K@(X) = {w : X(w) S K@} .
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Tana je
P@{X S Kg} > 57

a obnact Kp(X) hemo 3BaTm obnact moBepema 3a mapamerap 6 ca
HMBOOM IOBepema [3.

IIpumep 54. Hahu obaacr moBepema 3a MBOAMMEH3WOHU MapaMeTap
HopmadsHe pacnonere N (m,o?) auBoa mosepema 3.
3a 0b61acT moBepema ABOAUMEH3UOHOT IIapaMeTpa
(m, 0?) HopMasHe pacmogesne Huje Moryhe y3eTu IpaBOyraoHHK
= = 2 = 2
< Sn ; < . Sn . nS,, nS,
nT =ty 1 0 An T =ty g | X 2 » 2 )
vn—1 2 vn—1 2 Xn_171+2’v2 Xn_171—2w2

Y1 =1—0a1, 2 = 1—a9, jep caydajHe BeIUUNHE KOJUMAa j€ IPaBOyTaOHUK
nepuHUCAH X%—_m u §n2 HICY He3aBUCHE.

Obmact HOBnepeH)a moryhe je ba3upaTu Ha ABOIUMEH3UOHOj CTATHUC-
TUIU (Ymgnz) yurje Cy KOMIIOHEHTE HE3aBUCHE.

YouuMmo ckym:

[\

nsy,

n _
Ko = {X 52l —ml St =zia Ati(B2) = Xfl_l,% < — g Stf)=

Heka je 8= (1o u @(21-0, ) = 1_20”, roeje 1 =1—aj u fs=1—an.
2

— — 2 .
Ha ocuoBy mezaBucuoctu X, u S,,” ciemu ma je:

|Yn —m|

PQ{X S Kg} =P

n

< 2 Py {t1(52) <

Ob6aacrt moBepema he duTu 06IUKA

Ko = {x:x= (11,12)},

- 2
(Tn — x1)°n
OrpaHMYeHa NapaboyloM Ty = —————, 1 ABeMa IapaJieJHUM IpaBaMa
Zlfal
2
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[Tpenuzuuje
(Tp — 21)*n ns> ns>
Kog=(x:x=(21,22) N 330 > ———— Nx3 > - A\ mg < -
(w1, 22) P 2(Bs) 11(B2)

2

A






I'imaBa 4

TecTupame CTATUCTUUKNX
XHUIIOTE3a

TecTrpame CTATUCTUYKUX XUIIOTE3a IPEACTABIbA B CTATUCTUYKOT
3aKJbYUMBAMmaA KOjU Ce MPUMEHYje V CUTyaIjaMa y KOjuUMa ce yHaIpen
IPETIOCTaBba MOCTOjame onpebene Beze mMely m3yuaBaHumM mojaBama
U Kajda ce pa3MaTpa pacmogeina obeseskja KOjoM ce mocMaTpaHa Io-
jaBa kKapakrepume. Y TCUXOJOTHWjU CE PEIUMO IOBE3Yjy: eMOIuje U
n3pa3 Julla, YTUIA] IPBEe UMIPECHUje U TyMademe KACHUjUX TOJATaKa,
Yy KOHTPOJU KBaJHUTETa: IIOBE3yje ce MPOU3BOIHA CMEHa ca OpojeMm ne-
(eKTHMX MPOM3BOJA U JOII MHOTM IPYTY IPUMEPU CE€ MOTY HaTU y TOM
cuucay. Ca mpyre crpane, MOXe & ce M3HecCe OMIO KakBa IMIPET-
mocTtaBKka O ODesIeK]jy KOje KapaKTepulle M3yJYyaBaHy II0jaBy, Kao, Ha
OprMep: BUCUHA CTAHOBHUIITBA jenHe peruje (MauM y I[EJIWHU) OpaTu
HOPMaJIHy pacmoneny u ciaudHo. lIpermocraBke MOry ma ce OTHOCE U
caMO Ha IOjeIVHE KapaKTEPUCTHUKE o0elerkja Kao IITO je OUYEKUBAHE,
Memujana n canvHo. CBaka OX MPETIOCTABKA MOXKe Ha Oyne TadHa WUIu
IO pemTHa.

4.1 OcHOBHU NOjMOBU

Iedpunaummja 38. Tepbheme 0 nocmarpaHuM nojaBaMa 1 IpoOIECUMa Ha
jeOHO] MM BUIIE IOILyJIalrja, KOje MOsKe Ma Ce MCKayke Kao TBpheme o
pacmomeny jeIHOT WMJIM BUIIE OOeJIesKja J€ CmamucmuuKka Tunomesa.

Hpyrum peunMa, cBaka IPETIOCTaBKa na obeiexkje X mMa pacHomery
KOja MPUIa,aa HEKOM CKYyIMy IOMYCTUBUX PAaCIOeiia Ha3WBa CE CTATUC-

125
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THUYKa XHUIIOTE3a.

Hepmaunmja 39. Tecmupame cmamucmuske xunomese je TOCTYIAK IPO-
Bepe xumorese. <y

ITum TecTupama XuUmoTese je mHEeHO MpUXBaTame WU OndaluBamhe
npu yeMmy ce Bepudukranuja obaBba HEKUM yHaIpen yTBpheHuM craTuc-
TUYKAM METOIOM.

Xunore3a ce TecTUpa HA OCHOBY Y30pKa U MOHOCU CE€ OIJIYKa O
HEHOM IPUXBATABY WJIM OADAIUBAaLY, IMPU YeMy Ce TOBOPU U O Be-
POBATHONYM HMOrPEIIHOT 3aKJbYYKa.

IIpumep 55. Ucnutyjy ce MOTOpHE CIOCOOHOCTU PATHUKA 3AMOCIEHUX
y nBa moroHa jenune ¢abpure. Ilpu Tome Tpeba yTBpauTuH ma siu mo-
CTOjU PAa3JMKa Y MOTOPHO] CHA3U IIaKe PaJHUKA KOJU MPUIANA]y IBEMA
nepuaucanuMm rpymama. C TUM y Be3u NPUPOIHO j€ TOCTABUTHU JBE
XUIIOTE3E:

e Ilocroje paznmke y MOTOPHO] CHA3u IMaKa PaTHWKA y IPBOM U
APYTOM TIOTOHY, U

e He mocroje pasauke y MOTOPHO] CHa3WU Maka PAIHUKA y MPBOM U
APYTOM HOTOHY. A

Y OBOM CJay4ajy MOCTYHAK CTATUCTUYKOT 3aKJbYUYUBAKA MOAPA3y-
MeBa nNa Ce jeoHa OJ HNOCTABJHEHUX XUIOTE3a Y3WUMa 3a IMOJa3Hy WU
T3B. HYJITYy XWUIOTe3y u o3HauaBa ce ca Hy. Ilpyra xumore3a Ha3uBa
ce, y TOM CJIyYajy, ajJiTepHATHUBHA XWUIIOTE3a U O3HavaBa ca Hp, nin,
pebe, H,. Koja xunore3a ox mocTraB/hbeHUX Ce y3uMa Kao HYJATa, 3aBUCKA
on camor mpobsema. OMNINTU je TPUHIUT Oa Ce 3a HYJITY XUIOTE3y IO
IpaBUIIY y3WMa OHa KOja ce Jiaklle BepuduUKyje, Tj. 3a KOjy je Jaxme
yTBpAUTU BepoBaTHONe M3BODEma MOrPEMHNX 3aKJbYYaKa.

Xwunoresa MOske OUTU MPOCTA WU CJIOKEHA.

Hedoumuannmja 40. CraTrcTryka XUOOTE3A j& NPOCMaE AKO Y MOTIYHOCTH
onpebyje pacmomeny obeiesxja KOjoM ce 6aBu, y TPOTUBHOM j€ CAOHCEHA.

&

HaBomuMo HekoIUKO mpuMepa HajpacHpPOCTPAMEHUjUX MATEMaTUU-
KX (OpMyJianyja CTATUCTUYKUX XUIIOTE3A.
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e Xwumore3a 0 0OJMKY pacrmomesie mocMarpaHor obemesxja X
Hy: Fx(z) = Fyo(z), x€R,
rae je Fy mornyHo ompebena 3amara pacmomesia Uiau
Hy: Fx € F,
rae je F 3amarta ¢pamMunuja QyHKIHUja PACIOIEIE.

e Xwumnoresa O XOMOreHOCTH (MCTOBPCHOCTHM) KOjOM Ce€ IIpOBepaBa
jeMHAKOCT pacmomesia, penuMo k, CIyJYajHUX BEKTOPA UCTUX V-
MEH3Uja

Hy: Fi(x)=...= F(x), x=(x1,...,2,) € R",

rae je F; ¢pymrmuja pacnonene sexkropa (Xii,..., X)), i =1,..., k.
OsBakBa xumoTe3a ce mpuMemnyje, Ha TPUMEDP, V CATyaIrjaMa Kaaa
ce 3a BUIIE y30paKa MCTOI OOMMa IpOBEpaBa na JU CY Y3€TU U3
KUCTE TOMYyJIaluje.

e Xwumnore3a O He3aBUCHOCTHU nBa obenexja X u Y
H(]F(ﬂi‘,y):FX(ﬂf)Fy(y), (x7y)€R27

rae cy F(z,y),(x,y) € R? ¢ynxmuja pacmomene CIydajHOT Bek-
ropa (X,Y), Fx(x), z € R, pyHKIMja pacmomese ciaydajHe IPO-
menmuse X, a Fy(y), y € R, pyHKImMja pacmonesne ciydajHe Ipo-
MensmuBe Y. OBakpBa XWUIoOTe3a MO:Ke OWUTU MCKa3aHa U 33 BUIIE
on mBa obemexxja.

e XmroTe3a O CIy4ajHOCTU CE OJHOCH Ha BUINIEIVMEH3NOHO ObDeex]je
uay OMJIO KOjU BEKTOP CIYYAjHUX MPOMEHJ/LUBUX

X:(X17"'7Xn)

1 HOME Ce TECTUPa Ha JU Cy KOMIOHEHTe X; He3aBUCHE U jEeHIaKO
pacmomesene, Tj. ma Jau je Moryhe pasmarpary X Kao IPOCT
CIAyYajHU Y30paK U3 MomyJaliije ca obemexjeMm &

Hy: Fx(x) = Fe(x1) ... Fe(vn), x=(21,...,2,) € R",

rae je Fy ¢dyHEOUja pacnomesne cilydajHe IPOMeHJbUBE §.
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IIpaBuio 3a Tectupame xumoresze Hy je crarucruukm Tecr. Ilpa-
BUJIO TeCTWpama Hajuyemhe KOpUCTU HEKy cTaTtucTury. CraTucTtura
YMjUM C€ MOCPEICTBOM BPIINA TECTUPAIE 30BE Ce TECT CTATUCTHUKA.

CTaTuCTUYKA TECTOBU KOI KOJUX PACIONEINIA TECT CTATUCTUKE 3aB-
UCU OJ PAacCIoese MOCMATPAHOT oDesekja Cy HapaMeTapCKé TeCTO-
BU, a TECTOBU KOJ KOjUX PACIONE]a TEeCT CTATUCTUKE HE 3aBUCU O
pacmomesie mocMaTpaHor oberexja cy HemapaMeTapCKA TE€CTOBU.

[TapameTapckn TecTOBU Hajuernlie CIyske 3a MPOBEPY XUIOTE3E O
mapaMeTpuMa IOCMATPAHUX PACIONesa, a HelapaMeTapCKA 38 MPOBEPY
obnmka pacnomese, 3aBUCHOCTH obenexkja (ABa WM BUIIE), CIyYajHO-
ctu HU3a gorabaja u caumuno. Hanmame iemo ce GaBUTUM HEKMM KOHKPET-
HUM TECTOBUMA W3 CBAKEe OJ OBUX I'DyIa.

CBaku peanusoBaHU y30pak obuma n, X = (1,2, ..,Ty) AedHUHUAIIE
jemHy TauKy n—IUMEH3MOHOT PEAJHOT eyKJIUACKOT IpocTopa, (T, Ta,. ..,
xp) € R™. Tlpu TecTupamy CTATUCTUYKAX XUIOTE3a MO IPABUIY Ce
nepuuume ckyn C' C R" KOju CIOyKU KAO KPUTEPUjyM 3a OnbanuBame,
OIHOCHO TPUXBATAWE HYJITE XUIOTe3e U TO: ako (I1,%2,...,Ty) € C,
trana ce xunoresa Hy onbamyje, a ako (x1,x9,...,2T,) € C¢, taza HEeMa
pasaora na ce Hy onbamm.

Ckyn cBux tavaka C' C R™ 3a koje ce Hy ombamyje je KpAuTAUHA
obmaact Tecra. Kpurtmuma obnacT ce Hajuemhe uckasyje MPEKO Kpu-
TUYHE BPEOHOCTU TECT CTATUCTUKE. 1akKo, aKO je TeCT CTATUCTUKA
jemHOqMMEH3NOHa (DYHKIM]a N—IUMEH3MOHOT apryMeHTa, MOCPEICTBOM
TECT CTATUCTUKE Ce N—IUMEH3WMOHa obJsacT mpocropa R"™ mpeBomu y
jemaomumensuony, tj. C C R. Ilpu Tome ce, 6e3 omacHocTu on 3abyHe,
ropucTtu ucrta o3uaka C.

OpmnykoMm o mpuXBaTamy WK On0ANUBaKYy HYJITE XUIOTEe3e MOoryhe
je HaumHUTH nBe BpcTe rpemaka. Moryhe je ma je myara xummoresa
onbaueHa, a na je oHa (GaxKTUYKU TayHa. TakBUM 3aKJ/byUYUBAHKEM YWHU
ce rperika nmpse Bpcre. BeposaTtHoha ma ce yumHU rpemika IpBe BpcTe
ce Hajuemhe o3HauvaBa ca «. CuTyanuja Ipu KOjOj Ce UMHU OBa T'DEIIKA,
y MOCTYNKY y KOME Ce MPUMEHYje KPpUTUYHA 00IacT, HACTAaje Kama pe-
AJM30BAHU y30pakK MpUManHe KPUTUYHO] obsactu, nakro je Hy Tauna,
na ce Hy ondanu. IIpema Tome, o MOske na ce M3pa3u Kao:

o= PHO{(X17X2,--- ,Xn) € C},
KaKo ce Hajuemhe o3HauaBa YMH-eHMUIA [a je (@ YCJIOBHA BepoBaTHoNA

o = P{(Xl,XQ,... ,Xn) S C’HO}
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Tanma ce jom raske na je C KpuTUYHA 00JIACT BeJIMUMHE (@ WU 114 je€
« BesmmumHA KputuuHe obsiactu C. Y Ipakcu ce BeJIUYNHA KPUTUYHE
obsacTy uckasyje y IpPOIEHTUMA, a Hajuelmrhe KOpuirheHe BPeTHOCTH
3a a cy 1% u 5%, tj. a =0,01 u a = 0, 05.

BepoBaraoha « ce 30Be mpar 3HauajHOCTH UV HUBO 3HAYAJHOCTU
TecTa.

I'pemka npyre BpcTe umHU Ce Kaga ce HyJITa XUIOTEe3a IPUXBATH, &
3ampaBo HUje TauyHa. 10 ce memaBa akO peajn30BaHU y30pakK HE MPU-
maaHe KPUTUYHO] O0JacTH, a HYJITa XUMOTe3a (AKTUUKUA HIje TadHA.
Beposarnoha na ce maumHmM rpemka Apyre BpcTe Hajdemhe ce 03-
HadaBa ca [ U MOKe Ja Ce M3Pa3’ Kao:

B = PHl{(X17X27"' 7Xn) S CC})

OJHOCHO

5 = P{(Xl,XQ, R ,Xn) S CC’Hl}.

Ilakme, rpemka Apyre BPCTE YMHU Ce Kana je GaKTUUKU TayHa ajITep-
HaTWBHA xunore3a Hi, a mpuxBaTu ce xumoresa Hy.

ITemarcku ce BepoBaTHONE MPABUIHUX W MOTPEITHUX OAJIYKA MPU-
Ka3yjy Ha ciaemnehu Havymw:

CcTBapHa cuUTyamuaja —
OIyKa Hy H
+
HO 1—« ,8
H1 « 1-— ﬁ

IIpuponuo je ma Teskumo ma mabemo Tect, Tj. KpuTuuHy 006JIaCT
C, TakBy ma BepoBaTHOhe rpemaka, o u (3, Oymy mro mame. Takas
3aXTEB y OIINTEM CJHIyYajy je NpOTUBYpedaH, jep Hajuemhe cMamu-
Bame « moomu no moBehama (3, m obparno. OTyma ce y cTaTUCTUNNA
IOCTyIla TaKO IITO Ce jedHa On OBejy BepoBaTHoNa « mnm [ ¢ukcupa
(majuemhe «), a omma ce mpyra oxpemu ma Oyzne HajMama Mmoryha y
3amaTUM yCJIOBUMAa TecTuparma. Rasxke ce ma ce ompebyje Hajooma
KpuUTU4YHA 00JIacT BenuyuHe «, Kaaa ce 3a ¢urcupano « oxpebyje
KpUTHUHA 00JIacT 3a KOjy je [ Hajmame MeDhy cBUM KpuUTUYHUM OGIIac-
TUMa BeJWYMHe . Y TOM cMmuciay ckynm C' Mopa ma 3amoBosmu oapebene
KPUTEPUjyMe ONTUMAJJIHOCTA O KOojuMma he Hamasbe OUTU joun peun.

ITomenuMO OBIE€ M TEPMUH 3HAYAJHOCT TECTA KOjU je, IO MPaBUIY,
y Be3U Ca jeTHOAMMEH3MOHOM KPUTUYHOM OOJamny Be3aHOM 3a Ompe-
beny tect craructury. Hamme, mon 3mauajmomhy Tecta mompasymeBa
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ce BeIUYMHA KPUTUYHE 00JacCTU uMja je TPaHUIld peasiu30BaHa BPEI-
HOCT TECT CTATUCTUKE y KOHKPETHO PEIaBAHOM MPODBIEMY TECTUPAHA
MojeqUHe CTATUCTUYKE XUIOTEe3e. Y TOM CMUCIY Ce Y KOMYHUKAI]jaMa,
OJHOCHO pa3MeHM MH(pOpMaIja O HEKOM €KCIePUMEHTY, KOPUCTU U3pa3
”smauajuoct Beha (pemmmo) oxm 5%, kama ce HyaTa XUIOTE3a IPUX-
BaTa, WX ~’3HAYAJHOCT Mama on b%”, Ima ce HyaTa XUIOTe3a oxbamyje.

YMecTo TepMUHA 3HAYAJHOCT, MaHAC je CBe BUIlEe y ymoTpedu Tep-
MUWH p—BP€IHOCT.

ITocmaTpajmo Haname obenexje X umja pacnonesna npunaia Gamu-
auju pomycrusux pacmnozena {F(z;0),0 € ©}. CratuctuykoMm xumore-
30M ce 4YecTo medUHUIIe MOACKYI OBOI CKyIa Paclonesia Kao CKyI IO0-
nyctuBux pacmomena. Popmasno, Heka je A C ©. Tanma ce mynara u
aJTepHATUBHA XUIOTE3a MOTY UCKa3aTu Ha ciaenehu mauun

Hy:0e A, Hy:0cA 3a Heru ckyn A CA°=0\A. (4.1)

Axo je A jemHounau CKyIm, HyJTa XUIOTE3a je MPOCTa, Y IPOTUBHOM
oHa je ciaokeHa. Ha mcTu HAYMH ce MOKE TOBOPUTU U O AJTEPHATUBHO)]
XUMOTE3U.

O BepoBarHohu onbanuBama HyJTEe XUIOTE3€ MOKE Oa C€ TOBOPU U
y TepMmHUMa (QYHEKIUje MONU TecTa.

Iedpnmanmmja 41. dynxyujo mMohu cTATUCTUYKOT TeCcTa 3a TECTUPALE
myare xunorese Hy nporus anrepuarusHe Hp je BepoBaTHoha ma y30-
pak mpumagHe KPUTUIHO] objacTtu Tecta ako je Hi Tauma, Tj. Bepo-
BarHoha oxbarnuBama HYJITE XUIOTE3€ AKO je OHA (PAKTUYKM IOTDEIIHA,

PHl{(thXn)GC}:l_ﬁ <>

YKOJIMKO ce XUIoTe3e UCKA3Yy]y y TepMUHUMA m300pa pacromgesie u3
damMuIrje MOIMyCTUBUX pacHomenaa m360pOM BPEIHOCTU HapaMeTpa Kao
mro je HaBemeHo y (4.1), ¢ymrmumja mohwm ce mMoske mocmaTrparm Kao
¢yuruuja ox 0

M(9) = P{(X1,...,X,) € C}, (4.2)

rme je # BpemHOCT mapamMerpa.
Bpennoct ¢ynrmuje mohu 3a mojennny Bpensoct napamerpa 0 (nan
y OINIITEM CJIydajy 3a HPOCTY HYJITY XUIOTe3y) 30Be ce moh Tecra.
Hacynpor ¢ysrmuju mohu je ¢pyHKIMja KOjy 30BEMO OMEPATUBHOM
KapaKTEePUCTUKOM TeCTa, KOja Mdaje BepoBaTHONY mpuxBaTama HYJITE
XUIOTEe3€e, Tj. BEPOBATHONY Ja y30pakK HE MPUNATHE KDUTUYHO] OOIACTH.
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Hedbumannmja 42. OnepamusHa Kapaxmepucmuka mecma je QyHKII]a KO-
ja maje BepoBaTHONy mpuxBaTama HyJTe xunorese ako, P{(X1,...,X,) €

O
Hakiue, ako ce xumoTese MCKa3yjy BpemHomhy mapamerpa,
NO =1-M@®) , 0coO,
rae je M(0) nepunucano y (4.2), omHOCHO
N(8) = P{(X1,...,X,) € C°}.

IIpumep 56. Heka je © = {6y,01} mBounanu ckyn. Heka cy mynra u
aJiTepHATUBHA xumore3a peaoMm Hy: 0 =60y u Hy : 0 = #,. Tana je moh
TecTa 3a BPEAHOCT apryMeHTa § = 6y mpar 3HauyajHOCTU TecTa,

M(eo) = Pgo{(Xl,... ,Xn) € C} =aQ,

a 3a BPEemHOCT apryMeHTa § = i omepaTuBHA KapaKTEPUCTUKA TECTA
he 6uTu BepoBaTHOha rpemke apyre BpcTe

N(Ol):1—M(91):P91{(X1,...,Xn) GCC}:ﬁA

EderxrrBan nocrymak 3a onpebuBame HajboObe KpuTHMUHE 00JaCTU
3aaTe BeJIWYUHE (¢ 32 TECTUPAIE HYJITE IPOCTE IPOTUB AJTEPHATUBHE
mpocte xumoTre3e maje ciaemeha teopema mo3nara Kao Teopema Hejman-
ITupcona.

Teopema 20. (Hejmas—IIupcon) Hexa je (Xi,...,X,) ysopax uz nony-
aayuje ca obenenciem X wuja pacnodesa npunada pamusuju 0onycmueur
pacnodena {f(x;0),0 € O}, © = {0,,60,}, Oy # 61 u nexa je L(O; 1, ..., 2,)
Pynryuja sepodocmojrocmu nocmampanoe ysopka. Hexa je usabparn pe-
anar 6poj k > 0 u nexa je ckyn C C R™ maxas da eaxncu:

e (1)
L(Oo; 1, ..., xy)
L(O1;xq,...,xy)

<k 3aceaxo (r1,...,z,)€C

* (2)
L(@o; Tlye-- ,Jjn)

L0152, .., 2y)

>k saceaxo (x1,...,z,) € C°

* (3)
o = Pgo{(Xl,... ,Xn) S C}
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Tada je C' najooma KpumMUuHa 00AGCTM BEAUNUHE X 3G MECTNUPAHE HYAME
npocme zunomese Ho(6 = 6y) npomue aameprnamuene, marxohe npocme
zunomese, Hy(0 = 61).

Ioka3. [loka3 HABOOMMO caMO 3a allCOJYTHO HENMPEKUIAHO obeex]je,
a y OUCKPETHOM CJIyUajy MOKa3 je aHaJoraH.

Axo je C, mnepunucana ycioBUMa TeOpeMe, je IMHA KPUTUYHA 0OJIACT
BeJIMUMHE «, OOKa3 je 3aBpiieH. AKO IOCTOju jOII HEeKa KPUTUYHA
06JIaCT BEJWYMHE (v O3HAYMMO je ca A,

ACR" raksa naje Py {(Xi,....X,) €A} =a,

Tpeba moKa3aTu Oa je BepopBaTHoNa Ipelmke Apyre BPCTe Mama 3a 00-
aact C mHero 3a obaact A, Tj. ma Baku:

Py {(X1,...,Xp) € CY < Py, {(X1,...,Xy) € A°}
ITO je €eKBUBAJIEHTHO Ca
Py {(X1,...,X,) € C} > Py {(X1,...,X,) € A}. (4.3)
OsnaunMo ca:

/// L(Gi;wl,...,wn)dm...dmn:/L(HZ-) , 1=0,1
B B

3a mpou3BosbHY obasact B C R". Tpeba, makie, mora3aTu mna je:

/L(Gl)—/ L(6) > 0.
C A
Kako je C=(CNA)U(CNA)u A=(ANC)U(ANC°), nobujamo

/CL(Hl)—/AL(Ol):/CDACL(Hl)—/AﬁCCL(Hl).

Kako je ¢ apyre crpane L(01;x1,...,2,) > %L(Go;xl,...,xn) 3a CBAaKoO
(x1,...,2y) € C, ucTa HEjeIHAKOCT Ba:KM U 3a CBAaKO (Z1,...,Z,) € C'N

A€, ma je
1
/ L) > —/ L(6).
CcnAe k Jonae

Canano je L(br;z1,...,2,) < $L(00;21,...,2,) 3a cBaro (21,...,2,) €

ANC na je
1
/ L) < —/ L(6).
ANCe k Jance



TecTupame CTATUCTUUKUX XUIIOTE3A 133

Tako mobujamo ma je

Joni MO0 g 2002 [ 200 = [, 200

Mebytum, ¢ gpyre crpase je

/CnAc L{%o) - /AnCe L{%o) = /CnAc L(60) + CcnA L) - CNA L{6o) -

[ w00 = [ Lo~ [ Lw) = 0.

Ilakae, caenu ma je

mTo je m Tpebasio mokaszaru. O

IIpumerumo cunemehe. Karxo cy 6y m 67 mosmaTru GpojeBu, TO je
L(00: X1, Xn) jeqHa craTucTuka, a kako je C CcKyn cBUX MOryhux Bpemn-
L(01:X1,-nXn) ) ) J y y

voctu (x1,...,%,) y3opra (Xi,...,X,) 3a koje je

L(00;$17 s 7$n)
L(el;lﬂl, s 7$n)

<k,

BE€JIIMYVHY KPUTUYHE 0bIaCTH (@ MOYKEMO onopennT 13

L(HO;Xla"'uXN) <k7}
L(Ol;Xl,...,Xn) - ’

(67 :Pgo{(Xl,...,Xn) S C} :Pgo{

Kao0 IMITO M3 UCTE jeTHAKOCTHU 3a 3aJaTO (v MOKEeMO omnpenutu k. Y an-
COJIYTHO HEIPEKUIHOM CJIydajy je To Moryhe oapeauTu Ha jeAMHCTBEH
HaUWH, OOK he KO AUCKpeTHOr obeieskja, moryhe, butu morpebua m0-
JaTHa UH(pOpMAaIuja.

IIpumeTunmo, Takobe, ma y mokaszy Teopeme HUje KOPUIINEHa YNHe-
HUIIA Ja Cy XUIoTe3e Ouie neduHrcane n3d0OpPoOM mapaMeTpa pacloiee.
OcuM TOra, UCTAKHUMO [1a TEOPEMa BaKU U 33 Y30PaK KOjU HUje IIPOCT,
mrTo Takohe cienu u3 mokasa. Haemumo jeman mpumep onpebuBama
Hajoome kpurmune obisactu Hejman—IlupconoBoMm Teopemom KOO KOTa
Cy OBe IMPOCTe XUIOTe3e Apyrauuje MepUHUCAHE.

ITpumep 57. Heka je mar npoct cayuajuu y3opak X = (Xq,...,X,) u3s
momyJstamuje ca obeseskjem X umja pacmomesa MPUNANd CKYIY JOMYC-
TUBUX PacCHomesa

{f1(2), f2(2)},
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671
_ ) S =0,1,2,...
hi@) { 0, wuxaue
), z=0,1,2,...
folz) = { 0, wmHaue

ITocraBumo OBe IIPOCTEe XUIIOTE3€e

Hy:f=fi, Hi:f=/f.

Koanunuk oarosapajyhux ¢yuknuja Bepomocrojuoctu he tana outu

g(@1, .. ) T (2e~1)n22 iz @i

W@, an) (D))ot T (@)

3a peasan 6poj k > 0 pa3sMOTPUMO HEjeTHAKOCT

g(x1,. .., Tp) <k
h(ﬂfl,...,ﬂjn) -
Tj.
(2e_l)n22?:1“ <k

[z (@l)  —

N3 me caemn

nln2 —n+ <le> ln2—21n(a:,-!) <Ink

i=1 =1

(Zaj2> ln2—Zln(aji!) <Ink+n-nln2

i=1 i=1

S (2 ) <hi.
=1 JZZ'

Iakne, #ajO60Mma KPUTUUHA 00OJIACT BeJIUUMHE (¢ 38 HE(PUHUCAHO TECTU-
pame je obauka

C = {(ml,xg,...,xn) : iln(2%> Sc} VAN

i=1
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Jom jeman acmexkT oBe Teopeme 3aBpelyje mocebny maskmy. Pamn
ce o Opojy mapaMeTapa KOju ce jaBjba y Paclomesi mocMaTpaHor obe-
nexja, Tj. 0 nuMeH3uju mapamerpa. [lakpUBOM aHATM30M HOKA3a BUAN
ce ma OUMEH3Wja mapaMeTpa HUje O 3Hauaja 3a M0Ka3, HUTU Ce MCKa3
TeopeMe Be3yje 3a muMmen3ujy mapamerpa. lakme, ryctuHa pacmomeie
obereskja Koje je TmpemMeT TecTuparmha MO:Ke Oa 3aBUCU O mapame-
Tpa IPOM3BOJbHE AUMEH3Uje, OMHOCHO OJ MPOU3BOJLHOT KOHAYHOT Opoja
napamerapa. OHo mToO je 6GuTHO, TO je ma cy obe, U HyJTa W aJTepHa-
TUBHA XUIIOTE3a, IPOCTe, Tj. Oa y HOTIyHOCTU ompebhyjy pacmomery.

4.1.1 Yuundopmuo HajMohHUju TecTOoBU

Haname hemo paszmarparu moryhHOCTEH 3a TeCTUparme HYJITE IMPO-
CTe MPOTUB AJTEPHATUBHE CJOKEHE XUIOoTe3e. Pa3zMOTpMMO MayKJLUBO
ciaenehu mpumep.

IIpumep 58. Heka obGenexje X mma ryCTUHY pacrmonesie KOja IPUMIaIa
damvumuju {N(6,1),0 € {0y,61},00 < 61}. llpumenom Hejman—ITupconose
TeopeMe OonpeauTyu HajObo/by KPUTUUHY OOJACT 32 TECTUPAMmE MPOCTe
mynare xunoreze Hy : 6§ = 6y mporus mpocte anrepuatusHe Hp : 0 = 0
Ha OCHOBY IPOCTOT CJIydYajHOr y3opka X = (Xi,...,X,).

dyHKIMja BEPOIOCTOJHOCTU je AaTa Ca:

1 - 332-—9-2 .
L(Qj,xl,,xn)zmexp{—z%}7 j:071
=1

Ila 6ucmo mamau kputuuny obiaact C mo teopemu Hejmam—Ilupcona,
mocMaTpamo cienehy HejenHAKOCT:

W3 oBe mejemmakocTu ciaemu na je

n

52 [ 00— (@i~ 0] <.

i=1
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[Tocne kpaher pauynama umaheMo HU3 HejeTHAKOCTHU
n

(0o — 01) Z (0o + 601 —2x;) > —2Ink,
=1

" " 2Ink

2(904—91) —2;%’ < .

1 & Ink 0o + 61
- S
Z:EZ - (90 —91)77, + 2 ’

O6paTuMo nask|my aa je 3a 06JUK KPUTUUYHE 00JIaCTU y HABEIEHOM
mpuMepy On 3Hauaja Owita ummenuna na je Oy < 61. Mebyruwm, jom
Ba:KHUj€ je younTu na Ou KpuTudHa obsacT 3aap:kasa oBaj obauk (He
Y BPEIHOCT KOHCTAHTE ) U 3a CBaku Apyru 6poj 61 € (fy, +00).

Orpannueme 6y < 01 uma 3a mocaenuity na cMmo bunu y MmoryhuocTu
[a Ha, jeIMHCTBEH HAYWH OApenuMo HajOomy kputuuny obmact. C Tum
y BE3U MOKEMO MPOBJeM TecTUpama 1a IMOCTaBUMO Ha cienehu HAUMH.

IIpumep 59. Heka obGenesxje X uMa r'yCTUHY pacmomese Koja MPUMana
pavmmmju {N(0,1),0 € R}. Tecruparu xunoresy Hy : 6 = 6y nporus
antepuarusae Hi : 6 > ) ca mparoM 3HavajHOCTU (v HA OCHOBY MPOCTOT
cayyajuor yszopka X = (Xi,...,X,).

W3 mperxomHor mpumMepa cienu na he 3a cBako ¢gurcupano 0 €
(0o, +00) KpuTHuHA OBnacT Bennuuue « outu oxpebena kao

C = [c,+00),

rue je ¢ ogpebeHo mo KpuTepujymy

n
=P {Z X; > c} :
i=1
IIpenusuuje,

Ink
C:{(a:l,..., sz_ (61 + 60) — eln—eo}'

Koucraryjemo ma he npema Hejman—Ilupconosoj teopemu obaact C
outy Hajb6o/ma KpuTuUHa 00JACT 3a TECTUPAWmE HYJATE IMPOCTE IMIPO-
TUB CBaKe aJITEPHATUBHE IIPOCTE XUIOTE3€ CAMP/KAHE Y AJTEePHATUBHO]
CJIO/KEHO] XUImoTesu. A
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JHebuaunmmja 43. Kpurtuuna obaact C je ynugopmrno najmohnuja 06-
AGCT BEIMUUHE (v 38 TECTUPAIme IpocTe xumnore3e Hy TpoTuB asTepHa-
TUBHE cioxkeHe xunore3e Hp ako je ckyn C Hajbos/ma KpuTUuHa 00JIACT
BEJIMUMHE (¢ 32 TecTupame Hy IpOTUB CBake IPOCTE XUMOTE3€E CAIPKAHE
y Hi. Tect nedpunrcan oBOM KPUTUYIHOM obOjamly, 30Be ce yHu@popmHo
HajmoAHUju mecm ca IparoM 3HaYajHOCTH (v 38 TECTUPAHE€ MMPOCTE XU-
norese Hy npotus anrepHaTusHe cioxkene Hi. <

Yuudpopmuo HajMOhHUjU TEeCT HE MOpa yBEK Aa MOCTOju, MehyTum,
kaga nocroju, Hejman—IlupconoBa TeopeMa naje TEXHUKY 3a HE€TOBO
HaJAKEHE.

IIpumep 60. ITocmarpajmo obGenexje X m paMuanjy BeroBuUx IOIYyC-
TUBUX Dpacmoesia HeGUHUCAHY y OPETXOTHOM mpuMmepy. Moke aum ce
onpenuTy YHU(GOPMHO HAjMONHU]U TECT 32 TECTUPAE

Hy:0=0yp muporuB H;:0 #0607

MoskeMO KOHCTATOBATU Ia aKO Ae(UHUIIEMO HYJITY U aJTeDHATUBHY
xunoTe3y Ha ciaenehm Haumu

Hy:0=00 , H;:0#¢06

vehe nocrojatu yaupopmuo HajMohHKja 061acT, Ta HU YHUPOPMHO Haj-
mohnuju Tect. 3aucra, 3a 61 < 0y kpuruuna obnact he 6uru onpebhena

ca
Ink

— A
01 — by

> a < 204+ 60) —
i=1 2

4.1.2 TecT KOMMMYHUKA BEPOOOCTOjHOCTU

[TocraBma ce murame MOKEMO JU TECTUPATUA HYJITY CIOKEHY XU-
MOTe3y MPOTUB AJTEPHATUBHE TakoDe cioxkeHe. Y Ty CBPXY KODHC-
TUMO WHTYUTUBHU TECT, TECT KOJUYHUKA BEPOMOCTOJHOCTU, KOJU KO-
puctu unejy teopeme Hejman—Ilupcona.

IIpumep 61. Heka je naro obenesxje X : {N(61,02), —0o < 01 < 400, b9
> 0}. Tecruparu myary ciaokeny xumoresy Hy : (fp = 0,02 > 0) upo-
TUB aJITepHATUBHE ciosxkeHe xumorese Hi : (01 # 0,05 > 0) Ha OoCHOBY
npocTor cayuajHor y3opka X = (Xi,...,X,).

[TocmaTpajmo mapameTapcke mpocTope nedunucane Ha ciaenehu na-
YUH:

Ay = {(61,02),6, = 0,62 > 0}
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O = {(91,92),—00 < b1 < +00,0y > 0}

Caﬂa C€ IMOCTAaBJ/LEHE XUIIOTE3€ MOI'Yy ICKa3aTHU Y TEpMUHNMAa OBUX IIPOC-
TOpAa
Hy: (91,92) €Ay u Hi: (91,92) € A(c),

rae je A§ =6\ Ap.

I[Tobumo ox ¢yHKUMje BEPOTOCTOJHOCTH 3a MOCTABILEHE XUIOTE3E,
KOja je cama (yHKOMja IBe IPOMEHJLMBE, OOHOCHO OJ OBOIUMEH3MOHOT
mapamerpa, pas3iaukyjyhu joj BpemHocT Ha ckymy © u crymy Ag:

1 1 &

L ; s n) = = YR i—01)° =1L
(01,02, 21, ..., 2p) (2n02)F eXP{ 50, i:1($ 61) } (©)
L(61,09;x Tp) = 71 ex ——1 En 22 = L(Ay)

D72t (271'92)% P 264 = ! 0

L(Ao)

YOUMMO KONMYHUE 7z Kako ananutuuku nspasu 3a L(Ag) u L(O)
3aBUCE OJ HEMO3HATHUX IapaMeTrapa, TO Ce jeQHOCTAaBHOM 3aMEHOM pe-
aJM30BAHOT y30pKa ciaydajuuMm Hehe mobutu craructure. MebyTuwm,
Oam 360r MOMEHyTe 3aBUCHOCTU WMa CMUCIa oApehmBaTum MaKCUMyM
¢pyrruuja L(Ag) u L(O) mo 0 = (61,02) va Ap n HA O, penoMm, 3a cBaru
Ol peasn30BaHUX y30paka X = (I1,...,T,) € X, ma ce 3aTUM IOCMaTpa
canenehy KonmmuHUK

max(e, gyeao L(A0) _ L(Ao) _ _ A1,y p)
maxg, g,)eo L(@) L(@) ’ yLn ),

YMju aHAJUTUYKM U3pa3 Helle 3aBUCUTH Ol HEMO3HATUX IIapaMerapa.

CnpoBeneHu MOCTYIAK, 3alpaBO, 3HAUYM 3aMEHYy HENO3HATUX [apa-
Merapa BUXOBUM OIleHaMa MaKCUMAaJIHE BEPOIJOCTOJHOCTH.

IlobujeHu KOIUYHUK Ce 30Be KOJIMYHUK BepoaocTojHoctu. Kako je
Ay C O, ouma je KOJIWMYHUK Mamu on jemuuule, ma je 0 < A < 1. 3a
HYJITY XUIIOTE3y Cy MpobJieMaTUyHe MaJie BPEeTHOCTU OBOI KOJIUUHUKA,
omHOCHO, ¢yHEUUje A(T1,...,%,), (T1,...,2,) € X, jep ykKa3yjy Ha TO
na je Bepomoctojuoct Hy mana y mopebemy ca Hi, Tj. ma momamm
¢aBopusyjy H; y onHocy Ha H)j.

Heka je Ao mosutuBan npasu pasiaomak. [IpuHIMD TeCTUpama KOIUY-
HUKOM BEPOIOCTOJHOCTH Hasake na ce xumoresa Hy : (01,02) € Ay
ombany aKo W CaMO aKoO je

A(wl,...,xn):ASAo
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3a HeKO 0 < Ao < 1. ®Pymrumja A(Xi,...,X,) je cayuajHa npoMeHbuBa,
Tj. CTATUCTUKA, IIa je Ipar 3HaYajHOCTU OBOI' TeCTa IaT Ca

a = PHO{/\(Xla"- ,Xn) § )\0}

Ocraje jom ma mpumep TOBPIIKUMO €()EKTUBHUM OIgpehuBameM Mak-
cuMyMa (QyHKITja

In L(Ap) = ——ln (2mly) — —Za:

InL(6) =~ 5 In(2r) — & Iny - % - 61)2.

YobuuajeHum moCTynKOM onpebuBama mapruujajgaux u3Bomna mo fq u 0o
cienu:

OlnL(Ag) nl 1 &Ko
90, 292+292Z$i_’

OBy BpemHOCT yBpCTHMO y m3pas 3a L(Ag) ma Gucmo moGumm L(Ay):

X 2T <~ v, ne~* H
LA = (255 a2) sl ).
(Ao) (n g) o (2@?:1%2)

OBO UCTO ypaauMo U 3a L(@), maKie,

8ln L(@) _ Z?:l(xi — 91)
001 02
OlnL(O) > q(x —61)? n
00y 203 20,
WsjemnavapameM oBUX M3BOLA Ca HyJIOM, mobuhieMo BpemnocTu 3a 01 u
A2 KOje m3HOCE pemoM:

1 n
252%2@
=1
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Konauno ce mobuja ma je:

A= L A< o

OOHOCHO, OaJbe

Tj.

)

o
n—1 1= v n

Y OBOM KOHKPETHOM IPUMEPY MOOUIN CMO CTATUCTUKY

[ X0

G2

Vs

KOja mMa CTYIEHTOBY pacmomeiy ca n — 1 cremenu ciobome m Koja
omoryhasa ma n—IuMeH3MOHY KPUTUUYHY OOJACT TeCcTa MPEeBeIeMO Ha
jemHomuMeH3MoHy, a koja he 6utu yHuja uatepsaia, (—oo, —c|U[c, +00).

Hakie, KaI M3padyyHAMO ¢ TPaKUMO A9 WM BpahaMmo ce Ha KPUTUYHY

obunact C = [0, \g]. A

vn

TecT KOIMYHWEA BEPOMOCTOJHOCTU j€é WHTYUTUBHU TECT U HE IMOC-
TOjW CTPOTU PAa3JIOr 3a HEroBY IPUMEHY Y CMUCIY Oa je YHU(POPMHO
majmohuuju. Mebhyrum, 3a BehumHy mpakTudHUX TpOOJIEMa ONUCAHUM
MIOCTYMKOM KOJUYHUKA BEPOJOCTOjHOCTH ce nobuja HajMohuuju moryhu
TecT 3a 3amare ycaose. Hamkamoct, 3a craructury A(Xi,...,X,) oBor
TecTa Ce yBEK He HaJla3U pacronesa Mehy mo3HaTtuMm pacnonenama. JlBa
Hajuemha ycioBa Koja cy moTpebHa na 6u ce oapeansa Paclomesia TecT
CTATUCTUKE OO0 KOje Ce MOJAa3W METOIOM KOJUYHUKA BEPOAOCTOjHOCTU

cy:

e perynapHocT (MOM¥IAa W y HEKO] OciaabibeHo] GopMu, aaud ce yr-
JABHOM OBU yCJIOBU 0asupajy Ha audepeHimjabuiIHoCT) 1

e na obsacT y KOjoj je ¢yHKIWja BEPOJOCTOJHOCTH CTPOIrO IO3U-
TUBHA HE 3aBUCH O]l HEITO3HATUX BPEIHOCTHU IMapaMerapa.
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Pazmorpumo uumennIry ma cMO [0 pe3yiarara 00ujeHor y mMpeTxoa-
HOM IPUMEpPY MOTJIM HONM ¥ APYradujuM pa3MUIIILAHEM.

IIpumep 62. Hexka pacnonena obenexxja X npumnana GaMuiInju IOy cC-
TUBUX PacCIomesa

{N(m,c?%), m € (—oo,400), 02 € (0,00)}.

Ha ocuHOBy mpocTor y3opka obuma n TecTUpaTu HyJATy xumnoresy Hy :
m = mg OpoTUB ajrepHatuBue Hy :m # mg.

Y Be3u ca TAUKACTUM OIleHAMAa MapaMeTapa, HaBeJn CMO Ja je CTaTUC-
tuka (£, Z2) ABOAMMEH3MOHA KOMILIETHA HOBOJLHA CTATUCTUKA 38 BOIM-
MeH3noHM mapametap (m,o?) rae je 7y = X, u Zy = %gi Iakie,
HAIl TECT Ce Mopa naa 0a3upa Ha OBUM CTATUCTUKAMA, Ta Ne KOJTUUHUK
(¢ yHKIIja BEPOAOCTOjHOCTU OUTH:

L(mo;x1,...,20)

Longor o) o(z1,22) = p(z1(x1, ..., 2pn), 22(x1, . .., T))

3a HEKO My 7# my.
Kopucrehu ce oBom ummenunom, nmpubehuhemMo mocTynky kKoju je
jeTHOCTaBHUJU OJ AMPEKTHOT U3PadyHABAHbA.

. - =2
Ioxka3zaau cmo panuje na cy X, u S

, HE3aBUCHE ClIydJajHe IPOMEH-

JbUBE IIa CY TaKBE€ U

— —2
X, —mg nsS,,
o ) 2
v 7
3a mociaenme 3HAMO Ia MMajy caenehe pacmomene:
— —2
X nS, o

o2 P Xp—-1-

Huxos romuunuk nma CTyaeHTOBY pacmomeny ca n — 1 CTemeHu CJo-
done:

:Xng_mox/n—l , Sp= gi.

yn_7n0
g

C 063upoM Ha CUMETPUUYHOCT CTYAEHTOBE PAacCIOIeJsie OKO CBOje OUEeKU-
BaHE BPENHOCTM, HAKJE€ OKO HyJle, U YUKHEHUIE Ia aKO je Mg TadvHa
BPEOHOCT TapaMeTrpa m,

X,—m
By Tox/n—l = E(ty1)=0 u Hi(m#my),
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kputuuny obnact C uszabpahemo Ha ciaenehu mauun:

C:{(ajl,...,:nn):wvn—lzk}, k>0.

Sn

Ilakme, 3a maty BpemuocT « 6poj k onpebhyjemo m3 yciaosa:

P {‘X%ﬂmz k} = P{lth—1| 2 k} =,

roe k ompebyjemo u3 rtabaune 3a CrymenToBy pacmomeay. A

HauwmnuMmo cana remepasmnsanujy.

Hexka je (Xi,...,X,) y3opak obuma n u3 nomynanuje ca obesesxkjem
X umja pacnonesa npunana GaMunuju qonyctusux pacnoxena { f(x; 6y,
09, ...,0m),(01,02,...,0,) € O}. Bangpkahemo ce mHa mapameTapCcKOM
npocropy © = {(6,,6,,...,0,,)}. Heka je Ag C ©. Kemumo na te-
crupamo (mpocry unu ciaoxkeny ) xumoresy Hy : (01,09,...,0,) € Ay,
dimAy = k < m, IpoTUB CBUX ajaTepHATUBHUX. [lepmHummmMo GpyHKIMIjE
BEPOIOCTOJHOCTA IOCMATPAHOr y30PKa

L(AO) = (10(3317' e 7xn;017927' e 79m)7 (017927 s 79m) € AO

LO)=p(x1,.  ,2n;01,05,...,0), (0:1,05,...,0,)€6O.

Hexka cy, kao u panuje, L(ﬁo) u L(é) MaKCUMYMU TOPHUX (QYyHKIM]a
no (01,02,...,0,) € Ag u (01,0s,...,0,,) € @ pemom (3a Koje mper-
nocraBmbaMo aa nocroje). [ocmarpaMo ka0 U paHuje KOIUYHUK

L(Ao)

L(é) =)A= /\(:El,... ,:En)

KOJU Ce€ 30Be KOJMYHUK Beponoctojaoctu. Heka je \g mosuTusan pe-
aJlaH OpOj Mamy O jeauHUIle. [IPUHINI TeCTUPama KOIUMIHIKOM BEPO-
IOCTOjHOCTH HaJsaske na ce xumoreda Hy : (01,0, ...,0,,) € Ay onbaun
aKO M CaMO aKo

/\($1,---,$n):>\§/\0-

dyurunja A(X1,...,X,) je ciydajHa OPpOMEH/bUBA, Ha je Ipar 3HaJaj-
HOCTHU OBOT TECTa NAT Ca

o = PHO{)\(Xl,... ,Xn) < )\0}.

Cuenehu npumep unycTpyje reHepaiIn3angjy.
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IIpumep 63. Heka cy obenexja X m Y HezaBucHa ca pacmomesama
N(01,05) u N(02,05) penom, rae cy 61,02 u 03 Hemosnatu mapaMerpu
NeUHUCAHN TTAPAMETAPCKAM ITPOCTOPOM

@:{(91,92,93);—00 <01 < 00,—00 < By < 00,0 < b3 <OO}.

Heka cy (Xi,...,X,) u (Y1,...,Y,,) HE3aBUCHA TPOCTU y30PUU U3 OBUX
pacnonena. Heka je Ag = {(01,02,03); —0c0 < 01 = 0 < 00,0 < b3 < o0}.
Tectuparu xunoresy Hy : (61,602,03) € Ag IPOTUB CBUX AJITEPHATUBHUX.

dyHKIMja BEPOJOCTOJHOCTH ce HOPMUPA U3 MPOCTOr y30pKa obuMa
n+m>2 (Xy,...,Xp, Y1,...,Y,) na je,

B 1 Sy (@i — 01)? + X7 (g5 — 02)?
L(©®) = <F93> exp {— 50 J

L(Ao) = L(O)

61=6
Pememe ce mobuja yobuuajernum onpebhuBameM MAKCUMyMa U3 j€THAYNHA,
noOujeHux moMoNy mapiujaJHuX W3BOIA

OlnL(Ap) O0InL(Ay) OlnL(O) 0InL(O) JlnL(O)
20, 7 065 T 96, T 90y T 005

1 BHbUXOBUM M3je11HaanaH>eM Ca HYJIOM. ﬂal{ﬂe,

n+m

L(Ag) = (2meus) ™7,

= =1 (i — u1)® + 370 (y; — 1)’
2 n+m ’

D1 T+ 2 Y
n-+m

uy =

n+m

L(©) = (2mevy) 2",

(i —v1)? + 20 (g — v2)?
v3 = 5
n-+m

m
- > Y
V2= ——,
m

D i1 T

n

v =
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Oryna,
U3 n+2m
A(:Elw")xnvyl)'--aym):<_ §>\0
U2
BOIU 1O TECT CTATUCTUKE
T— X, —Yn nm(n+m — 2)
VI (X = X2+ S (Y - V)2V nm

KOja MMa CTYIOEHTOBY PAaCIONely ca nm -+ m — 2 cremeHa ciaobome. A

Y Be3u ca reHepaIn3anrjoM OBOI NOCTYNKA HaBeIUMO 0e3 mOoKa3a
caenehy Teopemy.

Teopema 21. Hexa ysopax (X1,...,X,) uma 3ajednuvky 2ycmuny pacno-
deae, oonocko dynryujy eepodocmojnocmu L(0), 2de je € © suwedu-
Menauonu napamemap. Hexa je r dumensuja napamemapcroz npocmopa
O, a k dumensuja napamempa dedunucanoe xunomeszom Hy : 6 € Ay, mj.
oumensuja npocmopa Ag. Tada 3a eeaurxo n, cmamucmura

L(A
—2In\Xy,..., X,) = o1y KA
L(O)
uma npubauncro X2 pacnodeay ca r — k cmenenu caobode.

OsBa Teopema omoryhasa ma oapeauMoO IPaHUIy KpUTUYHE 00JIACTHU
3a BEJIMKU 0OUM y30pKa, 0e3 003upa Ha pacriomesy mocMaTpaHor obee-
xja. MebyTum, Koju je oO6uM y30pKa, n, JOBOJHLHO BEJIUKU HUje MOTryhe
OOpEeaUTH y OIIITeM cirydajy, Beh he Op3uHa KOHBEpreHIuje 3aBUCUTU
on pacmomeie obeiserkja Koje ce mocMarpa.

4.2 IlapameTapCKu T€CTOBU

Y oBOM OmeJ/bKy HaBemheMO CaMO HEKOJUKO BaKHUjUX TECTOBA 34
TecTUpame mapaMmeTapcknx xumnore3a. CBU TECTOBU OBOT MOTJIABJHA CY
TECTOBU KOJUYHUKA BEPOIOCTOJHOCTH.

Beh cMmo ucrakmu ga He mocToju ” yHUBEpP3aJHU OOWM Y30PKA KOju
he rapaHTOBATH BA/bAHOCT CTATUCTUUYKUX 3aKbYyUaKa Ca 3a1aTOM Tau-
womhy. Kanma je peu o tectupamy mapaMeTapCKUM TECTOBUMA, Y TOM
CMUCIY je TOCeOHO 3aHWMJBUB TECT 38, HEMO3HATO MaTEeMATUYKO OUEKU-
Bame obeserkja, KOju 32 JOBOJLHO BEIWKM OOMM y30DKa, MOXKE Oa Ce
TpeTupa Kao HemapaMeTapCKU y CMUCIY Tope HaBeneHe nepuHUIMjeE.
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Hawume, ako ce pacmomaske TpOCTUM Y30PKOM JTOBOJLHO BEIUKOT OOUMA,
TECT CTATUCTUKA Ne mMaTh aCUMIOITOTCKA HOPMAJHY HOPMUPAHY pac-
nomeay, 6e3 ob3upa Ha pacmomeny obeisekja O YMjeM Ce OUYEKUBADLY
pamu.

dopmynanuja ”Beaukn y30pak”’ y CMUCIY TECTOBa OBOT OIEJbKA je
y3opak unju je obum n > 30.

4.2.1 Tect 3a cpemmby BpPeaHOCT 00eJieKja 3a BeJIMKe y30PKe

Kon recta 3a cpemmy BPEIHOCT, M, TECTUPaA C€ HYyJITa XUIOTE3a
Hy(m = myp), npoTuB aJTepHATUBHE XUIOTE3€ KOja MOKe Ja Oyme Tpo-
jara: Hy(m # mg), Hi(m > mgy) nwmu Hi(m < mg), HA OCHOBY IpPOCTOT
y3opka X = (X1,...,X,). Tectupame cpenme BpenHocTu ce 6a3upa Ha

cpemuHu y30pKa, X,. ¥ ciaydajy ma mucmneps3uja obeaesxja X uuja ce
Cpenma BPENHOCT OIlelmyje, HUje TTO3HATA, KOPUCTU CE CTATUCTUKA

Zy = % - (4.4)

Koja uMa npubamkao HOpManny pacuogerxy N (0,1) 3a Besmku oGum
y30pka, 6e3 ob63upa Ha pacnomeny obenexja X. JacHo ma je S, omeHa
HEemo3HATe CTaHmapiHe nesBujanuje obeneskja X, te je S,/y/n ouena

napamerpa /D(X,).

) H;:m#m, & Hi:m>m, ) Hym<m,

G = (—OO,—Z;;_Q] U

[Zl%a’—i_OO)

Cmuka 4.1: Tectupame cpenme BpemHoctu (m) obesesxja 3a BeIuke
y30pKe: 06JacTy npuxBaTama HyiaTe xunorese Hy(m = mg) u Kputuyse
obyacTy 3a pa3auyuTe anTepHaTuBHe xunoteze H;. Kpurtuuna obmact
je meo amcuucHe oce “ucnox’ mpaduUpaHOr Tesa.



146 I'nmaBa 4

Kpurtnuna obmact BesnunHe « 3a Tectupame Hy nporus Hi(m #
mg), onpebyje ce u3z ycaosa

Py {|Zo| > ¢} = a.

C 063upoM Ha pacmomelly CTaTUCTUKE i, BPEIHOCT ¢ ce Hajuemhe
3ammcyje kao ¢ = zi-o (cawuka 4.1). Vau yommre, y oqHOCY Ha CBE a-
2

TepHATUBHE XUIIOTE3€ KPUTUYHA 00JacT Beauuube o oapebyje ce mpema

Tabenu:
Hy H; Hy ce ombamyje ako ce 3a
peaJu30BaHu y30pak mobuje
m=mg | m# mg ’ ?R_—\/m;?\ > 20,5-a/2
m=mg | m>my iv;g}f > 205-a
m=my | m<m 5;;—\’}}‘; < —205-a

MebyTuMm, ako je o6uMm y3opka Mamu, Tect cratuctuka (4.4) Hema
HOPMAJIHYy PacCIOoAesly JYak HU KO HOpMaJHe pacmomeie obenexja X.
Kana y3opak nMma n—IuMeH3MOHY HOPMAJIHY PACIONENY, a OOUM y30PKa
je mamm, (4.4) nma CTyneHToBY pacmomeny, o yeMy he Hangame Outu
peun.

YKOIUKO je aucmep3uja mocMaTpaHor obenexja (OMHEKy ) MO3HATA,
kopuctuhe ce o/\/n, 0 = \/D(X), 3a cTaHIaApIM3aIAjy CTATUCTHAKE X 5,
Tj. TECT CTATUCTUKA he Outu

Yn—mo

Zy = 2 "Moo
o
U HmeHa pacmomena he O6uTu Takohe HOpMAIHA HOPMUPAHA 38 BEJIUKU
obuM mpocTor y30pkKa, 6e3 003upa Ha pPacmomeay MoCMaTpaHor obee-
Kja.

4.2.2 Ilapamerapcka TecTupama KO HOPMAaJIHE PAaCHOOeJie

Hapennux mect rpyma TecToBa OMHOCE Ce HA HOPMAJIHY PaCIOIeNy,
Tj. Ha obesexje X uwmja pacmonena npunanga (aMHUIAjU JOIYyCTUBUX
pacmomena {N(m,o0?), m € R, 0% € RT}.

1. Tectupa ce XUTMOTE3a O HEMO3HATOM MATEMATUYKOM OUYEKUBAHY
obenexja X, Hyo(m = myp). Ilpu Tome ce pasnukyjy aBa cirydaja:
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2

(a) o2 mosmaro, nam o2 memo3HaTO a 0OWM y30pKa BesmEmM. Tect

CTATUCTUKA 3a CJydaj MO3HATE IUCIEepP3uje je

Yn—mo

Zyg="—=\/n.
o
Y oBoMm cayuajy Zy uMa Tauny pacmomeny N(0,1), mok 3a
HEIIO3HATO 02

Zy = M\/n -1,
Sn
uma camo acumnrorcku pacmonery N (0,1). Kputuune o6mra-
CTU KOj€ ONroBapajy MmojeIuHUM aJTEPHATUBHUM XUIMOTE3aMa,
3a peaym30BaHy BPEAHOCT 2y CTATUCTUKE () NPUKA3AHE Cy Y
Tabeu:

H, o, c
m=mqg | m#mo | |20] > 205-a/2
m=mg | m>mgy| 202 205-a

m=mgy | m<mg| 20 < —205-a

Kpurmune obnactu cy npukasame Ha caurnu 4.1.

IIpumep 64. 3a caenehe pesymarare:

Bp. noena | Bp. crynenara
[50,60) 4
[60,70) 17
[70,80) 24
[80,90) 10
[90,100] 5

KOju cy moOujeHum TecTUparmeM Ipara OCEeT/HUBOCTHU, TECTU-
paTu XUIOTe3y ma je cpenma BPEeTHOCT jemHaka 75 3a mpar
3avajooctn o = 0,01, ako je mucmepsmja mo3HaTa M M3HOCU
100.

Tectupa ce xunoreza Hy(m = 75) nporus anrepuarusue Hi(m
# 75). Iumcnepsuja je mosnara u n3Hocu 100, mpar 3zauaj-
voctu je a = 0,01, nok je y3opauka cpenmHa jeqHaKa

1
Too = (455 + 1765+ 2475+ 10 -85 + 5 95) = 74,17,
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Tako ce mobuja ma je peasm3oBaHa BPEAHOCT TECT CTATUC-
TUKE jeqHaKa

74,17 — 75
’Tx/@ = —0,64.

Kako je 29495 = 2,575, TO je KpuTtmuHa 06IaCT
C = (—o0; —2,575] U [2,575; +00).

Kako —0,64 ¢ C, 1o ce xunore3za Hy npuxsara. (3HauajHOCT,
OMHOCHO p—BpenHocT, oBor recta je 0,5222, makie Beha on
0,01.) A

(6) 02 memo3HaTO M OGUM y30pKa MaJd. TecT CTATHCTUKA

Xy — Xp —
to = n~ mo\/ﬁ: n_mo\/n—l
Sn Sn

nma CTyneHTOBY pacnomeny ca n—1 cremenu caobone. Tabena
oarosapajyhux kpurudnux obsacTtu je:

H, H,y C
m=mg | m#mg | [to] >t, ;1-0a
"o

=mo | m>mg | tg > th—1,05-a

m
m

=mgo | m<mg |ty < —tp—1,05-a

rae ce KOHCTaHTe ¢, 1-a Ut Tj. TPaHUNE KPUTUYIHE
72

1
n—1,5—o’
obnactu, yurajy u3 tabaurne CrynentoBe pacmomeie. ['pa-

¢ruku npukas 6u 6o anasjoraH oHoMme ca ciuke 4.1

2. Tectupa ce XUmoresa O jeTHAKOCTU CPEIHUX BPETHOCTU IOBA]JY

HE3aBUCHUX O6eﬂe}l{ja XuY ca OPEeTIIOCTAaBJ/LCHUM DacCIIoaejaMa:
. 2 . 2
X : ./\/(mx,UX), Y : N(my,o'y)

Ha OCHOBY IPOCTHX He3aBUCHUX y3opaka X = (X1,..., X, )uY =
(Y1,...,Y,,) obuma nx u ny pemom,

Hy(mx = my), ommocuo, Hy(mx —my =0).

Pasmarpajy ce mBa cayuaja:
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(a) ok mof
BEJIMKU.

2

IIO3HaTe, NJiIn O’g( " 0y HEIIO3HATE 1 obuMu y30paKa

3a TEeCTUPpAambe HAaBEOCHE HYJITE XUIIOTE3€ KOPUCTU CE€ TeCT

CTaTUCTURKA
X-Y X-Y
Z(] = , OOHOCHO |, Z() = T
% 4 oy DX -Y)
nx ny
rme je
=2 =2
~ S S - -
DX -Y)=™ Yoow X=X,,, Y=Y,
nx ny

O KOJjUX Ce MpBa KOPUCTU 3a TO3HATE MNUCIEP3Uje U MMa
TAYHO HOPMAJHY HOPMUPAHY pPacCHoneay, a Apyra uMa IpU-
6amxao N (0,1) pacmomeny ako je xunoresa Hj rtauna.
Kpuruune obnacru Benuuumae o 3a oArosapajyhe ajarepHa-
TuBHe xunore3ze Hi mare cy Ttabemgom:

Hy Hy C
mx =my | mx #my | [20] > 205-a/2
mx =my | mx > my 20 2> 205—a
mx =my | mx <my | 20 < —205-a
Ug( u 0'%/ Hemo3HaTe, OOUM y30pKa MaJud U 0'%( = O‘%/. Kopuctu

Cce TeCT CTaTUuCTUERa

(X— (TLX—I-’I’Ly—Q)

N nx-ny
Y) \/nx-i-ny

— — , (4.5)
Vnx =15 + (ny - 1)}

to

KOja, IOJ HaBENEHUM YyCJIOBUMA, UMa HPUOIMKHO by, 4y —2
pacmoneny. Tabena oarosapajyhux KpUTUIHUX 00IJIACTU M3-
ryieia OBaKoO:

Hy Hy C
myx =my | mx #my | |to] >t tny—2:05-a/2
mx =my | mx > My 10 2 tny+ny —2,05—a
mx =my | mx <my | to < —tnyiny—2,05-a
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TecTupame y OKBUPY OBE TauKe Ce MOMKE BPIIUTU U Y CIAYYa)y
HENO3HATUX, & PAa3JIUUYUTUX AUCIEP3Uja ag( u 0%. Tect craTtuc-
TUKa je moHOBO o6sumka (4.5), anu ce rpaHuie KpUTUIHUX 00IACTI
onpebyjy T3B. anporcumanujom Koxpena o kojoj oBue nehe Guru

peun.

IIpumep 65. IlocmaTrpane cy aBe rpylne pagHuKa jenHe padbpuke
U MEpEeH je HUXOB KOe(DUIMjeHT WHTEJUTreHIuje. 3a IPBY IPYIY
on 16 pamauka mobujeno je ma je Tig = 114 m Sx = 82. 3a opyry
rpyny oxn 14 panauka nodujeno je nma je Yy = 121 u Sy = 60. a
au mocToje OuTHe pa3nuke ndMehy cpenmux BpEAHOCTH KOe(u-
OMjeHaTa WHTEJIUTEHIje OBUX ABEjy I'pyla pamgHUKa aKo je mpar
sHavajaoctu o = 0,05 7

Tectupa ce xunoresza Hy(m; = mg) nporus xunorese Hi(mi #
mg), IpU YeMy Cy AUCIEep3uje Hemo3HaTe. TecT CTATUCTUKA UMa
peanu3oBaHy BpemHocT —2,258. Kaxo je tag.oa75 = 2,048, To je
kputuyna obaact C = (—oo; —2,048] U [2,048; +00). Kako —2,258 €
C, 1o ce xumore3a H( ombamyje, Tj. 3arpbydyje ce Oa IIOCTOje
OuTHe paziuke u3dMeby KoepunujeHaTa UHTEIUTEHIjEe TTOCMATPa-
HUX [BEjy Ipyna pamauka. (3HaA4YajHOCT, OAHOCHO pP—BPETHOCT,
osor tecra je 0,032 mto je mame ox 0,05.) A

. Tectupa ce xumoTesa O jeOHAKOCTU CPENHUX BPEAHOCTU IBA]JY

obenexja X u Y mocMaTpaHUX MCTOBPEMEHO HA MCTO]j MO JIAIAjU
ca IPETIOCTAaBHEHNM PacIoAeIaMa;

X N(mX,Ugg), Y N(my,d%)

Ha OCHOBY [OBOAMMEH3UOHOI IMPOCTOT y30pka obuma n. Hajuemhe
ce pamu O TOMe na ce, 3ampaBo, HA UCTUM jequHKaMma (JbyAnMa,
KUBOTUI-AMA ) YTBPDYjy BPEIHOCTH je IHOT UCIIUTUBAHOT OBesek]ja
IIPY TIOCTOjaly Pa3iIUYUTUX yCJIOBA M3BODHEma eKCIepUMEeHTa, IIa
ce pesyiraru jemHOr Mepema osHaue ca X a mpyror ca X2,
”Pesyarar” oba m3BpIlIeHa Mepema Ha Y30PKYy obuma m je ciy-
YyajHU BEKTOP:

(X, x2), (X, x2) .., (X0, x2))

Tectupa ce xumoresa:

Hy(mi = mg), omaocuo, Hy(mi; —mg =0)
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U Kayke ce Ja ce paly O TECTY 3a MaTEMATUUYKO OYEKUBAH-€ KOJI
cmapeHMWX y3opaka. TecT cTaTUCTUKA KOja ceé IPU TOMEe KOPUCTHU

Dy,

S, (Di=Du)?
n(n—1)

to =

rue je

nma CTymeHTOBY pacmnoneny ca n—1 cremnenu cinobone. Kpuruune
obaactu ce onpebyjy Kao KOOI TecTa 3a MATEMATUYKO OUEKUBAME
HOPMAJHE PACIIOAese Ca HEMO3HATOM OUCIEP3UjoOM U MAJIUM OOU-
MOM y30pKa.

IIpumep 66. Heka je ma rpymu oxm 10 mymu mepen O6poj mo3u-
TUBHUX PEAKIja IOA AejCTBOM JBa CTPECOPa U TO HajIpe Gpu3nUKe
IpUPOLE, IPU YEMY je CTPEC M3a3MBaH E€JEKTPUYHVM IIOKOM, a
3aTUM ICUXOJOIIKE IPUPOAEe — IJIacHa My3uka. ¥ Tabenu je mat
OpOj MO3UTUBHUX PeakIyja:

Crpecop \ Ocoba 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Enexkrpomox 6 8 4 8 6 4 5 5 6 7
I'nacuma my3uxka 8 9 9 12 9 7 9 9 8 11
d; -2 | -1 -5 -4 -3|-3|—-4|-4]|-2|-4

TeCTI/IpaTI/I XI/IHOTGSy O je,ﬂHaKOCTI/I MATEMATNYKNNX OUEKMBambha 3a
a = 0,05.

Iobuja ce ma je dig = —3,2 u Y.(d; — dip)? = 13,6, Tako ma TecT
CTATUCTUEA UMa PeaJu30BaHy BPEIHOCT
~3,2

to = —2= - \/9 = —2,603.
0~ /13,6 Vo ;603

Kpuruuna obaacr je
C = (—00;—2,262] U [2,262; +00)

u Kako —2,603 € C, To ce xunoresza Hy ombaryje, Tj. 3arpbydyje
ce 11a UMa Pa3jINKe Y OYEKNBAHOM OPOjy MO3UTUBHUX PEAKIUja MO
[ejCTBOM (PM3UYKOr ¥ IICUXOJOIIKOT CTpecopa KOJ IocMaTpaHe
rpyne ucnuranvia. (3HAYAJHOCT WM P—BPEIHOCT OBOT TECTA je
0,029, marne mama ox 0,05.) A
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4. TecT KOju ce OMHOCHU HA TECTUPAWmE AUcIep3uje obereskja ca HOP-
MaJIHOM PAacCIOIEeJIOM UMa HYJITY XUIOTE3y:

Ho(o? = o7),

rie je of GpUKECWpaH MO3UTUBAH Peasial 6poj. Y TOM ciydajy, TeCT
CTATUCTUKA je
32
2 (TL B 1)Sn
Xo = 2
90

KOja mMa HpubIImKHO Y2 pacmomeny ca n — 1 cremenu ciobome:
X%—l'

Kprtuune obnactu Benmumue o, 3a pa3InduTe ajJTEPHATUBHE XU-
moTese, maTe Ccy y Tabemu:

Hy H; C
2 _ 2 2 2 2 2 2 2
of=o0j |0 F 05 | X < Xn—1;2 VXp = Xn—1;1-2
2 _ 2 2 2 2 2
=0p |9 >0) X0 = Xn—1;1—a
2 _ 2 2 2 2 2
0" =05 |07 <0p X0 < Xn—1;0

Ileo ancuucue oce ucnon mpadupaHne IOBPIINHE jeé KPUTUYHA 00-
JacT BeauurHe « U Ha caumm 4.2 a) omrosapa obsacty ondany-
Bama pa3MaTpaHe HyJITe XUIOoTe3e MPOTUB adTepHaTusae Hi(o? #
03) m ma omrosapajyhu mauun 4.2 6).

Y at

9
f(x o'>0p

% X

P

n-1; o2 n-1; 1-a/2 n-1;1-a

Cnuka 4.2: Tectupame mucmepsuje (02) obenexja 3a BeauUke y30pKe:
kputwane obnactu 3a Hy(o? = 03) TPOTUB aXTepHATUBHUX XUIIOTE3a a)

Hy(0? # 03), m 6) Hi(0? > 03).

HaBenena crarucTmka ce KOPUCTHU 3a CJIy4daj HEIMO3HATOI MaTe-
MaTUUYKOT OYEKMBAWa. 34 CJIyvaj MO3HATOr 1M, KOPUCTU CE€ TECT
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CTaTUCTHUEKA

g (X —m)?
a3

Xg =

KOja MMa, X? PaCIOIeNy ca n CTEIeHH CI060Ie, TIa Ce Y TOM CMUCITY
U KpUTUYHE OBJIACTU PA3JIUKY]y OO rope HaBEeOEeHUX, Tj. pPa3iiu-
KYjy ce caMoO Kao HmOCJenuIla mpoMeHe y Opojy cremeHu ciobome.

IIpumep 67. MepemwmeMm koedurjernta naTeaurexnyje 50 ydeHu-
Ka mobujeHo je ma je mucmeps3uja jedHaKa 5%0 = 2,45. Tectuparu
XUIOTE3y M2 je CTaHZapaHO OoAcTymame Behe om 2 3a mpar 3ma-
yajooctu a = 0, 05.

Tectupa ce xunoresa Hy(o? = 4) mpotus xumoreze Hi(o? > 4).
Kaxo je x3g095 = 67,5, o je xpurmuna obnact C' = [67,5;400).
Tect cratuctura uma peanausosany Bpemaoct (49-2,45)/4 = 30,01
u oHa He mpunana obsactu C, Tako na ce xumoresa Hy mpuxsara.
(3uauajuoct uau p-Bpensoct osor tecra je 0,99, makise, seha ox
0,05.) A

5. Uecrto ce yra3yje morpeba 3a ynmopebuBamem mBa obeneskja mo
BUXOBUM IucHepsujaMa. Kopucrte ce nBa He3aBUCHA IIPOCTA Y30P-

ka (X1, ..., Xp) u (Y1, ..., Y,,) oGenexja X u Y wumje cy
pacmogesne perom N(mx,o0%) u N(my,o0%). Tectupa ce mynrta
XUIIOTEe3a

2 _ 2
Hy(ox = oy)
OpOTUB OAroBapajyhe CilokeHe XWImoTe3e, Ka0 W y MPEeTXOIHUM

TecToBUMAa. ¥ CAYUYajy ma CY Mmx W My IMO3HATE BEJIUYUHE, KO-
pUCTU Ce TeCT CTATUCTUKA

ny 5
nx 2 (Y; —my)
Fy= é;l
ny Z:I(Xi —mx)?

koja mMma PumepoBy pacmomeny Fj, ... Kama mx m my muCy
[IO3HATE, KOPUCTU CE N
_ Sy

S?LX
Koja mMa npubamxHO PumepoBy pacmogmeny [y _1,,—1. Tabema
oarosapajyhux KpuruuyHux ob6JaCTU y MOCJIEAmEM CAyYajy je:

Foy
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H, C
ox #oy | Fo < Foyinx-1,8 VE0 2 Foy—1nyc-11-2
0%( > 0-%/ Fy > Fny—l,nX—l;l—a
0%( < 0-%/ Fy < Fny—l,nx—l;a

IOK 32 CJIydaj MO3HATUX My W My Tpeba Ha oarosapajyhm Haumu
npuiaaroaguTu 6poj cremenu ciaobome cTaTUCTUKA y Tabesu.

Kpurwmume obnactu 3a oarosapajyhe cioskene ajgrepHaTUBHE XU-
moTe3e mpukazaHe cy Ha ciaunu 4.3.

2) ox# Oy %) G by

v

x - x

108

gl a2 Ba1ne1;1-02 Fo 101510

Cnuka 4.3: Kputuune obnactu kon npumene Pummepose pacmomeie 3a
TecTUpame HyJITe TPOTHUB alTepHATUBHUX xumnortesa a) Hi(o% # o) u
6) Hi(0% > 0}), kama ouekmBama HUCY TO3HATA.

6. TecTupame KoepuUIUMjeHTA KOpeIalyje

3a cayuajuu Bexkrop (X,Y) uuja pacnongena npunana GpamMuian-
ju mBOmMMeH3MOHMX HOpMasHUX pacmomena {N(mx,my, 0%, 0%,
p),mx € R,my € R,0% € RT,0% € R",|p| € [0,1]} Tectupa ce
HyJITa XUIOTEe3a

Hy:p=po, —1<po<1

OPOTUB OAroBapajyhmux ajJTepHATUBHUX. Pa3iuKyjy ce aBa Ciry-
yaja: pg = 0 u pp # 0. OBo je mocaemuna pasIUUUTUX TECT
CTATUCTUKA VMIIUIMPAHUX ITOMEHYTUM BPEITHOCTUMA KOEMUI-
jenra kopeaaruje. Ilakie, 3a nBa obeseskja TeCTUPa Ce MOCTOjambe
suHeapHe Be3e mebhy muma Ha ciaemehu HadwWH:

(a) Tecrupame HyITe XUIOTE3€E

HQZpZO
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Ha OCHOBY Y30DauKOI' KOepWIUMjeHTa KOpeJalliije W y30PKa
obuma n.

HO,ZI OpEeTIIoOCTaBKOM Oa je HYyJTa XUIIOoTe3a TavHa, TeCT CTaTUC-

_ Rxyvn-—2

V11— Ry

nma CTyneHTOBY pacrmomeiry ca n — 2 cremneHa ciobome. Rxy
je, Kao u 1o cama, y30pavku Koepurujent kopeaanuje. Oryna
je Tabena omroBapajyhux KpuTwuHMX 00JaCTH 32 mpar 3Ha-
YajHOCTH

TUKa

to

Hy H, C

p=0 p#0 |t0| > tn—2;0,5—o¢ 2
p=0] 0<p<l1 to > th—2,05—a
p=0] -1<p<O0| to < ~th-205-a

Tpeba ce momceTuTu paHUje M3HETE UMHCHUIE 4 YKOJIUKO
BexkTOp (X,Y) uMa ABOMMMEH3MOHAJHY HOPMAJIHY PACIOLEINY,
casname 0 Tome na je Hp: p =0 Tauna, 3HAYN HE CAMO HEKO-
penucanoct, Beh u mesaBucHOCT obeserkja X m Y.

IIpumep 68. I'pyna ox 16 crymenara moka3aJja je HA UCIUTY
13 MaTeMaTuke cienehu ycrex:

Mucmenn | 90 | 90 | 80 | 90 | 92 | 88 | 90 | 63
Yemenn | 84 | 84 | 82 94| 90 | 85 | 89 | 62

ITucmenn | 70 | 54 | 78 | 86 | 99 | 84 | 56 | 85
Y cMmeHn 655272190 |98 |89 | 58|85

Ila su je ma 5% mpary 3Ha4ajHOCTU KOCPUIMjEHT KOpeJsaluje
Osu3ak Hyau?

Tectupa ce xunoreza Hy(p = 0) nporus xunoreze Hi(p # 0).
Omrosapajyhe ysopaure cpemune cy Tig = 80,94 u Fig =
79,94, mok cy y3opauke nmucnep3uje sy = 166,9 u sy = 177,66 ,
PECIEKTUBHO. ¥ 30PAYKU KOEPUIIUjEHT KOpeaaluje uMa Bpe -
vOCT rxy = 0,964. Ilpema TOome, BPEAHOCT TECT CTATUCTUKE
je

0,964v/14

tn =
0T /1-0,9642

= 13,565.
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Kpurtnuna o6aact je C' = (—oo0; —2,145] U [2,145; 400) u kako
13,565 npunana obsactu C', To ce xunoresa Hy onbamyje. A

(6) Tecrupame HyiITe XUIOTE3€E

Ho:p=po,
rae je pg 0, 1j. po € (—1,0)U(0,1), rakobhe na 6a3u y30pka
obuma n.
Kopucrtu ce Ttect crarucruka

Zzlln(ﬂ)
2 1— Rxy

KOja, MOJ MPETIOCTABKOM Ma je HyJITa XWUIOTe3a TayHa, UMa
OPUOIKHO HOPMAJIHY PaCIOAeIy

1 1 1
Z:N<—ln< +po)+ il , )
2 1—po 2n—1)" n—3
Cranmapan30BameM OBAKBe CIIydajHe IPOMEHJbUBE OMOryhe-

HO je ropuimheme Tabauie 3a HOPMAJHY HOPMUPAHY pPac-
noneny u tabesa oaroBapajyhmx KpurudHux o0JIaCTU BeIU-

YyyHE (v KA0 y TNPETXOMTHOM CJydajy, TOEe je 2y peain30BaHa
BPEIOHOCT CTATUCTUKE

1.1+
Z—3 1n(1_Z‘3) - 2(521)

%0 = 1/v/n—3

4.2.3 TecTtupame mapaMmerpa OMHOMHE pacIoneJjie

Axo Tpeba TecTupaTu BepOBATHONY p peasusanuje Hekor mnoraba-
ja A mpero y3opka obuMma n, 3aIpaBO Ce BPIIM TECTUPAHE XUIOTE3E
0 mapaMerpy OWMHOMHE pAacCIomesie, Tj. TEeCTUpPAMme HYJITEe XUIOTe3e
Hy(p = pp) mpoTHMB CBUX AJITEPHATUBHUX, MOJ HPETIOCTABKOM Ia je
y30pak y3er u3 momyianuje ca obenexjem S, : B(n,p). 3a mamu obum
y30pKa, KpuTuyHe obsactu ce onpebyjy mupekTHO M3 neduHMnMje OU-
HOMHE PAaCHOelNe, O UeMy Ce YMUTAJAIl MOXKe BUIIe NHOOPMUCATUA Y TEK-
cty mocBehenoMm Tecty 3HakoBa. MebhyTum, 3a Besumkn obum y30pEKa,
mTo oBme mompasymeBa . > 50 m npg > 10, xopucTu ce HOpMAaJJHA
ampoKcuMalja OMHOMHE pacloaesie U CTATUCTUKA

_ Sn — NPpo
npo(1 — po)

S
|
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koja mma npubamxkno N(0,1) pacnoneny. Ilakie:

Hy H; C
p=po | pFpo| |20 > 205-as
DP=DPo |P>Po| 202 205-a
P=po | P<po| 20 < —205-a

IIpumep 69. AareTroM ce UCTUTY]y IMAHCE jeTHOT KaHIUAaTa Ha m3060-
puma. Meby 100 cayyajuo nzabpanux riacada 55 BUX Ce N3jaCHUIO O
Ou raacaJio 3a TOr kKammumaTta. Heka je p BepoBaTHoha ma je ciydaj-
HO mM3a0paHM aHKETUPAHU CHUMIIATU3ED MOCMATPAHOr KaHaumaTa. Le-
cruparu xunoresy ga he mocmarpanu kammuaar nobutu 50% raacosa
[IEJIOKYIHOI OMPAadYKOr Teja MPOTUB CBUX aJTepHATWBHuUX. Jlakie, Te-
crupa ce mynara xunore3a Ho(p = 0,5) u mera je a = 0,01, mporus: a)
Hl(p 7& 075)7 6) Hl(p > 07 5) u B) Hl(p < 075)
PeanuzoBana BpemHOCT TECT CTATUCTUKE je
55 —100-0,5
zZ0 — =
v/100-0,5-0,5
a) [obuja ce ma je zp495 = 2,575, Tako Oa je KPUTUUIHA OOIACT
C = (—00;—2,575] U [2,575;400). Kako 1 ¢ C, to ce xunoresa Hy
npuxsara. (3HauvajHocT mau p—BpenHoct osor tecta je 0,317, makuie,
Behia ox 0,01.) To mcroBpeMeHO 3HAUM Oa HEMa CMUCIA JAJbe BPIIUTU
TeCTUPAama IPOTUB IIPEOCTAJE NBE aJITepHATUBHE XUmoTese. /A

4.3 HenapameTrapckm TeCTOBU

IlBe cy BpcTe mpobiieMa Koju ce Hajueinhe pemraBajy HemapaMmeTap-
CKUM TE€CTOBUMA!

1. mpobsem jemHOr y30pKa — UCHUTY]Y Ce:

(a) mapamerpu pacmnogesne (mpe CBera KBAHTUIIN),
(6) cayuajHOCT Y30pKa, 1

() carsacHOCT y30pKa Ca MPEeTHOCTABILEHOM PACIOLENIOM.
2. mpobieM OBa y30pKa — UCIUTY]Y Ce:

(a) 3aBucHOCT mBa oberekja,

(6) ymopebyjy ce pacmonesne msa oGenesxja, U CII.
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4.3.1 Tect KosmmoropoB — CMmupHuoBa

Tect KoamoropoB—CMupHOBa ce KOPUCTU CaMO KOOI obesieskja all-
COJIyTHO HENPEKUOHOT TUIa, Tj. KOMI TAKBUX OOesiekja KOH KOjux je
¢yurnuja pacnonene F Henperunna. TecTtupa ce HyiaTa XMIOTE3a

Hy: F(z)= Fo(z), VreR,

rme je Fy merka ompebena, Takobe HemperumHa, QyHKIMja pacromese.
Tect Kommoropos—CMupHOBa MUPEKTHO NTPUMEBHYje NEHTPAJHY TEO-
peMy MaTeMaTWdke CTATUCTHUKE, Te Ha OCHOBY y30pka obuma n, (Xi,
.., Xp), ompebyje emnupujcry ¢yurnujy pacnogmeine Sy(z), x € R, u
neGuHAIIE CTATUCTUKY

D,= sup |Sp(x)— Fo(x)|.

—oo<r<+00

Sa(X)

X, X, @ X3z.-- X, X

Cnura 4.4: OppebuBame Bpemuoctu d, kKom Tecta KoamMoropos—
CMupHOBA.

Ilom mpermocTaBkOM Oa je HyJATa XWIOTE3a TaYHA, CTaTUCTUKA D),
nMa pacnoneny Koamoroposa. Ha ocHoBy peanmsoBanor y3opka (zj,
.., Tp) Tpeba OAPEIUTH PeaNn30BAHY BPEAHOCT CTATUCTUKE Dp:

dn = sup |[sp(z) — Fo(x)].
—oo<x<+00
PeanuzoBana BpemHocTt eMmupujcke QpyHKIUje PACIOIEE je CTele-
Hacra (yHEUUja S,(x), © € R, n nma ronauan 6poj ”crenenura’ (Haj-

Bume n + 1, y ciaydvajy ma Cy CBU €JIeMEHTU PeaMm30BAHOT Y30PKa pa-
3aUMYuT). YOYMMO jOII jeHOM nma Cy S, ¥ Fy MOHOTOHO Heomanajyhe
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¢yurnuje. OnpebuBame cympemyma, y Tpakcu, ce, MO MPABUIY, CBOIN
Ha onpebuBame MakcuMyMa ancosyTHUX pasauka |s,(x —0) — Fy(z —0)]
(360r HEIPEKUAHOCTU C AECHA) HA CEIMEHTHUMa Ne(PUHUCAHUM y30PKOM
(cnura 4.4).

I'panumna xpuTuyHe 00JaCTU 32 3a4aTU Ipar 3HAYAJHOCTHA & dp1—q
yura ce u3 Tabuune Koamoroposa. Kpuruuna obnacr onpebyje ce Ha
canenchu mauun:

Hy H, C
F:FO F#FO dnzdn,l—a

ITpumep 70. Cneneha tabena npuka3yje pesyiaraTe TECTa UHTEJIUTECH-
nuje 53 meyakra:

1Q Bp. merme
[65,75) 1
[75,85) 2
[85,95) 10
[95,105) 12
[105,115) 14
[115,125) 11
[125,135] 3

Vcnurary caraacHOCT OBAX MOAATAKA CA HOPMAJHUM 3aKOHOM PacCIo-
nene xopuctehn tect Kommoropos—Cuupnosa ca 1% mparom 3mauaj-
HOCTH.

Hexka je obenexje X roeduinumjeHT MHTEIUTEHIIjEe TeTETA. 1ecTUupa
ce XUIoTe3a

Hy(momamu cy carnacau ca N (m,o?) pacmomemom).

[TapamMeTpu pacmozeie m u o2 cy Hemo3HaTu. llapamerap m ce onemy-
je y30padkoM CpeauHOM a o2 y3opadkoMm muciepsujoM. Taxo ce mobuja
m = 105,28 u 62 = 184,047. 3maum, Tectupa ce xumnoresa Ho( momammu
cy carmacuu ca N (105,28 ; 184,047) pacmomenom). Ilamu mocTymak je
canp:kan y ciaemehoj tabemnu:

z; +0 n; Zz 853(Z‘i —0) ti FO(SCZ) :0,5:|:<I>(|ti|) |853(Z‘i —0) —F()(Z‘i)|
75 1 1 0,019 -2,232 0,0129 0,0061
85 2 3 0,057 -1,495 0,0681 0,0111
95 10 13 0,245 -0,758 0,2236 0,0214
105 12 25 0,472 -0,021 0,4920 0,0200
115 14 39 0,736 0,716 0,7642 0,0282
125 11 50 0,943 1,454 0,9265 0,0165
135 3 53 1 2,191 0,9857 0,0143
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OBne je m; amcosyTHa ydeCTaHOCT ¢-TOI MHTepBaja, y ., 30upHa
yUYeCTaHOCT OO TOT mHTepBaia (ykmyuyjyhu m Taj mHTepBat), a t; =
@=0-m Ipumehyje ce na je MakcuMamHa pasmuka |ss3(z—0)— Fy(z)| =

[~

(e

|ss3(z —0) — Fo(x —0)] jemmara 0,0282, tako na je dss = 0,0282. Kaxko je
1—-a=0,99, To u3 Tabmune Konmoroposa cremu na je ds3.099 = 0,23,
Tako ma je kpurnuna obnact C' = [0,23;+00). Kako 0,0280 ¢ C, to ce
xunore3a Hy mpuxsaTa, OMHOCHO HEMa pa3lJjora ma ce omdamu. llakie,
Ha OCHOBY pe3yJlTaTa TecTa, MOxKe ce TBpAuTH ma je 1Q mopmasmo
pacrnome/bed Ha MOMyJIallijy Jevaka UCIUTUBAHOT y3pacTta. A

Tect KonmoropoB—CMupHOBa KOPUCTU CE€ U 38 TECTUPAIE jeIHAKO-
CcTU pacmonenia aBajy obeme:kja X um Y amcosyTHO HEIPEKUAHOT TUIA

HA OCHOBY He3aBuCHUX y3opaka (X1, Xo, ..., Xp,) u (Y1, Y, ..., Yo,).

HOpI/ICTI/I ce CTaTUCTUKa

D nyjng =

ni+ng

[Sx (z) — Sy (z)|

sup
—oo<r<+00

3a TeCTUpame HYJITE XUIIOTE3€e
Hy: Fx = Fy

IOIPOTUB aJTECPHATUBHE

Hy: Fx # Fy,

rae cy Sx(x) u Sy(z), © € R, omrosapajyhe emmupujcke (yHKIm]je
pacnonmese obenexja X m Y Ha OCHOBY mocMaTpaHux y3opaka. U
OBIE Ce y MPAKCU CYIpeMyM 3aMmemyje makcumymom. Omnrosapajyha
KPUTUYHA OOJIACT BEJIUYUHE (v j€:

Hy

Hy c

Fx =Fy

Fx # Fy

d nin2 2 d nijmn2

ni+ng

nitno

J1—a

IIpumep 71. Cnyuajuo m3abpanu medyany u3 OBE IMKOJE MOABPTHYTU
cy tecty arpecuBHocTu. lobujenu cy cnenehu pesynraru:

Bpoj noena nma Tecty | [75,85) | [85,95) | [95,105) | [105,115) | [115,125) | [125,135]
Bp. meuaka I mkoise 3 10 12 14 11 3
Bp. meuaka Il mkoxae 0 2 13 30 5 1
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TectupaTu xumore3y ma Cy y30PIU U3 MOIIYyJIAIKje Ca UCTOM PACIIOIe-
aoM oberexkja ca mparom 3Havajooctu 0,05.

Tecrupa ce xunoreza Hy(Fx = Fy) nporus xunotese Hi(Fx # Fy).
ITocTymak pauyHama mat je y tabenu:

240 [ ni [ D [sx@—0) ] m [ D [ sy(@—0)] |sx(@i—0)—sy(@ —0)|
85 3 3 0,0566 0 0 0 0,0566
95 10 13 0,2453 2 2 0,0392 0,2061
105 12 25 0,4717 13 15 0,2941 0,1776
115 14 39 0,7358 30 45 0,8824 0,1466
125 11 50 0,9434 5 50 0,9804 0,0370
135 3 53 1 1 51 1 0

Kako je (53 -51)/(53 +51) = 25,99 a To npubawxuo jemnako 26, To
je dsog = 0,2061. C mpyre crpane, kputuuHa obJsact je obuuka C =
[d26:0,95; +00) = [0,264; +00). Bpemrmoct 0,2061 me mpumana KPpUTAUHO]
obnactu C, mTo 3HauM ga ce xunoresa Hy mpuxsaTa, Tj. y30pIH Cy Ca
MCTOM pacrnompesoMm obeneskja (3a maru mpar 3uavajooctu). OmTHOCHO,
MOKE Ce CMaTpPaTU [a y CTEIeHY arpeCUBHOCTU KO JeYaKa ABEjy UCIIU-
TUBAHUX IMKOJIa HEMa pas3iuke. A

4.3.2 TIIupconos x? Tect

Jenan on Hajuemhe TpUMEHLUBAHUX HEMapaMeTapCKUX TECTOBA je
[Mupconos mmu x? Tecr.

Tect mocu Ha3uB 1o cBoM ayropy Kapay Ilupcony, xoju ra je me-
¢urMCcao M yBeo y craructuuky npakcy 1900. romuue. Hberos asnrtep-
HATUBHU HA3WUB, X> TECT, IOTUYE OJ PACIOENE TECT CTATUCTUKE KOjOM
ce kopuctu. OBne hiemo caMoO MPUOIMEKUTA UAEjy O PACIOAEIU TECT
craTtucTtuke, a HeheMmo ce 6aBUTU TOKA30M YIPABO HABEIEHE TBPIHE.

[Tobumo on cayuajue mpoMeHbUBe y O3HAIU X| Ca OMHOMHOM pac-
noznenoM B(n,p;). Crammapan3oBana ciydyajHa IPOMEHJbUBa X| =

= % rMa acuMmnrorcku (mpema Myasp—JlamnacoBoj Teopemn)
np1(1—p1

HOpMaJiHy HOpMupany pacmonxeny. Otyma, kama n — 00, cilydvajHa
nmpomenmuBa Q1 = (X7)? mma acummroTckn Y2-pacmomery ca 1 cre-
meHoM caobome, x3. YBonehn HOBY cirydajuy mpoMeHmuBY Xo = n — X1
u mapameTrap ps = 1 — py, caydajHa mpoMeH/buBa ()1 ce MOKe Ia Mpe-
CTaBU Kao

(X —mpr)? (Xy—npr)? | (X — npa)?
Q1= = + :
np1(1 —p1) npy npa
Ilakme, 30up OBaKO NEe(PUHUCAHUX CIYUYajHUX IIPOMEH/bUBUX UMa ACUMII-

TOTCKM X3—pacmomeny kana ce n ysehasa (n > 50).
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[Tocmarpajmo cana cayuajuu Bektop (X1, Xo,...,Xp_ 1) mumensuje
k—1 ca myarunomuom pacnoxeaom M(n,pi,pa,...,pp—1). depurnmmmo
caydajHy npomenpuBy Xp =n — (X; + -+ + Xp_1) n mapamerap pi =
1—(p1+ -+ pk_1)- Moke ce mokazatu na ciaydajHa NPOMEHHUBA

k 2
(X; —np;) .
Qk_1=§ 71”}%‘ ! , mp;>bs3acBakoi=1,...,k
i=1

KOHBEPTUPA Y PACIOAETU KA CIAYUAjHOj IPOMEHIBUBO] Ca X%—l pacmoe-
goMm. Y jureparypu ce Moxke na Habe ymoszopeme na je oBa ampoOKCU-
Mamnuja no06pa Tek Kada je n HOBOJHHO BEJIWKO TAaKO Ia CBAKO Np;, & =
1,...,k 6ynme majmame 5, uera heMo ce m MU OBI€e IPUIPKABATHU.

Cayyajaa npoMeHBUBa (Jg_1 CIYKU KA0 OCHOB 3a meduruim]jy [lup-
COHOBOT' TECTA.

[IpermocraBuMoO 18 ce y30padvku MPOCTOP HEKOT €KCIEPUMEHTa Pas-
Ouja Ha kKoHauaH Opoj mehycoOHO mucjyHKTHUX CckKymoBa Ai,...,Ag.
Heka je P(AZ) =pi, t = 1,...,k, e je pp = 1 — (pl +oe +pk—l)7
IITO 3HAYM Oa je p; BepoBaTHONAa Oa je MCXOO OBOT CIYYajHOT EKCIIe-
pumenTa y ckymy A;. IlpermocraBmaMo ma ce CiIyvyajHU €KCIEPUMEHT
IIOHABJbA N HE3ABUCHUX IIyTa MO MCTUM YCJIOBUMA, IIa heMO CaydajHOM
TpPOMEHBUBOM X; & O3HAUMMO KOJWKO je IMyTa MCXOM eKCIIepUMEHTa
npunao ckyny A;. Ipyrum peunmma, Xi,..., Xk, Xp=n— (X3 +--- +
X)_1) Cy aICOJYyTHE YUECTAHOCTU C& KOjUMAa MCXOJ €KCIEPUMEHTA IIPU-
ma1a PEeCIeKTUBHO cKymoBuMa Aq, ..., Ar. Tanma je 3ajemuuura ryctuHa
pacoogese 3a X1, ..., Xp_1 MYJTUHOMHA Ca TAPAMETPUMA 1, P1, - -« , P—1-
Haname ce Tectupame oqHOCH Ha HYJITY XUIOTE3Y O MOMEHYTO] MYJITU-
HOMHO] PacCIOmeu:

Hy : p1 = po1, P2 = P02, - - -5 Pk—1 = P0,k—1

IPOTUB CBUX aJTEPHATUBHUX, TOE CY Po1,- - -, Pok—1 Opojesu, 0 < pg; < 1,
1= 1727’”7k_ 1 I/Ip01+p02+"'+p0,k—1 <L

JacHo je cama y KakBOj je Be3u 0Baj TECT Ca CIAYUajHOM IPOMEHIHUBOM
Qr_1. Axro je Hy Tauna xumoresa, cilyvyajHa MIPOMEHJLUBA

k a2
Qk—l _ Z (Xz npOz)

=1 npo;

nMa IPUOIMKHO X%_lfpacnozxeny.
Younmo caenehe. Kana je Hy Tauna, oHzga je npy; OYeKUBame om X;.
OTyna je M MHTYUTUBHO jaCHO Ia €KCIEePUMEHTAJIHA BPEAHOCT CIydajHe
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npoMenisuBe (1 He Tpeba na je Besuka ako je Hg tauna. Ha ocuoBy
0BOTA, 3a YHANpEn 3aMaTh Opar 3HAYajHOCTU «, oapebyjeMo rpanumy
KPUTHUYHE 00JACTU ¢ KAO

P{Qy-1>c} =a.

C 003upoM Ha pacmomeny KO0joj Te: U, yMecTo O3Hake (Qp_1, Wiau
HEeKe Opyre, 3a OBy CAydYajHy IPOMEHJLUBY C€ KOPUCTH O3HaKa Oalm
2
Xk—1-
Hekr HajKapaKTepPUCTUYHMA]M IPUMEPH MIPUMEHE Y2 TecTa U3HETU Cy
Y HAPEIHUM OIEJbIVIMA.

A. VcoutuBamke carjlacCHOCTU y30pKa Ca IPETHOCTABJEEHOM
pacrionesioMm

Kao u ko tecra Kommoropos—CMupHOBa, TeCcTUpPa Cce XUIOTE3a, Ia
je HemosHaTa pacnomeaa F mocMmarpanor obexeskja X jemHarka 3a0aToj
— mo3HaToj pacnonenu Fy, Tj.

H():F:F(],

NPOTUB AJTEPHATUBHE, Ha CY PACIOAEJE pa3iuuuTe. DUTHA pa3inka
y onrocy Ha Tect Kommoropos—CMUpPHOBA je y ToMe mTO ce X2 TecT He
OrpaHMYaBa CaMO Ha PaCIHOeJie alcoJyTHO HEMPEKUIHOT Tula, Beh ce
MOsKe TIPUMEHUTHU Ha Omio Kojy pacmomeny Fy.

[MTocTtymak TectTupama CIPOBOAM Ce TAKO IITO ce 00JACT BPETHOCTU
3a X memu ma ompeben G6poj (k) mucjyHKTHUX CKymoBa, Tj. peajHa
mpaBa ce Momeau Ha k IUCjYHKTHUX uHTepBaJjga Si, Sz, ..., Sk, undja je
yauja ckyn R:

S1,82,...,Sy CR, UF,S;=R, S;NS;=03ai#j.

Crnenehu ropak je m3pauyHaBame Teopujckux Bepoarnoha P{X €
Si} =poi,i=1,....,k—1mpo =1—(po1+- - +Pok—1), Y3 TPETIOCTABKY
[a je HyJTa XUIOTEe3a TayHa. 3aTUM CE CpadyHaBajy TEOPUjCKE AIlCO-
JIyTHE YYECTAHOCTHW y MHTEPBAJUMA S; 3a0aTOr Y30pKa obuMma n:

N; = Npo; = €; -

Hpyrum peumma, n; je oueknBaHU OpOj ejleMeHaTa y30pPKa y CBAKOM
unTepBaay S; (orymal m o3Haka e; KOja ce KOPUCTH y JATEPATYPH) MO

1Ox enrnecke peun expected.
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ycaoBoM gma je mynarta xunoresa tauna. Ou ce ynopebyje ca peanuso-
BaHUM y EKCIIEPUMEHTY OpojeM ejieMeHaTa y30pKa y TOM WHTEPBAJY,
Tj. ca n; (y marepaTypu ce kopuctu u osHaka’ o;). Axo je Hp Tauma,
oncTymama 7; 04 n; He Ou cMesa ga OyAy Beauka. 3a Mepy OACTYNAnAa

Y CBaKO] I'PyIN y3UMa Ce PeJaTUBHO OACTYyIaHme

(ni —7y)?

n;
IIa Ce KAO TECT CTATUCTUKA KOPUCTU

k A \2 k 2
2 _ (ni —1)"
o= =2

i=1 g j
Oumna 3a BeJquKM OOMM y30PKa N, MO MPETIOCTABKOM Ia je HyJTa XUIOTe-
3a TavyHa U CBU HapaMeTpu pacmozene Fy y HyJITOj XUIIOTE3W MO3HATH,
nMa IPUObIMKHO X2 pacmomeny ca k — 1 cremenu ciobone.

Kpuruuna obiact Beauuune o mobuja ce m3 ycaoBa

a = PHO{X(z) > C},

jep peamzammja norabaja {xZ > ¢} curmamusmpa Bemmko oncTymame F
on Fp.

Ilakmne, Hapenna tabesa NPUKA3Y]y KPUTUUHY OOJIACT BEJIUYUHE (¥
3a pasMaTpPaHU TECT.

H() Hl c
F=R|F#R | x> 11

OsBa kpuTuuna obnact ce onpebhyje aHAJIOMHO ca OHOM NPUKA3AHOM
Ha caunu 4.2 b).

IIpu paszbujamy ckyna R Ha mHTepBaJie He IIOCTOjU CTPOrO IMPABUJIIO
o Opojy uuTepBaJsa. Y OpakCcu ceé PYKOBOAMW JOTWKOM cpebuBama pe-
aJIM30BaHOr y30pKa, MehyTum, He Tpeba Oupary HUjemaH MHTEPBAJ S;
y KoMe Ou ce mobumio n; < 5, OMHOCHO TaKaB MHTEPBAJ Tpebda IPUKIDY-
YUTU IPETXOMHOM WX HAPEIHOM MHTEPBAJY.

YKOJIUKO HEKM On Imapamerapa pacmnoneie Fy Tpeba omeHuTy Ha oc-
HOBY y30pka (mapamerap HUje yHAOpeI MO3HAT) Ha OU ce OApemuie
BepoBaTHONE pg;, OHIA 3a CBAaKU NPOIEHEHU mapaMerap Tpeba cMamu-
T Opoj cremenu ciaobome 3a jeman. Jlakie, ako ce ouemyje YKYIHO [
mapameTrapa, 6poj crenexnu ciaob0me CTATUCTUKE X% jer k—1—-1.

20n enrmiecke peun observed.
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IIpumep 72. Tectupamem 200 wmcnuranmra nobUjeH je peasm30BaHUA
y30pakK Koju je, mocjie MHTEPBAJHOT cpebhuBama, Kako CJienu:

Bpoj 6onosa [10,12) | [12,14) | [14,16) | [16,18) | [18,20) | [20,22] n
Bpoj ucnuranuka 10 26 56 64 30 14 200

Ca mparom 3mauajuoctu « = 0,01 TecTupary XumIoresy na je pac-
momesa pe3yJsiTaTa TECTOBA HOPMAJIHA.
2
ITapamerpe HOpMaJHE pacmomgesae m 1 o° Tpeba ONEHUTH, HA OCHOBY
Y30PKa, CPEIUHOM yY30PKa U AUCHEP3UjOM y30pKa PemoM:

Tooo = 16,2 m 5395 = 6,08 = 5909 = 2,47.

Cryn peannux OpojeBa ce menu Ha mHTEpBaJse: S; = (—o00,12), Sy =
[12,14), S3 = [14,16), Sy = [16,18), S5 = [18,20) u Ss = [20,+00). YEro-

JINKO je HyJATa XWIOTe3a TadyHa, Tala je

po1 = Pp{X € (—00,12)} =

12 - 16,2
1
bo2 = PH(){X € [12,14)} = 0, 1421,

po3 = 0,2814, pos =0,2992, pos =0,1709,
pos = 1 —po1 —po2 — Po3 — poa — pos = 0,0618.

Harne, np = 200 - 0,0446 = 8,92, na = 200 - 0,1421 = 28,42, nz = 56, 28,
ng = 59,84, ns = 34,18 u ng = 12,36, Te je X§_2_1 =1,3562.

Kako je kputuuna obnact gepunucanor recta [11,3; +00), Hema pas-
JIOTa, [a Ce HYJTa XUIOoTe3a oxbaiuy; Oakjae, ca MParoM 3HAYAjJHOCTU
0,01 mema 3HaUYA]HE PA3JIUKE PACIOLEE IOCMATPAHOr 00eexKja 01 HOP-
MajHe pacmnogerne. (3HaAUAjHOCT WU p—BpeAHOCT oBor tecta je 0,716).

A

= Py {-oco< X*< } =0, 0446,

IIpumep 73. Tectupa ce xumorTesa O HOPMAJHO] PACIOIEIU 3aPanaa
panmuuka jemHor mpeny3eha mpema ciydajHOM y30pky on 70 pamgHuka
u3 nBa morona (1 — 50 mpsu morown, 51 — 70 apyru moron): 970, 650,
890, 1230, 680, 1010, 740, 480, 690, 820, 990, 860, 1040, 820, 1100,
540, 730, 670, 880, 530, 680, 790, 780, 850, 900, 700, 770, 890, 930,
1000, 1180, 1010, 850, 830, 940, 980, 740, 1110, 810, 840, 620, 790,
480, 990, 1060, 800, 700, 590, 920, 810, 1040, 710, 1100, 1070, 1010,
830, 1020, 760, 780, 1140, 700, 750, 900, 780, 970, 960, 710, 660,
410, 560.



MHTEpPBAaJ n; *) Poi n; = 70 - Po;
—o0; 600) 7 (—o0; -1,42) 0,0778 5,4
600; 700) 7 -1,42; -0,84) | 0,1226 8,6
700; 800) 16 -0,84; -0,26) | 0,1970 13,8
800; 900) 14 [-0,26; 0,32) 0,2281 16,0
[900; 1000) 11 0,32; 0,90) 0,1904 13,3
[1000; 1100) 9 0,90; 1,48) 0,1147 8,0
[T100; too) | 6 | [1,48; +oo) | 0,0694 1,0
5 70 7 T 70

*)—LeHTPUPAHN U HOPMUPAHU UHTEPBAJIN

Ouemyjy ce mapaMeTrpu m u o2

_ L
~ 70

HOPpMaJIHE pacIoneJsie

A~

m = Tro (550 - 7+ 650 -7+ ...+ 1150 - 6) = 844,29

1
\/%(5502 -74650%-7+...4 11502 - 6) — 844,292 = 172,28

~ A~

. Tqg—m Tg—MM
= Doi  2d = dT; Zg = < 5 Doi = (2g) — P(24)
2 (7 — 57 4)2 (7 — 87 6)2 (6 — 47 9)2
= et ———=214.
X0 54 86 T Tag ’

Vma k = 7 unrepBasa u | = 2 onemeHa mapamMerpa, 3HAYM Oa je
Opoj cremenu caobone k—1—1=7—-2—-1=4.

Ocum yobuuajeHOr HAUMHA 3aKJbYUYNBAKHA O IPUXBATAKY WU 0q0a-
IUBAKY HYJTE XUIOTE3e KOjU je KOPUINNeH W y MPeTXOmTHOM IPUMEPY,
oBne hie GUTK W3I0XKEH jOII jeqaH, KAPAKTEPUCTUYAH 34 Y TECT:

C obG3upoM ma je oueKuBame CIyJyajHe MPOMEHJ/LUBE X% jemHako v,

E(Xzzz) =,

TO je, 6e3 003upa Ha Ipar 3HaYajHOCTH «, MOT'yh 3akj/bydak ma OICTY-
mama y y30PKY O TEOPUjCKU IPETIOCTABJ/HEHE PACIONEJE HUCY 3Ha-
YajHa akKo je X% < k—-1-1, 1j. Mame O OUYEKUBAHE BPEIHOCTU TECT
CTATUCTUKE U A y TOM ciydyajy xunoresy Hy Tpeba mpuxBaTUTH.
Kako je y oBoMm mpumepy X% = 2,14 < 4, xunore3a Hy ce mpuxBara.

A

IIpumep 74. V3aBojena je rpyma TAJeHTOBAHUX YUYEHUKA U OEJIEKEH je
BUXOB KoedumujeHT nureaurennuje. lobujennu cy caenehu pesynararu:
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IQ [120,124) | [124,130) | [130,136) | [136,140]
Bp. yuenura 10 50 35 5)

Mcnuraru cariaacHOCT OBUX IOLATAKa Ca X2 pacnonesnom 3a « = 0,01.

Bpoj cremenu caoboae mpeTmocTasbere 2 pacioneie Tpeba orneHn-
TH, PEIMMO CPeIMHOM y30pKa jep je E(x2) = v, na ce nobuja ¥ = Tigg =
129,15 ~ 129. Tectupa ce xunoresa Ho(X mma X759 pacmomeny). Ko-
puctumo 4 uaTepBana: S; = (—oo,124), Sy = [124,130), S5 = [130,136) u
Sy = [136,+00). Bpoj menosuarux, Tj. ouemeHux mapamerapa je [ = 1.
Beposatuohe cy:

Po1 = PHO {—OO <X < 124} = 0,392,
po2 = Pr, {124 < X < 130} = 0, 149,
pos = P, {130 < X < 136} = 0, 139,

posa = 1 — (po1 + po2 + po3) = 0, 32.

Bpoj crenenu caobone X% cratuctuke je 4 — 1 — 1 = 2, Tako nma je
X% = 159,25. Kpuruuna obaact je C = |:X%;0799,+OO) = [9,21;400).
Karxo 159,25 € C, To ce xunoresa Hy ombamyje, Tj. 3armbydyje ce ma
OBW TIOJAIM HUCY CATJIACHU Ca Xi99 PACTIOIETOM. /A

Y mpakcu ce 3a TeCTUpam€ CarjacHOCTU Ca 3a1aTOM PAaCIOIEJIOM
YeCcTO KOPUCTU POPMYJIalnja UCITUTUBAHE CATJIACHOCTA OYEKUBAHUX, €;
U OICEPBUPAHUX BPEITHOCTH, 0;, MOTOTOBY KO PACIOAEIa AUCKPETHOT
Tuma. Y caydajy oberekja AMCKPETHOT THUIMA IPUMEHnYyje Ce OIIITH
OPUHIOUI KOjU je TOpe M3JIO0KEeH Ha BeoMa jemHocTaBaH Hauumd. OBaj
cayuaj ce mocebHO mcTtmue m 300r TOora mrTo oOpasiiaske Kako ce Te-
CTUpa CaIrJIaCHOCT paclofelie KBaJUTATUBHOI obelserkja ca yHaIpen

IIPETIIOCTAaBJ/BLEHOM NUMCKPETHOM PacCIIOoOgeJIOM.

IIpumep 75. IlpousBohau m3HOCH HA TPIKUIITE MECT PASTAYUTUX KBaA-
kahux ryma y tunusmpanoMm nakoamy. Ha ocmoBy y3opkra obuma 60
y KoMe je peructpoBano 13, 18, 11, 8, 5, 5 mpomaTtux kKoMazla IIO
TUIIOBMMA KBakahmx ryma pemoM, TECTUDPATU XWIOTE3Y Oa je Bepo-
BarHOha mpomaje 3a cBaku Tum kBakahe ryme ucra. Tectupame U3Bp-
muTU ca mparom 3HavajHnoctu o = 0,05.
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Heka je A;, i =1,2,...,6 Tun ;xBakahe ryme. Tana je

L
H(]iP(AZ‘):pOZ‘ZE, 221,...,6,

ma je

1
e,-:npo,-:606210, 1=1,...,0,

jep Tpeba, 3ampaBO, TECTUPATU CATJIACHOCT Y30pKa Ca IUCKPETHOM
YHUDOPMHOM PAaCIIOIEIIOM.

Axo je X; yuecTtaHocT ca KojoM je morabaj A; mcxom eKkclepuMeHTa,
Tama je

25: —e)? (13 —10)? L as- 10)2 L 10)2 L= 10)2
gt 10 10 10 10
(5—-10)2 (5—10)?
=12
LA T T 8

peasn3oBaHa BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE KOja MMa X’-pacmoiery ca b
crenenu ciobome. I'panuna xkputuyne 06JaCTU 3aI0BOJHABA YCIIOB

P(x%>11,1) = 0,05,

omHOoCHO kputmuHa obnact je C' = [11,1; +o00). Kako je 12,8 > 11,1
xunotesy Hy ombaiyjemo ca 5%—uuM nparom 3nagajuoctu. A

B. Tecrupame jempakocTu nBe MYJTHUHOMHE PacHoneie

[TocmaTpajMo nBe He3aBUCHE MYJITWHOMHE PACIOENE Ca IapaMeT-
puma nj, pij,P2j, - - -, Pkj, J = 1,2 pecnexrusro. Hera X;;, ¢ =1,2,... k,
j = 1,2 mpencrasmajy omrosapajyhe yuecramoctu. AKO Cy np 4 ng
BEJIUKU, CIydajHa MPOMEHJLUBA

k
Xi1 —nipi)? Ly (Xio — napin)?

Mw
M

3
M»

je 30up [OBe CTOXaCTUUYKU HE3aBUCHE CIIydajHe MPOMEHJLUBE OX KOjUX
CBaKa MMa PaCIOAENy X%—l' To 3Haum na je HaBeleHa CIyd4ajHA IPO-
MEHJbUBA Ca PACIIONEIOM ng_2. Tectupamo xunoresy

Hy : p11 = p12, P21 = P22, .-, Pk1 = Dk2
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TIe Cy CBU P;1 = P2, ¢ = 1,2,..., k menosuatu. Ctora cy Ham moTpebHe
TaykKacTe OIeHe OBUX mapamerapa. CTaTUCTUKA MaKCUMAaJHE BEPOI0C-
TOJHOCTHU 3a OBE MapaMeTpe y CIAyYajy Kamda je Pj1 = Pi2 je
Xi1 + Xi2 . )
pij = ——, 1=12,...k, j=12.
ny + na

[Tpumerumo ma mam je morpebua camo k — 1 omema, jep hemo omeny
38 pr1 = Pgpo UMATU CAMUM THM IITO CMO HAIIX OleHe 3a mpBux k — 1
BepoBaTHoha. [lakime, cayyajHa TPOMEHHUBA

2 — N X11+X12 2
Yoy A
o 11+X12
j=1l1i=1 J ni+ns

uMa npubmmxso X2 pacmomeny ca 2k — 2 — (k — 1) = k — 1 cremenn
caobone.

IIpumep 76. TecTtupaTu XuUmoTe3y O jeqHAKO] 3aCTYI/FEHOCTU YETUPU
TUMA JUYHOCTU y TOMYyJalWju CTAHOBHUINTBA [OBa TI'pala Ha OCHOBY
He3aBuCHUX y3opaka obmma 100 ca 5% HuM mparoM 3HAYAjHOCTH:

Tun nuyrocTH KOJIEPUK | CAHTBUHUK | MEIAHXOJNUK | GIerMaTuK
OcrTBapene yyecranoctu y rpamy L 30 25 23 22
OcrtBapene yuecranoctu y rpany 11 25 27 23 25

Onenumo Hajupe, HA OCHOBY OAaTOT y30pKa, HEIO3HATE BEPOBATHO-

he:

~ N 30 4+ 25 N N 25 + 27
P11 = P12 100 + 100 s , D21 = P22 200 , 40,
_ . 23+ 23 R R 22 + 25

pu— = — 2 pu— = — 2 .
D31 = P32 200 0,23 m D41 = Paz 200 0,235

C o63upom na je ny = ny = 100, TO je
njﬁlj = 27,5 s nj]/?\gj = 26, njﬁgj = 23, njﬁ4j = 23,5 N j = 1,2 .

Tecrt crarucTura 3a OpOBEPY INOCTAaBJ/LEHE HYJITE XUIIOTE3€E
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he umaru y2-pacmomeny ca 4 — 1 = 3 cremena ciobome, Te je HeHA
peann30oBaHa BPETHOCT
(30 — 27,5)? N (25 — 26)2 N (23 —23)2 N (22 — 23,5)?

27,5 26 23 23,5

X3 =

(25 — 27,5)2 . (27 — 26)? . (23 — 23)2 . (25 — 23,5)2
27,5 26 23 23,5
a kpuruuHa obmact je [7,81;400). 3akmyuar je ma ce ca 5%—Hum

MparoM 3HAUYAJHOCTU MOKE CMaTpaTy na je mobemHak O6pPoj CBAKOT o1
TUIIOBA JIMYHOCTH y 00a rpana, jep 0,72 ¢ C. A

= 0,72,

B. Vicnutusame He3aBucHOCTU X TecroM (Tabesie KOHTUMHTEHNUjeE)

X% TECTOM dYecTo ce MCHUTYje M HE3aBUCHOCT aBa obesexja mcre
nonyaanuje. Jlakme, 3a mBa obenexja X u Y jemme momymaanuje, Te-
CTUpPAa Ce XUIOTe3a

Hy: X um Y cy mezaBucHa obenerxja

IPOTUB aJITEPDHATUBHE 18 HUCY HE3ABUCHA.

Tectupame ce obaBba TAKO MTO Ce HA Y30PKy OOMMAa 1 M3 MOCMAa-
TpaHe MOIyJanuje peructpyjy ’Bpennoctu” oba obenexja (obenex]ja
He MOpajy OuTu HyMepuuKa, KBAHTUTATUBHA, Behh MOry OUTU U KBaJiu-
TATUBHA KOI KAKBUX C€ OBO TeCTUpame Hajuemhe u cuposoau). Ilpwm
Tome ce popmupa tabesa (Tabesa KOHTUHTEHIHUjE, CIyYajHOCTU) KOja
y nomy (i,j) mMma momarak n;; 0 6pojy eleMeHaTa y y30PKY, KO KOjUX
obenesxje X mMa BpeOHOCT T;, a obenexje Y BPemHOCT yj:

X1l/Y = Y1 Yo Yy Tie
1 ni ni2 | ... | N1 | Nie =N
xI9 noa1 n92 e nor Noe — Zj ngj
Tk Nkl ng2 | ... Nr | Mke = D, Nkj
n.j Nel — Ne2 =— e Ner — n
Dot | Do | e | Do M

Y rTabenu cy xopumhene cienehe o3uake:

e n;; je 6poj maposa 3a koje je X =x; u Y = y;;
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® n; je 6poj mapoBa 3a koje je X = x;;
® n,; je Opoj maposa 3a kKoje je Y = y;;

IIpema ToMme, HyaTa Xxunoresa: X u Y Cy He3aBUCHA obesiexja, MOKe
Ia Cce UCKaKe Kao
Ho :Y(i,J) Pij = PieDej
a aJITepHATUBHA
Hy 2 3(i,J) Pij 7 DieDej
rae je pij = P{X =2; A\Y = y;}, pie = P{X = a;}, pej = P{Y =y;}.
BeposaTtrolie pije U pe;j Ce OLEHY]y Ha OCHOBY DEJaTUBHUX yUecC-

TaQHOCTU
~ Nie o
Die = y Dej = .
n n
Axo je xumoresa Hy Tauna, HemosHaTa BepoBaTHONA p;; omemyje ce
Ha caenchuy HayuH

~ ~ o~ Nie Nej NieTlej
Pij = PiePej =\ 7 )"\ 7 ) T T2

OuernBanu O6poj maposa 3a koje je X = x; u Y = y; ouemyje ce ca

Nij = np;; = TieTej
n
Penatusao oxcryname ox xumorese o HezaBucHocTu 3a hemujy” (i, ])
je
(nij — 7ij)°
ﬁl] ’

OTyna je yKymHO OACTymame 3a CBe henuje

2 e (i = 1)? ST -0
WEL L TR S G s
i=1j5=1 i=17=1 i=1j5=1

Kao u panuje, ”0” mortuue ox peun "obsrved”, a ”e” on peun ”expected”.
Axo je xunoreza Hy tauna, x3 mma x? pacnomeny ca (k—1)(r — 1)
crenenu ciaobome. Kpurmuna obimact Tecra je:

Hy Hy C
XuYcy X n Y Hucy
HesaBUCHA obesexja | HezaBuUCHa obernesxja | X2 > X?k—l)-(r—l);l—a
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: 2 2
Haxme, ako je 3a peanmsoBaHM y30Pak Xg < X{(k_1).(r—1);1—a’ 10 C€
npuxsara. Mebyrum, u oBae ce moxe ynopebusarty peanuzoBana Bpel-
HOCT CTATUCTUKE U OYEKUBAE CIydajHe IPOMEHJBUBE Ca OArOBapajy-
howm x? pacmogenom (Hy ce mpuxsata axo je x2 < (k—1)(r —1) ).

Ilpumep 77. Vcnuryje ce HE3aBUCHOCT BUCWHE W TEKUHE CTAHOBHUKA
jemue peruje. CBu pe3ynaTaTy Mepema Cy CBPCTaHU y ciaenehe KaTero-
pHuje: BUCOKU U T'Oja3HU, BUCOKU U HETOja3HW, HUCKU U TOja3HU U HUCKU
U HEeTOja3HU U IMPUKA3aHU TabeysoMm

Y (BucumnHa) — | BUCOKM HUCKU
X (rexuna) | Nie | Die
rojasHu 14 36 50 | 0,161
HeT'oja3Hu 59 201 260 | 0,839
Nej 73 237 | 310 /
Dej 0,235 0,765 / 1
To maje:
20 - 73
=% A, =310-p, =11
== = M 310 - pu '8
50 - 237
P12 3102 M2 310 - p12 = 38,
N 260 - 73 . .
Pn=—g = M= 310 - p21 = 61,2
260 - 237
P22 510z ez =310-pxp = 1988,
ma je
5 (14 —11,8)? (201 — 198, 8)?
=+ . .+ — =0,64.
Xo s T T ies s !

Bpoj crenenn cnoGome je (2 —1)(2 — 1) = 1 na je kpuruyna 061aCT
[3,84; +00). Harme, Hy ce mpuxBaTa, Tj. MOMkKE Ce CMATPATHU & Cy 34
Ty MONyJAIYjy BUCUHA U TEXKUHA He3aBUCHA obenexja. A

YouuMmo ma je y mpeTxomHOM IpuMepy Opoj cremenu ciaobome mpu-
MeILeHE TeCT CTATUCTHEE ca Y2—pacmomenoMm 6uo 1. ITo mpasuiy ce y
TAaKBUM ciiyuajeBuma mpuMene [IupcoHoBOr Tecrta, M3 pasiora y Koje
y OKBUDPY OBOT Kypca mehiemo ynasuru, sBpmu 138. Jejuosa (Yates’ cor-
rection) Kopekmuja:
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9

zk: (Joi — ;] —0,5)?

2 —
XKOPUTOBAHO — c.
(3

i=1
rae je 0; OICEepBUpAHA AICOJYyTHA YYECTAHOCT, a €; OUEKUBAHA aIlCO-
JIyTHA yYECTAHOCT.

Iakmne, y mocaenmeM npuMepy Ou Tpedasio M3BPIIUTU KOPEKIU])Y.

Kopurosana Bpennoct mu3 npumepa je: XI2<OpI/IFOBaHO = 0,38, a 3a
npar 3mavajuoctu « = 0,05 omrosapajyha kpuruuna obGmact je C =
[3,84;+00). Karo Bpemmoct 0,38 me mpumazna ckymy C mpuxsara ce
XumoTe3a na cy obesekja He3aBUCHA, Tj. 3aKbydaK Ce HE Mema y
OMHOCY Ha OHAj KOjU je HauWmeH 0e3 KOpeKIyje.

YouuMo mga CMO KOPUTOBAMHEM MNONIIN A0 MAame BPEAHOCTU 33 TECT
CTATUCTUKY Ha OCHOBY HCTOr y30pka. OBO je 3ar/bydYak KOjU BasKU
YBEK NIpU NpUMEHU JejiioBe KOpPeKIuje, XIZ{OpI/IFOBaHO < x3. Oryna,
aKO je peain30BaHA BPEAHOCT TECT CTATUCTUKE MAa OI JIeBe I'DAHUIIE
KpUTUYHE 00JIaCTU, KOPEKIUjy He Tpeba Hu BpmuTH, jep Hehe yTumaTtu
Ha 3aKJbyYaK O MPUXBATAIY HYJITE XUIIOTE3E.

IIpumep 78. Ucnurano je 500 ocoba kKojuMa je MOCTABHLEHO NMUTAME
na au Ou Ha npencTojehuM m3bopuma CBOje MOBEPEme MOKJIOHNUIN KaH-
oUOaTy Koju Om Omo Mymkapal] uin paardje KaHIuoaTy Koju Om Oumo
JKEHCKOT I0JIa 1 nobujenu cy ciemehu pesynararu:

Bupaun \ Kanmunar | Mymkaparn | JKena
Mymrapnu 180 90
Kene 130 100

Ncnuraty na au u3bop KaHaumaTa 3aBUCHU O moJia bupauva 3a a = 0, 05.

Tecrupa ce xunoresa Hy(u360p KanaumaTa He 3aBUCU O HOJa OU-
paua). Peasu3oBana BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE je X% = 5,43, a Opoj
crenenu ciaobome joj je 1. Kputwmuma obaact je, Ka0 U y TPETXOI-
HoM mpumepy, C' = [3,84; +00). Hakae, TpebGano 6u onbanutu HYITY
XUMOTE3Y, OMHOCHO, 3aKBYUNUTN Aa Ne umon n3bopa 3aBUCUTU O MOJA
Obupaua koju Oynay m3amun Ha um3bope. Mebyrum, npumenom Jejuose
KODEKIHje Ha UCTHU y30PakK IOJa3UMO IO IOAATKA XI2{OpI/Il"OBaHO = 3,47,
IITO 3HAYM Aa ce xumore3a Hy mpuxBara, ogHOCHO ma m360p KaHaAuIaTa
(Mmymrapua niu skene) Helie 3aBucuUTH 01 TOJIA Iilacadya Koju Oymy mn3a-
I Ha m3bope.

OcCBpHIMO Cce OBzEe jOIl Ha YUIHLEHUIY Oa je KOPUTOBaHa BPEMHOCT
3,47 penaruBHO OJIM3y TPAHUIE KPUTUUHE OOJACTU, MITO MO MPABUIY
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HaJake MOONATHY aHaau3y. & OBOj CUTyaluju IpUMEpPeHo Ou OmiIo
Tpaskut Behm obuM y30pkKa, MM aKO TO HUje MOryhe, 3ak/byJuuBaTU
Cca HEKVM APYTUM TPAroM 3HAYajHOCTH. PemmMmo, 3a mpar 3HAYAjJHOCTH
a = 0,1, kpuruuna obaact he 6uru C = [2,71; +00), na 6u ce HA OBOM
HUBOY 3HAYAJHOCTU HYJITA XUMOTEe3a ombaruia. /A

*x k%

IIpennocT HemapaMeTapCKUX TECTOBA HAM MapaMEeTaPCKUM je y TOMeE
IITO HUCY HEOIXOAHA HUKAKBA MPETXOMHA 3HAWa O ODJUKY paciomeiie
obereskja y BE3W Ca KOJUM Ce BPIIM TeCTUpame (KO mapaMeTapCKUX
TEeCTOBa Cy HEOIXOJHEe IPETIOCTABKEe O pacmoienu obenexja Koje ce
tectupa). MehyTtum, ako cy UCIyHeHU KPUTEPU]YyMU 3a IPUMEHY Hapa-
MeTapCKUX TeCTOBa, OHJAA HBUX Tpeba M IPUMEHUTHU jep Cy e(PUKACHU]U
onm oarosapajyhux mHemapameTapCKux.

Jepmaunmja 44. O nBa tecrta 3a TeCTUPAMmE KCTE HYJITE XUMOTE3E
IpOTUB HCTe onrosapajyhe anrepHaTuBHe, efuracHuju je OHAj 3a KOjU
je morpeban Mamu 00UM y30pKa Oa OU ce MOCTUTJIIA jeTHAKA BEPOBATHO-
ha ombamnuyBama HyJITe XUIOTE3€ AKO je OHA 3aMCTa MOTPEIIHA, OTHOCHO
jemHaka BpeOHOCT (YHKIMje Mohn:

PHl{(X17"'7Xn) GC}:l_PHl{(X17---7Xn) GCC}:l_ﬁy
makJe, oHaj koju uMma sehy moh. §

Y HacTaBKy Cy WM3JIOKEHU jOII HEKW OJ HelmapaMeTapCKUX TeCTOBAa
KOjU Cy YecTo y ymorpebu.

4.3.3 DBusoMmHM TecT (TECT 3HAKOBA)

TecT 3HAKOBaA Ce 3aCHUBA Ha MMOCMaTpamy peaau3aluje HEeKOT I0-
rabaja A y HM3y He3aBUCHUX OIMTa, 3a KOje je BepoBaTHoha peaJu-
samuje morabaja A y cakom nojemmuom omuty P(A) = p. OcrtBapeme
norabaja A ce osmauaBa ca ”+”, a HeocTBapeme ca .

Hapemhemo Tpu npumene opor Tecra.

1. BuHOMHU TecT ce MO:Ke KOPUCTUTHU 3a TECTUPAIE jeaHAKOCTH
pacmonesia nBa obeseskja X u Y ancoJyTHO HENPEKUIHOT TUIA:

Hy:Fx=Fy u H,:Fx#UFy
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Ha OCHOBY IBa He3zaBucHa y3opka (Xi,...,X,) un (Y1,...,Y,) ucror
obumMa. Y3zopnu ce He cMmejy cpebuBaTy y Bapujanuony HU3 HUTH
MHTEPBAJHO, a ynopebusame perucrposanux (peaan3oBaHux ) Bpe-
MHOCTY U3 IBa Y30pKa MMa CYIITUHCKOI CMUCJIA.

IIpumep 79. Y ¢abpurnum nocroje nBe HE3aBUCHE JIMHUjE 3a IPO-
U3BOMILY jeIHOT MPOM3BOAa. lecTupa ce XUIMOoTe3a Na je KBAJIUTET
OIpOoM3BOaa MPOMU3BENAEHUX HA OBUM JIUHUjaMa WCTU KPO3 PEru-
CTpoBame Opoja mepekTHMX mpomsBona y Toxy 10 mana Ha obe
auHyuje. PermcrpoBanu nmomanu o 6pojy JepeKTHUX ITPOU3BOLA Cy
IpUKAa3aHI TabesoM:

[ Man [ 1T [ 2 [ 3 [ A5 [6 [ 7589 10]
JIunuja I 172 | 165 | 206 | 184 | 174 | 142 | 190 | 169 | 161 | 200
JIuauja II | 201 | 179 | 159 | 192 | 177 | 170 | 182 | 179 | 169 | 210

| [ - -+ [-[T-T=-1T+1T=-1T=1T=]

TecTtupamo xunore3y o jeqHakxoj pacrnomnesau 6poja neeKTHUX Ipo-
M3BOJA HA ABe HE3aBUCHE NPOM3BOAHE JUHUje (OCTBAPEH Y MCTOM
neproLy), IPOTUB AJITEPHATUBHE Na Cy PACIOAENE PA3JIUUNTE.

3a cBaku on mocMmarpanux 10 mama Genexxuhemo 3Hax 7+’ yKo-
JUKO je Ha JuHUju I PerncTpoBaHO BUlle Ne(PEKTHUX IPOU3BOIA
mero Ha jguauju 11, a 3uak ”—” y cynporHoM cayuajy. O3maummo
ca T 6poj 3uakoBa 4+’ y mocMaTrpaHOM Y30PKY. 3a HAII Peau-
30BaHU y30pak je t = 2. (YKoauko Ou ce y HEKOM HaHy KOHCTATO-
Bao jeqHak Opoj me(eKTHMX IPU3BOJA Ha 00e MPOU3BOAHE JIVHUjE,
TakaB MaH Ou ce y y30pKy MTHOPHCAO, OMHOCHO mocMaTpao bu ce
y30pak u3 Kora Ou OuiIn eJIMMUHUCAHU OBAKBU NAHU.)

Heka octBapeme 3uaka ”+” y Hu3y 3Haum peanmusanujy moraba-
ja A. Y ommreMm cayuajy, T 6u 6usa ciayuajHa TPOMEHJLUBA Ca
OMHOMHOM pacHomesioM. Y KOJIUKO je HYJTa XUIOTe3a TAaYHA, Y
HU3Y PETUCTPOBAHUX 3HAKOBA Tpeba mna je mpubamKHO je iHAK OPOj
suakoBa "+” u ”—", omnocuo, P(+) = P(A) = 0,5. Ha Taj nauun
ce myata xumnoresa Hy: Fx = Fy npeBoau y XUIIOTE3Y

Hy: T:B(10;0,5)
a asrepuatuBHa H;, Oum Owmiaa ma T mema Ha3HAUYEHY OUHOMHY

pacmomeny. Dam m3 oBOr pa3siiora caM TeCT HOCU HA3UB OUHOMHU
TECT.
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W3 nperxonue ananause cjaenw Oa Cy 3a HYJITY XUIOTE3y mpobiie-
MaTUYHE KAKO MaJjle, TAKO W BEJUKE BPEAHOCTU TECT CTATUCTUKE

T.

IIpernocraBuMO ma BPHIMMO TECTUPAHE€ Ca IPaAroM 3HAUYAjHOCTU
a=0,00u a=0,1. Ogpenumo KpuTuuHy 00JIACT.

Axo kputmuny obGisact uwmue Bpemuoctu 1 = 0 u T = 10, mox
YCJIOBOM [1a je HyJTa XUIOTe3a TadyHa, BepoBaTHONAa rpelnke IpBe
BpcTe Ou Ouia

10
0

10

0 R0 _
10 )08 0,002.

a=P{T=0VvT=10}= 10,5 +

MebytumMm, oBa BpemHOCT 3a « je CYBUIIE MaJia, Ia 3HAYMA 14
Tpeba MpOmMUPUTU KPUTUYHY OOsact. AKO y KpUTUUHY 06IacT
yrmpyunmMo u I' =1 u T =9, nobujamo na je a = 0,022, mTo je u
najbe MaJjia BPeTHOCT y OJHOCY Ha 3aaTe BPeIHOCTHU BepoBaTHONE
T'PeIlKe IPpBe BPCTe 3a OBO TecTupame. Jlakie, joI je ;THOM mpOIIn-
puMO KpuTmuHy obsact m gedunmmwumo je ca 1" = 0,1,2,8,9,10.
Y Tom cayuajy je o = 0,11. YKOIUKO CMO 3aI0BOJBHU OBOM IIpe€-
nU3HOImNYy, MOKEMO Oa CIPOBEIEeMO sKeJLeHO TecTupame. llpema
TOoMe, ¢ 003MPOM nOa je peasn30BaHa BPENHOCT TECT CTATUCTUKE
t = 2 m nma oHA MpUNALA KPUTUYHO] 0OJIaCTU, HYJITY XUIOTE3Y
ombaryjeMmo./\

3a MaJym 00UM y30pKa, Kao IITO je MPUKA3aHO Y MPEeTXOMIHOM IIPU-
Mepy, OUPEKTHO Ce KOPUCTU OMHOMHA pacrmomesna 3a oapebuBame
kpuruyHe obnactu Benuumbe «. MelyTum, 3a rpy0Oy mpomeHy uin
3a BeJIMKE Y30PKe, KOPUCTU Ce HOPMAJIHA alPOKCUMAI]ja OMHOMHE
pacmozesne, Tj. CTATUCTUKA

T — npy

Zy = ———20
npo(1 — po)

roe je T—6poj 3makoBa ’ + 7 y HM3y 3HAKOBa MOOMjEHOM Ha OC-
HOBY y30pKa 1 Koja 3a n > 50 uma npubamxno N (0, 1) pacmoneuy.
(CrBapua pacnopnena craructuke 1’ je B(n,pp).)

Kpurwmume obaactu ce ompebhyjy y 3aBUCHOCTU O ajJTepPHATUBHE
XUTOTE3€e, KA0 U KO MapaMeTapCKOr TECTa 33 TeCTUPALE mapame-
Tpa p 6buHoMHe pacnozeine (B. mornoraasibe 4.2.3).
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ITosmaTo je ma 3a masum obuM y30pKa IMOCTOju M OAroBapajyha
MOAN(PUKOBAHA TECT CTATUCTUKA KOja uMa npubiamiao Pumeposy
pacmomeny, o yemy oBae Hehie Outu peun.

2. Omucanu TECT ce UYeCcTO HA3WBa U TECT KBAHTUJIA, jep ce muMe 3a
obenerxje X MOsKe ma MCIUATYj€ XUIIOTE3a

Hy: P{X < z0} = po,

rie Cy To U po 3amarte BpenHocTu u peasnusamuja morabaja {X <
xo} y y30pKy ce o3Haum ca ’ + 7, a meMy cymnporHor ca ’ — 7.
Moryhe anrepHaTuBHE XUIIOTE3€ CY:

H1:P{X§J}Q}7§p0, H1:P{X§$0}>p0 n H1:P{X§J}Q}<p0.

C ob3upom HaA TehUHUINM]Y KBAHTUIA, HYJITA XUIOTE3a CE€ MOXKE
na MCKasKe M Kao:

HO : Mpo = 2o,

a aJITEpHATUBHE PDEOAOM Kao

leMpO#xo, leMpo<x0 u Hl:MpO>J}0.

Ilakxmne, TpeTupa ce mpobJeM jeqHOT y30PKa U TeCTUPa IapaMeTap
pacnonere.

IIpumep 80. Ilocmarpa ce rpyma ox 100 nBameceToroaUIImHaKa
u peructpyje Opoj OHUX KOjU Cy KOHOOPMUCTU. 3a AATY TPYILY
nobujero je ma 68 mux mMma maTy ocobuny. TecTupary XUIOTE3Y
na he koupopmmsam Gutu ocobuna 75% nBAIECETOrOMUIIIHAKA 38
a = 0,05.

O6um y3opka jemmak je n = 100, a py = 0,75 je BepoBaTHOhAa
roupopmucte Meby mBameceroromummanuma. On YKyTHO TOCMAa-
TpaHux t = 68 je Opoj OHUX KOjU MMajy OCOOMHY KOH(OpMHU3IMA.
PeanuzoBana BpemnocT Tect craructuke je zg = —1,617 a kputu-
una obaacr je C = (—oo;—1,96] U [1,96;+00). Karo peanmuszosana
BPEIHOCT HE MPUMAAa KPUTUYHO] 00JIACTH, TO Ce HYJITA XUIOTEe3a
npuxBaTa, Tj. MOKe ce cMarpaTtu na je 75% konpopmucra meby
IBaIeCEeTOTOMMIImHanuMa. A
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Kana je pg = 1/2 3a 0Baj TecT ce KOPUCTU HA3UB TECT MeIUjaHe.

Tect Menujame ce MOKe MPUMEHUTU U 332 OBA HE3aBUCHA y30DPKA
paznmumunuTuXx 00mMa Kaga Ce TeCTUPAa XUIOTe3a O TOME Ha Y30PIHU
MOTUYY On OBa obeje:kja ca MCTOM MEAnjaHOM, WJau jorn O0oJsbe 13
ucror obeneskja (Ha jemHO] Te MCTO] MOMYJIAIU)N).

Tect kBaHTUIIA Ce KOPUCTU U 3a ~CIapeHe y30pKe”, OTHOCHO 3a
TecTUpPame XUIMOTE3€ A HHje MNOIJIO 0 IPOMEHE PAaCIOIeJie
obGeseskja X amcoJyTHO HEMPEKUAHOT TUIA MO IejCTBOM Pa3Jiu-
yuTUX (paKTOpa yTUIAja HA €JIeMeHTe jeqHe MomyJanuje. 3a O0BO
TEeCTUPAWmE Ce PErucTPyjy BpeanocTu obeneskja X Ha MCTUM eJie-
MEHTUMa TOmyJiallije OBa MyTa, Tj. ITOM Pa3IUUYUTUM OKOJIHOC-
TUMa U HoOUja ce T3B. CIAPEHU Y30pakK

n n

IIpumep 81. Ha 12 rkawujenara je mpuMmemuBaHa onarosapajyha
rPyNHA ICUXOTEPANMja Ca IUJHEM na Ce yOJIaskyu WM YKJIOHU Ie-
IIDECUBHO CTame€ y KOoMe cy ce Hajga3uiau. [latu cy komupaHu
HUBOU IICUXWUYKOD CTamba CBAKOD IMAIlljEHTA IIPe (X(l)) U Tocie
(X®) conposenene repamuje.

Kx. | 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
zD [ 56 | 7164 |58]49]47 1504936541/ 47]3,1
z® | 56 63|67 |53]|40|521]49|52]33]|4.8]32] 24
A 0 + — + | - + | -1+ + 1+ 1+

Y oLy CHpOBObeI—La CTaTUCTUYKOI' TeCTa ,ZIe(bI/IHI/IIHe ce cTaTucC-
TUKa

A= sgn(X(l) — X(z)) ,

quje cy Bpemnocru: 0 — yronuko je XM = X3 747 — yronuxo
je XM > X@ y 7 — yromuko je XM < X3,

Axo ce xKom Tecta 3HakoBa y Hu3y "+ m ”—" jaBu um 0, omma ce,
ka0 mTo cMO Beh HaBesu, OBaKaB €JIEMEHT Y30PKa Hadashe WI-
HOPUIIE U PAIU Ce Ca y30PKOM cMameHor obmuma. OBO cTora mro
peasmzanuja TakBor gorabaja uma BepoBarHohy 0, ¢ 063upom Ha
MPETIOCTABKY O PACIOIEJU AICOJYTHO HEMPEKUIHOT TUIIA.
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AKO HeMa pasiiuKe y pacrmomejiaMa, CMaTpa ce aa je
P{A:”+77}:P{A:77_77}:0,5’

1j. ma je jemmako seposarHo ma je X1 > X2 (P{x1) > x@) =
0,5) kao m X < X&) (P{X1) < X&)} = 0,5).

TecTupa ce xumoresa na HHje DONIJIO M0 CMamema Ielpecuje
Hy P{X<1> > X<2>} =0,5

OPOTUB aJITEPHATUBHE
H,y - P{X(1> > X<2>} > 0,5

a je momuio M0 cMamema Jelpecuje.

[IpBu knMjeHT ce mM30cTaB/ba 13 padMarpama (jep je Ko mera
PETUCTPOBAHO ) = :E(2)), ma ce pagu can = 11 ut =8 C
0063upoM na oOuM y30pKa HHUje ~ HOBOJLHO BEJWKM , camMo he ce
rpy0o0 IPOIEHUTY OArOBOP HA MOCTABJHEHO MUTAHE MTPUMEHOM HOP-
MaJiHe aIpPOKCUMAIlja TECT CTATUCTUKE, IPEe CBera paau AEeMOH-
cTpanuje TMOCTYIKAa, a He 3a u3BODheme 030UBHOr U OATOBOPHOT
3akmbydra (TIe joj, 3ampaBo, HUje MeCTO), Koja aaje

3a jemHocTpany ajrepHATUBY Hi KpUTUYHE Cy BEJUKE BPETHOCTU
3a 20, Tako Ja je 3a o = 0,05 rpaEuma KpuTHUYIHE 00JIACTH 20,5-0,05 =
20495 = 1,645, omHocHo kpmrmuna obmact je C = [1,645;400).
Kako zp ¢ C mpuxsara ce Hy, mTo 3Hauu ga ce He mpumehyje
3HAUYajHA pPa3inka y ICUXUUYKOM CTAKY KJIWjeHATa MPe U IMOCie
cupoBezene Tepamuje. A

YwMecTo nmonyheHne TeCT CTaTUCTUKE, MOKE C€ KOPUCTUTU U CTATUC-

THUKaA
_ D1

vn '
rae je D =6poj(+)—6poj(—), koja Takohe nma anporcumarusuo N (0, 1)
pacmomery.

VA
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4.3.4 Tect cepuja (TecTt Kopaka)

Tect cepuja ce 3acHMBA HA UCIOUTUBAKY CIyYajHOCTH MeDhycoOHOT
pacmopena ase BpcTe objekara, Hup. 0 u 1.

Heka ce 0 jaBma nj myTa, a 1 jaBba ng myTa, y 3ajeTHUYKOM HU3Y
on n = ny + ne enemenara. Cepujy YMHU TOAHU3 UCTUX eJIEeMEHATA,
6uno 0 6uso 1. Heka je U ykyman 6poj cepuja y nobujerom aHuzy. AKo
je xumoresa o cayuajaoM pacunopeny 0 m 1 tauna, Baske GpopMyIe:

- 2711712

n n—1

, M=mni+ng.

3a pacnogeny cratuctuke U mocToje mocebHe Tabiauie, ajiu ce moKas3a-
g0 ma ce Beh 3a ning > 9 MoO:Ke KOPUCTUTU HOPMAJIHA AIPOKCUMAIN]a,
3a CTaHAapAU30BAHY BPEIHOCT

Zy =

Tect Kopaka ce KopucTu Hajuemlie 3a: 1) TecTupame CIy4ajHOCTH
HU3a MOJaTaKa, Kao U 3a 2) UCHUTUBAKE jeTHAKOCTU PACIOAeNa IBAjY
obemerkja AmCoONyTHO HEMPEKUIHOT THUIIA.

1. Y mapemuoM mpumepy OPUKA3AHO je TECTUPAIhE CIIyYajHOCTU
HM3a TOJATaKA.

IIpumep 82. Pasmarpa ce mpumep o 3apazama pagHuka (mpumep

73). Yuopebyjy ce 3apane pamHuka u3 Ipyror mOrona (mociem-

wux 20 pagHUKA y Y30DKY) y OLHOCY HA MeIWjaHy 3apana CBUX

pagHUKa y Y30PKY (OAHOCHO y OMHOCY HA MPETIOCTABILEHY MEIU-

jaHy 3apaja CBUX 3amocieHux y ToMm npenysehy), Mys = 825 Ha

OCHOBY y30pKa KOju HUje cpelheH MHTEepBaJIHO.

Benuunna 3apane mama om Meaujane o3nauasa ce ca 0, a Beha ca

1. Hobuja ce mms: 1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,

0. Tectupa ce xunoresa na je mobujeHU HU3 CIAYUAjaH Cca MPATOM

spauvajuoctu « = 0,05. C oG3upom ma je mpobiaeMaTuyvan MAaIu

Opoj cepuja y HU3Y TOomaTaka, pady Ce O jeHOCTPAHO] aJTepHa-

TuBHOj xunoresu, na je C' = (—oo; —1,645].

10-10

10410

(11 -1)(11 —2)
20-1

7”L1:’I’L2:10, E(U)ZQ

+1=11,

D(U) = = (2,18)%,
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10— 11
2,18
Iakne, zg ¢ C na ce Hy mpuxBara, 0OQHOCHO, PATHUIM APYTOT MO-
roHa OM YMHUJIM pENpe3eHTATUBAH y30PakK IIPU UCTUTUBAKY 0Oe-
neskja ”BucuHa 3apama 3anociennx” (y mocMarpanom npenysehy).
Ilpyrum peumMa, O 3apanu 3amocCieHnx y npenysehy koje umme
Ba TOMEHYTa MMOTOHA MOYKE CE€ 3aKbyUMBATU CAMO HA OCHOBY
3apaja palHUKa IPYTOr MOrOHA, jep je pacrmomesa 3apaia UcTa y
IPYTOM TOTOHY M y meaoM mpemxysehy. A

20 = :—0,46.

3a HOpMAaJIHy ampOKCUMAI]Y, KDUTUYHA 00JIACT je:

Hy H,q C
Hus je cnyuajan | ¥ Hu3Y je Manu O6poj cepuja | 20 < —205-a

WcnurtuBame CcaydajHOCTU Ce BPIIK U Yy OTHOCY Ha APYTe HUBOE
OCUM MequjaHe.

BaskHo je na ce 3a TecTUpame CIyJYajHOCTH TECTOM KODAaKa HE CMe
cpebuBaTu y3opak Hr o koM kpurepujymy. lakie, peanusoanu
Yy30paK Ce KOPHUCTU OHAKAB KAKAB jé M HACTAO y CEPUjU Mepema
(mocmarpama).

2. Kon Tectupama jemHakocTu pacromesia nsBa obeJsieskja, cUTya-
nuja je caeneha.

Pasmarpajy ce nBa obeserkja amcoayTHO HEIPEKUIHOT TUla, X U
Y, ma He3aBUCHUM y3opimMma obuMma ny u ng penom. Tectupa ce
xumoTe3a ga oba obererkja mMajy UCTY PacCIomenay, Tj.

Hy: Fx = Fy

npoTuB ajgrepHarusue Hi : Fx # Fy.

Tect cepuja nmpuMemyje ce TakKO IITO Ce eleMeHTH 00a peasm3o-
BaHa y30pka mopebajy y jemuHCTBEeH Heomamajyhu HU3, TIa ce eje-
MEHTU TPBOr y30pKa oO3HauaBajy ca 0, apyror ca 1, umme ce
nobuje mu3 om nq + no cumbosa 0 m 1. Axo je xumoresa Hy
tayHa, pacunopen 0 u 1 je cayuajan. Ilpm Tome ce Kao cymmuBa
3a xunoresy Hjy cmarpa camo mojaBa masor 6poja cepuja (Beha
rpymucama 0 u 1) y #u3y cumbGona. IIpema Tome, npumemyje ce
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MCTa TECT CTATUCTUKA Z( KAO M 34 MPETXOMHU TECT CEePUja, BAKE
ucre dpopmyne 3a E(U),D(U) nu n. Kpuruuna obGmact marta je y
Tabesu

Hy o, C
Fx=Fy | Fx #Fy | 20 < —205-a | |

a mpe casHama O IpaHrulaMa KpUTUYHe obJsacTu, moOujeHe maJiie
BPEOHOCTU 38 2 3HAK Cy Ha Ca CTATUCTUYKUM 3aKJbYyJYWBAHEM Ha,
OCHOBY TakBe cepuje Tpeba Outu 00a3pUB.

4.3.5 Tect panroBa (tect Buakokcorn — Man — Burauja)

TecT paHroBa ce, Ka0 W TECT CepHja, 3aCHWBA HA MNCIUTUBAILY
ciaydajHocTU nojaBiuBama 0 u 1 y HM3y M3BEZEHOM U3 Peam30BaHOT
Y30pKa, a OCETJHUBUJU j€ OI TECTA CEPUja.

1 3a wera hemo maBectu nse moryhe npumene u 1o: 1) tecTupame
XUIIOTE3€ O CIYYAJHOCTH U 2) TECTUPAE jeTJHAKOCTU ABEjy pPacIomesa
alCoJIyTHO HEIPEKUTHOT TUIIA.

1. ITpumep 83. [locmaTpajMo HU3 HyJIa U je AMHUIA U3 IpuMepa 82.
TecTtupajmMo XUIIoTre3dy o CIIyYajHOCTU IPUMEHOM TECTa PAHIOBA
3a o = 0,05.

YTBpbyje ce KOMMKO YKYIIHO jeIMHUIIA UMa UCIPE CBAKE II0jeaHe
Hyae. 3a pa3marpanu Hm3: 1,0, 1,1, 1,1,1,0,0, 1, 0,0, 1, 0,
1, 1, 0, 0, 0, 0, mobuja ce caenehim 6poj uuBepsuja (MHBEP3UjOM
y HM3y ce cmarpa mojasa 1 mcupen 0) 1, 6, 6, 7, 7, 8, 10, 10, 10,
10.

Kao Tect craructura kopuctu ce V-—ykynan 6poj jeawHura jeBo
Ol CBaKe HyJe y HU3y MOCEeOHO, OMHOCHO 3a Pa3MaTpaHu IpUMepP
je

V=14+46+6+7+74+8+104+104+10+10=75.

C obG3upoMm Ha yKyman Opoj HyJa U jeAUHWUNA Y HU3Y:
0<V <100.

3a XUmoTe3y O CIYyJYajHOCTH KPUTUYAH je KAKO MaJil TAKO W Be-
gukn Opoj WMHBep3uWja y HU3Y HYJIa U jeAUWHUIA, jep TO YKa3yje
Ha TpyNUCame Hyjla WIN JeANHWIA HA MOYETKY Hu3a. Y OIIITEM
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cayyajy, 3a nq HyJa U no jenwauna y ausy je 0 < V < ning. Ako je
XUMIOoTe3a O Cay4vajHoCTu TavHa u ny > 10 u ne > 10, cratTuctmra
V mmvma pacmomeny Beoma OJIMCKYy HOPMAJIHOj ca

ning
9

n+1

D(V) = E(V)

n=mni+ns.

Y pasmarpanom npumepy je ny = 10, no =10 u

10-10 20+1
= —— =50, D(V)=50 i

E(V) =175, /D(V)=13,23.

Crora ce ymecTo TayHe paclomeie KOPUCTU HOPMAJHA, ampOKCU-
Maluja, Tj. CTAaTUCTUKA

koja mma npubaumxro N (0;1) pacnogery. Osne je, 3naun,

75 — 50

zp = —— = 1,89.
07 713,23 ’

Kako je mpoGieMaTrual 1 BEJIMKY U MaJu OpOj MHBEP3Uja, KpUTUUIHA

obaact je:

Hy H, C
Hus je | Y =Husy je mpemasio uiau
ciIyJajaH IpEBUIe MHBEP3W]a |z0| > 205-2

3a pa3MaTpaHu IpUMeEp je
20475 = 1,96, e je C = (—o0;—1,96] U [1,96;+00),

ma ce, ¢ 063upom ma zgp = 1,89 me mpumaga KPpUTUUIHO] obJIaCTH,
IpuxBaTa XUIOTE3a O CIAYUYajHOCTU pa3Mmarpane cepuje. Ilakie,
JOIIJIA CMO JO MCTOTr 3aKJ/bYUYKa KaO U IOCJTEe MPUMEHE TeCTa Cep-
uja. OBme je, MmehyTuMm, BasKHO youuTu na je peam30BaHa BPEI-
HOCT 29 = 1,89 Gumcka rpanunu kputudne obnactu (1,96) unme
je mosbyJbaHa ’MOy3maHOCT’ 3aKbydKa. Y HOPAKTUYHUM IIpUMeE-
HaMa HUje MOKEeJHHO OCJAmATH Ce Ha TakBe 3akmyuke. V3mas ce
MOKE TPaKUTU y moBehamy obuMa y30pKa WM Y 3aKJbYyJUBADLY
Ha HEKOM IpPYTOM HMBOY 3HauvajHocTu. A
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2. Tect panrosa Ttakobhe ce KOPUCTU U 338 TECTHPAKHE jeTHAKOCTU

pacmomesia. 3a amncoJsyTHO Hempekummna obeinesxja X u Y mpeko
HE3aBUCHUX y30paka obuMa nj W No TECTUPA Ce XUIOTe3a O jel-
HakoCcTU pacuomesia nmosaszehu om um3a 0 u 1 oy:xube n = nq + na,
KOju ce GopMmpa Ha UCTU HAYMH KAO KOJ TecTa cepuja. U mymra
XUMOTE3a je UCTAa:

H()ZFX:Fy.

Kopuctu ce mect crarucrura Zj, McTa ¥ IOA UCTUM yCJIOBUMA,
Ka0 KOJI UCIUTUBAKA CIAYYajHOCTU, & KPUTUYHA O0JIACT marTa je y
Tabenu

Hy Hy C
Fx =Ty | Fx # Fy | |20| > 205-0/2

OcermuBoct oBOT TecTta, MehyTwMm, CacToju ce y TOME INTO je
OroMaH 3a TecTupame Hyare xumnorese Hy : Fxy = Fy, nmpotus
anrepuaruBa Hi : 7’ X je wemhe Behe on Y7, u Hy : "X je uemhe
Mame on Y”. Oarosapajyhe kputudse ob6IaCTU CY Y TOM CIYUAjy:

Hy H,y C
Fx =Fy | X je vemhe Behe onY | 29> 205-a
Fx = Fy | X je guemhe mame on Y | 20 < —2p5-a

IIpumep 84. IlBe rpymne, cBaka on mo 12 eKCIEPUMEHTAJIHUX MU-
meBa 000JeMUX ON pakKa, M3JOKEHe Cy XeMOoTepamuju na Ou ce
POBEPUJIO H,eHO AejcTBO Ha henuje paka. OcuMm Tora, camo
OpYyroj TPynM MUIIEBa OAT je UCTOBPEMEHO M aHTUTOKCUH KOJU je
“Mao 3a IUJb A& CIPEeYr YHUIITABAME 3APABUX NeJnja IPUIUKOM
npuMene xemorepanuje. Mepeno je Bpeme (y catuma) OIpeKUBILA-
Balkha €KCIEPUMEHTAIHUX KUBOTUHA Y OJMHOCY HA MOUYETAK TPUMEHE
Tepanuje. Exrxcnepument je okomuan HakoH 480 caTu, Tj. HAKOH
20 pmaHa, Te je 3a JKUBOTUHE€ KOje Cy MPEeXUBEJIe 0Baj MEPUOL pe-
rucTpoBano Bpeme kmBoTa 480 catu. Bpemena mpexuBibaBama
€KCIEePUMEHTAJHUX KUBOTUHA JaTa Cy TabesoM

| I rpyna | 84
| IT rpyna | 140

128 | 168 [ 92 | 184 [ 92 [ 76 [ 104 | 72 | 180 | 144 [ 120 |
184 | 368 | 96 | 480 | 188 | 480 | 244 | 440 | 380 | 430 | 196 |~




TecTupame CTATUCTUUKUX XUIIOTE3A 185

Ila nu ce HA OCHOBY OBOI' €KCIIEDUMEHTa HA HWUBOY 3HAYAjHOCTU
a = 0,05 moske TBpaMTHU Ha he TPUMEHOM AHTUTOKCUH Tepamuje
OUTH TPOAY/KEH *KUBOT MAIMjeHATA KOJU Ce M3TaKy XeMOTEePAIINju
Yy OMHOCY Ha TMAaIjeHTe KOjuMa Ce He YKBYUYyje aHTUTOKCUH?

CpebuBameM peamn3oBaHUX y30paka y jeIUHCTBEH Heomaznajyhu
HU3 U nonespuBameM ) cBAKOM esieMeHTy | ekcmepuMeHTaHe TPyIIe,
a 1 csakom exementy Il ekcnmepumenrtasue rpymne, no6ujamMo HU3

0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1.
Ha ocuOBY oBOr HM3a TeCTUPaAMO XUIIOTE3Y
Hy : Hema paznuke y ny:xunu sxkuBota [ u Il rpyme mumesa |
OPOTUB AJTEPHATUBHE
H, : HOywxwnaa skuBoTta Mmumesa 1l rpyne je Beha y ommocy Ha I rpymy .
Haxkae,
V=141+14+24242+2=11, EWV)=72, D(V)=300,

IOK je peajnm30BaHa BPEIHOCT CTATUCTUKE

11— 72
zZ = ——— = _3, 523 .
07 T/300

Kpurtnuna o6nact osor tecra je C = (—oo; —1,645]. Kako peasu-
30BaHA BPEAHOCT TECT CTATUCTUKE MPUNALA KPUTUUIHOj 00JIACTH,
TO HYJITY XUIOTE3y OADAaIyjeMO y KOPUCT ajdTepHaTuBHe. lpyrum
peunMa, Ha HuBOY 3HaJvajonoctu o« = 0,05 ce Moke 3aKByUINTH
[a je IPpUMEHOM AHTUTOKCHMHA Y KOMOWHAIMjU Ca XE€MOTEPAILjoM
3HAYAJHO MPOAYKEH KUBOT €KCIIEPUMEHTAIHUX KUBOTUEA. A\
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Teopuja onjyunBama

Y MHOTMM CJIyYajeBUMa KOHAUAH IIUJb CTATUCTUYKE aHAJIMU3E CE MO-
’Ke MHTEePIpeTuparu y OOJUKY OmJIyuuBarma O oApeheHOM MOoHAIIAMY
WKW OejoBamy. HEBO Hekogmko mpumepa. Ilpu y3opadkoj KOHTpPOJIU
npousBoame, Tpeba mOHETHU jemHy OI OBe OIJIyKe: IPUXBATUTU II0-
Hybeny mapTujy mpousBOIa WM je Oon0amuTy. 3aTUM, JIEKap Ha OC-
HOBY aHaJm3e CUMITOMa OoJsiecty Kox ompebhenor GojecHuka mMopa naa
ce moHece ca Oojemhy Ha jemaH O KOHAYHO MHOTO ITO3HATUX HAYMWHA,
Tj. Mopa mda JOHEece jemHy OX KOHAYHO MHOIO OJMUIYKa KaKO 1a Tpe-
Tupa OosecHuka. lIpuaukoMm aHaau3e CIIydajHOT MpOoIeca ca KOHAYHUM,
aJIM HEMO3HATHUM OUYEKMBAMEM, Ha OCHOBY PEe3yJTaTa IOCMaTpPama TOT
nporueca, Tpeba TOHETU OIYKY O BEJIMYUHY A€jCTBA HA IPouec (HeroBy
KOpekrnujy) 3a "nomepame” OUeKMBama, HA IPUMED, Y HyJIy. Y HOCIeI-
BEeM MPUMEPY TO AEejCTBO MO:Ke OUTU M3ParKeHO HEKUM PeaHuM Opojem
t, ma je oTyma y OBOM Ciydajy 6poj Moryhux omiayka GecKOHaJaH.

Y cBUM HaBeIEHUM CJIydYajeBUMa OUIYKA Ce MOHOCU HAa OCHOBY aHAa-
nu3e moCMaTpama, y30pka X, OMHOCHO PeajM30BAHOT y30pKa X OAro-
Bapajyher obGenexja X m Kao mociaenuIa TOra, OmJIyKa d mpeacTaBiba
BpenHocT GyHEKIUje w(X) mepuHucane Ha Y30PAUKOM IPOCTOPY X Yuju
je xomomen ckyn moryhwmx ommyxka D = {d} y naroj curyammju. Ha
Taj HaunH, cratuctuka w(X),

w:X — D
je mpaBMIIO KOje CBaKM pe3yJjraTr mocMarpama X € X moBomu y Be3y
ca omryroM d = w(x) € D. ®Pyurumja w ce 30Be QyHKOMja ONJIyKe
(mpoumemypa) u ona ce Gupa HA OCHOBY HEKOT KPUTEPHUjyMa OITAMAJ-

mocTu. IlpuHIDUID pemaBama TOT 3aIaTKa 30BE Ce TEOPUja OIJIyduBamba,
nepuuucao jy je Yamnng (Wald) 1950. roawmne.

187
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Heka je (X,B,P) npocrtop BepoBaTHOha KOjU OAroBapa CTATUCTU-
YKOM MOZEJNY Ca Y30pKOM ¢urcupanor obmma. To 3maum ma je X —
KOHAYHO IUMEH3UOHU €YKJIUACKA MpocTop, B — Bopesnoso o—mome na X,
P € P, rme je P — damunuja BepoBaTHoha.

C 0063upoM Ha ML OBOI IMOMJIABJbA, CAMO M4 IPEACTABU KOHIIEIT
CTATUCUTYKE TEOPUje OAJIyUnBama, HAAabe NEeMO TIPETIOCTABHATH IA
je pammamja P onmcana tako ma P € P 3aBucu ox napamerpa 6 (jenno
iy BumeauMensnosHor), tj. P = {Pg;0 € O} na (X,B), y 3ameny 3a
OIIITU MOJEJ OBE TeOpUje.

Ca © hemo, ka0 W n0O cama, 0O3HAYABATU MapaMeTapCKU MIPOCTOP,
npu yemy hemo jom cmarpaTu ga je ® — oTBOpeH CKyn k—IUMEH3MOHOT
eyKRIuackKor mpocropa Ey, k> 1.

Heka cy 3amatu pamunuja monyctusux pacunoxnena {F(z;0),0 € O},
KO0jOj MO MPEeTmOCTABIM MPUIAAA PACIOAea IMOCMATPaHAOT obeierkja
X, u ckyn ogmyka D = {d}. Ha ocuoBy y30opka Tpeba mOHETU OMIYKY O
u3bopy jemue ox ¢yHKUMja pacmnomene m3 nare pavmuanje. C ob3upom
na he ce u3bop ¢yHKIMje pacmomesie M3BPIMUTU U360POM BPETHOCTU
mapamerpa f, TO je y OBOM ciyuajy KOOOMEH QYHKIMje ONIyKe CKyl O.
IIpema Tome,

w:X — O CD.

Ilakne, Ha OCHOBY y30pka X € X Tpeba monetu omnyky d € D, rue
je ckyn D cama ckynm pacHoJOKUBUX BpPemHOCTU mapamerpa 6.

Ila 6ucMo mocTaBuIM KpuTepUjyMe n3bopa (yHKIMje ONIyKe, HEOI-
XOMHO je YHOPEeAUTU pe3yJiTare KOPUIMINEema Pa3IUIUTUX MPABUIA W.
Y Ty cBpXy ce meduHWnme GpyHKOUja IyOMTKA:

L:0xD—[0,+00).

Pyurmuja ryburtka Mepu Ipemky KOjy OMCMO HAUMHUIU MPU JOHO-
memy OIJyKe d, a Oa je IpW TOMe MpaBa BPEIHOCT mapamerpa barr
0. Ilpema Tome je L£(6,6) = 0. Pymrnujy L Tpeba paszymeBaru Kao
ryburak (Ha TAYHOCTH) yciel IpUXBaTama OMJIyKe d MO yCIOBOM 12
je pacmognena obenexja X rauno F(x;0).

Ilo npaBuny ce ¢pyHKIUja ryOUTKA TPaKU y HEKOM OapeheHoM CKRyIy
¢yuruuja, Tj. CcKymy ¢yHKuuja ca oxpebemum cBojctBoM. Tako, Ha
npuMep, pyHKIMja rybutka ce yecto mnepunume kao: L(0,d) = A(0)W(|d
—0|), rme je W monorono pactyha peasnna ¢yHKuuja peasHe mpoMeH-
spuse t > 0, takBa ga je W(0) = 0. Ilro ce Ttnue ¢pyHrmmje A, mper-
[IOoCTaBJ/ba Ce Ha je MO3UTWBHA, KoHauHa u S— m3MepibuBa, ruae je S
Bopeaoso o— mome Ha O.
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Ila 6u ce m3berae temkohe, 4ecTo ce yBOAM MPETIOCTABKA Oa j€
L orpanmuena ¢yurinuja mapamerpa 6 3a csaxko d € D. Oy hemo
mpeTnocTaBky W Mu ycBojutu. Hekana ce 3a ¢ywkmmjy L y3umajy
caMo HempekrunHe (YHKIUje Mo oba apryMeHTa, a HeKaJa PAaBHOMEDPHO
orpanudene 1o (6,d).

IIpumep 85. IlpermocraBuMo ma mapaMeTapcKu IpocTop O campiku
TayHo aBe Tauke, Tj. ® = {0,1}, a ckyn omnyka meka je D = {d|0 < d <
1}. ®yurmmjy ryburtka MoskeMo nzabparu Ha caenehwn mauun

L0, w) =|wx)—0" , aeN.
OBme je A\=1, W(t) =t* t>0. A

3a cBary mpomnenypy w nepuHUIIE ce najhe (YHKIHja PU3UKA Yy
osnanu R(A,w), TakBa ma 3a cBaky omiykry d = w(x) € D oma mnpen-
CTaBJ/ba YCIOBHO OUEKMBAW-E€ (DYHKIMje I'yOUTKa MOM YyCIOBOM 1na je 6
IpaBa BPEIHOCT ImapaMeTpa:

R(,w) = E(L(0,w(X))|0) = Eo(L(0,d)).

dyukmuja pusuka gaje KpUTEpUjyM yrnopebhuBama pasanuyuTux mpa-
BUJIA OMJIyUYMBarha Ha cieqein HAYMH: aKO UMaMO ABe (YHKIMje OIYKe
(mBa mpaBmia olLJIquBaH,a) W] W W2, TAKBE 14 je

R(@,wl) < R(Q,’wQ), Vo € © (5.1)

ca cTporom HejemHakomhy 3a 6ap jemso 0, Tama je mpaBmiio w; 6oJbe
O mpaBUJIa Wo, jep wi JOBOAU IO Mamer OYEKUBAHOT I'yOUTKA.

C npyre crpane, moryhe je ma gpyHEUZje OIIyKe wi U wy OymLy HEY-
HopeuBe IO HaBeAeHOM KPUTEPUjyMy, Tj. [a 3a Heke BpeqHocTu O 6yme
R(0,w1) < R(0,w2), mok je 3a ocrtase BpeaHocTu f 3HAK HEjeTHAKOCTU
CYHOpPOTHO yCMepeH. Y TaKBUM CHUTyalldjaMa je HeOIXOTHO IPUOaBUTU
momaTHe MHGOpManuje o mpobiemy, ma O ce MOrao M3BpmUTH U360D
nporuenype.

IIpumep 86. Heka je mart mpoct ysopak obuma 25, X = (X1,..., X25),
u3 nomysnanuje ca obesnexjem X umja pacrnonesa npunana GaMuiInjn
nomyctusux pacnozpena {N(0,1),—cc < 0 < <}, u nera je ¥ = Xos.
3aTuM, HEKa je:

L0, w(x)) = (w(x) - 0)*
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Pasmorpuhemo gse moryhe ¢pynrnmje oqnyre: wi(X) =y u ws(x) =
0. Ome pemoMm majy pusMUKe

1
R(0,w;) = E(Y —0)>=D(Y) = 5 0
R(0,ws) = E(0—0)? =62,
Bumumo na, ako je mpasa BpemmocTt mapamerpa f = 0, oHma je wo

omNMYHA (QYHKIUja OLIYKe jep je GYHKIUja pu3uka jenHaxa Hyiau. Me-
DyrtuMm, ako ce § pasiaukyje on HyJe Yak M BPJIO MaJiOo, PENUMO 1a je
0 =2, ouna je:

1
R2,wi) =5, R(2uw)=4, mje R(2wz)>R(2w).

Takobe Bumumo ma je

R(6,w2) < R(8,w1) axro je —

ot =
| =

dyHKIUja OMIyKe W Cce HA3UBa HEeAOIyCTMBOM ako HocToju w' kKoja
je 6oma om w y cmucay HaBeneHor kpurepujyma (5.1). Y cymporHOoM,
omnyka ((yHKIUja OMIyKe) W je MOILyCTUBA.

ITpumep 87. Axo 6ucmo ce y mpumepy 86 orpaHmyYuIn Ha TakBe (QyH-
kiuje omnyke (crarucrure) 3a koje je E(w(X)) = 0, tama wy ne 6un
ouna mebhy momycTmBUM (yHKIZjaMa OMIyKa. A

Axko je kmaca mOTYCTMBUX (YHKIMja OMIYKE jeTHOUTAHA, Tama Ce
MOK€ TOBOPUTU O ONTUMAJIHO] (HAjOOsb0]) OMITyIH .

Y Teopuju ooIyUMBamA Ce TPATUINOHAIHO IPUMERY]Y OB IPUIA3a
(pacybusama): Dajecos u MUuKUMAKCHU.

5.1 MuHMMAaKC OOJIy YNBaIbHe

MunnMaKC TPUHIKUII C€ CACTOjU Yy TOME Oa Ce MOHeCe OMJIYyKa Koja
MUHUMAaJU3yje MakcuMmaJau pusuk. OBa, MHaUe jeAHOCTABHA UIE)a,
IIoCcTaBJba IIPEN OIeHmUBavYa YeCTO HEOCTBAPUWB 3aXTeB, jep (YHKIVja
omnyke w(X) KOja MUHUMAJIMA3Yje PU3UK 3a jeJHY BPETHOCT IapaMeTrpa
0, 3a Ipyry To He MOpa Oa YMHU, Kao mTO cMO Bumeau y llpumepy 86.
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ITpumep 88. Ako ce jomr jemHoM BpaTUMO Ha OpuMep 86 U OapeauMo
HOBU KPUTEPUjYM 3a QYHKIU]Y OMUIYKE, TO MOKe Ia Oyne orpaHnYeHe
TANA Oa 3aXTeBaMO (VHKIN]Y OAIYKe KOja MUHUMAJIU3Yje MaKCUMyM
¢yHEIIje pusmka. Y TOM ciaydajy we He O6um Ouia mobpa 3aTo mTO
je R(6,wy) = 6% meorpanmuena (yHKIMja HA TapaMeTapCKOM MPOCTOPY
® = (—00,+0). C mpyre crpane:

1 1
R(6 = === —00 < 0 < 0.
max (0,w1) mgmx<25) 55 00 00
KpurepujyMm Koju MO OBIe IPUMEHUIA 30B€ C€ MUHUMAKCHU KPUTEPU-
jym. IIpema oBoM KpuTepUjyMy ce MO:Ke IoKa3aTu aa je wi(X) =y = Tas
HajOoma GyHKIUja omiIyKe ako je ¢pymrmuja ryoutra L(0,w(x)) = (0 —
w(x))?.A

OBuM mpuMepoM cMO UIycTpoBaau ciaenehe:

a) DBe3 HekakBor orpanmuena 3a (QYHKIU]y OMIyKe BEOMa je TEeIKO
Hahin QyHKIMjY ONJIyKe KOja mMa (YHKIM]Yy PU3UKA YHUPOPMHO Mamby
on (YHKNUje pU3uKa Ipyre QpyHKIUje ONIYKe.

6) IIpunmun n3bopa HAjOOBe QYyHKIMjE OIITYKE KOjU Ce 30B& MUHU-
MAaKC IIPUHITUI.

JeprHNMIMO IpEenn3HO MUHUMAKCHY (DYHKIU]Y OJIUIYKE :

Hepuannmja 45. Axo je ¢pyHRmMja omIyke wp(X) TakBa na 3a CBAKHU
0c®
<
max (6, wo(x)) < max R(8, w(x))
3a OMJIO KOjy Apyry OyHEIMjy omiyke w(x), Tama ce wy(X) 30Be MuHU-
MaKcHa pyrkyuja odayrke. <

ITocBeTuMoO cama Maao HAKEE APYTOM OCHOBHOM IIPUHIMIIY CTATHUC-
TUUKOD 3aKJbyUUBakha, TECTUPAly CTAMCTUYKUX XUIOTEe3a, Ha 0a3u Mu-
HUMAaKC npuHnuma. TectupalieMo XMIOTE3y O HEIO3HATOM IapaMeTPy
0 xon mBounaHor mapamerapckor npocrtopa @ = {6, 6;}.

Panuje cmo Beh ucrakau ma ce tectupame xumorese Hy : 6 = 6y
npotus Hi : 0 = 61 MOoke ma u3pasu y TEPMUHUMA KPUTUUHE 00JIACTU
Yy Y30padykoM IpocTopy. McTo ce MOMKe YyUMHUTHA U KO MUHUMAKC IIOC-
TyNKa 3a TeCTUpame Xumore3a. HamMe MokeMoO na m3abepeMo mom-
cxyn C y3opaukor npocropa X u ako X € C npuxsaramo xunoresy Hi,
OIHOCHO JOHOCUMO OMIYKYy w(X) = 01, a yroauko x € C° ogmyunhiemo
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w(x) = 0p. Ha rTaj maumn kpuruuna obuaact C oxpebyje ¢pyrrumjy on-
ayke. Y ToM cMuCIy (QYHKIU]y pusuka Moxkemo o3Hauutu ca R(6,C)
ymecto ca R(0,w). Haxime,

R(6,C) = R(0,w) = /C L w)dE (x).
Oryna
R(6,C) :/CE(H,Hl)ng(x)—l—/ccﬁ(H,Oo)ng(x).

3a 6 =6y nobuja ce

R(6o,C) = £ (60,61 /C dFy, (%),
a 3a 0 = 0 ce mobuja

R(01.C) = £(01,00) [ dFi,(x)

Axko je M(0) ¢yrrmmja mohu Tecra Koja oaroBapa KpUTUYHO] 00IacTH
C, Tana je
R(@o, C) = ,C(HQ, 91)M(90) = ,C(HQ, 91)04

R(61,C) = £(01,00) (1 - /Cngl (x)) — £(01,00)(1 — M(61)) = £(61,60)B,

rme cy « u [ BepoBaTrHoha I'pellke NpBe U APyre BPCTE PEIOM.
MunumMmakcHO peleme Hamer npobiema Ouia 6m KputuyHa 00JacT
C 3a kojy 6m
max{R(0y,C), R(61,C)}

ouo muamManan. Jlokazahemo ma, ako yBemeMoO NOIATHU yCJOB 14 je
R(6p,C) = R(61,C), (5.2)

y TOM CJIyYajy MUHUMAKCHO PEIICHEe 38 TECTUPAMEe IIPOCTE HYJITE IPO-
TUB Takobhe mpocre aarepHartuBHe xumorede, Hejman—IlupconoBa Haj-
0o/ba KpUTHUYHA 00JaCT BEJIUYMHE (¢ 38 TECTUPAHmE MCTUX XUIOTE3a.
Haxrmne, norkaszahemo ma je obaact

L(Oy; 1, o, .., xy)
L(O1;x1, 29, .., xy)

C:{(xl,xg,...,xn)] §k} , (5.3)
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rae je k > 0 uzabpano Tako ma Gyme 3amoBoseH ycuaoB (5.2). Takso
k y amcoJyTHO HEIPEKUIHOM CJIydajy yYBEK IMOCTOJU IOK y MUCKPETHOM
caydYajy MO:Ke ma ce Mecu ma HaM je moTpebaH u MOMONHU eKCIepUMEHT
3a Koju je

L(Oy; 1,9, .., x4)

—
L(61; 21,29, ,2p)

na 6ucmo nocrurau R(0y, C') = R(61,C).

Hoxka3. Ila 6ucmo mokazamu na je C medpunucana y (5.3) muHUB-
MAKCHO peIlemhe, MOCMAaTPajMO MPOU3BOJLHY APYTY KPUTUUHY OBJIACT
A C R"™ BesqmumHe « 33 KOjy je

R(6y,C) > R(6o, A). (5.4)

O6uactu A y rojuma je R(6y,C) < R(6y, A) He Tpeba Hu pasmarparu,
jep 6m y ToM ciydajy OYUTJIeAHO OUJIIO

R(eo, C) = R(@l, C) < maX{R(OO, A), R(Ql, A)}

Ycaos (5.4) je eKBUBaJIEHTAH Ca

£(90791)/CdF90(X) 2£(90,91)/AdF90(X).

Oryna
/ dFy, (%) > / dFy, (x).
C A
Kako je
o= / dFy, (),
C
TO je

o= /A dFy, (x).

MebyTtum, npema Hejmau—Ilupcornosoj teopemu, C je Hajb0oba KpUTU-
yHa 00JIACT BEJWYMHE (v, JaKJIe, OHA KPUTWUHA ODJIACT BEJIWUUHE (v 32
KOjy je [ Hajmame, Tj.

/ dFy, (x) < / dFy, ().
CC AC
Oryna,
£(61,60) ‘/Cc ngl(X) § ,C(Hl,@()) Ac dF91(X)'
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[MITo 3mauwm ma je

R(6,,C) < R(61,A4),

OOHOCHO,
max{R(@o, C), R(@l, C)} < max{R(Go, A), R(@l, A)}

mTo je m Tpebaso mokaszaTu. O

5.2 BajecoBo omryuymnBame

Kon Bajecosor onemuBama ce mapamerap f mocMaTpa Kao CIIydajHa
Besmuuna. [lakie, 3a 6 ce nepunume npocrop BeposatHoha (©,S,Q),
roe je S — Bopesoso o-—mome Ha O, a () — Mmepa, Tj. BepoBaTHONA
Ha (©,S). Mepy ) HA3UBAMO AaIPMOPHOM PACIOIEJIOM mnapamerpa 6.
[Ipu ToMme ce mpeTmocTaB/ba Oa anpUOPHA PAaCIONesa MPUMNANa HEKO]
damunuju anpuopuux pacnoznena H. 3a cBako ¢urcupano 0 ca f(x;0)
ozHauvapahieMo TrycTuHy pacrnomeisie y30pka KOja OAroBapa PacIomeiin
BeposatHohia P, a ca h(f) anpuopHy TrycTUHY pacmomiese Koja OAro-
Bapa pacnogenu BepoBaTtuoha @, ca ¢yurnujom pacnonene H. Ilarie,
f(x;0) je ycnosua rycruna pacmogerne 3a X MO yCJIOBOM na je mpasa
BpenHocT nmapamerpa bam §. Ona je S—u3MmepisbuBa 110 # 3a cBaku X € X.
Tana je

9(x;0) = f(x;0)h(0), x€ X, 6 €O

IYCTHUHA 3ajeJHMYKE PACIOAeNe 3a BUIIEIUMEH3MOHY CIYYajHy IPOMEH-
suBy (X,0) Ha npocropy (X x ©,B x ). ¥YcioBHA IyCcTUHA PACIOREIe

L Fx0m)
MOX =) = T el ()

3a cBako X € X 3a koje je f(x) = [g f(x;7)dH(T) > 0, 30Be ce amocre-
pUOpHA T'yCTHHA pacmozesie napamerpa 6 .

Hexa je Fy(x) omrosapajyha ¢yuknuja pacmnonese 3a rycruny f(x;6).
Osnaunmo ca H(0), § € ©, anpuopny ¢yHKIU]y pacnomeine Ha O kojoj
oarosapa ampuopHa ryctuna pacmnogneine h(f). Heka je ca H(0|X = x)
O3HAYEHa aloCTepuopHa pacmnozena (PyHKOMja pacnomese) napamMerpa
0 npu 3amatom X = x. Maprunanasa (6e3ycioBHa) ryctuHa 3a X ce

Tada MOKE IIoCMaTpaTU Kao

fr(x) = /@ F(x; 0)dH(6),
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ca oarosapajyhiom GesyciaoBHOM (yHEIMjoM pacnonene y o3uanu Fr(x),
a almocTepuoOpHa TIyCTUHA pacronesie 3a f mpu 3amaToM X = X uMa

0b6auK
f(x0)h(0)
fux)
Haname hemo pasmorpury Heke ocobmue Bajecose omene 3a ¢yH-
kiujy ryburka obmuka L£(6,d) = AN(@)W(|d —0]), d = w(x). Vcrakaumo
IIOHOBO nAa je (QYHKIUja PU3UKA OLIyKe d:

h(O|X =x) =

R(O.w) = X6) [ W (Ju(x) — 0)dFy(x)

C o63upom ma je L(#,d) orpanmuena ¢yuruuja mo 6 3a cBaku d,
To je u R(A,d) orpanmuena 3a cBaku d. C mpyre crpase, akO yBeIeMO
MPETIOCTABKY O allpUOPHO] PACTIONENU TIapaMeTpa §, ATIpUOpPHA PU3UK
ornene d y OOHOCY Ha anmpuopHY GYyHKOUjy pacmonese H je anpuopHo
OUeKuBame (YHKIUje PU3UKA Oe(PUHUCAHO Ca

R(H, w) = /@ R(8, w)dH (6) = E(R(6, w)).

Ilok je anmpuoOpHM PU3UK YCJIOBHO MATEMATUYKO OUEKUBAME ()yHKIVje
pU3UEKa O YCJIOBOM Ja j€ YUUIeHA OIyKa d, OTJE je AlOCTEPUOPHU
pu3uk pyurnuje w(x) = d npu 3aganom X = X:

/e AOYW (|w(x) — 6))dH(0]x)

Jlakye, anocTepMOpHU DPU3MK je O4YeKMBame (YHKIUje I'yOuTKa y
OMHOCY Ha amoOCTEepPUOPHY pacmomerny mapamerpa. OTyma je odyuriiemHo
na je anpuopuu pusuk R(H,d) ouekuBame AmOCTEPUOPHOr PU3UKA Y
omuocy Ha Fp(x) — pacmomeny ys3opka X HOpy anpuoOpPHO] PACIOAEIN
H. Bawucra,

R(H,w) = /@ R(0, w)dH(0) = /@ < /X E(G,w(x))ng(x)> dH(0) .

YKOMUKO je y MUTamy alcoJyTHO HEMPEKUAHA pacrnonena obenexja X,
AJIM W aICOJIyTHO HEeNpPeKUAHA pacuojesa (anpruopHa U amoCTePUOPHA)
HEMO3HATOr mapamerpa (0, anpuopHU PU3UK MocTaje:

R(H, w) = /@ R(0, w)h(0)do = /@ /X L0, w(x)) fr (x)h(0]x)dxdd =
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_ /X < /@ E(G,w(x))h(9|x)d9> Far(x)dx.

C GajecoBCke Tauke TIIEIUINTA, TOMTO je X peasm30BaHO, HAJIOTOI-
HHuja (yHENUja 3a OaJbe pa3MaTpame je alOCTEePUOPHU PU3UK, a He
ampuopHU. 3HaUU, 0DAjeCOBCKa omeHa mapaMeTrpa f y OmHOCY Ha ampu-
opuy pacmnoneny H je taksa omena (omryka) m3 D Koja MUHUMU3UDPA
ATOCTEPUOPHU PU3WK NP 3a1aToM X = X. AKo o3HAUMMO ca éH(X) ba-
jECOBCKY OIleHY, OHZA je, 3a paHuje KOMEHTapucaHy (QYyHKIUjYy I'yOUTKA,

L AOW (21 (x) = 0D 0]) = inf [ AOW (d— 0)dHO]x).

3a samaro H, BajecoBa omnena me Mmopa Outu jemuuctBena. Omua he
OUTU jeOWHCTBEHa y CIyYajy na je QyHKIUja IyOMTKa CTPOrOo KOHBEK-
cHa. BajecoBa ornesa MUHMMU3Vpa M aIPUOPHU PU3MK (Cieny U3 jieMe
darya). Muoru ayropu je u medpuHUITy Kao OHAj eneMmeHT u3 D koju
MUHUMU3Upa anpuopuu pusuk. O0e medmHUNMje BOIE Ka MCTOM pelie-

BY.

IIpumep 89. Bparumo ce nmpumepy 85. Hera je anpuopua pacmomena

3a 0:

Plo=0)=>, Po=1)=7.

Heka je a = 1, Tana je anpuopHa (QyHKIMja PU3UKA

3 1
R(O,w) = E{L(0,w(X))|0} = LO,w(x)) 7 + L1 w(x)) ;=
3 1 1 1
= |d|'Z+|1—d|-Z—§d—|—Z.
Ilakie,
. 1
R0 =

Tj. jemuucTBeHo DajecoBo pememe je w(x) = 0. CrkpeHUMO HaKby HA
unmenully ma y ciayuajy D = {d|0 < d < 1} undpumym GpyHRUUje pusmka
6uo Ou mctu, 1/4, anu mujenna omnyka d € D e 6u 6una BajecoBo
pememe.

Hexka je cama o > 1. Tana je ¢pyHKIUMja pr3uka

3 1
R(6,d) = 7d° + - (1—d)".
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dyurnUja pusMKa UMa MUHUMYM 32 OIJIYKY
1 —1
d=(14371) €(0,1),
koja jecte Bajecoso pememe. A

Mo:ke ce roBopuTH 1 O HOBOJBLHUM CTATHUCTHURaMa y bajecoBoMm cMmu-
ciy, o0 ubleMy oBIe Hehe OuTu peun.

Ha BajecoBom mpuHmumy ce 3acHUBajy He caMoO TaykacTe, Beh u
onme"e mapamerapa obuaactuMma. Osne he OuTy peum camMo O OIEHU
jemHO AMMEH3MOHOT mapaMerpa 6, Tj. 0 MHTepBaJy KA0 OIEHU € ITHO I~
MeH3MOHOr mapamerpa. lakme, Tpeba onpenuTu nBE CTATUCTUKE, Tj.
nse nporenype wi(X) u we(X) Takse na je

Plui(X) <0 <w(X)X=x}=9=1-«

3a YHaIlIped 3aJaT’ HUBO IIOBEPEHA 7. TO 3HAUYU Oa
/ dH (6]x) = 7. (5.5)
w1 (), wa()]

ITpumep 90. Ha ocuoBy y3opra (X1, Xs,...,X,) ompenutu Bajecos
VHTEPBAJ MOBEPEHmA 38 MATEMATUYKO OUYEKMBame obenexja X umja pac-
nojena mpumaza GaMmaujn gomyctuBux pacmomena {N(A,0%), —oo <
0 < 400} MO mPETIOCPABKOM Ma je alpUOpHA pacluoiesa mapaverpa 6
takobe mopmamma: N(u, v?). Ilapamerpu o2, pu u v? cy mosmaTu.

Ako rao mpouenypy w uzabepeMo GpyHKIuUjy cpenuHe y3opka, w(X) =
©(X,), osmaummo, ca Y = X,, Tpeba moHer:u mBe OmIyke wi(X) |
wa(x), 1j ¥1(y) 1 p2(y) roje hie 3anoBossuT rope HaBeneru yciaos (5.5).
Ycnosra pacnogena 3a Y mon ycaosom 6 je N (6, %2) mrTo he nmaru
onrosapajyhy yCJIOBHY I'yCTUHY pPaCIIOnese

n (y — 0)*
27‘(0‘2 exXp | — E .

n

fly;0) =

3ajennnuka rycruna pacnozeie 3a sBexkrop (Y,6) je rana:

Vi (0 —p? n(y—9)2>

- 0) — _
9(y:6) 2mvo xp ( 202 202

Tj. TOCMaTpaH!W BEKTOP MMa PacCHoneiy

2
2., 9 2 v
N M7M7V+;7V7 9

2, o2
1/+n
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rue je
v

2 4 o2
ve + o
KOe(pUIMjeHT KopeJlanyje KOMIOHEHATA.

AHOCTepI/IOpHa T'yCTUHa pacraongesie 3a 0 oon yCcJIOBOM X = X, OnO-

HOCHO, Y =y Ouhe:
1 (y — w)?
7 &Xp | — 2 )
2r(v? + &) 2002+ %)

n

h(0lY =y) =

IITO 3HAYU M4 je almoCTePUOPHA PACIOAesia HOPMAaJHA

po? +nyv?  v20?
nvi4+o02 2402/

Koumauno, narepsasna Bajecosa ounena 3a 6 onpebyje ce u3
po? +nYv? V202 po? +nYv? V202
2., 2 F 53 <0< 3.2 1% 2 2| =7
nve +o nve + o nve + o nvs + o

BajecoB kKoHmenrt tecTupama CTATACTUYKAX XUIIOTE3a M3JIOKUIIEMO
Ha IPUMEPY TECTUPAama MPOCTE HYJTE XUIOTE3E IPOTUB AJTEPHATUBHE
takobhe mpocte xunmorese. To je caydaj ABOAUMEH3NOHOT TAPAMETAPCKOT
npoctopa @ = {6y, 6,}. Hakue, cayuyajua npomensusa  je QUCKPETHOT
TUIA 1

h(6o) + h(6;) = 1.

Y ToM ciy4ajy je MapruHaJHA T'YCTHUHA 33 X:

D F0)R(0) = F(x;00)h(00) + f(x;61)h(6:),
©

OIHOCHO, aIlOoCTEePUOpHaA I'ycTuHA 3a 0 je:
h(0)f(x;0)
h(01X =x) = .
O =) = T (00) + 70 000h(01)
Tectupahemo xunoreszy Hy : 0 = 0y nporus anrepuaTtusue Hy : 6 = 0.

BajecoBo pememe he 6utu ¢pynrnmja ommyke w(x) 3a Kojy je amocte-
pUOpHU PU3WK MUHUMAaJaH. /lakiae, Tpeba MUHUMAJIU30BATHA

E(LO,w(X))X = x).

C 063upoM ma je CKyI MOrynux omjIyKa OBOUJIAH, TO Tpeba pasMOTPUTUA
caMo aBe Moryhe BpemHOCTM amOCTEPUOPHOT PU3WKA W TO:
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1. w:90

= E(L(O,w(X))|X =x) = E(L(,0)|X =x) =
~ L(61,00)h(01) f(x;61)
~ f(x;600)h(60) + f(x;601)h(61)

2. w:01

= BELO,wX) X =x)=E(LH,0)|X =x) =
_ L(6o,01)h(00) f (x; 00)
f(x;00)h(00) + f(x;01)h(61)

I[Ipema Tome, mpuxaruhiemo xunoresy H; : 0 = 0;, i = 0,1 ako u
caMoO akKo je

£(9j,9l)h(9j)f(x, 9]) < £(9,,0])h(0l)f(x, 92)
f(x:600)h(00) + f(x:01)1(01) ~ f(x300)h(60) + f(x;61)h(61)

3a j # 1. Wau mro je ucto

f(x;05) <£(9i79j)h(9i)
f(x50:) ~ L(05,0:)h(0;)

Y KOJIMKO ce JOTOaU Ja Ce€ YMECTO HejeTHAKOCTHU jaBJba jeTHAKOCT, MOPa-
g OUCMO J1a MOTPAKUMO JoJaaTHe MH(pOopMaluje, OTHOCHO Oa 00aBUMO
HEKU TOMONHN eKCIEePUMEHT KOju OU HAM IMTOMOTao0 1a TOHECEMO OIIYKY.

YounMo BayKHY UME€HUITY [a C€ MOCJIeNmOM HejemHaromhy Koja je
rope HaBemeHa onucyje bam Hajbosma KpuTuuHa 061acT npeMa TBphemy
Hejuman—IIupconoBe Teopeme ¢ 003upoM ma ce Ha J€BOj CTPAHU HeEjel-
HAKOCTU HAJA3UW KOJWYHUK BEPOMOCTOJHOCTU 3a KOJjU C€ OBa TeopeMa

Besyje, jep je

h,j=0,1,1#7.

f(x;0) = L(6;x1,22,...,2,) , x=(x1,22,...,2,) € R",

(yHKOMja BEPOIOCTOjHOCTH.
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6.1 Baskuuje pacmomnesie BepoBaTHOha

6.1.1 Pacmonesie muCKpeTHOT TUIIA

1. BepmayaujeBa pacmomnesa

X:B(l,p), O0<p<l1

P{X=0}=1-p u P{X=1}=p

E(X)=p

D(X) =p(1-p)

2. buaoMmHa pacmonmeJsia

X :B(n,p), 0<p<l, meN

P{sz:}z(Z)pk(l—p)"_k . 0<k<n

B(X) = zn: kP{X =k} = np
k=0

D(X) = np(1 —p)
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3. IlyaconoBa pacmonesa

X:P), A>0

ey
P{X =k} = e , k=12,
B(X) = Zkye =)
k=0
D(X) =\

4. T'eomerpujcka pacmonesa

O<p<l1

PIX=k}=Q-pFtlp |, k=12...

BX) =S kP{X =k} = 1
k=1 p

1

D(X) = 2

6.1.2 Pacmonesie aico/IlyTHO HENPEKU IHOT TUIIA

1. Hopmannua (T'aycosa) pacmozmena

X :N(m,0?), —oo<m<+oo, 0o2>0
1 _(zfm)2
f(z) = e 22 , —oo <z <400




Jlonarak

205

2. Jlor-mopmaJiaa pacmoaeJsia

X =exp{Y}, Y:N(m,0%), —-oco<m<+oco, 02>0

nz—m)?
f(l'): x0127r exp{—(l 202 ) }’ x>0
0, =<0

B(X) = explm + 107}

D(X) = exp{2m + o2} (exp{aZ} — 1)

3. Tpomapamerapcka JIOT—HOPMAaJIHA pacmonesa

X =exp{Y}+z0, Y :N(m,0?), —o00<zp<—+00

—z0)—m)?
f(ZL') = (:c—xol)a 2T exp {_ e 2002) : } &> o
0, z<x

4. YHndpopMHa pacmonesa
X :U(a,b), abeR, a<b
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0, z<a
Flx) =14 3=, a<x<b
1, z>0b

5. BejoymnoBa pacmoneia

a>0, b>0

6. ExcnomeHmujasHa paciomesia
X:EN), A>0

0, =<0

fa) = { Aexp{—Az}, x>0
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7. JIBojHAa eKCIIOHEHIMjaJIHA PACIIOeJia

flz)=exp{—e"}, —oc0<z<+x

8. IIBocTpaHa eKCHOHEHIjaJIHa pacmonesia
A>0

A
flx) = §exp{—)\\x!}a —00 <z < 400

9. KomujeBa pacmoneina

a>0
f(z) a <z <+
x) = —oco< T o0
m(xz? +a?)’
10. JlammacoBa paciioneJsa
A>0, —oco<m<—+oo
fx) 1e { |$_m|} o0 < < 400
—  expd— _
ox P 0

11. Tama pacmonesna

a>0, B>0

1 a—1 T
_ mx eXp{—B}, x>0
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E(X)=ap
D(X) = af?

12. TpomapamMeTrapcka ramMa pacioneia

a>0, B>0, —oco<xy<-+400

13. Jlor—IIupcou /1] pacmonesna
a>0, [B>0, —oco<zy<-+x0

(Inx — z0)>t exp{_lan—m}’ x> T

0, z<xg

f(w)z{ W

14. Xu xBaapar (x?) pacmonesna
X:x2, veN
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15. PumepoBa pacmonesa

X:F, v, vi,reN

2
XVl
X=X
- 2
XV2
v2

u Xl%l u X?jz Cy He3aBWCHE CIydYajHe IPOMEHJLUBE.

I‘(V1+V2) vy Y vyt
fo = | Ty ()T ()T e
0, =<0

E(X) = V;ji 5 , vy > 2

21/22(1/1 —+ vy — 2)
D(X) = 4
X = Do 27

16. CrynenroBa (t) pacmonesa
t:t,, veN

X

t, = , rmeje X :N(0,1)

N8

u X u X2 cy He3aBUCHe cJydajHe TTPOMEHJLUBE.

I‘V_J’_l _l/;l
f(t):%G—Fg) , —00<t<+4oo
B(X) =0
D(X)=—— | v>2
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17. I'ym0OesnoBa pacmomesa

a>0, >0
f(x) = aexp{—a(x — f) —exp(—a(x — B))} , —-o<z<+4o0 ,
Z=a(X-p)

f(z) =exp{—z —exp{—2}} , —oc0<z<+0

18. ITapero pacmonesna

a>0, [B>0
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6.2 <PyHKNMUja remeparpmca MoMeHaTa

PyuKIja TeHEepaTpUCca MOMeHAaTa CiaydajHe npoMenmuBe X je QyH-
Kuja 1o t, t € R y o3namm
Mx(t) = E(e)
Tj.

[e.e]
Mx(t) = Z ' f(z;) y mackpeTHOM caydajy
j=1

+o0
Mx(t) :/ e f(x)dr y amcoMyTHO HEIPEKMIHOM CIIydajy

— 00

3a OHE BPENHOCTH t 3a KOjé HaBEIEeHO MaTEeMATUYO OUYEKUBAHE ITOCTOjU.

IIpumep 91.
1, z€A
= ’ = = <p<
L {0, e Pa=1=p . 0<p<1
My, (t) = E(e'Y) = pe! +1—p.A
IIpumep 92.

IIpumep 93.
X : N(m,0?)
M(t) = Bew)= [ e L
X = e = (& (& 20 T =
—c0 V2mo?

1 +oo x? m m?

2,2
= exp{(tm—i—%)} LA
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W3 yumeHnne na MaTeMaTUYKO OUEKUBAIE€ HE IOCTOjU YBEK, Tj. Oa
UMa CIYYajHUX TPOMEHJLUBUX KOje€ HEeMajy MAaTeMaTUUYKO OYEKUBAILE,
jacHO je ma (yHKIUja TreHepaTpuca MOMeHATa He IIOCTOjU 3a CBaKY
caydJajHy mpoMeHspuBY. PyHKIUja TeHepaTrpuca MOMeHATa ce, C TOra
neduHMIne HA ciaenehwm HadwmH.

Jepmannmja 46. IlpernocTaBuMo ga mOCTOju TO3UTUBAH Opoj h Ta-
KaB ma 3a —h < t < h ouerkuBame E(etX) IOCTOjU, Tama (OYHKIU]Y
Mx(t) = E (etx) 3a t € (—h,h) 30BeMO @ynryuja zenepampuca mome-

nama cayuajne npomensuse X .

IIpumep 94. Heka cayuajua npomenspuBa X MMa I'yCTUHY PACIOIese

6
f(w):{ e r=1,2,3,...

nHa4ve

Ako Ou mocTojasa GyHKIMja FeHePATPUCA MOMEHATA CJIydYajHe ITPOMEH-
smuBe X, ouso 6u:

o tx
_ Xy _ tx _ Ge
M(t) = E(e )—Ze f(a:)—zﬁ
Téx
x =1
Iakne, Tpeba mCOMTATU KOHBEPTEHNIN]Y Pela YMjU j€ OUINTU YJIaH G, =
t
%. Ouuraenao

.a
lim "+1:et>1 3 t>0.

n—oo  q,

To 3maum ma 3a cBako t > 0, M (t) quBeprupa Tj. HE MOCTOjU TO3UTUBAH
6poj x Taras ma 3a —h <t < h ouekuBame M (t) mocroju./\

Yumenuna na QyHKIUja reHepaTpuca MOMeHaTa He IOCTOjU yBEK He
yMamyje 3Hadaj oBe (yHKIUje 300r MUPOKE KJace PACIOnesa 3a KOjy
OHA MOCTOjU.

Jlako je mokazatu na je Mak—JlopaHoB pa3Boj oBe ¢yHKIUje:

t2 tr
Mx(t) =1+ E(X)t +E(X2)§ +o B S

mTO pa3jalrmhaBa W HOPEKIO HeHOI MMeHa — (YHKOUja IeHepaTpuca
MOMEHAaTa, jep cjenu na je
d’f‘
E(X") = %Mx(t”tzo , r1=0,1,2,...
3Havaj QyHKIUje TeHepaTpuca MOMeHaTa objammasa cieqeha Teo-
peMma kojy HaBoauMO Oe3 mOoKa3a.
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Teopema 22. [Ipemnocmasumo da cy X u Y cayuwajne npomenpuge xKoje
umagy ynryuje eenepampuca momenwama Mx (t) u My (t) pedom. Tada X
u'Y umajy ucmy pacnodeay seposammnoha axo u camo axo cy Mx(t) u
My (t) udenmuuru jeonarxe.

Cnenehe TeopeMe cy OmepaTuUBHOT 3HAUAja.

Teopema 23. Axo je Mx(t) fynryuja zenepampuca momenama caywajre
npomennuse X ua # 0 ub cy xoncmanme, mada je pynxyuja zenepampuca
MOMERAMA cayyajhe npomensuse Y = aX +b

My (t) = e M (at).

Iloxas./IupexkTHO cieny m3 ocOOMHA €KCIOHEHNUjaaHe (QYHKIUje U me-
¢puHUIIje PYHKOMje TeHepaTpuca MomMenara. O

Teopema 24. Pynxuuja 2eHEPAMPUCE MOMEHAMA KOHAYHE CYME HE3A8UC-
HUT CAYUATHUT NPOMERDUBUT JEONAKA je NPou3e0dy PYHKYUIQ eeHepampuca
cabupaka.

JHloka3. Heka cy Xi,...,X, He3aBucHe ciayuvajune mpoMmeHnmuBe. PyH-
KIFja TeHepaTpruca MOMeHaTa ciaydajHe npoMmensuse Y = > 0 1 X, je

My(t) = FE (etY) =F <exp <tzn:XZ>> =F <ﬁ et&) _ ﬁE (etXi) _
i=1 i=1 i=1
= ﬁ MXi (t) g
i=1

IIpumep 95. Heka cy Xi,...,X,, He3aBucCHe ciyuajHe MPOMEHJ/LUBE Ca
pacnogenama X; : N(m, 02), t=1,2,...,n. IIlpumenomMm ¢yHKIMje reHe-
parpuca MOMEHaTa [OKa3aTy Ja ciaydajHa npoMmensmusa U = Y 1 a; X,
a; cy xomcrante, uma N (30, a;m;, I, a?o?) pacmozemny.

C 063upom ma X; uMa HOPMAJHY PaCIomes]y ca mapaMeTpuMma m; 1

2 10 je meHa (yHKIUja TeHepaTpUCa MOMEHATA,

Ui7

242
Mx,(t) = exp <mit + U’2 .

IIpema ToMme canyuajuna nmpoMen/mpuBa a;X; nMa (OYHKIUjY Te€HepaTpUCa
MOMEHATA

o2a?t?
MaiXi (t) = MXi(ait) = €Xp (miait + %) .
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Hajzanm, ¢ o63upoM Ha HE3aBUCHOCT CIIydajHUX NPOMEHBUBUX X,
1=1,2,...,n, pyHKIU]a reHepaTpUCa MOMEHATa HBUXOBE JIUHEAPHE KOM-
Ounamnuje je

n n 2n
My (t) = [ Mx, (ait) = exp (tzaimi + Y aio} |,
i=1 i=1 i=1

mTO je PyHKINUja TeHepaTprca MOMEHATa HOPMAJIHO PACIOAeJLeHE CIIY-
yajHe IPOMEHJ/LUBE Ca ITapaMeTpuMa

E(U):Zaimi u D(U):Za?a?.A
i=1 =1

3a nBoamMeH3uony ciaydajuy npomensusy (X,Y) pyHrumja remepa-
Tprca MOMeHATa, YKOJIMNKO IIOCTOj!, Ne(pUHUIIE Ce Kao (PYHKIUja Ol IBa
apryMeHTa:

M(t,s) =F (etX+SY) .

HapaBuo, cBe HaBemeHe Teopeme Bajke U Kala Cy yV IUTAHY BUIIE M-
MEH3MOHE CJIydajHe MPOMEHJ/LUBE, ynMe ce oBle Hehiemo mocebHo GaBu-
TH, aau NeMo UIaK WIYCTPOBATHU jeTHUM JOOPO MO3HATUM IPUMEPOM.

IIpumep 96. Hahu ¢yuKIujy remepaTprca MOMeHATa IBOINMEH3UOHOT
BEKTOPa HOPMAJIHO PACIONEJLEHUX CIIYyUajHUX HPOMEHJILUBUX

(X,Y) :N(mx,my,agg,a%,p) .

W3 nedpunnnuje caenu na je

1

M(t,s) = :
’ 2roxoy /1 — p?
(@=mx)? o (@=my)y—my)  (y=—my)?
oo oo tr+s _2(11/)2)< 02X —2 ff(X"yY e azy >
/ / e Te X Y Jdrdy =
—00 —00

2 42 2 .2
t 2 t
:exp{mxt+mys+ Oxt” + 2poxoyls + oys } AN

2

IIpumep 97. Hexka je (X1,Y1),(X2,Y2),...,(X,,Y,) upoct y3opak o6u-
Ma n U3 ABOAMMeH3uoHe HopMmasue pacmomerne N (mx,my,o0%,0%,p).
Hahwu 3ajemanuky pacmomeny nBejy CTATHUCTUKA
n n
~ Xi - Y;
X = — u Y = —.
2 2

i=1
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C o63upoM ma cBaka oI CTATUCTUKA X U Y MMa HOPMAJHY PACIIO-
eIy U TO

)

Y N(mx,o;‘;{) %1 ? N(my,i?)

yHI{III/IJa reseparpuca MOMEHaTa ABOAVMMEH3MOHE CTaTUCTUKE

TO je ¢
(7 Y) mara ca

M(t,s)=FE (etY-i-s?) <exp{ i tX; + sY;) })

Kaxko je ysopak mpocT, TO je

n

M(t,s) = H E (e%XH'%Yi) .

1=1

Ha ocuoBy npumepa 96 ciemu na je TpaskeHa (QyHKIN]ja

n n 2

" t (£ +2 s+ g
M(t,s) = Hexp{mx +mYS+UX( V4 2p0x0y i +0v ()
i—1

CrXt2+2/)‘7X”Yt$—i— ' 52
= exp{mxt+mys+ =2 5

mTO je PYHKINja reHepaTpuca MOMeHaTa ABOAMMEH3UOHe HOPpMaJIHe pac-

0.2 2
nonene N(mx , my, 2%, 22 p). A
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6.3 TaukacTo onemUMBalH-€ ImapaMerapa obeJjieskja
KOHAUHE MOIIyJIAllNje

Kon 6eckonaune nomynamuje (Koja TEOPUjCKU O3BObABA U300D y30-
paka GeckOHauHOr O6MMa) IPUMERY]y Ce TDAHUYHE TeOpeMe TeopUje
BepoBaTHohe. MebhyTum, Ha KOHAUYHO] HOMYyJIAIjU OBA TEOPUja HEMA Y
MIOTIIYHOCTH ONPaBAama. Y OKBUPY OBOT IOIVIABJ/HA NEMO Ce Y KPATKUM
npraMa yImoO3HATU Ca OIeHhUBakeM IMapaMerapa obeiseikja 3amaTor Ha
momyJtamju KoHaynor obmma. Pazmarpahemo ornene OUyeKnBama U IUC-
nep3uje.

6.3.1 Ormene MaTeMaTUUYKOT OUEKHBamba
U oucrep3uje

ITomcerumo ce ma je cpenuHa y30pKa HEMPUCTPACHA OIEHA MaTeMa-
TUYKOT OUeKuBama 0e3 003upa Ha pacmomeny obenexja.

Heka je mara momysnamuja €2 koja je koHauan ckym on N ejeMeHaTa.
ITocmarpahemo uzGop y3opka obuma n, n < N, 6e3 Bpahama u3 mo-
nynanuje §). Taj y3opak je cayuajua Beaumumna — BekTop (Xi,...,X,).
CBaky esleMeHT TOMyJallije uMa jeIHaky BepoBaTHONy m3bopa y y30-
pPak y MOMEHTY wu3Bjiavema. Jlakie, w € s y OpPBOM M3BJIAUEHY Ca
BepoBaTHOhOM %, Y Opyrom ﬁ, uta. C ob3upom ma je momyJsaiuja
KOHa4yHa, obenexxje X je OUCKPETHOT TUIA Tj.

N

P{X=z2}="2 i=1,...,k
{ J} N ’ J ’ sy vy
rae ¢y z;, j = 1,...,k cBe moryhe BpemnocTu obenexja X, a N; je yky-

maH 6poj eseMeHaTa MOMyJaluje KO KOjUX je BPEeTHOCT MOCMATPAHOT
obenesxja X Oam z;. Jlako je mokazaTu ma ciydajHe IpOMeHBUBE X;,
1 <4 < n wumajy ucty pacnomeny kao u X uako cy mehycobHO 3aBUCHE.
Hanwme,
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rmue je ca wl(l), [l =1,2,...,N; o3Ha4eH eJeMeHT IOMyJanuje, wl(l) € Q,
KO Kora je BpenHOCT obenexja X Oam 7, a m3abpan je y y3opak y

i—ToM m3Byavemny. Tama TpaskeHy BepoBarHohy oapebyjemo rao
. . Nj .
P{w%l), . 7”1(\2} = ZP(wl(l)) ,
=1
roe je P(wl(i)) BepoBaTHONA na je y i—ToM onuTy m3abpan Oarm wl(i), IIITO

3HAUM [a Ce€ V NIPEeTXOMHUX ¢ — 1 ONMTa HUje pealn30Bao, jep je y30pak
0e3 Bpahama. Ilakie,

Py L) OO G QO 1

B I G N O S B R

N

1 1

To 3Haum ga je
N
1 N,
PXi=u} =2 =%
=1

3a cBako i = 1,2,...,n, Tj. ma X; uma mcry pacnomeay kao u X. Rox
y30pka ca BpahameM je OBa UMHEHUIA, OUUTJIETHA.

W3 yumenutie o pacuomesau CayvajHux IpoMernmbusux X;, ¢ = 1,2,...,
n, Tj. jeAHAKOCTW Te Pacromeje ca PaclIomesioM caMmor obesexja X
caequ na je E(X;) = E(X), na je cpenuna y30pka (Kao M KOJX IPOCTOT
y30pka ca Bpahamem) jenHaka

a paHHje CMO MOKAa3aJX Ma je OHA HEIPUCTPACHA OIeHA MATEMATUUKOT
OUeKrBama obenexja X.

C obG3upoM ma je mocMaTpaHa OlleHA HEMPUCTPACHA, CPEIibe KBa-
IOpaTHO OJACTyIake, KA0 KPUTEPU]YM BaJbaHOCTH, Haje

E(X,-EX)?=D(X,).

Kako cy cayuajue mpomensmuBe Xi,...,X, KOI y30pka 0Oe3 Bpahama
3aBucHe, Obuhe

n

n 2 n n
D) X)) =E (Z Xi— nE(X)) = > B(Xi— E(X))(X; - B(X)) =
i=1 1=17=1

i=1

Cov(X;, Xj) =nD(X;) +n(n — 1)Cov(X1, X2) ,
1

-5

i=1j
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jep cBu maposu (X;, X;) nmajy ucry pacnozmeny kao u nap (Xi, Xa).

Moswxe ce morasatu na je P{(X;, X;) = (x,2,)} = m 3a CBAKO
i,7=1,2,...,n uwcBaro I,r = 1,2,... k. To yra3syje ma pacmomena 3a
(X;, X;) He 3aBUCH OX %, j WM N 1 CIeAN

COU(XZ',Xj) = CO’U(Xl,Xg) .
Osnaunmo oBy koBapujancy ca c¢(N). Iakie,

D(X,) = 5 D(3 Xi) = 5 (nD(X) + nln — e(N) =

i=1

= ~(D(X) + (n— )e(N).

Bemuuuny ¢(N) moryhe je onmpenutu u3 ycnosa nma je n = N, 1j. na
y3opkoM 6e3 Bpahama ucopnumo meay momyaanujy. Tama je
— 1

D(Xn) = 5 (D(X) + (N = 1)e(N)).

MebyTuM, Tana je X y TauHa BpemHocT ouekmBama F(X), jep je

X = o (X(@) + .+ X(ww) = B(X),

ma je D(Xy) = 0. Oryma D(X) + (N —1)e(N) = 0, omrocro ¢(N) =
—+—D(X). Hajsan

_ 1 n—1 —D(X)(l—ﬁ__ll)szQx:?

HO,ZICeTI/IMO ce na je I'penika 1UCTe OoIleHe KOO Y30PKa Ca Bpaha}beM

n 2
E(Xy- E(X))2 —E (% SX, - E(X)) = %D(X) ,
i=1

IITO 3HAYM [1a je TPeIKa oleHe Ko y30pka 6e3 Bpahama Mama y 0HOCY

Ha OHY KOI y30pKa ca BpahameM.

N —n n—1 L. . 5
=1— —— KOju je KO IIOIIyJalllje BeJIUKOr 00uMa

N1 N Roin ynanuj

N u obuMa y30pKa n KOj! je MaJii y OQHOCY Ha OOMM HmomyJaluje npub-
TKHO jeqHak 1 — &, HasuBa ce Kopexyuja 3002 KonauHoCmu nonyiauuje.

daxrTop
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Kana je peu o onenn nucunepsuje obenexja D(X), Beh cmo nokazann
ma je Kon y30pka ca Bpahamem

1
n—1

g =

i(Xi - Yn)2
=1

HEIpUCTPACHA OleHa muciep3uje obenexja. Mebhyrum, ako je obum
n - .
Y30DKa BEJUKU, KOJUYHUK —5 je TPUOJIMKHO jemHak 1, ma ce 3a omneHy

OVICTIEP3Uje MOYKE Y3E€TU U y30PauvKa ANCIEP3U)ja

3a KOjy je E(gnz) = =1D(X).
PasmoTpumo mpucTpacHOCT y30pauke AUCIEP3nje 3a CIyYaj Y30pKa
0e3 Bpahama m3 konaune momyiaanuje. Tama je

ES,") = E (% S X2 Eﬁ) = % S B(X?) - B(X,%) =
i=1 i=1

B D(X) N-n B I N—-n\_
= E(X?) - - .N_l—(EX)2_D(X)(1—E.N_1>_
- DO = P

Kako je obum momynaruje N Hajuemhe Beauku, TO je % TpUbIUKHO
1 ma ce Kao HeMpPUCTpPACHA OIEHA AUCIEp3uje obesiekja MOsKEe ITOHOBO

~ = 2
ysetu S2 kom ysopka majgor obuma n (pemumo n < 30), ommocHo S,

KO y30pPKa BEJUKOr obuMa.

6.3.2 OmneHe MaTeMaTUUYKOT OUYEKUBAKHA U OUCIEP3Uje KO
CTPaTU(PUKOBAHOT y30pKa

Heka je monoBO peu 0 KOHaAUHO] momyJamnuju ca obenexjem X uuja
je pacmomerna

. 1 o ... Tk
X'(M My Mk>,
My My M

Mi+My+...4+Mp,=N, 0<M;<N, 1=1,2,...,k.
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Osmaummo ca XM oBenexje X mocmarpano ma h-TOM cTparyMmy 3a
koju hemo mpermocraButu ma je obuma Np. IIpermocrasumo, Tarkobe,
na je momynaiuja momesbeHa Ha L crparyma, L < N. Tana cayuajua
npomenssuea X M uma caenehy pacmomeny

() I Tro ... Tk
S VIO VO VAN I
N, N

k
S MM =Ny, 0<M® <N, i=12...k h=12..,L.

i=1

Heroso ouekuBame je

B(x0) =S

a ouekmBame obemeskja X je

S M1y (1) ()
1 ¢ 1) i (L)
= N ZxﬂMj + . +Z$9Mj =
Jj=1 j=1
N, F M(l) N, K M(L)
= le:x]]\; +.. ]\fZaz]]\; =
j=1 ! j=1 L
= % (X(l))_|_ ‘+%E (X(L)) =
1 & . L ,
= =S NE(XD)=N"w,E(Xx®D)
1S (50) = S (x0)

rae cMO ca w; = % O3HAYMUIU YO (—TOT CTpaTyMa y IOMYJIalju.
Penamuja E(X) = YL, wiE (X(i)) npencraBba Besy usMehy marema-
TUYKOT OUEKUBaHa ODeJieKja M OUEKUBAHa IO CTPATYMUMA.

Pazmorpumo cama mpobseMm onemuBama Ha OCHOBY y30pkra. W3
yEynHO L cTparyma o& KOjuX j—Tu uMa TadHO N, ejeMeHaTa IIOIy-
nanuje, O6upa ce mo n; < N;, j = 1,2,...,L, enemenara y y30pak.
IIpernocraska je ma cy mM3BJIaUvema U3 PA3IMUYUTUX CTPATyMa HE3aBUC-
Ha.
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Ileo y30pka u3 h—Tor crparyma je (X{h), e ,(j,?), a mpumaznajyha

Y30padka CpeavHa W AUCIEP3uja Cy
— L&
X, = —S X!
Nh ny, ; 7

n
1 h

_ (k) 2
th - n_hzzzl(Xl _th) )

OOHOCHO IOoIIpaBJ/bEHA ,ZII/ICHep3I/Ija Y30pPEKa

1 N &2
S2 = S
ny—1 "

n

IIpu Tome je X,, HempucTpacHa OIEHa CPeNme BPEJHOCTH obenerxja
X®) v h—tom crparywmy.
CraTtuctura

HUje CpeauHa Y30pKa, aJii je UIMaK HeIPUCTPACHA OIEHA METEMETUUKOT
ouekuBama obenekja X 6e3 063upa ma au je y3opak ca Bpahamem uiau
0e3 Bpahama. 3aucrta, Kako je

E(X,,)=Bx®,
TO je

E(X) = % zLj N.EX,,) = % S NEXY) = B(X).
i=1 =1

CpemmerBagpaTHa I'DEIIKa OBE OIEHE je 3a y30pak ca Bpahamem

E(X - BE(X))>=D(X) = ZL:wizD(Xm)

i=1 T

)

a 3a y3opak 6e3 Bpahama

E(X — E(X))* = D(X) = iw?D(Ym) N iwng ) (1 _ &) .

i=1 i=1 i
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6.3.3 Ormnena mapamerpa p OMHOMHE pacIionesie

Y oBOM morsaB/Ly 3amaTak he HaMm OUTH Ha Ha OCHOBY y30PKa 00uMa
7 OIEHUMO BEPOBATHONY p ma MOjeaVHU eJIeMEeHT momynamnuje w € () uma
cBojcTtBOo A. Y Ty cBpxy youmhemo unmurarop morabaja A

1, weA
Ia(w) = { 0, wunaue

Tana je E(I4) = p, ma ce ouemUBame mapaMeTpa p CBOIAA HA OUEHU-
Bame MAaTEMATUYKOI OYEKMBAMa WHIAUKATOPCKOT obenexkja. Ako mper-
MOCTaBMMO Ia Y Y30PKy obuMa n uMa m| ejJeMeHaTa Ca CBOjCTBOM A,

Taaa je
— 1 ny
Tap=-m ==
n n

peJaTUBHA YyYECTAaHOCT CBOjCTBA A y y30PKYy 1 OHA IPENCTABILA HEIIPUC-
TpacHy oOIleHy mapamerpa p. Ilakme, p = TA,n. CpenmekBaaparHa
I'PEIMKa OBE OIIEHE je

a) Kol y30opka ca Bpahamem

- - p(l —p
E(Tan—p)?=D(Tay) = (n %
6) kon y3opka Ge3 Bpahama
- — D(I4) N-n p(l-p) N-
E(Tan—p)?=DIan) = : - :
(Lan =) (ZLan) n N-1 n N-1"
. : p(1—p) n
mTo je 3a Besquky obum momyianuje N npubmmixno —— - | 1 — ~)
n
Jeman on paHuje HaBeAEHUX KPUTEPUjyMa BaJbaHOCTU OIleHe Ouo je
0 —0)? ;
KOJIMYHUK %, rme je 6 craTucTUKa KOjOM OLlemyjeMo mapamMerap 6.

Wckopuctumo oBaj kpurepujym 3a onpebuBame obmmMa y30pKa Koju Ou
006e30e1m0 na ce MOCTUTHE yHAIIPEX 3a0aTa TAYHOCT OIleHe ImapaMeTpa
p. llakae, 3a ynampen 3amato € > 0 u 0 < o < 1 TpaskuMo n 3a KOju

(0; — 0;)?

k
XA

IIpumep 98. Heka je obGenexje X AMCKPETHOT TWMa Ca PACIOAEIOM
P{X = z;} = p;, i = 1,...,k. Banmarak je oueHUTH mapameTpe p; OBe
pacmomesie Ha OCHOBY IPOCTOT CJIyUYajHOT y30pKa.

==

P{Qr <e}=1-—a, 3akojuBaxkmu, Q)=
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Axo ca n; o3HauMMO OpOj IOjaBJLUBAHKA BPEAHOCTU I; V Y30PKY

. o ‘
obuma n, Tama je f; = -t pejaTUBHA yUYECTAaHOCT BPENHOCTU T; Y
V30pKy. 3a oneHy BepoBaTHONE p;, KaO IITO CMO TOKA3AJU y3UMa Ce

p; = fi. 3a Mepy OACTyIama Te OIeHE y3UMa Ce
(fi — pi)?
Y2
OIHOCHO, 3ajeIHNYKa IPOCEUYHa Mepa 3a Imeo y3opak buhe

2

o 1K (fi—pi)
Ur T m

(ni - npi)2

b 11
— n2p; nk -

1

k=

Kao mro je mosmaro, crarucrura
Zk: (ni —np;)?
i— np;

uMa IPUOIMKHO X2~ pacHogeny ca k CTemeHn cia000/e, MTO 3HAUMN

knQ? ~ x2_,, Eama n — oo.

Ilakie,
PlQp<e}=1-a
P{knQ? < kne?} =1 -«
P{x?_ |, <kne’}=1-a.

Cnemu na je kne? kBanTun pena 1 — o ciryyajHe IPpOMEHJBUBE Ca X%—l
pacmomesoM ofakie ce nobuja BEJIUYUNHA kne? = X%_l 1_g, (mTo ce umra
u3 Tabiume 3a Y2 pacmomeny) u

2
~ Xk—11-a
ke2
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6.4 I'ycTumHe pacmomesia CTAaTHUCTHKA IIOPETKA
aliCOJIyTHO HEIIPEKUIHOI TUIIA

Habumo maprunasne rycTrHe CTATUCTUKA MOPETKA Yy Caydajy obe-
neskja X alCcoJNyTHO HENpPEKUAHOr Tumla. Heka je rycTtuna pacromesie
obenexja X o3HauveHa ca f UM HEKa je OHA CTPOrO MO3UTUBHA HA WMHTEP-
Baay (a,b), 3a Heke a,b € Ru a <b, tj. f(z) >0 3a z € (a,b). Tana
je

0, z<a
F(z)=4¢ [T f(w)dw, a<z<b
1, z>b

Ouurnenno, 3a a < x < b je:

b
| — F(z) = F(b) — F(z) = /x F(w)dw.

Haxkae,

gn(tm) = oy " s / P00 F ) ) - )y

a<yp<b.
Kaxo je
/ay2 Flyn)dyr = F(y2).
nobujamo
ay3 F(y2)f(y2)dys = M
jep je F(a) = 0. Tama je:
gn(yn) = n!%ﬂyn)’

OZIHOCHO

gn(yn) = { n(F(yn))n_lf(yn), a<yp<b

0, wuHaue
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U CIUYHO
g1(y1) = n(1—F(y)" ' fly1), a<y <b
1\l 0, wuHaue.
Konmauno, 3a mpoussomuo yj, j = 1,...,n younmmo na je
x F (6%
[t pyde =g
a «
u

1 - F(y))’

/b(l ) fw)dw = ¢ . B>0
y B

ma ce mobuja

g&m:{zﬁﬁ#mﬂ—F@mWNHWWAﬂwxa<%<b

0, wnHaue.

Maprunanny rycruny sekropa (Y;,Y;), Y; <Y, 3a 6uno roje 1 <
1 < j <n u3pauyHaBaMoO Ha cjenehu HauwH:

Yi Yi—1 Y2 Yj Yj
9ij (Yi,yj) = dyi—l/ dyi—2---/ dyl/ dyi+1/ dyit2 ..
a a a Yi

Yi+1

Yj b b b
/y dyj—1 dyj+1/y dyj+2~-/y () f(y1) - f(Yn)dyn -

j—2 Yj 41 n—1
Kako je 3a v >0

(F(y) — F(w))”
g

v _ (Fy) — F(x))
@ gl

Y
[ F @) = F@)y = f(w)dw = -
xr

TO je KOHAYHO MaprrHajHa ryctuHa BekTopa (Y;,Y;) mara ca

9ii (Vi yj) =

(i_l)g(j_?_!l)g(n_j)!(F(yi))i_l(F(yj) - F(yi))j_i_l(l - F(yj))n_jf(yz)f(yj)y
= a<y; <y; <b
0, nuHaUe .
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1. HopmaJsma pacmonesa
P(zp) =p

z 0 1 2 3 4 5 6 7 g 9

0.0 | .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 | .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 | .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 | .0696 .0636 .0675 .0714 .0754
0.2 | .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 | .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 | .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 | .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 | .1554 1591 .1628 .1664 .1700 | .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 | .1915 .1950 .1985 2019 .2054 | .2088 .2123 2157 .2190 .2224
0.6 | .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 | .2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 | 2580 .2612 .2642 2673 .2704 | .2734 2764 2794 .2823 2852
0.8 | .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 | .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 | .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 | .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 | .3413 3438 .3461 .3485 .3508 | .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 | .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 | .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 | .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 | .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 | .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 | .4115 4131 .4147 4162 .4177
1.4 | 4192 4207 4222 4236 4251 | .4265 4279 4202 4306 .4319
1.5 | 4332 4345 4357 4370 4382 | .4394 4406 4418 4420 4441
1.6 | .4452 4463  .4474 4484 4495 | 4505 4515 4525 4535  .4545
1.7 | 4554 4564 4573 4582 4591 | .4599 4608 .4616 .4625 .4633
1.8 | 4641 .4649 4656 .4664 .4671 | .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 | 4713 4719 4726 4732 4738 | .4744 4750 .A756 4761 .4767
2.0 | 4772 4778 4783 4788 4793 | 4798 4803 .4808 4812 4817
2.1 | 4821 4826 .4830 .4834 .4838 | .4842 4846 .4850 .4854 4857
2.2 | 4861 .4864 .4868 .4871 .4875 | .4878 4881 .4884 .4887 .4890
2.3 | 4893 4896 .4898 .4901 .4904 | .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 | 4918 4920 .4922 4925 4927 | .4929 4931 .4932 .4934 4936
2.5 | 4938 4940 4941 4943 4945 | 4946 4948 4949 4951 4952
2.6 | 4953 4955 4956 .4957 4959 | .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 | 4965 4966 .4967 .4968 .4969 | .4970 4971 .4972 4973 .4974
2.8 | 4974 4975 4976 4977 4977 | 4978 4979 4979 4980 .4981
2.9 | 4981 4982 4982 4983 .4984 | .4984 4985 .4985 .4986 .4986
3.0 | 4987 4987 4987 .4988 4988 | .4989 4989 .4989 4990 .4990
3.1 | 4990 4991 4991 4991  .4992 | .4992 4992 4992 4993 .4993
3.2 | 4993  .4993 4994 4994 4994 | .4994 4994 4995 4995 .4995
3.3 | 4995 4995 4995 4996  .4996 | .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 | 4997 4997 4997 4997 4997 | .4997 4997 .4997 4997 .4998
3.5 | 4998 4998 4998 .4998 4998 | .4998 4998 .4998 4998 .4998
3.6 | 4998 .4998 .4999 4999  .4999 | .4999 .4999 4999  .4999  .4999
3.7 | 4998  .4998  .4999 4999 4999 | .4999 .4999 .4999  .4999  .4999
3.8 | 4998 .4998  .4999  .4999  .4999 | .4999 .4999 .4999  .4999  .4999
3.9 | .,5000 .5000 .5000 .5000 .5000 | .5000 .5000 .5000 .5000 .5000
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2. CrynenroBa pacmooneia
£(t)

2p

0,5-p 0,5-p

Pltn] <tnp}=2p

n\p | 0.100 0.200 0.300 0.400 0.450 0.475 0.490 0.495
1 .325 727 1.376  3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 .289 617 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 277 .584 978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 271 .569 941 1.533  2.132 2.776 3.747 4.604
5 .267 .559 920  1.476  2.015 2.571 3.365 4.032
6 .265 .553 906  1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 .263 .549 .896  1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 .262 .546 .889  1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 .261 .543 883  1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 .260 542 879 1.372  1.812 2.228 2.764 3.169
11 .260 .540 876  1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 .259 .539 873  1.356  1.782 2.179 2.681 3.055
13 .259 .538 870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 .258 537 .868  1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 .258 .536 .866  1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 .258 .535 865  1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 257 .534 863  1.133 1.740 2.110 2.567 2.898
18 257 .534 862  1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 257 .533 .861  1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 257 .533 860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 257 .532 .859  1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 .256 532 858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 .256 532 .858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 .256 531 857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 .256 531 .856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 .256 531 .856  1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 .256 531 .855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 .256 .530 855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 .256 .530 .854  1.311 1.699 2.045 2.045 2.462
30 .256 .530 .854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
40 .255 .529 .851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
60 .254 527 .848  1.296 1.671 2.000 2.390 2.660

120 .254 .526 .845 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617
00 .253 .524 842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576
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3. dumepoBa pacmoonesna

ar A

P{Ey v < Foypn; p} =1

3. a) p = 0,990

va \ 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6023 6056
2 98.5 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 99.4 994 994
3 34.1 30.8 29.5 28.7  28.2 27.9 27.7 275 27.3 27.2
4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.5
5 16.3 13.3 12.1 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1
6 13.7 10.9 9.78 9.15 8.75 8.47  8.26  8.10 7.98 7.87
7 12.2  9.55  8.45 7.85  7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62
8 11.3  8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81
9 10.6  8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47  5.35 5.26
10 10.0 7.56  6.55 599 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85
11 9.65 7.21 6.22 5.67  5.32 5.07  4.89 4.74 4.63 4.54
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 450 4.39 4.30
13 9.07  6.70 5.74 5.21 486 4.62 4.44 430 4.19 4.10
14 8.86  6.51 5.56 5.04 4.70 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94
15 8.68 6.36 5.42 489 456 432 4.14 4.00 3.89 3.80
16 8.53 6.23 5.29 477 4.44 420 4.03 3.89 3.78 3.69
17 8.40  6.11 5.19 4.67 434 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59
18 8.29  6.01 5.09 458 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60  3.51
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.7r7  3.63 3.52 3.43
20 8.10 5.85 494 443 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46  3.37
21 8.02 5.78  4.87 437 4.04 3.81 3.64  3.51 3.40  3.31
22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54  3.41 3.30  3.21
24 7.82 5.61 4.72  4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26  3.17
25 7.77T 557 468 4.18 3.86 3.63 3.46 3.32  3.22 3.13
26 7.72 5563 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 329 3.18 3.09
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39  3.26 3.15 3.06
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36  3.28 3.12  3.03
29 7.60 5.42 454 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20  3.09 3.00
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 298
40 7.31 5.18 4.31 3.83  3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80
60 7.08 498 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 2.63
120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 2.47
00 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 2.32
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HacTaBak 3. a)

12 15 20 24 30 40 60 120 v1/va
6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 1
99.4 99.4 994 995 99.5 99.5 99.5 99.5 2
27.1 26.9 26.7 26.6 26.5 26.4  26.3 26.2 3
14.4 14.2 14.0 13.9 13.8 13.7 13.7 13.6 4
9.89 9.72 955 947 9.38 9.29 9.20 9.11 5
7.72 7.56 7.40  4.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6
6.47  6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 7
5.67  5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 8
5.11 4.96  4.81 4.73 4.65 4.57 4.48  4.40 9
4.71 4.56  4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 10
4.40 4.25 4.10 4.02 394 3.86 3.78 3.69 11
4.16  4.01 3.86 3.78 3.70  3.62 3.54  3.45 12
3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34  3.25 13
3.80 3.66  3.51 3.43 3.35 3.27  3.18 3.09 14
3.67 3.52 337 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 15
3.55 3.41 3.26  3.18 3.10 3.02 2.93 2.84 16
3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92 2.83 2.75 17
3.37 3.23 3.08 3.00 2.92  2.84 2.75 2.66 18
3.30 3.15  3.00 2.92 2.84 2.76 2.67  2.58 19
3.23 3.09 2.94 2.86 2.78  2.69 2.61 2.52 20
3.17  3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 21
3.12 2.98 2.83 2.75 2.67  2.58 2.50 2.40 22
3.07  2.93 2.78 2.70 2.62 2.54  2.45 2.35 23
3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 24
2.99 2.85 2.70 2.62 2.54  2.45 2.36 2.27 25
2.96 2.82 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 26
2.93 2.78 2.63 2.55 2.47  2.38 2.29 2.20 27
2.90 2.75 2.60 2.52 2.44  2.35 2.26 2.17 28
2.87 2.73 2.57  2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 29
2.84 2.70 2.55 2.47 239 2.30 2.21 2.11 30
2.66 2.52 2.37  2.29 2.20  2.11 2.02 1.92 40
2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.94 1.84 1.73 60
2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 120
2.18 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.32 oo
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PurmepoBa pacmomesia

ar A

P{Ey v < Foypn; p} =1

3. 6) p=0,975

vo \ 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 648 799 864 900 922 937 948 957 963 969
2 385 39.0 39.2 39.2 393 393 394 394 394 394
3 17.4 16.0 154 15.1 14.9 14.7 14.6 14.5 14.5 14.5
4 12.2  10.6 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84
5 10.0 843 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62
6 881 7.26 6.60 6.23 5.99 582 570 5.60 5.52 5.46
7 8.07 6.54 5.89 552 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30
9 7.21 571 5.08 4.72 4.48 432 4.20 4.10 4.03 3.96
10 6.94 5.46 4.83 447 4.24 407 395 3.85 3.78 3.72
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37
13 6.41 497 4.35 4.00 3.v7 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92
18 598 456 395 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 293 2.87
19 5.92 451 390 3.56 3.33 3.17 3.05 296 2.88 2.82
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 291 2.84 2.77
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 297 287 280 2.73
22 5.79 438 3.78 3.44 3.22 3.05 293 2.84 276 2.70
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 290 2.81 2.73 2.67
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 299 287 2.78 2.70 2.64
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 297 285 2.75 2.68 2.61
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 294 282 2.73 2.65 2.59
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 292 280 2.71 2.63 2.57
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 290 2.78 2.69 2.61 2.55
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 2.53
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51
40 5.42 4.05 3.46 3.13 290 2.74 2.62 253 2.45 2.39
60 5.29 393 3.34 3.01 279 263 251 241 233 2.27
120 5.15  3.80 3.23 2.89 2.67 252 239 230 222 2.6
(o) 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 241 2.29  2.19 2.11 2.05




234 CraTucTruuke TadJuiie

HacraBak 3. 0)

12 15 20 24 30 40 60 120 v1/va
977 985 993 997 1001 1006 1010 1014

—_

39.4 394 394 395 395 395 395 395 2
14.3 143 14.2 141 14.1 14.0 14.0 13.9 3
8.75 8.65 856 851 8.46 8.41 8.36  8.31 4
6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12  6.07 5
5.37 5.27 5.17 5.12 5.07 5.01 4.96  4.90 6
4.67 4.57 4.47 4.42 4.36 4.31 4.25  4.20 7
420 4.10 4.00 3.95 3.89 3.84 3.78 3.71 8
3.87 3.77 3.67 3.61 3.56 3.51 3.45  3.39 9
3.62 3.52 3.42 3.37 3.31 3.26  3.20 3.14 10
3.43 3.33 3.23 3.17 3.12 3.06 3.00 2.94 11
3.28 3.18 3.07 3.02 2.96 2.91 2.85 2.79 12
3.15 3.05 295 289 284 278 2.72 2.66 13
3.05 295 284 279 273 2.67 2.61 2.55 14
296 286 2.76 270 2.64 2.59 2.52 2.46 15
2.89 279 268 2.63 257 251 2.45 2.38 16
2.82 272 262 256 2.50 2.44 2.38 2.32 17

2.77 2,67 2.56
2.72  2.62 2.51
2.68 2.57 2.46
2.64 2.53 2.42
2.60 2.50 2.39

2.50 2.44 2.38 2.32 2.26
2.45 2.39 2.33 2.27 2.20
2.41 2.35 2.29 2.22 2.16
237  2.31 2.25 2.18 2.11
2.33  2.27 2.21 2.14 2.08
2.57 247 236 230 2.24 2.18 2.11 2.04
2.54 244 233 227 221 2.15 2.08 2.01
2.51 241 230 224 2.18 2.12 2.05 1.98 25

2

2

2

2

2

2

1

1

N = =
o ©

NN NN
=W N =

2.49 239 2.28 .22 216 2.09 2.03 1.95 26
2.47 236 2.25 19 0 213 2.07 2.00 1.93 27
2.45 234 2.23 A7 211 2.05 1.98 1.91 28
2.43 232 2.21 .15 2.09 2.03 1.96 1.89 29
2.41 231 2.20 14 2.07 2.01 1.94 1.87 30
2.29 2,18 2.07 .01 1.94 1.88 1.80 1.72 40
2.17 2.06 1.94 .88  1.82 1.74 1.67 1.58 60
2.05 1.94 1.82 .76 1.69 1.61 1.53 1.43 120
1.94 1.83 1.71 1.64 1.57 1.48 1.39 1.27 00
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PurmepoBa pacmomesia

ar A

P{Ey v < Foypn; p} =1

3. B) p=0,950
v\ | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242
2 185 19.0 192 192 193 193 194 194 194 194
3 101 9.55 9.28 9.12 9.0l 894 8.89 885 881 8.79
4 771 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96
5 6.61 579 541 519 5.05 4.95 4.88 4.82 477 4.74
6 5.99 5.4 4.76 4.53 4.39 4.28 421 4.15 4.10 4.06
7 | 559 4.74 435 412 3.97 387 3.79 3.73 3.68 3.64
8 532 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35
9 512 426 3.86 3.63 3.48 3.37 329 3.23 3.18 3.14
10 | 496 4.10 3.71 348 3.33 3.22 3.4 3.07 3.02 2.98
11 | 484 3.98 359 3.36 3.20 3.09 3.01 2095 2.90 2.8
12 | 475 3.89 3.49 326 3.1 3.00 291 285 280 2.75

13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 292 283 2.77 271 2.67
14 4.60 3.74 3.34 3.11 296 285 276 270 2.65 2.60
15 4.54 3.68 3.29 3.06 290 2.79 271 264 259 254
16 4.49 3.63 3.24 3.01 285 2.74 266 259 254 2.49
17 4.45 359 3.20 296 281 2.70 2.61 255 2.49 245

18 4.41  3.55 3.16 2.93 277 2.66 2.58 251 2.46 2.41
19 4.38 3.52 3.13 290 274 2.63 254 248 2.42 2.38
20 4.35 3.49 3.10 287 271 260 251 245 239 2.35
21 4.32  3.47 3.07 2.84 268 2.57 249 242 237 2.32
22 4.30 3.44 3.05 2.82 266 255 246 240 2.34 2.30
23 4.28 3.42 3.03 280 2.64 253 244 237 232 227
24 4.26  3.40 3.01 2.78 262 251 242 236 230 2.25
25 4.24 339 299 276 260 249 240 234 228 2.24
26 4.23 337 298 2.74 259 247 239 232 227 2.22
27 4.21  3.35 296 2.73 257 246 237 231 225 2.20
28 4.20 3.34 295 271 256 245 236 229 224 2.19
29 4.18 3.33 293 2.70 2.55 2.48 235 2.28 222 218
30 4.17 3.32 292 269 253 242 233 227 221 2.16
40 4.08 3.23 2.84 261 245 234 225 218 2.12 2.08
60 4.00 3.15 2.76 2,53 237 2.25 217 210 2.04 1.99
120 3.92 3.07 268 245 229 218 2.09 2.02 196 1.91
oo 3.84 3.00 260 237 221 210 201 194 187 1.83
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HacTaBak 3. B)

12 15 20 24 30 40 60 120 | vi/ve
244 246 248 249 250 251 252 253
19.4 194 194 195 19.5 195 19.5 195
8.74 870 8.66 8.64 862 859 857 8.55
591 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66
4.68 4.62 456 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40

1
2
3
4
5
4.00 394 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 6
3.57 3.51 3.44 3.41 338 3.34 3.30 3.27 7
3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 297 8
3.07 3.01 294 290 286 283 2.79 2.75 9
291 285 277 274 270 266 2.62 2.58 10
2.79 272 2.65 2.61 257 253 249 245 11
2.69 2.62 254 2.51 247 243 238 2.34 12
2.60 2.563 2.46 242 238 234 230 2.25 13
253 246 239 235 231 227 222 218 14
2.48 240 233 229 225 220 216 2.11 15
2.42 235 228 224 219 215 2.11 2.06 16
2.38 231 223 219 215 210 2.06 2.01 17
2.34 227 219 215 211 2.06 2.02 1.97 18
2.31 223 216 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 19
2,28 220 212 2.08 204 199 195 1.90 20
2.25 218 2,10 2.05 201 196 1.92 1.87 21
2.23 215 2.07 203 198 194 1.89 1.84 22
2.20 213 205 201 196 191 186 1.81 23
2.18 211 2.03 198 194 189 1.84 1.79 24
2.16 2.09 201 196 192 187 1.82 1.77 25
2.15 2.07 199 195 190 185 1.80 1.75 26
2.13 2.06 197 193 188 184 1.79 1.73 27
2,12 2.04 196 191 187 182 1.77 1.71 28
2.10 2.03 194 190 185 181 1.75 1.70 29
2.09 201 193 189 184 1.79 1.74 1.68 30
2.00 192 184 179 1.74 169 1.64 1.58 40
1.92 184 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 60
1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 120
1.75 1.67 1.57 152 146 139 1.32 1.22 00
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4. X2 pacnonesna

P{x2 <xiZ ,b=v»

)4

>

n\p | 0.005 0.010 0.025 0.050 | 0.95 0.975 0.990 0.995
1 .0000 .0002 .0010 .0039 | 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .103 5.99 7.38 9.21 10.6
3 0717 115 .216 .352 7.81 9.35 11.3 12.8
4 .207 .297 .484 711 9.49 11.1 13.3 14.9
5 412 .554 .831 1.15 11.1 12.8 15.1 16.7
6 676 872 1.24 1.64 12.6 14.4 16.8 18.5
7 .989 1.24 1.69 2.17 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.34 1.65 2.18 2.73 15.5 17.5 20.1 22.0
9 1.73 2.09 2.70 3.33 16.9 19.0 21.7 23.6
10 2.16 2.56 3.25 3.94 18.3 20.5 23.2 25.2
11 2.60 3.05 3.82 4.57 19.7 21.9 24.7 26.8
12 3.07 3.57 4.40 5.23 21.0 23.3 26.2 28.3
13 3.57 4.11 5.01 5.89 22.4 24.7 27.7 29.8
14 4.07 4.66 5.63 6.57 23.7 26.1 29.1 31.3
15 4.60 5.23 6.26 7.26 25.0 27.5 30.6 32.8
16 5.14 5.81 6.91 7.96 26.3 28.8 32.0 34.3
17 5.70 6.41 7.56 8.67 27.6 30.2 33.4 35.7
18 6.26 7.01 8.23 9.39 28.9 37.5 34.8 37.2
19 6.84 7.63 8.91 10.1 30.1 32.9 36.2 38.6
20 7.43 8.26 9.59 10.9 31.4 34.2 37.6 40.0
21 8.03 8.90 10.3 11.6 32.7 355 38.9 41.4
22 8.64 9.54 11.0 12.3 33.9 36.8 40.3 42.8
23 9.26 10.2 11.7 13.1 35.2 38.1 41.6 44.2
24 9.89 10.9 12.4 13.8 36.4 39.4 43.0 45.6
25 10.5 11.5 13.1 14.6 37.7 40.6 44.3 46.9
26 11.2 12.2 13.8 15.4 38.9 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 40.1 43.2 47.0 49.6
28 12.5 13.6 15.3 16.9 41.3 44.5 48.3 51.0
29 13.1 14.3 16.0 17.7 42.6 45.7 49.6 52.3
30 13.8 15.0 16.8 18.5 43.8 47.0 50.9 53.7
40 20.7 22.2 24.4 26.5 55.8 59.3 63.7 66.8
50 28.0 29.7 32.4 34.8 67.5 71.4 76.2 79.5
60 35.5 37.5 40.5 43.2 79.1 83.3 88.4 92.0
70 43.3 45.4 48.8 51.7 90.5 95.0 100 104
80 51.2 53.5 57.2 60.4 102 107 112 116
90 59.2 61.8 65.6 69.1 113 118 124 128
100 67.3 70.1 74.2 77.9 124 130 136 140
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5. Pacmonena KosmmMoroposa

A
f(D, ) l-a

dn;l—a

P{Dn > dn; l—a} =«

n\«a 0.200 0.150 0.100 0.050 0.010
1 .900 .925 .950 975 1995
2 .684 .726 776 .842 .929
3 .565 597 .642 .708 .829
4 .494 .525 .564 .624 734
5 446 474 510 .563 .669
6 410 .436 470 521 .618
7 .381 405 438 .486 BTT
8 .358 .381 411 457 .543
9 .339 .360 .388 432 514
10 .322 .342 .368 .409 .486
11 307 .326 .352 391 1468
12 .295 313 .338 375 .450
13 .284 .302 .325 .361 433
14 274 .292 314 .349 418
15 .266 .283 .304 .338 .404
16 .258 274 .295 .328 391
17 .250 .266 .286 .318 .380
18 .244 .259 278 .309 .370
19 237 .252 272 .301 .361
20 .231 .246 .264 .294 .352
25 .210 .220 .240 .264 .320
30 .190 .200 .220 .242 .290
35 .180 .190 .210 .230 .270
40 .190 .230
50 .190 .230
60 .170 .210
70 .160 .190
80 .150 .180
90 .140
100 .140

ACHUMITOTCKA
hopMmyma %%% %%% %%% %%g %%%
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6. Cayuajau O0pojeBu

51772 74640 42331 29044 46621
24033 23491 83587 06568 21960
45939 60173 52078 25424 11645
30586 02133 75797 45406 31041
03585 79353 81938 82322 96799
64937 03355 98683 20790 65304
15630 64759 51135 98527 62586
09448 56301 57683 30277 94623
21631 91157 77331 60710 52290
91097 17480 29414 06829 87843
62898 93582 04186 19640 87056
21387 76105 10863 97453 90581
55870 56974 37428 93507 94271
86707 12973 17169 88116 42187
85659 36081 50884 14070 74950
55189 00745 65253 11822 15804
41889 25439 88036 24034 67283
85418 68829 06652 41982 49159
16835 48653 71590 16159 14676
28195 27279 47152 35683 47280
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O ayTopy

Ip Bumana Ilomosuh je pobena y Humy 1954. romume. AxameMcku
Ha3WB QUIIOMUPAHN MaTeMaTUdap CTekaIa je Ha Pumozodpckom ¢pakymi-
rery y Humy 1976. rommme. Marucrapcky te3y (1982) m morropcky
nucepranujy (1990) onbpanunina je na Maremaruurom parynrery [TMP-
a y Beorpany.

YHUBEP3UTETCKY Kapujepy nmounme Ha PuimozopcroM parynrery y
Humry 1979. romuue. Ilo m3nBajamy Ilpupomno-maremMaTnykor dakyi-
teta n3 Punoszodckor, mocraje HACTABHUE HOBOOCHOBaHOT IIpmpomHo-
MaTeMaTU4YKor ¢akxynrera. Jlamac je pemoBHM npogecop M Ipenaje
BUIIIE MPEAMeTa BE3aHUX 38 MATEeMATUYKY CTATUCTUKY. Y CBOjOj HAC-
TABHUYKO] Kapujepu buna je anraxoBana Ha [lpupomgHo-mareMaTrnykoM
pakynrery YHuusepsurera y Ilpummruan (manac ca cemumrem y Ko-
COBCKO] MuTpoBUIN), HA OCHOBHUM U MOCJIEIUILIIOMCKUM CTYIjaMa Ha
I'pabeBunckoMm pakynrery Y Husepsurera y Humy (nanac I'pabeBurcro—
APXUTEKTOHCKOM ), Kao u Ha Pusozodcrom parynrery, Crynujcka rpyna
3a MCUXOJIOTU]y, ¥ HuBep3TeTa y Hurmry.

Onm 1983. romube je aHra)KOBaHa, Ha peaJU3alUjy HAYYHUX IPO-
jekara, rae je Omiaa m PYyKOBOIUIAIl HAYYHOT 330aTKA HA MOTIPOjEKTY
” Croxactuuka anaiausa’. Duma je koopamaaTtop MebhyHapomHor Hay-
yror nmpojexra ”Asset and Liability Management”.

Buna je pyxkosomunan mehyuapomuor macrasuor npojexra ” Advanced
Mathematics”.

O6jaBuna je Behu 6poj HAYUYHUX PaNOBa W YUYECTBOBAJA y PALy U
OPraHM30BaKkYy BUINE HAYUYHUX CKYyNOBa Kako momahmx tako m meDhyHa-
pomaux. OGjaBuisa je Buime yubeHUKa U jeqHy 30UPKY 3amaTaka.

Penensupana je Bume yupbenuka um jenny moHorpadujy. Perenzent
je Bume HayuHUX yacomuca. Pedepume 3a ”Mathematical Reviews”.

UnaH je ypemHUIITBA Yy YETUPU MHOCTPAHA HAYYHA YACOIHUCA.

Unan je Craructuurkor apymrBa Cpbuje, JYIIUM-a, Ilpymrsa
maTeMaruuapa Cpbuje, Cprnckor HAYYHOT MATEMATUYKOT APYIITBA U
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American Mathematical Society. Pyropomuaarn je CraTtucTuuke pamauo-
uune acturyra 3a marematury [IM®-a y Humy.

AHraxyje ce Ha MOMYJapPU3AINU MATEMATUUKE CTATUCTUKE KAO IIIH-
POKO IPUMEHJBUBE HAYYHE NUCIUILINHE 3aJa:KyNU ce IPU TOME 3a HEeHY
IPaBUJHY U a€KBATHY IPUMEHY Ca jJACHUM NUJ/bEBUMA U CTPOTUM IPUH-
OUINMa CTATUCTUYKOT 3aKJbyUnBarkha. 3avYeTHUK je OaBjbhema MaTeMa-
TUYKOM CTATUCTUKOM Ka0 HAYYHOM IUCIUIIIMHOM Ha Y HUBEDP3UTETY Y
Humy.
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