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PREDGOVOR

Ova doktorska disertacija posvetena je izucavanju Teorema Weylovog tipa i
uopStenim inverzima, a zasnovana je na originalnim rezultatima. Svi rezultati koji
su dokazani u ovoj disertaciji, nalaze se u publikovanim radovima [25, 29, 33, 123],
ili u radovima poslatim za publikovanje [26, 27, 30, 31]. Ona je nastavak istrazivanja
zapocetog na magistarskim studijama (Harteov doprinos Fredholmovoj teoriji, Mag-
istarska teza, Univerzitet u Nisu, Filozofski fakultet, 1996.). Osnovna oblast kojoj ova
disertacija pripada, je Teorija operatora. Fredholmova teorija operatora, koju sam
izucavao na magistarskim studijama, implicirala je istrazivanja i postizanje rezultata
u ovoj oblasti. Ova napomena je neophodna za potpunije razumevanje predlozene
teme. Sa jedne strane Fredholmova teorija operatora inicirala je izucavanje klase
operatora koji zadovoljavaju teoremu Weyla (videti dole), a pored toga poznavanje
Fredholmove teorije operatora od velike je vaznosti za izucavanje teorije Uopstenih
inverza sa stanovista Teorije operatora i Linearne algebre.

Objasnimo sada na koju se teoremu Weyla odnose istrazivanja u ovoj disertaciji.
Neka su nadalje T' i S ograniceni linearni operatori na kompleksnom beskonac¢no-
dimenzionalnom Banachovom prostoru X i ozna¢imo sa o(7T) spektar od T. Za
samokonjugovan operator na Hilbertovom prostoru postoji (verovatno) samo jedan
rezonski nacin da se definiSe esencijalni spektar o, a to je skup o; svih tacaka spek-
tra osim izolovanih sopstvenih vrednosti konacne visestrukosti. Klasicna Weylova
teorema [H. Weyl, Rend. Circ. Mat. Palermo 27 (1909), 373-392; Jbuch 40,
395] tvrdi da ako su T' i S samokonjugovani operatori i S kompaktan operator,
tada je oy(T + S) = o0;(T). Za samokonjugovane operatore lako se dokazuje da
je oi(-) najveéi podskup spektra sa ovom osobinom. To je motivacija za druge
definicije esencijalnog spektra kao najve¢eg podskupa spektra koji je invariantan u
odnosu na proizvoljne kompaktne ili kompaktno komutirajuée perturbacije, u oznaci

0,(T) = (Ho(T + S5): S kompaktan operator }, ili 04(T) = ({o(T' +S) : TS =
1
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ST, S kompaktan operator}. Prva definicija daje poznati Weylov (Schechterov) es-

encijalni spektar, a druga je Browderov esencialni spektar.

Cetvrti nacin za definiciju esencijalnog spektra proizvoljnog operatora T je da se
uzme komplement skupa svih s za koje operator s — 1" ima izvesna Fredholmova
svojstva. Napomenimo da je operator T semi-Fredholmov ako je slika R(T') od T
zatvoren podskup i, ako je jos, ili a(T) < oo (a(T) = dimN(T), N(T) je jezgro od
T)ili B(T) < oo ( B(T) je kodimenzija od R(T)); kaze se da je T' Fredholmov ope-
rator ako je a(T') < oo i B(T) < co. Ako je T semi-Fredholmov operator, indeks od
T, i(T), definise se sa i(T) = «(T) — B(T), i ima znacajnu ulogu u Teoriji operatora.
M. Schechter [Bull. Amer. Math. Soc. 71 (1965), 365-367; MR 30#5167] je dokazao
da je 0, (T) komplement u o(7") od {s € C: s — T je Fredholmov operator indeksa
nula}. Imajuéi u vidu osobine samokonjugovanih operatora prirodno je navesti da
neki operator T' na Banachovom prostoru ispunjava (zadovoljava) Weylovu teoremu
ako je o,(T) = o(T) \ moo(T"), gde je moo(T") skup izolovanih tacaka skupa o(T") koje
su sopstvene vrednosti konac¢ne viSestrukosti. Rezultati u ovom smeru su izuzetno
brojni, videti na primer [K. Gustafson, Michigan Math. J. 19 (1972), 71-81], ili [V.
Rakocevi¢, Esencijalni spektar i Banachove algebre, Doktorska disetacija, Univerzitet
u Beogradu, Prirodno-matematicki fakultet, 1983]. Izmedju ostalog, rezultati ovih is-
trazivanja primenjuju se u teorijskoj fizici i konturnim problemima za sisteme obi¢nih
i parcijalnih diferencijalnih jednacina. Operator 1" na Banachovom prostoru kaze se
da ispunjava a-Weylovu teoremu (ovo se moze nazvati teorema Weylovog tipa) ako je
Oea(T) = 04(T) \ ma0(T), gde je 0,(T) aproksimativni tackasti spektar operatora 7T,
7a0(T) skup sopstvenih vrednosti operatora T konacéne geometrijske visestrukosti, i te
sopstvene vrednosti su izolovane tacke u o, (1), a 0., (T') je esencijalni aproksimativni
tackasti spektar operatora T' (V. Rakocevi¢, On one subset of M. Schechter’s essential
spectrum, Mat. Vesnik, 5(18)(33) (1981), no. 4, 389-391; V. Rakocevié, On the essen-
tial approximate point spectrum. II. Mat. Vesnik, 36 (1984), no. 1, 89-97). Poznato
je da ako operator zadovoljava a-Weylovu teoremu, onda on zadovoljava i Weylovu
teoremu, a da obrnuto nije u opstem slucaju ta¢no (V. Rakocevié¢, Operators obeying
a-Weyl’s theorem, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. (1989), no. 10, 915-919.)
Rezultati iz radova [25, 29, 33| odnose se na izucavanje klase operatora koji zadovol-
javaju Weylovu i a—Weylovu teoremu. Razmatraju se kvazihiponormalni operatori, i

pored ranije navedenih esencijalnih spektara i Browderov esencijalni aproksimativni
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spektar (V. Rakocevié¢, Approximate point spectrum and commuting compact per-
turbations, Glasgow Math.J. 28 (1986), no. 2, 193-198). Rezultati se odnose na:
teoreme o preslikavanju spektara ili delova spektara analitickim funkcijama, pertur-
bacije kona¢no dimenzionalnim ili nilpotentnim operatorima, uopstenu invertibilnost
operatora, i primene ovih rezultata i metoda na posebne klase operatora. Delovi
istrazivanja iz radova [30, 31, 123, 124], u vezi su sa prethodnim istrazivanjima, i
sa drugim delom disertacije koji se odnosi na uopstenu invertibilnost. Ovde bi se
izuCavao pristup uopstenoj invertibilnosti zasnovan na klasi¢cnim radovima radovima
Moorea, Penrosea i Drazina a u vezi sa aktuelnim istrazivanjima iz Teorije opera-
tora, Linearne algebre, Teorije aproksimacija i Numericke analize (videti na primer
[S.R. Caradus, Generalized Inverse and Operator Theory, Kingston, Ontario, Queen’s
University, 1978] ili [C. W. Groetsch, Generalized Inverse of Linear Operators, Rep-
resentation and Approximation, Marcell Dekker, Inc., New York and Basel, 1977]).
Neki rezultati odnose se na Fredholmovu teoriju i uopstene inverze, prema orig-
inalnim rezultatima iz radova [26, 27, 28], a istrazivanje je inspirirsano najnovijim
dostignuéima iz oblasti perturbacije spektara [D. Hong-Ke, P. Jin, Proc. Amer. Math.
Soc. 121, (1994); J. K. Han, H, Y. Lee, Proc. Amer. Math. Soc.]; semi-Browderovih
spektara kvazislicnih operatora [Z. Yan, Kobe J. Math. 8 (1991); D. A. Herrero,
Canad. J. Math. 40 (1988) |; konzistentnih operatora [W. Gong, D. Han, Proc.
Amer. Math. Soc. 120 (1994) ]. U ovoj disertaciji uopsteni su mnogi rezultati iz

pomenutih radova, a istrazivanje obuhvata i neke nove pristupe u ovim oblastima.
Svi rezultati izlozeni su u cetiri glave.
U prvoj glavi, Uvodu, prikazani su neophodni pojmovi i stavovi koji se koriste.

Druga glava posveéena je teoremama Weylovog tipa i bliskim oblastima Fred-
holmove teorije operatora na Banachovim i Hilbertovim prostorima, koja je inicirana
radovima profesora Rakocevic¢a [100, 101, 102]. Do sada je objavljeno oko ¢etrdeset
radova iz ove oblasti u poznatim medunarodnim casopisima. U prvom odeljku
izucavamo a-Weylovu teoremu i preslikavanja spektara regularnim funkcijama.
Odeljak je uraden prema delovima rada [29], a pretstavlja uopstenja rezultata iz
radova Oberaia [89, 90], uz neke originalne pristupe i metode. Glavni rezultati jesu

Teorema 2.1, Teorema 2.3, Teorema 2.5 i Posledica 2.6. U ovom odeljku se generalisu
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novim metodama neki rezultati Prasannae [97]. Teorema 2.7 i Posledica 2.8 ovog
odeljka su deo rada [33]. Naredni odeljak povezuje grupni inverz i a-Weylovu
teoremu. Pokazuje se da egzistencija grupnog inverza nekog operatora implicira niz
tvrdenja relevantnih za Weylovu teoremu. Ovaj odeljak predstavlja generalizaciju
rada [81]. Originalni rezultati Teorema 2.10 i Teorema 2.11 sadrzani su u radu [25]. U
ovoj glavi izlozen je i odeljak posvecen perturbacionim rezultatima. Proucavane
su perturbacije komutiraju¢im nilpotentnim i kona¢no dimenzionalnim operatorima.
U ovom odeljku generalisani su radovi [90] i [82]. Originalni rezultati jesu Teorema
2.13, Teorema 2.15 iz rada [29], Teorema 2.16 i Teorema 2.17 iz rada [25]. Neke speci-
jalne klase operatora igraju znacajnu ulogu prilikom izucavanja teorema Weylovog
tipa. Najvazniji razlog je taj sto je u opstem slucaju tesko odrediti da li odreden
operator zadovoljava neku od teorema Weylovog tipa. Stoga, proucavamo kvazi-
hiponormalne operatore na Hilbertovom prostoru. Rezultati se odnose (sada i u
ovom specijalnom slu¢aju) na teoreme o preslikavanjima spektara i delova spektara,
kao i operatora (funkcionalnim ra¢unom). U ovoj sekciji generaliSemo rezultate iz
radova [37], [90], [82], [118]. Originalni rezultati su Teorema 2.20, Teorema 2.21 iz
rada [29], kao i Teorema 2.22 i Teorema 2.23 iz rada [25]. Posebno je interesantno
problem prirodan za operatore na Banachovom ili Hilbertovom prostoru, posmatrati
opstije, u Banachovim algebrama. U odeljku Apstraktna razmatranja obradena
je Weylova teorema u primitivnim Banachovim algebrama. Originalni rezultati Teo-

rema 2.27 i Teorema 2.29 nalaze se u radu [25].

Trec¢a glava Generalisani inverzi, posveéena je reprezentaciji, izracunavanju
i karakterizaciji generalisanih inverza i raznih veli¢ina vezanih za generalisane in-
verze. Obradeni su refleksivni generalisani inverzi i Moore-Penroseov inverz operatora
na Hilbertovim prostorima i Drazinov inverz operatora na Banachovim prostorima.
Takode izvesna paznja posvecena je i Drazinovom inverzu u Banachovim algebrama.
Deo rezultata se odnosi na dekompoziciju potpunog ranga uopsteno invertibilnih
operatora u smislu Bouldina [14] i Caradusa [18]. Originalni rezultati su Teorema
3.4 i Teorema 3.5, gde su opisane razne potklase skupa svih refleksivnih generalisanih
inverza, kao i tezinski Moore-Penroseov inverz operatora na Hilbertovom prostoru.
Originalni rezultati su preuzeti iz rada [30]. U odeljku Teoreme Groetchovog tipa

pokazan je nacin za izracunavanje raznih skupova generalisanih inverza ogranicenog
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operatora, uz koris¢enje dekompozicije potpunog ranga i Groetchove reprezentacione
teoreme [46]. Do sada nema sli¢nih pristupa u poznatoj lieraturi. Originalni rezul-
tati ove sekcije jesu Teorema 3.7, Posledica 3.8, Propozicija 3.9, Teorema 3.10, koji
predstavljaju deo rada [30]. Napominjemo da je u ovom odeljku uopsten rad [123].
U odeljku Drazinov inverz i uopstenja razmatrane su reprezentacije Drazinovog i
generalisanog Drazinovog inverza elemenata u Banachovim algebrama, i operatora na
Banachovim prostorima. Proucavana je karakterizacija Drazinovog indeksa elementa
u Banachovoj algebri u termima egzistencije odredenih grani¢nih procesa. Takode,
pokazan je odnos egzistencije Drazinovog inverza operatorske matrice u zavisnosti od
egzistencije Drazinovog inverza ulaznih operatora te matrice. Odeljak je preuzet iz
radova [31, 26]. Originalni rezultati su Teorema 3.15, Teorema 3.16, Teorema 3.19,

Propozicija 3.20, Teorema 3.22, Teorema 3.26 i Teorema 3.27.

Poslednja, cetvrta glava, odnosi se na uopStene inverze i Fredholmovu
teoriju. U ovoj glavi su medusobno isprepletani razni rezultati, koji su prirodni
nastavak istrazivanja iz prethodne dve glave.

Obradene su perturbacije spektara specijalnih gornje trougaonih matrica,
¢iji elementi jesu operatori na Banachovim ili Hilbertovim prostorima. Podsticajna
tacka je rad [68]. U ovom odeljku prouc¢avane su perturbacije mnogih delova spektra
koji se javljaju u Fredholmovoj teoriji. Originalni rezultati Teorema 4.3, Teorema 4.4,
Posledica 4.5, Teorema 4.6 i Teorema 4.7 odnose se na aproksimativni tackasti spek-
tar i defektni spektar operatora. Rezultati Teorema 4.9, Posledica 4.10, Posledica
4.11, Propozicija 4.12 i Propozicija 4.13 odnose se na esencijalni, levi i desni Fred-
holmov spektar operatora. Na Browderov spektar se odnose Teorema 4.14 i Teorema
4.15. Svi rezultati opisani do sada u ovom odeljku ¢ine rad [26]. Esencijalni i Weylov
spektar operatora na Banachovom prostoru opisani su u originalnim rezultatima Teo-
rema 4.17, Posledica 4.18, Teorema 4.20 i Posledica 4.22. U drugom odeljku cetvrte
glava istrazuju se semi-Browderovi spektri kvazisliénih operatora. Odeljak
predstavlja uopstenje rada [131]. Poznato je da su spektri kvazislicnih operatora u
opstem slucaju razliciti, i stoga je prirodno posmatrati razne delove spektra, kao
Sto je semi-Browderov spektar. Originalni rezultati ovog odeljka Teorema 4.25, Teo-
rema 4.26, Posledica 4.27, Posledica 4.28, Posledica 4.30, Teorema 4.32, Posledica

4.32 i Teorema 4.34 nalaze su radu [27]. Poslednji odeljak cetvrte glave posveéen
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je istrazivanju konzistentnih operatora. Istrazivanje je inicirano radom [44], ali
po svojoj sadrzini i obimu prevazilazi polazne ideje. Naime, u ovom odeljku je uve-
dena veoma opsta definicija operatora konzistentnih u nekom skupu. Razmatrani su
operatori konzistentni u skupu: invertibilnih operatora, levo ili desno invertibilnih
operatora, Fredholmovih operatora, levo ili desno Fredholmovih, Weylovih i Brow-
derovih operatora. Originalni rezultati jesu Teorema 4.36, Teorema 4.39, Teorema
4.42, Teorema 4.43, Teorema 4.44, Teorema 4.45, Posledica 4.46, Posledica 4.47,
Posledica 4.48, Teorema 4.49, Teorema 4.51, Teorema 4.52 i Teorema 4.53.



1. GLAVA

uvoD

U ovoj glavi pomenu¢emo osnovne pojmove i oznake iz funkcionalne analize i
teorije operatora, koje kasnije koristimo. IzloZena teorija je preuzeta iz dobro poznate
i bogate literature [2, 4, 5, 7, 10, 11, 17, 18, 19, 34, 35, 36, 43, 47, 52, 57, 65, 78, 87,
88, 104, 109, 110, 111, 116, 122, 126, 127, 133].

Topoloske oznake. U ovoj disertaciji zadrzane su standardne oznake topoloskih
pojmova. Za podskup K topoloskog prostora 7T, int K oznacava unutrasnjost, acc K
oznacava skup svih tacaka nagomilavanja, K oznacava zatvorenje, 0K oznacava rub

(granicu) skupa K, iso K oznacava skup izolovanih tacaka skupa K..

Dimenzija. Ako je V vektorski prostor, onda je dim(V) njegova dimenzija. U
slucaju kada je V Banachov prostor, onda vazi slede¢a standardna konvencija: dim V'
= 00 prosto oznacava da je V beskona¢no dimezionalan Banachov prostor, pri ¢emu
se ne upustamo u razmatranje kardinalnosti algebarske baze prostora V. Medutim,
ako je V Hilbertov prostor, onda dim V' uvek oznacava Hilbertovu dimenziju prostora
V.

Operatori i spektri. Neka su X i Y kompleksni beskona¢no dimenzionalni Bana-
chovi prostori, £(X,Y") je Banachov prostor svih ograni¢enih operatora iz X uY, a
L(X) je Banachova algebra svih ogranic¢enih operatora na X. Za T € L(X,Y) neka
je N(T) = {z € X : Tz = 0} jezgro, a R(T) = {Tx : x € X} slika operatora T
Takode, a(T) = dim N (T) i B(T) = dim X/R(T).

Kazemo da je zatvoren potprostor M prostora X komplementaran u X, ako postoji

zatvoren potprostor N od X, tako da vazi

X=M®®N.
7



8 UvVOD

U tom sluc¢aju postoji jedinstvena projekcija P € £(X) sa X na M paralelno sa N,
odnosno P? = P, R(P) =M i N(P) = N.

G(X), GI(X) i Gr(X), redom, oznacava skup svih invertibilnih, levo invertibilnih
i desno invertibilnih operatora na X. Dobro je poznato da T' € G;(X) ako i samo
ako je N(T) = {0} a R(T) je zatvoren i komplementaran potprostor od X. Takode,
T € G.(X) ako i samo ako je R(T) = X i N(T) je komplementaran potprostor od
X.

Sa KC(X) oznacavamo (zatvoreni dvostrani) ideal svih kompaktnih operatora na
X. Takode, F(X) oznacava (dvostrani) ideal svih kona¢no dimenzionalnih operatora
na X. Calkinova algebra na Banachovom prostoru X je koli¢nicka algebra C(X) =
B(X)/K(X),an:B(X)— C(X) je prirodni algebarski epimorfizam.

Spektar operatora T je o(T'), a rezolventni skup je p(T") = C\o (7).

Tackasti spektar operatora T je skup 0,(T) ={A € C: 0 < dimN (A —T)}.

Sa 0,(T) oznatavamo aproksimativni tackasti spektar operatora T' € L(X), defi-

nisanog na slede¢i nacin:
0a(T) ={A € C: X —T nije 1-1 sa zatvorenom slikom}.

Ocigledno vazi 0,(T") C 04(T).

Defektni spektar operatora T definisan je kao
04(T) = {X € C: X — T nije surjekcija }.
Dobro je poznato da vazi do(T) C 04(T) Noq(T).
Uspon i pad operatora. Za T € L(X) slededi lanci inkluzija su ocigledni:
{0y CcN(T)CcN(T*HC--, X=R(T)DR(T*) D---.

Najmanji broj n > 0 (ako postoji) za koji vazi N (T™) = N(T™*!), naziva se uspon
(rast, engl. ascent) operatora T i u tom sluc¢aju pisemo asc(7) = n. Ukoliko ni
jedan takav n ne postoji, kazemo da je T beskona¢nog rasta i pisemo asc(T) = co.
Analogno, najmanji broj n > 0, (ako postoji), za koji vazi R(T™) = R(T™1), naziva
se pad (engl. descent) operatora T i u tom sluc¢aju pisemo des(7") = n. Ukoliko ni

jedan takav n ne postoji, kazemo da je T beskonacnog pada i pisemo des(T') = oc.
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Ako je asc(T') < oo ides(T') < oo, onda je asc(T) = des(T') = p. U tom slucjau
je X = R(T?) @ N(T?) i ova dekompozicija redukuje operator T'. Takode, asc(T) =
des(T') = p < oo ako i samo ako je tacka A = 0 pol reda p rezolvente A — (A — A)~1.

Ova ¢injenica je posebno relevantna kada je u pitanju Drazinov inverz operatora T

Semi-Fredholmovi operatori. Od posebnog interesa u teoriji operatora su semi-
Fredholmovi i Fredholmovi operatori. Operator T' € L(X,Y) je Fredholmov, ako
je:

R(T) =R(T), ,a(T)<oo i B(T) < oc.

Operator € L£(X,Y) je semi-Fredholmov, ako je R(T) = R(T) i: «o(T) < oo, ili
B(T) < oo. Specijalno, skup gornjih semi-Fredholmovih operatora oznac¢avamo sa
¢, (X,Y) i definisemo kao

O, (X,Y)={T € L(X,Y) : R(T) je zatvoren i o(T) < o0},
a skup donjih semi-Fredholmovih operatora oznacavamo sa ®_(X,Y") idefinisemo kao
O_(X,Y)={T € L(X,Y) : R(T) je zatvoren i B(T") < oo}.

Skupovi 1 (X,Y), ®_(X,Y)i®(X,Y) suotvoreni. Takode, skupovi (X)), ¢_(X)
i ®(X) su multiplikativne semigrupe.

Za T € L(X) Atkinsonova teorema tvrdi da je T € ®(X) ako i samo ako je 7(7T)
invertibilan elemenat u Calkinocoj algebri C(X).

Operator T' € L(X,Y) je levo Fredholmov, ako je T' € ®, (X,Y) 1 R(T) je komple-
mentaran poptprostor od Y. Sa ®;(X,Y’) ozna¢avamo skup svih levo Fredholmovih
operatora iz £(X,Y"). Skup ®;(X,Y") je otvoren skup u L(X,Y). Ako je T' € L(X),
onda je T' € ®;(X) ako i samo ako je 7(T") levo invertibilan u C(X). Skup ®;(X) je
multiplikativna semigrupa u £(X).

Operator T € L(X,Y) je desno Fredholmov, ako je T € ®_(X,Y) i N(T) je
komplementaran potprostor od X. Sa ®,.(X,Y’) oznacavamo skup svih desno Fred-
holmovih operatora iz £(X,Y’). Skup ®,(X,Y") je otvoren podskup od L(X,Y). Ako
jeT € L(X), onda je T € ®,.(X) ako i samo ako je w(T") desno invertibilan u C(X).
Skup @, (X) je mutliplikativna semigrupa u £(X).

Indeks operatora 7' € & (X) U ®_(X) definisan je sa i(T") = a(T) — B(T'). Pres-
likavanje T' — i(T) je neprekidna funkcija na &4 (X)U®_(X). Preciznije, T' — i(T)
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je konstanta na svakoj povezanoj komponenti skupa semi-Fredholmovih operatora.
Takode, ako je T, 5, TS € &, (X)(ili®_(X) ) onda je i(TS)i(T) + i(S5).

Od posebnog interesa su Fredholmovi operatori indeksa nula, ili Weylovi operatori:
Q0(X) = {T € ®(X) : i(T) = 0}. Skup Weylovih operatora ®,(X) takode ¢ini
muliplikativnu otvorenu semigrupu. Ekvivalentno, T' je Weylov operator ako i samo
ako je T'= A+ K, gde je A invertibilan operator, a K € K(X).

Od posebnog interesa jesu i sledeéi skupovi [100]:

O (X)={T € ®y(X):i(T) <0}, ®H(X)={Ted_(X):iT) >0}

Operator T' je Browderov (Riesz-Schauderov), ako je T' € ®(X) i asc(T) =
des(T) < oo. Jedan od ekvivalenata je da se T' moze napisati kao suma T'= A + K,
gde je A invertibilan operator, K € K(X) i1 K = KA. Sa B(X) ozna¢avamo skup
svih Browderovih operatora na X. Klase gornjih i donjih semi-Browderovih operatora

definisane su, redom, na sledeéi nac¢in [57, 105, 106]:

Bi(X)={T € ®(X):asc(T) < oo}, B(X)={Te€®_(X):des(T) < oo}.
Skupovi B4 (X) i B_(X) su otvoreni podskupovi od £(X).
Esencijalni spektri. Skup
0. (T)={AeC: AN-T ¢ &(X)}.

naziva se Fredholmov esencijalni spektar (¢esto samo esencijalni spektar). Na osnvou
Atkinsonove teoreme je
0o(T) = o(n(T)).

Skupovi &4 (X) i ®_(X) definiSu gornji i donji semi-Fredholmov spektar na sledec¢i

Ge(T) = INECA-T g0, (X)) ioe(T)={AeC:\-T¢d_(X)}.

Primetimo da je 0¢(T) = 01(T) U 0, (T).
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Katoov esencijalni spektar je skup
or(T)={AeC:A=-T¢ >, (X)UP_(X)} =01(T) Nope(T).

Cesto se koristi i oznaka oy (T) = 07,..(T). Weylov esencijalni spektar se definise u

odnosu na semigrupu Weylovih operatora:
ow(T)={AeC:AN=T ¢ &p(X)}.

Dobro je poznato da je Weylov spektar najveci podskup spektra, koji je invarijantan
za perturbacije kompaktnim operatorima, odnosno vazi
o) = () oT+K).
KeK(X)
Browderov esencijalni spektar je definisan kao:
o(T)= ()| oT+K).
KeK(X)
TK=KT

To je najveéi podskup spektra o(7T'), koji je invarinantan za kompaktne komutativne

perturbacije operatora 1. Ekvivalentno,
op(T)={A\eC: N-T ¢ B(X)}.

Esencijalni aproksimativni tackasti spektar operatora T definisan je kao najveci
deo aproksimativnog tackastog spektra, koji je invarijantan za perturbacije kompak-

tnim operatorima [100]. Drugim re¢ima:
0ea(T)= (] o0a(T+K).
Kek(X)

Dobro je poznato da vazi
0ea(T) ={A€C:A-T ¢ > (X)}.

Browderov esencijalni aproksimativni tackasti spektar operatora 71" definisan je na
sledeéi nacin [101]:

oan(T) = (] 0a(T+K).

KeKk(X)
TK=KT



12 UvVOD

To je najveéi podskup aproksimativnog tackastog spektra, koji je invarijantan za
sve kompaktne komutativne perturbacije operatora T'. Esencijalni aproksimativni

tackasti spektar i esencijalni Browderov tackasti spektar povezani su na slede¢i nacin:
Oap(T) = 0ea(T) Uacco,(T) ={AeC: A\=T ¢ B, (X)}.

Spektar o, naziva¢emo gornjim semi-Browderovim spektrom, po analogiji sa gornjim
semi-Fredholmovim spektrom.
Dualno, donji semi-Browderov spektar, ili Browderov esencijalni defektni spektar

operatora T je definisan kao:

oa(T)= [ oaT+K)={AeC:A-T¢B_(X)}.

KeK(X)
TK=KT

Svi navedeni spektri jesu neprazni i kompaktni podskupovi skupa o (7).

Generalisani inverzi. Operator T' € L(X,Y) je g-invertibilan (ili relativno regu-
laran) ako postoji operator S € L(Y, X), tako da je T'ST = T. U tom slucaju kazemo
da je S g-inverz operatora T. Dobro je poznato da je T g-invertibilan, ako i samo
ako je R(T) zatvoren i N (T) i R(T) su komplementarni potprostori od X i Y redom.
Specijalno, ako su X i Y Hilbertovi prostori, onda je T € L(X,Y") g-invertibilan ako
i samo ako je R(T') zatvoren potprosor od Y. Ako je S g-inverz operatora T, onda je
TS projekcija na R(T'), a I — ST je projekcija na N (T'). Kazemo da je S go-inverz
operatora T', ako vazi T'ST =T i STS = S. Ako je S g-inverz od T, onda je STS
go-inverz od T'.

Kada se razmatraju operatroi na Hilbertovim prostorima X i Y, i ako je T €
L(X,Y), od posebnog je znacaja Moore-Penroseov inverz operatora 7', oznacen sa

TT, koji je definisan kao jedino resenje jednacina
TT'T =7, T'TTY =717, (TT")* =TTT, (T'T)* = T'T.

Poznato je da TT € L(Y, X) postoji ako i samo ako je R(T) = R(T).

Ako je a € A, onda je Drazinov inverz od a elemenat b € A koji zadovoljava uslove:

bab="b, ab=ba, a*t'b=d",
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za neki nenegativan ceo broj k. Najmanji k£ u prethodnoj definiciji jeste Drazinov in-
deks elementa a, koji ¢emo oznacavati sa s-ind(a). Dobro je poznato da ako Drazinov
inverz od a postoji, onda je on jedinstven i oznacava se sa a”. Dobro je poznato da
a® postoji ako i samo ako je A = 0 pol rezolvente A — (A —a)~! i tada je s-ind(a) red
tog pola. Ako je s-ind(a) = 0, onda je a invertibilan i a” = a~!. Ako je s-ind(a) = 1,

onda se a”

¢esto naziva grupni inverz od a i oznacava a’.

Drazinov inverz za matrice uvek postoji. Medutim, ako je X beskonacno dimen-
zionalan Banachov prostor i A € £(X), tada postoji Drazinov inverz od A ako i
samo ako A ima konacoan uspon i pad, i tada je p = asc(A) = des(A) = s-ind(A). U
tom slucaju postoji dekomporzicija prostora X = N (AP) @ R(AP) i u odnosu na nju

matri¢no predstavljanje operatora A je

pri cemu je restrikcija A1 = A|nar) : N(AP) — N(AP) nilpotentan operator, a
Ay = A|g(ar) : R(AP) = R(AP) je invertibilan operator, i tada je

» [0 0
4 ‘[0 Ar;l}'

Rieszovi operatori. Operator T je Rieszov, ako i samo ako A—T € ®(X) za svako
A € C\{0}. Svaki kompaktan operator je i Rieszov operator. Vazi sledeéa, opstija
karakterizzacija: T je Rieszov operator, ako i samo ako je A =T € & (X)U ®_(X)
za svaki A € C\ {0}.

Holmorfne funkcije i funkcionalni racun. Neka je A proizvoljna Banachova
algebra i a € A. Sa H(a) ozna¢avamo familiju svih kompleksnih funkcija, koje su
definisane i holomorfne (regularne) u oklini spektra o(a) elementa a. Neka je f €

H(a) i 7 proizvoljna pozitivno orijentisana kontura u domenu definisanosti funkcije

f. Sa
1
= — [ (A=a) " f(N)adX
F0)= 5 [ =50
(takozvanim funkcionalni racunom) definisan je elemenat f(a) € A. Preslikavanje

f — f(a) je homomorfizam iz algebre H(a) u algebru A. Dobro je poznato da se
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f(a) nalazi u dvostrukom komutantu elementa a. Drugim recima, za svako b € A, iz
ab = ba sledi f(a)b=bf(a).

Specijalno, neka je Hol(a) skup svih funkcija iz H(a), koje nisu konstantne na
povezanim komponentama svog domena definisanosti. Funkcija f € Hol(a) moze
imati samo kona¢no mnogo nula u kompaktnom skupu o(a), na primer pq, ..., .
Pri tome je svaka nula napisana onoliko puta kolika je njena viSestrukost. Takode,
postoji neka funkcija g € H(a), koja nema nula u okolini kompakta o(a) i za svako z

u zajednickom domenu funkcija f i g vazi:
f(z)=(z—m) (2= pn)g(2).

Na osnovu osobina funkcionalnog ra¢una sledi da vazi:
fla) = (a—p1)--(a—pn)g(a).

Elemenat g(a) je invertibilan i svi elementi na desnoj strani prethodnog izraza

medusobno komutiraju (preciznije, jesu u dvostrukom komutantu elementa a).



2. GLAVA

TEOREME WEYLOVOG TIPA

Daleke 1909. godine H. Weyl je proucavao esencijalni spektar samoadjungovanih
operatora na Hilbertovom prostoru [128]. Izlozi¢emo savremeni prikaz njegovih rezul-
tata.

Neka je H Hilbertov prostor, 7' € L(H) je samoadjungovani operator, a o(7T)
spektar operatora 7. Od posebnog interesa je posmatrati najveéi deo spektra o(7T)

koji je invarijantan za kompaktne perturbacije operatora T', odsnosno skup

ow(T)= () o(T+K).
KeK(X)
Danas je 0,(T) poznat kao Weylov spektar operatora T. Sa mpo(7T") oznacavamo
skup izolovanih sopstvenih vrednosti operatora T" konacne geometrijske visestrukosti,

odnosno
moo(T) ={A €isoc(T) : 0 < a(A—=T) < o0}.

Weyl je pokazao da vazi
(1) 0e(T) = o(T) \ moo(T).

Od tada za svaki ogranicen operator 71" na proizvoljnom Banachovom prostoru,
kazemo da vazi Weylova teorema ako vazi jednakost (1).

Rakocevi¢ je u svojim radovima [100, 101, 102] (izmedu ostalog) uveo koncept
a-Weylove teoreme, koji ¢emo ovde izloziti u narednih nekoliko recenica.

Neka je 0, (T') aproksimativni tackasti spektar, a o.,(1") esencijalni aproksimativni
tackasti spektar operatora T. U vezi sa a-Weylovom teoremom, posmatramo skup

7a0(T), koji je definisan na slede¢i nagin:

Tao(T) ={A€C:A€is00,(T)i0< a(A—T) < oo}.
15
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Za tacku A € m,(T) kazemo da je izolovana sopstvena vrednost aproksimativnog
tackastog spektra, konacne geometrijske visestrukosti.
Operator T' € L(X) zadovoljava a-Weylovu teoremu, ili a-Weylova teorema vazi

za operator T', ako je ispunjena jednakost:

Oca (T) = 0q (T)\ﬂ'ao (T) :

Najvaznija veza izmedu Weylove i a-Weylove teoreme je sledeca: ako ogranicen
operator T na Banachovom prostoru zadovoljava a-Weylovu teoremu, onda zadovo-
ljava i Weylovu teoremu. Obratno tvrdenje u opsStem slucaju ne vazi.

Napomenimo da su Weylova, a-Weylova teorema i neposredno povezane oblasti
izucavane u mnogim radovima [8, 9, 23, 25, 29, 32, 33, 37, 39, 40, 50, 51, 63, 79, 80,
81, 82, 89, 90, 97, 100, 101, 102, 107, 115, 118, 119, 128].

Osnovni cilj istrazivanja u ovoj glavi jeste a-Weylova teorema, a izlozeni rezultati

su sadrzani u radovima [25, 29, 33].

ae-WEYLOVA TEOREMA I PRESLIKAVANJA SPEKTARA

Sledeéi rezulti pokazani su u ¢lanku [29] i oni se odnose na a-Weylovu teoremu
i generalizaciju tvrdenja Oberaija. Podsetimo se da H(T') oznacava skup svih kom-
pleksnih funkcija koje su definisane i regularne u nekoj okolini spektra o(7'), dok
Hol(T') je ogranicen na skup funkcija iz H(7T'), koje nisu konstantne na povezanim

komponentama svog domena.
Teorema 2.1. Neka je T € L(X) i f € Hol(T). Tada

0a(f(T)\mao(f(T)) C f(oa(T)\Ta0(T))-

DokAz. Dobro je poznato da aproksimativni tackasti spektar zadovoljava teoremu

o spektralnom preslikavanju (videti na primer [57])

f(0a((T)) = 0a(f(T)).
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Pretpostavimo da A € o, (f(T))\7ao(f(T)) C f(0a(T)). Razmotri¢emo tri slucaja:
Sluc¢aj I. Neka A nije izolovana tacka skupa f(o,(7")). Na osnovu kompaktnosti
skupa o, (T) postoji konvergentan niz razli¢itih tacaka (u,) u skupu o,(T), tako da
je Ly e F(jin) = A i 1ty oo fin = pio. Sada jo A = f(j10) € F(0a(T)\a0(T)).
Slucaj II. Pretpostavimo da je A izolovana tacka skupa f(o,(T)), ali A nije sop-
stvena vrednost operatora f(7'). Dobro je poznato da regularna funkcija, koja nije
konstanta na povezanim komponentama svoga domena, moze imati samo konacno
mnogo nula na kompaktnom skupu. Stoga postoji funkcija g € H(T), koja nema
nula u nekoj okolini skupa o(7T), i postoje brojevi pi,...,u, € o(T), tako da za

svako z u nekoj okolini od o(T') vazi:

fR)=A=(z—p) (2 — pn)g(2).

Na osnovu pretpostavke A € f(0,(T)) sledi da bar jedna od tacaka p; pripada
skupu 0,(7T). Recimo da je u; € 0,(T). Sada, na osnovu dobro poznatih osobina

funkcionalnog racuna, sledi da je g(7T') invertibilan operator i mozemo pisati

(2) F(T) = A= (T —=pa) - (T = pn)g(T).

Takode je dobro poznato da operatori na desnoj strani izraza (2) uzajamno komu-
tiraju. Kako A nije sopstvena vrednost operatora f(T'), sledi da ni jedna od tacaka

[, -, by Nije sopstvena vrednost operatora 1. Prema tome, zaklju¢ujemo sledece:

A= f(m) € f(oa(T)\Tao(T))-

Slucaj III. U ovom polsednjem slucaju, kao jedina moguénost preostaje pretpostav-
ka da ) jeste sopstvena vrednost operatora f(7'), ali je njena geometrijska visestrukost

beskona¢na, odnosno a(A — f(7')) = oo. Vratimo se opet reprezentaciji

f(T) = X=(T— 1) (T — pn)g(T).

Kako je A sopstvena vrednost od f(T") beskonac¢ne visestrukosti i svi operatori 7' — p;
komutiraju sa ¢g(7'), sledi da postoji neki p;, tako da je p; sopstvena vrednost od 7'
beskonacne visestrukosti. Sada je pu; € 04 (T)\7ao(T) i A = f(p;) € f(oa(T)\mao(T)).

Ovim je tvrdenje teoreme pokazano. [J
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Oberai je uveo pojam izoloidnog operatora na sledec¢i nacin:

Operator T' € L(X) je izoloidan, ako su sve izolovane tacke spektra o(T) sopstvene

vrednosti operatora T, odnosno ako je isoo(T") C o,(T).

Analogno ovoj definiciji, uvodimo pojam a-izoloidnog operatora.

Definicija. Operator T' € L(X) je a-izoloidan, ako sve izolovane tacke skupa o, (T")

jesu sopstvene vrednosti operatora 7', odnosno ako je iso o (T") C 0,(T).

Poznato je da vazi inkluzija 0o (T') C 0,(T") [104]. Prema tome, sve izolovane tacke
skupa o(T') jesu takode izolovane tacke skupa o, (7). Sada je lako zakljuciti da svaki
a-izoloidan operator takode jeste i izoloidan.

Inkluzija u prethodnoj Teoremi 2.1 postaje jednakost, ako se pretpostavi da je

operator T' a-izoloidan.

Teorema 2.2. Neka je T € L(X) a-izoloidan operator i neka f € Hol(T) nije

konstanta na povezanim komponentama svoga domena. Tada vaZi

f(oa(T)\mao(T)) = 0a(f(T)\ a0 (f(T))-

DokAz. Imajuéi u vidu Teoremu 2.1, dovoljno je pokazati inkluziju C. Neka je

A€ f(o-a(T)\TraO(T)) C Ua(f(T))

Pretpostavimo da je moguée A € m,o(f(T")). Tada je A izolovana tacka u o,(f(7)) i

vazi (ve¢ dobro poznata) reprezentacija

F(T) = A= (T —pa) - (T = pn)g(T)

za neke py,..., 1, € o(T). Pretpostavimo da je p; € 04(T). Kako f nije konstanta
na povezanim komponentama svoga domena, odnosno f nije konstanta u okolini tacke
i, zakljuéujemo da p; mora biti izolovana tacka skupa o, (T).

Ovaj zakljucak sledi na osnovu slede¢e opservacije: ako je p; tacka nagomila-
vanja skupa o,(7T), onda postoji niz razlicitih tacaka zp € o,(7T), tako da je

limg o0 2k = p4; iz Cinjenice da f nije konstanta u okolini tacke u; zakljucujemo
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da je f(zx) niz razlicitih tacaka skupa o,(f(T)) i limg_ f(2x) = A; odavde sledi
da je A tacka nagomilavanja skupa o,(f(7T)), Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom

A € mao(f(T)).)

Znaci, p; € isoo,(T). Kako je T a-izoloidan, zakljutujemo da je u; sopstvena
vrednost operatora 7. Medutim, A je sopstvena vrednost konacne viSestrukosti ope-
ratora f(7'), odakle sledi da je p; sopstvena vrednost konacne visestrukosti operatora
T.

Ovim je pokazano sledece: za svaki p; € 0,(T) za koji je f(u;) = A, sledi da je
i € mao(T"). Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom

A€ f(oo(T)\mao(T)). O

Ako je T € L(X) i f € Hol(T), poznata je da slede¢a inkluzija [100]:

(3) ea(f(T)) C f(0ea(T)).

Takode je poznato da ova inkluzija moze biti praval

Interesantno je odgovoriti na pitanje: ako za T' vazi a-Weylova teorema i ako je
f € Hol(T), pod kojim uslovima a-Weylova teorema vazi za f(71)? Operatore sa
ovom osobinom opisao je Schmoeger u radu [118].

U slede¢oj teoremi dajemo neke dovoljne uslove pod kojima: vazi jednakost u (3)

ako i samo ako f(7T") zadovoljava a-Weylovu teoremu.

Teorema 2.3. Neka je T € L(X) a-izoloidan, T zadovoljava a-Weylovu teoremu i
neka f € Hol(T) nije konstanta na povezanim komponentama svoga domena. Tada

f(T) zadovoljava a-Weylovu teoremu ako i samo ako vazi
f(aea(T)) = Uea(f(T))‘

Dokaz. Uz navedene pretpostavke, na osnovu Teorema 2.1 i 2.2, vazi

f(oea(T)) = f(0a(T)\Ta0(T)) = 0a(f(T))\mao (f (T))-

Skup na desnoj strani jednak je o, (f(T")) ako i samo ako vazi

f(oea(T)) = 0ea(f(T)). O
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Neka je A izolovana tacka spektra o(7T), i neka F(\,T) oznacava spektralnu pro-
jekciju od T koja odgovara tacki A. Kazemo da je tacka A konacne algebarske
visestrukosti, ako je E(A,T) € F(X) (konacno dimenzionalni operator). Dobro je
poznato da u tom slucaju A € 0,(T"). Oznacimo sa 7y(1") skup izolovanih sopstvenih

vrednosti operatora 1" konacne algebarske visestrukosti, odnosno
m(T)={ e C:Aeisoo(T)i E(N\,T) € F(X)}.

Primetimo sada da je m (1) C mao(T)!

U daljem radu koristi¢emo slede¢i Erovenkov result [39, Teopema 1]:

Propozicija 2.4. Neka je T € L(X) i f € H(T). Ako je \g € o(T) i f(No) = p €
mo(f(T)), tada je Ao € mo(T).

Nastavljamo sa originalnim rezultatima.
Teorema 2.5. Neka je T € L(X), f € Hol(T) i mao(f(T)) = mo(f(T)). Tada je

flaa(T)\mao(T)) = 0a(f(T)\Tao(f(T))-

DokAz. Na osnovu Teoreme 2.1, dovoljno je pokazati inkluziju C. U tu svrhu, neka
je

A € f(oa(T)\mao(T)) C aa(f(T)).
Pretpostavimo da A € mao(f(T)) = mo(f(T)). Ako je p € o(T) i f(n) = A, prema
Propoziciji 2.4 sledi p € mo(T) C ma0(T'). Prema tome, za svaki u € o(T), ako je
f(p) = A, onda je u € mao(T) C o4

A€ f(aa(T)\ﬂ-aO(T))' O

a0
(T'). Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom

Sledeéi rezultat je neposredna posledica prethodnog razmatranja.

Posledica 2.6. Neka je T € L(X), f € Hol(T) nije konstanta na povezanim kompo-
nentama svoga domena, Tao(f(T)) = mo(f(T)) i a- Weylova teorema vazi za T. Tada

a-Weylova teorema vazi za f(T) ako i samo ako

f(0ea(T)) = 0ea(f(T)).
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Doxkaz. Ovaj dokaz je isti kao dokaz Teoreme 2.3. [

Generalizovacemo jedan rezultat Prasannae, koji se odnosi na Weylovu teoremu
[97]. Takode je zanimljivo videti ¢lanak Gustafsona [8], koji sadrzi slicne rezultate.

Uvedimo oznake koje su relevante za ovaj odeljak. Neka je
AT(T)={A€o,(T):T-Xe® (X)}.

Sledeéi rezultat sadrzi dovoljne uslove za operator T', tako da a-Weylova teorema

vazi za T.

Teorema 2.7. Neka je T € L(X) operator za koji vazi mao(T) = mo(T) i AL(T) C

004(T). Tada a-Weylova teorema vazi za T.

DoxkAz. Preptostavimo da A € m,0(T") = mo(T"). Tada je tacka A konac¢ne algebarske
viSestrukosti. Dobro je poznato da u tom slucaju vazi X = N ((T—=\)P)DR((T—\)P)
za neki nenegativan ceo broj p [19]. Na osnovu 0 < dimN (T — \) < oo, sledi
dim N ((T — M\)?) < co. Odavde sledi i((T'— \)?) = 0, odnosno (T — \)?P € ®y(X).
Kako je R((T' — A\)P) C R(T — X), na osnovu dobro poznatih osobina Fredholmovih
operatora, zaklju¢ujemo da je T'— A € &(X) i (T — \) = %z’((T — A)P) = 0. Prema
tome, A € 04(T)\0ea(T).

Sa ciljem da pokazemo suprotnu inkluziju, pretpostavimo slede¢e: A € o,(T)\
Oea(T). Tada je T — A € @ (X) 10 < a(T — A) < oo. Postoji neki € > 0, tako da za
svaki p za koji je 0 < |u — A| < €, vazi: a(T — p) je konstanta ne veéa od (T — \)
i, takode, T'— pu € ®1 (X). Na osnovu ¢injenice AL (T) C doq(T), zakljucujemo da
otvorena kugla B(\, €) sa centrom u A i polupreénika e, sece skup C\o,(T"). Sledi da
vazi a(T — p) = 0 za sve takve pu. Sada je ocigledno da A mora biti izolovana tacka
skupa o, (T), odakle sledi A € 7y0(T). O

Primetimo da ako je skup o,(7") nigde gust (kao u pretpostavci Prasannae), onda

vazi inkluzija AL (T) C 004(T) u Teoremi 2.7.

Posledica 2.8. Neka je T € L(X). Ako je mao(T) = mo(T) i 04(T) je nigde gust u
C, onda a-Weylova teorema vazi za T. Ako je moo(T) = mo(T) i o(T') je nigde gust

u C, tada Weylova teorema vazi za T.
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DokAz. Dokazac¢emo samo drugi deo tvrdenja, koji predstavlja direktnu generali-
zaciju rezultata Prasannae. Kako je o(T') nigde gust, zaklju¢ujemo da vazi o(T) =
00(T) = 04(T). Prema tome, uslovi Teoreme 2.7 su ispunjeni. Sledi da a-Weylova

teorema vazi za T', prema tome i Weylova teorema vazi za T [100]. O

GRUPNI INVERZ I TEOREME WEYLOVOG TIPA

U ovom odeljku razmatra¢emo teoreme Weylovog tipa za operatore za koje postoji
grupni inverz. Podsetimo da za operator T' € L£(X) postoji grupni inverz, ako je

Drazinov indeks operatora 7" jedna 1, odnosno R(7') je zatvoren i
X =N(T)® R(T).

Grupni inverz operatora 1" je komutirajuci gs-inverz operatora 7. U nekim radovima
[55, 57|, za ovakav operator T" kaze se da je prosto polaran.
Ovaj odeljak pocinjemo korisnim tvrdenjima. Naredno tvrdenje daje dovoljne

uslove da neki kompleksan broj A pripada skupu o4 (T)\oeo(T).
Lema 2.9. Ako je A € ma0(T') i R(T — \) je zatvoren, tada

A€ 0o (T)\oea(T).

DokAz. Ako je A € m0(T), tada je A € is00,(T) 10 < a(T — M) < oo. Kako je
R(T — M) zatvoren, sledi T'— X € &, (X). Takode, postoji neki broj e > 0, tako da
za sve pu € C vazi sledece: ako je 0 < |A—p| <€, onda a(T —pl) =01 R(T — pl) je
zatvoren. Prema tome, za tako odabrane y vazi T —pul € ®(X). Zbog neprekidnosti
indeksa zakljucujemo da 7' — A € @ (X) i A € 04,(T)\0ea(T). O

Iskoristi¢emo uslov egzistencije grupnog inverza operatora 7' u narednoj teoremi.

Teorema 2.10. Ako za operator T' postoji grupni inverz, tada za svaki A € C\{0}
vazi: A € o4(T) ako i samo ako X\ € o,(11), gde je Ty restrikcija operatora T na

invarijantan potprostor R(T).
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DokAz. Posto je T' Drazinovog indeksa 1, vazi

(4) X = N(T) & R(T)

i R(T) je zatvoren potprostor. Oznacimo sa Iy i I; identicke operatore na potpros-
torima N(T) 1 R(T') redom. Sada vazi T'— A = (—=Aly) @ (11 — A1) u odnosu na
dekomporziciju (4). Kako je A # 0, lako je utvrditi jednakost N (T —\I) = N (Ty—AI4).
Prema tome, T — Al je injektivan ako i samo ako je operator T; — Al injektivan.
Takode, R(T — A\) = N(T) ® R(Ty — Al1). Pokaza¢emo da je R(T — \I) zatvoren
ako i samo ako je R(T1 — A\I;) zatvoren.

U tu svrhu, pretpostavimo da je R(Ty — A1) zatvoren i & € R(T — AI). Tada
postoji niz (z,), x, € X, tako da vazi lim,,_, (T — Al )x,, = z. Neka je x = u + v,
Ty = Up + Uy, gde su u, u, € N(T) 1 v,v, € R(T). Neka je P ogranic¢ena projekcija
sa X na N(T), tako da je N(P) = R(T) (projekcija na N (T) paralelno sa R(T)).
Vazi

u= Pz =P lim (T — X))z, = =\ lim u,.
n—oo

n— oo

Takode je

v=x—u= lim (T — X))z, — lim (Au,) = lim (T — A)v, = lim (T} — A\I1)v,.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Medutim, potprostor R(77 — A1) je zatvoren, te postoji vektor z € R(T'), za koji
vazi (T — M)z = (Ty — A1)z = v. Sada je

(T — AI) <—§u o z> .

Ovim je pokazano da je R(T — A\I) zatvoren potprostor.

Sada pretpostavimo da je R(T — M) zatvoren i € R(Ty — M\;) C R(T — \).
Postoji niz (z,,) u R(T), tako da je lim,, o (171 — A1)z, = x. Takode je lim,, (T —
M)z, = x. Prema tome, postoji vektor z € X, za koji je (T'— X))z =z =06 z.
Mozemo naé¢i u € N(T) iv € R(T) tako da z =u+v. Sadaje 0z = (T — \l)z =
—Au @ (Th — AM1)v. Prema tome, 0 = —Au i (11 — A[1)v = x.

Prethodna razmatranja pokazuju da je A € 0,(7T") ako i samo ako je A € 0,(71). O

Dosli smo do glavnog rezultata u ovom odeljku.
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Teorema 2.11. Pretpostavimo da T € L(X) ima Drazinov indeks 1 i pretpostavimo
da za svaki konacéno dimenzionalan T-invarijantan potprostor M od R(T) postoji

zatvoren T-invarijantan potprostor N od R(T), tako da je M & N = R(T). Tada je

0a(T)\Oea(T) C mao(T).

DoxkAz. Pretpostavimo da A € 0,(T)\0eq(T'). Razmatramo tri slucaja:
Slucaj I. Ako je A = 0, tada je T' € @ (X) i 0 < a(T") < oco. Treba jos pokazati

da je 0 izolovana tacka skupa o,(7"). Na osnovu osobine
Oab(T) = 0eq(T) Uacco,(T) [101],

dovoljno je pokazati 0 ¢ o4 (1)!

Neka je P neprekidna projekcija sa X na N (T), tako da je N (P) = R(T). Kako je
N(T) kona¢no dimenzionalan, zaklju¢ujemo da je P € F(X) C K(X). Pokazacemo
dajeTP=PTi0¢ o,T+P).

Neka je z = u+v, gdesuu € N(T)iv € R(T). Tada je TPx =TPu=0= PTxz,
prema tome P i T" komutiraju.

Sa druge strane, ako je (T'+ P)x = 0, tada je u = Pu= —Twv, gde je u € N(T) i
—Tv € R(T). Prema tome, u = 0, v = 01T + P je injekcija. Kako je T € & (X)),
sledi T'+ P € @ (X) i R(T + P) je zatvoren. Prema tome, 0 ¢ o,(7 + P). Ovim je
pokazano 0 € iso 0 (T") 1 0 € ma0(T).

Slucaj II. Sada pretpostavimo da je A £ 0. Vazi T' = 0@ T} u odnosu na dekompo-
ziciju X = N(T)®R(T), gde je T restrikcija operatora T' na invarijantan potprostor
R(T). Kako je A € 04(T)\0ea(T), sledi T—AI € & (X). Dalje, R(T'—AI) je zatvoren
i0 < a(T — M) < co. Prema Lemi 2.9 i njenom dokazu, sledi da A\ € o,(T1),
R(Ty — A1) je zatvoren, 0 < (T} — A1) < oo i (11 — A1) = (T — XI) < 0.
Zakljucujemo da Th — A\, € @ (R(T)).

Postoji okolina U(A) tacke A, tako da 0 ¢ U(A). Za svako p € U(A), koristeéi
Lemu 2.9, vazi p € 0,(T) ako i samo ako pu € 0,(71). Prema tome, A € acco,(T)
ako i samo ako A\ € acco,(11).

Da bi pokazali A € m,0(T'), dovoljno je pokazati A € isoo,(T), ili A € isoo,(T1).
Da bi pokazali A\ € isoo,(T}), dovoljno je pokazati A\ ¢ o4p(711)!

Koristi¢emo slican metod kao u Slucaju 1. Kako je N(T; — A1) kona¢no dimen-

zionalan invarijantan potprostor od T}, postoji zatvoren Ti-invarijantan potprostor
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M, tako da je R(T) = N(T1 — A1) & M. Neka je @ neprekidna projekcija sa R(T)
na N(Ty — AI1), tako da je N(Q) = M. Ocigledno je Q € K(R(T)).

Treba pokazati QT = ThQ i A & o,(T1 + Q).

Neka je x = u + v, gde je u € N(Ty — A1) i v € M. Tada je

QTiz = QTiu+ QTv=QTiu= - u=T1Qu+T1Qv =T Qx.

Druga jednakost sledi iz Tiyv € M = N(Q), a Cetvrta jednakost sledi iz v € M =
N(Q). Ovim je pokazano QT = T1Q.

Kako je T1 — My € @ (R(T')), dobro je poznato da T1 + Q — X1 €  (R(T)).
Prema tome, R(717 + Q — Al;) mora biti zatvoren u R(7T’). Jedino jos treba proveriti
da je Ty — M1 + @ injekcija. Pretpostavimo da je z = u + v, u € N(T} — A1),
veMi(Ty — A1+ Q)x =0. Kako vazi (T1 — M1)u =0, Qu = u i Qu = 0, sledi
u= —(Thy — M\1)v. Na osnovu u € N(Thy — A1) i —(Ty — M1 )v € M, proizilazi u = 0,
tejeve MNN(Ty — ML), v =01z = 0. Znaci, A ¢ 0,(T1 + Q), odakle sledi
A€isoo,(Ty) =is00,(T) i X € mao(T). O

Uvodimo oznaku [81]:
AUT) ={X € C: R(T — M) je zatvoren}.
Sledece tvrdenje je posledica prethodnih razmatranja.

Posledica 2.12. Pretpostavimo da operator T ispunjava sve uslove Teoreme 2.11.
Tada
(00 (T)\Oea(T)) NQUT) = mao(T) N QUT).

Posledica 2.12 je uopstenje rezultata iz [81],

PERTURBACIONE TEOREME

Sada dolazimo do porturbacionih teorema. Naime, ako za operator T vazi a-
Weylova teorema, pod kojim uslovima za operator N, a-Weylova teorema vazi za
T+ N? Pokazacemo da je dovoljno pretpostaviti sledec¢e: N je nilpotentan i komutira
sa T
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Lema 2.13. Neka je T € L(X) i neka je N kvazinilpotentan operator koji komutira
sa T. Tada je 0¢q(T) = 0ea(T + N).

Doxkaz. Koristi¢emo sledece tvrdenje Schechtera i Whitlya [117, 30. Theorem):

AkojeT € &, (X), K je Rieszov operator i KT = TK, tadaT + K € &, (X) za
sve A € C.

Sada je dovoljno pokazati slede¢u implikaciju: ako 0 ¢ 0.,(T"), onda 0 & 0., (T +
N). Pretpostavimo da 0 & 0(T). Tada T € ®_(X) i T + AN € &, (X) za sve
A € C (svi nilpotentni i kvazinilpotentni operatori jesu Rieszovi). Oc¢igledno je da T’
i T+ N jesu u istoj komponenti od ®4(X). Prema tome, i(T'+ N) = i(T) < 0i
T+ N € & (X). Kao posledica, sledi tvrdenje 0 ¢ 0co(T +N). O

Glavni rezultat sledi.

Teorema 2.14. Neka je T, N € L(X) i N je nilpotentan operator koji komutira sa

T. Ako a-Weylova teorema vazi za T onda a-Weylova teorema vazi @ za T + N.

DoxkAz. Prvo pokazujemo skupovnu jednakost mao(7 + N) = ma0(T"). Dovoljno je
pokazati da ako 0 € m,0(7T), onda 0 € m,0(T + N). U tu svrhu pretpostavimo da je
0 € mao(T'), prema tome 0 < dim N (7)) < oco.

Pokazacemo da vazi dimN (T + N) < oo. Ako je (T'+ N)x = 0 za neki z # 0,
tada je Te = —Nz. Kako N komutira sa T, sledi da za svaki pozitivan ceo broj
m vazi: T™x = (—1)™Nz. Neka je n najmanji pozitivan broj za koji je N™ = 0.
Zakljucujemo da postoji pozitivan ceo broj r, r < n, tako da 7"z = 0. Prema tome,
N(T + N) C N(T"). Medutim, potprostor N (T') je konaéno dimenzionalan, odakle
sledi da i N(T") mora biti kona¢no dimenzionalan. Iz svega ovoga zaklju¢ujemo da
je i N(T + N) kona¢no dimenzionalan.

Pokaza¢emo dim N (T + N) > 0. Postoji neki x # 0 tako da je Tz = 0. Tada je
i (T + N)"x = 0, odakle sledi 0 € 0,(T'+ N) C 0,(T+ N) i dimN (T + N) > 0.
Kako je N je nilpotentan i TN = NT, sledi 0,(T) = 0,(T + N). Odavde sledi
0 € mo(T + N).

Koristec¢i Lemu 2.13 izvodimo konacan zakljucak:
Oca(T+ N) =0ea(T) = 0a(T)\7a0(T) = 04(T + N)\7ao(T + N).

Ovim je pokazano da a-Weylova teorema vazi za T+ N. [
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Ako za T € L(X) vazi a-Weylova teorema, F € F(X) i TF = FT, pokaza¢emo
da a-Weylova teorema za operator 1T+ F'.

Analogan probelm za Weylovu teoremu postavljen je u radu Oberaia [90]. Afir-
mativno resenje ovog problema za Weylovu teoremu, i izoloidni operator T' pokazano
je u radu [82].

Pokazac¢emo slede¢a pomocéna trdenja:
Lema 2.15. Ako je o(T) =n < oo i dimR(F) =m < oo, tada je

a(T+ F) <n-+m.

DokAz. Vazi X = N (T) @ M za neki zatvoren potprostor M od X. Primetimo da
je restrikcija T'|p; : M — X injekcija. Neka je W ={v e M : Tx € R(F)}. Kako je
T|nr injekcija, sledi da je dim W < m i, na osnovu toga, dim(N (T) & W) < n + m.
Sada, pretpostavimo da x € N (T + F). Tadaje x = u+ v, gde suu € N(T), v € M
i

0=T+F)(u+v)=Tv+ Fu.

Zaklju¢ujemo da vazi Tv = —Fz € R(F)iv € W. Prema tome, ako je x € N(T+F),
onda je x € N(T) & W. Naravno, zakljucak je «(T + F) <n+m. O

Meze se re¢i da se dokaz glavnog tvrdenja bazira na slede¢em vaznom rezultatu.

Teorema 2.16. Ako je F' proizvoljan konacno dimenzionalni oeprator na X, tako
da FT =TF, tada za sve p € C vazi:

€ accog(T) ako i samo ako p € acco,(T + F).

DokAz. Na pozetku pokazujemo da ako je T injekcija i TF = FT, onda je
R(F) C R(T). Kako je F konatno dimenzionalni operator, postoje dva sistema:
sistem linearno nezavisnih vektora (y;)j,, 1 sistem nenula ogranic¢enih linearnih

funkcionala (g;)_; na X, tako da za svako x € X vazi:

F(z) =7 gi(2)y:-
i=1
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Sada zaklju¢ujemo da vazi TFx = > gi(x)Ty; 1 FTz = Y ., 9;(Tx)y;. Kako
je T injektivan, zakljucujemo da su Ty, ... ,T'y, linearno nezavisni vektori. Prema

tome, vazi

{Zgi(x)Tyi S X} = span{y1,...,yn}t = span{Ty1,..., Tyn},
i=1

i R(F) C R(T). Slicno, ako je T'— Al injektivan za neko A\ € C, tada je R(F') C
R(T — \I).

Vratimo se dokazu glavnog tvrdenja. Neka je p ¢ acco,(T). Tada postoji broj
e > 0, tako da za svako A € C, ako je 0 < |A — pu| < ¢ onda (T — AI) = 0 i
R(T — M) je zatvoren. Takode, postoji ogranicen operator T : R(T — A\I) — X,
tako da TTy = Ig(r—ap i 11T = Ix. Primetimo da je R(F') konacno dimenzionalan
potprostor Banachovog prostora R(T — AI'), na osnovu ¢ega mozemo nadi zatvoren
potprostor M, tako da je R(F)® M = R(T — \I).

Neka je A € 0,(T + F). Tada postoji niz jedini¢nih vektora (z,),, tako da
lim,, oo (T + F — A )x,, = 0. Mozemo pretpostaviti da je lim, . Fx, =z € R(F).
Vazi

0=1lmT (T + F — \)z, = lim(z,, + T1 Fz,).
Kako grani¢na vrednost lim, ., 11Fz, = Tix postoji, zakljucujemo da vazi
lim, yo00o ¥, = —T12. Iz ¢injenice ||z,|| = 1 sledi x # 0. Proveravamo da vazi

z =lim Fz, = —FTiz € R(F). Takode,
(T'—XN)x=—(T - N)FIhx =—Fx

i (T+F — M)z = 0. Znadi, ako je A € 0,(T + F), onda je A sopstvena vrednost
operatora T'+ F'. Dobro je poznato da sopstveni vektori koji odgovaraju razlicitim
sopstvenim vrednostima operatora T+ F moraju biti linearno nezavisni. Ali, svi ti
vektori moraju takode biti sadrzani u kona¢no dimenzionalnom potprostoru R(F).
Prema tome, skup o,(T + F') moze sadrzati najvise kona¢no mnogo tacaka A, tako
da je 0 < |A — p| < e. Odavde sledi da p ¢ acco,(T + F).

Suprotna implikacija je analogna. [

Podsetimo se sada ranije definicije a-izoloidnog operatora: T je a-izoloidan, ako

svaka izolovana tacka skupa o,(7T) jeste sopstvena vrednost operatora T
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Sledeca teorema daje dovoljne uslove da za operator T + F' iz prethodne Teoreme

2.16 vazi a-Weylova teorema.

Teorema 2.17. Neka je F' proizvoljan konacno dimenzionalan operator + T'F = F'T'.
Ako je T a-izoloidan i a-Weylova teorema vazi za T, onda a-Weylova teorema vazi

sal + F.

DoxkAz. Dovoljno je pokazati 0 € 04 (T + F)\0eo (T + F') ako i samo ako 0 € m,0(T +

Pokazacemo prvo inkluziju C. Ako 0 € 0(T+F)\0eo(T+F),ondaT+F € & (X)
i0 < a(T+ F) < co. Potrebno je jos pokazati da 0 € isoo,(T + F'). Prema Lemi
2.15, sledi T' € @ (X), odakle 0 & 0eq(T).

Moguce je da 0 ¢ o,(T"). U ovom slué¢ju sledi 0 ¢ acco,(T) i prema Teoremi 2.16:
0 ¢ acco,(T + F), stoga i 0 € meo(T + F). Druga moguénost je 0 € o,(T). Kako
a-Welova teorema vazi za T, zaklju¢ujemo 0 ¢ acco,(T") i opet 0 € moo(T + F).

Da bi pokazali suprotnu inkluziju, pretpostavimo 0 € m,o(7T + F). Tada 0 €
isoo,(T+ F)i0 < oT + F) < oo. Prema Teoremi 2.16 zakljucujemo da vazi
0 ¢ accoy(T). Iz Leme 2.15 sledi 0 < o(T) < oo.

Ponovo mozemo razlikovati dva slucaja. Prvo, ako 0 ¢ 04(T"), onda T' € & (X)
iT+F € & (X). Prema tome, 0 € 04(T + F)\oeo(T + F). Sa druge strane,
ako 0 € 04(T), onda 0 € isoo,(T). Kako je T a-izoloidan, zaklju¢ujemo da je
0<a(T) <00i0 ¢ 0e(T). Sada zakljucujemo da vazi T' € & (X), T+ F € . (X)
10€0,(T+ F)\oeo(T+F). O

KVAZIHIPONORMALNI OPERATORI

Sledec¢u korisnu teoremu pokazao je Heuser u svojoj doktorskoj disertaciji, kao sto

je navedeno u [19]. Videti takode rad Taylora [126].

Teorema 2.18. Neka je T € L(X).
(a) Ako je a(T) < o0 ili B(T) < o0, tada: asc(T) < oo poviaci a(T) < B(T), a
des(T") < oo povlaci (T) < o(T).
(b) Ako je a(T) = B(T) < o0, tada je asc(T') < oo ako i samo ako je des(T) < oco.
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Neka je H kompleksan, beskona¢no dimenzionalan Hilbertov prostor i T' € L(H).
Operator T' je normalan, ako je TT* = T*T. Operator T je hiponormalan, ako
za svako z € H vazi ||[T*z| < ||Tz||, odnosno ako je TT* < T*T. Operator T
je kvazihiponormalan, ako je | T*Tx| < ||T?z| za svako x € H. Drugim re¢ima,
T je kvazihiponormalan ako je (T*T)% < (T*)?T?. Svaki normalan operator jeste
i hiponormalan, a svaki hiponormalan operator jeste i kvazihiponormalan. Ako je
H konacno dimenzionalan Hilbertov prostor, onda se ove klase operatora poklapaju,
dok u slucaju beskona¢no dimenzionalnog Hilbertovog prostora H, inkluzije u opstem
slucaju jesu prave.

Ranije je napomenuto da Weylova teorema vazi za samo-konjugovane operatore na
Hilbertovom prostoru. Vazno je skrenuti paznju da je Weylova teorema pokazana i
za opstije klase operatora na Hilbertovom prostoru: normalne, hiponormalne, kvazi-
hiponormalne, k-kvazihiponormalne, paranormalne, k-paranormalne. Posebnu ulogu
imaju kvazihiponormalni operatori, jer je moguce proceniti indeks operatora 7" — .

Sledeée tvrdenje pokazao je Erovenko [37].

Lema 2.19. Neka je T kvazihiponormalan operator na H. Akoje A € C\{0}, onda
je a(T — A) < a(T — N)*. Ako je o(T) < o0, ili B(T) < 00, onda je a(T) < a(T™).

U ovom odeljku uopstavamo rezultat Erovenka o preslikavanju spektra kvazi-

hiponormalnog operatora [37].

Teorema 2.20. Neka je T € L(H) kvazihiponormalan operator i f € Hol(T'). Tada
je
Uea(f(T)) = f(gea(T)) i Uw(f(T)) = f(aw(T))

DokAz. Pokazujemo samo prvo tvrdenje. Primetimo da je dovoljno pokazati inkluz-
iju O. Petpostavimo da A ¢ o.(f(T)). Tada f(T) — A€ ® (H) i

(5) J(T) = A= (T —pa) - (T = pn)g(T),

gde je g(7T) invertibilan operator i operatori na desnoj strani od (5) uzajamno komu-
tiraju. Sada zaklju¢ujemo daT'—p; € &, (H) zasvakii =1,...,n. Prema Lemi 2.19
sledi i(T) = o(T) — a(T*) <0, 1istoga T'— p; € P (H) zasve i =1,...,n. Prema
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tome, A ¢ f(0eq(T)). Dokaz drugog tvrdenja je analogan i predstavlja direktnu

generalizaciju Erovenkovog rezultata. [

Ako je T hiponormalan operator, Rakocevi¢ je pokazao da a-Weylova teorema vazi

za T [100]. Generalisemo taj rezultat, pretpostavljajuéi da je T kvazihiponormalan.

Teorema 2.21. Neka je T € L(H) ¢ T* je kvazihiponormalan. Tada a-Weylova

teorema vazi za T'.

DoxkAz. Pretpostavimo da je A € 04(T)\0ea(T). Tada T'— X € ® (H) i 0 <
a(T — N) < co. Ako je A # 0, posto je T* kvazihiponormalan, prema Lemi 2.19
zakljucujemo da je a((T' — N\)*) < a(T — ) < co. Ako je A =0, tada je T' € ® (H)
i T* € ®7(H), odakle sledi a(T*) < a(T) = B(T*) < co. Na svaki nacin, vazi
a((T —N)*) <a(T — ) < oo. Ocigledno je i(T' — X\) = (T — X)) —a((T'— A)*) > 0.
Kako je T — X\ € @ (H), vazi 0 = i(T — \) = i((T — \)*), odakle sledi A ¢ o, (T™*).
Dobro je poznato da za kvazihiponormalne operatore vazi Weylova teorema [38, 97],
tako da zaklju¢ujemo A € moo(T™*). Na osnovu ovoga sledi da je A izolovana tacka
skupa o (7). Sada sledi da je A izolovana tacka skupa o,(7) i A € me0(T).

Da bi pokazali suprotnu inkluziju, pretpostavimo da Ao € 7a(7T). Tada 0 <
a(T — N\o) < oo i postoji neki € > 0, tako da za sve A € C vazi sledete: ako 0 <
A —Xo| <€, onda A\ ¢ 0,(T). Za sve takve A, koristeéi Lemu 2.19, zaklju¢ujemo da
vazi a((T—A)*) < a(T—X) = 0. Vazi i(T—\) = 01 A9 mora biti izolovana tacka skupa
o(T). Prema tome, 0 mora biti izolovana tacka skupa o((1T"— Ag)*). Uocavamo da je
BUT — Xo)*) = a(T — Np) < 00, prema tome (T — A\g)* € ®(H). Kako je 0 izolovana
tacka skupa o((T — \g)*), sledi da je i((T — A\)*) =01 Ay & 0w(T) D 0ea(T). O

Ako je T* kvazihiponormalan operator, pokazatemo da a-Weylova teorema vazi
za f(T), ako je f € Hol(T).

Ovaj problem za Weylovu teoremu i hiponormalne operatore je parcijalno postav-
ljen u [90] i resen u [82]. Opste resenje za Weylovu teoremu i hiponormalne operatore
videti u radu Schomoegera [118].

Imajuéi u vidu sve rezultate oko a-izoloidnosti, sledec¢e tvrdenje je oc¢ekivano.
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Teorema 2.22. Ako je T kvazihiponormalan, onda je T a-izoloidan.

DoxkAz. Pretpostavimo da A € isoo,(T). Tada postoji neki broj e > 0, tako da za
sve € C, ako je 0 < |\ — u|] < €, onda je «(T — pl) = 01 R(T — pl) je zatvoren.
Prema Erovenkovom rezultatu (Lema 2.19), sledi da je o(T — pul)* = 0, prema
tome operatori T — pul i (T — pI)* su invertibilni. Dalje, A je izolovana tacka skupa
o(T*). Dobro je poznato da je kvazihiponormalni operator T* izoloidan, odnosno sve
izolovane tacke operatora T™ jesu sopstvene vrednosti opoeratora T (videti komentar
u ¢lanku [37,Teopema 5]). Sledi da vazi 0 < a(T — AI)* < a(T — AI). Dakle, A je

sopstvena vrednost operatora 1. [

Dosli smo do jednog veoma opsteg tvrdenja (videti hronoloski [90],[82],[118]).

Teorema 2.23. Ako je T* kvazihiponormalan operator i f € Hol(T), onda a-

Weylova teorema vazi za f(T).

DokAz. Sledi iz prethodnih rezultata: Teoreme 2.20 — 2.22. [

APSTRAKTNA RAZMATRANJA

Razamtrac¢emo teoreme o preslikavanjima delova spektra elemenata u Banachovim
algebrama, koji su relevantni za Weylovu teoremu.

Neka je A algebra sa jedinicom i X vektorski prostor (nad istim poljem skalara).
Neka je L(X) algebra svih linearnih operatora na X. Reprezentacija algebre A na
X je svaki algebarski homomorfizam iz algebre A4 u algebru L(X). Reprezentacija
¢ : A — L(X) je (strogo ili algebarski) ireducibilna, ako je ¢ # 0 i ako su {0} i
X jedini invarijantni potprostori operatora ¢(a), za svaki a € A. Reprezentacija
¢ A— L(X) je verna, ako je jezgro ove reprezentacije {0}.

Neki ideal P od A je primitivan, ako je jezgro neke ireducibilne reprezentacije
algebre A. Algebra A je primitivna, ako je {0} primitivni ideal. Drugim re¢ima,
postoji verna ireducibilna reprezentacija algebre A.

Desni ideal R algebre A je minimalan, ako je R # {0} i ako za svaki desni ideal R
od A, za koji je Ry C R, vazi: Ry = {0} ili Ry = R. Idempotent e € A je minimalni,
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ako i samo ako je eA minimalni desni ideal u A. Skup svih minimalnih idempotenata
od A oznacavamo sa Min(.A).

Neka je A kompleksna primitivna Bancahova algebra sa jedinicom, tako da je
Min(A) # 0. Ako je x € Aie € Min(A), sa © — x” oznacavamo levu regularnu
reprezentaciju primitivne Banachove algebre A na Banachov prostor Ae. Drugim

recima, 2 € L(Ae) je definisan kao:
ae € Ae = 12" (ae) = rae.

Reprezentacija x — x” je neprekidna i verna, odnosno jezgro ove reprezentacije je
{0}. Takode, ova reprezentacija je ireducibilna. Dobro je poznato da dimenzija
slike, kodimenzija slike i dimenzija jezgra operatora z” € L(Ae) ne zavise od izbora
elementa e € Min(A) [5]. Primetimo da vazi (ts)" = t"s" i (t — )" =t" — A, gde
I oznacava identicki operator na prostoru Ae.

Ako je A Banachova algebra svih operatora na nekom Banachovom prostoru, onda
se Min(.A) sastoji od svih jednodimenzionalnih operatora na tom prostoru. Takode,
ako je z € A, onda dimenzija slike, kodimenzija slike i dimenzija jezgra operatora z”
se poklapaju redom sa odgovarajuéim velicinama polaznog operatora x. [5].

Pretpostavljamo da je uvek A kompleksna primitivna Banachova algebra sa jedini-
com 1, i neka je Min(A) # () skup svih minimalnih idempotenata algebre A. Neka je
A~1 skup svih invertibilnih elemenata algebre A.

Formulisa¢emo poznati rezultat koji nam omogucava da definiSemo tackasti spek-

tar nekog elementa u primitivnoj Banachovoj algebri A.
Lema 2.24 ([5, Example F.2.2]). Neka je X Banachov prostor i T € L(X). Tada

0p(T) = 7, (T").

Definicija. Ako jet € A1ie € Min(A), tada je tackasti spektar elementa t definisan

kao

o,(t) =0,(t") ={X e C:a(X—t") > 0},

gde je t" € L(Ae).
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Prema [5], upravo uvedena definicija ne zavisi od izbora idempotenta e €
A, a prema Lemi 2.24 poklapa se sa uobi¢ajenom definicijom tackastog spektra
ogranic¢enog operatora na Banachovom prostoru. Kazemo da se skup o,(t) sastoji od
sopstvenih vrednosti elementa t.

Neka je R # () regularnost u algebri A (videti [74]), odnosno R zadovoljava sledeée

uslove:

(a) ako jea € Ain €N, tada a € R ako i samo ako a" € R;
(b) ako su a, b, ¢, d medusobno komutativni elementi algebre A i ac+bd = 1, tada

ab € R akoisamoakoae€ Ribe R.

Takozvani R-spektar elementa t € A definisan je na sledeéi nacin:
or(t)={ € C:t—\¢&R}.

Dobro je poznato da ako a € A~! i ab = ba, onda ab € R ako i samo ako b € R, te
stoga vazi A~! C R. Takode, vazi teorema o spektralnom preslikavanju f(og(t)) =
or(f(t)) za svako t € A isve f € Hol(t). Pretpostavljaéemo uvek da je R otvorena
regularnost u .4, odakle sledi da je o g (t) moduée prazan, ali uvek kompaktan podskup
spektr o(t) [74].

Razmotrimo skup
mr(t) ={AeC: A €isoogr(t)i0 < a(t—\) < oo}

Skup 7r(t) sastoji se od svih izolovanih tacaka skupa og(t) koji su sopstvene vred-
nosti od ¢t konac¢ne geometrijske visestrukosti. Uvodimo slede¢u opstu definiciju,

inspirisanu ranijom definicijom izoloidnosti.

Definicija. Kazemo da je elemenat ¢t € A R-izoloidan, ako je ispunjeno isoog(t) C
op(t), odnosno sve izolovane tacke spektra or(t) jesu sopstvene vrednosti elementa
t.

Pokazactemo teoremu o spektralnom preslikavanju skupa og(t)\7g(t). Ako je T
ogranicen operator na Banachovom prostoru, analogni problem za skup o(7")\moo(T')
i polinome posmatran je u radu Oberaia [90]. Skup o, (T")\7.0(7T) i analiticke funkcije
koje nisu konstantne na povezanim komponentama posmatrani su u prvom odeljku

ove glave.
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Teorema 2.25. Neka je R otvorena reqularnost od A, tako da or(t) # 0 za sve
t e A. Ako jet € A R-izoloidan i f € Hol(t) proizvoljna, tada vaZi

or(fON\TR(f (1)) = flor(E)\TR(E))-

DoxkAz. Da bi pokazali inkluziju C, neka je A € or(f(t))\7r(f(t)) C f(ogr(t)) i
razlikujemo tri slucaja.

Slucaj I. Ako je A tacka nagomilavanja skupa or(f(t)), tada je A takode tacka
nagomilavanja skupa f(og(t)), i stoga postoji niz (i) u ogr(t), tako da f(u,) — A.
Sada, skup or(t) je kompaktan, i stoga mozemo uzeti pu,, — pu € og(t). Zakljuéujemo
daje A = f(4) € f(oR(H\TR(1)).

Slucaj II. Sada, neka A nije izolovana tacka skupa o(t), ali je a(t — X) = 0. Sledi

da vazi
(6) &) =X=(t—pa)-(t — pn)g(t),
gde su pq,. .., 1, € o(t), elementi na desnoj strani izraza (6) uzajamno komutiraju

i g(t) je invertibilan. Kako je A € f(ogr(t)), znamo da neki p;, pripada skupu
or(t). Kako X nije sopstvena vrednost elementa f(¢)", sledi da ni jedna od tacaka
L1, .., [y e moZe biti sopstvena vrednost elementa ¢t". Prema tome, A = f(u;,) €
flor(E)\mR(t)).

Slucaj III. Neka je A izolovana sopstvena vrednost elementa f(t) beskonacne ge-
ometrijske viSestrukosti. Primetimo da (6) jos uvek vazi. Kako je A sopstvena
vrednost od f(t)" beskonacéne visestruksoti, postoji neki pu;,, tako da je u;, sop-
stvena vrednost od t" beskona¢ne viSestrukosti. Zakljuéujemo da vazi A = f(u;,) €
for(\TR(1)).

Da bi pokazali inkluziju D, neka je A € f(or(t)\7r(t)) C or(f(t)). Pretpostavimo
da vazi A € mr(f(t)). Tada je A izolovana u or(f(t)) 1 (6) vazi. Ako neki y; pripada
skupu og(t), tada je p; izolovan u skupu og(t) i mora biti sopstvena vrednost od ¢,
kako je t R-izoloidan. Sada, A je sopstvena vrednost od f(t) kona¢ne visestrukosti, i
stoga su svi p; € or(t) sopstvene vrednosti od ¢ konacne visestrukosti. Sledi da svi
wi € or(t) takode pripadaju skupu wr(t). Ovo je u kontradikeiji sa pretpostavkom
A€ flor(t)\mr(t)). O
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Primedba 2.26. Primetimo da moZemo pokazati inkluziju C u Teoremi 2.25 pret-
postavljajuci da je R otvoren podskup od A, za koji vaZi sledece:

(c) A™! C R;

(d) ako sua,be R iab=ba, tada ab € R.
Naime, ako R zadovoljava (c) i (d), tada inkluzija or(f(t)) C f(or(t)) vaZi za sve

t € Aisve f€Hol(t). Uovom specijalnom sluc¢aju t ne mora biti R-izoloidan.

U preostalom delu ovog odeljka razmatrac¢emo generalizaciju Browderovog spektra.
Do kraja ovog odeljka pretpostavlja¢cemo da je A proizvoljna kompleksna Banachova
algebra sa jedinicom 1.

Neka je J proizvoljan zatvoreni dvostrani ideal od A. Ako jet € Ai \ € isoo(t),
neka je p = p(A\, t) spectralni idempotent od ¢, koji odgovara tacki A. Definisimo skup
svih izolovanih tacaka konacne algebraske visestruksti (u odnosu na J) na slededi
nacin:

mo(t) = {A € C: A €isoo(t) i p(\t) € J}.

Pokazac¢emo teoremu o preslikavanju spektra za skup o (t)\mo(t).

Ako je T ogranicen operator na Banachovom prostoru X, A = £(X) je Banachova
algebra svih ogranicenih operatora na X, a J = F(X) je ideal svih kona¢no dimen-
zionalnih operatora na X, tada je o(7T)\mo(7T") Browderov spektar od T'. Zato skup
o(t)\mo(t) mozemo zvati Browderovim spektrom elementa ¢ u Banachovoj algebri A.

Druge generalizacije Browderovog spektra nalaze se u [5, 55, 74, 97].

Potreban nam je sledeéi rezultat iz knjige Dunforda i Schwartza [36, Theorem 19,

p. 574] (interpretiran za elemente proizvoljne Banachove algebre).

Teorema 2.27. Neka jet € A, f je kompleksna reqularna funkcija u okolini skupa
o(t), i neka je k spektralni podskup od o(f(t)). Tada je o(t) N f~1(k) spektralni
podskup od o(t) i vazi

P, f(1) = p(f~ (k). 1).

Takode, koristicemo sledec¢e tvrdenje.
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Lema 2.28. Neka je A algebra i J neka je dvostrani ideal od A. Ako su a,b idem-
potenti u A, tako da a+0b € J i ab = ba, tada a,b € J.

Dokaz. Kako je ab = ba, sledi (a +b)?> = a+2ab+b € Jiab € J. Sada je
ala+b)=a+abeJiaecJ. O

Pokazujemo teoremu o preslikavanju Browderovog spektra.

Teorema 2.29. Ako jea € A i f € Hol(a), tada
a(f(a)\mo(f(a)) = f(o(a)\mo(a)).

DokaAz. Neka je A € o(f(a))\mo(f(a)) C f(o(a)). Razlikujemo dva slucaja.
Slucaj I. Neka A nije izolovana tascka skupa o(f(a)). Tada postoji niz (un), tn €
o(a), tako da f(un) = A1 pn — po. Lako je videti da A = f(uo) € f(o(a)\mo(a)).
Slucaj II. Pretpostavimo da je A izolovana tacka skupa o(a), ali p(A, f(a)) ¢ J.
Vazi
(7) fla) =A=(a—p) - (a—pn)g(a),
gde je g(a) invertibilan i sve tacke p; jesu izolovane tacke skupa o(a). Prema Teoremi
2.27, sledi da vazi

(8) p(A f(a)) = p({pas -+ bn}s @) = plpas @) + -+ 4 plpin, @)

Ako p nije tacka nagomilavanja skupa o(a), tada je dobro poznato da vazi p(u,a) =0
ako i samo ako p ¢ o(a). Ako su sviidempotenti na desnoj strani izraza (8) u idealu J,
tada p(A, f(a)) € J takode. Prema tome, postoji neki y; € o(a), tako da p(u;,a) ¢ J
1A= f(wi) € flo(a)\mo(a)).

Pokazujemo suprotnu inkluziju. Neka A € f(o(a)\mo(a)) C o(f(a)). Pret-
postavimo da je A € mo(f(a)). Tada je X izolovana tacka skupa o(f(a)) i opet vazi
(7) i (8). Dobro je poznato da su idempotenti na desnoj strani izraza (8) uzajamno
ortogonalni. Kako je p(\, f(a)) € J, prema Lemi 2.28 sledi p(u;,a) € J za sve i.
Prema tome, ako je A = f(u) i p € o(a), tada u € mp(a). Ovo je u suprotnosti sa
pretpostavkom A € f(o(a)\mo(a)). O

Primedba 2.30. Primetimo da teorema o preslikavanju Browderovog spektra vazi
za ogranicene operatore na Banachovom prostoru. Generalizacije u [5, 55, 74, 97]

takode impliciraju teoremu o preslikavanju Browderovog spektra.
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3. GLAVA

GENERALISANI INVERZI

U ovoj glavi razmatracemo neka pitanja vezana za generalisene inverze. Prou-
cavanje generalisanih inverza operatora, bilo na kona¢no dimenzionalnim prostorima
(matrice), bilo na beskonaéno dimenzionalnim Banachovim i Hilbertovim prostorima,
pa cak i u Banachovim i C'*-algebrama je veoma aktuelno. Invertibilnost ogranicenog
operatora reSava mnoge probleme u Teoriji operatora i Linearnoj algebri. Medutim,
desava se da posmatrani operator ima samo pojedina svojstva invertibilnosti, kao Sto
su Penroseove [91] ili Drazinove [18] jednacine. U takvim slu¢ajevima ulogu pravog
inverza operatora preuzimaju uopsteni inverzi, koji mogu resiti postavljeni problem.

Izucavanje teorema Weylovog tipa i uopstenih inverza vodi do toga, da se posma-
traju i osobine uopStenih inverza, koje nisu u neposrednoj vezi sa Weylovom teore-
mom. Te osobine bice istrazivane u ovoj glavi.

Stoga, u ovoj glavi proucavamo pre svega neke reprezentacije i nacine izracu-
navanja generalisanih inverza ogranicenih operatora na Banachovom i Hilbertovom
prostoru. Takode, izvesnu paznju posveticemo odnosu obi¢nog i generalisanog Drazi-
novog inverza u Banachovim algebrama. Neke od pokazanih teorema su veé¢ poznate
za matrice, a nisu poznate za operatore na beskonacno dimenzionalnim prostorima.
Takode postoji i znatan broj rezultata u kojima je sadrzan originalan pristup cak i
kada su u pitanju kompleksne matrice.

Ova glava je uradeno je prema originalnim rezultatima iz radova [30, 31, 123].

DEKOMPOZICIJA POTPUNOG RANGA
NA HILBERTOVOM PROSTORU

Dekomporzicija potpunog ranga, ili ful-rank dekompozicija matrica, jedan je od
osnovnih nac¢ina za proucavanje generalisanih inverza matrica. U ovom odeljku isko-

risticemo dekompoziciju potpunog ranga ogranicenog operatora, uvedenu u knjizi
39
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Caradusa [18] i radu Bouldina [14]. Pokaza¢emo, pre svega reprezentacione teoreme
za refleksivne generalisane inverze i Moore-Penroseov inverz na Hilbertovom pros-
toru. Svi rezultati u ovom odeljku su ve¢ poznati za matrice, ali neki nisu poznati za
operatore na proizvoljnom Hilbertovom prostoru. Napominjemo da i dokazi u ovoj

disertaciji nisu sli¢ni odgovraju¢im poznatim dokazima za matrice.

Da bi izbegli ponavljanje, osnovne pojmove o dekompoziciji potpunog ranga
iskaza¢emo u Banachovi prostorima, a onda ¢emo svu paznju usmeriti na proucavanje
operatora na Hilbertovim prostorima.

Ako je A € L(X,Y) operator izmedu dva Banachova prostora X i Y, kazemo da

je operator B € L(Y, X) generalisani inverz operatora A, ako vazi neka od jednacina:
(1) ABA=A, (2) BAB=B.

Ako vazi samo jednacina (1), onda za B kazemo jednostavno da je generalisani inverz,
unutrasnji inverz, ili krace g-inverz operatora A. Za operator A u tom sluc¢aju kazemo
da je g-invertibilan, ili relativno regularan. Ako vazi samo jednac¢ina (2), onda je B
takozvani {2}-inverz, ili spoljasnji inverz operatora A. Ako vaze i (1) i (2), onda je
B refleksivni ili go-inverz operatora A.

Dobro je poznato da je operator A g-invertibilan ako i samo ako je N'(A) komple-
mentaran potprostor od X, a R(A) je zatvoren i komplementaran potprostor od Y.
Naravno, ako su X i Y Hilbertovi prostori, onda je A g-invertibilan ako i samo ako je
R(A) zatvoren. Ako je B g-inverz operatora A, tada je AB projekcija sa prostora Y
na potprostor R(A), a I — BA je projekcija sa prostora X na potprostor N'(A). Ako
je B g-inverz od A, onda je lako proveriti (i dobro je poznato) da je BAB go-inverz
operatora A. Naravno, ako je B gs-inverz operatora A, onda je AB projekcija sa Y
an R(A) paralelno sa N (B), a BA je projekcija sa X na R(B) paralelno sa N (4).

Zbog vaznosti, izdvoji¢emo u jednu celinu definiciju dekompozicije potpunog ranga
[14, 18]. Takode, zanimljivo je videti i rad [3].

Definicija. Neka je A € L(X,Y). Ako postoje: Banachov prostor Z i operatori
QeL(X,Z)iPeL(ZY), tako da je P levo invertibilan, @) je desno invertibilan i

(FR) A=PQ,
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kazemo da (FR) oznacava dekompoziciju potpunog ranga operatora A.

Dobro je poznato da u definiciji (FR) mozemo pretpostaviti da je P g-invertibilan
i injekcija, a ) je g-invertibilan i surjekcija. Za operatore na Hilbertovom prostoru
moze se pretpostaviti i manje: P je injekcija sa zatvorenom slikom, a @) je surjekcija.

Vazno je sledece tvrdenje Caradusa o jedinstvenosti dekompozicije potpunog ranga
[18].

Teorema 3.1. Za operator A € L(X,Y) postoji dekompozicija potpunog rnga, ako i
samo ako je A g-invertibilan operator. U tom sluc¢aju je Banachov prostor Z izomor-

fan sa R(A), i R(A) = R(P).

Neka su u ovom odeljku nadalje X i Y Hilbertovi prostori. Medu refleksivnim
generalisanim inverzima izdvajaju se i neki inverzi sa dodatnim svojstvima. Oni se

najceSée opisuju kao skup svih operatora B, koji zadovoljava neke od jednacina

(3) (AB)* = AB, (4) (BA)* = BA.

Pri tome je T Hilbert adjungovani operator operatora T'. Uobicajeno je jos i sledece:
za podskup S skupa {1,2, 3,4}, skup operatora koji zadovoljavaju jednacine opisane
uslovima u skupu S oznacen je sa A{S}. Operator B € A{S} nazivamo S-inverzom
od A i ¢esto oznacavamo sa A(S). Ako je A g-invertibilan, odnosno R(A) zatvoren,
skup A{1,2,3,4} se sastoji od jednog elementa, Moore-Penroseovog inverza od A,
kojeg oznacavamo sa Af.

Ako su M i N pozitivni i invertibilni operatori, zanimljivo je zajedno sa uslovima

(1) i (2) posmatrati i uslove

(3M)  (MAB)* = MAB (4N)  (NBA)* = NBA.

Dobro je poznato da postoji jedinstven oeprator B koji zadovoljava uslove (1), (2),
(3M) i (4N). Takav operator B zovemo tezinskim inverzom operatora A u odnosu
na tezine M i N, i oznacavamo ga sa AM ~- U ovom odeljku bi¢e pokazana jedna

reprezentacija operatora A}LV‘, N Uz korisénje dekompozicije potpunog ranga.
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Zapocninjemo izucavanjem opstih reprezentacija refleksivnih g-inverza, {1,2,3} i
{1, 2,4}-inverza, Moore-Penroseovog, tezinskog Moore-Penroseovog inverza i grupnog
inversa ogranic¢enih operatora koji deluju na proizvoljnim Hilbertovim prostorima.
Ove reprezentacije, kao $to je ranije napomenuto, izrazene su u termima operatora
koji ¢ine dekompoziciju potpunog ranga (FR), kao i odredenih poc¢etnih uslova, koje
namecemo u zavisnosti od toga koju klasu generalisanih inverza zelimo da dobijemo.
Istrazujemo potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju takvih opstih reprezentacija.

Naredno tvrdenje cesto koristimo.

Propozicija 3.2. Ako je S € L(X,Y) surjekcija, tada je SS* invertibilan i ST je
desni inverz operatora S. Analogno, ako je T € L(X,Y) injekcija sa zatvorenom

slikom, onda je T*T invertibilan i T je levi inverz operatora T.

Formulisimo dobro poznati rezultat [110, p. 20, 28|.

Lema 3.3. Ako je A = PQ dekompozicija potpunog ranga operatora A € L(X,Y)
prema (FR), onda:

(a) Operator Q! je desni inverz operatora Q ako i samo ako postoji operator
Wi € L(Z,X) takav da je QW7 invertibilan, i u tom slucaju vazi: Q71 =
Wi (QWq)~ L.

(b) Operator Pl_1 je levi itnverz operatora P ako 1 samo ako postoji operator Wy €
L(Y, Z) tako da je Wy P invertibilan i u tom slucaju vazi: P! = (WoP) ™' Wy.

(¢) Operator B je refleksivni g-inverz operatrora A ako i samo ako je B =

Q,TlPl_1 za neki desni inverz Q71 od Q i neki levi inverz Pl_1 od P.

U literaturi su poznate brojne reprezentacije razlic¢itih klasa generalisanih inverza
kompleksnih matrica. Opsta reprezentacija {1,2}-inverza matrica razmatrana je u
[99] i [110, p. 20, 28]. Opste reprezentacije {1,2,3}-1{1,2,4}- inverza matrica razma-
trane su u [99]. U [22] je pokazana opsta reprezentacija i dati su uslovi egzistencije
grupnog inverza kompleksne matrice. Opsta reprezentacija Moore-Penroseovog in-
verza data je u [14], i vazi za ogranicene operatrore na proizvoljnim Hilbertovim

prostorima.
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Pokazac¢emo sada opstu reprezentaciju {1,2}-, {1,2,3}- i {1,2,4}-inverza ograni-
¢enih operatora na proizvoljnim Hilbertovim prostorima. Kao posledicu, dobi¢emo

dobro poznatu reprezentaciju Moore-Penroseovog inverza iz [14].

Teorema 3.4. Neka je A = PQ dekompozicija potpunog ranga operatora A €
L(X,Y) prema (FR). Tada:

(a) B € A{1,2} ako i samo ako postoje operatori Wy € L(Z,X) i Wy € L(Y, Z),
tako da su QWy i@ WoP invertibilni w L(Z). U tom sluéaju B ima sledeéu

opstu reprezentaciju
B = W1(QW1) ' (WaP) Wy

(b) Be A{1,2,3} ako i samo ako postoji operator W1 € L(Z,X), takav da je QW;

invertibilan u L(Z). U tom slucaju opsta reprezentacija operatora B jeste:
B =W (QW,) ' (P*P)~'P*.

(c) BeA{1,2,4} ako i samo ako postoji operator Wo € L(Y, Z), takav da je Wy P

invertibilan u L(Z). U tom sluc¢aju vazi
B =Q"(QQ*) ' (W2P)™'Wa.
(d) AT = QTPT = Q*(QQ")"'(P*P)"'P* =Q*(P*AQ") ' P".

DokAz. (a) Sledi na osnovu Leme 3.3.

(b) Ako B ima navedenu formu, tada nije tesko proveriti B € A{1,2, 3}.

Treba pokazati da forma (b) vazi za sve {1,2,3} inverze operatora A. Pret-
postavimo da je B € A{1,2,3}. Prema delu (a) zaklju¢ujemo da postoje operatori
Wh e L(Z,X)iWy e L(Y,Z), tako da su QW7 i WaP invertibilni u £(Z). Takode

vazi

B = W(QW1) Y (WoP) 1 W,.

Iz ¢injenice da B zadovoljava jednacinu (3), proizilazi

(PQW(QW1)™H(WoP) ™' Wa)* = PQW1(QWy) ™ (WoP) ™ Wy,
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odnosno

W5 (W P)*) ™1 P* = P(WoP) ™ Ws.

Mnozenje s leva operatorom Wy proizvodi
Wy = (WoWy) (W P)*) " P*.

Kako je Wy P invertibilan, sledi da je W5 desno invertibilan, a WoWJ3 je invertibi-

lan. Koriste¢i dobijenu formu za W5, zaklju¢ujemo:

B = Wy (QW1) H(WaWy) (WaP)*)~H(P* P~ (Wo Wy ) (WoP)*) ' P*
= W1 (QW1) (P*P)~ (WoP)* (WoW3) " (W W5 ) (W P)*) ' P*
= Wi (QWy) (P*P)~ P~

Tvrdenje (c) sledi na isti na¢in kao i (b). Tvrdenje (d) je sada neposredna posledica
tvrdenja (b) i (¢). O

Sada ¢emo razmtarati tezinski Moore-Penroseov inverz. Tezinski Moore-Penroseov
invers je izuc¢avan u [7, 95, 110] za kompleksne matrice i matrice nad integralnim
domenom. Takode, posmatran je i tezinski Moore-Penroseov inverz pod slabijim
uslovima, kada su matrice M i N invertibilne, ne obavezno pozitivne [7, 95, 96, 110].

Podsetimo se da je T na Hilbertovom prostoru je pozitivan, ako vazi (Tz,z) > 0
za svaki x # 0. Ako je T pozitivan i invertibilan, onda vazi ||gicﬂ1£1(Tx, x) > 0.
Teorema 3.5. Neka je A = PQ dekompozicija potpunog ranga operatora A prema
(FR). Ako su M € L(Y) i N € L(X) pozitivni i invertibilni operatori tada je A}RLN

jedinstven 1 vazi:

Ay = @NTHY(Q@NTH") T (MP) P) " (MP)*
— Nle*(QNle*)fl(P*MP)flp*M.

DOKAZ. Prvo éemo pokazati da su Q(QN~1)* i (MP)*P pozitivni i invertibilni
operatori u L(Z). Akojexz € Z i ||z|]| = 1, tada

(Q@QNY*z,2) = (N'Q"z,Q"z) > 0.
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Pretpostavimo da vazi \|gig]\[|1f1(Q(QN_l)*x’ x) = 0. Tada postoji niz jedini¢nih vek-
tora (r,), u Z, tako da vazi lim(N~1Q*z,,Q*z,) = 0. Kako je N~! pozitivan i
invertibilan, sledi da postoji pogniz (Tn, )k niza (2, ), tako da vazi h;gn Q*x,, = 0.
Sada zakljucujemo da Q* nije injekcija sa zatvorenom slikom, i stoga @) nije sur-
jekcija. Ovo je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom o dekompoziciji potpunog
ranga. Zakljuéujemo da je Q(QN~1)* pozitivan i invertibilan u £(Z). Analogno,
mozemo pokazati da je (M P)*P pozitivan i invertibilan u £(Z).

Koriste¢i upravo dobijene ¢injenice, lako je proveriti da forma u teoremi daje
tezinski Moore-Penroseov inverz operatora A.

Da bi pokazali jedinstvenot tezinskog Moore-Penroseovog inverza, pretpostavimo

da neki operator B € A{1,2} zadovoljava jednac¢ine (3M) i (4N). Prema Teoremi 3.4

(a) sledi da postoje podesno izabrani operatori Wy i Wa, tako da vazi

X = Wi (QW1) H(WaP) ™' Wh.
Kako X zadovoljava (3M), sledi da vazi

[MP(QW1)(QW1) ™ H(WoP) ' Wa]* = MP(QW1)(QW1) ™ (WaP) "W,

ili, ekvivalentno
Wi ((WoP)*)"'P*M = M P(WyP) 'Ws.

Mnozenjem prethodne jednakosti operatorom WoM ~! sa leve strane, proizilazi

Wy = WoM W5 (WoP)*) ' P* M.

Sada je
WoP = WoM W5 ((WoP)*)"'P*MP.

Iz prvog dela dokaza sledi da je P*M P = (M P)* P invertibilan. Kako su ((W,P)*)~1
i Wy P invertibilni, zaklju¢ujemo da je Wo M W invertibilan i

(WoP)™' = ((MP)*P)~ (WaP)*(Wo M~ 'W3) ™.
Sliéno, kako X zadovoljava (4N), dobijamo

W1 (QW1) ™  (WaP) ™ (W2 P)QNT* = W1(QW1) ™ H(WoP) ™ (W2 P)@N,
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NQ*((QW1)")~'Wy = W1(QW1) ' QN.
Sukcesivnim mnozenjem prethodne jednakosti operatorom N~'W; s desna, i opera-
torom @ s leva, zakljucujemo da vazi

QW1 = QNQ*((QW1)*) 'WiN~tWy.

Iz prvog dela dokaza sledi da je QNQ* = Q(QN)* invertibilan. Kako su ((QW7y)*)~1
i QW invertibilni, sledi da je W N ~W; invertibilan i

(QW1)™! = (WiN~'W1)~H QW) (Q(QN)") ™.

Koristimo dobijene forme za Wy, (QW1)~t, Wy i (WoP)~t, da bi dobili

B = (QN)(QQN)")"'(MP)*P)~"(MP)*. O

TEOREME GROETCHOVOG TIPA

U ovom odeljku koristi¢cemo fundamentalni rezultat Groetcha o opstoj reprezenta-
ciji Moore-Penroseovog inverza ograni¢enog operatora [18, 46, 47], za izracunavanje
nekih klasa generalisanih inverza opratora na Hilbertovom prostoru. Groetchova

teorema sledi.

Teorema 3.6. Neka je T € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom. Tada [47, p.
45]
(5) TH=T7'T*, gdeje T =T"T|, .,

Ako je Q2 otovoren skup sa svojstvom o(T) C Q C (0,00), i {Ss(x)}s je familija
neprekidnih realnih funkcija na Q, sa svojstvom lién Sg(z) = % uniformno na o(T),

tada [18, p. 42], [46], [47, p. 57]

(6) T = lién S(T)T™,
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gde je konvergencija po normi prostora L(Y,X). Stavise,

ISs(T)T* =TT < sup |Sp(x) — 1] -||IT7].
z€o(T)

Ovde se podrazumeva da je granic¢ni proces uzet po (3, gde je S elemenat nekog
usmerenog skupa B (videti, na primer, [104]).

Uveséemo dve generalizacije Groetchove reprezentacije (5) i (6) Moore-Penroseo-
vog inverza. Ovakav pristup je nov cak i kada se radi o matricama. Dobijena gene-
ralizacija sadrzi i reprezentaciju koja je zasnovana na iterativnom metodu povec¢anog
stepena (hyper-power) za izrac¢unavanje generalisanih inverza matrica u [123].

Slede¢i rezultat prosiruje Teoremu 3.6 na izracunavanje klase svih refleksivnih

generalisanih inverza.

Teorema 3.7. Neka je A € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom, A = PQ je
dekompozicija potpunog ranga operatora A i Wi € L(Z,X), Wy € L(Y,Z). Pret-
postavimo da je QW1 desno invertibilan, Wo P je levo invertibilan, W = W AW7 14
W = W*W| Ako je Q otvoren podskup i o(W) C Q C (0,00), a {Ss(z)}s

je familija neprekidnih realnih funkcija na €2, tako da lién Ss(x) = % uniformno na

R(W*) "

o(W), tada:

B = lim Wy [sﬁ(v’“v)} W*W, € A{1,2},

gde vazi konvergencija po normi prostora L(Y, X).

Stavise,

[WASs(W)W*Wy — BI| < [Wa| sup |2Ss(x) — 1] - [WT[|[[Wa].
xz€o(T)

Dokaz. Kako je W = (WyP)(QW7), QW je surjekcija, Wa P je injekcija i R(W2P)
je zatvoren, sledi da je R(W) = R(W2P), te mozemo primeniti Teoremu 3.8 na

operator W umesto operatora T'. ZakljuCujemo da je

B=lim W, [SB(VT/)] W* W = Wi (Wa AWL ) W = W1 (WaP) QW) We.
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Operatori Wy P i QW ¢ine dekompoziciju potpunog ranga operatora W, sto znaci
(WoP)(QW1))T = (QW1)T(WoP)T (videti rad Bouldina [14], kao i razmatranje u
prethodnom odeljku). Kako je (QW1)T desni inverz operaotra QW1, a (WoP)' je levi

inverz operatora W5 P, lako zaklju¢ujemo da vazi

B =W (QWy) (WoP) Wy € A{1,2}. O

Sliéni rezultati mogu biti formulisani za potklase svih refleksivnih generalisanih
inverza. Na primer, ako je W7 = Q* tada je B € A{1,2,3}. Takode, ako je W5 = P*
tada je X € A{1,2,4}. Formulisemo sledeéi pojednostavljeni rezultat.

Posledica 3.8. Neka operator A € L(X,Y) ima zatvorenu sliku i A = PQ je dekom-
pozicija potpunog ranga od A prema (FR). Neka je {Sg(x)}s familija neprekidnih
realnih funkcija na (0,+00), tako da lién Sa(x) = L uniformno na svim kompaktnim

podskupovima od (0,400). Tada:

(a) B € A{1,2} ako i samo ako postoje operatori Wy € L(Z,X), Wy € L(Y, Z),
W = Wo AW, tako da su QW7 i Wo P invertibilni i

B =lim W, [Sﬁ(ﬁ/)} W* W
(b) B € A{1,2,3} ako i samo ako postoji Wy € L(Y, Z) tako da je W5 P invert-
wbilan 1
B = lm Q" [55(72AQ")| (WaAQ") W,

(c) B € A{1,2,4} ako i samo ako postoji Wy € L(Z,X) tako da je QW7 levo

invertibilan 1

B = lim Wy [SB(PTZv/Vl)] (P*AW,)* P*.

() AT =limQ" |S5(P*AQ")| (P*AQ")"P*;

(e) Ako su M € L(Y) i N € L(X) pozitivni i invertibilni operatori, tada

Ay =m(@N ™Y [S5(D)] D*(MPY",
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gde je D = (MP)*A(QN~1Y)*, ili D= P*"MAN~1Q*;
(f) Ako jel >k = s-ind A i Q. APq: je invertibilan, tada je

AP = tim Par [S5(QuiAPA) | (QuiAPA) @

(g) Ako je QP invertibilan, tada

—~—

A% = lim P [SY (QAP)] (QAP)Q = tim P [S} (QP)?)] [@QP)" s

Konvergencija je po normi prostora L(Y, X).

Doxkaz. (a), (b) i (c) slede iz Teoreme 3.4 kao specijalni slucajevi za Wy = Q* ili
Wy = P*.

(d) Sledi na osnovu Teoreme 3.4 i (a), za Wi = Q* i = P*.

(e) sledi na osnovu Teoreme 3.5.

(f) i (g) slede iz Teoreme 3.4. [

Potreban je sledeci rezultat.

Propozicija 3.9. Neka je T € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom, neka je
YU o(TT*| C Q C (0,00), i neka je
{Ss(z)}p familija neprekidnih realnih funkcija na Q, sa svojstvom lign Sg(z) = X

Q otovoren skup za koji vazi o(T*T)|

R(T*) R(T))

uniformno na o(T* T puy) Vo (TT™

|(ry)- Tada vazi

limn T[S (T |, )] =i [S5(T" T )] T7 =TT,

Doxkaz. Koriste¢i Weierstrassovu teoremu o aproksimaciji neprekidnih funkcija poli-
nomom, zaklju¢ujemo da je operator Sg(T™T|
R(T*) i Sp(TT™|

zakljucujemo da vredi

R ) samoadjungovan na potprostoru

=(ry) j€ samoadjungovan na potprostoru R(7'). Prema Teoremi 3.6

i T° [S5(TT"] )] = lim ([S5(TT" )] T)" = (7)) = 7"

= lim [Sg(T*T| A

lim
B
éIl R(T*)

Sledeéi rezultat je najvazniji u ovom odeljku.
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Teorema 3.10. Neka je A € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom, A = PQ je
dekompozicija potpunog ranga operatora A, Wi € L(Z,X), Wo € L(Y,Z) i W =
Wo AW, € ,C(Z)

a 0 vazi: 2 je unitaran, 1 J€ Aesno tverttoan 1 Je jamiija kKoja 1ma

svojstva iz Teoreme 3.6 za T = AW1, tada

lim 1, [sﬁ(ﬁ/)] W*Wy = Wy (AW, € A{1,2,3).

(b) Ako wvazi: Wi je unitaran, WoP je levo invertibilan i Sg je familija koja

zadovoljava uslove iz Teoreme 3.6 za T = A*Wy', tada

lim 9,17 [Sﬁ(VV)} Wo = (WaA)TW, € A{1,2,4).
(c) Ako su Wy i Wy unitarni, i ako Sg ima svojstva iz (a) i (b), tada
AT = lim W, [sﬁ(VV)] W*Wy = Wy (AW;)!
= lim W, 1¥* [SB(VV)} Wy = (WaA) T Ws.
(d) Ako (a) vazi i W1 = Q*, tada
lim 7 [SB(W)} W* Wy = Q*(AQ*)! = AT,
(e) Ako (b) vazi i Wo = P*, tada

lin 17, 17 [SB(W)} Wy = (P*A) P = AT,

Proof. (a) Operator W5 je unitaran, $to povlaci
W*W = (AW)" AWy, W*W, = (AWq)*.

Kako je W* = (AW7)*W5 i Wy je invertibilan, sledi da je R(W*) = R((AW1)*).

Koriste¢i Teoremu 3.6 zaklju¢ujemo

B = lim Wy [SB(VV)} W*Wa = Wi (AW € A{2,3).



GENERALISANI INVERZI 51

Treba pokazati Wi (AW;)T € A{1}. Primetimo da je B =W;[P(QW;)]". Sada, P je
levo invertibilan, QW je desno invertibilan, i stoga P(QW?7) je dat kao dekompozicija
potpunog ranga. Koristeéi rezultat iz Teoreme 3.4 (d), sledi B = W, (QW;)TPT. Sada

je jednostavno proveriti jednacinu (1) .

(b) Koristi¢emo dokaz (a) sa slede¢im izmenama: A* umesto A, W3 umesto W7, i
Wi umesto Ws. Primetimo daje W; unitaran i (WoP)* = P*W3 je desno invertibi-
lan. U ovom slucaju vazi WiW* = A*W5, WIW* = Wo A(Wo A)*, R(W2A) = R(W)

i W+* = (WA)*. Koriste¢i Weierstrassovu aproksimacionu teoremu zaklju¢ujemo da

je operator Sg(W2A(W2A)"| ., 4)) samoadjungovan, i stoga je

(A" W) [S5(WoAWaA) i, 0))| Wo =

=tim {1V [S5((A"W5) AW | penge)| (ATW3)} = (05 (A W) )"

Prema delu (a) znamo da vazi Wi (A*W5)T€ A*{1,2,3}, i, prema tome,

(W (AW = (WaA) W, € A{1,2,4}.

(c) Dovoljno je pokazati da procesi iz (a) i (b) konvergiraju ka istom operatoru.

Ako je Wy unitaran, iz dokaza tvrdenja (a) sledi W= ;1\17[71 Ako je Wi unitaran, iz

dokaza tvrdenja (b) zakljuéujemo W = (W3A)*. Sada, prema Propoziciji 3.9, (a) i
(b) sledi:

WL (AW = lim ¥, [85((AW1)*AW1\ AW ) WEWs

—lk

— nén Wi [Sg(W*W ) )] W Wo = Wi W T,

R(W *

Wy

=l W TV g (WW* | ] Wo =lim AW S5 (W )]

:lién A W5 Sg(Wa A(Wa A)¥| YWy = (W A)TW,. O

R(Wo A)

Koristedi razlicite familije Sz kao u [18, 47, 48], mozemo dobiti reprezentacije
{1, 2}-inverza. Ocigledno, analogni rezultati mogu biti formulisani i za {1,2,3}-
inverze, {1,2,4}-inverze, Moore-Penroseov inverz, tezinski Moore-Penroseov inverz,

Drazinov i grupni inverz.
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Posledica 3.11. Neka je A € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom, A = PQ je
dekompozicija potpunog ranga operatora A i neka su Wy € L(Z,X), Wo € L(Y, Z)
takvi operatori, da vazi: QW7 je desno invertibilan, a Wo P je levo invertibilan. Neka
je W = WoAW, « W = W*W|

g-inverza, koje konvergiraju po normi u prostoru L(Y, X):

rawe - lada vaZe sledece reprezentacije refleksivnih

(a) A2 =T, [f e_W*W“W*du} Wo;
0

(b) A2 =aWy S (I — aW*W)" W*Wa, gde je 0 < a < 2||W||~2;
k=0

(c) ALY =Wy lim (t1 4+ W*W) ™" W*Ws;
t—>0+

o 1 k—1 1

d) A2 =W — (I—f——www) W*Wsy;

@ (n :

= 1

AL =Wy 1 [ - W*W] W Wy

© LR T | | >

@)mwhﬂ%(Wh+m1Zeﬂmwu—mﬂwfwﬁwg

t—>0+ k=1

. X T+ (1-1t)k)
A12) — 1

(&) Wilim 2 A

(h) Sledeéa dva iterativna procesa generisu klasu svih refleksivnih generalisanih

[T — W*W] W*Ws.

inverza operatora A (videti rad [123]):

Yy = Y] = a(Wo AW, )*, 0<a<2|W|2,
Ty = Ix — Vi W, T, = Iy — WY,
Yier = (Ix + To+ -+ T )Ya { Vi =YWy + T+ + T,
Xpp1 = WY Wo Xj =WV We k=0,1,...

Primedba 3.12. [terativni procesi u (h) predstavljaju generalizaciju generalizaciju
rada [123].

Za proces definisan u prethodnoj teoremi (h), mogu se dati sledeée procene gresaka
[123] (videti knjigu Milovanoviéa [86] za sli¢ne procene kod obi¢ne inverzije operatora,

kao i za opis reda konvergencije iterativnog metoda):
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Teorema 3.13. Neka vaZi (h) iz prethodne teroeme. Tada vaZi:

YT |
(a) [1X = Xpll < Ly
1 — ||kl
Y1 Ty ||
(b) IX = Xl < [T |7 T Wl - W2,
1= [Tl
e [[Yoll
() IX = Xill < | Toll” T WAl - 2],
— [ Toll
Yl - Tl
() IX = Xyl < = WAl 72,
— Il
Y- 1Ty
X - X < Wl - [|W.
(e) |l ol < T e Il W2l

Y- 1Ty (T )|

(f) [[X = Xl <
1= {77

(Wl - [[Wall,

(f) Red konvergencije definisanog procesa je q, odnosno.

X = Xyl = O (IX = Xi[|?), k= oo

Ako se radi o matricama, onda ||T| oznacava spektralnu mormu matrica, koja
prirodno odgovara normi operatora T' na konacno dimenzionalnim Hilbertovim pros-

torima [86].

Primedba 3.14. U radu [77] je takode uvedena alternativna modifikacija iterativnog
metoda poveéanog stepena, koja generise klasu svih {1}-inverza operatora na Bana-
chovom prostoru. MoZemo primetiti da je teZe proveriti pocetne uslove u radu [77],
nego u radu [123]. Osim toga, u radu [77] nije jasno kada se dobijaju neke specijalne

klase generalisanih inverza.

DRAZINOV INVERZ I UOPSTENJA

U ovom odeljku uveséemo opstu reprezentaciju Drazinovog inverza operatora A,
zasnovanu na dekompoziciji potpunog ranga operatora A!, | > k = asc(A) = des(A).

Koristi¢emo i core-nilpotentnu dekompoziciju operatora A € £(X). Pretpostavljamo
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da je X proizvoljan Banachov prostor. Naime, AP postoji ako i samo ako je asc(A) =
des(A) = k < oo. U tom slucaju je X; = N (4%), Xy = R(AF),

(7) X=X,6X,

i ova dekompozicija redukuje operator A. Restrikcija operatora A na potprostor X; je
nilpotentan operator, a restrikcija na potprostor Xs je invertibilan operator. Narav-
no, prethodne napomene vrede pod dodatnom pretpostavkom da A nije nilpotentan
operator, odnosno AP # 0. Tada u odnosu na prethodno opisanu dekompoziciju

mozemo pisati
(8) A=A @4, i AP =004,

gde je A; = Alx,, i =1,2.
Sledeéa teorema je prirodna generalizacija Clineovog rezultata iz [22] i nije poznata

za madtrice.

Teorema 3.15. Neka je X Banachov prostor. Ako je A € L(X), 1>k = asc(A) =
des(A) < 0o i Al = PyiQ 41 dekompozicija potpunog ranga operatora A', tada

AP = PAZ(QAZAPAZ)_IQAZ.

DoKAZ. Podsetimo se dekompozicija (7) i (8). Kako su N (A') i R(A!) zatvoreni
i komplementarni potprostori od X, sledi da je A! is g-invertibilan. Prema tome,
postoji dekompozicija potpunog ranga A' = PyiQ 4, gde je Py € L(Z,X) levo
invertibilan, a @ 41 € £(X, Z) desno invertibilan, za neki Banachov prostor Z. Prema
teoremi o izomorfizmu [18], mozemo uzeti Z = X,. Koristeéi neprekidne projekcije

sa X na X; i Xy, zakljucujemo da P, i Q4 imaju sledeée forme i udnosu na (7):
M . =
PAl:|:P:| 1 QALZ[N Q],
gde su P,Q € L(X5), M € L(X5,X1), N € L£(X1,X3). Operator Py je levo
invertibilan, a @) 4: je desno invertibilan. Odavde sledi da su P4 i @ 4: g-invertibilni
operatori, N'(P4) = {0} i R(Qa) = Xo. Zaklju¢ujemo da vazi R(Py:) = R(A!) =
X2 lN(QAl) :N(Al) = Xl, stoga M = O, N = 0,

PAZZM i Qu=[0 Q.
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Lako je proveriti da je P levo invertibilan, a @ je desno invertibilan u L(X5).

Medutim,

o 0]l . [0 o
lo Aé] = A =Paa = [o PQ}’
te je AL = PQ. Kako je Ab invertibilan, sledi da su P i Q invertibilni u £(X5).
Sada, Q s1 APy = QAP je invertibilan u £(X5), te je

AD:{S Agl}:{g P(QAQOP)—lQ}ZPAl(QAzAPAz)‘lQ- 0

Kao posledicu, mozemo pokazati sledece tvrdneje.

Posledica 3.16. Ako je X Banachov prostor, A € L(X) iasc(A) = des(A) =k < 00
i Ab = PoiQ a1 je proizvolina dekompozicija potpunog ranga operatora A', 1 > k, tada
(a) (AP)' = Pu(QuA'Par) ' Qar = Pai(Qa1Par) > Pa;
(b) AAP = Pyi(QaiPar) ™' Qar;
(c) Ako je X Hilbertov prostor, tada (AP)Y = (Q41) Q41 AP (Pai)T.

DokAz. (a) Sledi iz (AP)! = (AY)# i Teoreme 3.15.

(b) Prema Teoremi 3.15 sledi Q 4: Py = QP. Jednostavan racun pokazuje da vazi

_ 0 0
Py(QaPay) tQu = [0 I] = AAP.

(c) Sledeéi ”zakon o obrnutom redosledu za Moore-Penroseov inverz” je dobro
poznat: ako su XY, Z Hilbertovi prostori, V € L£(X,Y) je desno invertibilan, U €
L(Y,7) je levo invertibilan, tada (UV)" = VIUT. Sada jednostavno treba primeniti

zakon o obrnutom redosledu za Moore-Penroseov inverz na izraz u Teoremi 3.15. O

Neka je A Banachova algebra sa jedinicom 1. Koncept Drazinovog inverza u algebri
A je dobro poznat. Naime, ako je a € A, onda je Drazinov inverz od a, ako postoji,

takav elemenat b € A, za koji vazi:

a1 =a*, bab=10b, ab=ba,
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za neki nenegativan ceo broj k. Ako postoji, Drazinov inverz nekog elementa je
jedinstven i oznacava se sa a”. Pri tome najmanji nenegativni ceo broj k u prethodnoj
definiciji jeste Drazinov indeks elementa a i ozncava se sa s-ind(a).

Dobro je poznato da za elemenat a postoji Drazinov inverz, ako i samo ako je
tacka A = 0 pol rezolvente A — (A — a)~!. Pri tome je red pola jednak Drazinovom
indeksu s-ind(a).

Koliha je u svom radu [72] posmatrao opstiji slucaj. Naime, pretpostavimo da je
0 izolovana tacka spektra o(a). Tada tacka A = 0 moze biti i esencijalni singularitet
rezolvente A — (A —a)~!, i u tom sluéaju kazemo da je s-ind(a) = oco. U ovom
slu¢aju ima smisla posmatrati takozvani generalisani Drazinov inverz od a, u oznaci
a.

Izlozi¢emo konstrukciju Kolihe u narednom paragrafu. Neka je 0 ¢ acco(a) i
p = p(a,0) je spektralni idempotent elementa a koji odgovara tacki 0. Jedinica Ba-
nachove algebre pAp jeste p, a jedinica Banachove algebre (1 — p)A(1 — p) jeste
1 — p. Pretpostavimo da a nije kvazinilpotentan operator. Tada je ap = pap
kvazinilpotentan u algebri pAp, a a(l —p) = (1 — p)a(l — p) je invertibilan u al-
gebri (1 — p)A(1 — p). Oznacimo sa [a(l — p)](_ll_p)A(l_p) obi¢an inverz elementa
a(l — p) u algebri (1 — p)A(1 — p). Tada je generalisani Drazinov inverz elementa a
definisan kao

a® = [a(l =P a0 _p)-
Ako je a kvazinilpotentan, odnosno (1 — p).A(1 — p) = {0}, onda je a¢ = 0.

Takode, jedna ekvivalentna reprezentacija generalisanog Drazinovog inverza ele-
menta a € A je sledeca. Neka 0 ¢ acco(a). Definisimo kompleksnu funkciju f, tako
da je f(z) = 0 u okolini tacke 0, a f(z) = 1/z u okolini skupa o(a)\{0}. Tada domen
funkcije f mozemo tako odabrati, da f bude regularna u okolini o(a). Znaci, genera-
lisani Drazinov inverz elementa a dobijen je funkcionalnim racunom. Ova ¢injenica
povlaci da se elemenat a? nalazi u dvostukom komutantu elementa a. Drugim re¢ima,
ako je b € A takav da vazi ab = ba, onda mora vaziti i ba® = a?b.

Tacka A = 0 je pol rezolvente A — (A — a)!~ ako i samo ako je ap nilpotentan
elemenat. Znaci, u slucaju kada Drazinov inverz elementa a € A postoji, onda je on
jednak generalisanom Drazinovom inverzu.

U slucaju kada posmatramo generalisani Drazinov inverz od a, pretpostavlja¢emo

da a nije kvazinilpotentan. Kada posmatramo Drazinov inverz, pretposavljat¢emo da
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a nije nilpotentan. Drugim rec¢ima, algebra (1 —p).A(1—p) je uvek netrivijalna. Tada

je reprezentacija u opStem slucaju
a=ap+a(l—p)

core-kvazinilpotentna dekompozicija elementa a. U slucaju kada za elemenat a
postoji Drazinov inverz, ova dekompozicija, naravno, postaje dobro poznata core-
nilpotentna dekompozicija.

Poce¢emo izlaganje sledecom jednostavnom lemom.
Lema 3.17. Ako su a,b,p € A uzajamno komutativni elementi, tako da je p?> = p,
a a,b su invertibilni, tada je

lap+b(1 = p)| ™' =atp+ b~ (1 —p) i [ap],=a"p.

Pri tome je [ap];jp inverz elementa ap u algebri pAp.

Sledeéi rezultat je pokazao Koliha [62] i to je generalizacija ranijeg rezultata
Caradusa [18].

Lema 3.18. Ako jea € A i0 ¢ acco(a), tada u nekoj probusenoj okolini {\ : 0 <
Al < r} vazi

A—a)'=>Y " A"a" (1 —aa®) = (ah)"F

n=1

Naveséemo tvrdenje u kome se generalisani Drazinov inverz izracunava kao jedan
specijalni slu¢aj predefinisanog {2}-inverza [49].
Teorema 3.19. Akoa € A, 0 ¢ acco(a) i p = p(a,0), tada

d : —1 . —1
—1 _ — ] _
a )\HI%)(ga A g lim glag—\)" 7,

gde je uzeto g =1 —p.

DoOKAZ. Za proizvoljno A € C primetimo da vazi

(9a—X) = (a(1 —=p) = Np+(a(l —=p) = A\)(1 —p) = =Ap+ (a — A)(1 - p).
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Postoji neki € > 0, tako da za svako A, ako je 0 < |\| < ¢, tada postoji (a — \)~! i

sledi

(9= N9 = |~yp+ (e~ V1= p)| (1- )

_ -1 _ —1
—(a= N 1= p) = [0 = N1 DI aap
Kako je a(1 — p) invertibilan u (1 — p).A(1 — p), sledi da je

1i — =aP.
lim(ga—A)g=a”. O

Slededi rezultat je generalizacija Siroke klase poznatih rezultata za matrice i neke

specijalne operatore na Banachovom prostoru [83].

Propozicija 3.20. Neka jea € A, 0 ¢ acco(a) i neka su s,1,t pozitivni celi brojevi.
Tada
lim (A + a®) ! (a?)! = (a?)5' .
A—0
Dokaz. Neka je p = p(a,0). Koristeéi prethodne oznake i rezultate, zakljucujemo da
vazi:
(A +a®) "M (a?) =
= (A +a)p+ (A +a*) (1 -p)(a)'(1-p)
s —l —
= [+ ) =P paa—plal =P aa—p)-

Kako grani¢na vrednost limy_,o[a®(1 —P)]al_p)A(l_p) postoji i jednaka je (a?)', sledi
da vazi

lim (A + a®) " (a?)! = (a?)*. O
A—0

U prethodnoj teoremi dozvoljeno je koristiti grani¢ne procese tipa
lim (A + a®)"(a)ta”, r>0.
A—0

Da bi dobili rezultate koji su potrebni za matrice (i u tom sluéaju je a” = a?),

potrebno je vise puta iskoristiti ¢injenicu a”aa” = aP [83].

Naredni kombinatroni rezultat je takode koristan.
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Lema 3.21. Broj elemenata skupa
{(il,...,il) Tl1,...,0 € {1,,n},21++u :n}

jednak je (?__11), gde sun,l > 1 proizvoljni celi brojevi.

Nadalji rezultati nepoznati su cak i kada se radi o kompleksnim kvadratnim ma-
tricama. Kao posledice, mogu biti izvedeni rezultati koji su ve¢ poznati za matrice i
za uzanu klasu ograni¢enih operatora na Banachovom prostoru (videti [6, 69, 83, 85,
112, 113]).

Dosli smo do najvaznijeg rezultata u ovom odeljku. Sledeé¢a teorema nije do sada
formulisana za matrice. Medutim, u ovoj teoremi su sadrzani svi poznati rezultati
koji karakteriSsu Drazinov indeks proizvoljne matrice u smislu egzistencije odredenih

grani¢nih procesa.

Teorema 3.22. Neka je a € A, 0 ¢ acco(a) i razmotrimo granicéni proces

A= lim A(\) = lim A™(\ —a®)"la®, m, k>0, s,1>0.
A—0 A—0

Ako je m < I, tada A postoji ako i samo ako je s-ind(a) < k. Ako je m > 1, tada A

postoji ako i samo ako s-ind(a) < s(m—1)+k+s. U slucaju kada A postoji, odreden

je na sledeéi nacin:

0, 0<m<lis-ind(a) <k,
iim>11sm—1)+k > s-ind(a);
lim A(\) = Drsl k T ( ) - (a)
A—0 (a”)*a”, m =0 i s-ind(a) < k;

(T:1l)as_ind(a)_1(1 —aaP), m>1is(m—1)+k=sind(a).

Doxkaz. Ocigledno, 0 ¢ acco(a®) za proizvoljan ceo broj s > 1. U tackastoj okolini

od 0, prema Lemi 3.18 sledi da vazi sledece:

(/\ . as)fl _ Z )\fn(as)nfl(l . aS(aS)d) _ ZAH[(as)d]TkFl'
n=1 n=0

Prema Lemi sledi da vazi (a®)"" (1 — a*(a®)?)[(a®)4)?*! =0zasven > 1ij > 0.

Neka v(n,l) oznacava broj elemenata skupa

{(il,...7il)Zil—f—---—f—il:n,il,...,il6{0,1,...,%}}.



60 GENERALISANI INVERZI

Primetimo da je v(0,l) = 1. Sada, za proizvoljan ceo broj [ > 1, koristel Lemu 3.21

zakljucujemo da vazi

A—a®)” :Z (z_1) (a®)""'(1 - a*(a ZA" qntly(n, ).

Sada, za proizvoljne cele brojeve m > 01 k > 0 sledi da vazi

_ f;w—n(7_—11) (@)1t (1 - a(a*)))

. Z )\m—i—n n+l k (n, l)

(9)

Razmotrimo sada nekoliko slucajeva.

Slucaj I. Neka je m = 0. Tada (9) postaje

AN =3 Am”@_‘f) (@) 1ab (1~ a*(a)") (@)
(10) "~
_)\Z)\m—i—n 1 d]n—i—l k (n,l)

Ocigledno, graniéna vrednost limy_,g A(A) postoji ako i samo ako glavni deo Lauren-
tovog reda (10) is¢ezava. Dovoljno je pretpostaviti da je prvi koeficijent jednak 0,
odnosno a®(1 — a®(a®)9)) = 0. Postoje otvoreni skupovi U i V od C, tako da 0 € U,
(c(a)Ua(a®))\ {0} c ViUNV ={. Definisimo funkciju z — f(z) da bude jednaka
OuU,ijednaka 1/z u V. Tada

te zakljucujemo da vazi:

0=a"(1—a*a*)?) =da"(1 - (aa?)®) = a*(1 — aa?).
Sledi da je s-ind(a) < k. Na isti na¢in mozemo zaklju¢iti da s-ind(a) < k implicira

)l\l_)I%A()\) _ [(as)d]lak — (aD)SZ(Ik.

Slucaj II. Neka je 0 < m < [. Tada je ocigledno da m —n < 0 za sve n > [. Sledi

da limy_,0 A()\) postoji ako i samo ako glavni deo Laurentovog reda (9) iscezava,
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odnosno (1 — aa?)a® = 0, te sledi s-ind(a) < k. Kako je regularni deo istog reda
forme AB(A), gde je A — B(\) regularna funkcija u okolini od 0, lako zaklju¢ujemo
da je A =0.

Slu¢ja III. Neka je m > [. Sledi da (9) ima sledeéu formu

AN = Si Am'”<”_1)a%nl>ﬁm1—aa%

[—1
(11) n=m-+1
—1
(i) e

gde je A — C(\) regularna funkcija u okolini tacke 0. Grani¢na vrednost limy_,g A(X)
postoji ako i samo ako glavni deo reda (11) iscezava, odnosno s-ind(a) < s(m —
l) + k + s. Sada je lako proveriti da je A = 0 ako je s(m — 1) + k > s-ind(a), i
A= (”;__11) a*md@)=1(1 — ga?) ako je s(m — 1) + k = s-ind(a). O

Kao posledice, napomenu¢emo neke najvaznije rezultate koji su dobro poznati za

matrice i usku klasu ogranicenih operatora na Banachovom prostoru.

Posledica 3.23. Ako je a € A, tada je s-ind(a) < k ako i samo ako granicna
vrednost

A= lim(\+a)" gk
A—0

postoji. U tom slucaju je A = aP.

Posledica 3.24. Neka je a € A i neka su m,s nenegativni celi brojevi. Tada je

s-ind(a) =k < oo im+ s>k ako i samo ako grani¢na vrednost

A= lim A™(\ +a) 'a®
A—0

postoji. U tom slucaju je

0, m>0, m+s>k
A= )™ 11 —aa?)a*? m >0 m+s=k

a*a®, m=0, s>k
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Posledica 3.25. Neka jea € A. Tada je s-ind(a) < k < 0o ako i samo ako granicna

vrednost

A = lim (A 4 o) 1ak
A—0

postoji. U tom slucaju je A = aP.

Pretpostavimo sada da su X, Y i X & Y Banachovi prostori. Za operatore A €
L(X),BeL(Y)iC e L(Y,X) posmatramo operator M¢c € L(X @& Y'), definisan sa

MC:{A C}

0 B
Interesuje nas sledeée. Ako za A i B postoje Drazinovi inverzi, da li za M¢ postoji
Drazinov inverz? Pod kojim uslovima vazi obrnuto?

Afirmativni odgovori na ova pitanja su od posebnog interesa i koriste se u posled-

njoj, cetvrtoj glavi ove disertacije.

Teorema 3.26. Ako je A € L(H), B € L(K), C € L(K,H) i za A i B postoje

Drazinovi inverzi, tada je Drazinov inverz operatora Mo dat na sledeéi nacin

AP S
- m)
gde je
-1
S =(AP)? |> (AP)'CB'| (I - BB)

1=0

k—1
+(I— AAP) | > A'C(BP)'| (BP)? — APCBP,

1=0

i k =asc(A), | =asc(B). Tvrdenje ove teoreme je tacno i u slucaju kada su H i K

Banachouvi prostori, a H & K njihova direktna suma!

DokAz. Ovaj rezultat je poznat za matrice, ali njegov dokaz sustinski zavisi od
¢injenice da su H i K kona¢no dimenzionalni prostori [85]. Potrebno je proveriti da
pod navedenim uslovima G zaista jeste Drazinov inverz operatora M¢.

Prvo, proveravamo Mé““G = Mg“. Primetimo da

n A" n
MC:|:O gn}a
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gde je Q, = A" 1C + A" 2CB + --- + OB™! za sve pozitivne cele brojeve n.
Dovoljno je pokazati da vazi A¥H*1S + Quiyp1BP = Q. Sada, koristeéi osobine

iz definicije Drazinovog inverza, za [ > 1 sledi:

ARG 4 Qry151BP — Qryr =
:Ak+l—1(C+ADCB+(AD)ZCBZ+___+(AD)Z—chl—l)
_AkJrlfl(C_}_ADCB_}_(AD)QCBQ_}_”._f_(AD)lflCBlfl)BBD
+(Ak+l—1CB+Ak+l—20B2_'_H'_'_Ak;CBZ)BD
+(Ak—1CBl+Ak—2CBz+1+_“+CBk+l—1)

— AMHIC — (AFH2CB + ARYITPCB 4+ AFCBT

_ (Ak—ICBl+Ak—ZCBl+1 _}_'H_f_ACBk—H—Q_f_CBk—i—l—l)

_ Ak—i—l—l(ADC«B + (AD)chz 4t (AD)Z—chl—l)

— AN C + APCB + (AP)*CB? + - + (AP)'"'CB' ) BB”
+ (Ak+l—ICB+Ak+l—1ADCBQ 4. “Ak;—kl—l(AD)l—lCBl)BD

_ (Ak+Z—1ADCB+Ak+l—1(AD)2CB2 +.._+Ak+l—1(AD)l—1CBl—1)
=0.

Slucaj [ = 0 je jos jednostavniji i ne¢emo ga ovde dokazati.
Lako je proveriti da vazi AP AS+APCBP +SBBP = S, odakle sledi GMcG = G.

Na kraju , potrebno je pokazati MG = GMc. Dovoljno je pokazati AS+CBP =
APC + SB. Koristeéi A(AP)? = AP i B(BP)? = BP, imamo

AS +CBP — APC - SB =

-1 k-1

_ (Z(AD)H_ICBZ) ([_ BBD) + ([_ AAD) (Z Ai—i—lC(BD)'H-Q)
1=0 =0

— AAPCBP 4+ CBP — APC + APCBPB

-1
— (Z(AD)”?CBZ'“) (I — BBP) — (I — AAP) (Z A'C(BP) ”1)

1=0
= (APC — (APY*1OBY) (I — BBP) + (I — AAP) (A*C(BP)F! — CBP)
— AAPCBP 4+ CBP — APC + APCBPB
=0. O
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Ako za Mo postoji Drazinov inverz, pretpostavljajué¢i neke dodatne uslove, poka-

zacemo da za A i B takode postoje Drazinovi inverzi.

Teorema 3.27. Neka su dati A € L(H), Be L(K) i C € L(K,H), tako da 0 nije
tacka nagomilavanja skupa o(A) U o(B). Ako za Mc postoji Drazinov inverz, tada

za A i B takode postoje Drazinovi inverzi.

DoxkAz. Neka je z — f(z) kompleksno vrednosna funkcija, definisana i regularna u
nekoj okolini od o(A) Uo(B). Tada je

za povoljno izabranu konturu I'. Kako je preslikavanje z — f(2)(z—A)~1C(2 — B)~!

regularna funkcija u okolini skupa o(A) U o(B), postoji integral
—(2772')_1/ f(2)(z—A)'C(z—B) 'dz =L e L(K, H).
r

Sledi

(12) son =" 5]

Sada pretpostavimo da 0 nije tacka nagomilavanja skupa o(A) U o(B) i neka za
M¢ postoji Drazinov inverz. Tada je Laurentov red za funkciju z — (z — M¢)™! u

probusenoj okolini tacke 0 dat sa:

(Z —Mc)_l = Z Nkzk,

k=—p

gde je Ny = (2mi)~! [, 27" (2 — M¢)~'dz za pogodno izabranu konturu I'. Posto
postoji Laurentov red za funkciju z — (2 — B) ™! u probusenoj okolini tacke 0, iz (12)
sledi da glavni deo ovog Laurentovog reda ima kona¢no mnogo nenula koeficijenata.
Zakljucak je da za B postoji Drazinov inverz. Analogno, zaklju¢ujemo da za A postoji

Drazinov inverz. O
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4. GLAVA

UOPSTENI INVERZI
| FREDHOLMOVA TEORIJA

Napomenimo da je operator T € £(X,Y) Fredholmov, ako vazi: R(T) = R(T),
a(T) < 0 i B(T) < co. Primetimo da je svaki Fredholmov operator istovremeno i
g-invertibilan. Stoga je od posebnog interesa izucavati ovu specijalnu klasu uopsteno
invertibilnih operatora.

U ovoj glavi izucava se Fredholmova teorija i uopsteni inverzi. U prvom odeljku su
originalni rezultati iz rada [26] i odnose se na perturbacije delova spektra 2 x 2 gornje
trougaonih operatorskih matrica. U drugom odeljku izucavaju se semi-Browderovi
spektri kvazislicnih operatora, prema originalnom radu [27]. Na kraju, u treéem
odeljku, motivisani rezultatima rada [44], uveli smo i izu¢avali pojam konzistentnosti
operatora [28]. Posebno smo izucili operatore konzistentne u odnosu na skup (levo ili
desno) invertiblnih operatora, kao i u odnosu na skup (levo ili desno) Fredholomovih

operatora.

PERTURBACIJE SPEKTARA
OPERATORSKIH MATRICA

Neka su H i K Hilbertovi prostori, T' € L(H),ac(T), 0p(T'), 04(T)104(T), redom,
spektar, tackasti spektar, aproksimativni tackasti spektar i defektni spektar operatora
T. 0.(T), 01e(T), 0re(T) i 0p(T) oznacavaju redom esencijalni (Fredholmov) spektar,
levi Fredholmov spektar, desni Fredholmov spektar i Browderov spektar operatora
T.

Kako su H i K Hilbertovi prostori dim H (ili dim K') oznacava ortogonalnu dimen-
ziju od H (ili K). Takode, dim H = oo oznacava ¢injenicu da je H beskonac¢no di-

menzionalni Hilbertov prostor, a U@V ¢ée oznacavati ortogonalnu sumu (ne obavezno
65
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zatvorenih) potprostora U i V' Hilbertovog prostora H. Akoje A € L(H)iB € L(K),

posmatracemo operatorsku matricu

MCZ[A C},

0 B

za C € L(K,H). Primetimo da je M ograni¢en operator na ortogonalnoj sumi
HoK.

Odredi¢emo skupove

ﬂ O-CL(MC)7 m O-e(MC)a ﬂ Ule(MC) i ﬂ JT6<MC))

CeL(K,H) CeLl(K,H) CeL(K,H) CeLl(K,H)

u termima operatora A i B. Dacemo dovoljne uslove kada skup

ﬂ O'b(Mc)

CeL(K,H)

moze biti prikazan u termima od A i B. Pokazani su i neki bliski rezultati. Izmedu
ostalog, posledica rezultata ovog odeljka jesu glavni rezultati rada [68].

Skup (N  o(Mc¢) je odreden u [68]. U ovom odeljku, za dato A and B,
CeL(K,H)
odredi¢emo skupove

(| ocaMc) i (| oe(Mc)

CeL(K,H) CEeL(K,H)

u termima od A i B. Takode, pokazani su sli¢ni rezultati za gornji i donji semi-
Fredholmov spektar operatora M¢.

Koristi¢cemo sledec¢e poznato tvrdenje.

Lema 4.1. Ako su U i V uzajamno ortogonalni (ne obavezno zatvoreni) potprostori

Hilbertovog prostora H, tada je UBV  zatvoren ako i samo ako su U 1+ V zatvoren.

Nastavljamo slede¢im korisnim tvrdenjem.
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Lema 4.2. Za date A€ L(H), Be L(K) i C € L(K,H), vazi sledeéa inkluzija:

0a(Mc) C 0,(A) Uoy(B).

DoKAz. Neka je M = 61 g] Kako je N(M — X)) = N(A- XN @dN(B -\ i
R(M —X) =R(A—-X) @R(B—\), prema Lemi 4.1 sledi da vazi 0,(M) = 0,(A) U
04(B). Primetimo da je

I 0ol[A Cl[I O] A Lic
[O nI}{O B} {0 17 :[O ”B}%Mkadan%oo,

Dobro je poznato da sli¢cni operatori imaju isti aproksimativni tackasti spektar.

A LcC
n

0 b

nosti odozgo aproksimativnog tackastog spektra. [J

Prema tome, o,(M¢c) = o4 . Sada dokaz sledi na osnovu poluneprekid-

Dosli smo do vaznog rezultata ovog odeljka. Za date operatore A i B, odredi¢emo

skup N oo (Mc).
Cerl(K,H)

Teorema 4.3. Za date A€ L(H) ¢ B e L(K) vaZi:

[ oca(Mc)=0a(A)U{A€C: B(A-N) < (B - AU
CEeL(K,H)
U{X € C: R(B — \) nije zatvoren}.

DokAz. Prvo pokazujemo inkluziju D.

Pretpostavimo da je A € 0,(A). Tada postoji niz jediniénih vektora (x,) u H,
tako da (A — N)z,, — 0 kada n — oo. Sledi da vazi (Mg — N)z, — 0 kada n — oo i
A€ o.(Mo).

Pretpostavimo da je A € C i R(B — \) nije zatvoren. Tada je

R(Mg — A) = (R(A = ) + R(C)) & R(B — \),

i prema Lema 4.1 sledi da R(M¢c — A) nije zatvoren, odnosno A € o,(M¢).
Pretpostavimo da je A € C, B(A— ) < a(B—X) i A ¢ 0,(A). Razlikovaéemo dva

slucaja.
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Pretpostavimo da vazi N (C) NN (B — \) # {0}. Tada za sve nenula vektore z €
N(C)NN (B —A) je ispunjeno (M¢c — A)z = 0. Prema tome, A € 0,(M¢) C 0,(Mc).
Sada pretpostavimo da vazi N(C) NN (B — A) = {0}. Prema [52, Problem 42]

vazi

dmCN(B — V) = a(B —\) > B(A — ).

Kako je R(A — \) zatvoren, sledi R(A — X) N C(N(B —\)) # {0}. Neka je y
proizvoljan nenula vektor, y; € R(A — A) N C(N (B — \)). Postoji yo € H i niz (z,)
u N(B — ), tako da (A — N)ys = y; = limCz,. Ocigledno je limz, # 0, i stoga
mozemo pretpostaviti da postoji neki broj € > 0, tako da za svaki n vazi: ||z,|| > e.
Primetimo da je ||ya — 2| > /[y2]]2 + €2. Takode vazi

Y2 — zn < 1

Iy = znll = /|lyal]? + €2

Odavde sledi A € o,(M¢).

Pokaza¢emo suprotnu inkluziju C. Neka je A ¢ 0,(A), R(B — \) je zatvoren i
a(B — \) < B(A — )). Postoji operator P € LIN(B — \),R(A — \)1), tako da je
P 1-11 R(P) je zatvoren u H (ustvari, P je izometrija). Definisimo C iz prostora
K=N(B-)X)®N(B—-\" uprostor H=TR(A—\)®R(A—\)" na sledeéi nacin:

lim(MC - )\)

lim[(A — Ny — Cz, — (B — \)z,] =0.

o _{Px, zeN(B -
T lo,  zeNB-N

Vazi R(C) C R(A — \)1. Pokazademo da je A & o,(Mc).

Kako je R(Mc —A) = (R(A—=X) @ R(C)) & R(B — A), prema Lemi 4.1 sledi da
je R(M¢c — \) zatvoren. Pretpostavimo da jex =u+v e H® K i (Mo — Nz =0.
Zakljuéujemo da je (A—N)u+Cv = —(B—\)v, odakle sledi v € N(B—\), v € N(C)
iu e NA—-N). Znaci, v = 0iv = 0, odakle sledi Mz — A je 1-1, odnosno
Aé¢o,(Mg). O

Dualno, mozemo pokazati sledece tvrdenje.
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Teorema 4.4. Za date A€ L(H) i B € L(K), vaZi

(| ca(Mc)=0a(B)U{N€C:a(B—X) <B(A-N\)}
CeL(K,H)
U{X € C: R(A — \) nije zatvoren}.

Kao posledica, proizilazi glavni rezultat rada [68, Theorem 2].
Posledica 4.5. Za date A € L(H) i B € L(K), vaZi

(| o(Mc)=0a(A)Uoa(B)U{A € C:a(B - X) # B(A—\)}.

CEeL(K,H)

DoxkAz. Ovaj dokaz sledi na osnovu Teorema 4.3, 4.4 i ¢injenice o(M¢) = 0,(Mc)U
Gd(MC). O

Za kvazihiponomalne operatore Lema 4.2, Teorema 4.3 i Posledica 4.5 postaju

preciznije.

Teorema 4.6. Akoje A* kvazihiponormalan operator na H, tada za svaki C €
L(K,H) vazi
0a(Mc) = 04,(A)Uou(B).

Stavise, ako je B kvazihiponormalan operator na K, tada je

o(M¢) =o0(A)Uo(B).

Dokaz. Kako je 0,(A) C 0,(Mc¢), prema Lemi 4.2 dovoljno je pokazati o,(B) C
0a(Mc). Pretpostavimo da je A € 0,(B)\o4(M¢). Prema Teoremi 4.3 sledi: a(A —
A) =0, R(A—X) i R(B — \) su zatvoreni i a(B — \) < a(A — A\)*. Kako je A*
kvazihiponormalan, prema Lemi 2.19 sledi a(A—\)* < a(A—\) = 0, odakle proizilazi
a(B — ) = 0. Zakljutujemo da je A ¢ o,(B), §to je u kontradikciji sa izborom tacke
A

Da bi pokazali drugu jednakost, primetimo da vazi o(M¢) C o(A) Uo(B) [68]

(ili ponoviti dokaz Leme 4.2 za obi¢ni spektar umesto aproksimativnog tackastog
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spektra). Neka je A € (0(A) Uo(B))\o(M¢). Na osnovu Posledice 4.5 sledi o(B —
AN =0, R(B-)) =K, RLA* =) = HialA—-)) = 0. Kakosu A* i B
kvazihiponormalni operatori na H i K redom, prema Lemi 2.19 sledi a(B — \) = 0
i a(A—AN)* =0, odnosno A ¢ o(A)Uo(B). Dobijenom kontradikcijom zavrsavamo
dokaz. U

Na kraju ovog odeljka, razmatramo operatorske matrice sa Cetiri bloka. Za date
AeL(H),BeL(K)iCeL(K,H), nekaje W € L(H,K) i

A C
au=[d <.

U sledecoj teoremi I, oznacava identicki operator na Hilbertovom prostoru Z.

Teorema 4.7. Neka je A € L(H), B e L(K) i C € L(K,H) i neka je data tacka
A e C\o,(A).
(a) Ako je N(C)NN (B — X) # {0}, tada A € 0,(Gw) za svako W € L(H, K).
(b) Ako je R(A — X\) N R(C) # {0}, tada postoji jednodimenzionalni operator
W e L(H,K), tako da je X € 0,(Gw ).
(c) Ako ni (a) ni (b) ne vazi, tada X\ ¢ o,(Gw) za svaki W € L(H, K).

DokAz. Da bi pokazali (a), pretpostavimo da je N (C) NN (B — \) # {0}. Postoji
nenula vektor v € N(C) NN (B — X), tako da vazi (G — A\)v = 0 za svaki W €
LH,K),iXe€o,(Gw).

Da bi pokazali (b), pretpostavimo da vazi R(A — A\) N R(C) # {0}. Neka je z
proizvoljan nenula vektor, z € R(A — A) N R(C). Postoji operator A; € L(R(A —
A),H), tako da je A1(A—X) = Igi(A— XAy = Igca—y). Postoje vektori: z1 =
Az € H, i 29 € K, tako da je Cxo = 2. Definisimo jednodimenzionalni operator
W e L(H, K), tako da za svaki z € H:

1
W(x) = (x,21)(B — N2
[EANI
Uzimajuéi x = —x1 + x2, zakljuéujemo (Gw — A\)x = 0, odnosno A € 0,(Gw ).

Pokazacemo tvrdenje (c). Pretpostavimo da ni (a) ni (b) ne vaze. Neka je A €
C\oa(A)i0#2 e N(Gw —N). Tadaz =u+v,ue Hyve K i

(A=MNu+Cv=0=Xu+ (B—\w.
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Kako je R(A — X\) N R(C) = {0}, zakljucujemo da (A — A\)u = Cv = 0. Takode,
u=0,veNC)NN(B—-X) iv = 0. Dobijena tvrdenja su u kontradikciji sa

pretpostavkama. [

Razmotri¢emo analogne probleme za esencijalni spektar 2 x 2 operatorskih ma-
trica. H i K su beskonacno dimenzionalni kompleksni Hilbertovi potprostori. Sledece

tvrdnje je korisno.
Lema 4.8. Za dato A€ L(H), Be L(K) i C € L(K, H), sledeée inkluzije vaZe:
o.(M¢c) C 0.(A)Uo(B).

A 0
0 B
isti esencijalni spektar i esencijalni spektar je odozgo poluneprekidan. Sada je dokaz

DoxkAz. Poznato je sledeée: o, ({ ]) = 0.(A)Uo.(B), slicni operatori imaju

ovog tvrdenja analogan dokazu Leme 4.2. [

Jedan od glavnih rezultata ovog odeljka je odredivanje skupova

ﬂ Ue(MC)a ﬂ Ule(MC)a ﬂ Ure(MC)a

CEeL(K,H) CEeL(K,H) CeL(K,H)

za date operatore A € L(H) i B € L(K).
Teorema 4.9. Za date operatore A € L(H) i B € L(K) vaZi:

(| o0e(Mo)=01e(A) Uare(B)U{A € C: a(B = \) # B(A - \)}.
CeL(K,H)

DoxkAz. Prvo ¢emo pokazati inkluziju D. Da bi pokazali 0j.(A) Uo,e(B) C o.(Mc)
za sve operatore C € L(K, H), pretpostavimo da vazi Mo € ®(H @ K). Tada je
R(Mc) = [R(A) + R(C)] ® R(B) zatvoren, te je R(B) zatvoren i 8(B) < f(M¢) <
oo. Sledi B € ®_(K). Analogno, M} € ®(H & K), i prema tome R(M}) =
R(A*) & [R(C*) + R(B*)] je zatvoren, R(A*) je zatvoren i B(A*) < B(M{) < oo.
Zakljutujemo da je A € . (H).

Pokaza¢emo da vazi {A € C: (B — \) # (A — \)} C 0.(M¢) za sve operatore
C € L(K, H). Mozemo pretpostaviti A = 0 i razlikovac¢emo dva slucaja.
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Slucaj I. Ako je a(B) < B(A) i 0 € [0(A) U oc(B)|\[o1e(A) U g,e(B)], tada je
Ae &, (H)iB e o_(K). Ako je B(A) < oo, onda a(B) < oo, i prema tome
Ae ®(H)iB e ®(K). Ovo je u kontradikeiji sa polaznom pretpostavkom, odakle
sledi (A) = oco. Kako je dimC(N(B)) < «(B) 5 B(A), B(A) = oo i R(A) je

zatvoren, zakljucujemo da vazi: potprostor

je beskonacno dimen-

R(A) + C(N(B))
zionalan vektorski prostor. Neka su yi,...,y, linearno nezavisni vektori u prostoru
H

R(A) + C(N(B))
(H & K)/R(Mc) za proizvoljan operator C € L(H, K). Pretpostavimo da postoje

. Pokaza¢emo dasuy,...,y, linearno nezavisni vektori u prostoru

kompleksni brojevi oy, . .. ay, tako da je a1y1 + -+ + anyn =y € R(M¢). Tada pos-
toji vektor x € H & K, za koji je Mcx = y. Mozemo naéi neke u € H i v € K, tako
da vazi x = ud®v. Kako jey = (Au+Cv)® Bv € H i Bv € K, zaklju¢ujemo Bv =01
Y1+ Fany, =y € R(A)+C(N(B)). Ovo je u kontradikeiji sa izborom vektora
Y1s---,Yn, te su vektori y1,...,y, linearno nezavisni u prostoru (H & K)/R(M¢).
Sledi da je (H @ K)/R(Mc¢) beskonaéno dimenzionalan vektorski prostor, odnosno
0 € o.(Mc).

Slucaj II. Ako vazi B(A) < a(B), 0 € [0e(A) U ge(B)|\[o1c(A) U 0,..(B)], tada
je R(B) ?tvoren i B(B*) = a(B) = oo. Kao u Slucaju I, zakljuéujemo da je

G IN(A) + R(BY beskonac¢no dimenzionalan vektroski prostor, (H @ K)/R (M)
je beskonacno dimenzionalan vektorski prostor i 0 € o.(M¢).

Da bi pokazali suprotnu inkluziju C, pretpostavimo da vazi «(B) = B(A), A €
¢, (H)i B € &_(K). Neka je @ izomorfizam iz Hilbertovog prostora N(B) na
Hilbertov prostor R(A)L. Definisimo operator Cy € L(K, H) na sledeéi nacin:

{ Qzr, =€ N(B)
CQJJ = L
0, xeN(B)™*.
Primetimo da je R(Cy) = R(A)+ zatvoren. Pokazaéemo da vazi M¢, € ®(H @ K).
Vazi R(Mc,) = [R(A)+R(Co)]|®R(B) = [R(A) +R(A)*]@R(B). Odavde sledi da
je R(Mc,) zatvoren i B(Mc,) = B(B) < oco. Sliéno, R(M¢,) = R(A*) @ [R(CF) +
R(B*)] = R(A*) & N(B) + N(B)']. Zakljucujemo a(Mc,) = (Mg, ) = H(A") =

a(A) < oo, odakle sledi M¢, € ®(HB K)i0 ¢ N 0e(Me). Ovim je zavrsen
CeL(K,H)
dokaz teoreme. [

Iz prethodne Teoreme 4.9 sledi
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Posledica 4.10. Za date A € L(H) i B € L(K), vaZi:

N oe(Me) = (AU € C: BA—N) < a(B - M)},
CeL(K,H)

() ore(Mc) =0re(B)U{AEC: a(B—)) < B(A- N}
CeL(K,H)

Napomenimo da je T € £(Z) Weylov operator, ako je T € ®(Z) i a(T) = B(T).
Weylov spektar operatora T je o, (T) = {A € C : T — X nije Weylov operator }.
Ocigledno je o.(T) C 0, (T). Koristeé¢i Teoremu 4.9, dolazimo do sledeéeg tvrdenja.

Posledica 4.11. Za date A € L(H) i B € L(K), vaZi

(| owMc) C 01e(A) Uore(B) U{A € C:a(B = \) # B(A - A)}
CeL(K,H)
U{AeC:a(A—)\) #B(B—\)}

Dokaz. Nekaje A€ ®(H), Be ®_(K), a(B) = f(A) i a(A) = 5(B). U Teoremi
4.9 je konstruisan operator Cy € L(K, H), tako da a(M¢,) = a(A) i B(Mc,) = B(B).
Sledi da je M, Weylov operator. [

Sada znamo koji delovi skupa o.(A) U o.(B) mogu biti izbaeni perturbacijom

podesnog operatora C' € L(K, H).
Propozicija 4.12. Neka postoji operator C € L(K, H), tako da je inkluzija
ge(Mc) C 0.(A)Uoe(B)

prava. Tada za svako \ € [0.(A) U oe(B)|\oe(Mc) vazi A € 0.(A) Noe(B).

DoxkAz. Pretpostavimo da je 0 € [0.(A)\oc(B)]\oe(M¢c). Tada A ¢ ®(H) i B €
®(K). Prema Teoremi 4.9 sledi da A € &, (H) i f(A) = a(B) < co. Zakljucujemo
da je 0 ¢ o.(A), sto je u kontradikciji sa izborom tacke 0. [

Za kvazihiponormalne operatore Lema 4.8 i Teorema 4.9 postaju preciznije.
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Propozicija 4.13. Ako je A* kvazihiponormalan na H, ili je B kvazihiponormalan

na K, tada za svaki operator C € L(K, H) vazi

oc.(Mc) = 0.(A)Uo.(B).

DokAz. Prema Lemi 4.8 dovoljno je pokazati inkluziju D. Pretpostavimo da vazi
€ [0e(A)Uoe(B)\[o1e(A) Uore(B)U{X € C: (B — \) # B(A— N)}].

Bez gubljenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je p = 0. Ako je A* kvazi-
hiponormalan na H, prema Lemi 2.19 zaklju¢ujemo a(A*) < a(A) < oo. Sada
je a(B) = a(A*) < oco. Sledi da 0 ¢ 0.(A) U oe(B). Ovo je u kontradikciji
sa tvrdnjem Teoreme 4.9. Ako je B kvazihiponormalan na K, po Lemi 2.19 za-
kljucujemo «(B) < a(B*) < co. Sada je S(A) = a(B) < oo, odakle sledi ponovo
0¢o0.(A)Uoc.(B). O

Razmatra¢emo analogne rezultate za Browderov spektar.

U sledecoj teoremi procenjujemo preturbacije Browderovog spektra.

Teorema 4.14. Za A€ L(H) i B € L(K) vaZi:

(| oo(Mc) C 01e(A) Uope(B)U{N € C:a(B — X) # B(A—\)}
CeL(K,H)
U{X e C:asc(A—)\) =00, ili des(A— ) = o0} -

U{Xr e C:asc(B—\) =00, ili des(B —\) =00}

Doxkaz. Dovoljno je pokazati ovu inkluziju za A\ = 0. Pretpostavimo da je A €
¢, (H),Be ®_(A), a(B) =(A), asc(A) = des(A) < oo iasc(B) = des(B) < . Iz
dokaza Teoreme 4.9 sledi da postoji operator Cy € L(K, H), za koji je M¢, € ®(H &
K). Kako za operatore A i B postoje Drazinovi inverzi, prema Teoremi 3.29 sledi da

za operator M, takode postoji Drazinov inverz, odakle je0 ¢ (|  op(M¢g). O
CeL(K,H)

Slededi rezultat je specijalan slucaj kada vazi jednakost u Teoremi 4.15.
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Teorema 4.15. Neka su dati A € L(H) i B € L(K), tako da c(A)Uo(B) ne sadrzi

ni jednu unutrasnju tacku. Tada je

() oo(Mc) = 01e(A) Uore(B)U{N € C:a(B — X) # B(A— \)}
CeL(K,H)

U{Xr e C:asc(A—\) =00, ili des(A —\) =00} -
U{X € C:asc(B—\) =00, ili des(B — \) = o0}.

DokAz. Prema Teoremi 4.15, dovoljno je pokazati inkluziju D. Pretpostavimo

da 0 ¢ N os(Mc). Kako je o.(M¢c) C op(Mc), prema Teoremi 4.9 sledi
CeL(K,H)
Ae€e & (H), Be _(K) i a(B) = 8(A). Postoji operator C, tako da je Mg

Browderov operator na H @ K. Tada je asc(M¢) = des(M¢c) = p < oo, 0 nije
tacka nagomilavanja skupa o(M¢) i postoji broj € > 0, za koji vazi sledece: ako je
0 < |z| < e tada je z ¢ o(M¢). Za sve takve z, operator Mc — z je invertibilan,
te je A — z levo invertibilan, a B — z je desno invertibilan. Sledi da 0 nije tacka
nagomilavanja skupa o,(A) i 0 nije tacka nagomilavanja skupa o4(B).

Pokaza¢emo da 0 nije tacka nagomilavanja skupa o(A) U o(B). Kako 0 ne moze
biti unutrasnja tacka skupa o(A) U o(B), sledi da 0 mora biti grani¢na tacka skupa
o(A) U o(B). Ako je 0 tacka nagomilavanja skupa o(A), tada postoji niz (z,,),
Tn € 00(A) C 04(A), tako da z,, — 0. Sledi da je 0 tacka nagomilavanja skupa
04(A), a ovo je u kontradikciji sa prthodnim razmatranjima. Zaklju¢ujemo da 0 nije
tacka nagomilavanja skupa o(A). Sli¢no, kao je do(B) C o4(B), zaklju¢ujemo da 0
nije tacka nagomilavanja skupa o(B).

Prema Teoremi 3.30 sledi da za operatore A i B postoje Drazinovi inverzi, te je
asc(A) = des(A4) < oo i asc(B) =des(B) < co. O

Povezaé¢emo upravo opisane rezultate sa rezultatima Woo Young Leea [53, 79, 80].
Naime, Lee je razmatrao probleme vezane za spektar i Weylov spektar operatora
M na proizvodu Banachovih prostora, koriste¢i Harteovu teoremu ”o duhu indeksa
relativno regularnih operatora” [58]. Tehnika Leea moze biti iskorisé¢ena da se poprave
rezultati za Fredholmov i Weylov esencijalni spektar na Banachovom prostoru, ali

nije jasno kako bi to moglo biti primenjeno za aprkosimativni (ili defektni) spektar,
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levi (ili desni spektar), gornji (ili donji) semi-Fredholmov spektar. Stoga rezultati iz
pomenutih radova Leea ne impliciraju prethodna razmatranja.

Dobro je poznato da proizvod dva relativno regularna operatora ne mora biti
relativeno regularan operator [12, 18]. Sa druge strane, ako su operatori T € L(X,Y),
S e L(Y,Z)1ST € L(X,Z) relativno regularni, vazi slede¢a Harteova teorema o
duhu indeksa:

N(T) x N(S) x Z/R(ST) = N(ST) x Y/R(T) x Z/R(S).

Reéi éemo da su dva Banachova prostora U i V izomorfni do na konacno di-
menzionalan potprostor, ako se oni razlikuju za kona¢no dimenzionalan potprostor,
odnosno ako vazi jedno od sledec¢ih tvrdenja:

(a) postoji odozdo ograni¢en operator J; : U — V, tako da vazi dim V/J1(U) <
00, ili

(b) postoji odozdo ograni¢en operator J, : V — U, tako da vazi dimU/J2(V) <
00.

Pokazac¢emo jedno pomoc¢no tvrdenje, koje koristimo u dokazu glavnih teorema.

Propozicija 4.16. Neka su X 1Y Banachovi prostori, a M + N konacno dimenzion-
alni prostori. Akoje M®X = N@Y, tada su X iY izomorfni do na konacéno dimen-

zionalni potprostor. Specijalno, ako je dim M = dim N, onda su X i Y izomorfni.

DokAz. Neka je dmM = m, dimN =niJ : M ® X — N @& Y izomorfizam
Banachovih prostora. Neka su xz1,...,x; € X svi linearno nezavisni vektori u X,
tako da su Jx1,...,Jx, linearno nezavisni po modulu Y. Vazi 0 < k < n. Postoji
tacno n — k vektora z1,...,z,_x u N &Y, koji su linerano nezavisni po modulu
span{Jxy,...,Jrp}®Y. Vazi 0 <n—k <n. Nekajey; = J 'z, zai=1,...,n—k.
Svi vektori 1, . . ., Yn—k moraju biti linearno nezavisni po modulu X. Mora vaziti (u
najopstijem slucaju) 0 < n — k < m. Postoji ta¢no | = m — (n — k) linearno nezavis-
nih vektora uq, ... u;, koji su linearno nezavisni po modulu span{yi,...,yn—r} & X.

Postoji Banachov prostor X7, tako da vazi:
M & X = span{y1, ..., Yn—r} ® span{us,...,u} ® span{zy,...,z} & X;.
Nije tesko utvrditi da je

span{xy,..., 1} O X, = X.



UOPSTENI INVERZI I FREDHOLMOVA TEORIJA 77

Neka je v; = Ju;, 1 = 1,...,1. Jasno je da su vektori vq,...,v; linerano nezavisni po

modulu

span{Jxy,...,Jxi} ® span{zi, ..., 2n_k}-

Postoji Banachov prostor Y; tako da je
N&Y =span{Jzy,...,Jei} @ span{zi, ..., zn_r} ® spanf{vy,..., v} & Y.

Lako je utvrditi da je
span{vy,..., v} ®Y; =Y.

Takode je ocigledno da je X; izomorfno sa Y;. Prostor X; treba dopuniti k-
dimenzionalnim potprostorom do prostora izomorfnog sa X, a prostor Y; treba do-
puniti /-dimenzionalnim potprostorom do prostora izomorfnog sa Y. Zakljucak je
da su X iY izomorfni do na kona¢no dimenzionalan potprostor.

Specijalno, ako je m = n, onda je k = [, te su potprostori X i Y izomorfni.

Primetimo da je ceo dokaz trivijalan u slucaju Hilbertovih prostora. [J

Neka su Xi Y Banachovi prostori i X @Y takode Banachov prostor. Za operatore
Ae L(X), e L(Y)iC € L(Y,X) posmatramo operator

MCE[A C]

0 B

Formulisa¢emo sada osnovnu teoremu o esencijalnoj invertibilnosti operatora M¢,

Teorema 4.17. Neka su A € L(X) i B € L(Y) dati operatori. Tada je operator
M¢ Fredholmov za neki C € L(Y, X), ako i samo ako vaZi:

(a) A e Oi(X);
(a) Be ®,.(Y);

(c) N(B) i X/R(A) su izomorfni do na konacno dimenzionalan potprostor.

Dokaz. Neka je Mc € ®(X & Y). Uvedimo oznake By = [ég} o, = [z 0]7

01
A = [’3 ?] Ocigledno, C je invertibilan u L(X @ Y'). Iz

Mo = B101A1 € (I)(X D Y)
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sledi By, B1C; € ¢,.(X®Y)i1A4;,C14; € (X DY) (dokaz sledi kada se posmatraju
kanonske projekcije u ovih operatora u Calkinovoj algebri). Kako je A; relativno reg-
ularan, neka je [Alf g] proizvoljan g-inverz od A;. Sledi AM A = A, te je A relativno
regularan. Iz N (A1) = N (A) zakljuéujemo da vazi A € &;(X). Analogno, mozemo
pokazati B € ®,(Y). Primenom Harteove teoreme o duhu indeksa na proizvod
Me = (B1C1)A; sledi

N(A) x N(B1C1) x (X @Y)/R(Mc) = N(Mc) x X/R(A) x Y/R(B).
Ponovo primenom Harteove teoreme B;C) proizilazi
N(B) £ N(B,Cy).
Na kraju sledi
(1)  NA)XNB)x (XaY)/R(Mc)=N(Mc) x X/R(A) x Y/R(B).

Kako su prostori N(A), (X @Y)/R(M¢), N(M¢) i Y/R(B) konaéno dimenzion-
alni, prema Propoziciji 4.16 sledi da su N(B) i Y/R(A) izomorfni do na konacéno
dimenzionalan potprostor.

Sa druge strane, neka je A € ®;(X), B € ®,.(Y) i neka su prostori N (B) i Y/R(A)
izomorfni do na kona¢no dimenzionalan potprostor. Postoje zatvoreni potprostori U
od X1V odY, tako da vazi R(A)®» U = X i N(B) @V =Y. Razmotrimo dva
slucaja:

Sluéaj I. Pretpostavimo da postoji odozdo ogranicen operator J : N(B) — U,
tako da je dimU/J(N(B)) < oo. Postoji konaéno dimenzionalan potprostor W od
X, tako da J(N(B)) @ W = U. Definisimo C € L(Y, X) na sledeéi naéin:

J 0 J(N(B))
c=10 o0 :[Ns/B)}% W
0 0 U

Ocigledno, R(C) = J(N(B)). Sada proveravamo da vazi R(M¢c) = [R(A) @
JN(B))] @& R(B) i dm(X & Y)/R(Mc) = dimU + B(B) < oo. Takode sledi da
je R(M¢) zatvoren. Sa druge strane, ako je Mg [5] = 0, onda sledi y € N(B) i
Azr = —Cy, $to povlaci x € N(A) iy = 0. Sledi da vazi N(M¢g) = N(A), te je
Mce®(XaY).
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Slucaj II. Neka postoji odozdo ogranicen operator J : U — N(B), tako da je
dim N (B)/J(U) < co. Postoji kona¢no dimenzionalan potprostor Z od N(B), tako
da vazi N(B) = J(U) @ Z. Neka J; oznacava inverz restrikcije J : U — J(U) i
definisimo C' € L(Y, X) kao

C:[Jl 0 0

0 0 0] 7

U
z [ ] |
v R(A)
Ocigledno R(C) = U. Zakljuéujemo da vazi R(M¢c) = X & R(B), te je dim(X &
Y)/R(M¢c) = B(B) < oo i R(M¢) je zatvoren. Takode, N (M¢) = N(A) & Z, te
sledi da je Mg e (X ®Y). O

Odmah proizilazi sledeca

Posledica 4.18. Neka je A€ L(X) i B e L(Y). Tada je

(| oe(Mc) = 01(A) Uo,e(B) UW(A, B),
CeL(Y,X)
gde je A € W(A, B) ako i samo ako N (B — ) i X/R(A — \) nisu izomorfni do na

konacno dimenzionalan potprostor.

Primedba 4.19. Ako je A € ®(X) i B € ®(Y), prema Teoremi 4.17 sledi da je

Mec € ®(X®Y)ioe(Mg) Co.(A)Uoe(B). Prema tome, ako A € (| oo(Mc)\
CeL(Y,X)
(01(A)Uo,e(B)), tada a(B — \) = o0, ili S(A — X) = co. U Hilbertovim prostorima

za isto A prosto znaci da vazi a(B — \) # 5(A — \), uzimajuéi u obzir ortogonalne

dimenzije zatvorenih potprostra.
Sada izucavamo Weylov spektar operatora M.

Teorema 4.20. M je Weylov operator za neke C € L(Y, X), ako i samo ako vaZi:
(a) Ae q)l(X);
(b) B € @, (Y);
(¢) N(A) ®a N(B) = X/R(A) @ Y/R(B).
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Doxkaz. Implikacija = je pokazana u radu [79] (ona u stvari sledi iz (1)).
Da bi pokazali suprotnu implikaciju <=, neka je A € ®;(X), B € ®,.(Y) i

(2) N(A) ®N(B) = X/R(A) @ Y/R(B).

Postoje zatvoreni potprostori U, Z, V i W, tako da X = N(A) e U = R(A) & Z,
Y=N(B)aV =R(B)eW idimW = 3(B) < co. Kako je a(A4) < oo razmatramo
tri slucaja.

Slu¢aj I. Neka je a(A) = B(B). Prema Propoziciji 4.16 sledi N'(B) = X/R(A) i
neka je J : N(B) — Z neki izomorfizam. Definisimo C € L(Y, X) sa

o=[o o] [N el
0 0 Vv R(A)
Sledi R(M¢) = X @ R(B), N(M¢c) = N(A) i M¢ je Weylov operator.

Slucaj II. Neka je a(A) < 5(B). 1z (2) i Propozicije 4.16 sledi da postoji odozdo
ograni¢en operator J : Z — N(B), tako da je dimN(B)/J(Z)) = B(B) — a(A).
Restrikcija J : Z — J(Z) je invertibilan operator, i neka je Jy : J(Z) — Z inverz
ovog operatora. Tada postoji konacno dimenzionalan potprostor Z;, tako da vazi
J(Z)® Zy = N(B). Definisimo C € L(Y, X) sa

C_Jloo_‘]é@_> Z
|0 0 0] ! NA) |-
|4

Sledi R(M¢) =X @ R(B) i N(M¢c) = N(A) @ Z1, te je Mo Weylov operator.

Slucaj III. Neka je B(B) < a(A). 1z (2) i Propozicije 4.16 sledi postoji odozdo
ograni¢en operator J : N(B) — Z, tako da je dim Z/J(N(B)) = a(A) — B(B). Pos-
toji kona¢no dimenzionalan potprostor Zs tako da je J(N(B)) @ Zy = Z. Definisimo
CeL(Y,X)sa

oo [1 ) e [
0 0 R(A)

Sledi R(M¢) = [R(A) & J(N(B))] @ R(B), N(M¢c) = N(A), i zakljuéujemo da je
Mc Weylov operator. [

Kao posledicu, navodimo sledeéi rezultat.
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Posledica 4.21. Za date A € L(X) i B € L(Y) vaZi

() owMc) =01e(A) Uare(B) UWy(A, B),
CeL(Y,X)
gde A € Wo(A, B) ako i samo ako N(A—X) DN (B — ) nije izomorfan sa X/R(A—
N @Y/R(B - \).

SEMI-BROWDEROVI SPEKTRI
KVAZISLICNIH OPERATORA

Jedan od najvaznijih rezultata linearne algebre jeste da je svaka kompleksna ma-
trica slicna nekoj Jordanovoj matrici. Pojam slicnosti se moze direktno preneti i na
ogranicene operatore na Banachovom prostoru, ali je klasa operatora, koja je slicna
nekom operatoru u Jordanovoj formi, veoma uzana. Generalizacija pojma slicnosti
operatora jeste pojam kvazisliénosti, koji su uveli Nady i Foias (videti [66]). Pa i
tada se ne moze reci da je svaki operator kvazislican nekom Jordanovom operatoru,
ali klasa operatora koji imaju to svojstvo znatno je Sira od klase u kojoj se zahteva

sli¢nost.

Podsetimo se da su operatori T € L(X) i S € L(Y) kvazislicni, ako postoje kvazi-
afiniteti A € L(X,Y) i B € L(Y,X), tako da vazi AT = SA i TB = BS. Podsetimo
sa da je A € L(X,Y) kvaziafinitet, ako je A injekcija i R(A) gust potprostor u'Y .

Sa X’ oznacavamo dualan prostor prostora X. Ako je T' € L£(X,Y), onda je
T € L(Y’, X") dualni operator operatora T'. Sledece tvrdenje ¢esto koristimo [66].

Lema 4.22. Ako su T i S kvazislicni operatori, onda za svaki A € C vazi:

aA=T)=a(A=8) i aA=-T) =a(X-29)".

Dobro je poznato da kvazisliécni operatori imaju razlicite spektre i razlicite esen-

cijalne spektre. Stoga je prirodno uporedivati razne delove spektra [41, 66, 131].
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Takode, zanimljivo je uporedivati spektre i delove spektra nekih specijalnih klasa
operatora, kao $to su kvazinormalni i hiponormalni operatori [129, 130]. Najdublji

razultat o spektrima kvazisliénih operatora jeste sledeca teorema Herrera [66].

Teorema 4.23. Ako su T € L(X) i S € L(Y) kvazislicni operatori, onda svaka

komponenta skupa o.(T') sece skup o.(S), i obratno.

Rezlutat ovog tipa ve¢ poznat za obican spektar operatora.

U ovom odeljku proucavamo semi-Browderove spektre kvazislicnih operatora,
prema originalnom radu [27]. Napomenimo da je gornji semi-Browderov spektar
oab(T) ={AeC: AN=T ¢ B (X)}, gde je BL(X) ={T € &,(X) : asc(T) < oo},
a donji semi-Browderov spektar je oq,(T) = {A € C : A =T ¢ B_(X)}, gde je
B_(X)={T € ®_(X):des(T) < oc}.

Koristi¢emo slede¢e vazno tvrdenje o semi-Browderovim operatorima.

Lemma 4.24. (a) B4 (X) ¢ B_(X) su otvoreni podskupovi od L(X) [76, Satz 4].
(b) 0op(T) C Ooap(T) [101, Corollary 2.5 (ii)], ¢ dualno Oop(T) C dogp(T).
(c) oap(T) i oqp(T) su neprazni kompaktni podskupovi od C (sledi iz (a) 1 (b)).

Podsetimo se i ovde rezultata Heusera-Taylora (vidi i Teoremu 2.18).

Teorema 4.25. (a) Ako je bar jedna od wvelicina o(T), a(T’) konacna, onda
asc(T) < oo povlaci a(T) < «(T’"), a sa druge strane des(T) < oo povlaci
a(T") < a(T).

(b) Ako je a(T') = a(T") < 00, tada je asc(T') konacan ako i samo ako je des(T)

konacan.

Napomenimo da Goldbergov spektar operatora 7' € £(X), u oznaci o,(T), jeste
skup [43,114]:
04(T) ={A € C: R(A—T) nije zatvoren}.
04(T") moze biti prazan skup, a u opstem slucaju nije ni zatvoren ni otvoren podskup
od C.

Poceéemo rezultatom koji povezuje semi-Browderove spektre i Golbergov spektar.
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Teorema 4.26. Ako suT € L(X) i S € L(Y) kvazislicni operatori, onda vaZi:

(a) gap(T)\oy(T) C oap(S) i 0ap(S)\04(S) C 0an(T);
(b) aan(T)\oy(T) C oap(S) i oan(S)\oy(S) C oan(T).

DokAz. Da bi pokazali (a), neka A € g4(T)\og(T) i A ¢ 04p(S). Postoje kvazi-
afiniteti A € L(X,Y) 1 B € L(Y,X), tako da vazi AT = SAiTB = BS. Sledi
AN=T)" = (A —S)™A za svaki prirodan broj n. Kako je asc(A —S) = p < oo, sledi

ANCAN=T) CN®A=8)=NA-95)"
(ovde je N°(T') = |J,, N(T")). Kako je a(A —S)P < oo, i A je injektivno pres-
likavanje, sledi da vazi dim N°°(A — T') < oo, odakle zaklju¢ujemo a(A — T') < oo i

asc(A —T') < co. Ovo je u kontradikeiji sa pretpostavkom X € o4(T) \ 04(T).

Preostala tvrdenja pokazuju se na slican nacin. [J

U sledec¢oj jednostavnoj posledici koristimo Teoremu 4.23.
Posledica 4.27. Ako suT € L(X) i S € L(Y) kvazisliéni, onda vaZi
ou(T) \ 0, (T) C 04(9).

i svaka komponenta skupa o(T') ima neprazan presek sa op,(.S).

Takode mozemo pokazati slede¢u teoremu koja se odnosi na Weylov spektar.
Posledica 4.28. Ako suT € L(X) i S € L(Y) kvazislicni, tada je
0w(T) \ 0g(T) C ow(S),

i svaka komponenta skupa o, (T) ima neprazan presek sa o, (S).

DoOKAZ. Pretpostavimo da vazi A € 0, (1) \ 04(T"). Sledi R(A —1T) je zatvoren skup
i vazi jedna od sledeéih pretpostavki: ili je a(A=T) # a(A=T)",ilije a(A—=T) =
ia(A—T) =o0. Prema tome X € 0,,(5). O
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Koristi¢emo sledec¢e oznake:

Hoooo(T)={A€C:a(A=-T) =c0,a(A—T) = oo},
Hocg(T)={AeC:aA-T) <a(A-T)"},
: ) <aA=T)},

Neka je 0g(T) = 0ap(T) \ [Hoooo (T) U Kovoo(T')]°. Ovde D° oznacava unutradnjost
skupa D.

Potreban je i slede¢i pomoéni rezultat.

Lema 4.29. Ako je T € L(X) i o(T) < o0, tada vazi o(T") < n-a(T) < oo za

svaki pozitivan ceo broj n.

Opisa¢emo preciznije semi-Browderove esencijalne spektre kvazislicnih operatora.

Glavni rezultat sledi.

Teorema 4.30. Ako su T € L(X) i S € L(Y) kvazislicni, tada svaki zatvoreno-

otvoreni podskup od oap(T') imaneprazan presek sa og(T) Nog(S).

DoxkAz. Neka je T proizvoljan zatvoreno-otvoren podskup od o4 (7). Razlikujemo
dva slucaja.

Slucaj I. Pretpostavimo da 7 nije otvoren podskup skupa o,(T"). Sledi postoje:
t€1iniz (tn)n C op(T) \ oap(T), tako da vazi limt, = t, te je t € A(op(T) \ oap(T)).

Za X € op(T) \ oap(T) znamo da je R(A — T) je zatvoren, a(A — T) < oo i
des(A — T') < oo. Kako je R(A — T)™ zatvoren za svako n, sledi asc(A — T')" < oo.
Prema tome A ¢ Hoooo(T) U Koooo(T'). Takode, a(X —T') = o0, ili asc(A —T') = oo,
odakle sledi A € 04(T) \ [Hoooo (T) U Koooo(T)]°.

Sa druge strane, iz A € o,(T) \ ogp(T) sledi a(A = S) = a(A = T)" < oo, te
je A ¢ Hoooo(S). Postoje kvaziafiniteti A € L(X,Y) i B € L(Y,X) tako da vazi
AT = SA i TB = BS, odakle sledi A'[(A — S)]" = [(A — T)'|"A" za svako n.
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Koristedi ideju iz Teoreme 4.26, sledi A/N[(A — S)'|™ € N[(A = T)']" za svako n, a
odatle
AN®N=8) cN*\A=-T) =N[A=-T)"7,

gde je p = asc(A — T)" < co. Kako je (A — T)" semi-Fredholmov i A’ je injektivan,
sledi
a(A=8) <dimN®A=S5) <a[A-T) < .

Zaklju¢ujemo da vazi asc(A — 5) < oo, te je A ¢ Koooo(S). Treba pokazati da
A € 04(S). Pretpostavimo A ¢ 04(S). Sledi R(A — 5) je zatvoren, a(A — S) =
aA—=T) < oo iasc(A —85) < oo. Koristeéi prethodnu metodu znamo da ove
pretpostavke vode do ¢injenice asc(A—T') < oo, koja je u kontradikciji sa A € o4, (T).
Upravo smo pokazali da je A € 045(5) \ [Hoooo (5) U Kooso (5)]°.

Sledi 0(T) \ oap(T) C or(T) Nog(S). Kako je og(T) N ogr(S) zatvoren, sledi
teop(T)Nog(S).

Slucaj II. Neka je 7 otvoren podskup skupa o,(7). Kako su oy(T") i og(T)
zatvoreni potskupovi od C i 7 je zatovreno-otvoren podskup od og4,(7"), sledi da
je T zatvoreno-otvoreni podskup od o4(T'). Prema Posledici 4.27 sledi 7N oy, (S) # 0.

Pretpostavimo da je 7 Nog(T) Nog(S) = 0. Lako je pokazati sledece:

TN op(S) C (oap(T) Nop(S)) \ (0r(T) Nog(S))
C (0ap(T) \ o(T)) U (0(S) \ 0&(9)).
Primetimo da je
oay(T) \ op(T) = (0as(T) \ 0ab(T")) U (0an(T) N [Hoooo (T) U Koooo (T)]°).
Pokazacéemo sledeée: o4, (T) \ o (T) C D(T), gde je
D(T) = [Ha<B(T) N DOO(T)]O U [HOOOO(T) U KOOOO(T)]O'

Neka je A € ogp(T) \ 0ap(T). Sledi da je R(A — T) zatvoren, a(A —T) < oo i
asc(A —T') < oo. Prema Teoremi 4.25 sledi a(A —T) < A —=T). Iz a(A—-T) =
BA—=T) < oo sledi des(A — T') = asc(A —T) < oo (Teorema 4.25), te je A — T
Browderov operator, $to je u suprotnosti sa ¢injenicom A € o4,(7T). Zaklju¢ujemo da
A€ Hyep(T). Kakoje \—T € By (X) C &4 (X), proizilazi A € H,5(T)°, i stoga je

g1 =dist{\; C\ Ho<p(T)} > 0.
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Neka je ¢o(T) = {np € C: p—T € ®yo(X)}. Dobro je poznato da je ¢o(T") otvoren
podskup od C. Kako je A € &, (X) \ ®o(X), sledi

eo = dist{\; po(T)} > 0.
Primetimo da je
€3 = diSt{/\; Jab(T)} > 0.

Neka je € = min{eq, 2,23} (> 0). Tvrdimo da ako je |u — A| < ¢, onda des(u —T') =
asc(u—T)" = oo. Pretpostavimo suprotno: des(u—1T) < co. Kako je u—T € B4 (X),
sledi da je f(u —T) = a(p —T), Sto je u suprotnosti sa ¢injenicom p € Hy<(T).

Upravo smo pokazali da je
X € [Hacp(T)N Do (T)]°.

Sada je ocigledno
O'db(T) \ O'E(T) C D(T)

Na isti na¢in mozemo pokazati op(S) \ og(S) C D(S), te je
TNop(S) C D(T)N D(S).
Dokazimo sada D(T") = D(S). Prvo ¢emo pokazati
[Hozs(T) O Dao( T))° = [Hazp(S) 1 Das(S)]"

Neka je A € [Hocp(T) N Do (T)]°. Postoji € > 0, tako da za svako p € C, ako je
lp— Al <e,onda a(p—T) < a(p—T) iasc(u—T) = oco. Sledi da je a(p—S5) <
a(p—S)". Primetimo da asc(u—S)" < oo implicira a(p—S5) < S(p—95) = a(p—S)
(Teorema 4.25), te zakljuc¢ujemo asc(u — S)" = oo za svako p, |p— A < e, 1\ €
[Hacs(S) N Dac(S)P°

Sada pokazujemo Hoooo (1) U Koooo (1) = Hoooo (S) U Koo (S). Kako je Hoooo (T')
= Hoooo(S), dovoljno je pokazati

Koooo(T) \ Hoooo(T) = Koooo(5) \ Hoooo(5).

Da bi pokazali poslednju jednakost, neka je A € Koooo (1) \ Hoooo (T'). Tada je asc(A—
T) =00 iasc(A—T) = oo. Pretpostavimo da je co > a(A —T) = a(A — 9).
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Neka je asc(A — S) = p < oco. Kako je AT = SA zaklju¢ujemo da vazi
AN®A=T) CN®A=8)=N(\—-95)".

Takode, A je kvaziafinitet, te je

aA=T) <dimN®A-T) <aA—=95)P <p-a(A—195) < oo (Lema 4.29.

Sledi asc(A—T) < oo, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom A € Koooo (1) \ Hoooo (T).
Zakljucujemo da je asc(A — S) = oo.

Pretpostavimo da je asc(A — S)" < oco. Prema Teoremi 4.25 sledi a(A — S) <
BA=S5) = a(A—8) < oo i poznatim metodom zakljuéujemo da je asc(A—T)" < oo,
Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom asc(A — T)" = co. Sledi asc(A — 5)" = 0.

Upravo smo pokazali D(T') = D(S) = D.

Primetimo da je D otvoren podskup od C. Takode, D C o4,(T)° i D C op(5)°.
Mozemo pokazati da je 7N D zatvoreno-otvoren podskup od C, sto je u kontradikeiji
sa ¢injenicom () # D # C. Kako je D otvoren podskup od C i 7 je zatvoreno-otvoreni
podskup od o4 (T), sledi da je 7 N D otovren u C. Kako je o,(S) \ D C og(9),
zakljucujemo da je 0D C og(.5). Naisti na¢in mozemo pokazati 0D C og(T)Nog(S).
Na kraju, pretpostavimo da je (t,), C 7N D ilimt, =t € 7. Proizilazi da je

tern(DNID)C (tND)U(tNog(T)Nog(S)) =7ND,

te je 7N D zatvoren u C.

Zmadi, pokazali smo da je TNog(T)Nog(S) #0. O

Sada je jednostavno pokazati sledeci rezultat.

Posledica 4.31. Ako suT € L(X) i S € L(Y) kvazislicni i Q je podskup od C tako
da vazi

O'db(T) NnQ# 0 4 O'db(T) Nos) = @,

tada je
QﬂO'E(T) ﬂO’E(S) 7& (Z)

U sledecoj teoremi pokazac¢emo rezultat koji se tice Browderovog esencijalnog spek-

tra. Koristimo oznaku c,4p(T") = 04p(T) N oap(T).
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Teorema 4.32. Ako suT € L(X) ¢ S € L(Y) kvazislicni i ) je podskup od C tako
da je
Ob(T) NQ# 0 i Ob(T) No =10,

tada je QNog(T)Nog(S) #0. Ovde je o(T) = aan(T) \ G(T) i

G(T) = [Ha<p(T) N Doo(T)]° U [Hp<a(T) N Aco(T)]".

DokAz. Lako je zakljuciti Ooy,(T) N # (). Prema Lemi 4.24 sledi da vazi 0o(T') C
00ap(T) 1 0op(T) C Jogp(T'). Prema tome, ako A € dop(T) N2, onda A € gaqp(T).
Primetimo da je G(T) C 0,(T)°, te je A € 04ap(T) \ G(T) = 0c(T). Sada A pripada
ili ne pripada skupu o,(.5), i stoga razlikujemo dva slu¢aja.

Slucaj I. Neka je A € 03,(S) 1 A ¢ 0g(T) Nog(S). Tada je

A € p(5) \ 06(S) = [06(S5) \ gaas(5)] U [00(S) N G(S)].

Primetimo da vazi 04,(S) N G(S) = G(S). Iz A € 0u(S) \ 0uap(S) sledi A — S €
B (Y)UB_(Y),iR(A—S) je ztavoren. Ako bi bilo A — S € B, (Y), tada bi vazilo
a(A—85) < ooiasc(A—95) < co. Odavde proizilazi a(A — 5) < (A — 5)". Ako
pretpostavimo a(A — S) = a(A — S)’, onda sledi asc(A — S) = asc(A — 5) <
i A ¢ op(S), Sto protivredi ¢injenici A € 03,(5). Zakljutujemo da A — S € By (Y)
implicira A € [Ho<g(S)NDoo(5)]° (podsetimo se odgovarajuéeg dela dokaza Teoreme
4.30). Takode, A\— S € B_(Y) implicira A € [Hg<o(S)NAx(5)]°. U svakom slucaju,
proizilazi da vazi op,(S) \ 0aar(S) C G(S) i

p(S) \ 0c(S) = G(S).

Koriste¢i odgovarajué¢i deo dokaza Teoreme 4.30, zaklju¢ujemo da vazi G(S) = G(T),
te je A € op(T)°. Dobijeno tvrdenje je u kontradikciji sa A € 9oy, (T), i sledi A €
QNog(T)Nog(9).

Slucaj II. Pretpostavimo da A ¢ 03(S). U ovom slu¢aju neka 7 oznacava kom-
ponentu skupa o,(7T) koja sadréi tacku A. Prema Posledici 4.27 sledi postoji
p € TNop(S), te je 7N Aop(S) # 0. Neka je v € 7N Jop(S). Kao i u Slucaju I
zakljucujemo v € 0445 (S) \ G(S) = 0¢(S). Ako v ¢ o¢(S) No(T), onda

vV E O'b(T) \Ug(T) = G(T) = G(S) C O'b(S>Oa
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(pri cemu koristimo odgovarajuéi deo dokaza u Slu¢aju I), $to protivreci izboru v €
Oop(S). Iz svega ovoga sledi v € og(T) Nog(S). Na kraju, pretpostavimo da je
v ¢ Q. Kako je A € 7N Q, sledi 7N IN # 0, sto je u suprotnosti sa o,(7) N IN = (.
Ponovo, sledi da je v € QNog(T) Nog(S). O

Koristec¢i Teoremu 4.32 nije tesko pokazati sledeci rezultat.

Posledica 4.33. Ako su uslovi Teoreme 4.32 ispunjeni, tada QNO(oq(T)Nog(S)) #
0.

Sada, koristeci iste metode kao u Teoremi 4.32 i Posledici 4.33, mozemo pokazati
jos jedan rezultat koji se odnosi na Weylov esencijalni spektar. Koristimo oznaku
Ulre(T) = O'le(T> N O'TB(T).

Teorema 4.34. Ako suT € L(X) i S € L(Y) kvazislicni operatori i ) je podskup

od C takav da vazi

ow(T)NQAD i 0,(T)NIN =0,

tada QN I(op(T)Nor(S)) #0, gde je op(T) = 01e(T) \ F(T) i

F(T) = [Ha<p(T) U Hp<a(T) U Hoooo (T)]".

Primedba 4.35. Analogni resultati za donji i gornji semi-Fredholmov spektar

dokazani su u radu [131].

KONZISTENTNOST OPERATORA

Motivacija za ovaj odeljak nastala je iz rada [44], gde je razmatran sledeéi probelm.
Ako je H Hilbertov prostori B € L(X), kazemo da je B konzistentan u invertibilnosti,
ako za svaki operator A € L(X) vazi:

AB je invertibilan ako i samo ako je BA invertibilan.
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Pri tome su svi operatori na tom prostoru svrstani u nekoliko disjunktnih klasa i
za svaku klasu dat je precizan odgovor da li su operatori te klase konzistentni u in-
vertibilnosti. Ovo je kasnije iskoriSéno za opisivanje zatvorenja skupa invertibilnih
operatora na separabilnom Hilbertovom prostoru. Takode je opisano i zatvoerenje
skupa Fredholmvoh operatora na istom prostoru. Primecujemo da nije specijalno
razmatrano pitanje konzistentnosti u skupu Fredholmovih operatora. Nama je cilj
da umseto skupa invertibilnih operatora posmatramo i neke druge skupove opera-
tora, Ciji elementi zadrzavaju neka svojstva uopsStene invertibilnosti. Takode, nasa
razamtranja se prvenstveno odnose na operatore na Banachovim prostorima, ali for-
muliSemo i tvrdenja za operatore na Hilbertovom prostoru. Kao posledice dobijamo
tvrdenja iz rada [44], neka slicnim metodama, a neka potpuno razlicitim. Takode
¢emo pokazati i zanimljive rezultate za neke klase operatora koje u ve¢ pomenutom
radu nisu razmatrane.

Ovaj odeljak uraden je prema radu [28].
Neka je S(X) C L(X).

Definicija. Operator B € £(X) je konzistentan u S(X), ili kra¢e S-konzistentan,
ako za svaki operator A € L(X) vazi:

AB € §(X) ako isamo ako BA e S(X).

Neka su G(X), Gi(X) i G,(X), redom, skupovi svih invertibilnih, levo invertibilnih
i desno invertibilnih operatora na Banachovom prostoru X. Takode, ®(X), ®;(X)
i ®,.(X) neka oznacavaju, redom, skup Fredholmovih, levo Fredholmovih i desno
Fredholmovih operatora na X. ®q(X) je skup svih Weylovih, a B(X) skup svih
Browderovih operatora na X.

F(X) je skup svih konacno dimenzionalnih operatora na X, a IC(X) skup
(zatvoreni ideal) svih kompaktnih operatora na X. Takode, 7 : L(X) — L(X)/K(X)

= C(X) oznacava prirodni epimorfizam iz algebre £(X) na Calkinovu algebru C(X).

Pretpostavimo sada da je S(X) = G(X) skup svih invertibilnih operatora na
Banachovom prostoru X. Razvrstavamo sve operatore na prostoru X u nekoliko
klasa, i za operatore svake klase dajemo odgovor na pitanje da li su konzistenti u

invertibilnosti.
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Teorema 4.36. Neka je B € L(X). Tada je B G-konzistentan ako i samo ako B

mma jednu od sledecih uzajamno disjunktnih osobina:

1) B je invertibilan;

(

(2) R(B) nije zatvoren;

(3) N(B) # {0} i R(B) = R(B) # X;

(4) N(B) ={0}, R(B) = R(B) i R(B) nije komplementaran potprostor od X ;
(5) NM(B) # {0}, R(B) = X i N(B) nije komplementaran potprostor od X .

Takode, B nije G-konzistentan ako i samo B ima jednu od sledecih uzajammno
disjunktnin osobina:
(6) N(B) = {0}, R(B) = R(B) i R(B) je pravi komplementaran potprostor od
X;
(7) N(B) # {0}, R(B) = X i N(B) je komplementaran potprostor od X .

Doxkaz. Ako je B invertibilan, tada AB = B™1(BA)B, te (1) sledi. Da bi pokazali
(2), pretpostavimo da R(B) nije zatvoren. Tada R(BA) # X i BA nije invertibilan
za svako A € L£(X). Pretpostavimo da postoji A € L(X) tako da je AB invertibilan.
Tada je B levo invertibilan i B je relativno regularan. Sledi da je R(B) zatvoren, Sto
je u suprotnosti sa nasim prethodnim pretpostavkama. Sada, AB nije invertibilan i
(2) sledi. Da bi pokazali (3), pretpostavimo N (B) # {0} i R(B) # X. Ocigledno,
N(B) ¢ N(AB), te AB nije invertibilan za sve A € L£(X). Takode, R(BA) C
R(B) # X, te BA nije invertibilan za svako A € £(X) i (3) sledi.

Da bi pokazali (4), pretpostavimo da je N (B) = {0}, R(B) je zatvoren i R(B)
nije komplementaran potprostor od X. Proizilazi da BA nije invertibilan za sve
A € L(X). Pretpostavimo da postoji neki A € £(X) tako da je AB invertibilan.
Tada je B levo invertibilan, stoga je B relativno regularan i R(B) komplementaran.
Dobijenom kontradikcijom zavrsavamo dokaz tvrdenja (4).

Pokazujemo (5). Neka je N (B) # {0}, R(B) = X i N(B) nije komplementaran
potprostor od X. Ocigledno, AB nije invertibilan za svako A € £(X). Pretpostavimo
da postoji A € L(X) tako da je BA invertibilan. Sledi da je B desno invertibilan, te
je B relativno regularan i N'(B) je komplementaran potprostor od X.

Da bi pokazali (6), pretpostavimo da je N (B) = {0}, R(B) je zatvoren pravi
komplementaran potprostor od X. Sledi da BA nije invertibilan za svaki A € £(X).
Medutim, B je levo invertibilan, i postoji operator S, tako da je SB = [I. Za-
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klju¢ujemo da B nije G-konzistentan.
Dokaz tvrdenja (7) je slican dokazu tvrdenja (6), posto u tom slucaju B je desno

invertibilan i AB nije invertibilan za sve A € L(X). O

Primedba 4.37. Ako je X Hilbertov prostor, slucajevi (4) i (5) Teoreme 4.36 nisu
moguéi. U slu¢aju kada je X Hilbertov prostor, Teorema 4.36 svodi se na [44, Theo-

rem 1.1].

U radu [44] rezultati ovog tipa iskoriséni su za odredivanje zatvorenja skupa in-
vertibilnih operatora na separabilnim Hilbertovim prostorima. Za operatore na Ba-
nachovim prostorima ne treba ocekivati rezultate iste tezine, iz razloga Sto zatvorenje
skupa invertibilnih operatora u tom sluc¢aju nije najpreciznije opisano. Pokazacemo
ipak nekoliko vrednih rezultata u tom smislu.

Sledeée oznake i terminologija uzeti su iz [55, 56, 57].

Operator T' € L(X) je dekompoziciono regularan, ako postoji invertibilni operator
S € L(X), tako da vazi TST = T. Dobro je poznato da je T dekompoziciono
regularan ako i samo ako je T relativno regularan i N(T) je izomorfan prostoru
X/R(T) [56]. Koristicemo i sledeéi rezultat[55].

Lema 4.38. Ako je T relativno regularan, tada T € clG(X) ako i samo ako je T

dekompoziciono reqularan.

Napomenimo da tvrdenje Leme 4.38 vazi i u opStem slucaju, u proizvoljnoj Ba-
nachovoj algebri sa jedinicom. Ovaj rezultat je proSiren na zatvorenje Fredholmovih
operatora u Banachovom prostoru [103]. Analogni rezultat je pokazao autor za Fred-
holmove elemente Banachove algebre, koji su definisani u odnosu na homomorfizam
Banachovih algebri [24]. Kompletnije razmatranje zatvorenja Fredholmovih opera-
tora bi¢e razmatrano kasnije.

Neka je S podskup Banachove algebre A. Perturbaciona klasa skupa S oznacava

se sa P(S), a definise sa
P(S)={a€ A:a+ s € S zasvako s € S}.

Ako je skup S otvoren, onda je P(S) zatvoren skup. Ako je AS C S za svako
A € C\ {0}, onda je P(S) dvostrani ideal.
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Operator T' € L(X) je strogo singularan, ako T nije odozdo ograni¢en (1-1 sa
zatvorenom slikom) ni na jednom zatvorenom beskonaéno dimenzionalnom potpros-
toru od X. Ako je & (X) skup gornjih semi-Fredholmovih operatora, onda zatvoreni
ideal P(®, (X)) sadrzi skup svih strogo singularnih operatora. Skup svih strogo sin-
gularnih operatora na X je takode zatvoreni dvostrani ideal u £(X).

Operator T je strogo kosingularan, ako za svaki beskonac¢no kodimenzionalan
zatvoren potprostor V od X operator QyT : X — X/V nije surjekcija. Ovde je
Qv : X — X/V kanonski epimorfizam (Qy(z) = 2+ V za sve x € X). Ako je
®_ (X) skup donjih semi-Fredholmovih operatora, onda ideal P(®_ (X)) sadrzi skup
svih strogo kosingularnih operatora. Skup svih strogo kosingularnih operatora je
zatvoreni dvostrani ideal u £(X).

Svaki kompaktan operator je strogo singularan i strogo kosingularan. Svaki strogo
singularan ili strogo kosingularan operator je Rieszov operator. Sve inkluzije u opstem
slucaju jesu prave.

Ako je H beskonacno dimenzionalni Hilbertov prostor, a a neki beskonaé¢ni kardi-
nal, moguce je uopstiti pojam stroge singularnosti i stroge kosingularnosti operatora.

Kazemo da je T' € L(H) a-strogo singularan, ako za svaki zatvoreni potprostor V
od H vazi implikacija:

ako je T': V. — T'(V) invertibilan, onda je dimV < a.

Analogno, operator T' € L(H) je a-strogo kosingularan, ako za svaki zatvoren
potprostor V' od H vazi implikacija:

ako je QyT : H — H/V surjekcija, onda je dim V+ < o
Pri tome je Qv : H — H/V prirodni epimorfizam, a V+ je ortogonalni komple-
ment potprostora V u Hilbertovom prostoru H. Naravno, dim V i dim V1 oznacava
ortogonalne dimenzija Hilbertovih prostora V i V+ redom.

Skup svih a-strogo (ko)singulanih operatora ¢ini zatvoreni dvostrani ideal u L(H).

Ako je H separabilan beskona¢no dimenzionalan Hilbertov prostor, onda se svi
ovi ideali operatora poklapaju, odnosno K(H) je jedini pravi zatvoreni ideal u L(H).

U narednim teoremama opisac¢emo deo zatvorenja skupa clG(X).

Teorema 4.39. Neka je B € L(X). Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(1) a(B) = B(B), ili R(B) nije zatvoren ili nije komplementaran potprostor od
X;
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(2) B+ F je G-konzistantan za svako F € F(X);
(3) B+ K je G-konzistentan za svako K € P(®4 (X)) NP(P_(X)).

DokAz. (2) = (1). Neka je R(B) zatvoren i komplementaran potprostor od X.
Pretpostavimo da je a(B) < B(B). Tada je n = dimN(B) i neka su yi,...,yn
vektori u X koji su linearno nezavisni po modulu R(B). Neka je F; : N(B) —
span{y1,...,yn} = Y proizvoljan izomorfizam kona¢no dimenzionalnh prostora. Pos-
toji zatvoreni potprostor M od X, tako da vazi X = N (B)®M. Definisimo F' € L(X)
na sledec¢i nacin:
P { Fiz, xeN(B),
0, x e M.

Lako je proveriti da vazi o(B + F') = 0. Kako je R(B+ F) =R(B) @Y, sledi da je
R(B + F) pravi zatvoren i komplementaran potprostor od X. Prema Teoremi 4.36
(6) sledi da B + F' nije G-konzistentan.

(1) = (3) Neka je K € P(®4+(X)) NP(P_(X)) proizvoljan. Ako R(B + K)
nije zatovren, tada je B + K G-konzistentan (Teorema 4.36 (2)). Pretpostavimo da
je R(B + K) zatvoren. Ako je a(B+ K) = o0 i (B + K) = o0, tada je B+ K
G-konzistentan (Teorema 4.36 (3)). Pretpostavimo da je a(B + K) < oo. Tada je
B+ Ked,(X),tesledi Be ®(X)ii(B+ K)=1i(B)=0. Ako je a(B+ K) =0,
tada je B+ K invertibilan i G-konzistentan (Teorema 4.36 (1)). Ako je a(B+K) > 0,
prema Teoremi 4.36 (3) sledi da je B+ K is G-konzistentan. [J

Sada, koriste¢i Lemu 4.38 i Teoremu 4.39 dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 4.40. Neka je B € L(X) relativno regularan. Ako je B € clG(X), tada
je B+ K G-konzistentan za sve K € P(®4 (X)) N®_(X)).

Sada ¢emo razmatrati G;-konzistentne operatore, gde G;(X) oznacava skup svih
levo invertibilnih operatora na X. Napomenimo da je T" strogo singularan ako i samo
ako T nije ogranicen odozdo na svakom zatvorenom beskona¢no dimenzionalnom
potprostoru od X. U slucaju kada je H Hilbertov prostor, cesto se koristi sledeca
generalisana definicija. Podsetimo se da dim H oznacava kardinalnost ortonormirane

baze Hilbertovog prostora H.
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Neka je dim H = «, gde je a neki beskonac¢ni kardinal. Operator T' € L(H) je
a-strogo singularan, ako vazi sledeée: ako je M zatvoren potprostor od H i restrikcija
Ty : M — T(M) je invertibilna, onda je dim M < a.

Poznato je da je klasa svih a-strogo singularnih operatora zatvoren dvostrani ideal
u L(H).

Uvodimo pojam strogo levo singularnih operatora na Banachovom prostoru.

Definicija. Operator T' € L(X) je strogo levo singularan, ako za svako S € G;(X)
vazi T'S ¢ Gi(X).

Uporedujemo novouvedenu klasu operatora sa nekim veé postojeéim i dobro poz-

natim klasama. Nije tesko proveriti tvrdenja u slede¢oj primedbi.

Primedba 4.41. (1) Ako je T € L(X) strogo singularan onda je T strogo levo

singularan.

(2) Ako je X Hilbertov prostor i dim X = «, tada je T strogo levo singularan ako

1 samo ako je T a-strogo singularan.

(3) Ako je X separabilan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor, tada je T
strogo levo singularan ako i samo ako je T kompaktan (ovo sledi iz ¢injenice da sada

postoji jedinstven zatvreni ideal od L(X)).

Pokazac¢emo sada tvrdenje kojim su potpuno opisani G;-konzistentni operatori.

Teorema 4.42. Neka je B € L(X). Tada je B Gi-konzistentan ako i samo ako B

1ma jednu od sledecih uzajamno disjunktnih osobina:
(1) B € g(X);
(2) B ¢ Gi(X) i B je strogo levo singularan.
Takode, B nije G;-konzistentan ako i samo ako B ima jednu od sledecih uzajamno

disjunktnih osobina:

(3) B e Gi(X)\G(X);
(4) B ¢ G,(X) i B nije strogo levo singularan.
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U sluc¢aju kada je X beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor i dim X = «, tada
”strogo levo singularan” treba zameniti sa “a-strogo singularan”. Ako je X separabi-
lan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor, tada ”strogo levo singularan” treba

zameniti sa "kompaktan”.

DoxkAz. Da bi pokazali (1), pretpostavimo da je B € G(X). Ako je BA € G;(X),
tada A € Gi(X) 1 AB € Gi(X). Sa druge strane, ako je AB = S € G;(X), tada
A=SB71e€G(X)iBAe€ G(X), te je B Gi-konzistentan.

(2) Neka je B ¢ G;(X) i B je strogo levo singularan. Tada je AB ¢ G;(X) za sve
A € L(X). Pretpostavimo da postoji operator Ay € L(X), tako da BAg € G(X).
Zaklju¢ujemo Ay € Gi(X), sto je u suprotnosti sa pretpostavokom da je B strogo
levo singularan. Sledi B je G;-konzistentan.

(3) Ako je B € G;(X) \ G(X), neka je By proizvoljan levi inverz od B. Ocigledno,
B1B =1 € Gi(X). Sa druge strane, By je gs-inverz od B, te je BB; projekcija od X
na R(B) koja ima netrivijalno jezgro, odakle sledi BBy ¢ G;(X). Ovim je pokazano
da operator B nije G;-konzistentan.

(4) Na kraju, neka je B ¢ G;(X) i B nije strogo levo singularan. Tada postoji
neki operator Ay € G;(X) tako da je BAy € G;(X). Takode, AB ¢ G;(X) za sve
A € L(X), odakle sledi da B nije G;-konzistentan.

Preostali deo tvrdenja sledi na osnovu Primedbe 4.41 [J

Napomenimo da je operator T' € £L(X) strogo kosingularan ako za svaki zatvoren
beskona¢no kodimenzionalan potprostor V' od X, operator Qv nije surjektivan.
Ovde Qv : X — X/V oznacava prirodni epimorfizam. Opstije, neka je H Hilbertov
prostor i dim H = « neka je beskonac¢ni kardinal. Operator T' € L(H) je a-strogo
kosingularan, ako za proizvoljan zatvoren potprostor V od H vazi: ako je QvT
surjekcija iz H na H/V, tada je codimV < a.

Uvodimo pojam stroge desne singularnosati za operatore na Banachovom prostoru.

Definicija. Operator T' € L(X) je strogo desno singularan, ako i samo ako za svako

S € G . (X) vazi ST ¢ G,.(X).

Povezacemo u sledecoj teoremi razlicite aspekte singularnosti.
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Teorema 4.43. (1) Ako je T strogo kosingularan, tada je T strogo desno singularan.
(2) Ako je X kompleksan beskonacno dimenzionalan Hibertov prostor i dim X = a,
tada je T «-strogo kosingularan ako © samo ako je T' strogo desno singularan.
(3) Ako je X separabilan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor, tada je T

strogo desno sinularan ako i samo ako je T' kompaktan.

DokAz. (1) Pretpostavimo da je T strogo kosingularan i S € G,.(X). Sledi da postoji
zatvoren potprostor M od X, tako da N (S) & M = X i restrikcija S|y : M — X
je invertibilan operator. Sledi dim M = codim N (S) = co. Razmotrimo prirodni
homomorfizam Q sy : X — X/N(S). Vazi

X/N(S) # R(@Qus)T) = {Tx + N(S) : x € X},

Postoji y € X, tako da y + N (S) # Tz + N (S) za sve x € X. Zakljuujemo da vazi
y1 =Sy # STx zasve r € X. Sada je R(ST) # X 1 ST ¢ G.(X), i stoga je T strogo
desno singularan.

(2) Implikacija = sledi na isti nac¢in kao u (1). Jedino treba razmatrati ortog-
onalne dimenzije zatvorenih potprostora.

Da bi pokazali suprotnu implikaciju <=, pretpostavimo da je T' € L(X) strogo
desno singularan. Neka je V' proizvoljan zatvoren potprostor od X takav da dim V+ =
a. Neka je S € L£(X) definisan tako da vazi S|y = 0, a S|y. : VI — X je
izomorfizam Hilbertovih prostora. Zakljucujemo S € G,(X) i ST ¢ G.(X). Kako je
N (ST) uvek komplementaran potprostor od X, proizilazi da mora vaziti R(ST) # X.
Postoji yg € X takav da yg # STx za sve © € X. Pretpostavimo da za sve y € X
postoji neki x € X tako da jey+V =Tx + V. Proizilazi day — Tx € V = N(5) i
Sy = STz. Sada je

X={Sy:ye X} ={Tx:2e€ X} =R(ST) # X.

Znadi, R(QyT) # X/V i T je a-strogo singularan. [

U sledecoj teoremi dajemo kompletan opis G,-konzistentnih operatora na Bana-

chovim prostorima.
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Teorema 4.44. Neka je B € L(X). Tada B je G.-konzistentan ako i samo ako za
B vazi jedna od sledecih uzajamno disjunktnih osobina:

(1) B e g(X);

(2) B ¢ G, (X) i B je strogo desno singularan.

Takode, B nije G.-konzistentan ako 1 samo ako B ispinjava jednu od sledecih
uzajamno disjunktnih osobina:

(3) B e G (X)\G(X);
(4) B ¢ G.(X) i B nije strogo desno singularan.

U sluc¢aju kada je X beskonacéno dimenzionalni Hilbertov prostor i dim X = «, tada
"strogo desno singularan” treba zameniti sa “a-strogo kosingularan”. Ako je X sepa-

rabilan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor tada ”strogo desno singularan

treba zameniti sa “kompaktan”.

Sada ¢emo razmatrati konzistentnost u vezi sa Fredholmovom teorijom. operatore.

Dajemo kompletan

Teorema 4.45. Neka je B € L(X). Tada je B ®-konzistentan ako i samo ako za
B wvazi jedna od sledecih uzajamno disjunktnih osobina:

(1) B e a(x);

(2) a(B) = o i B(B) = x0;

(3) a(B) < o0, B(B) = o0 i R(B) nije zatvoren ili nije komplementaran potpros-

tor od X ;
(4) a(B) = 0, B(B) < 0o i N(B) nije komplementaran potprostor od X ;
Osim toga, B nije ®-konzistentan ako i samo ako vazi jedan od sledecéih uslova:

(5) a(B) < 00, B(B) = o0 i R(B) je zatvoren i kompelementaran potprostor od
X;
(6) a(B) = o0, B(B) < 0o i N(B) je komplementaran potprostor od X .

Doxkaz. (1) Pretpostavimo da B € ®(X). Tada je m(B) invertibilan u C(X) i dokaz
je slican dokazu Teoreme 4.36 (1).

(2) Neka je a(B) = o0 i f(B) = co. Tada za sve A € L(X) vazi B(BA) > B(B), te
je BA ¢ ®(X). Takode, a(AB) > a(B) i AB ¢ ®(X). Sledi da je B ®-konzistentan.
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(3) Neka je a(B) < o0, f(B) = oo i R(B) nije zatovren ili nije komplementaran
potprostor od X. Ocigledno, za sve A € L(X) vazi BA ¢ ®(X). Pretpostavimo da
postoji neki A € L(X), tako da vazi AB € ®(X). Tada je m(B) levo invertibilan u
C(X)i B € ®;(X). Sledi da je B relativno regularan i R(B) mora biti zatvoren i
komplementaran potprostor od X.

(4) Neka je a(B) = oo, B(B) < oo i N(B) nije komplementaran potprostor od
X. Zasve A € L(X) vazi AB ¢ ®(X). Pretpostavimo da postoji neki A € L£(X),
tako da BA € ®(X). Sledi da je m(B) desno invertibilan u C(X), B € ®,.(X) i B je
relativno regularan. Stoga N (B) mora biti komplementaran potprostor od X.

(5) Neka je a(B) < o0, f(B) = 00 i R(B) zatvoren i komplementaran potprostor
od X. Sledi da BA ¢ ®(X) za sve A € L(X). Kako je B relativno regularan, postoji
go-inverz S operatora B. Sada, SB je projekcija na R(S) paralelno sa N (B), te
je B(S) < co. Kako je X = N(S) @ R(B), sledi da je R(SB) = R(S) zatvoren,
a(SB) = a(B) < 0 i f(SB) = 5(S) < o0, odakle sledi SB € ®(X). Zaklju¢ujemo
da B nije ®-konzistentan.

(6) Neka je a(B) = oo, (B) < oo i N(B) je komplementaran potprostor od
X. Ocigledno, AB ¢ ®(X) za sve A € L(X). Kako je B relativno regularan,
postoji ge-inverz S operatora B. Ponovo, zaklju¢ujemo da vazi R(BS) = R(B),
B(BS) = B(B) < o0, a(BS) = a(S) = B(B) < co. Odavde sledi da B nije ®-

konzistentan. O

Kao posledice razmatramo ®¢- i B-konzistentne operatore, odnosno S(X) =
& (X) (skup Weylovih operatora), ili S(X) = B(X) (skup Browderovih operatora)
na X.

Posledica 4.46. Operator B € L(X) je ®g-konzistentan ako i samo ako je ®-

konzistentan.

DoxkAz. Neka je B ®-konzistantan i neka je B € ®(X). Pretpostavimo da postoji
A € L(X) tako da AB € ®((X). Sledi da je BA € &(X) i A € &(X). Sada je
i(BA) = i(B) +i(A) = i(AB) = 0, te je BA € ®3(X) i B je ®p-konzistentan.
Slucajevi (2), (3) i (4) Teoreme 4.45 su potpuno analogni. Ako je S opisan u Teoremi
4.45 (5) (ili (6)), sledi da je i(SB) = 0 (ili i(BS) = 0), te B nije ®-konzistentan. [
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Posledica 4.47. Operator B € L(X) je B-konzistentan ako i samo ako je B ®-

konzistentan.

DoxkAz. Pretpostavimo da je B ®-konzistentan i neka je AB € B(X) za neki A €
L(X). Sledi da je AB € ®(X)i0 ¢ acco(AB). Kako je 0(AB) \ {0} = o(BA) \ {0}
i B je ®-konzistentan, zaklju¢ujemo da je 0 ¢ acco(BA) i BA € ®(X). Sledi da
BA € B(X), te je B B-konzistentan.

Pretpostavimo da B nije ®-konzistentan. Sledi da mora vaziti neki od slucajeva
(5) ili (6) Teoreme 4.45. Neka, recimo, vazi (5), odnosno a(B) < oo, f(B) = oo i
R(B) je zatvoren i komplementaran potprostor od X. Kako je BA ¢ ®(X) za sve
Ae L(X),sledida BA ¢ B(X)zasve A€ L£(X). Sadruge stane, ako je S proizvoljan
go-inverz operatora B, tada znamo da je B.S Fredholmov. Takode, BS je projekcija,
te je asc(BS) = des(BS) =11 BS € B(X). Sledi da B nije B-konzistentan. Dokaz

je slican ako pretpostavimo da vazi (6) iz Teoreme 4.45. [

Ako je H proizvoljan beskona¢no dimenzionalan Hilbertov prostor, iz Teoreme
4.45 sledi

Posledica 4.48. Neka je H Hilbertov prostor. Ako je B € L(H), tada je B ®-
konzistentan ako i samo ako B ima jednu od sledecih uzajamno disjunktnih osobina:

(1) Be ®(H);

(2) a(B) = o0 i B(B) = o0;

(3) a(B) < o0, B(B) = o0 i R(B) # R(B);

Takode, B nije ®-konzistentan ako © samo ako vazi jedn od uslova:

(4) a(B) < o0, B(B) = 00 i R(B) = R(B);

(5) a(B) = i 5(B) < oc.

Ako je H separabilan Hilbertov prostor, koristeéi [13, Theorem 4, Remark 5|, [44,
Theorem 3.1], ili [103, Theorem 5], [15, Proposition 4], znamo da vazi:

cl®(H)=®(H) U clG(H)
3 _—
®) =®(H)U{B e L(H):a(B)=a(B"), ili R(B) # R(B)}.
Ovde B* oznacava Hilbert adjungovani operator operatora B. Koriste¢i Posledicu

4.48 1 (4), lako mozemo pokazati sledeéi glavni rezultat rada [44, Theorem 3.7].
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Teorema 4.49. Ako je H separabilan kompleksan beskonacno dimenzionalan Hil-
bertov prostor i B € L(H), tada:

B e cl®(H) ako i samo ako B je ®-konzistantan.

DoxkAz. Pretpostavimo da je B € cl®(H). Koristeé¢i (3) zaklju¢ujemo da su moguéi
slededi slucajevi:

(i) B € ®(H) implicira B je ®-konzistentan (Posledica 4.48 (1)).

(il) a(B) = a(B*) = oo implicira 5(B) = oo, te je B ®-konzistentan (Posledica
448 (2)).

(iif) a(B) = a(B*) < 00 i R(B) = R(B) implicira B € ®(H) i B je ®-konzistentan
kao u slucaju (i).

(iv) a(B) = a(B*) < oo i R(B) # R(B) implicira 8(B) = oo, te je B ®-
konzistentan (Posledica 4.48 (3)).

Sada pretpostavimo da je B ®-konzistentan. Tada su mogudi sledeéi slucajevi:

(i) R(B) # R(B) implicira B € cl®(H);

(ii) Ako je R(B) = R(B), obzirom da je B ®-konzistentan, prema Posledici 4.48
sledi da ili je B € ®(H), ili je a(B) = 5(B) = oo. U svakom slu¢aju, prema (3) sledi
daje Becd®(H). O

Primedba 4.50. Teorema 4.49 je pokazana u radu [44] koriséenjem Gelfand-
Naimarkove teoreme o reprezentaciji C*-algebri, $to naravno ne umanjuje znacaj

dobijenih rezultata i pokazane tehnike tom radu.

Sada ¢emo razmatrati ®;-konzistentne operatore. Kao u prethodnom delu,
uvodimo pojam esencijalno strogo levo ili desno singularnih operatora na Banachovim

prostorima.

Definicija. Operator T' € L(X) je esencijalno strogo levo singularan, ako vazi T'S ¢
®)(X) zasve S € ¢;(X).

T € L(X) je esencijalno strogo desno singularan, ako vazi ST ¢ ®,(X) za sve
Sed,.(X).

Odnosi izmedu uvedenih i poznatih pojmova opisani su u slede¢oj teoremi.
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Teorema 4.51. (1) Ako je T strogo singularan, onda je T esencijalno strogo levo
singularan. Ako je T strogo kosingularan, tada je T esencijalno strogo desno singu-
laran.

(2) Ako je X beskonacéno dimenzionalan Hilbertov prostor i dim X = «, tada je T
esencijalno strogo levo singularan ako i samo ako je T a-strogo singularan. Takode,
T je esencijalno strogo desno singularan ako i samo ako je T a-strogo kosingularan.

(3) Ako je X separabilan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor, tada je T

esencijalno strogo levo (ili desno) singularan ako i samo ako je T kompaktan.

Dokaz. (1) Neka je T strogo singularan i S € ®;(X). Pretpostavimo da je
TS € ¢;(X). Sada, R(S) je beskonacno dimenzionalan zatvoren potprostor od X i
N(T|res)) CN(TS), stoga je a(T|r(s)) < oo i postoji zatvoren beskonacno dimen-
zionalan potprostor M od R(S), tako da R(S) = N(T|r(s)) ® M. Zakljucujemo
daje T|y : M — T (M) = R(T'S) izomorfizam, pa operator 7' ne moze biti strogo
singularan.

Sada pretpostavimo da je T strogo kosingularan i postoji S € ®,(X) tako da
ST € ®,.(X). Mozemo naéi zatvoren konaéno dimenzionalan potprostor M, tako
da X = R(ST) & M. Primetimo da je codim M = oco. Neka je Qp : X — X/M
prirodni epimorfizam. Pokazac¢emo da je Qp/T : X — X /M surjektivno preslikavanje.
Pretpostavimo da postoji neki y € X, tako da y+ M # Tx + M za sve z € X. Tada
sledi Sy ¢ R(ST) & M, sto je nemoguce na osnovu X = R(ST) & M. Zakljucujemo
da je QT surjekcija, i stoga T' ne moze biti strogo kosingularan.

(2) Neka je X Hilbertov prostor i dim X = « neka je beskonaé¢ni kardinal. Ako
je T" a-strogo singularan, prema (1) lako je zakljuciti da je T" esencijalno strogo levo
singularan. Sa druge strane, ako je T esencijalno strogo levo singularan, na osnovu
GiI(X) C @;(X) sledi da je T strogo levo singularan. Prema Primdebi 4.41 sledi da
je T a-strogo singularan.

Ako je T a-strogo kosingularan, na isti na¢in kao u (1) mozemo pokazati da je T
esencijalno strogo desno singularan. Jedino treba posmatrati ortogonalne dimenzije
zatvorenih potprostora. Sa druge strane, ako je T esencijalno strogo desno singu-
laran, tada je 1" strogo desno singularan. Prema Teoremi 4.43 sledi da je T" a-strogo

cosingularan. [J

U sledecoj teoremi opisujemo skup svih ®;-konzistentnih operatora.
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Teorema 4.52. Neka je T € L(X). Tada je B ®;-konzistentan ako i samo ako B
1spunjava jednu od sledecih disjunktnih osobina:

(1) B € ®(X);

(2) B¢ ®(X) i B je esencijalno strogo levo singularan.

Takode, B nije ®;-konzistentan ako i samo ako B ispunajava jednu od sledecih
uzajamno disjunktnih osobina:

(3) B € ®i(X)\ (X);

(4) B ¢ ®,(X) i B nije esencijalno strogo levo singularan.
U slucaju kada je X beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor + dim X = «, tada
“esencijalno strogo levo singularan” treba zameniti sa "a-strogo singularan”. Ako je

X separabilan beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor, tada "esencijalno strogo

levo singularan” treba zameniti sa "kompaktan”.

DoxkAz. (1) Neka je B € ®(X) i BA € ¢;(X). Kako je m(B)mw(A) levo invertibilan
u C(X), sledi da je A € &;(X) i AB € ®;(X). Sa druge strane, ako je S = AB €
®,(X), tada je m(A) = w(S)m(B)~! levo invertibilan u C(X), te je BA € &;(X).
Zakljucujemo da je B ®;-konzistentan.

(3) Neka je B € ®;(X)\ ®(X). Tada postoje beskona¢no dimenzionalani zatvoreni
potprostori M i N od X, tako da je X = N(B)® M = R(B)® N. Kako je restrikcija
Bl : M — R(B) invertibilan operator, oznaéimo sa B : R(B) — M njegov inverz.
Neka je P projekcija od X na M paralelno sa N'(B), a @ neka je projekcija od X na
R(B) paralelno sa N. Proveravamo da je B1B =P € ®;(X)i BB =Q ¢ ®/(X), i
stoga B nije ®;-konzistentan.

Dokazi tvrdenja (2) i (4) su analogni dokazima Teoreme 4.42 (2) i (4). O

Dualno, mozemo pokazati i slede¢u teoremu o ®,.-konzistentnim operatorima.

Teorema 4.53. Neka je T € L(X). Tada je B ®,.-konzistentan ako i samo ako je
ispungen jedan od sledecih uslova:

(1) B € &(X);

(2) B¢ ®,.(X) i B je esencijalno strogo desno singularan.
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Takode, B nije ®,.-konzistentan ako i samo ako B ispunjava jednu od sledecih

uzajamno disjunktnih osobina:

(3) B €@, (X)\ O(X);
(4) B ¢ ®,.(X) i B nije esencijalno strogo desno singularan.
U slucaju kada je X beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor i dim X = a,
tada "esencijalno strogo desno singularan” treba zameniti sa “a-strogo kosingularan”.

Ako je X separabilan beskonacno dimensionalan Hilbertov prostor, tada "esencijalno

strogo singularan” treba zameniti sa "kompaktan”.
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