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Uvod

Polazna pretpostavka istrazivanja obavljenog u ovoj disertaciji jeste veza i medu-
sobni uticaj teorije automata i teorije polugrupa, i, naravno, univerzalnih algebri kao
svojevrsne baze ovih dveju teorija. Rezultati i metodi teorije polugrupa nalaze svoju
primenu u teoriji automata. Od posebnog znacaja su kompozicione i dekompozicione
metode, kao sto su: direktne sume, poddirektni proizvodi, paralelne kompozicije, razne
vrste ekstenzija, itd. Sa druge strane, potrebe teorije automata inicirale su izucavanje
raznih novih klasa polugrupa, a takode se i metodi teorije automata mogu uspesno
primenjivati u teoriji polugrupa.

O znacaju veza izmedu ovih teorija svedoci i ogroman broj radova iz ove oblasti i
veci broj monografija koje se bave tim vezama, medu kojima treba istaci sledece: M.
A. Arbib (ed) [6] iz 1968., M. A. Arbib [7] iz 1969., F. Gésceg i J. Pedk [46] iz 1972.,
G. Lallement [74] iz 1979., J. E. Pin [91] iz 1986., V. N. Salii[103] iz 1988., J. M. Howie
[61] iz 1991.

Veze polugrupa sa automatima i formalnim jezicima ostvaruju se preko slobodnih
polugrupa i slobodnih monoida. Ove polugrupe i monoidi igraju ulogu ulaznih i izlaznih
polugrupa automata, dok se jezici formalno definisu upravo kao podskupovi slobodnih
monoida.

Medutim, za ovaj rad je znacajna veza izmedu polugrupa i automata koja se ost-
varuje preko polugrupa prelaza?) automata. Ovaj pojam uveo je V. M. Glushkov 1961.
godine u [51], a sistematsko izuc¢avanje veza izmedu automata i njihovih polugrupa
prelaza posebno je inicirao I. Pedk u svojim radovima [82], [83] iz 1964. i 1965. go-
dine. Poznavanje strukture polugrupe prelaza automata daje vrlo korisne informacije
o strukturi samog automata. Najbolji primer koji to potvrduje jeste niz ¢uvenih teo-
rema Krohn-Rhodesa iz 1965. godine, kojima je data veza izmedu kaskadnih razlaganja
automata i poludirektnih razlaganja njihovih polugrupa.

Poznato je da automati, pod ¢ime ovde podrazumevamo automate bez izlaza, mogu
biti tretirani i kao unarne algebre. Naravno, vazi i obrnuto, da se svaka univerzalna
algebra ¢ije su sve fundamentalne operacije unarne moze smatrati automatom. Ova
osobina automata daje moguc¢nost da se u izucavanju automata koriste, takode, i rezul-
tati i aparat univerzalne algebre. Pri tome su posebno znacajna razmatranja u vezi sa
varijetetima automata, pseudovarijetetima konacnih automata, kao i uopstenim vari-

Dnazivaju se i “karakteristicne polugrupe automata”
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jetetima automata. Pomenimo da se neki varijeteti, pseudovarijeteti i uopsteni vari-
jeteti automata izucavaju ve¢ dugi niz godina. Najpoznatiji od njih su sledeéi uopsteni
varijeteti i njima odgovarajuéi varijeteti i pseudovarijeteti automata: direktabilni au-
tomati, koje su uveli J. Cerny 1964. u [25], i P. H. Starke 1969. u [110], definitni
automati, uvedeni u radovima S. C. Kleenea [68] iz 1956., i M. Perlesa, M. O. Rabina
i E. Shamira [84] iz 1963., reverzno definitni automati, koji se po prvi put javljaju u
radovima J. A. Brzozowskog[23] iz 1963. 1 A. Ginzburga [49] iz 1966., kao i uopsteno
definitni automati, uvedeni u istom radu A. Ginzburga, i nilpotentni automati koje je
uveo L. N. Shevrin 1962. godine u radu [107].

U raznim algebarskim teorijama veoma vazan predmet proucavanja predstavljaju
algebre cije sve podalgebre odredenog tipa pripadaju nekoj datoj klasi algebri. Pri
tome se vrlo ¢esto radi sa monogenim ili konac¢no generisanim podalgebrama. Za takve
algebre cesto kazemo da “lokalno pripadaju” datoj klasi algebri, odnosno da imaju
zadato svojstvo kao “lokalno svojstvo”. Autori koji se bave Algebarskom teorijom
automata nisu se, medutim, mnogo bavili takvim problemima. Probleme takvog tipa
sre¢emo jedino u radu M. Steinbya [115], koji je proucavao izvesne “lokalno zatvorene”
klase automata. Zato ¢emo se u ovom radu, izmedu ostalog, baviti takvim problemima.
Naime, bavi¢emo se izucavanjem veza koje postoje izmedu izvesnih “lokalnih svojstava”
i “globalnih svojstava” automata.

Jos jedan vazan algebarski problem kojim se ovde bavimo jesu poddirektna razla-
ganja algebri. Zahvaljujuéi jednom rezultatu G. Birkhoffa iz 1944. [18], problem poddi-
rektnih razlaganja algebri predstavlja jedan od klasi¢nih problema algebre. Naime, tu
je dokazan osnovni rezultat teorije poddirektnih razlaganja algebri — Birkhoffova teo-
rema o reprezentaciji, po kojoj se svaka algebra moze razloziti u poddirektan proizvod
poddirektno nerazlozivih algebri. Tako problem opisivanja struktura poddirektno ner-
azlozivih algebri postaje izuzetno znacajan. Sve ovo iniciralo je intenzivno izucavanje
poddirektno nerazlozivih algebri raznih tipova, Sto ¢e ovde biti u¢injeno za automate.

U teoriji automata izucavani su uglavnom poddirektno nerazlozivi automati koji
pripadaju izvesnim specijalnim klasama automata. Tako je M. Yoeli u [122] izuc¢avao
poddirektno nerazlozive povezane konacne autonomne automate, G. H. Wenzel je u
[121] uopstio njegove rezultate opisavsi sve poddirektno nerazlozive autonomne auto-
mate, a dalja uopstenja tih rezultata dali su Z. Esik i B. Imreh u [45], za komutativne
automate, i I. Babesanyi u [11], za takozvane (¢; m, n)-komutativne automate. Sa druge
strane, B. Imreh je u [63] dao karakterizaciju i konstrukciju svih poddirektno nera-
zlozivih nilpotentnih automata. U radu istog autora [64] to je u¢injeno i za definitne
automate, a u radu M. Ciriéa, B. Imreha i M. Steinbya [33] i za reverzno definitne i
uopsteno definitne automate.

U najopstijem slucaju, poddirektno nerazlozive automate izucavao je samo M. Se-
toyanagi u radu [106], a potom i S. Bogdanovi¢, M. Ciri¢, B. Imreh, T. Petkovi¢ i M.
Steinby u [21]. Ovde ¢e biti dati rezultati iz tog rada, kao i neki drugi.

Centralni problem ove disertacije jeste uspostavljanje korespondencije izmedu var-
ijeteta automata i polugrupa. Razmatranje ovakvog problema ima svoje istorijsko
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opravdanje. Jos pri samom zacetku teorije automata i formalnih jezika, bilo je uo¢eno
da se u njoj veoma uspesno mogu koristiti rezultati jedne druge, nesto starije algebarske
teorije — teorije polugrupa. Tako je nastao trougao “polugrupe—automati—jezici” koji
danas, tridesetak godina posle svog nastanka, ¢ini jedan od glavnih stozera pomenute
teorije.

Jedan od najpoznatijih rezultata koji uspostavlja vezu izmedu jezika i monoida
prestavlja ¢uvena “Eilenbergova teorema o korespondenciji”, dokazana 1976. u [41].
Korespondencija o kojoj je re¢ uspostavljena je, uz pomoc¢ sintaksickih monoida jezika,
izmedu pseudovarijeteta monoida i tzv. varijeteta jezika. Inace, prvi rezultat tog tipa
dao je M. Schiitzenberger 1965. u [105], koji je uspostavio vezu izmedu pseudovarijeteta
aperiodicnih polugrupa i tzv. zvezda slobodnih jezika.

Eilenbergova teorema inicirala je niz istrazivanja koja su imala za zadatak da us-
postave vezu izmedu raznih specijalnih varijeteta jezika i pseudovarijeteta monoida
i polugrupa?, ali i istrazivanja koja su se bavila ops$tim vezama izmedu varijeteta
jezika, pseudovarijeteta polugrupa i kongruencija na slobodnim polugrupama, kao i
odgovarajué¢im univerzalno algebarskim uopstenjima. Takvi su, na primer, radovi J.

Almeidae [3] iz 1990., D. Thériena [118] iz 1980., itd.

Sa druge strane, Eilenbergova teorema inicirala je i izucavanje slicnih veza izmedu
jezika i automata, koje je obavljeno u radu M. Steinbya [115], 1994. Prema tome, u
gore pomenutom trouglu “polugrupe—jezici—-automati”, preostalo je da se prouce veze
koje postoje izmedu izvesnih klasa automata i polugrupa, pri cemu se prirodno namece
koris¢enje polugrupa prelaza automata. Upravo to je jedan od zadataka ovog rada.

Ova disertacija se sastoji iz pet glava.

Prva glava je uvodnog karaktera. Tu su uvedeni osnovni pojmovi univerzalnih
algebri, teorije polugrupa i teorije automata. Takode su dati i neki rezultati koji su
koris¢eni u nastavku.

Glava 2 je posveCena operatorima lokalnog zatvorenja na klasama automata i,
specijalno, varijetetima automata. Naime, u Odeljku 2.1 uvodimo pojmove operatora
L : K — L(K) koji svakoj klasi K automata pridruzuje klasu L(K) svih automata
¢iji svi monogeni podautomati pripadaju klasi K, i operatora CL : K +— CL(K) koji
svakoj klasi K automata pridruzuje klasu C'L(K') svih automata ¢iji svi kona¢no gener-
isani podautomati pripadaju klasi K. U Odeljku 2.2 se ovi operatori primenjuju na
klasu povezanih automata i neke njene podklase. U Odeljcima 2.3, odnosno 2.4, oper-
atore lokalnog zatvorenja primenjujemo na varijetete, odnosno na uopstene varijetete
i pseudovarijetete automata.

Treca glava je posvecena izucavanju klase direktabilnih automata, nekih njenih
uopstenja, kao i nekih njenih bitnih podklasa. Odeljak 3.1 je uvodnog karaktera. Tu
se nalaze definicije klasa automata koje su u nastavku razmatrane. Osim ve¢ poznatih
klasa automata bi¢e razmatrane i neke nove klase automata uvedene nedavno, u radu
T. Petkovi¢, M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a [86]. U Odeljku 3.2 su data neka vazna
svojstva jezika svih usmeravajuc¢ih, tzv. utrapljivih i jedno-utrapljivih, kao i nekih

2)Videti knjige J. M. Howiea [61], G. Lallementa [74], J. E. Pina [91] i druge.
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drugih skupova rec¢i. Trec¢i odeljak ove glave je posveéen izucavanju medusobnih relacija
izmedu klasa uvedenih u Odeljku 3.1 i ispitivana su neka algebarska svojstva tih klasa.
U Odeljcima 3.4 i 3.5 se razmatraju dva osnovna problema. Prvi problem je opisivanje
strukturnih svojstava automata iz klasa svih tzv. uopsteno direktabilnih i uopsteno
definitnih automata, kao i njihovih vaznih podklasa. Drugi vazan problem koji se
ovde razmatra jeste povezanost strukture izucavanih automata i strukture njihovih
polugrupa prelaza.

U Glavi 4 razmatrana su poddirektna razlaganja automata i, specijalno, poddirek-
tno nerazlozivi automati. Analogno pojmu Reesove kongruencije polugrupe odredene
idealom, u Odeljku 4.1 uvodimo najpre pojam Reesove kongruencije na automatu
odredene podautomatom, a zatim i pojmove ekstenzije i guste ekstenzije automata.
U drugom odeljku ove glave, motivisani takode idejama iz teorije polugrupa, posebno
onim iz poznatog rada B. M. Scheina [104], uvodimo i bavimo se i nekim novim poj-
movima, kao Sto su pojmovi jezgra i srzi automata, disjunktivnog elementa automata
itd. Sve ove nove koncepte koristimo u Odeljku 4.3 u dokazu opste teoreme koja opisuje
strukturu poddirektno nerazlozivih automata. Potom, u Odeljku 4.4, ovu opstu teo-
remu primenjujemo na nilpotentne, definitne, reverzno definitne i uopsteno definitne
automate. U poslednjem odeljku ove glave, Odeljku 4.5, uvodimo pojam poddirektnog
proizvoda klasa automata i razmatramo uslove pod kojima vazi relacija DVV = D@V,
gde je D varijetet svih diskretnih automata i V' neregularan varijetet automata. Time
je dat odgovor na pitanje koje je J. Plonka implicitno postavio u [95].

Poslednja, Glava 5, je posvec¢ena korespondenciji izmedu varijeteta polugrupa i au-
tomata. Pokazalo se da je za “varijetete” polugrupa koje razmatramo vazno da ih
¢ine polugrupe koje imaju generatorni skup ¢ija kardinalnost ne prelazi kardinalnost
ulaznog alfabeta varijeteta automata, sto nas dovodi do jednog sasvim novog pojma, do
pojma k-varijeteta, koji uvodimo i izuc¢avamo u Odeljku 5.2. Pri tome koristimo jedan
drugi novi pojam, pojam slabo invarijantne kongruencije, koji uvodimo i njime se bav-
imo u prethodnom odeljku, Odeljku 5.1. U Odeljku 5.3 uvodimo i proucavamo i treci
novi pojam, pojam o-zatvorenog varijeteta, ili krac¢e o-varijeteta automata. Konacno,
u Odeljku 5.4, dokazujemo Teoremu o korespondenciji izmedu o-varijeteta automata i
r~varijeteta polugrupa. U Odeljku 5.5 je data nesto drugacija korespondencija izmedu
polugrupa i automata. Kako pri uspostavljanju korespondencije iz Odeljka 5.4 nereg-
ularni varijeteti automata ostaju van razmatranja, to za ovakve automate u Odeljku
5.6 uvodimo novu definiciju karakteristicne polugrupe i ispitujemo odgovarajuce tzv.
oc-varijetete.

Na kraju, koristim priliku da se zahvalim svojoj porodici i prijateljima na podrsci
prilikom izrade ove disertacije. Posebnu zahvalnost na nesebi¢noj pomoc¢i tokom ¢itavog
mog usavrSavanja, i, naravno, tokom izrade ovog rada, dugujem svojim profesorima
Miroslavu Ciri¢u i Stojanu Bogdanovicu.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati.
Takode ¢e biti dokazana i neka osnovna svojstva uvedenih pojmova, koja ¢e nadalje
biti koris¢ena. Pojmovi kao $to su kongruencije, homomorfizmi, direktni i poddirektni
proizvodi, i drugi, ¢e biti koris¢eni i kod automata i kod polugrupa. Stoga ¢e ovakvi
pojmovi biti definisani u Odeljku 1.1 za proizvoljne univerzalne algebre, gde ¢e biti
date i neke opste teoreme univerzalne algebre, koje ¢e potom biti primenjivane i na
polugrupe i na automate. U Odeljku 1.2 ¢e biti navedeni neki pojmovi Teorije polu-
grupa koji su neophodni za dalji rad. Posebna paznja je posveéena polugrupama sa
levim, desnim i bi- nulama i dokazane su neke njihove osobine. Takode su definisani
i pojmovi slobodnih polugrupa i monoida, kao i polugrupovnih identiteta. U trec¢em
odeljku je dat pojam automata i uvedene su neke osnovne, dobro poznate klase au-
tomata. Automatovni identiteti i varijeteti automata su, zbog znacaja za dalji rad,
posebno definisani u ¢etvrtom odeljku. U poslednjem, petom odeljku, date su razne
kompozicije i dekompozicije automata, kao i neka njihova svojstva.

Pojmovi i oznake su uvedeni u skladu sa slede¢im knjigama: S. Burrisa i H. P.
Sankappanavara [24] i A. I. Mal’ceva [77] iz oblasti univerzalnih algebri, S. Bogdanovi¢a
i M. Cirica [19] i J. M. Howiea [60] iz oblasti teorije polugrupa, i iz oblasti teorije
automata koris¢ene su knjige F. Gécsega i 1. Pedka [46], J. M. Howiea [61] i R. Sz.
Madarasz i S. Crvenkovica [76]. Pojmovi teorije mreza nisu specijalno uvedeni, ali su
korigéeni u skladu sa knjigom G. Grétzera [56] i G. Birkhoffa [17].

1.1. Elementi univerzalnih algebri

Neka je A neprazan skup i F familija operacija definisanih na skupu A, tada je
uredeni par (A, F) univerzalna algebra. Za skup A kazemo da je nosac algebre (A, F).
Bez opasnosti od zabune, univerzalnu algebru i njen nosa¢ oznacavamo istim slovom A.
U slucaju kada je F konacan skup obi¢no pisemo A = (A, fi, fa, ..., fx), gde je k € N

1



2 1. Uvodni pojmovi i rezultati

i F ={f1,fs,-.., fx}. Pritome smo sa N oznacili skup pozitivnih celih brojeva, dok
sa N oznac¢avamo skup nenegativnih celih brojeva. Operacija f € F je arnosti n ako
predstavlja preslikavanje A" — A, gde je k € N’. Ovo preslikavanje obi¢no oznacavamo
sa f4 1 kazemo da je interpretacija simbola f u algebri A. Ako se podrazumeva o kojoj
je algebri re¢, onda u oznaci fa izostavljamo indeks. Algebre A i B su istog tipa ako
im odgovaraju familije operacija iste arnosti.

Ako sa F,, n € N, ozna¢imo skup svih operacija iz F koje su arnosti n, tada se
skup F moze predstaviti u obliku F = (J, o\ Fn-

Algebra A je unarna algebra ako je F = Fj.

Neka su algebre A i B istog tipa i neka je B C A. Algebra B je podalgebra algebre
A ako za svaki operacijski simbol f € F,, za neko n € N, i sve by, by, ..., b, € B vazi

fA(bl, b27 N ,bn) — .fB(b17b2> N abn)

Za proizvoljan neprazan podskup H C A algebre A postoji najmanja podalgebra koja
sadrzi H. Kazemo da je to podalgebra algebre A generisana skupom H, u oznaci [H|.
Za podalgebru generisanu jednoelementnim skupom kazemo da je monogena. Podskup
H C A takav da je [H|] = A zovemo generatorni skup algebre A. Ako algebra A ima
konacan generatorni skup, onda kazemo da je konacno generisana.

Za proizvoljnu algebru A algebri sa S(A) oznacavamo klasu svih podalgebri algebre
A. Takode, za klasu algebri K istog tipa sa S(K) oznacavamo klasu svih podalgebri
algebri iz K.

Neka su A i B algebre istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — B je homomorfizam algebri
A i B ako za svaku operacijski simbol f € F,, vazi

f(al7a27 s aan)¢ = f(al¢aa2¢a R 7an¢)7

gde je uzeto da je f € F, ida su ay,as,...,a, € A proizvoljni elementi. Ako je ¢
jos i injektivno preslikavanje, onda kazemo da je monomorfizam (potapanje). Ako ¢
jeste surjektivno preslikavanje, kazemo da je epimorfizam, a za algebru B kazemo da
je homomorfna slika algebre A. Ako je ¢ bijekcija tada kazemo da je izomorfizam.
Cinjenicu da postoji izomorfizam algebri A i B oznacavamo sa A = B. U slu¢aju kada
je A = B homomorfizam ¢ nazivamo endomorfizam, a ako je jo$ i izomorfizam, onda
kazemo da je automorfizam algebre A.

Za algebre A i B istog tipa, sa Hom(A, B) ozna¢avamo skup svih homomorfizama
iz algebre A u algebru B. Za proizvoljnu algebru A sa H(A) je oznacena klasa svih
homomorfnih slika algebre A, dok je za klasu algebri K istog tipa sa H(K) oznacena
klasa svih homomorfnih slika algebri iz K.

Neka je A algebra i 6 binarna relacija na skupu A. Relacija 0 je kongruencija na
algebri A ako je ekvivalencija i saglasna je sa operacijama na A, tj. za proizvoljne
elemente a;,b; € A, i € {1,2,...,n}, i proizvoljnu operaciju f € F,, n € N, iz
(a;,b;) € 60, za svako i € {1,2,...,n}, sledi (f(ay,aq,...,a,), f(b1,be,...,b,)) € 6.

Sa A4, odnosno V gy, oznacavamo identicku i univerzalnu kongruenciju na algebri A,
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redom, tj. As = {(a,a)|a € A} 1 V4 = Ax A, Ukoliko je jasno o kojoj se
algebri radi, moze se izostaviti indeks u zapisima ovih relacija. Skup svih kongruencija
definisanih na algebri A predstavlja kompletnu mrezu koju oznacavamo sa Con A. Neka
su fq,0y € Con A takve da je 6, C 5. Tada uvodimo oznaku [0, 6] = {p| 601 C p C 6,}.

Kongruencija 6 je potpuno invarijantna ako za proizvoljne elemente aj,as € A i
proizvoljni endomorfizam ¢ algebre A, iz (a1, az) € 6 sledi (a1¢, axp) € 6.

Jasno je da je presek proizvoljne familije kongruencija takode kongruencija. Ako je
p binarna relacija na algebri A, tada je presek svih kongruencija koje sadrze p najmanja
kongruencija koja sadrzi p i zovemo je kongruencija generisana relacijom p.

Neka je A algebra i 6 kongruencija na A. Na skupu A/0 = {af|a € A} definisemo
operaciju f, za f € F,, sa

fajo(a10,a20, ..., a,0) = falai,as, ... a,)0.

Na taj nacin A/6 postaje algebra istog tipa F i nazivamo je faktor (kolicnik) algebrom.

Neka je A algebra i 6 kongruencija algebre A. Preslikavanje ¢ : A — A/ definisano
sa a¢ = ab, za proizvoljno a € A, je prirodni epimorfizam. Takode, ako je ¢ : A — B
homomorfizam algebri A i B, tada relaciju ker ¢ = {(ay,a2) € A% | a1y = axp} zovemo
jezgro homomorfizma 1.

Teorema 1.1.1 (Teorema o homomorfizmu). Neka su A i B algebre i ¢ : A — B
epimorfizam. Tada je ker ¢ kongruencija i algebra A/ ker ¢ je izomorfna algebri B.

Koristeé¢i ovu teoremu dokazac¢emo sledeéi rezultat:

Teorema 1.1.2. Neka je A proizvoljna algebra, 0 proizvoljna kongruencija na algebri
A i p proizvoljna kongruencija na algebri A/6. Tada relacija 0/p definisana na algebri

A sa:
(a,b) € 8/p < (ab,b0) € p

jeste kongruencija na algebri A takva da je 0 C0/p i (A/0)/p = A/(0/p).

Dokaz. 1z refleksivnosti relacije p sledi da je § C 0/p. Koristedi ¢injenicu da je p kongru-
encija algebre A/6 lako se dokazuje da je i 6/p kongruencija. Definisimo preslikavanje
¢: A0 — AJ(0)p)sa (ud)p = u(f/p). Nije tesko uociti da je ¢ epimorfizam sa jezgrom
ker ¢ = p, odakle, prema Teoremi o homomorfizmu, sledi da je (A/0)/p = A/(0/p). O

Takode ¢e ¢esto biti koriséena i sledec¢a teorema.

Teorema 1.1.3 (Teorema o korespondenciji). Neka je A proizvoljna algebra i 6
proizvoljna kongruencija na algebri A. Tada preslikavanje o : [0, V] — Con(A/0)
definisano sa pa = /0 jeste izomorfizam mreza.
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Pre nego sto navedemo jos jedan rezultat koji ¢e biti koriséen u radu, uvedimo jos
neke oznake. Naime, ako je K proizvoljna klasa algebri istog tipa i A algebra tog tipa,
tada sa Cong(A) oznacavamo skup svih kongruencija definisanih na algebri A takvih
da su odgovarajuce faktor algebre u klasi K.

Sledec¢a teorema predstavlja rezultat S. Bogdanovi¢a i M. Ciri¢a [20).

Teorema 1.1.4. Klasa algebri K je zatvorena za homomorfne slike ako © samo ako je
Cong (A) filter mreze Con A, za svaku algebru A.

Neka su A;, i € I, algebre istog tipa . Na Descartesovom proizvodu A = [],.; A;
za f € F,, za neko n € N, definisemo sa

Ja(pi,p2, - on) (@) = fa,(p1(7),p2(0), ..., pn(2)),

gde su pi,p2,...,pp € A proizvoljni elementi. Algebra [[..; A; je direktan proizvod
algebri A;, i € I. Homomorfizam m; : A — A; definisan sa pm; = p(i), za proizvoljno
p € A, je projekcioni epimorfizam. Za proizvoljnu klasu K algebri istog tipa sa P(K)
oznacavamo klasu svih direktnih proizvoda algebri iz K.

Podalgebra B algebre A = [[,.; A; za koju vazi Bm; = A;, za svako i € I, je
poddirektan proizvod algebri A;, i € I. Za proizvoljnu klasu K algebri istog tipa
sa Py(K) oznacavamo klasu svih poddirektnih proizvoda algebri iz K. Algebra A je
poddirektno nerazloZiva ako za proizvoljnu familiju kongruencija 6;, i € I, algebre A iz
MNics 0 = Aa sledi da postoji i € I tako da je 6; = A 4.

Jedan od najpoznatijih rezultata u vezi sa poddirektnim razlaganjima algebri pred-
stavlja Teorema Birkhoffa [18].

Teorema 1.1.5 (Teorema Birkhoffa o reprezentaciji). Proizvoljna algebra A je
1zomorfna poddirektnom proizvodu poddirektno nerazlozZivih algebri, koje su homomor-
fne slike algebre A.

Od vrlo velikog prakti¢nog znacaja jeste sledeéi rezultat, koji je dat u knjizi S.
Burrisa i H. P. Sankappanavara [24] kao Teorema 8.4.

Teorema 1.1.6. Algebra A je poddirektno nerazloZiva ako i samo ako postoji mini-
malna kongruencija u Con A\ {A4}. U tom slucaju je NCon A\ {Aa} traZena mini-
malna kongruencija.

Napomenimo jos jednom da su pojmovi i oznake dati u ovom odeljku u skladu sa
knjigom S. Burrisa i H. P. Sankappanavara [24], te da za pojmove i oznake koji nisu
ovde definisani upucujemo na pomenutu knjigu.
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1.2. Polugrupe. Polugrupovni identiteti

Neka je na nepraznom skupu S definisana binarna operacija -, tako da je zadovoljen
uslov asocijativnosti, tj. vazi

(ab)e = a(bc), za svako a,b,c € S,

tada je algebra (.5, ) polugrupa. Uzimajuéi u obzir da redosled izvodenja operacija nije
bitan, koristicemo konvenciju o brisanju zagrada.

Element a polugrupe S je idempotent ako je a®> = a. Skup svih idempotenata
polugrupe S oznacavamo sa E(S).

Ukoliko su svi elementi polugrupe S idempotentni, tj. S = E(S) polugrupa S je
traka.

Element z polugrupe S je leva (desna, bi-) nula ako vazi
za =2z (az=2z,zaz = z), zasvakoa € S.

Element z je nula polugrupe S ako je leva i desna nula. Nije tesko pokazati da polu-
grupa ima nulu ako i samo ako ima levu i desnu nulu, kao i da ukoliko polugrupa ima
nulu tada je ta nula jedinstvena.

Polugrupa u kojoj je svaki element leva (desna) nula, tj. u kojoj vazi ab = a
(ab=b), za sve a,b € S, je levo (desno) nulta traka.

Polugrupa S ¢iji proizvoljni elementi a,b € S zadovoljavaju relaciju a = aba jeste
pravougaona traka.

Element e polugrupe S je leva (desna) jedinica ako vazi
ea =a (ae=a), zasvakoa € S.

Element e je jedinica polugrupe S ako je leva i desna jedinica. Polugrupa sa jedinicom
je monoid. Takode se moze dokazati da polugrupa ima jedinicu ako i samo ako ima
levu i desnu jedinicu, kao i da ukoliko ima jedinicu, tada je ona jedinstvena.

Podskup I polugrupe S je levi (desni) ideal polugrupe S ako vazi SI C I (IS C I).
Ako je I levi i desni ideal polugrupe S, tada je I ideal polugrupe S. Ideal I je prawvi
ako je I # S. Podskup I polugrupe S je bi—ideal ako vazi IST C 1.

Neka je I ideal polugrupe S. Definisemo relaciju 6 sa
abbsa,bel ili a=0b,

gde su a,b € S proizvoljni elementi. Lako se proverava da je 6 kongruencija na S i
zovemo je Reesova kongruencija odredena idealom I. Faktor polugrupa S/ je Reesova
faktor polugrupa po idealu I, u oznaci S/I. Ocigledno je S/I polugrupa sa nulom,
a dobija se iz S sazimanjem ideala I u jedan element koji je nula u novodobijenoj
polugrupi.



6 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Polugrupa S je idealska ekstenzija polugrupe T pomocu polugrupe () sa nulom ako
je T izomorfna idealu 7" polugrupe S i faktor polugrupa S/T" je izomorfna polugrupi
Q.

Podpolugrupa T polugrupe S je retrakt ako postoji homomorfizam ¢ : S — T takav
da je ap = a, za svako a € T'. U tom slucaju, preslikavanje ¢ je retrakcija. Retrakcija
@ je idealska retrakcija ako je T'= Sy ideal u S.

Za proizvoljan element a polugrupe S sa nulom 0 kazemo da je nilpotentan ako
postoji n € N tako da je a™ = 0. Polugrupa S je n-nilpotentna, za n € N, ako je
S™ = 0. Takode, polugrupu S nazivamo nilpotentnom polugrupom ako postoji n € N
tako da S jeste n-nilpotentna.

Idealska ekstenzija S polugrupe T je nilpotentna (n-nilpotentna) ekstenzija ako je
S/T nilpotentna (n-nilpotentna) polugrupa.

U nastavku ¢emo dokazati nekoliko rezultata koji ¢e biti koriséeni u daljem radu.

Lema 1.2.1. Polugrupa S ima bi-nulu (resp. levu nulu, desnu nulu) ako i samo ako
je idealska ekstenzija pravougaone (resp. levo nulte, desno nulte) trake.

Ako su e i f bi-nule polugrupe S, tada je esf = ef, za svako s € S.

Dokaz. Pretpostavimo da S ima bi-nulu. Oznac¢imo sa E skup svih bi-nula u S. Za
proizvoljno e € E vazi €3 = e, odakle je €2 = €% = ee*e = e. Dakle, F je traka,
koja je, jasno, pravougaona. Sa druge strane, za e € E i s;,t € S imamo da je
(es)t(es) = e(st)es = es i (se)t(se) = se(ts)e = se. Prema tome, es,se € F, pa je E
ideal u S, sto je i trebalo dokazati.

Obratno, neka je S idealska ekstenzija pravougaone trake E. uocimo proizvoljne
elemente e € E'1s € S. Tada je es € E, odakle dobijamo ese = e(es)e = e. Znaci, e
je bi-nula polugrupe S.

Slucajevi sa levim i desnim nulama se razmatraju sli¢no.

Uocimo, sada, proizvoljne elemente e, f € E'is € S. Tada je sf € Ei f = fef,
odakle je esf = es(fef) =e(sf)ef =ef. Ovim je lema dokazana. [J

Koriste¢i prethodnu lemu, dokazujemo sledece:

Lema 1.2.2. Neka polugrupa S ima levu (resp. desnu) nulu. Tada se skup svih levih
(resp. desnih) nula polugrupe S poklapa sa skupom svih bi-nula polugrupe S.

Ako S ima nulu, tada je ona jedinstvena i polugrupa S nema drugih levih, desnih
il bi-nula.

Dokaz. Oznac¢imo sa L i B skupove svih levih i bi-nula polugrupe S, tim redom.
Ocigledno, L C B. Uoc¢imo proizvoljno f € B. Tada je f = fef. Medutim, prema
Lemi 1.2.1, L je ideal polugrupe S, odakle sledi da je f € SLS C L. Prema tome,
L =B.

Ostale relacije se dokazuju na slican nacin. [
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Na kraju, na osnovu prethodnih lema, neposredno sledi:

Teorema 1.2.1. Ako polugrupa ima levu (desnu) nulu, onda je ona idealska ekstenzija
levo (desno) nulte trake.

Neka je X neprazan skup koji ¢emo zvati alfabet, a njegove elemente slovima. Ko-
nacan niz x,xs - - - x, elemenata alfabeta X zovemo re¢ nad tim alfabetom. Dve reéi
T1To Ty 1 Y1Y2 -+ Ym sU jednake ako jen = m i x; = y;, za svako i € {1,2,...,n},
tj. ako su jednake kao nizovi.

Sa XT oznacavamo skup svih reci nad alfabetom X. Na skupu X% definisemo
operaciju dopisivanja (konkatenacije) na slede¢i nacin

(@122 @) (1Y2 - Ym) = T1T2 - Tl Y2 - Y-

Sa ovako definisanom operacijom XV je polugrupa, koju nazivamo slobodna polugrupa
nad alfabetom X. Skup X* = X+ U {e} sa mnozenjem definisanim sa

w, u,ve€ Xt
uv =< u, ue Xt v=e¢;
v, u=-e, veXT;

jeste monoid koji oznacavamo sa X* i zovemo slobodni monoid nad alfabetom X. Je-
dini¢ni element, u oznaci e, zovemo prazna rec. Pod jezikom nad alfabetom X po-
drazumevamo proizvoljan podskup slobodnog monoida X*.

Za re¢ u alfabeta X sa |u| oznacavamo duZinu reéi wu, tj. broj slova alfabeta X u
zapisu re¢i u. Za proizvoljino k € N, sa X* oznacavamo skup svih reéi iz X* duzine
k, dok sa XZ* odnosno X=F, oznacavamo skup svih re¢i ulaznog alfabeta duZzine
najmanje, odnosno najvise, k.

Sledecéa teorema je dobro poznat rezultat Teorije polugrupa.

Teorema 1.2.2. Neka je X neprazan skup, S polugrupa i ¢ : X — S proizvoljno
preslikavangje. Tada postoji jedinstven homomorfizam @ : X+ — S takav da je xp = x,
za svako x € X. Pri tome,

(a) Homomorfizam @ je surjektivan ako i samo ako X generise S;

(b) Homomorfizam @ je injektivan ako i samo ako je ¢ injekcija.

Za homomorfizam @ kazemo da je odreden preslikavanjem . Prema tome, svaki
homomorfizam polugrupe X+ jednoznacno je odreden svojim vrednostima na skupu X.
Zato ¢esto homomorfizam slobodne polugrupe X u polugrupu S zadajemo njegovim
vrednostima na skupu X.

Neposredno iz prethodne teoreme dobija se sledeéi vazan rezultat:



8 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Posledica 1.2.1. Svaka polugrupa je izomorfna nekoj faktor polugrupi neke slobodne
polugrupe.

Iz Posledice 1.2.1 sledi da je svaka polugrupa odredena, do na izomorfizam, nekim
generatornim skupom X i kongruencijom 6 slobodne polugrupe X .

Polugrupovni identitet nad alfabetom X je par (u,v) € X x X koji obi¢no zapisu-
jemo kao u = v. Kada je jasno da mislimo na polugrupovni identitet obi¢no kazemo
samo identitet. Identitet oblika u = u je trivijalan, a ostali su netrivijalni. Ako reci u
i v sadrze ista slova, identitet u = v je reqularan, a u suprotnom je nereqularan.

Neka je u = v identitet nad alfabetom X. Polugrupa S zadovoljava identitet u = v
ako je u¢ = v¢, za svaki homomorfizam ¢ : X+ — S. Prema tome, identitet u = v je
zadovoljen na polugrupi S ako i samo ako je

(u,v) € ﬂ{kergb’qﬁ € Hom(X* — 9)}.

Drugim re¢ima, S zadovoljava identitet u = v ako posle svake zamene slova u rec¢ima
w1 v proizvoljnim elementima iz S i zamenom konkatenacije u X+ mnozenjem u S, na
levoj i desnoj strani jednakosti uvek dobijamo isti element polugrupe S.

Neka je 3 skup identiteta nad alfabetom X. Polugrupa S zadovoljava skup iden-
titeta X2 ako zadovoljava svaki od identiteta iz ¥ ponaosob. Sa [X] oznacavamo klasu
svih polugrupa koje zadovoljavaju dati skup identiteta 3 nad alfabetom X. Ako je
posmatrani skup identiteta konacan, tj. ¥ = {u; = vy, uy = vg,..., Uy = Uy}, Cesto
umesto [X] pisemo [u; = vy, Uz = Vo, ..., Uy = Uy

Teorema 1.2.3. Za nepraznu klasu V' polugrupa sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) klasa V' je zatvorena za formiranje podpolugrupa, homomorfnih slika i direktnih
proizvoday

(i) klasa V' je zatvorena za formiranje homomorfnih slika i poddirektnih proizvoda;

(iii) postoji skup identiteta ¥ tako da je V = [X].

Klasa polugrupa V' koja zadovoljava bilo koji od ekvivalenata prethodne teoreme
predstavlja varijetet polugrupa. Inace, uobicajeno je da se ekvivalent (i) uzima za
definiciju varijeteta polugrupa. Ekvivalenciju (i)<(ii) je dokazao S. R. Kogalovski u
[72], dok ekvivalencija (i)<>(iii) predstavlja ¢uvenu Teoremu Birkhoffa o varijetetima
[16].

Za pojmove i oznake koje nisu eksplicitno uvedeni upucujemo na knjige S. Bog-
danoviéa i M. Ciriéa [19] i J. M. Howiea [60).
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1.3. Automati. Poznate klase automata

Automati koji ¢e ovde biti razmatrani su automati bez izlaza, u smislu definicije
date u knjizi F. Gécsega i . Pedka [46]. Naime, pod automatom podrazumevamo trojku
A= (A X,0), gde je A skup stanja, X je ulazni alfabet i § : A x X — A jeste funkcija
Medutim, ovde ¢e biti koris¢ena nesto drugacija notacija. Pisa¢emo da pod dejstvom
ulazne re¢i u € X*, automat A prelazi iz stanja a u stanje oznaceno sa auy,. Ukoliko
je jasno o kom je automatu re¢, umesto au, piSemo samo au.

Inace, jednostavnosti radi, automat sa skupom stanja A oznacavamo istim slovom
A. Pri tome, ako automat A ima za ulazni alfabet skup X, onda za A kazemo da je
X-automat. Medutim, ako je poznato o kom se ulaznom alfabetu X radi, ili ako nije
neophodno ista¢i ulazni alfabet posmatranog automata, piSemo samo automat umesto
X-automat.

Poznato je da X-automati mogu biti tretirani kao unarne algebre ¢iji je skup op-
eracijskih simbola indeksiran skupom X, tj. kao unarne algebre tipa X. Tada pojmovi
kao §to su: kongruencija, homomorfizam, faktor automat, podautomat, generatormni
skup, monogeni podautomat, itd., imaju svoje uobicajeno algebarsko znacenje.

Napomenimo samo da ¢emo sa S(H) = {au|a € H, u € X*} oznacavati podau-
tomat automata A generisan podskupom H C A. U slucaju kada je skup H oblika
H ={ay,as,...,a,} podautomat generisan sa H oznacavamo i sa S(a,as, ..., a,).

Neka je A proizvoljan X-automat i u € X* proizvoljna rec. Preslikavanje n, : A —
A definisano sa an, = au zovemo funkcija prelaza automata A. Polugrupu S(A) koju
¢ine sve funkcije prelaza zovemo polugrupom prelaza automata A. Znadi,

S(A) = {nu|ue X"}

Polugrupa S(A) jeste podpolugrupa pune polugrupe transformacija na skupu A koja
je generisana skupom {n, |z € X}.

Polugrupu prelaza mozemo definisati na jos jedan nacin. Naime, definisimo My-
hillovu kongruenciju automata A, u oznaci py, na polugrupi X sa:

(u,v) € pa & au = av, za svako a € A.

Tada je S(A) = Xt /pua.

Neka su dati alfabet X, slobodna polugrupa X i slobodni monoid X* nad X. Sa
X§ ¢emo oznacavati automat sa skupom stanja X*, ulaznim alfabetom X i funkcijama
prelaza definisanim sa

(u7 ZL’) = ur,

gde je u € X*, x € X i uzr oznacava proizvod u X*. Podautomat od Xg sa skupom
stanja X bic¢e oznacen sa X¢. Drugim recima, kada tretiramo monoid X* i polugrupu
X7 kao automate, to isticemo pisuéi X3, i X& umesto X* i X, tim redom.
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Neka je 6 desna kongruencijana X, tj. kongruencija na XZ&. Tada 6* = 0U{(e,¢)},
gde je e prazna rec, jeste desna kongruencija na X*, odnosno, kongruencija na Xg. Sa
A(0) Ce biti oznacavan faktor automat X /6* automata X§ u odnosu na kongruenciju
0*. Automat A(#) nazivaéemo Nerodovim automatom desne kongruencije 6. U slucaju
kada je 6 kongruencija na X, tada taj automat nazivamo Myhillovim automatom
kongruencije 6.

Ocigledno je da vazi:

Lema 1.3.1. Neka je X proizvoljan alfabet i 6 proizvoljna kongruencija na X*. Tada
je S(A(f)) = X1/6.

Takode se jednostavno dokazuje i sledeci rezultat:

Lema 1.3.2. Neka je X proizvoljan alfabet. Mreza svih kongruencija automata X§
izomorfna je mrezi svih desnih kongruencija na polugrupi X .

Dokaz. Neposredno sledi na osnovu ¢injenice da je relacija 6 polugrupe X+ desna
kongruencija na Xt ako i samo ako je 8 U {(e, e)} kongruencija na automatu X§. O

Neka je A automat. Myhillov automat kongruencije ps4 oznacavamo sa M(A), tj.
M(A) = Alpa).

Pomenimo ovde da za jezik L alfabeta X kazemo da je raspoznatljiv monogenim
automatom A, sa generatorom a, pomoc¢u skupa T C A ako vazi

uelLsauel.

U nastavku dajemo definicije nekih znacajnih klasa automata.

Stanje ap automata A nazivamo trapom automata A ako za svako x € X vazi
apx = ap. Skup svih trapova automata A oznacavamo sa Tr(A).

Automat nazivamo trivijalnim ako ima samo jedno stanje. Klasu svih trivijalnih
automata oznacavamo sa O. U suprotnom, automat je netrivijalan.

Automat A je diskretan ako za svako stanje a € A i svaki ulazni simbol x € X
vazi ar = a, tj. ako je svako njegovo stanje trap. Klasu svih diskretnih automata
oznacavamo sa D, dok dvoelementan diskretan automat oznac¢avamo sa Ds.

Automat ¢iji je ulazni alfabet jednoelementan je poznat kao autonoman automat.

Pod k-nilpotentnim automatom, gde je k € N, podrazumevamo automat A koji ima
jedinstveni trap ag i za svaku re¢ v € X=F i svako stanje a € A vazi au = ay. Drugim
re¢ima, vazi auv = bu, za sve a,b € A, u € X=Fiv € X*. Automat A je nilpotentan
ako postoji k € N tako da automat A jeste k-nilpotentan. Klasu svih k-nilpotentnih
automata oznacavamo sa Nilp,, dok klasu svih nilpotentnih automata oznacavamo sa
Nilp.

Automat A je k-definitan, za k € N, ako vazi au = bu, za sve a,b € Aiu € X2F,
Pod definitnim automatom podrazumevamo automat koji je k-definitan, za neko k € N.
Klase svih k-definitnih i definitnih automata oznac¢avamo sa Def; i Def, redom.
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Za automat A kazemo da je reset automat ako je definitan automat sa stepenom
definitnosti jednakim 1, odnosno ako vazi ax = bx, za sve a,b € Aix € X.

Jos jednu poznatu podklasu klase definitnih automata ¢ine tzv. Sift registri. To
su automati sa skupom stanja X*, za neko & € N, i funkcijama prelaza datim sa
(Tay Tay -+ T )T = Ty + - - Ty, T, €€ j€ T — 1Ty - - . Ty, € X ¥ proizvoljna reé.

Automat A je reverzno k-definitan , za k € N, ako vazi auv = au, za sve a € A,
u € X=Fiv e X*. Automat je reverzno definitan ako je reverzno k-definitan za neko

k € N. Klase svih reverzno k-definitnih i reverzno definitnih automata oznac¢avamo sa
RDef;. i RDef, redom.

Konacno, automat A je wopsteno definitan ako postoje k,m € N takvi da vazi
aupv = auqu, za sve a € A, p,q € X*, u € XZF i v € XZ™. Klasu svih uopsteno
definitnih automata oznacavamo sa GDef.

Neka je u € X* proizvoljna re¢. Za automat A kazemo da je u-direktabilan ako
vazi au = bu, za sve a,b € A. Re¢ u tada zovemo usmeravajuca re¢. Automat je
direktabilan ako je u-direktabilan za neku re¢ u € X*. Svi direktabilni automati sa
usmeravajué¢om reci u predstavljaju klasu automata koju oznacavamo sa Dir,, dok
klasu svih direktabilnih automata oznac¢avamo sa Dir.

Inace, za direktabilne automate i usmeravajuce reci u literaturi postoji vise razli¢itih
sinonima. Oni se nazivaju jos i sinhronizabilnim automatima, a odgovarajuce reci su
sinhronizujucée. U radu M. Ito-a i J. Duskea [66] za direktabilne automate je koriséen
naziv kofinalni automati. I. C. Rystsov u svojim radovima [97], [99], [100], [101], itd.,
koristi nazive reset automat i reset re¢, mada ¢emo ovde, kao sto je ve¢ ucinjeno, pod
ovim nazivom podrazumevati drugaciji tip automata.

Pojam direktabilnih automata je uveo J. Cerny [25]. On je, takode, postavio
hipotezu o duzini najkra¢e usmeravajuce rec¢i. Naime, hipoteza je da direktabilan
automat sa n stanja ima usmeravajuéu reé¢ ¢ija duzina ne prelazi (n — 1)%. Do sada
hipoteza nije ni dokazana ni opovrgnuta. U opstem sluc¢aju su nadene gornje granice
reda velicine O(n?), dok je J. E. Pin [90] za neke specijalne slucajeve odredio i bolje
granice od Cernyeve. I. C. Rystsov je u [102] dokazao da za komutativan direktabilan
automat gornja granica duzine najkra¢e usmeravajuce reci iznosi n — 1. Ovom prob-
lemu posvecéeni su i radovi J. Cernya, A. Piricka i B. Rosenauerové [26], pomenuti niz
radova I. C. Rystsova [97], [99], [100], [101], [69], [98].

Osim toga, u radu B. Imreha i M. Steibya [65] je dat algoritam za testiranje di-
rektabilnosti kona¢nog automata i konstruisana je minimalna tzv. usmeravajuca kon-
gruencija, tj. kongruencija ¢iji je faktor automat direktabilan. Tu su, takode, date
inkluzivne relacije izmedu pomenutih klasa. Direktabilni automati su razmatrani i u
radovima gde se izucavaju tzv. korektabilni automati, dok se definitni razmatraju u
radovima posvecenim samo-korektabilnim automatima, [70], [71], [2].

Neka je A direktabilan automat. Oznacimo sa DW(A) skup svih usmeravajuéih
re¢i automata A. Uo¢imo proizvoljnu re¢ u € DW (A). Tada postoji jedinstveno stanje
d, € A tako da je au = d,,, za svako a € A. Stanje d, nazivamo u-vrat automata A.
Kazemo da je stanje a € A vrat automata A ako vazi a = d,,, za neku re¢ u € DW (A).
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Recimo, na kraju, jos da je automat A povezan ako za proizvoljne a,b € A postoje
u,v € X* tako da je au = bv. Klasu svih povezanih automata oznacavamo sa Conn.
Takode, automat A je jako povezan ako sem A nema drugih podautomata, odnosno
ako za sve a,b € A postoje u,v € X* takvi da je au = b i bv = a.

Treba pomenuti da se u novije vreme aktivno izucavaju tzv. ’tree’-automati koji
predstavljaju uopstenja automata kao unarnih algebri. Za ove automate se definisu
koncepti koji se i inacCe izucavaju u teoriji automata, kao Sto su: raspoznavanje jezika,
sintaksicki monoidi, razne kompozicije, kao i uopstenja nekih ranije definisanih tipova
automata. U tom smislu su posebno znacajni radovi M. Steinbya [112], [113], [114],
kao i knjiga F. Gécsega i M. Steinbya [47]. U radovima U. Heutera [57], [58], M. Nivata
i A. Podelskog [81] su izuc¢avani tzv. definitni i uopsteno definitni 'tree’-automati.

1.4. Automatovni identiteti.Varijeteti

S obzirom da automate posmatramo kao unarne algebre tipa X, za neki alfabet X,
mozemo posmatrati i term automate, tj. term algebre unarnog tipa X. Drugim rec¢ima,
term automat T'(G, X) tipa X nad skupom promenljivih G je automat ¢ija su stanja
reci oblika gu, gde su g € G i u € X*, sa funkcijama prelaza datim sa (gu)v = g(uv),
za g € Giu,v€ X* (vidi §1.6 u [46]). Elemente algebre T'(G, X) nazivamo termima
tipa X nad G.

Uredeni par (s,t) terma, koji obi¢no pisemo kao s = t, zovemo automatovni iden-
titet, ili prosto identitet, tipa X nad G, ili nad T(G, X).

Kazemo da automat A zadovoljava identitet s = t, u oznaci A = s = t, ako s i
t postaju isti element u A za svaku moguéu zamenu promenljivih u identitetu s = ¢
elementima iz A. Kako se u proizvoljnom automatovnom identitetu pojavljuje najvise
dve promenljive, to je sa aspekta zadovoljenja identiteta dovoljno posmatrati samo
identitete nad dvoelementnim skupom promenljivih. Dakle, uzeéemo da je G = {g, h}.

Automatovni identitet s = t je reqularan ako je oblika gu = gv gde je g promenljiva
iu,ve X*. Takode, identitet s =t je nereqularan ako je oblika gu = hv, gde su gih
razlicite promenljive i u,v € X*.

Skup svih identiteta u term automatu 7' oznacavamo sa Idr. Skup svih iden-
titeta zadovoljenih na automatu A, odnosno klasi K automata, oznacavamo sa Id (A),
tj. Id(K), dok skupove svih regularnih i neregularnih identiteta iz Id (A) i Id (K)
oznacavamo sa Idg (A), Idy (A), Idg (K) i Idy (K), tim redom. Za skup ¥ automa-
tovnih identiteta, YXr i X oznacavaju, tim redom, skupove svih regularnih i neregu-
larnih identiteta iz X.

Ako je ¥ skup identiteta, tada, kao i kod svih ostalih algebri, klasa svih automata
koje zadovoljavaju sve identitete iz 3, u oznaci [X], predstavlja varijetet odreden sa
Y. Kao sto je poznato, klasa automata jeste varijetet ako i samo ako jeste zatvorena
za podalgebre, homomorfne slike i direktne proizvode, ili, sto je ekvivalentno, ako je
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zatvorena za homomorfne slike i poddirektne proizvode. 1 za varijetete automata, kao
i za varijetete proizvoljnih algebri, vazi teorema analogna Teoremi 1.2.3.

Varijetet odreden samo regularnim identitetima nazivamo regularan varijetet, dok
za varijetet na kome vazi i neki neregularan identitet kazemo da je neregularan varijetet.

Teorema 1.4.1. Automat A zadovoljava neregularan identitet gu = hv ako i samo
ako suu,v € DW(A) id, =d, u A.

Dokaz. Pretpostavimo da A | gu = hv. Tada je zadovoljeno i A = hu = hv i
A | gu = gv, odakle je A = gu=hui A = gv = hv. Prema tome, u,v € DW(A). Sa
druge strane, A = gu = hv daje au = bv, za sve a,b € A, tj. d, = d,, §to je i trebalo
dokazati.

Obratno, neka je u,v € DW(A)id, = d,. Kako je au = d,, i bv = d,, za proizvoljne
a,b € A, to je au = bv, §to daje A = gu=hv. O

Sledeéi rezultat, dokazan prvi put u radu J. Plonke [92] predstavlja neposrednu
posledicu prethodne teoreme.

Posledica 1.4.1. Neka je V' proizvoljan varijetet automata. Tada je V' nereqularan
varyetet ako i samo ako je V. C Dir,, za neku re¢ u € X*.

J. Plonka je dokazao u [92] da za svaki neregularan varijetet unarnih algebri V
postoji najmanji regularan varijetet koji sadrzi varijetet V. Ovaj varijetet se oznacava
sa R(V') i naziva regularizacija varijeteta V. Varijetet R(V') je, zapravo, varijetet
definisan skupom identiteta Idg (V).

Uvedimo ovde jos neke pojmove koji se ti¢u relacija na skupu. Naime, binarna
relacija definisana na skupu I jeste kvazi-uredenje ako je refleksivna i tranzitivna
relacija. Ukoliko je na skupu I definisana relacija koja je kvazi-uredenje, tada za
skup I kazemo da je kvazi-ureden. Takode, skup I je usmeren kvazi-ureden skup ako
je na njemu definisano kvazi-uredenje < tako da za svaka dva elementa ¢, 7 € I postoji
keltakodajei<xkij<k.

Za podskup J kvazi-uredenog skupa I sa kvazi-uredenjem < kazemo da je kofinalan
u I ako za svako ¢ € I postoji j € J tako da je i < j.

Neka je T term automat tipa X nad skupom promenljivih G = {g,h} i neka je
> C T x T skup identiteta u T. Ako se ¥ moze prikazati u obliku ¥ = {si = ti}iel’
gde je (I, <) usmeren kvazi ureden skup, tada kazemo da je X usmeren skup identiteta.
Takode, tada kazemo da X-automat A wltimativno zadovoljava X ako postoji k € I
tako da A = s; = t;, za svako i = k, i piSemo A =, ¥X. Klasa svih X-automata
koji ultimativno zadovoljavaju ¥ je oznacena sa [X], ili [s; = t;|i € I],. Kazemo da
je klasa K automata ultimativno definisana usmerenim skupom identiteta > ako vazi

K = [3]..
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Ako je ¥ = {si = ti}ie ; usmeren skup automatovnih identiteta, tada za podskup
¥ = {sj =t }jGJ C ¥ kazemo da je kofinalan u ¥ ako je indeksni skup J kofinalan u
1.

Slede¢om lemom, dat je jedan koristan rezultat.

Lema 1.4.1. Neka je {s; = t;}icr usmeren skup identiteta. Tada
za svaki filter F' kvazi-uredenog skupa I.

U slucaju kada je I = N sa uobi¢ajenim uredenjem na prirodnim brojevima, tj. > =
{sn = tn}nEN je niz identiteta, pisemo [s,, = t, |n € N|, ili samo [s,, = t,]4, i za klasu
K = [s, = t,), kazemo da je ultimativno definisana nizom identiteta { Sy = tn}nGN'

Klasa K konac¢nih automata je pseudovarijetet ako je zatvorena za formiranje po-
dautomata, homomorfnih slika i kona¢nih direktnih proizvoda. Prema poznatom rezul-
tatu S. Eilenberga i M. P. Schutzenbergera iz [42] (videti takode i [105], [41], [74], [91],
[61]), klasa K automata je pseudovarijetet ako i samo ako je ultimativno definisana
nekim nizom identiteta iz Idp.

Za klasu K automata kazemo da je uopsteni varijetet ako je zatvorena za formiranje
podautomata, homomorfnih slika i direktnih stepena. Prema poznatom rezultatu C.
J. Asha iz [8], klasa K automata je uopsteni varijetet ako i samo ako je ultimativno
definisana nekim usmerenim skupom identiteta iz Idr, ili, ekvivalentno, ako se moze
prikazati u obliku usmerene unije varijeteta.

Slede¢a teorema predstavlja pomenuti rezultat C. J. Asha iz [8]. Medutim, ovde
je data formulacija ovog rezultata na nacin kako je to ucinjeno i u knjizi M. Cirica, S.
Bogdanovic¢a i B. Imreha [29].

Teorema 1.4.2. Za klasu automata K sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) K je uopsteni varijetet;
(ii) K je unija neke usmerene familije varijeteta;
(iii) K je ultimativno definisana nekim usmerenim skupom 3 automatovnih identiteta.

Takode, od vrlo velikog prakticnog znacaja je i rezultat C. J. Asha iz [8] kojim je
data veza izmedu uopstenih varijeteta i pseudovarijeteta.

Teorema 1.4.3 (Ash [8]). Klasa K automata je pseudovarijetet ako i samo ako pred-
stavlja skup svih konacnih automata iz nekog uopstenog varijeteta.

Za uopsteni varijetet K, odgovaraju¢i pseudovarijetet, koga ¢ine svi konac¢ni au-
tomati iz K, oznac¢avamo sa K.

Napomenimo da se isto ovako definisu i varijeteti, pseudovarijeteti, uopsteni var-
jjeteti proizvoljnih algebri, kao i da su rezultati C. J. Asha [8] dokazani u slucaju
proizvoljnih algebri. Ovde su, medutim, radi jednostavnosti, ovi pojmovi uvedeni
samo za automate.
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1.5. Dekompozicije i kompozicije automata

Osim direktnih i poddirektnih proizvoda automata, koji se definisu kao i za sve
univerzalne algebre, u radu ¢ée biti razmatrane i neke druge kompozicije automata.

Pod paralelnom kompozicijom automata A i B podrazumevamo automat koji je
izomorfan nekom podautomatu direktnog proizvoda automata A i B.

Analogno pojmu Reesove kongruencije kod polugrupa moze se uvesti i pojam Rees-
ove kongruencije kod automata. Primetimo da je kod polugrupa Reesova kongruencija
odredena idealom polugrupe, dok kod automata takvu kongruenciju odreduje podau-
tomat. U teoriji automata ovaj pojam se po prvi put javlja u radovima G. Thierrina
[120] i I. Babesanyia [9]. Neka je A proizvoljan automat i neka je B njegov podautomat.
Na automatu A definisemo relaciju o, sa:

(a,0) € 0y & a=0bilia,be B.

Relacija g, je kongruencija koju nazivamo Reesova kongruencija automata A odredena
podautomatom B. Faktor automat A/g, obitno oznacavamo sa A/B. Kazemo da je
automat A ekstenzija automata B pomocu automata C' ako je B podautomat od A
i A/B = C. Ocigledno, C' obavezno ima trap koji je slika automata B u odnosu na
prirodni epimorfizam iz A na C. Drugim re¢ima, mozemo smatrati da je automat C'
dobijen od automata A kontrakcijom podautomata B u jedno stanje koje je trap u C.

Za ekstenziju A automata B kazemo da je nilpotentna ekstenzija automata B ako
je faktor automat A/B nilpotentan. Jasno, automat A jeste nilpotentna ekstenzija
automata B ako i samo ako postoji k € N tako da je au € B za svako a € A i svako
u e X2k,

Neka je automat A ekstenzija automata B. Pod retrakcijom automata A na au-
tomat B podrazumevamo idempotentan homomorfizam iz A na B, odnosno homo-
morfizam ¢ iz A na B koji zadovoljava uslov a¢ = a, za svako a € B. Ako postoji
retrakcija iz A na B, kazemo da je A retraktivna ekstenzija automata B i da je B
retrakt automata A.

Automat A je direktna suma svojih podautomata A,, o € Y, ako je

A= UAaiAaﬂAﬁzzzasvea,ﬁGYtakvedajea%ﬁ.

acY

Relacija ekvivalencije koja odgovara ovakvoj particiji automata A jeste kongruencija
koju nazivamo direktno sumska kongruencija, ili, krace, d.s. kongruencija automata A.
Inace, za svaki od automata A,, a € Y, kazemo da je sumand automata A. Automat
A je d.s. nerazloZiv ako je V4 jedina d.s. kongruencija ovog automata.

Ovaj pojam se po prvi put sreée u radu S. Huzina [62], gde su izuc¢avane direktne
sume jako povezanih automata. Vise informacija o razlaganjima automata u direktnu
sumu moze se naé¢i u radu M. Ciri¢a i S. Bogdanoviéa [28], ili u preglednom radu M.



16 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Cirica, S. Bogdanoviéa i T. Petkovi¢ [32], odakle su uzeti ovde navedeni rezultati. Radi
se o rezultatima koji ¢e nam biti najpotrebniji u daljim razmatranjima.

U narednoj lemi su opisane d.s. kongruencije.

Lema 1.5.1 (Ciri¢, Bogdanovié, [28]). Za ekvivalenciju 0 automata A sledeci us-
lovi su ekvivalentni:

(i) 0 je d.s. kongruencija na A;
(ii) za svako stanje a € A i svaku re¢ u € X* je (a,au) € 0;

(iii) € je kongruencija na A i A/0 je diskretan automat.

Uvedimo jos jedan pojam za koji, takode, postoji analogan pojam u teoriji polu-
grupa. Podskup D automata A nazivamo dualni podautomat automata A ako za svako
stanje a € A isvakuret u € X* iz au € D sledi a € D (28, 32]). Za neprazan podskup
H automata A, D(H) = {a € A|(Ju € X*)au € H} je najmanji dualni podautomat
od A koji sadrzi H. Podskup F' automata A je filter ako je istovremeno i podautomat
i dualni podautomat automata A. Sa F(A) oznacavamo skup svih filtera automata A.
Napomenimo da F'(A) predstavlja potpunu atomi¢nu Booleovu algebru.

Teorema 1.5.1 (Ciri¢, Bogdanovié, [28]). Neka je A proizvoljan automat i o tran-
zitivno zatvorenje relacije — automata A definisane sa

a—b<s S(a)NSh) £ o.

Tada skup svih d.s. kongruencija automata A jeste glavni dualni ideal mreze svih
relacija ekvivalencije automata A generisan relacijom ekvivalencije o.

Neposredno iz teoreme sledi da je svaki povezan automat d.s. nerazloziv. Takode je
svaki neregularan automat d.s. nerazloziv. Ovo sledi jer je svaki neregularan automat
direktabilan, a onda i povezan.

Teorema 1.5.2 (Ciric’, Bogdanovié, [28]). Svaki automat A je direktna suma d.s.
nerazloZivih automata. To je najveée d.s. razlaganje automata A i njegovi sumandi su
atomi atomicne Booleove algebre F(A).

Uvedimo sada jos neke oznake. Neka su K; i K klase X-automata. Tada je njihov
Mal’cevljev proizvod, [77], K o Ky definisan kao klasa svih X-automata A na kojima
postoji kongruencija ¢ takva da je A/p automat iz klase K; i svaka p-klasa koja je
podautomat automata A pripada klasi K5. Na primer, D o K predstavlja klasu svih
automata koji su direktne sume automata iz K.

Za pojmove i oznake koji ovde nisu eksplicitno uvedeni upuc¢ujemo na knjige S.
Burrisa i H. P. Sankappanavara [24], F. Gécsega i 1. Pedka [46], R. Sz. Madarasz i S.
Crvenkovica [76] 1 J. M. Howiea [61].



Glava 2

Operatori na varijetetima
automata

U raznim algebarskim teorijama, veoma vazan predmet proucavanja predstavljaju
algebre cije sve podalgebre odredenog tipa pripadaju nekoj datoj klasi algebri. Pri
tome se vrlo ¢esto radi sa monogenim ili kona¢no generisanim podalgebrama. Drugim
reCima, izucavaju se algebre ¢ije monogene ili kona¢no generisane podalgebre pripadaju
nekoj datoj klasi algebri, odnosno imaju neko zadato svojstvo. Za takve algebre ¢esto
kazemo da “lokalno pripadaju” datoj klasi algebri, odnosno da imaju zadato svojstvo
kao “lokalno svojstvo”.

Autori koji se bave Algebarskom teorijom automata nisu se, medutim, mnogo bavili
takvim problemima. Probleme takvog tipa sre¢emo jedino u radu M. Steinbya [115],
koji je proucavao izvesne “lokalno zatvorene” klase automata. Zato ¢emo se mi u ovoj
glavi dublje pozabaviti takvim problemima. Naime, baviéemo se izuCavanjem veza
koje postoje izmedu izvesnih “lokalnih svojstava” i “globalnih svojstava” automata.
Jos preciznije, tema ove glave je proucavanje ponasanja na raznim klasama automata
dvaju operatora na klasama. Prvi od njih je operator L : K — L(K) koji svakoj
klasi K automata pridruzuje klasu L(K) svih automata ¢iji svi monogeni podautomati
pripadaju klasi K, a drugi je operator CL : K +— CL(K) koji svakoj klasi K" automata
pridruzuje klasu C'L(K) svih automata ¢iji svi konaéno generisani podautomati pri-
padaju klasi K. Kao sto ¢e se videti, te operatore je posebno interesantno izucavati
na mrezama varijeteta, uopstenih varijeteta i pseudovarijeteta automata, gde oba ova
operatora predstavljaju operatore zatvorenja.

Na mrezi varijeteta automata, operator L ima jednu posebno zanimljivu osobinu.
Naime, kao sto ¢e biti dokazano, on se na varijetetima automata poklapa sa takozvanim
operatorom regularizacije varijeteta, ¢ije se ponaSanje na varijetetima algebri raznih
tipova intenzivno izucava ve¢ vise od trideset godina. Pocetak izucavanja operatora
regularizacije, i sa njime povezanih regularnih i neregularnih varijeteta algebri, pred-
stavlja rad J. Plonkae [92] u kome je on pokazao da je varijetet zatvoren za takozvane
Plonkaine sume algebri ako i samo ako je regularan, odnosno zatvoren za operator reg-
ularizacije, a od ranih rezultata iz ove oblasti znacajni su i oni iz rada B. Jonssona i E.

17
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Nelson [67]. U Teoriji unarnih algebri, $to znaéi i u Teoriji automata bez izlaza (gde se
Plonkaine sume svode na direktne sume), operator regularizacije proucavan je takode
i u radovima J. Plonkae [93], [94], [95] 1 E. Graczynskae [55]. Rezultati iz tih radova,
kao sto ¢emo videti, takode su povezani sa rezultatima koje ¢emo dobiti u izu¢avanju
operatora lokalnog zatvorenja varijeteta automata.

Dakle, u Odeljku 2.1 izucavaju se osnovna svojstva operatora L i C'L, u Odeljku 2.2
se ovi operatori primenjuju na klasu povezanih automata i neke njene podklase, dok
se u Odeljcima 2.3, odnosno 2.4, oni primenjuju na varijetete, odnosno na uopstene
varijetete i pseudovarijetete automata. Posebno ¢e biti istaknute veoma zanimljive
razlike u ponasanju operatora L i C'L na varijetetima, na uopsStenim varijetetima i na
pseudovarijetetima.

Svi rezultati koji su prikazani u ovoj glavi su novi i originalni.

2.1. Operatori lokalnog zatvorenja

U ovom odeljku ¢e biti definisani operatori lokalnog zatvorenja na proizvoljnim
klasama automata i bi¢e data neka njihova opsta svojstva.

Podsetimo se najpre nekih oznaka uvedenih u Glavi 1. Neka je A automat i
neka su ai,...,a, € A proizvoljna stanja. Tada sa S(ay,...,a,) oznatavamo po-
dautomat automata A generisan skupom {ay,...,a,}. Specijalno, S(a) oznacava ini-
cijalni podautomat automata A generisan elementom a € A. Kao $to je poznato,
S(a) ={au|u e X*} i

n

S(ar, ... an) = S(a).

=1

Neka je K klasa automata. Kazemo da automat A lokalno pripada klasi K, odnosno
da je lokalno K -automat, ako se svaki njegov monogeni podautomat nalazi u klasi K.
Klasu svih automata koji se lokalno nalaze u klasi K oznacavamo sa L(K).

Takode, za automat A kazemo da potpuno lokalno pripada klasi K ako se svaki
njegov kona¢no generisani podautomat nalazi u klasi K. Za ovakav automat A kazemo

jos i da je potpuno lokalno K-automat. Klasu svih automata koji se potpuno lokalno
nalaze u klasi K oznacavamo sa C'L(K). Jasno je da vazi CL(K) C L(K).

Prema tome, ovim smo definisali dva operatora
L:Kw— LK) i CL:K— CL(K)

na klasama automata. U narednoj lemi opisana su neka svojstva tih operatora.
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Lema 2.1.1. Neka su K, Ky, Ky i K;, i € I, proizvoljne klase automata i neka O
oznacava proizvoljni operator L ili CL, tj. O € {L,CL}. Tada:

1) klasa O(K) je zatvorena za podautomate;

2) K1 C Ky = O(Kl) - O(K2)7

3) O%(K) = 0*(K) € O(K);

(1)
(2)
(3)
(4) O (Mies Ki) = Nies O(K);
(5)
(6)

5) ako je klasa K zatvorena za podautomate, tada je K C O(K) i O*(K) = O(K);

6) ako je klasa K zatvorena za homomorfne slike, tada je klasa O(K) zatvorena za

homomorfne slike;

(7) ako je klasa K zatvorena za podautomate i (konacne) direktne proizvode, tada je
klasa O(K) zatvorena za (konacne) direktne proizvode;

(8) wazi K C L(K) (K C CL(K)) ako i samo ako je klasa K zatvorena za monogene
(konacno generisane) podautomate.

Dokaz. (1) Neka je A € O(K) proizvoljan automat i B njegov podautomat. Oznacimo
sa C proizvoljan monogeni (konacno generisan) podautomat automata B. Jasno da
je tada C' i podautomat automata A, pa kako je A € O(K), to je C € K. Odatle
neposredno sledi da je B € O(K), tj. O(K) je zatvorena za podautomate.

(2) Uo¢imo proizvoljan automat A € O(K;). Tada za proizvoljni monogeni (ko-
nacno generisani) podautomat B automata A vazi B € K; C K,. Medutim, onda je i
A € O(K,), sto je i trebalo dokazati.

(3) Dokaza¢emo, najpre, da je O?(K) C O(K). Naime, neka je A € O*(K). Tada za
proizvoljan monogeni (kona¢no generisan) podautomat B automata A vazi B € O(K).
Neka je C proizvoljan monogeni (konacno generisan) podautomat automata B. Tada iz
B € O(K) sledi da je C' € K. Medutim, kako je B i sam inicijalan (kona¢no generisan),
toje Be K,aondajei A e O(K).

Koriste¢i upravo dokazanu inkluziju i rezultat (2), dobijamo O*(K) C O*(K).
Obratno, neka je A € O*K). Tada za svaki monogeni (kona¢no generisan) po-
dautomat B automata A vazi B € O(K). Odatle sledi da za proizvoljan monogeni
(kona¢no generisan) podautomat C' automata B vazi C' € K. Medutim, prema (1),
O(K) je zatvoren za podautomate, pa je C € O(K). Odatle je B € O?(K), odnosno,
A € O*(K). Dokazali smo, dakle, O*(K) C O*(K), a onda je i O*(K) = O3(K).

(4) Dokazac¢emo, najpre, relaciju O ((,c; Ki) C (Nie; O(K:). Kako je ,c; K; € K,
za svako i € I, koristedi rezultat (2) dobijamo O ((,.; Ki) € O(K;), za svako i € I, a
onda je i0 (ﬂiél Kz) Q mie[ O(Kz)

Obratno, neka je A € (,.; O(K;). Tada je A € O(Kj;), za svako i € I. Znadi, za
proizvoljan monogeni (kona¢no generisani) podautomat B automata A je B € K; za
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svako ¢ € I. Medutim, onda je B €
dokazati.

er Ki, paje Ae O (ﬂiel Ki), sto je i trebalo

(5) Pretpostavimo da je klasa K zatvorena za podautomate (monogene, konaéno
generisane) i uocimo proizvoljan automat A € K. Neka je B proizvoljan monogeni
(kona¢no generisan) podautomat automata A. Kako je klasa K zatvorena za podau-
tomate, to je B € K, a onda je A € O(K). Dakle, vazi K C O(K), a onda je, prema
(2), O(K) = O*(K).

(6) Pretpostavimo da je klasa K zatvorena za homomorfne slike. Uo¢imo proizvol-
jan automat A € O(K). Neka je ¢ : A — B epimorfizam automata. Treba dokazati
da je B € O(K). Neka je C proizvoljan monogeni (konacno generisan) podautomat
automata B. Tada je C¢~' monogeni (konatno generisan) podautomat automata A,
paje Co~! € K. Kako je K zatvorena za homomorfne slike, to je C' = Cop~l¢ € K, a
odatle je B € O(K).

(7) Neka je klasa K zatvorena za podautomate i (konacne) direktne proizvode.
Uocimo automate A; € O(K), i € I, i stavimo A = [],.; A;. Neka je B proizvoljan
monogeni (kona¢no generisan) podautomat od A. Tada su i Bm;, ¢ € I, monogeni
(konac¢no generisani) podautomati automata A;, i € I, redom. Kako je A; € O(K), to
je Bm; € K, a onda je, zbog zatvorenosti K za direktne proizvode, i [[,.; Bm; € K.
Kako je klasa K zatvorena za podautomate i B podautomat automata [[,., B € K,
to je B € K. Dakle, A € O(K), sto je i trebalo dokazati. U slucaju konacnog
proizvoda, tj. kada ja skup I konacan, dokaz je slican.

(8) Prvi deo tvrdenja je dokazan u (5). Obratno, pretpostavimo da vazi K C L(K).
Dokazacemo da je klasa K zatvorena za monogene podautomate. Neka je A € K i B
monogeni podautomat automata A. Tada je A € L(K), a odatle je B € K. Sli¢no
se iz K C CL(K) moze dokazati da je klasa K zatvorena za konacno generisane
podautomate. [J

2.2. Lokalno povezani automati

U Odeljku 2.1 smo definisali operatore L i C'L. Ovde ih primenjujemo na razne
klase povezanih automata. Na taj nac¢in dobijamo neke nove klase automata, kao sto su:
lokalno povezani, lokalno trap-povezani, itd. U ovom odeljku dajemo karakterizacije
tih klasa.

Podsetimo se da za dati automat A kazemo da je povezan ako za svaka dva stanja
a,b € A postoje reci u,v € X* takve da vazi au = bv, tj. ako je S(a) N S(b) # @.
U skladu sa konceptom lokalne pripadnosti automata posmatranoj klasi, uvedenim u
prethodnom odeljku, za automat A kazemo da je lokalno povezan ako je svaki njegov
monogeni podautomat povezan.

U narednoj teoremi data je karakterizacija lokalno povezanih automata.
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Teorema 2.2.1 Sledeéi uslovi su ekvivalenini za automat A:

(i) A je lokalno povezan;

(iii) A je direkina suma povezanih automata;

)

(i) (Va € A)(Vp,q € X*)(3u,v € X*) apu = aqu;
)
)

(iv) D(H) je podautomat od A, za svaki podautomat H od A.

Dokaz. (i)=(ii). Neka je A lokalno povezan automat i neka je a € A proizvoljan
element. Tada je S(a) povezan, pa za proizvoljne p,q € X* postoje u,v € X* tako da
je apu = aqu.

(ii)=-(i). Neka vazi (ii) i neka je a € A proizvoljan element. Tada, prema (ii), za
proizvoljna stanja ap, aq € S(a), p,q € X*, postoje u,v € X* tako da je apu = aqv, tj.
S(a) je povezan, odakle sledi da je A lokalno povezan.

(i)=-(iii). Neka je A lokalno povezan automat. Definisimo relaciju ¢ na A na sledeéi
nacin:

apob < S(a)NS(h) # o.
Ocigledno je da je o refleksivna i simetricna. Prema Teoremi 1.5.1, tranzitivno zatvo-
renje relacije o se poklapa sa najmanjom d.s. kongruencijom o automata A.

Dokaza¢emo da je ¢ tranzitivna relacija. UocCimo stanja a,b,c € A takva da vazi
apbiboc, tj. S(a)NS(b) # 21 S(b)NS(c) # 2. Dakle, postoje reci uy, vy, us, vo € X*
takve da je au; = bvy 1 bug = cve. Kako je bvy,buy € S(b) i S(b) je povezan automat,
po pretpostavci, imamo da postoje u,v € X* tako da vazi bvyu = busv. Medutim,
onda je

auu = bviu = busv = cvgv,

sto daje S(a) N S(c) # 2. Dakle, ¢ je tranzitivna, odnosno, ¢ = 0. Prema tome, o je
d.s. kongruencija na A.

Treba jos dokazati da je svaka p-klasa povezan automat. Neka je B proizvoljna
o-klasa i neka su a,b € B proizvoljni elementi. Tada iz apb sledi S(a) N S(b) # @, pa
za proizvoljno ¢ € S(a) N S(b) vazi au = ¢ = bv, za neke u,v € X*. Prema tome, B je
povezan automat, sto je i trebalo dokazati.

(iii)=(i). Neka je A direktna suma povezanih automata A,, o« € Y, inekajea € A
proizvoljan element. Tada je a € A,, za neko w € Y, pa je i S(a) C A,. Kako je A,
povezan i kako je klasa svih povezanih automata zatvorena za podautomate, dobijamo
da je i S(a) povezan, odakle sledi da je A lokalno povezan.

(ii)=(iv). Neka je H podautomat automata A i neka je a € D(H) proizvoljno
stanje i ¢ € X* proizvoljna re¢. Tada je ap € H, za neko p € X*, pa, prema (ii), vaz
apu = aqu, za neke u,v € X*. Medutim, iz ap € H sledi apu € H, tj. aqu € H, pa je
aq € D(H). Prema tome, D(H) je podautomat od A.

(iv)=-(iii). Prema Teoremi 1.5.2, A se moze razloziti u direktnu sumu d.s. nera-
zlozivih automata A,, a € Y. Uoc¢imo proizvoljne a € Y i a € A,. Prema Teoremi
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1.5.2 vazi A, = F(a), gde je F'(a) najmanji filter od A koji sadrzi a. Medutim, D(S(a))
je podautomat, pa je filter od A koji sadrzi a. Znaci, A, = F(a) = D(S(a)). Dakle, za
proizvoljne a,b € A, imamo da je b € D(S(a)), pa je bv € S(a), tj. bv = au, za neke
u,v € X*. Prema tome, A, je povezan automat, $to je i trebalo dokazati. [

Primetimo da povezan automat moze imati najvise jedan trap. Zaista, ako bi
automat A imao trapove a i b, tada za proizvoljne rec¢i u,v € X* vazi au = a # b = bv,
odakle sledi da A nije povezan automat.

Automat A nazivamo trap-povezanim ako je povezan i ima trap. Drugim re¢ima, A
je trap-povezan automat ako i samo ako ima trap ag i za svako stanje a € A postoji rec
u € X* tako da je au = ag. Svakako, ukoliko je svaki monogeni podautomat automata
A trap-povezan, A nazivamo lokalno trap-povezanim automatom. U narednoj teoremi
opisana je struktura trap-povezanih automata preko nekih njihovih razlaganja, a data
je i karakterizacija preko nekih svojstava elemenata ovakvih automata.

Teorema 2.2.2. Sledeéi uslovi su ekvivalentni za automat A:

(i) A je lokalno trap-povezan,

(i) (Va € A)(Vp,q € X*)(Fu,v € X*)(Yw € X*) apu = aquw;

)

)
(iii) A je direktna suma trap-povezanih automata;
(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog i trap-povezanog automata;
)

(v) A je paralelna kompozicija diskretnog i trap-povezanog automata.

Dokaz. (i)=-(ii). Neka je A lokalno trap-povezan automat i neka je a € A proizvoljan
element. Tada je S(a) sa jedinstvenim trapom ag. Uo¢imo proizvoljne reci p,q € X*.
Tada postoje reci u,v € X* takve da je apu = aqu = ag, i1 kako je ay trap, to je
aqu = aquw, za svako w € X*. Prema tome, vazi (ii).

(ii)=-(i). Pretpostavimo da vazi (ii). Prema Teoremi 2.2.1, A je lokalno povezan.
Uocimo proizvoljan element a € A. Tada je S(a) povezan. Da bismo dokazali da je i
trap-povezan, treba jos§ dokazati da ima trap. Zaista, imamo da postoje reci u,v € X*
takve da je au = avw, za svaku re¢ w € X*. Onda je auw = avw? = au, za proizvoljnu
re¢c w € X*. Dakle, au je trap automata S(a).

(i)=-(iii). Prema Teoremi 2.2.1, A je direktna suma povezanih automata A,, a € Y.
Za proizvoljne « € Y ia € A, je S(a) C A, i S(a) ima trap, pai A, ima trap. Dakle,
A, je trap-povezan.

(iii)=-(iv). Neka je A direktna suma trap-povezanih automata A,, o € Y. Neka
je a € Y proizvoljan element i neka je a, trap automata A,. Neka je, dalje, B =
{ao | @ € Y}, i oznacimo sa o najmanju d.s. kongruenciju na A, tj. kongruenciju ¢ije
su klase A,, a € Y. Tada je B podautomat od A i g, No = Ay, pa je A poddirektan
proizvod automata A/B i A/o. Nije tesko uociti da je A/o diskretan automat koji je
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izomorfan automatu B. Sa druge strane, s obzirom da je B skup svih trapova u A,
A/B ima tacno jedan trap, i kako su A, trap-povezani automati za svako a € Y, to je
i A/B trap-povezan. Dakle, vazi (iv).

(iv)=(v). Ova implikacija vazi prema definiciji poddirektnog proizvoda i paralelne
kompozicije.

(v)=(i). Pretpostavimo da je automat A C B x C' paralelna kompozicija diskretnog
automata B i trap-povezanog automata C. Za proizvoljan element (b, ¢) € A, monogeni
podautomat od A generisan stanjem (b,c) je dat sa S((b,c)) = {b} x S(c), pa je
izomorfan inicijalnom podautomatu S(c) automata C. Medutim, S(c) je trap-povezan
kao podautomat trap-povezanog automata C. Dakle, S((b,c)) je trap-povezan, Sto je
i trebalo dokazati. Prema tome, vazi (i). O

Na kraju, zbog uske povezanosti sa tematikom ovog odeljka, navodimo poznat rezul-
tat koji razmatra lokalno jako povezane automate. Automat A je jako povezan (prema
definiciji koju je dao E. F. Moore u [78], ili tranzitivan prema F. Gécsegu i G. Thierrinu
[48], kao i prema J. Lallementu [74] ili prost prema V. M. Glushkovu [50]) ako za svaka
dva stanja a,b € A postoji re¢ u € X* takva da je au = b, odnosno, ako je S(a) = A,
za svako a € A. Takode, ako je svaki monogeni podautomat automata A jako povezan
kazemo da je A lokalno jako povezan (ili lokalno tranzitivan prema F. Gécsegu i G.
Thierrinu [48] ili invertibilan prema definiciji koju je dao V. M. Glushkov u [50]).

Teorema 2.2.3. (G. Thierrin [120]) Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) A je lokalno jako povezan;
(i) (Va € A)(VYu € X*)(Fv € X*) auv = a;

(iii) A je direktna suma jako povezanih automata.

Razne druge karakterizacije lokalno jako povezanih automata dali su F. Gécseg i G.
Thierrin [48], M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ [28], kao i M. Ciri¢, S. Bogdanovi¢ i T. Petkovi¢
(32].

2.3. Lokalna zatvorenja varijeteta

U Odeljku 2.1 smo dokazali neke osnovne osobine operatora L i C'L na klasama au-
tomata. Ovde izucavamo neka njihova posebna svojstva koja imaju kada se primene na
varijetete automata. Tako dokazujemo da je C'L identicki operator na mrezi varijeteta
automata, dok je L operator zatvorenja koji se poklapa sa operatorom regularizacije
na mrezi varijeteta automata. Za varijetet automata V' dokazujemo da se L(V') sastoji
od svih direktnih suma automata iz V' i da je to najmanji varijetet koji sadrzi varijetet
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V i varijetet svih diskretnih automata D. Takode, kada je V' zadat skupom identiteta,
nalazimo skup identiteta koji definise L(V).

Slede¢a teorema predstavlja osnovni rezultat ovog odeljka.

Teorema 2.3.1. Operatori L i C'L su operatori zatvorenja na mreZi varijeteta au-
tomata.

Stavise, CL(V') = V', za svaki varijetet automata V.

Dokaz. Prvi deo tvrdenja sledi neposredno na osnovu tvrdenja (2), (4) i (5) iz Leme
2.1.1. Drugi deo tvrdenja je posledica ¢injenice da je neki identitet zadovoljen na datom
automatu ako i samo ako je zadovoljen na svakom njegovom podautomatu generisanom
sa dva stanja. [

Kazemo da automat A lokalno zadovoljava automatovni identitet s = ¢, u oznaci
A, s=t,ako S(a) Fs=t,zasvako a € A.

Neka je A automat i neka su u,v € X*. Tada definiSemo relaciju o, , na A sa:
(a,b) € oup < au=bu.

Relaciju g, ¢emo oznacavati sa ¢, , u slucaju kada je potrebno naznaciti da je defin-
isana na A. Kao i obi¢no, sa o4, ili prosto ¢, oznacavamo najmanju d.s. kongruenciju

na A.

U nastavku su data neka svojstva relacije o,,.

Teorema 2.3.2. Neka je A automat i neka su u,v € X*. Tada

(a) A |= gu = gv ako i samo ako je .. refleksivna relacija. U tom slucaju o, jeste
relacija ekvivalencije na A.

(b) A=, gu = gv ako i samo ako A |= gu = guv.
(¢) Al gu= hv ako i samo ako 0,, = Va.

(d) A=, gu = hv ako i samo ako je 0y, refleksivna i pozitivna. U tom slucaju je
OQuw = 0y -

Dokaz. Prvi deo tvrdenja (a) je ocigledan. Preostaje da dokazemo drugi deo, tj. da je
Ou,» Simetri¢na i tranzitivna relacija.

Neka je (a,b) € 0up, tj. au = bv. S obzirom da je zadovoljeno A = gu = gv,
imamo da je au = av 1 bu = bv, pa je bu = av, odakle sledi (b,a) € p,,. Dakle, g,,
je simetricna. Neka je (a,b) € 0y 1 (b,¢) € 0uy, tj. vazi au = bv i bu = cv. Tada
A E gu = gv daje bu = bv, odakle je au = cv, $to implicira (a, c) € g,,. Prema tome,
Ou je tranzitivna relacija, sto je i trebalo dokazati.

Tvrdenja (b) i (¢) su jasna.
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Preostaje da se dokaze (d). Pretpostavimo da vazi A = gu = hv. Tada A = gu =
gv, 1 prema (a) imamo da je g,, refleksivna. Nije tesko uociti da je g,, pozitivna.
Obratno, pretpostavimo da je g, refleksivna i pozitivna. Prema (a) imamo da je
ouv Telacija ekvivalencije na A, i prema Lemi 1.5.1, g,, je d.s. kongruencija na A.
Medutim, iz 9,, C o0, i Cinjenice da je o, najmanja d.s. kongruencija na A, prema
Teoremi 1.5.1, zakljucujemo da je g,, = 0,. Da bismo dokazali da A ):L gu = hv,
uo¢imo proizvoljne a € A i b,c € S(a). Tada b = av' i ¢ = av’, za neke v',v' € X*,
i kako je g,, d.s. kongruencija, to (b,a) € gy, 1 (a,¢) € ou, daje (b,c) € oy, tj.
bu = cv, $to je i trebalo dokazati. Prema tome, A =, gu = hv. O

U Teoremi 2.3.1 videli smo da su L i C'L operatori zatvorenja na mrezi varijeteta
automata, pri ¢emu su svi varijeteti automata C'L-zatvoreni. Slede¢om teoremom
dajemo karakterizaciju svih L-zatvorenih varijeteta automata.

Teorema 2.3.3. Za varijetet automata V' sledeci uslovi su ekvivalentni:

Dokaz. (i)=-(ii). Pretpostavimo da je V regularan varijetet. Prema delu (b) Teoreme
2.3.2, za proizvoljan automat A vazi A =, Idg (V) ako i samo ako A = Idg(V), i
kako je Idg (V) =1d(V), to sledi L(V) = V.

(il)=-(iii). Za svaki diskretan automat D i svaki varijetet V' vazi D € L(O) C L(V),
pa (ii) daje D € V, sto dokazuje (iii).

(iii)=(iv). Ova implikacija je trivijalna.

(iv)=-(i). Ako je neki neregularan identitet zadovoljen na automatima iz V', tada
Dy ¢ V| §to je u suprotnosti sa (iv). Znaci, samo regularni identiteti mogu vaziti na
V', tj. V je regularan varijetet. [J

Napomenimo da se ekvivalencija uslova (i) i (iv) nalazi u radu B. Jénssona i E.
Nelsona [67] kao Posledica 2.8.

Kao posledicu Teoreme 2.3.3 dobijamo sledeéi rezultat koji se odnosi na neregularne
varijetete automata.
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Posledica 2.3.1. Za variyetet automata V' sledeci uslovi su ekvivalentni:

Dokaz. Ekvivalencija uslova (i), (ii) i (iii) je neposredna posledica Teoreme 2.3.3, dok
je ekvivalencija uslova (iii) i (iv) ocigledna.

Implikacija (i)=-(v) je rezultat dat u Posledici 1.4.1, a nije tesko uociti da vazi i
obratna implikacija. [

Koriste¢i svojstva relacije g, , data u Teoremi 2.3.2, u narednoj teoremi pokazujemo
kako se polaze¢i od skupa identiteta koji odreduje neregularni varijetet automata V'
moze dobiti skup identiteta koji definise varijetet L(V').

Teorema 2.3.4. Neka je V' neregularan varijetet automata determinisan skupom iden-
titeta X2 1 oznacimo sa Y skup identiteta kog cine:

1° svi identiteti 1z Yg;

2° fiksirani identitet gu = gv € Xy 1 svi identiteti oblika gru = gv za v € X;

!/

3° swvi identiteti oblika gu' = guu', guu’ = gvv' i g’ = guv' koji su pridruzeni

identitetima gu' = hv' € ¥y \ {gu = hv}.
Tada je L(V') varijetet automata odreden skupom identiteta 3.

Dokaz. Treba dokazati da za proizvoljan automat A vazi A ; 2 ako i samo ako
AEY.

Pretpostavimo A =, ¥. Tada A = X, prema delu (b) Teoreme 2.3.2. Fiksiramo
proizvoljan identitet gu = hv € Y. Jasno je da je onda A = gu = gv i gru = gv,
za svako x € X. Uocimo proizvoljan identitet gu’ = hv' € Xy razlicit od gu = hv.
Ako je B automat takav da B = gu’ = hv', lako se proverava da B = gu’ = hu' i
B |= gv' = h'. Prema tome, A =, gu' = h' daje A =, qu’ =hu'i AR, gv'=m'.
Medutim, odavde je A |= gu’ = guu' i A = gv" = gvv'. Stavise, iz A =, gu’ = h'
sledi A = guu’ = guv'. Dakle, dokazali smo A | Y.

Obratno, pretpostavimo da A = Y'. Tada A = Xp, §to neposredno daje A =, X,
pa preostaje da se dokaze A =Y y. 1z A = gu = gv i tvrdenja (a) Teoreme 2.3.2 imamo
da je g, kongruencija na A, 1 A = gru = gv, za svako x € X, §to dalje daje da je gy,
d.s. kongruencija na A. Prema tvrdenju (d) Teoreme 2.3.2 dobijamo A |=, gu = hv.
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Uocimo proizvoljno gu’ = hv' € ¥y razlicit od gu = hv, i proizvoljne a € A, b,c € S(a).
Kao $to smo dokazali, A =, gu = hv, pabu = cv,iiz A | gu' = guu’, A |= guu’ = gvv’
i A gv = gov' sledi bu’ = buu' = cvv’ = cv’. Prema tome, A =, gu’ = hv'. Dakle,
A=, X, sto je i trebalo dokazati. [

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo sledeci rezultat.

Posledica 2.3.2. Neka je V' neregularan varijetet automata odreden skupom identiteta
Y i neka je X" skup identiteta kog cine:

1° svi wdentiteti 1z Yg;

2° svi identiteti oblika grw = gw, gde je x € X 1 w je fiksirana usmeravajuca rec¢
za 'V

3° sui identiteti oblika gu = gwu, gu = gv i gv = gwv pridruZent identitetima
gu = hv € Xy.

Tada je L(V') varijetet automata odreden skupom identiteta .

Primetimo da, u opstem slucaju, metod prikazan u Teoremi 2.3.4 daje skup iden-
titeta sa manjim brojem elemenata od metoda prikazanog u Posledici 2.3.2.

Inace, rezultat dobijen u Posledici 2.3.2 je u terminima unarnih algebri dokazao
J. Plonka u [93], dok je drugi dokaz dala E. Graczynska u [52]. Preciznije, oni su
taj rezultat dokazali ne za varijetet L(V'), ve¢ za varijetet R(V'), gde je R operator
regularizacije neregularnog varijeteta. Medutim, to je isto, jer narednom teoremom
dokazujemo da se operatori lokalnog zatvorenja i regularizacije na mrezi varijeteta
automata poklapaju.

Pre nego sto formuliSemo i dokazemo pomenutu teoremu, napomenimo da je za
varijetete V11 V5 sa V1V V5 oznacen supremum ta dva varijeteta u mrezi varijeteta
automata.

Teorema 2.3.5. Neka je V' wvarijetet automata. Tada je
L(V)=R(V)=DoV =DVV.

Dokaz. Dokazi jednakosti R(V) = DoV =DV V se mogu naci u radovima J. Plonke
[93, 94], ali ¢e zbog potpunosti ovde biti dati novi dokazi.

Ako je V regularan varijetet tada je D C V', prema Teoremi 2.3.3, pa je
DVV =V =L(V)=R(V).

Nije tesko uociti da vazi V' C D o V. Naravno, svaki automat iz D o V' zadovoljava
svaki regularan identitet zadovoljen na V', paje DoV C V jer je V regularan. Dakle,
V=DoV.
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Pretpostavimo sada da je V' neregularan varijetet. Prema Teoremi 1.5.2, A je
direktna suma d.s. nerazlozivih automata A,, o € Y. Odgovarajuca d.s. kongruencija
na A je najmanja d.s. kongruencija A oznacena sa o, i prema uslovu (d) iz Teoreme
2.3.2, 0 = puw, za svaki par (u,v) € X* x X* takav da je gu = hv € Idy (V). Odavde
sledi da A, = Idy (V), za svako a € Y. Sa druge strane, prema (b) Teoreme 2.3.2,
A, Eldg (V), za svako @ € Y. Prema tome, vazi A, = Id (V), tj. A, € V, za svako
a €Y, sto znaci da A € Do V. Dakle, dokazali smo da je L(V) C Do V.

Uocimo, sada, proizvoljan automat A € Do V. Tada je A direktna suma automata
Ao, a €Y, gde je A, € V', za svako a € Y. Kako je svaki monogeni podautomat od
A takode i podautomat od A,, za neko « € Y, i A, € V, to se i on nalazi u V, sto
znaci da je A € L(K). Dakle, DoV C L(V).

Ako je A € L(V), tada A |=, 1d(V), pa A =, Idg(V), i prema uslovu (b) iz
Teoreme 2.3.2, A =1dg (V), odnosno A € R(V). Dakle, L(V) C R(V).

Sa druge strane, prema Teoremi 2.3.4, L(V') je regularan varijetet koji sadrzi V/,
paje R(V) C L(V).

Dalje, V.C R(V) i D C R(V), prema Teoremi 2.3.3, pa je DV V C R(V).
Obratno, D V V' je regularan varijetet, prema Teoremi 2.3.3, koji sadrzi V', pa je
R(V) C DV V. Ovim je dokaz zavrsen. [

2.4. Lokalna zatvorenja uopstenih varijeteta

U prethodnom odeljku smo razmatrali operatore L i C'L primenjene na varijetete
automata. U ovom odeljku izucavamo njihove osobine kada se primene na uopstene
varijetete automata. Kao sto ¢emo videti postoje bitne razlike u ponasanju tih opera-
tora na mrezi varijeteta automata i mrezi uopstenih varijeteta automata. Na primer,
operator C'L nije identicki operator na mrezi uopstenih varijeteta, dok to jeste na mrezi
varijeteta, kao i na mrezi pseudovarijeteta automata. Takode, dokazali smo da su reg-
ularni varijeteti automata L-zatvoreni. Sa druge strane, regularni uopsteni varijeteti
nisu L-zatvoreni. Medutim, pokazuje se da su regularni pseudovarijeteti zatvoreni za
oba operatora.

U narednoj teoremi dato je jedno od osnovnih tvrdenja ovog odeljka.

Teorema 2.4.1. Operatori L i C'L su operatori zatvorenja na mrezi uwopstenih vari-
jeteta automata.

Dokaz. Sledi neposredno prema (5), (6) i (7) iz Leme 2.1.1. O

Slede¢a teorema razmatra neke specijalne uopstene varijetete automata.
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Teorema 2.4.2. Neka je K uopsteni varijetet automata. Tada su sledeci uslovi ekuvi-
valentni:

(i) K C Dir;

)
(ii) DN K = 0;
(ii) D € K;

)

(iv) Dy ¢ K.

Ako je K wultimativno definisan usmerenim skupom identiteta ¥ = {s; = t;}ier, tada
je svaki od gorngih uslova ekvivalentan uslovu:

(v) skup neregularnih identiteta iz ¥ je kofinalan u X.

Dokaz. Implikacije (i)=-(ii) i (ii)=(iii) su o¢igledne.

(iii)=-(iv). Svaki diskretan automat moze biti prikazan kao poddirektan proizvod
poddirektno nerazlozivih automata koji su, s obzirom da su homomorfne slike diskret-
nog automata, takode diskretni automati. Medutim, jedini netrivijalan poddirektno
nerazloziv diskretan automat je dvoelementni diskretan automat D,. Prema tome,
svaki diskretan automat jeste poddirektan stepen automata D,. Ako bi bilo Dy € K,
tada D C K, posto je klasa K zatvorena za direktne stepene i podautomate. Prema
tome, Dy ¢ K, tj. vazi (iv).

(iv)=(v). Pretpostavimo da (v) ne vazi. Tada postoji k& € I tako da je za svako
i = k identitet s; = t; regularan. Medutim, onda Dy | s; = t; za svako i = k, pa
Dy =, X, tj. Dy € K| $to je u suprotnosti sa (iv). dakle, (v) vazi.

(v)=(i). Uoc¢imo proizvoljan automat A € K. Tada A |=, 3, pa postoji k € I
tako da A = s; = t;, za svako i = k. Prema (v) imamo da postoji i = k tako da je
s; = t; neregularan identitet. Tada prema Posledici 1.4.1 sledi da je A direktabilan
automat. [

Uopsteni varijetet automata K nazivamo neregularnim uopstenim varijetetom ako
zadovoljava bilo koji od uslova Teoreme 2.4.2. U suprotnom, K nazivamo regularnim
uopstenim varijetetom. Imajuéi u vidu Lemu 1.4.1 i Teoremu 2.4.2, K je regularan
uops$teni varijetet ako i samo ako moze biti ultimativno definisan usmerenim skupom
regularnih identiteta.

Iz definicije direktabilnog automata neposredno sledi da je klasa Dir svih direk-
tabilnih automata uopsteni varijetet, kao usmerena unija varijeteta Dir,, u € X*.
S obzirom na Posledicu 1.4.1 imamo da ne postoji najveéi neregularan varijetet au-
tomata. Sa druge strane, iz prethodne teoreme dobijamo jos jednu znacajnu osobinu
uopstenog varijeteta Dir.

Posledica 2.4.1. Uopsteni varijetet Dir direktabilnih automata je najveci nereqularan
uopstent varijetet automata.
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Ponasanje operatora L i C'L na regularnim i neregularnim uopstenim varijetetima
automata prikazano je u sledec¢oj teoremi.

Teorema 2.4.3. Neka je K uopstent varijetet automata.
(a) Ako je K neregularan, tada je CL(K) = L(K) N Conn.
(b) Ako je K regularan, tada je L(K) = CL(K).

Dokaz. (a) Kao §to je ranije receno, CL(K) C L(K). Stavise, ako je A € CL(K),
tada za proizvoljne a,b € A imamo da je S(a,b) € K C Dir C Conn, odakle sledi

A € Conn. Prema tome,
CL(K) C L(K) N Conn.

Obratno, pretpostavimo da je A € L(K) N Conn. Uoc¢imo proizvoljan konacno
generisani podautomat B automata A. Tada

B =S(ar,....a,) = | ) Slam),

m=1

za neko n € N i neke ay,...,a, € B. Neka je K ultimativno definisan usmerenim
skupom identiteta {s; = t;};c;. Za svako m € [1,n] imamo da je S(a,,) € K, jer A €
L(K), pa postoji k,, € I tako da S(a,) = s; = t;, za svako i = k,,. Kako je I usmeren
kvazi-ureden skup, to postoji k € I tako da je k = ky,, za svako m € [1,n]. Uocimo
proizvoljno i = k. Tada i = k,,, pa S(an) = s; = t;, za svako m € [1,n]. Ako je s; =1,
regularan identititet, tada jasno B = s; = t;. Pretpostavimo da je s; = t; neregularan
identitet, tj. oblika je gu; = hv;, za neke u;,v; € X*. Kako S(a,) | gu; = hv;, to je,
prema Teoremi 1.4.1, u;, v; € DW(S(a.,)), za svako m € [1,n]. Neka su, sada, b,c € B
proizvoljni elementi. Tada b = a;p i ¢ = a,,q, za neke I,m € [1,n] i p,qg € X*. Sa
druge strane, A € Conn, pa qyu = a,,v, za neke u,v € X*. Imajuéi u vidu da je
u; € DW(S(;)) iv; € DW(S(an,)) sledi da je ajpu; = ajuu; i apmqu; = amov;, odakle je
au = a,v € S(a;) N S(ay) i S(a), S(am) E gu; = hv; $to daje qyuu; = a,vv;. Znadi,

b’U/i = QPU; = QqUU; = A VV; = AmqU; = CU;.

Prema tome, B = gu; = hv;, pa smo dokazali da B |= s; = t;, za svako i = k, tj.
B € K. Kona¢no, to znac¢i da A € CL(K) i, kako smo ve¢ dokazali da L(K)NConn C
CL(K), to je L(K)N Conn = CL(K), §to je i trebalo dokazati.

(b) Jasno da je CL(K) C L(K). Dokaz obratne inkluzije je sadrzan u dokazu dela
(a) koji razmatra slucaj kada su svi identiteti s; = t; regularni. [

Takode, operator L primenjen na neregularne uopstene varijetete automata ima
veoma zanimljivo svojstvo dato u narednoj teoremi.

Teorema 2.4.4. Neka je K nereqularan uopsteni varijetet automata. Tada je

L(K)=DoCL(K)=CL(Do K).
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Dokaz. Pretpostavimo da je A € L(K). Tada je A lokalno povezan, pa je, prema
Teoremi 2.2.1, A direktna suma povezanih automata A,, o € Y. Za svako a € Y,
svaki monogeni podautomat od A, je monogeni podautomat od A, pa A € L(K) daje
A, € L(K). Dakle, A, € L(K)N Conn = CL(K), prema Teoremi 2.4.3. Dakle,
dokazali smo da A € D o CL(K). Prema tome,

L(K) C Do CL(K).

Uoc¢imo proizvoljan automat A € D o CL(K). Tada je A direktna suma automata
Ay, a €Y, 1A, € CL(K), za svako a € Y. Neka je B proizvoljan kona¢no generisani
podautomat od A. Oznac¢imo Z = {a € Y|BNA, # o}, iza a € Z stavimo
B, = BnNA,. Tada je B direktna suma automata B,, a € Z, i za svako o € Z, B, je
kona¢no generisan podautomat od A,. Imajuéi u vidu da je A, € CL(K), dobijamo
B, € K, za svako a € Z. Prema tome, B € D o K, odakle je A € CL(D o K), $to
znaci da je

Do CL(K) C CL(D o K).

Kona¢no, uo¢imo proizvoljan automat A € CL(D o K) i stanje a € A. Tada
S(a) € Do K, i kako je svaki monogeni automat nerazloziv u direktnu sumu, to je
S(a) € K. Dakle, A € L(K), pa je

CLDoK)C LK),
¢ime je dokaz zavrsen. []

Navedimo sada neke razlike u ponasanju operatora lokalnog zatvorenja kada se on
primenjuje na varijetete, odnosno na uopstene varijetete, automata.

Napomena 2.4.1. S obzirom na rezultate Teorema 2.3.3 i 2.3.5, tj. da za regularan
varijetet automata V vazi L(V') = V', moglo bi se ocekivati da isto vazi i za regularan
uopsteni varijetet K. Medutim, uzimajuci za primer uopsteni varijetet svih reverzno
definitnih automata i automat A koji je direktna suma automata A,, n € N, pri ¢emu
A, jeste reverzno n-definitan automat, dobijamo da je A € L(K)\ K. Ovim je, takode,
dokazano da ako se uopsteni varijetet K moze prikazati kao usmerena unija varijeteta
Vi,iel, tj. iz K =J,.; V, tada ne sledi da je L(K) = (J,c; L(V5).

iel
Medutim, za pseudovarijetete se moze dokazati sledeci rezultat.

Teorema 2.4.5. Neka je P reqularan pseudovarijetet automata. Tada je P = L(P) =
CL(P).

Dokaz. Jasno je da je P C CL(P) C L(P). Treba jos dokazati inkluziju L(P) C P.
Pretpostavimo da se pseudovarijetet P moze ultimativno definisati nizom identiteta
[si = t;]ien. Kako je P regularan, to su ovi identiteti oblika gu; = gv;, za svako i € N.
Neka je A € L(P) proizvoljan automat. Tada za svako a € A automat S(a) ultimativno
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zadovoljava niz identiteta [gu; = gv;]ien, tj. postoji k, € N tako da za svako i > k, vazi
auu; = auv;, za svako u € X*. Kako je A konacan automat, to postoji k > k,, za svako
a € A, tako da je za svako i € N takvo da je i > k vazi au; = av;, tj. A | gu; = gv;.
Odatle neposredno sledi da je A € P. [J



Glava 3

Direktabilni automati i njihove
polugrupe prelaza

U ovoj glavi govorimo o nekim konkretnim klasama automata koje su sa velikim in-
teresovanjem izucavane od strane mnogih poznatih autora u oblasti Teorije automata.
Jednu od klasa koja ¢e zauzimati centralno mesto u nasim razmatranjima ¢ine direk-
tabilni automati, koji se po prvi put sreéu u radu J. Cernya [25] i knjizi P. H. Starkea
[110], a potom su izu¢avani u radovima mnogih drugih autora. Kao sto smo videli u
prethodnoj glavi, klasa svih direktabilnih automata je, pored ostalog, znacajna i kao
najveci neregularni uopsteni varijetet automata.

Pored klase direktabilnih automata, govorimo i o raznim njenim podklasama. Tako
¢e biti reci o definitnim automatima, koje su, nezavisno jedni od drugih, uveli S. C.
Kleene u [68] i M. Perles; M. O. Rabin i E. Shamir u [84], a potom i o nilpotentnim
automatima, uvedenim u radu L. N. Shevrina [107], a potom detaljno izu¢avanih u
poznatoj knjizi F. Gécsega i I. Pedka [46].

Sa druge strane, bice re¢i i o automatima koji su, u nekom smislu, antipodni direk-
tabilnim automatima. To su takozvani utrapljivi automati, koji su uvedeni nedavno, u
radu T. Petkovi¢, M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a [86]. Automati koji su istovremeno i di-
rektabilni i utrapljivi, nazvani jedno-utrapljivim automatima, takode su uvedeni u tom
radu. Drugi specijalan sluc¢aj utrapljivih automata, o kome ¢e ovde takode biti dosta
reci, je klasa svih reverzno definitnih automata, koji se, kako im i samo ime kaze, mogu
shvatiti kao izvesni antipodi definitnih automata. Te automate prvi put izucavaju J.
A. Brzozowski u radu [23] i A. Ginzburg u knjizi [49]. Kao $to je poznato, presek klase
definitnih i klase reverzno definitnih automata je klasa nilpotentnih automata.

Osim ovih specijalizacija direktabilnih automata i njima antipodnih automata, bice
re¢i i o raznim njihovim uopstenjima. Jedna vrsta tih uopstenja su ona dobijena
koris¢enjem operatora lokalnog zatvorenja. Tako, na primer, njihovom primenom na
u-direktabilne i direktabilne automate dobijamo takozvane lokalno u-direktabilne, uni-
formno lokalno direktabilne i lokalno direktabilne automate, a slicne klase automata
dobijamo primenom tog operatora na jedno-utrapljive, definitne i nilpotentne auto-
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mate. Drugacijim uopstenjem pojma direktabilnog automata dobijamo klasu uopsteno
direktabilnih automata koja, kao sto ¢emo videti, ve¢inu ostalih klasa sadrzi kao svoje
podklase. Ti automati igra¢e kljuénu ulogu u nasim razmatranjima, jer i oni i njihove
polugrupe prelaza imaju veoma zanimljiva strukturna svojstva. Uopsteno direktabilni
automati uvedeni su takode u napred pomenutom radu T. Petkovié¢, M. CiricaiS. Bog-
danovica. Bice rec¢iio jos jednom vaznom specijalnom slucaju tih automata, o uopsteno
definitnim automatima, uvedenim od strane A. Ginzburga u [49]. Kao $to ¢emo videti,
klasa uopsteno direktabilnih automata je najSira medu razmatranim klasama, tj. sadrzi
sve ostale pomenute klase.

Sve ove navedene klase automata izucavane su takode i u radovima J. Cernya, A.
Piricke i B. Rosenauerové, [26], M. Itoa i J. Duskea, [66], J. E. Pina, [89], [90], kao i
u radu M. Steinbya, [111]. U novije vreme, ove klase razmatraju u svojim radovima
B. Imreh i M. Steinby, [65], T. Petkovi¢, M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢, [86], M. Ciri¢, B.
Imreh i M. Steinby, [33], S. Bogdanovié¢, M. Ciri¢, B. Imreh, T. Petkovi¢ i M. Steinby,
[21], [22].

U ovoj glavi postavljaju se dva glavna zadatka. Prvi od njih je da se opisSu struk-
turna svojstva automata iz napred pomenutih klasa. To ¢e biti ¢injeno koriS¢enjem
raznih metoda dekompozicije i kompozicije automata kao sto su direktne sume au-
tomata, ekstenzije automata, poddirektni proizvodi, paralelne kompozicije itd. Sa
druge strane, postavlja se i pitanje povezanosti strukture izu¢avanih automata i struk-
ture njihovih polugrupa prelaza. I na to pitanje ¢e ovde biti dat potpun odgovor.
Naime, bi¢e data potpuna karakterizacija polugrupa prelaza za automate iz svih napred
pomenutih klasa automata.

Glava se sastoji iz pet odeljaka. Odeljak 3.1 je uvodnog karaktera. Tu se nalaze
definicije klasa automata koje su u nastavku razmatrane. U odeljku 3.2 su data neka
vazna svojstva jezika svih usmeravajuc¢ih, utrapljivih, jedno-utrapljivih, i nekih drugih
skupova reci. Treé¢i odeljak je posvecen izucavanju algebarskih svojstava klasa uve-
denih u prvom odeljku. Pokazace se da su neke od njih varijeteti automata, dok su
neke uopsteni varijeteti automata. Takode su razmatrane i medusobne relacije izmedu
ovih klasa. U odeljcima 3.4 i 3.5 su opisivane polugrupe prelaza automata koje se
nalaze u klasama uopsteno direktabilnih, uopsteno definitnih automata ili u nekim nji-
hovim vaznim podklasama. Takode su automati iz tih klasa prikazani kao kompozicije
automata iz nekih drugih klasa.

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi su novi i originalni.
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3.1. Direktabilni automati: Uopstenja i
specijalizacije

Neke od klasa automata sa kojima ¢e se raditi u ovoj glavi, one najpoznatije,
definisane su u prvoj glavi. Ovde dajemo definicije i oznake za neke druge, njima
bliske klase automata, a zbog potpunosti i lakSeg prac¢enja teksta ponavljamo i jedan
deo definicija i oznaka iz prve glave. Kao sto smo ve¢ pomenuli, klase sa kojima radimo
su klasa direktabilnih automata, izvesne njene podklase, njima antipodni automati i
razna uopstenja, medu kojima je, kao Sto ¢emo videti, najznacajnija klasa uopsteno
direktabilnih automata.

Neka je u € X* proizvoljna re¢. Tada uvodimo sledece definicije: Za automat A
kazemo da je

e u-direktabilan, ako je au = bu, za sve a,b € A, i u tom sluc¢aju za re¢ u kazemo
da je usmeravajuca re¢ automata A;

e u-utrapljiv, ako je au € Tr(A), za svako a € A, i u tom slucaju za re¢ u kazemo
da je utrapljujuca re¢ automata A;

e jedno-u-utrapljiv, ako je u-utrapljiv i ima tac¢no jedan trap, pri cemu tada za rec
u kazemo da je jedno-utrapljujuca re¢ automata A;

e uopsteno u-direktabilan, ako je auvu = au, za sve a € Aiv € X*, pri cemu tada
za re¢ u kazemo da je uopsteno usmeravajuéa re¢ automata A;

e [okalno u-direktabilan, ako svaki monogeni podautomat jeste u-direktabilan, i
tada za re¢ u kazemo da je lokalno usmeravajuca re¢ automata A;

e [okalno jedno-u-utrapljiv, ako svaki monogeni podautomat jeste jedno-u-utrapljiv,
i tada za re¢ u kazemo da je lokalno jedno-utrapljujuca re¢ automata A.

Sa druge strane, ako je k € N, tada za automat A kazemo da je

o k-definitan, ako svaka re¢ iz X=¥ jeste usmeravajuca re¢ automata A;
e reverzno k-definitan, ako svaka re¢ iz X=* jeste utrapljujuéa re¢ automata A;
o k-nilpotentan, ako svaka re¢ iz X=¥ jeste jedno-utrapljuju¢a re¢ automata A;

o wopsteno k-definitan, ako svaka re¢ iz X=* jeste uopsteno usmeravajucéa reé au-
tomata A;

e lokalno k-definitan, ako je svaka re¢ iz X=* lokalno usmeravajuéa re¢ automata
A;
e lokalno k-nilpotentan, ako svaka re¢ iz X=* jeste lokalno jedno-utrapljijuéa rec

automata A.

Oznake koje ¢emo koristiti za oznacavanje ovako definisanih klasa automata uve-
S¢emo uz pomo¢ Tabele 3.1.1.



36

3. Direktabilni automati i njihove polugrupe prelaza

oznaka klasa svih automata koji su
Dir, u-direktabilni

Trap,, u-utrapljivi

OTrap,, jedno-u-utrapljivi

GDir, uopsteno u-direktabilni
LDir, lokalno u-direktabilni

LOTrap, lokalno jedno-u-utrapljivi

Def;, k-definitni

RDef;, reverzno k-definitni
Nilp,, k-nilpotentni

GDef,, uopsteno k-definitni
LDef;, lokalno k-definitni
LNilp, lokalno k-nilpotentni

Tabela 3.1.1

Primetimo da se, u skladu sa njihovom definicijom, kao i definicijom operatora
lokalnog zatvorenja L, klase LDir,,, LOTrap,, LDef; i LNilp, mogu predstaviti i u

sledeé¢em obliku:

LDir, = L(Dir,), LOTrap, = L(OTrap,),
LDef), = L(Def}), i LNilp, = L(Nilp,).

Sa druge strane, Tabelom 3.1.2 dajemo i oznake za skupove reci (jezike) pridruzene
automatu A u skladu sa prethodnim definicijama.

oznaka skup svih reci iz X* koje za automat A jesu
DW(A) usmeravajuce reci

LDW (A) lokalno usmeravajuce reci

GDW (A) uopsSteno usmeravajuée reci

OTW (A) jedno-utrapljujuée reci

LOTW (A) lokalno jedno-utrapljujuée reci

TW(A) utrapljujucée reci

Tabela 3.1.2
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Takode, dajemo jos jednu listu definicija. Naime, za automat A kazemo da je

o direktabilan, ako je u-direktabilan, za neku re¢ u € X*;

e utrapljiv, ako je u-utrapljiv, za neku re¢ u € X*;

e jedno-utrapljiv, ako je jedno-u-utrapljiv, za neku re¢ u € X*;

e uopsteno direktabilan, ako je uopsteno u-direktabilan, za neku re¢ u € X*;

o uniformno lokalno direktabilan, ako je lokalno u-direktabilan, za neku re¢c u € X*;

e uniformno lokalno jedno-utrapljiv, ako je lokalno jedno-u-utrapljiv automat, za
neku re¢ u € X*;

e lokalno direktabilan, ako svaki monogeni podautomat od A jeste direktabilan;

e [okalno jedno-utrapljiv, ako svaki monogeni podautomat automata A jeste jedno-
utrapljiv automat;

e definitan, ako je k-definitan, za neko k € NY;

e reverzno definitan, ako je reverzno k-definitan, za neko k € NY;

e nilpotentan, ako je k-nilpotentan, za neko k € N°;

e uopsteno definitan, ako je uopsteno k-definitan, za neko k € N;

o uniformno lokalno definitan, ako je lokalno k-definitan, za neko k € NY;

o uniformno lokalno nilpotentan, ako je lokalno k-nilpotentan, za neko k € NY;
e [okalno definitan, ako svaki monogeni podautomat od A jeste definitan;

e [okalno nilpotentan, ako svaki monogeni podautomat od A jeste nilpotentan.

Za oznacavanje ovako definisanih klasa automata koristicemo oznake uvedene uz
pomo¢ Tabele 3.1.3. Pri tome, u trecoj koloni Tabele 3.1.3 dajemo alternativne, sim-
bolicke zapise definicija tih klasa.
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oznaka klasa svih automata koji su alternativni zapis
Dir direktabilni Dir = | J Dir,
ueX*
Trap utrapljivi Trap = U Trap,
ueX*
OTrap jedno-utrapljivi OTrap = U OTrap,,
ueX*
GDir uopsteno direktabilni GDir = U GDir,
ueX*
ULDir uniformno lokalno direktabilni ULDir = U LDir,
ueX*
ULOTrap | uniformno lokalno jedno-utrapljivi | ULOTrap = U LOTrap,
ueX*
LDir lokalno direktabilni LDir = L(Dir)
LOTrap lokalno jedno-utrapljivi LOTrap = L(OTrap)
Def definitni Def = U Def,
keno
RDef reverzno definitni RDef = | | RDef;
keNO
Nilp nilpotentni Nilp = | J Nilp,
keNO
GDef uopsteno definitni GDef = U GDef,
keNO
ULDef uniformno lokalno definitni ULDef = U LDef,,
keNo
ULNilp uniformno lokalno nilpotentni ULNilp = U LNilp,
keNO
LDef lokalno definitni LDef = L(Def)
LNilp lokalno nilpotentni LNilp = L(Nilp)

Tabela 3.1.3
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3.2. Usmeravajuce reci i uopstenja

Zadatak ovog odeljka je da se opiSu osnovne osobine jezika iz liste date u Tabeli 3.1.2.
Naime, opisa¢emo medsobne odnose tih jezika, dokazati da su oni upravo ideali slobod-
nih monoida, a napravi¢emo i vezu tih jezika sa izvesnim idealima polugrupa prelaza
automata kojima su pridruzeni.

Najpre dokazujemo sledeé¢u teoremu, koja govori o medusobnom odnosu izmedu
razmatranih jezika pridruzenih automatu.

Teorema 3.2.1. Za proizvoljan automat A vaZe sledeci uslovi:
(1) TW(A) # @ povlaci TW(A) = GDW (A);
(2) LDW(A) # @ povlaci LDW (A) = GDW (A);
(3) LOTW (A) # @ povlaci

LOTW(A) = LDW(A) = TW(A) = GDW (A);

(4) DW(A) # @ povlaci

DW (A) = LDW(A) = GDW (A):

(5) OTW(A) # @ povlaci

OTW(A) = LOTW(A) =TW(A) = DW(A) = LDW(A) = GDW (A);

(6) TW(A) # 2 i LDW(A) # @ povliaci LOTW (A) # o;
(7) TW(A) # 2 i DW(A) # @ povlaci OTW (A) # @.

Dokaz. (1) Ako je u € TW(A), tada za proizvoljne a € A iv € X* imamo da je
avvu = (au)vu = au, jer je au € Tr(A). Prema tome, u € GDW(A), ¢ime smo
dokazali da je TW(A) C GDW (A).

Obratno, neka je u € GDW(A). Takode, neka je v € TW(A) proizvoljna re¢ i
a € A je proizvoljno stanje. Tada imamo da je auvu = au, jer je u € GDW(A) i, sa
druge strane, auv € Tr(A), jer je v € TW(A), pa imamo da je

au = auvu = (awv)u = auv € Tr(A).

Prema tome, au € Tr(A), sto znac¢i da je u € TW(A), ¢ime smo dokazali da je
GDW (A) =TW (A).

(2) Ovo tvrdenje se dokazuje slicno kao tvrdenje (1).
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(3) Jasno je da vazi
LOTW(A) C LDW(A)NTW (A),
pa u slucaju da je LOTW (A) # @, prema (1) i (2) dobijamo da je
LDW(A) = TW(A) = GDW(A).

Ostaje, dakle, da se dokaze da je LOTW (A) = TW(A), tj. daje TW(A) C LOTW (A).
Zaista, neka je u € TW(A). Uzmimo proizvoljno a € A. Tada je au € Tr(A)N S(a) =
Tr(S(a)), sto znaci da S(a) jeste u-utrapljiv automat. Sa druge strane, iz TW(A) =
LDW (A) sledi da je u € LDW (A), $to znaci da S(a) jeste u-direktabilan automat, sto
sve zajedno povlaci da je S(a) jedno-u-utrapljiv automat, tj. v € LOTW (A), §to je i
trebalo dokazati.

(4) i (5) Ova dva tvrdenja se dokazuju slicno kao (3).

(6) Ako je u € TW(A) iv € LDW(A), tada je wv € LOTW (A). Zaista, za
proizvoljno stanje a € A imamo da je auv = au € Tr(A), Sto zna¢i da mono-
geni podautomat S(a) jeste wv-utrapljiv. Sa druge strane, podautomat S(a) je v-
direktabilan, pa moze imati samo jedan trap. Dakle, S(a) je jedno wv-utrapljiv au-
tomat, pa uv € LOTW (A), §to smo i trebali dokazati.

(7) Tvrdenje (7) se dokazuje na slican nacin kao (6). O

Narednom teoremom dokazujemo da razmatrani jezici nisu niSta drugo do ideali
slobodnog monoida X*.

Teorema 3.2.2. Neka je L C X* neprazan jezik. Tada postoji X -automat A tako da
je jezik L jednak jednom od jezika

OTW(A), LOTW(A), TW(A), DW(A), LDW(A) i GDW(A)
ako i samo ako L jeste ideal od X*.

Dokaz. Uzmimo najpre da je L = GDW(A), za neki X-automat A. Uzmimo proiz-
voljne u € GDW (A) i v,w € X*. Tada je

a(uw)v(uvw) = (au(wv)u)w = (au)w = a(uw),
i, sa druge strane,
a(wu)v(wu) = (aw) (u(vw)u) = (aw)u = a(wu),

¢ime smo dokazali da ww, wu € GDW (A), sto znaci da je GDW (A) ideal od X*. Ako
je pak jezik L jednak jednom od ostalih jezika sa spiska, pridruzenom nekom automatu
A, tada je, prema Teoremi 3.2.1, taj jezik jednak jeziku GDW (A), tj. L = GDW (A),

pa prema prethodno dokazanom, i u tom slucaju dobijamo da je L ideal od X*.
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Obratno, neka je L ideal slobodnog monoida X*. Ozna¢imo sa ¢ Reesovu kongru-
enciju na X* odredenu sa L. Razmotrimo automat A = A*(p). Neka je ¢ : Ay — A
prirodni homomorfizam koji odgovara kongruenciji p.

Kako L jeste p-klasa od X§, to je Ly = {ap}, za neko stanje ay automata A. Za
proizvoljne z € X i v € L imamo da je ux € L, odakle je

aoz = (up)e = (uz)p = ap,

jer je ux € L, bududi da je L ideal od X™*. To znaci da aq jeste trap u A. Pretpostavimo
da automat A ima jos neki trap a;. Tada je a; = wp, za neko w € X*. Sa druge strane,
za proizvoljno u € L imamo da je aju = aq, jer je a; trap u A, odakle sledi da je

ay = ayu = (we)u = (wu)p = ag,

jer je wu € L, bududi da je L ideal od X*. Prema tome, A ima jedinstveni trap ay.

Nadalje ¢e biti dokazano da je A jedno-utrapljiv automat i da je OTW (A) = L.
Zaista, uzmimo proizvoljne a € Aiu € L. Tada je a = wyp, za neko w € X*, odakle
imamo da je

au = (wp)u = (wu)p = ao,

jer je wu € L. Prema tome, A je jedno-utrapljiv automat i L C OTW (A). Sa druge
strane, uzmimo proizvoljnu re¢ u € OTW (A). Tada za stanje ep automata A, gde je
e prazna reC¢ u X*, imamo da vazi

ao = (ep)u = (eu)p = up.

Medutim, to znaci da je u € L, ¢ime smo dokazali da je OTW (A) C L. Dakle, dokazali
smo da je L = OTW(A). Na kraju, prema Teoremi 3.2.1, tacka (5), sledi da je

L=0TW(A)=LOTW(A) =TW(A) = DW(A) = LDW(A) = GDW(A).
Ovim je dokaz teoreme zavrSen. [

Naredna teorema predstavlja vrlo koristan rezultat koji opisuje elemente koji su bi-,
leve, desne nule ili nule u polugrupi prelaza datog automata.

Teorema 3.2.3. Za proizvoljan automat A vazi sledece:
(1) GDW(A) = {u € X*|n, je bi-nula u S(A)};
(2) TW(A) ={u e X*|n, je leva nula u S(A)};
(3) LDW(A) ={u € X*|n, je desna nula u S(A)};

(4) LOTW(A) ={u € X*|n, je nula u S(A)}.



42 3. Direktabilni automati i njihove polugrupe prelaza

Dokaz. (1) Neka je A proizvoljan automat i neka je u € GDW/(A) proizvoljna rec.
Uoc¢imo proizvoljnu re¢ v € X*. Tada iz auvu = au, za svako a € A, sledi da je
NuTloNu = T, t]. T je bi-nula u S(A)

Obratno, pretpostavimo da je 7, bi-nula u S(A). To znaci da je za svako n, € S(A)
zadovoljeno 1,1,m, = M., a odatle za svako a € A vazi auvu = au, pa je u € GDW (A),
Sto je i trebalo dokazati.

(2), (3), (4) Ove relacije se dokazuju na slican nac¢in. [J

Napomena 3.2.1. U slucaju kada je alfabet X konacan i A kona¢an X-automat jezik
DW (A) je, prema Napomeni 3.3 [65], raspoznatljiv. Zaista, on se moze raspoznati
monogenim automatom B, gde je B = {Au|u € X*} i funkcije prelaza su odredene sa
(Au)v = A(uv), pomocu skupa T" = {Au | |Au| = 1}. Sa druge strane, ako je A utrapljiv
automat, nije tesko uociti da vazi TW(A) = DW(A/Tr(A)). Kako je DW(A/Tr(A)
raspoznatljiv, to je i TW(A) raspoznatljiv jezik. Sada, na osnovu relacija datih u Teo-
remi 3.2.1, sledi da su i jezici OTW (A), LOTW (A) takode raspoznatljivi za proizvoljan
konacan automat A. Kako vazi LDW(A) = (,c4 DW(S(a)), to je i jezik LDW (A)
raspoznatljiv kao konacan presek raspoznatljivih jezika. Pitanje raspoznatljivosti jezika
GDW (A) ¢e biti kasnije razmatrano.

3.3. Algebarska svojstva klasa direktabilnih
automata

U prvom odeljku ove glave je uveden pojam klase uopsteno direktabilnih automata,
kao i neke njene vazne podklase. Ovde ¢emo razmatrati algebarska svojstva tih klasa.
Naime, za klase date u Tabeli 3.1.1 je dokazano da predstavljaju varijetete automata,
dok su klase prikazane Tabelom 3.1.3 uopsteni varijeteti automata. Takode su date i
medusobne relacije izmedu ovih klasa.

Teorema 3.3.1. Za proizvoljnu re¢ u € X* i proizvolino k € N°, sve klase date u
Tabeli 3.1.1 jesu varijeteti automata koji imaju sledece reprezentacije:

Dir, = [gu: hu} ;

OTrap, = [gux: hu | T € X};

Trap, = [gux = gu | T € X];

GDir, = [guwu = gu | w e X*} ;

LDir, = [gwu = gu | w e X*} ;

LOTrap, = [gwux = gu | we X', re X};
Def;, = [gu = hu | v e X=F];
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RDef; = [guz = gu | u e X=* z € X];

Nilp;, = [guz = hu | u € X%, z € X];

GDef), = [guwu = gu | v e X=* we X*|;
LDef), = [gru=gu | ue X=* z € X]|;

LNilp, = [gacu:gu, qur = gu | uwe X2k o EX}.

Dokaz. Da bismo dokazali da su navedene klase varijeteti, prema Teoremi 1.2.3 za
automate, dovoljno je dokazati da im odgovaraju navedene reprezentacije preko iden-
titeta.

Jasno je da se klase Dir,, Trap,, GDir,, LDir,, Def;, RDef;, Nilp,, GDef;
imaju gornje reprezentacije. Treba dokazati da su jednakosti zadovoljene i za klase
OTrap,, LOTrap,,.

Uocimo proizvoljan automat A € OTrap,. Tada je au trap, za svako a € A. Kako
A ima jedinstven trap, to je au = bu, za sve a,b € A. Takode, iz ¢injenice da je au trap,
sledi aux = au, za svako x € X. Dakle, vazi aux = au = bu, za sve a,b € A i svako
x € X. Znaci, OTrap, C OTrap, = [gua: = hu ‘ S X]. Obratno, pretpostavimo
da automat A zadovoljava sve identitete oblika gur = hu, za svako x € X. Dakle, za
proizvoljne a,b € A iz € X vazi aur = bu. Uzimajuéi a = b dobijamo auxr = au,
pa A ima trap au. Taj trap je jedinstven jer uzimajuéi da je b takode trap dobijamo
au = aur = bu = b. Znaci, automat A ima jedinstven trap i za svako a € A stanje au
jeste trap, pa je A € OTrap,, Sto je i trebalo dokazati.

Dokaza¢emo i da klasa LOTrap, ima gore datu reprezentaciju. Neka je A €
LOTrap, proizvoljan automat. Tada je S(a) € OTrap, za svako a € A, pa su
na S(a) zadovoljeni svi identiteti oblika guxr = hu, za svako x € X. Stavljajuéi g = aw
i h = a dobijamo awux = au, za svako w € X*. Dakle, automat A zadovoljava iden-
titete gwuxr = gu, gde je w € X* i x € X. Obratno, ako je A automat koji zdovoljava
sve identitete oblika gwuxr = gu, za svako w € X* i svako x € X, tada za svako a € A
vazi awur = au. Zamenom g = aw; i uzimajuéi w = e identitet gwuxr = gu postaje
awiu = aw wur = awiur, za proizvoljno wy; € X*. Uzimajudi, dalje, da je w = w,
identitet postaje awuxr = au. Sli¢no, za proizvoljno we € X* vazi awsur = au. Dakle,
za awy,aws € S(a) vazi awiu = awuxr = au = awyux, tj. na S(a) je zadovoljen
identitet gur = hu, odnosno, S(a) € OTrap,, sto je i trebalo dokazati.

Analogno se dokazuju i preostale relacije LDef), = [g:vu = gu ‘ uwe X2k x e X}
i LNilp,, = [gzu = gu, guz = gu | v € X=F z € X]. O

Napomena 3.3.1. Kao sto se vidi iz same reprezentacije varijeteta nevedenih u Teo-

remi 3.3.1, varijeteti
Dir,, OTrap,, Def, i Nilp,

su neregularni, dok svi ostali varijeteti jesu regularni.

U narednim primerima dati su automati koji ¢e biti ¢esto korisé¢eni kod dokazivanja
nekih inkluzivnih relacija izmedu pojedinih klasa automata.
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Primer 3.3.1. Neka je A automat sa skupom stanja A = {ag, a1, ...,ax}, gdeje k € N,
i funkcijama prelaza odredenim sa:

a;x = a1, zai€{0,1,...,k—1}
apl = Qg,

za svako x € X. Tada A jeste k-nilpotentan automat koji nije k¥ — 1-nilpotentan.

O O e O e R O

Primer 3.3.2. Neka je u = z,, ...%,, € X* proizvoljna re¢. Oznac¢imo L = X uX".
Neka je A minimalan automat ovog jezika(vidi [61], [29], [76]). Nije tesko proveriti da
je A={ag,a;...,ax} i

apx = ag, za svakoxr € X,

ai, T = Tays
GT =1 Qip1, T = Tay,; zai€ {0,1,....,k—1}.
ap, X ¢ {xa17$a¢+1}7

Automat A je prikazan na sledecoj slici. Pri tome su sa X;, odnosno X ;, na slici su
oznaceni skupovi X; = X \ {zq, }, tj. Xij = X \ {2a,, Zq, }-

Xi3

Ovaj automat jeste jedno-u-utrapljiv, a takode i u-direktabilan. Primetimo da je A, €
Dir, \ Dir,, za svaku re¢ v € X<l

Naredne dve teoreme daju neke inkluzivne relacije unutar samih klasa prikazanih
u Tabeli 3.1.3.
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Teorema 3.3.2. Neka su u,v € X* proizvoljne reci i neka je E proizvoljan element

sledeceq skupa
{Dir, Trap, OTrap, GDir, LDir, LOTrap}.

Tada vazi sledece:
(a) E, CE, ako i samo ako u jeste podre¢ od v;
(b) E, = E, ako i samo ako je u = v;
(c) E,UE, C Ey;

Osim toga, za praznu rec¢ e vazi:

- O, za Ee€ {Dir,OTrap}
° | D, za E ¢ {Trap, GDir, LDir, LOTrap}

Dokaz. (a) Uzmimo da je E = Dir. Neka A jeste u-direktabilan automat i neka je rec
v oblika v = vw'uu”, za neke v/, u” € X*. Tada je za proizvoljne a,b € A zadovoljeno
av = av'uu” = auu” = buu” = bu'uu” = bv, pa je A i v-direktabilan.

Dokazimo obratnu implikaciju. Pretpostavimo da vazi Dir, C Dir,. Automat A
dat u Primeru 3.3.2 jeste u-direktabilan, pa je, prema pretpostavci, i v-direktabilan.
Tada je apv = axv = ay, a kako je to minimalni automat koji raspoznaje jezik L =
X*uX* pomoc¢u skupa {ay}, tj. vazi

apw = ap = w € X uX",

to je v € X*uX*. Dakle, vazi u|wv.

Slicno se razmatraju i slucajevi E € {Trap, OTrap, LDir, LOTrap}.

Neka je, sada, E = GDir. Pretpostavimo da je v re¢ oblika v = w/'uu”, za neke
u',u” € X*. Neka je w € X* proizvoljna rec. Tada je za proizvoljan automat A €
GDir, i svako stanje a € A zadovoljeno avwv = av'uu"wu'uu” = av'uvu” = av, tj.
A € GDir,. Obratno, neka je GDir, C GDir, i neka je A automat iz Primera 3.3.2.
Jasno je da je A € GDir,, pa jei A € GDir,. Dakle, za proizvoljne a € Aiw € X*
je avwv = av. Uzimajuéi a = ag i w = u dobijamo agvuv = agv. Sa druge strane je
agvuv = axv = a. Dakle, agv = ay, pa je v € X*uX*. Odatle sledi da u | v.

(b) i (c¢) Sledi neposredno na osnovu tvrdenja (a). [

Teorema 3.3.3. Neka je E proizvoljan element sledeceg skupa
{Def, RDef, Nilp, GDef, LDef, LNilp}.
Tada je
EcCcE, C...CE, CEg, C...E.

Osim toga,

5 O, za E € {Def Nilp}
" | D, 2 E ¢ {RDef, GDef, LDef, LNilp}
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Dokaz. Inkluzione relacije vaze na osnovu definicija navedenih klasa kao i osobine op-
eratora L date u delu (2) Leme 2.1.1. Treba jos dokazati da su navedene inkluzije
prave. Medutim, za k € N automat A dat u Primeru 3.3.1 jeste element klasa Def}, \
Def;_;, RDef; \ RDef;_;, Nilp, \ Nilp,_,, GDef} \ GDef;_;, LDef} \ LDef},_1,
LNilp, \ LNilp,_,. O

U sledecoj teoremi su data algebarska svojstva klasa iz Tabele 3.1.3, kao i njihove
medusobne inkluzivne relacije.

Teorema 3.3.4. Klase prikazane na Slici 3.3.1 su po parovima disjunktni uopstens
varijeteti automata i Slika 3.3.1 predstavlja njihov inkluzivni dijagram. Stavise, prika-
zane klase cine polumrezu u odnosu na presek.

GDir

LDef
Trap
RDef
Dir
Def

o

Slika 3.3.1

Dokaz. Jasno, D i O su varijeteti. Imajuci u vidu simbolicke zapise posmatranih klasa
koji se nalaze u trec¢oj koloni Tabele 3.1.3, kao i Teoreme 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, dobijamo
da posmatrane klase predstavljaju usmerene unije varijeteta. Odatle, prema Teoremi
1.4.2; sledi da su posmatrane klase uopsteni varijeteti automata.

Nije tesko proveriti da se na slici nalazi inkluzivni dijagram za posmatrane klase.

Kako bismo dokazali da su inkluzije prave da¢emo neke primere.
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Predstavimo ulazni alfabet X u obliku X = X; U X5, gde je X; # 2, Xy # @
i XyNXy = a. Ovo je moguce pod pretpostavkom da ne razmatramo autonomne
automate. Posmatrajmo automat dat na sledecoj slici:

X1
e mm—C)))*
2

Slika 3.3.2

Automat dat na Slici 3.3.2 jeste dvoelementni reset automat i on pripada klasi Def \
Trap jer nema trapova, sto dalje daje inkluzije

Nilp C Def, ULNilp C ULDef, RDef C GDef
OTrap C Dir, ULOTrap C ULDir, Trap C GDir.

Automat sa Slike 3.3.2 je, takode, u klasi Def \ LOTrap jer nema trapova, pa je i u
klasi LDir \ LOTrap. Pomenuti automat se nalazi i u klasi LDef \ LNilp.

(o)X

Slika 3.3.3

Automat prikazan na Slici 3.3.3 pripada klasi OTrap \ GDef, odakle sledi
Nilp € OTrap, ULNilp ¢ ULOTrap, RDef C Trap
Def C Dir, ULDef C ULDir, GDef C GDir.

Sa druge strane, automat sa Slike 3.3.3 je u klasi OTrap \ LDef jer monogeni podau-
tomat generisan sa a; nije definitan, odakle sledi i da je u LDir \ LDef. Ovaj automat
je 1 primer automata koji pripada klasi LOTrap \ LNilp.

x({e) (aDx
Xl X2

Slika 3.3.4

Treéi automat, prikazan na Slici 3.3.4, je monogen sa dva trapa, pa se nalazi u klasi
RDef \ ULDir, odakle sledi da vazi

ULNilp ¢ RDef, ULOTrap C Trap, ULDef c GDef, ULDir c GDir.
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Uocimo proizvoljan B € Nilp. Neka je A direktna suma najmanje dve izomorfne kopije
automata B. Tada A pripada klasi ULNilp \ Dir, sto daje inkluzije

Nilp € ULNilp, OTrap ¢ ULOTrap, Def c ULDef, Dir C ULDir.

Posmatrajmo sada automat

A=A,

keN

gde je automat A, € Nilp, \ Nilp,_;, za svako k € N. Podsetimo se da su ovakvi
automati Ay opisani u Primeru 3.3.1. Tada vaze relacije A € LNilp \ ULNilp i
A € LDef \ ULDef.

Oznacimo sa A,, gde je u € X*, automat opisan u Primeru 3.3.2. Tada je A, €
Dir, \ Dir,, za svako v € X =l Tada se automat

A=) A,

ueX*

nalazi u klasama LOTrap \ ULNilp i LDir \ ULDir.

Inkluzije O C Nilp, O € D i D € ULNilp su ocigledene. Time smo dokazali da
su prikazane inkluzije prave.

Dalje, uo¢imo A € Trap N Dir. Kako je A direktabilan, to A ima najvise jedan
trap, pa je A € OTrap. Dakle, Trap N Dir = OTrap. Odavde takode sledi da je
K N Dir = OTrap, za svaku klasu K sa dijagrama takvu da je OTrap C K C Trap.

Neka je A € Trap N Def. Tada takode imamo A € OTrap i LOTW(A) =
LDW (A) # @. Sa druge strane, A € Def daje X=F C LDW (A), za neke k € N, i sada
X=F C LOTW (A), odakle je A € Nilp. Dakle, dokazali smo Trap N Dir = Nilp, §to
implicira da je K N Def = Nilp, za svaku klasu K sa slike takvu da je Nilp C K C
Trap.

Slicno dokazujemo da je TrapNULDir = ULOTrap i TrapNULDef = ULNilp,
sto daje K N ULDef = ULNilp, za svaku klasu K sa slike za koju vazi ULNilp C
K C Trap. Konac¢no, jasno da je D N K = O, za svaku klasu K sa slike takvu da je
K C Dir.

Neka je, sada, A € LOTrap N ULDef. Tada je svaki monogeni podautomat S(a)
automata A u klasama OTrap i Def}, za neko k € N. Kako, prema dokazu Teoreme
3.3.4, vazi Nilp, = OTrap N Defy, to je A € ULNilp. Dakle, vazi LOTrap N
ULDef C ULNilp. Obratna inkluzija svakako vazi, pa je ULNilp = LOTrap N
ULDef. Odavde sledi da su vaze i relacije LNilp N ULDef = ULOTrap NULDef =
ULNilp.

Slicnim razmatranjem zakljucujemo da vaze i relacije ULOTrap = LOTrap N
ULDir, ULDef = ULDir N LDef i LNilp = LOTrap N LDef.
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Preostaje da se dokazu relacije:
GDir N LDir = ULDir;
Trap N LOTrap = ULOTrap;
GDef N LDef = ULDef;
RDef N Nilp = ULNilp.

Uocimo proizvoljan automat A € GDir N LDir. Tada je A € GDir,, za neko
u € X*. Takode, za svako a € A postoji u, € X* tako da je S(a) € Dir,,. Dokazatemo
da je S(a) € Dir,. Uoc¢imo proizvoljan element ap € S(a), gde je p € X*. Tada, zbog
¢injenice da je A € GDir,, sledi da je apu = apuu,u. Dalje, zbog ¢injenice da je
u, usmeravajuca re¢ automata S(a), dobijamo apuu,u = auu,u, $to, zbog uopstene
direktabilnosti automata A, daje auu,u = au. Dakle, za proizvoljno stanje ap € S(a)
je apu = au. Prema tome, S(a) € Dir,, a onda je A € LDir, C ULDir.

Analogno se dokazuje da vazi relacija GDef N LDef = ULDef.

Neka je, sada, A € TrapLOTrap proizvoljan automat. Dakle, postoji re¢c u € X*
tako da je A € Trap,. Takode, za svako a € A postoji re¢ u, tako da je S(a) €
OTrap, . Znaci, automat S(a) je u-utrapljiv i ima jedan trap, pa je S(a) € OTrap,,.
Odatle je A € LOTrap,, € ULOTrap, sto je i trebalo dokazati.

Sli¢no zakljucujemo i da vazi RDef N LNilp = ULNilp.

Dokazacemo i da su klase sa leve i desne strane slike neuporedive. U tom smislu,
dovoljno je dokazati

RDef \LDir#2 i LNilp\ GDir # o.

Zaista, automat sa Slike 3.3.4 je monogeni automat sa dva trapa koji se nalazi u
RDef \ LDir. Takode, automat A koji je direktna suma automata Ay, gde je A, €
Nilp,, \ Nilp,_,, za svako k € N, se nalazi u LNilp \ GDir.

Prema tome, dijagram predstavlja polumrezu u odnosu na presek. [

Napomena 3.3.2. Prethodno smo pomenuli da su autonomni automati, tj. automati
sa jednoelementnim ulaznim alfabetom nisu ukljuceni u razmatranje. Primetimo da su

tada samo klase O, D, Nilp, LNilp i ULNilp razlicite.

Problem 3.3.1. U Teoremi 3.3.4 smo dokazali da klase automata prikazane na Slici
3.3.1 ¢ine polumrezu u odnosu na presek. Prirodno se namece sledece pitanje: Da li
skup klasa prikazanih na Slici 3.3.1 ¢ini i podmrezu mreze svih varijeteta automata?
Drugim rec¢ima, pitanje je: dali je ovaj skup zatvoren za supremume u mrezi varijeteta?

Za razliku od ¢injenice da uopsteni varijeteti GDir, Trap, GDef i RDef sa jedne
strane, i, LDir, LOTrap, LDef i LNilp, sa druge, nisu uporedivi, vide¢emo da to
za njima odgovarajuce pseudovarijetete ne vazi. Naime, to neposredno sledi iz sledece
teoreme.
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Teorema 3.3.5. U klasama
LDir \ ULDir, LOTrap \ ULOTrap, LDef \ ULDef, LNilp \ ULNilp
nema konacnih elemenata, tj. vazi

LDir = ULDir, LOTrap = ULOTrap, LDef = ULDef, LNilp = ULN:ilp.

Dokaz. Dokazac¢emo teoremu samo za klase LDir i ULDir. Ostale relacije se dokazuju
sli¢no.

Jasno je da vazi ULNilp C LNilp. Dokazac¢emo i suprotnu inkluziju. Uoc¢imo
konac¢an automat A € LDir. Tada za svako a € A postoji re¢ u, € X* tako da je
S(a) € Dir,,. Neka je u = [],.4 us. Kako su, prema Teoremi 3.2.2, jezici DW (S(a))
ideali u X*, to je u € DW(S(a)), za svako a € A. Odatle je S(a) € Dir, za svako
a € A, paje A € LDir, C ULDir, sto je i trebalo dokazati. [

Neposredna posledica Teorema 3.3.4 i 3.3.5 je sledeci rezultat koji se odnosi na
odgovarajuce pseudovarijetete.

Posledica 3.3.1. Klase prikazane na sledecoj slici jesu po parovima razliciti pseu-
dovarijeteti i dijagram na slici jeste inkluzivna.

ULDir = LDir

%Def = LDef
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3.4. Polugrupe prelaza uopsteno direktabilnih
automata

U ovom odeljku je razmatrana klasa uopsteno direktabilnih automata i neke njene
bitne podklase, kao sto su: uniformno lokalno direktabilni automati, utrapljivi au-
tomati i uniformno lokalno jedno-utrapljivi automati. Opisane su polugrupe prelaza
automata koji pripadaju ovim klasama. Ispostavilo se da su to upravo klase automata
¢ije polugrupe prelaza imaju levu, desnu, bi- nulu ili nulu. Takode su pronadene i razne
dekompozicije ovih klasa na automate koji pripadaju nekim drugim poznatim klasama.

Slede¢a teorema predstavlja jedan od najznacajnijih rezultata ove glave.

Teorema 3.4.1. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) ima bi-nulu,

(ii) A je ekstenzija uniformno lokalno direktabilnog automata pomocéu jedno-utraplji-
vog automata;

(iii) A je wopsteno direktabilan automat.

Dokaz. (i)<(iii). Sledi prema Teoremi 3.2.3.

(iii)=-(ii). Neka je B = {au|a € A, u € GDW(A)}. Kako je GDW(A) ideal u
X*, B je podautomat od A. Neka je ag trap automata A/B koji je slika automata
B prirodnim epimorfizmom iz A na A/B. Za proizvoljno a € A\ B i proizvoljnu re¢
u € GDW(A) imamo da je au € B u A, tj. au = ap u A/B, pa je A/B jedno-utrapljiv
automat.

Uocimo proizvoljne b € B, v € Xt iw € GDW(A). Tada je b = au, za neke
a € Aiue GDW(A), paje (bv)w = auvw = auw = bw, prema Lemi 1.2.1. Ovim je
dokazana implikacija (iii)=-(ii).

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je A ekstenzija uniformno lokalno direktabilnog au-
tomata B pomoc¢u jedno-utrapljivog automata A/B. Uoc¢imo reéi v € LDW(B) i
u € TW(A/B). Neka sua € Aiw € X* proizvoljni. Tada au € B, i kako je
podautomat S(au) automata B generisan sa au direktabilan, gde je v jedna od nje-
govih usmeravajuéih reci, i au, avvwu € S(au), to je auv = auvwuv. Prema tome,
uwv € GDW(A) i A je uopsteno direktabilan automat. [

Napomena 3.4.1. Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo relaciju
GDW (A) = J{OTW(A/B) N LDW(B) | B je podautomat od A}.

Odavde dobijamo da je za konac¢an automat A jezik GDW (A) raspoznatljiv kao kona-
¢na unija raspoznatljivih jezika.
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Uniformno lokalno direktabilni automati, koji se javljaju u prethodnoj teoremi,
detaljnije su opisani u narednoj teoremi.

Teorema 3.4.2. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) ima desnu nulu;
(ii) A je direktna suma direktabilnih automata sa istom usmeravajuéom reci;
(iii) A je uniformno lokalno direktabilan automat.
Ako je A konacan automat, tada uslov (ii) moZe biti zamenjen uslovom:
(ii’) A je direktna suma direktabilnih automata.

Dokaz. (i)<(iii). Sledi prema Teoremi 3.2.3.
(ili)=(ii). Uocimo proizvoljnu re¢ u € LDW (A) i definisimo relaciju ¢ na A sa:
(a,b) € 0 & au = bu. Ocigledno, p jeste relacija ekvivalencije na A i (av,a) € p, za

svako a € A i svako v € X*. Odatle, prema Lemi 1.5.1 sledi da je ¢ d.s. kongruencija
na A.

Neka je B proizvoljna p-klasa na A. Uo¢imo proizvoljne a,b € B. Tada au = bu,
pa je B direktabilan automat, sa usmeravajué¢om rec¢i u. Ovim je implikacija (iii)=-(ii)
dokazana.

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A direktna suma direktabilnih automata
Aq, @ € Y, i neka postoji re¢ u € X* koja je usmeravajuca rec za sve A,, a € Y.
Uoc¢imo proizvoljno a € Aiv € X*. Tada a,av € A,, za neko a € Y, i kako je A,
direktabilan i u € DW (A,), to je avu = au, $to je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo da je A konacan automat i da vazi (ii’). Tada je A direktna suma
konacnog broja direktabilnih automata Ay, ..., Ay, i ako uo¢imo proizvoljne reci u; €
DW(A;), 1 € {1,...,k}, tada je u = uy - --u, € DW(A;), jer je DW(A;) ideal u X*,
za svako i € {1,...,k}, prema Teoremi 3.2.2. [

Napomena 3.4.2. Ekvivalencija (ii)<(iii) sledi i iz ¢injenice da je klasa Dir,, varijetet
za svaku re¢ u € X*, a onda prema Teoremi 2.3.5 vazi D o Dir, = L(Dir,), ali je ovde
dat drugi dokaz zbog kompletnosti dokaza.

Kako smo ve¢ dali karakterizacije automata ¢ije polugrupe prelaza imaju desnu
nulu, sada ¢emo to uciniti i za automate ¢ije polugrupe prelaza imaju levu nulu.

Teorema 3.4.3. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) ima levu nulu;
(ii) A je ekstenzija diskretnog automata pomocu jedno-utrapljivog automata;

(iii) A je utrapljiv automat.
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Dokaz. (1)< (iii). Sledi prema Teoremi 3.2.3.

(iii)=(ii). Iz (i)<>(iii) i Teoreme 3.2.1, svaki utrapljiv automat A je uopSteno
direktabilan automat i TW(A) = GDW(A). Kao sto je dokazano u delu (iii)=-(ii)
dokaza Teoreme 3.4.1, A je ekstenzija automata B = {au|a € A, u € GDW(A)}
pomocu jedno-utrapljivog automata, i kako je GDW (A) = TW(A), to je B diskretan
automat.

(ii)=-(ili). Pretpostavimo da je automat A ekstenzija diskretnog automata B
pomocu jedno-utrapljivog automata A/B i neka je u € Tr(A/B) proizvoljna re¢. Tada
za svako a € A imamo au € B = Tr(A), pa smo dokazali da je A utrapljiv. 0O

Na kraju ovog odeljka opisujemo strukturu automata ¢ije polugrupe prelaza imaju
nulu.

Teorema 3.4.4. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) ima nulu;

(i) A je retraktivna ekstenzija diskretnog automata pomocu jedno-utrapljivog au-
tomata;

(iii) A je direktna suma jedno-utrapljivih automata sa istom utrapljujuéom reci;
(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog automata i jedno-utrapljivog automata;
(v) A je paralelna kompozicija diskretnog automata i jedno-utrapljivog automata;

(vi) A je uniformno lokalno jedno-utrapljiv automat;
Ako je A konacan automat, tada uslov (iii) moze biti zamenjen uslovom:
(iii") A je direktna suma jedno-utrapljivih automata.

Dokaz. (1)< (vi). Sledi neposredno na osnovu Teoreme 3.2.3.

(vi)=-(ii). Pretpostavimo da je A uniformno lokalno jedno-utrapljiv automat. Uo-
¢imo proizvoljnu re¢ u € LOTW (A). Tada je A utrapljiv, i prema Teoremi 3.4.3, A je
ekstenzija diskretnog automata B = Tr(A) pomocu jedno-utrapljivog automata A/B.
Definisimo preslikavanje ¢ iz A u B sa: za a € A, ap = au. Kako je au € Tr(A) i A je
uniformno lokalno jedno-utrapljiv, sledi da za svako v € X* vazi (av)p = avu = au =
auv = (ayp)v, pa je ¢ homomorfizam. Sa druge strane, ako je a € B, onda je a trap i
ap = au = a. Prema tome, ¢ jeste retrakcija A na B, sto je i trebalo dokazati.

(ii)=(iii). Pretpostavimo da je automat A retraktivna ekstenzija diskretnog au-
tomata B pomocu jedno-utrapljivog automata A/B. Neka je ¢ retrakcija A na B i
neka je u proizvoljna utrapljuju¢a re¢ automata A/B. Za b € B, neka je A, = bp~1.
Kako je inverzna homomorfna slika podautomata takode podautomat, to su A,, b € B,
podautomati automata A i A je direktna suma ovih automata. Jasno, b je jedinstven
trap automata A, i u je utrapljujuca re¢ za A,. Time smo dokazali (iii).
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(iii)=-(iv). Pretpostavimo da je automat A direktna suma jedno-utrapljivih au-
tomata A,, a € Y, koji imaju istu utrapljujuc¢u re¢ u. Oznacimo sa o odgovarajuc¢u
d.s. kongruenciju na A. Kao $to znamo, A/c je diskretan automat. Sa druge strane,
B = Tr(A) jeste podautomat od A. Neka je o Reesova kongruencija na A odredena sa
B. Jasno, A/p je jedno-utrapljiv automat sa utrapljujué¢om re¢i u. Kona¢no, cNp = A,
posto svaka o-klasa sadrzi tacno jedan trap iz A. Ovde A oznacava relaciju jednakosti
na A. Prema tome, A je poddirektan proizvod automata A/o i A/p, ¢ime je (iv)
dokazano.

(iv)=(v). Ova implikacija je ocigledna.

(v)=-(vi). Neka je A paralelna kompozicija diskretnog automata B i jedno-utrap-
ljivog automata C'. Neka je ¢ potapanje automata A u B x C, i neka je u proizvoljna
utrapljujuca re¢ automata C. Uoc¢imo proizvoljno a € A i p,q € X*. Tada a¢ = (b,c)
zaneke be Bice C, paje

(apuq)¢ = (ad)puq = (bpug, cpuq)
= (b,cu) = (bu, cu)

= (ad)u = (au)o,
odakle je apuq = au, sto je i trebalo dokazati.

Ako je A konacan i ako vazi (iii’), tada je A direktna suma konaénog broja jedno-
utrapljivih automata Ay, ..., A, i ako uo¢imo proizvoljne u; € TW(A;),i € {1,...,k},
tada je u = uy---u, € TW(A;), zasve i € {1,...,k}, prema Teoremi 3.2.2 Ovim je
dokaz teoreme zavrsen. [J

Napomena 3.4.3. Ekvivalencija (iii)<>(vi), sli¢cno kao kod dokaza Teoreme 3.5.1, sledi
i iz ¢injenice da je klasa OTrap,, varijetet za svaku re¢ u € X*, a onda prema Teoremi
2.3.5 vazi D o OTrap, = L(OTrap,,).

3.5. Polugrupe prelaza uopsteno definitnih
automata

U ovom odeljku ¢e biti izucavana klasa uopsteno definitnih automata i neke njene
znacajne podklase sa aspekta odgovarajuc¢ih polugrupa prelaza.
Najpre dokazujemo teoremu u kojoj je data struktura polugrupe prelaza uopsteno

definitnog automata. U ovoj teoremi je dokazano i da je definicija uopsteno definitnog
automata koju mi koristimo ekvivalentna definiciji koju je dao A Ginzburg [49].
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Teorema 3.5.1. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija pravougaone trake;

(ii) A je nilpotentna ekstenzija uniformno lokalno definitnog automata;
(iii) (Im,n € N)(Vu € X2, Vv € X=")(Va € A)(Vp,q € X*) aupv = auqu;
(iv) A je uopsteno definitan automat.

Dokaz. (i)=-(iii). Pretpostavimo da je polugrupa S(A) nilpotentna ekstenzija pravo-
ugaone trake E, tj. S(A)* = E, za neko k € N. Uo¢imo proizvoljne u,v € X=F,
p,qg € X*ia€ A. Tadan,,n, € E, odakle je

TNupv = NuTlpTly = N1y
= NuNgNv = Nugv,

odnosno aupv = auqu, sto je i trebalo dokazati.

(iii)=-(iv). Pretpostavimo da postoje m,n € N takvi da je aupv = auqv, za sve
ac€A pqge X gdejeu€ XZmive X2 Stavimok=m+n, we X ac Ai
p € X*. Tada je w = uv, za neke u € X=™ i v € X=", odakle je awpw = au(vpu)v =
auv = aw. Prema tome, vazi (iv).

(iv)=(i). Jasno da je A uopsteno direktabilan automat. Tada je S(A) idealska
ekstenzija pravougaone trake E koju ¢ine sve bi-nule iz S(A). Stavise, uslov (iv) daje
X=F C GDW(A), za neko k € N, pa zakljucujemo sledece: ako je s € S(A)¥, tada je
s = 1y, gde u moze biti izabran tako da pripada X=* tj. da pripada GDW (A). Sada
prema Lemi 1.2.1 i Teoremama 3.2.3 i 3.2.1, imamo da je s = n, € E. Prema tome,
S(A)k = E, sto je i trebalo dokazati.

(iv)=-(ii). Kako je A uopsteno direktabilan automat, to prema Teoremi 3.4.1,
A jeste ekstenzija uniformno lokalno direktabilnog automata B = {au|a € A, u €
GDW (A)} pomoc¢u jedno-utrapljivog automata A/B. Medutim, prema (iv) imamo da
je X2k C GDW(A), zaneko k € N, pa je au € B, za svako a € A i svaku re¢ u € X=*.
Dakle, A/B je nilpotentan automat. Uo¢imo proizvoljno b € B, u € X=F i v € X*.
Tada b = aw, za neko w € X=*_ pa na osnovu Leme 1.2.1 i Teoreme 3.2.1 sledi da je
bvu = awvu = awu = bu, jer u,w € X=¥ C GDW (A). Dakle, B je uniformno lokalno
definitan.

(ii)=(iii). Pretpostavimo da je automat A nilpotentna ekstenzija uniformno lokalno
definitnog automata B. Tada postoji k € N tako da je au € B, za svako a € A i svaku
re¢ u € X2 i postoji m € N tako da je bwv = bv, zasve b€ B, w € X*iv € X=™.
Uo¢imo proizvoline u € X2¥ v € X2™ a € Aip,q € X*. Tada au € B daje
aupv = (au)pv = (au)v = (au)qu = auqv. Prema tome, vazi (iii). O

Sada ¢emo dati malo podrobnije strukturu uniformno lokalno definitnih automata,
koje smo koristili u prethodnoj teoremi.
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Teorema 3.5.2. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija desno nulte trake;
(ii) A je direktna suma definitnih automata sa ogranic¢enim stepenom definitnosti
(iii) A je uniformno lokalno definitan automat.
Ako je A konacan automat, tada uslov (i) moZe biti zamenjen uslovom:
(ii") A je direktna suma definitnih automata.

Dokaz. (i)=-(iii). Pretpostavimo da je S(A) nilpotentna ekstenzija desno nulte trake
E. Neka je k € N tako da je S(A)* = E. S obzirom na Lemu 1.2.1 i Teoreme 3.2.1,
Sk = E povlaci X=F C LDW (A), sto je ocigledno ekvivalentno uslovu (iii).

(iii)=-(i). Jasno, A je uopsteno definitan, pa prema Teoremi 3.5.1 sledi da je S(A)
nilpotentna ekstenzija pravougaone trake F koju ¢ine sve bi-nule iz S(A). Sa druge
strane, A je uniformno lokalno direktabilan, pa prema Teoremi 3.4.2 i Lemama 1.2.1
i 1.2.2 dobijamo da je E takode skup svih desnih nula iz S(A), tj. E je desno nulta
traka.

(iii)=-(ii). Neka je k € N takvo da je avu = au, zasve a € A, u € X=Fiv € X*.
Definisimo relaciju ¢ na A na sledeéi nacin: (a,b) € 0 & (Yu € X=*) au = bu. Nije
tesko uociti da je p relacija ekvivalencije na A. Sa druge strane, iz definicije uniformne
lokalne definitnosti sledi da je o d.s. kongruencija na A. Neka je B proizvoljna p-klasa
na Aia,b € B proizvoljni elementi. Tada je au = bu, za svako u € X=* pa je B
definitan automat ¢iji stepen definitnosti ne prelazi k. Dakle, vazi (ii).

(ii)=(iii). Pretpostavimo da je A direktna suma definitnih automata A,, a € Y,
i neka je k granica stepena definitnosti ovih automata. Uoc¢imo proizvoljne a € A,
v € X*iu € X2F. Tada a,av € A,, za neko a € Y, pa je avu = au, jer je
u € DW(A,). Time je dokazano (iii).

Kao u dokazu Teoreme 3.4.2 dokazujemo da je (ii) ekvivalentno sa (ii’) u slucaju
kada je A konacan automat. [J

U skladu sa definicijom operatora lokalnog zatvorenja, ako svaki monogeni po-
dautomat datog automata A jeste reset automat, onda kazemo da je A lokalno reset
automat. Drugim rec¢ima, A je lokalno reset automat ako i samo ako je auxr = az,
zasve a € A, x € X iu € X*. Neposredna posledica prethodne teoreme je sledeci
rezultat:

Posledica 3.5.1. Za automat A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) je desno nulta traka;
(ii) A je direktna suma reset automata;

(iii) A je lokalno reset automat.
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U nastavku posmatramo automate ¢ije su polugrupe prelaza nilpotentne ekstenzije
levo nultih traka.

Teorema 3.5.3. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S(A) je nilpotentna ekstenzija levo nulte trake;
(ii) A je nilpotentna ekstenzija diskretnog automata,

(iii) A je reverzno definitan automat.

Dokaz. (i) (iii). Neka je k € N takav da je S(A)* = E levo nulta traka. Tada je s € E
ako i samo ako je s = 1, za neko u € X=* i, sa druge strane, n, € E ako i samo ako
je u € TW(A). Prema tome, S(A)* je levo nulta traka, za neko k € N, ako i samo ako
je A reverzno definitan.

(iii)=-(ii). Prema Teoremi 3.5.2, A je ekstenzija diskretnog automata B pomocu
jedno-utrapljivog automata A/B, i tada je B = Tr(A). Sa druge strane, prema (iii)
sledi da postoji k € N tako da je au € B, za svako u € X=F. Dakle, A/B je nilpotentan
automat, Sto je i trebalo dokazati.

(ii)=-(iii). Pretpostavimo da je automat A nilpotentna ekstenzija diskretnog au-
tomata B. Jasno, B = Tr(A). Neka je k stepen nilpotentnosti automata A/B, i uo¢imo
proizvoljne u € X=*, € Aiv € X*. Tada au € B, odakle je auv = au. Prema tome,
A je reverzno definitan. [

Na kraju, koristec¢i prethodne rezultate karakteriSemo klasu uniformno lokalno nil-
potentnih automata. Naravno, jedan od ekvivalenata u toj karakterizaciji razmatra
polugrupe prelaza ovakvih automata.

Teorema 3.5.4. Za automat A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) S(A) je nilpotentna polugrupa;
(ii) A je retraktivna nilpotentna ekstenzija diskretnog automata;

(iii) A je direktna suma nilpotentnih automata sa ogranicenim stepenom nilpotent-
nosti;

(iv) A je poddirektan proizvod diskretnog automata i nilpotentnog automata;
(v) A je paralelna kompozicija diskretnog automata i nilpotentnog automata;

(vi) A je uniformno lokalno nilpotentan automat;
Ako je A konacan automat, tada uslov (iii) moze biti zamenjen uslovom:

(iii’) A je direktna suma nilpotentnih automata.
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Dokaz. Primetimo da je ekvivalencija uslova data po prvi put u radu L. N. Shevrina
[107], a jedan dokaz ovog rezultata se moze naci i u knjizi F. Gécsega i 1. Pedka [46].
Medutim, ovde ¢e biti dat novi dokaz ove ekvivalencije.

()< (vi). Jasno je da je A uniformno lokalno nilpotentan ako i samo ako X=F C
LOTW (A), za neko k € N. Medutim, ovo vazi ako i samo ako S(A) ima nulu 0 i
S(A)* = {0}, za neko k € N, prema Teoremi 3.2.1.

(vi)=-(ii). Prema Teoremi 3.4.4, A je retraktivna ekstenzija diskretnog automata
B pomocu jedno-utrapljivog automata. Sa druge strane, prema Teoremi 3.5.3, A je
nilpotentna ekstenzija diskretnog automata C. Jasno da je B = (', pa smo dokazali
(ii).

(il)=-(iii). Ovaj deo se dokazuje slicno odgovarajué¢em delu dokaza Teoreme 3.4.4.

(ili)=(iv). Pretpostavimo da je automat A direktna suma nilpotentnih automata
A,, a € Y, i neka je k gornja granica stepena nilpotentnosti automata A,, a €
Y. Prema dokazu Teoreme 3.4.4, A je poddirektan proizvod diskretnog automata
A/o i jedno-utrapljivog automata A/p, gde su o i ¢ kongruencije na A definisane u
dokazu Teoreme 3.4.4. Nije tesko proveriti da je A/p nilpotentan automat sa stepenom
nilpotentnosti koji ne prelazi k.

(iv)=(v). Ova implikacija vazi o¢igledno.

(v)=(vi). Pretpostavimo da je A paralelna kompozicija diskretnog automata B i
nilpotentnog automata C. Tada je X=*¥ C LOTW(C), za neko k € N, i ako uo¢imo
proizvoljne v € X=* a € Aip,q € X*, kao u dokazu Teoreme 3.4.4 dobijamo da je
apuq = au, sto je i trebalo dokazati.

Ostatak dokaza moze biti izveden slicno odgovaraju¢im delovima dokaza Teorema
3441352, O

Napomenimo na kraju jo§ jednom da je ekvivalencija uslova (iii) i (vi) Teoreme
3.5.4, kao i ekvivalencija uslova (ii) i (iii) Teoreme 3.5.2, neposredna posledica Teoreme
2.3.5 i ¢injenice da nilpotentni automati sa ograni¢enim stepenom nilpotentnosti, kao
i definitni sa ogranicenim stepenom definitnosti, predstavljaju varijetete.

Na kraju navodimo posledicu rezultata dobijenih u Teoremama 3.4.1-3.4.4 1 3.5.1—
3.5.4. Pri tome ¢emo osim Malcevljevog proizvoda klasa automata, oznacenog sa o, za
prikazivanje relacija izmedu klasa automata koristiti i proizvod oznacen sa e. Naime,
sa D e Dir oznacavamo direktne sume direktabilnih automata sa istom usmeravajuc¢om
reci, D e Def oznacava direktne sume definitnih automata sa ogranicenim stepenom
definitnosti, D e OTrap oznacava sve direktne sume jedno-utrapljivih automata sa
istom utrapljujuc¢om reci, a sa D o Nilp oznacavamo direktne sume nilpotentnih au-
tomata sa ogranicenim stepenom nilpotentnosti.
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Posledica 3.5.2. Za uopstene varijetete automata prikazane na Slici 3.3.1 vaZe sledece
relacije:

Trap = OTrap o D ULDir = D e Dir

RDef = Nilp o D ef = D @ Def

ULOTrap =

ULNilp=D e






Glava 4

Poddirektna razlaganja automata

Poddirektna razlaganja dospela su u sam centar paznje algebrista 1944. godine,
kada je G. Birkhoff u ¢uvenom radu [18] dokazao dve veoma vazne opste teoreme o tim
razlaganjima. Prvom od njih, Birkhoff je pokazao da se sva poddirektna razlaganja
proizvoljne algebre mogu realizovati preko familija kongruencija koje odvajaju elemente
te algebre. Koris¢enjem ovog rezultata dokazao je i drugu vaznu teoremu tog rada,
slavnu Birkhoffovu teoremu o reprezentaciji, kojom je dokazao da se svaka algebra
moze razloziti u poddirektan proizvod poddirektno nerazlozivih algebri.

Ovom drugom teoremom, Birkhoff je, u nekom smislu, sveo problem opisivanja
strukture algebri na problem opisivanja strukture njihovih poddirektno nerazlozivih
komponenti. Tako se, na primer, svaka algebra iz nekog varijeteta algebri moze dobiti
polaze¢i od poddirektno nerazlozivih algebri iz tog varijeteta. Sve ovo iniciralo je
intenzivno izucavanje poddirektno nerazlozivih algebri raznih tipova, $to ¢e u ovoj
glavi biti u¢injeno za automate.

U teoriji automata izuc¢avani su uglavnom poddirektno nerazlozivi automati koji
pripadaju izvesnim specijalnim klasama automata. Tako je M. Yoeli u [122] izuc¢avao
poddirektno nerazlozive povezane autonomne automate, G. H. Wenzel je u [121] uopstio
njegove rezultate opisavsi sve poddirektno nerazlozive autonomne automate, a dalja
uopstenja tih rezultata dali su Z. Esik i B. Imreh u [45], za komutativne automate,
i I. Babcesdnyi u [11], za takozvane (t;m,n)-komutativne automate. Sa druge strane,
B. Imreh je u [63] dao karakterizaciju i konstrukciju svih poddirektno nerazlozivih
nilpotentnih automata, u radu istog autora [64] to je ucinjeno i za definitne automate,
a u radu M. Ciriéa, B. Imreha i M. Steinbya [33] i za reverzno definitne i uopsteno
definitne automate.

U najopstijem slucaju, poddirektno nerazlozive automate izucavao je samo M. Se-
toyanagi u radu [106], a potom i S. Bogdanovi¢, M. Ciri¢, B. Imreh, T. Petkovié¢ i M.
Steinby u [21]. U ovom drugom radu ¢e biti publikovan i jedan deo opstih rezultata
o poddirektno nerazlozivim automatima koji ¢e biti prikazani u ovoj glavi. Drugi deo
¢ine neki rezultati koji jos uvek nisu publikovani.

Metodologija koja ¢e biti koriS¢ena pri opisivanju strukture poddirektno nerazlo-

61
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zivih automata ima svoje korene u teoriji polugrupa. Naime, podautomati automata
imaju izvesne osobine koje ih ¢ine veoma bliskim idealima polugrupa, pa se razni poj-
movi teorije polugrupa, koji se tamo vezuju za pojam ideala, mogu definisati i uspesno
koristiti i u teoriji automata, vezavsi ih za podautomate automata. Takav je, na
primer, pojam Reesove kongruencije na automatu, o kome ¢e biti re¢i u Odeljku 4.1.
Koris¢enjem Reesovih kongruencija, u istom odeljku definiSemo i izu¢avamo pojmove
ekstenzije automata i guste ekstenzije automata, koji takode imaju svoje analogone
u teoriji polugrupa, o ¢emu se vise informacija moze dobiti u knjizi M. Petricha [87].
U drugom odeljku ove glave, motivisani takode idejama iz teorije polugrupa, posebno
onim iz poznatog rada B. M. Scheina [104], uvodimo i bavimo se i nekim druge novim
pojmovima, kao Sto su pojmovi jezgra i srzi automata, disjunktivnog elementa au-
tomata itd. Sve ove nove koncepte koristimo u Odeljku 4.3 u dokazu opste teoreme
koja opisuje strukturu poddirektno nerazlozivih automata. Potom, u Odeljku 4.4, ovu
opStu teoremu primenjujemo na nilpotentne, definitne, reverzno definitne i uopsteno
definitne automate.

U poslednjem odeljku ove glave, Odeljku 4.5, bavimo se jednim pitanjem koje je, u
implicitnoj formi, postavio J. Plonka u [95]. Naime, kao $to smo videli u prethodnoj
glavi, regularizacija neregularnog varijeteta automata V' poklapa se sa supremumom
D Vv V varijeteta D diskretnih automata i varijeteta V', u mrezi varijeteta automata.
To je rezultat koji je J. Plonka dokazao za unarne algebre u pomenutom radu. U
tom radu je takode napomenuo da bi se moglo ocekivati da je DVV =D & V', gde
D @ V oznacava klasu koja se sastoji od svih poddirektnih proizvoda automata iz D i
automata iz V', ali je dokazao da to ipak ne vazi, pri cemu je dao primer za to. Glavnom
teoremom Odeljka 4.5 bi¢e dokazano da neregularni varijetet automata V' ima osobinu
dajeDVV =D&V akoisamo ako je V sadrzan u uopstenom varijetetu OTrap
jedno-utrapljivih automata.

4.1. Reesove kongruencije i ekstenzije automata

Pojam Reesove kongruencije automata po podautomatu, koji je analogan pojmu
Reesove kongruencije polugrupe po nekom njegovom idealu, je ve¢ uveden u Odeljku
1.3. Ovde definisemo jedno uopstenje tog pojma. Naime, uvodimo pojam Reesove
ekstenzije kongruencije koja je definisana na podautomatu posmatranog automata.
Takode, razmatramo neka svojstva tako uvedenog operatora Reesove ekstenzije. Po-
mocu ovog pojma uvodimo jos jedan tip ekstenzija automata, tzv. guste ekstenzije,
koji, takode, ima svoj analog u teoriji polugrupa. Koriste¢i guste ekstenzije automata
opisujemo i neka moguca poddirektna razlaganja posmatranog automata.

Neka je B podautomat automata A i  binarna relacija na B. DefiniSemo relaciju
R(#) na A sa: R(A) = 0 UA,. Ako je 0 relacija kongruencije na B, tada je R(0)
relacija kongruencije na A i zovemo je Reesova ekstenzija relacije 6 na automat A.
Specijalno, relacija kongruencije R(V g) se oznacava sa 0 1to je dobro poznata Reesova
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kongruencija na automatu A odredena podautomatom B. Takode je jasno da je g, =
Ay.

Za automat A kazemo da je trap-ekstenzija automata B ako je A dobijen tako $to
je automatu B dodat trap, odnosno ako je A direktna suma automata B i trivijalnog
automata, ili, sto je takode ekvivalentno, ako je A ekstenzija automata B pomocu
dvoelementnog diskretnog automata Ds.

U narednoj teoremi je dato jedno vrlo znacajno svojstvo operatora Reesove ek-
stenzije. Naime, ovaj operator uspostavlja korespondenciju izmedu kongruencija na
podautomatu i kongruencija na celom automatu koje su sadrzane u Reesovoj kongru-
enciji posmatranog podautomata.

Teorema 4.1.1. Neka je B podautomat automata A. Tada preslikavanje R : 0 — R(0)
jeste kompletni izomorfizam mreze Con(B) na ideal [A 4, 0] mreze Con(A).

Dokaz. Uocimo ¥ € Con(A) tako da je Ay €9 C g,. Tada je 9 N Vp € Con(B) i
R(ﬁﬂVB):(ﬁﬂVB)UAA:(ﬁUAA)ﬂ(VBUAA):ﬁﬂgB:19.

Prema tome, R preslikava Con(B) na ideal [Ay, 0,] mreze Con(A). Uocimo sada
proizvoljne 61,0, € Con(B). Ako je #; C 0, tada je jasno da je R(0;) C R(6s).
Obratno, ako je R(6;) C R(fs), odnosno ako je 01 U (Ax\ Ap) =0 U (A4 \ Ap), tada
je lako uociti da vazi 8; C 65. Prema tome, dokazali smo da je R bijekcija i da R i
njegov inverz ocuvavaju uredenje, pa je R izomorfizam uredenih skupova. Kao sto je
poznato, svaki izomorfizam uredenih skupova koji su kompletne mreze jeste kompletni
izomorfizam mreza. [

Lako se proverava da vazi i sledeci rezultat.
Lema 4.1.1. Neka su B i C;, i € I, podautomati automata A. Tada

(]') ﬂie[ ch‘ = QCJ gd@ je C = ﬂie[ Ci;
(2) 0, =4A4 & [B[ <1

Dokaz. (1) Uo¢imo proizvoljna stanja a,b € A takva da je a # b, jer je slucaj a = b
trivijalan. Tada (a,b) € (1, 0, ako i samo ako je (a,b) € 0c,» za svako 1 € I, a to
vazi ako i samo ako je a,b € C;, za svako ¢ € I, odnosno, ako je a,b € Nic;C; = C tj.
ako i samo ako je (a,b) € o

(2) Ova ekvivalencija je o¢igledna. [

Neka je automat A ekstenzija automata B. Relaciju kongruencije 6 na A nazivamo
B-kongruencijom ako se restrikcija relacije # na B poklapa sa identickom relacijom na
B, tj. vazi # NV = Ag. Kazemo da je automat A gusta ekstenzija automata B ako
je identicka relacija A4 jedina B-kongruencija na A.

U narednoj lemi su opisani uslovi pod kojima je trap ekstenzija nekog automata
njegova gusta ekstenzija.
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Lema 4.1.2. Neka je automat A trap-ekstenzija automata B. Tada je automat A
gusta ekstenzija automata B ako i samo ako automat B nema trap.

Dokaz. Uzmimo da je A = BU {a}, gde je a trap automata A.

Pretpostavimo da je automat A gusta ekstenzija automata B. Ako B ima trap b,
stavimo C' = {a,b}. Tada je o, N Vp C o, N o, = Aa, prema Lemi 4.1.1. Odatle
sledi da g, jeste B-kongruencija na A, §to je u suprotnosti sa nasom pretpostavkom.
Prema tome, automat B nema trap.

Obratno, pretpostavimo da automat B nema trap. Uoc¢imo proizvoljnu B-kongru-
enciju § na A i proizvoljan par (b, c) € 6. Ako je b,c € B, tada je (b,c) € 0NV = Ap,
odakle je b = ¢. Sa druge strane, ako je b,c € A\ B, tada je b = ¢ = a. Preostaje jos
slucajb € Bic=a € A\ B, kao i njemu dualan, ¢ije je razmatranje analogno. Dakle,
uocimo = € X proizvoljno. Tada iz (a,b) € 0 sledi (ax,bzx) € 0, tj. (a,bzx) € 0, odakle,
s obzirom da je (a,b) € 0, sledi da je (b,bx) € 0. Kako je b,bx € B, to je b = bz, pa
je b trap automata B, Sto je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Prema tome,
slucajevib € Bice A\ B, kaoib e A\ B1ic € B, nisu mogué¢i. Ovim je dokazano
da je # = Ay, tj. da je A gusta ekstenzija od B. [0

Sledeca teorema daje jedno poddirektno razlaganje automata koji ima netrivijalni
podautomat. Naime, takav automat moze biti predstavljen u obliku poddirektnog
proizvoda odgovarajuceg faktor automata i neke guste ekstenzije posmatranog podau-
tomata.

Teorema 4.1.2. Neka su A, B 1 C automati takvi da je A ekstenzija automata B
pomocéu C. Tada je A poddirekan proizvod automata C' i neke guste ekstenzije D
automata B.

Dokaz. Dokazac¢emo najpre da je unija proizvoljnog lanca B-kongruencija na A takode
B-kongruencija. Neka je 6;, ¢ € I, lanac B-kongruencija na A. Uvedimo oznaku
0 = Uie[ 6’1 Tada je HDVB = (Uiel 91> N VB = Uiel(ﬁi DVB) = Uie] AB = AB, sto je
i trebalo dokazati. Odavde, prema Zornovoj lemi, sledi da parcijalno ureden skup svih
B-kongruencija na A ima maksimalan element p.

Stavimo D = A/u. Imajuéi u vidu da p jeste B-kongruencija, sledi da je B izomor-
fan podautomatu B’ automata D datim sa B’ = {apu|a € B}, pa D moze biti pos-
matran kao ekstenzija automata B. Dokaza¢emo da je D gusta ekstenzija automata
B.

Prema Teoremi o korespondenciji (Teorema 1.1.3), preslikavanje 6 — 60/u, gde je
0/ ={(ap,bp) € DxD|(a,b) € 0}, jeste izomorfizam intervala [u, V 4] mreze Con(A)
na mrezu Con(D). Uocimo 0 € [u, V4] tako da 6/ jeste B’-kongruencija na D. Da
bismo dokazali da 6 jeste B-kongruencija na A, uoc¢imo proizvoljne a,b € B takve da
je (a,b) € 0. Tada je au,bu € B" i (ap,bu) € 0/u, odakle sledi da je ap = bu, tj. vazi
(a,b) € p. Medutim, u je B-kongruencija, pa je a = b, Sto je i trebalo dokazati. Prema
tome, 0 je B-kongruencija na A takva da je p C 6, i zbog maksimalnosti kongruencije
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p zakljuéujemo da je 6 = pu, pa je 0/u = Ap. Dakle, dokazali smo da je D gusta
ekstenzija automata B.

Konacno, u Mgy = Aa, s obzirom da pu jeste B-kongruencija, pa je A poddirektan
proizvod automata A/u = D i A/B = C. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Napomena 4.1.1. Primetimo da je poddirektno razlaganje dobijeno u Teoremi 4.1.2
netrivijalno ako je |B| > 1 i na automatu A postoje bar dve B-kongruencije. Zaista,
ako je |B| = 1, tada je 0, = Ay, pa je A poddirektan proizvod automata A i A/u. Sa
druge strane, ako A ima samo jednu B-kongruenciju, tada je u = A4, pa je A gusta
ekstenzija automata B. Odatle je A poddirektan proizvod automata A/g, i A.

Jedan specijalan slucaj Teoreme 4.1.2 razmatran je u slede¢oj lemi.

Lema 4.1.3. Neka su A, B i C' automati takvi da je A retraktivna ekstenzija automata
B pomocu automata C. Tada je automat A poddirektan proizvod automata B i C.

Dokaz. Neka je ¢ proizvoljna retrakcija iz A na B. Tada ker ¢ jeste B-kongruencija
na A, pa je o, Nker ¢ = Ay. Dakle, A je poddirektan proizvod automata A/B = C'i
Ap=B. O

Napomena 4.1.2. Primetimo, takode, da je ovaj rezultat neposredna posledica Teo-
reme 4.1.2, jer je ker ¢ maksimalna B-kongruencija na A. Zaista, ako 0 jeste B-
kongruencija na A takva da je ker¢ C 6, tada za proizvoljne a,b € A takve da je
(a,b) € 0 imamo da je (a, a@p), (b,bp) € ker ¢ C 0, odakle, zbog tranzitivnosti relacije
0, sledi da je (ag,bp) € 0. Medutim, kako je ap,bp € B i 0 je B-kongruencija, to je
ap = bo, pa je (a,b) € ker ¢. Dakle, ker ¢ = 6.

4.2. Jezgro, srz i disjunktivni elementi automata

Analogno sa odgovarajué¢im pojmovima u teoriji plugrupa, uvodimo sledece poj-
move: najmanji podautomat automata A, ako postoji, nazivamo jezgrom automata A,
a najmanji netrivijalan podautomat automata A, ako postoji, zovemo srz automata A.

Lema 4.2.1. Vazi sledece:
(a) Automat koji ima jezgro moZe imati najvise jedan trap.

(b) Automat koji ima srz moZe imati najvise dva trapa.
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Dokaz. Pretpostavimo da automat A ima jezgro K. Tada je K sadrzan u svakom
podautomatu od A, i ako A ima trap ag, tada je K C {ag}, odakle sledi da je K = {ao}
i A ne moze imati neki drugi trap.

Pretpostavimo, sada, da automat A ima srz C'. Pretpostavimo da A ima tri razlicita
trapa a;, as i azg. Tada su D = {a1,as} i E = {ag,a3} podautomati od A i vazi
C C DNE, jer je C srz automata A. Medutim, DN C je jednoelementan skup, odakle
sledi da je C trivijalan, sto je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Prema tome,
A moze imati najvise dva trapa. [

Analogno pojmu trap-povezanog automata uvedenom u Glavi 2, moze se uvesti i
pojam jako trap-povezanog automata. Naime, automat A sa trapom aq je jako trap-
povezan ako su njegovi jedini podautomati A i {ap}.

Moguce strukture jezgra i srzi automata opisane su u narednoj teoremi.

Teorema 4.2.1. Za automat A vazi sledeée:

(a) Jezgro automata A, ako postoji, je jako povezan automat.

(b) Srz automata A, ako postoji, je ili jako povezan, ili jako trap-povezan, ili je
dvoelementan diskretan automat.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da A ima jezgro K. Tada za svako a € K imamo da je
K C S(a) C K, odakle je K = S(a). Znagci, K je jako povezan.

(b) Pretpostavimo da A ima srz C'. Razlikovaéemo tri slucaja u zavisnosti od broja
trapova u A. Prema Lemi 4.2.1 sledi da drugih slucajeva nema.

Ako A nema trapova, tada je C' jezgro automata A, pa je, prema delu (a), jako
povezan automat.

Ako A ima ta¢no jedan trap ag, tada za svako a € C'\ {ap} imamo da je S(a)
netrivijalan podautomat od A sadrzan u C, pa je C = S(a). Prema tome, u ovom
slucaju je C jako trap-povezan ukoliko je ag € C, ili jako povezan, ukoliko ay ¢ C.

Pretpostavimo, sada, da A ima dva razli¢ita trapa a; i as. Tada je {ay, as} netrivi-
jalan podautomat od A, sadrzan u C, pa je dakle C' C {ay, as}, odnosno C = {ay,as},
¢ime smo dokazali da je C' dvoelementan diskretan automat. [

Pojmovi disjunktivnog podskupa i disjunktivnog elementa su dobro poznati u teoriji
polugrupa. O njihovom znacaju u teoriji polugrupa moze se vise toga naci u knjizi G.
Lallementa [74]. Ovde su uvedeni analogni pojmovi za automate.

Neka je H podskup automata A i neka je 6 relacija ekvivalencije na A. Ako je H
unija familije 6-klasa, tada kazemo da je H zasicen sa 0, ili da 0 zasic¢uje H. Ako je
H podskup automata A, tada je relacija 7, na A definisana sa

(a,0) e, & (VYu € X*)(au € H < bu € H)
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kongruencija. Analogno odgovaraju¢em pojmu u teoriji polugrupa, ovu relaciju nazi-
vamo glavna kongruencija odredena sa H. Ovakav naziv opravdava c¢injenica da je
T, najveca relacija kongruencije na A koja zasicuje H. Podskup H automata A je
disjunktivan (u A) ako je m, = As. Ako je H = {a}, tada pisemo 7, umesto oy i
ako je {a} disjunktivan podskup, tada a nazivamo disjunktivnim elementom.

Slede¢i rezultat je analogan poznatom rezultatu teorije polugrupa koji je dao B. M.

Schein u [104], ali je, zbog potpunosti, ovde ipak dokazan u terminima teorije automata.

Lema 4.2.2. Netrivijalan poddirektno nerazloZiv automat ima najmanje dva razlicita
disjunktivna elementa.

Dokaz. Neka je A netrivijalan poddirektno nerazloziv automat. Tada je (,c4 m = Aa,
pa iz poddirektne nerazlozivosti automata A sledi m, = Ay4, za neko a € A. Dalje, vazi
Moeaya) T = Aa, Sto opet daje m = Ay, za neko b € A\ {a}. Prema tome, a i b su
razlic¢iti disjunktivni elementi u A. [

U nastavku je dat vrlo koristan rezultat u kome su dokazana neka svojstva automata
koji imaju bar dva razlic¢ita disjunktivna elementa.

Teorema 4.2.2. Neka je A automat sa najmanje dva razlicita disjunktivna elementa.
Tada

(a) A ima srz C;
(b) svaki disjunktivni element iz A se nalazi u C.

Dokaz. Neka je a proizvoljan disjunktivan element u A. Uoc¢imo takode proizvoljan
netrivijalan podautomat B automata A. Ako a ¢ B, tada je {a} zasi¢en sa g, $to je
nemoguce, jer je {a} zasicen jedino sa A4. Prema tome, a € B. Ovo, dalje, znaci da
je svaki disjunktivan element iz A sadrzan u preseku C svih netrivijalnih podautomata
od A, i kako A ima najmanje dva razlicita disjunktivna elementa, to je C' netrivijalan
podautomat od A, a onda i srz od A. Time smo dokazali i (a) i (b). O

4.3. Poddirektno nerazlozivi automati

Kao sto je ve¢ konstatovano, uopste u algebri, poddirektno nerazlozive algebre
imaju posebno veliki znacaj. U ovom odeljku razmatramo jedan od klasi¢nih problema
u algebri: opisati strukturu poddirektno nerazlozivih automata. Poddirektni automati
iz pojedinih klasa automata, razmatranih u Glavi 3, su ve¢ izuc¢avani u literaturi. Ovde
je opisana struktura poddirektno nerazlozivih automata u opstem slucaju.

Slede¢i rezultat je ve¢ poznat, ali ovde dajemo njegov dokaz zbog potpunosti, kao

i zbog toga sto se koriste nove metode. Naime, on se dobija kao neposredna posledica
Teoreme 4.1.1.



68 4. Poddirektna razlaganja automata

Lema 4.3.1. Automat A je poddirekno nerazloZiv ako i samo ako je svaki njegov po-
dautomat poddirektno nerazloZiv.

Dokaz. Jasno je da ako je svaki podautomat automata A poddirektno nerazloziv, tada
je i sam automat A, kao svoj podautomat, poddirektno nerazloziv.

Obratno, pretpostavimo da je automat A poddirektno nerazloziv i da je B njegov
poddirektno razloziv podautomat. Tada postoje netrivijalne kongruencije ¢ i 6 na
automatu B takve da je o N0 = Ap. Medutim, onda je i

Ro)NR(0) = (eUAs)N(OUA,) =
(QOG)UAAIABUAA:AA.

Takode, iz 0,0 # Apg sledi da sui R(p), R(0) # Aa. Dakle, automat A je poddirektan
proizvod netrivijalnih automata A/R(p) i A/R(f), §to je u suprotnosti sa polaznom
pretpostavkom. Prema tome, svaki podautomat poddirektno nerazlozivog automata A
je poddirektno nerazloziv. [J

U nastavku je dokazan vrlo koristan rezultat kojim je data jedna karakterizacija
strukture poddirektno nerazlozivog automata.

Teorema 4.3.1. Neka je automat A ekstenzija netrivijalnog automata B. Tada je A
poddirektno nerazloziv ako i samo ako je B poddirektno nerazloziv i A je gusta ekstenzija
automata B.

Dokaz. Pretpostavimo da je automat A poddirektno nerazloziv. Prema Lemi 4.3.1, B
je takode poddirektno nerazloziv. Sa druge strane, prema Teoremi 4.1.2, A je poddi-
rektan proizvod automata A/B i guste ekstenzije D = A/u automata B. Medutim,
zbog poddirektne nerazlozivosti automata A sledi da je ili o = Ax ili je p = Ay U
prvom slucaju je | B| = 1, $to je nemoguce, s obzirom na pretpostavku o netrivijalnosti
automata B. U drugom slucaju je A = D, pa je A gusta ekstenzija automata B.

Obratno, pretpostavimo da je B poddirektno nerazloziv i da je A gusta ekstenzija
automata B. Iz poddirektne nerazlozivosti automata B sledi da mreza kongruencija
Con(B) ima jedinstveni atom p, prema Teoremi 1.1.6. Dokazademo da je R(u) jedin-
stveni atom mreze Con(A). Pretpostavimo najpre da je Ay C 9 C R(u), za neko
¥ € Con(A). Prema Teoremi 4.1.1, postoji # € Con(B) tako da je ¥ = R(f), i kako
preslikavanje R i njegov inverz o¢uvavaju uredenja, to je Ag C 6 C p. Medutim, kako
je patom u Con(B), to je § = Ap, odakle je 9 = R(Ap) = Aa. Znadi, dokazali smo
da je R(u) atom u Con(A). Neka je, dalje, ¥ atom u Con(A) razlicit od R(u). Tada je
U N R(pu) = Ay, odakle je

Ag=9N(pUAL)=0Np)U@NAL =@ Np)UAa,

pa zaklju¢ujemo da je 9 N pu C Ay, Sto znaci da je ¥ N pu = Apg. Sa druge strane, ako
je 0 restrikcija relacije ¥ na B, tada je § = 9N Vg, pa je § € Con(B) i

uN=punNiIdNVeg=punid=Apg,
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odakle je 8 = Ap, jer je u jedinstveni atom u mrezi Con(B). Prema tome, dokazali
smo da v jeste B-kongruencija na automatu A, pa zaklju¢ujemo da je 9 = Ay, posto
je A gusta ekstenzija automata B. Medutim, ovaj zakljucak je u suprotnosti sa pret-
postavkom da je ¥ atom u Con(A). Dakle, R(u) je jedinstveni atom u Con(A), pa je
prema Teoremi 1.1.6, automat A poddirektno nerazloziv. [

Sada navodimo rezultat koji daje jednu vaznu osobinu poddirektno nerazlozivih
automata. Naime dokazujemo da takvi automati mogu imati najvise dva trapa.

Lema 4.3.2. Svaki netrivijalan poddirektno nerazloZiv automat ima srz i najvise dva
trapa.

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Leme 4.2.2, Teoreme 4.2.2 i Leme 4.2.1. [

Sledeca teorema predstavlja glavni rezultat ove glave. Njom je u potpunosti je
opisana struktura poddirektno nerazlozivih automata u zavisnosti od broja trapova
automata.

Teorema 4.3.2. Netrivijalan automat A je poddirektno nerazloZiv ako i samo ako je
gusta ekstenzija automata B pomocu trap-povezanog automata, pri cemu automat B
zadovoljava jedan od sledecih uslova:

(Ao) B je poddirektno nerazloziv i jako povezan;
(A1) B je poddirektno nerazloziv i zadovoljava jedan od sledecih uslova:

(A11) B je jako trap-povezan automat;

(A12) B je trap-ekstenzija jako povezanog automata;

(As) B je dvoelementni diskretan automat.

Stawise, za proizvoljno k € {0,1,2}, uslov (Ay) je zadovoljen ako i samo ako A ima k
trapova.

Dokaz. Pretpostavimo da je A poddirektno nerazloziv automat. Prema Lemi 4.3.2, A
ima srz C' i najvise dva trapa. Na osnovu Teoreme 4.2.2; C' je poddirektno nerazloziv
i A je gusta ekstenzija od C. Nadalje razlikujemo tri slucaja:

Slucaj 1: Ako A nema trap, tada je C' jezgro automata A i ono zadovoljava uslov (Ay),
na osnovu Teoreme 4.2.1. Takode, C' C S(a), za svako a € A, pa je A/C trap-povezan
automat.

Sluc¢aj 2: Pretpostavimo da A ima tacno jedan trap ag. Ako je ag € C, tada je C jako
trap-povezan, prema dokazu Teoreme 4.2.1, pa je zadovoljen uslov (A;1). U suprotnom,
ako ag ¢ C, tada je C jako povezan, i B = C'U{ap} jeste trap-ekstenzija jako povezanog
automata C'. Dakle, B zadovoljava (A12). Prema Teoremi 4.2.2, A je gusta ekstenzija
automata B. Takode imamo da je ap € C, u prvom podslucaju, ili ay € B, u drugom
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podslucaju, i ako je a € A\ {ap}, onda je S(a) netrivijalan podautomat od A, pa je
C C S(a). Ovo znac¢i da su A/C, u prvom podslucaju, i A/B, u drugom podslucaju,
trap-povezani automati.

Slucaj 3: Pretpostavimo da A ima dva trapa a; i ay. Tada je {a;,as} podautomat od
A, odakle je C' C {ay,as}, pa zakljutujemo da je C' = {ay,as}, tj. da C zadovoljava
uslov (Ay). Stavise, za svako a € A\ C, S(a) je netrivijalan podautomat od A, pa je
C' C S(a), sto znaci da je A/C trap-povezan automat.

Obratno, pretpostavimo da je automat A gusta ekstenzija podautomata B pomocu
trap-povezanog automata A/B, gde B zadovoljava jedan od uslova (Ap), (A1) i (Ag).
Tada je B poddirektno nerazloziv i, prema Teoremi 4.3.1, sledi da je A takode poddi-
rektno nerazloziv. Stavise, kako je A /B trap-povezan automat, to se trapovi iz A, ako
postoje, nalaze u B. Prema tome, ako B zadovoljava uslov (Ay), za neko k € {0, 1,2},
onda B i A imaju k trapova. [

Primer 4.3.1 Kao sto smo videli, u Teoremi 4.3.2 vaznu ulogu igraju cetiri vrste pod-
direktno nerazlozivih automata — jako povezani automati, jako trap-povezani automati,
trap-ekstenzije jako povezanih automata i dvoelementni diskretni automat. Zato ¢emo
dati primere takvih automata. Ako je dat jako povezan automat, onda se njegova trap-
ekstenzija konstruise veoma jednostavno. Stoga ¢emo dati primere samo poddirektno
nerazlozivih diskretnih, jako povezanih i jako trap-povezanih automata. Pri tome ¢emo
konstruisati najjednostavnije mogucée primere — bi¢e to automati sa samo dva stanja.

Primetimo da dvoelementni automati mogu imati samo dve relacije ekvivalencije
— identicku i univerzalnu, pa time i samo dve kongruencije. Odatle sledi da su svi
dvoelementni automati poddirektno nerazlozivi.

Predstavimo ulazni alfabet X u obliku
X=X;UX]|=XUX), gdeje XiNX;]=XoNX,=g9,

pri cemu neki od skupova Xi, X7, X5 i X} mogu biti i prazni. Tada je svaki dvoele-
mentni automat izomorfan automatu prikazanom na Slici 4.3.1.

Xo
(O mm—)F
X, )
Slika 4.3.1

Ukoliko je X7 = Xy = o, tj. X| = X} = X, tada se radi o dvoelementnom
diskretnom automatu.

Sa druge strane, ako je X; # o i Xy # @, tada dobijamo dvoelementan jako
povezan automat. U slucaju kada je |X| > 2, X| = Xy i X} = X, tada dobijamo
dvoelementni reset automat, koji smo ve¢ razmatrali u prethodnoj glavi. To je takode



4.4. Poddirektno nerazlozivi uopsteno definitni automati 71

automat koji realizuje lift koji opsluzuje dva sprata. Drugi zanimljiv podslucaj je kada
je X{ =X}, =g2,tj. X; =Xy=X. U ovom slu¢aju dobijamo automat koji realizuje
rad najjednostavnijeg prekidaca ili semafora.

Trec¢i moguci slucaj je da je tacno jedan od skupova X; i Xy prazan. Neka je, recimo,
Xy =21 X; # 2. U tom slucaju dobijamo jako trap-povezan automat sa trapom as.
Ovaj automat je takode jedno-utrapljiv, a nilpotentan je ako i samo ako je X| = &,
u kom slucaju je to 1-nilpotentan automat. Naime, svaki nilpotentan dvoelementan
automat jeste l-nilpotentan.

Koristec¢i do sada dobijene rezultate, u narednoj teoremi su opisani poddirektno
nerazlozivi automati koji imaju dva trapa.

Teorema 4.3.3. Neka je A automat sa dva trapa. Tada je A poddirektno nerazloziv
ako 1 samo ako su njegovi trapovi disjunktivna.

Dokaz. Ozna¢imo sa aq i as trapove automata A.

Ako je A poddirektno nerazloziv, tada na osnovu Teoreme 4.3.2 imamo da je T =
{a1,as} srz automata A. Takode, prema Lemi 4.2.2 sledi da A ima najmanje dva
disjunktivna elementa. Kona¢no, prema Teoremi 4.2.2; disjunktivni elementi iz A se
nalaze u T, pa su onda a; i ay disjunktivni elementi.

Obratno, neka su a; i as disjunktivni elementi. Tada prema Teoremi 4.2.2 imamo
da automat A ima srz C, i jasno C' = {a;,as}. Kako je C' poddirektno nerazloziv, to
na osnovu iste teoreme zakljucujemo da je A poddirektno nerazloziv. [J

4.4. Poddirektno nerazlozivi uopsteno definitni
automati

Ovde ¢emo koriste¢i Teoremu 4.3.2 dati karakterizaciju poddirektno nerazlozivih
automata koji pripadaju nekim vaznim klasama automata.

Naime, najpre opisujemo strukturu poddirektno nerazlozivih nilpotentnih automa-
ta. Pomenimo da se karakterizacije ovakvih automata moze naé¢i i u radovima B.
Imreha [63] i M. Ciri¢a, B. Imreha i M. Steinbya [33].
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Teorema 4.4.1. Neka A jeste n-nilpotentan automat sa trapom ag, gde je n € N.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) A je poddirektno nerazloziv;
(ii) A zadovoljava sledece uslove:

(a) u parcijalno uredenom skupu (A\ {ao}, | ) postoji najveéi element a;;

b) za proizvoline a,b € A\ {ag, a1} postoji u € Xt tako da je au # bu;
J ] J

(iii) A ima dvoelementnu srz K i aqg je disjunktivan element;

(iv) A ima disjunktivan element razlicit od ap;

(v) A je gusta ekstenzija nilpotentnog poddirektno nerazloZivog automata stepena nil-
potentnosti n — k, za svako k € {2,3,...,n};

(vi) A je gusta ekstenzija dvoelementnog 1-nilpotentnog automata B = {ag, a1}.

Dokaz. (i)<(ii). Ovo je dokazano u [63] za slucaj kona¢nih automata. Imajuéi u
vidu da je svaki lanac u (A \ {ao}, |) najvise duzine n — 1, gde je uzeto da A jeste
n-nilpotentan automat, dokaz se ne menja bitno i u slucaju beskona¢nih automata.

(il)=-(iii). Kako je a; najveéi element u (A \ {ao}, |), to za svako a € A\ {ao}
postoji u € X* tako da je au = ay, pa je a; € S(a), tj. {ag,a1} C S(a) za svako a € A,
pa A ima srz. Jasno da je S(a;) = {ag, a1}, pa je stz K = {ag, a1}

Treba pokazati da je ay disjunktivan. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje
razliciti elementi a,b € A tako da za sve u € X* vazi au = ap ako i samo ako je
bu = ag. S obzirom da je age = ap, to nijedan od elemenata a i b nije jednak ay.
Takode, ako bi bilo, recimo a = a3, tada zbog osobine (a) ovog elementa, postoji re¢
v € X1 takva da je bv = a;. Onda zbog a1v # ag i S(a1) = {ag, a1} vazi a;v = ay,
sto je nemoguce jer je a1 = ag, za svako x € X, zbog nilpotentnosti automata A.
Dakle, vazi da je a,b € A\ K. Tada, prema uslovu (b) iz (ii), postoji u € X tako
da je au # bu. Jasno da je |u| < n, gde je n stepen nilpotentnosti automata A. Neka
je p re¢ maksimalne duzine koja zadovoljava uslov (b). Ukoliko je ap = ag, tada je i
bp = ayg, i obratno, zbog izbora elemenata a, b, sto je u suprotnosti sa izborom reci p.
Dalje, ako je ap = ay i bp # a1, to postoji v € X tako da je bpv = ay, a onda je
apv = a1v = ag, pa (a,b) & m,,, $to je suprotno izboru elemenata a,b. Na kraju, ako
ap,bp ¢ {ag, a1}, tada, prema (b), postoji ¢ € Xt tako da je apqg # bpq i |pq| > |p|,
Sto je opet nemoguce jer je uzeto da je p re¢ maksimalne duzine koja zadovoljava uslov
(b). Dakle, ne postoje razliciti elementi a,b takvi da je (a,b) € m,,, odnosno, ag je
disjunktivan element.

(iii)=-(ii). Neka A jeste m-nilpotentan automat sa disjunktivnim trapom ay i K =
{ap,a1} je srz ovog automata. Neka je a € A\ {ag} proizvoljan element. Kako je
K C S(a), to postoji u € X* tako da je a; = au, tj. a|a;. Stavise, ako postoji
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be A\ {ap} tako da a, |b, tada b € S(a;) C K, pa je b = a;. Znadi, a; je najveci
element u parcijalno uredenom skupu (A \ {ap}, |), pa je zadovoljen uslov (a).

Neka su sada a,b € A\ {ag, a1} proizvoljni elementi. Kako je ay disjunktivan, to
postoji u € X tako da je au = ag i bu # ay, ili obratno, $to u svakom slucaju znadci
da je zadovoljen uslov (b).

(i)=(iv). S obzirom da, prema Lemi 4.2.2, svaki poddirektno nerazloziv automat
ima bar dva disjunktivna elementa, i A kao nilpotentan ima jedan trap, to je bar jedan
disjunktivan element razlic¢it od trapa.

(iv)=-(ii). Neka A jeste n-nilpotentan automat sa trapom ag i disjunktivnim ele-
mentom a; # ag. Uocimo proizvoljan element a € A. Kako je a; disjunktivan element,
to za elemente a i ag postoji v € X tako da je au = a; jer je, svakako, agu = ag # a,.
Dakle, a|a;. Pretpostavimo da postoji b # {ag,a;} takav da a;|b. Tada, prema
prethodnom, i b| ay, pa postoje reci u,v € X takve da je ayu = b1ibv = a;. Medutim,
onda je (uv)™ re¢ duzine veée od n takva da je a(uv)” = a; # aop, $to je u suprot-
nosti sa Cinjenicom da automat A jeste n-nilpotentan. Dakle, a; je najveéi element u
(A\ {ao}, |). Takode, jasno da je K = {ag,a1}.

Za proizvoljne a,b € A\ K, zbog disjunktivnosti elementa a;, sledi da postoji
u € X1 tako da je au = ay 1 bu # ay, ili obratno, §to daje (b).

(iii)=-(v). Neka A jeste m-nilpotentan automat i neka je K = {ao,a} srz ovog
automata, pri cemu je ag disjunktivan element. Uvedimo oznaku Ay = {au|a € A, u €
X=kl = AX=F. Jasno je da je A podautomat od A. Tada je K C Aj. Prema Lemi
4.3.1, Ay je poddirektno nerazloziv. Dokaza¢emo da je A gusta ekstenzija podautomata
Ay. Neka je 0 proizvoljna Ag-kongruencija na A, tj. 6 No, = Ay,. Kako je ap € Ay
to postoje dve moguénosti: 0 zasi¢uje {ao} ili postoji b € A\ Ay tako da je (ag,b) € 6.
U prvom slucaju iz disjunktivnosti elementa ag sledi da je § = A 4. Razmotrimo drugi
slucaj. Kako je a € K C S(b), to postoji u € X* tako da je a = bu. 1z (ag,b) € 6 sledi
da je (apu,bu) € 6, tj. (ag,a) € 0, sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da 6 jeste
Ag-kongruencija. Dakle, drugi sluc¢aj je nemogué¢. Prema tome, vazi 0 = Ay, tj. A je
gusta ekstenzija automata Aj. Kako za svaku re¢ u € X=¥ i svako a € Aj, vazi au € Ay,
to A/A} jeste k-nilpotentan. Takode, za b € A, je b = au za neke a € Aiu € X=F,
pa je za v € X" % zadovoljeno bv = auv € X=" = {ag}, tj. Ay je (n — k)-nilpotentan
automat.

(v)=(vi). Neposredno sledi iz (v) za sluc¢aj k = n — 1.

(vi)=(i). Kako je A gusta ekstenzija poddirektno nerazlozivog automata B, to je
prema Teoremi 4.3.1, A poddirektno nerazloziv automat. [J

Napomenimo ovde da se u radu B. Imreha [63] nalazi algoritam za konstrukciju
nilpotentnih poddirektno nerazlozivih automata.
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Napomena 4.4.1. Neka je 7 relacija na automatu A definisana sa
ayb < S(a)=S5(b),

ili, ekvivalentno, sa

ayb < D(a) = D(b),

i neka je sa G, oznacena 7-klasa elementa a iz A. Tada je G, = S(a) N D(a), pri
cemu je G, najveci jako povezan podskup od A koji sadrzi a, za proizvoljno a €
A. Drugim re¢ima, za proizvoljan automat A, njegove v-klase jesu maksimalni jako
povezani podskupovi od A.

Nije tesko videti da relacija deljenja |, koja je u opstem slu¢aju samo kvazi-uredenje,
jeste parcijalno uredenje na automatu A ako i samo ako su sve y-klase od A jednoele-
mentne, tj. v = A na A, ili, drugim rec¢ima, ako svi maksimalni jako povezani pod-
skupovi od A jesu trivijalni. Takvu osobinu imaju nilpotentni automati, pa zbog toga,
kako je naznaceno u Teoremi 4.4.1, relacija deljenja na nilpotentnim automatima jeste
parcijalno uredenje.

Istu osobinu imaju i neki automati veoma bliski nilpotentnim automatima — lokalno
nilpotentni automati. Naime, ako je A lokalno nilpotentan automat i elementi a i b su
u relaciji v u A, tj. a i b generisu isti monogeni podautomat B od A, tada B jeste i
monogeni podautomat od B generisan sa a, odnosno b, pa su, dakle, a i b u relaciji ~
iu B. Medutim, automat B, po pretpostavci, jeste nilpotentan, pa su njegove ~y-klase
jednoelementne, sto znac¢i da je a = b. Ovim smo dokazali da su sve v-klase od A
jednoelementne, odakle dobijamo da relacija deljenja na A jeste parcijalno uredenje.

Sa druge strane, druga dva veoma bliska uopstenja nilpotentnih automata, definitni
i jedno-utrapljivi automati, nemaju takvu osobinu, tj. relacija deljenja na njima ne
mora biti parcijalno uredenje. Dac¢emo i primere za to.

Primeri koje ¢emo dati vaze za automate sa ulaznim alfabetom X takvim da je
|X| > 2. U tom sluc¢aju mozemo alfabet X predstaviti u obliku

X:X1UX2, gdejeXl#z, XQ#@inﬂXQZQ.

Uocimo sada automate zadate slede¢im slikama.

)

NO=== O
X
Slika 4.4.1

Slika 4.4.2
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Automat zadat Slikom 4.4.1 je, kao Sto smo veé ranije videli, dvoelementan reset
automat, pa je definitan, a takode je i jako povezan, sto se lako vidi sa slike. To znaci
da taj automat ima samo jednu 7-klasu, pa relacija deljenja na njemu nije parcijalno
uredenje.

Drugi automat, zadat Slikom 4.4.2, je jedno-utrapljiv automat sa trapom ag, a
vidimo i da je jako trap-povezan, Sto zna¢i da njegove 7-klase jesu {ag} i {ai,az}.
Prema tome, one nisu sve jednoelementne, pa relacija deljenja nije parcijalno uredenje
ni na ovom automatu.

Takode, koriste¢i Teoremu 4.3.2 dobijamo karakterizaciju definitnih i reverzno de-
finitnih poddirektno nerazlozivih automata. Karakterizacija poddirektno nerazlozivih
definitnih automata se moze naéi i u radovima B. Imreha [64] i M. Ciri¢a, B. Imreha i M.
Steinbya [33], dok je struktura poddirektno nerazlozivih reverzno definitnih automata,
takode, data u radu M. Ciri¢a, B. Imreha i M. Steinbya [33].

Naredne dve teoreme se mogu dokazati bez velikih teskoc¢a, primenjuju¢i Teoremu
4.3.2, pa ¢e njihovi dokazi biti izostavljeni.

Teorema 4.4.2. Definitan automat A je poddirektno nerazloziv ako i samo ako zado-
voljava jedan od sledeca dva uslova:

(1) A je poddirektno nerazloziv nilpotentan automat;

(2) A je gusta nilpotentna ekstenzija poddirektno nerazloZivog jako povezanog au-
tomata.

Teorema 4.4.3. Reverzno definitan automat A je poddirektno nerazloZiv ako i samo
ako zadovoljava jedan od sledeca dva uslova:

(1) A je poddirektno nerazloziv nilpotentan automat;
(2) A je gusta nilpotentna ekstenzija dvoelementnog diskretnog automata.

Poddirektno nerazlozivi uopsteno definitni automati su, takode, okarakterisani u
radu M. Ciri¢a, B. Imreha i M. Steinbya [33]. Ovde je data jos jedna njihova karakter-
izacija.

Teorema 4.4.4. Uopsteno definitan automat A je poddirektno nerazloZiv ako i samo
ako zadovoljava jedan od sledeca cetiri uslova:

(1) A je poddirektno nerazloziv nilpotentan automat;

(2) A je gusta nilpotentna ekstenzija poddirektno nerazlozivog jako povezanog au-
tomata;

(3) A je gusta nilpotentna ekstenzija dvoelementnog diskretnog automata;

(4) A je gusta nilpotentna ekstenzija trap-ekstenzije poddirektno nerazlozivog jako
povezanog automata.
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Dokaz. Primetimo najpre da ako automat A zadovoljava neki od uslova (1)—(4), tada,
na osnovu Teoreme 4.3.2, sledi da je A poddirektno nerazloziv. Dokaza¢emo i obratnu
implikaciju.

Kako je automat A uopsteno definitan, to je on, prema Teoremi 3.5.1, nilpotentna
ekstenzija automata D koji je uniformno lokalno definitan. Dalje, prema Teoremi 3.5.2,
automat D je direktna suma definitnih automata sa ograni¢enim stepenom definitnosti.
Ukoliko je automat D trivijalan, tada je A nilpotentan automat, pa vazi (1). Ako je D
netrivijalan, iz ¢injenice da je automat A poddirektno nerazloziv i Teoreme 4.3.1 sledi
da je automat D poddirektno nerazloziv i da je automat A gusta ekstenzija automata
D. S obzirom da je automat D poddirektno nerazloziv i direktna suma definitnih au-
tomata, to postoje dve mogucénosti: D je definitan ili je D trap-ekstenzija definitnog
automata. Dalje, ako je D definitan, iz njegove poddirektne nerazlozivosti i Teoreme
4.4.2 sledi da je D ili nilpotentan, pa onda vazi (1), ili je D gusta nilpotentna eksten-
zija poddirektno nerazlozivog jako povezanog automata B. U slucaju kada je D trap-
ekstenzija definitnog automata, tada iz njegove poddirektne nerazlozivosti, Teorema
4.3.214.4.2 sledi da je D gusta nilpotentna ekstenzija B koji je ili trap-ekstenzija pod-
direktno nerazlozivog jako povezanog automata ili dvoelementan diskretan automat.

Dokazacemo sada da je u svakom slucaju automat A takode gusta nilpotentna ek-
stenzija automata B. Naime, kako je A nilpotentna ekstenzija automata D i automat
D nilpotentna ekstenzija automata B, to je i automat A nilpotentna ekstenzija au-
tomata B. Dokazacemo i da je gusta. Neka je 6 proizvoljna B-kongruencija na A.
Tada je restrikcija kongruencije # na automat D takode B-kongruencija na D, pa je
0 identicka relacija na D. Znaci, 6 je D-kongruencija. Medutim, kako je A gusta
ekstenzija automata D to je 8 = Ay, Sto je i trebalo dokazati.

Zmaci, automat A je ili nilpotentan, ili je gusta nilpotentna ekstenzija automata
B koji moze biti: jako povezan poddirtektno nerazloziv, trap-ekstenzija poddirektno
nerazlozivog jako povezanog automata ili dvoelementan diskretan automat, sto redom
daje da automat A zadovoljava uslove (2), (4) ili (3). O

4.5. Poddirektan proizvod nekih varijeteta
automata

U ovom odeljku definisemo pojam poddirektnog proizvoda dveju klasa automata.
Zatim razmatramo poddirektne proizvode varijeteta svih diskretnih automata i proiz-
voljnog neregularnog varijeteta i opisujemo varijetete za koje je ovaj proizvod jednak
supremumu posmatranog varijeteta i varijeteta diskretnih automata.

U sledecoj teoremi su razmatrani neregularni varijeteti koji ne sadrze netrivijalan
poddirektno nerazloziv jako povezan automat.
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Teorema 4.5.1. Neka je V' nereqularan varijetet automata. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentna:

(i) V C OTrap;,
(il) V' me sadrzi netrivijalan jako povezan automat;

(iii) V' me sadrzi netrivijalan poddirektno nerazloziv jako povezan automat.

Dokaz. (i)=-(ii) i (ii)=(iii). Ove implikacije su oc¢igledne.

(iii)=(i). Pretpostavimo da vazi (iii). Neka je A € V proizvoljan netrivijalan
poddirektno nerazloziv automat. Prema Teoremi 4.3.2, A ima podautomat B koji
zadovoljava jedan od uslova (Ay), (A1) i (A2) pomenute teoreme. S obzirom da je
A direktabilan, to A ne moze imati dva razli¢ita trapa, pa mozemo odmah iskljuciti
slucaj (Ay). Sa druge strane, B € V', pa slucaj (Agy) takode nije mogué zbog polazne
pretpostavke da vazi (iii). Prema tome, B zadovoljava (A;), pa zaklju¢ujemo da A ima
trap. Medutim, A € V' C Dir, pa egzistencija trapa daje A € OTrap. Dakle, dokazali
smo da se svaki poddirektno nerazloziv automat iz V' nalazi u OTrap.

Uoc¢imo, sada, proizvoljan automat A € V. Tada je A poddirektan proizvod pod-
direktno nerazlozivih automata A;, i € I, i jasno, A; € V', pa je prema prethodnom
delu dokaza A; € OTrap, za svako i € I. Oznacimo sa P direktan proizvod automata
A;, 1 € I. Kako svaki A; ima tacno jedan trap, to i P ima tacno jedan trap. Sa
druge strane, P € V C Dir, odakle sledi da je P € OTrap, pa jei A € OTrap,
kao podautomat od P. Prema tome, dokazali smo da vazi (i), ¢cime je dokaz teoreme
zavrSen. [

Neka su K; i Ky dve klase automata. Tada K; & K, oznacava klasu svih automata
koji su poddirektni proizvodi jednog automata iz K; i jednog automata iz K,. Klasu
Ky, ® K5 zovemo poddirektan proizvod klasa Ky i K.

X

M
X
(O m— ) 4

Slika 4.5.1

J. Plonka je u svom radu [95] konstatovao da je mogué pogresan zakljucak da je
za svaki neregularan varijetet V' zadovoljena relacija D V'V = D@V. On je dao i
kontraprimer za ovakvo tvrdenje. Naime, posmatrao je varijetet reset automata, tj.
varijetet Def;. Tada je A automat sa Slike 4.5.1 direktna suma dva automata iz Def’,
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pa prema Teoremi 2.3.5 vazi A € DoDef; = L(Def;) = DVDef;. Medutim, automat
A ima samo jednu netrivijalnu kongruenciju, pa je, prema Teoremi 1.1.6, poddirektno
nerazloziv, a kako sam nije ni u jednoj od klasa Def; i D, to se ne moze predstaviti u
obliku poddirektnog proizvoda automata iz D i Def}.

U Teoremi 4.5.2 su, medutim, precizirani uslovi pod kojima je zadovoljena navedena
relacija. Naime, dokazano je da ovakva relacija vazi samo za varijetete koji su opisani
u Teoremi 4.5.1.

Teorema 4.5.2. Neka je V' neregularan varijetet automata. Tada
DVV =DV <& V COTrap.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi DVV = D@V idaV € OTrap. Tada prema Teoremi
4.5.1, postoji netrivijalan poddirektno nerazloziv jako povezan automat A takav da je
A € V\OTrap. Neka je A’ trap-ekstenzija automata A. Prema Lemi 4.1.2, A’ je gusta
ekstenzija od A, i prema Teoremi 4.3.1, A" je poddirektno nerazloziv. Sa druge strane,
AeDoV=DVV A¢&DiA ¢V. Medutim, ovo zna¢i da A ¢ D@OTrap, sto
je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Prema tome, vazi V- C OTrap.

Obratno, neka je V. C OTrap. Kako je svaki automat iz D V V poddirektan
proizvod poddirektno nerazlozivih automata iz DV V', dovoljno je dokazati da se svaki
poddirektno nerazloziv automat iz D V V nalazi u D ili u V.

Uoc¢imo proizvoljan poddirektno nerazloziv automat A € DVV. Kako je DVV =
DoV  toje A direktna suma automata A, € V, a € Y. S obzirom da je V C OTrap,
sledi da svaki A, ima trap, pa je prema Posledici 4.3.2, [Y| < 2. Ako je |Y| =2, tada A
ima tacno dva trapa aj i as, i C'= {ay, as} jeste srz automata A, prema Teoremi 4.3.2.
Ako je C' # A, tada je A povezan i nerazloziv u direktnu sumu, $to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da je |Y| = 2. Tako zakljut¢ujemo da A mora biti dvoelementan
diskretan automat, tj. A € D. Sa druge strane, ako je |Y| = 1, tada je jasno da je
AeV. O



Glava 5

Korespondencija izmedu varijeteta
automata i polugrupa

Jos pri samom zacetku teorije automata i formalnih jezika, bilo je uoceno da se u
njoj veoma uspesno mogu koristiti rezultati jedne druge, nesto starije algebarske teorije
— teorije polugrupa. Tako je nastao trougao “polugrupe—automati—jezici” koji danas,
tridesetak godina posle svog nastanka, ¢ini jedan od glavnih stozera pomenute teorije.

Veza izmedu automata i jezika je jasna — glavna uloga automata, onih bez izlaza,
jeste upravo raspoznavanje jezika koje se njima vrsi. Sa druge strane, veza izmedu polu-
grupa i jezika ostvaruje se preko slobodnih polugrupa i monoida, kao ¢iji podskupovi
se jezici i definisu, i preko izvesnih njihovih faktora koje nazivamo sintaksickim polu-
grupama jezika. I na kraju, automati i polugrupe su vezani takode preko slobodnih
polugrupa i monoida koji predstavljaju ulaze tih automata, kao i preko izvesnih nji-
hovih faktora, koje u ovom sluc¢aju zovemo polugrupama prelaza automata.

Prve plodne rezultate ove veze su dale u radu M. Schiitzenbergera [105], koji
je, koristec¢i se takozvanim aperiodickim polugrupama, resio vazan problem gener-
isanja takozvanih “zvezda slobodnih” jezika, tj. jezika koji se mogu dobiti iz ele-
mentarnih jezika upotrebom, konacan broj puta, samo operacija unije i mnozenja
jezika, a bez upotrebe “Kleenejeve zvezda operacije”? Istu ideju, veoma uspesno je
iskoristio i S. Eilenberg u knjizi [41], koji je dokazao ¢uvenu teoremu koja je danas
poznata pod nazivom “Eilenbergova teorema o korespondenciji”. Korespondencija
o kojoj je re¢ uspostavljena je, uz pomo¢ sintaksickih monoida jezika, izmedu klasa
monoida koje u danasnjoj terminologiji nazivamo pseudovarijetetima monida i izves-
nih sistema jezika, koje ¢emo, sledeéi terminologiju iz knjige J. M. Howiea [61], nazivati
VRL-preslikavanjima? — preslikavanje koje svakom konaénom alfabetu pridruzuje klasu
racionalnih (raspoznatljivih) jezika zatvorenu za uniju i komplementaciju (a time i pre-
sek) i leve i desne razlomke, a familija klasa jezika, indeksirana kona¢nim alfabetima,
koja odgovara tom preslikavanju, je zatvorena i za inverzne slike pri homomorfizmima

DOva operacija se jos naziva i “iteracija”.
2)VRL je skracenica od “varietal rational language”.

79



80 5. Korespondencija izmedu varijeteta automata i polugrupa

slobodnih monoida nad tim alfabetima.

Eilenbergova teorema inicirala je niz istrazivanja koja su imala za zadatak da us-
postave vezu izmedu raznih specijalnih VRL preslikavanja i pseudovarijeteta monoida
i polugrupa®, ali i istrazivanja koja su se bavila opstim vezama izmedu VRL pres-
likavanja, pseudovarijeteta polugrupa i kongruencija na slobodnim polugrupama, kao
i odgovarajué¢im univerzalno algebarskim uopstenjima. Takvi su, na primer, radovi J.
Almeidae [3], D. Thériena [118] i [119], itd. Sa druge strane, Eilenbergova teorema ini-
cirala je i izucavanje slicnih veza izmedu jezika i automata, koje je obavljeno u radu M.
Steinbya [115]. Prema tome, u gore pomenutom trouglu “polugrupe—jezici-automati”,
preostalo je da se prouce veze koje postoje izmedu izvesnih klasa automata i polu-
grupa, pri ¢emu se prirodno namece koriséenje polugrupa prelaza automata. Upravo

to je glavni zadatak istrazivanja ¢iji ¢e rezultati biti prikazani u ovoj glavi.

Izucavanje ovih veza izmedu klasa automata i polugrupa posebno zanimljivim ¢ini
¢injenica da, nasuprot jezicima, i automati i polugrupe jesu algebre — prve su unarnog a
druge mono-binarnog tipa. To stvara moguénost proucavanja njihovih veza sa potpuno
algebarskog aspekta, tako da, na primer, mozemo proucavati veze izmedu varijeteta,
uopstenih varijeteta, pseudovarijeteta i drugih algebarskih klasa automata i polugrupa.
To ¢e ovde biti ucinjeno za varijetete automata i polugrupa.

Kada automate razmatramo kao algebre unarnog tipa, sto ¢emo, naravno, i ovde
Ciniti, onda smo obavezni da pri takvim razmatranjima tip takvih algebri, odnosno
ulazni alfabet tih automata, drzimo fiksiranim. Kada takvo ograni¢enje primenimo
na polugrupe prelaza tih automata, dobijamo polugrupe koje moraju imati genera-
torni skup ¢ija kardinalnost ne prelazi kardinalnost ulaznog alfabeta automata. To
nas dovodi do jednog sasvim novog pojma, do pojma k-varijeteta polugrupa, gde je
k dati kardinalni broj. Pojam k-varijeteta uvodimo i izu¢avamo u Odeljku 5.2, pri
¢emu koristimo jedan drugi novi pojam, pojam slabo invarijantne kongruencije, koji
uvodimo i njime se bavimo u prethodnom odeljku, Odeljku 5.1. U Odeljku 5.3 uvodimo
i proucavamo i tre¢i novi pojam, pojam o-zatvorenog varijeteta, ili krace o-varijeteta
automata. Konacno, u Odeljku 5.4, dokazujemo teoremu o korespondenciji izmedu
o-varijeteta automata i k-varijeteta polugrupa.

U Odeljku 5.5 ostavljamo po strani ograni¢enje o kardinalnosti generatornih skupo-
va razmatranih polugrupa, ¢ime dolazimo do druge teoreme o korespondenciji koja je
bliza Eilenbergovoj teoremi. To je korespondencija izmedu varijeteta polugrupa i takoz-
vanih oe-varijetalnih preslikavanja, koja definiSemo kao preslikavanja koja proizvoljnom
alfabetu X pridruzuju o-varijetet X-automata, pri ¢emu su komponente tog preslika-
vanja odredene razlicitim alfabetima vezane jos jednim dodatnim uslovom koji, u nekom
smislu, li¢i na uslov zatvorenosti V R L-preslikavanja za inverzne homomorfne slike.

Pri uspostavljanju pomenutih korespondencija koriste se, kao sto smo veé¢ nago-
vestili, polugrupe prelaza, odnosno Myhillove kongruencije automata. Medutim, te
kongruencije vezane su za regularne identitete zadovoljene na automatu, zbog cega
o-varijetete mozemo nac¢i samo medu regularnim varijetetima automata. Prirodno

3)Videti knjige J. M. Howiea [61], G. Lallementa [74], J. E. Pina [91] i druge.
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se namece pitanje: Sta je sa neregularnim varijetetima automata? Da li se i za njih
moze uspostaviti korespondencija sa k-varijetetima polugrupa? Da bi smo dali odgovor
na ovo pitanje, u Odeljku 5.6 uvodimo jo$ jedan novi pojam, pojam karakteristi¢ne
polugrupe neregularnog, odnosno direktabilnog automata, i zamenjujuéi tom polu-
grupom polugrupu prelaza automata, dolazimo pojma oo-varijeteta automata ¢ijim se
izucavanjem bavimo u ovom odeljku.

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi takode su potpuno novi i originalni.

5.1. Slabo invarijantne kongruencije

U izucavanju identiteta zadovoljenih na algebrama i varijeteta algebri, klju¢nu
ulogu igraju takozvane potpuno invarijantne kongruencije na term algebrama. U
ovom odeljku uvodimo pojam slabo invarijantne kongruencije na slobodnoj polugrupi.
Dokazujemo da svaka potpuno invarijantna kongruencija na slobodnoj polugrupi jeste
slabo invarijantna. Za sada nije pronaden primer slabo invarijantne kongruencije koja
nije potpuno invarijantna. Dokazujemo i neke osobine slabo invarijantnih kongruencija
slicne osobinama potpuno invarijantnih kongruencija. Za skup svih slabo invarijantnih
kongruencija na slobodnoj polugrupi se dokazuje da je kompletna mreza.

Najpre dajemo definiciju slabo invarijantne kongruencije.

Neka je X proizvoljan alfabet. Za kongruenciju # polugrupe X+ kazemo da je slabo
mvarijantna kongruencija ako zadovoljava uslov

e za sve kongruencije p; i p polugrupe X takve da vazi X /p; = X1/ po,
iz 0 C p; sledi da je 6 C p,.

Dokazac¢emo sada da je klasa svih potpuno invarijantnih kongruencija definisanih
na polugrupi X+ podklasa klase slabo invarijantnih kongruencija.

Teorema 5.1.1. Neka je X proizvoljan alfabet. Tada svaka potpuno invarijantna kon-
gruencija na polugrupi X+ jeste slabo invarijantna.

Dokaz. Neka je 6 potpuno invarijantna kongruencija na X i neka su p; i py kon-
gruencije na X takve da je X¥/p; =2 XT/p, i 0 C p;. Dokazacemo da je tada i
9 g pg.

Zai € {1,2} neka 1b; : XT — X1 /p; jeste prirodni epimorfizam kongruencije p; i
neka je ¢ : X /py — X1 /p; izomorfizam. Tada je 190 : X/ — X1/p; epimorfizam,
pa za proizvoljno = € X postoji p, € X tako da je

TP2¢ = Pepr = Pathr.
Definisimo sada preslikavanje ¢ : XT — X sa

TP =p,, zaz€ X.
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Tada je ¢ endomorfizam slobodne polugrupe X i za svako x € X vazi

TP = pp1 = T2

Kako je o1 : XT — X1 /p; takode homomorfizam, to je @iy = 19¢.

Uzmimo sada proizvoljan par (u,v) € 6. Tada je (up,vp) € 0, jer je 6 potpuno
invarijantna kongruencija na X, i kako je, po pretpostavci, 6 C p1, to (up,ve) € p1,
tj. (up)p1 = (vp)p;. Prema tome, vazi

U = upy = VY = VP,

tj. uha = viha, pa kako je ¢ izomorfizam, to je uhy = vihy. Dakle, (u,v) € py, ¢ime
smo dokazali da je 8 C py. [

Prethodna teorema nam sugerise slede¢i problem.

Problem 5.1.1. Dali postoji primer slabo invarijantne kongruencije koja nije potpuno
invarijantna?

Potpuno invarijantne kongruencije na algebri, prema svojoj definiciji, jesu kon-
gruencije zatvorene za endomorfizme te algebre. Narednom teoremom slicnu osobinu
dokazujemo i za slabo invarijantne kongruencije, s tom razlikom sto se ovde dokazuje
da su one zatvorene za epimorfizme slobodne polugrupe na sebe.

Teorema 5.1.2. Neka je X proizvoljan alfabet i 6 slabo invarijantna kongruencija na
X*. Tada za proizvoljni epimorfizam ¢ : X — X1 i proizvoljne u,v € Xt vazi:

(u,v) €0 = (up,ve) € 0.

Dokaz. Neka je m : X — X 7T/ prirodni epimorfizam kongruencije 0 i neka je ¢ :
Xt — X proizvoljni epimorfizam. Tada je ¢ : X+ — X /0 takode epimorfizam, pa
prema Teoremi o homomorfizmu (Teorema 1.1.1) imamo da je

X/ ker(opm) =2 XT/0.

Sa druge strane, imamo da je i # C 0, pa kako je 6 slabo invarijantna kongruencija, to
je 8 C ker(¢m). Prema tome, ako je (u,v) € 6, tada je (u,v) € ker(¢m), tj. u¢pm = vom,
ili, drugim rec¢ima, (u¢,vg) € 6, sto je i trebalo dokazati. [

Slede¢om teoremom je opisana mreza slabo invarijantnih kongruencija definisanih
nad slobodnom polugrupom X, gde je X proizvoljan alfabet.

Teorema 5.1.3. Slabo invarijantne kongruencije na polugrupi X+, gde je X proizvol-
jan alfabet, predstavljaju kompletnu mrezu.



5.2. O rk-varijetetima polugrupa 83

Dokaz. Neka je 0;, i € I, proizvoljna familija slabo invarijantnih kongruencija. Do-
kazacemo da je § = \/,.,0; takode slabo invarijantna kongruencija. Neka su p; i
p2 kongruencije na Xt takve da je X7 /p; & XT/ps 16 C p;. Tada jei 6; C py,
za svako ¢ € I, a kako su #; slabo invarijantne kongruencije, sledi da je 6; C po,
za svako ¢ € I. S obzirom da je 6 najmanja kongruencija koja sadrzi relacije 6;,
i € I, sledi 8 C py, Sto je i trebalo dokazati. Takode, nije tesko primetiti da je Ax+
slabo invarijantna kongruencija. Odavde, sledi da skup slabo invarijantnih kongruencija
predstavlja kompletnu mrezu. [

5.2. O k-varijetetima polugrupa

Veoma je dobro poznata teorema koja kaze da svaka polugrupa jeste izomorfna
polugrupi prelaza nekog automata. Medutim, ako se ograni¢imo samo na automate sa
fiksiranim ulaznim alfabetom X, sto je neophodno ¢initi u slu¢aju kada te automate
tretiramo kao algebre unarnog tipa X, onda se polugrupe prelaza tih automata mogu
traziti samo medu polugrupama koje su faktori slobodne polugrupe X+, ili, sto je ek-
vivalentno, medu polugrupama koje imaju skup generatora ¢ija kardinalnost ne prelazi
kardinalnost x alfabeta X. Klasa svih takvih polugrupa, koju ovde nazivamo klasom
k-generisanih polugrupa, zatvorena je za homomorfne slike, ali nije za poddirektne
proizvode i podpolugrupe, sto stvara probleme u slucaju kada zelimo da radimo sa var-
ijetetima polugrupa. Zato u ovom odeljku uvodimo pojam k-poddirektnog proizvoda
kao k-generisanog poddirektnog proizvoda, a potom i pojam k-varijeteta, kao klase
k-generisanih polugrupa zatvorene za homomorfne slike i x-poddirektne proizvode.
Glavni zadatak ovog odeljka je da se prikazu glavne osobine k-varijeteta polugrupa,
a posebno veze koje oni imaju sa slabo invarijantnim kongruencijama na slobodnoj
polugrupi X, kojima smo se bavili u prethodnom odeljku.

Uoc¢imo proizvoljan kardinal « i klasu K polugrupa koje imaju x generatora. Pod
k-poddirektnim proizvodom polugrupa S; € K, i € I, podrazumevamo k-generisan
poddirektan proizvod k-generisanih polugrupa S;, ¢ € I. Klasu svih k-poddirektnih
proizvoda polugrupa iz klase K oznacavamo sa P, (K).

Stavise, pod k-varijetetom polugrupa podrazumevamo klasu r-generisanih polu-
grupa koja je zatvorena za formiranje homomorfnih slika i k-poddirektnih proizvoda.
Najmanji k-varijetet koji sadrzi datu klasu K, tj. presek svih k-varijeteta koji sadrze
K, oznacavamo sa V,(K).

Oznacimo sa S, klasu svih k-generisanih polugrupa. Tada vazi:

Lema 5.2.1. Klasa S, jeste k-varijetet polugrupa, za proizvoljan kardinal k.

Dokaz. Po definiciji je k-poddirektan proizvod k-generisanih polugrupa takode k-ge-
nerisan, pa je klasa S, zatvorena za k-poddirektne proizvode. Takode, homomorfna
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slika k-generisane polugrupe ima ne vise od k generatora, pa je klasa S, zatvorena i za
homomortfne slike. Dakle, S, jeste s-varijetet polugrupa. [

U nastavku je dat rezultat kojim je okarakterisan x-varijetet.

Teorema 5.2.1. Neka su k proizvoljan kardinal, X proizvoljan alfabet kardinalnosti k
1 K klasa k-generisanih polugrupa. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) K je k-varijetet polugrupa;

)
(ii) Cong(S) je glavni filter mreze Con(S) za svaku k-generisanu polugrupu S;
(i) Cong (X™) je glavni filter mreze Con(X™);

)

(iv) postoji slabo invarijantna kongruencija @ na slobodnoj polugrupi X tako da je
K =H(X%/0).

Dokaz. (i)=(ii). Neka je S proizvoljna k-generisana polugrupa. Iz ¢injenice da je K
zatvorena za homomorfne slike, prema Teoremi 1.1.4, sledi da je Cong(S) filter od
Con(S). Sa druge strane, ako je {6; };e; familija kongruencija iz Cong (S) za 6 = N;ecrb;
je S/0 € K kao k-poddirektan proizvod polugrupa S/6; € K, i € I. Prema tome,
0 € Cong(S), ¢ime smo dokazali da je filter Cong(S) mreze Con(S) zatvoren za
proizvoljne preseke, pa ima i najmanji element, pa je, dakle, glavni filter od Con(S).

(ii)=-(iii). Ova implikacija je oc¢igledna.
(ili)=(iv). Neka je Cong (X ™) glavni filter od Con(X ™) generisan nekom relacijom
6. Dokazac¢emo da je # trazena relacija.

Dokazimo najpre da je relacija € slabo invarijantna. Neka su p; i p kongruencije
na Xt takve daje 0 C py i XT/p1 & X1 /py. Tada je

P1 € {G,VX+] = COHK(AX'JF)7
odakle sledi da je X*/p; € K, aonda jei X1 /py € K, §to znaci da je
P2 € CODK(X+) = [9, VX+].

Prema tome, 6 C p,.

Neka je, sada, S € K proizvoljna polugrupa. Kako S jeste k-generisana, to postoji
kongruencija p na X takva da je S = X* /p. Dakle, X*/p € K, pa je

p € Cong(X1) =1[0,Vx+],

odakle je 8 C p. Sada neposredno sledi da je S € H(XT/6), paje K C H(X'/0).
Obratno, neka je S € H(X™" /), tj. neka postoji epimorfizam ¢ : Xt/ — S.
Neka je, takode, m : Xt — X/ prirodni epimorfizam kongruencije . Tada je i
mp : XT — S epimorfizam, pa je, dakle, X=/p = S, gde je p = ker(m)). Sa druge
strane, za u,v € X7, iz (u,v) € 0 sledi ur = v7, pa je i um) = vw), tj. up = vp.
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Prema tome, p € [0, Vx+] = Cong(X™T), paiz Xt /p = S sledi da je S € K. Dakle,
H(X*/0) C K, sto je i trebalo dokazati.

(iv)=(i). Stavimo da je K = H(S), gde je S = X*/6 1 6 je slabo invarijantna
kongruencija na X*. Dokazimo da K jeste k-varijetet polugrupa. Zatvorenost za
homomorfne slike je ocigledna. Neka polugrupa 7' jeste k-poddirektan proizvod polu-
grupa S; € H(S), i € I. Tada postoje kongruencije & na X' i p; na T, za svako i € I,
takve da je

XV/& =S, T/pi=Sii()p=Ar.
il
Takode, postoji kongruencija & na Xt takva da je X /¢ = T'. Definisimo relacije &/ p;
na X sa:
(u,v) € &/p; ako i samo ako (u&,v€) € p;,

za proizvoljne u,v € X . Dokazac¢emo da je

ﬂf/ﬂi =

iel
Zaista, uocimo proizvoljne u,v € X*. Tada je

(u.0) € (&/p

iel

ako i samo ako je
(U, U) € g/p’u

za svako i € I, a to vazi ako i samo ako je (u&,v€) € p;, za svako i € I, odnosno,

(ug,v€) € (i = Ar,

i€l
tj. u& = v, odnosno (u,v) € . Takode je
XT/(&/pi) = (XT/E)/pi =T/pi =S = X1/¢,

za svako ¢ € I. Inace,
XT/(E/pi) = (XT/E)/pi

vazi prema Teoremi 1.1.2.

Dalje, s obzirom da je S; € H(X T /0), za svako i € I, sledi da postoje epimorfizmi
bi XJF/(9 - XJF/&';

za svako ¢ € I. Odatle je
X1/(0) ker ¢;) = Xt /¢,

za svako i € I, gde je sa 0/ ker ¢; oznacena relacija na X definisana sa:

(u,v) € 0/ ker ¢; ako i samo ako (uf,v) € ker ¢;.
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Jasno je da je 6 C O ker ¢;, za svako i € I. Kako je 6 slabo invarijantna kongruencija,
to sledi da je 8 C &;, za svako ¢ € I, pa dalje sledi da je i 8 C &p;, za svako ¢ € [.
Odatle je
6 C ﬂfﬂz‘ =£
el

Odavde neposredno sledi da je
T=X"/{e HX /) =K,
sto je i trebalo dokazati. [

Koriste¢i Teoremu 5.2.1 moze se uspostaviti veza izmedu mreze svih slabo invari-
jantnih kongruencija i mreze svih k-varijeteta polugrupa.

Teorema 5.2.2. Neka je k proizvoljan kardinal i X proizvoljan alfabet kardinalnosti k.
Tada k-varijeteti polugrupa ¢ine kompletnu mrezu i ona je dualno izomorfna kompletnoj
mrezi slabo invarijantnih kongruencija na X .

Dokaz. Za proizvoljan k-varijetet polugrupa K, prema Teoremi 5.2.1, postoji slabo
invarijantna kongruencija 0y takva da je K = H(X™/0k). Pri tome je 0k odredena
kao najmanji element mreze Cong (X ™), koja je glavni filter mreze Con(X ™). Na taj
nacin je definisano preslikavanje

K- 9K7

iz parcijalno uredenog skupa k-varijeteta polugrupe u mrezu svih slabo invarijantnih
kongruencija na X*.

Neka relacija 6 jeste proizvoljna slabo invarijantna kongruencija na X' i neka je
K = H(X*/0). Tada K jeste k-varijetet polugrupa, prema Teoremi 5.2.1, pa preostaje
da se dokaze da je 8 = 0y, tj. da je 6 najmanji element u Cong (X ™). Uo¢imo stoga
proizvoljan element p € Cong (X™). To znadi da je

XT/pe K =H(X"/0),

pa postoji epimorfizam ¢ : Xt /0 — X /p. Nekasu¢: X+ — XT/0ip: XT — X /p
prirodni epimorfizmi kongruencija 6 i p, tim redom. Tada je ¢t : XT — X /p takode
epimorfizam i

X*/ker(g1) = X*/p.

Kako je 6 = ker ¢ C ker(¢)) i 6 je slabo invarijantna kongruencija, to je # C p. Ovim
smo dokazali da je # najmanji element u Cong(X™), tj. 0 = 0k, $to nam je i bila
namera. Prema tome, dokazali smo da je preslikavanje K +— 0 surjektivno.

Neka su K; i Ky proizvoljni k-varijeteti polugrupa. Ako je K; C K, tada je

Cong, (X*) C Cong,(X™),
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tj. [0k,, Vx+| C [0k,, Vx+|, odakle je Ok, € [0k,, Vx+]|, odnosno O, C Ok,. Obratno,
ako je Ok, C Ok, tada je X* /0, € H(X1/0k,), odakle je

Ky = H(X*/0g,) C H(X"/0x,) = K.

Prema tome, preslikavanje K +— 6 je dualni izomorfizam parcijalno uredenih skupova,
a kako parcijalno uredeni skup slabo invarijantnih kongruencija predstavlja kompletnu
mrezu, to i k-varijeteti polugrupa ¢ine kompletnu mrezu koja je dualno izomorfna mrezi
slabo invarijantnih kongruencija na X*. [

Napomenimo na kraju da se na slican nacin moze uvesti i pojam rk-poddirektnog
proizvoda i k-varijeteta proizvoljnih algebri istog tipa. Pri tome se mogu dokazati i
rezultati analogni rezultatima datim u ovom odeljku.

5.3. O o-varijetetima automata

Jedan od nasih glavnih zadataka u ovoj glavi jeste da se odrede osobine klase svih
X-automata ¢ije polugrupe prelaza leze u datom x-varijetetu polugrupa, gde je s kardi-
nalni broj alfabeta X. Ve¢ na samom pocetku je jasno da ta klasa, zajedno sa svakim
automatom koji joj pripada, mora sadrzati i sve automate koji imaju istu, odnosno
izomorfnu, polugrupu prelaza. Takve klase automata nazivatemo o-zatvorenim, a
glavni zadatak ovog odeljka je da budu date razne karakterizacije o-zatvorenih var-
ijeteta automata, koje nazivamo o-varijetetima. Kao sto ¢emo videti, kljuénu ulogu i
ovde igraju slabo invarijantne kongruencije na slobodnoj polugrupi X+

Na skupu svih X-automata, gde je X proizvoljan alfabet, definiSemo relaciju o na
slede¢i nacin:

(A,B) e o < S(A) = S(B).

Nije tesko uociti da je o relacija ekvivalencije. Za klasu K automata kazemo da je
o-zatvorena ako je zasi¢ena relacijom o, odnosno ako

Ae K i (A,B) €0 = BeK,

ili, ekvivalentno,

S(A)=2S(B)= (Ae K& BeK).
Jasno, o-zatvoren varijetet automata zovemo o-varijetet.

Lako se uocava da o-zatvoren varijetet mora biti zatvoren i za direktne sume,
odnosno, prema Teoremama 2.3.5 i 2.3.3, kao i prema rezultatu J. Plonke iz [95],
mora biti regularan. Zaista, pretpostavimo da je V neregularan varijetet. Tada je
V C Dir. Neka je A € V proizvoljan automat i neka je automat B direktna suma
dva automata koji su izomorfni automatu A, tada je S(A) = S(B). Medutim, B ¢ V
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jer kao nepovezan nije ni direktabilan. Dakle, neregularan varijetet nije o-zatvoren.
Prema tome, klasa o-varijeteta je podklasa klase regularnih varijeteta.

Neka je V' proizvoljan varijetet automata. Kongruenciju

Hy = ﬂ,uA

AeV

nazivamo Myhillova kongruencija varijeteta V.

U sledecoj teoremi su date neke karakterizacije o-varijeteta automata.

Teorema 5.3.1. Neka je X proizvoljan alfabet © neka V' jeste proizvoljna klasa X -
automata. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) V je o-varijetet automata;

(i) postoji slabo invarijantna kongruencija p na X+ takva da je V' skup svih X-
automata o-ekvivalentnih automatima iz H(A(w));

iil) postoji slabo invarijantna kongruencija i na X+ takva da je
) 9) g Ja [ J

V={A|Aje X—automat i u C pia}.

Dokaz. (i)=(ii). Dokaza¢emo da je Myhillova kongruencija uy varijeteta V' trazena
kongruencija. Uo¢imo proizvoljan automat B € V. Tada je uy C pug. Odatle je M (B)
homomorfna slika automata A(uy ), a automat B je o-ekvivalentan automatu M (B).

Obratno, neka automat B jeste o-ekvivalentan automatu C' € H(A(uy)). Kako iz

My = Naecvita

sledi da je A(uy) € V kao poddirektan proizvod automata M (A), koji su u V' zbog
o-ekvivalentnosti ovog varijeteta. Tada je i C' € V| kao homomorfna slika automata iz
V', a onda je, opet zbog o-zatvorenosti, i B € V.

Treba jos dokazati da je py slabo invarijantna kongruencija. Neka su 6 i p kongru-

encije na X takve da je
XT0=X"/pipy C0.

Tada je A(0) € H(A(uy)), pa je, prema veé dokazanom, A(6) € V. Medutim, onda
je A(p) € V, jer je A(p) o-ekvivalentan sa A(f). Odatle je py C pagy = p, Sto je i
trebalo dokazati.

(ii)=(iii). Uoc¢imo automat B € V. Tada je B automat o-ekvivalentan nekom
automatu C' koji je homomorfna slika automata A(u). Odatle sledi da je

W= fra) S He-

Kako je
X*/pp = X" e
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i po pretpostavci je i slabo invarijantna kongruencija, to je u C upg.

Obratno, neka je B automat takav da je u C pug. Tada je M(B) € H(A(n)) C V,
aonda jei B € V| jer je o-ekvivalentan automatu M (B).

(iii)=-(i). Neka je A € V proizvoljan automat i B je homomorfna slika automata
A. Tada je ua C up, paiz u C ua sledi da je p C ppg, odakle jei B € V. Sli¢no se
dokazuje da je B € V' i u slucaju kada je B podautomat automata A € V.

Neka je, sada, automat A poddirektan proizvod automata A; € V, i € I. Tada je
i C py;, za svako ¢ € I, gde smo sa p; oznacili Myhillovu kongruenciju automata A;.
Dokazacemo da je
ﬂ pi & pa.

iel
Neka je
<u> U) S ﬂ i

iel
proizvoljan par. Tada je (u,v) € p;, za svako i € I. Neka je a € A proizvoljan element.
Tada je a = (a;)ier i

au = (a;)icru = (a;w)icr = (a:0)icr = (@4)icrv = av.

Dakle, (u,v) € pa. Prema tome,

Mgﬂlhgum

iel
paje A € V. Ovim smo dokazali da je V varijetet automata.

Treba jos dokazati da varijetet V' jeste o-zatvoren. Neka je A € V i neka B jeste
X-automat takav da je S(A) = S(B), odnosno

X /pa=X"/ugp.

Iz A €V jeu C ua, panaosnovu pretpostavke da je kongruencija p slabo invarijantna,
sledi da je u C up,aondaje BeV. O

Sada ¢emo dati uslove pod kojima je posmatrani varijetet o-zatvoren.

Teorema 5.3.2. Neka je X proizvoljan alfabet i V' proizvoljan varijetet X -automata.
Tada V' jeste o-zatvoren ako i samo ako vazZe sledeci uslovi:

(1) py je slabo invarijantna kongruencija na X+ ;
(2) za proizvoljni X -automat A vazi

AeV & MA eV
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Dokaz. Neka V jeste o-zatvoren varijetet X-automata. Prema Teoremi 5.3.1, kongru-
encija uy je slabo invarijantna, dok za proizvoljan X-automat A, iz

5(A) = S(M(A))
i o-zatvorenosti varijeteta V' sledi da
AceV e MA) eV

Prema tome, vazi (2).

Obratno, neka je V' varijetet koji zadovoljava uslove (1) i (2). Neka A i B jesu
X-automati za koje vazi

To znaci da je
Xt pa =X up 1 py Cpa,

pa iz slabe invarijantnosti gy na X dobijamo py C pp odakle sledi da automat
A(ug) = M(B) = X§/1p jeste homomorfna slika automata A(uy) = X&/uy.

Dokazac¢emo da je A(uy) € V. Zaista, kako je

Ky = ﬂﬂc

ceV

to imamo da A(uy) = X&/pv jeste poddirektan proizvod automata A(uc) = X&/pe,
C € V. Medutim, kako je A(uc) = M(C), za svaki automat C' € V, to iz (2) sledi
A(pc) € V. Odatle je i A(uy) € V, jer je V zatvoren za poddirektne proizvode.
Iz veé dokazane ¢injenice da je M(B) homomorfna slika automata A(uy), sledi da
je M(B) € V. Koriste¢i ponovo uslov (2) dobijamo da je B € V, §to je i trebalo
dokazati. [

Kao posledicu prethodnih teorema ovog odeljka dobijamo rezultat kojim je us-
postavljena veza izmedu mreze svih o-varijeteta X-automata, za neki alfabet X, i
mreze svih slabo invarijantnih kongruencija polugrupe X+.

Teorema 5.3.3. Neka je X proizvoljan alfabet. Tada skup svih o-varijeteta X -au-
tomata predstavlja kompletnu mrezu koja je dualno izomorfna kompletnoj mrezi svih
slabo invarijantnih kongruencija na polugrupi X .

Dokaz. Kao $to smo videli u ranijim teoremama, za proizvoljan o-varijetet X-automata
V', njegova Myhillova kongruencija uy je slabo invarijantna kongruencija na slobodnoj
polugrupi X*. Razmotrimo stoga preslikavanje

VHMV:
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gde je V iz skupa svih o-varijeteta X-automata. Najpre ¢emo dokazati da ovo preslika-
vanje slika skup o-varijeteta X-automata na mrezu slabo invarijantnih kongruencija na
X*. Uzmimo da je

V={A]|Aje X—automatipu C pa}.

Prema Teoremi 5.3.1, V' je o-varijetet X-automata, pa ostaje da se dokaze da je y = py .
Zaista, za svako A € V| prema definiciji o-varijeteta V' imamo da je p C u4, odakle
sledi da je p C py. Sa druge strane, ponovo prema definiciji o-varijeteta V', Myhillov
automat A = A(u) kongruencije p je u V' jer je pua = p i p € p. Prema tome,
ty € g = p. Time smo dokazali da je u = py.

Uoc¢imo sada proizvoljne o-varijetete X-automata V; i V5. Ako je V7 C V4, tada je
jasno da je py, € py,. Obratno, neka je py, C py, i uocimo proizvoljno A € V. Tada
je

Ky, g Hvy g HA-
Kao u drugom delu dokaza Teoreme 5.3.2, moze se dokazati da je A € V5. Dakle,

%g%<:>MV2gMV17

sto znaci da preslikavanje V' +— puy jeste dualni izomorfizam parcijalno uredenog skupa
svih o-varijeta X-automata na kompletnu mrezu svih slabo invarijantnih kongruencija
na X1, pa taj parcijalno uredeni skup jeste takode kompletna mreza i preslikavanje
V +— py jeste dualni kompletni izomorfizam kompletnih mreza. [

U nastavku posmatramo identitete zadovoljene na varijetetima automata, sa na-
merom da odatle dobijemo informaciju o eventualnoj o-zatvorenosti posmatranog var-
ijeteta. Najpre dajemo vezu izmedu identiteta zadovoljenih na datom automatu i
njegovoj polugrupi prelaza.

Teorema 5.3.4. Neka je A proizvoljan X -automat. Tada polugrupa S(A) zadovoljava
wdentitet nad alfabetom X oblika

w(xy, oy, Ty) = (21, T, ..., Ty)
ako i samo ako automat A zadovoljava sve identitete oblika
gu(p1; p2s - - - Pn) = gu(p1, P2, - -+ Pn);
2a Sve 1€t P1,Pa, ... Pp € XT.
Dokaz. Pretpostavimo da je identitet
w(xy, oy . .., Ty) = (21, T, . .., Ty)

zadovoljen na S(A). Tada za proizvoljne py, pa, ..., p, € Xt ihomomorfizam ¢ : X+ —
S(A) je definisan sa

2 = DiltA, ako je x = z; zaneko i € {1,2,...,n};
| e X, akox € {xy,19,..., 1},
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vazi
w(xy, oy, Tp)O = v(T1, T, ..., Ty,
Sto daje
U(pr, P2, - - s P)ia = v(p1, P2, -, Pu)fia,
tj. za svako a € A vazi
au(p1, pay - -, Pn) = aV(P1, P2, -+, Pn)-

Obratno, pretpostavimo da je identitet

gu<p17p27 s 7pn) = gv(p17p27 s 7pn)7

zadovoljen na A za sve pi,pa,...,p, € XT. Tada je

u<p17p27 cee 7Pn)MA - U(p17p27 cee 7pn),uA7

za svaki izbor reci py,pa,...,p, € XT. Neka je ¢ : XT — S(A) proizvoljan homomor-
fizam. Tada za svako i € {1,2,...,n} postoji ¢; € X tako da vazi z;¢ = ¢;uua. Odatle
je

w(ry, e, . ., ) = u(x10, 220, ..., Tnd) = u(qipia, Gopia, - - - Gupia)
=u(q1, 42, Gn)ba = V(q1, G2, - - - Gn)fia
= v(q1pta; GalA; - s Gufta) = V(T10, 220, . . ., Tn))
= 0(T1, T, ..., Tp)0.
Dakle,
(w(z1, 22, . 20),0(T1, T, . .., Ty)) € ker ¢

za proizvoljan homomorfizam ¢ : X+ — S(A), sto znaci da S(A) zadovoljava identitet
w(wy, xe, ..., Ty) = (21, X, . .., Ty).
Ovim je teorema dokazana. [J

Napomena 5.3.1. Za razliku od “obi¢nih” identiteta za koje ispitujemo da li su zado-
voljeni na nekoj algebri tako sto promenljive zamenjujemo elementima te algebre, kod
hiperidentiteta vrsimo zamenu operacijskih simbola termima te algebre. Naime, iden-
titet s = ¢ se naziva hiperidentitetom varijeteta V ako se zamenom operacijskih simbola
u s it termima odgovarajuce arnosti dobija identitet koji vazi na V. Tako se u ovim
terminima prethodna teorema moze formulisati i na sledeé¢i na¢in: hiperidentitet u = v
vazi na automatu A ako i samo ako identitet u = v vazi na polugrupi S(A). Inace,
hiperidentiteti se po prvi put javljaju u radovima V. D. Belousova [15], J. Aczéla [1],
W. Taylora [117], a u skorije vreme se njima bave K. Denecke i K. Glazek [34], K.
Denecke i R. Marszalek [35], K. Denecke [37], [36].

U nastavku su date dve teoreme koje omogucavaju da se na osnovu identiteta
kojima je zadat varijetet donese zakljucak o njegovoj o-zatvorenosti. Ovi rezultati se
mogu dobiti kao posledice Teorema 5.2.1, 5.1.2, 5.3.1, ali ¢e zbog njihovog prakti¢nog
znacaja ovde biti dat njihov direktan dokaz.
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Teorema 5.3.5. Neka je X proizvoljan alfabet i neka je V' reqularan varijetet X -
automata takav da je puy potpuno invarijantna kongruencija na X*. Tada V jeste
o-zatvoren varijetet.

Dokaz. Uocimo proizvoljan automat A € V' i neka je B automat takav da je S(A) =
S(B). Neka je
gu(xla Lo, . .. 7'Tn) = g/U(.Tfl, T, ... 7'1:71)

proizvoljan identitet zadovoljen na V. Tada je on zadovoljen i na A. Zbog potpune
invarijantnosti kongruencije py dobijamo da je i svaki identitet oblika

9“(?1»?2» o 7pn) = gv(plap% S 7pn)7

za Sve pi,Da, ..., Ppn € X1, zadovoljen na varijetetu V', pa i na automatu A. Odavde,
prema Teoremi 5.3.4, sledi da S(A) zadovoljava identitet

w(xy, oy ..y Ty) = (21, T, . .., Ty).

Kako je S(B) izomorfna polugrupi S(A), to S(B) takode zadovoljava ovaj identitet,
Sto, ponovo, prema Teoremi 5.3.4, daje da B zadovoljava sve identitete oblika

g'LI/(pl,pQ, s Jpn) = gv(p17p27 s 7pn)7
za sve pi,pa,...,p, € XT. Dakle, BeV. O

Teorema 5.3.6. Neka je X proizvoljan alfabet i neka je V' proizvoljan o-varijetet X -
automata. Tada ako je identitet

gu(xy, e, ..., x,) = gu(x1, T9, ..., Ty)
zadovoljen na V', onda je na 'V zadovoljen i identitet
gu(ria, moa, . .. ) = gu(TQ, Tac, . . ., TpQ).
gde je a proizvolyna permutacija skupa X .
Dokaz. Pretpostavimo da je identitet
gu(xy, 9, ..., x,) = gu(x1, 29, ..., Ty)

zadovoljen na V. Pretpostavimo da postoje automat A € V', permutacija o skupa X i
element ag € A tako da je

apu(T10, Tox, . . . Tper) # agu(TrQ, Tacy, . .., TpQ).

Primetimo da « generiSe izomorfizam iz X na X . DefinisSimo automat A’ sa skupom
stanja A i funkcijama prelaza odredenim sa ars = a(ra)a. Primetimo da a,uq =
a(ua) 4 vazi za svako u € X . Tada je preslikavanje ¢ : S(A") — S(A) definisano sa

(upar )b = (ua)jia
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izomorfizam. Naime, pretpostavimo da je upa = vua. Tada je
a(ua) 4 = augy = avay = a(va) a4,
za svako a € A. Prema tome,

(u)ps = (va)jia.
Takode, ako je
(ue)pa = (va)pa,

tada za proizvoljno a € A vazi
auy = a(ua)s = a(va)s = avy

Prema tome, ¢ je dobro definisano i injektivno preslikavanje. Ocigledno, v je i surjek-
tivni homomorfizam.

Prema tome, S(A) = S(A")1 A" € V, jer je V o-zatvoren. Medutim,
aguy = ap(ua) s # ap(va) 4 = agvar,

sto daje A’ ¢ V., nasuprot ¢injenici da je A" € V. Dakle, polazna pretpostavka da
postoji automat A € V takav da identiteti zadovoljeni na njemu nisu zatvoreni za
permutaciju slova je netacna. [

Koriste¢i Teoreme 5.3.5 1 5.3.6 ispitujemo o-zatvorenost varijeteta automata raz-
matranih u Glavi 3. Videc¢emo da za proizvoljno k € N varijeteti Nilp,, RDef;, Def},
i GDef}, jesu o-zatvoreni. Sa druge strane, za proizvoljno u € X* varijeteti OTrap,,,
Dir,, nisu regularni, pa nisu ni o-zatvoreni. Medutim, ni njihove regularizacije nisu
o-zatvoreni varijeteti. Klase Trap, i GDir, su, takode, primeri regularnih varijeteta
koji nisu o-zatvoreni.

Primer 5.3.1. Nije tesko uociti da varijetet Nilp, svih k-nilpotentnih X-automata
nije regularan niti zatvoren za direktne sume, pa nije ni o-zatvoren. Njegova regula-
rizacija je klasa

R(Nilp,) = L(Nilp,) = D o Nilp, = [gzu = gu, guz = gu|u € X=* 2 € X]

svih direktnih suma k-nilpotentnih automata. Ona je zadata identitetima koji zado-
voljavaju uslov Teoreme 5.3.5, pa D o Nilp, jeste o-zatvoren varijetet.

Primer 5.3.2. Varijetet RDef, = [gur = gu|u € X=* z € X] svih reverzno k-
definitnih automata, prema Teoremi 5.3.5, jeste o-zatvoren.

Primer 5.3.3. Varijetet Def), = [gu = hu|u € X=*] svih k-definitnih automata nije
regularan, pa nije o-zatvoren. Njegova regularizacija je

R(Def,) = L(Def;) = D o Def;, = [gru = gu|u € X=* z € X].

Varijetet R(Def},), prema Teoremi 5.3.5, jeste o-zatvoren.
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Primer 5.3.4. Na kraju, primetimo da je varijetet GDef, = [guvu = gu|u €
X2k v € X*] svih k-uopsteno definitnih automata regularan i, zadovoljava uslove Teo-
reme 5.3.5, pa je o-zatvoren.

Primer 5.3.5. Varijetet OTrap, = [guxr = hu|z € X] svih jedno-utrapljivih au-
tomata sa utrapljuju¢om reci u nije regularan, pa nije ni o-zatvoren. Njegova regula-
rizacija je

R(OTrap,) = L(OTrap,) = D o OTrap, = [gru = gu, guxr = gu|z € X].
Varijetet R(OTrap,) prema Teoremi 5.3.6, nije o-zatvoren.

Primer 5.3.6. Varijetet Trap, = [gux = gu|x € X]| svih utrapljivih automata sa
utrapljuju¢om reci u je regularan, ali njegovi identiteti nisu zatvoreni za permutacije
slova, pa prema Teoremi 5.3.6, nije o-zatvoren.

Primer 5.3.7. Razmotrimo i varijetet Dir, = [gu = hu| svih direktabilnih automata
sa usmeravajucom reci u. Ovaj varijetet nije regularan. Njegova regularizacija je

R(Dir,) = L(Dir,) = D o Dir, = [gzu = gu|z € X].

Identiteti varijeteta R(Dir,) nisu zatvoreni za permutacije slova, pa prema Teoremi
5.3.6, ovaj varijetet nije o-zatvoren.

Primer 5.3.8. Posmatrajmo sada varijetet GDir, = [guvu = gu|v € X*| svih
uopsteno direktabilnih automata sa uopstenom usmeravaju¢om reci u. Ovaj varijetet
je regularan, ali zbog fiksiranosti reci u njegovi identiteti nisu zatvoreni za permutacije
slova, pa prema Teoremi 5.3.6, ovaj varijetet nije o-zatvoren.

5.4. Teoreme korespondencije

Kao sto smo videli u prethodnim odeljcima, za proizvoljan alfabet X kardinalnosti
k, 1 o-varijeteti X-automata i x-varijeteti polugrupa ¢ine kompletne mreze. Pri tome
su obe ove mreze dualno izomrfne mrezi slabo invarijantnih kongruencija na slobodnoj
polugrupi X . Dakle, ta dva rezultata govore i o postojanju korespondencije izmedu
izmedu k-varijeteta polugrupa i o-varijeteta X-automata. Takva korespondencije bice
uspostavljena u ovom odeljku i na jedan drugi, neposredniji nacin.

Drugim recima, za proizvoljan k-varijetet polugrupa K, dokazacemo da klasa V(K)
svih X-automata ¢ije polugrupe prelaza leze u K jeste k-varijetet, i, obratno, za
proizvoljan o-varijetet X-automata V' dokazademo da klasa (V') svih polugrupa pre-
laza automata iz V jeste k-varijetet. Pri tome ¢emo dokazati i izomorfizam kompletne
mreze svih o-varijeteta X-automata i kompletne mreze svih k-varijeteta polugrupa.
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Naime, izgled o-varijeteta X-automata koji dodeljujemo datom s-varijetetu polu-
grupa je sugerisan rezultatima Teorema 5.2.1, 5.3.1, 5.2.2, 5.3.3, §to je prikazano na
slede¢em dijagramu.

V ={A| A je X-automat i 5 C 4}

Ox - K

Za proizvoljan kardinal k, proizvoljnu klasu & k-generisanih polugrupa i alfabet X
kardinalnosti x, definiSemo preslikavanje

V(S) ={A| A je X-automat i S(A) € S}.

Lema 5.4.1. Neka je k proizvoljan kardinal © K proizvoljan k-varijetet polugrupa.
Tada preslikavanje K — V(K) jeste injektivno.

Dokaz. Neka su K; i Ky dva proizvoljna razlicita k-varijeteta polugrupa. Tada postoji
polugrupa S € K; \ Ks, ili S € K3 \ K;. Pretpostavimo da je S € K; \ Ky. Tada za
proizvoljan generatorni skup X polugrupe S kardinalnosti x postoji kongruencija 6 na

X7 tako da je S = X /0. Odatle je
S(A0)=X1/0=S € K, \ Ks.
Zmagci,
A(0) € V(K1) \ V(Ky),
tj. V(K1) # V(K3), $to je i trebalo dokazati. [J

Lema 5.4.2. Neka je k proizvoljan kardinal, S je klasa k-generisanih polugrupa i X
je alfabet kardinalnosti k. Tada:

(1) ako je S zatvorena za homomorfne slike, tada je i V(S) zatvorena za homomorfne
slike;

(2) ako je S zatvorena za homomorfne slike, tada je V(S) zatvorena za podautomate;

(3) ako je S zatvorena za k-poddirektne proizvode, tada je V(S) zatvorena za direktne
proizvode.

Dokaz. (1) Uocimo A € V(S) i neka je ¢ : A — B epimorfizam X-automata. Tada je
S(A) € S. Definisimo preslikavanje ¢ : S(A) — S(B) sa (upa)y = upg.

Dokazacemo da je 1) dobro definisano. Ako je upua = vua tada za svako a € A vazi
au = av. Za proizvoljan b € B postoji a € A tako da je a¢ = b. Tada je

bu = (ad)u = (au)d = (av)d = (ap)v = bv.
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Dakle, (u,v) € ug, tj. uup = vug.

Za dva proizvoljna elementa upa,vpus € S(A) vazi

((upa)(vpa))y = ((w)pa)y = (uv)pp
= (upp)(vpp) = ((upa))(vpa)y),

odakle sledi da je 1 homomorfizam. Nije tesko uociti da je 1 takode surjektivno
preslikavanje.

Prema tome, S(B) je homomorfna slika polugrupe S(A) € S i kako je S zatvorena
za homomorfne slike, to sledi da je S(B) € S, i, dakle, B € V(S).

(2) Pretpostavimo da je A € V(S) proizvoljan automat i B je podautomat au-
tomata A. Dokaza¢emo da je pua C pup. Neka je (u,v) € pa proizvoljan par. Uoc¢imo
proizvoljan element b € B. Kako je b € A, to je bu = bv, pa je (u,v) € ug. Odatle
sledi da je S(B) homomorfna slika polugrupe S(A). Kako je S(A) € S i S zatvorena
za homomorfne slike sledi da je S(B) € S. Prema tome, B € V(S).

(3) Neka je A; € V(S), za svako ¢ € I, tj. S(4;) € S, za svako i € I. Uvedimo

oznaku
A=]]4
iel
Posmatrajmo preslikavanje
v S(A4) = []s4)
iel
definisano sa
(upa)¥ = (upsi)ier,
gde je p; = pua,-

Tada za proizvoljna dva elementa upa i v iz ups = vy sledi au = av za svako
a€ A Kakojea € A=1TJ,.; Ai tojea=(a;)ier- Prema tome, (a;)icru = (a;)ierv, to
daje a;u = a;v, za svako i € I. Za proizvoljno a; € A; postoji a € A tako da je am; = a;,
gde m; jeste i-ta projekcija. Prema tome, vazi a;u = a;v, odakle je (u,v) € u;, za svako
i €1, tj. (upi)ier = (Viti)ier. Prema tome, preslikavanje ¢ je dobro definisano.

Obratno, za (upa) = (vpa), tj. (upi)ier = (V;)ier imamo da je up; = v, za
svako i € I. Znaci, za proizvoljan (a;);e; € A je

(ai)ielu = (aiu)iel = (aiv)iel = (ai)z‘eﬂ),

tj. (u,v) € pa. Prema tome, 9 je injektivno.

Da je v homomorfizam dokazuje se slicno kao u delu (i).

Konacno, nije tesko primetiti da je polugrupa S(A) izomorfna podpolugrupi 7' =
{(upy)ier |u € X} 1ida je svaka S(A;) homomorfna slika od T

Prema tome, S(A) je poddirektan proizvod polugrupa S(4;) € S, i € I, sa ne
vise od k generatora i kako S(A) nema vise od k generatora i S je zatvorena za k-
poddirektne proizvode, to je S(A) € S, tj. A€ V(S). O
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Odavde sledi rezultat koji je prvi deo Teoreme o korespondenciji.

Teorema 5.4.1. Neka je k proizvoljan kardinal i neka je X alfabet kardinalnosti k.
Ako K jeste k-varijetet polugrupa tada V(K) jeste o-varijetet X -automata.

Dokaz. Pretpostavimo da je A € V(K) proizvoljan automat. Tada je S(A) € K. Za
proizvoljan X-automat B takav da je S(A) = S(B) takode je S(B) € K. Prema tome,
B € V(K). Dakle, V(K) je o-zatvoren. Ostatak sledi na osnovu Leme 5.4.2. [

Sa druge strane, r-varijetet polugrupa koji pridruzujemo datom o-varijetetu X-
automata je, takode, sugerisan Teoremama 5.2.1, 5.3.1, 5.2.2, 5.3.3, sto je prikazano
na sledecoj slici.

v K = H(X* /)

U narednim lemama dati su rezultati koji su obrat tvrdenja datih u Lemi 5.4.2.

Lema 5.4.3. Neka je polugrupa S homomorfna slika polugrupe T sa generatornim
skupom X. Tada postoje X-automati A i B takvi da je S = S(A), T = S(B) i
automat A je homomorfna slika automata B.

Dokaz. Kako je polugrupa T generisana skupom X, to postoji kongruencija 6 na X+
tako da je T'= X*/f. Prema Lemi 1.3.1 vazi T' = S(A(#)). Neka je 7 : X* — T
prirodni epimorfizam koji odgovara kongruenciji 6 i ¢ : T" — S dati epimorfizam.
Preslikavanje ¢ = 7¢ : Xt — S je epimorfizam i uvedimo oznaku & = ker . Tada je

SEXT/E 1 S=ES(AQ).

Preostaje da se dokaze egzistencija epimorfizma ¢ : A(f) — A(£). Definisimo ¢ sa
(ub) = u&, za proizvoljno uf € A(f). Tada, iz uf = v sledi da je ur = v i, kako
je ¢ dobro definisano, ur¢ = vrg, odakle je uyp = v, tj. ué = v€. Dakle, ¢ je dobro
definisano preslikavanje. Da bi dokazali da je ¢ homomorfizam, izaberimo proizvoljno
uf € A(f) i x € X. Tada imamo

(wb)r)p = ((ur)0)e = (ur)€ = (u€)x = ((ub)p)r.

Ocigledno je da je p surjektivno preslikavanje.
Dakle, trazeni automati su A(§) 1 A(f). O
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Lema 5.4.4. Neka je k proizvoljan kardinal i neka je X proizvoljan alfabet kardinal-
nosti k. Ako je S polugrupa koja je k-poddirektan proizvod polugrupa S;, i € I, tada
postoje X -automati A, A;,i € I, takvi da je S = S(A), S; = S(A;), za svakoi € I, i A
je poddirektan proizvod automata A;,i € 1.

Dokaz. Kako je X generatorni skup polugrupe S, to postoji kongruencija 6 na X tako
daje S = X*/0. Neka je m: XT — S odgovarajuéi prirodni epimorfizam.

S obzirom da je S poddirektan proizvod polugrupa S;, i € I, sledi da postoje
kongruencije p;, © € I, na S takve da je

S/pi =8, i€l 1 ﬂpz‘:AS-

el

Oznacimo sa m; : S — S;, @ € I, odgovarajuce prirodne epimorfizme. Tada su pres-
likavanja ¢; = 7m; : XT — S;, ¢ € I, epimorfizmi. Uvedimo oznaku 6; = ker ¢;, ¢ € I.
Tada je
XT/0;=8;,iel, i [)0;=0.
icl
Zaista,
(u,v) € Nier 0 = (uw,v) €0;, zasvako i€ I,
S up; = vo;, za svako i € I,
& unm; = v, za svako ¢ € 1,
& (uf)m; = (v8)m;, za svako i € I,
& (ub,vl) € ;e kermy = (,e; pi = As
& ubf = v
& (u,v) € 6.

Sada imamo da je

za svako 1 € 1.

Preostaje da se dokaze da je A = A(6) poddirektan proizvod automata A; = A(6;),
1 € I. Definisimo preslikavanje

A=A
el
sa
(ud)yp = (ub;)ier-
Posto je

ezﬂel-

i€l
sledi da je 1) dobro definisano i injektivno. Za uf € A i x € X imamo

(wh)z) = ((ux)0)y = ((ux)bi)ics
= ((ub;)x)ier = (ub;)icrz = ((ub)))x.



100 5. Korespondencija izmedu varijeteta automata i polugrupa

Ocigledno, 1 je izomorfizam iz A na podautomat
B = {(u@l)lel ‘ U € X*}
automata Hie ; A; 1svaki automat A; je homomorfna slika automata B. [

Koristeé¢i Leme 5.4.3 i 5.4.4 dokazujemo sledec¢u teoremu, koja predstavlja drugi deo
Teoreme o korespondenciji.

Teorema 5.4.2. Neka je X proizvoljan alfabet i neka je k njegov kardinalni broj. Ako
V' jeste o-varijetet X -automata tada

K(V) = {S() A€V}
jeste k-varijetet polugrupa.

Dokaz. Uocimo proizvoljnu polugrupu S € (V) i neka je T" homomorfna slika polu-
grupe S. Tada je S = S(A) za neki automat A € V' i postoje, prema Lemi 5.4.3,
X-automati A’ i B takvi da je B homomorfna slika automata A’ i

S~ SA)IT = S(B).

Kako V jeste o-zatvoren sledi da je A" € V i, koriste¢i ¢injenicu da je V' zatvoren za
homomorfne slike, dobijamo B € V. Dakle, T' € K(V).

Pretpostavimo, sada, da polugrupa 7' jeste xk-poddirektan proizvod polugrupa S; €
K(V), i € I, odnosno postoje X-automati A; € V takvi da je S; = S(A;), za svako
i € I. Prema Lemi 5.4.4 postoje X-automati A}, za svako i € I, i A takvi da je A
poddirektan proizvod automata A%, i € I,1 S = S(A), S; 2 S(A}), i € I. S obzirom

da V jeste o-zatvoren sledi da je A € V, za svako i € I. Kako je V zatvoren za

poddirektne proizvode, imamo da je A € Vi odatle je S € K(V). O

Kao suma rezultata datih u Teoremama 5.4.1 i 5.4.2 dobija se

Teorema 5.4.3 (Teorema o korespondenciji). Neka je k proizvoljan kardinal i ne-
ka je X proizvoljan alfabet kardinalnosti k. Tada svakom k-varijetetu polugrupa K
odgovara o-varijetet X -automata

V(K) = {A]| A je X-automat i S(A) € K},
i obratno, svakom o-varijetetu X -automata V' odgovara k-varijetet polugrupa

K(V)={S(A)|AeV}

Kao posledicu Leme 5.4.1 i Teorema 5.4.1 i 5.4.2 dobijamo slede¢i rezultat.
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Posledica 5.4.1. Neka je k proizvoljan kardinal i neka je X proizvoljan alfabet kardi-
nalnosti k. Tada je mreZa svih k-varijeteta polugrupa izomorfna mrezi svih o-varijeteta
X -automata.

Imajudi u vidu varijetete X-automata, za fiksirani alfabet X, za koje smo u Odeljku
5.3 dokazali da su o-zatvoreni, odredi¢emo njima odgovarajuce k-varijetete polugrupa,
gde je k kardinalnost skupa X.

Primer 5.4.1. U Primeru 5.3.1 je dokazano da klasa R(Nilp,) jeste o-varijetet X-
automata. Tada je IC(R(Nilp,)), prema Teoremi 3.5.4, k-varijetet svih k-generisanih
k-nilpotentnih polugrupa.

Slicno se moze zakljuciti i polazeéi od klase K svih k-generisanih k-nilpotentnih
polugrupa. Zaista, ova klasa je zatvorena za homomorfne slike i k-poddirektne proiz-
vode, te je k-varijetet. Takode na osnovu Teoreme 3.5.4 zakljucujemo da je V(K) =

Primer 5.4.2. Prema Primeru 5.3.2 klasa RDef}, jeste o-varijetet X-automata. Njoj
odgovarajuci k-varijetet polugrupa, prema Teoremi 3.5.3, ¢ine sve k-generisane k-
nilpotentne ekstenzije levo nultih traka.

Primer 5.4.3. U Primeru 5.3.3 je dokazano da klasa R(Def}) jeste o-varijetet X-
automata. Tada je IC(R(Defy)), prema Teoremi 3.5.2, k-varijetet svih k-generisanih
k-nilpotentnih ekstenzija desno-nultih traka.

Primer 5.4.4. Imajudéi u vidu Primer 5.3.4 gde je dokazano da klasa GDef}, jeste o-
varijetet X-automata, na osnovu Teoreme 3.5.1, zaklju¢ujemo da je njemu odgovarajuci
r-varijetet svih k-generisanih k-nilpotentnih ekstenzija pravougaonih traka.

5.5. Korespondencija Eilenbergovog tipa

Cuvenom Eilenbergovom teoremom uspostavljena je korespondencija izmedu vari-
jeteta’ jezika i pseudovarijeteta monoida. Naime, za pseudovarijetet V' monoida defin-
isano je preslikavanje Ly koje svakom kona¢nom alfabetu X dodeljuje skup svih jezika
nad alfabetom X ¢ji su sintaksicki monoidi u V. Stavise, ukoliko je £(X) skup racional-
nih jezika, preslikavanje £ je nazvano RL-preslikavanje. Takode, RL-preslikavanje je
tzv. VRL-preslikavanje, a vrlo cesto se naziva i varijetetom jezika, ako zadovoljava:

(i) £(X) je zatvoren za uniju i komplementiranje;
(ii) za svako L € L(X) isvakoz € X jez™'L € L(X) i Lz~ € L(X);
(iii) ako je ¢ : X* — Y* homomorfizam, tada iz L € L(Y) sledi Lo~ € L(X).
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S. Eilenberg je dokazao da je za svaki pseudovarijetet monoida V preslikavanje
Ly jeste VRL-preslikavanje i da za svako VRL-preslikavanje £ postoji pseudovarijetet
monoida V takav da je £ = Ly.

Primetimo da su uslovi kojima je definisano VRL-preslikavanje razlic¢ite prirode.
Naime, uslovi (i) i (ii) se odnose na jezike nad istim alfabetom X, dok je uslov (iii)
u izvesnom smislu “spoljasnji” uslov jer se odnose na jezike nad razli¢itim alfabetima.
Prilikom uspostavljanja korespondencije izmedu k-varijeteta polugrupa i o-varijeteta
X-automata radili smo samo sa “unutrasnjim” uslovima, tj. uslovima koji se odnose
na fiksirani alfabet. Medutim, ovde ¢emo pokazati da je i u slucaju automata moguce
razmatrati izvesne uslove “spoljasnje” prirode, tj. uslove koji povezuju automate sa
razlicitim ulaznim alfabetima.

Ovde ¢e na slican nacin biti uspostavljena korespondencija izmedu varijeteta polu-
grupa i automata.

Neka je S klasa polugrupa. Definisemo preslikavanje As koje svakom alfabetu X
dodeljuje skup svih X —automata za koje vazi S(A) € S, tj.

As(X) ={A]| A je X—automat i S(A) € S}.
Lema 5.5.1. Preslikavanje varijeteta polugrupa V +— Ay je injektivno.

Dokaz. Uocimo dva proizvoljna varijeteta polugrupa V; i V5. Tada postoji polugrupa
S eVi\ Vo, ili § € Vo\ ;. Pretpostavimo S € V; \ V,. Tada za proizvoljan generatorni
skup X polugrupe S postoji kongruencija 6 na X* tako da je S = X7*/0. Dakle,
S(A(0)) = Xt/ = S € V;\Va. Dakle, A(A) € Ay, (X) — Ay, (X), odakle je Ay, (X) —
Ay, (X). O

Lema 5.5.2. Neka je S klasa polugrupa i@ X alfabet. Tada:

(1) ako je klasa S zatvorena za homomorfne slike, tada je i klasa automata As(X)
zatvorena za homomorfne slike;

(2) ako je klasa S zatvorena za homomorfne slike, tada je klasa automata As(X)
zatvorena za podautomate;

(3) ako je klasa S zatvorena za poddirekine proizvode, tada je klasa automata As(X)
zatvorena za direktne proizvode.

Dokaz. Slicno dokazu Leme 5.4.2. [

Teorema 5.5.1. Neka je V' wvarijetet polugrupa i X proizvoljan alfabet. Tada Ay (X)
jeste o-variyjetet X -automata.

Dokaz. Analogan je dokazu Teoreme 5.4.1. [
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Neka su X i Y proizvoljni alfabeti takvi da postoji surjekcija ¢ : Y — X. Jasno
da je ovom surjekcijom odreden epimorfizam iz slobodne polugrupe Y+ na slobodnu
polugrupu X, koji ¢emo, bez zabune, isto oznacavati sa ¢. Neka je A proizvoljan X-
automat. Definisimo Y-automat A? sa istim skupom stanja kao automat A i prelazima
odredenim sa ay = a(y¢), zasve a € A, y € Y. Dakle, automat A mozemo smatrati Y-
automatom. Automat A? nazivamo ¢-ekstenzijom automata A ili, kada nije neophodno
istaci surjekciju, ulaznom ekstenzijom automata A.

Lema 5.5.3. Proizvoljan automat je o-ekvivalentan svakoj svojoj ulaznoj ekstenziji.

Dokaz. Sledi neposredno s obzirom na ¢injenicu da je 7, = 1,4, za svaku surjekciju ¢ i
svakoy €Y. O

Uocimo dva proizvoljna alfabeta X i Y takva da je | X| < |Y|. Tada postoji surjek-
tivno preslikavanje iz Y na X, pa na osnovu prethodne leme dobijamo:

Posledica 5.5.1. Neka su X i Y alfabeti takvi da je | X| < |Y|. Tada za svaki X -

automat postoji njemu o-ekvivalentan Y -automat.

Posledica 5.5.2. Neka je V' varijetet polugrupa i X 1Y alfabeti takvi da je | X| < |Y].
Tada je Ay(X) C Ay(Y) i Ay (X) je skup svih X -automata iz Ay (Y).

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Posledice 5.5.1. [

Preslikavanje A koje svakom alfabetu X dodeljuje varijetet X-automata nazivamo
A(X) varijetalnim preslikavanjem. Ukoliko A(X) jeste o-varijetet X-automata, za
svaki alfabet X, onda za preslikavanje A kazemo da je o-varijetalno preslikavanje.
Ako varijetalno preslikavanje A zadovoljava uslov:

e ako su X iY alfabeti takvi da postoji surjekcija ¢ : Y — X, tada

Ac AX) & A® € AY),

onda za preslikavanje A kazemo da je e-varijetalno. Preslikavanje koje je istovremeno
o-varijetalno i e-varijetalno nazivamo oe-varijetalno preslikavange.

Primetimo da uslov dat u definiciji e-varijetalnog preslikavanja odgovara uslovu (iii)
kod Eilenbergove definicije varijeteta jezika.

Teorema 5.5.2. Za svako oe-varijetalno preslikavanje A postoji varijetet polugrupa
V tako da je A= Ay.
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Dokaz. Uocimo proizvoljan konacan alfabet X. Tada je A(X) varijetet X-automata.
Oznac¢imo sa Wx = {S(A)| A € A(X)}. Dokazatemo da je skup V' svih polugrupa
oblika S(A) gde je A neki X-automat koji pripada skupu A(X), odnosno da je V =
U{Wx | X je alfabet} varijetet polugrupa.

Neka je polugrupa T homomorfna slika polugrupe S € V. Tada postoji alfabet X
i X-automat A € A(X) tako da je S = S(A). Prema Lemi 5.4.3 postoje X-automati
A1 B takvida je T = S(B'), S =2 S(A’) i automat B’ je homomorfna slika automata
A’. Kako automat A’ jeste o-ekvivalentan automatu A € A(X) i kako A(X) jeste o-
zatvoren skup, to je A’ € A(X), a onda, zbog ¢injenice da je A(X) varijetet automata,
sledi da je B' € A(X). Odavde je T = S(B') € Wx C V.

Neka je, sada, polugrupa T poddirektan proizvod polugrupa S; € V, i € I. To
znaci da je za svako ¢ € I polugrupa S; oblika S; = S(A;), za neki A; € A(X;). Neka je
Z proizvoljan alfabet takav da postoje surjekcije ¢; iz Z na svaki od skupova X;, kao
i surjekcija ¢ iz Z na Y, gde je Y neki skup generatora polugrupe 7. Zbog ¢injenice
da A jeste e-varijetalno preslikavanje, imamo da je A” € A(Z). Prema Lemi 5.4.4 je
T = S(B) za Z-automat B koji je poddirektan proizvod Z-automata B;, i € I, takvih
da je S(B;) = S(A?), za svako i € I. Kako je A € A(Z) i A(Z) je o-zatvoren,
sledi da je B; € A(Z). Stavise, zbog ¢injenice da je A(Z) varijetet Z-automata i da
je B poddirektan proizvod automata iz A(Z) dobijamo da je B € A(Z). Odatle je
T =8(B) € Wy CV, sto je i trebalo dokazati.

Dokazac¢emo, sada, da je V' trazeni varijetet polugrupa, odnosno da vazi A = Ay,

tj. da je A(X) = Ay (X) za svaki alfabet X.

Najpre, ako je A € A(X) proizvoljan automat, tada je S(A) € Wx C V, odakle je
A€ Ay (X). Prema tome, A(X) C Ay (X).

Uocimo, sada, proizvoljan automat A € Ay (X). Tada je S(A) € V. Zbog nacina
na koji je formiran varijetet V' imamo da postoji alfabet Y i Y-automat B € A(Y)
takav da je S(A) = S(B). Neka je Z proizvoljan alfabet iz kog postoje surjekcije ¢; i
¢ na X 1Y, redom. Kako preslikavanje A jeste e-varijetalno, to je B € A(Z), a onda
iz o-zatvorenosti varijeteta A(Z) i ¢injenice da je S(A%) = S(A) = S(B) = S(B%)
sledi da je A% € A(Z), odakle, opet zbog toga §to je A e-varijetalno preslikavanje,
dobijamo da je A € A(X). Dakle, Ay (X) C A(X), sto je i trebalo dokazati. [

Primetimo da je ovde trazeni varijetet polugrupa dobijen direktno, a ne kao varijetet
generisan nekom klasom polugrupa, kao sto je slucaj kod Eilenbergove teoreme.

Na osnovu Teorema 5.5.1 i 5.5.2 neposredno sledi sledeca teorema koja predstavlja
teoremu o korespondenciji Eilenbergovog tipa.

Teorema 5.5.3. Neka je V' proizvoljan varijetet polugrupa. Tada Ay jeste oe- var-
ijetalno preslikavanje i, takode, za proizvoljno oe-varijetalno preslikavanje A postoji
varijetet polugrupa V' takav da je A = Ay .
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5.6. Karakteristicne polugrupe neregularnih
automata

Kao §to smo ve¢ primetili u Odeljku 5.3, o-varijetet automata je regularan. Prema
tome, korespondencija izmedu varijeteta automata i varijeteta polugrupa uspostavljena
u Odeljku 5.4 odnosi se samo na regularne varijetete. Sa namerom da dodemo do
slicnih rezultata za neregularane varijetete predlazemo novu definiciju karakteristicne
polugrupe automata koji zadovoljava neki neregularni identitet i dajemo neke osobine
ovog pojma.

Naime, nije tesko primetiti da je Myhillova kongruencija automata A odredena sa
(u,v) € pa < A = gu = gv.

Dakle, ovako definisana kongruencija tretira samo regularne identitete zadovoljene na
automatu. U tom smislu, za neregularan X-automat A definiSemo kongruenciju 64 na
X" na sledeé¢i nacin:

(u,v) €04 u=20v ili A E gu = ho.

Faktor polugrupu X' /04 zovemo karakteristicna polugrupa automata A, u oznaci
C(A). Napomenimo, jo§ jednom, da ¢emo ’klasiécnu’ karakteristicnu polugrupu au-
tomata A, tj. polugrupu prelaza, i nadalje oznacavati sa S(A). Dakle, pod karakter-
isticnom polugrupom neregularnog automata A podrazumevamo polugrupu C(A).

Primetimo da ako je A regularan automat tada je C(A) jednaka X, pa je nema
smisla razmatrati. Takode, nije tesko primetiti da je za neregularan automat A polu-
grupa S(A) homomorfna slika polugrupe C'(A).

Napomenimo, ovde, da je, prema Posledici 1.4.1, svaki neregularan automat direk-
tabilan. Takode je poznato da je skup svih usmeravajuéih re¢i DW(A) automata A
ideal u polugrupi X+. Oznac¢imo sa p4 njemu odgovarajuéu Reesovu kongruenciju na
polugrupi X*. Naravno, sa 4 oznacavamo Myhillovu kongruenciju automata A. Tada
je

Teorema 5.6.1. Za proizvoljan direktabilan automat A vazi 04 = pa N jia.

Dokaz. Uo¢imo proizvoljan par (u,v) € €4 i pretpostavimo da je u # v. Tada identitet
gu = hv vazi na A. Prema Lemi 1.4.1 vazi da je u,v € DW(A). Dakle, (u,v) € pa.
Takode, za proizvoljan element a € A, stavljajué¢i a umesto promenljivih g, h, dobijamo
au = av, odakle je (u,v) € pa. Prema tome, 04 C pa N pa.

Obratno, pretpostavimo da je (u,v) € pa Npa i u # v. Kako je (u,v) € py i
u # v sledi da je u,v € DW(A). Znadi, za dva proizvoljna elementa a,b € A imamo
da je au = bu, i, zbog (u,v) € pa vazi bu = bv. Dakle, au = bu = bv §to znaci da A
zadovoljava identitet gu = hv, tj. (u,v) € 4. O
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Prema Teoremi 3.4.2 i prethodnom rezultatu sledi da vazi sledec¢a teorema.

Teorema 5.6.2. Za proizvoljan neregularan automat A polugrupa C(A) jeste idealska
ekstenzija desno nulte trake.

Dokaz. Dovoljno je dokazati, s obzirom na Lemu 1.2.1, da polugrupa C(A) ima desnu
nulu. Neka je u € DW(A) proizvoljan element. Dokaza¢emo da je uf4 desna nula
u C(A). Neka je vfy € C(A) proizvoljan element. Dovoljno je dokazati da vazi
(vu,u) € 04. Kako je u € DW(A) to je au = avu, za svako a € A. Prema tome,
(u,vu) € py. Takode, vazi avu = bvu, za sve a,b € A. Dakle, (u,vu) € ps. Prema
tome, (u,vu) € paNpa =04 O

Dakle, dok za svaku polugrupu S postoji automat A takav da je S = S(A), to ne
vazi za karakteristicnu polugrupu neregularnog automata. Naime, prema Teoremi 5.6.2,
imamo da polugrupa S mora imati desnu nulu. Medutim, to nije dovoljno. S namerom
da opiSsemo polugrupe koje mogu biti karakteristicne polugrupe nekog neregularnog
automata, uvodimo pojmove D-kongruencije i D-polugrupe.

Kongruencija 6 slobodne polugrupe X je D-kongruencija ako zadovoljava
luf| > 1 ako i samo ako uf jeste desna nula u X /6.

Polugrupa S je D-polugrupa ako se moze predstaviti u obliku S = Xt /6, gde je 6 neka
D-kongruencija. Klasu svih D-polugrupa ¢emo oznacavati sa D.

Teorema 5.6.3. Skup svih D-kongruencija na polugrupi X+, gde je X proizvoljni
alfabet, predstavija kompletnu mrezu.

Dokaz. Najpre, jasno da V x+ jeste D-kongruencija. Pretpostavimo da relacije 6;,7 € I,
jesu D-kongruencije. Dokazacemo da je (., 0; takode D-kongruencija. Neka je

’u(ﬂ@,) ‘ > 1.

Tada jei |ub;| > 1, zasvako i € I, pa su uf; desne nule u X+ /6,. Onda je za proizvoljno
v € Xt zadovoljeno (vu,u) € 0;, za svako i € I, odakle je

(vu,u) € ﬂ 0;,

el

tj. w((N;e; i) je desna nula u X+ /., 6;, 5to je i trebalo dokazati. [J

iel

Sada smo spremni da damo odgovor na prethodno postavljeno pitanje o uslovima
pod kojima neka polugrupa moze biti karakteristicna polugrupa nekog direktabilnog
automata.

Teorema 5.6.4. Polugrupa S je karakteristicna polugrupa C(A) nekog automata A
ako i samo ako je D-polugrupa.
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Dokaz. Neka je A proizvoljan neregularan X-automat. Dokazatemo da polugrupa
C(A) jeste D-polugrupa. Ona je faktor polugrupa slobodne polugrupe X po kongru-
enciji 04. Treba dokazati da 64 jeste D-kongruencija, tj. da iz |uf4| > 1 sledi da je
uf 4 desna nula. Pretpostavimo da uf4 nije desna nula. Tada postoji v € X tako da
(vu,u) & 04 = pa C pa. Ako (vu,u) ¢ pa, tada u ¢ DW(A). Sa druge strane, iz
(vu,u) ¢ uy sledi da postoji a € A tako da je avu # au, pa opet dobijamo u ¢ DW (A).
dakle, u svakom slucaju vazi u ¢ DW(A). Medutim, u tom slucaju je |upa| = 11 kako
je 04 C pa, dobijamo da je |uf4| = 1. Prema tome, 04 je D-kongruencija i C'(A) je
D-polugrupa.

Obratno, pretpostavimo da polugrupa S jeste D-polugrupa, tj. S = X*/0, gde je 0
neka D-kongruencija. Dokaza¢emo da je S = C'(A), gde je A = A(f) Myhillov automat
kongruencije . Dakle, treba dokazati 04 = 0. 1z (u,v) € 04, tj. ubs = vha, gde je
u # v, sledi da je za sve pf, gl € A vazi (pf)u = (g0)v, tj. (pu)d = (qv)d. Stavljajuci
p = q = e dobijamo uf = vf. Sa druge strane, neka je (u,v) € 0, odnosno, ufl = v i
u # v. Tada je uf = vf desna nula u X /6. Znagci, za sve pf, ¢ € A imamo

(PO)u = (pu)f = ud = v8 = (qu)0 = (¢b)v,
tj. (u,v) € 4. Dakle, 6 = 04, Sto je i trebalo dokazati. [

Dokazac¢emo sada i neke osobine ovako definisane karakteristicne polugrupe au-
tomata, koje su analogne odgovarajuéim osobinama polugrupe prelaza (vidi [46]). au-
tomata

Lema 5.6.1. Neka je X proizvoljan alfabet i neka A, B, A;, i € I, jesu X -automati.

(1) Ako je automat B homomorfna slika automata A tada je polugrupa C(B) homo-
morfna slika polugrupe C'(A).

(2) Ako je automat A podautomat automata B tada je polugrupa C'(A) homomorfna
slika polugrupe C'(B).

(3) Ako je automat A direktan proizvod automata A;, i € I, tada je polugrupa C(A)
poddirektan proizvod polugrupa C(A;), i € 1.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da postoji homomorfizam ¢ : A — B. Da bi dokazali
da je C'(B) homomorfna slika polugrupe C'(A) dovoljno je dokazati da je 84 C 0p.
Pretpostavimo da je (u,v) € 04 iu # v. Tada je aju = ayv za sve aj, ay € A. Izaberimo
proizvoljne elemente by, by € B. Tada postoje a;,ay € A takvida je a;yp = by, asy) = bs.
Dakle,

biu = (a1¥)u = (a1u)y) = (agv)y) = (ag))v = bov,
sto daje (u,v) € 0p.

(2) Ocigledno je da je O C 04 odakle dobijamo da je C'(A) homomorfna slika od
C(A).
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(3) Definisimo preslikavanje ¢ : C(A) — T, gde je
T:{<U,97;)ZE[|U€X+} i eiZHAi,

sa (ufa) = (ub;)icr

Neka su uf4,v0,4 € C(A) dva proizvoljna elementa takva da je u # v i ufs = v04.
Za proizvoljno ¢ € I i proizvoljne a;,b; € A; postoje elementi a,b € A takvi da je
am; = a; 1 bm; = b;, gde je m; i-th projekcija. Kako je (u,v) € 64, to je

a;u = (am;)u = (au)m; = (bv)m; = (bm;)v = bv.

Znadi, (u,v) € 6;, sto daje (ub;)ie;r = (v6;)ier. Prema tome, ¢ je dobro definisano.

Pretpostavimo, sada, da je (ub;);e; = (v6;);c;. Tada za proizvoljne a,b € A imamo

au = (am;)icrv = ((am;)w)icr

= ((bwi)v)ief = (bﬁi)ie]l} = bo.

Dakle, (u,v) € 4. Dakle, ¢ je injektivno preslikavanje. Ocigledno, ¢ je surjektivno
preslikavanje.

Preostaje da se dokaze da je ¢ homomorfizam. Izaberimo dva proizvoljna elementa
uba, vl € C(A). Tada je

(v64)) (U(U)GAM = ((uv)0:)ier

((ufla) ¢ =
(u;)(v0:))ier = (ub;)ic1(v0;)icr = (uba)P)((v04))).

Dakle, polugrupe T' i C(A) su izomorfne. Ocigledno, T je poddirektan proizvod
polugrupa C'(4;), i € I, pa je i C(A) takode njihov poddirektan proizvod. [

Neka je k proizvoljan kardinal. Za proizvoljan alfabet X kardinalnosti x i proizvo-
ljnu klasu S koja se sastoji od k-generisanih polugrupa definisSemo V(S) kao skup svih
X-automata A ¢ije su karakteristi¢cne polugrupe C(A) u S, tj.

V(S) ={A]| A je X-automat i C(A) € S}.

Tada imamo slede¢u posledicu Leme 5.6.1.

Posledica 5.6.1. Neka je k proizvoljan kardinal, X proizvoljan alfabet kardinalnosti
k 1 S klasa k-generisanih polugrupa. Tada vazi:

(1) Ako je S klasa polugrupa zatvorena za homomorfne slike, tada je klasa automata
V(S) zatvorena za homomorfne slike.

(2) Ako je S klasa polugrupa zatvorena za homomorfne slike, tada je klasa automata
V(S) zatvorena za podautomate.

(3) Ako je S klasa polugrupa zatvorena za k-poddirektne proizvode, tada je klasa
automata V(S) zatvorena za direktne proizvode.
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Primetimo da pojam o-varijeteta automata koji uveden u Odeljku 5.3 definisan
u odnosu na polugrupe prelaza automata. Slicno uvodimo pojam tzv. og-varijeteta
automata.

Neka je X proizvoljan alfabet. Tada na klasi svih X-automata definiSemo relaciju
ekvivalencije

(A, B) € o¢ ako i samo ako je C'(A) = C(B).

Tada varijetet X-automata V' jeste oc-zatvoren ako je zasic¢en relacijom oo. Takav
varijetet zovemo jos i o¢g-varijetet automata.

Slede¢a teorema predstavlja jedan deo veze izmedu neregularnih varijeteta au-
tomata i k-varijeteta polugrupa. Nazalost, obratna veza nije jos ustanovljena.

Teorema 5.6.5. Neka je k proizvoljan kardinal i X alfabet kardinalnosti k. Ako K
jeste k-varijetet polugrupa tada V(K) jeste oc-varijetet X -automata.

Dokaz. Ocigledno je da V(K) jeste oc-zatvoren. Prema Posledici 5.6.1, V(K) jeste
varijetet X-automata. [

Neka je X proizvoljan alfabet. Za kongruenciju 6 polugrupe X+ kazemo da je je
slabo D-invarijantna ako i samo ako zadovoljava

e ako p; 1 py jesu D-kongruencije na polugrupi X+ takve da je X /p; = X1/ po,
tada iz 0 C p; sledi 6 C ps.

U sledecoj teoremi data je karakterizacija oo-varijeteta automata koristec¢i koncept
slabo D-invarijantnih kongruencija.

Teorema 5.6.6. Neka je X proizvoljan alfabet i V' klasa neregularnih X -automata.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) V je oc-varijetet automata;

(ii) postoji slabo D-invarijantna kongruencija 0 na X+ takva da je V' skup svih oc-
ekvivalentnih X -automata automatima iz H(A(9));

(iii) postoji slabo D-invarijantna kongruencija @ na X+ takva da je
V ={A]|Aje X-automat i 0 C 0,}.

Dokaz. (i)=-(ii). Pretpostavimo da V jeste oo-varijetet automata. Kako je, prema
Teoremi 5.6.3, presek D-kongruencija takode D-kongruencija, to

9V:ﬂ9A

AcV

jeste D-kongruencija, za koju ¢emo pokazati da zadovoljava uslove teoreme.



110 5. Korespondencija izmedu varijeteta automata i polugrupa

Uocimo proizvoljan automat B € V. Tada je 6, C 6. Odatle je A(fp) homo-
morfna slika automata A(fy ), a automat B je oc-ekvivalentan automatu A(fpg).

Obratno, neka automat B jeste oc-ekvivalentan automatu C' € H(A(6y)). Kako iz
Ov = Nacvla

sledi da je A(fy) € V, jer je A(fy) poddirektan proizvod automata A(f4) koji suu V,
zbog oc-zatvorenosti ovog varijeteta. Tada je i C' € V kao homomorfna slika automata
iz V, a onda je, opet zbog os-zatvorenosti, i B € V.

Treba jos dokazati da je 6y slabo D-invarijantna kongruencija. Neka su py i po D-
kongruencije na X * takve da je X /p; = X /py 10y C p;. Tada je A(p1) € H(A(Ov)),
pa je prema veé¢ dokazanom A(p;) € V. Medutim, onda je A(pz) € V jer je oc-
ekvivalentan sa A(p;). Odatle je 0y C 04(,,) = p2, Sto je i trebalo dokazati.

(ii)=(iii). Uoc¢imo automat B € V. Tada automat B jeste oc-ekvivalentan nekom
automatu C koji je homomorfna slika automata A(¢). Odatle sledi da je 0 = 049 C Oc.
Kako je X /05 = Xt /0c 1 po pretpostavci je 6 slabo D-invarijantna kongruencija, to
je 0 g GB-

Obratno, neka je B automat takav da je # C 0. Tada je
A(fp) € H(A(0)) CV,

aonda jei B € V jer je oc-ekvivalentan automatu A(6p).

(iii)=-(i). Neka je 6 slabo D-invarijantna i
V ={A|A je X-automat i 0 C 04}.

Dokaza¢emo da V jeste oo-varijetet automata.

Uocimo automat A € V' i njegovu homomorfnu sliku B. Tada je 4 C 0p. Zaista,
ozna¢imo sa ¢ : A — B dati epimorfizam i uo¢imo proizvoljan par (u,v) € 04 takav da
je u # v. Neka su by, by € B proizvoljni elementi. Tada postoje ay,as € A takvi da je
a1 = by i asgp = by. Tada vazi

biu = (a10)u = (a1u)d = (azv)¢ = (a2d)v = byv,

paje (u,v) € Op. Odatleiiz 0 C 0, sledi da je § C 6p, paje B € V. Slicno se dokazuje
i u slucaju kada je B podautomat nekog automata A € V.

Neka je, sada, automat A direktan proizvod automata A; € V, ¢ € I. Tada je
0 C 0;, za svako i € I, gde smo sa 6#; oznacili kongruenciju automata A;. Dokazac¢emo

da je
()6: € ba.
el

Neka je
(u,v) € ﬂ@i

el
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proizvoljan par takav da je u # v. Tada je (u,v) € 6;, za svako i € I. Neka su a,b € A
proizvoljni elementi. Tada je

au = (a;)ieru = (aiu)ier = (bv)ier = (bi)ierv = bv.
Dakle, (u,v) € 64. Prema tome,

0 C()0: C ba,
iel
paje AeV.
Takode, slicno kao u dokazu Teoreme 5.3.1, dokazujemo da V jeste og-zatvoren
varijetet. [
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Varieties of automata and
semigroups

Preface

A starting preliminary of the investigations done in this thesis are connections and
mutual influence between Theory of automata and Theory of semigroups, and, also,
Universal algebra, which is, in a some sense, a basis of these two theories. Results and
methods of Theory of semigroups have applications in Theory of automata. Among
the most frequently applied methods are various compositions and decompositions,
such as: extensions, subdirect products, parallel compositions, direct sums, etc. On
the other hand, Theory of automata gives motivation for investigations of some new
classes of semigroups, and, also, methods of Theory of automata can be successfully
used in Theory of semigroups.

The witness of the importance of these connections is significant number of papers
and monographs from this area. The most important among them are: M. A. Arbib
(ed) [6] from 1968, M. A. Arbib [7] from 1969, F. Gésceg and J. Pedk [46] from 1972,
G. Lallement [74] from 1979, J. E. Pin [91] from 1986, V. N. Salii[103] from 1988, J.
M. Howie [61] from 1991.

One connection between semigroups, on one side, and automata and languages, on
the other, is realised through free semigroups and monoids. Namely, they are input
semigroups of automata and, also, languages are defined precisely as their subsets.

However, more significant connection for this thesis is realized through transition
semigroups? of automata. This concept was introduced by V. M. Glushkov in 1961,
in [51], but systematic investigations of connections between automata and their tran-
sition semigroups were initiated by I. Pedk, in papers [82], [83] from 1964 and 1965.
When the structure of the transition semigroup is known, some conclusions on the
structure of the automaton itself can be made. The best example for that is the
sequence of the well-known Krohn—Rhodes theorems from 1965 and later, where con-
nection between cascade decompositions of automata and semidirect decompositions
of their semigroups is given.

Yalso known as “characteristic semigroups of automata”

121
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It is known that automata, by which automata without outputs are considered,
can be treated as unary algebras. Certainly, the converse also holds, i.e. every unary
algebra can be treated as an automaton. This enables using results and methods
of universal algebra in investigation of automata. Considerations devoted to vari-
eties, pseudovarieties and generalized varieties of automata are especially important.
It should be mentioned that some varieties of automata have been being investigated
for many years. The most famous among them are the following generalized varieties of
automata: directable automata, introduced by J. Cerny [25] in 1964, and P. H. Starke
[110] in 1969, definite automata, introduced by S. C. Kleene [68] in 1956, and M. Perles,
M. O. Rabin and E. Shamir [84] in 1963, reverse definite automata, introduced by J.
A. Brzozowski [23] in 1963. and A. Ginzburg [49] in 1966, as well as generalized defi-
nite automata, introduced in the same paper of A. Ginzburg, and nilpotent automata,
which were introduced by L. N. Shevrin [107] in 1962.

In various algebraic theories, one of the most frequently investigated subject has
been algebras whose all subalgebras of certain type belong to some class of algebras.
Very often, subalgebras taken in consideration are exactly monogenic or finitely gener-
ated subalgebras. For algebras satisfying just described condition it is said that they
“locally belong” to a given class. However, in Algebraic theory of automata this prob-
lem has been rarely treated. Problems of that type can be found only in the paper
due to M. Steinby [115], who investigated certain “locally closed” classes of automata.
Therefore, this will be one of the problems treated in this thesis.

Another very important problem that will be investigated here is subdirect decom-
positions of automata. Thanks to the well-known Birkhoft’s Representation Theorem
[18], given in 1944, the problem of subdirect decompositions of algebras has arisen as
a classical algebraic problem. Namely, the theorem says that every algebra is a subdi-
rect product of subdirectly irreducible algebras. Hence, the problem of describing the
structure of subdirectly irreducible algebras becomes very important.

In theory of automata only subdirectly irreducible automata belonging to some
special classes of automata have been treated. Thus, M. Yoeli in [122] investigated
subdirectly irreducible connected finite autonomuous automata, G. H. Wenzel in [121]
generalized his results by giving the structure of all subdirectly irreducible autonomous
automata. Further generalizations were given by Z. Esik and B. Imreh in [45], for
commutative automata, and I. Babcsanyi in [11], for so called (¢;m,n)-commutative
automata. On the other hand, B. Imreh in [63] characterized and gave algorithm
for constructing all subdirectly irreducible nilpotent automata. He also characterized
subdirectly irreducible definite automata in [64], and the same problem for reverse
definite and generalized definite automata was solved by M. Ciri¢, B. Imreh and M.
Steinby in [33].

In the general case, subdirectly irreducible automata were treated only by M. Se-
toyanagi in [106], and, since, by S. Bogdanovi¢, M. Ciri¢, B. Imreh, T. Petkovi¢ and
M. Steinby in [21]. The results from that paper will be given here.

The central problem of this thesis is establishing the correspondence between va-
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rieties of automata and semigroups. Consideration of such problem has its historical
origins. Namely, just after Theory of automata and formal languages was founded,
it was noticed that it could use successfully results of one older theory — Theory of
semigroups. Hence, the triangle “semigroups—-automata-languages” was settled, and it
is still, thirty years after, very actual.

One of the most famous results that establishes correspondence between languages
and monoids is Eilenberg’s Correspondence Theorem [41], given in 1976. This corre-
spondence is made between pseudovarieties of monoids and “varieties” of languages
through syntactic congruences of languages. The first result of that type was given
by M. Schiitzenberger [105] in 1965. He made connection between pseudovarieties of
aperiodic monoids and star-free languages.

Eilenberg’s theorem initiated many investigations considering connections between
some special varieties of languages and pseudovarieties of monoids and semigroups®,
and, also, investigations treating more general connections between varieties of lan-
guages, pseudovarieties of semigroups and congruences on free semigroups, as well as
corresponding universal algebraic generalizations. Among such papers are the papers
due to J. Almeida [3], 1990, D. Thérien [118], [119] from 1980, 1981, respectively, etc.

On the other hand, FEilenberg’s theorem was motivation for investigating similar
connections between languages and automata, what was done by M. Steinby [115], 1994.
Therefore, in the previously mentioned triangle “semigroups—languages—automata” it
remains to give some kind of correspondence between automata and semigroups. It is
natural to use transition semigroups of automata for that aim. This will be done in
this thesis.

The thesis consists of five chapters.

The first chapter is introductionary. Some notions from universal algebra, semi-
group theory and theory of automata are given there, as well as some basic results that
will be used in the sequel.

Chapter 2 is devoted to closure operators defined on the classes of automata and,
especially, on varieties of automata. Namely, in Section 2.1 we introduce the notions
of the operators L : K — L(K) which assigns to a class K of automata the class L(K)
of all automata whose all monogenic subautomata are in K, and operator C'L : K
CL(K) which assigns the class CL(K) of all automata whose all finitely generated
subautomata belong to K. In Section 2.2 this operators are applied on the class of
connected automata and some of its subclasses. In Sections 2.3 and 2.4, those operators
are used on varieties, and, also, on generalized varieties and pseudovarieties.

Chapter 3 is devoted to a very wide class of directable automata, its generalizations
and specializations, intoduced in the paper [86] due to T. Petkovié¢, M. Ciri¢ and S.
Bogdanovi¢. Section 3.1 is introductionary. It contains notions and notations of the
classes that are considered in this chapter. Besides some already known classes, some
new classes, introduced in [86], are also considered. In Section 3.2 we give some impor-

%)see J. M. Howie [61], G. Lallement [74], J. E. Pin [91] etc.
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tant properties of the languages of all directable, one-trapping, trapping, etc. words
of an automaton. In the third section we consider relationships between the classes
introduced in 3.1, and give some their algebraic properties. In Sections 3.4 and 3.5
two important problems are considered. The first one is describing the structure of
automata belonging to the classes of all generalized directable and generalized defi-
nite automata, as well as to some their important subclasses. The second question is
connection between the structure of automata from those classes and their transition
semigroups.

In Chapter 4 we consider subdirect decompositions of automata and, especially,
subdirectly irreducible automata. Analogously to the notion of the Rees conguence on
a semigroup determined by its ideal, in Section 4.1 we introduce the notion of the Rees
conguence on an automaton determined by its subautomaton, and, also, the notions of
an extension and a dense extension of automata and investigate them. In the second
section of this chapter, still motivated by ideas from the semigroup theory, especially
by those from the paper [104] due to B. M. Schein, we introduce and treat some new
concepts, such as a kernel, a core and disjunctive elements are. All those new concepts
we use in Section 4.3 in order to prove the theorem which describes the structure of
subdirectly irreducible automata in general case. Then, in Section 4.4 this theorem is
applied on nilpotent, definite, reverse definite and generalized definite automata. In
the last section of this chapter, Section 4.5, we introduce the notion of a subdirect
product of two classes of automata and investigate conditions that irregular variety V'
has to satisfy in order that the relation DV V = D @& V holds, where D is the variety
of all discrete automata. In that way we give answer to the question implicitly stated
by J. Plonka in [95].

The last chapter, Chapter 5, is devoted to a correspondence between varieties of
automata and semigroups. It has been shown that for the varieties of semigroups
considered here is important to have bounded number of generators. That leads us to
a new concept — k-varieties of semigroups, which is investigated in Section 5.2, where
we use the concept of a weakly invariant congruence, introduced in Section 5.1. In
Section 5.3 we define and investigate the concept of a o-closed variety, i.e. a o-variety,
of automata. Finally, in Section 5.4, we prove The Correspondence Theorem between
o-varieties of automata and k-varieties of semigroups. In Section 5.5 we give another
correspondence between automata and semigroups. As in the correspondence given in
the Section 5.4 irregular automata stayed out of consideration, and reason for that is
inconvenient concept of transition semigroups for those automata, in Section 5.6 we
introduce a new concept of a characteristic semigroup of an irregular automaton and
consider corresponding oo-varieties.

In this occasion I offer thanks to my family and friends for the support given to me
during doing this thesis. Especial acknowledgement for unselfish help during my whole
studying and, certainly, in working on this thesis, I give to my professors Miroslav Ciri¢
and Stojan Bogdanovi¢.
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