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Predgovor

U izucavanju algebarskih struktura klju¢nu ulogu igraju dva medusobno kom-
plementarna metoda - metod slaganja (kompozicije) i metod razlaganja (dekom-
pozicije). Glavni zadatak prvog metoda je konstrukcija algebre zZeljenih osobina iz
unapred datih algebri jednostavnije strukture, dok je sustina drugog metoda u tome
da se algebra razbije u delove prostije strukture, da se izuci struktura tih delova,
kao i veza izmedu tih delova u okviru cele algebre.

Veoma vaznu ulogu u razlaganjima algebri imaju kongruencije koje je jos 1801.
godine uveo K. Gauss proucavajuéi deljivost celih brojeva. Od tada su kongruen-
cije Cesto bile predmet istrazivanja mnogih algebraista. Veliki broj vaznih tipova
razlaganja algebri koristi kongruencije, pa zato kongruencije imaju posebnu i veoma
znacajnu ulogu u izucavanju razlaganja algebri. Takva uloga kongruencija dosla je
do posebnog izrazaja 1940-ih godina u nizu radova G. Birkhoffa, koji je dokazao
da se sva razlaganja algebri u direktne i poddirektne proizvode mogu realizovati
pomocu izvesnih sistema kongruencija. Kada su 1950-ih godina T. Tamura i N.
Kimura zapoceli izu¢avanje najve¢ih razlaganja polugrupa, u prvi plan su se tada
istakle najmanje kongruencije na polugrupi, koje odgovaraju tim najve¢im razlagan-
jima. Sve to je dovelo do intenzivnog izucavanja veza izmedu slaganja i razlaganja
algebri i odgovarajucih kongruencija.

Glavna tema ove disertacije jesu neke kongruencije na polugrupama i automa-
tima. Posle prve glave, gde su uvedeni neki osnovni pojmovi iz univerzalne algebre,
teorije polugrupa i teorije automata, kao i neki rezultati potrebni za dalji rad, u
nastavku je prikazano nekoliko novih nacina za konstrukciju najmanje polumrezne
kongruencije na polugrupi, odnosno, najvec¢eg polumreznog razlaganja polugrupe,
zatim, uvedeni su neki novi sistemi kongruencija na polugrupi koji indukuju izvesna
poddirektna razlaganja polugrupe, a opisane su i najmanje kongruencije izvesnih
tipova na automatu.

Danas, polugrupa predstavlja jednu od najinteresantnijih i najvise izucavanih
algebarskih struktura. U teoriji razlaganja polugrupa polumrezna razlaganja igraju
glavnu ulogu. Ova vrsta razlaganja prvi put je definisana i izucavana u radu A.
H. Clifforda [35] iz 1941. godine. Cuvena teorema, koju je 1956. godine u radu
[150] dokazao T. Tamura, kaze da svaka polugrupa ima najvece polumrezno ra-



1 PREDGOVOR

zlaganje i da svaka komponenta tog razlaganja nije dalje polumrezno razloziva.
Ali, ako nameravamo da proucavamo strukturu polugrupe preko njenog najveceg
polumreznog razlaganja, sre¢emo se sa slede¢im problemom: Kako konstruisati na-
jvete polumrezno razlaganje polugrupe? Druga varijanta ovog problema je: Kako
na polugrupi konstruisati najmanju polumreznu kongruenciju o?

Jedan od prvih, mozda i najboljih, metoda za konstrukciju relacije o dat je 1972.
godine od strane T. Tamurae u radu [151]. On je napravio slede¢u proceduru: Po-
lazimo od relacije deljivosti na polugrupi. Zatim definiSemo novu relaciju deljivosti
(deljivost stepena elementa) koju oznacavamo sa —. Konac¢no, pravedi tranzitivno
zatvorenje relacije — dobijamo kvazi-uredenje na polugrupi, a simetricno otvorenje
ovog kvazi-uredenja ($to je njegova prirodna relacija ekvivalencije) jednako je relaciji
0, najmanjoj polumreznoj kongruenciji na polugrupi.

Sa druge strane, M. S. Putcha je u radu [133] iz 1974. godine, dokazao da delo-
vanja operatora tranzitivnog zatvorenja i simetricnog otvorenja u Tamurainoj pro-
ceduri mogu da se permutuju. Drugim recima, na relaciju — mi prvo mozemo pri-
meniti operator simetri¢nog otvorenja, gde dobijamo novu relaciju koju oznac¢avamo
sa —, zatim ako na novo dobijenu relaciju — primenimo operator tranzitivnog
zatvorenja ponovo ¢emo dobiti najmanju polumreznu kongruenciju o.

Najvazniji korak u prethodno navedenim procedurama je primena operatora
tranzitivnog zatvorenja na relacije — i —. Kao Sto je poznato, tranzitivno
zatvorenje neke relacije dobijamo ako primenjujemo iterativnu proceduru kompozi-
cije (proizvoda) na tu relaciju. U opstem sluc¢aju broj primenjenih iteracija moze
biti i beskonacan. Prirodan problem vezan za iterativne procese na relacijama, o
kojima je bilo reci, je slede¢i: Pod kojim uslovima vezanim za datu polugrupu S,
najmanja polumrezna kongruencija na toj polugrupi moze biti dobijena primenom
konacnog broja iteracija na relaciju — ili —7

Odgovor na ovo pitanje, vezano za relaciju —, dali su u radu [45] iz 1996. go-
dine M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢. U pomenutom radu su M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ dali
jos jednu novu karakterizaciju najmanje polumrezne kongruencije pomocu glavnih
radikala, odnosno, potpuno poluprim ideala polugrupa, i opisali su strukturu polu-
grupa u kojima je ograni¢ena duzina minimalnih puteva u grafu koji odgovara relaciji

—.

U drugoj glavi ove disertacije je razmatran i reSen slican problem vezan za
Putchainu relaciju —. Sa S, i gn, n € N, oznacene su respektivno klase svih polu-
grupa u kojima je duzina svih minimalnih puteva u grafovima (S, —) i (S, —)
ogranicena sa n. Ekvivalentno, S, i §n su respektivno klase svih polugrupa u ko-
jima n-ti stepeni —" i —", relacija — i —, respektivno, jesu tranzitivne relacije.
Poznato je da je §; = 3’1. Ova klasa se sastoji od svih polugrupa koje su razlozive
u polumrezu Arhimedovih polugrupa. Klasu polumreza Arhimedovih polugrupa
izucavali su M. S. Putcha u radu [132] iz 1973. godine, i radu [134] iz 1981. godine,
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T. Tamura u radu [152] iz 1972. godine, F. Kmef u radu [95] iz 1988. godine, S.
Bogdanovi¢ i M. Ciri¢ u radu [20] iz 1992. godine, i radovima [22] i [42] iz 1993.
godine, i drugi autori. Polugrupe koje pripadaju klasi S,, su u potpunosti opisane od
strane M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a u radu [45] iz 1996. godine. Uopste, M. Ciri¢ i S.
Bogdanovi¢ su polugrupe iz klase S,, okarakterisali kao polumreze o,,-prostih polu-
grupa. Cilj ove glave je opisivanje osnovnih osobina polugrupa koje pripadaju klasi
gn polugrupa. Ove polugrupe bi¢e opisane Teoremom 2.2 i ova teorema predstavlja
najvazniji rezultat druge glave. Ostalim teoremama daju se karakterizacije razli¢itih
polumreznih razlaganja polugrupa. Takode, razmatrani su i sliéni problemi vezani

za relacije — 1 — 1 njihove n-te stepene, za n € N.

l

Takode, u ovoj glavi razmatrana su i dva nova operatora R : p — R(p) i
T : p — T(p), na mrezi svih binarnih relacija na datoj polugrupi. Prvi od prethodno
navedena dva radikala definisao je i izucavao M. S. Putcha u radu [131] iz 1973.
godine. U pomenutom radu Putcha je opisao radikal R(J) Greenove J relacije.
Opsta definicija radikala relacija na polugrupama data je od strane L. N. Shevrina u
radu [144] iz 1994. godine. Drugi tip radikala definisali su i izucavali S. Bogdanovié
i M. Ciri¢ u radu [26] iz 1996. godine. U pomenutom radu oni su oba tipa radikala
relacija na polugrupi primenili na Greenove relacije. Kao sto je M. S. Putcha dokazao
u radu [131] iz 1973. godine, najmanja polumrezna kongruencija na potpuno -
regularnoj polugrupi jednaka je sa tranzitivnim zatvorenjem radikala R(J) Greenove
J relacije. Ovo Putchaino tvrdenje u opsStem slucaju ne vazi. U drugoj glavi
izuc¢avaju se neki uslovi pod kojima su tranzitivna zatvorenja i stepeni relacija R(7)
i T(J) najmanje polumrezne kongruencije.

Rezultati dobijeni u drugoj glavi su opstiji od poznatih rezultata datih od strane
M. S. Putchae [132], T. Tamurae [151], L. N. Shevrina [144] i M. Ciriéa i S. Bog-
danovica [45].

Drugi veoma vazan metod razlaganja koji je razmatran u ovoj disertaciji je metod
poddirektnog razlaganja algebri. Razlaganje algebri u poddirektan proizvod pred-
stavlja jedan od najefikasnijih metoda za izuc¢avanje njihove strukture. Ova razla-
ganja dospevaju u centar paznje algebraista 1944. godine, kada je G. Birkhoff [12],
[13], [14] dokazao dve vazne opste dekompoziciono-kompozicione teoreme. Prema pr-
voj od njih, algebra A je poddirektan proizvod sistema algebri A;, ¢ € I, ako i samo
iel 0; = Aa,
i AJ0; =2 A;, za svaki i € I. Ovde A, oznacava relaciju jednakosti na A. Takvi

ako postoji sistem 6;, i € I, relacija kongruencije na A, takav da je ()

sistemi relacija kongruencije poznati su kao sistemi faktor kongruencija. Druga teo-
rema, dobijena kao posledica prve, poznata je pod nazivom Birkhoffova teorema o
reprezentaciji. Ona kaze da se svaka algebra moze razloziti u poddirektan proizvod
poddirektno nerazlozivih algebri.

L. Fuchs [71] uvodi 1952. godine jedan poseban tip poddirektnih proizvoda,
danas poznat pod nazivom povratni proizvod (pullback product). U Teoriji polu-



v PREDGOVOR

grupa ovi proizvodi koriste se pod nazivom ki¢meni proizvodi (spined products).
Ovaj naziv je jos uvek u opticaju. Kao sto je L. Fuchs [71] dokazao, u mnogim
slucajevima, na primer kod prstena, grupa ili Booleovih algebri, svi poddirektni
proizvodi mogu se predstaviti kao povratni proizvodi. Taj njegov rezultat uopstili
su kasnije I. Fleischer [70], 1955., za slu¢aj konac¢ne familije algebri, i G. H. Wenzel
[166], 1967., za slucaj prebrojive familije algebri, dokazavsi da povratni proizvodi
jesu oni poddirektni proizvodi kod kojih odgovarajuci sistemi faktor kongruencija
zadovoljavaju izvesno uopstenje cuvene Kineske teoreme o ostacima. U slucaju
proizvoda sa dve komponente to se jednostavno svodi na permutabilnost para fak-
tor kongruencija.

U teoriji polugrupa, do poddirektnih razlaganja se dolazilo uglavnom na jedan
od sledeca tri nacina:

cavanje poddirektno nerazlozivih polugrupa datog tipa, u slucaju da se struk-
tura takvih polugrupa moze odrediti na jednostavniji nacin;

(2) primenom izvesnih algebarskih konstrukcija, najéesée onih odredenih izvesnim
sistemom polugrupa i homomorfizama izmedu njih;

(3) eksplicitnim odredivanjem sistema faktor kongruencija koje daju izvesno ra-
zlaganje.

Mnoga poznata razlaganja polugrupa u poddirektan i povratni proizvod dobijena
su primenom prva dva metoda. Takva su, na primer, razlaganja do kojih su dosli
N. Kimura [91], [92], 1958., M.Yamada i N. Kimura [175], 1958., M. Yamada [171],
1964., [172], 1965., [173], 1967., M. S. Putcha [132], 1973., M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢
[40], 1990., [41], 1993., [45], [46], 1996., [47], 1998., S. J. L. Kopamu [98], 1994., X.
M. Ren, K. P. Shum i Y. Q. Guo [137], 1998. godine, i drugi.

U trecoj glavi paznja je usmerena ka tre¢em metodu za konstrukciju poddirektnih
razlaganja algebri. Definisani su sistemi relacija kongruencije i pomoc¢u njih su
opisani poddirektni i povratni proizvodi idealskih-ekstenzija regularnih i potpuno
regularnih polugrupa, i nil-ekstenzija pravougaonih grupa. Poddirektni i povratni
proizvodi regularnih i potpuno regularnih polugrupa dobijaju se kao posledice. Neki
od rezultata napred pomenutih autora prezentovani su na drugaciji nacin i dati su
jednostavniji i konstruktivniji dokazi njihovih teorema.

Relacije K}, K, i K4 uvedene su u knjizi A. H. Clifforda i G. B. Prestona [36] i
radu B. M. Scheina [140], a intenzivno su izuc¢avane u radu S. J. L. Kopamua [98]. U
trecoj glavi su definisane relacije K; x, K, x i K4 x iza njih je dokazano da su relacije
kongruencije na polugrupi S ako je X duo podskup od S. Takode, ako je S regularna
polugrupa i £ = E(S) tada se relacije K g, K, p 1 Kq g poklapaju sa relacijama
K, K1 Ky, tim redom. Na polugrupama koje imaju najveée polumrezno razla-
ganje definisane su relacije §;, S, i S;. Razlaganja idealskih-ekstenzija regularnih
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i potpuno regularnih polugrupa, kao i nil-ekstenzija pravouganih grupa opisana su
pomocu relacija Eu{, KhK i deg, i 317;(, 3747;( i gd,K, i dati su opisi struktura odgo-
varajuc¢ih faktor polugrupa. Takode razmatrana je veza izmedu novodefinisanih
relacija i Greenovih relacija ekvivalencije, i te veze su iskoris¢ene za opisivanje novih
tipova poddirektnih i povratnih proizvoda napred pomenutih klasa polugrupa.

Pored kongruencija i razlaganja polugrupa, predmet istrazivanja u ovoj disertaciji
su i kongruencije i razlaganja konacnih automata. Ovde koristimo prirodnu inter-
pretaciju automata gde se automat smatra konacnom algebrom kod koje se svaki
ulazni simbol interpretira kao unarna operacija. Vaziiobratno, tj. svaka univerzalna
algebra cije su sve fundamentalne operacije unarne se moze tretirati kao automat.
Ova osobina automata daje moguc¢nost da se u izu¢avanju automata koriste i rezul-
tatii aparat univerzalne algebre. Pri tom su posebno znacajna razmatranja u vezi sa
varijetetima automata, pseudovarijetetima konacnih automata, kao i uopstenim var-
ijetetima automata. Takode, vezu izmedu automata i univerzalne algebre pojacava
i ¢injenica da neki pojmovi iz univerzalne algebre imaju prirodnu interpretaciju u
Teoriji automata, kao, na primer, poddirektni proizvodi koji se interpretiraju kao
paralelne kompozicije automata.

U skladu sa Birkhoffovim teoremama o reprezentaciji, kada je re¢ o konacnom
automatu, da bi uopste mogli da govorimo o vezi izmedu kongruencija i razlaganja
automata prvo treba odrediti najmanje kongruencije za datu klasu automata. Kako
najmanjoj kongruenciji automata odgovara najve¢a homomorfna slika i najveci fak-
tor automat, to su ove relacije jako vazne i mogu posluziti za konstrukciju razlaganja
automata. Najmanje kongruencije na konacnom automatu su predmet proucavanja
ove disertacije.

Cetvrta glava posvedena je najmanjim kongruencijama na konacnom automatu.
U ovom delu data je karakterizacija najmanje kongruencije koja odgovara nekom
od veoma vaznih pseudovarijeteta automata - varijetetu direktabilnih automata,
uvedenom u radu J. Cernya [39] iz 1964. godine, lokalno direktabilnih, uopsteno
direktabilnih, trap-direktabilnih, lokalno trap-direktabilnih i utrapljivih automata,
uvedenih u radu T. Petkovi¢, M. Ciri¢a i S. Bogdanovica [113] iz 1998. godine.

Koriséenjem opstih karakterizacija najmanjih P-kongruencija na kona¢nim au-
tomatima, gde je P jedan od napred navedenih pseudovarijeteta automata, u ovoj
glavi su date teorijske osnove kao i sam izgled algoritama za njihovo efektivno
odredivanje. Takode, dati su i algoritmi za testiranje da li konacan automat pri-
pada navedenim pseudovarijetetima, kojima su kao teorijska osnova posluzili neki
novi rezultati dokazani u ovoj glavi. Isto tako dat je i algoritam za generisanje kom-
ponenti u najveéem polumreznom razlaganju polugrupe, odnosno za generisanje
najmanje direktno sumske kongruencije na automatu, kao i algoritam za generisanje
jako povezanih podautomata datog automata.

Na kraju, koristim priliku da se zahvalim svojoj porodici i prijateljima na sves-
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tranoj podrsci, kao i meni jako vaznom, strpljenju i toleranciji. Posebnu i neizmernu
zahvalnost na nesebi¢noj i ogromnoj pomoci tokom ¢itavog mog usavrsavanja, i nar-
avno, tokom izrade ovog rada, dugujem svojim profesorima i prijateljima, Prof. dr
Stojanu Bogdanovi¢u i Prof. dr Miroslavu Ciri¢u. Svesrdnu pomo¢ pri izradi ove
doktorske disertacije pruzila mi je i draga koleginica dr Tatjana Petkovi¢-Stevanovié
kojoj se takode iskreno zahvaljujem.
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Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

Na pocetku ove glave uvodimo neke osnovne pojmove i dajemo neke rezultate iz
algebre i Teorije automata koji ¢e biti koriS¢eni u daljem radu u ostalim glavama
disertacije.

Algebarske osnove date su u prvom odeljku ove glave. Uveden je pojam Descarte-
sovog proizvoda, relacije, uredenja, kvazi-uredenja, ekvivalencije, preslikavanja, jez-
gra preslikavanja, grafa i drugo.

Drugi odeljak posveéen je Univerzalnim algebrama. Data je definicija algebare,
tipa algebre, podalgebre, homomorfizma, kongruencije, faktor algebre kao i veze koje
postoje izmedu ovih pojmova.

U tre¢em odeljku ove glave date su osnovne definicije i karakteristike direktnih,
poddirektnih i povratnih proizvoda algebri.

Cetvrti odeljak ove glave posveéen je varijetetima, uopstenim varijetetima i pseu-
dovarijetetima. U ovom odeljku uveden je pojam terma i term algebre. Takode,
navedena je i poznata Teorema Birkhoffa kojom je data karakterizacija varijeteta
algebri.

O polugrupama se govori u petom odeljku. U ovom odeljku uveden je pojam
kongruencije, ideala i Greenovih ekvivalencija na polugrupi. Takode, date su defini-
cije i neke osobine razli¢itih tipova traka. Posebna paznja posvecena je regularnim,
potpuno-regularnim, inverznim, ortodoksnim, w-regularnim, potpuno w-regularnim,
Arhimedovim i potpuno Arhimedovim polugrupama. Razmatrane su i idealske i
nil-ekstenzije polugrupa i tako dalje. Polumrezna i poddirektna razlaganja napred
pomenutih tipova polugrupa razmatraju se u Glavi 2 i Glavi 3.

Pojam automata uveden je u Sestom odeljku. Date su osnovne karakteristike
automata bez izlaza. Takode, u ovom odeljku se govori o vezi automata sa uni-
verzalnim algebrama, kao i o brojnim konceptima, idejama i metodama univerzalne
algebre koji se koriste u proucavanju automata.
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1.1. Algebarske osnove

Oznacimo sa NY, skup prirodnih brojeva sa nulom, a sa N skup prirodnih brojeva
bez nule. Pojam klasa koristimo jednako kao i pojam skup. Klasu skupova nazivamo
familijom skupova. Familiju skupova indeksiranu skupom I oznac¢avamo sa { H; }ic;.
Ako je I konacan skup i ima n elemenata, onda pisemo {H;}1 .

H;, je

Descartesov proizvod familije skupova {H;},_;, koji oznacavamo sa []

i€l el

skup svih preslikavanja

a:]—>UHi, a:i— a;,

iel
koja ispunjavaju uslov a; € H;, za svaki ¢ € I. Preslikavanje
mH— H;, za i€1,

definisano sa am; = a;, naziva se i-ta projekcija skupa H na skup H;.

Binarna relacija na nepraznom skupu H jeste svaki podskup & skupa H?, pri
¢emu to moze biti i prazan podskup. Skup svih binarnih relacija na H oznacavamo
sa B(H). Specijalne vrste relacija na skupu H su prazna relacija, sa oznakom
@, relacija jednakosti ili identicka relacija, Ay = {(x,z) |z € H}, 1 univerzalna
relacija Vg = H x H.

Relaciju koja je refleksivna i tranzitivna nazivamo kvazi-uredenjem, dok re-
fleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo parcijalnim uredenjem, ili
relacijom poretka. Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacijom
ekvivalencije, ili samo ekvivalencijom.

Par (A, <) koji se sastoji od nepraznog skupa A i parcijalnog uredenja < na
njemu zovemo parcijalno uredenim skupom, ili samo uredenim skupom.  Slicno,
par (A, <), koji se sastoji od skupa A i kvazi-uredenja < na njemu je kvazi-ureden
skup. Kvazi-ureden skup A je usmeren kvazi-ureden skup ako za proizvoljan konacan
podskup {ay,...,a,} skupa A postoji a € A tako da je a; X a, za svaki i € [1,n].
Na isti nacin definiSemo 1 usmeren ureden skup .

Uredenje < na skupu A je linearno ako za sve a,b € Avazia < bilib <a,i
tada kazemo da je A linearno ureden skup ili lanac.

Neka je 6 relacija ekvivalencije na skupu H. Za elemente a,b € H za koje je
a0 b kazemo da su 0-ekvivalentni. Skup af je klasa ekvivalencije elementa a € H
u odnosu na 6, ili samo 6-klasa elementa a. Jasno je da a € af. Skup svih 6-klasa
oznacavamo sa H/0 i zovemo faktor-skup skupa H, ili krace samo faktor skupa H,
u odnosu na relaciju 6. Preslikavanje

0% a— ab
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koje skup H slika na faktor-skup H/6 je prirodno preslikavanje skupa H odredeno
relacijom ekvivalencije 6.

Dalje, neka su H i K neprazni skupovi i neka je ¢ : H — K. Relacija

ker ¢ = {(z,y) € H x H|z¢ = yo}

definisana na skupu H je jezgro preslikavanja ¢.

Neka je H neprazan skup i naka je £ proizvoljna binarna relacija na skupu H.
Tada sa £! oznacavamo relaciju definisanu na H na sledeéi nacin:

(a,b) €' < (ba) €&

Ovako definisana relacija naziva se inverzna relacija relacije €. Relacija €N &L je
najvec¢a simetricna relacija sadrzana u relaciji &, i ovu relaciju nazivamo simetricno
otvorenge relacije €. Za n € N, sa £" oznacavamo n-ti stepen relacije £ u polugrupi
B(H) svih binarnih relacija na skupu H. Sa &° oznacavamo identicku relaciju na
skupu H, tj. imamo da je €% = Ay.

Neprazan presek proizvoljne familije tranzitivnih relacija na H je i sam tranzi-
tivna relacija na H. Dakle, za proizvoljnu relaciju & na H, presek svih tranzitivnih
relacija na H koje sadrze £ je tranzitivna relacija. Tu relaciju oznacavamo sa £*° i
zovemo tranzitivno zatvorenje relacije . Jasno je da je

e =J¢

neN

Takode, i presek proizvoljne familije relacija ekvivalencije na H je relacija ek-
vivalencije na H. Taj presek je uvek neprazan jer sadrzi identicku relaciju na H.
Zmaci, za proizvoljnu relaciju £ na skupu H, presek svih relacija ekvivalencije koje
sadrze relaciju £ je relacija ekvivalencije koju zovemo relacija ekvivalencije gener-
1sana relacijom &, i oznacavamo je sa £°. Takode, jasno je da je

£ =(EUETun)™.

Pod pojmom graf podrazumevamo ureden par G = (G, o) koji ¢ine neprazan
skup G, ¢ije elemente nazivamo c¢vorovima grafa G, a p je binarna relacija na G,
¢ije elemente nazivamo granama grafa G. Graf i njegov skup ¢vorova oznacavamo
istim slovom G. Za granu (a,b) € ¢ kazemo da izlazi iz ¢vora a i da ulazi u ¢vor
b. Graficki, ¢vorove grafa GG predstavljamo tackama u ravni ili prostoru, a granu
(a,b) € p orijentisanom linijom koja izlazi iz ¢vora a i ulazi u ¢vor b.

Oznaceni grafovi se koriste za predstavljanje automata. Ova vrsta grafa se
definise kao uredena trojka G = (G, X, \), gde je G skup cvorova grafa, X skup
oznaka, a A C G x X x G. Ako je (a,z,b) € A, tada za granu (a, b) kazemo da je
oznacena simbolom z, koji nazivamo oznakom grane (a,b).
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Oznake i definicije predstavljene u ovom odeljku su u skladu sa oznakama i
definicijama koje u svojim knjigama i radovima koriste S. Bogdanovi¢ i M. Ciri¢ [21],
M. Ciri¢, S. Bogdanovi¢ i J. Kovacevié [49], M. Ciri¢, T. Petkovi¢ i S. Bogdanovi¢
[54], D. Cvetkovié¢ [56], D. Cvetkovié¢ i S. Simi¢ [57], B. A. Davey i H. A. Priestley
[59], G. Grétzer [77], J. M. Howie [82], [83], [84], R. Madarasz i S. Crvenkovi¢ [103],
S. Mili¢ [107], [108] i drugi. Za viSe informacija o algebarskim osnovama upuéujemo
na napred nabrojane knjige i radove.

1.2. Univerzalne algebre

Neka je A neprazan skup i neka je n € N. Kao §to znamo sa A™ oznacavamo
skup svih uredenih n-torki elemenata iz A. Stavimo da je A° = {@}. Sada, za
n € N°, n-arna operacija na skupu A je svako preslikavanje f : A" — A. Broj n je
duzina ili arnost operacije f.

Operacije duzine 1 zovemo unarnim, operacije duzine 2 zovemo binarnim, a
operacije duzine 0 zovemo nularnim operacijama. Nularna operacija je preslikavanje
f: A — A Kako se skup A° sastoji iz samo jednog elementa &, to se tim
preslikavanjem ustvari fiksira jedan element — konstanta f(@) € A.

Tip algebri definiSe se kao skup simbola 7 takvih da je svakom simbolu f € 7
pridruzen neki broj n € N° koji se naziva arnost ili dufina simbola f. Tada f
zovemo n-arni operacijski simbol. Nularni operacijski simboli su znaci konstanti. Za
n € N° skup svih n-arnih operacijskih simbola iz 7 ozna¢avamo sa 7,. Univerzalna
algebra, ili samo algebra tipa T je uredeni par (A, F'), gde je A neprazan skup,
koji zovemo nosac¢ algebre, i F' = {f4|f € 7} je familija operacija indeksirana
skupom 7 tako da je svakom n-arnom operacijskom simbolu f € 7 pridruzena n-
arna operacija f4 na A. Operacije f4, f € 7, zovemo fundamentalnim operacijama
algebre, a njihovom kompozicijom dobijaju se izvedene operacije te algebre.

Neka je A algebra tipa 7. Neprazan podskup B C A je podalgebra od A ako je
zatvoren za sve fundamentalne operacije algebre A, tj. ako vazi:

(i) f4 € B, za svaki f € 7,
(i) za f €T, n €N, iz ay,...,a, € Bsledi f4(ay,...,a,) € B.

Prema tome, B je podalgebra od A ako i samo ako je B algebra istog tipa 7. Za
nosace tih algebri vazi B C A i za proizvoljan f € 7, f? je restrikcija operacije f4
na B. Pod pojmom klase algebri podrazumevamo svaku klasu koja se sastoji od
algebri istog tipa. Za klasu algebri K, sa S(K) oznacavamo klasu svih podalgebri
algebri iz K. Klasa K je zatvorena za operator S : K +— S(K), tj. klasa K je
zatvorena za podalgebre, ako je S(K) C K.

Neka je H neprazan podskup algebre A tipa 7. Oznac¢imo sa (H) presek svih
podalgebri od A koje sadrze podskup H. Jasno je da je (H) najmanja podalgebra
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od A koja sadrzi H. Za algebru (H) kazemo da je podalgebra od A generisana
skupom H. Ako je (H) = A, tada je H generatorni skup algebre A. Algebra A
je konacno generisana ako ima konacan generatorni skup. Ako je generatorni skup
jednoelementan, tada je algebra monogena ili ciklicna.

Neka su A i B algebre tipa 7. Preslikavanje ¢ : A — B je homomorfizam iz A u
B ako vazi:

(i) ako je f € 79, tada je fA¢ = fP,
(ii) ako je f €1, zan €N iay,...,a, € A, tada je

(fHar, - an))d = g, ... and).

Pri tom, ako je, ¢ injektivno (jedan-jedan) preslikavanje, tada je ¢ monomorfizam
ili potapanje iz A u B. Ako je ¢ sirjektivni homomorfizam iz A na B, tada je ¢
epimorfizam iz A na B. Konacno, ako je homomorfizam ¢ : A — B istovremeno
injektivan i sirjektivan, tada je ¢ izomorfizam iz A na B'i A i B su izomorfne
algebre, $to oznacavamo A = B. Za klasu algebri K, sa H(K) oznacavamo klasu
svih homomorfnih slika algebri iz K, a sa I(K) klasu svih izomorfnih kopija algebri
iz K. Klasa K je zatvorena za operator H : K — H(K), tj. klasa K je zatvorena za
homomorfne slike, ako je H(K) C K, i K je zatvorena za operator [ : K — [(K),
ako je I(K) C K.

Homomorfizam algebre A u nju samu je endomorfizam te algebre, a izomorfizam
A na samu sebe je automorfizam te algebre.

Neka je 6 binarna relacija na algebri A tipa 7. Ako je f € 7,, za n € N, tada je
0 saglasna (kompatibilna) sa fundamentalnom operacijom f4 na A ako iz a; 0 b;, za
sve i € [1,n], sledi
fHay, ... an) 0 fA(by, ... by).
Relaciju ekvivalencije koja je saglasna sa svim fundamentalnim operacijama na al-
gebri A zovemo relacijom kongruencije, ili samo kongruencijom na A.

Neka je 6 kongruencija na algebri A tipa 7. Definisimo na skupu A/# fundamen-
talne operacije tipa 7 na slede¢i nacin:

(i) ako je f € 7y, tada stavljamo da je f4/% = f4/6;
(ii) ako je f € 1,, zamn € N, i a10,...,a,0 € A/6 su proizvoljni elementi, tada
stavljamo da je

FA%a0,. .. an) = (fay,. .. a,))b.

Algebra A/0 tipa 7 sa fundamentalnim operacijama f4/? definisanim na gornji
nacin je faktor-algebra (kolicnick algebra) algebre A u odnosu na kongruenciju 6.

Veza izmedu kongruencija i homomorfizama data je slede¢om teoremom.
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Teorema 1.1. (Teorema o homomorfizmu). Ako je 0 kongruencija na algebri
A tipa 7, tada je 0° homomorfizam od A na A/6.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam algebre A tipa T na algebru B istog tipa, tada
je ker ¢ kongruencija na A i preslikavanje @ : A/ ker ¢ — B definisano sa

(aker )P = ap,

za a € A, je izomorfizam iz A/ ker ¢ na B.

Vise informacija o Univerzalnim algebrama mogu se nac¢i u slede¢im knjigama:
V. A. Artamonov, V. N. Salii, L. A. Skornyakov, L. N. Shevrin i E. G. Shulgeifer [7],
S. Burris i H. P. Sankappanavar [34], P. M. Cohn [58], G. Grétzer [77], B. Jonsson
[90], Lj. Kocinac i A. Mandak [96], A. G. Kurosh [101], Z. Mijajlovi¢ [106], i drugim.

1.3. Poddirektni i povratni proizvodi algebri

Najbolje moguce razlaganje je ono razlaganje kod koga se komponente dalje ne
mogu razlagati. Takvo razlaganje ne postoji u opstem slucaju. U cilju nalazenja
takvog razlaganja algebri, u ovom odeljku izlazemo metod poddirektnog razlaganja
algebri, koji u stvari predstavlja specijalan tip direktnog razlaganja algebri.

Za nepraznu familiju algebri {A;}ic; istog tipa 7 na Descartesovom proizvodu
A = [];c; Ai te familije definisimo operacije tipa 7 ”pokoordinatno”, §to znaci na
slede¢i nacin:

(i) za f € 7 stavljamo da je f4 = (f4);cr;
(ii) za f € 7, gde jen € N, i a® = (agk))ig € A, gde je k € [1,n], stavljamo da
je
AW, a™y = (fA@E, ™).

Sa tako definisanim operacijama A je algebra tipa 7. Algebra izomorfna ovako defin-
isanoj algebri A je direktni proizvod familije algebri { A;};cr. Ako je I konacan skup,
tada je direktni proizvod konacan. Ako je za svaki i € I algebra A; izomorfna nekoj
algebri B, tada direktan proizvod algebri {A;}icr, oznacavamo sa B! i nazivamo
direktnim stepenom algebre B.

Za klasu algebri K, sa P(K) oznacavamo klasu svih direktnih proizvoda algebri
iz K, sa P;(K) klasu svih kona¢nih direktnih proizvoda algebri iz K, a sa Pow(K)
klasu svih direktnih stepena algebri iz K. Klasa K je zatvorena za operator P :
K — P(K), ili zatvorena za direktne proizvode, ako je P(K) C K, zatvorena
za operator Py : K +— Py(K), ili zatvorena za konacne direktne proizvode, ako je
Py(K) C K, izatvorena za operator Pow : K +— Pow(K), ili zatvorena za direktne
stepene, ako je Pow(K) C K.
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Neka je {A;}ier familija algebri i neka je skup A C [[,.; A; takav da je algebra
.e; Ai familije algebri {A;}ic;. Algebru A nazi-
vamo poddirektnim proizvodom familije algebri {A,;};er, ako je Am; = A;, za svaki

A podalgebra direktnog proizvoda [ |

J € 1, gde je m; projekcijsko preslikavanje.
Ako je A; = B, za svaki ¢ € I, tada algebru A nazivamo poddirektnim stepenom
algebre B.

Za klasu K algebri, sa Ps(K) oznacavamo klasu koja se sastoji iz svih poddi-
rektnih proizvoda algebri iz K, i K je zatvorena za operator Ps : K +— Pg(K), ili
zatvorena za poddirektne proizvode, ako je Ps(K) C K.

Rezultati koji slede predstavljaju vazne rezultate G. Birkhoffa [13]. To su fun-
damentalni algebarski rezultati kojima je dat opis metoda poddirektnog razlaganja
algebri, a samim tim i poddirektnog razlaganja polugrupa, i njegova karakterizacija
preko relacija kongruencije. Na dokaze rezultata koji slede upucujemo na [123] a
ovde ih ne¢emo navoditi.

Neka je {A;}ic; familija algebri i neka je {&}ie; familija relacija kongruencije
koje su indukovane projekcijskim preslikavanjem {7, };c; na skupu [ ], ; 4; i neka je
0; restrikcija relacije & na skupu A C [[,.; A;, za svako i € I. Za ovako definisane
relacije kongruencije {0;};cr, na algebri A imamo da vazi:

(i) AJ0; = A;, za svakii € [;
(i) Mies b5 = A,

Navedena tvrdenja se neposredno proveravaju, a takode vazi i sledeci rezultat G.
Birkhoffa [13].

Teorema 1.2. Neka je A algebra i neka je {0;}icr familija relacija kongruencije

na algebri A za koju je (\..;0; = Aa. Tada je algebra A izomorfna poddirektnom

il
proizvodu familije algebri {A/0;}icr.

U nastavku navodimo teoremu koja predstavlja uopstenje prethodno navedenog
rezultata.

Teorema 1.3. Algebra A je poddirektan proizvod familije algebri {A;}icr ako i
samo ako postoji familija relacija kongruencije {6;}icr na algebri A koja zadovol-
java sledece uslove:

(i) A/0; =2 A;, za svakii € I;
(i) Mies 6 = Aa.
Teoreme 1.2 i 1.3 govore da je egzistencija poddirektnog razlaganja algebre A

ekvivalentna sa egzistencijom familije relacija kongruencije {6;};c; na algebri A za
koju vazi (;c; 0; = Aa.
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Za razlaganje algebre A u poddirektan proizvod algebri, kazemo da je trivijalno
razlagange, ako je najmanje jedna od relacija kongruencije {6;};c; jednaka sa A 4.
ieléi = AA, gde
je {0;}icr familija relacija kongruencije na A, sledi da postoji bar jedan i € I takav
da je 0; = A 4.

Algebru A nazivamo poddirektno nerazlozivom ako iz uslova ()

Lema 1.1. Algebra A je poddirektno nerazloziva ako i samo ako A ima samo jedan
element ili Con(A) ima jedan i samo jedan atom koji je sadrian u svakoj relaciji
kongruencije razlicitoj od A 4.

Rezultat koji sledi je u literaturi poznat kao Birkhoffova teorema o reprezentaciji.
Ovom teoremom je opisano poddirektno razlaganje algebre na faktore koji se dalje
ne mogu poddirektno razlagati.

Teorema 1.4. Svaka algebra je izomorfna poddirektnom proizvodu poddirektno ne-
razlozivih algebri.

Razmatrajuc¢i poddirektne proizvode algebri videli smo da ne postoji jedinstveno
razlaganje proizvoljne algebre u poddirektan proizvod algebri. Postoje vise familija
algebri koje su poddirektan proizvod jedne iste algebre.

U nastavku bi¢e opisan metod kojim se konstruise jedan od tipova poddirektnih
proizvoda. Navodimo jedan od opstih i osnovnih rezultata, koji je vezan za povratne
proizvode algebri.

Teorema 1.5. Neka je {A;}icr familija algebri i za svaki i € I neka je ¢; homo-
morfizam koji algebru A; slika na neku algebru B. Neka je

C = {(x,) S HAl | TiP; = TjPj, 2a sve 1,] € I}

i€l

Tada je C poddirektan proizvod algebri {A;}ier.

Poddirektan proizvod, dobijen u prethodnom rezultatu, naziva se povratni pro-
izvod algebri {A;};c; u odnosu na algebru B i homomorfizme {¢;};c;. Pojam
povratnog proizvoda algebri (pullback product) prvi put sre¢emo u radu L. Fuchsa
[71]. Razlaganje polugrupa ovog tipa N. Kimura [93] je nazvao ki¢menim proizvodom
polugrupa (spined product). U Teoriji polugrupa taj naziv je u opticaju.

L. Fuchs [71] je dokazao da ako koristimo konstrukciju iz prethodne Teoreme
1.5 mozemo dobiti sve poddirektne proizvode proizvoljne familije grupa, prstena ili
Booleovih algebri. Njegov rezultat uopstio je I. Fleischer [70].

Razlaganje algebre u povratni proizvod algebri, koji ima dve komponente, opi-
suje sledeca teorema. U ovom rezultatu su istaknuti uslovi koji su potrebni da bi
neki poddirektni proizvod algebri bio povratni proizvod algebri.
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Ako za relacije kongruencije 6, i 6, definisane na proizvoljnoj algebri A, vazi
jednakost 6, - 05 = 05 - 6, tada za njih kazemo da su permutabilne.

Teorema 1.6. Algebra A je povratni proizvod algebri Ay © As u odnosu na algebru
B ako i samo ako postoje relacije kongruencije 01 i 05 na algebri A takve da vaze
sledeci uslovi:

(1) A/91 gAl, A/GQ gAQ ZA/H%B, gdeye@z@l\/@g,
(i) 61N = Au;

(iii) 01 @ Oy su permutabilne relacije kongruencije.

Rezultat Teoreme 1.6, u drugacijoj formulaciji, prvi je dokazao I. Fleischer u
svom radu [70] iz 1955. godine. Taj rezultat predstavlja uopstenje rezultata L.
Fuchsa [71]. I. Fleischer [70] je dao potpunu karakterizaciju povratnog proizvoda
dve algebre. Metod koriséen u pomenutom rezultatu I. Fleischera [70] moze se
koristiti i za opisivanje povratnih proizvoda koji imaju vise od dve komponente.
Uopstenje u tom smislu dao je G. Wenzel u svom radu [166] iz 1967. godine. On
je prvi opisao povratni proizvod proizvoljne familije algebri i dao njihovu vezu sa
apsolutno permutabilnim relacijama kongruencije.

Neka je {0;};c; familija relacija kongruencije na algebri A. Za familiju relacija
kongruencije {0;};c; kazemo da je apsolutno permutabilna ako za svaku familiju
elemenata x; € A, ¢ € I, vazi implikacija:

(wi, ;) € \/ ;= Bz € A)(Vi € ) (x1,2) € 0;, zai,j€ I

el

Teorema 1.7. Algebra A je povratni proizvod familije algebri {A;}icr u odnosu na
algebru B ako i samo ako postoji familija relacija kongruencije {0;}icr na algebri A
koja zadovoljava sledece uslove:

(i) A/0; = A;, za svakii € 1,1 A/ = B, gde je § =\/

(i) Mies i = Aa;
(iii) familija relacija kongruencije {6;}icr je apsolutno permutabilna.

92‘ ;

i€l

Specijalan slucaj prethodnog rezultata, ako je |I| = n, predstavlja sledeéi rezul-
tat.

Teorema 1.8. Neka jen € N, n > 2. Tada je algebra A povratni proizvod famil-
ije algebri { A Y=V u odnosu na algebru B ako i samo ako postoji familija relacija

kongruencije {0;}:=% na algebri A koja zadovoljava sledeée uslove:

(i) A/0; = A;, za svaki 1 <i<mn, i A0 =B, gdejed=\'"_}0;
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(i) NIy 6 = Aa;
(iii) familija relacija kongruencije {0;}:=7 je apsolutno permutabilna.

Apsolutna permutabilnost familije relacija kongruencije, koja je definisana na
proizvoljnoj algebri A, predstavlja uopstenje poznate Kineske teoreme o ostacima.
U tom smislu, rezultat G. Wenzela [166], kao i navedeni rezultati, Teorema 1.7
i Teorema 1.8, predstavljaju uopstenje pomenute teoreme. Ovim rezultatima je
uspostavljena veza izmedu Kineske teoreme o ostacima i povratnih proizvoda algebri.

1.4. Varijeteti

Neka je X neprazan skup izvesnih objekata koje nazivamo promenljivim i neka
je 7 tip algebri. Tada se skup T'(X), ¢ije elemente nazivamo termima tipa 7 nad X,
definiSe kao najmanji skup koji zadovoljava sledec¢e uslove:

(i) X Ury CT(X), tj. promenljive i znaci konstanti su termi;

(ii) ako je f € 7, zaneki n € N, i uy,...,u, € T(X), tada i izraz (niz) oblika
f(ug,...,u,) pripada T'(X), tj. ako je f € 7, 1 uq,...,u, su termi, tada je i
flug, ... uy,) term.

Slucaj X = @ je dozvoljen samo ukoliko je 79 # @. Kako su termi ustvari nizovi
simbola definisani pomoc¢u pravila (i) i (ii), to za dva terma v = f(uy,...,u,) i
v=g(v1,...,0m), f € Tn, g € T, imamo da su jednaki ako i samo su jednaki kao
nizovi simbola, tj. ako je m =n, f =g i u; = v;, za svaki i € [1,n].

Na skupu 7' = T'(X) mogu se definisati operacije tipa 7 na slede¢i nacin: ako je
f € 19, tada je f7 jednako termu f, a ako je f € 7., zan € N,iuy,...,u, € T, tada
je fT(uy,. .., u,) jednako termu f(us,...,u,). Na taj nacin T(X) postaje algebra
tipa 7 koju nazivamo term algebrom tipa 7 nad skupom X. Jasno je da je algebra
T(X) generisana skupom X.

Ako je T' = T(X) term algebra tipa 7 nad skupom X, tada identitet tipa T
nad X, ili identitet u T'(X), je uredeni par (u,v) € T x T, koji obi¢no pisemo kao
izraz oblika v = v. To je samo formalna jednakost terma u i v, jer su u opstem
slucaju w i v razliciti elementi iz T'(X). Skup svih identiteta u 7'(X) oznacen je sa
Idx. Specijalno, sa T;, i Id,, oznacena je term algebra i skup svih identiteta nad
prebrojivim skupom promenljivih, tim redom.

Neka je u = v € Idy, pri cemu u i v jesu n-arni termi tipa 7, za neki n € N, i
neka je A algebra istog tipa 7. Kazemo da algebra A zadovoljava identitet u = v, ili
da je identitet w = v zadovoljen na algebri A, ako su term operacije u i v4 jednake,
tj.

utay, ... a,) = v (ar, ..., ay),
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za sve ai,...,a, € A. Intuitivno, A zadovoljava identitet u = v ako za svaku
mogué¢u zamenu promenljivih u termima v i v elementima iz A, termi v i v daju
isti element iz A. Ako je ¥ neki skup identiteta, tada algebra A zadovoljava skup
identiteta Y ako A zadovoljava svaki identitet iz X. Skup svih identiteta nad skupom
X zadovoljenih na A oznacavamo sa Idx(A). Specijalno, skup svih identiteta nad
prebrojivim skupom promenljivih zadovoljenih na A oznacavamo sa Id,(A).

Klasa algebri K zadovoljava identitet u = v € Idx ako svaka algebra iz K zado-
voljava u = v, tj. K zadovoljava skup identiteta > ako K zadovoljava svaki identitet
iz, 3. Skup svih identiteta nad X zadovoljenih na K ozna¢avamo sa Idx (K). Klasu
svih algebri tipa 7 koje zadovoljavaju skup identiteta ¥ oznacavamo sa [X], i ako je
K = [¥] tada kazemo da je K klasa definisana skupom identiteta 3.

Neka je K klasa algebri tipa 7. Kongruencija 6 na algebri A tipa 7 je K-
kongruencija ako odgovarajuca faktor-algebra A/6 pripada klasi K. Skup svih K-
kongruencija na algebri A je oznacen sa Cong(A).

Glavni rezultat ovog odeljka daje karakterizacije varijeteta algebri. Pod wvarijete-
tom algebri podrazumevamo svaku klasu algebri K koja zadovoljava jedan od pet
ekvivalentnih uslova naredne teoreme.

Teorema 1.9. (Birkhoffova teorema). Sledeci uslovi za algebarsku klasu K su
ekvivalentna:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre i direktne proizvode;

(ii) K je zatvorena za homomorfne slike i poddirektne proizvode;

(iv) Cong(A) je potpuna podmreza mreze Con(A), za svaku algebru A;

(v

)
)
(iii) Cong(A) je glavni filter mreze Con(A), za svaku algebru A;
)
) K

=[], za neki skup identiteta ¥ C Id,,.

Ako se skup identiteta ¥ moze zapisati u obliku ¥ = {u; = v;},;, gde je [
usmeren kvazi-ureden skup, tada kazemo da je X usmeren skup identiteta. Za al-
gebru A tipa 7 kazemo da ultimativno zadovoljava X, ako postoji k € I tako da
je identitet u; = wv; zadovoljen na A, za svaki ¢ = k. Klasu svih algebri tipa 7
koje ultimativno zadovoljavaju usmeren skup identiteta 3 oznacavamo sa [X], ili sa
[u; =wv; |1 € 1],,1za K = [X], kazemo da je klasa ultimativno definisana usmerenim
skupom identiteta X.

Familija skupova je usmerena familija skupova ako u odnosu na inkluziju skupova
ona ¢ini usmeren ureden skup. Unija takve familije je usmerena unija.

Klasa algebri K je uopsteni varijetet ako zadovoljava jedan od ¢etiri ekvivalentna
uslova naredne teoreme.
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Teorema 1.10. Sledeéi uslovi za klasu algebri K su ekvivalentni:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre, konacne direktne proizvode i
direktne stepene;
(ii) K je usmerena unija varijeteta,
(i) K = [X], za neki usmereni skup identiteta ¥ C Id,,;
(iv) postoji filter F Booleove algebre P(1d,,) takav da za svaku algebru A vazi

Ae K & 1d,(A) e F.

Klasa K konac¢nih algebri kona¢nog tipa je pseudovarijetet ako zadovoljava jedan
od tri ekvivalentna uslova naredne teoreme.

Teorema 1.11. Sledeéi uslovi za klasu K konacnih algebri konacnog tipa su ekvi-
valentni:

(i) K je zatvorena za homomorfne slike, podalgebre i konacne direktne proizvode;
(ii) K se sastoji od svih konacnih algebri iz nekog uopstenog varijeteta;

(i) K = [u, = v, |n € N], za neki niz identiteta {u, = v, }nen C Id,.

Varijeteti, uopsteni varijeteti i pseudovarijeteti su stalan predmet istrazivanja u
algebri. Do sada je o njima napisano vise desetina radova, nekoliko knjiga i mono-
grafija, a najznacajnije su: P. Agliano i J. B. Nation [2], J. Almeida [3], [4], [5], J. T.
Baldwin i J. Berman [10], B. Banaschewski [11], G. Birkhoff [12], S. Bogdanovi¢ i M.
Ciri¢ [24], S. Bogdanovi¢, M. Ciri¢ i T. Petkovié [27], S. Burris i H. P. Sankappanavar
34], M. Ciri¢ i S. Bogdanovié¢ [44], S. Eilenberg [63], [64], [65], S. Eilenberg i M.
P. Schutzenberger [66], G. Gritzer [77], G. Gréatzer i J. Plonka [78], E. Graczynska
[75], P. M. Higgins [80], J. M. Howie [83], N. Kimura [94], Lj. Koc¢inac i A. Mandak
[96], S. R. Kogalovskii[97], A. G. Kurosh [101], A. 1. Maljcev [104], Z. Mijajlovi¢
[106], J. E. Pin [122], J. Reiterman [136], B. Schein [139], A. Tarski [157], W. Taylor
[158], D. Thérien [160], [161].

1.5. Polugrupe

U ovom odeljku su dati osnovni pojmovi, rezultati i oznake Teorije polugrupa,
koji nisu obuhvaceni u delu koji se odnosi na univerzalne algebre, a bice koriséeni u
ostalim odeljcima i glavama.

Do pojma polugrupe doslo se uopstavanjem pojma grupe i pojma prstena, odakle
polugrupa kao algebarska struktura predstavlja opstiju strukturu od grupe i prstena.
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Na pocetku ovog odeljka je prvo uveden pojam polugrupe i date su neke opste
osobine polugrupa. Zatim su razmatrana neka preslikavanja i relacije koje su defi-
nisane na polugrupama. Potom je uveden pojam ideala i idealske ekstenzije polu-
grupe, pojam nil-polugrupe i nil-ekstenzije polugrupe i dati su naki osnovni rezultati
u vezi sa njima. U nastavku su definisane regularne, potpuno regularne, m-regularne,
potpuno m-regularne, inverzne i ortodoksne polugrupe, a takode navedeni su i neki
poznati rezultati koji opisuju ove polugrupe. Razmatrane su proste, potpuno proste,
Arhimedove i potpuno Arhimedove polugrupe. Na kraju odeljka su razmatrana i
razlicita razlaganja polugrupa.

Algebru S = (5, +), koja ima jednu binarnu operaciju -, i koja zadovoljava sledeéi
uslov:

(S1) vazi asocijativni zakon za mnozenje,

tj. vazi
(x-y)-z=2-(y-2),
za sve x,y, 2 € S, nazivamo polugrupom.

Element x polugrupe S je idempotentan element ili idempotent polugrupe S ako
je = x. Skup svih idempotenata polugrupe S oznacavamo sa E(S). Ukoliko
su svi elementi polugrupe S idempotenti, tj. ako je S = E(S), tada polugrupu S
nazivamo trakom.

Neka su I i A neprazni skupovi. DefiniSimo mnozenje na skupu I x A na sledeci
nacin:

(&, ) - (J, 1) = (&, ),
gdejei,j € IiApue A Skup I x A, sa ovako definisanim mnozenjem, jeste traka
koju nazivamo pravougaonom trakom ili matricom.

Elementi z i y polugrupe S komutiraju ako vazi xy = yx. Za proizvoljan neprazan
podskup A od S sa C(A) oznacavamo skup svih elemenata polugrupe S koji komu-
tiraju sa svakim od elemenata iz skupa A. Ako je A = S, tada skup C(S) nazivamo
centrom polugrupe S, a njegove elemente, u tom slucaju, nazivamo centralnim ele-
mentima polugrupe S. Polugrupa S je komutativna ako svaka dva njena elementa
komutiraju, tj. ako vazi

Toy=y-,
zasve x,y € S.

Komutativnu traku zovemo polumreZom. Polumreza S je lanac ako je xy = x,
zasve x,y € S.

Element z polugrupe S nazivamo levom (desnom) nulom polugrupe S, ako je

zrx=2z (r-z=2), zasvakiz €S,
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Element z je nula polugrupe S ako je istovremeno i leva i desna nula polugrupe S.
Nije tesko dokazati da polugrupa ima nulu ako i samo ako ima levu i desnu nulu,
kao i da ukoliko polugrupa ima nulu tada je ona jedinstvena. Svaka nula, a samim
tim i svaka leva i desna nula polugrupe je idempotent polugrupe.

Polugrupu, u kojoj je svaki element leva (desna) nula, tj. u kojoj vazi zy =
r (zy = y), za sve z,y € S, nazivamo levo (desno) nultom trakom. Traka S
je (levo, desno) mormalna, ako je (vyz = xzy,ryz = yxz) TYzr = TZYT, 7a sve
x,y,z € S. Ako je (zy = zyz,xy = yry) xyzr = xyxzx, za sve x,y,z € S, traka
S je (levo, desno) regularna traka. Takode, traka S je levo (desno) kvazi-normalna,
ako je xyz = xyxz (xyz = x2yz), zasve x,y,z € S.

Element e polugrupe S nazivamo levom (desnom) jedinicom polugrupe S, ako
vazi

ecx=x (r-e=ux), zasvakiz €S,

Element e je jedinica polugrupe S ako je istovremeno i leva i desna jedinica polugrupe
S. Polugrupa koja sadrzi jedinicu je monoid. Takode, polugrupa S ima jedinicu ako
i samo ako ima levu i desnu jedinicu, i ako polugrupa ima jedinicu tada je ona
jedinstvena. Svaka leva jedinica, desna jedinica i jedinica polugrupe je idempotent
te polugrupe.

Neprazan podskup 71" polugrupe S je podpolugrupa od S ako je skup T' zatvoren
za operaciju polugrupe S, tj. akojex -y €T, zasve z,y € T.

Podpolugrupu G od S, koja je grupa, nazivamo podgrupom polugrupe S. Pod-
grupa G polugrupe S je maksimalna podgrupa od S ako ne postoji podgrupa H od
S takva da je G C H.

Sledec¢a teorema daje opis maksimalnih podgrupa proizvoljne polugrupe.

Teorema 1.12. Neka je e idempotent polugrupe S. Tada postoji maksimalna pod-
grupa od S sa jedinicom e, u oznaci G, 1 vazi

G. = {reS|lz=cx=uwe, (F2' €85) e=uaxr' =22}
= {zeS|lzeeSNSe, ecaSNSx}.

Takode vazi da su za razlicite idempotente e, f € E(S) podgrupe G. i G polu-
grupe S medusobno disjunktne.

Polugrupu S nazivamo levom (desnom) grupom ako je S izomorfna direktnom
proizvodu grupe i levo (desno) nulte trake. Polugrupu koja je izomorfna direktnom
proizvodu pravougaone trake i grupe nazivamo pravougaonom grupom. Polugrupa
S je unija grupa ako je ona jednaka uniji svojih maksimalnih podgrupa.

U prethodnim odeljcima je ve¢ bilo rec¢i o relacijama i preslikavanjima algebri.
Ovde su dati neki pojmovi koji su posebno znacajni u Teoriji polugrupa.
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Za relaciju p na polugrupi S kazemo da je levo (desno) kompatibilna ako vazi
(z,y) € p= (22, 2y) €p  ((x2,y2) €p), zasve z,y,z €5

Levo (desno) kompatibilnu relaciju ekvivalencije na S nazivamo levom (desnom)
kongruencijom polugrupe S. Jasno je da je relacija p kongruencija na S ako i samo
ako je istovremeno i leva i desna kongruencija na S.

Dalje, neposredno se proverava da presek proizvoljne familije relacija kongruen-
cije polugrupe S jeste takode relacija kongruencije na S. Odavde dobijamo da za
proizvoljnu relaciju p polugrupe S, presek svih relacija kongruencije na S koje sadrze
relaciju p jeste relacija kongruencije polugrupe S koju nazivamo relacija kongruen-
cije koja je generisana relacijom p, i oznacavmo je sa p¥.

Podsetimo se jos jednom, da su skupovi svih relacija ekvivalencije Eq(S) i svih
relacija kongruencije Con(S) polugrupe S, parcijalno uredeni skupovi relacijom
inkluzije, tj. oba su kompletne mreze.

Neka je C neka klasa polugrupa. Relaciju kongruencije p polugrupe S nazivamo
C-kongruencijom ako faktor polugrupa S/p pripada klasi C. Razlaganje polugrupe S
koje odgovara C-kongruenciji nazivamo C-razlaganjem plugrupe S, a odgovarajuéu
faktor polugrupu S/p nazivamo C-homomorfnom slikom polugrupe S. U slucaju
kada je C klasa traka, imamo: tracnu kongruenciju, tracno razlaganje i tracnu
homomorfnu sliku. Ako je C klasa polumreza, imamo: polumreznu kongruenciju,
polumrezno razlaganje i polumreznu homomorfnu sliku.

Pod tipom relacije podrazumevamo preslikavanje 6 koje proizvoljnoj polugrupi S
pridruzuje jednu relaciju #s na polugrupi S. U tom slucaju kazemo da je fg relacija
tipa 6 na polugrupi S, i ako ne postoji opasnost od zabune onda piSemo samo 6
umesto fg. Za polugrupu S kazemo da je O-prosta ako se relacija fg tipa 6 na S
poklapa sa univerzalnom relacijom na S.

Neka je I traka. Tada na I definiSemo binarnu relaciju < na slede¢i nacin: za
i,7€l, <1 < 7 =7jij. Relacija < je kvazi-uredenje na I, i za proizvoljne
i,7 € Ivaziij <1,j. Akoje Y polumreza, tada se ova relacija poklapa sa parcijalnim
uredenjem < na Y koje je definisano na sledeé¢i nacin: za o, €Y, < a & (=
af = Pa.

Neka je {5 }ies familija polugrupa indeksirana trakom / takva da je S;N.S; = @,
za 1 # j. Svakom paru ¢, j € I za koji vazi j < ¢ pridruzimo preslikavanje ¢; ; : S; —
S; tako da familija {¢; ;};<; zadovoljava sledece uslove;

(1) ¢i; je identicko preslikavanje na S;, za svaki i € I;
(2) ¢i; je homomorfizam iz S; u S;, kadgod je j <4, zai,j € I;
(3) GijPjk = di, kadgod je k < j <, zad, j,k € 1.
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Takvu familiju {¢; ;};<; nazivamo tranzitivnim sistemom homomorfizama nad tra-

S=Js

el

kom /. Dalje, na skupu

definiSimo mnozenje * na slede¢i nacin: za x; € S;, y; € 5;, 1,5 € I, neka je

i x Y = (20ii) (YDiij)

gde je na desnoj strani mnozenje u polugrupi S;;. Tada S sa tako definisanim
mnoZenjem jeste polugrupa. Stavise, S je traka I polugrupa S;, i € I. Za ovako
definisanu polugrupu pisemo S = [I; S;, ¢; ;| 1 kazemo da S jeste jaka traka I polu-
grupa S;, 1 € 1.

U slucaju da je I polumreza, u kom sluc¢aju obi¢no pisSemo Y umesto [ i elemente
iz Y oznacavamo grckim slovima o, 3, ..., tada pisemo S = [Y;S,, ¢a.g] 1 kazemo
da S jeste jaka polumreza Y polugrupa S,, o € Y.

Inace, pojam jake polumreze prvi je uveo A. H. Clifford u [35], 1941. godine,
dok je jaku traku polugrupa prvi definisao B. M. Schein u [141], 1973. godine, ali
u nesto drugacijem obliku pomoc¢u dva medusobno balansirana tranzitivna sistema
homomorfizama nad druga dva kvazi-uredenja definisana na traci. Definiciju jake
trake polugrupa u ovom obliku, koja je dosta jednostavnija, dali su M. Ciri¢ i S.
Bogdanovié u [42], 1993. godine, koji su i dokazali da je ona ekvivalentna Scheinovoj
definiciji.

Neka je S polugrupa sa nepraznim skupom idempotenata. Tada na skupu E(S)
definisemo uredenje sa

e<feef=fe=e,
za proizvoljne e, f € E(S5).
Upravo definisano uredenje nazivamo prirodnim uredenjem na skupu E(S). Uz-

mimo, sada, da je S polugrupa bez nule. Element e € E(S) je primitivan idempotent
ako je e minimalan element u odnosu na prirodno uredenje na E(S), tj. ako vazi

f=ef=fe=e=f.

Neprazan podskup I polugrupe S nazivamo levim (desnim) idealom polugrupe S
ako vazi ST C I (IS C I). Ako je skup [ istovremeno i levi i desni ideal od S, tada
I nazivamo idealom polugrupe S. Ideal I je pravi ideal polugrupe S ako je I # S.
Ukoliko je neprazan, presek svih ideala polugrupe nazivamo minimalnim idealom te
polugrupe.

Skup Id(S) svih ideala polugrupe S, ureden skupovnom inkluzijom, jeste mreza
u kojoj se operacije unije i preseka poklapaju sa skupovnom unijom i presekom
ideala, 1 nazivamo je mreZa ideala polugrupe S. Kako je presek svaka dva ideala
polugrupe S neprazan i on je ideal od S, to mreza Id(S) moze imati najvise jedan



1.5. POLUGRUPE 17

minimalan element i on je najmanji element u Id(S). Najmanji element mreze
Id(S), ukoliko on postoji, nazivamo jezgrom polugrupe S. Neposredno se dokazuje
da polugrupa S ima jezgro ako i samo ako je presek svih ideala polugrupe S neprazan
i u tom slucaju je jezgro jednako tom preseku.

Polugrupa S je (levo, desno) prosta ako nema pravih (levih, desnih) ideala.
Polugrupa je potpuno prosta ako je prosta i ako ima primitivan idempotentan ele-

ment.

Naredne dve teoreme su dobro poznati rezultati Teorije polugrupa. Dokazi ovih
rezultata se mogu naéi u knjizi S. Bogdanoviéa i M. Cirica [21].

Teorema 1.13. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je potpuno prosta polugrupa;
(ii)
)
)

(iii
(iv) S je pravougaona traka grupa.

S je levo nulta traka desnih grupa;

S je desno nulta traka levih grupa;

Teorema 1.14. Polugrupa S je pravougaona grupa ako i samo ako je S potpuno
prosta polugrupa u kojoj idempotenti ¢ine podpolugrupu.

Za proizvoljan element x polugrupe S sa (L(z), R(z)) J(x) ozna¢avamo najmanji
(levi, desni) ideal od S koji sadrzi element x i zovemo ga glavni (levi, desni) ideal
polugrupe S generisan elementom z.

Neka je I ideal polugrupe S. Definisimo na S relaciju p; na sledeé¢i nacin
(x,y)€pr e z,yel ili z=y,

gde su z,y € S proizvoljni elementi. Neposredno se proverava da je relacija py
relacija kongruencije na S koju zovemo Reesova kongruencija odredena idealom 1.
Faktor polugrupu S/p; nazivamo Reesova faktor polugrupa po idealu I, u oznaci
S/I. Jasno je da je S/I polugrupa sa nulom koja se dobija iz S sazimanjem ideala
I u jedan element koji je nula.

Polugrupa S je idealska ekstenzija polugrupe 1" pomocu polugrupe () sa nulom
ako je T izomorfna idealu 7" od S, a faktor polugrupa S/T" je izomorfna sa Q.

Za proizvoljan element x polugrupe S sa nulom 0 kazemo da je nilpotentan ako
postoji n € N takav da je " = 0. Skup svih nilpotentnih elemenata polugrupe S
oznacavamo sa Nil(S). Polugrupa S je nil-polugrupa ako je svaki od njenih eleme-
nata nilpotentan, tj. ako je S = Nil(S). Pod radikalom skupa A, koji je podskup
polugrupe S, podrazumevamo skup

VA={zeS|(3@neN)z" e A}.
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Idealska ekstenzija S polugrupe T je nil-ekstenzija ako je S/T nil-polugrupa, tj.
ako je VT = S.

J. A. Green je 1951. godine u radu [76] pomocu glavnih ideala generisanih ele-
mentom definisao specijalan tip relacija koje su po njemu nazvane Greenove relacije.
Posle toga su te relacije, zato Sto su relacije ekvivalencije, postale jedan od na-
jznacajnijih pojmova Teorije polugrupa i nema monografije u kojoj nisu tretirane.
Greenove relacije, ili Greenove ekvivalencije imaju znacajnu ulogu kod opisa struk-
ture i opisa razlaganja polugrupa.

Na polugrupi S relacije £, R i J definisane su na slede¢i nacin:

(r,y) e L < L(z) = L(y),
(z,y) ER & R(z)= R(y),
(z,y)ed & Jx)=J(y),

zasve x,y € 5.

Ovako definisane relacije su relacije ekvivalencije i nazivamo ih Greenove relacije
ili Greenove ekvivalencije. Kako je presek dve relacije ekvivalencije takode relacija
ekvivalencije, to je i presek relacija £ i R relacija ekvivalencije i oznacavamo je sa
‘H. Ove relacije su veoma znacajne u teoriji polugrupa. Unija LV R je takode vazna
relacija i zato je oznacavamo sa D. Dakle, na polugrupi S imamo jo$ dve Greenove
relacije ekvivalencije

H=LNR i D=LVR=L-R=R-L.

Sa L, (R;, J., H;, D,) oznacavamo L- (R-, J-, H-, D-) klasu elementa x u polu-
grupi S.

Da bi uopstio pojam idempotenta J. von Neumann [110] je 1936. godine uveo
pojam regularnog elementa. Kasnije, klasa regularnih polugrupa i razne njene pod-
klase su u vise monografija postale glavni predmet proucavanja. Opstiji od pojma
regularnog elementa je pojam w-regularnog elementa koji su uveli R. Arens i I. Ka-
plansky [6], 1948. godine. Napomenimo jos jednom da su w-regularne polugrupe u
vrlo bliskoj vezi sa nil-ekstenzijama polugrupa. Regularnost i w-regularnost polu-
grupa su proucavane od strane vise autora od kojih isticemo one najznacajnije: A.
H. Clifford i G. B. Preston [36], [37], J. M. Howie [82], [84], R. Croisot [38], M. Pet-
rich [119], [121], S. Bogdanovi¢ [16], S. Bogdanovié i M. Ciri¢ [25], P. Proti¢ [130], i
drugi.

Element x polugrupe S je (levo, desno) regularan ako postoji element z’ € S
takav da je r = x2'x (z € 225, x € Sx?). Polugrupa S je (levo, desno) reqularna
ako je svaki njen element (levo, desno) regularan.

Neke osobine regularne polugrupe kod koje je skup idempotenata F(S) levo nulta
traka date su slede¢om teoremom.
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Teorema 1.15. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(viii) S je leva grupa.

Takode vazi i dualan rezultat prethodnog rezultata.

Element 2/ € S je inverz elementa z € S ako je x = za'z i 2/ = 2/z2’. Sa
V(z) oznacavamo skup svih inverza elementa x. Polugrupa je inverzna ako svaki
njen element ima jedinstven inverz, tj. ako je regularna polugrupa u kojoj za svaki
element x vazi |V (x)| = 1. Poznato je da je polugrupa S inverzna ako i samo ako je
regularna i £(S) je polumreza.

Inverzne polugrupe prvi je proucavao V. V. Vagner [164], [165] i nezavisno od
njega G. B. Preston [127], [128], [129]. Ideja za proucavanje ovih struktura potice od
veze izmedu polugrupa i parcijalnih 71-1” preslikavanja na skupu, i jedan od najrani-
jih rezultata govori da svaka inverzna polugrupa ima reprezentaciju kao polugrupa
parcijalnih 7 1-1” preslikavanja. Teorija inverznih polugrupa ima sli¢nosti sa teorijom
grupa, ali ima i vaznih razlika. Struktura inverznih polugrupa opisana je slede¢om
teoremom.

Teorema 1.16. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je inverzna polugrupa;

)
(ii) S je inverzna i idempotenti komutiraju;
(iii) svaka L-klasa i svaka R-klasa od S sadrze jedinstven idempotent;
(iv) svaki glavni levi i@ glavni desni ideal od S sadrzi jedinstven idempotentan gen-

erator.

Regularna polugrupa S je ortodoksna ako njeni idempotenti ¢ine podpolugrupu
od S. Klasa ortodoksnih polugrupa u sebe takode ukljucuje i klasu inverznih polu-
grupa i klasu traka. Ove polugrupe opisivali su P. H. H. Fantham [69], M. Yamada
[168], [169], [172], [174], M. Petrich [117] i drugi.

Element x polugrupe S je potpuno regularan ako postoji element ' € S takav da
je x = xa'x i xa’ = 2’x. Polugrupa S je potpuno reqularna ako je svaki njen element
potpuno regularan.

Slede¢om teoremom opisana je struktura potpuno regularnih polugrupa.
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Teorema 1.17. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je potpuno regularna;
(ii

(iii) svaka H-klasa od S je grupa;

S je unija grupa;

(v) (Ve € S) z € xSz?%;

)
)
)
(iv) S je polumreza potpuno prostih polugrupa;
)
(vi) (Vz € S) z € 22Sx.

Ako je potpuno regularna polugrupa istovremeno i ortodoksna, imamo da vazi:

Teorema 1.18. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je potpuno regularna i ortodoksna,
(ii) S je reqularna i x = zyx povlaci v = xy?z?, 2a sve v,y € S;

(iii) S je polumreza pravougaonih grupa.

Ortodoksna potpuno regularna polugrupa naziva se ortogrupa.

Vazi sledeéi rezultat.

Teorema 1.19. Za polugrupu S sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S je potpuno reqularna i H-kompatibilna;
(ii) S je traka grupa;
(iii) S je regularna i x*yS = zyS, Swy? = Sxy, 2a sve x,y € S.

Veza izmedu regularnih polugrupa, potpuno regularnih polugrupa, polumreza
grupa i jakih polumreza grupa data je slede¢om teoremom.

Teorema 1.20. Za polugrupu S sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) S je polumreza grupa;

)
(ii) S je jaka polumreza grupa;
(iii) S je regularna i idempotenti iz S su centralni,
)

(iv) S je potpuno regularna 1 D=L =R ="H.

Element = polugrupe S je (levo, desno) m-regularan ako postoji n € N tako da
je ™ € z"Sx™ (2" € Sz, 2™ € 2"TLS), odnosno, ako je neki stepen elementa x
(levo, desno) regularan element. Polugrupa je (levo, desno) m-reqularna ako je svaki
njen element (levo, desno) m-regularan element.

Slede¢om teoremom opisan je jedan specijalan tip razlaganja polugrupe u traku
levo prostih polugrupa. Dokoz ovog rezultata se moze naéi u radu [25].
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Teorema 1.21. Sledeéi uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:

(i) L je tracna kongruencija na S;

(ii) S je levo reqularna i xyz € Sxzyz, za sve x,y,z € S;
(iii) S je desno regqularna traka levo prostih polugrupa;
)

(iv) S je levo poluregularna traka levo prostih polugrupa.

Vaznu osobinu relacija kongruencije na m-regularnoj polugrupi daje sledeci rezul-
tat. Dokaz ovog rezultata moze se naéi u radu [18] S. Bogdanovica iz 1984. godine.

Teorema 1.22. Neka je p relacija kongruencije na w-reqularnoj polugrupi S. Tada
svaka p-klasa koja je reqularan element u faktor polugrupi S/p sadrzi reqularan ele-
ment iz S i svaka p-klasa koja je idempotentan element iz S/p sadrzi idempotentan
element iz S.

Element x polugrupe S je potpuno m-reqularan ako postoje elementi ' € S i
n € N, takvi da je 2™ = z™2'2" 1 "2’ = 2’2", tj. ako je neki stepen od x potpuno
regularan element. Polugrupa S je potpuno w-reqularna ako je svaki njen element

potpuno m-regularan.

Imamo da vazi:

Teorema 1.23. Neka je C klasa potpuno regularnih polugrupa ili klasa potpuno m-
regularnih polugrupa, i neka je £ tracna kongruencija na polugrupi S. Tada je S iz
klase C ako i samo ako svaka &-klasa jeste iz klase C.

[zucavajuéi razlaganja komutativnih polugrupa T. Tamura i N. Kimura [154] su
1954. godine dosli do pojma Arhimedove polugrupe. Re¢ je o polugrupi u kojoj za
svaka dva elementa, svaki od njih deli neki stepen onog drugog. Proste polugrupe,
tj. polugrupe koje nemaju prave ideale, jesu Arhimedove. Obrat ne vazi. Ove
polugrupe igraju znacajnu ulogu u polumreznim razlaganjima polugrupa.

Neka je S polugrupa i neka su x,y € S proizvoljni elementi. Definisimo na S
sledec¢e relacije deljenja sa:

vy e yeStast vl yeye S,

x|y &y eas, syl yiz)y,
r—y< (IneN) x|y, r—ry< (IneN) x| y",
r—y<s (IneN) x| y", r—wy< (AneN) x| y".

Polugrupa S je (levo, desno, t-) Arhimedova ako je (x — y, x —, Yy, © —4 Y)
r— vy, zasve x,y €.
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Takode, relacije —, —,, — 1 —, na polugrupi S definisane su kao simetricno

l?
otvorenje relacija —, —;, —,. 1 —; respektivno, tj. definisane su na slededi
nacin:

r—y & v — Yy — T, r— Yy & x— Yy — T,
!

T— Y & T Y T, T — Y & Ty —T,
T t

za sve z,y € S.

Vise informacija o polugrupama moze se na¢i u slede¢im monografijama: V. A.
Artamonov , V. N. Salii, L. A. Skornyakov, L. N. Shevrin i E. G. Shulgeifer [7], S.
Bogdanovié¢ [19], S. Bogdanovi¢ i M. Ciri¢ [21], A. H. Clifford i G. B. Preston [36],
[37], P. Dubreil [62], P. A. Grillet [79], P. M. Higgins [81], J. M. Howie [82], [84], G.
Lallement [102], M. Petrich [119], [121], M. Teissier [159], i druge.

1.6. Automati

Pod pojmom "automat” u ovom odeljku podrazumevamo automat bez izlaza.
Podsetimo se da se takav automat definise kao uredena trojka (A, X,d), gde je
A skup stanja, X je ulazni alfabet i § : A x X — A je funkcija prelaza. Osim
u slucajevima kada bude drugacije naznac¢eno automati koje razmatramo bic¢e au-
tomati sa fiksiranim ulaznim alfabetom koji oznacavamo sa X. Takode, da bi pojed-
nostavili oznake ¢esto pisemo “az” umesto “d(a,x)”. Takode, automat i njegov skup
stanja oznacavamo istim slovom. Slobodni monoid nad alfabetom X oznacava¢emo
sa X™ i to je ulazni monoid za automat A. Slobodnu polugrupu nad alfabetom X
oznacavamo sa X . Pod dejstvom proizvoljne ulazne reci v € X* automat A prelazi
iz stanja a u stanje koje éemo oznacavati sa au. Za k € N° gde NY predstavlja skup
svih nenegativnih celih brojeva, sa X=F = {u € X* | |u| < k} oznacavamo skup
reci u € X* ¢ija je duzina |u| < k. Naravno, |u| predstavlja duzinu reéi .

Automat A sa ulaznim alfabetom X moze se tretirati kao unarna algebra tipa
X kod koje svakom simbolu € X odgovara fundamentalna unarna operacija x4
na A definisana sa

zd:a— ax.
Za x1,T, ..., 0, € X 1u = 2129+ 7, € X', kompozicijom fundamentalnih op-
eracija x4, x5!, ..., 22, tim redom, dobijamo izvedenu operaciju u na A zadatu sa

u? :a — au.
Vazi i obratno. Svaka unarna algebra A tipa X moze se tretirati kao automat, gde
je svaki operacijski simbol z € X ustvari ulazni simbol automata, a funkcija prelaza
0:Ax X — A se definiSe sa
§(a,z) = z*(a).
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Inicijalni automati se takode mogu tretirati kao univerzalne algebre. Kod njih se,
osim unarnih operacija koje odgovaraju ulaznim simbolima, javlja i jedna konstanta
(nularna operacija) koja odgovara inicijalnom stanju automata.

Veza izmedu automata i univerzalnih algebri nam omoguéuje da koristimo poj-
move kao Sto su podautomat, generatorni skup, homomorfizam, kongruencija, direk-
tni 1 poddirektni proizvod automata i druge, koje definiSemo slicno odgovarajuc¢im
pojmovima iz univerzalne algebre.

Podskup automata A je svaki podskup skupa stanja tog automata, slicno, relacija
na A je svaka relacija na skupu stanja automata A. Preslikavanje automata A u
automat B je svako preslikavanje koje skup stanja automata A slika u skup stanja
automata B.

Podskup B automata A je podautomat od A ako za svakia € Aix € X, iz
a € B sledi ax € B, ili, ekvivalentno, ako za svaki a € Aiu € X*, iz a € B sledi
au € B. Ako je B podskup od A takav da za svakia € Aiz € X, iz ax € B sledi
a € B, ili, ekvivalentno, ako za svaki a € Aiu € X* iz au € B sledi a € B, tada
je B dualni podautomat od A. Odavde, prazan podskup automata je i podautomat
i dualni podautomat. Jasno je da je podskup B automata A podautomat od A
ako 1 samo ako je njegov skupovni komplement A\ B u A dualni podautomat od
A. Podautomat, odnosno dualni podautomat, B automata A je pravi podautomat,
odnosno pravi dualni podautomat, ako je B # Ai B # &.

Neka je H neprazan podskup automata A. Najmanji podautomat od A koji
sadrzi H je presek svih podautomata od A koji sadrze H. Taj podautomat oznacava-
mo sa S(H) i nazivamo podautomatom generisanim skupom H. Najmanji dualni
podautomat od A koji sadrzi H je presek svih dualnih podautomata od A koji sadrze
H, oznacavamo ga sa D(H) i nazivamo dualnim podautomatom generisanim sa H.
Jasno je da je

S(H)y={be A|(Ja€ H)(Fu e X*)b=au} = {au|a € H, u € X*},
DH)={be A|(Ja € H)(Fu € X*)a = bu}.

Podautomat (dualni podautomat) generisan jednoelementnim skupom {a} nazivamo
monogenim podautomatom (monogenim dualnim podautomatom) generisanim stan-
jem a i oznacavamo ga sa S(a) (D(a)). Ako je S(H) = A, tada je automat A
generisan skupom H i H je generatorni skup automata A. Ako je H konacan skup,
tada za automat A kazemo da je konacno genmerisan. Najmanji (neprazan) po-
dautomat automata A, ako postoji, je jezgro automata A, i u tom sluc¢aju je ono
jedinstven jako povezan podautomat od A.

Neka su A i B automati sa istim ulaznim alfabetom X, tada je preslikavanje
¢ : A — B homomorfizam iz A u B ako je (ax)p = (ap)r, zasve a € Aix € X,
ili, ekvivalentno, ako je (au)p = (ap)u, za sve a € Aiu € X*. Sirjektivni homo-
morfizam je epimorfizam, injektivni homomorfizam je monomorfizam, a bijektivni
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homomorfizam je izomorfizam. Relacija o na automatu A je kongruencija na A
ako za proizvoljne a,b € A, iz (a,b) € o sledi (az,bx) € p, za svaki z € X ili,
ekvivalentno, ako iz (a,b) € p sledi (au, bu) € g, za svaki u € X*.

Takode, svojstva ideala polugrupa slicna su svojstvima podautomata automata.
Pojam Reesove kongruencije ideala mozemo preneti na podautomate. Neka je B
podautomat automata A, tada relacija op na A definisana sa

(a,b) € op & a="bilia,be B,

gde su a,b € A, je kongruencija na A i nazivamo je Reesovom kongruencijom na
A odredenom podautomatom B. Faktor automat A/op nazivamo Reesovim faktor-
automatom od A odredenim podautomatom B, i oznacavamo ga jednostavnije sa
A/B. Za automat A kazemo da je ekstenzija automata B pomocu automata C' ako
je B podautomat od A i Reesov faktor-automat A/B je izomorfan sa C. Ako je 0
kongruencija na podautomatu B, tada je relacija R(6) definisana sa

R(O) =0 U A,

kongruencija na A, i nazivamo je Reesova ekstenzija kongruencije 6. Uopste, imamo
da je pp = R(Vp).

Stanje a € A nazivamo trapom automata A ako je au = a za svaku re¢ u € X*,
tj. ako je skup {a} podautomat od A. Ako automat A ima samo jedan trap,
tada je on jedno-trapni automat [9]. Skup svih trapova automata A oznac¢avamo sa
Tr(A). Automat ¢ija su sva stanja trapovi nazivamo diskretnim automatom [61] .
Stanje a € A je reverzibilno stanje automata ako za svaku re¢ u € X* postoji rec¢
v € X* takva da je auv = a, i skup svih reverzibilnih stanja automata A oznacavamo
sa R(A), i pritom R(A) nazivamo reverzibilni deo automata A. Automat A je
reverzibilan ako je svako njegovo stanje reverzibilno. Ako za sve a,b € A postoji rec
u € X* takva da je b = au, tj. ako je A = S(a), za svakia € A, tada automat A jeste
jako povezan. Sa druge strane, automat A je povezan ako za sve a,b € A postoje
re¢i u,v € X* takve da je au = bv. Specijalno, automat A je trap-povezan ako je on
povezan i ako ima trap, ili ekvivalentno, ako on ima trap ag i za svaki a € A postoji
re¢ u € X* takva da je au = ag. Dva stanja a,b € A su izjednacavajuca ako postoji
re¢ u € X* takva da je au = bu. Za re¢ u € X*, stanje a € A je u-vrat automata A
ako je bu = a, za svaki b € A. Odnosno, stanje a € A je vrat automata A ako je ono
u-vrat automata, za neki u € X*.

Ako postoji re¢ u € X* takva da je au = bu za sve a,b € A, tada automat
A nazivamo u-direktabilnim automatom. ReC w nazivamo usmeravajuc¢om reci za
automat A. Ako automat A jeste u-direktabilan i ima trap, tada automat nazivamo
u-trap-direktabilnim automatom. Za automat A kazemo da je direktabilan (trap-
direktabilan) ako postoji re¢ v € X* takva da automat A jeste u-direktabilan (u-
trap-direktabilan).



1.6. AUTOMATI 25

P. H. Starke je u radu [148] dokazao da je svaki konac¢an automat direktabilan
ako i samo ako su svaka dva njegova stanja izjednaciva. Kao neposredna posledica
ovog tvrdenja dobijen je sledeci rezultat koji koristimo u daljim razmatranjima ove
disertacije.

Lema 1.2. Konacan automat je trap-povezan ako i samo ako je trap-direktabilan.

Dokaz. Neka je A konacan trap-povezan automat. Tada je A povezan i ima trap
ag. Kako je A povezan, trap ag je jedinstven i za svako stanje a € A postoji re¢
u € X* takva da je au = ag. Dokazimo da je A direktabilan. Uzmimo proizvoljno
a,b € A. Tada, kako je A povezan automat, postoji re¢ u € X* takva da je au = ay.
Takode, za re¢ u € X* i stanje bu € A, postoji re¢ v € X* takva da je (bu)v = ay.
Dalje, za date re¢i u,v € X*, na osnovu prethodnog i ¢injenice da je ag trap, imamo
da vazi (au)v = agv = ag. Dakle, auv = buv = ag, tj. postojire¢ p = uv € X* takva
da je ap = bp. Znadi, stanja a i b su izjednaciva, Sto prema rezultatu P. H. Starkea
[148] znaci da je A direktabilan automat. Dakle, dobili smo da je A direktabilan i
da ima trap ag, tj. dobili smo da je A trap-direktabilan automat.

Obratno tvrdenje leme sledi neposredno. [

Automat A je direktna suma njegovih podautomata A,,«a € Y, u oznaci A =
Yoaey Ao ako je A = ey Aa 1 AaNAg = @, za sve o, § € Y takve da je o # 3.
Automati A,,a € Y su u tom slucaju direktni sumandi automata A, i oni na
A odreduju relaciju kongruencije koju nazivamo direktno sumska kongruencija, a
odgovarajuce razlaganje je direktno sumska dekompozicija. Pod najveé¢im direktno
sumskim razlaganjem automata podrazumevamo ono razlaganje koje se dobija preko
najmanje direktno sumske kongruencije definisane na automatu A. Automat A je
direktno sumski nerazloZiv ako je univerzalna relacija V4 jedina direktno sumska
kongruencija na A. Nesto vise o direktno sumskim razlaganjima automata moze se
na¢i u radu [48]. Od znacaja za dalji rad je sledeéa teorema, dokazana u radu [48].

Teorema 1.24. Svaki automat na jedinstven nacin moze biti predstavljen kao di-
rektna suma direktno sumski nerazlozivih automata. Ovo razlaganje je najvece di-
rektno sumsko razlaganje datog automata.

Sledecéa teorema predstavlja jos jedan bazni i ¢esto koriS¢eni rezultat u ovoj dis-
ertaciji. Dokazana je od strane J. Kovacevi¢, M. Cirica, T. Petkovi¢ i S. Bogdanovica
u radu [100] i njom je opisana struktura proizvoljnog kona¢nog automata.

Teorema 1.25. Svaki konacan automat na jedinstven nacin moze biti predstavljen
kao ekstenzija direktne sume jako povezanih automata pomocu trap-direktabilnog
automata.
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Automati predstavljaju jednu od savremenijih i interesantnijih oblasti istraziva-
nja. Do sada je napisan veliki broj radova, knjiga i monografija o automatima, od
kojih isticemo sledece: 1. Babcesanyi [8], S. Bogdanovi¢, M. Ciri¢, T. Petkovi¢, B.
Imreh i M. Steinby [29], [30], J. R. Biichi [33], S. Burris i H. P. Sankappanavar [34],
M. Ciri¢ i S. Bogdanovié [48], M. Ciri¢, S. Bogdanovié¢ i T. Petkovié [50], [51], M.
Ciri¢, B. Imreh i M. Steinby [53], M. Ciri¢, T. Petkovi¢ i S. Bogdanovié¢ [54], [55],
7. Esik [67], Z. Esik i B. Imreh [68], F. Gécseg i I. Pedk [73], D. A. Huffman [85], B.
Imreh [86], [87], B. Jénsson [90], G. H. Mealy [105], E. F. Moore [109], T. Petkovi¢
[111], T. Petkovié¢, M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ [113], [114], [115], M. O. Rabin i D.
Scott [135], V. N. Salii[138], M. Setoyanagi [142], C. E. Shannon i J. McCarthy [143],
D. M. Smirnov [146], G. H. Wenzel [167], M. Yoeli [176].



Glava 2

PolumrezZzna razlaganja polugrupa

Polumrezna razlaganja polugrupa prvi je definisao i proucavao A. H. Clifford u
radu [35] iz 1941. godine. Posle toga dato je nekoliko zanimljivih opisa polumreznih
razlaganja polugrupa, a najinteresantniji dati su od strane M. Yamadae [170], T.
Tamurae i N. Kimurae [155], T. Tamurae [151], M. Petricha [116], M. S. Putchae
[133], R. Sulkae [149], M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a [45], X. Tanga [156], S. Bog-
danovi¢a, M. Ciri¢a i Z. Popovica [31], i drugih autora.

U ovoj glavi daju se neke nove karakterizacije najve¢ih polumreznih razlaganja
polugrupa.

U prvom odeljku opisane su polumreze o,-prostih polugrupa. Glavni rezultat
predstavlja Teorema 2.2 u kojoj su dati potrebni i dovoljni uslovi pod kojima se
polugrupa moze predstaviti kao polumreza o,-prostih polugrupa. Takode, opisane
su karakteristike relacije —" kao i veza tranzitivnosti ove relacije sa polumreznim
razlaganjima polugrupa. Kao posledica dobija se karakterizacija polumreza Arhime-
dovih polugrupa. Teoremom 2.2 uopsteni su rezultati M. S. Putchae [133], T. Tamu-
rae [151], L. N. Shevrina [144], M. Ciri¢a i S. Bogdanovica [45].

U drugom odeljku opisane su polumreze /)\\n—prostih polugrupa. Takode, u ovom
odeljku opisane su karakterizacije relacije —". Potrebni i dovoljni uslovi pod ko-
jima se polugrupa moze predstaviti kao polumreza /)\\n—prostih polugrupa dati su
Teoremom 2.5. Kao posledica ove teoreme dobija se opis polumreza levo Arhime-
dovih polugrupa.

Polazeci od Greenove 7 relacije, u tre¢em odeljku proucavane su osobine radikala
ove relacije. Veze radikala R(7) i T(J) i njihovih n-tih stepena, sa relacijom —",
i polumreznim razlaganjima ”prostih” polugrupa date su Teoremama 2.9 i 2.10.
Definisana su i dva nova operatora R i T na mrezi svih binarnih relacija polugrupe.
Dokazano je da su ovi operatori operatori zatvorenja.

U cetvrtom odeljku opisana su polumrezna razlaganja potpuno w-regularnih
polugrupa. Razmatrana su razlaganja potpuno m-regularne polugrupe u polumrezu
on-prostih polugrupa. Dokazano je da veoma bitnu ulogu u ovom razlaganju igraju

27



28 GLAVA 2. POLUMREZNA RAZLAGANJA POLUGRUPA

idempotentni elementi. Takode, dati su uslovi pod kojima je potpuno m-regularna
polugrupa o,- (o-, A,-, A\-) prosta polugrupa. Kao posledice dobijeni su rezultati
pod kojima je odgovarajuca potpuno w-regularna polugrupa sa nulom o,- (-, A,-,
A-) prosta polugrupa.

Svi rezultati ove glave su originalni i deo tih rezultata publikovan je u radu [31]
iz 2000. godine.

2.1. Polumreze o,-prostih polugrupa

Dobro je poznato da je najveée polumrezno razlaganje polugrupe realizovano
pomodcu najmanje polumrezne kongruencije, pa se zato u veéini slucajeva opis na-
jveteg polumreznog razlaganja polugrupe zasniva na opisu, odnosno definisanju,
najmanje polumrezne kongruencije na datoj polugrupi.

Dve relacije koje su definisali i izuc¢avali M. S. Putcha [132] i T. Tamura [151],
koje su oznacene sa — i —, igraju osnovnu i najvazniju ulogu u polumreznim
razlaganjima polugrupa. U ovom odeljku bi¢e date neke osobine i uopstenja vezana
za relaciju — 1 njen n-ti stepen, za n € N.

Relaciji — na polugrupi S pridruzujemo digraf (S, —), a graf (S, —) odgovara
relaciji — na polugrupi S i on je neusmeren graf. Neka su a i b proizvoljni elementi
polugrupe S. Ako postoji put od a do b u digrafu (S, —) (respektivno, put izmedu
aib u grafu (S, —)), tada takode postoje i putevi od a do b u digrafu (S, —)
(respektivno, izmedu a i b u grafu (S, —)) minimalne duzine. Ove puteve zvatemo
minimalnim putevima od a do b (respektivno, izmedu a i b).

Neka je n € N proizvoljan ceo broj. Sa &, i §n ozna¢imo respektivno klase svih
polugrupa u kojima je duzina svih minimalnih puteva u grafovima (S, —) i (S, —)
ogranicena sa n. Ekvivalentno, S, i §n su klase svih polugrupa u kojima n-ti stepeni
—" 1 —" relacija — 1 —, respektivno, jesu tranzitivne relacije. Poznato je da
je &1 = «§1. Ova klasa se sastoji od svih polugrupa koje su razlozive u polumrezu
Arhimedovih polugrupa. Klasu polumreza Arhimedovih polugrupa izucavali su M.
S. Putcha u radu [132] iz 1973. godine, i radu [134] iz 1981. godine, T. Tamura u
radu [152] iz 1972. godine, F. Kmet u radu [95] iz 1988. godine, S. Bogdanovi¢ i
M. Ciri¢ u radu [20] iz 1992. godine, i radovima [22] i [42] iz 1993. godine, i drugi
autori.

Primetimo da je S, # S, zan > 2, tj. imamo da je S, C S, zan > 2. Primer
koji potvrduje ovu nejednakost, dobijen kombinacijom dva konstruktivna metoda
koje je dobio M. S. Putcha u radu [133], 1974. godine, bi¢e naveden u ovoj glavi.
Polugrupe koje pripadaju klasi S,, su u potpunosti opisane od strane M. Cirica i
S. Bogdanoviéa u radu [45] iz 1996. godine. Naime, M. Ciri¢ i S. Bogdanovié¢ su
polugrupe iz klase S,, okarakterisali kao polumreze o,-prostih polugrupa.
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Pod rangom polugrupe S, u oznaci ran(S), podrazumevamo supremum duzina
svih minimalnih puteva u grafu (S,—), a pod polurangom polugrupe S, u oznaci
sran(S), podrazumevamo supremum duzina svih minimalnih puteva u grafu
(S, —). Ekvivalentno, ran(S) je najmanji pozitivan ceo broj n < co za koji je —"
tranzitivna relacija na polugrupi S, a sran(S) je najmanji pozitivan ceo broj n < co
za koji je —™ tranzitivna relacija na polugrupi S. Ovakvo oznacavanje prvi put je
uvedeno i koriséeno od strane M. S. Putchae u radu [133], iz 1974. godine. Oznake
koje ¢emo koristiti u ovoj glavi razlikuju se od Putchainih u tome $to je on sa —" i
—" oznacavao (n + 1)-ve stepene relacija — 1 —, a mi oznac¢avamo n-te stepene
pomenutih relacija, respektivno. Dakle, definicijama koje je koristio Putcha se rang
i polurang polugrupe povecavaju za jedan, ako su oni konac¢ni brojevi.

Za dato n € Ni proizvoljan element a polugrupe S mozemo definisati podskupove
Y, (a) 1 3(a) polugrupe S na sledeéi naéin:

Yola)={z e S|a—"2}, X(a)={reS|a—"z}.

Takode, na polugrupi S mozemo definisati i relacije ekvivalencije o, i o na slede¢i
nacin:

(a,b) € 0, & X,(a) =2,(b), (a,b) € 0 & X(a) = X(b).

U radu [45] iz 1996. godine M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ su dokazali da je skup 2(a)
najmanji potpuno poluprim ideal polugrupe S koji sadrzi element a, takode, dokazali
su da je relacija o najmanja polumrezna kongruencija na polugrupi S.

Slicno, na polugrupi S mozemo definisati sledeci skup i relaciju:

~

So(a) ={zeS|a—"x}, (a,b) €5, < Sp(a) =S, (b).

Kako je relacija o, sadrzana u simetri¢nom otvorenju relacije —" (prema Lemi
6 iz rada [45]) to dobijamo da je 7, € —". Odavde imamo da polugrupa S jeste
op-prosta ako i samo ako je a —"b, za sve a,b € S, odnosno, polugrupa S jeste
o,-prosta ako i samo ako je a —™b, za sve a,b € S. Dakle, za svaki n € N imamo da
je svaka 0,-prosta polugrupa istovremeno i o,-prosta polugrupa. Zan > 2, n € N
obratno tvrdenje ne mora da vazi, tj. svaka o,-prosta polugrupa ne mora biti ,,-
prosta. Medutim, sve o;-proste polugrupe jesu g;-proste, i to su upravo Arhimedove
polugrupe.

Glavni rezultat ovog odeljka opisuje strukturu polugrupa koje pripadaju klasi §n
polugrupa. Pomenut opis dat je u Teoremi 2.2 i u njoj je opisana struktura polugrupa
koje se mogu predstaviti kao polumreze o,-prostih polugrupa. Ali, pre toga da¢emo
neke nove karakterizacije polugrupa koje pripadaju klasi S,, polugrupa, tj. u sledecoj
teoremi dajemo neke nove karakterizacije polugrupa koje se mogu predstaviti kao
polumreze o,,-prostih polugrupa. Vazi sledeé¢i rezultat:
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Teorema 2.1. Neka je n € N. Za polugrupu S su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) S €8, (tj. —™ je tranzitivna relacija na S);
(ii) S je polumreza o,-prostih polugrupa;
(i) (Va € S) a o, a?;
) —" Con;

) —

)

;G on;

(on) = oy

(iv

(v

(vi

!J:J

Dokaz. (i) & (ii) < (iii). Ekvivalentnost ovih uslova je dokazana u Teoremi 3 u
radu [45].

(i) = (iv). Neka je polugrupa S polumreza Y o,-prostih polugrupa S,, o € Y.
Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a —"™b. Tada, prema Lemi 9 [45]
imamo da a,b € S,, za neki a € Y, odakle dobijamo da je (a,b) € o, jer za svaki
a €Y, S, jeste o,-prosta polugrupa. Dakle, uslov (iv) vazi.

(iv) = (v). Ova implikacija neposredno sledi iz ¢injenice da na polugrupi S vazi
inkluzija — " C —".

(v) = (ili). Kako je a —"a? za svaki a € S, to iz uslova (v) neposredno
dobijamo da vazi (iii).

(i) = (vi). Kako inkluzija o, C R(0,) vazi to ostaje da se dokaze da i obratna
inkluzija na polugrupi S takode vazi. Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve
da (a,b) € R(0,). Tada je a* o, b™, za neke k,m € N, i kako je prema pretpostavci
0, polumrezna kongruencija na polugrupi S to dobijamo da je ao,a® o, b™ o, b.
Dakle, dobili smo da (a,b) € o, a to je i trebalo dokazati.

(vi) = (ili). Ova implikacija neposredno sledi na osnovu (v) i ¢injenice da za
svaki element a € S vazi (a,a?) € R(p), za svaku refleksivnu relaciju p na polugrupi
S. O

Koristeci rezultate prethodne teoreme u nastavku mozemo dati karakterizaciju
polugrupa koje pripadaju klasi S,, polugrupa. Odnosno, slede¢om teoremom opisu-
jemo polugrupe koje se mogu predstaviti kao plumreze 7,-prostih polugrupa.

Teorema 2.2. Neka je n € N. Za polugrupu S su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i
(i

) S e S, (tj. —" je tranzitivna relacija na S);
) —
(iii) 7, je traéna kongruencija na S;
)
)
)

" je polumrezna kongruencija na S;

(iv) S je polumreza &, -prostih polugrupa;

. n

—~

A%

(Va,b,c€ S) a—""c & b—"T1c = ab—"c¢;

(vi



2.1. POLUMREZE & x-PROSTIH POLUGRUPA 31

(vii) (Va,b€S)a—"Mb = a®> —"b;
(viii) S € S, i relacija —" je jednaka simetricnom otvorenju relacije —";

(ix) —™ se poklapa sa simetricnim otvorenjem relacije —"+1.

Dokaz. (i) = (ii). Neka S € S,, odnosno neka je —" tranzitivna relacija na
polugrupi S. Tada je —™ = —*°, i kako se prema Teoremi 1.1 iz rada [133] relacija
— poklapa sa najmanjom polumreznom kongruencijom ¢ na S, to dobijamo da je
i —" jednaka relaciji o, tj. dobijamo da je i —"™ najmanja polumrezna kongruencija
na S. Dakle, uslov (ii) vazi.

(ii) = (iii). Koristeéi pretpostavku da je —" tranzitivna relacija na polugrupi
S jednostavno se dokazuje jednakost relacija —™ i 7, tj. da je —" = 7,,. Odavde,
iz (ii) dobijamo da je 7, polumrezna kongruencija na S, pa je samim tim 7, i tracna
kongruencija na S.

(iii) = (iv). Neka je o, tracna kongruencija na polugrupi S i neka su a,b € S
proizvoljni elementi. Tada je ab G, (ab)?, tj. imamo da je

~ A~

Sa(ab) = S, ((ab)?).

Dalje, uzmimo proizvoljan element z € in(ab). Tada je (ab)2 —"™" x, odakle je
(ab)>*—y —™ 'z, za neki y € S. Ali, kako prema osobinama relacije — uslov
(ab)* — y implicira ba — y to dobijamo da je ba —"z, tj. dobijamo da je z €
in(ba). Dakle, vazi inkluzija

S, (ab) € S,(ba).

Slicno se dokazuje da vazi i obratna inkluzija. Prema tome, imamo da je

A~ ~

Y, (ab) = X, (ba).

Znadi, abao, ba, za sve a,b € S, tj. 7, je polumrezna kongruencija na S.

Neka je sada C proizvoljna 7,-klasa polugrupe S i neka su a,b € C proizvoljni
elementi. Tada kako jea —" b u S, prema Lemi 9 iz rada [45] dobijamo da je a —™ b
u C. Dakle, dokazali smo da svaka o,-klasa od S jeste 7,-prosta polugrupa, tj. vazi
(iv).

(iv) = (v). Neka je polugrupa S polumreza o,-prostih polugrupa. Kao sto je veé
ranije rec¢eno kako je svaka o,-prosta polugrupa istovremeno i o,-prosta polugrupa,
to je polugrupa S takode i polumreza o,-prostih polugrupa. Dakle, 7, = o, 1 to je
najmanja polumrezna kongruencija na S.

Prema Teoremi 2.1 imamo da je —™ C ¢,,. Sa druge strane, uzmimo proizvoljan
par (a,b) € 0, a,b € S. Tada na osnovu prethodnog je (a,b) € 7,, odakle dobijamo
da je a —"b, a to je i trebalo dokazati. Znaci, —" = o,,.
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(v) = (vi). Neka je —" = ¢,,. Tada prema Teoremi 2.1 imamo da je polugrupa
S polumreza Y o,-prostih polugrupa S,, a € Y. Dalje, uzmimo proizvoljne elemente
a,b,c € S takve da je
n+1c i b_n+1

a— C.

Odavde na osnovu Leme 9 iz rada [45] dobijamo da a,b,c € S,, za neki o € Y. Iz
prethodnog i ¢injenice da je S,,a € Y polugrupa imamo da i ab, c € S,, za uoteno

n

a € Y, odakle je abo, c. Ali, kako je prema pretpostavci tvrdenja —" = o,

dobijamo da je ab—"c, a to je i trebalo dokazati.

(vi) = (vii). Ova implikacija je trivijalna.

(vii) = (i). Na svakoj polugrupi imamo da je —" C —"*1. Da bi dokazali
obratnu inkluziju uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a —"!b. Tada
na osnovu pretpostavke dobijamo da a? —" b, odakle neposredno sledi da a —™"b,
a to je i trebalo dokazati. Dakle, dokazali smo da je —" = —"*! tj. dokazali smo
da je —" tranzitivna relacija na polugrupi S.

(v) = (viii). Neka je —™" = 0,,. Tada prema Teoremi 2.1 imamo da je polugrupa
S polumreza o,-prostih polugrupa. Takode, prema Teoremi 3 iz rada [45] imamo da
je —"™ tranzitivna relacija, tj. imamo da S € §,,. Dalje, prema definiciji je relacija
o, jednaka simetricnom otvorenju relacije —". Dakle, uslov (viii) takode vazi.

(viil) = (ix). Kako je uslov da S € §,, ekvivalentan uslovu da je —™ tranzitivna

n+1

relacija, tj. da je —"= —""! to iz (viii) neposredno sledi (ix).

(ix) = (i). Na osnovu pretpostavke imamo da vazi

__nC _ n+l C _>n+l N (_>n+l)_1 _ _n

= Y

tj. dobili smo da je —™ = —"*1 Dakle, dokazali smo da je —™ tranzitivna
relacija, odnosno, vazi (i). O

Za n = 1 kao posledicu prethodnog rezultata dobijamo karakterizaciju polu-
grupa koje se mogu predstaviti kao polumreze Arhimedovih polugrupa. Vazi sledeci
rezultat:

Teorema 2.3. Sledeci uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza Arhimedovih polugrupa;

(iii) (Va,b,ce S)a—c& b—c = ab—rc;

)
(ii) — je tranzitivna relacija na S;
)
(iv) (Va,b€ S)a—b = a®>—0b.

Dokaz. (i) & (ii). Ova ekvivalencija je neposredna posledica Teoreme 2.2, iz nje
se dobija iz ekvivalencije (ii) < (iv) zan = 1.
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(ii) = (iii). Neka je — tranzitivna relacija na polugrupi S. Tada prema Teo-
remi 1.1 iz rada [133] imamo da je — polumrezna kongruencija na S, i pritom za
proizvoljne elemente a,b,c € S, iz a — c i b— c sledi ab — ¢*>. Kako je na svako]
polugrupi ¢ — ¢ i prema pretpostavci je — tranzitivna relacija, to dobijamo da je
ab— c, a to je i trebalo dokazati.

(iii) = (iv). Jasno je da ova implikacija sledi neposredno.

(iv) = (ii). Uzmimo proizvoljne elemente a, b, c € S takve da jea —bib—c.
Tada iz b — ¢ dobijamo da za svaki k € N vazi b®* — c. Sa druge strane, iz a — b

b** = zay, za neke z,y € S. Dakle, na osnovu

dobijamo da postoji k € N takav da je
prethodnog imamo da je xay — ¢, odakle se neposredno dokazuje da je a — c.
Na isti nacin se dokazuje i da je ¢ — a. Znaci, dobili smo da je a — ¢, odnosno

dobili smo da je — tranzitivna relacija na S. O

Za binarnu relaciju ¢ na polugrupi S kazemo da zadovoljava (da ima) ”stepeno
svojstvo” (power property) ako iz a £ b sledi a? b, za sve a,b € S, odnosno, kazemo
da zadovoljava (da ima) ”svojstvo zajednickog mnozenja” (common multiple prop-
erty), ili krace ”cm-svojstvo” (cm-property) ako iz ac i b&c sledi ab&c, za sve
a,b,c € S.

Dakle, prethodnim rezultatom, Teoremom 2.3, dokazali smo da je svako od tranz-
itivnih svojstava, stepeno svojstvo ili cm-svojstvo, relacije — na polugrupi S potre-
ban i dovoljan uslov da bi polugrupa S mogla biti predstavljena kao polumreza
Arhimedovih polugrupa. Ovde takode treba napomenuti da je T. Tamura u radu
[152] iz 1972. godine, dokazao da je stepeno svojstvo ili cm-svojstvo relacije —
jedan od uslova da se polugrupa moze predstaviti kao polumreza Arhimedovih polu-
grupa.

U nastavku navodimo primer polugrupe kod koje se rang i polurang razlikuju.
U radu [133] M. S. Putcha je definisao specijalan niz polugrupa {7}, },en za koji
je dokazao da je ran(T,) = sran(T,) = n + 1, za svaki n € N. Ako, sada za
n € N,n > 2 definisemo skup P, kao ortogonalnu sumu polugrupa 7, tada se rang i
polurang polugrupe P, razlikuju, tj. imamo da je ran(P,) = n+21isran(P,) = n+1.
Dakle, minimalni put od jednog do drugog elementa polugrupe P, se razlikuje od
minimalnog puta izmedu tih elemenata u polugrupi P,.

Primer 1. Naka je {Sk}ren niz polugrupa takvih da za svaki k € N polugrupa Sy
zadovoljva sledece uslove:

1

) Sk je O-prosta polugrupa sa nulom Oy;

2) postoji nenula element a; u Sy takav da je ap® = O;
)
)

3) postoji nenula idempotent e; u Sy;
4 SkﬂSk+1 :{ek} = {0k+1}iSkﬂSi:®zai2 k+ 2.



34 GLAVA 2. POLUMREZNA RAZLAGANJA POLUGRUPA

Definisimo induktivno novi niz {7}, } ,en polugrupa na slede¢i na¢in: Prvo, uzmi-
mo da je 77 = S;. Zatim, ako je za neki n € N definisan skup 7,, onda stavimo da
je The1 = T, U Spy1 1 definisimo mnozenje na skupu 7,1 tako da se ono poklapa sa
mnozenjima i na skupu 7, i na skupu S, 1, i da je pritom za proizvoljne elemente
x €T, iy € S,y mnozenje definisano sa

TY = T€, 1 Yr = epx,

gde je desna strana ovog mnozenja mnozenje koje je definisano na polugrupi 7,.
Lako se proverava da je ovako definisan niz polugrupa {7, }.cy lanac polugrupa,
odakle je u tom slucaju skup 17" = J,,cy T takode polugrupa i pritom je svaka od
polugrupa T,,,n € N ideal polugrupe T. Ako uzmemo da je 0 = 0; lako se dokazuje
da je element 0 nula polugrupe 7.

Kao sto je M. S. Putcha dokazao 1974. godine u radu [133], rang i polurang
polugrupe T,, su ran(T,) = sran(T,) = n + 1, za svaki n € N, i rang i polurang
polugrupe T su ran(T) = sran(T') = oco. Takode, u istom radu on je dokazao da je
niz

0—a—ay— ---—a, —e,

minimalni niz izmedu elemenata 0 i e, u polugrupama 7;, i T'.

Zan € N, n > 2 neka je P, ortogonalna suma (0-direktna unija) polugrupa 7,
i neka O-prosta polugrupa S ima nenula element a, takav da je a® = 0, i nenula
idempotent e. Tada je rang polugrupe P, jednak ran(P,) = n+ 2, a polurang iznosi
sran(P,) =n+ 1. Uopste, minimalan niz izmedu e i e, je niz

e—a—a; —ay— -+ — Uy — €y,
i minimalan niz od e do e, je niz

€ — A — Ay — " — Ay — Ep.

2.2. Polumreze Xn-prostih polugrupa

Problemi koji su u prethodnom odeljku razmatrani i opisivani za relaciju — na
polugrupi S, u ovom odeljku bi¢e razmatrani za levostranu analogiju relacije —,
odnosno za relaciju —, na polugrupi S.

Za n € N i proizvoljan element a polugrupe S definisemo skupove A, (a) i A(a)
na sledeci nacin:

A(a)={zeS|a—"x}, Ala)={zxeS|a— 7z},

i pomocu njih odgovarajuce relacije ekvivalencije A, i A na polugrupi S na slededi
nacin:

(a,b) € Ay & Ay(a) = Ay(D), (a,b) € A & Aa) = A(D).
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Sli¢cno, za n € N i proizvoljan element a polugrupe S mozemo definisati skupove
A, (a) i A(a) na sledeéi nacin:

Apfa)={z € S| a—l”x}, Aa)={z eS| a—loO x},

i pomoc¢u njih odgovarajuce relacije Xn i\ na polugrupi S na slede¢i nacin:
(@,b) € Xy & Ap(a) =A,(b),  (a,b) €A < Ala) = A().

Potpunu karakterizaciju polugrupa koje se mogu predstaviti kao polumreze A-
prostih polugrupa dali su M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ u radu [42] iz 1993. godine.
Narednim rezultatom u potpunosti opisujemo polugrupe koje se mogu predstaviti
kao polumreze /):—prostih polugrupa. Imamo da vazi slede¢a teorema:

Teorema 2.4. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je polumreza X—pmstih polugrupa;
(11) _loo — _oo;

(iii) —,> je polumrezna kongruencija na S.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je polugrupa S polumreza Y X—prostih polugrupa S,, a €
Y. Dalje, uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a —°°b. Prema Lemi 9
iz rada [45] dobijamo da a,b € S,, za neki a € Y, odakle kako je S,,a € Y X—prosta
polugrupa dobijamo da je a — ,**b. Dakle, dobili smo da je —> C — . Kako

obratna inkluzija uvek vazi to je —° = — *, odnosno uslov (ii) vazi.

(ii) = (iii). Ova implikacija neposredno sledi na osnovu Teoreme 1.1 iz rada
[133].

(iii) = (i). Ova implikacija takode neposredno sledi na osnovu Leme 11 iz rada
[45]. O

Za n € N oznac¢imo sa L, klasu svih polugrupa iz klase S,, u kojoj vazi sledeca
jednakost —"= —;", odnosno sa En ozna¢imo klasu svih polugrupa iz klase gn
u kojoj vazi sledeca jednakost —" = — ™. Polugrupe koje pripadaju klasi £, u
potpunosti su okarakterisane od strane M. Ciri¢a i S. Bogdanovié¢a u radu [45] iz
1996. godine. U tom radu pomenuti autori su dokazali da polugrupa S € L,, ako
i samo ako S jeste polumreza \,-prostih polugrupa. Takode, lako se proverava da
polugrupa S € £, ako i samo ako je — ;" =——"*1 U nastavku ovog poglavlja biée
izucavana i opisana struktura polugrupa koje pripadaju klasi ljn polugrupa. Imamo
da vazi sledeci rezultat:
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Teorema 2.5. Neka jen € N. Tada su za polugrupu S sledeci uslovi ekvivalentni:
(i) Se En,-
(ii

(iii

n

—"* na polugrupi S;
" je polumrezina kongruencija na S,

(iv) S je polumreza )\ -prostih polugrupa;

(vi (abeS) —"h = a®—"b;
(vii (VabcES)a—”b&b—"c = a— "¢
(viii) (

Va,b,c € S) a—"Tc& b—""¢c = ab— ¢

) —
) —
)
(v) —," = 0, na polugrupi S;
)
)
)
x) S € L, irelacija — " se poklapa sa simetriénim otvorenjem relacije —" na

(i

polugrupi S'.

Dokaz. (i) = (ii). Ova implikacija je trivijalna.

(ii) = (ili). Na osnovu pretpostavke imamo da je

n+1 n n n+1
— " =—"C —C—""
!
odnosno imamo da je — " = —". Odavde, dalje, na osnovu pretpostavke je
oo n n o

Dakle, neposredno na osnovu Teoreme 2.4, ekvivalencije (ii) < (iii), dobijamo da je
—," polumrezna kongruencija na polugrupi S.

(iii) = (iv). Ova implikacija se neposredno dobija na osnovu Leme 11 iz rada
[45].

(iv) = (v). Neka je polugrupa S polumreza Y Xn-prostih polugrupa S,,a € Y.
Tada je po definiciji S, istovremeno i o,,-prosta polugrupa, za svaki a € Y, odakle na
osnovu tvrdenja Teoreme 2.1 dobijamo da je — " C 0,,. Sa druge strane, uzmimo
proizvoljne elemente a,b € S takve da je (a,b) € o,. Odavde, iz (a,b) € o0, na
osnovu Leme 9 iz rada [45], imamo da postoji a € Y takav da je a,b € S,, odakle
na osnovu pretpostavke uslova (iv) dobijamo da je a —," b, odnosno dobijamo da
je 0, € —". Dakle, dokazali smo da (v) vazi.

(v) = (i). Na osnovu (v) i Teoreme 2.1 imamo da je

oy = —l” C —" C oy,
tj. imamo da je — " = —" = g,,, odakle na osnovu Teoreme 2.2 neposredno sledi

!
da polugrupa S € S,,, §to je i trebalo dokazati. Dakle, uslov (i) vazi.

(i) = (vi). Neka polugrupa S € L, Tada S €S, i pritom je
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n+1

Dalje, uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a —"""b. Tada na os-

novu Teoreme 2.2, ekvivalencije (viii) < (vii), imamo da je a*> —"b, i kako je po

pretpostavei — " = —", to dobijamo da je a? —," b, sto je i trebalo dokazati.

(vi) = (vii). Na osnovu pretpostavke neposrednom proverom dobijamo da iz
a—""1b sledi da je a®> —"b, za svaki a,b € S, odakle na osnovu Teoreme 2.2,
ekvivalencije (vii) < (i), imamo da je —" tranzitivna relacija na polugrupi S.
Uzmimo sada proizvoljne elemente a,b,c € S takve da je a—"b i b—"c¢. Tada
je i a —"c, odnosno, zbog tranzitivnosti relacije —" je i a —"*'b. Odavde na
osnovu (vi) vazi a* — ;" ¢, odakle neposredno sledi da je a —;" ¢. Dakle, dokazali
smo da (vii) vazi.

(vii) = (i). Iz (vii) dobijamo da je —™ tranzitivna relacija na polugrupi S, tj.
dobijamo da polugrupa S € gn Takode, na osnovu pretpostavke dobijamo da je

" = —,". Dakle, na osnovu prethodnog imamo da S € En, tj. uslov (i) vazi.

(iv) = (ix). Neka je polugrupa S polumreza Y /):n—prostih polugrupa S,,a € Y.
Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da jea —"** b. Tadaa € S, 1b € S,
za neke a, 3 € Y. Na osnovu Leme 9 iz rada [45] imamo da je 8 < au Y, tj. imamo
da je a8 = 3. Dakle, imamo da b,ba € Sp, za uoceno 3 € Y. Odavde, kako je Sg
Xn—prosta polugrupa, za uoceno $ € Y, imamo da je ba — " b, odakle neposredno
dobijamo da je ba —;™b. Takode, ba —;" b implicira a —;" b, za svaki a,b € S.
Dakle, dokazali smo da je —"T!C —;”. Kako obratna inkluzija uvek vazi imamo

+tl— " na polugrupi S, tj. imamo da polugrupa S € L,,.

da je —"

Takode, imamo da je polugrupa S, istovremeno i o,-prosta polugrupa, za svaki
a € Y, ipritom je na osnovu Teoreme 3 iz rada [45] relacija o,, jednaka simetri¢cnom
otvorenju relacije —". Ali, kako smo u prvom delu dokaza ove implikacije dobili da

je —" =—", i pritom implikacija (iv) = (v) ove Teoreme kaze da je — " = oy, to

neposredno dobijamo da se relacija — " poklapa sa simetricnim otvorenjlem relacije
—" na polugrupi S. Dakle, ovim je kompletiran dokaz implikacije (iv) = (ix),
odnosno, na polugrupi S vazi (ix).

(ix) = (v). Na osnovu pretpostavke da polugrupa S € L, imamo da je —" =

_>TL

i da su pritom relacije —;" i —" tranzitivne relacije na polugrupi S. Sa
druge strane na osnovu Teoreme 3 iz rada [45] relacija o, je tranzitivno zatvorenje
relacije —™ na S, i sada na osnovu (ix) dobijamo da je —" = ¢, tj. dobijamo da
je —," = on.

(i) = (viii). Neka polugrupa S € L, Dalje, uzmimo proizvoljne elemente
a,b,c € S takve da je a—" ¢ i b—"1¢. Tada kako S € S, tj. kako je —"
tranzitivna relacija na S, to na osnovu Teoreme 2.2 imamo da je ab —" c¢. Ali, kako
na polugrupi S vazi jednakost —" = — ", to na osnovu prethodnog dobijamo da
je ab—"c. Dakle, vazi (viii).

(viii) = (vi). Ova implikacija sledi neposredno. [
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U nastavku rada dajemo neke nove karakterizacije polugrupa koje se mogu
predstaviti kao polumreze levo Arhimedovih polugrupa u terminima vezanim za
relaciju —,, odnosno za razne oblike njene tranzitivnosti. Kao neposredna posled-
ica prethodnog rezultata, Teoreme 2.5, za n = 1 imamo da vazi slede¢i rezultat:

Teorema 2.6. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) S je polumreza levo Arhimedovih polugrupa;
(ii) (Va,b € S) ab— ba;
(ili) (Va,be S)a—b = a*—b;
(iv) (Va,b,ceS)a—b&kb—c = a—,
(v) (Va,b,ceS)a—c&b—c = ab—c.

C;

Dokaz. (i) < (iv). Ova ekvivalencija je neposredna posledica prethodne Teoreme
2.5. Iz nje se dobija ako uzmemo da je n = 1.

(i) = (v). Uzmimo proizvoljne elemente a,b,c € S takve da je a—cib—-c.
Tada je takode i a —?2 ¢ i b—2¢. Odavde, na osnovu pretpostavke i Teoreme 2.5
neposredno dobijamo da je ab— ¢, a to je i trebalo dokazati.

(v) = (iii). Ova implikacija je trivijalna.

(iii) = (ii). Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S. Uvek je ab— ba, odakle,

na osnovu (iii) dobijamo da je (ab)2 —, ba, a odavde se neposredno dobija da je
ab — ba. Dakle, uslov (ii) vazi.
(ii) = (i). Kako se na osnovu pretpostavke lako proverava da je a —, ab, za svaki

a,b € S, to odavde na osnovu Propozicije 1.1 iz rada [17] dobijamo da je polugrupa
S polumreza levo Arhimedovih polugrupa. [J

2.3. Radikali Greenove [J-relacije

Radikali R(p) i T(p) proizvoljne binarne relacije p na polugrupi S definisani su
na sledec¢i nacin:

(a,b) € R(p) & (Im,neN)a"pb", (a,b) € T(p) & (IneN)a"pd".

Prvi od prethodno navedena dva radikala definisao je i izucavao M. S. Putcha u radu
[131] iz 1973. godine. U pomenutom radu Putcha je opisao radikal R(J) Greenove
J relacije. Opsta definicija radikala relacija na polugrupama data je od strane L.
N. Shevrina u radu [144] iz 1994. godine. Drugi tip radikala definisali su i izucavali
S. Bogdanovié¢ i M. Ciri¢ u radu [26] iz 1996. godine. U pomenutom radu oni su
oba tipa radikala relacija na polugrupi primenili na Greenove relacije.
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Gornjim definicijama odredena su dva operatora na mrezi B(S) svih binarnih
relacija na polugrupi S:

R:p— R(p) i T:pw— T(p).

Za proizvoljnu binarnu relaciju p € B(S) imamo da je p C T(p) C R(p), Sto znadi
da su pomenuti operatori T i R ekstenzivni operatori na mrezi B(S). Dalje, za
proizvoljne binarne relacije pq, po € B(.9), iz uslova da je p; C py sledi da je T'(p;) C
T(p2) i R(p1) € R(p2). Operatori koji zadovoljavaju prethodni uslov nazivaju se
izotoni operatori, tj. operatori T i R su i izotoni operatori na mrezi B(.S). Konacno,
imamo da je R(T(p)) = T(R(p)) = R(p), za svaku binarnu relaciju p € B(S), tj.
imamo da je RT = TR = R u polugrupi operatora na mrezi B(S). Kao $to je
poznato ekstenzivni, izotoni i idempotentni operatori na mrezi relacija su poznati
kao operatori zatvorenja. Dakle, prethodna razmatranja mogu biti uopstena kao
rezultat dat slede¢om lemom:

Lema 2.1. Neka je S polugrupa. Tada su R : p— R(p) i T : pw— T(p) operatori
zatvorenja na mrezi B(S) svih binarnih relacija na S @ RT = TR = R.

Binarna relacija p na polugrupi S naziva se T-zatvorena relacija na S ako je
T(p) = p, odnosno, p je R-zatvorena na S ako je R(p) = p. Lako se proverava

" za svaki n € N, a takode i relacija —°, jeste istovremeno i T-

da relacija —
zatvorena i R-zatvorena relacija na polugrupi S. Dakle, za Greenovu J-relaciju na
polugrupi S, uvek su relacije R(J) i T(J) sadrzane u relaciji —.

Kao sto je ve¢ napred receno, M. S. Putcha je u radu [131] dokazao da se
relacija R(J)> poklapa sa najmanjom polumreznom kongruencijom na potpuno m-
regularnoj polugrupi. U nastavku ovog odeljka dokazujemo da prethodno tvrdenje
ne vazi u opstem slucaju. Ovde ¢emo razmatrati i opisati polugrupe u kojima je
R(J)* polumrezna kongruencija na polugrupi S.

Teorema 2.7. Na polugrupi S relacija R(J)*> je polumrezna kongruencija ako i
samo ako je R(J)® = —.

Dokaz. Ovaj dokaz neposredno sledi na osnovu Teoreme 1.1 koju je dokazao M.
S. Putcha u radu [133] iz 1974. godine i ¢injenice da je relacija R(J) sadrzana u
relaciji — na polugrupi S. O

Na isti nac¢in imamo da vazi:

Teorema 2.8. Na polugrupi S relacija T(J)* je polumrezna kongruencija ako i
samo ako je T(J)>® = —°.
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U nastavku razmatramo uslove pod kojima je neki stepen relacije R(J) polumre-
zna kongruencija na polugrupi S. Slede¢om teoremom dokazano je da su razliciti
uslovi tranzitivnosti relacije R(J) potrebni i dovoljni da n-ti stepen, n € N, relacije
R(J) bude polumrezna kongruencija na polugrupi S. Imamo da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 2.9. Neka je n € N. Tada su za polugrupu S sledeci uslovi ekvivalentni:

(Va,b € S) a—""b = (a®b) € R(T)";
(v) Va,b,ceS)a—"b& b—"c = (a,c) € R(T)";
(vi) (Va,b,c€ S)a—""c& b—"" ¢ = (ab,c) € R(T)™.

Dokaz. (i) = (iii). Neka je polugrupa S polumreza Y polugrupa S,, « € Y, takvih
da je svaka od polugrupa S,,« € Y jedna R(J)" klasa od S.

Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a —"*1b. Tada na osnovu
Leme 9 iz rada [45] dobijamo da a,b € S,, za neki o € Y, odakle po definiciji
(a,b) € R(J)". Dakle, vazi:

_ n+l C R(j)n C __nc __ntl

tj. uslov (iii) vazi.
(iii) = (ii). Ako (iii) vazi, tada je

_ n+l C R(j)n C _nC _n+1.

Odavde dobijamo da je —" = —"*1 tj. dobijamo da je —" tranzitivna relacija,
odakle, na osnovu Teoreme 2.2 neposredno sledi da je 0, = —" = R(J)".

(ii)) = (i). Ako je R(J)" = o,, tada je (a*,a) € R(J) C R(J)" = o, za
svaki a € S, odakle na osnovu Teoreme 3 iz rada [45] dobijamo da je o, = R(J)"
polumrezna kongruencija na S.

(i) = (iv). Neka je polugrupa S polumreza Y polugrupa S,,« € Y, takvih da
je svaka od polugrupa S,,a € Y jedna R(J)" klasa od S.

Iz pretpostavke da a —"! b i ve¢ pomenute Leme 9, [45], dobijamo da a?, b € S,
odakle je (a?,b) € R(J)", odnosno, (iv) vazi.

(iv) = (iii). Kako iz (a?,b) € R(J) sledi da (a,b) € R(J), to dobijamo da
iz (a®,b) € R(J)" sledi da (a,b) € R(J)". Dakle, uslov (iv) implicira inkluziju
—nt1 C R(J)™, odakle neposredno sledi (iii).

(i) = (v). Neka je polugrupa S polumreza Y polugrupa S,,« € Y, takvih da je
svaka od polugrupa S,,a € Y jedna R(J)" klasa od S.
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Dalje, uzmimo sada proizvoljne elemente a, b, c € S takve dajea —"bib—"c.
Tada a,b,c € S,, za neki a € Y, na osnovu Leme 9, [45], odakle iz a,c € S,,a € Y
sledi da (a,c) € R(J)". Dakle, dokazali smo da (v) vazi.

(v) = (iii). Prvo, na osnovu (v) dobijemo da je —™ tranzitivna relacija, tj. da
je —" = —"T1 Na osnovu pretpostavke takode dobijamo da je —" = R(J)",
odakle uslov (iii) sledi neposredno.

(i) = (vi). Neka je polugrupa S polumreza Y polugrupa S,,a € Y, takvih da
je svaka od polugrupa S,,a € Y jedna R(J)" klasa od S.

Na isti na¢in, ako uzmemo elemente a, b, c € S takve da je a —""tcib—""¢,
tada a,b,c € S,, zaneki a € Y, odakle i ab, ¢ € S,, odnosno (ab, c) € R(J)". Ovim
je 1 uslov (vi) dokazan.

(vi) = (iv). Ova implikacija sledi neposredno. [
Sada, specijalno ako je n = 1, kao posledicu prethodne Teoreme 2.9 dobijamo
sledeci rezultat. Ekvivalentnost nekih uslova ovog rezultata dokazana je od strane

M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a u radu [45] iz 1996. godine.

Posledica 2.1. Sledeci uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:

j) — _2;

(
(Va,b,ceS)a—b& b—c = (a,c) € R(J);
(Va,b,ce S)a—c& b—c = (ab,c) € R(J).

Dokaz. Kao sto je veé¢ receno ekvivalencija (i) < (ii) je dokazana u radu [26].
Takode, uslovi (i), (ii), (iii) i (v) su ekvivalentni na osnovu Teoreme 2.9 za n = 1.

Implikacije (i) = (iv) i (i) = (vi) mogu biti dokazane na sli¢an na¢in kao odgo-
varajudi delovi iz Teoreme 2.9, dok implikacije (iv) = (i) i (vi) = (i) slede neposredno
na osnovu Teorema 2.312.9. [

U slucaju radikala T'(J) Greenove relacije J imamo da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 2.10. Neka jen € N. Tada su sledeci uslovi na polugrupi S ekvivalentnai:

(i) T(T)" je polumrezna kongruencija na S;
(ii) T(J)" = (»7) ;
(it) T(7)" =
)

Va,b € S) —"hy = (a®b) € T(T)";

—
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(v) Va,b,ceS)a—"b& b—"c = (a,c) e T(T)";
(vi) (Va,b,c€ S)a—"Tc& b—"T1¢c = (ab,c) € T(J)".

Dokaz. (iii) = (ii). Ako (iii) vazi, tada imamo da je

__n+l T(j)n C R(j)n C _nc _n—l—l7

odakle je R(J)" = —". Odavde na osnovu Teoreme 2.9 dobijamo da je o, =
R(J)" = —"T =T(J), a to je i trebalo dokazati.

Implikacija (ii) = (i) neposredno sledi na osnovu Teoreme 2.9. Ekvivalentnost
ostalih tvrdenja ove teoreme moze biti dokazana na slican na¢in kao ekvivalentnost
odgovarajucih tvrdenja iz Teoreme 2.9. [

Neposredno dobijamo da vazi slede¢a posledica.

Posledica 2.2. Za polugrupu S sledeci uslovi su ekvivalentni:

i) T(J) je polumreina kongruencija na S;

) T(J)=01= R(j);

) T(J) =

(Va,b € S) a—b = (a®,0) e T(J)";
(Va,b,ceS)a—b& b—c = (a,c) e T(T)";
(Va bceS)a—c&b—c = (ab,c) e T(T)";

S je polumreza nil-ekstenzija prostih polugrupa.

Dokaz. Ekvivalencije (i) < (ii) i (i) < (vii) su dokazane u radu [26], a ekvivalent-
nost uslova (i), (ii), (iii) i (v) neposredno sledi na osnovu Teoreme 2.10 u slucaju
kada je n = 1.

Implikacije (i) = (iv) i (i) = (vi) mogu biti dokazane na slican nacin kao odgo-
varajuce implikacije u Teoremi 2.10, dok implikacije (iv) = (i) i (vi) = (i) slede
neposredno na osnovu Teorema 2.3 1 2.10. [

2.4. Polumreze o,-prostih potpuno m-regularnih polugrupa

Kao sto smo veé ranije istakli polugrupu S nazivamo potpuno mw-reqularnom polu-
grupom ako za svaki a € S postojen € Nix € S takvida jea”™ = a™xa™ia"x = xa”.
Ovakve polugrupe L. N. Shevrin [144] naziva epigrupama. U radu [45] iz 1996. go-
dine M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ su Teoremom 3 opisali sve polugrupe koje se mogu
predstaviti kao polumreze o,-prostih polugrupa. Medutim, ako je polugrupa S pot-
puno 7w-regularna polugrupa tada se njeno predstavljanje u polumrezu o,-prostih
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polugrupa moze dati koris¢enjem skupa idempotentnih elemenata te polugrupe. U
nastavku dajemo karakterizaciju potpuno m-regularnih polugrupa koje se mogu pred-
staviti kao polumreza o,-prostih polugrupa. Kao pomo¢ni rezultat koji ¢esto koris-
timo prilikom dokaza glavnog rezultata u ovom odeljku disertacije navodimo slede¢u
lemu:

Lema 2.2. Neka je S polugrupa i neka je b € S element takav da je b € G za
neki f € E(S) i neki j € N. Tada a — b ako © samo ako a | f, za svakia € S.

Dokaz. Nekasua,b e S elementi takvi da jea — b. Tada iz predpostavke leme
i Munnove leme imamo da ¥* € G; N SaS za neki k € N, odakle f = v/*(b7*F)~1 €
SaS(V*)~1 C SaS. Znaéi, dobili smo da a | f.

Obratno, neka a | f u S. Tada je oV = fi¥ € SaSVV C SaS, za neki j € N.
Dakle,a — b. O

Glavni rezultat ovog odeljka je sledec¢a teorema kojom su pomoc¢u idempotenata
opisana polumrezna razlaganja potpuno w-regularnih polugrupa. Imamo da vazi:

Teorema 2.11. Neka je n € N i neka je S potpuno w-regularna polugrupa. Tada
su na S sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) S je polumreza o,-prostih polugrupa;
(ii) (Va € S)(Ve € E(S)) a—"e = a>—"e;
(iii) (Va,b € S)(Ve € E(S)) a—"c & b—"¢ = ab—s"¢;
(iv) (Ve, f,i € E(S)) i—"e & f—"e = if—"e;
)

(v) —" je tranzitivna relacija na S.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je S polumreza Y o,-prostih polugrupa S,,a € Y.
Uzmimo proizvoljne elemente a € S i e € E(S) takve da je a—"e. Tada a? e € S,
zaneki a € Y. Kako S,,a € Y jeste o,-prosta polugrupa to imamo da je a®>—"e.

(ii) = (i). Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a—"b. Odavde je
a—""1z — bzaneki z € S. Kako je S potpuno m-regularna polugrupa to b* € G,
za neki e € E(S) ineki i € N. Prema Lemi 2.2 je ¥ — b ekvivalentno sa x | e. Na

svakoj polugrupi je | C — odakle + — e. Odavde je a—""!

r — e, t]. vazi
a—"e. Iz (ii) dobijamo da a*—"e. Odavde je a*—""'y — e za neki y € S.

Kako y — e to e € SyS. Dalje,
b' = b'e € b'SyS C SysS,

odakle y — b. Znaéi, dobili smo da a?*—""1y — b, tj. dobili smo da je a®>—"b.
Iz a—"b sledi da a®>—"b odakle prema Teoremi 3 [45] imamom da je S polumreZa
on-prostih polugrupa.
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(i) = (iii). Neka je S polumreza Y o,-prostih polugrupa S,,a € Y. Uzmimo
proizvoljne elemente a,b € S'ie € E(S) takve da je a—"e i b—"e. Tada a,e € S,
ib,e € Sszaneke o, 3 €Y. Odavde postoji v € Y takav da ab,e € S,. Kako je S,
op-prosta polugrupa to ab—"e, dakle vazi (iii).

(iii) = (ii). Nekasua € Sie € E(S) elementi takvi da je a—"e. Tada prema
pretpostavci iz a—"e i a—"e sledi a>—"¢, dakle (ii) vazi.

(iii) = (iv). Ova implikacija sledi neposredno.

(iv) = (iii). Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S ie € E(S) takve da je

a—"e i b—"e. Odavde je a — z—""leib — y—"!

e za neke x,y € S.
Kako je S potpuno w-regularna polugrupa, to elementi z? € Gj,y? € G} za neke
h,k € E(S) i neke p,q € N. Prema Lemi 2.2 dobijamo de je a — x ekvivalentno
saa|hib — yjeekvivalentno sa b | k. Odavde je h = uav i k = mbn za neke
u,v,m,n € S'. Stavimo da je i = (vua)® i f = (bnm)?. Lako se proverava da
i, f € E(9),1da je i* = ((vua)?)? = vuavuavuavua = vhua = vuavua = i. Dalje je
h = h? = uavuavuav = uaiv odakle i | h. Kako je na svakoj polugrupi | € — toje
i — h, tj. dobijamo da h € SiS. Na isti nacin je k = k3 = mbnmbnmbn = m fbn
odakle je f | k. Dalje, imamo da je f — k, tj. da k € SfS. Sada smo dobili da
je
2P = aPh € 2P SiS C §iS,

znaci ¢ — x i dualno imamo da je
y' =y'k € y'SFS S SfS,

tj. f — . Dobili smo da i — z—""lei f — y—""le, tj. dobili smo da
i—"e 1 f—>"e. Na osnovu pretpostavke uslova (iv) je i f—"e. Sada imamo da je
if — z2—""lezanekiz€ S. Izif — zje 2" € SifS za neki r € N. Odakle je

2" € SifS = S(vua)?(bnm)*S C SabS,

tj. ab — z. Znadi, dobili smo da je ab — z——""'e, tj. dobili smo da je ab—"e.
Dakle, vazi (iii).

(ii) = (v). Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je a—"'b. Tada je
a—"x — b za neki x € S. Kako je S potpuno m-regularna polugrupa to b* € G,
za neki e € E(S) i neki i € N. Prema Lemi 2.2 x — b je ekvivalentno sa z | e
odakle z — e jer je uvek | C—. Znagéi, dobili smo da je a—"x — e, tj. dobili

ntle. Sadajea — y—"ezanekiy € S. Iza — y je y* € SaS

smo da je a—
za neki k € N. Sa druge strane iz y—"e prema uslovu (ii), dobijamo da je y*—"e
za svaki k € N. Odavde je y* — u—""!e za neki u € S. Iz y* — u dobijamo
da

u™ € SykS C SaS
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za neki m € N, odakle je a — u. Znaéi, dobili smo da je a — u—""1e, tj. da je
a—s"e. Dalje, imamo da je a—""1

Kako je

v—ezanekive S. Izv — ejee e Svs.

b = be € b'SvS C SvS

-1

to v — b. Odavde sledi da je a—"""v — b, tj. da je a—>"b. Dobili smo da

je —"*1 C —" i kako obratna inkluzija uvek vazi, imamo da je relacija —"
tranzitivna na S.

(v) = (i). Neka je —" tranzitivna relacija na S. Tada prema Teoremi 3 [45]
dobijamo da je S polumreza o,-prostih polugrupa. [J

U nastavku navodimo rezultate u kojima su dati uslovi kada su potpuno -
regularne polugrupe ”proste” polugrupe u odnosu na relacije — i —, i njihove
n-te stepene, za n € N. Imamo da vazi slededi rezultat:

Teorema 2.12. Neka je n € N i neka je S potpuno m-regularna polugrupa. Tada
S jeste o, -prosta ako i samo ako je

(Vf € E(5)) Bn(f) = 5.

Dokaz. Neka za svaki f € E(S) vazi ¥,(f) = S i neka su a,b € S proizvoljni
elementi. Tada, kako je S potpuno m-regularna polugrupa imamo da a' € G, i
V € Gy, za neke e, f € F(S) i neke 4,7 € N. Odavde, imamo da je

Sa(e) = Sa((@®) 'a¥) C E,(a?) € Su(a) C Shle).
Dakle, imamo da je
Yn(a) = En<a2) = Y (e),

za svaki a € S. Odavde, takode vazi
Sa(a) C Ta(f) C S((8¥)'0%) C B,(0%) = £,.(b).

Prema tome dobili smo da je 3, (a) C 3,(b). Na isti nac¢in moze se dokazati da vazi
i obratna inkluzija na S, odakle je ¥, (a) = ¥,(b). Dakle, dokazali smo da S jeste
op-prosta polugrupa.

Obratno, neka S jeste o,-prosta polugrupa. Tada je ¥,(a) = %,(b), za svako
a,b € S, odakle je jasno ¥, (a) = X,(f), za svaki a € S isvaki f € F(S). Odavde,
neposredno dobijamo da je ¥,(f) =S. O

Ako polugrupa S ima nulu tada koristimo sledeée oznacavanje S = S°. Na
osnovu prethodnog rezultata neposredno dobijamo da vazi:

Posledica 2.3. Ncka je n € N i neka je S = S° potpuno w-reqularna polugrupa.
Tada S jeste o,-prosta polugrupa ako i samo ako je ¥,(0) = S.
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Slicno kao u prethodnom rezultatu, dajemo uslove pod kojima je potpuno 7-re-
gularna polugrupa o-prosta. Vazi sledeci rezultat:

Teorema 2.13. Neka je S potpuno w-regularna polugrupa. Tada S jeste o-prosta
polugrupa ako i samo ako je

(Ve, f € E(S)) (e, f) € 0.

Dokaz. Nekasua,b e S proizvoljni elementi. Tada, kako je S potpuno w-regularna
polugrupa imamo da a* € G, i IV € Gy, za neke e, f € F(S) i neke i,j € N. Kako
je prema pretpostavci tvrdenja Y(e) = X(f), to za uocene e, f € FE(S) postoje neki
p,qg € N takvi da jee —P f —9 e. Iz e —P f dobijamo da je e —P~!
r — f,zanekiz € S. Kako je v/ = fi/ € SxSV C SxS, tj. kako jex — b
to dobijamo da je e —P~! 2 —— b, odnosno, dobijamo da je e —? b. Iz
a’ € G, iiz poslednjeg je e — y —P~1 b, za neki y € S. Dalje, imamo da
y* € SeS = S(ai)flais C SaS, za neki k € N, odakle je a — y. Prema tome,
dobili smo da je a — y —P~! b, tj. dobili smo da je a —P b, za neki p € N.
Dakle, a € 3(b). Na isti nacin, iz pretpostavke da f —7 e mozemo dokazati da je
b —7 a, za neki ¢ € N, tj. mozemo dokazati da b € ¥(a). Na osnovu dokazanog
je X(a) C 3(b) i X(b) C X(a), tj. X(a) = X(b). Dakle, dokazali smo da (a,b) € o,
tj. da S jeste o-prosta polugrupa.

Direkten smer tvrdenja je trivijalan. [

Posledica 2.4. Neka je S = S° potpuno w-reqularna polugrupa. Tada S jeste o-
prosta polugrupa ako i samo ako je

(Ve € E(5)) (e,0) € 0.

Napomena 1. Uslov (Ve € E(S)) (e,0) € o je ekvivalentan uslovu X(0) = 5.
Jos jedan od pomo¢nih rezultata koji koristimo u ovom odeljku je sledeca lema.

Lema 2.3. Neka je S polugrupa i neka je b € S element takav da je ¥ € Gy za
neki f € E(S) i neki j € N. Tada a —; b ako i samo ako a |; f, za svakia € S.

Dokaz. Nekasua,b e S elementi takvi da je a —; b. Tada iz pretpostavke leme
i Munnove leme imamo da ¥* € G; N Sa za neki k € N, odakle f = (%)~ €
(W*)~1Sa C Sa. Znaci, dobili smo da a |; f.

Obratno, neka a |; f u S. Tada je ¥ = ¥ f € 1/ Sa C Sa, za neki j € N. Dakle,
a — b O
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U nastavku navodimo teoreme u kojima su dati uslovi kada je potpuno -
regularna polugrupa \,-, odnosno, A-prosta polugrupa. Teoreme su slicne sa Teore-
mama 2.12 1 2.13.

Teorema 2.14. Neka je n € N i neka je S potpuno m-regularna polugrupa. Tada
S jeste \,-prosta polugrupa ako i samo ako je

(Va € S)(Vf € E(S)) (a,f) € M.

Dokaz. Nekasua,b € S proizvoljni elementi i neka za svaki f € E(S) vazi A,(a) =
A, (f). Kako je S potpuno m-regularna polugrupa to a* € G, i ¥ € Gy, za neke
e, f € E(S) ineke i,j € N. Na osnovu prethodnog imamo da je

Ay (a) = Ay(e) = An((agi)_la%) C An(a®) C Ay (a) = Ayn(e).

Dakle, dobili smo da je A,(a) = A,(a?), za svako a € S. Dalje, koriste¢i pret-
postavku tvrdenja, vazi

An(a) = An(f) = Au((67) 7' 5Y) C Aa(67) = A (0),
i kako je
An<b) = An(ij) C A'fl(f)u
dobijamo da je A,(a) = A, (b). Dakle, S jeste \,-prosta polugrupa.

Direktan smer tvrdenja sledi trivijalno. [

Napomena 2. Uslov
(Va € S)(Vf € E(S)) (a,f) € A
je ekvivalentan sa jednim od slede¢a dva uslova

(i) (Ve,f e E(S)) (e, f) €N & (Va €8) (a,a?) € \;
(i) (Vf € E(S)) Au(f) = 5.

Teorema 2.15. Neka je S potpuno m-regularna polugrupa. Tada S jeste A-prosta
polugrupa ako i samo ako je

(Ve, f € E(S)) (e, f) € A

Dokaz. Nekasua,b € S proizvoljni elementi. Tada, kako je S potpuno w-regularna
polugrupa imamo da a* € G, i IV € Gy, za neke e, f € F(S) i neke i,j € N. Kako
je prema pretpostavci tvrdenja A(e) = A(f), to za uocene e, f € E(S) postoje neki
p,q € N takvi da je e —? f —9¢e. Iz e —P f dobijamo da je e — Ptz — f,
zaneki x € S. Kako je o/ = b f € ¥/ Sz C Sz, tj. kako je z —; b to dobijamo da
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je e —P~tx —; b, odnosno, dobijamo da je e —;Pb. 1z a* € G, i iz poslednjeg
je e — y—P"1b, zancki y € S. Dalje, imamo da y* € Se = S(a’) 'a’ C Sa, za
neki k € N, odakle je a —; y. Prema tome, dobili smo da je a —; y —""1b,
tj. dobili smo da je a — b, za neko p € N. Dakle, a € A(b). Na isti nacin,
iz pretpostavke da f —;7¢e¢ mozemo dokazati da je b—;%a, za neki ¢ € N, tj.
mozemo dokazati da b € A(a). Na osnovu dokazanog je A(a) C A(b) i A(b) C A(a),
tj. A(a) = A(b). Dakle, dokazali smo da (a,b) € A, tj. da S jeste A-prosta polugrupa.

Direkten smer tvrdenja je trivijalan. [

Na kraju, istaknimo jo$ jednom da su rezultati predstavljeni u ovoj glavi origi-
nalni. Takode, veci broj je izlagan na medunarodnim konferencijama i publikovan
u inostranim Casopisima.



Glava 3

Poddirektna razlaganja polugrupa

Predmet proucavanja ove glave je jedan od glavnih metoda razlaganja ne samo
u Teoriji polugrupa, ve¢ i u algebri uopste. To je metod poddirektnog razlaganja
algebarskih struktura. Razlaganje algebri u poddirektan proizvod predstavlja jedan
od najefikasnijih metoda za izucavanje njihove strukture. Poddirektne i povratne
proizvode polugrupa razmatrali su i opisivali N. Kimura [91], [92], 1958., M.Yamada
i N. Kimura [175], 1958., M. Yamada [171], 1964., [172], 1965., [173], 1967., M. S.
Putcha [132], 1973., M. Ciri¢ i S. Bogdanovié [40], 1990., [41], 1993., [45], [46], 1998.,
[47], 1998., S. J. L. Kopamu [98], 1994., X. M. Ren, K. P. Shum i Y. Q. Guo [137],
1998. godine, i drugi.

Polazedi od ideja S. J. L. Kopamua [98] u prvom odeljku su definisane relacije
kongruencije koje su opstije od onih koje je definisao S. J. L. Kopamu [98]. Dokazano
je da se u nekim slucajevima pomenute relacije kongruencije poklapaju. Dalje, ko-
riste¢i navedene relacije kongruencije opisana su poddirektna i povratna razlaganja
idealskih-ekstenzija regularnih, potpuno regularnih, potpuno Arhimedovih polu-
grupa, kao i u specijalnom slucaju poddirektna i povratna razlaganja regularnih,
potpuno regularnih polugrupa i tako dalje.

U drugom odeljku su relacije, koje su definisane u prvom odeljku, prosirene do
novih relacija koje se definisu pomoc¢u najveceg polumreznog razlaganja polugrupa
i za ove relacije je dokazano da su takode relacije kongruencije i da se pomoc¢u njih
mogu konstruisati poddirektni i povratni proizvodi regularnih, potpuno regularnih
polugrupa i tako dalje. Rezultati S. J. L. Kopamua [98] su u ovom odeljku dokazani
na jednostavniji nacin.

M. S. Putcha u [132] i X. M. Ren, K. P. Shum i Y. Q. Guo u [137] su dali
veoma interesantne opise nil-ekstenzija pravougaonih grupa u terminima poddirek-
tnih i povratnih proizvoda. Pomenute povratne i poddirektne dekompozicije mogu
biti okarakterisane pomocu relacija kongruencije koje su definisane u prethodnim
odeljcima. U trecem odeljku je dat opis nil-ekstenzija pravougaonih grupa pomocu
poddirektnih i povratnih proizvoda polugrupa, takode, dat je opis faktor polugrupa

49
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koje odgovaraju pomenutim dekompozicijama. Dokazi M. S. Putchae [132] i X. M.
Rena, K. P. Shuma i Y. Q. Guoa [137] u ovom odeljku su zamenjeni jednostavnijim
i konstruktivnijim dokazima.

Napomenimo, na kraju, da su oznake i osnovni pojmovi koje ¢emo koristiti u
ovoj glavi u skladu sa oznakama i osnovnim pojmovima koje u svojim knjigama i
radovima koriste S. Bogdanovi¢ i M. Ciri¢ [21].

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi su izlagani na stranim i domac¢im naucnim
konferencijama, a neki od njih su publikovani u inostranim ¢asopisima, na primer u
radu [52], iz 1999. godine.

3.1. Relacije K, x, K, x i Kygx

S. J. L. Kopamu [98] je na regularnoj polugrupi definisao relacije kongruencije
i pomoc¢u njih je dokazao da je svaka regularna polugrupa izomorfna povratnom
proizvodu levo reduktivne i desno reduktivne polugrupe. Koristeci takav koncept, u
ovom odeljku su definisane neke nove relacije kongruencije i pomocu njih su opisani
poddirektni i povratni proizvodi idealskih-ekstenzija regularnih polugrupa i nekih
drugih tipova polugrupa.

Neka je X neprazan podskup polugrupe S. Tada su sa

L(X)=XS", R(X)=S8'X i J(X)=S8'X5",

oznaceni redom levi, desni i dvostrani ideal polugrupe S generisani skupom X. Za
podskup X polugrupe S kazemo da je duo podskup polugrupe S ako za njega vazi
da je

L(X) = R(X),

tj. ako vazi da je S'X = X S*. Jasno je da je

za svaki duo podskup X polugrupe S. Sa druge strane, ako je K proizvoljan ideal
polugrupe S, tada je
L(K)=R(K) =K,
tj. svaki ideal polugrupe S je njen duo podskup.
Neka je skup X neprazan podskup polugrupe S. Definisimo na S relacije K x,
Ky x 1 Kq,x na sledeci nacin:

(a,b) e Kix & (Vo e X) za= b,
(a,b) e K.x & (Vy e X) ay = by,
(a,b) € Kyx < (Vo,y € X) zay = xby.
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Lako se proverava da ovako definisane relacije jesu relacije ekvivalencije na S.
Takode, relacija K; x je desna kongruencija, relacija IC, x je leva kongruencija i obe
relacije K; x 1 K, x su sadrzane u relaciji Ky x. Prirodno se postavlja pitanje: Koje
uslove treba da zadovoljava skup X da bi relacije K; x, K, x 1 K4 x bile kongruencije
na polugrupi S? Jedan od dovoljnih uslova koje treba da zadovoljava skup X da bi
relacije K x, K x 1 Kq,x bile kongruencije na S, naveden je u slede¢oj lemi.

Lema 3.1. Ako je X duo podskup polugrupe S tada su K; x, K, x i Kqx relacije
kongruencije na S.

Osim toga, K; x = K; k, za svako i € {l,r,d}, gde je K = J(X).

Dokaz. Tvrdenje leme dokazujemo samo za relaciju Ky x. Tvrdenja koja se odnose
na relacije K; x i K, x dokazuju se na isti nacin.

Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je (a,b) € K4x. Neka je c € S
proizvoljan element. Tada za svaki z,y € X imamo da je zay = xby. Kako je X
duo podskup polugrupe S, dobijamo da je xc = sz, za neki z € X i neki s € S*.
Dakle, imamo da je

x(ca)y = (xc)ay = (sz)ay = s(zay) = s(zby) = (sz2)by = (zc)by = x(cb)y.

Analogno dokazujemo da je xz(ac)y = x(bc)y. Na osnovu prethodnog, ICy x je
levo i desno saglasna relacija i kako je ona relacija ekvivalencije, dobijamo da je Ky x
kongruencija na polugrupi S.

Dokazimo sada drugi deo tvrdenja leme. Kako je X C K, to dobijamo da je
Kax € Kax. Dokazimo da vazi i obratna inkluzija. Uzmimo elemente a, b € S takve
daje (a,b) € K4x. Nekasup,q € K proizvoljni elementi. Kako je K = XS = S'X|
to imamo da je p = sz i ¢ = yt, za neke z,y € X i neke s,t € S*. Dalje, imamo da
je

paq = (sx)a(yt) = s(zay)t = s(zby)t = (sx)b(yt) = pbq,
tj. da je (a,b) € Ky, Sto je i trebalo dokazati. Dakle, dobili smo da je Kyx =
Kar. O

Ako je X = S, tada umesto oznaka K; x, K, x 1 K4 x koristimo oznake K, K, i
Kg4, tim redom. Kongruencije ;, K, i K; uvedene su u knjizi A. H. Clifforda i G.
B. Prestona [36] i radu B. M. Scheina [140], a intenzivno su izu¢avane u radu S. J.
L. Kopamua [98].

Takode, na polugrupi S mozemo definisati jos neke relacije.

Neka je skup X duo podskup polugrupe S i neka je K = J(X). Oznacimo sa px
Reesovu kongruenciju na S generisanu skupom K. Tada na S mozemo definisati i
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sledece relacije:

Kix =Kix N pxk,
K7",X = ’CT‘,X N PK,
Kox =Kax N pr.

Neka je polugrupa S idealska ekstenzija polugrupe K, tada je K = J(K).
Odavde su napred definisane relacije oblika

Kixk=Kixg N px, Krk =Krx N p i Kax =Karx N pr.

Kako je K ideal od S, to je on duo podskup od S odakle na osnovu Leme 3.1
dobijamo da su K x, K, x i Kqx kongruencije na S. Presek ovih kongruencija sa
Reesovom kongruencijom generisanom idealom K je takode kongruencija, odakle
dobijamo da su El, K, Kn K1 Kd, x kongruencije na S.

U nastavku ¢emo razmatrati osobine kongruencija Kl, K, Kn K1 Kd, K nha razli¢itim
tipovima polugrupa.

Neka je S idealska ekstenzija polugrupe K i neka je £ = E(S). Za ideal K
kazemo da je pun ideal polugrupe S ako je £ C K.

Neka je S idealska ekstenzija regularne polugrupe K i neka su £, R, D i 'H
Greenove ekvivalencije na S. Imamo da vazi sledeca lema:

Lema 3.2. Neka je S polugrupa sa punim reqularnim idealom K i neka je B =
E(S). Tada je
Kik =Kig, Kok =Kg @ Kix=Kip.

Dokaz. Dokazimo da je Kyqx = Kqpg. Ostale jednakosti dokazuju se na isti nacin.

Neka je S polugrupa sa punim regularnim idealom K. Tada je F C K i kako
je K regularna polugrupa to je KE = FK = K, tj. F je duo podskup od K.
Dokazimo da je E duo podskup i od S. Zaista, imamo da je

S'ECS'KCK=FEKCES".

Na isti na¢in se dokazuje i da je ES* C S'E odakle dobijamo da je S'E = ES!.
Znaci, E je duo podskup od S. Odavde, prema Lemi 3.1 relacija Ky g jeste kongru-
encija na S.

Dalje, iz 2 C K neposredno sledi da je g x € K4 . Dokazimo da vazi i obratna
inkluzija. Neka su a,b € S takvi da je (a,b) € Ky p. Odavde je eaf = ebf, za svaki
e, f € E. Dalje, uzmimo proizvoljno z,y € K. Kako je K regularna polugrupa
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to postoje z',y’ € K takvi da je 2/ € V(x), v € V(y) i za/,2'z,yy',y'y € E. Na
osnovu prethodnog imamo da vazi

zay = (za'v)a(yy'y) = x(2'vayy')y = v(x"vbyy’)y = (x2'2)b(yy'y) = wby.
Prema tome, (a,b) € KCq . Dakle, dobili smo da je Kyp C Kyxk, tj. daje Kyx =

Kap. O

Kao posledicu prethodnog rezultata neposredno dobijamo jednakost slede¢ih
relacija.

Posledica 3.1. Neka je S polugrupa sa punim regularnim idealom K i neka je
E = E(S). Tada je

Kik =Kig, Kixk=Kvg 1 Kix=Kip.

Ako je cela polugrupa S regularna, tj. ako je S = K tada se relacije K i, K, i i
Ed,K poklapaju sa relacijama K g, K, x 1 Kgq x na polugrupi S, tim redom. Dakle,
sada kao posledicu dobijamo da se relacije koje je uveo S. J. L. Kopamu [98] pokla-
paju sa relacijama kongruencije K; g, K, g i K4 g na regularnoj polugrupi S.

Posledica 3.2. Neka je S regularna polugrupa. Tada je

Kig=Ki, Kig=K, i Korg=Kq.

Odnos koji postoji izmedu Greenovih ekvivalencija i kongruencija Kl, K, Krk 1
Ka.x, na polugrupama koje imaju regularan ideal, dat je slede¢om lemom.

Lema 3.3. Neka je S polugrupa sa reqularnim idealom K. Tada je

KixCL K.k CR i Kgx CD.

Dokaz. Dokazaéemo da je Kqx C D. Ostale inkluzije mogu biti dokazane na isti
nacin.

Uzmimo a,b € S takve da je (a,b) € Kgx. Tada (a,b) € Kax i (a,b) € pk.
Ako je a = b, tada je jasno da (a,b) € D. Pretpostavimo sada da je a # b. Tada iz
(a,b) € pi sledi da a,b € K. Kako je K regularna polugrupa, to postoje elementi
a' b€ K takvida jed' € V(a) il € V(b). Neka je ¢ = ba'a. Kako je zay = xby, za
svaki x,y € K, to imamo da je

a=ada=adada = ad'ba'a = ad'c € Sc,

c=bda € Sa.
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Odavde, (a,c) € L. Takode, imamo da je

b=bb'b=bb'bb'b = bb'ab'b = bb'aa’ab’b = bb'ba’al’b = ba'ab’b = cb'b € ¢S,

c=bd'a €bS.
Odavde, (¢,b) € R. 1z (a,c) € L i (¢, b) € R dobijamo da (a,b) € L-R = D. Dakle,

dokazali smo da inkluzija Ed, x €D vazi. I

Ako je cela polugrupa regularna, tj. ako je S = K, tada na osnovu prethodnog
rezultata neposredno dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 3.3. Neka je S reqularna polugrupa. Tada je

KiCL, K,.CR i K4CD.

Jedna od vaznih osobina relacija kongruencije jeste njihova permutabilnost. Na-
ime, na osnovu Teoreme 1.6 ako su relacije kongruencije definisane na proizvoljnoj
polugrupi S permutabilne i ako se presek tih relacija poklapa sa identickom relacijom
na polugrupi S tada je polugrupa S izomorfna povratnom proizvodu svojih faktor
polugrupa u odnosu na date permutabilne relacije kongruencije. Na polugrupi koja
ima regularan ideal vazi sledeci rezultat.

Teorema 3.1. Neka je S polugrupa sa reqularnim idealom K. Tada je

Kik - Krx = K’F,K . Kl,K = Ed,K [ KZ,K N KT,K = Ag.

)

Dokaz. Prema definiciji relacija Kuo za i € {l,r,d}, imamo da je KLK, KT,K C
Kd,K- Prema tome, imamo da je

Kir Krx C Kok Kix C Kax

Krr Kix CKax - Kax € Kax-

Dakle, ostaje da se dokaze da vaze i obratne inkluzije
Kax CKix-Kox 1 Kix CKrx Kk

Uzmimo sada elemente a,b € S takve da (a,b) € Kqx. Tada (a,b) € Kgqx i
(a,b) € pk. Ako je a = b tada je

(a,b) € Ag =Ag-As C K- K x
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(a,0) € Ag = Ag-Ag C K, i - Ki e,

Sto je i trebalo dokazati. Pretpostavimo sada da je a # b. Tada iz (a,b) € pg sledi
da a,b € K, i kako je K regularna polugrupa, to imamo da postoje a’, b’ € K takvi
dajed € V(a) it € V(b). Neka je ¢ = ba'a i d = aa’b. Odavde, za proizvoljne
z,y € K kako x,y,d'a,bb',d'ay € K iz (a,b) € Kq x imamo da je

xa = zaa'a = xba'a = xc,

cy = ba'ay = bb'ba’ay = bb'ad’ay = bb'ay = bb'by = by.

Prema tome (a,c) € K;x Npx = K1k i (¢,b) € K, x N pr = K, i, tj. dobili smo da
(a, b) S El,K 'KT,K'
Sa druge strane, za proizvoljne u,v € K kako w,v,ad',;uad’,b'b € K iz (a,b) €
K4 imamo da je
av = aa’'av = aa’bv = dv,

ud = uaa’'b = uaa’bb’b = uaa’ab'b = uwab’b = ubb’b = ub.

Dakle, (a,d) € K,.x Npx = Ky i (d,b) € Kix N prx = Kk, tj. dobili smo da
(a,b) € K,.x - Ky . Zmaéi, dokazali smo da je

Kik Kk =Kk Kix = Kax.

Na kraju, uzmimo a,b € S takve da (a,b) € Kix N K. Tada (a,b) €
Kik, (a,b) € K.k i (a,b) € pk. Pretpostavimo da je a # b. Tada a,b € K
i kako je K regularna polugrupa to postoje a/,b' € K takvi da je @’ € V(a) i
b € V(b). Odavde, kako aa’,b'b € K i kako je K; i, K, x C Ky, to iz (a,b) € K i
iiz (a,b) € K, x imamo da je

a=ada=adb=adbl'b=adab'b= ab'b = bb'b = b,

sto je u kontradikciji sa polaznom predpostavkom. Prema tome, zakljucujemo da je
a = b, $to znaci da je KLK ﬂEnK =Ag. O

Polugrupa S je levo reduktivna ako xa = xb, za svaki x € S, povlaci a = b, tj.
ako je K; = Ag, a desno reduktivna ako ay = by, za svaki y € S, povlaci a = b, tj.
ako je K, = Ag. Polugrupa S je reduktivna ako je i levo i desno reduktivna, tj. ako
je ICd = AS-

Teorema 3.2. Polugrupa S je idealska ekstenzija reqularne polugrupe ako i samo
ako je povratni proizvod idealske ekstenzije levo reduktivne reqularne polugrupe i ide-
alske ekstenzije desno reduktivne reqularne polugrupe v odnosu na idealsku ekstenziju
reduktivne reqularne polugrupe.
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Dokaz. Neka je polugrupa S idealska ekstenzija regularne polugrupe K. Tada
prema Teoremi 3.1 S je povratni proizvod polugrupa S/K;x i S/K,x u odnosu na
polugrupu S/Kq k.

Dokazimo, prvo, da je polugrupa S /K;y i idealska ekstenzija levo reduktivne reg-
ularne polugrupe. Neka je ¢ prirodni homomorfizam sa S na S/K; x indukovan
kongruencijom K;r. Kako je homomorfna slika idela takode ideal, to imamo da
je K/Kx ideal od S/K;r, tj. S/Kix je idealska ekstenzija polugrupe K/K; k.
Takode, kako je K regularna polugrupa to je i K /KLK regularna polugrupa kao
homomorfna slika regularne polugrupe. Ostaje da se jos dokaze da je K /Kl, Kk levo
reduktivna polugrupa.

Neka su a,b € K/K, i elementi takvi da je za = zb, za svaki r € K/K, k. Tada
je a = uzl,K,b = UELK ix = tfl,K, za neke u,v,t € K. Iz xa = zb, za svaki
x € K/K, x, dobijamo da je (tu,tv) € K, x, za svaki t € K. Odavde, (tu,tv) € K, x
i (tu,tv) € pg, za svaki t € K, tj. imamo da je ytu = ytv, za svaki y,t € K. Neka
je z € K proizvoljan element. Tada, kako je K regularna polugrupa, to postoji
element 2’ € K takav da je 2’ € V(z), 1 pritom vazi

2u = (22'2)u = 2(2'2u) = 2(2'2v) = (22'2)v = 2.

Prema tome, (u,v) € K; i kako u,v € K to (u,v) € pk, odakle (u,v) € K xNpx =
KLK. Na osnovu dokazanog je uk;x = UKLK, tj. a = b. Dakle, dobili smo da
je K /KLK levo reduktivna polugrupa. Znaci, S /Kl, k je idealska ekstenzija levo
reduktivne regularne polugrupe K /K, k.

Na isti na¢in se dokazuje da je S/K, x idealska ekstenzija desno reduktivne reg-
ularne polugrupe K /Eﬂ, K, 1daje S /Kd, i idealska ekstenzija reduktivne regularne
polugrupe K /K.

Obratno, neka je polugrupa S = P x ) povratni proizvod polugrupa P i @)
u odnosu na polugrupu H, gde je P idealska ekstenzija levo reduktivne regularne
polugrupe K, @) je idealska ekstenzija desno reduktivne regularne polugrupe T'i H
je idealska ekstenzija reduktivne regularne polugrupe J. Neka je ¢y homomorfizam
koji P slika na H i ¢ homomorfizam koji @) slika na H. Jasno je da je K¢ C J i da
jeTo C J.

Uoc¢imo skup W = K x T. Kako je skup K ideal od P i skup T ideal od @), to se
lako proverava da je W ideal od S. Dakle, S je idealska ekstenzija polugrupe W. Da
bi kompletirali dokaz teoreme potrebno je jos dokazati da je W regularna polugrupa.
Neka je a € W proizvoljan element. Tada je a = (z,y), zaneke x € K iy € T,
i pritom je x1) = y¢. Kako x € K i K je regularna polugrupa, to postoji element
' € K takav da je 2’ € V(x). Takode, kako y € T'i T je regularna polugrupa, to
postoji element ' € T takav da je ¢ € V(y). Neka je sada o’ = (2/,y). Za ovako
izabran element imamo da je

ad'a = (z,y)(z',y')(z,y) = (z2'z,yy'y) = (z,y) = a.
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Takode, iz 210 = yé je (z2'z) = (yy'y)é, odakle je (xv)('t)) (zv)) = (y6) (y'®) (y®),
tj. (yo) (') (yp) = (yo)(¥'¢)(yop). Odavde, kako zv,yp € J i J je reduktivna
polugrupa dobijamo da je z'¢) = y'¢. Znadci, element o' = (2/,y') € W, jer je
'Y = y'¢. Dakle, za svaki a € W postoji ' € W takav da je a = ad'a, tj. W je
regularna polugrupa.

Ovim je dokaz teoreme kompletiran. [
Kao posledice prethodne Teoreme 3.2 imamo da vaze sledeca dva rezultata.

Posledica 3.4. Polugrupa S je nil-ekstenzija regularne polugrupe ako i samo ako
je povratni proizvod nil-ekstenzije levo reduktivne reqularne polugrupe i nil-ekstenzije
desno reduktivne reqularne polugrupe u odnosu na nil-ekstenziju reduktivne regularne
polugrupe.

Posledica 3.5. Polugrupa S je nilpotentna ekstenzija reqularne polugrupe ako i
samo ako je povratni proizvod nilpotentne ekstenzije levo reduktivne reqularne polu-
grupe 1 nilpotentne ekstenzije desno reduktivne regqularne polugrupe u odnosu na
nilpotentnu ekstenziju reduktivne regularne polugrupe.

Ako je cela polugrupa regularna, tj. ako je S = K, tada se rezultat S. J. L.
Kopamua [98] dobija kao neposredna posledica Teoreme 3.2.

Posledica 3.6. Polugrupa S je reqularna ako i samo ako je povratni proizvod levo
reduktivne regularne polugrupe i desno reduktivne reqularne polugrupe u odnosu na
reduktivnu reqularnu polugrupu.

Koriste¢i kongruencije definisane na pocetku ovog odeljka dokazano je da je
svaka idealska-ekstenzija regularne polugrupe izomorfna povratnom proizvodu svo-
jih faktor polugrupa S/K;x i S/K,x u odnosu na polugrupu S/Kgr. Takode,
ako je S polugrupa sa punim regularnim idealom K, Lemom 3.2 je dokazano da
je KI,K = Kz,E,Kr,K = ET,E i KM( = KC@E. Zato je interesantno opisati strukturu
polugrupe pomocu strukture odgovarajucih faktora njenog povratnog razlaganja. U
tom smislu u nastavku dajemo vezu koja postoji izmedu skupa F = E(S) svih idem-
potenata polugrupe S i skupova E(S/K; k), E(S/K,x) i E(S/Kax) idempotenata
faktor polugrupa u pomenutom povratnom razlaganju punih ekstenzija regularnih
polugrupa. Uocene su lepe i zanimljive veze izmedu navedenih skupova.

Imamo da vazi sledeéi rezultat.
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Teorema 3.3. Neka je S polugrupa sa punim reqularnim idealom K. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentna:

(i) E(S) je desno kvazi-normalna traka;
(i) E(S/Kir) je desno kvazi-normalna traka;

(iii) E(S/K, k) je desno regularna traka.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je E(S) desno kvazi-normalna traka. Tada je efg = egfyg,
za sve e, f,g € E(S). Neka su ¢, f',g" € E(S/K,x) proizvoljni elementi i neka je
e =eKig,f'=fKixkig =gKik, zanekee, f,g € E(S). Za e, f',g € E(S/K1 k)

imamo da je
ef'y = <€KZ,K)(le,K)<gKl,K) = (efg)KZ,K = (egfg)zl,K =

(eKux) (gKLx) (fRux) (9K k) = €'d' g
Dakle, E(S/K, k) je desno kvazi-normalna traka.

(ii) = (i). Neka je E(S/K;x) desno kvazi-normalna traka. Tada je €' f'g’ =
egfg, zasve e, f'.g € E(S/Ki k). Nekasu e, f,g € E(S) proizvoljni elementi.
Tada je ek = €, fKix = f i gKix = ¢. Sada, iz €'f'g’ = €'g'f'g’ imamo da
je (efg,eqfg) € Kix. Kako je E(S) C K i kako na S vazi K = K g, gde je
E = E(9), to iz (efg,egfg) € Kir dobijamo da (efg,egfg) € Kip. Odavde je
hefg = hegfg, za svaki h € E(S). Ako je h = e = f na osnovu napred navedenog
dobijamo da je eg = (eg)®>. Dakle, F(S) je podpolugrupa od S i za h = e iz
hefg = hegfg dobijamo da je efg = egfg, za sve e, f, g € E(S), tj. dobijamo da je
E(S) desno kvazi-normalna traka.

(i) = (iii). Neka je E(S) desno kvazi-normalna traka. Tada je efg = egfg, za sve
e, f,g € E(S). Kako je E(S) C Kina S je K;x =Ky, toiz efg = egfg dobijemo
da je (fg,9f9) € Kix, za sve f,g € E(S). Kao u dokazu Teoreme 3.5 imamo da
svaki idempotent faktor polugrupe S/K; k jeste K; x-klasa nekog idempotenta iz 9,
to iz (fg,9fg) € K, dobijamo da je E(S/K,; k) desno regularna traka.

(iii) = (i). Neka je E(S/K; k) desno regularna traka. Tada (fg,gfg) € Ki.x, za
sve f,g € E(S). Kako je E(S) C K i kako na S vazi K, x = K g, gde je E = E(S),
to iz (fg,9fg) € Kig imamo da je (fg,9fg) € Kig, za sve f,g € E(S). Odavde
je efg = egfg, za sve e, f,g € E(S). Ako je e = f tada na osnovu prethodnog
dobijamo da je eg = (eg)?. Dakle, E(S) je podpolugrupa od S iiz efg = egfg, za
sve e, f,g € E(S), dobijamo da je E(S) desno kvazi-normalna traka. [J

Dualno, imamo da vazi:
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Teorema 3.4. Neka je S polugrupa sa punim reqularnim idealom K. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentna:

(i) E(S) je levo kvazi-normalna traka;
(ii) E(S/K, ) je levo kvazi-normalna traka;

(iii) E(S/K,x) je levo reqularna traka.

Ako je S regularna polugrupa tada kao neposredne posledice Teoreme 3.3 i Teo-
reme 3.4, tim redom, dobijamo sledeca dva rezultata.

Posledica 3.7. Neka je S reqularna polugrupa. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E(S) je desno kvazi-normalna traka;
(ii) E(S/K,) je desno kvazi-normalna traka;
(i) E(S/K)) je desno regularna traka.

Posledica 3.8. Neka je S reqularna polugrupa. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E(S) je levo kvazi-normalna traka;
(ii) E(S/K,) je levo kvazi-normalna traka;
(iii) E(S/K.) je levo regularna traka.

U nastavku navodimo jos neke karakterizacije strukture faktor polugrupa kod
povratnog razlaganja polugrupe sa punim regularnim idealom.

Teorema 3.5. Neka je S polugrupa sa punim reqularnim idealom K. Tada su
sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i)
(i)
(iif)

)

(iv

S) je normalna traka;
S/K1x) je desno normalna traka;

(
(
(S/KnK) je levo normalna traka;
(

SEGRNGRG

S/Kar) je polumreza.

Dokaz. (i) = (iv). Neka je E(S) normalna traka i neka je ¢ : S — S/Kyx
prirodni homomorfizam indukovan kongruencijom K4 na S. Jasno je da za e €
E(S) vaziep € E(S/Kqx). Dokazimo da vazi i obrat, tj. dokazimo da za proizvoljan
¢ € E(S/Kax) postoji e € E(S) takav da je ep = €. Uzmimo proizvoljno ¢’ €
E(S/Kar). Kako je ¢ epimorfizam to postoji neki a € S takav da je ap = €.
Mozemo razlikovati sledece slucajeve:

Ako a ¢ K, tada {a} jeste Ky x-klasa elementa a i ona je podpolugrupa od S,
jer je ap = ¢ € E(S/Kqx) $to znaci da je a € E(9).
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Neka je a € K, i neka je ¢’ restrikcija od ¢ na K, i 6 = ker¢’. Jasno je da je 0
kongruencija na K i da €’ jeste 6-klasa elementa a. Kako je K regularna polugrupa
to O-klasa ¢’ sadrzi idempotent e € E(K) i pritom je ep = e’ = €’ na osnovu
definicije preslikavanja ¢’.

Dakle, dokazali smo da svaki idempotent faktor polugrupe S /KdyK jeste neka
Kd, k-klasa nekog idempotenta polugrupe S.

Sada, kako je F(S) normalna traka imamo da je eghf = ehgf, zasvee, f,g,h €
E(S). Odavde, prema Lemi 3.2 i ¢injenici da je E(S) C K na osnovu definicije
relacije g e dobijamo da je (gh,hg) € Kyx, za sve g,h € E(S). Dalje, kako na
osnovu napred dokazanog imamo da svaki idempotent faktor polugrupe S/ Kd, K jeste
K4 x-klasa nekog idempotenta iz S, to iz (gh, hg) € Kqx dobijamo da je E(S/Kqx)
polumreza.

(iv) = (i). Neka je E(S/K4x) polumreza. Tada imamo da je (gh, hg) € Kax,
za sve g,h € E(S). Odave je (gh,hg) € Kax 1 (gh,hg) € pk, za sve g, h € E(S).
Kako na S vazi Kqx = Kag to iz (gh, hg) € K4 dobijamo da je eghf = ehgf, za
sve e, f,g,h € E(S). Ako je g = e i h = f na osnovu napred navedenog dobijamo
da je ef = (ef)?. Dakle, FE(S) je podpolugrupa od S i iz eghf = ehgf, za sve
e, f,g,h € E(S), dobijamo da je E(S) normalna traka.

(i) = (ii). Neka je E(S) normalna traka. Tada imamo da je eghf = ehgf,
za sve e, f,g,h € E(S). Kako je S ekstenzija punog regularnog ideala K to je
Kix = KipiE(S) C K, odakle (ghf, hgf) € Kir, za sve f,g,h € E(S). Na isti
nacin kao u implikaciji (i) = (iv) dokazujemo da svaki idempotent faktor polugrupe
S/K1 x jeste K; -klasa nekog idempotenta iz S, odakle iz (ghf, hgf) € K; i, za sve
f,9,h € E(S), dobijamo da je E(S/K,; k) desno normalna traka.

(ii) = (i). Neka je E(S/K,x) desno normalna traka. Tada imamo da je
(ghf,hgf) € Kix, zasve f,g,h € E(S). Odavde je (ghf, hgf) € Kix i (ghf, hgf) €
pri, zasve f,g,h € E(S). Kako na S vazi K, x = K g to iz (ghf, hgf) € K, g dobi-
jamo da je eghf = ehgf, za sve e, f,g,h € E(S). Ako je g = e i h = f na osnovu
napred navedenog dobijamo da je ef = (ef)?. Dakle, E(S) je podpolugrupa od S i
iz eghf = ehgf, za sve e, f,g,h € E(S) dobijamo da je E(S) normalna traka.

(i) & (iii). Ova ekvivalencija se dokazuje na isti nac¢in kao i ekvivalencija (i) <
(i). O

Ako je S regularna polugrupa tada kao neposrednu posledicu prethodnog rezul-
tata dobijamo sledeci rezultat.

Posledica 3.9. Sledeci uslovi na reqularnoj polugrupi S su ekvivalentni:

(i) E(S) je normalna traka;
(ii) E(S/K)) je desno normalna traka;
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(iii) E(S/K,) je levo normalna traka;
(iv) E(S/K4) je polumreza.

Napomenimo jos jednom, da je inverzna polugrupa S polugrupa u kojoj svaki
element ima jedinstven idempotent, tj. regularna polugrupa u kojoj za svaki element
x € S vazi |[V(x)] = 1. Poznato je da je polugrupa S inverzna ako i samo ako je
regularna i £(S) je polumreza.

Rezultat M. Yamade [173] iz 1967. godine sada je neposredna posledica pretho-
dna dva rezultata, Posledice 3.6 i Posledice 3.9. Ovde treba ista¢i da Yamada pod
(levo, desno) inverznom polugrupom podrazumeva regularnu polugrupu S ¢iji je
skup idempotentnih elemenata F(S) (levo normalna traka, desno normalna traka)

polumreza.

Na osnovu tvrdenja Posledica 3.6 i 3.9 dobijamo da vazi sledeé¢i rezultat.

Posledica 3.10. (M. Yamada) Svaka reqularna polugrupa ¢iji idempotenti cine
normalnu traku je 1zomorfna povratnom proizvodu levo inverzne i desno inverzne
polugrupe v odnosu na inverznu polugrupu.

Dokaz. Neka je S regularna polugrupa i neka je F(S) normalna traka. Tada,
prema Posledici 3.6 S je povratni proizvod polugrupa S/K; i S/K, u odnosu na
polugrupu S/K,. Kako je S regularna, to je i svaka od faktor polugrupa S/K;,
S/K. i S/K, takode regularna polugrupa. Na osnovu Posledice 3.9 uslov da je E(S)
normalna traka je ekvivalentan uslovima da je E(S/K;) desno normalna traka, da
je E(S/K,) levo normalna traka i da je E(S/K4) polumreza. Odavde, kako je S/K;
regularna i F(S/K;) je desno normalna traka, to je S/K; desno inverzna polugrupa.
Na isti nac¢in je S/IC, levo inverzna polugrupa i S/K4 je inverzna polugrupa. Prema
tome, S je povratni proizvod levo inverzne i desno inverzne polugrupe u odnosu na
inverznu polugrupu. [J

Takode, imamo da vazi:

Teorema 3.6. Neka je S polugrupa sa punim reqularnim idealom K. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentna:

(i)
(i)
)
)

(S) je pravougaona traka;
(S/ICZ k) je desno nulta traka;
(S/K,.x) je levo nulta traka;
(

S/Kax) je jednoelementna (trivijalna) traka.

(i

E
E
E
E

(iv
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Dokaz. (i) = (ii). Neka je E(S) pravougaona traka. Tada je efe = e, za sve
e, f € E(S). Kako je E(S) C K i kako na S vazi K, x = K., gde je E = E(S),
to iz efe = ee, za sve e, f € E(S), dobijamo da (fe,e) € K, k, za sve e, f € E(S).
Takode, kako imamo da svaki idempotent faktor polugrupe S /Kl, K jeste Kl, r-klasa
nekog idempotenta iz S, to iz (fe,e) € Ky, za sve e, f € FE(S), dobijamo da je
E(S/K; k) desno nulta traka.

(ii) = (i). Neka je F(S/K; ) desno nulta traka. Tada je (fe,e) € K, za sve
e, f € E(S). Kako je E(S) C K i kako na S vazi K, x = K., gde je E = E(S),
to iz (fe,e) € Kip, za sve e, f € E(S) dobijamo da je (fe,e) € Kip, za sve
e, f € E(S). Odavde je gfe = ge, za sve e, f,g € E(S). Ako je g = fe tada na
osnovu prethodnog dobijamo da je fe = (fe)?. Dakle, E(S) je podpolugrupa od
Sizag=-eizgfe = ge, zasvee, f,g € E(S) dobijamo da je e = efe, za sve
e, f € E(S), tj. dobijamo da je E(S) pravougaona traka.

(i) & (iii). Ova ekvivalencija se dokazuje na isti na¢in kao ekvivalencija (i) <
(ii).

(i) = (iv). Neka je E(S) pravougaona traka. Tada je efe = e, za sve e, f €
E(S). Kako je E(S) C K i kako na S vazi Kqx = Kap, gde je E = E(S), to
iz efe = eee, za sve e, f € E(S), dobijamo da (f,e) € Ky, za sve e, f € E(S).
Takode, kako imamo da svaki idempotent faktor polugrupe S /Ed, K jeste Kd, x-klasa
nekog idempotenta iz S, to iz (f,e) € Kk, za sve e, f € E(S) dobijamo da je
E(S/K4k) trivijalna traka.

(iv) = (i). Neka je E(S/Kax) trivijalna traka. Tada je (f,e) € Kax, za sve
e, f € E(S). Kako je E(S) C K i kako na S vazi K; x = K, g, gde je E = E(S), to
iz (f,e) € Kig, za sve e, f € E(S) dobijamo da je (f,e) € K, za sve e, f € E(S).
Odavde je gfh = geh, za sve e, f,g,h € E(S). Ako je g = ei h = ef tada na
osnovu prethodnog dobijamo da je (ef)? = ef. Dakle, E(S) je podpolugrupa od S
izag=h=-eiz gfh = geh, zasvee, f,g,h € E(S) dobijamo da je e = efe, za sve
e, f € E(S), tj. dobijamo da je E(S) pravougaona traka. [J

Ako je S regularna polugrupa tada kao posledicu prethodne Teoreme 3.6 dobi-
jamo slede¢i rezultat.

Posledica 3.11. Neka je S regularna polugrupa. Tada su sledeéi uslovi ekviva-
lentna:

S) je pravougaona traka;

S/K)) je desno nulta traka;

S/K.) je levo nulta traka;

S/K4) je jednoelementna (trivijalna) traka.
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Neka je sada K potpuno regularna polugrupa. Tada, svaki element polugrupe
K je istovremeno i levo i desno regularan element i pritom je sadrzan u nekoj
maksimalnoj podgrupi polugrupe K. Kako su svake dve maksimalne podgrupe
neke polugrupe medusobno disjunktne ili se poklapaju, to se svaka potpuno regu-
larna polugrupa moze predstaviti kao disjunktna unija grupa. Predmet naseg daljeg
proucavanja su idealske ekstenzije potpuno regularnih polugrupa na kojima dokazu-
jemo neke rezultate koji su analogni sa napred dokazanim rezultatima. U nastavku
¢emo proucavati kakve osobine imaju relacije El, K Kn K1 Kd, x nha idealskim eksten-
zijama potpuno regularnih polugrupa, dalje, kakav je odnos ovih kongruencija sa
Greenovim ekvivalencijama i da li se pomoc¢u ovih relacija mogu opisati poddirektni
ili povratni proizvodi idealskih ekstenzija potpuno regularnih polugrupa.

Imamo da vazi sledeéi rezultat.

Teorema 3.7. Neka je S polugrupa sa potpuno regularnim idealom K. Tada je

KlmeR:Kr,Kﬂﬁzzd,KﬂH:As.

Dokaz. Dokazujemo samo jednakost K; x N'R = Ag. Ostale jednakosti dokazuju
se na isti nacin.

Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je (a,b) € K;x N R. Kako je
na svakoj polugrupi R C D, to imamo da je (a,b) € D. Neka je a = b, tada je
jasno da je K x NR = Ag. Neka je sada a # b. Odavde, iz pretpostavke da je
(a,b) € pi dobijamo da a,b € K. Takode, iz (a,b) € R, tj. iz aS = bS imamo da je
aK = bK, odnosno, imamo da je (a,b) € Rx C Dk, jer je K C S. Odavde a,b € D
za neku D-klasu D polugrupe K. 1z (a,b) € Rk, tj. iz aKK = bK dobijamo da je
aD = bD, odnosno, dobijamo da je (a,b) € Rp, jer je D C K. Odavde a,b € R
za neku Rp-klasu R od D. Kako je svaka D-klasa potpuno regularne polugrupe K
potpuno prosta polugrupa, to imamo da svaka R-klasa od D jeste desna grupa sa
levom jedinicom. Dakle, R je desna grupa sa levom jedinicom e i pritom je a = ea
i b = eb. Za uocene elemente a i b, na osnovu pretpostavke da je xa = xb, za svaki
x € K, sada dobijamo da je a = ea = eb = b. Znagci, dobili smo da je KLKHR C Ag
i kako obratna inkluzija uvek vazi dobijamo da je K, x N R = Ag, $to je i trebalo
dokazati. [

Koriste¢i Teoremu 3.7, u slucaju kada su £, R i ‘H kongruencije, neposredno
dobijamo da vazi sledeca posledica.

Posledica 3.12. Svaka R-kompatibilna (L-kompatibilna, H-kompatibilna) polu-
grupa S sa potpuno reqularnim idealom K je poddirektan proizvod polugrupa S /Kl, K

i SR (S/K,x i S/L, S/Kax i S/H).
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Ako je cela polugrupa potpuno regularna, tj. ako je S = K, tada se kao posledica
Teoreme 3.7 dobija sledeéi rezultat.

Posledica 3.13. Neka je S potpuno reqularna polugrupa. Tada je
KiNnR=K.- NL=K; N H=Ag.

Koristec¢i Posledicu 3.13, u slucaju kada su £, R i ‘H kongruencije, neposredno
dobijamo da vazi sledeca posledica.

Posledica 3.14. Svaka R-kompatibilna (L-kompatibilna, H-kompatibilna) potpuno
reqularna polugrupa S je poddirektan proizvod polugrupa S/K; i S/R (S/K, i S/L,
S/Kq 1 S/H).

3.2. Relacije Si i, S, xiSix

Relacije Ki x, K, x 1 Kgx, i Kz,x, KnX i Kd,X, koje smo definisali u prethod-
nom odeljku, u ovom odeljku se prosiruju do novih relacija na polugrupama, ko-
riste¢i njihovo najvece polumrezno razlaganje. Definisane su nove relacije S;, S,
i8Sy, i 3171(, gnKigd’K, za koje je takode dokazano da su to relacije kongruen-
cije na polugrupi koja je idealska ekstenzija polugrupe K. Svaka regularna polu-
grupa je polumreza regularnih polugrupa. Svaka potpuno regularna polugrupa je
polumreza potpuno prostih polugrupa. Koriste¢i novodefinisane relacije §;, S, i Sy,
i 3;7 K, 3,“7 K igd, K, U ovom odeljku su pomoc¢u njih opisani povratni proizvodi regu-
larnih i potpuno regularnih polugrupa. Razmatrana je i veza novodefinisanih relacija
sa Greenovim ekvivalencijama.

Neka je § najmanja polumrezna kongruencija na S i neka je S' = |,y Sa najvece

polumrezno razlaganje polugrupe S, tj. razlaganje koje odgovara kongruenciji 6. Za
proizvoljan element o € Y neka je

Io={] S5
BLa

Lako se proverava da je za svaki o € Y, skup I, ideal od S. Definisimo na S sledece
relacije:
(a,b) €S & (30( € Y) a,be S, & (CL, ) € K:ZJQ,

b
(a,0) €S, & (FaeY)a,beS, & (a,b) € Ky,
(a,b) €Sy & (Fae€eY)a,be S, & (a,b) € Kyy,.

Dalje, neka je S idealska ekstenzija polugrupe K. Za svaki a € Y neka je

K,=KnNnS§S,.
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Jasno je da je K = J,cy
S., za svaki a € Y. Takode, za svaki o € Y, uvedimo oznaku

Jo = Ks.

BLa

K, polumrezno razlaganje ideala K, i da je K, ideal od

Lako se proverava da je J, ideal i od K i od [,, za svaki o € Y. Definisimo, sada,
na S sledece relacije:

(a,0) €Sk & a=0bili Fa€Y)abe K, & (a,b) € K, 1,
(a,0) €S,k & a=bili Ba€Y)a,be K, & (a,b) € K,.;,,
(a,0) €Sax < a=0bili Ba€Y)abe K, & (a,b) € Kq,.

Sada, imamo da vazi sledeci rezultat.

Lema 3.4. Na proizvoljnoj idealskoj ekstenziji S polugrupe K relacije Sy x, Sr.x i
gdﬂ su relacije kongruencije.

Dokaz. Tvrdenje leme dokazujemo samo za relaciju Sk jer se tvrdenja vezana
za ostale relacije dokazuju na isti nacin.

Neka je S = [, ey
polumrezno nerazloziva polugrupa, za svaki a € Y. Odavde je K =

S, najvece polumrezno razlaganje polugrupe S, tj. neka je .S,
acY Ko na-
jveée polumrezno razlaganje ideala K jer je prema Teoremi 3.4 [116] ideal polumre-
zno nerazlozive polugrupe takode polumrezno nerazloziva polugrupa.

Na osnovu osobina relacije Ky s, o € Y lako se proverava da je Sg x refleksivna i
simetri¢na relacija na S. Dokazimo da je Sy i 1 tranzitivna, tj. relacija ekvivalencije
na S.

Uzmimo a, b, c € S tako da (a,b) € Sy i (b,c) € Sy . Odavde imamo da je

a=>bili (Ja €Y) a,be K, izay = xby, zasvaki § < aisvex,y € Ky

b=cili (30 €Y)bce Kgiuxby=uxcy, zasvaki 6 < [ 1isvex,y e Ks.

Razlikujemo sledece slucajeve. Ako je a = bi b = ¢, tada je a = ¢ odakle je jasno
da je (a,c) € Sgx. Akojea =bib # c, tada je a = b i postoji 3 € Y takav da
b,c € Kg i pritom vazi xby = xcy, za svaki 0 < 31 sve z,y € Ks. Iz prethodnog
dobijamo da a,c € Kg i vazi zay = xcy, za svaki 6 < 31 sve x,y € K;, odakle
(a,c) € gd,K- Ako je a # b i b = ¢, tada na isti nac¢in kao u prethodnom slucaju
dobijamo da je (a,c) € Sqx. Ako je a # bib # c, tada postoje a, 3 € Y takvi da
a,b € K, ib,c € Kz ipritom vazi xay = xby i ubv = ucv, za svaki § < « i svaki
v < B,isvex,y € Ksisveu,ve K, Kakojebec K,NKg= & to dobijamo da
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je a = (. Prema tome imamo da a,b,c € K, i vazi xay = xby i ubv = ucv, za sve
7,0 < aisvex,y € Ksisveu,ve K, Odavde za x = u i y = v, dobijamo da
a,c € K, i pritom je xay = wey, za svaki § < aisve 1,y € K;, odakle (a,c) € Syk-
Znadi, iz (a,b) € Sqx i (b, c) € Sy dobili smo da (a,c) € Sy, tj. dobili smo da
je S4x tranzitivna, odnosno, relacija ekvivalencije na S.

Dalje, dokazimo da je 3d7 k desno saglasna relacija na S. U tom smislu, uzmimo
elemente a,b € S takve da je (a,b) € Sqx i c € S. Tada je a = b ili postoji a € Y
takav da je

a,be K, i (a,b) € ICdJa,

i postoji f € Y takav da je ¢ € Sp.
Neka je a # b. Tada a,b € K,, i vazi

ray = xby,
za svaki 0 < aisve x,y € K;. Takode, imamo da je

aC,bCEKa‘Sg:(Kﬁsa)'Sg:KSgﬂSa55gKsmsaggKﬂSagzKag.

Neka je v < af. Tada je ay =v1ipBy =17, t]. v < ai~vy < (. Dalje, uzmimo
proizvoljno elemente z,y € K. Tada je

CZ/ES@‘K,Y:SB(KQSV)QSKQS@YQKQS&/:K@Y:KW,

Pa kako je v < «, to na osnovu napred navedene pretpostavke imamo da je za(cy) =
xb(cy), za svaki 6 < i sve z,y € Ks. Prema tome,

x(ac)y = za(cy) = xb(cy) = x(be)y.
Dakle, dobili smo da je
ac,bc € Kop i (ac,be) € Kq g,

Sto znaci da je (ac, be) € Sq . Jasno je daia = bpovlaci ac = be, tj. (ac,bc) € Syk-
Ovim smo dokazali da je 3d7 kx desno saglasna relacija.

Na isti nacin se dokazuje da je gd, K levo saglasna relacija na S odakle na osnovu
svega napred dokazanog dobijamo da je Sy kongruencija na S. [

Ako je S = K, tada se relacije Sk, S,.x i Sax poklapaju sa relacijama S,
S, 1 8y, tim redom. Prema tome, na osnovu prethodnog rezultata imamo da vazi
sledece:

Posledica 3.15. Na proizvoljnoj polugrupi S relacije S;, S, @ Sq su relacije kon-
gruencije.
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Na osnovu definicije relacija §;, S, 1 Sy, 1 3;7 K, En x 1 3d7 K, ha svakoj polugrupi
S vazi Sl, ST - Sd, i 3[,}(7 gr,K - gd,Ky tim redom.

Veza izmedu kongruencija Sy x, S,k i Sqx, i Greenovih ekvivalencija £, R i D,
na polugrupi S sa regularnim idealom data je slede¢om teoremom.

Teorema 3.8. Neka je S polugrupa sa reqularnim idealom K. Tada vazi

gl,K CL, Sk CR, Sax CD.

Dokaz. Dokazujemo samo prvu inkluziju S; i C L, jer se ostale inkluzije dokazuju
na isti nacin.

Neka je S polumreza Y polugrupa S,, a € Y, i neka je K, = K N S,, za svaki
acyY.

Uzmimo a,b € S takve da je (a,b) € S; k. Tada je a = b ili postoji a € YV
takav da je a,b € K,, i vazi xa = xb, za svaki § < a i svaki x € Ks. Ako je
a = b jasno je da je (a,b) € L. Naka je a # b. Tada a,b € K,, odakle, kako je K
regularna polugrupa, postoje ', € K takvi da @’ € V(a), ¥/ € V(b). Jednostavno
se dokazuje da i d’, b € K,.

Sada, kako ad’,bb’ € K, to na osnovu napred navedene pretpostavke imamo da
je

a=ada=adbeSb i b=0b'b="0bVac Sa.
Prema tome, Sa = Sb, pa je (a,b) € £. Ovim smo dokazali da je S; ;¢ C L.
Na potpuno isti nac¢in dokazujemo da je gr,K CRidaje ng( CD. O

Ako je S regularna polugrupa, tj. ako je S = K, tada je Sjx = S}, Spx = S, i
§d7 Kk = 8y, 1 na osnovu prethodne teoreme dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 3.16. Neka je S reqularna polugrupa. Tada vazi

Slg£7 S’rgRu Sng

Vazna osobina kongruencija potrebna za konstrukciju povratnih proizvoda polu-
grupa je permutabilnost. Slede¢om teoremom se dokazuje da su relacije 3;7 K1 gr, K
permutabilne na polugrupi S sa regularnim idealom.

Teorema 3.9. Neka je S polugrupa sa reqularnim idealom K. Tada vazi
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Dokaz. Neka je S polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa S,, a € Y.
Tada je K polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa K,, a € Y, gde je
K,=KnNS§S,, zasvaki a € Y. Kako je K regularna, to je svaki K,, a € Y, takode
regularna polugrupa.
Prema definiciji relacija gl, K, 37«7 K1 Ed’ x na polugrupi S imamo da je EL K, 3747 x C
gd’ k- Dakle, uvek je
Sik Sk CSax Six C Sk,

Sik Sk CSur - Sikx CSik.

Dokazimo da na S vaze i obratne inkluzije.

Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S takve da je (a,b) € Sy x. Tada je a = b ili
postoji a € Y takavdajea,b € K,,i(a,b) € Kq,,tj. tadajea = bili postojia € Y
takav da je a,b € K,, i pritom je zay = xby, za svaki § < aisve z,y € Kg. Ako
je a = b, tada je jasno da je (a,b) € Si x-S,k i (a,0) € S,k - Si.x, §to je i trebalo
dokazati. Pretpostavimo sada da je a # b. Tada, kako je K,,a € Y regularna
polugrupa i a,b € K,, to postoje ', € K, takvi da je @’ € V(a) 1 b € V(b).
Neka je ¢ = ba’a i d = aa’b. Dalje, uzmimo proizvoljne elemente x,y € K,. Tada iz
x,y,ad'a,bb,d ay € K,, na osnovu prethodnog sledi da je

za = zaa'a = xba'a = wc,

cy = ba'ay = bb'ba’ay = bb'ad’ay = bb'ay = bb'by = by.

Prema tome, dobili smo da je (a,¢) € Ky, 1 daje (¢,b) € K, ,. Sada, kako
a,c € K, i (a,c) € Kyj,, to (a,c) € Sik, i kako ¢,b € K, i (c,b) € K4, to
(c,b) € S, k. Dakle, (a,b) € Sk - S, k. Takode, kako x,y, aa’,b'b, vraa' € K,, to na
osnovu pretpostavke imamo da je

ay = ad'ay = ad’by = dy,

xd = raa'b = xaad'bb'b = xad' ab'b = xab'b = zbb'b = zb.

Dakle, dobili smo da je (a,d) € K, 4, i da je (d,b) € K 4,. Odavde, kako a,d € K,
i (a,d) € K,z,, to (a,d) € S, i kako d,b € K, i (d,b) € Ky j,, to (d,b) € S k.
Dakle, (a,b) € S,k - S;. k. Prema tome, imamo da je Sqx C Six - S,k 1 da je
gd,K g gﬁK 'EZ,K- Znaéi, na S je gl,K '37,7[( = 37«7[( '311}( == gd,K- ]

Ako je S regularna polugrupa, tj. ako je S = K, tada vazi slede¢a posledica.

Posledica 3.17. Neka je S reqularna polugrupa. Tada vaZi

585 =65-8=38.
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Takode, vazi i sledeéi rezultat.

Teorema 3.10. Neka je S polugrupa sa reqularnim idealom K. Tada vaZi

gl,K N gr,K = Ag.

Dokaz. Neka je S polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa S,, a € Y.
Tada je K polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa K,, a € Y, gde je
K,=KnNS,, zasvaki a € Y. Kako je K regularna, to je svaki K,, a € Y, takode
regularna polugrupa.

Uzmimo elemente a,b € S takve da je (a,b) € S;x N S, k. Kako je S; x, S,k C
gdj(, to imamo da je (a,b) € gd,K. Odavde, je a = b ili postoji element o € Y takav
da a,b € K,, ida je xa = xb, ay = by i xay = xby, za svaki 6 < aisve x,y € K.
Pretpostavimo da je a # b. Tada a,b € K, za neki o € Y, i kako je K, regularna
polugrupa, to postoje a’, 0’ € K, takvi da je @' € V(a) i ¥ € V(b). Odavde, kako
aa’,b'b € K, na osnovu napred navedenog dobijamo da je

a = ad'a = aa'b = aad'bl'b = aa’'ab'b = ab'b = bb'b = b,
sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, zakljuéujemo da je a = b, §to znaéi da je S;x NS, x = Ag. O

Ako je S regularna polugrupa, jasno je da vazi.

Posledica 3.18. Neka je S reqularna polugrupa. Tada vazi

SNS, =As.

Dakle, na osnovu prethodnih rezultata, Teoreme 3.9 i Teoreme 3.10, i Posledice
3.17 i Posledice 3.18, neposredno dobijamo sledeée dve posledice.

Posledica 3.19. Swvaka polugrupa S sa regularnim idealom K je povratni proizvod
polugrupa S/S;k i S/S,x u odnosu na polugrupu S/S k.

Posledica 3.20. Svaka regularna polugrupa S je povratni proizvod polugrupa S/S
i S/S, u odnosu na polugrupu S/S,.

U nastavku razmatramo veze koje postoje izmedu Greenovih ekvivalencija £, R
i H i relacija 317;(, gr,K i gd,K na polugrupama sa potpuno regularnim idealom.
Na osnovu razmatranih veza izmedu navedenih relacija doslo se do opisa novih
poddirektnih i povratnih proizvoda polugrupa sa potpuno regularnim idealom.

Imamo da vazi sledeéi rezultat.
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Teorema 3.11. Neka je S polugrupa sa potpuno reqularnim idealom K. Tada na
S wvazi:

Sik N R=8,xk N L=Sx NH=As.

Dokaz. Dokazaéemo samo jednakost S; kMR = Ag. Ostale jednakosti se dokazuju
na isti nacin.

Neka je S polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa S,, a € Y. Tada je
K polumreza Y polugrupa K,, a € Y, gde je K, = KNS, za svaki o € Y. Kako je
K potpuno regularna, to je i svaki K,, a € Y, potpuno regularna polugrupa. Dalje,
kako je prema Teoremi 3.4 [116] ideal polumrezno nerazlozive polugrupe takode
polumrezno nerazloziv, to je K, potpuno prosta polugrupa, za svaki o € Y.

Uzmimo sada elemente a,b € S takve da je (a,b) € S;x NR. Tada je a = b ili
postoji element a € Y takav da je a,b € K, i pritom vazi xa = xb, za svaki § < «
i svaki x € K. Takode, (a,b) € R u S. Neka je a # b. Kako je K, regularna
polugrupa, za svaki o € Y i a,b € K,, to postoje a’, 0 € K, takvi da je a = ad'a
ib=0bbb. Iz (a,b) € R u S, postoje x,y € S takvi da je a = bx i b = ay. Neka
x € SgiyeS,, zaneke §,7 €Y. Dalje, imamo da

p:l‘a/GESgKa:Sﬁ(SaﬂK) QSQQQSKQSBQQK:Kga

g=ybb € S, Ky =5,(Sa NK)C S;aNSK C S aNK =K,

Odavde, dobijamo da a = ad’a = bra'a = bp € K, N Kopy = @ ida b= 0b'b =
ayb'b = aqg € K, N Kyyq = 9, tj. dobijamo da je « = afa i da je o = avya.
Dakle, kako je o = afBa = Ba? = Ba i a = aya = ya? = va, dobijamo da je
fa = a = ya. Na osnovu prethodnog za a,b € K, imamo da postoje elementi
p=uxdae Kg, = K,1q=ybbe K,, =K, takvi da je a = bp i b = ag, odakle
(a,b) € Ru K,. Neka R jeste R-klasa polugrupe K, koja sadrzi elemente a i b. Kako
je K, potpuno prosta polugrupa, to je R desna grupa i ima levu jedinicu e. Odavde
je a =ea ib = eb, pa na osnovu napred navedenog imamo da je a = ea = eb = b,
Sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Prema tome, zakljucujemo da je a = b, Sto znaci da je gug NR=As. O

Ako je S potpuno regularna polugrupa, tada iz prethodne Teoreme 3.11 neposre-
dno dobijamo sledeé¢u posledicu.

Posledica 3.21. Neka je S potpuno reqularna polugrupa. Tada na S vazi:
SNR=S NL=S NH=Ag.

Jo§ jedna veza izmedu Greenovih ekvivalencija £, R i H, i relacija S;x, Spx i
Sa.x, na polugrupi S sa potpuno regularnim idealom, data je sledeé¢im rezultatom.
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Teorema 3.12. Neka je S polugrupa sa potpuno reqularnim idealom K. Tada je

gl’K'R:R'gl,K, gr,K‘ﬁzﬁ'gr,K 1 gd,K'H:H'gd’K.

Dokaz. Neka je S polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa S,,a € Y.
Tada je K polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa K,,a € Y, gde je
K,=KnS,, zasvaki a € Y. Kako je K potpuno regularna polugrupa, to je K,
potpuno prosta polugrupa, za svaki a € Y.

Uzmimo proizvoljne elemente a,b € S tako da je (a,b) € S; x - R. Tada, postoji
element ¢ € S takav da je (a,c) € S; x i daje (c,b) € R. Odavde je a = c ili postoji
element a € Y takav da je a,c € K,, ida je xa = xc, za svaki 0 < « isvaki z € Kj.
Iz (c,b) € R je cu = b, bv = ¢, za neke u,v € S'. Pretpostavimo da je a # c. Tada,
a,c € K,. Zasvaki a € Y je K, regularna polugrupa. Neka je a’ € V(a) i neka
je d = au. Jasno je da d, ad’, a'a € K,. Dalje, za elemente u,v € S*, imamo da
u € Sg, veS,, zaneke 3,7 €Y ida pritom vazi:

dZCLUEKa'Sg:(KHSQ)S/@gKSﬂSaﬁgKﬂSagzKaﬁ,
bZCUEKa-ng(Kﬂsa)55gKSﬂSaﬁgKﬂSaﬁ:Kag.

Neka je 0 < af. Tada je d < «, pa na osnovu pretpostavke da je xa = xc, za
svaki § < « i svaki x € Ky, za proizvoljno izabrani element z € K5, imamo da je

b = zcu = zau = xd.

Odavde, kako je d,b € K,p i (d,b) € Ky ,,, to dobijamo da je (d,b) € Sik.
Dalje, vazi
dS = auS C aS

i iz pretpostavke da je xa = zc, za svaki § < a1 svaki x € Ky, vazi
aS = ad'aS = ad'cS = ad'bvS = ad'cuvS = ad' auvS = auvS C auS = dS.

Dakle, dobili smo da je aS = dS, tj da je (a,d) € R. Na osnovu napred
dokazanog, kako (a,d) € R i kako (d,b) € S; i to sledi da je (a,b) € R - Six, tj.
dobili smo da je gl,K -RCR- gl,K- Na isti nacin se dokazuje da vazi i obratna
inkluzija, odakle imamo da je 3171( "R=R- 31,;(.

Neka je a = ¢. Tada (a,b) € R i kako je 317;( refleksivna relacija, to imamo da je
(b,b) € S; k. Dakle, (a,b) € R-Si ¢, tj- S xR C R-S; k. Naisti nacin se dokazuje
da vazi i obratna inkluzija, odakle i u ovom slucaju imamo da je S; - R = R- S k-

Jednakost 37., k- L=L- gr, x dokazuje se na isti nacin.

Dokazimo sada da vazi i treca jednakost iz teoreme. U tom smislu uzmimo
a,b € S takve da je (a,b) € Sqx - H, tj. daje (a,¢) € Syx i (c,b) € H, za neki
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c € S. Odavde je a = cili postoji a € Y takav da je a,c € K, i zay = xcy, za svaki
0 < aisvex,y € Ks. Pretpostavimo da je a # ¢. Tada a,b,c € K,, a € Y, zatim,
a € G, bc € Gy, zaneke e, f € E(K,), i vazi zay = zcy, za svaki § < a i sve
x,y € K. Uzmimo da je d = ebe. Tada d € eK,e = G, pa imamo da je (a,d) € H.

Sa druge strane, iz b, ¢ € G sledi da je b = cu = vc, za neke u,v € Gy C K,, pa
za (3 < «a i proizvoljne z,y € Kg imamo da je

xdy = webey = recuey = reauey = rauey = rcuey =

= xbey = xrvcey = xvaey = rvay = rvcy = xby,

jer su we,uey,x,xv,ey,y € Kz ia € G.. Dakle, (d,b) € Sqr. Odavde, kako je
(a,d) € H i (d,b) € Sux, to dobijamo da je Syx - H C H - Sqx. Na isti nacin se
dokazije da vazi i obratna inkluzija, odakle dobijamo da je 3d7 k- H=H- 3d7 K-

Neka je sada a = c¢. Tada, (a,b) € H i kako je Sqx refleksivna relacija, to
imamo da je (b,b) € Sqr. Odavde, iz (a,b) € H i (bb) € Sgx dobijamo da je
ng( -H CH- gd,K. Na isti nacin se dokazije da vazi i obratna inkluzija, odakle
dobijamo da je Syx - H=H Sax. O

Ako je S potpuno regularna polugrupa, tj. ako je S = K, tada na osnovu
prethodne teoreme neposredno sledi posledica.

Posledica 3.22. Ako je S potpuno regularna polugrupa. Tada je
S-R=R-S, S L=L-S 1 Sqg-H=H-S,.

Kao sto smo istakli ranije, na potpuno regularnoj polugrupi Greenove ekvivalen-
cije L, R i 'H nisu kongruencije, u opstem sluc¢aju. Na polugrupama na kojima £, R
i ‘H jesu kongruencije, kao neposrednu posledicu prethodna dva rezultata dobijamo
sledece posledice.

Posledica 3.23. Svaka R-kompatibilna (L-kompatibilna, H-kompatibilna) polu-
grupa S sa potpuno reqularnim idealom K je povratni proizvod polugrupa S/gu( 7

SIR (S/S,x i S/L, S/Sux i S/H).

Posledica 3.24. Svaka potpuno regularna, R-kompatibilna (L-kompatibilna, H-
kompatibilna) polugrupa S je povratni proizvod polugrupa S/S; i S/R (S/S, i S/L,
S/Sq i S/H).

Kao $to je poznato, regularna polugrupa S je ortodoksna ako je E(S) podpolu-
grupa od S. Klasa ortodoksnih polugrupa u sebe takode ukljucuje i klasu inverznih
polugrupa i klasu traka. Neke osobine ortodoksne potpuno regularne polugrupe date
su slede¢im rezultatom.
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Teorema 3.13. Neka je S polugrupa sa potpuno reqularnim idealom K. Tada je
K ortodoksna ako i samo ako polugrupa S/Sqr ima ideal koji je polumreza grupa.

Dokaz. Neka je S polumreza Y polumrezno nerazlozivih polugrupa S,, a € Y.
Tada je K polumreza Y polugrupa K,, a € Y, gde je K, = KNS,, zasvakia € Y.
Kako je K potpuno regularna, to je svaki K,, a € Y, takode potpuno regularna
polugrupa. Odavde, prema Teoremi 3.4 [116], kako je ideal polumrezno nerazlozive
polugrupe polumrezno nerazloziv, dobijamo da je K, potpuno prosta polugrupa, za
svaki a € Y.

Neka je K ortodoksna polugrupa, tj. neka je E(K) podpolugrupa od K. Odatle
je prema Teoremi 1.18, za svaki a € Y, F(K,) pravougaona traka, tj. K, je
pravougaona grupa. Neka je ¢ prirodni homomorfizam koji polugrupu S slika na
polugrupu S/S, x indukovan kongruencijom Sy na S. Kako je K ideal od S to je
i Ky ideal od S¢ = S/S4x jer je homomorfna slika ideala takode ideal. Dokazimo
sada da je K¢ polumreza grupa.

Neka je ¢/ € E(K ) proizvoljan element. Dokazimo da je €’ slika nekog idempo-
tenta iz K. Neka je ¢ restrikcija preslikavanja ¢ na K i neka je 8 = ker ¢/. Jasno
je da je 6 kongruencija na K. Kako je K regularna polugrupa, to 6-klasa ¢’ sadrzi
idempotent e € F(K) i pritom je ep = ey’ = ¢€'.

Uzmimo sada proizvoljne u,v € E(Kp). Tada, imamo da je u = ep i v = fop,
za neke e, f € E(K). Pretpostavimo da e, f € FE(K,), za neki a € Y. Kako je
E(K) podpolugrupa, to ef, fe € E(K,), « € Y. Uzmimo sada proizvoljan § < « i
proizvoljne z,y € K. Odavde, kako je K3 regularna polugrupa, to postoje elementi
o',y € Kg takvi da je 2’ € V(z) iy € V(y). Tada, imamo da z'z,yy’ € E(Kpz)
i takode, z'zefyy’, v’z feyy’ € E(K)N KzgK,Kg C E(K)N Kg = E(K3). Kako je
E(Kj3) pravougaona traka to je

dxefyy = (a'z) (@' zefyy')(yy') = 2'zyy,

i slicno, 2’z feyy = «'zyy’. Prema tome

vefy = zax'zefyy'y = zva'zyy'y = xa'zfeyy'y = x fey,

¢ime smo dokazali da je (ef, fe) € Kq.,, 1 kako ef, fe € K,, to (ef, fe) € Sax, §to
znaci da je
w = (ep)(fo) = (ef)p = (fo)(ep) = vu.

Dakle, K¢ je potpuno regularna polugrupa, kao homomorfna slika potpuno reg-
ularne polugrupe, i E(Kp) je polumreza, sto prema Teoremi 1.20 znaci da je K¢
polumreza grupa.

Obratno, neka je K/S,  ideal faktor polugrupe S/Sq x i neka je K/Syx polu-
mreza grupa. To znaéi da je (ef, fe) € Sqx, za proizvoljne e, f € E(K). Odavde
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je ef = feili postoji a € Y takav da ef, fe € K, i pritom vazi xefy = zfey, za
svaki f < aiza sve x,y € Kg. Ako je ef = fe tada je jasno da ef € E(K), tj.
jasno je da je F(K) podpolugrupa od K. Neka je ef # fe, tj. neka ef, fe € K,,
za neki a € Y i pritom je zefy = xfey, za svaki 8 < a i sve z,y € Kg. Odavde,
za x = e iy = f dobijamo da je eeff = efef, odnosno dobijamo da je ef =
(ef)?. Prema tome, F(K,) je podpolugrupa od K, pa iz Teoreme 1.13 sledi da je
E(K,) pravougaona traka, odnosno, K, je pravougaona grupa, prema Teoremi 1.14.
Dakle, K je polumreza pravougaonih grupa, $to u svetlu Teoreme 1.18 znaci da je
K ortodoksna, sto je i trebalo dokazati. [

Ako je S = K, tj. ako je S potpuno regularna polugrupa, tada vazi sledeéi
rezultat.

Teorema 3.14. Neka je S potpuno regularna polugrupa. Tada je S ortodoksna ako
i samo ako je S/Sy polumreZa grupa.

Stavise, na ortodoksnoj potpuno regularnoj polugrupi Sy je najmanja kongruen-
cija za koju odgovarajuca faktor polugrupa jeste polumreza grupa.

Dokaz. Ako je S = K, tj. ako je S potpuno regularna polugrupa, tada se na S
relacije Sy i 3d7 x poklapaju, odakle na osnovu prethodnog rezultata Teoreme 3.13,
imamo da je S ortodoksna ako i samo ako je S/S; polumreza grupa.

Dokazimo sada da vazi i drugi deo tvrdenja. Neka je S ortodoksna i dokazimo da
je Sq C 0 za proizvoljnu relaciju kongruencije 6 na S takvu da S/0 jeste polumreza
grupa. Neka je ¢ prirodni homomorfizam koji polugrupu S slika na polugrupu S/6,
dalje, neka je S/6 polumreza Z grupa G, £ € Z, i neka je ¢ prirodni homomorfizam
koji polugrupu S/ slika na polugrupu Z i koji odgovara polumreznoj kongruenciji
na S/6 sa klasama G¢, £ € Z. Tada je ¢t homomorfizam koji polugrupu S slika na
polugrupu Z, pa je ker(¢1)) polumrezna kongruencija na S, odakle je o C ker(pv)),
gde je 0 najmanja polumrezna kongruencija na S, tj. relacija kongruencije ¢ije su
klase polugrupe S,, @ € Y. Uzmimo sada a,b € S tako da je (a,b) € S;. Tada
a,be€ S,, zaneki a € Y, izay = xby, za svaki < aisve z,y € Sg. Uzmimo da su
z,y € S,. Tada imamo da je (a,b) € o, (x,y) € 0 i (a,z) € g, §to zbog o C ker(p1))
daje ap) = bp, xph = yp i apy = xpyp. Prema tome, ap, by, o, yp € G, za
neki £ € Z, 11z zay = zby sledi da je (zay)p = (xby)e, odnosno

(zp)(ap)(yp) = (x0)(bp)(yp).

Odavde, zbog kancelativnosti u grupi G¢ sledi da je ap = by, odnosno (a,b) €
ker ¢ = #. Time smo dokazali da je S; C €, §to nam je i bio cilj. O

Veze izmedu ortodoksne potpuno regularne polugrupe, jake trake grupa i poddi-
rektnog i povratnog proizvoda trake i polumreze grupa razmatrane su i u potpunosti
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opisane u slede¢oj teoremi. Napomenimo da je ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii), i
(i) i (v) dokazao M. Yamada u radu [173] iz 1967. godine, a uslova (iii) i (iv) M. Pet-
rich u radu [120] iz 1973. godine. Dokaz implikacije (i) = (iii), koja se ovde dokazuje
kao posledica prethodnih rezultata, znatno je jednostavniji od odgovarajuceg dokaza
M. Yamadae. Takode, i ostali dokazi su novi i slede iz prethodnih rezultata.

Imamo da vazi:

Teorema 3.15. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je potpuno regularna, ortodoksna i H-kompatibilna;

(ii) S je ortodoksna traka grupa;

)

)
(iii) S je povratni proizvod trake i polumreZe grupa;
(iv) S je reqularna i poddirektni proizvod trake i polumreze grupa;
)

(v) S je jaka traka grupa.

Dokaz. (i) < (ii). Ova ekvivalencija neposredno sledi iz Teoreme 1.19.

(i) = (iii). Prema Teoremama 3.21 i 3.22 imamo da je
Sde:AS i Sd'H:H'Sd,

pa kako je, prema pretpostavci, i H relacija kongruencije na S, to dobijamo da je
S povratni proizvod polugrupa S/H i S/S,. Kako je S/H traka, a prema Posledici
3.14, S/8, je polumreza grupa, to smo, dakle, dobili da vazi (iii).

(iii) = (iv). Neka je S povratni proizvod trake F i polugrupe T koja je polumreza
grupa u odnosu na neku polugrupu H i neka je ¢ homomorfizam koji polugrupu
E slika na H i ¢ homomorfizam koji polugrupu 7T slika na H. Treba dokazati
samo da je S regularna. Uzmimo proizvoljan element (e,a) € S. Prema definiciji
povratnog proizvoda je ep = atp. Uzmimo proizvoljne f € V(e) i z € V(a). Tada
se lako dokazuje da je (f,z) € V((e,a)) u polugrupi E x T, i da je fo € V(ep)
i 21 € V(ap) u polugrupi H. Kako je H homomorfna slika i od E i od T, to je
H istovremeno i traka i polumreza grupa, odakle sledi da je H polumreza. Dalje,
kako svaka polumreza jeste inverzna polugrupa, to je fo = ep i xv = av, §to zbog
ep = ap daje fo = x1p. Prema tome (f,z) € Si (f,z) € V((e,a)) u S, ¢ime smo
dokazali da je S regularna polugrupa.

(iv) = (ii). Neka je S C E x T poddirektan proizvod trake E i polugrupe T'
koja je polumreza grupa, i neka je S regularna polugrupa. Najpre dokazujemo da
je S potpuno regularna.

Za proizvoljan element (e, a) € S, zbog regularnosti polugrupe S, postoji (f,z) €
S takav da je (f,x) € V((e,a)). Tada je f € V(e) u E, tj. e =efei f = fef, i

x € V(a) uT. Kako je T inverzna i potpuno regularna polugrupa, prema Teoremi
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1.16, x je jedini inverz od a u T i ax = za. Sada iz (e,a), (f,z) € S sledi da je
(e,a)(f,z)*(e,a) € S. Medutim,

(e,a)(f,z)*(e,a) = (efe,ax’a) = (efe,raxax) = (e, x),

¢ime smo dokazali da je (e,x) € S. Sada imamo da je (e,z) € V((e,a)) i (e,x)(e, a)
= (e,a)(e,x). Prema tome, (e,a) je potpuno regularan element, ¢ime smo dokazali
da je S potpuno regularna polugrupa.

Uzmimo dalje da je T polumreza Y grupa G,, o € Y, i za a € Y ozna¢imo sa
€. jedinicu grupe G,. Neka je

B={(e,a) e ExY|SN({e} x G,) # 2},
iza (e,a) € B neka je Seq) =S N ({e} x Gy). Jasno je da je

S= |J Sea i Sea) S8 S Steran)

(e,@)eB

za sve (e,a), (f,8) € B, pri cemu je, dakle, Sfap) # 9.

Prema tome, B je traka i S je traka B polugrupa S, (e,a) € B. Kako je S
potpuno regularna, za proizvoljno (e, o) € B, polugrupa (. ) moze sadrzati najvise
jedan idempotent, jer {e} x G, ima ta¢no jedan idempotent, odakle zakljucujemo da
je S(e,a) grupa. Dakle, S je traka grupa. Konacno, proizvoljna dva idempotenta iz
S su oblika (e, e,), (f,ep), zanekee, fe Eia,f €Y, i(ee.)(f,e3) = (ef enp) €
E(S). Time smo dokazali da je S ortodoksna.

(ii) = (v). Neka je S ortodoksna polugrupa i neka je S traka I grupa G;, i € I.
Za 1 € I ozna¢imo sa e; jedinicu grupe G;. Jasno je da je E(S) = {e;|i € I} ida je
e;e; = €ij, za proizvoljne 4,7 € 1.

Uzmimo sada i, j € I tako da je 7 <1, tj. da je j = jij, i definiSimo preslikavanje
¢i; 1+ S; — S; na sledeci nacin:

ai¢ij = €jae;,

za a; € S;.

Kako je jij = 7, to je zaista eja;e; € S;. Jasno je da je ¢; ; identicko preslikavanje
na S;, za svaki i € I. Ako su 4,7 € I takvi da je 7 < i, tj. da je jij = j, i ako su
a;,b; € S;, tada je eja; € Gj; 1 biej € Gyj, pa je eja; = ejaej; i bej = e;;b;e;, odakle
sledi

(aibi)@,j = ejaibiej = ejaiejieijbiej =

ejaiejijbiej = ejaiejbiej = (agbm)(b@m)

Prema tome, ¢; ; je homomorfizam.
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Dalje, uzmimo 4, j, k € I tako da je £ < j <1, tj. da je kjk = k i da je ji5 = 7,
i uzmimo a; € S; proizvoljno. Tada je

a; Qi jOjr = epejaejey = exejeijkae e = epjijkaejey, =

era;epjiejer = epaejijk = epaey = a;@; k.,

jer je exeja; € Giji 1 aejer, € Gijr. Prema tome, {¢;;},<; je tranzitivni sistem
homomorfizama.

Konaé¢no, uzmimo proizvoljne ¢,j € I, a; € S; i a; € 5;. Tada je

aiaj = eijaiajeij = eijaieijiejijajeij = eija,-eijl-jijajeij

= ejaeiaie;; = (aidiij)(a;dgs).

Dakle, S = [I; G;, ¢; ], tj. S je jaka traka grupa.

(v) = (ii). Neka je S = [I;G;, ¢;;], jaka traka I grupa G;, i € I. Zai € I
neka je e; jedinica grupe G;. Jasno, E(S) = {e;|i € I}, pri ¢emu za proizvoljne
i,j € I vazi e;e; = (e;¢:45)(e;¢;;). Medutim, kako su ¢;;; 1 ¢;;; homomorfizmi, i
kako homomorfna slika idempotenta jeste idempotent i kako je e;; jedini idempotent
u Gyj, to je e;d;; = ejpji; = e;;. Prema tome, e;e; = (e;;)* = e;; € E(S), time smo
dokazali da je S ortodoksna polugrupa. [

Veé je istaknuto da na potpuno regularnoj polugrupi Greenove ekvivalencije ne
moraju biti kongruencije. Slede¢om teoremom data je karakterizacija potpuno reg-
ularne polugrupe na kojoj je £ kongruencija.

Teorema 3.16. Sledecéi uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:

(i) S je potpuno regularna i L-kompatibilna;
(i)
)
)

(iii
(iv) S je desno regularna traka levih grupa.

S je reqularna i xyz € Sxzyz, za sve x,y,z € S;

S je levo polureqularna traka levih grupa;

Dokaz. (i) = (ii). Neka je S potpuno regularna polugrupa i neka je £ kongruencija
na S. Jasno je da je S regularna polugrupa. Dokazimo da je u ovom slucaju £ takode
i tracna kongruencija na S. Neka je a € S proizvoljan element. Tada, kako je S
potpuno regularna, to postoji element o’ € S takav da je a = ad'a i ad’ = da.
Odavde,

a=ada=das=dda* e Sa®

i kako je uvek Sa? C Sa to dobijamo da je Sa = Sa?, tj. dobijamo da je aLa?. Dakle,
L je tracna kongruencija na S. Odavde, prema Teoremi 1.21 je xyz € Sxzyz, za sve
x,y,z € S. Znagdi, (ii) vazi.
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(ii) = (i). Neka je S regularna polugrupa i neka zyz € Sxzyz, zasve x,y,z € S.
Neka je a € S proizvoljan element. Tada, kako je S regularna, to postoji element
a’ € S takav da je a = ad’a. Odavde i na osnovu pretpostavke imamo da

a=ada € Saad'a = Saa = Sa?,

tj. imamo da je S levo regularna polugrupa. Sada, kako je S levo regularna i
xyz € Sxzyz, za sve x,y,z € S, to na osnovu Teoreme 1.21 dobijamo da je L
tracna kongruencija na S. Kako je £ tra¢na kongruencija na S to je Sa = Sa?, za
svaki a € S. Dokazimo sada da je S potpuno regularna polugrupa. Neka je a € S
proizvoljan element. Tada, kako je S regularna, to imamo da postoji element o’ € S
takav da je a = aa’a. Odavde, imamo da je

a=ada € aSa = aSd?,

odakle, na osnovu Teoreme 1.17 dobijamo da je S potpuno regularna polugrupa.

(i) = (iii). Neka je S potpuno regularna polugrupa i neka je £ kongruencija na S.
Kao u (i) = (ii) dobijamo da je £ takode i tracna kongruencija na S. Odavde, prema
Teoremi 1.21 imamo da je S levo poluregularna traka Y levo prostih polugrupa
Sa,a € Y. Neka je £ tracna kongruencija cije su klase ekvivalencije polugrupe
Sa,a € Y. Odavde, kako je S potpuno regularna polugrupa, to prema Teoremi 1.23
za svaki a € Y je i .S, potpuno regularna polugrupa. Dokazimo da je S, leva grupa,
za svaki @ € Y. Uzmimo proizvoljno a € Y i neka je a € S, proizvoljan element.
Tada, kako je S, potpuno regularna, to postoji a’ € S,, takav da je a = ad'a i
aad’ = a’a. Odavde, imamo da a,aa’ € S, i kako je S, levo prosta polugrupa i
aa' € E(S,), to na osnovu Teoreme 1.15 dobijamo da je S, leva grupa.

(iii) = (i). Neka je S levo poluregularna traka Y levih grupa S,,a € Y. Tada
je S levo poluregularna traka levo prostih polugrupa, pa na osnovu Teoreme 1.21
imamo da je £ tracna kongruencija na S. Jasno je da je S potpuno regularna jer je
svaka S,,a € Y, regularna polugrupa.

(i) = (iv). Neka je S potpuno regularna polugrupa i neka je £ kongruencija
na S. Tada je £ traéna kongruencija na S. Odavde, prema Teoremi 1.21 imamo
da je S desno regularna traka Y levo prostih polugrupa S,,a € Y. Neka je &
tracna kongruencija ¢ije su klase ekvivalencije polugrupe S,,a € Y. Odavde, kako
je S potpuno regularna polugrupa, to prema Teoremi 1.23 za svaki « € Y jei S,
potpuno regularna polugrupa. Dokazimo da je S, leva grupa, za svaki a € Y.
Uzmimo proizvoljno o € Y i neka je a € S, proizvoljan element. Tada, kako je S,
potpuno regularna, to postoji @’ € S, takav da je a = ad’a i ad’ = d’a. Odavde,
imamo da a,ad’ € S, i kako je S, levo prosta i aa’ € E(S,), to na osnovu Teoreme
1.15 dobijamo da je S, leva grupa.

(iv) = (i). Neka je S desno regularna traka Y levih grupa S,,«a € Y. Tada je
S desno regularna traka levo prostih polugrupa, pa na osnovu Teoreme 1.21 imamo
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da je £ tra¢na kongruencija na S. Prema tome, Sa = Sa? za svaki a € S. Jasno je
da je S potpuno regularna polugrupa. [

Dualan rezultat takode vazi ako je re¢ o Greenovoj R ekvivalenciji.

Teorema 3.17. Sledeci uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:
(i) S je potpuno regularna i R-kompatibilna;
(ii) S je reqularna i xyz € zyxzS, za sve x,y,z € S;

(iii) S je desno poluregularna traka desnih grupa;

(iv) S je levo regularna traka desnih grupa.

Karakterizacija skupa idempotenata potpuno regularne polugrupe na kojoj je L,
odnosno R, kongruencija, data je slede¢im rezultatom.

Teorema 3.18. Neka S jeste potpuno regularna i L-kompatibilna polugrupa. Tada
E(S) jeste levo poluregularna traka.

Dokaz. Prema Teoremi 3.16, S je desno regularna traka Y levih grupa S,,a € Y.
Dokazimo najpre da je E(S) podpolugrupa od S.

Uzmimo proizvoljne e, f € E(S). Tadajee € S, 1 f € Sp, zaneke a, f €Y, iiz
af = faf, jer je Y desno regularna traka, sledi da ef, fef € Sog. Neka je ef € G,
i fef € Gp, zaneke g, h € E(S,3). Tada je

g=(ef)ef)™ = (ef)y"(ef) 1 h=(fef)(fef) = (fef) (fef),
odakle je
eg=9f=g 1 fh=hf=h,
i takode je
ef =efg=gef 1 fef=fefh=hfef.
Sa druge strane,

fg=flef)ef)™ =nhflef)(ef)™ =hfg=hg=h,
jer je E(Sap) levo nulta traka, dok iz istog razloga imamo da je
eh=efh=efgh=cfg=ef.
Kako svaki idempotent leve grupe S,3 jeste desna jedinica od S,s, to imamo da je
fef =hfef = hef = hefg = heh = he = heg = hg = h.
Konacno, odavde sledi da je
(ef)? = e(fef) = eh = ef.

prema tome, F(S) je podpolugrupa od S. Jasno je da je E(S) desno regularna traka
Y levo nultih traka E(S,),a € Y, pa prema Teoremi 3 iz rada [118], E(S) je levo
poluregularna traka. [
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Posledica 3.25. Neka S jeste potpuno reqularna, L-kompatibilna 1 R-kompatibilna
polugrupa. Tada E(S) jeste reqularna traka.

Dokaz. Prema Teoremi 3.18, kako je S potpuno regularna i £-kompatibilna, dobi-
jamo da je F(S) levo poluregularna traka. Takode, prema dualnoj teoremi, kako je
S potpuno regularna i R-kompatibilna, dobijamo da je E(S) desno poluregularna
traka. Odavde, kako je E(S) i levo i desno poluregularna traka, na osnovu Leme 1
iz rada [91] dobijamo da je E(S) regularna traka. [

Kako smo prema Teoremama 3.21 i 3.22; i Posledici 3.24 dobili da se potpuno
regularna polugrupa S moze predstaviti kao povratni proizvod svojih faktor polu-
grupa S/8§; i1 S/R,15/S,1S/L, uslucaju kada su £ i R kongruencije na S, to je od
velikog znacaja opis strukture ovih faktor polugrupa. Karakterizacija skupa idem-
potenata faktor polugrupa i njihova veza sa skupom idempotenata cele polugrupe
data je slede¢im rezultatima.

Teorema 3.19. Neka S jeste potpuno reqularna polugrupa. Tada:

(a) E(S) je levo poluregularna traka ako i samo ako E(S/S;) jeste desno regularna
traka;

(b) E(S) je desno poluregularna traka ako i samo ako E(S/S,) jeste levo regularna
traka.

Dokaz. Kako S jeste potpuno regularna polugrupa, to S jeste polumreza Y pot-
puno prostih polugrupa S,,a € Y.

(a) Neka E(S) jeste levo poluregularna traka. Tada je S, pravougaona grupa,
tj. E(Sa) je pravougaona traka, za svaki a € Y. Neka su u,v € E(S/S;) proizvoljni
elementi. Tada je u = ep i v = fp, za neke e, f € E(S), gde je ¢ prirodni
homomorfizam iz S na S/S;, prema Lallementovoj lemi. Neka je e € S, 1 f € Sg,
za neke o, B € Y, neka je v € Y takav da je v < af3, tj. yaf = afy =7, i neka je
x € S, proizvoljan element. Uo¢imo proizvoljan 2’ € V(z). Tada , g = 2’z € E(S,)
i imamo da je gefg = g(gef)g = g, jer je gef € E(S,), i E(S,) je pravougaona
traka. Prema tome,

gef =gefgfef =gfef,
odnosno

ref =xgef =xgfef = xfef.

To znaci da je (ef, fef) € S, tj. da je uv = vuv. Dakle, E(S/S)) je desno regularna
traka.

Obratno, neka E(S/S;) jeste desno regularna traka. Najpre treba dokazati da
je E(S) podpolugrupa od S, odnosno, da je E(S,) podpolugrupa od S,, za svaki
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a €Y. Neka je a € Y proizvoljan element i uzmimo neke e, f € F(S,). Oznacimo
sa ¢ prirodni homomorfizam iz S na S/S;. Tada ep, fo € E(S/S;), odakle kako
je E(S/S;) podpolugrupa od E(S) i ¢ homomorfizam, dobijamo da je (ep)(f¢) =
((e)(fe))?, tj. dobijamo da je (ef)p = ((ef)?)e, $to znaci da je (ef, (ef)?) € S;.
Medutim, na osnovu prethodnog je xef = z(ef)?, za svaki 3 < a i svaki z € Ss.
Ako je B = aix = e dobijamo daje ef = (ef)? Prema tome, E(S) je podpolugrupa
od §.

Dalje, neka su uoceni proizvoljni x,y,z € E(S). Tada x € E(S,),y € E(Sp)
ize E(S,), zaneke o, 3,7 € Y. Kako je E(S/S;) desno poluregularna traka, to
je (zy,yzy) € S, za svaki x,y € E(S), i pri tom yz, zyz € Sp,. Sa druge strane,
xyzx € Supy, gde je afy < af. Dakle, iz (yz,2yz) € S, yz, 2yz € Sgy, TYzx € Sapy
i afy < (v sledi da je

TYZTYZ = TYZTZYZ.

Medutim, kako je zyzzyz = (ryz)? = zyz, to na osnovu prethodnog dobijamo da je
TYZ = TYZTZYZ.
Prema tome, E(S) je levo poluregularna traka.

(b) Ovu ekvivalenciju dokazujemo na isti na¢in kao ekvivalenciju (a). 0O

Lema 3.5. Neka S jeste potpuno reqularna polugrupa i neka je E(S) regularna
traka. Tada:

(a) E(S/S)) je desno regularna traka;
(b) E(S/S;) je levo regularna traka.

Dokaz. Kako je E(S) regularna traka to je ona istovremeno i levo i desno polureg-
ularna traka. Odavde, na osnovu prethodne Teoreme 3.19 neposredno dobijamo da
je E(S/S;) desno regularna, a E(S/S,) levo regularna traka. [

Opis povratnih proizvoda potpuno regularne, £-kompatibilne i R-kompatibilne
polugrupe dat je u slede¢oj teoremi.

Teorema 3.20. Sledeéi uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:

(i) S je potpuno regularna, L-kompatibilna i R-kompatibilna,
(ii) S je reqularna i xyz € vyrzSxzyz, za sve x,y,z € S;

(iii) S je regularna traka grupa;

)

)

)
(iv) S je povratni proizvod reqularne trake i polumreze grupa;
(v) S je povratni proizvod levo regularne trake i polumrezZe desnih grupa;
)

(vi) S je povratni proizvod desno regularne trake i polumrezZe levih grupa.
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Dokaz. (i) < (ii). Ova ekvivalencija neposredno sledi na osnovu tvrdenja Teoreme
3.16 1 njoj dualnog tvrdenja Teoreme 3.17.

(i) = (iii). Prema pretpostavci S je i H-kompatibilna polugrupa, odakle prema
Teoremi 1.16 dobijamo da je S traka grupa. Kako je prema Posledici 3.25, E(5)
regularna traka, to je jasno da je S regularna traka grupa.

(iii) = (ii). Neka je S regularna traka Y grupa G, « € Y. Uzmimo proizvoljne
z,y,z€S. Tadaz € Go,y € Gy iz € Gy, zaneke a, 3,7 € Y. Odavde,

ryz € GGGy C Gogy.
Takode, kako je Y regularna traka i a, 3,7 € Y, to imamo da je

afy = (afy)’ = afyafy = afayafy,

afy = (aBy)? = afyafy = afyaysy.

Sa druge strane,
2yx22Y2 € Gogayasy = Gapgy

ryzrzyz € Gagyaysy = Gapy-

Dakle, dobili smo da elementi zyz, xyxzayz, xyzazyz € Gag,, odakle, kako je Gop,
grupa, postoji jedinstveno resenje po u € G,p jednacine xyz = ryrzryzuryzrzyz
u G,p,. Prematome, xyz € vyrzSxzyz, zasve x,y,z € S. Jasno je da je S potpuno
regularna. Znaci, (ii) vazi.

(i) = (iv). Kako su £ i R kongruencije na S to je i H = £ N R kongruencija
na S, kao presek kongruencija na polugrupi S. Prema Teoremi 3.18 dobijamo da
je E(S) podpolugrupa od S. Odavde, kako je S regularna i £(S) je podpolugrupa
od S, to je S ortodoksna polugrupa. Sada za polugrupu S imamo da je potpuno
regularna, ortodoksna i H-kompatibilna, odakle, prema Teoremi 3.15, dobijamo da
je S povratni proizvod trake B i polumreze grupa. Takode, prema Posledici 3.25
imamo da je E(S) regularna traka. Odavde na osnovu Lallementove leme je B
homomorfna slika od E(S) odakle dobijamo da je B takode regularna traka. Znaci,
dobijamo da je S povratni proizvod regularne trake i polumreze grupa.

(iv) = (iii). Neka je S povratni proizvod regularne trake i polumreze grupa.
Tada je jasno da je S povratni proizvod trake i polumreze grupa, odakle, na osnovu
Teoreme 3.15 imamo da je S potpuno regularna, ortodoksna i H-kompatibilna polu-
grupa, tj. imamo da je S ortodoksna traka grupa. Da bi dokazali tvrdenje trebamo
dokazati da je E(S) regularna traka. U tom smislu, prema pretpostavci imamo da
je E(S) povratni proizvod regularne trake i polumreze, sto je regularna traka, jer je
svaka polumreza regularna traka.
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(i) = (v). Kako je S potpuno regularna i R-kompatibilna, prema Posledici
3.24, imamo da je S povratni proizvod polugrupa S/S; i S/R. Takode, prema
Posledici 3.25 je E(S) regularna traka, odakle prema Lemi 3.5 je F(S/S;) desno
regularna traka. Odavde, na osnovu duala Teoreme 4.3.10 [119] dobijamo da je S/S;
polumreza desnih grupa, jer je S/S; potpuno regularna polugrupa, kao homomorfna
slika, potpuno regularne polugrupe u odnosu na prirodni homomorfizam indukovan
kongruencijom S; na S, 1 F(S/S);) je desno regularna traka. Dokazimo jos da je S/R
levo regularna traka. Lako se proverava da je R tracna kongruencija na S, odakle
za proizvoljne x,y € S neposredno dobijamo da je zy R zyz. Odavde je S/R levo
regularna traka. Prema tome, vazi (v).

(v) = (iii). Neka je S povratni proizvod levo regularne trake i polumreze desnih
grupa. Prema dualu Teoreme 3.15, S je ortodoksna traka grupa. Takode, i E(S5) je
povratni proizvod levo regularne trake i polumreze desnih grupa. Dalje, kako su i
levo regularna traka i polumreza desnih grupa regularne trake, to je E(S) regularna
traka kao povratni proizvod regularnih traka. Dakle, S je regularna traka grupa.

(i) = (vi). Ova implikacija se dokazuje na isti nacin kao implikacija (i) = (v).

(vi) = (iii). Sledi na isti nacin kao (v) = (iii). O

3.3. Nil-ekstenzije pravougaonih grupa

Postoji nekoliko strukturnih karakterizacija polugrupa koje su nil-ekstenzije pra-
vougaonih grupa. Na primer, one su okarakterisane kao m-regularne polugrupe ¢iji
idempotentni elementi obrazuju pravougaonu traku, ili kao potpuno Arhimedove
polugrupe ¢iji idempotentni elementi obrazuju podpolugrupu, i tako dalje. Najin-
teresantniju karakterizaciju nil-ekstenzija pravougaonih grupa dao je M. S. Putcha
[132] u terminima poddirektnih proizvoda polugrupa, kao i X. M. Ren, K. P. Shum

1Y. Q. Guo [137] u istim terminima.

M. S. Putcha [132] je dokazao teoremu u kojoj je karakterizacija pomenutih
polugrupa data na dva nacina: kao poddirektan proizvod grupe i nil-ekstenzije
pravougaone trake, i kao poddirektan proizvod grupe, nil-ekstenzije levo nulte trake
i nil-ekstenzije desno nulte traka. On je ovu teoremu dokazao koriste¢i poznatu
Birkhoffovu teoremu o reprezentaciji prema kojoj svaka algebra moze biti predstavl-
jena kao poddirektan proizvod poddirektno nerazlozivih algebri. U stvari, svaka
poddirektno nerazloziva polugrupa u klasi nil-ekstenzija pravougaonih grupa je ili
grupa, ili nil-ekstenzija levo nulte trake, ili nil-ekstenzija desno nulte trake.

K. P. Shum i X. M. Ren su u [147] dali opsti metod za konstrukciju potpuno
Arhimedovih polugrupa uopstavajuéi poznat Rees-Sushkevitschev metod za kon-
strukciju potpuno prostih polugrupa. Kao opstiji slucaj ove konstrukcije, X. M.
Ren, K. P. Shum i Y. Q. Guo su u [137] konstruisali sve nil-ekstenzije pravougaonih
grupa, oni su dali drugi dokaz teoreme koja opisuje nil-ekstenzije pravougaonih grupa
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kao povratni proizvod nil-ekstenzije leve grupe i nil-ekstenzije desne grupe u odnosu
na nil-ekstenziju grupe.

Postavlja se pitanje: Koje relacije kongruencije realizuju Putchainu dekompozi-
ciju nil-ekstenzija pravougaonih grupa, kao i dekompoziciju koju su opisali X. M.
Ren, K. P. Shum i Y. Q. Guo? U ovom odeljku dokazujemo da pomenute dekom-
pozicije realizuju relacije kongruencije koje smo definisali i razmatrali u prethodnim
odeljcima.

U nastavku, predmet naSeg proucavanja bi¢e potpuno Arhimedove polugrupe.
Kao sto je poznato, za polugrupu S kazemo da je potpuno Arhimedova ako je ona
Arhimedova polugrupa i ako ona ima primitivan idempotentan element, ili ekviva-
lentno, ako je polugrupa S nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe. U ovom slucaju,
ova potpuno prosta podpolugrupa od S je jezgro polugrupe S.

Ako je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K i ako je E' = E(S), tada
je L(F) = R(E) = K, tj. podpolugrupa F je duo podskup polugrupe S, odakle na
osnovu Leme 3.1 imamo da je K; g = K, g, za svaki ¢ € {l,r,d}. Sa druge strane
imamo da vazi slede¢i rezultat.

Lema 3.6. Neka je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K. Tada:

(i) D, L, R i H su relacije kongruencije na S;
(ii) D = pk i S/D je nil-polugrupa;
(iii) S/L je nil-ekstenzija desno nulte trake, S/R je nil-ekstenzija levo nulte trake
i S/H je nil-ekstenzija pravougaone trake.

Dokaz. Tvrdenja (i) i (ii) je dokazao L. N. Shevrin u radu [145]. Tvrdenje (iii) je
neposredna posledica tvrdenja (i) i (ii). O

U slede¢em rezultatu su razmatrane osobine napred definisanih relacija kongru-
encije na potpuno Arhimedovim polugrupama. Dokazano je da pomenute relacije
kongruencije obrazuju permutabilne parove faktor kongruencija.

Teorema 3.21. Neka je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K. Tada je

Kixk N R=K,x N L=Kgx N H=K;x N K. =As.

Dokaz. Neka je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K.

Dokazimo, prvo, da jednakost K; x N 'R = Ag vazi na S. U tom smislu, uzmimo
elemente a,b € S takve da je (a,b) € K, x N R. Tada razlikujemo dva sluc¢aja. Ako
a,b ¢ K, tada iz pretpostavke da je (a,b) € R C D = pg sledi da je a = b, a to je i
trebalo dokazati. Dalje, pretpostavimo da a,b € K. Kako su elementi a i b u relaciji
R na polugrupi S, to su oni u relaciji R i na podpolugrupi K. Tada a,b € R, gde
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je R neka R-klasa polugrupe K. Kako je K potpuno prosta polugrupa, to imamo
da je R desna grupa i da je e leva jedinica u R, za svaki e € F(R). Odavde imamo
da je a = ea i b = eb, za svaki e € E(R). Dalje, kako (a,b) € K, x dobijamo da
je ea = eb, za svaki e € K. Na osnovu prethodnog dobijamo da je a = b, Sto je
i trebalo dokazati. Znaci, K;x N R C Ag, i kako obratna inkluzija uvek vazi, to
imamo da je ;x N R = Ag.

Jednakost K, x N L = Ag dokazuje se na isti nacin kao i prethodna jednakost.

Dalje, dokazimo jednakost Kyx N H = Ag. Uzmimo proizvoljne a,b € S takve
da je (a,b) € K. x N H. Kao i u dokazu prethodne jednakosti, ako a,b ¢ K, tada
dobijamo da je a = b. Dalje, neka a,b € K. Tada iz pretpostavke da je (a,b) € H
dobijamo da a,b € G, za neki e € F(S), odakle imamo da je a = eae i b = ebe.
Ali, kako je (a,b) € Ky, to dobijamo da je eae = ebe, za svaki e € K. Odavde, na
osnovu napred navedenog sledi da je a = b. Znaci, dobili smo da je Ky x N 'H C Ag,
i kako obratna inkluzija uvek vazi dobijamo da je Kqx N H = Ag.

Kako je S Arhimedova polugrupa sa jezgrom K, tada je K potpuno prosta
polugrupa. Takode, polugrupa je potpuno prosta ako i samo ako je prosta i potpuno
regularna. Prema tome imamo da je S polugrupa sa potpuno regularnim idealom
K. Dalje, na osnovu Teoreme 3.1, kako je svaka potpuno regularna plugrupa takode
i regularna polugrupa, dobijamo da je

Kix N Kox = Ag.
O

Koriste¢i prethodnu teoremu na potpuno Arhimedovoj polugrupi neposredno
dobijamo da vazi sledeci rezultat.

Posledica 3.26. Neka je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K. Tada je
polugrupa S poddirektan proizvod sledecih polugrupa:

(i) S/Kikx i S/R;

(il) S/K,.x i S/L;

(iii) S/Kax i S/H;

(iv) S/Kax, S/LiS/R;
(v) S/KZ,K iS/ET,K;

(Vi) S/D, S/KLK iS/K,J@

Nazalost, u opstem slucaju, kada je S potpuno Arhimedova polugrupa, mi ne-
mamo mnogo informacija o strukturi faktor polugrupa S/K;x i S/Kik, za i €
{l,r,d}. Medutim, u nastavku ¢emo opisati strukturu ovih polugrupa u slucaju
kada idempotentni elementi polugrupe S obrazuju podpolugrupu, tj. u slucaju kada
je polugrupa S nil-ekstenzija pravougaone grupe.

Prvo, mozemo dokazati slede¢u lemu.



86 GLAVA 3. PODDIREKTNA RAZLAGANJA POLUGRUPA

Lema 3.7. Neka je polugrupa S nil-ekstenzija pravougaone grupe. Tada je eaf =
efaef, za svakia € S i sve e, f € E(S).

Dokaz. Neka je polugrupa S nil-ekstenzija pravougaone grupe K. Uzmimo pro-
izvoljno element a € S i proizvoljne e, f € E(S). Kako je K ideal od S, to imamo
da ea € K. Odavde dobijamo da ea € G, za neki g € E(S). Sada imamo da
je eag = g idaje gf = egf = ef, jer je E(S) pravougaona traka. Na osnovu
prethodnog dobijamo da je eaf = eagf = eaef. Odavde dalje imamo da ae € G,
za neki h € F(S). Sada imamo da je hef = h i da je eh = ehef = ef. Dakle, dobili
smo da je
eaf = eaef = ehaef = efaef,

Sto je i trebalo dokazati. [

Slede¢a teorema je jedan od najvaznijih rezultata u ovom odeljku, a takode i
u ovoj glavi. Ona daje neke nove karakterizacije polugrupa koje su nil-ekstenzije
pravougaonih grupa u terminima relacija kongruencije koje su definisane i razma-
trane u ovom i u prethodnim odeljcima ove glave.

Teorema 3.22. Neka je S potpuno Arhimedova polugrupa sa jezgrom K. Tada su
na S sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) S je nil-ekstenzija pravougaone grupe;
(ii
(ili) S/Kax je grupa;

)
)
)
)
)
)
)
)

S/Kax je nil-ekstenzija grupe;

(iv) S/Ky Kk je nil-ekstenzija desne grupe;
(v

(vi

S/K, i je nil-ekstenzija leve grupe;
S/Kax je mil-ekstenzija grupe;

(vii) S/Kyr je nil-ekstenzija desne grupe;
(viii) S /EM{ je nil-ekstenzija leve grupe.

Dokaz. (i) = (ii). Neka na S vazi tvrdenje (i). Tada je podpolugrupa K polu-
grupe S pravougaona grupa. Dalje, uzmimo proizvoljan element a € S i uzmimo
proizvoljne e, f, g € E(S). Na osnovu prethodne Leme 3.7, imamo da je

e(ag)f = ealgf) = (egf)alegf) = efaef = eaf,

odakle dobijamo da (a,ag) € Kqr. Kako ag € K = Reg(5), tada dobijamo da
svaka ICq -klasa polugrupe S sadrzi regularan element, a na osnovu toga dobijamo
da je faktor polugrupa S/ k regularna polugrupa.

Sa druge strane, za proizvoljne elemente e, f, g, h € E(S), imamo da je egf =
ef = ehf, odakle dobijamo da (g,h) € K4x. Kako svaka K4 x-klasa polugrupe S,
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koja je idempotent u polugrupi S/, k., sadrzi idempotent polugrupe S, to dobi-
jamo da faktor polugrupa S/, k jeste regularna polugrupa koja sadrzi ta¢no jedan
idempotent, tj. dobijamo da je S/K4x grupa, sto je i trebalo dokazati.

(i) = (iii), (iv), (v), (vi), (vii), (viii). Kao §to je poznato, faktor polugrupa -
regularne polugrupe je takode m-regularna polugrupa, na osnovu toga imamo da su
sve faktor polugrupe S/K:d,[(, S/’CZ’K 1 S/]CT’K, S/deg, S/K;)K 1 S/KT,K takode -
regularne polugrupe. Kao u dokazu prve implikacije (i) = (ii) dobijamo da S/Kq x
sadrzi tacno jedan idempotent, odakle neposredno slede dokazi tvrdenja (iii) i (vi).
Sa druge strane, za proizvoljne elemente e, f, g € E(S) imamo da je efg = eg i da
je fge = fe, §to znaéi da (fg,9) € Kix i da (fg,f) € K.k, za sve f,g € E(S).
Dakle, na osnovu prethodnog dobijamo da je E(S /Kl, k) desno nulta traka i da je
polugrupa E(S/K, k) levo nulta traka, odnosno dobijamo da tvrdenja (iv), (vii), (v)
i (viii) vaze na S.

(ii) = (i). Ako je faktor polugrupa S/K,k grupa, tada imamo da (g, h) € Ky k,
za sve g,h € E(S). Odavde je egf = ehf, za sve e, f,g,h € E(S). Sada, ako
uzmemo da je e = g = f, dobijamo da je g = ghg, za sve g, h € E(S). Dakle, dobili
smo da je F(S) pravougaona traka, Sto je i trebalo dokazati.

(iii) = (i). i (vi) = (i). Ove dve implikacije mogu se dokazati na isti nacin kao
i prethodna implikacija (ii) = (i).

(iv) = (i). Kako je svaka K; -klasa idempotenta polugrupe S takode idempotent
faktor polugrupe S/IC; i i kako je pritom polugrupa E(S/K; k) desno nulta traka,
to imamo da (gh, h) € Kk, za sve g, h € E(S). Odavde dobijamo da je egh = eh,
za sve e, g,h € E(S). Sada, ako uzmemo da je e = h, dobijamo da je h = hgh, za
sve g,h € E(S), tj. dobijamo da je E(S) pravougaona traka. Dakle, dobili smo da
tvrdenje (i) vazi na S.

(v) = (i), (vii) = (i) i (viii) = (i). Ove implikacije dokazujemo na isti nac¢in kao
prethodnu implikaciju (iv) = (i). O

Sada, dajemo novi dokaz slede¢e dekompozicione teoreme, koji je jednostavniji
od dokaza koga je M. S. Putcha dao u radu [132] iz 1973. godine i dokaza koga su
dali X. M. Ren, K. P Shum i Y. Q. Guo u radu [137] iz 1999. godine.

Teorema 3.23. Sledeci uslovi na polugrupi S su ekvivalentni:

(i) S je nil-ekstenzija pravougaone grupe;
(ii) S je poddirektan proizvod grupe i nil-ekstenzije pravougaone trake;
(iii) S je poddirektan proizvod grupe, nil-ekstenzije levo nulte trake i nil-ekstenzije
desno nulte trake;

(iv) S je povratni proizvod nil-ekstenzije leve grupe i nil-ekstenzije desne grupe u
odnosu na nil-ekstenziju grupe.
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Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii) dokazao je M. S. Putcha u radu [132],
a ekvivalenciju (i) < (iv). dokazali su X. M. Ren,K. P. Shum i Y. Q. Guo u
radu [137]. Drugi, novi dokaz ovih ekvivalencija da¢emo koristeéi relacije koje smo
definisali u prethodnim odeljcima ovog dela disertacije. Dakle, implikacija (i) =
(ii). je neposredna posledica Teoreme 3.22 i Posledice 3.26 (3), implikacija (i) =
(iii). je posledica Teoreme 3.22; Leme 3.6 i Posledice 3.26 (4) i implikacija (i) =
(iv). neposredno sledi na osnovu Teoreme 3.22 i Teoreme 3.1.

Sa druge strane, dokazi obratnih implikacija su izostavljeni u radovima [132] i
[137] kao laksi delovi dokaza. Ali, u pomenutim radovima, ovi delovi dokaza nisu
tako jednostavni zato §to se m-regularnost (a takode i regularnost) ne ocuvava kroz
poddirektne proizvode u opstem slucaju. Za dokaz obratnih implikacija koristimo
m-regularnost, koja se u ovom slucaju o¢uvava kroz poddirektne proizvode ako ih
konstruiSemo pomocu relacija kongruencije koje smo definisali u ovom i u prethod-
nim odeljcima ove glave.

(ii) = (i). Neka je polugrupa S C G x T poddirektan proizvod grupe G i
polugrupe T koja je nil-ekstenzija pravougaone trake. Tada je E(S) C E(G)x E(T),
i ako je E(S) neprazan skup, tada je E(S) pravougaona traka. Dakle, da bi dokazali
ovo tvrdenje dovoljno je jos samo dokazati da S jeste m-regularna polugrupa. U tom
smislu, neka je u € S proizvoljan element. Tada je u = (a,x), za neki a € G i neki
x € T. Oznacimo sa b inverzni element elementa a u grupi G. Tada postoji element
y € T, takav da je (b,y) € S i postoji n € N, takav da je 2", y™ € Reg(T) = E(T).
Kako je E(T) pravougaona traka, to imamo da je

unvnun — (anbnan,xnynl,n) — (an,xn) — u’ﬂ’

gde je v = (b,y). Dakle, u™ € Reg(S), §to je i trebalo dokazati.

(iv) = (i). Neka je S = {(u,v) € P x Q| up = vy} povratni proizvod polugrupa
P i @ uodnosu na polugrupu H i neka je ¢ homomorfizam koji polugrupu P slika na
polugrupu H i neka je ¢ homomorfizam koji polugrupu @ slika na polugrupu H, gde
je P nil-ekstenzija leve grupe, @) je nil-ekstenzija desne grupe i H je nil-ekstenzija
grupe. Tada je E(S) C E(P) x E(Q) i ako je E(S) neprazan skup, to je E(S5)
pravougaona traka. Odavde, da bi dokazali ovu implikaciju, dovoljno je jos dokazati
da S jeste m-regularna polugrupa.

Dalje, uzmimo proizvoljan element a € S. Tada je a = (u,v) € P X @ i pritom
je up = v. Sada, imamo da postoji n € N, takav da su u™ i v regularni elementi.
Neka je x € V(u") iy € V(v"). Tada je zp inverzni element elementa (ug)™, yi) je
inverzni element elementa (v))" i takode je (ug)™ = (vip)™. Dalje, kako regularan
element nil-ekstenzije grupe moze imati najvise jedan inverzni element, to dobijamo
da je z¢p = y1p. Sada imamo da (z,y) € S, i da je on inverzni element elementa a™.
Dakle, S je m-regularna polugrupa.
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(iii) = (i). Ova implikacija se moze dokazati na isti nac¢in kao i prethodna
implikacija (iv) = (i). O

Na kraju, napomenimo jos jednom da su osnovni pojmovi i oznake koje smo
koristili u ovoj glavi u skladu sa pojmovima i oznakama koje u svojoj knjizi koriste
S. Bogdanovié¢ i M. Ciri¢ [21]. Takode, rezultati koji su prezentovani u ovoj glavi su
originalni i neki od njih su ve¢ publikovani u radovima [123] i [52].
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GLAVA 3. PODDIREKTNA RAZLAGANJA POLUGRUPA



Glava 4

Najmanje kongruencije na
automatu

Najmanje kongruencije na automatu su predmet proucavanja ove glave. Glavni
i najvazniji rezultati jesu teorijske osnove za konstrukciju kao i sama konstrukcija
algoritama kojima se testira pripadnost nekog konacnog automata pseudovarijetetu
konac¢nih utrapljivih, lokalno trap-direktabilnih, trap-direktabilnih, uopsteno direk-
tabilnih i lokalno direktabilnih automata. Takode, odreduju se i opisuju, za svaki od
napred nabrojanih pseudovarijeteta kona¢nih automata, najmanje kongruencije na
kona¢nom automatu ¢iji faktor automat pripada datom pseudovarijetetu. Analogne
probleme za pseudovarijetet konacnih direktabilnih automata proucavali su i opisali
B. Imreh i M. Steinby u radu [88], a J. Demel, M. Demelova i V. Koubek u radu
[60] opisali su slicne probleme na algebrama.

Osnovne definicije i rezultati koji nisu navedeni u prvoj glavi dati su u prvom
odeljku ove glave. Predstavljene su interpretacije algebarskih pojmova u terminima
Teorije automata. Takode, date su definicije nekih klasa konac¢nih automata koje
razmatramo u ostalim odeljcima ove glave.

Polaze¢i od skupa svih trapova kod konacnog automata, u drugoj glavi definise
se rastuci niz podskupova automata. Za uniju tih skupova proverava se da li se ona
stabilizuje na nekom skupu iz niza i da li se pritom ona poklapa sa celim automatom.
Kako je pomenuta unija utrapljiv automat, to je i dati automat utrapljiv ako dolazi
do pomenutog poklapanja unije sa celim, u suprotnom automat nije utrapljiv. Ovaj
rezultat omogucuje konstrukciju algoritma za testiranje utrapljivosti kona¢nog au-
tomata. Takode, definiSe se i najmanja utrapljuju¢a kongruencija na automatu.

Modifikacijom algoritama iz prethodnog odeljka u tre¢em odeljku dati su algo-
ritmi kojima se testira trap-direktabilnost i konstruiSe najmanja trap-usmeravajuca
kongruencija na konacnom automatu. Algoritam za testiranje trap-direktabilnosti
je ustvari algoritam za testiranje utrapljivosti sa dodatim uslovom provere da li je
skup svih trapova takvog automata jednoelementan skup.

91



92 GLAVA 4. NAJMANJE KONGRUENCIJE NA AUTOMATU

U cetvrtom odeljku se daje algoritam kojim se automat razlaze u najvecu di-
rektnu sumu i pritom se odreduju monogeni i dualni monogeni podautomati datog
automata. Zatim se pomocu algoritama datih u prethodnom odeljku na monogenim
podautomatima testira trap-direktabilnost i nalazi najmanja trap-usmeravajuca ko-
ngruencija. Na taj nacin se testira lokalna trap-direktabilnost i nalazi najmanja
lokalno trap-direktabilna kongruencija na konacnom automatu.

Peti odeljak ove glave posvecéen je direktabilnim automatima. Kod ovih au-
tomata usmeravajuce rec¢i dovode sva stanja automata u jedno stanje vrseéi na taj
nac¢in neku sinhronizaciju rada automata. Ova klasa automata je jedna od na-
jvaznijih i najcesc¢e izucavanih klasa automata. Direktabilni automati predstavl-
jaju dosta siroku klasu automata jer u klasu direktabilnih automata, kao pod-
klase, ukljucene su klase lokalno direktabilnih, trap-direktabilnih, lokalno trap-
direktabilnih, utrapljivih, uopsteno direktabilnih automata, i druge. Dalje, u ovom
odeljku date su teorijske osnove za konstrukciju, kao i sama konstrukcija algori-
tama kojima se testira direktabilnost i nalazi najmanja direktabilna kongruencija
na proizvoljnom kona¢nom automatu.

Uopsteno direktabilni automati opisani su u Sestom odeljku. Ova klasa au-
tomata predstavlja jos jedno uopstenje klase direktabilnih automata. Takode, kao i
u prethodnim odeljcima predstavljeni su algoritmi kojima se testira uopstena direk-
tabilnost i nalazi najmanja uopsteno direktabilna kongruencija na automatu.

U poslednjem, sedmom odeljku ove glave dati su algoritmi kojima se testira
lokalna direktabilnost i nalazi najmanja lokalno direktabilna kongruencija na datom
automatu.

4.1. Definicije i osnovni rezultati

Automati koje razmatramo u ovoj glavi bi¢e automati bez izlaza u smislu defini-
cije date u knjizi F. Gécsega i I. Pedka [73] iz 1972. godine. U cilju pojednostavljenja
oznacCavanja automat sa skupom stanja A oznacavacemo takode slovom A. Za au-
tomat A njegov ulazni alfabet oznacava¢emo sa X. Slobodni monoid nad alfabetom
X oznacavatemo sa X* i to je ulazni monoid za automat A. Slobodnu polugrupu
nad alfabetom X oznacavamo sa X . Pod dejstvom proizvoljne ulazne reci u € X*
automat A prelazi iz stanja a u stanje koje ¢emo oznacavati sa au.

Neka je u € X*. Automat A nazivamo u-utrapljiv ako au € Tr(A) za svaki
a € A. U tom slucaju re¢ u nazivamo utrapljujucom reci za automat A. Skup svih
utrapljujuéih re¢i za automat A oznacavamo sa TW(A). Ako postoji re¢ u € X*
takva da je au = bu za sve a,b € A, tada automat A nazivamo u-direktabilnim
automatom. ReC u nazivamo usmeravajucom reci automata A i skup svih us-
meravajué¢ih reéi za automat A oznacavamo sa DW(A). Ako automat A jeste
u-direktabilan i ima trap, ili ekvivalentno, ako je on w-utrapljiv i ako ima jedin-
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stven trap, tada automat nazivamo u-trap-direktabilan. Za automat A kazemo da je
utrapljiv (respektivno, direktabilan, trap-direktabilan) ako postoji re¢ u € X* takva
da automat A jeste u-utrapljiv (respektivno, wu-direktabilan, u-trap-direktabilan).
Ako je svaki monogeni podautomat od A direktabilan, odnosno, trap-direktabi-
lan, tada za automat A kazemo da je lokalno direktabilan, odnosno, lokalno trap-
direktabilan. Automat A je jako direktabilan ako je svako njegovo stanje vrat au-
tomata, ili ekvivalentno, ako je istovremeno i jako povezan i direktabilan automat.
Utrapljivi, trap-direktabilni i lokalno trap-direktabilni automati su proucavani od
strane T. Petkovié¢, M. Ciri¢a i S. Bogdanoviéa u radu [113]. Direktabilni automati
su prvi put definisani i opisivani u radu J. Cernya [39] iz 1964. godine. Vise in-
formacija o ovoj klasi automata moze se naé¢i u preglednom ¢lanku S. Bogdanovica,
B. Imreha, M. Ciri¢a i T. Petkovi¢ [28] iz 1998. godine. Za automat A kazemo da
je uopsteno direktabilan ako postoji re¢ u € X* takva da je auvu = au za svaki
a € Aisvaki v € X*. ReC u je uopsteno usmeravajuéa re¢ za automat A, a skup
svih uopsteno usmeravajuéih reci za A oznacavamo sa GDW (A). Vise informacija o
ovoj klasi automata moze se naéi u doktorskoj disertaciji T. Petkovi¢ [111] iz 1998.
godine.

Neka je K klasa automata. Kazemo da automat A lokalno pripada klasi K,
odnosno da je lokalno K-automat, ako se svaki njegov monogeni podautomat nalazi
u klasi K. Klasu svih automata koji se lokalno nalaze u klasi K oznacavamo sa
L(K). Ako svaki monogeni podautomat automata A jeste u-direktabilan, za neki
u € X*, tj. ako su svi monogeni podautomati od A direktabilni i imaju zajednicku
usmeravajuéu re¢ u, tada je A uniformno lokalno direktabilan automat, re¢ u je
uniformno lokalno usmeravajuca re¢ od A, i skup svih takvih rec¢i oznacavamo sa
ULDW (A). Takode, uniformno lokalno jako direktabilan automat je automat ¢iji
je svaki monogeni podautomat jako povezan i u-direktabilan, za fiksirano u € X*.

Podsetimo se jos jednom da klasa automata jeste wopsteni varijetet ako je ona
zatvorena za podautomate, homomorfne slike, konacne direktne proizvode i direk-
tne stepene, odnosno, pseudovarijetet ako je ona zatvorena za podautomate, homo-
morfne slike i kona¢ne poddirektne proizvode automata iz te klase. Takode, klasa
automata je pseudovarijetet ako i samo ako je klasa svih konac¢nih ¢lanova nekog
uopstenog varijeteta (vidi [1]). Kao sto je dokazano u [113] klase direktabilnih, uni-
formno lokalno direktabilnih, uopsteno direktabilnih, trap-direktabilnih, uniformno
lokalno trap-direktabilnih i utrapljivih automata su uopsteni varijeteti. Takode,
konacni ¢lanovi ovih klasa ¢ine pseudovarijetete.

Pseudovarijetet automata je ireqularan ako je sadrzan u pseudovarijetetu svih
konac¢nih direktabilnih automata. Inace, nazivamo ga regularnim pseudovarijetetom.
Algebarske osobine iregularnih i regularnih pseudovarijeteta opisane su u [30] i [28].
Ovde citiramo rezultat iz [30] koji igra vaznu ulogu u daljem radu.
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Teorema 4.1. Ako je P proizvoljan pseudovarijetet automata, tada je i L(P)
takode pseudovarijetet automata.

Osim toga, ako je P iregularan pseudovarijetet automata i A je konacan automat,
tada A € L(P) ako i samo ako A jeste direktna suma automata iz P.

Oznac¢imo sa Dir pseudovarijetet kona¢nih direktabilnih automata, sa L(D1ir)
pseudovarijetet konacnih lokalno direktabilnih automata, sa GDir pseudovarijetet
konac¢nih uopsteno direktabilnih automata, sa T'rap pseudovarijetet kona¢nih utra-
pljivih automata, sa L(T Dir) pseudovarijetet konacnih lokalno trap-direktabilnih
automata i sa T Dir pseudovarijetet konacnih trap-direktabilnih automata. Inkluzi-
one relacije izmedu napred nabrojanih pseudovarijeteta kona¢nih automata date su
slede¢im dijagramom:

GDir

LDir
Trap

Dir
LTDir

TDir

Neka je K klasa automata. Relacija kongruencije # na automatu A € K je K-
kongruencija ako i samo ako za faktor-automat vazi A/6 € K. Glavni cilj ove glave je
opis najmanje kongruencije za svaki od pseudovarijeteta konacnih automata predsta-
vljenih prethodnim dijagramom. Do sada je to ucinjeno samo za pseudovarijetet
konacnih direktabilnih automata od strane B. Imreha i M. Steinbya u radu [88] iz
1995. godine.

U algoritmima koji ¢e biti predstavljeni u slede¢im odeljcima ove glave razma-
trani su kona¢ni automati, tj. automati koji imaju konacan skup stanja i konacan
skup ulaza. Neka je A konacan automat sa m ulaznih slova i n stanja, gde su stanja
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oznacena sa 1,2,...,n, tj. A= {1,2,...,n}. Svaki takav automat A je zadat nje-
govom tablicom prelaza T = (T[i,x])icarex, gde je T[i,z] = j ako je ix = j, za
1,j € A ineko slovo x € X. Listu definiSemo kao linearno ureden skup podataka.
Za proizvoljnu listu L, sa © — L oznacavamo da je element ¢ stavljen na listu L, a
1 +— L nam oznacava da je prvi element ¢ sa liste L obrisan iz L. Praznu listu, listu
bez podataka, oznacavamo sa &.

Ako je automat A zadat svojom tablicom prelaza T = (T[i,2])icazex, tada
inverzan vektor I = (I[i]);ea automata A formiramo na sledeéi nacin: za svako
stanje @ € A, skup I[i] se sastoji od svih stanja j € A za koje postoji neko ulazno
slovo x € X koje stanje 7 prevodi u stanje 7, tj.

Ii]={j€A| 3z e X)Tlja] = i}.

Proizvoljno stanje j € I[i] nazivamo neposrednim predhodnikom stanja i, dok stanje
1 nazivamo neposrednim sledbenikom stanja j.

U ovom delu disertacije bice koris¢éen pojam - inverzni vektor automata. U
nastavku dajemo sledeéi prost algoritam kojim se generiSe inverzni vektor za dati
konac¢an automat.

Algoritam: Inverzni vektor

Ulaz: skup A stanja automata A,
skup X ulaznih slova automata A,

tablica prelaza T automata A.
Izlaz: Inverzni vektor I = (I[i])ica.
Procedura:

Korak 1. Inicijalizacija:
for i € Ado I[i] .= 2.
Korak 2. for i € A do
for r € X do
i — I[Ti, z]].

Lako se proverava da je kompleksnost ovog algoritma O(mn), tj. lako se prover-
ava da ovaj algoritam radi u vremenu O(mn). Ovde treba istaéi da se kompleksnost
algoritma izrazava vremenom rada algoritma, tj. brojem elementarnih koraka un-
utar algoritma potrebnih za dobijanje resenja postavljenog problema. Kako se jedan
elementarni korak obavi za fiksno vreme, vreme rada algoritma i broj elementarnih
koraka su medusobno proporcionalni. Vreme rada algoritma zavisi i od obima po-
laznih podataka koji predstavlja dimenziju problema. Funkcija koja daje vreme rada
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algoritma u zavisnosti od dimenzije problema za najnepovoljniji podatak dimenzije
je mera kompleksnosti algoritma ili samo kompleksnost algoritma.

Ostale pojmove i oznake koje koristimo u daljem izlaganju, a ovde nisu definisani,
mozemo nadéi u knjigama [73] i [34], i oni uglavnom predstavljaju standardne i opste
poznate pojmove i oznake iz Teorije automata i Univerzalne algebre.

U odeljcima koji slede predstavljamo rezultate i algoritme, dobijene na osnovu
tih rezultata, pomocu kojih se testira direktabilnost, utrapljivost, trap-direktabi-
Inost, lokalna trap-direktabilnost, uopstena direktabilnost i lokalna direktabilnost
konac¢nih automata. Takode, navodimo algoritme koji odreduju najmanju direkta-
bilnu, utrapljujucu, trap-direktabilnu, lokalno trap-direktabilnu, uopsteno direkta-
bilnu i lokalno direktabilnu kongruenciju na kona¢nom automatu. Veéi broj rezultata
predstavljenih u ovim odeljcima je originalan.

4.2. Utrapljivi automati

Neka je A automat. Ako postoji re¢ koja svako stanje automata vodi u neki trap,
tada takav automat nazivamo utrapljivim, a odgovarajuca re¢ naziva se utrapljujuca
re¢ automata. Klasu svih kona¢nih utrapljivih automata oznéili smo sa T'rap i ona
obrazuje pseudovarijetet. Utrapljive automate proucavali su T. Petkovi¢, u svojoj
doktorskoj disertaciji [111], T. Petkovi¢, M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ u radu [113] i
7. Popovi¢, S. Bogdanovié, T. Petkovié i M. Ciri¢ u radu [126]. Za nesto vise
informacija i rezultata o ovoj klasi automata upucujemo na pomenute radove.

4.2.1. Testiranje utrapljivosti automata

Predimo sada na razmatranje problema utrapljivosti kona¢nog automata. Jasno
je da je automat A utrapljiv ako i samo ako ima utrapljujucu re¢. Minimalna duzina
utrapljujuce reci kod utrapljivih automata moze biti procenjena koris¢enjem poznate
procene usmeravajuce reci kod direktabilnih automata. Kod direktabilnog automata
A broj d(A) je definisan sa

d(A) = min{|u| | u € DW(A)},
i zan € N° broj d(n) je definisan kao
d(n) = maz{d(A) | A je direktabilan automat sa n stanja}.

Dobro je poznata Cernyjeva procena ovog broja koja kaze da je d(n) < (n — 1)2.
Kada se radi o utrapljivim automatima imamo da vazi sledeca procena:

Lema 4.1. Neka je A konacan automat san stanja it trapova. Tada je minimalna
duzina utrapljujuce reci za A manja ili jednaka sa d(n —t + 1).
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Dokaz prethodne leme neposredno sledi na osnovu Teoreme 3 iz rada [113] koja
daje karakterizaciju utrapljivog automata kao ekstenziju diskretnog automata trap-
direktabilnim automatom. Ako uzmemo da Cernyjeva procena vazi, §to je najbolja

procena koju mozemo da ocekujemo, tada kod automata sa n stanja i ¢t trapova treba

(n—1)?

proveriti postojanje utrapljujuée re¢i u skupu X= Ali, kako ovaj algoritam

nije tako brz, to se prirodno postavlja cilj nalazenja boljeg algoritma za testiranje
utrapljivosti automata.

Neka je { Py }rene niz podskupova i neka je P podskup automata A definisan na
slede¢i nacin:

Po={acA|(Fue X=F)aueTr(A)}, za keN°
P=|J P={acAl(Fue X)aueTr(A)}.
keNO

Imamo da vazi sledeé¢a teorema:

Teorema 4.2. Neka je A konacan automat san stanja i nepraznim skupom trapova
Tr(A) # @. Tada na A vaze sledeéi uslovi:

(a) {Px}reno je rastuéi niz skupova;
(b) skup Pr moZe biti izracunat na sledeéi nacin:
(1) Po=Tr(A),
(2) Poyr =P U{a€ A| 3z € X) ax € P}, za svaki k € N°;
(c) ako je Py = Piy1, za neki k € N°, tada je P, = Pyt = P, za svaki m € N°;
(d) postoji k € [0,n — 1] takav da je

(e) P =D(Tr(A));
(f) A je utrapljiv ako i samo ako je A = P.

Dokaz. (a) Uzmimo proizvoljno k € N° i dokazimo da je Py C Pry1.

Neka je a € P, proizvoljan element. Tada postoji re¢ v € X=F takva da je
au € Tr(A). Odavde je auv = au, za svako v € X*.

Neka je w = uuy,1, gde je upy; € X proizvoljno slovo. Re¢ w € X=FHL i za
proizvoljnu re¢ v € X* na osnovu prethodnog imamo da vazi

awv = a(Utg1)v = au(Ugp1v) = AU = QUUEL] = aw.

Odavde, aw € Tr(A), za dato w € X<k odakle a € Pp;.
Znaci, dobili smo da je Py C Pyy1, za svaki k € N° tj. {Py}reno je rastuéi niz
podskupova od A.
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(b) (1) Jasno je da je Py = T'r(A).
(2) Dokazimo da vazi i druga jednakost ovog tvrdenja.

Uzmimo proizvoljno a € Py, 1/P,.. Tada a € Py ia ¢ Pp. Kako a € Py
imamo da a € A i da postoji re¢ u € XK1 u = ujug - - - wpyr, gde su ug, . .., Uppq €
X neka slova, takva da je au € Tr(A). Odavde je auv = au, za svako v € X*.

Neka je # = u; i w = ug---upy1. Tada je u = zw i re¢ w € X=F. Za ovako
uocene elemente na osnovu prethodnog imamo da je axwv = auv = au = azrw, za
svako v € X*. Odakle (az)w € Tr(A), za dato w € X=F sto prema definiciji skupa
P, znaci da element ax € P,. Dakle, za uoceni element a dobili smo da a € A i
a ¢ Py ida postoji slovo x = u; € X takvo da je ax € Py, tj. dobili smo da inkluzija
Pii1/P. C{a€ A/P, | (Fx € X) ax € P} vazi.

Obratno, nekaa € {a € A/P; | (3z € X) ax € F;}. Odavde, a ¢ Py iiz ax € Py,
za neko slovo x € X, imamo da postoji re¢ u € X=F takva da je (azx)u € Tr(A).
Neka je w = zu. Tada w € X=F1 i qu € Tr(A), sto znaci da a € Pyyi. Kako
aEPkHiag’:‘Pk,tanPkH/Pk,tj. {CLEA/Pk|<E|.I‘€X) axEPk}ngH/Pk.

Znaci, na osnovu napred dokazanog imamo da je Pyy1/P, = {a € A/P, | (3z €
X) ax € Py}, tj. jednakost (2) vazi.

(c) Neka je P, = Pyy1 za neki k € N,

Dokazimo da je u tom slucaju P, = Pyin, za svaki m € N°. Dokaz izvodimo
indukcijom po m € N°.

Za m = 1 jednakost P, = P,y vazi na osnovu pretpostavke tvrdenja. Pret-
postavimo da je jednakost P, = Pj.,_1 tacna za neki m € N°. Tada na osnovu
jednakosti (2) tvrdenja (b) imamo da je

Pk—i—m = Pk+m—1 U {CL < A/Pk+m_1 | (EL’E < X) ar € Pk+m—1}
= PkU{CLEA/Pk|(E|I€X)CLJZ€P]€}:P]€+1=P]€.

Dakle, jednakost P, = Py, vazi za svaki m € N°.

Dalje, na osnovu definicije skupa P i napred dokazanog, ako je P, = Py, za
neki k£ € N° jasno je da je Py = Pyym = P, za svaki m € N°.

(d) Ovo tvrdene sledi na osnovu tvrdenja (a) i ¢injenice da je A automat sa n
stanja, n € N°. Neposredno proveravamo dali se skupovi P, i Py, poklapaju za
neko k < n — 1. Ako takvog preklapanja nema za k < n — 1 ono ¢e se desiti za
k =mn —1 jer su u tom sluc¢aju sva stanja automata A istovremeno i elementi skupa
Py. Svi naredni skupovi Pyi1, Prio, ... poklapaju se sa A = Py, jer prema (b) ne
postoje novi elementi za njihovu dalju konstrukeiju. Dakle, tvrdenje (d) vazi.

(e) Jasno je da je Tr(A) = By C P C A, tj. da je P podautomat od A koji
sadrzi podautomat Tr(A).
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Neka je a € A proizvoljno stanje automata A i neka je u € X* proizvoljna ulazna
re¢ takva da je au € P. Tada au € Py, za neki k € NV, odakle sledi da postoji re¢
v € X=F takva da je auv € Tr(A), tj. da je auvw = auv, za svaki w € X*.

Neka je p = wv. Tada p € XSF="1 ¢ € N° Na osnovu prethodnog je
apw = ap, za svaki w € X*, tj. ap € Tr(A), za neki p € X=". Odavde, a € P, C
Ukeno Pr = P. Dakle, dobili smo da iz au € P sledi da a € P, za proizvoljno a € A
i proizvoljno u € X*, sto znaci da je P dualan podautomat od A.

Neka je B proizvoljan dualan podautomat od A takav da je Tr(A) C B C P i
neka je a € P proizvoljan element. Tada a € Py, za neki k € N°, odakle postoji re¢
u € X=F takva da je au € Tr(A). Odavde, au € Tr(A) C B i kako je B dualan
podautomat od A dobijamo da je a € B, tj. da je P C B. Ovo je kontradikcija sa
pretpostavkom da je B C P. Dakle, P je najmanji dualan podautomat od A koji
sadrzi Tr(A).

(f) Neka je A utrapljiv automat. Uvek je P C A. Uzmimo proizvoljno a €
A. Kako je A utrapljiv, postoji re¢ u € X=F C X*, za neki k € N°, takva da je
au € Tr(A). Odavde, prema definiciji skupa Py, a € Py, za dato k € N° i kako je
a € P, C Upepo Pr = P, to imamo da je A C P. Dakle, dobili smo da je A = P.

Obratno, neka je A = P i neka je a proizvoljno stanje automata A. Kako
a € A=P,toa € P, zaneki k € N°. Odavde, postoji re¢ u € X=F takva da
je au € Tr(A). Dakle, za svako a € A postoji re¢ u € X=F C X* takva da je
au € Tr(A), sto znaci da je A utrapljiv automat. [

Sada, koristec¢i prethodno dobijenu teoremu, mozemo konstruisati algoritam koji
¢e testirati utrapljivost konac¢nih automata. Zapravo, na kona¢nom automatu moze-
mo formirati rastuéi niz podskupova, gde je najmanji od njih skup 7r(A) a najveci
skup P, koji predstavlja uniju svih skupova Py, k € N°. Skup P je dualni podau-
tomat od A generisan skupom Tr(A) i na osnovu tvrdenja (f) Teoreme 4.2 imamo
da je konacan automat A utrapljiv ako i samo ako je A = P.

Algoritam 1: Testiranje utrapljivosti automata

Ulaz: skup A stanja automata A;
skup X ulaznih slova automata A;

tablica prelaza T automata A.
Izlaz: DA, ako je A utrapljiv, ili NE, ako A nije utrapljiv.

Pomocéne strukture podataka:
lista L;
Booleov vektor V' = (V[i])er;

Booleova promenljiva ¢.
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Procedura:

Korak 1. Inicijalizacija:
for i€ Ado V[i]:=0;
L:=0g.
Korak 2. Formiranje inverznog vektora I = (I[i]);ca.
Korak 3. Formiranje liste trapova:
for i € Ado
t:=0;
for x € X do
if T'[i,x] # i then ¢ :=1;
ift:=0theni— L, V[i| =1
Korak 4. while L # @ do
1+ L;
for j € I[i] do
if V[j] =0 then j — L, V[j] := 1.
Korak 5. for i € A do
if V[i] = 0 then STOP i NE;
DA.

U nastavku dajemo opis rada prethodno konstruisanog algoritma. Glavna uloga
vektora V' je da naznaci da li stanje i automata A pripada skupu P (tada je V[i] = 1)
ili ne pripada skupu P (tada je V[i] = 0). Algoritam pocinje rad sa praznom listom
L, i u Koraku 3 sve trapove automata smestamo u listu L i istovremeno ta stanja
registrujemo kao elemente skupa P, tj. V[i] dobija vrednost 1. Dalje, ako je stanje ¢
vec registrovano kao element skupa P i smesteno u listu L, njega briSemo sa liste L a
sve njegove neposredne prethodnike smestamo u listu L, ali samo one koji prethodno
nisu bili na listi. Kada stanje ¢ smestamo u listu L to istovremeno registrujemo sa
Vi] = 1, odakle imamo da stanje ¢ jos nije bilo na listi L ako i samo ako je V[i] = 0.
Korak 4 se zavrsava kada je lista L prazna, i tada imamo da stanje ¢ € P ako i samo
ako je V[i] = 1. Dakle, na osnovu Teoreme 4.2 sledi da je automat A utrapljiv ako
i samo ako je V[i] = 1 za svako stanje i € A. Lako se proverava da je kompleksnost
rada ovog algoritma O(mn).

4.2.2. Najmanja Trap-kongruencija na automatu

U ovom odeljku dajemo karakterizaciju najmanje utrapljuju¢e kongruencije na
konacnom automatu, kao i efektivan algoritam za njeno nalazenje. Kongruencija
0 na automatu A € Trap je Trap-kongruencija ako i samo ako faktor-automat
A0 € Trap.
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Na osnovu Teoreme 3 iz rada [100], svaki konacan automat na jedinstven nacin
moze biti predstavljen kao ekstenzija reverzibilnog automata trap-direktabilnim au-
tomatom. Sa druge strane, prema dobro poznatom rezultatu datom od strane G.
Thierrina u radu [163] imamo da reverzibilni automat moze biti na jedinstven nacin
predstavljen kao direktna suma njegovih jako povezanih podautomata. Ovo pred-
stavljanje automata je od ogromne koristi u rezultatima koje u nastavku predstavl-
jamo.

Sada, imamo da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 4.3. Neka je konacan automat A predstavijen kao ekstenzija reverzi-
bilnog automata B trap-direktabilnim automatom C' i neka je automat B predstavljen
kao direktna suma njegovih jako povezanih podautomata B, € Y. Tada relacija T
definisana na automatu A na sledeci nacin:

(a,b) eT < a=biliabe B,, zanekia €y,

jeste nagmanja Trap-kongruencija na A.

Dokaz. Neka je 0 najmanja direktno sumska kongruencija na automatu B, tj.
neka je o kongruencija na B ¢ije su klase podautomati B,,« € Y. Tada se relacija
7 moze predstaviti u obliku 7 = c U A 4, gde je sa Ay oznacena identicka relacija na
automatu A. Odavde, na osnovu Teoreme 4.1 iz rada [29] dobijamo da je T relacija
kongruencije na A.

Dalje, neka je u usmeravajuéa re¢ za automat C' = A/B i uo¢imo proizvoljno
stanje a € A i proizvoljnu re¢ v € X*. Tada imamo da au € B, tj. au € B,, za neki
a € Y. Odavde sledi da i re¢ auv € B,, pa prema tome (auv,au) € 7. Na osnovu
prethodnog smo dobili da je A/7 utrapljiv automat, tj. 7 je Trap-kongruencija na
automatu A.

Neka je 0 proizvoljna druga Trap-kongruencija na A. Tada postoji re¢ v € X*
takva da je (avw,av) € 6, za svaki a € A i svaki w € X*. Uoc¢imo stanja (a,b) € T
takva da je a #b. Tada a,b € B,, za neki a € Y, i kako je B,,a € Y jako povezan
podautomat to je avp = a i avg = b, za neke reci p,q € X*. Sada imamo da vazi

a = avp, (avp,av) €6, (av,avq) €6 i avq=b,

dakle dobili smo da (a,b) € §. Prema tome, dokazali smo da je 7 C 0, tj. dokazali
smo da je 7 najmanja Trap-kongruencija na kona¢nom automatu A. [J

Sada kada smo dokazali da vazi prethodna teorema, ako iskoristimo dobijene
rezultate, mozemo konstruisati najmanju Trap-kongruenciju na kona¢nom automa-
tu, tj. mozemo odrediti sve klase T'rap-kongruencije. Da bismo to uradili potrebno
je naéi sve jako povezane podautomate datog automata. Svaka komponenta jake
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povezanosti automata je jedna netrivijalna klasa i elementi koji nisu ukljuceni u
neku od ovih klasa predstavljaju jednoelementne klase T'rap-kongruencije. Potse-
timo se jos jednom da smo sa R(A) oznacili skup svih reverzibilnih stanja automata
A, asa S(a)i D(a) monogeni i dualni monogeni podautomat od A generisan stan-
jem a automata A. Pre nego sto konstruisemo algoritam kojim se mogu odrediti
jako povezani podautomati datog kona¢nog automata navodimo jos§ jedan pomoc¢ni
rezultat. Vazi sledeca lema:

Lema 4.2. Naka je A automat i neka je a neko njegovo proizvoljno stanje. Tada
vaze sledeca tvrdenja:

(a) a € R(A) ako i samo ako je S(a) C D(a);
(b) ako a € R(A) tada je S(a) C R(A) i (D(a)\S(a)) N R(A) = 2.

Dokaz. (a) Predpostavimo da stanje a € R(A) i uo¢imo proizvoljno stanje b €
S(a). Tada je b = au, za neki u € X*, i pritom postoji re¢c v € X* takva da je
auv = a. Dakle, imamo da je bv = (au)v = a, tj. dobili smo da je b € D(a).

Obratno, neka je S(a) € D(a) i uoc¢imo proizvoljnu re¢ u € X*. Tada au €
S(a) € D(a), odakle je (au)v = a, za neku re¢ v € X*. Znaéi, dobili smo da je
stanje a reverzibilno.

(b) Neka je a € R(A). Tada, na osnovu Leme 2 iz rada [100], skup R(A) je
podautomat od A, odakle dobijamo da je S(a) C R(A). Uzmimo sada da stanje
be (D(a)\S(a))NR(A). Kako b € D(a) dobijamo da je bu = a, za neki u € X*. Na
osnovu pretpostavke da b € R(A) sledi da postoji re¢ v € X* takva da je buv = b.
Odavde, u tom sluc¢aju dobijamo da je b = buv = av. Prema tome imamo da je

b € S(a), a to je kontradikcija sa polaznom pretpostavkom. Dakle, dobili smo da je
(D(a)\S(a))NR(A)=2. O

U nastavku, na osnovu prethodno predstavljenih rezultata, navodimo algoritam
kojim se mogu odrediti komponente jake povezanosti kod kona¢nih automata. Ovde,
takode, treba ista¢i da algoritam za nalazenje komponenata jeke povezanosti kod
grafova na automatima ne mozemo koristiti zato Sto se definicije jake povezanosti u
Teoriji grafova i Teoriji automata ne poklapaju.

Algoritam za nalazenje komponenata jake povezanosti konacnih automata da-
jemo u slede¢em obliku:

Algoritam 2: Jako povezani podautomati

Ulaz: skup A stanja automata A;
skup X ulaznih slova automata A;

tablica prelaza T" automata A.
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Izlaz: liste Rq,..., Ry koje predstavljaju sve komponente jake povezanosti au-

tomata A.

Pomocne strukture:
liste C', S'i D;
Booleovi vektori s = (s[i])ie; 1 d = (d[i])ier,
broj k.

Procedura:

Korak 1. Inicijalizacija:
C:=g,k:=0.
Korak 2. Formiranje inverznog vektora I = (I[i]);ca.
Korak 3. fori € Adoi— C.
Korak 4. while C' # @ do
Korak 4.1.  for j € A do s[j] := 0, d[j] := 0;
S=9,D:=g,
1—C,i—S,1— D;
slt] :==1, d[i] :==1;
Korak 4.2.  while D # @ do
Jj<—D;
for [ € I[j] do
if d[l] =0 then [ — D, d[l] := 1;

Korak 4.3.  while S # @ do
J 5
for z € X do
if s[T'[j,z]] = 0 then
if d[T'[j, xz]] = 0 go to Korak 4.1
else s[T'[j,z]] :== 1, T[j,z] — S;

Korak 4.4. k:=k+1;
for j € Ado
if s[j] = 1 then j — Ry, j <« C,
else if d[j| = 1 then j — C.

Ovaj algoritam radi na sledeé¢i nacin: Posle inicijalizacije i formiranja inverznog

vektora, u Koraku 3 sva stanja automata smestamo u listu C'. Kada pocnemo sa

proverom da li je proizvoljno stanje ¢ reverzibilno, istovremeno to stanje briSemo sa
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liste C' i smestamo i u listu S i u listu D (Korak 4.1). Ove dve liste koristimo za
generisanje monogenih podautomata S(7) i D(7), i ako neko stanje pripada nekom od
podautomata S(i) i D(7) to registrujemo vektorima s i d. Vektore s i d resetujemo na
pocetku svakog ciklusa u Koraku 4. Dualni monogeni podautomat D(i) je generisan
u Koraku 4.2, a u Koraku 4.3 istovremeno generiSemo monogeni podautomat S(7) i
proveravamo da li je S(i) € D(i). Ako je pronadeno stanje automata koje pripada
skupu S(i)\D(i), to onda znac¢i da stanje ¢ nije reverzibilno. Tada, prekidamo
pretrazivanje i zapocinjemo novi ciklus u Koraku 4. Inace, ako je S(i) C D(i) tada
stanje i jeste reverzibilno i monogeni podautomat S(i) je jako povezan podautomat
koji sadrzi stanje i, tj. S(7) je jedna komponenta jake povezanosti automata. Kada
je S(i) formiran, sva njegova stanja smestamo u listu Ry, i istovremeno svako od njih
brisemo sa liste C. Sa druge strane, kako prema prethodnoj Lemi 4.2 imamo da ako
postoji stanje koje pripada skupu D(i)\S(7) onda ono ne moze pripadati nekom od
jako povezanih podautomata automata A, to se ovakva stanja ne proveravaju i ona
se automatski brisu sa liste C. Ako je A konacan automat sa n stanja i m ulaznih
slova, kompleksnost prethodnog algoritma je O(mn).

4.3. Trap-direktabilni automati

Za automat kazemo da je trap-direktabilan ako je on direktabilan i ima trap.
Takode, automat je trap-direktabilan ako je on utrapljiv i ima tac¢no jedan trap.
Klasu svih konacnih trap-direktabilnih automata oznacili smo sa T'Dir, i ona
obrazuje pseudovarijetet. Ako iskoristimo prethodno navedene ¢injenice tada na os-
novu ranije datih rezultata mozemo testirati trap-direktabilnost kona¢nih automata
i definisati najmanju T D2r-kongruenciju na datom automatu.

4.3.1. Testiranje trap-direktabilnosti automata

Algoritam koji testira trap-direktabilnost kona¢nih automata se dobija iz al-
goritma za testiranje utrapljivosti, Algoritam 1, jednostavnom modifikacijom.
Naime, u prethodnom algoritmu potrebno je posle formiranja skupa Tr(A) svih
trapova automata proveriti da li taj skup ima samo jedan element, tj. da li je
|Tr(A)] = 1. Ako je tako, nastavljamo dalje sa testiranjem utrapljivosti automata
prema prethodnom algoritmu, ako nije tako neposredno zaklju¢ujemo da automat
A nije trap-direktabilan.

4.3.2. Najmanja T Dir-kongruencija na automatu

Kongruencija 6 na automatu A € T Dir je T Dir-kongruencija ako i samo ako
faktor-automat A/0 € TDir. Sledetom teoremom opisana je najmanja T Dir-
kongruencija na kona¢nom automatu. Imamo da vazi:
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Teorema 4.4. Neka je konacan automat A predstavljen kao ekstenzija reverzi-
bilnog automata B trap-direktabilnim automatom C. Tada je Reesova kongruencija
pe na A nagmangja T Dir-kongruencija na automatu A.

Dokaz. Jasno je da pp jeste T Dir-kongruencija na automatu A, odakle ostaje
da se dokaze da je ona i najmanja T Dir-kongruencija na A. Neka je 6 proizvoljna
T Dir-kongruencija na A. Tada postoji re¢ u € X* takva da je (auv,bu) € 0, za
svaki a,b € A isvaki v € X*. Uocimo stanja (a,b) € pp takva da je a # b. Tada
a,b € B i kako je B reverzibilan automat, imamo da je a = aup i b = buq, za neke
reCi p,q € X*. Prema tome imamo da je

a=aup (aup,bu) €60, (bu,bug) €6 i bug="0,

tj. imamo da je (a,b) € 6. Dakle, dobili smo da je pp C 0, tj. dobili smo da je pp
najmanja T Dir-kongruencija na automatu A. [J

Slede¢im rezultatom opisana je jedna karakteristicna osobina trap-direktabilnih
automata. Vazi:

Posledica 4.1. Neka je A konacan automat i neka je R(A) njegov reverzibilni deo.
Tada je automat A trap-direktabilan ako i samo ako je |R(A)| = 1.

Dokaz. Nekaje |R(A)| =1, tj. neka je R(A) = {a}, za neko stanje a € A. Kao §to
je poznato, svaki konacan automat A je ekstenzija svog reverzibilnog podautomata
R(A) trap-direktabilnim automatom B = A\R(A) = A\{a}.

Na osnovu prethodne Teoreme 4.4 relacija pr4) je najmanja T Dir-kongruencija
na A i kako je R(A) = {a} to dobijamo da je pra) = A4. Dakle, identicka relacija
A4 je najmanja i jedina T Dir-kongruencija na A. Prema tome, dobili smo da je
A/A, trap-direktabilan automat i kako ja A/A4 = A, dobijamo da je i A trap-
direktabilan automat.

Obratno, neka je A trap-direktabilan automat i neka je ag trap u A. R(A)
kao podautomat trap-direktabilnog automata je i sam trap-direktabilan automat.
Takode, trap ag € R(A). Kako je R(A) trap-direktabilan automat, on je nerazloziv
u direktnu sumu jako povezanih automata, odnosno, R(A) je jako povezan automat.
Dakle, kako je R(A) jako povezan i ima trap ag € R(A), to je R(A) jednoelementan
skup, tj. |[R(A)|=1. O

Sada je jasno da se algoritam za konstrukciju najmanje trap-direktabilne kon-
gruencije na konacnom automatu A moze dobiti blagom modifikacijom prethodnog
algoritma, Algoritam 2, koji smo koristili za konstrukciju najmanje utrapljujuce
kongruencije na automatu A. Naime, u algoritmu za konstrukciju najmanje trap-
direktabilne kongruencije se ne zahteva odvajanje komponenata jake povezanosti
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automata, potrebno je samo pronaci reverzibilna stanja automata, i kada su ona
izdvojena smestamo ih u listu. Reesova kongruencija generisana reverzibilnim delom
R(A) automata A je najmanja trap-direktabilna kongruencija na A. Za odredivanje
minimalne kongruencije generisane nekim podautomatom mozemo koristiti analo-
gan algoritam dat za kongruencije generisane idealima neke algebre od strane J.
Demela, M. Demlove i V. Koubeka [60].

4.4. Lokalno trap-direktabilni automati

Neka je A automat. Ako je svaki monogeni podautomat od A trap-direktabilan,
tada za A kazemo da je lokalno trap-direktabilan. Klasa svih konacnih lokalno
trap-direktabilnih automata obrazuje pseudovarijetet koji je oznacen sa L( T'Dir).
Lokalno trap-direktabilne automate proucavali su T. Petkovi¢, M. Ciri¢ i S. Bog-
danovi¢ u radu [113], takode, vise informacija o ovoj klasi automata moze se naéi u
radu S. Bogdanovi¢a, B. Imreha, M. Ciri¢a i T. Petkovi¢ [28].

U nastavku razmatramo uslove za testiranje lokalne trap-direktabilnosti au-

tomata, kao i teorijske osnove za odredivanje najmanje L(T Dir)-kongruencije na
kona¢nom automatu.

4.4.1. Testiranje lokalne trap-direktabilnosti automata

Slede¢i rezultat predstavlja teorijsku osnovu za konstruisanje algoritma koji te-
stira lokalnu trap-direktabilnost konacnih automata. Vazi sledec¢a teorema:

Teorema 4.5. Konacan automat A je lokalno trap-direktabilan ako i samo ako su
na A sledeci uslovi zadovoljeni:

(a) Tr(A) # 2;
(b) D(a) N D(b) = @, za sve a,b € Tr(A) takve da je a # b;
(c) A=U{D(a) [ a € Tr(A)}.

Dokaz. Neka je A lokalno trap-direktabilan automat. Odavde je jasno da tvrdenje
(a) vazi, tj. da je skup Tr(A) # @. Dalje, uocimo elemente a,b € Tr(A) takve da
jea#b. Ako c € D(a) N D(b), tada a,b € S(c). Ovaj rezultat je nemogué zato Sto
na osnovu pretpostavke teoreme imamo da je S(c¢) trap-direktabilan automat i on
ne moze imati dva razlicita trapa. Dakle, zaklju¢ujemo da je D(a) N D(b) = @.

Da bi dokazali tvrdenje (c) uoc¢imo proizvoljno stanje b € A. Prema pretpostavci
teoreme, monogeni podautomat S(b) automata A je trap-direktabilan i ako je stanje
a jedinstven trap u S(b) tada b € D(a). Dakle, tvrdenje (c) vazi.

Obratno, naka vaze tvrdenja (a), (b) i (c) i neka je ¢ € A proizvoljno stanje.
Na osnovu tvrdenja (c) imamo da ¢ € D(a) za neko a € Tr(A), i ako cu € D(b)
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za neku re¢ u € X* i neko stanje b € Tr(A) takvo da je a # b, tada dobijamo da
c € D(cu) C D(b), sto je u kontradikciji sa tvrdenjem (b). Dakle, zaklju¢ujemo da
cu € D(a), za svaki u € X* na osnovu ¢ega dobijamo da je S(c¢) C D(a). Sada
je jasno da je S(c) trap-povezan automat sa trapom a, odakle na osnovu Leme 1.2
S(c) jeste trap-direktabilan. Znadci, dobili smo da je A lokalno trap-direktabilan
automat. [

Drugim rec¢ima, prethodna teorema kaze da je automat A lokalno trap-direktabi-
lan ako i samo ako svaki dual podautomat od A generisan trapom jeste podautomat
od A i pritom je A direktna suma takvih podautomata. Prema tome, na osnovu
ovog rezultata mozemo dati slede¢i algoritam pomocu koga se testira lokalna trap-
direktabilnost kona¢nih automata.

Algoritam 3: Testiranje lokalne trap-direktabilnosti

Ulaz: skup A stanja automata A;
skup X ulaznih slova automata A;

tablica prelaza T automata A.

Izlaz: DA, ako A jeste lokalno trap-direktabilan, ili NE, ako A nije lokalno trap-
direktabilan.

Pomocéne strukture podataka:
liste Tr i L;
Booleovi vektori V = (V[i])ier 1 U = (U[i])ier-

Procedura:

Korak 1. Inicijalizacija:
for i € Ado V[i] :=0;
Tr =9, L:=0.
Korak 2. Formiranje inverznog vektora I = (I[i]);ca.
Korak 3. Formiranje liste trapova:
for i € Ado
for x € X do
if T[i,x] =i then i — Tr.
Korak 4. while Tr # @ do
i—Tr,i— L, V[i] =1,
for j € Ado U[j] :==0;
Korak 4.1.  while L # @ do
J =L
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for [ € I[j] do
if U[l] =0 then
if V[I] = 1 then STOP i NE
elsel — L, U[l] :=1, V[I] := 1.
Korak 5. for ¢ € A do
if V[i] = 0 then STOP i NE;
DA.

Za razliku od algoritma za testiranje utrapljivosti, Algoritam 1, u kome se svi
dual podautomati generisani trapovima izgraduju istovremeno, u ovom algoritmu se
oni izgraduju pojedinacno i pritom se istovremeno proverava da li su oni po parovima
disjunktni. Naime, kada formiramo listu 7'r svih trapova automata (Korak 3), mi
je odmah ne ukljuc¢ujemo u listu L, ve¢ u listu L smeStamo samo jedan element
iz T'r, tj. samo jedan trap. Drugi trap se ne smesta u L sve dotle dok se lista L
prethodno ne isprazni. Korak 4 registruje da li stanje pripada skupu P = (J{D(i) |
i € Tr(A)}. Zato koristimo vektor V' koji za stanje ¢ koje pripada P uzima vrednost
V[i] = 1. Za stanje i € P, uloga Koraka 4.1 je da registruje sve elemente skupa
D(i), za to koristimo vektor U koji uvek resetujemo pre pocetka ponavljanja Koraka
4.1. U Koraku 4.1 takode vektor V' koristimo za proveravanje da li je podautomat
D(i) disjunktan sa prethodno formiranim glavnim dual podautomatom. Ako se
disjunktnost glavnih dual podautomata narusi, algoritam zaustavljamo i odgovor
je NE. Odgovor je DA ako i samo ako algoritam zavrsi svoj rad bez zaustavljanja
i pritom je vrednost vektora V[i] = 1 za svako stanje i € A. Ako je A konacan
automat sa n stanja i m ulaznih simbola kompleksnost prethodnog algoritma je
O(mn + n?).

4.4.2. Najmanja L(T Dir)-kongruencija na automatu

Pre nego sto ¢emo dokazati teoremu u kojoj je data karakterizacija najmanje
lokalno trap-direktabilne kongruencije na konacnom automatu, navodimo jos jedan
pomo¢ni rezultat koji u nastavku visestruko koristimo.

Lema 4.3. Neka je A = Yoey Ay direktno sumsko razlaganje automata A, za svaki
a € Y neka je 0, relacija kongruencije na A, i neka je 0 = |,y 0o Tada je 0
relacija kongruencije na automatu A.

Dokaz. Kako je A = Y,cy A, razlaganje automata A u direktnu sumu podau-
tomata A,,a € Y, to je A, N Az = @, za svaki a, 3 € Y. Odavde je jasno da je i
0,N0bs = &, zasvaki o, 5 € Y. Na osnovu prethodnog, definicije relacije 6 i osobina
kongruencija 6,,a € Y lako se zakljucuje da je 0 relacija kongruencije na A. [



4.4. LOKALNO TRAP-DIREKTABILNI AUTOMATI 109

U dokazu sledeée teoreme oznaku H () K koristimo u sluc¢aju kada za skupove
H i K imamo da je H N K # @. Rezultat koji sledi daje karakterizaciju najmanje
L(T Dir)-kongruencije na konacnom automatu. Vazi:

Teorema 4.6. Neka je A konacéan automat, neka je A = Y=V A; najveée razla-
ganje u direktnu sumu automata A, dalje, za svaki i € [1,k| neka je p; najmanja
T Dir-kongruencija na A;, 1 neka je p = Uzj pi. Tada je p najmanja L(T Dir)-
kongruencija na automatu A.

Dokaz. Na osnovu Leme 4.3 neposredno dobijamo da je p relacija kongruencije
na automatu A. Dalje, dokazimo da je A/p lokalno trap-direktabilan automat. Za
neki ¢ € [1, k] neka je u; proizvoljna trap-usmeravajuca re¢ za automat A;/p; i neka
je u = ujus - - - ug. Poznato je da je u trap-usmeravajuéa re¢ za automat A;/p;, za
svaki i € [1,k]. Dokazimo sada da je u lokalno trap-usmeravajuéa re¢ za automat
A/p.

Uocimo proizvoljno stanje a € A i reci p,q € X*. Neka je i € [1, k] takav da je
a € A;. Kako je A;/p; trap-direktabilan automat i kako je u jedna od njegovih trap-
usmeravajucih reci, tada imamo da je (apuq, apu) € p; i da je (apu,au) € p;, odakle
je (apuq, au) € p;. Prema tome, dobili smo da (apugq, au) € p, odakle je A/p lokalno
trap-direktabilan automat i u je jedna od njegovih lokalno trap-usmeravajuc¢ih reci.

Neka je 6 proizvoljna relacija kongruencije na automatu A takva da je A/6 lokalno
trap-direktabilan automat. Tada, postoji re¢ u € X* takva da je (apugq,au) € 0, ili
ekvivalentno, da je

(apu,au) € 0 i (augq,au) € 6,

za svaki a € A i sve reci p,q € X*. Za neki i € [1, k| neka je 6; restrikcija relacije
0 na automat A;, tj. neka je 6; = 0 N (A4; x A;). Odavde je jasno da je 6; relacija
kongruencije na A;, a takode, dokaza¢emo da 6; jeste T Dir-kongruencija na A;.

Uocimo stanja a,b € A; takva da je S(a) § S(b), tj. da je av = bw, za neke
v,w € X*. Tada je (avu,au) € 0; i (bwu, bu) € 6;, odakle dobijamo da je (au,bu) €
;. Uocimo sada dva proizvoljna stanja a,b € A;. Tada na osnovu Teoreme 3.2 iz
rada [48] postoje stanja ¢y, ca, ..., c; € A; takva da je

S(a) § S(er) 0 S(ea) O -+ S(e) 0 S(b).
Odavde i na osnovu prethodno dokazane ¢injenice dobijamo da je
(au,cru) € 6;, (cru,cou) € 0;,. .., (cju,bu) € 6;,

tj. dobijamo da je (au,bu) € 0;. Sa druge strane, takode je (aug,au) € 0;, za svaki
g € X*. Prema tome, zakljucujemo da je (augq,bu) € 0;, za svaki ¢ € X*, $to znaci
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da 6; jeste T'Dir-kongruencija na A;. Kako je na osnovu pretpostavke relacija p;
najmanja T Dir-kongruencija na A;, to je p; C ;. Dakle, dobili smo da je

k k
i=1 =1

tj. dobili smo da je p najmanja L(T Dir)-kongruencija na kona¢nom automatu
A O

Sada, na osnovu prethodno dobijenog rezultata imamo da se algoritam za nalaze-
nje najmanje L(T Dir)-kongruencije na kona¢nom automatu moze podeliti na dva
dela. U prvom delu algoritma bi trebalo konstruisati razlaganje razmatranog au-
tomata u njegovu direktnu sumu, a u drugom delu algoritma bi na svakoj kompo-
nenti, razlaganja automata u direktnu sumu, trebalo pronaci njen reverzibilni deo,
tj. u svakoj komponenti bi trebalo pronac¢i sva njena reverzibilna stanja. Kako je
algoritam za nalazenje raverzibilnih stanja automata ve¢ predstavljen, modifikacija
Algoritma 2, to ostaje da se konstruise algoritam kojim se konac¢an automat moze
razloziti u direktnu sumu svojih nerazlozivih podautomata.

Kao sto su M. Ciri¢ i S. Bogdanovi¢ u radu [48] ve¢ dokazali, sumand (kompo-
nenta) koji sadrzi stanje a, u najveéem direktno sumskom razlaganju automata A,
poklapa se sa glavnim filtrom F(a) generisanim stanjem a. Takode, u istom radu,
48], dokazano je da se glavni filter F'(a) moze odrediti kao

F(a) = | Usla),

keNO

gde je {Ug(a)}reno rastuéi niz podskupova automata A definisanih na slede¢i nacin:
Uo(a) = {a} 1 Upsi(a) = D(S(Uk(a))),

za svaki k € NO,

Neka je A konacan automat sa n stanja, gde je n € N°. Tada je F(a) = Ui(a),
za neki k € [1,n]. U ovom slucaju se svi sumandi u najveéem direktno sumskom
razlaganju automata mogu odrediti pocev od nekog proizvoljnog stanja i nesinhro-
nizovanim primenjivanjem operatora S : H +— S(H) i D : H — D(H) konacno
mnogo puta na automatu A. Medutim, algoritam koji u nastavku predstavljamo
sinhronizovano primenjuje operatore S i D, ¢ime se povecava brzina rada algoritma.
Pre toga, za podskup H automata A definisemo skup A(H) svih susednih stanja
skupa H na sledeci nacin:

AH)=HU{be A|(Bac H)(Fz € X) ax =bili bx = a}.

Za ovako definisan skup A(H) generisan podskupom H automata A, imamo da
vazi slededi rezultat:
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Teorema 4.7. Neka je a proizvoljno stanje automata A, a € A, i neka je
Ao(a) ={a} i Appi(a) = A(Ak(a)),

za k € N, Tada je {Ar(a)}reno rastuéi niz podskupova i

F(a) = | J Ax(a).

keNO

Dokaz. Dokazimo prvo da je Ax(a) C Ug(a), za svaki k € N°. Ova inkluzija
je evidentna za k = 0. Pretpostavimo sada da je Ax(a) C Ug(a), za neki k €
N° i uotimo proizvoljan element ¢ € Agii(a). Tada mogu nastupiti sledeée tri
moguénosti: da ¢ € Ag(a), ili da je ¢ = xb, za neki b € Ag(a) i neki z € X, ili
da je cx = b, za neki b € Ag(a) i neki z € X. U prvom slucéaju imamo da je
c € Ag(a) C Ug(a) C Ugyq(a). Ako vazi druga moguénost tada imamo da b € Uy(a),
odakle dobijamo da ¢ € S(Ux(a)) € D(S(Uk(a))) = Ugs1(a). Konacno, ako vazi
treca moguénost tada imamo da je b € Ug(a) C S(Ug(a)), odakle dobijamo da
je ¢ € D(S(Ug(a))) = Ugy1(a). Dakle, na osnovu principa matematicke indukcije
dobili smo da je Ag(a) C Ui(a), za svaki k € N° odakle neposredno sledi da je
Ukeno Ax(a) € F(a).

Da bi dokazali obratnu inkluziju dovoljno je dokazati da je U;(a) € (Uyepo Ar(a@),
za svaki ¢ € N°. Jasno je da inkluzija vazi ako je ¢ = 0. Pretpostavimo sada da
inkluzija vazi za neko i € N i izaberimo proizvoljno stanje d € U;,(a). Tada je
du = ¢, za neki ¢ € S(U;(a)) i neki u € X*, takode je ¢ = bv, za neki b € U;(a) i neki
ve X* Tadaretiu € X"iv € X?, zaneker,s € N, Kako na osnovu pretpostavke
imamo da b € A;(a), za neki t € N°, to dobijamo da je d € A, s,+(a). Dakle, dobili
smo da je Uit1(a) € |Jyeno Ax(a) odakle na osnovu principa matematicke indukcije
dobijamo da je Uj(a) C [Upeno, za svaki ¢ € N Na kraju, na osnovu napred
dokazanog imamo da je F'(a) C | J,cyo Ax(a), ¢ime je dokaz teoreme kompletiran. [J

Sada, posle dokaza prethodne teoreme mozemo konstruisati algoritam kojim se
konacan automat razlaze u najvecu direktnu sumu svojih podautomata, koji se dalje
nemogu direktno sumski razlagati.

Algoritam 4: Najvece direktno sumsko razlaganje:

Ulaz: skup A svih stanja automata A;
skup X ulaznih slova automata A;

tablica prelaza T automata A.

IZlaz: liste Fi, ..., F} koje predstavljaju sumande u najveéem direktno sumskom
razlaganju automata A, tj. glavni filtri automata A.
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Pomocéne strukture podataka:
liste C'i L;
Booleov vektor V' = (V[i])er;
broj k.

Procedura:

Korak 1. Inicijalizacija:
C:=9,L=9, k:=0;
for i € Ado V[i]:=0.
Korak 2. Formiranje inverznog vektora I = (I[i]);ca.
Korak 3. fori € Adoi— C.
Korak 4. while C' # @ do
Korak 4.1. 1 — C}
if V[i] = 0 then
i— L k=k+1,i— F, V[i] :=1.
Korak 4.2. while L # @ do
J— L
for x € X do
if V[T'[j,z]] = 0 then
Tlj,al — L, Tlj.] — Fi, VTl 2] i= 1.
for [ € I[j] do
if V[l] = 0 then
|l - L,l— F, V][] =1

U Koraku 3, sva stanja automata se smestaju u listu C'. Vektor V' se koristi za
registrovanje pripadnosti stanja nekoj listi Fj,. Kada izaberemo prvo stanje i iz liste
C, brisemo ga sa liste C' i proveravamo da li je V[i] = 0. Ako je za neko stanje
V[i] = 1 to znaci da je to stanje ve¢ smesteno u neku listu Fy, tj. to znaci da je
glavni filter F'(i) veé¢ generisan. Inace, ako je V[i] = 0, po¢injemo sa generisanjem
glavnog filtra F'(1) = F}, stavljajudi stanje i na liste L i F} i to automatski registru-
jemo time §to vektor V' dobija vrednost V[i] = 1. Elementi glavnog filtra F'(i) su
odredeni u Koraku 4.2. Kada stanje j izbriSemo sa liste L istovremeno u listu L
smestamo sve njegove neposredne prethodnike i neposredne sledbenike koji jos uvek
nisu razmatrani u postoje¢em ciklusu u Koraku 4. Ako je A konac¢an automat sa n
stanja i m ulaznih simbola tada je kompleksnost prethodnog algoritma O(mn).
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4.5. Direktabilni automati

Konacan automat je direktabilan ako postoji ulazna rec¢, usmeravajuca rec, koja
vodi automat iz svakog stanja u jedno isto stanje. Klasa direktabilnih automata
obrazuje uopsteni varijetet, i taj varijetet je oznacen sa Dir.

Algoritam kojim se testira direktabilnost kona¢nih automata, kao i algoritam
kojim se konstruise najmanja Dir-kongruencija na kona¢nom automatu, dali su B.
Imreh i M. Steinby [88]. Kao jedno od sredstava kojim se moze ustedeti vreme rada
algoritma za testiranje direktabilnosti kona¢nih automata, B. Imreh i M. Steinby u
radu [88] koriste inverznu tablicu prelaza automata.

4.5.1. Testiranje direktabilnosti automata

Neka je A konacan automat sa n stanja i m ulaznih slova. U ranije koris¢éenim
algoritmima za ispitivanje da li je dati automat direktabilan ili ne, konstruisani su
skupovi oblika {Aw | w € X*}. Ovaj algoritam je koristio dosta vremena jer je
trebalo uporedivati skoro 2" skupova, n € N, tj. za svaki novi skup Aw trebalo
je formirati sve skupove oblika Awzx, za svaki x € X i svaki od njih trebalo je
uporedivati sa prethodno formiranim skupom. Najlosija procena kompleksnosti ovog
metoda je bila veli¢ina reda najmanje O(m2™). M. Ito i J. Duske [89] su u svom
algoritmu istakli da se direktabilnost automata A moze testirati primenjujuéi rec t
koja sardzi kao svoje podreci sve reci duzine n nad alfabetom X, tj. oni su dokazali
da je automat direktabilan ako i samo ako je |At| = 1. Broj operacija za konstrukciju
reci t iznosi m"™ +n — 1, Sto i za male vrednosti promenljivih m i n stvara ogromne
probleme, i test ¢ini nestandardnim. Ako uzmemo da Cernyjeva procena vazi [39],
a to je najbolje sto mozemo da pretpostavimo, kompleksnost rada ovog algoritma
procenjena je na veliéinu reda @(m™~1*). B. Imreh i M. Steinby [88] su konstruisali
prostiji algoritam za testiranje direktabilnosi automata. Njegova kompleksnost je
veli¢ina reda O(mn?).

Za k > 0, relacija pa(k) je k-izjednaciva na skupu stanja automata A, ako za
proizvoljna stanja a,b € A, je

(a,b) € pa(k) < aw = bw, za neki w € X=F.

Dva stanja a i b su izjednaciva ako su ona k-izjednaciva, za neki k > 0. Oznacimo
sa fia = Upsopa(k). Kao sto je P. H. Starke [148] dokazao automat je direktabilan
ako i samo ako su svaka dva njegova stanja izjednaciva. Ova i jos nekoliko drugih
osobina relacija p14 1 pa(k) date su u sledeéem rezultatu:
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Lema 4.4. Neka je A konacan automat san stanja. Tada na A vaze sledeci uslovi:

(a) A je direktabilan ako i samo ako je pia =V a;

(b) relacije pa(k) su refleksivne i simetricne, za k > 0;
(c) Aa=pa(0) S pa(l) S C pa;

(d) relacija pa(k) moze biti izracunata na sledeéi nacin:

(1) 1a(0) = Ay;
(2) pa(k) =pa(k —1)U{(a,b) | (Fr € X) (azx,bx) € pa(k —1)}, za k> 1;

(e) ako je pa(k) = pa(k—1), zaneko k > 0, tada je pa(k) = pa(k+1) = -+ = pa;

(f) As = pa(0) C pa(l) C -+ C pa(k) = pa(k +1) = pa, za neko k, gde je
0<k<(3).

Na osnovu Leme 4.4, tvrdenja (a), direktabilnost automata A moze biti odredena

sukcesivnim izracunavanjem relacija pa(0), pa(l), pa(2), ..., sve do poklapanja

pa(k) = pa(k + 1). Ako ove relacije izracunavamo direktno, kompleksnost tog

direktnog algoritma je O(mn*). Medutim, ako se bolje organizuje pretrazivanje
kompleksnost algoritma se smanjuje na veli¢inu reda O(mn?). Velika usteda u vre-
menu se dobija ako se umesto tablice prelaza automat A zadaje svojom inverznom
tablicom prelaza.

4.5.2. Najmanja Dir-kongruencija na automatu

Najmanju Dir-kongruenciju na konacnom automatu konstruisali su B. Imreh i
M. Steinby u radu [88] iz 1995. godine. U pomenutom radu su B. Imreh i M. Steinby,
uz potrebne teorijske osnove, predstavili algoritam kojim se efektivno odreduje na-
jmanja Dr-kongruencija na automatu. Ukupna kompleksnost algoritma kojim se
odreduje najmanja D2r-kongruencija na automatu A sa n stanja i m ulaznih simbola
je O(mn? + n?).

Osim, opisa D2r-kongruencije i algoritma za njeno nalazenje, dato od strane
B. Imreha i M. Steinbya [88], u nastavku ovog odeljka navodimo jo$ neke opise
najmanje Dir-kongruencije na konacnom automatu.

Polazimo od pojma par automata datog automata A koji su uveli T. Petkovié¢ i
M. Steinby u radu [112]. Koristimo specijalan podautomat datog automata definisan
na slede¢i nacin: Na skupu

A1(12n21 = {{aab}|a7b€ A a#b, (a’b) ¢ :U'A}
svih parova neizjednacivih stanja automata A funkcija prelaza je definisana sa
{a,b}x = {ax, bz},

za svaki x € X. Funkcija prelaza, u ovom slucaju, je dobro definisana jer ako je par
{a, b} neizjednaciv tada su i svi parovi {az, bx }, za svaki x € X, takode neizjednacivi.
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Automat A2 nazivamo neizjednaciv par automat automata A. Neizjednacivi par
automati igraju vaznu ulogu u dokazu sledec¢ih rezultata kojima su dati novi opisi
najmanje D2r-kongruencije na konacnom automatu.

Neka je p relacija ekvivalencije na automatu A. Za dva stanja a i b kazemo da
su p-izjednaciva ako je (aw,bw) € p, za neko w € X*. Vazi sledeéi rezultat:

Lema 4.5. Relacija kongruencije p definisana na automatu A je Dir-kongruencija
ako i samo ako svaka dva stanja iz A jesu p-izjednaciva.

Dokaz prethodnog rezultata dali su B. Imreh i M. Steinby u radu [88].

Sada opisujemo najmanju Der-kongruenciju na proizvoljnom konacnom automa-

tu A.

Teorema 4.8. Neka je A proizvoljan konacan automat i neka je d4 tranzitivno
zatvorenje relacije pa definisane na A na sledeéi nacin

(a,b) € pa & a=0b ili (Vve X")(Fue X") {avu,bvu} = {a,b}.
Tada je 04 nagmanja Dir-kongruencija na A.

Dokaz. Jasno je da je pa refleksivna i simetricna relacija. Uzmimo proizvoljno
(a,b) € pa i w € X*. Tada za svaki v € X* postoji u € X* takav da je
{a(wv)u, b(wv)u} = {a,b}, odakle

{(aw)vuw, (bw)vuw} = {aw, bw},

tj. (aw,bw) € ps. Prema tome, ps je kompatibilna relacija. Kako je relacija 4
tranzitivno zatvorenje refleksivne, simetricne i kompatibilne relacije p4, to ona ima
iste osobine kao i relacija p4 i jeste tranzitivna, tj. relacija d4 jeste kongruencija na

A.

Da bi dokazali da 4 jeste Dir-kongruencija na A uzmimo proizvoljne a,b € A.
Ako je aw = bw, za neki w € X*, tada je jasno da je (aw,bw) € 4, tj. aib su
d4-izjednaciva stanja. Pretpostavimo sada da je aw # bw, za svaki w € X*. Tada je
{a, b} stanje neizjednacivog par automata A2 automata A. Odavde, prema Teoremi
1.25, postoji w € X* takav da je {aw,bw} reverzibilno stanje automata A® . Na
osnovu prethodnog imamo da za svaki v € X* postoji u € X* takav da je

{awvu, bwvu} = {aw, bw}vu = {aw, bw},

tj. imamo da je (aw,bw) € pa C d4. Prema tome, a i b su da-izjednaciva stanja,
odakle prema Lemi 4.5 dobijamo da d4 jeste Der-kongruencija na A.

Ostaje jos da se dokaze da je 04 sadrzana u proizvoljnoj Dir-kongruenciji 6 na
A. Uzmimo proizvoljno (a,b) € ps. Prema pretpostavci tvrdenja i Lemi 4.5, stanja
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a i b su f-izjednaciva, odakle postoji v € X* takav da je (av,bv) € 6. Sa druge
strane, (a,b) € pa implicira da je {avu,bvu} = {a,b}, za neki u € X*. Odavde,
kako iz (av,bv) € 0 sledi da (avu,bvu) € 6, to dobijamo da je (a,b) € 6. Prema
tome, dobili smo da je pa C 0, odnosno da je 64 C 6, a to je i trebalo dokazati. [J

Mozemo primetiti slede¢e: Ako su a i b dva razli¢ita stanja automata A tada
za svaki v € X* postoji u € X* takav da je {avu,bvu} = {a,b} ako i samo ako je
{a, b} reverzibilno stanje neizjednacivog par automata A2 Prema tome, prethodna
teorema moze biti iskazana i na sledeci ekvivalentan nacin:

Teorema 4.9. Neka je A proizvoljan konacan automat i neka je 04 tranzitivno
zatvorenje relacije pa definisane na A na sledeéi nacin

(a,b) € oa = a=0b ili {a,b} € R(AZ).
Tada je 04 najmanja Dir-kongruencija na A.
Sada, na osnovu Teoreme 4.8 i Teoreme 1.25 imamo da vazi sledeca posledica.

Posledica 4.2. Najmanja Dir-kongruencija na konac¢nom automatu A je Reesova
ekstenzija najmanje Dir-kongruencije na reverzibilnom delu automata A, tj.

0a = 53(,4) UA4.

Osim algoritma za nalazenje najmanje Dir-kongruencije, date od strane B.
Imreha i M. Steinbya u radu [88], jos jedan algoritam za konstrukciju najmanje
Dar-kongruencije, na osnovu prethodnih rezultata, bi se sastojao iz algoritma za
konstrukciju par automata i algoritma za konstrukciju reverzibilnog dela tog par
automata. Algoritam za konstrukciju par automata je ustvari algoritam za testi-
ranje direktabilnosti, odnosno, algoritam za konstrukciju relacije p4 na kona¢nom
automatu koji su dali B. Imreh i M. Steinby [88], a algoritam za odredivanje reverz-
ibilnog dela automata je ustvari Algoritam 2. kojim se odreduju komponente jake
povezanosti datog automata.

Ako je A beskonacan automat tada on ne mora imati najmanju Dir-kongruenci-
ju. U nastavku ovog odeljka dokaza¢emo egzistenciju najmanje Dir-kongruencije na
proizvoljnom uopsteno direktabilnom automatu, ¢ak i u slucaju ako je on beskonacan
automat. Karakterizacija ove kongruencije se razlikuje od one date za konacne
automate u Teoremi 4.8.

Prvo uvedimo nekoliko novih pojmova i oznaka. Neka je A proizvoljan, konacan
ili beskona¢an, automat. Tada, svakom stanju a € A mozemo pridruziti jezik G(a) C
X* definisan na sledeci nacin

Gla)={ue X"|(VWwe X )avu =a}.

Glavne osobine ovako definisanog jezika su opisane slede¢om lemom.
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Lema 4.6. Neka je A proizvoljan automat i neka je a € A. Tada je G(a) # @ ako
i samo ako je S(a) jako direktabilan automat.

U ovom slucaju sledeci uslovi vaze:

(a) G(a) ={u € X*|a jeu-vrat od S(a) };
(b) G(a) je levi ideal od X*;
(c¢) G(a)w C G(aw), za svaki w € X*.

Dokaz. Ako je G(a) # @ tada je jasno da je S(a) direktabilan automat. Sa druge
strane, a je reverzibilno stanje, odakle sledi da je S(a) jako povezan automat. Dakle,
S(a) je jako direktabilan. Obratno, naka je S(a) jako direktabilan automat. Tada,
a jeste u-vrat od S(a), za neki u € X*, i tada u € G(a).

Tvrdenje (a) je oc¢igledno. Dalje, uzmimo proizvoljno u € G(a) i w € X*. Tada
je avwu = a, za svaki v € X*, odakle wu € G(a). Prema tome, G(a) je levi ideal
od X*. Takode, uzmimo proizvoljno v € G(a) i w € X*. Tada je awvu = a, odakle
dobijamo da je awvuw = aw, za svaki v € X*. Dakle, uw € G(aw). O

Sada, mozemo opisati najmanju Dir-kongruenciju na uopsteno direktabilnom
automatu.

Teorema 4.10. Neka je A proizvoljan uopsteno direktabilan automat i neka je v
tranzitivno zatvorenje relacije va definisane na sledeéi nacin

(a,b) €va & a=0b ili Gla)NG(b) # 2.
Tada je vy najmanja Dir-kongruencija na A.

Dokaz. Relacija v4 je jasno refleksivna i simetricna. Uzmimo proizvoljne a,b €
A,a # b takve da je (a,b) € va, i neka je w € X* proizvoljna re¢. Tada postoji
u € G(a) N G(b), odakle prema Lemi 4.6 imamo da je uw € G(aw) N G(bw), tj.
dobili smo da (aw,bw) € v4. Prema tome, v4 je kompatibilna relacija, odnosno, v
je kongruencija na A.

Da bi dokazali da v, jeste Dir-kongruencija na A, uzmimo proizvoljno u €
GDW(A)ia,be A Tada u € G(au) N G(bu), odakle (au,bu) € va C va. Znadi,
A/vy je u-direktabilan automat, tj. v jeste Dir-kongruencija na A.

Neka je 6 proizvoljna Dir-kongruencija na A. Pretpostavimo da (a,b) € va
i da je a # b. Tada postoji u € G(a) N G(b). Sa druge strane, za proizvoljno
v € DW(A/#) imamo da (av,bv) € 0, odakle dobijamo da (avu,bvu) € 0. Sada, iz
u € G(a) NG(b) imamo da je

(a,b) = (avu, bvu) € 0.

Prema tome, vy C 0, tj. vy C 0 i ovim je dokazano da je v najmanja Dir-
kongruencija na A. [
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Prethodna teorema moze biti iskazana 1 na slede¢i ekvivalentan nacin:

Teorema 4.11. Neka je A proizvoljan uopsteno direktabilan automat i neka je v
tranzitivno zatvorenje relacije va definisane na sledeéi nacin

(a,b) evy & a=b ili (Fue X")(MveX")avu=a & bvu=0».

Tada je vy najmanja Dir-kongruencija na A.

Kao sto se iz Teoreme 4.11 moze videti uslov kojim je definisana relacija vx

stroziji je od uslova kojim je u Teoremi 4.8 definisana relacija p4.

4.6. Uopsteno direktabilni automati

U ovom odeljku razmatramo uopsteno direktabilne automate. Potsetimo se jos
jednom da automat A nazivamo uopsteno direktabilnim ako postojirec¢ u € X* takva
da za svako stanje a € A i svaku re¢ v € X* vazi auvu = au. U nastavku navodimo
algoritme kojima se testira uopsStena direktabilnost kona¢nih automata i odreduje
najmanja kongruencija na automatu koji pripada klasi uopsteno direktabilnih au-
tomata. Rezultati koje predstavljamo u ovom odeljku publikovani su od strane Z.
Popoviéa, S. Bogdanovi¢a, M. Ciri¢a i T. Petkovié¢ u radu [125].

4.6.1. Testiranje uopstene direktabilnosti automata

Pseudovarijetet konac¢nih uopsteno direktabilnih automata oznacavamo sa
GDir. Skup svih uopsteno direktabilnih re¢i datog automata A oznacavamo sa
GDW (A). Polugrupe prelaza uosteno direktabilnih automata opisala je T. Petkovié
u svojoj doktorskoj disertaciji [111], takode, neke osobine ove klase automata date
su od strane T. Petkovi¢, M. Ciri¢a i S. Bogdanovica [113] i M. Bogdanovié, S. Bog-
danovica, T. Petkovi¢ i M. Ciri¢a u radu [15]. U poslednje pomenutom radu dokazan
jeiveoma koristan rezultat kojim se uopsteno direktabilan automat moze predstaviti
kao ekstenzija uniformno lokalno jako direktabilnog automata trap-direktabilnim au-
tomatom. Slede¢om teoremom data je preciznija strukturna karakterizacija uopste-
no direktabilnih automata.

Teorema 4.12. Automat A je uopsteno direktabilan ako i samo ako je ekstenzija
uniformno lokalno jako direktabilnog automata B trap-direktabilnim automatom C'.

U ovom sluc¢aju tmamo da je

DW(C) - ULDW (B) C GDW(A) € DW(C) N ULDW (B).
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Dokaz. Neka je A uopsteno direktabilan automat. Uzmimo proizvoljno stanje
a€ Airecu € GDW(A). Tada je auvu = au, za svaki v € X* odakle dobijamo da
je au € R(A). Sada, ako stavimo da je B = R(A), imamo da je B podautomat od
A, ikako au € B, za svaki a € A isvaki u € GDW(A), to dobijamo da je C = A/B
trap-direktabilan automat i da je GDW (A) C DW(C).

Neka je D proizvoljan monogeni podautomat od B. Kako je B reverzibilan, to
imamo da je D jako povezan. Uzmimo proizvoljno a,b € D i u € GDW(A). Tada
au,b € D i kako je auv = b, za neki v € X*, to dobijamo da je bu = auvu = au.
Dakle, D je direktabilan automat i w € DW(D). Prema tome, dokazali smo da je
B uniformno lokalno jako direktabilan i da je GDW (A) C ULDW (B).

Obratno, neka je A predstavljen kao ekstenzija uniformno lokalno jako direkta-
bilnog automata B trap-direktabilnim automatom C. Uzmimo proizvoljno a € A,
p € DW(C), ¢ € ULDW(B) iv € X*, ineka je u = pq. Tada, ap,apqup € D,
za neki jako direktabilan podautomat D od B. Odavde, imamo da je auvu =
(apqup)q = (ap)q = au, zato $to je g € DW (D). Dakle, A je uopsteno direktabilan
automat i DW(C)-ULDW (B) C GDW(A). O

Jos jedna karakterizacija uopsteno direktabilnih automata data je slede¢om teo-
remom.

Teorema 4.13. Slededi uslovi na konacnom automatu A su ekvivalentni:

(i) A je uopsteno direktabilan;

(i) svaki jako povezan podautomat od A je direktabilan;
(iii) svaki podautomat od A sadrzi direktabilan podautomat;
(iv) (Va € A)(Fu € X*)(Vv € X*) auvu = au;

(v) (Va € A)(Fu € X*)(Vv € X*)(Fw € X*) avvw = auw.

Dokaz. (i) = (ii). Ova implikacija je neposredna posledica Teoreme 4.12.

o~~~

(ii)) = (i). Prema Teoremi 1.25, A je ekstenzija automata B trap-direktabilnim
automatom C, gde je B direktna suma jako povezanih automata B;, i € [1,n], i na
osnovu pretpostavke sledi da je B; direktabilan automat, za svaki i € [1,n]. Kako
je DW(B;) ideal od X*, za svaki i € [1,n], i kako je presek svake konacne familije
ideala neprazan, to postoji ¢ € (;_; DW(B;). Odavde, prema Teoremi 4.1 dobijamo
da je automat B uniformno lokalno jako direktabilan, odakle, na osnovu Teoreme
4.12 dobijamo da je A uopsteno direktabilan automat.

(ii) = (iii). Ova implikacija je neposredna posledica Teoreme 1.25.

(iii) = (iv). Uzmimo proizvoljno a € A. Prema pretpostavci, monogeni podau-
tomat S(a) sadrzi direktabilan podautomat B, i tada postoji p € X* takav da je
ap € B. Neka je u = pq, gde je ¢ € DW(B), i neka je v € X* proizvoljna re¢. Tada
kao u dokazu Teoreme 4.12 dobijamo da je auvu = au. Dakle, (iv) vazi.
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(iv) = (v). Jasno je da za svaki a € A postoji u € X* takav da je auvu = au =
au?, za svaki v € X*,

(v) = (ii). Uo¢imo proizvoljan jako povezan podautomat B automata A i neka
su a,b € B. Na osnovu pretpostavke, postoji u € X* takav da za svaki v € X*
postoji w € X* takav da je auvw = auw. Tada au,bu € B i kako je B jako povezan
to postoji p € X* takav da je aup = bu, i za dato p postoji ¢ € X* takav da je
aupq = auq. Odavde je aug = buq. Dakle, dokazali smo da su a i b izjednaciva
stanja, tj. dokazali smo da je B direktabilan automat. [

Sada, prema uslovu (v) prethodne teoreme imamo da za svaki a € A postoji re¢
u € X* takva da stanje au i svako stanje iz S(au) jesu izjednaciva stanja, dok prema
(iv) imamo da svako stanje, u nekom smislu, ima svoju uopsteno usmeravajuéu rec.

Takode, na osnovu prethodnog rezultata mozemo konstruisati algoritam ze te-
stiranje uopstene direktabilnosti konacnih automata. Ovaj algoritam bi se sastojao
iz dva dela. U prvom delu koristimo algoritam za odredivanje komponenata jake
povezanosti automata, Algoritam 3, a zatim, u drugom delu, kada su kompo-
nente jake povezanosti automata odredene, na svakoj komponenti testiramo njenu
direktabilnost algoritmom datim od strane B. Imreha i M. Steinbya u radu [88]
iz 1995. godine. Dakle, algoritam za testiranje uopstene direktabilnosti automata
sastojao bi se od Algoritma 3 i algoritma za testiranje direktabilnosti, u svakom
ciklusu prvog algoritma. Kao izlaz ovog algoritma imamo da je automat uopsteno
direktabilan, ako posle zavrsetka rada Algoritma 3 i algoritma za testiranje di-
rektabilnosti, dobijamo da svaka komponenta jake povezanosti automata jeste di-
rektabilan automat, u suprotnom automat nije uopsteno direktabilan. Ako je A
konacan automat sa n stanja i m ulaznih slova, tada kako je vreme potrebno za rad
Algoritma 3 ograniceno sa O(mn + n?), a vreme rada algoritma za testiranje di-
rektabilnosti je ograni¢eno sa O(mn?), to je ukupno vreme rada celog algoritma koji
testira uopstenu direktabilnost automata velicina reda O(mn?). Kompleksnost ovog
algoritma je ista kao i kompleksnost algoritma koji testira direktabilnost konacnog
automata sa n stanja i m ulaznih slova.

Neka je A uopsteno direktabilan automat. Kao Sto je u prethodnim odeljcima
veé receno relacija 74 definisana na A na sledeci nacin

(a,b) €4 < a=0bili (Vu,v€ X*)3p,q€ X*)aup=0>b & bvg=a

je najmanja Trap-kongruencija na A. Drugim re¢ima, (a,b) € 74 ako i samo ako
jeilia =bili aib pripadaju istom jako povezanom podautomatu od A. Takode,
veC je receno da relacija 94 definisana na A na slede¢i nacin

(a,b) €¥4 & a=0b ii (Vu,v € X*)(Ip,g€ X*) aup=a & bug=">
jeste najmanja T Dir-kongruencija na A. FEkvivalentno, (a,b) € ¥4 ako i samo

ako je ili @ = b ili a,b € R(A), tj. Y4 je Reesova kongruencija odredena po-
dautomatom R(A) automata A. Ovako definisane relacije su najmanja Trap- i
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najmanja T'Der-kongruencija na konacnom automatu. Skoro isti dokazi rezultata
egzistencije pomenutih relacija vaze ako je A uopsteno direktabilan i ne obavezno
konacan automat.

Slede¢om teoremom opisane su veze izmedu kongruencija va, 74 i ¥4 na uopsteno
direktabilnom automatu A.

Teorema 4.14. Neka je A uopsteno direktabilan automat. Tada je
UA-TA:TA-’UA:’ﬁA.

Dokaz. Kakojevs CO4174 C VU, t0jevs-T4a C V4174 04 C 9y, Dakle, ostaje
da se dokaze da obratne inkluzije takode vaze. U tom smislu, uzmimo proizvoljno
par (a,b) € J4. Ako je a = b, tada je jasno da (a,b) € va-7Ta i (a,b) € T4 - V4.
Neka je a # b. Tada a,b € R(A), odakle, prema Teoremi 4.12, imamo da su S(a)
i S(b) jako direktabilni automati, tj. imamo da je G(a) # @ 1 G(b) # @. Neka su
u € G(a) i v € G(b) proizvoljne reci. Tada, na osnovu tvrdenja (b) i (c) Leme 4.6
imamo da je

w € X*G(b) CG(b) i ww e G(a)v C G(av),

odakle dobijamo da (a,av) € 74 i (av,b) € v4 C vy, i na isti nacin,
vu € X*G(a) CG(a) 1 vue G(b)u C G(bu),

Sto znac¢i da (a,bu) € va C va i (bu,b) € 74. Prema tome, (a,b) € 74 - vy i
(a,b) € va - T4, a to je i trebalo dokazati. O

Uopste, relacija v4 na uopsteno direktabilnom automatu A nije tranzitivna
relacija, tj. va # va. Sledeta teorema daje interesantne karakterizacije strukture
uopsteno direktabilnih automata na kojima relacija v4 jeste tranzitivna relacija.

Teorema 4.15. Sledeéi uslovi na automatu A su ekvivalentni:

(i) A je uopsteno direktabilan i v, je tranzitivna relacija;
(ii) A je uopsteno direktabilan i va NTs = Ay;
(iii) A je povratni proizvod direktabilnog automata i utrapljivog automata (u odnosu
na trap-direktabilan automat);
(iv) A je poddirektni proizvod direktabilnog automata i utrapljivog automata;

(v) A je paralelna kompozicija direktabilnog i utrapljivog automata.

Dokaz. (i) = (ii). Ako je v4 tranzitivna relacija tada je v4 = vy. Uzmimo
proizvoljno par (a,b) € va N7T4. Ako je a = b tada (a,b) € A, odakle je implikacija
trivijalna, zato neka je a # b. 1z (a,b) € 74 sledi da a,b € B, za neki jako povezan
podautomat B od A, i tada postoji w € X* takav da je aw = b. Sa druge strane,
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iz (a,b) € va = vy sledi da postoji u € X* takav da je avu = a i bvu = b, za svaki
v € X*. Sada, imamo da je a = awu = bu = b. Dakle, vy N74 = Ay4.

(ii) = (iii). Na osnovu Teoreme 1.6, koja vazi za proizvoljne univerzalne algebre,
sledi da je automat A povratni proizvod automata A; i A; u odnosu na automat As
ako i samo ako postoji par kongruencija 6, i #; na A takvih da je 0 Ny = Ay, 07 i
0, su permutabilne, i A/0; = Ay, AJ6y = Ay i A/ = Ag, gde je O3 = 01 -0y = 05 -6;.
Kako prema Teoremi 4.14 imamo da je v4 74 = T4 -v4 = U4, tada iz vgN7a = Ay
sledi da je automat A povratni proizvod direktabilnog automata A/v4 i utrapljivog
automata A/74 u odnosu na trap-direktabilan automat A/ 4.

(iii) = (iv) i (iv) = (v). Ove implikacije su ocigledne.
(v) = (i). Neka je automat A C B x (' paralelna kompozicija direktabilnog au-
tomata B i utrapljivog automata C'. Tada su B i C uopsteno direktabilni automati,

i kako uopsteno direktabilni automati ¢ine uopsteni varijetet, to je i A uopsteno
direktabilan automat. Dalje, lako se proverava da vazi ekvivalencija

((bye),(V,))eva & b=V & (ec=( ili ¢, eTr(C)),

odakle dobijamo da je v4 tranzitivna relacija na A. [J

4.6.2. Najmanja GDir-kongruencija na automatu

Kako pseudovarijetet GDir uopsteno direktabilnih automata u sebi sadrzi i
pseudovarijetet T'rap utrapljivih automata i pseudovarijetet Der direktabilnih au-
tomata, to se najmanja G Dir-kongruencija na konacnom automatu mora sadrzati
u najmanjoj T'rap- i najmanjoj Dir-kongruenciji na datom kona¢nom automatu.
U ovom odeljku dajemo rezultat koji definiSe najmanju G Dzir-kongruenciju na
automatu i predstavlja teorijsku osnovu za konstruisanje algoritma za efektivno
odredivanje najmanje G D2r-kongruencije.

Imamo da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 4.16. Neka je konacan automat A predstavijen kao ekstenzija reverzi-
bilnog automata B pomocu trap-direktabilnog automata C, gde je B direktna suma
jako povezanih automata B;,i € [1,n]. Za svaki i € [1,n], neka je §; najmanja
Dir-kongruencija na B;. Tada je relacija v4 definisana na A sa

(a,b) €ya & a=0b ili (a,b) €0;, za neki i€ [1,n],

najmangja G Dir-kongruencija na A.

Dokaz. Lako se proverava da je relacija 4 kongruencija na A. Kao u dokazu Teo-
reme 4.13 dobijamo da postoji re¢ p € (,_, DW(B;/4;). Dalje, uzmimo proizvoljno
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qg € DW(C)iv e X*. Uotimo, sada, proizvoljno stanje a € A. Tada aq € B;, za
neki ¢ € [1,n], i za u = ¢gp imamo da vazi auvqg = (aq)pvq € B;, $to implicira da

(auvu, au) = ((auvq)p, (aq)p) € ;.

Dakle, (auvu,au) € ~va, za svaki a € A, odakle dobijamo da je A/va uopSteno
direktabilan automat, tj. v4 je G Dir-kongruencija na A.

Da bi dokazali da je v4 najmanja G Dir-kongruencija na A, uo¢imo proizvoljnu
G Dir-kongruenciju # na A. Neka je ¢ prirodni homomorfizam iz A na A/f i za
svaki ¢ € [1,n] neka ¢; oznacava restrikciju od ¢ na B;. Tada za svaki i € [1,n],
Bip; je jako povezan podautomat od A/6, odakle prema Teoremi 4.13 imamo da je
B;p; direktabilan automat. To znaci da je ker ¢; direktabilna kongruencija na B;.
Na osnovu pretpostavke dobijamo da je d; C ker ¢;. Prema tome, dobili smo da je

'yA:AAUU(SZ-lergp:H.

i=1

Znaci, dokazali smo da je v4 najmanja G Dir-kongruencija na A. [J

I algoritam za odredivanje najmanje G Dir-kongruencije na kona¢nom automa-
tu, kao i prethodni algoritam za testiranje uopstene direktabilnosti, sastoji se iz dva
dela. U prvom delu na datom automatu konstruisemo razlaganje u direktnu sumu
jako povezanih automata. Tada koristimo algoritam koji se dobija modifikacijom
Algoritma 4 (algoritam za razlaganje u direktnu sumu) i Algoritma 3 (algori-
tam za odredivanje komponenata jake povezanosti). U drugom delu algoritmom za
nalazenje najmanje direktabilne kongruencije, koji su dali B. Imreh i M. Steinby [88],
na svakoj komponenti jake povezanosti, dobijenoj u prvom delu, nalazimo najmanju
Dair-kongruenciju. Unija svih ovako dobijenih najmanjih D#r-kongruencija pred-
stavlja najmanju G D1ir-kongruenciju na datom automatu. Kao Sto je veé ranije
receno, za automat sa n stanja i m ulaznih slova, prvi algoritam radi u vremenu
O(mn + n?), a drugi u vremenu O(mn? + n?®). Prema tome, ukupno vreme rada
algoritma kojim se odreduje najmanja G Dir-kongruencija je ograni¢eno veli¢inom
reda O(mn?+n?), i ono se poklapa sa vremenom potrebnim za realizaciju algoritma
za nalazenje najmanje Dir-kongruencije na konacnom automatu.

4.7. Lokalno direktabilni automati

Automat A je lokalno direktabilan ako su svi njegovi monogeni podautomati di-
rektabilni u odnosu na istu usmeravajucu re¢. Uslov da svi monogeni podautomati
imaju istu usmeravajucu re¢ je uvek zadovoljen kod kona¢nih automata. Dakle,
konacan automat je lokalno direktabilan ako i samo ako su svi njegovi monogeni
podautomati direktabilni. Klasu svih lokalno direktabilnih automata oznacimo sa
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L(Dir). Ako je ovo klasa kona¢nih automata tada je L(Dir) pseudovarijetet. U
ovom odeljku dajemo algoritme za testiranje lokalne direktabilnosti i nalazenje naj-
manje L(D4ir)-kongruencije na kona¢nom automatu. Pomenuti algoritmi uglavnom
predstavljaju kombinaciju ili modifikaciju nekog od algoritama navedenih u prethod-
nim odeljcima ove glave.

4.7.1. Testiranje lokalne direktabilnosti automata

Neke karakteristike lokalno direktabilnih automata, kao i karakteristike njihovih
polugrupa prelaza dali su T. Petkovi¢, M. Ciri¢ i S. Bogdanovié¢ u radu [113]. Takode,
imamo da vazi sledeca teorema.

Teorema 4.17. Slededéi uslovi na konacnom automatu A su ekvivalentni:

(i) A je lokalno direktabilan;
(i

)

) svaki monogeni podautomat od A ima direktabilno jezgro;
(i) A je direktna suma direktabilnih automata;

)

(iv) svaki sumand u najvecem direktno sumskom razlaganju automata A ima di-
rektabilno jezgro;

(v) (Va € A)(Fu € X*)(Yv € X*) avu = au.

Dokaz. Prema Teoremi 1.25, konacan automat je direktabilan ako i samo ako ima
direktabilno jezgro. Ova ¢injenica neposredno implicira ekvivalencije (i) < (ii) 1 (iii)
& (iv). Kako konacni direktabilni automati obrazuju pseudovarijetet, ekvivalencija
(i) < (iii) sledi na osnovu Teoreme 4.1. Konaé¢no, uslov (v) je zapravo uslov (i)
zapisan preko simbola, tj. (i) < (v) takode vazi. O

Koristeci prethodnu teoremu mozemo dati algoritam kojim se testira lokalna di-
rektabilnost kona¢nog automata A sa n stanja i m ulaznih slova. Ovaj algoritam
predstavlja kombinaciju tri prostija algoritma. Prvi od njih je Algoritam 4 koji
odreduje sumande u najveé¢em direktno sumskom razlaganju automata A. On radi
u vremenu O(mn). Neposredno, posle formiranja sakog od sumanada, proveravamo
da li svaki sumand ima jezgro. Pritom, koristimo Algoritam 3 kojim nalazimo jako
povezane podautomate automata A. Kao sto je ve¢ ranije receno ovaj algoritam je
kompleksnosti O(mn+n?). Ovaj algoritam moze biti modifikovan tako da proverava
da li uoc¢eni sumand ima samo jedan jako povezan podautomat. Ako takav podau-
tomat postoji sumand ima jezgro, i ostaje joS da se testira direktabilnost jezgra
za Sta koristimo algoritam B. Imreha i M. Steinbya iz rada [88]. Ukupno vreme
potrebno za testiranje direktabilnosti svih jezgara je O(mn?). Dakle, ceo algori-
tam za testiranje lokalne direktabilnosti konacnog automata moze biti realizovan u
vremenu O(mn?).
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4.7.2. Najmanja L(Dir)-kongruencija na automatu

Na pocetku ovog odeljka dajemo rezultat kojim je definisana najmanja L(D4ir)-
kongruencija na konacnom automatu. Teorema je dokazana u opstem slucaju za
neki direktabilan pseudovarijet P i njegovu odgovarajuéu lokalizaciju L(P).

Imamo da vazi sledeéa teorema:

Teorema 4.18. Neka je P ireqularan pseudovarijetet automata i neka je konacan
automat A predstavljen kao direktna suma direktno sumski nerazloZivih automata
A, i€ [1,n]. Za svakii € [1,n] neka je Ap; najmanja P-kongruencija na A;. Tada
je relacija Ap o definisana na A na sledeci nacin

(a,b) € A\pa & (a,b) € A\p;, za nekii € [1,n],

nagmanja L(P)-kongruencija na A.

Dokaz. Jasno je da je Ap 4 kongruencija na automatu A. Neka je ¢ prirodni
homomorfizam sa A na A’ = A/Ap 4, 1 za svaki i € [1,n] neka je ¢; restrikcija od ¢
na A; i neka je A, = A;p;. Tada za svaki ¢ € [1,n] imamo da je

(a,b) ekerp; & a,be A & (a,b) € kergp
< a,be A, & (a,b)€edpa & (a,b) € Apy,

odakle je ker p; = Ap,;. Odavde, dobijamo da je A} = A;/A\p; € P, zato sto A\p,;

jeste P-kongruencijana A;. Sa druge strane, ako a’ € AjNA}, zaneked, j € [1,n],i #

J, tada je ' = a;p; = a;p 1 d = ajp; = ajp, za neke a; € A; 1 a; € Aj, odakle

(a;,aj) € Ap.a. Ali, prema definiciji relacije Ap 4 sledi da a; i a; moraju pripadati

istoj komponenti Ay, za neki k € [1,n], tj. sledi da je i = k = j, a to vodi u

kontradikciju. Dakle, zakljucujemo da je A;N A} = @ zai,j € [1,n],i # j. Odavde,
/

A" je direktna suma automata A i € [1,n]. Prema tome, na osnovu Teoreme 4.1
dobijamo da A" € L(P), tj. dobijamo da Ap 4 jeste L(P)-kongruencija na A.

Da bi dokazali da je Ap 4 najmanja L(P)-kongruencija na A, uo¢imo proizvoljno
L(P)-kongruenciju # na A. Neka je ¢ prirodni homomorfizam sa A na A” = A/6,
i za svaki i € [1,n] neka je ¢; restrikcija od ¢ na A; i neka je A;” = A;¢; = A;.
Dokaza¢emo da je A;” automat nerazloziv u direktnu sumu, za svaki i € [1,n].
Fiksirajmo i € [1,n] i uo¢imo A;”. Lako se proverava da inverzna homomorfna slika
B¢, ! svakog direktnog sumanda B od A;” jeste direktni sumand od A;, i kako je
prema pretpostavci A; nerazloziv u direktnu sumu, to je i A;” takode nerazloziv u
direktnu sumu. Sa druge strane, 6 je L(P)-kongruencija na A, odakle A” = A/ €
L(P), i kako je L(P) pseudovarijetet, to takode imamo da A;” € L(P). Prema
Teoremi 4.1 automat A;” moze biti predstavljen kao direktna suma automata iz
P, i kako je A;” nerazloziv u direktnu sumu, dobijamo da A;,” € P. Odavde i
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iz ¢injenice da je A;” = A;p; = A;/ ker ¢; sledi da ker ¢; jeste P-kongruencija na
A;, tj. sledi da je Ap; C ker¢,;. Znaci, \p; C ker¢; za svaki i € [1,n], odakle
dobijamo da je Ap 4 C ker ¢ = 0. Prema tome, dokazali smo da je Ap 4 najmanja
L(P)-kongruencijana A [

Na osnovu prethodnog rezultata ako je P pseudovarijetet direktabilnih automa-
ta, tj. ako je P = D1ir, kao neposrednu posledicu dobijamo opis najmanje L(Dir)-
kongruencije na konacnom automatu. Mozemo iskazati slede¢i rezultat:

Posledica 4.3. Neka je konacan automat A predstavljen kao direktna suma di-
rektno sumski nerazlozivih automata A;i € [1,n|. Za svaki i € [1,n] neka je §;
najmanja Dir-kongruencija na A;. Tada je relacija Ay definisana na A na sledeci
nacin

(a,b) € \ga & (a,b) €9; za nekii € [1,n],

nagmanja L(Dir)-kongruencija na A.

[ algoritam ze odredivanje najmanje L(D%r)-kongruencije, kao i nekoliko pretho-
dnih algoritama, sastoji se iz dva dela. U prvom delu koristimo Algoritam 4
kojim dati automat razlazemo u direktnu sumu njegovih podautomata. Zatim, u
drugom delu, na svakoj komponenti direktno sumskog razlaganja, dobijenog u pr-
vom delu, algoritmom B. Imreha i M. Steinbya [88], konstruisemo najmanju Dér-
kongruenciju. Na kraju kada oba algoritma zavrSe svoj rad, unija svih najmanjih
Dair-kongruencija, dobijanih na svakom sumandu napravljenog direktnosumskog ra-
zlaganja, predstavlja najmanju L(Dir)-kongruenciju na konaénom automatu. Ako
je A konacan automat sa n stanja i m ulaznih slova, kompleksnost prvog algoritma je
O(mn), kompleksnost drugog algoritma je O(mn?+n?), dok kompleksnost celog al-
goritma za nalaZenje najmanje L(Dir)-kongruencije na A jeste veli¢ina O(mn?+n?).

Takode, ako je P pseudovarijetet svih konac¢nih trap-direktabilnih automata, tj.
ako je P = T'Dir, to se kao posledica Teoreme 4.18 moze dobiti rezultat iskazan
Teoremom 4.6. Dakle, dokaz egzistencije najmanje L(T Dir)-kongruencije dat je na
dva nacina.

Na kraju, napomenimo jos jednom da su rezultati prezentovani u ovoj glavi

originalni. Takode, izlagani su na nekoliko medunarodnih konferencija, a neki od
njih su publikovani u inostranim ¢asopisima, na primer u radovima [125] i [126].
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Preface

The main role in the study of algebraic structures play two complementary meth-
ods - the composition and the decomposition methods. The main task of the first
one is the construction of an algebra of wished properties from in advance given
algebras of simpler structure. The second method consists in partitioning of an al-
gebra into parts of simpler structure, and describing the properties of these parts
and the connections between them.

Congruences were introduced by K. Gauss in 1801, who studied the divisibility
of integers, and later they have been often studied by a number of algebraists. Many
important types decompositions of algebra are based on the usage of congruences,
so that they have a very important and special role in the study of decompositions
of algebras. Such a role of congruences became apparent in the 1940-ties in several
papers by G. Birkhoff, who proved that all decompositions of algebras into direct and
subdirect products could be realized using some systems of congruences. In 1950-
ties, when T. Tamura and N. Kimura started to study the greatest decompositions of
semigroups, then appeared the smallest semigroup congruences which corresponding
to those the greatest decompositions of semigroups. All of this has lead to an
intensive study of connections between compositions and decompositions of algebras
and corresponding congruences.

The main subject of this dissertation are some congruence on semigroups and
automata. After the first chapter, where we introduce some basic terms and notions
from universal algebra, semigroup theory and theory of automata, needed for the
further work, and some results which will be used in the sequel, we present some new
ways for the construction of the smallest semilattice congruence on a semigroup, i.e.
the greatest semilattice decomposition of a semigroup. Furthermore, we introduce
some new systems of congruences on semigroups, which made subdirect decomposi-
tions of semigroups. Finally, we describe the smallest congruences of certain types
on an automaton.

Nowadays, a semigroup presents one of the most interesting and the most studied
algebraic structures. In decompositions of semigroups, semilattice decompositions
play the main role. The first time this kind of decompositions was defined and
studied in the paper by A. H. Clifford [35], in 1941. The famous theorem, which T.
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Tamura proved in his work [150] in 1956, says that every semigroup has a greatest
semilattice decomposition and each its component is a semilattice indecomposable
semigroup. But, if we intend to study the structure of semigroups through its
greatest semilattice decomposition we meet the problem: How to construct this
the greatest semilattice decomposition of the semigroup? Another more convenient
version of this problem is: How to construct the smallest semilattice congruence o
on a semigroup?

One of the first, maybe the best, construction method for ¢ was given by T.
Tamura, in paper [151], in 1972. He made the following procedure: We start from the
division relation on a semigroup. Then we define a new division relation (division of
a power of elements) on a semigroup denoted by —. Finally, making the transitive
closure of — we obtain a quasi-order whose symmetric opening (that is, its natural
equivalence) equals o, the smallest semilattice congruence on a semigroup.

On the other hand, M. S. Putcha in [133], in 1974, proved that the action of the

transitive closure and the symmetric opening operators in the Tamura’s procedure
can be permuted. In other words, on the relation — we can apply the symmet-

ric opening operator first, to obtain a relation denoted by —, and applying the
transitive closure operator on —, we obtain the smallest semilattice congruence o
again.

The hardest step in these procedure is application of the transitive closure op-
erator to relations — and —. As known, the transitive closure on a relation is
obtained using an iteration procedure of composition (product) on that relation. In
the general case, the number of iterations applied may be infinite. A natural prob-
lem that one imposes here is the following: Under what conditions on a semigroup
S, the smallest semilattice congruence on S can be obtained applying only a finite
number of iterations to — or —7

The answer to this question, connected to the relation — was given in 1996,
in the work [45] of M. Ciri¢ and S. Bogdanovi¢. In the above mentioned paper
M. Ciri¢ and S. Bogdanovi¢ gave a new characterization of the smallest semilattice
congruence on a semigroup using principal radicals, i.e. completely semiprime ideals
of semigroups, and they described the structure of all semigroups in which the length
of the minimal paths in the graph corresponding to the relation — is bounded.

In the second chapter of this dissertation we consider and solve the related prob-
lems concerning the Putcha’s relation —. Namely, let S,, and §n denote respec-
tively the classes of all semigroups S in which the lengths of all minimal paths
in the graphs (S, —) and (S, —) are bounded by n, for n € N. Equivalently,
S, and §n are respectively the classes of all semigroups in which the n-th powers

" of — and — are transitive relations. It is known that &; = S;.

—" and —
This class consists of all semigroups that are decomposable into the semilattice of

Archimedean semigroups. They were studied by M. S. Putcha in [132], 1973, and
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in [134], 1981, T. Tamura in [152], 1972, F. Kmet in [95], 1988, S. Bogdanovi¢ and
M. Ciri¢ in [20], 1992, and in [22] and [42], 1993, and others. Semigroups from the
class S, were completely described by M. Ciri¢ and S. Bogdanovi¢ in [45], 1996.
In particular, they were characterized as semilattices of o,-simple semigroups. The
purpose of this dissertation is to study semigroups belonging to the class §n, These
semigroups will be described by Theorem 2.2 and this theorem represented the most
important result of chapter two. By other theorems we characterize various special
types of semilattice decompositions of semigroups. We also discuss similar problems

concerning the relations —, and — and their n-th powers, for n € N.

Furthermore, in this chapter we consider two new operators R : p — R(p) and
T : p — T(p) on the lattice of all binary relations on the given semigroup. The first
one is introduced and studied by M. S. Putcha in [131], 1973. In above mentioned
paper Putcha described the radical R(J) of the Green relation J. The general
definition for radicals of relations on semigroups was given by L. N. Shevrin in [144],
1994. The second type of radicals was defined and studied by S. Bogdanovi¢ and M.
Ciri¢ in [26], 1996, where both of these radicals were applied to Green’s relations.
As was proved by M. S. Putcha in [131], 1973, the smallest semilattice congruence
on a completely m-regular semigroup equals the transitive closure of R(7). But, this
assertion does not hold in the general case. In the second chapter we investigate
some conditions under which the transitive closure and powers of the relations R(7)
and T'(J) are the smallest semilattice congruences.

The results obtained in Chapter 2 generalize the known results given by M. S.
Putcha [132], T. Tamura [151], L. N. Shevrin [144], M. Ciri¢ and S. Bogdanovié [45].

Another very important decomposition method considered in this dissertation are
subdirect decompositions of algebras. The subdirect product of algebras presents
one of the most efficient methods for the study of their structure. A lot of algebraist
have aimed their attention on these decompositions since 1944, when G. Birkhoff
[12], [13], [14] proved two important general decomposition-composition theorems.
According to the first Birkhoff’s theorem, an algebra A is a subdirect product of
algebras A;, i € I, if and only if there exists a system 6;, i € I of congruences on
A, such that (,.,0; = A4, and A/0; = A;, for each i € I. Here A, denote the
identity relation on A and the system of congruences 6;, 7 € I is known as a system
of factor congruences on A. The second theorem, obtained as a consequence of the
first one, is known as Birkhoft’s representation theorem. It says that every algebra
can be represented as a subdirect product of subdirectly irreducible algebras.

L. Fuchs [71] introduced in 1952 a special type of subdirect products, nowadays
in the universal algebra known as the pullback product. In Semigroup theory, these
products are also called spined products. This name is still being used. As L. Fuchs
[71] proved, in a lot of cases, for example for rings, groups or Boolean algebras, all
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subdirect products can be represented as pullback products. This Fuchs’s result was
generalized by 1. Fleischer [70], in 1955, for the finite family of algebras, and by G.
Wenzel [166], in 1967, for the countable family of algebras, proving that pullback
products are those subdirect products for which the corresponding system of factor
congruences satisfy some conditions which can be viewed as a generalization of the
conditions of the Chinese remainder theorem. In the case of products with two
components, it is simply reduced to the permutability of a pair factor congruences.

In Semigroups theory, there are three general approaches to subdirect decompo-
sitions of semigroups:

(1) using the Birkhoff representation theorem, where we study components of
decompositions, which are subdirectly indecomposable semigroups of a given
type, in the case that the structure of such semigroup can be determined in
an easier way;

(2) using certain algebra constructions, most often those defined by certain sys-
tems of semigroups and homomorphisms between them;

(3) explicitly defining the systems of factor congruences which give a certain de-
composition.

A lot of well known decompositions of semigroups into subdirect and pullback prod-
uct were obtained by using the first two methods. Such are, for example, decompo-
sitions given by: N. Kimura in [91], [92], 1958, M. Yamada and N. Kimura in [175],
1958, M. Yamada in [171], 1964, in [172], 1965, in [173], 1967, M. S. Putcha in [132],
1973, M. Ciri¢ and S. Bogdanovi¢ in [40], 1990, in [41], 1993, in [45], [46], 1996, in
[47], 1998, S. J. L. Kopamu in [98], 1994, X. M. Ren, K.P . Shum and Y. Q. Guo in
[137], 1998, and others.

In Chapter 3 of this dissertation, our attention is aimed to the third method
for construction of subdirect decomposition of semigroups. Namely, we introduce
several systems of congruences and using them we construct subdirect and pullback
products of ideal extensions of regular and completely regular semigroups and a nil-
extensions of rectangular groups. The subdirect and pullback products of regular
and completely regular semigroups are obtained as a consequence. Some results of
above mentioned authors are represented in a different and easier way and more
constructive proofs to their theorem are given.

The relations &C;, K, and Ky were introduced in the book of A. H. Clifford and G.
B. Preston [36] and in paper [140] by B. M. Shein; they were intensively studied in
paper [98] by S. J. L. Kopamu. In the third chapter the relations IC; x, I, x and Ky x
are defined. If a set X is a duo subset of a semigroup S then the relations K; x, K, x
and K4 x are congruences on S. Furthermore, if S is a regular semigroup and
E = E(S) then the relations K; g, K, g and Ky g equals K, K, and Ky, respectively.
On the semigroups which have the greatest semilattice decomposition we define the
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relations §;, S, and §;. The decompositions of an ideal-extensions of regular and
completely regular semigroups, as well as a nil-extensions of rectangular groups
were described using the relations Kl, K, Kn x and Kd, K, and 3;7 K, En x and 3d7 K,
and the description of structure of the corresponding factor semigroups were given.
Also, the connections between newly defined relations and Green’s equivalence were
discussed; those relations were used for the description of a new types of a subdirect
and pullback products of above mentioned classes of semigroups.

Except of congruences and decompositions of semigroups, the subject of research
in this dissertation are also congruences and decompositions of finite automata. Here
we use an interpretation of an automaton as a unary algebra, where every input
symbol of an automaton is interpreted as a unary operation symbol. Note that
the converse also holds, i.e. every universal algebra whose all fundamental opera-
tions are unary, can be treated as an automaton. The mentioned interpretation of
automata gives the possibility to use results and methods of universal algebra in
the study of automata. Here, the investigation concerning to varieties of automata,
pseudovarieties of finite automata, and generalized varieties of automata are espe-
cially important. Furthermore, connections between automata and the universal
algebra are reinforced by the fact that some terms from universal algebra have nat-
ural interpretation in the theory of automata, like, for example, subdirect products
which are interpreted as a parallel composition of automata.

In accordance with Birkhoft’s representation theorems, when speaking about the
finite automata, in order to be able to speak about connections between congruences
and decompositions of automata we first need to define the least congruences for the
given class of automata. Since the least congruence on an automaton correspond
the greatest homomorphic image and the greatest factor automaton, the least con-
gruences are very important and we can use them for decompositions of automata.
The least congruences on finite automata we also study in this dissertation.

The fourth chapter is dedicated to the least congruences on the finite automata.
In this part is given the characterization of the least congruence which corresponds
to one of the very important pseudovariety of automata - the variety of directable
automata, introduced in paper [39] by J. Cernya, 1964, locally directable, generalized
directable, trap-directable, locally trap-directable and trapped automata, introduced
in paper [113] by T. Petkovi¢, M. Ciri¢ and S. Bogdanovi¢, 1998.

Using the general characterizations of the least P-congruences on the finite au-
tomata, where P is one of the above mentioned pseudovarieties of automata, in this
chapter the theoretical bases and algorithms for finding the least P-congruence on
automata are given. Also, here is given the algorithm for testing the membership
of a finite automata to the above mentioned pseudovarieties of a finite automata.
Furthermore, the algorithm for finding the components in the greatest semilatice
decomposition of semigroups, i.e. the algorithm for finding the least direct sum
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congruence on automata and the algorithm for determining the strongly connected
components of a finite automata are given.
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where the least congruences are especially important, as the ones which
correspond to the greatest decompositions of algebras.

The main subject of this dissertation are various types of congruences on
semigroups and automata, as well as decompositions of semigroups and
automata which correspond to those congruences.

First we consider semilattice decompositions, where an especial attention is
aimed to the problem of generation of the least semilattice congruence on a
semigroup. Methods for its generation, which were given in 70-ties by T.
Tamura and M. S. Putcha, include the transitive closure of certain relations,
which in the general case require iterative procedures with infinitely many
iterations. Because of that, it is natural to state the question: Under what
conditions the number of iterations can be bounded? An answer to this
question concerning Tamura's relation was given in 1996 by M. Ciri¢ and S.
Bogdanovic, and here this problem is completely solved for the Putrcha's




relation. Similar problems concerning some other relations are also treated,
and some new, very interesting characterizations of semilattices of
Archimedean semigroups are given, too.

In the next part of the dissertation we introduce some new systems of
congruences on semigroups, we study their basic properties, and especially,
the relationships between them and the Green's relations. The obtained
results are used for some new subdirect decompositions of ideal exstensions
of regular and completely regular semigroups, as well as of nil-exstensions
of rectangular groups. Also, various known subdirect decompositions are
made in a much simpler way, determining explicit systems of congruences
which realize these decompositions.

Finally, we talk about the least congruences on finite automata which
correspond to certain important pseudovarieties of finite automata. We
describe the least congruences corresponding to pseudovarieties of
directable, locally directable, generalized directable, trap-directable, locally
trap-directable and trapped automata. Also, the algorithms for testing the
membership of an automaton to the above mentioned pseudovarieties and
the algorithms for finding the corresponding least congruences are given.
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