Predgovor

Doktorska disertacija Perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine zasnovana
je na originalnim rezultatima, a bavi se prouc¢avanjem razlicitih klasa stohastickih dife-
rencijalnih jednacina koje zavise od malog parametra. Jedan njen deo predstavlja nas-
tavak istrazivanja zapocCetog magistarskim radom [39] u oblasti naslednih stohastic¢kih
diferencijalnih jednacina.

Stohasticke diferencijalne jednacine koje zavise od nesluc¢ajnih i slu¢ajnih pertur-
bacija, predstavljaju predmet proucavanja mnogih istrazivaca. Teorija perturbovanih
obi¢nih diferencijalnih jednacina razvija se sedamdesetih godina proslog veka u rado-
vima mnogih matematicara i mehanicara, pre svega sovjetskih matematicara Hasmin-
skog i Mitropoljskog, a nastala je iz potrebe resavanja nekih konkretnih problema iz
mehanike, tehnike i fizike. Oslanjaju¢i se na ove rezultate, koji ne sadrze elemente
stohastike, u brojnim radovima iz mehanike, inzinjerstva, a u poslednje vreme iz finan-
sijske matematike, proucavaju se matematicki modeli koji su predstavljeni perturbo-
vanim stohastickim diferencijalnim jednac¢inama, na primer, u radovima Hasminskog
[47] 1966; Picarda [68], 1989; Kabanova i Pergamenshchikova [43], 1990; [44], 1991;
Stoyanova [73], 1973; [74] 1996; Stoyanova i Boteva [75], 1997; Stoyanova i Liptsera
[57], 1990, a pre svega u monografiji Skorohoda [72], 1987.

U teoriji stohastickih diferencijalnih jednacina mali je broj nelinearnih jednacina
koje su efektivno resive, odnosno ne moze se generalno dati analiticki oblik resenja. U
tom slucaju ¢esto se koriste analiticke i numericke metode za aproksimativno resavanje
tih jednacina. Jedna od analitickih metoda za aproksimativno odredivanje reSenja
perturbovanih stohastickih diferencijalnih jednacina izlozena je u radu Stoyanova i
Boteva Quantitative results for perturbed stochastic differential equations, Journal of
Applied Mathematics and Stochastic Analysis, 9 (3), (1996), 255-261, koji je za ovu
disertaciju predstavljao pravi podsticaj za proucavanje vise tipova perturbovanih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina.

Osnovna ideja ove disertacije je proucavanje uticaja malih perturbacija na resenja
razlicitih klasa perturbovanih stohastickih diferencijalnih jednacina, opstijih od onih
koje su razmatrali Stoyanov i Botev, kao i uporedivanje resenja perturbovanih i odgo-
varajuc¢ih neperturbovanih jednacina istog ili jednostavnijeg tipa.

Ova doktorska disertacija sadrzi rezultate koji su izlozeni u tri glave:

U prvoj glavi uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije slucajnih procesa i stohastickih
diferencijalnih jednacina, date su osnovne teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja
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razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednacina Itoa.

Druga glava je posvec¢ena perturbovanim stohastickim diferencijalnim jednacinama
Itoa. U njoj su dati rezultati rada [75] Stoyanova i Boteva koji se odnose na speci-
jalne tipove perturbacija za stohasticku diferencijalnu jednacinu. Ova glava sadrzi ori-
ginalne rezultate u proucavanju aditivno perturbovanih linearnih i opstih stohastickih
integrodiferencijalnih jednacina. Dati su uslovi pri kojima su resenja perturbovanih i
odgovarajuéih neperturbovanih jednacina bliska u smislu momenta (2m)-tog reda na
kona¢nim intervalima i na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti kada mali para-
metari tezi nuli. Sliéni problemi su razmatrani i za linearno i funkcionalno perturbovane
stohasticke diferencijalne i opste integrodiferencijalne jednacine. Vecina rezultata ove
glave je publikovana u radovima: Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [29], 2000; M. Jovanovic,
Sv. Jankovié¢, [40], 2002; Sv. Jankovié¢, M. Jovanovi¢, [28], 2000; Sv. Jankovié¢, M. Jo-
vanovié, [37], 2002.

U Glavi 3 izucavaju se perturbovane nasledne stohasticke diferencijalne i integro-
diferencijalne jednacine, pri razlicitim pretpostavkama o uslovima koje zadovoljavaju
koeficijenti tih jednacina, pri Lipschitzovom uslovu i uslovu ograni¢enog slucajnog inte-
gralnog kontraktora. Rezultati su objavljeni u radovima: Sv. Jankovi¢, M. Jovanovi¢,
[36], 2002; Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [35], 2001.

Ovde dobijeni rezultati mogu se uopstiti na stohasticke diferencijalne jednacine
koje umesto Wienerovog procesa ukljucuju kvadratno integrabilne martingale. Metod
koriS¢en u ovom poglavlju se moze kombinovati sa metodom stohastickog usrednjenja
Hasminskog, koja je primenjena u radovima [56] i [74], §to moze biti predmet buduéih
istrazivanja.

Rezultati dobijeni u ovoj tezi se mogu primeniti i za ispitivanje asimptotske stabil-
nosti reSenja perturbovane jednacine, u smislu momenta (2m)-tog reda, tako sto bi se
ispitivala asimptotska stabilnost u istom smislu odgovarajuée, jednostavnije nepertur-
bovane jednacine.

R. Zuber [82] je razradio jednu uopstenu analiticku metodu za izracunavanje obi¢ne
diferencijalne jednacine prvog reda. Uopstenost ove metode ogleda se u tome da,
mnoge dobro poznate, istorijski znacajne iterativne metode predstavljaju njen speci-
jalan slucaj, kao na primer: Picard-Lindelof metod sukcesivnih aproksimacija, Chaply-
ginove metode secica i tangenata, Newton-Kantorovichev metod i neke interpolacione
metode [83]. Kasnije je taj metod definisan i prilagoden za proucavanje specijalnih
klasa stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednacina Itovog tipa (videti
(23], [24], [25], [26]) i direktno iskoris¢en, na primer u [46], za ocenjivanje brzine kon-
vergencije aproksimativnog resenja. U radu Sv. Jankovi¢, M. Jovanovi¢, [32], 1996.
napravljen je analogan iterativni postupak za izracunavanje uopstene stohasticke inte-
grodiferencijalne jednac¢ine koja ukljucuje, u nekim specijalnim sluc¢ajevima, razli¢ite
klase stohastickih jednacina Itoa. Pri odredenim pretpostavkama za disketne pertur-
bacije moze se dokazati skoro izvesna bliskost resenja perturbovanih i odgovarajucih
neperturbovanih diferencijalnih jednacina Itoa.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi se uvode neki osnovni pojmovi i daju neki poznati rezultati. U Poglavlju
1.1. se uvode pojmovi teorije sluc¢ajnih procesa kao $to su separabilan, ekvivalentan, merljiv,
neprekidan u nekom smislu, ogranic¢en, markovski, stacionaran slu¢ajni proces. Mnogi pro-
cesi u mehanici i inzinjerstvu, a u novije vreme u finansijama, zavise od deterministickih i
slucajnih pobuda tipa Gaussovog belog Ssuma. Imajuéi u vidu da je Gaussov beli Sum ap-
strakcija i nije fizicki proces, a moze se matematicki opisati kao formalni izvod Wienerovog
procesa, tj. Brownovog kretanja, u Poglavlju 1.2. je data definicija Wienerovog procesa i
njegove najvaznije osobine. Itova konstrukcija integrala slucajne funkcije po Wienerovom
procesu i osobine tako definisanog integrala date su u Poglavlju 1.3. Mnogi autori su se
bavili proucavanjem stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednac¢ina. PoSto je
prihvacen Itov pristup ovoj teoriji, matematicki modeli u razli¢itim oblastima su predstavljeni
stohastickim diferencijalnim i integrodiferencijalnim jednac¢inama Itoa. U Poglavljima 1.4 i
1.5 date su definicije i teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja stohastickih diferencijalnih
i linearnih integrodiferencijalnih jednac¢ina, pri ¢emu se podrazumeva linearnost po integra-
lima, dok su u Poglavlju 1.6 definisane opste stohasticke integrodiferencijalne jednacine Itoa
i data je teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja za te jednacine (videti, na primer, [4],
8], [15], [16], [17], [20], [21], [63]-[66], [67], [81]). S obzirom da veliku primenu u tehnickim
naukama, posebno kod materijala se memorijom, imaju stohasticke nasledne diferencijalne
i integrodiferencijalne jednacine Itoa, u Poglavlju 1.7. su date osnovne definicije, kao i teo-
reme egzistencije 1 jedinstvenosti resenja tih jednacina ([59]-[62]). Pri tome je egzistencija i
jedinstvenost reSenja nelinearne stohasticke nasledne integrodiferencijalne jednacine Itoa pos-
matrana koriS¢enjem koncepta ograni¢enog slucajnog integralnog kontraktora, koji ukljucuje
Lipschitzov uslov kao specijalan slucaj (M. Jovanovié¢ i Sv. Jankovié¢, [41], 1997.). Takode,
uvedeni su pojmovi modifikovanog Lipschitzovog uslova i modifikovanogog integralnog kon-
traktora i posmatran je njihov uzajamni odnos (M. Jovanovié i Sv. Jankovi¢, [42], 2001.). Na
kraju, u Poglavlju 1.8 date su neke elementarne nejednakosti, kao i integralne nejednakosti
Gronwall-Bellmana, koje ¢ée se ¢esto koristiti u daljem radu ([5], [54], [60]).

1.1. Osnovni elementi teorije slucajnih procesa

Pocetkom proslog veka usavrsavanje tehnike postavilo je pred teoriju verovatnoce veliki
broj novih zadataka koji su prevazilazili okvire klasi¢ne teorije. U to vreme su se fizika
i tehnika bavile proucavanjem procesa, tj. pojava koje se menjaju sa protokom vremena,
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a teorija verovatnoce nije imala ni opSti metod, ni razradene delimi¢ne Seme za reSavanje
zadataka koji su proizilazili iz prou¢avanja takvih pojava. Logiéno se nametnula neophodnost
razradivanja opste teorije sluc¢ajnih procesa, tj. teorije koja bi proucavala sluc¢ajne promenljive
koje zavise od jednog ili nekoliko parametara koji se neprekidno menjaju.

Pojam slucajnog procesa nesto je stariji od sto godina i vezan je za imena Kolmogorova,
Hinc¢ina, Sluckog i Wienera. Osnovu opste teorije slucajnih procesa dali su tridesetih go-
dina, svojim radovima, ruski matematicari Kolmogorov i Hin¢in. U radu Kolmogorova ”O
analitickim metodama u teoriji verovatnoée” [51] data je sistematska i stroga konstrukcija
osnova teorije slu¢ajnih procesa markovskog tipa, dok radovi Hin¢ina predstavljaju osnovu
teorije stacionarnih procesa. U danaSnje vreme pojam sluc¢ajnog procesa je centralni pojam
u stohastici, ali i u inzinjerstvu, ekonomiji, organizaciji proizvodnje, teoriji veze. Teorija
sluc¢ajnih procesa spada u kategoriju najbrze razvijanih matematickih disciplina, nesumnjivo
zbog toga §to je ona duboko povezana sa praksom.

Neka je (2, F, P) zadati prostor verovatnoca i T' C R parametarski skup. Slu¢ajni proces
je funkcija od dve promenljive z(t) = z(w,t), w € Q, t € T, definisana na datom prostoru
verovatnoca. Za svaku fiksiranu vrednost parametra t funkcija z(w, t) je slu¢ajna promenljiva,
dakle F-merljiva funkcija. Za svaku fiksiranu vrednost w, tj. za svaki zadati elementarni do-
gadaj, x(w,t) predstavlja funkciju realnog argumenta t € 7. Svaka takva funkcija zove
se realizacija ili trajektorija slu¢ajnog procesa z(w,t). U tom slucaju je (R, B) fazni pros-
tor svake slu¢ajne promenljive x(w,t). Dakle, slucajni proces {x(w,t),t € T} je familija
merljivih funkcija z(w,t) : (Q,F) — (R, B) definisana na prostoru verovatnoce (2, F, P), sa
faznim prostorom (R, B) i parametarskim skupom 7. Parametar t € T se najée3ée smatra
vremenskim parametrom. Ako je T'= N, vreme uzima diskretan niz vrednosti, pa se govori
o sluc¢agnom nizu {x,(w), n € N}. U ovom radu razmatrace se iskljucivo slu¢ajni procesi sa
neprekidnim vremenom, tj. sa parametarskim skupom koji je interval [0, 7.

Zbog jednostavnijeg zapisa ubudude ¢e se izostavljati w € §2, pa ¢ée prihvatiti ravnopravno
oznacavanje slu¢ajnog procesa {z(t), t € [0,T]} ili {x, t € [0,T]}.

Slucajni proces se definiSe familijom konacéno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Foooto(ur, .. un) = P{a(t) <w,...,z(tn) < up},
1 <ty <...<ty, t; €[0,T], i=1,...,n, n € N.

Tu ¢injenicu potkrepljuje tvrdenje Kolmogorova, koji je dokazao da se za datu familiju
kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela uvek moze naéi prostor verovatnoce (§2,F, P)
i familija slu¢ajnih promenljivih {x(t), t € [0,T]} koje imaju date kona¢no-dimenzionalne
funkcije raspodela.

Pored uobicajenih osobina funkcija raspodela visedimenzionalnih sluc¢ajnih promenljivih,
konaé¢no-dimenzionalne funkcije raspodela sluc¢ajnog procesa zadovoljavaju:
— uslov simetrije, ako za svaku permutaciju (i1, ...,4,) skupa (1,...,n) vazi

Ftil,...,tin (332‘1, o 7':U’L'n) - Ftl,...,tn (xla .. 71371),
— uslov saglasnosti, ako je

Ftly-n;tn—l;tn (mla ey Tn—1, +OO) - Ft1,...,tn_1($17 D 7‘/1777,71)'
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Definicija 1.1.1. Slucajni proces {x, t € [0,T]} je separabilan ako postoji prebrojiv skup
S C T (separant) i dogadaj A C Q za koji je P(A) = 0, tako da se za proizvoljan zatvoren
skup F' C R i proizvoljan otvoren interval I C T, skupovi

{w: z(w) €F, tel} i {w:iz(w) e F, telInS}

razlikuju samo na podskupu od A.

Definicija 1.1.2. Dva slucajna procesa {x, t € [0,T]} i {Zy, t € [0, T}, definisana na istom
prostoru verovatnoca, su stohasticki ekvivalentna ako je

P{z; # &} =0, zasvakot e [0,T].

Definicija 1.1.3. Slucajni proces {x¢, t € [0,T]} je merljiv ako je x¢(w) merljiva funkcija u
odnosu na By x F, gde je By Borelovo o-polje nad [0,T], tj. za svako x € (—oo,+00), vaZi
{(t,w) : z(w) <z} e By x F.

Sluéajni proces {x, t € [0,T]} je stohasticki neprekidan u tacki tg € [0,T], ako zat € [0,T]
ie >0 vazi
P{|$t*l‘t0| >€}*>O, kada t — tg.
Proces je stohasticki neprekidan na nekom podskupu od [0, 7] ako je stohasticki neprekidan
u svakoj tacki tog podskupa.

Teorema 1.1.1. (Doob, [14]) Za svaki slucajni proces {xy, t € [0,T)} koji je stohasticki
neprekidan na [0,T), postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv proces {Z, t €
[0,T]}, definisan na istom prostoru verovatnoca.

Proces {%¢, t € [0, T} iz Teoreme 1.1.1 zove se separabilna i merljiva modifikacija slucaj-
nog procesa {x, t € [0,T]}.
Slucajni proces {z, t € [0,T]} je neprekidan u srednjem reda p, odnosno Ly-neprekidan
u tacki tg € (0,71, ako za t € [0,T] vazi
E‘It — Tty ’p — 0, kada t — to.
Proces je neprekidan u srednjem reda p na nekom podskupu od [0,7] ako je neprekidan u
srednjem reda p u svakoj tacki tog podskupa.

Slucajni proces {z, t € [0,T]} je skoro izvesno neprekidan na segmentu [a,b] C [0,7],
ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b], tj.

P{w : z4(w) prekidno na [a,b]} = 0.

Cesto se za ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti nekog sluc¢ajnog procesa koristi sledeci
uslov Kolmogorova:
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Teorema 1.1.2. Separabilan sluc¢ajni proces {z¢, t € [0,T]}, gde je [0,T] konacan segment,
je skoro izvesno neprekidan na segmentu [a,b] C [0,T], ako postoje pozitivne konstante p,q, k,
takve, da za svako t,s € [a,b] vaZi nejednakost

Blx; — zsP < k|t — s|'T9,

Definicija 1.1.4. Slucajni proces {xy, t € [0,T]} je drugog reda (La-proces) ako je Ex? < oo,
za svako t € [0,T].

Funkcija R(t,s) = E(z; — Ext)(xs — Exs), za t, s € [0,T], je koralaciona funkcija zadatog
slu¢ajnog procesa {z¢, t € [0,T]}.

Definicija 1.1.5. Slucajni proces drugog reda {xy, t € [0,T]} je stacionaran (u uzZem smislu)
ako za svaki izbor parametara ti,...,t, € R i proizvoljno h € R zajednicka raspodela za
(Ttythy Ttgbhy - - - s Tt +h) NE 2aVIsE od h.

Definicija 1.1.6. Slucagni proces {z, t € [0,T]} je stacionaran u Sirem smislu ako za svako
t € R vazi da je EX? < oo, EX; = a =const i korelaciona funkcija R(t,s) zavisi samo od
razlike t — s.

Definicija 1.1.7. Neka je {Fi,t € [0,T]} neopadajuéa familija o-polja, tako da je Fs C Fy C
F zas<t,s,te€|0,T). Za slucagni proces {x¢, t € [0,T]} se kaZe da je saglasan sa familijom
{Fi,t €10, T)} ako su sluc¢ajne promenljive x; Fi-merljive za svako t € [0,T].

Cinjenica da je slucajni proces {x;, t € [0,T]} saglasan sa familijom {F;,¢t € [0,7]}
obelezavace se sa {x¢, Fy,t € [0,T]}.

Definicija 1.1.8. Slucajni proces {xy, Fi,t € [0, T]|} je Gi-progresivno merljiv ako je za svako
t € [0,T] zs(w) Bjoy x Fy merljivo.

Teorema 1.1.3. (Teorema Meyera, [58]) Svaki merljiv proces neprekidan s leva ili desna je
progresivno merljiv.

Definicija 1.1.9. Slucajni proces {zy, t € [0,T]|} je proces Markova ako je za svako t > s i
svaki Borelov skup B € B

P{zy € B|F,} = P{x; € B|zs}, skoro izvesno.

Definicija 1.1.10. Slucéajni proces {x, Fi,t € [0,T]} je martingal u odnosu familiju o-polja
{F, t €10, T)} ako je:

(1) E|x| < 00, za svako t € [0,T];

(ii) E(x|Fs) = xs, skoro izvesno, zat > s, t,s € [0,T].
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1.2. Wienerov proces

Mnogobrojne pojave u fizickim, tehnic¢kim i ekonomskim sistemima mogu se matematicki
modelirati Gaussovim procesima.

Sluéajni proces {X;, t € [0,T]} je Gaussov proces ako je svaka linearna kombinacija n-
dimenzionalnog zaseka (X, , ..., Xy, ) Gaussova slu¢ajna promenljiva. Dakle, za svakon € N,
tiy.. sty €10, T 1 a1,...,ap € R, je Y i ayxy, Gaussova slucajna promenljiva.

Definicija 1.2.1. Sluc¢ajni proces {w, t > 0} je Wienerov proces ako zadovoljava sledeie
uslove:

(a) wo =0 skoro izvesno;

(b) sa nezavisnim je prirastajima, tj. za svako 0 < tg < t; < ... < t,, slu¢ajne promenljive
Wiy, W, — Wiy ..., Wy, — Wy, | SU NEZAVISNE;

n

(c) wy —ws : N(0,0%(t —s)), 0 < s < t.

Parametar 02 # 0 je disperzija. Za 0? = 1 radi se o standardnom Wienerovom procesu
(procesu Brownovog kretanja).

Moze se dokazati da je slucajni proces {wy, t > 0} Wienerov ako i samo ako je Gaussov i
Ew; =0, R(t,s) = o? min{t, s}.

Wienerov proces ima sledeée osobine:

e proces je drugog reda, jer je E|w|* = 0%t < oo;

e n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < ... < t, i u1,...,u, € R se moze izraziti
preko jednodimenzionalnih gustina raspodele f;(f,u) Gaussove slu¢ajne promenljive,
tj.

Su(ty, - stasur, .o un) = fi(tun) - fite —tisug —ur) - fi(tn — tho1s Un — Un—1);

e proces je Markova;
e srednje kvadratno je neprekidan;

e skoro izvesno je neprekidan, pa su sve njegove trajektorije neprekidne funkcije, jer je
Elw; — wg|* < 302(t — s) (Teorema 1.1.2 Kolmogorova);

e sve trajektorije su skoro izvesno nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki (kako je

_ 2
7wt°+hh Wto : N(O, %)7

za tg > 0, h — 0, izvod u raspodeli Wienerovog procesa ima beskonacnu disperziju, sto
je nemoguce);
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e skoro izvesno je neogranicene varijacije i kona¢ne kvadratne varijacije na svakom odsec-
ku [a,b] C [0,00) (za proizvoljnu konstantu ¢ € R irazbijanjea =to <t; <...<t, =0

intervala [a, b] za koje max (t — tx_1) — 0 kada n — oo,
=1,n

n

n
P{Z|wtk — Wy, | >c} — 1, Z[wk—wk_l}Q s'—k'>a2(b—a);
k=1

k=1
e proces {wy, Fy,t > 0} je martingal, jer za t > s vazi da je

E(wi|Fy) = E[(wy — ws + ws)| F]

= 0+ ws = ws, skoro izvesno.

e moze se definisati na parametarskom skupu (—oo, +00), pri ¢emu je Fw; = 0, a R(t,s) =
1
i(ltl + |s| = |t — s|). Na taj nacin se dobijaju nezavisni Wienerovi procesi {wy, t > 0} i

{w_¢, t > 0} &ije su trajektorije skoro izvesno spojene u tacki ¢t = 0.

Definicija 1.2.2. Slucajni proces w = {wy,t > 0} = {(Wi(t), Wa(t), ..., Wp(t)),t > 0} je
m-dimenzionalni Winerov ako zadovoljava sledeée osobine:

1. wo = 0, skoro izvesno;

2. sa nezavisnim je prirastajima;

3. wy — ws : N(0,0|t — s|I), pri cemu je I jedinicna matrica reda m.

Dakle, koordinate Wienerovog procesa su jednodimenzionalni medusobno nezavisni Wie-

nerovi procesi. Za m-dimenzionalni Wienerov proces se mogu dokazati sve osobine koje vaze
i za jednodimenzionalni Wienerov proces.

1.3. Itov integral
1.3.1. Konstrukcija Itovog integrala

U prethodnom poglavlju je istaknuto da je Wienerov proces neogranicene varijacije, kao i
da njegove trajektorije, skoro izvesno, nemaju izvod ni u jednoj tacki. U tom slucaju se
slucéajni integral po Wienerovom procesu ne moze definisati na standardan nacin, tj. kao
Riemann-Stieltjesov ili Lebesgueov integral, pa se zbog toga uvodi pojam Itovog integrala.

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoé¢a na kome je definisan standardni Winerov proces
w = {wy, t > 0}, pri ¢emu je sluéajna promenljiva w, Fi-merljiva za svako t > s, Fy C Fy
za § < t 1w — ws ne zavisi od Fg, za svako t > s, tj. Fr = o(ws, 0 < s < t). Tada
se familija o-polja {F;, t > 0} generisana Wienerovim procesom w naziva potok. Wienerov
proces {wy, t > 0} saglasan sa potokom {F;,t > 0}, oznacavace se sa W = {wy, Ft,t > 0}.

Slucajni proces {z¢, t € [0,T]} je neanticipativan u odnosu na potok {F;,t > 0} ako je:
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(1) separabilan;
(7i) merljiv;
(7i1) za svako t € [0,T], z; je F merljivo.

Kada vazi osobina (7i7), tada se kaze da je proces {z, t € [0,T]} saglasan sa potokom F;
generisanim slucajnim procesom {wy, t > 0}.

Neka je sa Lp[0,7], p > 1 oznaCen prostor neanticipativnih procesa {¢(t),t € [0,7]}
T

za koje vazi [ |p|P(t)dt < oo skoro izvesno, dok je sa Ms[0,T] oznacen podprostor prostora
0

slucajnih procesa L]0, T, tako da je fOT Ep?(t)dt < oo.

Definicija 1.3.1. Slucajni proces ¢ € Lo[0,T] je stepenasta (slucajna) funkcija ako postoji
razbijanje 0 =tg < t1 < ... <t, =T, tako da je

o(t) = @(t;) skoro izvesno za t; <t < tiy1, 0 <i<n.

Definicija 1.3.2. Neka je ¢ € L2[0,T] stepenasta funkcija. Sluc¢ajna promenljiva

T n
(1.3.1) /0 p(t)dw; == k; p(te) [wyy, — wi,_,]

naziva se stohasticki integral stepenaste funkcije ¢ u odnosu na Wienerov proces w, ili Itov
integral.

Teorema 1.3.1. Ako je ¢ € L3[0,T] stepenasta funkcija, tada je

T
E/ (t)dw, = 0.
0
Integral (1.3.1) definisan za slu¢ajne procese iz klase M2[0,T] ima slede¢e osobine:
(I) akosu g1, 92 € M3]0,T] dve stepenaste funkcije i a, 3 € R proizvoljne konstante, tada
je a1 + Ba € Mo[0,T] i vazi
T T T
| @ert) + Bea®) dwr = o [ or(duwi+5 [ patydu
(II) ako je ¢ € M2[0,T] stepenasta funkcija, tada je

T 2 T
E (/ gp(t)dwt> = / Eg*(t)dt —izometrija Itovog integrala;
0 0

(III) za svaku stepenastu funkciju ¢ € Ly[0,T] i pozitivne konstante € i N, vazi

P{‘/()Tgp(t)dwt >€} SP{/OTgo2(t)dt>N}+i\2r.
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Neka je proces f € M3[0,T] i neka postoji niz stepenastih funkcija ¢, € M3[0, T, koji
aproksimira f, u smislu da je

T
lim E [ [f(t) — ¢n(t)])?dt = 0.
n—oo 0
Tada je
T
lim E [ [pn(t) — om(t)]?dt =0,
n,m—oo 0

pa je u tom slucaju

2
T T T
(132) lim_E [ | enttraun— | ¢m<t>dwt] = Jim B [ lpalt) - pu®)Pdt =0,
Odatle se moze zakljuéiti da je niz slu¢ajnih promenljivih { fOT ©n(t)dw,} Cauchyjev u smislu
srednje kvadratne konvergencije, pa konvergira ka nekoj granici, koja ¢e biti oznacena sa
fOT f(t)dw;. Dakle, Itov integral je

T T
/ f(t)dw; := sk lim / on(t)dwy.
0 n—oo 0

Za dva razlicita niza stepenastih funkcija {p, (1)} 1 {¥n(t)}, n € N, koja aproksimiraju f,
moze se pokazati da se skoro izvesno poklapaju vrednosti njihovog Itovog integrala foT f(t)dwy,
pa on ne zavisi od izbora niza stepenastih funkcija.

Moze se zakljuciti, na osnovu srednje kvadratne konvergencije niza stepenastih funkcija
ka procesu f € M2[0,T], da za Itov integral procesa f vaze osobine (I) — (IIT).

Sa klase M50, T] moze se preéi na klasu Lo [0, T, na sledeéi na¢in: Posto za niz stepenas-
tih funkcija {¢(t),t € [0, T}, koji aproksimira f € L2[0,T], vazi osobina (I1I), za proizvoljne
pozitivne brojeve € i § je

P { ‘/OT on(t)dwy — /OT ©m(t)dw,

pa se na osnovu (1.3.2) moze zakljuciti da je niz {fOT ¢n(t)dw} Cauchyjev u smislu konver-
gencije u verovatnodi. Zbog toga on konvergira u verovatnodi ka nekoj slu¢ajnoj promenljivoj
koja ne zavisi od izbora niza stepenih sluc¢ajnih funkcija, i koja predstavlja Itov integral
slucajnog procesa f € Lo[0,T]. Tada se moze dokazati da za Itov integral slu¢ajnog procesa
[ € L2[0,T) vaze osobine (I) i (III), dok izometrija Itovog integrala, dakle osobina (IT), ne
vazi.

T
> e} <P {/0 [on(t) — om ()] (t)dt > 525} + €,

Neka je m-dimenzionalni Wienerov proces w = {wy,t > 0} definisan na prostoru verovat-
noc¢a (Q, F, P), {F;,t > 0} potok generisan ovim procesom i f : [0,7] x Q@ — R"™ x R™ n X m-
dimenzionalni slu¢ajni proces saglasan sa potokom {F;,¢ > 0}. Pri tome su elementi prostora
R™ x R™ matrice f = [fi;], i = 1,...,n, j = 1,...,m dimenzije n x m sa normom |f|? =

=121 fj =trffT. Neka je L»[0, T] klasa svih n x m-dimenzionalnih slu¢ajnih procesa
f saglasnih sa potokom {F;,t > 0}, za koje vazi fOT |f(t,w)|?dt < oo, skoro izvesno. Slucajni
integral Itoa po m-dimenzionalnom Wienerovom procesu se konstruiSe slicno kao u slucaju
jednodimenzionalnog Wienerovog procesa, samo sa odgovaraju¢om matricnom normom, pri
¢emu vaze iste osobine kao u jednodimenzionalnom slucaju.
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1.3.2. Neodredeni slucajni integral Itoa

Definicija 1.3.3. Slucajni proces {I,t € [0,T|} definisan sa

T t
(1.3.3) I(t) = /0 Tyery f()dws = /0 F(s)duws

je neodredeni slucajni integral Itoa slucajnog procesa f € M3l0,T], gde je Its<ty indikator
skupa {s < t}.

Neodredeni slucajni integral (1.3.3) ima sledece osobine koje slede iz same konstrukcije
slucajnog integrala Itoa:

—

. I(t) je Fr-merljiv proces, za svako t € [0, T;

2. EI(t) = 0;

3. B|I(t)]> = JI E|f(t)|?ds -integralna izometrija;
e f(s)dws = 3 f(s)dws + [L f(s)dws, u,t € [0,T).

U slucaju kada je f € L9[0,T] za neodredeni slucajni integral Itoa (1.3.3) ne vazi osobina 3.

W

Za slucajni proces {I(t),t € [0,T]} vaze sledeca tvrdenja:

Teorema 1.3.2. Neka je {w, Fy,t > 0} Wienerov proces i neka je f € Ms2[0,T]. Neo-
dredeni slucajni integral Itoa {I(t),Fi,t > 0}, definisan sa (1.3.3), je martingal, odnosno
E(I(t)|Fs) = I(s), skoro izvesno, za s < t.

Moze se dokazati da prethodno tvrdenje ne vazi pod pretpostavkom f € Ly[0, T.

Teorema 1.3.3. Ako je f € M3|0,T], slucajni proces definisan sa (1.3.3) je skoro izvesno
neprekidan.

Teorema 1.3.4. (Nejednakost Dooba, [14]).Za slucajni proces f € Ms|0, T] vazi nejednakost

/f )ds }<4/ E|f(t)[2dr.

Teorema 1.3.5. (Nejednakost Burkholder-Davis-Gundy, [9]) Za merljiv proces f € L2[0,T7],
koji je saglasan sa familijom o-polja {F, t > 0} generisanom sluc¢ajnim procesom {wy, t > 0}
1 za svako | > 0, postoji pozitivna konstanta c¢; koja zavisi samo od l, tako da je

/f dwu}<clE</ I (u |du), teo,T).

Neodredeni slucajni integral Itoa slucajne funkcije f € Lo[0,7T] po m-dimenzionalnom
Wienerovom procesu je n-dimenzionalni slucajni proces {I(t), t € [0, T}, skoro izvesno jedin-
stven, takav da je I(t) = [3 f(s)dws := fOT f(8)l{s<pydws, t € (0,77, sa istim osobinama koje

(1.3.4) { sup

t€[0,T)]

(1.3.5) { sup

0<s<t

vaze za jednodimenzionalni slucaj Ako je fg E|f(s)?ds < oo, zadovoljena je osobina inte-
gralne izometrije, tj. E|I(t)|> = [j E|f(s)|?ds, u odnosu na odgovarajuée norme, odnosno sa
leve strane jednakosti je Euclidova norma u R", a sa desne Euclidova norma u R" x R™.
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1.3.3. Itova formula

Definicija 1.3.4. Neka su slucajni procesi |a|'/?,b € Lo[0,T] i proces {xs, t € [0,T]} takav
da za svako 0 < t1 <ty < T waZi

to t2
Ty, — Ty, = / a(t)dt + b(t)dws.

t1 t1

Tada slucajni proces x¢ ima stohasticki diferencijal

dxy = a(t)dt + b(t)dwy, t € [0,T].

U mnogim sluc¢ajevima efektivno izracunavanje slucajnog integrala Itoa ne bi bilo moguce
bez primene Itove formule za stohasticko diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.3.6. (Formula Itoa, [22]) Neka sluc¢ajni proces x; ima stohasticki diferencijal
dxy = a(t)dt + b(t)dwy,

i neka je funkcija f : [0,T] x R — R neprekidna i sa neprekidnim parcijalnim izvodima
filt,x), fi(t,x), fI (t,x). Tada proces f(t,x¢) ima stohasticki diferencijal

(136) df(tv .’L‘t) = ft/(tv xt) + %fa/cla:(tv xl‘)bQ(t) + f;(t :L't)a(t) dt + f;;(tv $t)b(t)dwt7 le [07 T]

Izraz (1.3.6) dobio je ime po Itou i predstavlja Itovu formulu za stohasticko diferenciranje.

Primer 1.3.1. Primenom Itove formule za stohasticko diferenciranje (1.3.6) moze se efek-
tivno izracunati neodredeni sluc¢ajni integral Itoa fot wsdws. Posto jea =0, ab =1, ako se
primeni formula (1.3.6) na funkciju f(z) = x2, dobija se

dw? = dt + 2wdwy,
tako da je

t 1 1
/0 wrdw; = QM? — it. AN

Ako se iskoristi Itova formula (1.3.6), moze se dokazati sledeée tvrdenje:

Teorema 1.3.7. (videti, na primer, [4], [15], [16], [20]) Neka je slucajni proces f € L2[0,T]
i fOT Ef*™(t)dt < oo, pri éemu je m € N. Tada je

(1.3.7) E (/Ot f(t)dwt)Qm < [m(2m — 1)) gt /Ot Ef*™(t)dt, t € [0,T].
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Neka su zadati n-dimenzionalni slu¢ajni proces a € L1]0, T, n x m-dimenzionalni slu¢ajni
proces b € Ly[0,T] i n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva xo, Fp-merljiva i nezavisna u
odnosu na m-dimenzionalni Wienerov proces. n-dimenzionalni slu¢ajni proces

xt—xo—i-/ ds+/ s)dws, t € [0,T],

je saglasan sa potokom {F;,t > 0} i skoro izvesno neprekidan. Za 0 < s <t <T je

t t
Ty — T :/ a(u)du—|—/ b(u)dw,,.

U tom slucaju slucajni proces {z,t € [0,T]} ima stohasticki diferencijal dz; = a(t)dt +
b(t)dwy, odnosno, dry = (dw1(t), ..., dw,(t)), gde je du;(t) = a;(t)dt + 270 bij(1)dW;(t), i =
1,...,n.

I u visedimenzionalnom sluc¢aju za efeksivno reSavanje Itovih sluc¢ajnih integrala, u veéini
sluc¢ajeva je neohodno primeniti Itovu formulu za stohasti¢no diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.3.8. (Formula Itoa, [22]) Neka slucajni proces {xy,t € [0,T] ima stohasticki
diferencijal

dzy = a(t)dt + b(t)dwy,

i neka je funkcija f : [0,T] x R — R, tj. f(t,x) = f(t,x1,...,x,), neprekidna i sa neprekid-
nim parcijalnim izvodima f{(t,x), f,. (t,z), g'c’ixj (t,z),i = 1,...,n. Tada sluéajni proces
flt,xy) = f(t,z1(t),...,zn(t)) ima stohasticki diferencijal

l\DM—l

(138) df(t,a:t) = ft t LL’t

Z frla, () - szk () + > fa (ta)ai(t) | dt
=1

3,J=1

+ i f;l (t, CCt) . i bij(t)de(t), te [0, T]
i=1 Jj=1

1.4. Stohasticke diferencijalne jednacine

Kao sastavni deo teorije slucajnih procesa razvijala se i teorija stohastickih diferencijalnih
jednacina. U nekim radovima Bernsteina i Wienera, ¢etrdesetih godina proslog veka, sadrzani
su pojedini elementi ove teorije. Medutim, sovjetski matematicar I.I.Gihman [17] i japanski
matematicar K.It6 [21], [22] su desetak godina kasnije, definisali stohasticku diferencijalnu
jednacinu Cije je resenje proces Markova. U danasnje vreme je prihvac¢ena definicija slucajnog
integrala kao integrala slucajne funkcije po Wienerovom procesu, koju je dao Ito. U isto vreme
Doob je uveo pojam martingala, ¢ime je doprineo da razvitak ove teorija bude jo§ intenzivniji.
Znacajne rezultate u proucavanju stohastickih diferencijalnih jednac¢ina po martingalima i
martingalnim merama dali su mnogi matematicari, a posebno Gihman i Skorohod [17], Kunita
i Watanabe [20], Meyer [58]. Tokom sedamdesetih godina teorija stohastickih diferencijalnih
i integralnih jednac¢ina ubrzano se razvija i njome se bave mnogi poznati matematicari C.P.
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Tsokos [76], L. Arnold [4], A.T. Bharucha-Reid [6], A. Friedman [15], N. Ikeda i S. Watanabe
[20], E. Wong [79], G. Kallianpur [45] i drugi.

Neka je w = (wy, t > 0) standardan Wienerov proces, definisan na kompletnom prostoru
verovatnoéa (Q, F,P), © = {x,t € [0,T]} slucajni proces saglasan sa familijom o-polja
{F,t > 0} generisanom sluc¢ajnim procesom w, n sluéajna promenljiva definisana na istom
prostoru verovatnoca i nezavisna od w, a funkcije a : [0,7] x R— Rib:[0,T] x R — R X R,
su definisane i Borel merljive na svojim domenima. Stohasticka diferencijalna jednacina Itoa
je oblika
(1.4.1) dxy = a(t,z¢)dt + b(t, xp)dwy, x9=m, te€][0,T].

Funkcije a(t,x) i b(t, x) predstavljaju koeficijente jednacine (1.4.1), pri ¢emu se funkcija
a(t, ) naziva koeficijent prenosa, a funkcija b(t, x) koeficijent difuzije.

Jednacina (1.4.1) se moze zapisati i u ekvivalentnom integralnom obliku,

¢ t
(1.4.2) Ty =1 +/ a(s,xs)ds +/ b(s, zs)dws, t € [0,T],
0 0

pri ¢emu je prvi integral sa desne strane ove jednakosti Lebesgueov integral, a drugi Itov
integral.

Definicija 1.4.1. Slucajni proces {x,t € [0,T]} je strogo resenje jednacine (1.4.2) ako su
zadovoljeni sledeci uslovi:

(a) z; je neanticipativan proces za t € [0,T];

(b) f(;[ la(t, z¢)|dt < oo, fOT |b(t, z¢)|2dt < oo, skoro izvesno;

(c) xo =, skoro izvesno;

(d) jednacina (1.4.2) je zadovoljena za svako t € [0,T], skoro izvesno.

Definicija 1.4.2. Stohasticka diferencijalna jednacina(1.4.2) ima jedinstveno strogo resenje
ako za bilo koja dva stroga resenja x iy vaZi

P{ sup |z; —y| >0} =0.
te[0,T

Potrebno je precizno definisati uslove pri kojima postoji jedinstveno reSenje jednacine
(1.4.2). Sledeca teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja daje dovoljne uslove pod kojima
postoji resenje jednacine (1.4.2) koje je jedinstveno i omogucava izracunavanje karakteristika
i ispitivanje osobina reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina.

Teorema 1.4.1. ([4], [15], [17]) Pretpostavimo da su koeficijenti a : [0,T] x R — R i b :
[0,T] x R — R jednacine (1.4.1) Borel merljivi i da za njih vaze globalni Lipschitzov uslov i
uslov ogranicenog rasta po poslednjem argumentu, tj. postoji konstanta L > 0, takva da je za
svako xz,y € R, t € [0,T):

4.3) la(t, ) = a(t,y)| + b(t, ) = b(t,y)| < Llz =y,
ja(t, @) + bt 2)[* < L2 (1+]af?).
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Ako je E|n|*™ < oo za fiksiran prirodan broj m, tada postoji jedinstveno, skoro izvesno
neprekidno strogo redenje x = {xy,t € [0,T]} jednacine (1.4.1), za koje wvazi da je
E{supyefory |z} < o0.

Ova osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.4.1) se dokazuje
konstrukcijom niza sukcesivnih aproksimacija, tj. niza slu¢ajnih procesa {z,(t), t € [0,T]},
na sledeéi nacin:

{I:O(t) =1
zn(t) =n —I-/O a(s,rn—1(s))ds +/O b(s, n—1(8))dws, n=0,1,..., t €[0,T].

Dokazuje se da je posmatrani niz skoro izvesno uniformno neprekidan i da konvergira ka
sluc¢ajnom procesu z; koji je resenje jednacine (1.4.1). Ovakav metod dokazivanja egzistencije
resenja x; jednacine (1.4.1) naziva se Picardov metod sukcesivnih aproksimacija.

Teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.4.1) moze se iskazati i pod
drugim pretpostavkama koje vaze za koeficijente te jednacine. Jedna od njih je egzisten-
cija ogranic¢enog slu¢ajnog integralnog kontraktora za koeficijente jednacine (1.4.1) (videti,
na primer, [53], [66], [69]).

Ocena momenta (2m)-tog reda resenja jednacine (1.4.1) data je sledeé¢im izrazom
(1.4.5) Elz|*™ < (14 Enf*™) et —1, te0,T],
gde je ¢; > 0 konstanta koja ne zavisi od T'. Dokaz se moze naéi u literaturi, na primer, [17],
[15], [67].

Moze se dokazati (videti, na primer, [4], [17], [20], [67]) da je strogo reSenje z; stohasticke
diferencijalne jednacine (1.4.1) proces Markova.

Koeficijenti stohasticke diferencijalne jednacine mogu biti i slucajne funkcije, uz izvesne
pretpostavke o njihovoj merljivosti. Neka su date slu¢ajne funkcije a : [0,7] x R™ x Q@ — R",
b:[0,T] x R" x Q@ — R™ x R™ i n—dimenzionalna slu¢ajna promenljiva n Fo-merljiva i
nezavisna u odnosu na m-dimenzionalni Wienerov proces. Jednacina

dxy = a(t,xy)dt 4+ b(t, z)dwy, x9g =n, t € [0,T],

je visedimenzionalna stohasticka diferencijalna jednacina Itoa sa pocetnom vrednoséu 7. Pod
istim pretpostavkama kao i u slu¢aju jednodimenzionalne diferencijalne jednacina Itoa (1.4.1),
s tim da Lipschitzov uslov i uslov ograni¢enog rasta vaze skoro izvesno, moze se iskazati
osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja, naravno u odnosu na odgovarajuce
prostore i norme.

1.5. Linearne stohasticke integrodiferencijalne jednacine

M. Berger i V. Mizel [8] su, uvodeéi pojam dvostrukog stohastickog integrala, dokazali
egzistenciju i jedinstvenost resenja linearne stohasticke integrodiferencijalne jednacine Itoa,

t t
(1.5.1) dxy = [al(t,xt) +/ as(t, s, xs) ds —I—/ as(t, s, xs) dws| dt
0 0
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t t
+ l:bl(t7xt) +/ b2(t7$7$s) d8+/ b3(t7$7$5) dws dwtv le [OvTL
0 0
Lo =1,
pri ¢emu se podrazumeva linearnost po integralima. Ovde je x; slu¢ajni proces sa vrednostima

u R" definisan na [0,7], w je R™-vrednosni Wienerov proces, 1 je slucajna promenljiva sa
vrednostima u R", nezavisna od w, a funkcije

ai : [0,T] x R® — R™, b : [0,7] x R* — R" x R™,
as:J x R" — R", by:J x R" — R" x R™,
az:J x R* — R" x R™, bs:J x R — R" x R™ x R™

su definisane i Borel merljive na svojim domenima, gde je
J={(ts): 0<s<t<T}.

Jednacina (1.5.1) se moze zapisati u integralnom obliku,

t s s
(1.5.2) x4 :/ [al(s,xs)—i—/ as(s,r,xs) dr—|—/ as(s,r,x,) dwT] ds
0 0 0
t s s
—l—/ [bl(s,xs)—l—/ bg(s,r,xr)dr+/ bs(s, T, x,) dwr] dws, te€0,T],
0 0 0
ZTo =1,

pri cemu se u ovoj jednacini pojavljuju dvostruki stohasticki integrali. Potrebno je definisati
uslove pod kojima oni postoje kao neanticipativni i skoro izvesno neprekidni slu¢ajni procesi.

Lema 1.5.1. (Berger, Mizel, [8]) Neka je funkcija f definisana i merljiva na [0, T]x [0, T]x £
sa vrednostima u R™ x R™ ili u R™ x R™ x R™. Neka je f(t,s) neanticipativna po s za svako
t €10,T). Ako je

T
/ |f(t,8)|?ds < co,  skoro izvesno,
0

za svako t € [0,T], tada je
T
/ f(t, s)dws
0

merljiva funkcija na [0,T] x €.

Lema 1.5.2. (Berger, Mizel, [8]) Neka je funkcija f definisana i merljiva na [0, T]x [0, T]x
sa vrednostima u R"™ x R™ ili uw R™ x R™ x R™. Neka je f(t,s) neanticipativna po s za svako
t €10,T). Ako je

T T
/ / |£(t,s)|dsdt < oo, skoro izvesno,
0o Jo

tada je

/T f(t,s)dws € Lo[0,T].
0
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Lema 1.5.3. (Berger, Mizel, [8]) Neka je funkcija f definisana i merljiva na [0, T] % [0,T]x
sa vrednostima u R™ x R™ ili u R™ x R™ x R™. Neka je f(t,s) neanticipativna u s za svako
t € [0,T] i neka postoji neslucagna funkcija K(s) i konstanta o > 0, tako da je

T
/ |K (s)]?ds < oo,
0

|f(ta,s) — f(t1,8)] < K(s)|ta — t1]¢,  skoro izvesno,
za t1,ta, s € [0,T]. Tada je proces
T
| st s)du,
0

skoro izvesno neprekidan na [0,T].

Lema 1.5.4. (Berger, Mizel, [8]) Neka je funkcija f definisana i merljiva na J x Q sa
vrednostima u R™ x R™ ili u R™ x R"™ x R™. Neka je f(t,s) neanticipativna u s za svako
t € [0,T] i neka postoji nesluéajna funkcija K(s) i konstanta o > 0, tako da je

T
/ | (5)|2ds < oo,
0

|f(ta,s) — f(t1,s)] < K(s)|ta —t1|%, skoro izvesno,

za 0 < s <ty <ty <T. Neka postoje konstante € > 0, D > 0 takve da je

t
sup / ’f(t,S)IQﬁdSSD, skoro izvesno.
te[0,7] /0

Tada je proces
t
/ f(t, s)dws,
0
skoro izvesno neprekidan na [0, T].

Na osnovu ovih tvrdenja moze se zakljuciti da su svi jednostruki i dvostruki integrali koji
figurisu u jednacini (1.5.2) neanticipativni i skoro izvesno neprekidni procesi.

Definicija 1.5.1. Slucajni proces {x,t € [0,T]} sa vrednostima u R", je resenje jednacine
(1.5.2) ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:
(a)  x¢ je neanticipativan proces za t € [0,T];

(b) T T
/0 laq (t, z;)|dt < oo, /0 by (t, ) |2dt < co,  skoro izvesno,
T [t T [t
/ / laa(t, s, xs)|dsdt < oo, / / ba(t, s, x4)2dsdt < oo, skoro izvesno,
0o Jo 0o Jo

T gt T gt
/0 /0|a3(t,s,xs)\dsdt<oo, /0 /0|b3(t,s,:vs)|2dsdt<oo, skoro izvesno;

(¢) jednacina (1.5.2) je zadovoljena za svako t € [0,T], skoro izvesno.
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Teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja stohasticke integrodiferencijalne jednacine
Itoa je formulisana po uzoru na klasi¢nu teoremu egzistencije i jedinstvenosti resenja SDJ,
a dokaz je, naravno, izveden koriS¢enjem klasi¢nog Picard-Lindel6fovog metoda sukcesivnih
aproksimacija.

Teorema 1.5.1. (Berger, Mizel, [8]) Neka je n slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u R",
nezavisna od Wienerovog procesa w = {wy, t > 0}, pri éemu je E|n|?> < co. Pretpostavimo
da postoji konstanta L > 0 tako da za svako (t,s) € J i x,y € R vazi

(153) |a1(tax)_a1(t7y>’ SL]a:—y|, ’ai(tvs)x)_ai(ta&y” §L|.%'—y|, 1= 2,3,
|b1(t7$) - bl(t7y)‘ < L|:I7 - y|7 ‘bi(t,s,l‘) - bi(ta Say)| < L|ZL‘ - y|7 = 2,3,
jax(t,2)]* < L2(1+ [2),  ai(t,s,2)]| < L1+ |2]?), i = 2,3,

(1.5.4)  |by(t,2)|* < LA(1 + |z]?), |bi(t,s,2)[* < L2(1 + |z[%), i =2,3.

Tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno resenje {xy,t € [0,T]} jednacine (1.5.1),
tako da je xg = n skoro izvesno i Esupgc,<r |3]* < co.

Prateéi postupak koriséen u [56] i [8], lako se moze dokazati da ako je E|n|*™ < oo, za
neki fiksiran broj m € N, tada je E{sup;c(o 1 |z¢)?™} < oo.

Moze se iskazati analogna teorema Teoreme 1.5.1 (videti [8], strana 207-209), u sluc¢aju da
koeficijenti jednacine (1.5.1) zavise od w, pri ¢emu je neophodno pretpostaviti da je pocetni
uslov slucajni proces, dok su aq(t,x) i by (¢, x) neanticipativne slucajne funkcije u t za svako
x, az(t,s,z) i ba(t,s,x) su neanticipativne u t za svako (s,x), dok su as(t, s, x) i bs(t, s, z)
neanticipativne u s za svako (¢, x).

Teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.5.1) moze biti iskazana pod
pretpostavkama drugacijim od onih u Teoremi 1.5.1, kao $to je u radu (M. Jovanovié, [38],
1994.), gde je za koeficijente jednacine pretpostavljena egzistencija regularnog ogranic¢enog
slu¢ajnog integralnog kontraktora, umesto uslova (1.5.3) i (1.5.4).

1.6. Opste stohasticke integrodiferencijalne jednacine

Neke pojave u socijalnim naukama, fizici, inzenjerstvu, biologiji i medicini, kao i ekonomiji,
koje zavise od sluc¢ajnih pobuda tipa Gaussovog belog Suma, matematicki se opisuju i mo-
deliraju opsim stohastickim integrodiferencijalnim jednac¢inama Itoa. Te jednacine predstav-
ljaju uopstenje stohastickih diferencijalnih jednacina oblika (1.4.1) i linearnih stohastickih
integrodiferencijalnih jednacina oblika (1.5.1), a detaljno su ih proucavali autori Murge i
Pachpatte ([63], [64], [65]), zatim Stoyanov [73] i naravno, u jednostavanijem obliku, Berger
i Mizel [8]. Osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja dokazana je u navedenim
radovima, koriSéenjem klasi¢nog Picardovog metoda sukcesivnih aproksimacija.

Opsa stohasticka integrodiferencijalna jednacina Itoa je oblika

t t
(1.6.1) dry = F(t, xt,/ fi(t, s, xs) ds,/ fa(t, s, xs) dws) dt
0 0
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¢ ¢
+ G(t,:rt,/ g1(t, s, zs) ds,/ ga(t, s, zs) dws) dwy, t € [0,T],
0 0

xg =1n, skoro izvesno.

U ovom slu¢aju pretpostavlja se da je (Q, F, P) kompletan prostor verovatnoca na kome je
definisan jednodimenzionalan standardni Wienerov proces w = (wy,t > 0), {z4,t € [0,T]}
je jednodimenzionalan slu¢ajni proces saglasan sa familijom o-polja {F;,t > 0} generisanom
sluc¢ajnim procesom w, a n je slucajna promenljiva definisana na istom prostoru verovatnoca
i nezavisna od w. Slucajne funkcije

fi:J X RxQ— R, gi:J X RxQ — R, 1=1,2,

F:[0,T] x R®*x Q — R, G:[0,T] x R® x Q — R,
gde je J = {(t,s) : 0 < s <t < T}, su Borel merljive na svojim domenima, f;(t,s,x) i
gi(t, s, x) su Fs-merljive za svako s < t,x € R, F(t,x,y,2) 1 G(t,x,y, z) su Fy-merljive za
svako (x,v,z) € R3. Da bi oznacavanje bilo jednostavnije, izostavljeno je w u svim sluéajnim
funkcijama i procesima vezanim za jednacinu (1.6.1).

Teorema 1.6.1. (Murge, Pachpatte, [66]) Neka je En|> < oo i neka slucajne funkcije
firgi, F' 1 G zadovoljavaju globalni Lipschitzov uslov © uslov ograni¢enog rasta, tj. neka pos-
toji konstanta L > 0 takva da za svako (t,s) € J i (z,y, 2), (2,3, 2") € R, sa verovatnocom
jedan, vazi

(16.2) (1, 2,9,2) — F(t,2',4', 2)| < L(Je — /| + Jy — o/ + |2 — 2],
|fi(t,5,$)—fi(t,8,$/)| SL’CL'—-’E/L 1=1,2,

(1.6.3) |F(t,z,y,2)” < L*(1+ |z + [y* + [2]),
|fit, s, 2)]* < L*(1+ |z),

i analogno za G,g1,92. Tada jednacina (1.6.1) ima jedinstveno skoro izvesno neprekidno i
Fi-merljivo resenje xy koje zadovoljava uslov da je E{sup;c(o 1 |z¢|?} < o0.

Analogno, kao kod prethodnih jednacina, prateéi postupak koriséen u radu [56], moze se
dokazati da ako je E|n|*™ < oo za neki prirodan broj m, tada je E{supycio,n |z4)?™} < oo

1.7. Nasledne stohasticke diferencijalne jednacine

Nasledne stohasticke diferencijalne i integrodiferencijalne jednacine Itovog tipa imaju ve-
liku primenu u mehanici i tehnickim naukama. U mehanici fluida, kod materijala sa memori-
jom, od posebnog je znacaja nasledni fenomen. Matematicke modele u teoriji viskoelasti¢nosti
predstavljaju nasledne funkcionalne diferencijalne jednacine, ¢ije su asimptotsko ponasanje i
stabilnost resenja proucavali, na primer, Coleman [11], [12], [13], Mizel [55], [59], [61] Hale,
Marcus [59] , Trutzer [61], [62]. U radu V.Mizela i V.Trutzera [62], koji je ustvari doktorska
disertacija V.Trutzera, proucavane su egzistencija, jedinstvenost i stabilnost reSenja jedne
klase naslednih stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednacina Itoa.
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Neka je R"™ realni n-dimenzionalni Euklidov prostor i L, 1 < p < oo, prostor merljivih
funkcija sa tezinskom funkcijom p : R™ — R*, tj.

— . + n
Ly = {%OW-R — R ,/Iw(S)I”p(S)d8<oo}.
0

gde tezinska funkcija zadovoljava uslove:
(a) p je integrabilna na R™;

(b) Vo >0 K(o) = esssupycp+ W <K < o0,
p(s
p(s)
K(O’) = BSSSU.I)SGRJr m < N

(c) p je esencijalno ogranicena na R™;
(d) p je esencijalno strogo pozitivna na (0, c0);
(e) sp(s) — 0, kada s — oo.

Neka je X = R™ x Lp prostor funkcija, tj. prostor sa istorijom i elementima x = ((0), ¢),
sa normom

o] 1/p
lz|lx = <|90(0)|p+/\<ﬂ(8)!pp(8)d8> = (1O + 1 ol)"/7.
0

Prostor (X, || - ||x) je Banahov prostor.

Merljiva funkcija x : (—o0, a] — R™ je dopustiva u odnosu na X ako je za svako t € (—o0, a]
funkcija x! definisana sa x!(s) = z(t — s), s € R™. Pri tome je 2! € X.

Ako je funkcija 2 dopustiva u odnosu na X, tada je 2! = (z(t),2.) € X, za svako

t € (—o0,al, pri ¢emu je
N ) z(t—s), 0<s<t, ) o=x(t), 0<t<T,
() = { p(s —1), s>t =1 o(-n), t<0.

Neka je, kao i dosada, w = {w;,t > 0} m-dimenzionalni Wienerov proces definisan na
prostoru verovatnoca (2, F, P) i saglasan sa potokom {F;,t > 0}. Za t > 0 neka je Xy prostor
merljivih sluéajnih procesa z(t), t < 0, gde je 2 € X za skoro svako w i za svako t, x(t)
ne zavisi od {w, —wp : u > 0}. Na osnovu strukture prostora X, sledi da je z* € X skoro
izvesno, za svako t < 0.

Pocetna vrednost ¢ takode pripada prostoru Aj.

Lema 1.7.1. Neka je z(t), t € R merljiv slucagni proces, pri cemu je o{ z(u) : u < 0} = Go
nezavisno od wy—wop, t > 0izat >0 x() je neprekidno i Gy := GV Fy-progresivno merljivo.
Pored toga, za skoro svako w funkcija 2°(-,w) € X. Zat >0, x'(w) € X za skoro svako w i

proces xt sa vrednostima u X je skoro izvesno neprekidan i Gi-progresivno merljiv.

Sledece relacije, koje su dobijene u radu [61], bi¢e neophodne za dalji rad:
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Za svako z € X, 0 € [0,qa], t € [0,al,

(1.7.1) 125 = [z@®F + || ="II7,

(1.7.2) 1215 = (1I2"I7)
~ —v t v
<k |Ja® + Bl + ([ 12Pott - w)du) |.
gdejel>1, v=1/p, k,=3""1v1.

Ako je w = {wy,t > 0} m~dimenzionalni Wienerov proces definisan na prostoru verovat-
noca (2, F, P) i saglasan sa potokom {F;,t > 0}, z(t) slucajni proces sa vrednostima u R",
a:RxX —R"ib: Rx X — R" x R™ funkcionali definisani i Borel merljivi na R x X,
tada je nasledna stohasticka diferencijalna jednacina oblika

(1.7.3) dx(t) = a(t,z")dt + b(t, x")dwy, t >0

20 = 0.

Kao sto je napred istaknuto, u radu [61] detaljno su proucavani problemi egzistencije, jedin-
stvenosti i stabilnosti nasledne stohasticke diferencijalne jednacine.

Definicija 1.7.1. Slucajni proces {x(t),t € (—o0,T|}, je strogo reSenje jednacine (1.7.3) za
t €10,T) ako vazi:

(a) x(t) je neanticipativno za t < T

(b) za skoro svako w, z* je u X, za t € [0,T;

(c) fOT la(t,z!)|dt < oo, skoro izvesno i fOT |b(t, 2)[2dt < oo, skoro izvesno;
(d) 2° = o, skoro izvesno;

(e) jednacina (1.7.8) vazi za skoro svako t € [0,T].

Sada se moze iskazati osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja nasledne sto-
hasticke diferencijalne jednacine (1.7.3).

Teorema 1.7.1. (Trutzer, Mizel, [61]) Neka su funkcionali a i b jednacine (1.7.3) R x X
Borel merljivi i postoji konstanta L > 0, takva da je

74) la(t,z) —a(t,y)| + | b(t,2) = b(t,y)| < L||z —yllx,
la(t,z)] +[b(t, )] < L(1+[|2||x)

za svako t € [0,T) i svako x,y € X. Neka jel > 1, a x_ proces takav da je x_ € Xy i
E|l 22 < oc.
Tada postoji jedinstveno strogo resenje jednacine (1.7.3), skoro izvesno neprekidno za

t € [0,T], sa pocetnim uslovom z° = 20, za koje vaZi i

E sup |z(s)|' < oo,
0<s<T
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Ova teorema je dokazana klasiénom metodom sukcesivnih aproksimacija Picard-Lindelofa,
uz koriSéenje odgovarajuée norme prostora X.

U citiranom radu [61] posmatrana je i opstija nasledna stohasticka integrodiferencijalna
jednacina

t t
(1.7.6) dx(t) [al(t,xt)—i—/ as(t, s, x%) ds+/ ag(t,s,xs)dws} dt
0 0
20

t t

+ [bl(t,xt)—i-/ ba(t, s, %) ds+/ bs(t, s, %) dws] dws, t € 10,7,
0 0

=",

sa funkcionalima
ap : [0,T] x X — R", by : [0,T] x X — R" x R™,
as:J xX — R", by :J x X — R"x R™,
az:JJ x X —-R"xR"™, b3:JxX—R"xR"xR™",
gde je J = {(t,s) : 0 < s <t <T}, koji su Borel merljivi na svojim domenima; ¢ € X je
nezavisno od w; — wq, t > 0.
Definicija 1.7.2. Slucajni proces {x(t),t € (—o0,T]} je reSenje jednacine (1.7.6) ako vazi:
(a) x(t) je neanticipativno za t < T
(b) za skoro svako w, z* € X, t € [0,T];
(c) a1(t) = ai(t,zt), as(t,s) =as(t,s,x%), as(t,s)=as(t,s,z*),
bi(t) =bi(t,at), ba(t,s) =ba(t,s,x%), bs(t,s) =bs(t,s,z*),
su takvi da je
J lar()]dt < oo s.i., S 1oy (#)]2dt < o0 s.i, J [Hag(t, s)|dsdt < oo s.i.,
dok a3, by, bs zadovoljavaju fOT J31£(t,s)dsdt < oo s.i.;
(d) 2% = ¢°;

e) jednacina (1.7.6) je zadovoljena skoro izvesno za svako t € [0,T].

Teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja dokazana je, kao u klasicnom stohastickom
sluc¢aju, Picard-Lindel6fovom metodom sukcesivnih aproksimacija uz koriséenje odgovarajuce
norme prostora X.

Teorema 1.7.2. Neka koeficijenti jednacine (1.7.6) a;,b;, i = 1,2,3 zadovoljavaju globalni
Lipschitzov uslov, tj. postoji konstanta L > 0, tako da za svako (t,s) € J i x,y € X

(1.7.7)’&1(t,:(,’) - al(tay)’ < LH.%' - yHXv ’ai(tv‘g’x) - ai(tﬂ&y)’ < LH L= yHX7 1=2,3,
’bl(tax) - bl(t7y)’ < LHx - yHXv ‘bi(tvsax) - bi(t,s,y)\ < LHl‘ - yHX7 1=2,3
1 uslov ogranicenog rasta sa istom konstantom

(L.7.8) () < LA+ [lallx), @it s,2) < L0+ [[allx), i = 2,3,
bi(ta)| < L+ [lellx), [ bilt,s,2)] < LA+ || 2llx), i =2,3.
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Ako je x_ € Xy, tako da je E|| a:(l||§( < 00, tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno
resenje jednacine (1.7.6), za koje je Esupg<icrp | z(t)[* < oo.

Pod pretpostavkom da je E|| 20 ||% < oo, moze se dokazati teorema sliéna Teoremi 1.7.1,
samo za naslednu stohasticku diferencijalnu jednacinu (1.7.6), odakle je E supg<i<r |z(t)|' <

Q.

1.7.1. Ogranicen slucajni integralni kontraktor

Za razlicite klase stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednacina Itoa teoreme
egzistencije i jedinstvenosti reSenja mogu se proucavati koriséenjem pojma ograni¢enog slu-
cajnog kontraktora, koji ukljucuje Lipschitzov uslov kao specijalan sluc¢aj. Koncept inte-
gralnih kontraktora definisao je M. Altman 1973. godine [1] za razli¢ite klase nesluc¢ajnih
diferencijalnih jednacina u Banahovim prostorima. Pojam ograni¢enog slucajnog integralnog
kontraktora uveo je H.H. Kuo [53], koji je modifikovao Altmanovu definiciju ograni¢enog in-
tegralnog kontraktora i primenio je u dokazu egzistencije i jedinstvenosti reSenja stohasticke
integralne jednacine Itovog tipa. Naglasimo da se i W.J. Padgett u nekim svojim radovima
[70], [76], [81] bavio razli¢itim tipovima stohastickih diferencijalnih i integralnih jednacina sa
ograni¢enim integralnim kontraktorom.

Da bi se dobila potpunija slika o klasama stohastickih diferencijalnih jednac¢ina za koje su
definisani slu¢ajni integralni kontraktori, nezaobilazni su autori Berger [8], Murge-Pachpatte
[63], [64], [65], [66], Popescu-Rascanu [69], Stoyanov [75], M. Jankovi¢ [38], Sv. Jankovi¢ i M.
Jovanovi¢ [35], [41], [42]. U svim navedenim radovima egzistencija i jedinstvenost resenja su
dokazane pod uslovima koji su potpuno razli¢iti od Lipschitzovog uslova i uslova ograni¢enog
rasta. Pratedi ideje Kua, Pachpatta, S. Jankovi¢ i M. Jankovié¢, a koriste¢i pojam ograni¢enog
slu¢éajnog integralnog kontraktora, nastao je rad [41], u kome je dokazana egzistencija i jedin-
stvenost resenja nasledne stohasticke integrodiferencijalne jednacine Itoa oblika (1.7.6).

Neka je sa ((Az)y)! oznacen element prostora X definisan kao

((Az)y)" = (((Az)y) (1), yp),

gde je

S

(s, 2%)y(s) +/F2(5,r, mr)y(r)dqu/Fg(s,r, xr)y(r)dwT] ds
0 0

((A)y) () =y(t) + [
0

(1.7.9) +/t
0

S S
@ (s, 2°)y(s) + [ Bals,raT)y(r)dr + [ s x?")y(r)dwT] dus,
0 0
a y}. je neki element prostora L.
Ovde su

I1:0,7T]x X — R"x R*, & :[0,T] x X — R" x R",
T;:Jx X — R"x R, d;,:JxX —>R'"<xR", i=2,3
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merljiva preslikavanja, ograni¢ena u smislu da postoje pozitivne konstante «;, 5;, i = 1,2, 3,
tako da je

V(t,s) €[0,T] x X, Vye R",
L1t 2)yl < aalyl,  |@1(t 2)y| < Balyl
(1.7.10)
V(t,s,x) e Jx X, VyeR",
Tit, s, x)yl < aulyl, |ilt,s,2)y| < Bilyl, i=2,3.

Definicija 1.7.3. Ako postoji pozitivna konstanta K , tako da za svako xt,yt € X i (t,s) € J,
sledece nejednakosti vaze skoro izvesno:

a1 (t, 2" + ((Az)y)") —ar(t, 2") = Ta(t, 2")y(t)| < K| yll:

(1.7.11) |ai(t, s, 2° + ((Az)y)®) — ai(t, s, 2°) — Ti(t, s,2%)y(s)| < K||ylls, i = 2,3
[01(t, 2" + ((Az)y)") — bi(t,2') — @1(t, 2"y (t)| < K| yll:
’bi(tﬂ s,z° + (( >y)s) (tvsvxs) - (I)i(tu S7xs>y(8)’ < KH yH& 1=2,3,

gde je ||yl = supg<s<t [|1¥°||x, tada skup funkcionala (a1, az,as, by, be,b3) ima ogranicen slu-

cagni integralni kontraktor
t s s
ds+/ <I>1+/<I>2dr/<1>3dw,} dws}.
0 0 0

t
(1.7.12) {1+/
0
Imajuéi u vidu dimenzije elemenata ograni¢enog slucajnog integralnog kontraktora
(1.7.12), moguée je posmatrati samo slucaj kada je dimenzija m = 1. Dakle, Wienerov
proces je jednodimenzionalan.

S S
Iy +/F2dr+/1“3dwr
0 0

Definicija 1.7.4. Funkcional h : [0,T] x X — R" je stohasticki zatvoren ako za svako x i
T, iz X, tako da x, — x i h(-,z,) — y u L2([0,T] x Q), skoro izvesno je y(t) = h(t,zt), za
svako t € [0, T

Analogno se moze definisati stohasticka zatvorenost funkcionala h : J x X — R™.
Definicija 1.7.5. Ogranicen slucajni integralni kontraktor je reqularan ako jednacina
(1.7.13) (Az)y =
ima resenje y € X za svako x,z € X.

Ako koeficijenti jednacine (1.7.6) a;, b;, i = 1,2,3 zadovoljavaju Lipschitzov uslov uni-
formno po (¢, s) € J, tada su oni stohasticki zatvoreni i skup funkcionala (a1, as, as, b1, ba, b3)
ima regularan ogranicen slucajni integralni kontraktor (1.7.12) za I'; = ®; = 0, i = 1,2,3.
Pored toga, Lipshitzov uslov implicira da postoji klasa ograni¢enih sluc¢ajnih integralnih kon-

t s
traktora {I + [ |1+ [Tadr|dsy, gde su I'y i I’y proizvoljna preslikavanja definisana u
0

(1.7.10), pri ¢emu je I's = 0, ; = 0, i = 1,2, 3. Dokaz ove ¢injenice, kao i dokaz da nasledna
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stohasticka integrodiferencijalna jednacina (1.7.6) ima regularan slucajni integralni kontrak-
tor, iako Lipschitzov uslov nije zadovoljen, moze se naéi u radu [41]. U tom smislu se iskazuje
teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine (1.7.6), koriste¢i pojam ograni¢enog
slu¢ajnog integralnog kontraktora.

Neka je sa C'x oznacena familija sluc¢ajnih procesa, definisanih na intervalu [0, T] sa vred-
nostima u R", skoro izvesno neprekidnih i neanticipativnih u odnosu na familiju {G;, ¢ > 0}.

Teorema 1.7.3. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [41], 1997.) Neka su funkcionali a1, az, as, b,
ba, bs iz jednacine (1.7.6) stohasticki zatvoreni i imaju ograni¢en slucagni integralni kontraktor
(1.7.12). Takode, neka vazi da je

T T
/Eaf(t, @°)dt < oo, /Eb%(t,cpo)dt < 00,
0 0

120 a;,b;,1=2,3
T t
//EfQ(t,s,cpo)dsdt<oo.
00

Tada jednacina (1.7.6) ima redenje x € Cx.

Teorema 1.7.4. (M. Jovanovié, Sv. Jankovié, [41], 1997.) Neka funkcionali ay,az,as, by, be,
bs zadovoljavaju pretpostavke Teoreme 1.7.3 i neka je ogranicen slucajni integralni kontraktor
reqularan. Tada je reSenje jednacine (1.7.6) jedinstveno u Cx.

1.7.2. Problemi egzistencije i jedinstvenosti resenja

U radu (M. Jovanovié, Sv. Jankovié, [42], 2001.) posmatrana je klasa slu¢ajnih procesa za
koju je data definicija jedne modifikacije Lipschitzovog uslova kao i ograni¢enog integralnog
kontraktora za tu klasu, tako da vaze prethodno navedene teoreme egzistencije i jedinstvenosti
reSenja za naslednu stohasticku integrodiferencijalnu jednac¢inu (1.7.6). Pored toga, uspostav-
ljene su i odredene relacije izmedju tih uslova, sto je iskazano slede¢im tvrdenjima:

Teorema 1.7.5. (M. Jovanovi¢, Sv. Jankovié, [42], 2001.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 1.7.4 i neka za pocetni uslov ©° € Xy vazi E||¢%]|3% < oo. Tada jednacina (1.7.6) ima
resenje x € Cx, koje zadovoljava uslov

(1.7.14) E sup |z(t)]* < cc.
0<t<T

Na osnovu ocene (1.7.2), za [ = 2 i Teoreme 1.7.5 moze se zakljuciti da je
> ~=2/p
Ellz|2 <k (1+lpl7) E sup |2(t)? + kK |o°) < oc.
0<t<T

Zbog toga ima smisla proucavati probleme egzistencije i jedinstvenosti za jednaé¢inu (1.7.6) u
klasi Lo(Cx) sluc¢ajnih procesa x € C'x sa normom

12l := Bl|«[|7 < oo
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Naravno, (L2(Cx),|| - ||«) je Banachov prostor.

Sliéno kao u radovima [69] i [81], definisana je norma na prostoru La(C, ): Za fiksiran
broj 1 > 0 i svako z € Ly(C, ), neka je

(1.7.15) llall? := sup E{|lalp-e ).
0<t<T

Posto je
l2]fZ - e7 <l 2l|* < |l 2][3,

norme ||| -||| 1 ]| - ||« su ekvivalentne, tako da je (L2(Cy ), ||| - |||) takode Banachov prostor. Da
bi se shvatio odnos koji postoji izmedu razli¢itih uslova egzistencije i jedinstvenosti reSenja
jednacine (1.7.6) dokazana su slede¢a tvrdenja.

Lema 1.7.2. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [42], 2001.) Neka preslikavanja T';, ®;, i =1,2,3
zadovoljavaju uslove (1.7.10). Tada za svako x,z € La(Cx) jednacina (1.7.13) ima jedin-
stveno refenje y € Lo(Cx). Pored toga, postoji konstanta v > 0, koja ne zavisi od i z, tako
da je

(1.7.16) Ellyl? <AEIl2 e [0,7].

U tom sluc¢aju moze se formulisati sledeta teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja:

Teorema 1.7.6. (M. Jovanovi¢, Sv. Jankovi¢, [42], 2001.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 1.7.3 i neka pocéetna vrednost ¢° € Xy zadovoljava uslov E||¢°|3 < o0o. Tada jednacina
(1.7.6) ima jedinstveno resenje x iz Lo(Cx).

Uvodi se jedna verzija Lipschitzovog uslova:

Definicija 1.7.6. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [42], 2001.) Neka postoji konstanta L > 0
takva da za svako (t,s) € J i z,y € Lo(Cx),

Elai(t,z") — a1(t,y")|* < LiE||lz — yl|7,
(1.7.17) Elai(t, s, z%) — a;(t, s,y°)|* < L1 E||lz — y||%, i = 2,3,

1 analogno za b;, i = 1,2,3. Tada funkcionali a;,b;,i = 1,2,3 zadovoljavaju modifikovani
Lipschitzov uslov na prostoru La(Cx).

Naravno, ako funkcionali a;, b;,i = 1,2, 3 zadovoljavaju Lipschitzov uslov (1.7.7) na pros-
toru L9(CYx), tada oni zadovoljavaju modifikovan Lipschitzov uslov (1.7.17). Pored toga,
prateéi dokaz Teoreme 1.7.2 iz rada [62], nije tesko zakljuciti da ta teorema vazi ako se uslov
(1.7.7) zameni uslovom (1.7.17).

Lemma 1.7.2 se moze primeniti za opisivanje odnosa koji postoji izmedju ograni¢enog
slucajnog integralnog kontraktora i modifikovanog Lipschitzovog uslova na prostoru La(Cx).

Lema 1.7.3. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [42], 2001.) Neka funkcionali a;,b;,i = 1,2,3 iz
jednacine (1.7.6) imaju ograniceni slucagni integralni kontraktor (1.7.12). Tada oni zadovo-
ljavaju modifikovani Lipcshitzov uslov (1.7.17) na prostoru La2(Cx).
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Posto obratno tvrdenje iz Leme 1.7.3 generelno ne vazi, potrebno je uvesti pojam modi-
fikovanog ograni¢enog integralnog kontraktora na prostoru La(Cx).

Definicija 1.7.7. (M. Jovanovi¢, Sv. Jankovi¢, [42], 2001.) Neka postoji konstanta K1 > 0
takva da za svako (t,s) € J i x,y € La(Cx),

Blai(t,z" + ((Az)y)") — a1 (t,2") = T1(t,2")y(t)]* < K1 E|Jyll7,
(1.7.18)  Elai(t, s,a° + ((A)y)*) — ait, s,2°) = Ti(t, s,2%)y(s)* < KB|lyll2, i = 2,3,

i analogno za b;, i = 1,2,3. Tada funkcionali (a1, a2, as, by, ba, bs) imaju modifikovan ograni-

cen integralni kontraktor na prostoru Lo(Cx)
¢ s s
ds—f—/ P, +/(I>2dr/<1>3dwr] dws} .
0 0 0 E

t
(1.7.19) {1 +f
0
Prateéi dokaze Teoreme 1.7.3 i Teoreme 1.7.4 [41] i Teoreme 1.7.6 [42], moze se pokazati da
one vaze ako funkcionali a;, b;, 7 = 1,2, 3 imaju modifikovani ograniceni integralni kontraktor
(1.7.19) umesto ogranicenog sluc¢ajnog integralnog kontraktora (1.7.12) na prostoru Lo(Cx).
Na osnovu svih ovih ¢injenica, nije tesko dokazati ekvivalenciju modifikovanog Lipschit-
zovog uslova (1.7.17) i modifikovanog ograni¢anog integralnog kontraktora (1.7.19).

s s
Iy +/F2dT+/F3dwr
0 0

Teorema 1.7.7. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [42], 2001.) Funkcionali a;,b;,i = 1,2,3
zadovoljavaju modifikovani Lipschitzov uslov (1.7.17) ako i samo ako imaju modifikovani
ograniceni sluc¢ajni integralni kontraktor (1.7.19).

Sledeca teorema predstavlja sazetak prethodnih razmatranja:

Teorema 1.7.8. Neka funkcionali a;,b;, i = 1,2,3 zadovoljavaju modifikovani Lipschitzov
uslov (1.7.17).  Neka pocetna vrednost ¢ € Xy zadovoljava uslove E||¢°[3 < oo,

T T Tt

[ Elai(t,o*)2dt < 0o, [E|bi(t,¢")|?dt < oo [ [E|f(t,s,¢%)|2dsdt < oo za a;,b;, i = 2,3.
0 0 00

Tada jednacina (1.7.6) ima jedinstveno resenje x u L2(Cx).

Moze se primetiti da je ova teorema formulisana bez uslova ograni¢enog rasta (1.7.8).

1.8. Elementarne i integralne nejednakosti

U nastavku, posebno u slede¢oj glavi koja sadrzi glavne rezultate, koristi¢e se neke e-
lementarne nejednakosti [60], kao i razli¢ite integralne nejednakosti Gronwall-Bellmana [5],
[54], [60].

Vaze sledeée nejednakosti:

n

(1.8.1) (Ya) <n 'Y dk az0 keN
=1 =1

la+b]" <k (la]" +[0]"), k.=2""tv1, r>0,
la+b+c" <k (la|” +b]" +]|c["), k. =3"1v1 r>0,
lal" o' < rlal+ (1 —=7)[b, 0<r<1,

la|? < |a| + |a|™, 0<r <ry <1
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Osnovna nejednakost Gronwall-Bellmana:

Neka su u : [a,b] — R, v : [a,b] — R nenegativna integrabilne funkcije i H pozitivna
konstanta, tako da vazi nejednakost

(1.8.6) u(t) <wo(t) + H/t u(s)ds, t€la,bl.

Tada je
t
u(t) <o(t) + H/ v(s)eTt=)ds,  t € [a,b].
a

Jedna verzija nejednakosti Gronwall-Bellmana:

Neka je u(t) neprekidna funkcija na [0, 7], b(t) nenegativna neprekidna funkcija na [0, 77,
k(t, s) nenegativna neprekidna funkcija za 0 < s <t < T i neka vazi

t
(1.8.7) w(t) < alt) + b(t) / k(t,s)u(s)ds, ¢ € [0,T).
0
Tada je
t
U(t) S A(t)eB(t)fo K(t,s)ds’
gde je
A(t) = sup a(s), B(t) = sup b(s), K(t,s) = sup k(r,s).
s€[0,t] s€[0,t] rels,t]
Uopstena nejednakost Gronwall-Bellmana [5]:

Neka su u(t), a(t) i b(t) nenegativne i neprekidne funkcije na [0,7] i neka su C' > 0, 0 <
~v < 1 konstante. Ako je

(1.8.8) u(t) < C+ /Ot a(s)u(s)ds + /Ot b(s)u’(s)ds, te0,T7],

tada je

1

t i~
ult) < (Cm 1= Jyato)ds (1 _ / b(s) (1= fja(mdrdS)l T
0



Glava 2

Perturbovane stohasticke
diferencijalne jednacine

Osnovni podsticaj za proucavanje stohastickih diferencijalnih jednacina predstavljao je
rad Stoyanova i Boteva [75], 1996. U tom radu su razmatrani neki specijalni tipovi pertur-
bacija za stohasticku diferencijalnu jednacinu Itoa, pa su u Poglavlju 2.1 izlozene osnovne
ideje i rezultati dobijeni u ovom radu.

Perturovane stohasticke diferencijalne jednacine, opstije od onih koje su proucavali Stoy-
anov i Botev, kod kojih su koeficijenti prenosa i difuzije aditivno perturbovani, tj. pred-
stavljaju zbir koeficijenta prenosa i male perturbacije, odnosno koeficijenta difuzije i male
perturbacije, su prouc¢avane u Poglavlju 2.2. Ispitivani su i uslovi pri kojima su reSenja per-
turbovane i neperturbovane linearne stohasticke integrodiferencijalne jednacine (linearne po
integralima), kao i opste stohasticke integrodiferencijalne jednacine, bliska u smislu momenta
(2m)-tog reda, na kona¢nim intervalima i na intervalima ¢ija duzina tezi beskonac¢nosti kad
male perturbacije teze nuli. Rezultati izloZzeni u ovim poglavljima su sadrzani u radovima
Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [29], 2000; M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié¢, [40], 2002.

Nelinearne diferencijalne jednac¢ine, kao matematicki modeli kretanja nelinearnih oscila-
tornih sistema, proucavaju se u zavisnosti od parametarskih i stohastickih pobuda koje na
njih deluju. Mnogi autori, na primer, Ariaratnam [2], Caughey [10], Ibrahim [19], Kozin [52],
Wu i Lin [80], prou¢avali su probleme kretanja elasti¢nih oscilatornih sistema sa malim para-
metarskim pobudama i slu¢ajnim pobudama tipa Gaussovog belog suma, koji su matematicki
opisani Gaussovim stacionarnim slucajnim procesom malog intenziteta i korelacionog vre-
mena. To je posluzilo kao osnova za rezultate izlozene u radu Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [34],
2000, u kome se ispituje asimptotsko ponasanje, u smislu momenta (2m)-tog reda, amplitude
nelinearnog oscilatora pod uticajem malih parametarskih perturbacija i slu¢ajnih pobuda tipa
Gaussovog belog suma. Posto je ovaj problem esencijalno povezan sa stohastickom diferenci-
jalnom jednacinom tipa Itoa, razmatrano je asimptotsko ponasanje i asimptotska stabilnost
reSenja Itove stohasticke diferencijalne jednacine sa malim perturbacijama, uporedujuéi ga
sa reSenjem odgovarajuce neperturbovane linearne jednacine.

Pored velike primene stohastickih diferencijalnih jednac¢ina Itoa u prirodnim i tehni¢kim
naukama, poslednje decenije se sve viSe nailazi na njihovu primenu i u socijalnim naukama,
pre svega u ekonomiji. Tako je u radu Sv. Jankovié¢, M. Jovanovi¢, [33], 2000, data global-
na ocena ponasanja reSenja perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine, kojom mogu

27
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biti opisane mnoge ekonomske kategorije iz finansijske matematike (promene cena, kamatnih
stopa, prirastaji populacije i sl.), na koje deluju slu¢ajni uticaji tipa Gaussovog belog Suma.

U radovima Sv. Jankovi¢, M. Jovanovié, [28], 2000; Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [37],
(prihvacen za Stampu) su proucavane perturbovane stohasticke i opste stohasticke integrodife-
rencijalne jednacine ¢iji su koeficijenti predstavljeni kao linearne kombinacije perturbacija i
koeficijenata prenosa, odnosno difuzije, neperturbovanih jednacina istog tipa, Sto je izlozeno
u Poglavlju 2.3. Zadati su uslovi kojima se obezbeduje bliskost reSenja perturbovane i neper-
turbovane jedna¢ine u smislu momenta (2m)-tog reda na konacénim intervalima, kao i na
intervalima ¢ija duzina beskonacno raste kada mali parametar tezi nuli. Dokazano je da se
ovaj sluc¢aj ne moze svesti na prethodni.

U Poglavlju 2.4 definisana je Siroka klasa perturbovanih stohastickih diferencijalnih jedna-
¢ina Itoa, Ciji koeficijenti predstavljaju funkcionalnu vezu izmedu perturbacija i koeficijenata
prenosa, odnosno difuzije, neperturbovane stohasticke diferencijalne jednacine. Zadati su
uslovi koji obezbeduju bliskost resenja posmatranih jedna¢ina, u smislu momenta (2m)-tog
reda, na kona¢nim intervalima i na intervalima ¢ija duzina tezi beskona¢nosti kada pertur-
bacije teze nuli, pri ¢emu su ti intervali bliskosti reSenja efektivno izrac¢unati. Funkcionalno
perturbovane jednacine predstavljaju uopstenje aditivno perturbovanih jednacina, dok obuh-
vataju samo specijalan slucaj linearno perturbovanih jednacina. U ovom poglavlju su date
neke ideje koje omogucavaju da se dobijeni teorijski rezultati primene za numericko izracu-
navanje intervala u kome se resenje funkcionalno perturbovane diferencijalne jednacine moze
aproksimirati, u smislu momenta (2m)-tog reda, resenjem odgovarajuce neperturbovane dife-
rencijalne jednacine. Pri tome ostaju neka otvorena pitanja za buduca istrazivanja, kao sto
je, na primer, nalazenje najoptimalnijeg intervala, tj. maksimalnog intervala sa minimalom
greSkom aproksimacije reSenja, zatim obezbedivanje softverske podrske za pojednostavlji-
vanje numerickih izra¢unavanja koja se baziraju na metodama izlozenim u ovoj tezi, kao
i definisanje uslova koji obezbeduju aproksimaciju resenja funkcionalno perturbovane opste
stohasticke integrodiferencijalne jednacine reSenjem odgovarajuce neperturbovane jednacine
istog tipa.

2.1. Poznati rezultati za perturbovane stohasticke
diferencijalne jednacine

U ovom poglavlju navedeni su rezultati rada J. Stoyanova i D. Boteva Quantitative results
for perturbed stochastic differential equations, Journal of Applied Mathematics and Stochastic
Analysis, 9 (3), (1996), u kome je posmatrana stohasticka diferencijalna jednacina

t t
(2.1.1) xr=x4 + [ a(s,xs)ds+ [ b(s,zs)dws, t>1ty>0,
to to
C¢ije su reSenje uporedeno sa reSenjem odgovarajuce stohasticke diferencijalne jednacine istog
tipa
t -
(2.1.2) xy = x) + t a(s,x%)ds + t b(s, z5) dws, t > to,
0 0
koja zavisi od malih parametara ,e9 € (0,1). Pri tome se jednacina (2.1.1) zove nepertur-
bovana stohasticka diferencijalna jednacina, a jednac¢ina (2.1.2) odgovarajuéa perturbovana
stohasticka diferencijalna jednacina.
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Jednacine (2.1.1) i (2.1.2) su oblika (1.4.1), i pretpostavlja se da njihovi koeficijenti
zadovoljavaju sve definisane uslove iz Poglavlja 1.4, tj. globalni Lipschitzov uslov (1.4.3)
i uslov ogranicenog rasta po poslednjem argumentu (1.4.4). Pretpostavlja se da za pocetne
uslove jednacina (2.1.1) i (2.1.2) vazi Ela|*™ < oo E|z{’|*™ < oo, gde je m € N neki
dati broj. Na osnovu Teoreme 1.4.1, egzistencije i jedinstvenosti reSenja, postoje jedin-
stvena skoro izvesno neprekidna resenja z i 2° jednac¢ina (2.1.1) i (2.1.2), respektivno tako
sup; E|7|*™ < oo, sup, E|z5|*™ < oco.

Funkcionali @ i b koji su koeficijenti perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine
(2.1.2), oblika su

(2.1.3) a(t,z,e1) = a(t,x) + a(t,x,e1), b(t,z,e2) = b(t,z) + B(t, z,e2),

a nazivaju se perturbacije koeficijenata a i b, pri ¢emu su e1,e9 € (0,1) proizvoljni mali
parametri, koji generiSu parametar €.

Neka koeficijenti jednac¢ina (2.1.1) i (2.1.2), kao i pocetne vrednosti, zadovoljavaju sledece
uslove bliskosti
(2.1.4) E|250 — x4 |*™ < So(e0),
sup |a(t,z,e1)| < d1(t,e1), sup|B(t, z,e2)| < da2(t,e2).
x x

U tom slucaju je ocenjena bliskost resenja x; i af u smislu momenta (2m)-tog reda, tj.
sup, B|z§ — x4/?>™. Neka je uvedeno sledeée oznacavanje

(2.1.6) 2 = T — Ty, AS = Elaf — zy*™.

Propozicija 2.1.1. (Stoyanov, Botev, [75]) Neka jednacine (2.1.1) i (2.1.2) zadovoljavaju
uslove (1.4.3) i (1.4.4). Tada je za svako t > t

t
2.1.7) A5 < {55/771(50) M—to)+2 [} d(s.e1)ds

t m

+ [251 (sa 51) + (2m — 1)5%(37 52)] eM(t—S)-‘r? fs/ 01(mer) dr ds ’
to

gde je M = 2L +2(2m — 1)L2.

Ova teorema je dokazana koriséenjem Itove formule za stohasticko diferenciranje (1.3.6)
na funkciju f(z) = 22™. Posto je

d(x; —x) = [a(t, z7) — a(t,x)| dt + [b(t, x5) — b(t, x¢)] dwy,

d(z5)*™ = 2m(25)>™ (@ — a)dt + (b — b)dwy] +m(2m — 1) (25)*™2(b — b)? dt,

to je
(2.1.8)  Af = E|zf|*™ = E|°[*™ + 2mEL (t) + m(2m — 1) EL(t) + 2mEI5(t),
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gde su

hur=[ﬂaa@¢o—a@wguéﬁm1w

0

1) = [ s, %, 22) - o, ) (52

0

g@%:[ﬁa&ﬁﬁg—b@@gugfm*m%.

0

Ako se iskoristi pretpostavljena bliskost (2.1.4) i (2.1.5), nije tesko dokazati da vazi ocena
(2.1.7) bliskosti resenja u smislu momenta (2m)-tog reda.

U radu [75] razmatrani su specijalni tipovi perturbacija, tj. konstantne, stepene i ek-
sponencijalne perturbacije, pri ¢emu su eksplicitno dobijeni intervali bliskosti reSenja posma-
tranih jednacina, ¢ija duzina tezi beskonac¢nosti kada mali parametri teze nuli.

Teorema 2.1.1. (Stoyanov, Botev, [75]) Neka za svako t > ty vazi
do(e0) = €0, 01(t,e1) = e, da(t,e2) = €2.
Neka su brojevi e 1 T definisani na sledeéi nacin:

_1=p
=iy

1/m 2
e =max{e, ,e1,e5}, 11

gde je p € (0,1) proizvoljno izabrano. Tada sup, A — 0 kada e — 0, t € [to,to + T11n(1/¢)).

Teorema 2.1.2. (Stoyanov, Botev, [75]) Neka je t >ty > 1 i
50(60) = tal/eo, 31 (t, 81) = til/sl, (52(t, 62) = til/EQ.
Ako je

1
e = max{meg,e1,2/2}, Th= i In(to — p),
za proizvoljno p € (0,1/ty). Tada sup, A; — 0 kada ¢ — 0, za t € [to, to + T2/c).

Teorema 2.1.3. (Stoyanov, Botev, [75]) Neka je t >ty > 0 i
50(80) = €7t0/€0, (51(75, 61) = eft/sl, (52(t, 62) = e t/e2,
Ako je
lo—p
M Y
za proizvoljno p € (0,1g), tada sup, A — 0 kada € — 0, za t € [to,to + T3/¢).

e = max{meg,e2/2}, T3 =

Naravno, nametnulo se pitanje bliskosti reSenja za razli¢ite tipove perturbovanih i neper-
turbovanih jednacina, kao i sam izgled intervala bliskosti resenja ¢ija bi duzina tezila beskonac-
nosti kada mali parametri teze nuli, ako su perturbacije proizvoljne funkcije malog parametra,
a ne specijalni slu¢ajevi kao u Teoremama 2.1.1, 2.1.2 i 2.1.3. Ovi problemi su razmatrani u
poglavljima: 2.2, 2.3, 2.4, 3.1 3.2.
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2.2. Aditivno perturbovane stohasticke diferencijalne
jednacine

2.2.1. Aditivno perturbovane linearne stohasticke integrodiferencijalne
jednacine

Neka je data stohasticka integrodifferencijalna jednacina oblika (1.5.1). Potrebno je
uporediti reSenje ovakve neperturbovane jednacine sa reSenjem odgovarajuée perturbovane
jednacine istog tipa koja sadrzi "male” perturbacije. Tacnije, potrebno je dati uslove da bi se
obezbedila bliskost tih resenja, u smislu momenta (2m)-tog reda, na fiksiranim intervalima
ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti. Osnovna ideja za oblik perturbacija koji se
ovde razmatra, dobijena je iz rada [75], ali je postupak koriséen u analizi potpuno drugaciji
od onog korisénog u pomenutom radu. Sta vise, generalizovani su rezultati rada [75] 1 ovde
posmatrani kao ilustrativan primer. Celo ovo poglavlje objavljeno je kao rad Sv. Jankovié,
M. Jovanovié, [29], 2000.

Uporedo sa jednacinom (1.5.1) u integralnoj formi, tj.

t
(2.2.1) Ty = x0 +

ay(s,xs) +/a2(s,r, xr)dr+/a3(s,r, xr) dwT] ds

to

+

bl(s T +/bz 8,7, Ty dr—i—/bg (s, xr)dwT] dws,
to

posmatra se slede¢a jednacina

(2.2.2) xf = x5+
to

(s, €+/agsr,wi5dr+/a33rw 5dw,n]ds

+
to

1sx z—:—l—/bgsr,xr,s dr+/b33rx 5dw7«]dws,

gde je t € [to, T], poCetni uslov je x§, funkcije a;, bi, i = 1,2, 3 su definisane kao i koeficijenti
jednacine (1.5.1), w je Wienerov proces saglasan sa potokom {F;,t > 0}, a ¢ je mali parametar
iz intervala (0, 1)

Neka je, po uzoru na rad [75], pretpostavljena egzistencija neslu¢ajnih funkcija a;(-), 5; (),
1 =1,2, 3, koje su definisane kao i funkcije a;, b;, 7 = 1, 2, 3, respektivno, i koje zavise od malog
parametra ¢, tako da je za (t,s) € J, z € R"

a(t,x,e) = a1(t,x) + a1 (t, x,€), ai(t,s,x,e) = ai(t,s,z) + a;(t, s,z,e), i=2,3,
b b

bi(t,z,e) = bi(t,z) + pi(t, z, ), i(t,s,x,e) = bi(t,s,x) + Bi(t, s, x,e), i=2,3.
Funkcije ay; i §; su perturbacije koeficijenata a; i b;, respektivno. Zbog toga se jednacina (2.2.2)
prirodno naziva perturbovana jednacina, u odnosu na neperturbovanu jednacinu (2.2.1).

Uvedimo sledeée pretpostavke:
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Aj. Neka postoji prirodan broj m, neslu¢ajna vrednost dp(¢) i jednodimenzionalne
nenegativne ogranic¢ene funkcije d;(-),v;(+), i = 1,2, 3, definisane na J, koje zavise od ¢, tako
da je

2.3) E|xo|*™ < 00, Elz5|*™ < 00, Elzg— x§*™ < do(e),

2.4) sup |aq(t,x,¢)| < 91(t, ), sup |B1(t,z,e)| < m(t,e),
TER™ TERM™
sup |ai(t, s, x,€)| < d;(t,s,¢), sup |Gi(t,s,x,e)| < ity s,e), i=2,3.
TER™ TER"

Ay.  Neka jednacine (2.2.1) i (2.2.2) imaju jedinstvena resenja, koje zadovoljavaju uslove
E{supcpy, 1 2"} < 00 i E{supiepy, 77 271>} < 0o (neka su, na primer, zadovoljeni uslovi
teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja Teorema 1.5.1 ).

Ako se uvedu ovakve pretpostavke, a funkcije na desnoj strani relacija (2.2.4) su male za
malo ¢, tada se mogu postaviti uslovi pri kojima su resenja x° i x bliska u smislu momenta
(2m)-tog reda.

Prvo ¢e biti data globalna ocena bliskosti resenja x i 2% u smislu momenta (2m)-tog reda,
koja je neophodna da bi se dobili glavni rezultati.

Propozicija 2.2.1. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovi¢, [29], 2000.) Neka su x; @ x§ reSenja
jednacina (2.2.1) i (2.2.2) respektivno i neka su, na konacnom intervalu [to, T, zadovoljeni
uslovi (1.5.8) 1 (1.5.4), kao i (2.2.3) i (2.2.4) . Tada je

(2.2.5) Bl — 2*™ < a(t,e) 1)t e [ty, T,

gde je

a(t,e) = Ado(e) + A(t — o)™ { / t [(t = t0)" 63" (5,2) + BAE"(s,€) | ds

to
t s
(2.2.6) [ (s = tg)2m / [t — t0)" 837 (5.) + BA3™(s. )| dr ds
to to
t s
+ B[ (s—ty)™! / [(t = t0)"53™ (5, 2) + BA3™(s,2) | dr ds} :
to to
t3m B(3m + 2) t*™ B?
2.2.7 t) = AL*™ ™ 1 t" + B
( ) ) 2m + 1 (m+1)(2m+1)+( +m+1) TE

pri éemu je A = 13*"~1 B = [m(2m — 1)]™, a L je Lipschitzova konstanta iz (1.5.3) i
(1.5.4).

Dokaz. Neka vaze oznake 2f = x5 — xy i Af = El|o§ — 24/*™ kao u (2.1.6). Oduzimajuéi
jednacinu (2.2.1) od (2.2.2), uz primenu elementarne nejednakosti (1.8.1), dobija se da je za
svako t € [to, T,

E’Z§|2m S 132m—1 {E|Z§O|2m
t

—l—E(/t[al(s,xi) —ai(s,zs)] ds)2m+E(/ ai (s, x5, €) ds)zm

to to
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2m t rs 2m
+F // as(s,r, ) g(s,r,x,«)]drds) —l—E(// agsr,xr,s)drds>
to Jto

2m t s 2m
/ / as(s,r,zy) — as(s,r, )] dwrds) —I-E(/ / as(s,r, x5, ¢€) dwrds)
to Jto
2m t 2m
/ — by (s, xs)] dws) + E( Bi(s, x5, €) dws)
to

s 2m
Ba(s,r,x;, €)dr dws)

to Jto

2m trs 2m
—I-E / [b3(s,r,25) — bs(s,r,x,)] dw, dw5> —i—E( Bs(s,r,xs, €) dw, dw5> }
to/to

to/to

2m
// [ba(s, T, 25) —bg(s,r,xr)]dews) —i—E(

Da bi se ocenio svaki od ovih integrala, potrebno je iskoristiti uobi¢ajenu stohasticku inte-
gralnu izometriju, Lipschitzov uslov (1.5.3) za funkcue az, b;, relacije (2.2.3) i (2.2.4), parci-
jalnu integraciju, Hélderovu nejednakost za p = 2m, * 5 + 1 =11 poznatu integralnu formulu
(1.3.7) za Itove integrale. Tako, ako se oznac¢i B = [m(2m — 1)]", dobicée se ocene

t 2m t
E(/ lar(s,25) — ar(s,2)] ds) < (t—tO)Qm_l/ Elay(s, %) — a (s, 25)[?™ ds
to
<L2m _ 2m I/Aads
t 2m
E(/ aq(s,z5,¢€) ds) < (t—to)*™ ! (5%’”(8,5) ds,
to

2m t s
E / / as(s,r,x5) — as(s,r,z,)] dr ds) < LP™(t —to)Qm_l/(s —t0)*™ | Aldrds
to/to to

to
L om-1 [ 2 2 €
= (t—t m—/ t—10)¥™ — (s — to)>™] AZ ds,
5 (£ = to) \ [(t = 10)™" — (s — 10)™™"]
t rs 2m t s
E(/ / as(s,r, x5, e)dr ds) <(t-— to)Qm_l/ (s —t0)?™ L [ 63™(s, 7€) drds,
to Jto to to
Lre m 2m om-1 [ m—1 [°
E(/ / las(s,r,x5)—as(s,T, x,n)]dwrd5> <BL“"™(t — to) /(s —to) / Afdrds
toJto to to
BL2m - ¢ m m g
= (t—to)*™ 1/ [(t —t)™ — (s — to)™] Al ds,
m to
2m t s
E / as(s,r, x5, ) dw, ds) < B(t— tO)Qm_l/ (s —to)™" 62m (s, 1, €) dr ds,
to

&

J,
J, e

(

( %) — bi(s,xs)] dw5>2 <BL2m ) 1/ At ds,
( 1(s, 25, ¢) de)Qm §B(t—t0)m_1/ Vim (s, €) ds,
(

&

to

2m
/ / [ba(s, 7, x5) — ba(s, T, xr)]drdws)

BL2m — t m m £
< St [ [t 0™ = (5 to)*")Ads,
m to

E

t rs 2m t s
E(/t t Ba(s,r,x, €)dr dws> < B(t— to)m_1 / (s — to)zm_1 /t 7227”(3, r,e)drds,
0 0 0

to
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2m
/ [b3(s, T, z5) — bs(s,r,x,)] dw, dws)
to Jto

B2L2m t
< (o) /t [(£ = to)™ — (s — to)™] A% ds,
t rs 2m t ’ s
2 m—1 m—1 2m
E(/ Ba(s,r, x5, €) dwy dw5> < B*(t —to) / (s —to) / v3" (s, r,e) drds.
to Jto to to

Konacno, dobice se integralna nejednakost oblika (1.8.7),

(2.2.8) AS < a(t,e) + b(t) /tk(t, §)ASds, t € [to,T),

to

gde je

a(t,e) = Ado(e) + A(t — to)™ { / t [(t = t0)™ 63" (5,2) + BAE"(s,€) | ds

to
t

+ [ (s —tg)2m / (6= 1053 (5,0) + BA3™ (s, )] dr ds

to to

t s
+ B | (s—to)™ ! / {(t —10)™63™ (s, ) + Bya™ (s, 5)} dr ds} ,
to

to

b(t) = AL*™(t — to)™ B + (t — ty)™],

B 8) = 1 5 (= 10" = (5 = 10)2™] + = [( = 10" — (5 )",

i A=13%""1 Posto su funkcije a(t,) i b(t) neopadajuce, a i funkcija k(t,s) je neopadajuéa
u odnosu na prvi argument, pri ¢emu je

(t —to)2™ + B (t— to)m} :

t
k(t,s)ds = (t —tp) |1+
(t,5)ds = ( O){ 2m +1 m+1

to
lako se dolazi do ocene (2.2.5) primenom jedne verzije Gronwall-Bellmanove nejednakosti
(1.8.7). O

Ako se pode od globalne ocene (2.2.5) i uzme u obzir ogranic¢enost perturbacija sledeéim
funkcijama dg(-), 9;(-), 7i(+), ako se pretpostavi da do(-) — 0, ;(-) — 0, vi(-) — 0 kada e — 0,
moze se ocekivati da, pod tim uslovima, sup;cp, 1) Elzf — z¢|*™ — 0 kada ¢ — 0.

Teorema 2.2.1. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié¢, [29], 2000.) Neka su zadovoljeni uslovi Pro-
pozicije 2.2.1 i neka funkcije 6o(-), 0;(+), vi(+), 1 =1,2,3, teze ka nuli kada ¢ tezi ka nuli, za
svako (t,s) € J. Tada

sup Elzf — x> — 0 kada e — 0.
tefto,T]

Dokaz. Neka je

61(e) = sup Oi(t,e), di(e) = sup &(t,s,¢), i=2,3
t€lto,T) (t,s)ed

(229) 71(€> = Sup f)/l(tvg)a 77,(6) = Ssup ’}/i(t,s,€), 1= 273
t€fto,T) (t,s)ed
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i neka je
(2210)  6(e) = max {do(e), 81" (), 85" (€), 85" (), A" (), 15" (€). T3 (<) }
Jasno, ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0. Na osnovu (2.2.6) sledi da je

a(t,e) < ¢(e) Pa((t —to)™), t € [to, T},
gde je Py(v), v > 0, odgovarajuéi polinom reda 4. Tada, na osnovu (2.2.5) vazi
(2.2.11) Bl — zy>™ < ¢(e) Py((t — to)™) £ ¢ € [to, T7,

gde je £(t — to) definisano u (2.2.7). Posto je T' konac¢no, postoji konstanta C' > 0, koja ne
zavisi od €, tako da je
Bz — z,[*™ < C¢(e), t € [to, T].

Tada, sup,cpy, ) Elri — 7’ - 0kadae — 0. O

Napomena 2.2.1. Pocetni uslov zjj i perturbacije a;(-), 5i(-),7 = 1,2,3, u perturbovanoj
jednacini (2.2.2) mogu zavisiti od razli¢itih malih parametara eg,e;, i, @ = 1,2,3, respek-
tivno. PoSto reSenje zavisi od njih, moze se usvojiti kraci zapis € u x5 i pretpostaviti se da ¢
takode zavisi od njih. Jasno, funkcije d(-), (-),vi(+), i = 1,2,3, iz (2.2.3) i (2.2.4) takode
zavise od njih. Ako su one neopadajuée u odnosu na male parametre, tada Propozicija 2.2.1
i Teorema 2.2.1 vaze za € = max{e, €1,€2, 3, {41, 112, 43 }-

Moze se primetiti da sva dosadaSnja razmatranja podrazumevaju neki fiksiran konacan
vremenski interval. Logi¢no je zapitati se da li analogni zakljucci vaze i na beskona¢nom
itervalu. Sledeé¢a teorema pokazuje da sup; E|x§ — x¢|*™ — 0 kada ¢ — 0 na intervalima ¢ija
duzina tezi beskonaénosti.

Teorema 2.2.2. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [29], 2000.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 2.2.1 za t > tyg. Tada, za proizvoljan broj r € (0,1) i & dovoljno malo, postoji broj
T(e) > 0, takav da je

(2.2.12) T(e)=M[(~rng(e)/* - K

9

}1/m

gde je ¢(e) dato sa (2.2.10), a M i K su neke generisane pozitivne konstante, tako da

sup  Elxf —zy*™ -0 kada € — 0.
te[to,to—l-T(E)]

Dokaz. Ako je vremenski interval beskonac¢an, Teorema 2.2.1 generalno nece vaziti. Zbog
toga mozemo staviti da je T = tg + T'(¢) i efektivno izrac¢unati vrednost T'(¢) tako da kada
e—0 Supte[t07t0+T(€)] E|$§ — l't|2m — 0.

Na osnovu (2.2.11) je

(2.2.13) Ela — z)®™ < ¢(e) Py(T™()) efTED |t e [to, to + T(e)].

Posto ¢(e) — 0 kad ¢ — 0, to postoji konstanta g, 0 < g9 < 1, takva da je ¢(e) < 1 za
e € (0,e0). S obzirom da desna strana nejednakosti (2.2.13) tezi ka nuli kada e tezi ka nuli,
T'(e) se moze odrediti tako da je

§(T(e)) < —rng(e)
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za proizvoljan broj r € (0,1) i za e € (0,&0).
4
Ako se primeni elementarna nejednakost ai +4ajas+6a?a3 +4aia3 < (Z?ZI ai) , a; >0,
na funkciju (¢ — t¢) definisanu sa (2.2.7), pri ¢emu je

<AL2m>1/4 B(3m+2) (AL2m>1/4
a] — y az = : )

2m +1 4(m+1) 2m +1
1/2
— 2m 1/4 1 B2
CL3—|:AL (2m+1)] -lG 1+m+1 ,
1/3
as= (g) B em )12 (armyA,
dobice se da je
AL*™ N1/ !
§t—to) <ETE) < (5 7)) TrE+E| 1€ .T(E)

pri ¢emu je K = ag + ag + a4. Sada, za proizvoljan broj r € (0,1) i € dovoljno malo (¢ < ¢p),
za koje je —rIng¢(e) > K*, T(¢) se odreduje tako da je

4

2m
[(Q‘ii 1)1/4 () + K] — rlne(e).

1/4m
Odavde se lako nalazi maksimalna vrednost T'(¢) oblika (2.2.12), gde je M = (Z”Zj,i) .

Jasno, T'(¢) — oo kada ¢ — 0.
Konacno, na osnovu (2.2.12), za svako t € [to,to + T'(¢)] sledi da je

1/m

Blai — a1 < (6() "1 (M [(~ rno(e) - K] ") =0 lada e,

pa i SUPyefyy to+7(e)] £17F — z¢|*™ — 0 kada ¢ — 0. Dokaz teoreme je kompletan. []

Primer 2.2.1. Dobijeni rezultati mogu se jednostavno primeniti za ocenjivanje bliskosti, u
smislu momenta (2m)-tog reda, resenja perturbovane i odgovarajuce neperturbovane jedna-
¢ine. Izbor perturbacija se razlikuje od onog iz rada [75]. Posmatra se skalarna perturbovana
jednacina

t €1 s (
e _ € —(r+1)/e3\ qipy €
i 77+50—|—/0 {as—i—bsars—l— T =] +/0 (53+e )smxrdwr} ds

t s 3
+/ [c—i— +/ sin dw
o LT T T s e M

gde su a¢, by, ¢, t > 0, neslucajne, merljive i ograni¢ene funkcije, a n =const > 0 skoro
izvesno, dok je

dws, t>0,

3 t
xt:n+/(as+bsxi)ds+/ csdws, t>0,
0 0
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odgovarajuca neperturbovana linearna jednacina. Ona je efektivno reSiva, pri ¢emu je njeno
resenje Gaussov i markovski proces (videti, na primer, [16], [19], [56]). Lako se proverava da
perturbacije koje se javljaju u perturbovanoj jednacini zadovoljavaju uslove (1.5.3), (1.5.4),
kao i (2.2.3) i (2.2.4). Uslovi Teoreme 2.2.1 i Teoreme 2.2.2 su takode zadovoljeni, pa se
mogu izracunati intervali [0, T'(¢)] ¢ija duzina tezi beskonac¢nosti kada ¢ — 0 1 za koje vazi da
SUPtefo,r(e)] Llei — 2¢|*™ — 0 kada ¢ — 0. Na osnovu (2.2.9) i (2.2.10) sledi da je

¢(e) = max {€2m, (E + eil/g>2m , (sin 5)2’”} = (5 + 6*1/€>2m

—1/e

Posto postoji g9 € (0,1), tako da je e + ¢ < 1 za svako € € (0,g0), tada, za proizvoljan

broj r € (0,1), na osnovu (2.2.12) se dobija
TEe)=M {(erln (5+e_1/5>) / K} ,

gde su M i K generisane konstante i A = 62™~1. A

Napomena 2.2.2. Ako se umesto prethodno primenjene izometrije stohastickih integrala
primeni nejednakost Burkholder—Davis—Gundy (1.3.5), moze se oceniti mera bliskosti rese-
nja ¢ i z predstavljena sa A°(T) = E{supep, 1) 177 — z¢|*™}. Analogno, kao u prethodno
izlozenom postupku mogu se nac¢i uslovi pri kojima Zs(T) — 0 kada ¢ — 0 na konacnim
intervalima ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti.

Napomena 2.2.3. Ako je vremenski interval beskonacan, ovaj rezultat bi se odmah mogao
primeniti na prouc¢avanje asimptotske stabilnosti u smislu momenta (2m)-tog reda resenja per-
turbovanih jednacina, tako §to bi se proucavala asimptotsku stabilnost resenja odgovarajuéih
neperturbovanih jednacina.

2.2.2. Aditivno perturbovane opste stohasticke integrodiferencijalne jed-
nacine

U ovom poglavlju predmet proucavanja su perturbacije istog tipa kao u Poglavlju 2.1.1,
koje zavise od malog parametra e € (0,1), ali opstije od onih koje su prou¢avane u radu [75].
Rezultati ovog poglavlja objavljeni su u radu M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [40], 2002.

Resenje sledeée perturbovane opste stohasticke integrodiferencijalne jednacine

(2.2.14) dzi; = F t:ct,/ filt,s, a5, ¢ ds/fgtsx € dws,e)dt

+ é(t,:z:f,/o g1(t, s, x5, ¢) ds,/o ga(t, s, x5, €) dws,e) dwy,
x°(0) = x5 skoro izvesno

se uporeduje sa reSenjem odgovarajuée neperturbovane jednacine istog tipa,
¢ ¢
(2.2.15) dr; = F(t,mt,/o fi(t, s, xs) ds,/o fa(t, s, xs) dws) dt

t t
+ G(t,xt,/ g1(t, s, zs) ds,/ ga(t, s, zs) dws) dwy, t €1[0,T],
0 0

x(0) = xo skoro izvesno.
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Potrebno je oceniti bliskost resenja ovih jednaé¢ina u smislu momenta (2m)-tog reda.

Posto su jednacine (2.2.14) i (2.2.15) oblika (1.6.1), vaze sve pretpostavke o koeficijentima
ovih jednacina iz Poglavlja 1.8. Ovde, se zbog kraéeg i jednostavnijeg oznacavanja izostavlja
w u svim slu¢ajnim funkcijama i procesima.

_ Potrebno je uvesti pretpostavke pri kojima su pocetna vrednost zf i slucajne funkcije
F,G, f;, g; bliske u nekom smislu sa xzg i F,G, f;, g;, respektivno, tako da reSenja jednacina
(2.2.14) i (2.2.15) budu bliska u smislu momenta (2m)-tog reda.

Zbog veoma komplikovanog zapisa samih jednacina, uvedimo slede¢a oznacavanja:

t t

Avz, = /0 filt,s,zs)ds,  Apwy = /0 Falt, s, 5) dws,
t t

let :/0 gl(t,5,$s) d57 B2xt :/0 gg(t,s,xs) dw87

Fﬂ?t = F(t, T, Alxt, Agl’t), GiUt = G(t, T, Bll‘t, ngt).

Tada jednacina (2.2.15) moze biti izrazena u kracoj integralnoj formi, na sledeéi na¢in

t t
(2.2.16) :ct:w(ﬁ—/ FZL‘SdS—I-/ Grsdws, te€]0,T].
0 0

Pretpostavimo da postoje neslucajne funkcije:
aj:JXR—R, (i:JxR—R, i=12 «a3:[0,T]xR— R, (3:[0,T]xR— R,
koje zavise od ¢, tako da je

¢ t
Ayxf = Ajaf + /a1(t, s,a5,¢) ds, Agxs = Aoz + /ag(t, s, x5, €) dws,
0 0

t t
Blwf = Biz; + /ﬁl(t, s, x5, €) ds, ngf = Box; + /ﬁz(t,s,xi,s) dws,
0 0
Fl‘i = F(tvxf"il‘riv AQw%) + a3(t7 $§7€)7
Gx§ = G(t, 2], Biaf, Boaf) + Bs(t, x5, €).

Tada, jednacina (2.2.14) ima sledeéi kraéi integralni oblik
t t
(2.2.17) x§:x8+/0 F:L‘ids+/0 GzSdws, te[0,T].

Clanovi a; i §; se u skladu sa prethodnim razmatranjima nazivaju perturbacije u pertur-
bovanoj jednacini (2.2.14). Takode, ako se pretpostavi da su perturbacije dovoljno male, tada
se moze ocekivati da perturbovana i neperturbovana jednac¢ina budu bliske u nekom smislu.
U skladu s tim, mogu se uvesti sledece pretpostavke:

A;. Neka postoji pozitivan ceo broj m i neslu¢ajna vrednost dp(e), tako da pocetni uslovi
To i 7§, jednacina (2.2.14) i (2.2.15), zadovoljavaju E|zg|*™ < co, E|z§|*™ < oo i

(2.2.18) E|z§ — xo|*™ < do(e).
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As. Postoje neslucajne i nenegativne ogranic¢ene funkcije 0;(-), vi(+), i = 1,2, 3, definisane
na J i zavisne od ¢, takve da je

sup |a;(t, s,z e)| < 0;(t, s,e), sup|Bi(t,s, x,e)| < vilt,s,e),i=1,2,

z€ER TER
(2.2.19) sup |as(t, z,e)| < d3(t, ), sup |G3(t, x, )| < y3(t,€).
TER TER

As. Slucajne funkcije f;, g;, F', G zadovoljavaju globalni Lipschitzov uslov uniformno na J
i postoje jedinstvena skoro izvesno neprekidna neanticipativna resenja: z§ jednacine (2.2.14)
koje zadovoljava uslov E{sup;c[o 1] |25} < 0o i 24 jednacine (2.2.15) koje zadovoljava uslov
E{supyejor) 2™} < oc.

Ako se pretpostavi da su dg(-), d;(+),vi(-) male vrednosti za € dovoljno malo, tada se, pri
nekim uslovima, moze ocekivati da x; i 2§ budu bliski u smislu momenta (2m)-tog reda.
U odnosu na to, potrebno je naé¢i globalnu ocenu bliskosti ovih reSenja, tj. naéi ocenu za
E|x§ — 24)*™, na osnovu koje se izvode glavni rezultati vezani za ovaj tip perturbacija i ovaj
tip jednacina.

Propozicija 2.2.2. (M. Jovanovi¢, Sv. Jankovié, [40], 2002.) Neka su x§ i x; reSenja jedna-
¢ina (2.2.14) and (2.2.15) respektivno, definisana na konacnom intervalu [0,T], i neka su
zadovoljene pretpostavke Ay-As. Tada je, zat € [0,T] im > 1,

(2.2.20) El|x5 — z|*™

1 t t t m
< |67 (e) elo €915 | 4 / 2p(s,€) + (2m — 1) A (s, £)] e €0 ‘”d.s]
0

gde je

1

s m— s
p(s,e) =M [61(s,r,e)dr + MC s (fé%m(s,r,e) dr) 4 63(s€),
0 0
s — S 1
a(s,2) = M2s [ 3(s,r,€) dr + M2C? 5™ ([37(s,m,) dr) ™ +23(s,¢),
0 0
&(s,e) =1 st +co 8+ c3 I + ey + 5T+ 2Ap(s,€),

a A, C, M, cq,ca,c3,cq,c5 su generisane pozitivne konstante koje ne zavise od & i T';

zam =1,
t t
(2.2.21) Elat — a4 <5 [50(5) +t/ w(s,e)ds +/ v(s,e)ds| - e®,
0 0
gde je
pls,e) =22 [ [s63(5,1,2) + (5,1 ) dr + (5. )
0
(2.2.22) v(s,) = 287 [ [93(5,7,) + 28 (5, 7,2)] dr + 94 (5. ),
0

Py(t) = 5/3 L*[2L%* + 523 + 3(1 + L)t + 3t).
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Dokaz. Ozna¢imo, kao i ranije, 2§ = 2§ — 24 1 Af = E|x§ — x4*™.

Neka je m > 1. Ako se primeni postupak iz Propozicije 2.1.1, tj. oduzmu se jednacine
(2.2.14) i (2.2.15) i primeni Itova formula za stohasti¢ko diferenciranje na (25)*™, dobiée se
izraz (2.1.8), gde su

t
L(t) = / [Fx§ — Fas] (25)2’”_1 ds,
0

t
Lo(t) = / (Gas — Gay)? (25)2™ 2 ds,
0

.
Iy(t) = / (Gz5 — Gay] (25)2™ " duws.

0

Posto je EI5(t) =0 zat € [0,T], tada je

(2.2.23) A = A5+ 2mEIL(t) + m(2m — 1)EL(t), t € [0,T).

2m

Sm—1° a zatim

Da bi se ocenilo ET;(t), koristi se Holderova nejednakost za p = 2m, ¢ =
elementarna nejednakost (1.8.2). Tada je

t -
EIl(t)g/ (E|FaS — Fay2™) o (E|25 ™) %5 ds
0

m— t 1
< 2% / {E|F(s, x5, Ajaf, Apaf) — Fx )™ + E|a3(s,m5,s)|2m} m (Aa) St ds.
0
Primenom Lipschitzovog uslova na funkciju F', a zatim i (2.2.19) dobija se

1

t ~ ~
EL(t) < A/ [LQmE(]z§|2+ |Ay2f — Ayag|? + [Agat —A2x3|2)m+5§m(s,s)] P(AS) B ds.
0

Ako se zatim primeni elementarna nejednakost (1.8.3) i uvedu oznake za nove konstante
2m—1

A=2"2m | B= 3775;11, M = ALB, poslednja nejednakost postaje

t t _
(2.2.24)  EL(t) < M/ A ds+M/ (BlA1as — Ava )2
0 0

- — t m—
+ (Bl — Apa, )3 | (8957 ds + A [ dals,2) (A5 %7 d
0

Sada je

3 ~ 2 1 2m—1
[ (BlAas - v,y (a0 % as
0

t s 2m
= / [E’Alflfi - Alxs +/ 041(8 T, .%‘T,E) d’r’ } 2m (As) 2m ds
0 0

SAL/ /\Zeldr 2m(AE) 2m ds+A//513r€)dr(A)T2nw_zl
0

Primenom Schwarzove nejednakosti u prvom sabirku, a zatim Youngove nejednakosti (1.8.4),
moze se zakljuciti da je

[ B[ a7

2m d8</ S Q’m / AEdr 2m(Ai)%d8

m—1 t
< //Aadrds—i- /sAids
2m 0

_ %/0 [t + (2m — 2)s] A ds.
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Na osnovu toga sledi

t ~ .

(2.2.25) /(E]Ala:g—Alxspm)ﬁ@g)%mlds
0

_AL

[T+(2m 2)]A5ds+A//613T5)dr(A€) S ds.

m Jo

Ponavljajuéi prethodni postupak uz primenu integralne formule (1.3.7), dolazi se do sledeée
ocene,

1 N gt
(2.2.26) / (E|Ayzs — Agz,|®™)2 o (Aa) B ds < 2m Jo [t —s+(2m—-1) §2m— 1}A5 ds
0

1
+AC/ s5 / 537 (s, .) dr) ™ (AZ) B ds,
gde je C = [m(2m — 1)]"/2 i N = ALC. Zamenjujudi (2.2.25) i (2.2.26) u (2.2.24), dobija se
ocena

t — - m—
(2.227)  EL() < M/ [1+ AL2+NT+ ALm—1) - NQ@m—1) et } A ds
0 m

m 2m

t .
+A/ (s, e) (A5 ds,
0

1

pri cemu je p(s,e) = M [ d1(s,,€) dr + MC s 7m (fo 53m (s, t,€) dr) + d3(s,€).

Analogno, za ocenu FEIy(t), koristi se Holderova nejednakost za p = m, ¢ =
postupak koji je prethodno primenjen. Konaé¢no,

t _ o t
(2.2.28) EI(t) g/ (B|Gas — Gay|>™) 7 (B2 2m) d.ng2/ A ds
0 0

t ~ 1 ~ 1 m—
—|—M2/0 (B Buas — By ™) + (B| Byrf — By, ™) 7] (A" ds

t
+ﬁ4ﬁ@@@%m@

¢ 272 2 2000 2720 _ -
§M2/ AL+ N N=*(m 2)S+AL(m 1)82m1
0

1+ T+ —1]A§ds
t

+A2/ a(s,€) (AD) " ds,
0

m m m

1
pri ¢emu je q(s,e) = M?s [ v3(s,r,€) dr + M*C? smT_l< 03" (s, 7€) dr) "+ 43(s,e).
Relacija (2.2.23) zajedno sa (2.2.18), (2.2.27) i (2.2.28), implicira ocenu

t
(2.220) A% < 5o(e) +m / n(s) A ds
0

+mA /Ot [2p(s,¢) (AS) 5w + (2m — 1) A q(s, ) (AE)”T} ds,
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2m—1 m—1 . . L.
gde je 77(3) =c18m 1T 428+ 38271 4+ ¢4+ c5T i cy,cCo,cC3,c4,C5 SU generisane pozitivne

konstante koje ne zavise od € i T'. Ako se primeni elementarna nejednakost (1.8.5) za a = A3,
2m— m—1

rp = "1 py = 2021 dobija se da je (AS) B < (AS)"m 4+ A, tako da (2.2.29) postaje

m 2m

t
AS < 5o(e) +m/ £(s,2) A ds
0

m—1
m

ma [ (2pls,€) + (2m — D Agls, )} (42" ds,

gdeje&(s,e) =n(s)+2Ap(s,e). Da bise ocenilo Af iz ove nejednakosti, potrebno je primeniti
uopstenu Gronwall-Bellmanovu nejednakost. Poslednja nejednakost je oblika (1.8.8), pa se u
tom slucaju jednostavno dolazi do ocene (2.2.20) zamenjujudi u(s) = AS, v = mT_l Na taj
nacin je dokazan prvi deo tvrdenja.

Neka je m = 1. Tada je

€ 2m—1 € ! € A€ A E) 2m ! 5 2m
A7 <5 Aj+E [F(s, x5, A1z, Aoal) — Faglds)  + E( | as(s,2$,¢)ds
0 0

¢ € D.,E BoE 2m ¢ € 2m
+ E(/O [G(s, x5, Byas, Box) — G$S]dws) + E(/O ﬂg(s,xs,a)dws) } .
Pod pretpostavkama Propozicije 2.2.2, nije tesko pokazati da je
t
A < aft) + L2(t + 1)/ (L4 L2(t* — s%) + 2L%(t — 5)] AS ds,
0

gde su pu(s,e) i v(s,e) funkcije (2.2.22). S obzirom da je poslednja nejednakost oblika (1.8.7),
primenom verzije nejednakosti Gronwall-Bellmana, dolazi se do ocene (2.2.21). Time je dokaz
kompletan. O

Slede¢i rezultat daje dovoljne uslove pri kojima supycjo ) Elzf — z¢|?™ — 0 kada £ — 0,
imajudi u vidu da su perturbacije ogranicene sa do(-), d;(+),7vi(+), i = 1,2, 3.

Teorema 2.2.3. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié¢, [40], 2002.) Neka su zadovoljeni uslovi
Propozicije 2.2.2 i neka funkcije 6o(-), 0:(+), v(-), i = 1,2,3, teze nuli kada € tezi nuli za
svako (t,s) € J. Tada

sup Elzf —z¢)*™ — 0 kada e — 0.
te[0,7

Dokaz. Neka je

(2.2.30) 0i(e) = sup 6(t,s,e), 7;(e) = sup 7t s,¢€), i =1,2,
(t,s)ed (t,s)ed
33(6) = sup 53(t75)7 73(5) = sup 73(t7€)'
t€[0,7) t€[0,7]

Za m > 1, oznac¢imo

1

(2.2.31) 6(c) = max {55n (€),3:(e), 72(e),i = 1,2, 3} .
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Posto ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0, postoji pozitivna konstanta p, tako da je ¢(g) < p za dovoljno
malo . Tako, za funkcije p(s,¢),q(s,e) i &(s,¢€) iz Propozicije 2.2.2 vazi

p(s,e) < o(e)[(M+1)s+ MCS%],
q(s,e) < o(e)[M?(C? + 1)s? + 3,
E(s,e) < s co s+ c3 3T ey + 5T+ 2Ap[(M + 1)s + MCS%].
Naravno, na osnovu (2.2.20) sledi
(2.2.32) Elxf — z)®™ < (¢(e))"efD0(t), telo,T],
pri cemu je
3m—2 2 3m—2 3
f(t) =ditm=T + byt 4 dzt2n=1 4+ dyt + byTt + dst2,
O(t) = (ha t* + hot® + hgt? + hat + hs)™,
id;, b;, hi su pozitivne konstante koje ne zavise od £ i T. Posto je T kona¢no i ¢(g) — 0 kada
e — 0, tada sup¢jo 1) Elzf — 2™ — 0 kada ¢ — 0.

Sli¢no, za m = 1, ako se oznaci

(2.2.33) ¢(c) = max {50(5),53(5),7,2@),@ -1, 2,3} ,
na osnovu (2.2.21) dobija se ocena
(2.2.34) Blaf — z]? < ole) - Qu(t) - 7Dt e 0,1,

gde je Q4(t) polinom ¢etvrtog stepena sa pozitivnim koeficijentima koji ne zavise od . Otuda
supyepo,r] Elrf — z¢[*™ — 0 kada ¢ — 0. Na taj nacin, dokaz je zavrsen. [

Osnovna pretpostavka u prethodnom razmatranju je da je [0,7] neki fiksirani konaéni
interval. Naravno, Propozicija 2.2.2 i Teorema 2.2.3 generalno ne vaze za T’ = 0o, pa se moze
dokazati da sup E|z§ — 24> — 0 kada ¢ — 0 na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti
kada € — 0. Moze se uociti da je konstrukcija tih intervala mnogo sloZenija od one u Poglavlju
2.1.

Teorema 2.2.4. (M. Jovanovié¢, Sv. Jankovié, [40], 2002.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 1.7.5 za t > 0. Tada, za proizvoljan broj r € (0,1) i dovoljno malo €, postoji broj T'(¢),
tako da

sup  Elzf — 2™ -0 kada e —0,

t€[0,T(e)]

gde je:

zam > 1,

1 2(2m—1)(m—1)
(2.2.35) T(e) = [(—mrlngb(s)> 2@m-2)@n-0 5] |
dy

a ¢(e) je dato sa (2.2.31) i dy i B generisane pozitivne konstante koje ne zavise od €;

zam =1,
(2.2.36) T(e) = _3 rin¢(e) — 5,

10L
a ¢(€) je dato sa (2.2.33) i B pozitivna konstanta koja ne zavisi od €.
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Dokaz. Posto vaze sve prethodne ocene za E|z§ — x4*™ na konaénom fiksiranom vremen-
skom intervalu, moze se posmatrati konacan interval [0,7'(¢)] i efektivno konstruisati 7'(¢)
tako da supcjo (o) £lof — z¢|*™ — 0 kada ¢ — 0.

S obzirom da vazi (2.2.32), to je

(2.2.37) Blaf — z|*™ < (¢(e))" FTE) 9(T(e)), te[0,T(e)],
pa je potrebno dokazati da
(2.2.38) (p(e)™ T 9(T(e)) - 0 kada & — 0.

Posto ¢(e) — 0 kada ¢ — 0, tada postoji konstanta €p, 0 < g9 < 1, tako da je ¢(e) < p < 1
za € € (0,ep). Iz uslova da vazi (2.2.38), trebalo bi izra¢unati T'(¢) tako da je

(2.2.39) f(T(e)) < —mring(e), €€ (0,ep),

za neki proizvoljan broj r € (0,1). U tom cilju moze se primeniti binomni obrazac

AT () T 43 4,

5 2(3m—2)(2m—1)
1=2 ]

2(3m—2)(2m—1) k 5 2(3m—2)(2m=1)—k
= Y Campeny A TE)TTITT (3 4) :
k=0 i=2
pri ¢emu se konstante A;,i = 1,2,...,5 biraju tako da je, na osnovu, (2.2.39),

5 ~|2(3m—2)(2m—1)

(2.2.40) F(T(e)) < | Ay(T(e)) 7m0 4+ 3 4

= —mr In¢(e). -
Clan sa najbrzim rastom za funkciju f(t) je dlt%. Za izracunavanje konstante A, potrebno
je izracunati k tako da je 2(2m7f)(m71) = 3%:12. Tada je A; = dm. Ponavljajuci

ovaj postupak, stavljajuci da je by + by = do, moze se jednostavno dokazati da je

. i=1,2,...,5,

1

d: G @D~k

el ]
C§(3m72)(2m71) A]1€

pri ¢emu se A dobija za k = 4(2m — 1)(m — 1), Az za k = 2(3m — 2)(m — 1), A4 za
kE=22m—1)(m—1)1As za k = 3(2m — 1)(m — 1). Iz jednakosti (2.2.40) lako je izraziti
T'(e) u obliku (2.2.35), stavljajuéi da je 8 = (As + As + A4 + As)/A;. Naravno, T'(e) — oo
kada e — 0.

Na osnovu (2.2.37) i (2.2.40) ocigledno se dobija E|z5 — z,?™ < (¢(2))™ ™" 0(T(e)) za
svako ¢ € [0,T(g)]. Posto (6())™ ™" (= rlng(e))” — 0 kada e — 0 za proizvoljno p > 0,
sledi

(2.2.41) sup  Elaf — 2e*™ < (¢(e)" " O(T(e)) = 0 kada e — 0.
t€[0,T'()]
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Za m = 1, polazed od (2.2.34) i potpuno se drzeéi argumentacije iz prvog dela ovog
dokaza, mogu se na¢i konstante a;,i = 1,2,3,4 a zatim i T'(¢), tako da je

4 4
Py(T(¢)) < |a1T(e) + Zai] = —rln(e).

1=2

Odatle je lako zakljuciti da je T'(¢) oblika (2.2.36), gde je 8 = (a2 + as + a4)/a;. Ovim je
dokaz kompletan. [

Primer 2.2.2. Data je skalarna perturbovana jednacina

t 1 2= 8¢
2.242)x; = x +5+/ + sin ds
G2 =m0t | e T T
t s 1/2
-5 € -1/ €
+/0[ln(e /O[xr—i—(Z—l—r) ﬂdwr+1>+ln(1—|—1+8) ]dws,tZO,
dok je odgovarajuéa neperturbovana jednacina
(2.2.43) t ! d Sl | d 1)d 0
2. x:x—l—/s—l—/n(e‘/xw#—)w,tz.
t 0 0 /71+|.’E5| 0 0 r Wy s

Sve funkcije koje figurisu u jednacini (2.2.43) i perturbacije iz jednacine (2.2.42), zadovo-
ljavaju globalni Lipschitzov uslov i uslov grani¢enog rasta. Ako je E|x|*™ < oo, tada pos-
matrane jednacine imaju skoro izvesno neprekidna i neanticipativna resenja. Pored toga,
zadovoljeni su svi uslovi Teoreme 2.2.3 i Teoreme 2.2.4. U ovom slucaju je

1
do(e) =™, d3(c) =sine, Tole) =275, Fy(e) = 5 In(l+e),
tako da je
1
¢(e) = max {52, sine, 27%/¢, 1 In?(1 + 5)} =sine.
Na osnovu izraza (2.2.35) mogu se izracunati intervali [0, T'(¢)] ¢ija duzina tezi beskonaénosti

kada € — 0 i supp 7o) Elzf — 7™ — 0 kada e — 0. A

U ovom poglavlju za ocenu E|x§ — x;|*™ koridéena je Itova formula za stohasticko diferen-
ciranje, dok je u Poglavlju 3.2 taj izraz za stohasticke integrodiferencijalne jednacine ocenjen
direktno, uz primenu nekih elementarnih nejednakosti. Ako bi se ocena za E|z§ —x|*™ trazila
direktno, za slucaj m > 1 trebalo bi poéi od izraza

t t 2m
(:5)2m = {zg+ / (Fas — Fa,)ds + / (Gst — Gy dws} ,
0 0

iz koga se primenom elementarne nejednakosti (1.8.1) dobija

€ 2m—1 € K € A.rE A E\ _ 2m ! € 2m
A7 <5 A+ E [F(s, 2%, Ajx, Agxf) — Faglds)  + E( [ as(s,z5,¢e)ds
0 0

t ~ ~ 2m t 2m
+5( / (G5, 2%, Bya, Boa?) — GaJdw, )" + E( / Bas, 2%, £)dw, }
0 0
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Pod pretpostavkama Propozicije 2.2.2 i uz primenu uobicajene izometrije Lebesgueovih i
Itovih integrala, nije tesko dokazati da je

(2.2.44) AS < a(t) + B(D) /O it 5)AS ds,

gde je

alt)=a [50(5) 42—l /,u(s,s) ds 4 t™1 / v(s,e) ds},
0

0
B(t) = beL*™ (™1 4 pt™ 1),
dL>m (P 4 bdL*™

2m m
S

u(s,e) = chQm[szm_1/52m(s r, ) dr + bs™” 1/(5 S, T, T dr} + 05 (s, ),
0

k(t,s) =1+ ("™ — "),

S
v(s,e) = bchzm{SQm_l/’y%m s,r,xn)dr 4+ bs™” 1/7 ST, Ty } + 43 (s, €),

a=5""1"b=[m@2m-1)]", c=3""" d:22m L

Posto je nejednakost (2.2.44) oblika (1.8.7), primenom verzije Gronwall-Bellmanove nejed-
nakosti dobija se slede¢a ocena za AF:

(2.2.45) A < aft)ef® telo,T]

gde je

am LALLM (3m +2)
2m +1 2m+1)(m+1)

b2d L™
m—+1

t3m+(1+ )t2m+btm .

Pod pretpostavkama Teoreme 2.2.3, koristeéi prethodno dobijenu relaciju (2.2.30) i uvodeéi
oznake

(2246)  B(e) = max {do(e), 3;" (), 857 (), 35" (), 7" (), " (2), B )
na osnovu (2.2.45) lako je zakljuciti da je
(2.2.47) AL < ¢(e) ¢ Py(t™), tel0,T],

pri cemu je Py(r), r > 0 odgovarajuéi polinom stepena 4 sa pozitivnim koeficijentima koji
ne zavise od e. Naravno, supcjo 1) Elzf — 7™ — 0 kada ¢ — 0.
Pod pretpostavkama Teoreme 2.2.4, polaze¢i od relacije (2.2.47) mogu se nadi intervali

[0, T(¢)] ¢ija duzina tezi beskona¢nosti kada e — 0 i SUD,c (o 7y EloE — 2™ — 0 kada e — 0.
Da bi se to uradilo, potrebno je iskoristiti postupak kao za dokaz Teoreme 2.2.4. Mogu se
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izracunati konstante ay,as,as, a4, a zatim i T'(¢), tako da je za proizvoljan broj 7 € (0,1) i
pe) <1, 0<e<g <1,

4
((T(e)) < [a1 T"(e) + Zaz} = —7 In¢(e).

=2
Odatle je lako zakljuéiti da je

1/m

(2.2.48) T(E) _ [1 (—(Qm +1)7 1n¢(8)>1/4 ) ﬁ] |

acd

pri éemu je 3 = (as + ag + a4)/a;. Sada, na osnovu (2.2.47) sledi
(2.2.49) sup  Elaf — 2P < () Pu(T"(e)) — 0 kada & — 0.

t€[0,T(e)]

Na osnovu toga se moze zakljuc¢iti da se Teorema 2.2.3 i Teorema 2.2.4 mogu dokazati
koris¢enjem postupka slicnog upravo izlozenom. Medutim, posto je ¢(e) < 11 ¢(e) < 1
za € < min{eg, Zp}, na osnovu (2.2.31) i (2.2.46) sledi

(2.2.50) (6(2)"™ < (o),
tako da iz izraza (2.2.35) i (2.2.48) sledi

_p (ZIng(e) e
T(e) (—In a(g))l/ (4m)

> (gm)]f/@m) (—Ing(e))F2 3 - oo kada & — 0,

pri éemu je k pozitivna konstanta. Dakle, T'(¢) > T(¢) za svako dovoljno malo .

Medutim, potrebno je u potpunosti opravdati opredeljenje da se za izracunavanje intervala
na kome su reSenja posmatranih jednac¢ina bliska u smislu momenta (2m)-tog reda, a ¢ija
duzina tezi beskonacnosti kada mali parametar tezi nuli, koristi Itova formula diferenciranja,
a ne direktna metoda. Zbog toga je neophodno dokazati da je na intervalu [0, T ()] brzina
konvergencije za sup E|z§ — z4|*™, kada ¢ tezi nuli, mnogo veéa ako se sup E|z§ — zy|*™
ocenjuje primenom Itove formule diferenciranja. Zatim treba pokazati da to vazi i na intervalu
[0,T(e)], jer je [0,T(¢)] C [0,T(¢)], ¢&ime je dobijen potreban i dovoljan uslov da se koristi
ocena (2.2.20) umesto (2.2.47) kada su vremenski intervali beskonacni.

S obzirom da vazi ocena (2.2.32) dobijena primenom Itove formule diferenciranja, sledi
da je _

sup  Elzg —z,[*™ < (¢(e))"e/ TEDO(T(e)),
t€]0,T(c)]

pri ¢emu je

T(e)nt +diT(e) + ds (T(e))3,

T (b1 bo) (T(e)? + d (T
) +haT(e)+hs)

0@@w{m@@f+m@@>+@<<>
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di, ki, i =1,---,5 su pozitivne konstante, dok je ¢(¢) definisano sa (2.2.33). Pritom
R(e) = (¢(e)"e! TOO(T ()

predstavlja gresku aproksimacije perturbovane jednacine (2.2.14) neperturbovanom (2.2.15)
u smislu momenta (2m)-tog reda na intervalu [0,7(¢)]. Istovremeno, primenom direktne
metode dobijena je ocena (2.2.47), na osnovu koje se takode moze proceniti greska aproksi-
macije na istom intervalu [0,T(¢)]. Neka je greska te aproksimacije oznacena sa

R(e) = (6(e)" " Pu(T™ ().
U tom slucaju je

R(e) _

(na osnovu relacije (2.2.50))

na osnovu oblika polinoma Py(T""(¢)) i 6(T(¢)))

—~

3T (e)*™ =\ Sm=2
’ e ATED ™ (na osnovu (2.2.48))

—_

— o0 kada € — 0, u slucaju da 7 > >

gde je k neka generisana konstanta. Dakle, R(¢) > R(e) na intervalu [0,T(¢)], za svako
dovoljno malo € i proizvoljno 7 € (%, 1).
Posto na intervalu [0,7'(¢)] vazi ocena (2.2.41), greska aproksimacije resenja z§ reSenjem
xy je
Ri(e) = (6(2))"" 7 0(T(e)).
Tada

R(e) (@
¢

) ( "(¢))
Ri(e)  (¢(e))

TI0(T(E)
L@ (T E)
@)= AT
@

> (&)™ - (¢())™I+7=2) (na osnovu oblika polinoma Py(T"" () i (T (¢)))

(—Ilng(e)!/*
( lngb( ))Smm 1)/(3m—2)

- m T—27 — ID(Z) v
> c3 (¢(€)) (1r=2m). ( ln;(g))?)m((fn)zl)/(?)m—?)

(¢(e))m =20
(_ln¢(5)) 3m(m—1)/(3m—2)—1/4

(na osnovu relacije (2.2.50))

~ ¢y - ()T (na osnovu (2.2.35) i (2.2.48))

(na osnovu (2.2.50))

263

1
— 00, kada € — 0, kadaje?>§ir<2f—1,
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tako da R(g) > R(e) za svako dovoljno malo €, proizvoljno 7 € (%, 1) i svako r € (0,1) za
koje je r < 2F — 1.

Zbog c¢ingenice da primena Itove formule za stohasticko diferenciranja daje bolje rezultate,
tj. wvele vremenske intervale na kojima su resenja posmatranih jednacina bliska u smislu
momenta (2m)-tog reda, a manju gresku aproksimacije, u daljem radu ée biti primenjivana
iskljucivo ova metoda.

2.3. Linearno perturbovane stohasticke diferencijalne
jednacine

U ovom poglavlju su razmatrane stohasticke diferencijalne jednacine Itoa i opSe sto-
hasticke integrodiferencijalne jednacine Itoa, ¢iji su koeficijenti linearno perturbovani, tj.
izrazeni su kao linearne kombinacije perturbacija i koeficijenata prenosa, odnosno difuzi-
je, odgovarajute neperturbovane jednacine istog tipa. Kao u slucaju aditivno perturbo-
vanih jednacina, dati su uslovi bliskosti resenja perturbovane i odgovarajuce neperturbovane
jednacine istog tipa u smislu momenta (2m)-tog reda, kako na kona¢nim fiksiranim inter-
valima, tako i na intervalima ¢ija duzina tezi beskonac¢nosti kada mali parametar tezi nuli.
Pored toga dokazano je da su linearne perturbovane jednacine opstije od aditivnih i da se
generalno ne mogu svesti na njih. Rezultati Poglavlja 2.3.1 su objavljeni u radu Sv. Jankovi¢,
M. Jovanovié, [28], 2000, a Poglavlja 2.3.2 su prihvaceni za Stampu kao rad Sv. Jankovié¢, M.
Jovanovié, [37].

2.3.1. Linearno perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine

Neka je data stohasticka diferencijalna jednacina Itoa oblika (1.4.1), sa svim osobinama
definisanim u Poglavlju 1.4. Uporedo sa tom jedna¢inom u integralnom obliku,

(2.3.1) rr=n+ /Ot a(s,xs)ds + /Ot b(s, xs)dws, te0,T],
posmatrana je jednacina
(2.3.2) i =n" + / ai(s, x5, €) a(s, z5) + aa(s, x5, ¢)] ds

+ / [B1(s5, 25, €) b5, 25) + fals, 25, €)] duws, ¢ € [0, T,

u kojoj je € mali parametar iz intervala (0, 1), a pocetna vrednost 7°, koja zadovoljava uslov
E|nf|>™ < oo, nezavisna je od Brownovog kretanja w, dok su o; : [0,T] x R — R i f; :
[0,7] x R — R, i = 1,2 date funkcije koje zavise od e.

Za jednacinu (2.3.1) se pretpostavlja da zadovoljava uslove teoreme egzistencije i jedin-
stvenosti resenja (Teorema 1.4.1), dakle E|n|?*™ < oo, (1.4.3) i (1.4.4), dok jednacina (2.3.2)
moze zadovoljavati razli¢ite uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja. Pored toga, neka
skoro izvesno neprekidna resenja tih jednacina zadovoljavaju uslove Esupc( 7 |24|?™ < 00 i
E supicpon |z [*™ < o0.
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Pretpostavimo da postoji neslu¢ajna vrednost do(-), takva da je
(2.3.3) Bl —n|*™ < do(e),

i neprekidne funkecije d;(-) i vi(+), ¢ = 1,2, definisane na intervalu [0, T}, zavisne od ¢ i takve
da je

(2.3.4) sup |aq (t,z,e) — 1| < 61(t,e),  sup |aa(t, x,e)| < da2(t, ),
z€ER z€ER
sup |61 (t, x,e2) — 1| < m(t,e),  sup [fa(t, 2, )] < 7a(t,€).
TER TER

Naravno, ako su vrednosti do(e), d;(,€),7i(t, ) male za malo ¢, tada se moze ocekivati da
reSenja x; i 7 budu bliska u nekom smislu. Sli¢no kao u prethodnim poglavljima, odnosno,
po uzoru na radove [29], [34], [40], a pre svih [75], funkcije ;i (+) 1 Bi(+) se zovu perturbacije, pri
¢emu se jednacina (2.3.2) logiéno zove perturbovana jednacina u odnosu na neperturbovanu
jednacinu (2.3.1).

Perturbacije koje se ovde javljaju predstavljaju uopstenje onih perturbacija koje su pos-
matrane u radu [75] i svode se na njih za ai(-) = 1, Bi(-) = 1. Ako je ai(t,z,e) =
14 v(t,z,¢e), tada je |v(t,x,e)a(t,x)| < 01(t,¢)|a(t, )|, Sto u opstem slucaju ne mora da
bude ogranic¢eno po x € R. Jasno, ovaj slu¢aj moze biti tretiran kao onaj u radu [75] samo
ako je sup,cp |V(t,x,€) a(t,z)| < 63(t,€) za proizvoljnu neprekidnu funkciju d3(-), Sto pred-
stavlja veoma strog zahtev u odnosu na uslov ograni¢enog rasta (1.4.4). Naravno, analogno
vazi i za (1(-).

S obzirom da je potrebno dobiti globalnu ocenu bliskosti resenja x i z° jednacina (2.3.1)
i (2.3.2) u smislu momenta (2m)-tog reda, postupak koji ¢e biti koriséen je delimi¢no slican
onom iz radova [75] i [40], ali razli¢it od [29].

Propozicija 2.3.1. (Sv. Jankovi¢, M. Jovanovié¢, [28], 2000.) Neka su z i x° reSenja
jednacina (2.3.1) i (2.3.2) respektivno, definisana na konacnom intervalu [0,T], i neka su
zadovoljeni uslovi (1.4.3), (1.4.4), (2.3.3) i (2.53.4). Tada, za svako t € [0,T],

(2.3.5) Blzf —z P < [(V(T))l/mexp{nll/otﬁ(s)ds}

—i—% /Ot 0(s) exp{% /: &(r) dr}ds]m,

gde je
v(t) = dole) + c/ot[dl(s,s) +3(2m — 1) yi(s,€)] €% ds
(2.3.6) ) = (2m—1)61(t,e) +2mba(t,e) + 3(m — 1)(2m — 1) ¥i(t,¢)
+2mL + 3m(2m — 1) L?
0(t) = 2mda(t,e) + 3m(2m — 1) ¥3(t, ),

a ¢ ic su generisane pozitivne konstante koje ne zavise od e i T .
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Dokaz. Ako se uvedu oznake zf = x5 — x;, Af = E|x§ — 24/*™ i od jednacine (2.3.2) oduzme
jednacina (2.3.1), a zatim primeni Itova formula za stohasticko diferenciranje na (z)?™ dobide
e (2.1.8), gde je

0 = [ lon(s, 25,6 als,a9) + asls,a5,9] (D s,
L(t) = /Ot By (s, 5,) b(s, %) + Ba(s, a5, )] (25)*™ 2 ds,
I(t) = /Ot [B1(s, 25, €) b(s, a5) + (s, 25, €)] (22)*™ ™ duws.
Posto je Els(t) = 0 za t € [0,T], tada je
(2.3.7) AS = AS + 2mELL (t) + m(2m — ) EL(t), t e [0,T).

Potrebno je oceniti ¢lanove ET;(t) i Ela(t). Tako, primenom pretpostavke (2.3.4) i Lip-
schitzovog uslova (1.4.3), sledi

t
EL(t) < E/ (s, 25, € —1|-\a(s,x§)|~|z§|2m_1ds+L/0 A ds

+E/ laa(s, 25, )| - |25|*™Lds

/ 61(s,e) E{|a(s,z5)| - |25*™ 1}ds—i—L/ Aeds+/ So(s, ) B|z5|*™ 1ds.

Primenom elementarne nejednakosti (1.8.4) a zatim i Holderove nejednakosti na prvi i treéi
¢lan, uzimajuéi da je u oba slucaja p = 2m/(2m — 1), sledi

2m — 1

t t
< 5 £\|2m €
EL(t) < /51(3 a)( > LA + o Bla(s,a3) )ds+L/O AZ ds

—i—/(Sgsa s2mds.

Na osnovu (1.4.4) i (1.4.5) dobija se

Ela(s, z3)[" L E(1 + |25)™

<
< L2m2m_1(1—|—E"f]5|2m) eC18.

Neka je L2m2m~1(1 4+ E|n°|*™) = c. Tada je

: tom -1
(238)  EL() < = / 51(s,¢) e%ds + / ( m 51(3,5)+L> A% ds
2m Jo 0 2

m

t 2m—1
+/ 5a(s,€) (AZ) 5t ds.
0

Za ocenu ¢lana Els(t) koristi se prethodni postupak i Holderova nejednakost za p =
m/(m —1). Tada je

t
(2.3.9) EL() < SE/ 181 (5,25, €) — 12 - [b(s, 25)|2 - |52 2ds
0
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t t

—|—3L2/0 Aids—l—SE/O |Ba(s, 25, €) - |25)*™2ds

3c [t 2 c18 Lim—1 2 2

it ds +3 L7) Asd
% [ attsierensas+3 [ (Mot dse) + 12) Afds

t .
+3 / 72(s,€) (A) 5 ds.
0

IN

Relacija (2.3.7) zajedno sa (2.3.3), (2.3.8) i (2.3.9) implicira
t
A7 < Bl e [ Bilse) +32m — D) e ds
0

+ /t [(2m — 1)61(s,€) + 3(m — 1)(2m — 1)73(s,€) + 2mL + 3m(2m — 1) L*] AS ds

m—

+2m/ da(s,€) (AY) ST ds+3m2m—1/’y2se A%) e ds.

Posto vazi elementarna nejednakost (1.8.5), ako se stavi a = A%, r = (m —1)/m, ry =
(2m — 1)/2m, sledi da je (A)Zm=D/2m < (Ag)(m=D/m L A Tada poslednja nejednakost
postaje

(2.3.10) AS <t +/ A‘fds—i—/ ) (ASYm=D/mgs ¢ e [0,T],

gde su funkcije v(t), £(t) i 0(t) definisane sa (2.3.6).

Da bi se ocenilo Af, potrebno je primeniti neku integralnu nejednakost. S obzirom da
je v(t) neopadajuéa funkcija po t € [0,7], uzimajuéi v(T) umesto v(t) u (2.3.10), relacija
(2.3.10) je oblika (1.8.8), pri ¢emu je u(t) = A, v = (m — 1)/m, pa se primenom verzije
nejednakosti Gronwall-Bellmana direktno dobija ocena (2.3.5). Time je dokaz zavrSen. [J

Kako su perturbacije ograni¢ene u smislu (2.3.3) i (2.3.4), ako se pretpostavi da vrednosti
00(+),0:(+),7i(+),i = 1,2 teze nuli kada ¢ — 0, moze se ocekivati da resenja x i ° budu bliska u
smislu momenta (2m)-tog reda. Tako su u radu [75] sli¢ni problemi razmatrani za specijalne
tipove perturbacija as(-), B2(), specijalno izabrano n° i za a1 (1) = 1, 61(-) =1

Analognim teoremama iz prethodnih poglavlja, iskazuju se sledeéa tvrdenja:

Teorema 2.3.1. (Sv. Jankovié, M. Jovanovié, [28], 2000.) Neka su zadovoljeni uslovi Pro-
pozicije 2.3.1 i neka funkcije do(-), 6i(-), vi(-), i = 1,2 monotono teze nuli kada ¢ — 0,
uniformno na [0,T]. Tada

sup Elzf —z¢*™ — 0 kada e — 0.
te[0,7]

Dokaz. Neka je

gi(s) sup 9;(t,e), 7;(e) = sup vi(t,e), i=1,2
t€[0,7] te[0,T]

(2.3.11) d(e) = max{do(e), d;(¢), 72 (), i = 1,2}.



2.3. Linearno perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine 53

Tada, na osnovu (2.3.5) i (2.3.6) sledi

cit l/m cat 1
€ et 4 (e)(6m — 1)

(2.3.12) (ADHY™ < (¢(e))™ |1 + ¢(6m — 2)
C1 C9

gde je co = [4m — 1+ 2L +2(2m — 1)L? + 3(m — 1)(2m — 1)p]/m i p je konstanta za koju je
¢(e) < pzace € (0,1). Ako je T konatno i ¢(¢) — 0 kada € — 0, sledi da sup,cpo 77 Af — 0
kadae — 0. O

Ako se pretpostavi da postoje jedinstvena reenja x i 2° jednacina (2.3.1) i (2.3.2) respek-
tivno, definisana na [0, 00), tada prethodna tvrdenja generalno ne vaze. Cilj ovog proucavanja
je isti kao i za slucaj aditivno perturbovanih jednacina, dakle, konstrukcija konanih vremen-
skih intervala koji zavise od ¢ i ¢ija duzina tezi beskonacnosti kada ¢ tezi nuli, tako da reSenja
x§ 1 x4 budu bliska u smislu momenta (2m)-tog reda na tim intervalima.

Teorema 2.3.2. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [28], 2000.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 2.3.1 za t € [0,00) i neka su funkcije 6;(-),vi(:),7 = 1,2 ograni¢ene na [0,00). Tada, za
proizvoljan broj r € (0,1) i e dovoljno malo, postoji broj T'(e) > 0, takav da je
r
2.3.13 TEe)=———1
( ) () pp— n¢(e),
gde je ¢(g) dato sa (2.3.11), a c1,ca su generisane pozitivne konstante,
tako da

sup Bzt — 2" -0 kada ¢ —0.
t€[0,T(e)]

Dokaz. Osnovna ideja u ovom dokazu je staviti 7' = T'(¢) i definisati T'(¢) na osnovu (2.3.12),
tako da supte[mT(E)](Aﬁ)l/m — 0 kada e — 0.

S obzirom da ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0, postoji € € (0,1) tako da je ¢(¢) < 1 zae < €. Posto je
[0, T'(g)] konacan vremenski interval, primenom Teoreme 2.3.1 moze se oceniti bliskost resenja
x 1 2° na tom intervalu. Primenom elementarne nejednakosti (1.8.2), na osnovu (2.3.12), sledi
da je

sup  (ADY™ < (¢(e))™[q1 + qoe/™TE] - e2TE) 1 (e) [g5 + gq e2T)],
t€[0,7(¢)]

gde su g;, i = 1, 4 neke pozitivne konstante koje ne zavise od € i T'(¢). Sada se moze izracunati
T'(e) u odnosu na ¢(e) tako da clan sa najve¢om vrednoséu sa desne strane prethodne nejed-
nakosti tezi nuli kada € — 0. Zaista, ako se uzme da je

(ci/m+c2)T(e) = —r/m - In¢(e)

za proizvoljan broj r € (0,1) i € < g, dobija se T'(¢) u obliku (2.3.13).
Za T'(e) izabrano na taj nacin, lako je zakljuciti da T'(¢) — oo kada ¢ — 0 i

(23.14)  sup (ADY™ < g ()™ + g2 (¢(€) ™ + g5 6 (e)
tel0,T(e)]

+q4(¢(€))(cl+cg(mfr))/(c1+m02)_)O kada e — 0,

¢ime je dokaz kompletan. [
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Primer 2.3.1. Neka je data slede¢a perturbovana jednacina
(2.3.15) dzf = (ax§ + esinaf) dt + bas e/ T gy, 25 =46, t>0,

u kojoj su a, b neslucéajne konstante i E|n|*™ < co. Njeno resenje se uporeduje sa resenjem
odgovarajuce linearne jednacine

(2.3.16) dxy = axe dt + bxydwe, x9=mn, t>0.

(tt+a]) _ 1‘ < €f — 1, zadovoljeni su svi uslovi

Posto je E|x§ — z0|*™ = 2™, |esinz| < ¢, ‘ee/
Teoreme 2.3.2 za ¢(¢) = max{e?™ ¢, (e — 1)2} = ¢, gde je € < &g, (e — 1)%2 = g¢, i ¢p(e) — 0

kada ¢ — 0. Na osnovu (2.3.13),
2r

T(e) = ————— Ine,
c1 +mceo

gde su ¢; 1 ¢ pozitivne konstante. Tada supejo 7 (. E\a:t —2)*" - 0kadae — 0. A

Poznato je da je El|z/?™ = |n[2melet@m=1/201t ¢ > 0 (videti, na primer, [4, 67]), tj
reSenje x; linearne stohasticke diferencijalne jednacine (2.3.16) je eksponencijalno stabilno
ako i samo ako je a+ (2m —1)/2b% < 0. Pod tim uslovima resenje x5 perturbovane jednaéine
(2.3.15) se ponasa kao resenje z; odgovarajuce linearne jednacine, aproksimativno u smislu
momenta (2m)-tog reda, kada mali parametar e tezi nuli.

Na osnovu nejednakosti (2.3.14) moze se na intervalu [0, 7'(¢)] odrediti brzina konvergen-
cija reSenja x° ka reSenju x za kada e tezi nuli.

Pocetni uslov i perturbacije «;(-), 8i(+),7 = 1,2 mogu zavisiti od razli¢itih malih para-
metara €;,7 = 0, 4. Ako su perturbacije monotone funkcije po malim parametrima, tada vaze
svi prethodni zakljucci ako se stavi da je ¢ = max{g;,i = 0,4}.

2.3.2. Linearno perturbovane opste stohasticke integrodiferencijalne jed-
nacine

U ovom poglavlju predmet proucavanja su problemi perturbacija opstih stohastickih in-
tegrodiferencijalnih jednacina koje zavise od malog parametra e € (0, 1), oblika

(2.3.17) dxi = F tmt,/ filt,s, a5, ¢ ds/fgtsx € dws,a?)dt

—I—G(t,mt,/ gl(t,s,:zi,e)ds,/ f]g(t,s,azi,s)dws,s) dwy,
0 0

xg =n° skoro izvesno.

Zajedno sa jednac¢inom (2.3.17) posmatrana je jednacina (1.6.1) istog tipa, pri ¢emu vaze
sve pretpostavke o funkcijama i po¢etnom uslovu jednacine (1.6.~ 1) navedene u Poglavlju 1.6.
Iste pretpostavke vaze za pocetni uslov n° i sluc¢ajne funkcije f;, g;,i = 1,2, F', G jednagine
(2.3.17).
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Ako se pretpostavi da su pocetna vrednost 7° i slu¢ajne funkcije F,G, fi, i bliske u nekom
smislu sa n, F, G, f;, g; respektivno, tada se moze ocekivati da reSenja x7 i x; budu bliska u
istom smislu. U ovom poglavlju ée, kao i u Poglavlju 2.2.2, biti re¢i o bliskosti pomenutih
reSenja u smislu momenta (2m)-tog reda. Pri tome je oblik perturbacija generalizacija onih
perturbacija koje se javljaju u radu [75], kao i u [40], dok su sli¢ni problemi razmatra-
ni u prethodnom poglavlju, ali za mnogo jednostavniji slucaj, za stohasticku diferencijalnu
jednacinu Itoa. Pri tome, jednacina (2.3.17) se moze smatrati perturbovanom jednac¢inom u
odnosu na neperturbovanu jednacinu (1.6.1).

Posmatra se specijalan oblik jednac¢ine (2.3.17) u odnosu na jednacinu (1.6.1). Pret-
postavlja se da postoje nesluc¢ajne funkcije oy, s, 5;, Bii,i = 1,2 definisane na J X R sa
vrednostima u R koje zavise od ¢, tako da je

fi(t,S,l‘,E) = Oéi(t,S,.’E,é‘) fl(tu 5733) + Clii(t,S,IL‘,€), 1= 1727
g’t(ta 37:1:75) = ﬂi(t,8,$,€) gi(t787$) + ﬂii(t,8,$,€), 1= 172

Zbog jednostavnijeg zapisa, uvedimo sledeé¢e oznake:

5 t
Ajaf = / fi(t, s,25,¢€) AzﬂﬁfZ/O fa(t, s, 25, ¢) dws,
¢
Buai = /o gt s, 75,€)ds, - Borp = / it 5,75, €) duw,,
0

Fa§ = F(t,xf,fhxf, z‘iﬂ%), Gr§ = G(t, 5, lef, ngf)

Pretpostavimo da postoje i neslu¢ajne funkcije as,ass, 33, 33 definisane na [0,7] x R sa
vrednostima u R, koje zavise od ¢, tako da je

Facf = as(t,25,e) Fa§ + i, 25, €),
C;’:Uf = B3(t, 25, ¢) Ga§ + Bii(t, x5, €).

Na osnovu uvedenih oznaka, jednacina (2.3.17) moze biti predstavljena u kra¢em integralnom
obliku

t t
(2.3.18) i =n° +/ Fzt ds +/ Gzt dws, te[0,T].
0 0
Sliéno, neka je
t t
Mai= [ fltsa)ds, A= [ s du,
0 0

t t
let = /0 gl(tasaxs) dSa B2$t — /0 92(t,8,$3) dwsa
Fxt = F(t,.%'t,Alxt, AQQ}t), G.%'t = G(tawta letv BQ.ft),

tako da je kraéi integralni oblika jednacine (1.6.1)

t t
(2.3.19) T =1 +/ Fzsds +/ Gzgdws, te[0,T].
0 0
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Pretpostavimo sledece:
Aj1. Neka postoji pozitivan ceo broj m i neslucajna vrednost dg(¢), tako da je E|n|*™ < oo,
Elnff|*™ < i
Bl —n|*™ < do(e).
Ajy. Neka postoje neslucajne vrednosti 6;(¢), dii(¢), vi(e), vii(g), © = 1,2,3, ogranicene za
e € (0,1), tako da je, za i = 1,2,

sup  Jay(t, s, x,e) — 1] < 4;(e), sup ity s, x,e)| < dii(e),
zER,(t,s)€] z€R,(t,s)€]

sup ’ﬁi(t737$76)_1| Sfyl(g)ﬂ sup |/8ii(ta87$75)| §711(€)7
zER,(t,s)e] zE€R,(t,s)e]

.

sup  |ag(t,x,e) — 1| < d3(e), sup  |ass(t,x,e)| < ds3(e),
z€R,t€[0,T] z€R,t€[0,T)

sup |Bs(t,z,e) — 1] < v3(e), sup  |Bs3(t, @, €)| < y33(e).
z€R,t€[0,T z€Rt€[0,T)

As. Neka postoje jedinstvena skoro izvesno neprekidna i neanticipativna reSenja xf 1 x4
jednacina (2.3.18) i (2.3.19) respektivno, koja zadovoljavaju uslove E{sup,cpn 252} < o0
i E{sup;c(o 11 |z¢|>™} < co. Smatra se da su svi Lebesguevi i Itovi integrali koji se ubuduée
javljaju dobro definisani.

Pod navedenim pretpostavkama, jasno je da ako su vrednosti dg(€),d;i(g), dii(e), vi(e),
vii(€),i = 1,2,3 male za malo ¢, reSenja xf i x; su bliska u nekom smislu. Sli¢no kao u
prethodnim razmatranjima i citiranim radovima, funkeije o (+), asi (+), 5i(+), Bii(+),i = 1,2, 3 se
tretiraju kao male perturbacije u perturbovanoj jednacini (2.3.18), u odnosu na neperturbovanu
jednacinu (2.3.19).

Ako su a;(-) = Gi() = 1,7 = 1,2,3, tada se oblik perturbacija poklapa sa onim pro-
ucavanim u radu [40]. Naravno, problem koji se ovde proucava ne moze se u potpunosti
svesti na onaj proucavan u [40]. Na primer, ako je ai(t,s,x,e) = 1 4+ v(t, s, x,¢), tada je
lvi(t, s, z,e)- fi(t, s, x)| < d1(e)-|f1(t, s, )], $to u opstem slucaju ne mora da bude ograni¢eno
u odnosu na z € R.

Potrebno je dobiti globalnu ocenu bliskosti posmatranih reSenja na konac¢nom fiksiranom
intervalu [0, 7.

Propozicija 2.3.2. (Sv. Jankovi¢, M. Jovanovié, [37]) Neka su x§ i x; reSenja jednacina
(2.3.18) i (2.8.19) respektivno, definisana na konacnom intervalu [0,T], neka vaZe pret-
postavke Ay, Az, A i uslovi (1.6.2) i (1.6.3). Neka je 0, = sup E|xs|*™. Tada, za svako

0<s<t
tel0,7]:
(i) zam>1,
(2.3.20) Elz§ — z)*™ < (¢(5) CE(t) - ewm)m,
gde je

1

(2.3.21) 6(c) = max {55n (), 8:(2), 6 (), 72(e), 2 (e),i = 1,2, 3} ,
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m—2

3m—2 3
P(t) = art + a2Tt + ast® + a4T% + ast2m—1 + qgt m—1
L 3
(2.3.22) + 077 (art + ast® + agt? )

E(t) = by + bt + bst? + byt + bsts + 077 (bﬁt +brt? + b8t2)
o (bt + brot? + buat?)

1a1,...,a9,b1,...,b11 su generisane pozitivne konstante koje ne zavise od € i T’;

(1i) zam =1,

(2.3.23) Elaf — x]? < ¢(e) - [Ri(t) + Ra(t) - 0] - €3 @),
gde je
(2.3.24) 6(e) = max {do(e), 67(2), 03(2),72(e), 72 (e), i = 1,2,3} ,

a Ry(t), Ra(t), R3(t) su polinomi stepena 4, koji ne zavise od ¢ i T

Dokaz. (i) Neka je m > 1. Ako se uvedu oznake z§ = 2§ — zy i Af = E|x§ — 24/*™ i oduzmu
jednacine (2.3.18) i (2.3.19), posle primene Itove formule za stohasticko diferenciranje na
(25)?™, dobija se (2.1.8), pri ¢emu je

t
n(t) = / (Bt — Fay) (2521 ds,
0

t
L(t) = / (G2t — Gay)? ()22 ds,
0

t
L(t) = / (G2t — Gay) (292 dw,.
0

Posto je EI3(t) =0 za t € [0,T], tada je
(2.3.25) A7 = AG +2mEL(t) + m(2m — 1)EL(t), t€]0,T).

Clan ETI;(t) se moze oceniti na sledeéi nacin

EIL(t E/ [as(s, 25, &) Fat + ass(s, 25, e) — Fa, (25)*™ 1ds

)

<E/ [as(s, 25, ) (Frs — Fry)| + |(as(s, 25, €) — 1) Fay|

PR

(2.3.26) + |z (s, 25, )| ] |25 )™ Lds.

PR

Analogno, primenom elementarne nejednakosti (1.8.1) dolazi se do izraza
EI2 E/ /33 871:575 Gl’i—i—ﬁgg(s,:ps,g) Gl‘s]2 (Z§)2m—2d8

<38 [ [1Ah(o,25,9) (Gt — G 4 (85,5, 2) — )G
0
(2.3.27) + |533(s,33$,5)\ ] ]z§|2m_2ds.

Za konacne ocene integrala (2.3.26) i (2.3.27), zbog slozenosti dokaz ¢e biti dat postepeno,
pomocu sledeéih lemas:



58 Glava 2. Perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine

Lema 2.3.1.

E / |z (s, 25, &) (Fas — Fay)| - 252 Lds

< Lp{/o (1+ %[(1 4+ B)(t—s)+ (2m —1)(s+ Bsn1 1)])A5 ds

+Q0) /ot [LA(L+077) + 1)(s + Bs#)(A9) 5 ds}

2m—1

gdeje A=2"",0Q=3"%", B= [m(2m — 1)]% i p je konstanta, za koju je ¢(e)+1 < p za
€ (0,1).

Dokaz. Posto su vrednosti 6;(¢), d:i(€),vi(€), vii(€), i = 1,2,3 ogranicene za ¢ € (0, 1), tada
postoji konstanta p > 1, tako da je ¢(e) +1 < pza e € (0,1). Sada, primenjujuéi Lipschitzov
uslov (1.6.2) na funkciju F' i (2.3.21), dobice se sledeca ocena:

(2.3.28) E/ las(s, 25, e)(Fat — Fa,)| - |25*™ tds
SpE/O |F(s,x S,Ala: flgxi)—F(s,xs,Alms,Ang)\ |z€|2m Lds
<rp| [ azas+ [ Bl - A P s
+/OtE{yA2x§ — Agwy| - |27 V) ds

Na osnovu Holderove nejednakosti za p = 2m, q = 2 5, VaZi

1

2m
E{|A12% — Ajzg| - |25 1) < (B|Ay2S —Aliﬁs\zm) - (AF) 2

Dalje, primenom pretpostavke Ag, nejednakosti (1.8.2) i (1.8.3), Schwarzove nejednakosti,
Lipschitzovog uslova (1.6.2) i uslova ogranicenog rasta (1.6.3) na funkciju fi, dobija se

(E|A125 — Ayzy|>™)zm
1
2m\ 2m
(E’/ ar(s,r, a5, e) fi(s,r,xl) + ani(s,ryxl, ) — fi(s,r, .Tr)]dT’ )2
2my =
< Q[ E’/ ar(s,ryxr,e)(fi(s,ral) — fi(s,r, ) dr‘ )2m
0
s 2m 2m 2117,
—i—(E / (a1 (s,r a5, e) — )fl(s,r,xr))dr E’/ a11(s r,xr,e)dr’ ) }
0
r S 1
< Q|(61(e) + 1)Ls 5 / AZdr) ™
+ae) LA ([ L+ Blar™) Jr)? + 61 e }

2m—1

<@ Lo ([ 80dr) ™ + 6@)LAG +077) + 1)),
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m—

pricemuje A=2"m , Q= 3%+ . Ako se primeni nejednakost (1.8.4), sledi

2m—1 5 e L oy 2m=1 B 5 e
e (/0 A dr) ™ (A9)% §2m/OATdr+

tako da je konacno

2m — 1

3
s A%,

B{|A125 — Ayz,| - [25)Pm~ 1) < =P LQP U ASdr+ (2m — 1) s AS

2m—1

(2.3.29) +Qo(e) [LA(1 + agm) +1] s (AS)2m .

Ponavljajuéi prethodni postupak uz koriséenje poznate integralne formule (1.3.7), dobija

se

(E|Asat — Agzy|2™)2m
1

2m> 2m

<E’/ ag(s,r, x5, e) fa(s,ryxh) + aga(s,r,x., €) — fi(s,r, x,)]dw,

- 5 L
< BQsH Lo [ Atdr)™ + o) LA+ 077) + 1] 571
0
gde je B = [m(2m — 1)]% Ponovna primena nejednakosti (1.8.4) dovodi do ocene

52m(/0 A5d>2m(A€) 0 <7/ ASdr+

2m —

1 m—1 e
S§2m—1 AS7

m

tako da je

B{| Aozt — Aozy| - |5[2m1y < DLCQP BLQ” {/ A dr + (2m — 1) sPT A

-1

(2.3.30) +BQo(e) [LA(L +677) + 1] 53 (AD) 5"

Konacno, posto je [y [ ASdrds = [i(t — s) ASds, relacije (2.3.29) i (2.3.30) zajedno sa
(2.3.28) dokazuju ovu lemu. [J

Lema 2.3.2.

E/ | (a3(s,25,e) — 1) Fag| - |25]*™ 1ds

< LA%(e) /(f( T+ 027) [LA(s + Bs) + 1] (A%) 57 ds.

Dokaz. Ako se primeni uslov ograni¢enog rasta (1.6.3) na funkciju F i prethodni postupak,
lako se nalazi da je

t
(2.3.31) E/ | (s(s,25,€) — 1) Fay| - |52 'ds
0

PR

< 6(e) / (B|Fa )z (A5) 55" ds

<Lq§(5)/t(E[1+\a:\2—|—|A 2 4 Aoz 2 AS)Tom d
< i 2 [ + g, P (89 ds

2m—1

t 1 m
< LA%6(e) [ [14+ 07 + (BlAuw )35 + (Bl g, )] (49 %5 ds.
0
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Posto je
(Bl Ar ™) 75 + (Bl gz, ™)
s 2m %m s
= (E’/ fl(s,r,xr)dr‘ ) + (E‘/ fa(s,r, z,) dw,
0 0

1
Qm) 5
1

— S 1 — S 1
<55 ([ Bl Prar) 7 +Bs 5 ([ Blhls,ra)Prr) ™
0 0
1

2m—1 m—1 s 2 2m
S LA(S 2m +BS 2m )(/ (1 +E‘$T’ m) d?“)
0

1

< LA(s+ Bs?)(1 + 627)

dokaz leme sledi na osnovu ove ocena i relacije (2.3.31). O

Lema 2.3.3.

2

t .
E/ s (s, 25, )] - |52 Vds < gb(s)/ (A%) 5 ds.
0

Dokaz. Neposredno sledi

t .
E/ lass (s, 25, €)] ]z§|2m_1ds§ (533(6)/0 (E|z§|2m)22m1ds

2m—1

<o) [ (205 ds. .

Lema 2.3.4.
E/ |B3(s, 25, €) (Gl — G)|? - |25*™ 2ds
2 ! 2Q°L%p 2 2m_l | po2
< 6L% / 1 + = E (14 Bt — )+ (m — 1)(s 71 +B 5)]) A% ds
0
t 1
+Q2¢(5)/ [L2A%(1 4 077) + 1](s* + B2%s) (AS) " ds}
0
Dokaz. Ako se primeni Lipschitzov uslov (1.6.2) na funkciju G, sledi da je

-

2332 B [ (o050 @t — G P =2 ds
= 2pE/ |G(s, 25, Biag, Boal) — G(s, xs, Biag, Baws)|? - |25[*™2ds
0
t t B
< 6L2P [/ Ai ds +/ E{‘lei — les‘Q . ’25’2m_2}d8
0 0
t ~
+ [ B{1Boxt - Baaf? |2 2)as]
0

Analogno dokazu Leme 2.3.1, moze se primeniti Holderova nejednakost za p = m, ¢ = mT_l i

prethodno koriséen postupak. Posle odgovarajuée linearizacije u smislu primene nejednakosti
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(1.8.4), kona¢no vazi

E{|B125 — By |2 - 2522} < (E|Byas — By > (AS) "
22
2LQ [/ ASdr 4 (m —1)

+ Q2¢(6) [L2A%(1 1 077) + 152 (A9 "

E{\Bgm — Boxg|? - |27 2}<(E|ng —Bzﬂfs|2m) (AE)
2BQL2 2
LB U Aidr+(m—1)5Ag]

m

1 m—
+ B2Q76(e) [LA*(L+ 027) + 1] s (AD)
Dokaz leme neposredno sledi na osnovu (2.3.32) i poslednjih relacija. [

Lema 2.3.5.

B[ 1Galsa5,0) ~ 1) G |52

< L2A%(e) / (14 00) [L2A%(s? + Bs) + 1) (A2) "7 ds.
0

Dokaz. U dokazu se koristi uslov linearnog rasta (1.6.3) za funkciju G i Lema 2.3.2. Tada
vazi sledeca relacija

b / [ (B, 5, €) = 1) G [ - 252 ds

< 6(e) [ (Bl Py (A5) " ds

< L2A%g(e) / (1463 + (BBuaa ™) + (Bl Boa ™) | (A9 " ds,

kao i
1 1
(E|Bras[*™) i + (E| By *™)m

= (E‘ /8 gi(s,r, xr)drfm)% + (E‘ /08 g2(s,r, ) dw, 2m)%

1

S £
< L2A%(s7W + B2%s"w )(/ (1 +E]:rr\2m)d7")m
0
1
< L2A%(1 +67)(s* + B?s),
¢ime je lema dokazana. []

Lema 2.3.6. .
E/ Baa(s, 5, €)% - |22 2ds < ¢(5)/ (A% ds.
0

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Leme 2.3.3. [
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Sada je moguce oceniti FI(t) na osnovu izraza (2.3.26), koriséenjem Leme 2.3.1, Leme
2.3.2 i Leme 2.3.3. Tada je

EI(t) <Lp/ 1—1—@[(1—1—3)(75—3)—|—(2m—1)(s+Bs2m1)])A‘5d3

+0) [ (1+1Qo(s + BsE)

+LA(1+6 %)[(QP+LA2)(3+332)—|—A]>(AE) B ds.,

Odavde sledi da postoje pozitivne konstante lq,...,l4, k1,..., ke, koje ne zavise od ¢ i T,
takve da je

(2.3.33) EL(t / £1(s) A ds + é(e / &o(s) (A9 5t ds, e [0,T],

gde je

m—1
51(8) =0l +1 (T — S) =+ l3$ + [y s2m—1
1
€2(s) = ky + ko s + kg 52 + 027 (ky + ks s + kg 52).

Analogno, El5(t) se moze oceniti na osnovu izraza (2.3.27) primenom Leme 2.3.4, Leme
2.3.5 1 Leme 2.3.6. Tada je

2L2Q%p

Ll 4+ BY)(t = 5)+ (m — (s 7 + B%5)]) AL ds

t
2
ELL(t) < 18L p/o (1+
t
+30(0) [ (1+12Q% (2 + B%)

£ L2A2(1 4+ 61)[(Q%p + L2AN)(s? + B2s) 4+ A7) (A9 ds.

Ponovo, postoje pozitivne konstante mq, ..., mq,n1,...,ng, koje ne zavise od € i T', tako da
je
(2.3.34) El(t / n1(s) A ds + 6 (e / () (AS) "t ds, ¢ e [0,T],

pri cemu je

2m—1
m(s) =m1+mo (T —s)+mgs+mysm1

1
na(s) = n1 + ng s+ n3 s> + 05" (ng + ny s + ng s%).

Relacija (2.3.25) zajedno sa (2.3.33) i (2.3.34) i pretpostavkom 4y, implicira da je za svako
t € 10,17,
t
A5 < 0o +m [ [26a(s) + (2m = Dmu(s)) Asds
0

2m—1 m—1

+me(e) / [265(s) (A5) 7 + (2m — 1)ma(s) (A5) 5 | ds.
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Ako se u poslednjoj relaciji primeni elementarna nejednakost (1.8.5), pri ¢emu je a = A,

ry ="l py = 2821 dobice se (AE) < (A%)"m +Aa tako da poslednja relacija u tom

slucaju postaje

AS < 6o +m/ §) A% ds + é(e) m/ =t ds, te0,T],
gde je

a(s) = 2€1(s) + (2m — 1)m(s) +2(p — 1)€a(s),
b(s) = 26a(s) + (2m — 1)ma(s).

Posto je poslednja nejednakost oblika (1.8.8), mozZe se primeniti uopstena Gronwall-Bellma-
nova nejednakost, tako da, imajuéi u vidu (2.3.21), vazi

1
(Ai)% S(SOE(E) f a(s) ds+¢ / b a(u)dud

< o(e) - el o® S[l—i—/o b(s)ds}, te[0,7].

Odavde sledi da postoje pozitivne konstante a1, ...,ag,b1,...,b11, koje ne zavise od ¢ 1 T,
takve da je

(AD)" < 9(e) - £(1) -V, e[0T,
a funkcije £(t) 1 ¥(t) su date izrazom (2.3.22). Ovim je dokaz prvog dela teoreme kompletan.

(ii) Neka je m = 1. Ako se oznaéi sa Af = E|x§ — x4|2, tada, za svako t € [0, T],
L 2 L 2
AS<3 [50(5)+E(/ (Faf — Fa,)ds) +E(/ (Ga§ - Ga,) duw) }
0 0
t N t ~
(2.3.35) <3 [¢(a)+t/ E\Fxg—FxSPdH/ E]G:cg—cxsﬁds} .
0 0
Ako se primeni (1.6.2) i (1.6.3), dobija se
t ¢
/ E|Fzf — Fa,*ds = / Elas(s,25,¢) Fat + ass(s,25,e) — Fxy|*ds
0 0
t
< 3/ Bllas(s, a5, ) (Fa§ — Fa)[* + |(as(s, 25, ) — 1) Fas|* + Jass (s, 25, €)[*] ds
0
t ~ ~
< 3/ (6 L%p (AS 4 E|Aja5 — Ajxg|? + E|AgaS — Agx|?) + ¢(e) B|Fas|* + ¢() ] ds
0

Sada je lako dokazati sledec¢e ocene, gde je uvedena oznaka o = E|z,|*:
E|/~111:§ — A1x8|2 <s- E|A2x§ - Ang\Q,
E| Aozt — Aoy < 3 [2L2p/OSA;i dr + ¢(e)(L2 + 1) s + () L2 /Otar dr],
E|Fzs|> < L*[1 4 05 + E|A1xs]> + B|Agas ]
< L2[1+05+L2(5+1)(s+/050rd7")}.
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Posto [y F|GzS—Gas|? ds imaistu ocenu kaoi [y F|FaS—Fxs|? ds, prethodna relacija zajedno
sa (2.3.35) daje ocenu

(2.3.36) A5 < de) - [Ru(t) + Ra(t) - 6] +3(t+1)/0tk(t,s) ASds, t € [0,T),

gde je

Ri(t) =3+9(t+1) {[BL% (L + 1) + L) (26> + 3%) + (L2 + 1) ¢},
5 AN 2
L (6p+1)(§—|—§)+1

k(t,s) = 18L%p[3L%p (t* — s* + 2t — 2s) + 1].

Ro(t) = 9L*(t +1)

i

Posto je (2.3.36) oblika (1.8.7), primenom citiranog oblika Gronwall-Bellmanove nejednakosti
dobija se

t
AF < ¢le) [Ra(t) + Ba(t) - 6,] - 0TV L M0 e o, 7,
¢ime je dokaz teoreme kompletan. [

Kako relacije (2.3.20) i (2.3.23) zavise od 6, potrebno je naci ocenu te veli¢ine. Sledeée
tvrdenje moze biti tretirano i nezavisno od prethodno proucavanog problema.

Propozicija 2.3.3. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [37]) Neka uslov (1.6.3) i pretpostavke Ay
i As vaZe za jednacinu (2.5.19). Tada je:

(1) zam>1,

(Bl < [(BlgP™)% +d T% +ds | - 5O, t 0,7,

3m—2 3m—2
pri cemu je @(t) = dat +dy Tt +dst? + dgt2m=1 +dyt m=1 , a dy,...,d7 su pozitivne konstante
koje ne zavise od T';

(i) zam =1,
Elz> <3[Elnf + S1(t)] -2, te0,7T],

gde su Si(t) i@ S2(t) polinomi stepena 4, koji ne zavise od T
Dokaz. Polazeéi od jednacine (2.3.19), i primenjujuéi Itovu formulu na (x;)?™, dobija se
(2.3.37) oy = Elz|*™ = E|n|*™ + 2m EJy(t) + m(2m — 1) EJy(t), t € [0,T),

gde je Ji(t) = [§ Fas (z5)*™ 1ds, Jo(s) = [ G?as (v5)¥™ 2ds. Za ocenu lana EJ;(t) koristi
se postupak primenjen u dokazu Leme 2.3.2. Na taj nacin se dolazi do ocene

2m—1

t
EJy(t) g/ (B|Fag 2™ 57 (o) 5 ds
0

2m—1

t
gLA2/ (14 (00)77 + (Bl Az, [*™) 27 + (Bl Asz ™) 27 | (0,) 5 ds.
0
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Sada je

2m—1

¢ o t L o
/(E|A1xs|2m)ﬁ(as)22mlds < / s 2m (/ E|fi(s,, :L‘T)Pmdr) " (o) B ds
0

A

< LA/ S 2m / 1+0'r)dr)2m(0's)272n”:1d8

< == _

S om ) {(2m lsas+/ 1+ar)d}ds
LA [ t?

< == om — 1 — slogds]| .

S o 2+/0[(m )s+t—slo ds]

Sli¢no, vazi i

¢ m— BLA |2 t me
L/wmﬂﬁwﬁwaﬂﬁké[+/H%%ﬂmmﬂ+vﬂwﬂ%’
0 0

2m | 2
tako da je
t - t
(2.3.38) EJi(t) < l1t2 + lg/ (0’8)22m1d5 + / p1(s) osds,
0 0
pri ¢emu je p1(s) = I3+ 4T + 155+ lgs 27:;:11, alq,...,lg su pozitivne konstante koje ne zavise

od T. Sliéno dokazu Leme 2.3.5, dokazuje se da je

t . t
(2.3.39) EJo(t) < ka2 + by / (04) " ds + / pa(s) os ds,

0 0
pri ¢emu je pa(s) = ks + k4T + kss + kgSQZLn;l, a ki,...,kg su pozitivne konstante koje ne

zavise od T'. Zamenjujuéi (2.3.38) 1 (2.3.39) u (2.3.37) i primenjujuéi nejednakost (1.8.5) na
osnovu koje je (03)272%1 < (Us)mT_1 + 05, sledi

t 6
ot SE!U!2m+ClT2+/O p(s)os d8+02/0 (o5) m ds, tel0,T],

2m— 1
gde je p(s) = c3+ 4T + c58 + cgs e 4+ c78s ™1  acy,...,cy su pozitivne konstante koje ne

zavise od T'. Posto je poslednja nejednakost obhka (1.8.8), primenom uopstene nejednakosti
Gronwall-Bellmana dobija se

t
(0% < (BPm + T2y - e oo 2 [ [Iing, 4 e 0,7
m.Jo

Kako je fst p(u) du < p(t)(t —s), ako se na drugi integral primeni parcijalna integracija, dolazi

se do ocene 1
(0% < [(BlnPm)% + T + 2] 208, v e 0,7,
Cc3

¢ime je zavrsen dokaz provog dela ovog tvrdenja.

(i) Za m = 1, ocena za E|z4|?, koja se moze dobiti iz poslednje relacije, zavisi od T'. Zbog
toga je neophodno naéi odgovarajué¢u ocenu koja neée zavisiti od T.
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Ako se oznadi o; = E|x¢|?, lako je zakljuciti da je

o < 3 [E|n|2 +E</Ot Fa, ds)2 +E</Ot Ga, dwsﬂ

I, I?
Bl + LAt + 1) (t + 5 £ + = £°)

<3
- 2 3

2 — g2
2

t
+3L2(t+1)/ 14+ 2
0

—i—t—s)} osds, t €[0,T].

S obzirom da je poslednja nejednakost oblika (1.8.7), primenom Gronwall-Bellmanove nejed-
nakosti tvrdenje je dokazano. [

Cilj ovog proucavanja je naéi uslove pri kojima sup E|zf — 24|*"™ — 0 kada ¢ — 0 na
kona¢nim intervalima ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskona¢nosti kad ¢ — 0. U vezi sa
tim zahtevom i prethodnom diskusijom, logi¢no je zahtevati da d¢(g), 0;(€), dii(g), vi(€), vii(€),
i =1,2,3 teze nuli kada ¢ — 0. Slede¢a teorema neposredno sledi iz Propozicije 2.3.2.

Teorema 2.3.3. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovi¢, [37]) Neka su zadovoljeni uslovi Propozicije
2.8.2 i neka do(€), 0i(€), 0ii(€),7i(€), vii(e),i = 1,2,3, teze nuli kada e tezi nuli. Tada

sup Elzf —z¢)*™ — 0 kada e — 0.
t€[0,T]

Dokaz. Neka je m > 1. Na osnovu navedenih pretpostavki i iz (2.3.21) sledi da ¢(g) — 0
kada ¢ — 0. Posto je vremenski interval konaCan, na osnovu Propozicije 2.3.3 moze se
zakljuciti da je supscfo ) 0r = const < oo, tako da je iz (2.3.22) otigledno sup;cjo 1 9(t) =
Y(T) < 00, supyeior€(t) = &§(T) < oo. 1z (2.3.20) sledi

sup Eloy — x[*" < (<Z5(€) -&(T) - ew(T))m —0 kada e—0.
te[0,T

Sliéno, za m = 1 iz (2.3.24) sledi da ¢(¢) — 0 kada € — 0. Tako, na osnovu (2.3.23) moze
se zakljuciti da je

sup Elzf — 4|2 < ¢(e) - [R1(T) + Ro(T) - 7] - 1) — 0 kada & — 0. 0
tel0, T
Sva prethodna razmatranja i dobijene ocene za E|z;|*™ i E|x§ — z4/*™ posmatrane su
na proizvoljnom fiksiranom kona¢nom vremenskom intervalu [0,7]. Ako je T = oo, tada
prethodna tvrdenja generalno ne vaze. Kao i u prethodnim poglavljima, sledeca teorema
omogucava konstrukciju kona¢nih intervala koji zavise od ¢ i ¢ija duzina tezi beskonaénosti
kada € tezi nuli, tako da reSenja 2§ i x; budu bliska u smislu momenta (2m)-tog reda na tim
intervalima. Potrebno je napomenuti da je za dokaz ovog tvrdenja vazno da sve konstante
dobijene u prethodnim ocenama ne zavise od € 1 T

Teorema 2.3.4. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [37]) Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme
2.8.3 za t € [0,00). Tada postoji segment [0,T¢], tako da

sup Elaf —z*" — 0 kada e — 0,
t€[0,T]
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pri ¢emu je za proizvoljan broj r € (0,1) i dovoljno malo €, T. definisano sa:
(1) zam>1,
1 I
(2.3.40) T, = [ : ([ln(—rln o(e) )] 2mBm=2@m=-1) —}p

a

)

>:| 2m(2m—1)(m—1)

gde je ¢(e) dato sa (2.3.21), dok su a i b pozitivne konstante koje ne zavise od €;
(13) zam =1,
1 1
(2.3.41) Tezg-[(—rlngb( e))i 5|,

gde je ¢(g) dato sa (2.3.24), dok su @ i b pozitivne konstante koje ne zavise od .

Dokaz. Iz ¢injenice da ¢(e¢) — 0 kada € — 0 sledi da postoji vrednost g9 € (0, 1), tako da
je ¢(e) < 1 zae € (0,50). Osnovna ideja u dokazu je uocavanje konacnog intervala [0, 7],

€ (0,e0), i efektivno izracunavanje velicine 7. tako da E|x§ — 24/*™ — 0 kada ¢ — 0 za
svako t € [0, T%].

(i) Neka je m > 1. Posto je E|n|*™ < oo, na osnovu Propozicije 2.3.3 i nejednakosti
(2.1.6), postoje konstante ey, ez, f1, f2, tako da je

T3

2
S [61 + €2 Tz’:‘m] <p(t)’ t S [07 T8]7

(2.3.42) 0;
1
027 < [f1 +f2T’"] e2?M e 0,11,

gde je p(t) = dst + dyT-t + dst® + d6t2m g d7t "ot Posto je [0, 7] konacan interval, moze
se primeniti Teorema 2.3.3 za ocenu bliskosti reSenja x i x; na tom intervalu. Tada je,

1
( sup Blaf—w ™)™ < 6(e) - €(T2) -,
te[0,Te]

gde su ¥(T:) i £(T) date sa (2.3.22), stavljajuéi T = T i t = T.. Imajuéi u vidu da vazi
(2.3.42), lako je zakljuciti da je

(swp Elaf -2 ) < @e) - [Pr(TL) + Po(T2) - 2 2T 4 Py(T) - 97

t€[0,7%]
(2.3.43) « QT +Qa(T)ed 1)
gde su
Py(u) = by + bou + byu? + bau® + b5u%,
Py(u) = (f1 + four ) (beu + byu? + bsu?),
Pg(u) (61 + BQU%)(bgu + b10U2 + b11u3)
Ql(u) U+(a2+a3)u +a4u2 —|—a5ugm ot +a6u3r7nn 12,
Q2(u) = (f1 + foum)(azu + asu® + agu?),
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. . . 01 o1 11 .
polinomi sa argumentima w2, u2m , um , u2@m-H(m=1) o2m  respektivno.

Potrebno je izracunati T, u odnosu na ¢(g), e € (0,&p), tako da ¢lan sa najve¢om brzinom
. . . .. . o Fo(Te)
rasta na desnoj strani nejednakosti (2.3.43) tezi nuli kada ¢ — 0. Posto je eQ2(Te)e2?
1
¢lan sa najve¢om brzinom rasta, a Q2(7:) polinom sa argumentom 7™, postoji pozitivna

konstanta ¢y za koju je
1

QQ(TE) < et =m .

Dalje, potrebno je izra¢unati vrednosti a i b tako da je

o, L = 3m—2 3m—2
A T2 + 5 p(T2) = ) T27 () + et esT2 + ea T2 4 e
N S 2m(3m—2)(2m—1)
(2344) <la- Ta2m(2m—1)(m_1) + b ,
gde su ca, ..., c5 neke pozitivne konstante. Vrednosti a i b moraju biti izabrane tako da je
c; < Ckz . aki . b2m(3m—2)(2m—1)—ki7

2m(3m—2)(2m—1)

gde su konstante k1 = (2m—1)(m—1), ke =2m(2m—1)(m—1), ks = 2m(3m —2)(2m —2),
ks = 2m(3m — 2)(m — 1), ks = 2m(3m — 2)(2m — 1). Posto je ¢lan sa najveéom brzinom
3m—2

rasta csT2™ ", vrednost a se izracunava iz jednakosti

5 = a?m(Bm—Q) (2m-1) ’

dok je

1
2m(3m—2)(2m—1)—k;
G

b = max

¢ 1
1<i<4 Cki Tm(Em_2)(@m 1)

2m(3m—2)(2m—1) ~ €5
Za ovako izabrane vrednosti a i b, T; se izracunava iz jednakosti

— In(—rIn 6(c)),

I 2m(3m—2)(2m—1)
|:a . T€2m(2m71)(mfl) + b:|

za proizvoljan broj r € (0,1) i e € (0,£¢). Tada je T; oblika (2.3.40) i T — oo kada ¢ — 0.
Na osnovu (2.3.40), (2.3.43) i (2.3.44), sledi da je

3=

(2.3.45) ( sup Blaf — ™)
t€[0,T%]

< (p(e))' - [P1(Ts) + Py(T.) - e3 #(Te) 4 Py(T) - ew(Ts)} CeQ(Te)

Posto su P;(u), Po(u), Ps(u), Q1(u), Q2(u) polinomi, desna strana poslednje nejednakosti je
oblika

C(e) = (qﬁ(a))l_r (=rlng(e))™ - (In(—rlné(e)))™?,

pri ¢emu su mi, me > 0. Prema tome, dokaz prvog dela ove teoreme direktno sledi jer
((e) = 0 kada e — 0.
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(ii) Neka je m = 1. Na osnovu Propozicije 2.3.3 sledi

0 = sup Ela|> <3[E[n|” + Si(t)] - %),
0<s<t

gde su Si(t) i S2(t) polinomi ¢etvrtog stepena. Iz ocene (2.3.23) date u Propoziciji 2.3.2,
sledi

sup BEl§ — x|
tel0,T¢]

< ¢(e) - (R1(T5) + Ro(T2) - 3[E|n|* + S1(Tv)] .esa(Tg)) . oRa(Te)

Posto je e52(Te)+1s(T2) glan sa najveéom brzinom rasta, analogno dokazu prvog dela mogu se
izraCunati vrednosti @ i b, a zatim i T, tako da je

So(Te) + Rs(T.) < [a- T- + b]* = —rIn é(e).

Dakle, T je oblika (2.3.40) i, naravno, supc(o 7.) E|2f — 2:[* — 0 kada ¢ — 0. Time je dokaz
ove teoreme zavrSen. []

Primer 2.3.2. Prethodni rezultati se mogu primeniti da bi se ocenila bliskost resenja sledec¢e
perturbovane jednacine

ri=mn+e¢

+/t 1 {sinhe o8 (1 n
. .C
0oc+In(e+|28]) [1+s

t s e
—l—/o/o xoe W drdwg, t >0,

S =
/ x5 eT+r dw,
0

=3 M

sa reSenjem odgovarajuce neperturbovane jednacine

t s t rs
xt=77+/c08<1+ / xrdwr)der// e "xpdrdws, t>0
0 0 0 JO

u smislu momenta (2m)-tog reda. Uzimajuéi u obzir prethodno uvedeno oznacavanje, moze
se zakljuciti da je

F(t,x,y,z) =cos(1+ |z|), G(t,z,y,s) =y, falt,s,z) =z, qi(t,s,x) =€ °x,

dok su perturbacije

£

_e_
T’S:T}_'_e? a2(t787$’€):el+sﬂ /Bl(t787$’€):el+lzl7

sinh e 1 14t

(1+1t)(e+1n(e+|z]))’ as3(t, 7€) = e +In(e + |z|) e

as(t,z,e) =

Svi koeficijenti ovih jednacina zadovoljavaju Lipschitzov uslov i uslov ograni¢enog rasta. Ta-
ko, ako je E|n|*™ < oo, postoje jedinstvena, skoro izvesno neprekidna resenja x5 i z; tih
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jednacina koja zadovoljavaju uslove sup;~ B|z5|*™ < oo SUp;> E|z¢|*™ < 0o. Pretpostavke
A, Ag, As su takode zadovoljene, tako da se za m > 1, iz (2.3.21) lako nalazi

inh 1
¢(e) = max {52, smg - 1, ge_l/EQ, e —1, (ef — 1)2} =e -1, €€(0,In2).

Iz relacije (2.3.40) Teoreme 2.3.4, sledi da se mogu naéi intervali [0, 7] na kojima kada e — 0,
sup; E|z§ — 24/*™ — 0, a u isto vreme duzina tih intervala tezi beskonaénosti.

Sliéno, za m = 1 na osnovu (2.3.24) nalazi se ¢(¢) = (e° — 1)?, a zatim i 7% iz (2.3.41). A

Napomena 2.3.1. Nejednakost (2.3.45) predstavlja vazan rezultat, jer daje veli¢inu bliskosti
reSenja x5 1 x; na intervalu [0, 7;], za fiksirani mali parametar €. Pored toga, ako je vremenski
interval beskonacan, rezultat dobijen u ovom poglavlju se moze primeniti za proucavanje
uslova asimtotske stabilnosti u smislu momenta (2m)-tog reda resenja perturbovane jednacine,
tako §to bi se proucavali uslovi asimptotske stabilnosti, u nekom smislu, reSenja odgovarajuce
neperturbovane jednacine.

2.4. Funkcionalno perturbovane stohasticke diferencijalne
jednacine

U poglavljima 2.1, 2.2 i 2.3 su izlozZeni rezultati radova [75], [29], [40], [34], [33], [28] i [36]
u kojima je predstavljena jedna analiticka metoda za nalazenje pribliznog resenja aditivno
i linearno perturbovanih stohastickih diferencijalnih i integrodiferencijalnih jednacina Itoa
razlic¢itog tipa, u smislu momenta (2m)-tog reda, gde je m € N. U ovom poglavlju se pokazuje
da se ta metoda moze uopstiti na mnogo Siru klasu stohastickih diferencijalnih jednacina Itoa
koje zavise od malog parametra, tj. na funkcionalno perturbovane stohasticke diferencijalne
jednacine Itoa. Pri tome se funkcionalno perturbovane jednacine samo u specijalnom sluc¢aju
mogu svesti na aditivno perturbovane, dok se u specijalnom sluc¢aju mogu svesti samo na
jednu uzu klasu linearno perturbovanih jednacina. Svi rezultati iz ovog poglavlja su jos uvek
neobjavljeni.

U prvom delu ovog poglavlja zadati su uslovi koje je neophodno da zadovoljavaju koefici-
jenti funkcionalno perturbovane jednacine, kao i uslovi bliskosti koeficijenata perturbovane i
neperturbovane jednacine, koji obezbeduju bliskost resenja tih jednac¢ina u smislu momenta
(2m)-tog reda, kako na konaénim fiksiranim intervalima, tako i na intervalima ¢ija duzina
tezi beskonac¢nosti kada mali parametar tezi nuli.

Neke ideje primene rezultata iz prvog dela ovog poglavlja date su u nastavku poglavlja.
Zbog numerickog izrac¢unavanja duzine intervala bliskosti reSenja zadate funkcionalno pertur-
bovane stohasticke diferencijalne jednacine sa resenjem odgovarajuce neperturbovane jedna-
Cine istog tipa, sve konstante koje su se u radu javljaju su precizno izracunate. Pored toga,
graficki su predstavljene trajektorije resenja jednacina koje su zadate u primeru, kao i interval
bliskosti reSenja i greska aproksimacije reSenja perturbovane jednacine reSenjem odgovarajuce
neperturbovane jednacine.

2.4.1. Ocene bliskosti i intervali bliskosti resenja

Sledeéi primer predstavlja jednu od osnovnih motivacija za ovaj rad.
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Primer 2.4.1. Neka je data stohasticka diferencijalna jednacina Itoa koja zavisi od malog
parametra € € (0, 1)

1 14 (z5)? .
(241) d$§ = g(l — s)xf + 8(174—;) sin e

xg =€°n, s,

| 7]

d t>0
l—i-e)} e =1

dt + [x§+e—iln <1+

gde je w = (wy, t > 0) jednodimenzionalni Wienerov proces, 7 slu¢ajna promenljiva nezavisna
od w, a x; je jednodimenzionalni slucajni proces. Ova nelinearna stohasticka diferencijalna
jednacina, zbog slozenosti svojih koeficijenata, nije efektivno reSiva. Pored toga, ona ne
pripada ni jednoj od prethodno proucavanih klasa perturbovanih stohastickih diferencijalnih
jednacina. Ako se pretpostavi da pocetna vrednost ove jednacine zadovoljava uslov E|n®[*™,
na osnovu teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja vazi da je E{sup;cjo |25} < oo.
Kako je € mali parametar, cilj je uporediti resenje ove jednaé¢ine, u smislu momenta (2m)-tog
reda, sa reSenjem linearne stohasticke diferencijalne jednacine

1
(2.4.2) dxy = 3 xpdt + xpdwy, t>0, xzog=n,

koja je reSiva i Cije je reSenje x; = newt*ét. Problem je utvrditi bliskost koeficijenata ovih

jednacina tako da se obezbedi trazena bliskost resenja z° i x na nekom kona¢nom intervalu./\

Stohasticka diferencijalna jednacina Itoa iz Primera 2.4.1 zavisi od malog parametra (per-
turbovana jednacina) i oblika je

(2.4.3) dzy = Fl(a(t, z7),((t, 25, €)) dt + G(b(t, x7), x(¢, 77, €)) dwe, t€[0,T],
x5 =1n° si,

gde su
a:[0,T] x R — R, b:[0,7] x R — R,
¢:[0,T] x R x (0,1) — R, x:[0,T] x Rx (0,1) — R,
F:RxR— R, G:RxR— R,

proizvoljne funkcije koje su Borel merljive na svojim domenima, a w = (wy,t > 0) jednodi-
menzionalni Wienerov proces saglasan sa familijom o-polja {F;,t > 0}, n° je slucajna
promenljiva nezavisna od w, a reSenje z7 je jednodimenzionalni slucajni proces.

Resenje perturbovanje jednacine (2.4.3) se uporeduje sa resenjem stohasticke diferenci-
jalne jednacine istog tipa (neperturbovana jednacina)

(2.4.4) dxy = a(t,x) dt + b(t, x¢) dwy, ¢ € 0,7,

Tog=mn S..

Za pocetnu vrednost i koeficijente jednacine (2.4.4) vaze sve pretpostavke navedene u
Poglavlju 1.4, tj. zadovoljeni su uslovi Teoreme 1.4.1 egzistencije i jedinstvenosti reSenja sa
konstantom L', pa jednacina (2.4.4) ima jedinstveno skoro izvesno neprekidno i Fz-merljivo
reSenje 7 koje zadovoljava uslov E{sup,c( 1) |z4|?} < co. Osim toga, ako je E|n|*™ < oo, za
m € N, tada je E{supcpop) [4:|*™} < 00 i Elay|*™ < (1+ E[n[*™) - e, gde je C konstanta
koja zavisi od m, L' i T
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Pored polaznih pretpostavki da funkcije a i b zadovoljavaju uniformni Lipschitzov uslov
(1.4.3) i uslov ograni¢enog rasta (1.4.4), da je E|n|*™ < oo, uvode se nove pretpostavke za
koeficijente perturbovane jednacine (2.4.3), kao i uslovi bliskosti koeficijenata perturbovane i
neperturbovane jednacine:

A;. Funkcije ¢ i x zadovoljavaju uniformni Lipschitzov uslov, tj. postoji konstanta L' > 0,
tako da za svako t € [0,T] i e € (0,1) vazi

(24.5)  [K(tze) =ty o) < L'e—yl, |x(tz,e) = x(ty.e)| < L'lx —yl.

Funkcije F' i G zadovoljavaju Lipschitzov uslov po obe promenljive sa konstantom L1, tj. za
svako uq,us,v1,v9 € R

[F'(u1,v1) = F(u2,v2)| < Li(Jur — ua| — o1 — va),
(2.4.6) |G(U1,U1) — G(UQ,U2)| < L1(|U1 — U2| + |U1 — U2|).

As. Postoje funkcije a(t, x, ), B(t,x,€) : [0,T] x R x (0,1) — R, constante p,v € RT i
M;,N; € RT, i = 1,2, tako da je

(2.4.7) |F(a(t,x),((t,z,e)) — a(t,x)]|
|G(b(t7x)a X(t,x,e’f)) - b(tvx) ’

(My + Ma|z|*)a(t, z,€),

<
< (N1 + NQ’I"V)/B(t, x, 8).

Asz. Za iy = pV v neka je E|n|>™1VD) < oo i E|nf|*™ < co. Postoji neslucajna vrednost
do(e), tako da je
Bln® = n*™ < 8o(e).

Ay. Postoje neprekidne funkcije § : [0,7] x (0,1) — R™ i~ :[0,7] x (0,1) — R, tako
da je
(2.4.8) sup a(t, z,e) < d(t,e), sup B(t, x,e) < y(t,¢e).
TeR rER
As. Postoji skoro izvesno neprekidno i neanticipativno resenje x° jednacine (2.4.3) koje
zadovoljava uslov E{sup;¢o 1] |z£ 2™} < oo.

Napomena 2.4.1. Jednacina (2.4.3) predstavlja uopstenje u odnosu na jednaé¢ine razma-
trane, na primer, u radovima [28], [40]. U slu¢aju kada je F'(a,{) =a+ ¢, G(b,x) = b+ ¥,
pri tome su ¢ i x male perturbacije, problem se moze svesti na onaj proucavan u radovima
[75], [34], [33]. S druge strane, jednac¢ina (2.4.3) nije u potpunosti uopstenje rada [28], veé
uopstenje vazi samo u slucajevima kada je F(a,{) = (1 +)a+ ¢, G(b,x) = (1 + x)b+ x.

S obzirom na uvedene pretpostavke A;—-As, potrebno je naéi globalnu ocenu bliskosti
resenja z¢ i z, u smislu momenta (2m)-tog reda. Ta ocena je data u sledeéoj propoziciji.

Propozicija 2.4.1. Neka su z° i x redenja jednacina (2.4.3) i (2.4.4) respektivno i neka su
zadovoljene pretpostavke A1 — As i uslovi (1.4.3) i (1.4.4). Oznacimo sa o} = El|zy|*™ i
of = E|z¢|*™. Tada je zat € [0,T)]

(i) zam > 1,

m

1 t t t
(249)  Blaf — o™ < |85 @l Y0 4 [ ip(s, 2 ) +a(s 2wl P as |
0



2.4. Funkcionalno perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine. 73

gde je

¢(t757M) = D'*’P(t,&ﬂ)a D=2
(2.4.10) p(t,e,p) =2 (M1 + Mo (c,ot“);"> d(t,e),

(it) zam=1,

(2.4.11) Blaf —af* <3 {50(5) + 3/0t tp1(s, e, 1) + q1(s, €, V)] ds] Sl

gde je

(24.12)  pi(t,e, p) = [Mlz + Mf(pﬂ 52(t, £), q(t,e,v) = [Nf + N22<pt”} 72(t,g),

Dokaz. Uvedimo oznake 25 = 2§ — x; i Af = E|2f|*™, kao u prethodnim poglavljima.

(i) Neka je m > 1. Ako se od jednacine (2.4.3) oduzme jednacina (2.4.4) i primeni Itova
formula za stohasticko diferenciranje na (z{)?™, dobija se

(25)%™ = (28)2m +2mIi(t) + m(2m — 1)I5(t) + 2mlIs(t), t€[0,T],

gde je

-

’ (8,.%'?,8)) - a<3ax8)] (z;:)2m—1 d37

J
J

-+

s

[e=]

t

I(t) [F(a(s,z%),¢
(1) [G(b(s, 25), x(5,25,€)) — b(s, z5)]* (25)*™ 2 ds,
I3(t) = [ [G(b(s, 25), x(s,25,€)) — b(s, x5)] (25)*" " dus.

o

Za svako t € [0,T] je EI3(t) =0, pa je
(2.4.13) AS = 8o(2) + 2mELL (t) + m(2m — ) ELy(t), t€[0,T].

Potrebno je oceniti sabirke ET(t) i Els(t).
t
EL(t) = E/ [F(a(s,z%),((s,25,€)) — a(s, z,)] (25)*™ ds
0

< E/OtHF(a(S,xi),C(s,x‘;,s)) — Fa(s, ), (s, 25, 2))]
(2.4.14) +|F(a(s,xs),((s,m5,€)) — a(s, xs)[] [25*™ 1 ds.

Analogno, primenom nejednakosti (1.8.2) dobija se

(2.4.15) Ely(t) <2F /Ot {|G(b(s,x§),x(s, z5,e)) — G(b(s, xs), X(s,azs,e))\Q

+G(b(s,x5), x(8,7s,€)) — b(SaJUs)H 222 s,
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Ako se u izrazu (2.4.14) primeni Lipschitzov uslov (2.4.6), a zatim (1.4.3) i (2.4.5) i nejed-
nakost (2.4.7), vazi

t t
Ell(t) < L/ Ai ds + E/ (M1 + M2|.’L‘s|'u“) 04(5’;1;875) . |Z§|2m_1d8,
0 0

gde je L = L'L;. Koriséenjem pretpostavke (2.4.8) i Holderove nejednakosti za p = 2m,

q = 522, moze se zakljuéiti da je

EL(t <L/ Aads—i—/ {M1+M2 (E|xs|2m“)ﬂ 5(s, ) (A) 55 ds

(2.4.16) :L/O A§d5+/0 [ M1+ My (p2)77] 8(s,2) (A2) 5" ds.

Sliéno, na osnovu pretpostavke A;, tj. nejednakosti (2.4.6) i (2.4.5), zatim Lipschitzovog
uslova (1.4.3), pretpostavke (2.4.8) kao i Holderove nejednakosti za p = m, ¢ = dobija
se ocena za (2.4.15),

ml’

i t
EL() <20 [ Adds+2 [ BN+ Nafa|')202(s.2) - [P 2ds
0 0
t t
(2.4.17) < 2L2/ Aids+4/ {N12+N22 (cp;)i} V2 (s,€) (AS) L s
0 0

Izraz (2.4.13) zajedno sa (2.4.16) i (2.4.17) implicira da je za svako t € [0, 7],

2m 1

t t "

A5 <d0(e)+mD [ Asdstm [ [pls,2,0) (D +a(s,2,0) (495
0 0

pri ¢emu je D = 2L(1+ (2m — 1)L), dok su funkcije p(t, e, p) i q(t,e,v) date sa (2 .10).

Ako se na poslednju nejednakost prlmem nejednakost (1.8.5) za a = A%, r = 1

dobija se (AE) < (A% + AS, tako da ona postaje

2m’

t t .
A7 <o) +m [ D+ p(s,emlAsds+m [ [pls.ecn) +als20)] (A9 ds.
0 0

Kako je ova nejednakost oblika (1.8.8), posle primene uopstene Gronwall-Bellmanove nejed-
nakosti direktno se dobija (2.4.9), ¢ime je dokazan prvi deo propozicije.

(ii) Neka je m = 1. Ako se na izraz

=0 =t [ [P, 9,25 €) — als )] ds
+ /Ot (G (b(s, 2%), (5,25, £)) — b(s, 2)] duws

primeni nejednakost (1.8.3), Schwarzova nejednakost i osobine izometrije Itovog integrala,
dobice se

AS <3 lég(s)—kE(/ot[F(a(s,xi) C(5,25,)) — a(s, z5)] ds>2
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+E </0t [G(b(s,25), x(s,25,€)) — b(s,25)] dws)Q]

<3 [f(0) +1 [ 11 Fa(s,22),C(5,5,6)) = Fla(s, ), G(s,25,0))|
+| F(a(s,zs),((s,xs5,¢)) — als, zs)| ]2 ds
+ [ BlIG(s,29).x(5.25,2)) = Glbls.22), X(5.20,9))

+| G(b(s, z5), x(5, 25, €)) — b(s, x5)| ] ds} .

Sada se mogu primeniti pretpostavke (2.4.6) i (2.4.5), Lipshitzov uslov (1.4.3), a zatim (1.8.3)
i(2.4.8), tako da vazi

A7 <3 {(50(5) + t/OtE[(Ml + Mo|zs|?) als, xs,€) + L|x§ — x4 ]2ds
+/OtE[(Nl+N2|ws|”)ﬂ(s,xs,e)+L\:U§—1:S|]2ds}
<3 {50(5) +3L2(t+1) /Ot Asds + 375/; [Mf + Mggp;} 6%(s,€)ds
+3 /Ot [Nf + N%goé’} 72(5,5)ds} .

Neka su izrazima (2.4.12) uvedene funkcije p1 (t,e, 1) i qi(t,e,v), zat € [0, T]. Tada prethodna
nejednakost postaje

t t
Af < 3{(50(5)—1—3/ [tpl(s,f-:,u)—|—q1(s,e,u)]ds} +9L2(t+1)/ AZds.
0 0

Kako je ova nejednakost oblika (1.8.7), ocena (2.4.11) se jednostavno dobija primenom
Gronwall-Bellmanove nejednakosti.
Ovim je dokaz propozicije kompletan. [J

Posto ocene (2.4.9) i (2.4.11) zavise od ¢}*, odnosno ¢/, potrebno je oceniti ove velicine.
Kao §to je ranije istaknuto, u literaturi se moze naéi ocena momenta (2m)-tog reda resenja
stohasticke diferencijalne jednacine Itoa (videti, na primer, [56], [17]). Analogno se moze
naéi ocena momenta (2mu)-tog reda, gde je p proizvoljan pozitivan broj, ali ée u tom sluc¢aju
konstante, koje se u toj oceni javljaju, zavisiti od T. Kako je za nalazenje intervala bliskosti
reSenja x5 i 2; neophodno oceniti E|xf — x4/*™* konstantama koje ne zavise od T, ovde je
ocenjen moment 2mpu-tog reda resSenja neperturbovane jednacine, konstantama koje ne zavise

odT.

Propozicija 2.4.2. Neka je x reSenje jednacine (2.4.4) i neka su zadovoljene pretpostavke
(1.4.8), (1.4.4) i As. Tada, za svako t € [0,T] vazi:

(i) zam>1, u>1, kaoizam=1, p>1, vazi ocena

(2.4.18) E|$t|2mﬂ < HEW . emuBut,



76 Glava 2. Perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine

gde je
mu—1 % C
(2419) a, = 2 2mpu , HH — <E|n‘2mu) mo FM’
I

B, = L'(4a, + 2mu—1)L"), C, = L'(2a,+ (2mp—1)L");
(ii) zam>11i0<p<1, vazi ocena (2.4.18) sa konstantama (2.4.19) za p = 1;
(i) zam=1i0<p<1, vazi
(2.4.20) Blay* < Dy [G + L2 4 )] - 51050,
gde je D, = 3", G, = (E|n*)".

Dokaz. (i) Neka je m > 11 u > 1. Polazeéi od jednacine (2.4.3) uz pretpostavku da vazi
As, primenjujuéi Itovu formulu za stohasti¢ko diferenciranje na (x;)*™*, dobija se

(2.4.21) @} = Elzy|*™ = E|n|*™ 4 2mu EJy(t) + mu(2mpu — 1) EJo(t), t € [0,T),

gde je Ji(t) = f(f a(s, xs) (xs)?™ds, Jy(s) = fg b2 (s, xs) (25)*™2ds. Za ocenu E.J(t)
primenjuje se Holderova nejednakost za p = 2mu, g = 2m7Zﬁ 7 a zatim uslov ogranicenog rasta
funkcije a, dakle (1.4.4), i nejednakost (1.8.2). U tom slucaju je

1 2mp—1

t
B0 < [ (Bla(s,a) )T (ot 55" ds
0

’ t 1 2mpu—1
<aul! [ [+ (o) 5] (ot ds
0
t t 2mpu—1

(2.4.22) =a,L' [/ gofds#—/ (o) prom ds} ,

0 0

mp—1

gde je a, = 2 el Sli¢éno, primenom Hoélderove nejednakosti za p = mu, ¢ = mﬁ’i 7, istim

postupkom se dobija ocena

t t mu—
(2.4.23) EJo(t) < L ( / plds + / (wy)riulds).
0 0

Ako se (2.4.21) majorira sa (2.4.22) i (2.4.23), pa potom primeni nejednakost (1.8.5), pri
2mp—1 mp—1
cemu je (pf) 2mi < (k) "+ pl, dobija se

t t mp—1
ol < En*™+ —i—muBH/ s ds+muCM/ (ph) mids, te 0,77,
0 0

gde je B, = L'(4a,+ (2mp—1)L'), C, =L'(2a,+ (2mpu—1)L"). S obzirom da je poslednja
nejednakost oblika (1.8.8), posle primene uopstene nejednakosti Gronwall-Bellmana sledi
ocena

1

t
(pt)7 < (B - et 4 [P, 1€ (0,7
0
tako da je

1 C mp
(2.4.24) thu < l(E‘n|2mu) mp +#] .emuBﬂt‘
BH
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Zam =11 p > 1 primenom istog postupka dobiée se ocena (2.4.18), ¢ime je zavrsen dokaz
za navedeni slucaj.

(i) Neka je m > 110 < p < 1. Potrebno je primeniti nejednakost Ljapunova [49] koja
glasi: Ako postoji E|X|P za neko p > 0, tada za svako 0 < ¢ < p vazi

(BIX|)7 < (BIX]P)>
za ¢ = 2my i p = 2m, pa se dobija
ol < (Bla™)".
Tada na osnovu ocene (2.4.18) zam > 11i pu =1, vazi
ol < HEmB,

Sto dokazuje tvrdenje za navedeni slucaj.

(iii) Neka je m = 110 < p < 1. Oznac¢imo sa o, = E|x;|?>. Posle primene nejednakosti
Lyapunova za q = 2u, p = 2, sledi

(2.4.25) o' < (o)™
Medutim, kako je
¢ 2 t 2
o <3 [EmQ + E(/ a(s,xs) ds) + E(/ b(s,xs) dws) ]
0 0

t
<3 [En\Q + L2%t(t+ 1)+ L?(t + 1)/ s ds} ,
0

poslednja nejednakost je oblika (1.8.7), tako da se primenom nejednakosti Gronwall-Bellmana
jednostavno dobija ocena

or < 3| Eln* + L2(t + 1)] 710D,

§to uz izraz (2.4.25) dokazuje tvrdenje. [

Primetimo da se u Propoziciji 2.4.2, u slu¢aju kada je m > 1, ocena (2.4.18) moze zapisati
na sledeéi nacin:

(2.4.26) ol' = Blay|*™ < Hjfy - e™ Pt ¢ e 0,T].

Kako je osnovna ideja da se postave uslovi pri kojima sup E|x§ — x¢|*™ — 0 kada ¢ — 0 na
kona¢nim intervalima ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskona¢nosti, logi¢no je pretpostaviti
da funkcije do(g),d(¢),v(e) teze nuli kada ¢ — 0. Otuda i ime male perturbacije za funkcije
n°, (), B(+). Sledeta teorema sledi neposredno iz Propozicije 2.4.1.
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Teorema 2.4.1. Neka su zadovoljeni uslovi Propozicije 2.4.1 i neka funkcije do(+), 0(), v(*)
monotono teze nuli kada e tezi nuli, uniformno na intervalu [0,T]. Tada

sup Elzf —z¢*™ — 0 kada e — 0.
te[0,7]

Dokaz. S obzirom na pretpostavke ove teoreme,

d(e) = sup &(t,e),  7F(e) = sup 7(te).
te0,T] t€[0,T]

Za m > 1 neka je
(2.4.27) 6(c) = max {551,5(5),72(5)} .

Tada postoji pozitivna konstanta g € (0, 1), takva da je ¢(c) < 1 za svako € € (0,ep). Pri
navedenim pretpostavkama, na osnovu (2.4.27) sledi da ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0, pa postoji
pozitivan broj p € (0,1), tako da je ¢(¢) < p za e € (0,0). Posto je vremenski interval

1
konacan, a j, v su konacne konstante, iz (2.4.26) i pretpostavke Aj sledi supyejo 7 (¢f') > =
const < oo. Tada na osnovu (2.4.10) sledi

sup p(t, e, p) < ¢(e)P(T, p) = const < oo,
te[0,T

sup q(t,e,v) < ¢(e)Q(T, ) = const < oo,
te[0,T

1
Y(t,e,p) <D +2p <M1 + My sup (%“)”") = U(T, p).
t€[0,T]

Sada se za (2.4.9) moze zakljuciti sledece:

{ SESI’T]Eui—xtF’"}”“w(e) 1+ (P(T, 1) + QT w)T] - "T#7T 0 kada € — 0.
te|0,

Sliéno, za m = 1 neka je

(2.4.28) ¢(e) = max {50(6),52(6),72(6)} :

pri ¢éemu postoji pozitivna konstanta ¢ € (0,1), takva da je ¢(e) < 1 za svako € € (0,¢&q).
Kako ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0, na osnovu (2.4.11) sledi

sup Elaf —x)? < 3p(e) - |14+ 3T% | M2+ Mz sup @' | +3T [ N2+ N2 sup ¢/
te[0,7 te€[0,7) te[0,7

x 3L(T*HT) () kada ¢ — 0,

¢ime je dokaz zavrSen. [
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Ocene dobijene za El|x;|*™ i E|xf — x;/*™ vaze na konaénom intervalu [0, T], pri ¢emu
sve konstante koje se u tim ocenama javljaju ne zavise od T i £. Ocigledno, ako je T' = oo,
tada prethodna razmatranja generalno ne vaze. Kao u prethodnim poglavljima, potrebno je
kontruisati konac¢ne intervale koji zavise od ¢, ¢ija ¢e duzina teziti beskonacnosti kada € tezi
nuli, tako da resenja zf i z; budu bliska u smislu momenta (2m)-tog reda na tim intervalima.

Teorema 2.4.2. Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.4.1 za t € [0,00). Tada postoji seg-
ment [0,T¢], tako da
sup Flzf — " — 0 kada e —0,
tel0,Tx]

gde je, za proizvoljan broj r € (0,1) i dovoljno malo e:

(i) zam>1,
(2.4.29) =2 (=" e
o : ,U'Buvl duvl ’
I3
AMoH ?
pri cemu je dy1 = 27“\/1/), a ¢(e) je dato sa (2.4.27);
:U’Bu\/l

(i) zam=11iia=pAv,

_ |-rlng(e) 3L?2+k
(2.4.30) Te= V3(@2+1)  6(L2+1)

gde je
ilBila 19 > 1, — . .
. ; . . 1oL o <1<
k= max{leil,?ngL’z}, 10 <1<, , [l = { 2 v L b )
c T2 . 0, imace
ZlL 5 11 <1

pri éemu je ¢(e) dato sa (2.4.28).

Dokaz. Potrebno je efektivno odrediti konacan interval [0, T:], tako da E|x§ — z4|*™ — 0
kada ¢ — 0 za svako t € [0, T].

(i) Neka je m > 1. Na osnovu (2.4.10), (2.4.26) i (2.4.27), a na osnovu ¢injenice da je
o(e) < p za svako € € (0,¢), sledi

t t 1
| vtszmds < [ [D+ 20 (0 + Mot )] ds
u t LR
< Rt—}—ZpMQHval/ e2Buvis g
0
(2.4.31) < Rt + dyppe2 Bt
I3
AMpH 2, p

pri cemu je R =D +2Mipid, g =
/’LBMVI
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S druge strane, na osnovu (2.4.10), (2.4.27) i Propozicije 2.4.2 vazi slede¢a ocena:

t t K
/ (p(s, EHU’) +q(s, e, V)) efs P(repdr - %(]ﬁ(&?) ) eRterH\/leQBuvu
0

L
(2.4.32) X (M1 +2(2m — 1)NE + MyH 2, 2501 4 2(2m — 1)N§H;v1e”3vv1t> .
Na osnovu ocena (2.4.31) i (2.4.32), iz (2.4.9) se lako dobija

1 n .
(2.4.33) { sup FElxf _xt|2m}m < ¢(€)'€RT€+duvleQBuvlT
te[0,T%]

2 o
X {1 + 5 (M1 +2(2m — )N+ MaH 2 €2 B Te 4 2(2m — 1)N22H,3Vle”3w1Ts>

Cilj je da se efektivno izracuna 7. u odnosu na ¢(¢), za ¢ € (0,g¢), tako da (2.4.33) tezi

LB, v1T
. « . “ . , . . . vite
nuli kada ¢ — 0. Posto je ¢lan sa najvecom brzinom rasta u ovom izrazu edwvie? """

zahtevademo da za bilo koje r € (0, 1) vazi
dyvt - e2BuniTe — _pn o(e),
Tako T ima oblik (2.4.29) i T, — oo kada ¢ — 0. Ako se ima u vidu (2.4.33) i (2.4.29), sledi
da je
2Rm

r wB v
sup B|z§ — zy|*™ < (¢(e)) 7™ | ———Ing(e)
tel0,T%] du\/l

2 u r1n¢(e)
2.4.34 1+ —=|M; +MyH? -
( 3) X{ +R 1A “V1< du\/l)
2vByyvi m
1 mB v
tom—1) | N2+ Nz, (- TOE) )
duvl

Kako za k > 0, (#(¢))' " (In¢())* — 0 kada € — 0, o¢igledno je da iz (2.4.34) direktno sledi
dokaz prvog dela teoreme.

(i1) Neka je m = 1. U ovom slucaju ocena T, zavisi od i; 1 is.

(a) Ako je ia > 1, na osnovu Propozicije 2.4.2 sledi

ol < H Py < HY P,
Imajuéi u vidu ocenu (2.4.11) iz Propozicije 2.4.1 i (2.4.28), dobija se da je

sup Elw; — x|
tel0,T%]
M2H® N2HY
< 3¢(c) - SLTEHTL) (1 4+ 3M2T2 + 3N2T. + 3 :B b, . erBuTe 4 3753 v . BTz
“w v

22 ; . 2 . -« o .
BLETE+(0 Biy +3L5)Te | hogto vazi nejednakost

2
3L B
3L2T2 + (i1 B, + 3LA)T: < l\/gL-TE+\[+ i1B;, 1 |

Posto je ¢lan sa najvetom brzinom rasta e

2 2v/3L
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za proizvoljno r € (0,1) se moze zahtevati da bude

V3L i1 B;
VBL T, + ~—— + —*
c 2 21/3L

Odatle T; ima oblik (2.4.30) i tada je

2
] = —rln¢(e).

(24.35) sup Elzj — mi[* <3(p(e)) Te P [1 4 BMPT? + 3NPT]
tE[O,TE]

MQH/J, . B NQHV .

MQBM}L Tg'e(#BI’L ’Llel)TE +9(¢(E))1 r VQBVV ,e(VBu llB'Ll)TE'

+9(0(e)) "

1z (2.4.35) sledi da sup,c(o 1] El7f — 74| — 0 kada e — 0.
(b) Neka je io <1 < iy. Tada je
30“ < Hzl . eilBilt S022;2 < Di2 |:G'52 + L2i2 (t2i2 _’_tig)} '63i2L2(t2+t)-

Zakljucivanje je sli¢no prethodnom, tako da je

M2H] .
sup Flaf — x| < 36(e) - L (T2HT) 1+3MET2+3N?T.+3 2 L By T
te[0,7] 118,

FINZD;, p(e) - L7 HL2R)(T2HT2)

. T2’i2+1 Tig-‘rl
G' T L/2Z2 5 3
izlet (2¢2+1 io + 1

~ . v e . , . 2 12 2 2
Posto je u ovom slu¢aju €lan sa najvecom brzinom rasta e3(E" TL72)Te+(BL k)T

je k = max{ii By, , 3ioL"*}, T. se ocenjuje iz izraza

2
/ L2+L222 3L+ k
21/3 (L% + L'%i5)

, pri cemu

3(L% + L'%i5)T? + 3L + k)T.

= —rln¢(e).

Odatle sledi da je T oblika (2.4.30), pri ¢emu se bliskost resenja u smislu momenta (2m)-tog
reda moze odrediti iz izraza

sup Elaf — a2 < 3(g(e))! et RTEKTE  14 3MPT? 4 3NPTL|
te(0,Te]
11 ,
(2.4.36) +9(p(e))t " P My H“ T. . ¢ 3L *2T2—(k—i1Bi;)Te
i1

e—(k—3i2L/2)Tg
bl

9 - 1o; T212+1 T@'2+1
+9IN; Dy, (¢(e)) "|Giy T+ L= . :

210 +1 1941

iz koga sledi da sup,c(g 1) Elzf — 7> — 0 kada e — 0.
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(¢) Neka je 0 < i1 < 1. Na osnovu ocene (2.4.20) iz Propozicije 2.4.2, sledi
E|z* < D, (G# T t“)) . BUL (7 4),
Elz|? < D, (GV L +ty)) _€3VL/2(t2+t)’
tako da je

sup Elaf — | < 3¢(e) - ¥ (TEHT)
t€[0,T%]

eSHLA(T2+T)

M?T? N2T, M2D, |G, T. + L'?" 62# 1 3 1
X + 1+e + 1+e + 2-p n-e + 9 1 + 1

5 o T21/+1 TZ/+1
3N2D, |G, T. + L'% | == -
TNy By | Gode + <2y+1 u+1>

e?’VL/Q(Te2 +T¢) } )

3(L2+L'2i1)(T24T)

Clan sa najvec¢om brzinom rasta je e , pa je

/ : 112
3(L? + L2 (T2 + T:) < 3(L* + L'%) [Ts + 2}
= —rlng¢(e).
Odavde T ima oblik (2.4.30), pri ¢emu je

3L’24 'rlnqb(ls) +l
sup Ela§ — z|? < 3(¢(e)) e s(rais ). [1+3MPT2 + NPT, |
t€[0,T%]

, T2u+1 Tﬂ+1 3L/2(i1—/1) rln¢(e) +1
2 1— 2 2,
(2437) 4+ 9MED,(p(e) [GMTE L (2; )| (s +t)

Y rin ¢(e) 1
el V)(B(L2+L’2z‘1)+4)
7

T2u+1 Té’+1
2v4+1 v+1

+9NZD, ($(e)) " [GVTE + L’2”< S

1 sup;eo, 7] E|x§f — 24| — 0 kada ¢ — 0. Time je teorema u potpunosti dokazana. [J

Napomena 2.4.2. Mera bliskosti resenja z° i x jednacina (2.4.3) i (2.4.4) moze se predstaviti
sa A°(T) = E{supepsy,m [7F — 7¢|*™}, a do njene ocene se dolazi ako se umesto izometrije
stohastickih integrala primeni nejednakost Burkholder-Davis—-Gundy (1.3.5). Analogno se
mogu naéi uslovi pri kojima A “(T) — 0 kada e — 0 na konacénim intervalima ili na intervalima
¢ija duzina tezi beskonacnosti.

2.4.2. Neka numericka izracunavanja i graficko predstavljanje intervala
bliskosti resenja

Desne strane izraza (2.4.34), (2.4.35), (2.4.36) i (2.4.37) mogu se oznaciti sa Q.(r) i pred-
stavljaju gresku aproksimacije resenja perturbovane jednacine (2.4.3) reSenjem odgovarajuce
neperturbovane jednacine (2.4.4), u smislu momenta (2m)-tog reda.
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Primer 2.4.1. Na slici 1. prikazane su trajektorije resenja jednacina (2.4.1) i (2.4.2), sa
pocetka ovog poglavlja, za t € [0,5], x € [0,3] i n» = 1, pri ¢emu je na prvom grafiku
punom linijom predstavljena jedna od trajektorija resenja neperturbovane jednacine (2.4.2),
a tackastom linijom trajektorija tacnog resenja neperturbovane jednacine (2.4.1). Na drugom
grafiku punom linijom je predstavljena trajektorija reSenja perturbovane jednacine (2.4.1), a
tackastom linijom neperturbovane jednacine (2.4.2). Sve trajektorije su dobijene numericki,
primenom aproksimacije Euler-Maruyama, po uzoru na program koji se moze nacéi kao sas-
tavni deo literature [49], [50].

Slika 1: Trajektorije resenja stohastickih diferencijalnih jednacina (2.4.1) i (2.4.2)

Koeficijenti jednacina (2.4.1) i (2.4.2) zadovoljavaju uslove (1.4.3), (1.4.4), (2.4.5) i (2.4.6)
sa konstantama L' = L1 = 1, a s obzirom da je E[n|*™ = 1, dobija se i da je E|n°|*™ =
e?™E|n|>™ < oco. Dakle, zadovoljeni su uslovi teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja,
pa vazi da je E{sup,cp |z¢|*™} < o0 i E{sup;cpom |25} < 0o. Pored toga, kako je

1 V1 2
a(t,aj):gx, ((t,x,e):_‘iﬂ_i_ég(l—:fi)sins,
1 X
b(t,z) = t =e :=In|(1
(o) =2, xltme) =t (14 ),

F(a,0) =a+¢, G(bx) =b+x,
to je

1+ 22
F(a(t,x),((t,z,e)) = %(1 —e)r + 8(11:75)sin5

_1 |z]
— e ] 1 3, |-
G(b(t,z),x(t,z,e)) =z +e <In ( 1 +a)
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Posto je
|F(a(t, z),C(t,2,€)) — a(t, )| < (1+|z])alt, z,€),
(2.4.38) alt,z,e) = 3%+ 8(5111675)’
|G(b(t,$)7x(tvl‘»6))l— b(t, )| < |z[B(t, z, ),
(2.4.39) B(t,z,e) = 16:;,

zadovoljeni su uslovi (2.4.7) iz pretpostavke A, sa konstantama M; = My = 1, Ny = 0,
Ny =1ipu=v =1 Na osnovu pretpostavke A3 sledi i; = 1, odakle je E[n*™ < oo,
Elnf|*™ < o0 i E|nf — n|*™ < (e — 1)2ME|n|*™, pa je do(c) = (e — 1)2™. Iz relacija (2.4.8)
se dobijaju funkcije

™ =

15 sine e

5(t75):§+8(1+t)’ ’Y(t7€):].+€

Pored toga, funkcije §(t,z) i y(t,z), t € [0,T], x € R su ogranicene po t, tj.

Ako pretpostavimo da je m > 1, na osnovu (2.4.27) sledi

. e sine -2
¢(€)—max{(e 1% <+ 1181 ; (1€+€)2}.1

w

Sa slike je ocigledno da je ¢(g) = % n 81;15’
za ¢ € (0,g0), pri ¢emu je g reSenje jednacine
€9 singg . €0  sineg
1) = dok je p = 0
(e ) 3+8,OJep 3+8
Tada je

e0=0.326,  p=0.149.

Interval [0,7;] na kome su resenja jednacina (2.4.1) i (2.4.2) bliska u smislu momenta
(2m)-tog reda, ima desni kraj oblika (2.4.29), tj.

, |
- om(—rm(5+50)) ce 03,

1Za sva dalja izracunavanja i crtanje grafika koriséen je programski paket MATHEMATICA (vidi [77], [78]),
pri ¢emu radi preglednosti grafika merne jedinice duz koordinatnih osa nisu jednake.
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pri cemu je

a1 =2%, By=4da+2m—1, O =2a;+2m—1,

1
C 4HZp

2.4.40 H =14+ — dy = ——.
( ) 1 + By’ 1 By

Ako se fiksira vrednost za m, npr. m = 2, tada se eksplicitno moze naéi interval [0, 7]
na kome su reSenja posmatranih jednacina bliska u smislu momenta cetvrtog reda, kao i
greska aproksimacije resenja na intervalu [0,7¢]. S obzirom da ¢ — 0, a iz ¢injenice da su
pretpostavljeni Siroki uslovi bliskosti koeficijenata perturbovane i neperturbovane jednacine,
oc¢igledno je da se moraju uzimati veoma male vrednosti za e, da bi procene koje se vrse
bile efikasne. Neka je zbog toga e, na primer, 107!°. U tom slu¢aju, na osnovu (2.4.29)
T19-10 je funkcija od r, tj Tip-10(r). S druge strane, potrebno je da greska aproksimacije
resenja (Q1p-10(r), koja se procenjuje iz izraza (2.4.34), bude $to manja. Treba, dakle, naéi
ono reSenje za r, za koje je maksimalna duzina intervala na kome su reSenja bliska, u smislu
momenta ¢etvrtog reda, a greska aproksimacije je miminalna. Funkcije Tg-10(r) i Qq9-10(r)
predstavljene su slede¢im graficima:

Slika 2: Grafici funkcija Tjg-10(7) 1 Q1g-10()

Sa slike 2. se moze primetiti da je duzina intervala bliskosti resenja sporo rastuca funkcija
po r, dok greska aproksimacije reSenja raste veoma brzo za vrednosti r > 0.6. Jasno, ako
je zadata greska aproksimacije reSenja, moze se odrediti duzina intervala bliskosti reSenja.
Na primer, za gresku aproksimacije resenja Q;p-10(r) = 107>, dobija se r = 0.13, pa za
fiksirano € = 10719 duzina intervala bliskosti resenja, u smislu momenta ¢etvrtog reda, iznosi
T19-10(0.13) = 0.885.

Ako se duzina intervala bliskosti resenja posmatra kao funkcija od e, gde je € € (0,0.326),
tada se, na primer, za r = 0.13 dobijaju slede¢e duzine intervala bliskosti resenja:

e=10"°  T.(0.13) = 0.715, e=107190 7,(0.13) = 2.064,
e=10"1" 7.(0.13) = 0.885, =107 7.(0.13) = 2.479,
e=10"1% 7.(0.13) = 1.471, e =101 7.(0.13) = 2.658,

odnosno, dobiée se sledeci grafik:
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U Teoremi 2.4.2 je dokazano da duzina inter-
vala bliskosti resenja tezi beskonacnosti kada
¢ — 0. Medutim, ako se uzmu konkretne vred-
nosti za €, npr. € = 107199 duzina intervala
bliskosti resenja je

Th0-1000(0.13) = 2.064,

pri cemu je sada greska aproksimacije manja i
iznosi
Q10-1000(0.13) = 1071710,

Sa drugog grafika slike 1. se vidi da sa porastom vrednosti za t i fiksirano ¢ raste greska
aproksimacije reSenja, pa se na intervalu [0, 1] reSenje perturbovane jednacine (2.4.1) moze
aproksimirati, u smislu momenta ¢etvrtog reda, reSenjem odgovarajuée neperturbovane jedna-
Cine (2.4.2).

Napomena 2.4.3. Rezultati iz primera dobijeni su iz ocena koje vaze za opste jednacine
(2.4.3) 1 (2.4.4), i mogu se poboljsati u konkretnim slucajevima, za konkretno zadate koefi-
cijente jednacina, jer se neke majoracije iz Teorema 2.4.1 i 2.4.2 mogu preciznije oceniti. U
slucaju jednacina (2.4.1) i (2.4.2), ako se ponovi postupak koriséen u Teoremama 2.4.1 i 2.4.2
za nalazenje intervala na kome su resenja ovih jednac¢ina bliska u smislu momenta cetvrtog
reda, za fiksiranu gresku aproksimacije resenja Qo-10(r) = 107> dobija se r = 0.085, odakle
je T19-10(0.085) = 1.375.

Zam=1,

b(e) = max{(ee _ 12, <;:) n Sir815)27 : e % } — (e — 1),

1+¢)?

za svako € € (0,1). Medutim, ¢(¢) < 1 za £ € (0,0.693). Na osnovu (2.4.38) i (2.4.39) je
j=v =1, paje T. oblika (2.4.30), j.

In(es—1) 1
T. = —”1(63)—2, e € (0,0.693).

Sliéno sluéaju m = 2, za fiksiranu gresku aproksimacije resenja Qp-10(r) = 107> dobija se
r = 0.63, pa je Tjp-10(0.63) = 1.699. Ako smanjujemo vrednost za ¢, npr. ako je ¢ = 107190
dobiée se Tjg-100(0.63) = 6.454, pa bi interval na kome se perturbovana jednacina moze
aproksimirati neperturbovanom, u srednje kvadratnom smislu, bio veéi nego za slucaj m = 2.

Napomena 2.4.4. Naglasimo da ocena dobijena u (2.4.38) nije jedinstvena, tj. kao sto vazi
(2.4.38), tako vazi i

(ot ), (s m,e)) —aft ) < o1 + 1) <3<1 o 81+ t)(slifrmma—%) |
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pri ¢emu je ¢ =241V 1, za a > % U tom slucaju postavlja se pitanje izbora konstante p za
koju je interval T, najveéi. Ako se ima u vidu formula (2.4.29) za izracunavanje T, pa ako
se T, posmatra kao funkcija od pu, nije jednostavno ispitati monotonost ove slozene funkcije.
7Zbog toga se za konkretne vrednosti m i r, numerickim metodama moze pokazati da je T,
monotono opadajué¢a funkcija po p. Otuda je najbolje ono resenje dobijeno za najmanju
vrednost p. Dakle, ocena (2.4.38) bi bila najbolja ocena za posmatrani primer.

Teorijski rezultati dobijeni u ovom poglavlju mogu se prakti¢no primeniti za opisivanje
realnih sistema sa malim perturbacijama koji imaju kratak vek trajanja. Rezultati dobijeni u
predhodnim poglavljima, tj. u slu¢ajevima aditivno i linearno perturbovanih diferencijalnih
jednacina Itoa, nisu ograni¢eni samo na sisteme koji kratko traju, zbog toga Sto su same
perturbacije jednostavnije, pa se dobijaju mnogo ve¢i intervali bliskosti reSenja perturbovane
i neperturbovane jednacine.






Glava 3

Perturbovane nasledne
stohasticke diferencijalne jednacine

Nasledni fenomen igra veoma vaznu ulogu u mehanici fluida i kod materijala sa memorijom
(videti, na primer, [11], [12], [55], [47], [54]). Matematicki modeli u teoriji viskoelasti¢nosti
su predstavljeni evolucionim jedna¢inama koje se zovu nasledne funkcionalne diferencijalne
jednacine, a proucavane su u radovima [11], [12], [18], [59], [62]. Osamdesetih godina, Mizel
i Trutzer [61] proucavaju uticaj Gaussovog belog Suma na nelinearni nasledni fenomen kao
stohasticku perturbaciju deterministickog sluc¢aja, pri c¢emu su, uopsteno, matematicki modeli
predstavljeni naslednim stohastickim integrodiferencijalnim jednac¢inama Itoa. U radovima
[61], [41], [42] proucavani su problemi egzistencije i jedinstvenosti resenja tih jednacina.

U Poglavlju 3.1, polazeéi od rada [61] posmatra se nasledna stohasticka integrodiferenci-
jalna jednacina Itoa sa "malim” perturbacijama i uporeduje njeno reSenje sa reSenjem neper-
turbovane nasledne stohasticke diferencijalne jednacine. Postupak primenjen u ovoj analizi
je prosirenje postupka koriséenog u radovima [75], [33], [34] za perturbovanu stohasticku dife-
rencijalnu jednacinu Itoa. Rezultati su publikovani u radu Sv. Jankovié, M. Jovanovié¢, [36],
2002.

Asimptotsko ponasanje reSenja perturbovane nasledne stohasticke diferencijalne jednacine
Ttoa, tema je Poglavlja 3.2, tako Sto se to resenje uporeduje sa reSenjem odgovarajuée neper-
turbovane jednacine, u smislu momenta (2m)-tog reda, na kona¢nim intervalima ili na inter-
valima ¢ija duzina tezi beskona¢nosti. Ti problemi su posmatrani pri uslovima bitno razli¢itim
od prethodnih, kori§éenjem koncepta ograni¢enog sluc¢ajnog kontraktora, koji ukljucuje Lip-
schitzov uslov kao specijalan sluc¢aj. Rezultati ovog poglavlja publikovani su u radu Sv.
Jankovié¢, M. Jovanovié, [35], 2001.

3.1. Perturbovane nasledne stohasticke diferencijalne
jednacine sa Lipschitzovim uslovom

U ovom poglavlju proucava se reSenje nasledne stohasticke integrodiferencijalne jednacine
Itoa sa "malim” perturbacijama, koje nije proces Markova, i uporeduje sa reSenjem jednos-
tavnije jednacine, tj. sa neperturbovanom naslednom stohasti¢nom diferencijalnom jedna-
¢inom, cCije je reSenje proces Markova. Preciznije, ocenjuje se bliskost tih reSenja u smislu

89
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momenta (2m)-tog reda. Ako su resenja definisana na neograni¢enim intervalima, daju se
dovoljni uslovi koji obezbeduju njihovu bliskost na intervalima ¢ija duzina tezi beskona¢nosti.

Napomenimo, da vaze sve pretpostavke koje su uvedene u Poglavlju 1.7 u kome su izlozeni
rezultati rada [61]. U ovom radu su detaljno proucavani problemi egzistencije, jedinstvenosti
i stabilnosti nasledne stohasticke diferencijalne jednac¢ine Itoa oblika (1.7.3), kao i nasledne
stohasticke integrodiferencijalne jednacine Itoa oblika (1.7.6).

Uporedo sa naslednom stohastickom diferencijalnom jedna¢inom (1.7.3) u integralnom
obliku, tj.
t t
(3.1.1) z(t) = p(to) + [ a(s,z®)ds+ [ b(s,z°)dw(s), tE€ [to,T],
to to

posmatra se slede¢a skalarna nasledna stohasticka integrodiferencijalna jednacina

t s

[a(s.a2) +an(s,a2 20 + [ asls,ral.c)dr
to

e(t) = pegt0) + [
to
(3.1.2) + [ as(s,r,al,e3) dw(r)| ds
to
t

S
+ [ [vsw2) + Bulssatom) + [ Batsirialpma)dr
0 0

S
+ | B(s,ral, ps) dw(r)] du(s), t € lto, T),

0
gde su eg,e1,€9,€3, 1, 2, 3 mali parametri iz intervala (0,1), pri ¢emu e zavisi od njih,
a pocetni uslov i funkcionali a,b, «;, B;, i = 1,2,3 su definisani kao u jednacini (1.7.6) za
n =k =1, aw je isti jednodimenzionalni Wiener proces. Pored toga, neka postoji fiksirani
prirodan broj m tako da je E||¢™||3" < oo i Elj@l[|3" < co.

Saglasno radu [75], ¢lanovi oy, B, @ = 1,2,3 se zovu perturbacije koeficijenata a i b;

jednacina (3.1.2) se zove perturbovana jednac¢ina u odnosu na neperturbovanu jednacinu
(3.1.1). Pretpostavlja se, takode, da je za svako (¢,s) € J

(3.1.3) Ell® — oI5 < do(eo),

sup ’Ckl(t,af,gl)‘ < 51(t7€1)7 sup ‘ai(ta 871.751')‘ < 6i(t787€i)7 i = 2737
zeX rzeX

(3.1.4)
sup |ﬁl(t7$,H1)| < ’Yl(tnu’l)’ sup |/Bi(t7 Svajvui)‘ < ’Yi(ta Snui)v i=2,3,
zeX zeX

gde su do(+),0;(+),7(-), i = 1,2, 3 neslucajne nenegativne ogranic¢ene neprekidne funkcije. Ako
se zahteva da one budu male za male parametre €;, u;, prirodno je ocekivati da su resenja x.
i x bliska u nekom smislu.

Pretpostavimo da postoje jedinstvena resenja jednacina (3.1.1) i (3.1.2) i svi sluéajni i
neslucajni integrali koji se ubuduce javljaju. Slede¢a teorema daje globalnu ocenu bliskosti
tih resenja u smislu momenta (2m)-tog reda.

Teorema 3.1.1. (Sv. Jankovié, M. Jovanovi¢, [36], 2002.) Neka su zadovoljeni uslovi
(1.7.7), (1.7.8), (3.1.3) i (3.1.4) za jednacine (3.1.1) i (3.1.2) na intervalu [to, T], T < oco.



3.1. Perturbovane nasledne SDJ sa Lipschitzovim uslovom 91

Neka je

1
m—1

t t 1
plte) = (ter) + (t—to) [ B(ts.co)ds+ Bl —t0) 5 ([ 03" (t.s.20)ds) ",
to

to

3w

t 2m—2 t
o) = 7t (tgm) + (0= t0)® [ bt ) ds+ B2t = 10) "5 ([ 37 (t ) ds)
0

to

t m—1 t " %
(e ) = 30 1) + (= to) [ A (t s, ) ds+ Bt —10) 5 ([ 237t pa) ds)
0 0

t t
w(t,er) = 6t e1) + (E—to) [ 61,5, 20) ds + 36(t — to)/t 54(t, 5, e3) ds.
0

to
Tada:
(1) zam > 2,
2m 2 2N ft N(s,4,44:) ds
(3.1.5) Elz-(t) - 2(t)*™ < [(Ndo(e0)) ™ e™ ' o
2 t 2 A [t o m
+—NiA [ 0(s,&, 1) em N, n(r’g“’“)drds} o
m to
gde je

n(t i, i) = LA[M(T — to) + 4] + A(T — to)p(t, i) + 4Av(t, a),
O(tv Eis Mi) = (T - to)p(t, Ei) + (m - 1)2A(T - tO)Q(t7 :ui) + 4U(t7 :ui);

(13) zam =2,
(3.1.6) E|ze(t) — 2(t)|* < [Nado(eo) + N3C(t, &5, )] eNeL (0= t0) +ealt—t0)*],

gde je ((t i, i) = (t —t0)? [y w(s, &) ds + cal(t — to) [, q(s, p) ds;

(1i1) zam =1,
(3.1.7) E|z-(t) — 2(t)|? < [Nado(eo) + Nso(t, ei, pi)] eNoL* (t-tot4)(i=to),

gde je o(t,e;, i) = (t — to) ftz p(s,ei)ds + 4ftto v(s, i) ds;
a cq, L, M, A, B, N, N1, No, N3, Ny, N5 su generisane pozitivne konstante koje ne zavise od
€0, Ei5 Hi, 1= 17 27 3.

Dokaz. Oznac¢imo sa
ze(t) = xc(t) —x(t), 2L=al—a', A(t)=E|:L|¥"

Primenom nejednakosti (1.7.2) za [ = 2m, tj. za v = 2m/p dobice se
2 T 2 b7l 2 ! Y
141 < B [P + K100+ ([ 1ot - s)ds) |
0

Na osnovu (1.7.1) i pretpostavke (3.1.3), sledi

(3.1.8) A(t) < (14 |lpll7,) B sup |2=(s)*™} + kK do(<0)-

SE[to,t]
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Za ocenu E{supgcp, 4 |z-(s)[?™}, koriste se razli¢iti postupci za slucajeve m = 1,m = 2 i
m > 2.

(i) Neka je m > 2. Oduzimanjem jednacina (3.1.1) i (3.1.2) i primenom Itove formule za
stohasticko diferenciranje na (z-(t))™, dobija se

(2e()™ = (229 (t0))™ + mI1(£) + - (m = DIo(t) + ms(8),

gde je
L(t) = /t: [a(s,mﬁ) + ai(s,zl,e1) + t: as(s,r,xl,e9)dr
+ : as(s,r,zL,e3) dw(r) — a(s, xs)} (z(s))™ ds
0
B(0) = [ [os.a2) + s a2m) + [ Balssriat ) e
+ t: Bs(s,r, L, pug) dw(r) — b(s, xs)} 2(25(5))7”_2 ds,
Ly(t) = /tlt [b(s,22) + Ba(s, 22 12) +/t:ﬁg(s,r,x£,u2)dr
By ) dw(r) = (s, 2 ()" ().
Tada je
(3.19) B{ sup |eo(s)"}? < ddo(co) + 4m>B{ sup |Li(s))
s€([to,t] s€to,t]
i (m — 12E{ sup |L(s)} + 4m2B{ sup |F(s)]).

s€[to,t] s€[to,t]

S obzirom da funkcional a zadovoljava Lipschitzov uslov (1.7.7), posle njegove primene i
primene Schwarzove nejednakosti, moze se zakljuciti

B sw (RGP < 20— t0) (22 [ Bl o)™ 2 ds + [ Blan(siatien

sE[to,t] to

s s 2

+ / as(s,r,zL,€2) dT‘—I—/ as(s,r,zL,e3) dw(r)} (2(s))*" 2 ds) .
to to

Za ocenu drugog ¢lana potrebno je iskoristiti Holderovu nejednakosti za p = m, ¢ = "5,

kao i elementarnu nejednakost (1.8.3), a zatim uslov (3.1.4). Tada je za svako t € [to, T

t t
E{ sup |I(s)]} < 2(t—t0){L2 A(s)ds + [ (Bla(s,az 1)
s€[to,t] to to

S S

2my + m=1
+ [ ao(s,ral,ex)dr + [ as(s,r, acg,sg)dw(r)} )m (E(zg(s))2m) " ds}
to to

< 2T — tg) {L2 ttAa(s) ds + 3% /tt (677 (s, 1)
+ ( 552(5,7', €9) dr)Qm +E( 8(53(5,7’, £3) dw(r))2m} i(AE(s))mﬁl ds} .

to to
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Ako se primeni dobro poznata Itova integralna formula (1.3.7), elementarna nejednakost
(1.8.3) za r = 1/(2m), i Schwarzova nejednakost na osnovu koje je ( [ da(s,r, £9)dr)? <
(s —to) ft‘z 63(s,7,e9) dr, konacno se dobija

t
(3.1.10) B{ sup |Lu(s)?} < 20%(T — to)/ A(s) ds
s€[to,t] to
t o
+2A(T - tg)/ p(s,€0) (Ae(s)) = ds,
to
gde je
(3.1.11) p(s,ei) = 63(s,e1) + (s — to)/ 63(s,r,e9) dr
to
1
+ B(s — to)mT71 ( 62m (s, 7, €3) dr> "
to

i A=3Cm=1/m B —m@2m-1).
Sliéno, ako se primeni elementarna nejednakost (1.8.2) za r = 4, prethodni postupak i
Holderova nejednakost za p = m/2, ¢ = m/(m — 2), sledi

E{ sup |Ix(s)]?} < 8LY(T — to) tt A.(s)ds +8A%(T — ty) /tt [ﬁ(s, 1)

sE€[to,t]

m—2

s 4 s 2m % m=2
([ ntsrapdr) 4 (B[ rals ) du) ™) 7] (Aels)) 5 s
to to
Dvostrukom primenom Schwarzove nejednakosti se dobija

s 4 3 (% 4
(/ 72(37T7 NQ) dT’) < (S —to) 72(877', MQ) dr,
to to

pa se, primenom integralne nejednakosti (1.3.7) na poslednji ¢lan, dolazi do sledeéeg zakljucka:

t

(3.1.12) E{ sup |L(s)|?} <8LYT —to) [ A.(s)ds

sE€[to,t] to

t m—
+8AXT ~ t0) [ g, ) (Bels) 7 d,
to
gde je
(3.1.13) s, 11) = (s, 0) + (s = t0)" [ b ua)dr
0

2

m — S m
—l-BQ(s—to)Qm2 (/t 3™ (s, 7, 13) dr) :
0

Za ocenu izraza E{sup,cy, 4 |I3(s)|?} treba primeniti poznatu nejednakost Dooba ili ne-
jednakost Burkholder-Davis-Gundy (1.3.5) za co = 4, pa ponoviti prethodnu proceduru. Tada
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je
E{ st]\Ig \}<4/ b(s,x7) + Bui(s, xZ, +/6237":r5,u2)d
s€|to,t
2
(3.1.14) + " By(s,ra%, is) duw(r) — b(s, 2] (z(s)"" 2 ds
0
t t m—1
<8L% | A.(s)ds+8A [ v(s, ) (Ac(s)) ™ ds,

to to
gde je
(3.1.15) v(s, i) = vi(s, 1) + (s — t0>/t Y3 (s, 7, p2) dr

0

3=

+ B(s —tg) ™ (/ 3m(s, T, ,ug)dr>
Sada, koriste¢i (3.1.10), (3.1.12) i (3.1.14), iz (3.1.8) sledi

(3.1.16)  A.(t) < Néo(eo) + N1 L2 /t[M(T — to) + 4]A.(s) ds
+ N A t[(T — to)p(s,ei) + 4v(s, p;)] (Ag(s))mT_lds

to

+ N1 A% (m — 1)*(T — to) /tt q(s, 113) (De(s)) " ds,

gdeje N = l%l,[?y—|—4(1—|—Hszl)],Nl = 8m2l~f,,(1—i—Hszl), M = L?(m—1)%>+1. Ako se primeni
elementarna nejednakost (1.8.5), pri ¢emu je a = A(t), ™1 = (m —2)/m, r2 = (m —1)/m,
dobija se

m—1 m—2
(Ac(s)) ™ < (A(s)) ™ +Ac(s).

Uvodenjem novih funkcija 7 i # na slede¢i nacin,

n(s, e, i) = LAM(T — to) + 4] + A(T — to)p(s, &) + 4Av(s, 1;),

0(87 &, ,u’b) = (T - tO)p(Sa Ei) + (m - 1)2A(T - tO)Q(‘S? Hl) + 4“(87 MZ))
(3.1.16) postaje

t t m—2
As(t) < N(SO(‘SO) + Nl / 77(5a Ei, ,uz) A&(s) ds + NlA 9(87 €is Ml) (AE(S))TdS
to to

Konacno, kako je poslednja nejednakost oblika (1.8.8), primenom uopstene Gronwall-Bellma-

nove nejednakosti, pri ¢emu je u(t) = A:(t), v = (m — 2)/m, dobija se

A(t ) |:(N(50(50)) 1f 1(8,E4,144)

2 2N (e Bl
+—= NlA H(S,zsi,ui) e Jo nCreip)dr ds| , t € [to,T).
to
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Posto iz (1.7.1) sledi
Elze(t) — a()™ < Bllag — 2'[[¥" = Ac(t),  t € [to, T,
jednostavno se dolazi do ocene (3.1.5).

(ii) Neka je m = 2. Tada, na osnovu elementarne nejednakosti (1.8.1) nalazimo

E{ sup |z(u)|"} < 9%(eo)

u€lto,t]
u 4 u 4
+ 93E{ sup l(/ la(s, z)+ a(s, z®)] ds) + (/ al(s,:vg,sl)ds)
u€lto,t] to to
u s 4
+--- 4+ (/ ﬂ3(87 T, .’L’;, /1’3) dw(r)dw(s)) } :
to

to
Za ocenu ovih integrala potrebno je iskoristiti nejednakost Burkholder-Davis-Gundy
(1.3.5) i izometriju stohastickih integrala. Na primer,
9 2
ds>

s s 4 t
E{ sup </ Bs(s,, :Cg,ug)dw(r)dw(s)> } < FE </
u€lto,t] \Jto Jto to

s

53(87 r, ‘Tg’ /1’3) d’UJ(’I“)

to
t S 4
< C4(t—t0)/ E Ba(s,r,xl, pz)dw(r)| ds
to to
t S
< ca0(t—to) [ (s—t0) | 2d(s.7,15) drds,
to to

i analogno za ostale integrale. Konac¢no, dolazi se do relacije

E{ sup \zg(s)|4} <93 <(50(£0) + (t —to)? t: w(s,e;)ds + c4(t — to) /t: q(s, ,ui)ds)

u€lto,t]

t
+ 93LA(t —t0)> + cat —to)] | Ac(s)ds,
to

gde je
t t
w(t,ei) = 63t e1) + (£ — t0)3/ 54(t,5,e2) ds + 36(t — to) [ 64(t, s, ¢e3) ds,
to to

a funkcija q(t, ;) je data sa (3.1.13) za m = 2. Sada, iz (3.1.8) sledi

A (t) < Nadp(eo) + N3l(t,ei, i) + N3L4[(t — t0)3 + cq(t — to)] t A (s)ds,

to
gde je

¢ t
C(tzii) = (t=t0)* [ wis,ei)ds+ealt—to) [ als, ) ds,
0 0
Ny = l;:,,[fy +9*(1 +|lpll7,)], N3 = 9%k, (1 + lpll7,), v = 4/p. S obzirom da je poslednja
nejednost oblika (1.8.7), posle primene odgovarajuée nejednakosti Gronwall-Bellmana, lako
se dolazi do ocene (3.1.6).
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(iii) Neka je m = 1. Primenom prethodnog postupka i nejednakosti Dooba, dobija se
relacija 2
A(t) < [Nado(eo) + Nso(t, e, )] eNoL~ tord)(t=to)

gde je
¢

t
ot e i) = (t — to) / p(s,ei)ds +4 [ v(s, i) ds,

to to

Ny = l;:,,[fy + 91 + [[pll7,)], N5 = 9%, (1 + llpll7,), v = 2/p. Time je dokaz teoreme
kompletan. [

Ako je T < oo, Teorema 3.1.1 daje globalnu ocenu za El|x.(t) — z(t)|*™ za proizvoljne
perturbacije a;(-), Gi(+), ¢ = 1,2, 3, koje zadovoljavaju uslove (3.1.3) i (3.1.4). Pored toga, ako
se zahteva da dg(-) — Okadaeg — 0, d;(-) — Okadae; — 0, ;(-) = Okada pu; — 0, i =1,2,3,
onda se moze ocekivati da sup;cy, 71 E|7e(t) — z(t)]*™ — 0 kada e — 0. Slededa teorema daje
dovoljne uslove pri kojima vaze navedeni zakljucci .

Teorema 3.1.2. (Sv. Jankovié, M. Jovanovi¢, [36], 2002.) Neka su zadovoljeni uslovi
Teoreme 3.1.1. Pored toga neka su funkcije do(-), 0:(+), vi(-), i = 1,2,3 neopadajuce u
odnosu na zadati mali parametar i neka one teZe nuli kada mali parametar tezi nuli Ako
je € = max{eg, €1,€2, €3, l41, 2, 43}, tada

sup Elz.(t) — z(t)*™ -0 kada & — 0.
te€(to,T)

Dokaz. Uvedimo sledec¢e oznake:

51(e) = sup 61(t,e), d;(e) = sup &(t,s,e), i =2,3
te(to,T) (t,9)ed

(3.1.17)

Yi(e) = sup n(te), 7i(e) = sup 7t s.¢€), i =2,3.
te(to,T) (t,8)e]

Za m > 2 oznatimo
2 2 <2 <2 —2 =2 =2
(BL18)  6(e) = max {(80(e) 7, 512(6), 527(e), 82 (), TE), T3 T3E)
Posto ¢(¢) — 0 kad € — 0, postoje neke konstante p > 01 0 < 9 < 1 tako da je ¢(e) < 0 za
e € (0,p). Tadaje 0:(e) < 0.() i 7H(e) < 72(e) zac € (0, p), i =1,2,3.

Posto su funkcije do(+), d;(-), 7i(-) neopadajuée u odnosu na &, imajuéi u vidu (3.1.17) i
(3.1.18), funkcije p(t,e;), q(t, p;), v(t, ;) iz Teoreme 3.1.1 se mogu majorirati sa

Pt ei) < o)1+ B(t —to) + (t — t0)?],
q(t, i) < ¢()[1 + B*(t — to)* + (t —to)"]
v(t, i) < ¢(e)[1+ B(t —to) + (t —to)?].

Tako eksponent u (3.1.5) postaje 2/m Ny ftl; n(s,ei, i) ds < (t —t9)&(t — to), gde je funkcija
&(r) r €[0,T — to], definisana kao

(3.1.19) £(r) = %Nl [LQ[M(T —to) +4]+ A0(T —to+4)(1 + Br + 7’2)]
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Za funkciju 6(-) iz (3.1.5) vazi

0(t, €1 1) < 6(E) (T~ to + 1+ Bt~ to) + (¢~ to)”]
+ (m = 1)?A(T — to)[1 + B2(t — t0)* + (t — to)"]]
1= ¢(e) O(t — to).

Na osnovu ovoga i iz (3.1.5) dobija se sledec¢a ocena: za svako t € [to, T,

(3.1.20)  Ela.(t) — 2(t)]>™

t
< {an (ﬁ(é‘) e(t—to)f(t—to) 4 %NlAqﬁ(E) 5(8 _ tO) e(t—s)f(t—to) ds

to

m
2

|

Posto je T konacno, postoji konstanta C' > 0 koja zavisi od M, A, B, N, N1,T —ty i ne zavisi

od ¢, tako da je za svako t € [to, T,
Blze(t) — a(t)"™ < C(d(e)
Tada supycpy, 71 £lw=(t) — z(t)]*™ — 0 kada € — 0.
Za m = 2, imajuéi u vidu (3.1.17), neka je
6(e) = max {do(2), 57" (¢), 5 (¢), 35" (), 71(e), 74(e), Ta(e) } -
Iz (3.1.6) sledi
(3.1.21)  Elz(t) — z(t)|* < ¢(e) Pa((t — t)?) MLttty +ealt=t0)?] 4 ¢ 1 7,
gde je Py(r),7 > 0 polinom. Jasno, supcp, ) Elz:(t) — z(t)]* — 0 kada ¢ — 0.
Sliéno, za m = 1, imajuéi u vidu (3.1.17), neka je
6(e) = max {30(e), 81 (), 5 (¢), 35 (2), 73(e), 3(6), T3 (e) } -
Tada iz (3.1.7) sledi

(3.1.22) E|z-(t) — 2(t)|2 < ¢(e) Py(t — to) eN L2 (ttotd)i=t0) 4 ¢ [t T,

gde je Py(r),r > 0 odgovarajuéi polinom. Dokaz tvrdenja sada neposredno sledi ako se

primeni zakljuc¢ivanje kao u slucaju m = 2. O

Ako se pretpostavi da postoje jedinstvena reSenja z(t) i z-(t) jednacina (3.1.1) i (3.1.2)
respektivno, definisana na [tg, 00), potrebno je ispitati bliskost resenja tih jednaé¢ina u smislu
momenta (2m)-tog reda. Posto Teorema 3.1.1 i Teorema 3.1.2 generalno ne vaze za slucaj

T = oo, slede¢a teorema pokazuje da sup, E|x.(t) — z(t)|*™

¢ija duzina tezi beskonacnosti.

— 0 kada € — 0 na intervalima
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Teorema 3.1.3. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovi¢, [36], 2002.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 3.1.2 za t > to. Tada, postoji broj T'(e) > 0 tako da

(3.1.23) sup  BElz.(t) — 2(t)|*™ — 0 kada ¢ — 01 T(g) — oo kada £ — 0.
t€to,to+T(¢))

Dokaz. Zaista, sup, E|z:(t) — z(t)]*™ — 0 kada ¢ — 0 na svakom konaénom intervalu
[to, T'] C [to, 00) za fiksirano T" > to. Tada se moze staviti T' = to+1'(¢) i efektivno izrac¢unati
T'(e) tako da vazi (3.1.23).

Neka je m > 2. Za svako t € [to,to + T'(¢)] iz (3.1.20) sledi

9 B t
(Blae(t) - alt) P} < o) [N 0010 1 2N AB(T(e)) [ elt =00 gy

to

< ¢(e) Po(T(e)) el 080 10),

gde je Ps(r),r > 0 odgovarajuéi polinom sa pozitivnim ¢lanovima.
Da bi se dobio vremenski interval na kome Esup, |z.(t) — x(¢)|*"™ — 0 kada ¢ — 0,
dovoljno je zahtevati da

d(e) Ps(T(e)) e T ) 0 kada e — 0.

4
Odatle, primenom elementarne nejednakosti af + 4a3as + 6a2a3 + 4ajai < (221:1 ai) za
a; > 0, gde su
a1 = (A9)'/* - T(e), az = (40)"* (B/4+1),
a3 = (36A40)"V4(AO + 4A0B + ML*)Y?, ay = (A0)V12(A0 + L?)'/3,

za svako t € [to,to + T'(¢)] i proizvoljan broj r € (0, 1), vazi

(1~ 1) €(¢ — t0) < T(E)E(T(E)) < Ny [(46)4 7<) + 6]
=1In ()",
pri ¢emu je 8 = as + a3 + a4. Tada je
—mr in (3 1/4 1/4
(3.1.24) T(e) = <2Alm\fl<>) - (f;) 3.

Zaista, T'(¢) > 0 za svako dovoljno malo € i T'(¢) — oo kada ¢ — 0.
Na osnovu (3.1.24), za svako t € [to,to + T'(¢)] vazi

2 —mrlné(e)\ V4 1/4
{Eiwe@)—w(tﬂ?m}m<(¢<e>)1""P6<(M) ‘(29) ﬁ).

Posto (¢(e))' " ( — rlnqb(s))k/4 — 0O kadae — 0za k = 0,1,...,6, moze se zakljuciti da
SUPye[to,t0+T(e)] Bl|z.(t) — 2(t)*™ — 0 kada ¢ — 0.

Zam=21it€ [to,to+T(c)], iz (3.1.21) sledi

Bla.(t) - o(t)|' < 6(2) PA(T*(e)) MO0,
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Iz relacije N3L*[T*(g) + c4T?(¢)] = —rIn¢(e), gde je r € (0,1) neki dati broj, nalazi se
c; ring(e) 4
1.2 TE)= | 22 - —2 7 _
Sliéno prethodnoj diskusiji, moze se zakljuciti da vazi (3.1.23).
Analogno, za m =11t € [to,to + T(€)], iz (3.1.22) sledi
Bl (t) — x(t)|* < ¢(e) Pa(T(e)) " IO,
pa se iz N5L?[T?(¢) + 4T(¢)] = —rIn¢(e) dolazi do
rIn ¢(s)>1/2
1.2 TE)=(4— —=— -2
(3.1.26) ©=(1- "5 ,
Dakle, vazi (3.1.23). Time je dokaz teoreme kompletan. []

Primer 3.1.1. Kao ilustracija izlozene teorije, moze se posmatrati perturbovana jednacina

_ L
S r €2

to 1+ [|2Zlx

1 t

ze(t) = p(to) + 5™ +

to

a(s,xf) +e1 +

dr] ds

t s

1 _r
+ bs,xs‘i‘i‘i‘ e M3 SIn LUT dw’l":|dws,
t [ ( a) 1 ngH ” H EHX ( ) ( )

gde je 1 <ty <t,1iuporediti njeno resenje sa reSenjem odgovarajuée neperturbovane jednacine

t t
z(t) = @(to) + [ a(s,x®)ds+ [ b(s,z°)dw(s), t >ty > 1.

to to
Ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da postoje jedinstvena resenja z.(t) i z(t) jednacina
iz Primera 3.1.1, definisana na [tg,00). Sve perturbacije zadovoljavaju globalni Lipscthizov
uslov i uslov linearnog rasta. Na osnovu (3.1.3) i (3.1.4) sledi:

do(eo) = €0, O1(t,e1) =e1, da(t,s,e) = 8_%7 03(t,s,e3) =0,

Vl(tuul) = M1, 72(t75>,u"i) :07 fYS(tﬂSaui) :e_ﬁ.

Pored toga, kako vaze svi uslovi Teoreme 3.1.3, mogu se nac¢i vremenski intervali na kojima
sup; E|z(t) — z(t)|*™ — 0 kada e — 0 i u isto vreme duzina tih intervala tezi beskonaénosti.

Zam > 2, iz (3.1.17) i (3.1.18) je
_2
¢(e) = max {si,EQ,tO 5,6_2:0} )

Iz pretpostavke ty > 1, lako je zakljuciti da je ¢(e) = ew. Posto & — 0, postoji pozitivna
konstanta p < 1 tako da za svako € € (0,p) vazi da je em < p% =60 < 1. Tada se za
proizvoljno izabrani broj r € (0, 1), iz (3.1.24) dobija

—rlne 1/ 1 1/
() ()"

Slicno, ¢(e) = e zam =21im = 1. U tim slucajevima vrednosti T'(¢) se biraju iz (3.1.25) i
(3.1.26), respektivno. A
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Napomena 3.1.1. Zbog jednostavnijeg zapisa diskutovan je jednodimenzionalan slucaj, pri
¢emu prosirenje na visedimenzionalan, samo po sebi, nije komplikovano i moze se razmatrati
analogno. Jedina razlika je u tome da je potrebno primeniti vektorsku Itovu formulu, a u
relaciji (3.1.4) funkcije d;,y; moraju biti posmatrane u odnosu na odgovarajuée norme, kako
bi funkcija ¢(e) bila dobro definisana.

Napomena 3.1.2. Ako se primeni uobic¢ajena stohasticka izometrija, koriséena u radovima
[40] i [61], moze se oceniti A (T) = E{sup;epy, 17 [2<(t) — 2(t)|*™} kao mera bliskosti izmedu
reSenja x. i x, kao i uslovi pri kojima A.(T) — 0 kada ¢ — 0 na kona¢nim fiksiranim
intervalima ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti. Pored toga, u slucaju T" = oo,
dobijeni rezultati mogu biti koris¢eni za proucavanje uslova stabilnosti reSenja perturbovane
jednacine u smislu momenta (2m)-tog reda i to tako $to bi se proucavali uslovi stabilnosti
resenja odgovarajuée neperturbovane jednacine, tadode u smislu momenta (2m)-tog reda.

3.2. Perturbovane nasledne stohasticke diferencijalne
jednacine sa integralnim kontraktorima

Tema ovog poglavlja su problemi perturbacija, za naslednu stohasticku diferencijalnu
jednac¢inu, potpuno drugaciji od onih proucavanih u radu Marcusa i Mizela [59], bez pret-
postavke da njeni koeficijenti zadovoljavaju Lipschitzov uslov. Polazeéi od rada Mizela i
Trutzera [61] i osnovnih ideja rada Stoyanova i Boteva [75], proucavane su nasledne sto-
hasticke diferencijalne jednacine sa perturbacijama najopstijeg tipa, koje zavise od malog
realnog parametra. Njihova reSenja uporedivana su sa reSenjima odgovarajuc¢ih nepertur-
bovanih jedna¢ina u smislu momenta (2m)-tog reda kada koeficijenti ovih jednacina imaju
ograniceni slu¢ajni integralni kontraktor Altmanovog [1] i Kuovog [53] tipa. U radu M. Jo-
vanovié, Sv. Jankovié, [42], 2001, je pokazano da Lipschitzov uslov implicira egzistenciju klase
ogranic¢enih integralnih kontraktora; s druge strane, funkcije koje imaju ograniceni slucajni
integralni kontraktor u opstem slucaju ne zadovoljavaju Lipschitzov uslov. Rezultati ovog
poglavlja objavljeni su u radu Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [37], 2001.

Neka vaze sve pretpostavke o Banachovom prostoru (X, ||z||x) i prostoru merljivih slu¢aj-
nih procesa X uvedene u Poglavlju 1.8.

Za naslednu stohasticku diferencijalnu jednacinu Itoa

(3.2.1) dz(t) = a(t,z")dt +b(t,z")dw(t), te[0,T]

2 = ¢
neka je w je jednodimenzionalan standardni Wienerov proces definisan na prostoru verovatno-
éa (9, F, P) i saglasan sa familijom {F;,t > 0}, pocetna vrednost ¢° € X ne zavisi od w i
element je Xp, dok su funkcionali a i b Borel merljivi i definisani na [0,7] x X sa vrednostima
u R.

U Poglavlju 1.8 su dati dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resenja jednacine
(3.2.1) u slucaju kada funkcionali a, b zadovoljavaju globalni Lipschitzov uslov (1.7.4) i uslov
ogranic¢enog rasta po poslednjem argumentu (1.7.5), a pocetna vrednost za [ > 1 zadovoljava
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uslov E||z°||'. < oo za 2 € X,. U tom slu¢aju za jedinstveno i skoro izvesno neprekidno
reSenje x jednacine (3.2.1), vazi E supy<,<; |z(s)|' < oo za t € [0, 7).

Prateéi osnovne ideje Altmana [1] i Kua [53], koncept ogranicenog sluc¢ajnog integralnog
kontraktora, koji se razlikuje od prethodno navedenog uslova (1.7.4), definisan je u Poglavlju
1.8.1, kao i u radu [41], za dokaz egzistencije i jedinstvenosti reSenja nelinearne nasledne
stohasticke integrodiferencijalne jednacine, koja obuhvata i jednacinu (3.2.1) kao specijalan
slucaj. Ovde ¢e, zbog preglednosti, biti navedene samo osnovne definicije i oznacavanja vezane
za pojam ograni¢enog sluc¢ajnog integralnog kontraktora prilagodene za jednac¢inu (3.2.1).

NekasulI:[0,7]x X — R, ®:[0,7] x X — R merljiva i ograni¢ena preslikavanja i neka
je ((Az)y)" element prostora X, tj. ((Az)y)" = (((Az)y)(t),y;), gde je

(3.2.2) (A0 = y(0) + [ Tls,euls)ds + [ @ls,2)uls) duls)

i y! je neki element prostora Lp.

Neka postoji pozitivna konstanta K tako, da za svako zt,y' iz X i t € [0,T], sledece

nejednakosti vaze skoro izvesno:
(3.2.3) la(t, 2" + ((Az)y)") — a(t,z") — T(t,
|b(t, z" + ((Az)y)") — b(t, a") — (¢,

Jy(@)| < K|yl
)y(E)| < Kl ylle,

pri cemu je || y[|¢ = supg<s< || ¥°|[x- U tom sluéaju funkcionali a i b imaju ograniceni slucajni
integralni kontraktor

(3.2.4) {I+/Fds+/q>dw(s)}.
0 0

.’L‘t
l’t

Ograniceni slucajni integralni kontraktor je regularan ako linearna jednacina
(3.2.5) (Az)y = =

ima reSenje y iz X za svako x i z iz X.

Funkcional h : [0,7] x X — R je stohasticki zatvoren ako za svako z i x,, iz X, za koje
T — 21 h(-,7,) — yu L?([0,T] x ), vazi y(t) = h(t,z") skoro izvesno, za svako t € [0, T].

Teorema 3.2.1. Neka su funkcionali a © b stohasticki zatvoreni i imaju ogranicenti slucajni
integralni kontraktor (3.2.4), i neka je fOT Ela(t, ¢*)|?dt < oo, fOT Eb|(t,¢*)|?dt < co. Tada,
jednacina (3.2.1) ima skoro izvesno neprekidno resenje. Pored toga, ako je ograniceni sluc¢ajni
integralni kontraktor reqularan, tada je resenje jedinstveno.

Ako funkcionali a i b zadovoljavaju Lipschitzov uslov (1.7.4), tada su oni stohasticki
zatvoreni i imaju trivijalan ograniceni slucajni integralni kontraktor za I' = & = 0. Kao
sto je ve¢ naglaseno, u radu [41] je dokazano da Lipschitzov uslov implicira postojanje klase
ogranic¢enih slucajnih integralnih kontraktora u kojima je I' proizvoljno preslikavanje defi-
nisano sa (3.2.2) i ® = 0. Pored toga, dokazano je da ako jednacina (3.2.1) ima regularan
ogranicen slucajni integralni kontraktor, Lipschitzov uslov u op$tem slucaju nije zadovol-
jen. Ta ¢injenica predstavlja osnovu motivacije za proucavanje jednaé¢ine (3.2.1) koriséenjem
koncepta ograni¢enog sluc¢ajnog integralnog kontraktora umesto uslova (1.7.4).
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Neka je data stohasticka nasledna diferencijalna jednacina koja zavisi od malog parametra

(3.2.6) 2o(t) = 9o(0) + [ a(s,2) + a(s, a,e)] ds

+ [ [b(s,x) + B(s, i, e)] dw(s), te€]0,T],

S L O —

¢ije se resenje uporeduje u smislu momenta (2m)-tog reda sa resenjem odgovarajuce jednacine
(3.2.1) u integralnom obliku

(3.2.7) 2(t) = p(0) + / a(s,2") ds + / b(s, ) dw(s), te[0,T].
0 0

Ovde je € mali parametar iz intervala (0,1). Funkcije av i § se zovu perturbacije koeficijenata
a i b respektivno; jednacina (3.2.6) je perturbovana jednacina, dok je (3.2.7) neperturbovana
jednacina. Ako se pretpostavi da su perturbacije male za malo ¢ i da je ¢? blisko ¢°, tada se
moze ocekivati da resenja x. i x budu bliska u nekom smislu.

Dokazimo najpre slede¢e tvrdenje:

Propozicija 3.2.1. (Sv. Jankovi¢, M. Jovanovié, [35], 2001.) Neka su funkcionali a i
b stohasticki zatvoreni i imaju regularan ogranicen slucajni integralni kontraktor (3.2.4).
Neka je pocetna vrednost ¢° € X neslucajna i neka su zadovoljeni uslovi ||@°||, < oo,
fOT\a(t,goo)\dt < 00, fOT\b(t, N 2dt < oo. Tada, za svaki prirodan broj m, jednacina
(3.2.7) ima jedinstveno skoro izvesno neprekidno resenje x(t), za koje vazi
(3.2.8) E sup |z(s)]*™ < oo for tel0,T).
0<s<t

Dokaz. Kako je pocetna vrednost ¢’ € X neslucéajna, Teorema 3.2.1 vazi pod uslovom
f(;‘F la(t, ¢°)| dt < oo umesto uslova fOT la(t, ¢*)|? dt < oo, tako da jednacina (3.2.7) ima jedin-
stveno skoro izvesno neprekidno strogo resenje z(t). U tom slu¢aju potrebno je dokazati da
vazi (3.2.8).

Posto je ograniceni slucajni integralni kontraktor (3.2.4) regularan, jednacina
(3.2.9) (Az)y)t = ° —2t, te(o,T],

ima resenje y' € X, pri éemu je (((Az)y)(t),y.) = (¢(0) — x(t),¥? — x.). Tada, na osnovu

(3.2.2) vazi

t t
(3.2.10) y(t) +/ I(s,xz%)y(s)ds +/ (s, 2°)y(s) dw(s) = ¢(0) — z(t), te0,T].

0 0
Pored toga, 4 je skoro izvesno neprekidno, zbog toga §to je x! skoro izvesno neprekidno.

Ako se sa I (t) = Iy, <n} 0znaci indikator, tada je I (t) = I, (t)- I (s) z2a0 < s <t <
T. Ako se desna strana u izrazu (3.2.10) zameni sa (3.2.7), dobice se

L) = = 1) [ 1) fafu,a") + T a)y(w)] du

— I,(s) /Os I, (u) [b(u, ") + ®(u, z")y(u)] dw(u), s€[0,T].
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Iz (3.2.9) se dobija a(s, 2"+ ((Az)y)*) = a(u, ¢°) skoro izvesno, b(u, %+ ((Az)y)*) = b(u, ¢")
skoro izvesno, tako da se primenom elementarne nejednakosti (1.8.1), za n = 4,k = 2m
zakljucuje
E sup |I(s)y(s)*™ < 42m~1
0<s<t

2m

X |E sup (IN(S)/OS I, (u)a(s,z" + ((Az)y)*) — a(u, ™) — F(u,x“)y(u)]du)

0<s<t

+ ([ a1 ds) "

s 2m
+ E sup (/0 I, (w)[b(s,z* + ((Az)y)*) — b(u,z") — ®(u, z*)y(u)] dw(u))

0<s<t

+ E sup (/0 I, (u)b(u, @0)dw(u)>2m] . te,T].

0<s<t

Za ocenu tih integrala potrebno je primeniti (3.2.3), Schwarzovu nejednakost i nejednakost
Burkholder-Davis-Gundy (1.3.5). Odatle je

t
E sup |I,(s)y(s)*™ < 4*m~1 [Kthle/ EI, (w)||y]|>™ du + (/ la(s, ©°) ]ds)
0<s<t

t
+K2m02mtm_1/0 EI, (u)||y|>™ du + cam (/ |b(s, ¢ )|2d8> }

< [t 4 i) [ BL Gl i

N </t|a(s,goo)|d3>2m+02m (/Ot 1b(s, )| ds)m]

— (1) + £(1 /EI @llylZ™ du, € [0,T],

gde su 0 i € odgovarajuée funkcije, ogranicene na [0, 7.
Posto je ||y°|| = 0, iz nejednakosti (1.7.2) za v = 2m/p, ako se oznaci pll,, = Jo~ p(s) ds,
sledi

EL,(8)|lyl[f™ < k(1 + lellz,) B sup. IN(S)\y(S)\2m

_l?:u<1+r|p\|zl>[< )+&) [ Ll ve 0,71

Kako je poslednja nejednakost oblika (1.8.6), primenom uobicajene nejednakosti Gronwall-
Bellmana, dobija se

- v k(1 v VE(T)t
ELy )|yl < k(1 + (|l ) 0(T) ™AL < o0y e o, 77,
pa na osnovu Fatouove leme sledi

(3.2.11) E|ly||?™ < 0o, te€]0,T).
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Konac¢no, polazeéi od relacije (3.2.10), mozZe se oceniti moment (2m)-tog reda resenja z
jednaéine (3.2.7). Merljiva preslikavanja I' i ® su ograni¢ena u smislu (1.7.10), tj. postoje
pozitivne konstante A i u, tako da je,

(3.2.12) IT(t,x) <A, |®(t,z)| <p, (t,z)€[0,T] x X.

Na osnovu (3.2.11) i osnovne osobine norme, || -||,, odakle je Esup |y(s)[*™ < E||y||?™, sledi
s<t

E sup |a(s)™ < 427 (|p(0)*" + Ellyl[f™)
0<s<t

t
gt amen=t g iy, ) [Cp|ly|2nds < oo, te [0,T)

¢ime je dokaz kompletan. [

Napomena 3.2.1. Propozicija 3.2.1 se moze dokazati i u slucaju kad je pocetna vrednost
¢ € X slucajna, uz uslove E|[@°||2" < oo i f(;f Ela(t, )™ dt < oo, fOT E|b(t, )P dt <
00.

Pretpostavimo da postoje jedinstvena skoro izvesno neprekidna resenja x. i x jednacina
(3.2.6) i (3.2.7), koja zadovoljavaju uslove E supy<s<; |7:(5)[*™ < 00 i E supg<y<; |2(5)]?™ <
oo za t € [0,7T], ne isticuéi posebno uslove za eggisienciju i jedinstvenost tih resenja. Bide
pretpostavljeni samo oni uslovi koji se neposredno koriste.

Potrebno je postaviti uslove za globalnu ocenu bliskosti reSenja x. i x, u smislu momenta
(2m)-tog reda. Pri tome ¢e se pokazati da su ti uslovi sli¢ni uslovima iz rada [36], a predstav-
ljaju uopstenje uslova definisanih u radu [75], dok je postupak primenjen u ovom ocenjivanju
drugaciji od postupka u tim radovima.

Teorema 3.2.2. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié¢, [35], 2001.) Neka su z.(t) i x(t) reSenja
jednacina (3.2.6) i (3.2.7) respektivno, definisana na konacnom fiksiranom intervalu [0,T1], i
neka funkcionali a i b imaju ograniceni slucajni integralni kontraktor (3.2.4). Neka takode
postoji neslucajna nenegativna vrednost do(g) i nenegativne ogranicene funkcije 51(+) i da(-),
definisane na [0,T] koje zavise od e, tako da je

(3.2.13) E[|@2IA" < oo, E|l¢°|3" < oo,  E|lpd = @ |3 < doe),
(3.2.14) sup |a(t,xz,e)| < 01(t,e), sup |B(t,x,e)| < da(t,e).

zeX zeX
Neka je

~ =V t t
(3.2.15) £(t) = (A+ K o) + A {tm—l /0 527 (5,€) ds + caomt™ ! /0 527 (s, €) ds},
7)(75) — 32m—1(1+)\2mt2m+“2mc2mtm)’
gde su A, com, A\, o generisane konstante, koje ne zavise od € i T. Tada je

(3.2.16) E sup |ze(s) — 2(s)|2™ < £(t) n(t) e —eamt™) -y (0, T,
0<s<t
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Dokaz. Posto je z° = zf —2° € X za s € [0,T] i posto je ograniCen slucajni integralni
kontraktor (3.2.4) regularan, jednacina

(3.2.17) ((Az)y)® =i —2°, s€]0,T],

ima resenje y° € X, s € [0,T]. Odatle i iz (3.2.3) sledi da je, za svako s € [0,T],

/ I(u, %) du+/ O (u, z*)y(u) dw(u) = z-(u) — z(u),
(3.2.18) yp = -z

Iz tih relacija moze se oceniti moment (2m)-tog reda za x-(t) — z(t).
Jednacine (3.2.6) i (3.2.7) zajedno sa (3.2.18) impliciraju

70 =qam—¢mwgfmw@9—a@w%—P@w%mwwu
+ / a(u, ) — blu, &) — B(u, )y (u)] dw(u)
+/O o, 7, € du+/ B(u, 22, ¢) dw(u), s € [0,T).
Odatle je

Esm>wwwms5%l{Ewam—wmwm
0<s<t

* Eosgggt (/OS la(u, z2) = alu, %) = T'(u, z%)y(u)] du) B

L E sup ( /0 b, 2) — blu, ) — B(u, 7Yy (u)] dw(u))Qm

0<s<t

s 2m
+ E sup (/ a(u,ms,s)du)

0<s<t

+FE sup </ Blu,xz2,e) dw(u )>2m], t € [0,T7.

0<s<t

Posto iz (3.2.17) sledi da je z¥ = ((Az)y)" + =%, na drugi i treéi ¢lan se moze primeniti
nejednakost (3.2.3). Tada, primenom Schwarzove nejednakosti i nejednakosti Burkholder-
Davis-Gundy (1.3.5), kao i pretpostavki (3.2.13) i (3.2.14), kona¢no se dobija, za svako ¢ €
0,7),

¢
(3.2.19) E sup |y(s)*" < 52! {5O(E)+t2m1/ 53m
0<s<t 0

t t
oot ! /0 52 (u, &) du + K2 (27 1 comt™ 1) /O Byl du} .

Kako iz druge relacije u (3.2.18) sledi ||°]|, = [|¢? — @°||» < |l¢? — ¢°||5, primenom nejed-
nakosti (1.7.2) za normu || - ||, za v =2m/p, je

~ =V
Bllyll™ < k(L + llpll; )E sup ly(s)™ + kK Bllgk - ¢°lI7"
_s_
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Tada, na osnovu (3.2.13) i (3.2.19), poslednja nejednakost postaje
t
(3:2.20)  BllylE™ < €6) + AR+ cont™ ) [ Bl du, € [0,7),
0
gde je A =51k, (1+ [|plY ) i
~ =V t t
£(t) = (A+ kK )o(e) + A [t%l / 527 (s, ) ds + capt™ ! / 527 (s, €) ds} .
0 0

Posto je nejednakost (3.2.20) oblika (1.8.7), primenom nejednakosti Gronwall-Bellmana
dobija se ocena
(3.2.21) El|y|[™ < g(t) e ent™ g e [0, 7).

Konaécno, na osnovu (3.2.18) se moze oceniti E supg<,<; [z-(s) — x(s)|*™ . Posto su pres-
likavanja I' i ® ogranic¢ena u smislu (3.2.12), sledi

s 2m
E sup |z.(s) — x(s)*™ < 32m~1 lE sup |y(8)|2m + E sup </ I(u, z%)y(u) du)
0<s<t 0<s<t 0<s<t \Jo

+FE sup (/OS O (u, 2")y(u) dw(u))2m]

0<s<t

< 32m—1 [E sup |y(8)|2m
0<s<t

t
et ey, [ By du)

Posto je [y(s)] <|ly°[lx < llylls, tada je

E sup |z=(s) — z(s)|*™ < 37N L+ NI 4 P ey t™) Elly|[7™, ¢ € 0,7,
0<s<t

tako da ako se primeni dobijena ocena za E||y||?™, tj. relacija (3.2.21), lako se dolazi do
ocene (3.2.16). Time je dokaz teoreme zavrsen. [J

U vezi sa prethodnom diskusijom, moze se o¢ekivati da dg(+), d1(-), da(+) iz (3.2.13) i
(3.2.14) teze nuli kada ¢ tezi nuli, uniformno na ¢ € [0,7]. U tom sluc¢aju naziv male pertur-
bacije je logi¢no zadrzati za perturbacije a i (.

Osnovni zadatak je zadati uslove pri kojima E sup,co 7} |[7e(s) — z(s)]*" - 0 kadae — 0
na konacnim intervalima ili na intervalima ¢ija duzina tezi beskonacnosti. Polazeéi od ocene
(3.2.16), lako je dokazati sledece teoreme.

Teorema 3.2.3. (Sv. Jankovié, M. Jovanovi¢, [35], 2001.) Neka su zadovoljeni uslovi
Propozicije 3.2.1 i neka 6o(+), 61(-), d2(+) teze nuli kada € tezi nuli za t € [0,T]. Tada

E sup |zc(s) —x(s)*™ -0 kada & — 0.
s€[0,T
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Dokaz. Neka je

(3.2.22) o1(e) = sup di(t,e), doe) = sup da(t,e),
te[0,7] t€[0,7)
(3.2.23) 6(e) = max {5o(e), 31 ()™, 5a(2)*" } .

Tada se iz (3.2.15) i (3.2.16) dobija

(32.24)  E sup |zc(s) — ()™ < ®(e) Py(t™) AT E e2mt™) -y 2 [0, T,

s€[0,t]
gde je Py(-) polinom ¢etvrtog stepena. Posto je T kona¢no i ®(¢) — 0 kada ¢ — 0, neposredno
sledi da Esup,cpo 77 [2<(s) — z(s)*™ - 0kadae — 0. O

Kao sto je poznato, osnovna pretpostavka u svim prethodnim razmatranjima je da su
reSenja z.(t) i x(t) definisana na konac¢nim fiksiranim intervalima [0,7]. Ali, ako je T = oo,
tada prethodna tvrdenja generalno ne vaze. Sledeca teorema, koja predstavlja glavni rezultat
ovog poglavlja i koja je u neposrednoj vezi sa Teoremom 3.2.3, omogucava konstrukciju
konac¢nog intervala koji zavisi od € i ¢ija duzina tezi beskonacnosti kada e tezi nuli, tako da
reSenja x(t) 1 z(t) budu bliska u smislu momenta (2m)-tog reda na tim intervalima.

Teorema 3.2.4. (Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [35], 2001.) Neka su zadovoljeni uslovi Teo-

reme 3.2.8 za t € [0,00). Tada, za proizvoljan broj r € (0,1) i dovoljno malo €, postoji broj
T(e),

1/m
c2 r c
— 2m _ _ 2m
(3.2.25) I'(e) ( 4 Toom In ¢(e) 5 ) ,

pri cemu je ¢(e) dato sa (3.2.23), a com, A, K su generisane pozitivne konstante koje ne
zavise od €, tako da

E sup |z(s)—z(s)]*™ — 0 kada e — 0.
s€[0,T(e)]

Dokaz. Neka je T' = T'(¢). Potrebno je efektivno izracunati T'(¢) tako da vaz (3.2.25).
Relacija (3.2.24) implicira
E sup |z(s) —x(s)]*™ < ®(e) Py(T™(¢)) AR (T2 )+, T™(9))
s€[0,T(e)]
Potrebno je da desna strana ove nejednakosti tezi nuli kada e tezi nuli. Posto ®(¢) — 0 kada
e — 0, postoji gg < 1 tako da je ®(¢) < 1 za e € (0,¢0). Sada, se moze staviti da je
AK?™(T?™(¢) + ¢,,, T™(€)) = —rIn ®(e)

za proizvoljan broj r € (0,1) i za ¢ < g9. Na osnovu toga lako je izraziti T'(¢) u obliku
(3.2.25).

Pored toga, T'(¢) — oo kada & — 0. Posto ((e))' " (—rIn @(5))k/2m — O kadae — 0 za
k=0,1,...,4, tada

E sup |zo(s) —z(s)*™ < (®(e)) " Py(T™(e)) — 0 kada e — 0,
s€[0,T(e)]

Sto dokazuje teoremu. [J
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Primer 3.2.1. Primenimo prethodno dobijene rezultate na ocenu bliskosti reSenja pertur-
bovane i neperturbovane jednac¢ine u smislu momenta (2m)-tog reda. Posmatrajmo slede¢u
perturbovanu jednacinu

ze(t) = —l—\f—f—/ ) + sin c ds
1+ s+ [zl
! |2l
b(s,xl) — ~ d t>0
+/0 (57-’E€) 1—|—Hx H 6(1+S ‘| U)(S), — Uy

dok je odgovarajuca neperturbovana jednacina
t t
0)+/ a(s,ms)ds—i—/ b(s,z®)dw(s), t>0.
0 0
Neka pocetna vrednost ¢° i funkcionali a i b zadovoljavaju uslove Propozicije 3.2.1, dok

perturbacije

£ [|]]

a(t,r,e) =sin ————, t,x, e ,
(h:2) L+t + [zf| Blt,z,e) = 1 [fa]], +e(FD/E

zadovoljavaju Lipschitzov uslov, pa imaju trivijalan ogranic¢en sluc¢ajni integralni kontraktor.
Tada funkcionali u perturbovanoj jednacini imaju isti integralni kontraktor kao i funkcionali
aib.
z (3.2.13), (3.2.14) i (3.2.22) dobija se do(c) = €™, d1(e) = sine, da(e) = e /%, i na
osnovu (3.2.23),
®(e) = max{ ™, (sineg)¥™ e 2/} = M

Sada se jednostavno iz (3.2.25) Teoreme 3.2.4 mogu naéi intervali [0,7'(¢)] ¢ija duzina tezi
beskonacnosti kada ¢ tezi nuli, tako da Esup,cpo ) |z (s) — z(s)]*™ - 0 kada e — 0. A

Napomena 3.2.2. Poéetni uslov 0 i perturbacije a(-) i 8(+) iz jednacine (3.2.6) mogu za-
visiti od razli¢itih malih parametara eg,e; i €5 respektivno, sto implicira da funkcije do(-),
01(-) 1 d2(+) takode zavise od njih. Ako se pretpostavi da su te funkcije neopadajuée u
odnosu na male parametre, tada vaze sva prethodna tvrdenja iz ovog poglavlja, ako se oznaci
e = max{eg,€1,€2}.
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Preface

The presented thesis Perturbed stochastic differential equations consists of original
results in study of the different classes of stochastic differential equations which depend
on small parameters. One part of this thesis arose as the consequence of the investi-
gation started at the postgraduate studies [39] in the field of the hereditary stochastic
differential equations.

Stochastic differential equations which depend on deterministic and random per-
turbations are the goal of the investigation of many researchers. The development of
the theory of perturbed ordinary differential equations started in 1970’s in the papers
of many mathematicians as well as mechanicians, first of all Soviet mathematicians
Hasminski and Mitropoljski, in order to solve some concrete problems in mechanics,
physics and engineering. Starting from these results which do not contain the stochastic
elements, in many papers from mechanics, engineering as well as recently in financial
mathematics, mathematical models represented by perturbed stochastic differential
equations have been investigated. For example, in papers Hasminski [47] 1966; Picard
[68], 1989; Kabanov and Pergamenshchikov [43], 1990; [44], 1991; Stoyanov [73], 1973;
[74] 1996; Stoyanov and Botev [75], 1997; Stoyanov and Liptser [57], 1990, and first of
all in monograph of Skorohod [72], 1987.

In the theory of stochastic differential equations there is a small number of nonlinear
equations which are effectively solvable. It means that, generally, analytic form of
the solutions could not be found. Analytic and numerical methods of approximative
solving of these equations are often used in this case. Investigation of the different
types of perturbed stochastic differential equations is motivated by the most recent
contributions concerning one of the analytic methods for approximative solving of
the perturbed stochastic differential equations given in paper Stoyanov and Botev
Quantitative results for perturbed stochastic differential equations, Journal of Applied
Mathematics and Stochastic Analysis, 9 (3), (1996), 255-261.

The basic idea in this thesis is the investigation of the influence of small perturba-
tions on the solutions of different classes of perturbed stochastic differential equations,
in which the perturbations are more general then the ones investigated by Stoyanov and
Botev. In the thesis the comparison of the solutions of perturbed and corresponding
unperturbed equations of the same or simpler type is also given.

All results in this thesis are presented in three chapters:
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In the first chapter, some basic notions and results from the theory of stochastic
processes and stochastic differential equations, basic theorems of existence and unique-
ness of the solutions of different types of stochastic differential and integrodifferential
equations of the Ito type are given.

In the second chapter the perturbed stochastic differential equations of the Ito type
are considered. Likewise, the results for special types of perturbations for stochastic
differential equations by [75] Stoyanov and Botev are presented. This chapter holds
some original results in the study of additive perturbed linear and general stochastic
integrodifferential equations. Conditions for the closeness in the (2m)-th moment sense
of solutions of perturbed and corresponding unperturbed equations on finite intervals
or on intervals whose length tends to infinity, when small parameters tends to zero, are
given. Similar problems are considered for a linear and functional perturbed stochastic
differential and general integrodifferential equations. Majority of these results in this
chapter are published in the papers: Sv. Jankovié, M. Jovanovié¢, [29], 2000; M. Jo-
vanovi¢, Sv. Jankovié, [40], 2002; Sv. Jankovi¢, M. Jovanovi¢, [28], 2000; Sv. Jankovic,
M. Jovanovi¢, [37], 2002.

In Chapter 3 the perturbed hereditary stochastic differential and integrodifferential
equations are studied under different assumptions for coefficients of the equations which
are Lipschitzian or have a bounded random integral contractor. Mentioned results have
been published in the papers: Sv. Jankovi¢, M. Jovanovié¢, [36], 2002; Sv. Jankovi¢,
M. Jovanovi¢, [35], 2001.

Obtained results can be generalized for stochastic differential equations which in-
clude square integrable martingales instead of Wiener processes. The method which is
used in this thesis can be combined with stochastic average technique of Hasminskii,
which was applied in papers [56] and [74], and can be a subject of future investigations.

Results given in this thesis can be applied for the investigation of the asymptotic
stability of the solutions in the (2m)-th moment sense of the perturbed equation, by
studying the asymptotic stability, in the same sense, of the corresponding simpler
unperturbed equation.

R. Zuber [82] treated one general analytic iterative procedure for solving determi-
nistic ordinary differential equation of first order. The generality of this method is in
the sense that many well-known, historically important iterative methods, are its spe-
cial cases, for example: Picard-Lindelof method successive approximations, Chaplygin
methods of secants and tangents, Newton-Kantorovich method and some interpolation
methods [83]. Later, this approach was appropriately extended to the study of special
classes of stochastic differential and integrodifferential equations of the Ito type (for
example, see (23], [24], [25], [26]) and directly used, for example in [46], in which the
rate of convergence of an approximate solution is estimated. An analogous iterative
procedure for solving one very general stochastic integrodifferential equation, which
includes different classes of stochastic equations of the Ito type as its special cases
is constructed in the paper Sv. Jankovié¢, M. Jovanovié, [32], 1996. Under some as-
sumptions for discrete perturbations, with probability one, closeness of solutions of
perturbed and corresponding unperturbed equations of the Ito type can be proved.
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