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Predgovor

Ovaj rad predstavlja nastavak istrazivanja zapocetog na magistarskim studijama.
[zucavajuéi teoriju sumabilnosti, prostore nizova i matriéne transformacije medju nji-
ma, mogli smo uociti da se sve ove oblasti nadovezuju jedna na drugu. Pored toga,
znajuéi norme pojedinih operatora, moguce je ovu medjusobnu povezanost dopuniti i
teorijom mera nekompaktnosti, Sto svakako nije zanemarljivo imajuci u vidu Siroku pri-
menu svih ovih oblasti ne samo u teorijskom smislu, ve¢ i kroz primenu u raznim oblas-
tima matematike: teorija fiksne tacke, beskonacni sistemi linearnih jednacina, difer-
encijalne jednacine, invertibilnost beskonacnih matrica...Ovim radom povezani su na
jednom mestu teorija prostora nizova, matri¢nih transformacija i mere nekompaktnosti.
Takodje, koriste¢i pojam matricnih domena, uveli smo i nove prostore nizova. Origi-
nalni rezultati iz [10] i [11] publikovani su u vodeéim svetskim ¢asopisima i sadrzani
su u ovoj tezi. Rezultati iz [9], [12], [13] objavljeni su u vodeéim domadéim ¢asopisima
i prezentovani na konferencijama:International Symposium on Mathematical Analysis
and its Applications (2002, Niska Banja) International Workshop on Modern Func-
tional Analysis, Operator Theory, Summability and Applications (2003, Niska Banja),
X1 Kongres matematicara Srbije i Crne Gore (2004, Petrovac na moru).

Rad je sastavljen iz tri glave, podeljene na sekcije.

Prva glava je uvodnog tipa. U Sekciji 1.1. dati su osnovni pojmovi iz teorije
sumabilnosti. Neki od rezultata Malkowskog, Jarraha, Rakocevic¢a i Wilanskog, vezanih
za teoriju F'K i BK prostora nalaze se u drugoj sekciji. Treca sekcija sadrzi definicije
i rezultate koji se odnose na klasi¢ne prostore nizova i matricne transformacije medju

njima.

iii
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Druga glava posvecéena je matricnim domenima trougaonih matrica i karakterizaciji
matriénih transformacija medju njima. Rezultati Wilanskog [46] i Malkowskog iz [17]
i [36] sadrzani su u prvoj sekciji. Takodje su ukljuc¢eni neki rezultati Rakoceviéa i
Malkowskog iz [29]. Ovde posebno treba istaéi osobine matri¢nog domena oblika ¢y
Zapravo, Teoreme 2.7 i 2.10 odnose se na f—dual i matricne transformacije na pros-
torima oblika X7, gde se pretpostavlja da je prostor X BK prostor sa osobinom AK,
Sto nije slucaj ni za X = {,, ni za X = c¢. Medjutim, kroz Napomene 2.8, 2.9 i 2.11
pokazuje se da se navedene teoreme u slucaju X = /., mogu u potpunosti primeniti,
dok je situacija X = c specificna i zahteva drugaciji pristup. U drugoj sekciji nalaze se
originalni rezultati objavljeni u [10] i [11]. U [2], autori su definisali i izu¢avali prostore
ap(AN) ial(A) za0 < r < 1. Minastavljamo sa izuc¢avanjem matri¢nih transformacija
na ovim prostorima, medjutim imamo potpuno drugaciji pristup. Naime, mi nalazimo
trougaonu matricu 7' na osnovu definicije prostora, tako da se prostori af(A) i al(A)
zapravo matricni domeni trougaone matrice 7' redom u prostorima ¢y i ¢. Tako dobi-
jamo sledece: af(A) = (¢o)r 1 al(A) = (¢)r. Dalje je uveden i prostor a’_(A) koji je
matricni domen trougaone matrice T ali u prostoru f,,. Na ovako definisane prostore
nizova, dalje smo primenili rezultate o matri¢nim domenima i dobili nove rezultate koji
se odnose na normu (Tvrdjenje 2.14), egzistenciju i izgled Sauderove baze (Tvrdjenje
2.15), f—duale (Tvrdjenje 2.16). Dalje smo dali karakterizaciju matri¢nih transforma-
cija iz klase (X,Y’), gde je X jedan od prostora aj(A), al.(A), al (A) a'Y proizvoljan
klasican prostor nizova (Teoreme 2.17, 2.18, 2.19). Takodje, na kraju sekcije dajemo
i jedan rezultat koji se odnosi na matri¢ne transformacije iz klase (X, Yr), odnosno
situacija kada je finalni prostor matri¢ni domen (Teorema 2.20). U Sekciji 2.3. nalaze

0o

se novi rezultati koji jos uvek nisu nigde publikovani. Inspirisani prostorima s, so’ i
Sq 1zuCavanim u [25], uvodimo nove prostore m—tih razlika, odnosno prostore s%(A™),
s&c)(Am) i so(A™), pri cemu je a € U 1 U = {u € wlu,, # 0 za svako n}. Izucavanjem

ovih prostora uopstili smo neke od rezultata dobijenih u [25] i [27]. Prostor s

o)

uve-

den u [25], je BK prostor sa osobinom AK, pa se mogu primeniti Teoreme 2.7 i 2.10
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kod izuc¢avanja ovog prostora, a novouvedeni prostor s(A™) se moze predstaviti kao
(82)am. Medjutim, mi se u ovom istrazivanju odlu¢ujemo na drugacije predstavljanje.
Uvodimo dijagonalnu matricu D = (dng)55— sa elementima d,,, = 1/, zan = 0,1, ...
i stavimo 7' = DA™. Na ovaj nacin dobijamo s2(A™) = (co)z, s (A™) = (co @ €)r
1 50(A™) = (lso)r. Ovako definisani prostori nizova su matri¢ni domeni trougaone
matrice u klasi¢nim prostorima nizova, pa istom tehnikom kao u Sekciji 2.2., dobijamo
rezultate o normi prostora (Tvrdjenje 2.23), egzistenciji Sauderove baze (Tvrdjenje
2.24) i f—dualima (Tvrdjenje 2.25). Na kraju dajemo karakterizaciju matri¢nih trans-
formacija iz (X,Y’), gde je X jedan od novouvedenih prostora, a Y proizvoljan klasican
prostor nizova (Teorema 2.26, 2.27, 2.28).

Treca glava posvecena je kompaktnosti operatora. Kuratovski [20] je 1930. uveo
meru nekompaktnosti . Kasnije je (1955) Darbo [5] nastavio sa izuCavanjem ove
funkcije u teoriji fiksne tacke. Istratesku [15, 16] je takodje uveo novu meru nekom-
paktnosti. J.Banas$ i K.Goebel [3] dali su aksiomatsku definiciju mera nekompaktnosti.
Goldenstein, Gohberg i Markus [7, 8] su definisali i izuc¢avali Hausdorfovu (loptastu)
meru nekompaktnosti i definisali rezultate koji su od velike vaznosti u izu¢avanju kom-
paktnih operatora. Merama nekompaktnosti takodje se bavi i Rakocevié¢[39, 40, 41].
U nasem radu, za nalazenje uslova kompaktnosti operatora koristimo Hausdorfovu
meru nekompaktnosti. U prvoj sekciji zato navodimo osnovne pojmove vezane za kom-
paktnost skupova i operatora, kao i Hausdorfovu meru nekompaktnosti. U izucavanju
kompaktnih operatora posebno je vazna Teorema 3.1 (Goldenstein, Gohberg, Markus).
Specijalni sluc¢ajevi ove teoreme, kada je X monoton BK prostor sa osobinom AK ili je
X = ¢, razmatrani su u Teoremi 3.12. Sekciju zavrsavamo rezultatima koji se odnose na
kompaktnost operatora L € B(X,c) i operatora L, odredjenog beskona¢nom matri-
com A € (c,c). Kako je za nalazenje Hausdorfove mere nekompaktnosti potrebno
izracunavanje normi nekih operatora, druga sekcija ove glave odnosi se na norme
potrebne za dalje istrazivanje. U Teoremi 3.25 nalazimo normu opratora L,, za

A e (Xp,Y), kada je X =/, (1 < p < o0) ili X = ¢, a prostor Y je jedan od



vi PREDGOVOR

prostora cg, ¢, o, {1. Zbog specificnosti prostora ¢, posebno dajemo rezultate koji se
odnose na normu operatora L4 kada je A € (¢7,Y) a Y jedan od ¢, ¢, lo, {1 (Teorema
3.26). U Sekciji 3.3. nalazimo potrebne i dovoljne uslove (ukoliko je to moguce) za
kompaktnost operatora posmatranih u sekciji 3.2. U ¢etvrtoj sekciji se nalaze origi-
nalni rezultati objavljeni u [10] i [11]. Primenjujuéi rezultate iz prethodnih sekcija
ove glave, nalaze se uslovi za kompaktnost operatora izucavanih u Sekciji 2.2. Moze se
primetiti da kada je X = a{(A) ili X = al (A) rezultati o kompaktnosti operatora L
za A€ (X,¢), A€ (X,c), A€ (X, lx), A € (X, ;) mogu istovremeno da se definisu.
Ovo je posledica upravo Teoreme 2.7 i Napomene 2.8. Zbog oblika prostora al(A),
odnosno al,(A) = ¢p, potrebno je posebno definisati uslove za kompaktnost operatora
Lakadaje A € (al(A),Y). Slicna situacija je i u zadnjoj sekciji, u kojoj se nalaze novi,
jos neobjavljeni rezultati. Kako su i ovde posmatrani prostori nizova koji predstavl-
jaju matri¢ne domene trougaonih matrica u ¢y, ¢ i £, tehnika dokazivanja je potpuno
ista. Specificnost ovih prostora je u izgledu trougaone matrice 7', a pristup problemu

nalazenja klasa kompaktnih linearnih operatora je isti kao u prethodnoj sekciji.

X % ok

Na kraju, zelim da iskazem posebnu cast i zadovoljstvo Sto sam za mentora imala
profesora Dr Eberharda Malkowskog. Zahvaljujem mu se na iskrenom razumevanju,
nesebi¢noj pomodi i beskrajnom strpljenju u toku izrade ove teze.

Takodje se zahvaljujem i profesorima Vladimiru Rakocevi¢u, Draganu Djordjevi¢u

i Ivanu Jovanovi¢u na korisnim sugestijama koje su ovaj rad ucinile boljim.

Ivana Djolovi¢



GLAVA 1

Uvod

Predmet naseg rada bi¢e matri¢ne transformacije medju pojedinim prostorima ni-
zova kao i neke klase operatora na njima. Zato je neophodno na pocetku dati uvodne
pojmove koji su od interesa za dalje istrazivanje. Kako mnogi konkretni prostori ni-
zova proizilaze iz razlicitih koncepata sumabilnosti, to glavu zapocinjemo osnovnim
pojmovima iz teorije sumabilnosti. Dalje nastavljamo sa teorijom BK prostora koja
je najvazniji aparat u izuCavanju matricnih transformacija izmedju prostora nizova.
Navodedi pojedine teoreme koje se odnose na osobine BK prostora, da¢emo osnovu za
definisanje mnogih klasa matri¢nih transformacija i odrediti one izmedju klasi¢nih pros-
tora nizova na kojima Ce se bazirati neke komplikovanije transformacije. Za detaljnije

izuc¢avanje pomenutih teorija videti [4, 17, 14, 22, 23, 37, 39, 40, 45, 46].

1.1. Sumabilnost

Klasi¢na teorija sumabilnosti bavi se generalizacijom konvergencije nizova i redova
kompleksnih(realnih) brojeva. Naime, poznato je da divergentni nizovi i redovi nemaju
granicu u uobicajenom smislu pa je ideja, razlicitim metodama omoguciti nalazenje
"granice” divergentnih nizova, tj. ”sumirati” divergentne redove. Pomenute metode
nazivaju se metode sumabilnosti. Umesto polanih nizova i redova posmatraju se tran-
formacije na njima kao i novi nizovi i redovi dobijeni pomoc¢u tih transformacija. Za
nase istrazivanje, posebno ¢e biti interesantne matri¢ne transformacije, i to one dobi-
jene pomoc¢u beskona¢nih matrica.

Neka je A = (an);p—o beskonacna matrica i x = (73)32, niz kompleksnih brojeva.
Pisac¢emo:

Az = (Ax)02,
1
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gde je

o0

A,x = g Ak Tk

k=0
pretpostavljaju¢i da poslednji red konvergira.

Dalje, ozna¢imo sa w skup svih nizova z = (x1)72, kompleksnih brojeva i sa ¢

njegov podskup, skup svih konvergentnih nizova.

Definicija 1.1. Za proizvoljnu beskonac¢nu matricu A, metod sumabilnosti A,

definisan je sa y = Ax. Skup
wa = {x € w| Az je definisano}
naziva se domen A. Ako je X podskup skupa w, za skup
Xa={rew]| Az e X}
kazemo da je matri¢ni domen A u X.

Specijalno, ako u prethodnoj definiciji skup X zamenimo sa ¢, za matri¢ni domen

A u ¢, koristimo naziv konvergentni domen A, tj. pomenuti skup je:
ca={rew]| Az € c}.

Znaci, ako je x € cy, to postoji kompleksan broj ¢ takav da je lim, A,z = ¢, iu
tom slucaju kazemo da je niz x = (xy)32, A-sumabilan ka ¢ i pisemo x — ¢(A). Jasno
da mozemo govoriti i o sumabilnosti redova pri ¢emu ¢emo prirodno posmatrati niz
delimi¢nih suma, pa kazemo da je red Y- jar A-sumabilan ka ¢ ukoliko je takav niz
njegovih delimi¢nih suma (S,)5>, gde je S, = >} _, ax, 1 piSemo » .- jaj = ((A).

Prethodno pomenuta sumabilnost nizova predstavlja jedan od tri razli¢ita koncepta
sumabilnosti. Naime, ovde je re¢ o obi¢noj sumabilnosti , a pored ovog koncepta,
postoje jos i apsolutna i jaka sumabilnost indeksa p.

Neka je 0 < p < oo. Za niz z = (x)5, kazemo da je apsolutno A-sumabilan
sa indeksom p, ka kompleksnom broju ¢, ukoliko red A,z konvergira za svako n i vazi

Yoo ol Anz|P = € ipisemo x — (|A|P. Zaniz x = (24)72, kazemo da je jako A-sumabilan
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sa indeksom p, ka kompleksnom broju ¢, ukoliko red )" jani|zr — €|P konvergira za
svako n 1 vazi limy, ooy peonk|Te — P = 0, u oznaci x — ([A]P. Ovakvi razliciti
koncepti dace osnovu za definisanje mnogobrojnih prostora nizova od kojih ¢e neki biti

predmet naseg izucavanja.

Definicija 1.2. Za metod sumabilnosti A kazemo da je:

a) konzervativan, ukoliko je ¢ C cg;

b) regularan, ako je lim, . A,x = limy_.x; za svako x € c.

Oba pomenuta metoda su interesantna jer se njima konvergentni nizovi transformisu
takodje u konvergentne nizove, pri ¢emu se kod regularnih ”oc¢uvava” i granica. Moguce
je izvrsiti karakterizaciju ovakvih metoda definisué¢i potrebne i dovoljne uslove za ele-
mente matrice koja odredjuje dati metod. Napomenimo da ¢emo upotrebljavati isto
slovo za matricu i metod sumabilnosti definisan njom. Sada navodimo ¢uvenu teoremu

Silverman-Toeplitza koje daje karakterizaciju regularnog metoda.

Teorema 1.3. ([22, Theorem 3|) Matrica A je reqularna ako i samo ako su ispun-

jent sledeci uslovi:

@) 5D, 5% glank] < 0
b) lim, _.a, = 0 za fiksno k
c) Jl%éank =1.

Kao $to smo ve¢ napred pomenuli, medju metodima sumabilnosti, nama su posebno
interesantni oni koji se definisani beskona¢nim matricama. Najvazniji su oni defin-
isani Hausdorfovim (Hausdorff) i Norlandovim (Nérlund) matricama, kao i speci-
jalni sluc¢ajevi Hausdorfovih matrica: Cesarova (Cesaro), Ojlerova (Euler) i Holderova

(Holder). Najvazniji metod sumabilnosti jeste Cesarov metod reda 1.



4 1. UVOD

Definicija 1.4. Cesarov metod reda 1, u oznaci C}, definisan je matricom C; gde
je
1
r (0<k<n)
Cm=4"T (n=0,1,...).
0 (k >n)

Kao sto vidimo, ovako definisanom matricom, niz x = (z);2, transformisemo u

niz (0,)5%, pri cemu je o, = 1/(n+1) Y ,_; @k, tj. u niz aritmetickih sredina.

Primer 1.5. Posmatrajmo niz x = (0,1,0,1,0,1,...); jasno da je dati niz divergen-
tan, ali se C1 metodom transformise u konvergentan niz o = (0,1/2,1/3,1/2,2/5,1/2,
3/7,...) sa granicom 1/2, tj. x — 1/2(C}).

Definicija 1.6. Cesarov metod reda o > —1, u oznaci C,, definisan je matricom
C, gde je
(0<k<n)

0 (k>n)

a broj AY = (”ZQ) (n=0,1,...) se naziva n-ti Cesarov koeficijent reda c.

Napomena 1.7. Proucavanjem osobina Cesarovih koeficijenata, mogu se wociti
sledece veze: AY =1 (n=0,1,...), A3 =1(a € R), A2 =0 (a« = —k € —IN;n =
k.k +1,...). Zato, mozemo zakljuciti da je za « = 0, Cy = I, tj. odgovarajuéa
matrica transformacije Cy metoda je jedinicna matrica I a konvergencija se poklapa sa

klasicnom konvergencijom nizova. U slucaju o = 1, dobija se veé pomenuti Cy metod.

Definicija 1.8. Ojlerov metod reda ¢ > 0, u oznaci E,, definisan je matricom E

(Eg)ak = <qq+—1>(?;) (0<k<n)

0 (k>mn)

gde je

(n=0,1,...).

Definicija 1.9. Neka je H' = H = C;. Holderov metod reda n € IN, u oznaci

H,,, definisan je matricom koja je n-ti stepen matrice H.
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Napomena 1.10. Za sada nije poznat oblik elemenata matrice H, kao sto je to
bio slucaj kod prethodnih metoda; napomenimo da je moguce prosiriti definiciju ovog

metoda uzimajuci za red metoda proizvoljan realan broj o > 0.

Napred smo pomenuli da su Cesarov, Ojlerov i Holderov metod sumabilnosti speci-
jalni slucajevi Hausdorfovog metoda. Na kraju, definisimo i Hausdorfov metod suma-

bilnosti i navedimo njegovu vezu sa ve¢ pomenutim metodima.

Definicija 1.11. Neka je = (pn)52, niz kompleksnih brojeva, M = (mu.)5.—

dijagonalna matrica takva da je my,, = p,(n =0,1,...) i D = (dnk);szo matrica sa

n

"). Matrica H(p) = DM D naziva se Hausdorfova matrica

elementima d,; = (—1)%(
asocirana nizom g, u oznaci H(u), a odgovarajuéi metod sumabilnosti, Hausdorfov

metod H(u).

Napomena 1.12. Elementi matrice H(p) imaju sledeéi oblik:

n

SETOG) (0<k<n)
(H(p))npe = § 7= (n=0,1,...).
0 (k > n)

Stavljajuci redom p, = A%, pp = (n+1)"% p, =g+ 1) (n=0,1,...), u formulu
za oblik elementa matrice H(u), dobijamo Cesarov, Holderov i Ojlerov metod (odgo-
varajuéeg reda), kao specijalne slucajeve Hausdorfovog metoda. Pomenuti postupak i

detaljnije proucavanje metoda sumabilnosti moze se naci u [14, 22, 37].

Od pomenutih vaznih matriénih transformacija ostalo je jos da definiSemo Norlan-
dovu matricu i metod sumabilnosti dobijen njom. Norlandova matrica jeste general-

izacija Cesarove matrice.

Definicija 1.13. Neka je ¢ = (¢,)22, niz kompleksnih brojeva takav da je gy = 1
1 Qn = 1_oqr # 0 za svako n. Norlandov metod (N, q) definisan je matricom (NN, q)
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¢iji su elementi oblika

Napomena 1.14. Stavimo da je q, = ("Jra*l), (n=0,1,...). Jasno da je qo =1 i

da je
Gn = A;fl.

Dalje, na osnovu relacija Y p_y A% Ay = AP+ AO =1 (videti [22]) imamo:

Q=Y =Y A" = arta = A
k=0 k=0 k=0

Sada, racunajuéi (N, q)nx dobijamo

4@—1

N Qn—k n—k
n: pu—

( 7q> k an /4%

Dakle vidimo da je C, metod zapravo specijalan slucaj Norlandovog metoda sumabil-

::(Ch)nk

nosti, pa je stoga Cesarova matrica istovremeno i Norlandova i Hausdorfova.

Razlog za uvodjenje osnovnih pojmova iz teorije sumabilnosti lezi u ¢injenici da
su napred navedeni metodi sumabilnosti, i uopste sumabilnost, bitni za istrazivanje
jer mnogi interesantni prostori nizova, od kojih ¢e neki biti predmet i naSeg daljeg
izucavanja, proizilaze iz koncepta sumabilnosti. Naime, posto su nam posebno intere-
santni metodi sumabilnosti definisani beskona¢nim matricama, to ¢emo neke prostore

u daljem radu posmatrati kao domene ovakvih matrica.

1.2. BK prostori i preslikavanja

Teorija BK prostora igra veoma vaznu ulogu kod karakterizacije matri¢nih transfor-
macija izmedju prostora nizova. Kako u nasem istrazivanju centralno mesto zauzimaju
matri¢ne transformacije, to ¢emo ovde dati samo neke, za nas neophodne, pojmove iz

BK teorije a za dalje izucavanje predlazemo [39, 46].
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Kao §to smo veé¢ napomenuli, sa w ¢emo oznaciti skup svih nizova = = (z4)72,

kompleksnih brojeva. Dalje, koristi¢emo i sledece, ve¢ dobro poznate, prostore nizova:

c:{wa|’}imxk:§zaneko£€@},
coz{:va]klimxk:O},
loo = {x € w | sup|zg| < o0},
k

(0.9)
Kp:{m6w|Z|xk|p<oo}za1§p<oo.
k=0
Definisimo metriku d na skupu w na sledeéi naéin:

[e.o]

1 |z —
(1.1) d(xz,y) = — . ———"—— zasvako 7,y € w.
kgo 2k 1 + ‘ill'k — yk‘

U odnosu na ovako definisanu metriku, linearan metricki prostor (w,d) je kom-
pletan, tj. Freseov(Fréchet). Napomenimo da se koordinatna konvergencija i obi¢na
konvergencija poklapaju u (w, d), odnosno vazi:

2™ — x (n — o0) ako i samo ako x,(gn) — 11, (n — 00) za svako k.

Napomena 1.15. Dobro je poznato da su c, ¢y, s Banahovi prostori sa normom
|z|| = supy|xk|; Prostor £, (1 < p < o0) je takodje Banahov prostor ali je norma ovde
definisana sa ||z|| = (Y aeolzrl?)V/P (koristi se cesto i oznaka ||z|,). Primetimo da
kod pomenutih prostora vazi |xi| < ||z||, za svako k, pa zato obiéna konvergencija u
svakom od ovih prostora povlaci koordinatnu konvergenciju. Zato je metrika definisana
na ovim prostorima uz pomoc odgovarajuce norme, jaca od restrikcije metrike d 1z w

na njma.

Definicija 1.16. Za Freseov prostor nizova (X, dx) kazemo da je FK prostor uko-
liko je u X, metrika dx jaca od metrike d|y definisane u w. Normirani FK prostor

naziva se BK prostor .
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Napomena 1.17. MozZemo wociti da je w FK prostor sa metrikom d definisanom u
1.1). Dalje, prostori nizova c, cgo, oo, €, (1 < p < 00) su Banahovi prostori kod kojih
p

1z konvergencije po normi sledi koordinatna konvergencija pa su zato BK prostori.

Pre nego sto damo teoremu koja ima vaznu ulogu u izu¢avanju matricnih transfor-

macija navedimo neke pomoc¢ne rezultate.

Teorema 1.18. ([39, Corollary 1.15.]) Neka je X Freseov, Y proizvoljan FK
prostor, f : X — Y linearno preslikavanje i P, : X — C (n € INy) preslikavangje
definisano sa P,(x) = z,. Ako je preslikavanje P, o f : X — C neprekidno za svako n,

tada je 1 preslikavanje f : X — Y neprekidno.

Teorema 1.19. ([39, Remark 1.16.]) Neka je X D ¢ proizvoljan FK prostor,
pricemu je ¢ skup svih konacnih nizova. Ako je red Y po jaxxy konvergentan za svako
r € X, tada je linearni funkcional f, : X — C definisan sa f,(x) = Y o arri za svako

r € X, neprekidan.

Sada dolazimo do teoreme koja govori o vaznosti teorije BK prostora u izucavanju
matricnih transformacija. Napomenimo da ¢emo nadalje sa (X,Y’) oznacavati klasu
beskona¢nih matrica koje preslikavaju prostor X u prostor Y. Jasno, A € (X,Y) ako

i samo ako je X C Yj.

Teorema 1.20. ([39, Theorem 1.17.],[46, Theorem 4.2.8.]) Svako matriéno pres-

likavanje 1zmedju FK prostora je neprekidno.

DokAz. Neka su X 1Y proizvoljni FK prostorii A € (X,Y). Definisimo preslika-
vanje fa : X — Y naslededi nacin: fu(z) = Az za svako x € X. Posto je preslikavanje
P, o fa: X — C neprekidno za svako n na osnovu Teoreme 1.19, to je i preslikavanje

fa: X — Y neprekidno na osnovu Teoreme 1.18. U

Definicija 1.21. Za niz b = (b,)%, u linearnom metrickom prostoru X kaze se
da je Sauderova (Schauder) baza u X ukoliko za svako = € X postoji jednoznacno

odredjen niz skalara A\ = (\,)52 sa osobinom z =Y > \,b,.
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Definicija 1.22. Za FK prostor X D ¢ kazemo da je AK prostor ako svaki niz

z = (1), € X ima jedinstvenu reprezentaciju x = > o zre®) gde je

€, = .

0 G#kK)

Ukoliko je skup ¢ gust u X, za X kazemo da je AD prostor.

Napomena 1.23. Prostori c, ¢y i €, (1 < p < 00) imaju Sauderovu bazu dok je
prostor Lo, nema. Kako je niz (e(”))zozo, dat u prethodnoj definiciji, Sauderova baza
za prostore ¢y i £, (1 < p < 00) to su ovi prostori AK. Prostor ¢ nije AK prostor;
Sauderova baza za ovaj prostor je niz (e,e® e @ ) gde je e = (1,1,...), t.
svako x = (x3)2, € c ima jedinstvenu reprezentaciju v = e + Y oo (zr, — £)e®) pri

cemu je & = limg_ oo Xk

U izucavanju matri¢nih transformacija vaznu ulogu imaju i #-duali. Oni predstavl-

jaju specijalan slu¢aj mnozitelja prostora (engl. multiplier space).
Definicija 1.24. Neka su X i Y podskupovi skupa w. Prostor
M(X,)Y)={a€w|ar = (arzy)iey €Y zasvako z € X}
naziva se mnozitelj prostor prostora X u Y.

Teorema 1.25. ([39, Lemma 1.25.]) Neka je X,Y,Z C w i {Xs5 | § € A}
proizvolyna kolekcija podskupova skupa w. Tada:
a) X CM(M(X,Y),Y)
b) Ako je X C Z onda M(Z,Y) C M(X,Y)
c) M(X,)Y)=MM(M(X,Y),Y)Y)
d) M(UaeA Xs,Y) = méeA M(Xs,Y).

DoxkAz. a) Neka je v € X. Tada, za svako a € M(X,Y) imamo da je ax € Y pa
jasno da je v € M(M(X,Y),Y).
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b) Pretpostavimo da je X C Z i neka je a € M(Z,Y). Tada, ax € Y za svako
x € Z pa samim tim i za svako x € X Sto daje a € M(X,Y).

c) Zamenjujuci u uslovu a) skup X sa M(X,Y) dobijamo
M(X,Y) C M(M(M(X,Y),Y),Y).

Ostaje jos da dokazZemo obrnutu inkluziju. Stavljajuéi da je Z = M(M(X,Y),Y), jasno
da je na osnovu a) X C Z, pa je na osnovu b) sada M(M(M(X,Y),Y),Y)C M(X,Y)
c¢ime je dokaz zavrsen.

d) Jasno da je X5 C UJsey X5 20 svako § € A pa na osnovu a) imamo
M(Usea X5,Y) C Nsena M(X5,Y). Obrnuto, ako je a € (seq M(Xs,Y), tada je a €
M(Xs,Y) za svako § € A pa mozZemo zakljuciti da je ax € Y za svako 6 € A i svako
r € X5, odnosno, a € M(Uscq X5,Y). Ovim smo dokazali i obrnutu inkluziju a time i

traZenu jednakost. 0

Oznacimo sa cs i bs skupove svih konvergentnih i ogranicenih redova, odnosno:

o
cs = {x Ew | Zxk konvergira } :

k=0

bs:{x€w|<2xk) EEOO}.
k=0 n=0

Kao specijalne slucajeve mnozitelja prostora dobijamo sledece :

X*=M(X,t) = {a cw| Z |axzy| konvergira za svako x € X} :
k=0

XP = M(X,cs) = {a cw| Zakxk konvergira za svako x € X} ,
k=0

n

X”zM(X,bs)z{dEuﬁ(Zakxk) GﬁoozasvakoxEX},
n=0

k=0

odnosno a-dual , #-dual i y-dual prostora X.
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Kako ¢emo se u radu baviti karakterizacijom matri¢nih transformacija, to ¢e kon-
cept B-duala za nas imati odlu¢ujucu ulogu. Naime, kao sto smo vec videli, beskona¢na
matrica A pripada klasi (X,Y) samo ukoliko A,z = Z;O:()ankwk konvergira za svako
r € X isvako n. Zato, osnovno je da za zadati prostor nizova X odredimo njegov
[-dual, jer ¢injenica da A,z = D ;- ank®x konvergira za svako x € X i svako n za-
pravo znaéi A,, € X? za svako n.

Sledeci rezultati govore o nekim skupovnim osobinama (3-duala a direktna su posled-

ica Teoreme 1.25 i ¢injenice da su (-duali specijalni slu¢aj mnozitelja prostora.

Posledica 1.26. Neka je X, Y Cw i {X; |6 € A} proizvoljna kolekcija podskupova
skupa w. Tada:
a) X C XPP
b) Ako je X CY onda YP C XP
c) XB = XBBsB
d) (U(SEA Xé)ﬁ = (ﬂaeA Xé)ﬁ-

Za detaljnije izucavanje f—duala mogu se koristiti [39, 46], a nama je za dalji rad

vazan sledeéi rezultat.

Teorema 1.27. ([46, Theorem 4.3.15.]),([39, Theorem 1.30., Corollary 1.31.])
Neka su (X, || - ||x) ¢ (Y, - |ly) BK prostori, X D ¢ i Z = M(X,Y). Tada, Z je

BK prostor u odnosu na normu || - ||, definisanu sa
2] = llz[lx = sup{[lzz[ly | lzllx =1} za svako z € Z.

Specijalni, ako je X BK prostor, onda je i XP BK prostor u odnosu na normu | - ||
definisanu sa

n
l|lalls = sup {sup | Zakxk| | z]|x = 1} .
n

k=0

Napomena 1.28. Naveséemo 3—duale klasicnih prostora nizova: ¢ = cg =05 =1,

Ef =Vlo, fg =/, (1<p<oo, ¢g=p/(p—1)). Na osnovu [39, Theorem 1.29.], imamo
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i sledece jednakosti: ||all;, = ||la|s 2a svako a € 0 lall;, = llally 2a svako a € o

(L<p<oc, q=p/(p—1) lall: = lall;, = llalli. = llall: za svako a € €2,.

Koristicemo nadalje oznaku B(X,Y’) za skup ogranicenih linearnih operatora sa
prostora X u prostor Y.

Oznacimo sa X* skup svih linearnih ogranic¢enih funkcionala na X (dualni prostor,
neprekidni dual za prostor X), odnosno X* = B(X,C). Za svako f € X* vazi ||f]| =
sup{|f(x)| | ||z|| < 1}. Izmedju (-duala i neprekidnih duala postoji uska povezanost.

Pomenuta veza data je sledecom teoremom.

Teorema 1.29. ([46, Theorem 7.2.9.]), ([39, Theorem 1.34.]) Neka je X D ¢ BK

prostor. Tada postoji linearno "jedan-jedan” preslikavanje T : X® — X*, odnosno,

X8 c X*. Ukoliko je prostor X AK, onda je preslikavanje T i "na”.

Primetimo da ukoliko je X BK prostor, na osnovu prethodne teoreme, veli¢ina
lallx = sup{| > -re g axzi| | [|z]] < 1} je definisana i konacna za svako a € XP.

Predmet naseg izucavanje su, kao sto smo ve¢ napomenuli, matri¢ne transformacije
izmedju prostora nizova, pa ¢emo zato navesti teoreme koje su od velikog znacaja za

karakterizaciju klasa (X,Y") a koje koriste teoriju BK prostora. Pre toga napomenimo

ol = 1}'

Takodje, ukoliko je A beskona¢na matrica, A, = (a.k)52, predstavljace niz elemenata

NiEdl 21}-

Teorema 1.30. ([39, Theorem 1.23.]), ([17, Example 1.8.]) Neka su X 1Y FK

da ¢emo sa ||a||* oznacavati sledeéu velicinu:

o0

E ATy

k=0

lall* = llallx = Sup{

iz. n-te vrste matrice A, pa ¢e velic¢ina || A, ||* biti:

o0
E Ak

k=0

[[An[]* = sup {

prostori.
a) Tada, za svako A € (X,Y) postoji Ly € B(X,Y) tako da je La(z) = Ax za
svako x € X, odnosno (X,Y) C B(X,Y);
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b) Neka je X BK prostor. Tada A € (X,lx), ako i samo ako ||A|[{y, ) =
sup, |4,y < o0; Ako jo A € (X.Y) tada je [ILall = [ Al

c) Ako je (b™))2°, Sauderova baza za X iY) zatvoren FK potprostor u'Y, tada
je A€ (X,Y1) ako i samo ako je A € (X,Y) i Ab®)) € Y] za svako k.

Teorema 1.31. ([17, Theorem 1.9.]) Neka su X @Y BK prostori i neka je X sa
AK osobinom. Tada je B(X,Y) C (X,Y).

Dokaz. Neka je L € B(X,Y)i L, = P,oLzan = 0,1,.... Posto je Y BK
prostor, to je L, € X* za svako n. Stavimo dalje de je a,, = Ln(e(k)) za svako
n,k =0,1,.... Posto je X AK prostor i L, € X* za svako n, sledi da za proizvoljno

zadato x = (21,)7%, € X vazi x = > po are™, pa je

L,(z) = kaLn(e(k)) = Z TrOnp Za svako n.
k=0 k=0
Zakljucujemo odatle da je L(z) = Az, gde je A = (anr)py—o € (X,Y). O

Na osnovu prethodne dve teorme mozemo zakljuciti da ukoliko su X i Y BK pros-
tori 1 pri tom je prostor X sa AK osobinom, svakoj beskonaénoj matrici A € (X,Y)
odgovara ograniceni linearni operator L € B(X,Y) takav da je Az = L(x) za svako
x € X ali isto tako i svaki ograniceni linearni operator L € B(X,Y’) moze biti pred-
stavljen pomoc¢u beskonacne matrice A € (X,Y’) pri éemu je ispunjeno Ax = L(z) za

svako z € X.

Teorema 1.32. ([46, 8.3.7.]) Neka je X FK prostor i X1 = X @ e. Tada A €
(X1,Y) ako i samo ako je A€ (X,Y)iAe €Y.

DoxkAz. Pretpostavimo da je A € (X1,Y). Posto je X C X ie € Xj, imamo da
je A€ (X,Y) i Ae € Y. Obrnuto, pretpostavimo da je A € (X,Y) i Ae € Y. Neka je
x1 proizvoljan element ix X;. Tada, postoje z € X i A € C takvi da je x1 = x + Ae.
Odavde sledi da je Ax; = A(x + \e) = Az + NAe € Y. O

U sledecoj teoremi sa AT ozna¢iéemo transponovanu matricu matrice A.
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Teorema 1.33. (|46, Theorem 8.3.9.]) Neka su X i Z BK prostori sa osobinom
AK 1Y = 7P, Tada (X,Y) = (XPP)Y) i vazi

A€ (X,Y) ako i samo ako AT € (Z, XP).

DokAz. Najpre, pretpostavimo da je A € (X,Y) i dokazimo da je AT € (Z, X¥).

Neka je z € Z i definiSimo preslikavanje f na slede¢i nacin

f(z) = Z znAnx za svako x € X.

n=0
Kakoje Ax € Y = ZP, z € Z, Z i Y BK prostori, to zaklju¢ujemo da je f € X*. Dalje,

posto je X sa AK osobinom, imamo

Fle®) = ZZnAne(k) = Z Znlnr = AL 2 7a svako k.
n=0

n=0

Dalje imamo
flz) = f(z ze)) = Za:kf(e(k)) = ZxkAfz za svako x € X.
k=0 k=0 k=0
Znaci, Yo xr AL 2 konvergira za svako x € X pa je ATz € X?. Time smo dokazali da
je AT € (Z, XP). Zamenjujuéi u prethodnoj relaciji redom A, X i Y sa AT, Z i X7,
dobijamo
AT € (Z,XP) povlaci A = AT € (X, Z°) = (X,Y).
Na ovaj nacin smo dokazali da je

A€ (X,Y) ako i samo ako AT € (Z, X").

Ostaje jos da dokazemo da je (X,Y) = (XPPY). Na osnovu Posledice 1.26, jasno je
daiz X € XPP sledi (XPPY) C (X,Y). Ostaje da se dokaze da je (X,Y) C (XPPY).
Pretpostavimo da je A € (X,Y) i neka je w € X?P. Defini§imo preslikavanje g na
slede¢i nacin

g(z) = Zkafz za svako z € Z.
k=0
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Sliéno, kao u prethodnom delu dokaza, g € Z*. Dalje je

g(e(k)) = Z kake(n) = Z WEAnk = Anw za svako n.
k=0 k=0

Posto je g € ZP i Z sa AK osobinom, imamo
g(z) = g(z zne™) = Z zng(e™) = ZznAnw za svako z € Z.
n=0 n=0 n=0
Znaci, > oz, A,w konvergira za svako z € Z i Aw € ZP =Y. Zato, sledi A €
(XPPY) C (X,Y). Ovim smo zavrsili dokaz. O

Napomena 1.34. Uslov AT € (Z, X®) se ne sme zameniti uslovom AT € (Y?, XP)
bez obzira sto je Z = YPB. U suprotnom bi se polje delovanja teoreme smanjilo, tj.

teorema bi vaZila za uZe polje prostora.

Oznacimo sa F skup svih konacnih podskupova prirodnih brojeva i neka je K €

F. Tada, ako je operator A zadat matricom A = (ank)py—o, Pisacemo A(K) =

(Zkek Onk ) po-

Teorema 1.35. ([46, Theorem 8.4.3.]) Neka je Y FK prostor. Tada, A € (c,Y)
ako i samo ako je {A(K) | K € F} ogranicen podskup u'Y .

1.3. Matricne transformacije medju nekim klasi¢nim prostorima nizova

U ovoj sekciji bavicemo se matri¢nim transformacijama medju nekim klasi¢nim
prostorima nizova. Naime, na¢i ¢emo potrebne i dovoljne uslove za beskona¢nu matricu
A kako bi ona pripadala klasi (X,Y), pri ¢emu su X i Y konkretni prostori nizova i
to iz skupa {c, co, oo, l- (1 < r < o00)}. Na taj nacin biée odredjen i odgovarajudi
operator iz Teoreme 1.30 a karakterizacija pomenutih matri¢nih transformacija bice
u formi uslova za elemente a,, matrice A € (X,Y). Karakterizacija ovih matri¢nih
transformacija nam je potrebna kao osnova za neke komplikovanije prostore nizova
i matri¢ne transformacije na njima, sto ¢e dalje biti predmet naseg izucavanja. Za

detaljnije istrazivanje koristiti [4, 22, 23, 37, 39, 45, 46].
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Podsetimo se pre svega da su ¢y i ¢ zatvoreni podprostori prostora f, dok je €,
(1 < p < o0) podprostor prostora £, , ali ne zatvoren.

Navodimo vazan pomoc¢ni rezultat.

Teorema 1.36. ([39, Theorem 1.36.], ([46, Example 8.4.5A.]) Imamo A € ({oo, l)

ako 1 samo ako

(1.2) IA]l = sup )~ lank| < oo;
=0

"ok

Dalje, vazi sledece:
(13) (COagoo) = (Cv Eoo) = (Eomgoo)

DoKAzZ. Pretpostavimo najpre da je A € (o, lo) C (Co, loo)-
Na osnovu Napomene 1.28 i Teoreme 1.36, jasno da vazi (1.2).
Obrnuto, ako je ispunjen uslov (1.2), dobijamo na osnovu Teoreme 1.36 i Napomene
128 daje A € ({o, loo) C (Coyloo).
Znaci, pokazali smo da je A € ({x,ls) ako i samo ako je ispunjeno (1.2) i ({oo, loo) =

(CQ, 600)
Na kraju, kako je ¢y C ¢ C ¢, dobijamo

(gooagoo) C (C, Eoo) C (607600) = (gooyeoo)7
¢ime smo dokazali (1.3). O

Posmatrajmo sledece uslove:

(1.4) sup » |ank| < oo,
" k=0
(1.5) Sup |ank| < 00,
n,k
= r
1.6 k]’ < l<r<oo, s= )
(16) > el < 00 (1< 7 < 00, 5= )

k=0
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Teorema 1.37. Neka je A = (ank);—o- Tada:

17

DokAz. Navedeni rezultati su direktna posledica Napomene 1.28 i Teoreme 1.30.

0

Kako su prostori ¢y, ¢ i€, (1 < p < 00) sa Sauderovom bazom a uz to su ¢ i ¢

zatvoreni podprostori prostora /.., na osnovu Teoreme 1.30 ¢) mozemo definisati uslove

za karakterizaciju klase (X,Y"), pri ¢emu je X jedan od prostora ¢y, cil, (1 <r < o0)

a 'Y je cili ¢g. Zapravo, imamo:

A€ (X, o) ako i samo ako je A € (X, {y) i Ae™ € ¢ za svako k

A € (X, c) ako i samo ako je A € (X, Ly) i Ae® € ¢ za svako k

a prostor X je ¢p ili 4, (1 <r < o0).

Na isti nacin, ukoliko stavimo X = ¢, dobijamo:

A € (¢, co) ako i samo ako je A € (¢, ls) i Ae € ¢y i Ae™ € ¢ za svako k

A € (¢, c) ako i samo ako je A € (¢,4s) i Ae € ci Ae™ € ¢ za svako k.

Kako je Ae = (Y roganr)2y i Ae® = (a,1)>, za svako k, to na osnovu svega

navedenog i Teoreme 1.37 dobijamo sledece rezultate:

Teorema 1.38. Neka je A = (ank)5p—o- Tada:
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a) A€ (¢,co) ako i samo ako vaze uslovi (1.4),

(1.7) lim ) @y, =0
[
(1.8) lim a,; = 0.

b) A€ (c,c) ako i samo ako vaze uslovi (1.4),

(1.9) Jggoiank =«
k=0
1
(1.10) nhigo i = O 2a svako k.
c) A€ (co,co) ako i samo ako vaze uslovi (1.4) i (1.8).
d) A € (co,c) ako i samo ako vaze uslovi (1.4) i (1.10).
e) A€ (lr,c0) (1 <7 <o0) ako i samo ako vaze uslovi (1.6) i (1.8).
f) A€ (lrc) (1 <r <oo) ako i samo ako vaze uslovi (1.6) i (1.10).
g) A€ (l1,co) ako i samo ako vaze uslovi (1.5) i (1.8).
h) A€ ({y,¢) ako i samo ako vaze uslovi (1.5) i (1.10).

Za karakterizaciju preslikavanja (¢, ¢), mogli smo koristiti i sledeéu teoremu, koja

daje ekvivalentne uslove ali u drugacijoj formi.

Teorema 1.39. (Kojima-Schur) ([22, Theorem 4.]) Imamo A € (c,c) ako i samo

ako

@) sup,d i~ olank| < oo;

b) za svako p postoji lim, ZZOZP Ank = Qp.

Primeéujemo da smo u prethodnim teoremama dali karakterizaciju preslikavanja
(X, ) 1 (X, c) za sve slucajeve gde je X klasican prostor nizova sem kada je X = /o,

Nemoguce je primeniti isti mehanizam izvodjenja pomoc¢u Teoreme 1.30 zbog ¢injenice
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da prostor £, nema Sauderovu bazu. Pomenutu karakterizaciju daje Surova (Schur)

teorema.

Teorema 1.40. (Schur) ([22, Theorem 6.]) Imamo A € ({w,c) ako i samo ako

vaze slededi uslovi

a) > reolank| konvergira uniformno po n;

b) postoji lim,, .canr za svako k.

Posledica 1.41. Imamo A € ({w, co) ako i samo ako vaZe sledeci uslovi

a) > reolank| konvergira uniformno po n;

b) lim, .ot = 0 za svako k.

Posmatrajmo sada klase (X,Y") gde je X jedan od prostora cy ili ¢, a prostor Y
je £, (1 < r < oo). Bez obzira §to su prostori ¢ i ¢y sa Sauderovom bazom, ne
mozemo primeniti Teoremu 1.30 c¢) zbog ¢injenice da prostor 4, (1 < r < oo) nije
zatvoren podprostor prostora {.,. Za pomenute karakterizacije koristicemo Teoremu

1.35 1 Teoremu 1.32. Imamo sledece:
A € (¢, ¢,) ako i samo ako je skup {A(K) | K € F} ogranicen u /,,

pri ¢emu je K konacan podskup skupa prirodnih brojeva. Ogranic¢enost skupa A(K)
uf,. (1 <r < oo) data je uslovom

0 r

(1.11) sup Z

KcN, n=0

< 00.

§ Ak

keK

Kkonacan

Dalje, kako je ¢ = ¢y @ e 1 Ae = (D e yank)o2y, uslov Ae € £, je ekvivalentan sa

uslovom (1.11) pa imamo slede¢u teoremu:

Teorema 1.42. Neka je A = (ank);,—o @ X bilo koji od prostora c ili cy. Tada,

Ae (X,0) (1 <r<oo) akoisamo ako vazi uslov (1.11).
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Ostalo nam je jos da damo karakterizaciju preslikavanja iz klase (¢, ().
Napomenimo da je to moguce uéiniti za sve slucajeve kada je r, s € {1,00}. U ostalim
slucajevima, sem kada je r = s = 2, nema poznatih rezultata. Matricne transformacije
iz (ls,l5) date su Kronovom teoremom (Crone) [23].

Vratimo se na Teoremu 1.33. Posmatrajmo preslikavanje iz klase (¢1,¢,) za 1 <1 <

oc. Jasnodasu X =/, i Z=/(% (s=r/(r—1)) AK prostori pa vazi:
A€ (£y,0,) ako i samo ako AT € (£, ().
Stavljajuéi X = ¢1 1 Z = ¢ i primenjujuc¢i Teoremu 1.33, dobijamo
A€ (fy,01) ako i samo ako AT € (cy, loo).
Sada, primenom rezultata iz Teoreme 1.37 dobijamo sledece rezultate:

Teorema 1.43. Neka je A = (anp)y—o @ 1 <7 < oo. Tada:

a) A€ (4y,0,) ako i samo ako vaZi
1.12 su ani|” < 00.
(1.12) kpnzgl k|

b) A€ (ly,4,) ako i samo ako vazi
1.13 su k| < 00.
(113 >l

Nastavljajuci dalje sa primenom Teoreme 1.33, imamo:
A€ (co,t,) (1 <7 < o0) akoisamo ako AT € (¢,,01) za s =1/(r —1);

A € (co, £1) ako i samo ako AT € ({4, ¢1),

pa na osnovu rezultata iz Teoreme 1.42, dobijamo sledece karakterizacije matri¢nih

transformacija:

Teorema 1.44. Neka je A = (ank)5—o- Tada:
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a) Ae (b, 0), 1 <r < oo ako i samo ako vaZi

S

(1.14) sup Z Zank <oozas=r/(r—1).
KCINy k=0 |neK

Kkonacan

b) A€ (loo,ly) ako i samo ako vazi

(1.15) sup Z Zank < 00.
KcINg k=0 |neK

Kkonacan

Na kraju, koristeéi jos jednom Teoremu 1.33 imamo: (co, ) = (27, 6,) = (los, £,).
Kako vazi ¢y C ¢ C lo to je (co,lr) = (co,4r) = (loo, ¢y), pa mozemo definisati i klasu

matricnih transformacija ({o, £,) (1 <7 < 00).

Teorema 1.45. Neka je A = (ank);—o- Tada je A € (b, ly) (1 <1 < 00) ako i

samo ako vazi uslov (1.11).

Ovim smo izlozili metode za odredjivanje potrebnih i dovoljnih uslova za preslika-
vanja izmedju nekih klasi¢nih prostora nizova A € (X,Y). Zbog bolje preglednosti, a

koristec¢i uvedene oznake, dajemo tabli¢ni pregled dobijenih rezultata:

Y X y l, (1 <r<oo) loo Co c

0 1.43 b) 1.44 a) 144b) | 142 | 1.42
s (1<s<oo) | 143 a) nepoznato 1.45 1.42 1.42
(o 1.37 d) 1.37 ) 1.37a) | 1.37¢)|1.37h)
Co 1.38 g) 1.38 ¢) 1.40(Schur) | 1.38 ¢) | 1.38 a)
c 1.38 b) 1.38 f) 141 | 1.38d)|1.38b)







GLAVA 2

Matricne transformacije na matricnim domenima

U ovoj glavi izucava¢emo matri¢ne transformacije izmedju prostora nizova, ali ovog
puta ne klasi¢nih. O njima je bilo rec¢i u prethodnoj glavi. Ovde ¢emo najpre posma-
trati prostore af(A) i a’.(A) definisane u [2] i transformacije na njima a zatim prirodno
definisati novi prostor nizova a’, (/) i nastaviti sa njegovim izucavanjem. Postoji nov-
ina u odnosu na pristup autora kod prva dva prostora. Naime, mi nalazimo nacin da
zadate prostor posmatramo kao matricne domene neke trougaone matrice koju sami
definisemo i dalje istrazivanje vr§simo u tom pravcu.

Sa primenom osobina matri¢nih domena trougaonih matrica nastavljamo i u dru-
gom delu rada, gde inspirisani rezultatima u [27] i [25], definiSemo nove prostore
nizova. Kod ovih prostora takodje postoji nac¢in da se predstave kao matricni domeni
neke trougaone matrice koju pronalazimo tokom rada. Dalje izucavanje matri¢nih
transformacija na tako odredjenim prostorima zasniva se na osobinama matri¢nih dom-
ena. Korisni rezultati o matricnim domenima bitni za pracenje i razumevanje naseg

istrazivanja dati su u uvodnom delu ove glave.

2.1. Osobine matriénih domena trougaonih matrica

Kao sto smo ve¢ videli u prethodnoj glavi, ako je A proizvoljna beskona¢na matrica

i X podskup skupa w, skup definisan sa
Xya={rew]|Ar € X}

nazivamo matricni domen A u X. U ovoj glavi ¢emo izucavati matricne domene kod
kojih je matrica A specijalnog oblika, kao i prostore nizova koji predstavljaju matri¢ni

domen takvih matrica u razli¢itim klasi¢nim prostorima nizova.

23
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Poznato je da za proizvoljnu matricu kazemo da je donja(gornja) trougaona ma-
trica matrica ukoliko su joj svi elementi iznad(ispod) glavne dijagonale jednaki nuli.
Medjutim, nama ¢e biti od interesa one matrice T' = (tnkz);szo kod kojih je t,x = 0 za
k>nit,, #0(n=0,1,...), odnosno donja trougaona matrica sa nenula elementima
na glavnoj dijagonali. Za takve matrice nadalje ¢emo re¢i da su trougaone matrice

(engl. triangle).

Tvrdjenje 2.1. ([46, 1.4.8]) Svaka trougaona matrica T ima jedinstveni inverz
S = (suk)pp=o koji je takodje trougaona matrica i vazi x = T(Sx) = S(Tx) za svako

T e w.

Nadalje, oznac¢avacemo sa T" trougaonu matricu i sa S njen inverz. Naves¢emo neke

ve¢ poznate rezultate koji su bitni za nase istrazivanje.

Teorema 2.2. ([17, Theorem 2.2], [46, Theorem 4.2.12]) Neka je X BK prostor.
Tada je i prostor Xp BK prostor sa normom definisanom sa ||z||r = ||Tz|| . Dalje,

ako je X zatvoren podprostor prostora Y, onda je i Xt zatvoren podprostor prostora

Yr.

Teorema 2.3. ([17, Theorem 2.3]) Ako je b = (b™)>°, baza normiranog prostora
nizova X, tada je ™ = (Sb™)>2 baza za Xr.

n=0

DokAz. Neka je y proizvoljan element iz Xp. To znaci da je Ty = x € X. Kako
je b = (b™)2, baza u X, to postoji jednoznaéno odredjen niz skalara A = (\,),
sa osobinom z = Y 2 (A,b( odnosno, ukoliko stavimo da je x<F> = ZI:L:O A

imamo limy,_,,,2<%> = 7. Neka je sada c¢™ = Sb™. Jasno da je Tc™ = T(SbW) =

b za svako n. Dalje, neka je ZZ:O Apc™ = y<F>_ Imamo slede¢e: Ty<F> =
T(ZZ:O Anc™) = Zﬁ:o AT ™ = Zﬁ:o A = 2<F> Ostaje jos da pokazemo
da je limy_..y<¥> = y. Poslednje proizilazi iz limy_|z<%* — z| = 0 i sledeceg

Hy<k> — y“T — HT(y<k> _ y)H — HTy<k> _ TZ/H — H$<k> _ x” O
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Napomena 2.4. ([17, Remark 2.4]) Na osnovu napred izloZenog, ako je X normirani

prostor nizova, matricni domen Xt ima bazu ako i samo ako prostor X tma bazu.

Prethodni rezultati govore o egzistenciji baze prostora koji je zapravo matricni
domen neke trougaone matrice i o opstem obliku elemenata baze ukoliko ona postoji.
Sledeca teorema dace nam precizniju reprezentaciju elemenata iz nekih karakteristi¢nih

prostora nizova.

Teorema 2.5. ([17, Corollary 2.5]) Neka je X BK prostor sa osobinom AK i niz
™ (n=-1,0,1,...) definisan sa

k

c,(c_l) :Zskj (k=0,1,...),

J=0

1 za svakon =0,1,...,

0 0<k<n-1)
) _
) —

Skn (k> n).

Tada:

a) Svaki niz y = (y,)22, € Y = Xr ima jedinstvenu reprezentaciju
n=0
b) Svaki niz z = (2,)5> € Z = X & e ima jedinstvenu reprezentaciju
z:§~e+ZTn(2—£-e)~c(”)
n=0

gde je & jedinstveni kompleksan broj takav da je z =y +&-e zay € Xrp.

c) Svaki niz w = (wy,)5%y € W = (X @ e)r ima jedinstvenu reprezentaciju

n=0

gde je & jedinstveni kompleksan broj takav da je Tx —n-e € X.
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DOKAZ. Primetimo najpre da je ¢™ = Se(™ (n =0,1,...)ic™" = Se; Na osnovu
ovog rezultata i Teoreme 2.3, jasno da su (c™)2, i (™), baze redom za prostore
YiW.

a) Neka je (yn)r2, € Y = Xp. Tada je z = Ty € X. Koristedi dokaz Teoreme 2.3 i
stavljajuéi A, = T,y dobijamo trazenu reprezentaciju.

b) Neka je (2,)22, € Z =Y @ e. To znaci da postoje jedinstveni y € Y i £ € C
takvi da je z = y + £ - e. Na osnovu ve¢ dokazanog dela pod a), imamo da je z =
Eret Yo Ty W =¢ e+ 3 Ti(z—E-e)- e,

c) Neka je w € W = (X @ e)r. Tada, v = Tw € X @ e, pa postoje jedinstveno
odredjeni x € X in €C, takvi da je v = z+n-e. Stavljajuéi y = w—n-c=Y, dobijamo
Ty=T(w—n-c""V)=Tw—n-e=v—n-e=2z € X pajejasno da je y € Xr i vazi deo
a). Na osnovu prethodnog, T,y = T,w —n, paje w = n-c=Y+ 3% (T,w—n)c™. O

Kao sto smo ve¢ videli u prethodnoj glavi, f—duali imaju veoma vaznu ulogu kod
karakterizacije matricnih transformacija izmedju klasiénih prostora nizova. Kako ¢emo
u ovoj glavi izu¢avati matriéne transformacije tipa (Xr,Y'), to ¢ée nam f—duali prostora
X biti od velike vaznosti. Za njihovo nalazenje potreban nam je rezultat definisan

slede¢om lemom. Dokaz ove leme moze se naéi u (|29, Lemma 3.1]).

Lema 2.6. ([29, Lemma 3.1]) Neka je X FK prostor sa osobinom AK i R = S*

transponovana matrica matrice S. Tada vaZi (Xr)° C (XP)g.

Teorema 2.7. ([17, Theorem 2.6], [29, Theorem 3.2]) Neka je X BK prostor sa
AK osobinom i R = S* transponovana matrica matrice S. Tada, a € (Xr)? ako i
samo ako a € (XP)g i W@ € (X, co) pri éemu je trougaona matrica W@ definisana

na sledeci nacin
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Dalje, ako je a € (X7)?, tada imamo
(2.1) Zakzk = Z Rya)(Tyz) za svako z € Xr.
k=0
DoKAZ. Pretpostavimo najpre da je a € (X7)”. Na osnovu prethodne leme, jasno

da je Ra € X” pa je matrica W@ dobro definisana jer wfﬁ,)c konvergira za svako m i

svako k. Dalje imamo sledece

m—1 m m
(2.2) Z apzi = Z Rya)(Tyz) — Zw( (Tyz) za svako m i svako z € Xp.

Neka je dato » € X. Tada imamo z = Sz € X7, a € (X7)? ia € (XP)g. Na
osnovu svega navedenog je W@z € c. Posto je € X proizvoljno zadato, to imamo
W@ e (X,c) C (X,{s). Kako Rpa = > ok a;8jk Postoji za svako k, zakljucujemo da
je

(2.3) lim ' ]1 = lim Z a;sjr = 0.

m—00
] =m

Na osnovu uslova (2.3) i W@ € (X, 4,.), proizilazi W@ € (X, c,)([46, 8.3.6, p. 123]).
Jasno je sada da iz a € (X7)% sledi a € (XP)g i W@ € (X,cy). Zadnji deo teoreme
sledi na osnovu uslova (2.2) i (2.3).

Obrnuto, pretpostavimo da je ispunjeno a € (X?)gi W@ € (X, ¢y). Tada, v =Tz € X

i az € cs za svako 2z € Z na osnovu (2.2), §to zapravo jeste uslov a € (Xr)P, O

Napomena 2.8. ([29, Remark 3.3]) a) Prethodna teorema vazi i za X = ly
b) U slucaju da je X = ¢, odnosno kod nalaZenja S—duala prostora cr, imamo da je

a € (cr)? ako i samo ako je a € ({1)r i W@ € (c,c); Takodje, ako je a € (cr)?, tada

vazi
(2.4) Zakzk = Z(Rka)(Tkz) —na za svako z € cr
k=0 k=0

gde je n = hm Tz i = lim Zw

m—00
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Doxkaz. Neka je X =l ili X = ¢. Jasno da je X D ¢, pa je X7 D (¢)r. Prostor
¢o je BK prostor sa osobinom AK pa priimenjujuéi rezultat Leme 2.6, dobijamo da iz
a € (X7)? C ((co)r)? sledi a € (¢f)r = (L1)r = (XP)g, pa na osnovu (2.2)dobijamo
W@ e (X, c). Obrnuto, ako pretpostavimo da je a € (X?)g i W@ € (X, ¢), tada, na
osnovu (2.2) imamo da je a € (Xr)”.

a) Neka je X = (. Na osnovu Surove teoreme (Teorema 1.40) i W@ € (X, ¢) sledi
da je

(2.5) Z |w7(s,1| je ravnomerno konvergentan po m.
k=0

Poslednji uslov, zajedno sa uslovom (2.3), a na osnovu Posledice 1.41 daje konacno
W e (U, co).

b) Ostaje jos da dokazemo da iz a € (c7)” sledi (2.4). Neka je a € (cp)? i 2z € cr.
Jasno da je x = Tz € ¢ i postoji 7 = limy_, 2% zato, uzmimo 2@ € ¢, tako da vazi
r =20 4 ne i stavimo 2 = Sz Sledi da je 29 € (co)r iz = Sz = S(x® 4 ne) =

20 4 pSe. Sa ovako uvedenim oznakama, uslov (2.2) je:

S

=

[
(]

(Rpa)(Tyz) — Z w,, A nSe)

il
o
i
o

(Ria)(Tyz) — W(T2O) — i (@e

NE

il
=)

Kako je Ra € (1, mozemo zakljuciti da je red >~ (Rya)(T)z) konvergentan. Dalje,
posto iz a € (cr)® C ((co)r)? sledi W@ € (o, ¢o), jasno da je limy, oo Wi (T2?) = 0.
Na kraju, iz W@ € (¢, ¢) proizilazi da postoji o = lim,,, . Wi%e (Teorema 1.38 b),
(1.9)), pa vazi (2.4). O

Napomena 2.9. Izucavajuci B—duale prostora nizova X, velicina koju smo uveli u
Sekcigi 1.2. a od vaznosti je za naSe istrazivange je ||al|%. Ovde éemo posmatrati ovu
velicinu kada je prostor nizova koji se izucava matricni domen trougaone matrice u

prostoru o, loo, {p(1 < p < 00) ic.
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a) Nekajel <p<oo,g=o0czap=1iq=p/(p—1) zal <p < co. Ukoliko stavimo

da je X =1, (1 <p < o0), tada imamo

(2.6) lall’, = |Rall, za svako a € (X7)".
Ako je X = ¢q ili X = U, onda vazi

(2.7) lall, = [|Ralli za svako a € (X7)°.
b) U slucaju da je X = ¢, vazi sledece

(2.8) lallz, = | Ralls + || za svako a € (cr)’ gde je o = lim Zwig,)g

k=0
DoOKAZ. Pre nego sto damo dokaz, napomenimo da ¢emo nadalje pisati Z = Xr.
a) Neka je a € Z%. Na osnovu Teoreme 2.7 za slucaj kad je X = £, (1 < p < oo) ili
X = ¢, i na osnovu Napomene 2.8 a) kada je X = (., zakljucujemo da vazi (2.1).
Sada, (2.6) i (2.7) slede na osnovu Teoreme 2.2, definicije norme || - ||* i ¢injenice da je
-l =1 llg 22 X =6, (1 <p<oo), ifl-[[5x =1z X=cili X = lu.
b) Posmatrajmo sada X = c i neka je a € Z”. Na osnovu Napomene 2.8 b) imamo

da je Ra € {1 ivazi (2.4). Neka je dato z € Z i n = limy_, Tx2. Posto je

In| =

lim Tkz’ < sup [Tez| = |22,
k—o0 k

imamo

[o@)
E A2
k=0

< Z |Ria| |Tz| + [nal < Z |Ria| |Tiz| + || za svako z € By,
k=0 k=0

gde je By = {z | ||z|| < 1}. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da je

(2.9) lallz < | Rally + [e.

Dokazimo sada obrnutu nejednakost. Neka je dato ¢ > 0. Tada postoji n € IN tako

da je
f:mkay > |Rall, — = i }m: (Rra)sgn(a)| < <.
2 2
k=0 k=n+1
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Definisimo niz = ()72, na sledeéi nacin

sgn(Rra) (0<k<mn)
T = )

sgn(a) (k>mn)

i stavimo z = Sx. Jasno da je x € ¢, odnosno z € cp, n = limy_., Tpz = limy_ xx

=sgn(a) i ||z]|x, = ||7]|le < 1. 1z (2.4) sledi

D arzm] = > |Real + ) (Rea)sgn(a) + |al
k=0 k=0 k=n+1
> " |Real + o] = | Y (Rra)sgn(a)| > ||Rally — <.
k=0 k=n+1

Posto je € > 0 proizvoljno, to vazi ||a||}, > ||Ral|;. Konacno, iz poslednje nejednakosti

i (2.9) proizilazi (2.8). O

Karakterizacija matri¢nih transformacija iz klase (Xr,Y), pri ¢emu su X i Y neki

od klasi¢nih prostora nizova, dobija se pomocu rezultata koji slede.

Teorema 2.10. ([17, Theorem 2.13], [29, Theorem 3.4]) Neka je X BK prostor
sa osobinom AK, Y proizvoljan podskup w i R = S*. Tada, A € (X7,Y) ako i
samo ako A € (X,Y) i WA € (X, ¢y) za svakon = 0,1,..., gde je A matrica sa
vrstama A, = RA, za (n=0,1,...), A, suvrste matrice A i trougaona matrica WA

(n=0,1,...) definisana je sa

(An) = Jj=m

QUmk

Dalje, ako je A € (Xr,Y) tada vazi

A

(2.10) Az = A(Tz) za svako z € Z = Xr.

DOKAZ. Pretpostavimo najpre da je A € (Z,Y). Odavde sledi da je A, € Z° za

svako n, pa je na osnovu Teoreme 2.7, Ae XPiwn ¢ (X, co). Ostaje da pokazemo
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jos daje A € (X,Y). Neka je x proizvoljno uzeto iz X. Jasno da je z = Sx € Z. Posto

je A, € ZP, to je na osnovu zadnjeg dela Teoreme 2.7,
Az = A,(Tz) = A,z za svako n;

Dalje, iz Az € Y za svako z, sledi Az = Az € Y, pa je konatno A € (X,Y). Na osnovu
prethodnog razmatranja, jasno da A € (Z,Y) povlaci (2.10).

Dokazimo sada obrnuto. Pretpostavimo da je A € (X,Y) i W) € (X, ¢y) za svako
n. Imamo da je A, € XP za svako n, a ovo uz uslov W) ¢ (X, ), daje na osnovu
Teoreme 2.7, A, € ZP. Za proizvoljno z € Z je v = Tz € X i na osnovu zadnjeg dela
prethodne teoreme je A,z = Apz; iz Az € Y za svako z € X sledi Az = Az € Y. Na
kraju, zaklju¢ujemo da je A € (Z,Y). O

Napomena 2.11. ([29, Remark 3.5]) a) Prethodna teorema vazi i u slucaju da je
X =lw.

b) Neka je Y linearni podprostor prostora w. Imamo da je A € (¢r,Y') ako i samo ako

vazi
(2.11) A€ (c,Y), W) € (¢, ¢) za svako n
i
(2.12) Ae — ()%, € Y pri cemu je o, = lim wafk”) zan=0,1,...;
Takodje, ukoliko je A € (¢r,Y), tada je

. 2= A(Tz) — a,)", za svako z € cp gde je n = lim Tyz.
2.13 Az = A(T n o k de je n kl T,

DokAz. a) Dokaz ovog dela je jasna posledica Napomene 2.8 a) i dokaza Teoreme
2.10.

b) Pretpostavimo najpre da je A € (¢7,Y). Odavde sledi da je A € ((co)7,Y), a
dalje, na osnovu Teoreme 2.10 i da vazi A € (co,Y). Takodje, uslov A4, € (cr)? za
svako n, povlagi da je W) € (¢, ¢) za svako n na osnovu Napomene 2.8 b). Dalje, iz

(2.4) dobijamo (2.12). Ukoliko je A € (¢r,Y), tada je (2.13) direktna posledica (2.4).
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Da bismo dokazali obrnuto, pretpostavimo da vaze uslovi (2.11) i (2.12). U tom slu¢aju,
iz A, = RA, € cg = (1 i uslova W) € (¢, ¢) moze se zakljuciti, na osnovu Napomene
2.8 b), da vazi A, € (cr)?. Neka je dato z € cp. Jasno da je # = Tz € ¢, pa stavimo

0 = 2 — ne pri ¢emu je n = limy_.o0 2. Odavde zakljué¢ujemo da je () € ¢,

da je !
pa iz (2.4) sledi

A

Az = A(T2) — (), = Az@ + ¢ <Ae — (an)? ) €y,

n=0 n=0
posto je A € (o, Y), Ae — (a,)2%, € Y i Y linearan prostor. O
Matrica A definisana u Teoremi 2.10 koristi se kod izu¢avanja matriénih transfor-

macija a slede¢a teorema daje jos jedan rezultat koji govori o vaznosti matrice A

karakterizaciji matri¢nih transformacija kod matriénih domena.

Teorema 2.12. ([29, Theorem 3.6]) Neka su X i Y BK prostori, i neka je prostor
X sa osobinom AK. Ako je A € (Xp,Y) tada vaZi

(2.14) [Lall = [[L4l
pri cemu je A matrica definisana v Teoremi 2.10.

Doxkaz. Neka je A € (Xr,Y). Kako je X BK prostor, to je prostor Z = Xp, na
osnovu Teoreme 2.2, sa normom || - ||z = ||7(:)||x. Odavde imamo da je x € Bx(0,1)
ako 1 samo ako je z = Sz € Bz(0,1), pri ¢emu je Bx(0,1) = {z € X | ||z]| < 1} .
Na osnovu Teoreme 1.20, moze se zakljuciti da je Ly € B(Z,Y), a dalje, na osnovu

Teoreme 2.10 vazii L ; € B(X,Y’). Na osnovu (2.10) imamo

[L4ll = sup [[Li(x)] = sup |Az]]
2€Bx (0,1) 2€Bx (0,1)
= sup Az = sup [[La(z)]| = [[Lall,
2€B7(0,1) 2€B7(0,1)
a ovo dalje daje (2.14). O

U naSem radu, izu¢ava¢emo matri¢ne transformacije iz klase (X,Y’) pri cemu pros-

tor X zapravo predstavlja matricni domen neke trougaone matrice, ali ¢emo za kraj
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navesti i jedan koristan rezultat koji daje resenje za karakterizaciju matri¢nih trans-

formacija kada je prostor Y matri¢ni domen trougaone matrice.

Teorema 2.13. ([39, Theorem 3.8]) Neka su X iY proizvoljni podskupoviw. Tada,
A e (X,Yr) ako i samo ako B=TA € (X,Y). Vazi jos, ako su X i Y BK prostori i
A € (X, Yr), tada je ||Lall = || L]l

DokAz. Neka je A € (X,Yr). To znaéi da je A, € XP za svako n i Ax € Yr
za svako r € X, odnosno A,r = Zzozoankxk konvergira za svako x € X i svako n
i Br € Y za svako x € X. Dalje, Byx = > 0 obuk®i = D oo oh(Dig tnitti) =
S o tni (O gankay) konvergira za svako x € X i svako n, pa je B, € X za svako n,
odnosno B € (X,Y). Da bi dokazali drugi deo teoreme, polazeéi od toga da je Y BK

prostor, zakljucujemo da je takav i Yr i za svako y € Y vazi

(2.15) [yllve = ITylly-

Operator A je neprekidan na osnovu Teoreme 1.20 i vazi

(2.16) [Lall = sup{[[Lazllv; | lz]| = 1} = sup{[|[Az[ly | l|lz] = 1} < o0.
Operator B je takodje neprekidan i vazi

(2.17) ILs|l = sup{||Lpxlly; | =]l = 1} = sup{[| Bz[ly; | lz] = 1} < oo.

Kako je A, € XP, to je x € wa. Dalje, posto je T trougaona matrica, to je T, € ¢
(n=0,1,...), pa je Br = (T'A)x = T(Ax). Sada, na osnovu (2.15), (2.16) i (2.17)

sledi tvrdjenje teoreme. 0

2.2. Matri¢ne transformacije na prostorima aj(A), aL(A) i al (D)

Kao sto smo ve¢ napred pomenuli, razni prostori nizova poticu iz razlic¢itih kon-
cepata sumabilnosti. Takodje, pojedini prostori nizova mogu se posmatrati kao ma-
tricni domeni nekih odredjenih matrica. Nekim od ovakvih prostora baviéemo se u

ovoj sekciji.
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Posmatrajmo slede¢e prostore nizova za 0 < r < 1:

n—oo M,
k=0

(2.18) af (D) = {x €w]| lim Jlr . S+ ) — ) = 0} ;

¢ n—oom + 1

1 n
(2.19)  al(D) = {x €w| lim Z(l + 7Y (zp — 24_1) = n za neko 7 EC} ;
k=0

<oo}.

Prostori nizova iz (2.18) i (2.19) uvedeni su u [2]. Autori su izucavali topoloske

n

%_H Z(l + T'k)(LEk — LEk,l)

(2.20) al (A) = {:L‘ € w | sup
" k=0

osobine pomenutih prostora i dali karakterizaciju nekih matri¢nih transformacija na
njima, pri tome ne uocivsi specificnost ovi prostora u smislu matricnih domena. Naime,
pomenuti prostori nizova mogu se tretirati kao matricni domeni trougaone matrice, sto
¢emo nadalje videti, pa je moguce izvrsiti karakterizaciju matriénih transformacija na
njima na drugaciji na¢in nego §to je to uc¢injeno u [2]. Takodje, ovi prostori asociraju
svojom definicijom na neku vrstu sumabilnosti i na neku modifikaciju prostora cq i ¢
respektivno. Ovo upravo i daje ideju da se u [11] definiSe prostor (2.20), kao prirodni
nastavak istrazivanja u [2], a koji je na neki nac¢in u vezi sa prostorom /., i ogranicenim
nizovima. Ovu sekciju posveti¢emo upravo definisanim prostorima i njihovo izu¢avanje
bi¢e bazirano na primeni teorije matri¢cnih domena.

Neka je 0 < r < 11 definisimo trougaonu matricu T' = (t,x);%—o na sledeci nacin:

(
1
n—i—l(rk_rkﬂ) (0<k<n)
Tk = ’I“n—i—ll (k:n) (n:O,l, )
n
0 (k>mn)

Jednostavnim racunom se moze pokazati (uzimajuéi da je x_; = 0) da za svako n vazi

—_

3

1 < 1
n+1§(1+r’“) (xk—xk_1)=n+1

r*+1

(rk —rk+1) T + 1

0

T

i
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Na ovaj nacin dobijamo jos jedan, ekvivalentan, oblik prostora nizova definisanih na
pocetku sekcije, a koji ¢emo koristiti u daljem izucavanju pomenutih prostora.
Jasno da su prostori af(A), a’.(A) i a’ (A) matricni domeni ovako definisane ma-

trice T redom u cg, ¢ i lo, odnosno, aj(A) = (co)r, aL(D) = (¢)r, al (D) = (beo)T-

Mozemo definisati sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 2.14. Prostori al(A), al(A) ial (A) su BK prostori sa normom || - ||

definisanom na sledeci nacin

|z]| = |T%||c = sup |T,,|
1 n—1
_ k k1 n+1 .
_Slip (n—l—l ;0(7“ —r" g+ (1+7r )xn> :

ap (D) i al(A) su zatvoreni podprostori prostora al (D).

DokAz. Dokaz je direktna posledica Teoreme 2.2 i oblika posmatranih prostora

nizova. O

Na osnovu Teoreme 2.1, jasno da matrica 7" ima jedinstveni inverz S. Kako ¢e nam
matrica S biti potrebna za neke dalje rezultate, odredi¢emo najpre oblik elemenata s,
matrice S = (Sux)5p—o-

Kako je y, = T,x dobijamo sledece

(n + 1)yn — NYn—1 =

nZ(T’k k+1)ibk+(7“ +1 (nz k+1 ZB +( n— 1_‘_1)$n_1> _

(r" =M apoy + (" + Dy — (" 4 Dy = (7" + 1) (2 — ).

Odavde je

(k+ Dye — kyr—

1 za svako k,

T — Tp—1 =
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pa je zato, (uzimajudi da je z_; = 0)

- =~ (k+ L)y "~ kg1
To= Y (k) =) S S )
=0 =0 k=1

n—1

4Dy (g 3 (k+ 1y

k n k+1
— rt 41 r*+1 —r +1
n—1

1 1 n+ 1)y,
)H( )y

za svako n.

17k 14kt rv 41

Il
—
™
+
=
VR

Posto je z,, = ZZO:()Snkyk; = ZZ:O Snklk, zakljuc¢ujemo da je element s,; matrice S

definisan na sledeéi nacin

( 1 1
(k+1)<l+rk_l—|—rk+1) (0<k<n)
(2.21) s = 1”;“ (k = n) (n=0,1,...).
Tn
0 (k> n)

\

Sada, znajudi kako izgleda inverzna matrica S, mozemo preéi na nalazenje Sauderove
baze, ukoliko je posmatrani prostor ima.

Na osnovu Napomene 2.4, zakljucujemo da prostori aj(A) i a’(A) imaju Sauderovu
bazu, dok je prostor al (A) nema. Kako je prostor ¢y BK prostor sa osobinom AK
avaziic = cy® e, to mozemo primeniti Teoremu 2.5 za nalazenje Sauderove baze za
prostore aj(A) i al(A). Na osnovu iste teoreme, jasno da su (c™) i (¢!™)> | baze

redom za prostore aj(A) i al(A), pri cemu je

k
c,i_l):ZSkj (k=0,1,...),
j=0
izasvakon =0,1,...,

0 0<k<n-1)
)
=
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U nasem slucaju, za matricu S koju smo prethodno odredili, dobijamo sledece

k
cy | 11 k+1
¢ _ZS'”_. <‘7+1)<1+rj 1+ri+1) 147k
7=0 7=0
(i g+l +’“‘1 Lkl
B 1+7r7  14ritl 1+7r7 147k
7=0 7=0
ok k+1+’“*1 1
1+rk 140k j:01+7’3
k
1
=> za k=01,
— 1 477
7=0
i za svako n =0, 1, je
.
0 (0<k<n)
k - 14+ rn
Skn (k>n) . 1 1 L
— > .
(" T (k>n)

Na osnovu svega razmatranog, kao direktnu posledicu dajemo sledeci rezultat

Tvrdjenje 2.15. Neka je niz ™ (n = —1,0,1,...) definisan sa

]:01+7’J
1 za svakon =0,1,...,
.
0 (0<k<n)
% = 1+rm ( n)
(n+1) (— ! (k > n)
\n 14y 14 pntl -

Tada:

a) Prostor al(A\) ima Sauderovu bazu (c(”))zozo i svaki niz x = (1,)5%, € ap(D) ima
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jedinstvenu reprezentaciju
oo

T = Z(Tnx) eLn

n=0

b) Prostor a’(A) ima Sauderovu bazu (c(”)):o: i svaki niz x = (2,)52, € aL(A) ima

-1

jedinstvenu reprezentaciju
n=0
gde je n jedinstveni kompleksan broj takav da je Tx —n - e € cy.

Pre nego $to predjemo na karakterizaciju matri¢nih transformacija iz klase (X,Y)
gde je X € {aj(A),aL(A),al (A)} aY jedan od klasiénih prostora nizova, odredi¢emo
B— duale prostora aj(A), al(A) ial (A). Primena Teoreme 2.7 dace trazene rezultate
kako za prostor af(A), tako i za prostore al(A) i al (A), na osnovu Napomene 2.8.

Na osnovu Teoreme 2.7 i Napomene 2.8 imamo sledece

a € (ah(A))? ako i samo ako a € (¢))g 1 W € (¢, o);

a € (a%(A))? ako i samo ako a € (P)p i W@ € (¢, ¢);

C

a € (a’ (A))? ako i samo ako a € (€2 )z 1 W@ € (£s, co)

[e.e]

pri cemu je R = S* a matrica W je definisana na sledeé¢i nacin

> a;si (0<k<m)
wﬁs,l = J=m (m=0,1,...)
0 (k> m)

Na osnovu (2.21) dobijamo

> > k+1 k+1  k+1 C
(2.22) Rka=2”j“f':§8j’“aj:m@'f+ (1+r’f— 1+rk+l) 2

j=0 j=k+1
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ar 1 1 >
:(k+1)<1+Tk+(1+rk_1+rk+1) Z aj> za svako k=0,1,....

j=k+1
Posto je XP? = ¢, za X = ¢, ¢, {s, jasno da ¢e u nalazenju 3—duala nasih prostora,
uslov Ra € ¢; biti zajednicki za sva tri slu¢aja, odnosno, pri definisanju f—duala nasih

prostora nizova, jedan od uslova bice

o0 o) ap 1 1 oo
2.23 R = k+1 — < .
02 Sl = 30| 2 (e - ) o<

Na osnovu karakterizacije matri¢nih transformacija izmedju klasi¢nih prostora ni-
zova, kojima smo se bavili u prethodnoj glavi, dobijamo dodatne uslove za (—duale
posmatranih prostora koji se odnose na matricu W@ = (wfﬁ,l)ook .

Zapravo, imamo da je W@ € (¢, ¢y) ako i samo ako su isplﬁij(;ni uslovi (Teorema

1.38 ¢))

(2.24) sup Z |wf§,)€| < 00
™ k=0
i
(2.25) lim wﬁzl)c = 0 za svako k.

Dalje, W@ € (c, c) ako i samo ako su ispunjeni uslovi (Teorema 1.38 b)) (2.24),

(2.26) lim wfﬁ,)C = qy, za svako k
i uslov
(2.27) lim > wl) =a.

k=0

(a) _

Primetimo da iz konvergencije reda Rya = > =k @5 Sjk 22 svako k sledi lim,, o w,,;, =

lim,, 0o D272, @;8% = 0, pa se uslovi (2.25) i (2.26) mogu izostaviti,

Na kraju, W@ € (¢, c) ako i samo ako

(2.28) lim > |wl| = 0.
k=0
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Poslednja transformacija karakterise se pomo¢u Surove teoreme, ali je konkretan oblik
iz (2.28) dobijen na osnovu [45, (21.1)].

Na osnovu Teoreme 2.7 i definicije matrice W(® date u njoj, imamo

00 m 00 m—1]| oo
(229) > lwyil = 2 Z =D | D s+ (2 wsim
k=0 =0 |j=m k=0 [j=m j=
—1 1 o)
(k+1) (1+rk_1+rk+l) Zaj
k=0 j=m
U 1 1 =
1 _ :
—i—(m—i— ) 1—i—rm+(1+rm 1+Tm+1>j:;rlaﬂ )

pa uslovi (2.24)i (2.28) imaju redom sledeée oblike

m 1 o0
(2.30) s&p(Zk‘—i—l (l—H“k 1+rk+1) Zaj
k=0 j=m

am, 1 1 S
1 - )<
+ (m+1) 1+7“m+(1—|—7"m 1+7"m“> Z a]> >
Jj=m+1
i
. ik 1 S
(231)  lm (;(kJrl)(lJrrk 1+r’“+1> ]Z;Laj
A, 1 1 S
+ (m+1) 1+rm+(1—|—rm 1—|—7"m+1) Z a])
Jj=m+1
Dalje, posto vazi i
o0 m—1 1 o0
>ufi=3 ke )3
ko k+1 J
p— po 1+7r 1+7” o
1 1 S
1
o (1+ m (HT’” 1+7“’”“> ;f”)

:Z (k+1) <1+'rk_ 1—1—7”““)2%
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_(m+1)( ! ! - )am

14prm  14pmtl 14 pm

zm:(k:+1) 1 1 > N m+1
= - a/ am )
147k 14 pktl = J 1 4 pmtl

uslov (2.27) postaje

: - 1 1 . m+ 1
(2:32) i (;(k 1) (1 TE 1y rk+1) j:maa‘ + amm) =

Sada, koristeci rezultate Teoreme 2.7 i Napomena 2.8 1 2.9, a na osnovu prethodnog

izvodjenja, mozemo dati rezultate koji se odnose na f—duale prostora definisanih u ovoj

sekciji.

Tvrdjenje 2.16. Vazi sledeée:
a) a € (ay(N))? ako i samo ako vaze uslovi (2.23) i (2.30);
b) a € (aL(A))P ako i samo ako vaze uslovi (2.23), (2.30) i (2.32);
¢)a € (a’y(N))P ako i samo ako vaZe uslovi (2.23) i (2.31).
d) Takodje, imamo:

lall, = [|Ral|1 za svako a € (X7)” za X = cq ili X = o

lall%, = [[Rally + |a| 2a svako a € (ep)? gde je o iz uslova (2.32).

Posmatrajmo klasu (af(A),Y). Kako je aj(A) = (¢o)r, zakljuéujemo da e se trans-
formacije iz ove klase svesti na transformacije iz klase (¢, Y"),jer na osnovu Teoreme
2.10 imamo sledece

A€ (c,Y) i

(2.33) A€ (aj(A),Y) ako i samo ako
W) € (cy,co)  zasvakon =0,1,....

Teorema 2.17. Neka je A = (ank)5p—o- Tada:
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a) A€ (ap(A),ls) ako i samo ako vaze uslovi

> Ak 1 .
(2.34) SI;PZ(’HU (1+rk+(1+rk_1—|—rk+l> Z a’”) 0
k=0 j=k+1
1
(2.35) su i(k‘le) Lo f:a ;
: mp P 1—|—Tk 1—}—7“"”+1 =~ nj
Anm 1 1 -
1 - il <
+(m+ ) 1_'_7,.m+(1+74m 1+7am+1>.za]> 0
Jj=m+1
za svakon =0,1,...;
b) A A), o) ako i samo ako vaze uslovi (2.34), (2.35) i

1 1 &
(2.36) nlggo (k+1) (1 +T’f 1 k1 +7“k:+1) Z anj) = 0 za svako k;

Jj=k+1
c) A N),c) ako i samo ako vazZe uslovi (2.34), (2.35) i
1 1 - .
(2.37) 7}13)10 (k+1 7 + k 1 PR e Z anj | = oy za svako k;
j=k+1
d) A€ (aj(D) (1 <p<o0) ako i samo ako vaze uslovi (2.35) i
> Ank 1
039w SISy (5 (- ) 3 )| <
KCWO n:0 k‘EK _k+1

Kkonacan

DoxkaAz. Dokaz izvodimo direktnom primenom (2.33), stavljajuéi za prostor Y
odgovarajuce prostore nizova.
Kako je A = (R, A, ))mr—o> dobijamo na isti nacin kao u (2.22), stavljaju¢i A, umesto

a, sledece

~ QA 1 1 >
(239) ank:RkAn:(k:—Fl) <1—|—7“k + <1—|—7“k - 1—{—7‘k+1> Z anj>

j=k+1

za svako n,k=0,1,....
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Odavde, jasno da slede uslovi (2.34) u a), (2.34) i (2.36) u b), (2.34) 1 (2.37) u c), i
uslov (2.38) u d) na osnovu karakterizacija A € (cg,lo), A € (co,¢0), A € (co,c) i
A € (cg,£,) dobijenih pomocéu Teorema 1.37 ¢), 1.38 b), ¢) i Teoreme 1.42.

Takodje, imamo da je uslov (2.35) ekvivalentan uslovu W) € (¢, cy) za svako n
(bez obzira na to koji prostor Y posmatramo), i dobija se na isti nac¢in kao u dokazu

Tvrdjenja 2.16 a), zamenjujudi u (2.30) a sa A,. O

Slicno, za karakterizaciju transformacija iz (aL(A),Y) i (al (A),Y), gde je Y

proizvoljan prostor nizova, posto vazi al(A) = (¢)r i al (D) = ({x)r, bi¢e nam
potrebne matri¢ne transformacije redom iz (¢,Y) i ({,Y) , odnosno

(2.40)

7

~

Ae (C(), Y)

A€ (a%(A),Y) ako i samo ako { W) € (¢, c) za svakon =0,1,...

c

Ae— (B)2, €Y gdeje 8, = lim Z W,

\

A€ (ly,Y) i
(2.41) A€ (a,(A),Y) ako i samo ako
W) € (b, c0) zasvakon=0,1,....

Teorema 2.18. Neka je A = (ank)5—o- Tada:

a) A€ (al(A),lx) ako i samo ako vaZe uslovi (2.34), (2.35),

, - 1 1 - m+1
(242)  lim (kz;(kJr b <1+rk N 1+rk+1>;a“’j +a"m1+rm+1) = b

postoji za svako n

(2.43) sup > (k+1) <1+rk+(1+rk_1+rk+1) > an])—ﬂn < o0
k=0 J=k+1

za (3, definisano u (2.42);
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b) A€ (al(A),cy) ako i samo ako vaze uslovi (2.34), (2.36), (2.35), (2.42) i

. - Qnk 1 1 -
(2.44) nh_}ngo (Z(kﬁ—l—l) <1+Tk+<1+’l"k_ 1+rk+1> Z anj> —571) =0

k=0 j=k+1

za (3, definisano u (2.42);

c) A€ (aL(A),c) ako i samo ako vaze uslovi (2.34), (2.37), (2.35), (2.42) i

' > e 1 1 -
(2.45) nh_)nolo (Z(k+1) <1+rk+ <1+r’“ — 1+rk+1) Z anj) —ﬁn> =

k=0 j=k+1

za (3, definisano u (2.42);
d) Ae (al(D),l,) (1 <p<oo)akoisamo ako vaZe uslovi (2.38), (2.35), (2.42)

0

(2.46) i

n=0

p

< 00

> Ap ke 1 1 >
Z(k_'_l)(1—|—7’k+<1+rk_1+rk+1> ZaW)_ﬁ"
b—

0 j=k+1

za B, definisano u (2.42).

DoxAz. Za dokaz koristimo (2.40).
Kao u Teoremi 2.17, iz uslova A € (¢, Y') proizilaze uslovi (2.34), (2.36), (2.37) 1 (2.38).
Posto je W) € (c, ¢) za svako n, stavljajuéi A, umesto a u (2.32), a koristeéi rezultate
Teoreme 1.38 b), dobijamo uslove (2.35) i (2.42). Iz istog razloga, kao sto je napred
ve¢ receno, moguce je izostaviti uslov o postojanju lim,, .. wﬁfk") za svako n.

Konacno, kako za svako n vazi Aye = 32020, uslovi (2.43), (2.44), (2.45) i (2.46)
slede iz Ae — (6,)22, € Y i (2.39). O

Teorema 2.19. Neka je A = (ank)—o- Tada:

a) A€ (al (D), ls) ako i samo ako vaze uslovi (2.34) i

_ " 1 1 > m+1
(2'47> nll—rgo (%(kﬁ—i—l) <1+7"k - 1+rk+1> jzmanj + |anm| . 1+rm> =0
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b) A€ (al (A),co) ako i samo ako vaze uslovi (2.47) i

| k+1 1 1 =
2.48 li caps + (k41 - il =0
(2.48) nglgokzz% 14k ang, + (K + )(1+rk 1+rk+1)j§1aj

c) A€ (al (A),c) ako i samo ako vaZe uslovi (2.47), (2.37) 1

> 1 1 1 >
2.49 E+1)|—— -a, _ y
( ) g( + ) 147k ak+<1+rk 1+rk+1)j;’—1aj

konvergira uniformno po n;

45

d) Ae (al (D), L) (1 <p<oo)akoisamo ako vazi uslov (2.47) i za 1l < p < 00

uslov (2.38), ili za p =1 uslov

> A 1 1 >
(2.50) sup g E (k+1) -+ - = e g nj
1+r 1+r 1+r A
KCINo k=0 |neK j=k+1

Kkonacan

DoxkAz. Dokaz izvodimo koristedi (2.41).

< Q.

Na osnovu karakterizacija A € ((x,cp), A € (b, ¢), A € (oo, lso) 1 A € (U, )

dobijenih pomoéu rezultata iz [45, (21.1)], Teoreme 1.40, 1.37 a), 1.45za 1 < p < 00 i

1.44 b) za p = 1, dobijamo uslove (2.48) u a), (2.37) 1 (2.49) u b), (2.34) u c) i (2.38)

za 1 < p < 00, odnosno (2.50) za p =1 u d).

Uslov (2.47) izvodimo pomoc¢u [45, (21.1)], a na osnovu uslova W) € (£, cy) za

svako n.

O

Na kraju dajemo jos jedan rezultat koji se odnosi na matriéne transformacije (X,Y),

pri cemu je prostor Y neki matricni domen, odnosno, da¢emo jednu primenu Teoreme

2.13. Pre toga uvedimo prostor bv? (1 < p < 00)

o
b ={zcw] Z|xk — rg_1|P < o0}
k=0
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i matricu A = (Ayy),_, definisanu sa

1 (k=n)
App =14 —1 (k=n-1)
0 ( u ostalim slucajevima )

Jasno da je b = (€,)a (1 < p < 00). Posmatrajmo sada matricne transformacije
(X,Y) gde je prostor X redom jedan od prostora definisanih u (2.18), (2.19) i (2.20) a

prostor Y je upravo uvedeni prostor bvP (1 < p < o0).

Teorema 2.20. Neka je A = (ank)yy—o 1 < p < oo. Tada:

a) A € (aj(A),bvP) ako i samo ako vaze uslovi

(2.51) sup (Z(k+ 1) (1 T +rk+1) > (anj = ana)
k=0 Jj=m

+ (m+1)

Apm — Ap—1,m 1 1
1 + Tm+1 + (1 + rm 1 + ,rm+1> j:;rl(an] an71,3>

)<=

oo

(2.52) sup Z
KcNg "9

Kkonacan

S+ 1) (—<a”k1_+a:k L)

keK

p

< 00;

1 1 >
() 3 )

j=k+1

b) A € (a.(A),bvP) ako i samo ako vaze uslovi (2.51), (2.52),

‘ m 1 o0
(2:53)  lim, (ZUH 1 (1+frk N 1—|—'rk+1> D (@ = aury)

k= j=m

m+1

+ (anm — an—l,m)m

) = 6~n za svako n
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- = Ank — An—1k
2.54 kE+1)| —————=—
1 1 [e’s) ~ p ~ .
+ Tk 10 Z (Anj — p-1;) | — Bn| < 00 za B, definisano u (2.53);
j=k+1

c) A€ (al (A),bvP) ako i samo ako vaze uslovi (2.52) za 1 <p < oo ili zap =1

(e 9]

Qpk — An—1,k

KCWO ]{IZO ’I'LGK
Kkonacan
1 1 e
' (1 +rk 1 +rk+1> > (anj = anlza‘)) <00
j=k+1

1 uslov

: - 1 >0

(2.56) nll—r}(l)o (Z(k +1) (1 k1 +rk+1> Z (nj = An—1,5)
k=0 —

m+1
+ |anm - an—l,m| . W =0.

DokAz. Na osnovu Teoreme 2.13, imamo da je A € (X, bvP) ako i samo ako je
AA € (X,/,) (1 < p < o0) posto je bu? = ({,)a. Sada dokaz neposredno sledi iz
Teorema 2.17 d), 2.18 d) i 2.19 d) i oblika matrice AA. O

2.3. O novim prostorima nizova razlika m-tog reda

U ovom delu uveséemo neke nove prostore nizova a zatim posmatrati njihove os-
obine. Razlog da definiSemo upravo ovakve prostore nizova jesu rezultati dobijeni u
radovima [25] i [27]. Koriste¢i neke rezultate iz [17], opisa¢emo nove klase matri¢nih
transformacija.

Pre nego sto definisemo prostore nizova koje ¢emo izucavati, da¢emo kratak pregled
rezultata i oznaka koje ¢emo koristiti u daljem radu. Za detaljnije izucavanje videti

[14], [27], [39].
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Neka je nadalje m prirodan broj. Definigimo operatore A £ : o — w na
slede¢i na¢in

<A(1)x> =AWz =14 — rp1(k=0,1,...)
k

k
(E(l):p>k = xWyg, = Za:j(k =0,1,...)
=0
izam>2je
AM = AW 5 A1)
wnm) — 1) o nlm=1)
Slededi rezultati vaze zam > 11k =0,1,... ([39], str.183):

(2.57) (A<m>x)k=i(—1)j<?)mk_j = i (—1)’”<kn_lj)xj;

= j=max{0,k—m}
L mtk 7 —1
(m) — S .
(2.58) (2 x)k = EO ( - )xj,

J]=

(2.59) A o 2m — $(m) o AlM — jq | identicno preslikavanje na w.

Sa A i ¥ oznacavaéemo matrice definisane na sledeéi nacin: A, = (A®(e®), i
Yo = (2(e®)),, za svako n i k, a sa A i () operatore upravo odredjene matricama
A i ¥, redom. Sli¢no, operatori A™ i (™ odredjeni su matricama A™ i ¥, koje
zapravo predstavljaju m—ti stepen matrica A i X. Kako su A i ¥ trougaone matrice i

istovremeno predstavljaju jedna drugoj inverze, mozemo primetiti da su takve i matrice

A™ 1Y

Definicija 2.21. Neka je dat niz z = (2,)520 i A = (anr)p3—o dijagonalna matrica

definisana na slededi na¢in: a,, = z, i @y =0za k #n (n=0,1,...). Tada pisemo

s X =X,={zcw vz X}.
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Oznacimo sa U 1 U™ sledeée skupove:
U={u€wlu, #0zasvakon} i U = {u € wlu, >0 za svako n}.

Za proizvoljno zadato a € U, pisac¢emo 1/a = (1/ay,)%, 1 koriste¢i uvedene oznake,

definisa¢emo nove skupove:

(2.60) s =(1/a)  xcp={r €w] lim (z,/a,) = 0},

(2.61) s©9 = (1/a) " xe={z €w]l lim (z,/0,) = 1 za neko n € C}
i

(2.62) So = (1/a) ¥ by = {z € w | sup |z, /a,| < 0o}

Ovako definisani skupovi, specijalno za a € U™, izucavani su u [25].
Sledeci rezultat je direktna posledica Teorema 2.2 i 2.5, i predstavlja uopstenje za

rezultat [25, Lemma 1.1].

Tvrdjenje 2.22. Neka je o« € U. Tada vazi sledece:

o s i s, su BK prostori sa normom | - || definisanom na sledeéi

]l = sup ('5""') ;
n ||

b) Prostor s je sa AK osobinom. Prostor sy

a) Prostori s

nacin

ima Sauderovu bazu

{a,e® M} isvako x = (,)°2, € s ima reprezentaciju
(2.63) T =na+ Z (2 — Ny €™
n=0

pri cemu je im,, ooy /0ty = 1.
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DoxkAz. Ozna¢imo sa T = (tnk)g"jk:o dijagonalnu matricu sa dijagonalnim elemen-
tima ¢,, = 1/, za svako n. Njena inverzna matrica S = (sux);0—o je takodje di-
jagonalna matrica sa dijagonalnim elementima s,, = «, za svako n. Jasno da ovako
definisane matrice zadovoljavaju uslove za primenu rezultata o trougaonim matricama.

a) Dokaz ovog dela je direktna posledica Teoreme 2.2.

b) Na osnovu Teoreme 2.5, dobijamo sledece:

cé_l) = Z sk = oy, za svako k, pa je zato A = q,
§=0
i za svako n,
0 0<k<n-1) 0 (k #n)
clg") = = , pa sledi da je ™ = a,,e™.
Skn (k> n) oy, (k=n)

Sada, svako y = (y,)5%, € s? ima na osnovu Teoreme 2.5 a) jedinstvenu reprezentaciju

y—ZTny o iz— ne(”)ziyn-e”
n=0 n=0

0 ima AK osobinu.

odnosno, s,

(c)

Slicno, na osnovu Teoreme 2.5 c¢), svaki niz y = (y,)i%, € So ima jedinstvenu

reprezentaciju:

y = nc +Z wy — n)c ("—noHrZ( ) ne™
—7704+Z 7704n )7

pa vazi (2.63). O

Prostori nizova koje ¢emo izucavati u ovoj sekciji predstavljaju prostore nizova m—

tih razlika i za njihovo izucavanje bi¢e nam potrebna teorija matricnih domena.

Am
(2.64) S2UAM ={zcw| A"z e’} ={rcuw| ( axn) €cot;

n
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(2.65) sSOAM) ={rcw|Amz € s} ={rcw| (Aa%) € c};
A"z,
(2.66) So(A™)={r ew | A"z € s5,} ={r €W | ( - ) € loot.

Oznacimo sa D = (dnk);—o dijagonalnu matricu sa elementima d,, = 1/a, za
n = 0,1,... i definisSimo novu matricu 7" = DA™. Na ovaj nac¢in dobijamo da je
sO(A™) = (co)p, sE(A™) = (co ® €)1 1 Sa(A™) = (£s)r. Takodje, ovako definisana

matrica T je trougaona i osnovu (2.57) imamo

1 & m
Tx=— —1)* . kon=0,1,....
x Oén;( )(k)x r za svako n

Zato, koriste¢i Teoremu 2.2 imamo sledeéi rezultat.

Tvrdjenje 2.23. Prostori s%(A™), s&c)(Am) i $a(A™) su BK prostori sa normom

| - || definisanom na sledeéi nacin

S (=D ()2

k=0

]| = sup
n ||

Prirodno je da sada ispitamo da li novodefinisani prostori imaju Sauderovu bazu.

Tvrdjenje 2.24. Definisimo niz ¢™ zan = —1,0,1,... na sledeéi nacin:
k .
-1 m —+ k — ] — 1
(2.67) cgg ):Za]( ko zak=0,1,...,
7=0

1 neka je zan=0,1,...,

0 (0<k<n)
(2.68) A" = .

(") k=)

a) Prostor s%(A™) ima Sauderovu bazu (c(”)):):o definisanu u (2.68) i svaki niz x =
(2,)52 € s2(A™) ima jedinstvenu reprezentaciju

x = Z A™z - ™ pri demu je AT = Z(—l)k (TIZ) Tyt 20 Svako n.
n=0 k=0
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b) Prostor s (Am) ima Sauderovu bazu (c(")) | definisanu u (2.67) i (2.68) i svaki
niz x = (1), € s (A™) ima jedinstvenu reprezentaciju

1
z=n-c 1)—1—2 mr — apn)ce gdejen:lim—A;”x.

n—o0 (y,

¢) Prostor s,(A™) nema Sauderovu bazu.

Dokaz. Primetimo najpre da je inverzna matrica S = (sux)50— gore uvedene

matrice T, definisana sa S = X™D~1. Stoga, na osnovu (2.58) imamo sledece:

a m+n—k—1 O < k: < n
S (5T O<k<n) (n=0,1,...).

0 (k> mn)
Dalje, za svako x € w i svako n vazi T,x = (1/a,)A"x a za k = 0,1,... imamo

-1 k o Do R
c,i ) = > =0 Skj- DefinisSimo sada novi niz &™) za svako n na sledeéi nacin:

0 0<k<n-—1)

Skn = Qp (m+:::71) (k‘i > n)

Jasno da je odavde é™ = a,,¢™ zan=0,1,....
a) Na osnovu Teoreme 2.5 a), imamo da je ()22, Sauderova baza za s%(A™) pa

odatle, svaki niz z = (z,,)°%, € s2(A™) ima jedinstvenu reprezentaciju

x—ZTmc ZAmxc

b) Koristed¢i Teoremu 2.5 ¢), ¢V i &™ (n =0, 1,...) predstavljaju Sauderovu bazu
za prostor s )(A™) pa svaki niz x = (2n)22, € s((f)(Am) ima jedinstvenu reprezentaciju

oo [e.e]

€Tr = ’]7 . C(fl) + Z(Tnx _ n)é(n) P ’]7 . C(fl) + Z(A;nx _ ann)c(n)

n=0 n=0

gde jen = hm T,x = lim —Am

n—00 Uy,

c¢) Dokaz ovog dela sledi na osnovu Napomene 2.4. UJ



2.3. O NOVIM PROSTORIMA NIZOVA RAZLIKA m-TOG REDA 53

Tvrdjenje 2.25. Imamo

a) a € (s°(A™)” ako i samo ako su ispunjeni uslovi

(2.69) i

¢
(2.70) s%p (Z

B
b) a e (s&c)(Am)) ako i samo ako su ispunjeni uslovi (2.69), (2.70) i

‘ N (m+j—k
(2.71) ‘}Egokzo (osz( ik )aj>:a;

j=t

¢) a € (so(A™)? ako i samo ako su ispunjeni uslovi (2.69) i

(m+j—k
akZ( j—k )“j
J:

(2.72) lim

{—o00

l
k=0

d) Vazi i sledece:

alls. = oy m—i—? a:| za svako a € (X1)? za X =co ili X = o
Xr k J
k=0 j=k J =
1
: o, S (TR © (A™))0
lal s (atmy = Z Oékz Pk aj| + |a| za svako a € (si7(A™))
k=0 j=k

gde je a definisano u (2.71).

DokAz. Koriste¢i (2.58) i definiciju matrica R i W@ = (wl)55,_,, dobijamo
sledece:
- > (m+j—k—1
(273) Rka:ZSjkaj:akZ( j—k )ajzak::(),l,...

i=k j=k
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(2.74) wl =
Uslovi (2.69), (2.70), (2.71) i (2.72) su zapravo redom

{—00

¢ ¢ ¢
Ra € ¢y, supz \wéak)], 00, Elim Zwéi) =ai lim Z \wéz)] =0,
l k=0 ’ oo k=0 k=0

pa a), b) i ¢) proizilaze iz Teoreme 2.7 i Napomene 2.8 a dokazuju se na isti na¢in kao
i oni u Tvrdjenju 2.16.

Na kraju, deo d) je posledica (2.7) i (2.8) iz Napomene 2.9. O

Sekciju ¢emo zavrs§iti matriénim transformacijama na ovde prouc¢avanim prostorima.
Prema zahtevima Teoreme 2.10 i Napomene 2.11, prostore definisane u ovoj sekciji,
kao Sto smo ve¢ videli, tretiracemo kao matricne domene trougaonih matrica, i to:
$2(A™) = (o) pams S(A™) = (€) ppam § 5a(A™) = (Log) pam. Ovakav oblik prostora
nam obezbedjuje direktnu primenu pomenute teoreme i napomene.

Posmatrajmo najpre klasu (s%(A™),Y). Na isti nacin kao u (2.73) i (2.74), zamen-

jujuéi a sa A, dobijamo:

. > - — (m+j—k—1
(275) Ank = RkAn = Zrkjanj = Oékzsjkanj = Z( j— e )anj

J=0 J=k Jj=k

za svako n, k=0,1,...,

i za svako n je:

(2.76)  wit = { =t =t T (=0,1,...).
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Sada, primenjujué¢i Teoremu 2.10 i ¢injenicu da je s2(A™) = (o) pam, imamo:

Ae (e Y i
(2.77) A€ (s°(A™),Y) ako i samo ako (@, Y)
WA € (cy,co) zasvakon =0,1,....

Teorema 2.26. Neka je A = (ank)5p—o- Tada:

a) A€ (s8(A™), L) ako i samo ako vaze uslovi

(2.78) sup E Qg E (m+]. ) )am < 00
k=0 7=k

< 00 za svako n;

(2.79) sup Z

m+j—k—1
o Z ( j-1 )a"j
=
b) A € (s2(A™), cy) ako i samo ako vaze uslovi (2.78), (2.79) i

k-1
(2.80) lim (0% Z (m +J ' >anj> = 0 za svako k;
n—oo j —

c) A€ (s2(A™),¢) ako i samo ako vaze uslovi (2.78), (2.79) i

k-1 .
(2.81) lim <ozk E (m +J . )an]) = [y postoji za svako k.
n—o0 j —

DokAz. Dokaz izvodimo koristeéi (2.77).
Uslovi (2.78) u a), (2.78) i (2.80) u b) i uslovi (2.78) i (2.81) u ¢) proizilaze iz (2.75) i
karakterizacija A € (co,ls), A € (co,¢0) 1 A € (co,¢) dobijenih pomoéu Teorema 1.37
¢), 1.38 b) i c).
Uslov (2.79), koji se javlja u svim slucajevima, posledica je (2.76) i uslova W) ¢
(An)

(o, ¢p) dobijenog pomoéu Teoreme 1.37 ¢), posto se uslov élim wy, " = 0 iz ve¢ objas-
— 00

njenih razloga moze izostaviti. 0
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Na osnovu Napomene 2.11, imamo sledece:

(2.82)

(

AE (Co, )

A€ (s©9(A™),Y) ako i samo ako { W) € (¢, ¢) za svakon =0,1,...

) ¢
Ae — ()2, €Y gdejen, =lim ) wl(,f")
n k=0

\

A€ (ly,Y) i
(2.83) A€ (s4(A™),Y) ako i samo ako
W) € (0, cy) zasvakon=0,1,....

Teorema 2.27. Neka je A = (ank)5—o- Tada:
a) Ae (s&c)(Am),éoo) ako i samo ako vaze uslovi (2.78), (2.79),

l [es) .
—k—1
(2.84) lim E f ( E (n +‘], f )am) = (3, postoji za svako n
— - J =

(2.85)  sup < 0o pri cemu je B, iz (2.84);

];akg;(m ik )a’”'_ﬁ"

j=
(Sa © (A™), co) ako i samo ako vaZe uslovi (2.78), (2.79), (2.80), (2.84) i

(2.86) lim ( Qy Z m +j_ : )anj — 571) =0 gde je (5, iz (2.84);
=0

n—oo

c) A€ (sa’ (A™),c) ako i samo ako vaze uslovi (2.78), (2.79), (2.81), (2.84) i

(2.87) lim (Z ay, Z (m +]‘_7_ i )anj - 5n) = gde je (3, iz (2.84).
k=0 j=k

Doxkaz. U svrhu ovog dokaza koristimo (2.82).
Kao i u Teoremi 2.26, uslov A € (co,Y) povlaci uslove (2.78), (2.80) i (2.81).

Dalje, iz W) € (c, ¢) dobijamo uslove (2.79) i (2.84) koristeéi rezultate Teoreme 1.38

(n)

b). Kao i ranije, uslov da lim,, .., w,.,"’ postoji za svako n se moze izostaviti.



2.3. O NOVIM PROSTORIMA NIZOVA RAZLIKA m-TOG REDA 57
I na kraju, uzimajuéi redom za Y prostore (s, o i ¢, uslov Ae — (M), € Y daje
redom (2.85), (2.86) i (2.87). O

Teorema 2.28. Neka je A = (ank)5p—o- Tada:
a) A € (sa(A™),ly) ako i samo ako vaze uslovi (2.78) i

V4
m+j7—k—1
akz< j—1 )a"j

b) A€ (sa(A™),co) ako i samo ako vaze uslovi (2.88) i

2.88 lim =0 za svako n;
(2.88)

m+j—k— 1)
2.89 lim « ( Qi
(2.89) im E k]E i1 j

c) A€ (so(A™),c) ako i samo ako vaZe uslovi (2.81), (2.88) i
- m+j—k—1
(2.90) > e Z( j_1 )anj
k=0

=k
DoxkAz. Dokaz se izvodi na slican nacin kao i prethodni, ali ovde, polazec¢i od
(2.83).
Uslovi (2.78) iz a), (2.89) iz b) i (2.81) i (2.90) iz ¢) dobijaju se na osnovu A € (£y,Y)

k:onvergim ravnomerno po mn .

a primenom Teoreme 1.37 a), [45, (21.1)] i Teoreme 1.40.
Primenjujuéi [45, (21.1)] na W) € (£, ), dobija se najzad i uslov (2.88). O






GLAVA 3

Kompaktni operatori na matricnim domenima

Zadatak u ovoj glavi jeste karakterizacija nekih klasa kompaktnih linearnih opera-
tora. U prethodnom delu rada videli smo da beskona¢noj matrici A koja predstavlja
transformaciju izmedju dva prostora nizova X i Y, u oznaci A € (X,Y), mozemo
pridruziti operator Ly € B(X,Y) takav da je Az = La(x) za svako x € X. Sada
je zadatak da nadjemo potrebne i dovoljne uslove da operator L, bude kompaktan.
Hausdorfova mera nekompaktnosti predstavlja najefikasniji ”alat” za resavanje ovog
problema.

Najpre ¢emo dati uvodne pojmove, neophodne za pracenje daljeg istrazivanja. Kako
su predmet naSeg rada transformacije na matri¢nim domenima trougaonih matrica u
klasi¢nim prostorima nizova, dalje ¢emo nac¢i norme nekih operatora korisnih za nase
istrazivanje, a nakon toga i Hausdorfove mere nekompaktnosti ovih operatora. Pri-
menom tako dobijenih rezultata, dalje ¢emo odrediti uslove za kompaktnost operatora

na prostorima nizova definisanim u prethodnoj glavi.

3.1. Uvodni pojmovi

Predmet izucavanja u ovoj glavi bi¢e kompaktni operatori na odredjenim prostorima
nizova, pa ¢emo u ovoj sekciji dati neophodne definicije i rezultate za dalje istrazivanje.
Neka je (X,d) metricki prostor, g € X i r > 0. Skup B(zo,7) = {x € X |

d(x,x0),r} predstavlja otvorenu kuglu u X, sa centrom u xq i polupre¢nikom r.

Definicija 3.1. Podskup M metrickog prostora X je kompaktan ako svaki niz
(2,,)7— iz M ima konvergentan podniz i pri tome granica tog podniza pripada skupu

M.
59
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Definicija 3.2. Podskup M metrickog prostora X je relativno kompaktan ako je

zatvorenje skupa M kompaktan skup.
Definicija 3.3. Dijametar skupa E C X, u oznaci diamX, je:
diamFE = sup{d(z,y) | z,y € E}.
Podskup E, metrickog prostora (X, d), je ogranicen ako je diamFE < oo.

Definicija 3.4. Neka su M i S podskupovi metrickog prostora (X,d) i € > 0.
Za skup S kazemo da je e—mreza skupa M, ako je M C UgesB(s,€). Ako je skup S
konacan i e—mreza skupa M, tada je S konac¢na e—mreza skupa M. Skup M je totalno

ogranicen ako za svako ¢ > 0 ima kona¢nu e—mrezu.

Definicija 3.5. Neka je X vektorski prostor nad poljem K. Skup E C X je
konveksan ako za svako z,y € E isvako A € (0,1) vazi da je \x+(1—\)y € E. Ako je
F C X, tada se presek svih konveksnih skupova koji sadrze skup F' naziva konveksan

pokrivac(ljuska) skupa F', u oznaci co(F).
Oznac¢imo sa L(X,Y") skup svih linearnih operatora sa prostora X u prostor Y.

Definicija 3.6. Neka su X i Y normirani prostori i L linearan operator, tj. L €
L(X,Y). Operator L je kompaktan ako je L(Q) relativno kompaktan podskup u Y za
svaki ogranicen podskup @ u X. Skup svih kompaktnih operatora sa X u Y, oznacava

se sa K(X,Y).

Teorema 3.7. ([40, Teorema 2.12.5]) Neka su X i Y normirani prostori i L €
L(X,Y). Operator L je kompaktan ako i samo ako niz (Lx,),., ima konvergentan

podniz za svaki ogranicen niz (x,),., iz X.

Mi éemo za odredjivanje klase kompaktnih operatora koristiti Hausdorfovu (Haus-
dorff) meru nekompaktnosti, jer nam ona omoguéava efikasno nalazenje kompaktnih
operatora na odredjenim prostorima. Pored ove mere nekompaktnosti postoje i druge

ali nam ova najefikasnije resava problem sa kojim se mi sre¢emo u ovom radu.
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Kuratovski ([20]) je 1930 uveo meru nekompaktnosti o. Kasnije je (1955) Darbo
([5]) nastavio sa izucavanjem ove funkcije u teoriji fiksne tacke. Istratesku ([15, 16]) je
takodje uveo novu meru nekompaktnosti. J.Banas i K.Goebel ([3]) dali su aksiomatsku
definiciju mera nekompaktnosti. Goldenstein, Gohberg i Markus ([7, 8]) su definisali i
izuc¢avali Hausdorfovu (loptastu) meru nekompaktnosti i definisali rezultate koji su od
velike vaznosti u izucavanju kompaktnih operatora.

Za detaljnije rezultate i dalje izu¢avanje mera nekompaktnosti koristiti [1].

Definicija 3.8. Neka je (X, d) metricki prostor i Q) ograni¢en podskup u X. Haus-

dorfova mera nekompaktnosti skupa @, u oznaci x(Q), definisana je sa

X(@Q) =inf{e>0|Q | Bwi,r), 2 € X, ri<e(i=1,...,n), n € IN}.

i=1
Teorema 3.9. (|40, Lema 2.11.7], [39, Lemma 2.11, p. 168]) Neka su Q, Q1 i Q2

ograniceni podskupovi u metrickom prostoru (X,d). Tada je:

X(Q) =0 ako i samo ako je Q) totalno ogranicen skup,

Q1 C Q2 implicira x(Q1) < x(Q2),
X(Q1 U Q2) = max{x(Q1), x(Q2)},
X(Q1N Q) <min{x(Q1), x(Q2)}.

Teorema 3.10. ([40, Teorema 2.11.8], [39, Theorem 2.12, p. 168]) Neka su Q, @4

1 Qo ograniceni podskupovi u normiranom prostoru X. Tada je:
X(Q1+ Q2) < x(Q1) + x(Q2),

X(Q+ 1) =x(Q) (z € X)
X(AQ) = [A\|x(Q) za svako A € C.

X(Q) = x(co(Q)).
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Teorema 3.11. (Goldenstein, Gohberg, Markus) ([39, Theorem 2.23, p. 173])
Neka je X Banahov prostor sa Sauderovom bazom (bn), @ ogranicen podskup u X i

P, : X — X projektor na linealu skupa {by,bs,...,0,}. Tada je:

n—00 x n—0o0 T

31 L (sgg (7 - Pn><a:>u) < \(Q) < limsup (sgg T Pn><m>|r) |

pri cemu je a = limsup,,_, . |[{ — Pyl
DokAz. Jasno da za svako n € IN vazi sledecé:

Q C Pu(Q) + (I = P)(Q)

Sada, na osnovu osobina mere y i poslednjeg imamo:

X(Q) < x(Pu(@Q)) + x((I = Fu)(Q)) = x((I = F)(Q)) < sup 11 = Po)(2)]l;

pa sledi

W(Q) < infsup [[(Z — P,)(@)]| < lim sup (228 - Pn><x>||) -

" ozeQ n—o00
Ostaje da dokazemo prvu nejednakost u (3.1). Neka je € > 0 1 skup {21, 22,... 21}
[X(Q) + ¢]—mreza skupa Q). Ako sa Bx ozna¢imo zatvorenu jedini¢nu loptu u normi-
ranom prostoru X, jasno da vazi da je @ C {z1, 29, ... 2k} + [x(Q) + €| Bx. To znaci da
za svako x € Q postoji z € {z1,29,... 21} 1 s € By, tako da je . = z + [x(Q) + €|s, pa

odatle vazi

sup I = B @)l < sup [I(7 = F)(z)] + (@) + ell (7 = P)ll.

Na osnovu svega ovoga sledi

lim sup <sup T - Pn><x>||) < ((Q) + ) limsup (T - P,

n—00 z€Q n—00

O

Pre nego sto damo rezultate koji predstavljaju specijalan slucaj prethodne teoreme,
primenjene na odredjene BK prostore sa osobinom AK kao i na prostor ¢, uvedimo

novi pojam, potreban za dalji rad.
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Norma || - ||, na prostoru nizova X je monotona, ukoliko za z,Z € X za koje vazi
|z| < |Zk| za svako k proizilazi da vazi ||z|| < ||Z||. Za prostor X sa ovakvom normom

kazemo da je monoton.

Teorema 3.12. a) Neka je X monoton BK prostor sa osobinom AK i P, projektor

iz X na lineal skupa {e©, e . . ™} zan=01,... . Tada

(3.2) nlg](f)lo (sgg (1 — Pn)(x)H) postoji za svaki ogranicen skup Q u X

1

(3.3) a= nh_)rglo Il — P,| =1

b) Neka je P, projektor iz c na lineal skupa {e,e® eM ... e™} zan = —-1,0,1,....

Tada vazi (3.2) i
(3.4) a= 'th—{go I — P,|| = 2.
DoOkAZ. Primetimo najpre da je
wn(Q) = sug |(I = P,)(x)|| < oo za svako n i svaki ogranicen skup @ u X, ili c.
Te
a) Posto je X monoton BK prostor sa osobinom AK, sledi da je
(35) (I = P)@)l = llz =2 = lz = a=" | = [[(I = Pas1)(2)] za svako n

pri cemu je <" = S°1_ xxe®. Neka su dati n i e > 0. Tada, postoji niz 2° € Q

takav da je ||[(I — Pouy1)(2%)]| > pni1(Q) — € i na osnovu (3.5) vazi

(3.6) pn(Q) = (1 = Pa) (@)l = (1 = Pagt) (@)l > 1101 (Q) — €.

Kako su n i € > 0 proizvoljno zadati, to imamo p,(Q) > p,+1(Q) > 0 za svako n, pa
zakljucujemo da lim,, . 1, (Q) postoji. Ovim smo dokazali (3.2).
Posto je norma || - || monotona, imamo da vazi ||(I — P,)(z)|| = ||z — =" < ||z za

svako x € X i svako n, pa proizilazi jasno da je

(3.7) Il — P,|| <1 za svako n.



64 3. KOMPAKTNI OPERATORI NA MATRICNIM DOMENIMA

Da bismo dokazali i obrnutu nejednakost, za dato n, stavimo z = e™*t1). Tada je
(I — P,)(e™*D)|| = |le™*+V]|. Kako je n proizvoljno i |[e™+V| # 0 za svako n, to

zakljucujemo da vazi
(3.8) |I — P,|| > 1 za svako n.

Na osnovu (3.7) i (3.8) dobijamo (3.3).
b) Neka je dato z € c¢. Jasno da x ima jedinstvenu reprezentaciju oblika z =
Ee+ Yoz — e gde je € = limy_,o 7, pa odatle imamo

oo

(I —-P,)(x) = Z (21, — €)™ za svako n = —1,0,1. ..,
k=n+1
i
39 (I =P)@)[ = sup |zp =& = sup |ox —&| = [|(I = Poya)(2)]].
k>n+1 k>n+2

Neka su n i € > 0 proizvoljno zadati. Tada postoji z° tako da je |[(I — P,11)(z%)]] >
tn+1(Q) — € pa na osnovu (3.9) sledi (3.6)i isto kao u a) zaklju¢ujemo da vazi (3.2).

Dalje, kako je |£| = | limg— oo x| < supy, |zx| = ||z]|, imamo

(I = P)(@)|| = sup [z — & < sup |z| + [¢] < 2|z za svako z € ¢,
k>n+1 k

pa je zato
(3.10) |l — P,|| <2 za svako n.

Da bismo dokazali obrnutu nejednakost, za proizvoljno uzeto n, stavimo = = e—2e*+1,
odnosno z,1 = —lizy =1zak #n+1. Jasnodajex € ¢, ||z|| =1, £ = limg_o0 71 =
Li||( = P)(2)| = supgspig |2k — & = |2pr — 1| = 2, pasledi ||[I — B,|| > 2. Zbog

proizvoljnosti n, zakljuc¢ujemo da vazi
(3.11) |I — P,|| > 2 za svako n,

zajedno daju (3.4). O



3.1. UVODNI POJMOVI 65

Posto su ¢, i ¢y monotoni BK prostori sa osobinom AK, kao direktnu posledicu

Teorema 3.11 1 3.12 imamo slededi rezultat.

Teorema 3.13. a) Neka je QQ ogranicen podskup normiranog prostora X, pri cemu
je X jedan od prostora £, (1 < p < o0) ili cg. Ako je P, : X — X operator definisan
sa P,(x) = (xo, 1, ...,2,,0,0...) za v = (x1)32, € X, tada vazi

(@) = tin (sup (7 = P )
n—00 \ zeQ
([40, Theorem 2.11.11], [39, Theorem 2.15, p. 170]).
b) Neka je Q ogranicen podskup w c i P, projektor iz prostora ¢ na lineal skupa

{e,e® eM . e™} 2an=—1,0,1,.... Tada vaZi

n—=0o0 \zeQ z€Q

3 m (w7 = R ) < x(@) < tim (sup 7 = P)@] ).

Napred su dati rezultati koji se odnose na Hausdorfovu meru nekompaktnosti

ogranicenih skupova. Medjutim, moguée je "meriti” i nekompaktnost operatora.

Definicija 3.14. Neka su p; i 19 mere nekompaktnosti, respektivno, na Banahovim
prostorima X; i Xs, i neka su My, i My, kolekcije ograni¢enih skupova u X; i Xs
redom. Za operator L : X; — X, kazemo da je (i1, p2)— ogranicen ako je L(Q) € Mx,
za svako ) € My, i postoji broj K (0 < K < c0), takav da je

2(L(Q)) < K - jn(Q) za svako Q € Mx,.
Ako je operator L (p, p2)-ogranicen, tada se broj ||L||,, ., definise sa
[ a1 e = I0E{E >0 | p2(L(Q)) < K- pa (Q) 7 svako Q € My, }

i naziva (1, o) —norma operatora L, ili (p1, o) —mera nekompaktnosti operatora L.
Ukoliko je p1 = po = p, umesto ||L||,, 4, pisa¢emo ||L]|,.

Zadrzavajuc¢i prethodne oznake imamo

[L]lx = inf{ K > 0 [ x(L(Q)) < K - x(Q) za svako @ € Mx,}.
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Za efektivno nalazenje Hausdorfove mere nekompaktnosti operatora koristi¢emo

narednu teoremu.

Teorema 3.15. ([40, Teorema 2.12.11], [39, Theorem 2.25, p. 175]) Neka su X i Y
Banahovi prostori, L € B(X,Y), Sx ={zr € X | ||z|| =1} i Bx = {z € X | ||z]| < 1}.
Tada je

1Ll = X(L(Bx)) = x(L(Sx))-

DokAz. Radi krac¢eg zapisivanja, neka je nadalje S = Sx i B = By.

Kako je co(S) = B i L(co(S)) = co(L(S)), na osnovu osobina mere y imamo

X(L(B)) = x(L(co(5))) = x(co(L(5))) = x(L(5))

a odavde je x(L(B)) < ||L||y-

Dokazimo jos da je ||L||, < x(L(B)). Naka je () neprazan i ogranicen skup u X i

{z;}?_, kona¢na r— mreza skupa Q). Tada je Q C U B(z;,r) i vazi

n

L@Q) c | L(B(wi, 7).

=1

Na osnovu osobina mere y dalje sledi

a odavde

O

Tvrdjenje 3.16. ([40, Posledica 2.12.12], [39, Corollary 2.26, p. 175]) Neka su X,
Y i Z Banahovi prostori, L € B(X,Y), L € B(Y, Z) i neka je || - || kvocijent norma
na Banahovom prostoru B(X,Y)\ K(X,Y). Tada je | - ||, seminorma na B(X,Y), i

IL|ly = 0 ako i samo ako KeK(X, Y);

L1 < WL
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L+ K|, = ||Llly, za svako K € K(X,Y);
1L o Ll < I ZILIIL N

1L < I %

Kao sto smo videli u prethodnoj glavi, predmet naseg izu¢avanja su prostori nizova
koji predstavljaju matri¢ne domene nekih trougaonih matrica, pa ¢emo navesti rezultat

koji povezuje matri¢cne domene i Hausdorfovu meru nekompaktnosti.

Teorema 3.17. ([17, Theorem 2.18]) Neka je X normiran prostor nizova a Mx,.
1 Mx kolekcije svih ogranicenih skupova v Xp i X, redom. Naka su dalje x1 @ X

Hausdorfove mere nekompaktnosti na Mx, i Mx, redom. Tada je

xr(Q) = x(T(Q)) za svako Q € M.

Doxkaz. Kroz dokaz, koristi¢emo slede¢e oznake: Y = Xp, B(x,r) i By(y,r) bice
otvorene kugle poluprecnika i centrima z iy u X i Y, redom. Cinjenica da je Q € My
vazi ako i samo ako je P = T(Q)) € Mx na osnovu definicije norme || - ||7. Zato, xr(Q)
je definisano ako i samo ako je definisano x(7'(Q)).

Najpre ¢emo pokazati da vazi x7(Q) < x(T(Q)) za svako ) € My. Stavimo da je
t=xr(Q)is=x(T(Q)) i pretpostavimo da je t > s za neko @) € My. To bi znagcilo
da postoji realan broj € takav da je s < € < t, zatim x1,22,... 2, € X i71,70,...7, <€
takvi da vazi T'(Q)) C Up_; B(xk, ;). Neka je dato ¢ € @ i stavimo da je p=Tq € X.

Tada postoji y; € Y tako da je x; = Ty;, r; < €1 vazi p € B(xj,7;), odnosno
Ip = zill = 1Tq — Ty;|| = lla — yjllr <7y

Zato je ¢ € Br(y;,r;) C Up_yBr(yk, 7x). Posto je ¢ € @) proizvoljno uzeto, imamo da je
Q C Ur_Br(yk,rr). To znaci da je xr(Q) < e < t, §to je kontradikcija sa t = x1(Q),
pa mora vaziti nejednakost y7(Q) < x(T(Q)) za svako @ € My-.

Ostaje da se jos dokaze da vazi i obrnuta nejednakost, odnosno, x(7'(Q)) < xr(@).

Stavimo sada umesto X i Y redom Y i Yg, gde je S = T1, i primenimo rezultat koje
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smo upravo dokazali. Imamo sledece

X(T(Q)) = (xr)s(T(Q)) < xr(S(T(Q))) = xr(Q)
za svako () € My. O

Sekciju ¢emo zavrsiti rezultatima koji se odnose na Hausdorfovu meru nekompakt-
nosti neprekidnih linearnih operatora u c.
I ovde ¢emo sa A,, oznacavati n—tu vrstu beskonacne matrice A = (anr)5%_o-

Takodje, ukoliko je (X, || - ||) normiran prostor nizova, pisa¢emo

o0
lallx = sup Zakxk .
lzl<t | %=

pri ¢emu za proizvoljan FK prostor X i a € X# izraz na desnoj strani postoji i kona¢an

je.

Teorema 3.18. Neka je X BK prostor sa osobinom AK. Tada se svaki operator
L € B(X,c) moZe predstaviti pomocu beskonacne kompleksne matrice A = (ank)5—0
tako da je (L(x)), = Apx = Y po o QnkZy 2a svako n i svako x € X. Za Hausdorfovu

meru nekompaktnosti operatora L vazi sledece:

1
(3.12) 3 lim sup (sup | A, — a||§() < |IL|ly < limsup (Sup | An — a||}>

7—00 n>r r—00 n>r

pri cemu je

(3.13) ap = lim ank za svako k i oo = (ag)52,-

k—o0 =

Doxkaz. Radi kraceg zapisa, umesto || - ||%, nadalje ¢emo pisati || - ||*.
Prvi deo teoreme sledi na osnovu Teorema 1.30 a) i 1.31.

Dalje, na osnovu Teoreme 1.30 b), iz A € (X, ¢) proizilazi

[A]" = sup [[A,[]* < o0

(3.14) ap = lim a,; postoji za svako k.
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Pokaza¢emo najpre da je o € X”. Neka je x € X i ¢ > 0 proizvoljno uzeto. Posto je

X prostor sa osobinom AK, to postoji nenegativan ceo broj mg takav da je ||z<">|| <

k)

1+ ¢)||z|| za svako m > myg, gde je <™ = S are®. Neka je zadato m > my.
k=0

Tada imamo

m oo
Zankxk = Zankx,?w < (14 9)|| A" ||z]| za svako n,
k=0 k=0

pa na osnovu (3.14) sledi

m m
E ATy E ATy
k=0 k=0

Odavde zakljucujemo da je (axz)s, € bs, a kako je x € X proizvoljno uzeto, proizilazi

(3.15) = lim < (1 +e)||A|l" ||x|| za svako m > my.

daje a € X7. Posto je prostor X sa osobinom AK, to vazi o € X7 = X7 ([46, Theorem
7.2.7, p. 106]), a odavde, na osnovu Teoreme 1.29 sledi da je ||a||* < oo.

Moze se i bolje odrediti granica za ||«||*. Zapravo, koristeéi (3.15) zakljucujemo da je

[
E AT
k=0

Kako je € > 0 proizvoljno uzeto, to proizilazi da je ||a||* < ||A]|*.

< (14 9)||A|l" ||x|| za svako z € X, pa dobijamo |a||* < (1 + ¢)[|A|".

Pokazac¢emo sada da je

(3.16) lim A,x = Z apxy za svako v € X.

Neka su x € X i e > 0 proizvoljno uzeti. Kako je prostor X sa osobinom AK, postoji
nenegativan ceo broj kg takav da je

€
2014 —al+1)

(3.17) |z — x<Fo>|| <

Takodje, na osnovu (3.13) sledi da postoji i nenegativan ceo broj ng takav da je

ko

Z(ank - Oék)xk

k=0

(3.18) < % za svakon > ng.
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Neka je dato n > ng. 1z (3.17) i (3.18) sledi

00 ko 0o
Apr — g | < E (@i — o) g | + g (@i — o)y,
k=0 k=0 k=ko+1

< §+ 14, — alf |z — <5~ < g+ g —c.

Kako je x € X proizvoljno, time smo dokazali (3.16).

Ostaje jos da dokazemo (3.12).

Neka je dato y = (y,)22, € c¢. Jasno da y ima jedinstvenu reprezentaciju oblika
y=n-e+y " o(yn — n)e™ gde je n = 71113010 yn- Odvade sledi da je

o0

(I —-P)(y) = Z (3o — n)e™ za svako r = —1,0,1,. ...
n=r+1

Sada, stavljajuci da je y, = A,z (n =0,1,...) i B = (buk);5—o matrica definisana sa

buk = ang — . za svako n i k, dobijamo koristeéi (3.16) sledece:

o
Apx — E OLTE

k=0

= sup |B,z,
n>r+1

(I = P)(Ax)|| = sup [y, —n| = sup

n>r+1 n>r+1

odakle zaklju¢ujemo da je

sup ||(I — P,)(Az)|| = sup ||B,||* za svako n > r + 1.

€Sy n>r+1
Jasno da nejednakosti u (3.12) slede iz Teoreme 3.15, (3.1) u Teoremi 3.11 i (3.4) u
Teoremi 3.12 b). O

U prethodnoj teoremi za prostor X se zahtevalo da je BK prostor sa AK osobinom,
pa slucaj kada je X = c nije bio obuhvacen. Teorema koja sledi dace reSenje pomenute

situacije. Oznacimo zato sa B(c) skup svih ogranicenih linearnih operatora iz ¢ u c.

Teorema 3.19. Svaki operator L € B(c) moze se zadati matricom B =(bng)pg j= 1

tako da vazi sledece:

o0

(3.19) L(z) = (bn,—1§ + ankxk) gde je & = klim T,
k=0

n=0
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(3.20) lim b, = B postoji za svako k =0,1,...,
(3.21) lim Z b = 3
n— o0 —
1
(3.22) IL|| = sup >~ [bar| < oo
" og=-1

Takodje, vazi

(3.23)
HILIEO(L(x))n =¢-B4+ Zﬁk(xk —¢&) = (6 — Zﬂk> £+ Zﬁkxk za svako x € c.
k=0 k=0 k=0

Doxkaz. Neka je L € B(c) i « € ¢. Definisimo L,, : ¢ = C zan =0,1,... na slede¢i
nacin: L,(z) = (L(z)), (x € ¢). Posto je ¢ BK prostor, sledi da je L, € c¢*, i za svako

n postoji niz (b,gn))i‘;_l € (, tako da je ispunjeno

k=0
gde je
(3.24) b = Ly(e) — f: Lo it = L,(e®) (k>0)zan=0,1,...,
k=0
i
(3.25) | L = i 6| za svako n = 0,1, ...

k=—1
Definisimo sada matricu B = (bnr)plg p—_; na sledeci nacin: b,y = b,ﬁ”) (n=0,1,...;
k=-1,0,1,...). Dobijamo

L, (z) = by 1€ + ankxk zan=20,1,....
k=0

Ovim smo dokazali (3.19).
Neka je dalje B = (bnr)3k—o- Tada je L(z'?) = Bz € ¢ za svako 2 € ¢g, odnosno

B € (co, ¢), pa proizilazi (3.20).
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Kako je L(e) € ci L,(e) = >0 | bux, za svako n sledi (3.21).

Dokazimo sada (3.22). Pisa¢emo nadalje
co1 == (zr)e_1: (@r)ipg€cidy = I}Lrgoizk}

Na osnovu rezultata [46, Theorem 4.5.1, p.69], ¢_; je BK prostor u odnosu na normu
|Z]| = supgs>_y |Zk|, vazi B € (c_1,¢) C (c-1,s) 1 L(T) = BT za svako € c_;. Sada,
(3.22) sledi iz Teoreme 1.30 b) i (3.25).

Dokazimo na kraju (3.23). Posto je B € (c,¢) C (co,¢), na osnovu dela i) iz dokaza

Teoreme 3.18 imamo da je (3,)32, € {1 = ¢y = ¢, pa je zato (B)32, € cs i vazi

EB+) (x—OB = (ﬂ—zﬁk) £+ B
k=0 k=0 k=0
Dalje, na osnovu (3.16) iz dokaza Teoreme 3.18, imamo

(3.26) lim L,(z) = lim B,z = Zﬁkxk za svako x € .

n—o00 n—o00
k=0

Uzmimo sada x € ¢\ ¢p. Tada je £ = limy_o, x; # 0, pa za z©

(3.26) i (3.21) dobijamo

=1 — £ - e, na osnovu

n—oo

lim L,(z) = &+ lim L,(e) + lim L,(z™) =¢- 8+ Zﬁkxéo)
k=0

:fﬁ‘f‘Zﬂk(l’—f) = (@—Zﬁk> f—l-Zﬁka-
k=0 k=0 k=0
Ovim smo dokazali i (3.23). O

Kao posledicu Teoreme 3.19, dobijamo slede¢i rezultat.

Posledica 3.20. Neka je A € (¢,c) i La(z) = Az za svako v € X. Tada imamo:

(3.27) lim a,, = a3 postoji za svako k =0,1,...,
(3.28) lim Z Apk =

k=0
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(3.29) ILall = sup > Jan| < oc.
™ k=0

Vazi jos 1 sledece:

n—oo

(3.30) lim A,z = £~a+2ak(:ﬁk—§) =¢ (a — Zak> —|—Zakxk za svako T € c.

k=0 k=0 k=0
DokAz. Uzimajuc¢i b, 1 = 0zan =0,1,... 1 by, = an, za svako n,k = 0,1,...,
dokaz je direktna posledica prethodne teoreme. ([l

Primenimo dalje Hausdorfovu meru nekompaktnosti na operatore iz B(c).

Teorema 3.21. Za L € B(c) vazi sledece:

1
(3.31) 5 lim sup (

n—oo

b — B+ B
k=0

+ Z b — 5k|>
k=0

n—oo

<||IL||y < limsup <

b1 — B+ > B
k=0

k=0

pri éemu je by, = b,(cn) a b,(cn) definisano u (3.24) zan =0,1,...;k=—1,0,1...; za (3 i
Br (k=0,1,...) uzimamo velic¢ine date u (3.21) i (5.20).

Doxkaz. Neka je L € B(c). Na osnovu Teoreme 3.19, operator L se moze zadati
pomocu matrice B = (buk)lor=_y- Stavimo da je Q" = (I — P,) o L za svako
r=—1,0,1,... pri ¢emu je P, : ¢ — c projektor na linealu skupa {e, e e .. . e},
Jasno da je Q™ € B(c) za svako r, i na osnovu Teoreme 3.19 postoji matrica C' =

(Cnk)pzo = takva da je

QU (z) = (Q(T) (2)) = o1& + Z Cnk) za svako x € cisvakon =0,1,...,
k=0
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gde je & = klim Tk

Tmamo jos:
Q) (e®) (k> 0)
" Qe -Seve wo-y "0
Y
1
(332 100 =sup 3 fewl

"og=-1

Stavljajudi da je n(z) = Zlim Ly(x) i imajuéi u vidu da je

L(x) = () - e + Y (L(x) = n())e™,

dobijamo
(3.33) QU (z) = (I — P.)(L(z)) = Z (Lo () — n(x))e™ za svako r.
m=r—+1
Uzmimo &k > 0. Na osnovu (3.33) je
ad 0 (n<r)
cow = QM) = Y (Lu(e®™) —n(e®)) e =
m=r+1 Lo(e®) —n(e®)  (n>r4+1).

Kako je L,(e®) = by, (n,k=0,1,...), na osnovu (3.24) i n(e®) = limy_,o Ly(e®) =
limy_o byy = Ok za svako k, dobijamo koristeéi (3.20) sledeée ¢, = 0 za n < r i
an:bnk—ﬁkzanZT—i‘l.

Ukoliko je k = —1, tada je
en1= Q€)=Y QT () = QD (e) = Y ey
j=0 Jj=0

Na osnovu (3.33) sledi
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pa dalje uz (3.19) i (3.21) proizilazi

L,(e)=b,_1+ Z bur 1 m(e) = B.
k=0

Iz svega navedenog sledi da je

Cn,—l:bn,—1+zbnk_z<bnk_ﬂk)_ﬁzbn,—l—i_Zﬁk_ﬁzanZT—i_l
k=0 k=0 k=0

i¢,-1=0zan <r. Konatno, na osnovu (3.32) imamo

+ ) o — ﬁk|> -
5=0

n>r+1

IQ™I = sup (

b1 =B+ > B
k=0

Kako je limsup,_, [[I — B.|| = 2, sledi

1 1
3 lim sup | Q™| = §limsup ( sup (

r—00 r—00 n>r+1

b1 — B+ > B
k=0

+ Z bk — 5k\>)
k=0
k=0

a zadnje jasno implicira (3.31). OJ

r—00 n>r+1

<||L|y < limsup ( sup ( bn—1— B+ Zﬁk
k=0

Posledica 3.22. Ako je A € (c,c) i La(x) = Ax za svako x € ¢, tada vazi

o0
E ap — o

n—oo

1
(3.34) 5 lim sup (

+ Z | — ak|)

k=0 k=0
oo oo
< || Lally < limsup Zak —al + Z |k — aul |,
oo k=0 k=0
gde je
oo
ap = lim ap, 2a k=0,1,... 1= lim Zank.
n—oo n—oo
k=0
DokAz. Uzimajuéi b, 1 = 0zan =0,1,... i by, = an, za svako n,k =0,1,...,

dokaz je direktna posledica Teoreme 3.21. O
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3.2. Norme nekih matri¢énih transformacija

Na pocetku naseg istrazivanja, u Teoremi 1.30, videli smo da se svakoj matrici
A € (X,Y) moze pridruziti ograniceni linearni operator Ly € B(X,Y) takav da je
Ax = Lax za svako ¢ € X. Ovde ¢emo dati nekoliko rezultata koji se odnose na
normu operatora zadatih pomoc¢u beskona¢nih matrica.

Ukoliko je (X, - ||) normiran prostor nizova, pisa¢emo

o
HGH} = sup Zakxk .
lzlI<1 | |%=p

Uzimajuéi za X proizvoljan F'K prostor nizova i a € X?, izraz na desnoj strani postoji

i konacan je.
Neka je dalje A = (ank);,—o beskonacna matrica sa vrstama A, (n = 0,1,...), i N
konacan podskup u INy. Rezultati koji slede su bitni za nas dalji rad sa matricnim

domenima.

Teorema 3.23. Neka je X proizvoljan BK prostor.
a) Ako je A € (X,Y), pri cemu je Y bilo koji od prostora cy, c ili b, tada:

(3.35) | Lall = HAH?X,KOO) = sup || A, || (Teorema 1.30).

b) Imamo da je A € (X, 1) ako i samo ako je

(3.36) 1Al ey = sup ||D_An|| < oo ([28, Satz 1]);
NCINg nenN X
Nkonacan

Dalje, ako je A € (X, {1), vaZi sledece:

> A

nenN

*

(3.37) [All(x,0) = sup

NCINg

Nkonacan

< Lall < 4- 1Al )

X
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Napomena 3.24. Jasno da u sluc¢aju kada je X =€, (1 < p < 00),¢o ili ¢, umesto
norme || - ||% w (3.35) i (3.37) u prethodnoj teoremi, koristimo normu || - ||« za p =1,

|- |l; gdejeq=p/(p—1) u slucaju 1 <p < oo, ili || -|; zap=o00iX = cy,c.

Oznacimo sa T' = (tuk)55—o trougaonu matricu, sa S njen inverz i R = S* trans-
ponovanu matricu matrice S. Nadalje ¢emo koristiti oznake kao u Teoremi 2.10 i
Napomeni 2.11, odnosno sa A = (Ank)pp=o 1 WAn) = (wﬁ"));f’k:o (n=0,1,...)
oznacava¢emo matrice koje se javljaju u karakterizaciji matricnih transformacija iz

(X7,Y) 1 ¢iji elementi su definisani sa:
o0
Ao _ canAn) ) =
ant = RiA,, = E Sjklnj 1 W, = ¢ I=m
j=k

asay = (1,)%, oznaciéemo niz koji potice iz uslova da je A, € (cr)? a definisan je

Sa:

Yo = lim wafk”)
k=0

zan=0,1,....
Dalje, sa A, = (@)% 1 A% = (auk)2, obelezavaéemo redom nizove u n-tom redu
i k-toj koloni matrice A = (anr)py—o- Za proizvoljan konacan podskup N skupa
IN, pisa¢emo bV) = > nen An, odnosno, ) = (b,(CN))ZO:O je niz definisan sa: b,(CN) =
Y onen Gk (B=0,1,...).

Najpre ¢emo posmatrati matricne transformacije oblika (Xr,Y), gde je X neki od
prostora ¢ ili £, (1 < p < 00) a prostor Y je ¢y, ¢, £ ili 1. Za ovu klasu transformacija

izracuna¢emo normu operatora L, odredjenog beskonaénom matricom A € (X7,Y).

Teorema 3.25. Neka je X ={, (1 <p <o0) ili X = ¢y i neka jeq=p/(p—1) za

1 <p<oo.



78 3. KOMPAKTNI OPERATORI NA MATRICNIM DOMENIMA
a) Neka je Y = co,¢,ls. Ako je A € (X7,Y), tada je:
(

“ 00
sup || An 1 = sup > [anl (X = co, leo)
n n k=0

o 1/q
1Al epr) = supnAnnq:sup(g) |ank|q) (X =1, 2a1<p<oo)

sup||121n||OO :su1£)|dnk| (X =1).
L n n,

Vazi sledece:

(3.38) Al xz,v) = [ Lall-

b) Neka je Y = (1. Ako je A € (Xr1,Y), tada je

4 . oS
sup 6= sup 3D (X = co,loo)
k=0 |neN
NCINg N CINg
Nkonacan Nkonacan
N o0 a\ 1/q
Az vy = sup [PV, = sup (E 2 Gk ) (X =y, p #1,00)
k=0 [neN
NCINg NCINg
Nkonacan Nkonacan
A o0 ~
sup [|A¥[|1 = sup 37 |l (X = 0).
\ k k n=0

Za X =y vazi (3.38), dok u ostalim slucajevima imamo:
(3.39) [Allxryy < [[Lall <4+ [[All vy

DoOKAZ. Pretpostavimo da je A € (X7,Y).
Kako je prostor X ili BK prostor sa osobinom AK ili X = /,, u oba slucaja, na osnovu
Teoreme 2.10 i Napomene 2.11 a) iz uslova A € (X7,Y) dobijamo da je A € (X,Y),

pa na osnovu Teoreme 2.12 proizilazi

(3.40) [Lall = 1 L4l
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a) Ukoliko je Y = ¢, ¢, ls zakljuéujemo na osnovu (3.35) i Napomene 1.28 da vazi

sledeée
1L 41l = sup [[All{x 0.y = Al xpy)-

Sada (3.38) sledi iz (3.40).

b) Neka je Y = ¢;. Ukoliko je X =/, (1 < p < 00) ili X = ¢, dokaz se izvodi
na isti nacin kao u a), s tim $to se umesto (3.35) u Teoremi 3.23 primenjuju (3.36) i
(3.37).
Na kraju, ostaje da dokazemo i slucaj kada je X = (. I ovde je A € (¢1,0y), i vazi

(3.40). Posto je L; € B(¢y,41), imamo za svako x € {; za koje je ||z||; = 1 sledece:

IZa@) = [Axlh =) |Auel <30 lawearl = Y fal (Z !@m!)
n=0 k=0 k=0 n=0

n=0

< <Sgpz I&nkl) ]l = SgpllAkHl = [l All¢eryr.e0);

n=0

pa je otuda
(3.41) 1Ll < Al ey -

Dalje imamo da je

1L ;™) = [[Ae®], = i |ank| < (|14l za svako k,
n=0
pa sledi
(3.42) 1Al eryr ey = Sgpio |ank] < [[L4ll-
Konacno, (3.38) proizilazi iz (3.40), (3.41) i (3.42). O

Prethodnom teoremom nismo obuhvatili situaciju kada je X = c¢. Naredni rezultat

odnosi se na normu operatora iz prostora ¢y u neki od prostora cg, ¢, o 1 1.
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Teorema 3.26. a) Ako je A € (cr,Y), pri cemu je Y neki od prostora cg, ¢ ili lo,

tada vazi

(3.43) [ Lall = [[All ¢g,00) = sUP (Z |G| + I%I) :
" k=0

b) Ako je A € (cr,t), tada je:

) < Lall < 4-[[Aller.-

(3.44) | Allpy = sup (Z D k| D
NCINy k=0 |neN nenN
Nkonacan

DokAz. Radi krac¢eg obelezavanja stavimo L = L 4.
a) Pretpostavimo da je Y bilo koji od prostora cg, ¢ ili £4,. Kako je ¢z BK prostor,

to imamo na osnovu Teoreme 3.23 a) da je
(3.45) 1L = sup | A, 5,

Dalje, A € (c7,Y) povlaci A € (¢y,Y) i Ae — (a,)%, € Y na osnovu (2.11) i (2.12)
u Napomeni 1.28 b). Na osnovu Teorema 1.37 ¢) i 1.38 ¢) i d), dobijamo da je zbog
A € (¢, Y) ispunjeno

[ee]
supz |G| < 00,
" k=0

aiz Ae — (1), € Y C lo ((2.13) u Napomeni 1.28 b)), proizilazi

0 )
sup |’7n| S sup Zdnk — Tn + Supz |dnk| < 00,
" " k=0 "™ k=0

odnosno, (7,)22, € (. Dakle, izraz na desnoj strani u (3.43) je dobro definisan i
konacan. Na kraju, iz uslova da je A, € (cr)? zan = 0,1,..., a koristeéi (2.8) iz
Napomene 2.9 b), dobijamo sledece:

o0

(3.46) Aulls, = IRAM + 1ol =) lank| + |a| za svako n = 0,1,
k=0

Jasno da se (3.43) dobija iz (3.45) i (3.46).
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b) Uzmimo sada de je Y = ¢;. Posto je ¢y BK prostor, sledi iz (3.37) u Teoremi
3.23

(3.47) IAlery = sup ||D - Anll < ILI <4 [ Aller.
NcNg neN er
Nkonacan

Oznaéimo sa N konacan podskup skupa INp, i definisimo niz b¥), na nacin koji smo
ve¢ imali napred, odnosno, b&¥) = Y oneN A,. Kako je A, € (cr)? za svako n, to red

RiA,, a samim tim i Rb™Y) konvergira za svako k, pa dobijamo

o o o0
Rkb(N) = Z sjkbg»N) = Z Sk Z Qnj = Z Z SikQnj
j=k j=k

neN neN j=k
= Z RiLA, = Z (g za svako k,
neN neN
odnosno
(3.48) RO = pV),
i
o0 N oo
(M) > Sjkbg' = ) (Z Sjkanj> (0<k<m)
mk = " neN \J=m (m =0,1, )’
0 (k> m)
(b)) (An) PR
odnosno, w,,. = > -y W, zasvakon ik, i
(N) _ 75 (6(N) _ T (An) _
(3.49) BN = Tim wyy ) = Tim Y we =) .

neN neN

Iz A € (cr,ls) sledi da je A € (¢, ¢1) i Ae — (yn)n—o € £1 na osnovu (2.11) i (2.13) iz
Napomene 1.28 b). Dalje, iz A € (¢, £1) dobijamo na osnovu Teoreme 1.42 i (3.48)

o
Mi= swp Y |Nauf= swp [RVi= sup BV < oo,
NCN, k=0 IneN NCINg NCNg

Nkonacan Nkonacan Nkonacan
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aiz Ae — ()22, € 1 1 (3.49), stavljajuéi My = ||Ae — (7,)°%,]|1, imamo

189 = |3 0| < |3 (due = 10) |+ |2 Aue
neN neN neN
<M+ >0 | < My + 6Ny < My + My < oo,
neN k=0

Zakljutujemo da je || A (c;1) dobro definisana i kona¢na. Konacno, uslov 4, € (cr)?
za svako n implicira uslov b(N) € (er)? za svaki konacan podskup N skupa INy, pa

koriste¢i (2.8) u Napomeni 2.9 b), zatim (3.48) i (3.49), dobijamo

Dz, = IRV 1+ 8™ =D 1 k| + Y
k=0 [neEN nenN
Sada (3.44) jasno sledi iz (3.47). O

3.3. Hausdorfova mera nekompaktnosti operatora L, na matri¢nim

domenima trougaonih matrica u klasi¢nim prostorima nizova

Primenjujuici rezultate dobijene u prethodnoj sekciji, sada ¢emo pronac¢i Hausdor-
fovu meru nekompaktnosti neprekidnih linearnih operatora na matri¢nim domenima
trougaonih matrica u klasicnim prostorima nizova.

Sekciju zapocinjemo posmatrajuéi operatore La € ((€,)7,Y) 1 La € ((co)r,Y) pri

cemu je Y = cg, ¢, (.

Posledica 3.27. Neka jel <p<ooiq=o00 zap =1, zatim, g =p/(p—1) za
l<p<ooiqg=1zap= 0.
a) Ako je A € ((Uy)r,c0) (1 <p<o0)ili A€ ((co)r,co), tada je

(3.50)
)
lim ( sup ]dnk|> (p=1)
=0 \n>rk>0
A 00 1/q
I2all = i (sup |4, ) = ¢ 1 (sup (5 att) ) 1<p<o0)
"0 \n2r q T=00 \ n>r \k=0

lim (Sup (ki) |ank|>) (p= o0 or X = cq).

L "—0 \ n>r
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b) Oznacimo sa N, (r € INy) podskup skupa INy sa elementima veéim ili jednakim r.

Ako je A€ ((bp)r, 1) (1 <p<o0)iliAe ((co)r,lr1), vazi sledece:

(3.51) lim sup E A, < |[Lally <4- lim sup E A, ;
r—o00 r—00
nGNr q TLGNT q
N’I‘CBVO N’I‘CWO
N,konacan Nykonacan

ukoliko je A € ((¢1)r, 1), tada je

(3.52) [Lall = lim (St;p (Z |dnk|>) -

n=r

c) Ako je A€ (({,)r,c) (1 <p<o0)ili A€ ((co)r,c), tada je

1
(3.53) 5 lim (sup

T—00 \ p>r

A= (@] ) < Dal <

lim (sup A, — (dk)i‘;oH ) gde je Gy, = lim an, (k=0,1,...).
q n—oo

r—00 nz,’,,

DokAz. a) Dokaz sledi iz Teoreme 2.10 (i Napomene 2.11 a) za X = (), 3.13 a),
3.1513.25 a).

b) Sli¢no kao u a), dokaz proizilazi iz Teoreme 2.10 (ili Npomene 2.11 a) u slucaju
X =10.),3.13b), 3.151 3.25 a).

c¢) Dokaz sledi iz Teoreme 2.10 (ili Napomene 2.11 a) kada je X = ¢,.), 3.18 1 3.25
a). O

Ostaje jos da primenimo Hausdorfovu meru nekompaktnosti na operator L4 kada

je A S (CT7c)a (CT7CO)a (CTvgl)-
Teorema 3.28. a) Neka je A € (cr, ),

(3.54) ap = lim a,, 2a k=0,1,...,

n—o0

(3.55) Y = lim Zw;ﬁ:) zan=0,1...
k=0



84 3. KOMPAKTNI OPERATORI NA MATRICNIM DOMENIMA

k=0

Tada imamo:

I, =N .
(3.57) 5 - lim (Sup (; |Gy — G| +

n>r

B—vm— Y ay )) < | Lally <
k=0
Jim (S“p (Z ok = el + 325 = —
k=0

n>r k=0

)

b) Neka je A € (cr,co). VaZi sledece:

(3.58) [Lally = lim (Sup (Z |ank| + !%\)) :

n> =0

c) Neka je A € (cp,ty) i oznacimo sa N, proizvoljan podskup skupa INy sa elementima

koji su vec ili jednakir (r > 0). Tada vazi:

(3.59) sup (Z Z k| + Z Yn > < || Lally <
k=0 |n€N, neN,
N;CINg
Nykonacan

+

E dnk

’I’LeNr

>

nENr

e (5

k=0

) |

DoxkAz. a) Pretpostavimo da je A € (¢z, ¢). Na osnovu (2.11) i (2.12) iz Napomene

N, CINy

Nykonacan

1.28, dobijamo da je A € (cq,c), W) € (¢, ¢) za svako n i Ae — (7,)2, € ¢ pri Gemu
su kompleksni brojevi 7, grani¢ne vrednosti iz (3.55). Dalje, neka je dato z € cr i

& = limy_ o T)z. Tada je na osnovu (2.13) u Napomeni 1.28, ispunjeno sledece:

(3.60) Az = A(Tz) = &r(m)izo = A(Tz — &re) + ér (Ae - (vn>z°:o) :
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Sada, iz A € (co,¢) i Tz — e € ¢y dobijamo koristedi (3.16) iz Teoreme 3.18 sledede:

[o¢] o0 [o¢]
ﬁoznh_{lc}oA (Tz —&re) :Z (Thz —&1) ZZ (Tyz) ETZ@%,
k=0 k=0 k=0

gde su kompleksni brojevi &, granicne vrednosti iz (3.55). Takodje, iz Ae — (7,,)22, € ¢

proizilazi da grani¢na vrednost (3 iz (3.56) postoji i ispunjeno je:

Na osnovu (3.60) se dalje dobija y, = A,(Tz) — &1y, za svako n, pa zato, zan > r — 1

1mamo:
Yn =0 =Y ank(Thz) — Ervn — (Z G (Tz) + &r (ﬁ -> 5%))
k=0 k=0 k=0
=k — ai(Ti2) + &r (Z@k -0 - %) :
k=0 k=0
Konacno, kako je ||z||.. = ||T2||., dobijamo na osnovu (3.43)

ZEBZ

sup [|[(Z = Proy) (A2)|] = sup (Z\ g, — )| +

Zak_ﬁ Tn

) |

b) Neka je A € (¢r,cp). Kao u dokazu pod a), imamo da je a, = 0 za svako k,
B=01iy,=A,(Tz) (n=0,1,...) za svako z € ¢r. Stoga sledi

Iz svega ovoga proizilazi (3.57).

(3.61) sup [|(I — Pr—1)(Az)|| = sup (Z || + |%|) ,

2€EBy nzr k=0

pa jasno dobijamo i (3.58).
c¢) U slucaju kada je A € (cr, 1), istim postupkom kao u dokazu pod b), koriste¢i
(3.44), dobijamo da sledi (3.59). O
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3.4. Neke klase kompaktnih operatora na prostorima a.(A), aj(4), al (D)

U sekciji 2.1. definisali smo najpre nove prostore nizova al(A), aj(A) i al (D)
(0 < r < 1) a zatim su predmet naseg istrazivanja bile matricne transformacije izmedju
ovako definisanih prostora nizova i nekih klasi¢nih prostora nizova. Karakterizacija
ovih matri¢nih transformacija svodila se na nalazenje potrebnih i dovoljnih uslova da
beskonacna matrica A bude element klase (X,Y), pri ¢emu je prostor X jedan od
prostora al(A), ap(A) i al(A) (0 < r < 1) a za prostor Y uzimamo ¢, ¢, ls, £,
b (1 < p < o0). U ovoj sekciji izu¢avaéemo podklasu K (X, Y) kompaktnih linearnih
operatora, odnosno, na¢i ¢emo potrebne i dovoljne uslove da operator L,, koji je
odredjen matricom A € (X,Y), bude kompaktan operator. Za nalazenje ovih uslova
koristicemo Hausdorfovu meru nekompaktnosti.

Ukoliko je A € (X,Y) a prostori X 1Y kao $to smo veé¢ pomenuli, imamo sledece:

R Qnk 1 1 S
(3.62)  dng = Rpdn = (k+1) <1+rk " <1+rk - 1+rk+1) 2 am)

j=k+1

za svako n,k =0,1,....

' m 1 1 > m—+1
368) = Jim, (Z““ 0 (i~ ) S+ o )

k=0 j=m

za svakon =0,1,....

Ako je B = (buk);k—o beskonacna matrica i m nenegativan ceo broj, koristicemo
]

oznaku B = (b%])zokzo za matricu definisanu na slede¢i nacin: bgq,:, =0zan<mi

bm]:bnk zan>m (k=0,1,...).

Teorema 3.29. Neka je X = aj(A) ili X = al(A), 0 <r <1 i ay definisano u
(3.62).
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a) Ako je A € (X, o), tada imamo:

(3.64) ILally = Jim A ox ) = Jim (sup ( |ank|>) .

nZM\ k=0

b) Ako je A € (X, c), vazi sledece:

Lo il A oo . s
(3.65) 5 nll—lgo | Alml — (G)pzoll(x,00) = nllm (Sup (Z Qg — Oék|>> < [|Lallx <

T\ \ o

lim [JAM — (6)5% | (x.00) 9de je G = lim Gy (K =0,1,...).

m—00

c) Ako je A € (X, ly), tada je:
(3.66) 0 < |[Lally < Jim A" x,00).

DoxkAz. Dokazi delova a) i b) slede direktno iz Posledice 3.27, i to redom iz delova
a)ic).
¢) Primetimo najpre da granica u (3.66) postoji. Dalje, oznac¢imo sa B skup B =

{r € b | ||l < 1}. Na osnovu Teoreme 3.15 je ||Lally, = x(La(B)). Neka je

Pl — s (m=0,1,...) projektor definisana sa P,,(x) = (zo,1,...,Zm, 0,0...)

za x = (x)r € leo. Kako je Ly(B) C Pyn(La(B))+ (I — P,)(La(B)), primenjujuéi

osobine mere Y, dobijamo

X(La(B)) < X(Pn(La(B)) +X((I = P)(La(B)) =

X((I = Pu)(La(B)) < sup||(I = P)(La(2))]-

z€B

Kako vazi da je A" € (X, (.,), to Teoremu 3.25 a) mozemo primeniti na matricu A,

pa dobijamo

sup || (1 — P) (Az)l| = [ Laem || = 1A | (x.00)-

zeB
Jasno da je || L4l|, > 0, a na osnovu poslednjeg je i ||Lally < [|A™)|(x.0), pa dobijamo

(3.66). 0
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Teorema 3.30. Neka je 0 <7 <1 i aux @7, definisani redom u (3.62) i (5.63).
a) Ako je A € (al(A), ), tada imamo:

(3.67) |Lally = lim. <sgp (Zmnmmr)).
nZM \ k=0

b) Ako je A € (al.(A),c) i B definisano sa

6 = 1Lm (i Ank, _/Yn> )

k=0
tada vazi sledece:
1 o0 oo
(3.68) 5 lim (sup (Z |Gk — Q| + |0 — Y0 — de
mee \nzm \ oo k=0

o
lim | sup E |G — G| +
m—00 \ p>m o

)) < [ Lally <

k=0

gde je &g, = lim any (K =0,1,...).

c) Ako je A € (al(A),l), tada je:

(3.69) 0< || Lally < lim (Sup (Z | s | + |%|>> .
m—00 n>m =0

DokAz. Delovi a) i b) slede direktno iz Teoreme 3.28 | redom iz b) i a).

Dokaz za c) se izvodi na isti nac¢in kao i dokaz pod c) u Teoremi 3.29. O

Slede¢i rezultat proizilazi neposredno iz prethodnih teorema i osobine Hausdorfove

mere nekompaktnosti.

Posledica 3.31. Neka je X = a{(A) ili X = al (A), 0 <r < oo i oznake iste kao
u Teoremi 3.29.
a) Ako je A € (X, ), tada L, je kompaktan ako i samo ako je

(3.70) lim A" (x o) = lim (Sup <Z|&nk|>> ~ 0.

nzm \ 2o
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b) Ako je A € (X,c¢), tada L je kompaktan ako i samo ako je

n>m

(3.71) Jim A — (60) 720 (x.00) = lim (SUP (Z |Gt — @k|>> = 0.
k=0
c) Ako je A € (X, l), tada L4 je kompaktan ako je ispunjen uslov (3.70).

Slededi primer govori o tome da ekvivalencija ne vazi u delu c) Posledice 3.31,

odnosno da postoji operator L 4 takav da je kompaktan a da je lim,, . || A™| (X,00) 7 0.

Primer 3.32. Neka je A = (ank), o beskonacna matrica takva da je a, = 11
an, = 0zak >1(n=0,1,...). Jasno da je Az = x¢e za svako z = (25)72, € w,
pa sledi da je operator L4 kompaktan i A € (w,ls), a samim tim vazi i A € (X, ().
Medjutim, imamo da je lim,, . ||/Al[m]||(x,oo) = 1/2, pa time pokazujemo da ne vazi

ekvivalncija u prethodnom rezultatu.

Posledica 3.33. Neka je 0 < r < 1 7 oznake iste kao u Teorems 3.50.

a) Ako je A € (al.(A),co), tada L, je kompaktan ako i samo ako je

(3.72) lim (Sup (Z |Gk | + I%I)> =0.

nzm \ 2o

b) Ako je A € (aL(A),c), tada L4 je kompaktan ako i samo ako je

(3.73) lim (sup <Z|dnk—6zk| + Zﬁ—%z—éék )) =0.
k=0

nzm \ ;2o
c 07 A€ (a ), tada L 4 je kompaktan ako je ispunjen uslov (3. .
) Ako je A € (al (A),l), tada L4 je kompaktan ako je ispunjen uslov (8.72)

Jasno da je naredni rezultat direktna posledica Posledice 3.27 b), Teoreme 3.28 i

osobina mere Y.

Posledica 3.34. Neka je 0 <r <1 i N, (m € INy) proizvoljan podskup skupa INy

sa elementima vecim ili jednakim m.

a) Ako je X = aj(A) ili X = al (A) 1 A€ (X, ), tada Ly je kompaktna ako i samo
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ako je

(3.74) nlbl_I)noo sup Z A,
neN, 1
NmClNo NmCWO

E Ank

k=0 |[n€ENy,

= lln sup (i

) o

Np, konacan Np, konacan

b) Ako je A € (al(A),ly), tada Ly je kompaktan ako i samo ako je

(3.75) lim sup (Z Z Qnk| + Z %) =0.
e k=0 |[n€Np, nENm,
m CINg
Ny, konacan

Na kraju sekcije, da¢emo jos jedan rezultat dobijen na osnovu rezultata iz Posledice

3.34 i Teoreme 3.17.

Posledica 3.35. Neka je 0 <r <114 N, (m € INy) proizvoljan podskup skupa INy
sa elementima vecéim ili jednakim m.

a) Ako je X = ap(A) ili X = al(A) i A€ (X,bv), tada La je kompaktan ako i samo

ako je
(3.76) lim sup Z (An — An_l) =
e nENm 1
Ny, CINg
Ny, konacan

Z (dnk - dn—l,k)

neEN,

liln sup (i

k=0

) o

NmCﬂVO

Ny konacan
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b) Ako je A € (al.(A),bv), tada L4 je kompaktan ako i samo ako je

+

Z (771 - Vn—l)

’I’LENm

Z (dnk - dn—l,k’)

’I’LGNm

) o

3.5. Mere nekompaktnosti i transformacije na prostorima S&C)(Am), sO(A™),

Soz(Am)

(3.77)  lim sup (Z

k=0

N'mCWO

Ny, konacan

Kao i u prethodnoj sekciji, i ovde ¢emo nastaviti sa nalazenjem potrebnih i dovoljnih
uslova za kompaktnost operatora L4, odredjenog bskonaénom matricom A € (X,Y).
Ovde ¢emo za prostor X uzeti jedan od prostora uvedenih u Sekciji 2.3., odnosno
sO(A™), s2(A™) ili so(A™), dok ¢e prostor Y biti neki od prostora cg, ¢, lus, b1

Sliéno kao u prethodnoj sekciji, stavimo:

(378) Anl — RkAn = Z (07 (m +‘,7 )anj,
=k J—k

Na osnovu (2.84) stavimo da je

—k-1
(3.80) —ehrné w“: —glimg 04k< (n+j ) )) zan=0,1,...
—00 00 ]_
=

i neka je
(3.81) B = lim (Z ks — %> .

Sada, kao u Teoremi 3.29 stavljajuéi umesto Aidy redom A dy definisanim pomocu
(3.78) i (3.79), dobijamo rezultate na potpuno isti na¢in. Tehnika dokazivanja kod

narednih rezultata je potpuno ista kao u prethodnoj sekciji, pa zato ovde izostavljamo
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dokaze. Takodje, i ovde ¢emo koristiti oznaku Al"l = (ag,]f)j;‘jkzo, gde je r nenegativan

ceo broj, za beskonacnu matricu definisanu na slede¢i nacin: aﬁ =0zan <ri

aﬂ:ankzaan(kzo,l,...)

Teorema 3.36. Neka je X = sO(A™) ili X = s,(A™), m € INy i 4,y definisano u
(3.78).
a) Ako je A € (X, ), vazi sledece:

(3.82) 1Zally = Jim |37 x oy = lim <sgp (Z |ank|)> .

="\ k=0
b) Neka je A € (X, ¢) i ay, definisano u (3.79). Tada vazi:

L. ~1r ~ \oo . N -
(3.83) 3 TILIgO | Al — ()0l (x,00) = TILI"Iolo (sup <Z |Gns, — Ozk|>) < [[Lally <

n>r \ =g
Tim A — @)oo
c) Ako je A € (X, {w), vaZi sledece:
(3.84) 0 < ||Zally < lim [|A"]|x,00)-
Na isti nacin kao u Teoremi 3.30 dobijamo naredne rezultate.

Teorema 3.37. Let m € INy i Quk, Ok, Vo t B definisani redom u (3.78), (3.79),
(3.80) i (3.81).
a) Ako je A € (s(A™), o), tada vazi:

(3.85) | Lally = Tli_)rgo (sup <Z k| + ]’M)) .
b) Ako je A € (S((;)(Am), c),vazi sledece:

n2r \ k=0
1 . (o] _ _ [o¢] _
(3.86) - lim (igg (Z [k — |+ B =9 — > )) < Lall <
= k=0 k=0
i (s (St + [
k=0

nzr \ k=0

)
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¢) Ako je A € (s (A™), 0.), vazi:

(3.87) 0 < [[Lafl < lim (sgp (Z |Gr| + I%|>> :

k=0

Sada, na osnovu prethodnih teorema i osobina Hausdorfove mere nekompaktnosti,
mozemo kao posledice definisati potrebne i dovoljne uslove za kompaktnost operatora

Ly.

Posledica 3.38. Neka je X bilo koji od prostora s%(A™) ili so(A™), m € INy i
oznake iste kao u Teoremi 3.36.

a) Ako je A € (X, ), tada Ly je kompaktan ako i samo ako je

(3.88) lim || A" (x.00) = lim <sup (Z yank|>) = 0.

2T\ k=0

b) Ako je A € (X,c), tada Ly je kompaktan ako i samo ako je

(3.89) lim ([ AP — (80)7% |y = lim <sup (Z (Gt — &u)) =0.

n> 5—0

c) Ako je A € (X, ly), tada L4 je kompaktan ako je ispunjen uslov (3.88).

Posledica 3.39. Neka je m € INy i N, (r € INy) proizvoljan podskup skupa INy sa
elementima vecim il jednakim r.
a) Ako je X bilo koji od prostora s (A™) ili so(A™) i A € (X, (1), tada L4 je kompaktan

ako 1 samo ako je

(3.90) lim sup

o
E A, = lim sup E
T—00 T—00
neN, k=0

NrCﬂV() N’rCﬂVU

E Qnk

nENr

) o

Nykonacan Nykonacan
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b) Ako je A € (S&C)(Am),ﬁl), tada L je kompaktan ako i samo ako je

(3.91) lim  sup (Z ESDY %) = 0.

k=0 |nEN, neN,

_|_

NCINg

Nykonacan
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