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Uvod

Fazi skupove je uveo L. A. Zadeh 1965. godine, kao metod za predstavaljanje
nekih nepreciznih aspekata ljudskog znanja, koji se javljaju kada se radi sa
problemima kod kojih izvor nepreciznosti jeste odsustvo precizno odredenih
kriterijuma pripadnosti nekoj klasi. Takvi problemi su veoma cesti kada se
radi sa klasama objekata koji se sre¢u u realnom, fizickom svetu, zbog cega
fazi skupovi imaju veoma znacajne primene u mnogim oblastima. U istom
radu, Zadeh je uveo pojam fazi relacije koji je kasnije razvijao u radu iz 1971.
godine, gde je uveo i pojmove fazi ekvivalencije i fazi uredenja. Nakon toga,
u velikom broju radova razmatrani su razni aspekti tih fazi relacija, tako da
je danas teorija binarnih fazi relacija jedna od najznacajnih oblasti u teoriji
fazi skupova. Omogucavajuci veéu slobodu u izrazavanju jedva primetnih
nijansi povezanosti, fazi relacije su nasle prirodne primene u modeliranju
raznih koncepata koji se javljaju u takozvanim "mekim” naukama kao sto su
psihologija, sociologija, lingvistika, kao i u mnogim drugim naué¢nim poljima.

Fazi ekvivalencije predstvaljaju uopstenje obi¢nih relacija ekvivalencije,
i kao takve su opsezno izucavane, kao nacin za merenje stepena sli¢nosti,
ili nerazdvojivosti izmedu objekata datog univerzuma razmatranja. Na taj
nacin su se fazi ekvivalencije pokazale korisnim u raznim kontekstima, kao $to
su fazi kontrola, aproksimativno rezonovanje, klaster analiza, itd. Zavisno
od autora i konteksta u kojima su se javljale one su dobijale razli¢ita imena,
kao Sto su relacije slicnosti (originalni Zadehov naziv) ili operatori nera-
zdvojivosti (koji su koristili Valverde, Boixader, Jacas, Recasens i drugi).
Fazi pristup je primenjen na teoriju jezika i automata jos u prvom stadijumu
razvoja teorije fazi skupova. Buduéi da preciznost formalnih jezika priliéno
odudara od nepreciznosti koje se javljaju u prirodnim jezicima, fazi jezici i
njima odgovarajuéi fazi automati, su uvedeni kao na¢in za prevazilazenje tih
suprotnosti. Zahvaljuéi tome, fazi jezici i automati su dobili Siroku primenu
u leksickoj analizi, opisu prirodnih i programskih jezika, sistemima ucenja,
kontrolnih sistemima, neuronskim mrezama, klinickom monitoringu, prepo-
znavanju Sablona, bazama podataka i drugim oblastima. Poslednjih godina
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je postignut veoma veliki nau¢ni napredak u teoriji fazi jezika i automata.
Pomenucéemo radove ¢iji su autori Belohlavek [4], Asveld [1], Y. M. Lii W.
Pedrycz [81], [82], Z. Li, P. Li i Y.M. Li [84], S. Bozapalidis i O. Lous-
cou - Bozapalidou [13] u kojima su dobijeni interesanti rezultati vezani za
fazi automate, fazi jezike i gramatike nad raznim istinitosnim struktrurama.
Medutim, mnoga pitanja koja se ticu fazi jezika i automata su ostala i dalje
otvorena i predstavljaju vaznu temu za dajlja istrazivanja. Znacajnu ulogu
u proucanju klasi¢nih jezika i automata ima Myhill-Nerode-ova teorija, u ko-
joj se raspoznatljivost jezika kona¢nim automatima izucava pomocu desnih
kongruencija i kongruencija na slobodnim monoidima, kao i preko drugih
koncepata teorije polugrupa. U teoriji fazi jezika slicne koncepte koristili
su Shen [113], Malik, Mordeson i Sen [86], kao i Mordeson i Malik [89]. U
pomenutim izvorima razmatrane su sintaksicke desne kongruencije i izvodi
(razlomci) fazi jezika, ali nije razvijena kompletna teorija zasnovana na fazi
desnim kongruencijama i fazi kongruencijama na slobodnim monoidima.

Glavni zadatak ove doktorske disertacije je izvodenje kompletne teorije
Myhill-Nerodovog tipa za fazi jezike i automate, uz koris¢enje fazi desnih
kongruencija i fazi kongruencija na slobodnim monoidima, kao i raspozna-
vanje fazi jezika kona¢nim monoidima. Da bi se to uradilo, neophodno je
prehodno doc¢i do nekih novih rezultata koji se tic¢u fazi relacija, posebno fazi
ekvivalencija, fazi preslikavanja i fazi homomorfizama, sto je takode uradeno
u ovoj disertaciji.

U prvoj glavi disertacije uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije fazi sku-
pova, fazi relacija, fazi automata i fazi jezika. Koncept fazi skupova koji je
razmatran u ovoj disertaciji baziran je na kompletnim reziduiranim mrezama
i znatno je opstiji od originalnog Zadehovog koncepta, gde se koristi realni,
zatvoreni jedini¢ni interval [0,1]. Kompletne rezidualne mreze su u ovoj
disertaciji koristene kao osnovne istinitosne strukture, ali su razmatrani i neki
specijalni slucajevi, kada istinitosne strukture jesu Heytingove algebre, ili
jedini¢ni interval [0,1] sa Lukasiwiczevom produkt ili Gédelovom trougaonom
normom.

U drugoj glavi disertacije razmatrane su fazi ekvivalencije i njima indu-
kovane fazi semi-particije i fazi particije. Date su razne karakterizacije
klasa fazi ekvivalencija i fazi semi-particija nad kompletnim reziduiranim
mrezama, kao nad linearno uredenim kompletnim Heyting-ovim algebrama.
U ovom drugom slucaju, za fazi ekvivalenciju nad linearno uredenim komple-
tnim Heytingovim algebrama, da¢emo algoritam za izracunavanje minimalne
familije klasa ekvivalencije koje generisu tu ekvivalenciju. Rezultati iz ovog
dela imaju kljuénu ulogu u daljim istrazivanjima.
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U trecoj glavi disertacije su uvedeni i izu¢avani koncepti uniformne fazi
relacije i fazi preslikavanja, kao i koncept fazi homomorfizma. Ovi koncepti
srodni su konceptu fazi funkcije, koji je u raznim oblicima i sa raznih aspekata
izucavan u radovima mnogih autora. U mnogim izvorima. fazi funkcija iz
skupa A u skup B je definisana kao preslikavanje iz skupa A u fazi partitivni
skup Z (B) skupa B. Ovakve fazi funkcije su zapravo fazi relacije iz skupa A
u skup B, tako da se tu radi o suvise Sirokom konceptu. Nesto uze koncepte
fazi funkcija su u nizu radova izucavali F. Klawonn [71], M. Demirci [31], [33],
[38], [37], [44] i Belohlavek [3] . Ti koncepti su bliski konceptu uniformne
fazi relacije, ali se ipak znacajno razlikuju, Sto je u disertaciji i pokazano.
Ono $to ni jedan raniji koncept fazi funkcije ili preslikavanja nije omogucio je
uspostavljanje korespodencije izmedu fazi preslikavanja i fazi ekvivalencija,
kakva postoji izmedu obi¢nih (jasnih - crisp) preslikavanja i ekvivalencija.
Upravo je to i jedan od glavnih rezultata ovog poglavlja.

Sa tim u vezi ovde je uveden i pojam fazi homomorfizma u ¢etvrtom delu
disertacije, uspostavljena je korespodencija izmedu fazi homomorfizama i fazi
kongruencija na algebrama i dokazane su odgovarajuée teoreme o homomor-
fizmu.

U poslednjoj, petoj glavi disertacije je data teorija Myhill-Nerodeovog
tipa za fazi jezike i fazi automate. Najpre smo pokazali da se proizvoljnoj
fazi desnoj kongruenciji na slobodnom monoidu moze pridruziti fazi automat
&/, a potom smo razmotrili pitanje raspoznavanja fazi jezika fazi automa-
tima koji odgovoraju fazi desnim kongruencijama. Ovde su dobijeni izvesni
rezultati koji kazu da je raspoznatiljivost fazi jezika fazi automatom koji
odgovara fazi desnoj kongruenciji usko povezana sa ekstenzionalnoséu fazi
jezika u odnosu na tu fazi desnu kongruenciju. Inace ekstenzionalnost je
veoma vazan koncept teorije fazi relacija, sa veoma znatajnim primenama
u fazi kontroli, fazi klasterovanju i drugim oblastima. Takode su uvedeni
i pojmovi Nerodeove fazi desne kongruencije i Myhillove fazi kongruencije
automata, i dokazano je da se svaki fazi jezik koji se moze raspoznti au-
tomatom ./ moze raspoznti i fazi automatom koji odgovara Nerodeovoj fazi
desnoj kongruenciji tog automata, kao i deterministickim krisp automatom
koji odgovara krisp delu Nerodeove fazi desne kongruencije. Na osnovu toga
je dat postupak za determinizaciju fazi automata koji odgovara takozvanoj
konstrukciji dostiznih podskupova koja se koristi pri determinizaciji nede-
terministickih krisp automata, i pokazano je da teorija Myhill-Nerodeovog
tipa vazi za fazi jezike i automate ako i samo ako se radi o fazi jezicima i
automatima nad komplentom reziduiranom mrezZom ¢iji reduk u odnosu na
operacije superemuma i mnozenja jeste lokalno konacan poluprsten.
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Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati.
Takode ¢e biti predstavljena neka osnovna svojstva uvedenih pojmova, koja
¢e se nadalje koristiti.

Glava se sastoji od osam odeljaka. Najpre ¢e u Odeljku 1.1 biti definisani
neki pojmovi i oznake iz teorije skupova i neki tipovi relacija ¢ije je pozna-
vanje neophodno za dalji rad. Dobro poznavanje pojmova kao $to su kongru-
encije, homomorfizmi, direktne sume, direktni proizvodi i drugi, neophodno
jeiu teoriji fazi relacija, fazi ekvivalencija, fazi preslikavanja i fazi automata.
Zbog toga Ce ovi pojmovi biti definisani za proizvolje algebre,u Odeljku 1.2,
pri ¢emu ce biti date i neke opste teoreme univerzalne algebre, koje ¢e po-
tom biti primenjivane i u fazi teoriji. Zatim ¢emo, u Odeljku 1.3 uvesti
neke pojmove teorije polugrupa i slobodnih polugrupa. Automati koji ¢e
biti definisani u Odeljku 1.4 i koji ¢e se koristiti nadalje su automati bez
izlaza. Zatim ¢e biti navedene neke vazne relacije na slobodnom monoidu,
koje su vezane za automate i neophodne za fazi teoriju Myhill-Nerodeovog
tipa. U Odeljku 1.5 ¢ée biti navedeni i pojmovi parcijalno uredenog skupa i
mreze, koji su vezani za teoriju fazi skupova i poznavanje struktura istini-
tosnih vrednosti. Odeljak 1.6 ¢e ukazati na opravdanost i znacaj razvoja
fazi teorija. Ovde ¢e biti uveden pojam "reziduirana mreza” i bi¢e date neke
najznacajnije strukture istinitosnih vrednosti koje predstavljaju reziduirane
mreze, dok ¢e, u Odeljku 1.7 biti navedena osnovna svojstva ovih mreza.
U Odeljku 1.8 bi¢e uvedeni osnovni pojmovi vezani za fazi skupove i fazi
relacije.

Pojmovi i oznake su uvedeni u skladu sa slede¢im knjigama: S. Burris i

H. P. Sankappanavar [14], iz oblasti univerzalnih algebri, S. Bogdanovié¢ i M.
Ciri¢ [10], iz oblasti teorije polugrupa i M. Ciri¢, T. Petkovié¢ i S. Bogdanovié
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[22] iz teorije automata, R. Bélohldvek [3] iz oblasti reziduiranih mreza i
teorije fazi skupova i relacija.

1.1. Skupovi i relacije

Pojmove i oznake iz Teorije skupova i Teorije brojeva, koji su nam potrebni
u daljem radu koristiéemo onako kako je to uobicajeno u ovim teorijama.
Kardinalni broj skupa A oznacavamo sa |A|. Familija skupova indeksirana
skupom [ ¢e biti oznacavanasa A;, i € I,ili {A;|i € I}ili {A;}ier. Ako jein-
deksni skup konacan i ima n elemenata, onda obi¢no pisemo I = {1,2,...,n}
i familiju indeksiranu sa I ozna¢avamo sa Aj, Ag, ..., Ay, ili {4;}7 .

Neka je {AZ}z ¢ Deprazna familija nepraznih skupova. Pod Dekartovim
proizvodom te familije, koji oznacavamo sa [[,.; A;, podrazumevamo skup
koji se sastoji iz svih preslikavanja

a:I—>UAi, a:i—a; €A,
i€l

za svako i € I. Jednostavnosti radi, element a € A = [[,c; A; pisemo kao
(a;)ier ili krace samo (a;), gde je I dati indeksni skup, a a; je i-ta koordinata
od a, za i € I. Ako je indeksni skup I konacan, direktan proizvod familije
{A;}" | oznacavamo sa [, A; ili A; x Ay x --- x A,. U tom slucaju
proizvoljan element (a1, as, ..., a,) € A; X Ag X -+ X A, nazivamo uredenom
n-torkom, a ako je n = 2, onda govorimo o uredenom paru. Ako je A; = A,
za svako i € I, tada direktan proizvod [],;.; A; oznacavamo sa A i nazivamo
ga direktnim stepenom skupa A, a ako je Ay = A = --- = A, = A, tada
pisemo ], A; = A™.

Neka je A neprazan skup. Pod pojmom binarne relacije na A po-
drazumevamo svaki podskup ¢ skupa A2, pri éemu to moze biti i prazan
podskup. Buduéi da najcéesée radimo sa binarnim relacijama, onda binarne
relacije kra¢e nazivamo samo relacijama. Specijalne relacije na skupu A koje
su vredne paznje su prazna relacija, sa uobi¢ajenom oznakom &, relacija jed-
nakosti Ay = {(z,z) |z € A}, koja se takode naziva i dijagonala ili identicka
relacija, 1 univerzalna ili puna relacija V4 = A x A. U slu¢ajevima kada ne
postoji opasnost od zabune, mi izostavljamo indeks A u A4 i V4 i piSemo
prosto A i V. Ako je £ relacija na A i (a,b) € &, tada kazemo da suaib u
relaciji & 1 obi¢no izrazom “a&b” zamenjujemo izraz “(a,b) € €. Proizvod
relacija &, m na skupu A je relacija € o n definisana sa

Eon={(a,c) e Ax A|(Tbe A)(a,b) €£1i(bc)E€n}.
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Za binarnu relaciju ¢ na A, relaciju ¢! = {(z,9) | (y,2) € &} nazivamo
inverznom ili obratnom relacijom relacije €. Skupovi

Domé ={a e A|(Fbe€ A)(a,b) € &}
ran ={be A|(Ja € A) (a,b) € &}

nazivaju se domen i rang relacije ¢, tim redom. Jasno je da vazi Dom(¢71) =
rané i ran (§7!) = Dom¢. Za a € A pisemo

aé ={zx € A|(a,x) € &}, Ca={z € A|(x,a) € &}.

Za nas Ce ovde biti interesantne relacije parcijalnog uredenja i relacije ekvi-
valencije. Neka je A neprazan skup. Relacija £ na skupu A4 je:

— refleksivna, ako je (a,a) € &, za svaki a € A, tj. ako je Ay C&;

— simetricna, ako za a,b € A, iz (a,b) € & sledi (b,a) € &, tj. ako je
£Cely

— anti-simetriéna, ako za a,b € A, iz (a,b) € £ 1 (b,a) € & sledi da je
a=0b,tj. akoje ENETC Ay

— tranzitivna, ako za a,b,c € A, iz (a,b) € £ 1 (b,a) € & sledi (a,c) € &,
tj. ako je £o & CE.

Refleksivnu, antisimetriénu i tranzitivnu relaciju wuredenjem ili relacijom
poretka. Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacijom
ekvivalencige, ili samo ekvivalencijom.

Sada ¢emo se malo pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je 6 ekvi-
valencija na skupu A. Ako su elementi a,b € A u relaciji 0, tj. (a,b) € 0,
tada kazemo i da su oni ekvivalentni. Skup af nazivamo klasom ekvivalen-
cije elementa a € A u odnosu na 0, ili kraée 6-klasom elementa a. Jasno
je da je u tom slucaju a € af. Skup svih 6-klasa oznacavacemo sa A/6 ili
Ay i naziva¢emo ga faktor skupom skupa A, ili prosto faktorom skupa A, u
odnosu na 6. Preslikavanje

0" : a— ab

koje slika skup A na faktor skup Ay nazivamo prirodnim preslikavanjem
skupa A odredenim ekvivalencijom 6. Sa druge strane, neka su A i B
neprazni skupovi i ¢ : A — B. Relaciju

kerp = {(z,y) € A x A|p(x) = o(y)}

na skupu A nazivamo jezgrom preslikavanja ¢. Vezu izmedu ekvivalencija i
preslikavanja daje nam naredna teorema.
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Teorema 1.1.1. Neka je A neprazan skup. Ako je ¢ preslikavanje skupa
A u skup B, tada je ker ¢ ekvivalencija na A. Osim toga, za proizvoljnu
ekvivalenciju 0 na A je ker(6%) = 6.

Neka je 6 relacija ekvivalencije na skupu A. Podskup H od A nazivamo
puni presek od 0 ako H sadrzi bar po jedan element iz svake 6-klase. Ako
H sadrzi tacno jedan element iz svake f-klase, onda ga nazivamo poprecni
presek (engl. cross-section).

Familiju {A; |i € I} nepraznih podskupova skupa A nazivamo razbijan-
jem ili particijom skupa A, ako je

A={]J4A

el
i za proizvoljan par i, € I vazi
Ai:Aj ili AiﬂAjZQ.

Vezu izmedu particije skupa i njegovih relacija ekvivalencije daje nam naredna
teorema.

Teorema 1.1.2. Neka je familija w = {A; | i € I} particija skupa A. Tada
relacija 05 na skupu A definisana sa

(a,b) €l < (Fiel)abe A, (a,be A)

jeste relacija ekvivalencije na skupu A. Obratno, neka je 0 relacija ekviva-
lencije na skupu A. Tada familija

wyp = {ab|a € A}
jeste razbijanje skupa A. Osim toga, preslikavanja
w — Oy 1 0 — oy

su uzajammno inverzne bijekcije iz skupa svih razbijanja skupa A na skup svih
relacija ekvivalencije na skupu A, i obratno.

1.2. Univerzalne algebre

Neka je A neprazan skup. Skup uredenih n-torki, za n € N, oznacili smo
sa A", i dodatno stavimo da je A° = {0}. Sada, za n € N°, pod n-arnom
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operacijom na skupu A podrazumevamo svako preslikavanje f: A" — A. U
tom sluc¢aju, broj n se naziva duzina ili arnost operacije f.

Tip algebri ili signatura definiSe se kao skup simbola 7 sa svojstvom
da je svakom simbolu f € 7 pridruzen neki broj n € N koji nazivamo
arnost ili duzina simbola f. U tom slucaju se kaze da je f n-arni operacijski
simbol. Nularne operacijske simbole nazivamo znacima konstanti. Za broj
n € N°, skup svih n-arnih operacijskih simbola iz 7 ozna¢avamo sa 7,,. Pod
univerzalnom algebrom ili samo algebrom tipa T podrazumevamo uredeni
par (A, F), gde je A neprazan skup koji zovemo nosacem te algebre i F' =
{fA| f € 7} je familija operacijskih simbola indeksirana skupom 7, tako da je
svakom n-arnom operacijskom simbolu f € 7 pridruzena n-arna operacija f4
na A koju nazivamo interpretacija simbola f u algebri A. Operacije f4, f €
T nazivaju se fundamentalnim operacijama pomenute algebre, a njihovom
kompozicijom se dobijaju izvedene operacije te algebre. Ako se podrazumeva
o kojoj je algebri re¢, onda u oznaci f4 izostavljamo gornji indeks. Bez
opasnosti od zabune, univerzalnu algebru i njen nosa¢ oznac¢avamo istim
slovom. Algebre A i B su istog tipa ako im odgovaraju familije operacija
iste arnosti. Ako sa F,, n € N° oznac¢imo skup svih operacija iz F' koje su
arnosti n, tada se skup .# moze predstaviti u obliku F' = | J,,cro Frn. Algebra
A je unarna algebra ako je .F = F.

Neka su algebre A i B istog tipa ineka je B C A. Podskup B je podalgebra
od A ako je zatvoren za sve fundamentalne operacije algebre A, odnosno ako
vaze sledeéi uslovi

(i) f4 € B, za svaki f € 7,
(ii) za f € 7, n €N, iz ay, a9, ...,a, € B sledi f4(ay,as,...,a,) € B.

Za proizvoljan neprazan podskup H algebre A postoji najmanja poda-
lgebra koja sadrzi H. Kazemo da je to podalgebra algebre A gemerisana
skupom H, u oznaci (H). Za podalgebru generisanu jednoelementnim sku-
pom kazemo da je monogena. Podskup H C A takav da je (H) = A zovemo
generatorni skup algebre A. Ako algebra A ima konacan generatorni skup,
onda kazemo da je ona konacéno generisana.

Neka su A i B algebre istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — B je homomo-
rfizam algebre A u algebru B ako vaze sledeci uslovi:

(i) ako je f € 7o, tada je ¢(f4) = f5,
(ii) ako je f € T, zan € N, iz ay,aq9,...,a, € B sledi

(b(fA(ah az, . .. 7an)) - fB((b(al)? ¢(a2)7 ) (b(an))
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Ako je ¢ jos i injektivno preslikavanje, onda kazemo da je monomorfizam
(potapange). Ako ¢ jeste surjektivno preslikavanje, kazemo da je epimor-
fizam, a za algebru B kazemo da je homomorfna slika algebre A. Ako je ¢
bijekcija tada kazemo da je ¢ izomorfizam. Cinjenicu da postoji izomorfizam
algebri A i B oznacavamo sa A = B. U slucaju kada je A = B homomor-
fizam ¢ nazivamo endomorfizam, a ako je jo§ i izomorfizam, onda kazemo
da je automorfizam algebre A.

Neka je A algebra i # binarna relacija na skupu A. Relacija 0 je kon-
gruencija na algebri A ako je ekvivalencija i saglasna je sa operacijama na
A, tj. za proizvoljne elemente a;,b; € A, i € {1,2,...,n}, i proizvoljnu
operaciju f € Fp,, n € N, iz (a;,b;) € 0, za svako i € {1,2,...,n}, sledi
(f(a1,a9,...,an), f(b1,ba,...,b,)) € 6. Jasno je da je presek proizvoljne
familije kongruencija takode kongruencija. Ako je p binarna relacija na alge-
bri A, tada je presek svih kongruencija koje sadrze p najmanja kongruencija
koja sadrzi p i zovemo je kongruencija generisana relacijom p.

Neka je A algebra i 6 kongruencija na A. Na skupu Ay = {af|a € A}
definisemo operaciju f, za f € %, sa

fA9 (a10,a20,...,a,0) = fA(al, ag,...,an)0,

za proizvoljne a10,...a,0 € Ag. Na taj nacin Ay postaje algebra tipa 7
i nazivamo je faktor (kolicnik) algebrom algebre A. Neka je A algebra i 6
kongruencija algebre A. Preslikavanje ¢ : A — Ay definisano sa ¢(a) = ab,
za proizvoljno a € A, je prirodni epimorfizam. Takode, ako je ¢ : A — B
homomorfizam algebri A i B, tada relaciju

ker ¢ = {(a1,a2) € Ax Aly(a1) = P(az)}
zovemo jezgro homomorfizma ).

Teorema 1.2.1. (Teorema o homomorfizmu) Neka su A i B algebre i
¢ : A — B epimorfizam. Tada je ker ¢ kongruencija na algebri A i algebra
Axer ¢ je izomorfna algebri B.

Redukt algebre A tipa 7 je algebra sa istim nosacem A tipa 7/, takva da
jet CT.

Napomenimo jo§ jednom da su pojmovi i oznake dati u ovom odeljku u
skladu sa knjigom S. Burrisa i H. P. Sankappanavara [14], pa za pojmove i
oznake koji nisu ovde definisani upu¢ujemo na pomenutu knjigu.
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1.3. Polugrupe

Neka je na nepraznom skupu S definisana binarna operacija - , tako da je
zadovoljen uslov asocijativnosti, tj. vazi

(ab)c = a(bc), za sve a,b,c € S.

Tada je algebra (S,-) polugrupa. Imajuéi u vidu da na polugrupi vazi
uopsteni zakon asocijativnosti, tj. da raspored zagrada nije bitan, koristi¢emo
konvenciju o brisanju zagrada.

Neprazan podskup T" polugrupe S je podpolugrupa od S ako je T' zatvoren
za operaciju polugrupe S, tj. ako je ab € T, za sve a,b € T. Neposredno se
proverava da neprazan presek proizvoljne familije podpolugrupa polugrupe
S jeste podpolugrupa od S. Prema tome, ako je T neprazan podskup od S,
tada presek svih podpolugrupa polugrupe S jeste podpolugrupa od S, koju
oznacavamo sa (T) i nazivamo je podpolugrupa od S generisana skupom T.

Element e polugrupe S je leva (desna) jedinica ako vazi ea = a (ae = a),
za svako a € S. Element e je jedinica polugrupe S ako je leva i desna
jedinica. Polugrupa sa jedinicom je momnoid. Takode se moze dokazati da
polugrupa ima jedinicu ako i samo ako ima levu i desnu jedinicu, kao i da
ukoliko ima jedinicu, tada je ona jedinstvena.

Veé smo uveli pojam kongruencije na algebri, ali ¢emo kod polugrupa
uvesti jo§ nekoliko srodnih pojmova. Za relaciju £ na polugrupi S kazemo
da je levo (desno) saglasna ako za sve a, b, x € S'iz (a,b) € £ sledi (za, xb) € €
((ax,bx) € ). Levo (desno) saglasnu ekvivalenciju na polugrupi S nazivamo
levom(desnom)kongruencijom na S. Kongruencijom na S nazivamo relaciju
koja je istovremeno i leva i desna kongruencija na polugrupi S.

Neka je X mneprazan skup koji ¢emo zvati alfabet, a njegove elemente
slovima. Konacan niz x1x9---x, elemenata alfabeta X zovemo re¢ nad
alfabetom X. Dve reci x12xo- -2y 1 Y192 - yYm su jednake ako je n = m
ixz; =y, zasvako i € {1,2,...,n}, tj. ako su jednake kao nizovi. Sa
X1 oznacavamo skup svih reéi nad alfabetom X. Na skupu X definisemo
operaciju dopisivanja (konkatenacije) na sledeéi nacin

(951332 e '%)(Z/1Z/2 e 'ym) = X122 - TpY1Y2 - Ym-

Sa ovako definisanom operacijom X je polugrupa, koju nazivamo slobodna
polugrupa nad alfabetom X. Skup X* = X+t U{e} sa mnoZenjem definisanim
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sa
wo, u,v€XT;

) u, ue X, v=oe;

v = v, u=e, veXT;
e, u=v=-ce

jeste monoid koji oznacavamo sa X* i zovemo slobodni monoid nad alfabetom
X. Jedini¢ni element, u oznaci e, zovemo prazna rec.

Pod jezikom nad alfabetom X podrazumevamo proizvoljan podskup slo-
bodnog monoida X*. Za re¢ u alfabeta X sa |u| oznacavamo duZinu reci
u, tj. broj slova alfabeta X u zapisu re¢i u. Za proizvoljno k € N, sa
X* oznacavamo skup svih reci iz X* duzine k, dok sa XZ*, odnosno X SF,
oznacavamo skup svih re¢i ulaznog alfabeta duzine najmanje, odnosno na-
jvise, k.

Polugrupovni identitet nad alfabetom X je par (u,v) € X x Xt koji
obi¢no zapisujemo kao v = v. Kada je jasno da mislimo na polugrupovni
identitet obi¢no kazemo samo identitet.

1.4. Automati

Pod automatom bez izlaza podrazumevamo trojku & = (A, X,J), gde je
A skup stanja, X je ulazni alfabet 1 6 : A x X — A jeste funkcija prelaza.
Poznato je da se funkcija prelaza ¢ moze produziti do funkcije 6* : A x X* —
A na slededi nacin

0*(a,e) =a
0*(a,ux) = 6(6*(a,u),x), zauec X*.

Jednostavnosti radi §* éemo kraée oznacavati sa 0. Kazemo da automat pod
dejstvom ulazne re¢i u € X* prelazi iz stanja a € A u stanje 0(a, u), ili krade,
u stanje au.

Uredena cetvorka &/ = (A, ap, X,0) predstavlja inicijalni automat sa
inicijalnim stanjem ag. Sva stanja do kojih se moze sti¢i iz ag nazivaju se
dostizna stanja automata <. Automat ¢ija su sva stanja dostizna naziva se
stablo.

Poznato je da automati bez izlaza mogu biti tretirani kao unarne algebre
¢iji je skup operacijskih simbola indeksiran skupom X, tj. kao unarne algebre
tipa X. Tada pojmovi kao Sto su: kongruencija, homomorfizam, faktor

automat, podautomat, itd., imaju svoje uobic¢ajeno algebarsko znacenje.
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U skladu sa algebarskim znacenjem, za podskup B automata A kazemo
da je podautomat od A ako za a € Aiwu € X* uslov da je a € B povlaci
au € B.

Pomenimo da za jezik L alfabeta X kazemo da je raspoznatljiv au-
tomatom A, pomocu skupa T' C A ako vazi

uel & aguel.

Veoma vaznu ulogu u algebarskoj teoriji automata igraju veze koje pos-
toje izmedu automata i desnih kongruencija i kongruencija na slobodnim
polugrupama i monoidima. Zato ¢emo se malo pozabaviti ovim relacijama.

Neka je dat automat &/ = (A, X,0) i stanje a € A. Relacija v, na
slobodnom monoidu X* definisana sa

(u,v) Evg & au=av

je desna kongriencija na X* i nazivamo je Nerodeovom desnom kongruen-
cijom odredenom stanjem a automata A. Ako je 7 inicijalni automat sa
inicijalnim stanjem ag, tada v,, nazivamo Nerodeovom desnom kongruenci-
jom automata <7 1 oznacavamo je sa V.

Dalje, na X™* mozemo definisati relaciju pos na sledeéi nacin:
(u,v) € pey < (Ya € A) au = av.

Ovako definisana relacija je kongruencija na X™* i naziva se Myhillova kon-
gruencija na X* automata /. Primetimo da se relacija p moze izraziti i

Sa:
o = () e
a€A

Podse¢amo da smo, za pojmove i oznake koji nisu ovde definisani uputili
na knjigu M. Ciri¢a, T. Petkovi¢ i S. Bogdanovica [22].

1.5. Uredeni skupovi i mreze

Refleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju na skupu A nazivamo par-
cijalnim uredenjem na A, ili kra¢e samo uredenjem na A. Uredenja najcesée
oznacavamo simbolom <. Par (A4, <) koji se sastoji od skupa A i parcijalnog
uredenja < na njemu nazivamo parcijalno uredenim skupom, ili krade samo
uredenim skupom. Jednostavnosti radi, umesto ” (A, <) je ureden skup” gov-
ori¢emo " A je ureden skup”, pri cemu ¢emo podrazumevati da je uredenje na
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njemu oznaceno sa <. Ako je < uredenje na skupu A, tada sa < oznatavamo
relaciju na A definisanu sa

a < b akoisamo ako jea <bia#b,

a sa > i > oznacavamo inverzne relacije relacija < i <, tim redom. Uredenje
< na A nazivamo linearnim ako za sve a,b € A vazi a < bili b < a, iu tom
slucaju kazemo da je A linearno ureden skup ili lanac.

Za preslikavanje ¢ koje slika ureden skup A u ureden skup B kazemo da
je izotono ili rastuce ili da ocuvava uredenje ako za sve a,b € A, iz a < b
sledi ¢(a) < ¢(b). Sliéno, za preslikavanje ¢ iz A u B kazemo da je antitono
ili da je opadajuce ako za sve a,b € A, iz a < b sledi ¢(b) < ¢(a). Za ¢
kazemo da je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili uredajni izomorfizam
iz A na B, ako je ¢ bijekcija iz A na Bi ¢ i ¢! su izotona preslikavanja.

Neka je A ureden skup. Za element a € A kazemo da je

— minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za x € A, iz x < a sledi x = qa;

— maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veéi
od njega, tj. ako za x € A, iz a < x sledi a = x;

— nagmanji element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a < z, za svaki x € A;

— najveci element skupa A, ako je veéi od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je x < a, za svaki x € A.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A kazemo
da je

— gornja granica skupa H, ako je x < a, za svaki x € H;

— donja granica skupa H, ako je a < x, za svaki x € H;

— nagjmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji
element skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H vazi a < b;

— najveca donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveci element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H vazi b < a.

Supremum skupa H, ako postoji, oznacavamo sa \/ H, a infimum, takode
ako postoji, sa A\ H. Ukoliko je H = {x;|i € I}, tada umesto \/ H i A\ H

piSemo redom
Ve i Am
icl icl
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Ureden skup ¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum
nazivamo mrezZom. Indukcijom se lako dokazuje da i svaki konacan podskup
mreze ima supremum i infimum. Za beskona¢ne podskupove mreze to ne
mora da vazi. Ako je L mreza, tada se na L mogu definisati dve binarne
operacije A1V sa

Az (a,b)—aAb i V:(a,b) — aVb.

Po analogiji sa odgovaraju¢im operacijama na skupovima, operacije V i A
naziva¢emo, redom, unijom i presekom. Drugim re¢ima, govori¢emo da je
\ H unija skupa H a a Vb je unija elemenata a i b, i slicno, da je A\ H
presek skupa H, a a Ab je presek elemenata a i b. Koristeé¢i operacije unije i
preseka, mrezu mozemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno
se dokazuje sledeca teorema.

Teorema 1.5.1. Ako je L mreza, tada je (L,A,V) univerzalna algebra
takva da za sve x,y,z € L vaZe sledeéi uslovi:

(L) x Az =z, zVax==x (idempotentnost);
(L2) s Ny=yAzxz,zVy=yVuz (komutativnost);
(L3) (zAy)ANz=xzA(yAz), (@Vy)Vz=xV(yVz) (asocijativnost);
(L4) z AN (zVy) =z, zV(zAy) ==z (apsorpcija).

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije N\ iV koje zadovoljavaju
uslove (L1)—(L4), tada je L mreza, u odnosu na parcijalno uredenje < defin-
15aM0 Sa

a<b & aNb=a (ili, ekvivalentno, a <b < aVb=0).

Uslove (L1)-(L4) u Teoremi 1.5.1 nazivamo aksiomama mrezZe. Tretiranje
mreze kao univerzalne algebre omogucava nam da kao i kod svake druge
univerzalne algebre govorimo o podmreZama, kongruencijama, homomor-
fizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreza itd.

Neprazan podskup X mreze L naziva se podmreZa mreze L ako za svaka
dva elementa a,b € X vaziaANbe X iaVbe X.

Za mrezu L i a € L, podmreze
[a)={x € Lla<x} i (a] ={r € L|z < a}
su poluotvoreni intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podmreze

(a,b) ={zr € L|la<z<b} i [a,b] ={z € L|a <z <b}
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su otvoreni interval i zatvoreni interval, (ili segment) mreze L, tim redom.

Sistemi sa jednom binarnom idempotentnom, komutativnom i asocija-
tivnom operacijom nazivaju se polumrezama. Ako neprazan skup L zajedno
sa proizvoljnim elementima a,b € L sadrzi i a A b, odnosno a V b onda se L
naziva, redom A-polumrevza ili donja polumreZa, tj. V-polumreza ili gornja
polumreza.

Neprazan podskup J mreze L naziva se ideal ako vazi:

(a) za elemente a € J iz € L takve da je x < a je x € J,

(b) za dva elementa a,b € LjeiaVbeJ.
Nije tesko pokazati da je J ideal mreze L ako vazi:
aVbe Jakoisamoakoiae Jibe J

Dualni pojam pojmu ideala u mrezi je dualni ideal. Dakle, neprazan podskup
D mreze L je dualni ideal ako vazi:

(a) za elemente a € D iz € L takve da je a < x je x € D;

(b) za dva elementa a,b € L jeaAbe D.

Neka je element a € L. Primetimo da su, tada poluotvoreni intervali (a
i [a), redom ideal, odnosno dualni ideal mreze L i nazivaju se glavni ideal
generisan sa a i glavni dualni ideal generisan sa a.

Najmanji element mreze L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveci
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreze L. Nulu i jedinicu mreze
obi¢no oznac¢avamo sa 0 i 1, tim redom. Mrezu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ogranicenom mrezom. Ograni¢ena mreza se takode moze tretirati
kao univerzalna algebra (L, A,V,0,1) sa binarnim operacijama A i V koje
zadovoljavaju (L1)—(L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 Az =0 (ili, ekvivalentno, 0 V & = x), za svaki z € L;
(L6) 1 ANz == (ili, ekvivalentno, 1V z = 1), za svaki x € L.

Nije tesko pokazati da su na proizvoljnoj mrezi L sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

(LT) z A (yVz)=(zAy)

(LT) 2V (yAz)=(zVy) A

<

x A z),zasve x,y,z € L;

—

xV z), zasve x,y,z € L.
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Mrezu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mrezZom.

Neka je L ograni¢ena mreza sa nulom 0 i jedinicom 1. Za element y € L
kazemo da je dopuna (komplement) elementa x € L ako vazi

zAy=20 i zVy=1.

U tom slucaju je i  dopuna za y, tj. relacija ”biti dopuna” je simetri¢na.
Ako je pri tome mreza L jos i distributivna, tada se lako dokazuje da svaki
element x € L moze imati najviSe jednu dopunu, koju ¢emo oznacavati sa

x'.

Ogranicenu distributivnu mrezu u kojoj svaki element ima dopunu nazi-
vamo Bulovom algebrom. Preslikavanje x — 2’ je unarna oparacija na L, i
nazivamo je operacijom dopune. Bulova algebre se takode moze tretirati kao
univerzalna algebra (L, A, V,",0,1) sa binarnim operacijama A i V, unarnom
operacijom ' i konstantama 0 i 1.

Kako smo napred napomenuli, svaki konacan podskup mreze ima supre-
mum i infimum, ali to ne mora da vazi za beskona¢ne podskupove. Stoga za
mrezu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mreZom. Jasno, svaka takva mreza je ogranicena.
Podskup K potpune mreze L je potpuna podmreZa od L ako se supremum i
infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K nalaze u K.

Podsetimo na neke vazne primere mreza.

Primer 1.5.1. Oznac¢imo sa &(A) skup svih relacija ekvivalencije na ne-
praznom skupu A. Taj skup je parcijalno ureden inkluzijom relacija, i u
odnosu na to parcijalno uredenje on je potpuna mreza. Naime, dok je
operacija preseka na &(A) presek dve relacije, operacija unije je odredena
drugacije, jer skupovna unija dve ili viSe relacija ekvivalencije ne mora biti
relacija ekvivalencije. Neka je B proizvoljan neprazan podskup od &(A) i
neka je (B) podpolugrupa polugrupe binarnih relacija na A generisana sa
B. Tada je \/ B jednako skupovnoj uniji svih relacija iz (B). Nula i jedinica
u&(A) suredom Ay iVy.

Primer 1.5.2. Neka je A algebra tipa # i Sub(A) skup svih podalgebri
algebre A, pri éemu smatramo da je za .%y = & prazna podalgebra ukljucena
u Sub(A). Tada skup Sub(A), parcijalno ureden skupovnom inkluzijom, ¢ini
potpunu mrezu u kojoj za proizvoljan skup {A;|i € I} C Sub(A) vazi

A=A i \/Ai:<UAi>.

el el el iel
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Jedinica ove mreze je cela algebra A, a nula je prazna podalgebra, ukoliko
je Fo = @, odnosno podalgebra generisana skupom svih konstanti, ukoliko
je Fy # @. Mrezu Sub(A) nazivamo mrezom podalgebri algebre A.

Primer 1.5.3. Neka je datskup svih kongruencija na algebri A tipa .%.
Tada on predstavlja kompletnu podmrezu mreze &(A) relacija ekvivalencije
na A, sa istom nulom i jedinicom kao u & (A).

1.6. Reziduirane mreze

U relanom, fizickom svetu, cesto se nailazi na klase objekata, kod kojih
kriterijum pripadanja odredenoj klasi nije precizno definisan. Zbog toga,
osnovna ideja fazi skupova i fazi logike "napada” tradiciju u nauci, tzv.
bivalentni na¢in razmisljanja i rezonovanja, sto je dovodi do formiranja novih
modela stvarnosti. Zbog toga, struktura skupa istinitosnih vrednosti zahteva
nasu posebnu paznju.

Pokazac¢emo sada kako se prirodne, sigurne logicke pretpostavke reflek-
tuju na odgovarajuce osobine strukture istinitosnih vrednosti. Priblizna
ocena istine direktno vodi do pretpostavke da je skup istinitosnih vrednosti
Z parcijalno ureden (relacijom <) sa 0 i 1 kao najmanjim i najveéim ele-
mentom, respektivno. Ono §to sigurno vazi je, da za svake dve istinitosne
vrednosti a i b, postoji istinitosna vrednost veéa od obe (moze se uzeti 1).
Na ovaj nac¢in dolazimo do zahteva za postojanjem supremuma (dualno in-
fimuma) dvoelementnih podskupova u .Z.

Oznac¢imo sa {p; |7 € I} skup nekih datih pravila. Uopstenje klasi¢nog
slucaja dvoelementne logike, dovodi do pretpostavke da je istinitosna vred-
nost izraza "postoji i tako da je ¢;” supremum svih istinitosnih vrednosti
od @;, tj. [|"postoji i tako da je ¢;”|| = V,c; |leill (|[¢]| je istinitosna vred-
nost od ¢). Dakle, ako zelimo da razvijemo ove egzistencijalne (i dualno,
univerzalne) osobine, onda supremum ( i infimum) proizvoljnog podskupa
od .Z postoje. Na ovaj nacin zakljucujemo da je £, u ovom slucaju, kom-
pletna mreza. Dolazimo do pitanja operacija na .Z koje su modeli logicke
povezanosti. Dalje je neophodno da istinitosna vrednost slozene formule za-
visi samo od istinitosne vrednosti njenih sastavnih delova. Poce¢emo sa kon-
junkcijom, koju éemo oznaciti sa &. Operaciju koja joj odgovara oznaci¢emo
sa ®, tj. ® je binarna operacija na .Z i da bi ona izrazavala operaciju koja
odgovara klasi¢noj konjnkciji zahtevamo da vazi: 1®1=1; 1®0=0®1 =
0® 0 = 0. Ako zelimo da istinitosna vrednost od @& bude ista kao is-
tinitosna vrednost od &y, dolazimo do zahteva da ® bude komutativna
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operacija (tada je [[p&y|| = [[¢|| @ [[¢]| i [[vd&ep|| =[] @ [¢l], pa uslov
et = lwtepl] poviaci [l @ [6]] = [l]] @ llll. Na slican nacin, ako
su istinitosne vrednosti za p&(&x) i za (p&)&x jednake, dolazimo do
asocijativnosti operacije ®. Tako smo dosli do pretpostavke da je (L,®,1)
komutativan monoid. Dalje, intuitivno zahtevamo da ® bude neopadaju¢a
operacija, tj. da iz a1 < ag i by < by sledi a1 ® by < as ® b, Sto znaci da
vedim istinitosnim stepenima dva pravila odgovaraju vedi istinitosni stepeni
njihove konjunkcije.

Vratamo se implikaciji. U klasi¢noj logici konjunkcija i implikacija imaju
vaznu ulogu u formulaciji pravila zaklju¢ivanja koje se naziva modus ponens.
Da podsetimo: ovo pravilo kaze da, ako vazi ¢ i vazi ¢ = 1), mozemo za-
kljuciti da vazi 1. Preformulisa¢emo, sada ovo pravilo koriséenjem stepena
istinitosnih vrednosti (opravdanosti). Reéi¢emo da ¢ ima stepen oprav-
danosti 1, ako ¢ vazi i stepen opravdanosti 0 ako ne vazi (u bivalentnoj
logici nema drugih vrednosti). Prema refleksiji koju smo uveli ekvivalentna
formulacija modus ponensa je sledec¢a: Ako je stepen opravdanosti za ¢ na-
jmanje a, a stepen opravdanosti za ¢ = 1 najmanje b (a,b € {0,1}), onda
1 ima stepen opravdanosti najmanje a ® b. Ovo pravilo o¢uvava smisao da
za formule ¢ i v, takve da je a < ||| 10 < || = || vazi a ® b < ||9]].
Znaci da, kada se koristi modus ponens, stepen stvarne istine tvrdenja 1 ne
moze biti manji od stepena koji dobijen zaklju¢ivanjem iz modus ponensa.
Prema tome, uloga operacije ® je da se dobije najbolja moguca procena za
koju je uslov pravila zaklju¢ivanja o¢uvan. Sada ¢emo sa — oznaciti binarnu
operaciju na .Z koja odgovara implikaciji. Tada imamo sledeée: a < |[|p||
ib < [le = [l povlaci a ® b < [[¢]], odnosno a < [[][ 10 < [lpf| — [|9]]
daje a ® b < |[¢||. Sada posmatramo specijalan slu¢aj ove implikacije. Ako
izaberemo vrednost a = ||p|| i uvedemo oznaku ||¢|| = ¢ dobijamo sledeéu
implikaciju:

b<a—c = ax®b<ec
Drugi smer ove implikacije je najjaci zakljucak koji izvodimo iz modus po-
nensa. Kada je dato a = ||¢|| 1 istinitosna vrednost za ||¢ = || dobijamo
donju granicu a ® || = Y| za |[[¢|| = ¢, tj. a @ ||lp = P|| < ¢. Kako je
a dato, ova vrednost zavisi samo od ||¢ = ¥||. Posto je ® neopadajuca
operacija veca vrednost za ||¢ = 1| vodi do veée (ili bar jednake) vrednosti
za a ® || = l||. Sada, iz || = V|| = ||¢|| — ||¥]| = a — c sledi da zahtev
da je modus ponens §to je moguce jaci dovodi do najveée vrednosti donje
granice za c¢. Ako sa b oznac¢imo vrednost koja vodi do donje granice imamo
da, kada je a ® b < ¢ vazi b < a — c¢. Tako dolazimo do osobine adjunkcije:

a®@b<c & b<a—ec
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Algebarska struktura koja zadovoljava sve prethodno navedene uslove naziva
se kompkletna reziduirana mreza. Mada su logicke pretpostavke iz kojih su
izvedeni algebarski uslovi relativno jednostavne one vode do veoma bogatih
struktura. Na primer, mozemo zahtevati da operacija ® bude idempotentna,
kada je [|p&ep|| = ||¢]|, tj. © ® z = z i tada dobijamo MV-algebre (algebre
Lukasiewicz logike) kao specijalan slucaj reziduiranih mreza itd. Uprkos
tome §to su reziduirane mreze veoma uopstene strukture, njihove su osobine
dovoljno jake da dozvole proucavanje veoma vaznih pitanja fazi relacijonih
sistema i fazi relacionih modela. Zato ¢emo u daljem radu, kao strukture
istinitosnih vrednoste uzeti upravo reziduirane mreze. Dac¢emo sada njihovu
algebarsku definiciju:

Reziduirana mreza je algebra £ = (L,\,V,®,—,0,1) takva da

(L1) (L,A,V,0,1) je mreza sa najmanjim elementom 0 i najveéim elemen-
tom 1,

(L2) (L,®,1) je komutativan monoid sa jedinicom 1,

(L3) operacije ® i — obrazuju adjungovani par, tj. oni zadovoljavaju os-
obinu adjunkcije: za sve x,y,z € L,

rRy<z & r<y— 2. (1.1)

Ako je, pored toga, (L,A,V,0,1) kompletna mreza, onda se .Z naziva
kompletna reziduirana mreZa. Operacije ® (mnoZenje) and — (rezidum)
predstavljaju modele konjunkcije i implikacije u odgovarajucoj logici, a supre-
mum (\/) i infimum (/\) su modeli univerzalnog i egzistencijalnog kvantifika-
tora, respektivno.

Na kompletnoj reziduiranoj mrezi mogu se definisati i slede¢e operacije:

birezidum (ili bitmplikacija) : reoy=(x—y Aly—rx), (1.2)
negacija : —a=a—0,
n—ti stepen : a®=11d"""=d"®a. (1.4)

Operacija biimplikacije predstavlja model jednakosti istinitosnih vred-
nosti, dok je negacija model komplementa za datu istinitosnu vrednost.

Najvise proucavan i primenjivan skup istinitosnih vrednosti je realan,
jedini¢ni interval [0, 1] sa

r Ay =min(z,y), =Vy=max(z,y),

i sa tri vazna para adjungovanih operacija:
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Lukasiewiczeve operacije: x ® y = max(x +y — 1,0),
r—y=min(l —x+y,1),

proizvod (Goguen)ove operacije: T @y = x -y,
x —y=1ako jex <yi=y/r uprotivhom,

Gddelove operacije: x ® y = min(z,y),
xr—y=1ako jexr <yi=y u protivhom.

Drugi vazan skup istinitosnih vrednosti je skup {ag,ai,...,a,}, gde je
0=ag < - <a,=1, na kome su adjungovane operacije definisane sa

ap @ ap = Amax(k+1—n,0)> G — Q] = Omin(n—k+1n)-

Specijalan sluc¢aj ovih poslednjih algebri je dvoelementna Bulova algebra,
na kojoj je zasnovana klasi¢na logika. Jedini adjungovan par operacija na
dvoelementnoj Bulovoj algebri sastoji se samo od klasi¢nih operacija kon-
junkcije i implikacije.

Sve tri strukture: Lukasiewiczeva, proizvod i Godelova struktura su
reziduirane mreze indukovane takozvanim ¢-normama.

t-norma je binarna operacija na [0, 1] koja je asocijativna, komutativna,
monotona i za koju je 1 jediniéni element, tj. ® je preslikavanje ® : [0, 1] X
[0,1] — [0,1] koje zadovoljava sledecée uslove:

(rRy)®z = 10y 2),
r®y = y®x
NSy = TRy <R Y2,
r®l = =

Opstije, algebra ([0, 1],A,V,®,—,0,1) je kompletna reziduirana mreza ako
i samo ako je ® levo-neprekidna t-norma
(tj. limp—oo(an, ® b) = (im0 ay) ® b) 1 tada je rezidum definisan sa
r—y=V{ueld,1]luor <y}

Naveséemo jos neke vazne istinitosne strukture, koje jesu reziduirane
mreze, ali zadovoljavaju i neke dodatne uslove.

Reziduirana mreza £ se naziva Heytingova algebra ako je x @ y = x Ay,
za sve x,y € L. Ako je, pored toga, .Z i kompletna mreza, onda je ona
kompletna Heytingova algebra, a ako je parcijalno uredenje < u £ linearno,
onda je .Z linearno uredena Heytingova algebra. Najvazniji primer linearno
uredene, kompletne Heytingove algebre je realan, jedini¢ni interval [0, 1] sa



18 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI

Godelovim parom adjungovanih operacija, tj. sa standardnom minimum
t-normom.

BL-algebra (Basic Logic Algebra) je reziduirana mreza koja zadovoljava
uslovaAb=a® (a —b) (deljivost) i (a — b) V (b — a) = 1 (prelinearnost).

MV-algebra (Multi Valued Algebra) je BL-algebra u kojoj je a = ——a
(dozvoljava dvostruku negaciju).

P-algebra (product algebra) je BL-algebra koja zadovoljava
(c—=0)—=0<((a®ec) = (b®c) — (a—b)iaA(a—0)=0.

G-algebra (Godelova algebra) je BL-algebra koja zadovoljava a ® a = a
(idempotentnost).

Booleova algebra je reziduirana mreza koja je i Heytingova algebra i MV-
algebra.

Pregled najvaznijih tipova reziduiranih mreza, njihovih specijalnih pod-
klasa i odgovarajuc¢ih logika dat je na Slici 1.1. Na slici su, poredenja radi,
prikazane i ortomodularne mreze, na kojima je zasnovana kvantna logika.

Zbog istaknute monoidalne strukture, u nekim radovima se reziduirane
mreze se nazivaju integralni, komutativni, reziduirani l-monoidi, dok neki
autori naziv reziduirane mreze koriste za neke opstije strukture.

Komutativni poluprsten je algebra (L,+,-,0,1), gde su (L, +,0) i (L,-,1)
komutativni monoidi, - je distributivna operacija u odnosu na + i 0z = 0,
za svako z € L. Ako je & = (L,N\,V,®,—,0,1) reziduirana mreza, tada
njen redukt . = (L,V,®,0,1) jeste komutativni poluprsten, zbog cega Ce
nam ti poluprsteni i biti vazni u daljem radu.

Poluprsten je lokalno konacan ako je svaki njegov konaéno generisan
podpoluprsten konacan, i sli¢cno, monoid je lokalno konacan ako je njegov
proizvoljan kona¢no generisan podmonoid konacan. Lako se proverava da
je poluprsten . lokalno konacan ako i samo ako su oba monoida (L, V,0)
i (L,®,1) lokalno kona¢ni monoidi. Kako je (L, V,0) polumreza, a svaka
polumreza je lokalno konaé¢na, poluprsten .7 je lokalno konacan ako i samo
ako je monoid (L, ®, 1) lokalno konacan (vidi [54], [81]).
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Slika 1.1. Najznacajnije istinitosne strukture i odgovarajucée logike.
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1.7. Osnovna svojstva reziduiranih mreza
Naves¢emo neka osnovna svojstva operacija u reziduiranim mrezama.

Teorema 1.7.1. Swvaka reziduirana mreZa zadovoljava sledeée uslove:

y<z— (zQy), z<(z—y) —y, (1.5)
r®(zr—y) <y, (1.6)
<y & v—y=1, (1.7)
r—zrz=1, z—-1=1  1-—-z=uz, (1.8)
0—a=1, (1.9)
r®0=0, (1.10)
rRy<w, TLY—T, (1.11)
TRy < TAY, (1.12)
(oY) — 2=z — (y— 2), (1.13)
(=) @y —2) < (z—2), (1.14)
x —y je najveéi element od {z|x ® z < y}, (1.15)
r®y je nagmangi element od {z|x <y — z}. (1.16)

Naredna teorema ukazuje na izotonost operacije ®, kao i na izotonost
operacije — po drugom i antitonost ove operacije po prvom argumentu.

Teorema 1.7.2. U svakoj reziduiranoj mrezi vazi sledece:

Y1SY2 = QY ST XY, (1.17)
YISY2 = ToYLST Y2, (1.18)
TS T2 = T2 YS T Y. (1.19)

Navodimo jos neka svojstva operacija u reziduiranoj mrezi:

Teorema 1.7.3. U svakoj reziduiranoj mrezi zadovoljene su sledeée nejed-
nakosti:

r—=y<(xANz)— (YA z), (1.20)
r—y<(xVz)—(yVz), (1.21)
r—y<(r®2) = (Yy®2), (1.22)
P y< (= 1) = (5o ) (1.23)
r—=y<(y—2) — (xr—2) (1.24)
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Naredna teorema daje odnos izmedu operacija \/ i A, za neku familiju
elemenata reziduirane mreze, i operacija ® i —.

Teorema 1.7.4. Sledeca turdenja su tacna, za svaki indeksni skup I. Sta-
vise, ako u prve tri jednakosti leva strana ima smaisla, onda i desna strana
ma smisla.

2@\ yi=\/(zou), (1.25)

f’f —i/l\l Yi Zi/l\j(fﬂ — Yi), (1.26)
(\/Ix) —y= /\I(ﬂf — ), (1.27)
;; /\Iyz < /\}fé@ Yi); (1.28)
\e/f(;i vi) :90 - \E/Iyz (1.29)
\E/I(fﬂi —y) = (/E\I:v) —y. (1.30)

Teorema 1.7.5. Sledeca tvrdenja predstavijaju jos neka svojstva reziduira-
nth mreZa:

z—y=((r—y) -y —vy (1.31)
r@x—y) =y & F)xez=y), (1.32)
r—(zy) =y < F)x—z=y), (1.33)
(y—zx)—z=y < @2)(z—z=y), (1.34)
(xAy) @ (xVy) <Ry, (1.35)
zVy<((z—y) =y Ay —2)— ), (1.36)
ANy Zz®(xr—y), (1.37)
r®((y—z2)<y— (r®2). (1.38)

Vazi sledeca teoremas:

Teorema 1.7.6. Neka je £ = (L,\,V,®,0,1) struktura koja zadovoljava
(1) 4 (ii) iz definicije reziduiranih mreza i neka je £ kompletna mreza. Tada
su ekvivalentna sledeéa tvrdenja:
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(i) Postoji — koje zadovoljava svojstvo adjunkcije u odnosu na &.

(ii) Za sve a,b, skup {c|a ® c < b} ima najveci element.

(iif) = ® Vieryi =

Vier(x ®@y;) vazi u 2,

izax —y=\{z]z®z<y} su® i— adjungovane operacije.

Videéemo, dalje neka svojstva negacije u reziduiranoj mrezi.

Teorema 1.7.7. Negacija ima sledeca svojstva:

~0=1, -1=0, (1.39)

z® -z =0, (1.40)

r< o, = oo, (1.41)

<y = y< oz (1.42)

=(V i) = A\ (1.43)
i€l el

ﬂ(/\ xz) >\/ —ai. (1.44)

el il

Sledeca teorema pokazuje koja svojstva ima operacija bireziduma.

Teorema 1.7.8. Operacija bireziduma ima sledeéa svojstva:

0—=1=1<0=0, 0-0=1<1=1, (1.45)
e x =1, ( )
Teoy=ye, (1.47)
ey ®(@yeoz) <zoz, (1.48)
e 1=ux, ( )
reoy=1 & x=y, (1.50)
(1.51)
(1.52)
(1.53)
(1.54)
(1.55)

(1 <= y1) A (T2 < ¥2)

T 0=z,

(r1 Aw2) < (y1 Ay2),

<
(1 = y1) A (22 = y2) < (21 V) < (y1Vy2), 1.52
(11 = y1) ® (12 < y2) < (21 @ 12) < (Y1 @ Y2), 1.53
(1 = 1) ® (22 < y2) < (21 = 22) < (Y1 — ¥2), 1.54
/\(:El = ;) ( ) — ( yl), 1.55
el el el
A=y < (Vi) = (V) (1.56)
iel iel iel

xeoy=(xVy) — (xAy). (1.57)
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1.8. Fazi skupovi i fazi relacije

Fazi podskup skupa A nad L, ili, jednostavno, fazi podskup od A, je svako
preslikavanje iz A u L. Neka su f i g dva fazi podskupa od A. Jednakost fazi
podskupova f i g definiSe se kao uobicajena jednakost preslikavanja, tj. f =g
ako i samo ako je f(z) = g(x), za svako x € A. Inkluzija f < g se, takode,
definise kao uredenje preslikavanja: f < g ako i samo ako je f(z) < g(x),
za svaki z € A. Snabdeven ovim parcijalnim uredenjem, skup .% (A) svih
fazi podskupova od A predstavlja kompletnu distributivnu mrezu, u kojoj
su infimum (presek) A;c; fi i supremum (unija) \/,c; fi proizvoljne familije
{fi}ier fazi podskupova od A definisani sa

(/\ ﬁ-) (@) = N\ fi@), (\/ ﬁ-) (@) = \/ ).

iel iel icl iel
Proizvod fazi podskupva f,g € #(A), u oznaci f ® g je fazi podskup od

A definisan sa: f ® g(x) = f(x) ® g(x), za svako x € A.
Stepen preklapanja fazi podskupova f i g skupa A definiSe kao

N f@) ® g(x).

z€EA

Stepen inkluzije od f i g se definise kao

V f@) = g(a).

TEA

Stepen jednakosti fazi podskupova f i g definise se kao

\ f(@) = g(a).

T€EA

Krisp deo fazi podskupa f skupa A, u oznaci ¢(f), ili krace fje jasan ili
krisp (engl. crisp) podskup od A definisan sa f = {z € A| f(z) = 1}. Ovakvi
podskupovi se drugacije nazivaju i obi¢ni podskupovi, pa ¢emo ponekad i
ovaj naziv koristiti u daljem radu.

Moze se primetiti da su mnogi autori koristili naziv ”jezgro” umesto
"krisp deo”, u oznaci "ker f” umesto ”f”, ali mi éemo naziv ”jezgro” koris-
titi u njegovom uobicajenom znacenju — za obi¢nu ekvivalenciju koja se, na
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prirodan nacin, pridruzuje preslikavanju. Naime, jezgro fazi podskupa f od
A, u oznaci ker f, je ekvivalencija na A definisana sa

ker f = {(z,y) € Ax Al f(zx) = f(y)}.

Visina od f, u oznaci || f]|, je definisana sa
£l ="\/ f(x).
€A
Razmotricemo sada fazi relacije kao fazi podskupove od A x A.

Fazi relacija na A je svako preslikavanje iz A X A u L, odnosno, svaki
fazi podskup od A x A, a jednakost, inkluzija, unija, presek i uredenje fazi
relacija su definisani kao za fazi skupove. Za dve fazi relacije R i .S, njihova
kompozicija je fazi relacija R o S definisana sa:

(RoS)(z,y) = \/ (R(z,a) ® S(a,y)),
acA
za sve T,y € A.

Krisp deo fazi relacije R, u oznaci R je obicna relacija za koju je
(a,b)e R =  R(a,b) =1,
za proizvoljne elemente a,b € A.

Za fazi podskup f od A i fazi relaciju R na A, kompozicije foRi Ro f
su fazi podskupovi od A definisani sa

(foR)a) =\ f)®R(b,a), (Rof)a)=\/ Rla,b)® fb), (158

beA beA

za proizvoljan a € A. Konaé¢no, za fazi podskupove f i g od A piSemo

fog=\/ fla)®g(a). (1.59)
acA
Primecujemo da vrednost f o g mozemo smatrati ”stepenom preklapanja”
od f ig. Poznato je da je kompozicija fazi relacija asocijativna, i lako se
proverava da je

(foR)oS=fo(RoS), (foR)og=fo(Roy), (1.60)

za proizvoljne fazi podskupove f i g od A, i fazi relacije R i S na A, sto
znaci da se zagrade u (1.60) mogu izostaviti. Primetimo takode da, ako je
A konacan skup od n elemenata, fazi relacije R i .S mogu da se posmatraju
kao n x n fazi matrice nad .Z i Ro S je matriéni proizvod, dok se f o R moze
smatrati proizvodom 1 X n matrce f i n X n matrice R, i Ro f je proizvod
n X n matrice R i n x 1 matrice f* (transponovane matrice od f).



Glava 2

Fazi ekvivalencije 1 fazi particije

Fazi ekvivalencije su uvedene u radu Zadeha [126], kao uopstenje koncepta
obicne relacije ekvivalencije, i opsezno su izu¢avane u nizu radova, kao nacin
za merenje stepena slicnosti ili nerazluéivosti izmedu objekata datog univer-
zuma razmatranja. U tim radovima, fazi ekvivalencije su se pokazale veoma
korisnim u mnogim primenama, kao, na primer, u fazi kontroli, aproksima-
tivnom rezonovanju, klaster analizi, i drugim oblastima. Zavisno od autora
i konteksta u kojima su razmatrane, one su dobijale razli¢ita imena, kao
Sto su relacije sliénosti (originalni Zadehov naziv, engl. similarity relations),
operatori nerazlucivosti (engl. indistinguishability operators [120, 67, 68,
12, 69, 44, 45]), .7 -ekvivalencije [29, 30], vise-vrednosne ekvivalencije (engl.
many-valued equivalence relations [42, 43]), i druga.

Prvu definiciju fazi particija dao je Ruspini u [110], i ona se kasnije
pokazala veoma znacajnom u istrazivanjima u okviru fazi klaster analize.
Butniariu je u [15] dao drugu definiciju, koja se zasniva na Lukasiewiczevo]
t-normi i koja je kasnije proSirena na proizvoljne t-norme. Medutim, ni jedna
od ovih definicija fazi particije ne daje bijektivnu korespodenciju izmedu
fazi particija i fazi ekvivalencija. Definicija fazi particija koja obezbeduje
takvu korespondenciju je ona pomocu klasa ekvivalencije. Koncept klase
fazi ekvivalencije uveden je takode u napred pomenutom radu Zadeha [126],
kao prirodno uopstenje koncepta klase obi¢ne relacije ekvivalencije, a potom
je izucavan u brojnim radovima (vidi [94], [100], [27], [29]). Ovchinnikov u
[100] i De Baets, De Cooman i Kerre u [27] definisali su fazi particiju kao
skup svih klasa ekvivalencije neke fazi ekvivalencije, i ta prirodna definicija se
pokazala kao pogodna za uspostavljanje bijektivne korespondencije izmedu
fazi particija i fazi ekvivalencija. De Baets, De Cooman i Kerre [27] su takode
definisali fazi semi-particiju kao skup klasa ekvivalencije (neobavezno svih)

25
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neke fazi ekvivalencije. U raznim kontekstima fazi semi-particije su izu¢avane
u [60], [73], [27], [29], [63] i drugim radovima.

U ovoj glavi disertacije bic¢e izu¢avana razna svojstva klasa ekvivalencije
fazi ekvivalencija nad kompletnom reziduiranom mrezom, i bi¢e date razne
karakterizacije fazi semi-particija i fazi particija nad kompletnom reziduira-
nom mrezom, kao i nad linearno uredenom Heytingovom algebrom. U ovom
drugom slucaju, bi¢e dat i algoritam za izracunavanje minimalne familije
klasa ekvivalencije koje generisu datu fazi ekivivalenciju. Vecéina prikazanih
rezultata su novi i originalni, a jedan deo rezultata predstavlja i uopstenja ne-
kih poznatih rezultata koja su data na takav nacin da pojednostavljuju i raz-
jasnjuju te rezultate. Rezultati iz ove glave publikovani su u radu [23].

Glava se sastoji iz cetiri odeljka. U Odeljku 2.1 uvedeni su osnovni
koncepti i prikazana osnovna svojstva fazi ekvivalencija i njihovih klasa ek-
vivalencije. Glavni deo glave je Odeljak 2.2, u kome se razmatraju klase fazi
ekvivalencija, fazi semi-particije i fazi particije. Dati su potrebni i dovoljni
uslovi da familija fazi podskupova datog skupa A bude fazi semi-particija,
kao i potrebni i dovoljni uslovi da ta familija bude particija. Pokazuje se
da postoje tri nacina za konstrukciju fazi ekvivalencije koja odgovara datoj
fazi particiji, dok su na kraju odeljka data i dva interesantna svojstva fazi
ekvivalencija, koja ¢ée se pokazati veoma korisnim u narednom odeljku. U
Odeljku 2.3 bavimo se fazi ekvivalencijama nad linearno uredenom, kom-
pletnom Heytingovom algebrom, i dajemo karakterizacije fazi semi-particija
i fazi particija koje su nesto jednostavnije nego u opstijem sluc¢aju. Dobijeni
rezultati koriste se u Odeljku 2.4 za konstrukciju algoritma za izracunavanje
minimalne generatorne fazi semi-particije date fazi ekvivalencije nad linearno
uredenom, kompletnom Heytingovom algebrom.

Nasa istrazivanja koja se ticu fazi semi-particija i fazi particija tesno su
povezana sa istrazivanjima De Baetsa i Mesiara [29], Klawonna i Krusea [73],
Hohlea [63], Demircia [42] i Ovchinnikova [100], a istrazivanja koja se ticu
generatornih familja klasa fazi ekvivalencije su povezana sa istrazivanjima
Valverdea [120], Jacasa [67], Jacasa i Recasensa [69], [68], Demircia and
Recasensa [52], i drugih.

2.1. Fazi ekvivalencije

Fazi relacija na skupu A definiSe se kao preslikavanje R : A x A — L, odnos-
no, kao fazi podskup skupa A x A, pa se jednakost, inkluzija, unija presek i
inkluzija fazi relacija definiSu na isti nacin kao i kod fazi skupova.
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Za dve fazi relacije R i S na skupu A, njihov proizvod ili kompozicija je
fazi relacija R oS na A definisana sa:

(RO S)(l’,y) = \/ (R($7a) ® S(a,y)),

a€A

za sve T,y € A.

Fazi relacija E' na A je

(R) refleksivna (ili fazi refleksivna) ako je E(x,x) =1, za svako = € A;
(S) simetricna (ili fazi simetriéna) ako je E(x,y) = E(y,x), zasve x,y € A;

(T) tranzitivna (ili fazi tranzitivna) ako je E o E < E, odnosno, ako za
proizvoljne z,a,y € A vazi

E(z,a) ® E(a,y) < E(x,y).

Jednostavno se proverava da za proizvoljnu refleksivnu i tranzitivnu fazi
relaciju F vazi Fo F = FE.

Refleksivnu, simetriénu i tranzitivnu fazi relacija na skupu A nazivamo
fazi ekvivalencija na A (engl. fuzzy equivalence). U odnosu na inkluziju fazi
relacija, skup &(A) svih fazi ekvivalencija na skupu A je kompletna mreza, u
kojoj se infimum poklapa sa uobic¢ajenim presekom familije fazi relacija, ali u
opstem slucaju, supremum u &' (A) ne mora da se poklopi sa unijom familije
fazi relacija (vidi [94]).

Fazi ekvivalencija E na skupu A naziva se fazi jednakost (engl. fuzzy
equality) ako za sve z,y € A, iz E(x,y) = 1 sledi z = y.

Neka je F fazi ekvivalencijana A. Za svaki a € A definisimo fazi podskup
FE, od A na sledeéi nacin:

E,(x) = E(a,x), zasvakiz € A.

Fazi skup F, nazivamo klasa fazi ekvivalencije, ili samo klasa ekvivalencije,
fazi relacije E' odredena elementom a. Skup Ap = {E,|a € A} nazivamo
faktor skup od A u odnosu na E. Istaknimo da je koncept klase fazi ekviva-
lencije uveo jo§ Zadeh u [126], kao prirodno uopstenje koncepta obi¢ne klasa
ekvivalencije, da bi potom taj koncept bio intenzivno izucavan u velikom
broju radova (vidi [94], [100], [27], [29]).

Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A. Za fazi podskup f skupa A ka-
zemo da je ekstenzionalan (engl. extensional, ili primetiv, engl. observable)
u odnosu na E ako je

f(z) @ E(x,y) < f(y), (2.1)
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za sve x,y € A (vidi [52, 93]), a da je nerazlu¢iv (engl. indistinguishable) u
odnosu na E ako je

f(z) @ fly) < E(z,y), (2.2)

za sve z,y € A. U [100], fazi skupovi nerazlucivi u odnosu na E nazivaju se
pre-klase od F.

Za fazi podskup f od A kazemo da je normalizovan (engl. normalized, ili
modalan, engl. modal) ako je f(z) = 1 zanekiz € A. Ako je f normalizovan,
ekstenzionalan i nerazluc¢iv u odnosu na fazi ekvivalenciju F, on se naziva
fazi tac¢ka (engl. fuzzy point) u odnosu na E (vidi [93]).

Lema 2.1.1. Neka je f normalizovan fazi podskup skupa A i E € &(A).
Tada je f nerazlucéiv u odnosu na E ako i samo ako je sadrZan u nekoj klasi
fazi ekvivalencije E.

Dokaz. Neka je element a € A takav da je f(a) =

Ako je f nerazlu¢iv u odnosu na E, onda za svako z € A imamo da je

f(z) = fla) @ f(x) < E(a,x) = Eo(x),

i prema tome, f < Ej.

Obratno, neka je f < E,, za neko a € A. Tada za svako z,y € A vazi
f(2) < Ea,) i f(y) < E(a,y), sto povlaci

f(z) @ fly) < E(x,a) @ E(a,y) < E(z,y).
Dakle, f je nerazlu¢iv u odnosu na E. [

Lema 2.1.2. Fuazi podskup f skupa A je fazi tacka u odnosu na E ako i
samo ako je klasa ekvivalencije fazi relacije E.

Dokaz. Neka je f fazi tacka u odnosu na F. Prema Lemi 2.1.1, f < E,
gde je a € A element takav da je f(a) = 1. Sa druge strane, za proizvoljan
element € A, na osnovu ekstenzionalnosti od f u odnosu na E je

Eo(x) = E(a,x) = f(a) ® E(a, ) < f(2),
i prema tome, F, < f. Dakle, f = E,.

Obratno, uzmimo da je f = E, za neko a € A. Tada je f(a) = 1, pa je
f normalizovan. Za proizvoljne x,y € A, zbog tranzitivnosti od F vazi

f(x) ® E(z,y) = E(a,z) @ E(z,y) < E(a,y) = f(y),
fx)® f(y) = E(z,a) @ E(a,y) < E(z,y),
te je, dakle, f fazi tacka. [
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Prethodna lema pokazuje da je definicija fazi tacke koja je ovde data
ekvivalentna onoj koju je dao Klawonn u [71], gde je fazi tacka definisana
kao ekstenzionalni omota¢ tacke u odnosu na fazi ekvivalenciju F, tj. kao
klasa ekvivalencije od F.

Sledeée dve osobine relacija ekvivalencije su poznate, (vidi [27, 100]), ali
¢emo ih, zbog potpunosti rada, dokazati i ovde.

Lema 2.1.3. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A. Tada za sve x,y € A
vazi sledece:

(a) E(x,y) = |E: @ Ey|;
(b) B, =E, < E(z,y)=1.
Dokaz. (a) Tvrdenje (a) sledi iz sledeéeg niza jednakosti:

|1E: ® Eyll = \/ (Bx(a) © Ey(a)) = \/ (E(z,a) © E(a,y))
acA acA

= Fo E(z,y) = E(z,y).

(b) Ako je E, = E,, onda vazi E(z,y) = E,(y) = Ey(y) = E(y,y) = 1.
Obratno, neka je E(x,y) = 1. Tada, za svako a € A imamo

E:c(a) = E(a:,a) 2 E(.Z,y) ®E(y7a) = E(y7a) = Ey(a)v

i slicno, Ey(a) > E,(a). Prema tome, E, = E,. [

2.2. Fazi semi-particije i fazi particije

Pre no sto krenemo na razmatranje fazi semi-particija i fazi particija, defini-
saCemo tri vrste fazi ekvivalencija, koje su na prirodan na¢in indukovane fazi
skupovima i familijama fazi skupova.

Neka je f fazi podskup skupa A. DefiniSimo fazi relacije Sy, Ty i Ef na
A na slededi nacin:

1 ako je z =y,

Se(x,y) = .
(:9) {f(w)@f(y) ako je  # 3, 23)
o akee s = s,

Trey) {f(:r)®f(y) ako je £(x) # 1), 24)

Er(z,y) = f(x) < f(y). (2.5)
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Jednostavno se proverava da su Sy, Ty i Ey fazi ekvivalencije na A, i prema
(1.12) imamo da je Sy < Ty < Ey, za svaki fazi podskup f od A.

Istaknimo da relacija E; igra klju¢nu ulogu u teoriji reprezentacije fazi
ekvivalencija, koju je zapoceo Valverde u [120], dok su relacije oblika S
poznate kao dekompozicione relacije (vidi [12]).

Dalje, neka je € proizvoljna familija fazi podskupova skupa A. Tada fazi
ekvivalencije Ty i F¢ na A definiSemo sa

vy)= N\ Ts(z,y), Eelr,y)= N\ Ei(z.y),
fee fee

za sve z,y € A, dok S¢ definiSemo kao najmanju fazi ekvivalenciju na A za
koju je op < S¢, za svaki f € €. Fazi ekvivalencija S¢ se moze eksplicitno
izraziti preko supremuma u mrezi . na naéin prikazan u radu [94], a ovde ¢e
kasnije, Teoremom 2.2.3, biti data i jedna jednostavnija karakterizacija fazi
ekvivalencije S¢, ali u specijalnom slucaju, kada je € fazi semi-particija.

Prva teorema ovog odeljka daje karakterizaciju svih fazi ekvivalencija
koje imaju dati fazi skup kao svoju klasu ekvivalencije.

Teorema 2.2.1. Fazi podskup [ skupa A je klasa ekvivalencije neke fazi ekvi-
valencije na A ako i samo ako je normalizovan.

U tom slucaju, skup svih E € &(A) takvih da je f klasa ekvivalencije od
E jednak je zatvorenom intervalu [Sy, E¢] mreze &(A).

Dokaz. Jasno je da proizvoljna klasa fazi ekvivalencije jeste normalizovan
fazi podskup od A.

Obratno, ako je f normalizovan fazi podskup A, lako se proverava da je
f klasa ekvivalencije svake od fazi ekvivalencija Sy, Tt i Ey.

Dalje, za proizvoljne F € &(A) i x,y € A, na osnovu svojstva adjunkcije
(1.1) i definicije rezidualne ekvivalencije (1.2) imamo da je

E(z,y) < E¢(z,y) & E(z,y) < f(z) < f(y)
& EB(z,y) < f(z) — fly) & E(z,y) < fly) — f(z)
& fr)@E(r,y) < f(y) & fly) @ E(z,y) < f(o),

odakle zaklju¢ujemo da je f ekstenzionalan u odnosu na E ako i samo ako je
E < Ey. Prema tome, skup svih fazi ekvivalencija £ € &(A) takvih da je
[ ekstenzionalan u odnosu na E je jednak glavnom idealu (E| mreze &(A)
generisanom sa E'y.
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Sa druge strane, za proizvoljne E € &(A) i z,y € A, x # y, na osnovu
(2.2) i definicije relacije Sy dobijamo da je f nerazluciv u odnosu na E ako
i samo ako je Sy < E, pa je skup svih fazi ekvivalencija E € &(A) takvih
da je f nerazlu¢iv u odnosu na E jednak glavnom dualnom idealu (glavnom
filteru) [S¢) od &(A) generisanom sa Sy.

Sada, na osnovu napred dokazanog i Leme 2.1.2, zakljucujemo da skup
svih fazi ekvivalencija E € &(A) takvih da je f klasa ekvivalencije od E jeste
presek glavnog ideala (Ey] i glavnog dualnog ideala [S¢) u &(A), odnosno,
jednak je zatvorenom intervalu [Sy, E¢] od &(A). O

Neka je &7 = {A;}ier familija obi¢nih podskupova skupa A. Ako vazi
(i) A; # @, za svako i € I,
(ii) AiNAj = @, za svaka dva razlicita indeksa i,j € I,

onda se o/ naziva semi-particija od A, a ako vazi

(iii) | JAi= 4,

icl

onda se &/ naziva pokriva¢ skupa A. Ako <7 istovremeno zadovoljava uslove
(1), (ii) i (iii), onda se &7 naziva particija skupa A. Dobro je poznato da je </
particija od A ako i samo ako je skup svih klasa neke ekvivalencije na A, a da
je & semi-particija od A ako i samo ako je podskup skupa svih klasa ekvi-
valencije neke relacije ekvivalencije na A.

Kao $to je veé receno, postoje razlic¢ite definicije fazi particija. Prvu takvu
definiciju dao je Ruspini u [110], i ona se kasnije pokazala veoma znac¢ajnom u
istrazivanjima u okviru fazi klaster analize. Butniariu je u [15] dao drugu defi-
niciju koja se zasniva na Lukasiewiczevoj t-normi, koja je kasnije prosirena
na proizvoljne t-norme. Medutim, ni jedna od ovih definicija fazi particije ne
daje bijektivnu korespodenciju izmedu fazi particija i fazi ekvivalencija.

Definicija fazi particije koja obezbeduje takvu korespodenciju je defini-
cija pomocu klasa fazi ekvivalencije, kakvu su dali Ovchinnikov u [100] i De
Baets, De Cooman i Kerre u [27] . Naime, familija 4 normalizovanih fazi
podskupova skupa A koja je skup svih razli¢itih klasa neke fazi ekvivalencije
na A naziva se fazi particija od A. Takode govorimo i da je ¥ fazi particija
te fazi ekvivalencije, odnosno da je indukovana njome. Skup nekih klasa ek-
vivalencije (ne obavezno svih) neke fazi ekvivalencije na A, odnosno podskup
odgovarajucée fazi particije, nazivamo fazi semi-particija od A, odnosno fazi
semi-particija ove fazi ekvivalencije.
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Naredna teorema, koja daje nekoliko karakterizacija fazi semi-particija,
predstavlja jedan od najznacajnijih rezultata ove glave.

Teorema 2.2.2. Neka je € familija normalizovanih fazi podskupova skupa
A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) € je fazi semi particija od A;
(ii) za sve f,g €€
\ f@)@g@) < N Fly) < 9w); (2.6)

€A yeA

(iii) za sve z,y € A

\ f@e ) < N gz) < gw); (2.7)

fe® gEE
(iv) S¢ < E¢.

Osim toga, ako je bilo koji od ova cetiri uslova zadovoljen, onda je skup svih
fazi ekvivalencija na A ¢ija je € fazi semi-particija jednak intervalu [S¢, E¢|
mreze &(A).

Dokaz. (i) = (ii). Neka je € skup klasa ekvivalencije relacije fazi ekviva-
lencije £ na A. Razmotrimo proizvoljne f,g € €. Tada je f = E, i g = Ey,
za neke a,b € A, i prema Lemi 2.1.3 vidimo da se leva strana nejednakosti
(2.6) moze napisati na slede¢i nacin:

V @) ®g(z) = [If © 9]l = | Ea @ Eb|| = E(a,b).
z€A

Sa druge strane, uzmimo proizvoljan element y € A i fazi skup E, = h.
Prema Teoremi 2.2.1 vazi

E(a,b) < Ep(a,b) = h(a) < h(b) = E,(a) < E,(b)
= Ea(y) < Ep(y) = f(y) < 9(y)-

Dakle,
E(a,b) < N fly) < g(y).

yeA

i time smo dokazali (ii).
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(ii) = (iii). Uzmimo da vazi (ii). Primetimo da se (ii) moze predstaviti
kao
fl@)®g(x) < fly) < 9(y), (2.8)

zasve f,g € € ix,y € A. Razmotrimo proizvoljne f,g € € ix,y € A. Tada
(2.8) povladi

f@)@g(x) < fly) — gly) and f(y) ®@g(y) < f(z) — g(),

i zbog svojstva adjunkcije sledi da vazi

f@)@g(x) < fly) = 9ly) & f(z)@ fly) <g(z)
fly)@gy) < f(z) —g(x) & flz)@fly)<g

Dakle, imamo da je
f@)® fly) < g(x) < g(y),

zasve f,g € € ix,y € A, ¢&ime smo dokazali da vazi (iii).
(iii) = (iv). Neka vazi (iii). Za proizvoljne f € € i z,y € A takve da je
x # y, prema (2.7) sledi

fl@)® fy) < N\ 9(@) < g(y) = B¢ (x,y),

geEE

odakle je Sy < Fe, za svako f € €, odnosno S¢ < Eg.

(iv) = (i). Neka je S¢ < E¢ i E € [S¢,E¢]. Tada E € [Sf, Ef], za
svako f € €, i prema Teoremi 2.2.1, svaki f € ¥ je klasa ekvivalencije od
E. Dakle, ¥ je fazi semi-particija od A.

Na kraju, ako je ¥ fazi semi-particija od A, tj. ako je S¢ < F¢, onda
je interval [S¢, Ew| mreze &(A) presek intervala [Sy, Ef|, f € €, i prema
Teoremi 2.2.1, interval [S¢, E¢] je skup svih fazi ekvivalencija na A koje
imaju svaki f € € kao svoju klasu ekvivalencije. [

Napomenimo i to da su De Baets i Mesiar [30] i Demirci [42] koristili uslov
(i) kao definiciju fazi semi-particija. U slucéaju kada su fazi semi-particije
definisane preko levo neprekidne t-norme na realnom, jedini¢nom intervalu,
ekvivalentnost uslova (i) i (ii) dokazana je u radu Klawonna i Krusea [73]
(kao i u radovima De Baetsa [26], De Baetsa i Mesiara [29] i Klawonna [71]).
Klawonn i Kruse su, takode, dokazali da su S¢ i F¢, tim redom, najmanja
i najveca fazi ekvivalencija ¢ija je 4 fazi semi-particija.

Naredne dve posledice opisuju neka svojstva fazi semi-particija, koja Ce
biti koriséena u daljem tekstu. Prvu od tih posledica su dokazali De Baets
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i Mesiar u [29] za 7 -semi-particije (fazi semi-particije definisane pomocu
t-norme na realnom, jedini¢nom intervalu), ali éemo ovde dati nesto jednos-
tavniji dokaz.

Posledica 2.2.1. Neka je € fazi semi-particija skupa A. Tada za proizvoljne
fr9 € € vazi

\ f@)@g@) = N\ fly) < g(v). (2.9)

€A yeA

Dokaz. Za proizvoline f,g € € i a € f, prema (1.8) sledi
N Fw) < 9(y) < f(a) = g(a) = g(a) = f(a) ® g(a) < \/ f(z) ® g(w).

yeA T€EA

Na osnovu toga i Teoreme2.2.2 zaklju¢ujemo da vazi (2.9). O

Posledica 2.2.2. Neka je € fazi semi-particija skupa A. Tada za proizvoljne
f,9 € € vaze sledeca tvrdenja:

(A1) [[fogl <1,
(A2) g(z) = |If @ g, za svako x € f

Dokaz. Tvrdenje (Al) je posledica jednakosti (2.9) i (1.50), dok (A2) sledi
neposredno iz dokaza Posledice 2.2.1. [

Primetimo da uslov (A1) predstavlja neku vrstu uslova disjunktnosti fazi
skupova f i g, kao i da je ekvivalentan uslovu

(A1) {J?}fgg je semi-particija od A,

§to obezbeduje da € ne sadrzi dva razlic¢ita ¢lana sa istim krisp delom.

Sa druge strane, uslov (A2) ukazuje na to da proizvoljan ¢lan iz ¢ uzima
konstantnu vrednost na krisp delu proizvoljnog ¢lana iz €', na $ta su ukazali
De Baets i Mesiar u [29]. Dokaza¢emo kasnije, da su uslovi (A2) i jaca
verzija od (Al)’, koja kaze da je {f}ses particija od A, potrebni i dovoljni
za karakterizaciju fazi particija.

Sledeca teorema daje reprezentaciju relacije fazi ekvivalencije S¢, u slu-
¢aju kada je € fazi semi-particija. Dokazali su je Klawonn i Kruse u [73], za
fazi semi-particije definisane preko levo neprekidnih t-normi na realnom jedi-
ni¢nom intervalu ([71], [118] i [119]) ali, zbog kompletnosti, ovde ¢emo dati
dokaz i u ovom opstijem slucaju.
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Teorema 2.2.3. Neka je € fazi semi-particija skupa A. Tada se relacija S
moZe predstaviti na sledeéi nacin: Sy (x,z) =1, za svaki x € A, i

Se(r,y) =\ (@)@ f(y), (2.10)

fee

za proizvoljne razlicite x,y € A.

Dokaz. Neka je S fazi relacija na A definisana sa: S(z,x) = 1, za svaki
x € A, i S(x,y) je jednako supremumu na desnoj strani jednakosti (2.10),
za razlicite x,y € A.

Imamo da je Sy < S¢, za svako f € €, i na osnovu definicije fazi relacija
Sy i8S sledi S < S¢. Sa druge strane, takode, vazi Sy < 5, za svako [ € €,
pa je za dokaz nejednakosti S¢ < S, dovoljno dokazati tranzitivnost od S.

Kako je ¢ fazi semi-particija od A, mozemo pisati ¢ = {Eg }acr, za neku
fazi ekvivalenciju £ na A i I C A. Na osnovu tranzitivnosti fazi relacije F i
(1.25) dobijamo da je

S,y @52 = (\ B0 @ Ey) e (\/ By.b) @ Eb,2)
< (a\e/l E(z,0) ® E(a,y)) ® ;(eyl 2)
- (\E/I E(z,0) ® E(a,y) © E(y, 2))
< (ll\ZE(x,a) ® E(a,2)) = S(y,2),

za proizvoljne z,y, 2z € A. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Kao $to smo videli u Teoremi 2.2.2, fazi ekvivalencija koja odgovara fazi
semi-particiji nije obavezno jedinstveno odredena. Naredna posledica poka-
zuje da u nekim slucajevima ovakva fazi ekvivalencija moze biti jedinstvena.

Posledica 2.2.3. Neka je € familija normalizovanih fazi podskupova skupa
A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) Postoji jedinstvena fazi ekvivalencija takva da je € njena fazi semi-
particija;
(ii) za sve razlicite z,y € A je

V f@ e fly) = N\ 9(z) < 9(y); (2.11)

fee gEE
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(i) S = E¢.
Dokaz. Ovo sledi na osnovu Teorema 2.2.212.2.3. [

Primer 2.2.1. (a) Neka je .Z proizvod struktura, i neka je E fazi ekviva-
lencija na A = {1,2, 3,4} zadata slede¢om tabelom:

1 2 3 4

1 100|012 | 041 | 013

2 012 ] 100|012 | 023

3 0411 012 | 100 | 027

4 013 ] 023|027 | 100

E

Za svako i € A, oznacimo sa F; klasu ekvivalencije odredenu sa i. Tada je
¢ = {F1, B9, E3} fazi semi-particija koja zadovoljava uslove Posledice 2.2.3,
tj., S¢ = F¢ = E. Prema Teoremi 2.2.4 koja ¢e biti dokazana nesto kasnije,
% nije fazi particija.

(b) Neka je .Z Godelova struktura, i neka je € = {f, g}, gde su f i g fazi
podskupovi skupa A = {1,2,3,4} dati sa:

1 2 3 4 1 2 3 4

10 01 04 02 04 01 10 03

f

g

Lako se proverava da je By = Sy < S; = Ey, so S¢ = Sy > Ey = E¢. Sada,
prema Teoremi 2.2.2, zakljuéujemo da % nije fazi semi-particija, ali, uprkos
tome, S¢ se moze predstaviti kao u Teoremi 2.2.3, $to znaci da je relacija S
definisana kao u dokazu Teoreme 2.2.3 tranzitivna.

Sada ¢emo se posvetiti fazi particijama, ¢iju karakterizaciju daje naredna
teorema:

Teorema 2.2.4. Neka je € familija normalizovanih fazi podskupova skupa
A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) € je fazi particija od A;

(il) € je fazi semi-particija od A i zadovoljava uslov:
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(A3) za svako x € A postoji f € € takav da je f(x) =

(iii) € zadovoljava sledeée uslove:
(A4) za svako x € A postoji jedinstven f, € € tako da je fy(x)=1;
(A5) fa(y) = Ilfa ® fyll, za sve x,y € A;

Osim toga, ako je bilo koji od ova tri navedena uslova ispunjen, onda je
Se = Ew, i to je jedinstvena fazi ekvivalencija na A takva da je € njena
fazi particija.

Dokaz. (i) = (ii). Ako je ¢ fazi particija relacije fazi ekvivalencije F na
A, onda za svako x € A imamo E, € ¢ i E,(x) = 1. Prema tome, vazi (ii).

(ii) = (iii). Neka vazi (ii). Tada, prema (A3), za svako z € A postoji
f € € tako da je f(z) =1, i ako postoji drugo g € € takvo da je g(z) =1,
onda je ||f @ g|]| = f(z) ® g(x) = 1, §to je u suprotnosti sa uslovom (A1).
Dakle, zakljucijemo da vazi (A4). Uslov (A5) je samo drugacija formulacija
uslova (A2).

(iii) = (i). Neka vazi (iii). Koriste¢i oznake iz (A4) i (A5), definisimo fazi
relaciju F na A na sledeéi nacin: za proizvoljne z,y € A neka je

E(z,y) = [lf2 @ fyll (2.12)

Ocigledno, F je refleksivna i simetricna. Da bi dokazali tranzitivnost, uo¢imo
proizvoljne z,y, z € A. Tada prema (A5) sledi da je

E(r,y) ® E(y,2) = [|f2 ® fy” ® ”fy ® f2|l
= fo(y) ® f2(y) < || fa ® fol| = E(x, 2).
Odatle sledi da je E fazi ekvivalencija na A. Kako, prema uslovu (A5),

vazi E(z,y) = fz(y), za sve x,y € A, zakljuc¢ujemo da je € skup svih klasa
ekvivalencije fazi relacije F, tj., fazi particija od F.

Dalje, uzmimo da je zadovoljen bilo koji od uslova (i), (ii) i (iii). Koristedi
oznake iz (iii), prema (A4), (A5) i Posledici 2.2.1 dobijamo da je

Vi@ e )=\ fu@) @ faly) = \/ f2(a) ® fy(a

fee€ a€A acA

= N\ fol@) = fyla) = N fal@) & fuly) = A 9(2) < 9(),

acA acA ge?®

a prema Posledici 2.2.3 zakljuCujemo da je Sy = F¢, i to je jedinstvena fazi
ekvivalencija na A takva da je % njena fazi particija. [
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Primetimo da su uslovi (A3) i (A4), tim redom, ekvivalentni sa

(A3) {f}fgg je pokrivac¢ od A;
(A4) {f}fgg je particija od A.

Uocimo i da se fazi ekvivalencija koja odgovara fazi particiji 4 skupa A moze
predstaviti na tri nacina, tj., za sve x,y € A,

Ee(ry)= N\ f2) = fy) =\ f@ & fy) =ffl.  (213)

fee fes

Ako je E fazi ekvivalencija na A i z,y € A, onda prva jednakost u (2.13)
povlaci
E(z,y) = \ Eu(2) = Ey(2), (2.14)
z€A
Sto znaci da je stepen povezanosti elemenata x iy jednak stepenu jednakosti
klasa fazi ekvivalencije E, i L.

Primetimo, takode, da su De Baets i Mesiar [29] definisali 7 -particiju
(gde je 7 t-norma) kao i 7 -semi-particiju koja zadovoljava uslov (A4)’, dok
je Ovchinnikov [100] okarakterisao fazi particije pomocéu uslova (A4)" i uslova
koji bi u nasim oznakama bio izrazen na slede¢i nacin:

(AB) fo(y) ® fy(z) = ||fz ® fyll, za sve z,y € A.

Nije tesko proveriti da je uslov (A5)" ekvivalentan sa (A5). U vise puta pome-
nutom radu De Baetsa and Mesiara [29] mogu se naéi jos neke srodne
karakterizacije fazi particija. Neki primeri fazi particija na beskona¢nim
skupovima, medu kojima je i primer .7 -particije nad skupom realnih bro-
jeva, dati su u radu De Baetsa, Maresa i Mesiara [28].

Thiele i Schmechel [119] i Demirci [42] su izu¢avali neke koncepte veoma
bliske fazi semi-particijama i fazi particijama koje se izucavaju ovde. Naime,
familiju 4" normalizovanih fazi podskupova skupa A nazivaéemo fazi semi-
particija od A u smislu Thiele-Schmechela ako za proizvoljne f, g € € i proiz-
voljne z,y € A vazi

g(x) =1 = f(z)® f(y) <g(y) (2.15)

Ako uz to familija ¢ zadovoljava uslov (A3)’ (ili, ekvivalentno (A3)) onda je
ona fazi particija od A u smislu Thiele-Schmechela. Svaka fazi semi-particija
koja zadovoljava uslove navedene u ovoj glavi je fazi semi-particija u smislu



2.2. FAZI SEMI-PARTICIJE I FAZI PARTICLJE 39

Thiele-Schmechela (to je neposredna posledica Teoreme 2.2.2 (iii)), ali obrat
ne vazi. Na primer, familija ¢ = {f, g} iz Primera 2.2.1 (b) nije fazi semi-
particija, ali jeste fazi semi-particija u smislu Thiele-Schmechela. Medutim,
% je fazi particija prema ovde koriséenoj definiciji ako i samo ako je fazi
particija u smislu Thiele-Schmechela(vidi [119], [42]). Bijektivna korespo-
dencija izmedu fazi ekvivalencija i fazi particija u smislu Thiele-Schmechela
prvi put je uspostavljena u [119].

Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je € familija fazi pod-
skupova od A. Ako je EF = E¢, odnosno ako za sve x,y € A vazi

E(z,y) = \ f() < f(), (2.16)

fe«

onda se kaze da € generise E, i € se naziva generatorna familija od E, a
elementi familije 4" se nazivaju generatori fazi ekvivalencije F.

Ako primetimo da se jednakost (2.14) moze zapisati i u obliku

E(:C,y) = /\ E.(z) < Ez(y)7 (2.17)
z€A

Sto zapravo predstavlja Valverdeovu teoremu o reprezentaciji, onda zakljucu-
jemo da je svaka fazi ekvivalencija generisana familijom svih svojih klasa ek-
vivalencije, odnosno fazi particijom koja joj odgovara. Medutim, fazi ekviva-
lencija £ moze da bude generisana i familijom % koja nije fazi particija koja
joj odgovara. Nesto kasnije, razmatrac¢emo fazi semi-particije fazi ekvivalen-
cije E koje je generiSu, a videéemo i da se moze nadi i takva generatorna
familija koja nije ni fazi semi-particija.

Vredno je istaéi i to da napred pomenuta Valverdeova teorema o reprezen-
taciji ima veoma znacajnu primenu u klaster analizi, koja se moze grubo opi-
sati na slede¢i nacin. Neka je dat skup A elemenata koji treba da se klasifi-
kuju prema nekom zadatom kriterijumu, odnosno prema zadatom prototipu.
Ta klasifikacija se sastoji u proceni koliko svaki element x € A odgovara krite-
rijumu 4, odnosno, u proceni stepena sli¢nosti svakog = € A sa prototipom 1.
Ako ozna¢imo taj stepen slicnosti sa f;(x), dobijamo familiju ¢ = {fi}ier
fazi podskupova od A. Teorema o reprezentaciji nam daje nacin da se sve te
procene grupisu u fazi ekvivalenciju generisanu familijom %', koja nam daje
strukturni opis uzorka podataka.

U prakti¢nim primenama ¢esto nije bitno samo naéi generatornu familiju
fazi ekvivalencije, veé je bitno i da ta familija bude sto manje kardinalnosti,
a ako je to moguce, da bude i minimalne kardinalnosti. Familija minimalne
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kardinalnosti u kolekciji svih generatornih familija fazi ekvivalencije E naziva
se minimalna generatorna familija od E. Sve minimalne generatorne famili-
je od E imaju istu kardinalnost, i ta kardinalnost se naziva dimenzija od E.
Fazi ekvivalencija dimenzije jedan naziva se jedno-dimenzionalna fazi relacija.
Pojam dimenzije fazi relacija uveden je u [99] (gde su ustanovljene i prve
teoreme o reprezentaciji fazi ekvivalencija), a dalje je razvijen u [53].

Dalje, familiju minimalne kardinalnosti u kolekciji svih generatornih famil-
ija fazi ekvivalencije F koje se sastoje od klasa ekvivalencije od E nazivaéemo
minimalna generatorna fazi semi-particija od E. U narednom odeljku prika-
zatemo algoritam za nalazenje minimalne generatorne fazi semi-particije u
sluc¢aju fazi skupova i relacija koji uzimaju istinitosne vrednosti u linearno
uredenoj, kompletnoj Heytingovoj algebri. Taj algoritam je zasnovan na
sledecoj teoremi:

Teorema 2.2.5. Neka je € familija fazi podskupova skupa A i E fazi ek-
vivalencija na A. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Ako je € fazi semi-particija od E, onda je

T¢ <E & [|kerfCE. (2.18)
fee

(b) Ako je € generatorni skup od E, onda je
() ker f = E. (2.19)

Dokaz. (a) Neka je Ty < E. Pretpostavimo da je (z,y) € ker f, za svako
f €¢. To znaci da je f(x) = f(y), za svako f € €, odakle je Ty (x,y) = 1,
i sada iz Ty < E dobijamo da je E(z,y) = 1, odnosno (z,y) € E.

Obratno, pretpostavimo da je
ﬂ ker f C E,
fee
i uzmimo proizvoljne z,y € A. Ako je Tz (x,y) =1, onda je T¢(z,y) = 1, za
svako f € ¢, §to znaci da je f(z) = f(y), za svako f € ¥, pa prema polaznoj
pretpostavci zakljuéujemo da je E(x,y) = 1, i dakle, Ty (z,y) < E(z,y).
Sa druge strane, ako je T¢(z,y) < 1, u tom slucaju postoji f € € tako

daje f(z) # f(y) i T¢(z,y) = f(x)® f(y), pa zbog nerazlucivosti fazi skupa
f uodnosu na F imamo da je

T (z,y) < Ty(w,y) = f(2) ® f(y) < E(x,y).
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Dakle, dokazali smo da je Ty < E.
(b) Neka je € generatorni skup od E, tj., E = Ex. Kako je Eg = ker g,
za svaki fazi podskup ¢ od A, to imamo da je

E\:Eg: ﬂ Ef: mkerf,
fe€ fee€
odakle sledi da vazi (2.19). O

2.3. Fazi ekvivalencije nad Heytingovim algebrama

U ovom odeljku ¢emo razmatrati fazi ekvivalencije nad kompletnom reziduira-
nom mrezom .# koja ima svojstvo da je Ty = Ey, za svaki fazi skup f nad
Z. Jasno, ovo je ta¢no ako i samo ako .Z zadovoljava uslov

TRy=x <y, zasve z,y € L takve da je x # y, (2.20)

Prvo éemo pokazati da ovaj uslov vazi ako i samo ako je .Z linearno uredena,
kompletna Heytingova algebra.

Lema 2.3.1. Kompletna reziduirana mreza £ = (L, \,V,®,—,0,1) zadovo-
ljava uslov (2.20) ako i samo ako je £ linearno uredena Heytingova algebra.

Dokaz. Neka vazi jednakost (2.20). Da bi dokazali da je .Z linearno urede-
na Heytingova algebra, dovoljno je dokazati da za sve x,y € L vazi sledece:

ry=z ili 2@y =uy. (2.21)
Zaista, pretpostavimo da je x ® y # z. Tada prema (1.12) sledi
TRYSTANY ST, Y,
pa na osnovu (1.7), (2.20) i (1.5) dobijamo da je
t@y=(@@oyrr=@ey) cz=(z0y) —2)A(z—(z0y))
=z — (z®y) 2y,

odakle je, z ®@ y = y.

Obratno, uzmimo da je .Z linearno uredena Heytingova algebra, i neka su
x,y € L dva proizvoljna razli¢ita elementa. Ukoliko je x < y, onda imamo
dajex®y=xAy=uxiprema (1.7) i (1.5) sledi da je

reoy=@—-yYAly—2)=y—z=y— (yYQr) =21y,

pa na osnovu (1.12) zaklju¢ujemo da je x < y = x ® y. Na isti nacin
dokazujemo da y < x povladi x < y = z®y, ¢ime je dokaz leme zavrSen. [
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U daljem tekstu .Z ¢e biti linearno uredena, kompletna Heytingova algeb-
ra. U tom slucaju, za proizvoljan fazi podskup f skupa A, fazi ekvivalencije
Sy, Ty i Ey mogu se predstaviti na slede¢i nacin:

1 ako je x =y,

Srl¥)= {f(sv) Af(y) akojex#y,’
1 akoje f(z) = f(y).
f(@) A fly) akoje f(z) # f(y).

Mozemo primetiti da sve fazi ekvivalencije iz intervala [S¢, Et| (to su sve one
¢ija je jedna klasa ekvivalencije f) imaju istu vrednost f(x) A f(y) na svim
parovima (z,y) takvim da je f(x) # f(y), odnosno, na svim parovima (z,y)
van ker f. Ako za svako s € L stavimo da je fI*) = {z € A| f(z) = s}, tada
se ova situacija moze objasniti Slikom 2.1.

Tf(ﬂf,y): Ef($7y) = {

Teorema 2.3.1. Neka je € failija normalizovanih fazi podskupova skupa
A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) € je fazi semi-particija od A;
(ii) za svaka dva razlicita f,g € € i svako y € A je
f) #9(y) = Fy) Agly) = 1F Agll;
(iii) za proizvoljne, razlicite f,g € € i sve x,y € A je
g9(x) #g(y) = f(@) A fly) <g(x) Ag(y);
(iv) za sve razlicite f,g € € vaZe sledeci uslovi:

(B) g(x) = g(y), za sve x,y € J;
(B2) za sve x,y € A, iz f(x) # f(y) i g(x) # g(y) sledi

f(@) A fy) = g(z) Ag(y).

Dokaz. (i)<(ii). Primetimo najpre da se u slu¢aju kada se razmatraju fazi
skupovi nad linearno uredenom kompletnom Heytingovom algebrom, uslov
(ii) Teoreme 2.2.2 moze drugacije zapisati kao

1f A gll < fy) < g9(y), (2.22)
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fEI|S S e e s 1 [ESEpeee s LR t 0 0 ... 0
s s s|1 t t 00
s s 1l|s t t 00
[S I s s S oo oo s t oo t t (O 00
t t..... t t t.. .. t 1 (R i© 0 0 .. ... 0
t ot t t : 1 00
fu .. .
t t t t 1 0 0
£ oo wee t t £ oeee een t t € ... .o t|1 [T 0 0
0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 B @ oo aco 0
00 0 0 00 0|1
fFO . -
00 0 0 .0 0 1[0
[P 0 0 0 v uee 0 0 [T 00 © oo ooo 01
Sy
fu £5 fu £01
1 1 ... 1 S S e e s £t ot t 0 0 ...t 0
11 s s t t 0 0
L I H .
: 11 s s H t ot 00
1 e e 11 SR s s [ t t 0 wev wue 0 0
f[s]s [T s P L oo oo 1 [ t 0 0 .evwee 0
s s 1(1 g t ot 00
s s 1)1 : t 0 0
s s 1L 000 o000 1|1 £ o el t 0 ... ... 0 0
t ot t t ot t I L oo ooo 1 0 0 ... ... 0
t ot t ot : 1|1 00
4 8
t t t t 1(1 00
£ oeee een t t t o e t t L 500 ooo 1)1 0 e uee 0 0
0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 1 [ 1
00 00 : 00 (1
f[O]
00 00 00 111
0 .. ... 0 0 0 ... 0 0 0 .. ... 0 0 A 000 o000 1|1
E;

Slika 2.1. Fazi ekvivalencije iz intervala [Sf, E'¢] mogu se razlikovati od Sy
i Ef, kao i medu sobom, samo u vrednostima u sivoj oblasti slike (ovde je
0<t<s<1).
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zasve f,g € € iy e A. Kako je desna strana nejednakosti (2.22) jednaka 1
kada je f(y) = g(y), a nejednakost (2.22) je ekvivalentna sa

f) #g9ly) = [If ~ngll < fly) Agly), (2.23)

i kako prema definiciji visine fazi skupa uvek vazi f(y) A g(y) < ||f Ag|, to
zaklju¢ujemo da je nejednakost (2.23) ekvivalentna sa

f) #9) = [IfAgll = fly) Agly).

Na osnovu toga i prema Teoremi 2.2.2 zaklju¢ujemo da su uslovi (i) i (ii)
ekvivalentni.

(i)« (iii). Ekvivalentnost ova dva uslova moze da se dokaze na isti nacin
kao (1)< (ii).

(i)=(iv). Neka je € fazi semi-particija od A. Prema Posledici 2.2.2 vazi
(B1), i posto smo pokazali da je (i)« (iii), uslov (B2) sledi iz (iii).

(iv)=(i). Pretpostavimo da proizvoljni, razli¢iti fazi skupovi f,g € €
zadovoljavaju uslove (B1) i (B2). Dokaza¢emo da je svako f € ¥ klasa
ekvivalencije fazi relacije F = E.

Uocimo proizvoljne f € €, x € fi y € A, iskup

Cry={9€€|g(x) #9(y)}.

Pretpostavimo najpre da je f € €,,. Tada za svako g € € \ 6, imamo da
je Eg(x,y) = 1, a na osnovu uslova (B2) dobijamo da je Ey(z,y) = E¢(x,y),
za svako g € 6, . Prema tome

E.(y) = E(x,y) = N\ By(z,y) = J\ Eg(x,y) = Ef(w,y) = f(y).
geEE gECr,y

Dalje, pretpostavimo da f ¢ ¢, ,, odnosno da je f(z) = f(y). Tada z,y € f,
iiz (B1) sledi da je g(z) = g(y), za svako g € € \ {f}, pa zakljucujemo da
je E4(x,y) = 1, za proizvoljno g € €, i

E.(y) = E(z,y) = |\ Ey(z,y) =1= f(y).
gE?
Ovim smo pokazali da je f = E,, pa je teorema dokazana. [
Drugim recima, uslov (B3) znaci da se Ef i £, moraju poklapati na svim

parovima (z,y) iz krisp skupa (relacije) (ker f)¢ N (ker g)¢ = (ker f U ker g)¢
(gde je sa ¢¢ oznacen komplement obicne relacije o0 C A% u odnosu na A?).
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Neka je € fazi semi-particija skupa A takva da za sve razlicite x,y € A
postoji f € € tako da je f(x) # f(y). Tada za svaka dva razli¢ita z,y € A, i
za f € € takav da je f(x) # f(y), prema Lemi 2.3.1 imamo da je

f@) N fly) = f(z) < fly),

pa vazi
N\ 9(z) < g(y) < f(@) = f(y) = f@) A fly) <\ h(z) Ah(y).
geE geE

Odavde i iz Teorema 2.2.2 i 2.2.3 sledi da postoji jedinstvena fazi ekvivalen-
cija za koja ima % kao svoju fazi semi-particiju. Na ovu ¢injenicu su ukaza-
i Klawonn [71] i Demirci [42] (pogledati Posledicu 2 u [71] ili komentar
neposredno iza Teoreme 3.5 u [42]).

Teorema 2.3.2. Neka je € fazi semi-particija fazi ekvivalencije E na skupu
A. Tada je € generatorna familija od E ako i samo ako je

() ker f C E. (2.24)
few

Dokaz. Ako je € generatorna familija od E, onda inkluzija (2.24) sledi iz
Teoreme 2.2.5 (b).

Obratno, ako vazi (2.24), onda na osnovu Teoreme 2.2.5 (a) imamo da
je B = Ty < F < E¢, odakle dobijamo da je F = FE¢, odnosno da je €
generatorna familija od £. [

Posledica 2.3.1. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A. Tada je E jedno-
dimenzionalna ako i samo ako postoji klasa ekvivalencije f od E takva da je
ker f C E.

Neka je F fazi ekvivalencija na skupu A i neka je & fazi particija indu-
kovana sa F, odnosno familija svih njenih klasa ekvivalencije. Za proizvoljna
dva razlicita elementa x,y € A, za klasu ekvivalencije f € & kazemo da
razdvaja elemente x iy ako je f(x) # f(y). Kolekciju svih klasa ekvivalencije
od E koja razdvajaju elemente x i y oznaci¢emo sa &, ), tj.

Doy ={f € Z1f(x) # fy)}-

Jednostavno se proverava da za sve x,y € A vazi:
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(Cl) Py = Py
(C2) P,y # @ ako isamo ako je E(z,y) < 1;
(C3) ako je E(x,y) =1, tj., E, = E,, onda je &, , = &, ., zasvako z € A.

Specijalno, ako je E(x,y) < 1, onda E, i E, razdvajaju elemente z i y, tj.,
E,Ey€ Py

Dalje, neka je
<Eﬂ(‘E) = {@l‘,y‘xay € Aa E($7y) < 1}

i neka je Sin(F) kolekcija svih minimalnih elemenata parcijalno uredenog
skupa (7 (E), ).

Teorema 2.3.3. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A, neka je & fazi par-
ticija indukovana sa F, i neka je € C &. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) € je generatorna familija fazi relacije E;
(ii) € ima neprazan presek sa svim élanovima familije S (E);

(iii) € ima neprazan presek sa svi clanove familije S min(F).

Dokaz. Skup € sece sve clanove iz . (E) ako i samo ako za proizvoljne
x,y € A za koje je E(z,y) < 1 postoji f € € tako da je f(x) # f(y), Sto je
ocito ekvivalentno sa
() ker f C E, (2.25)
few

i prema Teoremi 2.3.2 zakljucujemo da je (i)<(ii).
Implikacija (ii)=-(iii) je ocigledna, dok je (iii)=-(ii) neposredna posledica
¢injenice da proizvoljan skup iz .(F) sadrzi neki skup iz .Znin(E). O

Neka je A podskup od A koji ima osobinu da za svaki f € & postoji tacno
jedan element a € A takav da je f = E,, koji ¢emo nazivati predstavnik te
klase ekvivalencije. Drugim re¢ima, A je skup koji sadrzi tacno po jedan ele-
ment iz svake klase krisp relacije ekvivalencije E. Setimo se da se takvi
skupovi nazivaju popreéni preseci od E (engl. cross-section). Za svaka dva
razli¢ita elementa a,b € A je E(a,b) < 1. Prema uslovu (C3), za svaki par
elemenata x,y € A za koje je E(x,y) < 1 postoji par razlicitih elemenata
a,b € A za koje je Py, = Py, pa se 7 (E) moze takode predstaviti kao

F(E) = {Pap|a,be A, ab).
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Dakle, kada budemo izracunavali kolekcije . (E) i Spin(E), dovoljno je da
razmatramo proizvoljan skup A predstavnika klasa fazi ekvivalencije F umes-
to celog skupa A. Takode je moguée razmatrati predstavnike klasa ekviva-
lencije, umesto samih klasa, kao ¢lanova familija .%(E) i .%min(F), i u tom
slucaju .7 (E) i Smin(E) e biti tretirani kao podskupovi od A.

2.4. Algoritam za izracunavanje minimalne
generatorne fazi semi-particije

U nastavku dajemo algoritam za izracunavanje minimalne generatorne fazi
semi-particije.

Algoritam 2.4.1. IzraCunavanje minimalne generatorne fazi semi-particije
date fazi ekvivalencije E na kona¢nom skupu A = {1,2,...,n}:

1. Formiramo familiju & svih klasa ekvivalencije od F;
2. Biramo proizvoljan skup A predstavnika klasa ekvivalencije;

3. Zasvaki par i,j € A takav da je 1 < j nalazimo skup Z; j, 1 formiramo
kolekciju .7 (E) ={Z%j|1,j € A, i < j};

4. EliminiSemo iz ./(E) sve elemente koji nisu minimalni, i time formi-
ramo kolekciju A nin (E) svih minimalnih elemenata od .7 (FE);

5. Nalazimo podskup ¢ C & sa minimalnim brojem elemenata, koji sece
sve ¢lanove kolekcije A in(FE).

Kolekciju € koju dobijamo kao rezultat na kraju ovog postupka je minimalna
generatorna fazi semi-particija od E.

Dacéemo kratko objasnjenje funkcionisanja ovog algoritma.

Ako je fazi ekvivalencija E na A predstavljena matricom reda n x n, onda
su njene klase ekvivalencije predstavljene vrstama te matrice, Sto znac¢i da u
prvom koraku iz matrice fazi ekvivalencije F izdvajamo vrste kojima su pred-
stavljene njene klase.

U drugom koraku, za svako i € A i j > i proveravamo da li je j-ta vrsta
matrice jednaka i-toj, i ako to vazi, eliminiSemo j iz A. Od elemenata koji su
nakon tog postupka ostali u A formira se skup A predstavnika klasa ekviva-
lencije fazi ekvivalencije FE.

U tre¢em koraku, za svaki par i, € A za koji je i < j, i za svaki k € A,
proveravamo da li se k-te pozicije u i-toj i j-toj koloni razlikuju, i formiramo
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skup &; ; od svih onih £k € A koji imaju to svojstvo. Na taj na¢in formiramo
kolekciju .7 (FE).

U ¢etvrtom koraku proveravamo da li je proizvoljno P € . (E) minimalni
element u . (E). Naime, za svako ) € .(F) proveravamo da li je Q) C P.
Ako nademo takvo @, zaklju¢ujemo da P nije minimalni element u . (E), pa
prekidamo proveru sa njim i nastavljamo proveru sa narednim elementom iz
(FE). Sa druge strane, ako za svako @) € .(F) dobijemo da @ ¢ P, onda
zaklju¢ujemo da je P minimalni element kolekcije .(F), i smeStamo ga u
“min(F). Na taj nac¢in formiramo kolekciju - in (E).

Na kraju, u petom koraku odredujemo sve popre¢ne presekeclanova kolek-
cije Smin(F), uzimajuéi po jedan element iz svakog ¢lana kolekcije - in (F),
i na taj nacin nalazimo popre¢ne preseke sa minimalnim brojem elemenata.
Oni predstavljaju minimalne generatorne fazi semi-particije od E.

Slede dva primera koji demonstriraju primenu ovog algoritma.

Primer 2.4.1. Neka je data . Godelova struktura, i neka su fazi ekviva-
lencije E1 F na A= {1,2,...,8} date sa

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1 10]102)02]02|02|02|00]00 1 10|10 10)04 04|03 |00]|00
2 021003 |04|03|03|00|00 2 10|10 10) 04| 04|03|00]00
3 02| 03]110}J03|03|03]|00|00 3 10]10)10) 04| 04|03 |00]00
4 021040310103 (03]|00|00 4 04 (04| 0410104 |03]|00]00
5 0203|03|03)10]J08|00]|00 5 04]104|04|04])10]J03]|00]00
6 0203|03|03|08J10]J00|00 6 03 (03|03 |03]03])J10]J00]00
7 00|00| 00| 00|00 |00]J10]00 7 00| 00| 00| 00|00 |00)J10]|10
8 00| 00|00 |00|00|00]|00]}10 8 00 (00|00 | 00|00 |00)10]10

E F

Kako je E relacija jednakosti na A, to F ima 8 razli¢itih klasa, tj.,

(a)
= {F1,E,,...,Eg} i A= A. Nadalje ¢emo, umesto klasa pisati njihove

&
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predstavnike, pa imamo sledece:

P1i=A11,...,6} for 2 <i<6;
P = Pog = P15 =P1s=1{2,4,5,6};

«%’,7 = {1, e ,6, 7},fOI‘ 1 < 7 < 6; 1@375 = 93,6 = {3,5,6};
6@1"8:{1,...,6,8},f01" 1 <i<6; 95’62{5,6};

9273 = (@3’4 = {2,3, 4}; 32778 = {7, 8};

P4 ={2,4}.

Eliminacijom skupova koji nisu minimalni, dobijamo da se .#,in(FE) sastoji
od skupova {2,4}, {5,6} i {7,8}, pa E ima 8 minimalnih generatornih fazi
semi-particija datih sa { £, E;, E}}, za proizvoljan izbor i € {2,4}, j € {5,6}
ike {78}

Primetimo da ni jedna od ovih generatornih familija nije minimalna gene-
ratorna familija u kolekciji svih generatornih familija od E. Naime, E ima
dvoelementnu generatornu familiju {f, g}, gde su f i g fazi skupovi dati sa

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

1010 10|04 |03]03]01 02 (03]05|03|08|10]|00]00

f

0.0 g

Ovo je minimalna generatorna familija, jer, ukoliko bi E imala jednoele-
mentnu generatornu familiju, onda bi njen jedini ¢lan morao biti klasa ekvi-
valencije od FE.

(b) Jasno je da F' ima 5 razli¢itih klasa, i mozemo uzeti da je
A:{174757677}7 @:{F17F47F57F67F7}‘
U tom slu¢aju dobijamo da je

P4 ={1,4}; Pr7=Pyr= P51 =Ps7=A;
@1,5 — {175}7 ‘@4,5 = {4a 5}7
ng1,6:'934,6:gZE’),G:{1747576}7

pa imamo da se .%in (F') sastoji od skupova {1,4}, {1,5} i {4,5}. Ocigledno,
skupovi sa minimalnim brojem elemenata koji seku sve ¢lanove od Zpin(F')
su isti ti skupovi {1,4}, {1,5} i {4,5}, pa F ima 3 minimalne generatorne
fazi semi-particije: {Fy, Fyu}, {F1, F5} 1 {F4, F5}.

Naredni primer pokazuje da Teorema 2.3.2, kao i Teorema 2.3.3 i Algo-
ritam 2.4.1, vaze samo u slu¢aju kada je kompletna reziduirana mreza £
istinitosnih vrednosti linearno uredena Heytingova algebra, odnosno, ako
zadovoljava uslov (2.20).
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Primer 2.4.2. Pretpostavimo da je .Z proizvoljna kompletna reziduirana
mreza koja ne zadovoljava uslov (2.20), tj., postoje «, 5 € L takvi da je

aFfiadf<a— .
Kako a=11li 8 =1 povlati a ® f = a < 3, zaklju¢ujemo da je o < 11
(8 < 1. Takode, iz a # (3 sledi da je @ < [ < 1. Stavimo da je v = a < .
Sada, neka su f i g fazi podskupovi skupa A = {1, 2,3} zadati slede¢im
tablicama, i neka je E fazi ekvivalencija na A generisana familijom {f, g}.

1 2 3

-
N}
w
-

2

w

flefalsl

1] 1 oz/B 1)1 ﬁa 1| 1 |anplang
12 3 2|l | Y 2 | B | Y 2 jang 1| Y
E; E, E=E;NE,

Tada je ker f = kerg = Ay = E (gde je Ay relacija ekvivalencije na A), i
iz tablica koje predstavljaju Ey, E, i E se vidi da je E # Ef i E # Eg, $to
znaci da familije {f} i {g} ne generisu E.

Ovaj primer pokazuje i to da je uslov (2.20) neophodan da bi Ty = Ey
bilo zadovoljeno za svako f nad .Z, jer ovde imamo da je

T4(2,3) =a®@f <a < §=FE2,3),

odakle se vidi da je Ty < Ey.



Glava 3

Uniformne fazi relacije
i fazi preslikavanja

U teoriji fazi skupova bilo je dosta razlic¢itih pristupa konceptu fazi funkcije ili
fazi preslikavanja. Uvelikom broju radova razne vrste fazi funkcija iz skupa
A u skup B definisane su polazeci od date fazi ekvivalencije E na A i date fazi
ekvivalencije F' na B. Specijalno, ovakav pristup koriséen je u definiciji parci-
jalnih fazi funkcija i fazi funkcija, koje je dao Klawonn u [71], u definiciji per-
fektnih i jakih fazi funkcija i fazi funkcija, datih od strane Demircija u [31, 33,
39], kao i u definicijama drugih srodnih koncepata koji su izu¢avani u [3], [16],
(31, 32, 33, 34, 38, 39, 40, 41, 52], [59], [62], [70, 72, 74], i u drugim radovima.
Takve fazi funkcije, koje su bazirane na fazi ekvivalencijama, pokazale su se
kao veoma korisne u mnogim primenama u fazi kontroli, aproksimativnom
rezonovanju, neodredenoj algebri (vague algebra) i drugim oblastima.

Cilj ove glave je da ponudi takav koncept fazi preslikavanja koji ¢e obezbe-
diti medusobnu korespodenciju izmedu fazi preslikavanja i fazi ekvivalencija,
analognu onoj koja postoji izmedu obi¢nih preslikavanja i relacija ekvivalen-
cije. Treba ista¢i da nijedan do sada izu¢avan koncept fazi preslikavanja ili
fazi funkcije nije obezbedio takvu korespondenciju. Dobro je poznato da se
korespondencija izmedu obi¢nih krisp preslikavanja i relacija ekvivalencije
uspostavlja pomocu jezgra preslikavanja, ¢ije se klase ekvivalencije sastoje
od onih elemenata domena koji imaju iste slike. Motivisani ovom ¢injenicom,
u Odeljku 3.1 proizvoljnoj fazi relaciji ¢ izmedu skupova A i B pridruzujemo
podskupove Dom ¢ C A iIm ¢ C B, koje nazivamo domenom i slikom od ¢,
fazi ekvivalencije ker ¢ na Dom ¢ i cok ¢ na Im ¢, kao i kolekcije {¢p}petm o,
fazi podskupova od Dom ¢, i {4 }zeDom ¢, fazi podskupova od Im ¢, koje bi
pod izvesnim uslovima trebale da budu fazi particije koje odgovaraju fazi ek-
vivalencijama ker ¢ i cok ¢. U opsStem slucaju ove kolekcije nisu fazi particije,

o1
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ali ako to jesu, onda su one upravo fazi particije koje odgovaraju fazi ekvi-
valencijama ker ¢ i cok ¢. U tom slucaju se ¢ naziva uniformna fazi relacija.
Ovakav naziv koristimo jer se pokazuje da postoji bijektivno preslikavanje
izmedu tih fazi particija koje se moze shvatiti kao izvesna vrsta ”uniform-
nosti” izmedu njih.

Osnovna svojstva uniformnih fazi relacija prikazana su u Odeljku 3.2.
Tu je data njihova karakterizacija u terminima jezgra i ko-jezgra, dokazana
je teorema o egzistenciji uniformne fazi relacije sa datim domenom, slikom,
jezgrom i ko-jezgrom, i prikazana su dva metoda za konstrukciju uniformnih
fazi relacija. U Odeljku 3.3 definiSe se parcijalno fazi preslikavanje, kao uni-
formna fazi relacija iz A u B ¢ije ko-jezro je fazi jednakost, i fazi preslikavanje,
preslikavanja i fazi preslikavanja okarakterisana su pomoc¢u njihovih krisp de-
lova, jezgara i ko-jezgara. I ovde je dokazana teorema o egzistenciji parcijal-
nog fazi preslikavanja sa datim domenom, slikom, jezgrom i ko-jezgrom, i
prikazana su dva nacina za konstrukciju parcijalnih fazi preslikavanja.

Kako uobicajena fazi relacijska kompozicija dva fazi preslikavanja ne mora
biti fazi preslikavanje, u Odeljku 3.4 se uvodi nova vrsta kompozicije koja je
tesno povezana sa kompozicijom obi¢nih krisp preslikavanja i o¢uvava svo-
jstvo ”biti fazi preslikavanje”. Takode je uvedena i treca vrsta kompozicije,
dobijena modifikacijom fazi relacijske kompozicije, i objasnjen odnos izmedu
sve tri vrste kompozicija.

Medusobna korespodencija izmedu fazi preslikavanja i fazi ekvivalencija
uspostavljena je u Odeljku 3.5, i ona ¢e predstavljati polaznu tacku u us-
postavljanju korespodencije izmedu fazi homomorfizama i fazi kongruencija
na algebrama. Konaé¢no, u Odeljku 3.6 se pokazuje da postoji veza izmedu
naSeg koncepta uniformne fazi relacije i fazi preslikavanja, i nekih drugih
poznatih koncepata fazi funkcija. Specijaalno, dati su komentari i primeri
koji ukazuju na sli¢nosti i razlike izmedu uniformnih fazi relacija i parcijal-
nih fazi funkcija, koje je izuc¢avao Klawonn u [71], i perfektnih fazi funkcija,
kojima se bavio Demirci u [31, 32, 33, 34, 38, 39, 40, 41, 52|, kao i izmedu
nasih fazi preslikavanja i fazi funkcija koje je izucavao Nemitz u [97].

Svi rezultati u ovoj glavi su originalni i tesno su povezani sa rezultatima
do kojih su ranije dosli Demirci [31, 32, 33, 34, 38, 39, 40, 41], Demirci i
Recasens [52], Hohle [59, 62], Klawonn [71], Klawonn, Gebhardt i Kruse
[70], Klawonn i Kruse [72, 73, 74], Nemitz [97] i drugi.
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3.1. Jezgro i ko-jezgro fazi relacije

Za fazi relaciju ¢ : A — B definisa¢emo domen od ¢, u oznaci Dom ¢, sa
Domy = {x € A|(Ip € B) p(z,p) = 1}, (3.1)
i sliku od ¢, u oznaci Im ¢, sa
Imp ={pe B|(3Fzec A ep(xp) =1} (3.2)

Primetimo da je Dom ¢ neprazan skup ako i samo ako je Im ¢ neprazan, i
to vazi ako i samo ako je ¢ normalizovana fazi relacija.

Za normalizovanu fazi relaciju ¢ : A — B, fazi relacija ker ¢ na Dom ¢
definisana sa

(ker o) (z,y) =\ la,p) < oy, p), (3.3)
pElmp

za sve x,y € Dom ¢, i fazi relacija cok ¢ na Im ¢, definisana sa

(cokp)(pg) = N\ ol@p) < e,q), (3.4)
z€ Dom ¢

za sve p, q € Im ¢, jesu fazi ekvivalencije. Fazi relaciju ker ¢ nazivamo jezgro
od ¢, a cok ¢ je ko-jezgro od .
Pored toga, za svako x € Dom ¢ mozemo definisati fazi podskup ¢, €
F(Im ) sa
¢a(p) = ¢(z,p), zasvako p € Imep, (3.5)

i za svako p € Im pmozemo definisati fazi podskup ¢, € #(Dom ) sa
op(x) = @(z,p), zasvako z € Dom . (3.6)

Jasno, ¢, 1 ¢, su normalizovani fazi podskupovi, za sve elemente x € Dom ¢
ipelme.

Ovde se prirodno nemece pitanje: ZaSto su navedene fazi relacije i fazi
podskupovi definisani na Dom ¢ i Im ¢, umesto na celim skupovima A i B?

Kao sto smo vec ranije rekli, razmatracemo slucaj kada svako ¢, jeste
klasa fazi ekvivalencije ker ¢, a svako ¢, jeste klasa fazi ekvivalencije cok ¢.
Jasno, to je moguce samo kada su ovi fazi podskupovi normalizovani, §to vazi
samo onda kada su oni definisani nad podskupovima Im ¢ i Dom ¢, kao u
(3.6) 1 (3.5).

Ovo ilustrujemo slede¢im primerom:
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Primer 3.1.1. Neka je £ = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka su dati skupovi A = {z1, 22} i B = {p1,p2,p3, P4}
Razmotrimo fazi relaciju ¢ : A — B datu slede¢om tablicom:

¥ p1 p2 | P3| pa
x1 1 0.1 10402
T2 0.4 | 0.1 1 0.3

Tada je Domp = {z1,22} = A iImp = {p1,p3}, a jezgro ker ¢ i ko-jezgro
cok ¢ od ¢ su predstavljeni slede¢im tablicama:

kery | z1 | 22 coky | p1 | ps
x| 1 |04 p | 1 |04

Jasno je da su {@g,, Yz, } 1 {p,, ¢ps } fazi particije skupova Dom ¢ i Im ¢,
koje odgovaraju fazi relacjama ker ¢ i cok ¢, tim redom.

Ali, ako bi zamenili Dom ¢ sa A i Im ¢ sa B u definicijama fazi relacija
ker ¢ i cok ¢, i fazi podskupova ¢, i ¢,, dobili bi fazi relacije £ = ker*y na
A1 F = cok®p na B, i fazi podskupove ¢ od A i ¢, od B, definisane sa

E(x,y) = N e(z,p) = oly,p) i F(p,a)= )\ ¢(x,p) = ¢(z,9), (3.7)
pEB TEA

©z(p) = ¢(x,p) 1 ¢,(x) =¢(x,p), zasvexec Aipe B, (3.8)

koji su predstavljeni slede¢im tablicama:

E | 1 | 2o F | pt | p2| ps | pa p1 | p2 | P3| pa

T 1 0.2 P1 1 0.1 10402 90;1 1 0.1 104102
z2 | 0.2 1 p2 | 0.1 1 0.1 | 0.1

p3 | 0.4 | 0.1 1 102 p1 | P2 | P3 | P4

pa | 0.2 ] 0.1 | 0.2 1 (,0;2 04 | 0.1 1 0.3

x1 | T2 x1 | @2 1 | @2 x1 | o

e [T 04| e [o1o1| e [04] 1 er, 0203

Vidimo da je ¢y, = Fjp,, ali ¢y, nije klasa fazi ekvivalencije F. Osim
toga, {©y,, ¢4, } nije cak ni fazi semi-particija od B, jer je

\ ¢ip1) @ @i(pa) =03 >02=/\ ¢i(p1) < @i(pa).
€A TEA
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Jasno je i da {@5 , 5, 5, ¥y, } nije fazi semi-particija od A, jer fazi pod-
skupovi ¢y, 1 ¢, nisu normalizovani. Ako eliminisemo ¢y, i ¢y, iz ove
familije, onda je rezultujuca familija {}, , ¢y, } fazi particija od A, ali ta fazi
particija odgovara fazi ekvivalenciji ker ¢, a ne relaciji E.

Ako je 6 krisp relacija, onda je 6, obican podskup od Im 6@ definisan sa
0, = {p € ImO|(z,p) € 0} za svako x € Dom#6, dok je 6, krisp podskup
od Dom# dat sa 6, = {x € Domé|(z,p) € 0} za svako p € Im§. U ovom
sluc¢aju su ker @ i cok 8 obi¢ne relacije ekvivalencije.

Naredna lema daje neke osobine fazi relacije izmedu dva skupa, koje ¢e
biti korisne u daljem radu.

Lema 3.1.1. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B normali-
zovana fazi relacija. Tada je
(i) Dom@ = Domp i Im@ = Im¢;
(i) Pz = @z © Pp = Pp, 2a svaki x € Domy i p € Im y;
(iii) ker p < ker 3 i cok ¢ < cok .

Dokaz. (i) Ako je ¢ : A — B normalizovana fazi relacija izmedu skupova
Ai B, tada je

Domy = {z € A|(3p € B) p(z,p) = 1}
={z € A|Gpe B)p=¢(2)}
= Dom ¢ ,

Imp={pe B|(3z € A)p(x,p) =1}
={peB|(FreA)p=27o(z)}
=Imp .

(ii) Za proizvoljne z € Dom ¢ i p € Im ¢ vazi

or ={p€ Bly(x,p) =1} ={p € Bly.(p) =1} = ¢z ,

pp={zeAlpr,p) =1} ={rvecAlppz) =1} = .
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(iii) Primetimo da je

ker o= {(x,y) € (Dom ) | kerp(z, y) = 1}
= {(z,y) € (Dom)*| (¥p € B) ¢(x,p) < ¢(y,p) = 1}
= {(z,y) € (Dom¢)*| (¥p € B) ¢(z,p) = ¢(y,p)}
<{(z,y) € (Dom p)? | (¥p € B) p(x,p) = @(y,p) = 1}
= {(x,y) € (Dom)? | B(x) = B(y)} = ker @.

Takode, za fazi relaciju ¢ : B — A koja je definisana sa 1 (p, x) = ¢(z,p), za

svex € Aip € B, prema prethodnom delu tvrdenja vazi ker ¢ < ker . Kako
je ker v = cok ¢, jasno je da je cok ¢ < cok @, §to je i trebalo dokazati. [J

Primetimo da jednakosti ker p = @ icokp = (@ ne moraju da

vaze, Sto pokazuje sledeéi primer:

Primer 3.1.2. Neka je . = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka su dati skupovi A = {x1,x9, 23,24} 1 B = {p1, p2, p3, pa}-

Neka su fazi relacija ¢ : A — B, kao i njeno jezgro ker ¢ i njen krisp deo
o, 1 krisp relacije ker o i ker o, predstavljeni sledeé¢im tabelama:

o | p1 | p2 | P3| Da kerp | p1 | p2 | p3 | pa
x| 1 [04]04]04 x| 1 [03]02]04
xzo | 0310405 1 zo | 0.3 1 0.2 0.3
z3 | 02] 1 |04]04 z3 | 0.2]02] 1 |02
x4 | 1 [ 04]05]05 x4 | 04]03]02] 1
O | pr|p2| P3| pa
T 1 0 0 0
s |0 0] 0|1
T3 0 1 0 0
x4 | 10| 01]0
kerg | p1 | o2 | s | pa ker® | p1 | p2 | p3 | pa
1 | 1] 0]0]0 |1 [0]0]|1
To 0 1 0 0 To 0 1 0 0
z3 | 0 0] 1[0 z3 | 0] 0| 11]0
Ty 0 0 0 1 Ty 1 0 0 1
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Jasno je da je ker p # 1@.

1z ovoga takode sledi da je cok{p\ #* (;k\@b, gde je ¢ : B — A fazi relacija
definisana sa ¥ (p,z) = p(x,p), zasve x € Aip € B.

3.2. Uniformne fazi relacije

Vra¢amo se ponovo na kolekcije {¢p} peim o 1 {2 }reDom - Rekli smo da ¢emo
razmatrati slucaj kada te kolekcije jesu fazi particije od Dom ¢ i Im ¢, i to
fazi particije koje odgovaraju fazi ekvivalencijama ker ¢ i cok ¢, tim redom.
U opstem slucaju, ove kolekcije nisu obavezno fazi particije, Sto ilustruje
sledeéi primer.

Primer 3.2.1. Neka je . = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka su dati skupovi A = {z1, 22} i B = {p1,p2}.

Razmotrimo fazi relaciju ¢ : A — B koja je data slede¢om tablicom:

Y | pr | P2
T 1 0.3
X2 0.4 1

Tada je Domy = AilIme = B, i fazi podskupovi ¢y, ©p,, ¥z, 1 @z, sU
predstavljeni slede¢im tablicama:

X1 X2 x1 X2 p1 P2 p1 b2
Ppy 1104 Pps, | 03| 1 @Yz, | 1] 0.3 Pzy | 0.4 ] 1

Vidimo da kolekcija {¢p,, ¢p, } ne zadovoljava nejednakost (2.7) iz Teo-
reme 2.2.2, jer je

\/ ep(®1) @ p(w2) =04 > 0.3 = /\ ep(@1) < pp(z2),
peB pEB

odnosno nije fazi particija. Slino pokazujemo da {¢.,, ., } nije fazi parti-
cija. Primetimo takode da se fazi ekvivalencije ker ¢ i cok ¢ date sledeé¢im
tablicama:

kero | z1 | 2 cok | p1 | p2
T 1 0.3 p1 1 0.3
T2 | 03] 1 p | 03] 1
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Potrebni i dovoljni uslovi za fazi relaciju ¢ : A — B pod kojima kolekcije
{¢p}petm o 1 {¥z }reDom  jesu fazi particije odredeni su narednom teoremom:

Teorema 3.2.1. Neka su A i B neprazni skupovi i ¢ : A — B je normali-
zovana fazi relacija. Tada su sledecéi uslovi ekvivalentni:

(i) {¢p}pelm¢ je fazi particija od Dom p;
(ii) {¥z}eeDom je fazi particija od Im ¢;

(iii) za sve z,y € Dom ¢ vazi

\V e@p o< N\ e@q<eya; (3.9
pElmep g€Ime

(iv) za sve p,q € Im ¢ vaZi

\V e@p o< N ew.p) < ely.q. (310
z€ Dom ¢ y€ Dom ¢

Dokaz. Prema Teoremi 2.2.2 uslovi (iii) i (iv) su ekvivalentni, i svaki od
njih je ekvivalentan zahtevu da je {¢p}pemm fazi semi-particija od Dom ¢
i {¢z}reDomy fazi semi-particija od Im¢. Dalje, na osnovu definicija za
Dom ¢ i Im ¢, i prema Teoremi 2.2.4, obe kolekcije {¢p }petm e 1 {¢z }ee Dom o
su fazi semi-particije ako i samo ako su fazi particije. Ovim je dokaz zavrsen. [

Fazi relaciju ¢ : A — B koja zadovoljava uslove Teoreme 3.2.1 nazivaéemo
uniformna fazi relacija iz A u B. Razlog zbog Cega koristimo ovakav naziv
bi¢e objasnjen kasnije. Uniformna relacija je uniformna fazi relacija, koja je
istovremeno i krisp relacija.

Kao neposrednu posledicu prethodne teoreme dobijamo sledece:

Posledica 3.2.1. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je 0 : A — B
neprazna relacija. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) 0 je uniformna relacija;
(ii) {0p}pemmeo je particija od Dom 6;
(iii) {0s}zeDome je particija od Im6.

Posledica 3.2.2. Ako su A i B neprazni skupovi i p : A — B je uniformna
fazi relacija, onda njen krisp deo @ jeste uniformna relacija.
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Ako je ¢ : A — B uniformna fazi relacija, tada prema (2.13) sledi da
nejednakosti u (3.9) i (3.10) mogu da se zamene jednakostima.

Osim toga, ako je ¢ uniformna fazi relacija, onda je {¢p}peim, upravo
ona fazi particija od Dom ¢ koja odgovara fazi ekvivalenciji ker ¢, i moze se
predstaviti i na slede¢i nacin:

(ker)(z,y) = \/ elx,p) @ o(y,p), (3.11)
pElmop

za sve x,y € Dom (.

Slicno, {¢s}aeDomy je upravo ona fazi particija od Im ¢ koja odgovara
fazi ekvivalenciji cok ¢, i moze se predstaviti i na slede¢i nacin:

(cokp)(p,q) = \/  olz,p) @ p(z,q), (3.12)
z€ Dom ¢

za sve p,q € Im .

Narednom teoremom dajemo razne karakterizacije uniformnih fazi relacija.

Teorema 3.2.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B
normalizovana fazi relacija. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) ¢ je uniformna fazi relacija;

(ii) (kerp)(z,y) = p(x,q), za sve x,y € Domy i svaki ¢ € Im ¢ za koji je

ey.q) =1;
(iii) (cok¢)(p,q) = p(x,q), za sve p,q € Im p i svaki x € Dom ¢ za koji je
o(z,p) = 1.

Dokaz. (i)=(ii) i (i)=(iii). Neka je ¢ uniformna fazi relacija. Razmotrimo
proizvoljne z,y € Dom ¢ i ¢ € Im ¢ za koji je ¢(y,q) = 1. Tada na osnovu
jednakosti (3.3) imamo da je

(kero)(z,y) = N\ elz,p) < oy.p) < o(z,q) < oy.q) = o(z,q),
p€lm @

dok iz jednakosti (3.11) dobijamo

(kerp)(z,y) = \/ @(x,p) @ ¢(y.p) > o(z.q) ® o(y,q) = (z,q),
p€lm

odakle sledi da je (ker ¢)(z,y) = ¢(x,q). Prema tome, vazi (ii).
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Na slican nacin, koristeéi (3.4) i (3.12), dokazujemo da vazi (iii).

(il)=(i) i (iii)=(i). Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo da je ker ¢ =
FE icokp =F.

Pretpostavimo da vazi uslov (ii). Ako suy € Dom i ¢ € Im ¢ takvi da
je v(y,q) = 1, onda vazi

¢q(2) = p(7,q9) = E(z,y) = Ey(2),

za sve x € Dom ¢, i prema tome ¢, = E,. Iz ovoga sledi da je {¢q}qeimy =
{Ey}ycDom ¢s Pa je {@q}qetmy fazi particija od Dom ¢ koja odgovara fazi
ekvivalenciji E. Dakle, ¢ je uniformna fazi relacija.

Ako vazi uslov (iii), onda na slican nacin pokazujemo da je {¢z }zeDom ¢y =
{Fp}petm », odnosno da je {¢z}repom fazi particija od Im ¢ koja odgovara
fazi ekvivalenciji F', i prema tome ¢ je uniformna fazi relacija. [

Posledica 3.2.3. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B
uniformna fazi relacija. Tada je

(ker )(z,y) = (cok )(p, q),

za sve x,y € Domp i p,q € Imy za koje je je p(z,p) = ¢(y,q) = 1.
Dokaz. Ovo sledi neposredno iz uslova (ii) i (iii) Teoreme 3.2.2. [J

Narednom teoremom odredujemo potrebne i dovoljne uslove za egzisten-
ciju uniformne fazi relacije sa datim domenom, slikom, jezgrom i ko-jezgrom.

Teorema 3.2.3. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
i B' C B, i neka je E fazi ekvivalencija na A’ i F fazi ekvivalencija na B’.
Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) postoji uniformna fazi relacija ¢ : A — B za koju vazi:
A"'=Domy, B'=Imyp, E=kery i F = coky, (3.13)
(ii) postoji uniformna relacija @ : A — B za koju je Dom§ = A’, Im6 = B’
1 vazi
E(z,y) = F(p,q), (3.14)
za sve v,y € A" i p,q € B takve da je (z,p), (y,q) € 0;
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(iii) postoji preslikavange ¢ : A" — B’ takvo da je Tm1p puni presek od Fi

E(z,y) = F(Y(z),¥(y)), 2a svewx,y € A’; (3.15)
(iv) postoji bijektivno preslikavanje ¢ : Al — Bl takvo da je

E(E,, E,) = F(¢(E,), $(E,)), za svex,ye A (3.16)

Dokaz. (i)=(ii). Neka je ¢ : A — B uniformna fazi relacija koja ispunjava
uslove iz (3.13). Uvedimo oznaku § = ¢. Tada imamo da je § uniformna rela-
cija, Dom6f = Domp = A’, Imf = Im ¢ = B’, i prema Posledici 3.2.3 sledi
da vazi jednakost (3.14).

(ii)=-(iii). Neka je # : A — B uniformna relacija za koju je Dom# =
A" 1 Im6# = B’, i koja pored toga zadovoljava (3.14). Kako je {0,}.car
particija od B, prema Aksiomi izbora za svaki x € A’ moZemo izabrati jedan
element ¢(x) € 6, C B’, sto odreduje preslikavanje ¢ : A’ — B’ dato sa
Y x— P(x). Za svako p € B’ postoji x € A’ tako da je p € 0,, i kako je
(x,p), (z,9(x)) € 0 1 vazi jednakost (3.14), to dobijamo da je

Fp,d(x)) = E(z,z) =1,

odnosno ¥(x) € F\p. 1z toga zakljucujemo da je Im<t pun presek od F.
Prema deﬁniciji preslikavanja 1 i jednakosti (3.14), sledi da vazi (3.15).

Qn . Neka je ¢ : A’ — B’ preslikavanje za koje je Im 1) pun presek
od F' i vazi (3.15). Definisimo fazi relaciju ¢ : A — B sa

F((x),p) zaxzec Aipe B,
p(z,p) = 0 :
u protivnom.

Jasno da je Domp C A’ i Imp C B’. Sa druge strane, za svaki z € A’ vazi
o(x,(z)) = F(y(x),¢(x)) = 1, pa o € Dom, i za svaki p € B’ postoji
x € A tako da je (p,¢(x)) € ﬁ, pa je p(z,p) = F(¢(x),p) = 1, i odatle
p € Im . Time smo pokazali da je A’ = Dom ¢ i B’ = Im ¢.

Uocimo proizvoljne elemente z,y € A’. Najpre imamo

(kerp)(z,y) = A el@,p) = oly.p)= N\ F@ = F((y),p)
p€lm ¢ pElm

= N\ E@@) < Fy) = F),¢(y) = B@,y),

pElm
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odakle je ker p = E. Stavise, ako je ¢ € B takav da je ©(y,q) = 1, onda je
F(d}(y)aQ) = 17 tj'? Fq = F¢(y)’ pa je

(ker ) (z,y) = E(z,y) = F((x), % (y))
= Fy)(¥(2)) = Fy(¥(2)) = F(¥(2),9) = p(z, ).

Dakle, prema Teoremi 3.2.2 dobijamo da je ¢ uniformna fazi relacija.

Dalje, za proizvoljne p,q € B’ vazi

(cok@)(p,q) = N\ elx,p) = o(z,q)= N\ F@ o F((2),q)
xecA’ zeA’
= /\ F(r,p) < F(r,q) /\ Fo( (1)
relmay relmy
> N\ F(p) < Fr(q) = F(p,g),
reB’
(cok)(p,q) = \/ @lz,p) @ p(x.q) = \/ Fy(x),p)® F(¥(z),q)
xzeA’ zeA’
= \/ F(T,p)@F(T,q): \/ F(p7r)®F(T7Q)
relmy relmy
<\ Flp,r) @ F(r,q) = F(p,q),
reB’

pa je, prema tome, cok p = F'.

Qu . Neka je ¢ : A" — B’ preslikavanje takvo da je Im ¢ pun presek
od Fi da vazi (3.15). Definisimo preslikavanje ¢ : A — B sa

H(Ey) = Fy(y), zasvakoz € A
Prema (3.15), za sve z,y € A’ imamo

odakle sledi da je ¢ dobro definisano i injektivno. Kako je Im 1 puni presek
relacije I, za svako p € B’ postoji € A’ tako da je F(¢(x),p) = 1, sto
povlaci Fj, = Fy) = ¢(E;). Odatle zakljuéujemo da je ¢ surjektivno, a
time i bijektivno presllkavanje.

Na kraju, za proizvoljne x,y € A" iz (3.15) sledi da je

E(Eza Ey) = E(l‘,y) = F(@ﬁ(iv)ﬂﬁ(y)) = ﬁ(sz(ac)v sz(y)) = F(¢(Ex)a gb(Ey)),
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pa prema tome, vazi (3.16).
(iv)=-(iii). Neka je ¢ : Ay — B, bijekcija za koju vazi (3.16).
Definisimo preslikavanja ¢p : A" — A%, ¢p: Bp — B iy : A" — B’ na
slededi nacin: Za proizvoljan = € A’ neka je ¢pp(x) = E,, i za proizvoljan
n € B} neka je ¢p(n) fiksni element iz 7. Stavimo da je ¢ = ¢ o ¢ o ¢p.
Zbog surjektivnosti preslikavanja ¢, za svaki p € B’ postoji x € A’ tako da
je ¢(Ey) = F), i vazi

U(@) = or(d(op(@)) = or(d(8(Ey))) = ¢r(Fy) € Fy.

Dakle, Im1) je puni presek od F. Takode, za proizvoljne z,y € A’ imamo
da je

E(z,y) = E(Ey, Ey) = F(¢(E,), (E,))
= F(r(¢(65(2))), dr(d(dr(y)))) = F(¥(z),¥(y)),

i prema tome, vazi (3.15). O

I
:gz
SN
-
&
&
<
<
&
S

Primetimo da bijektivno preslikavanje iz uslova (iv) Teoreme 3.2.3 odreduje
neku vrstu ”uniformnosti” izmedu fazi particija koje odgovaraju relacijama
fazi ekvivalencije ker ¢ i cok ¢, i iz tog razloga koristimo naziv uniformna
fazi relacija.

Dalje navodimo dva nacina za konstrukciju uniformnih fazi relacija.

Teorema 3.2.4. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
i B' C B, neka je F' fazi ekvivalencija na B’ i neka je ¢ : A" — B’ preslika-
vangje takvo da je Im1) puni presek od F. Tada

(a) Fazi relacija E na A’ definisana sa
E(z,y) = F(¢(2),%(y)), zasvewx,ye A, (3.17)
je fazi ekvivalencija na A’;

(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

o(o.p) = {F(w(x),p) zasvex € A ipe B 7 (3.18)

0 u suprotnom
je uniformna fazi relacija za koju vazi

A'=Domy, B'=Imyp, E=keryp i F = cokey. (3.19)
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Dokaz. Jednostavno se dokazuje da je E fazi ekvivalencija, i prema Teo-
remi 3.2.3 sledi da vazi (b). O

Teorema 3.2.5. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
i B' C B, neka je E fazi ekvivalencija na A’ i neka je 9: A — B uniformna
relacija za koju vazi A’ = Dom@, B’ =Im#6 i kerf = E. Tada

(a) Fazi relacija F na B’ definisana sa
F(p,q) = E(z,y), zap,q€ B isvakoxeb,iyecb, (3.20)

je fazi ekvivalencija na B';
(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

E(x,y) zaxe€ A, pe B isvakoy €0
w(w,p)z{( ) T2

0 u protivnom
je uniformna fazi relacija za koju vazi

A'=Domyp, B'=Imp, E=kerp, F=coky i §=20. (3.22)

Dokaz. (a) Razmotrimo proizvoljne p,q € B', z,2' € 0,1y,y" € 0,. Buduéi
da su 6, i 0, klase ekvivalencije od ker ¢, i da je ker 0 = E, to dobijamo da
je E(l‘,l’l) = E(y7y,) = la t.]? E:E = Ex’ 1 Ey = Ey’7 pa je

E(z,y) = Ex(y) = Ex(y) = E(z',y) = Ey(2') = Ey(2') = E(2',y/).

Odavde sledi da je fazi relacija ' dobro definisana.

Jednostavno se proverava da je F' fazi ekvivalencija.

(b) Uoc¢imo proizvoljne z € A’, p € B" i y,y' € 6,. Kao u tvrdenju (a)
dokazujemo da je F(x,y) = E(x,y’), i prema tome, ¢ je dobro definisano.

Iz (3.21), a na osnovu ¢injenice da je {6, },c g’ particija od A’, za proizvoljne
x,y € A imamo da je

(ker)(z,y) = )\ @(x,p) = ¢(y,p) = /\ E(z,2) < E(y,2) = E(x,y),
peB’ z€A!

tj. ker o = E. Sli¢no, za sve p,q € B, x € 0, 1 y € 0, vazi

(cok@)(p,q) = N ¢(z,p) = ¢(2,9) = \ E(z,2) < E(z,y)
ze A’ zeA!

= E(z,y) = F(p,q),
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pa je cokyp = F.

Dalje, neka je x € A’ i p € B'. Ako je (z,p) € 0, tj., ako je © € 6,, na
osnovu (3.21) sledi da je p(z,p) = E(x,z) = 1.

Obratno, neka je ¢(x,p) = 1. Tada je E(x,y) = 1, za proizvoljan y € 6,
i kako je ker§ = E, to dobijamo da (z,y) € ker#. Odavde i iz ¢injenice da
je 0, klasa ekvivalencije od ker 6 koja sadrzi y, zakljucujemo da je = € 0,,
odnosno, da je (z,p) € 6. Dakle, p = 6.

Na kraju, neka su z,y € A’ i ¢ € B’ takvi da je p(y,q) = 1. Tada je
Yy € @g = 04, 1 prema (3.21) dobijamo

o(r,q) = E(x,y) = (ker )(z,y).

Dakle, na osnovu Teoreme 3.2.2 sledi da je ¢ uniformna fazi relacija. O

3.3. Parcijalna fazi preslikavanja i fazi preslikavanja

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B uniformna fazi relacija.
Ako je njeno ko-jezgro fazi jednakost, onda ¢emo ¢ nagzivati parcijalno fazi
preslikavangje, a ako je Dom ¢ = A, govoriéemo da je ¢ potpuna fazi relacija.
Uniformnu fazi relaciju koja je parcijalno fazi preslikavanje i potpuna je
naziva¢emo fazi preslikavanje.

Neka je ¢ : A — B fazi preslikavanje. Ukoliko je njegovo jezgro fazi jedna-
kost, onda ¢emo za ¢ govoriti da je injektivno ili jedan-jedan, a ukoliko je
Im ¢ = B, onda ¢emo govoriti da je ¢ surjektivno ili na. Fazi preslikavanje
koje je istovremeno i injektivno i surjektivno naziva¢emo bijektivno fazi pre-
slikavanje.

Primetimo da su u izuc¢avanju fazi funkcija zasnovanih na fazi ekvivalen-
cijama E i F', u radovima Klawonna, Demircija i drugih, ili obe fazi relacije
FE i F uzimane tako da budu fazi ekvivalencije, ili su obe uzimane da budu
fazi jednakosti, ali se nikada ranije nije uzimalo da je E fazi ekvivalencija, a
F fazi jednakost, kao $to se ¢ini ovde.

Skoro svi ranije razmatrani tipovi fazi preslikavanja ili fazi funkcija imali
su osobinu da njihov krisp deo jeste obi¢no preslikavanje, ili eventualno parci-
jalno preslikavanje. Na primer, takozvane F-funkcije, koje je izu¢avao Novak
u [98], definisane su upravo kao fazi relacije koje imaju ovu osobinu. Sledeéa
teorema pokazuje da je ova osobina potrebna i dovoljna da bi uniformna fazi
relacija bila parcijalno fazi preslikavanje, kao i da bi potpuna uniformna fazi
relacija bila fazi preslikavanje.
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Teorema 3.3.1. Neka su A i B neprazni skupoviip : A — B je uniformna
fazi relacija. Tada je ¢ parcijalno fazi preslikavanje (odn. fazi preslikavange)
ako i samo ako je ¢ parcijalno preslikavanje (odn. preslikavanje).

Dokaz. Neka je ¢ parcijalno fazi preslikavanje, tj., cok ¢ je fazi jednakost,
i neka su x € Domp i p,q € Im ¢ takvi da je p(z,p) = p(x,q) = 1. Tada je
(cok¢)(p,q) = ¢(x,q) = 1, §to povlaci p = ¢q. Dakle, ¢ je parcijalno presli-
kavanje.

Obratno, neka je @ parcijalno preslikavanje. Razmotrimo proizvoljne
p,q € Im ¢ za koje je (cok ¢)(p,q) = 1. Uzmimo da je ¢(z,p) = 1, za neki
x € Dom ¢. Tada prema Teoremi 3.2.2 sledi da je ¢(x, q) = (cok ¢)(p,q) =1,
pa je (z,p),(z,q) € @, i kako je ¢ parcijalno preslikavanje, to dobijamo da
je p = q. Dakle, cok ¢ je fazi jednakost, tj. ¢ je parcijalno fazi preslikavanje.

Kako je Dom ¢ = Dom @, zaklju¢ujemo da je parcijalno fazi preslikavanje
© potpuno ako i samo ako je ¢ potpuno preslikavanje. [

Na osnovu karakterizacije uniformnih fazi relacija date Teoremom 3.2.2,
dobijamo sledecu karakterizaciju parcijalnih fazi preslikavanja i fazi preslika-
vanja.

Teorema 3.3.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B fazi
relacija. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(i) ¢ je (parcijalno) fazi preslikavanje iz A u B;
(ii) @ je (parcijalno) preslikavanje iz A u B, i za sve x,y € Dom ¢ vaZi:
(kerp)(z,y) = ¢(z,8(y))-

(iii) @ je (parcijalno) preslikavanje iz A u B, i za sve x € Dom g i q € Im ¢
vazi:
¢(x,q) = (cok)(@(y), q)-

Dokaz. Ovo sledi neposredno iz Teoreme 3.2.2. []

Posledica 3.3.1. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B
(parcijalno) fazi preslikavange. Tada za sve x,y € Dom ¢ vaZi

(kerp)(x,y) = (cokp)(@(x), ¢(y))-

Potebni i dovoljni uslovi za egzistenciju parcijalnog fazi preslikavanja sa
datim domenom, slikom, jezgrom i ko-jezgrom, sli¢ni onima koji su dati u
Teoremi 3.2.3 za uniformne fazi relacije, utvrdeni su narednom teoremom:
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Teorema 3.3.3. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
1 B" C B, i neka je E fazi ekvivalencija na A’ i F je fazi jednakost na B’.
Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) Postogi parcijalno fazi preslikavanje ¢ : A — B za koje je

A'=Domy, B'=Imyp, E=keryp i F = coky; (3.23)
(ii) Postoji surjektivno preslikavanje ¢ : A — B’ takvo da vaZi
E(z,y) = F(¥(2),¥(y)), za svex,ye A'; (3.24)

iii) Postoji bijektivno preslikavanje ¢ : A, — B’ takvo da vazi
E

E(E;, Ey) = F(¢(Ey), (Ey)), za svex,ye A (3.25)

Dokaz. Kako je F fazi jednakost, preslikavanje ¢ : A — B’ je puni presek
od F ako i samo ako je ono surjektivno, pa je (i)<(ii) neposredna posledica
Teoreme 3.2.3.

(il)=-(iii). Ako je ¢ : A’ — B’ surjektivno preslikavanje za koje vazi
(3.24), slicno kao u dokazu Teoreme 3.2.3, za ¢ : A, — B’ zadato sa
o(Ey) = (x), zasvakiz € A, pokazujemo da je dobro definisano, bijektivno
preslikavanje koje zadovoljava (3.25).

Sli¢no kao u dokazu Teoreme 3.2.3 dokazujemo i implikaciju (iii)=-(ii). O

Koristeci konstrukcije uniformnih fazi relacija koje su date u Teoremama,
3.2.4 1 3.2.5, sada dajemo sledec¢e dve konstrukcije parcijalnih fazi preslika-
vanja.

Teorema 3.3.4. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
1 B’ C B, neka je F fazi jednakost na B’ i1 : A’ — B’ je surjektivno presli-
kavange. Tada

(a) Fazi relacija E na A" definisana sa
E(z,y) = F(¢(x),¥(y)), za proizvoljne z,y € A, (3.26)

je fazi ekvivalencija na A’;
(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

F((z),p) zaxzeAipeB

(3.27)
0 u suprotnom

o(x,p) = {

je parcijalno fazi preslikavange za koje vazi

A" =Dome, B ' =Imyp, E=kerp, F=coky i =1 (3.28)
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Dokaz. Ovo je neposredna posledica Teoreme 3.2.4. [

Teorema 3.3.5. Neka su A, B, A’ i B’ neprazni skupovi takvi da je A’ C A
1 B" C B, neka je E fazi ekvivalencija na A’ i1 : A — B’ je surjektivno pre-
slikavanje za koje vazi kerv = E. Tada

(a) Fazi relacija F na B’ definisana sa

F(p,q) = E(z,y), zap,q€ B iproizvoljno x € p, iy € g,

(3.29)
je fazi jednakost na B’;
(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa
F((xz),p) zaxecA ipeB
p(z,p) = { Wiz).2) , (3.30)
0 u suprotnom

je parcijalno fazi preslikavanje za koje vazi

A" =Domy, B =Imp, E=kerp, F=coky i =1 (3.31)

Dokaz. U dokazu Teoreme 3.2.5 dobili smo da je F' fazi ekvivalencija.
Dalje, neka su p,q € B’ takvi da je F(p,q) = 1. TadaAza svako x € Y, i
y € g vazi E(z,y) = F(p,q) = 1, i prema tome (z,y) € E = kert. Odavde
sledi da je p = ¥(x) = 1(y) = ¢, odnosno da je F' fazi jednakost.
Ostatak dokaza sledi neposredno iz Teoreme 3.3.4. [

Sledeca teorema pokazuje da su injektivnost ili surjektivnost fazi presli-
kavanja potpuno odredeni injektivnoscéu ili surjektivnoséu krisp dela tog pre-
slikavanja.

Teorema 3.3.6. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : A — B fazi
preslikavanje.

Tada je @ injektivno (odn. surjektivno) fazi preslikavanje ako i samo ako
je @ ingektivno (odn. surjektivno) preslikavanje.

Dokaz. Neka je ¢ injektivno fazi preslikavanje, odnosno neka je ker ¢ fazi
jednakost. Ako su z,y € A takvi da je ¢(x) = ¢(y), onda je

(ker ) (z,y) = ¢(x,¢(y)) = ¢(z,¢(x)) = 1,

odakle sledi da je x = y. Time smo dokazali da je ¢ injektivno preslikavanje.
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Obratno, neka je @ injektivno preslikavanje. Ako su z,y € A takvi da je
(ker p)(z,y) = 1, onda je

p(z, o(y)) = (ker)(z,y) = 1,
odnosno @(x) = ¢(y), buduéi da je ¢ parcijalno preslikavanje. Medutim, iz
o(z) = p(y) sledi x = y, ¢cime smo dokazali da je ker ¢ fazi ekvivalencija, tj.,
© je injektivno fazi preslikavanje.

Tvrdenje koje se tice surjektivnosti sledi neposredno iz Imp =Im@. O

3.4. Kompozicija fazi preslikavanja

U ovom odeljku ¢emo razmatrati tri vrste kompozicija fazi preslikavanja.
Vide¢emo u Primeru 3.4.1 da za fazi preslikavanja @1 : A — Biypy: B — C
njihova fazi relacijska kompozicija @1 o 9 ne mora biti fazi preslikavanje. Iz
tog razloga, u narednoj teoremi uvodimo drugu vrstu kompozicije, za koju
¢e se pokazati da je pogodnija za fazi preslikavanja.

Teorema 3.4.1. Neka su A, B i C' neprazni skupovi, neka su o1 : A — B
1 @9 : B — C fazi preslikavangja, i neka je fazi relacija @1 @ oo : A — C
definisana sa
(1 @ 02)(z,p) = p2(P1(2), p), (3.32)
za svex € Aipe(C.
Tada je o1 ® o fazi preslikavanje iz A u C i vaZi o1 ® @3 = P10 Py, gde
je o uobicajena kompozicija preslikavanja.

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo da je ¢1 @ o = (.

Neka su z € A ip,q € C takvi da je (z,p),(z,q) € , odnosno da je
o(x,p) = p(z,q) = 1. Tada na osnovu (3.32) sledi da je

(@1(),p), (P1(2), q) € P2,

i kako je @y parcijalno preslikavanje, to dobijamo da je p = ¢q. Dakle, ¢ je
preslikavanje iz A u C.

Osim toga, za svako x € A imamo da je

A~ o~

o(z, p2(P1(2))) = 2(P1(x), P2(P1(x))) = (ker p2)(P1(2), p1(x)) =1,

pa zaklju¢ujemo da je () = p2(p1(z)), Sto znaci da je p = @1 o Pa.
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Dalje, razmotrimo proizvoljne z,y € A. Najpre imamo da je

ez, 0(y) = p2(P1(x), P2(P1(y)) = (ker p2)(P1(2), 21(y)).  (3.33)

Kako je Im ¢ C Im ¢y, to na osnovu (3.3) dobijamo da je

(ker 02)(@1(2), 1) = \  @2(@1(x),p) < 92(B1(v), D)

- . I/n}w o(z,p) < o(y,p) (3.34)

< N\ el@p) < ely,p) = (kerp)(z,y),
pelmp

dok iz (3.11) sledi

~

(ker p2)(@1(2), B1(y) = \/  #2(@1(2),p) @ p2(P1(y), p)
p€lm p2

— pd\m/m o(z,p) ® o(y,p) (3.35)

>\ e@,p)©e(y,p) = (kerg)(z,y).
p€lmp

Sada iz (3.33), (3.34) i (3.35) dobijamo da je

(ker ) (z,y) = (ker p2)(P1(x), P1(y)) = w(z, 8(y)),

i dakle, vazi uslov (ii) Teoreme 3.3.2. Time je dokaz teoreme zavrsen. [

Fazi preslikavanje 1 @ oo nazivaéemo kompozicija fazi preslikavanja ¢q i
2. Lako se proverava da je kompozicija fazi preslikavanja asocijativna, tj.,
akosu g1 : A— B, p2: B— C1ip3:C— D fazi preslikavanja, onda je

(01 @ p2) @ 3 = 01 8 (P2 0 03).
Neka su A, B i C neprazni skupovi, i neka su o1 : A — Bigs: B — C

fazi relacije. Potsetimo se da se fazi relacijska kompozicija fazi relacija ¢; i
9 definise kao fazi relacija @1 0 o : A — C' zadata sa

(10 p2)(w,p) = \/ e1(w,5) @ pa(s,p),
seEB
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za sve x € Aip € C. Pored ove kompozicije, razmatrac¢emo i fazi relaciju
1 * g : A — C definisanu sa

(prxpa)(w,p) = \/ @i1(@,9) @ pa(s,p),
se€lm ¢

zasvex € AipeC.

Odnos izmedu ove tri vrste kompozicija, primenjenih na fazi preslika-
vanja, prikazuje sledeca lema.

Lema 3.4.1. Neka su A, B i C neprazni skupovi i neka su o1 : A — B i
po 1 B — C fazi preslikavanja. Tada je

P1 @ P2 < P1LXP2 S P10 Pa. (3.36)
Dokaz. Razmotrimo proizvoljne x € Aip € C. Tada je

(10 p2)(w,p) = pa(P2(2),p) = p1(z, P1(z)) @ 2(P2(z), p)

< \/ p1(z, 5) @ pa(s,p)
se€lm ¢

<V ei(,5) © p2(s,0) = (10 02) (. D).
seB

Prema tome, vazi (3.36). O

Primer 3.4.1. Neka je £ = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka su dati skupovi

A ={x1,29,23, 24}, B={s1,52,53,51}, C={p1,p2,p3,pa},

i fazi relacije 1 : A — B i g : B — C zadate sledeéim tablicama:

Y1 S1 52 S3 S4 Y2 | P1 D2 p3 Y2
z1 | 0.3 ] 0.2 1 0.4 s1 |1 0.1]04]0.5 1

T2 1 020302 so | 0.1 1 04104
z3 | 0.2 1 0.2 0.1 S3 1 0.1 01|01
zg | 0.3 ] 0.2 1 0.5 s4 1 0.1]04 1 0.5

Tada su ¢1 i @9 fazi preslikavanja, pa su fazi relacije ¢1 @ s, Y1 %2 1 102
date sa
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piep2 | P1 | P2 | P3 | P4 P1x P2 P1 | P2 | P3 | P4
T 1 /0101101 T1 1 103]03]0.3
o | 0.1 104105 1 re | 03104105 1
z3 | 0.1 1 10404 xs | 0.2 1 104]04
Ty 1 [0.1]01]0.1 T4 1 1030303

©10 P2 b1 P2 b3 P4
1 1 0410404

2 03 104]05]| 1
rzs (02| 1 | 04|04
T4 1 (0405105

Dakle, @1 @ 2 < 1 x 2 < 1 0 9. Takode smo dobili da @1 *x @2 1 1 0 P2
nisu uniformne fazi relacije, i prema tome, one nisu fazi preslikavanja.

Zanimljivu vezu izmedu prve dve kompozicije u (3.36) utvrduje sledeéa
teorema:

Teorema 3.4.2. Neka su A, B i C neprazni skupovi, i neka su @1 : A — B
12 B — C fazi preslikavanja. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(1) (cokei)(s,t) < (kerya)(s,t), za sve s,t € Imyy;

(i) (@10 @2)(2,p) = (p1* p2)(x,p), 2a sve x € A i p € Im(p1 @ p2).

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo da je ¢ = @1 @ ©a.

(i)=(ii). Uzmimo da vazi uslov (i). Neka su x € Aip € Im ¢ proizvoljni
elementi. Zaklju¢ujemo najpre da je p = @(z) = P2(@1(2)), za neki z € A.
Dalje, razmotrimo proizvoljan s € Im ;. Tada je s = $1(y), za neki y € A.
Sada, na osnovu pretpostavke i Teoreme 3.3.2 sledi da je

)

(@1(y), #1(2))
1(2), P1(y)) ® (ker o) (P1(y), P1(2))
1(2), P1(2)) = w2(@1(2), P2(P1(2)))
)

p1(x,8) @ pas,p) = p1(x, P1(y)) @ pa(@1(y), P2(P1(2

Prema tome,
(¢1 @ p2)(z,p) = p1(z,5) ® pa(s,p),
za svaki s € Im 1, odnosno

(prewa)(@,p) >\ ¢i(z,9) @ pa(s,p) = (01 % p2)(x,p).
se€lm ¢
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Odavde i iz (3.36) zakljucujemo da vazi (ii).
(ii)=(i). Neka vazi (ii). Razmotrimo proizvoljne s,t € Im ;. Tada je
s=p1(x)it=pi(y), za neke z,y € A, i prema Teoremi 3.3.2 vazi

(cok ¢1)(s, 1) = (cok ¢1)(@1(x), P1(y)) = (ker ¢1)(z,y).
Sa druge strane, za svaki p € Im ¢, na osnovu (1.55) i (1.51) imamo da je

p2(s,p) < p2(t,p) = p2(P1(2),p) < Y2(P1(y), p) = (2, p) < ©(y,p)
= [ \V 901(56,5)®s02(8,p)] o [ V 801(?/,8)@)@2(571?)]

s€lm g s€lm g

> N\ [ 9ea(s9) < (0103, @ pals.)]

s€lm p1

> N\ |(@is) < 01(3,9) © (ea(5,p) < pals,p))]
s€lm p1

= A\ eil@s) = eily.s) = (kerpa)(a,y) = (cokipr) (s, ).
s€lm ¢

Dakle,
(cokp1)(s,t) < pa(s,p) < walt,p),
za svaki p € Im ¢, pa je

(cokpr)(s,t) <\ @2(s,p) = @alt,p) = (kerpz)(s, 1)
pElmp

Prema tome, dokazali smo da vazi (i). O

U narednom primeru prikazan je sluc¢aj kada se prve dve kompozicije iz
(3.36) poklapaju, a razlikuju se od trece.

Primer 3.4.2. Neka je . = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura,
neka su dati skupovi

A= {.%'1,.%'2,373,.1‘4}, B = {317 52, 33784}7 C= {p17p27p37p4}7

i fazi relacije 1 : A — B i ¢y : B — C zadate tablicama

Y1 | S1 S2 | 83 | S4 Y2 | P1 | P2 | P3 | P4
z; (03102 1 |04 s1 103104105 1
ze | 1 | 02]03]02 s 03] 1 [04]04
z3 [ 02| 1 |02]02 S3 1 103]03]0.3
g |03]102] 1 |05 sqg 103]104] 1 |05
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Tada su @1 i @9 fazi preslikavanja, fazi relacije 1 ® o 1 1 0 9 su date
tablicama

pi1ep2 | P1 | P2 | P3 | P4 P1o@2 | P1 | P2 | P3 | P4
1 | 1.0 103103 0.3 T1 1 1040404
e | 03104 05|10 re | 03104105 1
s | 03 1.0]04]04 zz3 03| 1 |04 |04
g | 1.0 103103 0.3 T4 1 104]05105

iimamo da je @1 @ w3 = 1 * Y2 < Y1 0 Pa.
U ovom slucaju takode dobijamo da 1 o o nije uniformna fazi relacija,
i prema tome, nije fazi preslikavanje.

U narednom primeru imamo drugaciji slucaj, gde se druga i tre¢a kom-
pozicija u (3.36) poklapaju, a razlikuju se od prve. Takode je zanimljivo da
su i) @y iy oy fazi preslikavanja, iako se medusobno razlikuju.

Primer 3.4.3. Neka je .Z = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Gbdelova struktura,
neka su dati skupovi

A ={z1,22}, B={s1,52,53,514}, C={p1,p2,p3},

i fazi relacije p1 : A — B 19 : B — C su zadate sa

#1 S1 52 S3 S4 Y2 | P1 P2 ps3
T 1 0110402 S1 1 0.1 1] 0.2
zo | 0.4 ] 0.1 1 0.3 sy | 0.1 1 0.1

s3 102(01] 1
S4 1 10102

Tada su 1 i o fazi preslikavanja, fazi relacije 1 @ 2 1 1 0 9 su date
tablicama

©p1e Y2 P1 p2 | D3 ©10 Y2 P1 P2 | D3
x 1 0.1 0.2 T 1 0.1 |04
xo | 0.2 ] 0.1 1 o | 0.4 ] 0.1 1

i obe fazi relacije @1 ® 2 1 @1 0 o su fazi preslikavanja, pri ¢emu imamo da
je 1@ pa < p1Kpr =1 0P
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3.5. Fazi preslikavanja i fazi ekvivalencije

U ovom odeljku ¢emo uspostaviti uzajamnu korespodenciju izmedu fazi presli-
kavanja i fazi ekvivalencija.

Najpre ¢emo definisati prirodno fazi preslikavanje E? : A — Ag, koje odgo-
vara fazi ekvivalenciji E na skupu A, na sledeéi nacin:

E(x,€) = &(x), (3.37)
za svako x € A i€ € Ag. Drugim re¢ima,
E'(x, By) = Ey(x) = E(x,y), (3.38)

za sve ¢,y € A.

Sledeéa teorema pokazuje da je EY fazi preslikavanje i uspostavlja kore-
spodenciju izmedu fazi ekvivalencija i fazi preslikavanja.

Teorema 3.5.1. Za svaku fazi ekvivalenciju E na skupu A, fazi relacija
E" je surjektivno fazi preslikavanje iz A na Ag i ker(E") = E.

Dokaz. Uvedimo oznaku ¢ = E%. Za svaki z € A je
p(r, Ey) = Eg(x) = 1,

odakle sledi da je Domyp = A iImp = Ag, tj., ¢ je potpuno i surjektivno.
Dalje, za svaki £ € Agp i x € A imamo

pe(r) = p(x, &) = £(x),

sto daje p¢ = €. Prema tome, {¢¢}eca,, je fazi particija od A koja odgovara
fazi ekvivalenciji F, i prema Teoremi 3.2.1, dobijamo da je ¢ uniformna fazi
relcija i kerp = E.

Razmotrimo &, n € Ag za koje je (cok ¢)(&,n) = 1. Prema (3.4), za svaki
T € Aje

§(x) = o(z,8) = wlz,n) = n(x),

pa je & = n. Ovo znaci da je cok ¢ fazi jednakost, pa je ¢ fazi preslikavanje
iz Ana Ag. O

Fazi preslikavanje E? definisano sa (3.37) naziva¢emo prirodno fazi presli-
kavanje koje odgovara fazi ekvivalenciji E.
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Potsetimo se da, ako je ¢ surjektivno preslikavanje skupa A na skup B,
i F jezgro od ¢, onda postoji jedinstveno bijektivno preslikavanje 1 faktor
skupa Ap na B takvo da je ¢ = E" o ¢). Drugim re¢ima, skupovi Az i B se
mogu smatrati jednakim i ¢ moze da se tretira kao prirodno preslikavanje u
odnosu na njegovo jezgro.

Sledeca teorema pokazuje da fazi preslikavanja imaju sli¢nu osobinu.

Teorema 3.5.2. Neka je ¢ fazi preslikavanje iz skupa A na skup B, i neka
je E = ker .

Tada postoji jedinstveno bijektivno fazi preslikavanje v iz Ap na B takvo
da je p = E" @ 1).

Dokaz. Definisimo fazi relaciju ¢ : Ap — B sa

Y(Ey,p) = p(z,p), zasvakiz € Aipe B. (3.39)

Neka su z,y € A takvi da je £, = E,. Ovo znaci da je E(z,y) =1, i prema
(3.3) sledi da je p(z,p) = ¢(y,p), za svako p € B. To znaci da je 1 dobro
definisana fazi relacija. Oc¢ito je da je Domy = Ag i Imy = Imp = B.

Nekasux,y € Aip € B takvida je ¢ (E;,p) = ¢¥(E,,p) = 1. To znaci da
je (z,p) = ¢(y.p) = 1, odakle je p = o(z) = ¢(y). Sada je

E(z,y) = (kerp)(z,y) = p(z,0(y)) = ¢(z,p(z)) =1,

sto daje E, = E,. Prema tome, LZ je parcijalno preslikavanje, i odatle,
preslkavanje iz A na B. Takode vazi

~

V(E;) = @(x), zasvako x € A.

Dalje, za proizvoljne x,y € A imamo

(ker )(Eq, By) = \ ¥(Ea,p) < ¢(Ey,p) = \ ¢(z.p) < ¢(y,p)
pEB pEB (3.40)

= (kerp)(z,y) = ¢z, @(y)) = V(Es, P(E)),

pa zakljucujemo da vazi uslov (ii) Teoreme 3.3.2. Dakle, 1) je fazi preslika-
vanje. Stavise, na osnovu (4.14) dobijamo da iz (ker¢)(E,, E,) = 1 sledi da
je E(z,y) = (ker¢)(z,y) = 1, odnosno E, = E,, §to znaci da je ¢ bijektivno
fazi preslikavanje.

Na kraju, za sve € A ip € B, na osnovu (3.39) sledi

(E* o 0)(2,p) = ¥(E*(x), p) = &(Ex,p) = (2, p),
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Sto znaci da je E% e ¢ = .
Dalje, neka je 1)/ proizvoljno fazi preslikavanje iz Ag u B za koje vazi
F' e/ = p = E% e ). Tada za proizvoljne z € A i p € B imamo

W (Beyp) = ¢/ (B3(x),p) = (E* 0 /) (2, p) = (E* » ) (x,p)
= w(ﬁ(w)JQ) = 7/}<E£E7p)ﬂ

i prema tome, 1/ = 1. Ovim je dokaz teoreme zavrSen. []

3.6. Odnos sa rezultatima drugih autora

Pomenuli smo da su u brojnim radovima razli¢ite vrste fazi funkcija iz skupa
A u skup B definisane polazeéi od dve date fazi ekvivalencije ¥ na A i F na
B. Ove fazi ekvivalencije uglavnom su bile unapred fiksirane, i nisu zavisile
od razmatrane fazi relacije, za razliku od naSeg pristupa, gde one proizilaze
iz razmatrane fazi relacije. Takode, u veéini slucajeva se ili za obe fazi rela-
cije F i I uzimalo da su fazi ekvivalencije, ili se za obe uzimalo da su fazi
jednakosti, za razliku od naSe definicije fazi preslikavanja, koja dozvoljava
da jezgro bude proizvoljna fazi ekvivalencija, ali zahteva da ko-jezgro bude
fazi jednakost.

Ovo su neke opste razlike. Medutim, postoje i mnoge sli¢nosti izmedu
ovde dobijenih rezultata i rezultata drugih autora. Posebno, uniformne fazi
relacije su veoma tesno povezane sa parcijalnim fazi funkcijama, koje je izuca-
vao Klawonn u [71], i perfektnim fazi funkcijama, kojima se bavio Demirci
u [33, 38, 39].

Neka su A i B neprazni skupovi, /' i F' fazi ekvivalencije na A i B, tim
redom, i neka je ¢ : A — B fazi relacija koja zadovoljava sledeée uslove:

(EX1) ¢(z,p) @ E(z,y) < ¢(y,p), za sve z,y € Aip € B (ekstenzionalnost
u odnosu na E);

(EX2) ¢(x,p) ® F(p,q) < ¢(x,q), za sve v € Aip,q € B (ekstenzionalnost
u odnosu na F);

(PFF) ¢(x,p) ® p(z,q) < F(p,q), zasve x € Aip,q€ B.

Takve fazi relacije proucavali su Klawonn [71] i Demirci [33, 38, 39|, pod

domen ceo skup A se kod Demircija nazvaju perfektne fazi funkije.

Zbog svojstva adjunkcije i simetrije, uslov (EX2) moze se napisati kao
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(EX2) F(p,q) < p(z,p) < ¢(x,q), for all x € A and p,q € B,
i (EX2’) i (PFF) povlace

o(x,p) @ p(r,q) < F(p,q) < ¢(y,p) < 0y, q), (3.41)

za sve x,y € Aip,q € B. Ako je, pored toga, ¢ normalizovana fazi relacija,
onda je Dom ¢ neprazan, i prema (3.41) imamo da vazi:

\/  e(zp) @ e,q < \/ ep) @ e@q < Fpq)
z€Dom ¢ €A

< N\ el@p) o o@g < )\ o) < e(q),
z€A xz€Dom ¢

(3.42)

za sve p,q € B. Odavde i prema Teoremi 3.2.1 sledi da je ¢ uniformna fazi
relacija.

Dakle, svaka normalizovana parcijalna fazi funkcija u smislu Klawonna i
Demircija je uniformna fazi relacija, pa i svaka perfektna fazi funkcija jeste
uniformna fazi relacija. Obratno ne vazi, §to pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 3.6.1. Razmotrimo ponovo fazi relaciju ¢ iz Primera 3.1.1.

Imamo da je ¢ uniformna fazi relacija, ali nije parcijalna fazi funkcija
u smislu Demircija, jer ne postoji fazi ekvivalencija F' na B takva da vazi
(3.41). Zaista, imamo da je

o(x2,p3) ® @(x2,ps) = 0.3 > 0.2 = p(x1,p3) < @(T1,p4).

Primetimo da je ¢ i fazi preslikavanje u smislu naSe definicije.

1z (3.42) dobijamo da je F(p,q) = (cok ¢)(p,q), za sve p,q € Im ¢, sto
znaci da je F' fazi ekvivalencija koja zadovoljava (EX2) i (PFF) jedinstvena
do na svoje vrednosti na Im ¢.

Sa druge strene, postoje i izvesne sli¢nosti izmedu naseg koncepta fazi
preslikavanja i koncepta fazi funkcije koji je izu¢avao Nemitz u [97]. Dobro
je poznato da se jezgro obi¢nog preslikavanja ¢ moze predstaviti kao ¢ oo™,
gde je o kompozicija obi¢nih relacija. Motivisan ovom ¢injenicom, Nemitz je
u [97] definisao fazi funkciju iz skupa A u skup B kao fazi relaciju ¢ : A — B
koja ima svojstvo da je ¢ o 7! fazi ekvivalencija na A, a ¢! o ¢ je krisp
jednakost na B, pri ¢emu je o kompozicija fazi relacija. lako je oc¢igledno
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razmisljao o tome, Nemitz nije uspeo da uspostavi medusobnu korespoden-
ciju izmedu fazi preslikavanja i fazi ekvivalencija, jer je drugi uslov u nje-
govo]j definiciji fazi funkcije suvise jak. Doduse, Nemitz je uspeo da uspostavi
medusobnu koprespondenciju izmedu njegovih fazi funkcija i specificne vrste
fazi particija, ali je njegov koncept fazi particije takode veoma jak i ne pos-
toji medusobna korespodencija izmedu tih fazi particija i fazi ekvivalencija,
za razliku od fazi particija proucavanih u radovima [23, 29, 42, 73, 118, 119].

Zanimljivo je modifikovati Nemitzovu definiciju fazi preslikavanja zahte-
vajuéi da je ¢! o ¢ fazi jednakost, umesto krisp jednakost, §to se zahteva u
Nemitzovoj definiciji. Naime, ako je ¢ surjektivno fazi preslikavanje u smislu
nage definicije, onda je ¢ o o ! =kerp i o' o = cokp, pa je o ! fazi
ekvivalencija, a ¢! 0 ¢ je fazi jednakost. Medutim, sledeéi primer pokazuje
da ako je ¢ fazi preslikavanje koje nije obavezno surjektivno, onda relacija
¢ 0 ! nije obavezno fazi ekvivalencija, a ¢ak i ako jeste fazi ekvivalencija,
ona se ne mora obavezno poklopiti sa jezgrom od ¢, u smislu nase definicije.
Pokazaéemo i da o ™! moze biti fazi ekvivalencija, a ¢~ o fazi jednakost,
cak i kada ¢ nije fazi preslikavanje u smislu naze definicije.

Primer 3.6.2. Neka je .Z = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Gbdelova struktura, i
neka su dati skupovi A = {x1,z9,23} 1 B = {p1,p2,p3}.

Razmotrimo fazi relacije @1, @2, p3 : A — B zadate slede¢im tablicama:

Y1 | p1 p2 | P3 Y2 | P1 | P2 | P3 ¥3 | p1 P2 | P3
1 1 04 1] 0.5 T 1 04 | 0.5 1 1 0.3 ] 0.2
zo | 0.4 1 0.6 ro | 0.4 1 0.6 zo | 0.4 1 0.3
T3 1 04 | 0.7 T3 1 04 | 0.5 z3 | 0.4 | 04 1

(a) Lako se proverava da je ¢; fazi preslikavanje, ali @1 o ¢! nije fazi
ekvivalencija, jer nije tranzitivna. Zaista, ako stavimo da je R = ¢ o gpfl,
onda je

R($1,$3) &® R(afg,afg) =1®06=0.6>05= R(wl,mg).

(b) Takode se lako proverava da je ¢o fazi preslikavanje, i da su fazi
relacije ker o i g0 (p2_1 date sa

kerws | @1 | zo | x3 g © <p2_1 T1 | 2 | w3
T 1 0.4 1 T1 1 0.5 1
x2 | 0.4 1 0.4 zo | 0.5 1 0.5
T3 1 0.4 1 T3 1 0.5 1
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pa je wg o (p2_1 fazi ekvivalencija, ali je @9 o (p2_1 = ker ps.
(c) Ovde imamo da 3 nije uniformna fazi relacija, pa nije ni fazi presli-
kavanje, jer vazi

\/ #2(x1,p) @ pa(w2,p) = 0.4 > 0.2 = N\ pa(21,p) @ a(a, p).
pEB peB

Sa druge strane, 3 o @3 by Py 1oy su fazi jednakosti zadate tablicama

w30yt | a1 | 2 | s w3t ows | pr | p2 | ps
2| 1 0404 o | 1 ] 0404
zo | 0.4 1 0.4 D2 0.4 1 0.4
x5 | 04|04 1 ps | 04 ] 04] 1




Glava 4

Fazi homomorfizmi i
fazi kongruencije

Fazi pristup univerzalnim algebarskim konceptima zapoceo je sa dobro poz-
natim radom Rosenfelda [109] o fazi podgrupama grupe. Taj rad je doveo
do intenzivnog izu¢avanja fazi podsistema raznih algebarskih struktura (vidi
[91, 92, 90], i literaturu citiranu tamo), kao i do izuc¢avanja srodnih konce-
pata, kao sto su fazi kongruencije, razne vrste fazi homomorfizama, i drugi
(vidi [18, 19, 21, 56, 76, 83, 85]). Kasnije su ti pojmovi uopsteni i na proiz-
voljne univerzalne algebre [55, 95, 96, 112, 115, 116]. Drugaciji fazi pristup
univerzalnim algebrama iniciran je od strane Bélohlaveka i Vychodila u
[3, 4, 5, 7, 8, 121], gde su izuc¢avane takozvane algebre sa fazi jednakostima
i razvijena fazi jednakosne logika za takve algebre. Osim takvih razmatranja
fazi koncepata na obiénim algebarskim strukturama, Demirci je u [32, 35,
36, 37, 39, 40, 41, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52] radio sa fazi operacijama
definisanim pomocu specificnog koncepta fazi funkcije koji je razvijen u nje-
govim ranijim radovima, dok su Yuan i Lee u [124] radili sa fazi operacijama
zasnovanim na definiciji fazi funkcije koju su dali Malik i Mordeson u [85].

Nasuprot fazi podsistemima i fazi kongruencijama, koji se definisu na
slican nac¢in u razli¢itim algebarskim strukturama, postoji vie razlicitih fazi
pristupa homomorfizmima. U veéini sluc¢ajeva, ulogu fazi homomorfizama
igrali su obi¢ni homomorfizmi, koji su izu¢avani u vezi sa raznim fazi koncep-
tima na algebarskim strukturama. Na primer, Bélohlavek i Vychodil su u
(3,4, 5,7, 8, 121] izuc¢avali obiéne homomorfizme algebri kompatibilne sa fazi
jednakostima, dok su Demirci u [36, 37, 39, 52|, 1 Yuan i Lee u [124], izucavali
obi¢na preslikavanja kompatibilna sa fazi operacijama. Drugi koncepti fazi
homomorfizama definisani na slican nac¢in mogu se sresti u [56, 76, 83].

81
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Sa drugacije tacke gledista, fazi homomorfizme su razmatrali Choudhury,
Chakraborty i Khare u [21, 18, 19], i Malik i Mordeson u [85]. Njihovi kon-
cepti fazi homomorfizama su bazirani na nekim specifi¢cnim konceptima fazi
funkcije, i na kompatibilnosti takvih fazi funkcija sa algebarskim operaci-
jama. U ovoj glavi disertacije, fazi homomorfizmi ¢e biti razmatrani sa slicne
tacke gledista. Naime, oni ¢e biti definisani uz pomoé¢ koncepta fazi pres-
likavanja uvedenog u prethodnoj glavi. Nas glavni cilj je da ponudimo takav
koncept fazi homomorfizma koji ¢e omoguéiti uspostavljanje medusobne ko-
respondencije izmedu fazi homomorfizama i fazi kongruencija, analogne onoj
koja postoji u obisnom, krisp slu¢aju. Takva korespondencija bi¢e uspostavl-
jena Teoremom 4.1.2, koris¢enjem analogne korespondencije izmedu fazi
preslikavanja i fazi ekvivalencija koja je uspostavljena u prethodnoj glavi.
Potom dajemo karakterizacije fazi homomorfizama preko njihovih jezgara,
ko-jezgara i krisp delova, dajemo izvesne konstrukcije fazi homomorfizama i
dokazujemo teoreme o fazi homomorfizmu i fazi izomorfizmu.

Rezultati prikazani u ovoj glavi tesno su povezani sa rezultatima Muralia
[95] i Samhana [112], kao i sa rezultatima Bélohldveka i Vychodila [3, 4, 5,
7, 8, 121], i na te veze ¢e takode biti ukazano u ovoj glavi.

4.1. Fazi homomorfizmi

Za definicije osnovnih algebarskih pojmova i oznaka koji ¢e ovde biti koriséeni
upucujemo na Odeljak 1.2. Koncepti fazi podalgebre, fazi kongruencije i fazi
faktor algebre bic¢e definisani na isti nac¢in kao u radovima Muralia [96, 95]i
Samhana [112]. Jedina razlika je u tome $to su Murali i Samhan koristili
Godelpvu strukturu kao strukturu istinitosnih vrednosti, dok mi ovde koris-
timo kompletne reziduirane mreze.

Ako je T tip algebri i n je nenegativan ceo broj, sa 7, ¢emo oznacavati
skup svih n-arnih funkcijskih simbola iz 7.

Neka su A i B algebre istog tipa 7. Fazi preslikavanje ¢ : A — B se
naziva fazi homomorfizam ako za svaki f € 7,, n > 1, i x; € A, p; € B,
1<K n,vaz

(P(iﬁlapl) O @(xnvpn) < ¥ (fA(xlv s 7xn)a fB(pla s 7pn)) ’ (41)

i za svako f € 79 imamo ¢(f4, fB) = 1. Injektivni fazi homomorfizam naziva
se fazi monomorfizam, surjektivni fazi homomorfizam je fazi epimorfizam, a
bijektivni fazi homomorfizam nazivamo fazi izomorfizam.

Najpre razmatramo neka osnovna svojstva fazi homomorfizama.



4.1. FAZI HOMOMORFIZMI 83

Lema 4.1.1. Neka su A i B algebre tipa 7.

Ako je  fazi homomorfizam iz A u B, onda je ¢ homomorfizam iz A u B.

Dokaz. Razmotrimo proizvoljan funkcijski simbol f € 7,, n > 1, kao i
proizvoljne elemente z; € A, 1 <i < n. Tada iz

1=¢(1,0(1)) ®...® @(xn, &(Tn))
< (P(fA('xb s 71'11)7 fB((ﬁ(xl)v s ,@(l’n)))

dobijamo da je o(fA(z1,...,2,), fB(B(x1),...,5(x,))) = 1, i odatle je
U@, yzn)) = FP(@(31), -, Plan)).

Stavise, za svaki f € 79, iz o(f4, fB) = 1 sledi @(f4) = fB. Time smo

dokazali da je @ homomorfizam. [

Obrat prethodne leme ne vazi, Sto pokazuje sledeéi primer:

Primer 4.1.1. Neka je .Z = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura,
neka su dati skupovi A = {x1, x9, x3, 24} 1 B = {p1,p2,p3}, 1 neka su binarne
operacije na A i B zadate sledeéim tablicama:

xr1 T2 xs3 T4 p1 | P2 | P3
1 x1 T2 T 1 p1 | P1 | P1 | D1
T2 | T2 | T1 | T2 | T2 P2 | P1 | P2 | P2
T3 1 T2 xr3 | T3 ps | P1 | P2 | P3
T4 T T2 T3 T4

U odnosu na ove dve operacije, A i B su polugrupe.

Definigimo sada fazi relaciju ¢ : A — B sa

Y | p1 | P2 | D3
T 1 0.2 | 0.3
T2 1 0.2 | 0.3
T3 0.2 1 0.2
T4 0.3 | 0.2 1

Tada je ¢ fazi preslikavanje i @ je homomorfizam iz A na B, ali je

o(x1,p3) @ p(xz,p2) =0.3®1=0.3>0.2=¢(x1,p2) = @(x123, p3p2),

§to znaci da ¢ nije fazi homomorfizam.
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Lema 4.1.2. Kompozicija dva fazi homomorfizma je fazi homomorfizam.

Dokaz. Nekasu A, BiC algebretipat,ip;: A— Biys: B — Csufazi
homomorfizmi. Tada za sve f € 7,, n > 1,ix1,...,25 € A, p1,...pn € C,
imamo da je

(p1 0 92)(z1,p1) @ @ (1 ® p2)(Tn, Pn)
=<P2(s5( 1):P1) ® -+ @ p2(P1(Tn), Pn)
<2 fP(@r(ar), -, Bulan)), FO(p1s - pn)
= p2(P1 (fA(J«"l,-- ))f (P15---,Pn))
= (p1opa)(f @1,y mn), fC(P1s - pn)),s

iza svaki f € 19 je

(p1 o) (f2, f9) = @2(B1(f4), £€) = @a(£5, ) =

Prema tome, 1 ® @9 je fazi homomorfizam. [

Neka su A i B neprazni skupovi, neka su U i1 V fazi podskupovi od A i B,
tim redom, i neka je ¢ : A — B fazi preslikavanje. Tada fazi podskup ¢(U)
od B definisan sa

\/U ) ® o(z,p), zasvako p € B,

T€EA

nazivamo slika fazi podskupa U u odnosu na ¢.

Sa druge strane, fazi podskup ¢~ *(V) od A definisan sa
(e (V))(z) = \/ o(x,p) ® V(p), zasvako x € A,
peEDB

nazivamo tnverzna slika od V' u odnosu na ¢.

Neka je A algebra tipa 7. Fazi podskup U od A nazivamo fazi podalgebra
od Aakozasve ferm,, n>1,1ix,...,2, € A vazi

U($1) Q- ® U(l'n) < U(fA(xlv s ,$n)),

i ako za svaki f € 7 vazi U(f4) =1 [96].
Narednom teoremom pokazujemo da se fazi podalgebre ocuvavaju slikama
i inverznim slikama fazi homomorfizama.
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Teorema 4.1.1. Neka su A i B algebre tipa 7, i neka je ¢ : A — B fazi
homomorfizam. Tada

(a) slika proizvoljne fazi podalgebre od A u odnosu na ¢ je fazi podalgebra
od B;

(b) inverzna slika proizvoljne fazi podalgebre od B u odnosu na ¢ je fazi
podalgebra od A.

Dokaz. (a) Neka je U fazi podalgebra od A. Jednostavnosti radi uvedimo
oznaku o(U) = V.

Uocimo proizvoljne f € 7,, n > 1,1 p1,...,pn € B. Tada je

Vip) @@ V(py) < \ Ulan ®w(w1,p1)>® < V U(xn)®<ﬁ(xmpn))

Tr1EA Tp €A

=V (Ve eUe) o e@ip) @ @ p@.p))
(z1,..., T,)EA™

< Vo (V0w @ e ) P )

(z1,...,xn)EA™

<V (U(x) ® oz, fB(ph...,pn))) —V(B(pr,....pn).

z€A

Stavise, za svaki f € 19 imamo

=\ U@ @, )2 U @ o(f4, 17) =
T€EA
pa je V(fP) = 1. Dakle, V = ¢(U) je fazi podalgebra od A.

(b) Ovo tvrdenje dokazuje se na slican nacin kao (a). O

Neka je A algebra tipa 7. Fazi relacija F na A je kompatibilna ako za
svaki f € 7,, n > 1, i elemente z;,y; € A, 1 < i < n, vazi

E(xlyyl) Qe ®E(xnayn) < E (fA<$17 soe 7$n)7fA(y17' . 7yn)) . (42)

Kompatibilna fazi ekvivalencija na A naziva se fazi kongruencija.

Ako je F fazi kongruencija na algebri A tipa 7, za svaki f € 7,, n > 1,
definisa¢emo n-arnu operaciju f4£ na faktor skupu Ag sa

FA2(Ey,, ... Ea,) = Epa (4.3)

IEl,...,CEn)’
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za sve x1,...,x, € A, dok za f € 19 stavljamo da je fAP = E¢a. U odnosu
na ovako definisane operacije, Ag je takode algebra tipa 7, koju nazivamo
faktor algebra ili kolicnicka algebra algebre A u odnosu na E ([95, 112]).

Narednom teoremom uspostavi¢emo korespodenciju izmedu fazi homo-
morfizama i fazi kongruencija, analognu onoj koja postoji u krisp slucaju.

Teorema 4.1.2. Prirodno fazi preslikavanje koje odgovara proizvoljnoj fazi
kongruenciji je fazi homomorfizam, i obratno, jezgro proizvoljnog fazi homo-
morfizma je fazi kongruencija.

Dokaz. Neka je E fazi kongruencija na algebri A tipa 7.

Razmotrimo f € 7,, n > 1, i proizvoljne x;,y; € A, 1 <i < n. Tada je

E'(z1,By,) ®...® E*(xn, Ey,) = E(@1,11) © ... ® E(2n, yn)
S E(fA 1. mn), A Y0)
= E(f @1, 7)), Epagy,. )
= E°(fA(x1, .y wn), fAE(By,, ... By)).

Osim toga, za svaki f € 7y vazi
EN(fA, A7) = B4 Epa) = B(F4, 1) = 1.

Prema tome, E? jeste fazi homomorfizam.

Obratno, neka je ¢ fazi homomorfizam iz algebre A tipa 7 u algebru B
istog tipa. Uvedimo oznaku ker ¢ = FE. Razmotrimo f € 7,, n > 1, i proiz-
voljne z;,y; € A, 1 < i < n. Prema uslovu (2) Teoreme 3.3.2, prema definiciji
fazi homomorfizma i Lemi 4.1.1 dobijamo

E(xi,y1) @ @ E(@n, yn) = ¢(21,0(y1)) @ . .. ® 0(Tn, D(yn))
A, P @), -, 8(n))
A mn), 8 (s um)),s
E(fA(:nl, cey ), fA(yl, e Un))-

Dakle, dokazali smo da je E' = ker ¢ fazi kongruencija. [

N

o(
o(

Takode vazi sledeée:

Posledica 4.1.1. Ko-jezgro proizvoljnog fazi homomorfizma je fazi kongru-
encija.
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Dokaz. Neka su A i B algebre tipa 7 i neka je ¢ : A — B fazi homomor-
fizam. Tada imamo da je @ homomorfizam i Im ¢ = Im @, pa je Im ¢ pod-
algebra od B. Uvedimo oznaku cok ¢ = F', i razmotrimo proizvoljan funkcij-
ski simbol f € 7,, n > 1, i proizvoljne p;,q; € Imp, 1 <7 < n. Tada postoje
x; € A, 1 < i < n, takvi da je p(z;) = pi, i prema Teoremama 3.3.214.1.2
imamo da je

Fpr,q1) ® - ® F(pn:qn) = F(@(21), q1) ® - @ F(D(zn), D(Yn))
=¢(x1,q1) @ @ @(Tn, n)

o(f (xl’---»xn)va(Qh--an))

@U@, wn), P s an)

(FP1s- o) [P (a1, am)),s

odakle sledi da je F fazi kongruencija na Im¢y. O

N

F
F

Prethodna posledica ukazuje nam na zanimljivo svojstvo fazi jednakosti.
Naime, u krisp sluc¢aju je jednakost uvek kongruencija, dok fazi jednakost ne
mora obavezno biti fazi kongruencija, $to pokazuje slede¢i primer.

Primer 4.1.2. Neka je £ = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka je B polugrupa iz Primera 4.1.1. Fazi relacija F' na B data sa

Flp|p | ps
pr| 1 ]02]03
pa | 02 1 |02
ps | 0302 1

je fazi jednakost, ali nije fazi kongruencija, jer je
F(p1,p3) @ F(p2,p2) =03®1=0.3>0.2 = F(p1,p2) = F(p1p2, p3p2).

Primetimo da je F' = cok ¢, gde je ¢ fazi preslikavanje iz Primera 3.1.1.

Sledeca teorema daje karakterizaciju fazi homomorfizama u terminima
njihovih krisp delova, jezgara i ko-jezgara.

Teorema 4.1.3. Neka su A i B algebre tipa T i neka je ¢ : A — B surjek-
tivno fazi preslikavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) ¢ je fazi homomorfizam;
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(ii) @ je homomorfizam i ker ¢ je fazi kongruencija;

(iii) @ je homomorfizam i cok ¢ je fazi kongruencija.

Dokaz. Uvedimo oznake ker o = E/'i cokp = F.
(i)=-(iii). Ovo sledi prema Lemi 4.1.1 i Posledici 4.1.1.

(iii)=-(ii). Razmotrimo proizvoljan funkcijski simbol f € 7,, n > 1, i
elemente z;,1; € A, 1 <i < n.

Prema pretpostavci i Posledici 3.3.1 imamo da je

E(x1,51) @ -+ ® E(@n, yn) = F(@(21),2(y1)) @ -+ @ F((2n), #(yn))
SF(fP(@(@1), -, 3(an)), P (@), - Pyn)))
= F@(fA (@1, m0)), P(f (?le---7yn)))
=E(f (@1, zn), s ),

odakle dobijamo da je F fazi kongruencija.

(ii)=(i). Razmotrimo proizvoljan f € 7,,, n > 1, i proizvoljne elemente
x, € A, p; € B, 1 <i<n. Kako je ¢ surjektivno fazi preslikavanje, to pos-
toji y; € A, 1 < i < n, tako da je p; = @(y;), pa na osnovu pretpostavke i
Teoreme 3.3.2 dobijamo

P(x1,p1) ® -+ @ P(Tny Pr) = @(x1,P(Y1)) @ -+ @ V(T P(Yn))

=FE(r1,11)® - @ E(xn, yn)

SE(f Mo, mn), fA W, um)

= o(f @1, mn), G s )
= o(f @), P(@n), -, Byn)))
=o(f @1, ), fP (1, pn))-

Dakle, ¢ je fazi homomorfizam. [

Narednom teoremom, analognom Teoremama 3.2.3 i 3.3.3, koje se ticu
uniformnih fazi relacija i fazi preslikavanja, utvrduju se potrebni i dovoljni
uslovi za egzistenciju fazi homomorfizma sa datim domenom, slikom, jezgrom
i ko-jezgrom.

Teorema 4.1.4. Neka su A i B algebre tipa T, neka je B’ podalgebra od B,
neka je B fazi kongruencija na A © F je kompatibilna fazi jednakost na B’.

Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:



4.1. FAZI HOMOMORFIZMI 89

(i) Postoji fazi homomorfizam ¢ : A — B za koji vaZi
B ' =Imy, E=kery i F=coky; (4.4)

(ii) Postoji epimorfizam ¢ : A — B’ takav da je

E(z,y) = F(¢(z),v(y)), za svex,y € A; (4.5)

(i) Postoji izomorfizam ¢ : Agp — B’ takav da je

E(E,, Ey) = F(¢(E.), ¢(Ey)), za sve x,y € A. (4.6)

Dokaz. (i)=(ii). Ako je ¢ : A — B fazi homomorfizam za koji vazi (4.4),
tada prema Lemi 4.1.1 i Posledici 3.3.1 imamo da je v = ¢ epimorfizam iz
A na B’ koji zadovoljava (4.5).

(ii)=-(i). Neka je 1 : A — B’ epimorfizam koji zadovoljava (4.5). Prema
dokazu Teoreme 3.3.3, fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

(2.) F((z),p) zaxe€Aipe B,
T,p) =
P 0 u suprotnom,

je uniformna fazi relacija takva da je A = Dom ¢ i vazi (4.4). Jasno, ¢ je
fazi preslikavanje i @ = 1, i prema Teoremi 4.1.3 dobijamo da je ¢ fazi
homomorfizam.

(il)=(iii). Ako je ¥ : A — B’ epimorfizam koji zadovoljava (4.5), onda
je sa ¢(Ey) = ¢(x), za svaki & € A, definisan izomorfizam iz A na B’ koji
zadovoljava (4.6).

(iii)=(i). Akoje ¢ : Ap — B’ izomorfizam koji zadovoljava (4.6), onda je
preslikavanje ¢ : A — B’ definisano sa (x) = ¢(FE,), za svaki z € A, epi-
morfizam koji zadovoljava (4.5). O

Naredne dve teoreme pokazuju kako se moze konstruisati fazi homomor-
fizam ako su dati njegov krisp deo i ko-jezgro, ili krisp deo i jezgro.

Teorema 4.1.5. Neka su A i B algebre tipa 7, B' je podalgebra od B, F
je kompatibilna fazi jednakost na B' i1 : A — B’ je epimorfizam. Tada

(a) Fazi relacija E na A definisana sa

E(z,y) = F((x),9(y)), za svew,y e A, (4.7)

je fazi kongruencija na A;
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(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

oo p) = {F(w(x),p) zar€Aipe DB ’ (4.8)

0 u suprotnom
je fazi homomorfizam za koji vazi

A=Domy, B =Imy, E=kerp, F=cokp i p=1). (4.9)
Dokaz. Prema Teoremi 3.3.4 imamo da je E fazi ekvivalencija i ¢ je fazi
preslikavanje za koje vazi (4.9). Dakle, ¢ je homomorfizam, i prema pretpo-

stavci i Teoremi 4.1.3 dobijamo da je ¢ fazi homomorfizam. Na kraju, prema
Teoremi 4.1.2 sledi da je E fazi kongruencija. [

Teorema 4.1.6. Neka su A i B algebre tipa 7, neka je B’ podalgebra od B,
neka je E fazi kongruencija na A inekaje : A — B epimorfizam takav da
jekery =FE. Tada

(a) Fazi relacija F na B’ definisana sa
F(p,q) = E(z,y), zap,q€ B’ iproizvoljne x € 1, iy € 1y, (4.10)

je kompatibilna fazi jednakost na B’;
(b) Fazi relacija ¢ : A — B definisana sa

oz p) = {F(d)(x),p) zax € A ipEB” (4.11)

0 u suprotnom
je fazi homomorfizam za koji vazi

A=Domyp, B =Imy, E=kery, F=coke i p=1. (4.12)

Dokaz. Ovomoze da se dokaze na slican nac¢in kao Teorema 4.1.5, koris¢enjem

Teoreme 3.3.5. [

4.2. Teoreme o fazi homomorfizmu i izomorfizmu

U ovom odeljku dokazacemo teoreme o homomorfizmu i izomorfizmu koje se
ticu fazi homomorfizama i fazi kongruencija.
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Teorema 4.2.1. (Teorema o fazi homomorfizmu) Neka je ¢ fazi homo-
morfizam iz algebre A na algebru B, i neka je E = ker . Tada postoji jedin-
stveni fazi izomorfizam v iz Ap na B takav da je ¢ = E¥ @ 1),

Dokaz. Definisimo fazi relaciju ¢ : Ap — B sa
V(Ey,p) = p(x,p), zasvakox € AipeE B. (4.13)

Razmotrimo z,y € A za koje je E, = E,. To znaci da je E(z,y) = 1, i na
osnovu (3.3) sledi da je ¢(x,p) = ¢(y,p), za svaki p € B. Dakle, 9 je dobro
definisano. Jasno je da je Dom¢ = Ag i Imvy =Imy = B.

Neka su z,y € Aip € B takvi da je Y(E,,p) = ¥(E,,p) = 1. Tada je
o(z,p) = ¢(y,p) = 1, odakle je p = ¢(x) = p(y). Sada imamo da vazi

E(z,y) = (kerp)(z,y) = p(z,0(y)) = ¢(z,p(z)) =1,

sto povlaci E, = E,. Dakle, 1,//)\ je preslikavanje iz A na B. Takode vazi

o~

Y(Ey) = o(x), zasvakix € A.

Dalje, za proizvoljne z,y € A imamo da je

(ker )(Eq, By) = \ ¥(Ea,p) < ¢(Ey,p) = /\ ¢(z.p) < ¢(y.p)
peB peB (4.14)

= (ker )(2,y) = @(, @) = V(Ex, b (E,)),

pa zakljuéujemo da vazi uslov (ii) Teoreme 3.3.2. Prema tome, v je fazi
preslikavanje.

Pored toga, prema (4.14) imamo da (ker)(E,, E,) = 1 povlaci

E(l‘,y) = (kercp)(m,y) =1,

odnosno, E, = E,, odakle sledi da je ¢ bijektivno fazi preslikavanje.
Na kraju, za sve x € Aip € B, iz (3.39) sledi

(E* o 9)(z,p) = ¥(E¥(2), p) = ¥(Es,p) = ¢l p),
Sto znaci da je E% e = .

Dalje, neka je v’ proizvoljno fazi preslikavanje iz Ag u B za koje vazi da
je E'e1)/ = p=E"e1). Tadazasve z € Aip € B imamo da je

V(B p) = ¥/ (E3(),p) = (E" 0 ¢/)(x, p)
= (E* o Y))(z,p) = Y(E*(2),p) = ¥(Eq, p),
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§to znaci da je ¢/ = ).
Ostalo je da pokazemo da je ¢ fazi homomorfizam.
Razmotrimo proizvoljan f € 7,, n > 1, proizvoljne E,,,..., E,, € Ag,
gde su z1,...,x, € A, kao i proizvoljne p1,...,p, € B. Tada je
V(Ery,p1) @ .. @Y(Eg,y s pn) = 0(21,01) @ .. @ (T, Pn)
< ‘P(fA(l"lv s T, fB(pla ooy Pn))
= P(Efa(z,,..on) B, pn))
= ¢(fAE(Ex17 ooy By, fB(pb e Dn))-

Osim toga, za proizvoljan f € 7y imamo da je
V(A fP) = 0(Epa, f7) = (£, F7) = 1.

Time smo dokazali da je v fazi homomorfizam. [

Teorema 4.2.2. (Druga Teorema o fazi izomorfizmu) Neka su E i F
fazi kongruencije na algebri A takve da je E < F. Tada postoji jedinstveni
fazi epimorfizam ¢ : A — Ap takav da je E% @ p = F".

Dokaz. Definisimo fazi relaciju ¢ : Ap — Ap sa
(B, Fy) = Fi(z, F)) = F(z,y), zasvew,yc A

Uzmimo da je E,, = E,, i ), = F,,, za neke x1,22,y1,52 € A. Iz E < F
sledi da je 1 = E(z1,22) < F(z1,22), odakle je F(z1,z2) = 1, §to znaci da
je Fy, = Fy,. Sada iz

= Fy, (x9) = Fy,(z2) = F(x2,12),

zaklju¢ujemo da je ¢ dobro definisana fazi relacija.

Ako su z,y1,y2 € A elementi za koje je ¢(Ey, Fy,) = ¢(Ey, Fy,) = 1,
tj., F(z,y1) = F(z,y2) = 1, tada je Fy, = F, = F,. Odavde sledi da je ¢
parcijalno preslikavanje, odnosno preslikavanje. Pored toga, iz p(E,, F;) =
F(z,x) =1, zaklju¢ujemo da je ¢(E,) = F,, za svaki x € A.
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Dalje, za sve x1,z9 € A, na osnovu (3.8) dobijamo da je

(ker @) (Ery, Bay) =\ ¢(Eay,€) < @(Bw,, §)

EEAR

= /\ W(Equy) A (P(ECCWFZ/)
yeEA

= A\ F(z1,y) & F(a2,y) = )\ Fy(z1) < F)(2)
yeA yeA

= F(xlax2) = (P(ECCUF;BQ) = W(Ea:u@(Em))'

Ovim smo dokazali da je ¢ fazi preslikavanje. Jasno je da je ¢ surjektivno.

Razmotrimo proizvoljne f € 7,, n > 1, 1 x1,...,Zn,Y1,--.,Yn € A.
Tada je

(P(Em»Fyl) XX SO(Ewn7Fyn) = F(xlayl) ORRE ®F(xmyn)
< F(fA(xla s 7xn)7fA(y17 s >yn)) = SD(EfA(zl,A..,mn)vFfA(yl,...,yn))
= ¢(fAE(E$1’ . '7E1'n)7fAF(Fy17 e 7Fyn))'

Takode, za svaki f € 7y je
P42, fA7) = @(Epa, Fpa) = F(fA, f4) = 1.

Prema tome, ¢ je fazi homomorfizam.

Dalje, za sve z,y € A imamo
(E* e p)(x, F)) = o(E*(x), ) = p(Ey, F)) = Flx,y) = F¥(x, F),

odnosno E" e ¢ = F*.
Na kraju, pretpostavimo da postoji fazi epimorfizam ¢’ iz Ag na Ap za
koji je B e ¢ = F. Tada za proizvoljne z,y € A imamo da vazi

¢ (B, Fy) = ¢/ (E*(2), F) = (E" ¢ ') (x, F,)
- Fh('vay) = (Eh o 90)<x7Fy) = (p(E\h(w),F?» = (p(E$7Fy)a

pa je ¢’ = ¢. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Za neke srodne rezultate upuéujemo na radove Samhana [112] i Kurokija
[76], kao i na tamo citirane radove (pogledati takode knjigu Mordesona,
Malika and Kurokija [92]).
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4.3. Odnos prema rezultatima drugih autora

U ovom odeljku ukaza¢emo na veze koje postoje izmedu ovde uvedenih fazi
homomorfizama i homomorfizama algebri sa fazi jednakostima, kojima su se
bavili Bélohldvek i Vychodil u [3, 4, 5, 7, 8, 121], i da¢emo nekoliko komentara
vezanih za koncepte koje su izucavali Murali u [95] i Samhan u [112].

Grubo govoreéi, tip algebri sa fazi jednakoséu je skup 7 U {E}, gde
je T obican tip algebri, a F je dodatni binarni fazi relacijski simbol. Al-
gebra sa fazi jednakoséu tipa 7 U{FE} je obiéna algebra A tipa 7, takva da se
fazi relacijski simbol E realizuje kao kompatibilna fazi jednakost F4 na A.
Za stroge definicije algebri sa fazi jednakoS¢u i srodnih koncepata upuéujemo
na [7, 8.

Ako je A algebra sa fazi jednakoséu tipa 7 U {E}, tada se kongruencija
(algebre sa fazi jednakoséu) na A definiSe kao fazi kongruencija E na A koja
sadrzi fazi jednakost E4 (tj., E4 < F). Dalje, ako su A i B algebre sa fazi
jednakoscéu tipa 7 U{E}, tada se homomorfizam (algebre sa fazi jednakoséu)
iz A u B definise kao obi¢an homomorfizam v : A — B za koji vazi

Ea(z,y) < Ep(¥(2),v(y)), (4.15)

za sve x,y € A. U tom slucaju, fazi relacija 6, na A definisana sa

0y (z,y) = Ep(¥(x),¥(y)), (4.16)

za sve x,y € A, je kongruencija (algebre sa fazi jednakoséu) na A, i naziva
se jezgro od 1. Prema Teoremi 4.1.5 sledi da se moze konstruisati takav fazi
homomorfizam ¢ : A — B da vazi = 1, ker ¢ = 0y, i cok ¢ je restrikcija od
FEp na Im. Prema tome, svaki homomorfizam algebri sa fazi jednakoséu je
krisp deo nekog fazi homomorfizma u smislu nase definicije.

Sa druge strane, neka su A i B algebre tipa 7, i neka je ¢ : A — B fazi
homomorfizam. Ako se kompatibilne fazi jednakosti £4 na A i Eg na B
izaberu tako da je E4 < ker ¢ i (cok ¢)(p,q) < Eg(p,q), za sve p,q € Im ¢,
tada na osnovu Posledice 3.3.1 dobijamo da je ¢ homomorfizam algebri sa
fazi jednakos¢u, u smislu Bélohldveka i Vychodila.

Medutim, kompatibilne fazi jednakosti E4 i Ep mogu biti izabrane i tako
da @ ne bude homomorfizam algebri sa fazi jednakoséu, kao §to pokazuje
slede¢i primer.

Primer 4.3.1. Neka je . = ([0,1],A,V,®,—,0,1) Godelova struktura, i
neka su A = {z1,z2, 23,24} i B = {p1,p2,p3} polugrupe iz Primera 4.1.1.
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Neka je 1 : A — B preslikavanje zadato sa

%Z)_(xl Ty T3 964)
p1 p1 p2 p3)’

i neka su F4 i Fp fazi relacije na A i B, tim redom, zadata sa

Egx |z | @2 | w3 | 24 Eg | p1 | p2 | ps
x1 1 0.8 105 | 0.3 P1 1 0.3 | 0.2
T2 0.8 1 0.5 | 0.3 P2 0.3 1 0.2
T3 0.5 | 0.5 1 0.3 P3 0.2 | 0.2 1

T4 0.3 1] 03] 0.3 1

Nije tesko proveriti da je v homomorfizam obi¢nih polugrupa, a da su E4 i
FE'p kompatibilna fazi jednakosti.

Definigimo sada fazi relaciju ¢ : A — B sa

o(x,p) = Ep(¥(x),p),

zasvex € Aip € B. Prema Teoremi 4.1.5 imamo da je ¢ fazi homomorfizam
iz Au B iy = . Medutim,

EA(xl, $3) =0.5>03= EB(w(xl),w(l‘;g)),

pa ¢ nije homomorfizam algebri sa fazi jednakos¢u, za ovako izabrane fazi
jednakosti na A i B.

Sumirajuéi sve napred izlozeno, mozemo reéi da homomorfizmi algebri sa
fazi jednakoséu jesu krisp delovi fazi homomorfizama, ali da fiksiranjem fazi
jednakosti na algebrama krisp delove nekih fazi homomorfizama onemoguéa-
vamo da budu homomorfizmi algebri sa fazi jednakoséu. Medutim, algebre
sa fazi jednakoséu, njihovi homomorfizmi i kongruencije, pokazali su se kao
veoma efikasni u istrazivanjima u okviru fazi jednakosne logike, koja su
sproveli Bélohlavek i Vychodil u [3, 4, 5, 7, 8, 121].

Istaknimo na kraju da su Bélohlavek i Vychodil u [7, 8] izvrsili uporedenje
svojih algebri sa fazi jednakoS¢u, njihovih podalgebri, kongruencija, homo-
morfizama i faktor algebri, sa konceptima fazi podalgebre, fazi kongruencije
i fazi faktor algebre, kojima su se bavili Murali u [95] i Samhan u [112]. Tom
prilikom, Bélohlavek i Vychodil su ukazali na dva nedostatka Muralijevog i
Samhanovog pristupa. Prvi je to §to su Murali i Samhan koristili Godelovu
strukturu kao strukturu istinitosnih vrednosti, a ne neku opstiju strukturu,
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poput kompletnih reziduiranih mreza. Kao $to smo ovde videli, svi koncepti
sa kojima su radili Murali i Samhan mogu se bez ikakvih problema prevesti
u odgovarajuce koncepte definisane nad kompletnim reziduiranim mrezama.
Kao drugi nedostatak, Bélohlavek i Vychodil su istakli odsustvo takvog kon-
cepta fazi homomorfizma koji ¢e biti u prirodnoj korespondenciji sa koncep-
tom fazi kongruencije. U ovoj disertaciji smo dali upravo takav koncept fazi
homomorfizma, i ne samo da smo otklonili pomenuti nedostatak, veé¢ smo
pokazali i to da pristupi Bélohlaveka i Vychodila, sa jedne strane, i Muralija
i Samhana, sa drige strane, i nisu tako razli¢iti kako je to ranije izgledalo.

4.4. Fazi kongruencije na polugrupi

U prvom odeljku ove glave definisali smo koncepte fazi kongruencije na proiz-
voljnoj algebri. Kod polugrupa je, osim tog koncepta, mogucée razmatrati i
njegove leve i desne analogone, tj. leve i desne fazi kongruencije. U narednoj
glavi vide¢emo da se desne fazi kongruencije, zajedno sa fazi kongruencijama,
mogu veoma uspesno iskoristiti u izucavanju fazi automata i fazi jezika.

Neka je S polugrupa. Za fazi relaciju E na S kazemo da je

(i) levo kompatibilna, ako je E(a,b) < E(za,zb), za sve a,b,z € S,
(ii) desno kompatibilna, ako je E(a,b) < E(ax,bx), za sve a,b,x € S,
(iii) kompatibilna, ako je E(a,b) < E(xay, xby), za sve a,b € Six,y € S,
tj. ako je i levo i desno kompatibilna.

Ovde S oznacava polugrupu dobijenu kada se polugrupa S prosiri jedinicom.

Levo kompatibilnu fazi ekvivalenciju na polugrupi S nazivamo leva fazi
kongruencija, desno kompatibilnu fazi ekvivalenciju nazivamo desna fazi
kongruencija, dok kompatibilnu fazi ekvivalenciju nazivamo fazi kongruen-
cija na S. Nije tesko dokazati da je ovakva definicija fazi kongruencije na
polugrupi ekvivalentna definiciji fazi kongruencije datoj u prvom odeljku ove
glave, tj., gornji uslov (iii), zajedno sa tranzitivnoséu, je ekvivalentan uslovu

E(z1,y1) ® E(z2,y2) < E(x122, Y1Y2),

za sve X1, T2,Y1,Y2 € S.

Neka je E fazi ekvivalencije na polugrupi S, i neka su fazi relacije Elo7
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E? i E° na S definisane sa

E{(a,b) = N\ E(za,zb),

zest
E%a,b) = /\ E(az,bx),
zest
E%a,D) /\ E(zay, zby),
z,yeSt

za sve a,b € S. Tada imamo sledece:

Teorema 4.4.1. Neka je S polugrupa i E je fazi ekvivalencija na S. Tada

(a) El0 je najveca leva fazi kongruencija na S sadriana u F;

(b) EY je najveca desna fazi kongruencija na S sadrzana u E;

(c) EY je najveéa fazi kongruencija na S sadriana u E;

(d) Ako je E fazi desna (resp. leva) kongruencija na S, onda je E® = E?
(resp. E° = EY).

Dokaz. (a) Jednostavno se dokazuje da je EY fazi ekvivalencija, jer to sledi
direktno iz svojstava fazi ekvivalencije F. Takode, za proizvoljne a,b,y € S
vazi
E)(a,b) = /\ E(xa,xb) < E(ya,yb),
zeSt
Sto znaci da je E} leva fazi kongruencija. Neka je I proizvoljna leva fazi
kongruencija na polugrupi S sadrzana u E. Tada je

F(a,b) < F(za,xb) < E(za,xb),

za svaki z € S!, odnosno F(a,b) < EP(a,b).
(b) se dokazuje dualno, dok se (c) i (d) dobijaju neposredno iz tvrdenja
pod (a) i (b). O

Drugim re¢ima, ova teorema tvrdi da su preslikavanja E +— E?, E + E° i
E +— E° operatori otvorenja na mrezi fazi ekvivalencija na polugrupi S, pa se
Elo naziva levo fazi kongruencijsko otvorenje, E° je desno fazi kongruencijsko
otvorenge, i E° je fazi kongruencijsko otvorenje od E.

Proizvoljnom fazi podskupu f pridruzujemo fazi relaciju Ry na S defini-
sanu na sledeéi nacin:

Ry(a,b) = /\famﬁfbx /\Efaxba:)
zest zeS!

za proizvoljne a,b € S.
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Teorema 4.4.2. Neka je f fazi podskup polugrupe S. Tada je Ry najveca
fazi desna kongruencija u odnosu na koju je f ekstenzionalan.

Dokaz. Iz Teoreme 4.4.1 sledi da je Ry desno fazi kongruencijsko otvorenje
fazi ekvivlencije Ky i za sve a,b € S vazi

Rp(a,b) = J\ flaz) < f(bx) < f(a) < f(D),
reSt

Sto znaci da je fazi skup f ekstenzionalan u odnosu na Ry.

Neka je R proizvoljna fazi desna kongruencija polugrupe S u odnosu na
koju je f ekstenzionalan. Tada je

R(a,b) < R(ax,bx) < f(ax) < f(bx),

za sve a,b € Six € S'. Odatle je R < Ry, ¢ime je tvrdenje dokazano. [J
Fazi relaciju Ry nazivamo glavnom desnom fazi kongruencijom na S odredenom
fazi skupom f.

Slicno, fazi podskupu f pridruzujemo i fazi relaciju Py na S definisanu
na sledeéi nacin:

Ps(a,b) = J\ flzay) < f(aby) = |\ Eg(zay,aby),

z,yesS! z,ycSt

za proizvoljne a,b € S.

Teorema 4.4.3. Neka je f fazi podskup polugrupe S. Tada je Py najveca
fazi kongruencija u odnosu na koju je f ekstenzionalan.

Dokaz. Ovo tvrdenje sledi direktno iz prethodne teoreme i njoj dualnog
tvrdenja. [J

Fazi relaciju Py nazivamo glavna fazi kongruencija na S odredena fazi skupom f.



Glava 5

Teorija Myhill-Nerodeovog tipa

Poznato je da veoma znacajnu ulogu u izucanju klasi¢nih jezika i automata
ima Myhill-Nerode-ova teorija, u kojoj se raspoznatljivost jezika kona¢nim
automatima izucava pomocu desnih kongruencija i kongruencija na slobod-
nim monoidima, kao i preko drugih koncepata teorije polugrupa. U teoriji
fazi jezika slicne koncepte koristili su Shen u [113], Malik, Mordeson i Sen u
[86], kao i Mordeson i Malik u [89]. U pomenutim izvorima razmatrane su
sintaksicke desne kongruencije i izvodi (razlomci) fazi jezika, ali nije razvijena
kompletna teorija zasnovana na fazi desnim kongruencijama i fazi kongruen-
cijama na slobodnim monoidima. Zbog toga glavni zadatak ove doktorske
disertacije predstavlja upravo izvodenje kompletne teorije Myhill-Nerodovog
tipa za fazi jezike i automate, uz koriséenje fazi desnih kongruencija i fazi kon-
gruencija na slobodnim monoidima, kao i raspoznavanje fazi jezika kona¢nim
monoidima.

Myhill-Nerodeova teorija za obi¢ne deterministicke automate tesno je
povezana sa jednim od najznacajnijih pitanja teorije automata, sa pitanjem
minimizacije automata. Pitanje minimizacije fazi automata razmatrano je u
brojnim radovima [2, 20, 78, 87, 89, 101]. Medutim, problem minimizacije je
kod fazi automata znatno slozeniji, i ni u jednom od pomenutih radova se nije
zaista radilo sa pravom minimizacijom, koja ¢e kao rezultat dati minimalni
fazi automat odredenog tipa, na primer, minimalni fazi automat koji raspoz-
naje dati fazi jezik. Naime, metodi koji su razvijani u tim radovima bili su
zapravo metodi za redukciju fazi automata, tj. za nalazenje fazi automata
sa manjim brojem stanja koji raspoznaju isti jezik kao polazni automat, bez
obaveznog odredivanja minimalnog automata sa tim svojstvom. U ovoj dis-
ertaciji pokaza¢emo da se minimalnost moze posti¢i kod deterministickih fazi
raspoznavaca, tj. da za svaki fazi jezik postoji deterministicki fazi raspoz-

99
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nava¢ minimalne kardinalnosti koji ga raspoznaje.

Pokazac¢emo, takode, da je i problem determinizacije fazi automata tesno
povezan sa konceptom Nerodove fazi desne kongruencije fazi automata. Kon-
cept fazi automata je prirodno uopstenje koncepta nedeterministickih au-
tomata, kao $to je i koncept fazi skupova i fazi relacija uopstenje klasi¢nog
koncepta skupova i relacija. Veze izmedu fazi nedeterministickih i determin-
istickih automata proucavali su Mockot [88], Bélohldvek [4] i Li i Pedrycz
[81]. Mockor je u [88] predstavio fazi automate kao ugnjezdene sisteme nede-
terministickih automata, dok je Bélohlavek u [4] deterministicke fazi raspoz-
navace predstavio kao ugnjezdene sisteme deterministickih raspoznavaca.
Pored toga, Bélohlavek je proucavao fazi automate nad lokalno konaénim,
kompletnim mrezama i dokazao da proizvoljan fazi jezik raspoznatljiv konac-
nim fazi raspoznavatem moze da se raspozna i kona¢nim deterministickim
fazi raspoznavacem. Opstiji rezultat su dali Li i Pedrycz u [81]. Oni su pro-
ucavali fazi automate nad mrezno uredenim monoidom .%, i pokazali su
da svaki fazi jezik koji se moze raspoznati konacnim fazi raspoznavacem
moze biti raspoznat i konac¢nim deterministickim fazi raspoznavacem ako i
samo ako je redukt od £, u odnosu na uniju i mnozenje, lokalno konacan
poluprsten. Metode determinizacije fazi automata koje su koristili Bélohldvek
u [4] i Li i Pedrycz u [81] analogne su dobro poznatim metodama kon-
strukcije podskupova, koje se koriste u determinizaciji krisp nedeterminis-
tickih automata (cf. [77]) i ovde ¢emo ih zvati konstrukcije fazi podskupova
(engl. fuzzy subset construction). Ovakva konstrukcija, medutim ima isti
nedostatak koji se javlja i u krisp slu¢aju: neka stanja dobijenog determinis-
tickog fazi raspoznavaca mogu biti suvisna. Zato ¢emo ovde proucavati drugu
vrstu konstrukcije, tzv. dostiznu (engl. accessible) konstrukciju fazi podsku-
pova, analognu dobro poznatoj dostiznoj konstrukciji krisp podskupova koja
se koristi u determinizaciji nedeterministickih automata.

U prvom odeljku ove glave bi¢e uvedeni pojmovi fazi automata, fazi
jezika i bi¢e definisana raspoznatljivost fazi jezika fazi automatom. Prema
klasi¢nom rezultatu Teorije automata, proizvoljan dostizan automat moze da
se konstruiSe polazec¢i od desne kongruencije na njegovom ulaznom monoidu.
Pomenuta desna kongruencija je Nerodeova desna kongruencija ovog au-
tomata. Motivisani ovom ¢injenicom, u Odeljku 5.2 ¢emo krenuti od proiz-
voljne fazi desne kongruencije E na slobodnom monoidu, konstruisati ini-
cijalni fazi automat @/p odreden njome koji se naziva automat fazi desne
kongruencije i na¢i potreban i dovoljan uslov da ovaj fazi automat raspoz-
naje dati fazi jezik. Pokazademo, takode da je krisp deo fazi automata
@r deterministicki automat koji raspoznaje svaki jezik koji raspoznaje i
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. (Teorema 5.2.3) U Odeljku 5.3 proizvoljnom fazi automatu o7 ¢e biti
pridruzena fazi desnu kongruenciju N, definisana na ulaznom monoidu tog
automata, koju ¢emo nazvati Nerodeova fazi desna kongruencija. Pokazaémo
da odgovaraju¢i Nerodeov fazi automat .y, kao i njegov krisp deo Mﬁd
raspoznaju svaki fazi jezik koji je raspoznatljiv automatom 7 (Teoreme 5.3.1
i 5.3.2). U Odeljku 5.4 ¢emo konstruisati, plazeé¢i od datog fazi automata
o/, deterministicki fazi automat o7, koji raspoznaje isti fazi jezik kao <7 i
dac¢emo algoritam za determinizaciju fazi automata o/ konstrukcijom stabla
prelaza fazi automata 7,. Bice definisani potrebni uslovi da krisp deo fazi
automata, koji odgovara Nerodeovoj fazi desnoj kongruenciji inicijalnog fazi
automata @7, bude deterministicki automat izomorfan automatu dobijenom
determinizacijom od &/ metodom konstrukcije dostiznih fazi podskupova.
U Odeljku 5.5 bic¢e definisan minimalni deterministicki fazi raspoznavac koji
raspoznaje dati fazi jezik i odredeni neophodni uslovi koje treba da zadovolji
fazi automat &/ da bi Nerodeova fazi desna kongruencija imala konacan in-
deks. Naime, Nerodeova fazi desna kongruencija proizvoljnog, kona¢nog fazi
automata nad kompletnom reziduiranom mrezom .# ima konacan indeks
ako i samo ako je redukt od .Z lokalno konacan poluprsten (Teorema ?7). U
Odeljku 5.6. ¢e, prirodno uslediti definicija izvoda (ili desnih razlomaka) fazi
jezika i automata <7y Cija su stanja desni razlomci datog fazi jezika, i koji
je izomorfan faktor automatu /. Odeljak 5.7 pokazace da se postupak

minimizacije deterministckih fazi raspoznavaca svodi na postupak nalazenja
niza kongruencija deterministickog automata. Zatim ¢e, u Odeljku 5.8 biti
uveden pojam fazi homomorfizma na polugrupi (monoidu) i pokaza¢emo da
monoid M raspoznaje dati fazi jezik pomocu nekog fazi homomorfizma ako
i samo ako je f ekstenzionalan u odnosu na jezgro tog fazi homomorfizma.
Takode ¢emo pokazati da je monoid prelaza proizvoljnog fazi automata A
izomorfan faktor monoidu odredenom Myhillovom fazi kongruencijom na X*.

Primetimo da se rezultati predstavljeni u Odeljcima 5.2 i 5.4 mogu dokazati
i u opstijem slucaju, kada je .Z mrezno uredeni monoid. Medutim, za rezul-
tate dobijene u odeljku 5.2, gde se uvodi Nerodeova fazi desna kongruencija,
neophodno je da .Z bude reziduirana mreza, zbog ¢ega je i u ovoj glavi
struktura istinitosnih vrednosti kompletna reziduirana mreza.

Kao sto je navedeno, Nerodeov fazi automat 7y, i njegov krisp deo Mﬁ,d
nisu obavezno konacni, ¢ak i kada je @/ konacan fazi automat. Na primer,
ovo vazi ako je .Z Heytingova algebra, ili ako je
Z = ([0,1], A, V,®,—,0,1) struktura u kojoj je ® Lukasiewiczeva ili Godelova
operacija, ali ne vazi ako je £ = ([0, 1], A, V, ®, —, 0, 1) struktura sa proizvod
operacijom ® .



102 GLAVA 5. TEORIJA MYHILL-NERODEOVOG TIPA

5.1. Fazi automati i jezici

Fazi automat nad £, ili, jednostavno, fazi automat, je uredena trojka o/ =
(A, X,0), gde su A 1 X skupovi, koji se nazivaju, redom, skup stanja i
ulazni alfabet, a § : A x X x A — L je fazi podskup od A x X x A, koji
se naziva funkcija fazi prelaza. Pretpostavicemo da je ulazni alfabet X
uvek konacan, ali ¢emo, iz metodologkih razloga dozvoliti da skup stanja A
bude beskonacan. Fazi automat & koji ima konacan skup stanja naziva se
konacan fazi automat.

Oznac¢imo sa X* slobodan monoid nad alfabetom X. Preslikavanje
moze se pro§iriti do preslikavanja 6* : A x X* x A — L na sledeéi nacin: Za
stanja a,b € A i praznu re¢ e € X*, stavljamo da je

1 akojea=0»
5*<a,e,b>:{ el (5.1)
0 u suprotnom
aakosua,be A, ue X*ixe X, onda stavljamo da je
0" (a,ux,b) = \/ 0" (a,u,c) ® (e, x,b). (5.2)
ceA
Prema (1.25) i Teoremi 3.1 [81], imamo da je
*(a,uv,b) = \/ 5 (a,u,c) @ §*(e,v,b), (5.3)
ceA
zasve a,b € Aiu,v € X* odnosno, ako je w = x1---xp, za x1,...,2, € X,
onda je
0" (a,w,b) = \/ d(a,z1,c1) ®0(c1,x9,02) @ - -

(c1,esCn—1)€An—1

- ®0(en—1,Tn,b). (5.4)

Bez opasnosti od zabune, i funkciju prelaza J i njeno prosirenje 0* oznacava-
¢emo u daljem radu istim simbolom 4.

Za proizvoljno u € X* definisa¢emo fazi relaciju d, na A sa
ou(a,b) = d(a,u,b), (5.5)

za sve a,b € A, koju ¢emo nazvati relacija prelaza odredena sa u. Tada
jednakost (5.6) moze biti zapisana i u obliku:

Sup = 0o 0 8y, (5.6)
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za sve u,v € X*. Jednakost (5.6) zapravo znaci da u odnosu na kompoziciju
fazi relacija, relacije prelaza fazi automata o/ ¢ine polugrupu. Tu polugrupu
naziva¢emo polugrupa prelaza fazi automata <.

Neka je & = (A, X,9) fazi automat. Tada je 5, krisp deo od §, obican
podskup od A x X x A, i oA = (A, X 5) je nedeterministicki automat, koji
se naziva krisp deo fazi automata <.

Ako je § krisp podskup od Ax X x A, tj., 6 : AxXxA — {0,1}, onda je &/
obican krisp nedeterministicki automat, a ako je d preslikavanje iz Ax X u A,
onda je & obic¢an deterministicki automat. Ocigledno je, da je u oba slucaja,
prosirenje preslikavanja ¢ takode krisp podskup od Ax X™* x A, i preslikavanje
iz Ax X* u A, tim redom. Za deterministicki automat o7 = (A, X,0),a € A
iue X*, stanje 6(a,u) ¢emo oznacavati krace sa au.

Inicijalni fazi automat definiSemo kao uredenu cetvorku &7 = (4,0, X, 9),
gde je (A, X, §) fazi automat i o je fazi podskup od A, koji nazivamo fazi skup
inicijalnih stanja, a fazi raspoznavaé je uredena petorka o7 = (A, 0, X, 9,7),
gde je (A, 0, X, ) inicijalni fazi automat, a 7 je fazi podskup od A, koji nazi-
vamo fazi skup zavrsnih (terminalnih) stanja

Fazi jezik u X* nad &, ili krace samo fazi jezik, je proizvoljan fazi pod-
skup slobodnog monoida X*, tj., svako preslikavanje iz X™* u L. Fazi raspoz-
nava¢ & = (A,0,X,d,7) raspoznaje fazi jezik f € F(X*) ako za svaku re¢
u € X* vazi

fw)=\/ ola)@6(a,u,b) @ 7(b). (5.7)

a,beA

Koristeéi oznake iz (1.58), i drugu jednakost u (1.60), mozemo (5.7) pred-
staviti na sledeci nacin:
f(u)y=00d,0T. (5.8)

Fazi jezik raspoznat fazi raspoznavacem .o/ oznac¢i¢emo sa L(/). Za inici-
jalni fazi automat o7 = (A, 0,X,0) kazemo da moZe raspoznati fazi jezik
f € .F(X*) ako postoji fazi skup 7 € .7 (A) tako da fazi raspoznava¢ o/ =
(A,0,X,0,7) raspoznaje f.

Uredenu ¢etvorku &7 = (A4, ag, X, d), gde je (A, X, d) deterministicki au-
tomat i ag € A, nazivamo inicijalni deterministicki automat, a uredenu
petorku &7 = (A, ap, X,6,7), gde je (A,ap,X,d) inicijalni deterministicki
automat i 7 je fazi podskup od A nazivacemo deterministicki fazi raspoz-
navac. Za deterministicki fazi raspoznava¢ o = (A, ag, X, 0, 7) kazemo da
raspoznaje fazi jezik f € % (X*) ako za proizvoljnu re¢ u € X* vazi

fu) =7(0(ap,u)) = T(agu). (5.9)
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Neka je o = (A, ap, X,0) inicijalni deterministicki automat, ili determi-
nisticki fazi raspoznavaé¢, u kom slucaju je &7 = (A, a9, X,0,7). Zaa € A
kazemo da je dostizno stanje ako postoji u € X* tako da je d(ap,u) = a, i
ako je svako njegovo stanje dostizno, za &/ kazemo da je dostizan automat
(raspoznavag).

Neka je o7 = (A, X, ) obican deterministicki automat. Za fazi ekviva-
lenciju P na skupu stanja A kazemo da je fazi kongruencija </ ako za svaka
dva stanja a,b € A i svako slovo z € X, vazi

P(a,b) < P(ax,bx).

Indukcijom po duzini rec¢i jednostavno se pokazuje da tada za svaka dva
stanja a,b € A i za svaku re¢ u € X* vazi

P(a,b) < P(au,bu).

Setimo se da relaciju ekvivalencije m na A nazivamo kongruencija na <f ako
za svaka dva stanja a,b € A i svako slovo x € X, vazi

(a,b) e = (az,bx) €,
ili, ekvivalentno, ako za svaka dva stanja a,b € A i svaku re¢ u € X, vazi
(a,b) em = (au,bu) € .
Nije tesko proveriti da krisp deo proizvoljne fazi kongruencije na o/ jeste
kongruencija na 7.

Ako su o = (A, X,0) i &' = (A, X,¢') deterministicki automati, i ako
je o : A — A je preslikavanje takvo da za sve a € Aix € X vazi

p(6(a,x)) = ' (p(a),a’),
tada preslikavanje ¢ nazivamo homomorfizmom automata &/ u <’.

U slucaju kada su &/ i &/’ inicijalni deterministicki automati, onda ho-
momorfizmom inicijalnih automata nazivamo homomorfizam iz &/ u &',
koji inicijalno stanje automata <7 slika u inicijalno stanje od .&/’. Bijektivni
homomorfizam automata nazivamo izomorfizmom automata.

Prethodne definicije ticale su se deterministickih automata. Medutim,
dacemo i definiciju izomorfizma fazi automata. Naime, nekasu .o/ = (4, X, J)
i = (A X,d) fazi automati, i ¢ : A — A’ je bijektivno preslikavanje
takvo da za sve a,b € Aix € X vazi

§(a,z,b) = & (¢(a),z, p(b)),

tada preslikavanje ¢ nazivamo izomorfizam fazi automata o/ i <7’.
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5.2. Automati fazi desnih kongruencija

Podsetimo da se, kod klasi¢nih automata, mogu uspostaviti medusobno in-
verzne bijekcije iz skupa svih desnih kongruencija na slobodnom monoidu
X* na skup svih automata sa ulaznim alfabetom X i obratno.

Tako, desnoj kongruenciji m na slobodnom monoidu X* mozemo pridruziti
krisp deterministicki automat <7, = (Ar, X, Ar), gde je A = X*/m i presli-
kavanje A : Ay X X — A, je definisano sa

)\7r(7rqux) = Tyx (510)

za sve u € X* iz € X. Preslikavanje Ay mozemo prosiriti do preslikavanja
ALt Ar x X — Ag, tako da je

)\;(TI'U,U) = Ty, (5.11)

za sve u,v € X*, koje ¢emo jednostavnosti radi, oznacavati sa A.

Dobro je poznato da se zbog ove korespodencije problem raspoznavanja
jezika automatima moze razmatrati sa aspekta desnih kongruencija na slo-
bodnom monoidu.

Rukovodeni time, ovde razmatramo fazi desne kongruencije na slobod-
nom monoidu i definiSemo odgovarajuée fazi automate.

Neka je E fazi desna kongruencijan na slobodnom monoidu X* i neka je
Ap = X*/E. Definisimo preslikavanje ép : Ap x X x Ap — L sa

0p(Ey,x, Ey) = Eyz(v), (5.12)

zasve u,v € X*ix e X.

Teorema 5.2.1. Neka je E fazi desna kongruencija na slobodnom monoidu
X*. Tada

(a) 0 je dobro definisano preslikavanje i o/p = (Ag, X,d0g) je fazi au-
tomat;
(b) za sve u,v € X* ipe X*\ {e} imamo
0p(EBu, p, Ey) = Eyp(v) = E(up,v). (5.13)
Dokaz. (a) Neka je E, = E, 1 E, = E,, za neke u,v,p,q € X*, i neka je

x € X. Tada je
E(uz,px) > E(u,p) = 1,
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i otuda je Fy; = Ep;. Sada imamo
5E(Eu7x7 E’U) = Eux(v) = EI”(”) = Ey(plﬁ)

= Eq(px) = pr(Q) = 5E(Ep7xa Eq)‘
Prema tome, dp je dobro definisano i &/ = (Ag, X,0g) je fazi automat.

(b) Jednakost (5.13) dokazujemo indukcijom po duzini reci p € X*\ {e}.
Prema (5.12), ovo vazi za p € X* duzine 1. Dalje, pretpostavimo da (5.13)
vazi za svaki p € X* duzine k > 1, i uzmimo proizvoljan = € X. Tada je

0p(Bu,pr, By) = \/ [68(Eu,p,&) ® 0p(¢, z, B,)]
EEAR

=\ [08(Bu,p, Bw) ® 65(Bw, , E,)]
weX*

= \/ [ E(up, w) @ E(wz,v)]
weX*

< \/ [ E(upz, wz) ® E(wz,v)] < E(upz,v) = Eypy(v),
weX*

i, takode,

5E(EuapmaEU) = \/ [6E(EU7pa£) ®5E(§,$,EU)]
§EAR

Z 5E(Euap7 Eup) 029 5E(Eup> z, Ev)
= Eup(up) @ Eupe(v) = Eupa(v)-

Dakle, 0g(Ey, px, Ey) = Eypz(v), tj. zakljucujemo da (5.13) vazi za svaki
pe X*\{e}. O

Automat &y = (Ap, X, dg) je fazi automat, koji se naziva automat fazi
desne kongruencije E, ili fazi automat odreden sa E. Na osnovu (2.9) imamo
da se dp moze predstaviti i na slede¢i nacin:

0p(Eusp B) = N\ Eu(up) = Eu(v) (5.14)
weX*

= N Ep(w) < Ey(w) (5.15)
weX*

=\ Eu(up)® Eyu(v), (5.16)

weX*
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za sve u,v,p € X*. Primetimo da se (5.15) mozZe protumaciti na slede¢i na-
¢in: "stepen prelaza 0 (E,, p, E,) jednak je stepenu jednakosti klasa Ey, i E,”.
Obiéno &/p razmatramo kao fazi automat sa krisp inicijalnim stanjem E,,
i pisemo &g = (Ap, E., X,dg). Specijalno, kada govorimo o raspoznavanju
fazi jezika sa @/g uvek pretpostavljamo da fazi automat /g kreée iz krisp
inicijalnog stanja FE..
Drugim re¢ima, kazemo da automat «g raspoznaje fazi jezik f € F(X*)
fazi skupom zavrsnih stanja 7 € % (Ag) ako je

fw) ="\ 0p(Be,u,8) @7(€)

§EAER

- \/ 5p(Ee,u, By) @ 7(Ey) (5.17)
weX*

=\ E(uww)®7(Ey),
weX*
za svako u € X*.

Naredna teorema je jedna od glavnih teorema ove glave. Njome se raspo-
znavanje fazi jezika fazi automatom dovodi u vezu sa veoma znacajnim kon-
ceptom teorije fazi skupova, konceptom ekstenzionalnosti u odnosu na fazi
ekvivalenciju.

Teorema 5.2.2. Neka je E fazi desna kongruencija na slobodnom monoidu
X*. Fazi jezik f € F(X*) se moZe raspoznati automatom <y ako i samo
ako je f ekstenzionalan u odnosu na E.

Dokaz. Uzmimo da automat o/ raspoznaje fazi jezik f fazi skupom zavrsnih
stanja 7 € .F (Ag). Tada, za u,v € X*, prema (1.25) imamo

)@ E@uw,v) = | \/ 0p(Ee,u, By) @ 7(Ey)| @ E(u,v)
weX*

= \/ [08(Be,u, By) ® B(u,v) @ 7(Ey)]
weX*

= \/ [E(u,w) ® E(u,v) @ 7(Ey)]
weX*

< \/ [E(v,w)®T(Ew)]
weX*

= \/ [5E(EE,U,Ew)®T(Ew)] :f(’U)

weX*
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Dakle, fazi jezik f je ekstenzionalan u odnosu na F.

Obratno, neka je f ekstenzionalan u odnosu na FE. Za svaki u € X*
neka je 7(E,) = f(u). Ako su u,v € X* takvi da je E, = E,, onda je
E(u,v) =1, odakle je f(u) = f(u) ® E(u,v) < f(v), islitno, f(v) < f(u),
tj. f(u) = f(v). Ovim smo dokazali da je 7 dobro definisan fazi podskup od
Ag.

Sada, za proizvoljno u € X*, zbog refleksivnosti fazi relacije E sledi

fw)=Ewwefu) < \/ Buw)ef(w)= \/ dpEe,u, Ey)@7(Ey),
weX* weX*

i posto je f ekstenzionalan u odnosu na E imamo

\/ 08(Ee,u, By)@7(Ey) = \/ E(u,w)@ f(w) < f(u).

weX* weX*

Prema tome,

fw) ="\ 08(Ee,u, Bw) ©7(Ey),
weX*

Sto znaci da @/p raspoznaje fazi jezik f fazi skupom 7. [

Naredna teorema pokazuje da svaki fazi jezik koji se moze raspoznati
nekim fazi automatom moze biti raspoznat deterministickim automatom.

Teorema 5.2.3. Neka je E fazi desna kongruencija na X* i E njen krisp
deo. Tada je

(a) Krisp deo fazi automata /g je deterministicki automat izomorfan sa
Az ;

(b) svaki fazi jezik f € F(X*) raspoznatljiv fazi automatom </g moZe se
raspoznati i sa .

Dokaz. Za proizvoljne u,v,p € X* imamo
55(Eu,p, Ey) =1 & E(up,v)=1 & Ey=E,
= Eup:EU = )‘E(E\uap)zﬁv-

Ovo znadi da je SE preslikavanje iz Ap x X™* u Ap, i da se poklapa sa Az.
Dakle, preslikavanje E, — Eu je izomorfizam deterministickog automata
Ay = (AE,X,SE) na deterministicki automat oz = (Ag, X, Az), i prema
tome, vazi (a).
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(b) Pretpostavimo da /g raspoznaje fazi jezik f € .Z(X*) fazi skupom
zavrsnih stanja 7 € . (Ag), odnosno

fw) =\ 0p(Beu,Ey) @ m(Ey) = \/ E(u,w)®71(Ey),
weX* weX*

za svaku re¢ u € X*.
Sada, definisimo ¢ : Az — L sa 0(E ) f(u), za proizvoljno v € X*.

Razmotrimo u,v € X* takve da je E, = E,,. Tada je E,, = Ey, tj., E(u,v) =
E(v,u) = 1, sto povlaci

\ E(ww)@r(E,) = \/ E@u) & Eu,w)&1(Ey)

weX* weX*
<V E,w)®7(Ey) = f(v).
weX*

Prema tome je f(u) < f(v). Na slican nac¢in pokazujemo da je f(v) < f(u),
odnosno f(u) = f(v). Dakle, 6 je dobro definisano. Stavise, za svako u € X*
vazi R R

f(u) = 0(Ey) = 0(Agp(Ee, u)),
i zakljucujemo da automat @75 raspoznaje fazi jezik f fazi skupom finalnih
statnja 6. [

5.3. Nerodeove i Myhillove fazi relacije

Motivisani ¢injenicom da proizvoljnom inicijalnom deterministickom automa-
tu mozemo pridruziti tzv. Nerodeovu desnu kongruenciju, kao i Myhillovu
kongruenciju, u ovom odeljku uvodimo koncepte Nerodeove fazi desne kon-
gruencije i Myhillove fazi kongruencije pridruzene inicijalnom fazi automatu.

Neka je o7 = (A, 0,X,6) inicijalni fazi automat. Za proizvoljno u € X*,
fazi skup o, € #(A) definisemo sa

ou(a) =\/ a(b) @ 8(b,u,a) = (00 6,)(a),
beA

za svako a € A. Istom formulom mozemo definisati i fazi jezik o, € .Z(X"),
za svaki a € A, tj., za proizvoljan u € X* stavljamo o, (u) = oy(a).

Sada, fazi relaciju N na slobodnom monoidu X* definiSemo sa:

Ny (u,v) = /\ ou(a) < oy(a) = /\ oq(u) <« o4(v), (5.18)

a€A acA
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za sve u,v € X* i nazivamo je Nerodeova fazi relacija fazi automata o7 .
Vazi sledeca

Teorema 5.3.1. Za proizvoljan inicijalni fazi automat o7 = (A,0,X,9),
Nerodeova fazi relacija Ny je fazi desna kongruencija na X*.

Dokaz. Prema Valverdeovoj Teoremi Reprezentacije [120] (videti i [23]),
N,y je fazi ekvivalencija. Dalje, razmotrimo proizvoljne u,v,w € X*. Tada
za stanja a,b € A, prema (5.22) i (1.20) sledi da je

Nz (u,v) < oula) < oy(a)

= (00d4)(a) < (g04y)(a)
< (0 0dy)(a) ® dy(a,b) < (o 0dy)(a) @ dy(a,b),

pa odatle, i iz (1.55) i (1.60) imamo da je
[Uod a) @ 6y (a,b) < (0 06,)(a) ® duw(a,b)]

[ (00 62)(a) @ 8 (a,b)} o [\/(goav)(a)mw(a,b)}

acA acA
= (000, 00y)(b) < (006, 0 0w)(b)
= (00 0uw)(b) = (0 0 6yw) (D)
= Uuw(b) A va(b)a
za svaki b € A. Dakle
) < N\ Guw(b) < oww(b) = Ny (uw, vw),
beA

Sto znaci da je N, fazi desna kongruencija na X*. [J

Dalje, neka je o7 = (A, 0, X, §, 7) fazi raspoznavaé, neka je N, Nerodeova
fazi desna kongruencija od <7, i uvedimo oznaku N = N, . Tada mozemo
definisati 7 : Ay — L sa

TN(Nu) :UuOT:L(ﬂ)(u)a (5'19)
za svaki u € X*. Tada imamo da vazi sledeca
Teorema 5.3.2. Neka je o7 = (A,0,X,0,7) fazi raspoznavaé i N = Ny
Nerodeova fazi desna kongruencija na <.

Tada je T dobro definisano preslikavanje i o/ = (An, Ne, X, 0N, TN) je
fazi raspoznavac, takav da je L(o/y) = L(<).
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Dokaz. Neka su u,v € X* takvi da je N, = N, tj., N(u,v) = 1. Prema
(5.22) imamo da je oy (a) = oy(a), za svako a € A, §to znaci da je o, = oy,
odnosno

TN(Ny) =0y oT =0y 07 =7N(Ny).
Odatle je 7y dobro definisano preslikavanje i @ = (An, N, X, 0N, 7N) je
fazi raspoznavac.

Dalje, za proizvoljne u,v € X*, iz (1.20) i (1.55) sledi da je

N(u,w) =/ ou(a) < oy(a)

a€A

< A [rul@) © 7(a) < ou(a) © 7(a)

acA
< {\/ ou(a) ®T(a)} - [\/ oy(a) ®T(a)}
a€A acA
; T;(Nu) <—>UTN(NU)
< 7N (Ny) = 7N (Nu),

i zbog osobine adjunkcije dobijamo
N(u,v) @ 75 (Ny) < 7N (Ny).
Ova nejednakost vazi za svaku re¢ v € X*, te imamo

L(an)(u) = \/ onv(Neyu, Ny) @ v (Ny) = \/ N(u,v) @ 73 (V)
veX* veEX*
< (V) = L) ().
(5.20)
Sa druge strane je

L<JZ{N)(U) - \/ 6N(Neau7Nv) ®TN(NU) = \/ N(u,v) ®TN(N’U)
veEX* veEX*
= N(U,U) & TN(Nu) = TN<NU) = L(JZ{)(U)
(5.21)
Prema tome, L(&)(u) = L(</y)(u), za svaki u € X*, i odatle je L(&/) =
L(e/n). O

Primetimo da, kada je o jednoelementan krisp podskup od A, odnosno
o = {a}, za neki a € A, onda odgovaraju¢u Nerodeovu fazi desnu kongruen-
ciju oznac¢avamo sa N, i mozemo je predstaviti na slede¢i nacin:
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No(u,0) = /\ 6(a,u,b) < 5(a,v,b), (5.22)
beA

Fazi automatu o/ = (A, X,J), mozemo takode pridruziti fazi relaciju
M s na slobodnom monoidu X* definisanu sa

My (u, /\5aub)<—>5avb /\N U, v) (5.23)
a,be A acA

za sve u,v € X*, koju nazivamo Myhillova fazi relacija fazi automata o7 .

Teorema 5.3.3. Za proizvoljan fazi automat o7 = (A, X,0), Myhillova fazi
relacija Moy je fazi kongruencija na X*.

Dokaz. Kao presek svih fazi desnih kongruencija, M., je takode fazi desna
kongruencija. Da bi dokazali levu kompatibilnost fazi relacije M/, razmot-
rimo proizvoljne u,v,w € X*. Tada za sva stanja a,b,c € A, prema (1.20) i
prema (1.55) imamo

Moy (u,v) < /\ [0(a,w,b) ®d(b,u,c) < §(a,w,b) @ (b, v,c)]

beA
< [\/ 0(a,w,b) ® (b, u,c)} — [\/ d(a,w,d) ® (5(d,v,c)}
beA deA

= d(a,wu, c) < d(a,wv,c),
za sve a,c € A, odakle je

Moy (u,v) < /\ [6(a, wu,c) < d(a, wv,c)] = My (wu, wv).
a,ceA

Dakle, M., je leva fazi kongruencija, pa je i fazi kongruencija na X*. [

Naredna teorema pokazuje da je proizvoljna fazi desna kongruencija na slo-
bodnom monoidu X* jednaka Nerodeovoj fazi relaciji faktor fazi automata
koji odgovara toj relaciji.

Teorema 5.3.4. Neka je E fazi desna kongruencija na X*. Tada vazi

(a) Nerodeova fazi desna kongruencija fazi automata </g poklapa se sa E;

(b) Mubhillova fazi kongruencija fazi automata </g je fazi kongruencijsko
otvorenje od E.
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Dokaz. Prema jednakosti (18) iz [23], i njenoj posledici koja je, takode
data u [23], za proizvoljne u,v € X* vazi

N%E(Q’hv) - /\ 6E(Eeyu7Ew) — 5E(E67U7Ew)
weX*

= /\ E(uw) < E(v,w)
weX*

= A\ Eu(w) < Ey(w) = E(u,v),

weX*
i odatle je N, = E. Sa druge strane, za proizvoljan p € X*, jednakost (18)
iz [23] daje

NEp(u7U) = /\ 5E(Ep>uaEw) — 6E(Ep7UaEw)
weX*

— N\ E(pu,w) < E(pv,w)
weX*

— /\ Ey(pu) < Ey(pv) = E(pu,pv),
weX*

iz cega sledi

My, (u,v) /\ RE, (u,v) /\ E(pu,pv) = E°(u,v).
peX™ peX™

Dakle, M/, = E°. O

5.4. Determinizacija fazi automata

Neka je o = (A,o0,X,0,7) fazi raspoznavac. Po analogiji sa nedeterminis-
tickim automatima, mozemo formirati deterministicki fazi raspoznavac

Az = (F(A),0, X, \z,77),

gdesu Ag : F(A) x X - F(A)itg: F(A) — L definisani sa

Az () (@) = \/ pb) @ 6(b,z,a), 75(u) = \/ pb)©7(b), (5.24)

beA beA

za proizvoljne p € F#(A), a € Aix € X, ili ekvivalentno,

Az, @) = pode, Tz(p)=por. (5.25)
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Jednostavno se dokazuje da je L(«/) = L(«/). Medutim, ova konstruk-
cija ima oc¢igledan nedostatak: u veéini sluc¢ajeva, struktura .Z istinitosnih
vrednosti je beskonaé¢na, i prema tome, .#(A) je, takode, beskona¢an skup.
Ovu ¢injenicu primetili su Bélohlavek u [4] 1 Li i Pedrycz u [81]. Takode su
primetili da se sve istinitosne vrednosti iz .Z ne koriste pri radu fazi raspoz-
navaca 7, i predstavili su drugi na¢in za determinizaciju fazi automata.

Ako je o konacan fazi raspoznavac i . je lokalno konac¢an poluprsten,
onda su L. i Lg konaé¢ni skupovi, i Bélohlavek in [4] i Li i Pedrycz u [81]
su pokazali da je

dz =Ly, 0. XAz, 77),

sa Az i 7# definisanim u (5.24) ili (5.25), konacan deterministicki fazi raspoz-
navag, takav da je L(«/) = L(</#). Stavise, Li i Pedrycz su dokazali da za
svaki konacan fazi raspoznavaé </ postoji konac¢an deterministicki fazi raspoz-
nava¢ o/’ takav da je L(«/) = L(</") ako i samo ako je poluprsten . lokalno
konacan.

Dalje, neka je &7 = (A, 0, X, ¢) inicijalni fazi automat nad .£. Setimo se
da smo za svaku re¢ u € X* definisali fazi skup o, € .Z#(A) sa

ou(a) = \/ o(b) @ 8(b, u,a), (5.26)
beA

za proizvoljno a € A, ili ekvivalentno,
Oy = 00 0y. (5.27)
Neka je Ay = {oy|u € X*}, i neka je A\, : Ay x X — A, definisano sa:
Ao (Oy, @) = Oyz,

za svako u € X* iz € X. Ako je uz to, o = (A, o0, X, 0, 7) fazi raspoznavac,
onda mozemo definisati fazi skup 7, € % (A,) sa

To(Uu) =0y 0T, (528)
za svako u € X*. Imamo da vazi sledece:
Teorema 5.4.1. Neka je of = (A, 0,X,0) inicijalni fazi automat. Tada

(a) A je dobro definisano preslikavanje i Ay = (Ag,0e, X, As) je inicijalni
deterministicki automat;
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(b) Ako je pored toga, of = (A,o0,X,0,7) i fazi raspoznavacd, onda je o, =
(Ag,0¢, X, Ao, 7o) deterministicki fazi raspoznavaé i L(of) = L(<,);

(c) A, C LA,

Dokaz. (a) Neka su u,v € X* takvi da je o, = 0,. Tada, za proizvoljan
x € X vazi da je

Oug = 0 00yz = 000,00, =000, 00; =0 00yy = Oy,

i odatle je A\, dobro definisano preslikavanje, i @7, = (A, 0e, X, \s) je deter-
ministicki automat sa inicijalnim stanjem o, = o.

(b) Za svako v € X* imamo da je
L) (u)=c0dy0T =0y 0T =Ts(04) = To(Ao(0e, 1)) = L(y) (1),

i prema tome, L(&/) = L(,).
(c) Evidentno je da je proizvoljan ¢lan fazi automata A, preslikavanje iz
Au Ly, ivazi A, C LY. O

Ako je o/ konacan fazi automat, onda deterministicki automat <7, nije
obavezno konacan, sto pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 5.4.1. Neka je .Z proizvod struktura, i neka je inicijalni fazi au-
tomat o/ = (A,0,X,0) nad .Z, gde je A = {ap, a1}, 0 = {ap} krisp inicijalno
stanje, i X neki konacan alfabet, dat slede¢im grafikom prelaza:

z/0 x/0.5 /0.5
(>
z/0

za savko x € X. Tada za svaku re¢ u € X* i svako stanje a € A imamo

0 ko je a =
au(a)=5(ao,u,a)={1 Lo

st akojea=a;

gde |u| oznacava duzinu re¢i u. Dakle, ima beskonaéno mnogo fazi skupova
oblika ¢, odnosno @7, je beskonacan.
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Iz prethodnog primera se prirodno namecée pitanje: Pod kojim uslovima
je deterministicki automat .7, konacan? Najpre razmatramo uslove na struk-
turi istinitosnih vrednosti ., pod kojima je automat 7, sigurno konacan.
Li i Pedrycz su dokazali u [81] da je svaki kona¢an fazi raspoznavac¢ nad &
ekvivalentan konacnom deterministckom fazi raspoznavac¢ ako i samo ako je
redukt . od .Z lokalno kona¢an poluprsten. Sli¢no, imamo sledeée

Teorema 5.4.2. Za svaki konacan inicijalni fazi automat &/ nad £, sa
fazi skupom o inicijalnih stanja, deterministicki automat <7, je konacan ako
1 samo ako je redukt . od £ lokalno konacan poluprsten.

Dokaz. Najpre, neka je .7 lokalno konacan poluprsten. Razmotrimo proiz-
voljan konacan fazi automat .o/ sa fazi skupom o inicijalnih stanja. Tada je
podpoluprsten L., od . konacan, buduéi da je generisan kona¢nim skupom
0(Ax X x A)Uo(A), i prema Teoremi 5.4.1 zaklju¢ujemo da je <7, konacan
deterministicki automat.

Obratno, pretpostavimo da je deterministicki automat 7, konacan, za
svaki konacan fazi automat o/ nad .2, sa fazi skupom o inicijalnih stanja.
Neka je ' = (L', V,®,0, 1) podpoluprsten od . generisan kona¢nim skupom
{lr,... I} € L\ {0}

Definisimo inicijalni fazi automat o/ = (A, ap, X,0) nad £ na sledeéi
nacin: A = {ag,a1}, o = {ap} je krisp inicijalno stanje, X = {z1,...,xx} 1
0:Ax X x A— L je data sa

5((107'171'7010) = 07 5((11,17@',(10) = 07 5((1071:@"&1) = ll'a 5(&1,1‘@,@1) = ll'a

zasvakii € {1,...,k}. Tada za proizvoljno u = x;, ---x;, € X*, pri ¢emu su
Ziyy ..., i, € X, 1proizvoljno a € A vazi

0 ako je a = qg

oula) = d(ag,u,a) = .
() (0 ) {l”@@lzn ako je a = ay

Prema pretpostavci, <7, je konacan, tj., ima kona¢no mmnogo razli¢itih fazi
skupova oblika o,, za v € X*. Medutim, ovo zna¢i da postoji konac¢no
mnogo razli¢itih proizvoda oblika l;; ® - -+ ® [;,,, odnosno, monoid (L', ®,1)
je konacan, $to znaci da je i podpoluprsten .’ takode konac¢an. Prema tome,
< je lokalno konacan poluprsten. [

Primetimo da, ako je .Z Heytingova algebra, Lukasiewiczeva ili Godelova
struktura, onda je . lokalno kona¢an poluprsten, ali ako je .Z proizvod
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struktura, onda . nije lokalno konacan, i Primer 5.4.1 pokazuje da, u ovom
slucéaju postoji konacan inicijalni fazi automat & = (A, 0, X,d) za koji je
o7, beskonacan.

U slucaju kada je dat fazi automat nad kompletnom, reziduiranom mrezom
determinizaciju, analogno dobro poznatoj konstrukciji dostiznih podskupova
(engl. accessible subset construction ili accessible powerset construction),
koja se koristi u determinizaciji nedeterministickih krisp automata.

Algoritam 5.4.1. Konstrukcija dostiznih fazi podskupova Ulaz ovog algo-
ritma je inicijalni fazi automat &/ = (A, o0, X,J), a izlaz je deterministicki
inicijalni automat <, = (A, 0e, X, A\s). Postupak se odnosi na konstruk-
ciju stabla prelaza deterministickog fazi automata @7, direktno iz 7. Stablo
prelaza se konstruise induktivno na slede¢i nacin:

(1) Koren stabla je fazi skup o, = o, i ozna¢imo sa Ty = {o¢}.

(2) Posle i-tog koraka, pretpostavimo da je stablo T; konstruisano, i da su
¢vorovi u 7T; oznaceni ili sa 'zatvoren’ ili sa 'ne-zatvoren’. Znacenje ova
dva termina razjasni¢emo kasnije.

(3) U narednom koraku pravimo stablo T;; tako sto formiramo, za svaki
ne-zatvoren list o € T; i svaki x € X, ¢vor 0 od, i granu iz 0 u g o,
oznacenu sa x. Ako uz to, ¢vor o o d, predstavlja ponovo neko stanje
koje je vec bilo konstruisano, kazemo da je zatvoren i obelezavamo ga
sa X. Postupak se zavrSava kada su svi listovi oznaceni kao zatvoreni.

(4) Kada je stablo prelaza 7, konstruisano, briSemo sve x oznake i lepi-
mo listove sa unutrasnjim ¢vorovima sa istom oznakom. Rezultujuéi
dijagram je graf prelaza deterministickog fazi automata .<7;.

Primer 5.4.2. Neka je .Z Godelova struktura, i neka je inicijalni fazi au-
tomat &7 = (4, ap, X,d) nad .Z, gde je A = {ap,a1} 1 X = {z,y}, predstav-
ljen sledeé¢im grafom prelaza:

/0, y/0 /0.5, y/1 2/1,4/0.5
CAllly-»

T z/0, y/0
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Ako predstavimo o, 6, i 6, kao fazi matrice nad .2, tj.,

0 05 0 1
oe=[1 0], ‘5$_[0 1]’ 5y_{0 0.5}’

imamo da je

0 0.5
Op =000, =1 0]0[0 1]:[0 0.5],

Uy20605y:[1 0]0[8 015]_[0 1]7

0300z = 0z, 0z00, =0y, 0y00; =0y, 0y00dy =0y,

i dobijamo stablo prelaza fazi automata o7, predstavljeno Slikom 1. Brisa-
njem X oznaka i spajanjem listova sa unutras$njim ¢vorovima sa istom oz-
nakom dobijamo graf prelaza od <7, predstavljen Slikom 2.

Slika 1. Stablo prelaza od o, Slika 2. Graf prelaza od o,

Primer 5.4.3. Neka je .Z proizvod struktura, i neka je inicijalni fazi au-
tomat o = (A,0,X,0) nad .Z, gde je A = {ag,a1,a2}, 0 = {ag} je krisp
inicijalno stanje, i X je neki konacan alfabet, dat slede¢im grafom prelaza:

ac/O.5
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za svako x € X. Tada o, i §,, za svaki x € X, mogu da se predstave

matricama
0 1 0
oe=[1 0 0], b=|1 0 0],
0.5 05 0.5
1 vazi
0 1 0
Op=0,06,=[1 0 0Jo| 1 0 0]|=[0 1 0],
0.5 05 05
0 1 0
0,00, =[0 1 0]o| 1 0 0|=[1 0 0]=o0,
0.5 0.5 05

za sve ¢ € X. Dakle, A, = {0¢,0,} je konacan skup, dok je podpoluprsten
S od £ generisan skupom {0,0.5,1} beskonacan (sadrzi 1/2", za svako
n € N), tj. sz‘{ je takode beskonacan. To znaé¢i da, u nekim sluc¢ajevima
konstrukcija fazi podskupova moze da rezultuje beskona¢nim automatom,
dok konstrukcija dostiznih fazi podskupova rezultuje kona¢nim automatom.

Dokazali smo, u Teoremi 5.2.3 da je krisp deo fazi automata svake fazi
desne kongruencije deterministicki automat. U slu¢aju kada je ovaj automat
odreden Nerodeovom fazi desnom kongruencijom, imamo sledecu:

Teorema 5.4.3. Neka je of = (A,0,X,0) inicijalni fazi automat i neka je
N Nerodeova fazi desna kongruencija fazi automata < .

Tada je krisp deo fazi automata <y, izomorfan sa .

Dokaz. Oznacimo Nerodeovu fazi desnu kongruenciju N, krate sa N.
Prema Teoremi 5.2.3, krisp deo od @7y je deterministicki automat izomor-
fan sa </, pa treba da pokazemo da je @/ izomorfan (kao deterministicki
automat) sa .o7;.

Definisimo preslikavanje ¢ : Ag — A, sa @(]\Afu) = 0y, za svaki u € X*.
Tada je

~

N,=N, & Nuv)=1 & (Vac A)oyla) =0cu(a) & oy =0y,

za sve u,v € X", tj. ¢ je dobro definisano, injektivno preslikavanje. Takode
je ocigledo da je ¢ sirjektivno. Na kraju, za svaki v € X* iz € X vazi

‘P(Aﬁ(i\\fmm)) = @(ﬁux) = Ouz = Ao (0w, @) = AU(‘P(Nu),x)a

i odatle je ¢ izomorfizam iz &/ na . [
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Sada smo spremni da odredimo potrebne uslove na fazi automatu &/ u
odnosu na koje odgovarajuc¢a Nerodeova fazi desna kongruencija ima konacan
indeks, ili ekvivalentno, u odnosu na koje je automat o7, konacan.

Teorema 5.4.4. Neka je of = (A, 0,X,0) konacan inicijalni fazi automat.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) Nerodeova fazi desna kongruencija Nos ima konacan indeks;

(ii) Automat <, je konacan;

(iii) Fazi jezik o4 ima konacan rang, za svako a € A;
)

(iv) Svaki fazi jezik raspoznatljiv sa </ moze biti raspoznat konacnim de-
terministickim fazi raspoznavacem.

Dokaz. (i)<(ii). Ovo sledi neposredno iz Teoreme 5.4.3.

(ii)=-(iv). Ovo sledi iz Teoreme ?7.

(iv)=-(iii). Razmotrimo proizvoljno stanje a € A. Lako se proverava
da o7 raspoznaje fazi jezik o, krisp terminalnim stanjem {a}, i prema pret-
postavci (iv), dobijamo da se o, moze raspoznati konaénim, deterministickim
fazi raspoznavacem % = (B, by, X, \,0), tj., 0q(u) = 0(A(bo,w)), za svako
u € X*. Odavde sledi da je

ran (o,) < ran (0) < |B|,

odnosno da o, ima konacan rang.

(iii)=-(i). Pretpostavimo da vazi (iii). Neka je A = {a1,a2,...,a,}, za
neko n € N. Za svako i € {1,2,...,n}, definisimo relaciju fazi ekvivalencije
N’ na X* sa

N'(u,v) = 04,(u) < 04,(v),
za sve u,v € X*. Tada je Ni(u,v) = 1 ako i samo ako je a4, (u) = o4, (v),
sto znaci da je N* = ker(og, ), odakle je
ind(N?) = ind(N') = ind(ker(o,)) = ran (0q,),
i prema pretpostavci N’ ima konacan indeks.

Oznac¢imo Nerodeovu fazi desnu kongruenciju N krace sa N. Tada je

n

N(u,v) = /\ oa(u) < o4(v) = /\ N (u,v),

a€A =1
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za sve u,v € X*, i za proizvoljno ¢ € {1,2,...,n}iu € X* vazi da je
J J
n
N,= AN
i=1

Odavde sledi

ind(N) = [[ind(N') = [ ran (ca,).
=1 =1

i stoga, N, ima konacan indeks. [J

Primer 5.4.4. U Primeru 5.4.1 je o4,(u) = 0, za svaku re¢ u € X*,
odakle je ran (oq,) = 1, ali je oq,(u) = 1/21%, za svaki u € X*, te o,
ima beskonacan rang.

Sa druge strane, u Primeru 5.4.3 imamo

0 ako je |u| neparan broj 1 ako je |u| neparan broj
Oag (u) = ) (11( )=

1 ako je |u| paran broj 0 ako je |u| paran broj

i 0gy(u) = 0, za svaki u € X*. Prema tome ran(o,,) = ran(o,,) = 2 i
ran (oq,) = 1.

5.5. Minimalni deterministicki fazi raspoznavac

Razni metodi za ” minimizaciju” fazi automata razmatrani su u brojnim rado-
vima [2, 20, 78, 87, 89, 101]. Medutim, iako je koriséen termin ”mini-
mizacija”, ni u jednom od tih radova se nije radilo sa pravom minimizaci-
jom, koja ¢e kao rezultat dati minimalni fazi automat odredenog tipa, na
primer, minimalni fazi automat koji raspoznaje dati fazi jezik. Naime,
metodi koji su razvijani u tim radovima bili su zapravo metodi za reduk-
ciju fazi automata, tj. za nalazenje fazi automata sa manjim brojem stanja
koji raspoznaju isti jezik kao polazni automat, bez obaveznog odredivanja
minimalnog automata sa tim svojstvom.

U ovom odeljku pokazac¢emo da se minimalnost moze posti¢i kod deter-
ministickih fazi raspoznavaca, tj. da za svaki fazi jezik postoji deterministicki
fazi raspoznava¢ minimalne kardinalnosti koji ga raspoznaje.

Za fazi jezik f € F(X*)iu e X¥, fazi jezik f, € F(X*) definisan sa

fu(v) = [(uv),
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za svako v € X, nazivamo izvod (ili desni razlomak) fazi jezika f u odnosu
na u. Neka je Ay skup svih izvoda od f, tj., Ay = {fu|u € X*}, i definisimo
5f:Af><X><Af—>Lsa

fu>$ fv = /\ fu:v — fv(w)a (529)
weX*
zasve u,v € X*iz e X.

Pre no sto predemo na formulaciju i dokaz naredne teoreme, setimo se
da smo u poslednjem odeljku prethodne glave svakom fazi podskupu f polu-
grupe S pridruzili fazi relaciju Ry definisanu sa

Ry( /\fax<—>fbx /\Efaxbx)
zesSt z€S!

za sve a,b € S, i pokazali da je Ry najveca fazi desna kongruencija u odnosu
na koju je f ekstenzionalan. U nasim daljim razmatranjima takve fazi desne
kongruencije na slobodnom monoidu X* bi¢e pridruzivane fazi jezicima.

Teorema 5.5.1. Za svaki fazi jezik f € F(X*), preslikavanje é¢ je dobro
definisano i o/y = (Ay, X,0y) je fazi automat izomorfan sa g, .

Dokaz. Neka je f, = f, 1 fo = fy, za neke u,v,p,q € X*, i neka je v € X.
Tada je

Sp(fus, fo) = I\ fue(w) = fu(w) = N\ fulzw) < fo(w)

weX* wEX*
/\ fp rw qu /\ fpx qu(w):(gf(fpaxafq)v
weX* weX*

i odatle, ¢ je dobro definisano i .27 je fazi automat.

Definisimo sada fazi preslikavanje ¢ : Ay — Apr sa ¢(fy) = Ry, za svaki
u € X*, pri cemu je R oznaka za glavnu desnu fazi kongruenciju Ry. Za pro-
izvoljne u,v € X* vazi da je f, = f, ako i samo ako je R(u,v) = 1, tj., ako i
samo ako je R, = R,,. Dakle, ¢ je dobro definisano, bijektivno preslikavanje.

Za sve u,v € X*ix € X imamo

5f(fmx>fv): /\ fuz( )va /\ fuxw <—>f(vw) (uac,v)

weX* weX*

= Rux(’U) = 5R(Ru,1'7 Rv) = 5R(¢(fu)vx> ¢(fv))>

i prema tome, ¢ je izomorfizam fazi automata. [
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Za fazi jezik f € F(X*), definisimo preslikavanje Ay : Ay x X — Ay sa

A (fur®) = fua, (5.30)

za svakou € X*ix e X.
Ocigledno, Ay se moze prosiriti do preslikavanja X} c Ay x X* — Ay tako
da je
)\}(fu,’l)) = fuvs (531)

za sve u,v € X*, koje, bez opasnosti od zabune, krace oznacavamo sa Ay.

Teorema 5.5.2. Za svaki jezik f € F(X*), preslikavanje Ay je dobro
definisano i (Ay, X, \f) je deterministicki automat izomorfan sa ;zfﬁf.

Stavise, (Af, X, Ay) je krisp deo fazi automata <.

Dokaz. Neka je f, = fy, za neke u,v € X*, i neka je z € X. Tada, za

svaki w € X* vazi fuz(w) = fulzw) = fu(zw) = fu(w), paje fuz = foz-
Prema tome, A je dobro definisano. Jednostavnosti radi, uvedimo oznaku
o = (Af, X, X\y)

Definisac¢emo preslikavanje ¢ : Ay — Apsah(fy) = Ry, zasvakiu € X7,
gde smo sa R krace oznagcili fazi relaciju Ry. Kao u dokazu Teoreme 5.5.1
dobijamo da je ¥ dobro definisano bijektivno preslikavanje, i jednostavno se
pokazuje da je v izomorfizam automata, tj., Y(Ar(fu, ) = A(¥(fu), z), za
sveu e X ixeX.

Dakle, dokazali smo da su o i ssz%f izomorfni deterministicki automati.

Na osnovu ovoga i prema Teoremi 5.2.3 sledi da je o krisp deo od &7, , tj.
o =gy, [

Teorema 5.5.3. Za svaki fazi jezik [ € % (X*), oba fazi automata <5 i
oy raspoznaju [ krisp inicijalnim stanjem f i fazi skupom zavrsnih stanja

Tr € F(Ay) koji je definisan sa

7r(9) = g(e), (5.32)

za svako g € Ay.

Dokaz. Prema Teoremi 5.5.1, imamo

5f(fu:pa fv) = 5R(Rmpa Rv) - R(Up, U)y
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za sve u,v,p € X* (R je kraca oznaka za Ry). Stavise, za svako v € X* je
7(fo) = fole) = f(v), i vazi
\ 6r(fiwg)@7i(9) =\ 65(fru, fo) @ 7(fo)

gGAf veX*

= \/ R(u,v) ® f(v) = f(u),

veX*

za svaku re¢ u € X*. Osim toga je
Tr(Af(fru)) = T (Ap(fe, u) = 7¢(fu) = fule) = f(u).

Sto znaci da i o7} i 42?; raspoznaju fazi jezik f fazi skupom 7. [

Sada smo spremni da dokazemo da je .27y minimalni deterministicki fazi
raspoznavagc fazi jezika f, odnosno, da ima najmanju kardinalnost medu svim
deterministickim fazi raspoznavacima koji raspoznaju f.

Teorema 5.5.4. Neka je f € F(X™) proizvoljan fazi jezik.

Tada je JZ/{;: (Af, f, X, Xf, 7¢) minimalni deterministicki fazi raspozna-
vac fazi jezika f.

Dokaz. Neka je o7 = (A, ag, X, d, ) proizvoljan deterministicki fazi raspo-
znavaé fazi jezika f, tj. f(u) = 7(ao), za svako u € X*.

Pretpostaviéemo najpre da je o/ dostizan deterministicki fazi raspozna-
vac. U tom slucaju, definisacemo preslikavanje ¢ : A — Ay sa:

pla) = fu < a=apu,
za svako stanje a € A. Dokaza¢emo da je ¢ dobro definisano. Razmotrimo
u,v € X* za koje je apu = agv. Tada je
fu(w) = fluw) = 7(ao(uw)) = 7((aou)w) = 7((av)w)
= 1(ap(vw)) = flvw) = fy(w),

za svaki w € X*. Dakle, f, = fy, pa je ¢ dobro definisano preslikavanje.

Ocito je ¢ surjektivno preslikavanje. Dokaza¢emo da je ¢ i homomor-
fizam. Zaista, za proizvoljan a € A je a = agu, za neki u € X*, pa je

p(av) = ¢((agu)v) = p(ao(uv)) = fuv
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za proizvoljnu re¢ v € X*. Prema tome, deterministicki fazi raspoznavac LQ/%;
je homomorfna slika od <7, pa je |Af\ < JA|.

Sa druge strane, ako .27 nije dostizan, onda razmatramo deterministicki
fazi raspoznavac /' = (A’ a9, X,0’,7'), gde je A’ sa oznacen skup svih
dostiznih stanja od 7, ¢’ je restrikcija od d na A’ x X, i 7’ je restrikcija od
7 na A’, koji je dostizan i raspoznaje isti jezik f. Tada na osnovu napred
dokazanog imamo da je |[Af| < |[A| < |A].

Dakle, u oba slucaja smo dobili da je JZ/{; manje kardinalnosti od &7,
¢ime smo dokazali da je to minimalni deterministicki fazi raspoznavac¢ koji
raspoznaje f. [

U opstem slucaju, skup Ay svih izvoda fazi jezika f, odnosno skup
stanja minimalnog fazi raspoznavaca tog fazi jezika, ne mora biti konacan.
Medutim, ako je taj skup konacan, onda se do njega moze doé¢i postupkom
koji utvrduje sledec¢a teorema.

Teorema 5.5.5. Neka je f € F(X*) proizvoljan fazi jezik. Definisimo
induktivno niz {Ag}reno podskupova od Ay sa:

Ao ={f},
b~ AUl o ey kem. O
Tada:

(a) Niz {Ag}reno je rastuci.

(b) Ako postoji k € NV takav da je Ay = Apy1, tada je Ay, = Ay

(c) Ako je Ay konacan skup, tada postoji k € NV takav da je Ay = Ay.
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Dokaz. (a) Tvrdenje (a) sledi neposredno iz 5.33.

(b) Podskup A" C Ay koji sadrzi f zvaemo zatvorenim za re¢ u € X*
ako je g, € A', za svaki element g € Ay. Kako je svaki element iz Ay oblika
fv, za neku re¢ v € X* 1 A’ sadrzi f, to je A’ zatvoren za sve reci iz X*
ako samo ako je A’ = Ay. Dakle, ne postoji pravi podskup od Ay zatvoren
za sve reci iz X*. Sa druge strane, nije tesko pokazati da je A’ zatvoren za
sve reci iz X* ako i samo ako je zatvoren za sva slova iz X. Kako jednakost
Ay = Ay, za neki k € NV u stvari znaci da je

{fux|fu€Ak,$EX)}gAka

odnosno da je Ay zatvoren za sva slova iz X, to prema napred ustanovljenom
imamo da je Ay = Ay, §to je i trebalo dokazati.

(c) Kako je niz {Ag }reno rastudi, to je
[ Aol <TAL] < -+ < AR < [App| <+ <Al

pa u slucaju da je Ay konacan skup dobijamo da je |Ax| = [Ag11|, za neki
k € N° i u tom sluéaju je Ay = Apyq, jer je niz {Ag}reno rastuéi. Prema
tome, tada je A = Ay. 0O

5.6. Minimizacija deterministickih fazi raspoznavaca

U prethodnom odeljku razmatrali smo pitanje kako konstruisati minimalni
deterministicki fazi raspoznavac¢ «7/; datog fazi jezika f, polazeti od tog fazi
jezika. Medutim, u praksi se ¢esto srece i drugaciji problem, kada fazi jezik f
nije dat eksplicitno, vec¢ je dat neki deterministicki fazi raspoznava¢ & koji ga
raspoznaje, i u tom slu¢aju minimalni deterministicki fazi raspoznavac 7y
treba konstruisati polazeéi od tog datog deterministickog fazi raspoznavaca
/. Takav postupak naziva se minimizacija deterministickog fazi raspozna-
vacéa /. U ovom odeljku baviéeno se upravo pitanjem minimizacije deter-
ministi¢kih fazi raspoznavaca.

Postupak za minimizaciju deterministickih fazi raspoznavaca, koji ¢emo
ovde predstaviti, veoma je slican dobro poznatom postupku za minimizaciju
obi¢nih deterministickih raspoznavaca pomocu kongruencija deterministickih
automata. Videtemo da je jedina razlika u tome $to se minimizacija obi¢nog
deterministickog raspoznavaca svodi na nalazenje najvece kongruencije sadr-
zane u glavnoj kongruenciji odredenoj skupom zavrsnih stanja, dok se mini-
mizacija deterministickog fazi raspoznavaca svodi na nalazenje najveée kon-
gruencije sadrzane u jezgru fazi skupa zavr$nih stanja. Napomenimo da,
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kako se fazi podskup skupa A definise kao preslikavanje iz A u L, jezgro fazi
skupa definiSemo kao jezgro tog preslikavanja. Treba voditi ra¢una o tome da
se u nekim izvorima jezgrom fazi skupa naziva ono $to mi ovde nazivamo
krisp delom fazi skupa.

Pre no sto krenemo na razmatranje kongruencija na deterministickim fazi
raspoznavacima, najpre uvodimo pojam izvoda fazi skupa njegovih zavrsnih
stanja. Neka je &7 = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspoznavaé¢. Proiz-
voljnom stanju a € A pridruzi¢emo fazi jezik 7, € #(X*) definisan sa sa

Ta(u) = 7(au), (5.34)

za svaku re¢ u € X*. Fazi jezik 7, nazivatemo izvodom fazi skupa T u
odnosu na a. Skup svih izvoda fazi skupa 7 oznacava¢emo sa A,, odnosno
A ={1,]a € A}.

Glavna svojstva izvoda fazi skupova stanja, kao i njihov odnos sa izvodima
fazi jezika, prikazani su u sledecoj teoremi.

Teorema 5.6.1. Neka je o7 = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspozna-
vaé. Tada za proizvoljne a € A i u,v € X* vaZi

Tau(v) = Ta(uv)- (535)

Osim toga, ako je &/ dostizan raspoznavac i f = L(), tada je Ay = A;,
tj., skup svih izvoda fazi jezika f jednak je skupu svih izvoda fazi skupa 7.

Dokaz. Razmotrimo proizvoljne a € A i u,v € X*. Tada imamo da je
Tauw (V) = 7((au)v) = T(a(uv)) = 74(uv).
Dalje, imamo da je f = 7,,, i za proizvoljne reci u,v € X* je

fu(v) = fluv) = 74 (uv) = 7T40u(v),

Sto znaci da je f, = Tqu, pa je Ay C A
Obratno, proizvoljno stanje a € A je dostizno, pa je a = agu, za neku
re¢ u € X*, odakle dobijamo da je

Ta(v) = Taou(v) = Tag (U’U) - f(uv) - fu(v)7

za svako v € X*, tj. 7, = fy, i dakle, A, C Ay.

Ovim je dokaz teoreme upotpunjen. [
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Neka je o7 = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspoznavac¢. Pod kongru-
encijom na & podrazumevamo svaku kongruenciju na deterministickom auto-
matu (A, X, ). Sae; oznacavacemo jezgro fazi skupa 7, odnosno relaciju ekvi-
valencije na A definisanu sa

(a,b) € < 7(a)=171(b),

za sve a,b € A. Pored ove relacije, fazi skupu 7 pridruzi¢emo i relaciju 7,
na A definisanu sa
(a,b) emr & 1,=1p,

za sve a,b € A. Imamo da vazi sledece

Teorema 5.6.2. Neka je o/ = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspozna-
vaé. Relacija m; je najveéa kongruencija na </ sadriana u ;.

Dokaz. Neka je (a,b) € 7, za neke a,b € A, i neka je z € X. Tada je
Ta = Tp, 1 za proizvoljno v € X* imamo da je

Taz(u) = Ta(wu) = T(2U) = T4 (),
sto znaci da je T4y = Tpy. Prema tome, (ax,bx) € m,, ¢ime smo dokazali da
je mr kongruencija na 7.
Dalje, ako je (a,b) € 7;, tj. 7, = 7, tada imamo da je 7(a) = 74(e) =
m(e) = 7(b), pa je (a,b) € ;. Prema tome, 7, C e;.
Konaé¢no, neka je m proizvoljna kongruencija na <7 takva da je m C e,.

Ako je (a,b) € 7, za neke a,b € A, tada za proizvoljno v € X* imamo da je
(au,bu) € m C &, odakle dobijamo da je 7(au) = 7(bu). To znadi da je

Ta(u) = 7(au) = 7(bu) = 1 (w),

i dakle, 7, = 7, odakle dobijamo da je (a,b) € m;. Prema tome, 7 C 7,
¢ime smo dokazali da je m, najveéa kongruencija na « sadrzana u ¢,. [

Neka je &7 = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspoznavac i 7 je kon-
gruencija na /. Tada mozemo definisati preslikavanje d, : A x X — A sa

5#(77(17 CC) = Tazx, (536)

i tada (Ar, ey, X, 07) jeste inicijalni deterministicki automat. Medutim, da
bi pomocu fazi skupa 7 mogli definisati odgovarajuci fazi podskup od A, kao
fazi skup zavrsnih stanja gornjeg automata, potrebno je i da kongruencija m
bude sadrzana u ;. Naime, vazi sledece
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Teorema 5.6.3. Neka je o7 = (A, ag, X, 0, 7) deterministicki fazi raspozna-
vaé, i neka je m kongruencija na o/ sadrzana u e,. Ako za proizvoljno a € A

stavimo da je
() = 7(a), (5.37)

tada je T, dobro definisan fazi podskup od Ay i oy = (Ax,Tay, X, 0n, Tr) je
deterministicki fazi raspoznavac takav da je L() = L ().

Dokaz. Ako je m, = mp, za neke a,b € A, tada je (a,b) € m C &,, pa je
7(a) = 7(b). Prema tome, 7, je dobro definisano preslikavanje iz A; u L.

Dalje, za proizvoljnu re¢ u € X* imamo da je
(Z()) (u) = T(aou) = Tx(Tagu) = Tr(Tagu) = (L (Fx)) (u),
idakle, £ (&) =2 (o). O

Teorema 5.6.4. Neka je o7 = (A, ap, X, 0, 7) dostizni deterministicki fazi
raspoznavaé koji raspoznage fazi jezik f € F(X*) i stavimo da je m = 7.

Tada je deterministicki fazi raspoznavac <y izomorfan minimalnom deter-
ministickom fazi raspoznavacu <y fazi jezika f.

Dokaz. Prema Teoremi 5.6.1 imamo da je Ay = A;, pa mozemo definisati
preslikavanje ¢ : A+ Ay sa

p(a) = T4,
za svaki a € A. Jasno je da je ker ¢ = m, pa je prema Teoremi o homomor-
fizmu (za obi¢ne automate), <7 izomorfan sa <7, to je i trebalo dokazati. [

Iz prethodne teoreme se vidi da se postupak minimizacije deterministickog
fazi raspoznavaca o7 = (A, ag, X, 0, 7) svodi na minimizaciju obi¢nih deter-
ministickih raspoznavaca, konstrukcijom najveée kongruencije m, sadrzane u
er. Preciznije, taj postupak ima dve etape. U prvoj etapi nalazimo dostizni
deo od &, odnosno deterministicki fazi raspoznavac &’ = (A4’ ag, X, ', 7'),
gde je A’ skup dostiznih stanja iz A, ¢’ je restrikcija od d na A’ x X i 7/ je
restrikcija od 7 na A’. Jasno je da &/ i &7’ raspoznaju isti fazi jezik.

U drugoj etapi ovog postupka nalazi se najveéa kongruencije ., na </’
sadrzana u &, i deterministicki fazi raspoznavac¢ odreden tom kongruencijom.
Pri tome se nalazenje najveée kongruencije 7, sadrzane u £+ svodi na dobro
poznat postupak konstrukcije najveée kongruencije sadrzane u datoj relaciji
ekvivalencije pomoé¢u opadajuéeg niza relacija ekvivalencije.

Ovaj postupak opisan je narednom teoremom.
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Teorema 5.6.5. Neka je of = (A, a9, X,0,T) fazi raspoznavac i {W(k)}keNo
je miz relacija na A definisanih sa:

7O =¢. i 2*HD = {(a,b) € 7 | (V2 € X) (8(a,x),8(b, x)) € 7P},
Tada vazi sledece:
(a) Swaki clan niza {7}, cno je relacija ekvivalencije na A i vazi

e, =a0 oM. ok 5 k) 50 5 g

(b) Ako je nF) = 7k+1) 24 neki k € N°, tada je 7F) = z(k+m) — 7= 2
svaki m € NO.

(c) Ako je A konaéan, tada postoji k € N° tako da je nF) = 7.

Tako smo dobili postupak za konstrukciju minimalnog deterministickog fazi
raspoznavaca datog fazi jezika. Ovo ilustrujemo sledeé¢im primerom:

Primer 5.6.1. Neka je deterministicki fazi raspoznavac¢ &/ = (A4, ag, X, 9, 7)
predstavljen grafom

Slika 1. Graf prelaza od &7

i neka je fazi skup zavrsnih stanja
r=[05 08 08 08 08 0.9]

Primenom opisanog postupka za minimizaciju dobijamo da 7(®) ima tri klase
ekvivalencije
7 {ao}, {a1,a2,a3,a4} i {as}.
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Proveravamo parove koji su u prethodnom koraku bili u istoj klasi:

a1r = az; a1y = az;
AT = as5; A2y = G4;
azr = agz; a3y = a;

A4 = az; a4y = a2;

Vidimo da as ne ostaje u istoj klasi sa as, as i au, pa relacija 7) ima Getiri
klase
7 {ao}, {a1,a3,a1}, {as} i {as},

dok ve¢ u narednom koraku imamo:

air =az; a1y = az;
azr = az; aszy = az;

a4l = az; A4y = a2;

i niz se zaustavlja, tj. 7@ = 7)) = 7. = 7. Tako dobijamo minimalni
deterministicki fazi raspoznava¢ @ = (Ag,do, X, 7r), sa skupom stanja
Az = {do, a1, az, az}.

Slika 2. Graf prelaza minimalnog raspoznavaca &7

i fazi skupom zavrsnih stanja

e =[05 08 08 09].

Na slede¢em jednostavnom primeru pokaza¢emo da minimalnost inicijalnog
determnistickog raspoznavaca zavisi od fazi jezika, tj. od fazi skupa zavrsnih
stanja.
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Primer 5.6.2. Neka je . Godelova struktura i neka je deterministicki
fazi raspoznava¢ o7 = (A, ap, X,0) fazi jezika f, gde je A = {ap,a1,a2} i
X = {z,y} dat grafom

Ako fazi skup zavrsnih stanja 7 predstavimo fazi matricom nad .2, tj.

7=[05 1 1]

imamo dve klase relacije 7(%)

7% {{ao}, {ar,as}}.
U narednom koraku proveravamo elemente a1 i as koji su u relaciji 7(%:

air = ai; ary = ap;
A = az; a2y = ai;

pa elementi a1 i as ostaju u istoj klasi, tj.

O {{ao}, {a1,a2},

odakle je m, = P1). Na ovaj nacin smo dobili minimalni deterministicki fazi
raspoznavaé fazi jezika f, ¢ija su stanja ap = {ap} i a1 = {a1, a2} i koji se
moze predstaviti grafom

- X -
—@—=r G

Fazi skup zavrsnih stanja je, prema Teoremi 5.6.3, zadat sa

Te, = (0.5 1]
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Ako je pak, fazi skup zavrsnih stanja raspoznavaca </ dat matricom
T=105 05 1]

klase ekvivalencije 7(9) su

70 {{ag, a1}, {az}.
Proveravamo, sada, elemente koji su pripadali istoj klasi:

apgr = ai; apy = az;

air =aip; @y =ai;

pa je jasno da ag i a1 viSe nisu u relaciji, odnosno

7V {ag}, {a1}, {as}.

U ovom slucaju je mr = 71, pa je o minimalni fazi raspoznavaé koji raspoz-
naje taj fazi jezik.

Naredni primeri pokazuju da deterministicki fazi raspoznavaé <7, fazi
jezika f, definisan u Odeljku 4.5 ne mora biti i minimalni raspoznavac tog
fazi jezika.

Primer 5.6.3. Neka je £ Godelova struktura i neka je o = (4,0, X, 9, 1)
deterministicki fazi raspoznavac fazi jezika f, gde je A = {ap,a1,a2,as3},
X = {x,y} dok fazi prelaze 0, i J, fazi skup inicijalnih stanja i fazi skup
zavrsnih stanja predstavljamo fazi matricama:

1 08 06 08 0.8 0.8 08 1
5 — 08 1 08 06 5. — 08 09 1 0.7
r 02 03 08 09| Y 09 1 07 08}’
0.3 04 08 08 0.7 0.7 0.8 09

c=0.=[1 0 0 0] i7=[05 08 08 09].
Tada imamo da je
Oy =0,00,=[1 08 06 08], o,=0c006,=[08 08 08 1],

Opr = 0,00, =[1 08 08 08], 04y =0,00,=[08 08 08 1]=oa,,
Oye = 0y 00, =[0.8 08 08 08], g,y =0,00,=[08 08 08 0.9],
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1 08 08 08] =04,

Opzx = Oz © Og

[
Opey = 02z 00y, =[0.8 08 08 1] =0,
Oyez = Oyr 00z = [0.8 0.8 0.8 0.8] =0y,
Oyey = Ozz 00, = [0.8 08 0.8 0.8] =0y,
Oyye = Oyy 00 = [08 0.8 0.8 0.8] =0y,
Oyyy = gz 00, = [08 0.8 08 0.9] =0y,

i dobijamo stablo prelaza fazi raspoznavaca 7, predstavljeno Slikom 1.

Slika 1. Stablo prelaza od 7,

Brisanjem oznaka x i spajanjem listova sa unutrasnjim ¢vorovima koji
imaju istu oznaku dobijamo graf prelaza

Slika 2. Graf prelaza od o
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i fazi skup zavrsnih stanja 7,(0y) = o, 07, u € X* koji ¢emo predstaviti
matricom

7, =[05 08 09 08 08 09].
Dalje prelazimo na postupak minimizacije dobijenog deterministickog fazi
raspoznavaca 7., formiranjem niza ekvivalencija:

Vidimo da je P ekvivalencija sa tri klase:

7('(0) : {0'8}, {Ux;Umanyr}7 {U:wayy}'

U narednom koraku formiramo klase ekvivalencije 7(1), pri éemu istoj klasi
pripadaju elementi o, 0y, u,v € {e,z,y,zx,yz,yy}, koji su bili u relaciji
70 i za koje su (0,2, 0,2) € 7(9). Tako dobijamo

Ozl = Ogg; OzY = Oy;
Ozx® = Ogz; Ogzzl = Oy;
OyxX = Oyz; OyzlY = Oyx;
O'yl' = O'yx; Uyy = O'yy;

Oyyl = Oyz; OyylY = Oyy;

i vidimo da oy, nije u relaciji sa 0, i 0,4, odnosno imamo cetiri klase

7T(1) . {0-6}7 {Uxuaxx}a {O'yx}v {vaayy}'

Takode je jasno da ¢e se u narednom koraku dobti ekvivalencija 7(2) koja
se poklapa sa 7(1). Dakle, niz se zaustavio i dobijena relacija je najveca
kongruencija na @7, sadrzana u ¢,,. Na ovaj nac¢in smo dobili minimalni
automat o/ Cija su stanja 09 = {0c}, 01 = {04,042}, 02 = {0y, 04y} i
o3 = {0y, } 1 ¢iji je graf prelaza dat sa

Slika 3. Minimalni deterministicki raspoznavac
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Fazi skup zavrsnih stanja kojim ovaj deterministicki fazi raspoznavac raspoz-
naje isti fazi jezik predstavljamo fazi matricom

e =[05 08 09 08].

Ipak, deterministicki automat <7, = (A,, 0, X, As) na neki na¢in mozemo
smatrati minimalnim. Naredna teorema pokazuje da je 7, minimalni au-
tomat koji raspoznaje odredenu familiju jezika.

Teorema 5.6.6. Neka je of = (A,0,X,9) inicijalni fazi automat. Tada
vazi:

(a) o, je minimalni deterministicki automat koji raspoznaje svaki fazi
jezik koji raspoznaje fazi automat <f .

(b) , je minimalni deterministicki automat koji raspoznaje svaki od fazi
jezika o4, za a € A.

Dokaz. Dokaza¢emo najpre tvrdenje (b). Neka deterministicki automat
P = (B, by, X, \) raspoznaje svaki fazi jezik koji raspoznaje o/. Oznacimo
sa B’ dostizni deo od B i neka je X restrikcija od A na B’ x X, tj. N : B’ x
X — B'. Naravno by € B'1 %' = (B, by, X, \) je inicijalni deterministicki
automat, ¢ija su sva stanja dostizna. Definisa¢emo preslikavanje ¢ : B’ — A,
na sledeé¢i nacin:

Kako za svako stanje b € B’ postoji u € X* tako da je b = X (bg, u) = bou
stavljamo da je

d(b) = oy.

Treba proveriti dobru definisanost preslikavanja ¢. Ako je b = bgv, za neko
v € X* dokazujemo da je o, = 0,, odnosno da je o,(a) = o,(a) ili, ekviva-
lentno da je o4 (u) = 04(v), za svaki a € A. U tom cilju, uzmimo proizvoljan
a € A. Tada o raspoznaje fazi jezik o,, pa ga raspoznaje i % nekim fazi
skupom zavrsnih stanja 6. To znaci da je

ga(u) = 0(bou) = 0(bov) = 0a(v),

tj. ou(a) = oy(a) i kako to vazi za svaki a € A to je o, = 0,. Prema
tome, ¢ je dobro definisano. Takode, za svaki o, € A, je oy = ¢(bou), pa
je ¢ surjektivno preslikavanje. Pokaza¢emo da je ¢ homomorfizam. Neka je
b = bou, u € X* proizvoljno stanje iz B’ i x € X. Tada je

¢(bx) = ((bou)x) = (bo(ux)) = Ouz = 0w = H(b)z,
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Sto je i trebalo dokazati.

Dakle .7, je homomorfna slika od %', pa je manje kardinalnsti od %', a
time je manje kardinalnosti i od #. Ovim smo dokazali da je 7, minimalni
automat koji raspoznaje svaki od jezika o, za a € A.

(a) Prema (5.4.1), automat <7, raspoznaje svaki fazi jezik f koji se
moze raspoznati sa /. Svaki od jezika o,, a € A, moze se raspoznati sa
&/ 1 istovremeno, o7, je minimalni automat koji raspoznaje familiju jezika
{04, |a € A}, pa je &, minimalni automat koji raspoznaje sve jezike raspoz-
natljive sa .«/. Time je teorema dokazana. [

Naredni primer pokazuje da postoji fazi jezik koji se moze raspoznati sa
4y, ali neisa <.

Primer 5.6.4. Razmatra¢emo automat &/ i njemu odgovarajuéi 7, iz
primera 5.4.2

x/0, y/0 /0.5, y/1 z/1,y/0.5 Z

x/0, y/0

Slika 1. Graf prelaza od &7 Slika 2. Graf prelaza od .27,

Razmatramo fazi jezik f nad ulaznim alfabetom X = {z,y} zadat sa

0.5, akojeu=ce
f(u) =40, akojeuce {yz*}

1, u protivnom .
Jednostavno se pokazuje da o7, raspoznaje f fazi skupom zavrsnih stanja
T, =[05 1 0]
Medutim, da bi automat .o/ raspoznao f moralo bi da vazi

f(x) =6z07= \/ dz(ag,a) @ 1(a) =1,

acA

sto je nemoguce jer je 0,(ap,a) < 1 za a € {ag,a;}. Dakle, & ne raspoznaje

f.
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Definisa¢emo, dalje najvecu fazi kongruenciju na deterministickom au-
tomatu &7 = (A, X, ) sadrzanu u nekoj fazi ekvivalenciji na 7.

Teorema 5.6.7. Neka je E fazi ekvivalencija na deterministickom fazi au-
tomatu <f . Fazi relacija

E’(a,b) = /\ E(au,bu),

ueX*

za stanja a,b € A je najveca fazi kongruencija na & za koju vazi E’ < E.

Dokaz. Jednostavno se proverava da je E” fazi ekvivalencija na <. Takode

E'(az,br) = N E((az)u, (bx)u) = [\ E(a(zu),b(zu))
ueX* ueX*
= /\ E(aw,bw) > /\ E(aw,bw) = Eb(a,b),
w=xu weX*

Razmotrimo proizvoljnu fazi kongruenciju F' < E na /. Tada za a,b € A
vazi
F(a,b) < E(a,b),
pa imamo da je
F(a,b) < F(au,bu) < E(au, bu),
za svaku re¢ u € X*, odnosno F(a,b) < E’(a,b), to je i trebalo dokazati. [J

—b
Odavde direktno dobijamo da je E- najveca krisp kongruencija sadrzana

u ekvivalenciji E, = e;, i, jasno &,” = 7,. Osim toga vazi naredna

Teorema 5.6.8. Ako je P fazi kongruencija na automatu </ onda su faktor
automati Ap 1 p izomorfni.

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : Ap — Ap sa

‘P(Pa) :ﬁaa

za stanje a € A. Da bi proverili dobru definisanost i injektivnost ovog
preslikavanja razmotrimo a,b € A za koje je P, = P,. Tada je P(a,b) = 1,
Sto je ekvivalentno sa (a,b) € P, tj. P, = P,. Dakle vazi o(P,) = ¢(P,). Za
proizvoljno P € Apje p(P) = Pa, pa je preslikavanje surjektivno. Ostalo
je jos da pokazemo da je ¢ homomorfizam. Za P, € Ap i x € X vazi

o(Par) = p(Paz) = ﬁaw = (ﬁa)m = (pPu),

¢ime je teorema dokazana. []
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Neka je o7 = (A, ap, X, 0, 7) deterministicki fazi raspoznavac i neka je P
fazi kongruencija na &7, odnosno fazi kongruencija na deterministickom auto-
matu (A, X, ), sadrzana u fazi ekvivalenciji E;. Tada se mogu definisati pre-
slikavanja 0p : Ap x X — Api7tp: Ap — L sa

5P(Pa7$) = Py, TP(PCL) :T(a)7

za proizvoljnea € Aix € X, i.a/p = (Ap, Pay, X, 0p, Tp) je takode determin-
isticki fazi raspoznavac koji raspoznaje isti jezik kao i &/. Medutim, moze se
jednostavno dokazati da je &/p izomorfan deterministickom fazi raspoznavacu
., gde je w kongruencija na o/ koja je krisp deo fazi kongruencije P, pa
koris¢enje fazi kongruencija, umesto kongruencija, u minimizaciji determin-
istickih fazi raspoznavaca ne bi donelo nista novo.

Medutim, ovo vazi samo za deterministicke fazi raspoznavace. U opStem
slucaju, pri redukciji broja stanja fazi raspoznavaca upotrebom fazi ekviva-
lencija dobijaju se bolji rezultati nego upotrebom obi¢nih krisp ekvivalencija,
sto je pokazano u radu [25].

5.7. Raspoznavanje fazi jezika fazi monoidom

Neka su A i B polugrupe i neka je ¢ : A — B fazi preslikavanje. Prema
opstoj definiciji datoj u Glavi 4, ¢ je fazi homomorfizam ako za sve u,v € A
ia,be B vazi
o(u,a) ® p(v,b) < p(uv, ab).
Razmotrimo fazi jezik f € #(X*). Kazemo da monoid S raspoznaje f

fazi epimorfizmom ¢ € #(X* x S) pomocéu fazi podskupa 7 € Z#(S) ako
vazi sledeca jednakost:

fw) =\ ¢lu,a) @ 7(a) = po7(u).
acs
Mozemo reéi da par (S, ¢) raspoznaje f fazi podskupom 7 € .7 (5).
Teorema 5.7.1. Uredeni par (S, ) raspoznage fazi jezik f € F(X*) fazi

podskupom T € F(S) ako i samo ako je f ekstenzionalan u odnosu na jezgro
ker ¢ fazi epimorfizma .

Dokaz. Pretpostavimo da je fazi jezik f raspoznatljiv parom (S,¢) i 7 €
F(5). To znadi da je

f(u) = \/ p(u,a) ®7(a).

aesS
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Dokaza¢emo da je f ekstenzionalan u odnosu na ker ¢. Naime, vazi

ker p(u,v) = /\ ¢(u,a) < @(v,a)

a€sS

< Nlp(u,a) ® 7(a)] < [p(v,a) ® 7(a)]
acsS

<[V ¢(w,a) @ r(a)] = [\ ¢(v,a) ® 7(a)]
acs acsS

< fu) = f(v),

Sto je i trebalo dokazati.

Sa druge strane, neka je fazi jezik f € #(X*) ekstenzionalan u odnosu
na fazi jezgro fazi homomorfizma ¢ iz X* na S. Dokazacemo da (S, ¢)
raspoznaje f nekim fazi podskupom 7 € .Z#(S). Za proizvoljan element
a € S, stavimo

= \/ f(v)@p(v,a) = fop(a)
veX*

Ocito je da je fazi podskup 7 dobro definisano, zbog dobre definisanosti fazi
jezika f i1 fazi homomorfizma . Tada imamo da vazi

fw) = \/ f(v) ®kerp(u,v)

veX*

=V eV ewa) @@,
veX* a€s

\/ \/f ) ® p(u,a) @ p(v,a)

veX* aesS

=V pwa)e[\/ ¢@.a)e f(v)
acs vEX*

= \/ o(u,a) ®7(a),
acs

¢ime je dokaz teoreme zavrSen. []

Posledica 5.7.1. Svaki fazi jezik f € F(X*) moze biti raspoznat nekim
monoidom.

Dokaz. Proizvoljan fazi jezik f € Z(X*) je ekstenzionalan u odnosu na
sintaksicku fazi kongruenciju Py € 7 (X* x X*), jer vazi

P(u,v) =\ flpug) < f(pvg) < Ep(u,v) = f(u) < f(v).

p,gEX™
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Dokaza¢emo da uredeni par (X* /Pf,Pfh) raspoznaje f. Dovoljno je da
dokazemo da je kerp = P;. Jednostavnosti radi pisSemo P = P;. Sada
imamo
ker p(u,v) = \/ P(u, P,) ® P*(v, P,)
weX*
\/ P(u,w) ® P(v,w) = P(u,v),

weX*

¢ime je dokaz zavrsen. [

Monoid X* /Py nazivamo sintaksicki monoid fazi jezika f.

Neka je o = (A, X, ap,6) fazi automat sa krisp inicijalnim stanjem
ap. Svakoj re¢i u € X* pridruzujemo fazi relaciju ¢, definisanu u (5.5).
Oznacimo sa S(A) = {0, |u € X*}.

»

Propozicija 5.7.1. Skup S(A) je zatvoren za operaciju “o” kompozicije
fazi relacija.

Dokaz. Neka su a,b € A proizvoljni elementi i u,v € X*. Tada je
8y 0 Oy ( \/5 (a,¢) ® dy(c,b) = Oup(a,b),
ceA

¢ime smo dokazali ovo tvrdenje. [J

Prema prethodnom (S(A), o) je monoid sa jedinicom d. koji ¢emo nazvati
monoid prelaza fazi automata < .

Teorema 5.7.2. Monoid prelaza datog fazi automata <7 izomorfan je mono-
idu X* /Mgy .

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : S(A) — X*/M sa (6,) = M,, pri
¢emu smo sa M krace oznacili Myhillovu fazi kongruenciju M,,. Najpre
¢emo dokazati da je ¥ dobro definisano i injektivno. Uzmimo re¢i u,v € X*
takve da je 6, = d,. To znaci da, za svako a,b € A vazi §,(a,b) = d,(a,b),
ili ekvivalentno,

/\5ab<—>5(ab /\5aub)<—>(5(avb)—1
a,beA a,beA
Dakle, M (u,v) =1, tj. M, = M,. Kako je ¢ ocito surjektivno fazi preslika-
vanje, ostalo je samo da pokazemo da je homomorfizam. Imamo da vazi

w(du o 51;) = w<5uv) =Myy =MyoM, = ¢(5u) o w(év)

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [
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Posledica 5.7.2. Neka je E relacija fazi kongruencuije na X*. Tada je
S(Ap) = X*/E°.

Dokaz. Prema Teoremi 5.3.4 imamo da je E° = M,,, dok je prema

prethodnoj teoremi
S(Ag) = X" /My,

Dakle vazi S(Ag) = X*/EY. O

U narednim tvrdenjima ¢emo, radi lakSeg zapisivanja koristiti oznake
R=Ry, P=P;id' =g,

Posledica 5.7.3. Neka je f € F(X*) fazi jezik. Sintaksicki monoid X*/P
izomorfan je monoidu prelaza S(A’) automata <7'.

Dokaz. Prema prethodnoj posledici sledi da je
S(A" = X* /My,
pa je dovoljno da dokazemo da je M, = P. Naime, za sve u,v € X* vazi

Moy (u,v) = /\ 0*(Rp,u, Ry) < 0" (Ry,v, Ry)
p,gEX*

= A Ru,q) < R(pv,q) = /\ Rlpu,pv)
p,qEX* peEX*

= A LA flouw) = fpow)

pEX* wEX*

/\ flpuw) < f(pvw) = P(u,v).

pweX*

Ovim je dokaz zavrsen. [

Posledica 5.7.4. Neka je E fazi ekvivalencija fazi automata </. Monoid
prelaza S(Ag) faktor automata <75 izomorfan je monoidu prelaza S(Ag).

Dokaz. Na osnovu Posledica 5.7.2 i 5.7.3 direktno sledi da je S(Ag) =
X*/E' = X*/E0 = S(A). O

Teorema 5.7.3. Neka je f € F(X*) fazi jezik. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:
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(i) f je raspoznatljiv konacnim fazi automatom;
(ii) f je raspoznatljiv konacénim monoidom;

(iii) Sintaksicka fazi kongruencija P ima konacan indeks.

Dokaz. (i)=(ii) Pretpostavimo da fazi jezik f moze biti raspoznat kona¢nim
fazi automatom /. Tada je, prema Teoremi ?? f raspoznatljiv automatom
", odnosno R je konac¢nog indeksa. Posto vazi P < R fazi jezik f je ek-
stenzionalan i u odnosu na P odakle sledi da je f raspoznatljiv i monoidom
X* /My

(ii)=-(iii) Raspoznatljivost fazi jezika f kona¢nim monoidom znaéi da je
sintaksicki fazi monoid konacan, tj. ind(P) je konacan.

(iii)=-(i) Pretpostavimo da je sintaksicka fazi kongruencija P kona¢nog
indeksa. Kako je P < R, odnosno | X*/R| < |X*/P| automat &" je konacan
fazi automat koji raspoznaje fazi jezik f. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [

Teorema 5.7.4. Neka je E € F(X* x X*) fazi kongruencija na X* i
f e Z(X*) je fazi jezik.

Ako uredeni par (X*/E, E?) raspoznage f, onda i monoid X*/E Taspoz-
naje f prirodnim homomorfizmom E".

Dokaz. Pretpostavimo da (X*/E, E%) raspoznaje f € .#(X*) nekim fazi
podskupom 7 € F(X*/E), tj.

fw) =\ E'u,E)@7(E,)=\/ E(v,u)@7(E,).

veX* veX*

Monoid X*/E raspoznaje f ako postoji fazi podskup o € f(X*/E), takav
da je ~
f= Ela.

Za proizvoljno u € X* je Eu(u) = E,,. Definisimo
O‘(E\u) = \/ EH(U,EU) @ 7(Ey) = f(u) , za svako u € X*.
veEX*

Proverimo da li je o dobro definisan. Razmotrimo proizvoljne u,v € X*
za koje je B, = E,. Tada je (u,v) € E, tj. E(u,v) = 1 ili, ekvivalentno
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FE, = FE,. Zbog dobre definisanosti fazi podskupa 7 imamo

a(B) =\ Ewuwer(Ey) =\ BE(uw)®7(E)

weX* wex™

=\ Buw)@r(E,) = \/ EJ(w)@7(Ey,)
weX* weX™

— \/ E(w,v)®T(Ew):0é(Ev)-
weX*

Na ovaj nacin smo pokazali da je a dobro definisan fazi podskup i da za
ovako izabrano a vazi f = Ea, ¢ime je dokaz zavrien. []

Setimo se da se za fazi jezik f kaze da je raspoznatljiv ako postoji konacan
fazi raspoznava¢ koji ga raspoznaje. Sumirajué¢i napred izloZene rezultate
dolazimo do sledece teoreme:

Teorema 5.7.5. Za fazi jezik f € F(X*), sledeéi uslovi su ekvivalentni
ako i samo ako je poluprsten . = (L,V,®,0,1) lokalno konacan:

(i) f je raspoznatljiv fazi jezik;
ii) f je ekstenzionalan u odnosu na neku fazi desnu kongruenciju konacénog
ii e ekstenzional d k i d k iju konac
indeksa;
iii e ekstenzionalan u odnosu na neku fazi kongruenciju konacnog in-
je ekstenzional d k i kong iju konacénog i
deksa;
(iv) sintaksicka fazi desna kongruencija Ry ima konacan indeks;

v) sintaksicka fazi kongruencija Py ima konacan indeks.
f

Dokaz. (i)=(iv) Pretpostavimo da fazi jezik f moze biti raspoznat kona-
¢nim fazi automatom .«7. Tada on, prema Teoremi 5.3.2 moze biti raspoznat
i fazi automatom @y, Sto znaci da N, ima konacan indeks, tj. indeks
sintaksicke fazi desne kongruencije Ry je konacan.

(iv)=-(ii) Ovo sledi neposredno.

(ii)=(i) Ako je fazi jezik f ekstenzionalan u odnosu na neku fazi desnu
kongruenciju F kona¢nog indeksa, onda prema Teoremi 5.2.2 on moze biti
raspoznat fazi automatom o7g.

(i)=(v) Sledi direktno iz Teoreme 5.7.3.
(v)=-(iii) Ovo sledi neposredno.
(iii)=-(i) Ako je f ekstenzionalan u odnosu na neku fazi kongruenciju

konac¢nog indeksa, onda je i indeks sintaksicke fazi kongruencije Py konacan,
pa je fazi jezik f, prema Teoremi 5.7.3 raspoznatljiv nekim fazi automatom. [
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