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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Numericke i analiticke aproksimacije resenja stohastickih
diferencijalnih jednacina proucavaju se aproksimacije resenja razlicitih tipova sto-
hastickih diferencijalnih jednacina koris¢enjem numericke Euler-Maruyama metode
i analiticke metode zasnovane na Taylorovim aproksimacijama.

Poznato je da je klasa eksplicitno resivih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina
veoma uska. Na drugoj strani, mnoge pojave iz mehanike, fizike, biologije i fina-
nsija se matematicki modeliraju pomocu takvih jednacina, zbog ¢ega je aproksi-
macija reSenja vrlo aktuelna tema i predmet je proucavanja brojnih autora. Pored
ocene bliskosti aproksimativnog i tacnog reSenja, u ovoj oblasti znacajno mesto
zauzima odredjivanje uslova pod kojima tacno i aproksimativno reSenje imaju za-
jednicke osobine, kao Sto su stabilnost, neprekidnost i ograni¢enost momenata.
Medju prvim autorima koji su se bavili aproksimacijom resenja stohastickih diferen-
cijalnih jednacina je Maruyama, koji je 1955. godine u radu [62] proucavao Eu-
lerovu metodu sledeé¢i pristup koris¢éen u slucaju deterministickih diferencijalnih
jednacina. Od tada se teorija numerickih aproksimacija resenja obi¢nih stohastickih
diferencijalnih jednacina razvija kroz radove brojnih autora, pre svega Kanagawe
[40, 41], Platena [79], Highama, Maoa, Stuarta [29], kao i kroz monografije Kloe-
dena i Platena [42] i Kloedena, Platena i Schurtza [43].

Osnovni motiv za izucavanje novih aproksimativnih metoda je prosirivanje pos-
tojec¢ih rezultata na druge tipove jednacina, kao i povec¢anje reda konvergencije
postoje¢ih aproksimativnih metoda uz koris¢enje novih tehnika. Tako su nastali
brojni radovi na temu numerickih aproksimacija resenja funkcionalnih stohastickih
diferencijalnih jednacina, na primer [13, 60], stohastickih diferencijalnih jednacina sa
kasnjenjem [7, 8, 12, 31, 48, 52, 56], neutralnih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina
91, 93], pantografskih stohastickih diferencijalnih jednacina [6, 21], stohastickih
diferencijalnih jednacina sa Markovskim prelazima [53, 57, 58, 81] i stohastickih
diferencijalnih jednacina sa skokovima [82, 86, 87]. Medju radovima na temu ana-
litickih aproksimacija zasnovanih na primeni Taylorovog razvoja, isticu se radovi S.
Jankovié, D. Tli¢ [35, 36] koji se odnose na obic¢ne stohasticke diferencijalne jednacine
i stohasticke integrodiferencijalne jednacine, kao i [9] gde se proucavaju stohasticke
diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i Markovskim prelazima.

Ova disertacija jednim delom prosiruje postojec¢e rezultate iz oblasti aproksi-
macija tipa Euler-Maruyama na jos neke klase jednac¢ina. Drugim delom su pred-
stavljene aproksimativne metode koje imaju veé¢i red konvergencije u odnosu na
postojec¢e metode i koje se u specijalnim slucajevima svode na neke od postojec¢ih
metoda. Proucavanje takvih metoda, pre svega njihove konvergencije, dovelo je do
inovacija koje su uslovljene prirodom samih jednacina.



Disertacija sadrzi rezultate koji su izlozeni u tri glave:

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastickih procesa i
teorije stohastickih diferencijalnih jednacina, pre svega osnovne teoreme egzistencije
i jedinstvenosti reSenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina.

U drugoj glavi se razmatraju srednje kvadratna konvergencija i eksponencijalna
srednje kvadratna stabilnost FEuler-Maruyama resenja stohastickih diferencijalnih
jednacina sa deo po deo konstantnim argumentima. Na taj nacin su, izostavljanjem
jednog restriktivnog uslova, prosireni rezultati iz rada [56]. Pored toga, proucava
se srednje kvadratna konvergencija Euler-Maruyama resenja neutralnih stohastickih
diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. U tom smislu, poseban
oblik zavisnosti od proslosti koji opisuje funkcija kasnjenja, zahteva koriséenje po-
tpuno drugacije tehnike od one koja se odnosi na neutralne stohasticke funkcionalne
diferencijalne jednacine [91].

U trecoj glavi se proucavaju analiticke aproksimacije resenja nekih klasa sto-
hastickih diferencijalnih jednacina koje se baziraju na Taylorovom razvoju koefici-
jenata tih jednacina. Iako je osnovna ideja za nastanak ove vrste aproksimacija
proistekla iz radova [3] i [35], svaka klasa jednacina koja se proucava u disertaciji
zahteva koriS¢enje specificne tehnike za dokazivanje konvergencije odgovarajuceg
niza aproksimativnih reSenja ka ta¢nom reSenju. U tom smislu su dokazane LP-
konvergencija i skoro izvesna konvergencija niza aproksimativnih resenja stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednacina uz primenu Fréchetovog izvoda i opste Tay-
lorove formule. Pomenuti rezultati, objavljeni u radu M. Milosevi¢, M. Jovanovic,
S. Jankovi¢ [71], u specijalnom slucaju se svode na rezultate iz [60] koji se odnose
na Euler-Maruyama metodu za stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine.

U nastavku, analogna tvrdjenja su dokazana za stohasticke diferencijalne jedna-
¢ine sa vremenski zavisnim kasnjenjem, uz koriséenje tehnike kojom se na adekvatan
nacin tretira zavisnost od proslosti, prisutna u ovim jednac¢inama.

Pored toga, razmatraju se dve analiticke aproksimativne metode za pantografske
stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima i njihova LP-konverge-
ncija. Takodje su dokazane LP-konvergencija i skoro izvesna konvergencija niza
analitickih aproksimativnih resenja obi¢nih pantografskih stohastickih diferencijal-
nih jednacina. Ovi rezultati su objedinjeni u radu M. Milosevi¢, M. Jovanovié¢
[73] i predstavljaju poboljsanje rezultata iz rada [81] gde je dokazana konvergen-
cija u verovatno¢i Euler-Maruyama reSenja pantografskih stohastickih diferenci-
jalnih jednacina sa Markovskim prelazima. Takodje, postizanjem veceg reda LP-
konvergencije i dokazivanjem skoro izvesne konvergencije niza aproksimativnih re-
Senja obi¢nih pantografskih stohastickih diferencijalnih jednacina, poboljsani su i
uopsteni rezultati iz radova [6] i [21].

Na kraju se razmatra LP-konvergencija i skoro izvesna konvergencija niza ana-
litickih aproksimativnih resenja stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem
i Poissonovim skokovima, i to posebno jednacine u kojima figurise Poissonova sluc¢ajna
mera i one u kojima figurise Poissonov proces. Sama tehnika dokazivanja je prilagod-
jena, kako postojanju zavisnosti od proslosti, tako i prisustvu stohastickog integrala
u odnosu na Poissonovu meru, odnosno, u odnosu na Poissonov proces.



U Zakljucku su izlozeni neki od otvorenih problema i mogudci pravci daljih is-
trazivanja.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi se uvode neki osnovni pojmovi i rezultati koji se eksplicitno koriste u
nastavku. U Poglavlju 1.1 se navode osnovni elementi teorije stohastickih procesa
kao sto su merljivost, separabilnost, neprekidnost, ograni¢enost, markovsko svo-
jstvo, stacionarnost. Mnoge pojave u mehanici, inzenjerstvu, biologiji i finansijama,
izloZene su deterministickim i slu¢ajnim pobudama tipa Gaussovog belog Suma koji
se matematicki modelira generalisanim izvodom Wienerovog procesa, tj. Brownovog
kretanja. U tom smislu je u Poglavlju 1.2 uvedena definicija Wienerovog procesa i
navedene su njegove najvaznije osobine. Konstrukcija integrala Itoa, tj. integrala
slucajne funkcije po Wienerovom procesu, kao i osobine tog integrala, predstavlje-
ne su u Poglavlju 1.3. Empirijske studije su pokazale da matematicki modeli koji
se baziraju na integralu Itoa nisu dovoljni za opisivanje sistema ¢ije se promene u
toku vremena manifestuju kroz skokove. U takvim situacijama je od znacaja inte-
gral sluc¢ajne funkcije po Poissonovoj sluc¢ajnoj meri, ¢ije su osnovne osobine date u
Poglavljima 1.4 1 1.5. Mnogi autori su se bavili egzistencijom, jedinstvenoséu i sta-
bilnos¢éu resenja, kao i proucavanjem kvalitativnih i kvantitativnih osobina resenja
razlic¢itih klasa stohastickih diferencijalnih jednac¢ina. U Poglavljima 1.6, 1.7, 1.8, 1.9
i 1.11 se navode teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja obi¢nih, funkcionalnih,
stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem, neutra-
Inih stohastickih diferencijalnih jednacina i pantografskih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa Markovskim prelazima. Teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja
stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem su navedene u Poglavlju 1.12,
i to u slucaju kada u njima figuriSe integral po Poissonovoj slucajnoj meri i u
slucaju kada figurise integral po Poissonovom procesu. Na kraju glave, u Poglavlju
1.13 su navedene neke elementarne nejednakosti i integralna nejednakost Gronwall-
Bellmana, koje se vise puta primenjuju u radu.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Pocetkom proslog veka je veliki napredak tehnickih disciplina uslovio pojavu proble-
ma koji se nisu mogli sagledati kroz klasi¢nu teoriju verovatnoca. U to vreme su se
fizika i tehnika bavile prouc¢avanjem pojava koje se menjaju sa protokom vremena,
dok teorija verovatnoca joS uvek nije imala razvijenu metodologiju za tretiranje



takvih pojava. Tako se javila potreba za razvojem opste teorije stohastickih procesa
u okviru koje bi se razmatrale slu¢ajne promenljive koje su vremenski zavisne.

Pojam stohastickog procesa je vezan, izmedju ostalih, za imena Kolmogorova,
Sluckog, Wienera, Khincina i Cramera. Aksiomatskoj teoriji Kolmogorova je pretho-
dilo nekoliko pokusaja proucavanja slucajnih pojava. Od posebnog znacaja je poku-
saj Sluckog [83] da slu¢ajnost poveze sa konceptom realnih funkcija kao i pokusaj
Wienera [89], koji je dao matematicku formulaciju haoti¢nog kretanja ¢estica polena
u tec¢nosti, poznatog kao Wienerov proces. Uvodjenje pojmova uslovne verovatnoce
i uslovnog matematickog ocekivanja pruzilo je moguénost Kolmogorovu [46, 47]
da postulira sistematsku i strogu konstrukciju osnova teorije stohastickih procesa
markovskog tipa sa beskona¢nim parametarskim skupom. Khinchinu [45] pripada
zasluga za nastanak teorije stacionarnih procesa, a Crameru [16] za rezultate vezane
za Gaussove procese.

Poseban doprinos razvoju teorije sluc¢ajnih procesa je dao Doob koji je u svojoj
monografiji [19] prouc¢avao brojne koncepte iz ove oblasti, izmedju ostalog, koncept
vremena zaustavljanja, koji je omoguéio ekstenziju teorije martingala. Rad Dooba
u oblasti teorije martingala su nastavili Meyer [64, 65, 66], Dolean-Dade [18], De-
llacherie [17] i Kunita i Watanabe [49]. Teorija stohastickih procesa je doprinela
razvoju mnogobrojnih matematickih teorija koje opisuju pojave iz realnog zivota,
i kao takva je od velikog znacaja za nematematicke nauke, kao sto su ekonomija,
inzenjerstvo, biomedicina i mehanika.

Neka je (Q,F,P) dati prostor verovatnota i 7' C R parametarski skup. U
predstojecem razmatranju, 7" ¢e biti interval [0, co), interval oblika [0, T ili [to, 7] C
[0,00), pri cemu je uobicajeno da se parametar ¢ € T" interpretira kao vreme.

Definicija 1.1.1 Familija {x(t),t € T} sluc¢agnih merljivih funkcija x(w,t) : (2, F)
— (R%, B) se naziva stohasticki proces sa faznim prostorom (R%, B) i parametarskim
skupom T.

Imajuéi u vidu prethodnu definiciju moze sa zakljuciti da se za svako fiksirano
t € T dobija slu¢ajna promenljiva w — z(w,t), w € Q, tj. F-merljiva funkcija.
Za svako fiksirano w € Q, z(w,t) € R? predstavlja funkciju realnog argumenta
t € T, koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu w € §2. Ako je
T = N, tj. ako je vremenski interval diskretan, onda se radi o stohastickom nizu
{zp(w),n € N}. U ovom radu ¢e se razmatrati iskljucivo procesi sa neprekidnim
vremenom koji predstavljaju matematicke modele slucajnih pojava ¢iji se ishodi
mogu registrovati neprekidno sa protokom vremena.

Stohasticki proces odredjuje familiju konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fitootn (@1, 20, xy) = Pla(ty) < zq1,...,2(ty) < xn},

pri ¢emujex; € R'it; €T, i=1,2,...,n, n € N.
Zahteva se da familija konacno-dimenzionalnih raspodela zadovoljava sledeca dva
uslova:

- uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (iy,...,4,) skupa {1,...,n} vaz

Eil,tiz,...,tin (xla Loy 7$n) - Ftl,tg,...,tn (xlu Loy 7xn)7



- uslov saglasnosti, tj. da vazi
F%17t27~--»tn71»tn (xlv T2y...,Tp-1, —|—OO) = Ftl,t27~--,tn4 (56'1, Lo, ... 737“*1)'

Kolmogorov je dokazao da za svaku familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija
raspodela, koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor verova-
tnoca (€2, F, P) i stohasticki proces {z(t),t € T} definisan na tom prostoru kome
odgovara data familija kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela.

Neprebrojivost parametarskog skupa, u opstem slucaju, onemogucava odredji-
vanje verovatnoca dogadjaja opisanih pomocu stohastickih procesa. Da bi se ta
teskoca otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohasticki proces {x(t),t € T} je separabilan ako postoji prebrojiv
skup S C T (separant) i dogadjaj A C Q za koji je P(A) = 0, tako da se za proizvoljan
zatvoren skup F' C R® i proizvoljan otvoren interval I C T, skupovi

{w:z(w,t)eF, tel} i {w:z(wt)eF, telnS}
razlikuju na podskupu od A.

Definicija 1.1.3 Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {Z(t),t € T}, definisani na
1stom prostoru verovatnoce i sa istim skupom stanja, su stohasticki ekvivalentni ako
je

P{z(t)=2(t)} =1 za svako t € T.

U tom slucaju se kaZe da je jedan proces stohasticka modifikacija (verzija) drugog.

Definicija 1.1.4 Stohasticki proces {x(t),t € T} je merljiv ako je x(w,t) merljiva
funkcija u odnosu na Br x F, gde je By Borelovo o-polje nad T, tj. za svaki Borelov
skup B, vazi {(t,w) : x(w,t) € B} € By x F.

Slucajni proces {z(t),t € T} je stohasticki neprekidan u tacki ¢y € T ako za
svako € > 0 vazi

P{lz(t) — a(to)] > €} — 0, t— to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C T" ako (1.1) vazi za svako
to € 5.

Teorema 1.1.1 (Doob, [19]) Za svaki stohasticki neprekidan stohasticki proces
{z(t),t € T'} postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv stohasticki proces
{Z(t),t € T}, definisan na istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom vrednosti.

Stohasticki proces {Z(t),t € T'} iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastickog procesa {x(t),t € T'}.

Stohasticki proces {z(t),t € T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. L,-
neprekidan, u tacki ty € T ako vazi



Stohasticki proces je L,-neprekidan na skupu S C T" ako (1.2) vazi za svako ¢y € S.

Za stohasticki proces {z(t),t € T} se kaze da je skoro izvesno neprekidan na
segmentu [a,b] C T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a,b], t;.
ako vazi

P{w : z(w,t) ima prekid na [a,b]} = 0.

Ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti se ¢esto vrsi po kriterijumu Kolmogorova koji
je iskazan slede¢om teoremom.

Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohasticki proces {xz(t),t > 0} ima
skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante p,q @ k, tako
da za svako T > 0 i svako 0 < s,t < T wvazi

Elz(t) — x(s)|P < k|t — s|'T2.

Definicija 1.1.5 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je drugog reda (Lo-proces) ako je
Elx(t)]* < 0o, za svako t € T.

Funkcija K(s,t) = E(z(s) — Ex(s))E(x(t) — Fxz(t)), s,t € T je korelaciona
funkcija stohastickog procesa {z(t),t € T'}.

Definicija 1.1.6 Stohasticki proces drugog reda {z(t),t € T} je stacionaran (u
uZem smislu) ako za svaki izbor parametara ti,...,t, € T i h € R, za koje je
ti+h,...,tn+h €T, zajednicka raspodela za (x(t; +h),...,x(t, +h)) ne zavisi od
h.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces {x(t),t € T} je stacionaran (u Sirem smislu)
ako za svako t € T wvazi E|x(t)]* < oo, Fz(t) = a = const i korelaciona funkcija
K(s,t) zavisi samo od t — s.

Ako je (2, F, P) dati prostor verovatnoca, onda se familija {F;,t € T} pod-o-
algebri od F za koju vazi Fs C F, C F, s <t, s,t € T, naziva filtracija. Ako je
T =10,00), tada je Foo = 0{Ui>0F:}.

Neka je F;- = 0{U;Fs} o-algebra dogadjaja koji prethode momentu ¢t > 0
i neka je Fyy = o{Ns>Fs} o-algebra dogadjaja koji se desavaju neposredno posle
trenutka ¢ > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna s desna (neprekidna s leva) ako
za svako t > 0 vazi Fy = Fpy (Fy = Fi_). Za filtraciju se kaze da je neprekidna ako
je Fio =F = Fiy.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna s desna i Fy
sadrzi sve dogadjaje iz F ¢ija je verovatnoca nula. U nastavku ¢e se podrazumevati
da filtracija zadovoljava uobicajene uslove.

Definicija 1.1.8 Stohasticki proces {z(t),t € T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je, za svako t € T, sluc¢ajna promenljiva x(t) F;-merljiva.



Cinjenicu da je stohasticki proces {z(t),t € T} adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} oznacavacemo sa {x(t), F,t € T}.

Za dati stohasticki proces X = {z(t),t € T}, prirodna filtracija je ona koja
je generisana samim procesom, tj. F;X = o{z(s),s < t} je najmanja o-algebra u
odnosu na koju je z(s) merljivo za svako s < ¢. Dakle, X je adaptiran u odnosu
na filtraciju {FX,t € T}. Ako je X = {#(t),t € T} modifikacija procesa X, tada
je 1 X adaptiran u odnosu na {FX t € T} ako Fy sadrzi sve dogadjaje iz F cija je
verovatnoca nula.

Definicija 1.1.9 Stohasticki proces {xz(t), Fi,t > 0} je progresivno merljiv ako za
svako t >0 i B € B vazi

{(s,w):s<t,weQ, z(w,s) e B} € B([0,t]) x Fi,
pri ¢emu je B([0,t]) Borelovo a-polje nad [0, t].

Ocigledno, svaki progresivno merljiv stohasticki proces {z(t), F;,t > 0} je merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,¢ > 0}. Medjutim, vaze i sledeca tvrdjenja.

Teorema 1.1.3 (Meyer, [66]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu mo-
difikaciju.

Teorema 1.1.4 (Meyer, [66]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {F;,t > 0} i neprekidan s desna ili s leva, tada on ima
progresivno merljivu modifikaciju.

Definicija 1.1.10 Stohasticki proces {z(t),t > 0} je proces Markova ako je za svako
s < t i svaki Borelov skup B € B?

P{z(t) € B|Fs} = P{x(t) € Blz(s)}, skoro izvesno.

Definicija 1.1.11 Stohasticki proces {x(t), Fi,t > 0} je martingal u odnosu na
{Fi,t > 0} ako je

(1) El(t)| < oo;
(ii) E(x(t)|Fs) = x(s) skoro izvesno, za 0 < s < t.

Postoji nekoliko Doobovih nejednakosti koje se odnose na martingale i submar-
tingale (videti [19]). Ovde ¢e biti navedena samo ona koja ¢e se koristiti eksplicitno
u nastavku.

Teorema 1.1.5 Neka je {z(t), Fi,t > 0} neprekidan s desna martingal i neka je
Elz(t)|P < oo, za svako t € [0,00). Ako je [a,b] C [0,00) ogranicen interval, tada
vazi

E sup o) < (—2=) Bz, p>1. (13)
tefa.b] p—1



1.2 Wienerov proces

Brownovo kretanje je naziv za haoticno kretanje Cestica polena rastvorenih u vodi
Sto je bio predmet proucavanja skotskog botanicara Roberta Browna 1828. go-
dine. Medjutim, pocetkom 20. veka pojam Brownowog kretanja se interpretira
na drugaciji nacin u odnosu na izvorni. Naime, L. Bachelier koji se prvi bavio
proucavanjem kvantitativnih osobina Brownovog kretanja, u svom radu iz 1900. go-
dine je pomoc¢u Brownovog kretanja opisao nepredvidive promene u kretanju cena
akcija i on se smatra zacetnikom probabilistickog pristupa finansijama. Na dru-
goj strani, u radu A. Einsteina iz 1905. godine, Brownovo kretanje se proucava sa
aspekta molekularno-kineticke teorije toplote.

Strogu matematicku formulaciju Brownovog kretanja je uveo Norbert Wiener
1923. Zahvaljuéi njegovim rezultatima [89, 90] Brownovo kretanje se smatra matema-
tickim pojmom a ne samo fizickom pojavom i Cesto se naziva Wienerov proces.
Danas Brownovo kretanje zauzima vazno mesto u mnogim naucnim disciplinama i
pomodcu njega se opisuju mnoge pojave koje su prisutne u realnom zivotu.

Kada je re¢ o Wienerovom procesu, neizbezno je pomenuti pojam Gaussovog
procesa kojim se mogu modelirati mnogobrojne pojave koje se razmatraju u okviru
fizickih, tehnickih i ekonomskih nauka.

Stohasticki proces {x(t),t > 0} se naziva Gaussov proces ako je svaka lin-
earna kombinacija n-dimenzionalnog zaseka (z(t1),z(t2),...,z(t,)) Gaussova slu-
¢ajna promenljiva, tj. ako je za svakon € N, ty,...,t, > 01 ay,...,a, € R,
slucajna promenljiva Y1 a;x(t;) Gaussova.

Definicija 1.2.1 Stohasticki proces {w(t),t > 0} je Wienerov proces ako zadovo-
ljava sledece uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;

2. ima nezavisne prirastaje, tj. za svako 0 < to < t; < ... < t,, slucajne
promenljive w(ty), w(ty) — w(ty), ..., w(t,) — w(t,—1) su nezavisne;

3. w(t) —w(s) : N(0,0%(t —s)), 0 < s <t

Parametar o2 # 0 predstavlja disperziju. Specijalno, za ¢ = 1, radi se o standar-
dnom Winerovom procesu, tj. procesu Brownovog kretanja.

Moze se dokazati da je stohasticki proces {w(t),t > 0} Wienerov ako i samo ako
je Gaussov i Fw(t) =0, K(s,t) = c?>min{s,t}, s,t > 0.

Wienerov proces ima mnogo vaznih osobina medju kojima su sledece:
2

e proces je drugog reda, tj. F|w(t)|* < oo;

e n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < ... < t, 1 uy,...,u, € R se
moze izraziti preko jednodimenzionalnih gustina raspodele f(t,u) Gaussove
slucajne promenljive, tj.

Julte, -ty un, oo un) = fi(tug) - fi(ts =t up — ug) -

fl(tn - tnfl; Up, — unfl);



e proces je Markova;
e srednje kvadratno je neprekidan;

e skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije;

e skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;
e proces {w(t), F,t > 0} je martingal, tj. za svako t > s > 0 vazi
E(w(t)|Fs) = w(s), skoro izvesno;
e skoro izvesno je neogranicene varijacije i konacne varijacije na svakom segme-

ntu [a,b] C [0,00), tj. za proizvoljnu konstantu ¢ € R i particiju a =ty < t; <
... <t, = b segmenta [a, b] za koje max;_i;(tx — tr-1) — 0, n — o0,

P{Z o(ty) — wltir)| > c}ﬂ, S Jwt) = w(te1) = o*(b— a) sk.

k=1 k=1

e moze se definisati na intervalu (—oo, +00), pri ¢emu je Fw(t) =01 K(s,t) =

2(lt| + |s| = |t = s|). Na taj nacin se dobijaju nezavisni Wienerovi procesi
{w(t),t >0} i{w(—t),t > 0} cije su trajektorije skoro izvesno spojene u tacki
t=0.

Definicija 1.2.2 Stohasticki proces {w(t),t > 0} = {(wi(t), wa(t), ..., wn(t)),t >
0} je m-dimenzionalni Wienerov proces ako zadovoljava sledece uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;
2. 1ma nezavisne prirastaje;
3. w(t) —w(s) : N(0,0%(t — s)I), 0 < s <t, gde je I jedinicna matrica reda m.

Dakle, koordinate Wienerovog procesa su jednodimenzionalni uzajamno nezavisni
Wienerovi procesi i za m-dimenzionalni Wienerov proces vaze sve osobine jednodi-
menzionalnog Wienerovog procesa.

1.3 Integral Itoa

U ovom poglavlju bi¢e reci o konstrukciji stohastickog integrala u odnosu na Wiene-
rov proces. S obzirom da je Wienerov proces neogranicene varijacije i da skoro sve
njegove trajektorije nemaju izvod ni u jednoj tacki, stohasticki integral po Wien-
erovom procesu se ne moze definisati kao Riemann-Stieltjesov ili Lebesgueov integral.
Medjutim, zahvaljujuci stohastickoj prirodi Wienerovog procesa moguce je definisati
stohasticki integral i to za veliku klasu stohastickih procesa. Takav integral je prvi
put definisao K. Ito 1949 godine zbog ¢ega se u literaturi najcesée srec¢e pod nazivom
stohasticki integral Itoa.



1.3.1 Konstrukcija integrala Itoa

Neka je (€2, F, P) prostor verovatno¢a na kome su definisane sve slu¢ajne prome-
nljive i procesi koji ¢e biti razmatrani u nastavku.

Neka je w = {w(t), F;,t > 0} jednodimenzionalni standardni Wienerov proces
adaptiran u odnosu na rastuéu familiju pod-o-algebri {F;,t > 0} o-algebre F pri
cemu je Fy = o{w(s),s <t}, Fs C Fr,s <tiw(t)—w(s) je nezavisno u odnosu na
F, za svako s < t.

U daljem tekstu bice koris¢ena oznaka Mo([tg, T']; R) za klasu stohastickih procesa
o ={p(t),t € [to, T]} za koje vazi:

1. ¢ je B® F-merljiv;
2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju pod-c-algebri {F;,t > 0};
T
3. llell” = [, Ele(t)[Pdt < cc.
Prostor (Ms([to, T]; R),|| - ||) je Banachov i u tom prostoru se poistovecuju ¢ i ¢
ako je [l — @[ = 0.
Najpre ¢e biti definisan stohasticki integral stepenastog stohastickog procesa iz

klase My ([to, T']; R), a zatim ¢e definicija biti prosirena na ¢itavu klasu My([to, T]; R)
metodom aproksimacije proizvoljnog procesa iz te klase nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohasticki proces ¢ € My([to, T]; R) je stepenasti proces ako po-
stoji particija ty < t1 < ... < t, =T, nezavisna od w, tako da je

o(t) = o(ty) s.i., ty <t <tps1, k=0,1,....,n— 1.

Definicija 1.3.2 Neka je p € Ms([to, T]; R) stepenasti stohasticki proces. Slucajna
promenljiva

i
L

I(p) = / o(Odw(t) = 3 p(t) (wtin) — w(ty)) (1.4)

to 0

b
I

naziva se stohasticki integral stepenastog procesa ¢ u odnosu na Wienerov proces w
ili integral ITtoa.

Naredna teorema je od velike vaznosti za definisanje integrala [toa za proizvoljno
p € My([to, T R).

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t), Fi,t > 0} Wienerov proces i neka je ¢ €
My([to, T); R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} tako da

T
lo — onll? = / Elo(t) — pu()2dt — 0, 1 — oo;

to



2. ako niz stepenastih procesa {pn,n € N} aproksimira ¢ u smislu da je ||¢ —
onll = 0, n — oo i ako je integral I(yy,) definisan kao u Definiciji 1.3.2, tada
niz slucagnih promenljivih {I(¢,),n € N} konvergira u srednje kvadratnom
smislu kada n — oo,

3. ako su{pn,n € N} i{,,n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimi-
raju @, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(¢)).

n—oo n—oo

Na osnovu Teoreme 1.3.1 se moze zakljuciti da se intergal Itoa I(y) moze defi-
nisati kao srednje kvadratni limes niza {¢,,n € N}, tj.

T

I(p) :/ o(t)dw(t) := s.k. lim on(t)dw(t).

to n—oo to
Navedimo najvaznije osobine stohastickog integrala (1.4).

Teorema 1.3.2 Neka je o, € Ms([to, T]; R) i o, € R proizvoljne konstante.
Tada je:

1. I(p) Fr-merljivo;

2. El(p) = 0;

3. Iop + BY) = al(p) + BI(¢);

4. E|lI(p)]* = ftf E|p(t)|?dt (stohasticka integralna izometrija);

5. BIL(@)I(W)] = [o Elp(t)(t)]dt.

Integral Ttoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je L([to, T|; R) klasa stohastickih procesa koji su B® F-merljivi, adap-
tirani u odnosu na familiju pod-o-algebri {F;,t > 0} i za koje vazi da je

P {/tT o () 2dt < oo} _1

Ocigledno da je Lo([to, T]; R) sira klasa nego Ms([to, T]; R).
Moze se dokazati da za svako ¢ € Ly([ty, T]; R) postoji niz {¢,,n € N} iz klase
My ([to, T]; R) tako da se integral Itoa procesa ¢ moze definisati kao

I(p) = lim I(p,) u verovatnodi.

n—oo

U ovom slucaju osobine 1-3 Teoreme 1.3.2 vaze dok ostale ne vaze. Medjutim,
integral Itoa procesa ¢ € Lo([to, T|; R) zadovoljava sledeéu osobinu: za proizvoljne
pozitivne konstante N i e vazi

P{ /tOTgo(t)dw(t)‘ > g} <p {/tT ()2t > N} + g




Integral Itoa se moze definisati i za stohasticke procese iz klase My([to, T]; R x R™),
u odnosu na m-dimenzionalni Wienerov proces w = {w(t), F;,t > 0} ¢ije su oso-
bine date u Definiciji 1.2.2. Klasa My([to, T]; R* x R™) obuhvata sve (d x m)-
dimenzionalne merljive i {F;,t > 0}-adaptirane stohasticke procese ¢ koji zadovo-
ljavaju uslov

T
wwa/Ewm%<m,

to
pri ¢emu je | - | matriéna norma definisana sa
d m
o> =)0 lpul® = tr(ey).
i=1 j=1

Kako je ¢ € My([to, T]; R? x R™) onda kada je ¢;; € My([to, T); R),i = 1,d,j =

1, m, to se visedimenzionalni integral Itoa moze definisati kao d-dimenzionalni vektor

T | eu) o oim(t) dw (t)
uwszwwwzf z |, s

to to SDdl(t) g@dm(t) dwm(t)

gde je i-ta komponenta vektora I(y), suma jednodimenzionalnih integrala Itoa, tj.

U

He) = [ eutiduy0,i=Ta

U tom smislu, sve osobine Teoreme 1.3.2 vaze i u ovom slucaju. Analogno jednodi-
menzionalnom slucaju, definicija stohastickog integrala Itoa se moze prosiriti na
klasu EQ([t(),T], Rd X Rm)

1.3.2 Neodredjeni integral Itoa

Definicija 1.3.3 Neka je Iy, to < s < t < T indikator skupa [to,t]. Neodredjeni
integral Itoa procesa ¢ € Ms([to, T|; R) je stohasticki proces x = {x(t),t € [to, T},
pri cemu je

T t
x(t) = / Itsenyp(s)dw(s) = / o(s)dw(s), t € [to,T].
to to
Osobine neodredjenog integrala Itoa su:
1. x(t) je {F:,t > 0}-adaptiran;
2. {z(t), Fi,t € [ty,T]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;

4. x(t) —x(s) = f;gp(u)dw(u);



5. Ea:(t) = 0;
6. Elz(t) ft Elp(s)|?ds;

7. proces {a:( ), Fi,t € [to, T}, za o € Ms([to, T]; R), je kvadratno integrabilni
martingal sa kvadratnom varijacijom

t
_ / o) Pdu;
to

8. proces x iz Definicije 1.3.3 je s.i. neprekidan;

9. ako je 7 vreme zaustavljanja u odnosu na {F;,t € [ty,T]}, tada je za ¢ €
Mo([to, T]; R), stohasticki proces

x(tAT) :/ Tgo(s)dw(s), t € [to, T,

to
martingal u odnosu na {F;,t € [to, 7]} i Ex(t A7) = 0.

Neodredjeni integral Itoa se takodje moze definisati i za stohasticke procese ¢ €
Lo([to, T]; R), analogno Definiciji 1.3.3. Tada je proces © = {z(t),Fi,t € [to,T]}
merljivis.i. neprekidan, dok u opstem slucaju, nije martingal. Medjutim, proces x je
lokalni martingal, tj. {x(t AT,), Fi, t € [to, T} je martingal, pri cemu je {7,,n € N}
niz vremena zaustavljanja definisanih sa

= inf )|*ds >
= nt, { [ letras >},

Formula Itoa je od velikog znacaja za efektivno resavanje integrala Itoa i ima
znacajnu ulogu u proucavanju razlicitih problema koji se ticu stohastickih difer-
encijalnih jednac¢ina. Ovu formulu je prvi uveo K. Ito u radovima [33, 34], dok se
njena uopstenja mogu naéi u radu Meyera [67].

Neka je w = {w(t), F;,t > 0} jednodimenzionalni Wienerov proces definisan na
kompletnom prostoru verovatnoca (2, F, P). Pretpostavimo da su a € L£;(R; R)
ib € Ly(Ry; R) merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju pod-c-algebri
{Fi,t > 0}, pri cemu je, za svako T > 0,

1.3.3 Formula Itoa

/0 la(t, z(t))|dt < oo, /0 b(t, z(t))|*dt < oo s.i.

Definicija 1.3.4 Jednodimenzionalni stohasticki proces {x(t),t > 0}, gde je

z(t) = x(0) +/0 a(s, xz(s))ds +/O b(s,z(s))dw(s), t>0, (1.6)

se naziva proces Itoa kada je a € L1(R1;R) i b € Lo(Ry; R). Kaze se da {x(t),t >
0} ima stohasticki diferencijal dz(t) za t > 0, pri cemu je

dx(t) = a(t,z(t))dt + b(t, x(t))dw(t).



Prvi integral u izrazu (1.6) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itoa. Kako su oba
integrala merljiva, F;-adaptirana i s.i. neprekidna, to i proces Itoa ima iste osobine.

Teorema 1.3.3 (Formula Itoa, [33]) Neka je {x(t),t > 0} proces Itoa sa sto-
hastickim diferencijalom dx(t) = a(t,z(t))dt 4+ b(t, x(t))dw(t) i neka je f : Ry X
R — R neslucajna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima fl(t,x), fL.(t,z),
" (t,x). Tada je {f(t,z(t)),t > 0} takodje proces Itoa i ima stohasticki diferencijal

df (¢, x(t)) = | f (&, =(8)) + f;(m(t))a(t,x(t)H%f;'x(tax(t))b%,x(t)) dt (L.7)
+fo (6 2(0)b(t, 2(t))dw(t), ¢ >0

Izraz (1.7) je poznat kao Itova formula za stohasticko diferenciranje.
Formula Itoa se moze uopstiti na visedimenzionalni slucaj, pa se u tom smislu
najpre uvodi pojam visedimenzionalnog stohastickog diferencijala.

Definicija 1.3.5 Neka je w = {w(t), F,t > 0} m-dimenzionalni Wienerov proces.
Neprekidan i adaptirani d-dimenzionalni stohasticki proces {x(t),t > 0}, pri éemu
je x(t) = (z1(t), xa(t), ..., zq(t))T, je proces Itoa ako je oblika

t ¢
z(t) = x(0) +/ a(s,x(s))ds—i—/ b(s, z(s))dw(s),
0 0
gde je a € L1(R.;RY) ib € Loy(Ry; RY x R™). KaZe se da {x(t),t > 0} ima sto-
hasticki diferencijal dz(t) za t > 0, pri cemu je
dz(t) = a(t,z(t))dt + b(t, x(t))dw(t).

Da bi se integral Itoa uwopstio na visedimenzionalni slucaj, uvodi se funkcija V €
CY2 (R x R4 R), pri ¢emu je

G (2,

ot Oxy 7 Oxy
9%V 9?2V
82‘/ 81:1'8001 ttt Ox10xy
‘/szt = 020 = :
LiO%j5 /) qxd 92V 92V
Oxrgdxr1 °°°  Oxg0zyg

Kao u jednodimenzionalnom, tako je i u viSedimenzionalnom slucaju za efektivno
reSavanje integrala Itoa vrlo ¢esto neophodno primeniti formulu Itoa za stohasticko
diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.3.4 (Formula Itoa, [33]) Neka je {x(t),t > 0} d-dimenzionalni pro-
ces Itoa sa stohastickim diferencijalom dx(t) = a(t,z(t))dt 4+ b(t, x(t))dw(t) i neka
je Ve CY*(Ry x R4 R). Tada je {V(t,z(t)),t > 0} takodje proces Itoa i ima
stohasticki diferencijal

AV (t, z(t)) (1.8)

1
= |Vi(t, z(t)+ Vu(t, 2(t))alt, x(t)) + §tr(bT(t,x(t))%x(t,w(t))b(t, x(t))] dt
+Vo(t, x(t))b(t, x(t))dw(t), t>0.



Naredno tvrdjenje, poznato kao Burkholder-Davis-Gundy nejednakost [14] ima ve-
liku primenu u stohastickoj analizi.

Teorema 1.3.5 (Burkholder-Davis-Gundy nejednakost, [54]) Neka je w =
{w(t), Fi, t > 0} m-dimenzionalni Wienerov proces i o € Lo(Ry; RT x R™). Tada,
za svako p > 0, postoje univerzalne konstante ¢, i c,, koje zavise samo od p, tako da
za svako t > 0 vazi

p

3
< E sup
s€[0,t]

P
2

, o (1.9)

e8| [ ot [ etwant| < cp| [ o

pri cemu je

&, = (p/2)%, ¢, = (32/p)P?, 0 < p < 2;
Epzl, cp:él7 p=2;
&= (2p)7"2 ¢, =20 — 1), p> 2.

1.4 Poissonova slu¢cajna mera

U teoriji stohastickih procesa, kao i u modelima iz razlic¢itih oblasti nauke i primena,
znacajnu ulogu imaju procesi sa skokovima. Izmedju ostalih, neki od poznatih
modela u osiguranju (videti [68]) se baziraju na Poissonovom procesu.

Definicija 1.4.1 Stohasticki proces {xz(t),t > 0} je Poissonov proces sa parametrom
A > 0 ako zadovoljava sledece uslove

® ima nezavisne prirastaje,
o P{x(t)—a(s) =k} = ’\k(tk—?s)k e M=) 0<s<t, k=0,1,..

U nastavku ¢e biti rec¢i o Poissonovoj slucajnoj meri koja predstavlja prirodno
uopstenje Poissonovog procesa.

Neka je {x(t),t € [0,T]} separabilan stohasticki proces, saglasan sa familijom
{F:,t € [0,T]}, neprekidan u verovatnodi i sa nezavisnim prirastajima koji uzima
vrednosti u R?. Neka je D C R¢ zatvoren skup koji ne sadrzi koordinatni pocetak
i Bp o-algebra Borelovih skupova iz D. Za svako A € Bp, oznaka v(A,t), v(A,t) =
v(A,[0,t)) ¢e se odnositi na broj tacaka s € [0,t) za koje je z(s + 0) — z(s —
0) € A. U [24] se moze nadi dokaz da je, za fiksirano A, v = {v(A4,t),t € [0,T]}
Poissonov proces sa parametrom I1( A, t) koji je saglasan sa familijom {F;, t € [0, T]}.
Specijalno, ako je II(A,t) = II(A)t, tada se radi o homogenom stohastickom procesu
sa skokovima, neprekidnom u verovatnod¢i koji ima nezavisne prirastaje i raspodelu

(II(A))"(t — s)*

P{v(At) —v(A,s) =k} = o e HA)(t=s)




pricemuje0<s<t<T k=0,1,..1 [I(A)t = Ev(A,t).
Za svako t € [0,7T] i uzajamno disjunktne skupove Ai, As, ... iz Bp, slucajne
promenljive v(A;,t),i = 1,2, ... su uzajamno nezavisne. Tada je

v Apt) =) w(Apt) si
k=1 k=1

Imajuéi u vidu ove osobine slu¢ajnog procesa {v(A,t),t € [0,T]}, moze se zakljuciti
da se na prostoru (R? x [0,7],B¢ x B([0,T])) formira Poissonova slu¢ajna mera
v(A,A), pri cemu je A € B, A = [t,t + At) C [0,T]. Kako je

Ev(A,A) =TI(A)|At,

to je, za uzajamno disjunktne skupove Ay, k=1,2, ...,

N Ap) = ) TI(Ay),

tj. II je mera na prostoru (R%, B%).
Neka je
V(A A) =v(A,A) —TI(A)| At

slucajna funkcija skupova koja ima osobine
Ev(A,A) =0, Eip(A A)(B,A)=T(ANB)|At, A Bec B

Funkcija 7 se naziva kompenzovana (centrirana) Poissonova slu¢ajna mera.

1.5 Integral po Poissonovoj slu¢ajnoj meri

Pojam integrala stohastickog procesa po kompenzovanoj Poissonovoj slucajnoj meri
se uvodi analogno kao integral Itoa po Wienerovom procesu o ¢emu je bilo rec¢i u
Poglavlju 1.3.1. Familija {F;,t € [0,T]} je generisana pomoc¢u v u smislu da za svako
A e B4 v(A,0,t)) bude Fi-merljivo i da slu¢ajne promenljive v(A, [t,t + s)), 0 <
t <t+ s <T ne zavise od F;.

Neka je {q(u,t),u € R% t € [0,T]} slucajna funkcija sa vrednostima u R¢, sa-
glasna sa familijom {F3,t € [0,7T]}, pri ¢emu je

t
/0 ” lq(u, t)|*TI(du)dt < oo s.i. (1.10)

Neka je sa My (IT) oznacena klasa slu¢ajnih funkcija koje zadovoljavaju uslov (1.10).
Ako je q € My(IT) stepenasta funkcija, tj.

q(u,t) = q(u, ty),t € [te,tpr1), k=0,1,..n—1,0=tg<t; <..<t,=T,



tada je integral funkcije ¢ po kompenzovanoj Poissonovoj slu¢ajnoj meri, slucajna

PI omenljiva
f d CH E t d tr, t
/ /d U U / T,L k U [ k> kJrl))

Integral proizvoljne sluc¢ajne funkcije ¢ € My(IT) po kompenzovanoj Poissonovoj
slucajnoj meri se definise kao slucajna promenljiva

T
/ / q(u, t)v(du, dt) = lim q,(u,t)v(du,dt) u verovatnodi, (1.11)
R4

n—oo

pri ¢emu je g,,n = 1,2, ... niz stepenastih slu¢ajnih funkcija iz klase Ms(II) koji
aproksimira funkciju ¢ u smislu da, kada n — oo

T
/ / lq(u,t) — qu(u, t)[*TI(du)dt — 0, u verovatnodi.
Rd

Analogno neodredjenom integralu Itoa, definise se i neodredjeni integral po kompe-
nzovanoj Poissonovoj sluc¢ajnoj meri

0= [ [ awoans

koji je d-dimenzionalni, F;-merljiv, skoro izvesno neprekidan s desna stohasticki
proces, bez tacaka prekida druge vrste.

U nastavku ¢e biti navedene osnovne osobine neodredjenog integrala po kompe-
nzovanoj Poissonovoj slucajnoj meri, koje su od znacaja za predstojece razmatranje.

Ako je
T
/ / E|q(u, s)[*TI(du)ds < oo,
0o Jrd

tada je
. Ea:(t) =0,
o Elx(t)]> = [y [na Ela(u, s)|*TI(du)ds,

) {x(t), Fi,t € [0,T]} je martingal sa kvadratnom varijacijom

_ /Ot /R (g, 5)PTI(du)ds

Imajuéi u vidu poslednju osobinu, na intergal po kompenzovanoj Poissonovoj
slucajnoj meri se moze primeniti slede¢a teorema koja je uopstenje Teoreme 1.3.5.

Teorema 1.5.1 (Opsta Burkholder-Davis-Gundy nejednakost) Za svako p >
1 postoje univerzalne pozitivne konstante c, i Cp, tako da za svaki lokalni martingal

x={x(t),t € 0,7}, (0) =0, vazi
cp(Elz])?? < E sup |2(s)|P < Cp(E[z])*?, t€][0,T),

s€0,t]

pri cemu je [x]; kvadratna varijacija procesa .



1.6 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticka diferencijalna jednacina nepoznatog d-dimenzionalnog procesa x = {z(t),
t € [to, T]} je jednacina oblika

dx(t) = a(t,z(t))dt + b(t,x(t))dw(t), t € [to,T], x(to) = o, (1.12)

pri ¢emu je w = {w(t),t € [to, T|} m-dimenzionalni Wienerov proces, pocetni uslov
xo je d-dimenzionalna sluc¢ajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u odnosu
na wia: [tg,T] x R — R4 b : [ty, T] x R — R? x R™ su neslucajne Borelove
funkcije.

U skladu sa Definicijom 1.3.5 stohastickog diferencijala, jednacina (1.12) se moze
predstaviti u ekvivalentnom integralnom obliku

x(t) = xo +/ a(s,z(s))ds + b(s,z(s))dw(s), t € [to,T). (1.13)

to
U nastavku ¢e se podrazumevati da je F; = o{xo, w(s),0 < s < t}.

Definicija 1.6.1 Merljiv stohasticki proces x = {x(t),t € [to,T]} je strogo resenje
jednacine (1.12) ako zadovoljava sledece uslove:

1. z(t) je Fi-merljivo za svako t € [ty,T;

2. [, la(t,z(t))|dt < oo s.i., [; b(t,x(t))[?dt < 00 s.i.;

3. x(ty) = o S.1.;

4. integralni oblik jednacine (1.13) vazi s.i. za svako t € [to, T).

Na osnovu osobina 1 i 2 Definicije 1.6.1 sledi da su i Lebesgueov i Itov integral na
desnoj strani jednakosti (1.13) dobro definisani i s.i. neprekidni, zbog ¢ega je i z s.i.
neprekidan proces. Oba integrala su jedinstvena do stohasticke ekvivalentnosti. U
takvim slucajevima, u skladu sa Teoremom Dooba 1.1.1, uvek ¢emo pretpostavljati
da smo izabrali merljivu, separabilnu i s.i. neprekidnu modifikaciju strogog resenja.

Definicija 1.6.2 Jednacina (1.12) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x i T vazi

P{x(t) = @(t),t € [to, T]} = 1.

Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jedna-
¢ine (1.12).

Teorema 1.6.1 Neka je w m-dimenzionalni Wienerov proces i xq slucajna prome-
nljiva, nezavisna od w, za koju vaZi da je E|zo|?> < oo. Dalje, neka su a : [to, T] X
R* — R4 b: [ty, T] x R — R% x R™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju globalni



Lipschitzov uslov i uslov ogranicenog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako da za
svako (t,x), (t,y) € [to, T] x R%, vazi

la(t, ) — alt, y)| + [b(t, x) = b(t, y)| < Ll —yl, (1.14)
la(t,z)[? + [b(t, 2)[* < L*(1 + |]). (1.15)

Tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno strogo resenje jednacine (1.12) sa osobinom
ESUPte[tO,T] |z(8)]* < oo

Sta vise, ako je El|xo|P < oo,p > 2, tada postoji konstanta Q > 0 tako da je
ESUpte[to,T] ()P < Q.

1.7 Funkcionalne stohasticke diferencijalne
jednacine

U mnogim slucajevima, neki od najzastupljenijih i najvaznijih stohastickih mo-
dela u kojima buduca stanja sistema zavise ne samo od trenutnog stanja, vec
i od proslih stanja, opisuju se pomocu stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina. Predmet proucavanja u ovoj oblasti je najcesce egzistencija, jedinstvenost
i stabilnost, kao i kvalitativna i kvantitativna svojstva resenja. U opseznoj literaturi
iz ove oblasti, treba istaknuti rad Mohameda [76], radove i knjige [54, 55, 60], ¢iji je
autor X. Mao, kao i literaturu na koju se oslanjaju.

Pored ranije uvedenih oznaka i osnovnih pretpostavki, bi¢e uvedeni jos neki
pojmovi.

Polazna pretpostavka je da su sve slucajne promenljive i procesi definisani na
prostoru verovatnoca (Q, F, {F; hi>o, P) sa filtracijom {F; }+>0 koja zadovoljava uobi-
cajene uslove (tj., rastuéa je i neprekidna s desna, dok Fy sadrzi sve dogadjaje
verovatnoce nula).

Za fiksirano 7 > 0, neka je C([—7,0]; R?) familija neprekidnih funkcija ¢ :
[—7,0] — R? sa supremum-normom definisanom sa ||¢|| = sup_, .y |¢(0)]. Oci-
gledno, (C([-7,0]; RY),]|| - ||) je Banachov prostor. o

U ovom poglavlju razmatrace se stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina
oblika

dx(t) = f(a, t) dt + g(ae, t) dw(t), t € [to, T, (1.16)
xto = gﬂ
pri ¢emu su funkcionali
f:C([~7,0]; RY x [to, T] — RY, g:C([-7,0]; RY) x [to, T] — R x R™

Borel merljivi, z(t) je d-dimenzionalni proces i z; = {z(t + 0),0 € [—7,0]} je sto-
hasticki proces iz klase C([—7,0]; RY) i interpretira se kao proslost datog stanja.
Zbog zavisnosti od proslosti, pocetni uslov se mora zadati na ¢itavom intervalu
[t() -7, to], tJ

Lty = §= {5(6))9 S [_7_7 0]}7 (1'17>



pri éemu je & Fy,-merljiva slucajna promenljiva iz klase C'([—7, 0]; R?), za koju vazi
E||¢|* < oo

Definicija 1.7.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € [to—7,T]} se kaZe
da je resenje jednacine (1.16) ako je s.i. neprekidan, {x;,t € [to, T)} je Fi-adaptiran,
ftf |f(ze,t)| dt < o0 s.i., LZ \g(xg, t)|2dt < 00 s.i., ;1 = & s.i. i za svako t € [ty, T,
integralni oblik jednacine (1.16) vazi s.i.

Definicija 1.7.2 Resenje {z(t),t € [to—T,T|} je jedinstveno ako za bilo koje resenje
{Z(t),t € [to — 7, T|} vaZi da je stohasticki ekvivalentno tom resenju, tj. ako je

P{a(t) = @(t),t € [ty — 7, T]} = 1.

Slede¢i fundamentalni rezultat u teoriji stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina se moze naéi, na primer, u [54].

Teorema 1.7.1 Ako za funkcionale f i g vaZe uniformni Lipschitzov uslov i uslov
ogranicenog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da vazi

[f (o, t) = F(b, D)V |g(e, 1) — g(h, 8)] < Kl — ¢l (1.18)
[F (e, )1V 1g (e, )] < K (1 + [lel]) (1.19)

za svako t € [to, T] i v, € C([—7,0]; RY), tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno
resenje x(t) jednacine (1.16). Sta vise, ako je E||{||P < oo za p > 2, tada je
Esupy,_,<i<r |2(t)[P < oo.

1.8 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
vremenski zavisnim kasnjenjem

U mnogim situacijama iz realnog zivota, promene sistema su uslovljene kako trenu-
tnim stanjem tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. U
slucajevima kada te promene zavise od svih stanja sistema u toku prethodnog peri-
oda fiksne duzine, koriste se funkcionalne stohasticke diferencijalne jednacine o ko-
jima je bilo rec¢i u Poglavlju 1.7. Medjutim, cesto je priroda zavisnosti od proslosti
nekog sistema takva da se adekvatnije opisuje nekom funkcijom vremena. Takvi
sistemi se matematicki modeliraju pomocu stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski zavisnim kasnjenjem.

Postoji opsezna literatura kako o deterministickim, tako i o stohastickim difer-
encijalnim jednac¢inama sa kasnjenjem i njihovoj primeni u populacionoj dinamici,
medicini i teoriji materijala sa memorijom, izmedju ostalog. Tako je, na primer,
model neuroloskih bolesti razmatran u [11], dok je studija o drzanju ljudskog tela
predstavljena u [20]. Na drugoj strani, rast Celijske populacije u okruzenju koje je
izlozeno slucajnim uticajima se moze opisati slede¢om stohastickom diferencijalnom
jednacinom sa vremenski zavisnim kasSnjenjem,

dr(t) = (por(t) + pua(t — 5(1)))de + Ba(t)du(t), ¢ > 0,
ro=¢§ = {5(6)’9 S [_7_7 0]}a



gde z(t) predstavlja veli¢inu populacije u trenutku ¢t. U ovom modelu se pretpo-
stavlja da, kada otpocne, celijska deoba nije trenutna. U tom smislu py predstavlja
stopu trenutnog rasta populacije, p; je stopa zakasnelog rasta populacije, dok se ¢
moze interpretirati kao vreme ¢elijske deobe.

Pored toga, u radu [92] je razmatran sledeéi stohasticki Lotka-Volterra model sa
vremenski zavisnim kasnjenjem

dz;(t) = z:(t) [(b D a0+ byt =9, (t)))dt +oydw(t)],

zat>01ii=1,2,...,n, pri cCemu x;(t) predstavlja veli¢inu populacije i-te vrste u
trenutku ¢, b; je stopa rasta i-te vrste, a;;, bi;, 4,7 = 1,2,...,n predstavljaju mere
interakcije izmedju vrsta x; i z;, §; € C'([0,00);[0,7]), 7 > 0, = 1,2,...,n su
funkcije kasnjenja, a izrazi x;(t — 0,(t)) predstavljaju veli¢cinu populacije koja je
uslovljena nekim faktorima iz proslosti.

Imajuéi u vidu ranije uvedene oznake, u nastavku ¢e biti razmatrana stohasticka
diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. U tom smislu se uvodi
Borelova funkcija ¢ : [tg, 7] — [0, 7] tako da je

Tty = g = {5(0)79 S [_7-7 O]}v (121)
pri cemu su f : R4 x R x [tg,T] — R¥ig: R*x R x [ty, T] — R>™ Borelove
funkcije i z(¢) je d-dimenzionalni proces koji opisuje promenu stanja sistema tokom

vremena. Pretpostavka je da je pocetni uslov ¢ F -merljiv, da pripada familiji

C([—7,0]; RY) i da vazi E|¢||* < .

Definicija 1.8.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € [to—7,T]} se kaZe

da je resenje jednacine (1.20) sa pocetnim uslovom (1.21) ako je s.i. neprekidan,

. L s . (T :

Fi-adaptiran proces, pri cemu vaZe uslovi fto |f(z(t),z(t — d(t)),t)|dt < oo s.i.,

ftf lg(x(t), x(t — 6(t)),t)|*dt < 0o s.i., x4, = € s.i. 1 za svako t € [ty, T], integralni

oblik jednacine (1.20) vaZi s.i.

Jedinstvenost resenja jednacine (1.20) se definise na isti na¢in kao u Definiciji 1.7.2.
Dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resenja stohasticke diferencijalne

jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem su dati sledecom teoremom koja je
preuzeta iz [54].

Teorema 1.8.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.20) zadovoljavaju Lipschitzov
uslov i uslov ogranicenog rasta, po x iy, tj. ako postoji pozitivna konstanta K tako
da, za svako t € [to,T] i x,%,y,7 € R, vazi

|f(z,y,t) = f(&, 9,0 Vg(z, y, 1) —g(Z, 4, 1) < K(lz = 22+ [y — gf*),  (1.22)
i za svako (w,y,t) € R x R x [ty, T], vazi
(2, y, ) V gz, y, 0)]* < K(1+ |2]* + [y[*), (1.23)

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno resenje x(t) jednacine (1.20). Sta vise, ako
je E||¢||P < oo za p > 2, tada je E'sup,, . <;<r|x(t)P < co.



1.9 Neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine

Prirodno uopstenje stohastickih diferencijalnih jednacina koje imaju osobinu za-
visnosti od proslosti, predstavljaju neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
u kojima se, pored nepoznatog procesa x, pod diferencijalom javlja i argument sa
kasnjenjem. U tom smislu, mnoga poznata tvrdjenja koja se odnose na funkcionalne
stohasticke diferencijalne jednacine i stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnje-
njem, uspesno su prosirena na klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina
sto potvrdjuju, izmedju ostalih, radovi [39, 51, 54, 59, 80]. U ovom poglavlju ée biti
navedeni osnovni pojmovi vezani za funkcionalne neutralne stohasticke diferenci-
jalne jednacine, kao i za neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski
zavisnim kasnjenjem.

1.9.1 Neutralne funkcionalne stohasticke
diferencijalne jednacine

Neutralna funkcionalna stohasticka diferencijalna jednacina je oblika
dlz(t) — u(xy)] = f(xy, t)dt + gz, t)dw(t), t € [to, T], (1.24)
sa pocetnim uslovom z;, = & = {£(6),0 € [—7,0]}, pri ¢emu su

f:O([=7,0[; RY) x [to, T] — R,
,0); RY) x [to, T] — R™™,
u: C([—7,0]; RY) x [to, T] — R?
12 = {‘T(t + 9)78 S [_7-7 O]} < C([_Tu 0]7 Rd)
Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jedna-

¢ine (1.24) (videti [54]).

Teorema 1.9.1 Ako za funkcionale f i g vaZe uniformni Lipschitzov uslov i uslov
ogranicenog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da vazi

|f(907t> - f(wvt)|2 v |g(§0at) - g(¢at)|2 < KHQO - 77Z}||27 (125)
[fle, ) VIgle,t)]* < K(1+ lel*) (1.26)

za svako t € [ty, T] i @, € C([—7,0]; RY), i ako postoji k € (0,1) tako da vaZi
[up) —u(¥)] < Kl — ¢ (1.27)
za svako @, € C([—7,0]; R?) i u(0) = 0, tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno

resenje x(t) jednacine (1.16). Pored toga, ako je E||£||P < oo za p > 2, tada je
Esup;, <o |2(t)[P < o0.



1.10 Neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Prirodno uopstenje stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim
kasnjenjem, o kojima je bilo rec¢i u Poglavlju 1.8, su one u kojima se pod diferenci-
jalom javlja argument sa kasnjenjem. Poznato je da se neutralne stohasticke difer-
encijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem mogu smatrati specijalnom
klasom neutralnih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jedna¢ina. Na drugoj
strani, zbog posebnog oblika zavisnosti od proslosti, opisane funkcijom kasnjenja,
ova klasa jednacina se ¢esto proucava posebno.

U nastavku ¢e pored ranije uvedenih oznaka i osnovnih pretpostavki, od znacaja
biti funkcija kasnjenja ¢ : [0,+00) — [0,7], koja je Borel-merljiva. Kako je, sa
aspekta primene, prirodno raditi na konacnom vremenskom intervalu, to ¢e biti
razmatrana sledeca neutralna stohasticka diferencijalna jedna¢ina sa vremenski za-
visnim kasnjenjem

dlz(t)—u(x(t—0(t)))] (1.28)
= f(x(t),z(t—=0(t)), t)dt+g(x(t),x(t—0(t)), t)dw(t), t € [0,T],

sa pocetnim uslovom
vo =& ={£(0),0 € [-7,0]}, (1.29)
pri cemu su
f:R'xR*x[0,T] = R, ¢g:R'xR*x[0,T] - R™™, w:R*— R

Borelove funkcije i x(t) je d-dimenzionalni proces. Pretpostavlja se da je pocetni
uslov g = € = {£(0),0 € [—7,0]} Fo-merljiv, da pripada familiji C'([—7,0]; R?) i da

zadovoljava uslov E||¢]|? < oc.

Definicija 1.10.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {x(t),t € [—7,T]} se kaZe
da je resenje jednacine (1.28) sa pocetnim uslovom (1.29) ako je s.i. neprekidan,
Fi-adaptiran proces, pri cemu vaZe uslovi fOT |f(z(t),z(t — d(t)),t)|dt < oo s.i.,
fOT lg(x(t), z(t—5(t)),t)|?dt < 0o, s.i. i za svako t € [0,T], integralni oblik jednacine
(1.28) vazi s.i.

Sledec¢a teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja.

Teorema 1.10.1 Ako je ispunjem globalni Lipschitzov uslov, tj. ako postoji pozi-
tivna konstanta K tako da, za svako t € [0,T] i 1,2, y1,y2 € R%, vazi

‘f(xhylvt)_f(x%yQat)‘Q V ‘9(1'17341715)_9(5172,3/2;75”2 (130)
< K(|zo—21 P +|ya—wi]?),

ako vazi uslov ogranicenog rasta, tj. postoji pozitivna konstanta K > 0 tako da, za
svako t € [0,T] i x,y € R?, vazi

[,y OF Vg, y, ) < K1+ [zl + |y, (1.31)



i ako postoji konstanta B € (0,1) tako da, za svako x,y € RY, vaZi
|u(z) — u(y)| < Ble —yl, (1.32)
tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje x(t) jednacine (1.28).
Uobicajeno je da se, uz navedene uslove, uvede pretpostavka
u(0) =0, (1.33)

Sto je od znacaja za dokazivanje ograni¢enosti momenata resenja. Pored toga, ako
je E|¢||P < 0o za p > 2, tada je Esup_,o;op |2(t)|P < oo (videti, na primer, [54]).

1.11 Pantografske stohasticke diferencijalne
jednacine sa Markovskim prelazima

Stohasticke diferencijalne jednacine su od velikog znacaja zbog toga Sto opisuju
mnoge pojave iz realnog zivota. Upravo iz prakti¢nih problema je proisteklo vece
interesovanje za hibridne sisteme. Naime, uoceno je da se neki sistemi menjaju u
skladu sa razlicitim zakonima u toku nekog vremenskog perioda i da u slucajnim
momentima prelaze sa jednog rezima rada na drugi. To je osnovna motivacija za
proucavanje stohastickih diferencijalnih jednacina sa Markovskim prelazima koje
predstavljaju posebnu klasu hibridnih sistema. U radovima [57, 58, 53, 93] su ra-
zmatrane obicne stohasticke diferencijalne jednacine kao i stohasticke diferencijalne
jednacine sa kasnjenjem, sa Markovskim prelazima.

Zbog svog prakti¢nog znacaja, pantografske stohasticke diferencijalne jednacine
se Cesto proucavanju zasebno, iako predstavljaju klasu stohastickih diferencijalnih
jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem oblika (1.20). Rezultati vezani za pa-
ntografske stohasticke diferencijalne jednacine se mogu naéi u radovima [6, 21] kao i
u literaturi na koju se oni pozivaju. Deterministicka verzija pantografskih jednacina
nasla je svoju primenu, na primer, u analizi jacine elektri¢ne energije koju koriste
trolejbusi kao i u analizi jednodimenzionalnog talasnog kretanja, o ¢emu govore
rezultati [77, 22].

Pantografske stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima pre-
dstavljaju jedan vid uopstenja pantografskih stohastickih diferencijalnih jednacina.

Pored veé uvedenih oznaka, oznacimo sa {r(t),t € [to,T]} neprekidan s desna
lanac Markova definisan nad datim prostorom verovatnoca, sa konacnim skupom
stanja S = {1,2,..., N} i generatorom I' = (7;;) yxn definisanim sa

P{r(t+A) = jlr(t) =i} =

pri cemu je A > 0. U poslednjem izrazu 7;; > 0 je brzina prelaza iz stanja ¢ u stanje
J kada je i # j dok je
Vi = — Z Yij-

J#i



Pretpostavlja se da je lanac Markova r(-) nezavisan u odnosu na Wienerov proces
w(-). Kao §to je poznato, skoro svaka trajektorija procesa r(-) je neprekidna s desna
stepenasta funkcija sa kona¢nim brojem skokova na intervalu [to, 7.

U nastavku ¢e biti re¢i o pantografskim stohastickim diferencijalnim jednac¢inama
sa Markovskim prelazima. Za g € (0, 1), razmatra se slede¢a jednacina

dr(t)=f(z(t), x(qt), r(t), t)dt+g(z(t), x(qt), r(t), t)dw(t), telto,T], (1.34)
to =& ={&(t) 1 t € [qto, tol}, 7(to) =70, (1.35)

xz

pri cemu su
f:R'x Rix Sx [ty,T] — R%, g¢:R*x R*x Sx [ty, T] — R™™,
Borelove funkcije i z(t) je d-dimenzionalni proces.

Definicija 1.11.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {x(t),t € [qto, T|} se kaZe
da je resenge jednacine (1.34) ako je s.i. neprekidan, x(t), t € [to, T je Fi-adaptiran,

Juo 1 (@), 2(qt), r(8), )|dt < 00 s.i., [, |g(a(t),x(gt), r(1),t)2dt < 00 s.i., xyy = &
s.1. 1 za svako t € [to, T, integralni oblik jednacine (1.84) vazi s.i.

Teorema 1.11.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.34) zadovoljavaju globalni Li-
pschitzov uslov 1 uslov ogranicenog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0 tako da
za svako 1, Ta,y1,y2 € R, i€ S it € [to,T),

|f(x1,y1,4,t) — f(22, 92,5, 8) > V |g(@1, 41,4, t) — g(22, 2,4, ) |? (1.36)
< K(|z1 — 22* + ly1 — v2]?),

i ako postoji konstanta K >0 tako da za svako (x,y,t) € R* x R x [to,T] ii € S,
f(z,y,3, )V |g(2,y, 0, 1) P < K (14 [z + [y[*), (1.37)

tada postoji jedinstveno resenje {xz(t),t € [qto, T} jednacine (1.34). Pored toga, ako
je B SuDyeigr, 1] ()P < o0 za p > 2, tada je E supye g0 11 lz(t)|P < oc.

1.12 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa kasnjenjem i Poissonovim skokom

U poslednje vreme se moze uociti porast interesovanja za proucavanje stohastickih
diferencijalnih jednacina sa skokovima, sto porvrdjuju, izmedju ostalih, radovi [78,
28]. Naime, modeli u kojima figurisu skokovi, postali su popularni u finansijama i
nekim oblastima prirodnih nauka i inzenjerstva. Sudeé¢i po empirijskim studijama,
dinamiku cena finansijskih instrumenata karakterisu skokovi koji se ne mogu ade-
kvatno opisati samo difuzionim procesima (videti, na primer, [63]). Takodje, postoje
studije, kao sto su [10, 38|, koje se bave skokovima na trzistu akcija, stranih valuta
i obveznica.



1.12.1 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa kasnjenjem i Poissonovom slu¢ajnom merom

Pored standardnih oznaka, neka je C% ([—7, 0]; R%) familija ograni¢enih Fo-merljivih
slucajnih promenljivih koje su elementi klase C'([—7, 0]; R?).

Stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i Poissonovom slu¢ajnom merom
su oblika

de(t) = f(x(t),x(t — 1), t)dt + g(z(t), z(t — 7),t)dw(t) (1.38)
+/ h(x(t), z(t — 1), u, t)0(du, dt), t € [to, T,
Rd
T, = § = {£(0) : 0 € [-7,0}, (1.39)

pri cemu su

f:RYx R x [ty, T] — RY,
g: R*x R* x [ty, T] — R>™,
h:R*x R* x R* x [to, T] — R*

ige C’}O([—T, 0]; R%). Pored toga,
v(du,dt) = v(du,dt) — T(du)dt

je kompenzovana Poissonova slucajna mera na R? x [ty, T] koja je nezavisna od
Wienerovog procesa w.

Definicija 1.12.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € [to — 7,T]} se
kaze da je resenje jednacine (1.38) ako je s.i. neprekidan i Fi-adaptiran proces,
pri cemu je [, |f(x(t),z(t — 7),t)|dt < 0o s.i., [, |g(x(t),x(t — 7),t)2dt < 00 s.i.,
ftf Jpa lh(z(t), 2(t — 7),u, t)[PII(du)dt < o0 s.i., x4y = & s.4. i za svako t € [to, T,
integralni oblik jednacine (1.38) vazi s.i.

U nastavku ¢e biti navedena teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja, Ciji se
dokaz moze naci u radu [85].

Teorema 1.12.1 Ako vaZe globalni Lipschitzov uslov i uslov ogranicenog rasta, tj.
ako postoji konstanta K > 0 tako da, za svako x1, T2, y1,ys,u € R it € [ty, T), vaZi

| xlayla 33'2,:1/2, )‘ \/‘g<xlay17t)_g(x2>y27t)’2 (140)
/ (e, g1, s £) (2, g, 1w, OPTI(du) < K (Jor =l + [y1 —1).

i ako postoji konstanta K >0 tako da, za svako x,y,u € R? it € [ty, T], vaZi
e 0P VIate, OFV [ e, OPTGR) < KQUHJaf 4+ ), (147
R

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to — 7,1} jednacine (1.38).



1.12.2 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa kasnjenjem i Poissonovim procesom
Specijalan slucaj stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem i Poissonovom

slucajnom merom, su one u kojima figurise integral po Poissonovom procesu. U tom
smislu ¢e biti razmatrana sledec¢a jednacina iz te klase

dz(t) = f(x(t),z(t — 7),t)dt + g(x(t),x(t — ), t)dw(t) (1.42)
+h*(z(t), z(t — 7),t)dN(t), t € [to,T],
xy, =& =1{£0): 0 € [-7,0]}, (1.43)

gde je h* : R* x R* x [to, T] — R*, & € C% ([-7,0]; RY) i N je skalarni Poissonov
proces sa intenzitetom .

Definicija 1.12.2 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € [to — 7,T]} se
kaze da je resenje jednacine (1.42) ako je s.i. neprekidan i Fy-adaptiran proces, pri
cemu je ftf|f(:t(t),x(t —7),t)|dt < oo s.i., ftf|g($(t),x(t —7),t)2dt < oo, s.i.,
ft:OF |h(x(t), z(t — 7),t)|?dt < oo, s.i., x4, = & s.4. i za svako t € [ty, T, integralni
oblik jednacine (1.42) vaZi s.i.

Dokaz naredne teoreme, koja daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti
reSenja jednacine (1.42), moze se naéi u [84].

Teorema 1.12.2 Ako vaZe globalni Lipschitzov uslov i uslov ogranicenog rasta, tj.
ako postoji konstanta K* > 0 tako da, za svako w1, 79, y1,y2 € R i t € [to, T), vazi

’f(xlayht) - f(x27y27t>’2 \% ’g('xlaylat) - g($27y27t)|2 (144)
V|h<$1,y1,t) - h(x27y27t)|2 S K*(|I'1 - $2|2 + |y1 - y2|2)7

i ako postoji konstanta K*>0 tako da, za svako x,y € R and t € [ty, T], vaZi
|f @@,y )PV g (e, y, )PV Rz, y, 0] < K1+ [z + [y]?), (1.45)

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to — 7,1} jednacine (1.42).

1.13 Elementarne i integralne nejednakosti

U ovom poglavlju bi¢e navedene neke elemenarne nejednakosti [75] kao i integralna
nejednakost Gronwall-Bellmana [5, 50, 75|, koje ¢e biti koriséene prilikom dokazi-
vanja glavnih rezultata.

Elementarne nejednakosti koje ¢e biti koris¢ene su:

(Y a) < mtv)> a6, >0,k >0 (1.46)
i=1 i=1
(a+b)P < (1+ 5)”’1(@1’ + 51’pbp), a,b>0,p>1¢e>0; (1.47)
2 2

(a+b)?< %+ , a,b>0,c¢€(0,1). (1.48)

1—¢



Poznato je da postoji vise verzija Gronwall-Bellmanove nejednakosti. Za potrebe
daljeg razmatranja bic¢e navedena samo jedna od verzija, koja ¢e biti eksplicitno

koris¢ena i ¢iji se dokaz moze nadéi u [54].

Teorema 1.13.1 Neka je T > 0 i ¢ > 0. Neka je u(-) Borelova ogranicena nene-
gativna funkcija definisana na [0, T] i neka je v(-) nenegativna integrabilna funkcija

na [0,T]. Ako je t
u(t) < c+/0 v(s)u(s)ds, te€l0,T],

tada je R

u(t) < ce ov(sds p ¢ [0,77.



Glava 2

Euler-Maruyama aproksimacije
reSenja stohastickih diferencijalnih
jednacina

U ovom poglavlju su predstavljene Euler-Maruyama metode za numericko resavanje
stohastickih diferencijalnih jednacina sa deo po deo konstantnim argumentima i neu-
tralnih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. U
tom smislu su u Poglavlju 2.1 navedeni neki od postoje¢ih rezultata koji se odnose na
Euler-Maruyama metodu za razlic¢ite tipove stohastickih diferencijalnih jednacina. U
Poglavlju 2.2 je dokazana srednje kvadratna konvergencija Euler-Maruyama resenja
ka tacnom reSenju stohasticke diferencijalne jednacine sa deo po deo konstantnim
argumentima, kao i eksponencijalna stabilnost resenja u srednje kvadratnom smislu.
U slucaju neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim
kasnjenjem, u Poglavlju 2.3 je dokazana srednje kvadratna bliskost Euler-Maruyama
resenja i tacnog reSenja.

2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Euler-Maruyama aproksimativna metoda je eksplicitna numericka metoda koja se
koristi za aproksimaciju reSenja kako obi¢nih, tako i stohastickih diferencijalnih
jednacina. Pored toga Sto daje eksplicitna aproksimativna resenja, prednost ove
metode u odnosu na ostale metode se ogleda u tome Sto su, najcesce, za dokazi-
vanje srednje kvadratne konvergencije odgovarajuc¢ih aproksimativnih reSenja do-
voljni standardni uslovi egzistencije i jedinstvenosti resenja, tj. Lipschitzov uslov,
uslov ograni¢enog rasta i L?-ograni¢enost poc¢etnog uslova.

U nastavku su navedeni postojeéi rezultati vezani za LP-konvergenciju, p > 2,
Euler-Maruyama resenja za neke klase stohastickih diferencijalnih jednacina, koji ¢e
biti relevantni pri izlaganju rezultata u narednim poglavljima.

Neka je

dx(t) = a(t,z(t))dt + b(t,z(t))dw(t), t € [to,T], x(to) = o, (2.1)

stohasticka diferencijalna jednacina za koju vaze uslovi Teoreme 1.6.1.
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Postoji veliki broj radova u kojima je resenje x = {x(t),t € [to,T]} jednacine
(2.1) aproksimirano na proizvoljnoj particiji intervala [0, 1],

O=to<ti <..<t,= 1, 571 = O§I£<av§—1<tk+1 — tk>. (22)

Tako je Maruyama [62] medju prvima proucavao srednje kvadratnu konvergenciju
Eulerove metode, sledeéi pristup koji je koriséen u deterministickom slucaju. Ovaj
rezultat je poboljsan u radovima Kanagawe [40, 41]. Primenom osnovne ideje iz
rada Maruyame, Kanagawa je u radu [40] razmatrao jednac¢inu (2.1) pod uslovima
la(t, z) —a(s, y)P+[b(t, 2) =b(s,y)|* < Li(lz—y|*+[t—s]?), la(t, 2)|*+[b(t, 2)[* < Lo
i E|rg|* < oco. Kao Maruyama [62], i Kanagawa je definisao neprekidno aproksi-
mativno resenje linearnom interpolacijom diskretnog aproksimativnog resenja dobi-
jenog u tackama particije vremenskog intervala. Diskretno aproksimativno resenje
je definisano kao niz slucajnih promenljivih Yy, Y7, ..., Y, pri cemu je Yy = X( i za
svako k € {1,2,....,n},

Yy =Y+ Z ati1, Vi)t — 1) + > b(ti-1, Yioa) (w(ty) — w(tj-r).

j=1
Zatim je definisano neprekidno aproksimativno resenje vy, = {y,(t),t € [0,1]},
t— 1

Yn(t :Yk+
®) let1 — tk

(Yk—i-l —Yk), te [tk,tk+1], k=0,1,....n— 1.

Uz neznatne razlike u odnosu na [62], Kanagawa je u svom radu dokazao da aproksi-
mativno resenje ¥y, konvergira u LP-smislu ka ta¢nom resenju x jednacine (2.1), tj.
Esupyepoqy [Yn(t) —2(t)[P — 0, n — oo. Red konvergencije, za proizvoljno € > p/2 je

E sup |yn(t) — z(t)[? = 06”*(log 6,,)°.
te(0,1]
U radu [41] Kanagawa je poboljsao svoj rezultat aproksimirajudi resenje z jednacine
(2.1) nizom resenja {z",n € N}, pri ¢emu je

d:c"(t): (I(tk,l’n(tk))dt—f— b(tk,x”(tk))dw(t), tE[tk,thrl), k=0,1,...,n—1,

x"(0) = xo.

U tom slucaju je, za p > 2, red LP-konvergencije O((Sﬁ/z) kada n — oo 14, — 0.
Ovaj rezultat su ranije dokazali Gihman i Skorohod [23] za p = 2.

U radu [60], Mao je dokazao srednje kvadratnu konvergenciju Euler-Maruyama
aproksimativnog resenja ka resenju x = {x(t),t € [—7,T]} autonomne funkcionalne
stohasticke diferencijalne jednacine oblika

dx(t) = f(ay) dt + g(ay) dw(t), te0,T], (2.3)
rg =& ={£(0),0 € [-7,0]},

pod uslovom da je E||£||” < oo, za neko p > 2, ako postoji konstanta A > 0 tako da
je
Elg(t) = &(s)P < At —s), —T<s<t<0;



i ako postoji neprekidna s desna neopadajuca funkcija p : [—7,0] — R, tako da, za
svako ,1 € C([—7,0]; RY), vazi

6 = JORVIote) 9@ < [ 160) - v@rdu@). @1
Globalni Lipschitzov uslov (2.4) implicira uslov ograni¢enog rasta

[f(@)F V@)l < Klell?
za I = 2[(|f(0)[* V [g(0)[*) V (1(0) — pu(=7))].
Naime, Mao je za N = 7/A,; A € (0,1) definisao diskretno Euler-Maruyama
resenje y(kA), k > —N na sledeéi nacin
y(kA) = E(kA), —N <k <0,
I((k+1)A) = gRA)+ f(Fra) A + g(Gra) (w((k+1)A) —w(kA)), k=0,
pri éemu je pa = {Ura(0),0 € [-7,0]} element klase C([—7,0]; R?) definisan kao

0 — 1A
A

gka(0) = y((k +10)A) + [G((k +i+1)A) = g((k +)A)], (2.5)

za iA <0< (i+1)A, i=-N,—(N-1),..,—1. Zatim je definisao neprekidno
Euler-Maruyama resenje y = {y(t),t > 0}, pri ¢emu je
y(t) =£@), tel-70],
t t
= £(0) +/ f(gs)der/ 9(gs)dw(s), t>0,
0 0

gde je Gr = > peo Yealpa +1)a)(t), t > 0. Na taj nacin je srednje kvadratna bliskost
reSenja x 1 y ocenjena kao

E sup |z(t) —y()] < O(A),

te[0,T]

za svako T > 0.

U radu [56], Mao je proucavao srednje kvadratnu konvergenciju i eksponencijalnu
srednje kvadratnu stabilnost Euler-Maruyama metode za stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem, oblika

dx(t) = f(x(t),2(t — 0(t)))dt + g(x(t), x(t — o(t)))dw(t), t >0, (2.6)
x0:§:{§(0>7 [_ T, ]}7 (27

gde je 6 : Ry — [0, 7] funkcija kasnjenja koja zadovoljava uslov

|0(u) —o(v)| < n(u—wv), 0<v<u< oo, (2.8)



za neko n > 0. U [56], za dati korak A, diskretno Euler-Maruyama resenje je defini-
sano kao

y(sthA) =¢(kA), —-TA<k <O,

y(s+(k+1)A) = y(s+kA)+ f(y(s+kA), y(s+EA—In[d(s+kA)/A]A))A
+9(y(s+kA), y(s+kA—In[0(s+kA)/A]A))Awy, k>0,

gde je Aw, = w((k+1)A)—w(kA) i In[x] je ceo deo broja z. Zatim je definisano
neprekidno Euler-Maruyama resenje tako da je y(s +u) = &(u), —7 <u <01

y(t)zy(SH/ f(zl(r),zQ(T))dT’+/ 9(=1(r), 22(r))dw(r), t>s,

gde je

z1(t) = Z Y(s + EA) g1k, st(k+1)0) (1),

k=0

z(t) = Z?/(S + kA —In[6(s+EA) JAJA) s 1k s+ (k+1)8) (1)
k=0

Pod pretpostavkom da vazi Lipschitzov uslov (1.22), E||£||*? < oo, kao i f(0,0) =
0, g(0,0) = 0, Mao je dokazao da je red srednje kvadratne konvergencije Euler-
Maruyama resenja y = {y(t),t > —7} ka tacnom resenju = = {x(t),t > —7}
jednacine (2.6) jednak 1/2; kao i da je resenje jednacine (2.6) eksponencijalno sta-
bilno u srednje kvadratnom smislu ako i samo ako to vazi za Euler-Maruyama resenje.
lako stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem pred-
stavljaju posebnu klasu funkcionalnih stohastickih diferencijalnih jednacina, tehnika
kojom se ova tvrdjenja dokazuju je potpuno drugacija od one koja je koris¢ena u
[60] i te razlike proisti¢u iz razli¢itih oblika zavisnosti od proslosti prisutnih u samim
jednacinama.

Wu i Mao su u svom radu [91] proucavali srednje kvadratnu konvergenciju Euler-
Maruyama aproksimativnog resenja ka resenju x = {z(t),t € [—7,T|} neutralne
funkcionalne stohasticke diferencijalne jednacine oblika

dlz(t) — u(zy)] = f(z)dt + g(z,)dw(t), te€ (0,7, (2.9)

sa po¢etnim uslovom zq = &, za koji vazi E||£||P < oo, p > 21 postoji konstanta A > 0
tako da je Esup_.,cico oen |£() = &(s)]> < AA. Pored toga, oni su pretpostavili
da vazi Lipschitzov uslov (1.25), koji implicira uslov ogranicenog rasta (1.26), kao i
da su zadovoljeni uslovi uslovi (1.27) i u(0) = 0.

Pomenuti autori su za korak A € (0, 1), izabran tako da postoje prirodni brojevi
N > 7,M > T za koje je A = 7/N = T/M, definisali diskretno Euler-Maruyama

resenje y(kA), k= —-N,—(N —1),..., M sa
g(kA) = £(kA), —N <k <0,

g((k+1)A) = g(kA)+u(Gra) —w(Gr—1a)+ f(Gra) A
+9(Uka)(w((k+1)A)—w(kA)), 0<k<M -1,



pri cemu je Yra = {yra(6),0 € [—7,0]} definisano u (2.5), dok je g(—(N + 1)A) =
§(—NA) da bi y_a bilo dobro definisano. Neprekidno Euler-Maruyama resenje
y={y(t),t € [-7,T|} je dato sa

y(t) = f(t), te [_7_7 0]7

— kA
y(t) = £(0) + U(ﬂ(k—nA + ! A (Ura — ?J(k—1)A)) —u(y-a)
+/ f(ys)ds +/ 9(ys) dw(s), telkA (k+1)A], k=0,1,....,M —1,
0 0
gde je

M-
Z padiea,e+1)8) (8) + Yor—yadi—1a,ma)(t), te€[0,T7].
k=0

Na taj nacin je srednje kvadratna bliskost reSenja = i y ocenjena sa

E sup |a(t) —y(t)* < C(OAT,

t€[0,T]

za svaki prirodan broj [ > 1.

U nastavku ¢e biti izlozeni rezultati koji se odnose na srednje kvadratnu konver-
genciju Euler-Maruyama resenja stohastickih diferencijanih jednac¢ina sa deo po deo
konstantnim argumentima, kao i neutralnih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa
vremenski zavisnim kasnjenjem.

2.2 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa deo po deo konstantnim argumentima

Diferencijalne jednacine sa deo po deo konstantnim argumentima opisuju hibridne
dinamicke sisteme (kombinacije neprekidnih i diskretnih), i samim tim imaju osobine
kako diferencnih tako i diferencijalnih jednacina. Ova klasa jednacina je slicna onima
koje se koriste u biomedicinskim modelima, a kao specijalne slucajeve obuhvata
impulsivne jednacine. Neki od postojecih rezultata iz ove oblasti mogu se naci u
radu [88]. Teorija diferencijalnih jednacina oblika

dx(t)
dt

= f(t’m<t)’x<’7<t>>>7 t >0, (2'1())

gde je 7 deo po deo konstantna funkcija, razvijena je u radovima [1, 2, 15, 25].
Modeli u ¢ijoj je osnovi diferencijalna jednacina (2.10) imaju siroku primenu u ra-
zlicitim oblastima nauke uklju¢ujuci biologiju, epidemiologiju i mehaniku. Uprkos
toj ¢injenici, do sada nije razvijena teorija stohastickih diferencijalnih jednacina sa
deo po deo konstantnim argumentima. Glavna motivacija za proucavanje ove klase



jednacina proistekla je iz rada F. Gurcana i F. Bozkurta [27], u kome je razmatrana
diferencijalna jednacina sa deo po deo konstantnim argumentima

P — rat) (1 - aalt) - o ([) — Frallt = 1)), 20 (2.11)

dt

sa poCetnim uslovom z(0) = z, gde [t] oznacava celobrojni deo od t. Pretpostavka
je da su xy i parametri r, a, By, 51 pozitivni brojevi. Jednacina (2.11) predstavlja
jedan od poznatih modela u populacionoj dinamici koji uzima u obzir uticaj lova
(ako je u pitanju zivotinjska populacija), odnosno uticaj ubiranja plodova (ako je u
pitanju populacija biljaka) na veli¢inu populacije.

Imajudi u vidu razlic¢ite slucajne uticaje iz okoline i unutar samih sistema koji se
opisuju, moze se razmatrati sledeca stohasticka diferencijalna jednacina sa deo po
deo konstantnim argumentima

dr(t) = f(x(t), z([t]), 2([t=1]))dt +g(x(t), z([t]), 2([t=1]))dw(t),t = 0,  (2.12)
zo =& ={£(0),0 € [-1,0]}, (2.13)

gde su

f:R'x R*x R* - R,
g:R'x R*x R* — R¥™,

x(t) je d-dimenzionalni proces, pocetni uslov ¢ je Fo-merljiva slu¢ajna promenljiva i
supPge(_1.0 EI§(0)* < oo. Neka x, = {z(t +6),0 € [~1,0]} opisuje evoluciju sistema
u jedinicnom periodu koji prethodi trenutku ¢. Iako je dovoljno znati samo vrednosti
x(—1) 1 2(0), pocetni uslov (2.13) je definisan na ¢itavom intervalu [—1,0], sto je
pogodnije za dalje razmatranje.

Oznacimo sa C([—1,0]; RY) familiju neprekidnih funkcija ¢ : [-1,0] — R%
Neka je L% ([—1,0]; RY) familija F-merljivih slucajnih promenljivih & = {£(6),0 €
[—1,0]} € C([-1,0]; RY) tako da je

1€]% := sup E|£(0)]* < oo.

0e[—1,0]

Uocimo da se jednac¢ina (2.12) moze posmatrati kao sledeca stohasticka difere-
ncijalna jednacina sa dva vremenski zavisna kasnjenja

dx(t)=f(z(t),x(t—01(t)), x(t—32(t))dt (2.14)
+g(a(t), (t=01(1)), 2(t=05(2))dw(t), ¢ =0,

gde su funkcije kasnjenja 0; : [0, +00) — [0, 1), : [0, +00) — [0,2) Borel-merljive i
definisane sa

Si(t)=t—[t], Galt)=t—[t—1], t>0.

Stohasticke diferencijalne jedna¢ine sa vremenski zavisnim kasnjenjima su razma-
trane u [54]. Neki od rezultata navedenih u [54] su od esencijalnog znacaja za
predstojece razmatranje.



Definicija 2.2.1 Za proizvoljno T > 0, d-dimenzionalni stohasticki proces x =
{z(t),t € [-1,T]} je resenje jednacine (2.12) ako je s.i. neprekidan, Fi-adaptiran,

Jo 1F (@), (), e([t = 1)ldt < 0o s.ii, [ lg(x(t), 2([t]), x([t — 1])Pdt < oo, s.i.,
xo =& s.i. 1 za svako t € [0,T], integralni oblik jednacine (2.12) vazi s.i.

Resenje © = {z(t),t € [-1,T]} jednacine (2.12) je jedinstveno ako za bilo koje
reSenje T = {Z(t),t € [—1,T]} vazi da je stohasticki ekvivalentno sa = u smislu da
je P{z(t) =z(t),t € [-1,T]} = 1.

Sledeée pretpostavke su od sustinskog znacaja za dokazivanje glavnih rezultata.

Pretpostavimo da je zadovoljen globalni Lipschitzov uslov, tj. da postoji ko-
nstanta K > 0 tako da za svako z;,v; € R%,i € {1,2,3},

3
|f (1, @2, 28) = f (Y1, y2, y3)|* V |91, 09, 23) =g (g1, 92, 93) P < KDY | —wil” (2.15)

i=1
i neka je
£(0,0,0) =0, g(0,0,0) = 0. (2.16)

Pretpostavka (2.16) omogucava dokazivanje rezultata vezanih za stabilnost resenja.
Ocigledno, uslovi (2.15) and (2.16) impliciraju uslov ograni¢enog rasta

3
[f (@1, @, 23)]" V |g(@1, w2, )P < K ] (2.17)
=1

Kao $to je poznato na osnovu [54], uslovi (2.15) i (2.17) su dovoljni za egziste-
nciju i jedinstvenost resenja jednacine (2.12), za bilo koji pocetni uslov zyg = £ €
L%, ([-1,0]; R*). Resenje jednacine (2.12) ¢e biti oznaceno sa x(t;0,£) kada je
potrebno naglasiti da ono zadovoljava pocetni uslov £ u trenutku ¢t = 0. Ako je
E suppe_y g [£(0)]*<00, tada je E sup,gop|z(t)]*<oo za proizvoljno T' > 0.

Imajuci u vidu ¢injenicu da je usku klasu stohastickih diferencijalnih jednacina
moguce eksplicitno resiti, analiticke i numericke aproksimativne metode dobijaju na
znacaju kada je u pitanju analiza kvalitativnih i kvantitativnih svojstava resenja.
Neki od poznatih rezultata iz oblasti aproksimacije resenja stohastickih diferencija-
Inih jednacina, koje su po svojoj prirodi bliske jednacinama oblika (2.14), mogu se
na¢i u radovima [7, 29, 31, 48, 79|, kao i u literaturi citiranoj u njima.

U Poglavlju 2.2.1, bi¢e dokazana srednje kvadratna konvergencija Euler-Maruya-
ma aproksimativnog reSenja ka reSenju jednacine (2.12). Kao $to je pomenuto u
Poglavlju 2.1, u radu [56] su dokazane srednje kvadratna konvergencija i ekspone-
ncijalna srednje kvadratna stabilnost Euler-Maruyama resenja stohastickih difere-
ncijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem (2.6), pod pretpostavkom da
funkcija kasnjenja zadovoljava Lipschitzov uslov (2.8). Dakle, pomenuti rad ne obu-
hvata jednacine oblika (2.12), tj. oblika (2.14) imajuéi u vidu da funkcije kasnjenja
91 1 97 iz rada [56] ne zadovoljavaju uslov (2.8). U Poglavlju 2.2.2 ¢e biti dokazano
da je resenje jednacine (2.14) eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu
ako i samo ako je, za dovoljno mali korak A, Euler-Maruyama resenje eksponenci-
jalno stabilno u srednje kvadratnom smislu. Rezultati u Poglavljima 2.2.1 1 2.2.2 su
sadrzani u radu [69].



2.2.1 Srednje kvadratna konvergencija Euler-Maruyama
metode za stohasticke diferencijalne jednacine sa
deo po deo konstantnim argumentima

Predstavimo jednac¢inu (2.12) u ekvivalentnom integralnom obliku, tj. za ¢t > 0,

/f ya([s=1]), 8)d8+/09(5€(8),37([8]),x([s—l])ﬁ)dw(é“), (2.18)

sa pocetnim uslovom (2.13). Resenje jednacine (2.18) se aproksimira na particiji
vremenskog intervala sa podjednakom velicinom koraka A € (0, 1) definisanom sa
A = 1/n., za neki prirodan broj n, > 1. Dakle, podeone tacke intervala [—1, 00) su

kA, k=-—n.,—n.+1,..,0,1,..

Nacin na koji je definisana particija garantuje da je [t] = [kA] i [t — 1] = [FA — 1]
zat € kA, (k+1)A),k=0,1,2,..

Diskretno eksplicitno Euler-Maruyama (EM) aproksimativno resenje se definise
na sledeci nacin

g(kA) = £(kA), k=-—n,,—n.+1,...,0,
y((k+1)A) = y(kA)+f(ﬂ( A), y([kA]), g([EA=1]))A (2.19)
+9(y(kA), y([kA]), y([FA-1])) Awg,  k=0,1,2, ...,
gde je Awy, = w((k+ 1)A) —w(kA).
Da bi se definisalo neprekidno Euler-Maruyama resenje neophodno je uvesti ste-
penaste procese

I
NE

2 (1) G(EA) I, k1)) (1), (2.20)
2(t) = F(RA) Tk (es1)a) (1),
23(t) = > G(kA = )T esya) ()-

B
Il
o

Neprekidno EM aproksimativno resenje {y(t),t > 0} se definise kao

y(t) = £(0) + / F(21(5), 22(5), 23(5))ds + / 9(21(5), 2a(5), z5(s))duw(s),  (2.21)

tako da zadovoljava pocetni uslov yo = £. Jednacina (2.21) se moze predstaviti u
ekvivalentnom obliku

t

y(t) = g(kA) —i—/kAf(zl(s), 22(8), 23(s))ds +/]C 9(21(8), 22(s), 23(8))dw(s), (2.22)

A

kada t € [kA, (k+ 1)A). Lako se moze uociti da vazi y(kA) = g(kA), tj. diskretno

i neprekidno EM aproksimativno resenje imaju iste vrednosti u podeonim tackama.



Pre ocenjivanja bliskosti resenja x i y u srednje kvadratnom smislu, bi¢e nave-
deni rezultati koji su neophodni za dokazivanje glavnih rezultata. Neke od slede¢ih
propozicija ¢e biti koris¢ene i u dokazivanju rezultata koji se ticu stabilnosti resenja.
S obzirom da je glavni rezultat u ovom poglavlju srednje kvadratna konvergencija
EM resenja u kona¢nom vremenskom periodu, jednacine (2.18) 1 (2.21) ¢e biti razma-
trane na intervalu [0, 7] gde je T' > 0. Bez smanjenja opStosti se moze pretpostaviti
da je T racionalan broj. U suprotnom, 71" se moze zameniti ve¢im racionalnim bro-
jem. Tada postoji prirodan broj n > T tako da je A = 1/n, = T/n.

Propozicija 2.2.1 Ako je zadovoljen uslov (2.17), tada je

sup Ely(t;0,8)” < Cull¢]] %,

te[—1,1]
pri cemu je C = 3(1 + 2K)e'?K.

Dokaz. Neka je uvedena oznaka y(¢;0,&) = y(t). Za proizvoljno t € [0, 1], na osnovu
uslova (2.17) i definicije (2.20), vazi

Ely(t)? (2.23)
§3H£||3;+3/0 E|f(21(8)722(8),Z3(5))!2d8+3/0 Elg(z1(s), z2(s), z3(s))[*ds

< 3/l¢ll%s + 6K/0 (Elz1(s)]” + Elza(s)]” + Elzs(s))[*)ds

t
< 3)[€|% + 6K |IE][% + 6K / (Blaa(s)P + Elza(s)P)ds
0

t

< 3(1+2K)||€])% + 12K sup Ely(u)|*ds,

0 u€l0,s]
Sto implicira

t
sup Ely(s)]* <3(1+2K)|[¢||% + 12K [ sup Ely(u)*ds, t€[0,1].
s€[0,t] 0 u€l0,s]

Primenom Gronwall-Bellmanove leme se dobija

sup Ely(s)[* < 3(1+2K)e" [|¢][%, ¢ €[0,1]. (2.24)

s€0,t]
Kako je
sup Bly(t)]* < sup Ely(t)[*V sup Ely(t)],
te[—1,1] te[~1,0] t€[0,1]

na osnovu (2.24) je
sup Ely(t)]* < Cul[¢][%,

te[—1,1]

pri ¢emu je Cy = 3(1 + 2K)e'?K.



Propozicija 2.2.2 Pod pretpostavkom (2.17), za svako T > 0 vazi

sup  Ely(t;0,8)> < Col[¢] %,
te[0,14-T

gde je Cy = Cy(T) = 3C,®KTT+Y ) je konstanta definisana u Propoziciji 2.2.1.

Dokaz. Slicno kao u dokazu Propozicije 2.2.1 se moze pokazati da za svako t €
1,1+ T vazi

t
Ely(t)]? < 3Ely(1)]* + 9K (T + 1)/ sup Ely(u)|*ds. (2.25)
1 u€l0,s]
Primenom Propozicije 2.2.1 i ocene (2.25), imajuéi u vidu da je Cy > 1, dobija se
t

sup Ely()]* < 3Ci[[lf5 + 9K (T +1) [ sup Ely(w)Pds,

s€[0,4] 1 u€l0,s]
Sto primenom Gronwall-Bellmanove leme daje

sup  Ely(s)[* < Ca[¢][%;
s€[0,1+T)

pri ¢emu je Cy = 3C?KTT+D ¢

Propozicija 2.2.3 Neka je z; stepenasti proces definisan u (2.20) i neka je y nepre-
kidno EM aproksimativno resenje definisano sa (2.21). Pod pretpostavkom (2.17),
za proizvoljno T > 0,

Ely(t;0,€) — z1.(40,8)* < Csll€]|R A, te[0,1+1T],
gde je C3 = C3(T) = 12K Cy i Cy je konstanta definisana u Propoziciji 2.2.2.

Dokaz. Neka su uvedene oznake y(t;0,&) = y(t) i z1(¢;0,&) = z(t). Za proizvoljno
t € [0,1+ T, postoji k tako da je t € [kA, (k + 1)A). Na osnovu (2.22) sledi da je

y(t) = zu(t) = y(t) — y(kA)
= /k f(21(s), 22(8), z3(s))ds +/ 9(21(5), 22(s), 23(s))dw(s).

A kA
Tada je

Ely(t) — ()] < 2K(A +1) /kA(Elzl(S)l2 + Elza(s)* + Elzs(s)[)ds  (2.26)

(k4+1)A
< 12K/ sup  Ely(u)|*ds.
kA u€[~1,147T]

Primenom Propozicija 2.2.1 i 2.2.2, pri ¢emu se moze uociti da je Cy > C7 > 1,
ocena (2.26) postaje
Ely(t) — 21()]” < Gsll¢]% A,

gde je 03 = ]_QKCQ <>



Navedene propozicije omogucavaju dokazivanje glavnog rezultata u ovom poglavlju,
tj. L*-konvergencije EM aproksimativnog resenja y ka resenju x jednacine (2.18).

Teorema 2.2.1 Neka je x reSenje jednacine (2.18) i neka je y aproksimativno
reSenje definisano jednacinom (2.21). Ako je zadovoljen uslov (2.15), tada, za
proizvoljno T > 0 vazi

E sup |2(t0,€) — y(t;0,8)[> < BreA,
te[—-1,T

pri cemu je Bre = CO3T||€]|%€*°T, C = AK (T +4) i Cy je konstanta definisana u
Propozicigi 2.2.5.

Dokaz. Neka je xz(t) = x(£;0,&) i y(t) = y(t;0,&). Tada se, za proizvoljno ¢ € [0, 77,
iz jednacina (2.18) i (2.21), dobija

z(t) —y(t) = /O (f (x(s), z([s]), x([s = 1])) = f(21(s), 22(5), 23(s)))ds
+/0 (9(x(s), 2([s]), z([s = 1])) — g(21(5), 22(s), 23(5)))dw(s).

Kako z i y zadovoljavaju isti poc¢etni uslov, primena Holderove nejednakosti i Doobove
martingalne nejednakosti daje

E sup [a(s) —y(s)|’ (2.27)

s€[—1,t]

< Esup [z(s) — y(s)|”
s€0,t]

<o / B\ f (), 2(ful), o(fu — 11)) — Fz2 (), 2a(0), 25(u)) Pdu
8 / Blg(a(u), ((ul), 2([u — 11)) — gz (), za(u), z5(u))Pdu.

Iz uslova (2.15) sledi
E sup |z(s) = y(s)|” (2.28)

sel-14]
S2K(T+4)/OEE\:U(U)—21(U)!2+E!w([U])—Zz(U)!2+E!l’([u—1]))—Z3(U)I2)du
< é/OzEbf(U)—y(U)IQ+E|ﬂf([U])—y([U])|2+E|ﬂf([u—1]))—3/([u—1])|2>du
+C EEIy(U)—21(U)|2+E|y([U])—22(U)|2+Ely([u—1]))—Z:a(U)Iz)du,
gde je C i C(T) = 4K (T+4).
Podsetimo da neprekidno i diskretno EM resenje imaju iste vrednosti u podeonim

tackama i da skup podeonih tacaka sadrzi cele brojeve koji nisu ve¢i od T'. Zbog
toga, a na osnovu definicije (2.20), sledi

Bly([u)—z@)? =0, Ely(fu—1)—z()® =0, u>0.



Primenom Propozicije 2.2.3, izraz (2.28) se moze oceniti kao

E S |z (s) — y(s)I* (2.29)

[~ 1,4]

t
<30/ E Sup xs)—y(s)|2du—|—C/ Bly(u)—z (u)|*ds
0

§3C/ E sup |z(s)—y(s)|du + CCsT[¢|[ A
0

s€[—1,u]
Na osnovu Gronwall-Bellmanove leme je

E sup |a(s) = y(s)]* < OC;T[¢|[A*T

s€[—1,t]

= BT7£A, t & [O,T],

gde je Bpe = CO3Te*°T||¢|[%. S obzirom da poslednja nejednakost vazi za svako
t € [0,T], zakljucujemo da je

E sup |z(s)— y(s)|2 < BrgeA,
s€[—1,T]

¢ime je tvrdjenje dokazano. <

2.2.2 Stabilnost Euler-Maruyama resSenja stohastickih
diferencijalnih jednacina sa deo po deo konstantnim
argumentima

Glavni cilj u ovom poglavlju je dokazati da je EM aproksimativno reSenje ekspo-

nencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu ako i samo ako to vazi za resenje
jednacine (2.12). U tom smislu se uvode sledece definicije.

Definicija 2.2.2 Resenje jednacine (2.12) je eksponencijalno stabilno u srednje
kvadratnom smislu ako postoji par pozitivnih konstanata A ¢« M tako da je za svaki
pocetni uslov § € L%, ,

Blz(t;0,€)]* < M||g][% e, t = 0. (2.30)
Konstante A i M su poznate kao konstanta brzine i konstanta rasta, respektivno.

U daljem razmatranju javiée se potreba za razmatranjem resenja jednacine (2.12)
koje zadovoljava pocetni uslov z, € L ([—1,0]; R?) u trenutku ¢ = s. Pretpostavke
(2.15) i (2.16) garantuju egzistenciju i jedinstvenost ovog resenja koje oznac¢avamo sa
x(t;s,xs) zat > s — 1. Lako se zakljucuje da resenja jednacine (2.12) imaju slede¢u
osobinu (flow property)

z(t;0,8) = z(t; s, 1), 0<s<t<o0.



Sta vise, uslov eksponencijalne stabilnosti (2.30) kao i autonomnost jednacine (2.12)
impliciraju

Blz(t;s, &) < M|lg]| e, t>s.
Oznaka y(kA;0,&) e se koristiti za diskretno EM resenje definisano sa (2.19), koje

zadovoljava pocetni uslov € u trenutku ¢ = 0. Slede¢i Definiciju 2.2.2, moze se
definisati eksponencijalna stabilnost ovog resenja u srednje kvadratnom smislu.

Definicija 2.2.3 Za datu velicinu koraka A = 1/n., diskretno EM resenje jednacine
(2.12) je eksponencijalno stabilno w srednje kvadratnom smislu ako postoji par pozi-
tivnih konstanata v © M tako da je za svaki pocetni uslov & € L%_—O,

Elg(kA;0,8)* < M||€])% e ™ k=0,1,.... (2.31)

Na slican nacin se moze definisati eksponencijalna stabilnost u srednje kva-
dratnom smislu neprekidnog EM resenja definisanog sa (2.21).

Definicija 2.2.4 Za datu veli¢inu koraka A = 1/n,, neprekidno EM aproksimativno
resenje jednacine (2.12) je eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu ako
postoji par pozitvnih konstanata v © H tako da je za svaki pocetni uslov & € LZfO,

Ely(t;0,6)* < H||¢|| e, t > 0. (2.32)

Sledeca propozicija pokazuje da je eksponencijalna stabilnost diskretnog EM aproksi-
mativnog reSenja u srednje kvadratnom smislu ekvivalentna onoj koja se odnosi na
neprekidno EM resenje.

Propozicija 2.2.4 Pod pretpostavkama (2.15) i (2.16), diskretno EM resenje jedna-
¢ine (2.12) je eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu sa konstantom
brzine v konstantom rasta M ako i samo ako je neprekidno EM resenje eksponenci-
jalno stabilno u srednje kvadratnom smislu sa istom konstantom brzine 7 i, u opstem
slucaju, drugacijom konstantom rasta H. Sta vise, izborom dovoljno malog koraka
A, odgovarajuce konstante rasta M i H mogu se uciniti proizvoljno bliskim.

Dokaz. Ako pretpostavimo da (2.32) vazi, tada (2.31) sledi direktno i, u tom
slucaju, vazi M = H. Da bi se dokazalo da (2.31) implicira (2.32), fiksirajmo &
i uvedimo oznaku y(¢;0,£) = y(t). Za proizvoljno ¢ > 0, odaberimo k € {0,1,...}
tako da t € [kA, (k4 1)A). Na osnovu (2.22) je
y(t) = g(kA) + f(y(kA), y([kA]), y([FA=1]))(t — kA)
+o(FRA), T(RAD), FRA— 1) (w(t) — w(kA).

Neka je € > 0 proizvoljno. Imajuéi u vidu pretpostavke (2.15) i (2.16), sledi

Bly(t)* < (1+¢)Elg(ka) (2.33)
2K (1+1/2) AA+1) (Elg(ka) P+ Bl (kA P+ Elg((eA—1)) ).



Na osnovu (2.31) se dobija
Ely() (231
< MEN% e 4 (1+e) +2K (1+1/e) A(A+1) (14 BATRAD | er(RA{RA)Y)
< MJ|€|% e—M((He) +2K (1+1/e)A(A+1)(1 + eue%)).
Za
H = Ne™ ((1+a) F2K(141/e)AA+1)(1 + eV+627)),
nejednakost (2.34) postaje

Elyt)]* < HIIg]lp e 02 < H|lgl[F e, t € kA, (k+1)A).

Lako se moze zakljuciti da se H moze uéiniti proizvoljno bliskim sa M, izborom
dovoljno malih £ i A. Na taj nacin je tvrdjenje dokazano.

U daljem razmatranju ¢esto ¢e se koristiti neprekidno EM resenje y(¢; s, £) jedna-
¢ine (2.12) sa pocetnim uslovom §{ € L% zadatim u trenutku s > 0. ReSenje
y(t;s,€) se moze definisati na isti nac¢in kao y(t;0,&). Naime, potrebno je odre-
diti diskretne aproksimacije y(s + kA; s, ), zatim odrediti odgovarajuce stepenaste
procese z1, 29, 23 1 na kraju definisati neprekidno EM resenje

Wit €) = €00+ [ Flanu), ), za(@hduct | g(a1(a). () 2a(0)) ).
EM resenja kao i tacno resenje x(¢;0,&) imaju osobinu
y(t;0,8) = y(t;s,ys), 0<s <t < oo,

ako je s umnozak od A.
Pre navodjenja glavnog rezultata vezanog za stabilnost tacnog i neprekidnog EM
reSenja, neophodno je dokazati slede¢u propoziciju.

Propozicija 2.2.5 Neka je y(t;0,€) = y(t) i neka je se x(t) = x(t;1,y1) definisano
resenje jednacine (2.12) koje zadovoljava pocetni uslov y; = {y(1+6),0 € [-1,0]} u
trenutku t = 1. Ako vaze pretpostavke (2.15) i (2.16), tada je, za proizvoljno T > 0,

sup  Ely(t) — x(t)* < Cllg]I: A,

te[1,14+7)

pri cemu je C = C(T) = CLCsTe*T, Cy = AK (T +1) i Cs je konstanta definisana
u Propoziciji 2.2.35.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.2.1 osim $to se bazira na flow osobini
reSenja x i y. Iz tog razloga ¢e neki koraci biti izostavljeni i akcenat ¢e biti na delu
dokaza koji se razlikuje od dokaza Teoreme 2.2.1.



Primenom Hoélderove nejednakosti na Lebesgueov integral, Itove izometrije na
integral Itoa, kao i pretpostavke (2.15) moze se pokazati da za svako t € [1,1 + T
vazi

Ely(t) — x(t)” (2.35)

< 6_*1/1 (Elz1(5) =y (s)I* +Elza(s) =y ([sD[* + Elzs(s) —y([s — 1])|*)ds

+(71/1 (Ely(s)—=(s)*+Ely([s]) —2([s]) "+ Ely([s—1]) —2([s— 1)) |*)ds,

gde je C; = C(T) = 4K (T+1). Koristeéi Propoziciju 2.2.3, iz (2.35) sledi
Ely(t) — =(t)[? (2.36)

t t
s(l/‘Evm@—y@wws+mz/"sm)Ewuo—anws
1 1

u€[l,s]

+01/1 Ely([S—l])—x([s—l])|2d8+01/2E|y([S—1])—I([8—1])|2d8

= C1CsT[€||% A + 26_‘1/ sup Ely(u)—z(u)|*ds

1 u€ll,s]
%;AEMM%aMWw+a[_EMM%MMWw

S obzirom da je z(s) = x(s;1,11), to je z(s) = y(s),s € [0,1]. Na taj nacin (2.36)
postaje

t
Ely(t) — =(t)* < C1C3T[¢][% A + 3C, / . Ely(u) — z(u)|*ds,
1 u€ll,s
Sto implicira

sup  Ely(s) — z(s)* < Cll¢]I A,

s€[1,14+1]
gde je C' = C1C3Te3NT . &

Teorema 2.2.2 Neka vazZe pretpostavke (2.15) i (2.16). Ako je reSenje jednacine
(2.12) eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu, tj. ako za svako § €
L% ([-1,0]; RY) vazi

Elz(t;0,6)> < M||¢])5e™, t>0,

tada postoji A* > 0 tako da je, za svako A < A*, EM aproksimativno reSenje
jednacine (2.12) eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu sa konsta-
ntom brzine 7y 1 konstantom rasta H koje ne zavise od A. Preciznije, vazi

Ely(t;0,9)]> < H||¢|[z e, t>0,

pri cemu jey = tA, H = 2MCyexT | T = 9+[4/NnM] i C, je konstanta definisana
u Propoziciji 2.2.1.



Dokaz. Za fiksirani proizvoljni pocetni uslov &, neka je y(¢;0,€) = y(t) i x(t) =
x(t;1,y1). Na osnovu eksponencijalne stabilnosti resenja jednacine (2.12) u srednje
kvadratnom smislu sledi

Elz(t)* < M|y |5 e Y, > 1. (2.37)
S obzirom na izbor konstante 1" zakljucuje se da je
MeMNT=2) < =32, (2.38)
Na drugoj strani, za proizvoljno o > 0, vazi
Ely®)]* < 1+ a)Ely(t) — z(@)]” + (1 + 1/a) Elx(t)[". (2.39)
Na osnovu Propozicije 2.2.5 i (2.37), dobija se

sup  Ely(t)P<(14+a) sup  Ely(t) —z(t)]?

te[T—1,27—1] te[T—1,27—1]
+(1+1/a) sup  Elzt)]
te[T—1,21—1]
<L+ a)Bill€]f A+ (L+1/a) M|y | e T
< (L +@)BA + (1+ L/a)Me M%) sup Ely(t)[r,

te[—1,1]

gde je 81 = C(2T — 2), pri ¢emu je konstanta C(-) definisana u Propoziciji 2.2.5. Za
izbor konstante

Me-NT-2)
a=\——-
G5iA
dobija se
sup  Ely(t)[* < R(A) sup Ely(1)[?, (2.40)
te[T—1,2T—-1] te[—1,1]
gde je

R(A) = BiA + 20/BiMA e 3NT=D) 4 ppe=NT-2),
Imajuéi u vidu (2.38), moze se zakljuciti da vazi
R(O) = MG_A(T_2) S e—%AT'

Kako je R(A) monotono rastuéa funkcija od A, postoji A* tako da je R(A) < e~ 2 T
za svako A < A*. Zbog toga se (2.40) moze oceniti kao

sup  Elyt)]* < e 2" sup Ely(t)|*. (2.41)
te[T—1,27—1] te[-1,1]

Za dalji tok dokaza je bitna Cinjenica da je T prirodan broj, a samim tim i umnozak
od A. Na osnovu flow osobine EM reSenja, za proizvoljan prirodan broj ¢ > 0, imamo

y(t) =y(t;iT, yir), t>iT.



Prateéi postupak kojim je dobijena ocena (2.41), za resenje y(t;iT, y;r) se dobija
ocena

sup Ely®))?<e 2T  sup  Ely(t)] (2.42)
te(i4+1)T—1,(i+2)T—1] te[iT—1,T+1]

Odatle sledi, na osnovu definicije konstante T

sup Elyt)P <e 2 sup  Ely(t)? (2.43)
te[(i+1)T—1,(i+2)T—1] te[iT—1,(i+1)T—1]

< e qup Ely(t)?.
te[-1,T—1]

Kako je

sup  Ely(t)]> = sup Ely(t)]*v sup Ely(t), (2.44)
te[—1,7—1] te[—1,1] te[1,7—1]

uzimajudéi supremum po intervalu [1,7 — 1] u (2.39), a zatim primenom Propozicije
2.2.5 1 uslova stabilnosti (2.37), dobija se

o ElyOF < (0t )Ballelfp A+ (14 /o) Ml
< (I +a)BhA+(1+1/a)M) sup Ely()]’,

te[—1,1]
Y M
BaA

sup  Ely(t)]? < (B2 +2v/BAM + M) sup Ely(t)]*.

te[1,7—-1] te[—1,1]

gde je By = C(T — 2). Izborom

dobija se

Ukoliko je neophodno, moze se izabrati dovoljno malo A* tako da vazi i GoA +
2v/BoMA + M < 2M, za svako A < A*. Na taj nacin se dobija

sup Ely(t)]> <2M sup Ely(t)”.
te[1,7-1] te[—1,1]

Zamenom poslednje ocene u (2.44) i uocavajuéi da M ne sme biti manje od 1, dobija
se

sup  Ely(t)]? <2M sup E|y(t). (2.45)

te[-1,7-1] te[-1,1]
Ocena (2.45), zajedno sa (2.43), daje

sup Ely(t)]* < 2Me 22T sup By (1))
te[(i+1)T—1,(i+2)T—1] te[—1,1]



Primenom Propozicije 2.2.1 se dobija

sup Ely(t)? < 2MC,||€|[% e 20T > o,
te[(i+1)T—1,(i+2)T—1]

dok, iz (2.45) sledi

sup  Ely(t)]? < 2MCy|[¢]|%-
te[0,7—-1]

Na taj nacin je ) )
Ely(®)]? < 2MCrezT||¢|[he™2, ¢t >0,
tj. EM resenje je eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu, pri ¢emu
1
jey=3XiH=2MCiez*".

Naredna propozicija se moze dokazati na isti nacin kao Propozicije 2.2.1 1 2.2.5, pa
¢e iz tog razloga dokaz biti izostavljen.

Propozicija 2.2.6 Neka su uslovi (2.15) i (2.16) zadovoljeni. Tada je

sup Elz(t;0,€)[* < C1[¢]| . (2.46)

te[0,1]

gde je Cy konstanta definisana u Propoziciji 2.2.1. Neka je x(t;0,&) = x(t) i neka
jey(t) =y(t;1,21) EM resenje jednacine (2.12) sa pocetnim uslovom x1 u trenutku
t =1. Tada je, za svako T > 0,

sup  Ely(t) — z(t)[* < C(D)|Ig]]% A, (2.47)

te[1,1+4T]

pri cemu je C(T) konstanta definisana u Propoziciji 2.2.5.

Teorema 2.2.3 Neka su uslovi (2.15) 1 (2.16) zadovoljeni. Pretpostavimo da je,
za neko A > 0, EM resenje jednacine (2.12) eksponencijalno stabilno u srednje
kvadratnom smislu, tj. da za svako & € L% ([—1,0]; R%) vazi

Ely(t;0,6)]* < HI[¢|[ze™, t>0.
Dalge, pretpostavimo da je

BsA + 2v/BaHA 727 T2 | [ MT=2) < g=37T (2.48)

gde je T'=94[4/~InH], B3 = C(2T —2) i C(-) je konstanta definisana u Propoziciji
2.2.5. Tada je i redenje jednacine (2.12) eksponencijalno stabilno u srednje kvadra-
tnom smaislu. Tacnije,

Elx(t)] < MIE|lze™, t >0,

pri cemu je A = %7,]\/[ = C’le%“’T(@LA + 2B HA+ H), By = C(T —2) i Cy je
konstanta definisana u Propoziciji 2.2.1.



Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.2.2, zbog ¢ega ¢e biti navedena samo
skica dokaza uz isticanje onih delova koji se razlikuju.

Za fiksirani proizvoljni pocetni uslov &, neka je z(¢;0,£) = z(t), i neka je y(t) =
y(t; 1, z1). Kako je, po pretpostavci, EM resenje eksponencijalno stabilno u srednje
kvadratnom smislu, to je

Ely(t)]” < H||aa||pe Y, t2>1. (2.49)
Na osnovu (2.47) i (2.49) sledi

sup  Ela(t)P
te[T—1,2T—1]

< (B3A+2y/(3HA e (T2 4 He M2 sup  Ela(t)|%,

te[—-1,1]

pri cemu je f3 = C(27 — 2) i C(+) je konstanta definisana u Propoziciji 2.2.5.
Koristedi (2.48), dobija se

sup  Elz(t)]* < e 2T sup Blz(t)|?.
te[T—1,27—1] te[~1,1]

Na isti nacin kao u dokazu Teoreme 2.2.2, moze se pokazati da je

sup Elz()]> <e 20T qup  Elz(t))?, i > 0. (2.50)
te[(i+1)T—1,(i+2)T—1] te[-1,7-1]

Na drugoj strani, iz (2.47) i uslova stabilnosti (2.49) proizilazi

sup Elz(t)]* < (A +2v/BiHA + H) sup Elx(t)]?,

te[1,7-1] te[—1,1]

gde je By = C(T — 2). Ova relacija zajedno sa (2.46) daje

sup  Elz(t)[* < C1(BiA + 24/ BaHA + H)|IE][% (2.51)

te[—1,7-1]

Ocene (2.50) i (2.51) impliciraju

_1

Elz(t)]? < Cre T (BiA + 23/BaHA + H)||€]|% e, >0,
¢ime je tvrdjenje dokazano.

Sledeca teorema objedinjuje rezultate Teorema 2.2.2 i 2.2.3.

Teorema 2.2.4 Pod pretpostavkama (2.15) i (2.16), resenje jednacine (2.12) je
eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom smislu ako i samo ako je, za neko
A > 0, EM resenje date jednacine eksponencijalno stabilno u srednje kvadratnom
smislu sa konstantom brzine v i konstantom rasta H, za koje vazi

BsA + 2v/BaHA 27T 4 (T2 < =377 (2.52)

pri cemu je T = 9+ [4/yInH], B3 = C(2T — 2) i C(-) je konstanta definisana u
Propozicigi 2.2.5.



Dokaz. Obrnuti smer ovog tvrdjenja sledi direktno iz Teoreme 2.2.3. Za dokazivanje
direktnog smera, potrebno je pretpostaviti da je resenje jednacine (2.12) eksponenci-
jalno stabilno u srednje kvadratnom smislu. Tada, na osnovu Teoreme 2.2.2, postoji
A* > 0 tako da je, za svako A < A*, EM resenje jednacinu (2.12) eksponencijalno
stabilno u srednje kvadratnom smislu sa konstantom brzine ~ i konstantom rasta H
koje su nezavisne od A. Za te vrednosti v i H dobija se da je T' = 9 + [4/~InH]
odakle je

3 1 3 1 3 1
He—"T=2) — =397 fp o~ 37T+2v :e—ZyTHe—Zw(l—&-[MfylnH]) <o DT BT

Dakle, uvek je moguce naéi dovoljno malo A tako da (2.52) vazi i ovim je i direktan
smer tvrdjenja dokazan. <

Slededi primer ilustruje bliskost tacnog resenja i odgovarajuceg Euler-Maruyama
aproksimativnog resenja razmatrane jednacine. Naime, simuliran je veliki broj tra-
jektorija tacnog i aproksimativnog resenja, za razlicite vrednosti koraka A, pri cemu
su dobijeni rezultati u skladu sa prethodnim teorijskim rezultatima.

Primer 2.2.1

Razmatrana je stohasticka diferencijalna jednacina sa deo po deo konstantnim ar-
gumentima

dx(t) = (z(t) + z([t]) + z([t — 1])dt + (z(t) + =([t — 1])dw(t), t€[0,2], (2.53)
koja zadovoljava pocetni uslov z¢ = &, gde je £(0) = 1,0 € [—1,0]. Oc¢igledno, koefi-
cijenti ove jednac¢ine zadovoljavaju uslove (2.15) and (2.16), Sto implicira egzistenciju
i jedinstvenost odgovarajuéeg resenja. Kao S$to se moze uociti, jednacina (2.53) je

deo po deo linearna i kao takva je eksplicitno resiva. Za t € [0, 1], reSenje jednacine
(2.53) je oblika

t t
w(t) = e+ <£(0) +/ eésw(s)ds—i-/ e’%s’w(s)dw(s)), (2.54)
0 0
dok je, za t € [1,2],
t
x(t) — 6%(t—l)er(t)—w(l) (m(l) + a:(l)/ 6—%(5—1)—(w(5)—w(1))d8 (2'55)
1

t
0

Da bi se ilustrovala konvergencija EM resenja jednacine (2.53), simulirane su tra-
jektorije za razlicite vrednosti koraka A. Na Slici 2.1 prikazano je ta¢no resenje
jednacine (2.53), zadato sa (2.54) i (2.55), nasuprot odgovaraju¢em Euler-Maruyama
resenju {y(t),t € [—1,2]}, za A = 0.02.



Slika 2.1: Ta¢no resenje i Euler-Maruyama resenje za A = 0.02

2.3 Neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U ovom poglavlju ¢e biti definisana numericka aproksimativna metoda za jednu klasu
neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem.
Glavni rezultat se odnosi na srednje kvadratnu konvergenciju Euler-Maruyama apro-
ksimativnog resenja. Osim standardnih uslova koji garantuju egzistenciju, jedi-
nstvenost i ogranicenost momenata reSenja neophodni su dodatni uslovi zbog pri-
sustva funkcije kasnjenja u jednacini.

Postoji veliki broj radova koji se bave problemima aproksimacije resenja sto-
hastickih diferencijalnih jednacina koje zavise od proslosti, medju kojima su [12,
48, 56, 71]. Rezultati koji ¢e biti navedeni u ovom poglavlju sadrzani su u radu
[70]. Osnovna motivacija za nastanak tih rezultata proistekla je iz rada [91], gde
je dokazana srednje kvadratna konvergencija Euler-Maruyama reSenja neutralnih
stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina.

U daljem tekstu ¢e biti koris¢ene oznake koje su uvedene u Poglavlju 1.10.

Predmet razmatranja ¢e biti autonomna neutralna stohasticka diferencijalna
jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem, oblika

dlz(t) —u(z(t—d(t)))] (2.56)
= f(a(t), z(t=0(t))dt+g(x(t), x(t—0(t)))dw(t), t € [0,T],

sa pocetnim uslovom

v = & = {£(0),0 € [-7,0]}. (2.57)

Pored uslova navedenih u Poglavlju 1.10, neophodno je uvesti dodatne pretpostavke
koje su neophodne za dokazivanje glavnog rezultata, tj. srednje kvadratne konver-
gencije Euler-Maruyama resenja jednacine (2.56).

A;: Postoji konstanta C¢ > 0 tako da vazi

B sup () — &(s)]* < CeA.

s,t€[—7,0],|s—t|<A
As: Postoji konstanta n > 0 tako da vazi

5(t) = ()| < mlt —sl, t.s € [0,7].



Jednacina (2.56) se moze predstaviti u ekvivalentnom integralnom obliku, tj. za
t €10,7],

o(t) —u(z(t=0(t))) = u(§(=6(0))) (2.58)

t

£(0)—
T / F(a(s), 2(s—5(s)))ds + / 9(2(s), 2(s—6(s)))du(s),

0

sa pocetnim uslovom (2.57). Bez gubljenja opstosti se moze pretpostaviti da je 7'/
racionalan broj. U suprotnom se 7" moze zameniti nekim ve¢im brojem kako bi se to
postiglo. Neka je A € (0, 1) velic¢ina koraka za koju vazi A = 7/n, = T /M, za neke
prirodne brojeve n, > 7, M > T. Najpre se definiSe eksplicitno diskretno Euler-
Maruyama aproksimativno resenje y jednacine (2.58), na ekvidistantnoj particiji
kA k= —(ny+1), —n,, ..., M intervala [0, T'|. Ovo resenje je dobro definisano ukoliko
je

6(=A) =6(0), 7(=(n. +1)A) = {(—n.A). (2.59)

Neka je [-] funkcija koja realnom broju pridruzuje ceo deo tog broja. Diskretno
Euler-Maruyama aproksimativno resenje se definise kao

g(kA) = E(kA), k= —n,,—n.+1,...,0, (2.60)
dok je, za k € {0,1,...., M — 1},
H((k+1)) (261
= ORA)Fu(g(RA—[5(A)/AJA)) —u(g((k—1)A—[5((k—1)A)/A]A))
+f(G(kA), y(EFA=[6(kA)/A]A)) A+g(y(EA), g(RA=[6(kA)/A]A)) Awy,
gde je Awg = w((k+ 1)A) — w(kA).

Da bi se definisalo neprekidno aproksimativno resenje jednaé¢ine (2.56) uvode se
stepenasti procesi

M-2

2(t) =Y GkA) Ika gy () + (M = DA ar-1)ama)(1), (2.62)

(EA=[06(kA)/AJA) A (kr1)a) ()

N
no
o
~
N—
Il
<

+y(M=1)A=[0((M=1)A)/A]A) (1) a,002) (F)-
Takodje, neophodno je definisati linearnu kombinaciju izraza y((k — 1)A — [6((k —
DA)/AJA) i g(kA = [6(kA)/A]A), 4.
t— kA
A

za svako t € [kA, (k+1)A],k=0,1,..., M — 1, §to se ekvivalentno moze predstaviti
u obliku

e(t) = z((k = 1)A) +

(z2(EA)—29((k — 1)A)), (2.63)

kA

gk(t) A 22(]{;A)+w

A

2((k — 1)A). (2.64)



Neka je
M-

l\')

gk (1 () () + Gar—1 () L1y anea) (t)- (2.65)
k=0

Sada se moze definisati neprekidno Euler-Maruyama aproksimativno resenje jednacine
(2.56), tako da je

y(t) = §(t) t € [—m,0], (2.66)
y(t) = £(0)+ulzs(t)) —u(@(-A = [6(=A)/A]A))
/ (), 2a(s )ds+/ o(21(5), 2a(s))dw(s), ¢ € [0,
Kada je t € [EA, (k + 1)A], jednacina (2.66) se moze predstaviti u obliku

y(t) = g(kA) +u(e(t)) —u(y((k — DA = [6((k — 1)A)/A]A)) (2.67)

+/m f(z1(s), za(s))ds +/mg(21(8)7 z2(s))dw(s).

Na osnovu (2.62), (2.63) i (2.67), moze se zakljuciti da vazi y(kA) = y(kA),
tj. diskretno i neprekidno Euler-Maruyama aproksimativno resenje se poklapaju

u tackama particije.
Da bi se dokazao glavni rezultat, neophodno je dokazati nekoliko propozicija.

Propozicija 2.3.1 Ako su zadovoljeni uslovi (1.81), (1.32) i (1.33) i uz to vazi
E||&]]P < 00 za p > 2, tada postoji pozitivna konstanta H(p), nezavisna od A, tako
da vazi

E sup [|y(1)]" < H(p).

te[—7,T)

Dokaz. U dokazu se primenjuje elementarna nejednakost (1.47), t;
(a+b)P <(1 —l—e)p*l(aer&l*pbp), a,b>0, p>1 >0.
U tom smislu, za svako ¢ € [0,7] i € > 0, na osnovu uslova (1.32) i (1.33), vazi

(&) < (1429 (Iy() = u(z() + e Plulz(6)) (2.68)
< (142 (Jy(t) = ulz(@)F + 75| ).

Imajuéi u vidu definiciju (2.62) stepenastog procesa 2, kao i (2.59), dobija se sledeéa
ocena

|z2(EA) < sup  |g(iA)|= sup |g(iAd)|, k=0,1,..,M—-1.  (2.69)
—(nu+1)<i<k —n.<i<k

Izborom takvog k € {0,1,.... M — 1} za koje je t € [kA, (k + 1)A], a na osnovu
(2.69), sledi

[22((k = DAV |22(kA)[ < sup |y(s)].

s€[—T,t]



Na taj nacin, na osnovu (2.64), moze se zakljuciti da je

_ t—kA (k+1)A—t
yr(t)|P < sup |y(s)|+————
15:(2)] < A te[—T,t]’ (s) A se[r]

sto, zajedno sa (2.65) implicira

|z3(1)[P < s[up]\y(S)\p, t€10,77.
se|—T,t

Dakle, iz (2.68) sledi da je

O < (L4297 (Jy0) — a0 + 78 s [y()P).

Za e = /(1 — (), poslednja nejednakost postaje
Yy < (1= 8)"Ply(t) —u(z(®)P + 6 sup [y(s)[, te€0,T],

SE[—T,t]
odakle je
E sup |y(s)|P <E[[][” + E sup |y(s)[”
s€[—Tt] s€[0,t]
<E|[|lP+(1-8)"""E sup |y(s)—u(zs(s)) P +BE sup |y(s)|,
s€[0,t] SE[—T,t]
pa je
E|lg]lP Esupycpqly(s)—u(zs(s))”
E sup |y(s)|F < + ’ . 2.70
SR el =125 1=y (270
Ako se (2.66) predstavi u obliku
y(t) —u(zs(t)) = £(0) —u(§(—A = [6(=A)/A]A)
t t
[ a6 mDds + [ glei(s)m(e)u),
0 0
primenom Hélderove nejednakosti se dobija

E sup] ly(s)—u(z3(s))|? (2.71)

<P B0~ ul5(-D — 5-)/ AP )
Kako je §(—(n, + 1)A) = £(—n,A), uslovi (1.32) i (1.33), impliciraju
EI§(0) —u(g(~A—[5(~A)/A]A)” (2.72)
< B(16(0)|+8l5(-A—[5(-4)/a1A)] )
< B(JEOI+A(7(~(n. + DAV sup [e(kA)))”
< (1+BPEe|P

+3p_1(Tp_1/ E|f(21(5), 22(8))|Pds+ E sup
0

s€[0,¢]

/0 " gz (), () duu)




Na drugoj strani, na osnovu uslova ograni¢enog rasta (1.31) i definicije (2.62) ste-
penastih procesa z; i 29, se dobija

/Ot Elf(21(s), 2a(s))Pds < 37’/2‘1[(”/2/;(1 FEl(F + Bla(ol)ds  (273)

t
< 3p/2LRP/2 <T+2/ E sup |y(u)\pd5> .
0

u€[—T,s]

Primena Burkholder-Davis-Gandy nejednakosti (Teorema 1.3.5), zajedno sa argu-
mentima koris¢enim u (2.73), daje

p

E sup
s€[0,t]

(2.74)

!AzkﬂwwﬂwﬂwW)

t
<612 [ Elglas), (o)) P
0

u€[—T,s]

t
< gr/2le, TP K <T+2/ E sup !y(U)!”“)’
0

gde je ¢, univerzalna konstanta koja zavisi samo od p. Zatim se, zamenom (2.72),

(2.73) 1 (2.74) u (2.71), dobija

E sup |y(s)—u(z3())|F < C’1+C'2/0 E sup |y(u)|Pds, (2.75)

s€[0,t] u€[—T,s]

pri ¢emu je C; = 31’—1((1 + B)PE||E||P 4 3P/2- L KP/2TP/2(TP/2 1 c,,)), dok je Cy =
2 - 3%/2-2 KP/2TP/2=1(TP/2 4 ¢ ). Na taj nacin ocena (2.75), zajedno sa (2.70), daje

El|€][P Ch Co /t
E sup s)P < + + E sup |y(u)|Pds, te[0,T).
sG[—T,t]‘y( ) - (1=p) (1=5) /), ue[—m}‘y( ) 0,71

Konaé¢no, primenom Gronwall-Bellmanove leme se dobija

El¢]P Cy ) GaT
E su s)|P < + e@9? = H(p),
1) (1_6 = »)

¢ime je dato tvrdjenje dokazano.

Propozicija 2.3.2 Neka su uslovi Propozicije 2.53.1 zadovoljeni, zajedno sa pre-
tpostavkama Ay i As i neka je

3+ )8 < 1. (2.76)

Tada, za prirodan brojl > 1, vazi
B sup [5(kA) = (k= DA < A()ATT,

—n<k<M

gde je A(l) konstanta koja zavisi od 1, ali ne zavisi od A.



Dokaz. Najpre treba uociti da je

E sup [gkA) —g((k— DA < E sup [g(kA) —g((k— DA (2.77)

—nx <k<M —nx<k<0

+E sup [g(kA) —5((k — 1A%

1<k<M

Imajuéi u vidu da je y(—(n. + 1)A) = &{(—n.A), na osnovu pretpostavke A; se
dobija
E sup [g(kA) —g((k— DA =E sup [§(kA) —¢((k— DA (2.78)
—n. <k<0 —n+1<k<0

< CeA.

Zak=1,2,..,M, iz (2.61) sledi

= u(y((k=1)A=[0((k=1)A)/AJA)) —u(y((k—2)A—[5((k—=2)A)/A]A))
+@((k=1DA), 5(k-=DA=[0((k=1)A)/A]A))A
+9(@((k=1)A), g((k=1)A=[0((k=1)A)/A]A)) Awy

U nastavku se primenjuje elementarna nejednakost (1.48), tj.

Y

X
T4y’ < —+
( y)_s 1—¢

, x,y>0,e€(0,1).

U tom smislu, koriste¢i uslov (1.32), dobija se

g(kA) — g((k—=1)A)[*

< gk =) A~ 5((k—1)8)/A18) ~5((k—2)A~[5((k~2) 2)/A] A) P

Odatle sledi da je

E sup [5(kA) = p(k=1)A) (2.79)
<8 sup [p((b— DA B((k—1)8) /A1) ~5((E-2)A- (k-2 8) A1)
25 s A 1)8), (k1A 5((k- DAY/ AJA)P

1—¢ 1<p<m

B sup [g(@((k—1)A), g((k—1)A—[5((k—1)A)/AJA)) Awy_y 2.

_l_
1—¢ 1<k<m



Kako vazi pretpostavka A,, to je

[(k=1)A=[0((k—1)A)/AJA — (k=2)A+[5((k—2)A)/A]A|
< A+|[0((k=2)A)/AJA = [6((k—1)A)/A]A]
<A+ (1+n)A
<B+MDA, k=2,3,.., M,

dok se, s obzirom da je 6(—A) = 06(0), za k = 1, dobija

[(k=DA=[0((k=1)A)/AJA = (k=2)A+[6((k—=2)A)/A]A|
|[5( )/AJA + A = [5(=A)/A]A|

Dakle, za svako k = 1,2, ..., M, vazi

[(k=1)—[6((k—1)A)/A] = (k=2)+[0((k—2)A)/A]| < (3+n]). (2.80)
Prilikom ocenjivanja prvog sabirka u izrazu (2.79), pretpostavlja se da je (k—1)—

[0((k—1)A)/A] < (k—2)—[0((k—2)A)/A] za neko k € {1,2,..., M}. U tom slucaju
je, na osnovu (2.80),

G((k=1)A—[0((k—1)A)/A]A) =G((k—2)A—[5((k—2)A)/A]A) (2.81)
(k=26 ((k—2)A)/A]
< @B+ ) > 5(A) = g((i = 1)A)P
i=(){3((1) A) /A +1

<G+ s [58) - 9l - DA
U suprotnom, kada je (k—2)—[d((k—2)A)/A] < (k—=1)—[0((k—1)A)/A], k €
{1,2,..., M}, primena istih argumenata takodje daje ocenu (2.81) pa se moze za-
kljuciti da je

E sup [((k—1)A=[6((k—1)A)/A]A)=5((k—2)A—[0((k—2)A)/A]A)[* (2.82)

o <@E+0E sup (kD) —F(k-)A)

Za ocenjivanje drugog sabirka u izrazu (2.79) neophodan je uslov ograni¢enog rasta
(1.31) i Propozicija 2.3.1. Na taj nacin se dobija

B sup |J(H(k=1)A). 5((k— 1A= [5((k=1)A)/A]A)) (2.83)
SK(LHE swp [5((k=DA)+E sup [y((k=1)A~[5((k—1)2)/A]A)P)

§K<1 +2F sup |y(t)|2>

te[—7,T)
<K(1+2H(2),



pri ¢emu je H(2) konstanta koja ne zavisi od A.

Ocenjivanje tre¢eg sabirka u izrazu (2.79) se bazira na primeni Hélderove ne-
jednakosti i elementarne nejednakosti (1.46). Za proizvoljan prirodan broj [ > 1
je

B sup |g(G((k=1)A), g((k—1)A—[3((k—=1)A)/AJA) Awy-1 [ (2.84)
< E(lgggM\g@((k— DA), g((k—1)A=[5((k— 1)A)/A]A))\21<S£M|Awk1|2>

-1

<(E sup |g(p((k=1)A), g((k-1)A=[5((k-1)A)/A]A)|*T) T

1<k<M

><<E sup |Awk_1|21>7

1<k<M
gK(3%(1+2E sup  |g(kA)|ET) )*( mekﬁl)
—nx<k<M

1 M-1 1
l

<3K(1+ 2H<2—l))l’< Al(2r—1)1)

e je B(1) = 3K (1+2H (%)) * (T - 1)!!)%
Zamenom (2.82), (2.83) 1 (2.84) u

4) u (2.79), dobija se
EISEEM@(ICA) —g((k=1)A)[? (2.85)
PO gy gk gk 12)P
2K(1+2H(2))7A; 2B(1) 280 5
* 1—¢ 1-—

Za proizvoljno [ > 1, (2.78) i (2.85), zajedno sa (2.77), daju

B s [5(ka) (k1A (2.56)
<o P g gy g0 -gr-na)p
V2K 2HR) o 2B0) i
1—¢ 1—¢

Pretpostavka (2.76) garantuje da je a = (3 + [n])?3* < 1. Dakle, moguce je izabrati
e =¢ € (a,1) tako da vazi w < 1. Tada, s obzirom da je A € (0,1), ocena
(2.86) postaje

E sup [g(kA) = g((k—1)A) (2.87)

—n<k<M



< _Oge’; A 2K(1+2H(2))e AZ 4 2£_3(l_)5 AL
E—a (1-8)(—a) (1—¢)(E—a)
< A()ATT,
s 2§<K(1+2H(2))+B(Z)>
gde je A(l) = = + TGl 1> 1.0

Propozicija 2.3.3 Neka su ispunjeni uslovi Propozicija 2.3.1 1 2.3.2. Tada, za
svaki prirodan broj | > 1, vazi
E sup Jy(t = 3(1)) — ()] < DA,

t€[0,T]
pri cemu je D(1) konstanta koja zavisi od 1, ali na zavisi od A.

Dokaz. Nekasu, za fiksirano ¢ € [0,7] indeksi k € {0,1, ..., M—1}ik € {—n,, —n.+
L,...., M — 1} takvi da vazi t € [kA, (k+ 1)A) it —05(t) € [kA, (k + 1)A), respe-
ktivno. Treba uociti da, za (k — 1)A — [0((k — 1)A)/A]JA < kA < t —§(t), na
osnovu pretpostavke A,, vazi

kA — (k= DA+ [6((k — 1)A)/A]A| (2.88)
t—0(t) — (k— DA+ [6((k — 1)A)/A]A|
+[[0((k — 1)A)/AJA = 4(t)]|
BA +10((k — 1)A) = 5(t)]
(4+ [2n)A.

U suprotnom, ako je kA <t —6(t) < (k—1)A —[0((k — 1)A)/A]A, dobija se

N =

IN I/\ IA A

|k A — (k—1)A+ [0((k—1)A)/A]A]| (2.89)
<A+ |(k=1DA=[5((k — 1)A)/AJA — t + 5(1)]
<AA+[0(t) = 0((k = 1)A)]
< (5+[2n)A.

Iz (2.88) i (2.89) sledi
ke — (k=1 =[0((k = )A)/A]] < 5 + [2n]. (2.90)

Imajuéi u vidu definiciju (2.65) stepenastog procesa zs, moze se zakljuciti da, za
svako t € [kA, (k+ 1)A), vazi

ly(t = a(t)) — za(t)|* < 2[y(t — 0(1)) — Gk A + 2{7(keA) — Tu(t) .
Tada je

E sup |y(t—0o(t))—z(t)* < 2E sup |y(t—6(t))—g(kA)[? (2.91)

te[0,7) t€[0,T

+2E sup [y(kA)—gi(t))*.
t€[0,T]



Prilikom ocenjivanja E supye (o 7 [y(t-0(t))=5(k:A)|* neophodno je razmatrati sledeca
dva slucaja.
Slucaj 1: Ako je k; < —1, tada je, na osnovu pretpostavke Aj,

B sup  |y(t=i(t)—g(kA)P=E  sup  [E(t=0(t)—E(RA)P (2.92)
te[0,T) ke <—1 te[0,T) ke <—1

<E sup [€(s) =€)

s,t€[—T,0],|s—t|<A

< CeA.
Slucaj 2: Ako je k; > 0, tada se, imajuéi u vidu (2.67), dobija
E  sup  |y(t—d(t)—g(kA)[? (2.93)
t€[0,T],k: >0
<3E  sup  fu(Gr, (t—0(1))) —u(@((ke—DA—[5((ke—1)A) /A]A))
t€[0, 1],k >0

1—8(t) 2
V3B sup /k F(21(5), 2a(5))ds

tE[O,T],kt >0 + A

2

t—5(t)
13E sup / 9(21(5), 22(s))du(s)

tE[O,T},kt >0 + A

Na osnovu uslova (1.32), kao i definicija (2.62) i (2.63), sledi

Ete[os%ﬁ y (@, (t—6(1))) —u(@((k— 1) A—[5((k,—1)A) JA]A)) |2 (2.94)
< BE  sup W#(@(hA)—zQ((kt—l)A))
t€[0,17,k:>0

<SBE sup gk [5(kA)JAIA) ~g((k— 1A [5((k — 1)A)/AJAP

te[0,7],k:>0

Imajuéi u vidu ocenu (2.82) i Propoziciju 2.3.2, dobija se

E sup Ju(gr, (t=0(t)) —u(m((k—1)A—[0((k:—1)A)/A]A))[* (2.95)

te[0,T),kt >0

< BB+ W)E sup  [HkA) - H((k - 1)A)

—n<k<M
< B3+ ) ADAT.

Holderova nejednakost, uslov ogranicenog rasta (1.31) i Propo-zicija 2.3.1 daju

2

E sup (2.96)

t€[0,T7],k:>0

t—8(t)
/k F(21(5), 22(5))ds

+ A

t—38(t)
<AE  sup / F(z1(5), za(s)) Pds

t€[0,7),k:>0 J ki A

—5(t)
< KAE  sup / (14 [21(8)[2 + |2a(s) ) ds
k

tE[O,T],ktZO + A



T
gKA/ (14 2B sup |y(0))ds
0

te|—7,T]
< KT(1+2H(2)A.

Uvodjenjem oznaka v = t —§(t) i k, = k; 1 primenom Hélderove nejednakosti, dobija
se

2

t—8(t)
/k 9(1(5), 22(5))du(s)

A

=E sup |g(g(k,A), G(koA = [5(k,A)/A]A)) (w(v) — w(k,))[*

t€[0,77),kv>0

E  sup (2.97)

t€[0,T],k:>0

-1
< (B sw g@(k,A). 5kA - [(k,A)/AJA)[PT) |
v€[0,T),ky>0

(B sup Jw() - wlk)*) "

v€[0,T],ky>0
Primenom Doobove martingalne nejednakosti dobija se ocena

E  sup  |w(v)—w(k,))* (2.98)
UG[O,T}kaZO
=F sup sup |w(U)—w(k’v))|2l
0<ky<M—1 ve[kyA,(ky+1)A]

< j{: ZE sup jw(v) —w(k,))[*

o el A (kA
2l M—1
21
<(557) X Bl + D) -ur)
k=0
Zamenom (2.98) u (2.97) i koriséenjem istog postupka kao u (2.84), sledi

2

E  sup (2.99)

t€[0,T),k:>0

g(2_z)2<E > o), kA — (R AIAYIE) T

20— 1 vE[0,T],ky >0

x (MZ_I Elw((ky + 1)A) ~w(k,))*)

ky=0

20\ -1
< | — T,
= (21—1) BA™

Zamenom (2.95), (2.96) i (2.99) u (2.93) i imajudi u vidu da je A € (0,1), dobija se

t—48(t)
/k 9(21(5), 22(5))du(s)

A

1
1

E  sup  |y(t—5(0)—5(kA)?<368°(3 + ) *A()AT (2.100)

t€[0,T],k¢ >0



21 \? I
+3KT(142H(2))A+ 3 (ﬁ) B()AT

1

< R(HDA'T,

gde je R(I) = 362(3 + [1])2A(l) + 3KT(1+2H(2)) + 3(Z) B(1).
Ocene (2.92) i (2.100) impliciraju
E sup |y(t—6(t)—g(kA)2 < M()AT (2.101)

t€[0,T]

pri cemu je M(l) = Ce¢ vV R(1).
Prilikom ocenjivanja E sup;eo 7y [7(k: )=k (t)]? koji figurise u (2.91), treba imati
u vidu definiciju (2.63). Tako je

g(ktA) — gk(t) = g(k;tA)_ZQ((k,_l)A) . t— kA

(kD) = (k= 1)A), (2.102)
za svako t € [kA, (k + 1)A). Na osnovu (2.81) i (2.90) sledi
|G(kA) — (1]
< 2[(keA) — z2((k = DA +2[2(kA) — 22((k — 1)A)[?
= 2|5(kA) = G((k — DA = [5((k — 1)A)/AJA)
+2G(kA — [0(kA)/A]A) = G((k — 1)A = [5((k — 1)A)/AJA)?
<o((5+ )+ B+ 1)) swp[52) —5((i — DA

—n <d<M

Tada je, na osnovu Propozicije 2.3.2,
-1

E sup |g(kA)—7x(1)]* < 2((5 +[20])* + (3 + [77])2)A(Z)AT. (2.103)

te[0,7]

Konacno, primenom ocena (2.101) i (2.103), (2.91) postaje
-1

E sup |y(t—0(t))—z(t)|* < DOAT,

te[0,7)

pri cemu je D(I) = 2M(l) + 4((5 +[20])? + (3 + [n])Q)A(l). &

Na osnovu navedenih propozicija moze se dokazati srednje kvadratna konvergencija
Euler-Maruyama aproksimativnog resenja y ka resenju z polazne jednacine (2.58).

Teorema 2.3.1 Neka su zadovoljeni uslovi Propozicija 2.3.1, 2.3.21 2.3.3. Takodje,
neka je ispunjen Lipschitzov uslov (1.30). Tada, za svaki prirodan broj l > 1, vaZi
E sup e(s) —y(s)* < N(DAT,

se[—7,T]

gde je N(l) konstanta koja zavisi od 1, ali ne zavisi od A.



Dokaz. Za svako t € [0, 7], iz jednacina (2.58) i (2.66), sledi da je
2(t)—y(t) = u(z(t=0(t))) —ulz3(t)) —u(§(=6(0))) +u(m(-A—-[6(-A)/A]A))
+/0 (f(x(s),2(s=0(s))) — f(21(s), 22(s)))ds

+/0 (9(2(s),2(s = (s))) — g(z1(s), 22(s)))dw(s).

Tada se, za proizvoljno ¢ € (0,1), koriséenjem elementarne nejednakosti (1.48),
dobija

Iw(t>— ®)? (2.104)
< - |U( (t=0(t)) —u(23(t)) —u(€(—6(0))) +u(g(—A—[6(~A)/A]A))

< / /(@ — f(z1(s), z2(s))[*ds

2)
Iz uslova (1.32) sledi da je

Ju(z(t=0(t))) —u(zs(t)) —u(§(=0(0)) +u(g(—A—[5(=A)/A]A))[? (2.105)

< 2 (1 3(6))) (s (8)) P+ u(E(=5(0))) ~u(p(~A—[5(~A)/A]A)
<5—2\x<t 5(0)~y(=S(O) + L lu(e=5(0) (0

+-2 je(-8(0) (- A [5(-2) /Al )

+

/(g(w(S) (s = 0(s))) — g(z1(s), z2(s)))dw(s)

0

pa je
e(0) -y < 2 fa(t—o) ~ylt—s@) + s

(5 S1E(=3(0) ~(-A—[5(-8)/AJA)

"‘1 — (T/o |f(z(s),2(s—8(5))) — f(21(5), 22(s))|*ds
/0 (g(z(s),z(s — 0(s))) — g(21(s), 22(s)))dw(s) ) .

Treba naglasiti da je £(—6(0)) = y(—0(0)), na osnovu definicije neprekidnog Euler-
Maruyama resenja y, kao i da vazi g(—A — [6(0)/A]JA) = z3(0). Tada, s obzirom da
x 1 y zadovoljavaju isti pocetni uslov, na osnovu (2.106), sledi

B =8t == (2.106)

+

E sup |z(s)—y(s)]? (2.107)

s€[—T,t]



< E sup |z(s)—y(s)|”
s€[0,t]

< f_BE :’[lipﬂ [z (s) —y(s)|* + 652((1 irs))E Sél[log] ly(s—0(s))—23(s)]”
T i £ (T/O E|f(x(s),2(s=d(s))) = f(21(5), 2a(s))|ds

4 / Blg(a(s), x(s — 5(s))) — g(z1(s), zQ<s>>|2ds) .

Imajuéi u vidu Propoziciju 2.3.3, izborom ¢ = 33, (2.107) postaje

E sup |z(s)—y(s)? (2.108)
s€[—T,t]

Fs(L+35)D(1) \ 120
(1-B3)(1 - B)

B) <T/0E|f(x(8)’ r(5—0(5))) = f(21(s), z2(s))[*ds

<

t
4 [ Elg(a(e).a(s-0(6)) g (5, (o)) s ).
0
Primenom Lipschitzovog uslova, iz (2.108) se dobija

E sup |z(s)—y(s)|? (2.109)

s€[—T,t]

Bi(1L+5)D(1) \ 1

< A

(1-83)(1 - B)

N 2(T+4)K

(1-B5)(1 -

Za u € [0,T] neka je k, prirodan broj za koji vazi u € [k, A, (k, + 1)A). Iz definicije

(2.62) stepenastog procesa zj, primenom istog postupka kao u Sluc¢aju 2 Propozicije
2.3.3, za s € [0, t] sledi

5)/Ot(Elx(S)—Z1(5)|2+E|x(8—5(8))—Zz(S))I2)d8-

Elx(s)—z(s)]* < 2E]x(s)—y(s)]* + 2E]y(s) — z1(s)|? (2.110)
<2 sup Ja(w)—y(@P+28 sup  |y(w)—glnA)P
u€[—T,s] u€[0,s],ky >0

< 2F sup |z(u)—y(u)|* + 2R(Z)Al_71.

u€[—T,s]
Na drugoj strani je
Elz(s—6(s))—z(s)? (2.111)
< 3EJa(s—d(s))—y(s—0(s))* + 3Ey(s—d(s)) —z3(s)|* + 3E|25(s) — 22(s)|".
Na osnovu definicija (2.62) i (2.65), vazi

s—kA
A

23(8)—22(8)=22((k—1)A)+ (22(kA)—22((E—1)A)) —2z2(kA),



za svako s € [kA, (k+ 1)A),k =0,1,..., M — 1. Ova Cinjenica, zajedno sa ocenom
(2.82) i Propozicijom 2.3.2, implicira
E|z3(s)—2(s)[? (2.112)
S4Bz (kA) = 2((k—1)A))
<4E Sup G((k=1)A) = [0((k—1)A)/A]A) = G((k—2)A) = [6((k—2)A)/A]A) [

-1

<43+ [n)*AAT
=G)AT, se[kA (k+1)A),k=0,1,...,M—1.

gde je G(I) = 4(3 + [n])*A().
Zamenom (2.112) u (2.111) i primenom Propozicije 2.3.3, dobija se
E|z(s—6(s))—2(s)2 < 3B sup |z(u)—y(w)|* + 3(DO)+G1)AT. (2.113)

u€[—T,s]

Ocene (2.110) i (2.113), zajedno sa (2.109), daju
E sup |z(s) —y(s)|”

s€[—T,t]
< B3(L+ 55)D() +2(T + HTEQ2R() +3(D() + G())) 10
(1-55)(1 =)
10(T+4)K t sup |z(u)—y(u)|*ds
(1—5§)(1_5)/0Eue[_§75]| (u) —y(u)|"ds.

Primenom Gronwall-Bellmanove leme se dobija

E sup |z(s)—y(s))? < N()AT, t € [0,T]

s€[—,t]

ade je N(I) = %(1+53)D(l)+2(T+4)TK(2R(l)+3( (H+G(1)) MIT = 10(T+4)TK

(1-8%)(1-5) YT by

Odatle je
E swp |a(s)—y(s)? < N(DAT,

s€[—7,T]

¢ime je tvrdjenje dokazano. <

Napomena 2.3.1 U slucaju funkcionalnih diferencijalnih jednacina, kao i stohasti-
¢kih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem, red srednje kvadratne konvergencije
Euler-Maruyama resenga je 1/2 (videti [56, 60]). Kod neutralnih funkcionalnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina, dobijen je mangi red srednje kvadratne konver-
gencije Euler-Maruyama reSenja Sto se moze videti u radu [91]. Teoremom 2.3.1
je dokazano da je red srednje kvadratne konvergencije Euler-Maruyama resenja ka
reSenju polazne jednacine, blizak 1/2. Preciznije, red konvergencije tezi ka 1/2 kada
[ tezi beskonacnosti. Medjutim, kako vazi N(I) — oo, | — o0, to se ne moze
uzeti da | — oo kako bi se dobio red konvergencije 1/2. Ipak, Teorema 2.3.1 daje
mogucénost izbora proizvoljnog € > 0, za koje se moze naci l > 1/e tako da vazi

E sup |z(s)—y(s)]* < O(AT).
s€[—7,T)



Prethodno razmatranje ¢e biti zaokruzeno slede¢im primerom koji ilustruje teori-
jske rezultate vezane za bliskost tacnog reSenja i Fuler-Maruyama aproksimativnog
reSenja.

Primer 2.3.1 Za 7 = 10/9, neka je 0 funkcija kasnjenja definisana sa 6(t) =
0.25t + 0.5, t € [0,2]. Lako je uociti da takva funkcija zadovoljava pretpostavku As
zan =025 i uztowvazi 0 < 0(t) < 7, t € [0,2]. Polazna jednacina je neutralna
stohasticka diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem

dz(t) — 0.252(0.75t — 0.5)] = 2(t)dt — 22(0.75¢ — 0.5)dw(t), t€[0,2], (2.114)

sa pocetnim uslovom xo = &, gde je £(0) = 1,0 € [-10/9,0]. Ocigledno, koeficijenti
ove jednacine zadovoljavaju uslove (1.30) i (1.31), dok u(x) = 0.25z zadovoljava
uslove (1.32) i (1.33) za = 0.25. Dakle, postoji jedinstveno resenje jednacine
(2.114). Pored toga, zadovoljen je uslov 5(3 + [n]) < 1, koji je neophodan za dokaz
bliskosti tacnog i aproksimativnog Fuler-Maruyama resenja.

5
4 4
2 — X(t) 3 — X (t)
P ‘ ". 2
“1-0.5 | 0.5 1i/t.5 2" y(t) — 3 y(t)
-2 105 0.5 1 1.5 2!

Slika 2.2: Tacno resenje i Euler-Maruyama resenje za A = 373 (levo); A = 374
(desno)

Cinjenica da x(0.75t — 0.5) figurise u jednacini (2.114) namece resavanje ove
jednacine u nekoliko koraka, pri cemu u svakom koraku taj izraz mora biti poznat na
osnovu prethodnih koraka. U tom smislu, prvo se odredjuju one vrednostit € [0,2] za
koje se x(0.75t — 0.5) podudara sa pocetnim uslovom. S obzirom da je 0.75t — 0.5 <
0, t €[0,2/3], to je x(0.75t —0.5) = £(0.75t—0.5) = 1, t € [0,2/3]. Dakle, na osnovu
(2.114), sledi

2(t) = 1 +/tx(s)ds —2uw(t), tel0,2/3], (2.115)

Sto predstavlja integralni oblik linearne stohasticke diferencijalne jednacine koja je
eksplicitno resiva. Za t € [2/3,14/9], x(0.75t — 0.5) je ve¢ odredjeno resavanjem
jednacine (2.115), pa je

2(t) = 0.252(0.75¢ — 0.5) + 2(2/3) — 0.25£(0) (2.116)
x(s)ds — 2 x(0.75s — 0.5)dw(s), 2/3,14/9|.
+/2/3<> /2/3< Jduw(s), t € [2/3,14/9]

Konacéno, zat € [14/9,2], £(0.75t—0.5) je poznato na osnovu (2.116), $to omogucéava
resavanje jednacine

z(t) = 0.25 2(0.75t — 0.5) + 2(14/9) — 0.25 2(2/3) (2.117)



-|-/1t x(s)ds — 2/; 2(0.75s — 0.5)dw(s), t € [14/9,2].

4/9 4/9

Da bi se ilustrovala konvergencija Euler-Maruyama resenja, simuliran je veliki broj
trajektorija za razlicit izbor velic¢ine koraka A. Na Slici 2.2 prikazan je grafik tacnog
resenja jednacine (2.114), dobijenog resavanjem jednacina (2.115), (2.116) i (2.117),
zajedno sa odgovarajuéim FEuler-Maruyama aproksimativnim reSenjem {y(t),t €

[—10/9,2]}, za A =373 i A =374,






Glava 3

Taylorov pristup aproksimaciji
resenja stohastickih diferencijalnih
jednacina

Postoji vise kriterijuma za uporedjivanje metoda aproksimacija resenja razlicitih
tipova stohastickih diferencijalnih jednacina. Medju najvaznijim su mogucnost je-
dnostavne implementacije i red konvergencije niza aproksimativnih resenja. Razma-
tranja u Glavi 2 pokazuju da je red srednje kvadratne konvergencije Euler-Maruyama
resenja u najboljem slucaju jednak 1/2. Iz tog razloga, postoji velika motivacija za
razvojem drugih aproksimativnih metoda, numerickih i analitickih, ¢iji je red kon-
vergencije ve¢i u odnosu na red konvergencije koji obezbedjuje pomenuta metoda.
Neophodno je ista¢i da se nizak red konvergencije Euler-Maruyama metode ko-
mpenzuje ¢injenicom da je ta metoda eksplicitna, jednostavno se implementira, a za
srednje kvadratnu konvergenciju niza aproksimativnih resenja najcesée su dovoljni
uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja.

Poznato je iz realne analize da se vrednost funkcije u tacki utoliko bolje aproksi-
mira, ukoliko je veéi broj ¢lanova u Taylorovom razvoju funkcije u okolini date
tacke. U tom smislu se moze smatrati da kod Euler-Maruyama metode odgovarajuce
aproksimativno resenje zadovoljava jednacinu ¢iji su koeficijenti Taylorove aproksi-
macije koeficijenata polazne jednacine, zakljuéno sa izvodima reda 0. Tako se javila
ideja da se definisanjem aproksimativnog resenja tako da zadovoljava jednacinu ¢iji
su koeficijenti Taylorove aproksimacije koeficijenata polazne jednacine zaklju¢no sa
izvodima proizvoljnog reda, moze posti¢i veéi red konvergencije niza aproksima-
tivnih resenja ka tacnom reSenju, nego u slucaju Euler-Maruyama metode. Tay-
lorov pristup aproksimaciji reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina prisutan
je kako u numerickim, tako i u analitickim metodama. Rezultati iz oblasti nu-
merickih aproksimacija koji se baziraju na Taylorovim aproksimacijama se mogu
naci, na primer, u knjizi Kloedena i Platena [42] i radovima Kloedena i Jentzena
[37, 44], dok su odgovarajucée analiticke metode razmatrane u radovima Atalle [3, 4],
S. Jankovié¢, D. Ili¢ [35, 36] i J. Baoa [9].
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3.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Osnovna motivacija za uvodjenje aproksimativnih metoda koji ¢e u nastavku biti
razmatrani, proistekla je iz radova M.A. Atalle [3, 4] i S. Jankovi¢ , D. Tli¢ [35, 36].
Naime, u radu [3], resenje x = {z(¢),t € [0,1]} obicne stohasticke diferencijalne
jednacine

dx(t) = a(x(t), t)dt + b(x(t), t)dw(t), te€][0,1], =x(0)= o,

je aproksimirano procesima z,, = {z,(t),t € [0,1]},n € N, sukcesivnim poveziva-
njem resenja x, = {,(t),t € [tg, tk+1]}, k =0,1,...,n — 1 jednacina

dx, (t) = alx, (ty), t)dt + b(x, (t), t)dw(t), t € [tk trr1], x,(0) = 29

u tackama t; proizvoljne particije 0 = 5 < t; < ... < t,, = 1 vremenskog intervala
[0,1]. Red LP-konvergencije, p > 2, ove metode je 0(52/2) kada n — o016, =
maxo<k<n—1(tkr1 — tx) — 0.

U radu [4], rezultat iz [3] je poboljsan na taj nacin sto su aproksimativna resenja
definisana tako da zadovoljavaju sledece linearne stohasticke diferencijalne jednacine
u kojima su koeficijenti prenosa i difuzije Taylorove aproksimacije funkcija a(x,t) i
b(x,t), do prvog izvoda po x,

da(t) = [a(@a(ti), 1) + @) (2 (t0), €) (2 (t) — 2, (t0)))dE
FB@a(t), 1) + B (@a(ti), ) @a ()~ 2a(ti)Jdw(t),  t € [ta, tisa),

pri ¢emu je z,(0) = xo,k = 0,1,....,n — 1. U ovom slucaju je red LP-konvergencije
O(é?) kadan — oo i 6, — 0.

Imajuéi u vidu da Taylorove aproksimacije mogu biti korisno sredstvo za analiti-
¢ku ili numericku aproksimaciju koeficijenata stohastickih diferencijalnih jednacina,
Atallin pristup iz [4] je uopsten u radu [35] u smislu da su koeficijenti prenosa i
difuzije Taylorove aproksimacije funkcija a(z,t) i b(z,t) zakljuéno sa mq-im i mo-
im izvodom, respektivno. Bliskost ta¢nog i aproksimativnog reSenja u LP-smislu
je, u ovom slucaju, reda O(0Y"™7/?) kada n — o0 i 6, — 0, pri cemu je m =
min{my, ms}. U radu [36], ova ideja je prosirena na stohasticke 1ntegrod1ferencualne
jednagcine.

Sledeé¢i koncept iz radova [3, 35|, nastali su rezultati koji ¢e biti navedeni u
Poglavljima 3.2, 3.3, 3.4 1 3.5, pri ¢emu je tehnika koja se koristi u dokazima potpuno
drugacija u odnosu na onu u pomenutim radovima, a uslovljena je prirodom samih
jednacina koje se razmatraju.

3.2 Stohasticke funkcionalne diferencijalne
jednacine

U ovom poglavlju ée resenje stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine (1.16)
biti aproksimirano nizom resenja stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina,



¢iji su koeficijenti Taylorove aproksimacije koeficijenata polazne jednacine do proi-
zvoljnih izvoda po x. S obzirom da su koeficijenti f i g jednac¢ine (1.16) funkcionali,
za dokazivanje bliskosti aproksimativnog i ta¢nog resenja je neophodno koriséenje
Fréchetovih izvoda, kao i opste Taylorove formule. U tom smislu ¢e biti navedeni
sledeéi pojmovi i rezultati koji se mogu naéi, na primer, u [26, 32].

Definicija 3.2.1 Neka su V' i W wvektorski prostori nad istim poljem skalara. Za
preslikavanje T : V¥ — W se kaze da je multi-linearno ako je linearno po svakom
argumentu, tj. ako vazi

T(v1, s Vie1, Q0 + Ui, Vig, oy V) = ;T (V1, .o, Vi1, U, Vigs .., Ug)

+T('U1, ey Vi1, Uy Vg 1y ooy 'Uk)

za svako 1 < i < k i sve skalare a;, kao i za svako v;,u; € V. Neka je sa T (VF — W)
oznacen skup svih multi-linearnih preslikavanja T : V¥ — W, koji na uobicajen
nacin generise odgovarajuci vektorski prostor.

Definicija 3.2.2 Neka su V ¢ W Banachovi prostori i neka je D otvoreni podskup
od V. Za preslikavanje T : D — W se kaZe da je Fréchet-diferencijabilno u tacki
x € D ako postoji ogranicen linearan operator A € L(V — W) za koji vazi

L T+ h) = (@) — A

= 0.
|h]|—0 |[h]]

Operator A se naziva Fréchetov izvod preslikavanja T u tacki x i oznacava se sa
T (’x) Ako je preslikavanje T' : D — W Fréchet diferencijabilno na skupu D, tada
su, Fréchetovi izvodi viseg reda u tacki x, koji se oznacavaju sa T((f)),T ((j)), N ((f)),
multi-linearna preslikavanja iz V' u W. Navedene ¢injenice namec¢u prirodnu ide-
ntifikaciju prostora £(V — T(VF — W)) i T(VFL — W), tj. LV — T(VF —
W) =T (V¥ — W). Naime, prostori L(V — T(VF — W)) i T(VF! — W) su

izometriéni.

Teorema 3.2.1 Neka je D konveksan podskup Banachovog prostora V' i neka je T’
proizvoljno n + 1 puta Fréchet-diferencijabilno preslikavanje na D. Ako x i x + h
pripadaju D, tada je

T(x + h) Z le““ Jh) + W (z, h) (3.1)

Taylorov razvoj preslikavanja T u okolini tacke x, pri cemu je Lagrangeov oblik
ostatka Wz, h), za neko t € (0,1)

1

n+1
1 pritom vazi
1 n "
W (@Il < gy sop 1T 1RIP (3.3)



Imajuéi u vidu prethodno navedene rezultate, kao i ¢injenicu da je u stohastickim
funkcionalnim diferencijalnim jednac¢inama prisutna zavisnost od proslosti, dokazi
tvrdjenja koja ¢e biti navedena u nastavku su potpuno drugaciji od onih u [35, 36],
iako je osnovna ideja ista. Rezultati u nastavku ovog poglavlja su objavljeni u radu
M. Milosevié, M. Jovanovié, S. Jankovié [71].

Integralni oblik stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine (1.16) je

o) =€) + [ foas)ds+ [ glaas)duls), el (G4
to to
sa pocetnim uslovom z;, = £ = {£(0),0 € [—7,0]. Neka je

to<ti<..<t,=T (3.5)

ekvidistantna particija intervala [to, T'], pri ¢emu je
k
tk:t0+—(T—t0), k:O,l,...,n
n

i za dovoljno veliko n € N vazi 6, = (T —tg)/n € (0,1).
Resenje © = {z(t),t € [to—T,T]} jednacine (3.4) se aproksimira na particiji (3.5)
resenjima {x"(t),t € [tr, te+1]}, K =0,1,...,n — 1 jednacina

tm fon (x — ) . al —a})
2() = 27 (1) + / P ,’“ s (3.6)

|
tr o 7!

(2) n _ no_

n n
/t 2 G 78)(:1;8 T sy Ty — T} )
+ k

1!

dw(s), t € [tk tes,

k. ;—0

sa pocetnim uslovima zy, = ¢, 2p = {2"(t), +0),0 € [-7,0]}, k=1,2,...,n— L
Koeficijenti prenosa i difuzije jednacine (3.6) su Taylorove aproksimacije koeficije-
nata f i g jednacine (3.4) po prvom argumentu u okolini tacaka wf , zakljucno sa
mq-im i mo-im Fréchetovim izvodom, respektivno.

Aproksimativno resenje 2" = {2"(t),t € [to—7,T]} se dobija kao s.i. neprekidan
proces, sukcesivnim povezivanjem pocetnog uslova & = {£(0),6 € [—7,0]} i procesa
{z"(t),t € [tg,tr+1]} u tackama particije ty, k=0,1,...,n — 1.

Pored Lipschitzovog uslova (1.18) i uslova ograni¢enog rasta (1.19), uvode se
sledece pretpostavke:

Aj: Funkcionali f i g imaju Taylorov razvoj po prvom argumentu, zaklju¢no sa
mq-im i mo-im Fréchetovim izvodom, respektivno.

Asy: Funkcionali f((;'?tl)ﬂ) i gg:?f;rl) su uniformno ograniceni, tj. postoje pozitivne
konstante Lq, L, > 0, tako da vazi

mi1+1 m
sup [|f0 I (D)) < L - (A,
C([—7,0;R%) x[to,T]
(m2+1) h h < Lo-llh mao—+1
sup U9y (R R[] < Lo - [[R][™7

C([—7,0;R%) x [to,T]



As: Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna resenja = i 2™ jednacina (3.4) i (3.6),
respektivno, tako da, za p > 2 vazi

E sup |z(t)]P < oo, E sup |2"(t)|MVP < Q < o0,
tefto—7,T) te[to—7,T)

gde je M = max{myi,mo} i @ > 0 je konstanta, nezavisna od n. Pored toga, neka
je E]|£|](M+1)2p < oo 1 neka su svi Lebesgueovi i Itovi integrali, koji se javljaju u
nastavku, dobro definisani.

Ay: Pocetni uslov (1.17) je uniformno Lipschitz-neprekidan, tj. postoji konstanta
£ > 0 tako da, za svako —7 < 0,60, < 0, vazi

1£(02) — &(01)] < B0 — b4].

U predstojecoj diskusiji ¢e nekoliko puta, bez posebnog isticanja, biti primenji-
vana elementarna nejednakost (1.46), Holderova nejednakost na Lebesgueove inte-
grale i Burkholder-Davis-Gundy nejednakost na integrale Itoa.

Pre ocenjivanja bliskosti resenja x i 2", bi¢e naveden slede¢i rezultat koji je
neophodan za dokazivanje glavnog rezultata.

Propozicija 3.2.1 Neka su {x"(t),t € [t — T,tks1]}, K = 0,1,...,n — 1, refenja
jednacina (3.6). Ako vazi uslov ogranicenog rasta (1.19) i pretpostavke Ay, Az, As,
tada je, za svako 2 <r < (M + 1)p,

E sup |z"(s) —a"(tp)[" < C-n""2 t € [tptry], kE=0,1,..,n—1,
s€[tk,t]

gde je C generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Zbog pojednostavljenja zapisa, uvode se oznake

mi f(x;lk,t)(xt —ap .., xp — )

F(z} ta)) =

2!

i=0

o ma g(xgk,t)(xt — Ty, T — )
Gz} t,zy) = § il
i=0 ’

Tada, imajuci u vidu pretpostavku Aj, za svako t € [tg,tpya1], & = 0,1,...,n — 1 i
neko 6 € (0, 1), vazi

mi+1 n n n n
" . " f((:v?;-l—ézxf—:v?k),t) (xt = Ly Ty T xtk)
f(l't 7t) = F(fﬂt , b l'tk) + (ml T 1)| , (3.7)
(m2+1) n n n n
. n e m g(x?z+é(x?_$?k)’t)(xt T Ly Ty xtk)
g(@y,t) = Gy, tay,) + (ms + 1)

Za ocenjivanje Esup,cp, 4 |2"(s) — 2" (t)|", neophodno je primeniti prethodno po-
menutu elementarnu nejednakost na jednacinu (3.6), a zatim Hoélderovu nejednakost



na Lebesgueov integral, kao i Burkholder-Davis-Gundy nejednakost na integral Itoa,
za r > 2, odnosno nejednakost Dooba za r = 2. Na taj nacin se, za svako t €
[tkathrl]; k= 0, 1, ey — 1, dOlea

t
B sup [a"(s) — a™ (60" < 2t — )" / E|F(al, ), 5)|" ds (3.8)

SE[tk,t] tk
t
+2" e, (t — tk)g_l/ EB|G(xy, x , s)|"ds
173

= 21— 1)57 [(£ = 63 (0) + ena(t)].

gde je ¢, univerzalna konstanta iz Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti, dok su
Ji(t) i Jo(t) odgovarajuéi integrali. Na osnovu Taylorovog razvoja (3.7), uslova
linearnog rasta (1.19) i pretpostavki A;, As i As, integral J;(¢) se moze oceniti na
sledeci nacin

Ti(t) = / E|f(a",s) — [f(a",s) — F(a" 2}, )] ds

7%
mi+1 n n n ny|"
‘L Fiat e a3y (@5 = hes o 75 = 27,) ]
= xr.s) — s
1 ! Lg ! ( 1)
<2 KT/Efo,s ’”ds—i——/E xl —ap || Tds}
w0 [ Bl s+ ot [ -
t
< or- {KTZT‘I/(1+E||9UZ||T) ds
t
Lr * t
+m2(m1+1)r1/ (E||:c’;|](m1“)”+EHx?kH(ml“)") ds]
mq Hr th
. 1+ Q)L
< 227“ 1 K’r‘ 2 t_t 2(m1+1)r ( 1 t_t
i e O et
= Cl(t — tk),

gde je § € (0,1) i C; = C1(K, L1, Q,7,m1) je generisana konstanta.
Na slican nacin se dobija

Jo(t) < Ot —tr),

pri ¢emu je Cy = Cy(K, Ly, Q,7,msy) generisana konstanta. Na taj nacin, (3.8)
postaje

E sup |a"(s) = " (t)| < 27t~ 13)5 | Co(T — )5 + ¢.Cy
SE€[t,t]
< O(t—t)?

<C-nP b€ [t trgal,

gde je C generisana konstanta, nezavisna od n. {



Za dokazivanje narednog tvrdjenja, od znacaja je da particija intervala [to, T
bude ekvidistantna. Zbog toga, za svake dve tacke t,s € [tg, tgy1], tacke t —7is—7
pripadaju istom intervalu [t;,¢;41], 7 =0,1,..., k, ili intervalu [ty — 7, %o

Propozicija 3.2.2 Ako su zadovoljeni uslovi Propozicije 3.2.1 1 pretpostavka Ay,
tada je, za svako 2 <r < (M + 1)p,

EHx?—:U?kH’”gB-n_T/Q, te [tk,thrﬂ, k‘:O,l,...,n—l,
gde je B generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Za dokazivanje ovog tvrdjenja, neophodno je podeliti diskusiju u tri slucaja.

Slucaj 1. Ako je t — 7 < 1o, tada se procesi z} = {z"(t +6),0 € [-7,0]} i
vy = {a"(tp +0),0 € [-7,0]} podudaraju sa pocetnim uslovom za neke vrednosti
6 € [-7,0]. U skladu sa normom na prostoru C([—7,0]; R?), dobija se

Ellzf —ai|]" = E sup |2"(t+0) — 2" (tx + 0)[

0e[—7,0]
=F sup |2"(u+t—tg)—z"(u)|"
UE [t —T,tk]
<FE sup | (u+t — ) — 2™ (u)|"

ue[tk7T7t0+tk7t]
+E  sup  |2"(u+t—tg) — 2" (u)]
uG[t0+tk—t,t0]
+E sup |z"(u+t—t) —a"(u)]".
uG[to,tk]
Prvi sabirak se odnosi na slucaj kada je u+t—t, < toiu < tg, drugi, za u+t—t > t
iu < tp, dok se treci sabirak odnosi na slucaj kada je u 4+t —t, > tpiu > tg. Na
osnovu toga, sledi
Ella} =2 [|"< E sup |E(u+t —t, —to) —E(u—to)]"
ue[tk—T,to-‘y—tk—t]
+E  sup  |z"(u+t—tr) — E(u—to)|" (3.9)
uE[to—i—tk—t,to]
+E sup |z"(u+t—t) — 2" (u)]"
u€to,t]

= (Al + A2 + A3)

Ocena sabirka A; se dobija na osnovu pretpostavke A4, tj. na osnovu Lipschitz-
neprekidnosti pocetnog uslova

Ay < B (T —to)2n~ "2, (3.10)

Prilikom ocenjivanja sabirka A,, koristi se ¢injenica da je u+t —tx € [to, t;] kada
je u < tp, Sto sledi na osnovu izbora particije. Takodje se koriste Propozicija 3.2.1 i
pretpostavka A4. U tom smislu je

Ay <27 [E sup  |2"(u+t — ) — 2"(to)[" (3.11)

ue [to +tk —t,to}

TEsuwpJE(0) = &u—to)]]

u€lto+tr—t,to]

<27 [C+ (T —to)2] n/2



Za ocenjivanje sabirka Az potrebno je najpre uociti da postoji indeksi € {0, ..., k}
iv e [t,tiq], tako da je A3 = Elz"(v +t —tx) — 2"(v)|". Dalje razmatranje se deli
na dva slucaja.

Prvo, neka je t; < v <wv+t—1tp <t;r1. Imajuéi u vidu Propoziciju 3.2.1, dobija
se

A <2H[EZ (v 4+t —t) — 2™(t)|" + Elz™(v) — 2™(t:)]"] (3.12)
<2'C'n"2,

Drugo, neka je t; <v <t;y; <v+t—1p <t;o. Tada, na osnovu Propozicije 3.2.1,
sledi

Ay <3 LB (v 4t —t) — 2™ (tig)|” + Bla"(tiyr) —2™ ()]
+E|z"(v) — x"(t;)|"] (3.13)
<3Cn"2

Na taj nacin (3.10), (3.11), (3.12) i (3.13), zajedno sa (3.9), impliciraju
Ellap — 2y | < Bn™""2,

gde je B generisana konstanta, nezavisna od n.

Slucag 2. Ako je t), — T <ty <t — 7, tada se samo proces x, = {2"(t, +0),0 €
[—7,0]} podudara sa pocetnim uslovom za neke vrednosti # € [—7,0]. Na slican
nacin kao u Sluc¢aju 1 se dobija

Ellzy — 2 |["<E  sup |a"(u+t—tp) — 2" (u)]"
uE[tka,to]

+E sup |2"(u+t—tg) — 2" (u)|"

w€lto,ty]
< (Ay + Aj)
< Bn~"/2

Slucaj 3. Ako je tp — 7 >ty tada je, imajuci u vidu Slucaj 1,

Bllaf =2} [|"< E sup |2"(u+t—t) — 2" (u)]"
uE[to,tk]

— A,
< Bn~"/2,

Na taj nacin je dato tvrdjenja dokazano. <»

Na osnovu Propozicija 3.2.1 1 3.2.2, moze se dokazati glavni rezultat, tj. konver-
gencija u L? smislu niza aproksimativnih resenja {z",n € N} ka reSenju = jednacine
(3.4). To se moze zakljuciti na osnovu sledeée teoreme kojom se odredjuje red
bliskosti resenja = i x™.



Teorema 3.2.2 Neka je x reSenje jednacine (3.4) i neka je x™ odgovarajuce aproksi-
mativno resenje, odredjeno jednacinama (5.6). Ako su zadovoljeni uslovi Propozicije
3.2.2 i Lipschitzov uslov (1.18), tada je, za svako p > 2,

E sup |z(t)—z"()|P < H-n - m+p/2,
te[to—7,T)

gde je m = min{my, mo} i H je generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Za proizvoljno t € [ty, T], na osnovu (3.4) i (3.6), sledi

ot) = a"(0) = [ 3 fans) = Falosial Moo ()ds (314)

10 g, <t

* / Z l9(zs,5) — G(a7, 5; xtk)]j[tkvtk+l)(8) dw(s).

0 fouty <t

Kako x i 2™ zadovoljavaju isti pocetni uslov, to je

E sup |z(s) —a"(s)|? (3.15)
sE[to—T,t]
< E sup x(s) —2"(s)[" + E sup [x(s) —a"(s)]"
s€[to—T,to] s€[to,t]

(s) —2"(s)

s€lto,t]

p
< 2E sup / f(@u,u) = F(xg, w2, ) g ) (w) du

sG[to t] to k: tk<s

+2p71E sup / Z [g(xu7 U) - G(.I'Z, U3 x&)]j[tk,tk+1)(u) dwu

s€fto,t] ' Jto kit <s

p

P
< 2P o)~ IE/ Z f(ru,u) — Fay, u; o) ) Iy, tk“)(u)’ du

to " ety <t

p

t
+¢,2P 7 (t — to)g—lE/ ) Z [9(wy, u) =G 2y, u; 2 ) 11, 0,0) (w)| du.

80 gty <t

Neka je 7 = max{i € {0,1,2,....n— 1}, t; <t < T} ineka je

thi(“) = [f(xu’ ’LL) - F(:EZ, u; -T?k)][[tk,t)(u),

() = [g(w, w) = G, us 2 ) gy (u)-

Tada se (3.15) moze izraziti u obliku

t
E sup |x(s)—a™(s)|P < 2Pt — /
to

s€[to—T,t]

Jj—

p
E th tk+1 +Jt t( )’ du (316)
k=0

- P
Z‘]tktk-H ‘|—th ( )‘ du.

t
+2p_1Cp(t — t() g 1/



Kako je

j—1 f(ry,u) = F(ay,u; 2 ), u € [ty teyr),
thytk+1 (u) + th,t(u) =

k=0 f(@o, u) = Fly,way),  u€[tyt),

-1 ) g(wy,u) — Gy, u,2t), u € [th, trr1),
th:thrl(u) + th,t(u) =

k=0 9(@u,u) — Glag, us i), u € [t 1),

zak=0,1,...,5 — 1, izraz (3.16) postaje

E sup |z(s) —z"(s)|? (3:17)
sE[to—T,t]
Il e P
< 2p—1(T _ to)p—l Z/ E)f(:l?u,U) - F(51737U§ IL"ZQ) du
k=0 7tk
t
s =t [ B = P
t

p

du

k

=L et
2Pl (T — to)5 ! Z/ E‘g(xu, w) — Glan,u; )
k=07t

p

du.

t
+2P e, (T — to)g—l/ E‘g(xu, u) — Gy, u; 2y
tj

Na osnovu Lipschitzovog uslova (1.18), pretpostavke Ay i Propozicije 3.2.2, sledi
t
/ E|f(wy,u) — F(ay,u; xp)|P du (3.18)
ti

< o [ [ Bl - fatwpd [ Elf(xZ,u)—F(xﬁau;w?k)!pd“]

ty ty
¢
< 2”_1[(”/ El|z, — z2||P du
tg

(m1+1) n n n n p
(2 — af sy — a))

Lop-1 /t g J ey +8(o—at, )0 - "

173

t Lp t
< op-t lKP/ El||x, — z||Pdu + m/ El|lx; — x?kH(mlH)pdu}
. ty
I’B
[(m1 + 1)[];0

kada je k =0,1,....,7 i t € [tg, tr+1]. Analogno se dobija

ty

t
< o1 {Kp/ E||lz, — z"|[P du + n‘(mﬁl)P/?(t—tk)} :
ty

t
/ Elg(zy,u) — G(zy, u; x?k)|p du (3.19)

173



-1 ! n LZQ)B —(ma+1)p/2
< 2P| KP | E||lx, — x||P du + n~\MRTUPIE(E — )

b [(ma + 1)1
Ocene (3.18) i (3.19), zajedno sa (3.17), impliciraju
t
E sup |z(s)—z"(s)]F < oq/ BEl||lzy—z"||P du + apgn~ "TIP2(t—tg),  (3.20)
sE[to—Tt] to

gde je m = min{mq, ms} 1 ay, s su generisane konstante, nezavisne od n.
Postupak ocenjivanja izraza E||x, — x||? se deli u dva slucaja. Prvo, neka je
u— T < tg. U tom slucaju je

El|lz, — 22||P < E sup |z(u+0)—2"(u+60)]P

0e[—7,0]
=FE sup |z(r)—a"(r)[
re€fu—r,ul
<E sup |z(r)—z"(r)P+E sup |z(r)—a"(r)]P
réfu—r,to) r€(to,u]
=FE sup |z(r) —a™(r)|
Te[to,u}
<E sup  |x(r) —a"(r).
refto—7,u]

Ako je u — T > tg, tada je

Ellz, —22|P < E sup |z(r)—2"(r)P < E sup |z(r)—z"(r)].

relu—r,ul relto—7,u]

Imajuéi u vidu poslednju ocenu i (3.20), dobija se

E sup |x(s)—x"(s)|p§a1/ E sup |z(r) —2"(r)[Pdu

sE[to—T,t] to refto—7,u]

+agn MR (4 ).

Primena Gronwall-Bellmanove leme daje

E sup |z(s) —2"(s)]P < n—(m+1)p/2(T _ t0>€al(T—to) = [f - (mt+1)p/2
sE[to—T,t]

gde je H konstanta, nezavisna od n. S obzirom da poslednja nejednakost vazi za
svako t € [tg, T, sledi

E sup |z(s) —a"(s)[P < Hn~(m+Op/2,
s€lto—T,T]

¢ime je dato tvrdjenje dokazano.

Dakle, E sup,cy, .7 |2(t) — 2"(t)|P — 0 kada n — oo, odnosno, z" 22, 2 kada
n — oo. Potrebno je naglasiti da brzina konvergencije raste sa pove¢anjem broja
¢lanova u Taylorovom razvoju funkcionala f i g, kao sto je slu¢aj u realnoj analizi.
Sledece tvrdjenje je direktna posledica Teoreme 3.2.2; a odnosi se na skoro izvesnu
konvergenciju niza aproksimativnih resenja {z™,n € N} ka reSenju x jednacine (3.4).



Teorema 3.2.3 Ako vaze uslovi Teoreme 3.2.2, tada niz {x",n € N} aproksima-

tivnih resenja, odredjenih jednacinama (3.6), skoro izvesno konvergira ka resenju x
jednacine (3.4).

Dokaz. Na osnovu Chebyshevljeve nejednakosti i Teoreme 3.2.2, moze se zakljuciti
da za proizvoljno n > 0 vazi

ZP( sup |x(t) — a"(t)|? > n’")

te(to—7,T]
o0

< ZE sup |z(t) — 2™ (t)[P - n?"

n=1 tE[tof‘I‘,T]

<H Z pL(m+1p—dn]/2.

n=1

Red na desnoj strani nejednakosti konvergira ako se izabere, na primer, n < 1/2 za
p =2, odnosno, n < (p/2—1)/2 za p > 2. Tada, na osnovu Borel-Cantellijeve leme,
sledi 2" 2% r kada n — oo. ¢

Napomena 3.2.1 Umesto Lagrangeovog oblika ostatka (3.2), moze se koristiti bilo
koji drugi oblik ostatka u Taylorovom razvoju funkcionala f i g. Ostatak v Cauchy-
jevom obliku

e
W(z, h) = ET((ZLQ)((I — ), ..., (1 = t)h, h),

za neko t € (0,1), mozZe se oceniti kao

(W, h)]| < —HT"+1 [ HIRI™,

z+th)

dok se ostatak u integralnom obliku,

1t
W(a, h) = n,/o T (1= t)h, ., (1= D)h, ) b,

za neko t € (0,1), moZe oceniti kao

]' n 1 n
W (2, | < al b (s IR I

Dakle, Propozicije 3.2.1 1 3.2.2 kao i Teorema 3.2.2 vaZe pod istim uslovima, s tim
Sto se ocene razlikuju u konstantama.

Ako je jednacina (1.16) autonomna, prethodno definisana aproksimativna meto-
da se, specijalno za m = 0, svodi na Euler-Maruyama metodu (videti [60]).



3.3 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U ovom poglavlju ¢e biti reci o analitickoj metodi aproksimacije resenja stohastickih
diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. Aproksimativne jedna-
¢ine se definisu na ekvidistantnoj particiji vremenskog intervala i njihovi koefici-
jenti su Taylorove aproksimacije koeficijenata polazne jednacine. Glavni rezultati
se odnose na LP-konvergenciju i s.i. konvergenciju niza aproksimativnih resenja ka
reSenju polazne jednacine, i to bez restriktivnih pretpostavki o funkciji kasnjenja.
Specificnost ove metode je u tome sto se red LP-konvergencije povecava sa poveca-
njem broja ¢lanova u Taylorovom razvoju, kao u realnoj analizi. Pored toga, bic¢e
predstavljena procedura za implementaciju ove metode, pod pretpostavkom da je
funkcija kasnjenja neprekidna. Rezultati izlozeni u ovom poglavlju su sadrzani u
radu [72].

Poznato je da stohsticke difierencijalne jednacine sa kasnjenjem, u opstem slucaju,
nisu eksplicitno resive. To je osnovna motivacija za nastanak aproksimativnih
metoda, kako numerickih tako i analitickih, kao $to su, na primer, [7, 12, 79, 56, 31].

Imajuci u vidu oznake i osnovne pojmove koji su uvedeni u Poglavlju 1.8, u nas-
tavku ¢e biti razmatrana stohasticka diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim

kasnjenjem oblika (1.20) ¢iji je integralni oblik

z(t) = £(0) +/tf(x(s),a:(s —0(s)), s)ds —|—/g(x(s),a:(s —0(s)),s)dw(s), (3.21)

to

za svako t € [tg, T], pri ¢emu je pocetni uslov
x, =& =1£(0),0 € [—7,0]}. (3.22)
Neka je
to<ti <..<t,=T (3.23)

ekvidistantna particija intervala [to, T], gde je n izabran tako da postoji ceo broj n.,

=to Dakle, particija intervala [ty — 7, 7] je odredjena tatkama

pri Cemu je T = n,

k
tr = to + —(T - to), k= — Ny, =Ny + 1, ceey —1,0, 1, ey N,
n

gde je 6, = (T —ty)/n € (0,1) za dovoljno veliko n € N.

U nastavku ¢e resenje jednacine (3.21) biti aproksimirano na particiji (3.23),
procesima {x"(t),t € [ty — 7, T]}, koris¢enjem Taylorovog razvoja koeficijenata f i
g po prvom i drugom argumentu. S obzirom da je kasnjenje vremenski zavisno, za
t € [tr,ter1), k € {0,1,...,n — 1}, argument s — 0(s),s € [t, t], u opStem slucaju
uzima vrednosti iz bilo kog intervala [t;,tj11),7 = k — no, bk —ne + 1,k Iz
tog razloga se ne mogu odmah odrediti tacke u kojima se vrsi razvoj po drugom
argumentu u Taylorovom razvoju. Zbog toga je prirodno razmatrati podskupove
Al j =k —n.k—n,+1,.. k intervala [ty, ], gde je Al = {s € [ty t] : 5 — (s) €



[tj,tj41)}. Ocigledno je da e se razvoj koeficijenata jednacine (3.21) po drugom
argumentu vrsiti u tackama 2"(t;) kada s € Aj. S tim u vezi se, za t € [tg, tg41] 1
s € [tx, t], definiSe stepenasti proces

Z [A?; (s)x"(t;), (3.24)

Jj=k—ns«

pri cemu je 2" (t;) = &(t; —to) za j € {—n., —n,+1,...,—1}.
Resenje © = {x(t),t € [ty,T]} jednacine (3.21) se aproksimira na particiji (3.23)
resenjima {z"(t),t € [ty, txr1]}, k= 0,1,...,n — 1, jednacina

2 () = 2" (1) + /t t i IS (2" (), 8(5),5) (3.25)

7!
k =0

[0 1)

|
b =0 1!

pri ¢cemu je pocetni uslov x = £ si. U ovim jednacinama, koeficijenti prenosa
i difuzije su Taylorove aproksimacije funkcija f i g, i to po prvom argumentu u
okolini tacaka x"(tx), i po drugom argumentu u okolini tacaka z"(s), s € [tx,t],k =
0,1,...,n — 1, do my-og i msy-og izvoda, respektivno, pri ¢emu je

LI (0), 3", :.z:;(;)ajilﬁf(();( ]:)Un( o) ?»(Aﬂf&)j (Az}),

| A () 2ot 2.0 s
7 n n _ ‘ Ax™ VI (AZ7)I
za Ax} = x"(t) — 2" (ty) i Az} = a™(t —6(t)) — 2" (t).

Imajudi u vidu (3.24), jednacine (3.25) se mogu predstaviti u obliku

-1

2"(t) = )+ > / idf (te), Z't —t0):9) 4 (3.26)

Jj=k—ns« kzO
=0

k

+z/

j= Af

X x"(t;), s
> o <2! (t).5),

S

+z/z* St
j=k—n. Ay =0

k ; ) s
+Z/A]ng " (t5), )dw(s),

k 1=0

za svako t € [ty, tri1].
Aproksimativno resenje 2™ = {z"(t),t € [to — 7,T]} se dobija kao s.i. nepreki-
dan proces sukcesivnim povezivanjem pocetnog uslova {£(6),0 € [—7,0]} i procesa



{z"(t),t € [tg,tr+1]} u tackama t; gde je k = 0,1,...,n — 1. Bez preciziranja uslova,
pretpostavlja se egzistencija i jedinstvenost svih resenja koja su od znacaja za dalje
razmatranje. Pored Lipschitzovog uslova (1.22) i uslova ograni¢enog rasta (1.23),
neophodno je uvesti sledece pretpostavke:

A; : Funkcije f i g imaju Taylorov razvoj po prvom i drugom argumentu, za-
kljuéno sa mi-im i meo-im izvodom, respektivno.

As : Parcijalni izvodi m; + 1-og i ms + 1-og reda, funkcija f i g, respektivno, su
uniformno ograniceni, tj. postoji pozitivna konstanta L tako da vazi

oMt f(a, y, 1)
sup e —
Rix Rix[to,1] | O Qymit1=i

0"t g(x,y,t)
sup . :
Rix Rix|to,r] | 0TI Qym2+1-7

<L’ j:O,l,...,ml—l—l,

<L, j=01,.. ms+1.

As : Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna resenja z i 2" jednacina (3.21) i (3.25),
respektivno, tako da za p > 2, vazi
E sup |z(t))f <oo, E sup |z"(t)|M*VP < Q < oo,
telto—,T] te(to—7,T]
gde je M = max{m,ma} i @ > 0 je konstanta koja ne zavisi od n. Pored toga,

pretpostavlja se da je E||¢]|(M*+D*? < oo, kao i da su svi Lebesgueovi i Itovi integrali,
koji se koriste u nastavku, dobro definisani.

Ay : Pocetni uslov (3.22) zadovoljava Lipschitzov uslov, tj. postoji konstanta
G > 0 tako da, za svako —7 < 64,605 < 0, vazi

€£(02) — £(01)] < Bl02 — 04].

Potrebno je istaci da je poslednja pretpostavka slabija od Lipschitz neprekidnosti
funkcije 9, sto je uobicajeno u kontekstu aproksimacije resenja stohastickih difere-
ncijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem (videti, na primer [56],[87]).

Lako se moze uociti da na osnovu pretpostavke Az sledi

E sup [|&"(t)| M7 <,
telto—7,T)
s obzirom da je sup,cp,—r 7 |27 ()] < SUDsepyy—r 1y |27 (F)] 8.1,

U nastavku ¢e, bez posebnog naglasavanja, nekoliko puta biti primenjena ele-
mentarna nejednakost (1.46), stohasticka izometrija, kao i Holderova nejednakost
na Lebesgueove integrale i Burkholder-Davis-Gundy nejednakost (Teorema 1.3.5)
na integrale Itoa.

Za ocenjivanje bliskosti resenja x i z", neophodno je najpre dokazati slede¢u
propoziciju.

Propozicija 3.3.1 Neka su {z"(t),t € [t,tis1]}, k= 0,1,...,n—1 redenja jednacina
(3.25) i neka su zadovoljeni uslov ogranicenog rasta (1.23) i pretpostavke Ay, As, As.
Tada, za svako 2 <r < (M + 1)p, vaZi

E sup |z"(s) —az"(tp)[" < C-n""? t € [tptry], kE=0,1,..,n—1

Se[tkvt]



Pored toga, ako vazi pretpostavka Ay, tada je
sup E|z"(s—d(s))—2"(s)["< C-n""/2, t € [ty tpsa], k=0,1,...,n—1,

Se[tk)7t]
pri cemu su C' 1 C' generisane konstante, nezavisne od n.

Dokaz. Kako bi se pojednostavila notacija, uvode se oznake

) = 3 4060 (0.0

P,z 5(6)0 b xtk7$t il

)

=0

§ il (1).8°(0).1)

7!

G(l’?, szf&(t)? ta x?ka j“?) =
i=0
Tada, imajuéi u vidu pretpostavku A, za svako t € [ty, tg11],k =0,1,...n — 1,
vazi
f(xn(t)> xn(t o 5(t))a t) = F(.CE?, x?—é(t)? t; x?p it ) (Axtk7 Axt ) ) (3'27)
g(xn(t)’ xn(t - 5(t))7 t) = G(ZE?, x?—é(t)? t; J}?k, iﬂt ) + Tg (Axt ) ACCt ) )7
gde su
™ f (2™ (b)) + 0Az] 2™ (t) + 0ALY, t)
(m1 + ]_)' ’
d™tg(a"(ty) + Az} 2" (t) + OAL} 1) j
(mg —f- 1)' ’
odgovarajuci ostaci u Taylorovim aproksimacijama funkcija f i g, respektivno. Na
osnovu pretpostavke Ay, tj. uniformne ogranicenosti (my + 1)-ih i (mg + 1)-ih

parcijalnih izvoda funkcija f i g, respektivno, kao i Newtonove binomne formule,
dobija se

rf;l(Axf;c, Az} t) =

(Axty A‘rh ) - S (0, 1),

po (A AT ) < S| Az |+ [Azp)™ (3.28)

L
(m1+1)!
L

za svako t € [tg, tri1], k=0,1,....n — 1.

Prilikom ocenjivanja izraza Esupey, »[2"(s) — 2"(tx)|", najpre se primenjuje
elementarna nejednakost (1.46) na jednacine (3.25), zatim Hoélderova nejednakost
na Lebesgueove integrale i Teorema 1.3.5 na integrale Itoa. Na taj nacin se, za
svako t € [t tks1],k =0,1,...,n — 1, dobija

E sup |z"(s) — 2" (tg)|" (3.30)

Se[tkut}

t
< 2T_1(t - tk)r_l/ E|F(x?7 x?—(ﬂs)’ o x?k’ QA:?)VdS

ty

(Axtka Azf,t) < (‘Ax?k‘ + \Aﬁ?ﬂ)m”l, (3.29)

t
12 ey (t— )5 / |G, a7 g0y 5: 20, 27" ds
ty

= 2t~ 1)57 (£ — 63 (0) + ena(t)].



gde je ¢, univerzalna konstanta iz Teoreme 1.3.5, dok su Ji(t) i J,(t) odgovarajudi

integrali. Integral J;(t) je oblika

t
Do) = [ BIFG sl a0 ds (3:31)
tg
-1
= > / BIF (2}, &st(s)-t0: 83 71y &t,10) [ s
j=k—nx« Ai:
k
e 3° [ BIFGha s ol ds
=0 7 A%
Integral fAi E|F (2}, &s—5(s)—t0s 5 T}, Et,—10)|"ds za svako j = k—n,, k—n,+1, ..., —1 se

moze oceniti na osnovu Taylorovog razvoja (3.27), uslova ograni¢enog rasta (1.23),

pretpostavki A;, Az i ocene (3.28), na slede¢i nacin

/A BIF( € yaor S50 € )|

J
k

< 2T_1/.E|F(«T?7x?5(3)7S;‘r?kagtj—to)_f(‘rn(s)ﬂ5(8_5(S>_t0)’S)|Tds

A,

+27 [ B (9,605 = 806) 1) o) ds

J
k

dm1+1f(;p"(tk) + éA:L‘?k, f(tj — t()) + éAftj_tO, S) ds

S 27’—1/ E
A

J
k

+2r1K5/. E[1+|2"(s)]* + [&(s — 8(s) — to)[*]?ds
A]

k

2r—1Lr

(3.32)

7 AN z"(s)—x" s—o(s)—ty) — —to (mi+1)r s
< [ T 0= ) = 006) o) = €ty — )™+

+2*—13£—1K5/ L+ Ela"(s)]" + ElS(s = 6(s) — to)["] ds
A

2r—14(m1+1)rLr/
[+ D" s

E sup |z"(u)|™*Vrds

{c ue[to—T’T}
+2r13£1K5/.[1+2E sup [z"(u)|"]ds.
Al u€lto—7,T]

Sli¢no, za j = 0,1, ..., k se dobija

/

E|F(x?7 ngzs(s)v 55 x?ka IZ)|TdS

J
k

2r714(m1+1)rLr
< ; / E sup |z"(uw)|™*Yrds
[(m1 + 1)']7" Al u€glto—T,T]

+2771357 K5 [ [142E sup  |2"(u)|")ds.
A?c ue[tO*T»T}

(3.33)



Koriste¢i ocene (3.32) i (3.33), nejednakost (3.31) postaje

9r— 14(m1+1)7’LT K
5o < [ B sw e as
[(my +1 JZan Ay u€lto—mT]
k
L gr-1gs-l Z / [1+2E sup |[2"(u)|"]ds
o uE[to—T,T]
or— 14(m1+1)TLT
_ ' /E sup |xn(u)|(m1+1)rd8
[(mi+ D" o uelto—r1)
t
+2r1351K5/ [14+2E sup |a"(u)["]ds
t ue[tO_TvT]
27‘—14(m1+1)7’LTR 5 5
t—t) + 277132 K3 (14 2R) (¢ — ¢
(CESVEG (t — ) ( )(E = tx)
= Cl . (t - tk)7

pri ¢emu je Cy = C1(K, L, R,r,m1) generisana konstanta i R =1+ Q.
Analogno se dobija
Jo(t) < Cy- (t — ty),

gde je Cy = Cy(K, L, R, 7, ms) generisana konstanta. Na taj nacin, (3.30) se moze
oceniti kao

E sup |2"(s) — a"(ty)] < 277Nt — ;)5 [01<T —t)E o+ c,,cz]
SE[tk,t]

<C-(t—ty)?

<C-n7"teE [t e,

pri ¢emu je C' generisana konstanta, nezavisna od n.

U nastavku se ocenjuje izraz supgep, 4 El2"(s — d(s)) — 2"(s)|" imajudi u vidu
pretpostavku Ay, tj. Lipschitz neprekidnost pocetnog uslova, kao i ocenu dobijenu
u prvom delu dokaza ove propozicije. Na osnovu (3.24) i definicije skupova Ak, Jj =
k—n. k—n,+1, ..k, sledi da za proizvoljno s € [ty, t], vazi

Elz"(s—0d(s)) — 2"(s)"

<B Y Ly ()t =)+ Ly (s)E sup  [a"(u) — 2"(t;)]"

=k—n, =0 u€lt; by



~1 k
<p" Z IA£<5)(tj+1 - tj)r/2 +C-n? Z IAi(5>
=0

j=k—nx
A~ )2
S C-n v/ )

gde je C' = max{s"(T — to)"/,C}.
Posledica toga je

sup E|z"(s—0(s))—2"(s)["< C-n™"/2, t€[tp, tpsa], k=0,1,...,n—1,

SE[tk,t}
¢ime je dato tvrdjenje dokazano.

Slede¢im tvrdjenjem se odredjuje red LP-konvergencije niza {x",n € N} aproksi-
mativnih reSenja ka resenju z polazne jednacine (3.21).

Teorema 3.3.1 Neka je x resenje jednacine (3.21) i neka je x™ odgovarajuée aproksi-
mativno reSenje odredjeno jednacinama (3.25). Ako su zadovoljeni uslovi Propozicije
3.3.1, Lipschitzov uslov i pretpostavka Ay, tada, za p > 2, vazi

E sup |z(t) —a"(O)P < H-n (mHp/2,
teto—7,T)

pri cemu je m = min{my, mo}, dok je H generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Za proizvoljno t € [to, T], na osnovu jednacina (3.21) i (3.25), sledi da je

A

) a0 = [ Fepds + [ Gls)aucs),

to to

pri ¢emu je

n—1 n—1
F(s) = Joapant(s), G(s) = totis1At(S),
k=0 k=0

gde je

8

‘]tkﬂfkﬂ/\t(s) = [f(x(s)v (S_ 6(‘5))’ 8) —F(IZ, 1‘276(3)7 S 1"?,97 i?)]][tkytk-&-l/\t)(s)?
thﬂfkﬂ/\t(‘s) = [g(JJ(S), I(S_ 5(5))7 8) —G(I?, IL’?,(;(S), S5 .I;Lk, jg)}l[tkﬂfk-&-l/\t)(s)'

Kako resenja x i 2" zadovoljavaju isti pocetni uslov, dobija se

E sup |z(s)—a"(s)] (3.34)
s€lto—T,t]
< E sup |z(s)—x"(s)P+ E sup |z(s) —x"(s)]P
s€[to—T,to] s€[to,t]

= E sup |z(s) — z"(s)|?

s€[to,t]



<or—l + Esup

s€to,t]

Esup

/F(u)du /G Ydw(u
s€[to,t]

<2p 1(t—t /E)Z‘]tktk+1/\t ’
to
+2p—1cp(t_t0§ 1/ E‘Z‘]tktk-»—l/\t ‘

Za j = max{i € {0,1,...,n—1},¢; < t}, nejednakost (3.34) se moze izraziti u obliku

E sup |z(s)—a"(s)]? (3.35)
sE[to—T,t]

tipi Nt P
< 217 1 p 12/ E‘ Z th’thrl/\t(U) du
z+1/\t n—l - P
+ 2P~ 1cp t—to) _12/ E’ Z th,tHl/\t(U)
k=0

Na taj nacin, relacija (3.35) postaje

E sup |z(s) —z"(s)|? (3.36)
sE[to—T,t]

z+1/\t p
<o 1|1ty IZ/ w(u—8(0)) w)— Pl oty s 27, )|

N ti+INE P
+CP(T_tO)2lz/ E glxriu x(u_5(u))>u)—G(x27953—5@)#%2@3) du]
=0t

Primenom Lipschitzovog uslova (1.22), pretpostavke Ay i Propozicije 3.3.1, za s €
[ti,tiza At], i€ {0,1,...,5} se dobija

| B0 = 00), )= Pl g i 2 (3.37)
<27 | [ Blfatu).atum 600).0) " 0. " 0= B(00) )P
[ V0.0 80, 0) = Pl il 23]
< 23p/2=2 gp/? {/:EL'E(U) — x"(u)|pdu+/SE|x(u—5(u))—x"(u—é(u))|pdu}

t;
S
+or—t / E
t;

d™H f (2™ (t;) + 04}, A”( )+ 0AZT u) |
< 9%/2=2 p/? {/:Epc(u) — x"(u)|pdu+/sE|x(u—5(u))—x”(u—5(u))|pdu]

u

t;



oP— le E oy (ma+1)p
o 177, Ul () = 2 (6)| 4 la" (= 8)) = 2 )}

< o%/2-2 p/? [ /t Blz(u) — 2" (u)[Pdut / Eya;(u—a(u))—xn<u—5(u))\pdu]

t

+2(m1+2)p*2LP /SE] n( ) ”(t)|(m1+1)pd
B " (u)—x"(t; U
[(ml + ]‘)']p t;

+ /t sE|m"(u—5(u))—fc"(u)\(mlﬂ)pdu]
< o%/2-2 p/? [ /t Bla(u) — 2" (u) Pdut /t SE|x(u—5(u))—x"(u—d(u))\pdu}

LP(iC +C)
[(my + 1)1

Analogno se dobija

i

49(mi+2)p=2 7(m1+1)p/2(5 —t;).

/ Elg(z(u), z(u— 6(u)), u) =Gy, 550, wi Tf, ) [Pdu (3.38)
t;

< /2ol [/ Elaw) - 1" (0)Pduct | Blau—(w)—" (u=d(u)]'du

LP(C+C) i
[(my + 1)!JP

Ocene (3.37) i (3.38), zajedno sa (3.36) daju

+2(m2+2 p—2 —(m2+1)p/2(s . tz'>‘

E sup Ja(s) —a"(s)

sE[to—T,t]

<o [/tt Ela(u) — 2™ (u)[Pdu + /t Ela(u — 8(u)) — 2" (u — 6(u))[Pdu

to
+ a2n—(m+1)p/2 (t . tO)

¢
< 2a1/ E sup |z(r) — z"(r)|Pdu + con™"TUP2(T — ),
to re

[to—T,u]

pri ¢emu je m = min{my, mo} i oy, e su generisane konstante, nezavisne od n.
Primena Gronwall-Bellmanove leme (Teorema 1.13.1) implicira

E sup |z(s) — 2"(s)[P < agn (mTUP2(T — ¢4)e2en(T—to)
s€fto—.1

= H . pn (mtp/2

gde je H konstanta. S obzirom da poslednja nejednakost vazi za t € [to, T], sledi da
je
E sup |z(s)—a"(s)P < H - n*(m+1)p/2’

s€lto—T,T]

¢ime je dato tvrdjenje dokazano.



Na osnovu prethodnih tvrdjenja, moze se dokazati skoro izvesna konvergencija niza
aproksimativnih resenja {z",n € N} ka reSenju x jednacine (3.21), o ¢emu govori
sledeca teorema.

Teorema 3.3.2 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.3.1. Tada niz {z",n € N}

aproksimativnih resenja, odredjenih jednacinama (3.25), konvergira skoro izvesno ka
resenju x jednacine (3.21).

Dokaz. Na osnovu Chebyshevljeve nejednakosti i Teoreme 3.3.1, za proizvoljno
n > 0, sledi

[MiS]

ZP( sup |z(t) — 2" (t)|

> n‘")
te to TT}

< sup xt—x"tp'n%’
> 8 sw fr(t)=a"(0)

<H Zn—[(me nl/2.

Na osnovu Borell-Cantellijeve leme, red na desnoj strani nejednakosti konvergira
ako se izabere, na primer, n < 1/2zap =21in < (p/2 —1)/2 za p > 2. Tada,

S.1.
" — x kada n — o0o0. $

Napomena 3.3.1 Specijalno, ako je §(t) = 7 > 0,t € [to,T], jednacina (3.21) se
svodi na stohasticku diferencijalnu jednacinu sa konstantnim kasnjenjem oblika

/f (s — 1), )ds+/tg(:c(s), z(s — 1), s)dw(s), (3.39)

za t € [ty, T], sa pocetnim uslovom x;, = £. Kao Sto je poznato (videti, na primer
[54]), egzistencija i jedinstvenost resenja jednacine (3.39) se moze dokazati ako vaze
uslov ogranicenog rasta (1.23) 1 globalni Lipschitzov uslov po prvom argumentu: po-
stoji pozitivna konstanta K tako da, za svako t € [ty,T),y € R? i x,& € R?, vaZi

\f(x,y,t) - f(i'ayvt”? \% ]g(as,y,t) - g(§j>yvt)|2 < K|.17 - j|2 (340)

U ovom sluc¢aju, aproksimativne jednacine su oblika (3.25), sa tom razlikom Sto
je stepenasti proces T definisan kao

2"(t) = ™ (tp—ns)
Tt ), kE=nen,+1,...n—1,
E(tp—ns —to), k=0,1,...;n, — 1,
za svako t € [ty, tg11],k=0,1,...,n — 1.
Ako se uslov (1.22) zameni uslovom (3.40), tvrdjenja analogna Propoziciji 3.3.1

i Teoremama 3.8.1 1 3.3.2 vazZe i u sluéaju kada je polazna jednacina oblika (3.39),
s tim Sto su odgovarajuci dokazi jednostavniji.



Ovo poglavlje ¢e biti upotpunjeno nekim komentarima i primerom koji ilustruje
prethodno navedene teorijske rezultate.

Naime, u okviru prethodnog razmatranja, dokazana je LP-bliskost resenja jedna-
¢ine (3.21) i aproksimativnog resenja, odredjenog jednac¢inama (3.25), pri ¢emu su
od znacaja bili skupovi Ai, j=k—n.k—n,+1,...,k, k=0,1,...,n—1, na kojima
s —6(s) € [tj,tj+1). Cinjenica da s — §(s) moze uéi vise puta u isti interval, recimo
[tj,ti+1) zaneko j = k—n., k—n.+1,..., k, dopusta moguénost da A{; imaju veoma
slozenu strukturu, neadekvatnu za primenu ove metode. Sa ciljem da se ta metoda
ucini prakti¢no primenljivom, bi¢e predstavljena procedura za generisanje podeonih
tacaka intervala [ty, tx, 1], takvih da se u njima menjaju tacke u ¢ijoj okolini se vrsi
Taylorov razvoj po drugom argumentu, funkcija f i g. U tom smislu se pretpostavlja
da je funkcija kasnjenja neprekidna.

Prvi korak je resavanje jednacina s — 0(s) = t;,7 = k —n., k —n, +1,..k,
za s € |[tg,trr1]. Za svako j = k — n., k — n. + 1,..., k, skup resenja je oblika
U, [a, 67U Uf;l{c{} Ocigledno, moze se desiti da je n; = 0, $to znaci da funkcija
s —0(s),s € [tx,tgr1] nema resenja koja su konstantna na intervalima. Takodje,
moze se desiti da je k; = 0, Sto znaci da jednacina nema izolovanih resenja, ili
k; = n; = 0, kada data jednacina nema resenja.

Za svako j =k —n,, k—n, +1,..., k, definiSe se skup

al, i=1,2,..,n;j
th=bl, k=1,2,..,nj,0=mn;+1,n;+2,..,2n;,
e, k=1,2. kji=2n;+1,2n; +2,...,2n; + k;,

k

i uvode se oznake m; = 2n; + kj,m = Y .,

m;. Zatim se definiSe rastudi niz

pomocu elemenata skupa {tg,z' =1,m;,j =k — n,., k}, na sledeéi nacin:

Y =ty, jo=max{j € {k —n,k—n.+ 1, k}:tp —5(t) >t;}, (341
yl' = I = min{t! i = I,m;,j =Fk—n.k},

e fk—nnk—no 1, kbie {1,2, . my),
' =t = min{{t],i=T,my,j =k — n K\ {y'}},

Jo€{k—nok—n.+1,.. k}ie{l,2,...,m},

yir =t = min{{t},i = Tmy, j = k—n KNl oy 1
Jm €{k—n k—n.+ 1, k}ie{l,2,...,m;, },
S obzirom da se moZe desiti da je y/m < tgy1, definiSe se yf;fb”jf = tpat, Jma1l =
max{j € {k—n.,k—n.+1,.. Kk}t —0(ter1) >t}

Ova procedura je ilustrovana Slikom 3.1, gde je §(t) = sin9t 4+ 1,t € [to, T] za
to = 0, T = 6. Ocigledno je da vazi 6(t) < 2 = 7,t € [ty,T]. Ako je, na primer,
n =12, tada je (T — tg)/n = 0.5 i n, = 4. Na osnovu Slike 3.1 se lako moze uociti
dajen; =0,j =—4,-3,...,0, kada je t € [0,0.5].

U opstem slucaju se moze desiti da su, po konstrukciji, j; i jx jednaki kada
je i # k, za neki izbor indeksa i,k € {0,1,...,m + 1}. Potrebno je istaknuti da



Slika 3.1: y =t —sin9¢ — 1,t € [0, 0.5]

za svako s € [?Jz ,yljff) [ € {1,...,m}, vazi da s — §(s) pripada tacno jednom od
intervala [t;_1,%;), [t;, t1+1). Na primer, kao §to se moze uociti na Slici 3.1, y;° i y5 >
su resenja iste jednacine s — 0(s) = t_3,s € [to,t1], dok je s — 0(s) € [t_4,t_3) za

€ i us?),is—0(s) €[tz ta) zas € [y, y;3°). Medjutim, nacin na koji je
konstruisan niz (3.41) ne daje informaciju da li s —d(s) pripada intervalu [t;—1, #;) ili
[t ti1) za s € [y ,yl]fll) I € {1,...,m}. Ako pripada intervalu [t;,¢,11), tada ¢e biti
koriséeni izvodi koeficijenata jednacine (3.21), po drugom argumentu, u tacki =" (t;);
ako pripada intetvalu [t;_1,1;), tada se koriste odgovarajuéi izvodi u tacki x"(t;_1).
U tom smislu se definisu skupovi

My (1) = {yi' = 6(yi") >yl — Sy}
M) = {y" = 8(y] )—yfff — Sl = 0yl < (i = S(ul)) -}
Mzess(l) = {yl' = o(y!") <y — S},

Mye(1) =y = 5(ul) = iy — Sl = 6wl > (i) — 0(uiiy)) -}

za svako [ = 0,1, ...,m.
Neka je t € [tg, try1] 1 s € [tg, t]. Stepenasti proces ™ definisan sa (3.24) se moze
izraziti u obliku

" (s) (3.42)
= Z lJl ’yljitl [xn(tjl+1)]Mg(l)UMle(l) + xn<tjl)]Mless(l) + xn<tjl_1>]Mge(l)j|’
1=0
pri ¢emu je x™(t;,) = £(t;, —to) za j; € {—n., —n,.+1, ..., —1}. U prethodno navede-

nom primeru je
Ingg©) = Igev) = Iitieea(@) = Itiee(®) = M) = Iiieen(s) = 1
odakle, za t € [tg,t1] 1 s € [to, ], sledi da je
() = I1yen yoony (8)2" (E=s) + Iy o) (8)a" (8-a) (3.43)



+ [[y2—3,y3—2/\t) (S)xn (t—3) + [[yg_Q,yZl/\t) (S)xn(t_g)
+ I[yll,yg/\t) (s)a"(t-1) + [[yg,ygm) (s)z"(to)-

U skladu sa tim, skupovi AL = {s € [tx,t] : s — 6(s) € [tj,tj401)}, § = k — nu, kb —
ne+1,...k, k=0,1,...,n — 1 imaju slede¢u reprezentaciju

Al = U AU U 5y At

{ta=iIm,, . y=1} {Lai=3ng1-1yuny, (1-1)=1}

U U iy At

e —1=4,Iprg, 1y=1}
Naime, A7 sadrzi sve intervale [y’ ,ylj_ff A t) na kojima s — §(s) pripada intervalu
t;,t;ir1). Konacno, imajuéi u vidu (3.42), jednacine (3.25) se mogu predstaviti u
[t5,t5+ j ] g
]d+1

eksplicitnom obliku, tj. za svako t € [yd gt ), d=0,1,....,m, je

Jl+1

Y1 N tml dl (tk),l‘n(t' ),S)
tk +Z/ ; e IMg(l)UMze(l)dS

7!

l+1
Y11 Nt mi dl n( n(t.

7!

: yzlﬂl“ s d"f(:c"(t ), 2" (t;
k)T (t —1)78)
+z /], > Tk, s
=0 “Y i=0 )
LN i (e (1), 2 (1,
9(@" (), 2" (1), 8)
DY DS T Do odw(s)
1=0 /¥ i=0 ‘
d yzjfil/\t 2 d n n
g(@"(tr), 2" (t5,), s)
+y° / LD G D @ duw(s)
1=0 741 i=0 '
Jl+1
Y " (tr), 2" (t;-1), 8)
+Z/ Z! Ji ]Mge(l)dw(s),
pri cemu je 2"(t;,) = &(tj, — to), J1 € {—nu, —n + 1, ..., —1}.

Sa ciljem implementacije prethodne procedure, bi¢e naveden sledeci jednostavan
primer.

Primer 3.3.1 Neka je

dz(t) = [sinxz(t) + sinz(t — sin 9t — 1)]dt (3.44)
+ [cos z(t) + cos z(t — sin 9t — 1)]dw(t), t € [to, T,

jednodimenzionalna stohasticka diferencijalna jednacina sa kasnjenjem sa ranije
definisanom funkcijom kasnjenja §(t) = sin 9t + 1 i pocetnim uslovom & = {£(6),0 €



[—7,0]}, koji zadovoljava uslove sa pocetka poglavija. Koeficijenti ove jednacine
zadovoljavaju uslove (1.22) i (1.23), Sto implicira egzistenciju i jedinstvenost njenog
reSenja. U nastavku ée se posmatrati funkcija kasnjenja na intervalu [to,t1], kao
sto je prikazano na Slici 3.1. Aproksimativno resenje ce biti definisano na osnovu
Taylorovih aproksimacija koeficijenata jednacine (3.44), do prvog izvoda. Koristeci
notaciju s pocetka, kao i (3.43), za s € [to,t], t € [to, t1], koeficijent prenosa aproksi-
mativne jednacine je

F(xy, 255, 5 Ty, ) (3.45)
= sinz"(tg)+cos z"(to)(x"(s) —x" (o))
+ [sina"(t_3)+cos 2" (t3) (2" (s —sin 9s —1) —a" (t_3)) ]| =2 =35, ()
+ [sina”(t_q) +cos 2™ (t-a) (2" (s —sin 9s — 1) —a" (t_a))] L5 -3 0p) ()
+ [sina"(t_5)+cosz"(t_ 3)(:B”(s—sm93—1)—$”(t_3))]f[y; yg2/\t)(5)
+ [sinz"(t_g)+cosz™(t_o) (2" (s—sin9s—1)— x”(t,g))]f[yg_ ,y41/\t)(8)
+ [sina"(t_1)+cosz"(t_1)(z n(s—sm95—1)—x”(t_l))]][yf’yg/\t)(s)
+ [sina” (to) +cos 2" (to) (" (s —sin 9s—1) =" ()] L0 yone) (5)-

Analogno se dobija odgovarajuci koeficijent difuzije aproksimativne jednacine

G(ay, T_s(5) S5 Thy ) (3.46)
= cos 2" (tg) —sin x" (o) (x"(s) — 2" (to))
+ [cosa™ (t—g) —sina” (t3)(¢" (s —sin9s —1) —a" (t_3) )| L[, -2 =3, ()
+ [cos 2™ (t_ 4)—sm:L’"(t,4)(x"(s—sin9s—1)—x"(t,4))]I[yl_gvyz_sm)(s)
+ [cos 2™ (t—g) —sina" (t—3)(¢" (s —sin9s —1) —a" (t_3) )| L,=5 =2, ()
+ [cos a™(t_ 2)—smx”(t_g)(x"(s—sm95—1)—x"(t_g))]l[y§27y4 Aty (5)
+ [cosa™ (t-1) —sina™ (t-1)(a" (s —sin 9s —1) —a" (t_1))] L ;-1 orp) ()
+ [cos 2" (tg) —sinz" (to) (2" (s —sin 9s—1) —x" (t0))] L0 yore) ()

Ocigledno, za t € [y, 2, y;®), aproksimativno resenje zadovoljava jednacinu

da"(t) = [ao(t)+Box" (t)]dt + [ao(t) +Box™ (1)]dw(?),
gde je, na osnovu (3.45) i (3.46),
ap(t) = sin&(0) — cos&(0) - £(0) + sin&(t_5 — to)
+cos (-3 — 1o)(§(t —sin 9t — 1 — o) — &{(t—s — to)),
ag(t) = cos£(0) +sin £(0) - £(0) + cos{(t—s — to)
—sin&(t_s — to)({(t—sin9t—1 — o) —&{(t—3 — to)),
By = cos&(0),  Fo = —sin&(0).

Jednacina (3.47) je linearna stohasticka diferencijalna jednacina cije je resenje

(3.47)

2" (t) = {

/%

— Bodio(s))ds

+/to%—1(3)50dw(s)}, te oyl



gde je
¢61(t) = e(ﬁo_%Bg)(t_t0)+ﬁo(w(t)—w(to)).

Lako se moZe wociti da je odgovarajuca homogena linearna jednacina ista sve do
prelaska na naredni interval [ti,t5]. Dalje, ako je t € [y;>,y5°], tada se dobija
jednacina

dz™(t) = [au (t)+Box" ()] dt + @ (£)+ Box™ ()] dw(t), (3.48)
pri cemu je

ay(t) = sing(0) — cos £(0) - £(0) + sin(t 4 — to)
+ cos (g — t0)(§(t —sin 9 — 1 — o) — {(t—a — to)),
(1) = cos£(0) + sin (0) - £(0) + cosE(t s — to)
—siné(t_q —to)(§(t—sin9t—1 — to) —E&(t_y — to)).

Resenje linearne jednacine (3.48), za t € [y;>,y5°], je oblika

ﬂmz%mPmmw/;%%Mm@—@mm@fﬁyw@&m@l

Ponavljanjem ovog postupka se dobija aproksimativno resenje na intervalu [to, t1],
a ekstenzijom date procedure na ostale intervale [tg,tyi1],k = 1,2,...,n — 1, dobija
se reSenje {x"(t),t € [to — 7, T}

Napomena 3.3.2 Specijalno, ako je polazna jednacina autonomna i ako je m; =
mo = 0, prethodno razmatrana metoda postaje uopstenje poznate Fuler-Maruyama
metode iz rada [56], s obzirom da se ne zahteva Lipschitz neprekidnost funkcije
kasnjenja 0. Medjutim, izostavljanjem argumenta sa kasnjenjem, polazna jednacina
(8.21) se svodi na obicnu stohasticku diferencijalnu jednacinu. U tom smislu, rezu-
ltati u ovom poglavlju predstavljaju wopstenje rezultata dobijenih u radu [35].

3.4 Pantografske stohasticke diferencijalne
jednacine sa Markovskim prelazima

U ovom poglavlju se razmatraju analiticke aproksimativne metode za pantografske
stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima, kao i za one bez
Markovskih prelaza. Aproksimativno resenje je definisano tako da zadovoljava jedna-
¢ine ¢iji su koeficijenti Taylorove aproksimacije koeficijenata polazne jednacine do
proizvoljnog stepena, u okolini tacaka odredjenih elementima ekvidistantne particije
vremenskog intervala. U slucaju jednacina sa Markovskim prelazima bic¢e predsta-
vljene dve metode: u prvoj ¢e figurisati Taylorove aproksimacije koeficijenata po
prva dva argumenta, dok ¢e u drugoj figurisati Taylorove aproksimacije koeficije-
nata samo po prvom argumentu. U oba sluc¢aja ¢e biti dokazana bliskost ta¢nog i
aproksimativnog resenja u LP-smislu, ¢iji red zavisi od broja ¢lanova u Taylorovom



razvoju, s tim Sto na njega utice i prisustvo lanca Markova. Zatim ¢e ove metode
biti prilagodjene slucaju kada je polazna jednacina, pantografska stohasticka difer-
encijalna jednacina bez Markovskih prelaza. U tom smislu ¢e biti dokazano da prva
metoda pored toga Sto konvergira u LP-smislu, konvergira i skoro izvesno.

Cinjenica da su pantografske stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim
prelazima u malom broju slucajeva eksplicitno resive je osnovna motivacija za razvoj
aproksimativnih metoda koje ¢e biti opisane u nastavku. Od postojecih rezu-
ltata treba pomenuti rad [6], gde je razmatran stohasticki ©-metod za linearne
stohasticke pantografske diferencijalne jednacine, rad [81], gde je dokazana konver-
gencija u verovatnoc¢i Euler-Maruyama metode za stohasticke pantografske difere-
ncijalne jednacine sa Markovskim prelazima i [9], gde je dokazana LP-konvergencija
analiticke metode za stohasticke diferencijalne jednacine sa konstantnim kasnjenjem
i Markovskim prelazima.

Imajuéi u vidu oznake iz Poglavlja 1.11, za g € (0, 1), bi¢e razmatrana sledeca
stohasticka pantografska diferencijalna jednacina sa Markovskim prelazima

de(t)=f(z(t),x(qt),r(t), t)dt+g(x(t), x(qt), r(t), t)dw(t), t € [to, T}, (3.49)
z, = § = {&(t) 1 t € [gto, L]}, 7(to) = 70 (3.50)

Celo ovo poglavlje sadrzi rezultate koji su objavljeni u radu M. Milosevié¢, M. Jo-
vanovi¢ [73].

3.4.1 [LP-konvergencija aproksimacija reSenja
pantografskih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa Markovskim prelazima

Predstavimo jedna¢inu (3.49) u ekvivalentnom integralnom obliku, tj. za svako
teto, T1,

z(to) /f ,1(8),8)ds —i—/g(x(s),x(qs),r(s),s)dw(s). (3.51)

to

Resenje jednacine (3.51) se aproksimira na ekvidistantnoj particiji
o<t <..<t,=T (3.52)

intervala [to, T|, gde je n izabrano tako da je ¢, = % < 11 da uz to postoji ceo
broj n., tako da vazi ty — gty = n.d,. Dakle, particija intervala [qto, T je odredjena
tackama

ty =to+ kd,, k=-n,—n,+1,..,-1,01,.. n

Neka je jr, = |gk —n. ],k =0,1,...,n—1, pri ¢emu je |a] najvedi ceo broj ne veéi od
a. Resenje © = {x(t),t € [to,T]} jednacine (3.51) se aproksimira na particiji (3.52)
resenjima {z"(t),t € [tg,tk+1]}. k= 0,1,...,n — 1 jednacina

xn<t):$n(tk)+/t§1: dz‘f(q;n(tk),xj(tjk),r(tk),s)ds (3.53)

|
th =0 1!




35 L) 0a) 105,

F (s), t€ [te, tryal,

tk =0
sa pocetnim uslovom zj = ¢ s.i. i r(ty) = ro.

U ovim jednac¢inama koeficijenti prenosa i difuzije su Taylorove aproksimacije
koeficijenata f i g i to po prvom argumentu u okolini tacaka x"(tx), i po drugom
argumentu u okolini tacaka z"(t;, ),k = 0,1,....,n — 1, do my-og i my-og izvoda,
respektivno. Jasno,

dzf(xn(tk)v mn(tjk)v r(tk)v S)
i aif(xn(tk>>xn(tj >>T<tk)7s>
= E P — 4 o , Az}
I Ozl (s)...0lal(s)0k+1a(gs) ... 0=ax"(gs) Vit iz’

i1+ Figg=t

dig(x"(tk),x"(tjk),r(tk),s) |
_ Z O azg(xn(tk>7xn(tjk>7r(tk)7S) n

11,5024 8“3:‘?(8) L aidxg(s)aidﬂx?(qs) o -8i2divg(qs) LThyit,osioa?

i1+ +igg=1

pri ¢cemu je
- 2!
(O S —
115.+522d o P ; )
21!’&2! st ng!

AT iy = (D] (t0)" - (A (te)) (A (t,) - - (Ag(t;,))™,

dok je Azl (ty)=a7(s)—a%(tr) i Axf(t;,) =27 (qs)—2%(t;,) za svako j =1,2,...,d.

Aproksimativno resenje 2" = {z"(t),t € [to,T]} se konstruise kao s.i. nepre-
kidan proces sukcesivnim povezivanjem pocetnog uslova {£(t),t € [qto, to]} 1 procesa
{z"(t),t € [tg,tx+1]} u tackama ¢, kada je k =0,1,...,n — 1.

Ocigledno je, s obzirom na oblik aproksimativnih jednacina, da f i g moraju
zadovoljavati odgovarajuce uslove. Bez preciziranja tih uslova, pretpostavi¢emo
egzistenciju i jedinstvenost resenja koja se javljaju u narednom izlaganju. Pored
Lipschitzovog uslova (1.36) i uslova ograni¢enog rasta (1.37), uvode se sledece pre-
tpostavke:

A; : Funkcije f i g imaju Taylorov razvoj po prvom i drugom argumentu, za-
klju¢éno sa izvodima mq-og i me-og reda, respektivno.

As : Parcijalni izvodi reda m1+1 1 ms+1 funkcija f i g, respektivno, su uniformno
ograniceni, tj. postoji pozitivna konstanta L tako da vazi

sup

+1 ,
’8’”1 flxy, .o g, Y1,y Ya, 0yt
RAXRIXSx[to,T)

)‘ , .
- - - - < L’ + ... — 17
ongy--- 61dxd8%d+1y1 .. .amdyd = 3} + 19g= M1 +

+1 ,
‘3’”2 9(T1, o Tay Y1y Yas iyt

)‘ : .
A A : : < L,ig+ ... Figg=mo + 1.
Olxy - Qlaggdlatiyy -« - Ql2dyy |~ ! 2d 2

sup
RAx RAx Sx[ty,T)

Ajs : Postoji konstanta D > 0 tako da vazi

Z dzf($n(tk)a :E:!(tjk)’ T(tk), t) V. Z dzg<xn(tk)7 x:!(tjk)7 T(tk), t) (354)

§D<1+ sup |xn(s)\), tE [trtisa] k= 0,1, 0n — 1,

s€[qto,t]



Takodje, neka je E Sup;e(, 1] 1£(1)|MHD*P < o0, Sto zajedno sa (3.54) implicira, za
p=2,
E sup [2"(t) MV < Q < oo,
t€(gto, T
pri cemu je M = max{mj,mo} i @ > 0 je konstanta nezavisna od n. Pored toga,
pretpostavimo da su svi Lebesqueovi i Itovi integrali koji ¢e biti korisé¢eni, dobro
definisani.

Ay 1 Za p > 2 postoji pozitivna konstanta C¢ tako da za k = —n,, —n.+1,..., -1
pocetni uslov ¢ zadovoljava uslov

E sup  [£(t) = &(s)]P < Cedhl.

S,te [tk ,tk+1]

Pored toga, u nastavku se nekoliko puta, bez posebnog isticanja, koristi elementarna
nejednakost (1.46), kao i stohasticka integralna izometrija, Holderova nejednakost i
Burkholder-Davis-Gundy nejednakost (Teorema 1.3.5).

Za dokazivanje bliskosti resenja x i ™ u LP-smislu, od znacaja je sledece tvr-
djenje.
Propozicija 3.4.1 Neka su {z"(t),t € [ty tp11]}, k =0,1,...,n — 1, resenja jedna-
¢ina (1.11.1) i neka su zadovoljeni uslov (1.37) i pretpostavke Ay, A2,As. Tada, za
svako 2 < r < (M + 1)p, vazi

E sup |z"(s) —z"(tp)[" < C-n""2 t € [tptre), kE=0,1,...,n—1.

Se[tk7t]
Pored toga, ako vazi pretpostavka Ay, tada

E sup |z"(gs)—z"(t;,)]" < C-n™"2 t€te,tep], k=0,1,...,n—1,

se[t]mﬂ

pri cemu je ji = |qk —n.] i C,C su generisane konstante, nezavisne od n.

Dokaz. Da bi se pojednostavile oznake, neka je

n .n n .n S dlf<xn(tk)7'rn<t )7T(tk)7t)
F(:Et 7xqt?t;$tk?xtjk7rtk)zz Z' Ik

Y

=0
mo i
n o ,.n n .n dzg<‘rn<tk)7‘rn<t )7T<tk)7t)
G('rt 7xqt7t;xtkaxtjk7rtk): ’é' Ik )
i=0 ’

za svako t € [ty, tpia], k € {0,1,....,n—1}.

Tada, na osnovu pretpostavke Ay, vazi

fla"(t), 2" (qt), r(tr), 1) = F(a}, 2y, t; xp :vg_k,rtk) + r,{ll’k(t), (3.55)
g(a"(t),z"(qt),r(tx), t) = G}, 2y, t; 2p, xzk,rtk) + rfn%k(t),



gde su

rl () =l (A" (ty), Az (t,), T

ma1,k tk)a t)
B dm1+1f( (tk) + QfA.’L‘ ,

t ) n( jk) + ngxn(tjk)7 T(tk)v t)
(my + 1)!
ok (£) = 10 (Ax™ (t), Az (t5,), 7 (), )
g (1) + 0, (1), 27 (1) + 0,007 (1), (), 1
(mg + 1)!

/\/—\

)

r

Y

za neke ¢, 6, € (0,1), odgovarajuéi ostaci u Taylorovim aproksimacijama funkcija
f 1 g, respektivno. Imajuéi u vidu pretpostavku As, tj. uniformnu ogranicenost
(my + 1)- ih and (mg + 1)-ih parcijalnih izvoda funkcija f i g, respektivno, kao i
multinomnu formulu, dobija se

7 k()] (3.56)

< L

2dL

20275 v 1)dL
kada je t € [ty, tg11],k = 0,1,...,n — 1. Sli¢no se dobija

(AT ()] + ..+ Azl + (At ()] + - + [ Ayt ) )™

mq+1

< (JAz" () + |A2"(t;,)[)

(JAz™ ()™ + A" (t,) ™),

20275 v 1)dL

(A" ()[4 + | Ax” (1) ™).

[Pma e (B)] <

Prilikom ocenjivanja Esupgep, 4 [2"(s) — 2"(tx)[", na jednacinu (3.53) se nekoliko
puta primenjuje elementarna nejednakost (1.46), zatim Holderova nejednakost na
Lebesgueov integral, kao i Burkholder-Davis-Gundy nejednakost na integral Itoa.
Tada je, za svako t € [tg, tri1],k=0,1,....n— 1,

E sup |z"(s)—ax" (t)|" (3.57)
Se[tkvt]
<27t —ty)" /E|F( xl, qs,s,xtk,xzk,rtk)rds
ty

+2" e (t — ty )1/E\G( Ty, Ty 5 xtk,xt 1 )|"ds

=2t —t))5 ! [(t — )31 (t) + chz(t)] ;

gde je ¢, univerzalna konstanta iz Teoreme 1.3.5, dok su sa Ji(t) i Ja(t) oznaceni
odgovarajudi integrali. Taylorov razvoj (3.55), uslov ogranicenog rasta (1.37), pre-
tpostavke A, Az i ocena (3.56), daju

t
It = [ B sialy af, )l ds (3.58)

173



t
Sz’“l/EIF(:cZ,xZS, siawg,ap o) —f(2"(s), 2" (qs), r(ty), s)|'ds

tg

42 [ Bl 6), 0" as), (). ) s

123

t t '

<o [ B! (s)ds + 2”}(5/ E[1+ 2" ()" + [2"(gs) "] 2ds
tr bk

mq—1

22 1[(2™5 v 1)dI)
[(ml + 1)!]T

T ot
/E[IACE”(%)|m1+1+|A$"(tjk)lml“]Td8

ty
¢
+2T13g1K5/ 14+ E|z"(s)|" + E|z"(gs)|"] ds
173

myp—1

gr(mi+4)=17(9 v 1)dL]" [t
< ! e ] / E sup 2" (u)| " rds
[(m1+ )] tr u€lgto,T]

u€|qto, T

t
+2r—135—1K5/ [1+2E sup |2"(u)|"]ds
tg

9r(mi+0)-1[(2™5= /1)dL|' R
[(m1 + 1)!]T
= Cl . (t — tk),

(t —tp)+2 132 VK3 (142R) (t — 1)

pri ¢emu je Cy = Cy(K, L, R,r,my,d) generisana konstanta i R =1 + Q.
Ponavljanjem prethodnog postupka, dobija se

Jo(t) < Cy - (t —tr),

gde je Cy = Co(K, L, R,r,ms,d) generisana konstanta. Zbog toga se (3.57) moze
oceniti kao

E sup |2™(s) — 2™(tp)] < 2Lt — i) [Cl(T ~t)s + cro2]
SE[tk,t]

<Oy (t—t)?
S C : nir/Qa te [tk7tk+1]7

pri ¢emu je C' generisana konstanta, nezavisna od n.

Za dokaz drugog dela tvrdjenja, potrebno je uociti da za svako s € [ty,t],t €
[th, ter1], k =0,1,...,n—1 vazi gs — gty, < s —t5. Kako je ranije uvedena oznaka jj, =
lgk—n.],k=0,1,...,n—1,toje qgs € [t tj+1] U[tji+1, tj,+2]. Na dalje razmatranje
utice Cinjenica da se reSenje x™(¢s), za neke vrednosti s € [ty, T'], poklapa sa pocetnim
uslovom & = {£(t),t € [qto, to]}. U tom smislu, javljaju se sledeca tri slucaja:

Slucaj 1: Ako je ji > 0, tada se, na osnovu prvog dela dokaza, dobija

Esup |z"(gs) —a"(t;)]" < E sup  [2"(s) —a"(t;,)|" (3.59)
sE[Ly 1] €[ty +1]

2E sup e (s) — 2 ()]

se[tjk+1’tjk+2]



+2r_1E|xn(tjk+1) - xn(tjk)r
<(2"+1)C-n""2

Slucaj 2: Ako je j, = —1, tada, prvi deo dokaza i pretpostavka A, impliciraju

Esup |z"(gs) —2"(t;,)]" < E sup [£(s) —&(tq)] (3.60)
SE[tr,t] SE[t—1,to]
+2"7 E sup [2"(s) — 2" (to)|"
sE[to,tﬂ

+2" Bl (to) — &(t-0)["
<[+ 1)Ce+ 2710 -T2,

gde je Ce = Ce(T — to)"/2.
Slucaj 3: Ako je ji < —1, tada je, na osnovu pretpostavke Ay,

Esup |z"(gs) —2"(t;)|" < E sup [&(s) = &(E,)] (3.61)

SE[tg,t] se[tjk’tjk+1]

+27E sup [€(s) — ()"

SE€[tj+15t ), +2]
+2r_1E|5ftjk+1) — &)
< (2" +1)Ce -T2,

Tako (3.59), (3.60) i (3.61) daju

Esup |2"(gs)—a"(t;)|]" < C-n""2t € [ty tys1], k= 0,1,...,n — 1,

SE[tg,t]
pri cemu je C = (2" + 1)(C + C¢), ¢ime je dato tvrdjenje dokazano. <
Sledeca teorema daje ocenu bliskosti resenja x i 2" u LP-smislu.

Teorema 3.4.1 Neka je x resenje jednacine (3.51) i 2", odgovarajuce aproksima-
tivno resenje koje zadovoljava jednacine (3.53). Pretpostavimo da vaze svi uslovi
Propozicije 3.4.1, kao i Lipschitzov uslov i pretpostavka Ay. Tada, za p > 2, vazi

E sup |z(t) —2"()]P < Bon” " TIP2 L o0 P24 BTt
t€lqto, T

pri cemu je m = min{my, mo}, dok su (B, (s i B3 generisane konstante, nezavisne
odn.

Dokaz. Za proizvoljno t € [to, T], na osnovu (3.51) i (3.53), sledi

tn—l t n—1
/thktk+1/\t d8+/ thktk+1/\t )Jdw(s),

to k=0 to k=0

gde je

~
—
8
—
»
N—
8
—~
L
)
N—
=3
—
5
N—
)

th»thrl/\t(S) = ) - F($?> 95257 53 95?,6 ) x?]k ) rtk)][[tk,tkHAt)(s)?

jtk,tkHAt(S) - [g(x(s), x(qs), T(S)a 8) - G(x:;L? xqs? S5 xtw xzk ) Ttk)]‘[[tk,tk+1/\t)(s>‘



Tada se, s obzirom da x i ™ zadovoljavaju isti pocetni uslov, dobija

E sup |z(s) —a"(s)]P < E sup |z(s) —a"(s)[F

s€[qto,t] s€[to,t

t n—1 »
S 2p_1(t — to)p_l/ E‘ Z th,tkﬂ/\t(u)‘ du
k=0

to

t n—1
~ p
+2p_1cp(t — to)g_l/ E‘ Z th,tkﬂ/\t(u)‘ du
to k=0

Ako je j = max{i € {0,1,...,n — 1},t; < t}, nejednakost (3.62) se moze izraziti u

obliku
J tigint 1 P
E sup |z(s) —z"(s)|P < 277t — tO)P—lz/ E‘ Z th’tkﬂ/\t(u)‘ du
i=0 v ti k=0

n—1
p

SE[qto,t]
» J tig1 Nt _
120y (t — 1) / E‘ N Tt ()| du,
i=0 " ti k=0
odakle je
Esup |z(s) —z"(s)[P (3.62)
s€[qto,t]
J J
< 2”*1[(T —t0)" Y st A+ (T —10)2 Y a(tiza A t)} ,
i=0 i=0
gde je
J3(s) = / E|f(x(u),z(qu),r(u),u) — F(xz,xgu,u;xg,xgi,rtiﬂpdu,
t;
w Lo W3 Ty 1) [Pdu,

3(s) = [ Blala(u.alqu).rw),0) = el

7

za svako s € [t;,t; 1 At],i € {0,1,...,7}. Integral J3(s) se moze oceniti na sledeci

Lu@s3%{[Ewumxwwmmwwrfuwm@waMMwwmt<a%>
+[Evuwm@%wxmmﬂwaﬂﬂwxﬂmwwmxwmw
pdu} .

+/t_SE|f(x”(U),x”(qu),r(ti)yu) — Fay, g, u;

Primenom Lipschitzovog uslova (1.36) na prvi sabirak u (3.63), dobija se
(3.64)

[SEIf(x(U)7l’(qwﬂ"(U)?U)—f(l’"(U),SC”(QU)W(U),U)I”dU

< P/ RCP/2 {/E|x(u) - x"(u)|pdu+/ E|x(qu)—x"(qu)|pdu] :
t; t;

(3



Prilikom ocenjivanja drugog sabirka u (3.63), pored Lipschitzovog uslova se prime-
njuju Propozicija 3.4.1 i uslov linearnog rasta (1.37). Tada je

U )27 ) 0. 0) = 5" 0.7 ), (0.0 (3.65)
<t [ [ B17Gan00 )00 0.2, 0) s

[ B 00.27(00), ) ) - 0700, 0) (), )P

+ /tjE|f(fEn(ti),$n(tji),T(ti),u)—f(x”(u%x”(qu)’T(ti)’u”pdu

< gp-1gp/2 v/ / (Ela”(u) — 2" ()| + Ela” (qu) — " (t;,)]du

+67~ 1/t [(’f< ( )7 (tji)a T(u): u)|p+ ’f($n<t2)a :L‘n(tji), T(ti)u u)‘p>I{T(“)¢T(ti)}]du

2

< 3PRPRPR(C 4 C)-n PP (s — ty)

+27 . 3%/ / E[(14 |2 () [P + 2" (t5)1P) Lr(uy ey .
t

i

Uslovna nezavisnost izraza 1+|z" (t;) [P +[2™(t},)|P i Lip(u)#r(z,)} U 0dnosu na o-algebru
generisanu slu¢ajnom promenljivom r(¢;), implicira

Bl + 2" () + |2 () 1) L] (3.66)
= BB+ o () + 10" (1)) oy e ()]

= EIE[L+ [2" () [ + 2" (1) PIr ()] B ey r(E )]]

Na osnovu markovskog svojstva se dobija

ElTpuy ey 7 (1)) =D Tpo=iy P{r(u) # ilr(t;) = i}
€S
:Zl{r z}z/%] +O(u_t)]
i€S J#i
< 11;1%)](\[(—%2-)571 + 0(0n).

Prema tome, (3.66) se moze oceniti kao

El(1+ 2" ) + 2" €))Ly 2rey] (3.67)
< (| ma (=3)8, +0(8,) ) B[+ 2" (1) + 2" (2.

Zamenom izraza (3.67) u (3.65) i koris¢enjem uslova Aj, dobija se

[ Bl ) (), 0) = £ ), g (), )P (3.68)



< TP RPR(C 4 O) P (s — )

+2F. 33p/2_2/ ( max (—7;;)0, + O(5n)>E[1 + 2" ()P + [2"(t5,)
t;

1<i<N

Pldu

< Ky -nPP(s—t;) + 27 - 3%°72(1 + 2R) < 1@.@%(—%@')%4‘0(50) (s —t:),
pri cemu je K, = 3P~12P2KP12(C+C).
Za ocenjivanje treCeg sabirka u (3.63), koriste se pretpostavka A, i Propozicija
3.4.1. Imajudi u vidu ocenu (3.56), sledi

[ BV ) g, (6),0) - Flal i o )P (3.69)
t; ‘
= [ Blrt, P

t;

mq—1
: DAL [ [*
T | [ Bl )~ e
t.

[2(272
s + D
+ [ Bl - 2]

ti
< K- n—(m1+1)p/2(3 — 1),

(3

mq—1
. 20277 v1)dL]  (c+O)
ge jo I = 220

Zamenom (3.64), (3.68) i (3.69) u (3.63) se dobija

J3(s) < (s, m1), (3.70)

pri cemu je

©(s,my) = 3P~1oP/2-1 P/ {/ Elz(u) — 2" (u)[Pdu —|—/ Elz(qu) — 2" (qu)|Pdu

t; t;

T3P PR (s — ) + 3P Ky - (MR (5 )
273727 (1 2R) (max (<), + 08 ) (s — )

1<i<N
Analogno se dobija

Ji(s) < (s, ma). (3.71)
Tada ocene (3.70) i (3.71), zajedno sa (3.62), daju

E sup |z(s) —2"(s)]P <y [/ Elz(u) — 2" (u)|Pdu —|—/ Elz(qu) — 2" (qu)[Pdu

sG[qto,t] to to
+agn=MHOP2 L an P2 4 an T (t — to)
¢
< 20 / E sup |z(r) —z"(r)|Pdu
to  T€[qto,u]
+aon™MFVP2 L un P2 4o TH(T — 1),



gde je m = min{my, mo}, dok su ay, as, a3 i ay generisane konstante, nezavisne od
n.
Primenom teoreme Gronwall-Bellmana (Teorema 1.13.1) se dobija

E sup |z(s) — 2"(s)|P < [aon "FIP2 4 agn P2 payn (T —ty) e (T—t0)
se[qto,t]

= 5ln*(m+1)p/2 +52n7p/2 —1—6371’1,

pri ¢emu su fy, B2 and 3 generisane konstante. Kako poslednja nejednakost vazi za
svako t € [tg, T, to je tvrdjenje teoreme dokazano. <

U nastavku se razmatra jos jedna aproksimativna metoda gde su odgovarajuce
jednacine jednostavnijeg oblika nego (3.51), dok je zbog prisustva lanca Markova,
red LP-bliskosti aproksimativnog i ta¢nog resenja isti kao kod prvog metoda.

U ovom slucaju, resenje x = {x(t),t € [to,T]} jednacine (3.51) se aproksimira
na particiji (3.52) resenjima {z"(t),t € [ty, txs1]}, £ =0,1,...,n — 1 jednacina

(1) = 2" (t) + / 3 A )2 ) ). ) (3.72)

7!

bk i=0
' dig(xn(tk)vxn(tj )vr(tk)as)

sa pocetnim uslovom zi = ¢ s.i. i r(tg) = 7o, pri cemu je jp = |gk — n,]. U ovim
jednacinama, koeficijenti prenosa i difuzije su Taylorove aproksimacije funkcija f
i g, po prvom argumentu, u okolini tacaka z"(tx),k = 0,1,...,n — 1, zakljuéno sa
my-im 1 me-im izvodima, respektivno.

Sada je
A k), "(tk),8) A n
dzf(l'n(tk)a xn(t]k) Z 11, id gllink()s) ( 8111’ ((;ﬂ)) )Axk,h ..... iq?
11+ Fig=1 1
) y L ) S n
dzg(lﬂ(tk‘)? xn<tjk) Z z1, id a“i k()s) ( 811 ((;3) )Axk,il,...,z‘dv
i1+ Fig=t

pri éemu je C’fl“_.’id = m AV = (AxP(tg))™ - - (AzD(ty))%.

Pored Lipschitzovog uslova (1.36), uslova linearnog rasta (1.37) i ranije uvedenih
pretpostavki Az i Ay, uvode se i sledeée pretpostavke:

By : Funkcije f i g imaju Taylorov razvoj po prvom argumentu zakljuéno sa
my-im i me-im izvodima, respektivno.

By : 1zvodi my + 1-0g i ms + 1-0og reda funkcija f i g, respektivno, su uniformno
ograniceni, tj. postoji pozitivna konstanta L tako da vazi

sup
RIx RIxSx[to,T]

‘am2+1g(wla'"7$day17"'7yd7i7t)‘ 7
]

‘amﬁ_lf(xl; s Tdy Yy - ’yd’i’t)

: . <L, i1t...+ig= 1,
Dz - Diday ‘_ Lt g=my +

sup

- - <L, i1+...+id:m2+1.
RiAxRIxSx|[to, T Ohixy - 0lxy



Kao sto je bio slucaj sa prvom metodom, i u ovom slucaju ¢e najpre biti dokazan
naredni rezultat koji daje bitnu osobinu aproksimativnog reSenja z" odredjenog
jednacinama (3.72).

Propozicija 3.4.2 Neka su {z"(t),t € [ty,tx11]}, k =0,1,...,n — 1, resenja jedna-
¢ina (3.72) i neka su zadovoljeni uslov ogranicenog rasta (1.37) i pretpostavke By,
By, As. Tada, za svako 2 < r < (M + 1)p,

E sup |z"(s) —a"(tp)[" < C-n""2 t € [tp i), k=0,1,...,n—1.
SE[tk,t]

Pored toga, ako vazi pretpostavka Ay, tada je

E sup |2"(gs)—a"(t; )" < C-n7% t € [ty trsa], k=0,1,....,n—1,

se[tkzt]
pri cemu je jr = |qk —n.] i C,C su generisane konstante, nezavisne od n.
Dokaz. Zbog pojednostavljenja notacije, uvode se oznake

mi :
Snosom om d' f (2" (te), 2" (t5,), (k). 1)
F<It 7t;xtkaxtjkartk) = Z ’i‘ 2

i=0 ’

mo ;
I . d'g(z" (), 2" (t5,), 7 (tk), t)
G} at§xtk=xtjka7"tk) = ] 5

i=0 ’

Y

Y

za svako t € [ty tpr1], k€ {0,1,...,n —1}.
Tada je, s obzirom da vazi pretpostavka B,
f(:L‘n(t), $n(tjk)7 T(tk)v t) - F(:E?, t; x?p IL’Zk ) Ttk) + fgzl,k(t)v (373)
g(z"(t), 2" (t;,),r(te), t) = G(a}, ; :U;‘k,xgk,rtk) + 7, k()
pri cemu su

i) =7 (A2 (), 2" (t5,), 7 (k). t)
_ d™ (a2 (ty) + OpAx™(ty), 2" (t5,), 7 (tk), T)
(my + 1)!
ffng,k<t> = 7anz (Axn(tk)a xn(tjk)v r(tk)a t)
_ A g (t) + O, A" (tk), 2" (t5,), 7 (t), 1)
(mg + 1)!

Y

)

za neke 0,6, € (0,1), odgovarajuci ostaci u Taylorovim aproksimacijama funkcija f
i g, respektivno. Na osnovu pretpostavke By, tj. uniformne ogranicenosti (m;+1)-ih
i (mg + 1)-ih parcijalnih izvoda funkcija f i g, respektivno, dobijaju se ocene

dL

P kO] < ol (®) = " ()™ (3.74)
= di n n mso
Pk ()] < 2" () = 2" ()"

(mg + 1)!



za svako t € [tg, ti1],k=0,1,....,n — L.
Osnovni cilj je oceniti Esup,cy, 4 ["(s) — 2"(t)|". U tom smislu se sprovodi
postupak slican onom iz dokaza Propozicije 3.4.1. Na taj nacin se dobija

E sup |2"(s) —a"(ty)]" < C-n7"% b€ [ty trpal,
SE[tk,t]

pri cemu je C generisana konstanta, nezavisna od n.
Drugi deo tvrdjenja se dokazuje na potpuno isti nacin kao Sto je to ucinjeno u
dokazu Propozicije 3.4.1, zbog Cega je izostavljen. {

Na ovaj nacin se dobija rezultat koji omogucava dokazivanje glavnog rezultata, tj.
ocenjivanje LP-bliskosti reSenja = jednacine (3.51) i reSenja 2" jednacina (3.72).

Teorema 3.4.2 Neka je x resenje jednacine (3.51) i neka je x™ odgovarajuée aproksi-
mativno resenje odredjeno jednacinama (3.72). Ako su zadovoljeni uslovi Propozicije
3.4.2, kao i Lipschitzov uslov i pretpostavka Ay, tada, za svako p > 2, vazi

E sup |z(t) —z"(t)]P < Bon " EIP2 L Bon P24 BTt
t€[qto, T

gde je m = min{my, mo}, dok su [y, 3 i B3 generisane konstante, nezavisne od n.

Dokaz. Za proizvoljno t € [tg, T], imajuéi u vidu jednacine (3.51) and (3.72), sledi
da je

tn—1 t n—1
x( / Z th, tkﬂ/\t s)ds + / Z ‘]tlk,thrlAt(S)dw(S)a
to k=0 to k=0

pri ¢cemu je
Jtlk,tkH/\t(S) = [f(x(s)v :B(qs), T(S)v 3) - F(ZL‘Z, 53 x?kv fﬁgk ) Ttk)}j[tk»thrl/\t)(S)?
Jtlk,tkﬂ/\t(s) = [g(x<5)7 :L‘(qs), T<S)7 5) - G<xza 3 l’?k, SL’Zk ) Ttk)]]—[tkytk+1/\t)<8)'

Tada se, na osnovu argumenata koriséenih u dokazu Teoreme 3.4.1, za j = max{i €
{0,1,....,n — 1}, t; < t}, dobija

Esup |$<S) o J}n<8)|p (375>
Se[qtovt]
i I
<ot [(T —t0)P Y st AL+ (T —10)2 7> Ja(tin A t)}

=0 1=0

gde je
jg(S) :/ E\f(x(u)w(qu),r(u),u)—F(xq’Lu;x2,$gi,rti)|pdu,
t;

j4(s):/ Elg(z(u), z(qu), r(u), u) — G (2" Ju; w1 )[Pdu,
t;



za svako s € [t;,t;i 1 At],i € {0,1,...,5}. Integral Js(s) se moze oceniti na slededi
nacin

J3(s) <427 MSE!f(x(u),x(qu),r(u),u) ~ fa™(u), 2™ (qu), r(w), w)[Pdu (3.76)
[ B )27 )0 )= ) ) 1) 0P
[ BV 0.0 ). )= 02703, 0) 0P
+/tisE|f(x"(“)=Jf”(tﬁ),r(ti),u)—F(:c;j,u;xg7xyji,rti)|pdu '

Prvi i drugi sabirak u izrazu (3.76) se mogu oceniti na isti nacin kao (3.64) i (3.68),
respektivno, u skladu sa postupkom koris¢enim u dokazu Teoreme 3.4.1.

Ocenjivanje trec¢eg sabirka u izrazu (3.76) zahteva primenu Lipschitzovog uslova
i Propozicije 3.4.2. Na taj nacin se dobija

/SE|f(x”(u), 2" (qu),r(t;), u)— f(z"(u), 2" (t;,), r(t:), v)|Pdu (3.77)

t;

< KPPC-nPR(s — t).

Prilikom ocenjivanja cetvrtog sabirka u izrazu (3.76), koriste se pretpostavka By i
Propozicija 3.4.2, sto rezultira ocenom

/E]f(x”(u), 2™ (ty),r(ts), w) = F(zy, wy oy, af ) [Pdu (3.78)
ti ‘

= [ B, P
t.

K2

IN

dp'zp ° n n m
s [ Blan ) = )]

[}’2 . n*(m1+1)1’/2<8 _ ti),

IN

gde je Ky = %.

Zamenjivanjem ocena (3.64), (3.68), (3.77) i (3.78) u (3.76), dobija se

J5(s) < (s, my), (3.79)
pri cemu je
(s, my) < 4P RP [/ Elz(u) — 2" (u)[Pdu +/ Elz(qu) — 2"(qu)Pdu
ti t;
HAPT (K 4 KPPC) - n PP (s — ) 4+ 4P K - PR (5 — )
32 /22 (] 2R)< max (—ii)8, + 0((5n)> (s —t).

1<i<N



Analogno se dobija ocena
Ji(s) < (s, my). (3.80)
Ocene (3.79) i (3.80), zajedno sa izrazom (3.75), daju

t
E sup |x(s)—w”(s)|p§2d1/ E sup |z(r) —a2"(r)|Pdu

s€|[qto,t] to r€(qto,u]

+[agn IR L Gan P2 4 Gy (T — to),

gde je m = min{my, mo}, dok su &y, s, &3 1 4y generisane konstante, nezavisne od
n.
Na osnovu teoreme Gronwall-Bellmana sledi

E sup |x(s) —a"(s)|” < Bin PP By PPy Bn
SE[qto,T]

¢ime je dato tvrdjenje dokazano.

Napomena 3.4.1 Potrebno je istaknuti da se u Teoremi 3.4.1, sabirak Bsn=' u

oceni LP-bliskosti resenja x © x", javlja kao posledica primene markovskog svojstva.
Pored toga, sabirak Bon™P/* w toj oceni se javio nakon svodjenja odgovarajuceg
1zraza na oblik pogodan za primenu uslovne nezavisnosti, sto je takodje posledica
markovskog svojstva.

3.4.2 Pantografske stohasticke diferencijalne jednacine

U ovom poglavlju ¢e biti rec¢i o obi¢nim pantografskim stohastickim diferencijalnim
jednac¢inama (bez Markovskih prelaza). Moze se pokazati da obe ranije uvedene
metode konvergiraju u LP-smislu brze nego u slucaju sa Markovskim prelazima.

Predmet razmatranja je jednacina oblika (3.51), ali bez Markovskih prelaza.
Postupkom analognim onom koji je koris¢en u Poglavlju 3.4.1 moze se konstru-
isati odgovarajuca aproksimativna metoda za pantografske stohasticke diferenci-
jalne jednacine (bez Markovskih prelaza) i dokazati da je red LP-konvergencije
odgovarajuéeg niza aproksimativnih resenja O(n~("+DP/2) kada n — oo, gde je
m = min{my, my}. U tom smislu, aproksimativne jednacine su oblika (3.53), bez
Markovskih prelaza.

Kako se u dokazu Propozicije 3.4.1 ne koristi svojstvo Markova, tako i u ovom
slucaju vazi analogno tvrdjenje. Zbog toga ¢e biti naveden samo glavni rezultat koji
se odnosi na LP-bliskost resenja z jednacine (3.51), ali bez Markovskih prelaza, i
odgovarajuceg aproksimativnog resenja x".

Teorema 3.4.3 Neka je x reSenje jednacine (3.51) bez Markovskih prelaza i neka
je ™ odgovarajuce aproksimativno resenje odredjeno jednacinama oblika (3.53), pri-
lagodjenim ovom slucaju. Pod pretpostavkom da vazZe uslovi Propozicije 3.4.1, Li-
pschitzov uslov 1 Ay, za p > 2 vazi

E sup |z(t) —z"(t)|P < H-n (/2
tE[qto,T]

gde je m = min{my, mo} i H je generisana konstanta, nezavisna od n.



Dokaz ovog tvrdjena je izostavljen jer je slican dokazu Teoreme 3.4.1, ta¢nije, bazira
se na ocenama (3.63) i (3.69).

Na osnovu prethodnih tvrdjenja, moze se dokazati skoro izvesna konvergencija
niza {z",n € N} aproksimativnih reSenja odredjenih jednac¢inama (3.53) bez Marko-
vskih prelaza, ka resenju = jednacine (3.51) bez Markovskih prelaza.

Teorema 3.4.4 Neka vaze svi uslovi Teoreme 3.4.3. Tada, niz {x™,n € N} aproksi-
mativnih reSenja odredjenih jednacinama (3.53) bez Markovskih prelaza, konvergira
skoro izvesno ka reSenju x jednacine (3.51) bez Markovskih prelaza.

Dokaz. Na osnovu Chebyshevljeve nejednakosti i Teoreme 3.4.1, za proizvoljno
n > 0, vazi

te(to,T)

1 t€lto,T]
<H Z nl(m+1p—dn]/2.
n=1

Ako se izabere, na primer, n < 1/2zap=21in < (p/2 —1)/2 za p > 2, tada red
na desnoj srani nejednakosti konvergira. Na osnovu Borell-Cantellijeve leme sledi

S.7.
" — x kada n — o0o. $

Za razliku od Teoreme 3.4.3, kada se izostavi lanac Markova u polaznoj jednacini,
LP-bliskost resenja polazne jednacine i aproksimativnog resenja (3.72) se moze oce-
niti vy~ "HIP2 L yon P2 pri éemu su 7y, 1 . generisane konstante, nezavisne od
n.

Napomena 3.4.2 Rezultati u Poglavljima 3.4.1 1 3.4.2 predstavljaju uvopstenje rezu-
ltata rada [35]. Naime, izostavljanjem argumenta sa kasnjenjem i lanca Markova,
prethodno navedeni rezultati se svode na one iz rada [35]. Specijalno, ako je M =
max{my,ms} = 0, tada su aproksimativna resenja, odredjena jednacinama (3.53) i
(3.72) ekvivalentna i svode se na poznata Euler-Maruyama resenja. Euler-Maruyama
metoda za pantografske stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima
je razmatrana u radu [81], gde je dokazana konvergencija date metode u verovatnodi,
ali pod nesto slabijim uslovima nego sto su (1.36) i (1.37). Medjutim, za sada nema
poznatih rezultata koji se odnose na LP konvergenciju Fuler-Maruyama metode za
pantografske stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima. U tom
smislu, prethodno navedeni rezultati otklanjaju taj nedostatak. Na drugoj strani, ako
je M =0 1 ako se izostavi argument sa kasnjenjem u polaznoj jednacini, dobija se
isti red srednje kvadratne konvergencije kao u monografiji [57].

Prethodno razmatranje ¢e biti zaokruzeno jednostavnim primerom koji ilustruje
teorijske rezultate.



Primer 3.4.1

Neka je w jednodimenzionalno Brownovo kretanje. Takodje, neka je r neprekidan s
desna lanac Markova koji je nezavisan od w sa vrednostima iz skupa S = {1,2} i

generatorom
-1 1
it

Polazna jednacina c¢e biti slede¢a skalarna pantografska stohasticka diferencijalna
jednacina sa Markovskim prelazima

du(t) = f(a(t), 2(0.5¢), r(£))dt + g(x(t), 2(0.5t), r(t))dw(t), t € [1,2], (3.81)

koja zadovoljava pocetni uslov &(t) = 1,¢ € [0.5,1], 7(1) = 1, pri ¢emu je

flz,y,1) =sinz, f(x,y,2) =cosz+y,
g(x,y,1) =z +siny, g(z,y,2) =sin(z+y).

Ocigledno, koeficijenti jednacine (3.81) zadovoljavaju Lipschitzov uslov (1.36) i uslov
ogranicenog rasta (1.37), dok je Esup,csq)|§(t)[P < oo, p > 2. Dakle, postoji
jedinstveno resenje {x(t),t € [0.5,2]} ove jednacine ¢iji su momenti reda p > 2
uniformno ograniceni. Pored toga, pocetni uslov £ zadovoljava uslov A4. S obzirom
da vazi pretpostavka A;, aproksimativno resenje koje odgovara resenju jednacine
(3.81), bice definisano za m; = my = 1in = 4. Naosnovu (3.53), zat € [t, tkr1], k =
0,1,2, 3, koeficijenti aproksimativnih jedna¢ina su oblika

F(a}, a5 b wgy, of, o1 sinz"(t) + cos x™ (tr) (" (t) — 2" (tr)),
P}, xg gt xf), o), ,2) = cosx "(ty) — sinz” (t) (x™(t) — 2" (tg)) + 2" (0.51),

) =
)
T 7xg.5t7t§x?k7x?j ) )_ sin @ (tjk)+xn(t)+cosxn(tjk>(xn(0'5t>_xn(tjk))v

n
t
n
t
n
t
n n LN n

Ly s Lo.58) t? xtw xtjk ’ 2)

(
(
G
(

Q

= sin(z" (t) +a" (1)) +-cos(2" (2" (1) (2" () — 2" (L )+ 2" (0.58) — 2" (25,)).

Ocigledno je da su ovi koeficijenti linearni po x™(t) i 2™(0.5t). Zbog toga oni zado-
voljavaju uslov ogranicenog rasta koji implicira E'sup;ep s |2"(1)[7 < @ za neko
Q@ > 01isvako p > 2, tj. pretpostavka A3z vazi.

Pored toga, vazi

2 2 2
Ifey) _ g, Py Ffeyd)
0%x 0xdy 0%y
2 2 2
Tf@y.2) o, PH@w2) o P2
0%z 0x0y 0%y
Pg(x,y.1) _ o Ogleyl) o Pgleyl)
o Tawy 0 oy T
2 2 2
Pg(x,y,2) _ Pglx,y.2) _ Pg(x,y,2) _ _sin(z +y).

0%x - Ozdy 0%y



Dakle, svi parcijalni izvodi drugog reda, koeficijenata f i g su uniformno ograni-
¢eni, pa je uslov A, zadovoljen za L = 1. Imajuéi u vidu prethodno razmatranje,
zakljucuje se da su sve pretpostavke Teoreme 3.4.1 zadovoljene. Sta vise, vaze i sve
pretpostavke Teorema 3.4.2 1 3.4.3.

3.5 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa kasnjenjem i Poissonovim skokom

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljena analiticka metoda aproksimacije resenja sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem i Poissonovim skokom. U tom
smislu ¢e biti razmatrana dva slucaja i to kada je Poissonov skok opisan pomodu
integrala u odnosu na Poissonovu slucajnu meru, kao i kada je opisan integralom u
odnosu na Poissonov slucajni proces.

U oba slucaja aproksimativno resenje se definise na ekvidistantnoj particiji vre-
menskog intervala, kao resenje stohasticke diferencijalne jednacine ¢iji su koeficijenti
Taylorove aproksimacije koeficijenata polazne jednacine. Glavni rezultat se odnosi
na LP-konvergenciju i skoro izvesnu konvergenciju niza aproksimativnih resenja ka
reSenju polazne jednacine, pri cemu red LP-konvergencije raste sa povecanjem broja
¢lanova u Taylorovom razvoju koeficijenata. Rezultati koji ¢e biti navedeni sadrzani
su u radu [74].

S obzirom da samo uska klasa stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa kasnjenjem
dopusta eksplicitno resavanje, postoji permanentna potreba za razvojem aproksima-
tivnih metoda, kako eksplicitnih, tako i implicitnih. Na primer, u radovima [7, 8, 56]
se mogu nadéi rezultati koji se ticu konvergencije eksplicitnih numerickih metoda,
dok se u [52] moze naci studija o stabilnosti i konvergenciji semi-implicitne Eu-
lerove metode za linearne stohasticke diferencijalne jednacine za kasnjenjem. Isto
tako, aproksimacija resenja stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem i
Poissonovim skokom je tema kojom su se bavili brojni autori. Medju prvim au-
torima koji su se time bavili su D.J. Higham i P.E. Kloeden, koji su u radu [30]
uveli numericke aproksimativne metode. U [86, 87] je proucavana semi-implicitna
Eulerova metoda a u [82] konvergencija Euler-Maruyama aproksimativnog resenja,
za stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i Poissonovim skokom.

3.5.1 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
kasnjenjem i Poissonovom slucajnom merom

U osnovi predstojec¢e diskusije je sledeca stohasticka diferencijalna jednacina sa
kasnjenjem i Poissonovom slu¢ajnom merom

dre(t)=f(z(t),z(t — 1), t)dt+g(x(t), z(t — 7),t)dw(t) (3.82)
+ [ b2t = ) 00(du, o). 1€0.T),
Rd
zy, =& ={&(0) : 0 € [-7, 0]}, (3.83)



o kojoj je bilo reci u Poglavlju 1.12.1, ¢iji je integralni oblik

/f (s —17),s)ds —|—/g(x(s),ac(s —7),s)dw(s)  (3.84)

to

+/to /Rd h(x(s),z(s — 7),u,s)v(du,ds), tE€lty, T).

Resenje jednacine (3.84) se aproksimira na ekvidistantnoj particiji
to<ti <..<t,=T (3.85)

intervala [tg, 7], pri ¢emu se n bira tako da vazi J,, = % < 1, kao i da postoji
prirodan broj n. za koji je 7 = n.d,. Dakle, podeone tacke intervala [ty — 7,7 su

ty =to+ kd,, k=-n,,—n,+1,....,—1,0,1,....n.

Resenje x = {z(t),t € [ty,T]} jednacine (3.84) se aproksimira na particiji (3.85)
resenjima {z"(t),t € [tr, tk+1]}, k= 0,1,...,n — 1 jednacina

() = 2"(t) + / ti F @ (1), 2" (thon): 8) (3.56)

|
tk o 1!

tk j=0

//R § AU )" 1,4, gy

pri ¢emu je zadovoljen pocetni uslov ziy = ¢ s.i. U ovoj jednacini, koeficijenti su
Taylorove aproksimacije funkcija f,g i h, po prvom argumentu u okolini tacaka
x™(tx), kao 1 po drugom argumentu u okolini tacaka x™(tx_n,),k = 0,1,....,n — 1
zakljuéno sa mi-im, mo-im i mg-im izvodom, respektivno, dok je

?

dlf(ffn(tk:) "(th—n.) (]) 6{ 81 ]T;(fésﬁ)ﬂs) (A‘T?k)j(Ax?k_n*)i_ja
oG ) " B - (J) 8(933:” )0~ ;(:](fsrz)r))(Axa)j(Aﬁkn*)i_j,

Jj=

d"h(x"™(t), 2" (th—p.), U, 5)
N () 2R ). 2 () ) iy
o Z (]) i (A tk> (A tk,n*) )

= dixn(s)0—Ian(s — T)

za Ary = a"(s) —a"(t) 1 Axy, = 1"(s —7) — 2" (tk—n.)-
Pored Lipschitzovog uslova (1.40) i uslova ograni¢enog rasta (1.41), za doka-
zivanje glavnih rezultata su neophodne sledec¢e pretpostavke:



A; : Funkcije f,¢ i h imaju Taylorov razvoj po prvom i drugom argumentu,
zakljuéno sa mi-im, meo-im i mg-im izvodom, respektivno.

As : Parcijalni izvodi m; + 1-og reda funkcije f, ms + 1-og reda funkcije ¢ i
mg + 1-og reda funkcije h su uniformno ograniceni, tj. postoji pozitivna konstanta
L tako da vazi

o™t f(x,y,1)
sup T
Rix Rix|to,r] | O Oymit1=7

" g(x,y,t)
sup T
RIx RiAx[ty,T) O’ ay 2 J

/ Oz, y, u,t
sup . —
Réx Rixto, 1] Jra | 027 Qyms+i—

<L j=0,1,..,m +1

<L, j=0,1,..,ms+1,

2
)MﬂmﬁgL%j:OJV%my+L

Ajs : Postoji konstanta ) > 0 koja ne zavisi od n, tako da, za p > 2 vazi

E sup |a:"(t)|(M+1)2p <Q < oo,
te[to—,T)

pri cemu je M = max{mi,mg,mz}. Pored toga, neka je Esup,cy, .17 <
00, p > 2 i neka su svi Lebesgueovi i Itovi integrali, kao i integrali u odnosu na
Poissonovu meru, koji se u nastavku koriste, dobro definisani.

Ay : Za p > 2, postoji konstanta C¢ > 0 tako da, za k = —n,, —n. +1,..., -1,

vazi
E  sup |€(t) —E(s)]P < Ce-n7P/2
s,tE[tk,tk+ﬂ

U nastavku ¢e, bez posebnog isticanja, vise puta biti primenjena elementarna neje-
dnakost (1.46), Holderova nejednakost na Lebesgueove integrale, kao i Burkholder-
Davis-Gundy nejednakost na ostala dva tipa integrala.

Najpre ¢e biti naveden pomoc¢ni rezultat, koji ¢e imati znacajnu ulogu u dokazi-
vanju bliskosti resenja x i z".

Propozicija 3.5.1 Neka su {z"(t),t € [ty,tp11]}, k =0,1,...,n — 1, resenja jedna-
¢ina (3.86). Ako vazi uslov (1.41) i pretpostavke Ay, As, As, tada za svako 2 < r <
(M + 1)p, vazi

E sup |z"(s) —az"(tp)[" < C-n""? t € [tptre), k=0,1,..,n—1.

SE[tg,t]

Ako je zadovoljena i pretpostavka Ay, tada je

E sup |2"(s —7) — a"(tpp )" < C -2 t € [tr,trga], K =0,1,...,n — 1,

Se[tkvt]

pri cemu su C' 1 C' poznate konstante, nezavisne od n.



Dokaz. Da bi se pojednostavio zapis, neka je

4 (@ (), 7" (b ), 1)

F($?>$?—T’t; m?kax?k_n*): il )

=0 )

ma 4

d'g(z™(tg), 2" (tk—n, ),

G(w?,:v,?_T,t;a:?k,x?k_n*)zz Gl )7.' (o), ),

i—0 7!

n _.n n n - dlh(xn(tk>7 xn(tk*n*)a u, t)
H(zy,zi, u,t; Ly $tk_n*) = Z il )
1=0 )

kada je t € [tk,tk+1], k e {0, 1,...n— 1}
Tada je, na osnovu pretpostavke A,

f@™(t),z"(t —7),t) = F(af, z} ., t; 27, :E?k_n) + rj;l (Azg, Al‘?k—n* ), (3.87)
g(a™(t),z"(t — 1), t) = G(af, x}_., t; x}, x?kin*) + 19, (A}, Azp t),
h(z"(t), ™ (t — 7),u,t)
= H(z}, z} ,,u,t; Ty, x?kin) + rﬁm(Aw?k, A:EZHH ,u, t),
pri ¢emu su, za neke 6y,0,,6, € (0,1),
mi1+1 n n n n
vl (Aal Az?t) = SR +0fA(xtk’i 1(;k ) TOAT )
T mq !
10 (A gt f = dm gz () + OgAx} 2™ (b, ) + GgA:c?k_n* )
ma [ tk—n*’ (m2 _|_ 1)‘ ’
A" T (2™ (t) + 0, A7 2™ (t—pn,) + O A2 u,t
rh (Az} Az} u,t) = (=" (1) b (t5—n.) br—na )7
ms3 tk tkfn* (m3 + 1)'

odgovarajuci ostaci Taylorovih aproksimacija funkcija f,g i h, respektivno. Kako
vazi pretpostavka As, tj. uniformna ograni¢enost (m;+1)-ih, (ma+1)-ih i (m3+1)-ih
parcijalnih izvoda funkcija f, g i h, respektivno, to se na osnovu Newtonove binomne

formule dobija

n n L n n m
]r,’;l(Axtk, A:Utk_n*,t)\ < m(mxtk\ + \Axtk_n*‘) 1+17 (3.88)
L

(|Azy | + Ay, )™,

L2
h n n 2 n n 2(msHl)
/R (A OPId) € S (A A, [

g n n -
|rm2(Axtk’Axtk—n*7t)‘ S (m2_|_1)'

za svako t € [tg, tri1],k=0,1,....,n — L.
Za ocenjivanje izraza Esup,ep, 4 |2"(s) — 2" (tx)[" primenjuje se elementarna
nejednakost (1.46) na jednacine (3.86), a zatim Holderova nejednakost na Lebe-

sgueov integral i Burkholder-Davis-Gundy nejednakost na integral Itoa i na integral



u odnosu na Poisson meru. U tom smislu je, za svako t € [tg, tgpy1],k =0,1,...,n—1,

E sup |z"(s)—x"(tx)|" (3.89)

Se[tk,t]

t
<3t —tk)r_l/E|F(:v" xl

siap, o )|'ds

srVs—79
tg
¢
+3" e (t — tk)T/2_1/E|G(x?,x?T,s;xzc,x?kM)]’“ds
ty

t r/2
13 e E (/ \H(zy, x5, u,s;xp, xf, )|2H(du)d8>
tr R4 T
=37t — 1) 2t — )2 IL(t) 4 ¢ Ja(t)] + 3 e I3 (1),

gde su Jy(t), Jao(t) i J5(t) odgovarajuéi integrali, dok je ¢, univerzalna konstanta iz
Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti.

Na osnovu Taylorovog razvoja (3.87), uslova linearnog rasta (1.41), pretpostavki
Ay, As i ocene (3.88), dobija se

¢
Ji(t) :/ E|F (g, xy_,, s;op, @y, )|'ds (3.90)

sy Vs—1
123

t
§27'1/ E|F<xn xn s; x?k’ :C?kfn*> — f(:lj'n(s), l‘n(S - 7—)) S)ITdS

S S—T17
tk

—|—2T_1/ E|f(z"(s),z"(s — 7),s)|"ds

ty

t
S 2T—1/ E
tg

t
2 B ) + a5 - 7)) ds

tg

T

dm1+1f($n<tk) + Hfo?k7 xn(tk—n*) + Qfogk_n* ) 8) d
S

27“—1L7" t (m1+1)
— | El|Az} | + |Ax} T

t
+2T_13r/2—1Kr/2/ 14 Elz"(s)|" + E|z"(s — 7)|"] ds

ty

2r714(m1+1)rLr t
< ' / E sup |z"(u)|™FVds
[(ml + 1)]1" tr,  u€fto—7,T]

t
+2r_13T/2—1KT/2/ [1+2E sup [2"(u)|"]ds

tr u€(to—7,T

2(2m1+3)r—1L7‘R 3 B
Ty G+ BT (14 2R) (1 — ty)

= Cl . (t—tk),

gde je C; = C1(K, L, R,r,m;) generisana konstanta i R = 1+ Q.



Na slican nacin se, ponavljanjem prethodnog postupka, dobija
Jo(t) < Cq - (t —ty), (3.91)
pri cemu je Cy = Co(K, L, R,r,my) generisana konstanta. Prilikom ocenjivanja

integrala J3(t), treba uociti da je

t
/ |H (23,2, u,s; 27, x&in*)\zﬂ(du)ds (3.92)
t

S S—T)
r Y R?

¢
< 2/ |H(z?, 22w, s 2y, ) = h(z"(s), 2" (s — 7),u, )|*T(du)ds
Rd )

+2 /t IB(2"(5), 2™ (s — 7, u, )| 2TT(du) ds.

kv R4

Imajuéi u vidu ocenu (3.88) i uslov ogranic¢enog rasta (1.41), ocena (3.92) postaje

t
123
2172 t ,
n n (mgtl)
<2 [+ a7 s
k

+2K/t (L+]2(s) P+ (s — 7)[Ads

24(m3+1)+1L2 2mat1) )
<|———= sup |z"(w)|*""*TV4+2K([1+2 sup |z"(u t—1tp).
et I ue[to_ml (u)] [ ue[to_ml ()| (t=tx)

Odatle, na osnovu pretpostavke As, sledi

t r/2
n(e) =& ([ [ s el Piads) (3.94)
k
2(2m3+3)r—1L7‘
—R+23r/2—2K7”/2 1+2r/2R) t—1t r/2
(oo L)

=C5- (t—tp)"?,

pri ¢emu je C3 = C5(K, L, R,r,m3)i R=14+ Q.
Zamenom (3.90), (3.91) i (3.94) u (3.89), dobija se

E sup |z"(s) — 2" (tp)[" < C-n"" t € [ty tepa], K =0,1,...,m — 1, (3.95)
Se[tk,t]

gde je C generisana konstanta, nezavisna od n.

Za dokazivanje drugog dela tvrdjenja, tj. za ocenjivanje Esupcp, 412" (s —7) —
" (tg—n.)|", neophodna je pretpostavka A4. U tom smislu ¢ée dalja diskusija biti
podeljena u dva slucaja, u zavisnosti od toga da li se aproksimativno resenje x"
podudara sa pocetnim uslovom ili ne.



1. Akojet —7 <tyzat € [ty tps1], tada je ty_,, < to. Dakle, u tim tackama se
reSenje =" podudara sa pocetnim uslovom, pa se na osnovu pretpostavke Ay

dobija
B sup |57 (s — 7) — 2" (b, )" = E sup [6(s — 7 — to) — E(txn. —to)|" (3.96)
SE[tk,t] SE[tg,t]
S Cg . n_’"/g.

2. Akojet—71 > tgzat € [tg, trs1], tada definicija podeonih tacaka garantuje da
vazi ty_n, > to. Zbog toga se, na osnovu prvog dela dokaza dobija

Esup |2"(s —7) — 2™(tp_n,)|” < C - n~"/2 (3.97)

SG[tk,t]

Imajuéi u vidu ocene (3.96) i (3.97), sledi

T<ConT? € [t ten], k=0,1,...,n — 1.

E sup |2"(s = 7) — 2" (tp—n.)

SE[tr,t]
pri ¢emu je C' = max{C¢, C}, ¢ime je dato tvrdjenje dokazano. <

Prethodna propozicija, zajedno sa ranije uvedenim pretpostavkama, daje moguénost
dokazivanja rezultata koji se odnosi na bliskost resenja x i 2™, u LP-smislu.

Teorema 3.5.1 Neka je x resenje jednacine (3.84) i neka je x™ odgovarajuée aproksi-
mativno redenje, odredjeno jednacinama (3.86). Ako su ispunjeni uslovi Propozicije
3.5.1 i Lipschitzov uslov (1.40), tada, za p > 2, vazi

E sup |a(t) —a" ()] < f-n PR,
te[to—,T)

gde je m = min{my, mg, ms} i 5 je generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Za proizvoljno t € [tg, T], na osnovu (3.84) i (3.86), sledi

t n—1 t n—1
x / Z th tk+1/\t ds + / Z th,tk+1/\t(8>dw<s)

to k=0 to k=0
/ / Z th tk+1/\t du dS)
Rd
pri cemu je

Jtotoiint(s) = [f(x(s), z(s — 7),5) — F(a},2]_, s; :Ufk,x%_n*)]l[%tkﬂ/\t)(s), (3.98)
th,tkHAt(S) = [g(x(s),z(s — 7),s) = G(z},2_,, 5; x?kam?k,n*) [[tk,tkﬂ/\t)(s),

jtk,tk+1/\t<8) = [h(

=
5

2
2
8
—~
®»
|
2
£
ff/

H(ZL‘S ) :L‘s Uy S5 x:tlk’ mﬁ,n* )]I[tk7tk+1/\t) (S)



Zatim, s obzirom da x i 2" zadovoljavaju isti pocetni uslov, to je

E sup |z(s)—z"(s)|P < E sup |z(s) — z"(s)|" (3.99)

sE[to—T,t] sE[to,t]

t  n—l
p
to k=0

t n—1 ~ »
sy — )i B > sl o
to _

—1 P/2
+377 1, E (/ / Z botesant (S (du)d) .

— 1},t; < t}, nejednakost (3.99) moze

Jasno je da se za j = max{i € {0,1,...,n
izraziti u obliku

E sup fz(s) —2"(s)[”

s€[to—T,t]
n—1

p
3p 1 P 12/ E‘Zthvthrl/\t(S)‘ ds
k=0

J tipint  n—l

. N P

i=0 7 ti k=0
p/2
(du)d) ,

J tip1 N\t
—1
+ 3P CpE Z/t \/Rd Zththfl/\t
i=0""

7,+1/\t

pa je
E sup |z(s)—a"(s)] (3.100)
sE[to—T,t]
) " ;
< 3T — to)P~ 1ZJ§ tont 37 (T PN
=0 1=0
-1 ! 3 p/2
+3p CPE< Z Jti,ti+1/\t) ’
=0
pri cemu je
ti+1/\t
o= [ Elfalo)als = )s) = Flalial osialaf,, )Pds, (3.100)
t;
tip1 Nt
B [ BloGa(s)als = 7).9) = GGl siaf )P
t;
3
ti,tip1 N\t

tip1 Nt
[ ), ats = m ) = Bl sial, ol )PHd)ds
t; R



Integral J!, ., se moZe oceniti na slede¢i nacin
isbi41

tip1 N\t

Jtll toant < 2° o {/ Elf(z(s),z(s —7),s) — f(z"(s),2"(s — 7),s)[Pds  (3.102)

t;

tir1 Nt
[ B s - ), s>—F(xz,xz_T,s;x;;x;:_mds}.
t;

Primenom Lipschitzovog uslova (1.40) na prvi sabirak u izrazu (3.102), dobija se

| B as)ats = )81 s s = ), )P (3.103)
< QPIFLRP/2 {/t - E|z(s)—x"(s)[Pds +/t~ - E|x(s—7’)—x”(s—7’)]”ds}

Za ocenjivanje drugog sabirka u izrazu (3.102), neophodna je pretpostavka Ay i
Propozicija 3.5.1. Na taj nacin je

tip1 N\t
[ B 6 = 1) - Flalal sl )P (3.10)
t;

tip1 AL p
= / E
t;

ds
2(m1+1)p71Lp
S -
[(ma+1)!]P

tip1 Nt
+ / Ela"(s—r)— 2" (t.)| ™ )P ds
t

d™ L f (2™ (t;) + 05 Ay, x" (z n.) +0pAzE s

ti_‘_l/\t
[/ Bla"(s)—a"(t;)| "™ Pds
ti

i

< Ky -n~miAbP2( Nt — ),

o(m1+1)p— LLp(C+C)
pri cemu je Ky = (CIESNE

Zamenom (3.103) i (3.104) u (3.102), dobija se

Jtli,ti_,_l/\t < (i, t,m1), (3.105)
gde je
_ tip1 AL
= 2%/22 v/ l / [E|x(s)—x"(s)\pds + E|(s—7) — xn<s—7)|p} ds}
ti
+2p71K2 . ni(ml+1)p/2(ti+1 ANt — tl)
Analogno se dobija

T2 tiane < 00yt ma). (3.107)



Na drugoj strani je

3
Jti,ti+1 i\

§2/t - Rd\h( x(s), x(s—7),u, s)—h(x"(s), 2" (s—7),u, s)|*Tl(du)ds

i

CR S—T7

tip1 Nt
+2/ |h(z"(s), 2" (s—T),u,s)—H(xl, z¥ u,s;xZ,:BZ_n*)FH(du)ds
t; d

R
< 2K ) Y [|2(s) — 2"(s)|* + |z(s—7) — 2™ (s—7)[}]ds

tip1 At
e / 127 () =" (1) P D a7 (s = 7) =2 (b, ) 20 ds,
t

i

pri cemu je K3 = % Odatle sledi

J t
> T e < 2K [ [lals) = a9 + fals = 7) — a"(s = ) lds
i=0 to

+K3/ Z[ti»ti+1/\t)(8)|xn(8) — xn(ti)|2(m3+1)d8

to j=0

2(m3+1)d

+K3/ thzmmt )z (s —7) — 2" (tin,)

to =0
Na osnovu Propozicije 3.5.1 i ocene (3.108), dobija se
J 3 /2
E( Jt¢,t¢+1/\t>

=0

< 3p/2=19p/2 [rp/2 ]2 </

t

p/2
le(s) — () + la(s—7) — x”(s—r>|2]ds)

; p/2
+372 g2 | B ( / thi,tmm(s)w”(s) - x“(ti>|2<m3+l>ds)

to j=0
p/2
(/ Z I[t tb+1/\t) |=T (S — T) —x (ti—n*) 2(m3+1)d8>
to j=0
<3 12pr/2 /2 1/ E sup |z(u) — 2" (u)Pds
UE[to 7,8]

S.

(3.108)

(3.109)

+3P2L K (T — g2 [/ > Tiann(8)Ela(s) — 2" (t;)| ™ ds

to j=0

e[S Bl (s = )~ 700

to j=0

(m3+1)pdS]



t
gyWIWRW%T—mVﬂl/zasm)me—x%mvw

to u€lto—T,s]

+3p/271K§/2(T _ to)pﬂ(c + C') .~ (ms+1)p/2

Sada, ocene (3.105), (3.107) i (3.109), zajedno sa (3.100), impliciraju

t
E sup x(s) —a"(s)]" < 041/ E sup |z(u) — 2"(u)[Pds 4+ agn = (mTIP/2)

sE[to—,t] to  uElto—T,9]

gde je m=min{my, my, m3} i a1, @y su generisane konstante, nezavisne od n.
Primena Gronwall-Bellmanove leme daje

E sup |z(s) — 2"(s)]P < agn~(mTHP2gea(T—t0)
s€[to—7t]

= ﬁ . n_(m+1)p/27

gde je [ generisana konstanta. S obzirom da poslednja nejednakost vazi za svako
t € [to, T], sledi da je

B sup fa(s)— 2" (s)P < §-n 02
s€[to—T,T

¢ime je dato tvrdjenje dokazano.

Na osnovu prethodnih tvrdjenja, moze se dokazati skoro izvesna konvergencija
niza aproksimativnih resenja {z",n € N}, odredjenih jednacinama (3.86), ka resenju
x polazne jednacine (3.84), §to potvrdjuje sledeca teorema.

Teorema 3.5.2 Ako vazZe uslovi Teoreme 3.5.1, tada niz {x",n € N} aproksima-
tivnih resenja, odredjenih jednacinama (3.86), konvergira skoro izvesno ka reSenju

x jednacine (3.84).

Dokaz. Na osnovu Chebyshevljeve nejednakosti i Teoreme 3.5.1, za proizvoljno
n > 0, sledi

P(swfolt) —a@) 2 07)
—1 telto—,T]
< ZE sup |z(t) — 2™(t)[P - n*"
n—1 te[tof‘r,T}

<g Z pLm+1p—dn]/2.
n=1

Red na desnoj strani znaka nejednakosti konvergira ako se izabere, na primer, n <
1/2zap=2in< (p/2—1)/2 za p > 2. Tada se, primenom Borell-Cantellijeve
leme, dobija 2" =% x kada n — oco.



3.5.2 Stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i
Poissonovim procesom
U nastavku ¢e biti predstavljena aproksimativna metoda analogna onoj koja je ra-

zmatrana u Poglavlju 3.5.1 i to za slede¢u stohasticku diferencijalnu jednacinu sa
kasnjenjem i Poissonovim procesom

de(t)=f(z(t),x(t — 7),t)dt+g(x(t), 2(t — 7),t)dw(t) (3.110)
+h*(x(t), z(t — 7),t)dN(t), t € [to, T,
ry, =& ={£(0) : 0 € [-7,0]}, (3.111)

o kojoj je bilo rec¢i u Poglavlju 1.12.2.
Za dalje razmatranje je pogodniji integralni oblik ove jednacine, tj. za svako
telto, T,

t

z(t) = £(0) +/tf(:c(s), x(s —7),8)ds —|—/g($(s), z(s —7),s)dw(s)  (3.112)

to

+/ h*(z(s),x(s — 7),s)dN(s).

to

Resenje x = {x(t),t € [ty, T]} jednacine (3.112) se aproksimira na particiji (3.85),
reSenjima {z"(t),t € [tg, ty11]}, k= 0,1,...,n — 1 jednacina

2(t) = (1) +/ti dif(gjn(t’“)’zn(t’“”*)’ %) g (3.113)
_|_/t Z dlg(xn(tk%zn(tkn*)v 3) dw(s)
+/t Z dzh*(xn(tk)ai:fn(tk—n*)v S) dN(S),

pri cemu zadovoljava pocetni uslov z} = § s.i.

U ovom slucaju ¢e biti dokazana LP-bliskost resenja jednacina (3.112) i (3.113) i
to pod Lipschitzovim uslovom (1.44), uslovom linearnog rasta (1.45) i pretpostavkama
Ai-A, sa modifikovanom pretpostavkom As, u sledeéem smislu

ot (z,y,t)

su . —~| <L, j=0,1,...,mz + 1. 3114
RdXRdf[tO,T] Oxigyms+ti-i | = J 3 ( )

Pre glavnih rezultata, bi¢e dokazana slede¢a propozicija.

Propozicija 3.5.2 Neka su {z"(t),t € [tr,tpr1]}, k = 0,1, ...,n—1 resenja jednacina
(8.113) i neka je zadovoljen uslov ogranicenog rasta (1.45) i pretpostavke Ay, Az i
modifikovana pretpostavka As. Tada, za svako 2 <r < (M + 1)p, vaZi

E sup |2"(s) —2"(tp)]" < C* 072 t € [tpyter]), k=0,1,...,n— 1.

s€ [tk 7t]



Pored toga, ako vazi pretpostavka Ay, tada je

E sup |2"(s —7) — 2™(tp—n,)|" < C* 072t € [ty tiya], K =0,1,...,n — 1,
SE[tg,t]

pri cemu su C* 1+ C* pozitivne konstante, nezavisne od n.

Dokaz. Dokaz ovog tvrdjenja je slican dokazu Propozicije 3.5.1 osim Sto se integral
po Poissonovom procesu ocenjuje drugacije nego integral po Poissonovoj slucajnoj
meri. U tom smislu, najpre se uvodi oznaka

x/.n o .n n n S dzh*(xn@k)?xn(tk*n*)?t)
H*(xf, 2} ., t; Ty, xtk_n*) :Z

=0

2!
pri ¢emu je

R (2" (), 2" (t—7),t) = H*(ay, 2, ty oy, oy, ) + rﬁ;(A:C?k,Ax?kin*, t).
Na osnovu pretpostavke (3.114) sledi

L

h* n n
|7 (A, Ay )] < st 1)!

(|Azy |+ |Ay )™, (3.115)
za svako t € [tg, tps1], k=0,1,...,n — 1.
Na taj nacin se, za svako t € [tg, tp41],k =0, 1,...,n — 1, dobija

Esup |z"(s) — " (t)|" (3.116)
SE[tk,t]

< 37N(E — )TN + et — 1) PN (0) + T3 (1),

gde su Ji(t) i Jo(t) odgovarajuéi integrali koji se javljaju u izrazu (3.89) i ranije su
ocenjeni sa (3.90) i (3.91), respektivno, dok je

Ji(t)=FE sup

se[t/wt}

(3.117)

S
/ H (a2 _al 2t )AN(u)
Ly

Za ocenjivanje integrala Ji(t), koristi se kompenzovani Poissonov proces N(t) =
N(t) — At, koji je martingal, zbog ¢ega se na njega moze primeniti Burkolder-Davis-
Gundy nejednakost. Na taj nacin se dobija

T

E sup

Se[tkvt]

(3.118)

S
/ H (a2 a2t )dN(u)
tg

¢ r/2
<o ([t st P )

ti

t
< cr)\r/Q(t — tk)r/Q_l/E|H*(xZ,mZ_T;mfk,m?k_n )|"du.

123



Tada se, na osnovu (3.118), dobija
Ji(t) (3.119)

= F sup /H* Ty Toy_pi T, T )dN —i—)\/H* Loy Toyrs Ty, Ty )

s€[tg,t]

< 21”71)\7“/2(15 _ tk)r/zfl[cr + )\T/Q(t — tk)r/z] /E‘H*(x37 xZ—T; x?k’ x?kfn*)rdu

tr

=2 N2t — )P e + NP — )P ().
Imajuéi u vidu ocenu (3.119), izraz (3.116) se moze oceniti kao

E sup |2"(s) — a™(ty)[> < 3t — )2 [(t — t1) P () + e Jo(t)  (3.120)

Se[tlmﬂ

+2mIN2 e, 4+ N2 ()P (t)] .
Sledeéi postupak kojim je dobijena ocena (3.90), dobija se
Ji(t) < C5 - (t 1),

pri cemu je C5 = C5(\, K, L, R,r,m3).
Na taj nacin, (3.116) implicira

E sup |z"(s) — z™(tp)|" < C* -0t € [tptpya], k=0,1,...,n—1,  (3.121)

SE[tg,t]

gde je C* = 3""YT — t,)/? [Cl +¢,Co + 277122, + )\T/2]C§].
Dokaz drugog dela ¢e biti izostavljen jer se izvodi na potpuno isti nacin kao u
Propoziciji 3.5.1.

Na osnovu prethodne propozicije se moze dokazati LP-bliskost reSenja z jednacine
(3.112) i aproksimativnog resenja z™, koje je odredjeno jednacinama (3.113).

Teorema 3.5.3 Neka je x resenje jednacine (3.112) i neka je z" odgovarajuce
aproksimativno resenje, odredjeno jednacinama (3.113). Ako su zadovoljeni uslovi
Propozicije 3.5.2 i Lipschitzov uslov (1.44), tada, za svako p > 2, vazi

E sup |x(t) — 2" ()P < g TP,
te(to—7,T]

gde je m = min{my, mq, m3} i B* je generisana konstanta, nezavisna od n.

Dokaz. Za proizvoljno t € [tg, T], na osnovu (3.112) i (3.113), sledi

t n—1 + n—1
/Z‘]tktk+1/\t d3+/ Zth,tkH/\t(s)dw(s)

to k=0 t0 k=0

t n— 1
/ St ($)AN(s),

to k=0



pri cemu su integrali Jy, 4, ae(s) 1 jtk,,tkﬂ/\t(s) definisani sa (3.98), dok je

J:k7tk+1/\t(8) = [h*(x($>, x(s - ) ) H* (xs ? $S T 53 x;l’ m?k_n* )][[tk,tk+1/\t) (8) :

Kako x i 2™ zadovoljavaju isti pocetni uslov, slede¢i postupak kojim je dobijena
ocena (3.119), dobija se

E sup |z(s)—a"(s)P (3.122)

sEto—T,t]

3p 1(t _t / E‘ thk tk+1/\t ‘ d
+3pilcp(t - tO gl/ E‘ Z th,tk+1/\t ‘ d
-1

t
F6P TN (1 — 1) 2 e, + NP (t — W/ ’Z (U ’du.
to k

Ocigledno, za j = max{i € {0,1,...,n — 1},¢; < t}, nejednakost (3.122) se moze
izraziti u obliku

E sup |z(s)—x"(s)]P (3.123)
sE[to—T,t]
S 12# B SE TSy oF T
=0 =0

gde je Cy\ = 2P7INP/2(T —10)P/2 Y e, + NP/2(T — 1 )P/%] i J} |
sa (3.101), dok je

2
b AL Jii 4, pane SU definisani

~ tir 1AL
B = [ BN @)t 1)0) = Hahalusa af, )P
ti
Slededi tok dokaza Teoreme 3.5.1, dobija se

Jtli,tiH/\t < Sp(i7t’ ml)? Jt2i,ti+1/\t < 90(2.’ t7m2)v jtSi,tiHAt < Qo(i?t’ M3), (3‘124)
pri ¢emu je ¢(i, -, -) definisano sa (3.106).
Zamena (3.124) u (3.123) i primena Gronwall-Bellmanove leme, daju
E sup |z(s) —a"(s)]P < frn - "TIP2,

s€lto—7,T]
gde je * generisana konstanta, nezavisna od n. <

Analogno Teoremi 3.5.2, moze se dokazati skoro izvesna konvergencija niza apro-
ksimativnih resenja {z",n € N}, koja zadovoljavaju jednacine (3.113), ka resenju x
polazne jednacine (3.112). Iz tog razloga e biti navedena samo formulacija teoreme.

Teorema 3.5.4 Ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.5.3, tada niz {x",n € N}
aproksimativnih resenja odredjenih jednacinama (3.113), konvergira skoro izvesno
ka resenju x jednacine (3.112).



Zakljucak

U ovoj disertaciji su razmatrane numericka Euler-Maruyama metoda i analiticka
metoda zasnovana na Taylorovim aproksimacijama, za nekoliko tipova stohastickih
diferencijalnih jednac¢ina. Euler-Maruyama metoda, pored toga Sto daje eksplicitna
reSenja, jednostavno se implementira, za dokazivanje konvergencije odgovarajuceg
niza aproksimativnih reSenja ka tacnom resenju ¢esto su dovoljni uslovi egzistencije i
jedinstvenosti resenja, dok je red konvergencije u najboljem slu¢aju 1/2. Na drugoj
strani, analiticka aproksimativna resenja ¢ija je konvergencija razmatrana u Glavi
3, u opstem slucaju brze konvergiraju od pomenutih numerickih resenja, uz stroze
uslove u odnosu na one u slucaju Euler-Maruyama metode.

Metode koje su predstavljene u ovom radu se mogu na odgovarajuci nacin prosiriti
na stohasticke diferencijalne jednacine u odnosu na martingale i martingalne mere,
umesto u odnosu na Wienerov proces.

Poznato je da se brojne realne pojave matematicki modeliraju pomocu sto-
hastickih diferencijalnih jedna¢ina za koje ne vaze klasicni uslovi egzistencije i jedin-
stvenosti reSenja (Lipschitzov uslov i uslov ograni¢enog rasta). To se moze uociti
kod vecteg broja populacionih modela kao Sto je, na primer, onaj koji je razma-
tran u radu [92] i opisan je pomoc¢u stohasticke diferencijalne jednacine sa vremen-
ski zavisnim kasnjenjem. U tom smislu, dalje istrazivanje bi moglo biti usmereno
ka dokazivanju bliskosti aproksimativnog i tacnog resenja nekih klasa stohastickih
diferencijalnih jednacina pod ne-Lipschitzovim uslovima. Takodje, predmet daljeg
istrazivanja bi mogle biti aproksimacije resenja nekih klasa stohastickih diferencijal-
nih jednacina pod Lipschitzovim uslovom uz zamenu uslova ogranic¢enog rasta nekim
slabijim uslovom.

Rezultati izlozeni u Glavi 3 pokazuju da se povecava red konvergencije niza
aproksimativnih resenja ka tacnom resenju, kada se povecava broj ¢lanova u Tay-
lorovom razvoju koeficijenata jednacine. U tom smislu date analiticke metode bi
se mogle kombinovati sa numerickim aproksimacijama koje se baziraju na Ito-
Taylorovom razvoju viseg stepena (videti [42, 43]). Stavise, za uvodjenje novih
numerickih metoda viseg reda, koje se odnose na slozene stohasticke diferencijalne
jednacine iz Glave 3, reSenja u aproksimativnim jednac¢inama, ta¢nije u Taylorovom
razvoju, mogla bi se zameniti aproksimacijama nizeg reda, kao Sto je ucinjeno u
radovima Kloedena i Jentzena [44, 37], koji se odnose na obi¢ne stohasticke difer-
encijalne jednacine.
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