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Uvod

Nema istine u onim naukama u
kojima se matematika ne primenjuje

Leonardo da Vinci (1452 — 1519)

Odredivanje nula polinoma ima veliki teorijski i praktican znacaj ne samo u
matematici ve¢ i drugim nauénim disciplinama. ReSavanje polinomskih jednacina je
jedan od najstarijih i, istovremeno, najvaznijih matematickih problema jer se, osim
primenjene matematike, javlja i u matematickim modelima inzenjerskih disciplina,
kompjuterskim naukama, ekonomiji, fizici, itd. Ogroman broj radova i knjiga koji
obraduju ovu temu potvrduje aktuelnost ovog problema.

Razvoj elektronskih racunara omogucio je razvoj i prakti¢nu primenu sofisti-
ciranih numerickih algoritama za reSavanje polinomskih jednacina, od kojih naj-
znacajnije mesto imaju postupci za istovremeno odredivanje prostih i visestrukih
nula polinoma. Uprkos velikom broju knjiga na ovu temu i viSe desetine hiljada
publikovanih radova, istrazivanja u ovoj oblasti jo§ uvek su aktuelna. Naime, svaki
od razvijenih algoritama pored specifi¢nih prednosti ima i odredene nedostatke, $to
predstavlja izazov i motivaciju za dalja istrazivanja u ovoj oblasti. Osnovni motiv i
cilj ove disertacije je konstrukcija i analiza novih metoda velike racunske efikasnosti
za odredivanje aproksimacija nula polinoma velike tacnosti. Ovo je omoguéeno
koris¢enjem naprednih ra¢unarskih aritmetika, pre svega aritmetike viSestruke pre-
ciznosti i intervalne aritmetike. Dok aritmetika viSestruke preciznosti daje rezultate
visoke tacnosti, kontrola greske vrsi se uz pomo¢ intervalne aritmetike.

U disertaciji su razmatrane tri grupe problema: istovremeno odredivanje svih
nula polinoma u obi¢noj kompleksnoj aritmetici, istovremena inkluzija svih nula
polinoma u kruznoj kompleksnoj intervalnoj aritmetici (aritmetici diskova) i
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inkluzija izolovane nule polinoma u aritmetici diskova. Za svaki od predlozenih
metoda ustanovljeni su pocetni uslovi koji obezbeduju konvergenciju. Ovi uslovi
imaju prakti¢ni znac¢aj jedino ako zavise od raspolozivih podataka (na primer, od
pocetnih aproksimacija ili poc¢etnih diskova koji sadrze nule polinoma i koeficije-
nata datog polinoma) tako da je ovom problemu posveéena posebna paznja.

Sva poglavlja disertacije, osim prvog koje sadrzi osnovne definicije, pojmove i
poznate rezultate, sastoje se od originalnih rezultata, od kojih je veéi deo pub-
likovan ili prihvacen za publikovanje u renomiranim inostranim ¢asopisima za pri-
menjenu matematiku i rac¢unarske nauke: Journal of Computational and Applied
Mathematics (Elsevier, kategorija M21), Applied Mathematics and Computation
(Elsevier, kategorija M21), Applied Mathematical Letters (Elsevier, kategorija M22)
i Numerical Algorithms (Springer, kategorija M23) i domacem ¢asopisu Nowi Sad
Journal of Mathematics. Nekoliko radova koji sadrze originalne rezultate prikazane
u disertaciji nalazi se u postupku recenzije.

Disetacija se sastoji od sledec¢ih poglavlja:

Uvod;
Oznake;
. Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj aritmetici;
. Poboljsani Farmer-Loizouov metod;
. Novi metod ¢etvrtog reda - garantovana konvergencija;
. Novi intervalni metod za proste nule polinoma;
. Novi intervalni metod za viSestruke nule polinoma;

. Ubrzani metodi Gargantini-Henricijevog tipa;

N O Ot = W N

. Ubrzani metod Halleyevog tipa za simultanu inkluziju visestrukih nula polino-
ma;

. Metod kvadratnog korena za simultanu inkluziju visestrukih nula polinoma;

© 0o

. Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma;

Literatura.

Numerisanje svih definicija, lema, teorema, primera, algoritama i tabela izvrseno
je prema rednom broju poglavlja u kome se javljaju i redosledu javljanja u okviru
samog poglavlja.

Prvo poglavlje je preglednog karaktera i sastoji se od osam odeljaka. U Odeljku
1.1 dat je kratak istorijat razvoja iterativnih metoda za reSavanje nelinearnih
jednacina i uveden je pojam racunske efikasnosti. Dat je i kratak pregled najcesce
koriséenih iterativnih metoda: Newtonov metod, Halleyev metod, Eulerov metod,
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Laguerreov metod, metod Ostrowskog, Schréderov razvoj, Cebisevljev metod i
viSekora¢ni metodi. Odeljak 1.2 je posvecen definiciji konvergencije i R-reda kon-
vergencije iterativnih metoda.

Primena metoda za istovremeno odredivanje svih nula polinoma prevazilazi
probleme numericke stabilnosti koji se javljaju u procesu deflacije. Konstrukcija
metoda za istovremeno nalazenje nula polinoma zasnovana je na koriS¢enju tzv.
nula-relacija koje su oblika

Ci = @(Ch cee 7(”)1

pri ¢emu su (y, . . ., , proste ili visestruke nule polinoma. Ako su poznate aproksi-
macije zgo), cees zﬁf’) ovih nula, tada je metod u kompleksnoj aritmetici dat itera-
tivnom formulom

A W aWy (k=0,1,..0).

U Odeljku 1.3 navedeno je nekoliko primera nula-relacija koje su bile osnova
za konstrukciju nekih od najceSce koriscenih iterativnih metoda za simultano
nalazenje nula polinoma. Takode su navedeni neki poznati iterativni metodi zas-
novani na nula-relaciji u obi¢noj kompleksnoj aritmetici za simultano nalazenje
svih nula polinoma: Weierstrassov metod, Ehrlich-Abertov metod, Borsch-Supanov
metod, metod tipa Ostrowskog i Wang-Zhengov metod, a dat je i pregled najcesce
koriséenih korekcija za ubrzavanje konvergencije osnovnih metoda (Newtonova,
Weierstrassova i Halleyeva korekcija).

Problem lokalizacije nula polinoma razmatran je u Odeljku 1.4, a pregled os-
novnih osobina i operacija kompleksne intervalne aritmetike dat je u Odeljku 1.5.
Ukoliko su poznati diskovi Zfo), e ,(LO) koji sadrze nule (i,...,(, (G € ZZ-(O)),
tada se primenom osobine inkluzivne izotonosti iz nula-relacije konstruise inter-
valni metod

725 — g, (28 Lz (k=0,1,...),

(2 n

sa osobinom da (; € ZZ-(k) (i = 1,...,n) usvakoj iteraciji. Na ovaj na¢in obezbedena
je informacija o gornjoj granici greske aproksimacije (date centrom rezultujuéeg
inkluzivnog diska) preko polupreénika inkluzivnog diska. Ova kontrola greske je
najveca prednost intervalnih metoda. Najpoznatiji simultani inkluzivni metodi:
Weierstrassov metod, Gargantini-Henricijev metod, Petkovi¢ev metod, metod tipa
Ostrowskog i metod Halleyevog tipa opisani su u Odeljku 1.6.

U analizi konvergencije iterativnih metoda Smaleova teorija ocene u tacki i po-
jam aproksimativne nule predstavljaju prekretnicu. Osnovna definicija i kraéi pre-
gled nekih rezultata o aproksimativnim nulama Newtonovog metoda dati su u
Odeljku 1.7. U poslednjem odeljku opisan je metod korekcija za utvrdivanje do-
voljnih uslova za garantovanu konvergenciju simultanih metoda.
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Drugo poglavlje se sastoji od tri odeljka i u njemu je predlozen ubrzani iterativni
metod za simultanu aproksimaciju svih prostih nula polinoma P(z). Dokazano
je da se moze ubrzati red konvergencije Farmer-Loizouovog metoda sa 4 na 5
bez dodatnih numerickih izracunavanja, ¢ime je dobijen poboljSani metod visoke
racunske efikasnosti. U Odeljku 2.1 izvrSena je analiza konvergencije modifikovanog
Farmer-Loizouovog metoda

uz(l — uiAg’i)

2@'221'— ’U,2 1 (Z:L' 7”)7
2 % ;Z (2i — 2j + u;)?
gde je
P pk)
(2) (2) (k=2,3,...).

u(z) = P'(z)’ kl2) = KIP'(2)

U slede¢em odeljku izveden je zakljucak da se ne moze izvrsiti ubrzavanje kon-
vergencije modifikovanog Farmer-Loizouovog metoda primenjujuéi bolje aproksi-
macije od Newtonove. Rezultati numerickih eksperimenata dobijenih primenom
Farmer-Loizouovog metoda i modifikovanog Farmer-Loizouovog metoda izlozeni
su u Odeljku 2.3.

U Poglavlju 3 predlozen je novi iterativni metod za simultano izracunavanje
nula polinoma

P”(Z')

2 ) (e2 o

o (pry (8t -89
2(1 — uiSLi)Z ’

Zi = 23 — U; —
gde je

j=1 (2i — Zj )
Ji

U Odeljku 3.1 analizirane su osobine konvergencije predlozenog metoda. Modi-
fikacijom navedenog metoda dobijenom koriséenjem Newtonove i Halleyeve aproksi-
macije, u Odeljku 3.2 dobijeni su ubrzani iterativni metodi. Izlozena je analiza
konvergencije dobijenih ubrzanih iterativnih metoda, koriS¢enjem pristupa koji se
zasniva na Smaleovoj teoriji [182] i dati su numericki primeri koji prikazuju brzinu
konvergencije ubrzanih metoda.

Losa racunska efikasnost kvadratno konvergentnih inkluzivnih metoda je glavna
motivacija za konstrukciju efikasnijih metoda izlozenih u ¢etvrtom poglavlju. Zbog
toga su u Poglavlju 3 predlozeni intervalni metodi velike efikasnosti za simultano
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odredivanje nula polinoma. Za osnovni metod reda 4 u Odeljku 4.3 izvrsena je ana-
liza konvergencije pod ra¢unski proverljivim pocetnim uslovima. U cilju povec¢anja
brzine konvergencije predlozenog intervalnog metoda primenjene su Newtonova i
Halleyeva korekcija (Odeljak 4.5). Analiza konvergencije ovih metoda sa korekci-
jama, razmatrana u Odeljku 4.6, pokazuje da metod sa Newtonovom korekcijom
ima red 5, a sa Halleyevom red 6. Osnovni metod i metodi sa korekcijama konver-
giraju pod istim pocetnim uslovima koji su ra¢unski proverljivi, sto je od velike
prakti¢ne vaznosti. Numericki primeri u Odeljcima 4.4 i 4.7 prikazuju veliku brzinu
konvergencije predlozenih metoda.

U petom poglavlju je izlozena varijanta intervalnog metoda za simultano odredi-
vanje svih nula polinoma iz Poglavlja 4 u slu¢aju visestrukih nula polinoma. Ana-
liza konvergencije predlozenog intervalnog metoda data je u Odeljku 5.2 kao u [114],
[117] i [132], pokazujuéi da je red metoda cetiri. Povecanje brzine konvergencije
postignuto je koriséenjem Schréderove i Halleyeve korekcije. Analiza konvergencije
poboljsanih metoda prikazana je u Odeljku 5.6, a prikaz numerickih rezultata u
Odeljcima 5.3 1 5.7.

U Sestom poglavlju predlozeni su intervalni metodi sa ubrzanom konvergenci-
jom koja je dobijena koriséenjem samo nekoliko dodatnih numerickih operacija, sto
znacajno povecava njihovu rac¢unsku efikasnost. U Odeljku 6.1 dat je Gargantini-
Henricijev metod za inkluziju svih prostih nula polinoma, koji je ubrzan u Odeljku
6.2 koriséenjem pristupa izlozenog u [21] i [120] primenom pogodnih korekcija.
Primenjena je korekcija koja se javlja u dvo-kora¢nim metodima za reSavanje ne-
linearnih jednacina i konstruisan je novi inkluzivni metod sa korekcijama u obliku

Zi:zi— 1 z”: : 1 |
U; égizi—zj"i_uj—i_h(tj)]w
gde je
tjzw (i=1,...,n)

i h proizvoljna bar dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove
h(0) = 1, K'(0) = 21 |h"(0)] < oo. U Odeljku 6.3 ocenjen je red konvergencije
predlozenog metoda i dokazano je da je donja granica R-reda konvergencije uve-
dene familije iterativnih metoda 6. Konvergencija pomenutih metoda ubrzana je
primenom Gauss-Seidelovog pristupa, koji koristi ve¢ izra¢unate kruzne aproksi-
macije u istoj iteraciji (Odeljak 6.4). Simultani metod za inkluziju visestrukih nula
prikazan je u Odeljku 6.5. Konvergencija ovog metoda ubrzana je primenom Gauss-
Seidelovog pristupa u Odeljku 6.6. U Odeljku 6.7 ukazuje se na rac¢unsku efikasnost
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i izvodi zakljucak da predlozena familija generiSe najefikasnije metode za simul-
tanu inkluziju nula polinoma u klasi metoda koji se zasnivaju na nula-relaciji u
kruznoj kompleksnoj aritmetici. Prikaz odgovaraju¢ih numerickih primera dat je
u Odeljku 6.8.

Sedmo poglavlje posveéeno je familiji inkluzivnih metoda visokog reda konver-
gencije koja se zasniva na Halleyevom metodu. Dobijeni metodi poseduju visoku
racunsku efikasnost, jer se povecanje reda konvergencije osnovnog metoda sa 4 na
7 postize bez dodatnih izra¢unavanja funkcije i njenih izvoda. U Odeljku 7.1 je dat
slededi total-step metod cetvrtog reda za simultanu inkluziju svih nula polinoma:

Zi =z — INV2<hi(zi)_1 - ;}E'(ZZ) Uisii(z, Z)+ S2.(Z, Z)D (i=1,...v),

gde je

i—1 v
Sni(X, W)=Y 1 (INVl(z - Xj))A + Y (INVl(z - Wj))A (A=1,2),
j=1 j=i+1
aX=(Xy,...,X))1 W= (Wy,...,W,) su vektori ¢ije su komponente diskovi i
INV{,INV, oznacavaju tip inverzije diska. Navedeni metod je ubrzan koriséenjem
Schroderove i Halleyeve korekcije, kao i korekcije koje se dobijaju iz metoda
Cetvrtog reda za reSavanje nelinearnih jednacina f(z) = 0, koju su nedavno
predlozili Zhou, Chen i Song u [206]. Koriséenjem Gauss-Seidelovog pristupa do-
datno je ubrzana konvergencija predlozenih total-step metoda i dobijene su njihove
single-step varijante. Na kraju poglavlja su dati numericki primeri.

Intervalni metodi zasnovani na nula-relaciji tipa Ostrowskog razvijeni su u os-
mom poglavlju. U Odeljku 8.1 dati su total-step i single-step metodi tipa Os-
trowskog. Kori§¢enjem pristupa koji ukljucuje korekcije konstruisani su u Odeljku
8.2 modifikovani intervalni metodi. Dobijeni metodi poseduju veoma brzu konver-
genciju ostvarenu na ra¢un samo nekoliko dodatnih numerickih operacija. Analiza
konvergencije ovih ubrzanih total-step metoda je data u Odeljku 8.3, a njihove
single-step varijante su opisane u Odeljku 8.4. Na kraju su izlozeni numericki rezul-
tati, u kojima se isti¢u prednosti predlozenih intervalnih metoda tipa Ostrowskog
u odnosu na neke poznate intervalne metode istog reda konvergencije.

U mnogim primenama je potrebno odrediti samo jednu nulu datog polinoma.
Zbog toga su u devetom poglavlju razvijene verzije intervalnih metoda iz petog i os-
mog poglavlja za odredivanje samo jedne proste ili viSestruke kompleksne nule poli-
noma. U Odeljcima 9.1 i 9.2 je izloZzena analiza konvergencije predlozenih metoda
pod racunski proverljivim pocetnim uslovima, Sto je od velike prakticne vaznosti.

Spisak direktno koris¢enje ili citirane literature, koji sadrzi 207 referenci, nalazi
se na kraju rada.
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Oznake

U disertaciji ¢emo koristiti sledec¢e oznake:

e N — skup prirodnih brojeva;

e R — skup realnih brojeva;

e C — skup kompleksnih brojeva;

e R" - vektorski prostor uredenih n-torki realnih brojeva;

e (C" - vektorski prostor uredenih n-torki kompleksnih brojeva;
e K(C) — skup diskova u kompleksnoj ravni;

e I(R) — skup intervala realnih brojeva;

e R(C) — skup pravougaonika u kompleksnoj ravni, ¢ije su stranice paralelne ko-
ordinatnim osama;

e |c| — moduo kompleksnog broja c;

e ¢ — konjugovano kompleksni broj kompleksnog broja c;

o {z3}, {z®} — niz brojeva ili vektora;

e (™ — yrednost promenljive z u m-toj iteraciji;

e {c;r}={2z€C : |z—c| <r} - disk sa centrom ¢ i polupreénikom r;

e mid Z — centar diska Z € K(C);

e rad Z — poluprecnik diska Z € K(C);

e I,={1,....,n}, neN;

e za prirodan broj n > 3, sa P, (z) ozna¢avac¢emo moni¢ni polinom n-tog stepena
sa kompleksnim koeficijentima a;, ¢ = 0,...,n — 1 i prostim ({;,5 € I,,) ili
visestrukim nulama ({j, j € I, p1 + -+ + py = n), to jest

Po(z) = 2"+ an12""' + - + a1z + ao,

xiii
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gde pq, ..., 1y oznacavaju redove visestrukosti nula (y, ..., (;
o PV (z;) — k-ti izvod polinoma P, (z) u tacki z;
o f)(2) — k-ti izvod funkcije f(z) u tacki z;

{ery

e tacna inverzija diska Z = {¢;r}, Z7! =

]2 =72’
. .. . I 1 r
e centralna inverzija diska Z = {¢;r}, Z'c = -y ———— 53
¢’ lel(fef =)
e kada se veli¢ina F' izraCunava jednom pomoc¢u vrednosti z{m), e ,ZSZ”), a drugi
put pomoc¢u vrednosti zgmﬂ), . ’z7(1m+1) i pri tome nije bitno da se naglasi

konkretna vrednost iteracije m, pisa¢emo kratko z1, ..., z,, odnosno 21, ..., 2,;

e kada dva kompleksna broja w; i we zadovoljavaju relaciju |wi| = O(Jwa]|) (isti
red modula), pisaéemo wy ~ we ili wy; = Opr(wo);

P'(z) .
o b= Pla) (i €l,, z €C);

P'(2)? — P(z)P"(z) .
® 0y = Pla)? (i €l,, z €C);

PF)(z)
(] Ak(Z)—W (k—2,3,),
e Newtonova korekcija
u(z;) = e (i €1, 2z € C);
e Schroderova korekcija
P(zi)

v(zi) = pi P(z1) (1 €1, z €C);

e Halleyeva korekcija

= 77 (i €L, z €C);
()P e - —op

e Sve korekcije éemo oznacavati sa CF)(z) (k=1,2,...);

o Z(m) — (me), cel, Z,({”)) - tekudi inkluzivni diskovi;



Z](Vm) = (Z](\,”:”l)7 ey ](Vnz), ZJ(VE) = Zi(m) — u(zi(m)) - Newtonovi diskovi;
2" = (2., 2., 2§ = Z{™ — h(={") - Halleyevi diskovi;

ORr(IM) - R-red konvergencije iterativnog metoda IM;
p= min p; (i €L);

1<i<v
( ; i
T(m) - 1r£7,a,§)§/rzm) (’L eHva:()?l?Q?"‘)?
e =2 ¢ (ieT,m=0,1,2,...);
(m) — m) — :
€ lrg%xy le; /| (tel,m=0,1,2,...);
pm = min {5 — =" —rf"} (e L,m=0,12. )
i#j
Elm‘:ZL (k=1,2,4,j€L);

iz =G

i .
shi =), ———5 (k=12 i,j€L);
7 i = %)

XV

i—1 v
Spi(X, W) =3 1 (INVl(z—Xj)>k+ 3w (INVl(z—Wj))k, zak =1,2, gde

j=1 Jj=t+1

su X = (Xy,...,X,) 1 W= (Wy,...,W,) vektori, ¢ije su komponente diskovi,

a INVy € {()71, ()f<} jedna od uvedenih inverzija;
U tabelama A(—h) znaéi A x 107",
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Poglavlje 1
Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj
aritmetici

1.1 Razvoj i znac¢aj iterativnih metoda za resavanje nelinearnih
jednacina

Problem resavanja polinomskih jednacina je veoma vazan zbog toga S$to se osim
matematike javlja u matematickim modelima inzenjerskih disciplina, racunarskih
nauka, fizike, ekonomije, pa cak i u drustveno-humanistickim naukama. Nalazenje
nula polinoma jeste jedan od najstarijih i istovremeno najznacajnijih matematickih
problema. Istorijat razvoja ove oblasti izuzetno je bogat. Kroz vise vekova ulagani
su napori da se nule polinoma izraze u funkciji koeficijenata, koristeé¢i pritom ope-
racije sabiranja, oduzimanja, mnozenja, deljenja i korenovanja, odnosno putem
radikala.

Polinomska jednacina ima oblik

1

P(x)=apz™ +ap—12" " +---+axr1+a90=0 (n €N),

gde su ag, ..., a, realni ili kompleksni koeficijenti. Ako je a, # 0 tada kazemo da
je polinom P(z) n-tog stepena. Broj & za koje je P(§) = 0 zove se nula polinoma.
Termini nula polinoma i koren polinoma ravnopravno se koriste, mada je ispravnije
reéi koren polinomske jednacine. Nula £ ima red ili viSestrukost m, ako je moguca
faktorizacija
P(z) = (z — §)"Q(),

gde je Q(§) # 01 Q(z) je polinom stepena n —m. Ako je m = 1, kaze se da je nula
¢ prosta.

Vavilonci su znali da potpuna kvadratna jednacina ima dva resenja (ukoliko su
pozitivna). Pojam negativnog i kompleksnog broja nastao je upravo iz potrebe
prakti¢nog resavanja polinomskih jednacina. Uprkos ¢injenici da je razvijen veliki
broj algoritama za nalazenje nula polinoma, nemoguce je izdvojiti neki algoritam
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kao najbolji. Znacajne rezultate u algebarskom resavanju jednacina dao je F. Viete
(1540-1603). On je prvi koristio uopstene koeficijente i sluzio se samo algebarskim
postupcima. Italijanski matematicari, G. Cardano (1501-1576) i N. Tartalja (1500~
1577) dali su algebarsko resenje jednacine treéeg stepena, a Ferrari (1522-1562) je
reSio jednacinu Cetvrtog stepena. G. Cardano je dao algebarsko reSenje jednacine
tre¢eg stepena bez posmatranja slucajeva u kojima su se javljali koreni iz ne-
gativnih brojeva. Te nedostatke ispravili su R. Bombeli i L. Ferrari koji su dali
algebarsko reSenje jednacine cetvrtog stepena. U daljim istrazivanjima norveski
matemati¢ar N. H. Abel dokazao je u radu iz 1828. da se opsta algeraska jednac¢ina
petog stepena ne moze reSiti putem radikala. Francuski matematicar E. Galois
(1811-1832) je dokazao nemoguénost resavanja, pomocu radikala, opste algebarske
jednacine stepena vecéeg od cetiri. Nule algebarskog polinoma, stepena veéeg od
Cetiri, u opstem slu¢aju se ne mogu izraziti eksplicitnom formulom pomoéu koefi-
cijenata polinoma, a pri tom su formule veé u slu¢aju polinoma treé¢eg i ¢etvrtog
stepena veoma komplikovane i gotovo neprimenljive.

Galoisovo otkri¢e bilo je prekretnica za razvoj numerickih metoda za resavanje
algebarskih jednacina. Izvesno je da su najefikasniji numericki metodi iterativni
procesi. Treba napomenuti da iterativni metodi nisu jedini praktiéno upotrebljivi
metodi. Poslednjih godina konstruisani su postupci koji problem nalazenja nula
polinoma svode na problem sopstvenih vrednosti odgovarajuéih matrica. S obzirom
da se za nalazenje sopstvenih vrednosti matrica koriste iterativni metodi, to se ni
prethodno navedeni metodi ne mogu smatrati direktnim.

Kod resavanja algebraskih jednacina prvi algoritmi bili su zasnovani na principu
deflacije. U postupku deflacije, prvo se, nekim algoritmom, odreduje jedna nula (;
polinoma P, (z). Zatim se polinom P,(z) deli linearnom funkcijom z — (7 i dobijeni
polinom je P,_1(z). Nule polinoma P,,_i(z) su, ujedno, preostale nule polinoma
P, (z). Postupak se dalje rekurzivno ponavlja dok sve nule polinoma nisu odredene.
Opisani postupak je numericki nestabilan. Tokom izra¢unavanja, u svakom koraku,
se javljaju greske zaokruzivanja i one se tokom postupka nagomilavaju. Aproksi-
mativne vrednosti nula, koje se koriste u postupku deflacije, dovode do pogresnih
vrednosti koeficijenata redukovanog polinoma. Taj problem je mogucée delimi¢no
ublaziti koriséenjem programskih paketa sa aritmetikom koja koristi veliki broj
znacajnih cifara, ali je cena drasticno usporavanje brzine izvrsavanja.

Navedeni nedostaci sukcesivne deflacije doprineli su, u novije vreme, usmerenosti
sve veée paznje ka iterativnim metodima kod kojih se sve nule polinoma odreduju
istovremeno, kao i implementaciju iterativnih metoda na paralelnim ra¢unarima.
Pri tom se polazi od izvesnih polaznih aproksimacija za nule polinoma. Na taj
nac¢in, omogucava se kontrola greske pri svim izracunavanjima i odreduju se oblasti
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u kojima su trazene nule. S druge strane, implementacija na paralelnim ra¢unarima
smanjuje vreme racunanja.

Tterativni metodi zasnovani su na sukcesivnom izracunavanju aproksimacija

Tkt1,Tkt2, ... primenjujuéi neki algoritam
Tpt1 = P(Th, Th—1, -+, Th—r) (1.1)
iterativne prirode i polazeéi od pocetnih aproksimacija xg,...,z, nule ¢ date

funkcije f : [a,b] — R. Funkcija @ je iterativna funkcija. Ako je r = 0, onda
je sa (1.1) definisan jednotackasti metod, a ako je r > 1, u pitanju je metod sa
memorijom. Ukoliko niz {zj} generisan iterativnim procesom (1.1) konvergira ka
reSenju (, to jest

lim z, =,
Jim 2 = ¢
tada je iterativni proces (1.1) konvergentan. Ukoliko se iterativni metod konstruise

koriséenjem novih informacija wi (xg), . . . , wp(zx) u tacki xy, pri izra¢unavanju nove
aproksimacije

Th4+1 = @[wk,wl(xk),...,wn(xk)], (1.2)

tada funkcija @ definiSe viSetackasti iterativni metod.

Iterativni metod IM je utoliko efikasniji ukoliko se postavljeni zadatak izvrsi
za Sto krace vreme. Racunska efikasnost nekog iterativnog metoda definiSe se
uvodenjem koeficijenta efikasnosti £(IM). Efikasnost se moze uvesti na vise nacina,
ali tako da je proporcionalna redu konvergencije iterativnog metoda (to jest brzini
izvrsavanja algoritma do ispunjavanja nekog kriterijuma ili zadate tacnosti) i obr-
nuto proporcionalna obavljenom radu, recimo broju izracunavanja funkcija ili nu-
merickih operacija po iteraciji. Traub je u [188] definisao koeficijent efikasnosti
pomocu formule

E(IM) = g,
gde je r red konvergencije iterativnog metoda IM za resavanje jednacine f(z) =0
i d ukupan broj izraCunavanja funkcija i njenih izvoda po iteraciji.

Koristedi iste podatke Ostrowski je u [103] uveo efikasnost
E(IM) = 1/,

Opsirnija diskusija o meri efikasnosti iterativnih metoda data je u knjizi M.
Petkovica [113, Pogl. 6].
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Newtonov metod

Teorija iterativnih procesa za reSavanje jednacina bogata je znac¢ajnim rezulta-
tima medu kojima je svakako metod engleskog matematicara i fizicara I. Newtona
(1643-1727) iz 1669. U modernom obliku Newtonov metod definisan je iterativnom
formulom

f (@)

Lh+1 = Tk — f,(ﬂfk)

startuju¢i od pocetne aproksimacije zg, podrazumevajuéi da je funkcija f defi-
nisana i neprekidna zajedno sa svojim prvim izvodom f’ na intervalu [a,b] i f'(z) #
0 za svako = € (a,b).

(k=0,1,...), (1.3)

Prvu sistematsku analizu Newtonovog metoda dao je njegov savremenik J.
Raphson 1690., pa se ovaj metod u literaturi sre¢e kao Newton-Raphsonov metod.
Zbog geometrijske interpretacije naziva se i metodom tangente. Znacaj i efikasnost
Newtonovog metoda ima opsti karakter, jer se osim za nalazenje izolovanih korena
nelinearnih jedna¢ina moze primeniti i za resavanje sistema nelinearnih jednacina,
diferencijalnih i integralnih jednacina, optimizacionih problema, itd. Red konver-
gencije ovog metoda je dva, §to je prvi dokazao J. Fourier [36].

Za odredivanje viSestruke nule poznate viSestrukosti p Schréder je dao metod

f(zg)

Li+1 = Tk — Mf/(xk)

(k=0,1,...), (1.4)
koji je jedna modifikacija Newtonovog metoda [102], [189].

Halleyev metod

Cuveni engleski astronom i matematicar E. Halley (1656-1742) je nastavio is-
trazivanja Newtona i Raphsona u oblasti nelinearnih jednacina i 1694. je predlozio
iterativni metod koji je u modernoj terminologiji dat iterativnom formulom

g 2f (zx) ' (k)
TR 2 () — flan) ()

sa kubnom konvergencijom. Metod se u ruskoj literaturi moze naéi pod imenom
Salehovljev metod [174]. Zbog geometrijske interpretacije naziva se i metodom tan-
gentnih hiperbola, a u upotrebi je i termin racionalni Halleyev metod (videti [174],
[175], [188]). Uslove za globalnu konvergenciju ovog metoda dali su Davies i Daw-
son [25]. Odgovarajuca modifikacija metoda treceg reda za odredivanje visestruke
nule reda p data je iterativnom formulom
/
Thp1 = Tp — Qf(xl’“)f (i) (k=0,1,...). (16
P2 (L4 ) = £ (on) £ (o)

(k=0,1,...), (1.5)
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Eulerov metod

Veliki $vajcarski matematicar L. Euler (1707-1783) konstruisao je jedan vek
posle Newtona iterativni metod korenskog tipa [188], oblika

2f ()
f(wr) £V F (2x)? — 2f (wg) 7 (21)

U literaturi je ovaj metod poznat i kao iracionalni Halleyev metod. Za dovoljno
malo |f(xy)| ocigledno je da ispred korena treba izabrati znak 4+, koji vodi do
metoda koji se ponasa sli¢cno Newtonovom metodu. Izbor znaka — prouzrokovao
bi oduzimanje bliskih vrednosti u imeniocu i deljenje vrlo malim brojem, Sto bi
dovelo do prekida iterativnog procesa. O izboru znaka videti vise u [46], [156].

Lh+1 = Tk — (kZO,l,...). (17)

Laguerreov metod

Francuski matematicar E. Laguerre (1834-1886) je izveo metod korenskog tipa
sa kubnom konvergencijom [82]

M (zx)
fl(@e) £ V=12 (@) = XA = 1) f(2x) f7 (xx)

Th+1 = Tk —

(k=0,1,...),

(1.8)
gde je A # 0,1 realan broj. Rezultat je objavljen tek 1898. u knjizi H. Poincarea.
Osim kubne konvergencije ovaj metod poseduje i brojne dobre osobine, kao §to su
mala osetljivost na pocetne aproksimacije, dobro ponasanje za velike (po modu-
lu) pocetne aproksimacije, globalnu konvergenciju u slu¢aju realnih polinoma sa
realnim nulama. Osim toga, konstrukcija metoda za istovremeno nalazenje nula
polinoma u obi¢noj i intervalnoj kompleksnoj aritmetici ima dobru osnovu upravo
u Laguerreovoj iterativnoj formuli. Ovaj metod je dosta proucavan u literaturi, na

primer u [11], [27], [35], [53], [67], [105].

Metod Ostrowskog
Ovaj metod razvijen je 1966. i spada u grupu korenskih metoda. Oblika je

3 (k)
=/ f'(wr)? — flag) f7 ()

i ima kubnu konvergenciju [102].

Th+1 = Tk (/{ = 0,1,...) (1.9)

Schroderov razvoj

Schroderov razvoj je jedan od znacajnijih rezultata na polju iterativnih procesa.
Za nulu ¢ funkcije f i njenu aproksimaciju a Schréderov razvoj ima oblik
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Cza—u—%’yzu2+%(3’yg—w,)u3+~-, (1.10)
gde je u = f(a)/f'(a) Newtonova korekcija, a v = f*)(a)/f'(a), k = 2,3,... .
Schroderov razvoj (1.10) naziva se jo§ 1 osnovnim razvojem [179]. Uzimanjem r
¢lanova ovog razvoja i zamenom nule ¢ novom aproksimacijom xx.; dobija se
iterativni metod reda konvergencije r. Specijalno, za r = 2 se dobija Newtonov
metod. Osnovni razvoj se primenjuje pri konstrukeiji iterativnih postupaka visokog
reda konvergencije i kod analitickog utvrdivanja reda konvergencije iterativnih
metoda.

Cebisevljev metod

Cebisevljev metod se moze dobiti iz osnovnog razvoja (1.10) za slucaj r = 3 i
moze se jo$ sresti pod nazivom Euler-CebiSevljev metod, a oblika je

e ) (1 @0 )
T ff(ask><” 21" (xy)?

Znacajno je napomenuti da se ovi metodi mogu dobiti iz jednoparametarske fami-
lije iterativnih metoda prikazane u radu Hansena i Patrika [53].

) (k=0,1,...). (1.11)

Potreba za resavanjem nelinearnih jednac¢ina bila je prisutna uvek, naro¢ito kod
inzenjera i nau¢nika u oblasti prirodnih nauka. Medutim, tek poslednjih Sezdesetak
godina, sa razvojem rac¢unara, pojavio se veliki broj iterativnih metoda za reSavanje
nelinearnih jednacina, kao i modifikacije postojeéih. Analiza velikog broja tih
metoda moze se na¢i u monografijama Trauba [188], Ostrowskog [102], Ortege
i Rheinboldtha [101] i Sendova, Andrejeva i Kyurkchieva [180].

Visekoraéni metodi

Postizanje vece racunske efikasnosti za nalazenje nule £ funkcije f(z) nije mogudce
¢ak 1 uvodenjem dodatnih izvoda viseg reda, videti Traubovu analizu u [188]. Iz
ovih razloga uvode se visekoracni ili visetackasti metodi (oba termina su ravno-
pravno zastupljena u literaturi). Sledec¢a teorema daje osnovnu ideju za njihovu
konstrukeiju [155]:

Teorema 1.1 Neka su @1 i @ iterativne funkcije ¢iji su redovi konvergencije rq
i ro. Tada iterativna funkcija konstruisana kompozicijom ®3(x) = Po(P1(x)) ima
red konvergencije r3 = rirs.

Uopstenje ove teoreme dato je slede¢om teoremom:

Teorema 1.2 Ako su iterativne funkcije $1,Po, ..., P, reda r1,72,...,7p, tada je
kompozitna iterativna funkcija (p-koraéni metod )
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O(x) = By(Bpr (- (@1(2)) )
reda r172 " - Tp.

U literaturi su se pojavili brojni algoritmi koji su kombinovali razlicite metode u
cilju dobijanja visekora¢nih metoda. Mnogi od njih imaju manju ra¢unsku efikas-
nost nego pojedini jednokora¢ni metodi upotrebljeni u kompoziciji metoda. Da
bi se odrzao visok red konvergencije i istovremeno povecala racunska efikasnost
viSekora¢nih metoda, razradeni su razli¢iti postupci koji daju bolje rezultate nego
direktna kompozicija vise metoda.

Kompoziciju iterativnih funkcija treba vrsiti tako da se broj izracunavanja
funkcije smanjuje i na taj nac¢in povecava ra¢unska efikasnost. Posmatrajmo modi-
fikaciju Newtonovog metoda kod koga se f’ izracunava u svakom drugom koraku,

to jest neka je
f(ag) f (=)
=T — =z — . 1.12
2k Tk f,(mk)v Tr+1 2k fl(wk;) ( )
Kombinovanjem formula (1.12) dobija se metod
Sk — u(zk))
f'(xr)

koji ima red konvergencije tri i pri tom je u(z) = f(x)/f'(x).

Tpy1 = Tp — u(Tg) — (k=0,1,...), (1.13)

Kombinovanjem Newtonovog metoda i metoda secice

) 2k — T
T iy T ﬂkﬂf@@f@w}

dobija se metod

u(ze) floe —ul@r) o u(zi) f(zr)
Flop —ul@n) — flag) " o, —ulay) — flag)

Dvokora¢ni metodi (1.13) i (1.14) imaju red konvergencije tri i zahtevaju tri
izrac¢unavanja funkcija po iteraciji. Njihova racunska efikasnost je

T1 = T —u(z)) + (1.14)

E(1.13) = E(1.14) = 3'/3 ~ 1.442,

Sto je jednako efikasnosti Halleyevog metoda (1.5). Ukoliko se kompozicija metoda
sprovede pogodno moze dovesti do veoma efikasnih metoda kao sto je dvokoraéni
metod Ostrowskog [103]

u(wg) f (2 — u(ry))

Thy1 = O(ak) =z — ulzp) — flar) = 2f (@r — u(zk))

(k=0,1,...), (1.15)
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koji ima red konvergencije ¢etiri. Metod Ostrowskog (1.15) zahteva samo tri
izraCunavanja funkcije i njegova racunska efikasnost je

E(1.15) = 413 ~ 1.587.

Mogu se konstruisati i visekoracni metodi interpolacionog tipa (Traub [188]).
U postupku konstrukcije takvih metoda visi izvodi se zamenjuju izvodima nizeg
reda funkcije f izrac¢unatim u izvesnom broju tacaka. Navodimo neke visekoracne
metode interpolacionog tipa

o f(zg) _
Thk+1 = Tk f’(a:k—u(xk)/2) k 0,1,...),

oy 2f (xy) _
Tht1 = Tk Flan) & (wr —u(en) (k=0,1,...),
Tpt1 = Tp — 1 u(zg) + far) (k=0,1,...).

2 f (@ — u(wy))

Navedeni metodi su treceg reda.

Visekorac¢ni metodi mogu biti zasnovani na aproksimaciji izvoda. Kao primer se
moze navesti jednoparametarska dvokora¢na familija iterativnih metoda, koja je
razmatrana detaljno u radovima [109], [144]

(a + Du(zyg)

a+ \/1 —2(a+ 1)f($’“f($zgx’“))

Pri konstrukciji familije (1.16) podrazumevamo da je a # —1. Za konaénu vrednost
parametra « # 1 red konvergencije familije (1.16) je tri, a za o = 1 red konver-
gencije je jednak cetiri (metod Eulerovog tipa). Svi metodi familije dvokoraénih
metoda (1.16) zahtevaju tri izraGunavanja po iteraciji i imaju efikasnost

Th+1 = Tk — (k:O,l,...). (1.16)

E((1.16)021) = 3'/3 ~ 1.442, (1.17)
E((1.16)q—1) = 4'/3 ~ 1.587. (1.18)

Sezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka velika paznja bila je posveéena
visekora¢nim metodima visokog reda konvergencije, videti Jarrat [65], King [72],
Kung i Traub [80] i Traub [188]. U prvoj dekadi ovog milenijuma doslo je do
neocekivane ekspanzije numerickih metoda za reSavanje nelinearnih jednacina,
uglavnom visekora¢nih metoda. Jedan deo ovih metoda je u stvari samo ponovo
otkriven i moze se naéi u Traubovoj knjizi [188]. Pravi doprinos doneli su radovi
u kojima su konstruisani metodi visoke racunske efikasnosti.
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Glavni cilj i motivacija u konstrukciji novih metoda je postizanje §to je moguce
vece racunske efikasnosti, odnosno pozeljno je ostvariti $to je mogucée veéi red
konvergencije sa fiksnim brojem izraCunavanja funkcija po iteraciji. U slucaju
visekorac¢nih metoda bez memorije, ovaj zahtev je blisko povezan sa optimalnim
redom konvergencije razmatranim u hipotezi koju su postavili Kung i Traub [80]:

Kung-Traubova hipoteza. Visekoracni iterativni metodi bez memorije, koji za-
htevaju n + 1 izracunavanja funkcija po iteraciji, imaju red konvergencije najvise
2",

Navodimo primere dvo-kora¢nih metoda ¢etvrtog reda:
o Metod Ostrowskog [103]:

f(x — u(z)) f(x)

Orle) = o =) =TT Fw —2f e — (@)

o Jarrattov metod [65]:

o f(z) :
Ji(r) =2 — §U($) + f'(z) = 3f"(x — 2u(x)/3)’

e Kingova familija [72]:

flz—ulx)) — fx)+af(e—u())
f'(x) f(@) + (a=2)f(z —u(z))’

K¢(oso) =2 —u(x) —

gde je a parametar.

1.2 Definicija reda konvergencije i R-reda konvergencije

Brzina konvergencije iterativnog metoda
Tpr1 = P(zg), (k=0,1,...) (1.19)
definise se redom konvergencije.

Definicija 1.1 Za niz {x}} definisan iterativnom formulom (1.19), koji konvergira
ka £, kaze se da ima red konvergencije r ako je

|2kt — &l = O(llzr — &),

to jest, ako postoji konstanta C) takva da je za dovoljno veliko k
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ekt =&l < Crllze = €] (1.20)

U literaturi se srece i sledeca ekvivalentna definicija:

Definicija 1.2 Ako postoji realan broj r i konstanta C,. # 0 takva da
[ (2k) — &l
[z — &1

tada je r red konvergencije niza definisanog pomoc¢u xy1 = @(xy), a C, je faktor
konvergencije ili asimptotska konstanta greske.

— C, kad k — o (1.21)

Ukoliko red konvergencije postoji on je jedinstven. Napomenimo da je red kon-
vergencije iterativnih procesa oblika (1.19) uvek ceo broj.

Koriséenje Definicija 1.1 i 1.2 u nekim slu¢ajevima ne omogucava odredivanje
reda konvergencije. Dobra ilustracija za nedostatak ovih definicija je analiza kon-
vergencije n zavisnih nizova, videti poglavlje 12 monografije [155]. Ortega i Rhein-
boltd su u knjizi [101] ukazali na nedostatke klasi¢ne definicije reda konvergencije i
uveli jedan drugaciji pristup pojmu reda konvergencije iterativnih procesa u pros-
toru R"™.

Definicija 1.3 Neka je IM iterativni metod koji konvergira ka grani¢noj tacki & i
neka je {z*)} proizvoljan niz u R” koji konvergira ka tacki £. Tada se brojevi

limsup |lz® — g|'/*, ako je m =1,
R —_ k—o0
m(2) limsup |z ® —£Y™",  ako je m > 1,
— 00

nazivaju korenski faktori konvergencije ili krace R-faktori. Ako je S(IM, &) skup
svih nizova generisanih pomoc¢u IM koji konvergiraju ka &, tada se veli¢ina

Rin(IM, €) = sup{ Ry (™) : {z®} e SOIM, z)} (1 <m < 400)

zove R-faktor konvergencije iterativnog metoda u tacki €.

Ako niz {z ¥} konvergira ka tacki &, tada postoji broj kg € N takav da je
0<|z®™ —¢|| <1, zasvako k > ko,

pa na osnovu Definicije 1.3 zakljuéujemo da je 0 < R,,({z®}) < 1 za svako m > 1.

Navodimo, bez dokaza, sledece teoreme (videti [101]):
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Teorema 1.3 Neka je {w(k)} proizvoljan niz koji konvergira ka tacki €. Faktor
R ({z™1) ne zavisi od izbora norme u R™ ni za jedno m € [1,+00). Pored toga,
R-faktor R,,(IM, &) iterativnog metoda IM je takode nezavisan od izbora norme.

Teorema 1.4 Ako je IM iterativni metod koji konvergira ka tacki €, tada vazi
jedan od sledecih uslova:

1. Ry (IM, &) =0 za svako m € [1,400).

2. R,(IM, &) =1 za svako m € [1,+00).

3. Postoji mg € [1,400) takvo da je R,,(IM,€) = 0 za svako m € [1,mg) i
Ry (IM, €) = 1 za svako m € [mg, +0).

Definicija R-reda konvergencije uvodi se koris¢éenjem pojma R-faktora na sledeéi
nacin:

Definicija 1.4 R-red konvergencije iterativnog metoda IM u tacki & je veli¢ina

+00, ako je R, (IM, &) = 0 za svako m € [1,400),
Or(IM, §) =
inf{m € [1,+00) : Rp(IM, &) = 1} u ostalim slucajevima.

Izbor norme u R™ ne utice na ovako definisan R-red konvergencije. Osim toga,
napomenimo da vaze i sledeca tvrdenja:

1) Ako je R, (IM, &) < 1 za neko m € [1,+00), tada je Or(IM, &)
2) Ako je R,,(IM, &) > 0 za neko m € [1,400), tada je Or(IM, &)
3) Ako je 0 < R,,,(IM, &) < 1 za neko m € [1,+00), tada je Or(IM, &) = m.

> m.
<m.

Brzina konvergencije iterativnih metoda IM; i IMg se uporeduje koriséenjem
sledeé¢eg postupka:

1) Prvo uporedujemo R-redove, tj. velicine Or(IM1, &) i Or(IMy, £). Brzi je onaj
metod koji ima veé¢i R-red.

2) Ako je Or(IM1,&) = Or(IMg, &), tada je neophodno uporediti R-faktore. Brzi
je onaj iterativni metod koji ima manji R-faktor.

Potreba za odredivanjem R-reda konvergencije javlja se pri analizi konvergencije
iterativnih metoda za istovremeno nalazenje svih nula (i, . .., (, polinoma P. Neka

su xgk), . ,xglk) aproksimacije svih nula dobijene u k-toj iteraciji i neka je

W =12™ ¢ (e, k=0,1,...),
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gde je I,, :== {1,...,n} indeksni skup, a k redni broj iteracije. Pretpostavimo da
za primenjeni iterativni metod IM vaze sledece relacije za i € I,

(k+1) (k (k+1) (k o
h gn_lh (Zh + Z ) ) (k=0,1,...), (1.22)
Jj=i+1
gde su p i g prirodni brojevi.
Klasa iterativnih metoda za koje se moze izvesti relacija (1.22) produkuje nizove
2(¥) sa grani¢nom tackom ¢ = ({1, .., Ca)-

Sledec¢a teorema daje jedan prakti¢an nacin za odredivanje R-reda konvergencije
(videti [4], [113], [155]).

(0) (0)

Teorema 1.5 Pretpostavimo da su pocetne aproksimacije , Ty’ tzabrane
tako da je
(0) _ (0) :
h; §h—11£1aS h;’ <1 (i€ly,).

Pretpostavimo dalje da za iterativni metod IM vaze nejednakosti (1.22). Tada je
iterativni metod IM konvergentan i za njegov R-red konvergencije vazi

gde je ty(p, q) jedinstveni pozitivan koren jednacine

n— tqnfl . pqnfl =0.

Donja granica R-reda konvergencije razmatrane klase iterativnih metoda date
Teoremom 1.5 je ostra, ali zahteva reSavanje polinomske jednacine i iznosi p +
tn(p,q). S druge strane, moze se odrediti donja granica R-reda konvergencije, koja
nije tako oStra, ali za ¢ije nalazenje nije potrebno reSavanje jednacina. Jedno-
stavna procena donje granice R-reda konvergencije, koja je sasvim zadovoljavajuca
u praksi, data je slede¢om teoremom (videti [147]).

Teorema 1.6 Neka je IM iterativni metod za koji vaZe relacije (1.22), i neka je ¢
njegova graniéna tacka. Tada je

pq

OrRIM,€) >p+a+ oot

Pri ispitivanju brzine konvergencije iterativnih metoda za istovremeno nalazenje
nula polinoma, koji koriste korekcije, javlja se potreba za analizom konvergencije
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vise medusobno zavisnih nizova (videti Poglavlje 12 u monografiji [155]). Neka
su {l‘gk)}, e {x%k)} (realni ili kompleksni) nizovi aproksimacija koji konvergiraju

(k)

nulama (i, ..., (, datog polinoma P, tj., ;" — (; kada k — oo. Uvedimo nizove

gresaka aproksimacija {|z—:£k)|} pomocéu
el =12 =Gl (e, k=0,1,..)

i neka ovi nizovi zadovoljavaju sistem slede¢ih nejednakosti

n
e <o [T D™ (et k=0,1,..), (1.23)
j=1
pri cemu je m;; > 0, a; > 0.
R-red konvergencije iterativnih metoda najcesée odredujemo koriséenjem Teo-
reme Herzberger-Metznera razmatrane u radu [60].

Teorema 1.7 Neka za nizove gresaka {egk)} vaze nejednakosti (1.23) i neka je M =
(myj) matrica eksponenata. Ako nenegativna matrica M ima spektralni radijus
p(M) > 1 i odgovarajuéi sopstveni vektor x > 0, tada svi nizovi {|5£k)|} (1 € I,)
imaju R-red najmange p(M).

Na kraju ovog odeljka pomenimo da je od interesa proveriti koliki je red konver-
gencije pri prakti¢noj primeni nekog iterativnog metoda i koliko odstupa od reda
dobijenog teorijskom analizom. Pretpostavimo da nam je poznata tac¢na nula £ i
neka su zp_1, Tk i xx41 tri sukcesivne aproksimacije ove nule dobijene u itera-
tivnom procesu reda r. Ako logaritmujemo priblizne relacije

|Zhi1 — €| |z =&l
N _elr T 77"NC
|z, — & |zp—1 — |

i eliminiSsemo log C, dobijamo racunski red konvergencije

it

N log(|zk+1 — &/ |2k — &)
T log(|zk — €] /|zr_1 — £€])° 24

Ova priblizna vrednost uglavnom dobro aproksimira teorijski red konvergencije
r, pod uslovom da nema ,patoloskog” ponasanja iterativnhog metoda (spora kon-
vergencija u pocetku iterativnog procesa, ,oscilovanje” aproksimacija i sliéno). S
obzirom da je nula { nepoznata, koristeéi faktorizaciju f(xp) = (xx — §)g(zk), iz
(1.24) dobijamo formulu od prakti¢nog znacaja

log(|f @)/ 1f @)
~ Toa (@)l (zn1))) (1.25)

,f.’
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1.3 Simultani metodi

Zbog ranije navedenih nedostataka numerickih metoda koji koriste sukcesivno
odredivanje nula polinoma metodom deflacije, danas se sve viSe upotrebljavaju
iterativni metodi koji omogucavaju istovremeno nalazenje svih nula polinoma po-
lazedi od izvesnih pocetnih aproksimacija.

Metodi kod kojih je moguce istovremeno naéi sve nule polinoma mogu se pred-
staviti u obliku

LD _ g0 Wy (et k=0,1,...). (1.26)

1

Navedeni metodi nazivaju se simultani metodi. Kada redni broj iteracije nije od
(k)

znacaja, tekuca aproksimacija z; ', oznacava se za z;, a naredna iteracija sa Z;.
Relacija (1.26) se tada moze napisati u obliku

Zi = @(2’1, .. .,Zn) (Z € Hn).

Postoji vise pristupa za istovremeno odredivanje svih nula polinoma: metod
pretrazivanja i iskljuc¢ivanja (Henrici [54]), metodi koji se zasnivaju na nula-relaciji
(Borsch-Supan [12], [13], Ehrlich [29], Gargantini [40], [41], Henrici [56], Wang i
Zheng [198], Petkovi¢ i Ranci¢ [149], Ranci¢ i Petkovié [169], Rancié [167]), QD-
algoritam (Henrici [56]).

Modifikacije metoda za nalazenje jedne nule pogodne funkcije razmatrali su
Kanno, Kjurchiev i Yamamoto [68], Petkovi¢, Ili¢ i Trickovi¢ [130], Petkovié,
Trickovié i Herceg [156], Sakurai i Petkovié¢ [171]. U razvoju metoda racionalnih
aproksimacija znac¢ajan doprinos dali su Carstensen i Sakurai [22], Sakurai, Torii i
Sugiura [172] i [173]. Metodi trodijagonalnih matrica su bili predmet proucavanja
Brugnana i Trigiantea [18]. Matri¢ni metodi sa svodenjem na problem sopstvenih
vrednosti razmatrani su od strane Niua i Sakuraia [97], Fidlea [33], Maleka i Vail-
lancontoa [85], [86], Pana [104], Sakuraija, Kravanjae, Sugiureae i Braelaa [170].
Treba napomenuti i metode zasnovane na numerickoj integraciji (Suzuki i Suzuki
[185], [186], Suzuki, Suzuki, Muto [187]). Globalno konvergentne metode, koji se
primenjuju interaktivno, dali su Farmer i Loizou [32].

Predmet naseg istrazivanja su simultani metodi zasnovani na nula-relaciji. Nula
relacije su oblika

C’i:F(zl)"-azn;Ch"’an) (/Leﬂn)v

gde su (i, ..., (, proste kompleksne nule polinoma P, a z1, ..., z, njihove aproksi-
macije. Kao osnov za konstrukciju simultanih metoda za odredivanje nula polinoma
posmatra¢emo slede¢a dva oblika nula-relacije:
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Ci :Fl(zl,...,zi_l,g,ziﬂ,...,zn) (2 Gﬂn), (127)
Ci :F2(Clv"'7Ci—lvzi><.i+17"'>cn) (Z GHTL)‘ (128)

Kada ta¢ne nule u relacijama (1.27) i (1.28) zamenimo njihovim aproksimacijama,
tada stavljajuéi z = z; na desnoj strani u (1.28), dobijamo opsti oblik simultanih
iterativnih metoda u kompleksnoj aritmetici

Zi=F(z1,...,2n) (Z € ]In). (1.29)

Naveséemo nekoliko primera nula-relacija koje su bile osnova za konstrukciju
nekih od najcescée koriséenih iterativnih metoda za simultano nalazenje nula poli-
noma (vise detalja o izvodenju nula-relacija moze se naé¢i u monografiji [113]).

Primer 1.1 Nula-relacija Weierstrassovog tipa ([113], [155]), [198], je oblika
P

HZ_CJ

j=
J#i

G ==z (i € I,). (1.30)

Relacija (1.30) dobijena je iz polinoma P predstavljenog u faktorizovanom obliku

HZ_C] Z_CZHZ_C]

=1 Jj=
J J#i

Primer 1.2 Primenom logaritamskog izvoda na polinom P dobija se relacija

P 1 &1 1
(Z)Zzzz_g+z—g' (1.31)

j=
J#i

1z relacije (1.31) izvedena je nula-relacija Newtonovog tipa oblika

1 .
G=2z— o) & (i €1,). (1.32)
J#i
Primer 1.3 Neka su zy, ..., 2z, medusobno razli¢iti kompleksni brojevi i neka vazi

daje ¢; ¢ {z1,...,2n}, @ € L,. Primenom Lagrangeove interpolacije dobija se
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= ﬁz—z] ﬁz—z] (Zn: d +1>7 (1.33)

j=1 i= =1 7 TR
J#i J#i J#i
gde je
P(z )
Wi(z) = 57— ) (i € T,).
[1Gz-2)
j=1
J#i

Zamenom z = (; i reSavanjem po (; — z; iz (1.33) dobija se nula-relacija Borsch-
Supanovog tipa

G :z—+ (i € 1), (1.34)
g
gde je
wi= L e,
]:[(Z_ZJ)

_P'(2)’ = P()P"(2) Z

P(Z) j=1 Z - C]

(1.35)

Resavanjem (1.35) po (; dobija se nula-relacija sa kvadratnim korenom, koja se jos
naziva nula-relacijom tipa Ostrowskog [40], [158]
1 .
G=2z— (1 € L). (1.36)
P/( 2)2 P( ) P//

P(Z) j=1 Z - CJ
J#i

M:

Primer 1.5 Polazeéi od identiteta

o= () + () e

zamenom suma iz (1.31) i (1.35) dobija se Wang-Zhengova nula-relacija (Halleyevog
tipa) [113], [116], [200]
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G=z— ) - 11 — ; (i €1,,), (1.38)
f(z)— 2P'(2) l(; Z-C;) - ; (Z—Cg)2]
J#i J#i
de je
o P'(z)  P"(2)
f(z) =

P(z) 2P'(z)

Pomenucéemo neke poznate iterativne metode zasnovane na nula-relaciji u obic-
noj kompleksnoj aritmetici za simultano nalazenje svih nula polinoma.

1. Weierstrassov metod je metod drugog reda. Konstruisan je na osnovu relacija
(1.28), (1.29) i (1.30), i glasi

PE) ey, (1.39)

Zy = 25 —

—.

N,

(zi — zj)

[N
Ml

Formulu (1.39) su vise puta otkrivali autori Durand [28], Dochev [26], Borsch-
Supan [12], Kerner [70], M. Presi¢ [163] i S. B. Presi¢ [164]. Malo je poznato
da je ova formula imala svoju pretecu u izlaganju Weierstrassa u Kenigsburskoj
akademiji nauka 1891. Iterativni metod (1.39), naziva se i Durand-Kernerov ili
metod Weierstrass-Docheva, a u literaturi se mogu nac¢i i druge kombinacije
imena.

2. Ehrlich-Abertovov metod ima kubnu konvergenciju i konstruisan je na os-
novu (1.28), (1.29) i (1.32), i ima oblik

1
Zi =z — (7, € ]In). (1.40)

1 z”: 1
Uq = Zi — Zj
J#i

Iako je iterativni metod (1.40) prvi predlozio Maehly u [84], jos 1954. godine
za poboljsanje Newtonovog postupka, a Borsch-Supan ga je prvi koristio za
odredivanje a posteriori ocene greske za nule polinoma [12], najéesée nosi ime
Ehrlich-Abertovov metod. Ehrlich je u radu [29] dokazao njegovu kubnu kon-
vergenciju, a Abert dao doprinos prakti¢noj primeni ovog metoda.

3. Borsch-Supanov metod treéeg reda, dobijen je u [13], koriste¢i (1.27), (1.29)
i (1.34), prostom aproksimacijom (; = z; i ima oblik
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Wi .
1+ :
=1 Fi T A
v

Metod (1.41) su kasnije razmatrali Nourein [98] i Werner [202].

. Metod tipa Ostrowskog (metod kvadratnog korena) je dobijen koriséenjem
(1.28), (1.29) i (1.36), i ima oblik

Zi =z — (Z S Hn). (1.42)

Metod (1.42) ima red konvergencije Cetiri. Analiza metoda (1.42) i njegove
modifikacije data je u [158], a analiza konvergencije ovog metoda sa racunski
proverljivim pocetnim uslovima uradena je u [148].

. Wang-Zhengov metod (metod Halleyovog tipa) ¢etvrtog reda je konstruisan
pomocu (1.28) i (1.29), uzimajuéi z = z; i (; = z; u (1.38), i oblika je

Zi =z — P( ) - . 3 o . (Z S ]In), (143)
f(Zz)— QP/(;Z') [(; ZZ'—Z]‘> +JZ:; (Zi—Zj)Q]
J#i J#i
de je
& ! P/(Zi) P”(Zi)
f(zi) =

P(z) 2P'(z)
Neke modifikacije metoda (1.43) sa ubrzanom konvergencijom razmatrane su u
[159], [195].

Brzina konvergencije osnovnih metoda moze se povecati uvodenjem korekcija.

Najcesce koriséene korekcije su:

1. Newtonova korekcija drugog reda

_ P()
U(Z) - P,(Z)’

koja se javlja u Newtonovom metodu drugog reda

Zi =z —u(z) =2z —
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2. Weierstrassova korekcija drugog reda

3. Halleyeva korekcija treceg reda

o) =[5 - 2]31;/'(2)]_1’

koja se javlja u Halleyevom metodu trec¢eg reda

/ /" -1
L=z —hz) =2 — {];(ZZ) i) ]
(z)  2P'(z)

Za ubrzavanje konvergencije osnovnih metoda primenjuje se i Gauss-Seidelov
pristup i on se moze kombinovati sa primenom korekcija. Kod Gauss-Seidelovog
pristupa u tekuéoj iteraciji koriste se vrednosti ve¢ izracunatih aproksimacija. Na
taj nacin se dobijaju takozvane serijske ili single-step verzije metoda, za razliku od
osnovnih metoda koje nazivamo paralelnim ili total-step metodima.

1.4 Geometrija nula

Da bi se primenio bilo koji metod za lokalizaciju nula polinoma potrebno je
prethodno, naéi pocetne inkluzivne oblasti, diskove ili pravougaonike, koji sadrze
te nule. Nadeni inkluzivni diskovi mogu biti koris¢eni u iterativnim metodama u
intervalnoj aritmetici i u obi¢noj realnoj ili kompleksnoj aritmetici. Problemom
lokalizacije nula ili ,geometrije nula” i odredivanjem njihove visestrukosti bavili su
se mnogi matematicari. O ovoj problematici moze se videti u knjigama Henricija
[56] i Mardena [87].

Izbor pocetnih inkluzivnih oblasti, koje sadrze nule polinoma, usko je povezan sa
uslovima za konvergenciju iterativnih metoda. U literaturi je prikazano, da mnogi
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od tih uslova zavise od nepoznatih podataka, na primer od funkcija trazenih nula,
§to je bez prakti¢ne vaznosti.

Izlozi¢emo, u nastavku, jedan nacin izbora pocetnih oblasti koji ima opsti karak-
ter.

Neka je P moni¢an polinom n-tog stepena sa prostim kompleksnim nulama

Cl?"'agn

n
+---—|—a12+a0:H(2—Cj) (a; €C, i1 =0,...,n—1).
j=1

P(z) = 2"+ ap_12" "

Kod resavanja algebarskih jednac¢ina znacajno je naci inkluzivni polupreénik za dati
polinom P, takav da za sve nule polinoma vazi da je

|G| <R (i €ly).
Veliki znacaj ima slede¢a teorema Henricija [56]:

Teorema 1.8 Neka su A1, ..., A\, pozitivni brojevi takvi da je A\ + -+ Xy < 14
neka je

o —1/k 1/k

R:= 1]%1152{71)\’“ || ¥

Tada je R inkluzivni poluprecnik za polinom P.

Ukoliko je Ay = 1/2* (k € 1,,), iz Teoreme 1.8 dobijamo da disk sa centrom u
koordinatnom pocetku i polupre¢nikom

_ 1/k
R = 21121]%)(” |an—k| (1.44)

sadrzi sve nule polinoma P. Ovaj rezultat moze se nadi i u knjigama Knutha [74]
i Henricija [56]. Na veoma jednostavan na¢in moguce je odrediti polupre¢nik r

-1 1/k
= 2 max |ai/a 1.4
" 1<k<n‘ k/ 0| ’ ( 5)

za koji vazi v < |¢;| (i € I,,). Na taj nac¢in odreduje se oblast u obliku kruznog
prstena {z € C:r < |z| < R}, gde su R ir odredeni sa (1.44) i (1.45), koja sadrzi
sve nule posmatranog polinoma P.

Rezultat (1.44) moguée je poboljsati ukoliko se za centar diska umesto koordi-
natnog pocetka izabere tacka ¢ = (¢1+---+(,)/n = —an—1/n. Tacka c je ,teziste”
nula polinoma P koji se translacijom promenljive 2z transformise u polinom

P(Z+C) :Zn+bn_22n_2+"'+blz+b0.
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Teziste nula & = {; — ¢ (i € I,) transformisanog polinoma je u koordinatnom
pocetku. Inkluzivni poluprecnik

/:2 _ l/k
R 2r§ng§<n|bn K|

je najcesée manji od polupreénika R odredenog sa (1.44).

Za a posteriori ocenu greske izracunavanja za dati skup aproksimacija Cesto se
koristi Weierstrassova korekcija W;, koja se javlja u poznatom Weierstrassovom
metodu za simultano odredivanje svih nula polinoma P

P(z)

[1Gi—2)

Jj=1
J#i

Z =2z — =z —W; (Z € ]In). (1.46)
Smith [183] je pokazao da disk
|2 = (2 = Wi)| < (n — 1)|Wi]

sadrzi najmanje jednu nulu polinoma P. Ovaj rezultat je neznatno poboljSanje
rezultata Braessa i Hadelera [14] koji su pokazali da disk

|z — 2| < n|W,|

takode sadrzi najmanje jednu nulu polinoma P.

Znatno poboljsanje ovog rezultata dato je slede¢om teoremom koju dajemo bez
dokaza (detalji se mogu nac¢i u monografiji [127]).

Teorema 1.9 Neka je za fiksirano n > 3

1
= — > > —
=R A>2 B>(2-A4)n
1 neka vazi
w© < Cnd(O).
Tada su diskovi
(0) (0) n (0) .
D=3z -W"— W, I,),
{20 W ey W1} e

medusobno disjunktni i svaki od njih sadrZi tacno jednu nulu polinoma P.
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1.5 Kompleksna intervalna aritmetika

Neki od iterativnih metoda opisanih u ovoj disertaciji su realizovani u kruznoj
intervalnoj kompleksnoj aritmetici. Pored toga, u analizi konvergencije neinter-
valnih metoda ocenjuju se neke kompleksne veli¢ine primenom osnovnih osobina
i operacija kompleksne kruzne aritmetike. Zbog toga ¢emo u ovom odeljku dati
kratak pregled osnovnih osobina i operacija ove aritmetike. Detaljniji pregled se
moze naé¢i u monografijama [6], [113], [118] i [142].

Kruzni interval (disk) u kompleksnoj ravni
Z={z:|z—r|<r}

sa centrom ¢ = mid Z € C i poluprecnikom r = rad Z oznacavac¢emo simbolicki sa
Z = {c;r}. Skup svih kompleksnih kruznih intervala oznacava¢emo sa K(C).

Iz same definicije diska lako je videti da vaze ekvivalencije:

ze€Z <= |z—c| <, (1.47)
2@ 7 <= |z—c|>r (1.48)
Z Z
Cc
Slika 1.1

Pod uslovom da je z € Z, na osnovu geometrijske konstrukcije (Slika 1.1) vidimo
da vazi dvostruka nejednakost

|mid Z| —rad Z < |z| < |mid Z| + rad Z. (1.49)
Takode, za dva diska Zy = {cg;rr}, k = 1,2, vaze relacije

|Cl — 02| <ry—r < Z1 - ZQ (1.50)
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i
lecr —co| >r14+re <= Z1NZy=0. (1.51)

Proizvod i zbir (razlika) proizvoljnog diska Z = {¢;r} i kompleksnog broja o
definiSu se sledec¢im relacijama:

aZ = {agalr},
atrZ = {atgr}.

Za dva diska Z; i Z u skupu K(C) mogu se definisati operacije sabiranja i
oduzimanja na sledeé¢i nacin

Z1 £ Zy = {Cl + co;7m + 7“2} = {Z1 +20 21 €E21,29 € ZQ}. (1.52)

Neka je Zy = {cg;ri}, k € I,. Formula (1.52) se moze generalisati u slu¢aju sabi-

ranja n diskova na
n n n
Z Zk = {Z Cks Zrk}
k=1

k=1 k=1
Proizvod dva diska u opstem slucaju nije disk, ve¢ neka zatvorena oblast u
kompleksnoj ravni. Zbog toga ¢emo za proizvod dva diska Z; - Z5 koristiti definiciju
koju su uveli Gargantini i Henrici u radu [42]

AR {0162; ’61’7’2 + ‘02‘7“1 + 7“17“2} D) {212’2 t 21 € L1,29 € ZQ}. (1.53)

Iz formule (1.53) se vidi da je u opStem slucaju proizvod diskova Z; - Zs uvecani
disk koji okruzuje tacnu oblast.

Formula (1.53) u slu¢aju mnozenja n diskova postaje

n

1 2= { T s TL(end + ) — T e} (154)
k=1 k=1 k=1

k=1

Ako 0 & Z (tj. |c| > r) moze se, koriséenjem Mé&biusove bilinearne transforma-
cije, odrediti tzv. tacna inverzija diska Z

R R IO S
27 ={ar) ™ = ={Z:zez}. (1.55)
Sabiranje, oduzimanje i ta¢na inverzija su ta¢ne operacije u skupu K(C).

Pored tacne inverzije diska (1.55), u narednim poglavljima ¢emo koristiti i in-
verziju diska Z u centralnom ili Taylorovom obliku

zl = {i W} >z (1.56)
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Koriséenjem formula (1.53) i (1.55) (odnosno (1.56)) mozemo definisati deljenje
diskova Z7 : Zs, pod uslovom da disk Zs ne sadrzi koordinatni pocetak,

Zl : Z2 - Zl . INVZQ,

gde simbol INV oznacava jednu od uvedenih inverzija, to jest INV € {()71, ()%},
U disertaciji ¢emo koristiti sledec¢e ocene:

: ||
r
d(INV(Z) < ———. 1.58
ed VD = L) (159
Kvadratni koren diska Z = {c;r} u centralnoj formi, gde je ¢ = |c|e? i vazi

relacija |c¢| > r (disk Z ne sadrzi koordinatni pocetak), definise se kao unija dva
diska (videti [40])

Vierd = {Vlele® \flel = ylel = rfU{=Iele®% il = y/lel = r}- (1.59)

Dobijeni uvec¢ani disk sadrzi tacnu oblast {z'/2 : z € Z}. Generalizacijom formule

(1.59), u smislu rac¢unanja n-tog korena diska Z (0 € Z), dobijamo uniju n diskova

n—1
n n 4 2t2kn n n
zm = {J{le/Mme 5 el = (el =)V (1.60)
k=0

Vazna osobina intervalne aritmetike je inkluzivna izotonost (svojstvo inkluzije).
Ova osobina vazi za prethodno definisane Cetiri osnovne racunske operacije u
kruznoj intervalnoj aritmetici: sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje (videti
na primer [6]). Naime, neka su A, By € K(C), k = 1,2 i neka vazi da je Ay C By,
za k = 1,2. Tada vazi da je

Al*AggBl*BQ,

gde je x € {+,—,,:}.

Pretpostavimo da je f kompleksna funkcija koja je definisana na skupu diskova
K(C). U opstem slucaju, skup { f(z) : z € Z} nije disk. Da bi se o¢uvala zatvorenost
uvedenih operacija sa diskovima, neophodno je uvesti kruzno prosirenje F' funkcije
f. Kruzno prosirenje F' se definise na podskupu D C K(C), tako da za sve diskove
Z € D vaze svojstva:

F(Z)2{f(2):z€ Z} (inkluzija),
F(z) = f(2) (restrikcija).



1.6 Simultani intervalni metodi 25

Kruzno intervalno prosirenje je inkluzivno izotono ako za svako Z;,Zs € D vazi
slede¢a implikacija
71 CZy — F(Zl) - F(ZQ)

Specijalno, vazi
z€7Z = f(z)=F(z) € F(Z).

Ova osobina predstavlja osnovu za konstrukciju intervalnih metoda.

Napomenimo da obe uvedene inverzije diska INV € {()~!, ()%} i glavna vrednost
korena ne-nula diska poseduju osobinu inkluzivne izotonosti.

Na kraju ovog odeljka pomenimo da pored kruzne intervalne aritmetike postoji
i intervalna aritmetika pravougaonika. Neka su A;, A2 € I(R), gde smo sa I(R)
oznacili interval realnih brojeva. Skup {a; + iag : a1 € Aj,as € As} kompleksnih
brojeva se naziva kompleksnim intervalom. Ovaj skup definiSe pravougaonik u
kompleksnoj ravni sa stranicama paralelnim koordinatnim osama. Obelezi¢emo ga
sa R(C). Za dva kompleksna pravougaona intervala A, B € R(C), gde su A =
Ay +1iAy 1 B = By + iBy, A1,A2,B1,Bs € I(R) osnovne operacije sabiranja,
oduzimanja, mnozenja i deljenja definiSu se slede¢im formulama:

A+ B = A+ B +i(Ay £ By),
A-B A1B) — A2Bs +i(A1 By + A2 B1),
A1B1 + A2 By Z.AQBl —A1By
B? + B3 B} + B3

A:B =

(0 ¢ BY + BS).

Dobra osobina kod kompleksne aritmetike pravougaonika je ¢injenica da je pre-
sek dva pravougaonika uvek pravougaonik, tako da nema potrebe za uvodenjem
proSirenja.

1.6 Simultani intervalni metodi

Problem ta¢nosti dobijenih rezultata je aktuelan i u slu¢aju koriSéenja simultanih
metoda. Zbog rada sa aritmetikom kona¢ne duzine, javljaju se greske, koje su
svakako manje nego kod algoritama koji koriste princip deflacije, ali ipak postoje,
tako da se postavlja pitanje njihovog ocenjivanja. Mnogi autori su razvili niz raz-
licitih tehnika za ocenu greSaka dobijenih aproksimacija nula polinoma. Uglavnom
se pomenute tehnike zasnivaju na Gerschgorinovoj teoremi (Smith [183], Elzner
[30], Braess i Hadeler [14]). Na Roushéovoj teoremi zasnovani su metodi koje su raz-
matrali Borsch-Supan [13] i Gutkneckt [47]. Tehnika koja se zasniva na nula-relaciji
je bila predmet interesovanja mnogih autora, od koji su najpoznatiji: Borsch-Supan
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[12], Schmidt [176], Schmidt i Dressel [177], Bini i Fiorentini [10]. U praksi se
nalazenje granice greske dobijenih aproksimacija retko primenjuje, najcesée zbog
neekonomic¢nosti sprovodenja kompletne analize greske u prakti¢nim problemima.

S druge strane, moguée je definisati intervale (na realnoj osi), odnosno diskove
ili pravougaonike (u kompleksnoj ravni), tako da oni sigurno sadrze tacno resenje
posmatranog problema. Na taj nac¢in je obezbedena informacija i o pribliznoj vred-
nosti reSenja (centar diska ili pravougaonika) i o gornjoj granici apsolutne vrednosti
greske (datoj polupreénikom diska ili poludijagonalom pravougaonika).

Cilj intervalne analize je da modifikuje postojete numericke algoritme ili da
razvije nove koji daju intervale $to je manje moguéih dimenzija. lako intervalne
tehnike ne proizvode uvek stedljive rezultate, intervalni metodi su korisno orude u
primenjenoj matematici i inzenjerskim disciplinama, koji su narocito primenljivi u
kontroli i analizi greSaka izracunavanja, daju¢i samo-proverljive algoritme sa garan-
tovano sigurnim granicama (gornje i donje granice na skupu resenja ili izracunatim
vrednostima). Vise detalja o opstem principu intervalnog racunanja i primenama
mogu se naéi u preglednom radu [7] i knjizi [6].

Prve radove iz oblasti intervalnog racuna nalazimo Sezdesetih godina proslog
veka u radovima Sunage [184], Moorea [92], Moorea i Yanga [94]. U svojim
radovima, oni su prvi racunali sa intervalima u cilju ograni¢avanja nastalih gresaka
zaokruzivanja, kod maginskog izvodenja ra¢unskih programa. Mnogi autori, medu
kojima i Moore, smatraju za osnivaca intervalnog racuna Sesily Rozalie Young,
koja je u svom radu [203] uvela operacije sa proizvoljnim skupovima realnih bro-
jeva. Nas poznati matematicar Mihajlo Petrovi¢ primenjivao je intervale u raznim
oblastima matematike [161]. O njegovom doprinosu intervalnoj matematici, moze
se videti u [107].

U utemeljivace intervalne matematike, pored Moorea svakako spadaju i Hansen,
Nickel, Rall, Kulisch, Alefeld, Herzberger, Krawczyk i Ratschek. U nau¢nom svetu
dobro je poznata nisSka Skola intervalne matematike na ¢ijem celu je M. Petkovié
sa Elektronskog fakulteta, koji je osim velikog broja radova u ovoj oblasti objavio
i tri monografije na engleskom jeziku [113], [118] i [142]. Mnogi rezultati iz oblasti
intervalne matematike mogu se naéi u bibliografijama Garloffa [43] i McNameea
[88].

U resavanju problema u kojima se javljaju neizvesne promenljive (koje leze u
nekim intervalima) i svuda gde je informacija o gornjoj granici greske bitna, do-
brodosla je primena intervalne matematike. Intervalna matematika ima Sirok spek-
tar primene u teoriji i praksi. Deo tog spektra su problem sopstvenih vrednosti,
diferencijalne i diferencne jednacine, matematicko programiranje, analiza funkcija
prenosa, proucavanje stabilnosti sistema, analiza elektriénih kola, matematicka
psihologija, geodetska istrazivanja, finansije, simulacija procesa sa promenljivim
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parametrima, proucavanje stabilnosti sistema, opis haoti¢nih fenomena. Primen-
ljivost ove oblasti je ¢ak stigla i do prora¢una svemirskih letova.

Osobina inkluzivne izotonosti predstavlja osnovu u konstrukciji intervalnih
metoda za istovremeno odredivanje nula polinoma. Ukoliko su svi polupre¢nici
diskova jednaki nuli, intervalni metodi se svode na simultane metode za istovre-
meno odredivanje nula polinoma u kompleksnoj aritmetici, to jest ,tackastih”
aproksimacija nula polinoma.

Konstrukcija simultanih intervalnih metoda zasnovana je na nula-relaciji datoj
formulama (1.27) 1 (1.28).

Uz pretpostavku da znamo pocetne diskove (pravougaonike) Zi,...,Z,, koji
sadrze nule (1, . .., (, polinoma n-tog stepena P(z), zamenom tac¢nih nula na desnoj
strani relacija (1.27) i (1.28) njihovim inkluzivnim intervalima i koriste¢i svojstvo
inkluzije dobijamo

C’i:Fl(z1>~"7Zi—laziyzi+17"'>zn) (iE]In),
CrL':FQ(Zl,...,Zifl’z/[:,ZzLi»l,...’Zn) (’iEHn).

Uzimajuéi inkluzivne intervale na desnoj strani gornjih relacija za nove inter-
valne aproksimacije Z; nula (;, dobijamo intervalne metode

Zi=Fi(21, . 2io1, ZisZig1, - 2n) (1 € 1), (1.61)
= FQ(Zl, ey L1y 2y Lty e Zn) (Z S ]In). (1.62)

Intervalni iterativni metodi, dobijeni na ovaj nacin, su lokalno konvergentni.
Za odredivanje dovoljno dobrih pocetnih aproksimacija nula ovim metodima
neophodno je pridruziti neki sporo-konvergenti metod. Iterativni metodi (1.61) i
(1.62) mogu se uspesno kombinovati sa simultanim metodima u kompleksnoj arit-
metici, tako da se primene samo u zavr$nom iterativnom koraku, a da se u ostalim
koriste iterativni metodi u kompleksnoj aritmetici. Kombinovani metodi imaju
veéu racunsku efikasnost, jer izracunavanja u kompleksnoj aritmetici zahtevaju
manje numeric¢kih operacija u poredenju sa operacijama u intervalnoj aritmetici, a
primena intervalnih metoda (1.61) i (1.62) u poslednjem iterativhom koraku daje
ocenu gornje granice greske.

Naves¢emo neke poznate intervalne metode zasnovane na nula-relacijama:

1. Weierstrassov intervalni metod drugog reda [4], [5], [113], [199], zasniva se
na nula-relaciji (1.30) i oblika je

P(zi)

(zi — Zj)

2@' =2z, — (Z S ]In). (163)

-

[N
ol
LN
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2. Gargantini-Henricijev metod treceg reda [39], [42], [55], [56], [111], za osnovu
ima Newtonovu nula-relaciju (1.32) i ima oblik

5 1
Z; =2 — _ (i € Ly). (1.64)
Loy
(7 = Z Zj
J#i

3. Petkoviéev intervalni metod treceg reda [14], [112], zasniva se na primeni
nula-relacije Borsch-Supanovog tipa (1.34). Moze se predstaviti na sledeéi nac¢in

=~ W; .
i =z — n (Z S ]In). (165)
1+ Wi
= AT Zj
J#i

4. Intervalni metod tipa Ostrowskog cetvrtog reda [40], [111], dobijen je iz
nula-relacije sa kvadratnim korenom date formulom (1.36) i dat je sa
~ 1 .
Zi =z — 7 (1 €1p). (1.66)
[P’(zi)Q - P(ZﬂP”(Z,) zn: 1

Simbol * oznacava da treba izabrati jedan od dva dobijena diska.
5. Intervalni metod Halleyevog tipa cetvrtog reda [114], [198], izveden je
koriséenjem nula-relacije Wang-Zenga (1.38) i predstavljen je formulom

= 1

Zi =z — () - ! R ! (i €1,), (1.67)
=55 (L) +E ]
i i
gde je

P/ Z P” Zi
flay = D) TAA)
P(z;) 2P'(z)
Brzina konvergencije osnovnih metoda, kao i kod neintervalnih metoda, moze

se povecati uvodenjem korekcija, koriste¢i ideju koju su razvili M. Petkovi¢ i C.
Carestensen u [21] 1 [120], koriste¢i rezultate Nouriena [98], [99] i [100].

Koris¢enjem korekcija se koriguje polozaj centra diska i ubrzava se konvergen-
cija metoda. Ukoliko se na Gargantini-Henricijev metod (1.64) primeni Newtonova
korekcija dobijeni metod ima oblik
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1

u(z) =t — ZINV(% — Zj +u(z))

J#i

ZZ':ZZ'—

(i €1,) (1.68)

i ima red konvergencije 3.562 ili 4, zavisno od tipa primenjene inverzije diskova
(Carstensen, Petkovié [21]). Oznaka INV oznacava jednu od inverzija diskova datih
sa (1.55) i (1.56). Na taj nacin dobijena je ubrzana konvergencija bez dodatnog
izrac¢unavanja vrednosti funkcija, pa je samim tim znatno povecana racunska efikas-
nost metoda.

Drugi nacin ubrzavanja konvergencije moze se posti¢i primenom Gauss-Seidelo-
vog pristupa. Na primer, ve¢ pomenuti Gargantini-Henricijevi metodi (1.64) i
(1.68) u single-step varijanti imaju oblike
1

Zi =z — — - (i € 1),
u(z) ™t =Y INV(z — Z;) — Y INV(z — Z;)
j=1 j=i+1
~ 1 .
Zi =z — — - (i €1,).
u(z) =t — ZINV(z,- — ZJ) — Z INV(z; — Z; + u(zj))
j=1 j=i+1

1.7 Aproksimativne nule i konvergencija iterativnih procesa

Kod resavanja jednacine oblika f(z) = 0 primenom nekog iterativnog metoda,
vazno je izabrati pocetne uslove tako da iterativni metod konvergira. Pocetni uslovi
razmatrani u literaturi uglavnom zavise od nepoznatih podataka. U tradicional-
nom asimptotskom pristupu koristi se termin ,ta¢ne nule”, a u literaturi se jos
pominju i ,,dovoljno dobre aproksimacije” ili ,pogodno izabrane konstante”, pa se
moze govoriti samo o njihovom teorijskom znacaju. U cilju obezbedivanja prakti¢no
primenljivih rezultata poslednjih godina se posvecuje znacajna paznja konstrukciji
racunski proverljivih pocetnih uslova, koji obezbeduju garantovanu i brzu konver-
genciju numerickog algoritma. Pionir u ovoj oblasti istrazivanja je Fourier [36], ¢iji
rezultati poticu jos sa kraja 19. veka. Kantorovi¢ [69] je dao znacajan doprinos
analizi konvergencije Newtonovog metoda u Banachovom prostoru koristeéi pret-
postavke koje treba da budu ispunjene u svakoj tacki oblasti konvergencije. Cuveni
americki matematicar Stephen Smale je dao fundamentalan doprinos ovoj teoriji
[181] dajuéi racunski proverljive uslove, koji se odnose na oblast konvergencije,
a u [182] uveo je pojam aproksimativne nule kao pocetne tacke koja obezbeduje
konvergenciju Newtonovog metoda sledecom definicijom:
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Definicija 1.5 Tacka zg € C je aproksimativna nula funkcije f za iterativni metod
reda konvergencije r oblika

Zkt1 = Pr(z) (k=0,1,...),

ako postoji pozitivan broj p < 1 tako da je ispunjen uslov

f(20)
f'(z0)

S p’l“k—].

‘ f (k)
f'(zk)

(k=0,1,...).

Kod testiranja aproksimativnih nula koristi se funkcija a(z, f) definisana pomoc¢u

(r) 1/(r-1)
a(z, f):‘ f,((?)‘w(z), gde je w(z)zigrf f!ffﬁﬁi

Smaleova teorija koristi samo podatke o funkciji f u tacki zg pri utvrdivanju
konvergencije Newtonovog metoda (1.3) i njen osnovni rezultat je:

Teorema 1.10 (Smale [181]) Ako je uslov
a(zo, f) < ap = 0.130707 (1.69)

ispunjen, onda je Newtonov metod (1.3) dobro definisan i vazi
|2zk11 — 2| < p2k*1|zl -z (k=0,1,...), (1.70)

pri cemu je p odredeno sa

Y(t) = 2t> — 4t + 1.

Kada je pocetna aproksimacija dobro izabrana ocena (1.70) ukazuje na kvadra-
tnu konvergenciju iterativnog metoda (1.3). Smaleov rezultat (1.69) poboljsala je
najpre Kim [71] dobivsi ap = 1/54, a zatim o = 1/48 i Wang i Han [194] sa
ap = 3 — 2v/2 > 0.130707. Kasnije su Wang i Zhao [197] pod slabijim uslovima
poboljsali rezultat.

Za iterativne metode sa kvadratnom konvergencijom Chen [23] je dao generali-
zaciju ovog pristupa. Za Newtonov metod rezultat je specijalno dat teoremom:

Teorema 1.11 Ako je za zy ispunjeno

f(20)
f'(20)

tada je zg aproksimativna nula funkcije f za Newtonov postupak.

< 0.1423,

(15 (20) + 1)\
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Curry je u [24] razmatrao dva metoda Cebievljev (1.11) i Halleyev (1.5) i dao
dve teoreme koje se odnose na konvergenciju i aproksimativne nule tih metoda.

Veliki broj autora je, posle Smalea, proSirio njegove rezultate razmatrajuci
metode za reSavanje nelinearnih jednacina i simultane metode za odredivanje nula
polinoma. O ovoj problematici se vise detalja moze videti u monografiji [118].

1.8 Garantovana konvergencija

U postupku nalazenja aproksimacija nula polinoma ve¢ je naglaseno da je potrebno
konstruisati poc¢etne uslove koji obezbeduju garantovanu i brzu konvergenciju ite-
rativnih metoda. Kod Smaleovog pristupa uzimaju se samo informacije o funkciji
f u tacki zg, pa je stoga Smaleov pristup poznat kao ,teorija tackaste ocene”.

Ukoliko je funkcija f(z) monic¢an algebarski polinom stepena n (n > 3)
f(2)=P(z)=2"+a, 12"+ 4+ a1z + ao,

pocetni uslovi trebalo bi da budu neke funkcije koeficijenata @ = (ag, ..., an-1),

. . . . . . 0) _ (,(0) (0) .
stepena polinoma n i pocetnih aproksimacija z\¥) = (z7,..., 2z, ) nula polinoma
C1,-..,Cn. U opstem obliku, pocetni uslovi se mogu predstaviti u obliku nejed-
nakosti

(2, a,n) < 0. (1.71)

Raspored nula u kompleksnoj ravni usko je povezan sa konvergencijom itera-
tivnih metoda za nalazenje nula polinoma. Ako su nule dobro razdvojene, algo-
ritmi uglavnom pokazuju dobre osobine. Kada su nule ,bliske” (grozdovi nula)
odgovarajuéi algoritmi pokazuju usporenu konvergenciju, ne rade ili rade sa ve-
likim tesko¢ama. Mera razdvojenosti nula mora se uzeti kao argument funkcije @
date u (1.71). Ta¢ne nule polinoma (i, ..., (, nisu poznate pa se stoga posmatra
minimalno rastojanje izmedu pocetnih aproksimacija

d®) = min " 20| (172

Bliskost pocetnih aproksimacija uti¢e na konvergenciju posmatranog metoda i kao
mera te bliskosti uzima se funkcija

P(z)
Q(2)
gde je Q(z) # 0 za z iz okoline nule ¢, to jest z € A((), gde je A(¢) okolina
proizvoljne nule ¢ polinoma P.

s(z) = ’

Y
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Na osnovu klase uslova date sa (1.71), koristeéi najmanje rastojanje izmedu
pocetnih aproksimacija (1.72) i funkciju s(z), dobijamo prakti¢no primenljivu klasu
uslova oblika

o(s©. d® n) <0, (1.73)

gde 59 zavisi od P i Q u poéetnoj tacki z(9),

Weierstrassova korekcija za aproksimaciju i-te nule u m-tom iterativnom koraku
ima oblik

(m)
m P(z; ,
wim = (5 ) (iel,, m=0,1,...) (1.74)
[T —=™)

j=1

i

i ima maksimalnu vrednost

(m) _ (m) —

w lrgiaSXn|Wl | (m=0,1,...), (1.75)

koja se ¢esto koristi pri analizi konvergencije.

Veliki broj radova posveten je odredivanju pocetnih uslova koji obezbeduju
garantovanu konvergenciju simultanih iterativnih metoda za odredivanje nula poli-
noma [63], [64], [101], [115], [121], [125], [126], [196]. Pogodni pocetni uslovi koji
obezbeduju garantovanu konvergenciju mogu se iskazati relacijom

w® < ¢, d?, (1.76)

koja predstavlja specijalni slucaj relacije (1.73). Konstanta c,, koja se javlja u
(1.76), zavisi od stepena n polinoma i naziva se n-faktor. Izazov je naéi §to je
moguce veéu vrednost konstante c,, zato $to to omogucava veée vrednosti w®, pa
su uslovi koji garantuju konvergenciju oslabljeni.

Sada ¢emo izloziti metod korekcija, koji je jedan od osnovnih postupaka za
utvrdivanje garantovane konvergencije simultanih iterativnih metoda.

Metod korekcija

Pretpostavimo da su (i, ..., (, proste kompleksne nule polinoma P n-tog ste-
pena. Odgovarajuce aproksimacije ovih nula dobijene u m-tom iterativnom ko-
raku oznacene su sa (1,...,(, i medusobno su razli¢ite. Veé¢ina simultanih itera-

tivnih metoda za aproksimciju prostih nula polinoma P moze biti predstavljena u
slede¢em obliku:

2D — M oM Ay e, m=0,1,..). (1.77)

(3 n
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Formula (1.77) omogucava konstrukciju n nizova aproksimacija {zi(m)} (1 €1y),
koji konvergiraju, to jest vazi

Tim A" =¢ (i€, (1.78)
startujué¢i od pocetnih aproksimacija Z§0)7 . ,27(10), pod odredenim uslovima.
Izraz C'Z-(m) = Ci(,z{m), .. .,ZT(«Lm)) (i € I, m =0,1,...), éemo zvati iterativna
korekcija ili samo korekcija. Pretpostavimo da iterativne korekcije
P(z™
cim = (=) (1.79)

Fi(z™, .. 28

zadovoljavaju sledece uslove:

1OE(<17" . 7(71) 7& 07
2"Fi(z§m), .. .,zﬁlm)) #£0,

3° Fi(zyn), R ng)) je neprekidna funkcija u C™.

Funkcija g, definisana u slede¢oj teoremi, ima znacajno mesto u dokazu teoreme
o konvergenciji.

Teorema 1.12 Neka su funkcije sy, (t) i g(t) definisane sa

m
sm(t)=Y_t"+t", te(0,1), (m=12,..)
k=0

1
L+2, 0<t<g

g(t) = 1 1 ) (1.80)
—<t<l1

1—t 2
tada vazi s, (t) < g(t).

Na osnovu ideje izlozene u [121], slede¢a teorema dokazana je u radu [128]:

Teorema 1.13 Pretpostavimo da iterativni postupak (1.77) ima korekcije oblika

(1.79), za koje su zadovoljeni uslovi 1° —3°, i neka su z%o), .. 727(10) date medusobno
razlicite pocetne aproksimacije. Ako za neko 3 € (0,1) vaZe sledeée dve nejed-
nakosti:

i) [Cm I < ge™) (m=0,1,...),
(i) |2 = 21 > g(B)CO1 +1C) (i #4, ijel),

tada je iterativni proces (1.77) konvergentan.
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Klasa iterativnih metoda za koje vaze uslovi Teoreme 1.13 je prilicno Siroka
i ukljuCuje najcesée koris¢ene metode za istovremeno nalazenje nula polinoma.
Metod korekcija za utvrdivanje garantovane konvergencije moze se opisati pomocu
algoritma u 4 koraka. Pri tom se polazi od pocetnih uslova oblika (1.76).

Algoritam

1. Za pogodno izabranu vrednost konstante c¢,, koja zadovoljava uslov (1.76),
odredujemo konstante G, A\, i d, za koje vazi

Bn <1, ¢g(Bn) < O <1—-2\,. (1.81)

1
2\,
2. Dokazujemo relacije:

(W-D) o™ < ¢ d™D (m=0,1,...)

W-w)  [wm ) <5, W™ (el m=01,...).

3. Dokazujemo da vazi prvo tvrdenje Teoreme 1.13:

(C-C) "™ < B (€T, m=0,1,...)

(W) 00 < 2w (e, (1.82)
4. Na osnovu (1.82) imamo
() (0)
%yq@ﬂ <Will (v 40 (e,
Cp, Cp,

sto zajedno sa (1.81), za svako i # j (i,j € I,), obezbeduje da vazi drugo
tvrdenje Teoreme 1.13

0
2O 05 g0 5 0 L
J Cn 2\,
Iz poslednje nejednakosti sledi da su diskovi H; = {zgo);g(ﬂn)|0i(0)|} (1 € 1),
medusobno disjunktni. Na osnovu Teoreme 1.13 pri ¢emu je 8 = (3, neposredno
sledi konvergencija iterativnog postupka (1.77).

(1CO1+1C) > g(B)(1C) + 1C7).

Kod ispitivanja garantovane konvergencije iterativnog metoda za istovremeno
odredivanje nula polinoma metodom korekcija sa poc¢etnim uslovom (1.76) treba
za svaki konkretan iterativni metod primeniti Algoritam. Analiza garantovane kon-

vergencije veéeg broja metoda primenom metoda korekcija moze se naéi u [118],
[148], [150] i [168].



Poglavlje 2
Poboljsani Farmer-Loizouov metod

U ovom poglavlju predlozi¢éemo ubrzani iterativni metod za simultanu aproksi-
maciju svih prostih nula polinoma. Farmer i Loizou su u [31] pokazali da zamena
aproksimacija datog polinoma

P(z) = apz" + an12" P Farz + ag, apan #0

i njegovih izvoda u iterativnoj formuli za nalazenje proste nule funkcije dovodi do
nove klase metoda za simultano odredivanje nula polinoma proizvoljnog reda kon-
vergencije. Red konvergencije poboljsanog metoda, koji se zasniva na simultanom
metodu koga su predlozili Farmer i Loizou [31], je poveéan sa 4 na 5 bez dodatnih
numerickih izraCunavanja, ¢ime je dobijen poboljsani metod visoke racunske efikas-
nosti. U nastavku je data teorema u kojoj se dokazuje konvergencija uz koriséenje
pocetnih uslova, ¢ime se dobija mnogo preciznija karakterizacija blizina nula od
uobicajeno koriséenog termina ,,dovoljno bliske aproksimacije” [152].

Neka su z1,..., 2, aproksimacije nula (i, ..., (, polinoma P i uvedimo sledeée
skracenice:
P(z)
€ =2 — G, €= fg%Xn |57,|’ U(Z) = P/(Z)7 Uy = u(zz)v
Ap(z) POE) -y Ap(z), (k=2,3,..)
= T = Zi)s = 4y 950y
W= Py ki = £k

“ 1

Sk(z) = Zik’ Skﬂ' :Sk(zz-), (k: 1,2,...),
j=1 (z — Zj)
i
" 1

Te(2) =Y ——, Tri=Ti(z), (k=12,..).
j=1 (z — CJ)
i

Koriséenjem logaritamskog diferenciranja, startujuéi od faktorizacije

35
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n
P(z) = an [[ (2= ¢), (2.1)
j=1
dobijamo
P(z) & 1
=Y : (2.2)
P(Z) j=1 Z = CJ
odakle je
- 1
P'(z) = P(2) . (2.3)
Zamenjujuéi z sa z; u (2.3), uz koriséenje (2.1) nalazimo
L 1 - 1
P'(z) = ane i — 2 +ei)| —+
(i) = angi jl:[l(zz Zj ]) (51' ; Zi— 2 + 5j>
i Iz
=aq zi—zi) 14+ —2 ) 1+ - ,
njl_[l<<z J>( Zi — Zj >< jzlzi—Zj—Fé‘j
J#i J
odakle je
n
P'(z) = ap 1—[(2Z —z;) + O(e). (2.4)
i
Na slican na¢in mogu se dobiti relacije
A2,i = 5171‘ + 0(6), (2.5)
1
Az = i(A%’i —82:) + O(e) (2.6)

i relacije za Ay ;, As; i tako dalje.

Aproksimacije (2.4), (2.5), (2.6), i slicne aproksimacije koje ukljucuju A4, As;
itd., se mogu primeniti u cilju dobijanja iterativnih procesa za nalazenje prostih
nula polinoma. Na taj nac¢in moze se dobiti klasa metoda proizvoljnog reda kon-
vergencije. U tom cilju definis$imo funkciju A, (z) rekurzivno na sledeéi nacin:

A1(z) = u(z),
Ak(z) =

k—1
I NGe

j=k—it1

(k

=2,3,...,n).
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Korigéenjem ovako definisane funkcije dobijamo familiju iterativnih metoda
0, = 2" =M LG (m=0,1,.0) (2.7)

koja ima red konvergencije n + 1.

Primedba 2.1 Interesantno je napomenuti da su M. Petkovié¢ i D. Herceg pokazali
u [124] da je klasa metoda (2.7) ekvivalentna drugim klasama iterativnih metoda,
koji su izvedeni na razli¢ite nacine i prikazani u razli¢itim oblicima, od strane
Gerlacha [44], Forda i Pennlinea [34], Wanga [192], Varjuhina i Kasjanjuka [191],
Jovanovica [66] i Igarashija i Nagasake [62].

Zamenom izvoda najviseg reda u (2.7), uz koriséenje aproksimacija (2.4), (2.5)
i (2.6), dobijamo sledece iterativne metode za simultano odredivanje svih nula
polinoma:

o Weierstrassov ili Durand-Kernerov metod drugog reda

P(2i)

Zi = (2 (ieﬂn)Q
an H (zj — 25)
j=1
L%
e Ehrlich-Aberthov metod treceg reda
A Uy .
i =2 — ———————— cl,);
aTATC ;S (i€l)
e Farmer-Loizouov metod Cetvrtog reda
(1 — iAo
7:’7; =2z; — ul( Ui 271) (l S ]In) (28)

2
u.
1 —2u;As; + 51(14%@ — 52)

U nastavku é¢emo Farmer-Loizouov simultani metod (2.8) krace zvati F'L metodom.

Cilj ovog poglavlja je da pokazemo kako se moze ubrzati red konvergencije F'L
metoda sa Cetiri na pet bez dodatnih numerickih izra¢unavanja. Ocigledno, na
taj nacin se dobija ubrzani metod sa povetanom ra¢unskom efikasnoséu. Ideja za
ovo ubrzanje se zasniva na zameni aproksimacija z; u sumi u (2.8) Newtonovom
aproksimacijom zy ; = z; — u;.

U tom cilju defini§imo sumu

T DY e CAaD DY prri 2

. 2
A E )
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U nastavku ¢emo dokazati da modifikovani F L metod

uz(l — uiAZi)

2y = 2§ — u2
1-— QUiAz,i + ?Z(A%J — S;;L)
(1 — 1w Ao -
=z ui(l — uidyi) : GeL) (29
u.
s (s )
v 2 * J; (Z'i — 2z + Uj)2
ima red konvergencije pet. Ocigledno je da se ve¢ izracunate vrednosti uq, ..., U,

koriste u sumama, drugim re¢ima, iterativni metod (2.9) ne zahteva nova izracu-
navanja u odnosu na F'L metod (2.8).

2.1 Analiza konvergencije poboljSanog metoda

Prvo ¢emo dati neke ocene neophodne za dokazivanje teoreme o konvergenciji
iterativnog metoda (2.9). Definisimo minimalno rastojanje

d = min |¢; — G
i

i uvedimo greske ¢; = z; — (1 &= % — (.

Lema 2.1 Ako je nejednakost

d 1
i —=- (el, 2.1
sl < 5o = (i€l (2.10)

zadovoljena, gde je ¢ = 3n/d, tada vaze nejednakosti

X 1 1
i < 3 leilPd* Y lg1* + sledl’d?, (2.11)
(n—1) 7 2

za svako 1 € I,,.

Dokaz. Polazeéi od faktorizacije
n
P(z) =[]z~ ¢)
j=1

i koristeéi logaritamsko diferenciranje, dobijamo
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1
- 4 Ti=—(1+eT
— é_i‘i‘ 1, Ez‘( +eT1;)

Plar = (J;(;;)P"(zi) (L

- 1 1
— (2= G)? g
Koriséenjem identiteta (2.12) i (2.13) i uvedenih skracenica, nalazimo
Ay — 2Ty + Tt ; — el

’ 21+ &1 ,)

z=z; j

Na osnovu (2.12) i (2.14) imamo
i(2T; + &Tt; — eiTa;)
2(1 + EZ‘TI’i)Q ’

ujAg; =

pa polaze¢i od (2.9) nalazimo
(1 — wi Ao s
€ =¢& — ul 1 i) (1 € In).
1-— 2uiA2,i + 5 ((uiA27i)2 — S;iu?)

Uvedimo skracenicu
1 .
Di = 8(1 + EiTl,i)4(1 - 2’11,2'14277: + 5 ((uiAgﬂ-)z - 5271’11,22))
Sada formulu (2.16) mozemo napisati u obliku

N 8(1 4 &;T1 i) u; (1 — u;Asy)

1 A
D;
_eiD — 8(1 4T ) ui(1 — wiAgy) Gi (el

gde je
G, =¢;D; — 8(1 =+ siTu)4ui(1 — UiAQJ).

Polazeéi od (2.17), na osnovu (2.12) i (2.15) dobijamo

1 *
Di = 8(1 + 5'L'T1,i)4(1 — 2’LL¢A27,L' + 5 ((uiA27i)2 - SQ’Z’LLzZ))
B Ei(QTM + EiTﬁi . E,‘Tgﬂ')

(1 + EZ‘TM)Q

L1 <<s¢(2T1,z- +eilt; — EiTQ,z‘))2 g ( i )2)]
2 2(1 =+ 61‘T1’Z‘)2 2, 1+ EiTl,i

=8+ 16¢;T1; + 4@?(3T127i + Ty ;) + 45§T1’Z-(T127,. +Ty,)
+4eF (14 &T1,:) (To; — S54) + €3 (TE; + Tay).

= 8(1 + 5iT1,i)4 |:1

e =2 + 1.

39

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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Koriséenjem identiteta (2.12) i uvedene notacije, imamo

&j

= . 2.21
R (221)

Na osnovu (2.21) nalazimo greske zn j — (j,

2
64T17'

NG TG =AW G = T Jrjgﬂilj = wyje;, (2.22)

gde je -

.= ]‘1‘]
WNG = T T ST

Uvedimo skraéenice

(QZi—ZNj—Cj)wNj WN,j < 1 1 )
B’L” — L ¥ = : + . 2.23
T (s =G ang)? (=G (i ang) Nz — G zi— 2Ny (228)

Nije tesko videti da je

1 1
Toi—S5;,= CEat > 5 =—> B, (2.24)

i 7 (7= ang) i

pa dobijamo

D; =8+ 16Ty + 4e; (3T + Toi) + 4} Ty i (11 + Tayi)
—46?(1 + 5iT1,i)2 Z Bwf? + 6?(T12’i + T27Z')2. (2.25)
JF
Sada, polazeéi od (2.19), uz koriséenje (2.25), nalazimo

Gi = eiD; — 8(1 4 ;1) ui (1 — u; Agy)
= &i(8+ 165713 + 42 (3TE,; + o) + 47 T1 o(TE; + T)
—Ae2(1+ 107 Y Byed + (T2 + To,)?)
J#i
£ ei(2T1; + 5iT12,i —¢eiTh;)
1+¢Ty, ( B 2(1 +&;Ty ;)? )

—8(1 + EiTl,i)4

i posle kraceg sredivanja

G; = —45?(1 + EiTl,i)z Z Bij€J2' + 8?(T127i + Tz,i)2. (2.26)
J#i
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Iz (2.10) dobijamo

1 3n —1 3n—1
pa je
1 1 3n-2
|2 — 2| 2 |2 = Gl = |2z — G > - = (2.28)
q q
Na osnovu (2.27) ocenjujemo
(n —1)g (n —1)¢?
il < Y ESDS 5 S (2.29)
7 |zl 3n—1 e |zi — C]] (Bn -1)
. 2 2 2 2
-1 -1 -1
(n—1)7%  (n=1g¢ _n(n—-1)q (2.30)

= Bn—12  (Bn-12 (3n—1)2

Imajuéi u vidu nejednakosti (2.10) i (2.29) odredimo gornju granicu apsolutne
vrednosti korekcije |u;],

1

=1 q dn—1
u;| < < 2.31
Jujl < 1 — |&j||Th,ig] 1 l(n—l)q 2nq ( )

q(3n—1)
Na osnovu (2.28) i (2.31) dobijamo
3n—2 3n—-1 1 N1~
o = 2wvgl 2 2 = 3] = gl > == = 5= = 5(671 —T4 )= (2.32)
gde je
1 1
Y = 5(<_~3n—7+ 5).
Na osnovu (2.10), (2.22) i (2.29) nalazimo
T, (n—1)q
wy. | < : < . 2.33
e B [T T (239
Koriséenjem nejednakosti (2.27), (2.32) i (2.33) dobijamo iz (2.23)
WN 1 1
|B’Lj| S ’ N7]’ ( + >
|2 = Gillzi — 2n gl Nz = Gl [z — 2w
(n — 1)¢’ (L)

— ) =:b 2.34
~2n(Bn— 1)y, \3n—1 * Tn nd (2:34)
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gde je
12n% —9n +1
(n—1)(3n —1)2(6n — 1)%

Na osnovu (2.19) i nejednakosti (2.10) i (2.34) sledi

by =

(12n2 — 9n + 1)¢?

Toi — 55,1 <> |Bijlles” < bag* > lej” < = 0nq°, (2.35)
— — (3n—1)2(6n —1)2
J#i Ve
gde je
12n2 —9n +1

0, =

(3n —1)2(6n —1)%°

Koristeéi nejednakosti (2.10), (2.29), (2.30) i (2.35) nadimo donju granicu apso-
lutne vrednosti od D;. Prvo, polazeéi od (2.25), ocenjujemo

|D;| > 8 — 16]e;|| T4 — 4lesl*(31Twal® + |Toil) — lesP| Tl (1Tl + |To,])

—dleil (1 + leallTual)? Y |Biglles* — leal( al)?
J#i
1(n—1)q 1 ( (n—1)2%¢  (n— 1)q2)
>8 16~ 94 (3
- qg 3n—1 (3n—1)2 +(3n—1)2

1 (n—=1)gn(n—1)¢*
@ (Bn—1) (3n—1)2

1 1(n—1)q\? 1 n?(n—1)%
_4‘<1+(n)q) 0q° — — n”(n—1)°¢
q? q 3n—1

—4.

¢ (Bn—1)*

3420n5 + 9012n° — 17341n* + 1095013 — 340912 + 5361 — 32
— =: h,.(2.36)
(6n —1)2(3n — 1)*

Dalje, iz (2.10), (2.29), (2.30) i (2.34) nalazimo gornje granice

Bf = ’—45?(1 + EiTl,i)Q Z Bijej
i#i

1 (n—1)g\? (12n° —9n+1 ’51’3 ' 2

<4(1+=.

<af1+ ) oD 1 i 215

qg 3In—1

_16(2n —1)%(12n% — 9n + 1) \ezl q* 2
= DB Do 2k

JFi
= anleil’q" Y Ll (2.37)

J#
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2 2
2 n(n—1)
’615(T127, +T32,)7| < m!a!s = Buleilq?, (2.38)
gde smo oznagcili

16(2n — 1)2(12n2 — 9n + 1) 5 n?(n —1)2

Q = =  ———----mm

" (n—1)(3n—1)46n — 1)2 " (Bn—1)*

Koristeéi programski paket Mathematica, ocenjujemo

64 1 1
hp > 11728 > 1 <—= <1 < —< =
" L S gEmop < b g <y

za svako n > 3. Na osnovu toga, iz (2.18), (2.19) i nejednakosti (2.36), (2.37) i
(2.38) dobijamo

anleil*g* Y lej* + Baleil®q*

’Di| b,
(3.4 12
Dakle,
3 4 2, 5 4
€] < ( |5Z| Z el + |5Z| )
J#i
¢ime je dokaz Leme 2.1 zavrSen. 0O
Pretpostavimo da su Z(O) e ,zT(LO) dovoljno dobre aproksimacije nula (i, ..., (,
polinoma P, i neka je
(m) _ _(m) _ m)
& =% =G ™ = lrgfgl‘g B
gde su z%m), ceey zflm) aproksimacije dobijene u m-tom iterativnom koraku. Tada se

relacije (2.11) mogu napisati u slede¢em obliku:

|e£m+”\<*3|em>\3q4z|sm>\ + = re<m|q, (2.39)

(n=1) JFi
zasvakoi €, im=0,1,....

Pretpostavimo da su pocetni uslovi

d 1
- (tel, 2.4
< g =g GE€m) (2.40)
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zadovoljeni. Sada, koris¢enjem Leme 2.1, ocenjujemo red konvergencije iterativnog
metoda (2.9). Dokaz je izveden pod uslovom (2.40), §to znaci da se podrazumeva
lokalna kovergencija metoda.

Teorema 2.1 Ako vazi uslov (2.40), tada je iterativni metod (2.9) konvergentan
sa redom konvergencije jednakim pet.

Dokaz. Dokaz teoreme izvodimo matematickom indukcijom. Relacija (2.12) je
izvedena sa pocCetnim uslovom (2.10). Na isti na¢in, podrazumevajuéi da vazi uslov
(2.40), ocenjujemo

1 )13
|a§>|<( o 5 P S + 5 1
JFi

1 3 4n—1 1 ()54 1 1\1 1
1 2 <(=+2)= <2 (24
<ol P S P < (34 5), (2.41)

Ovo znaci da implikacije
o _ d 1 £ d _ 1

vaze za svako i € I,. Sada ¢emo dokazati da iz uslova (2.40) sledi nejednakost
|€§m)] < 1/q za svako m > 1.

Pretpostavimo da je |€§k)| < 1/q za svako i € I,, i za proizvoljno k > 0. Tada
relacija (2.11) postaje

k+1 1 B 5 1
< ol Pt 1P 4 S P <
J#i 9
za svako k = 0,1,... 114 € I,,. Imajuéi u vidu da nejednakost vazi za k = 0 (uslov

(2.40) Teoreme 2.1), sledi indukcijom da je ‘Egm)’ < 1/q zasvako i € I,, i proizvoljno
m > 1 pod uslovom (2. 40)

Zamenjujuci |5 )] = t /q u (2.39), dobijamo

(1) w S(E)2 4 1 ™Y (i e L,) (2.42)

‘ (n—1)3 =" 20" " .
JF#i

Stavimo

M) — max t( m).
1<i<n

Prvo, iz (2.40) dobijamo
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0 0 .
ge? =49 <+t <1 (ier,).

(m)

Na osnovu poslednje nejednakosti i iz (2.42) dobijamo ¢;"’ < 1 za svako i € I, i

m =1,2,... . Na osnovu toga dobijamo iz (2.42)
{m ) ") (n— 1)(E™)? 4+ £ (1™ < (t(m)f(1 + 1) < (t™)°, (2.43)
‘ (n—1)3 2Vt = 42 P

i zakljucujemo da nizovi {tl(-m)} (i € 1,,) konvergiraju ka nuli. Posledica toga je da
su nizovi {|££m)]} takode konvergentni $to znaci da zi(m) — ¢ (i € I,). Konacno,
iz (2.43), mozemo da zaklju¢imo da iterativni metod (2.9) ima red konvergencije

pet. O

Primedba 2.2 Konvergencija mnogih iterativnih metoda se dokazuje u litera-
turi koriS¢éenjem termina ,dovoljno bliske pocetne aproksimacije” bez precizne
karakterizacije ove bliskosti. NaSa Teorema 2.1 je dokazana pod mnogo preciznijim
pocetnim uslovima oblika
40 Gl < o minlG - ¢l (i€ 1),
3n  iJ

J#i
Iz poslednje nejednakosti primec¢ujemo da je minimalno rastojanje izmedu nula
uvedeno kao mera razdvojenosti nula zajedno sa tac¢nosti pocetne aproksimacije
date razlikom ]zz-(o) — (;|. Konagno, i stepen polinoma n je uzet u obzir. lako su
nule ¢;, koje su uklju¢ene u (2.32), nepoznate i uslov (2.32) je samo dovoljan
(razlike |z§0) — (| su u praksi veée), ovi uslovi daju blizi pogled na pocetne uslove
za konvergenciju kada se proucava lokalna konvergencija. Naredni korak u budué¢em
istrazivanju je formulisanje racunski proverljivih pocetnih uslova u obliku:

P(")] < camin|z” — 2| (i € L),
J#i

gde je ¢, konstanta koja zavisi od stepena polinoma n. Ovaj problem pripada
Smaleovoj teoriji, videti [118] i [182] za detalje.

Primedba 2.3 Sli¢na analiza konvergencije F'L metoda pokazuje da je ovaj metod
lokalno konvegentan sa redom konvergencije Cetiri pod istim pocetnim uslovima
(2.40). Ovo znaci da poboljsani metod (2.9) ne zahteva strozije pocetne uslove za
konvergenciju.
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2.2 Dalja poboljsanja

Kao sto je pomenuto u prethodnom odeljku, povec¢anje reda konvergencije modi-
fikovanog F'L metoda (2.9) na pet je postignuto bez dodatnih izra¢unavanja, sto
direktno dovodi do veée rac¢unske efikasnosti ubrzanog metoda (2.9) u poredenju
sa osnovnim metodom (2.8). Sledece prirodno pitanje se samo namece:

Da li je moguce posti¢i dalje ubrzanje brzine konvergencije primenjujuéi bolje
aproksimacije od Newtonove u sumi u (2.8) 7

Ovo pitanje je vazno iz dva razloga:

e postoji nekoliko poznatih metoda sa korekcijama gde aproksimacije viseg reda
daju brzu konvergenciju (videti, na primer, [154], [158] i [195]);

e drugi izvod P” se ionako ra¢una tako da bi se metod treéeg reda, na primer
Halleyev

e PO u)
z= h(z) = ) P”(Z)P(z) = U(Z)Ag(z)’ (2.44)
2P'(z)

mogao realizovati bez dodatnih izra¢unavanja i zatim primeniti umesto Newton-
ovog metoda.

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, pretpostavimo da je aproksimacija z; u sumi
u (2.8) zamenjena tacnom nulom (;. Ocigledno takva zamena odgovara koris¢enju
metoda (teorijski) beskonacnog reda konvergencije. U tom sluc¢aju imamo da je
SQ’Z' = Tgﬁ' i € =2 — Cj =0 (] 75 Z) u (2.26), Sto daje

Gi =) (T}; + Toa)”.
Kako D; — 8 kada ¢ — 0, iz (2.11) sledi

él' =0 (615 )
Dakle, red konvergencije ne moze da prede 5 i pored koriséenja korekcije viseg reda
od dva. Numericki primeri dati u slede¢em odeljku potvrduju ovaj zakljucak. Ovo
se moze direktno videti iz izraza (2.11) gde se izdvaja ¢lan sa |e?| kao dominantan.
Ovaj clan takode ne dozvoljava ubrzanje reda konvergencije preko 5 ni u slucaju
primene Gauss-Seidelove varijante (single-step moda), videti Tabele 2.1-2.3.
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2.3 Numericki primeri

U ovom odeljku su izloZeni rezultati numerickih eksperimenata dobijenih pri-
menom F'L metoda (2.8) cetvrtog reda i poboljsanog metoda (2.9) petog reda
sa Newtonovom korekcijom. Da bismo potvrdili na§ zaklju¢ak o nemoguénosti da-
ljeg poboljsanja koriséenjem metoda viseg reda u sumi u (2.8) takode smo testirali
modifikovane F'L metode sa Halleyevom korekcijom u obliku

ul(l — uiAgﬂ-)

1 2A-ﬁﬁ@2 ! )
— QUi Ao 4+ = - I —
14127 2 2 = (Zi _ ZH,j)2

(i € 1), (2.45)

Zy = 2y —

gde je zp ; = h(z;) (videti (2.44)). Dodatno, testirali smo single-step metode koji
odgovaraju total-step metodima (2.8), (2.9) i (2.45)

Ul(l — uiAg,i)

i . : - , (2.46)
1 —2u;Az; + ?Z (A%Z - ]z:: (2 — 2)2 B ]z;l (2 — Zj)Z)

o 2 ui (1 — uiAi,i) - . (2.48)
1 —2u;Ag; + % (A%z - (zi— %)% 2 (zi — ZH,j)2)

J<t 7>t

Izmedu visSe testiranih polinomskih jednacina, izabrali smo tri primera za ilus-
traciju. Kao meru tacnosti dobijenih aproksimacija koristili smo Euklidsku normu

n (m) ) 1/2
o) = 2™ ¢, = (Dzi vy ) (m=0,1,...),
=1

gde su 2™ = ( §m), . .,zy(lm)), ¢=((1,...,¢n) im=0,1,... je indeks iteracije u
primenjenim iterativnim metodima

zz-(mﬂ) = qbi(zyn), ol zﬁbm))



48 2 Poboljsani Farmer-Loizouov metod

Primer 2.1 Primenili smo simultane metode (2.8), (2.9), (2.45), (2.46), (2.47) i
(2.48) u cilju odredivanja aproksimacija nula polinoma

P(z) = 2" + 12210 4+ 2682 + 27842'% 4 3471020 + 324 6962°
462097225 — 22705922* — 2830395122 — 25704 900.

Tac¢ne nule polinoma P su +1 4+ 2¢, £2, 44, £3 + 24, +2 4+ 3¢ i +3¢. Za pocetne
aproksimacije izabrali smo slede¢e kompleksne brojeve

AV —11421 AV=11-21i 2V=-11+21i
AV = —11-21i, ¥ =22+01;, 2”=-21+01
A= 02409, 2V =02-11, 2" =31+109,

z% —3.2- 1.9, z% — 3.2+ 1.9, z% — 3.2 1.9,
AV =21+29i AV=21-29i V=_-21+209,
A0 = 21-29i 2V =01+31 2V=-01-209.

Pocetne aproksimacije su tako izabrane da je e(®) = 0.74. Dobijene vrednosti
greSaka u prve tri iteracije date su u Tabeli 2.1.

oD Be) BE)
(2.8) | 8.69(—3) | 1.20(—10) | 2.47(—42)
(2.9) | 7.61(=3) | 2.50(=11) | 2.19(—53)
(2.45) | 7.33(—=3) | 2.08(—11) | 8.63(—54)
(2.46) | 8.08(—3) | 8.95(—11) | 1.14(—43)
(2.47) | 7.44(=3) | 2.34(—11) | 1.54(—53)
(2.48) | 7.26(—3) | 2.03(—11) | 7.44(—54)

Tabela 2.1: Greske aproksimacija - Primer 2.1

Primer 2.2 Iste metode kao u Primeru 2.1 smo primenili na nalazenje nula poli-
noma

P(z) = 2" — 3218 1+ 12217 — 3620 4 2682'° — 8042 4- 2784213 — 8352212
+347102" — 1041302 4 3246962° — 97408828 + 62097227 — 18629162°
—922705922° + 68117762% — 283039512> + 8491185322
—25704900z + 77114700.

Tac¢ne nule ovog polinoma su +1 4 2¢, +2, +4¢, 3 + 2¢, 2 4+ 3¢, £3¢ i 3, dok su
pocetne aproksimacije
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AV = 114226,
A0 = 1.1 -2.1i,
A0 = 0.2+ 0.9i,
A0 =32-19i,
AD =22429i,
AY = 2229
A9 =31-0.1i.

AV =11 - 214,
A9 =21 40.1i,
20 = 02— 1.1,
AV = 324 1.9
A9 =21-29i,
A9 =02+3.1i,

AV = 124214,
20 = —2140.1i,
20 =31+ 1.9,

A = _31-1.9i
AV = 224209
A = _—0.1-29i,

49

Pocetne aproksimacije su u ovom primeru izabrane na taj nacin da je e(®) = 0.83.

Greske e(k) aproksimacija u prva tri iterativna koraka date su u Tabeli 2.2

oD e) e

(2.8) | 212(—2) | 7.64(—9) | 1.14(—35)
(2.9) | 1.92(—=2) | 4.64(-9) | 3.63(—41)
(2.45) | 1.87(—2) | 4.05(=9) | 1.72(—41)
(2.46) | 1.94(—=2) | 4.52(=9) | 2.57(—36)
(247) | 1.90(=2) | 4.25(-9) | 2.31(—41)
(2.48) | 1.89(—2) | 4.22(—=9) | 2.16(—41)

Tabela 2.2: Greske aproksimacija - Primer 2.2

Primer 2.3 Isti metodi su primenjeni na primeru polinoma

P(z) = 220 — 7219 + 4928 — 241217 4 835216 — 2783215 + 588321 — 11987213
+146042'2 + 10062 — 42428210 + 17237227 — 49619228 + 58964027
— 87446425 + 12114562° + 1387522* + 216614423 — 24550402

+1382400z + 9216000.

Njegove nule su 4, —1, +2, +2¢, 3¢, —1+2¢, £1 +4, 2 +4, 1 £+ 3¢ i +4¢. Pocetne

aproksimacije su

AV =41 4041,
AV = —21-0.1i,
20 = 0.1+ 3.14,
AV = 11— 2.1,

AV =921 - 116,
A9 =01 +4.1i,

20 = —1.1+40.14,
29 =01+ 2.1,
20 = 0.1 - 3.1,
AV = 114 114,
A9 =1.1-1.1
29 = 1.1+3.14,
20 = 0.1 — 4.1i.

20 =2.1+0.14,
20 =01 -2.1i,
20 = —1.1 + 2.1,
A = 11— 114,

A0 =1.1-3.1i,
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Pocetne aproksimacije su tako izabrane da je e(®©) = 0.64. Greske e® aproksi-
macija u prva tri iterativna koraka date su u Tabeli 2.3.

oD Re) BE)
(2.8) | 5.55(—3) | 2.91(—11) | 7.24(—44)
(2.9) | 4.99(—=3) | 7.54(=12) | 3.66(—55)
(2.45) | 4.87(=3) | 8.20(—12) | 7.33(—55)
(2.46) | 5.47(=3) | 2.27(=11) | 2.69(—44)
(247) | 5.05(—3) | 8.94(—12) | 1.18(—54)
(2.48) | 4.93(—3) | 8.85(—12) | 1.18(—54)

Tabela 2.3: Greske aproksimacija - Primer 2.3

Iz Tabela 2.1, 2.2 i 2.3 prime¢ujemo da je modifikovani metod (2.9) brzi od F'L
metoda (2.8). Brzina konvergencije se uglavnom dobro slaze sa teorijskim rezulta-
tima datim u Teoremi 2.1 kada su pocetne aproksimacije dovoljno blizu ta¢nim nu-
lama. Takode, primec¢ujemo da metod (2.45) sa Halleyevom korekcijom ne ubrzava
dodatno konvergenciju, sto potvrduje teorijsku diskusiju datu na kraju prethodnog
odeljka. Isto vazi i za single-step metode (2.47) i (2.48).



Poglavlje 3
Novi metod cetvrtog reda - garantovana
konvergencija

U ovom poglavlju biée izlozen novi originalni iterativni metod za simultano
izracunavanje nula polinoma i analizirane njegove osobine konvergencije. Rezul-
tati ovog poglavlja publikovani su u radu [151] (M. S. Petkovié¢, L. Z. Ranci¢, M.
R. Milosevié¢, Journal of Computational and Applied Mathematics).

3.1 Osnovni metod

Neka je f realna ili kompleksna funkcija koja ima izvode bar do treteg reda i
definigimo &)
f(z) ()
= A =
=gy A =)

Prvih nekoliko ¢lanova Schréderovog osnovnog niza {¢x} su dati sledeéim jed-
nakostima (izostavljajuéi argumente na desnoj strani jednakosti)

=2,3,..)).

wa(z) = z — u,
w3(z) =z —u— Ag,
g04(2) =Z—U-— U2A2 - u3(2A§ - Ag) (31)

(videti [188, str. 84]). Iterativna funkcija ¢4 Cetvrtog reda, data sa (3.1), moze se
napisati u obliku

©04(2) = 2 — u — u? Ay(1 + 2uAy) + Azu’. (3.2)

Konkretno, neka je f = P monié¢ni polinom n-tog stepena koji ima proste realne
ili kompleksne nule (1, ..., (,, to jest,

51
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H z—(j). (3.3)

.
—_

Uvedimo sledece skracenice

Api = Ap(zi), u=u(z)= u; = u(z),

E’“ Z Z — CJ Ek,i = Ek,l(zz) (k = 172).
i

Napomenimo, jos jednom, da ako dva realna ili kompleksna broja w i z imaju
module istog reda, to jest ako je |w| = O(|z]|), pisa¢emo w = Op(2).

Primenom logaritamskog diferenciranja nalazimo iz (3.3)

di log P(2) Zz znj (3.4)

Napisimo (3.4) u obliku

n

P'(z)=P(2) )

j=1

1
Z—Cj

i nadimo drugi izvod

Pz ZZ' C]_P Z’Z—C])

7j=1

Koriséenjem poslednje relacije i (3.4), imamo

2A5(z) = P"(z) :i 1 . P(2) Z

:jzizlz—léj - (Jz:z—lcj)_ jz:(z—lgjv
-(: = ngg)

Neka je z = z; dovoljno bliska aproksimacija nule (;, i neka je ¢; = z; — (;. Iz
poslednje relacije sledi
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1 1/52+22i (1/81‘4—211‘)2—1/52—22,‘
245(z) =249, = —+ X1 — = = : - ’
2( l) 2 &; 1 1/61‘ -+ 2171' 1/2’5@‘ + 2171‘
25 ;i +eiX2, — X,
= ’ ; L =231;+0 ;). 3.5
1/5i T El,i 1,7 + M(ez) ( )
Kako je
P(%) ( 1 )—1 &
u(zz) P'(ZZ‘) e + 21 1 +5i21,i M(gz)y
iz (3.5) nalazimo
i =A2;+ On(ui) = Az + crug, (3.6)

gde je c; konstanta. Posle sredivanja, na slican nacin, dobijamo
2271‘ = A%,z — 2A37i + OM(’U,Z) = A%,z — 2A37i + couy, (37)
gde je c2 konstanta. Iz (3.6) i (3.7) imamo

Agi = X1+ hu (3.8)

2
_ A — 2

As; ~+ C/QUZ', (39)

e 2
gde su ¢} i ¢, konstante.

Na osnovu (3.8) i (3.9) sledi iz (3.2), za z = z;,

A5 — Do, >

wa(z;) = 2z — u; — u?Agﬂ-(l + 2ui (X1 + dwi)) + u?( 5 ~ + chuy

=2 —u — utAg (1 + 2ui (D1 + chui))

3 /o2 D

—i—u? (( Li 0151) 28 + C/2U7,>
_ 2 %3 2 4
=Z; — U; — Uy Agﬂ'(l + 2ui21’i) + ? (Zl,i — 2271') + OM(UJ

3
u.
=z —u; — ufAg (1 + 2u; 21 ;) + ?l (E%z = 2oi) (1 + 2u; X1 4)
u? 2 4
— (1 = 220)2uiZ i + Onr(u;),

odakle je
2 ul o 4
g04(zi) = Z; — U; — (1 + 2ui217z-) (U,Z AQJ‘ — ?1(21’1- - 2271')) + (’)M(ul) (3.10)

Konaé¢no, zamenom razvoja
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1
R TR YIS S 2
(1 —uiX,)? + 2w Onrlon)
u (3.10), dobijamo
2 3
N uj Agi u; 2 -
) = ) =z — U — : Xii— Yo €ly),
pa(zi) ~ Galz) = 2z — u; A= + T UZEM)Q( 1i— 22q) (i€ly)
(3.11)
gde smo zanemarili ¢lanove uz uf, k > 4.
Diferencirajuéi (3.4) nalazimo
P'(z)* = P"(z)P =~ 1
(Z) 2(2) (Z) — Z 5 (312)
() =G0
Iz (3.4) i (3.12) dobijamo za z = z;
1 1 U; 1 P”(Zi) 1
Sii=———, l—wX=—, Syi= e — 3.13
1,3 u S Ui 21,4 & 2,i U? P(ZZ) 622 ( )

Zamenjujuéi (3.13) u (3.12) nalazimo

az) = 2 — ui — ui Aa n u?(E%z —Xa;)

walzi ) % (ui/si)2 2(u2/82)2

E?Uz‘(zii — 224)
2

2
= Z; — U; —E,L'AQJ' +

L sPE) | EPE) (1) (- P(z) b
! ¢ QPI(Zi) QPI(Zi) U; i u? P(Zl) 612
_z_w_ﬁﬂw>e%@xz_:z+wm»
Y 2P (%) 2P(z) \e? wie o P(z)

=zi—&=z—(2—G)=G-
Na taj nacin smo dokazali da (3.11) definiSe nula-relaciju, to jest,

u? <P”(z2~)
2(1 — uZ-EL,-)Z P/(Zl)

Q =Z; — U; — — ul(Ziz — 2271')) (Z S Hn), (3.14)

ili u obliku
- uf P (o) oy ]
amsmu— S B (S ) S een))
( —uiz 7 Cj) i 37

#

za i € .
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Primedba 3.1 Nula-relacija (3.15) moze se takode izvesti koriséenjem drugih
metoda (videti, na primer, Poglavlje 4), ali je izlozeno izvodenje prirodno, i potice
iz Schroderovog metoda (3.1) cetvrtog reda.

Relacija (3.15) je pogodna za konstrukciju simultanih metoda za nalazenje re-
alnih ili kompleksnih prostih nula polinoma u kompleksnoj aritmetici i inkluziju

prostih nula u kruznoj intervalnoj aritmetici (videti [113] za opsti pristup u kon-
strukciji simultanih metoda).

Uvedimo skraéenice

P(A) (Zl) n 1

Ori=—7+, Shi = — (A=1,2
0 P(Zl) 4 ; (Zi o Zj))‘ ( )
i
n n
Umesto Z i H Cesto ¢emo, zbog jednostavnosti pisati Z i H
e i
Zamenjujuéi nule (1, ..., (, njihovim aproksimacijama z1, ..., z, u (3.15), moze

se dobiti slededi iterativni metod za simultanu inkluziju prostih nula polinoma P:

uf (1;/:((2)) — (S — SZ,i))

2=z —u; — 21— WS, , (3.16)
gde je
YTP) b
Ovde Z; oznacava aproksimaciju u sledecoj iteraciji.
Pretpostavimo da znamo pocetne aproksimacije z%o),...,zr(Lo) nula (1,...,Cn

polinoma P. Tada iz (3.16) dobijamo novi iterativni metod

m P” (m) m m m
(U( ))2< (Z(Zm)) —u )((Sgi))g - Séi))>
(m+1) _ _(m) _ (m) P'(z) ’ ’

2(1 — u; Sy )

za svako m = 0,1,... 14 € I,. Velicine ugm) i S/(\Zz) (A = 1,2) se odnose na m-ti

iterativni korak.
Red konvergencije

U sledecoj teoremi ¢emo dokazati da je red konvergencije iterativnog metoda
(3.17) jednak Cetiri.
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(0) (0)

Teorema 3.1 Ako su pocetne aproksimacije z, " ,...,zn dovoljno blizu nula
C1y- -+, Cn polinoma P, tada je red konvergencije iterativnog metoda (3.17) jednak
cetirt.
n
Dokaz. Polaze¢i od faktorizacije P(z H z—(;) 1 uvodedi logaritamske izvode,
7=1
z (3.4) i (3.13) dobijamo
- 1 1 “ 1 1
b1, = Z ==+, 6, 0u=Y ——5 ==+ (318
j= 1R CJ &g j=1 (ZZ - CJ) &
gde je g; = 2; — G-
Uvedimo skracenice
Gy = Hy= 2024 (3.19)

(zi — G)(zi — 25)’

Koriséenjem (3.18) i (3.19), nalazimo

(5171‘—5111“( _EZZGIJ€J> (5%71-—5 52112( —&; Z ) 320)

JF ¢ J#i

(zi — ()% (zi — )%

Iterativna formula (3.16) se moze predstaviti u obliku

82, — 0% 5+ Sa,i + (01,5 — Sl,i)2>
) .

1
5 = 2 — (1 3.21
aT 01, — St ( * 261i(01,; — S, (3:21)

Polazeéi od (3.21), uz koriséenje (3.20), imamo

2
8% ZHZ‘]‘E]' — 14+ (1 — & ZGij€j>

G=5i—C=e— € 14 J#i J#i
<1 _5iZGij5j> 2(1+51211 < 512Gz]5])
J#i J#
2 2
«5? ((Z Gijsj) — Z HijEj + 261'2171' (Z Gijsj) — 221’1' Z Gij€j>
_ J#i J#i J#i . J#4 .
2(1 + Ez‘El,z‘) (1 — & Z Gij&‘j)
J#
Neka je
el = max |g]

1<5<n
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i neka su apsolutne vrednosti svih gresaka e; (j € I,,) istog reda, to jest, |¢;| =
O(lel). Velicine G;; i H;; su ogranicene, kao i imenilac poslednjeg izraza koji tezi
ka 2, kad |¢| — 0. Na osnovu te ¢injenice, iz poslednje relacije imamo

N A 4
£l = max |81 = O(ll"),

¢ime je dokaz Teoreme 3.1 zavrSen. O

Analiza konvergencije — garantovana konvergencija

Teorema 3.1 obezbeduje standardnu tehniku koja podrazumeva da su pocetne
aproksimacije ,,dovoljno bliske” Zeljenim nulama, bez bilo kog dostupnog podatka
koji bi karakterisao ovu bliskost. Takva tehnika je jedino od teorijskog znacaja.
Ovaj nedostatak ¢emo prevaziéi analizom konvergencije iterativnog metoda (3.17)
koris¢enjem pristupa koji se bazira na Smaleovoj teoriji [182]. Ovaj pristup uvodi
racunski proverljive pocCetne uslove koji garantuju konvergenciju posmatranog
metoda, Sto se moze posmatrati kao znacajan napredak u teoriji iterativnih
procesa. Kao §to je ranije pomenuto, u slu¢aju algebarskih polinoma

P(z)=2"+ a2V V4t an_1z + an,

podrazumeva se da pocetni uslovi zavise samo od koeficijenata polinoma az, ..., a,,
pocetnih aproksimacija z%o), cen zr(LO) i stepena polinoma n. Naravno, ovo je od ve-
likog znacaja u praksi, jer su ovi uslovi racunski proverljivi. Vise detalja o Sma-
leovoj teoriji ocene koja se tice iterativnih metoda za simultano odredivanje nula

polinoma moze se naéi u [126], [153], [154], [165], [166] i [197].

Za razlicite kompleksne brojeve z1, ..., z, defini§imo
P Z .
Wi:#, w= max |[Wj|, d= min |z; — z;|.
1<j<n 1<i,j<n
(2i — 2j) 7
j=1
G

Sledece tvrdenje je dokazano u [118], gde {c;r} oznacava disk sa centrom c i
poluprec¢nikom r.

Teorema 3.2 Neka su zi,...,z, razli¢iti kompleksni brojevi koji zadovoljavaju
nejednakosti w < cpd i ¢, < 1/(2n). Tada su diskovi

%% W,
Dy = {zl;’ﬂ},...,Dn = {zn,’n’}
1 —ney, 1—nc,

disjunktni © svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu nulu polinoma P, to jest
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1 .
U nastavku ¢emo pretpostaviti da vazi sledeéi uslov:
1
w<cpd, cp = 1 (3.23)
Kako je ¢, =1/(3n+ 1) < 1/(2n), vaze sva tvrdenja Teoreme 3.2.
Na osnovu (3.22) nalazimo
1 Cn 1
I W d = d="~.d 3.24
les| = | Cz\<1_ncn! z\<1_ncn o7 4= Tnds (3.24)
gde je v, = 1/(2n + 1). Tada je
1 2n
Iz = Gl 2 |ei = 2 = |z = Gl > d = 5= d = 5 = d (3.25)
S obzirom na (3.24) i (3.25), ocenjujemo
1 (n—1)2n+1)
2l < < 3.26
i
1 (n—1)2n+1)
146X >1—|g|| X >1— d-
| + € 171‘ - |€ZH 177/| - (2n + 1) 2nd
n—1 n+4+1
2n 2n fn (3.27)
Polazeéi od (3.19) i uzimajuéi u obzir (3.25), dobijamo
lej] (n=1)gj| =1y n-1 a,
; e _;|Zi—<j||zi_zj’ 27nd2 T d 2nd d
2n+1 2n+1
(3.28)
i
l&;] ( 1 1 >
Hijej| < +
; ™ §|Zi_Cszi_Zj| i =Gl 2=
< (n—1)lgj| (Zn—i- 1 N 1)
2n &2 2nd d
2n+1
(n—1)7n<2n+1 ) (n—1)(4n+1) b,
< 1) = == 3.29
— 2n »\ 2n + An2d? a2’ (3:29)

2n+1



3.1 Osnovni metod 59

gde su
n—1 . (n—1)(4n+1)
=" ! bn = An2 :
Uvedimo , )
T =1+ 02, — 07 ; 4+ S2,; + (61,0 — S1,3) ‘

261,i(01,; — S14)

Koriséenjem (3.20) nalazimo

2
€ (81' (Z G@'Ej) +&; ZHijEj — 22 Gij€j>

J#i JF JFi

T, =1+ =1+t (3.30)
2(1+ 81'2171') (1 — & Z GijEj>
J#i
gde je
2
Ei (Ei <Z Gij€j> + & Z Hl'jzfj -2 Z Gij5j>

o= J#1 J#i J#i
1 T .

2(1 + 61‘21’7;) (1 —&; Z G,’j&?j)

J#i

Tada se iterativna formula (3.21) moze napisati u obliku
éi = Z; — Cz = Z; — T’i(él,i - Slﬂ')_l. (331)

Ovde C; oznacava iterativnu korekciju u kojoj ima suma koje zavise od aproksi-
macija 21, ..., 2n.
Neka je
’Yn(”Yna% + P)/nbn + 2an)

Gn = )
" 20, (1 — Ypan,)

Na osnovu (3.24), (3.28) i (3.29) ocenjujemo za n > 3

‘1 —&; Z Gijéj

JF

a
>1—leil Y |Gijllejl > 1 = ynd - gn
i

n—1 20

- > = 3.32
2n(2n+1) ~ 21 (3:32)
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2
\M(M(X]&M%O-HM}ZW@WA+2§]QMq0

It;] < ki J7#1 J#i
2|1 + 5i21,i| 1—¢; ZGijEj
JF#i
a? b, 2a,
Vnd(’ynd : CTZ + 'Ynd' ﬁ + d)
< = Qn, (3.33)

200, (1 — ypan)

gde je imenilac ogranic¢ena veli¢ina na osnovu (3.32). Pod uslovom (3.23) imamo

n(8n? +n —9)
T s Den DA 1t 1)
Polazeéi od (3.30) nalazimo
Til <1+t <1+ qn, (3.34)
T > 1 |t > 1 g (3.35)

U sledecoj lemi dajemo neke neophodne ocene i granice.

Lema 3.1 Neka nejednakost (3.23) vazi. Tada je
(i) ‘2’1 - Zz| = ‘CZ‘ < 1.5’WZ“;
(i) [Wi < 0.3|Wi;

(iil) w < cpd, ¢ =1/(3n+1).

Dokaz. Za razlicite tacke z1,...,z2, koristicemo Lagrangeovu interpolaciju da
bismo dobili slede¢u reprezentaciju polinoma P :

- P(z)

”Z_Z" W, = . 3.36

j:l( 2 ! | I (2j — 2) (330
k#j

Posle deljenja sa H(él — %), imamo
J#i
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. — P(él) — (5 _» ij—Zj
Wi*i)—(zz 1)( >3 )Jl;[( +72i_2j). (3.37)

[1G -2

J#

U nasem razmatranju ¢emo, takode, koristiti identitet (videti [20])

1
(61,z~ -> ) =1+ Z (3.38)
g LT i#i° ZJ
Koriséenjem (3.23) i definicije minimalnog rastojanja dobijamo
Wl
(61,6 — S1.0)W, \<1+Z‘ |<1—|—(n—1) (3.39)
i#i T
i
(61,6 = S1a)Wil > 1 — Z|z |>1—(n—1) (3.40)

J7#i

Polazeéi od iterativne formule (3.31) nalazimo
g — 2= —Ci = —Ti(61 — S1.0) "
Koriséenjem (3.34) i (3.40) ocenjujemo

T3 || Wi I+a@) Wil A
|01, —S1,i)Wi|  1—(n— 1)Cn

|2¢ — ZZ" = |Cz| = ‘W| < An d (3.41)

gde smo oznagili
(14 gn)en
1—(n—1)c,

Niz A, /¢, ima slozenu formu, pa smo njegovu gornju granicu nasli koriséenjem
programskog paketa Mathematica,
A

<15, zasvako n>3.
Cn

Ap =

Dakle, dokazali smo da je
|Ci| < 1.5|W;]. (3.42)

Na osnovu (3.41), imamo

‘ZA’i—Zj| > ‘Zi—Zj|—‘ZA’i—ZZ" > (1—)\n)d (3.43)
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62
|2i — éj’ > |ZZ — Zj’ — |22 — Zl’ — ’2]' — Zj’ > (1 — 2)\n)d. (3.44)
Nejednakost (3.44) daje
d>(1-2X\)d, to jest do 1 (3.45)
n)d, to jest, P <1 on .

Zapazimo da je, pod uslovom (3.23), A, < 0.14.
Polazeéi od iterativne formule (3.31), na osnovu (3.30)

W; (01,6 — S1.0)W; 1 W )
- ’ = — 1 . 4
1+ti( +;Zi—zj (3.46)

i (3.38), nalazimo

Zi — Zi T;

Da bismo dokazali tvrdenje (ii) koristimo (3.46) i dobijamo

4%
1 = 1 J
T +Zzz—zj 1+tz< +.Z >+ +§2¢—Zj
4% W;
—(Zi— =) L +ti(1+ZA J )
G#i (Z’L - Zj)(zl - j) GAi < —Zj

Koriséenjem (3.23), (3.33), (3.35), (3.41) i (3.43) ocenjujemo

(n—1)cpd ( (n— 1)cnd>
Apd -t + g1+ >
Wi . d1—xyd T\ A )d
1+ < -
Zi — % i Zi — &5 Gn
oo (14 54
< — —Ln A4
< a0 (3.47)

Na osnovu granica (3.41) i (3.44) nalazimo

12 J\) ( An )"_1

1+ < 1 . 3.48
M0+ 222 < I+ 222) < (555, (349
J#i
Polazeéi od (3.37) i uzimajudi u obzir nejednakosti (3.41), (3.47)

ey H(1+€f"fﬂ‘)|
i 2 — Zj
(n—l)cn)\

A T
n (n—1)cy
— t |1+ —F— n—1
An 1—)\ ( 1—X )( An )
— |W; = = 1 =t fn|Wil,

Wil — . fal Wi

n

i (3.48), dobijamo

(W] < |2 — a3




3.1 Osnovni metod 63

gde je

n 1=\, 1—\,
Cn 1_Qn

\ (n—1)cpAn ta <1 N (n— 1)cn) N -
B v e S 7 v YE T B
Koris¢enjem programskog paketa Mathematica nalazimo da je f, < 0.3. Dakle,
Wil < fulWi] < 0.3|W;]. (3.49)
Kako je f,, < 0.31 A\, < 0.14, sledi da je

fn

042 < 1.
1—ox, S0 <

Sada, na osnovu (3.45) i (3.49), ocenjujemo

fn
1—2)\,

W< fpw < fnepd < . cncf < cnci,

¢ime smo dokazali tvrdenje (iii) Leme 3.1. O
Sada ¢emo dati glavni rezultat koji se tice pocetnih uslova koji garantuju kon-

vergenciju simultanog metoda (3.17).

Teorema 3.3 Ako pocetni uslov

400

0 =
v 3n+1

(3.50)

vazi, tada je iterativni metod (3.17) konvergentan.

Dokaz. Na osnovu tvrdenja (iii) Leme 3.1, vazi slede¢a implikacija:

5 1
w < cp,d = W < cpd, cn:3 1
n

Na slican nac¢in, mozemo da dokazemo indukcijom da uslov (3.50) uslovljava ne-
jednakost w(™ < ¢,d™ za svako m = 1,2,.... Dakle, sva tvrdenja Leme 3.1
vaze za svako m = 1,2,..., ako je pocetni uslov (3.50) zadovoljen. Konkretno,
nejednakosti

W™ < 03w ™| (3.51)

10| = |2 _ M) < g 5w ™) (3.52)
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vaze za svakot €I, im=0,1,....

Iz iterativne formule (3.31) vidimo da su korekcije C’i(m) date sa
-1
o =T (s - sty) (3.53)

gde se skracenice C'i(m), Tl-(m), 55?), Sﬁ?) odnose na m-ti iterativni korak.

Dokazac¢emo da je iterativni proces (3.17) dobro definisan u svakoj iteraciji, ako
pokazemo da funkcija Fj(z1,...,2,) = P(z)/C; koja se javlja u (1.79) i Teoremi
1.13 nije jednaka nuli. Iz (3.53) imamo

(01, — S1a)Wi [[(zi — %)
Fi(zt,e.. 2n) = — (i € 1),

Na osnovu (3.34), (3.40) i definicije minimalnog rastojanja nalazimo

(01, — S1,:)W; H(Zz - zj)
R R U .
T; 1+qp

> 0.64"! > 0.

Dakle, iterativni proces (3.17) je dobro definisan.

Sledeé¢i korak u nasem dokazu je da dokazemo da su nizovi {|Cl(m)|} (i € L)
monotono opadajuéi. Izostavljajuéi indekse iteracije dobijamo koriséenjem (3.30),
(3.39), (3.42), (3.49) i (3.53)

(01, — S1.)W;

|Ci| < L5|Wi| < 1.5-0.3|W;| = 0.45|W;] = 0.45/T;(81,; — S1.6) "] -
?

1 W
1+ti(1+z j — >

to jest, na osnovu (3.35) i (3.39), nalazimo

= 0.45|C}]

~ 1 —1
6y < 045 L= Ven o)
1- qn
Lako je oceniti
1 -1
Ttm=len g0

1_Qn
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tako da je R
|Ci] < 0.45 - 1.35|C;| < 0.61|C;].

Na taj nacin smo nasli da je konstanta 3, koja se javlja u Teoremi 1.13, jednaka
B = 0.61. Dakle, dokazali smo da nejednakost ]C’Z-(mﬂ)] < O.61|C’i(m)| vazi za svako
i€, im=0,1,....

Veli¢ina g(3) koja se javlja u tvrdenju (ii) Teoreme 1.13 je jednaka ¢(0.61) =
1/(1-0.61) < 2.57 . Koris¢enjem ove ¢injenice neophodno je jos dokazati disjunk-
tnost inkluzivnih diskova

Sy = {2\ g(0.61)|C\V[}, ..., S, = {9 g(0.61)|C}

(tvrdenje (ii) Teoreme 1.13).
Na osnovu (3.52) imamo da je \Ci(o)] < 1.5w® za svako i € I,,. Izaberimo indeks

p € I, tako da je
|Cz(>0)| = max |CZ-(0)].

1<i<n

Tako dobijamo

40 > (3n + Dw® > %5 (3n+ )0 >

0 0
> 9(0.61)(1C”] + ")),
jer je
3n+1
2-1.5
za svako n > 3. Ovo znaéi da je

> 3.33 > 2.57 > ¢(0.61)

2 = 291 2 d > g(0.61)(1C| + C) = rad S + rad 5.

Dakle, na osnovu jednostavne geometrijske konstrukcije sledi da su dobijeni
inkluzivni diskovi S, ..., .S, disjunktni, ¢ime smo kompletirali dokaz Teoreme 3.3.
(Il

Kombinovanjem Teorema 3.1 i 3.3, dobijamo sledeée tvrdenje:

Teorema 3.4 Ako pocetne aproksimacije 2&0)’ . ,27(10) zadovoljavaju uslov (3.50),

tada iterativni metod (3.17) konvergira sa redom konvergencije cetiri.
Ubrzanje konvergencije i druge modifikacije

Prednosti nula-relacije (3.15) i iterativnog metoda (3.17) proizilaze iz sledeé¢ih
osobina:
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1) Metod (3.17) ima pogodnu strukturu koja dozvoljava zna¢ajno ubrzanje kon-
vergencije sa zanemarljivim brojem dodatnih osnovnih operacija. Ocigledno,
racunska efikasnost ovih ubrzanih metoda je time znacajno poboljsana (videti
sledeé¢i Odeljak 3.2);

2) Koris¢enjem pogodnih transformacija, iterativna formula (3.17) se moze modi-
fikovati na oblik pogodan za nalazenje visestrukih nula polinoma [123]
P/l 2 - .
Hittg (1 — i T U P’((zZ)) - Uz‘(S%,i - Nz‘52,i))
2(1 — ui§17i)2

A~

Zi = zi— ity — (i €L, v<mn),

gde su py, ..., p, visestrukosti nula (1,...,¢, i
Sei=Y ——~— (¢=1,2);
q,t ; (Zi I Zj)q ( )
i

3) Nula-relacija (3.15) je pogodna za konstrukeiju intervalnih metoda za simultanu
inkluziju nula polinoma u kruznoj kompleksnoj aritmetici. Na primer, ako su
Z1,..., 2, diskovi koji sadrze nule polinoma, tada se dobija slede¢i inkluzivni
metod cetvrtog reda

B (5 ) £ )

=1
5 i i
Zi = zj — Ui — o 1 5 ;
2 (1 —ui Y >
= AT Zj
i

gde je ¢ € I, i z; centar diska Z;. Podsetimo da se glavna prednost inkluzivnih
metoda sastoji u automatskom odredivanju gornje granice greske, date polu-
preénicima dobijenih diskova koji sadrze Zeljene nule u svakoj iteraciji. Stavise,
koris¢enjem pristupa izlozenog u [120], konvergencija gore pomenutog inklu-
zivnog metoda se moze povecati na pet i Sest bez dodatnih numerickih ope-
racija. Istaknimo da intervalna aritmetika, kao moéno oruzje u kontroli gresaka
zaokruzivanja i inkluzije tacnog rezultata, postaje deo nove moderne kom-
pjuterske aritmetike (videti [79] i slede¢e Poglavlje 4).

Primedba 3.2 Mnogi simultani metodi, uklju¢ujuéi metod Weierstrass-Docheva
[26], [201] (takode poznat kao Durand-Kernerov metod [28], [70])

P(z)

[1(z — 2)

J#i

= Z; — Wi, (3.54)

i =2 —
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ne poseduju osobine 1) i 2). Stavise, intervalna varijanta metoda Weierstrss-

Docheva ima nisku ra¢unsku efikasnost, videti [113, Pogl. 6].

Numericki rezultati

Da bismo demonstrirali osobine konvergencije novog metoda (3.17), primenili
smo ovaj metod na reSavanje mnogih polinomskih jednacina. U cilju uporedivanja,
pored metoda (3.17), takode smo testirali i sledeée simultane metode ¢etvrtog reda:

e Modifikovani Ehrlichov metod [99]

Zi =z — Uj =
K 7 1 1 b K

Uj

Metod Halleyevog tipa [198]

Z )

2y — 2 — ) 2 ;
207, — 02, — 52, — 57,

Metod tipa Ostrowskog [157]

1 .
\/5%,1- —02,; — So

éi:zi—

e Modifikovani metod Borsch-Supana [100]
W; P(z;
Zi =z — W , Wi= i;
1— J H(ZZ — Zj)
j#izi_zj_i_wj J#i
e Metod Kyurkchieva [73] (videti takode [205])
Zi =z Wi ;
i A W W )
1+y ——+wWy —L—
i T A iz (7 2)

Dvostruki metod Weierstrass-Docheva [26], [201]

X P(z) . P(y:)

Yi = Zj — y R =Yi — .
G — =) 11w —vy)
J#i J#i

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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Primetimo da je metod (3.60) dobijen dvostrukom primenom metoda Weirstrass-
Docheva (3.54). Posmatran kao dvo-kora¢ni metod, metod (3.60) ima red konver-
gencije cetiri. Ova vestacka kompozicija je napravljena zbog uporedivanja tako
dobijenog metoda sa izlozenim metodima cetvrtog reda.

U na8im numerickim eksperimentima ¢esto smo koristili ¢injenicu da sve nule
polinoma P(z) = apz" +a12" ' +---+an_12+ay (ag, a, # 0) leze unutar prstena
{z€ C : r <|z| <R}, gde se r i R racunaju po formulama

r =

Qan ‘l/k

min ‘
1<k<nlQpn—f

(3.61)

, —Qmax‘

1
21 1<k<n

(videti [56, Teoreme 6.4b i 6.4k]). Mera aproksimacija dobijenih u iterativnom
procesu je data normom

m)_(z|zm) Gl )12 (m=0,1,...).

Primer 3.1 Novi metod (3.17) i navedeni metodi (3.55), (3.56), (3.57), (3.58),
(3.59) i (3.60) su primenjeni za simultano odredivanje aproksimacija nula polinoma

P(z) = 2! — 32" £ 12217 — 3620 4- 268215 — 8042 + 2784213 — 8352212
+347102 — 1041302 4 3246962 — 97408828 + 62097227 — 18629162°
—22705922° + 68117762% — 283039512> 4 8491185322
—25704900z 4 77114700.

Nule ovog polinoma su +1 £ 24, 42, +i, £3 £+ 24, +2 4+ 3¢, 34, 3. Pocetne aproksi-
macije su uzete tako da daju e® = 0.69. Greske aproksimacija e*)
iteracije su date u Tabeli 3.1.

u prve tri

metodi e e e

(3.17) 4.39(—-3) 1.51(—11) 8.98(—45)
(3.55) 5.03(—3) 2.97(—11) 4.01(—44)
(3.56) 4.32(-3) 1.37(—11) 5.19(—45)
(3.57) 1.58(—3) 1.40(—13) 6.24(—54)
(3.58) 3.16(—3) 7.05(—12) 2.90(—47)
(3.59) 3.47(-3) 1.06(—11) 1.01(—45)
(3.60) 1.08(—2) 1.58(—9) 7.15(—37)

Tabela 3.1: Euklidska norma gresaka za Primer 3.1
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Primer 3.2 U cilju nalazenja nula polinoma

P(z) = 220 + 12219 48028 4 360217 + 1356210 + 45122'° 4 134402 + 35520213
484976212 4+ 192192211 + 41600020 + 57408027 — 1530242° — 328396827
—80486402° — 154521602° — 203171842* — 1592524823 — 380108802>
—68812800z — 73728000,

primenili smo iste metode kao u Primeru 3.1. Ta¢ne nule polinoma su 1 £4, 1 £
3, 2424, +2, +2¢, —1+4, —1+£3¢, —242¢, —3+4, —3£3:. Pocetne aproksimacije su
izabrane tako da daju e(®) = 1.59. Dobijene vrednosti gresaka u prva tri iterativna
koraka date su Tabeli 3.2. Losiji rezultati u poredenju sa onim iz Primera 3.1 su
posledica grubljih pocetnih aproksimacija.

metodi e e e
( ) 2.09(—1) 1.02(—4) 6.59(—18)
( ) 2.06(—1) 1.21(—4) 3.10(—17)
( ) 2.30(—1) 1.65(—4) 9.61(—17)
(3.57) divergira | — -
(3.58)
(3.59)

(

1.27(-=1) | 1.69(=5) | 6.82(—21)
1.25(—1) | 1.73(=5) | 1.83(—20)
(
3

3.60) | 3.51(—=1) | 1.13(=3) | 2.60(—13)

Tabela 3.2: Euklidska norma greSaka za Primer

Primer 3.3 Novi metod (3.17) je primenjen za nalazenje nula moni¢nog polinoma
P dvadesetog stepena datog sa

P(z) = 2% + (0.887 — 0.342i)2'% + (—0.569 + 0.9097)2'® + (0.109 4 0.8557) 27

+(0.294 — 0.6514) 2% + (—0.087 + 0.948i)2'® + (—0.732 + 0.921i) 2
+(0.801 — 0.5734)2'3 + (0.506 — 0.7133)2'2 + (—0.670 + 0.8417) 2"
+(—0.369 — 0.6824)2'° + (0.177 — 0.9461)2° + (—0.115 + 0.5771)2°
+(0.174 — 0.9564) 27 + (—0.018 — 0.4381)25 + (0.738 + 0.645i)2°
+(—0.655 — 0.6184)2* 4 (0.123 — 0.088¢)2> 4 (0.773 + 0.965¢) 2>
+(—=0.757 + 0.1097) z + (0.223 — 0.439i).

Koeficijenti a; € C (izuzev vodeceg jediniénog koeficijenta) su izabrani genera-
torom sluc¢ajnih brojeva kao Re(ar) = random(zx), Im(ay) = random(x), gde je
random(z) € (—1,1). Sluc¢ajni brojevi su zaokruzeni odsecanjem na tri decimalne
cifre.
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Koriséenjem (3.61) nasli smo da sve nule polinoma leze u prstenu {z : r =
0.3155 < |z| < 2.0711 = R}. Mogli smo da startujemo sa pocetnim aproksimaci-
jama ekvidistantno rasporedenim na krugu polupreénika ¢ € (0.3155,2.0711), ali
smo zeleli da testiramo novi metod (3.17) u slu¢aju kada su pocetne aproksimacije
dosta udaljene od ta¢nih nula. Iz tog razloga, izabrali smo da pocetne aproksimacije
leze na kruznici |z| = 10 , odredene na sledeéi nacin:

20 = rgexp(if,), i=+—1, 6, = z(zu - g) (v=1,...,20)  (3.62)
n
(takozvane Aberthove aproksimacije, videti [1]). Prekidali smo iterativni proces u

trenutku kada je zadovoljen zaustavni kriterijum

max ]P(zi(m))| <7=10""2
1<i<20
Ponasanje iterativnog metoda (3.17) pri reSavanju ovog polinoma je ilustrovano
na Slici 3.1. Zaustavni kriterijum je ispunjen posle 23 iteracije. Na pocetku, metod
konvergira linearno, ali gotovo pravolinijski prema ta¢nim nulama, pokazujuci
u nekoliko zavrsnih iteracija ¢etvrti red konvergencije. Moze se primetiti da su
aproksimacije radijalno rasporedene prema nulama polinoma.

Slika 3.1: Trajektorije aproksimacija nula

Na osnovu rezultata izlozenih u Tabelama 3.1 i 3.2 i velikog broja drugih te-
stiranih polinoma, mozemo da zaklju¢imo da je novi metod (3.17) uporediv sa
postoje¢im simultanim metodima istog reda.
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3.2 Ubrzani metodi

U ovom odeljku razmatra¢emo ubrzane metode koji se dobijaju modifikacijom
metoda (3.17), tako Sto se umesto tekuce iteracije z = (z1,...,2y) koriste

poboljsane aproksimacije z(¥) = (zgk), e ,zfzk)) (k=1,2), gde su:

P .
Z]('l) =z —uj =2j — P’((szj)) (Newtonova aproksimacija)
P .
A2 = zj —hj = zj — () - (Halleyeva aproksimacija).
7 Pz — P(z)P"(z;)
J 2P’(Zj)

Podsetimo da se Newtonova i Halleyeva aproksimacija javljaju u klasi¢nim itera-
tivnim metodima

. P(zj) 1
Zj = zj —uj = 2 P’(z]j) =zj— a (Newtonov metod),
. P(z)) 201,
- = =z W (Hall
Zj =z —h; =z . Pl P(5) Z; 25%]' oy (Halleyev metod),

drugog i trec¢eg reda, respektivno.

Istaknimo da indeksi u eksponentu sada ukazuju na tip aproksimacije i da ih
treba strogo razlikovati od indeksa iteracije.

DefiniSimo sume

) _\ 1 _ _
Sxi =D wo (A=12 k=12)
FRS

gde indeks k ukazuje na tip aproksimacije ZJ(-k) (k = 1,2). Tada se iz nula-relacije

(3.15) mogu konstruisati slede¢i ubrzani iterativni metodi:
P//(Z‘) (k
2 i) N2 _ glk)
U; [P’(zj) ul((sl,z‘ ) S2,z )]
2(1 — u;S\))?

(k=1,2). (3.63)

2¢:zi—ui—

Red konvergencije metoda (3.63) je dat u sledecoj teoremi:

Teorema 3.5 Ako su pocetne aproksimacije z%o), ceey 27(10) dovoljno blizu odgo-
varajuéth nula (1, ..., ¢, polinoma P, tada je red konvergencije iterativnog metoda
(3.63) jednak k+4 (k=1,2).
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Dokaz. Pre izvodenja dokaza, zapazimo da je ubrzanje konvergencije metoda
(3.63) sa 4 na 51 6 postignuto koriséenjem ve¢ izracunatih veli¢ina. Dakle, racunska
efikasnost ubrzanih metoda (3.63) je znac¢ajno povecéana.

n
Polazeéi od faktorizacije P(z) = H(z — (), uz koris¢enje logaritamskog dife-
j=1
renciranja, dobijamo
5 Enj ! SR i ! S (3.64)
1 = == 1,5 ; — 024 = 5 — 3 2,0 .
" TE G f MR ' (i — )2 €2 ’

j=1

gde je g; = z; — (.

Koriséenjem identiteta (3.64) i uvedenih skraéenica, nalazimo

w = 51 _ 1+22u (3.65)
! 2 2ej(14+¢€;21 ;)
hi = 207, iﬂdgjj T2+ 2€j21J,j + &??j(Z%j + 225) (3:66)
Na osnovu (3.65) i (3.66) nalazimo greske ZJ(.k) - G,
25
AV — =z —uy - ¢ = 13512]1] = wj'e}, (3.67)
A == —hi— G = (2 4 %) = w?ed (3.68)

24281 +e5(B;+ Do) 7

Dakle, ove greske se mogu napisati u istom obliku z](.k) — (= w](-k)z—:?rl (k=1,2),
gde je znacenje wj(»k) oCigledno iz izraza (3.67) i (3.68).

Uvedimo skraéenice

(k) (k) _k+1
pk) _ 3 i S B _ (221 — 25 — G)w;"e;
AT % k
7 (i )z — ) N RO CEE Ok

Koriséenjem jednakosti (3.64) imamo

(5171' - Si{? = gl(l - EiDZ(k)), (5%7Z - (5271' - ng) = 8%(1 - 812Bz(k)) (3.69)

Polazeéi od (3.63), na osnovu (3.69) dobijamo
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R € 622 +(1- EZD(k )2
= Gl @
1—&;D; (1-1-81211)(1 i)
e (D) = B + 26,504(DM)? — 23, DY)
a 2(1 + ;. 51:)(1 — ;D)

Neka je |e| = maxi<j<p |€;| 1 neka su apsolutne vrednosti svih nula ¢; (j € I,)
istog reda, to jest, |e;| = O(|e]). Veli¢ine ng) i Bi(k) su ogranicene, kao i imenilac
koji tezi ka 2 kad |¢| — 0. Na osnovu ovih ¢injenica, iz poslednje relacije imamo

€ = max |&| = O+ (k=1,2)

Dakle, primenom Newtonove aproksimacije u (3.63) dobijamo metod sa korekci-
jama reda pet, dok koris¢enje Halleyeve aproksimacije daje metod reda Sest. O

Analiza konvergencije — garantovana konvergencija

Teorema 3.5 je dokazana uz pretpostavku da su pocetne aproksimacije do-
voljno blizu trazenih nula, bez bilo kojih dostupnih podataka koji bi odredivali
ovu bliskost. Da bismo prevazisli ovaj nedostatak, kao i kod metoda bez korekcija
izlozi¢emo analizu konvergencije metoda (3.63) koriséenjem pristupa koji se bazira
na Smaleovoj teoriji [182].

U nastavku ¢emo podrazumevati da je zadovoljen sledeéi uslov

1
3n+2

w < cpd, ¢ = (3.70)

Nejednakost (3.70) je strozija od nejednakosti w < d/(2n) koja se javlja u Teoremi
3.2, pa sva tvrdenja Teoreme 3.2 vaze.

Lema 3.2 Ako (3.70) vazi, tada je
(i) |z — z(k)\ > P,

+
()12 — ¢ < g BT
gde su

o) = 2n® +4n + 3 o — 3n® +8n? + 12n + 4
"o 2n+1D)(n+2) " (n+1)(Bn2+11ln+4)
1) _ 2(n—=1)(n+1) @ _ 4n(n—1)(n+1)?

B = n+ 2 » Pn 3n2 + 1ln+4
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Dokaz. Neka je v, = 1/(2n + 2). 1z (3.22) dobijamo

Cn 1

1
il = Jzs = G < | il < 1—nc, 2n+2

d = ypd. (3.71)

Tada je
1 2n+1

Na osnovu (3.72) ocenjujemo

_2An—1)(n+1)

Sl < , 3.73
|21l ; (2n+1)d 873)
_ A=+ 1)
S 3.74
| 2 |—]§ C]’Z (2’1’L—|—1)2d2 ( )
i
1 (n—1)(2n +2) n—1
T+l > 1 =g 2] > 1— ’ -
|14 ;24 ||| 21,41 (2n +2) (2n+1)d 2n+1
n+ 2
T+l ™ &)

Imajuéi u vidu nejednakosti (3.70) i (3.73) nadimo gornje granice apsolutnih
vrednosti korekcija u; i h;. Prvo, polazeéi od (3.65), uz koriséenje (3.71) i (3.75)
ocenjujemo

d
&4 2n 4 2 2n+1
|u]| - 1- ’&—j’El,j < n+2 2(n+1)(n+2) ( )
2n+1
Na osnovu (3.71) i (3.73) sada imamo
2d d (n—1)(2n+2)
2e5(1 1] < 2le5](1 i 2 5 1
26,1+ £,51)] < 26510+ 121D < 55 (14 g )
3
- n d (3.77)

(n+1)(2n+1)

05 = 2426 X1 + 3 I + Taj)| = 2 — 2|1 D3] — Ig512(1 20,517 + | Z20)

) (n—1)(2n +2) d? (n—12%2n+2)2 (n—1)(2n+2)?
Tt G D) (2n+2)2( (2n + 1)24d2 (2n + 1)2d2 )
3?4+ 1ln+4 (3.78)

(2n +1)?
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Polazeéi od (3.66), uz koriséenje nejednakosti (3.77) i (3.78) nalazimo
3n

d
‘2{:‘]‘(14-63’21’]')‘ (n+1)(2n—|—1)
|hjl < < 2
o 3n“+1ln+4
(2n+1)2
3n(2n+1)
= ) 3.79
(n+1)(3n? + 11n + 4) (3:79)
S obzirom na (3.76), (3.79) i definicije minimalnog rastojanja d, imamo
2n + 1 2n? +4
I P B [ P LUk S . Labe sk UL S
J 2(n+1)(n+2) 2(n+1)(n+2)
(3.80)
i
R T T BT A B 3n(2n +1)
7= 271 2 [z = 2l = Ryl > (n+1)(3n2 + Lln + 4)
3 2
3 +8n“+12n+4 @y (3.81)

Tt 1)@t ln+4) ¢ O
Na osnovu (3.67), (3.71) i (3.73) dobijamo

(n—1)(2n+2)
e "1 241 (2n+1)d
1_‘€j‘|21,j| - 1_ d (n—l)(2n—|—2)
2n+2 (2n+1)d

;]2

2" = ¢l = Iy <

o[ kel
n+2 d "ood
Polazeéi od (3.68) i uzimajuéi u obzir (3.70), (3.73) i (3.78), imamo

e P(1 21517 + [ Z2,0)
12+ 26505 +€5(2F; + D)
| j3<(n —-1)2(2n+2)2 (n—1)2n+ 2)2)
(2n 4 1)2d? (2n + 1)2d?
3n? +1ln+4
(2n+1)2
_An(n—1)(n+ 1)2 |z€j|3 @) |6j|3

3n2+1ln+4 d? nood2

23 — ¢l = [Pl P <

¢ime je dokaz Leme 3.2 zavrSen. 0O
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Koriséenjem (3.72) i tvrdenja (i) i (ii) Leme 3.2 ocenjujemo

(R |kt 1yl (k) (k)
(k) w;[|ej]"F (n —1)6n dF (n— 1By 9k ay
o |§ZIZ‘—C~HZ‘—Z(-’“)\< EURE WO REIER! wg
AR on + 2 “On nt2’n
(3.82)

(k) k+1
w ; Ej 1 1

k (.
7 Lz — Gllz — 2P\ Iz = Gl [z = 2
k+1
011
_ (=D jdk( m+2 1 )
- 2ntl g (2n+1)d (k) 4
o 2 domd o
(n— 1)57gk)7,’§+1 <2n +2 n 1 ) B ﬁ (3.83)
ntl mpe \2n+1 " B/ @’ ‘
2n+2 "
gde su
W _ _ 2(n—=1>n+1) 2@ _ n(n+1)(n - 1)°
T 2n+1)2n2+4n+3)" " (2n+1)(3n3 +8n2 + 12n + 4)’
B0 — 4(4n+5)(n—1)%(n+1)3
" (2n 4 1)2(2n2 +4n + 3)2”
52 n(n —1)%(n + 1)2(12n3 + 41n? + 43n + 12)
o (2n + 1)2(3n3 + 8n2 + 12n + 4)?
Uvedimo
k k
T® 14 b2, — 07 ; + Sé,i) + (61, — SE,Z))Q (h=12)
' 2613(81,; — S{7)
Koriséenjem (3.65) i (3.69) nalazimo
(k)y2 (k) (k)
iles(D! :B% —ap!
z‘;(k):1+6[6( 7 ) +€ 7 7 ]:1+t§k), (384)

2(1 + Eizl’i)(l — EZD,Ek))
gde je

O eilei(DM)’ + ;B — 2D
! 2(1 + 5121,1)(1 — EzDZ(k))
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Tada se iterativna formula (3.63) moze napisati u obliku

éi = Z; — C]“‘ = Z; — Tl(k) (51’1' - Sii))il (k‘ = 1, 2). (3.85)
U (3.85) C}; oznacavaju iterativne korekcije sa sumama koje zavise od poboljsanih
aproksimacija zgk), e ,zqgk). Neka je
Yn (vn(aff))Q + bt + 2a$1k)>

28,(1 — %a%k))

o =

Na osnovu (3.71), (3.75), (3.82) i (3.83) ocenjujemo
(k)

1= 21~ |sl[D > 1= qud - o = 1 = 70l (3.86)
1
k k k
9 < il [leal DI + [eil [ B + 2DV
’ 2’1 "‘51'21,1'”1 —8,'D2(k)‘
(k)\2 (k) oK)
< =g, (3.87)

25,(1 — *yna%k))

gde je imenilac ogranicen zbog (3.75) i (3.86). Pod uslovom (3.71) dobijamo

1y _ (n —1)%(8n® + 25n% + 27n + 12)
M 9+ 2)(2n2 + 4n + 3)(4n3 + 9n2 + 12n + 2)
O — n(n —1)2(24n* 4 89n? + 167n? + 124n + 28)

4(n +2)(3n? + 8n2 + 12n + 4)(12n* + 37n? + 66n2 + 39n + 8)

Polazec¢i od (3.84) nalazimo

T8 < 14 9] < 14 W, (3.88)
R D (3.89)

U slede¢oj lemi odredi¢emo neke neophodne granice i ocene.

Lema 3.3 Pretpostavimo da vaZi nejednakost (3.70). Tada je
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(ii) ‘Wl’ < 0.25’Wi‘;

(i) W < epd, ¢, =1/(3n+2).

Dokaz. Za razlicite tacke z1,...,z, koristitemo Lagrangeovu interpolaciju da
bismo dobili slede¢u reprezentaciju polinoma P :

- Tis o __ P&)
{; pr— 1} ]1;[1 i), W ) (3.90)
ki

Stavljajuéi z = Z; u (3.90), dobijamo

+1+Z
j#i

LONE

Z; — %4

Zatim, posle deljenja sa H %), nalazimo
J#i

_ P(%) X
s = = Zi
S| R RR O

J#i

U naSem razmatranju ¢emo koristiti identitet

(51,¢—Z,1 ) _1+Z o (3.92)

— 2 — 2
g#i 7t i#i ©

(videti [20]). Tada imamo

0 1 5 1 (s o) p)\
((511 S Slvi ;Zi_zj>Wz (51,z Slﬂ/ R,L )Wz7

gde je

Us; .
Rgl) _ Z J 1)) i RZ@) _ Z

F (2 — 2z — 2

Na osnovu poslednje jednakosti i (3.92) nalazimo

(615 — SEOW; = RPW; +1+ Z
i#i ©

Kako je
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] 2 |hjl
s 2ol ol o T - il
koriséenjem (3.76), (3.79), (3.80) i (3.81) ocenjujemo
RO < |RW|cpd < v, (3.94)
gde je
1) _ (n—=1)(2n+1) @) _ 3n(n —1)(2n+1)

T Bn+2)2n2+4n+3) " Bn+2)(3nd +8n2+ 12n+4)°

Na osnovu (3.70), (3.88), (3.93), (3.94) i definicije minimalnog rastojanja d nala-
zimo

(61 — SIHYWi| < |RPW; | 414> L ] <rP 414+ m—1e, (k=1,2)
j#i | Zi — Z]’
(3.95)
i
@G — SEyw =1 ROw - VL oy e e, k=12,
' j#i ’ %= z]‘
(3.96)
Polazeéi od iterativne formule (3.85), dobijamo
G-z =—Chry= TP 061 - S (k=1,2).
Koriséenjem (3.88) i (3.96) ocenjujemo
(k) (k)
7| |W; L+gn )W An
|2 — zi| = |Chy| = t H(k) | < ( (;q WILA = Wil < AP,
|01, = S1.))Wil - 1—m” —(n—1)c, Cn
(3.97)

gde je

_ (k=1,2).
1-— r(k) —(n—1)ec,

Izraz za niz >\ / ¢, je dosta komplikovan pa smo koristili programski paket Math-
ematica u cilju nalazenja gornje granice,

NG
<152 (k=1,2).

Cn
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Dakle, dokazali smo nejednakost

|Cr] < 1.52|W;]. (3.98)
Na osnovu (3.97) dobijamo
2= 2 > |z — 2 = 15—z > (1= A (3.99)
i
12 — 25| > |2 — 25 — |5 — il — |5 — ] > (1= 2AP)d. (3.100)

Nejednakost (3.100) daje

1
< ot (3.101)

d> (1 -2 "d,  to jest, _—
1— 22"

sl &

Zapazimo da je )\%k) < 0.14, pod uslovom da nejednakost (3.70) vazi.

Polazeéi od iterativne formule (3.85), na osnovu (3.84) i (3.93), nalazimo

oy (e )
W; (61, — 517 )Wi A T
_ Wi . (3.102)
Zi— % %) 1+ %)

Da bismo dokazali tvrdenje (ii) koristimo (3.102) i imamo
W4
_REk)m —1— Z J

Wi W; A 0T A W;

e o F14+3
2 — % e 1+t A T F
—ng)Wi — (& — z) Z WjA ) (1 + Z - Wi >

G (Zi - Zj)(Zi - ZJ) ! G#i Zi = Zj

1+ ¢
Sada, na osnovu (3.70), (3.87), (3.89), (3.94), (3.97) i (3.99), ocenjujemo

) 4 30 g (M= 1)nd. <k><1 <n—1>6nd>

Wi 1y > Wi Coda =M (1 - A)d
éi—zi - .21'—2" _ (k)
j#i 7 1—qn
Ty(mk) (n— l)cn>\$Z La® (14 (n—1)cy,
1 —\% " 1— A"
< i - n’/ (3.103)
1—gqn
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Koriséenjem dobijenih granica (3.97) i (3.100) nalazimo

H (s ()

125 = 2] o\
)‘<H<1+ 5 ‘) ( +)> L (3.104)
Polaze¢i od (3.91) i imajudi u vidu nejednakosti (3.97), (3.103) i (3.104) dobijamo

1—2o)k

- P
Wi < 12 - =i 5 ( +H)|
j;ﬁz Z] ]];[Z i — XZj
k)
(k) (n—1)cpAn k (n—1)c,
< IWi § G § (1 + <k>)
= 1w, (3.105)

gde smo stavili

(k)
(k) , (n—1)enAn (k) ( (n— 1)0n>
) e g (1 g .
(k) _ AL 1AW 1— AW AP 1
fn - ’ k 1+
Cn 1y 1— 22

Koriséenjem programskog paketa Mathematica nasli smo da je fflk) < 0.25. Dakle,
Wil < FB Wil < 0.25|W;]  (k=1,2).
Kako vaze nejednakosti j}g <0.251 )\(k) < 0.14, sledi

£
-2
Sada je, na osnovu (3.79), (3.101), (3.105)i (3.106),
(k)

n

1— oAk

<0.35 < 1. (3.106)

w < f,(f)w < f,gk)cnd < cend < cnd,

¢ime smo dokazali tvrdenje (iii) Leme 3.3. O
U nastavku ¢emo dati glavni rezultat koji se odnosi na pocetne uslove koji
garantuju konvergenciju iterativnog metoda (3.63).
Teorema 3.6 Pod pocetnim uslovom
400

0 =
v 3n+2

(3.107)

iterativni metodi (3.63) su konvergentni.
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Dokaz. U Lemi 3.3 (tvrdenje (iii)) dokazali smo implikaciju

R A 1
w < cpd = W < cpd, C":3n+2'

Sliéno, indukcijom dokazujemo da iz uslova (3.107) sledi nejednakost wm™ <

cnd™) | za svako m = 1,2,... . Dakle, sva tvrdenja Lema 3.2 i 3.3 vaze za svako
m =1,2,..., ako vazi pocetni uslov (3.107). Konkretno, vaze slede¢e nejednakosti:
W™ < .25/, ™) (3.108)

i
O] = 2D — 2| < 12w ™), (3.109)

zasvakoi €I, im=0,1,... .
Iz iterativne formule (3.85) vidimo da se korekcije C}; u svakoj iteraciji mogu

izraziti u obliku .
Crs =T (31— S15) (3.110)

Da bismo dokazali da je iterativni proces (3.63) dobro definisan u svakoj iteraciji,
dovoljno je pokazati da funkcija Fjj(z1,...,2n) = P(2)/Crs (k = 1,2), koja se
javlja u (1.79) i Teoremi 1.13, ne moze biti nula. Iz (3.110) imamo

(01 = SEWi T (i — )
j#£i .
Fip(z1,. ., 20) = 4 (i € T,).
7®

7

Na osnovu (3.88), (3.96) i definicije minimalnog rastojanja dobija se

Go-sPwlle-=)] -
j#i —rmn —n—1ew
\F k(215 20)| = J > -d
7@ 14 g%

)

> 0.66d"! > 0.

Dokazimo sada da su nizovi {\C’,Y?)\} (¢ € I,) monotono opadajuéi.
Izostavljajuéi indekse iteracije nalazimo na osnovu (3.108) i (3.109)
Cr.il < 1.52|W;| < 1.52 - 0.25|W;| = 0.38|W;|
(61,0 — Sf?)Wi
k)
(2

) (01, — S| i))Wi
_ 0.38\7}(@((514‘ _ Sﬁ)) 1’ = 0.38‘Ck’i‘ Tkl)’

i
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to jest, koris¢enjem (3.89) i (3.95), dobijamo

o) + 1+ (n—1)en

(k)

ICril <0.38
1—gqn

|Chil-

Sada ocenjujemo
r 14 (n—1)cy

1 - qf

< 1.35,

tako da je R
|Cr.i| <0.38-1.35|Cy ;| < 0.52|C 4.

Dakle, konstanta 3 koja se javlja u Teoremi 1.13 je jednaka § = 0.52. Na taj
nacin smo dokazali nejednakost |C,gnz+l)| < 0.52\0,8?)], koja vazi sa svako i € I,
m=0,1,... ik=1,2

Veli¢ina g(3) koja se javlja u tvrdenju (ii) Teoreme 1.13 je jednaka ¢(0.52) =
1/(1 —0.52) < 2.084. Ostaje da dokazemo disjunktnost inkluzivnih diskova

1= {27:9(0.52)[CO)}, ..., S = {0 9(052)|C) )}

(tvrdenje (ii) Teoreme 1.13). Na osnovu (3.109) imamo \C(O)] < 152w za sve
korekcije |C’k | za svako i € I,, 1 k = 1,2. Ako izaberemo indeks p € I,, tako da je

O] = max |07,

1<i<n

tada je

1 2
dO > (3n + 2)w <>>1—52(3n+2)|c |_;’”1+52

> g(0.52)(|IC | + [0,

(IC1+ 1))

jer je
3n+2
2-1.52

za svako n > 3. Ovo znadi da je

> 3.618 > 2.084 > ¢(0.52),

12 _ z§°)\ >d0 > 9(0.52><|c,g?3, T ,c,g?;\) =rad S; + rad S;.

Koriséenjem proste geometrijske konstrukcije, zakljué¢ujemo da su inkluzivni diskovi
S1,...,S, disjunktni, ¢ime smo kompletirali dokaz Teoreme 3.6 O

Kombinovanjem Teorema 3.5 i 3.6, dobijamo sledeée tvrdenje:
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(0) (0)

Teorema 3.7 Ako pocetne aproksimacije zy ', ..., zn "~ zadovoljavaju uslov (3.107),

tada su iterativni metodi (3.63) konvergentni sa redom konvergencije k + 4 (k =
1,2).

Numericéki primeri

Brzina konvergencije predlozenih ubrzanih metoda (3.63) je testirana na ve-
likom broju algebarskih polinoma. Istaknimo da je izrac¢unavanje Newtonove i
Halleyeve korekcije, koje se zahtevaju u realizaciji metoda sa korekcijama, izve-
deno koris¢enjem veé izracunatih velicina P, P/, P” u tackama z1,...,2,. Ovo
znaci da je brzina konvergencije ovih iterativnih metoda ubrzana sa zanemarljivim
brojem dodatnih numeri¢ih izracunavanja. Dakle, primenjeni pristup obezbeduje
visoku ra¢unsku efikasnost predlozenih metoda sa korekcijama.

Kao i kod osnovnih metoda bez korekcija i ovde smo, poredenja radi, posmatrali
slede¢e metode sa korekcijama:

e Metod Halleyevog tipa [198]

201
Zi =z — ’ ; (3.111)
203, — 62— Sy — (S17)°

e Metod tipa Ostrowskog [157]

1
2?1' = Z; — . (3.112)

V62, — 625 — 53

Izvedeni numericki eksperimetni demonstriraju veoma brzu konvergenciju pred-
lozenih metoda. Procesorsko vreme (CPU) ubrzanih metoda sa korekcijama je
gotovo jednako procesorskom vremenu izvrsenja osnovnog metoda (bez korekcija).
Da bismo ilustrovali efikasnost ovih metoda, izmedu velikog broja testiranih alge-
barskih polinoma, izabrali smo slede¢a dva primera.

Primer 3.4 Novi metodi sa Newtonovom korekcijom (3.63)5—; (reda 5) i Halley-
evom korekcijom (3.63);—2 (reda 6), i navedeni metodi Halleyevog tipa (3.111)x—1
i(3.111)k—2 i tipa Ostrowskog (3.112)x—; i (3.112)x—2 su primenjeni za simultano
odredivanje aproksimacija nula polinoma iz Primera 3.1, sa istim startnim vred-
nostima. Greske aproksimacija e®) u prve tri iteracije su date u Tabeli 3.3.

Primer 3.5 Isti metodi kao u Primeru 3.4 primenjeni su na resavanje polinomske
jednacine iz Primera 3.2, sa istim startnim vrednostima. Dobijeni rezultati su dati

u Tabeli 3.4.
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metodi e e e
(3.63)k=1 1.96(—3) (—15
(3.63)k=2 4.93(—4) (—21
(3.111)4=1 | 1.96(=3) | 4.84(—15
(3.111)5—o | 4.93(—4) (—21
E (—4) (

3112)p—1 | 5.17(—4
3.112)p— | 1.61(—4) | 2.23(=25) | 5.17(—149)

Tabela 3.3: Euklidska norma gresaka za Primer 3.4

metodi e e(2) HE)
(3.63) k=1 1.30(—=1) | 4.43(—6) (—27)
(3.63) =2 8.89(—2) | 1.53(—8) (—49)
(3.111)3=1 | 1.40(—1) | 6.77(—6) | 1.00(—26)
(3.111)g—2 | 8.88(—2) | 1.44(-8) (—49)
(
(

3.112) =1 divergira — —
3.112) =2 divergira — -

Tabela 3.4: Euklidska norma gresaka za Primer 3.5

Iz Tabela 3.3 i 3.4, i velikog broja testiranih polinomskih jednacina, vidimo da
su predlozeni metodi uporedivi sa postojeéim metodima po pitanju brzine kon-
vergencije. Numericki primeri pokazuju da je njihova konvergencija veoma brza,
naroc¢ito kod metoda sa korekcijama. Dva iterativna koraka su obi¢no dovoljna u
reSavanju vecine prakti¢nih problema kada su pocetne aproksimacije dobre i kada
su polinomi dobro uslovljeni. Prikazana treca iteracija demonstrira izuzetno brzu
konvergenciju dobijenih aproksimacija, koja se retko zahteva danas u reSavanju
prakti¢nih problema. Medutim, ukljucili smo trecu iteraciju da bismo ilustrovali, s
jedne strane, veoma brzu konvergenciju nove familije iterativnih metoda, i s druge
strane, da bismo pokazali dobro slaganje reda konvergencije iterativnih metoda u
numerickim primerima sa dobijenim teorijskim rezultatima datim u Teoremama
3.413.7.






Poglavlje 4
Novi intervalni metod za proste nule
polinoma

Nas glavni cilj u ovom poglavlju je da izvedemo nove intervalne iterativne metode
visokog reda za simultanu inkluziju prostih nula polinoma. Novi inluzivni metodi se
baziraju na novoj nula-relaciji i na osobini inkluzivne izotonosti. Dobijeni rezultati
su publikovani u radu [139] (M. S. Petkovi¢, M. R. Milosevi¢, D. M. Milosevi¢,
Applied Mathematics and Computation).

4.1 Dva vazna pitanja od prakti¢nog znacaja

U ovom poglavlju je izlozen novi inkluzivni metod visokog reda koji ima veliku
racunsku efikasnost. Prirodna pitanja se sama namecu:

e Da li su postojeéi kvadratno konvergentni intervalni metodi dovoljno efikasni za
inkluziju kompleksnih nula?
e Postoji li potreba za konstrukcijom metoda viseg reda?

Neki autori tvrde da su kvadratno konvergentni metodi dovoljni za reSavanje
sistema nelinearnih jednacina i da su oni takode efikasni i za simultano odredivanje
nula polinoma u obi¢noj kompleksnoj aritmetici (iako postoje drugi metodi nize
racunske cene koji imaju brzu konvergenciju). S druge strane, intervalni metodi za
simultanu inkluziju kompleksnih nula polinoma drugog reda nisu dovoljni, jer su
znacajno skupi.

Neka je P polinom n-tog stepena za prostim nulama (1, ..., (,, koje su sadrzane
u diskovima 71, ..., Z,, respektivno. Razmotrimo Weierstrassov intervalni metod
drugog reda za simultanu inkluziju nula polinoma (1.63). Svode¢i kompleksne ope-
racije na realne, ovaj kvadratno konvergentni metod zahteva:

23n? — 6n sabiranja + oduzimanja, 25n% — 6n mnozenja i 8n? —n deljenja.

87



88 4 Novi intervalni metod za proste nule polinoma
S druge strane, Gargantini-Henricijev metod treceg reda (1.64) zahteva samo
15n? — 4n sabiranja + oduzimanja, 11n? + 2n mnozenja i 3n? + 2n deljenja.

(videti [113, Pogl. 6] za ove podatke). Dakle, kubno konvergentni Gargantini-
Henricijev metod poseduje ne samo brzu konvergenciju, ve¢ ima i manju racunsku
cenu. Zapazimo da postoje intervalni metodi (sa korekcijama) viseg reda od tri koji
su mnogo efikasniji od Garganti-Henricijevog metoda i naravno od gore pomenutog
metoda drugog reda. Losa ra¢unska efikasnost kvadratno konvergentnih inkluzivnih
metoda je bila glavna motivacija za konstrukciju efikasnijih metoda pocevsi od
1972. do danasnjih dana, uklju¢ujuéi metode izloZzene u ovom poglavlju.

Drugo vazno pitanje se tice moguénosti konstrukcije inkluzivnih metoda proiz-
voljnog reda konvergencije. UopsSte govoreéi, bilo koji numericki algoritam koji
daje rezultate proizvoljne preciznosti je uvek dobrodosao, ali samo ako je njegova
racunska efikasnost dovoljno velika; u protivnom, njegova konstrukcija i primena
nisu opravdane i takvi algoritmi su od malog prakti¢nog znacaja.

U kruznoj kompleksnoj aritmetici su konstruisane dve familije proizvoljnog reda
konvergencije: uopstene korenske iteracije Ry (Petkovié¢ [111]) i Bellove disk ite-
racije By (Wang i Zheng [198]). Obe familije imaju red & > 3 i daju isti metod
Rs = B3 za k = 3 koji je zapravo Gargantini-Henricijev metod [42] iz 1972.
Nazalost, inkluzivni metodi koji se generiSu za k > 5 nisu efikasni; Stavise, njihova
racunska efikasnost opada sa porastom k. Ovo je dodatna motivacija za konstruk-
ciju efikasnih inlkuzivnih metoda, kao $to je metod izlozen u ovom poglavlju.

Glavni i veliki nedostatak u konstrukeiji novih inkluzivnih metoda, i samim tim
inkluzivnih metoda proizvoljnog reda, je specijalni pristup u njihovoj konstrukeciji.
Naime, kao §to je pomenuto u Poglavlju 1, inkluzivni metodi se baziraju na osobini
inkluzivne izotonosti i specijalnom obliku nula-relacija

Ci:F(zlv"'vzn7C’i7"'7Cn)7 (41)
gdesu(y, ..., (, nule datog polinoma n-tog stepenai z1, ..., 2, su centri inkluzivnih
diskova 71, ..., Z, koji sadrze ove nule. Medutim, veoma je tesko naéi relacije ob-

lika (4.1) koje mogu da daju intervalne procese dovoljno visoke racunske efikas-
nosti. Potraga za novim nula-relacijama i novim inkluzivnim metodima koji iz njih
proizilaze je stalni izazovni zadatak.
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4.2 Nova nula-relacija — osnova za konstrukciju novih simultanih
metoda

Neka su 21, . .., 2, aproksimacije prostih nula (1, ..., {, moni¢nog polinoma P. Za
tacku z = z; uvedimo sledecée skraéenice

" 1 t 1
ZA,z‘ :Zm, Sh\i = 27

j=1

d
= log P(z2)

z=z; P(z)

2 /Z2— (4 Py
SR O =2 10

(4.3)
Iz (4.2) imamo

Koriséenjem (4.3) nalazimo

P”(Zi) 1 U;
= — 2wy,
Plz) w2

)

tako da, ponovnim koriséenjem (4.2), dobijamo

P"(z;) 2(g; — u;)u?
(P/(ZZ) + il — u1251>7~%2 =———. (4.5)

Deljenje (4.5) sa (4.4) daje
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P,/(Zi)
2 2
+ ui Yo —ui Xy U
(P,(ZZ‘) ? 5t 11,3 7
2(1 - ui21’i>2

=& —ui =2 — G — Ui

Iz poslednje relacije dobijamo sledeé¢u nula-relaciju

u? P (%) ,
Ci =Z;— U — 2(1 s )2 [P’(z-) — UZ(E%,Z — 2271‘) (Z € Hn). (46)
— W 210 ?

Ova relacija je osnova za konstrukciju iterativnih metoda za simultanu inkluziju
kompleksnih nula polinoma koji su razmatrani u nastavku.

Primedba 4.1 Nula-relacija (4.6) se moze izvesti, na prirodni nac¢in, polaze¢i od
iterativne formule

$a(2) = 2 — u(z) — u(2)*A2(2) — u(2)*(242(2)* = A3(2)),
koja pripada Schréderovom osnovnom nizu (videti [188]), gde su

P(z) . pk)
WD =mry AR =G

(k=2,3,...).

Zamenjujudi koeficijente A i A3 odgovarajué¢im sumama oblika Xy ;, posle velikog
broja elementarnih transformacija, dobijamo (4.6). Videti izvodenje nula-relacije
(3.15) u Poglavlju 3. Kratko, izvodenje u ovom odeljku je bilo moguée samo zato
§to smo znali §ta treba da dobijemo zahvaljujuéi analizi iz Poglavlja 3.

Pretpostavimo da smo pronasli medusobno disjunktne diskove Zi,...,7, sa
centrima z; = mid Z; i poluprecnicima r; = rad Z; takve da je ¢; € Z; (i € 1,,).
Zamenom nula ¢; njihovim inkluzivnim diskovima Z; u izrazu za X ; dobijamo
kruzno prosirenje Sy ; od X ;,

n
Syi =Y (INVi(z — Z;)* (A=1,2)
p
sa Xy ; € Sy, za svako i € I,,. Ovde je INV; jedna od inverzija diskova definisanih
sa (1.55) i (1.56), to jest, INVy € {()~1, )fe}.

Primedba 4.2 Pisa¢emo (INV(z; — Zj))/\ pre nego INV(z; — Z;)*, zato &to je
rad (INVZ)* < radINV(Z*) (0 ¢ Z), za obe inverzije (1.55) i (1.56) (videti [106]).

Koriséenjem osobine inkluzivne izotonosti, iz nula-relacije (4.6), dobijamo
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u? P (z; ~ )
G € 2y —u; — 2(1 ez )2 P,((Z‘)) — Uy (S%J — SQJ') = 7; (’L € Hn). (47)
—u; S1,i i

Ako je imenilac u (4.7) disk koji ne sadrzi nulu, tada je Z; nova kruzna aproksi-
macija nule (;, to jest, ; € Z; (i € 1,).

Polazeéi od (4.7), mozemo konstruisati slededi iterativni proces za simultanu
inkluziju svih prostih nula polinoma

2D = 2 ™ — (wWl™INVS (2(1 - o™ S{7)?)

P'M™) oy atmne olm) 1
“ L)y (52 g | (4.8)
[P/(Zl(m)) ( 1, 2, )

zai€l,im=01,..., gdeje INVy € {1 0%} i ul™ = u(z{™). Velicine sa
indeksom m se odnose na m-tu iteraciju.

4.3 Analiza konvergencije osnovnog inkluzivnog metoda

U ovom odeljku ¢emo izloziti analizu konvergencije intervalnog metoda (4.8),
slede¢i logiku prezentovanu u radovima [41], [114] i [132]. U nastavku ¢emo uvek
podrazumevati da je n > 3 i da je primenjena centralna inverzija (1.56) (to jest, da
je INV| = INVy = ()%¢) bez dodatnog naglagavanja. Zbog inkluzije (1.56) rezultati
koji se ticu reda konvergencije takode vaze i u sluc¢aju koriséenja tacne inverzije
(1.55). Dodatni razlozi za koriséenje centralne inverzije diskutovani su u Primedbi
4.3.

Za disjunktne diskove Z1, ..., Z, defini§imo sledece skracenice

zl-(m) = mid Z; gm) TZ(m) =rad Z; (m)

(m) _ m) (m) _ m) _m) _(m)
r fax 1, p —lglggn{lz z; =1

2]
e™ =2 — ¢, €™ = max ™,

1<i<n

Pr(zm m
B = Gl [EE) o (s 5] m=o,1,
Pl(z7)

Veli¢ina p se moze posmatrati kao mera razdvojenosti inkluzivnih diskova.

Zbog jednostavnosti u nastavku ¢emo izostavljati iterativni indeks m i oznaca-
va¢emo veli¢ine u sledeé¢oj (m + 1)-o0j iteraciji sa . Pisa¢emo w; ~ wy ili w; =
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Opn(we) (isti red modula) za dva kompleksna broja wy i wy koja zadovoljavaju

n

jednakost |wi| = O(Jwz|). Takode ¢emo Cesto pisati Z umesto Z :
i =1
J#i

Lema 4.1 Neka vazi nejednakost
p>5(n—1)r (4.9)

Tada vaZe sledece inkluzije:

(i) S1: < {5172‘3 (np21)r}7

. 21(n—1)r
(ii) Se; C {82,z’§ 10p3})

21(n —1)2r
(111) Sil C {Sii; 10p3}

Dokaz. Za (i): Kako je
20 = Gl = [z = 2] = 25 = Gl = |z = 2] =5 = p, (4.10)
imamo
1 1 . 1 < 1
- < -
F-Gl=p  Tm-2l »
Na osnovu definicije (1.56), uz koriséenje (4.10) i (4.11), dobijamo inkluziju

1 T } { 1 ’I“}
I j
Zi — 23T c — ; C YT (- 412
L2i = 2jims} {Zizj |20 — zj|(J2i — 2| —75) zi— 2 p? (412

Iz inkluzije (4.12) sada nalazimo

s Bty e e 05)

Za (ii): Koriséenjem pocetnog uslova (4.9), nejednakosti (4.11) i operacija kruzne
aritmetike (sa centralnom inverzijom (1.56)) imamo
} c { 1 _21r }
Gi— 2 105

1 r? 1 2r
(T 2 +
Zi =z P (zi = %) |2i — 2lp°
odakle dobijamo inkluziju
21r 21(n—1)r
T o L L S )
& jz#:z — 2;)%7 10p3 ! 10p3

(4.11)

‘%
NN
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Za (iii): S obzirom na (4.11) ocenjujemo

n—1

|s1,i] < ,

P

i na osnovu (1.53), (4.9) i tvrdenja (i) dobijamo

,
Sti C {Su; (n— 1)@

21(n — 1)3r
- {5%,5( )

10p3

b o

12
c {5%,% 2(n—1)°r n

73

Zbog jednostavnosti u nastavku ¢emo uvesti disk

Qi = 2(1 — u;S1,)?,

Lema 4.2 Neka vazi nejednakost (4.9). Tada je

5 5
(1) Juil < leil < i
4 4

(11) ‘1 — ’LLZ'8171'| <

1?
7
(i) i > <
, 101(n —1)r2 7
(iv) m = IR < 5

Dokaz. Za (i): Kako je

1 E;

1 - Sy
—+ 21y L+eia;
&

koris¢enjem nejednakosti |&;| < r;, (4.9) i

1
1204 < nT (dobijene iz (4.11))

nalazimo da je

;]

|u;| =

1+eiZnl = 1—|ell 2l —

(n —pi)zr? }

sa centrom mid @Q; = ¢; = 2(1 — uisu)Q.

93

(4.13)

(4.14)



94 4 Novi intervalni metod za proste nule polinoma
Za (ii): Na osnovu (4.9), (4.13) i tvrdenja (i) dobijamo

9 n—1 5}
\1—u,~317i| < 1+”LLZ“ . ’8171“ < 1+17' ’ < 1

Za (iii): Sli¢no kao u dokazu tvrdenja (i) i (ii) ocenjujemo

il = 1201 = wgs10)? = [2(1 = 2uss1 + ufst ;| > 2 — Alug[si| — 2Jusl*[s1

(n—l)r_%(n—l)%“2 >2_1_1:Z‘
p 8 p? 8 8

>2-5

Za (iv): Koriséenjem uslova (4.9) nalazimo da je

101(n — 1)r? 101 7
= < < — .
162 400(n — 1) ~ 50

i

Na osnovu Lema 4.1 i 4.2 sada smo u moguénosti da dokazemo da je red kon-
vergencije metoda (4.8) jednak cetiri.

Teorema 4.1 Neka je niz intervala {Zi(m)} (i € I,) definisan iterativnom formu-
lom (4.8). Tada, pod pocetnim uslovom

PO > 5(n —1)r®, (4.15)
za svako 1t €I, im=0,1,... vaZi:
1° ez,

m+1) - 4n(n — 1)(T(m))4

o
S T o ey

Dokaz. Tvrdenje 1° éemo dokazati matemati¢ckom indukcijom. Pretpostavimo da
je G € Zi(k) za svako i € I, i svako k > 1. Tada, na osnovu (4.8), sledi

(k)y2 P (k)

G s® (UZk) i (sz ) o ((Sﬁ))? B Séki)) e

21— ST LP (") N

Kako je ¢; € Zl-(o)7 dobijamo indukcijom da je (; € Zi(m) za svakom =0,1,2,... .
Dokazimo sada da intervalni metod (4.8) ima red konvergencije jednak ¢cetiri

(tvrdenje 2°). Koristi¢emo indukciju i po¢eéemo sa m = 0. Zbog jednostavnosti
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¢emo izostaviti sve iterativne indekse i sve veli¢ine u prvoj iteraciji ¢emo oznaciti
dodatnim simbolom ~

Po¢nimo od diska u imeniocu od (4.8). Koriséenjem definicije (1.53), nejed-
nakosti (4.9) i tvrdenja (i) Leme 4.1 i (ii) Leme 4.2, dobijamo

5(n —1)r2)?
Qi =2(1 —u;S1,)? C 2{1 — UiS1; (4p2)}

25(n—1)r2  25(n—1)%r* 101(n — 1)r2
C{Qi; (4,02) + (8/)4) }C{qi;(lfspg)}:{%;ni}‘

Na osnovu tvrdenja (iii) i (iv) Leme 4.2 sledi
TS S8t

i zakljucujemo, koriséenjem (1.51), da disk @Q); ne sadrzi nulu, tako da je iterativni
proces (4.8) dobro definisan.

U nastavku ¢emo nadi inverziju dobijenog diska @); koris¢enjem (1.56)

1 n;
Qe = {aiim; IC:{;} =: D;.
L P AT (P A

Na osnovu tvrdenja (iii) i (iv) Leme 4.2 sada ocenjujemo

101(n — 1)r?
; 16p2_ 10(n—1)r?
rad D, — n < 716/) —— < (n _ )r
gl (|ai — m:) ,(,_7) p
8\8 50
i
1
mid D; = ‘dl| = — < §
|gi] 7
Kako je
P"(z) 2
P’(zi) - ul((sl,i - 52,1)7

disk B; u imeniocu (4.8) moze biti prikazan u obliku

P// Z
B; = uj < P’((z)) —ui(St; — 52,i)> = u}(07; — 02 — (ST, — S2,))-

Koriséenjem tvrdenja (ii) i (iii) Leme 4.1 i tvrdenja (i) Leme 4.2 dobijamo

125

21n(n — 1)r3
Bi C 67 T’{E?((Sii - 3%,1’ - ((5271‘ - 8271')); n(n)r}

10p3
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Iz poslednje inkluzije nalazimo

21n(n — 1)rt
rad Bz < (5103)
Kako je
1 1
015=—+ 214 Ooi=—5+ L2

2

(videti (4.2) i (4.3)), dobijamo da je

)

1 2 1
5?(5%,1' - 5%,1' — (89, — 82,4)) = 7 <(e + Zl,i) - Sii - (;2 + Yoy — 52,1‘))
i i

2

2 y12 2.2 2
= 262‘21,2‘ =+ 52' 2171‘ — Ei 8171' + 51‘ 2271' — Ei SQ’i.

Dalje, koris¢enjem nejednakosti

n—1 . n—1
\22,2'!§7 i [s24] < g

(dobijenih iz (4.11)) i nejednakosti (4.9), (4.13) i (4.14) ocenjujemo centar diska
Bi7

, 125 /2(n—1)r (n—1>2%% (n—1)%2
N (n—1r%2 (n—1)r?
P P
125(n — 1)r? ( 1 1 1 1 ) 26(n — 1)r?
< ——— < —

Q4 44 =4
64p RN 5p

Koriséenjem dobijenih granica za |d;| i |b;| ocenjujemo proizvod diskova D; i B;,
10(n — 1)r? 21n(n — 1)rt 41n(n — 1)rt
D;-B; C {di§ 10n = L)r” 5 r } ' {bz’; 2n{n — L)’ } - {dibi;n(n i }
p 507 p?
Na osnovu toga intervalni metod (4.8) moze biti prikazan u obliku

Zi =z —u; — DB,

odakle nalazimo da je
41n(n — 1)r?
< M (4.16)
p
i posle kraceg izracunavanja iz (4.9) i (4.16) dobijamo
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3 41 1
z n r< -7 (4.17)

< dln(n— 1) r < ——
Fedlnn =) s < o " < g

1 .
m+1) moraju

Na osnovu geometrijske konstrukcije i ¢injenice da diskovi Zi(m) i Zi(
imati bar jednu zajednicku tacku (nulu ¢;), moze se izvesti sledeca relacija (videti
41)):

Pt > pm) _p(m) _ gy (m+1), (4.18)

Koriséenjem nejednakosti (4.17) i (4.18) (za m = 0), nalazimo

P > pl0 — (0 _ 3, 5 505 — 1)7(0) — () _ ZT(O) > 470 (5(n -1)—-1- 2),

odakle sledi
p > 5(n —1)rM), (4.19)

Ovo je uslov (4.9) za indeks m = 1, §to znaci da sva tvrdenja Lema 4.1 i 4.2 vaze
za m = 1.

Koriséenjem definicije za p i nejednakosti (4.19), za proizvoljni par indeksa i, j €
I, (i # j) imamo

|zz-(1) - z](-l)| > pM > 5(n—1)r® > 200 > 7“1(1) + TJ('I)- (4.20)

Dakle, na osnovu (1.51), diskovi Zfl), e A dobijeni metodom (4.8) su disjunk-

tni po parovima.

Primenjujuéi matematicku indukciju sa argumentacijom koriséenom kod izvode-
nja relacija (4.16), (4.17), (4.19) i (4.20) (Sto ¢ini deo dokaza za m = 1), dokazujemo
da su za svako m = 0,1, ... diskovi me), .. .,Z,(Lm) disjunktni po parovima i da
vaze sledeCe nejednakosti:

) ()4
(p(m)?
Hmt1) ir(m)’ (4.22)
p™ > 5(n —1)r™, (4.23)

Pored toga, zapazimo da poslednja nejednakost (4.23) znaci da sva tvrdenja Lema
4.11 4.2 vaze za svakom =0,1,2,... .

Zbog kraceg pisanja, neka je w = 1/4. Tada je

4 7
1+4(w+w2+-~+wm)—wm<1+1—w:§. (4.24)
— W
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Sukcesivnom primenom relacija (4.18) i (4.22) dobijamo

= pm= _ pm=1(1 4 30) > p(m=2) _ p(m=2) _ 30,p(m=2) _ ,p(m=2)(1 4 34))
= pm=2) _ p(Mm=2)(1 4 4 + 40? — W?)

>p(0)—r(o)(1+4w+4w2+---—|—4wm—wm)

S 0 grm),

gde smo koristili (4.24). Na osnovu poslednje nejednakosti i (4.21) nalazimo

41n(n — 1)(r(m))4

(P(O) - gr(0)>3 '

T(m+1) <

Dakle, tvrdenje 2° Teoreme 4.1 vazi. Poslednja relacija pokazuje da je red konver-
gencije inkluzivnog metoda (4.8) jednak cetiri. O

4.4 Numericki primeri za osnovni metod

Inkluzivni metod (4.8) smo primenili za resavanje velikog broja polinomskih jed-
nacina, od kojih éemo ilustracije radi ovde izloziti dva.

Primer 4.1 Inkluzivni metod (4.8) je primenjen za simultanu inkluziju nula poli-
noma

P(2) = 2" — 32" + 12217 — 36210 4 2682 — 8042 4 278423 — 8352212
4347102 — 10413020 + 3246962° — 97408828 + 62097227 — 186291625
—22705922° + 68117762% — 283039512> 4 8491185322
—25704900z 4 77114700.

Taé¢ne nule polinoma su +1 + 2¢, +2, +4, £3+ 2i, +2 + 37, +34, 3. Pocetni diskovi
su Zi(o) = {zi(o) ;0.4} sa centrima



4.4 Numericki primeri za osnovni metod 99

AV =11422i, V=12-21 2V=-12+21i
f[)) = -1.2 - 2.14, (0) =22+401i, 20 =-21+0.1i
A0 = 0.2+ 0.9, (0) =02-11, 2”=31+19;
Zﬁ))) =3.2 - 1.9, zﬁ)) =32+ 1.9i, ZQ = -3.2-1.9i,
AV =9224209i, AP=22-20i V=_-224209,
A= 229209 AV=02+31, V=-02-209i,
A —32-0.1i

Polupreénici diskova dobijeni u prve tri iteracije su dati u Tabeli 4.1, gde oznaka
A(—q) znac¢i A x 10749,

D me) mE)
2 =1+2i 2.94(—1) | 6.53(—7) | 3.11(—32)
Zp=1-2i 4.03(=1) | 2.40(-7) | 1.70(—33)
z3=—1+2 | 253(—1) | 4.83(-7) | 8.04(—33)
=—1-2 | 364(—1) | 1.62(-7) | 3.87(—34)
25 =2 3.84(—1) | 1.70(=7) | 6.73(—36)
26 = —2 2.36(—2) | 1.39(—8) | 1.89(—39)
=i 9.77(=2) | 1.04(=9) | 2.41(—42)
25 = —i 1.48(—1) | 6.49(—10) | 2.67(—45)
29 =3+2i 3.94(—-2) | 3.22(—8) | 1.95(—37)
210 =3 — 2 1.52(—1) | 1.05(-=7) | 2.33(—35)
21 =-3+2i | 1.14(=1) | 4.76(—8) | 8.53(—37)
Zp=-3-2i | 1.10(-1) | 2.31(-7) | 3.87(—33)
213 = 2+ 3i 3.39(—1) | 1.80(—6) | 1.75(—30)
214 =2 — 3i 2.74(—-1) | 6.79(—=8) | 1.53(—34)
25 =-2+3i | 2.44(—1) | 5.18(—8) | 2.16(—35)
g =—2-3i | 2.78(—=1) | 1.17(—6) | 3.98(—31)
217 = 3i 2.23(=1) | 1.56(—6) | 8.13(—32)
218 = —3i 516(—1) | 1.51(=5) | 2.79(—29)
219 = 3 3.83(=1) | 3.04(=7) | 3.93(—34)

Tabela 4.1: Polupreénici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.1

Primer 4.2 Za nalazenje nula polinoma

P(z) = 220 + 12219 + 8028 4 360217 + 135621¢ + 45122'° 4 134402 + 35520213
+8497621% + 1921922 + 4160002 4 5740802 — 1530242° — 328396827
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z16=—2—21 6.52
zZ17=—-3+1 2.60
zZ18=—-3—1 1.07(—-1
z19 = —3+ 3 4.03(—1
3.18(—1)

1
1

1.02
1.41
2.55(—37
7.17(—32
9.79(—33

38
35

e me) )

=1+ 1.94(—1) | 1.70(—9) | 6.65(—42)
m=1—i 2.46(—1) | 2.18(=11) | 9.75(—48)
z3=1+3i 7.13(=2) | 2.64(—9) | 5.75(—41)
z=1-3i 7.11(=2) | 1.10(=8) | 2.30(—40)
25 =2+2i 7.75(—2) | 2.94(—10) | 6.59(—44)
26 =2—2i 8.23(—2) | 8.84(—10) | 1.57(—42)
2= —2 4.84(—1) | 1.87(=8) | 1.61(—39)
25 =2 2.62(—1) | 3.29(=7) | 1.06(—35)
29 = 2i 5.29(—1) | 8.59(—8) | 2.52(—36)
210 = —2i 4.76(—1) | 3.20(—-8) | 2.26(—38)
sp=—1414 | 2.65(—1) | 2.95(—10) | 7.49(—48)
za=—1—1i | 227(=1) | 5.15(—11) | 1.56(—49)
g =—143i | 3.27(—1) | 2.43(—6) | 1.39(—32)
zu=-1-3i | 2.76(—1) | 4.12(-7) | 1.20(—35)
25 =—2+42i | 7.40(=1) | 9.60(—9) | 2.73(—38)
(1) (=9) (—38)

(1) (=7) (—35)

(1) (—8) (=37)

(1) (—6) (—32)

( )

Z920 — —-3—-3

Tabela 4.2: Poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.2

—80486402° — 154521602° — 203171842 — 1592524823 — 3801088022
—688128002 — 73728000
primenili smo isti inkluzivni metod (4.8). Ta¢ne nule polinoma su 1+, 1 £3i, 2+
21, +2, £2i, —1 414, —1 £ 3i, =2+ 2, —3 £ 4, —3 =+ 3i. Pocetni diskovi su Zfo) =

{zi(o); 0.5} sa centrima

AV = 11410,
A0 =1.1-3.1i,
29 = 1.9 4 0.1i,
A9 = 0.1 1.9,
A = 0.9+ 2.9i,
AY = 21— 1.9

A9 = —2.9+209i,

AV =11 -1.1,
A0 =21 4210,
20 =1.9-0.1i,
AV = 114114,
A9 = —0.9-29i,
A = 294114,

20 = —2.9-209i.

20 =1.1+3.1i,
20 =21-21i,

AV = _31-1.1i,

Dobijeni polupreénici diskova u prve tri iteracije su dati u Tabeli 4.2.



4.5 Ubrzani inkluzivni metodi sa korekcijama 101

Iz Tabela 4.1 i 4.2 primecéujemo veliku brzinu konvergencije predlozenog metoda.
Njihov red konvergencije se uglavnom poklapa sa teorijskim redom izlozenim u
Teoremi 4.1. Treca iteracija je data da bismo demonstrirali veliku ta¢nost dobijenih
aproksimacija.

U oba izlozena primera je izbor pocetnih diskova izveden pod slabijim uslovima
od (4.15); stavise, odnos p(® /r(9) je najcesée dva, tri i vise puta manji od 5(n — 1).

4.5 Ubrzani inkluzivni metodi sa korekcijama

Da bismo povecali brzinu konvergencije iterativnhog metoda (4.8) primenié¢emo
Newtonovu i Halleyevu korekciju, na slican nacin kao u radovima [21] i [120].
Ovako dobijeni ubrzani metodi bi¢e predmet proucavanja ovog odeljka.

Za iterativni indeks m uvedimo sledeée vektore:
zm — (me) ey Zflm)) (tekuée kruzne aproksimacije),
Z](Vm) = (Z](le), cee Z](er)b>v Z](VTZ) = Zl-(m) - u(zi(m)) (Newtonove aproksimacije),

Zﬁlm) = (Zé,ml), . Zé,m ), ng;) —zm _ h(zi(m)) (Halleyeve aproksimacije),

n %

u(z) _ P(Z) i (Z) _ P,(Z) o P//(Z) -
P'(z) P(z) 2P'(2)
Newtonova i Halleyeva korekcija koje se javljaju u iterativnim metodima Z =
z —u(z) (Newtonov metod drugog reda) i 2 = z — h(z) (Halleyev metod treéeg
reda).

U konstrukciji ubrzanih inkluzivnih metoda podrazumevaé¢emo izbor pocetnih
diskova Zfo), e Z7(10), koji sadrze nule (i, ..., (,, na takav nacin da diskovi ZZ»(O) —
u(mid (Zi(o))> i ZZ-(O) - h(mid (Zi(o))) takode sadrze nule ¢; (i € I,,). ReSavanje ovog
zadatka je predmet razmatranja sledeeg tvrdenja gde su, zbog jednostavnosti,
izostavljeni indeksi iteracija. Takode ¢emo u nastavku pisati u; = u(z;) i h; = h(z;).

Lema 4.3 Neka su Z1,. .., Z, inkluzivni diskovi za nule C1,...,Cn, G € Z;, i neka
je z; =mid Z;, r; =rad Z;. Inkluzivni diskovi Z1, ..., Z, su izabrani tako da vazi
nejednakost

p>5n—1)r. (4.25)

Tada za svako © € 1, vaZe sledece implikacije:
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() G € Zi = G € Znyi = Z;i —us;
(ii)Ci €z, = (€ ZHJ' = Z; — h;.

Dokaz. Za (i): Dovoljno je da dokazemo implikaciju
2 = Gl S ri = |z —wi = Gl < i
Polazeéi od nejednakosti trougla
20 = Gl = |zi = 25| = 12 = Gl = |21 = 251 =75 > p,

nalazimo

<Y< =12, (426)

| Xl =
i P

Sz — ¢

J#

Na osnovu (4.25) i (4.26) (za A = 1) dobijamo

p 1
5(TL— 1) - 5|21,i’7

r; <

odakle sledi

i X1 1
L—ri| X2 4
Kako je |g;| = |z — ;| < 7, koris¢enjem poslednje nejednakost dobijamo
Eli 7“2‘212| 1
zi =i — G| = |ei —wg| = |ei — 1/614] = |ei]? ’ = < =y < Ty
| 7 7 C’L| | 7 z| | A / 1,z| | z| 1+5i21,i = 1_Ti|21,i’ A 7 7

Za (ii): Kao i ranije, neophodno je da dokazemo implikaciju

lzi = G| < ri = |zi — hy — G| <y

Podimo od
2> (zi—¢)
20 j=1
T 52 ] +5 i - n 2 n
Le T <Z(Zi - Cj)_l) +) (5 —¢)?
=1 j=1
2(1/ei + X14) 26i(1 + ;X1 ;)

— . (4.27
(Iei+Z13)2 +1/ef + Zoi 242650, +€7(5F, + Zay) (4.27)
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Na osnovu (4.27) dobijamo

G—hi— Gi= i — 2ei(1 + €2 i) _ e} (XF; + Xaa)
i i i ooy 224 + 6?(2%’1- + E2,i) 24 2¢; X1, + 522(2%#' + 2271')7
tako da je
% — hi — G| = e} (X% + Xa,)
24 2e 2 + (2 4 Da)
n—1\2 n-1
() + %
" Y "
< — —5 — :
2ot ()
p p p
(n — 1)nr? n
2 25(n— 1) 3
_ P o\ ) 2 .
_§7n(n—1)ri2n<§_ p n<77rl<n. O
5 2 5 25(n—1)

Polaze¢i od nula-relacije (4.6) mozemo konstruisati inkluzivni metod sa Newton-
ovom i Halleyevom korekcijom. Analizu konvergencije ovih metoda razmatra¢emo
istovremeno. U tom cilju oznaci¢emo ove metode dodatnim indeksom k£ = 1
(za Newtonovu korekciju) i & = 2 (za Halleyevu korekciju), kao u prethodnom
poglavlju. Na isti nac¢in, oznaci¢emo odgovarajuce vektore aproksimacija sa:

o ZDY = (ZNa, - D),

* n
L ZY = (Zaa,. s Zrg).

Inkluzivni diskovi i vektori ovih diskova ée biti oznaceni dodatnim simbolom
k € {1,2}. Kao i kod metoda u tackastoj kompleksnoj aritmetici, treba ih strogo
razlikovati od iterativnih indeksa.

U nastavku ¢emo obe korekcije u; 1 h; oznacavati sa Ci; (k = 1,2). Definisimo,
takode, diskove

3

S0i(Z2W) =S ANV (2 - Zj + Cr )Y (A=1,2),

LS
Yl
S

B;(z®)

2(EE) 2 g g
(i wlsti(2 ) = 52,20 ).

gde je z(*) = (Zkas- -y Zkn) (k=1,2) vektor inkluzivnih diskova.
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Sada smo u moguénosti da oba metoda, sa Newtonovom i Halleyevom korekci-
jom, napiSemo u jedinstvenom obliku

~

Zi = 2 —u; — INV3 (201 = w;$1,4(2M))*) Bi(2W) (i € 1). (4.28)

Primedba 4.3 Ovde je neophodna vazna diskusija koja se tic¢e koriS¢enja inver-
zije diskova. Na prvi pogled deluje logi¢no da se koristi ta¢na inverzija (1.55) u
iterativnoj formuli (4.28) i drugim formulama sa korekcijama koje su date u nas-
tavku disertacije, zato Sto tacna inverzija (1.55) daje manje diskove od centralne
inverzije (1.56). Iznenadujuce, centralna inverzija () primenjena na inkluzivne
metode sa korekcijama daje bolje rezultate. Naime, primena centralne inverzije
proizvodi nizove centara {mid Zi(m) }(iEHn) dobijenih diskova Zi(m) koji se pokla-
paju sa veoma brzim iterativnim metodima u obi¢noj kompleksnoj aritmetici. Ovi
brzi metodi znacajno ubrzavaju kontrakciju diskova, jer su konvergencija centara
i konvergencija poluprecnika povezane. Ovo oc¢ito vodi do ubrzane konvergencije
intervalnih metoda. S druge strane, tacna inverzija daje ,pomerene” centre in-
vertovanih diskova, S§to uslovljava njihovu sporiju konvergenciju. Posledica toga je
da koris¢enje tacne inverzije (1.55) moze ubrzati konvergenciju samo do izvesne
granice kada se primenjuju korekcije u (4.28). Iz tog razloga, u nastavku éemo
raditi samo sa centralnom inverzijom (1.56), obi¢no bez posebnog naglasavanja.

4.6 Analiza konvergencije inkluzivnih metoda sa korekcijama

Pre razmatranja osobina konvergencije simultanih intervalnih metoda (4.28) i
pocetnih uslova za njihovu konvergenciju, dokaza¢emo prvo neke neophodne leme.
Zbog jednostavnosti, u nastavku ¢emo koristiti sledeée skracenice

X = mid (2 — Zj + Cpy) = 2 — ¢ + PR,

O v SO R Myt 2
J l—i-&“jZl,j’ J 2+25j21,j+5j2‘(2%,j+227j),
(k) Ty k) _ 1
Vit = T (k) v 9 T Ty
| ij |(|Xij | = 75) Xij
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/!
g 2P ()2 _ 50
i = U P'(z) Ui\ (51, S24 ) )
i

Prvo ¢éemo dokazati dve Leme koje su neophodne za dokaz teoreme o konver-
genciji.

Lema 4.4 Neka vazi nejednakost (4.25). Tada je

0) fuil < 5 Jei < 5
(k) _ 49,
1-— 7 on’
(11) ‘ u SI,Z‘ < 39
4
(iii) [ > =5
5
k) _ 9
(V) "™ < =5
26(n — 1)]g;|?
p) .
(v) [b;"] 5 ;
(k) _ O
(vi) |d;] < 1

P(Zi) 1 €q

) P/(Zz) l + El,i 1 —|— EZ'ZLZ-
€4
ocenjujemo koriséenjem nejednakosti |e;| < ry, (4.25) 1 (4.26) (za A =1) da je
|€i’ |€1’ |5,L| 5 5
w;| = < < < 2lel < 2
| Z| |1+8i21,7j| o ]‘7|61H211| - (n_l)r 4| l| =3 7

Za (ii): Lako je pokazati da je
, 4 R N S Lo = By
2i—Zj+ Crj={zi— G+ g,

gde je

2
ORI VR it 22 |
J 1+€j21,j 2+25j21,j +5j2‘(2%,j+22:j)

Koriséenjem nejednakosti (4.25) i (4.26) ocenjujemo
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n—1
. b B(n—1
|§J( )| < | J’ < ,0_ - < ( )
L—lgl|Zl = (n=Dr 4p
)
i
(n—1)n
€@ < |27 +2|E2,j| : < P>
! 2 = 2[ej[| 2151 — g2 (120517 + 1 2Z2,40) on—1  ,(m—1n
2—2r r 5
p p
o0(n —1
_ 0= 1
T7p?
za svako j € I,. Na osnovu toga nalazimo
1 1 1 5(n — 1)r?
1= Jai = G+ 60621 2 o = gl — I lles > o = XU 5 - 2 (a0
i
@) _ )3 @)1 13 50n(n — 1)r® r
IXij | = lzi=G+& 7| = |zi—Gl=1€7 g5 > P—TPQ > T Z Py
(4.31)

Na osnovu nejednakosti (4.30) i (4.31), ocenjujemo za obe korekcije

W=7 (o= o= 7) = (1= ) (=) > gt 4

Koriséenjem (4.32) dobijamo

(k) T 4r
Vij T k <53
Lo )3
odakle je
4(n—1
S o < ("3 L (4.33)
i P
Sli¢no, iz (4.30) i (4.31) nalazimo
(k)| 1 1 40
195 (4.34)

= < < -/
'l e/ S

Koriséenjem nejednakosti (4.34) imamo
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(k) (k) _ 40(n —1)
|s14] < Z|gij | < “30p (4.35)
JFi
i 40\2(n — 1)
k k 2(n—
|Sg,i)| = §|Q£j)|2 < (@) 2 (4.36)
JF

Na osnovu (4.25), (4.35) i tvrdenja (i) konacno dobijamo

k k 5) 40(71—1) 49

Za (iii): Sli¢no kao u dokazima tvrdenja (i) i (ii) ocenjujemo

10 = 121 = wist)?) = 1201 — 2uist) + w2 (s8] > 2 — 4|55 — 2Pl

| : i
200(n — 1)r 25 /402 (n — 1)r? 40  1,40\2 _ 4
>2- " ()2 — — () >,
39 8 (39) 2 39 8(39) 5
Za (iv): Koriséenjem nejednakosti (4.25) nalazimo
(k) _ 9(n —1)|ei|r 9 9
i 2 S 95m_1) 50
Za (v): Kako je
1 1
01, = -~ + X1, 02, = = + Yo, (4.37)
izvodimo relaciju
2
51— ()7 = Goi = s = = D+ T = DT+ Do - s (439)
S druge strane, kako je
P"(z) 2
P'(z) ul(‘SLi 02,i),

pM)

se moze prikazati u obliku

P” Z;
b = ( Pf)) —ui((s15)? - sé’f?)) = (6%, = (51)* = (05 — s5)). (4.39)

Dalje, koris¢enjem nejednakosti (4.25), (4.26), (4.35), (4.36) i tvrdenja (i), ocenju-
jemo iz (4.38) i (4.39)
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2(n —1 —1)2r  40%(n —1)? —1 40%(n — 1
O < e (Al A oD H )
p p 39%p p 39%p
125(n —1)]ei]? 1 407 1 402 26(n — 1)]g;|?
C— 2+ = 5+ —+ 5 .
64p 5 5-392 10 10-39 5p

Za (vi): Iz tvrdenja (iii) direktno dobijamo

14N |= 1

<

| Ot

k
0"
Lema 4.5 Neka vazi nejednakost (4.25). Tada je

(i) S1i(z®)C {53 (n3;21)r

(i) S24(2™) C{ s M} 58 = mid Sp,(2®);

}, Sg{? = midSu(Z(k));

3

3(n—1)2r

i) 57,20 < { )% 2
—Dlel3

(iv) B;(z®) ¢ {bgk); W}, b\¥) = mid B;(2®).
0

Dokaz. Za (i): Primenjujuéi centralnu inverziju (1.56), uz koriséenje operacija
kruzne aritmetike, dobijamo, s obzirom na (4.33),

n 1 n 1 n
Slﬂ'(z(k)) = Z Z gz ?72
S u—Zi+Cn =1 0y =70
J#i #i JFi
(k). 4(n—1)r
C {81,2,3p2 .

Za (ii): Primenjujudi definiciju (1.53) imajuéi na umu nejednakosti (4.25), (4.33)
i (4.34) ocenjujemo

- 1 2 & ) (k)2
S0,i(Z2M) = () =S {gP;7 Py

g Zi — Zj =+ Ck,j % J J

JF JF

Il
NE

S

{(gfj %2001 + (i) c{ ( (’“))Q-M}.

i )
J p3

S

<L S
Sl
<.
Wl
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Za (iii): Polazeéi od tvrdenja (i) Leme 4.4 i primenjujuéi definiciju (1.53) i
nejednakosti (4.25) i (4.35), nalazimo

4(n — 1)r 4(n —1)r\2 3(n—1)3r
$7u(2) € { o U (A o 2y

Za (iv): Na osnovu tvrdenja (i) Leme 4.4 i tvrdenja (ii) i (iii) Leme 4.5 oce-
njujemo, koriséenjem (4.25),
P”(Z')
B.ﬂM::2< i
’L( ) uZ P/(ZZ')

— |3
- Ui(sii(z(k)) - 5271'(Z(k)))> C {bl(.k); W} 0

Za intervalne metode (4.28) vazi sledece tvrdenje:

(0)

Teorema 4.2 Pretpostavimo da su pocetni diskovi Z, ,...,Zflo) tako izabrani da
Je G € ZZ-(O) (1 € I,) i da vaZi nejednakost

PO > 5(n—1)r©®. (4.40)

Tada su inkluzivni metodi (4.28) konvergentni za svakoi € I, im = 1,2,... i vaZe
sledeéa tvrdenja:

1° p(m > 5(n — 1)r(™);

2°¢ € Zi(m) za svakoi €1, tm=1,2,...;

3° donja granica R-reda konvergencije intervalnih metoda (4.28) je

Or(4.28) > k+4.

Dokaz. Primetimo da iz Teoreme 4.2 dobijamo redove konvergencije intervalnih
metoda (4.28) sa Newtonovom i Halleyevom korekcijom 5 i 6, respektivno. Ovo
povecanje reda konvergencije u odnosu na red ¢etiri osnovnog metoda (4.8) je
uslovljeno veoma brzom konvergencijom niza centara diskova {zim)} dobijenih sa
(4.28). Zaista, stavljajuéi Z™ = {z™;0} u (4.28), dobijamo metod petog (k = 1)
i gestog (k = 2) reda u obi¢noj kompleksnoj aritmetici, videti relaciju (4.48) za
k=112

Zapazimo da uslov (4.40) obezbeduje disjunktnost pocetnih diskova Z£02 el ZT(LO).
Zaista, za proizvoljni par indeksa i,j € I,, (i # j) imamo
20 = 2O > 5O 5 55— 1)r® 5 20O > O 4 O,

7 7

§to znaci da je Zl-(o) N ZJ(O) = () (na osnovu (1.51)).
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Tvrdenja Teoreme 4.2 éemo dokazati koriSéenjem matematicke indukcije. Kao
u Odeljku 4.2, ¢esto ¢emo koristiti nejednakost (4.40) u obliku
1

<<

<5T (4.41)

1
10’
bez posebnog naglasavanja.

Prvo, neka je m = 0, i razmotrimo pocetni uslov (4.40). Tada, prema Lemi 4.3,
direktno dobijamo implikacije

GEZi = (€ Zk,z’ = Z; — Ckﬂ- (Z e€l,, k= 1,2).

Takode treba dokazati da su novi inkluzivni diskovi Z 1,...,Z;, (k = 1,2) dis-
junktni po parovima. Koriséenjem (4.26) i (4.40) nalazimo

&
1+ 52‘2172‘

< i <
1-— 7","2171“

5
1” < 2r; < 2r,

s :]

|hil = ‘ siithubes ) < - ri
U2 2e T R )| | e (Ut 220)|
2(1 +5i217i)
1 80
< jri = ﬁri < 2r; < 27,
80
jer je
of (m— 132 n—l) (n — 1)nr?
(R 4+ Zaa)| " (( p ) 1/)2 _ p? <3
2(1+ £;21,) 2(1_Tn— ) 2(1_ (n—l)r) 80
p P
Dakle,

imid Zy,; — mid Zy j| = |2; — Ck; — zj + Crj| > |2 — 2j| = |Cri| — |Ch 4
>p—4r >5n—1)r—4r >ri+r;.

Prema tome, Z,; N Zp; = 0 (i # j) zbog (1.51). Poslednja nejednakost je
neophodna da bi inkluzivni metod (4.28) bio dobro definisan.

Razmotrimo, prvo, disk u imeniocu izraza (4.28). Pomoc¢u nejednakosti (4.40) i
tvrdenja (i) i (ii) Leme 4.4 i tvrdenja (i) Leme 4.5, dobijamo
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_ . 2
@ (50) =201~ uis1(29)? < 2{1 - sl 2
5(n —1)|ei|r n 25(n — 1)2\&\27’2}
3p? 9p*

9(n — 1)|e;|r
- {qfk);( p2)| | }: {ain"Y.

Iz poslednje inkluzije i tvrdenja (iii) i (iv) Leme 4.4 imamo

k)\2 k
C 2{(1 - UiS(LZ-)) ;2|11 — uisg’i)]

k49w

i zakljucujemo da disk @Q; ne sadrzi nulu, tako da je iterativni proces (4.28) dobro
definisan.

Primennjujuéi centralnu inverziju na disk @);, dobijamo

(k)
c _ . ¢ _ . i . k)
Qi(2M)le = (B, nPyle — {dE’“), } —: D;(zW).
14 1(1a | = 0

Na osnovu tvrdenja (iii) i (iv) Leme 4.4 ocenjujemo gornju granicu polupreénika
dobijenog diska D;(Z*)),

" 9(n —1)|g|r
; 2 19(n — 1)|ei|r
rad D;(z%)) = - 772 oo < P < 5 .
a1(a”1 =0 2(2-2) f
5\5 50

Sada éemo naéi disk koji sadrzi proizvod diskova D;(Z*)) i B;(Z™*)) koriséenjem
dobijene granice za rad D;(Z*)), inkluzije (iv) Leme 4.5, nejednakosti (4.40) i
dobijenih granica za |d\"| i |b{*|, datih tvrdenjima (v) i (vi) Leme 4.4,

3
D29 B(a®) (WD (o Gnln ~ D)
P P
k), (k). T6n(n — 1)[gg]r
- {dz bz ) PS .

Na osnovu ovoga se intervalni metod (4.28) moze izraziti u obliku

Zi = zi —u; — Dj(2%)) . By(zW), (4.42)

odakle nalazimo
= O(|e|*r) (4.43)
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76n(n — 1)rt
r< T (4'44)
Koriséenjem nejednakosti (4.44), ocenjujemo
b < T6n( o Ton <1 (4.45)
7 n(n — < - .
125(n—1)2 2
Za centar %; diska Z; dobijamo iz (4.42)
7:’%‘ = mid 2z = Z; — U; — dgk)bl(k), (4.46)
tako da je
éi = 22 - Cz =&; —U; — dgk)bgk)
Posle sredivanja, nalazimo
k)\2 k
R U? (5%1 - (Sg,i)) — (02,0 — Sé,i)))
i =€ —Uu; — 2 . (4.47)
2(1 — wisy ;)
Ispitajmo prvo razliku
*) n 1 n g(k) k+1
2ii— sy, = Z( o 9ij ) Z I = Op(aeth),
=1 “i J Jj=1 C])ij
J#i J#i
gde je a konstanta. Na osnovu toga imamo
T = (1) = (Dui = st (i + s1) = Onr(a/e ™),

Sli¢éno, nalazimo

1
2

J#i J#

= OM(o/'ekH).
Na osnovu ovoga i jednakosti (4.29)

£ =0 (o F.

g Z(gg“)f = Z(m —gz(;?)f - Z(

(g ) (g o)
J7F

i (4.37) dobijamo iz (4.47)

(4.48)

U gornjim relacijama su o/, o” i o’ neke konstante.
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Na osnovu tvrdenja (i), (v) i (vi) Leme 4.4 dobijamo iz (4.46), koris¢enjem
nejednakosti (4.25),

) 5 5 26(n—1s? 8
i — 2| = |u; — d;b; -ri+-— — 7. 4.49
|2i — zi| = |u | < 47’ + 1 5 < 37“ ( )

1z nejednakosti (4.25), (4.45) i (4.49) nalazimo

. . . 8 13
1Zi — 25| > |zi — 2] — |2 — zi| — |25 — %] >p+rjf§7“if 37> 5(n—1)r7?r
. 13 34
= 27“[5(71— 1) — 3} > 3 "
Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo za svaki par i,j € I, (i # j)
’22' — éj’ > 21 > 1y —i—f‘j,
odakle sledi da su diskovi Zl, el Zn disjunktni po parovima. Takode, za proizvo-
ljni par i,j € I, (i # j) je
13
2= 2| =75 > 27 [5(n— 1) - 3} — 7> 5(n—1)7.
Dakle,
p>5(n—1)7

Na taj nac¢in smo dokazali da iz pocetnog uslova (4.40) sledi nejednakost istog
oblika za indeks m = 1. Konkretno, nejednakost (4.45) oblika () < (%) /2 ukazuje
(1)

na kontrakciju novih kruznih aproksimacija Z; ", ..., Z7(L1).

Ponavljajuéi gornju proceduru i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m > 0 mozemo dokazati sve gornje relacije za vrednost indeksa m + 1. Kako su
ove relacije ve¢ dokazane za m = 0, na osnovu matematicke indukcije sledi da, pod
uslovom (4.40), one vaze za svako m > 1. Konkretno imamo

p™ > 5(n — 1)r™ (4.50)
(tvrdenje 1°) i
(mi1y _ 7™

Na osnovu nejednakosti (4.51) zaklju¢ujemo da niz poluprecnika {r(m)} tezi
nuli, $to znaci da je inkluzivni metod (4.28) konvergentan. Dalje, kako (4.50) vazi,
tvrdenja Lema 4.4 i 4.5 vaze za proizvoljno m §to znaci da je poboljsani metod
(4.28) dobro definisan u svakom iterativnom koraku.
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Pretpostavimo da je (; € Zi(m) za svako i € I,. Tada iz (4.7) i (4.28) dobijamo

da ¢; € Zi(mﬂ) (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ¢; € Zi(0

)

) (pret-
postavka teoreme) sledi matematickom indukcijom da (; € Zi(m
m=0,1,... (tvrdenje 2°).

Ostaje da izvedemo donju granicu R-reda konvergencije poboljsanog metoda

za svako ¢ € I, i

(4.28) sa korekcijama (tvrdenje 3°). Nizovi {zi(m)} i {rgm)} centara i poluprec¢nika
diskova Zi(m) dobijeni metodom (4.28) su medusobno zavisni. Zbog jednostavnosti,
§to je uobicajeno u ovakvom tipu analize, usvajamo da je 1 > ]6(0)] =70 > 0 sto
znaci da radimo sa takozvanim modelom ,najgoreg slucaja”. Ova pretpostavka
nema uticaja na konacni rezultat grani¢nog procesa koji primenjujemo u cilju do-
bijanja donje granice R-reda konvergencije. Na osnovu (4.43) i (4.48) primeéujemo
da se ovi nizovi ponasaju na sledeéi nacin

€(m+1) ~ (g(m))k+4, T(m—i—l) ~ (g(m))?)r(m)'

Na osnovu ovih relacija formiramo R-matricu

k+40

o=1"35

3)/3,1) > 0. Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, imamo da je
OR(4.28) > p(Ya) = k + 4.

Dakle, red konvergencije metoda (4.28) je pet za k = 1 (Newtonova korekcija) i
Sest k = 2 (Halleyeva korekcija). O

Primedba 4.4 Zapazimo da osnovni metod (4.8) i metodi sa korekcijama (4.28)
konvergiraju pod istim poc¢etnim uslovima (4.15), to jest, (4.40). U praksi, metodi
sa korekcijama zahtevaju strozije pocetne uslove jer korekcije Cy ; moraju da zado-
volje implikaciju datu u Lemi 4.3, §to je dodatni zahtev. Bitno je napomenuti da
su pomenuti pocetni uslovi racunski proverljivi, sto je od velike prakti¢ne vaznosti.

Zavrsi¢emo ovaj odeljak sa slede¢im logi¢nim pitanjem:

Da li je moguée dobiti inkluzivni metod, koji se zasniva na nula-relaciji (4.6),
proizvoljnog reda konvergencije, koriscenjem korekcija viseqg reda od Newtonove i
Halleyeve korekcije?

Odgovor je potvrdan. U ovom odeljku radili smo sa diskovima Zj ;, za k = 11i
k = 2, odredenim sa Zj ; = Z; — Cyj, gde su C1; = u;j i Czj = h; Newtonova
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i Halleyeva korekcija, respektivno. Razmotrimo uopsteni slucaj kada k uzima
proizvoljne vrednosti 1, 2,3, .... Neka

or+1(zj) = 25 = 25 — C

definise iterativni metod reda k + 1 (k > 1) za nalazenje nule, to jest, zr =G =
OM(€?+1). Na primer, iterativne formule

(- Asu(2)
1 —2A5u(z) + Asu(z)?

pa(z) = 2

B u(2)(1 — Agu(z) + Asu(2)?)
1 — 3Au(z) + (2435 + A2)u(2)? — Aqu(z)3

odreduju metode reda 4 i 5. Ovde je Ay = Ag(z), videti Primedbu 4.1.

Odgovarajuéi ubrzani inkluzivni metodi dati sa (4.28) daju diskove

w5(2) =2

Zyj=Zj— Crj={z;0641(2j)} (27 = mid Zj),

gde je k > 1 proizvoljni ceo broj. Pri tome se podrazumeva koris¢enje iskljucivo
centralne inverzije. Na slican nacin kao u ovom odeljku, mozemo izvesti sledece

relacije
gt ) o (glmyktd =y (mtl) | ((m))3pm) (> 1),

Odgovarajuc¢a R-matrica je data sa Y5 i donja granica R-reda konvergencije
ubrzanog inkluzivnog metoda je p(Y2) > k + 4, gde je k > 1 proizvoljni ceo broj.

Upravo smo izlozili uopsteni pristup za konstrukciju simultanih inkluzivnih
metoda proizvoljnog reda konvergencije. Medutim, kao i u slu¢aju generalisanih
k-iteracija Ry i Bellovih disk iteracija By, koje su pomenute u Odeljku 4.1, ako je
k > 2 javlja se potreba za izrac¢unavanjem izvoda polinoma viseg reda P, P®) ..
(videti, na primer, izraze za @4 i 5 gore), $to smanjuje racunsku efikasnost odgo-
varajué¢ih metoda. Ocigledno je da samo oni metodi sa korekcijama (kao $to su
Newtonova i Halleyeva korekcija) koji koriste veé izracunate izvode polinoma P
imaju praktican znacaj. Na taj nacin je osigurana visoka racunska efikasnost. Treba
ista¢i da takav pristup obezbeduje veliki prakti¢ni dobitak u odnosu na metode sa
generalisanom familijom sa proizvoljnim redom konvergencije, ali sa smanjenom
rac¢unskom efikasnoscéu.
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4.7 Numericki primeri za metode sa korekcijama

Da bismo testirali osobine konvergencije predlozenog inkluzivnog metoda (4.28),
primenili smo ga na reSavanje polinomskih jednacina razli¢itog stepena uz koris-
¢enje centralne inverzije (1.56). Da bismo sac¢uvali sve znacajne cifre dobijenih
aproksimacija primenili smo odgovarajuée algoritme koriséenjem programskog
paketa Mathematica 7.0 sa aritmetikom viSestruke preciznosti. Zbog uporedivanja,
testirali smo intervalni Halleyev metod, predlozen u [198] i njegovu ubrzanu verziju
[116], koji se mogu predstaviti iterativnom formulom

1

Zi =2 — (i €l,, k=0,1,2). (4.52)

1 g
T E(Sf,i(z(k)) +S5.:(2*)))

Drugi inkluzivni metod istog tipa je metod Eulerovog tipa [156]
2
5171' + [252,i — 5%71 — 2527i(Z(k)) + 25%7Z(Z(k))}

ZZ'ZZZ'—

75 (€T, k=0,12).

*

(4.53)
Uvedeni indeks k£ = 0 ukazuje na osnovni metod Halleyevog ili Eulerovog tipa bez
korekcija, dok vrednosti £k = 11 k = 2 ukazuju na primenu Newtonove, odnosno
Halleyeve korekcije. Red konvergencije metoda (4.52) i (4.53) je ¢etiri (Cp; = 0),
pet (C1,; =u;) i8est (Ca; = h;), u zavisnosti od tipa primenjene korekcije.

Primer 4.3 Inkluzivni metodi za proste nule (4.28), (4.52) i (4.53) (za k =0, 1, 2)
su primenjeni za simultanu inkluziju nula polinoma iz Primera 4.1 sa pocetnim

diskovima Z ©

g ) = {21(0);0.4} sa centrima

AV = 11422, AV=12-21 2V=-12+21i
AV =—12-21i, A =21+01i, 2”=-21+01i
A= 02409, 2 =02-115, =27 =31+19,

AV =32-19i, V=-32+19 2Y=-32-109,
AV =22+20i, AV=22-20 V=_224+209,
AV = 202209 AV=02+31 V=-02-209i,
AV =31-0.1i.

Maksimalni poluprecnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-

raka su dati u Tabeli 4.3. Metod Eulerovog tipa (4.53) je divergirao u svim vari-
jantama.
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e me) )
(4.28), k=0 | 5.16(—1) | 1.27(—5) | 2.37(—29)
(428), k=1 | 9.62(—1) | 856(—7) | 2.68(—43)
(4.28), k=2 | 9.14(—1) | 9.73(—8) | 7.81(—5H)
(452), k=0 | 1.01(—1) | 4.90(—7) | 3.42(=31)
(452), k=1 | 1.09(—1) | 1.18(—8) | 2.76(—45)
(452), k=2 | 1.20(—1) | 2.88(=9) | 8.66(—57)

Tabela 4.3: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.3

Primer 4.4 Za nalazenje nula polinoma iz Primera 4.2 primenili smo iste inter-
valne metode kao u Primeru 4.3. Dobijeni maksimalni polupreénici diskova u prve
tri iteracije dati su u Tabeli 4.4. Kao i u Primeru 4.3, metod Eulerovog tipa (4.53)
je divergirao u svim varijantama.

D ) )
(4.28), k=0 | 7.40(—1) | 4.19(=6) | 7.17(=32)
(4.28), k=1 | 8.00(—1) | 2.08(—=7) | 4.14(—46)
(4.28), k=2 | 5.85(—1) | 3.35(—9) | 1.07(—64)
(452), k=0 | 226(—1) | 1.14(-7) | 1.18(-33)
(452), k=1 | 157(—1) | 1.01(=8) | 1.13(—47)
(4.52), k = 1.27(—1) | 1.29(—10) | 1.28(—66)

Tabela 4.4: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.4

Iz Tabela 4.3 i 4.4 mozemo uociti veoma brzu konvergenciju predlozenih metoda.
Njihovi redovi konvergencije se uglavnom podudaraju sa teorijski dobijenim rezul-
tatima datim Teoremom 4.2. Diskovi koji su dobijeni primenom odgovarajué¢ih
metoda Halleyevog tipa (4.52) su kompatibilni po svojoj veli¢ini diskovima dobi-
jenim predlozenim metodima (4.28). Treca iteracija je data da demonstrira veoma
veliku tacnost aproksimacija, mada treba napomenuti da se takva tacnost retko
zahteva u praksi.






Poglavlje 5
Novi intervalni metod za visestruke nule
polinoma

U ovom poglavlju je izlozena varijanta intervalnog metoda za simultano odredivanje
svih nula polinoma, u slu¢aju odredivanja viSestrukih nula polinoma.

5.1 Nula-relacija

Neka je P(z) = 2™ + an_12""' + ... 4+ a1z + ap moniéni polinom sa prostim ili
vigestrukim kompleksnim nulama (1,...,¢(, (2 < v < n), visestrukosti p1, ..., ty
(14 ...+ py = n) respektivno i neka su z1, . . ., 2, njihove aproksimacije. Za tacku
z = z; uvedimo skradenice

gk o
P'(z) P'(z)? — P(2)P"(%) P(z;) 1
61,i - 9 52,i = 2 ) U; = 7 = <
P(2;) P(z;) P'(z) 01,
&y = % — (z

Polazeéi od faktorizacije
14
P(z) = [[(= = ¢,
j=1
koris¢enjem logaritamskog diferenciranja, nalazimo

L Plzi) &~ My
S1,=—= = =4y, 5.1
171 w; P(ZZ) ]Zl ”— Cj 61' + 171 ( )

119
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. P'(z)? = P(2)P" (%) _ z": Bi o M (5.2)

i= — = + 227.'
P(z;)? (-G e '

U radu [123] smo izveli nula-relaciju

P/I(Z')

201 — u; X14)*

(i€L). (5.3)

G =2z — pitly —

Pretpostavimo da smo nasli medusobno disjunktne diskove Z1, ..., Z, sa centrima
z; = mid Z; i polupre¢nicima r; = rad Z; takve da je ; € Z; (i € 1,)). Zamenjujudi
tacne nule ¢; njihovim inkluzivnim diskovima Z; u izrazu za X ;, dobijamo kruzno
proSirenje Sy ; velicine Xy ;

14 1 A
Sui=Sm(——) (=12,
7 ; J (zi _ Zj)
i
gde je Xy ; € Sy; za svako i € ..
1 A 1 1\ 1
Primedba 5.1 Pisa¢emo (zz — Zj) umesto m, jer jerad (E) <rad 7

(0 ¢ Z), videti [106].

Koriséenjem osobine inkluzivne izotonosti, iz nula-relacije (5.3), dobijamo
P’ (z;
uiui(l — Wi + i P’((z-z)) — uf(S%, - Mz‘Sz,i)) N

Ci € zi — iy — t =:7Z; (iel).

7 7 3 Ug 2(1 ~ SLZ‘)Z 7 ( I/)

R (5.4)
Ako je imenilac u (5.4) disk koji ne sadrzi nulu, tada je Z; nova kruzna aproksi-
macija nule (;, to jest, (; € Z; (i € L,).

Polazeé¢i od (5.4) dobijamo iterativni proces za simultanu inkluziju svih vise-

strukih nula polinoma

Zi(m—i-l) _ Zl(m) . ,UJzUEm)
. o P (M) - m m
™ (1=t ™ s PGS i)
zZ

— J ,(5.5)

za i € 1,.
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5.2 Analiza konvergencije

U ovom odeljku da¢emo analizu konvergencije intervalnog metoda (5.5), kao u
radovima [114], [117] i [132]. U nastavku ¢emo podrazumevati da je n > 3. Kao i u
slucéaju prostih nula (videti prethodno Poglavlje 4) radi¢emo samo sa centralnom
inverzijom (1.56).

Za disjunktne diskove Z1, ..., Z, definiimo

zi(m) = mid Zi(m), rgm) = rad Zl-(m),

K3 K3

(m) _ (m) (m) _ : (m) _ _(m); _ (m)
r = max o, p = min {7 -2 -
i#]
™ =M ¢, €] = max ™),
1<i<v
i (m)
B = [ B ) (st - s6)] m =01,

Prvo ¢emo dokazati dva tvrdenja, koja su nam neophodna za dokazivanje teo-
reme o konvergenciji.

Lema 5.1 Neka vazi nejednakost

p>5(n—p)r. (5.6)
Tada je
(i) S1:¢C {51,1; (n—p2uz)7“},
. 21(n — ui)r}
S2i e
(i) Sa, C {82’ 10,3
21(n — p;)*r
(111) Sil C {Sii; ]_0p3}
Dokaz. Za (i): Kako je
2i = Gl = [z — zj| = |25 — Gl = [z — 25| =15 = p, (5.7)

imamo da je
1 1 1 1
- < -
lzi =Gl = p la—zl T

Na osnovu definicije (1.56), uz koriséenje (5.7) i (5.8), dobijamo inkluziju

<
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: i)
I, J
{zi = 25373} {z@-—Zj |z — 24l (|zi — 2| —75) zi—zj p? (59)

1z inkluzije (5.9) sada nalazimo

1 — Wi
Sl,igz,uj{ ; T}Q{su;(npf)r}.

o
A ST

Za (ii): Na osnovu (5.6) i (5.8), uz koriséenje operacija kruzne aritmetike sa
centralnom inverzijom (1.56), imamo

1 r)? 1 1 roor? 1 21r
{ ?2} :{ 5i2 S+t =37 C 2703 (7
2i— 2 p (zi — %) |zi — zj| p P (zi — 2;)% " 10p

odakle dobijamo inkluziju

1 21r 21(n — ,ui)r}
S . . . C L. .
2,0 C ;Mj{ (zz — Zj)27 10,03} = {32,27 10p3

Za (iii): Koris¢enjem (5.8) dobiijamo da je

n— [
p

i na osnovu (1.53), (5.6) i tvrdenja (i) nalazimo

2 2 2,.2
r 2 n — ; T n — . r
S%i - {Sl,i; (n - ,Uz)p2} - {Sii; ( 'ul) + ( Nz) }

p? pt
21(n — pi)?
C {3%,72; (nlopgl) T}' -

|s1,i] < (5.10)

Uvedimo disk

Qi =2(1 — w;S1,)%, midQ; = g = 2(1 — uis1.)>.

Lema 5.2 Neka vazi nejednakost (5.6). Tada je

: | _ o
i) |l <5 =2 < S
O s 4w T4

(i) [T —wuis1] < X
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7
(i) o > <
. 101(n — ps)r® 7
< —.
(v) m 16,2 50
Dokaz. Za (i): Iz (5.1) nalazimo
P(zl) 1 i &;
u; = = = = . (5.11)
COP(zm) M + X M +eid; #z’(l n 5i21,i)
&i i
S druge strane iz nejednakosti (5.8) dobijamo
| 214 < s (5.12)
pa koris¢enjem (5.6), (5.11) i (5.12) ocenjujemo
el €] €] leil _ 5 ri
lug| = < < — < - —.
e 3 15, L . .
will + 17171 7% (1 — M) (1 (n ,U,Z)T) 4 4 i
i i Hip

Za (ii): Na osnovu (5.6), (5.10) i tvrdenja (i) imamo

|1 —ui817i| <1+ ‘Ul| . ’817i| <1+

5rn—,ui<5

dpi p 4

Za (iii): Sli¢no kao u dokazu tvrdenja (i) i (ii) ocenjujemo

il = 12(1 = wis1)?] = [2(0 — 2uss1 + st ;| > 2 — duglsial — 2|ulst

(n—pa)r 25 (n — pi)*r?
[ip 8  wip?

Za (iv): Koriséenjem (5.6) nalazimo

>2-5

> 2 —

1

R
8 8

101 7

101(n — pi)r®
v 162

< .
400(n —p) 50

Koriséenjem Lema 5.1 i 5.2 sada smo u moguénosti da dokazemo da je red
konvergencije inkluzivnog metoda (5.5) jednak Cetiri.

Teorema 5.1 Neka je niz intervala {Zi(m)} (i € 1) definisan iterativnom formu-

lom (5.5). Tada, pod uslovom

P > 5(n — o)

za svako 1 € 1, im =0,1,... imamo

: (5.13)
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(m),
1° Gezy
4
) Aln(n — ) (™)

(o Ty

20

m+1

ol

Dokaz. Tvrdenje 1° ¢emo dokazati indukcijom. Pretpostavimo da je (; € ZZ-(k) za
svako ¢ € I, i m > 1. Tada, na osnovu (5.5) sledi

Pl/ Z(k)
g (1= e ) — )2 (51 = sty
(k) (%)

T L .
o) S(k-))2

G € z

= ZzFD,
Kako je ¢; € Zl-(o)7 dobijamo indukcijom da je (; € Zi(m) za svakom =0,1,2,... .

Dokazimo sada da intervalni metod (5.5) ima red konvergencije jednak ¢etiri
(tvrdenje 2°). Koristi¢emo indukciju i poceéemo sa m = 0. Zbog kraceg pisanja svi
iterativni indeksi ¢e biti izostavljeni i sve veli¢ine u prvoj iteraciji ¢e biti oznacene
sa

Posmatrajmo disk u imeniocu. Koriséenjem definicije (1.53), nejednakosti (5.6)
i tvrdenja (i) Leme 5.1 i (ii) Leme 5.2, dobijamo

5(n — u;)r? )2
Q;=2(1—- uiSu)Q - 2{1 — UiS1,4} (4%)}
1ip

c {q..25(n—ﬂi)r2 25(n—/~ti)27"4} {q..lol(”w}_{q..n.}
T dpp? 8z pt Y 16p? B

Iz poslednje inkluzije i tvrdenja (iii) i (iv) Leme 5.2 vidimo da je

q; 3 50 i

sto znadi da disk @; ne sadzi nulu, tako da je iterativni proces (5.5) dobro definisan.

U nastavku ¢emo nadi inverz dobijenog diska @);, koriséenjem centralne inverzije

(1.56),

1 i
QF = {gim}'e = {; } =: D;.
e P P T )

Na osnovu tvrdenja (iii) i (iv) Leme 5.2 nalazimo
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101(n — pi)r?
i 162 10(n — pi)r?

rad D; = < <
gl (lgil —ni) — 7/8(7/8 = 7/50) p?
: 1 8
midD; = |di| = — < =
G| 7
Kako je
P"(z) 2
P,(Zi) ul((sLi 52)7’>7

disk u brojiocu moze se izraziti u obliku

P"(z) 2/ a2
P/(Zi) — Y (Sl,i - :uiS?,i)>

= (1= pug) + pui (67 ; — 62,6) — piwii (ST — piSa,0))- (5.14)

B; = Mz’ui(l — pi + i

U nastavku, nadimo gornju granicu polupreénika diska B;. Iz (5.14), koris¢enjem
tvrdenja (ii) i (iii) Leme 5.1 i tvrdenja (i) Leme 5.2 nalazimo da je

125 3 <21(’I’LH1’)2T 21(%1%)?“) < 2nn — ) 4
—_— 7.

rad B; < u; + =

64 13 10p3 10p3 =5 3
Kako je
i i €;
01;=—+ 214, Oos=5+2o;, U=——"-——,
12 < 1,4 2,1 8? 2,1 % 1 + Eixl,i
imamo

o = w1 — i) + i (07 ; — 02,4)
2.2
M7 €5 Hi 2
Mz( ,Uz) + (,Ui T 51‘21,1‘)2 [(51 + 1,2) (512 + 2,z>:|
_ 2pfe B+ et Bt — piei Do
(i + €214)?

i centar diska B; se moze izraziti u obliku

2uei X + E?Mz'z‘ii — piei Yo
(i +&:X1,)?

— (87 — pis2,i))-

Dalje, koris¢enjem nejednakosti
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n — 1 .
| o] < p2ul i |s24

n— [
2

<

(dobijene iz (5.8)) i nejednakosti (5.6), (5.8) i (5.12) ocenjujemo

oM — [y

(n — pi)r 5 (1 — Mz‘)2 2
T T 2

12pfe; 2 + 612#12%,,- — piei s, < 2#?# + pir

23 (n — ;)2
<7(% M)Mﬂ”7
10 p

n— ;)7 4
> pi — e Xl > m(l— M) > —

\pi +eiXn,] >
wip 5

251 (n—pi)®  on—piy 15 (n—p)r
2002 i ; ;
(o = pesnd) < fg (T <,

Na osnovu ovih nejednakosti i tvrdenja (i) Leme 5.2 dobijamo granicu za centar
diska B;

26(n — p;)r?
mid By| = [py] < 200 = HOT
op

Proizvod diskova D; i B;, s obzirom na definiciju (1.53) i dobijene granice za
|d;| i |b;], je sadrzan u disku

10(n — p;)r? 21n(n — p;)r 41n(n — py)r
Di-B C {di; 0<nu>7“} . {bi;n(nW} c {dibi; WLW}
p? 503 PE

Intervalni metod (5.5) se moze predstaviti u obliku

N

i = zi — piui — DB,

odakle dobijamo

5 Aln(n—p)rt
r=rad Z; < M (5.15)
P
i posle kra¢eg racunanja

b < 41n( )T3 <A 1 (5.16)

7 nn—p)—r r< =T .

s = Tostn—p2 " ~ 1

Na osnovu geometrijske konstrukcije i ¢injenice da diskovi Zi(m) i Zi(mﬂ) moraju

da imaju bar jednu zajednicku tacku (nulu (;), moze se izvesti sledeéa relacija
(videti [41]):
P+ > plm) _p(m) _ gp.(m+1), (5.17)
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Koriséenjem nejednakosti (5.16) i (5.17) (za m = 0), nalazimo

pD > 0 0 _ 301 5 50— ) _ (@) %T(O) > 410 (50— ) — 1 - Z)

odakle sledi
P > 5(n — p)r®, (5.18)

Ovo je uslov (5.13) za vrednost indeksa m = 1, §to znaci da sva tvrdenja Lema 5.1
15.2 vaze za m = 1.

Koriséenjem definicije za p i (5.18), za proizvoljni par indeksa i,j € I, (i # j),

imamo

20 — 2P > p® > 500 — p)r® > 20 W > D 4D, (5.19)
Odavde, na osnovu (1.51) zaklju¢ujemo da su diskovi Z{l), el Zl(,l) dobijeni me-
todom (5.5) disjunktni po parovima.

Primenjuju¢i matematicku indukciju sa argumentacijom koris¢enom pri izvo-
denju relacija (5.15), (5.16), (5.18) i (5.19) (Sto ¢ini deo dokaza kada je m = 1),
dokazali smo da su, za svako m = 0,1,... , diskovi Z%m), e Z,Sm) disjunktni po
parovima i da su sledeé¢e nejednakosti tacne:

_ (m)y4
(p(m)°
Hmt1) %T(m% (5.21)
p™ > 5(n — p)r™, (5.22)

Zapazimo da poslednja nejednakost (5.22) znaé¢i da sva tvrdenja Lema 5.1 i 5.2
vaze za svako m =0,1,2,... .
Zbog jednostavnosti, stavimo da je w = 1/4. Tada je
4 7
l+dw+w? 4+ +w™) —w™ < 14— =2
l-w 3

(5.23)
Sukcesivnom primenom relacija (5.17) i (5.21) dobijamo
P > pm=1) _p(m=1) _ 3.,p.(m=1) — p(m=1) _p.(m=1)(1 4 3)
> plm=2) _ p(m=2) _3,,p(m=2) _ ,p(m=2)(1 4 34)

= pm=2) _ p(m=2)(1 4 4 + 40? — W?)

>p(0)—r(0)<1—|—4w—|—4w2—|—~-+4wm—wm)

S 0 §T<0>7
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gde smo koristili (5.23). Na osnovu poslednje nejednakosti i (5.20) imamo da je

1) _ Aln(n - 1) (™Y

(0 - 57«(0))3 '

Dakle, tvrdenje 2° Teoreme 5.1 vazi. Poslednja nejednakost ujedno pokazuje da je
red konvergencije inkluzivnog metoda (5.5) jednak ¢etiri. O

5.3 Numericki primeri za osnovni metod

Inkluzivni metod (5.5) smo testirali na vise primera, od kojih ¢emo ovde dati dva.

Primer 5.1 Metod (5.5) je primenjen na nalazenje simultanih aproksimacija nula
polinoma

P(z) = 2'8 + (2 = 2i)2'7 — 14216 — (18 — 264)2'5 + (80 — 12i)2' + (26 — 118i)2!3
—(238 — 1364)2'2 + (146 + 182i) 2" 4 (307 — 476i)2* — (380 — 1604)2°
+(236 + 3204)2% + (32 — 712i)27 — (804 — 8804)2° 4 (512 + 961)2°
—(80 4 832i)2" — (1024 — 1152i)2> — (448 — 2561) 22

—(1024 — 512i)z + (—768 + 10244).

Ta¢ne nule polinom su —1, =2, 1 + 14, £, 2, —2 + ¢, viSestrukosti 2, 3, 2, 2, 2, 2,
3, 2, respektivno. Pocetni diskovi su Zl-(o) = {zl-(o); 0.4}, sa centrima

AV = 11401, 2¥=-22-01, 2”=11+12,
A0 =09-11i, 2”=-01+08i z”=01-11i
AV =22-01, 2 =-22+009.

Dobijeni polupreénici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli 5.1.

Primer 5.2 U cilju nalazenja nula polinoma

P(2) = 220 + 42" — 2028 — 72217 4- 252210 1 66425 — 20922 — 34402"3
+124502'2 + 9520211 — 51476210 — 12642° + 1423602° — 8248827
—2286122° + 2793762 + 1172372% — 33730023 + 7740022
+135000z — 67500

primenjen je isti metod.
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ey ) )
=1 104(—2) | 4.97(=9) | 6.35(—40)
29 = —2 9.86(—2) | 1.30(=7) | 6.94(—34)
zs=1+i 1.14(=1) | 3.53(=7) | 2.91(—34)
au=1—1i 1.14(=1) | 1.04(=7) | 1.49(—34)
25 =i 6.37(—1) | 1.01(—6) | 8.11(—33)
26 = —i 9.52(—2) | 4.46(—8) | 4.29(—37)
2 =2 2.40(—2) | 7.33(=9) | 6.28(—40)
s =—2-+1i | 5.98(=1) | 4.62(—6) | 6.14(—29)

Tabela 5.1: Poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.1

ey ey )
7= —1 1.36(—1) | 1.66(—9) | 3.17(—40)
2 =-3 8.22(—2) | 2.60(—8) | 1.02(—35)
zs=1+i 1.68(—1) | 1.63(—8) | 2.43(—35)
a=1—1i 1.45(—1) | 1.28(—8) | 2.35(—36)
25 =1 5.14(-2) | 2.55(=9) | 2.96(—40)
26=—2+i | 1.50(=1) | 6.20(—7) | 1.23(—33)
zp=—2—i | 1.98(=1) | 1.51(=7) | 2.55(—34)
=2+ 4.07(-1) | 5.03(—=6) | 2.87(—30)
29=2—i 7.76(—2) | 8.18(—8) | 1.34(—35)

Tabela 5.2: Polupre¢nici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.2

Tac¢ne nule ovog polinoma su —1, —3, 1£14, 1, +2 44, viSestrukosti 2, 3, 2, 2, 3,
2, 2, 2, 2, respektivno. Pocetni diskovi su Zi(o) = {zi(o); 0.4}, sa centrima

AV = 114020, 2 =-28-01i, 2" =11+11
20 =091, 2O=08-01i, 2”=-19+12
AV = _18-11i, 2V =19+09i, 2”=19-11

Dobijeni polupreénici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli
6.2.

5.4 Ubrzani inkluzivni metod sa korekcijama

Uveséemo sledeée vektore:

zm = (ZY”), e Zl(,m)) (tekuée aproksimacije),
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Z](Vm) = (Z](le), e Z](me), Z](Vmi) —zm _ v(zfm)) (Schréderove aproksimacije),

Z}Im) = (Zg?l), e Zgzz), ngli) —zm _ h(zi(m)) (Halleyeve aproksimacije),

/! .
— )P,(Z'i) - P(ngf(:()%)
(2

Dalje povecanje brzine konvergencije iterativnih metoda (5.5) moze se posti¢i
koris¢enjem Schroderove ili Halleyeve korekcije, na slican na¢in kao u slucaju
metoda za proste nule. U njihovoj konstrukciji podrazumeva¢emo izbor pocetnih
diskova da Zgo),...,Z,SO) sadrze nule (i,...,(,, na takav nacin da svaki disk
Zi(o) — v(mid (Zi(o))) ili ZZ-(O) — h(mid (Zi(o))) takode sadrzi nulu ¢; (¢ € I,). Ovo
je predmet razmatranja sledeceg tvrdenja gde su, zbog jednostavnosti, izostavljeni
iterativni indeksi. Takode, pisa¢emo v; = v(z;) i h; = h(z;).

Lema 5.3 Neka su Zy,...,7Z, inkluzivni diskovi nula (1,...,(,, G € Z;, i neka
je zi =mid Z;, r; =rad Z;. Ako su inkluzivni diskovi Z1, ..., 7, tako izabrani da
vazi nejednakost

p>5(n—pr, (5.24)

tada ze svako (i € I,) vaZi
(i) GeZi= G €Zni=2Z; —vj;
(ii)Ci €EZ, = (€ ZHJ' = Z; — h;.

Dokaz. Za (i): Kao i u slu¢aju prostih nula, dovoljno je da dokazemo implikaciju
|2 = G| <ri = |20 —vi — G| <7y
Na osnovu nejednakosti trougla
20 = Gl = |zi = 2] = 12 = Gl = |2 = 251 =75 = p,
nalazimo

— n— g
| X5 <3 mglz = ¢l A< AM , (A=1,2). (5.25)

i p

> iz — ¢
i

Prema (5.24) i (5.25) (za A = 1) dobijamo
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P 1
5(n—p) ~ 5| X1l

r, <

odakle sledi

i 214 < 1
pi — i Xl 4
Kako je |g;| = |zi — (i| < ri, koriséenjem poslednje nejednakosti, imamo da je
D 2| 21 1
Le l| 1 < =1 <71;.

|2i—vi—Ci| = |ei—vi| = |ei—pi/614] = |ei]?

pi il T ope — il Xl 4

Za (ii): Treba pokazati implikaciju
2 = Gl Sri = |z — hi = G| < 7.

Podimo od

v

My

o 25171' _ 7j=1 7 Cj
LT i G2 i(i 1 )2 N i 1
pi N 2= G — (2 — (5)?

_ 2(pifei + X1,)

 (wifei + 21a)? i+ pifed + Yo
_ 2ei(pi +€iX14)

20+ 2680+ eF (/i + Do)

(5.26)

Koriséenjem (5.26) dobijamo
B 2ei(pi +€iX1,)

2 + 26501 i + €1( X% /i 4+ Xa)
B (21 /i + Xa4)

20i + 26; 51 + €1 ( 271/ pi + D)

zi —hi — G =&

tako da je

5?(212,1‘//%‘ )

2 + 26; 5 + €727/ i + Do)
1 /n—puiN2 n—p
s
Hi Pl P rs

P O A AR S (el VB S
2u; — 2 p T ,ui( , )ri 5 T3

|zi — hi — G| =
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(n — pi)nr? n
> 25 (n — i) 3
i o Hi i
= ; < < mr <7 O
§ _nn—p)r? T8 m Ut mhTh
5 wip? 5 25ui(n — i)

Polazec¢i od nula-relacije (5.3) mozemo konstruisati total-step inkluzivne metode
sa Schroderovom i Halleyevom korekcijom. Proucavanje konvergencije ovih metoda
¢emo obaviti istovremeno. U tom cilju oba metoda ¢emo predstaviti u jedinstvenom
obliku uz koriséenje dodatnog indeksa k = 1 (za Schroderovu korekciju) i k = 2 (za
Halleyevu korekciju). Kao i kod prostih nula, odgovarajuée vektore aproksimacija
¢emo oznaciti sa:

v

Z) = (Zua, - Za)-

v

Z(l) - (Zg), B
z® =z, ..

7Z(1)) - (ZN,lv ey ZN,Z/))

Obe korekcije v; i h; ¢emo takode oznaciti sa Cj ;. Zbog kraceg pisanja,
izostavi¢emo iterativne indekse u m-toj iteraciji i sve veli¢ine u (m + 1)-oj iteraciji
¢emo oznaciti dodatnim simbolom ~.

Sada mozemo da oba metoda prikazemo u istom obliku

~

Zi = Z; — WUy — BZ(Z(k))INVQ (2(1 — Ug 5172'(Z(k))2> (’L c ]L,), (527)

gde smo uveli diskove

S3i(ZW) = S ANV (2 — Zj + O )Y (A=1,2),

Jj=1

B;(z™)

2P e 0y g (g
i (P/(ZZ) Z(Sl,z(z ) SQ,l(Z )))

Vektor z(*) = (Zkay--sZky) (K = 1,2) je, kao i kod prostih nula, vektor
inkluzivnih diskova.

5.5 Neke ocene

Pre razmatranja osobina konvergencije simultanih intervalnih metoda (5.27) i
pocetnih uslova za njihovu konvergenciju, dokaza¢emo neke neophodne leme. Zbog
preglednosti koristi¢emo slede¢e skracenice:
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X'E?) =mid (2 — Z; + Crj) = zi — (j —i—f k“

QI ¥ S W/“J * 22
7 witeZ 2u5 + 265505+ €5(2F -/Mj+52j)’
k Tj k 1
%(J) J ’ gz(j) NG Sx\z > 4 gza =12),
|X |(|X | — ;) Xij J#i
k) _ 2w L w9 )il
g =2(1—wsy;)", di = B0k n = 2
1 P"(2) k k
bz( ) = Mz‘ui(l — Hi Tt it Plz) U ((Sg z)) Mzsg z)))

Prvo ¢emo dokazati sledeéa dva tvrdenja:

Lema 5.4 Neka vaZi nejednakost (5.24). Tada je

() uf < 2Bl <20
4 pp T A
.. k), _ 49
1-— i8St < ==
(11) ‘ usl,’b‘ 39
4
(iif) g\ > =
5
k) _ 9
(iv) m; <z
26(n — p;)|es]?
(v) \bgk)\ < M;
5p
N k) D
(vi) |d;"| < 1

Dokaz. Za (i): Kako je

P(ZZ) 1 E; E;
v - _ 5.28
TPz H + X T g%, (1 4 g, z) (5.28)

€ 1L

ocenjujemo koris¢enjem nejednakosti |;] < 7, (5.24) 1 (5.25) (za A = 1) da je

U = P - R e 5kl s
J=

_W<1_M) _m(l—(n;i/:)) 4 T A

Za (ii): Lako je pokazati da je
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(k) k41,
zi— Zj+ Oy ={zi = G+ & e i),
pa na osnovu nejednakosti (5.24) i (5.25) dobijamo

n—uj
W) o 121l p 5(n — 1))
pj — lejl| 21 (= py)r 4p
p
i
€®) < | 21,417/ 15 + 12,41
70T 2u5 = 201251 = e P21 1y + 1 Zay40)
(n — pj)n
115p° 50(n — py)n
< ! < 3,
P o
za svako j € I,. Na osnovu toga nalazimo
1 1 1 5(n — puj)r? r
i =l = G+ 67 2 L= Gl =gVl > o= == B > 0= 7 (5.29)
i

O _ e e®D 35 116D o, 20U = ) 3 r

|Xij | - ‘ZZ_CJ+€j 6j| > ’ZZ_C]|_|£]' H53| > p— 77,Ltjp2 > p—ﬁr > p—z.

(5.30)

Dakle, na osnovu nejednakosti (5.29) i (5.30), ocenjujemo za obe korekcije

NG A VO W YO VST A T
X 1 | —ry) > (P 4>(P 1 ) =p (1 )(1 )

- - . 5-31
4p ” 4'0 ( )
Koriséenjem (5.31) dobijamo

(k) _ rj

Vij % % <32
I (o I B 72

odakle je

k) _ 4n—pg)r
Sl < Al s r (5.32)
i P
Sli¢no, iz (5.29) i (5.30) nalazimo
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1 40
= < — 5.33
’ ‘ ‘ | p —r/4 39 (5:33)
Koriséenjem nejednakosti (5.33) imamo
< ( /’L’l)
W< > mlel) < (5.34)
JF p
i 4042 ( )
k k) (2 2(n —
5671 < 2 mslay P < (55) (5.35)
— p
JF#i
Na osnovu (5.24), (5.34) i tvrdenja (i) kona¢no dobijamo
5 r 40(n — ) 49
]1—u1311| < 1+‘UZ||311| < 1+4/L1Tp <39
Za (iii): Sli¢no kao u dokazu tvrdenja (i) i (ii) ocenjujemo
k k (k ) (2
a1 = 1200 = wist )] = 1201 = 208 +uf(51)°) > 2 = Afuls | - 217
200(n — 25 /40 — 1) 40 40 4
>2_<niuz>_i( ) Mﬁ_i_,(i) 24
397:p 8 \39 122 39 8\39) 75
Za (iv): Koris¢éenjem (5.24) nalazimo da je
(k) 9(n — ,ui)|5i|r 9 9
= < < —.
i p? 25(n —p) 50
Za (v): Kako je
i i i
i=—+215 O02i=5+20 u=—-—, 5.36
1,2 < + 1,3 21 512 + 2,1 Uy 1 + 87;2177; ( )

dobijamo
ag; :Mi(l_ﬂz)_‘_ﬂz 1(5 527i)

Mi Ei i i
= (= )+ — TR (B,
MZ( :uz) (,Ufz +5i217i)2 {(Ez lz) (512 2,7,):|
B 2/1,1261'2111‘ + ef,u,iﬂfi — /1,226222272'

(i +€iX14)?

Na osnovu toga i jednakosti
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centar diska Bi(k) moze se prikazati u obliku

i

5® — o, (2/11251'21,1' +ei Xt — piei Yo
7

k k
= TR — (1) - uisé,b).

Dalje, koriséenjem nejednakosti (5.24) i (5.25) ocenjujemo

2
n— u)les n— n— L
2p7ei X1t wi X5 s — pies Dol < QM?HWJFMHEHT’(MM%)JFM\EJT L
23 (n — ;) p?|e;
< NW (5.37)
i (n— )y _ 4
r(n —
i + i3l > pi — |eiXi| > Mz‘(l - 7/%) > = . (5.38)
Hip 5
Koristec¢i granice
k n— W . k n— Hi
shl < S5 s < =

i nejednakosti (5.24), nalazimo

k
|Miuz2((3§,i))2 — HiSo

2

(5.39)
Na osnovu dobijenih ocena (5.37), (5.38) i (5.39) i tvrdenja (i) dobijamo granicu
(k)

%

)y _ 25 (40N21eil* c(n—pi)® =iy 1(n = p)ledl
I <35 (55) S m(Cr ) < .

za centar diska B

‘b(k)‘ < 26(n — Nz’)‘fi‘%
i 5p

Za (vi): Iz tvrdenja (iii) direktno dobijamo

M= L <

g™

| Ot

Lema 5.5 Neka vazi nejednakost (5.24). Tada vaZe sledece inkluzije:

) Sz € (ol L
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(i) Spi(2™) c {sé’?; W}

’ p
3(n — ; 2’[’
(i) 52,(2)  { (1) (/L)}
— s 13
(iv) Bi(z®) {bgk); 6n(n p/;z)\ez\ r}.

Dokaz. Za (i): Primenjujuéi centralnu inverziju (1.56) i operacije kruzne arit-
metike, dobijamo na osnovu (5.32)

1 1o
S14(2") =2 -—Z']—i— Ch.s =2 J
-] 7]

J#i “ J?ﬁl{ Xij 7 }
k), 40— pa)r
=2 milol sy} {Sh e §
JFi

Za (ii): Koriséenjem nejednakosti (5.24), (5.32) i (5.33) nalazimo inkluziju
(2®) = ZM ( 1 )2:2:#'{9@'7-@}2
J Zi — Zj + de' — A

3 - M
= > w{ef% 24010 + (1§} {Zug (9 2’nu)}'

3
JFi JFi p

Za (iii): Polazeéi od tvrdenja (i), uz primenu definicije (1.53) i nejednakosti
(5.24) i (5.34), imamo

k k) An — pi)r rAn — pi)r\2 k)2, 3(n — pg)?r
s%,i<z<k>>c{<s§,2>2;2|s§,2| ( 3 e 3 ) }C{<s§,2>2;( 7 ) }

Za (iv): Na osnovu (5.24) i tvrdenja (i) Leme 5.4 i tvrdenja (ii) i (iii) Leme 5.5
dobijamo

/!

Bi(2) = s (1= -t s ) (1,029~ i (2)

— ) e: 3
c o, Snln sl g
p
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5.6 Analiza konvergencije poboljsanog metoda

Za total-step metod (5.27) vazi sledeéa teorema.

Teorema 5.2 Pretpostavimo da su pocetni diskovi Zfo), cen Z,SO) tako izabrani da

je ¢ € Zi(o) (1 € 1) i da vazi nejednakost
p 0 > 5(n — p)r®, (5.40)

Tada je inkluzivni metod (5.27) konvergentan i vaZe sledeca tvrdenja za svako i € 1,
tm=12,... :

12 p(m) > 5(n — p)r(m);

2°¢ € Z\™;

3° donja granica R-reda konvergencije intervalnog metoda (5.27) je:

Ogr(5.27) > k + 4.

Dokaz. Prvo, uo¢imo da pocetni uslov (5.40) obezbeduje da su pocetni diskovi
Z%O), R l(/o) disjunktni po parovima. Zaista, za proizvoljni par i,j € I, (i # j)
imamo

]22(0) - zj(.o)\ > p0 > 500 — p)r® > 270 > T‘Z(O) + r](-o),
sto znaci da je Zi(o) N Z;O) = () (na osnovu (1.51)).

Tvrdenja Teoreme 5.2 ¢emo izvesti matematickom indukcijom. U nastavku é¢emo
¢esto koristiti nejednakost (5.24) u obliku

% < M < 1—10. (5.41)
Prvo, za m = 0 razmotrimo poéetni uslov (5.40). Na osnovu Leme 5.3, direktno
dobijamo implikaciju
GeZi= ez =z -Cu (iel, k=1,2).
Takode je neophodno da dokazemo da su novi inkluzivni diskovi Z® k=12,

takode disjunktni po parovima. Koris¢enjem granica iz dokaza Leme 5.3 nalazimo

< " <
T = | Xl

5
Zri<2ri§2r

Wi +EiX;
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261'(;% +5i21,i) 1

hi| = < T
A 20 + 2621 + € (21 /i + Z2) | ~ ‘1 eF (2T /i + Do) |
2(pi +€i21,)
1 80
< jri = ﬁri < 2r; < 2r,
80
jer je
1 o/n— 2 n—m) (n — pi)nr
2 o (]
&7 (X% ;/ i + 22;) " (,uz ( p ) + p? pip? <3
2(p; +€i21,) o 1y — B - (n—p)r 80
(Nz r P ) 2(/11 — ) )

Na osnovu toga dobijamo

. k . k
mid 2" — mid 27| = |2 — Cpi — 2 + Chyl = 12 — 23] — |Chil — |Chj]
>p—4r>5(n—p)r—4r >r;+r;.

Dakle, Zi(k) N Z](k) =10 (i # j) zbog (1.51). Poslednja nejednakost je neophodna
da bi inkluzivni metod (5.27) bio dobro definisan.

Posmatrajmo disk u imeniocu. Pomoé¢u definicije (1.53), nejednakosti (5.24) i
(5.34) 1 tvrdenja (i) i (ii) Leme 5.4 1 (i) Leme 5.5, imamo

— u)les 2
Qi(2®) = {g/”;n} = 201 — wiS1,:(2M))* ¢ 2{1 g A el JSHW}
’ p

5(n — w . 25(n — 1:)2 e 122
C2{(1_u135{?)2,2|1_uzs(k)| (n IU/'L)‘EZ‘T + (n ILI/Z) |€7«| T }

1 3p? 9p4
9 — s .
c {%@; W }

Iz poslednje inkluzije i tvrdenja (iii) i (iv) Leme 5.4 nalazimo

O A )
; >—->——=>1n
|q7, | 5 50 T]’L
i zakljucujemo da disk @Q; ne sadrzi nulu, tako da je iterativni proces (5.27) dobro
definisan. U nastavku ¢emo naéi inverz dobijenog diska (); koriSéenjem definicije
(1.56),

(k)
e _ ) e _ ) i _. k)
Qu(z®Ye = (4P Py = {dz“)v }" Di(z™®).
14 1(1a | = 0
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Koriséenjem tvrdenja (iii) i (iv) Leme 5.4 ocenjujemo poluprecnik dobijenog
diska D;(Zz®)),

" 9(n — pi)leilr
i 2 19(n — pi)|es|r
rad D;(Z®)) = s < £ < .
a:”1(a”] —u) ~ 4/5(4/5=9/50) v

Za proizvod diskova D;(Z*)) i B;(Z®), na osnovu definicije (1.53) i dobijenih
granica za \dl(k)\ i |b§k)| (tvrdenja (v) i (vi) Leme 5.4), imamo

e, e B
Di(2®) . Bi(z®) ¢ {dl(k);W} , {bgk); 6n(n l?/:z)|5z| r}
p

p
e Ly, ol
Intervalni metod (5.27) se moze prikazati u obliku
Zi =z — wu; — Di(2W)) - B;(Z2W), (5.42)
odakle nalazimo da je
P = O(le)’r) (5.43)
i
< 76n(np3_ prt (5.44)
1z nejednakosti (5.44) sledi
f<76n(n—u):)zr<125(16ﬁmzr<;r. (5.45)
Za centar 3; diska Z; dobijamo iz (5.42)
% =mid Z; = 2 — pu; — dPp, (5.46)
pa je
Ei =2 — Gi =& — iy — dl(k)bz('k)v (5.47)
odakle je

‘2,%281'21,1' + 512/11-21% — pie?ss; - Iu.u?)((s(k))? ) st(k‘))
S — . . ' (Nz’ + EiELi)Q L 1,4 159 4
2(1 - uisglfi))Q

k)\2 k
2ze X1 + i} (X5, — (Sg,i)) ) — 17} (D — Sé,z‘))
=& — MUy — 3 (k)\2 )
2(pi + € 21,:)3(1 — sy ;)

(5.48)
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Ispitajmo sada razliku
(k) _k+1
k 1 k :ujé g, k+1
Dy — sy = ZM](? — "~ gy) = L & = Omlae™),
iZi Y i (2= GG
gde je o konstanta. Odavde je

22— (sgk))Q = (Zh,i — s@)(Eu + 85{?) = Oy (/M)

X3

i — (a2 (b )2
2, ;/’L](glj ) ;uﬂ((zi_CjV gz] )

1 1
:gﬂj(zi e —gg?))(% mve +gff))

= Op(a”e ).

Pomoc¢u dobijenih ocena i (5.28) dobijamo iz (5.48)
& =30 (a” M. (5.49)

Na osnovu tvrdenja (i), (v) i (vi) Leme 5.4 nalazimo iz (5.46), koris¢enjem
nejednakosti (5.24),

26(n — pi)led|?
|2 — 2i| = |paui — dgk)bgk)\ < Zri + Z . W < gri' (5.50)

S obzirom na nejednakosti (5.24), (5.45) i (5.50) imamo

. . ) 8 13
2 = 2l 2 [z — 2l = & — 2l = 12 =zl > ptrj = gri—gr >5(n—p)r — =
R 13
>2r[5(n—,u)—§}.

Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo za proizvoljni par indeksa i, 7 € I, (i #

7)
|ZA’Z'—ZA’]'| > 27 > fi—i-f‘j,

Sto ukazuje da su diskovi Zi,.. 72, disjunktni po parovima. Takode, za proizvoljni
par i,j € I, (i # j) vazi

| = 2] = 7y > 20 [5(n — p) = =] =7 > 5(n — p)i.
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Dakle,
p>5(n— p)r.

Na taj nacin smo dokazali da pocetni uslov (5.40) dovodi do nejednakosti istog
oblika samo za vrednost indeksa m = 1. Konkretno, nejednakost (5.45) u obliku

(M) < 79 /2 ykazuje na kontrakciju novih kruznih aproksimacija Z{l), cee Zl(,l).

Ponavljajuéi gornju proceduru i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m > 0 mozemo da izvedemo sve gornje relacije za vrednost indeksa m + 1. Kako
su ove relacije ve¢ dokazane za m = 0, matematickom indukcijom zaklju¢ujemo da
one vaze, pod uslovom (5.40), za svako m > 1. Konkretno, imamo

p™ > 5(n — p)r™m (5.51)
(tvrdenje 1°) i
(m—+1) T(m)

Na osnovu nejednakosti (5.52) zakljuéujemo da niz poluprecnika {r(™} tezi ka
nuli, $to znaci da je inkluzivni metod (5.27) konvergentan. Dalje, kako (5.51) vazi,
sva tvrdenja Lema 5.4 i 5.5 vaze za proizvoljno m §to znaci da je poboljSani metod
(5.27) dobro definisan u svakom iterativnom koraku.

Pretpostavimo da je (; € Zi(m) za svako i € I,. Tada iz (5.3) i (5.27) dobijamo
da ¢; € ZZ-(mH) (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ¢; € Zi(o) (pret-
postavka teoreme) sledi indukcijom da ¢; € Zi(m) za svako 1 € I, im = 0,1,...
(tvrdenje 2°).

Ostaje da odredimo donju granicu R-reda konvergencije poboljsanog metoda
(5.27) (tvrdenje 3°). Nizovi centara {zz(m)} i poluprecnika {TZ(»m)} diskova ZZ-(m)
dobijenih metodom (5.27) su medusobno zavisni. Zbog jednostavnosti, kao i u
slucaju jednostrukih nula, usvoji¢emo da je 1 > \6(0)\ = r(©® > 0. Na osnovu
(5.43) i (5.49) primec¢ujemo da se ovi nizovi ponasaju po sledeéim asimptotskim

relacijama
c(m+1) (g(m))k+47 pmt1) (g(m))?)r(mx

k+40

3 1
p(P2) = k + 4 i odgovarajué¢im sopstvenim vektorom z, = ((k + 3)/3,1) > 0.
Odavde, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

Iz ovih relacija formiramo R-matricu P, = sa spektralnim radijusom

Or(5.27) > p(P)) =k +4. O
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5.7 Numericki primeri za metod sa korekcijama

Da bismo testirali osobine konvergencije predlozenog inkluzivnog metoda (5.42)
primeni¢emo ga na reSavanje polinomskih jednacina uz koriséenje centralne inver-
zije (1.56). Da bismo sac¢uvali sve znacajne cifre dobijenih aproksimacija, primenili
smo odgovarajuce algoritme koris¢enjem programskog paketa Mathematica 7.0 sa
aritmetikom viSestruke preciznosti.

Primer 5.3 Intervalne metode za nalazenje visestrukih nula (5.27) smo primenili
na odredivanje nula polinoma
P(z) = 2% — (8 — 3i)2M + (28 — 24i)2'3 — (58 — 86i)2'% + (81 — 190i) 2!
—(86 — 287i) 210 4 (82 — 278i)2 — (68 — 72i)2® + (20 + 320i)2"
+(104 — 6924)2° — (312 — 760i)2° + (464 — 384i)2"* — (320 + 256i)2>
—(128 — 5764)2% + (384 — 384i)z — 256.
Ta¢ne nule polinoma su —1, 2, 1 + 4, 4, —24, viSestrukosti 2, 3, 2, 2, 3, 3, respek-
tivno. Pocetni diskovi su ZZ-(O) = {zi(o); 0.4}, sa centrima

AV = 114020, AV =22-01i, 2" =09+1.1i,
A0 =08-11i, 2V=01+12i, 2”=02-1.9i

Maksimalni poluprecnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabeli 5.3.

ey ) )

(5.27), k=0 | 4.24(—1) | 3.82(—7) | 7.94(—33)
(5.27), k=1 | 2.17(—1) | 8.97(—9) | 4.08(—50)
(5.27), k=2 | 2.23(—1) | 6.56(—11) | 1.43(—72)

Tabela 5.3: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.3

Primer 5.4 Iste metode kao u Primeru 5.3 smo primenili na primeru polinoma iz
Primera 5.1 sa pocetnim diskovima Zi(o) = {zi(o); 0.4}, sa centrima

A= 11401, AY=-22-01i 2”=11+12,
A0 =09-11i, 2”=-01409 z”=01-11i
AV =22-01, 2¥=-21+009.

Maksimalni poluprecnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabeli 5.4.
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(D r® r®)
(5.27), k=0 | 1.17(-1) | 9.99(-8) 1.20(—34)
(5.27), k=1 | 245(—-1) | 8.12(-9) 4.11(—50)

(5.27), k=2 | 2.23(—1) | 7.31(—11) | 2.29(—73)

Tabela 5.4: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.4




Poglavlje 6
Ubrzani metodi Gargantini-Henricijevog tipa

Cilj ovog poglavlja je da predstavi dva metoda viSeg reda za simultanu inklu-
ziju prostih ili viSestrukih nula polinoma. Predlozeni algoritmi poseduju primetno
brzu konvergenciju sa samo nekoliko dodatnih numeri¢kih operacija, sto znacajno
povecava njihovu ra¢unsku efikasnost. Rezultati izloZzeni u ovom poglavlju pred-
stavljaju originalni doprinos i publikovani su u radu [140] (M. S. Petkovié¢, M. R.
Milogevié, D. M. Milosevié¢, Numerical Algorithms).

6.1 Algoritam 1: Gargantinijev inkluzivni metod

Prvo ¢emo izloziti Gargantini-Henricijev iterativni metod [42] za simultanu inklu-
ziju prostih nula polinoma. Ovaj metod predstavlja osnovu za razvoj nove familije
ubrzanih inkluzivnih metoda koji ¢e ovde biti predlozeni.

Razmotrimo moni¢ni polinom n-tog stepena (n > 3)
n
P(z)=2"+ap 12" '+ H+arztag = H(z—Cj), (a; €C, 1 €{0,...,n—1})
j=1
sa prostim (realnim ili kompleksnim) nulama (1, . . ., (,, i neka je u(z) = P(z)/P'(z)
Newtonova korekcija. Koris¢enjem logaritamskog diferenciranja nalazimo
Plz) 1 1 "o

llog () = pi = =

Resavanjem poslednje jednakosti po (; dobijamo slede¢u nula-relaciju:

145
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1
i =2z — 6.1
U(Z) =1 % Cj
i
Neka je I, := {1,...,n} indeksni skup. Pretpostavimo da imamo n disjunktnih

diskova Zi, ..., Z, takvih da je (; € Z; (j € I,,). Stavimo da je z = 2 = mid Z;
u (6.1). Kako je ¢; € Z; (j € I,), na osnovu osobine inkluzivne izotonosti iz (6.1)
sledi

1 .
G €z — . — (i €1,). (6.2)
u(z) ; z— 7
i
Neka su Zfo), ey Y(LO) pocetni disjunktni diskovi koji sadrze nule (y,...,(,, to

jest, ¢; € Zi(o) za svako i € I,,. Relacija (6.2) sugerise sledeéi metod za simultanu
inkluziju svih prostih nula polinoma P:

m m 1 .
Zmt) = ,m _ _ (i el,, m=0,1,...). (6.3)
L 3 _ 1
ugm) j=1 ZZ-(m) - Z](-m)
i
Ovde su zz(m) = mid Zi(m) centri diskova Zz-(m) u m-toj iteraciji i u§.m) = u(zi(m)).

Dobijeni intervalni metod (6.3) je treéeg reda i razmatran je od strane Gargantini-
jeve i Henricija u [42]. Zapazimo da je red konvergencije metoda (6.3) jednak tri,
nezavisno od tipa primenjene inverzije diskova. Ovo nece biti sluc¢aj kod inkluzivnih
metoda sa korekcijama, Sto ¢e biti pokazano kasnije.

6.2 Algoritam 2: Inkluzivni metod Sestog reda

Intervalni iterativni metod (6.3) se moze ubrzati koris¢enjem pristupa izlozenog
u [21] i [120] koji se baziraju na primeni pogodnih korekcija koje proizilaze iz
iterativnih metoda za nalazenje prostih nula nelinearnih jednacina. Povecéanje
racunske efikasnosti bi trebalo da bude postignuto uz koriséenje $to je manje
moguce dodatnih operacija, na primer, koris¢enjem veé izrac¢unatih vrednosti. Ovaj
pristup je ilustrovan na primeru Gargantini-Henricijevog metoda (6.3).

Intervalni inkluzivni metod (6.3) moze se ubrzati koris¢enjem pogodnih korekcija

Ci(m) koje se javljaju u iterativnoj formuli

AN = m_otm = 0,1, ),

7
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koja definiSe iterativni metod za nalazenje nule. Tada, ako je

Gez™ = ¢ez™ - cm

za svako j € I, u svakom iterativnom koraku m, inkluzivni metod (6.3) postaje

Z{mHD) _ ) _ — 1 (i €ly, m=0,1,...).
(g
I
(6.4)

Ovde INV € {()71, ()} oznacava jednu od inverzija datih sa (1.55) i (1.56).
) (

Na primer, stavljajuéi C](.m = ujm) u (6.4), dobija se sledeéi inkluzivni metod
cetvrtog reda sa Newtonovom korekcijom za inkluziju svih prostih nula (pod-
razumevajudi koriséenje centralne inverzije (1.56))

Zmth = ) _ 1 _ 1 (iel,, m=0,1,...). (6.5)

O prednosti kori§¢enja centralne inverzije nad ta¢nom videti Primedbu 4.3.
Napomenimo jos da koriséenje tacne inverzije (1.55) moze ubrzati konvergenciju
samo do izvesne granice kada se primenjuju korekcije u (6.4). Kao ilustarciju,
primetimo da primena tacne inverzije u (6.5) daje R-red (3 + v/17)/2 =~ 3.562,
videti [21]. Iz tog razloga, u nastavku ¢emo raditi samo sa centralnom inverzijom
(1.56), obi¢no bez posebnog naglasavanja.

U ovom odeljku ¢emo primeniti korekcije koje se javljaju u dvo-koraé¢nim
metodima za reSavanje nelinearnih jednacina. Prvo ¢emo razmotriti Siroku klasu
dvo-koracnih metoda u obliku

Pz —u(z2))
P(z)
(6.6)
gde je h najmanje dva-puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove h(0) =
1, W' (0) =21 |h"(0)] < oo [145]. Zapazimo da se gornja iterativna formula zp,41 =
?(zm) (m =0,1,...) moze primeniti ne samo na algebarske polinome, veé¢ na bilo
koju diferencijabilnu funkciju.

d(z)=2—-0C(2), C(z)=u(z)+ h(t) t=1t(z) =

Neka je ngm) = C(zi(m)) korekcija definisana sa (6.6) u m-tom iterativnom
koraku. Ako je
Gez™ = Gez™ -,
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za svako j € I, u svakom iterativnom koraku m, tada, na osnovu (6.4), mozemo
konstruisati novi inkluzivni metod sa korekcijama

Zm+h = m) _ _ ! , (6.7)
1 Z 1
(m) (m) _, (m)
u; = Pz —u;
R R N Fle ke
P'(z™)
gde je t;m) = P(zj(«m) — ugm))/P(z](-m)), i €l,im=0,1,... . Kao §to je ranije

pomenuto, primenjena je centralna inverzija u (6.7) i svim iterativnim formulama
u nastavku.

Primedba 6.1 Izborom odgovarajuce funkcije h(¢) u (6.6) mozemo dobiti neke
nove i neke poznate iterativne metode za nalaZzenje prostih nula polinomskih
jednacina (videti, na primer, metod (6.7) sa funkcijama (6.34) do (6.39) u Odeljku
6.6). U specijalnom slucaju se dobija samo-proverljivi metod koji je proucavan u
[119].

Primedba 6.2 Da bi se smanjilo ukupno vreme izvrSavanja programa, u svakom
iterativhom koraku je neophodno prvo izracunati sve korekcije C](-m).

6.3 Analiza konvergencije poboljsanih inkluzivnih metoda

U ovom odeljku éemo izloziti analizu konvergencije intervalnog metoda (6.7). Zbog
jednostavnosti, izostavicemo sve iterativne indekse m i oznaci¢emo sve veli¢ine u
(m + 1)-o0j iteraciji dodatnim simbolom - Takode, da bismo ocenili red konver-
gencije iterativnog metoda (6.7), uveséemo greske

i=2%4—G, &=2%—¢ (i€ly).

Ovde podrazumevamo da je e; = Opf(g;) za svaki par i, j € L,. Simbol Oy ukazuje
na ¢injenicu da dva kompleksna broja w; i wg imaju module istog reda, to jest da
je, Jwr] = O(Jws).

Prvo éemo dokazati sledeée dve leme:

Lema 6.1 Iterativni metod

(6.8)
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gde je

P(ZZ — uz)

i h proizvoljna dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove h(0) =1,
R'(0) =2 i |h"(0)| < oo, ima red konvergencije jednak cetiri.

Dokaz. Neka je

ti =

PO(G)

Api = —22 (k> 2).
ki k!Pl(Ci) ( Z )

Korig¢enjem Taylorovog razvoja oko nule (;, nalazimo

P(a) = P(G)eit 3 PG + 5 PG el + o2 PO(G) el + Ou(), (69)

P/(z) = P(G) + P/(G)eit 5 P(G) et + 5 POG) el + Ou(el), (6.10)

Na osnovu (6.9) i (6.10) nalazimo

_ . Pl
= 2 P'(z) Gi

= A2,i 812 + (214371‘ — QA%J) E? + (3A4,¢ — 7A2’1;A37i + 414%71) 6? + Oum (E?), (611)

Primenom Taylorovog razvoja dobijamo
P(zi — wi) = P'(Gi)(mi + Az} + Az} + Avan} + Ounr(n})),
odakle, uz koriséenje (6.11), posle kraceg izratunavanja imamo

P(zi—u;) = P'(G)(Az,ie] +(243,—2A3 ;)ed+(5A3 ;—T Az A3, +3A4)ei +On (€D)).

(6.12)
Na osnovu (6.10) i (6.12) nalazimo
P(z,- - uz)
TPy Ag e} + (2A3,; — AA3 )ed + (13A3 , — 1449 1 Az + 3Ay )} + Onr(e)).

(6.13)
Funkcija h se moze aproksimirati svojim Taylorovim polinomom drugog reda u
okolini tacke ¢ = 0 na sledeé¢i nacin

h(t) ~ h(0) + A’ (0)t + hHZ(O) t2. (6.14)

Koriséenjem relacija (6.9) i (6.12) dobijamo
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= ﬁ = Ageit(243,—3A3 )ei+(8A3 ;— 1042, A3;+3A4)e +On(e}),

tako da je, iz (6.14),
h(ti;) = h(0) + Ag;:h'(0)e; + (243, (0) + A3 ;(h"(0)/2 — 3K (0)))e?
+(3A4,:1'(0) + A3 ;(8K'(0) — 3h"(0)) + 242, A3,:(h"(0) — 51'(0)))e}
+On (). (6.15)

Sada iz relacija (6.13) i (6.15), koriste¢i programski paket Mathematica, dobi-
jamo relaciju greske

> :fl_gi:Zi—Ui_h(ti)JD(;i/(;i)w_Ci:ni_h(ti)P(;i(;i)Ui)

= [A5,:(1 = (0))] €2 + [~243,4(h(0) — 1) + A3 ;(4R(0) — I/ (0) - 2) <}
+[=3444(h(0) = 1) + Ay ;A3 ;(~T + 14h(0) — 4H'(0))
+A3 (4 = 13R(0) + TH (0) = 1"(0)/2)] e} + Onr ().
Zamenjujuéi pocetne uslove leme h(0) = 1 i h'(0) = 2 u poslednjem izrazu za

¢;, nalazimo

(s = [A3,(5— 1"(0)/2) — Az Ay et + On(e)).

Kako je h”(0) ograni¢ena veli¢ina, iz poslednje relacije zaklju¢ujemo da je red
konvergencije familije dvo-koraénih metoda (6.8) jednak cetiri. O

U nastavku éemo koristiti sledeée skracenice:

€= max |e r= max r;, Vi =2z —=z;i+C,;
1<i<n leil, 1<i<n oY v 7

/
PzZ

n
=:{yi; pi},
; Z e i Pi
JF#i

gde je C; = C(z;) dato sa (6.6).

Lema 6.2 Za inluzivni metod (6.7) vaZe sledeca tvrdenja:
(i) 7 = On(e%r);
(i) € = Op(e%).
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Dokaz. Neka je Z; = {z;;r;}. Tada je z;— Z; +C; = {v;j;7;} i koriS¢enjem relacije

Plz) & 1
P(z;) ]z_:l 2 — G

i operacija kruzne aritmetike (uz primenu centralne inverzije (1.56)), nalazimo

Y — " 1 zn:{ 1 . T‘j }
o Fw -G = ey il =)
i
1 n C:+Ci — z; r
:+Z{ J Cj j; ! }
gi = U (2 — G)og  ogl(Jvig| — 1)
J#i

Kako je Cj 4 (j — zj = OM(eﬁ) (videti Lemu 6.1), vi; = Op(1) i 25 — GG = Om(1),
imamo
. 1 n C; + Cj —Zj 1 4
yi=midY; = —+ ) 2" = — 4 Opyle 6.16
& ; (zi = Glvyg & ) (6.16)
J#i

n

pi=radY; =) —————

' ' ; |vij|(Jvij| = 75)
JF#i

i — Onr(r). (6.17)

Koriséenjem uvedenih skracenica, diskovi dobijeni inkluzivnim metodom (6.7)
se mogu prikazati u obliku

~ o 1 1 Pi }
Zi =127 :z-—:{z-—; .
= T = {yispi} " iyl = pi)
Na osnovu toga uz koriséenje (6.14) i (6.15) dobijamo

2 3 1 1 e7Om(ej)
E=2—(CG=¢g— —=¢& — o= =
Yi 1/ei+Om(e?) 14 Onm(e?)

= OM(€6)

. Pi Pi
T’L = =
yil(lyil = pi)  [1/2i + Om(eI([1/€i + Onr(e)] = pi)

Za familiju inkluzivnih metoda (6.7) mozemo formulisati slede¢u teoremu:

ZOM(€2 ) O

Teorema 6.1 Neka su Z§0), ceey Zy(lo) dovoljno mali pocetni inkluzivni diskovi takvi
da je (; € ZZ-(O) (1 € I,,). Tada je donja granica R-reda konvergencije familije
intervalnih metoda (6.7) jednaka Sest.
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Dokaz. Zbog jednostavnosti, Sto je uobi¢ajeno u ovom tipu analize, usvoji¢emo
daje 1l > |5(0)| = 7 > 0, §to znaci da radimo sa modelom ,najgoreg slucaja”.
Ova pretpostavka nema uticaja na konacni rezultat grani¢nog procesa koji prime-
njujemo u cilju dobijanja donje granice R-reda konvergencije. Dalje, pretpostavka
teoreme da su pocetni diskovi dovoljno mali, ukazuje da su njihovi centri dovoljno
blizu pravim nulama. Dakle, dvo-kora¢ni metod (6.8) ima red ¢etiri.

Na osnovu Leme 6.2 primec¢ujemo da se nizovi centara i poluprecnika ponasaju
po slede¢im pravilima:

et o (g8 p(mA1) | (g(m)y2p(m)

)

gde oznaka a ~ b zna¢i a = O(b). Iz ovih relacija i Teoreme 1.7, formiramo R-

60
Q2 = [21],

sa spektralnim radijusom p(Q2) = 6 i odgovarajué¢im sopstvenim vektorom z, =
(5/2,1) > 0. Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

matricu

Or(6.7) 2 p(Q2) =6. O

6.4 Algoritam 3: Single-step metodi

Konvergencija metoda (6.3), (6.5) i (6.7) se moze ubrzati primenom Gauss-
Seidelovog pristupa koji koristi ve¢ izrac¢unate kruzne aproksimacije u istoj iteraciji.
Na taj nacin, polazeci od uopstenog metoda (6.4) i korekcija C; =0, Cj = u; i C}
datim sa (6.6), dobijamo slede¢e metode u serijskom modu:

1
z"tY =" - 1 : (6.18)
i— n 1
w™ S Z(mﬂ) jzz;tl 2™ - z{™
m m 1
Zz( +1)_Zz'( ) . L (6.19)
11— i 1
“z j=1 Z ](erl) j=itl # ) Z](m) +ul™
zm =" - 1 ! (6.20)
Z— n 1
ul _]Zz:l P (m) Z(m+1) ]zl;rl 5 m) Z](m) N C(m)
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gdejeiel,im=0,1,... . Inkluzivni iterativni metodi (6.4) i (6.7) su realizovani
u paralelnom modu i poznati su jo§ kao total-step metodi. Metodi (6.18), (6.19)
i (6.20) sa Gauss-Seidelovim pristupom su single-step metodi. Single-step metod
(6.18) je razmatran u [111], metod (6.19) u [21], dok je metod (6.20) nov.

Da bi se odredio R-red konvergencije single-step metoda (6.19) i (6.20) neop-
hodno je raditi sa 2n medusobno zavisnih nizova centara i poluprecnika diskova,
Sto je veoma tezak zadatak. Dodatna otezavajuc¢a okolnost je da se broj nula n
javlja kao parametar. Medutim, lako mozemo oceniti granice R-reda konvergencije
razmatrajuci grani¢ne slucajeve n = 2 i veoma veliko n.

Kako red konvergencije single-step metoda postaje gotovo jednak redu konver-
gencije odgovarajuceg total-step metoda kada je stepen polinoma veoma veliki, na
osnovu Teoreme 6.1 i rezultata datim u radovima [42] i [21] za total-step metode,
dobijamo

Or((6.18), 1) ~ O((6.18), 00) = O(6.3)

Or((6.19),n) ~ Og((6.19),00) = Og(6.5)
Or((6.20),n) ~ Og((6.20),00) = Og(6.7)

AVARAVARLY,
o o~ W

(6.21)

Razmotrimo sada single-step metode (6.18)—(6.20) za n = 2 §to, prakticno,
predstavlja trivijalni slu¢aj kvadratnog polinoma sa nulama (7 i (3. Pretpostavimo

0)‘ _ (0)

pritom da je \eg |5§0)] =r = 7"50) < 1 (,model najgoreg slucaja”’). Uvedimo

greske

e1=2% —C, ¢€2=22—(a
wél) =22 — (2 = €2, wgz) = 29 —u(22) — G2 = Owm(ed),
wy’ = 2 — e(22) = G2 = Onr(3),
koji se ticu metoda (6.18), (6.19) i (6.20), respektivno, i oznacimo ih indeksima
k=1,2,3. U stvari, velicine wgl), wg) i wég) ocenjuju respektivno blizinu centara
diskova Zy, Zy — u(z2) i Z2 — C(22) do nule (.

Posle dosta elementarnog racuna izveli smo sledeé¢e ocene:
A k ~ k o o
e1l ~ le1Plws?], (&l ~ [erlPleal?lws?l, 1~ lerPra, 7o~ fer Pleal?ra.
Odgovarajuce R-matrice i njihovi spektralni radijusi su:

2100

2300|  p(@l) =1,
20017 @, =(1,2,1,2) >0,
2201

QY =
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[2200]
o — |2400] p( )y = 5.236,

4712001 2, = (0.809,1.309,0.5,1) > 0,
12201
[2400]
@ [2600] pQY) =17.464,

4712001 z,=(1.366,1.866,0.5,1) > 0.
12201

Na osnovu (6.21) i dobijenih R-matrica, mozemo formulisati sledecée tvrdenje:

Teorema 6.2 Opsezi donjih granica R-redova konvergencije single-step metoda
(6.18), (6.19) i (6.20) su

Or(6.18) € (3,4), Og(6.19) € (4,5.236), OR(6.20) € (6,7.464).

6.5 Algoritam 4: Inkluzija visestrukih nula

Neka su (i,...,¢, (2 < v < n) proste ili visestruke nule respektivne visestrukosti
U1y by (1 + -+ + gy = n) moni¢nog polinoma

PE) =TT -G
j=1

Na slican nacin kao u Odeljku 6.1, polazeéi od logaritamskog izvoda od P, izvodimo
nula-relaciju

Gi=2— A (el ={1,...,v}) (6.22)
L M
u(z) 2=
J#i

Ova relacija sugeriSe sledeéi simultani inkluzivni metod za nalazenje svih prostih
ili visestrukih nula polinoma P:

Z(mH ) : M . (i€el,m=0,1,...), (6.23)
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gde je zl-(m) = mid Zi(m) . Ovaj metod je predlozen u [41] i ima red konvergencije
tri.

Polazeéi od Schréoderovog metoda drugog reda

f(z)
f'(z)
za dobijanje visestrukih nula visestrukosti u funkcije f i nula-relacije (6.22), u radu

[21] je dobijen sledeéi simultani metod ¢etvrtog reda sa Schréderovom korekcijom
za simultanu inkluziju viSestrukih nula polinoma u obliku:

Z=z—pu

Zmr = m) _ . i , (iel,m=0,1,...).
oEY ”
w™ S = 2 g (i)
J#i

(6.24)
Nas cilj je dalje ubrzanje konvergencije metoda (6.24) koriséenjem samo neko-
liko dodatnih numeri¢kih operacija. Na taj nacin se povec¢ava ra¢unska efikasnost
novog metoda. U Odeljku 2.2 je izveden simultani inkluzivni metod Sestog reda
koris¢enjem optimalnog dvo-kora¢nog metoda ¢etvrtog reda. U ovom odeljku raz-
motri¢emo drugi izazovni zadatak, konstrukciju simultanog metoda istog tipa, ali
za inkluziju viSestrukih nula. Do pre par godina izvodenje takvog metoda nije bilo
moguce, zato §to optimalni metodi za viSestruke nule ¢etvrtog reda, sliéni metodu
(6.8), nisu bili razvijeni. U meduvremenu, 2009. godine su Li i njegovi koautori u
[83] razvili sledeéi dvo-koraéni metod za nalazenje visestrukih nula

BEas(z) s(z):M

s — 4 2
2=z—u(z) 13 0502)" E (6.25)
gde su
_ 2u T (e N I e A R '
Tsary P T (u+2) , 0= (u+2)

i u je visestrukost tacne nule ¢ funkcije f (ne neophodno algebarskog polinoma
u opstem sluc¢aju). Red konvergencije iterativnog metoda (6.25) je ¢etiri, to jest,
relacija greske je

2—C=0u((z- QY. (6.26)
(za dokaz, videti [83]).

Sledeéi konstrukciju simultanih metoda (6.7) i nula-relacije (6.22), mozemo kon-
struisati nov iterativni intervalni metod za simultanu inkluziju viSestrukih nula
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polinoma. Disk Z; koji se javlja u (6.23) se sada zamenjuje novim diskom Zj
izracunatim na sledeéi nacin:

gde smo stavili da je z; = mid Z;, uj = u(zj), s; = P'(z; — 1ju;)/P'(%;) i

20, 1 pili =2) ¢ pg N Hj \7Ha
My + My + Hj +

7j

Na taj nac¢in dobijamo novi metod za simultanu inkluziju svih visestrukih nula
datog polinoma,

Zm ) = ) _ 1 . Hi (iel,, m=0,1,...),
L Hj
u™ 2 2 _ 7o) () Bty
i#i i J J 1445 <m>
(6.27)
gde je
s _ P = ™)

Na sli¢an nacin kao u dokazu Teoreme 6.1, koriséenjem (6.26), moze se dokazati
sledece tvrdenje:

Teorema 6.3 Neka su Zgo),...,Z,(,O) dovoljno mali pocetni diskovi takvi da je

G € Zi(o) (i € I,). Donja granica R-reda konvergencije familije intervalnih metoda
(6.27) je u tom slucaju jednaka Sest.

6.6 Algoritam 5: Single-step metodi za viSestruke nule

Kao u Odeljku 6.4 za proste nule, konvergencija metoda (6.23), (6.24) i (6.27)
se moze ubrzati primenom Gauss-Seidelovog pristupa koriS¢enjem veé izracunatih
kruznih aproksimacija u istoj iteraciji. Na taj nac¢in dobijamo sledecée single-step
metode:

ZmD — ) — Hi . , (6.28)
My
];1 2 (m) Z(m+1) ];1 Z( ) _ Z(m)
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R L S b (629
1 _ Hj Z Mg
W™ F M -z S - 2
Z0mHD _ L m) _ _ Hi . , (6.30)
o Hj Z Hj
ul(m) = Zl(m) Z](erl) et Zl(m) Z](m) N ctm)
gde je
(m)
" )
Cim = ulm Byt s (videti (6.25)),
1+ (5~s(-m)
]

i€l im=0,1,....

Kako je zp — pa u(z2) — Co = Opr(e3) i 20 — C(z) — (2 = Opr(ed), kao u dokazu
Teoreme 6.2, direktno dobijamo:

Teorema 6.4 Opsezi donje granice R-reda konvergencije single-step metoda (6.28),
(6.29) i (6.30) su

Or(6.28) € (3,4), Og(6.29) € (4,5.236), Ox(6.30) € (6,7.464).

Primedba 6.3 IzloZeni metodi (6.23), (6.24) i (6.27)—(6.30) zahtevaju odredivanje
pocetnih diskova koji sadrze Zeljene nule i poznavanje njihove visestrukosti. Oba
zadatka su veoma vazna u teoriji iterativnih intervalnih procesa. Problem dobijanja
pocetnih diskova koji sadrze zeljene nule je prouc¢avan, na primer, u [19], [57] i [121],
dok se efikasne procedure za odredivanje reda visestrukosti mogu naéi u [75], [76],
[95] i [97].

6.7 Racunska efikasnost

U ovom odeljku ¢emo uporediti ponaSanje konvergencije i racunsku efikasnost
simultanih metoda (6.3), (6.5) i (6.7) za proste nule. Odgovarajuéi rezultati su
veoma sli¢ni i za viSestruke nule (metodi (6.23), (6.24) i (6.27)) tako da ¢e oni
biti izostavljeni. Poznavanje racunske efikasnosti je od prakti¢nog znacaja u dizaj-
niranju paketa za nalazenje nula. Izbor inkluzivnog metoda (6.5) sa Newtonovom
korekcijom u komparativnim procedurama je potpuno opravdan s obzirom da,
do danas, ovaj metod poseduje najvecu racunsku efikasnost u klasi simultanih
inkluzivnih metoda koji se baziraju na nula-relaciji.



158 6 Ubrzani metodi Gargantini-Henricijevog tipa

Kao §to je izlozeno u [15], [89, Pogl. 1] i [113, Pogl. 6] rac¢unska efikasnost itera-
tivnog metoda IM (bilo u obi¢noj aritmetici bilo u intervalnoj aritmetici) moze se
uspesno oceniti koris¢enjem koeficijenta efikasnosti, koji je dat sa

logr
6 Y

E(IM) = (6.31)
gde r predstavlja R-red konvergencije iterativnog metoda IM, a 6 je cena izra¢una-
vanja vrednosti funkcije. Merenjem procesorskog vremena na razli¢itim digital-
nim rac¢unskim masinama i personalnim raCunarima sa razli¢itim procesorima,
potvrdeno je da se rang lista metoda koji su dobijeni formulom (6.31) uglavnom
podudara sa realnim CPU vremenom.

Da bi se izvela cena izraCunavanja 0, pozeljno je koristiti aritmeticke operacije
po iteraciji uzete sa izvesnim teZinama koje zavise od vremena izvrSenja operacije,
razlikujuéi pri tom operacije sa realnim i kompleksnim brojevima. Oznac¢imo ove
tezine sa ws, Wy, Wy 1 Wi za sabiranje/oduzimanje, mnozenje, deljenje i trazenje
kvadratnog korena, respektivno, za realne operacije, i w;, wy,, w} i w; za komplek-
sne operacije. Primetimo da se kvadratni koren pojavljuje u izra¢unavanju modula

kompleksnih brojeva
la + bi| = Va2 + b2.

Neka su, respektivno, S(n), M(n), D(n) i K(n) brojevi realnih operacija sabi-
ranja/oduzimanja, mnozenja, deljenja i korenovanja po jednoj iteraciji za svih n
nula datog polinoma n-tog stepena. Oznake S*(n), M*(n), D*(n) i K*(n) se odnose
na kompleksne aritmeticke operacije. U tom slu¢aju cena izra¢unavanja 6 = 6(n)
se moze (aproksimativno) izraziti u obliku

0(n) = wsS(n) + wypM(n) + wgD(n) + wi K (n) + wiS*(n) + w,, M*(n)
+wg D (n) + wipK*(n). (6.32)

Iz (6.31) i (6.32) sledi

E(IM, n) = 190(%

(6.33)

Primedba 6.4 Poslednja formula (6.33) moze se izvesti na prirodni nacin. Pret-
postavimo da su (kompleksne) nule testiranog polima normalizovane i da leze na
(0) (0)

jediniénom disku. Polazec¢i od pocetnih aproksimacija z; ’,...,2zn" " nula (i,...,(,
kriterijum zaustavljanja je dat sa

m) _ ¢ =101
112%)%]22 Gl <T=1079
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gde je m indeks iteracije, 7 zahtevana ta¢nost i ¢ broj znac¢ajnih decimalnih cifara
broksimaciia 2™ (™) Ako i
proksimacija z; ,...,zn . Ako je

|Z¢(0) — Gl ~107"

za svako ¢ € I, i r je red konvergencije primenjenog simultanog metoda, tada
se (teorijski) broj iterativnih koraka, neophodan za postizanje taénosti 7, moze
aproksimativno izracunati sa

log q

m = )
log r

Sto sledi iz relacije 109 = 10~"". Kako je racunska efikasnost E proporcionalna
recipro¢noj vrednosti ukupne cene izracunavanja mé(n) kompletnog iterativnog
procesa koji se sastoji od m iterativnih koraka, dobija se

I 1 logr
mf(n) logq 6(n)

E =

Da bismo ocenili iterativni metod za zadatu tacnost 7 = 1079, dovoljno je uporediti
vrednosti logr/6(n), sto je ekvivalentno sa (6.33).

Primedba 6.5 Primetimo da je koriséenje formule (6.33) za ocenu racunske efikas-
nosti neophodno. Zaista, nemogudée je meriti vreme izvrSenja iterativnog procesa
na modernim racunarima, jer oni izvrSavaju ogroman broj matematickih operacija
u sekundi koji se izrazava u gigaFLOPSima (10° operacija u pokretnom zarezu po
sekundji).

Broj potrebnih numeric¢kih aritmetickih operacija u realizaciji inkluzivnih me-
toda (6.3), (6.5) i (6.7), odvojeno u kompleksnoj i realnoj aritmetici, dat je u
Tabelama 6.1 i 6.2, respektivno. Naime, radeéi sa diskovima, neke operacije se
izvode u realnoj aritmetici, Sto smo iskoristili da smanjimo ukupnu rac¢unsku cenu.

Izracunali smo tezine (koje se javljaju u (6.32)) na osnovu slozenosti osnovnih
operacija u aritmetici visestruke preciznosti koriste¢i rezultate date u [16] i [17].
Podrazumeva se da je koriséena reprezentacija brojeva u pokretnom zarezu u bina-
rnom sistemu od b bitova, to jest, koriséena je b preciznost” brojeva (terminologija
korigéena u [17]) koja daje rezultat sa relativnom greskom aproksimativno 27°,
Slede¢i rezultate date u [16] i [17], vreme izvrSenja ¢;(S) sabiranja i oduzimanja
je reda O(b). Koriséenjem Schonhage-Strassenovog mnozenja (videti [37] i [178]),
dobija se da je tp(M) = O(blogblog(logb)). Tezine koje se javljaju u (6.32) se
tada odreduju proporcionalno ovim vremenima izvrSenja i normalizovane su na
tp(S) kao sto sledi (videti [16] za detalje):
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metodi | S(n) M(n) | D(n) | K(n)
(6.3) 3n? —n | 3n? n? n?
(6.5) 3n?—n | 3n? n? n?
(6.7) 3n?—n | 3n? n? n?

Tabela 6.1: Broj realnih operacija

metodi | S*(n) M*(n) D*(n)
(6.3) 4n?—2n | 202 —n | n?+n
(6.5) 4n? —n 2n? —n | n?+2n
(6.7) 5n? 3n? n? + 3n

Tabela 6.2: Broj kompleksnih operacija

wy, = logblog(logd), w), = 3wy, wg=4w,, w;=10w,, wg = >5.5w,.

Primenjujuéi (6.33) izracunali smo u procentima odnose za 128-bitnu arhitek-
turu (b = 128)

po.5(n) = (E((6.7),n)/E((6.3),n) — 1) -100(u %), (novi/GH%)
por(n) = (E((6.7),n) JE((6.5),n) — 1) -100(u %),  (novi/GN%),

gde GH, GN i novi ukazuju na Gargantini-Henricijev metod (6.3), Gargantinijev
metod sa Newtonovom korekcijom (6.5) i novu familiju (6.7), respektivno. Odnosi
po5(n) (puna linija) i pg7(n) (isprekidana linija) su graficki prikazani na Slici 6.1
kao funkcije stepena polinoma n. Ovi odnosi pokazuju poboljSanje rac¢unske efikas-
nosti novog metoda (6.7) u odnosu na metode (6.3) i (6.5), izrazeno u procentima.
Gotovo iste krive su dobijene i za 64-bitnu arhitekturu (b = 64). Primetimo da
se samo zanemarljiva promena odnosa javlja sa koris¢enjem tezina proporcional-
nim vremenima izvrsenja osnovnih operacija za osmostruku preciznost (masinska
preciznost 10757) za Pentium M 2.8 GHz koji radi sa dFedora core 3 i Opteron
64-bitnim procesorom (podaci uzeti iz [38]).

Sa Slike 6.1 primec¢ujemo da je nova familija intervalnih metoda (6.7) mnogo
efikasnija od metoda (6.3) i (6.5). Poboljsanje je znacajno posebno u odnosu
na Gargantini-Henricijev metod (6.3). Imajuéi na umu da je metod (6.5) sa
Newtonovom korekcijom rangiran kao najefikasniji inkluzivni metod u posmatra-
noj klasi metoda, zakljué¢ujemo da predlozena familija (6.7) generiSe najefikasnije
metode za simultanu inkluziju nula polinoma u klasi metoda koji se baziraju na
nula-relaciji i koji su realizovani u kruznoj kompleksnoj aritmetici.
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50
New/ GH%
40+
30+
20+
P New/ GN\%
10+ 7
4
’
n

10 20 30 40 50 60 70

Slika 6.1

6.8 Numericki primeri

Da bismo demonstrirali ponasanje konvegencije izlozenih metoda, da¢emo u ovom
odeljku dva numericka primera za proste i viSestruke nule.

Inkluzivni metodi (6.3), (6.5) i (6.7) za proste nule i metodi (6.23), (6.24) i
(6.27) za visestruke nule i njihove single-step varijante su testirane za resavanje
vige polinomskih jednacina. Novi metod (6.7) i njegova single-step modifikacija
(6.20) su primenjeni koristeséenjem sledeéih sest funkcija h:

h(t) = 1+1(Z1aitz)t (6.34)

h(t) = (1 + it) (6.35)
a 2

h(t) = % (6.36)

h(t) = 1—2751—|—a4t2’ (6.37)

ht) = 2+ (a5 — 2)t — 1 (6.38)

CL5t—1 ’
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1 2
) = - (m _ 1>, (6.39)

gde su a1, as, a4, as proizvoljni parametri i as # 0 je proizvoljni racionalni broj.
Navedene funkcije, koje se javljaju u (6.6), su tako izabrane da zadovoljavaju
pomenute uslove h(0) = 1, h/(0) = 2 i [h”(0)| < oo, imaju jednostavni oblik i
poseduju promenljivi parametar (izuzev (6.39)). Postoje drugi razli¢iti oblici za h,
ali su oni dati komplikovanijim izrazima.

U cilju obezbedivanja inkluzije nula u drugoj i trec¢oj iteraciji, koje proizvode
veoma male diskove, koristili smo programski paket Mathematica 7 sa aritmetikom
viSestruke preciznosti.

Primer 6.1 U cilju nalazenja kruznih aproksimacija nula polinoma

P(z) = 2'8 + 12210 4- 2682 + 27842' + 347102'° + 324 6962°
462097225 — 22705922 — 28 30395122 — 25704 900

primenili smo intervalne metode (6.3), (6.5) i (6.7) i njihove single-step varijante
(6.18), (6.19) i (6.20). Nule polinoma P su (1o = 14 2i, (34 = —1 % 2i, (s =
+2, (75 = £4, Co10 =3+ 24, Q12 = =3+ 26, Q314 =2+30, G516 = 2%

31, Ci7,18 = £3i. Pocetni diskovi su Zi(o) = {z(o); 0.5}, sa centrima u tackama

K2
AV =11422i, V=12-21 2V=-12+21i
AV = —12-21, ¥ =22+01;, 2”=-21+01
A= 02409, 2V =02-11, 2" =31+109,
z% —3.2- 1.9, z% — 3.2+ 1.9, z% — 3.2 1.9,
AV =22+20i AV=22-20i V=_-292420
A0 = 29220 2V=02+31 2V=-02-209.

Maksimalni polupreénici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka
dati su u Tabelama 6.3 i 6.4.

Primer 6.2 Total-step metodi (6.23), (6.24) i (6.27) i njihove single-step vari-
jante (6.28), (6.29) i (6.30) su primenjeni na simultanu inkluziju visestrukih nula
polinoma,

P(z) = 218 + (2 — 20)2Y7 — 1421% — (18 — 264) 2% + (80 — 12i) 2 + (26 — 118:)2"
—(238 — 1364)2'2 + (146 + 182i) 2" 4 (307 — 476i)2* — (380 — 1604)2°
+(236 + 3204)2% + (32 — 712i)27 — (804 — 8804)2° 4 (512 + 961)2°
—(80 4 832i)2"* — (1024 — 1152i)2> — (448 — 2561)22

—(1024 — 512i)z + (—768 + 10244).
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metodi r) r2 r3)

(6.3) 1.70(—-1) 6.35(—5) 3.08(—16)
(6.5) 2.20(—1) 1.66(—5) 5.06(—24)
(6.7)—(6.34), a 1.92(—-1) 3.56(—6) 1.41(—33)
(6.7)—-(6.34), a1 = 1 2.26(—1) 5.09(—5) 2.54(—27)
(6.7)—(6.34), a; = 2 2.61(—1) 4.10(-5) 4.97(-27)
(6.7)-(6.35), a 2.00(—1) 3.19(—6) 2.44(-37)
(6.7)—(6.35), as = 1 2.61(-1) 4.10(-5) 4.97(—-27)
(6.7)—(6.35), ag = 2 2.52(—2) 5.18(—5) 8.48(—27)
(6.7)—(6.36), a 2.07(-1) 2.12(—6) 1.15(—36)
(6.7)—(6.36), ag = 1 1.93(—-1) 1.00(—5) 4.69(—34)
(6.7)—(6.36), az = 2 1.92(—-1) 2.08(—5) 8.41(—31)
(6.7)-(6.37), a 1.92(—-1) 1.51(—6) 1.14(—38)
(6.7)—(6.37), ag = 1 2.18(—1) 4.27(-5) 2.75(—28)
(6.7)-(6.37), ag = 2 3.62(—1) 9.88(—5) 1.29(—25)
(6.7)—(6.38), a 2.69(—1) 2.00(—5) 8.75(—28)
(6.7)-(6.38), a5 = 1 2.31(-1) 4.48(-5) 3.07(—27)
(6.7)—(6.38), as = 2 2.07(-1) 2.12(—6) 1.15(—36)
(6.7)-(6.39) 1.97(-1) 6.01(=7) 3.40(—40)

Tabela 6.3: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova — proste nule,

total-step metodi

Nule polinoma su —1, —2, 1 £ 4, 44, 2, —2 4 4 viSestrukosti 2, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 2,
(0)

respektivno. Pocetni diskovi su Z;/ = {zﬁo); 0.4}, sa centrima

A= 12400, Y =-22-01i 2”=11+12,
A0 =09-11i, Z”=-01+08i z”=01-11i
AV =22-01, 2¥=-22+009.

Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova, dobijeni u prva tri iterativna ko-
raka, dati su u Tabelama 6.5 i 6.6.

Iz Tabela 6.3 — 6.6 i velikog broja testiranih polinomskih jedna¢ina mozemo za-
kljuciti da predlozeni metodi (6.7) i (6.20) daju primetno manje inkluzivne diskove
u poredenju sa postoje¢im metodima (6.3), (6.5), (6.18) i (6.19). Isto vazi i za nove
metode (6.27) i (6.30).

Zavrsimo ovaj odeljak sa nekim komentarima koji se ticu primene iterativnih
metoda veoma visokog reda. Primenjujuéi metode za nalazenje nula, neophodno
je napraviti kompromis izmedu njihove brzine i njihove racunske cene. Za veéinu
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metodi r1) r r®)

(6.18) 1.67(—1) 2.30(—5) 2.12(—18)
(6.19) 2.20(—1) 5.11(—6) 7.94(—25)
(6.20)—(6.34), a; = 1.87(—1) 1.02(—6) 6.90(—37)
(6.20)—(6.34), a1 = 2.26(—1) 1.72(-5) 2.55(—29)
(6.20)—(6.34), a; = 2.57(-1) 1.50(—5) 1.29(—29)
(6.20)—(6.35), ag = 2.00(—1) 5.92(=7) 2.03(—39)
(6.20)—(6.35), az = 2.57(-1) 1.50(—5) 1.29(—29)
(6.20)—(6.35), ag = 2.48(—-1) 1.87(—5) 3.68(—29)
(6.20)—(6.36), az = 2.07(—1) 6.93(—7) 2.11(—40)
(6.20)—-(6.36), az = 1.93(—1) 1.85(—6) 5.12(—36)
(6.20)—(6.36), az = 1.87(—1) 3.78(—6) 1.59(—32)
(6.20)—(6.37), ag = 1.87(—1) 5.91(-7) 6.23(—40)
(6.20)—(6.37), ag = 2.18(—1) 1.37(—5) 8.05(—30)
(6.20)—(6.37), ag = 3.56(—1) 4.00(—5) 1.06(—27)
(6.20)—(6.38), a5 = 2.64(—1) 7.49(—6) 1.98(—30)
(6.20)—(6.38), a5 = 2.30(—1) 1.57(=5) 1.55(—29)
(6.20)—(6.38), a5 = 2.07(—1) 6.93(—7) 2.11(—40)
(6.20)—(6.39) 1.97(-1) 1.60(—7) 2.52(—43)

Tabela 6.4: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova — proste nule,

single-step metodi

(6.23) (6.24) (6.27)

rM | 2.41(-1) 3.10(—1) 4.24(—1)
r | 1.28(—4) 1.92(—5) 1.26(—6)
r() | 1.28(—14) | 2.20(—22) | 9.44(—38)

Tabela 6.5: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova — viSestruke nule,

total-step metodi

praktiénih problema, rezultati dobijeni u dvostrukoj preciznosti (ta¢nost od oko

15 — 16 decimalnih cifara) je savim zadovoljavajuca. Ukoliko se metod viseg reda

moze primeniti:

(i) sa istom ili (pozeljno) nizom ra¢unskom cenom,

(ii) bez poostravanja pocetnih uslova za konvergenciju u poredenju sa metodima
nizeg reda,

tada je njegova primena potpuno opravdana, jer se zeljena tacnost aproksimacije
nule postize u manje iterativnih koraka. U takvom slucaju dobitak je ocigledan
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(6.28) (6.29) (6.30)

rM | 2.41(-1) 3.10(—1) 4.24(—1)
r | 5.44(-5) 3.87(—6) 3.22(—7)
r®) | 3.27(—17) | 4.87(—25) | 8.42(—39)

Tabela 6.6: Maksimalni poluprecnici inkluzivnih diskova — visestruke nule,

single-step metodi

i moze se oceniti koeficijentom efikasnosti koji je dat sa (6.33). Pokazali smo da
je koeficijent efikasnosti predlozenih inkluzivnih metoda sa korekcijama dovoljno
visok, tako da zadovoljava osobinu (i).

Da bismo proucili osobinu (ii), pretpostavimo da smo pronasli poc¢etne inkluzivne
diskove Z1 = {z1;7m1}, ..., Zn = {2n;n}. PoCetni uslovi koji garantuju konvergen-
ciju simultanih inkluzivnih metoda se najcesée daju u obliku

pi= 1522"{"‘” — %l =73} < cn max i, (6.40)
Ve

gde je ¢, konstanta koja zavisi od stepena polinoma n i karakteristika primenjenog
metoda, videti knjigu [113] i njene reference. Uslov (6.40) je potpuno prirodan zato
§to uzima u obzir meru odvojenosti izmedu diskova p i veli¢inu samih diskova. Pod-
setimo da se simultani metodi sa korekcijama, izlozeni u ovoj disertaciji i drugim
radovima (videti, na primer, [133] i [135]), uvek odnose na neki osnovni metod nizeg
reda konvergencije. Dobra osobina ubrzanih metoda sa korekcijama je da je njihova
konstanta ¢, u (6.40) veoma blizu konstanti ¢, osnovnog metoda. Drugim re¢ima,
pocetni uslovi ostaju gotovo nepromenjeni kada se red konvergencije ovog tipa
metoda poveéava. Zajedno, zaklju¢ujemo da je primena predlozenih inkluzivnih
metoda visokog reda prikladna.

Napomenimo da postoje metodi visokog reda ¢ije ubrzanje se dobija na ra¢un
suzavanja oblasti konvergencije (zahtevaju manje pocetne diskove u sluc¢aju inklu-
zivnih metoda).






Poglavlje 7
Ubrzani metod Halleyevog tipa za simultanu
inkluziju visestrukih nula polinoma

U ovom poglavlju predlozena je familija inlkuzivnih metoda visokog reda konver-
gencije koja se zasniva na Halleyevom metodu. Dobijeni metodi poseduju visoku
racunsku efikasnost, jer se povecanje reda konvergencije osnovnog metoda sa 4
na 7 postize bez dodatnih izrac¢unavanja funkcije i njenih izvoda. Rezultati ovog
poglavlja deo su rada [138] (M. S. Petkovié¢, M. R. Milosevié¢, Reliable Computing).

7.1 Halleyev metod sa korekcijama viSeg reda — total-step metod

Neka je P moni¢ni polinom n-tog stepena (n > 3) sa prostim ili viSestrukim
kompleksnim nulama (3,...,{ (2 < v < n), respektivne visestrukosti pq, ..., i,
(u1+ ...+ py =n) i neka je

AO,i = ]-a

st S () (o) Sl )

=1 Hi \ i -1 pa!

gde je k =1,2,...1druga suma na desnoj strani jednakosti ide preko svih nenega-
tivnih celih brojeva (p1, ..., px) koji zadovoljavaju jednakosti

p1+2ps + -+ kpp =k,
pr+pe+-+pe=v, (1<v<k).

Na primer, imamo

;i“/((j))’ Aoilz) = 2161‘ <;z - 1> <§léj;>2 B 21%’ j;/((;)'

Al,i(z) =

167
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Primetimo da se funkcija

javlja u Schroderovom iterativnom metodu Z = z — v;(z) drugog reda, a funkcija

/ 14 -1
ha(z) = 1) _ ((1 FUi)IE) L )

T Ai(z) 2 ) fz) 2f(2)

u kubno konvergentnoj Halleyevoj iterativnoj formuli 2 = z — h;(2).
U naSem razmatranju koristi¢emo skracenice
v 1L
Tri=y —2L— (k=1,2).
! ; (z = G)*
i
Sledeéa nula-relacija je izvedena u [198]:

1

‘z——f(z) 1o AN
e = gy Zha+ 221)

Gi=2z—

(7.1)

DefiniSimo disk

i—1 v
A A
Sni(X W) = 3 (INVi(z = X))+ 30y (INVi(z = W)™ (A =1,2),
j=1 j=i+1
gdesu X = (X1,...,X,)1 W= (Wy,...,W,) vektori ¢ije su komponente diskovi i
INV; € {()7,()%}. U Primedbi 4.2 je objasnjen razlog zasto se inverzija diskova
vrsi pre stepenovanja.

Uzimajuéi diskove Z1,..., 7, koji sadrze nule (y,...,{, umesto samih nula i
stavljajuéi z = z; := mid Z; u (7.1), dobijamo sledeé¢u inkluziju:
R O N G B .

G € 2 — INV, (hz(zz) s [-5t(2.2) + a2 z)D, (7.2)

gdeje Z= (Z1,...,2,)iINVy € {()71, ()Ie}. Zbog jednostavnosti ¢emo u nastavku
izostavljati iterativne indekse u m-toj iteraciji i oznacava¢emo veli¢ine u kasnijoj
(m + 1)-0j iteraciji sa .

Neka su (Z1,...,2,) := Z%O), ce ZS)) pocetni inkluzivni diskovi koji sadrze nule
C1,...,Cy, to jest, (; € ZZ-(O) za svako ¢ € I, i neka je z; = mid Z;. Relacija (7.2)
sugerise sledeéi total-step metod za simultanu inkluziju svih nula polinoma P:
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f(Zz) 1 2 ) .

— —82(2,2)+ 52,2, 2 €L,). (7.3
5o L SHiZ2) + Sui(2,2)] ) (i €). (73)

Iterativni metod (7.3) ima red konvergencije jednak éetiri (videti [113]). U nastavku
¢emo raditi samo sa centralnom inverzijom (1.56), to jest INVy = INVy = ()Ic iz
razloga koji su navedeni u Primedbi 4.3.

21' = z; —INVy <hz(2’z)1

Primedba 7.1 Izlozeni metodi zahtevaju poznavanje viSestrukosti nula. Efikasne
procedure za odredivanje reda visestrukosti mogu se naéi, na primer, u [73], [75],
[76], [95] 1 [97].

Primedba 7.2 Halleyeva korekcija h(z) je sastavni deo iterativne formule (7.3).
Zbog toga ¢emo ovaj metod kao i njegove modifikacije koje ée biti razmatrane u
nastavku nazivati inkluzivnim metodima Halleyevog tipa.

Ubrzanje konvergencije iterativnog metoda (7.3) koriséenjem Schroderove ko-
rekcije v(z;) i Halleyeve korekcije h;i(z;) je izvedeno u [137] na slican nacin kao
u radovima [21] i [120]. U cilju obelezavanja ovih metoda na jedinstven nacin,
uveséemo dodatni simbol k = 1 (za Schréderovu korekciju) i k = 2 (za Halleyevu
korekciju), to jest,

Z =z —INV, (hi(zi)_l - 2?%;% {;Sii(z(’“), Z(k)) + SW(Z(M’ Z(k))D (7.4)

za i € I,. U radu [137] je dokazano da je red konvergencije dobijenog poboljsanog
metoda (7.4) jednak k+4. Obe korekcije v(z;) i h(2;) su oznacene sa Cy ;, (k = 1,2).

Dalje ubrzanje konvergencije se moze dobiti koris¢enjem korekcija viseg reda
za nalazenje viSestrukih nula. Ovde ¢emo koristiti korekcije koje se dobijaju iz
metoda Cetvrtog reda za resavanje nelinearnih jednacina f(z) = 0, koji su nedavno
predlozili Zhou, Chen i Song u [206],

z=z—u(z) o(t(2)), (7.5)

gde su

LIy Petu) o m yme
u(z)—f,(z), t(z) = o 9_m+2, n—( )

24+ m
i ¢ je najmanje dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava sledece uslove:

p(n) =m, ¢'(n)= —%m?"m@ +m)", ¢"(n) = im“(L)_zm

2+m (7.6)
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Ovde je m visestrukost trazene nule ¢ funkcije f (ne neophodno algebarskog poli-
noma). Metod (7.5) éemo zvati ZCS-metodom po imenima njegovih autora, a odgo-
varajucéu korekciju u(z)p(t(z)) ZCS-korekcijom.

Red konvergencije iterativnog metoda (7.5) je cetiri, to jest,
2—¢=0m((z- )", (7.7)

za dokaz videti [206].

U nastavku ¢emo zameniti z aproksimacijom z; od (; i m odgovaraju¢om
visestrukoscu u; od (j. Aproksimacija Z; se menja sa Z7 koja se racuna kao

Zj = Zj —uj - (t;) = Zj — C35,

gde smo oznacili u; = u(z;), t; = f'(z; — Oju;)/f'(z), 0; = 2u;/(n; +2) 1 ¢ je
proizvoljna funkcija koja zadovoljava uslove (7.6). Konkretni primeri funkcije ¢ su
dati u Odeljku 7.4 (metodi 1 - 5)).

Na taj nacin smo dobili novi metod za simultanu inkluziju svih prostih ili
vigestrukih nula datog polinoma u obliku (7.4), za k = 3, to jest, radimo sa
diskovima

729 = (z(,.... 2, 2P = Z; —ujp(ty) = Z; - Cs,.

Primedba 7.3 Da bi se smanjilo ukupno vreme izvrSavanja algoritma neophodno
je u svakoj iteraciji prvo izracunati sve korekcije Cs ;.

7.2 Analiza konvergencije

Uvedimo skracéenice

r= max 1, & =2z —(, &= max |g,

1<i<y 1<i<y
rj 1
Xij =mid (z — Z; + Cs,), dij=——""19 _ gi=— 7.8
K Gim 2t G i = el =) % 7
sni =Y gy A=12), pii=> pidiy, pai= Y ni(2lgildi; +di;).(7.9)
i i por

Prvo ¢emo dokazati sledece tvrdenje:
Lema 7.1 Za inkluzivni metod (7.4)x—3 vaze sledeéa turdenja:
(i) 7 = On(e’r);
(i) é = Opr(eT).

=
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Dokaz. Neka je Z; = {z;;r;}. Tada je 2z, — Z; + C3; = {xij;7;}. Koriséenjem
operacija kruzne aritmetike dobijamo

»
Sii=> 7= = > mi{giidij} = {s1:p14} (7.10)
];éz {ijarj} ]752

1 2
Soi =D 1 <{r}> = wilaiidigy? =Y nilad 2gildi; + i}
g# WXt i#i i#i
= {5252}, (7.11)
pa polazeéi od (7.10) nalazimo
Sti = {svispra}® = {s13: 2ls1lpra + o1} (7.12)

Uvedimo skraéenice

/
5
01, = F) i 09 =
-
Koris¢enjem identiteta

hz(zz) =

f(2) Oi | 02\
T+ 1y, FE (@) (2i+ 2 )
L T

dobijamo

o1 S 1 (3) ,(3) @ genl - S
()™ = iy LSt 7 0 20) £ 8420, 2] = 55 twsmid, (719)

gde je
1
iz} = ;(6%@‘ — 52:(29,29)) + (62, — S24(2), 2))).

Sada se metod (7.4)x—3 se moZe napisati u obliku
- 2f"(z1)/ f (2 201 1 ;
7= 2 — M — - 91 2 — 251’1;{; "7}. (7.14)
{yismi} {yismi} yi lyil(lyil = mi)
Iz uvedenih skracéenica (7.8) i (7.9) dobijamo ocene

Xij = Om(1), ¢ij =0m(1), dij =On(r),
p1i=O0m(r), p2i=0um(r), sii=0m1) (k=1,2). (7.15)
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S druge strane, iz razlike

ZM( —¢ 91;')— ZJ (Cg-i-C (2 )7

Ji J#i Ci)xii

koris¢enjem relacije (7.7) nalazimo
2171' — 81,4 = OM(E4).
Na osnovu toga imamo

Eii — 8%’1- = (Zl,i — 5171')(2171' + 817i) = OM(84) (716)

=3 gp s-0s) =Sm(2g ) (5= )

J#i J#i
= Op(eh). (7.17)

Na osnovu dobijenih ocena (7.15), (7.16) i (7.17) i identiteta

1

51,1‘:&“‘21,@' 1 doi= =75+ Xy,
&; 8

dobijamo iz (7.13)

1 2415 + 26; 51, + Oy (€8
Yi = (5%1 - 8%,) + (02, — 82,4) = L . 1’21 G = Op(1/€%) (7.18)
i &
: 1
ni = ;(2|51,i|,01,i +p10) + p2i = Oum(r). (7.19)
i
Koriséenjem (7.18) i (7.19) nalazimo iz (7.14)
. 2(pi/ei + Xy,) 7
E:=¢g; — 2 — O I
! ! 2u; + 251’21,1‘ + OM(€6) M( )
2
&
i 2 X
A (/J/'L/E:’L + 1,1)”72 — OM(&ST‘)' ‘:l

|yil(lyi| —ni)
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Analiza konvergencije inkluzivnog metoda (7.4)—3 sa ZCS-korekcijama je data
u sledecoj teoremi:

Teorema 7.1 Ako su Z{O), ey 1(,0) dovoljno mali pocetni diskovi takvi da je (; €
Zi(o) i da vaze implikacije (; € ZZ-(O) = (; € Zi(o) — u(zgo))go(t(z.(o))), za svako

(2
1 € I, tada je domja granica R-reda konvergencije familije inkluzivnih metoda

(7.4) k=3 jednaka sedam.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, kao i do sada, usvoji¢emo relaciju 1 > \5(0)\ =70 >
0, 8to znaci da ¢emo raditi sa modelom ,najgoreg slucaja’. Na osnovu Leme 7.1
zakljucujemo da vaze sledece relacije:

Iz ovih relacija i Teoreme 1.7 formiramo R-matricu

70

sa spektralnim radijusom p(75) = 7 i odgovarajué¢im sopstvenim vektorom =z, =
(2,1) > 0. Na osnovu Teoreme 1.7 sledi

Or((T4)k=3) 2 p(I2) =7. O

7.3 Single-step metodi

Konvergencija metoda (7.3) i (7.4) se moze ubrzati koris¢enjem Gauss-Seidelovog
pristupa, Sto znaci da ve¢ izracunate inkluzivne diskove koristimo u istoj iteraciji
¢im postanu dostupni. Na taj nacin, iz (7.3) dobijamo single-step metod

fz) 11 @2 5 0, .
T |—S1i(2,2)+ $4(2,2)| ) (i€L) (7.20)

Hi
iiz (7.4) single-step metod sa korekcijama

Zi =z — INV,y <hi(zi)1

A (ot TG (L mam (7 z®
Zi = 2 — INV, (h(=) 2P (e [M $24(2,20) + 8:(2,2M)])  (7.21)
zai€l,ik=1,23. Ovde je Z vektor ¢ije su komponente ve¢ izracunati inkluzivni
diskovi u istoj iteraciji, videti definiciju suma S ; u Odeljku 7.1.

Inkluzivni metodi (7.20) i (7.21) (za k = 1,2) su proucavani u [137], gde je
dokazano da je R-red konvergencije single-step metoda (7.20) najmanje jednak
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3+ z,, gde je x, > 1 jedinstven, pozitivni koren jednacine ¥ —xz — 3 = 0 i da je
opseg donje granice R-reda konvergencije metoda (7.21) jednak

W = (5,6.646), 23 = (6,7.855),

za metod sa Schroderovom (k = 1) i Halleyom korekcijom (k = 2), respektivno.

Razmotrimo sada single-step metod (7.21) (za k = 3). Nalazenje R-reda kon-
vergencije ovog metoda za konkretno v je veoma tezak zadatak zato Sto su 2v
nizova centara i polupre¢nika i broj nula v ukljuceni u analizi konvergencije.
Medutim, mozemo lako da odredimo opseg granica R-reda konvergencije uzimajuci
za granicne slucajeve v = 2 i veoma veliko v.

Prvo, kako je red konvergencije single-step metoda gotovo jednak redu konver-
gencije odgovarajuceg total-step metoda kada je stepen polinoma veliki, na osnovu
Teoreme 7.1 zakljucujemo da je Or((7.21)k=3,v) > 7 za veoma veliko v.

Razmotrimo sada single-step metod (7.21)x—3 za v = 2 i pretpostavimo da je

|5§0)| = |5é0)| = rgo) = réo) (model ,najgoreg slucaja”). Dobijamo sledeée relacije:

&1] ~ lerlPleal®, &2 ~ le1lleal”s 1~ letlPre, o~ lerlea]?ro.
Odgovarajuc¢a R-matrica i njen spektralni radijus i sopstveni vektori su:

3400
3700
30011°
3301

Ty = p(Ty) =9, x,=(1,1.5,0.4375,0.9375) > 0.

Na osnovu prethodno dobijenih rezultata, mozemo da formuliSemo sledece
tvrdenje:

Teorema 7.2 Opseg donje granice R-reda konvergencije familije single-step metoda

(7.21)=3 je
2B = (7,9).

S obzirom da se poveé¢anje reda konvergencije dobija bez dodatnih izracunavanja
funkcija zakljuéujemo da inkluzivni metod (7.21) poseduje veliku ra¢unsku efikas-
nost.
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7.4 Numericki primeri

Izlozeni algoritmi (7.3), (7.4), (7.20) i (7.21) su testirani za resavanje velikog
broja polinomskih jednacina. Da bismo obezbedili da tactne nule budu okruzene
diskovima u drugoj i trec¢oj iteraciji, koje daju veoma male diskove, koristili smo
programski paket Matematica sa aritmetikom viSestruke preciznosti. U primeni
metoda (7.4) i (7.21) za (k = 3) koristili smo razli¢ite funkcije ¢(z) koje zadovo-
ljavaju uslove (7.6). Na taj nac¢in smo dobili razli¢ite metode definisane razli¢itim
izborima ¢ := @;:

Metod 1. ¢1(x) = Az? + Bz + C, gde su

R

m

B= —i m3(m + 3)(L+2)m,

1
C:§m(m3+6m2+8m—|—8).

B
Metod 2. po(x) = Az + = + C, gde su

e g (M)
B = gmlm+27 (=",

1
C= —zm(m3+3m2+2m—4).

B+C
Metod 3. Lpg(x):ﬁ,gdesu
m—+ 2\m
A=)
B _"
2
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B C
Metod 4. p4(x) = A+ — + —5, gde su
r

A= %m(m?’—4771-4—8)7
B= —% (m — 1)(m + 2)2(#”)’”,
C= %(m+2)3(mi+2)2m

Metod 5. ¢5(x) = % + B—I—lC':L" gde su

L m(m—=2)(m+2)3(——)"

A:—* _ m+2
2 m3 —4m + 8 ’
B _ (m3 — 4m + 8)?
 om(m? 4+ 2m — 4)3
2\m
m2(m3 — 4m + 8) (ﬂ)
C= m

(m? 4 2m —4)3

Primedba 7.4 Dvo-kora¢ni metod (7.5), sa p3(x) (datim gore u Metodu 3), je
proucavan u [83].

U realizaciji svih metoda koriSéena je isklju¢ivo centralna inverzija, to jest,
INV; = INVy = ()e.
Primer 7.1 U cilju nalazenja kruznih aproksimacija visestrukih nula polinoma
P(z) = 2% — 828 + 2527 — 3425 + 642% — 7623 + 822 + 482 — 32,

primenili smo intervalne metode (7.3), (7.4) (za k = 1,2,3), (7.20) i (7.21) (za
k = 1,2,3). Tacne nule polinoma P su (; = —1, 20 =2, (3 =1+14, {4 = 1 —1,
respektivne visestrukosti py = 2, pe = 3, us = pug = 2. Pocetni diskovi su Zi(o) =

{zi(o); 0.5}, sa centrima
A= 11402, AV =21-02, Y =08+12 2”=09-12i

Maksimalni polupreénici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka
dati su Tabeli 7.1.
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metodi r@ r(2) ME)
(7.3) 1.89(—2) | 2.48(-9) (
(7.20) 6.03(—3) | 3.38(—12) (
(7.4) k=1 2.69(—2) | 3.18(—11) (
(7-21) =1 8.43(—3) | 3.27(—14) (
(7-4)p=2 2.77(=2) | 3.41(—14) (
(721) s 9.55(—3) | 3.48(—16) (
(7.4) k=3 (Metod 1) 2.77(-2) | 2.57(—14) (
(7.21)5—3 (Metod 1) | 9.65(—3) | 3.60(—16) | 1.28(—108
( (=2) (—14) (
( (=3) (—16) (
( (-2) (—15) (
( (=3) (=17) (
( (=2) (—14) (
( (=3) (—16) (
( (=2) (—15) (
( (

74)p—3 (Metod 2) | 2.76(—2) | 1.60(—14
7.21)5—3 (Metod 2) | 9.67(—3) | 2.26(—16
7T4)p—3 (Metod 3) | 2.76(—2) | 7.21(—15
7.21)—3 (Metod 3) | 9.71(—3) | 9.72(—17
7T4)p—3 (Metod 4) | 2.76(—2) | 1.17(—14
7.21)—3 (Metod 4) | 9.69(—3) | 1.65(—16
74)p—3 (Metod 5) | 2.76(—2) | 7.46(—15
7.21)5—3 (Metod 5) | 9.71(—3) | 9.89(—17) | 4.38(—114

Tabela 7.1: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova

Primer 7.2 Primenili smo iste intervalne metode kao u Primeru 7.1 za nalazenje
inkluzivnih diskova viSestrukih nula polinoma

P(z) = 2! — 8212 4 2721 — 50210 4 5129 — 122% — 5127 4 1022° — 1042°
4482 + 2023 — 562% 4 482 — 32.

Njegove tacne nule su (1 = —1, 293 = 1 £1, (45 = *i, (¢ = 2, respektivne

viSestrukosti 1 = po = s = w4 = ps = 2, e = 3. Pocetni inkluzivni diskovi su

70 Z (0
(2 (2

;0.5}, sa centrima
AV = 114020, AY =11+409, 2”=09-1.1i,
A0 =01+09, 2V=01-12i 2”=22-01i

Maksimalni polupre¢nici dobijenih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli 7.2.

Primer 7.3 Iste intervalne metode smo primenili za nalazenje nula polinoma

P(z) = 2'8 + (2 — 2i)2'T — 14210 — (18 — 264)2'5 + (80 — 12i)2™ + (26 — 118i)2!3
—(238 — 1364)2'2 + (146 + 182i) 2" 4 (307 — 476i)2* — (380 — 160i)2°
4(236 + 3204)2% + (32 — 712i)27 — (804 — 8804)2° 4 (512 + 961)2°
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metodi r1) r2 r3)

(7.3) 2.53(-1) 1.22(—7) 3.90(—33)
(7.20) 4.29(-2) 5.60(—10) 3.04(—42)
(7.4) k=1 1.44(-1) 1.44(-9) 1.45(—49)
(7.21) =1 4.14(-2) 1.04(—10) 7.58(—56)
(7.4) =2 1.21(-1) 8.18(—12) 7.09(—73)
(7.21) k=2 3.55(—2) 7.05(—13) 1.30(—79)
(7.4)k=3 (Metod 1) 1.19(-1) 8.92(—12) 9.13(—81)
(7.21)g=3 (Metod 1) 3.58(—2) 1.30(—12) 4.32(—86)
(7.4)k=3 (Metod 2) 1.20(—-1) 4.62(—12) 3.77(—83)
(7.21) =3 (Metod 2) 3.58(—2) 6.30(—13) 1.22(—88)
(7.4)k=3 (Metod 3) 1.20(—-1) 1.59(—12) 2.23(—87)
(7.21) =3 (Metod 3) 3.58(—2) 2.25(—13) 5.67(—93)
(7.4)k=3 (Metod 4) 1.20(—1) 3.10(—12) 9.02(—85)
(7.21) =3 (Metod 4) 3.58(—2) 3.99(—13) 2.54(—90)
(7.4)k=3 (Metod 5) 1.20(—1) 1.57(—12) 2.06(—87)
(7.21) =3 (Metod 5) 3.58(—-2) 2.23(—13) 5.38(—93)

Tabela 7.2: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova

—(80 + 832i)2% — (1024 — 1152i)2> — (448 — 2561)2>
—(1024 — 512i)z — (768 — 10244).

Tacne nule polinoma su (1 = —1, 20 = =2, (34 = 1 £1, (56 = £i, (7 = 2,
(8 = —2+1, Visestrukostl m = 2, Mo =3, U3 = pa = pi5 = fig = 2, fi7 = 3, jig = 2.
Pocetni diskovi su Z = {z ;0.4}, sa centrima

A= 12401, 2 =-22-01 2" =11+1.2,
AV =09-11i, ZV=-01+08i z”=01-11i
A =22-01, 2¥=-22+009.

Dobijeni maksimalni poluprec¢nici su dati u Tabeli 7.3.

Iz dobijenih Tabela 7.1 — 7.3 i viSe drugih numeric¢kih eksperimenata vidimo
da se brzine konvergencije razmatranih metoda, dobijene u Teoremama 7.1 i 7.2,
uglavnom podudaraju sa brzinama konvergencije metoda u praksi, posebno u kas-
nijim iteracijama. Izuzetno mali diskovi koji su dobijeni u trecoj iteraciji nisu
neophodni u praksi, ali su izlozeni da bi se istakla osobina inkluzivnih metoda sa
korekcijama da se dobija velika tac¢nost disk-aproksimacija.
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metodi r1) r2 r3)

(7.3) 9.47(-2) 3.91(-7) 8.87(—31)
(7.20) 2.55(—2) 4.76(—9) 1.73(—38)
(7.4) k=1 1.64(—1) 8.96(—8) 3.10(—42)
(7.21) =1 1.45(-1) 6.98(—9) 3.22(—48)
(7.4) =2 2.32(-1) 8.34(—10) 1.04(—62)
(7.21) k=2 2.32(—-1) 2.95(—11) 7.04(—67)
(7.4)k=3 (Metod 1) 2.34(-1) 1.57(—8) 3.10(—61)
(7.21)g=3 (Metod 1) 2.34(—-1) 2.65(—9) 7.95(—67)
(7.4)k=3 (Metod 2) 2.38(—1) 2.36(—9) 4.06(—66)
(7.21) =3 (Metod 2) 2.38(—1) 3.97(-10) 3.14(-"71)
(7.4)k=3 (Metod 3) 2.37(-1) 7.57(—10) 5.98(—70)
(7.21) =3 (Metod 3) 2.37(-1) 1.21(—10) 2.15(—75)
(7.4)k=3 (Metod 4) 2.38(—1) 1.09(—9) 3.17(—68)
(7.21) =3 (Metod 4) 2.38(—1) 1.79(—10) 3.80(—73)
(7.4)k=3 (Metod 5) 2.36(—1) 7.55(—10) 5.90(—70)
(7.21) =3 (Metod 5) 2.36(—1) 1.20(—10) 8.31(—75)

Tabela 7.3: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova

Istaknimo, takode, veoma visoku racunsku efikasnost predlozenih metoda kao
njihovu drugu znac¢ajnu prednost. Poboljsanje efikasnosti je postignuto koriséenjem
pogodnih korekcija koje se dobijaju iz dvo-kora¢nih metoda za nalazenje nula
cetvrtog reda. Kao rezultat ove kombinacije, dobija se poveéanje reda konvergencije
sa 4 na 7 bez dodatnih izracunavanja vrednosti polinoma.






Poglavlje 8
Metod kvadratnog korena za simultanu
inkluziju visestrukih nula polinoma

U ovom poglavlju ¢emo se koncentrisati na intervalne metode koji se zasnivaju na
nula-relaciji tipa Ostrowskog. Glavni cilj je da izvr§imo preciznu analizu konvergen-
cije koja ukljucuje racunski proverljive pocetne uslove. Koriséenjem pristupa koji
ukljucuje korekcije, predlozenog prvi put u [21] i [120], konstruisa¢emo modifiko-
vane intervalne metode tipa Ostrowskog sa veoma brzom konvergencijom na ra¢un
samo nekoliko dodatnih numerickih operacija. Na taj nacin se dobijaju metodi sa
visokom rac¢unskom efikasnoséu. Rezultati izlozeni u ovom poglavlju publikovani
su u radu [91] (D. M. Milosevié¢, M. S. Petkovié, B. D. Herceg, M. R. Milosevié,
Novi Sad Journal of Mathematics).

8.1 Nula-relacija i osnovni metod

Neka je P(z) = 2" + ap—12""! + -+ + a1z + ap moni¢ni polinom n-tog stepena
(n > 3) sa visestrukim nulama (3, ..., (,, viSestrukosti p1, ..., py, g1+ ...+ py =
n (2 < v <mn), to jest,

=TG- (8.1)

.
—_

i neka je
P'(z) P'(2)? — P(2)P"(2)
(S = —— 6 =
&= P 2@ P()?
Iz faktorizacije (8.1) nalazimo
51(2) = - (log P(z Z O
dZ j=1 ] = Cl j=1 Z = Cj
J#i

181
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__i o o M
d2(2) = _j:1 z— C] B (z = Gi)? * ; (2= Cj)z.
it

Izdvajanjem z — (; iz poslednje relacije dobijamo slede¢u nula-relaciju:

Gi=z— V\/Vz‘ —— (<) (8.2)
[52(z)—2uj(z_cj) ]
7

*

gdejel, ={1,2,...,v} indeksni skup. Simbol * ukazuje da samo jedan od dobijena
dva diska treba da bude izabran. Ova vrednost se bira na taj nacin da se desna
strana jednakosti svede na (;.

Pretpostavimo da imamo v disjunktnih diskova Zi,...,Z, takvih da je (; €
Zj (j € I,). Stavimo z = z; = mid Z; u (8.2). Kako je (; € Z; (j € I,), na osnovu
osobine inkluzivne izotonosti nalazimo

911/2

Gi € 2 — \/;ZINVQ{@ (2) ZMJ<INV1( ))} =7 (iel), (83)

*

J#l

gde je INV(,INVy € {()7%, ()!e}. Indeksi 1 i 2 ukazuju na red primene inver-
zije diskova; prvo se primenjuje inverzija INV; u sumi, a zatim inverzija INVy u
zavrsnom koraku.

Uvedimo sledece vektore:
zm = (Zt™ . z(m)Y)  (tekuéi inkluzivni diskovi),
Z( ™ = (Z](Vl) ,Z](\ZZV)), Z](VZ) Z(m)— (zz(m)) (Schréderovi diskovi),
2" = (2, Z3"), 2 = 2™ — h(2"Y) (Halleyevi diskovi),
gde su
P(z)

U(Zz) = :U'i,iza h(zz) - i AP ()’

im=0,1,... jeiterativni indeks. Korekcije v(z) i h(z) se javljaju u Schréderovom
iterativnom metodu Z = z — v(z) drugog reda i Halleyevom metodu Z = z — h(z)
treéeg reda.

U cilju lakseg ¢itanja i pisanja, kao Sto je ranije naglaSeno, Cesto ¢emo izostav-
ljati iterativne indekse, na primer pisac¢emo z;, 7, Z;, T4, Zi, ZZ', ZNi, Zu;i umesto

2 ) D) (k) g m) ) gm) )
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Definisimo diskove

i—1 v
Sei(X, ¥) = 3 (INVi (i = X)), Y (Vi@ =), (8.4)
=1 j=1+1

gde je ¢ = 1,2, INV; € {071 ()}, a X = (X1,...,X,) 1 Y= (¥7,...,Y,) su
vektori ¢ije su komponente diskovi.

Pretpostavimo da smo pronasli pocetne disjunktne diskove Zfo), e Z,SO) koji
sadrze nule (1, ...,(,, to jest za koje vazi da je (; € Zi(o), za svako ¢ € I,,. Relacija
(8.3) sugeriSe slededi total-step metod za simultanu inkluziju svih vigestrukih nula
polinoma, P:

1/2

ZmD) = INV2<[52(Z§’")) — Sp4(2™, 2] ) (ieL), (85)

gdesuINVy € {()7%, ()fe}im =0,1,... . U realizaciji iterativne formule (8.5) prvo
primenjujemo inverziju INV; u sumama (8.4), a zatim inverziju INVy u zavrsnom
koraku. Red konvergencije intervalnog metoda (8.5) je cetiri, nezavisno od tipa
primenjene inverzije (videti [40]).

Prema formuli (1.59), kvadratni koren diska u (8.5) daje dva diska; simbol x
ukazuje da treba izabrati samo jedan od njih. Kriterijum za izbor ,pravog” diska
moze se naci u [40] i glasi:

1/2
Neka je [52(z(m)) — Syi(zm), Z(m))} /

7

= Dﬁ?) UDg?)- 0d diskova Dﬁ';) Z'Dg?)
treba izabrati onaj disk ciji centar minimizira
P'(z")

— mid D™
wiP(=") "

(¢ =1,2).

Konvergencija metoda (8.5) se moze ubrzati primenom Gauss-Seidelovog pris-
tupa [113]. Koristeéi veé izra¢unate kruzne aproksimacije u istoj iteraciji. Na taj
nacin dobijamo single-step metod

1/2 .

Z(m D) _ m) _\/EINV2([52(Z§m)) ~ Sai(zm D, g ) (icL). (8.6)
R-red konvergencije single-step metoda (8.6) je najmanje 3 4+ z,, gde je x, jedin-
stven pozitivni koren jednacine x¥ — x — 3 = 0, videti [113, Pogl. 4]. Vrednost
R-reda pripada opsegu (4,5.303) za v > 2.

Primedba 8.1 Izostavljaju¢i sumu u iterativnim formulama (8.5) i (8.6) dobijamo
iterativnu formulu Ostrowskog [103]
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m+1) _ _m \/'lTZ
At =g

[65(20m)]
sa kubnom konvergencijom, takode poznatu kao metod kvadratnog korena. Iz tog
razloga ¢emo metode (8.5) i (8.6), kao i njihove modifikacije koje ée biti razmatrane

u ovom poglavlju, nazivati metodima tipa Ostrowskog ili metodima kvadratnog ko-
rena.

8.2 Inkluzivni metodi sa korekcijama

Uvedimo sledece skracenice

(m) _ (m) (m) _ i (m) _ (m) _ (m)
r = 1?%%} T, P = 1222” {’Zz Zj | T; },
i#j
(m) _ (m) _ -~ (m)| _ (m) — A
& =% Q,Isl—fggh B po= min p;,
DRI SP U ES AJ S S ()
: =1 M- T S E )

Dalje povecanje brzine konvergencije iterativnog metoda (8.5) moze se postiéi
koris¢enjem Schroderove i Halleyeve korekcije na sli¢an nacin kao u radovima [21],

[108] i [120]. U toj konstrukciji podrazumevamo da su pocetni diskovi Zfo), A 1(10)7

koji sadrze nule (y,...,(,, izabrani na takav nacin da diskovi Zi(o) — v(mid (Zi(o)))
ili Zi(o) — h(mid (Zi(o))) takode sadrze nule ¢; (7 € I,). Ovo je predmet razmatranja
sledeceg tvrdenja. U nastavku ¢emo zbog bolje preglednosti pisati v; = v(z;) i

Lema 8.1 Neka su Z1,. .., Z, inkluzivni diskovi za nule (1, ...,Cy, G € Z; (1 €1,)

i neka je z; = mid Z;, r; = rad Z;, r := max{ry,...,r}, & = z — (. Ako su
inkluzivni diskovi Z1, ..., Z, tako izabrani da vaZi nejednakost
p>3(n—pr, (8.7)

tada vaze sledeca tvrdenja za svako 1 €1, :
(i) G € Zi = G € Zn,i = Z; — vj;
(i) G € Zi = G € Zh,i = Z; — h;.
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Dokaz. Za (i): Na osnovu osobina kruzne aritmetike, dovoljno je da dokazemo
implikaciju
|2 = Gl S7i = |z —vi — G < 74

Koriséenjem nejednakosti trougla

2 = Gl = 2 — 2] — |25 = Gl = |2 — 5| =75 > p,
nalazimo
~ W Sy n— p
| Xl = ol < T < - (g=1,2). (8.8)
o ;(Zi G)e ;\Zi—éﬂq pe
i i
S obzirom na (8.7) i (8.8) (za ¢ = 1) imamo
p 1
r; < < ,
" 3(n - ) T 3|2l
odakle je
i X1 1
— <3
Kako je |g;] = |z — ;| < r;, na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo
2
|20 = vi = Gl = lei — vil = lei — pi/014] = |eal? it e +5;121,i

2

Ti‘21i| 1
S———— < -1 <7y
pi—ri 2 2t

Za (ii): Sliéno kao u dokazu tvrdenja (i), dokazac¢emo implikaciju
20 = Gl S i = |z — hi = G| < 7.

Koris¢éenjem oznaka
v

=X Gtgn €=

J=1

nalazimo

Hj

201 j= Zi = Cj
h; = L = !

Lo s 1/(& 1 V0, & W
PR »(Z ]<>+Z< —op

223 7
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_ 2(pifei + X1,4)

(/e + X10)2 i + et 4 Doy
_ 2ei(pi +i214)
24261+ e2(5F /i 4 Xau)

Sada imamo
2ei(pi +€i21,)
2p; + 220 5 + 5,2(2%,#% + o)
B &; (2% / i + D)
2 + 220 ; + 512(2%71'//% + 2271')’

zi—hi— G =¢ —

tako da je na osnovu (8.7) i (8.8)

2 — hy — G| = 5?(2%,2‘/% + X94)
C T T 2t 2 S Ja + 2)
1 n — N\ 2 n — .
7( Mz) + 2,ul
o P 4 3
A Lm—piN2 o m—pi o
2/~1/ -2 r, — — re — 7
(A p 3 /,LZ( p ) (2 p2 7
(n — Hi)m“? n
T2 0 (1 — 1)
< /’l"lp 5 . TZ < 4 Mz(n /’Ll) . TZ
4 n(n—pi)ry 4 n
3 pip? 3 Yui(n — ;)
1

< ? <.

Polazeéi od nula-relacije (8.2) mozemo konstruisati inkluzivni total-step metod
tipa Ostrowskog sa Schroderovom i Halleyevom korekcijom za inkluziju svih
viSestrukih nula polinoma. Da bismo proucavali konvergencije oba metoda isto-
vremeno, uveséemo dodatni indeks k = 1 (za Schréderovu korekciju) i k = 2 (za
Halleyevu korekciju). Odgovarajuce vektore aproksimacija diskova ¢emo oznaciti
sa

Z(O) — (Zl, .. .,Zy),
Z(l) = (Zgl)’ .. ,Z£1)) - (ZN,17 N ‘?ZN,V)7
Z(2) = (Z§2)’ .. ,Z(Q)) - (ZH,17 e ‘?ZH,V)7

14

a korekcije sa v; = C1; 1 h;y = C2;. Ako radimo bez korekcija (k = 0), tada ¢emo
vektor aproksimacija diskova oznacavati sa Z(©).
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Kao i ranije, u nastavku ¢emo izostavljati iterativne indekse u m-toj iteraciji
i oznacavati veli¢ine u (m 4 1)-0j iteraciji dodatnim simbolom . Sada smo u
mogucnosti da metode tipa Ostrowskog sa i bez korekcija mozemo da predstavimo
u jedinstvenom obliku

1/2

Zi= 2~ Vi NV ([02; = 52420, 20)| ) (i€l k=0,12).  (89)

8.3 Analiza konvergencije

Pre formulisanja teoreme o konvergenciji i pocetnih uslova za sigurnu konvergen-
ciju intervalnog simultanog metoda (8.9) sa k = 1 1 2, da¢emo u Lemi 8.2 neke
neophodne ocene.

Prvo nalazimo

Zi — Zj + Ck,j = {zz — Cj + €;k)€§+1;rj},

eM 2 @ S8 ki + 2o
! pi €2 ’ 205 + 265815+ €5(2F /i + o)
U cilju bolje preglednosti uvedimo sledece skraéenice (uzimajuéi k = 1,2):

XE;?) =mid (z; — Zj + cx(zj)) =2 — ¢ + §§k)5§+17

() _ & P
i k k i k)’
R O ) B

*) _ % 1

s, = it =4, Hj g ;

' ;(zi—ZjJer,j)Q Z ! Z ’ Z]
j#i J#l

v (k:)
k k k k
=D 1 [2|g§j)|dz('j) + (dz(j))ﬂv w® =
Jj=1

= T\

U dokazu Leme 8.1 nasli smo sledeée granice:

) n
lzi =Gl = p 1 | Xk, < (¢=1,2),

pq

tako da se za 53(1) i §§2) dobijaju sledeée granice:
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n— uj
1 2 3(n — pj
|§j( )| < ‘ J‘ < ,0_ A < ( J)
i — lejl1 4] o (= py)r 2p
Hj
0
1
21412
M + | 3o,
) < Hj
5= 0P
2115 = 2511211 — les2 (FHL + |2y
Hj
(n — pj)n
) _
= n—uj‘p (n—p)n g(” 'Mg)n’
o — 2r i 2 :Ug wip
p 1P

za svako j € I,. Na osnovu poslednje dve nejednakosti sada ocenjujemo

1 1
P =l = G+ 6031 = e = Gl = 1 les P

3(n — py)r? r

> p 5 TPy

2 2 2
XD =12 = G + 673 > |z — G| — €2 les?

6 (n — pj)nr’

>Sp———H— > p— =T
T uip? 7

Prema tome, za k = 1,2, je
k T
ngj)l >p=3 (8.10)

1 =75) > (p = %) = %) =p*(1- 2%) (1- 2;) > %pQ-

Koriséenjem nejednakosti (8.7) nalazimo

(k) T or
(k) _ <2 (8.11)
2 k k 2
LI ) B
Sli¢no, iz (8.7) i (8.10) dobijamo
(k) 1 1 12
| = e < —— 12
|gz] | | E;C)’ < e T < 11p (8.12)
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Lema 8.2 Ako nejednakost (8.7) vaZi, tada je:
. 17,&1' 17,&1'
doi| > > ;
W) 10241 > 7172 = 13,2
oy 1) 4y Ay
t: > > ;
) 491> g% = o

(iii) |t( | >, k)
(iv) w? < —12(n ;pﬁéma'r;
() oPleil < 2.

Dokaz. Za (i): Sledeca ocena dobijena je koriséenjem (8.7):

pi () (=)
N Z |Zz §J|2 a |5i’2 (1 2 )

P
J#l
; — ; 1 17w, 17w,
> /%2(1_ n—u 2>: Nz2<1_ )2 NZQZ ,LL2'L'
el (3(n — p)) |&i] 9(n — ) 18|e;] 187

Za (ii): Na osnovu (8.12) dobijamo

|02,i| =

'%i + Yo >
&i

zy: ‘g(l;)|2 < 144(n — p;)
R 121p%2 7
J

i

pa koriséenjem ove nejednakosti, (8.7) i tvrdenja (i) imamo da je

9] = o0 = 3 (0] = 1024l — D il P
i=1 =

J#i i
Vg 14400 —p) (17 _ 0 — ) 7“2)
18]g;/? 121p2 |g)? 121 p?
M (17_ 144 ) S M (17_8) - Apa  Api
e, P\18 " 121-9(n—p)) = a2 121) 7 Blg? ~ 52

Za (iii): Imajuéi u vidu (8.11) i (8.12) nalazimo

12 5r 5r\2]  41(n—p)r
— _— = 8.13
' < ZM”[ Tp 302 (3p2) } DT T (8.13)
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gde je
_ 4ln—p)
o 10p3

Koriséenjem granice (8.13), uslova (8.7) i tvrdenja (ii) dobijamo

Tn

dp;  Al(n—p)r 27
2T T 03 O 2
or; 10p P

(2

8] — ) > R,

)

— YnT >

§to znaci da je |t§k)| > r]i(k).

Za (iv) i (v): Na osnovu (8.7), (8.13), tvrdenja (ii) i granice

41(n—p)r®  4l(n— 1 41 1
'an‘EiP < (n M)T < (n N) X 5= 5 < —
10p3 10 (3(n — p)) 10-27(n — p) 25
nalazimo *
o®) i < 1200 — pi)ledlr
VIR 4+ /1P - 50
odakle je
() 12(n — wi)lei|®r - 12(n — p)r? 4 1
F)1e, —. O
wi”leil < 503 - 5p3 < 45(n — )% — 45

Pod ra¢unski proverljivim pocetnim uslovima, za total-step metod (8.9) mozemo
formulisati sledeéu teoremu:

Teorema 8.1 Pretpostavimo da su pocetni diskovi Zfo), cen Z,(,O) tako izabrani da

Gi € Zi(o) (i €1,) i da nejednakost
PO > 3(n — p)r® (8.14)

vazi. Tada je intervalni metod (8.9) konvergentan i za svako i €1, im =1,2,...
vaze sledeca tvrdenja:

1°p(m) > 3(n — pyr(m);
2 ¢ e 7™,
3° donja granica R-reda konvergencije intervalnog metoda (8.9) je

k+4 (k=1,2), ako je INVy = ()’,
9) >
Or(8.9) {2 + VT 24,646, akoje INV; = ()7,
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Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da pocetni uslov (8.14) obezbeduje da su pocetni
diskovi Z{O),...,Zl(,o) disjunktni po parovima. Zaista, za proizvoljni par 7,5 €
I, (i # j) imamo

]zZ(O) — zj(o)\ > p(o) > 3(n — u)r(o) > 2r(0) > 7“1(0) + rj(-o),

sto znaci da ZZ-(O) N Z](-O) = () (na osnovu (1.51)).

Tvrdenja Teoreme 8.1 éemo dokazati indukcijom. Cesto éemo izostavljati itera-
tivne indekse i podrazumevaéemo da indeksi k € {1,2} ukazuju na tip primenjene
korekcije. Prvo, neka je m = 0 i uzmimo u obzir pocetni uslov (8.14). Tada, na
osnovu Leme 8.1, direktno dobijamo implikaciju

GeZi= ez =z -C (i€l, k=1,2),

koja je neophodna da bi se oc¢uvala osobina inkluzivne izotonosti intervalnog
metoda (8.9). Treba jo§ dokazati da su dobijeni inkluzivni diskovi ng), cee zP

disjunktni po parovima. Koris¢enjem nekih granica iz dokaza Leme 8.1 nalazimo

Hi&;
Wi +ei215

LK

<
1= X/

3
§§Ti<2n‘§27"

o] —\

Ihi] = ‘ 2ei(pi +eiX14)
’ 24 + 26201 + €3 (XF /i A+ Xa)
1 1 8
< —— 1y = o1 < 21 <21
‘IJFE?(EiZ-/MﬁEzJ) T '
2(pi +eiX) 8
tako da je

mid 2" — mid Z”| = |2 — Cii — 2 + Cij|
> |2i = zj| = |Cril = [Crl
>p—4r>3(n—p)r—4r>r+rj.

Dakle, ZZ-(k) N Z](.k) =0 (i # j) zbog (1.51). Navedene nejednakosti su neophodne
da bi inkluzivni metod (8.9) bio dobro definisan.

Podsetimo da u iterativnoj formuli (8.9) kombinujemo dva tipa inverzije. Iz tog
razloga, koristi¢emo indekse ,e” (exact) i ,¢” (central) da bismo ukazali na tip
koris¢ene inverzije u formuli (8.9).
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1) Slucaj INV; = ()L

Razmotrimo prvo slucaj kada je INV{,INV, = ()fc. Primenjujuéi operacije
kruzne aritmetike i centralnu inverziju (1.56), dobijamo

1 2

k)

SV AL Zu;(zl, ~7Z +Ck,j)
J#l

v 2
_ (k) Ty
=D M {gz‘j N OINCG }
i=1 )
J#

() =

_Zuj{gm g } {ZIU’] gz] ) T }
J#l e

Sada se iterativna formula (8.9) moze napisati u obliku

> Vi Vi

Zz‘ =Z; — = Z; — . (8.15)
v 1/2 (k)y1/2. (k)
£ .
{5271' - Zﬂj(gi(f))Q;nfk)} {05
T
Primenjujuéi centralnu inverziju (1.56) jos jednom (INVy = ()!¢), dobijamo iz
(8.15)
Zi = zi — \/Hi ; i : (8.16)
VI TP =

Na osnovu tvrdenja (ii), (iv) i (v) Leme 8.1, iz (8.16), nalazimo

12/ (n — pi) |eir

- (k)
m—rad (k)IQ\/%)wliQ ® < 5p°
T PR - W) 4/5< /5 <k>)
el \ Jal

_ 12y (n — p)leil’r o T (n — pi)edr
503 /A75(\/4]5 — [ei|w™) 20

Dakle, dobili smo ocene

7= O(r) (8.17)
i -

z (8.16) imamo
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VI

[521 Zuy (9

Jsﬁz

i na osnovu tvrdenja (ii) Leme 8.1 nalazimo

VB el 3

:|1/27

o~ =] = ROREENNZ VN
Neka je A; = Xy — Z ,uj(gg-c))z, tada je
7
1% v 1
A =2, — Zﬂj(gw = Z Hj — C‘)2 (k)2
j=1 j=1 J (X’Lj )
i i
_ i i < 1 B 1 ) ( 1 n 1 )
= J 2 — C] Xff) Zi — C] X( )
J#i
() (25 )
= 1% )
j=1 ! (zi — Cj)Xz(f) %G X(k)
i
odakle sledi
[Ail = O(*h) - (k=1,2).

Kako je

(k)2
- Z 122 (gij ) - Z Ky gz]
J;}L J#L

z (8.19) dobijamo

%‘1‘221
&

Ei=%—G=2—

= VE/ (W) = e -

{1 + 52A

(1 +el Ay,

Vi Ei

}1/2

193

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

Smatrajuéi da su aproksimacije dovoljno blizu nula (5to je obezbedeno sa (8.14))
i uzimajuéi u obzir da je [?A;| = O(|e;[F3) veoma mala veli¢ina, mozemo da

koristimo aproksimaciju

1/2 2A.
[1+5?AiL/ = 1+%.
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Na osnovu prethodne aproksimacije dobijamo iz (8.22)

€ ag’Ai

1+E?Ai - 2+E?Ai.
2

e

&

g —

Imenilac je oCito ogranicena veli¢ina i tezi 2 kada ¢; — 0. Na osnovu ove Cinjenice
i (8.21) dobijamo
éil = leil*Onr(le). (8.23)

Koriséenje nejednakosti (8.14), (8.18) i (8.20) daje

.. ) . 3 3
2 — 2| =2 |2i = 2| = |2 =zl = |5 — 2l > p+ri—Sri— gy

2" 2
> 3(n — p)r —2r > 25?{3(71 —p) — 2}.
Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo da je za proizvoljni par i,j € I,, (i # 7)
5 — 2| > 2f 2 7+ 75 (i #J),

$to znadi da su diskovi Z1, . . . , Z, disjunktni po parovima (na osnovu (1.51)). Dalje,
imamo za proizvoljni par i,j € I, (i # j)

|2i — 25| — 75 > 257[3(n — p) — 2] — 7 > 3(n — p)r.

Odavde sledi
p>3(n— p)r.

Prema tome dokazali smo da pocetni uslov (8.14) dovodi do nejednakosti istog
oblika, samo za vrednost indeksa m = 1. Pored toga, zapazimo da nejednakost
(8.18) u obliku (M < (/25 ukazuje na Ginjenicu da nove kruzne aproksimacije
Z£1), ey 51) imaju manji poluprecnik.

Ponavljajué¢i gornju analizu i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m > 0, mozemo dokazati sve prethodno dobijene relacije za vrednost indeksa
m + 1. Kako su ove relacije ve¢ dokazane za m = 0, matematickom indukcijom
konstatujemo da, pod pretpostavkom (8.14), one vaze za svako m > 1. Izdvajamo

sledece dve relacije
p™ > 3(n — p)rm™ (8.24)

(tvrdenje 1°) i
r(m)

(m+1)
r < o5

(8.25)
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Iz nejednakosti (8.25) zaklju¢ujemo da niz maksimalnih polupreénika {r(™}
tezi nuli, $to znac¢i da je inkluzivni metod (8.9) konvergentan. Dalje, kako vazi
nejednakost (8.24), zaklju¢ujemo da implikacije razmatrane u Lemi 8.1 vaze za
proizvoljno m. Dakle, metod tipa Ostrowskog (8.9) sa korekcijama je dobro defi-
nisan u svakom iterativnom koraku.

Pretpostavimo da je (; € Z™ za svako i € I,,. Tada iz (8.3) i (8.9) dobijamo

(2
da je ¢; € Zi(mﬂ) (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ¢; € Zi(o)
(pretpostavka Teoreme 8.2) sledi matematickom indukcijom da je ¢; € Zi(m) za
svako i €I, im=0,1,... (tvrdenje 2°).

Ostaje da se odredi donja granica R-reda konvergencije metoda (8.9) (tvrdenje
3°). Iz (8.17) primecéujemo da su nizovi {rgm)} i {51(7”)} poluprecnika i gresaka
medusobno zavisni. Zbog jednostavnosti, Sto je uobicajeno u ovom tipu analize,
usvoji¢emo da je 1 > |€(0)| = (0 > 0 §to znaci da radimo sa modelom ,najgoreg
slucaja”. Ova pretpostavka nema uticaja na konaé¢ni rezultat s obzirom da se donja
granica R-reda konvergencije dobija u grani¢énom procesu.

Iz (8.17) i (8.23) primeéujemo da se nizovi {(™} i {r(™)} ponasaju po sledeéim
relacijama

glmH) o (MR ) (OmBplm) () — 1, 9),
k+40
3 1

radijusom p(T. 2(6)) = k + 4 i odgovaraju¢im karakteristi¢cnim vektorom z, = ((k +
3)/3,1) > 0. Sada, prema Teoremi 1.7, imamo

Korigéenjem ovih relacija formirajmo R-matricu TZ(C) = l ] sa spektralnim

Or((8.9)) > p(Ti) =k +4 (k=1,2).

Ostaje da diskutujemo slucaj kada se tacna inverzija (1.55) primeni u zavrsnom
koraku, to jest, INVy = ()~!. Primenjujuéi ovu inverziju dobijamo iz (8.15)

R {(Eik))l/Q’wz(k)}
Zi = zi — /i 10— (@)

(w;

(8.26)

Sto daje
12 /p1; (n — pi)leilr
5 _ Hi W; 5p3

4 (k)2
5|5i|2 - (wi )

_ 7/ (n— pg)|eil*r
203 ’
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odnosno
= O(3r). (8.27)
1z (8.26) nalazimo
fRy1/2
Zi=mid Z; = z; — /14 ‘ (k)| Y @)2
. Vi
Koriséenjem do sada dobijenih ocena, nalazimo |w,§k)] = O(rle|) i cgk) =

On(1/)g)?) tako da je |w§k)|2/\t§k)| = O(r?|¢|*). Razvijanjem u geometrijski red u
(8.28) imamo

(k)\2
2 \Y i ((A)Z ) /,U«i 9 5
zi_zi_(t(k))l/z 1+ | T —Zi_W O (r7[el’).-

i )

)

Dakle,

A 223
B @«c@ + Ou(r2leP) = 2O () + Opy (e

i

= ;O (ale|* + Br2lef?),

gde su «a i § kompleksne konstante takve da je |a| = O(1) i § = O(1). Prema
tome,

& =e0m(leF) (k=1,2), (8.29)
Sto znaci da se relacije (8.27) i (8.29) poklapaju sa (8.17) i (8.23). Dakle, donja
granica R-reda konvergencije inkluzivnog metoda (8.9), u sluc¢aju kada je INV; =
()fe, INVy = ()71, je ista kao i u slucaju kada je INV{, INVy = ()e,
2) Slucaj INVy = ()1

Primenimo taénu inverziju (1.55) (to jest, INV; = ()71) u sumama (8.4) koje
su ukljucene u iterativnu formulu (8.9). Tada dobijamo

_ SN~ [ X Y’
Ai=25; = nilg;;) _Z“J[(Z-—gl)2_< 02 2) ]
=1 =1 Y X |- =5
i J#i

(k) (k)

Sl )
- I\ o . k L k

= GG ’Xz(j)‘Q_r]z N, ‘Xz(j)‘Q—TJZ
JF
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v (k) (k)

—Zu( & Xij €5 15 >< L N )
B J k)2 . k)2

N R (N R O LA S A R

j
= Om(d|e]* + 8'r?),
gde su o’ i 3 realne konstante. Dakle,
|éi’ = |€¢|30M(a/62 + 5/7’2).

Na slican nacin kao kod izvodenja relacija (8.17) i (8.27), moze se pokazati da je
# = O(e’r). Prema tome, nizovi {(™} i {r(™)} se ponasaju po sledeé¢im pravilima:

gD o (emy3(p(m))2 0 (mt1)  (g(m)y3,.m)

i

, nezavisno od tipa koriséene korekcije

i odgovaraju¢a R-matrica je Tz(e) = B ?

(Schréderove ili Halleyeve). Spektralni radijus ove matrice je p(TQ(e)) =2+ 7,
a odgovarajudéi sopstveni vektor z, = ((1 ++/5)/2,1) ima pozitivne komponente.
Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

Or((8.9)e) > p(Ti) =2+ VT~ 4.646. O

Primedba 8.2 Teorema 8.1 i brojni numericki primeri pokazuju da primena tacne
inverzije (1.55) daje manje ubrzanje konvergencije intervalnog metoda (8.9) u
poredenju sa centralnom inverzijom (1.56) (uporediti Tabele 8.1 i 8.2). Objasnjenje
ovog paradoksa, imajuéi u vidu da tacna inverzija daje manje diskove (videti
(1.56)), lezi u ¢injenici da centralna inverzija obezbeduje bolju konvergenciju
centara diskova generisanim formulom (8.9), sto uslovljava brzu konvergenciju
poluprecnika diskova, videti Primedbu 4.3. Vise detalja o ovome moze se nadi
u [21].

Primedba 8.3 Teorema 8.1 je dokazana pod racunski proverljivim pocetnim
uslovom (formula (8.14))
P > 3(n — pu)r®,

Uslovi ovog oblika su logiéni i prirodni s obzirom da maksimalni polupreénik r(©)
daje informaciju o veli¢ini pocetnih inkluzivnih diskova, dok je veli¢ina p(®) mera
razdvojenosti diskova Z%O), ey l(/o) jednog od drugog. Gornji uslov (8.14) i uslovi
sli¢nog oblika su samo dovoljni; u praksi, simultani intervalni metodi mogu konver-

girati iako odgovarajuéi pocetni uslovi nisu zadovoljeni. Drugim re¢ima, u praksi
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odnos 7(©) / o9 moze biti vedi (ili ponekad znacajno veéi u sluc¢ajevima polinoma
vigeg stepena) od 1/(3(n—p)r(?), sto se moze videti iz Primera 8.1 i 8.2. Prakti¢no,
stroziji uslovi su neophodni u analizi konvergencije zato §to mora biti zadovoljen
veliki broj nejednakosti i inkluzija. Teorijski, intervalni metod moze biti izvodljiv
u slucaju kada su pocetni diskovi disjunktni, to jest, ako je ,0(0) > (9, Medutim,
mnogi drugi uslovi (na primer, deljenje diskom koji sadrzi nulu se mora izbeéi)
zahtevaju mnogo strozije uslove od uslova oblika p(® > ar(®, gde je & > 1 realna
konstanta. Odredivanje vrednosti « je jo§ uvek otvoren problem; mozemo samo re¢i
da dobro razdvojeni diskovi obezbeduju manje vrednosti « i obrnuto: veoma bliski
diskovi, sliéno kao veoma bliske (kompleksne) aproksimacije u kompleksnoj arit-
metici, usporavaju konvergenciju iterativnog metoda. Efikasan pristup u nalazenju
aproksimativne vrednosti za « je dat u [143].

8.4 Single-step metodi sa korekcijama

Primenom Gauss-Seidelovog pristupa na metode (8.9) dobijamo single-step metode

1/2

~

Zi = 2 — /i INVy([00; — Si(Z,2%)] ") (i€, k=0,1,2),  (8.30)

*
gde je INVy € {()7%, ()!c}. Kao 3to je veé ranije napomenuto, veoma je tesko
odrediti R-red konvergencije single-step metoda (8.30) sa korekcijama (k = 1,2)
kao funkciju broja nula v. Medutim, mozemo lako oceniti granice R-reda konver-
gencije uzimajuéi grani¢ne slucajeve v = 2 i veoma veliko v.

Koris¢enjem dobro poznate ¢injenice da red konvergencije single-step metoda
postaje gotovo jednak redu konvergencije odgovarajuceg total-step metoda kada
je stepen polinoma veoma veliki, na osnovu Teoreme 8.1 imamo za veoma velike
vrednosti v

2 4+ /7 22 4.646, ako je INV; = ()71,

Or((8.30,k))=0ORr(8.9) > { k+4 (k=1,2), ako je INV| = ().

Razmotrimo sada single-step metode (8.30) za v = 2, podrazumevajuéi da je
\€§O)| = \5%0)\ = rgo) = réo) < 1 (model ,najgoreg slucaja”). Posle sredivanja

dobijamo sledece ocene:
(i) Slucaj kada je INVy = ()L

E1] ~ le1Prd,  |éal ~ leil?leal?r3,

721N|81‘3T2, fg ~ |81|3|€2|3T2.
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Odgovarajuce R-matrica i njen spektralni radijus i vektor su
3002

3302  p(T\V) = 6.29654,

30017 () =(1,1.91,0.7382,1.6483) > 0.
3301

7 =

(ii) Slucaj kada je INVy = ()%e:

&1] ~ e1Pleal™,  JEa] ~ le1]PlealFT,

1~ le1ra, fo ~  |e1Plea)re,

sa spektralnim radijusom i vektorom

3 k 00
o |3k+400 (€ | 6.64575k =1,
"= 3 0 01| (7,7) = 7.8541, k=2,
3 3 01

S0 — ) (1,1.8229,0.6771,1.5) > 0, k=1,
P ] (1,1.6180,0.5279,1.1459) > 0, k = 2.

Indeksi ,e” (exact) i ,,¢” (central) su koriséeni da bismo ukazali na tip koriséene
inverzije u (8.4).

Na osnovu ovako dobijenih rezultata i opsega R reda kovergencije metoda (8.30)
bez korekcije (k = 0, videti kraj Odeljka 8.1) mozemo formulisati sledece tvrdenje:

Teorema 8.2 Opsezi donjih granica R-redova konvergencije single-step metoda
(8.30) su

Or(8.30) € (4,5.303), (k=0),

ORr(8.30) € (4.646,6.297), (k=1,2), akoje INV;=()"1,
(5,6.646) (k = 1), . AL

ORr(8.30) € {(6,7.855) (k= 2), ako je INVy = ().

8.5 Numericki primeri

IzloZeni inkluzivni metod tipa Ostrowskog je testiran na ve¢em broju polinomskih
jednacina. Zbog poredenja, takode smo testirali sledeée intervalne metode [90]:
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). (8.31)
). (8.32)

Total-step inkluzivni metod Halleyevog tipa:

P(z)
QP/(ZZ')

;Sii(z(k)v 2®) 1 55.,(2%), 20)

Z; = 2 —INV, (H(zi)l -

Single-step inkluzivni metod Halleyevog tipa:

. P(z) |1 N N
Zi = Z; — INVQ (H(Zz)l — QPEEZ)) [MSii(Z, Z(k)) + SQJ'(Z, Z(k))

Total-step inkluzivni metod Laguerreovog tipa:

Zi =Z; — TLINVQ (51 + {’I?, — (n52 - 5% - nSQJ'(Z(k), Z(k))

i

+- f/ﬁi S2,(z®), z““)))ﬁm). (8.33)

Single-step inkluzivni metod Laguerreovog tipa:

Z e INV, (51 N [n ;iﬂi (n52 —6%—nSy;(Z, ALMEE 0 iz,ui Sii(z Z(k)))!ét/:z).

Total-step inkluzivni metod Eulerovog tipa:

~ 1/2
Zi= 2~ uINVa (51 + [206) — 67 — 282,20, 29) - 57,(29), 20))] ).
Single-step inkluzivni metod Eulerovog tipa:

1/2

Zi = Z;— 2[&11NV2 (51 + [2#152 — (S% - 2(,&1‘5’271(2, Z(k)) — S%Z(Z Z(k)))] ) . (836)

*

U svim metodima (8.31)—(8.36) je i € I,, INV{,INVy € {()7%, ()¢} i korekcije
c(z) suc(z) =0 (zak =0), c(z) =v(z) (k=1)1ic(z) = h(z) (k =2). Rred
konvergencije total-step metoda (8.31), (8.33) i (8.35) je isti kao i R-red metoda
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(8.9), datim u Teoremi 8.2. Opsezi donjih granica R-reda konvergencije single-step
metoda (8.32), (8.34) i (8.36) su isti kao i kod metoda (8.32), datim u Teoremi 8.3.

Primer 8.1 Primenili smo total-step intervalne metode (8.9), (8.31), (8.33) i (8.35)
za k = 0,11 2 za inkluziju viSestrukih nula polinoma

P(z) = 220 — 3219 — 3218 — 217 — 34216 4 144215 4 18421 4 184213 + 448212
—16482"1 — 2992210 — 5392,7 — 835228 — 208642 — 335362°
—522242° — 983042% — 4710423 — 7372822 — 1105922 — 221184.

Nule polinoma Psu (1 =3, =—-2,G3=1+¢, (4 =1—1,(s = —1—1i, (s = —1+1,
(7 = —21, (g = 21, viSestrukosti pu1 = po = 3, 3 = pg = s = e = 2, py = pg = 3.

Pocetni diskovi su Z,L-(O) = {zl-(o); 0.5}, sa centrima

A =32401i, 2¥=-21+02i, 2" =09+12i,
A0 =08-12i, 2”=-12-09i 2 =-09+08i
A0 =01-22 2 =02+21i.

Primenili smo odvojeno ta¢nu i centralnu inverziju u odgovarajué¢im sumama u
svim testiranim metodima.

metodi r1 r2) r3)

(89) k=0 2.32(—2) 2.41(-9) 1.69(—38)
(8.9) k=1 3.31(-2) 7.66(—9) 1.04(—42)
(8.9) k=2 3.45(—-2) 1.01(—8) 1.08(—43)
(831) k=0 1.05(—2) 1.05(—5) 3.25(—25)
(831) k=1 | 1.43(—1) | 2.96(—5) | 2.26(—26)
(8.31) k=2 1.47(-1) 3.07(—5) 3.05(—26)
(8.33) k=0 2.96(—2) 4.25(-9) 5.66(—39)
(8.33) k=1 4.34(-2) 2.72(-8) 9.16(—41)
(8.33) k=2 4.59(—2) 3.75(—8) 1.70(—40)
(8.35) k=0 7.59(—2) 1.10(—6) 1.47(—28)
(8.35) k=1 1.42(—-1) 5.78(—5) 8.21(—23)
(8.35) k=2 | divergira | —

Tabela 8.1: Maksimalni polupreénici inkluzivnih diskova — ta¢ne inverzije
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Maksimalni polupreénici inkluzivnih diskova dobijenih u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabelama 8.1 i 8.2. Primetimo da metodi Eulerovog tipa (8.35) i
(8.36) divergiraju u ovom primeru.

metodi 1) r(2) ()

89 k=0 | 3.15(—2) | 1.67(—9) | 1.04(—40)
R9) k=1 | 4.63(—2) | 6.61(—11) | 1.03(-57)
R0 k=2 | 4.84(—2) | 1.96(—13) | 541(-82)
831 k=0 | 200(—1) | 547(—7) | 3.70(—32)
(831) k=1 | 346(—1) | 1.57(—8) | 3.19(—45)
(831) k=2 | 3.70(-1) 1.38(—10) | 5.85(—73)
(833) k=0 | 4.25(—2) | 2.96(—9) | 3.56(—41)
(833) k=1 | 6.56(—2) | 1.03(—10) | L.48(—58)
(833) k=2 | 6.96(—2) | 4.50(—13) | 6.32(—82)
(835) k=0 | L96(—1) | 2.18(—7) | 3.14(—34)
(8.35) k=1 | divergira | - —

(8.35) k=2 | divergira | — -

Tabela 8.2: Maksimalni polupreénici inkluzivnih diskova — centralne inverzije

Uporedujuéi rezultate iz Tabela 8.1 i 8.2 primecujemo da centralna inverzija
obezbeduje znacajno manje inkluzivne diskove od ta¢ne inverzije, Sto se poklapa
sa tvrdenjima datim u Teoremi 8.2. Rezultati prikazani u Tabelama 8.1 1 8.2 i mnogi
drugi numericki primeri pokazuju da se metodi tipa Ostrowskog bolje ponasaju od
metoda tipa Halleya i Eulera.

Primer 8.2 U cilju nalazenja kruznih aproksiomacija nula polinoma

P(z) = 2% — (2 - 3i)2" 4 (16 — 6i)2'Y — (26 — 38i)2"
+(101 — 58i)2% — (120 — 1317)2" + (250 — 76i)2°
—(72 + 200)2° — (84 — 432i)2* + (864 — 292i)2°
—50422 + 432iz + 864,

primenili smo total-step intervalne metode (8.9) (sa k = 0,1,2), i single-step
metode (8.32) (sa k = 0,1,2). Zbog poredenja, takode smo testirali metode
Halleyevog tipa, Laguerreovog tipa i Eulerovog tipa (8.31)—(8.36). Total-step
metodi bez korekcija i sa Newtonovom i Halleyevom korekcijom su dodatno
oznaceni sa TS, TSN i TSH, respektivno (videti Tabelu 8.3), dok su odgovarajuéi
single-step metodi oznaceni sa SS, SSN i SSH. U svim testiranim primerima
je koris¢ena centralna inverzija koja daje znacajno bolje inkluzivne diskove u
poredenju sa tacnom inverzijom, kao $to se tvrdi u Teoremama 8.1 i 8.2.
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Nule polinoma P su (; = =1, (o2 = 2i, (3 =144, (4 =1—14, (5 = —31
visestrukosti p1 = 2, po =3, puz = 2, pg = 2, pus = 3, respektivno. Za pocetne
diskove smo izabrali diskove ZZ-(O) = {zi(o); 0.6}, sa centrima:

AV = 11402 2 =-01+23i, 2 =09+11;

AV =08-12i, 2 =02-28i

Maksimalni polupreénici inkluzivnih diskova dobijeni u prve tri iteracije dati su u
Tabeli 8.3.

metodi r) r2 r3)
(8.9) k=0 1.29(-2) 6.31(—12) 5.95(—50)
TS (831) k=0 4.33(—2) 1.50(—9) 2.18(—41)
(8.33) k=0 1.81(—2) 1.54(—11) 1.91(—50)
(8.35) k=0 5.20(—2) 7.77(—10) 6.19(—45)
(8.30) k=0 8.42(—3) 5.85(—13) 3.36(—54)
SS (8.32) k=0 2.24(—2) 7.16(—11) 1.21(—45)
(8.34) k=0 1.39(-2) 5.12(—13) 3.88(—56)
(8.36) k=0 3.60(—2) 8.81(—12) 1.15(=50)
(8.9) k = 1.01(-2) 2.60(—14) 6.07(—71)
TSN (8.31) k=1 3.74(-2) 3.80(—12) 9.32(—62)
(833) k=1 1.51(-2) 1.45(—13) 6.10(—72)
(8.35) k=1 3.79(-2) 9.23(—12) 1.45(—64)
(8.30) k=1 5.60(—3) 3.57(—15) 7.46(—75)
SSN (8.32) k=1 1.53(—2) 7.13(—13) 3.41(—64)
(834) k=1 1.01(-2) 2.78(—15) 5.36(—77)
(8.36) k=1 2.59(—2) 2.02(—13) 7.04(—68)
(8.9) k = 1.03(—2) 5.39(—16) 7.69(—99)
TSN (8.31) k=2 3.76(—2) 3.18(—14) 4.45(—89)
(8.33) k=2 1.52(-2) 2.09(—15) 1.29(—98)
(8.35) k=2 3.74(—-2) 5.83(—14) 1.90(—89)
(8.30) k=2 5.75(—3) 8.72(—18) 4.59(—104)
SSH (8.32) k=2 1.52(-2) 1.74(—15) 8.94(—93)
(8.34) k=2 1.03(—2) 6.82(—17) 1.85(—102)
(8.36) k=2 2.64(—2) 9.66(—15) 4.00(—92)

Tabela 8.3 Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova — centralne inverzije
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Primeéujemo da predlozeni metodi sa korekcijama daju veoma male diskove.
Ovo se posebno vidi kada se primenjuje centralna inverzija (uporediti Tabele 8.1
i 8.2). U nekim slu¢ajevima predlozeni metodi sa korekcijama daju u prvom ite-
rativnom koraku diskove koji nisu manji u poredenju sa onim koji su dobijeni
odgovaraju¢im inkluzivnim metodima bez korekcija. Objasnjenje lezi u ¢injenici
da Schroderov i Halleyev metod ne popravljaju obavezno pocetnu aproksimaciju
na pocetku iterativnog procesa. U kasnijim iteracijama red konvergencije inklu-
zivnih metoda sa korekcijama raste i priblizava se teorijskom koji je dobijen u
izlozenoj analizi konvergencije.

Na osnovu rezultata datim u Tabelama 8.1, 8.2 i 8.3 i velikog broja drugih testi-
ranih polinoma, mozemo da zaklju¢imo da su predlozeni iterativni metodi tipa Os-
trowskog za simultanu inkluziju nula polinoma bolji ili bar jednaki u poredenju sa
postoje¢im metodima istog reda. Jednostavna analiza racunske efikasnosti pokazuje
da su, u opstem slucaju, inkluzivni metodi sa korekcijama uz primenu centralne
inverzije, mnogo efikasniji od odgovarajué¢ih metoda bez korekcija. Ova prednost
je direktna posledica znacajnog povetanja brzine konvergencije koja je postignuta
bez dodatnih izra¢unavanja funkcija.

Na kraju poglavlja dajemo komentar koji se odnosi na pitanje uporedivih karak-
teristika simultanih intervalnih metoda i odgovarajuéih ,tackastih” verzija (reali-
zovanih u obi¢noj kompleksnoj aritmetici). Istaknemo da su ovi metodi razlic¢itih
struktura i da su u sustini neuporedivi. Obe klase imaju svoje prednosti i ne-
dostatke. Znacajna prednost intervalnih metoda je $to daju rezultate koji ukljucuju
i gresku. S druge strane metodi koji su implementirani u obi¢noj (realnoj ili kom-
pleksnoj) aritmetici imaju manju racunsku cenu. Stavise, izbor najprikladnijeg
metoda od ovih dveju klasa zavisi od prirode problema koji se resava i specifiénih
zahteva (na primer, da li se trazi informacija o gresci izra¢unavanja, kontrola
gresaka zaokruzivanja, da li se obraduju nesigurni podaci i tako dalje).



Poglavlje 9
Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma

U ovom poglavlju razmatrane su varijante inkluzivnih metoda za simultanu inklu-
ziju svih prostih ili viSestrukih nula polinoma koje su izlozene u Poglavljima 5 i 8.
Ideja je bila da se razviju originalni intervalni metodi za odredivanje samo jedne
proste ili viSestruke nule datog polinoma.

R. E. Moore je u svojoj knjizi Interval Analysis [93] iz 1966., koja je imala
odluc¢ujudi uticaj na dalji razvoj intervalne matematike, definisao Newtonov inter-
valni operator

f(m(X))

N(X) = m(X) ~ T

m(X) = mid X,

gde je F'(X) realno intervalno prosirenje funkcije f/(z) nad intervalom X, koje
sadrzi realnu prostu nulu ¢ funkcije f, a mid X je sredina intervala X. Za ovako
definisan operator N (X) vazi osobina

(e X = (e NX).
Na osnovu toga, Moore je konstruisao intervalnu verziju Newtonovog metoda
Xk+1:N(Xk)ﬂXk (kZO,l,...),

koja startuje od pocetnog intervala Xy koji sadrzi nulu (. Pod odredenim uslovima
ovaj metod ima kvadratnu konvergenciju. Ovako dobijeni intervalni metod se ¢esto
naziva Mooreov metod. Modifikacije i poboljSanja ovog metoda kasnije su dali
Alefeld [2], Hansen [49], [50], Hanson [54], Herzberger [59] i M. Petkovié¢ [111].

Mooreov intervalni metod se moze koristiti isklju¢ivo za nalazenje prostih real-
nih nula, $to je ozbiljan nedostatak. Poboljsanja ovog metoda mogu se naéi u
radovima Arthura [8], Granta i Hitchinsa [45], Hansena [48] i Krawczyka [77]. U
njima je problem nalazenja kompleksnih nula reSen primenom intervalnih metoda

205
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na reSavanje sistema nelinearnih jednacina. Postupak nalazenja kompleksne nule
funkcije
f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

se svodi na resavanje sistema jednacina u(z,y) = 0, v(z,y) = 0. Red konvergencije
tako dobijenih metoda je veéi od jedan, u najboljem slucaju je jednak dva. Efikasne
algoritme sa kvadratnom konvergencijom za inkluziju kompleksne nule polinoma
poznate viSestrukosti dao je M. Petkovié¢ u radovima [122] i [129]. Takozvani metodi
nagiba sa redom konvergencije bar dva, takode se mogu primeniti za inkluziju jedne
proste nule, videti Moore [93, Pogl. 7], Alefeld [3], Hansen [51], [52], Krawczyk [73],
Krawczyk i Neumaier [78], Neumaier [96], Lj. Petkovi¢, Trickovié i Zivkovié [110].

U naSem razmatranju interesuje nas samo jedna nula polinoma P, za koju ¢emo
pretpostaviti da lezi unutar inkluzivnog diska

{a;R} = { : |z —a| < R},

a da sve ostale nule leze van tog diska u otvorenoj oblasti W = {z : |z —a| > R}.
Koriséenjem osobine inkluzivne izotonosti imamo za svako z € {a; R}

1 A
(z—=¢j) E(Z—W) j=1,...,i—1,i+1,....,n, AEN). (9.1)

Ako z ¢ W, to jest |z — a| < R, inverzija oblasti
z—W={w : w—-(2—a)> R}

je zatvorena unutrasnjost kruga

Z—a R

V=(z-W)!= : < =:{h;d 9.2
Cowyt = {us jos gt | < ) s (02

gde su o

a—z
he=midV = __ >~ 9.3
o R2 — |z — al? (93)

: R
d=radV=— (9.4)

(videti [41]).
Petkovi¢ i njegovi koautori su u knjizi [127] konstruisali kvadratno konvergentni

modifikovani Gargantini-Henricijev metod za inkluziju samo jedne kompleksne nule
polinoma P (videti takode i [155])
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Z(m+1) _ (m) _ H (m=0,1,...), (9.5)
P v - (m). g(m)

gde se h(™ i d™) izracunavaju pomocéu formula (9.3) i (9.4), stavljajuéi da je
z = z(M),
9.1 Metod Ostrowskog

Neka je P monié¢ni polinom N-tog stepena (N > 3)
n
H z— ()l (9.6)

san (2 < n < N) razlicitih realnih ili kompleksnih nula (i, ..., (,, respektivne
viSestrukosti u1, ..., tn, gde je p1 + ... + pn, = N i neka je

P'(2)* — P(2)P"(2)
N P(z)?

sN@)zﬁi—Jﬁfa (9.7)

j=1 (Z - Cj)z
i
1z faktorizacije (9.6) nalazimo
() =~ llog P2 = 3 (o),
dz? j=1 (Z - Cj)z (Z - Cz)

Resavajuéi poslednju jednacinu po (; dobijamo sledeé¢u nula-relaciju:

223
=2 Ve (9.8)
{(52(2) - Sg’i(z)}
Podrazumeva se da je uzeta samo jedna kompleksna vrednost (od dve) kvadratnog

korena u poslednjoj formuli, $to je oznaceno sa *. Ova vrednost se bira na takav
nac¢in da se desna strana jednakosti svede na (;.

*

Pretpostavimo da smo pronasli inkluzivni disk {z : |z — a| < R} sa centrom a
i polupre¢nikom R koji sadrzi samo jednu nulu ¢; polinoma P. Sve ostale nule se
nalaze u oblasti W = {z : |z —a| > R}.
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Na osnovu osobine inkluzivne izotonosti, (9.1), (9.2) i (9.7) imamo

(z—=W) 2= (N—pu)V(2)? = S9:(2) (i€, :={1,2,...}).

M-

SN

Sg,i(z) €

.S
M

Na osnovu toga, iz nula-relacije (9.8) dobijamo za z = z;

G € 2z — =

iz A
[52(%) — S2,i(zi)]

(9.9)

*

Z— je nova kruzna aproksimacija nule ¢;.

U naSem razmatranju se zahteva nalazenje samo jedne nule tako da, bez gubitka
opstosti mozemo tu nulu da oznacimo sa (7, a sve ostale nule koje leze van oblasti
{a; R} sa(a,...,Cn. Stavise, zbog bolje preglednosti, pisaéemo u nastavku ¢ umesto
(1, 1 takode sg i S umesto S2.1 i 5271.

Neka je Z(™) = {2(™). (™)} disk sa centrom u z(™) = mid Z(™) i polupreénikom
r(m) = rad Z(™ za svako m = 0,1,.... Za pocetni inkluzivni disk Z©) imamo
Z©) = {a; R}, to jest, 20 = a, #(O) = R. Dalje, uveséemo skracenice

V(m)(z) = (z(m) _ W)*l _ {h(z(m)),d(z(m))}

SS™(2) = (N — w)(VI(2))*.

Polazeéi od izolovanog inkluzivnog diska Z(*) = {a; R}, relacija (9.9) sugerise
slededi iterativni metod za odredivanje jedne visestruke nule polinoma P(z):

Zm+1) _ L (m) _ Vi oy (m=12.).
l®@wn—cN—uﬂmamxaaM”1

*

(9.10)

Na osnovu (1.59), kvadratni koren diska u (9.10) daje dva diska; simbol * ukazuje

da jedan od ta dva diska treba da bude izabran. Kriterijum za izbor ,pravog” diska
je razmatran u [40] (videti takode [111]) i glasi:

1/2
Neka je [52(2(’”)) — (N — ) {h(z"™); d(z(m))}ﬂ 2 ng) U ng). Izmedu diskova
ng) 1 ng) treba izabrati onaj disk Ciji centar minimizira

P'(z(m)

¥ ) mid D™
P (20 mid D),

(p=1,2).
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Analiza konvergencije

U nastavku ¢emo dati analizu konvergencije iterativnog metoda (9.10). On se
moze izraziti u obliku

(1) _ (m)_ VE Ve (m=1,2,...),
{e(ztm)in(zom)}” [Velztm); u(ztm))
(9.11)
gde su
(a—z)?
c(z) = d2(2) — (N — M)h(z)Q = 02(2) = (N — p) (R2— |z — a’2)2’
2|la — z|R + R?
1(z) = (N = p)(2[h(2)|d(2) + d(2)*) = (N = p) (R2— |2 —aP)?

u(z) = n(z) .
le(2)] + Vle(z)] = n(z)

Pretpostavimo da smo pronasli pocetni disk Z(©) = {a; R} tako da je zadovoljen

uslov )
5(N — p)p

a(a)| > 2=

(9.12)

Takode, za m = 1,2, ... uvedimo
p™ =R — 2™ —ql.

Na pocetku razmotrimo prvu iteraciju (m = 0). Koris¢enjem inverzije (9.2)
dobijamo

(cla)in(@)} = 82(@) = (¥ = w{h(): @)} = sa(a) ~ (¥ = 0 1}
—{aat0 5" (9.13)

Kako je (N — p)p > 2, iz (9.13) ocenjujemo
_N—p_ (N—p)p
Rz — 2R2

Na osnovu nejednakosti (9.12) i (9.14) i jednakosti c(a) = d2(a) (videti (9.13))
dobijamo da je

n(a) (9.14)

5N —p)*u (N —p)’u

efa)] > X5t s B > )
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sto znaci da disk {c(a);n(a)} ne sadrzi nulu kad je m = 0 i da mozemo da
izracunamo kvadratni koren

{e(a)sn(a)}y/? = {\/ela)u(a) }.

Koriséenjem formule (1.59) i ocena (9.12) i (9.14) imamo

(N — p)*p
u(a) = n(a) - 2R?
Vie(@)] + V/e(a)] = n(a) \/S(N—M)2M \/Z(N—M)QM
2RZ T R2
< %0 : (N_;)\/ﬁ. (9.15)

Primenjujuéi (1.55) i (9.11), nalazimo gornju granicu za r") na osnovu nejed-
nakosti (9.12) i (9.15),

r = rad zM = rad# — \/ﬁ&2
{ c(a);u(a)} c(a)] — u(a)
17(N — )/
100R
<\
VRSN =@ 1PN =g
2R? 10*R?
odakle je
7 R
1) . 1
r <100 N_p (9.16)
Sli¢no, iz ocene
5(N — p)*p
ORI 1V 0 B 212
lc(a)| — u(a)? SN —p)* 17N — p)*p
2R? 10 R?
dobijamo
16 R
n _ .
|z al < % N (9.17)

Sada ¢emo dokazati da (9.12) dovodi do nejednakosti

PV > 5(N — p)r), (9.18)
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Koriséenjem nejednakosti (9.17) imamo da je

16R

16
M) _ p_ 0 _ I L S P
P =Rl > R 25(N — p) R{ 25(N — u)}’

tako da je, na osnovu (9.16) i (9.18), dovoljno pokazati da je

16 TR
RP_zaN—uJ>5mh””NMN—u>

ili
o165
25(N — p) ~ 100

Poslednja nejednakost je ocigledna zbog

1

16 9 36

&%@—mNﬂQ:%—mo
Analiza prvog iterativnog koraka pokazuje da je:
(i)nova aproksimacija diska Z(!) sadzi nulu ¢;
(ii)novi disk Z() je manjeg poluprecnika od diska Z(?), jer je
TR
r) < 100" (9.19)
Pored toga, pocetni uslov (9.12) indukuje uslov (9.18).

Sada ¢emo analizirati iterativni proces (9.11) pocevsi sa m > 1 1 startujuéi od
inkluzivnog diska Z(!) uz pretpostavku da je uslov (9.18) zadovoljen. Zbog jed-
nostavnosti, u daljoj analizi ¢emo izostaviti iterativne indekse uvek kad ne postoji
moguénost zabune.

Lema 9.1 Ako vaZi nejednakost
p>5(N — pu)r, (9.20)

tada 0 & {c(2);n(2)} i
|c(2)] 13

Dokaz. Prvo, kako je |z — (j| > p, za svako j = 2,...,n pod uslovom (9.20)
ocenjujemo
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-1 -1
e N R
’ =) Z g 2=l 322|z—@ o
_ r < ro_ br (41 = 1)
= - =& 1 1=
— (N —p)— _ H
( o B3
i
la — 2| R—p 1

Prema tome,

Dalje, imamo da je

P'(z)  P'(z)

P(z)  P'(2) P(z)? P(z2)
(s Hj My
-/ (:5%)
1 14 8(%)
Clz—=¢ 1+9())
gde su )
Gl SO BRI Sl S0 S N 17
5(2) 1 JZQ(Z_Cj)z ’Y() 1 jZQZ_gj

Koriséenjem nejednakosti (9.20) nalazimo

r? & I 2 N—pu 1 1
B < DY s < DR <o
| [ ]z:; 2 =Gl " n p? 25u(N —p) ~ 50
i
N — 1
Z Fes
|Z - CJ p 5
tako da je
‘1 +8(z)| _1—5 49
14+7(2) 1+ % 60
Na osnovu poslednje ocene i nejednakosti |z — ¢| < r dobijamo
’P’( RAOIN ‘1—1—573 _ 49
P'(z) \z—C| 1+~(z)| = 60r
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Uzimajuéi u obzir prethodne ocene nalazimo
P'(z) (P'(z) P"(2) la—2 \?
p— _— _— N [— —
[<(2) ‘P(z) (P(z) P’(z)) ( “’)(RZ - yz—a|2)

ou—1 49 N —ypu

50 60r p2

odakle je

o()] > ;ig(ﬂ SE S (9.22)

Nadimo sada gornju granicu za 7(z),

2la—z|[R+R* N -—pu 1

= (N — . 9.23
1) = (V= Wt < S < o (9.23)
Iz nejednakosti (9.22) i (9.23) dobijamo
) > 5 > 5y > 1(2)
5r2 252 T 1V

ida0¢&{c(z);n(2)}, sto dokazuje prvi deo leme.
Sada ¢emo dokazati nejednakost (9.21). Koriséenjem (9.20), (9.22) i (9.23) oce-
njujemo
N—p
n(z) P> 2
u(z) = < z
B = o e N

5r2 512 2572

19 1)
Veo\— 3 13
c(2)] - 60 4 .

VIR~ u(z) LR ST
60" T g

1 konac¢no

752

Uz pomo¢ Leme 9.1 u moguénosti smo da dokazemo da je red konvergencije
inkluzivnog metoda (9.10) jednak tri.

Teorema 9.1 Neka je niz kruznih intervala {Z(m)}m:1 o definisan iterativnom

formulom (9.10) i neka je pocetni disk Z©) = {a; R} tako izabran da je uslov (9.12)
zadovoljen. Tada su, u svakom iterativnom koraku, sledeca tvrdenja tacna:
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(i) ¢ e zm;
(i) pmt) < LTV =)

3
72 (rm))3,
Dokaz. Tvrdenje (i) sledi iz nula-relacije (9.8), osobine inkluzivne izotonosti i
¢injenice da je 2(™) e {a; R} za svako m =0, 1,..., §to je o¢igledno zbog toga sto
je
R— 2™ —q| = p™ > 5(N — p)r™ > 0.
Dokazimo da je red konvergencije iterativnog metoda (9.10) jednak tri (tvrdenje

(ii)). Koriséenjem nejednakosti (9.18), koja sledi iz uslova (9.12) i granica (9.22) i
(9.24), dobijamo

2(N — p)r™
1) (1))2 — (1))3
PO —radz® = o CITAR M Gl | Uil
lcD] — (u®) 3 { 2 } 25 (p)
5(r)?  L75r(M
odakle je
1
r® < 20 r, (9.25)
Koriséenjem nejednakosti (9.17) ocenjujemo
16 9
WM _ - " R=_—
p R—|z a| > R 5% R 95 R (9.26)
i
Vel)
@R _gl=R—|M g g— "
p |Z a’ Z a \/ﬁ ‘C(l)| . (u(l))2
C(l)| | C(l)‘
Rl gl m VUL VD]
PR e e T T Y -
Na osnovu ovih granica i (9.21) nalazimo da je
13
2 5 1) _ 22 .1
A T
Primenjujuéi nejednakosti (9.18) i (9.25) imamo
13 13 13
@ s 1) _ 2.1 )M 22 ) A el PC Y
P >p T > 5(N — p)r 0" [B(N 1) 10}7“

1
> 20[5(N — ) - 1%%(2) S 5(N — p)r®.
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Koriséenjem istog postupka kao za m = 2 indukcijom dokazujemo da za svako
m > 2 vaze sledece relacije (koje su ve¢ dokazane za m = 2):

pm+1) 28(N7_'“2)(T(m))37 (9.27)
25(p(m))
(m)
(m+1) T
r < 50 (9.28)
1 13
pm ) 5 pm) o r(m. (9.30)

Sukcesivnom primenom nejednakosti (9.28) i (9.30), uz koris¢enje nejednakosti
(9.19) 1 (9.26), nalazimo
13 13 1 1
(m) 5 pm=1) _ 22 ,m=1) o .5 (1) - 22, (1 4 — 4 —
p>p 107“ > >p 107“ ( +20+202+...>

26 9 26 7 13

>, _Z,0s “p_2Z. " R~ 2R

=P T T T 19 1007 50

Na osnovu toga iz nejednakosti (9.27) sledi

17(N —
,r(m+1) < (R2 :u’) (T(m))?)

Zavrsicemo dokaz Teoreme 9.1 dokazom da je iterativni metod (9.10) dobro
definisan u svakom iterativnom koraku pod poéetnim uslovom (9.12), to jest, 0 &
{c™); (M)} za svako m = 1,2, ... . Zaista, iz uslova (9.12) sledi nejednakost (9.29)
za svako m = 1,2, ... tako da, za svako m, vaze sva tvrdenja Leme 9.1. O

Primedba 9.1 U slucaju prostih nula Teorema 9.1 se moze dokazati pod oslablje-
nim uslovom

3(N —1)2
Na taj nacin dobijamo nejednakost
m I5(N—-1), (1,
pm+1) = (rim)3

Numericéki primeri

Predlozeni algoritam (9.10) je testiran na resavanju velikog broja polinomskih
jednacina. Poredenja radi, testirali smo i metod treceg reda Halleyevog tipa za
inkluziju jedne visestruke nule polinoma [127]
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1

Z(m+1) _ (m) _ P NV =) . (9.32)
fEm) =3 e {nm;atmy
gde je / ,
f)=(1+ ;) ;p((?) - 2];((?)’
metod Eulerovog tipa treceg reda [134] (videti takode i [132], [141] i [160])
Z(m+1) _ (m) _ 2 , (9.33)
B1(=0) + [B (=),
gde je
E(20M) = 2085(:) — 3 (z1") + 2N (N — ) {h(=0)); d(=) )
i metod tredeg reda [132], [134]
Zm+1) _ (m) _ 3i (9.34)

81(2(m) + [F(zm)] 1/
gde je
F(2™) = 602(2™)) — 281 (™) + 3(N — u)(N — 3p) {h(2(™); d (™)},

Primer 9.1 Za nalazenje kruzne aproksimacije proste nule polinoma

Pz)=(z—-1)(z—(6+70)(z— (6 —Ti))(z— (—6+8i))(z — (—6 — 8i))
(z—=(7T4+60))(z—(T—60)(z— (=T+ 7)) (z— (=T=T70)(z—9)(z+9)
(z—9i)(z+9i)(z — 8)(z + 8)(z — 8i)(z + 8i)

primenili smo intervalne metode (9.10), (9.32), (9.33) i (9.34). Izolovana prosta
nula polinoma P je (1 = 1. Za pocetni disk je izabran disk Z%O) ={0.9+ 0.17;6}.

Polupreénici inkluzivnih diskova dobijeni u prva tri iterativna koraka su dati u
Tabeli 9.1, gde oznaka A(—q) znaci A x 1079. U ovom slucaju je pocetni uslov
(9.31) zadovoljen, jer je

3(N —1)2

’52(@)‘ ~ 50 > OR2

~ 10.67.

Ispitajmo sada $ta se desava kada pocetni uslov (9.31) nije ispunjen. Konkretno,
pomeracemo centar pocetnog inkluzivnog diska z(?) dalje od taéne nule z = 1. Kada
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Ry ) )
(9.10) | 6.30(—4) | 6.69(—17) | 4.45(—56)
(9.32) | 1.08(—2) | 2.07(=9) | 8.75(—36)
(9.33) | 4.85(—2) | 3.66(—9) | 1.12(—34)
(9.34) | 1.33(=2) | 2.98(—11) | 9.50(—41)

Tabela 9.1: Poluprecnici inkluzivnih diskova - Primer 9.1

je centar diska u tacki 250) = {0.8 4+ 0.3i} pocetni uslov (9.31) nije zadovoljen, jer
je

3(N —1)?
Pored toga, metod (9.10) konvergira. Dobijeni polupreénici inkluzivnih diskova u
prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.2.

e r@ r®)
(9.10) | 1.06(—2) | 4.77(-12) | 1.09(—41)
(9.32) | 2.31(—1) | 6.32(=3) 2.47(—10)
(9-33)
(

divergira — —
9.34) 4.09(—1) 3.32(—4) 2.03(—18)

Tabela 9.2: Polupreénici inkluzivnih diskova - Primer 9.1

Iz dobijenih rezultata moze se uociti dominantnost predlozenog metoda u odnosu
na ostale, koja je u drugom slucaju jos uocljivija. Kada nastavimo sa pomeranjem
centra pocetnog inkluzivnog diska z(®) dalje od ta¢ne nule, konvergencija metoda
(9.10) se odrzava najduze. Konkretno, kada je centar u tacki zio) = {1.8 4+ 1.13},
metod (9.10) i dalje konvergira, dok svi ostali uporedivani metodi divergiraju. Ovde
je

3(N —1)?

Primer 9.2 Za nalazenje kruznih aproksimacija prostih nula polinoma

P(z)=(2—(443i)(z — (94 104))(z — (9 — 49))(z — (=3 + 11i))(z — (=3 — 5i))
(z—=(104+90))(z — (10 = 3i))(z — (=4 + 104))(z — (—4 — 4i))
(z—(12+430))(z — (6 + 117)) (2 — (3 4+ 12¢)) (2 — (3 — 61)) (2 — (11 + 3i))
(z—(5—5%))(2 — (1 = 57))(2 — (1 + 107))
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primenili smo iste metode kao u Primeru 9.1. Izolovana prosta nula polinoma P je
(1 = 4+ 3i. Za pocetni disk je izabran disk Z£O) = {3.8 4 2.7i; 7}. Nule polinoma i
pocetni disk su prikazani na Slici 9.1. Polupreénici inkluzivnih diskova dobijeni u
prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.3.

Slika 9.1 Distribucija nula polinoma u Primeru 9.2

(0 ) )

(9.10) | 7.71(=3) | 2.28(—10) | 4.47(—33)
(9.32) | 141(=1) | 3.62(—4) | 1.71(—16)
(9-33)

(

divergira — —
9.34) 2.31(—1) 1.44(-5) 5.73(—20)

Tabela 9.3: Polupreénici inkluzivnih diskova - Primer 9.2

Primer 9.3 Za nalazenje kruznih aproksimacija viSestruke nule polinoma
P(z) = (2= 1)3(z = 6)3(2 + 6)%(2 — 6i)3(2 + 60)*

primenili smo iste metode kao u Primeru 9.1. Izolovana viSestruka nula polinoma
P je u ovom slucaju ¢; = 1 (viSestrukosti g1 = 3). Pocetni inkluzivni disk je
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0 ‘ L. o - .
Z} ) = {0.9 4 0.14;2}. T u ovom slucaju pocetni uslov (9.12) nije ispunjen

5N — p)?p
— T~ 227.
2R?
Polupreénici inkluzivnih diskova dobijeni u prva tri iterativna koraka dati su u
Tabeli 9.4.

’(52(@)’ ~ 150 <

ey ) )
(9.10) | 1.31(=3) | 4.34(—16) | 5.27(—54)
(9.32) | 6.03(—3) | 4.05(—11) | 1.50(—38)
(9.33) | 2.60(—2) | 5.70(—11) | 7.21(—39)
(9.34) | 851(—3) | 1.38(—12) | 9.60(—45)

Tabela 9.4: Polupre¢nici inkluzivnih diskova - Primer 9.3

Iz Tabela 9.1 — 9.4 primec¢ujemo da se teorijski rezultati, koji se ticu reda kon-
vergencije razmatranog metoda, uglavnom podudaraju sa ponasanjem metoda u
praksi. Istaknimo da je treca iteracija prikazana samo da bismo demonstrirali ve-
liku preciznost predlozenog metoda, koja se inace retko zahteva u praksi. Takode
istaknimo da su uslovi (9.12) i (9.31) samo dovoljni. To znaci da ¢e intervalni metod
(9.10) konvergirati uvek kada su uslovi (9.12) i (9.31) zadovoljeni, ali da moze da
konvergira i u slucajevima kada nisu, kao §to se moze videti iz navedenih primera.

9.2 Intervalni metod za inkluziju jedne nule — novi metod

Neka je P(z) = 2V +ay_12V "1 4+ --- 4 a1z + ag moniéni polinom sa prostim ili
visestrukim nulama (i, ..., ¢, (2 < n < N), viSestrukosti pu1, . .., iy, (1+- -+ pn =
N) respektivno, i neka je

Sk = ; (%ljﬁ (k=1,2), wu(z)= 1];((2)) (9.35)
i

U [123] je dobijena sledeéa nula-relacija:

g (1= s+ ) 22 = (5~ g

2(1 — u(zz) 81’1‘)2

G = 2z — piu(z) —

zai €l :={1,2,...}.
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Pretpostavimo da smo pronasli inkluzivni disk {z : |z — a| < R}, sa centrom u
a i polupreénikom R koji sadrzi samo jednu nulu (; polinoma P. Sve ostale nule
leze u oblasti W = {z : |z — a| > R}.

Na osnovu osobine inkluzivne izotonosti i formula (9.1), (9.2) i (9.35) imamo

n
SEi €Y (2=W)F=(N—p) V()" =8y (k=1,2, i €1,).
ot
Na osnovu toga, iz nula-relacije (9.36), nalazimo za z = z;

piu(z;) (1 — i + () 1;’/’((:)) — u(z)*(St; — MSz,i)>

2(1 — u(z) S1)

= Zl

G € zi — piu(z;) —

(9.37)
za ¢ € I,. S obzirom da je ideja da razvijemo algoritam za odredivanje samo
jedne nule, kao u prethodnom odeljku pretpostavicemo da je to nula (; i da ostale
nule (,...,(, leze u oblasti izvan kruga {a; R}. Zbog jednostavnosti, pisa¢emo ¢
umesto (1 i S1, 52,51 1 S2 umesto s1,1,52,1,51,1 1 S2,1, respektivno.

Neka je Z(™) = {z(™). (™)} disk sa centrom u z(™) = mid Z(™) i polupreénikom
r(m) = rad Z(™ zam =0,1,.... Za pocetni inkluzivni disk Z©) wzimamo Z(©) =
{a; R}, to jest, 29 = a, r(O) = R. Dalje, uvedimo skracenice

v = (2 — )Tt = (pm); gmy

SU = (N = (V) (k=1,2).

Polazeéi od izolovanog inkluzivnog diska Z(®) = {a; R}, relacija (9.37) sugerise
slededi iterativni metod za nalazenje proste ili viSestruke kompleksne nule polinoma
P(z):

1 {b(z™);n(zm
2D = 2 = ) = 5 {{c((z(m))); j((z(m)))}}Q

(m=1,2,...), (9.38)

gde su
1"( a—z 2
b(2) = puu(z) (1 — o+ pu(z) i,((z)) —u(2)*(N = p)(N - 2p) <M) )
a—z 2
) = PV = ) = 2) DL
1) = WY = ) ==

c(z) =1—u(2)(N — u)m.
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Analiza konvergencije

U ovom delu ¢emo analizirati iterativni metod (9.38) sa stanovista brzine kon-
vergencije. Pretpostavimo da smo pronasli pocetni inkluzivni disk Z 0 = {a; R}
tako da su zadovoljeni pocetni uslovi

| Pl) R |P"a)| _S(N-—p)
Takode, za m = 1,2, ..., uvedimo skracenicu

p™ =R — 2™ —ql.

Razmotrimo, najpre, prvu iteraciju (m = 0). Na osnovu (9.35), (9.39) i nejed-
nakosti (N — 2u)/(N — u) < 1, dobijamo

(@) = (@) (N = (N = 20) 55 < g

(a)D</ﬂ+u+1 R _ 3R

b(@)] < ulu(@) (14 -+ ﬂ“<a>’\ifl<a>

Sliéno,
cla) =1

1 < 1 1
R " 8uz — 8

Za disk u imeniocu u prvoj iteraciji koristimo formule (1.53) i dobijene granice
za 7y(a) i ocenjujemo

V(a) < u(a)[(N = p)

{;7(@)}? = {1;29(a) + ()%} < {1; g}

Dobijeni disk ne sadrzi koordinatni pocetak, jer je 1 > 17/64 i mozemo da nademo
inverziju koris¢enjem formule (1.55),

1 {LEY 6, 17
{1?62} :1_(2)2<5{1;64}‘

Dalje, koris¢enjem formula (1.53), (9.38) i dobijenih granica za |b(a)| i n(a),
nalazimo gornju granicu za (1),
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3 17 17
r® = rad 20 = Z(Jb(a)] o +na) +n(a) ).

odakle je
2 R

<%-N_M.

Pod uslovima (9.39) i na osnovu dobijene granice za |b(a)| ocenjujemo

7«(1)

(9.40)

3 R 3 3R
(1 _ < - e

P a|l < plu(a)| + = |bla)| <

\ | < plu(a)l 5| (a)] 8(N —p)p 5 8(N —p)

1 nalazimo

1)_a|<l. R
20 N —pu’

k3 (9.41)

Dokazimo sada da (9.39) implicira nejednakost
P > 8(N — p)rh), (9.42)

Koriséenjem nejednakosti (9.41) dobijamo

R 7
W) _ 0 __ TR 1_}
P =R 20—l R g = Rl ]

tako da je, na osnovu (9.40) i (9.42), dovoljno dokazati

2R

7
"~ s > S gy

Poslednja nejednakost sledi direktno iz nejednakosti

T B _ 65 64 16
20(N —p) — 20 100 ~ 100 25

1

Analiza prvog iterativnog koraka pokazuje da

(i) nova aproksimacija diska Z(!) sadrzi nulu ¢;

(ii) poluprecnik diska Z(1) je manji od poluprecnika diska Z(?), jer je

2R

(1) 224
r < 25

(9.43)
Pored toga, pocetni uslovi (9.39) obezbeduju da uslov (9.42) vazi.

Analizirajmo sada iterativni proces (9.38) polazeéi sa m > 1 i od inkluzivnog
diska Z(M) uz pretpostavku da uslov (9.42) vazi. Zbog jednostavnosti, u daljoj
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analizi izostavljamo iterativne indekse uvek kad ne postoji moguénost zabune i
koristimo skracenice

{e2(2);92(2)} = {er(2)im(2)} = ({el2);9(2) 1), e=2-¢

Lema 9.2 Ako nejednakost
p>8(N — u)r (9.44)

vazi, tada je

(i) fu(2)| = |

€ ‘ 8r
< -
1% + €81

Dokaz. Za (i): Kako je

N_
il < = Bk =1,2),

pod uslovom (9.44) ocenjujemo

P(z) 1 1 -1 ‘ € el
u\z = = = | — —|— S =
| ( )| ’P’(z) jz::lz_gj ’5 1‘ n+ €8s (1_|581|)
L
< T 8r
Ly "7
n(l——
Za (ii): Koris¢enjem ocene
— R— 1
o — 7| P <= (9.45)

R —[z—a ~ R2—(R—p?
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i tvrdenja (i) iz jednakosti

a—z

o(z) =1 —u(z)(N - M)m

dobijamo
8 N—pu 6
1 - —
le(2)] > s o7

i
8 N—pu 8
<1+ — —.
le(2)] + T < -
Za (iii): Polazeéi od jednakosti
R

Y(z) = u(2)(N — M)m

koriséenjem tvrdenja (i) i nejednakosti

R 1

3 <
R? — |z —q| p

9

dobijamo da je

8(N — 1

SN —pr _ 1
Tup Tp

Za (iv) i (v): Na osnovu formule (1.53) imamo da je

{e1(2);m(2)} = {e(2)i7(2)} = {e(2)%2le(2) Iy (2) +7(2)*}.

S obzirom na tvrdenje (ii) ocenjujemo iz poslednje jednakosti da je

v(z) <

()] > o (9.46)

i sli¢no, na osnovu tvrdenja (ii) i (iii), da vazi

N — N —pu\? 14r(N —
() <228 N=n (87“ “) LWV T (9.47)

= < —.
TTpop T p dfLp 20

Kako je |c1(2)| > 36/49 > 7/20 > v1(z), zaklju¢ujemo da 0 & {c1;71} i nalazimo
inverziju diska {c1(z);71(2)},

. Z)y =1C1(2); z -1 _ {51(2);71(2)}
le@snE} ={alkn@ " = e O
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Iz poslednje jednakosti i (9.46) i (9.47) imamo da je

1 1 9
2O = TR e )] < %6 49/ 5
19~ 36/49
| Lr(N —p)
) = m(2) bup (N-p) T
) = - < BV (TS e T
49 20

Za (vi) i (vii): Ocenimo sada |b(z)| i n(z). Koris¢enjem identiteta

P'(z) . P'(2)* — P(2)P"(2)
0 = 1 =
= TR0 PP
dobijamo
P"(z) 2
) u(z)(07(2) — 62(2))- (9.48)
Kako je
d S
01(2) = -~ (log P(2)) 2. o5 T . + 1
7=1
i ) "
Hj H
02(2) = ———=(log P(2)) = = = + s9,
2( ) 2( ( )) 3231 (Z_Cj)Q 2 2
nalazimo na osnovu (9.48) da je
P’(z) g2 p 2w
1— —1- S — _ B
o+ pu(2) P2 /H_M(M-i-&?l)?((s +31) = 32)
 2uesy +est — petsy (9.49)
res? |
S obzirom na granice
N —
el <7r 1 s, < pku (k=1,2),

ocenjujemo

(N —p)r

+r

|2ues1 + 523% — u5232] <2u
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N — u)r N — p)r 7
‘M+881|2M_M:M(1_M)Zﬁ' (9.51)
pp 8
Koriséenjem nejednakosti (9.50) i (9.51) dobijamo iz (9.49)
P"(2) 144(N — p)r
1-— . 9.52
‘ wA+ pu(z) P2 197 (9.52)

Na osnovu tvrdenja (i) i nejednakosti (9.45) i (9.52) odredimo gornju granicu
za [b(2),

8r /144r(N — 64r2(N — u)(N — 2 18(N — p)r?
1b(2)| < 7"( r(N —p) (N — p)( u)) o BN = pr”
7 49up 492 p? 5p

Sli¢no, iz jednakosti

2|la — z|R + R?

2) = pu(2)}(N — u)(N — 2 ,
n(z) = pu(z)”(N — p)( M)(R2_|Z_a|)2

na osnovu (9.45) i tvrdenja (i), nalazimo

3(N = p)(N = 2u)r°

O
2N2p2

n(z) <

Sada smo u moguénosti da dokazemo da je red konvergencije intervalnog metoda
(9.38) jednak tri.

Teorema 9.2 Neka je niz kruznih intervala {Z(m)}m:mw definisan iterativnom
formulom (9.38). Pretpostavimo da je pocetni disk Z°) = {a; R} izabran na taj

nacin da su uslovi (9.39) zadovoljeni. Tada u svakom iterativnom koraku vazi:

(i) ¢ ez,
68(N —

(ii) r(m-{—l) < ( = /‘) (T(m))S

Dokaz. Tvrdenje (i) sledi direktno iz nula-relacije (9.36), na osnovu osobine
inkluzivne izotonosti i ¢injenice da je 2™ € {a; R} za svako m = 0,1,..., §to
je ocigledno zbog

R— |2t —qa| = p™ > §(N — p)r™ > 0.
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Dokazimo sada da je red konvergencije iterativnog metoda (9.38) jednak tri
(tvrdenje (ii)). Koris¢enjem nejednakosti (9.42) i granica dobijenih u Lemi 9.2,

nalazimo
r® =rad 2% = %(Ib(Z)I’m(Z) + [e2(2)[n(2) + n(2)72(2))

LIS = (D) TN = w9 BN — p)(N = 2 (D)’
< 2( °

500 1p) 5 212 (p(1)>
LW = @V — 2p)(rM)® T(N — M)T(l))
212 (p1))? uptt
15(N — p)*(rM)?
(pM)?

r? < %r(l). (9.53)

Koriséenjem nejednakosti (9.41) ocenjujemo

7 13
p R—|z a| > R 50 R 50 R. (9.54)

Dalje, polazeé¢i od nejednakosti

1
p(2) —R— ’z(Q) _ a| =R — ‘z(l) —a — ,U/LL(Z) — 502('2)[7(2)‘

1
>R— [z —a| - ‘,uu(z) t3 c2(2)b(2)

9

nalazimo

lu(z) + %@(z)b(zz)\ <Sr 4

p—
ol ©
p—
0
=
|
=
SN—
—
=<
B
i
=
no
0

i zaklju¢ujemo da je
o® 5 0 8L,

5
Primenjujuéi nejednakosti (9.42) i (9.53), imamo

p® 5 1) gru) S 8(N — pyr(D) — gru) — [s(v ) 8 Jr®

8
> 4{8(]\7 — ) — 5}7“(2) > 8(N — p)r?.
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Koriséenjem iste tehnike za m = 2 indukcijom mozemo dokazati da za m > 2
vaze sledeée nejednakosti (koje su veé¢ dokazane za m = 2):

. 2
pmit) o BNV Z 107 myys (9.55)
(p(™)
o
p(m+1) < T (9.56)
i 8
pmH) 5 pm) - r(m) (9.58)

Sukcesivnom primenom nejednakosti (9.56) i (9.58) i koris¢enjem granica (9.43)
i (9.54), dobijamo

p(m) 5 pm=1) _ g,xm—l) > s M g,n(l)(l L (1)2 +.)

1
32 13 32 2 A7
(1) WS 2R_22. 2R __R.
5" 7 20 15 25 100

Na osnovu toga iz nejednakosti (9.55) sledi
68(N — )
R2

Pokazimo jos da je iterativni metod (9.38) definisan u svakom iterativnom
koraku pod pocetnim uslovima (9.39), to jest, da 0 ¢ {c(m); r(m)} za svako
m =1,2,.... Zaista, iz uslova (9.39) sledi nejednakost (9.57) za svakom = 1,2, ...
tako da tvrdenja Leme 9.2 vaze u svakom iterativnom koraku. O

> p

T(m—l—l) < (,r(m))3

Numericéki primeri

IzloZeni algoritam (9.38) je primenjen za reSavanje polinomskih jednac¢ina. Da
bi se obezbedila inkluzija nula u drugoj i trecoj iteraciji, koje daju veoma male
diskove, koristili smo programski paket Mathematica 7.0 sa aritmetikom viSestruke
preciznosti. Poredenja radi, testirali smo i metod tre¢eg reda Halleyevog tipa za
inkluziju jedne nule polinoma (9.32) i metod treéeg reda Eulerovog tipa (9.33).

Primer 9.4 Za nalazenje kruzne inkluzivne aproksimacije proste nule polinoma

P(z) = 27 — 216 128215 — 3902 4+ 6.0022'3 — 10.7622'% — 29.48421!
+846.0402'° — 76.809.7072° 4 130.583.4272% — 2.113.327.2162"
+24.795.890.9902° — 339.342.802.6962° + 178.957.763.3362%
+7.226.702.364.6722° — 88.957.569.392.6402>
+1.984.671.888.998.400z — 1.902.803.374.080.000
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primenili smo intervalne metode (9.32), (9.33) i (9.38). Izolovana ta¢na nula poli-
noma P je (; = 1. Pocetni disk je Z§O = {0.9 + 0.14;6}. Polupreénici dobijenih
inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.5.

ey ) )
(9.32) | 1.08(—2) | 2.07(=9) | 8.75(—36)
(9.33) | 4.85(—2) | 3.66(—9) | 1.12(—34)
(9.38) | 9.01(—2) | 1.01(=7) | 3.58(—30)

Tabela 9.5: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova - Primer 9.4

Primer 9.5 Za nalazenje viSestruke nule polinoma

P(z) = 2™ — 9213 4+ 57212 — 34321 — 1830210 + 226442° — 147.5282° + 889.05627
—295.48825 — 13.343.616 + 95.178.2402* — 576.108.2882>
+1.279.867.3922% — 1.148.857.3442 + 362.797.056

primenili smo iste intervalne metode kao u Primeru 9.4. Izlovana tacna viSestruka
nula polinoma P je u ovom slucaju (; = 1 (viSestrukosti py = 3). Pocetni disk je

Zfo) = {0.9 + 0.1¢; 2}. Poluprecnici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su
u Tabeli 9.6.

ey ey )
(9.32) | 6.03(—3) | 4.05(—11) | 1.50(—38)
(9.33) | 2.60(—2) | 5.70(—11) | 7.21(—39)
(9.38) | 9.04(—3) | 2.01(—10) | 4.29(—37)

Tabela 9.6: Maksimalni polupre¢nici inkluzivnih diskova - Primer 9.5

Iz Tabela 9.5 1 9.6 primeéujemo da se teorijski rezultati, koji se ti¢u reda konver-
gencije razmatranih metoda, dobro podudaraju sa ponasanjem metoda u praksi.
Uz to primetimo i da su diskovi dobijeni metodom (9.38) i diskovi dobijeni sa (9.32)
i (9.33) uporedivi po svojoj veli¢ini.
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