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Nauqni doprinos disertacije

U disertaciji su predstavǉeni najpoznatiji INAR modeli
generisani razliqitim tining operatorima. Uvedeni su novi
INAR modeli prvog reda zasnovani na geometrijskom bro-
jaqkom nizu, a sa geometrijskom, negativnom binomnom i po-
merenom geometrijskom marginalnom raspodelom. Ovi modeli
su daǉe uopxteni u pogledu reda i dimenzionalnosti i to
uvo�eǌem kombinovnog INAR(p) modela i dvodimenzionog INAR
modela reda 1. Tako�e su prezentovani novi mexoviti INAR
modeli prvog i drugog reda kao i ǌihovo uopxteǌe p-tog reda.
Za sve uvedene modele data su korelaciona i regresiona svoj-
stva. Posebna pa�ǌa je pokloǌena parametarskim i nepara-
metarskim metodama za oceǌivaǌe nepoznatih parametara kao
i ǌihovoj asimptotskoj karakterizaciji. Ove metode su pri-
meǌene nad simuliranim nenegativnim celobrojnim nizovima,
a zatim su modeli upore�eni sa ostalim referentnim INAR
modelima u primeni nad realnim podacima.
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Predgovor

U ovoj disertaciji se istraжuju autoregresivni procesi sa
nenegativnim celobrojnim vrednostima generisani geometrijskim
brojaqkim nizovima. Pored uopxtavaƬa i produbƩivaƬa nekih
postoje�ih rezultata, uvedeni su i novi modeli zasnovani na ge-
ometrijskom brojaqkom nizu, koji su primenom na podacima iz
stvarnog жivota upore�eni sa postoje�im aktuelnim modelima.

Celobrojni autoregresivni procesi su nastali kao kruna vixe-
decenijskih napora da se xto boƩe modeliraju celobrojni ni-
zovi podataka. Naime, xezdesetih godina dvadesetog veka nauq-
nici se, pokuxavaju�i da xto boƩe modeliraju prirodne pojave,
veoma qesto suoqavaju sa celobrojnim nenegativnim vremenskim
nizovima koji uglavnom predstavƩaju periodiqna prebrojavaƬa
doga�aja ili elemenata neke populacije sa me�usobno koreliranim
vrednostima. Ovakvi nizovi su prime�eni u medicini, osigu-
raƬu, telekomunikacijama, meteorologiji kao i kriminologiji.
To mogu biti brojaƬa pacijenata, nesre�a, prenetih poruka, zem-
Ʃotresa ili poqiƬenih kriviqnih dela. U to vreme dolazi i
do znaqajnog razvoja teorije standardnih autoregresivnih (AR)
procesa sa neprekidnim marginalnim raspodelama i upravo pri-
menom ovih modela izvedeni su prvi pokuxaji celobrojnog mode-
liraƬa. To je dalo ne tako loxe rezultate samo kada se radi o
procesima sa izuzetno velikim vrednostima pojedinih elemenata,
odnosno kada je grexka nastala usled zaokruжivaƬa relativno
mala. U ostalim sluqajevima primena ovih modela je bila pot-
puno neopravdana i neadekvatna. Nakon toga nexto boƩi rezul-
tati su postignuti primenom lanaca Markova koje su detaƩno
opisali Cox i Miller (1965). Me�utim, problem sa Ƭihovom pri-
menom je bio suvixe veliki broj parametara. Deceniju kasnije,
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Jacobs i Lewis (1978a-c) sa istim ciƩem su definisali diskretne
autoregresivne modele pokretnih sredina (DARMA) koji su struk-
turalno bili zasnovani na dobro poznatim ARMA modelima. Ko-
naqno, nezavisnim pristupom McKenzie (1985) i Al-Osh i Alzaid
(1987) uvode INAR(1) (Integer-Valued AutoRegressive) procese reda
1 zasnovane na binomnom tining operatoru postavƩaju�i tako te-
meƩe savremenom pristupu modeliraƬa nenegativnih celobrojnih
autoregresivnih procesa. Inaqe, pod INAR(1) procesom podrazu-
mevamo niz {Xn}n∈N definisan sa

Xn = α ◦ Xn−1 + εn,

gde je α ∈ (0, 1), {εn} je niz nezavisnih jednako raspodeƩenih ne-
negativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih sa oqekivaƬem µε

i konaqnom disperzijom σ2
ε , pri qemu su εn i Xn−k nezavisne slu-

qajne promenƩive za svako k > 0. Tining operator ”α◦” je defi-

nisan sa α ◦X =
X
∑

i=1

Yi, gde {Yi} predstavƩa niz nezavisnih jednako

raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih sa parametrom raspodele
α, nezavisnih od sluqajnih promenƩivih X i εn, poznatiji kao
brojaqki niz. Naziv tining operatora se zasniva na raspodeli
sluqajne promenƩive α◦X|X. Kasnije, prilago�avaju�i se potre-
bama modeliraƬa celobrojnih nizova razliqite prirode nastaje
veliki broj uopxteƬa INAR(1) modela u pogledu reda, tining ope-
ratora kao i marginalne raspodele.

Izbor raspodele brojaqkog niza odre�uje samu suxtinu i pri-
menu Ƭime generisanih INAR modela. Pored dominatnog izbo-
ra Bernulijeve raspodele i nekih drugih uopxtenih raspodela,
Ristić, Bakouch i Nastić (2009) su uveli INAR(1) proces zasnovan na
geometrijskom brojaqkom nizu. U disertaciji se prouqavaju uop-
xteni postoje�i i novi uvedeni modeli, zasnovani upravo na tom
geometrijskom brojaqkom nizu. Konaqno, upore�uju�i ove INAR
modele, sa negativnim binomnim tiningom, sa ve� poznatim mod-
elima drugaqije strukture, opravdava se primena upravo geomet-
rijskog brojaqkog niza u mnogim realnim situacijama.

Disertacija, koja se zasniva na originalnim objavƩenim i jox
uvek neobjavƩenim rezultatima, sastoji se iz qetiri dela. Prvi
deo predstavƩa izvesnu sistematizaciju postoje�ih rezultata u
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modeliraƬu nenegativnih celobrojnih vremenskih nizova. Navo-
de�i modele generisane razliqitim tining operatorima data je
i motivacija za razmatraƬe nenegativnih celobrojnih procesa sa
geometrijskim brojaqkim nizom.

U drugom delu disertacije, u prva dva odeƩka, oslaƬaju�i se
na rezultate iz Ristić, Bakouch, Nastić (2009) i Ristić, Nastić, Bakouch
(2010), razmatraju se INAR(1) modeli sa geometrijskom i nega-
tivnom binomnom raspodelom, zasnovani na negativnom binomnom
tiningu. Nakon izvo�eƬa osobina ovog tining operatora odre�eni
su momenti i autokorelaciona struktura procesa. Statistiqka
svojstva i uslovne statistiqke veliqine se razmatraju. Posebna
paжƬa se poklaƬa neparametarskim metodama za oceƬivaƬe pa-
rametara modela i data je Ƭihova asimptotska karakterizacija,
dok se metod maksimalne verodostojnosti posmatra u kontekstu
primene modela nad realnim podacima. U tre�em odeƩku ove
glave uvedena su dva INAR(1) proseca sa pomerenom geometrij-
skom marginalnom raspodelom radi primene na serijama prirod-
nih brojeva. Dokazana je egzistencija jedinstvenih ergodiqnih i
strogo stacionarnih modela i nakon Ƭihove kompletne karakteri-
zacije odre�ene su statistike za oceƬivaƬe nepoznatih parameta-
ra. Na kraju su ovi modeli upore�eni sa referentnim modelima
prvog reda u primeni nad podacima iz stvarnog жivota. Rezul-
tati ovog odeƩka su objavƩeni u Nastić (2010).

U tre�em delu data su izvesna uopxteƬa u pogledu reda i di-
menzionalnosti modela. Najpre, polaze�i od procesa reda p sa
binomnim tiningom, uvedenog u Weiß (2008c), prouqavamo kombi-
novani INAR(p) model sa negativnim binomnim tiningom i geo-
metrijskom marginalnom raspodelom. Pored konstrukcije i ko-
relacione strukture procesa odre�ujemo neke osobine modela i
uslovne statistiqke veliqine procesa. Nepoznati parametri su
oceƬeni metodama momenata, uslovnih najmaƬih kvadrata i mak-
simalne verodostojnosti. Izvedene su asimptotske raspodele ne-
parametarskih ocena. Ovaj model se upore�uje sa odgovaraju�im
modelom iz Weiß (2008c) u primeni nad stvarnim podacima. U dru-
gom delu ove glave, kao i u Ristić, Nastić, Jayakumar, Bakouch, (2011),
a polaze�i od osnova koje su postavili Dewald, Lewis i McKenzie
(1989), primenom dva negativna binomna tining operatora ”α∗” i
”β∗” uvodimo dvodimenzioni INAR model reda 1. Upoznaju�i neka



svojstva ovog procesa izveden je i modifikovani metod uslovnih
najmaƬih kvadrata za oceƬivaƬe nepoznatih parametara modela.

U qetvrtom, posledƬem delu disertacije uvode se novi mexovi-
ti INAR modeli prvog i drugog reda, kao i Ƭihovo uopxteƬe p-tog
reda. Egzistencija, jedinstvenost, stacionarnost i ergodiqnost
procesa su dokazani. Korelaciona i regresiona svojstva modela
se izvode, kao i statistike za oceƬivaƬe nepoznatih parameta-
ra. Originalnost ovih modela se ogleda u mexovitoj primeni
binomnog tininga za modeliraƬe pasivne zavisnosti elemenata
serije i negativnog binomnog tininga za predstavƩaƬe korelira-
nosti elemenata, zasnovane na generisaƬu jednih sluqajnih doga-
�aja od strane drugih. Prema tome, Ƭihova svrha je u opisivaƬu
sloжenih podataka sa vixeslojnom zavisnox�u, xto je i demon-
strirano primenom ovih modela nad podacima o broju poqiƬenih
kriviqnih dela periodiqno kroz vreme.

Srdaqno se zahvaƩujem svom mentoru, dr Miroslavu M. Ris-
ti�u, vanrednom profesoru Prirodno-matematiqkog fakulteta u
Nixu na posve�enom vremenu, izuzetnom strpƩeƬu, kao i savetima
i nesebiqnoj pomo�i u pripremi ove disertacije.

ZahvaƩujem se i profesorki, dr BiƩani Q. Popovi�, redovnom
profesoru Prirodno-matematiqkog fakulteta u Nixu na koris-
nim sugestijama koje su znaqajno unapredile disertaciju.
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Glava 1

INAR modeli

Dok je binomni tining operator sa jedne strane preovladavao
u konstruisaƬu modela veoma efikasne primene, sa druge strane
bilo je pokuxaja uopxtavaƬa samog tining operatora. Stoga,
u prvom odeƩku ove glave predstavƩamo F -INAR model reda 1
definisan od strane Aly-a i Bouzara-a (1994, 2005). Znaqaj ovog
modela je pre svega u opxtavaƬu tining operatora, ali i for-
mulisaƬu opxtih definicija i tvr�eƬa sa velikim potencijalom
konkretnih primenƩivih interpretacija. Na primer, procesi sa
binomnim tiningom su verovatno najznaqajniji specijalan sluqaj
ove uopxtene klase INAR procesa. Me�utim, sasvim prirodno,
s obzirom na nivo uopxteƬa, slabost samih F -INAR modela je u
nedovoƩnoj karakterizaciji procedura za oceƬivaƬe nepoznatih
parametara modela kao i u neprimenƩivosti na konkretne serije
podataka.

U drugom odeƩku ove glave predstavƩamo najznaqajnije rezul-
tate koji se tiqu INAR modela sa binomnim tining operatorom.
Ovaj operator su uveli Steutel i van Harn (1979), sa ciƩem defi-
nisaƬa diskretnog sluqaja samodekompozabilnosti. Budu�i da
su zasnovani na brojaqkom nizu Bernulijevih sluqajnih promen-
Ʃivih, ovi modeli su veoma pogodni za predstavƩaƬe razliqi-
tih vrsta brojaqkih procesa, pri qemu u svakom trenutku u pos-
matranu populaciju mogu da pristignu novi elementi, ali i po-
stoje�i da isqeznu iz Ƭe. Zbog razliqite prirode posmatranih
obeleжja, razmatra�emo modele sa razliqitim marginalnim ras-
podelama.
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Sadrжaj ove glave je u velikoj meri obuhva�en magistarskom
tezom Nastić (2008), tako da su dokazi ovde ponovƩenih tvr�eƬa
izostavƩeni.
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1.1 Modeli sa uopxtenim tiningom.

F -INAR(1) modeli

INAR(1) model sa binomnim tiningom koji su uveli McKenzie
(1985) i Al-Osh i Alzaid (1987), uopxtili su Aly i Bouzar (1994,
2005) primenom generalisanog ”◦F ” tining operatora, koji su kon-
struisali van Harn, Steutel i Vervaat (1982) za potrebe definisaƬa
diskretne F -samodekompozabilnosti. Na taj naqin su uvedeni F -
INAR procesi.

Za proizvoƩnu raspodelu {pn, n ≥ 0}, na nulom proxirenom
skupu prirodnih brojeva N0, definiximo funkciju generatrise

verovatno�e Φ(s) =
+∞
∑

n=0

pnsn, |s| ≤ 1. Sa F oznaqimo polugrupu

funkcija generatrisa verovatno�e (F, ◦) = {Ft, t ≥ 0}, takvih da je
Ft 6≡ 1, δF = − ln F ′

1(1) > 0 i za koje su zadovoƩeni uslovi:

lim
t→0

Ft(s) = s, lim
t→∞

Ft(s) = 1. (1.1.1)

Operator polugrupe ”◦” je definisan sa Fr ◦Ft(s) = Fr+t(s), r, t ≥ 0,
|s| ≤ 1.

Definicija 1.1.1 (Aly, Bouzar, 2005) Neka je X nenegativna celo-
brojna sluqajna promenƩiva i α ∈ (0, 1). Generalisani operator ”◦F ”
definixe se kao

α ◦F X =
X
∑

i=1

Yi, (1.1.2)

gde je {Yi, i ≥ 1} niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih pro-
menƩivih, nezavisnih od X, sa funkcijom generatrise verovatno�e
Ft, t = − ln α, koja ispuƬava uslove (1.1.1).

Operator ”◦F” se moжe dodefinisati sa 0 ◦F X = 0 i 1 ◦F X = X.
DaƩe, pomo�u prethodno uvedenog operatora definixemo odgo-
varaju�i proces.

Definicija 1.1.2 (Aly, Bouzar, 2005) Niz sluqajnih promenƩivih
{Xn, n ∈ Z} nazivamo F -INAR(1) procesom ako zadovoƩava jednaqinu

Xn = α ◦F Xn−1 + εn, (1.1.3)
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gde je α ∈ [0, 1], {εn} je niz nezavisnih jednako raspodeƩenih nene-
gativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih, nezavisnih od Xm, za
m < n, sa oqekivaƬem µε i konaqnom disperzijom σ2

ε . Sluqajna pro-
menƩiva Yi je nezavisna od εn i Xn za svako n i svako i.

Na osnovu prethodne definicije se direktno utvr�uje da je F -
INAR(1) proces lanac Markova, kao i da je

ΦXn
= ΦXn−1(Ft(s))Φεn

(s), (1.1.4)

gde je t = − ln α, a ΦXn
(s) i Φεn

(s) su funkcije generatrise verovat-
no�a sluqajnih promenƩivih Xn i εn, respektivno. Aly i Bouzar
(2005) su rekurentnom primenom prethodne jednakosti zakƩuqili
da je

Xn
d
= αk ◦F Xn−k +

k−1
∑

i=0

αi ◦F εn−i, (1.1.5)

za n ∈ Z i k ≥ 1. Zatim, za k → ∞ dobili su MA(∞) reprezenta-
ciju u raspodeli

Xn
d
=

∞
∑

i=0

αi ◦F εn−i, (1.1.6)

za neko α ∈ (0, 1) i n ∈ Z. Na osnovu prethodne relacije imamo da
su sluqajne promenƩive F -INAR(1) procesa jednako raspodeƩene.

O egzistenciji F -INAR procesa prvog reda govori slede�a veo-
ma vaжna teorema.

Teorema 1.1.1 (Latour, 1998) Za dato α ∈ (0, 1) i niz {εn} nezavis-
nih jednako raspodeƩenih nenegativnih celobrojnih sluqajnih pro-
menƩivih sa oqekivaƬem µε i konaqnom disperzijom σ2

ε , postoji sla-
bo stacionaran F -INAR(1) proces {Xn}, za koji vaжi

Xn = α ◦F Xn−1 + εn,

tako da je Cov(Xm, εn) = 0, za m < n.

S obzirom da je jednako raspodeƩen INAR proces strogo staciona-
ran, na osnovu prethodne teoreme na daƩe moжemo pretpostaviti
i egzistenciju strogo stacionarnih F -INAR(1) procesa. Poxto su
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Du i Li (1991) pokazali da je svaki potpuno uopxteni strogo sta-
cionarni nenegativni celobrojni autoregresivni proces reda 1
ergodiqan, onda je oqigledno da je i F -INAR(1) proces ergodiqan.

Govore�i o konstruisaƬu uopxtenog ”◦F” operatora uveden je
i pojam F -samodekompozabilnosti.

Definicija 1.1.3 (Aly, Bouzar, 2005) Za raspodelu na skupu N0, sa
funkcijom generatrise verovatno�e Φ(s), kaжemo da je F -samode-
kompozabilna, ako za svako t > 0, postoji neka funkcija generatrise
verovatno�e Φt(s) takva da je

Φ(s) = Φ(Ft(s))Φt(s), |s| ≤ 1. (1.1.7)

S obzirom da su Alzaid i Al-Osh (1988) pokazali da kod INAR(1)
procesa sa E(ε) < ∞ postoji lim

n→∞
ΦXn

(s), u mogu�nosti smo da de-

taƩnije opixemo vezu izme�u marginalne raspodele F -INAR(1)
procesa i F -samodekompozabilne raspodele. Naime, kada pus-
timo da n → ∞ u (1.1.4), dobijamo da je ΦX(s) = ΦX(Ft(s))Φε(s)
za neko konkretno α definisano relacijom t = − ln α i sluqajnu

promenƩivu X, takvu da je Xn
d→ X. Odavde vidimo da je graniqna

raspodela marginalne raspodele F -INAR(1) procesa ”skoro” F -
samodekompozabilna. Naime, ona zadovoƩava relaciju (1.1.7), ali
ne za svako α ∈ (0, 1), xto je uslov Definicije 1.1.3, ve� za jedno,
konkretno α. Tako�e, iz (1.1.4) i jednake raspodeƩenosti promen-
Ʃivih F -INAR(1) procesa, sledi da je i sama marginalna raspode-
la ”skoro” F -samodekompozabilna. Sa druge strane Aly i Bouzar
su pokazali slede�e tvr�eƬe.

Teorema 1.1.2 (Aly, Bouzar, 2005) Neka je F (x) F -samodekompoza-
bilna raspodela. Za svako α ∈ (0, 1) postoji strogo stacionaran
F -INAR(1) proces sa marginalnom raspodelom F (x).

Stoga, svaka F -samodekompozabilna raspodela moжe se pojaviti
kao marginalna raspodela nekog F -INAR(1) procesa, dok obrat
ne vaжi. ZahvaƩuju�i tome kandidati za marginalne raspodele
najqex�e se traжe me�u F -samodekompozabilnim raspodelama.

Konaqno, analizu ovih procesa zaokruжujemo jednom veoma vaж-
nom osobinom.
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Definicija 1.1.4 (Aly, Bouzar, 2005) Za sluqajni proces {Xn}, ka-
жemo da je vremenski reverzibilan (invarijantan), ako za svako n ∈
Z i k ≥ 0, (k + 1)-torke (Xn, Xn+1, . . . , Xn+k) i (Xn+k, Xn+k−1, . . . , Xn)
imaju jednake zajedniqke raspodele.

ZahvaƩuju�i qiƬenici da je F -INAR(1) proces lanac Markova,
da bismo potvrdili Ƭegovu vremensku reverzibilnost, dovoƩno
je utvrditi da za svako n ∈ Z, (Xn−1, Xn) i (Xn, Xn−1) imaju jednake
raspodele. O ovome govori slede�a teorema.

Teorema 1.1.3 (Nastić, 2008) F -INAR(1) proces je vremenski rever-
zibilan ako je

ΦXn,Xn−1(s1, s2) = ΦXn,Xn−1(s2, s1).

Na osnovu sadrжaja ovog odeƩka moжe se uoqiti sliqnost iz-
me�u standardnih autoregresivnih procesa i uopxtenih F -INAR
procesa i to kako u formi odgovaraju�ih modela, tako i u domenu
stacinarnosti i korelacionoj strukturi. Ovo upu�uje na pokuxaj
primena metoda, karakteristiqnih za standardne AR modele i u
sluqaju INAR modela.
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1.2 INAR modeli sa binomnim tiningom

U prvom delu ovog odeƩka predstavi�emo osobine binomnog
tining operatora kao i statistiqka svojstva ove vrste autoregre-
sivnih procesa prvog reda na primeru dva hronoloxki fundamen-
talna INAR(1) procesa sa Puasonovom i geometrijskom marginal-
nom raspodelom. Kao xto je pomenuto ranije, binomni tining
je najqex�e korix�eni operator koji je zasnovan na Bernuli-
jevom brojaqkom nizu nezavisnih sluqajnih promenƩivih. Me-
�utim, postoje i INAR procesi generisani drugim tining opera-
torima nastalim izvesnim modifikacijama binomnog tininga, ali
tako�e zasnovanim na Bernulijevom brojaqkom nizu. S obzirom da
to nije predmet disertacije, neki od ovih procesa �e biti samo
ukratko predstavƩeni.

U drugom delu ovog odeƩka, uvo�eƬem odgovaraju�eg matriqnog
aparata, predstavƩamo osnovna svojstva INAR modela reda p sa
uopxtenom marginalnom raspodelom. Upoznajemo se tako�e sa
neparametarskim metodama za oceƬivaƬe nepoznatih parametara
modela.

1.2.1 Modeli prvog reda

Koriste�i pristup Al-Osh-a i Alzaid-a (1987), ovde najpre upo-
znajemo nenegativni celobrojni autoregresivni proces prvog reda
(INAR(1)) sa uopxtenom marginalnom raspodelom, generisan bi-

nomnim tining operatorom ”α◦”, gde je α ◦X =
X
∑

i=1

Yi. Niz nezavis-

nih sluqajnih promenƩivih {Yi}, pomo�u koga se definixe odgo-
varaju�i tining operator, nazivamo brojaqkim nizom.

Definicija 1.2.1 (Al-Osh, Alzaid, 1987) INAR(1) proces je niz slu-
qajnih promenƩivih {Xn} koji zadovoƩava jednaqinu

Xn = α ◦ Xn−1 + εn, n ∈ Z, (1.2.1)

gde je α ∈ (0, 1), a {εn} je inovacioni niz nezavisnih jednako raspo-
deƩenih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih, takvih
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da su Xm i εn nezavisne za m < n. {Yi} je brojaqki niz nezavisnih
sluqajnih promenƩivih sa Bernulijevom raspodelom P (Yi = 1) = 1 −
P (Yi = 0) = α.

S obzirom da se naziv tining operatora dobija na osnovu raspode-
le sluqajne promenƩive α◦X|X, ovaj proces je generisan binomnim
tining operatorom ”α◦”.

Primena ovako definisanog modela odgovara slede�oj, veoma
qestoj interpretaciji. Vrednost sluqajne promenƩive Xn oznaqa-
va broj opstalih elemenata nekog sistema u trenutku n, parametar
α odgovara verovatno�i opstanka svakog pojedinaqnog elementa,
dok εn predstavƩa broj novopridoxlih elemenata u sistem u pe-
riodu [n − 1, n).

Posmatraju�i generalisani ”◦F” operator, lako se proverava
da u sluqaju Bernulijeve raspodele Ƭegovog brojaqkog niza {Yi}
odgovaraju�a funkcija generatrise verovatno�e je oblika Ft(s) =
1 − α + αs, gde je t = − ln α. Budu�i da ona zadovoƩava neophodne
uslove (1.1.1), sledi da je INAR(1) model sa binomnim tiningom
samo specijalan sluqaj F -INAR(1) modela. Stoga, svi rezultati
prethodnog odeƩka vaжe i ovde. Tako�e, oslaƬaju�i se na osobine
F -INAR(1) procesa, neposredno sledi i slede�a posledica.

Posledica 1.2.1 Neka je dat INAR(1) proces i neka je |s| < 1. Tada
je

ΦX(s) = ΦX(1 − α + αs)Φε(s), (1.2.2)

gde α odre�uje Bernulijevu raspodelu odgovaraju�eg brojaqkog procesa,

a X je sluqajna promenƩiva takva da Xn
d→ X.

Osobine binomnog tining operatora:

1. 0 ◦ X
s.i.
= 0.

2. 1 ◦ X
s.i.
= X.

3. α ◦ (β ◦ X) = (αβ) ◦ X, α, β ∈ (0, 1), gde su brojaqki nizovi
tining operatora ”α ◦ ” i ”β ◦ ” nezavisni.

4. E(α ◦ X) = αE(X), α ∈ (0, 1).
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5. E(α ◦ X)2 = α2E(X2) + α(1 − α)E(X), α ∈ (0, 1).

6. E(α ◦ X)3 = α3E(X3) + 3α2(1 − α)E(X2) + α(1 − α)(1 − 2α)E(X),
α ∈ (0, 1).

7. E(X(α ◦ Y )) = αE(XY ), α ∈ (0, 1), gde je brojaqki niz tining
operatora ”α ◦ ” nezavisan od sluqajne promenƩive X.

8. E
(

X(α ◦ Y )2) = α2E(XY 2) + α(1 − α)E(XY ), α ∈ (0, 1), gde je
brojaqki niz tining operatora ”α ◦ ” nezavisan od sluqajne
promenƩive X.

9. E((α ◦ X)(β ◦ Y )) = αβE(XY ), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi me�usobno nezavisni i nezavisni od X i Y , respek-
tivno.

10. E((α ◦ X)2(β ◦ Y )) = α2βE(X2Y ) + α(1− α)βE(XY ), ako su odgo-
varaju�i brojaqki nizovi me�usobno nezavisni i nezavisni
od X i Y , respektivno.

11. E(XY (β ◦Z)) = βE(XY Z), β ∈ (0, 1), gde je brojaqki niz tining
operatora ”β ◦ ” nezavisan od sluqajnih promenƩivih X i Y .

12. E(X(β ◦Y )(γ ◦Z)) = βγE(XY Z), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi ”β ◦ ” i ”γ ◦ ” tining operatora me�usobno nezavisni
i nezavisni od X, Y i Z.

13. E((α ◦ X)(β ◦ Y )(γ ◦ Z)) = αβγE(XY Z), ako su odgovaraju�i
brojaqki nizovi me�usobno nezavisni i nezavisni od X, Y i
Z.

14. α ◦ (X + Y )
d
= α ◦ X + α ◦ Y , α ∈ (0, 1).

15. Cov(X, α ◦ Y ) = αCov(X, Y ), α ∈ (0, 1), gde je tining operator
”α ◦ ” nezavisan od sluqajne promenƩive X.

16. E(α ◦ X|X) = αX, α ∈ (0, 1).

17. E ((α ◦ X)2|X) = α2X2 + α(1 − α)X, α ∈ (0, 1).
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Silva i Oliveira (2004) dokazali su ve�inu ovih osobina tining ope-
ratora, dok su posledƬe dve izvedene u Nastić (2008).

Korelaciona struktura procesa

Polaze�i od Definicije 1.2.1 INAR(1) procesa i koriste�i
osobine binomnog tining operatora, direktnim izraqunavaƬem
dobijamo relacije izme�u matematiqkog oqekivaƬa i disperzije
marginalne raspodele i raspodele inovacionog procesa. Tako na
osnovu osobine 4 je E(Xn) = αE(Xn−1) + µε, a odatle na osnovu
jednake raspodeƩenosti sluqajnih promenƩivih INAR(1) procesa
dobijamo da je

µ = E(X) =
µε

1 − α
, α 6= 1. (1.2.3)

Tako�e, na osnovu osobine 5, dobijamo da je

V ar(Xn) = α2V ar(Xn−1) + α(1 − α)E(Xn−1) + σ2
ε ,

odakle je

V ar(X) =
αµε + σ2

ε

1 − α2
, α 6= 1. (1.2.4)

Na osnovu reprezentacije (1.1.5), Definicije 1.2.1 i osobine
15 izvodimo autokovarijansnu funkciju reda k,

γ(k) = Cov(Xn−k, Xn) = Cov(Xn−k, α
k ◦ Xn−k) +

k−1
∑

i=0

αiCov(Xn−k, εn−i)

= αkV ar(Xn−k).

Odavde dobijamo da je

γ(k) = αkγ(0), k ≥ 0, (1.2.5)

kao i da je autokorelaciona funkcija reda k oblika

ρ(k) = αk, k ≥ 0. (1.2.6)

Eksponencijalni karakter prethodne dve funkcije opravdava is-
ticanu povezanost i sliqnost INAR(1) i standardnih AR(1) pro-
cesa.
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Uslovne statistiqke veliqine

Primenom matematiqke indukcije i osobine 4, a polaze�i od
E(Xn+1|Xn) = αXn + µε, izvo�eƬem kao u Nastić (2008) dobijamo da
je

E(Xn+k|Xn) = αkXn + µε

(

1 − αk

1 − α

)

, (1.2.7)

odakle direktno sledi da E(Xn+k|Xn) → E(X), kada k → ∞.
Sa druge strane uslovnu disperziju za k-koraka izraqunavamo

pomo�u

V ar(Xn+k|Xn) = E(X2
n+k|Xn) − (E(Xn+k|Xn))2 , (1.2.8)

tako da ostaje da se izvede prvi qlan prethodne jednakosti. Tako�e
izvo�eƬem kao u Nastić (2008), polaze�i od E(X2

n+1|Xn) = α2X2
n +

αXn(1−α+2µε)+µ2
ε +σ2

ε , primenom matematiqke indukcije dobijamo

E(X2
n+k|Xn) = α2kX2

n + αk 1 − αk

1 − α
Xn(1 − α + 2µε)

+ µε(1 − α)
1

2

(

(

1 − αk

1 − α

)2

− 1 − α2k

1 − α2

)

+ µ2
ε

(

1 − αk

1 − α

)2

+ σ2
ε

1 − α2k

1 − α2
.

Zamenom prethodnog i (1.2.7) u (1.2.8), dobijamo

V ar(Xn+k|Xn) = αk(1 − αk)Xn + µε
α(1 − αk)(1 − αk−1)

1 − α2
+ σ2

ε

1 − α2k

1 − α2
. (1.2.9)

Odavde lako proveramo da vaжi lim
k→∞

V ar(Xn+k|Xn) = V ar(X).

Veoma jednostavno se moжe izvesti i uslovna funkcija generat-
rise verovatno�e za k koraka. Najpre, za k = 1 neposrednim izvo-
�eƬem kao u Nastić (2008), dobijamo ΦXn+1|Xn

(s) = Φεn+1(s) (ΦY (s))Xn.

Odavde, uvo�eƬem oznaka Φ
(0)
Y (s) = s i Φ

(k)
Y (s) = ΦY

(

Φ
(k−1)
Y (s)

)

, za

k ≥ 1 i primenom matematiqke indukcije, dobija se

ΦXn+k |Xn
(s) =

k−1
∏

i=0

Φεn+k−i

(

Φ
(i)
Y (s)

)(

Φ
(k)
Y (s)

)Xn

. (1.2.10)
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Znaqaj ove funkcije je u alternativnom, veoma efikasnom metodu
za izvo�eƬe regresije i uslovne disperzije procesa, primenom
poznate veze ime�u momenata sluqajne promenƩive i vrednosti
izvoda odgovaraju�eg reda funkcije generatrise verovatno�e u 1.

Za razliku od korelacione strukture, kada govorimo o uslov-
nim statistiqkim veliqinama prime�ujemo bitnu razliku ovih
procesa u odnosu na standardne AR modele. Naime, kod stan-
dardnih AR procesa regresija je tako�e linearna funkcija slu-
qajne promenƩive, ali je uslovna disperzija konstantna, dok kod
INAR(1) procesa to nije sluqaj.

Puasonov INAR(1) model

Puasonov INAR proces reda 1 (PoINAR(1)) je jedan od prvih
prouqavanih nenegativnih celobrojnih autoregresivnih procesa,
koji je i do danas najqex�e primeƬivan u realnim situacijama.
On se moжe uvesti Definicijom 1.2.1, pri qemu je inovacioni
proces {εn} sa Puasonovom P(λ) raspodelom. Na osnovu Posledice
1.2.1 i qiƬenice da je funkcija generatrise verovatno�e inova-
cionog procesa data sa Φε(s) = eλ(s−1), direktnom proverom do-

bija se da je ΦX(s) = e
λ

1−α
(s−1), odnosno da je marginalna raspodela

tako�e sa Puasonovom P
(

λ
1−α

)

raspodelom. Puasonova raspodela u
sluqaju INAR(1) procesa ima ulogu sliqnu Gausovoj raspodeli kod
standardnih AR(1) procesa. Naime, kao xto AR(1) model trans-
formixe nezavisne sluqajne promenƩive sa Gausovom raspodelom
u zavisne sa istom raspodelom, to isto radi i PoINAR(1) model
samo sa Puasonovom raspodelom.

Osobine modela

S obzirom da se radi o lancu Markova, da bismo odredili
raspodelu za (Xn, Xn−1), kao i zajedniqke raspodele vektora sa
3 i vixe uzastopnih qlanova procesa, dovoƩno je odrediti ma-
tricu verovatno�a prelaza. Kao u Nastić (2008), kako εn ima P(λ)
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raspodelu, a
i
∑

l=1

Yl, i > 0 raspodelu B(i, α), to je

p(i, j) = P (Xn = j|Xn−1 = i) = P

(

i
∑

l=1

Yl + εn = j

)

=

min{i,j}
∑

k=0

(

i

k

)

αk(1 − α)i−ke−λ λj−k

(j − k)!
.

Odavde je

P (Xn = j, Xn−1 = i) = e−
λ(2−α)

1−α λi+j

min{i,j}
∑

k=0

(

α

λ(1 − α)

)k
1

k!(i − k)!(j − k)!
,

iz qega sledi P (Xn = j, Xn−1 = i) = P (Xn = i, Xn−1 = j). Stoga, na
osnovu Teoreme 1.1.3, PoINAR(1) je vremenski reverzibilan pro-
ces.

Iz (Xn−1, Xn)
d
= (Xn, Xn−1) sledi da je E(Xn|Xn−1) = E(Xn−1|Xn)

i V ar(Xn|Xn−1) = V ar(Xn−1|Xn), odnosno vaжi da je regresija una-
zad linearna funkcija. Ova osobina je karakteristiqna samo za
Puasonov nenegativni celobrojni proces, o qemu govori slede�a
teorema.

Teorema 1.2.1 (Alzaid, Al-Osh, 1988) Puasonov INAR(1) proces je
jedini strogo stacionaran INAR(1) proces sa konaqnom disperzijom
kod koga je regresija unazad linearna.

OceƬivaƬe parametara PoINAR(1) modela

Polaze�i od sluqajnog uzorka X1, X2, . . . , XN , predstavi�emo
neke metode za oceƬivaƬe nepoznatih parametara Puasonovog IN-
AR(1) modela. Od neparametarskih upozna�emo metod momenata i
metod uslovnih najmaƬih kvadrata.

Yule-Walker-ova (YW) ocena parametra α se dobija iz jednakosti
ρ(1) = α, odakle je

α̂yw =

N−1
∑

n=1

(

Xn − X
) (

Xn+1 − X
)

N
∑

n=1

(

Xn − X
)2

, (1.2.11)
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gde je X uzoraqka sredina. Tako�e, Al-Osh i Alzaid su 1987. go-
dine, u svom fundamentalnom radu, ovim metodom ocenili para-
metar λ, polaze�i od qiƬenice da je E(εn) = λ. Me�utim, zbog
nemogu�nosti opserviraƬa xuma, Ƭegove vrednosti su oceƬene
matematiqkim oqekivaƬem koje figurixe u obrascu linearne reg-

resije E(Xn|Xn−1) = αXn−1 + µε, za µε = ε̂n, odakle je Ê(Xn|Xn−1) =
α̂Xn−1 + ε̂n. S obzirom da se Ê(Xn|Xn−1) moжe aproksimirati po-
mo�u Xn, tada je konaqno

λ̂yw =
1

N − 1

N
∑

n=2

(Xn − α̂Xn−1).

Uoqimo da bi drugi naqin za ocenu ovog parametra bio mogu�
pomo�u λ̂′

yw = (1 − α̂)X, poxto je µε = (1 − α)µ.
Nepoznate parametre PoINAR(1) modela su prvi ocenili me-

todom uslovnih najmaƬih kvadrata (CLS) Al-Osh i Alzaid (1987).
Klimko i Nelson (1978) su uveli ovaj metod koji se zasniva na min-
imiziraƬu sume kvadrata odstupaƬa procesa od Ƭegovog uslovnog
matematiqkog oqekivaƬa. Me�utim, za razliku od standardnih
AR(1) modela, kod INAR(1) modela uslovno oqekivaƬe je i daƩe
sluqajna promenƩiva. Stoga, odgovaraju�a suma kvadrata odstu-

paƬa je oblika QN(α, λ) =
N
∑

n=2

(Xn −αXn−1 − λ)2, qijim minimizira-

Ƭem dobijamo ocene

α̂cls =

N
∑

n=2

XnXn−1 − 1
N−1

N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

N
∑

n=2

X2
n−1 − 1

N−1

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

λ̂cls =
1

N − 1

(

N
∑

n=2

Xn − α̂cls

N
∑

n=2

Xn−1

)

.

Kako bismo bliжe upoznali osobine ovih ocena neophodno je na-
vesti slede�e dve veoma vaжne teoreme.

Teorema 1.2.2 (Tjøstheim, 1986, T.3.1) Neka je β = (β1, . . . , βp) vek-
tor nepoznatih parametara d-dimenzionalnog strogo stacionarnog
ergodiqnog procesa {Xn} sa konaqnim drugim momentom, takvog da
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je funkcija g(β, Fn) skoro sigurno tri puta neprekidno diferenci-
jabilna na nekom otvorenom skupu koji sadrжi stvarni parametar
β0, gde je g(β, Fn) = E(Xn|Fn−1), a Fn = F(X1, X2, . . . , Xn) je σ-algebra
generisana sa X1, X2, . . . , Xn. Xta vixe, neka su zadovoƩeni uslovi:

C1. E

(

∣

∣

∣

∂g
∂βi

∣

∣

∣

2
)

< ∞, za i ∈ {1, 2, . . . , p},

E

(

∣

∣

∣

∂2g
∂βi∂βj

∣

∣

∣

2
)

< ∞, za i, j ∈ {1, 2, . . . , p}.

C2. Linearna nezavisnost u sredƬe-kvadratnom smislu vektora ∂g
∂βi

,

gde je i ∈ {1, 2, . . . , p}.

C3. Postoje funkcije Gijk
n−1(X1, X2, . . . , Xn−1) i H ijk

n (X1, X2, . . . , Xn) ta-
kve da je:
∣

∣

∣

∂g
∂βi

∂2g
∂βj∂βk

∣

∣

∣
≤ Gijk

n−1, E
(

Gijk
n−1

)

< ∞,
∣

∣

∣
(Xn − g(Xn−1))

∂3g
∂βi∂βj∂βk

∣

∣

∣
≤ H ijk

n , E
(

H ijk
n

)

< ∞,

za i, j, k ∈ {1, 2, . . . , p}.

Tada postoji niz ocena {βN} koji minimizira sumu kvadrata odstu-

paƬa QN(β), takav da βN

s.i.→ β0, N → ∞.

Teorema 1.2.3 (Tjøstheim, 1986, T.3.2) Pretpostavimo da su za-
dovoƩeni uslovi Teoreme 1.2.2 i neka vaжi:

a) Postoji m, takvo da je za n ≥ m + 1,

E
(

Xn|FX
n−1

) s.i.
= E

(

Xn|FX
n−1(m)

)

.

b) Postoji m, takvo da je za n ≥ m + 1,

fn|n−1

def.
= E

(

(Xn − E(Xn|Xn−1))
2|FX

n−1

)

=

= E
(

(Xn − E(Xn|Xn−1))
2|FX

n−1(m)
)

,

gde je FX
n−1, σ-algebra generisana sa {Xt|t ≤ n−1}, a FX

n−1(m), σ-algebra
generisana sa {Xt|n − m ≤ t ≤ n − 1}. Ako je uz to zadovoƩen i uslov

R ≡ E

[

∂E(Xn|Xn−1)

∂β
(β0)fn|n−1

∂E(Xn|Xn−1)

∂β
(β0)

T
]

< ∞,
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tada za niz ocena iz Teoreme 1.2.2 vaжi da je

N1/2
(

β̂
n

cls − β0

)

d−→ N
(

0, U−1RU−1
)

,

gde je U =
[

E
(

∂E(Xn|Xn−1)
∂βi

∂E(Xn|Xn−1)
∂βj

)]

(p+1)×(p+1)
, i, j ∈ {1, 2, . . . , p}, a

”
d−→ ” je oznaka knvergencije u raspodeli.

Za proces se trivijalno proverava da zadovoƩava uslove Teo-

reme 1.2.2, na osnovu koje sledi da niz ocena
(

α̂cls, λ̂cls

)

skoro

izvesno konvergira ka (α, λ). Ovo dokazuje strogu postojanost
CLS ocena. NastavƩaju�i daƩe asimptotsku karakterizaciju ovih
ocena, koristimo Teoremu 1.2.3. S obzirom da se direktnom pro-
verom utvr�uje da se i ona moжe primeniti, na osnovu Ƭe imamo
da je odgovaraju�i niz ocena asimptotski normalno raspodeƩen,
odnosno

N
1
2

[

α̂cls − α

λ̂cls − λ

]

d−→ N
(

[

0
0

]

,

[

λ(1−α2)+α(α−1)2

λ
−λ(1 + α)

−λ(1 + α) λ2(α+1)+λ(1−α)
1−α

])

.

Govore�i o osobinama Yule-Walker-ovih ocena, kao u Nastić (2008)
uslovi

N
1
2

(

α̂N
yw − α̂N

cls

)

= o(1), sa verovatno�om 1,

N
1
2

(

λ̂N
yw − λ̂N

cls

)

= o(1), sa verovatno�om 1,
(1.2.12)

se direktno proveravaju. Iz ovih uslova i stroge postojanosti
CLS ocena direktno sledi stroga postojanost YW ocena. Tako�e,
oni su dovoƩni za primenu slede�e teoreme.

Teorema 1.2.4 (Brockwell, Davis, 1987, T. 6.3.3) Ako su {Xn} i
{Yn} dva niza sluqajnih vektora, takvi da je Xn − Yn = op(1) i

Xn

d→ X, tada i Yn

d→ X.

Na osnovu ove teoreme zakƩuqujemo da ocene dobijene metodom
momenata imaju tako�e asimptotski normalnu raspodelu i to bax
istu kao CLS ocene.

Sa druge strane, parametarska metoda koju �emo koristiti za
oceƬivaƬe nepoznatih parametara modela, a koja je zasnovana na
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informacijama o raspodeli procesa i Ƭegovog xuma, je metod
uslovne maksimalne verodostojnosti (CML). Naime, zbog jednos-
tavnosti pretpostavƩamo da je x1 nama poznata realizacija slu-
qajne promenƩive X1. Stoga, radi oceƬivaƬa parametara α i λ,
maksimiziramo funkciju verodostojnosti oblika:

L(x, α, λ) =

N
∏

n=2

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1),

gde je P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) =
min{xn−1,xn}

∑

i=0

(

xn−1

i

)

αi(1 − α)xn−1−i e−λλxn−i

(xn−i)!
.

Primetimo da je analitiqko odre�ivaƬe maksimuma prethodne
funkcije verodostojnosti veoma komplikovano. Stoga, u sluqaju
PoINAR(1), kao i drugih INAR procesa, qesto se pribegava nu-
meriqkim procedurama za maksimiziraƬe, koje su u vidu razliqi-
tih efikasnih funkcija implementirane u mnogim matematiqkim
softverskim paketima.

Geometrijski INAR(1) model

Ovde razmatramo jox jedan fundamentalni nenegativni celo-
brojni autoregresivni proces koji se konstruixe operatorom bi-
nomnog tininga. Req je o nenegativnom procesu prvog reda sa geo-
metrijskom marginalnom raspodelom ili GINAR(1) procesu. Ovaj
proces se moжe uvesti Definicijom 1.2.1, sa datom marginalnom
raspodelom P (Xn = j) = (1 − q)qj, j = 0, 1, 2, . . .

Polaze�i od inicijalne opservacije X0, potrebno je odredi-
ti raspodelu inovacionog niza kako bismo konstruisali defi-
nisani proces. Kako sluqajna promenƩiva Xn ima geometrijsku
raspodelu sa parametrom q, to je Ƭena funkcija generatrise vero-
vatno�e ΦXn

(s) = 1−q
1−qs

. S obzirom da je ΦY (s) = 1−α+αs, dobijamo

Φε(s) =
ΦXn

(s)

ΦXn−1(ΦY (s))
= α + (1 − α)

1 − q

1 − qs
,
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odakle zakƩuqujemo da je

εn
d
=

{

0, s.v. α,
Gn, s.v. 1 − α,

gde Gn ima geometrijsku raspodelu sa parametrom q. Skra�enim
zapisom ”s.v.” oznaqavamo iskaz ”sa verovatno�om”. Tako smo do-
bili da je εn mexavina degenerisane sluqajne promenƩive 0 sa
verovatno�om α i odgovaraju�e geometrijske sluqajne promenƩive
sa verovatno�om 1− α. Stoga se εn moжe definisati sa εn = InGn,
gde In ima Bernulijevu raspodelu sa parametrom 1 − α. Kod GI-
NAR(1) procesa mogla bi se uvesti nova parametrizacija, smenom
q = P

1+P
. Eventualna prednost uvo�eƬa parametra P , gde je P ∈

(0,∞), bi se ogledala u kra�em i jednostavnijem zapisivaƬu mno-
gih statistiqkih veliqina. Stoga, novu parametrizaciju koris-
timo pri oceƬivaƬu nepoznatih parametara modela metodom mo-
menata i uslovnih najmaƬih kvadrata, kada Ƭene pozitivne strane
naroqito dolaze do izraжaja.

Osobine modela

Da bismo odredili zajedniqku raspodelu sluqajnih promen-
Ʃivih GINAR procesa, kao i ranije, dovoƩno je odrediti ma-
tricu verovatno�a prelaza. Uz izvo�eƬe kao u Nastić (2008) vaжi

slede�e. S obzirom da je P

(

i
∑

l=1

Yl = j

)

=
(

i
j

)

αj(1−α)i−jI(i ≥ j) i da

vaжi P

(

i
∑

l=1

Yl + Gn = j

)

=
min{i,j}
∑

k=0

(

i
k

)

αk(1−α)i−k(1− q)qj−k i poxto se

element matrice verovatno�a prelaza dobija kao p(i, j) = P (Xn =

j|Xn−1 = i) = αP

(

i
∑

l=1

Yl = j

)

+ (1 − α)P

(

i
∑

l=1

Yl + Gn = j

)

, tada je

konaqno

p(i, j) =

(

i

j

)

αj+1(1 − α)i−jI(i ≥ j)+(1−q)

min{i,j}
∑

k=0

(

i

k

)

αk(1 − α)i−k+1qj−k.
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Onda je zajedniqka dvodimenziona raspodela oblika

P (Xn = j, Xn−1 = i) =

(

i

j

)

αj+1(1 − α)i−j(1 − q)qiI(i ≥ j)

+ (1 − q)2

min{i,j}
∑

k=0

(

i

k

)

αk(1 − α)i−k+1qi+j−k.

Vidimo da ona nije simetriqna, xto je bitna razlika u odnosu
na Puasonov proces prvog reda. Tako�e na osnovu Teoreme 1.2.1,
direktno sledi da regresija unazad GINAR(1) procesa nije line-
arna funkcija. To je potvr�eno i izvo�eƬem analitiqkog oblika
same funkcije u Nastić (2008), gde je za x ≥ 1,

E(Xn−1|Xn = x) =
q(1 − α)

1 − q(1 − α)
+

α
(

1 −
(

α
1−q(1−α)

)x)

(1 − q)(1 − α)(1 − q(1 − α))
.

Konaqno, zakƩuqujemo da GINAR(1) proces ima nekoliko ka-
rakteristika po kojima se razlikuje od prethodno predstavƩenog
Puasonovog INAR(1) procesa. Naime, pored asimetriqnosti dvo-
dimenzione raspodele i nelinearnosti regresije unazad postoji
jox jedna osobina specifiqna za geometrijski proces. Ona se
odnosi na ponaxaƬe Ƭegovih realizacija za velike vrednosti pa-
rametra α. Naime, posmatraju�i ovaj proces definisan u obliku:

Xn = α ◦ Xn−1 + InGn, In
d
=

(

0 1
α 1 − α

)

,

vidi se da je za α ∼ 1, In skoro uvek jednako 0, a samo retko s
verovatno�om 1 − α je jednako 1. To praktiqno znaqi da reali-
zacije ovih procesa beleжe retke iznenadne skokove nakon qega
imamo duжe i blago opadaƬe vrednosti.

OceƬivaƬe parametara GINAR(1) modela

Polaze�i od uzorka X1, X2, . . . , XN , postupkom datim u Nastić
(2008), ovde navodimo statistike za oceƬivaƬe nepoznatih para-
metara modela. Kao xto je ranije pomenuto, koristi�emo alter-
nativnu parametrizaciju uvedenu pomo�u smene q = P

1+P
, za P ≥ 0,
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tako da je sada marginalna raspodela procesa geometrijska sa
parametrom P

1+P
.

Poxto je E(Xn) = P i ρ(k) = αk, metodom momenata, na uobiqa-
jen naqin izjednaqavaju�i teorijske i uzoraqke karakteristike
raspodele dobijamo

P̂yw =
1

N

N
∑

n=1

Xn,

α̂yw ≡ γ̂(1)

γ̂(0)
=

N−1
∑

n=1

(

Xn − P̂yw

)(

Xn+1 − P̂yw

)

N
∑

n=1

(

Xn − P̂yw

)2
.

Pristupom, analognim PoINAR(1) procesu, ocene parametara α
i P dobijene metodom uslovnih najmaƬih kvadrata su redom,

α̂cls =

(N − 1)
N
∑

n=2

XnXn−1 −
N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)
N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

P̂cls =

N
∑

n=2

Xn − α̂cls

N
∑

n=2

Xn−1

(1 − α̂cls)(N − 1)
.

Odgovaraju�a ocena parametra q, tradicionalne parametrizacije

se dobija pomo�u q̂ = P̂
1+P̂

.
Asimptotska karakterizacija neparametarskih metoda kao i

postupak dobijaƬa ocena metodom maksimalne verodostojnosti u
potpunosti se poklapaju sa odgovaraju�om analizom Puasonovog
procesa, zbog qega ih ovde ne navodimo.

Neki drugi modeli zasnovani na Bernulijevom
brojaqkom nizu

Nakon prethodno predstavƩenih INAR(1) procesa koji su ute-
meƩili put daƩem razvoju nenegativnih celobrojnih autoregre-
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sivnih modela, ovde �emo kratko pomenuti samo neke od znaqajni-
jih INAR(1) modela koji su nastali kako uopxtavaƬem tako i mo-
difikacijama tining operatora zasnovanog na Bernulijevom bro-
jaqkom nizu.

INAR(1) modeli zasnovani na tiningu oqekivaƬa

Zhu i Joe (2010) su sistematizacijom i uopxtavaƬem postoje�ih
uveli ovu vrstu nenegativnih celobrojnih AR modela. Kako bismo
ih konstruisali najpre uvodimo nekoliko potrebnih pojmova.

Definicija 1.2.2 (Zhu, Joe, 2010) Neka su K i X celobrojne nene-
gativne sluqajne promenƩive. Neka su Ki, i ≥ 1 nezavisne jednako
raspodeƩene replike sluqajne promenƩive K. Operator ”⊙”, za koji

je K ⊙ X
d
=

X
∑

j=1

Kj, nazivamo operatorom spajaƬa ako za funkciju ge-

neratrise verovatno�e sluqajne promenƩive K ⊙ X vaжi

ΦK⊙X(s) = E



E



s

X
∑

j=1
Kj
∣

∣

∣
X







 = E
(

ΦX
K(s)

)

= ΦX(ΦK(s)).

Zatim uvedimo jednu klasu funkcija raspodela nenegativnih ce-
lobrojnih sluqajnih promenƩivih.

Definicija 1.2.3 (Zhu, Joe, 2010) Neka je {F (x, α) : α ∈ [0, 1]} fa-
milija raspodela nenegativne celobrojne sluqajne promenƩive K(α).
Neka je funkcija generatrise verovatno�e sluqajne promenƩive K,
Φk(s; α) = E

(

sK(α)
)

. Tada za familiju raspodela {F (x, α)} kaжemo da
je samogenerixu�a u odnosu na parametar α, ako je

ΦK(ΦK(s; α); α′) = ΦK(s; αα′), za sve α, α′ ∈ [0, 1].

Familija {K(α) : 0 ≤ α ≤ 1} se zove samogenerixu�om familijom
sluqajnih promenƩivih.

Iz prethodne dve definicije sledi da za samogenerixu�e sluqa-

jne promenƩive vaжi K(α) ⊙ K(α′)
d
= K(αα′), za sve α, α′ ∈ [0, 1].

Kako bismo uveli odgovaraju�i nenegativni celobrojni AR pro-
ces, najpre definiximo tining oqekivaƬa, odnosno operator ko-
jim ga konstruixemo.
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Definicija 1.2.4 (Zhu, Joe, 2010) Neka je {K(α), 0 ≤ α ≤ 1} fami-
lija samogenerixu�ih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promen-
Ʃivih sa konaqnim oqekivaƬem. Operator spajaƬa definisan sa

K(α)⊙X =
X
∑

i=1

Ki(α) nad familijom {K(α), 0 ≤ α ≤ 1}, a kao u Defini-

ciji 1.2.2, se naziva tining oqekivaƬa ako je E(K(α)) ≤ 1, za svako
α ∈ [0, 1].

Konaqno smo uveli sve pojmove, potrebne za definisaƬe slede�eg
nenegativnog celobrojnog autoregresivnog procesa.

Definicija 1.2.5 Strogo stacionarni niz sluqajnih promenƩivih
{Xn}, n ∈ N, nazivamo nenegativnim celobrojnim autoregresivnim
procesom sa tiningom oqekivaƬa, ako on zadovoƩava jednaqinu:

Xn = (α)K ⊙ Xn−1 + εn(α), n = 2, 3, . . . , (1.2.13)

gde je (α)K ⊙ X
def
= K(α) ⊙ X i {εn(α)} je inovacioni niz nezavis-

nih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih takvih da je εn(α)
nezavisno od Xm, za m < n i nezavisno od tininga oqekivaƬa.

S obzirom na opxtiji karakter i mogu�nost reprezentovaƬa
obeleжja sa osobinom overdisperzije, odnosno obeleжja qija je
disperzija ve�a od matematiqkog oqekivaƬa, negativna binomna
NB(θ, p) raspodela zadata zakonom raspodele P (Xn = j) =

(

θ+j−1
j

)

×pθ(1−p)j, j = 0, 1, . . . je najqex�i izbor za marginalnu raspodelu
ovih procesa. Sa druge strane, prema raspodeli brojaqkog niza
tining operatora oqekivaƬa, postoje tri tipa ovako uvedenog ne-
gativnog binomnog nenegativnog celobrojnog autoregresivnog pro-
cesa prvog reda (NBINAR(1)):

(I1) Ovde se koristi binomni tining. Naime, K(α) ima Bernuli-
jevu raspodelu sa parametrom α ∈ [0, 1], te je ΦK(s; α) = 1 −
α + αs,

(I2) ΦK(s; α) = (1− α + (α− γ)s)/(1− αγ − (1− α)γs), gde je α ∈ [0, 1],
a γ ∈ (0, 1] je fiksirano. Za γ = 0 ovo se svodi na tip (I1),
dok za γ = 1 funkcija generatrise verovatno�e postaje 1,
degenerixu�i sluqajnu promenƩivu u konstantan broj 0 sa
verovatno�om 1,
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(I3) ΦK(s; α) = δ−1(1+ δ− (1+ δ− δs)α), za α ∈ [0, 1] i δ ≥ 0. Za δ → 0,
ovaj tip se svodi na (I1). Za δ → ∞, odgovaraju�a sluqajna
promenƩiva se svodi na konstantu 0, sa verovatno�om 1.

Ovako uvedena klasa INAR(1) modela pored originalnih dopri-
nosa u modeliraƬu pojedinih nenegativnih celobrojnih nizova,
uopxtila je, a ujedno i sistematizovala neke od postoje�ih ne-
negativnih celobrojnih AR modela. Naime, tip (I1) se svodi na
dobro poznate INAR(1) modele sa binomnim tiningom. Tip (I2)
je ranije uveden nezavisnim pristupom u radovima Zhu-a i Joe-a
(2003) i Aly-a i Bouzar-a (1994). Me�utim, tip (I3) predstavƩa
novi model Zhu-a i Joe-a (2010).

INAR(1) modeli sa sluqajnim koeficijentom

Sa pojavom potrebe modeliraƬa vremenskih nizova sa promen-
Ʃivom verovatno�om opstanka posmatranih jedinki, uvode se i
nenegativni celobrojni autoregresivni procesi sa promenƩivim
koeficijentom. Naime, koeficijent tining operatora postaje slu-
qajna promenƩiva. Na taj naqin dolazimo do pojma promenƩivog
tining operatora.

Definicija 1.2.6 (Zheng, Basawa, Datta, 2007) Neka je X nenegativ-
na celobrojna sluqajna promenƩiva i neka je φ sluqajna promenƩiva
sa vrednostima u [0, 1). Za sluqajnu promenƩivu φ ◦ X kaжemo da je
dobijena tining operatorom promenƩivog koeficijenta, ako je ” ◦ ”
binomni tining operator koji ne zavisi od φ i X.

Ovde �emo posmatrati sluqaj kada φ ima beta B(α, β) raspodelu,

odnosno kada je P (φ = t) = tα−1(1−t)β−1

B(α,β)
, t ∈ (0, 1), gde je B(α, β) =

∫ 1

0
uα−1(1 − u)β−1du, α, β ≥ 0. Direktno iz prethodne definicije

vaжi da φ◦X|X = x ima beta binomnu B(x; α, β) raspodelu, odnosno
da je

P ((φ ◦ X|X = x) = i) =

(

x

i

)

B(α + i, β + x − i)

B(α, β)
.

Na osnovu rezultata iz Joe (1996), poznato je da se negativna
binomna marginalna raspodela, budu�i da pripada klasi raspo-
dela zatvorenoj u odnosu na konvolucioni proizvod, sasvim pri-
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rodno slaжe sa beta binomnim tining operatorom. Zbog toga, ovde
uvodimo slede�i nenegativni celobrojni proces.

Definicija 1.2.7 (Weiß, 2008b) Negativni binomni nenegativni
celobrojni autoregresivni proces prvog reda sa beta binomnim ti-
ningom promenƩivog koeficijenta (NBRCINAR(1)), je niz nenegativ-
nih celobrojnih sluqajnih promenƩivih {Xn}, koji zadovoƩava jed-
naqinu

Xn = φn ◦ Xn−1 + εn, n ∈ N, (1.2.14)

gde Xn ima negativnu binomnu NB(n, p) raspodelu, {εn} je inovacioni
niz nezavisnih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih sa
NB(n(1− ρ), p) raspodelom, {φn} je niz nezavisnih sluqajnih promen-
Ʃivih sa beta B(nρ, n(1 − ρ)) raspodelom, nezavisnih od {εn}, kao i
od {Xm}m<n. Za n i nρ se pretpostavƩa da su nenegativni celi
brojevi, a p je odgovaraju�i parametar verovatno�e.

Budu�i da su Xn i εn sluqajne promenƩive sa negativnom bi-
nomnom raspodelom, na osnovu rezultata iz Joe (1996), direktno
sledi da je i φ◦Xn−1 sluqajna promenƩiva sa negativnom binomnom
raspodelom. Ovo je tako�e posledica definicije INAR procesa i
qiƬenice da negativna binomna raspodela pripada klasi raspo-
dela zatvorenoj u odnosu na konvolucioni proizvod.

Iterativni INAR(1) modeli

Ovaj potpuno originalan pristup uopxtavaƬa binomnog tinin-
ga su izveli Al-Osh i Aly (1992). Naime, kompozicijom dva tining
operatora dobijen je slede�i, u primenama veoma efikasan opera-
tor.

Definicija 1.2.8 (Weiß, 2008b) Neka je X nenegativna celobrojna
sluqajna promenƩiva i α, ρ ∈ (0, 1). Iterativni tining operator
∗α se definixe sa

ρ ∗α X =

(αρ)◦X
∑

i=1

Yi, (1.2.15)

gde je ” ◦ ” binomni tining, {Yi, i ≥ 1} niz nezavisnih sluqajnih
promenƩivih sa geometrijskom Geom

(

α
1+α

)

raspodelom, nezavisnih
od X i (αρ) ◦ X.
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U ovom iterativnom tiningu najpre se izvrxava binomni tining
koji se interpretira izdvajaƬem (αρ) ◦ X od X jedinki, a zatim
se nad tih (αρ) ◦ X opstalih jedinki ponovo obavƩaju me�usobno
nezavisni eksperimenti.

Kao i ranije, definixemo proces, pomo�u novo-uvedenog tining
operatora, koriste�i negativnu binomnu kao marginalnu raspo-
delu.

Definicija 1.2.9 (Weiß, 2008b) Neka su α, ρ ∈ (0, 1), neka X0 ima
NB(n, α(1−ρ)/(1+α(1−ρ))) raspodelu, {εn}n∈N niz nezavisnih sluqa-
jnih promenƩivih sa NB(n, α/(1 + α)) raspodelom. Tada pod nega-
tivnim binomnim iterativnim celobrojnim autoregresivnim pro-
cesom prvog reda (NBIINAR(1)) podrzumevamo niz {Xn, n ≥ 0} neneg-
ativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih, koji zadovoƩava jedna-
qinu

Xn = ρ ∗α Xn−1 + εn, n ≥ 1, (1.2.16)

gde se svi tining operatori primeƬuju nezavisno jedan od drugog i
nezavisno od niza {εn} i gde su εn i Xm nezavisne sluqajne promenƩive
za svako m < n.

Al-Osh i Aly (1992) su pokazali da je marginalna raspodela ovog
procesa upravo NB(n, α(1−ρ)/(1+α(1−ρ))) raspodela koja je, kao i
kod prethodnih procesa, naroqito prikladna za modeliraƬe vre-
menskih nizova kod kojih je disperzija ve�a od oqekivane vred-
nosti.

Kvazi binomni INAR(1) proces sa generalisanom Puasono-
vom marginalnom raspodelom

Ovu vrstu autoregresivnih procesa su uveli i detaƩnije opi-
sali Alzaid i Al-Osh (1993) i tako su ispunili dva veoma vaжna
zadatka modeliraƬa vremenskih nizova. Prvi se tiqe mogu�nosti
primene nad podacima razliqitog odnosa veliqina matematiqkog
oqekivaƬa i disperzije, xto je ostvareno uvo�eƬem generalisane
Puasonove marginalne raspodele GP(λ, θ), zadate zakonom raspo-

dele P (X = x) = λ(λ+xθ)x−1e−λ−xθ

x!
, x = 0, 1, . . . , gde je λ > 0, 0 < θ <

1. Drugi se sastoji u opisivaƬu procesa kod kojih verovatno�a
zadrжavaƬa elemenata nije konstantna (kao xto je sluqaj sa α
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kod binomnog tininga). U te svrhe je upotrebƩen generalisani
tining operator Sn(·), qija je verovatno�a zadrжavaƬa elemenata
linearna funkcija broja ve� zadrжanih elemenata u prethodnom
koraku. Stoga, slede�i rezultate Alzaida-a i Al-Osh-a (1993), ovaj
nenegativni celobrojni autoregresivni proces prvog reda sa ge-
neralisanom Puasonovom marginalnom raspodelom (GPQINAR(1)),
konstruixemo koriste�i niz {εn} nezavisnih sluqajnih promen-
Ʃivih sa generalisanom Puasonovom GP((1 − ρ)λ, θ) raspodelom,
pomo�u rekurentne formule

Xn = Sn(Xn−1) + εn, n = 1, 2, . . . . (1.2.17)

Polaze�i od qiƬenice da Xn ima GP(λ, θ) raspodelu, dobija se da
je {Sn(·) : n = 1, 2, . . .} niz nezavisnih operatora sa kvazi binomnom
QB(x, ρ, θ/λ) raspodelom, gde je

P (Sn(Xn−1 = x) = j) =
ρ(1 − ρ)

(

x
j

) (

ρ + jθ
λ

)j−1 (
1 + ρ + (x − j) θ

λ

)x−j−1

(

1 + xθ
λ

)x−1 ,

za j = 0, 1, . . . , x, gde je ρ ∈ (0, 1), a vrednosti parametara θ i λ
takve da je xθ/λ < min(ρ, 1 − ρ). Tako�e, tining operator Sn(·) i
sluqajna promenƩiva εn su nezavisni od Xm, za svako m < n.

Sliqni rezultati o slagaƬu GP marginalne raspodele sa QB
raspodelom tining operatora se mogu na�i u Joe (1996).

Zbog zavisnosti Sn(·) od odgovaraju�ih parametara, ovaj ope-
rator je u Weiß (2008b) oznaqen sa ”ρθ,λ◦”, gde je i sam GPQINAR(1)
proces definisan sa Xn = ρθ,λ ◦ Xn−1 + εn, n ≥ 1.

1.2.2 Modeli vixeg reda

Kako bi se xto boƩe modelirali nenegativni celobrojni auto-
regresivni procesi sloжenije korelacione strukture, odnosno
procesi i sa znaqajnom zavisnox�u izme�u udaƩenijih elemenata,
nauqnici uvode nenegativne celobrojne autoregresivne modele vi-
xeg reda. Prvi put je to uqiƬeno devedesetih godina proxlog
veka i to na dva naqina. Jedan pristup su koristili nezavisno
jedni od drugih Du i Li (1991) sa jedne strane i Gauthier i La-
tour (1994) sa druge. Drugi su uveli Alzaid i Al-Osh (1990), pret-
postavƩaju�i da je uslovna raspodela vektora (α1∗Xt, α2∗Xt, . . . , αp∗



INAR modeli sa binomnim tiningom 33

Xt|Xt = xt) multinomna raspodela sa parametrima (α1, α2, . . . , αp, xt)
i da je nezavisna od proxlosti procesa. Ovako konstruisan model
je analogon standardnom ARMA(p, p − 1) modelu. Sa druge strane
prvim pristupom uveden je proces qija korelaciona struktura
i mnoga druga svojstva odgovaraju neprekidnom AR(p) procesu.
Prema tome, s obzirom na temu ove disertacije, u ovom delu bliжe
upoznajemo neke od osobina INAR(p) procesa Du-a i Li-ja (1991).

INAR(p) procesi, uvedeni gore pomenutim pristupima, su u
sluqaju p ≥ 2 priliqno kompleksni sa znatno komplikovanijim
aparatom, kako za analizu samih procesa, tako i za primenu u re-
alnim situacijama. Da bi prevazixli ove probleme, Zhu i Joe
(2006) su predloжili novi pristup u konstrukciji INAR(p) mode-
la, prouqavaju�i bliжe sluqaj p = 2, dok ga je Weiß (2008c) daƩe
uopxtio za p > 2. Konstrukcija INAR(p) procesa, zasnovana na
rezultatima Weiß-a, bi�e izvedena u tre�oj glavi ove disertacije,
zbog qega ovde o ovom pristupu uvo�eƬa INAR(p) modela vixe ne�e
biti reqi.

Du i Li (1991) su u svojoj definiciji nenegativnog celobrojnog
AR procesa uopxtili rad Al-Osh-a i Alzaida (1987) na sluqaj INAR
procesa sa p zavisnosti.

Definicija 1.2.10 (Du, Li, 1991) INAR(p) proces je nenegativni ce-
lobrojni sluqajni proces {Xn} u diskretnom vremenu koji predstavƩa
rexeƬe diferencne jednaqine:

Xn = α1 ◦ Xn−1 + α2 ◦ Xn−2 + · · ·+ αp ◦ Xn−p + εn, (1.2.18)

gde je n ∈ Z, εn su nezavisne jednako raspodeƩene nenegativne celo-
brojne sluqajne promenƩive sa oqekivaƬem µε i disperzijom σ2

ε , neza-
visne od svih brojaqkih nizova {Yj,i}, za koje vaжi P (Yj,i = 1) =
1−P (Yj,i = 0) = αj. Brojaqki nizovi su me�usobno nezavisni, a opera-
tor ” ◦ ” je definisan sa:

αj ◦ Xn−j =

Xn−j
∑

i=1

Yj,i, αj ∈ [0, 1], j ∈ {1, 2, . . . , p}.

Slede�a teorema, sliqna odgovaraju�oj teoremi za standardne
AR(p) procese, odre�uje parametarske uslove pod kojima postoji
slabo stacionarno rexeƬe jednaqine (1.2.18).
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Teorema 1.2.5 (Du, Li, 1991) Neka je {εn} niz nezavisnih jednako
raspodeƩenih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih sa
oqekivaƬem µε i disperzijom σ2

ε i neka je αi ∈ [0, 1], i ∈ {1, 2, . . . , p}.
Ako su koreni jednaqine

λp − α1λ
p−1 − · · · − αp−1λ − αp = 0

van jediniqnog kruga, onda postoji jedinstvena slabo stacionarna
nenegativna celobrojna serija {Xn}, koja zadovoƩava jednaqinu:

Xn = α1 ◦ Xn−1 + α2 ◦ Xn−2 + · · · + αp ◦ Xn−p + εn,

pri qemu je Cov(Xs, εt) = 0, za s < t.

Korelaciona struktura

U ovom delu izostavƩamo dokaze navedenih tvr�eƬa, budu�i
da su detaƩno dati u Nastić (2008). Strogo stacionaran proces
{Xn} je ergodiqan, tako da na daƩe u ovom odeƩku pretpostavƩamo
strogu stacionarnost posmatranog INAR(p) procesa. Stoga, uzo-

raqka autokovarijaciona funkcija γ̂k = 1
N

N−k
∑

n=1

(Xn −XN)(Xn+k −XN)

i uzoraqka autokorelaciona funkcija reda k, ρ̂k = γ̂k

γ̂0
su strogo

postojane ocene autokovarijacione funkcije γk i autokorelacione
funkcije ρk, respektivno.

Kako bismo rekli nexto vixe o korelacionoj strukturi, uvo-
dimo matriqni binomni tining operator.

Definicija 1.2.11 Ako je

A =











α1 α2 . . . αp−1 αp

1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0











i sluqajni vektor X =











X1

X2
...

Xp











,

tada je A ◦ X =

(

p
∑

j=1

(αj ◦ Xj), X1, . . . , Xp−1

)T

.
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Za ovako definisan matriqni tining operator i sluqajne vektore
X i Y vaжi da je:

(i) E(A ◦ X) = AE(X),
(ii) E

(

(A ◦ X)Y T
)

= AE
(

XY T
)

.
(1.2.19)

Tako�e, ako oznaqimo sa Xn = (Xn, Xn−1, . . . , Xn−p+1)
T , tada se jed-

naqina (1.2.18) svodi na

Xn = A ◦ Xn−1 + εn, (1.2.20)

gde je εn = (εn, 0, . . . , 0)T .
Za autokovarijansnu matricu

γk = E
(

(Xn − E(Xn)) × (Xn−k − E(Xn−k))
T
)

,

Du i Li (1991) su pokazali da vaжi da je γk = Aγk−1, odakle iz-
jednaqavaju�i elemente prve vrste i prve kolone sa leve i desne
strane jednakosti dobijamo da je

γk = α1γk−1 + α2γk−2 + · · ·+ αpγk−p, (1.2.21)

xto daƩe deƩeƬem disperzijom γ0 rezultira sa

ρk = α1ρk−1 + α2ρk−2 + · · ·+ αpρk−p. (1.2.22)

Prethodne jednaqine zadovoƩava i standardni AR(p) proces, koji
se odlikuje i analognim uslovima stacionarnosti. Prema tome,
teorije i metode ve� razvijene za neprekidne AR(p) modele, veoma
qesto se primeƬuju i nad nenegativnim celobrojnim AR modelima
vixeg reda i to kako u analizi Ƭihovih osobina, tako i u oceƬi-
vaƬu Ƭihovih nepoznatih parametara.

OceƬivaƬe nepoznatih parametara

S obzirom na sloжenost strukture INAR(p) modela i komp-
leksnost matriqnog tining operatora, ovde polaze�i od sluqajnog
uzorka X1, X2, . . . , XN dajemo karakterizaciju ocena nepoznatih pa-
rametara, dobijenih osnovnim neparametarskim metodama.
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Metod momenata

Polaze�i od formule (1.2.22) za k = 1, 2, . . . , p i rexavaju�i
tako dobijeni sistem linearnih jednaqina dobijamo parametarske
ocene α̂yw

1 , α̂yw
2 , . . . , α̂yw

p kao neprekidne funkcije uzoraqkih autoko-
relacija ρ̂1, ρ̂2, . . . , ρ̂p. Odavde je stroga postojanost ovako dobi-
jenih ocena evidentna.

DaƩe, ako pro�emo matematiqkim oqekivaƬem kroz jednaqinu

(1.2.18), a zatim E(X) zamenimo uzoraqkom sredinom XN = 1
N

N
∑

n=1

Xn,

dobijamo da je

µ̂yw
ε = (1 − α̂yw

1 − α̂yw
2 − · · · − α̂yw

p )XN , (1.2.23)

xto predstavƩa strogo postojanu ocenu parametra µε.
Pored oqekivaƬa inovacionog procesa oceƬuje se i Ƭegova dis-

perzija σ2
ε . S obzirom da je

σ̂2
ε =

1

N

N
∑

n=1

(εn − εN )2 , (1.2.24)

gde je εN = 1
N

N
∑

n=1

εn, a istovremeno niz {εn} se ne moжe opservirati,

neophodno je najpre oceniti εn. Polaze�i od jednaqine (1.2.18),
direktno se dobija da je

ε̂n = Xn − α̂yw
1 Xn−1 − · · · − α̂yw

p Xn−p. (1.2.25)

Zamenom prethodne formule u (1.2.24) konaqno je Yule-Walker-ova
ocena parametra σ2

ε ,

σ̂2 yw
ε =

1

N − p

N
∑

n=p+1

(ε̂n − ε̂N), (1.2.26)

gde je ε̂N = 1
N−p

N
∑

n=p+1

ε̂n. Stoga, statistika σ̂2 yw
ε , data kao linearna

funkcija (1.2.26) strogo postojanih ocena, je tako�e strogo pos-
tojana.
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Metod uslovnih najmaƬih kvadrata

Ako je Fn = F(X1, X2, . . . , Xn) σ-algebra generisana sluqajnim
promenƩivama X1, X2, . . . , Xn, a β vektor nepoznatih parametara
(µ, α1, α2, . . . , αp)

T , tada se Ƭihove ocene metodom uslovnih najma-
Ƭih kvadrata dobijaju minimiziraƬem sume kvadrata odstupaƬa

QN (β) =
N
∑

n=p+1

(Xn − E(Xn|Fn−1))
2,

gde je E(Xn|Fn−1) = α1Xn−1+α2Xn−2+· · ·+αpXn−p+µε. DetaƩno izvo-
�eƬe, kao i osobine ovih ocena date su u Nastić (2008). Ukratko,
direktnim rexavaƬem sistema linearnih jednaqina:

∂QN

∂µ
= 0 ,

∂QN

∂αl
= 0 , l = 1, 2, . . . , p,

dobijaju se ocene nepoznatih parametara metodom uslovnih najma-
Ƭih kvadrata, odnosno µ̂cls, α̂cls

1 , α̂cls
2 , . . . , α̂cls

p .
Kako funkcija E(Xn|Fn−1) zadovoƩava uslove Teorema 1.2.2 i

1.2.3, tada Ƭihovom primenom sledi da su ocene nepoznatih para-
metara INAR(p) modela dobijene metodom uslovnih najmaƬih kvad-
rata, respektivno strogo postojane i asimptotski normalno ras-
podeƩene.





Glava 2

INAR(1) modeli sa
geometrijskim brojaqkim
nizom

Do sada najqex�e upotrebƩavani nenegativni celobrojni auto-
regresivni modeli su zasnovani na binomnom tining operatoru,
generisanom Bernulijevim brojaqkim nizom. Modeli ove vrste,
ukratko predstavƩeni u prethodnoj glavi su idealni za modeli-
raƬe brojaqkih nizova, kod kojih posmatrane jedinke mogu da do-
prinesu ukupnoj sumi, odnosno vrednostima elemenata serije, sa
0 ili 1. U praksi ima dosta primera ovakvih vremenskih ni-
zova. Na primer, to moжe biti prebrojavaƬe pacijenata jedne
bolnice svakog dana u podne, ili recimo broj Ʃudi koji qekaju da
budu usluжeni na benzinskoj stanici, posmatran svakih 5 minuta
i sliqno.

Me�utim, u sluqaju kada posmatrana jedinka moжe da generixe
dve ili vixe novih jedinki, ili da proizvede dva ili vixe doga-
�aja koji su predmet posmatraƬa, tada Bernulijev brojaqki niz
vixe nije najpogodniji za konstruisaƬe potrebnih nenegativnih
celobrojnih AR modela. Zbog toga smo se odluqili za uvo�eƬe
novog brojaqkog niza {Wi} sa geometrijskom raspodelom. Ovo je
razmatrano u Ristić, Bakouch, Nastić (2009). S obzirom na raspodelu

sluqajne promenƩive
x
∑

i=1

Wi, dobijen je negativni binomni tining

operator. Definiximo sada geometrijsku raspodelu brojaqkog
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niza. Oznaqimo sa A sluqajni doga�aj kada posmatrana jedinka
populacije generixe jednu novu jedinku. Neka je P (A) = p. Sa
Wi = w, za w ∈ {0, 1, . . .}, oznaqavamo da je i-ta jedinka populacije
generisala w novih jedinki, odnosno realizaciju niza od w us-
pexnih realizacija doga�aja A, okonqanog jednim neuspehom, tj.
doga�ajem Ac. Odavde je konaqno P (Wi = w) = pw(1 − p).

Originalnost INAR procesa zasnovanih na geometrijskom bro-
jaqkom nizu se izme�u ostalog potvr�uje i qiƬenicom da ovi pro-
cesi nisu specijalan sluqaj F -INAR procesa, inaqe veoma xi-
roke klase celobrojnih AR procesa uvedenih u Aly, Bouzar (1994),
(2005). Naime, kod F -INAR(1) procesa posmatra se polugrupa
funkcija generatrisa verovatno�a {Ft(s), t ≥ 0}, gde je t = − ln α.
Odavde je α = e−t, tako da se dobija da je odgovaraju�a funkcija
generatrise verovatno�e u sluqaju geometrijskog brojaqkog niza
oblika Ft(s) = 1

1+e−t−e−ts
. DaƩe, poxto je

lim
t→0

Ft(s) = lim
t→0

1

1 + e−t(1 − s)
=

1

2 − s
6= s,

vidi se da nephodan uslov (1.1.1) nije ispuƬen, tako da negativni
binomni tining operator ne moжe biti specijalan sluqaj genera-
lisanog ” ◦F ” operatora.

U ovoj glavi upozna�emo se sa osobinama INAR(1) procesa za-
snovanih na geometriskom brojaqkom nizu. Svojstva negativnog
binomnog tininga, statistiqke osobine samih procesa kao i Ƭi-
hovu primenu upozna�emo na originalno uvedenim modelima sa
konkretnim marginalnim raspodelama. Tako, odgovaraju�i rezul-
tati koji se odnose na INAR(1) procese sa geometrijskom, nega-
tivnom binomnom i pomerenom geometrijskom raspodelom, redom
su prezentovani u tri odeƩka ove glave.
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2.1 Geometrijski INAR(1) model

Nakon veoma qeste, a u poqetku i dominantne primene Pua-
sonove marginalne raspodele kod INAR procesa sa binomnim ti-
ningom, prime�eno je da kod mnogih stvarnih podataka uzoraqka
sredina i disperzija nisu qak ni pribliжno jednake. Zbog toga
mnogi autori uvode INAR procese sa geometrijskom i negativnom
binomnom marginalnom raspodelom. Znaqajni rezultati o tome
se mogu na�i u Alazid, Al-Osh (1988), Al-Osh, Aly (1992) i McKenzie
(1986).

OslaƬaju�i se na Ristić, Bakouch, Nastić (2009), u ovom odeƩku
nakon konstrukcije posmatranog procesa, predstavi�emo osobine
negativnog binomnog tininga. Tako�e �emo se upoznati sa korela-
cionom strukturom procesa i izvex�emo neke uslovne statistiqke
osobine. Metodi za oceƬivaƬe nepoznatih parametara kao i Ƭi-
hova primena nad serijama podataka, prezentovani su u slede�em
odeƩku, gde se razmatra opxtiji sluqaj negativne binomne mar-
ginalne raspodele.

2.1.1 Konstrukcija i osnovna svojstva procesa

Najpre, uvedimo negativni binomni tining operator ” ∗ ”.

Definicija 2.1.1 Neka je X nenegativna celobrojna sluqajna pro-
menƩiva i α ∈ (0, 1). Operator ” ∗ ” definixe se kao

α ∗ X =

X
∑

i=1

Wi, (2.1.1)

gde je {Wi, i ≥ 1} brojaqki niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih,
nezavisnih od X, sa geometrijskom rspodelom sa parametrom α

1+α
.

Novi nenegativni celobrojni autoregresivni proces prvog reda
sa geometrijskom marginalnom raspodelom (NGINAR(1)) je niz {Xn}
koji zadovoƩava jednaqinu

Xn = α ∗ Xn−1 + εn, (2.1.2)
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gde je n ≥ 1, operator ” ∗ ” je dat prethodnom definicijom. {Xn}
je niz sluqajnih promenƩivih sa geometrijskom raspodelom sa
parametrom µ

1+µ
, µ > 0, odnosno sa zakonom raspodele P (Xn = i) =

µi

(1+µ)i+1 , i = 0, 1, 2, . . . , {εn} je inovacioni niz nenegativnih celo-
brojnih nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih,
nezavisnih od {Wi} i takvih da je εn nezavisno od Xn−l, za l > 0.
Primetimo da je E(Xn) = µ i V ar(Xn) = µ(1+µ). Na osnovu (2.1.2) i
definicije operatora ”∗”, sledi da je NGINAR(1) proces Markova.
Na osnovu ovog svojstva i jednake raspodeƩenosti Ƭegovih sluqa-
jnih promenƩivih, proizilazi stroga stacionarnost ovog procesa,
a odavde uz konaqnost drugog momenta i xiroka stacionarnost.

Kako se informacija o marginalnoj raspodeli ne koristi u
izvo�eƬu prethodnih osobina, to one vaжe za sve INAR(1) pro-
cese sa negativnim binomnim tiningom. Na isti naqin se moжe
govoriti i o ergodiqnosti ovih procesa. Ovo je dato slede�om
teoremom, za qiji dokaz su nam potrebna dva pomo�na tvr�eƬa.

Lema 2.1.1 (Shiryaev, 1995, str.379) Neka je dat niz sluqajnih
promenƩivih ξ0, ξ±1, ξ±2, . . . Ako je Fn = σ(ξn, ξn−1, . . . ) σ-algebra ge-

nerisana sa {ξn, ξn−1, . . . }, onda je X =
−∞
⋂

n=0

Fn, repna σ-algebra.

Lema 2.1.2 (Shiryaev, 1995, str.381) Ako je ξ0, ξ±1, ξ±2, . . . niz ne-
zavisnih sluqajnih promenƩivih i ako je A ∈ X , gde je X definisano
u prethodnoj Lemi 2.1.1, tada je P (A) = 0 ili P (A) = 1.

Teorema 2.1.1 INAR(1) proces sa geometrijskim brojaqkim nizom je
ergodiqan.

Dokaz. Na osnovu Definicije 2 iz Shiryaev (1995, str.413), strogo
stasionaran proces {Xn} je ergodiqan, ako je verovatno�a proiz-
voƩnog invarijantnog doga�aja u odnosu na ovaj proces jednaka 0
ili 1. Neka je A proizvoƩan doga�aj, inavrijantan u odnosu na
INAR(1) proces {Xn}. To znaqi da postoji skup B, takav da je
A = {ω|(Xn, Xn−1, . . . ) ∈ B}, za svako n ∈ Z. Ako je F(Xn, Xn−1, . . . )
σ-algebra generisana sa {Xn, Xn−1, . . . }, tada je A ∈ F(Xn, Xn−1, . . . ),
za svako n ∈ Z. Na osnovu (2.1.2) sledi da je

F(Xn, Xn−1, . . . ) ⊆ F
(

εn, W (n), εn−1, W
(n−1), . . .

)

,
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gde je W (n) odgovaraju�i brojaqki niz {Wi}, kojim je generisana

sluqajna promenƩiva Xn. Tako je A ∈ F
(

εn,W (n), εn−1,W
(n−1), . . .

)

,

za svako n ∈ Z, odakle je

A ∈
−∞
⋂

n=0

F
(

εn, W (n), εn−1, W
(n−1), . . .

)

. (2.1.3)

Kako je
{

εn, W (n)
}

niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih, na os-

novu Leme 2.1.1, desna strana (2.1.3) je repna σ-algebra. DaƩe,
na osnovu Leme 2.1.2, A je repni doga�aj i P (A) = 0 ili 1. 2

DaƩe, odredimo raspodelu inovacionog procesa {εn}. Ako su
ΦX , ΦW i Φε funkcije generatrise verovatno�a sluqajnih promen-
Ʃivih Xn, Wi i εn, respektivno, tada iz (2.1.2) dobijamo

ΦX(s) = ΦX(ΦW (s))Φε(s). (2.1.4)

Odavde koriste�i da su ΦX(s) = 1
1+µ−µs

i ΦW (s) = 1
1+α−αs

, sledi da
je

Φε(s) =
1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

(1 + µ − µs)(1 + α − αs)
, (2.1.5)

za koju je u Nastić (2008) pokazano da je dobro definisana funkcija

generatrise verovatno�e za α ∈
(

0, µ
1+µ

]

. Prema tome, na osnovu

zapisa ove funkcije u obliku

Φε(s) =

(

1 − αµ

µ − α

)

1

1 + µ − µs
+

αµ

µ − α
· 1

1 + α − αs
,

zakon raspodele inovacione sluqajne promenƩive εn je

P (εn = j) =

(

1 − αµ

µ − α

)

µj

(1 + µ)j+1
+

αµ

µ − α
· αj

(1 + α)j+1
, j = 0, 1, 2, . . . , (2.1.6)

odnosno εn je mexavina dve sluqajne promenƩive sa geometrijskom
raspodelom. Odavde je µε = (1−α)µ, σ2

ε = (1+α)µ((1+µ)(1−α)−α). Za α =
µ

1+µ
, raspodela sluqajne promenƩive εn se svodi na geometrijsku sa

parametrom α
1+α

, a sam NGINAR(1) na model sa jednim nepoznatim
parametrom.
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2.1.2 Negativni binomni tining

Narednom lemom su opisana svojstva operatora ” ∗ ”, za proiz-
voƩnu diskretnu raspodelu sluqajne promenƩive X.

Lema 2.1.3 Negativni binomni operator ” ∗ ” ima slede�e osobine:

(i) 0 ∗ X = 0, 1 ∗ X 6= X.

(ii) E(α ∗ X) = αE(X).

(iii) E(α ∗ X)2 = α2E (X2) + α(1 + α)E(X).

(iv) E

(

(α ∗ X)
r
∏

i=1

Yi

)

= αE

(

X
r
∏

i=1

Yi

)

, r ≥ 1, ako su brojaqki nizovi

za α ∗ X nezavisni od X i Yi za i = 1, 2, . . . , r.

(v) E

(

(α ∗ X)2
r
∏

i=1

Yi

)

= α2E

(

X
r
∏

i=1

Yi

)

+ α(1 + α)E

(

X
r
∏

i=1

Yi

)

, r ≥
1, ako su brojaqki nizovi za α ∗ X nezavisni od X i Yi za i =
1, 2, . . . , r.

(vi) E

(

r
∏

i=1

(αi ∗ Xi)

)

=
r
∏

i=1

αiE

(

r
∏

i=1

Xi

)

, r ≥ 1, ako su brojaqki nizovi

za αi ∗ Xi, i = 1, 2, . . . , r me�usobno nezavisni i nezavisni od Xi,
gde je i = 1, 2, . . . , r.

(vii) E(α ∗ X)3 = α3E (X3) + 3α2(1 + α)E (X2) + α(1 + α)(1 + 2α)E(X),
ako su brojaqki nizovi za α ∗ X nezavisni od X.

(viii) E

(

(α ∗ X)3
r
∏

i=1

Yi

)

= α3E

(

X3
r
∏

i=1

Yi

)

+ 3α2(1 + α)E

(

X2
r
∏

i=1

Yi

)

+ α(1 + α)(1 + 2α)E

(

X
r
∏

i=1

Yi

)

, r ≥ 1, ako su brojaqki nizovi

za α ∗ X nezavisni od X i Yi, i = 1, 2, . . . , r.

(ix) E(α ∗ X − α ∗ Y )2 = α(1+α)E|X−Y |+α2E(X − Y )2, ako brojaqki
nizovi za α ∗ X i α ∗ Y imaju istu Geom

(

α
1+α

)

raspodelu.

(x) E(X(β ∗ Y )(γ ∗ Z)) = βγE(XY Z), ako su brojaqki nizovi za β ∗ Y
i γ ∗ Z me�usobno nezavisni i nezavisni od X, Y i Z.
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(xi) E((α ∗X)(β ∗ Y )(γ ∗Z)) = αβγE(XY Z), ako su brojaqki nizovi za
α ∗ X, β ∗ Y i γ ∗ Z me�usobno nezavisni i nezavisni od X, Y i
Z.

(xii) E (α ∗ X|X) = αX, ako su brojaqki nizovi za α ∗ X nezavisni od
X.

(xiii) E ((α ∗ X)2|X) = α2X2+α(1+α)X, ako su brojaqki nizovi za α∗X
nezavisni od X.

Dokaz. Tehnika izvo�eƬa svih osobina je sliqna i odgovara dokazu
Leme 1 iz Silva i Oliveira (2004), gde su dati analogni rezultati
koji se tiqu binomnog tininga. Stoga, ovde izvodimo samo os-
obinu (vii).

E(α ∗ X)3 =
∞
∑

x=0

E





(

X
∑

i=1

Wi

)3

|X = x



P (X = x)

=
∞
∑

x=0

E







x
∑

i=0

W 3
i + 3

x
∑

i=0

x
∑

j=0

j 6=i

W 2
i Wj +

x
∑

i=0

x
∑

j=0

j 6=i

x
∑

k=0

j 6=k 6=i

WiWjWk






P (X = x)

=

∞
∑

x=0

(

α3x3 + 3α2(1 + α)x2 + α(1 + α)(1 + 2α)x
)

P (X = x)

= α3E
(

X3
)

+ 3α2(1 + α)E
(

X2
)

+ α(1 + α)(1 + 2α)E(X). 2

Slede�a teorema nas upoznaje sa dodatnim osobinama nega-
tivnog binomnog tininga, koje vaжe u sluqaju NGINAR(1) procesa,
budu�i da Xn ima konkretnu, geometrijsku raspodelu.

Teorema 2.1.2 Ako X ima geometrijsku raspodelu sa parametrom
p

1+p
, p > 0, tada vaжe slede�i uslovi:

(i) 1 ∗ X
d
=











0, s.v. 1
1+p

X, s.v. p2

(1+p)2

X + Y, s.v. p

(1+p)2

gde sluqajna promenƩiva Y ima geometrijsku raspodelu sa pa-
rametrom 1+p

2+p
i nezavisna je od X,



46 INAR(1) modeli sa geometrijskim brojaqkim nizom

(ii) β ∗ (α ∗ X)
d
=











0, s.v. 1+α
1+α+αp

(βα) ∗ X + Y1, s.v. α2p2

(1+α+αp)(1+αp)

(βα) ∗ X + Y2, s.v. αp
(1+α+αp)(1+αp)

gde nezavisne sluqajne promenƩive Y1 i Y2 imaju geometrijske
raspodele sa parametrima βα

1+βα
i β(1+α+αp)

1+β(1+α+αp)
, respektivno i neza-

visne su od X; β ∈ (0, 1).

Dokaz.

(i) Koriste�i poznate osobine funkcija generatrise verovatno-
�e dobijamo da je

Φ1∗X(s) = ΦX

(

1

1 + 1 − 1 · s

)

=
1

1 + p − p
(

1
2−s

)

=
1

1 + p
+

p

1 + p
· 1

2 − s

(

1

1 + p − p
2−s

)

=
1

1 + p
+

p

1 + p
· 1

2 + p − (1 + p)s
.

Poxto je 1
2+p−(1+p)s

= 1
1+p−ps

(

p
1+p

+ 1
1+p

· 1
2+p−(1+p)s

)

, tada konaq-

no sledi da je

Φ1∗X(s) =
1

1 + p
+

p

1 + p
ΦX(s)

(

p

1 + p
+

1

1 + p
· 1

2 + p − (1 + p)s

)

,

qime je ovo tvr�eƬe dokazano.

(ii) Neka su Φα(s) i Φβ(s) funkcije generatrise verovatno�a odgo-
varaju�ih brojaqkih nizova, geometrijski raspodeƩenih sa
parametrima α

1+α
i β

1+β
, respektivno. Primenom jednakosti

Φ(βα)∗X(s) = 1+βα−βαs
1+βα(1+µ)−βα(1+µ)s

i Φβ∗(α∗X)(s) = ΦX(Φα(Φβ(s))), di-
rektnim raqunom se proverava da je

Φβ∗(α∗X)(s) =
1 + α

1 + α + αp
+

αp

1 + α + αp
Φ(βα)∗X(s)

(

αp

1 + αp
×

× 1

1 + βα − βαs
+

1

1 + αp
· 1

1 + β(1 + α + αp) − β(1 + α + αp)s

)

,

odakle sledi tvr�eƬe. 2
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Iz prethodne teoreme imamo da je 1∗X
d

6= X i β ∗ (α ∗X)
d

6= (βα)∗X,
xto se bitno razlikuje od sluqaja binomnog tininga ” ◦ ”, gde je

1 ◦ X
d
= X i β ◦ (α ◦ X)

d
= (βα) ◦ X. Sa druge strane, iako sluqajne

promenƩive X i 1∗X nisu jednako raspodeƩene, Ƭihova oqekivaƬa
su jednaka µ.

2.1.3 Autokorelaciona struktura i neke osobine
modela

Autokovarijaciona funkcija reda k NGINAR(1) procesa se pri-
menom osobine (iv) Leme 2.1.3 izraqunava kao

γ(k) = Cov(α ∗ Xn+k−1 + εn+k, Xn) = Cov(α ∗ Xn+k−1, Xn)

= αγ(k − 1) = · · · = αkγ(0).

Odavde je autokorelaciona funkcija ρ(k) = αk, α ∈ (0, 1), k ≥
0. Primetimo da je ona istog oblika kao kod neprekidnih AR
procesa, odnosno da eksponencijalno teжi 0 sa porastom reda k.
S obzirom da je kod NGINAR(1) procesa α ≤ µ/(1+µ), autokoreli-
ranost je maƬa i brжe teжi 0 kod realizovanih serija sa proseqno
maƬim vrednostima.

Kako je NGINAR(1) proces Markova, za odre�ivaƬe zajedniqke
raspodele k-torke Ƭegovih uzastopnih sluqajnih promenƩivih, do-
voƩno je poznavati matricu verovatno�a prelaza. Ako jedan Ƭen
element oznaqimo sa pij = P (Xn = j|Xn−1 = i), direktnim raquna-
Ƭem se dobija

pij = P

(

i
∑

l=1

Wl + εn = j

)

=

j
∑

k=0

P

(

i
∑

l=1

Wl = k

)

P (εn = j − k)

=

j
∑

k=0

[

(

i + k − 1

i − 1

)

αk

(1 + α)k+i
×

×
(

(

1 − αµ

µ − α

)

µj−k

(1 + µ)j−k+1
+

αµ

µ − α
· µj−k

(1 + µ)j−k+1

)]

.

DaƩe, ispitajmo vremensku reverzibilnost procesa. Iz defi-
nicije operatora ” ∗ ”, zajedniqka funkcija generatrise verovat-
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no�e se raquna kao

ΦXn,Xn−1(s1, s2) = Φε(s1)ΦX(s2ΦW (s1)) = Φε(s1)ΦX

(

s2

1 + α − αs1

)

,

gde je Φε(s1) = 1+α(1+µ)−α(1+µ)s1

(1+µ−µs1)(1+α−αs1)
. Tada je konaqno

ΦXn,Xn−1(s1, s2) =
1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s1

(1 + µ − µs1)((1 + µ)(1 + α − αs1) − µs2)
.

Poxto ova funkcija nije simetriqna po s1 i s2, za 0 < α < µ/(1+µ),
NGINAR(1) proces nije vremenski reverzibilan, odnosno (Xn, Xn−1)
d

6= (Xn−1, Xn). Me�utim, kada je α = µ/(1+µ), tada je ΦXn,Xn−1(s1, s2) =
1

1+2µ−µ(s1+s2)
, odnosno NGINAR(1) proces je vremenski reverzibilan.

2.1.4 Uslovne statistiqke veliqine

Kao i u mnogim prethodnim rezultatima ovog odeƩka i ovde
najqex�e ne koristimo informaciju o marginalnoj raspodeli. Naj-
pre razmotrimo uslovno oqekivaƬe i uslovnu disperziju za k ko-
raka unapred.

Na osnovu formule (2.1.2) i osobina negativnog binomnog ti-
ninga, a primenom metoda matematiqke indukcije dobijamo da je
uslovno oqekivaƬe

E(Xn+k|Xn) = αkXn +
1 − αk

1 − α
µε. (2.1.7)

Pri tome, ako k → ∞, onda E(Xn+k|Xn) → µε

1−α
, odnosno regresiona

funkcija INAR(1) procesa sa porastom reda konvergira bezuslov-
nom matematiqkom oqekivaƬu. Analognom tehnikom izraqunavamo
i k-koraqnu uslovnu disperziju:

V ar(Xn+k|Xn) =
αk(1 + α)(1 − αk)

1 − α
Xn +

1 − α2k

1 − α2
σ2

ε

+
α(1 + α + 2µε)

1 − α

(

1 − α2k

1 − α2
− αk−11 − αk

1 − α

)

µε (2.1.8)

+

(

1 − α2k

1 − α2
− 1 − 2αk + α2k

(1 − α)2

)

µ2
ε,
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gde tako�e za k → ∞ dobijamo da

V ar(Xn+k|Xn) → α(1 + α)µε + (1 − α)σ2
ε

(1 − α)2(1 + α)
= µ(1 + µ),

xto je bezuslovna disperzija procesa.
Odredimo sada uslovnu funkciju generatrise verovatno�e:

E
(

sXn+k |Xn

)

= E
(

E
(

sα∗Xn+k−1+εn+k|Xn+k−1

)

|Xn

)

=

= Φε(s)E
(

(ΦW (s))Xn+k−1|Xn

)

.

PonavƩaju�i prethodno izvo�eƬe k puta, dobijamo da je uslovna
funkcija generatrise verovatno�e

E
(

sXn+k |Xn

)

=
k−1
∏

i=0

Φε

(

Φ
(i)
W (s)

)

·
(

Φ
(k)
W (s)

)Xn

,

gde je Φ
(k)
W (s) = ΦW

(

Φ
(k−1)
W (s)

)

i Φ
(0)
W (s) = s. DaƩe, primenom (2.1.4)

i sukcesivnim skra�ivaƬem razlomaka sledi da je

E
(

sXn+k |Xn

)

= ΦX(s)
(

ΦX

(

Φ
(k)
W (s)

))−1(

Φ
(k)
W (s)

)Xn

. (2.1.9)

Matematiqkom indukcijom pokazujemo da je Φ
(k)
W (s) = 1−αk−α(1−αk−1)s

1−αk+1−α(1−αk)s
,

a zatim primenom ovog rezultata, (2.1.9) transformixemo u ko-
naqni oblik uslovne funkcije generatrise verovatno�e,

E
(

sXn+k |Xn

)

= ΦX(s)

(

ΦX

(

1 − αk − α(1 − αk−1)s

1 − αk+1 − α(1 − αk)s

))−1

×
(

1 − αk − α(1 − αk−1)s

1 − αk+1 − α(1 − αk)s

)Xn

,

koja konvergira ka funkciji generatrise verovatno�e ΦX(s), kada
k → ∞.

Neke od osobina NGINAR(1) procesa, koje zavise i od infor-
macije sadrжane u marginalnoj raspodeli, mogu biti izvedene
kao specijalan sluqaj svojstava procesa prezentovanog u slede�em
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odeƩku, a koji podrazumeva negativnu binomnu marginalnu raspo-
delu. U vezi sa tim, posebna paжƬa u narednom odeƩku je izme�u
ostalog pokloƬena i karakterizaciji metoda za oceƬivaƬe nepoz-
natih parametara INAR(1) modela generisanog geometrijskim bro-
jaqkim nizom, kao i Ƭihovoj primeni na simuliranim i realnim
podacima.
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2.2 Negativni binomni INAR(1) model

Budu�i da se osobine negativnog binomnog tininga i korela-
ciona struktura INAR(1) procesa, predstavƩenog u prethodnom
odeƩku, odnose i na ovde uveden INAR(1) proces sa negativnom
binomnom marginalnom raspodelom, u ovom odeƩku naxu paжƬu
�emo posvetiti osobinama modela koje proizilaze iz primene op-
xtije marginalne raspodele. Naime, nakon konstrukcije procesa,
odre�ujemo uslovne statistiqke veliqine i uvodimo metode za
oceƬivaƬe nepoznatih parametara, daju�i Ƭihovu asimptotsku
karakterizaciju. DaƩe, dobijene statistike primeƬujemo kako
nad simuliranim, tako i nad stvarnim podacima, upore�uju�i
ovde uvedeni model sa drugim konkurentnim INAR modelima prvog
reda. Rezultati ovog odelka su sadrжani u Ristić, Nastić, Bakouch
(2010).

2.2.1 Konstrukcija i osnovna svojstva procesa

Uvedimo sada nenegativni celobrojni autoregresivni proces
prvog reda sa negativnom binomnom marginalnom raspodelom (NBI-
NAR(1)). Pod ovim procesom podrazumevamo niz {Xn}, sluqajnih
promenƩivih, koji zadovoƩava jednaqinu

Xn = α ∗ Xn−1 + εn, (2.2.1)

za n ≥ 1, α ∈ (0, 1), gde je ” ∗ ” ranije uveden negativni binomni ti-
ning operator, zasnovan na geometrijskom brojaqkom nizu {Wi},
{Xn} je strogo stacionarni proces sa NB

(

θ, µ
1+µ

)

marginalnom

raspodelom, odnosno raspodelom oblika P (Xn = i) = Γ(θ+i)
Γ(θ)i!

· µi

(1+µ)θ+i ,

θ > 0, µ > 0, i = 0, 1, 2, . . . Inovacioni proces {εn} je niz nezavis-
nih, jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih, nezavisnih od
{Wi}, pri qemu je εn nezavisno od Xn−l, za l > 0.

Odredimo raspodelu inovacione promenƩive εn. Zbog sliqne
strukture, ovde razmatrani proces zadovoƩava jednaqinu (2.1.4)
NGINAR(1) procesa. Kako je funkcija generatrise verovatno�e
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sluqajne promenƩive Xn NBINAR(1) procesa ΦX(s) =
(

1
1+µ−µs

)θ

, to

je

Φε(s) =
ΦX(s)

ΦX(ΦW (s))

=

(

1

1 + α − αs

)θ (
1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

1 + µ − µs

)θ

. (2.2.2)

Kao u prethodnom odeƩku, Φε(s) je dobro definisana funkcija za

α ∈
(

0, µ
1+µ

]

. Na osnovu ove funkcije generatrise verovatno�e

izraqunavamo µε = θµ(1 − α) i σ2
ε = θµ(1 + α)((1 + µ)(1 − α) − α),

odnosno sredinu i disperziju inovacionog procesa, respektivno.
Tako�e, primetimo da se ovaj proces, za θ = 1, svodi na NGI-

NAR(1). Na osnovu (2.2.2) je εn
d
= Yn + Zn, gde je Yn : NB

(

θ, α
1+α

)

,
dok je promenƩiva Zn odre�ena narednom lemom.

Lema 2.2.1 Sluqajna promenƩiva Zn =
N
∑

i=1

(

α(1+µ)
µ

)Ri

◦ Vi, gde je N
d
=

P
(

−θ ln α(1+µ)
µ

)

, Ri
d
= U(0, 1), Vi

d
= Geom

(

µ
1+µ

)

, µ > 0, 0 < α < 0, θ > 0,

”◦” je operator binomnog tininga i N , Ri, Vi su nezavisne sluqajne
promenƩive, ima funkciju generatrise verovatno�e

ΦZn
(s) =

(

1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

1 + µ − µs

)θ

.

Dokaz. Primenom definicije funkcije generatrise verovatno�e,

kao i qiƬenica o raspodeli sluqajnih promenƩivih, Ri
d
= R1,

Vi
d
= V1, polaze�i od leve strane traжene jednakosti ekvivalent-

nim transformacijama dajemo slede�e izvo�eƬe.

ΦZn(s) = E
(

sZn
)

= E



s

N
∑

i=1

(

α(1+µ)
µ

)Ri
◦Vi



 =

∞
∑

n=0

E

(

s

n
∑

i=1

(

α(1+µ)
µ

)Ri
◦Vi

)

P (N = n)

=
∞
∑

n=0

[

E

(

s(
α(1+µ)

µ )
R1

◦V1

)]n

P (N = n) = ΦN

(
∫ 1

0

E
(

s(
α(1+µ)

µ )
r
◦V1

)

dr

)
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= ΦN

(
∫ 1

0

ΦV1

(

1 −
(

α(1 + µ)

µ

)r

+

(

α(1 + µ)

µ

)r

s

)

dr

)

= ΦN





∫ 1

0

dr

1 + µ − µ
(

1 −
(

α(1+µ)
µ

)r

+
(

α(1+µ)
µ

)r

s
)





= ΦN





∫ 1

0

dr

1 + µ(1 − s)
(

α(1+µ)
µ

)r



 .

Odgovaraju�i integral, odnosno argument funkcije generatrise

verovatno�e ΦN (·) daƩe transformixemo smenom u =
(

α(1+µ)
µ

)r

.

Tako je

= ΦN

(

∫
α(1+µ)

µ

1

du

(1 + µ(1 − s)u)u ln α(1+µ)
µ

)

= ΦN

(

1

ln α(1+µ)
µ

∫
α(1+µ)

µ

1

[

1

u
− µ(1 − s)

1 + µ(1 − s)u

]

du

)

,

xto se rexavaƬem odgovaraju�eg odre�enog integrala i primenom
definicije funkcije generatrise verovatno�e sluqajne promenƩi-
ve sa Puasonovom raspodelom daƩe svodi na

= ΦN





1

ln α(1+µ)
µ

[

ln
α(1 + µ)

µ
− ln (1 + α(1 − s)(1 + µ)) + ln(1 + µ(1 − s))

]





= ΦN

(

1 +
ln 1+µ(1−s)

1+α(1+µ)(1−s)

ln α(1+µ)
µ

)

= e−θ ln
α(1+µ)

µ

(

1 +
ln 1+µ(1−s)

1+α(1+µ)(1−s)

ln α(1+µ)
µ

− 1

)

= e−θ ln
1+µ(1−s)

1+α(1+µ)(1−s) =

(

1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

1 + µ − µs

)θ

. 2

Iako je sluqajna promenƩiva Zn na isti naqin razmatrana u McKen-
zie (1987) i Zhu, Joe (2006), u ovim izvorima nije dato izvo�eƬe
rezultata, koje je ovde prezentovano.
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Na osnovu (2.2.2) izvodimo zakon raspodele inovacionog pro-
cesa. Tako je

ln Φε(s) = −θ ln(1+α−αs)+θ ln(1+α(1+µ)−α(1+µ)s)−θ ln(1+µ−µs).

Odavde je

Φ′
ε(s)

Φε(s)
=

αθ

1 + α − αs
− α(1 + µ)θ

1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s
+

µθ

1 + µ − µs
. (2.2.3)

Uvo�eƬem funkcije H(s) = Φ′

ε(s)
Φε(s)

sledi da je

H(k)(s) =
k!αk+1θ

(1 + α − αs)k+1
− k!αk+1(1 + µ)k+1θ

(1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s)k+1
+

k!µk+1θ

(1 + µ − µs)k+1
.

Ovo se moжe pokazati matematiqkom indukcijom. Naime, na os-
novu (2.2.3), prethodna formula oqigledno vaжi za k = 0. DaƩe
pretpostavimo da vaжi za k = n i pokaжimo je za k = n + 1. Tako
je

H(n+1)(s) =
(

H(n)(s)
)

′

=

(

n!αn+1θ

(1 + α − αs)n+1
− n!αn+1(1 + µ)n+1θ

(1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s)n+1
+

n!µn+1θ

(1 + µ − µs)n+1

)′

=
(n + 1)!αn+2θ

(1 + α − αs)n+2
− (n + 1)!αn+2(1 + µ)n+2θ

(1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s)n+2
+

(n + 1)!µn+2θ

(1 + µ − µs)n+2

= H(n+2)(s) .

DaƩe, l-ti izvod funkcije Φ′
ε(s) = Φε(s)H(s) izraqunavamo kao

Φ(l+1)
ε (s) =

l
∑

j=0

(

l

j

)

Φ(j)
ε (s)H(l−j)(s) =

l
∑

j=0

(

l

j

)

Φ(j)
ε (s)

{

(l − j)!αl−j+1θ

(1 + α − αs)l−j+1

− (l − j)!αl−j+1(1 + µ)l−j+1θ

(1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s)l−j+1
+

(l − j)!µl−j+1θ

(1 + µ − µs)l−j+1

}

=

l
∑

j=0

l!Φ
(j)
ε (s)θ

j!

{

(

α

1 + α − αs

)l−j+1

−
(

α(1 + µ)

1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

)l−j+1

+

(

µ

1 + µ − µs

)l−j+1
}

.
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Konaqno, iz P (εn = l) = Φ
(l)
ε (0)
l!

i prethodne jednakosti zakon raspo-
dele inovacionog procesa je

P (εn = 0) =

(

1

1 + α

)θ (
1 + α(1 + µ)

1 + µ

)θ

,

P (εn = l)=
θ

l

l−1
∑

j=0

P (εn =j)

{

(

α

1 + α

)l−j

−
(

α(1 + µ)

1 + α(1 + µ)

)l−j

+

(

µ

1 + µ

)l−j
}

,

gde je l ∈ {1, 2, . . .}. Kako se proizvod dva razlomka koji figuri-
xu u verovatno�i P (εn = 0) moжe zapisati kao 1+α+αµ

1+α+µ+αµ
, gde su

µ > 0 i 0 < α ≤ µ/(1 + µ), to je oqigledno da je ova verovatno�a
dobro definsana sa vrednox�u u intervalu (0, 1). Kada je u pi-
taƬu verovatn�a P (εn = l), za l ∈ {1, 2, . . .}, uvedimo funkciju
h(x) =

(

x
1+x

)m
, za m ∈ {1, 2, . . . , l}. S obzirom da je h(x) rastu�a

funkcija za x ≥ 0 i da je α(1 + µ) ≤ µ, to je
(

α(1+µ)
1+α(1+µ)

)l−j

≤
(

µ
1+µ

)l−j

,

odnosno svi sabirci kojima se definixe posmatrana verovatno�a
su nenegativni. Sa druge strane, iz naqina definisaƬa zakona
raspodele inovacionog procesa vaжi da je

∞
∑

j=0

P (εn = j) =

∞
∑

j=0

Φ
(j)
ε (0)

j!
= Φε(1) = 1 .

Prema tome, pokazali smo da je zakon raspodele inovacionog pro-
cesa {εn} dobro definisan.

Definiximo sada operator Ak kao Ak(X) =
X
∑

i=1

Ai,k, za k ≥ 1, gde

je {Ai,k} niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih, sa raspodelom

Ai,k
d
=

{

0, s.v. 1−αk−1

1−αk

Geom
(

α(1−αk)
1−αk+1

)

, s.v. αk−1(1−α)
1−αk

,

i A0(X) = X. Za ovako uvedeni operator vaжi slede�e tvr�e-
Ƭe. Najpre, zbog jednostavnosti, oznaqimo α ∗ (α ∗ . . . (α ∗X) . . . ) sa
α(k) ∗ X, gde je tining ”α ∗ ” primeƬen k puta, za k ≥ 1. Tako�e,
neka je α(0) ∗ X = X.
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Tvr�eƬe 2.2.1 Operator Ak zadovoƩava slede�u jednakost.

α ∗ Ak−1(X)
d
= Ak(X), k ≥ 1. (2.2.4)

Dokaz. Tvr�eƬe pokazujemo primenom matematiqke indukcije i
svojstava funkcije generatrise verovatno�e. Najpre, dokazuje-

mo sluqaj za k = 1. Kako je Ai,1
d
= Geom

(

α
1+α

)

, to iz definicije

negativnog binomnog tininga vaжi da je α ∗ X
d
=

X
∑

i=1

Ai,1 = A1(X).

DaƩe, pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za k = m−1 i dokaжimo ga
za k = m. Kako na osnovu definicije operatora Am(X) date iznad,
sledi da je ΦAm−1(X)(s) = ΦX

(

ΦA1,m−1(s)
)

, to je daƩe

ΦAm−1(X)(s) = ΦX

(

1 − αm−2

1 − αm−1
+

(1 − α)αm−2

1 − αm−1
· 1

1 + α 1−αm−1

1−α
− α 1−αm−1

1−α
s

)

.

Prema tome,

Φα∗Am−1(X)(s) = ΦAm−1(X)

(

1

1 + α − αs

)

= ΦX





1−αm−2

1−αm−1
+

(1−α)αm−2

1−αm−1
· 1

1+α1−αm−1

1−α

(

1− 1
1+α−αs

)





= ΦX

(

1 − αm−1

1 − αm
+

(1 − α)αm−1

1 − αm
· 1

1 + α1−αm

1−α − α1−αm

1−α s

)

= ΦX(ΦA1,m
(s)) = ΦAm(X)(s).

Iz dobijene jednakosti odgovaraju�ih funkcija generatrisa ve-
rovatno�a sledi dokaz. 2

Direktna posledica ovog tvr�eƬa je

α(k) ∗ X
d
= Ak(X). (2.2.5)

Koriste�i iz prethodnog odeƩka da je Φ
(k)
W (s) = 1−αk−α(1−αk−1)s

1−αk+1−α(1−αk)s
, daƩe

izraqunavamo

Φα(k)∗X(s) = ΦX

(

Φ
(k)
W (s)

)

=
1

1 + µ − µΦ
(k)
W (s)

=
1 + α(1 + α + · · · + αk−1)(1 − s)

1 + α(1 + α + · · ·+ αk−1 + µαk−1)(1 − s)
.
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Prethodni razlomak se transformixe u

1 + α + · · ·+ αk−1

1 + α + · · ·+ αk−1 + µαk−1
+ B

1

1 + α(1 + α + · · ·+ αk−1 + µαk−1)(1 − s)
,

gde je B = µαk−1

1+α+···+αk−1+µαk−1 . Tako dobijamo

α(k) ∗ X
d
=















0, s.v.
1−αk

1−α

1−αk

1−α
+µαk−1

Geom

(

α(1−αk)
1−α

+µαk

1+ α(1−αk)
1−α

+µαk

)

, s.v. µαk−1

1−αk

1−α
+µαk−1

. (2.2.6)

Odavde, kada k → ∞,

α(k) ∗ X
d→
{

0, s.v. 1
Geom(α), s.v. 0

s.i.
= 0. (2.2.7)

Primedba 2.2.1 Na osnovu prethodnog rezultata zakƩuqujemo da
kada se ”α∗” primeni beskonaqno mnogo puta nad sluqajnom promen-
Ʃivom X, tada se ona transformixe u 0, u raspodeli. Stoga, i daƩe
je opravdano koristiti naziv ”tining” (istaƬivaƬe) za operator
generisan geometrijskim brojaqkim nizom.

Kako se brojaqki niz sastoji od nezavisnih jednako raspodeƩenih
sluqajnih promenƩivih, to iz definicije negativnog binomnog

tininga sledi da je α ∗ (X + Y )
d
= α ∗ X + α ∗ Y , gde su X i Y

nenegativne celobrojne sluqajne promenƩive. PrimeƬuju�i ovu
distributivnost u raspodeli negativnog binomnog tininga, na os-
novu (2.2.1) imamo da je

Xn = α ∗ (α ∗ Xn−2 + εn−1) + εn
d
= α(2) ∗ Xn−2 + α ∗ εn−1 + εn (2.2.8)

Rekurentnim ponavƩaƬem ovog izvo�eƬa k puta, dobijamo da je

Xn
d
= α(k) ∗ Xn−k +

k−1
∑

i=0

α(i) ∗ εn−i. (2.2.9)

Zatim, primenom (2.2.7), sledi da je MA(∞) reprezentacija u
raspodeli ovog procesa

Xn
d
=

∞
∑

i=0

α(i) ∗ εn−i, (2.2.10)
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xto je, zahvaƩuju�i (2.2.5), ekvivalentno sa

Xn
d
=

∞
∑

i=0

Ai(εn−i). (2.2.11)

2.2.2 Uslovne statistiqke veliqine

Uslovne statistiqke veliqine ovog procesa se mogu dobiti
primenom slede�e teoreme.

Teorema 2.2.1 Uslovna raspodela sluqajne promenƩive Xn+k za dato
Xn, k ≥ 1, je konvolucija raspodela sluqajnih promenƩivih Ak(Xn),

NB
(

θ, α(1−αk−1)
1−αk+1

)

i
N
∑

i=1

(

α−αk+1−αk+1µ+αkµ
µ(1−α)

)Ri

◦ Vi, θ > 0, µ > 0, 0 <

α < µ/(1 + µ), gde su Ri
d
= U(0, 1), N

d
= P

(

−θ log α−αk+1−αk+1µ+αkµ
µ(1−α)

)

,

Vi
d
= Geom

(

µ
1+µ

)

, ”◦” je binomni tining, a N , Ri, Vi su nezavisne

sluqajne promenƩive.

Dokaz. Kao xto je dato pri izvo�eƬu uslovnih statistiqkih ve-
liqina NGINAR(1) procesa, razmatranog u prethodnom odeƩku,
uslovna funkcija generatrise verovatno�e je

E
(

sXn+k |Xn

)

=

(

1 − αk − α(1 − αk−1)s

1 − αk+1 − α(1 − αk)s

)Xn k−1
∏

i=0

Φε

(

1 − αi − α(1 − αi−1)s

1 − αi+1 − α(1 − αi)s

)

DaƩe, primenom (2.2.2), dobijamo da je

E
(

sXn+k |Xn

)

=

(

1 − αk − α(1 − αk−1)s

1 − αk+1 − α(1 − αk)s

)Xn
(

1 − α

1 − αk+1 − α(1 − αk)s

)θ

×
(

1−αk+1−αk+1µ+αkµ−(α−αk+1−αk+1µ+αkµ)s

(1−α)(1+µ−µs)

)θ

.

Prvi faktor na desnoj strani prethodne jednakosti je funkcija

generatrise verovatno�e sluqajne promenƩive
Xn
∑

i=1

Ai,k. Drugi pred-

stavƩa funkciju generatrise verovatno�e sluqajne promenƩive sa

raspodelom NB
(

θ, α(1−αk−1)
1−αk+1

)

. Konaqno, sliqno Lemi 2.2.1, dobija
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se da je tre�i faktor funkcija generatrise verovatno�e sluqajne

promenƩive
N
∑

i=1

(

α−αk+1−αk+1µ+αkµ
µ(1−α)

)Ri

◦ Vi. 2

Direktnom primenom ove teoreme, dobijamo da su uslovno oqe-
kivaƬe i disperzija sluqajne promenƩive Xn+k za dato Xn, redom

E(Xn+k|Xn) = αkXn + θµ(1 − αk),

V ar(Xn+k|Xn) =
(1 + α)(1 − αk)αk

1 − α
Xn

+
θµ(1 − αk)(1 + µ − α − αµ + µαk − 2αk+1 − µαk+1)

1 − α
.

Oqigledno, u sluqaju kada k → ∞, dobijamo E(Xn+k|Xn) = θµ i
V ar(Xn+k|Xn) = θµ(1+µ), xto su oqekivaƬe i disperzija NBINAR(1)
procesa.

2.2.3 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

U ovom odeƩku predstavi�emo neke metode za oceƬivaƬe nepoz-
natih parametara NBINAR(1) modela. Statistike, koje �emo tom
prilikom definisati, su zasnovane na sluqajnom uzorku procesa
(X1, X2, . . . , XN). Razmotri�emo asimptotske raspodele nekih od
ocena, kao i Ƭihovu primenu nad simuliranim serijama razliqi-
tih obima.

Metod momenata

S obzirom da su

ρ(1) = α, µX = E(Xn) = θµ,

γ(0) = V ar(Xn) = θµ(1 + µ), γ(1) = Cov(Xn, Xn+1) = αθµ(1 + µ),

ocene parametara NBINAR(1) modela dobijene Yule-Walker-ovom me-
todom su

α̂yw =
γ̂(1)

γ̂(0)
, µ̂yw =

γ̂(0)

XN

− 1, θ̂yw =
X

2

N

γ̂(0) − XN

,
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gde su XN = 1
N

N
∑

n=1

Xn i γ̂(h) = 1
N

N
∑

n=h+1

(

Xn − XN

) (

Xn−h − XN

)

, h =

0, 1.
Silva i Silva (2006) su Teoremom 1 razmatrali asimptotsku ras-

podelu ocena u sluqaju uopxtenih INAR(p) procesa sa brojaqkim
nizom nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih
sa konaqnim momentima prva qetiri reda. Formulixu�i ovo tvr-
�eƬe u specijalnom sluqaju za p = 1, dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 2.2.2 Ako je {Xn} INAR(1) proces sa (2.2.10) reprezentaci-

jom, gde je
∞
∑

i=0

αi < ∞, tada je

√
N
[

XN − E(X), γ̂(0) − γ(0), γ̂(1) − γ(1)
]T d→ N (0, V ) ,

gde je V =

[

[V11]1×1 [V12]1×2

[V12]1×2
T [V22]2×2

]

3×3

, takva da je V11 = lim
N→∞

NV ar(XN),

[V12]k+1 = lim
N→∞

NCov
(

XN , γ∗(k)
)

i [V22]k+1,j+1 = lim
N→∞

NCov (γ∗(k), γ∗(j)),

gde je γ∗(k) = 1
N

N
∑

n=1

(Xn − E(X))(Xn+k − E(X)), za k, j = 0, 1.

Kako su uslovi ove teoreme zadovoƩeni za NBINAR(1) proces,

tada
(

Xn, γ̂(0), γ̂(1)
)T

ima AN
(

[θµ, θµ(1 + µ, αθµ(1 + µ))]T , N−1V
)

ras-
podelu. Kako bismo odredili asimptotsku raspodelu dobijenih

ocena
(

α̂yw, µ̂yw, θ̂yw
)T

, najpre definiximo preslikavaƬe g(x1, x2, x3)

= (x3/x2, x2/x1 − 1, x2
1/(x2 − x1))

T
. Odavde vaжi da je

(

α̂yw, µ̂yw, θ̂yw
)T

= g
(

XN , γ̂(0), γ̂(1)
)T

. Navedimo sada veoma vaжno tvr�eƬe.

Teorema 2.2.3 (Brockwell, Davis, 1987, Tvr�eƬe 6.4.3) Neka je
Xn sa AN (µ, c2

NΣ) raspodelom, gde je Σ simetriqna nenegativno de-
finitna matrica i cN → 0, kada N → ∞. Ako je g(X) = (g1(X), . . . ,
gm(X)) preslikavaƬe iz R

k u R
m, takvo da je svaka gi(X) neprekidno

diferencijabilna funkcija u okolini µ i ako je DΣDT matrica sa
svim dijagonalnim elementima razliqitim od nule, gde je D ma-
trica [(∂gi/∂gj)(µ)]m×k, tada je g(XN) sa AN

(

g(µ), c2
NDΣDT

)

raspo-
delom.
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U sluqaju NBINAR(1) procesa,
(

XN , γ̂(0), γ̂(1)
)T

je vektor XN

ove teoreme, µ je dato sa (θµ, θµ(1 + µ), αθµ(1 + µ))T , c2
N je N−1,

matrica Σ je V , dok preslikavaƬe g odgovara naxem preslika-
vaƬu g(x1, x2, x3) definisanom iznad. Dakle, primenom ove teo-

reme dobijamo da je g
(

XN , γ̂(0), γ̂(1)
)T

=
(

α̂yw, µ̂yw, θ̂yw
)T

asimptot-

ski normalno raspodeƩeno sa ”sredinom” (α, µ, θ)T i ”disperzi-
jom” N−1DV DT , gde je D matrica [(∂gi/∂gj)(α, µ, θ)]3×3. Stroga pos-
tojanost YW-ocena sledi iz Teoreme o ergodiqnosti 2.1.1, odnosno

iz qiƬenice da (XN , γ̂(0), γ̂(1))
s.i.−→ (µX , γ(0), γ(1)), kada N → ∞.

Metod uslovnih najmaƬih kvadrata

Ovde primenom metode uslovnih najmaƬih kvadrata najpre oce-
Ƭujemo parametre α, µX i σ2

X = V ar(Xn). Pri tome koristimo
dvokoraqni CLS metod, koji je detaƩnije razmatran u Karlsen, Tjøst-
heim (1988). U prvom koraku oceƬujemo parametre α i µX. To
izvodimo minimiziraƬem sume kvadrata

QN(α, µX) =

N
∑

n=2

(Xn − E(Xn|Xn−1))
2 =

N
∑

n=2

(Xn − αXn−1 − (1 − α)µX)2.

Odgovaraju�i sistem jednaqina ∂QN/∂α = 0, ∂QN/∂µX = 0 se svodi
na

N
∑

n=2

(Xn − αXn−1 − µX(1 − α)) = 0,

N
∑

n=2

(Xn − αXn−1 − µX(1 − α))Xn−1 = 0.

(2.2.12)

Odavde, ocene parametara α i µX su

α̂cls =

(N − 1)
N
∑

n=2

XnXn−1 −
N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)
N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

µ̂cls
X =

N
∑

n=2

Xn − α̂cls
N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)(1 − α̂cls)
.
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U drugom koraku oceƬujemo parametar σ2
X . Uvodimo novu sluqajnu

promenƩivu

Vn = (Xn − E(Xn|Xn−1))
2 = (Xn − αXn−1 − (1 − α)µX)2.

DaƩe je E(Vn|Xn−1) = E ((Xn − E(Xn|Xn−1))
2|Xn−1) = V ar(Xn|Xn−1) =

α(1 + α)(Xn−1 − µX) + (1 − α2)σ2
X . Sada, CLS-ocenu parametra σ2

X

izraqunavamo minimiziraƬem sume kvadrata

SN (σ2
X) =

N
∑

n=2

(Vn − E(Vn|Xn−1))
2

=
N
∑

n=2

(

Vn − α(1 + α)(Xn−1 − µX) − (1 − α2)σ2
X

)2
.

Tako je odgovaraju�a statistika za ocenu disperzionog parametra

σ̂2 cls
X =

N
∑

n=2

(

(

Xn − α̂clsXn−1 − (1 − α̂cls)µ̂cls
X

)2 − α̂cls(1 + α̂cls)(Xn−1 − µ̂cls
X )
)

(

1 − (α̂cls)
2
)

(N − 1)
.

Primenom qiƬenice da su αcls i µcls
X rexeƬa sistema (2.2.12), izve-

denu ocenu σ̂2 cls
X zapisujemo kao

σ̂2 cls
X =

1

(N − 1)
(

1 − (α̂cls)2
)

(

N
∑

n=2

X2
n − α̂cls

N
∑

n=2

XnXn−1

)

− α̂cls

1 − α̂cls

(

1

N − 1

N
∑

n=2

Xn−1 − µ̂cls
X

)

− µ̂cls
X

(1 + α̂cls)(N − 1)

N
∑

n=2

Xn.

Konaqno, iz ve� poznatih jednakosti µX = θµ i σ2
X = µX(1 + µ),

sledi da su traжene ocene parametara µ i θ, redom

µ̂cls =
σ̂2 cls

X

µ̂cls
X

− 1 , θ̂cls =

(

µ̂cls
X

)2

σ̂2 cls
X − µ̂cls

X

.

Kako bismo odredili asimptotsku raspodelu ovih ocena, doka-
za�emo slede�u teoremu.
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Teorema 2.2.4 Ocene nepoznatih parametara NBINAR(1) modela do-
bijene Yule-Walker-ovom i metodom uslovnih najmaƬih kvadrata zado-
voƩavaju slede�e uslove:

(i) µ̂cls
X − µ̂yw

X = o
(

N− 1
2

)

, sa verovatno�om 1,

(ii) α̂cls − α̂yw = o
(

N− 1
2

)

, sa verovatno�om 1,

(iii) σ̂2 cls
X − σ̂2 yw

X = o
(

N− 1
2

)

, sa verovatno�om 1,

(iv) µ̂cls − µ̂yw = o
(

N− 1
2

)

, sa verovatno�om 1,

(v) θ̂cls − θ̂yw = o
(

N− 1
2

)

, sa verovatno�om 1.

Dokaz. (i) Primetimo najpre da se YW-ocene parametara µX i σ2
X

izvode kao dobro poznata uzoraqka sredina XN i uzoraqka dis-
perzija γ̂0, uvedena ranije. Tako�e, CLS-ocena parametra µX moжe
se zapisati u obliku

µ̂cls
X =

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
XN

(1 − α̂cls)(N − 1)
− α̂clsX1

(1 − α̂cls)(N − 1)
.

Iz ovoga sledi da je

lim
N→∞

√
N−1

(

µ̂cls
X −µ̂

yw
X

)

= lim
N→∞

√
N−1

(

1

N(N−1)

N−1
∑

n=2

Xn

XN −α̂clsX1

(1−α̂cls)(N−1)
−X1+XN

N

)

= lim
N→∞

1

N
√

N−1

N−1
∑

n=2

Xn =0.

Prema tome,
√

N − 1
(

µ̂cls
X − µ̂yw

X

)

= o(1), odnosno µ̂cls
X −µ̂yw

X = o
(

N− 1
2

)

.

(ii) Nakon jednostavnih transformacija i mnoжeƬa brojioca i
imenioca statistike α̂yw razlomkom N/(N − 1), dobija se

α̂cls =

1
N−1

N
∑

n=2

XnXn−1 − 1
(N−1)2

N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

1
N−1

N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

1
N−1

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ≡ S1 − S2

S3 − S4
,
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α̂yw =

1
N−1

N
∑

n=2

XnXn−1 −
(

XN
1

N−1

N
∑

n=2

(Xn−1 + Xn) − X
2

N

)

1
N−1

N
∑

n=1

X2
n −

(

2XN
1

N−1

N
∑

n=1

Xn − N
N−1

X
2

N

) ≡ S ′
1 − S ′

2

S ′
3 − S ′

4

,

gde su

S1 = S ′
1 =

1

N − 1

N
∑

n=2

XnXn−1, S2 = − 1

(N − 1)2

N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1,

S3 =
1

N − 1

N
∑

n=2

X2
n−1, S4 =

(

1

N − 1

N
∑

n=2

Xn−1

)2

,

S ′
2 = XN

1

N − 1

N
∑

n=2

(Xn−1 + Xn) − X
2

N ,

S ′
3 =

1

N − 1

N
∑

n=1

X2
n, S ′

4 = 2XN
1

N − 1

N
∑

n=1

Xn − N

N − 1
X

2

N .

Kako je S1 = S ′
1, to je lim

N→∞

√
N − 1S1 = lim

N→∞

√
N − 1S ′

1. Sa druge

strane dobijamo

lim
N→∞

√
N − 1S2 = lim

N→∞

√
N − 1

(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
XN

N − 1

)

×
(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
X1

N − 1

)

= lim
N→∞

√
N − 1

(N − 1)2

(

N−1
∑

n=2

Xn

)2

i

S ′
2 =

N − 1

N

(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
X1 + XN

N − 1

)(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
X1

N − 1

)

+
N − 1

N

(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
X1 + XN

N − 1

)(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
XN

N − 1

)

−
(

N − 1

N

)2
(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn +
X1 + XN

N − 1

)(

1

N − 1

N
∑

n=2

Xn +
X1 + XN

N − 1

)

,
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odakle daƩe sledi da je

lim
N→∞

√
N − 1S ′

2 = lim
N→∞

√
N − 1

1

(N − 1)2

(

N−1
∑

n=2

Xn

)2

.

Tako smo dobili da je lim
N→∞

√
N − 1S2 = lim

N→∞

√
N − 1S ′

2. Analognim

postupkom izvedene su i slede�e dve jednakosti: lim
N→∞

S3 = lim
N→∞

S ′
3

i lim
N→∞

S4 = lim
N→∞

S ′
4. Stoga, imamo da je

lim
N→∞

√
N − 1α̂cls = lim

N→∞

√
N − 1S1 −

√
N − 1S2

S3 − S4

= lim
N→∞

√
N − 1S ′

1 −
√

N − 1S ′
2

S ′
3 − S ′

4

= lim
N→∞

√
N − 1α̂yw.

(iii) Pristupom, analognim sluqajevima (i) i (ii), direktno se
izvodi da je lim

N→∞

√
N − 1σ̂2 cls

X = lim
N→∞

√
N − 1σ̂2 yw

X , odnosno σ̂2 cls
X −

σ̂2 yw
X = o(N− 1

2 ).
Ocene parametara µ i θ dobijene metodom momenata i metodom
uslovnih najmaƬih kvadrata su definisane pomo�u istih nepre-
kidnih funkcija odgovaraju�ih ocena parametara µX i σ2

X . Prema
tome, uslovi (iv) i (v) su direktna posledica uslova (i) i (iii). 2

Iz ove teoreme sledi da je

√
N − 1(α̂cls − α) −

√
N − 1(α̂yw − α) = op(1),

√
N − 1(µ̂cls − µ) −

√
N − 1(µ̂yw − µ) = op(1),

√
N − 1(θ̂cls − θ) −

√
N − 1(θ̂yw − θ) = op(1).

S obzirom da su ovo dovoƩni uslovi Teoreme 1.2.4, ocene dobi-
jene metodom uslovnih najmaƬih kvadrata imaju istu asimptotsku
raspodelu kao i Yule-Walker-ove ocene. Sa druge strane stroga pos-
tojanost ovih ocena sledi iz Teoreme 2.2.4 i stroge postojanosti
ocena izvedenih metodom momenata.
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Numeriqki rezultati

U ovom delu upore�ujemo prethodno predstavƩene neparame-
tarske metode za oceƬivaƬe, primeƬuju�i odgovaraju�e statis-
tike nad simuliranim podacima. Pri tome, upore�ujemo ih tako�e
i sa ocenama dobijenim metodom maksimalne verodostojnosti (max-
imum likelihood, ML). Ove ocene nepoznatih parametara α, µ i θ,
NBINAR(1) modela dobijene su maksimiziraƬem logaritmovane
funkcije verodostojnosti:

lnL(x1, . . . , xn; α, µ, θ) = ln
Γ(θ + x1)

Γ(θ)x1!
+ x1 lnµ − (x1 + θ) ln(1 + µ) +

+

N
∑

n=2

lnP (Xn = xn|Xn−1 = xn−1),

gde je P (Xn = xn|Xn−1 = 0) = P (εn = xn), odnosno

P (Xn =xn|Xn−1 =xn−1)=

xn
∑

k=0

(

xn−1+xn − k + 1

xn−1−1

)

αxn−k

(1+α)xn+xn−1−k
P (εn =k),

gde je xn−1 ≥ 1. Ovaj problem se svodi na rexavaƬe sistema
∂ ln L/∂α = 0, ∂ ln L/∂µ = 0 i ∂ ln L/∂θ = 0. Zbog kompleksnosti
dobijenih jednaqina ovo se moжe izvesti razliqitim standard-
nim numeriqkim procedurama, ugra�enim u ve�ini softverskih
paketa za statistiqku analizu podataka.

Kako bismo primenili statistike za oceƬivaƬe, simulirano
je 100 realizovanih uzoraka NBINAR(1) procesa, obima 10000. Si-
mulacije su izvedene za slede�e stvarne vrednosti parametara:
(a) µ = 0, 5, θ = 0, 5, α = 0, 1; (b) µ = 1, θ = 1, α = 0, 2 i (c) µ = 5,
θ = 2, α = 0, 6. U svakom od sluqaja, za poduzorke obima 100, 500,
1000, 5000 i 10000, izraqunate su uzoraqke sredine i standardne
grexke dobijenih ocena. Rezultati su prezentovani u tabeli 2.1.
Kao xto se moжe videti, sve ocene, osim u sluqaju parametra θ
za obim uzorka 100, su konvergentne sa veoma malim standardnim
grexkama. Tako�e, sve standardne grexke opadaju sa porastom
obima uzorka. U prvom sluqaju, za najmaƬe vrednosti parametara,
najmaƬe standardne grexke pri oceƬivaƬu parametra µ se javƩaju
primenom ocena dobijenih metodom uslovnih najmaƬih kvadrata.
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Sa druge strane, u sluqaju uzoraka obima 100, pri oceƬivaƬu
parametara α i θ, najmaƬe standardne grexke su postignute pri-
menom Yule-Walker-ovih i ocena dobijenih metodom uslovnih naj-
maƬih kvadrata, respektivno, dok se za uzorke obima 500 i vixe,
najmaƬe grexke ostvaruju metodom maksimalne verodostojnosti.
U sluqaju (b), za najmaƬe poduzorke, najboƩi rezultati u oceƬi-
vaƬu parametara µ, θ i α su ostvareni primenom YW, CLS i ML-
ocena, respektivno. Me�utim, za sve ostale poduzorke metodom
maksimalne verodostojnosti se ipak dobijaju najmaƬe standardne
grexke. Konaqno, u sluqaju najve�ih stvarnih vrednosti para-
metara, za sve obime poduzoraka, najboƩe su se pokazale ocene
dobijene metodom maksimalne verodostojnosti. Sa druge strane,
CLS-ocene parametra µ su izraqunate sa najve�im standardnim
grexkama i to sa desetak puta ve�im vrednostima od grexaka
nastalih primenom ostalih metoda. Tako, nije texko zakƩuqiti
da su u ve�ini razmatranih sluqajeva najmaƬe standardne grexke
nastale primenom metoda maksimalne verodostojnosti.

2.2.4 Primena na realnim podacima

Ovde se upoznajemo sa mogu�om primenom uvedenog modela u
modeliraƬu stvarnih nenegativnih celobrojnih podataka, upore-
�uju�i ga pri tome sa konkurentnim i savremenim INAR modelima.
Razmatrani niz je dostupan na veb adresi http://www.forecasting-
principles.com internet sajta The Forecasting Principles, u sekciji kri-
minoloxkih podataka i predstavƩa meseqno brojaƬe izvrxenih
provala, koje su se odigrale u Rochester-u, u reonu pod juris-
dikcijom policijske stanice broj 36055008702, a u periodu od
januara 1991. do decembra 2001. Dakle, razmatramo 132 nenega-
tivne celobrojne opservacije, qiji grafiqki prikaz vrednosti,
uzoraqke autokorelacione (ACF) i parcijalne autokorelacione
(PACF) funkcije su dati na slici 2.1. Odavde se lako zakƩuquje
da je autoregresivni proces reda 1 pogodan za analizu posma-
tranog brojaqkog niza. Uzoraqka autokorelacija je 0, 289, dok su
uzoraqka sredina i disperzija redom 3, 7424 i 6, 5744, tako da je
prisutna overdisperzija. Nad ovako okarakterisanim podacima
NBINAR(1) model upore�ujemo sa slede�im modelima:
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Tabela 2.1: Sredine i standardne grexke ocena za neke stvarne
vrednosti parametara µ, θ i α.

Obim µ̂yw θ̂yw α̂yw µ̂yw θ̂cls α̂cls µ̂ml θ̂ml α̂ml

a) Stvarne vrednosti µ = 0, 5 , θ = 0, 5 i α = 0, 1

100 0,45286 0,68789 0,06464 0,47318 1,51737 0,06559 0,50848 6,31784 0,11010
St. gr. 0,03529 0,24694 0,00948 0,01358 0,45867 0,00959 0,03557 2,83889 0,03739

500 0,50061 0,58650 0,10728 0,50468 0,58083 0,10746 0,50344 0,55911 0,10996
St. gr. 0,01902 0,03355 0,00575 0,00725 0,03343 0,00576 0,01654 0,02611 0,00500

1000 0,50284 0,52444 0,10377 0,50490 0,52220 0,10389 0,49788 0,52313 0,10566
St. gr. 0,01192 0,01557 0,00432 0,00479 0,01559 0,00432 0,01102 0,01286 0,00380

5000 0,50335 0,50197 0,09961 0,50377 0,50152 0,09962 0,50248 0,50147 0,10001
St. gr. 0,00595 0,00565 0,00207 0,00242 0,00564 0,00207 0,00529 0,00498 0,00188

10000 0,50255 0,50107 0,10030 0,50276 0,50085 0,10031 0,50275 0,50047 0,10072
St. gr. 0,00380 0,00356 0,00140 0,00169 0,00355 0,00140 0,00351 0,00326 0,00128

b) Stvarne vrednosti µ = 1 , θ = 1 i α = 0, 2

100 0,95186 1,26343 0,18448 0,99218 1,17382 0,18633 1,01532 1,17088 0,20134
St. gr. 0,03835 0,06106 0,01016 0,05906 0,05001 0,01030 0,03865 0,05789 0,00968

500 0,96823 1,07467 0,19912 0,97621 1,06398 0,19965 0,99819 1,03736 0,19953
St. gr. 0,01707 0,01838 0,00546 0,02677 0,01769 0,00546 0,01602 0,01616 0,00502

1000 0,99394 1,02557 0,20013 0,99798 1,02088 0,20032 1,00159 1,01713 0,20010
St. gr. 0,01197 0,01201 0,00404 0,01850 0,01181 0,00404 0,01185 0,01157 0,00354

5000 0,99837 1,00451 0,20040 0,99919 1,00357 0,20045 1,00293 0,99928 0,20036
St. gr. 0,00556 0,00547 0,00157 0,00853 0,00540 0,00157 0,00495 0,00494 0,00149

10000 0,99952 1,00219 0,19902 0,99993 1,00173 0,19904 1,00030 1,00071 0,19925
St. gr. 0,00451 0,00438 0,00121 0,00642 0,00435 0,00121 0,00368 0,00353 0,00107

c) Stvarne vrednosti µ = 5 , θ = 2 i α = 0, 6

100 4,57732 2,32010 0,55746 4,81675 2,20098 0,56266 4,79172 2,19170 0,57072
St. gr. 0,13447 0,06084 0,00854 1,97728 0,05811 0,00845 0,12908 0,05244 0,00664

500 4,88593 2,07535 0,58771 4,93609 2,05467 0,58854 4,92855 2,04715 0,59198
St. gr. 0,06781 0,02793 0,00432 0,85439 0,02805 0,00432 0,05784 0,02332 0,00304

1000 4,98386 2,02284 0,59682 5,00898 2,01263 0,59730 4,99295 2,01403 0,59850
St. gr. 0,04997 0,02043 0,00276 0,59845 0,02034 0,00275 0,04154 0,01681 0,00198

5000 4,97752 2,01103 0,59854 4,98267 2,00891 0,59865 4,98910 2,00478 0,59886
St. gr. 0,02200 0,00937 0,00120 0,26830 0,00935 0,00120 0,01647 0,00694 0,00090

10000 4,98006 2,00925 0,59829 4,98257 2,00824 0,59834 4,98292 2,00780 0,59856
St. gr. 0,01448 0,00586 0,00084 0,19208 0,00586 0,00085 0,01194 0,00480 0,00065
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• INAR(1) model sa Puasonovom marginalnom raspodelom (Al-
Osh, Alzaid, 1987),

• INAR(1) model sa geometrijskom marginalnom raspodelom (Al-
zaid, Al-Osh, 1988),

• Novi geometrijski INAR(1) model (Ristić, Bakouch, Nastić, 2009),

• INAR(1) modeli I1, I2, I3 sa negativnom binomnom marginal-
nom raspodelom (Zhu, Joe, 2006, 2010),

• Iterativni INAR(1) model sa negativnom marginalnom ras-
podelom (Al-Osh, Aly, 1992),

• Negativni binomi INAR(1) model sa sluqajnim koeficijen-
tom (Weiß, 2008b),

• Kvazi-binomni INAR(1) model sa generalizovanom Puasono-
vom marginalnom raspodelom (Alzaid, Al-Osh, 1993).

Iako Puasonova marginalna raspodela nije odgovaraju�a, Pua-
sonov INAR(1) model se razmatra radi kompletnosti pore�eƬa.
Za svaki od modela nabrojanih iznad, oceƬeni su nepoznati pa-
rametri metodom maksimalne verodostojnosti. Pri tome su odre-
�ene vrednosti kojima merimo kvalitet primeƬenog modela i to
kvadratni koren odstupaƬa opserviranih i prognoziranih vred-
nosti date serije, RMS, kao i Akaikeov informacioni kriteri-
jum AIC = −2 ln(maxL) + 2M i Bajesov informacioni kriteri-
jum BIC = −2 ln(maxL) + M ln N , gde je maxL maksimalna vrednost
funkcije verodostojnosti, M je broj nepoznatih parametara, a N
je obim uzorka. Ovi rezultati su prezentovani u tabeli 2.2, pri
qemu maƬe vrednosti karakteristika modela znaqe boƩe perfor-
manse. Prema tome, kao xto se vidi najmaƬe vrednosti su dobi-
jene u sluqaju ovde uvedenog modela, odnosno NBINAR(1) model
je najprikladniji za date podatke od svih razmatranih modela.
Tako�e se moжe primetiti da u sluqaju NBINAR(1) modela, ML-
ocena parametra α najmaƬe odstupa od uzoraqke autokorelacije
prvog reda.
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Slika 2.1: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o broju provala.
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Tabela 2.2: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o izvrxenim provalama.

Model ML ocene AIC BIC RMS

PoINAR(1) λ̂ = 3, 0053
α̂ = 0, 1964 608,4666 614,2322 2,4659

GINAR(1) q̂ = 0, 7447
α̂ = 0, 3921 634,7491 640,5147 2,5174

NGINAR(1) µ̂ = 3, 2974
α̂ = 0, 5901 622,9606 628,7263 2,5777

NBINAR(1) µ̂ = 0, 6829

θ̂ = 5, 4768
α̂ = 0, 2620 590,3774 599,0258 2,4554

NBINAR(1) I1 p̂ = 0, 6058

θ̂ = 5, 7458
α̂ = 0, 2394 591,0816 599,7300 2,4577

NBINAR(1) I2 p̂ = 0, 5908

θ̂ = 5, 3990
α̂ = 0, 2606
γ̂ = 0, 3239 592,3278 603,8590 2,4555

NBINAR(1) I3 p̂ = 0, 5928

θ̂ = 5, 4431
α̂ = 0, 2574

δ̂ = 0, 8859 592,4228 603,9540 2,4557

NBIINAR(1) n̂ = 5, 4299
p̂ = 1, 9562
ρ̂ = 0, 2575 590,4714 599,1198 2,4557

NBRCINAR(1) n̂ = 5, 6671
p̂ = 0, 6035
ρ̂ = 0, 2416 590,6264 599,2748 2,4574

GPQINAR(1) λ̂ = 2, 2634

θ̂ = 0, 2142
ρ̂ = 0, 2263 591,0633 599,7117 2,5472
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2.3 Pomereni geometrijski INAR(1)

model

U mnogim situacijama iz realnog жivota postoje vremenske
serije koje ne sadrжe nule u toku pojedinih vremenskih inter-
vala, ili su qak stalno pozitivne. Takvi primeri se mogu na�i
u medicini, industriji ili pravu i to su redom, dnevno brojaƬe
pacijenata u bolnicama, periodiqno brojaƬe grexaka u proizvod-
Ƭi i meseqni broj poqiƬenih kriviqnih dela u odre�enoj opx-
tini. U ovakvim sluqajevima upotreba pozitivnih diskretnih
raspodela je logiqniji izbor od nekih drugih standardnih nene-
gativnih celobrojnih raspodela. O ovome je bilo vixe reqi u
Bakouch, Ristić (2010), gde je uveden pozitivan Puasonov INAR(1)
proces, zasnovan na binomnom tining operatoru. Sa druge strane,
u sluqaju analize pozitivnih celobrojnih procesa, koji se odnose
na brojaƬe sluqajnih doga�aja sa osobinom samogenerisaƬa, od-
nosno stvaraƬa 0, 1 ili vixe drugih, novih doga�aja, opravdano je
koristiti tining operator zasnovan na geometrijskom brojaqkom
nizu.

U ovom odeƩku, oslaƬaju�i se u znaqajnoj meri na Nastić (2010),
predstavƩamo dva INAR modela, motivisana samogenerixu�im se-
rijama prirodnih brojeva. Jedan od Ƭih svojom strukturom odgo-
vara modelima prethodno prezentovanim u ovoj glavi i za Ƭega
vaжe svi rezultati iz prethodna dva odeƩka. Prema tome, razma-
traju�i prvi model, ovde �emo predstaviti samo neke nove rezul-
tate, koji se odnose uopxte na INAR(1) modele sa negativnim bi-
nomnim tiningom, pa tako i na ranije uvedene NGINAR(1) i NBI-
NAR(1) modele. Me�utim, drugi model je mexavina inovacionog
procesa i INAR(1) modela, tako da �e izvo�eƬu i predstavƩaƬu
Ƭegovih osobina u ovom odeƩku biti posve�eno vixe paжƬe.
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2.3.1 Konstrukcija i osnovna svojstva procesa

U ciƩu xto prirodnijeg modeliraƬa prirodnih autoregresiv-
nih procesa prvog reda, uvodimo dva pomerena (shifted) geometrij-
ska INAR(1) modela zasnovana na geometrijskom brojaqkom nizu.

Neka je, kao i ranije operator ”α∗” definisan sa α ∗ X =
X
∑

i=1

Wi,

gde je α ∈ (0, 1) i {Wi} je niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih
sa Geom(α/(1 + α)) raspodelom, {Xn}, n ∈ Z je prirodan vremenski
niz sa pomerenom geometrijskom SGeom(µ/(1 + µ)) raspodelom, gde

je P (Xn = j) = µj−1

(1+µ)j , j = 1, 2, 3, . . . , µ > 0.

Definicija 2.3.1 Proces {Xn} definisan sa Xn = α ∗Xn−1 + εn, gde
je {εn} niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih,
takvih da je E(εn) = µε i V ar(εn) = σ2

ε < ∞, nezavisnih od Wi i
Xn−l, za l > 0, zove se pomereni geometrijski INAR(1) proces tipa
I, odnosno SGINAR(1)-I.

Definicija 2.3.2 Proces {Xn} definisan sa

Xn =

{

ηn, s.v. 1
1+µ

α ∗ Xn−1 + ηn, s.v. µ
1+µ

,

gde je {ηn} niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩi-
vih, takvih da je E(ηn) = µη i V ar(ηn) = σ2

η < ∞, nezavisnih od Wi i
Xn−l, za l > 0, zove se pomereni geometrijski INAR(1) proces tipa
II, odnosno SGINAR(1)-II.

Sada �emo bliжe odrediti svojstva inovacionih procesa. Kako
bismo okarakterisali niz {εn}, najpre izvodimo Ƭegovu funkciju
generatrise verovatno�e Φε(s). Na osnovu ΦX(s) = ΦX(ΦW (s))Φε(s)
i Definicije 2.3.1, vaжi da je

Φε(s) =
α(1 + µ)

µ
s +

µ − α(1 + µ)

µ
· s

1 + µ − µs
.

Kako je ΦX(s) = s
1+µ−µs

, to je

εn
d
=

{

1, s.v. α(1+µ)
µ

SGeom
(

µ
1+µ

)

, s.v. µ−α(1+µ)
µ

.
(2.3.1)
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Sa druge strane, slede�i definiciju procesa SGINAR(1)-II, dobi-
jamo da je

Φηn
(s) =

1

1 + α − αs

(

α(1 + µ)

µ
s +

µ − α(1 + µ)

µ
· s

1 + µ − µs

)

.

Stoga, na osnovu (2.3.1) i ΦW (s) = 1
1+α−αs

, imamo da je

ηn
d
= W1 + εn. (2.3.2)

U skladu sa Ristić, Bakouch, Nastić (2009), uslov 0 < α ≤ µ/(1 + µ)
obezbe�uje dobru definisanost verovatno�a prethodnih mexavi-
na. U sluqaju α = µ

1+µ
, sluqajna promenƩiva εn se u raspodeli

degenerixe u 1. Tako�e raspodela brojaqkog niza se svodi na

Geom
(

µ
1+2µ

)

. Odavde i iz (2.3.2) sledi da je ηn
d
= W1 + 1, tj. ηn

d
=

SGeom
(

µ
1+2µ

)

. Iako α ∗ X moжe da ima i 0 kao svoju vrednost,

iz Φε(0) = 0 i Φη(0) = 0 redom sledi da je εn ≥ 1 i ηn ≥ 1, xto
obezbe�uje strogu pozitivnost oba uvedena SGINAR(1) procesa.

Iz µX = E(X) = 1 + µ i µε = Φ′
ε(1) = (1 − α)(1 + µ), sledi dobro

poznata INAR(1) jedankost, µX = (1−α)µε. Tako�e, na osnovu (2.3.2)
imamo da je µη = µε + α = 1 + µ − αµ, a odavde da iz µε ≥ 1 sledi
µη ≥ 1 + α. Izraqunavaju�i vrednosti drugih izvoda funkcija
generatrisa verovatno�a inovacionih procesa za s = 1, dobijamo
Ƭihove disperzije, σ2

ε = (1 + µ)(µ − α − α2(1+µ)) i σ2
η = µ(1 − α +

µ−α2µ − 2α2). Odavde je σ2
η = σ2

ε + α(1 + α), xto se tako�e moжe
dobiti i iz (2.3.2). Kako je α > 0, to je σ2

ε < σ2
η.

Egzistencija procesa

PostojaƬe rexeƬa u raspodeli jednaqine iz Definicije 2.3.1,
odnosno MA(∞) reprezentacije SGINAR(1)-I procesa u raspodeli
se moжe direktno pokazati na osnovu odgovaraju�ih rezultata za
NGINAR(1) proces, do kojih su doxli Ristić, Bakouch, Nastić (2009).
Me�utim, ovde izvodimo rexeƬe modela u znatno jaqem, sredƬe
kvadratnom smislu. Prema tome, kao i u prvom odeƩku ove glave,
na osnovu Ristić, Bakouch, Nastić (2009) imamo da je

Φ
(k)
W (s) =

1 − αk − α(1 − αk−1)s

1 − αk+1 − α(1 − αk)s
,
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gde je Φ
(k)
W (s) = ΦW (ΦW . . . (ΦW (s)) . . . ), za k-puta primeƬenu funkciju

ΦW (·). Tako�e, oznaqimo α ∗ (α ∗ . . . (α ∗X) . . . ) sa α(k) ∗X, k ≥ 1, gde
je operator ”α ∗ ” primeƬen k puta. Zatim, imamo da je

Φα(k)∗X(s) = ΦX

(

Φ
(k)
W (s)

)

=
Φ

(k)
W (s)

1 + µ − µΦ
(k)
W (s)

=
1 + α(1 + α + · · · + αk−2)(1 − s)

1 + α(1 + α + · · · + αk−1 + µαk−1)(1 − s)
.

Prethodni razlomak je jednak

1 + α + · · · + αk−2

1 + α + · · ·+ αk−1 + µαk−1
+ A · 1

1 + α(1 + α + · · ·+ αk−1 + µαk−1)(1 − s)
,

gde je A = αk−1(1+µ)
1+α+···+αk−1+µαk−1 . Tako, dobijamo da je

α(k) ∗ X
d
=















0, s.v.
1−αk−1

1−α

1−αk

1−α
+µαk−1

Geom

(

α(1−αk)
1−α

+µαk

1+ α(1−αk)
1−α

+µαk

)

, s.v. αk−1(1+µ)
1−αk

1−α
+µαk−1

.
(2.3.3)

Odavde, kada k → ∞, tada

α(k) ∗ X
d−→
{

0, s.v. 1
Geom (α) , s.v. 0

s.v.1
= 0. (2.3.4)

Sada, rekurentnom primenom modela Xn = α ∗ Xn−1 + εn, k puta,
dobijamo da je

Xn
d
= α(k) ∗ Xn−k +

k−1
∑

i=0

α(i) ∗ εn−i , (2.3.5)

gde se ”α(0)∗” definixe sa α(0)∗X = X. S obzirom da drugi moment

sluqajne promenƩive sa Geom
(

µ
1+µ

)

raspodelom iznosi µ + 2µ2, to

se primenom (2.3.3) i (2.3.5), drugi moment E

(

Xn −
k−1
∑

i=0

α(i) ∗ εn−i

)2

raquna na slede�i naqin:

E
(

α(k)∗Xn−k

)2
=

αk−1(1+µ)
1−αk

1−α +µαk−1

(

α(1−αk)

1−α
+µαk+2

(

α(1−αk)

1−α
+µαk

)2
)

.

(2.3.6)
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Desna strana prethodne jednakosti konvergira ka nuli, kada k
teжi ka ∞, tako da je sredƬe kvadratno rexeƬe SGINAR(1)-I mo-
dela

Xn =
∞
∑

i=0

α(i) ∗ εn−i. (2.3.7)

DaƩe pokazujemo egzistenciju procesa tipa II. ƫegova, odgo-
varaju�a jednaqina iz Definicije 2.3.2, moжe se zapisati kao

Xn = αn ∗ Xn−1 + ηn, (2.3.8)

gde je {αn} niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih, Bernulijeve
raspodele sa parametrom µ/(1 + µ), nezavisnih od {Xn} i inova-
cionog procesa {εn}. Ovakav pristup u definisaƬu procesa su ko-
ristili Bakouch i Ristić (2010). Me�utim, zbog razlika nastalih
usled uvo�eƬa opxtijeg brojaqkog niza sa geometrijskom raspode-
lom, ovde navodimo slede�e izvo�eƬe. Rekurentnom primenom
(2.3.8) dobijamo

Xn
d
=αn∗(αn−1∗. . . (αn−k+1∗Xn−k) . . . )+

k−1
∑

i=1

αn∗(αn−1∗. . . (αn−i+1∗ηn−i) . . . )+ηn. (2.3.9)

Zbog ovog glomaznog i nepreglednog zapisa, uvodimo operator
A

(l)
n (·) definisan sa

A(l)
n (X) = αn ∗ (αn−1 ∗ . . . (αn−l+1 ∗ X) . . . ), l > 0. (2.3.10)

Tako�e, dodefiniximo A
(0)
n (X) = X, tako da se (2.3.9) moжe za-

pisati kao

Xn
d
= A(k)

n (Xn−k) +

k−1
∑

i=0

A(i)
n (ηn−i).

Kako je

A(l)
n (X) =











α(l) ∗ X, s.v.
(

µ
1+µ

)l

0, s.v. 1 −
(

µ
1+µ

)l

,

to je

E

(

Xn −
k−1
∑

i=0

A
(i)
n (ηn−i)

)2

= E
(

A
(k)
n (Xn−k)

)2

=
(

µ
1+µ

)k

E
(

α(k) ∗ Xn−k

)2
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≤ E
(

α(k) ∗ Xn−k

)2
,

xto na osnovu (2.3.6), konvergira ka 0, kada k teжi ka beskonaq-
nosti. Prema tome,

Xn =
∞
∑

i=0

A(i)
n (ηn−i) (2.3.11)

predstavƩa sredƬe kvadratno rexeƬe SGINAR(1)-II modela.
Sada, pokaжimo strogu stacionarnost, ergodiqnost i jedin-

stvenost ovih SGINAR(1) rexeƬa. Stroga stacionarnost se ve-
oma kratko moжe konstatovati na primeru procesa tipa II. Na os-
novu Definicije 2.3.2 i svojstva nezavisnosti i jednake raspode-
Ʃenosti niza {ηn}, uslovne raspodele sluqajnih promenƩivih Xi+1

za dato Xi i Xn+i+1 za dato Xn+i su jednake za svako i ∈ {1, 2, . . . , k−1}
i proizvoƩne n ∈ Z, k ∈ N. Odavde i iz qiƬenice da se radi o
procesu Markova dobijamo da su zajedniqke raspodele sluqajnih
vektora (X1, X2, . . . , Xk) i (Xn+1, Xn+2, . . . , Xn+k) me�usobno jednake
za svako n ∈ Z, k ∈ N.

Dok se ergodiqnost, u oba sluqaja procesa, izvodi na isti
naqin kao u dokazu Teoreme 2.1.1, jedinstvenost �emo pokazati
na primeru procesa tipa II. Ako je {Xn} razmatrani pomereni
geometrijski INAR(1) proces, onda pretpostavimo da postoji jox
jedan proces tipa II, {X ′

n} koji predstavƩa drugo rexeƬe jedna-
qine Definicije 2.3.2. Prema tome je E(Xn) = 1 + µ = E(X ′

n),
odakle sledi da je E|Xn − X ′

n| = 0. Sada, primenom Definicije
2.3.2 i svojstva (ix) Leme 2.1.3, dobijamo da je

E (Xn−X ′
n)

2
=

µ

1 + µ
E
(

α ∗ Xn−1−α ∗ X ′
n−1

)2

=
µ

1 + µ
α(1+α)E|Xn−1−X ′

n−1|+
µ

1 + µ
α2E

(

Xn−1−X ′
n−1

)2

< α2E
(

Xn−1−X ′
n−1

)2
< α2mE

(

Xn−m−X ′
n−m

)2
.

Odavde sledi jedinstvenost rexeƬa {Xn}. Prethodnim paragra-
fima smo upravo dokazali slede�u teoremu.

Teorema 2.3.1 SGINAR(1) modeli uvedeni pomo�u Definicija 2.3.1
i 2.3.2, imaju jedinstvena, strogo stacionarna i ergodiqna rexeƬa,
redom data sa (2.3.7) i (2.3.11).
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2.3.2 Autokorelaciona struktura i neke osobine
modela

Ovde razmatramo autokorelacionu strukturu uvedenih procesa.
Zanemaruju�i razliku u marginalnoj raspodeli izme�u procesa
NGINAR(1), razmatranog u prvom odeƩku ove glave i SGINAR(1)-
I, a na osnovu Ƭihove iste strukture zakƩuqujemo da ovi pro-
cesi imaju tako�e istu autokovarijansnu funkciju. Tako je γ(k) =
αkγ(0), gde je γ(0) = σ2

X = µ(1 + µ), odakle daƩe sledi da je

ρ(k) = αk. (2.3.12)

Me�utim, u sluqaju SGINAR(1)-II procesa, izvo�eƬe je drugaqije.
Naime,

γ(k) = Cov(Xn, Xn−k) =
µ

1 + µ
Cov(α ∗ Xn−1, Xn−k)

=
αµ

1 + µ
Cov(Xn−1, Xn−k) = · · · =

(

αµ

1 + µ

)k

γ(0),

xto je dovoƩan uslov za

ρ(k) =

(

µα

1 + µ

)k

. (2.3.13)

Primedba 2.3.1 Za velike vrednosti parametra µ, faktor µ
1+µ

se
pribliжava jedinici, tako da su u ovom sluqaju vrednosti autoko-
relacija oba tipa procesa pribliжno jednake. Me�utim, za maƬe
vrednosti µ, odnosno kada je µ blisko 0, tada se vrednost µ

1+µ
tako�e

pribliжava nuli, pa su onda autokorelacione vrednosti SGINAR(1)-
II procesa znaqajno maƬe nego za proces prvog tipa. Ova informa-
cija moжe biti od pomo�i kada se na osnovu uzoraqkog autokorelo-
grama treba odluqiti u izboru izme�u ova dva modela u primenama
na stvarnim podacima.
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Posmatrajmo sada zajedniqke funkcije generatrise verovatno�e
za oba tipa procesa. U sluqaju SGINAR(1)-II, vaжi slede�e:

ΦXn,Xn−1(s1, s2) = E
(

sXn

1 s
Xn−1

2

)

=
µ

1 + µ
E (sηn

1 ) E
(

s
α∗Xn−1

1 s
Xn−1

2

)

+
1

1 + µ
E (sηn

1 )E
(

s
Xn−1

2

)

=
1

1 + µ
Φη(s1) (ΦX(s2) + µΦX (ΦW (s1)s2))

=
s1(1 + α + αµ − αs1 − αµs1)

(1 + α − αs1)(1 + µ − µs1)(1 + µ)

×
(

s2

1 + µ − µs2
+

µs2

1+α−αs1

1 + µ − µs2

1+α−αs1

)

=
s1s2

(1 + µ − µs1)(1 + µ − µs2)

×
(

1 +
µ2α(1 − s1)(1 − s2)

(1 + α − αs1)((1 + µ)(1 + α − αs1) − µs2)

)

.

S obzirom da se isti pristup koristi i u sluqaju procesa tipa
I, bez izvo�eƬa navodimo da je Ƭegova funkcija generatrise vero-
vatno�e

ΦXn,Xn−1(s1, s2) =
s1s2

1 + µ − µs1

(

1 +
µ(s2 − 1)

(1 + µ)(1 + α − αs1) − µs2

)

.

Iz prethodne dve jednakosti zakƩuqujemo da funkcije generatrise
verovatno�e nisu simetriqne u odnosu na s1 i s2, za 0 < α <

µ
(1+µ)

, tako da ni odgovaraju�i procesi nisu vremenski reverzi-

bilni. Me�utim, u sluqaju α = µ
1+µ

, zajedniqka funkcija genera-

trise verovatno�e procesa prvog tipa se svodi na ΦXn,Xn−1(s1, s2) =
s1s2

1+2µ−µ(s1+s2)
, koja je simetriqna. Stoga, za ovu graniqnu vred-

nost parametra α, SGINAR(1)-I je vremenski reverzibilan proces,
odnosno zajedniqka raspodela Ƭegovih uzastopnih elemenata Xn−1

i Xn je jednaka zajedniqkoj raspodeli sluqajnih promenƩivih Xn

i Xn−1.

2.3.3 Uslovne statistiqke veliqine

Najpre izvodimo uslovno oqekivaƬe uvedenih procesa. Kao i
ranije u nekim sluqajevima, kada je u pitaƬu proces prvog tipa,
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ovde diretno koristimo rezultate o NGINAR(1) modelu, uvedenom
u Ristić, Bakouch, Nastić (2009). Tako je

E(Xn+k|Xn) = αkXn + µε
1 − αk

1 − α
, (2.3.14)

odakle je lim
k→∞

E(Xn+k|Xn) = µX = 1 + µ. Sa druge strane, u sluqaju

SGINAR(1)-II procesa, rekurentnom primenom regresione formule

E(Xn+k|Xn) =
αµ

1 + µ
E(Xn+k−1|Xn) + µη ,

k puta, dobija se

E(Xn+k|Xn) =

(

αµ

1 + µ

)k

Xn + µη

1 −
(

αµ
1+µ

)k

1 − αµ
1+µ

, (2.3.15)

odakle sledi da lim
k→∞

E(Xn+k|Xn) = µX. Prime�ujemo da za male

vrednosti parametra µ, odnosno za µ ∼ 0, uslovno oqekivaƬe za
k koraka unapred, procesa tipa II konvergira brжe ka µX nego u
sluqaju SGINAR(1)-I procesa.

Tako�e, izvodimo k-koraqnu uslovnu disperziju. Kao i u sluqaju
regresije, koriste�i ranije dobijene rezultate, za SGINAR(1) pro-
ces tipa I imamo da je

V ar(Xn+k|Xn) =
αk(1 − αk)(1 + α)

1 − α
Xn +

1 − α2k

1 − α2
σ2

ε + α(1 + α + 2µε)
µε

1 − α

×
(

1 − α2k

1 − α2
− αk−1 1 − αk

1 − α

)

+ µ2
ε

(

1 − α2k

1 − α2
−
(

1 − αk

1 − α

)2
)

,

xto konvergira ka σ2
X , kada k teжi ka ∞.

Kako se izvo�eƬe uslovne disperzije SGINAR(1)-II procesa ne
oslaƬa direktno ni na jedan poznati rezultat, prezentova�emo ga
sa nexto vixe detaƩa. Polaze�i od

V ar(Xn+k|Xn) = E
(

X2
n+k|Xn

)

− (E(Xn+k|Xn))
2, (2.3.16)

najpre izraqunavamo slede�e:

E
(

X2
n+k|Xn

)

=
1

1 + µ
E
(

η2
n+k

)

+
µ

1 + µ
E
(

(α ∗ Xn+k−1 + ηn+k)
2|Xn

)

=
µ

1 + µ

(

α2E(X2
n+k−1|Xn)+α(1+α+2µη)E(Xn+k−1|Xn)

)

+ E
(

η2
n+k

)

.
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Zatim, rekurentnim ponavƩaƬem prethodnog izvo�eƬa jox k − 1
puta, dobijamo uslovni drugi moment kao

E
(

X2
n+k|Xn

)

=
(

µα2

1+µ

)k

X2
n + (1 + α + 2µη)

(

αµ
1+µ

)k
1−αk

1−α
Xn

+ µα(1 + α + 2µη)





1−

(

µα2

1+µ

)k

1−µα2

1+µ

−
(

αµ
1+µ

)k−1
1−αk

1−α





+ E
(

η2
n+k

)

1−

(

µα2

1+µ

)k

1−µα2

1+µ

.

(2.3.17)
Sada, zameƬuju�i (2.3.17) i (2.3.15) u (2.3.16) dobija se

V ar(Xn+k|Xn) =

(

µα2

1 + µ

)k
(

1 −
(

µ

1 + µ

)k
)

X2
n + 2µη

(

αµ

1 + µ

)k

×







1 − αk

1 − α
−

1 −
(

αµ
1+µ

)k

1 − αµ
1+µ






Xn + (1 + α)

(

αµ

1 + µ

)k 1 − αk

1 − α
Xn

+ µα(1 + α + 2µη)







1 −
(

µα2

1+µ

)k

1 − µα2

1+µ

−
(

αµ

1 + µ

)k−1 1 − αk

1 − α







+ µ2
η









1 −
(

µα2

1+µ

)k

1 − µα2

1+µ

−







1 −
(

αµ
1+µ

)k

1 − αµ
1+µ







2








+ σ2
η

1 −
(

µα2

1+µ

)k

1 − µα2

1+µ

.

Ova uslovna disperzija tako�e konvergira disperziji vremenskog
niza.

lim
k→∞

V ar(Xn+k|Xn) =
1 + α(1 + α + 2µη) + µ2

η + σ2
η

1+µ−µα2

1+µ

− µ2
η

(1+µ−αµ)2

(1+µ)2

=
(1 + µ)(µ + µ2 − α2µ2)

1 + µ − µα2
= µ(1 + µ) = V ar(X).

Primedba 2.3.2 Za razliku od tipa I, uslovna disperzija procesa
tipa II zavisi od X2

n, odnosno zavisi kvadratno od proxlosti vre-

menskog niza. Kako je faktor ove zavisnosti
(

µα2

1+µ

)k
(

1 −
(

µ
1+µ

)k
)

,
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ovaj kvadratni uticaj na uslovnu disperziju nestaje kada parametar
µ teжi ka graniqnim vrednostima, tj. kada je u blizini nule ili
beskonaqnosti, dok sa druge strane moжe biti dosta znaqajniji za
neke konaqne vrednosti µ, ve�e od 0.

2.3.4 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

U ovom delu predstavƩamo metode za oceƬivaƬe nepoznatih
parametara µ i α, SGINAR(1) modela. Tako�e �emo dati i asimp-
totsku karakterizaciju dobijenih statistika, zasnovanih na slu-
qajnom uzorku X1, X2, . . . , XN .

OceƬivaƬe parametara SGINAR(1)-I modela

Ovde se u nekim aspektima oslaƬamo na NGINAR(1) model, uve-
den u Ristić, Bakouch, Nastić (2009). Tako i pored odseqene margi-
nalne raspodele, kao i pojedinih drugaqijih tehnika primeƬenih
u opisivaƬu dobijenih ocena, bez detaƩnijeg izvo�eƬa navodimo
odgovaraju�e rezultate. Najpre, oceƬujemo parametre modela me-
todom uslovnih najmaƬih kvadrata (CLS), gde se ocene dobijaju
minimiziraƬem sume kvadrata

QN (α, µ) =

N
∑

n=2

(Xn − αXn−1 − (1 − α)(1 + µ))2.

Statistike, izvedene na ovaj naqin su

α̂I
cls =

(N − 1)
N
∑

n=2

XnXn−1 −
N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)
N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

µ̂I
cls =

N
∑

n=2

Xn − α̂I
cls

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)(1 − α̂I
cls)

− 1.

Govore�i o asimptotskim osobinama ovih statistika, prime�uje-

mo da su svi uslovi Teoreme 1.2.2 ispuƬeni, tako da (α̂I
cls, µ̂

I
cls)

s.v.1−→
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(α, µ), kada N teжi ka ∞. Tako�e, moжe se primeniti i Teorema
1.2.3 na osnovu koje, kao u Ristić, Bakouch, Nastić (2009), sledi da

N
1
2

[

α̂I
cls − α

µ̂I
cls − µ

]

d−→ N
(

[

0
0

]

,

[

(1+α)(µ+µ2+α+αµ−αµ2)
µ(1+µ)

α(1+α)
1−α

α(1+α)
1−α

µ(1+µ)(1+α)
1−α

])

.

Iz dobijene kovarijansne matrice asimptotske raspodele vidimo
koliko iznose graniqne vrednosti odgovaraju�ih disperzija i ko-
varijansi statistika kojima oceƬujemo nepoznate parametre. Me-
�utim, ukoliko je koreliranost u procesu veoma mala, odnosno
kada α → 0, tada se jednostavno dobija da su kovarijanse ocena
parametara asimptotski blizu nuli, odnosno zavisnost izme�u
ocena tako�e opada sa opadaƬem koreliranosti izme�u elemenata
procesa. U istom sluqaju disperzija ocene parametra α je bliska
jedinici, dok disperzija ocene µ̂I

cls konvergira ka disperziji mar-
ginalne raspodele. Sa druge strane, ako je koreliranost zna-
qajna, odnosno kada teжi gorƬoj granici od µ

1+µ
, onda disperzije

ocena parametara α i µ konvergiraju ka vrednostima (1+2µ)(2+2µ+µ)

(1+µ)3

i µ(1 + µ)(1 + 2µ), respektivno. Istovremeno su graniqne kovari-
janse statistika dobijenih metodom uslovnih najmaƬih kvadrata
bliske vrednosti µ(1+2µ)

1+µ
.

Kao xto je dobro poznato, izjednaqavaƬem uzoraqkih i teorij-
skih momenata, a polaze�i od jednakosti ρ(0) = α i E(X) = µ + 1,
dobijaju se Yule-Walker-ove ocene nepoznatih parametara. Traжene
statistike su

α̂I
yw =

N
∑

n=2

(Xn − XN)(Xn−1 − XN )

N
∑

n=1

(Xn − XN)2

,

µ̂I
yw = XN − 1,

gde je XN = 1
N

N
∑

n=1

Xn. Kao u dokazu Teoreme 2.2.4 slede�i uslovi

se direktno proveravaju:

(i) N
1
2

(

α̂I
cls − α̂I

yw

)

= o(1), s.v.1,
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(ii) N
1
2

(

µ̂I
cls − µ̂I

yw

)

= o(1), s.v.1.

Odavde sledi stroga postojanost Yule-Walker-ovih ocena. Tako�e,
ovo su dovoƩni uslovi za Teoremu 1.2.4, po kojoj α̂I

yw i µ̂I
yw imaju

asimptotski normalnu raspodelu sa istom ”sredinom” i ”disper-
zijom” kao odgovaraju�e ocene dobijene metodom uslovnih najma-
Ƭih kvadrata.

OceƬivaƬe parametara SGINAR(1)-II modela

Sliqno kao u sluqaju modela tipa I, ovde polaze�i od jed-
nakosti ρ(0) = αµ

1+µ
, metodom momenata dobijamo slede�e ocene

nepoznatih parametara:

α̂II
yw =

XN

N
∑

n=2

(Xn − XN)(Xn−1 − XN )

(XN − 1)
N
∑

n=1

(Xn − XN)2

,

µ̂II
yw = XN − 1.

Iz osobine ergodiqnosti procesa sledi stroga postojanost ovih
ocena. DaƩe, na osnovu sredƬe kvadratne reprezentacije (2.3.11)

i qiƬenice da je
∞
∑

i=0

αnαn−1 . . . αn−i+1 ≤
∞
∑

i=0

αi < ∞, moжe se primeniti

Teorema 2.2.2, odakle dobijamo da je




XN

γ̂(0)
γ̂(1)



 : AN









µX

γ(0)
γ(1)



 , N−1V



 ,

gde je [µX , γ(0), γ(1)]T = [1 + µ, µ(1 + µ), µ2α]
T

i V je odgovaraju�a
matrica definisana kao u Teoremi 2.2.2. Zatim uvodimo nepre-

kidno preslikavaƬe f(x1, x2, x3) =
(

x1 − 1, x1x3

x2(x1−1)

)

= (f1, f2), tako da

moжemo definisati Yule-Walker-ove ocene parametara kao
(

µ̂II
yw, α̂II

yw

)

= f
(

XN , γ̂(0), γ̂(1)
)

. Oqigledno je da su svi uslovi Teoreme 2.2.3
ispuƬeni, na osnovu koje imamo da je

[

µ̂II
yw

α̂II
yw

]

: AN
([

µ
α

]

, N−1DV DT

)

,
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gde je D matrica formata 2 × 3, izgra�ena od elemenata ∂fi

∂xj
(1 +

µ, µ(1 + µ), µ2α), za (i, j) ∈ {1, 2} × {1, 2, 3}.
Kada su u pitaƬu ocene izvedene metodom uslovnih najmaƬih

kvadrata, tada je zgodnije uvesti slede�u reparametrizaciju:

µη = 1 + µ − αµ,
ρ = αµ

1+µ
.

(2.3.18)

Stoga, minimiziraju�i odgovaraju�u funkciju

QN (µη, ρ) =

N
∑

n=2

(Xn − ρXn−1 − µη)
2 ,

dobijamo slede�e statistike:

ρ̂II
cls =

(N − 1)
N
∑

n=2

XnXn−1 −
N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)
N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

µ̂II
ηcls =

1

N − 1

N
∑

n=2

Xn − ρ̂II
cls

1

N − 1

N
∑

n=2

Xn−1.

Prema tome, na osnovu (2.3.18), CLS-ocene parametara SGINAR(1)-
II modela se izvode kao

µ̂II
cls =

µ̂II
ηcls + ρ̂II

cls − 1

1 − ρ̂II
cls

,

α̂II
cls =

µ̂II
ηclsρ̂

II
cls

µ̂II
ηcls + ρ̂II

cls − 1
.

Da bismo dali asimptotsku karakterizaciju ovih ocena, slede�a
dva uslova su od presudne vaжnosti:

(i) (N − 1)
1
2

(

α̂II
cls − α̂II

yw

)

= o(1), s.v.1,

(ii) (N − 1)
1
2

(

µ̂II
cls − µ̂II

yw

)

= o(1), s.v.1 .
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DaƩe dokazujemo (ii) uslov, dok se prvi izvodi analogno.

lim
N→∞

√
N − 1µ̂II

cls = lim
N→∞

√
N − 1

1
N−1

N
∑

n=2
Xn − ρ̂II

cls
1

N−1

N
∑

n=2
Xn−1 + ρ̂II

cls − 1

1 − ρ̂II
cls

= lim
N→∞

√
N − 1

(

1 − ρ̂II
cls

)

(

1
N−1

N−1
∑

n=2
Xn − 1

)

1 − ρ̂II
cls

+ lim
N→∞

√
N − 1

1
N−1

(

XN − ρ̂II
clsX1

)

1 − ρ̂II
cls

= lim
N→∞

√
N − 1

(

1

N − 1

N−1
∑

n=2

Xn − 1

)

= lim
N→∞

√
N − 1µ̂II

yw,

gde sabirak u tre�em redu jednakosti teжi 0, kada N → ∞. Kako
su YW-ocene strogo postojane, to na osnovu prethodnih uslova
vaжi ista osobina i za parametarske ocene dobijene metodom us-
lovnih najmaƬih kvadrata. Tako�e, kao i kod procesa prvog tipa
i ovde CLS-ocene imaju istu asimptotski normalnu raspodelu kao
i ocene izvedene metodom momenata.

Numeriqki rezultati

Ovde predstavƩamo rezultate primene prethodno uvedenih pro-
cedura za oceƬivaƬe nepoznatih parametara na simuliranim pri-
rodnim vremenskim nizovima. U sluqaju oba tipa SGINAR(1) mo-
dela, simulirano je 100 uzoraka od po 10000 pozitivnih realiza-
cija za svaku od slede�ih vrednosti parametara: (a) µ = 1, α = 0, 1;
(b) µ = 2, α = 0, 2; (c) µ = 6, α = 0, 6. U svakom od prethodnih
sluqaja, razmatrano je po pet poduzoraka razliqitih obima, 100,
500, 1000, 5000 i 10000. Zatim su parametri oba tipa mode-
la oceƬeni metodama momenata, uslovnih najmaƬih kvadrata i
uslovne maksimalne verodostojnosti. Uzoraqke sredine i stan-
dardne grexke dobijenih ocena parametara modela SGINAR(1)-I i
SGINAR(1)-II su prezentovane redom u tabelama 2.3 i 2.4.

Kao xto se moжe primetiti, sa porastom obima uzoraka, sve
ocene konvergiraju ka stvarnim vrednostima parametara, dok Ƭi-
hove standardne grexke opadaju ka 0. Pri tome, ove standardne
grexke ravnomerno opadaju u sluqaju neparametarskih ocena, dok
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u sluqaju CML-ocena opadaju znatno brжe. Prema tome, kod uzo-
raka maƬih obima ove grexke su ve�e kod ocena uslovne maksi-
malne verodostojnosti nego kod YW i CLS ocena, dok se u sluqaju
uzoraka obima 10000 Ƭihove najmaƬe vrednosti opaжaju bax u
sluqaju parametarskih CML-ocena.

2.3.5 Primena na realnim podacima

U ovom delu govorimo o mogu�oj primeni uvedenih pomerenih
modela na stvarnim podacima, upore�uju�i ih pri tome sa razli-
qitim i tako�e primenƩivim INAR modelima. Analiziran vre-
menski niz je uzet iz sekcije o kriminoloxkim podacima sa inter-
net sajta Forecasting Principles (http://www.forecastingprinciples.com).
On predstavƩa meseqno brojaƬe prijavƩenih prevara u 12.-toj
policijskoj stanici u Pitsburgu u periodu od januara 1990. do
decembra 2001. Niz se sastoji od 144 opservacije, a odgovaraju�a
uzoraqka sredina, disperzija i autokorelacija redom iznose 1, 65,
3, 05341 i 0, 258. Kako ovi podaci sadrжe i nule, u Ƭihovom mode-
liraƬu koristimo pristup Bakouch-a i Ristić-a (2010). Naime, da
bismo mogli da primenimo naxe modele, najpre transliramo po-
datke za jedan korak u desno, odnosno sve elemente serije uve�a-
vamo za 1, xto rezultira uzoraqkom sredinom od 2, 65. Grafiqki
prikaz originalnog vremenskog niza i Ƭegove uzoraqke autoko-
relacione i parcijalne autokorelacione funkcije su dati na sli-
ci 2.2. S obizrom da su INAR(1) modeli oqigledno odovaraju�i
za date podatke, ovde primeƬujemo slede�e:

• Nulom odseqen (Zero truncated) Puasonov INAR(1) model (Bak-
ouch, Ristić, 2010),

• Puasonov INAR(1) model (Al-Osh, Alzaid, 1987),

• Kvazi-binomni INAR(1) model sa generalisanom Puasonovom
marginalnom raspodelom (Alzaid, Al-Osh, 1993),

• Geometrijski INAR(1) model (Alzaid, Al-Osh, 1988),

• Novi geometrijski INAR(1) model (Ristić, Bakouch, Nastić,
2009),
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Tabela 2.3: Sredine i standardne grexke ocena za neke stvarne
vrednosti parametara SGINAR(1)-I modela.

Obim µ̂I
yw α̂I

yw µ̂I
cls

α̂I
cls

µ̂I
ml

α̂I
ml

a) Stvarne vrednosti µ = 1 , i α = 0, 1

100 0,989500 0,072141 0,834804 0,072873 1,010779 0,059165
St. gr. 0,015883 0,010810 0,025485 0,010892 0,001427 0,014042

500 1,004980 0,098013 0,893011 0,098157 1,006834 0,114513
St. gr. 0,006448 0,005093 0,012441 0,005097 0,000367 0,001995

1000 1,006610 0,095902 0,991802 0,095998 1,007966 0,098338
St. gr. 0,005006 0,003505 0,008920 0,003509 0,000286 0,000028

5000 0,999714 0,099291 0,973712 0,099318 1,007315 0,098283
St. gr. 0,002293 0,001534 0,003666 0,001533 0,000074 0,000005

10000 0,999876 0,099764 0,989224 0,099772 1,007022 0,098262
St. gr. 0,001628 0,001017 0,002409 0,001017 0,000055 0,000004

b) Stvarne vrednosti µ = 2 , i α = 0, 2

100 1,977600 0,181138 1,764896 0,183364 2,001523 0,325010
St. gr. 0,025714 0,010369 0,040442 0,010437 0,002583 0,068585

500 1,993460 0,198400 2,141552 0,198820 2,007245 0,171314
St. gr. 0,013216 0,004996 0,025856 0,005003 0,000627 0,005288

1000 2,004450 0,197783 2,115728 0,197923 2,002554 0,323301
St. gr. 0,009421 0,003480 0,015770 0,003482 0,000294 0,000909

5000 1,998994 0,198922 1,956041 0,198947 2,007518 0,196179
St. gr. 0,004042 0,001349 0,006369 0,001349 0,000257 0,000011

10000 2,001063 0,199850 1,941161 0,199878 2,007930 0,196195
St. gr. 0,003136 0,000966 0,004300 0,000967 0,000213 0,000009

c) Stvarne vrednosti µ = 6 , i α = 0, 6

100 6,032900 0,561016 5,379978 0,566631 5,989774 0,486438
St. gr. 0,124551 0,009452 0,174424 0,009614 0,006597 0,074065

500 6,002200 0,591086 5,881604 0,591912 5,999078 0,560061
St. gr. 0,065099 0,004215 0,087143 0,004194 0,000900 0,011433

1000 6,001630 0,592774 6,205556 0,593455 5,997877 0,565178
St. gr. 0,038823 0,003090 0,060782 0,003108 0,000243 0,002295

5000 5,987264 0,599509 5,967042 0,599607 5,997959 0,551479
St. gr. 0,017403 0,001381 0,027006 0,001378 0,000131 0,001492

10000 5,988466 0,600110 6,078331 0,600165 5,996592 0,592924
St. gr. 0,012560 0,000974 0,019818 0,000974 0,000066 0,000468



Pomereni geometrijski INAR(1) model 89

Tabela 2.4: Sredine i standardne grexke ocena za neke stvarne
vrednosti parametara SGINAR(1)-II modela.

Obim µ̂I
yw α̂I

yw µ̂I
cls

α̂I
cls

µ̂I
ml

α̂I
ml

a) Stvarne vrednosti µ = 1 , i α = 0, 1

100 1,013300 0,064657 1,014455 0,064037 1,004722 0,142119
St. gr. 0,014916 0,020407 0,014990 0,020693 0,001057 0,011341

500 1,010400 0,095705 1,010683 0,095879 1,004429 0,149869
St. gr. 0,006300 0,009660 0,006318 0,009675 0,001006 0,010354

1000 1,005760 0,093543 1,005875 0,093588 1,004786 0,145355
St. gr. 0,004536 0,006293 0,004541 0,006296 0,000869 0,010148

5000 0,998804 0,096694 0,998829 0,096712 1,007148 0,114421
St. gr. 0,002108 0,002749 0,002109 0,002749 0,000677 0,009287

10000 0,998461 0,097661 0,998474 0,097672 1,007570 0,108544
St. gr. 0,001532 0,002062 0,001532 0,002062 0,000559 0,006434

b) Stvarne vrednosti µ = 2 , i α = 0, 2

100 2,033200 0,200796 2,034421 0,203246 2,002000 0,134142
St. gr. 0,027641 0,016420 0,028087 0,016495 0,000870 0,032478

500 2,002100 0,207622 2,002415 0,208224 2,002847 0,121748
St. gr. 0,011726 0,007335 0,011778 0,007396 0,000841 0,030912

1000 2,002070 0,203232 2,002100 0,203403 2,002106 0,143446
St. gr. 0,008916 0,005376 0,008937 0,005376 0,000688 0,025515

5000 2,002296 0,202041 2,002315 0,202069 2,001230 0,178974
St. gr. 0,003977 0,002303 0,003987 0,002302 0,000341 0,023608

10000 1,998443 0,201815 1,998450 0,201836 2,000763 0,207495
St. gr. 0,002578 0,001587 0,002584 0,001586 0,000022 0,000001

c) Stvarne vrednosti µ = 6 , i α = 0, 6

100 5,810800 0,554812 5,818154 0,559992 6,000139 0,635533
St. gr. 0,099548 0,012919 0,101878 0,013056 0,000522 0,101552

500 5,955980 0,590252 5,956193 0,591393 6,003697 0,319208
St. gr. 0,046519 0,006053 0,046182 0,006065 0,000243 0,006209

1000 5,897230 0,589649 5,898432 0,590616 6,001853 0,497882
St. gr. 0,031320 0,004459 0,031160 0,004469 0,000143 0,001440

5000 5,987542 0,597052 5,987633 0,597171 6,002295 0,543813
St. gr. 0,017597 0,001939 0,017586 0,001940 0,000087 0,000434

10000 5,983856 0,598282 5,983763 0,598318 6,001538 0,593453
St. gr. 0,011385 0,001336 0,011389 0,001337 0,000035 0,000007
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• I1,I2 i I3 INAR(1) modeli sa negativnom binomnom marginal-
nom raspodelom (Zhu, Joe, 2006, 2010),

• Iterativni INAR(1) model sa negativnom binomnom margi-
nalnom raspodelom (Al-Osh, Aly, 1992),

• Negativni binomni INAR(1) model sa sluqajnim koeficijen-
tom (Weiß, 2008b).

Iako je overdisperzija evidentna, INAR modeli sa Puasono-
vom marginalnom raspodelom su razmatrani radi kompletnosti
pore�eƬa. Kod svih primeƬenih modela dobijene su ocene para-
metara metodom maksimalne verodostojnosti, pri qemu su ocene
uslovnih najmaƬih kvadrata upotrebƩene kao inicijalne vred-
nosti. U ciƩu pore�eƬa izraqunati su informacioni krite-
rijumi, AIC i BIC, kao i kvadratni koren sume kvadrata odstu-
paƬa izme�u opserviranih i prognoziranih vrednosti, RMS. Ovi
rezultati su prezentovani u tabelama 2.5 i 2.6, koje se odnose
redom na pomerene i originalne podatke i pri tome maƬe vred-
nosti odgovaraju boƩim modelima. Oba tipa SGINAR(1) modela
su primeƬena samo na transliranim serijama, pri qemu su di-
rektno upore�eni sa modelima navedenim gore. Me�utim, rezul-
tati primene SGINAR(1) modela na pomerenim podacima se mogu
upore�ivati i sa rezultatima primene svih ostalih modela na
originalnim podacima. Tako se moжe videti u navedenim tabelama
da su AIC, BIC i RMS vrednosti, dobijene za oba tipa SGINAR(1)
modela, maƬe nego kod ostalih modela. Tako�e, interesantno
je da su ove vrednosti maƬe i od AIC, BIC i RMS vrednosti,
izraqunatih prilikom primene svih ostalih modela na original-
nim podacima. Prema tome, zakƩuqujemo da su SGINAR(1) mo-
deli najboƩi izbor me�u svim posmatranim modelima u analizi
datih kriminoloxkih podataka. Na kraju, me�usobno upore�uju�i
tipove SGINAR(1) modela, vidimo na osnovu AIC i BIC vrednosti,
da model tipa II ima nexto boƩe performanse.
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Slika 2.2: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o broju prevara.
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Tabela 2.5: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o prevarama.

Xiftovani podaci
Model ML ocene AIC BIC RMS

ZTPINAR(1) λ̂ = 2, 3963
α̂ = 0, 2541 508,3574 514,297 1,6879

PoINAR(1) λ̂ = 1, 9716
α̂ = 0, 2553 530,0571 535,9967 1,6871

GPQINAR(1) λ̂ = 1, 7395

θ̂ = 0, 0623
ρ̂ = 0, 3043 530,6280 539,5374 1,7781

SGINAR(1)-I µ̂ = 1, 6544
α̂ = 0, 2537 444,0838 450,0234 1,6871

SGINAR(1)-II µ̂ = 1, 6599
α̂ = 0, 4234 433,9609 439,9006 1,6871

GINAR(1) q̂ = 0, 6603
α̂ = 0, 5021 575,9017 581,8413 1,7745

NGINAR(1) µ̂ = 2, 8734
α̂ = 0, 8443 566,2495 572,1891 1,9713

NBINAR(1) I1 p̂ = 0, 8858

θ̂ = 20, 5162
α̂ = 0, 2926 530,835 539,7445 1,6881

NBINAR(1) I2 p̂ = 0, 9488
θ = 50, 5322
α̂ = 0, 6223
γ̂ = 0, 9386 532,334 544,2133 1,8019

NBINAR(1) I3 p̂ = 0, 9718

θ̂ = 91, 6440
α̂ = 0, 4210

δ̂ = 21, 5516 531,2447 543,1239 1,7104

NBIINAR(1) n̂ = 33, 3868
p̂ = 17, 4263
ρ̂ = 0, 2759 531,0597 539,9692 1,6873

NBRCINAR(1) n̂ = 18, 039
p̂ = 0, 8717
ρ̂ = 0, 3042 530,7816 539,6910 1,6889
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Tabela 2.6: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o prevarama.

Originalni podaci
Model MLE AIC BIC RMS

PoINAR(1) λ̂ = 1, 3135
α̂ = 0, 2033 521,8007 527,7403 1,6899

GPQINAR(1) λ̂ = 0, 8740

θ̂ = 0, 2676
ρ̂ = 0, 2941 495,2622 504,1716 1,7192

GINAR(1) q̂ = 0, 6097
α̂ = 0, 1959 502,7285 508,6681 1,6924

NGINAR(1) µ̂ = 1, 5676
α̂ = 0, 3324 499,5526 505,4922 1,6928

NBINAR(1) I1 p̂ = 0, 5569

θ̂ = 2, 0747
α̂ = 0, 2133 497,2449 506,1543 1,6890

NBINAR(1) I2 p̂ = 0, 5174

θ̂ = 1, 7655
α̂ = 0, 3232
γ̂ = 0, 5284 496,9513 508,8305 1,6907

NBINAR(1) I3 p̂ = 0, 5296

θ̂ = 1, 8994
α̂ = 0, 5556

δ̂ = 23, 4697 496,0793 507,9585 1,7643

NBIINAR(1) n̂ = 1, 7726
p̂ = 1, 5671
ρ̂ = 0, 3126 494,9902 503,8996 1,6896

NBRCINAR(1) n̂ = 1, 8529
p̂ = 0, 5251
ρ̂ = 0, 2908 494,8537 503,7631 1,6880





Glava 3

UopxteƬa INAR modela sa
geometrijskim brojaqkim
nizom

S obzirom na relativnu iscrpƩenost analize INAR(1) modela
sa negativnim binomnim tiningom, date u prethodnom delu di-
sertacije, u ovoj glavi nastojimo da uvedemo neke osnovne gene-
ralizacije. Po ugledu na dobro poznate nenegativne celobrojne
autoregresivne modele sa binomnim tiningom ovde �emo posma-
trati uopxteƬa u pogledu reda i dimenzionalnosti modela. Na
ovaj naqin se tako�e zadovoƩava i potreba celovitosti u prouqa-
vaƬu brojaqkih procesa. Naime, u prvom odeƩku se razmatraju
odgovaraju�i procesi vixeg reda. Na ovaj naqin se mnogo uspex-
nije i prirodnije opisuju vremenski nizovi sa izraжenijom zavis-
nox�u izme�u udaƩenijih elemenata. Sa druge strane, brojaƬe
vixe od jedne vrste sluqajnih doga�aja, odnosno pra�eƬe vixedi-
menzionih nenegativnih celobrojnih obeleжja, omogu�eno je uvo-
�eƬem procesa u drugom odeƩku ove glave, gde se kako zbog maƬe
kompleksnosti primeƬenog matematiqkog aparata, tako i zbog naj-
qex�e primene u praksi zadrжavamo na sluqaju dvodimenzionih
sluqajnih promenƩivih. O ovome se moжe saznati i u Ristić, Nastić,
Jayakumar, Bakouch, (2011).
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3.1 Kombinovani geometrijski INAR(p)

model

U ciƩu modeliraƬa koreliranosti vixeg reda, koja se veoma
qesto sre�e kod podataka iz stvarnog жivota, ovde uvodimo ne-
negativne celobrojne autoregresivne modele vixeg reda zasno-
vane na geometrijskom brojaqkom nizu. Pri tome se oslaƬamo
na neke poznate qiƬenice o INAR(p) procesima, ali kako bismo
prevazixli probleme analize koji nastaju usled veoma kompleks-
ne strukture tih procesa uvedenih u Alzaid, Al-Osh (1990) i Du,
Li (1991), koristi�emo alternativni pristup Zhu-a i Joe-a (2006),
koji su kombinovali EAR(p) model Lawrence-a i Lewis-a (1980) i
klasiqni INAR(1) model. Ovaj novi pristup je kasnije uopxtio
i detaƩnije razradio Weiß (2008c, 2009), pod nazivom kombinovani
INAR(p) model. Vaжnost ovog modela leжi u Ƭegovoj sposobnosti
da, za razliku od pomenutih standardnih INAR(p) modela, mogu
da modeliraju nenegativni celobrojni autoregresivni proces sa
proizvoƩnom diskretnom samodekompozabilnom raspodelom. Weiß
(2008c) je uveo Puasonov kombinovani INAR(p) (PoCINAR(p)) model
zasnovan na binomnom tiningu. Kako se jednakost uzoraqke sre-
dine i disperzije veoma retko sre�e kod stvarnih podataka, ovde
uvodimo kombinovani nenegativni celobrojni autoregresivni mo-
del reda p sa geometrijskom marginalnom raspodelom, a zasnovan
na negativnom binomnom tining operatoru. Nakon konstrukcije i
karakterizacije ovog modela, predstavi�emo i procedure za oce-
ƬivaƬe nepoznatih parametara, kao i Ƭihove asimptotske osobine
raspodele. Na kraju ovog odeƩka razmotri�emo mogu�u primenu
ovog modela na stvarnim podacima, pri tome ga upore�uju�i sa
referentnim INAR modelima vixeg reda.

3.1.1 Konstrukcija i osnovna svojstva procesa

Ovde uvodimo kombinovani INAR(p) proces sa geometrijskom
marginalnom raspodelom (CGINAR(p)), zasnovan na negativnom bi-
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nomnom tining operatoru ” ∗n ”, definisanom sa

α ∗n X =

X
∑

j=1

W
(n)
j ,

gde je
{

W
(n)
j

}

niz nezavisnih geometrijski raspodeƩenih sluqa-

jnih promenƩivih, nezavisnih od X, sa parametrom α/(1 + α), od-

nosno sa zakonom raspodele P
(

W
(n)
j = x

)

= αx/(1 + α)x+1, x = 0, 1, . . .

Primetimo da je prebrojavaƬe pomo�u sluqajnih promenƩivih

brojaqkog niza
{

W
(n)
j

}

obavƩeno u trenutku n, tako da vremenski

indeks u dnu tining operatora ”∗n” znaqi da je ”tining” prime-
Ƭen u trenutku n. Inaqe, svojstva operatora ”∗n” su ista kao
u sluqaju neindeksiranog negativnog binomnog tininga posmatra-
nog do sada u disertaciji. Sada uvodimo kombinovani INAR(p)
model generisan geometrijskim brojaqkim nizom.

Definicija 3.1.1 Vremenski niz {Xn} definisan sa

Xn =



















α ∗n Xn−1 + εn, s.v. φ1,
α ∗n Xn−2 + εn, s.v. φ2,
...

...
α ∗n Xn−p + εn, s.v. φp,

(3.1.1)

gde je, 0 ≤ φ1, . . . , φp ≤ 1, φ1 + · · · + φp = 1 i α ∈ (0, 1), nazivamo
kombinovani nenegativni celobrojni autoregresivni model reda p,
(CINAR(p)) zasnovan na negativnom binomnom tiningu ako vaжe
slede�i uslovi:

(i) {εn} je niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promen-
Ʃivih,

(ii) εn su nezavisni od svih Xm i α ∗m+j Xm za m < n i j = 1, 2, . . . , p,

(iii) brojaqki nizovi tining operatora u trenutku n su nezavisni
jedni od drugih,

(iv) brojaqki nizovi tining operatora primeƬenih nad Xn i sluqaj-
ne promenƩive Xn−1, Xn−2, . . . su me�usobno nezavisni,
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(v) uslovne verovatno�e P (α ∗n+1 Xn = i1, . . . , α ∗n+p Xn = ip|Xn = x ,
Hn−1) i P (α ∗n+1 Xn = i1, . . . , α ∗n+p Xn = ip|Xn = x) su jednake, gde
sa Hn−1 oznaqavamo proxlost procesa svih sluqajnih promen-
Ʃivih Xm i α ∗m+j Xm za m < n i j = 1, 2, . . . , p,

(vi) brojaqki nizovi tinig operatora α∗n+1Xn, . . . , α∗n+pXn, za dato
Xn, su nezavisni.

Ako pretpostavimo da vremenski niz {Xn} ima Geom(µ/(1 + µ))
marginalnu raspodelu i da je 0 ≤ α ≤ µ/(1 + µ), onda dobijamo
kombinovani geometrijski INAR(p) model, (CGINAR(p)). Iz os-
novnih svojstava funkcije generatrise verovatno�e i prethodne
definicije, dobija se

ΦX(s) = E (sεn)
(

φ1E
(

sα∗nXn−1
)

+φ2E
(

sα∗nXn−2
)

+. . .+φpE
(

sα∗nXn−p
))

= Φε(s) (φ1ΦX(ΦW (s)) + φ2ΦX(ΦW (s)) + · · · + φpΦX(ΦW (s)))

= ΦX(ΦW (s))Φε(s).

Odavde na isti naqin kao za NGINAR(1) proces iz prvog odeƩka
druge glave, sledi da je sluqajna promenƩiva εn, mexavina dve
geometrijski raspodeƩene sluqajne promenƩive, odnosno

εn
d
=

{

Geom
(

µ
1+µ

)

, s.v. 1 − αµ
µ−α

,

Geom
(

α
1+α

)

, s.v. αµ
µ−α

.

Primedba 3.1.1 Ako je α = 0, onda je Xn = εn, za n ≥ 1, i CGINAR(p)
proces {Xn} je niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih sa Geom(µ/(1+
µ)) raspodelom.

Primedba 3.1.2 Ako je p = 1, tada se proces {Xn} uveden Defini-
cijom 3.1.1 svodi na NGINAR(1) proces, predstavƩen u prvom odeƩku
prethodne glave.

U istom odeƩku, daƩe predstavƩamo glavna svojstva uvedenog mod-
ela ukƩuquju�i i uslovne statistiqke veliqine procesa. Po-
lazimo najpre od autokorelacione strukture. Naime, na osnovu
(3.1.1) vaжi da je

Cov(Xn, Xn−1) =

p
∑

i=1

φiCov(α ∗n Xn−i, Xn−1) = α

p
∑

i=1

φiCov(Xn−i, Xn−1),
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odnosno
γ(1) = α(φ1γ(0) + φ2γ(1) + · · · + φpγ(p − 1)).

Analogno prethodnom izvo�eƬu dobija se da je

γ(p) = α(φ1γ(p − 1) + φ2γ(p − 2) + · · ·+ φpγ(0)), (3.1.2)

odakle je

ρ(p) = α(φ1ρ(p − 1) + φ2ρ(p − 2) + · · ·+ φpρ(0)). (3.1.3)

Dakle u opxtem sluqaju za proizvoƩno k ∈ {1, 2, . . .} je

ρ(k) = α

p
∑

j=1

φjρ(|k − j|). (3.1.4)

Polaze�i od prethodne formule za k ∈ {1, 2, . . . , p} i qiƬenice da je
ρ(l) ≤ 1 za svako l ≥ 0, direktnim raqunom se dobija da je ρ(k) ≤ α
za k ∈ {1, 2, . . . , p}. Tako�e, na isti naqin je ρ(k) ≤ α2 za k ∈
{p + 1, p + 2, . . . , 2p}. Konaqno, ponavƩaju�i ovaj postupak n puta,
sledi da je ρ(k) ≤ αn za k ∈ {(n− 1)p + 1, (n− 1)p + 2, . . . , np}, odakle
je ρ(np) ≤ αn, odnosno ρ(n) opada eksponencijalno ka nuli kada n
teжi ka beskonaqnosti.

Iz Definicije 3.1.1 oqigledno je da je CGINAR(p) proces Mar-
kova p-tog reda. Prema tome, da bi smo dobili zajedniqku ras-
podelu verovatno�e uzastopnih elemenata procesa, dovoƩno je iz-
vesti verovatno�e prelaza, koje se tako�e iz Definicije 3.1.1
direktno dobijaju:

P (Xn = xn|Hn−1) =
∑

j 6∈I

φjP





Xn−j
∑

i=1

Wi + εn = xn

∣

∣

∣
Hn−1



+
∑

j∈I

φjP (εn = xn) ,

gde je I = {j|xn−j = 0, j = 1, . . . , p}, dok se odgovaraju�e verovatno�e
izraqunavaju kao

P





Xn−j
∑

i=1

Wi + εn= xn

∣

∣

∣Hn−1



 =

xn
∑

k=0

(

xn−j + k − 1

xn−j − 1

)(

α

1 + α

)k (
1

1 + α

)xn−j

×

×
(

(

1− αµ

µ−α

)

µxn−k

(1+µ)
xn−k+1

+
αµ

µ−α
· αxn−k

(1+α)
xn−k+1

)

.
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Stroga stacionarnost i ergodiqnost procesa se izvode na pot-
puno isti naqin kao xto je dato u prethodnoj glavi u sluqaju
NGINAR(1) procesa. Sa druge strane na osnovu Definicije 3.1.1,
osobina negativnog binomnog tininga i svojstava uslovnog mate-
matiqkog oqekivaƬa, uslovna funkcija generatrise verovatno�e
je

E
(

sXn+1 |Hn

)

= φε(s)

p
∑

i=1

φiE
(

sα∗Xn−i+1 |Hn

)

= φε(s)

p
∑

i=1

φiφ
Xn−i+1

W (s).

Odavde na osnovu (2.1.5), dobijamo da je

E
(

sXn+1|Hn

)

=
1 + α(1 + µ) − α(1 + µ)s

(1 + µ − µs)(1 + α − αs)

p
∑

i=1

φi

(

1

1 + α − αs

)Xn−i+1

.

IzraqunavaƬem prvog i drugog izvoda ove funkcije u 1, nakon
elementarnih transformacija dobijeni su uslovno matematiqko
oqekivaƬe i uslovna disperzija CGINAR(p) procesa, koji se mogu
zapisati redom sa

E(Xn+1|Hn) = α

p
∑

i=1

φiXn−i+1 + (1 − α)µ

i

V ar (Xn+1|Hn)=V ar(εn) + α

p
∑

i=1



φiXn−i+1



1 + α + αXn−i+1 − α

p
∑

j=1

φiXn−j+1







 .

3.1.2 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

U ovom delu se bavimo problemom oceƬivaƬa nepoznatih pa-
rametara α, φ1, φ2, . . . , φp i µ CGINAR(p) modela zasnovanog na geo-
metrijskom brojaqkom nizu. Primeni�emo nekoliko metoda, kao
xto su Yule-Walker-ov, metod uslovnih najmaƬih kvadrata i metod
maksimalne verodostojnosti. Sve dobijene statistike bi�e zasno-
vane na realizaciji (X1, X2, . . . , XN) CGINAR(p) procesa.
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Metod uslovnih najmaƬih kvadrata

Kao xto je dobro poznato, ocene ove vrste se dobijaju kao
statistike kojima minimiziramo slede�u sumu kvadrata:

QN(θ) =

N
∑

n=p+1

(

Xn − θ1Xn−1 − · · · − θpXn−p −
(

1 −
p
∑

i=1

θi

)

µ

)2

,

gde su θi = αφi, za i ∈ {1, . . . , p} i θ = (θ1, θ2, . . . , θp, µ). Rexavaju�i
odgovaraju�i sistem linearnih jednaqina, dobijen izjednaqava-
Ƭem sa nulom odgovaraju�ih parcijalnih izvoda od QN(θ), dobija

se da su µ = 1
(

1−
p
∑

i=1
θi

)

(

X
(0) −

p
∑

i=1

θiX
(i)
)

, gde je X
(j)

= 1
N−p

N
∑

n=p+1

Xn−j

za j = 0, 1, . . . , p. Zatim, zameƬuju�i µ uz pomo� prethodnog rezul-
tata, odgovaraju�i sistem se svodi na

p
∑

j=1

θj γ̂
∗(|l − j|) = γ̂∗(l), l = 1, 2, . . . , p,

gde je γ̂∗(|l − j|) = 1
N−p

N
∑

n=p+1

Xn−lXn−j − X
(l)

X
(j)

. Uvo�eƬem ρ̂∗(k) =

γ̂∗(k)
γ̂∗(0)

, ovo se moжe zapisati kao

p
∑

j=1

θj ρ̂
∗(|l − j|) = ρ̂∗(l), l = 1, 2, . . . , p. (3.1.5)

RexavaƬem prethodnog sistema, ocene parametara θj, j = 1, 2, . . . , p
i µ mogu se zapisati u obliku

θ̂cls
j =

D∗
j

D∗
, j = 1, 2, . . . , p

i

µ̂cls =
1

(

1 −
p
∑

i=1

Di∗

D∗

)

(

1

N − p

N
∑

n=p+1

Xn −
p
∑

j=1

D∗
j

D∗
· 1

N − p

N
∑

n=p+1

Xn−j

)

,

gde su D∗ i D∗
i , i = 1, 2, . . . , p, dobro poznate odgovaraju�e determi-

nante Kramerove metode za rexavaƬe sistema (3.1.5). S obzirom
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na
p
∑

i=1

θi = α i φi = θi

α
, primenom gorƬih rezultata, ocene parame-

tara µ, α i φj, j = 1, 2, . . . , p su respektivno,

µ̂cls =
D∗

(N − p)

(

D∗ −
p
∑

i=1

D∗
i

)

(

N
∑

n=p+1

Xn − 1

D∗

p
∑

j=1

D∗
j

N
∑

n=p+1

Xn−j

)

,

α̂cls =

p
∑

i=1

D∗
i

D∗
i φ̂cls

j =
D∗

j
p
∑

i=1

D∗
i

, j = 1, 2, . . . , p.

Kako bismo opisali svojstva ocena uslovnih najmaƬih kvadrata
(

α̂cls, φ̂cls
1 , φ̂cls

2 , . . . , φ̂cls
p , µ̂cls

)

, koristi�emo ocene
(

θ̂cls
1 , θ̂cls

2 , . . . , θ̂cls
p , µ̂cls

)

kao osnovu u daƩoj analizi, jer su one mnogo prikladnije od
prethodnih za primenu relevantnih rezultata Tjøstheim-a (1986).

Nije texko pokazati da statistike
(

θ̂cls
1 , θ̂cls

2 , . . . , θ̂cls
p , µ̂cls

)

ispuƬavaju

sve uslove Teoreme 1.2.2. Naime uslovi C1 i C3 se trivijalno
proveravaju, dok �emo uslov C2 nexto detaƩnije objasniti. Ovaj

uslov se svodi na dokazivaƬe da iz V ar

(

p
∑

i=1

aiXn−i

)

= 0 sledi da je

a1 = a2 = · · · = ap = 0, za proizvoƩne realne brojeve ai, i = 1, 2, . . . , p.
Ovo je inaqe direktna posledica regularnosti autokovarijansne
matrice Γ sluqajnog vektora (Xn−1, Xn−2, . . . , Xn−p). Regularnost
pomenute matrice se direktno moжe potvrditi primenom slede�e
teoreme, qiji su uslovi ispuƬeni.

Teorema 3.1.1 (Brockwell, Davis, 1987, Tvr�eƬe 5.1.1) Ako je
γ(0) > 0 i γ(h) → 0, kada h → ∞, tada je kovarijansna matrica
Γn = [γ(i − j)]i,j=1,...,n sluqajnog vektora [X1, X2, . . . , Xn] regularna za
svako n.

Na ovaj naqin smo proverili strogu postojanost datih statis-

tika. Zatim definiximo preslikavaƬa g1 (x1, x2, . . . , xp+1) =
p
∑

i=1

xi

i g
(j)
2 (x1, x2, . . . , xp+1) =

xj
p
∑

i=1
xi

, j = 1, 2, . . . , p. Kako su ove funkcije

neprekidne i vaжi da je α = g1 (θ1, . . . , θp, µ) i φj = g
(j)
2 (θ1, . . . , θp, µ) j =
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1, 2, . . . , p, tada su α̂cls i φ̂cls
j , j = 1, 2, . . . , p tako�e strogo postojane

ocene.
Govore�i o asimptotskoj normalnosti CLS-ocena, primetimo

da ocene θ̂cls
i , i = 1, 2, . . . , p i µ̂cls zadovoƩavaju sve uslove Teoreme

1.2.3. Naime, uslovi Teoreme 1.2.2 su ve� ispuƬeni, a nije texko
pokazati da su svi elementi odgovaraju�e matrice R, iz Teoreme

1.2.3, konaqni. Tako, θ̂
cls

N =
(

θ̂cls
1 , . . . , θ̂cls

p , µ̂cls
)

ima asimptotski nor-

malnu raspodelu sa “sredinom” θ i “disperzijom” N−1U−1RU−1,
gde je N obim uzorka, a U je matrica definisana kao u Teoremi
1.2.3, za koju je U−1 dobro definisano, poxto je

U =





Γ 0

0

(

1 −
p
∑

i=1

θi

)2



 .

Zatim, definixu�i funkciju g3 (x1, x2, . . . , xp+1) = xp+1, a onda i

preslikavaƬe g (x1, x2, . . . , xp+1) =
(

g1, g
(1)
2 , . . . , g

(p)
2 , g3

)

, imamo da je

g
(

θ̂
cls

N

)

=
(

α̂cls , φ̂cls
1 , . . . , φ̂cls

p , µ̂cls
)

. Kako se Teorema 2.2.3 direkt-

no moжe primeniti, to je ocena
(

α̂cls, φ̂cls
1 , . . . , φ̂cls

p , µ̂cls
)

asimptotski

normalno raspodeƩena sa “sredinom” (α, φ1, . . . , φp, µ) i “disperzi-
jom” N−1DU−1RU−1DT , gde je D matrica [∂g/∂xj(θ)](p+2)×(p+1).

Metod momenata

Ovde odre�ujemo osobine ocena nepoznatih parametara dobi-

jenih metodom momenata. Polaze�i od ρ(k) = α
p
∑

j=1

φjρ(|k − j|), k =

1, 2, . . . , p, E(X) = µ, nove parametrizacije θj = αφj, j = 1, 2, . . . , p,

kao i qiƬenice da je
p
∑

j=1

θj = α, Yule-Walker-ove ocene parametara

µ, α i φ1, φ2, . . . , φp su redom,

µ̂yw =
1

N

N
∑

i=1

Xn, α̂yw =

p
∑

i=1

Di

D
, φ̂yw

j =
Dj
p
∑

i=1

Di

, j = 1, 2, . . . , p,
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gde su D1,D2, . . . , Dp i D odgovaraju�e determinante Kramerovog
pravila primeƬenog za rexavaƬe linearnog sistema jednaqina,
definisanog relacijama o autokorelacionoj funkciji procesa. Sa-
da, odredimo karakter postojanosti i asimptotsku raspodelu ovih
statistika, pokazuju�i Ƭihovu ekvivalentnost sa ocenama uslov-
nih najmaƬih kvadrata. U ovu svrhu dovoƩno je pokazati slede�e
uslove:

N
1
2

(

α̂cls − α̂yw
)

= o(1), N −→ ∞,

N
1
2

(

µ̂cls − µ̂yw
)

= o(1), N −→ ∞, (3.1.6)

N
1
2

(

φ̂cls
j − φ̂yw

j

)

= o(1), N −→ ∞, j = 1, 2, . . . , p.

S obzirom na sliqnost ovih uslova, kra�e izvodimo prvi od Ƭih:

N
1
2

(

α̂cls − α̂yw
)

=

N
1
2

p
∑

i=1

D∗
i

D∗
−

N
1
2

p
∑

i=1

Di

D
,

gde su D, D∗, Di, D∗
i , i = 1, 2, . . . , p, determinante uvedene ranije.

Desna strana prethodne jednakosti moжe se zapisati kao razlika

f
(

γ̂∗(0), . . . , γ̂∗(p), N
1

2 γ̂∗(0), . . . , N
1

2 γ̂∗(p)
)

− f
(

γ̂(0), . . . , γ̂(p), N
1

2 γ̂(0), . . . , N
1

2 γ̂(p)
)

,

gde je f definisana sa

f
(

γ̂∗(0), . . . , γ̂∗(p), N
1
2 γ̂∗(0), . . . , N

1
2 γ̂∗(p)

)

=

N
1
2

p
∑

i=1

D∗
i

D∗
,

odnosno sa

f
(

γ̂(0), . . . , γ̂(p), N
1
2 γ̂(0), . . . , N

1
2 γ̂(p)

)

=

N
1
2

p
∑

i=1

Di

D
.

Kako je f oqigledno neprekidna funkcija, to je dovoƩno dokazati
da

N
1
2 γ̂∗(k) − N

1
2 γ̂(k) = o(1), (3.1.7)
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kada N teжi ka ∞, za k = 0, 1, 2, . . . , p. Iz reprezentacija:

γ̂∗(k) =
1

N − p

N
∑

n=p+1

(

XnXn−k − X
(0)

X
(k)
)

,

γ̂(k) =
1

N

N
∑

n=k+1

(

Xn − Xn

) (

Xn−k − Xn

)

,

gde je XN = 1
N

N
∑

n=1

Xn, vidi se da leva strana uslova (3.1.7) iznosi

o(1), s.v. 1, kada N → ∞. Tako�e, druga dva uslova iz (3.1.6) se
mogu sliqno dokazati. DaƩe iz stroge postojanosti ocena uslov-
nih najmaƬih kvadrata, a primenom uslova (3.1.6), sledi stroga
postojanost Yule-Walker-ovih ocena. Sa druge strane, ovi uslovi
su dovoƩni i za primenu Teoreme 1.2.4. Tako je potvr�ena asimp-
totska normalnost ocena dobijenih metodom momenata, xta vixe

asimptotski normalna raspodela ocena
(

α̂yw, φ̂yw
1 , φ̂yw

2 , . . . , φ̂yw
p , µ̂yw

)

ima istu ”sredinu” i ”disperziju” kao i odgovaraju�a raspodela

CLS-ocena
(

α̂cls, φ̂cls
1 , . . . , φ̂cls

p , µ̂cls
)

.

3.1.3 Primena na realnim podacima

Pri primeni nenegativnih celobrojnih autoregresivnih pro-
cesa vixeg reda na stvarnim podacima, s obzirom na nexto komp-
leksniju strukturu, pribegavamo uslovnoj maksimalnoj verodo-
stojnosti (CML) kao mogu�oj parametarskoj metodi oceƬivaƬa
nepoznatih parametara modela. Ove ocene se dobijaju maksimi-
ziraƬem logaritmovane funkcije verodostojnosti

log L (x1, x2, . . . , xN ;η) =
N
∑

n=p+1

log P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . ,Xn−p = xn−p) ,

gde je η = (α, φ1, . . . , φp, µ). Ovo se inaqe moжe izvesti brojnim mak-
simizacionim procedurama, ugra�enim u ve�ini paketa za statis-
tiqku analizu podataka.

U ciƩu pore�eƬa uvedenog CGINAR(p) modela sa drugim refe-
rentnim INAR modelima, posmatrani su podaci koji su uzeti iz
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kriminoloxke sekcije internet sajta Forecasting Principles sa veb
adresom http://www.forecastingprinciples.com. Ova STOLPROP serija
podataka predstavƩa brojaƬe preprodaja ukradene robe, prijav-
Ʃenih u 32.-oj policijskoj stanici u Pitsburgu. Serija je sa-
qiƬena od 144 opservacije obavƩene u periodu od januara 1990.
do decembra 2001. Uzoraqka sredina, disperzija i autokorelacija
su redom 0, 8958, 1, 4646 i 0, 278. Grafiqki prikaz vremenskog niza,
Ƭegovih uzoraqkih autokorelacionih i parcijalnih autokorela-
cionih funkcija je dat na slici 3.1. Analizom priloжenih dija-
grama zakƩuqujemo da su autoregresivni modeli 2.-og reda odgo-
varaju�i za date podatke. U ovom sluqaju nax CGINAR(2) model
upore�ujemo sa kombinovanim PoINAR(2) modelom Weiß-a (2008c),
kako se radi o jedinom modelu koji svojom strukturom odgovara
naxem CGINAR(2) modelu. Naime, ovaj PoINAR(2) je kao i nax
model drugog reda tako�e mexavina ”lag-1” i ”lag-2” tining ope-
ratora, s tom razlikom da se radi o binomnim tining opera-
torima. Tako�e, nax model �emo uporediti sa nekim najpoznati-
jim INAR(1) modelima, kao xto su:

• PoINAR(1)-Puasonov INAR(1) model (Al-Osh, Alzaid, 1987),

• GINAR(1)-Geometrijski INAR(1) model (Alzaid, Al-Osh, 1988),

• NGINAR(1)-Novi geometrijski INAR(1) model zasnovan na ne-
gativnom binomnom tiningu (Ristić, Bakouch, Nastić, 2009),

• NBIINAR(1)-Iterativni INAR(1) model sa negativnom binom-
nom marginalnom raspodelom (Al-Osh, Aly, 1992),

• NBRCINAR(1)-Negativni binomni INAR(1) model sa sluqaj-
nim koeficijentima (Weiß, 2008b),

• NBINAR(1)-Negativni binomni INAR(1) model zasnovan na
geometrijskom brojaqkom nizu (Ristić, Nastić, Bakouch, 2010),

• GPQINAR(1)-Kvazi binomni INAR(1) model sa generalisanom
Puasonovom marginalnom raspodelom (Alzaid, Al-Osh, 1993),

• I1, I2 i I3 INAR(1) modeli sa negativnom binomnom marginal-
nom raspodelom (Zhu, Joe, 2006, 2010).
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Za svaki od modela izraqunate su ocene parametara metodom us-
lovne maksimalne verodostojnosti, kao i Ƭihove standardne gre-
xke. U ciƩu pore�eƬa modela dobijene su tako�e i vrednosti
informacionih kriterijuma AIC i BIC, kao i kvadratni koren
sume kvadrata odstupaƬa opserviranih i modeliranih vrednosti
date serije. Svi rezultati su dati u tabeli 3.1. Kao xto se
moжe primetiti AIC, BIC i RMS vrednosti su najmaƬe u sluqaju
primene CGINAR(2) modela, na osnovu qega zakƩuqujemo da je u
sluqaju datih podataka nax model najprikladniji za modeliraƬe
odgovaraju�eg vremenskog niza.
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Tabela 3.1: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o prodaji ukradene robe.

Model CML ocene AIC BIC RMS

PoINAR(1) λ̂ = 0, 6990
α̂ = 0, 2235 388,2 394,1 1,1511

GINAR(1) q̂ = 0, 4706
α̂ = 0, 2035 373,1 379,0 1,1526

NGINAR(1) µ̂ = 0, 8881
α̂ = 0, 3058 371,6 377,8 1,1496

NBIINAR(1) n̂ = 1, 1346
p̂ = 1, 8522
ρ̂ = 0, 3216 371,8 380,7 1,1504

NBRCINAR(1) n̂ = 1, 3814
p̂ = 0, 6024
ρ̂ = 0, 2529 374,0 382,9 1,1497

NBINAR(1) µ̂ = 0, 6726

θ̂ = 1, 3364
α̂ = 0, 3097 373,0 381,9 1,1498

GPQINAR(1) λ̂ = 0, 5432

θ̂ = 0, 2162
ρ̂ = 0, 2378 375,6 384,5 1,1585

NBINAR(1) I1 p̂ = 0, 5967

θ̂ = 0, 3361
α̂ = 0, 2144 374,4 383,3 1,1518

NBINAR(1) I2 p̂ = 0, 5737

θ̂ = 1, 4266
α̂ = 0, 9801
γ̂ = 0, 9922 370,2 382,1 1,4292

NBINAR(1) I3 p̂ = 0, 6082

θ̂ = 1, 3944
α̂ = 0, 4926

δ̂ = 9, 2555 372,1 384,0 1,1781

PoINAR(2) λ̂ = 0, 5523
α̂ = 0, 3285 363,1 372,0 1,0657

CGINAR(2) µ̂ = 0, 8007
α̂ = 0, 4171

φ̂1 = 0, 4427 352,3 361,2 1,0597
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Slika 3.1: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o broju prodaja ukradene robe.
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3.2 Dvodimenzioni geometrijski

INAR(1) model

Uloga dvodimenzionih nenegativnih celobrojnih vremenskih
modela se ogleda u analizi uparenih me�usobno koreliranih po-
dataka kojima se predstavƩaju realizacije dveju koreliranih slu-
qajnih promenƩivih, periodiqno tokom odre�enog vremena. Po-
sledƬe dve decenije pokloƬeno je dosta paжƬe multivarijacionim
nenegativnim celobrojnim autoregresivnim procesima. Tako su
Franke i Subba Rao (1993) uveli M-varijacioni INAR(1) proces
definisan sa

Xt = A ◦ Xt−1 + Zt,

gde je {Zt} niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih vek-
tora, dok je za datu matricu A = [aij ], aij ∈ [0, 1], i-ta kompo-

nenta sluqajnog vektora A ◦X definisana sa (A ◦X)i =
M
∑

j=1

aij ◦Xj,

i = 1, . . . , M. Ovde ”a ◦ ” predstavƩa binomni tining operator.
Kasnije je Latour (1997) uveo multivarijacioni GINAR(p) model
kao

Xt =

p
∑

i=1

Ai ⋆ Xt−1 + Zt,

gde su ”Ai⋆” generalisani Steutel i van Harn-ovi operatori. Ovde
je uveden dvodimenzioni INAR(1) model sa pozitivno koreliranim
geometrijski raspodeƩenim sluqajnim promenƩivama. Model je
konstruisan pristupom koji su koristili Dewald, Lewis i McKenzie
(1989) u definisaƬu dvodimenzionog autoregresivnog modela sa
eksponencijalnom marginalnom raspodelom.

Vixedimenzioni, pa tako i dvodimenzioni procesi u teoriji
vremenskih nizova predstavƩaju veoma xiroku oblast i plodno
tle za daƩe prouqavaƬe i razvoj kako INAR procesa uopxte tako i
procesa zasnovanih na negativnom binomnom tiningu. Ovde navo-
dimo rezultate istraжivaƬa o dvodimenzionim INAR procesima
prvog reda zasnovanih na geometrijskom brojaqkom nizu. Tako,
najpre uvodimo model sa osnovnim korelacionim i regresionim
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osobinama, a onda zavrxavamo izlagaƬe predstavƩaju�i metod
uslovnih najmaƬih kvadrata za oceƬivaƬe nepoznatih parametara
modela.

3.2.1 Konstrukcija modela

Pored negativnog binomnog tining operatora sa uobiqajenom

notacijom ”α ∗ ”, definisanog sa α ∗Z =
Z
∑

i=1

Gi, α ∈ (0, 1), gde je {Gi}
brojaqki niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih sa Geom(α/(1+α))
raspodelom, razmotrimo tako�e i operator ”β ∗ ” definisan sa

β ∗ Z =
Z
∑

j=1

Wj, β ∈ (0, 1), gde je {Wj} niz nezavisnih sluqajnih

promenƩivih sa Geom(β/(1 + β)) raspodelom. Primenom ovih ope-
ratora, a metodom koji su predloжili Dewald, Lewis i McKenzie
(1989), uvodimo dvodimenzioni model vremenskog niza {(Xn, Yn),
n ≥ 0} definisan sa

Xn =

{

α ∗ Xn−1 + εn, s.v. p,
α ∗ Yn−1 + εn, s.v. 1 − p,

(3.2.1)

Yn =

{

β ∗ Xn−1 + ηn, s.v. q,
β ∗ Yn−1 + ηn, s.v. 1 − q,

(3.2.2)

gde su p, q ∈ [0, 1], α, β ∈ (0, 1), {εn, n ≥ 1} i {ηn, n ≥ 1} su me�u-
sobno nezavisni nizovi nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqa-
jnih promenƩivih, nezavisnih od (Xm, Ym), za sve m < n. Pretpo-
stavƩamo tako�e da su ”tininzi” α∗Xn−1, α∗Yn−1, β∗Xn−1 i β∗Yn−1

me�usobno nezavisni.
Podsetimo se sada da je jednaqinom ΦZ(s) = ΦZ(ΦV (s))Φν(s) nekog

proizvoƩnog INAR procesa {Zn} sa brojaqkim nizom {Vi} i inova-
cionim procesom {νi}, obezbe�ena Ƭegova jednaka raspodeƩenost, a
time i stroga stacionarnost. Slede�om teoremom dajemo potrebne
i dovoƩne uslove za strogu stacionarnost dvodimenzionog vremen-
skog niza {(Xn, Yn)}.

Teorema 3.2.1 Neka je µ > 0, α, β ∈ (0, µ/(1 + µ)] i X0
d
= Y0

d
=

Geom(µ/(1 + µ)). Dvodimenzioni vremenski niz {(Xn, Yn), n ≥ 0}
definisan sa (3.2.1) i (3.2.2) je strogo stacionaran sa Geom(µ/(1+
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µ)) raspodelom ako i samo ako su nezavisni nizovi nezavisnih jed-
nako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih {εn, n ≥ 1} i {ηn, n ≥ 1}
raspodeƩeni redom,

εn
d
=

{

Geom(α/(1 + α)), s.v. αµ/(µ − α),
Geom(µ/(1 + µ)), s.v. (µ − α − αµ)/(µ− α),

(3.2.3)

ηn
d
=

{

Geom(β/(1 + β)), s.v. βµ/(µ− β),
Geom(µ/(1 + µ)), s.v. (µ − β − βµ)/(µ − β).

(3.2.4)

Dokaz. Pretpostavimo da su sluqajne promenƩive εn i ηn raspode-
Ʃene redom kao (3.2.3) i (3.2.4). Kao u sluqaju NGINAR(1) procesa
u prvom odeƩku prethodne glave pokazano je da ove sluqajne pro-
menƩive imaju funkcije generatrise verovatno�e definisane re-
dom sa

Φε(s) = (1 + α(1 + µ)(1 − s))/((1 + α(1 − s))(1 + µ(1 − s))),

Φη(s) = (1 + β(1 + µ)(1 − s))/((1 + β(1 − s))(1 + µ(1 − s))).

Neka je Φn(s) funkcija generatrise verovatno�e promenƩive Xn,
odnosno Yn. Kako su X0 i Y0 jednako raspodeƩene i Φ0(s) = 1/(1 +
µ(1 − s)), iz (3.2.1) i (3.2.2) sledi

Φ1(s) = Φ0

(

1

1 + α(1 − s)

)

· 1 + α(1 + µ)(1 − s)

(1 + α(1 − s))(1 + µ(1 − s))
=

1

1 + µ(1 − s)
,

Φ1(s) = Φ0

(

1

1 + β(1 − s)

)

· 1 + β(1 + µ)(1 − s)

(1 + β(1 − s))(1 + µ(1 − s))
=

1

1 + µ(1 − s)
,

xto implicira geometrijsku raspodelu sluqajnih promenƩivih
X1 i Y1 sa parametrom µ/(1 + µ). Konaqno, matematiqkom induk-
cijom se moжe dokazati da su Xn i Yn, n ≥ 0, sa Geom(µ/(1 + µ))
raspodelom.

Za dokaz suprotnog smera tvr�eƬa, pretpostavimo da je dvodi-
menzioni vremenski niz {(Xn, Yn), n ≥ 0} stacionaran sa Geom(µ/(1+
µ)) marginalnom raspodelom. Zatim iz qiƬenica da su

Φε(s) = ΦX(s)/ΦX(1/(1 + α(1 − s))),

Φη(s) = ΦX(s)/ΦX(1/(1 + β(1 − s))),
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kao kod NGINAR(1) procesa, dobijamo da su {εn, n ≥ 1} i {ηn, n ≥ 1}
redom raspodeƩeni kao (3.2.3) i (3.2.4). 2

U vezi sa prethodnim, interesantno je primetiti slede�e. U
sluqaju kada X0 i Y0 imaju istu proizvoƩnu raspodelu, iz (3.2.1)
sledi da je

ΦXn
(s) = ΦXn−1

(

1

1 + α − αs

)

Φε(s)

= ΦX0

(

1 − αn − α(1 − αn−1)s

1 − αn+1 − α(1 − αn)s

) n−1
∏

j=0

Φε

(

1 − αj − α(1 − αj−1)s

1 − αj+1 − α(1 − αj)s

)

= ΦX0

(

1 − αn − α(1 − αn−1)s

1 − αn+1 − α(1 − αn)s

)

× 1 − αn+1 + (1 − α)αnµ − α(1 − αn + (1 − α)αn−1µ)s

(1 − αn+1 − α(1 − αn)s)(1 + µ − µs)
.

Kada pustimo da n teжi ka ∞, dobijamo da Xn konvergira ka
Geom(µ/(1 + µ)) raspodeli. Na ovaj naqin je pokazano da je u
sluqaju jednake proizvoƩne raspodele sluqajnih promenƩivih X0

i Y0, graniqna raspodela dvodimenzionog vremenskog niza {(Xn, Yn),
n ≥ 0} definisanog sa (3.2.1) i (3.2.2), gde su sluqajne promenƩive
εn i ηn raspodeƩene redom kao u (3.2.3) i (3.2.4), geometrijska sa
parametrom µ/(1 + µ).

3.2.2 Matriqna reprezentacija i osnovna svojstva

procesa

Dvodimenzioni model vremenskog niza {(Xn, Yn), n ≥ 0} defi-
nisan sa (3.2.1) i (3.2.2) moжe se predstaviti sa

Xn = Un1 ∗ Xn−1 + Un2 ∗ Yn−1 + εn, (3.2.5)

Yn = Vn1 ∗ Xn−1 + Vn2 ∗ Yn−1 + ηn, (3.2.6)

gde su sluqajni vektori {(Un1, Un2)} i {(Vn1, Vn2)} me�usobno neza-
visni sa identiqkim raspodelama, respektivno

P (Un1 = α, Un2 = 0) = 1 − P (Un1 = 0, Un2 = α) = p,

P (Vn1 = β, Vn2 = 0) = 1 − P (Vn1 = 0, Vn2 = β) = q.
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Ako sada definixemo An ∗ X sa

An ∗ X =

[

Un1 ∗ X + Un2 ∗ Y
Vn1 ∗ X + Vn2 ∗ Y

]

,

gde je

An =

[

Un1 Un2

Vn1 Vn2

]

i X = (X, Y )T , onda se (3.2.5) i (3.2.6) mogu predstaviti u matriq-
noj formi

Xn = An ∗ Xn−1 + Zn, (3.2.7)

gde su Xn = (Xn, Yn)
T i Zn = (εn, ηn)T . Koriste�i ovu reprezentaciju

lako se dolazi do autokovarijansne matrice u obliku

Cov(Xh,X0) =

[

Cov(Xh, X0) Cov(Xh, Y0)
Cov(Yh, X0) Cov(Yh, Y0)

]

.

S obzirom da je

E(Ah ∗ Xh−1) = AE(Xh−1), E
(

(Ah ∗ Xh−1)X
T
0

)

= AE
(

Xh−1X
T
0

)

,

gde je A = E(Ah), za h ≥ 0, autokovarijansna matrica se moжe za-
pisati kao Cov(Xh,X0) = AhV ar(X0). Pri tome elementi matrice
V ar(X0) se daƩe izraqunavaju. Najpre, kako sluqajne promenƩive
X0 i Y0 imaju Geom(µ/(1 + µ)) raspodelu, to je V ar(X0) = V ar(Y0) =
µ(1+µ). Sa druge strane Cov(X0, Y0) se lako izraqunava primenom
(3.2.1) i (3.2.2) i qiƬenice da je dvodimenzioni vremenski niz
{(Xn, Yn)} stacionaran. Tako je

Cov(X0, Y0) =
αβ(pq + (1 − p)(1 − q))

1 − αβ(p(1 − q) + (1 − p)q)
· µ(1 + µ) ≡ ρ · µ(1 + µ),

gde je ρ = αβ(pq+(1−p)(1−q))
1−αβ(p(1−q)+(1−p)q)

. Oqigledno je ρ pozitivno, qime smo
dokazali pozitivnu koreliranost posmatranih obeleжja X i Y .
Sa druge strane, kako je ρ−1 = (αβ−1)/(1−αβ(p(1−q)+(1−p)q)) < 0,
tada je ρ < 1. Tako na osnovu prethodnog vaжi da je

V ar(X0) = µ(1 + µ)

[

1 ρ
ρ 1

]

.
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Ranije definisana matrica A je oblika

A =

[

αp α(1 − p)
βq β(1 − q)

]

,

te zakƩuqujemo da su svi elementi matrice Cov(Xh,X0) pozitivni.
Dokaжimo sada veoma vaжnu osobinu autoregresivnih procesa, tj.
da Cov(Xh,X0) → 0, kada h → ∞. Za sopstvene vrednosti λ1 < λ2

matrice A vaжi da je λ1+λ2 = αp+β(1−q) > 0, odakle je λ2 > 0, kao
i da je λ1λ2 = αβ(p− q). Na osnovu ovih rezultata imamo slede�e:

(1 − λ1)(1 − λ2) = (1 − α)(1 − β(1 − q)) + α(1 − p)(1 − β) > 0,

(1 + λ1)(1 + λ2) = 1 − αβ(1 − p) + αp + β(1 + α)(1 − q) > 0.

Kako je λ2 > 0 i λ1 + λ2 < α + β < 2, to je |λ1| < 1 i 0 < λ2 < 1, xto
je dovoƩno da Ah → 0 i Cov(Xh,X0) → 0, kada h → ∞.

Recimo sada nexto o regresionim osobinama ovde uvedenog dvo-
dimenzionog modela. Koriste�i matriqni zapis (3.2.7) imamo da
je

E(Xn+1|Xn) = E

([

U(n+1)1 ∗ Xn + U(n+1)2 ∗ Yn

V(n+1)1 ∗ Xn + V(n+1)2 ∗ Yn

] ∣

∣

∣

∣

[

Xn

Yn

])

+E (Zn+1|Xn)

=

[

αpXn + α(1 − p)Yn

βqXn + β(1 − q)Yn

]

+

[

µε

µη

]

= AXn + µZ,

gde je µZ = E(Z). PonavƩaƬem prethodnog postupka k puta, dobija
se

E(Xn+k|Xn) = AkXn +
(

Ak−1 + Ak−2 + · · ·+ A + I
)

µZ

= AkXn + (I − A)−1 (
I − Ak

)

µZ

= AkXn + (I − A)−1 (
I − Ak

)

(I − A) µ,

gde je µ = E(Xn). Kako Ak teжi ka nula matrici, to imamo da
E(Xn+k|Xn) → µ, kada k → ∞.

3.2.3 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

U ovom delu se bavimo oceƬivaƬem nepoznatih parametara mo-
dela modifikovanim metodom uslovnih najmaƬih kvadrata. Neka
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je dat dvodimenzioni sluqajni uzorak (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (XN , YN)
sa odgovaraju�im marginalnim geometrijskim raspodelama. Oce-
nimo najpre nepoznati parametar µ. Na osnovu qiƬenice da je
µ = E(Xn) = E(Yn), ocena dobijena metodom momenata je oblika

µ̂ =
1

2N

N
∑

n=1

(Xn + Yn) . (3.2.8)

Ovim Yule-Walker-ovim oceƬivaƬem jednog nepoznatog parametra
uqiƬena je jedina modifikacija inaqe klasiqnog pristupa metoda
uslovnih najmaƬih kvadrata, koji na daƩe koristimo. Da bismo
doxli do traжenih ocena parametara α, β, p i q uvodimo novu
parametrizaciju θ1 = αp, θ2 = α(1 − p), θ3 = βq i θ4 = β(1 − q).
Koriste�i matriqnu reprezenataciju modela, dobijamo kao gore
da je

E(Xn|Xn−1) = E(An ∗ Xn−1 + Zn|Xn−1)

=

[

αpXn−1 + α(1 − p)Yn−1

βqXn−1 + β(1 − q)Yn−1

]

+

[

E(εn)
E(ηn)

]

=

[

αp α(1 − p)
βq β(1 − q)

]

·
[

Xn−1

Yn−1

]

+ µ

[

1 − α
1 − β

]

=

[

θ1 θ2

θ3 θ4

]

·
[

Xn−1

Yn−1

]

+ µ

[

1 − θ1 − θ2

1 − θ3 − θ4

]

.

Neka je sada Θ = (θ1, θ2, θ3, θ4)
T . Ocene metodom uslovnih najmaƬih

kvadrata su dobijene minimiziraƬem sume kvadrata

QN(Θ) =
N
∑

n=2

(Xn − AXn−1 − µZ)T (Xn − AXn−1 − µZ)

=

N
∑

n=2

(Xn − θ1Xn−1 − θ2Yn−1 − (1 − θ1 − θ2)µ̂)2

+
N
∑

n=2

(Yt − θ3Xn−1 − θ4Yn−1 − (1 − θ3 − θ4)µ̂)2.
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Prema tome, traжene statistike se dobijaju kao rexeƬa slede�ih
sistema
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,

gde su Sn = Xn − µ̂ i Tn = Yn − µ̂. Konaqno, vra�aƬem stare
parametrizacije dobijamo

α̂ = θ̂1 + θ̂2, β̂ = θ̂3 + θ̂4,

p̂ =
θ̂1

θ̂1 + θ̂2

, q̂ =
θ̂3

θ̂3 + θ̂4

.

Na ovaj naqin smo modifikovanim metodom uslovnih najmaƬih
kvadrata odredili ocene nepoznatih parametara modela α, β, p
i q.





Glava 4

Mexoviti INAR procesi

Kao xto je ve� poznato INAR modeli sa binomnim tining ope-
ratorom su pogodniji od drugih modela kada je potrebno opisati
podatke koji predstavƩaju brojaƬe sluqajnih doga�aja ili ele-
menata neke populacije koji tokom vremena mogu samo da opstaju
ili isqezavaju. Ovo je sasvim prirodno s obzirom da Bernulije-
ve sluqajne promenƩive, koje se tom prilikom koriste, imaju dve
mogu�e realizacije, 0 ili 1. Sa druge strane, elementi popu-
lacije mogu biti me�usobno vixe ”povezani”, odnosno me�u Ƭima
mogu biti prisutne interakcije pri kojima moжe da nastane 1
ili vixe novih elemenata. Kako u ovoj situaciji jedan sluqajni
doga�aj moжe da generixe 0, 1 ili vixe novih doga�aja koji su
tako�e predmet opserviraƬa, Bernulijeve sluqajne promenƩive
vixe nisu upotrebƩive za konstrukciju brojaqkog niza. Zbog toga
smo uveli negativni binomni tining zasnovan na nizu geometri-
jski raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih, koji je u prethodne dve
glave korix�en za konstrukciju vixe razliqitih INAR modela.

Me�utim, u praksi se mogu javiti sluqajevi sistema elemenata
i sluqajnih doga�aja promenƩivog karaktera. Naime, moglo bi se
desiti da u odre�enim vremenskim intervalima elementi budu pa-
sivni, odnosno da samo opstaju ili isqezavaju, kada bi Bernulijev
brojaqki niz bio idealan izbor. Sa druge strane, u ostalim vre-
menskim intervalima bi oni bili aktivni, sa mogu�nox�u gene-
risaƬa vixe novih elemenata odnosno sluqajnih doga�aja, kada
bi trebalo pribegavati negativnom binomnom tiningu. Na ovaj
naqin dolazimo do potrebe za INAR modelima koji bi tako�e bili
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promenƩivog karaktera, xto je i predmet prouqavaƬa ove glave.
Naime ovde su predstavƩeni modeli sa tining operatorom koji je
mexavina binomnog i negativnog binomnog tininga. Tako u pr-
vom odeƩku uvodimo INAR modele prvog i drugog reda u kojima
se veza izme�u razliqitih elemenata procesa opisuje sa po jed-
nom primenom oba pomenuta tininga, odnosno koji su nastali naj-
jednostavnijom dvostrukom mexavinom tining operatora. U dru-
gom odeƩku se bavimo mexovitim INAR modelima vixeg reda, ko-
jima tako�e opisujemo podatke promenƩivog stepena aktivnosti,
odnosno kod kojih postoji izraжenija zavisnost izme�u udaƩeni-
jih elemenata posmatranog vremenskog niza.
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4.1 Mexoviti INAR modeli prvog i

drugog reda

U ovom delu predstavƩamo INAR modele zasnovane na mexavini
binomnog i negativnog binomnog tining operatora. U sluqajevima
kada od jednog do drugog vremenskog perioda posmatraƬa dolazi
do znaqajne promene stepena aktivnosti posmatranih elemenata
populacije, definixemo modele prvog reda gde se veza izme�u
dva uzastopna elementa serije ostvaruje primenom i Bernulije-
vog i geometrijskog brojaqkog niza. Me�utim, o posmatranim po-
dacima moжemo imati i dodatnih informacija. Na primer, ako
su sluqajni doga�aji neposredno nakon svog nastanka pasivni, a
zatim u narednom vremenskom intervalu postaju aktivni sa mo-
gu�nox�u provociraƬa vixe novih doga�aja, tada za modeliraƬe
”lag-1” zavisnosti koristimo binomni tining, dok negativni bi-
nomni tining biramo za opisivaƬe ”lag-2” zavisnosti izme�u ele-
menata procesa. Na ovaj naqin se dolazi do INAR(2) modela koji
se inaqe moжe definisati i u drugoj varijanti, kada su doga�aji
najpre aktivni, a zatim nakon proteklog vremenskog intervala
postaju pogodni za modeliraƬe Bernulijevim nizom. Tako, ovde
nakon konstrukcije navedenih modela odre�ujemo raspodelu Ƭi-
hovih inovacionih procesa. Tako�e opisujemo autokorelacionu
strukturu i neke uslovne veliqine procesa, da bismo na kraju
nexto vixe rekli o metodama za oceƬivaƬe nepoznatih parameta-
ra i primeni samih modela na podacima iz stvarnog жivota.

4.1.1 Konstrukcija i osnovna svojstva procesa

Ovde uvodimo INAR modele prvog i drugog reda uz pomo� dva
tining operatora, binomnog ”◦n” i negativnog binomnog ”∗n”. Ope-
rator binomnog tininga je, kao xto je poznato, definisan sa α ◦n

X =
X
∑

i=1

B
(n)
i , gde je

{

B
(n)
i

}

niz nezavisnih Bernulijevih sluqajnih

promenƩivih sa parametrom α, dok je negativni binomni tining
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definisan sa β ∗n X =
X
∑

j

G
(n)
j , qiji se brojaqki niz

{

G
(n)
j

}

sastoji

od nezavisniih sluqajnih promenƩivih sa Geom(β/(1+β)) raspode-
lom. Najpre, razmotrimo vremenski niz {Xn} sa Geom(µ/(1 + µ))
marginalnom raspodelom, µ > 0, definisan sa

Xn =

{

α ◦n Xn−1 + εn, s.v. p,
β ∗n Xn−1 + εn, s.v. 1 − p,

(4.1.1)

gde su α, β ∈ (0, 1), p ∈ [0, 1] i vaжe slede�i uslovi:

(i) {εn} je niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih pro-
menƩivih,

(ii) εn ne zavise od Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+1 Xm, za m < n,

(iii) brojaqki nizovi tining operatora u trenutku n su nezavisni
jedni od drugih,

(iv) brojaqki nizovi tining operatora primeƬenih nad Xn i sluqa-
jne promenƩive Xn−1, Xn−2, . . . su nezavisni,

(v) uslovne verovatno�e P (α ◦n+1 Xn = i1, β ∗n+1 Xn = i2|Xn = x,
Hn−1) i P (α ◦n+1 Xn = i1, β ∗n+1 Xn = i2|Xn = x) su jednake, gde
Hn−1 oznaqava proxlost procesa, odnosno svih sluqajnih pro-
menƩivih Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+1 Xm, za m < n,

(vi) sluqajne promenƩive α ◦n+1 Xn i β ∗n+1 Xn za dato Xn su neza-
visne.

Sada �emo izvesti raspodelu inovacionog procesa {εn}, xto je
dato slede�om teoremom.

Teorema 4.1.1 Ako je αµ < β(1+µ) < µ, onda se sluqajna promenƩiva
εn na slede�i naqin moжe predstaviti kao mexavina tri geometri-
jski raspodeƩene sluqajne promenƩive

εn
d
=











Geom(µ/(1 + µ)), s.v. A1 ≡ µ(α−1)(β−µ+µβ)
(µ−a)(µ−b)

,

Geom(a/(1 + a)), s.v. A2 ≡ (µα−a)(β−a+µβ)
(µ−a)(b−a)

,

Geom(b/(1 + b)), s.v. A3 ≡ (µα−b)(β−b+µβ)
(µ−b)(a−b)

,

(4.1.2)

gde su a < b rexeƬa jednaqine x2−(β+αµ+βµp−αµp)x+(1−p)αβµ = 0.
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Dokaz. Neka su ΦX(s) i Φε(s) redom funkcije generatrise verovat-
no�e sluqajnih promenƩivih Xn i εn. Na osnovu (4.1.1) sledi da
je

ΦX(s) = (pΦX(ΦB(s)) + (1 − p)ΦX (ΦG(s)))Φε(s),

gde su ΦB(s) = 1−α+αs i ΦG(s) = 1
1+β−βs

, redom funkcije generatri-
se verovatno�e sluqajnih promenƩivih brojaqkih nizova tining
operatora ”α ◦ ” i ”β ∗ ”. Kako je ΦX(s) = 1

1+µ−µs
, to je daƩe

ΦX(s) =

(

p

1 + µα(1 − s)
+

(1 − p)(1 + β(1 − s))

1 + β(1 + µ)(1 − s)

)

Φε(s),

odakle je

Φε(s) =
(1 + αµ(1 − s))(1 + β(1 + µ)(1 − s))

(1 + µ(1 − s))P (1 − s)
, (4.1.3)

gde je P (1 − s) = 1 + (1 − s)(β + αµ + βµp − αµp) + (1 − s)2(1 − p)αβµ.
Polinom P (s) se moжe zapisati kao P (s) = (1 + as)(1 + bs), gde su a
i b rexeƬa sistema jednaqina

a + b = β + αµ + βµp − αµp, ab = (1 − p)αβµ,

odnosno rexeƬa jednaqine

x2 − (β + αµ + βµp − αµp)x + (1 − p)αβµ = 0.

Pretpostavimo da je a < b. Ovi koreni su realni, jer za diskri-
minantu vaжi da je D = (β − αµ + βµp + αµp)2 + 4αβµ2p(1 − p) > 0.
Tako�e, a i b su pozitivni poxto je a + b = β + αµ(1 − p) + βµp > 0
i ab = (1 − p)αβµ > 0. Tako se funkcija generatrise verovatno�e
sluqajne promenƩive εn moжe predstaviti u obliku

Φε(s) =
A1

1 + µ − µs
+

A2

1 + a − as
+

A3

1 + b − bs
,

gde su A1, A2 i A3 rexeƬa sistema jednaqina

A1 + A2 + A3 = 1,

A1(a + b) + A2(µ + b) + A3(µ + a) = αµ + β(1 + µ),
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A1ab + A2µb + A3µa = αβµ(1 + µ).

Sada odredimo uslove pod kojima su ove vrednosti Ai vaƩane
verovatno�e. Lako je pokazati da je (β − a)(β − b) = −β2µp < 0.
Na osnovu ovoga i qiƬenice da je a < b, dobijamo da je a < β < b,
odakle je daƩe β−a+µβ > 0. Kako je ab < αβµ i β < b, to je a < µα,
odakle sledi da je a < µ. Iz svega iznad dobijamo da je A2 > 0.
Tako�e moжemo pokazati da je (µα−a)(µα−b) = −αβµp(β−αµ+µβ) i
(β−a+µβ)(β−b+µβ) = (1−p)βµ(β−αµ+βµ). Sluqaj β(1+µ) < αµ je
nemogu�, jer iz Ƭega sledi da je A3 < 0. Pretpostavimo sada da je
β(1+µ) > αµ. Onda dobijamo da je β−b+µβ > 0 i µα−b < 0. Sada je
A1A3 ve�e od 0 samo ako je β−µ+µβ < 0. Ako jox pretpostavimo da
je β−µ+µβ < 0, tada vaжi da je 0 > β−µ+µβ−(β−b+µβ) = −(µ−b),
odakle sledi da je µ > b. Konaqno iz prethodnog dobijamo da je
A1 > 0 i A3 > 0. 2

Ovde uvodimo mexoviti INAR(1) model.

Definicija 4.1.1 Neka su uslovi (i) do (vi) ispuƬeni. Neka je ras-
podela niza sluqajnih promenƩivih {εn} data sa (4.1.2) i neka su p ∈
[0, 1] i αµ < β(1 + µ) < µ. Vremenski niz {Xn} generisan sa (4.1.1)
je mexoviti nenegativni celobrojni autoregresivni proces prvog
reda sa geometrijskom marginalnom raspodelom (MGINAR(1)).

Na sliqan naqin uvodimo dva mexovita nenegativna celobrojna
autoregresivna procesa drugog reda sa geometrijskom marginal-
nom raspodelom. Prvi od Ƭih je definisan sa

Xn =

{

α ◦n Xn−1 + εn, s.v. p,
β ∗n Xn−2 + εn, s.v. 1 − p,

(4.1.4)

pri qemu pored uslova (i), (iii), (iv) vaжe i uslovi

(vii) εn su nezavisni od Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+2 Xm za m < n,

(viii) uslovne verovatno�e P (α ◦n+1 Xn = i1, β ∗n+2 Xn = i2|Xn = x,
Hn−1) i P (α ◦n+1 Xn = i1, β ∗n+2 Xn = i2|Xn = x) su jednake, gde
je Hn−1 istorija procesa, odnosno svih sluqajnih promenƩi-
vih Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+2 Xm, za m < n,

(ix) sluqajne promenƩive α ◦n+1 Xn i β ∗n+2 Xn za dato Xn su neza-
visne.
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Ako je αµ < β(1 + µ) < µ, onda je {Xn} dobro definisan proces i
raspodela Ƭegovog inovacionog procesa je definisana sa (4.1.2).
DaƩe, uvode�i uslove sliqne uslovima (vii)-(ix) i pretpostavƩa-
ju�i da je αµ < β(1 + µ) < µ, dobija se da je mexoviti nenegativni
celobrojni autoregresivni proces drugog reda {Xn}, koji je dat
sa

Xn =

{

β ∗n Xn−1 + εn, s.v. 1 − p,
α ◦n Xn−2 + εn, s.v. p,

(4.1.5)

dobro definisan i da je Ƭegov inovacioni proces sa raspodelom
(4.1.2). Oba prethodna procesa �emo oznaqavati sa MGINAR(2).

4.1.2 Uslovne statistiqke veliqine i
autokorelaciona struktura

U ovom delu bliжe upoznajemo svojstva uvedenih modela. Naj-
pre govorimo o MGINAR(1) modelu. Kako bismo jednostavnije
predstavili rezultate, uvodimo slede�e parametre:

θ = pα + (1 − p)β,

τ = α2p + β2(1 − p),

ν = α(1 − α)p + β(1 + β)(1 − p) + 2µ(1 − θ)θ.

Na osnovu (4.1.1) lako se dobija da je matematiqko oqekivaƬe
sluqajne promenƩive inovacionog procesa µε = (1 − θ)µ, dok se u
odre�ivaƬu drugog momenta koriste i osobine 5 i (iii), binomnog
i negativnog binomnog tininga, respektivno. Naime,

E
(

X2
n

)

= pE(α ◦ Xn−1 + εn)2 + (1 − p)(β ∗ Xn−1 + εn)
2

= p
(

α2E
(

X2
n−1

)

+ α(1 − α)µ
)

+ 2pαµ2(1 − θ)

+ (1 − p)
(

β2E
(

X2
n−1

)

+ β(1 + β)µ
)

+ 2(1 − p)βµ2(1 − θ) + E(ε2
n)

= τE
(

X2
n

)

+ µ(α(1 − α)p + β(1 + β)(1 − p) + 2µ(1 − θ)θ),

odakle je
E(ε2

n) = (1 − τ)µ(1 + 2µ) − νµ. (4.1.6)

DaƩe, primenom osobina 7 i (iv) tining operatora izvodimo
autokorelacionu funkciju.

E(Xn+kXn) = pE((α ◦ Xn+k−1)Xn)+(1−p)E((β ∗ Xn+k−1)Xn)+µ2(1−θ)

= θE(Xn+k−1Xn) + µ2(1 − θ).
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Odavde je γ(k) = θ(E(Xn+k−1Xn) − µ2) = θγ(k − 1). Dakle, autoko-
relaciona funkcija reda k je oblika ρ(k) = θk, odakle ρ(k) → 0,
kada k → ∞.

Pri odre�ivaƬu uslovnih statistiqkih veliqina koristi�emo
osobine 16, 17, (xii) i (xiii), odgovaraju�ih tining operatora. Naj-
pre dolazimo do regresione jednaqine:

E(Xn+k|Xn) = pE(E(α ◦ Xn+k−1|Xn+k−1)|Xn)

+ (1 − p)E(E(β ∗ Xn+k−1|Xn+k−1)|Xn) + µ(1 − θ)

+ θE(Xn+k−1|Xn) + µ(1 − θ)

= θkXn + µ
(

1 − θk
)

. (4.1.7)

Zatim, koriste�i ovaj rezultat odre�ujemo uslovni drugi mo-
ment:

E
(

X2
n+k|Xn

)

= τE
(

X2
n+k−1|Xn

)

+ νE(Xn+k−1|Xn) + E
(

ε2
n+k

)

= τkX2
n+ν

k−1
∑

i=0

τ i
(

θk−i−1Xn+µ
(

1−θk−i−1
))

+E
(

ε2
n

)

k−1
∑

j=0

τ j

= τkX2
n + νXn

θk − τk

θ − τ
+ νµ

(

1 − τk

1 − τ
− θk − τk

θ − τ

)

+
1 − τk

1 − τ
E
(

ε2
n

)

. (4.1.8)

Konaqno, zamenom (4.1.6) u prethodnoj jednaqini, dobijamo

E(X2
n+k|Xn) = τkX2

n +
ν(θk − τk)

θ − τ
(Xn − µ) + (1 − τk)µ(1 + 2µ). (4.1.9)

MGINAR(1) model ima jedno neuobiqajeno svojstvo koje sledi
iz prethodnih formulacija uslovnih veliqina. Naime, na osnovu
(4.1.7) i (4.1.9) za k = 1 dobijamo uslovnu disperziju sluqajne
promenƩive Xn+1 za dato Xn u obliku

V ar(Xn+1|Xn) = (τ−θ2)X2
n+(ν−2µθ(1−θ))Xn−νµ+(1−τ)µ(1+2µ)−µ2(1−θ)2.

Posmatrajmo sada koeficijent τ − θ2. Lako se izraqunava da je
τ − θ2 = (α − β)2p(1 − p). Tako, ako je α 6= β, xto je i opxti sluqaj,
onda uslovna disperzija zavisi od X2

n, xto je i razlog za Ƭene
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znaqajno ve�e realizovane vrednosti u sluqaju ve�ih realizacija
samog vremenskog niza. Ova osobina nije inaqe karakteristiqna
za standarne INAR procese, s obzirom da je kod Ƭih uslovna dis-
perzija linearna funkcija sluqajne promenƩive Xn. Pri tome je
jedino sliqno ponaxaƬe uslovne disperzije prime�eno kod INAR
procesa sa sluqajnim koeficijentima, uvedenim u Zheng, Basawa,
Datta (2006, 2007).

Sada razmotrimo MGINAR(2) model, uveden sa (4.1.4). U ciƩu
analize zavisnosti izme�u elemenata serije izvodimo autokorela-
cionu funkciju. Istim postupkom, primeƬenim kao pri izvo�eƬu
autokorelacije (3.1.4), dobijamo da je

ρ(k) = pαρ(|k − 1|) + (1 − p)βρ(|k − 2|), k = 1, 2, . . .

Pretpostavimo da je β ≤ α. Polaze�i od ρ(l) ≤ 1, l ≥ 0 i itera-
tivnom primenom prethodne jednaqine dobijamo da je ρ(2k) ≤ αk

i ρ(2k + 1) ≤ αk. Prema tome, ρ(n) opada ka nuli, dok n teжi ka
beskonaqnosti. Isti rezultat se dobija i za α < β.

Uslovna funkcija generatrise verovatno�e se dobija na os-
novu (4.1.4) i poznatih osobina uslovnog matematiqkog oqekivaƬa.
Tako je

E
(

sXn+1|Hn

)

= pE
(

sα◦Xn+εn+1|Hn

)

+ (1 − p)E
(

sβ∗Xn−1+εn+1|Hn

)

= Φε(s)
(

p(1−α+αs)Xn +(1−p)(1+β−βs)−Xn−1

)

,(4.1.10)

gde je Hn = F (Xn, Xn−1) istorija procesa, odnosno σ-algebra gene-
risana sa {Xn, Xn−1}. Zatim, koriste�i vezu izme�u momenata i
vrednosti izvoda funkcije generatrise verovatno�e sluqajne pro-
menƩive u jedinici, dolazimo do uslovnog matematiqkog oqeki-
vaƬa i disperzije, redom u obliku

E(Xn+1|Hn) = pαXn + (1 − p)βXn−1 + µε

i

V ar(Xn+1|Hn) = p(1 − p)(αXn − βXn−1)
2 + α(1 − α)pXn

+ β(1 + β)(1 − p)Xn−1 + σ2
ε ,

gde se disperzija sluqajne promenƩive εn lako izraqunava iz pr-
vog i drugog momenta datih iznad. Kao i u sluqaju MGINAR(1)
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procesa, ovde uslovna disperzija nije linearna funkcija ”pro-
xlosti” posmatranog procesa. Me�utim, ovde u sluqaju MGI-
NAR(2) procesa, ona zavisi od (αXn − βXn−1)

2. Primetimo da u
odnosu na vrednosti realizacija sluqajne promenƩive Xn, α i β
nemaju bitno razliqite vrednosti, budu�i da su obe izme�u 0 i 1.
Na taj naqin, iznenadne promene vrednosti realizacije procesa,
za vreme Ƭegovog rasta ili opadaƬa, pri qemu se prave znaqajno
veliki koraci |xn − xn−1|, izazivaju primetan rast uslovne dis-
perzije.

4.1.3 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

Zbog nesrazmerno ve�eg broja parametara u odnosu na red mo-
dela, pa tako i nedovoƩnog broja parametarskih jednaqina pomo�u
kojih bismo odredili ocene svih nepoznatih parametara u op-
xtem sluqaju, u ovom delu pribegavamo oceƬivaƬu parametara
u sluqaju kada su α i β jednaki. Obratimo najpre paжƬu na MGI-
NAR(1) model. Primeni�emo dvokoraqni metod uslovnih najma-
Ƭih kvadrata Karlsen-a i Tjøstheim-a (1988). U prvom koraku ovog
metoda CLS-ocene parametara α i µ se dobijaju minimiziraƬem
sume kvadrata

QN(α, µ) =
N
∑

n=2

(Xn − E(Xn|Xn−1))
2 =

N
∑

n=2

(Xn − αXn−1 − (1 − α)µ)2.

Tako izvedene ocene su redom

α̂cls =

(N − 1)
N
∑

n=2

XnXn−1 −
N
∑

n=2

Xn

N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)
N
∑

n=2

X2
n−1 −

(

N
∑

n=2

Xn−1

)2 ,

µ̂cls =

N
∑

n=2

Xn − α̂cls
N
∑

n=2

Xn−1

(N − 1)(1 − α̂cls)
.

Zatim u drugom koraku ovog metoda oceƬujemo novi parametar
η = α(1+α−2αp), xto �e u potpunosti biti opravdano u slede�em
izvo�eƬu. Naime, najpre uvodimo novu sluqajnu promenƩivu Vn
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definisanu sa Vn = (Xn − E(Xn|Xn−1))
2, qije se uslovno oqekivaƬe

za dato Xn−1 dobija kao

E(Vn|Xn−1) = V ar(Xn|Xn−1) = η(Xn−1 − µ) + µ(1 − α)(1 + α + µ + αµ).

Ocena dobijena metodom uslovnih najmaƬih kvadrata parametra
η se dobija minimiziraƬem sume

SN(η) =
N
∑

n=2

(Vn − E(Vn|Xn−1))
2

=

N
∑

n=2

[

(Xn−αXn−1)
2 − (1−α)µ(2Xn−2αXn−1+1+α+2µα) − η(Xn−1−µ)

]2
.

Tako je odgovaraju�a statistika oblika

η̂cls =

N
∑

n=2

(

(Xn − α̂clsXn−1)
2 − µ̂cls(1 − α̂cls)(1 + α̂cls + 2µ̂cls)

)

(Xn−1 − µ̂cls)

N
∑

n=2
(Xn−1 − µ̂cls)2

.

Konaqno, na osnovu definicije parametra η, ocena za p dobijena
ovim dvokoraqnim CLS metodom je

p̂cls =
1 − α̂cls

2α̂cls
− η̂cls

2 (α̂cls)2 .

OceƬivaƬe parametara MGINAR(1) modela metodom momenata
moжe se izvoditi dvokoraqnim modifikovanim Yule-Walker-ovim
(MYW) metodom, koji se sastoji u slede�em. U prvom koraku
parametri µ i α, u skladu sa Ƭihovim znaqeƬem, se aproksimiraju
uzoraqkom sredinom i uzoraqkom autokorelacionom funkcijom pr-
vog reda. Parametar p se oceƬuje u drugom koraku, na potpuno
isti naqin kao u gore uvedenoj dvokoraqnoj CLS proceduri.

Sada razmotrimo sluqaj MGINAR(2) procesa. Prezentuju�i
metod uslovnih najmaƬih kvadrata, oceƬujemo parametre µ, θ1 =
αp i θ2 = α(1 − p). Odgovaraju�e statistike koje se tiqu param-
etara θ1, θ2 i µ su dobijene rexavaƬem sistema linearnih jed-
naqina:

[

YN11 YN12

YN12 YN22

] [

θ̂cls
1

θ̂cls
2

]

=

[

YN01

YN02

]

, (4.1.11)
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µ̂cls =

N
∑

n=3

Xn − θ̂cls
1

N
∑

n=3

Xn−1 − θ̂cls
2

N
∑

n=3

Xn−2

(

1 − θ̂cls
1 − θ̂cls

2

)

(N − 2)
,

gde su YNij = (N − 2)
N
∑

n=3

Xn−iXn−j −
N
∑

n=3

Xn−i

N
∑

n=3

Xn−j, i ≤ j ∈ {0, 1, 2}.
Na kraju, odre�ujemo ocene parametara metodom momenata. Na

osnovu formule autokorelacione funkcije, izvedene ranije, dola-
zimo do sistema linearnih jednaqina

ρ(1) = θ1ρ(0) + θ2ρ(1)

ρ(2) = θ1ρ(1) + θ2ρ(0),

gde su isto kao iznad, θ1 = αp i θ2 = α(1 − p). Zatim, zameƬuju�i
uzoraqke autokorelacije u prethodnim jednaqinama, Yule-Walker-
ove ocene parametara θ1 i θ2 se dobijaju kao rexeƬa slede�eg sis-
tema jednaqina:

[

ZN00 ZN01

ZN01 ZN00

] [

θ̂yw
1

θ̂yw
2

]

=

[

ZN01

ZN02

]

,

gde su ZNij =
N
∑

n=j+1

(Xn−i − XN)(Xn−j − XN), i ≤ j ∈ {0, 1, 2}, i XN =

1
N

N
∑

n=1

Xn. Kao xto je poznato, µ̂yw se raquna pomo�u uzoraqke sre-

dine XN . Upore�uju�i elemente matrica iz prethodnog sistema,
pomnoжene sa (N − 1)−1, sa odgovaraju�im elementima matrica iz
sistema (4.1.11), pomnoжene sa (N − 2)−2, direktnim raqunom do-
lazimo do toga da Ƭihove razlike konvergiraju ka 0, kada N → ∞.
Ovo upu�uje na asimptotsku jednakost ocena dobijenih Yule-Walker-
ovom i metodom uslovnih najmaƬih kvadrata.

Numeriqki rezultati

Na kraju ovog pododeƩka predstavƩamo numeriqke rezultate
ostvarene primenom gore prezentovanih metoda, a pri oceƬivaƬu
nepoznatih parametara MGINAR(1) i MGINAR(2) procesa. U ove
svrhe je za svaki od procesa simulirano po 100 uzoraka duжine
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10000. U sluqaju MGINAR(1) modela, simulacije su izvedene za
slede�e stvarne vrednosti parametara: (a) µ = 1, α = 0, 4, p = 0, 1,
(b) µ = 3, α = 0, 2, p = 0, 5, (c) µ = 5, α = 0, 5, p = 0, 7. Za MGINAR(2)
model slede�e stvarne vrednosti su uzete u obzir: (a) µ = 1,
α = 0, 2, p = 0, 2, (b) µ = 2, α = 0, 5, p = 0, 6; (c) µ = 5, α = 0, 7, p = 0, 7.
U svakom od prethodnih sluqajeva, za poduzorke obima 100, 500,
1000, 5000 i 10000, uzoraqke sredine i standardne grexke dobi-
jenih ocena su predstavƩene u tabelama 4.1 i 4.2. U svim sluqa-
jevima MGINAR(1) modela, ocene su konvergentne, dok standarne
grexke opadaju sa porastom obima uzoraka. Pa ipak, neki rezul-
tati nisu tako dobri kao kod modela drugog reda. Naime, za svaku
od vrednosti parametara, Yule-Walker-ov i metod uslovnih najman-
jih kvadrata, obezbe�uju dovoƩno dobre ocene tek za obime uzo-
raka ve�e ili jednake od 5000. Posebno velike vrednosti stan-
dardne grexke su prime�ene u sluqaju (b) za uzorke obima 100.
Neparametarske metode su postigle svoje najboƩe rezultate pri
oceƬivaƬu parametra α, dok metod maksimalne verodostojnosti
pokazuje najboƩe performanse pri oceƬivaƬu svih parametara.
Sa druge strane, u sluqaju MGINAR(2) modela, ocene tako�e kon-
vergiraju ka stvarnim vrednostima parametara sa veoma malim
standardnim grexkama. Moжe se primetiti, da u sluqaju naj-
maƬih stvarnih parametarskih vrednosti, pomenute konvergencije
nisu tako brze pri oceƬivaƬu parametra p, za svaku od primeƬe-
nih procedura. Ovakvo ponaxaƬe je karakteristiqno kod metoda
maksimalne verodostojnosti i u sluqaju parametra α. Me�utim,
kao xto se i oqekuje, najboƩi rezultati, posebno za ve�e vred-
nosti parametra, su postignuti primenom ML ocena. Naime, ovim
metodom su u sluqaju najve�e vrednosti parametra µ dobijene naj-
maƬe standardne grexke zajedno sa najboƩim ocenama.

4.1.4 Primena na realnim podacima

Kako bismo ocenili performanse uvedenih MGINAR modela,
posmatra�emo brojaqki proces iz stvarnog жivota. Podaci koje
koristimo su uzeti iz kriminoloxke sekcije internet sajta Fore-
casting Principles sa veb adresom http://www.forecastingprinciples.com
i predstavƩaju meseqno brojaƬe prijavƩenih pucƬava, koje su se
dogodile u reonu pod jurisdikcijom 14. policijske stanice u Pit-
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Tabela 4.1: Sredine i standardne grexke ocena za neke stvarne
vrednosti parametara MGINAR(1) modela.

Obim µ̂yw α̂yw p̂yw µ̂cls α̂cls p̂cls µ̂ml α̂ml p̂ml

a) Stvarne vrednosti µ = 1 , α = 0, 4 i p = 0, 1

100 0,99110 0,37303 0,86306 0,99466 0,37725 0,89570 0,98387 0,48330 0,11226
St. gr. 0,02261 0,01112 0,15854 0,02326 0,01119 0,15612 0,02933 0,03829 0,01054

500 0,99618 0,39554 0,23359 0,99665 0,39662 0,24470 1,04489 0,43589 0,10999
St. gr. 0,01064 0,00570 0,04892 0,01064 0,00563 0,04915 0,02078 0,02657 0,01044

1000 0,98876 0,40098 0,16896 0,98899 0,40132 0,17177 1,00134 0,41435 0,09702
St. gr. 0,00618 0,00387 0,03949 0,00616 0,00387 0,03948 0,01839 0,02472 0,00936

5000 1,00004 0,40034 0,09105 1,00010 0,40043 0,09786 1,00862 0,40473 0,09985
St. gr. 0,00317 0,00180 0,01768 0,00317 0,00180 0,01768 0,01077 0,00807 0,00260

10000 0,99861 0,40070 0,09035 0,99864 0,40075 0,09178 1,02037 0,40387 0,09570
St. gr. 0,00223 0,00130 0,01202 0,00223 0,00131 0,01200 0,00821 0,00250 0,00150

b) Stvarne vrednosti µ = 3 , α = 0, 2 i p = 0, 5

100 3,02600 0,16780 241,80410 3,02503 0,16903 245,24370 3,00261 0,18339 0,50102
St. gr. 0,03753 0,00889 201,92480 0,03756 0,00897 205,23120 0,00259 0,02960 0,00069

500 2,99208 0,19581 2,29442 2,99220 0,19617 2,31985 2,99871 0,20406 0,50006
St. gr. 0,01841 0,00485 0,61459 0,01841 0,00485 0,61341 0,00198 0,00731 0,00065

1000 3,00150 0,20005 1,63458 3,00149 0,20018 1,64391 2,99975 0,20970 0,49978
St. gr. 0,01357 0,00359 0,44722 0,01358 0,00359 0,44680 0,00193 0,00656 0,00055

5000 3,00777 0,20114 0,50042 3,00778 0,20118 0,50851 3,00004 0,19303 0,49960
St. gr. 0,00564 0,00148 0,41858 0,00565 0,00148 0,41470 0,00032 0,00539 0,00011

10000 3,00771 0,20048 0,49132 3,00771 0,20050 0,49164 3,00118 0,19318 0,49958
St. gr. 0,00468 0,00112 0,40968 0,00468 0,00112 0,40967 0,00018 0,00378 0,00007

c) Stvarne vrednosti µ = 5 , α = 0, 5 i p = 0, 7

100 4,93470 0,46236 2,09718 4,93886 0,46912 2,28867 5,00093 0,47776 0,70650
St. gr. 0,08307 0,00867 0,47956 0,08453 0,00852 0,44193 0,00243 0,01609 0,00310

500 4,96232 0,49262 1,07501 4,96102 0,49353 1,08376 5,00052 0,52239 0,70182
St. gr. 0,03784 0,00408 0,11440 0,03809 0,00407 0,11420 0,00154 0,00704 0,00197

1000 4,98917 0,49597 0,90970 4,98891 0,49659 0,91641 5,00015 0,49960 0,70058
St. gr. 0,02699 0,00288 0,08191 0,02693 0,00288 0,08176 0,00050 0,00541 0,00103

5000 5,02025 0,49938 0,72886 5,02007 0,49945 0,72968 5,00180 0,50390 0,69578
St. gr. 0,01561 0,00133 0,03324 0,01559 0,00133 0,03321 0,00047 0,00173 0,00092

10000 5,01194 0,50072 0,69746 5,01189 0,50076 0,69790 4,99991 0,49975 0,69907
St. gr. 0,00987 0,00098 0,02910 0,00987 0,00098 0,02909 0,00014 0,00102 0,00030
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Tabela 4.2: Sredine i standardne grexke ocena za neke stvarne
vrednosti parametara MGINAR(2) modela.

Obim µ̂yw α̂yw p̂yw µ̂cls α̂cls p̂cls µ̂ml α̂ml p̂ml

a) Stvarne vrednosti µ = 1 , α = 0, 2 i p = 0, 2

100 0,97920 0,15595 -0,10306 0,98304 0,15706 0,22276 0,94054 0,19469 0,21598
St. gr. 0,01747 0,01600 0,48332 0,01817 0,01626 0,18035 0,07106 0,02865 0,04968

500 0,98302 0,19483 0,11519 0,98342 0,19570 0,11062 0,97817 0,18665 0,17315
St. gr. 0,00755 0,00761 0,04688 0,00744 0,00762 0,05129 0,01823 0,01174 0,03987

1000 0,99154 0,19992 0,18447 0,99176 0,20042 0,18449 0,96477 0,18955 0,19315
St. gr. 0,00542 0,00531 0,01514 0,00539 0,00532 0,01510 0,01029 0,01167 0,01352

5000 0,99839 0,20111 0,18705 0,99846 0,20120 0,18702 0,98925 0,19432 0,19311
St. gr. 0,00215 0,00220 0,00631 0,00216 0,00220 0,00632 0,00941 0,01121 0,00451

10000 0,99975 0,20053 0,18897 0,99979 0,20057 0,18896 0,99137 0,19630 0,19408
St. gr. 0,00167 0,00152 0,00442 0,00167 0,00153 0,00442 0,00358 0,00540 0,00247

b) Stvarne vrednosti µ = 2 , α = 0, 5 i p = 0, 6

100 1,98940 0,44330 0,61715 1,98143 0,45149 0,62214 2,00090 0,52553 0,57496
St. gr. 0,03873 0,01188 0,02390 0,03986 0,01203 0,02450 0,00560 0,03063 0,01971

500 1,97108 0,48498 0,61143 1,96966 0,48651 0,61230 2,00322 0,49871 0,58943
St. gr. 0,01767 0,00580 0,00930 0,01778 0,00582 0,00941 0,00415 0,01379 0,00981

1000 1,99405 0,49454 0,60309 1,99367 0,49530 0,60356 1,99627 0,49131 0,58909
St. gr. 0,01346 0,00458 0,00781 0,01351 0,00460 0,00786 0,00150 0,01030 0,00676

5000 2,00264 0,49862 0,59928 2,00260 0,49878 0,59937 1,99957 0,50615 0,59501
St. gr. 0,00670 0,00205 0,00345 0,00671 0,00206 0,00345 0,00101 0,00501 0,00415

10000 2,00163 0,49950 0,59987 2,00166 0,49957 0,59991 1,99938 0,50979 0,59587
St. gr. 0,00474 0,00156 0,00239 0,00474 0,00156 0,00239 0,00073 0,00432 0,00493

c) Stvarne vrednosti µ = 5 , α = 0, 7 i p = 0, 7

100 5,01340 0,62389 0,72118 4,99101 0,63382 0,73084 4,99909 0,70024 0,67096
St. gr. 0,13533 0,01243 0,01873 0,13765 0,01238 0,01943 0,00047 0,01446 0,01440

500 4,90798 0,68317 0,70477 4,90755 0,68503 0,70644 5,00052 0,69963 0,69765
St. gr. 0,05804 0,00502 0,00908 0,05872 0,00498 0,00906 0,00043 0,00895 0,00528

1000 4,99226 0,68978 0,70311 4,99171 0,69065 0,70396 5,00019 0,69971 0,70360
St. gr. 0,04175 0,00338 0,00638 0,04209 0,00335 0,00637 0,00042 0,00499 0,01262

5000 5,01856 0,69799 0,69986 5,01875 0,69816 0,70005 5,00014 0,70231 0,70068
St. gr. 0,02014 0,00138 0,00323 0,02020 0,00137 0,00323 0,00008 0,00212 0,00144

10000 5,00939 0,69873 0,70182 5,00954 0,69881 0,70191 5,00003 0,70000 0,69803
St. gr. 0,01371 0,00099 0,00219 0,01373 0,00099 0,00219 0,00008 0,00132 0,00158
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sburgu. ObavƩeno je 144 opservacija, od januara 1990. do decem-
bra 2001. Uzoraqka sredina, disperzija i autokorelacija razma-
tranih podataka su redom 8,6736, 59,0745 i 0,6938, dok su gra-
fikoni samih realizacija, Ƭihovih uzoraqkih autokorelacionih
i parcijalnih autokorelacionih funkcija dati na slici 4.1. Na
osnovu PACF vrednosti opredeƩujemo se za INAR modele drugog
reda, ali kako PACF(2) nije tako znaqajan tako�e je opravdano
pokuxati i primenu INAR(1) modela.

Glavni ciƩ u ovom delu je da se pokaжe da je nad nekim po-
dacima znatno efikasnija primena modela zasnovanih na mexavini
binomnog i negativnog binomnog operatora, nego modela zasno-
vanih samo na jednom od pomenutih operatora. Sa ovim u vezi,
u sluqaju modela drugog reda, upore�ujemo dva naxa mexovita
INAR(2) modela (MGINAR(2)αβ, MGINAR(2)βα) i mexoviti model
sa dodatnim uslovom α = β (MGINAR(2)αα) sa kombinovanim Po-
INAR(2) modelom Weiß-a (2008c). Naime, ovaj kombinovani INAR(2)
model je jedini model drugog reda koji je, kao i nax, definisan
pomo�u mexavine lag-1 i lag-2 tining operatora, sa tom razlikom
da su u oba sluqaja Ƭegovi tininzi zasnovani na Bernulijevom
brojaqkom nizu. Za svaki od ova 4 modela dobijene su ocene nepoz-
natih parametara metodom maksimalne verodostojnosti. Tako�e
su odre�eni informacioni kriterijumi AIC i BIC, kao i kvadratni
koren sume kvadrata odstupaƬa oserviranih i prognoziranih vred-
nosti serije. Posmatraju�i sve ove rezultate, predstavƩene u
tabeli 4.3, zakƩuqujemo da su najmaƬe vrednosti odgovaraju�ih
veliqina dobijene u sluqaju MGINAR(2)βα modela, odnosno mexo-
vitog INAR(2) modela sa lag-1 β-negativnim bimnomnim tiningom.
Prema tome, na posmatranim podacima ovaj model je najboƩi me�u
primeƬenim INAR(2) modelima.

Razmatraju�i modele reda 1, MGINAR(1)αβ i MGINAR(1)αα
su upore�eni u primeni nad datim kriminoloxkim podacima o
broju pucƬava sa nekim referentnim INAR(1) modelima zasno-
vanim ili na binomnom ili na negativnom binomnom tining ope-
ratoru. Naime, primeƬeni su slede�i modeli:

• Puasonov INAR(1) model (Al-Osh, Alzaid, 1987),

• Geometrijski INAR(1) model (Alzaid, Al-Osh, 1988),
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• INAR(1) model sa negativnom binomnom marginalnom raspo-
delom (Zhu, Joe, 2006),

• Kvazi-binomni INAR(1) model sa generalisanom Puasonovom
marginalnom raspodelom (Alzaid, Al-Osh, 1993),

• Negativni binomni INAR(1) model sa sluqajnim koeficijen-
tom (Weiß, 2008b),

• Novi geometrijski INAR(1) model (Ristić, Bakouch, Nastić,
2009),

• Negativni binomni INAR(1) model (Ristić, Nastić, Bakouch, 2010),

Ovde su izraqunate realizovane vrednosti istih statistika kao
u sluqaju MGINAR(2) modela i prezentovane su u tabeli 4.4. U
odnosu na RMS vrednosti, MGINAR(1)αβ je najprikladniji model.
Me�utim, najmaƬe vrednosti za AIC i BIC su dobijene u sluqaju
NBRCINAR(1) modela, mada treba naglasiti da su ove veliqine
kod MGINAR(1)αβ modela veoma pribliжnih vrednosti, xto je
veoma dobro, imaju�i u vidu da je kod naxeg modela potrebno
oceniti jedan parametar vixe nego kod primene NBRCINAR(1).
NajboƩi ostvareni rezultati pri primeni ova dva modela se mogu
opravdati qiƬenicom da je uzoraqka disperzija znatno ve�a od
uzoraqke sredine. Naime, razmatrani podaci o pucƬavama sadrжe
velike pojedinaqne realizacije i imaju dosta iznenadnih prom-
ena u veliqini Ƭihovih vrednosti, xto u sluqaju ova oba modela
prouzrokuje velike vrednosti uslovne disperzije V ar(Xn+k|Xn),
budu�i da je kod ovih modela ona kvadratana funkcija, kao xto
je naglaxeno ranije u ovom odeƩku. Poxto uslovna disperzija
konvergira ka V ar(Xn) kada k teжi ka beskonaqnosti, onda je i
prirodno oqekivati velike vrednosti uzoraqke disperzije. Prema
tome, ova izrazito velika overdisperzija moжe biti jedan od raz-
loga najboƩih performansi NBRCINAR(1) i MGINAR(1)αβ mod-
ela, me�u razmatranim INAR(1) modelima.
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Tabela 4.3: INAR(2) ocene parametara, AIC, BIC i RMS za podatke
o pucƬavama.

Model ML ocene AIC BIC RMS
Puasonov CINAR(2) λ=3,9735

α=0,5468
p=0,5673 1021,9372 1030,8467 5,5869

MGINAR(2)αα µ=6,6848
α=0,6555
p=0,3665 842,5856 851,4951 5,6000

MGINAR(2)αβ µ=6,5389
p=0,3522
α=0,7125
β=0,5663 842,4953 854,3746 5,6248

MGINAR(2)βα µ=7,4732
p=0,2900
β=0,9305
α=0,4168 829,1663 841,0456 5,4059
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Tabela 4.4: INAR(1) ocene parametara, AIC, BIC i RMS za podatke
o pucƬavama.

Model ML ocene AIC BIC RMS
PoINAR(1) λ=4,7930

α=0,4438 1122,6681 1128,6077 5,8313

GINAR(1) q=0,8674
α=0,4081 906,7544 912,6940 6,0674

NBINAR(1) p=0,1410
θ=1,2836
α=0,4046 891,4295 900,3389 5,9622

GPQINAR(1) λ=2,0526
θ=0,4947
ρ=0,5037 849,1340 858,0434 6,1506

NBRCINAR(1) n=2,1916
p=0,2088
ρ=0,5429 844,7159 853,6253 5,6287

NGINAR(1) µ=7,1505
α=0,6978 862,7353 868,6749 5,5244

NNBINAR(1) p=3,8262
θ=2,2304
α=0,5981 849,6424 858,5518 5,5533

MGINAR(1)αα µ=7,7216
p=0,3834
α=0,7348 857,7985 866,7080 5,5183

MGINAR(1)αβ µ=8,3051
p=0,1381
α=0,1296
β=0,8276 845,5236 857,4029 5,5112
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Slika 4.1: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o pucƬavama.
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4.2 Mexoviti INAR modeli vixeg reda

Jedan od INAR(2) modela predstavƩenih u prethodnom odeƩku
se odnosi na sluqaj u kojem se zavisnost elemenata vremenskog
niza od elemenata iz prethodnog vremenskog intervala modelira
binomnim tiningom, dok se veza sa elementima iz perioda pre
prethodnog ostvaruje primenom geometrijskog brojaqkog niza. U
praksi se veoma qesto sre�u primeri na kojima se mogu primeniti
ovakvi modeli. Na primer, u kriminologiji gde se posmatraju
dela preprodaje narkotika, prime�eno je da odmah nakon izvr-
xeƬa kriviqnog dela postoji kratkotrajno ”povlaqeƬe” da bi
ubrzo nakon doxlo do ekspanzije u broju novih izvrxenih kriviq-
nih dela koja su isprovocirana prethodnim. S obzirom na pa-
sivnost koja najpre postoji, zavisnost Xn od Xn−1 se najprirodnije
modelira Bernulijevim brojaqkim nizom. Sa druge strane nakon
proteklog jednog odre�enog perioda opservacije interaktivnost
u populaciji znatno raste, jer praktiqno 1 kupac u prethodnoj
prodaji daƩe moжe da proda ve�em broju novih kupaca. Tako
se zavisnost Xn od Xn−2, Xn−3, . . . , Xn−p u vremenskom nizu, kojim
se registruje broj posmatranih kriviqnih dela, najprikladnije
opisuje geometrijskim brojaqkim nizom. Me�utim, ovde se vidi
da je potrebno uopxtiti gore pomenuti INAR(2) model i to uvo-
�eƬem mexovitog INAR(p) modela sa uopxtenom negativnom bi-
nomnom komponentom upotrebƩenog tining operatora. Upravo je
ovaj model predmet prouqavaƬa ovog odeƩka, gde nakon Ƭegovog
definisaƬa, dokazujemo egzistenciju odgovaraju�eg jedinstvenog
stacionarnog mexovitog INAR(p) procesa sa uopxtenom marginal-
nom raspodelom. Nakon toga se analiziraju korelaciona struk-
tura i neke vaжnije statistiqke veliqine, da bi na kraju pred-
stavili asimptotska svojstva nekih ocena parametara modela, kao
i mogu�u primenu modela sa geometrijskom marginalnom raspode-
lom na stvarnim kriminoloxkim podacima.
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4.2.1 Konstrukcija modela

Nenegativni celobrojni autoregresivni model vixeg reda, koji
se prouqava u ovom odeƩku, konstruixe se pomo�u dva tining ope-
ratora, binomnog ”◦t” i negativnog binomnog ”∗t”. Kao xto je ve�

dobro poznato, binomni tining je definisan sa α ◦t X =
X
∑

i=1

Y
(t)
i ,

gde je
{

Y
(t)
i

}

brojaqki niz nezavisnih sluqajnih promenƩivih sa

Bernulijevom raspodelom i parametrom α, dok je negativni bi-

nomni tining dat sa α ∗t X =
X
∑

j=1

W
(t)
j , qiji se brojaqki niz

{

W
(t)
j

}

sastoji od nezavisnih sluqajnih promenƩivih sa Geom(α/(1 + α))
raspodelom. Vremenski niz {Xt} koji posmatramo ima nenegativnu
celobrojnu marginalnu raspodelu i generisan je sa

Xt =



























α ◦t Xt−1 + εt, s.v. φ1,
α ∗t Xt−2 + εt, s.v. φ2,
α ∗t Xt−3 + εt, s.v. φ3,
...
α ∗t Xt−p + εt, s.v. φp,

(4.2.1)

gde je
p
∑

i=1

φi = 1, φ ≥ 0, α ∈ (0, 1) i slede�i uslovi su zadovoƩeni:

(i) {εt} je niz nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih pro-
menƩivih za koje je E(εt) = µε i V ar(εt) = σ2

ε < ∞,

(ii) εt su nezavisne od svih Xm, α ◦m+1 Xm i α ∗m+j Xm, za koje je
m < t i j = 2, 3, . . . , p,

(iii) brojaqki nizovi tining operatora u trenutku t su nezavisni
jedni od drugih,

(iv) brojaqki nizovi tining operatora primeƬenih nad Xt i sluqa-
jne promenƩive Xt−1, Xt−2, . . . su nezavisni.

Na daƩe �e indeksi tining operatora zbog jednostavnijeg zapisi-
vaƬa biti izostavƩeni, osim u sluqajevima kada to nije oqigled-
no. Prethodno konstruisani proces, sa uopxtenom marginalnom
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raspodelom, mogao bi se zadati i na drugi naqin. Naime, jed-
naqina (4.2.1) se moжe zapisati kao

Xt = U1 ◦ Xt−1 + U2 ∗ Xt−2 + U3 ∗ Xt−3 + · · ·+ Up ∗ Xt−p + εt, (4.2.2)

gde je P (Ui = α, Uj = 0, j 6= i) = φi raspodela sluqajnih promenƩivih
U1, U2, . . . , Up. Ovaj oblik je zgodan za matriqno zapisivaƬe u ob-
liku











Xt

Xt−1
...

Xt−p+1











=











U1 U2 . . . Up−1 Up

1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0











⋄











Xt−1

Xt−2
...

Xt−p











+











εt

0
...
0











, (4.2.3)

ili kra�e kao

Xt = At ⋄ Xt−1 + εt, (4.2.4)

gde smo sa Xt, At, Xt−1 i εt oznaqili odgovaraju�e matrice i vek-
tore iz (4.2.3), dok ”⋄” predstavƩa operator definisan u (4.2.2).

Sada moжemo dati slede�u definiciju procesa.

Definicija 4.2.1 Niz {Xt}, t ∈ N , nenegativnih celobrojnih slu-
qajnih promenƩivih je mexoviti nenegativni celobrojni autoreg-
resivni proces reda p, ili MINAR(p), ako postoji niz {εt}, t ∈ N
nezavisnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih, takav da
je zadovoƩena jednaqina (4.2.1) sa svim prate�im uslovima (i)− (iv).

4.2.2 Egzistencija MINAR(p) procesa

Ovde �emo dokazati egzistenciju jedinstvenog stacionarnog
MINAR(p) procesa. Najpre �emo dati nekoliko korisnih lema.

Lema 4.2.1 E(A ⋄ X) = A′E(X), gde je X = [X1, X2, . . . , Xp]
T ,

A′ =











α1 α2 . . . αp−1 αp

1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0











i αi = E(Ui), i = 1, 2, . . . , p.
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Dokaz. Na osnovu definicije operatora ”⋄”, imamo da je

E(A ⋄ X) = E

[

U1 ◦ X1 +

p
∑

j=2

Uj ∗ Xj, X1, X2, . . . , Xp−1

]T

.

Tako�e, iz definicija binomnog i negativnog binomnog tininga
sledi da je E(U1 ◦X1) = α1E(X1) i E(Uj ∗Xj) = αjE(Xj), j = 2, 3, . . . p,
gde su αi = αφi, i = 1, 2, . . . , p. Zatim, zamenom ovih jednaqina u
prvu, dobijamo da je

E(A ⋄ X) =

[

p
∑

i=1

αiE(Xi), E(X1), . . . , E(Xp−1)

]T

= A′E(X). 2

Lema 4.2.2 E
(

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
)

= A′E(XXT )A′T + C, gde je C ma-
trica









p
∑

i=1

p
∑

j=1
αiαj

(

E
(

X2
i

)

− E (XiXj)
)

+ (1 − α)α1E(X1) + (1 + α)
p
∑

j=2
αjE(Xj) 0

0 0









reda p × p, dok su 0 odgovaraju�e nula matrice.

Dokaz. Razmotrimo najpre (1, 1) element matrice E
(

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
)

.
Imamo da je

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
1,1 = (U1 ◦ X1)

2 + 2

p
∑

j=2

(U1 ◦ X1)(Uj ∗ Xj) +

p
∑

j=2

(Uj ∗ Xj)
2

+

p
∑

i,j=2

∑

i6=j

(Ui ∗ Xi)(Uj ∗ Xj).

Iz osnovnih svojstava binomnog i negativnog binomnog tininga
sledi da je

E(U1 ◦ X1)
2 = α1(αE(X2

1 ) + (1 − α)E(X1)),

E(Uj ∗ Xj)
2 = αj(αE(X2

j ) + (1 + α)E(Xj)).
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DaƩe, s obzirom da je UiUj = 0, i 6= j, sa verovatno�om 1, to je
E((U1 ◦X1)(Uj ∗Xj)) = 0, j = 2, 3, . . . , p i E((Ui ∗Xi)(Uj ∗Xj)) = 0, i 6= j.
Tako, na osnovu dobijenih rezultata vaжi da je

E
(

(A ⋄ X)(A ⋄X)T
)

1,1
= α

p
∑

i=1

αiE
(

X2
i

)

+α1(1−α)E(X1)+(1+α)

p
∑

j=2

αjE(Xj).

Sliqno, na osnovu istih rezultata dobijamo za i ≥ 2 da je

E
(

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
)

1,i
= E

(

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
)

i,1
=

p
∑

j=1

αjE(XiXj)

i za i, j ≥ 2 da je E
(

(A ⋄ X)(A ⋄ X)T
)

i,j
= E(XiXj).

Sa druge strane, direktno izvodimo da je A′E
(

XXT
)

A′T =

=





















p
∑

i=1

p
∑

j=1

αiαjE (XiXj)
p
∑

i=1

αiE(X1Xi) . . .
p
∑

i=1

αiE(Xp−1Xi)

p
∑

i=1

αiE(X1Xi) E (X2
1 ) . . . E (X1Xp−1)

...
...

. . .
...

p
∑

i=1

αiE(Xp−1Xi) E (X1Xp−1) . . . E
(

X2
p−1

)





















.

Ostatak dokaza je oqigledan. 2

Lema 4.2.3 (Latour, 1998) Neka je α(z) = zp−α1z
p−1−· · ·−αp−1z−αp.

Ako je
p
∑

k=1

|αk| < 1, onda su sve nule funkcije α(z) unutar jediniqnog

kruga.

Lema 4.2.4 Sve sopstvene vrednosti matrice A′ su unutar jedi-
niqnog kruga.

Dokaz. Primenom matematiqke indukcije dobijamo da iz det(A′ −
λI) = 0 sledi da je λp − α1λ

p−1 − · · · − αp−1λ − αp = 0, gde je I odgo-
varaju�a jediniqna matrica. Tako�e, vaжi da je

∑p
i=1 αi = α < 1.

Prema tome, svi uslovi Leme 4.2.3 su ispuƬeni, xto je dovoƩno
za dokaz. 2
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Lema 4.2.5 E
(

(A ⋄ X)YT
)

= A′E
(

XYT
)

.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno dokazima Lema 4.2.1 i 4.2.2. 2

Sada dajemo veoma vaжnu teoremu. Teoreme sliqne ovoj pred-
stavƩaju centralne rezultate u Du, Li (1991) i Latour (1998), tako
da �emo ovde koristiti isti niz koraka u dokazivaƬu, kao xto
je to ura�eno u pomenutim radovima. Tako�e, malobrojni sliqni
delovi dokaza �e biti samo kra�e navedeni, dok u ve�em delu,
zbog razlika u samim procesima koji se posmatraju, postoje bitne
razlike, xto �e biti detaƩno prezentovano.

Teorema 4.2.1 Ako je {εt} inovacioni niz nezavisnih jednako raspo-
deƩenih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promenƩivih, takav da
je E(εt) = µε i V ar(εt) = σ2

ε < ∞, onda postoji jedinstven, slabo sta-

cionaran proces {Xt}, koji je rexeƬe jednaqine (4.2.2), gde je
p
∑

i=1

φi = 1

i α ∈ (0, 1).

Dokaz. Da bismo dokazali ovu teoremu, dovoƩno je konstruisati

niz
{

X
(n)
t

}

koji zadovoƩava jednaqinu (4.2.2) i takav da je proces

{Xt} definisan sa

Xt = lim
n→∞

X
(n)
t , (4.2.5)

kao graniqna vrednost u sredƬe kvadratnom smislu. Prema tome,
uvodimo niz

X
(n)
t =















0, n < 0
εt, n = 0

U1 ◦ X
(n−1)
t−1 +

p
∑

j=2

Uj ∗ X
(n−j)
t−j + εt, n > 0 .

Da bismo dokazali (4.2.5), dovoƩno je pokazati da je
{

X
(n)
t

}

n∈N

Koxijev niz u L2(Ω,F , P ), xto je Hilbertov prostor. Neka je

X
(n)
t =

[

X
(n)
t , X

(n−1)
t−1 , . . . , X

(n−p+1)
t−p+1

]T

. Tada je X
(n)
t = At ⋄ X

(n−1)
t−1 + εt.

Iz Leme 4.2.1 sledi da je E
(

X
(n)
t

)

= A′E
(

X
(n−1)
t−1

)

+ µε, gde je

µε = [µε, 0, . . . , 0]T . Zatim rekurentnom primenom ove leme jox n− 1

puta, dobijamo da je E
(

X
(n)
t

)

= (I− A′)−1 (I − (A′)n+1) µε, xto ne
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zavisi od t i uz to je i konaqno, jer na osnovu Leme 4.2.4, imamo

da (A′)n → 0, kada n → ∞. Odavde je E
(

X
(n)
t

)

< ∞. Direktnim

izraqunavaƬem dobija se da je

E
(

X
(n)
t

)2

= α

p
∑

i=1

αiE
(

X
(n−i)
t−i

)2

+ 2µε

p
∑

i=1

αiE
(

X
(n−i)
t−i

)

+ (1 − α)α1E
(

X
(n−1)
t−1

)

+ (1 + α)

p
∑

j=2

αjE
(

X
(n−j)
t−j

)

+ σ2
ε + µ2

ε.

PonavƩaju�i ovaj postupak jox n−1 puta, tj. sve dok E
(

X
(n−i)
t−i

)2

ne

nestane sa desne strane prethodne jednaqine, moжe se zakƩuqiti

da je E
(

X
(n)
t

)2

konaqno i da ne zavisi od t. Prema tome, vaжi da

je
{

X
(n)
t

}

∈ L2(Ω,F , P ).

Sada, pokaжimo da je
{

X
(n)
t

}

Koxijev niz. Neka je U(n, t, k) =

|X(n)
t − X

(n−k)
t | i l(n, t, k) = min

{

X
(n)
t , X

(n−k)
t

}

. Oznaqimo sa D par-

ticiju prostora elementarnih doga�aja Ω, definisanu sa D =
{Di|i = 1, 2, . . . , p}, gde je Di = {ω|Ui(ω) = α, Uj(ω) = 0, j 6= i}. Tako,
za svako ω ∈ Di, gde je i > 1 bez gubƩeƬa opxtosti, imamo da je

U(n, t, k) =
∣

∣

∣
α ∗ X

(n−i)
t−i − α ∗ X

(n−i−k)
t−i

∣

∣

∣

=

U(n−i,t−i,k)
∑

j=1

Wl(n−i,t−i,k)+j

d
= α ∗ U(n − i, t − i, k).

Prema tome

U(n, t, k)
d
= α ◦ U(n − 1, t − 1, k)ID1 +

p
∑

j=2

α ∗ U(n − j, t − j, k)IDj

= U1 ◦ U(n − 1, t − 1, k) +

p
∑

j=2

Uj ∗ U(n − j, t − j, k).
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Ako je U
(n)
t,k = [U(n, t, k), U(n − 1, t − 1, k), . . . , U(n − p + 1, t − p + 1, k)]T ,

onda se prethodna jednaqina moжe zapisati kao

U
(n)
t,k

d
= At ⋄ U

(n−1)
t−1,k . (4.2.6)

Zatim, primenom Leme 4.2.1 dobijamo da je

E
(

U
(n)
t,k

)

= A′E
(

U
(n−1)
t−1,k

)

= · · · = (A′)nE
(

U
(0)
t−n,k

)

= (A′)nµε,

xto je na osnovu Leme 4.2.4 dovoƩno za E
(

U
(n)
t,k

)

< ∞. Uvedimo

U(n − l) kao jednostavniju oznaku za U(n − l, t − l, k). Iz (4.2.6) i
Leme 4.2.2 imamo tako�e da je

E
(

U
(n)
t,k U

(n)
t,k

T
)

= A′E
(

U
(n−1)
t−1,k U

(n−1)
t−1,k

T
)

A′T + Cp×p, (4.2.7)

gde je element iz prve vrste i prve kolone matrice C

c11 = (1 − α)α1E(U(n − 1)) + (1 + α)

p
∑

j=2

αjE(U(n − j))

+α

p
∑

i=1

αiE(U(n − i))2 −
p
∑

i=1

p
∑

j=1

αiαjE(U(n − i)U(n − j))

≤ (1 + α)α

p
∑

j=1

E(U(n − j)) + α2

p
∑

i=1

E(U(n − i))2. (4.2.8)

Tako�e je oqigledno da je

E(U(n, t, k))2 ≤ (1 + α)α

p
∑

j=1

E(U(n − j)) + α2

p
∑

i=1

E(U(n − i))2. (4.2.9)

Sada, primenimo (4.2.9) nad (4.2.8), dovoƩan broj puta, odnosno
sve dok ne dobijemo slede�u nejednakost

c11 ≤ (1 + α)α

p
∑

j=1

E(U(n − j)) + α3(1 + α)

p
∑

j=1

p
∑

i1=1

E(U(n − ii − j))

+α5(1 + α)

p
∑

j=1

p
∑

i1=1

p
∑

i2=1

E(U(n − ii − i2 − j)) + . . .

+α2n+1(1+α)

p
∑

j=1

p
∑

i1=1

. . .

p
∑

in=1

E(U(n−ii−i2−. . .−in−j)). (4.2.10)
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Neka je sada

B =











1 1 . . . 1
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0











p×p

.

Onda se prethodna nejednakost moжe zapisati kao

C ≤ α(1 + α)diag(B(A′)n−1µε) + α3(1 + α)
p
∑

i1=1

diag(B(A′)n−i1−1µε)

+α5(1 + α)
p
∑

i1=1

p
∑

i2=1

diag(B(A′)n−i1−i2−1µε) + . . .

+α2n+1(1 + α)
p
∑

i1=1

· · ·
p
∑

in=1

diag(B(A′)n−i1−···−in−1µε).

Tako, odavde i iz (4.2.7) dobijamo da je

E

(

U
(n)
t,k U

(n)
t,k

T
)

≤ A
′E

(

U
(n−1)
t−1,k U

(n−1)
t−1,k

T
)

A
′T + α(1 + α)diag(B(A′)n−1µε)

+(1 + α)
n
∑

l=1

α2l+1
p
∑

i1=1
· · ·

p
∑

il=1
diag(B(A′)n−i1−···−il−1µε).

Rekurentnom primenom ove nejednakosti na prvi sabirak sa Ƭene
desne strane, sledi da je

E

(

U
(n)
t,k U

(n)
t,k

T
)

≤ (A′)n

[

σ2
ε + µ2

ε 0

0 0

]

(A′)nT

+
n−1
∑

j=0

(A′)j

[

α(1 + α)diag(B(A′)n−1µε)+

+(1 + α)
n
∑

l=1

α2l+1
p
∑

i1=1

· · ·
p
∑

il=1

diag(B(A′)n−i1−···−il−1µε)

]

(A′)jT

.

Kako na osnovu Leme 4.2.4, (A′)n → 0, kada n → ∞, to prvi
qlan sa desne strane prethodne nejednakosti teжi ka 0. Analog-
nim postupkom kao u dokazu Latour-a (1998), pokazuje se da drugi
qlan sa desne strane prethodne nejednakosti tako�e teжi ka 0. S
obzirom da smo pokazali da desna strana prethodne nejednakosti
konvergira ka 0, kada n teжi ka ∞, dobili smo da U

(n)
t,k sredƬe

kvadratno teжi nuli. Odavde,
{

X
(n)
t

}

je Koxijev niz, xto je do-

voƩno za egzistenciju procesa. Ostatak dokaza, koji se tiqe sta-
cionarnosti i jedinstvenosti procesa, analogno se izvodi kao u
Du, Li (1991) i Latour (1998). 2
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DaƩe, ako pretpostavimo da su sluqajne promenƩive vremen-
skog niza jednako raspodeƩene, odnosno da se marginalna raspo-
dela posmatranog MINAR(p) procesa ne meƬa u toku vremena, tada
vaжe neke dodatne osobine modela, o kojima govori slede�e tvr-
�eƬe.

Teorema 4.2.2 Proces uveden Definicijom 4.2.1, koji se sastoji od
jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih, je strogo stacionaran
i ergodiqan.

Dokaz. Da bi proces {Xt} bio strogo stacionaran, dovoƩno je
dokazati da je

P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik) = P (Xt+1 = i1, Xt+2 = i2, . . . , Xt+k = ik) ,

za svako t, k ≥ 0. Iz Definicije 4.2.1 vidimo da je {Xt} proces
Markova reda p. Bez gubƩeƬa opxtosti, pretpostavimo da je p ≤
k. Tada imamo da je

P (X1 = i1, . . . , Xk = ik) = P (Xk = ik|Xk−1 = ik−1, . . . , Xk−p = ik−p)

× P (Xk−1 = ik−1|Xk−2 = ik−2, . . . , Xk−p−1 = ik−p−1)

. . . P (Xp = ip|Xp−1 = ip−1, . . . , X1 = i1)

. . . P (X2 = i2|X1 = i1)P (X1 = i1),

i

P (Xt+1 = i1,. . ., Xt+k = ik) = P (Xt+k = ik|Xt+k−1 = ik−1,. . ., Xt+k−p = ik−p)

× P (Xt+k−1 = ik−1|Xt+k−2 = ik−2,. . ., Xt+k−p−1 = ik−p−1)

. . . P (Xt+p = ip|Xt+p−1 = ip−1, . . . , Xt+1 = i1)

. . . P (Xt+2 = i2|Xt+1 = i1)P (Xt+1 = i1).

Koriste�i pretpostavku teoreme i qiƬenicu da je {εt} niz neza-
visnih jednako raspodeƩenih sluqajnih promenƩivih, lako se pro-
verava da su odgovaraju�i faktori sa desne strane prethodnih
dveju jednakosti me�usobno jednaki. Ovim je okonqan prvi deo
dokaza. Sa druge strane ergodiqnost procesa se izvodi na potpuno
isti naqin kao u sluqaju Teoreme 2.1.1. 2
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4.2.3 Autokorelaciona struktura i uslovne
statistiqke veliqine

Ovde kao i do kraja odeƩka pretpostavƩa se jednaka raspode-
Ʃenost sluqajnih promenƩivih procesa. Najpre �emo re�i nexto
vixe o korelacionoj strukturi, xto �e nam kao i ranije posluжi-
ti kao dobra osnova u oceƬivanu nepoznatih parametara modela.
Oznaqimo autokovarijansnu i autokorelacionu funkciju posma-
tranog procesa, redom sa γ(k) i ρ(k). Polaze�i od sluqajnog
uzorka X1, X2, . . . , XN , Ƭihove dobro poznate ocene su

γ̂(k) =
1

N

N−k
∑

t=1

(Xt − XN)(Xt+k − XN) i ρ̂(k) =
γ̂(k)

γ̂(0)
,

gde je XN = 1
N

N
∑

t=1

Xt. Iz ergodiqnosti procesa sledi stroga posto-

janost ovih statistika.
Sada, koriste�i (4.2.4) kao reprezentaciju procesa dobijamo

da je Ƭena autokovarijansna matrica

Γk = E
(

(Xt − E(Xt))(Xt−k − E(Xt−k))
T
)

=











γ(k) γ(k + 1) . . . γ(k + p − 1)
γ(k − 1) γ(k) . . . γ(k + p − 2)

...
...

. . .
...

γ(k − p + 1) γ(k − p + 2) . . . γ(k)











.
(4.2.11)

Ako pro�emo matematiqkim oqekivaƬem kroz (4.2.4), iz stacio-
narnosti procesa imamo da je

(I −A′) E(Xt) = µε (4.2.12)

Primenom ove jednakosti i Leme 4.2.5, izvodi se slede�i niz
transformacija

Γk = E
(

(At ⋄ Xt−1)X
T
t−k

)

+ E
(

εtX
T
t−k

)

− E(Xt)E
(

XT
t−k

)

= A′E
(

Xt−1X
T
t−k

)

−A′E(Xt−1)E
(

XT
t−k

)

+ A′E(Xt−1)E
(

XT
t−k

)

+E (εt) E
(

XT
t−k

)

− E(Xt)E
(

XT
t−k

)

= A′Γk−1 + E(εt)E
(

XT
t−k

)

+ (A′ − I)E (Xt)E
(

XT
t−k

)

= A′Γk−1.
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Naravno, isti rezultat vaжi i za autokorelacionu matricu, tj.

ρk = A′ρk−1. (4.2.13)

Izjednaqavaju�i elemente iz prve vrste i prve kolone sa leve i
desne strane prethodne matriqne jednakosti, dobijamo da je

ρ(k) = α1ρ(|k − 1|) + · · · + αp ρ(|k − p|), k = 1, . . . , p. (4.2.14)

Kako bismo dodatno okarakterisali prethodni rezultat, navodi-
mo slede�e pomo�no tvr�eƬe.

Lema 4.2.6 (Latour, 1998) Neka su αi takvi da je 0 ≤ αi ≤ 1 za

i = 1, 2, . . . , p i takvi da je
p
∑

i=1

αi < 1. Sistem jednaqina (4.2.14) sa

nepoznatim ρ(k), za k = 1, 2, . . . , p ima jedinstveno rexeƬe.

Kako je
p
∑

i=1

αi = α < 1, uslovi prethodne leme su ispuƬeni, odnosno

vrednosti autokorelacionih funkcija ρ(0), ρ(1), . . . , ρ(p) su jedno-
znaqno odre�ene prethodnim sistemom jednaqina. Sa druge strane,
rekurentnom primenom jednakosti (4.2.13) dobijamo da je

ρk = A′ρk−1 = (A′)2ρk−2 = · · · = (A′)kρ0 .

Poxto (A′)k → 0p×p, tada ρk → 0p×p, kada k → ∞. Tako, ρ(k) → 0,
kada k → ∞, xto je inaqe karakteristiqno svojstvo autoregre-
sivnih procesa.

Imaju�i u vidu Definiciju 4.2.1 procesa {Xt} oqigledno je
da je u pitaƬu proces Markova reda p. Zbog toga se ”proxlost”
procesa moжe predstaviti pomo�u Ft = σ(Xt, Xt−1, . . . , Xt−p+1). Tako,
polaze�i od (4.2.2) izraqunavamo jednokoraqnu regresiju kao

E(Xt+1|Ft) = E(U1 ◦ Xt|Ft) +
p
∑

j=2

E (Uj ∗ Xt−j+1|Ft) + µε

=
p
∑

i=1

αiXt−i+1 + (1 − α)µ.
(4.2.15)

Lako se dokazuje matematiqkom indukcijom da analogna relacija
vaжi i u sluqaju k-koraqnog uslovnog matematiqkog oqekivaƬa,
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odnosno E(Xt+k|Ft) =
p
∑

i=1

E(Xt+k−i|Ft) + µ(1 − α). Sada, ako pro-

ces zapixemo u matriqnom obliku, pomo�u jednakosti (I − A′)µ =
µε, µ = E(X t) koja sledi iz Ƭegove stacionarnosti, dobijamo da
se i k-koraqno uslovno matematiqko oqekivaƬe moжe zapisati u
slede�em matriqnom obliku,

E(Xt+k|Ft) = A′E(Xt+k−1|Ft) + µε

= (A′)2E(Xt+k−2|Ft) + A′µε + µε (4.2.16)

= (A′)kXt +
(

I − (A′)
k
)

(I − A′)
−1

µε

= (A′)kXt +
(

I − (A′)
k
)

µ,

gde je E(Xt+k|Ft) = [E(Xt+k|Ft), E(Xt+k−1|Ft), . . . , E(Xt+k−p+1|Ft)]
T . Ko-

naqno, na osnovu (4.2.16) dobijamo da je lim
k→∞

E(Xt+k|Ft) = E(X) = µ.

Sada �emo posmatrati uslovnu funkciju generatrise verovat-
no�e, datu sa ΦXt+1|Ft

(s) = E
(

sXt+1|Ft

)

. Naime, izvex�emo k-koraq-
nu uslovnu funkciju generatrise verovatno�e, koja je inaqe veoma
znaqajna s obzirom da se moжe koristiti kao polazna taqka pri
odre�ivaƬu nekih drugih statistiqkih veliqina. Direktno se
dobija da je

ΦXt+1|Ft
(s) =

(

φ1E
(

sα◦Xt |Ft

)

+

p
∑

j=2

φjE
(

sα∗Xt−j+1 |Ft

)

)

E (sεt+1|Ft)

= Φε(s)

(

φ1 (ΦY (s))Xt +

p
∑

j=2

φj (ΦW (s))Xt−j+1

)

. (4.2.17)

Kako je E
(

sα◦Xt+1 |Ft

)

= ΦXt+1|Ft
(ΦY (s)), tada kao u prethodnom izvo-

�eƬu imamo da je

ΦXt+2|Ft
(s) = Φε(s)

(

φ1ΦXt+1|Ft
(ΦY (s)) +

p
∑

j=2

φj (ΦW (s))Xt−j+2

)

.

Zatim, ponavƩaƬem ovog postupka dovoƩan broj puta, dobija se
k-koraqna uslovna funkcija generatrise verovatno�e

ΦXt+k |Ft
(s)=Φε(s)

(

φ1ΦXt+k−1|Ft
(ΦY (s))+

p
∑

j=2

φjΦXt+k−j |Ft
(ΦW (s))

)

.
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Verovatno�e prelaza

Verovatno�e prelaza imaju veoma vaжnu ulogu u odre�ivaƬu
zajedniqke raspodele verovatno�e posmatranog vremenskog niza.
Kako je MINAR(p) proces Markova p-tog reda, to imamo da je

P (Xt = xt|Xt−i = xt−i, i = 1, . . . , p)

= P

(

U1 ◦ Xt−1 +

p
∑

j=2

Uj ∗ Xt−j + εt = xt|Xt−i = xt−i, i = 1, . . . , p

)

=

p
∑

j=1

φjI{xt−j=0}P (εt = xt)

+ φ1I{xt−1 6=0}

min{xt,xt−1}
∑

k=0

P (εt = xt − k)

(

xt−1

k

)

αk(1 − α)xt−1−k

+

p
∑

j=2

φjI{xt−j 6=0}

xt
∑

k=0

P (εt = xt − k) +

(

xt−j − 1 + k

xt−j − 1

)

αk

(1 + α)k+xt−j
.

4.2.4 OceƬivaƬe nepoznatih parametara

Polaze�i od sluqajnog uzorka X1, X2, . . . , XN , ovde predstav-
Ʃamo nekoliko metoda za oceƬivaƬe nepoznatih parametara mo-
dela MINAR(p). Prilikom oceƬivaƬa parametara α, φ1, φ2, . . . , φp,
jednostavnije je najpre oceniti parametre α1, α2, . . . , αp, a zatim
veoma jednostavnim transformacijama izraqunati traжene statis-
tike.

Neparametarske metode oceƬivaƬa

Pored nepoznatih parametara modela α1, α2, . . . , αp, od znaqaja
je oceniti i karakteristike inovacionog procesa, Ƭegovo oqeki-
vaƬe µε i disperziju σ2

ε . Neka je pri tome sa µ oznaqeno oqekivaƬe
marginalne raspodele.

Kao xto je inaqe poznato, oceƬivaƬe parametara metodom us-
lovnih najmaƬih kvadrata je u stvari odre�ivaƬe statistika ko-
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jima se minimizira suma kvadrata

QN(α, µ) =

N
∑

t=p+1

(

Xt − α1Xt−1 − · · · − αpXt−p −
(

1 −
p
∑

i=1

αi

)

µ

)2

.

Poxto je ova jednaqina istog oblika kao odgovaraju�a suma u
sluqaju CGINAR(p) modela analiziranog u prvom delu prethodne
glave, to se i odgovaraju�i rezultati u potpunosti mogu pri-
meniti ovde. Tako su ocene nepoznatih parametara

µ̂cls =
D∗

(

D∗ −
p
∑

i=1

D∗
i

)

(N − p)

(

N
∑

t=p+1

Xt −
1

D∗

p
∑

j=1

D∗
j

N
∑

t=p+1

Xt−j

)

,

α̂cls =

p
∑

i=1

D∗
i

D∗
i φ̂cls

j =
D∗

j
p
∑

i=1

D∗
i

, j = 1, 2, . . . , p,

gde su D∗ i D∗
i , i = 1, 2, . . . , p, dobro poznate Kramerove determi-

nante matrica odgovaraju�eg sistema linearnih jednaqina, nasta-
log izjednaqavaƬem parcijalnih izvoda gorƬe sume kvadrata sa
nulom.

Na sliqan naqin, i Yule-Walker-ove ocene su zasnovane na sis-
temu linearnih jednaqina (4.2.14), koji je tako�e potpuno istog
oblika kao odgovaraju�i sistem u sluqaju CGINAR(p) modela. Ta-
ko, parametarske ocene dobijene metodom momenata su

µ̂yw =
1

N

N
∑

i=1

Xi, α̂yw =

p
∑

i=1

Di

D
, φ̂yw

j =
Dj
p
∑

i=1

Di

, j = 1, 2, . . . , p,

gde su D1,D2, . . . , Dp i D ponovo determinante Kramerovog pravila
primeƬenog za rexavaƬe sistema (4.2.14).

Kao xto je ve� poznato iz prvog odeƩka prethodne glave, pri-
menom oba prethodna neparametarska metoda se dobijaju strogo
postojane i asimptotski normalne ocene parametara. Ostalo je
oceniti parametre inovacionog procesa. OqekivaƬe inovacionog
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procesa se moжe aproksimirati pomo�u µ̂ε = (1− α̂)µ̂, xto je inaqe
uobiqajen pristup, poznat iz mnogih referentnih qlanaka. Me�u-
tim, u oceƬivaƬu disperzije inovacionog procesa odstupi�emo od
standardnog pristupa, koji se moжe na�i u Du, Li (1991) i Latour
(1998). Naime, polaze�i od

E
(

X2
t

)

= α2
p
∑

i=1

φiE
(

X2
t−i

)

+ φ1α(1 − α)E(Xt−1) + α(1 + α)

p
∑

j=2

φjE(Xt−j)

+ 2µεα

p
∑

i=1

φiE(Xt−i) + E
(

ε2
t

)

i

E(Xt) = α

p
∑

i=1

φiE(Xt−i) + µε,

a koriste�i strogu stacionarnost procesa {Xt} i oznake E(Xt) =
µ, E(X2

t ) = µ(0), imamo da je

V ar(Xt) = α2µ(0) + φ1α(1 − α)µ + (1 − φ1)α(1 + α)µ − α2µ2 + σ2
ε .

Prema tome, σ2
ε = V ar(Xt)(1 − α2) − φ1α(1 − α)µ − (1 − φ1)α(1 + α)µ,

tako da konaqno dobijamo

σ̂2
ε = (1 − α̂2)σ̂2

X − α̂2µ̂(1 − 2φ̂1) − α̂µ̂,

gde je µ̂ = 1
N

N
∑

i=1

Xi, σ̂2
X = 1

N

N
∑

i=1

(Xi − µ̂)2 i α̂ =
p
∑

i=1

α̂i. Pri tome,

ocene α̂i i µ̂, mogu biti dobijene ili Yule-Walker-ovom ili metodom
uslovnih najmaƬih kvadrata.

Metod uslovne maksimalne verodostojnosti

U ovom delu za oceƬivaƬe nepoznatih parametara modela ko-
ristimo metod uslovne maksimalne verodostojnosti. Me�utim, da
bismo to postigli, potrebno je da znamo marginalnu raspodelu
vremenskog niza. U tu svrhu, daƩu analizu �emo zasnovati na
mexovitom INAR(p) procesu {Xt}t∈N uvedenom pomo�u Definicije
4.2.1, ali sa geometrijskom marginalnom raspodelom sa paramet-
rom µ/(1 + µ). Da bismo u potpunosti definisali ovaj proces,
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odredi�emo najpre slede�om teoremom raspodelu Ƭegovog inova-
cionog procesa. Ova teorema je analogna odgovaraju�oj Teoremi
4.1.1, koja je detaƩno dokazana za MGINAR(1) proces.

Teorema 4.2.3 Ako je 0 < α < µ/(1+µ), onda se sluqajna promenƩiva
εt moжe predstaviti kao mexavina tri geometrijski raspodeƩene
sluqajne promenƩive

εt
d
=











Geom(µ/(1 + µ)), s.v. A1 ≡ µ(α−1)(α−µ+µα)
(µ−a)(µ−b)

,

Geom(a/(1 + a)), s.v. A2 ≡ (µα−a)(α−a+µα)
(µ−a)(b−a)

,

Geom(b/(1 + b)), s.v A3 ≡ (µα−b)(α−b+µα)
(µ−b)(a−b)

,

(4.2.18)

gde su a < b rexeƬa jednaqine x2 − α(1 + µ)x + α2µ(1 − p) = 0.

Dokaz. Ovaj dokaz se samo u svom prvom delu razlikuje od dokaza
Teoreme 4.1.1, stoga ovde i prezentujemo Ƭegov poqetak. Neka su
ΦX(s) i Φε(s) funkcije generatrise verovatno�e sluqajnih promen-
Ʃivih Xt i εt, respektivno. Sada, koriste�i (4.2.1) kao reprezen-
taciju procesa {Xt}, dobijamo da je

ΦX(s) =

(

φ1ΦX (ΦY (s)) +

p
∑

j=2

φjΦX (ΦW (s))

)

Φε(s)

=

(

φ1ΦX (1 − α + αs) + (1 − φ1)ΦX

(

1

1 + α − αs

))

Φε(s),

gde je ΦX(s) = 1
1+µ−µs

. Ostatak dokaza se poklapa sa dokazom pome-
nute teoreme iz tre�e glave. 2

Definicija 4.2.2 Neka je 0 < α < µ/(1 + µ). Proces {Xt}t∈N uve-
den Definicijom 4.2.1, qiji inovacioni proces je definisan pomo�u
(4.2.18) je mexoviti INAR(p) proces sa geometrijskom marginalnom
raspodelom, MGINAR(p).

Sada se nepoznati parametri α, µ, φ1, φ2, . . . , φp ovog MGINAR(p)
modela oceƬuju maksimiziraƬem logaritmovane funkcije vero-

dostojnosti L(α, µ) =
N
∑

t=p+1

log P (Xt|Xt−1, . . . , Xt−p), gde je α = (α1,

α2, . . . , αp). Potrebne verovatno�e prelaza su izvedene ranije i
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iz Ƭihovih formula se vidi da je veoma komplikovano dobiti
upotrebƩivo analitiqko rexeƬe problema maksimizacije. Me�u-
tim, to se moжe veoma efikasno uraditi primenom mnogih soft-
verskih paketa za statistiqku analizu podataka, a pomo�u neke
od implementiranih numeriqkih maksimizacionih procedura.

4.2.5 Primena na realnim podacima

U ovom delu pokuxavamo da pokaжemo da je na nekim podacima
i u izvesnim situacijama boƩe koristiti modele zasnovane na
mexavini binomnog i negativnog binomnog operatora nego one
koji su generisani mexavinom iskƩuqivo jednog, binomnog tin-
ing operatora. Sa tim ciƩem na dva vremenska niza stvarnih po-
dataka upore�ujemo primenu MGINAR(p) modela sa Ƭemu po struk-
turi najsrodnijim modelom zasnovanom samo na binomnom tining
operatoru, odnosno sa kombinovanim INAR(p) modelom sa Pua-
sonovom marginalnom raspodelom, koji je definisao Weiß (2008c).
Kao i ranije i ovde razmatramo podatke koji su uzeti iz krimi-
noloxke sekcije internet sajta Forecasting Principles, sa veb adrese
http://www.forecastingprinciples.com. One predstavƩaju meseqno bro-
jaƬe preprodaja narkotika, koje su prijavƩivane u dve policijske
stanice u Pitsburgu u periodu od januara 1990. do decembra
2001 i sastoje se od 144 opservacija. U prvom sluqaju radi se
o brojaƬu preprodaja narkotika obavƩenom u 13.-toj policijskoj
stanici. Uzoraqka sredina, disperzija i autokorelacija ovih po-
dataka su redom 2, 4653, 21, 3974 i 0, 507. Grafiqki prikaz samih po-
dataka, Ƭihovih uzoraqkih autokorelacija i parcijalnih autoko-
relacija je dat na slici 4.2. Na osnovu PACF vrednosti mogli
bismo se odluqiti u korist modela drugog reda, pa ipak poxto je
PACF(3) dosta znaqajniji od ostalih vrednosti parcijalne auto-
korelacije vixeg reda, odluqujemo se za modeliraƬe podataka
modelima reda 2 i 3. U drugom sluqaju, podaci su dobijeni iz
32.-ge policijske stanice. ƫihova uzoraqka sredina, disperzija
i autokorelacija su redom 2, 8958, 17, 8562 i 0, 6050. Odgovaraju�i
grafikoni su predstavƩeni na slici 4.3. Na osnovu dijagrama
parcijalnih autokorelacija odluqujemo se za primenu modela 5.-
og reda. Me�utim, u ciƩu kompletnijeg pore�eƬa razmatrani su
i modeli niжeg reda.
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U oba sluqaja ocene parametara modela su izraqunate pri-
menom uslovne maksimalne verodostojnosti. Kako bismo uporedi-
li primeƬene modele na posmatranim podacima, odre�ene su vred-
nosti informacionih kriterijuma AIC i BIC, kao i kvadratnog
korena sume kvadrata odstupaƬa prognoziranih i opserviranih
vrednosti, RMS. Rezultati su prezentovani u tabelama 4.5 i 4.6.
Kako maƬe vrednosti odgovaraju�ih veliqina karakterixu boƩe
modele, lako je odluqiti se u prvom sluqaju za primenu MGINAR
modela tre�eg reda. Interesantno je primetiti da je verovatno�a
postojaƬa direktne zavisnosti, ostvarene nakon jednog perioda
posmatraƬa, samo 0,0562. Odavde zakƩuqujemo da je mnogo verovat-
nije da �e kupƩeni narkotici biti preprodati tek nakon dva ili
vixe perioda posmatraƬa i to jednom ili ve�em broju kupaca.
Ova vrsta zavisnosti se u vremenskoj seriji prirodno interpre-
tira geometrijski raspodeƩenim brojaqkim nizom negativnog bi-
nomnog tininga. U drugom sluqaju kako se red primeƬenih modela
pove�ava, tako vrednosti AIC-a i BIC-a opadaju. Me�utim to nije
sluqaj sa Ƭihovim RMS vrednostima. Oba modela dostiжu svoje
najboƩe performanse u sluqaju reda 5, xto je i bilo oqekivano
na osnovu Ƭihovih PACF dijagrama. Tako�e, zakƩuqujemo da je
MGINAR(5) model najprikladniji me�u svim primeƬenim mode-
lima. Me�utim, kako je Ƭegov parametar φ1 = 0, 2663, komponenta
zasnovana na binomnom tiningu koja definixe zavisnost uzastop-
nih elemenata vremenskog niza je mnogo znaqajnija nego u prvom
sluqaju.

Razlog mnogo boƩih performansi MGINAR(p) modela u fito-
vaƬu ovakvih podataka mogao bi da leжi u qiƬenici da ovde jedan
posmatrani sluqajni doga�aj, najqex�e nakon dva ili vixe vre-
menskih intervala posmatraƬa, generixe 1, 2 ili vixe novih
sluqajnih doga�aja. Ova situacija se ne moжe uspexno modeli-
rati Bernulijevim brojaqkim nizom kombinovanih INAR(p) mode-
la, dok je negativni binomni tining operator MGINAR(p) modela
mnogo prikladniji za takvu primenu.
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Slika 4.2: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o broju prodaja narkotika u reonu 13. policijske stanice.
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Slika 4.3: Grafikoni realizacije, ACF i PACF funkcije podataka
o broju prodaja narkotika u reonu 32. policijske stanice.
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Tabela 4.5: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o prodaji narkotika u reonu 13. policijske stanice.

Model CML ocene AIC BIC RMS
Puasonov CINAR(2) λ=1,2256

α=0,5429
p=0,4097 755,8535 764,763 3,6168

MGINAR(2) µ=2,8831
α=0,5541
p=0,2316 534,672 543,5814 3,5921

Puasonov CINAR(3) λ=1,0978
α=0,6929
φ1=0,2377
φ2=0,3986
φ3=0,3637 720,2532 732,1325 3,5007

MGINAR(3) µ=3,7637
α=0,7515
φ1=0,0562
φ2=0,5227
φ3=0,4211 520,3326 532,2119 3,4546
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Tabela 4.6: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS vrednosti za po-
datke o prodaji narkotika u reonu 32. policijske stanice.

Model CML ocene AIC BIC RMS
Puasonov CINAR(2) λ=1,3529

α=0,5499
φ1=0,5840
φ2=0,4160 747,6322 756,5416 3,3487

MGINAR(2) µ=2,9728
α=0,5211
φ1=0,4932
φ2=0,5068 585,8631 594,7726 3,3905

Puasonov CINAR(3) λ=1,2335
α=0,6088
φ1=0,4496
φ2=0,2369
φ3=0,3135 715,1404 727,0196 3,1960

MGINAR(3) µ=2,9527
α=0,6767
φ1=0,3734
φ2=0,1853
φ3=0,4413 571,5202 583,3994 3,1981

Puasonov CINAR(4) λ=0,1311
α=0,6215
φ1=0,3617
φ2=0,2045
φ3=0,1713
φ4=0,2625 688,9814 703,8304 3,2101

MGINAR(4) µ=2,9406
α=0,6219
φ1=0,3095
φ2=0,1359
φ3=0,2051
φ4=0,3495 562,9872 577,8362 3,2141
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Model CML ocene AIC BIC RMS
Puasonov CINAR(5) λ=0,9892

α=0,6848
φ1=0,3238
φ2=0,1949
φ3=0,1054
φ4=0,2045
φ5=0,1714 654,4715 672,2903 3,1473

MGINAR(5) µ=2,7673
α=0,6767
φ1=0,2664
φ2=0,0847
φ3=0,1668
φ4=0,2450
φ5=0,2371 559,1621 576,981 3,1316



ZakƩuqak

U disertaciji je data analiza autoregresivnih procesa sa ne-
negativnim celobrojnim vrednostima generisanih geometrijskim
brojaqkim nizovima. Naime, nakon prezentovaƬa najznaqajnijih
rezultata iz oblasti modeliraƬa celobrojnih procesa izvedenog
pre svega pomo�u binomnog tininga, uvedeni su i detaƩno opisani
INAR modeli prvog reda sa negativnim binomnim tiningom. Tom
prilikom su razmatrani procesi sa geometrijskom, negativnom
binomnom i pomerenom geometrijskom marginalnom raspodelom.
Date su karakteristiqne osobine uvedenog tininga, ali i autoko-
relacione strukture samih modela. Ispitan je Ƭihov regresioni
potencijal i posve�eno je dosta paжƬe karakterizaciji procedura
za oceƬivaƬe parametara. Odre�ene su raspodele ocena i nakon
Ƭihove provere nad simuliranim vremenskim nizovima modeli su
primeƬeni na stvarnim podacima. Tom prilikom su upore�eni sa
najznaqajnijim postoje�im INAR(1) modelima. Pri tome dobi-
jeni veoma povoƩni rezultati samo su opravdali daƩu i dubƩu
analizu ovih modela u pogledu reda i dimenzionalnosti, xto je
daƩe i dato u disertaciji.

U drugoj i tre�oj glavi disertacije je na realnim podacima
uoqƩiva nesumƬiva prednost primene geometrijskog nad Bernuli-
jevim brojaqkim nizom. Ovo se opravdava kompleksnijom zavis-
nox�u izme�u vrednosti posmatranih podataka i qiƬenice da
elementi populacije mogu da utiqu na vixe drugih elemenata i
tako prebrojavaƬe generisanih doga�aja primenom Bernulijevih
sluqajnih promenƩivih uqine veoma neefikasnim. Me�utim, u
sluqaju dinamiqkih podataka, odnosno kada su interakcije me�u
elementima promenƩivog karaktera i intenziteta, uoqava se po-
treba istovremene primene binomnog i negativnog binomnog ti-
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ning operatora. Ovo je predmet prouqavaƬa zavrxne glave diser-
tacije, gde su predstavƩeni mexoviti INAR modeli prvog, dru-
gog i vixeg reda. Kao i ranije, nakon detaƩne analize uvedenih
procesa, pokloƬena je paжƬa primeni modela nad stvarnim poda-
cima. Kako se zavisnost me�u elementima autoregresivnog proce-
sa opisuje tining operatorima, moжe se primetiti da je u sluqaju
modela vixeg reda binomni tining primeƬen za definisaƬe za-
visnosti izme�u sukcesivnih elemenata procesa. Sa druge strane,
tining operator generisan geometrijskim brojaqkim nizom je isko-
rix�en za opisivaƬe dinamiqnije veze izme�u elemenata popu-
lacije, koja se ostvaruje nakon isteka odre�enog jediniqnog pe-
rioda opservacije.

Prezentovanim modelima u posledƬoj, qetvrtoj glavi diserta-
cije sa jedne strane je zaokruжena tema koja je i predmet anali-
ze, dok je sa druge nagovexten jedan od mogu�ih pravaca daƩeg
prouqavaƬa ove problematike. Naime, bilo bi interesantno is-
traжiti celobrojne autoregresivne procese vixeg reda koji bi
koristili negativni binomni tining za definisaƬe zavisnosti
sukcesivnih elemenata, dok bi tining generisan Bernulijevim
brojaqkim nizom bio upotrebƩen za uspostavƩaƬe veze me�u ele-
mentima populacije nakon isteka odre�enog vremenskog intervala.
Takva vrsta modela bi odgovarala prebrojavaƬu ”eksplozivnih”
doga�aja pri kojima su kasnije interakcije me�u elementima znat-
no re�e i gotovo neznatne u odnosu na inicijalni vremenski inter-
val. Ostali mogu�i pravci prouqavaƬa INAR procesa sa geomet-
rijskim brojaqkim nizom leжe u daƩem uopxtavaƬu marginalne
raspodele, a posebno u sluqaju procesa ve� uopxtenog reda i di-
menzionalnosti.

Nesavrxenosti i potexko�e u radu sa INAR modelima svakako
postoje i kao xto je sasvim prirodno Ƭihovim ispravƩaƬem i
unapre�ivaƬem nailazimo veoma qesto na nove izazove. Me�u-
tim, celobrojni autoregresivni procesi danas predstavƩaju naj-
znaqajniji metod modeliraƬa brojaqkih procesa pa tako i jedan
od najstabilnijih temeƩa za budu�i razvoj ove oblasti analize
vremenskih serija.
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