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Glava 1

Uvod

Vizualizacija matematickih objekata predstavlja veoma vazan problem koji je posled-
njih godina intenzivno razmatran kako sa nauc¢nog aspekta, tako i sa aspekta primene
u obrazovanju. Vizualizacija umnogome olaksava razumevanje i usvajanje novih
koncepata ne samo u raznim granama matematike (geometrija, topologija, teorija
grafova, numericka matematika i druge) veé¢ i u drugim naukama i ostalim sferama
zivota. Zbog toga je od vitalne vaznosti u istrazivanjima i u modernim metodama
poducavanja.

O tome svedoce i brojni naucni projekti na nacionalnom i medunarodnom nivou.
Jedan takav evropski projekat, u kome su znacajnu ulogu imali i naué¢nici iz nase
zemlje, je Multimedia Technology for Mathematics and Computer Science Education,
koji je radio pod pokroviteljstvom nemacke fondacije za akademsku razmenu DAAD
i Pakta za stabilnost Jugoistocne Evrope. U naSoj zemlji od 2002. aktivan je
naucni projekat Geometrija, obrazovanje i vizualizacija sa primenama koji finansira
Ministarstvo nauke. U Nisu je 2001. godine organizovana naucna konferencija
Workshop for Visualization and Verbalization of Mathematics, ViVe Math.

U MSC 2010 klasifikaciji vizualizacija se raspoznaje kao posebna naucna disci-
plina u kategoriji 00A66 Mathematics and visual arts, visualization, a njeni sadrzaji
se javljaju i u kategoriji 68U05 Computer graphics; computational geometry. U
ACM Xklasifikaciji se nalazi u sekciji Curve, surface, solid, and object representations
u kategoriji 1.3.5 Computational Geometry and Object Modeling, u kategriji 1.53.7
Three-Dimensional Graphics and Realism i u sekciji Visual u kategoriji 1.6.8 Types
of Simulation.

Elektronski casopis Visual Mathematics [159] koji izdaje Matematicki institut u
Beogradu posvecen je ovoj oblasti.

Vizualizacija je vrlo mlada interdiscipinarna oblast koja se intezivno razvija,
kako na nau¢nom tako i na komercijalnom polju [128]. Ipak, treba naglasiti razliku
izmedu vizualizacije (Visualization) koja na graficki nac¢in prikazuje objekte koji
postoje u nekom drugom obliku u ra¢unaru od ra¢unarske vizije (Computer Vision)
koja analizira sliku koja dolazi iz spoljnjeg sveta radi upotrebe na ra¢unaru, a koja
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se koristi u robotici.

Postoji veliki broj softverskih paketa za vizualno predstavljanje matematickih
objekata od onih opste namene do vrlo specificnih. Pomenué¢emo samo neke od njih.

Mathematica je kompleksan programski paket namenjen simbolickom izra¢una-
vanju, ali ima i komande za graficki prikaz rezultata [113]. U verziji 7.0 ove komande
su znacajno poboljsane. Opisa¢emo na koji na¢in Mathematica iscrtava svoje grafike.

Softverski paket JawvaView koristi klasican pristup za iscrtavanje povrsi, poligo-
nalnu mrezu [169]. Prvenstveno je namenjen za upotrebu na web-u i orijentisan je na
naucne sadrzaje, mozda najvise na diferencijalnu geometriju. Ovaj paket se razvija
na Slobodnom univerzitetu u Berlinu, a projekat vodi Konrad Polthier. 1z njegovih
istrazivanja i istrazivanja njegovih saradnika proizasli su radovi [3, 36, 74, 126].

Na Matematickom fakultetu u Beogradu Predrag Janici¢ sa saradnicima razvija
GCLC (Geometry Constructions Language Converter) za opis i iscrtavanje geometri-
jskih konstrukeija [15, 57, 58, 61]. Posto sledi postupke geometrijske konstrukeije koji
se upotrebljavaju i u "ru¢nom” iscrtavanju, koristi se u matematickom obrazovanju.
GCLC koristi svoj sopstveni jezik GC za deklarativnu reprezentaciju matematickih
crteza i za cuvanje matematickih sadrzaja vizualne prirode u tekstualnom obliku.
U GCLC-u postoji ugraden automatski dokaziva¢ geometrijskih teorema ¢ime se
direktno povezuju vizualne i semanticke geometrijske informacije sa deduktivnim
osobinama i masinski generisanim dokazima [60, 130, 131]. Preteca GCLC-a je soft-
verski paket Euclid [59].
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takuleta u Beogradu. Neki od njegovih radova su [160, 161, 162, 163, 164, 165].

Posebno mesto u oblasti vizualizacije u nasoj zemlji zauzima Slavik Jablan sa
Matematickog instituta u Beogradu. On je glavni urednik elektronskog naucénog
casopisa Visual Mathematics koji izdaje Matematicki institut u Beogradu. Bavi se
¢orovima i linkovima, simetrijom [12, 45, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 132], kristalografijom
(38, 39, 40, 41, 42, 43, 44], ali i uspostavlja vezu izmedu matematike i umetnosti
[46, 47, 48, 49, 50].

I Ljubisa Koci¢ sa Elektronskog fakulteta u Nisu se bavi i naukom i umetnoscéu.
Neke od oblasti njegovog interesovanja su krive i povrsi slobodne forme, posebno
njihovo predstavljanje Bézier-ovim modelom, teorija haosa, fraktali, teorija aproksi-
macija, [64, 65, 66, 67, 68, 69, 70]. U skorije vreme svoje rezultate primenjuje i u
hemiji [119, 120, 121, 122, 123, 124, 129].

Na Prirodno-matematickom fakultetu u Nisu vizualizacijom se bave Svetozar
Ranci¢, Ljubica Velimirovi¢, Milan Zlatanovi¢, Predrag Stanimirovi¢ i Marko Petkovi¢.
Ranci¢ je napravio softverski paket za vizualizaciju beskonacno malih savijanja
krivih i povrsi [133]. Radovi koje je objavila ova grupa na temu vizualizacije su
[134, 135, 142, 143, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158].

Originalni doprinos ove disertacije sastoji se u prosirenju postoje¢ih, MDiffGeo i
DiffGeo, i razvoju novog softverskog paketa MV-Graphics, za vizualizaciju objekata
iz matematike i prirodnih nauka. To je interdisciplinarni zadatak koji ukljucuje vise
oblasti matematike i racunarskih nauka, kao sto su: objektno-orijentisano programi-
ranje, geometrija i diferencijalna geometrija, numericki metodi i algoritmi i njihova
implementacija, funkcionalna analiza, topologija, kristalografija i kartografija.

Sa matematicke strane, istrazivanja ukljuc¢uju izvodenje formula za reprezentaciju
razlic¢itih klasa krivih i povrsi i njihovih osobina, posebno pri resavanju problema
vidljivosti i konture. Sa strane racunarskih nauka, ona uklju¢uju razvijanje tehnika
crtanja potrebnih za prikazivanje geometrijskih objekata i specijalnih efekata kako
na ekranu tako i na drugim uredajima kao Sto su Stampaci ili ploteri, ali i imple-
mentaciju metoda dobijenih matematickim istrazivanjima.

Navodimo glavna podrucja rada.

e Razvoj novih metoda za geometrijsku reprezentaciju matematickih objekata
i njihova implementacija. Kratak opis nac¢ina resavanja problema vidljivosti
i konture, koncepata implementacije i parametara korisnickog interfejsa moze
se nad¢i u radovima [93, 101, 103, 149, 107, 110, 147, 148|.

e Dobijanje novih matematickih rezultata i njihova vizualizacija. Posebno iz-
dvajamo ispitivanja geometrijskih svojstava matematickih objekata, specijalno
izracunavanja Gausovih i srednjih krivina, linija nivoa, asimptotskih linija i
linija krivina na rotacionim, zavojnim, minimalnim povrsima, pseudo-sferama,
eksponencijalnim konusima i povrSima generisanim modulima analitickih funkcija
95, 96, 97, 98, 99, 100, 102, 104, 106, 108, 148].
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e [zucavanje i implementacija izometrijskih preslikavanja izmedu razlicitih tipova
objekata i izrada animacija [105, 106, 108, 109].

e Vizualizacija rezultata iz razli¢itih matematickih disciplina, na primer iz topolo-
gije, diferencijalne geometrije i kristalografije [94, 97, 108, 111, 112].

Razvijen je veliki broj komercijalnih i nekomercijalnih grafickih softverskih paketa
za ovu namenu koji su postali dostupni poslednjih godina. Softver prezentovan u
ovoj disertaciji ima istu namenu, ali koristi drugaciji pristup, sto mu daje neke bitne
prednosti nad komercijalnim softverskim paketima. One opravdavaju njegov razvoj.
Najznacajnije prednosti su:

e Koriséenje iskljucivo linijske grafike — nisu potrebne dodatne strategije kao sto
su triangulacija ili poliedarski metodi za predstavljanje povrsi.

e Centralna projekcija sa slobodnim izborom svih parametara — ovo je najopstiji
slucaj koji omogucava dobijanje prirodnijih efekata od paralelne projekcije. Na
ovaj nacin se promenom jednog parametra mogu iscrtati slike koje je nemoguce
dobiti u drugim programskim paketima.

e Nezavisna provera vidljivosti — ve¢ina standardnih algoritama pri samom pro-
cesu crtanja implementira realisticnu vidljivost. Ovaj korak se izdvaja da bi
se mogli prikazati geometrijski nerealisti¢ni ali Zeljeni efekti.

Neposredna primena ovog programskog paketa je vizualizacija objekata u samoj
matematici, ali se on moze primeniti i u bilo kojoj drugoj oblasti u kojoj se opis
objekata moze dati matematickom formulom. To ukazuje na potencijalnu primenu

u mnogim oblastima.

Ova disertacija se sastoji iz Sest glava.

Prva glava predstavlja uvod u problematiku vizualizacije matematike. Dat je
osvrt na trenutno stanje u ovoj oblasti u nasoj zemlji i u svetu, u onoj meri u kojoj
je to povezano sa nasim radom. U opstim crtama je opisano u ¢emu se sastoje nasa
istrazivanja. Na kraju uvodne glave je dat pregled oznaka koje se koriste u ovom
radu.

U drugoj glavi je izlozZen opis linijske grafike, njenih najznacajnijih karakteristika,
prednosti i nedostaka u odnosu na poliedarsku aproksimaciju. Takode su opisani
specificni problemi koji proizilaze iz ovakvog pristupa i nacini njihovog resavanja.
Na kraju ove glave je dat pregled nekih znacajnih klasa povrsi koje predstavljamo
u ovom radu.

U trecoj glavi je opisan razvoj linijske grafike, pregled nastajanja samog softvera,
opis njegovih verzija i prezentovan korisnicki interfejs jedne demo aplikacije. Zatim
su dati neki detalji implementacije kroz opis tehinke crtanja i opis matematickih



metoda potrebnih za nalazenje nula funkcija. Osim toga opisane su karakteristike
najznacajnijih grafickih formata koji su danas u upotrebi.

Cetvrta glava ilustruje vizualizaciju geometrijskih osobina matematickih ob-
jekata kroz Gausovu i srednju krivinu potencijalnih i rotacionih povrsi, planarne
krive date krivine i rotacione povrsi date Gausove krivine.

Peta glava izlaze nacin pravljenja animacija i primenjuje ih na istrazivanja u
oblasti izometrijskih preslikavanja.

Poslednja glava daje primene vizualizacije u diferencijalnoj geometriji, topologiji
i kristalografiji.

Slike 2.1 i 2.3 su radene u programskom paketu Mathematica 7.0 a slika 2.4
u programskom paketu JavaView. Osim njih, sve ostale slike su radene u nasem
programskom paketu.
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1.1 Oznake

1.1.1 Krive

U ovom radu pretpostavljamo da je I C IR otvoren interval, da su krive date para-

metarskom reprezentacijom
B(t) = (2 (1), 2°(1), 2%(t)) (t€T) (1.1)

pri éemu po-komponentne funkcije 27 : I — IR imaju neprekidne izvode reda r > 1
(r je izabrano po potrebi), §to se oznacava, kao Sto je i uobicajeno, sa C"(I), i da
vazi ||Z(t)]| > 0 na L.

Slovo s se uvek koristi za duzinu luka duz krive, a izvod po s se oznacava sa
tackom (). Ako je v kriva sa parametarskom reprezentacijom Z(s) (s € I) onda su
njena krivina i torzija x, 7 : I — [0,00) definisane sa

Ti(s) = t(s) = Z(s), vektor tangente,
Z(s)
1Z(s)l]

T5(s) = b(s) = 71 (s) X Ta(s), vektor binormale.

vektor glavne normale,

Ravan ortogonalna na 0 zove se normalna ravan, ortogonalna na vy(s) — rektifika-
ciona ravan, a ortogonalna na vs(s) — oskulatorna ravan.

Neka je so € I fiksirano. Krug u oskulatornoj ravni poluprecnika 1/k(sg), sa
centrom u tacki M (sg) sa vektorim polozaja m(sg) = Z(so) + Ua(s0)/k(s0) zove se
oskulatorni krug krive v u tacki sg. Tacka M (sg) zove se centar krivine krive v u
tacki sg.

Oskulatorna sfera krive v u tacki s ima poluprecnik r(sg) i centar u tacki M (sy) sa

vektorom polozaja 1 (sg)
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1.1.2 Povrsi

U ovom radu pretpostavljamo da je D C IR?* domen i da su povrsi, koje oznacavamo
sa S, date parametarskom reprezentacijom

¥=3u') = (' (u), 2% (u'), 2* (")) ((u',u?) € D) (1.2)

pri cemu 27 € C"(D) za j = 1,2,3, to jest po-komponentne funkcije 27 imaju
neprekidne parcijalne izvode reda r > 1 na domenu D, a vektori &) = 07/ou”
(k = 1,2) zadovoljavaju uslov

T(u) x Zo(u') #0  za svako (u',u?) € D; (1.3)
o7
uk

u svakoj njenoj tacki. Tangentna ravan je obrazovana vektorima 7 (u') i Zy(u').

gde je @) = (k=1,2). Uslov (1.3) osigurava egzistenciju tangentne ravni povrsi

Xy Tangent plane

Tangent plane 31

Slika 1.2: Vektori &y, tangentne ravni i vektori normale povrsi

Oznacimo jedinicne vektore normale povrsi, prve i druge fundamentalne koefici-
jente poursi S date u (1.2) sa (slika 1.2)

N(u') = gil(u) x {Q(U) ,  vektor normale,
)= ) < 2]
Gir(u') = Z;(u") ® Ty (u'), prvi fundamentalni koeficijenti,
Lip(u') = N(u') o j,(ul), drugi fundamentalni koeficijenti,
027 (u’ 4
gde su 7 (u") T za j,k=1,2

g = g(u) = det(gun(u’)) i L= L(u) = det(Lye(u')).
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Slika 1.3: Komponente vektora krivine

Slika 1.4: Glavni pravci

Onda funkcije K, H : D — IR predstavljaju Gausovu i srednju krivinu povrsi S,

L

== Gausova krivina,
g
1 . . .

= %(Lugm — 2L12g12 + La2g11) srednja krivina.

Neka je S povrs sa parametarskom reprezentacijom (1.2) i neka je v kriva na
S data sa Z(s) = Z(u'(s)) gde je s € I C IR duzina luka duz krive 7. Izvode
po s oznacavamo tackom. Vektor krivine f:(s) krive v u tacki s se razlaze na dve
komponente (slika 1.3)

— —

(s) = k()N (u'(s)) + rg(8)i{u' (), gde je H{u'(s)) = N(u'(s)) x &(s).

Vrednosti k,(s) 1 ky4(s) zovu se normalna i geodezijska krivina krive y u tacki s.

U svakoj tacki P povrsi, proizvoljnom pravcu odgovara jedna i samo jedna vred-
nost normalne krivine. Ekstremne vrednosti normalne krivine se zovu glavne kriv-
ine, a pravci koji odgovaraju glavnim krivinama zovu se glavni pravci (slika 1.4). U
svakoj tacki povrsi postoje dva ortogonalna glavna pravca.

Kriva na povrsi Cija se tangenta u svakoj tacki poklapa sa glavnim pravcem zove

za koji je kn(s) = 0 zove se asimptotska linija.



Glava 2

Linijska Grafika

U ovoj glavi uvodimo linijsku grafiku, opisujemo njene osnovne principe i uporedu-
jemo je sa poliedarskom aproksimacijom. Posebno razmatramo probleme vidljivosti
i konture koje su specificne za ovu vrstu graficke reprezentacije objekata. Na kraju
dajemo pregled nekih znacajnih klasa povrsi koje predstavljamo u ovom radu.

2.1 Poliedarska aproksimacija nasuprot linijskoj
grafici

Uobicajen nacin predstavljanja tela i povrsi u modernoj racunarskoj grafici je njena
aproksimacija poliedrom, odnosno mrezom poligona, tipicno triangulacijom ili rek-
tangulacijom [177, 178, 179]. Poligonalna mreza (polygon mesh) je kolekcija temena
(vertix), ivica (edge) i stanica (face) koja definise oblik poliedarskog objekta. Neki
primeri vizualizacije pomoc¢u poligonalnih mreza se mogu naéi na [171].

Analiza poligonalnih mreza predstavlja veliku podoblast racunarske grafike i geo-
metrijskog modeliranja. Stranice se obi¢no sastoje iz trouglova, cetvorouglova ili
drugih jednostavnih konveksnih poligona, posto to uproséava renderovanje. Ako je
telo aproksimirano trougonim stranicama, kazemo da je izvrsena njegova triangu-
lacija, a ako je aproksimirano ¢etvorougaonim stranicama, kazemo da je izvrSena
njegova rektangulacija. Postoji veliki broj radova na temu triangulacije povrsi. Neki
od njih se mogu naci u [32, 33, 73, 76, 77, 78, 117, 138].

Programski paket Mathematica vrsi triangulaciju povrsi pri njenom vizualnom
predstavljanju (slika 2.1).

Plot3D[Sin[x] Coslyl], {x, 0, 5}, {y, 0, 10}, Mesh -> All,
ColorFunction —-> White, MaxRecursion -> 0, NormalsFunction -> None]

Ovde je namerno izabrano MaxRecursion -> 0 da bi se pokazalo na koji nacin
Mathematica vrsi triangulaciju.

Pri predstavljanju tela i povrsi poligonalnom mrezom, problem vidljivosti tacaka
i stranica resava se funkcijom sencenja. Ovaj pristup dovodi do vrlo brzih rezultata

13
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Slika 2.1: Triangulacija povrsi

i dozvoljava transformacije kao §to su translacija, rotacija i skaliranje u realnom
vremenu. Takode omogucava brz prenos na Internetu.

Nedostaci ovog pristupa su prouzrokovani time sto poliedri nisu glatki. Jedan
nedostatak je pojavljivanje nezeljenih ivica koje ne postoje u stvarnosti (Mahov
efekat) a jasno se primeéuju kada se povrs odstampa. Ovaj nedostatak se moze
prevazi¢i pove¢anjem broja stranica poliedra ili primenom iluminacionog modela.

Pri predstavljanju tela poliedarskom aproksimacijom javlja se i problem pred-
stavljanja krivih na povrsima. Ovo pitanje nas posebno interesuje zato Sto vizua-
lizacija krivih na povrsi igra vaznu ulogu u naSim istrazivanjima. Kao primer po-
minjemo linije preseka povrsi, linije samopreseka, asimptotske i geodezijske linije,
linije krivine i linije nivoa.

Ako se linija prikaze tacno, izgleda kao da ne lezi na povrsi (levo na slici 2.2).

Zato je uobicajen pristup da se i linija aproksimira tako da lezi na poliedru
koji aproksimira povrs. Ali tada linija nije glatka (desno na slici 2.2). Na slici
2.3 pokazano je da programski paket Mathematica krive koje se nalaze na povrsi
prikazuje upravo na ovaj nacin.

Plot3D[Sin[x + y~2], {x, -3, 3}, {y, -2, 2}, MaxRecursion -> O,
MeshFunctions -> {Sqrt[#1°2 + #2°2 + #372] &}, Mesh -> 3]

Pri vizualizaciji povrsi pomoc¢u poligonalne mreze se ne izracunavaju i ne prikazuju



2.1. POLIEDARSKA APROKSIMACIJA NASUPROT LINIJSKOJ GRAFICI 15

Slika 2.2: Levo: Kriva nije na povrsi; desno: Kriva nije glatka

Slika 2.3: Kriva na povrsi u poliedarskoj aproksimaciji
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Slika 2.4: Nepostojanje linije samopreseka u poliedarskoj aproksimaciji

linije preseka dve povrsi ili linije samopreseka povrsi. Slika 2.4, koja je radena u pro-
gramskom paketu Java View ([169, 170]), ilustruje ovaj problem.

Nasuprot poliedarskoj aproksimaciji, linijska grafika prikazuje samo linije koje
leze na povrsi, bez poliedra. Zbog toga nema potrebe da se linije aproksimiraju, vec¢
se mogu iscrtavati sa preciznoséu koju omogucavaju performanse racunara. Krive iz-
gledaju glatko i slika ima kvalitet za Stampu bez bilo kakvog dodatnog renderovanja.
Na ovaj nacin se stice dobra predstava o objektu i bez prevelikog broja linija koje
opterecuju sliku.

Treba napomenuti da se linijska grafika razlikuje od Zi¢anog modela. Zicani
model prikazuje samo linije koje se nalaze na povrsi, ali pri tom ne uzima u obzir
celokupnu povrs (ili telo koje se predstavlja) tako da ne vodi racuna da delovi linija
mogu biti sakriveni samom povrsi (ili telom).

Zbog toga u nasim istrazivanjima koristimo linijsku grafiku, a povrsi predstav-
ljamo familijama linija na njima. Ne primenjujemo nijednu metodu sencenja niti
iluminacioni model.

Da bismo sakrili nevidljive delove povrsi, primenjujemo nezavisnu analiticku
proveru vidljivosti na svaku tacku u vreme kada je iscrtavamo. Ovo je vrlo moc¢an
alat koji nam omogucava da prikazemo nerealne, ali Zeljene efekte. Ali, vidljivi deo
krive se zavrsava negde u prostoru i cela slika izgleda nezavrseno. To je razlog zbog
koga crtamo konturnu liniju povrsi.

Nas proces crtanja je sporiji od onog koji koristi aproksimiranje poliedrima sa
trougaonim sencenjem, zato Sto koristimo mnogo vise tacaka za svaku liniju, ana-
liticku proveru vidljivosti i na kraju crtamo glatku konturnu liniju. Ipak, on je
znatno brzi od primene bilo kakvog iluminacionog modela, zato Sto ne izracunavamo
vrednosti svakog piksela ili tacke na objektu.
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Explicit surface

Slika 2.5: Eksplicitna povrs i njena parametarska ravan

2.2 Osnovni principi linijske grafike

(Cilj naseg softvera je da obezbedi geometrijske postavke i tehnike za predstavljanje
geometrijskih konfiguracija na PC ekranima, ploterima i postscript uredajima kao
sto su Stampaci.

U ovom delu dajemo kratak pregled osnovnih ideja i koncepata naseg softverskog
paketa za vizualizaciju matematike koris¢enjem linijske grafike.

Osnovni principi naseg softvera su:

e linijska grafika,
e nezavisna provera vidljivosti,

e centralna projekcija.

Strogo razdvajamo geometriju od tehnike crtanja. To u velikoj meri doprinosi
sveukupnoj transparentnosti strukture naseg softvera. Mozemo se koncentrisati na
geometriju, kada se jednom razviju alati potrebni za stvarni proces crtanja.

Radimo u objektnom prostoru. Na kraju procesa crtanja jedne tacke, projektu-
jemo je na projekcionu ravan, a nakon toga transformisemo u koordinate slike.

Povrsi predstavljamo familijama krivih na njima, uobic¢ajeno pomocu njenih
parametarskih linija (slika 2.5).

Takode smatramo da je koriS¢enje linijske grafike prirodan pristup da bi bili
u moguénosti da crtamo krive na povrsima i linije preseka razli¢itih povrsi (slika
2.6). Ovaj pristup takode izgleda najpogodniji za mnoge probleme u diferencijalnoj
geometriji (slika 2.7).
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Slika 2.6: Dva katenoida sa linijama preseka

Slika 2.7: Asimptotske linije na katenoidu i pseudo-sferi
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Slika 2.8: Dandelinove sfere, princip, realna slika i zeljena vizualizacija

Kriva moze biti zadata parametarskom reprezentacijom ili jednac¢inom.

Nisu implementirane krive slobodne forme koje se mogu dizajnirati pomocu
Bézier-ovih krivih ili B-spline-ova [2, 6, 31, 64, 65, 168].

2.2.1 Nezavisna provera vidljivosti

Razvili smo nezavisnu proveru vidljivosti da bi analiticki testirali vidljivost proizvoljne
tacke, neposredno po izracunavanju njenih koordinata. Tako se nasa grafika generise
na geometrijski prirodan nacin. Nezavisnost procedure za proveru vidljivosti nam
omogucava da manipuliSemo vidljivoséu da bi prikazali, ako je to potrebno, zeljene
ali geometrijski nerealne efekte (primer 2.2.1 i slika 2.8). Takode mozemo odluciti
da ne primenjujemo nikakav test vidljivosti da bi brzo dobili poc¢etnu skicu.

Primer 2.2.1. Dandelinove sfere

Jedinstveno definisane sfere koje istovremeno tangiraju © konus po krugu i ravan koja
ga sece zovu se Dandelinove sfere. One dodiruju ravan u ZiZama dobijenog konusnog
preseka (slika 2.8).
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Slika 2.9: Definicija perspektive i centpralna projekcija katenoida

2.2.2 Centralna projekcija

Koristimo centralnu projekciju sa slobodnim izborom parametara da bi kreirali dvodi-
menzionalnu sliku proizvoljne trodimenzionalne geometrijske konfiguracije. Ovo je
najopstiji slucaj. Centralna projekcija je jedinstveno definisana centrom projekcije
COP i projekcionom ravni PrPl. Izbor COP i PrPl je slobodan izuzimajuéi pa-
toloske slucajeve kada COP € PrPl i kada ravan paralelna sa PrPl koja prolazi
kroz COP sece interval sveta. Odlucili smo da parametre projekcije damo u sfernim
koordinatama r, ¢ i ©, zato $to smatramo da je lakSe orijentisati se u prostoru u
takvim koordinatama.

Uobic¢ajeno, projekcionu ravan Pr Pl biramo tako da bude ortogonalna na pravac
koji spaja centar projekcije COP i koordinatni pocetak sveta O. Koordinatni
pocetak ravni PrPl.O se obi¢no nalazi na suprotnoj strani od COP u odnosu na O,
na jednakom rastojanju od O kao COP (levo na slici 2.9); ovo sprecava izoblicenje
slike.
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2.3 Problemi vidljivosti i konture

U ovom poglavlju dajemo opsti pregled problema vidljivosti i konture koje moramo
reSiti pri grafickom predstavljanju povrsi pomocu linijske grafike. To su ujedno
i matematicki najtezi problemi koji se ovde javljaju. Neka od resenja su data u
radovima [110] i [147], ¢ije rezultate ovde prezentujemo.

2.3.1 Vidljivost tacaka

Prvo razmatramo probleme vidljivosti pri predstavljanju povrsi. Posto ovi prob-
lemi zavise od geometrijskih svojstava objekata koji se crtaju, metode za resavanje
problema vidljivosti implementiramo u klasama povrsi razlic¢itog tipa.

U opstem slucaju zelimo da crtamo nekoliko povrsi u jednoj grafickoj konfigu-
raciji §. Svaka tacka svake povrsi se mora analiticki testirati na vidljivost. To znaci
da se mora odrediti

(1) da 1i je tacka vidljiva u odnosu na povrs na kojoj se nalazi
(2)  da tacka nije skrivena nekom drugom povrsi na sceni.

Zbog toga postoje dve procedure, Visibility i Not Hidden, za proveru vidljivosti
tacke.

Neka je P proizvoljna tacka u trodimenzionalnom prostoru IR?, S povrs sa pa-
rametarskom reprezentacijom z (u’) ((u',u?) € D C IR?), gde je D domen, a C' =

COP centar projekcije. Oznac¢imo sa p vektor polozaja tacke P i stavimo v = PC.
Tada je P zaklonjena povrsi S ako i samo ako postoji par (u!,u?) € D i realan broj
t > 0 takvi da

z(u',u?) = p +to, (2.1)

to jest, treba naci tacke prodora prave kroz povrs. Matematicka resenja jednacine
(2.1) za povrsi koje predstavljamo se mogu naéi u [90, pp. 211-276] i [27, pp. 51—
63]. U svakom od ovih slucajeva treba naéi nule realne funkcije na datom intervalu.
Numericki metodi i njihove implementacije se mogu naci u [90, pp. 502-511].

Metoda Check koristi metode Visibility i NotHidden. Tacka P na povrsi S je
vidljiva, to jest C'heck je TRUE, ako i samo ako Visibility je TRUE za povrs S i
NotHidden je TRUE za sve povrsi S* € S\ {S}.

2.3.2 Konturna linija povrsi

Koriséenje linijske grafike ima za posledicu da povrsi izgledaju nezavrseno bez svoje
konturne linije. (slika 2.10).
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Slika 2.10: Pseudo-sfera bez i sa svojom konturnom linijom

Neko moze pomisliti da je konturna linija povrsi kriva koja razdvaja vidljive tacke
povrsi od nevidljivih. Ali to nije tacno u svakom slucaju, kao sto je ilustrovano na
slici 2.11. Ovo takode znaci da je potrebna provera vidljivosti i za konturnu liniju.

. ~ .. — — y .
Neka je S povrs sa parametarskom reprezentacijom x = x(u') i vektorom nor-

—

male povrsi N(u'), dalje, neka je P tacka na S a C' centar projekcije. Onda kazemo
da je P konturna tacka ako i samo ako vaze slede¢a dva uslova.

(i) Projekcioni zrak kroz tacku P je ortogonalan na vektor normale povrsi Kf u
P, odnosno

CPeN =0. (2.2)

(ii) Neka je E ravan kroz P obrazovana vektorima C’—ﬁ i Kf , a v kriva preseka

S'i E. Tada postoji okolina tacke P u kojoj se v nalazi samo sa jedne strane
projekcionog zraka i u njoj nema drugih presec¢nih tacaka (slika 2.12).

U realnom izra¢unavanju koristimo samo prvi uslov, (2.2), za crtanje konturnih
linija, posto provera uslova (ii) zahteva mnogo vremena a iskljucivala bi samo neke
retke slucajeve koji se mogu mnogo efikasnje izbe¢i neznatnom promenom perspek-
tive (slika 2.13).

Konturna linija povrsi je skup svih njenih konturnih tacaka.

Posto konturna linija povrsi zavisi od geometrijskih svojstava povrsi, metode za
crtanje konturnih linija se moraju razviti posebno za svaki tip povrsi.

Da bismo nasli konturnu liniju povrsi, potrebno je naci nule realne funkcije ®
dve promenljive definisane sa

U(u,u?) = Nu',u)e C’—é(ul, u?). (2.3)

Metodi za nalazenje nula funkcije ¥ i metod za crtanje konturnih linija u opstem
slucaju i njihove implementacije se mogu naéi u [27, 29, 81].
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Slika 2.12: Definicija konturne tacke povrsi
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Slika 2.13: Tacka koja zadovoljava uslov (i) ali ne i (ii)

2.3.3 Vidljivost i kontura uopstenih tubastih povrsi

Na kraju ovog poglavlja opisujemo kako se vidljivost i konutra mogu izracunati na
primeru uopstenih tubastih povrsi.

Vidljivost nekih uopstenih tubastih povrsi

Ovde resavamo problem vidljivosti za neke uopstene tubaste povrsi

T(u') = gu') + ri(u)h (W) (u) + ro(uh) ho(u)ba(u')  ((u',u®) € I x L) .
(2.4)
kada je ri(ul'), ro(u') # 0 za svako u' € I, hy(u®) = cosu?, ho(u?) = sinu?; i
wi(u') i wWy(u') su ortogonalni jedini¢ni vektori za sve u? € I, C (0,2m), to jest,
razmatramo povrsi S sa parametarskom reprezentacijom

F(u') = y(u') + ri(u') cos u®wy (u') + o (u') sin vy (u')
((ul,uz) € Il X IQ) . (25)
Treba naci tacke preseka prave sa povisi S. Stavimo b(ul) = 7(u!) — 7. Sada (2.1)

postaje
t0 — b(u') = ri(ut) cos u?w (u') + ro(u') sin u?twy (ul). (2.6)

Iz ovoga sledi
i (uh) e (17— b(ul)) = r(ut) cosu? 1wy (ul) @ (17 — b(u')) = ro(u') sinu®.  (2.7)
Stavimo w(u') = W (u') x wWy(u') i iz (2.6) dobijamo
b(u') e wW(u') = t7 e w(u). (2.8)
Prvo razmatramo slucaj v e w(u') # 0
Sada mozemo resiti (2.8) po t

w(ul)

ul) e
o w(ul) ’

t=t(u') = b (2.9)

<y



2.3. PROBLEMI VIDLJIVOSTI I KONTURE 25

pa iz (2.7) sledi

30u!) (@ (') o ()5 — )+ ) (o) o (1) — Bu')))
= ri(u')r3(u') gde je t(u') iz (2.9). (2.10)

Stavljanjem @(u') = ¢(u!)7 — b(ul) i R(u') = ri(u')ry(ul), treba nadi nule ut € I,
funkcije f

f') = (ra(u)w (u') d(ul))2 + (ri(u") o (u') o d(ul))2 — R*(ub). (2.11)
Sada iz (2.9) dobijamo vrednosti ty = t(u}) koje odgovaraju nulama u, € I; funkcije
f

Sada razmatramo slucaj v e w(u') = 0
Sada imamo b(u') e w(u') = 0 po (2.8), i treba naéi nule u} € I; funkcije f
Flu') = b(u") o w(uh). (2.12)

Oznacimo sa

. 2 . 2
co = r3(up) (@ () 0 B(uh) )+ ri(uh) (walub) o B(ud))” — RE(u).

Treba nadi reSenja t(ug) za svako ug iz (2.10) gde se u' i t(u') zamenjuju sa ug it,

to jest, treba resiti kvadratnu jednacinu

aot® 4 2bgt + co = 0. (2.13)

Na kraju, u oba slucaja, treba odrediti vrednosti u3 € I koje odgovaraju nulama

Napomena 2.3.1. Formule se znacajno uproséavaju u specijalnim slucajevima.
(i) Za tubastu povrs, imamo r =1y = re, Wy = Uy, Wy = U3. Ovay slucaj se detaljno
obradjuje u primeru 3.3.1.

(ii) Za rotacione povrsi, vazi b(u') = (7 — p) + h(u')d i mozemo izabrati & = d u

fromuli (2.12).

Napomena 2.3.2. Resenje problema vidljivosti dato gore se takode moZe primeniti
kada se funkcije cos i sin zamene sa cosh i sinh (slika 2.14).
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Slika 2.14: Uopstena tubasta povrs

Napomena 2.3.3. Granice okolina u IR® u odnosu na odredene paranorme se
mogu posmatrati kao uopstene tubaste povrsi (2.4) (/89, 88]). Neka je dato (p) =
(p1,p2,p3) gde je pr > 0 (k = 1,2,3), H = max{py,ps,p3} @ M = max{l, H}.
Tada g (%) = (20 JakP)YM 20 svako @ = {w1, 9,23} definise paranormu.
Ako je Xy data tacka iz IR® sa vektorom poloZaja Ty, onda granica njene okoline
0By (Xo,7) = {7 : 94 (& — ) = r} (r > 0) moZe biti predstavijena uwopstenom
tubastom pouvrsi (2.4) sa

Gu') = &y 4+ rM/Ps sgn(sin ul)| sinw![¥Pe &2,

=, i =&,
r(ut) = /P (cosut)¥Pr) hy(u?) = sgn(cos u?)| cos u?|/P1,
ro(ut) = rM/P2 (cosut)¥P2, hy(u?) = sgn(cos u?)| cos u?|?/P

na intervalu (u',u?) € (—m/2,7/2) x (0,27).

Konturna linija

Ovde razmatramo konturne linije uopstenih tubastih povrsi (2.4) u nekim specialnim
slucajevima kada se funkcija ¥ iz (2.3) znacajno skrati.

Prvo posmatramo povrsi generisane oskulatornim krugovima krive v sa ne-nula
krivinom. Neka je v data parametarskom reprezentacijom ¢(s) (s € I), pri cemu
je s duzina luka duz krive v, i neka je p(s) = 1/k(s) poluprecénik krivine krive v u
tacki s. Centar krivine #,(s) i oskulatorni krug krive v u tacki s su dati sa

m(s) = y(s) + p(s)ta(s) (2.14)

Z(s;t) = Ym(s) + p(s)(cost via(s) +sint vy (s)) za t € (0,2m). (2.15)
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Prema tome, posmatramo povrs (2.5) gde je ¥ = G, 11 = 1o = p, Wy = Uy 1
Wy = ¥7. Ako izvod po u! oznacimo tackom, izostavimo parametar u! i iskoristimo

Frenet-ove formule, dobijamo

—

T =Ty + peosu’ Uy + psinu® 0y + p(1 + cosu?) Uy + psinu® ¥,
=0y + peosu® Uy + psinu® @ — (1 + cosu?®)t, + p7(1 + cosu?)Ts + sinu® vy
= (psinu® — cosu?)vy + (pcosu® + sinu?)vy + pr(1 + cosu?)vs,

Ty = —psinu2 Uy + ,ocosu2 Uy

i = (1/p)(#1 x ) = —sinu?(psinu® — cosu?)vs
— cosu?(pcosu® + sinu?)vs + pr(1 4 cosu?®)(sin u? ¥ + cos u® v)
2

= p7(1 + cosu?)(sin u’® T, + cosu® ) — piis

Pisemo By (u') = (. (u') —C) @ (u') za k = 1,2, 3, i za funkcije ¥ iz (2.3) dobijamo

V(') =7i(u') o (= 2)
= 7i(u') ® (Yo (u') — @) + p(u')ii(u’) o (cosu® Tp(u') + sinu? T (u'))
= (14 cosu®)p(u')(u') (Bi(u') sinu? + By(u') cosu®) — plu') B3 (u’)
+ (1 + cosu?®) p*(u')7(u') (sin® w” + cos® u?)
= (1 + cosv?) p(u')T(u') (B1(u') sinu? + Bo(u') cosu® + p(u')) — p(u')Bs(u').

Sada posmatramo povrsi generisane oskulatornim sferama krive v sa ne-nula
krivinom. Neka je v data parametarskom reprezentacijom i(s) (s € I), gde je s
duzina luka duz krive 7. Tada su centar i poluprecnik oskulatorne sfere u tacki s
dati sa

ils) = 705) + p(s)a(s) + XD an(s) i r(s):\/p2<s>+(%). (2.16)

Oznacimo sa ¢(s) = p(s)/7(s) 1 Z(u') = r(u')(cosu® vy (u') + sinu? v3(u')), i posma-

tramo povrs datu sa
Z(u') = m(u') + Z(u') za (u',u®) € I x (0,27). (2.17)
Sledi da je

M =Ty + iy + plla + QT3 + ¢y = Ty + plia — T) + pT + T3 — pila = (pT + P)Ts,

=7 (cos u? Ty + sin u? 173) +7r (cos u? Uy + sin u? 173)
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o 2 — . 2 — 2 1—» — . 2 —

=7 (cosu” Us 4+ sinu U3)+TCOSU ——U1 +TVU3 | —r7Tsinu’ vy

p
r 2 — . 2 . 2 — « . 2 2 —
= ——Cosu vl—l—(rcosu — r7sinu )U2+(TSIHU —+ r7 cosu )Ug,
dakle

- _ T 2 = . 2 A s 2 2 0\ =
Ty = ——cosu” vy + (rcosu” — rrsinu”) vp + (rsinu” 4+ rrcosu” + p1T + @ ) Us,

To =T (— sin u® ¥, + cos u? 173)

1 r r
n=—(T X&) =— sin u? cos u® ¥ + — cos® u? ¥ + cos u® (7" cosu” — 17 smu2) U1
r P
. 2( . . 2 2 T\ =
+smmu <rsmu + rTcosu —I—pT—I—gb) U1
cosu? _,
().

= <7” + (p7 + ) sinu2> U +

Oznacimo B (u') = (m — @) e Uy, za k = 1,2, 3, i za funkcije ¥ iz (2.3) dobijamo

—

U(u') = ii(u') @ (m(u') — &) + 7i(u’) e Z(u')

cosu? (cosu®o(u') + sinu? () + o

p(ut)
= (") + (o) 7! + dlu!)) sinw? ) ()

T(U1) cos u? (cosu? By (ul sin u! B3 (u! r(ut
o) (cosu”Ba(u’) + sinu' B (u') + r(u')) .

Napomena 2.3.4. Jednacina ¥(u',u?) = 0 se moZe resiti po u? za rotacione i
pravolinijske povrsi, to jest u? = 1 (u'). Funkcije ¢ se mogu naéi u [90].

+
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2.4 Klase povrsi
Dajemo listu najvaznijih klasa povrsi koje se mogu prikazati nasim softverom:
e cksplicitne povrsi,
e potencijalne povrsi,
e rotacione (obrtne) povrsi,
e sferne i pseudo-sferne rotacione povrsi,
e pravolinijske povrsi,
e zavojne povrsi,
e cksponencijalni konusi,
e tubaste povrsi,
e kvadratne povrsi,
e neke minimalne povrsi,
e povrsi koje predstavljaju okoline nekih metrizabilnih linearnih topologija,

e povrsi koje predstavljaju kristale.

2.4.1 Eksplicitne povrsi

Najjednostavniji tip povrsi su eksplicitne povrsi. Kada neko ko nije matematicar
zamislja povrs, on misli na eksplicitnu povrs.

Proizvoljna funkcija f € C'(D,IR) se moze predstaviti kao eksplicitna povrs S
sa parametarskom reprezentacijom

F(u') = (u',u?, f(u',u?))  ((u',u?) € D) (2.18)
i vektorom normale povrsi
N(u') = (= fi(u'), = fo(u'), 1).

U najtrivijalnijem slucaju, kada je f = 0 na domenu D, eksplicitna povrs S© =
D x {0} C IR? je podskup z'z2-ravni u IR?, i mozemo izjednaciti S sa D.
Sada se proizvoljna eksplicitna povrs S moze dobiti kao translacija oblasti S za
vrednost funkcije f,

Z(u') = 7O + fu )N

gde je 7 parametarska reprezentacija, a N© = (0,0, 1) vektor normale povrsi S©.

Na slici 2.15 prikazan je princip generisanja, a na slici 2.16 je dat primer ekspli-
citne povrsi.
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Slika 2.15: Generisanje eksplicitne povrsi
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Slika 2.16: Eksplicitna povrs
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2.4.2 Potencijalne povrsi

Mnoge interesantne funkcije iz fizicke hemije, kao sto su funkcije povrsinske energije,
su realne funkcije koje zavise od pravca u trodimenzionalnom prostoru. One se mogu
predstaviti kao povrsi nad jedinicnom sferom, a to su upravo potencijalne pouvrsi.
Dosta upotrebljavaju u prirodnim naukama, a za nas je znac¢ajno to Sto se mogu
upotrebiti pri vizualnom predstavljanju Wulff-ovih kristala.

Slicno kao eksplicitne povrsi, potencijalne povrsi se mogu zamisliti kao translacija

jedini¢ne sfere za vrednost date funkcije u pravcu vektora normale u svakoj tacki
sfere (slika 2.17).

Neka je D € R = (—m/2,7/2) x (0,27). Tada deo jedini¢ne sfere S2 u IR® koji
odgovara domenu D ima parametarsku reprezentaciju

7(u") = (cosu' cosu?, cosu' sinu? sinu') ((u',u?) € D)

1

gde su u' i u? sferne koordinate tacke Y (u',u?) sa vektorom polozaja y(u',u?).

Svaki vektor ¢/(u'!, u?) predstavlja neki pravac u IR®, dat sa u' i u?.

Neka je f : D — IR funkcija koja zavisi od pravca. Ako se u svakoj tacki Y (u’) €
S2 pomerimo za vrednost f(u?) u praveu vektora —N (u?), dobijamo potencijalnu
pours PS; generisanu funkcijom f.

Vidimo da je potencijalna povrs prirodna reprezentacija realne funkcije dve
promenljive iz podskupa skupa R na jedini¢noj sferi.

Stavimo h = f+1. Tada je parametarska reprezentacija potencijalne povrsi PS¢
data sa

2

Z(u') = h(u')(cosu' cosu?, cosu' sinu? sinu') ((u',u®) € D). (2.19)

2.4.3 Rotacione povrsi

Neka je 7 kriva sa parametarskom reprezentacijom

(s) = (r(s),0,h(s)) (2.20)

8y

gde je s € I C IR duzina luka duz krive v, i 7(s) > 0 na intervalu 1.

Dalje, neka je RS(y) rotaciona povrs generisana rotacijom krive v oko x*-ose.
Ako stavimo u' = s, a sa u? ozna¢imo ugao rotacije, dobijamo slede¢u parametarsku
reprezentaciju povrsi RS(y) na D =1 x (0, 2m)

F(u') = (r(u') cosu?, r(u') sinu?, h(u")). (2.21)
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Slika 2.17: Generisanje potencijalne povrsi

Slika 2.18: Potencijalna povrs
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Slika 2.19: Rotacione povrsi

2.4.4 Pravolinijske povrsi

Pravolinijske povrsi igraju znacajnu ulogu u arhitekturi i gradevinarstvu, narocito
kod krovnih konstrukcija. Moguce je konstruisati povrSinu koja deluje zakrivljeno
samo pomocu obi¢nih, pravih greda. JoS znacajnije pri tom je da je dobijena kon-
strukcija ¢vrsta i moguce je da pokriva veliki prostor bez dodatnih stubova oslonaca.

Pravolinijska povrs je povrs koja se sastoji iz familije duzi. GeneriSe se kretanjem
vektora duz date krive.

Neka je 7 kriva data parametarskom reprezentacijom ¢(s) gde je s duzina luka
duz krive 7. Neka je, za svako s € [, 2 jedini¢ni vektor koji nije paralelan sa
tangentnim vektorom y_'(s) na krivu v u tacki s. Tada se pravolinijska povrs generise
pomeranjem vektora Z duz krive v, i ima parametarsku reprezentaciju

F(u') = glu') + u*Z(ub). (2.22)

Primeri pravolinijskih povrsi su ravan, cilindar, konus (kupa), jednostruki hiper-
boloid i hiperbolicki paraboloid.

2.4.5 Zavojne povrsi

Zavojna pours se generiSe istovremenom translacijom i rotacijom neke krive v oko
fiksirane ose A, tako da je brzina translacije proporcionalna brzini rotacije. Ova
kriva se zove generatrisa.

Kriva preseka 7 zavojne povrsi S i ravni koja sadrzi osu A se zove meridijan
poursi S. Ako se v krece na isti nacin kao i generatrisa zavojne povrsi S, onda i ona
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Slika 2.20: Pravolinijska povrs - Mobius-ova traka

generise S. Tako se proizvoljna zavojna povrs moze generisati planarnom krivom
koja se zavojno krece oko prave linije u svojoj ravni. Bez gubljenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je osa A, z3-osa. Tada se v moze lokalno predstaviti sa 23 = g(u!),
gde u' oznacava rastojanje izmedu ose A i tacke na S.

Pretpostavljamo da je na pocetku kretanja v u x'z?-ravni. Neka je u? ugao
rotacije. Po definiciji, translacija je paralelna x3-osi i proporcionalna sa u?. Tako

se S moze opisati sa
F(u") = (u' cosu?, u' sinu?, cu® + g(u')). (2.23)

gde je ¢ # 0 konstanta. Parametarske u?-linije zavojne povrsi su heliksi, a njene

u'-linje su njeni meridijani.
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Slika 2.21: Zavojne povrsi

Koncept zavojne povrsi se moze uopstiti za dobijanje povrsi sa parametarskom

reprezentacijom
(u') = (u' cosu?, u' sinu?, f(u',u?))

81
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Slika 2.22: Tubasta povrs kao envelopa sfera

gdeje f: D C IR? — IR klase C"(D) za r > 1.

2.4.6 Tubaste povrsi

Tubasta povrs je envelopa sfera promenljivog poluprecnika koje se kre¢u duz krive
v. Ako sa ¥(t) i U3(t) ozna¢imo vektore glavne normale i binormale krive v u tacki
t, a sa r(t) funkciju polupre¢nika sfere koja se krece, i ako parametar ¢ oznacimo sa
u!, onda dobijamo parametarsku reprezentaciju tubaste povrsi T'S(v;r) (slika 2.22)

Z(u') = y(u') + r(u') (cosu?tr(u') + sinu’vs(u'))  ((u',u®) € I x (0,27)).
(2.24)
Ovo uopstavamo na sledeci nacin.
Neka je « kriva sa parametarskom reprezentacijom ¢(t) sa parametrom ¢ na nekom
intervalu [, neka su w(t) 1 wa(t;) vektori takvi da (1) @ wa(t1) = 0 za svako
te I, inekasury,ry: I; — IR 1ihy, hy: [5 — IR funkcije. Tada je uopstena tubasta
povrs data parametarskom reprezentacijom

Z(u') = gu') + ri(u)hy (W) (u) + ro(u)ho(u')da(u')  ((u',u®) € I x L) .
(2.25)
Najvazniji specijalni sluc¢ajevi uopstene tubaste povrsi su:

e tubasta povrs
e rotaciona povrs

e pravolinijska povrs



36 GLAVA 2. LINIJSKA GRAFIKA

Za tubastu povrs vazi r = 1y = ry, r(t) > 0 za svako t € Iy, hy = cos, hy = sin,

—

Wy = Uy 1 Wy = U3. Tako dobijamo (2.24).



Glava 3

Softver

3.1 Razvoj linijske grafike

Rad na linijskoj grafici za vizualizaciju matematickih objekata je osamdesetih go-
dina zapoceo Kurt Endl sa Matematickog instituta Univerziteta Justus-Liebig u
Gisenu (Nemacka) [23]. On je 1986 napisao elementaran softver Software for Geom-
etry za programiranje geometrije na programskom jeziku Basic. U 2D grafici pos-
toje poglavlja o osnovnim geometrijama: koordinatnim sistemima, elementarnom
racunanju sa vektorima, uglovima i trigonometrijskim funkcijama, linijama, krugov-
ima, klasicnim krivama kao $to su astoride, spirale, poligoni i slicno. U 3D grafici
razmatrani su kako ravni i neke rotacione povrsi (sfere, konusi i cilindri) tako i ko-
ordinatni sistemi i rad sa vektorima. Zavrsavalo se sa ornamentima na povrSima.
Ovaj softver je opisan u knjizi [16].

Rad na Software for Geometry je nastavljen, tako da je sledeca verzija ovog
softvera napisana u programskom jeziku Pascal. Razvoj ovog softverskog paketa je
trajao preko osam godina i iz njega su proizasle knjige [17] i [18]. U ovim knjigama
su obradene procedure za uspostavljanje 2D i 3D koordinatnog sistema, za rotaciju
tacaka, linija i ravni oko proizvoljne ose, za presek pravih i ravni, i presek ravni
sa drugim ravnima. Opisano je predstavljanje Platonovih tela (tetraedara, kocki,
oktaedara, dodekaedara i ikosaedara) i nekih rotacionih povrsi (sfere, konusi i cilin-
dri). Moze se crtati proizvoljno mnogo ovakvih tela, uklju¢ujuéi i njihove presecne
linije. Takode je moguce da tela budu otvorena. Prikazani su i metodi za pravljenje
ornamenata kako u 2D tako i u 3D grafici.

Software for Geometry je prikazan na izlozbama CeBit ‘93 i CeBit '95 na standu
Univerziteta u Gisenu, [26, 24]. Godine 1993. na University-Computer-Forum-
u u Berlinu je nagraden nagradom German-Austrian University-Software Prize za
najbolji edukativni softver iz matematike.

Dva su osnovna razloga za razvoj ovog softvera.

e podrska matematickom obrazovanju i

e reSavanje geometrijskih problema u istrazivanjima.

37
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Prvenstveni cilj ovog softvera je da pomogne razumevanju osnovnih matematickih
koncepata u obrazovanju studenata. Oni treba da svoje geometijske probleme trans-
formisu u programski kod, izvrse programe da bi dobili vizualni ekvivalent svog
problema i na taj nacin bolje razumeju sam problem i njegovo resenje. Primenom
ovog softvera student ne samo da ué¢i da razume i radi sa geometrijskom pozadinom
problema, ve¢ i kako da ga transfomise u progam. Ovo otvara Siroke mogucnosti za
realizaciju same ideje.

Ispostavilo se da se softver na isti na¢in mogao iskoristiti i u istrazivanjima za
vizualizaciju novodobijenih rezultata. Kada se rezultati graficki prikazu, bolje se
razumeju i mogu se uociti elementi koji mogu uticati na dalji tok istrazivanja.

Kasnije je Software for Geometry prebacen u Delphi. Da bi demonstrirali njegove
moguénosti o novom okruzenju napravljena su tri CD ROM-a [19, 21, 22]:

e Beauty of Geometry, Science and Aesthetics,

e Fuszination Interactive Computer Graphics,

o Wunderworld Interactive Computer Graphics.

Cilj ovih CD ROM-ova nije samo da predstavi razlicite moguénosti u primeni soft-
vera Software for Geometry, ve¢ takode i da navede korisnika da ceni lepotu ge-
ometrije i da ga animira da sam kreira geometrijske figure.

Godine 1996-97 softver Beauty of Geometryi Faszination of Interaktive Computer
Graphics su prikazani u muzeju Deutsches Museum u Minhenu povodom izlozbe
Digital Worlds. Pored toga, ova tri CD ROM-a su stalno izlozena u sekciji Digital
Workshop muzeja Heinz Nixdorf Museum u Paderborn-u.

CD ROM Faszination of Interaktive Computer Graphics je nagraden na sajmu
knjiga 1996 u Frankfurtu nagradom German Education Software Prize digita 96.

Devedesetih godina se iz Software for Geometry izdvajaju dva vazna softverska
paketa i nastavljaju da se razvijaju nezavisno.

Jedan od njih je razvijao Robert Endl sa saradnicima na Univerzitetu u Mar-
burgu. To je bio Ray tracing sistem za veliku klasu akceleratorske tehnike koriséenjem
spiralnih potpodela. Mada su tehnike Ray tracing-a potpuno durgacije od onih u
vektorskoj grafici ([20, 136]), metode softvera Software for Geometry su primenjene
da bi se napravile vrlo kompleksne foto-realisticne slike. Postoje sekcije o ilumi-
nacionim modelima, tehnikama akseleracije i 2D i 3D teksturama. Izmedu ostalog
radene su fraktalne, Sierpinsky-Tetrahedron scene sa Sahovskim figurama i staklenim
pedmetima, i drugo. Iz ovog rada je proizasla knjiga [20].

Jedna od scena sa sahovskim figurama je osvojila nagradu fotografski realisticne
slike na takmicenju Computer Graphics Forum 1995.

Drugi vazan softverski paket, MDiffGeo, je pocetkom devedesetih godina poceo
da razvija Eberhard Malkowsky sa Wolfgang Nickel-om sa Matematickog instituta
Univerziteta u Gisenu. I ovaj paket je raden kao otvoren softver u programskom
jeziku Pascal, sa osnovnom idejom da predstavlja podrsku za ucenje studentima.
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Softver MDiffGeo, [90, 91, 92|, je obradivao vizualizaciju diferencijalne geometrije.
Iz njega je proizasla knjiga [90]. Ovaj softver predstavlja polaznu osnovu za rad na
ovoj disertaciji.

Softver MDiffGeo je doziveo veéi broj prosirenja. Iz njih je proisteklo vise dok-
torskih disertacija i magistarskih teza. Pominjemo samo [27] i [115]. Posebno izdva-
jamo disertaciju Markusa Failing-a u kojoj je opisano prosirenje DiffGeo, [27, 29,
28, 30]. T ono je radeno u Pascalu a obradivalo je vizualizaciju potencijalnih povrsi
i Wulff-ovih kristala.

Od 2000. godine u rad na ovom softveru je uklju¢ena i Vesna Velickovi¢. Njeni
najvazniji rezultati su obradeni u ovoj doktorskoj disertaciji. Ona je razvijala
prosirenja kako u MDiffGeo tako i u DiffGeo.

Iako je koncept otvorenog softvera izuzetno pogodan za korisnike sa programer-
skim iskustvom, on predstavlja prepreku korisnicima koji ne znaju programiranje.
Zato smo 2002. godine poceli izradu softverskog paketa MV-Graphics, sto je jedan
od doprinosa ove disertacije. Radeno je u programskom okruzenju Delphi. Ovo
okruzenje je izabrano jer koristi programski jezik Object Pascal, pa se dosta pro-
gramskog koda koji je ve¢ uraden u MDiffGeo i DiffGeo moglo iskoristiti.

3.1.1 Verzije softvera MV-Graphics

Tokom vremena aplikacija MV-Graphics je dozivela veéi broj promena. Glavne
promene se ogledaju u razlicitim verzijama ovog softverskog paketa.

Verzija 1.0 Osnovni korisnicki interfejs.

Verzija 1.1 Dodat programski paket MDiffGeo.
Verzija 1.2 Dodat programski paket DiffGeo.

Verzija 1.3 Dodata konverzija u GCLC format.
Verzija 1.4 Dodata konverzija u JavaView format.
Verzija Kylix Verzija MV-Graphics softvera pod Linux-om.
Verzija 2.0 Korisnicki interfejs za promenu parametara.
Verzija 2.1 Crtanje krivih.

Verzija 2.2 Crtanje povrsi.

Verzija 2.3 Optimizacija korisnickog interfejsa.

Verzija 3.0 Crtanje vise objekata na sceni.

Verzija 3.1 Refaktorizacija koda.
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Verzija Scenes Template verzija za komplikovanije scene.

Verzija 1.0 predstavlja pocetke rada na Windows aplikaciji u programskom
okruzenju Delphi. U njoj su se ispitivale osnovne postavke korisnickog interfejsa.

U verziji 1.1 su svi Pascal programi iz paketa MDiffGeo (opisani u knjizi [90])
prevedeni u Delphi okruzenje i povezali u jedinstvenu aplikaciju, ali bez moguénosti
promena parametara. Svaki Pascal program se transformisao u odgovarajucu proce-
duru u svom modulu uz minimalnu promenu, a vrednosti parametara su se zadavale
u samom modulu. Izvrsenje svakog pojedinac¢nog programa se dobijalo pritiskom na
odgovarajuce dugme aplikacije. U verzijama 1.z grafike su bile crno-bele.

Dajemo listu akcija koje treba izvrsiti nad Pascal programima paketa MDiffGeo
da bi radili pod Delphi-jem.

1. Klju¢nu re¢ Program pretvoriti u Unit.

2. Ispod deklaracije modula (unit-a) dodati

INTERFACE
uses Sysutils, main;
procedure Pr<oznaka programa>
IMPLEMENTATION
USES UG1,UDraw, Graphics, ....<sopstveni unit-i>;

3. Deklaracije promenljivih, procedura Check, i ostali potprogrami i include fa-
jlovi treba da budu van procedure Pr<oznaka>.

4. Ispred begin za glavni program dodati procedure Pr<oznaka>;

5. Ispred END. dodati END;

6. Dodati ovaj unit u projekat.

7. Na glavnoj formi projekta dodati dugme za poziv ovog potprograma i dati mu
natpis Pr<oznaka>.

8. U rukovaocu dugmeta pozvati poziv potprograma Pr<oznaka>.

9. U implementacionom delu unit-a main dodati uses P<oznaka>.

U ovoj verziji je izvrSsena detaljna inspekcija originalnog softvera, njegova mo-
dernizacija i prilagodavanje Delphi okruzenju. Najvecée promene su pretrpeli moduli
koji na bilo koji nac¢in izdaju podatke, bilo isctravanjem slike ili izdavanjem poruka,
i oni koji rade sa sistemskim resursima. To su moduli UDraw, UEC i UClock.
Takode su promenjeni i moduli kojima se vrsi priprema slike za izdavanje na razli-
¢itim uredajima U PltData, U PscData, UScrData i UVirData.

U modulima koji rade sa geometrijom objekata su izvrSsene samo optimizacije
koda, bez menjanja njegove sustine. Najveca promena u geometrijskim modulima
je u izbegavanju SetLocal konstrukcija [90], ¢ime je izvrSena modernizacija koda.
Ipak, moduo UG1, iako radi sa geometrijskim postavkama, pretrpeo je znacajne
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promene jer se u njemu sadrze sve globalne promenljive koje su bitne i za iscrtavanje

slike.

Na isti nac¢in kao u prethodnoj verziji, u Verziji 1.2 su svi Pascal programi
iz paketa DiffGeo (opisani u [27]) prevedeni u Delphi okruzenje i povezani u jedin-
stvenu aplikaciju, takode bez moguénosti promena parametara. Na nacin opisan u
prethodnoj verziji, svaki Pascal program transformise se u odgovarajuéu proceduru.

Ovde treba napomenuti da softverski paket DiffGeo, iako izveden iz paketa
MDiffGeo, nije sa njim kompatibilan. Zbog toga je najznacajniji posao u ovoj verz-
iji bio da se postavka DiffGeo prilagodi tako da programi pisani pod njim mogu da
rade u istoj aplikaciji kao i MDiffGeo. Takode su izvrSene iste promene koda kao i
u prethodnoj verziji. Pronadene su i ispravljene neke greske. Dodate su klase nekih
geometrijskih objekata. IzvrSene su neke korekcije u proceduri FindZero.

Verzija 1.3 uvodi generisanje slike u GCLC (Geometry Constructions Language
Converter) formatu. Na ovaj nacin se povezuju softverski paketi MV-Graphics i
GCLC. Tako GCLC prikazuje samo dvodimenzionalne slike, ova konverzija je korisna
jer ima eksportovanje slike u TeX i PNG format, sto M V-Graphics nema.

Za eksportovanje u GCLC format napravljen je poseban moduo UGC LC'dat.pas.
Takode su promenjeni moduli UDraw i UGT.

Verzija 1.4, na slican nacin kao prethodna, uvodi generisanje slike u JVX
(JavaView) formatu. Na ovaj nacin se povezuju softverski paketi MV-Graphics
i JavaView. JavaView prikazuje trodimenzionalne slike, ali ne pomocu linijske
grafike, ve¢ klasicnom poligonalnom aproksimacijom. Dakle, pomoc¢u ove konverzije
je moguce dobiti klasican poligonalni oblik nasih grafika.

Ovde ipak treba biti oprezan. Eksportovanje tacaka ide direktno. Za eksporto-
vanje poliedarskih povrsina (face u JavaView) je neophodno da postoje tacke pre-
seka parametarskih linija u' i u?. U MV-Graphics takve tacke ne postoje. Zbog
toga broj tacaka aproksimacije u! linije treba da bude umnozak broja u? linija,
ili obrnuto. Takode treba voditi racuna da se poliedarske povrsine (face) dobro
definisu. Trud se ipak isplati. Pored klasi¢ne poliedarske aproksimacije, Java View
omogucava i neke nestandardne opcije, kao Sto je prikazivanje vektora normala na
svakoj povrsini (face).

Ipak, filozofije ova dva softverska paketa su bitno drugacije. MV-Graphics ima
tendenciju da upotrebljava veliki broj tacaka aproksimacije jedne linije da bi dobio
glatku liniju, dok je JawvaView prvenstveno orijentisan na rad preko Interneta, pa
se tipicno broj tacaka aproksimacije jedne parameratske linije (na primer u') pok-
lapa sa brojem suprotnih parametarskih linija (u nasem slucaju u?). Zbog toga je
aproksimacija parametarskih linija gruba, a vizualno dobijamo rektangulaciju.

Za eksportovanje u JVX format napravljen je poseban moduo U JvxData.pas.

U nasoj zemlji je Windows najzastupljeniji operativni sistem, ali ipak nije jedini.
Delphi je programsko okruzenje pod operativnim sistemom Windows za programski
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jezik Object Pascal. Ekvivalentno programsko okruzenje za kompatibilan program-
ski jezik pod operativnim sistemom Linux je Kylix. Verzija Kylix je verzija naseg
softverskog paketa MV-Graphics radena za Linux. Ona je kompatibilna sa verzijom
1.4 pod Windows-om.

Verzija 2.0 uvodi moguénost interaktivne promene parametara objekata na
slici. Specijalno, uvode se boje i debljine linija. Postoji moguénost promene i ostalih
parametara. Ipak, dizajn aplikacije se dosta promenio u kasnijim verzijama. Ovo
je bila template aplikacija za pravljenje posebnih aplikacija za svaku pojedina¢nu
sliku.

Verzija 2.1 uvodi prozor izbora jedne od ponudenih grafika, tako da se ne mora
za svaku sliku otvarati nova aplikacija.

ﬁMV Graphics - Curves == )
Selection | Comman | Defaut |
Eircle ] Ciraw a Helix, -
Circle in Rectangle [ R*COS(T]. B*SIMITL H*T ]
Parameters:
- T define an interwal
- Radius [R)]
- Height [H]
4 ¥
Select
GETH! ‘ | Surfaces ‘Intersectinns| Animations ‘ Sun 20/11/2011 03:46:53

Slika 3.1: Prozor izbora krive

Takode se primetilo da postoji vrlo veliki broj parametara ¢iju vrednost korisnik
moze birati, pa su ti parametri rasporedeni po funkcionalnoj slicnosti u nekoliko
kartica. Na taj nacin se obezbedila preglednost parametara.

U ovoj verziji su se crtale samo krive.

Verzija 2.2 prosiruje prethodnu verziju tako sto uvodi i crtanje povrsi.

Sada je broj parametara mnogo veé¢i pa verzija 2.2 uvodi optimizaciju ko-
risnickog interfejsa. Ovo je polazna osnova za demo verzije aplikacija za prikaz
jednog objekta.

Od demo verzija pominjemo aplikacije za demonstraciju eksportovanja slike u

GCLC i JVX format, za demonstraciju rezultata iz rada [148] i za vizualizaciju
Szabados krivih.
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I MV Graphics - Helix o=

Eile Help

Parametres |Dlawing | Wisibility | World Interval | Projection | Output | D escription |

Interval

v Inrerval in Fadians Caomections

7

1
H Start Interval o =Pl + 0
End Interval |9 *Pl+ |0

0 2513272287183

v | Draw

A

Curves ‘ Eit ‘ Sun 20/11/2011 03:52:43

Slika 3.2: Kartice parametara objekta rasporedenih po funkcionalnosti

MV Graphics - Sphere - |0 x
.1 pl pl =[O x|

File Help
Parametres | Drawing U1 |U2 | Cortour | World Interval | Projection | Qutg 4] »] =

L1 Line
=
Wwiidth 1 =1 3 Interpolation Steps
Caolor - a0 Approzimation Subinteryals
Mumber of U1 Lines Yisibility of U1 Lines

MNumber of Lines |17 Al Wisible
Do not draw first |1 Al Invisible
Da not draw last g * Realistic: Visibility

[ Irvizible Part width Paoints

Default Draw

Curves | Exit ‘ Sun 20/11/2011 04:00:35 |

i

Slika 3.3: Kartice parametara objekta rasporedenih po funkcionalnosti
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U okviru projekta Multimedia Technology for Mathematics and Computer Sci-
ence Education u softverski paket MV-Graphics dodato je eksportovanje u GCLC
(Geometry Constructions Language Converter) i JVX (JavaView) formate.

,ﬁ MV Graphics - Spherical and Pseudo-spherical Surfaces
File Help

[~ Only Screen File Mame [ withaut extention |

[~ PS - PostScript
[~ PLT - Plater
[~ SCR - Screen file [DOS compatible]

[w {GCLC - Geomety Constructions Language Corverter
v S - Javatdiew

Inkervals | Drawing | [N | 2 | Self Intersection | Contour | Wwarld [nterval | Projection  Dutput | R

bt | Draw ‘

F=1 Kol 5

Main | Exit |Sun 20/11/2011 02:24:01

Slika 3.4: Demo Output

U radu [148] su obradivane sferne i pseudo-sferne povrsi. Za demonstraciju nji-
hove graficke reprezentacije napravljena je demo aplikacija Spherical Sur faces. U

slede¢em potpoglavlju opisujemo njen korisnicki interfejs.

ﬁ MV Graphics - Spherical and Pseudo-spherical Surfaces ol x|
File Help
Parametres ||ntewals | Drrawing | [Hh] | uz | Contour.‘ Warld Interval | Projection | Olutput | Description | =
Slitacellipe Gaussian curvature K> 0
Spherical
" Sphere K = 1
{* Spherical * Hyperbolic Lamnbda > 1/SGRTIK) =1
~ .
E lliptic: Lambda= |15
Pseuda-spherical
-

C = 1/5qrtf4bs(k]] = 1
" Pseudo-sphencal | o~

Intereal Minimum = - C* ArcSIN[CALambda) = -0.7297 2FE562 26966
{7 Intereal Masimurm = C * ArcSIMN[C/Lambda) = 07297 27E562 26966

Surface Type:  Hyperbolic Sphenical Default D raw ‘

Main | Exit ‘Sun 20/11/2011 01:4%:56 |

Slika 3.5: Demo Spherical Sur faces

Na konferenciji Fejer-Riesz u Egeru, Madarska, u organizaciji Janos Bolyai Mate-
matickog drustva, profesor Szabados je postavio pitanje vizualizacije analitickih
krivih ¢etvrtog reda koje se javljaju u njegovim istrazivanjima, z* + y* — ya?y? = 1
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za neki realan parametar . Iz ovog pitanja je proistekla demo aplikacija Szabados
koja prikazuje trazene krive.

Verzija 3.0 uvodi crtanje vise objekata na sceni. Pored parametara svakog
od objekta na sceni, sada se uvode i njihovi medusobni odnosi. Pored realisticnog
pogleda u kome je vidljivost definisana samim polozajem objekata u odnosu na
posmatraca uvodi se i ¢itav spektar razlicitih moguénosti manipulisanjem vidljivosti.
Moguce je prikazivati samo deo objekta koji se nalazi unutar nekog drugog objekta
na sceni (ili van njega), samo njegov vidljiv (ili samo nevidljiv) deo i drugo. Na taj
nacin se mogu prikazati razliciti zeljeni, ali nerealistic¢ni efekti.

Kako se broj parametara koje treba kontrolisati drasti¢no povecava, dolazi se do
potrebe optimizacije koda.

Verzija 3.1 refaktorise postoje¢i programski kod radi lakseg programiranja.

Verzija Scenes predstavlja template verziju za komplikovanije scene.

3.1.2 Korisnicki Interfejs

Dajemo primer korisnickog interfejsa M V-Graphics-a za vizualizaciju sfernih i pseudo-
sfernih povrsi.

Posle pocetnog uvodnog prozora u Windows aplikaciji se pojavljuje prozor objekta.
U njemu se bira tip povrsi i svi raspolozivi parametri. Po pritisku dugmeta Draw,
pojavljuje se prozor slike i proces crtanja pocinje automatski.

Prozor objekta je organizovan preko stranica zbog velikog broja kontrola na
njemu. Stranice su organizovane po temi i ulozi koju parametri na njima igraju
u aplikaciji. Stranice su

Parameters, za izbor tipa povrsi i parametara K i A,
Intervals, za intervale za u! i u?,
Drawing, za rezoluciju, boju pozadine i
za izbor koju od linija u!, u? i konture da prikaZemo,
Ul, za broj, boju, debljinu, vidljivost i
parametre tehnike crtanja,
U2, isto kao za u! linije,
Contour, isto kao za u! linije,

World Interval, za 3D-interval u kome je smesSten ceo objekat;
moze ga zadati korisnik ili se izracunati automatski,

Projection, za centar i projekcionu ravan
centralne projekcije,

Output, za tipove izlaznih fajlova,

Description, za kratak opis parametara.

Stranica Parameters sluzi za biranje tipa povrsi i parametara K i A\. Prvo biramo
izmedu sfernih i pseudo-sfernih povrsi. Unutar izabrane grupe biramo da li zelimo
da crtamo sferu/parabolicku, hiperbolicku ili elipticku povrs.
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4 MY Graphics - Spherical and Pseudo-spherical Surfaces |_ O] x|

File  Help
Parametres |Intewa|&| Drawingl n I Lz I Cu:unh:uurl Ywéorld Inter\-'all Prniectinnl Dutputl Descriptinnl

Surface T :
Hiiaes Lype S pherica Gaussian curvature K3 0

" Sphere K = I-I
* Spherical " Hyperbolic Lambda > 1/50RT(K] =1
C Eliot
E litii: Lambda = |15

—Pzeudo-zphernical—

I Ear At C = 1/5qtidbs(K]) = 1
" Pseudo-spherical :
s e S e e Interval Minimum = - C * &oSIN[CALambda) = -0 723727656226965
) Elliptic Interyal Marimum = C = ArcSIN[C/Lambdal = 07297 27EEE22696E
Suface Type:  Hyperbolic Spherical Default | DraW |
Wi | Esi | Mon 02.01.2006 11:20:30

Slika 3.6: Stranica Parameters

Kada jednom izaberemo tip povrsi, program automatski uzima i prikazuje pod-
razumevane (default) parametre. Ovo je korisno zato Sto nije bas lako nac¢i odgo-
varajuée parametre za dobar rezultat. Program automatski rac¢una interval za u'!
primenom pravila datim u glavi 4.2, i prikazuje ga na stranicama Parameters i In-
tervals. Kasnija promena parametara dovodi do preracunavanja intervala.

lako se interval za u!' napravi ta¢no, moze se desiti da se ne moze iskoristiti do
kraja, zbog numerickih aproksimacija pomoc¢nih funkcija i ograni¢enja racunara. Da
bi prevazisli ovaj problem, uvodimo korekcije krajnjih tacaka intervala. Prikazuju
se izabrane i teorijski maksimalane granice intervala.

Parameteri se mogu zapamtiti u fajl sa nastavkom .muwg i kasnije ucitati.

Slike 3.6 i 3.7 ilustruju stanice Parametersi Intervals korisnickog interfejsa Win-
dows aplikacije.
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Slika 3.7: Stranica Intervals
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3.2 Tehnike crtanja

U ovoj glavi se bavimo osnovnim idejama i konceptima naseg softvera. Blize opisu-
jemo crtanje dvodimenzionalnih krivih.

3.2.1 Rad sa tackama i1 vektorima

Neka su V1 = {a', 2% 2%} i V2 = {y', 9% 3} vektori, a P1 i P2 tacke. Neke
operacije sa njima su:

PROCEDURE Distanc3D (P1,P2:Pt3D; Var D:EXTENDED);
Euklidsko rastojanje D,

PROCEDURE LengthVt3D (V:VtBD; Var L:EXTENDED%
Euklidska norma L vektora V,

PROCEDURE ScalarVt3D (S:EXTENDED; V:Vt3D; VAR SV:Vt3D%
umnozak SV skalara S i vektora V,

PROCEDURE ScaleVt3D (V:VtSD; LG:EXTENDED; Var ScalV:VtBD);
vektor ScalV duzine LG u pravcu vektora V',

PROCEDURE SumVt3D (Vl,V2:Vt3D; Var SV:VtSD%
PROCEDURE DifferenceVt3D (Vl,VQ:VtSD; Var DV:Vt3D%
suma SV i razlika DV vektora V11i V2,

PROCEDURE LinearCombinationVt3D (S1,S2:EXTENDED; V1,V2:Vt3D;
Var LC:Vt3D);

linearna kombinacija LC' = S1- V1 + 52 - V2 vektora V11 V2 i skalara S11i 52,
PROCEDURE ScalarProductVt3D (Vl,VQ:VtSD; Var SP:EXTENDED%
skalarni proizvod SP = {x'y!', 2%y? 2313} vektora V1 i V2,
PROCEDURE VectorProduct (V1,V2:Vt3D; Var V:Vt3D);
vektorski proizvod V = {2y — 23y?, 23y' — 2ly3, 2ly? — 2%y'} vektora V11 V2,

PROCEDURE DirectionVt3D (Dgr:BOOLEAN; R,Phi,Theta:EXTENDED;
Var V:Vt3D);

vektor pravca zadatog sfernim koordinatama
V = R{cos (PHI) cos (Theta),sin (PHI) cos (Theta), sin (Theta)}.

Postoje slicne procedure za dvodimenzionalne vektore; osim Sto, naravno, ne pos-
toji dvodimenzionalan vektorski proizvod.
Za dvodimenzionalne vektore postoje i jos dve zanimljive procedure
PROCEDURE CosSinToAngle (C,S:EXTENDED; VAR Ang:EXTENDED%
odredivanje ugla ako su zadati njegovi sinus i kosinus, i

PROCEDURE AngleBetweenVts2D (V1,V2:Vt2D; VAR Ang:EXTENDED);
odredivanje ugla izmedu dva zadata vektora.
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Koristeci ove i ostale dostupne procedure, programiranje u nasem softveru uneko-
liko podseca na programiranje koriS¢enjem biblioteke klasa za renderovanje 2D i 3D
grafika OpenGL [127, 35].

Polarne koordinate

Ponekad je korisno dati dvodimenzionalnu tacku P # (0, 0) u polarnim koordinatama
rig¢,gder >01i¢ € [0,2m) oznacavaju Euklidovo rastojanje tacke P od koordi-
natnog pocetka, i ugao izmedu pozitivnog dela z-ose i duzi od koordinatnog pocetka
do P, respektivno.

Procedure za pretvaranje polarnih koordinata u Dekartove i obrnuto su

PROCEDURE PolarCart (Dgr:BOOLEAN; PPol:PtPol; Var P:Pt2D);
PROCEDURE CartPolar (P: Pt2D; VAR PPol: PtPol);

Logicka promenljiva Dgr ima vrednost

D TRUE ako je ¢ dato u stepenima
T =
J FALSE ako je ¢ dato u radijanima

Cilindriéne i sferne koordinate

Ponekad je korisno dati trodimenzionalnu tacku u cilindriénim r, ¢, z ili sfernim
koordinatama r, ¢, 0. Neka je P = (x,y, z) tacka u Dekartovim koordinatama i neka
je Q = (x,y,0) njena ortogonalna projekcija na zy-ravan.

Za cilindricne koordinate, r, ¢, z', vrednosti r > 01 ¢ € [0, 27) su polarne koordinate
tacke (Q u xy-ravni, a 2/ = z.

Za sferne koordinate, r, ¢, 6, vrednost r > 0 je rastojanje tacke P od koordinatnog
pocetka, ¢ € [0, 27r) Je ugao polarnih koordinata tacke () u xy-ravni,a 6 je ugao

izmedu vektora OQ i OP

Sledecée procedure definisu transformacije izmedu razli¢itih vrsta koordinata:

PROCEDURE CylinCart (Dgr: BOOLEAN; Ptcyl; VAR P: Pt3D);
PROCEDURE CartCylin (P: Pt3D; Var PCyl: PtCyl);
PROCEDURE SphCart (Dgr: BOOLEAN; Ptcyl; VAR PSph: Pt3D);
PROCEDURE CartSph (P: Pt3D; Var PSph: PtSph).

3.2.2 Ekran i kanvas

Ekran se sastoji iz mreze piksela, pa sa ekranom radimo kao sa dvodimenzionalnim
intervalom.
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Ekran ima koordinatni pocetak O = (0,0) u gornjem levom uglu ekrana, njegova
x—osa lezi horizontalno i numerisana je s leva na desno, a y—osa lezi vertikalno
i numerisana je odozgo na dole. Na isti nac¢in se oznacava kanvas komponente
Image po kome crtamo. Koordinate donjeg desnog temena kanvasa oznacavamo sa
MaxX Scr i MaxY Ser. Ove vrednosti predstavljaju rezoluciju kanvasa po kome se
crta. Moguce je crtati samo u nekom delu kanvasa, pa se uvodi virtualni interval
IScr koji definiSe koordinate dela ekrana po kome se crta.

Za samo iscrtavanje tacaka i linija na ekranu koriste se ugradene procedure MoveTo
i LineTo i PutPixel. To je sve Sto nam treba iz programskog okruzenja za nas proces
crtanja. Sve ostalo radimo u naSem softveru.

3.2.3 Interval sveta

Ako algoritam vrsi izracunavanja nad vrednostima piksela, kazemo da deluje u pros-
toru slike. Ako, pak, vrsi izracunavanja u koordinatnom sistemu u kome su definisani
objekti koji se nalaze na sceni, kazemo da deluje u objektnom prostoru [1, 4, 34, 35].
Koordinate tacaka u prostoru slike nazivaju se ekranske koordinate. Koordinate
tacaka u objektnom prostoru nazivaju se svetske koordinate.

Objektni prostor moze biti dvodimenzionalan ili trodimenzionalan. U prvom
slucaju radi se o 2D grafici, a u drugom, o 3D grafici. Nas softvar podrzava i
2D i 3D grafiku.

Scena koju prikazujemo se nalazi u podskupu objektnog prostora koji je defini-
san intervalom odgovarajuée dimenzije. Ovaj interval se zove interval sveta (world
interval).

Nas softver deluje isklju¢ivo u objektnom prostoru.

Dvodimenzionalan interval sveta (pravougaonik) definisemo donjim levim i gor-
njim desnim temenom. Oznacavamo ga sa WI2D. Trodimenzionalan interval sveta
(kvadar) definiSemo prednjim donjim levim i zadnjim gornjim desnim temenom.
Oznacavamo ga sa WI3D.

Interval sveta se smesta u izabrani interval ekrana [.Scr na najoptimalniji nacin
pomoc¢u procedure ParameterTransformationScr. Ekranske koordinate tacke se
izracunavaju pomoc¢u procedure Transformation0S.

Procedure Parameter2D i Parameter3D pripremaju interval ekrana IScr u za-
visnosti od izabrane rezolucije i izracunavaju vrednosti potrebne za transformaciju

svetskih koordinata tacaka u odgovarajuce ekranske koordinate.
Za rad sa intervalima imamo funkcije

FUNCTION InIntervallD (I1D:IntervallD; X:EXTENDED): BOOLEAN;
FUNCTION InInterval2D (I2D:Interval2D; P:Pt2D): BOOLEAN;
FUNCTION InInterval3D (I3D:Interval3D; P:Pt3D); BOOLEAN;

koje odreduju da li data tacka pripada datom intervalu. Za dva data intervala I i
I, istih dimenzija, procedure



3.2. TEHNIKE CRTANJA o1

PROCEDURE ConvexHullI2D (I1,I2:Interval2D; VAR CH:Interval2D);
PROCEDURE ConvexHullI3D (Il,I2:Interva13D; VAR CH:IntervalSD);

odreduju njihov konveksan omotac, to jest, najmanji interval C'H koji sadrzi oba
ova intervala. Ovo ¢e nam biti potrebno za izradu animacija.

3.2.4 Klasa CURVE2DT

Bazi¢na klasa za vizualizaciju dvodimenzionalnih krivih je Curve2DT'.

Cuve2DT = OBJECT

WP: BOOLEAN;
ID: IntervallD;
LL,Col,IP:INTEGER;
Check: Check2D;

CurveType:STRING;

ScanningPossible:BOOLEAN;

CONSTRUCTOR Init (WPInit: BOOLEAN;
IPInit,LLInit,ColInit: INTEGER;
I1DInit: IntervallD;
CheckInit: Check2D);

PROCEDURE TToP (T: EXTENDED; VAR P: Pt2D); VIRTUAL;

PROCEDURE DrawCurve?2D;

PROCEDURE ScanForI2D (VAR MaxI2D: Interval2D); VIRTUAL;

END;

Za objekat tipa Curve2DT treba definisati slede¢e podatke:

e WP, logicki parametar koji odreduje da li se nevidljivi delovi krive crtaju
tackasto (WP = TRUE) ili se uopse ne crtaju (WP = FALSE),

ID1, jednodimenzionalan interval za parametar krive,

LL, broj podintervala intervala I DT za aproksimaciju krive poligonom,

Col, boja krive,

IP, broj koraka interpolacije,

CurveType, ime krive.

Virtualna metoda
PROCEDURE TToP (T: EXTENDED; VAR P. PtQD);\qffflLAL

transformise parametar 7' u odgovarajuc¢u tacku krive P. Kako Curve2DT sadrzi
virtualnu metodu TToP, ne prave se objekti ove, ve¢ neke izvedene klase. U izve-
denim klasama se, za svaku konkretnu krivu, posebno implementira TToP u zavis-
nosti od parametarske reprezentacije te krive.
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Metod ScanForl2D odreduje najmanji dvodimenzionalni interval koji sadrzi celu
krivu. Ipak, ovaj interval se odreduje samo ako je ScanningPossible = TRUE.
U suprotnom se izaziva izuzetak i prekida rad programa. Pomocéu ove metode
definisemo interval sveta WI12D. Ako ima viSe objekata na sceni promocu procedure
ConvexHullI2D pravimo interval sveta u kome su sadrzani svi ti objekti.

Razdvajamo postupak ispitivanja vidljivosti tacke P od izracunavanja njenih ko-
ordinata. Zbog toga u klasu Curve2DT ukljué¢ujemo promenljivu C'heck2D poce-
duralnog tipa.

Check2D = PROCEDURE (P: Pt2D; VAR Chk: BOOLEAN);

Tacka P je vidljiva ako je Chk = TRUE.

Krivu crtamo pozivom metode

PROCEDURE DrawCurve2D;

Na slican nacin se deklarise klasa Curve3 DT koja opisuje trodimenzionalnu krivu.

Ovde treba pomenuti metode TangentVt, PrincipalNormalVt i BinormalVt za
izracunavanje tangetnog vektora, vektora glavne normale i binormale. Znacajne su
i metode Curvature i Torsion za izracunavanje krivine i torzije krive.

Jedna bitna klasa izvedena iz Curve3DT je UiT koja sluzi za predstavljanje
parametarskih linija neke povrsi. Tako vidimo da nam nije potrebna dodatna strate-
gija za prikazivanje parametarskih linija objekata.

Bazicna klasa za vizualizaciju povrsi je Sur faceT'.

Ona, izmedu ostalih, ima i virtualne metode ParToSurf i SurfToPart koje trans-
formisu parametar (U1, U2) u odgovarajucu tacku povrsi P i obrnuto.

Zmnacajne su i metode za izracunavanje vektora normale SurfNormal i za izracu-
navanje Gausove i srednje krivine GaussianCurvature i MeanCurvature.

3.2.5 Crtanje krivih

Sada se upoznajemo sa konceptom crtanja dvo- i trodimenzionalnih krivih datih
parametarskom reprezentacijom

T={a"2*} (tel=lab]) ili F={z"2%2*} (t€l=]ab)

gde je parametarski interval I konacan.

Da bi nacrtali krivu delimo parametarski interval I na LL podintervala I, =
[tk—1,tx] (kK =1,2,--- LL) jednakih duzina, transformisemo parametre ¢, u tacke
Z(ty) (k =0,---,LL) i povezemo svake dve susedne tacke Z(tx_1) 1 Z(fx) pomocu
duzi. Dakle, krivu aproksimiramo poligonom.

Za svaku tacku Z(ty) krive se testira njena vidljivost. Pomocu logickog parametra
W P (with points) odredujemo da li se nevidljivi delovi krive crtaju tackasto (WP =
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TRUE), ili se ne crtaju uopste (WP = FALSE). Dve susedne tacke Z(t,_1) i Z(tx)
se povezuju ako i samo ako su obe vidljive.

Mogucéi prekidi linija se zatvaraju interpolacijom. Ako je jedna od tacaka P1 i
P2 koje odgovaraju parametrima t;_; i t; vidljiva a druga nije, ne povezujemo ih
linijom, pa se na tom mestu vidi prekid linije do granice definisane na odgovarajuéi
nacin. (U slucaju predstavljanja povrsi parametarske linije se zavrsavaju pre nego
Sto dodu do konturne linije, pa crtez ne izgleda zavrseno. U tom slucaju odredujemo
tacku PI na krivoj koja odgovara parametru

te_1 + tg
ti= ==
Sada stavimo da je P1’ = PI i izaberemo P2’ € {P1, P2} tako da je tacno jedna od
tacaka P1’ vidljiva P2'. Zatim ponovimo postupak. Ovaj algoritam se primenjuje
1P puta. Poslednja dobijena tacka PI se uzima za dodatnu tacku poligona. Broj
koraka interpolacije I P se moze izabrati posebno za svaku krivu. Ako je IP = 0,
interpolacija se ne primenjuje.

Metod DrawCurve2D

Metod DrawCurve2D definiSe proces iscrtavanja krive. On ukljucuje ispitivanje
uredaja na kojima se crta, izracunavanje koordinata tacaka aproksimacije krive,
ispitivanje vidljivosti tih tacaka, tansformaciju svetskih koordinata tacke u ekranske
koordinate, ispitivanje da li je potrebna iterpolacija i ako jeste njeno izvodenje i na
kraju, pozivanje metoda DrawOS koji izvodi stvarno iscrtavanje krive na ekranu.
Metod DrawQOS ispituje vidljivost duzi koja spaja tekucu i prethodnu tacku i iscr-
tava duz koja aproksimira krivu izmedu tih tacaka.

Crtanje na ostalim uredajima (ploteru, fajlu, virtualnom uredaju) je sli¢no crtanju
po ekranu. Transformacija koordinata i upisivanje podataka zavise od uredaja.

Sa korisnicke strane, za iscrtavanje neke krive, pored definisanja scene i nekih
tehnickih detalja, dovoljno je definisati sve parametre krive pri njenoj inicijalizaciji
i pozvati metod DrawCurve2D.

Primer programa za iscrtavanje dvodimenzionalne krive

Sada obradujemo najjednostavniji program za iscrtavanje kruga poluprecnika R sa
centrom u tacki M. Imamo i moguénost crtanja samo dela kruga.
Parametarska reprezentacija kruznog luka je

Z(t) = OM + {rcost,rsint} (te€ I1D =[TS,TE]C [0,2n].
Uvodimo novu klasu Circle2DT koja je naslednik klase C'urve2 DT

Circle2DT = OBJECT(Curve2DT)
M: Pt2D;
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R,TS,TE: EXTENDED;

CONSTRUCTOR Init (WPInit: BOOLEAN;
IPInit,LLInit,ColInit: INTEGER;
CheckInit: Check2D;
MInit: Pt2D;
RInit,TSInit,TEInit: EXTENDED);

PROCEDURE TToP (T: EXTENDED; VAR P: Pt2D); VIRTUAL;

END;

Uveséemo pravilo da se novi podaci uvek dodaju na kraj parametara konsturktora.
Tako je konstruktor za Cirle2DT deklarisan sa

CONSTRUCTOR Circle2DT.Init(WPINIT: BOOLEAN;
IPInit,LLInit,ColInit: INTEGER;
CheckInit: Check?2D;
MInit: Pt2D;
RInit,TSInit,TEInit: EXTENDED);

Metod TToP se definiSe na sledeéi nacin

PROCEDURE Circle2DT.TToP(T: EXTENDED; VAR P: Pt2D);
BEGIN

P.X:=M.X+R*C0S(T) ;

P.Y:=M.Y+R*SIN(T);
END;

Ovde je dat prvi program originalnog softverskog paketa MDiffGeo.

Program P1.1;

USES UG1,UDraw;

VAR Circ: Circle2DT;
MInit: ©Pt2D;

BEGIN
MInit.X:=0;
MInit.Y:=1;
CircInit (FALSE,0,30,4,Check2DTRUE,MInit,2,0,2*PI);
Circ.ScanForI2D(WI2D);
InitializeGraphic;
Parameter2D;

Circ.DrawCurve2D;
CloseGraphic(TRUE) ;
END.

Primetimo da je ovaj program prilicno kratak. Kada ekvivalentan program na-
piSemo u Delphi-ju, on je znatno duzi. To je zato Sto se ovde parametri zadaju u
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obliku konstanti, a u Delphi-ju za svaki parametar uvodimo po jednu komponentu,
¢ije ponaSanje treba kontrolisati. Ovde vidimo 11 parametara koje mozemo menjati,
a postoje i oni koji se zadaju globalno, kao sto su rezolucija ekrana ili boja pozadine.
Osim toga, u Pascal programima obi¢no ne menjamo debljinu i stil iscrtavanja linije,
a u Delphi programu dozvoljavamo i tu kontrolu.

Kada je Software for Geometry prebacivan u Delphi, kontrole su uglavnom bile u
obliku ScrollBar-a. Nedostatak ove komponente je u tome $to se mora zadati naj-
manja i najveca vrednost odgovarajuceg parametra. Pored toga, opseg dozvoljenih
vrednosti ne sme da bude preveliki, jer se onda teze kontrolisu vrednosti pomocu
misa. Osim toga, ScrollBar nije pogodan za zadavanje realnih brojeva.

Zbog toga smo se odlucili da se zadavanje vrednosti parametara u MV-Graphics-u
vrsi pomoc¢u EditBox-a. To je programerski zahtevnije, ali imamo punu slobodu
zadavanja proizvoljnih vrednosti. Ipak, mora se voditi racuna da uneta vrednost
bude odgovarajuceg tipa, u dozvoljenim granicama (na primer, rezolucija ekrana
ne moze biti negativna) i saglasna sa vrednostima ostalih parametara ako postoji
interakcija medu njima.

Kada se ukljuce sve potrebne kontrole, Delphi verzija i ovako jednostavnog pro-
grama moze postati vrlo glomazna, ¢ak i sa preko 1000 linija koda.
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3.3 Neki numericki metodi u racunarskoj grafici

U ovom poglavlju dajemo opis nekih numerickih metoda koji se primenjuju u nasem
softveru. To su algoritmi za nalazenje nula realnih funkcija na realnom intervalu i
na pravougaoniku. Ovi algoritmi se primenjuju pri odredivanju vidljivosti, konture
i preseka povrsi.

Pored ovih postoje i metode numericke integracije koja je potrebna za predstav-
ljanje geodezijskih linija na rotacionim povrsima, Romberg—ov metod, i takozvana
DE-pravila. Ovi metodi su opisani u [27] i ne¢emo ih ovde opisivati.

3.3.1 Nule realne funkcije na realnom intervalu

Algoritam za nalazenje nula neprekidne funkcije f : I = [a,b] C IR — IR koji se
koristi u nasem softveru je opisan u knjizi [90]. On koristi tri tipa integracije.

. f ()
Njut tod: = x5, — k=0,1,...
jutnov metod: x;.; = xp F(zr) ( 1),
metod secice: Ty =z — f(xk) i (k=1,2,---),

(o) — f(or-1)

metod bisekcije: Pocinjemo od pocetnih vrednosti ag, by € I pri cemu je ag < by i
f(ao) f(bo) < 0. Definisemo niz intervala (1), Ix = [ax, bx], gde je Ip41 C I,
na sledeéi nac¢in. Oznacimo my = 1/2(ay + bg). Ako f(my) = 0, onda smo
nasli nulu. Inace stavimo [j, = [ax, my| ako je f(ax)f(mg) <0, i I = [mg, bg]
ako je f(mg)f(br) < 0, i koristimo iteraciju zy = my.

U algoritmu radimo sa slede¢im slucajevima.
Sluéaj 1, f(a) =0 dli f(b) = 0: ; nula je nadena.

Sluéaj 2, f(a)f(b) < 0: Ako zelimo da koristimo Njutnov metod, onda logickoj
promenljivoj SkipNewton dodelimo vrednost FALSE i iteracija pocinje sa
pocetnom vrednoséu xy = 1/2(a + b). Ako je SkipNewton = TRUEFE ili
nula nije nadena Njutnovim metodom, onda primenjujemo metodu secice sa
pocetnim vrednostima xo = aix; = b. Ako ne nademo nulu ni ovim metodom,
onda primenjujemo metod bisekcije koji ¢e nas sigurno dovesti do nule.

Sluéaj 3, f(a)f(b) > 0: I uovom slucaju f ipak moze imati nulu na /. Interval [
delimo na podintervale I, = [ay, b jednakih duzina. Primenjuje se Slucaj 2
na bar jednom od podintervala [;. Vodi se ra¢una da broj podintervala bude
dovoljno veliki.

Primer 3.3.1. Vidljivost tacaka na tubastim povrSima.
Neka je v kriva sa parametarskom reprezentacijom y(s) (s € 1), iC = {Cs : s € I}
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lasa sfera datih jednacinama (& — i(s))*> — r*(s) = 0 gde r € C*(I) i r(s) # 0
na intervalu I. Tada je envelopa T'S klase C tubasta povrs. Njena parametarska
reprezentacija je

F(u') = y(u') + r(u')(To(u') cosu® + T3 (u') sinu?®)  ((u',u?®) € R) (3.1)

gde R=1x10,27), a 0y (k=1,2,3) su vektori triedra krive .
Presek T'S i proizvoljne prave g date sa ¥ = p+ tv (t € IR) mora zadovoljavati
jednacinu

J(ut) 4+ rub) (T (ut) cosu® + v3(ut) sinu®) — 5 — 7 =0, (3.2)

1z cega sleds

(G(u') —p) e 01 (u') = tT e ¥ (u'). (3.3)
Prvo razmatramo slucaj ve v, (u') # 0 kod koga prava g nije u normalnoj ravni krive
v. Onda mozZemo resiti (3.3) po t

t = (g(ull_g) ® Ul(ul) ) (34)
v et (ul)
Nadalje, iz (3.2) sledi da
(u') —p—t0)* = r’(u’) (3.5)
Zamenom (3.4) u (3.5) dobijamo
oy ) —p) et
(i) = o TEL = )y
ili
fh) = a0t) x (Ft) = 5) x ) = )@ @) e 72 =0, (3.6)

Odavde treba naci nule u' € I funkcije f. Za to prvo izracunamo vrednosti t = t(u')
po formuli (3.4), a zatim odredimo vrednosti u* = u*(u') iz

r(ul)
1 (3.7)

Sada posmatramo slucéaj vev,(u') = 0 kod koga je prava g u normalnoj ravni krive .
U ovom slucagu se (3.3) svodi na f(u') = (g(u') — p’) e v (u') = 0. Kako, medutim,

((F(u') —p) o 01 (u')))

2 2
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i 0% # 0, ponovo treba naéi nule u' € I funkcije f iz jednacine (5.6). Iz jednacine
(3.5) vidimo da za to treba resiti kvadratnu jednacinu po t = t(u')

at> + bt +c=0 (3.8)

gde sua =102 b=2yu')—p)ev ic= (y(u')—p)*—r*(u'). Na kraju, odredujemo
vrednosti u? = u?(u') € [0,27) iz (3.7).

Sada je tacka P tubaste povrsi T'S nevidljiva ako i samo ako za p = 073 10U = ITC
postoji resenje ut € I jednacine (3.6) sa odgovarajuéim vrednostima t > 0 dobijenih
iz formule (3.4) za vovy(u') # 0, ili iz jednacine (3.8) za Vot (u') = 0, iu® € [0, 27)
iz formula (3.7).

3.3.2 Nule realne funkcije na pravougaoniku

Neka su I = [a,b] i J = [¢, d] realni intervali, R = I x J pravougaonik i ¢ : R — IR.
Metod za nalazenje nula funkcije ¢ na pravouganiku R koji se koristi u nasem
softveru je opisan u radu [29]. On se sastoji iz tri faze:

(i) diskretizacije,
(ii) trazenja i
(iii) pracenja.

(i) U fazi diskretizacije, pravougaonik R delimo na m - n potpravougaonika R;; =
(%4, it1] X [y;, yj+1] jednake velicine pri ¢emu je z; = a+i(b—a)/m (i =0,1,...,m)
iy, =c+jld—c)/n(j =0,1,...,n). Da bi to uradili treba izabrati m i n tako
da budu dovoljno veliki da svaka paralela koordinatnih osa sa funkcijom ¢ ima bar
jednu nulu. Specijalan algoritam skeniranja osigurava pogodan izbor m i n.

(ii) Cilj faze trazenja je nalazenje pocCetnih vrednosti koje ¢e se koristiti u fazi
pracenja. Faza trazenja primenjuje algoritam iz poglavlja 3.3.1 za nalazenje nula
funkcije ¢ na granicama OR;; svakog pravougaonika [?;;. Definisimo duz ng) za
k=1,2,3,4sa

I
N R

(25 + t(@ip1 — 24),9) (
(Tir1,y5 + Y01 — Y5)) (
(g1 + (i — Tig1), Y1) (
(@i, Y1 + 1Y — Yj+1)) (

e
I

QW (t) = (t € [0,1]),

)
)
)
)

e
Il

i funkcije fi(f) :10,1] = R (k=1,2,3,4) sa l-(f)(t) = ¢(Q™(1)). Sada primenimo

]
algoritam iz poglavlja 3.3.1 za nalazenje nula T](\f ) funkeija fi(f) u [0, 1]. Tacke Qg\’;) =

ng)(ﬁ(\f )) se cuvaju u dinamickoj listi tacaka PointList. One predstavljaju pocetne
vrednosti za fazu pracéenja.
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(iii) U fazi pracenja poc¢injemo sa proizvoljnom nulom ¢ iz PointList-e, sledimo
krivu datu sa ¢(z,y) = 0 unutar R;; i na kraju crtamo krivu.
Uzimamo prvu vrednost Qg\lf) = (xg\k;), yﬁ\]f)) iz PointList-e, izaberemo dva pozitivna
cela broja Ny, Ny > 1, stavimo 0 = min{(z;41 — x;)/N1, (Yi+1 — yi)/N2} 1 definisemo

pravougaonike Rgf)(l) sa

R (1) = :1:5\1,) —(5,$§\17)] [Z/N —0/2, y(l)+5/2]>
1’53 (5/2 x +5/2] [yN — 9, yN ]7
= xg\?;),xg\?})—i-é] [ —4/2, y(3)+5/2],
= :L‘Eé) — 5/2,:E(4) +0/2] x [yN :yN + 0]

Onda primenimo algoritam iz faze (ii) za nalazenje nula funkcije ¢ na granici aREf) (1)
pravougaonika Rg?)(l). Imamo sledece slucajeve.

Slucaj 1. Jedna i samo jedna nula Q%)(l) # Qg\lﬁ) je nadena na granici GR,E?(l).
Spojimo QSIVC) sa Q%)(l), i definiSemo pravougaonik RE;)(Q) duzine stranice § tako
da je presek RE;)(Q) N Rg?)(l) jednak stranici Rg?)(l) koja sadrzi Qg\lf)(l) Sada
koristimo algoritam iz faze (ii) za nalaZenje nula funkcije ¢ na granici 8R§;)(2).
Zatim definisSemo pravougaonik Rg')(?)) na slican nac¢in. Ponavljamo ovaj postupak
sve dok se ne nade nova nula Q) v (s) koja je van pravougaonika R;;. Onda izra¢unamo
presek IS granice OR;; i duzi koji spaja Qn(s) i prethodnu nulu Qn(s—1), spojimo
Qn(s—1)1 IS ina kraju obrisemo tacke le\;) i IS iz PointList. Ponavljamo ovaj
postupak sve dok PointList-a ne postane prazna.

Slucaj 2. Nadeno je vise od jedne nule na granici nekog podpravougaonika R;;(s)
pravougaonika R;;. Koristimo iteraciju i primenjujemo postupke (i), (ii) i (iii) na
R;j(s) umesto na R;;, i ponavljamo postupke sve dok ne moze da se primeni Slucaj
1, ili dok duzina stranice novog pravougaonika ne postane manja od neke zadate
vrednosti €.

Slucaj 3. Nije nadena nijedna nula razlicita od Qg\’;) na granici 8R§f). Brisemo

Qg\]f) iz PointList-e i prelazimo na slede¢u tacku iz Point List-e.

Primer 3.3.2. Kontura tubaste povrsi i presek tubaste povrsi sa ravni.

Neka je T'S tubasta pours sa parametarskom reprezenatacijom (3.1), v generatrisa
TS, 0, (k=1,2,3) vektori triedra krive v i k = r(u') krivina krive v. Primenom
Frenet-ovih formula i izostavljanjem argumenta u', dobijamo

T (u) x Zy(u’) = r(vir’ + (rkcosu® — 1)(vh cos u? + v sin u?)).

Oznacimo sa B, = z‘;’ko(gj—O—(}’) zak=1,2,3. Kakor #0 na I, uslovﬁoﬁ? =0
je ekvivalentan sa

Bir' 4 (rkcosu? — 1)(By cosu? + Bysinu? + 1) = 0. (3.9)
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Ako v’ =0, onda kako je N #* 0 i kako jerrkcosu® # 1, uslov u (3.9) je ekvivalentan
sa
Bo cosu® + By sinu?® +r = 0.

Stavimo a = B2 + 33, b= 21 i c = r? — (32 i reSavamo kvadratnu jednacinu
acos’u? +beosu® + ¢ = 0.

Ako r' # 0, onda stavimo g = Bir’ — 1, ay = —B3, g = 1’k — [o, a3 = 1S5 i
oy = rK[a, 1 nalazimo nule funkcije

. . 2
¢(u1, u2) = Qy cos® u? + (x3 COS u? sinu? + Qg COS u? + o1 sin"” +ay.

Primer 3.3.3. Presek proizvoljnih povrsi sa eksplicitnom povrsi
Neka su S i S, eksplicitna i proizvoljna povrs sa parametarskim reprezentacijama

Z(v',v?) = (01,02 f(uh0?) (v, 0?) € R C IR?),

Zo(ut u?) = (zl(ut,u?), 22 (v, u?), 22 (ut, u?)) (v, u?) € R, C IR?).
Stavimo R.. = (z})7'(R)x (2?)7*(R). Onda je linija preseka je data nulama funkcije

¢(u17 u2) = f($i<u17 u2)7xi<u17 u2)> - $i<u17 u2) no R** N R*
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3.4 Vrste grafickih formata

Postoji veliki broj grafickih paketa sa vrlo razli¢itim karakteristikama [172, 173].
Mozemo slobodno re¢i da svaki ozbiljniji softverski paket za racunarsku grafiku ima
svoj sopstveni graficki format. Ovde dajemo pregled nekih najznacajnijih grafickih
formata opste namene koji su danas u upotrebi. Veéina softverskih paketa ima
mogucnost eksportovanja slika u ove formate.

Kompresija je metod koji smanjuje velicinu grafickih datoteka [137]. Moze biti sa
i bez gubitaka informacija.

Za gledanje grafickih sadrzaja na ekranu najcesce se koristi spektar boja RGB,
dok se za Stamparske primene najcesée koristi CMYK [1, 35, 34].

Graficke formate mozemo svrstati u dve kategorije: rasterske i vektorske.

3.4.1 Rasterski formati

Rasterski formati su oni koji za prikaz slikovnog sadrzaja koriste matricu elemenata
slike - piksela. Velicina rastera je definisana njegovom rezolucijom, to jest Sirinom
(width) i visinom (height) izrazenim u pikselima. Za svaki piksel se ¢uva informacija
o boji. Pikselu moze biti dodeljena i vrednost za transparentnost (providnost) i

druge meta-informacije.
Primeri rasterskih formata su BMP, GIF, JPEG, PNG, TIFF i drugi.

Format BMP

Graficki format BMP (BitMaP) se koristi pod Windows operativnim sistemom [173,
172]. TIma ekstenziju .bmp. Naziv bitmap potice od fraze mapa bitova, jer je u
originalnom formatu ¢uvan samo po jedan bit informacije za svaki piksel. Danas se
u ovom formatu moze koristiti potpun spektar boja za svaki piksel.

Zapis unutar datoteke formata BMP je izuzetno jednostavan, i zbog toga pogodan
za Citanje iz programskog okruzenja. Ovaj format ne koristi nikakvu kompresiju, pa
je velicina Bitmap datoteke vrlo velika. Zbog toga se danas retko koristi.

Zaglavlje datoteke sadrzi informacije potrebne za identifikaciju formata zapisa,
informacije o velic¢ini datoteke i paleti boja, ukoliko se radi o indeksiranim bojama
i drugo. Iza zaglavlja se nalazi matri¢ni zapis boje za svaki piksel.

Format JPEG

Format JPEG, odnosno JPG, nazvan je po radnoj grupi koja ga je izdala - Joint
Photographic Experts Group - JPEG. Ima ekstenzije .jpg i .jpeg. On je danas
verovatno najzastupljeniji graficki format [172]. Sadrzaj slike se kompresuje uz gu-
bitak kvaliteta, ali uz moguc¢nost biranja stepena kompresije. Veéi stepen kompresije
daje manju datoteku, ali sa slabijim kvalitetom slike. Kompresija unutar formata
JPEG izvrsava se po diskretnoj kosinusnoj transformaciji (DCT) [137].
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U tipi¢nim sluc¢ajevima moguce je ostvariti stepen kompresije od 10:1 uz neznatan
gubitak kvaliteta slike.

JPEG kompresija se najbolje pokazala kod fotografija i slika realisticnih scena,
gde su promene u tonu i boji slike glatke, a slika kompleksna, raznolika i sa puno
boja.

Format GIF

Format GIF (Graphics Interchange Format) je nastao 1987. godine i originalno bio
namenjen za upotrebu na webu. Ipak, ubrzo postaje vrlo rasiren format zbog svojih
karakteristika - podrzanosti i prenosivosti [172, 173]. Ima ekstenziju .gif.

Za razliku od ostalih formata, GIF koristi paletu unapred indeksiranih boja.
Podrzava najvise 8-bitnu dubinu boje (256 boja), $to mu je ujedno i glavni ne-
dostatak. Kako u linijskoj grafici ne koristimo veliki broj boja, za nase slike ovo nije
ogranicavajudci faktor.

Posto se koristi unapred definisana paleta boja koja se ¢uva u sadrzaju datoteke,
mogu se odabrati bilo koje 256 boje iz 24-bitne RGB palete (16M boja). Na primer,
mozemo odabrati 256 nijansi plave boje ili po nekoliko nijansi od svake boje.

GIF podrzava transparentnost na nivou jednog bita (binarna transparentnost).
Za svaki piksel se moze definisati binarno - potpuna providnost ili potpuna boja
iz ugradene palete boja. Za nasSe grafike providnu boju obi¢no koristimo za boju
pozadine.

Osim osnovne namene, GIF je u potpunosti podrzan i kao animirani format. Ani-
mirani GIF sastoji se iz serije GIF slicica (frames) sac¢uvanih u jednoj GIF datoteci.
Za svaku sli¢icu se definise njeno trajanje, a za celu GIF animaciju se definiSu obrasci
ponasanja (na primer, animiraj jednom i stani na poslednjoj sli¢ici, animiraj N puta
ili rotiraj animaciju). Animirani GIF je sasvim dovoljan za animacije nasih grafika.

GIF je format sa kompresijom, ali, za razliku od JPEG-a, kompresija kod GIF-a
je bez gubitaka. Koristi algoritam Lempel-Ziv-Welch (LZW) [137].

Algoritam LZW je 1985. godine patentirala firma Unisys, pa nije bio slobodan
za koriS¢enje. Sa istekom patenta 2003. GIF postaje slobodan format. Ipak, kon-
traverza oko patenta smanjila mu je popularnost i podstakla razvoj novog formata
- PNG.

GIF je pogodan za slike koje imaju vece povrsine jedinstvene boje, a nije dobar
za slike sa puno detalja. Zbog toga odgovara nasim slikama.

Format PNG

PNG (Portable Network Graphics) je mlad graficki format otvorenog koda [172, 173].
Ima ekstenziju .png. Napravljen je sa namerom da bude bolja alternativa GIF-u,
pruzajuci kvalitetniju sliku, a bez zahteva za patentom ili licencom.
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Slicno kao i GIF, PNG podrzava datoteke sa paletom 24-bitnih RGB boja, ali i
skalu sive boje (gray-scale) i potpune RGB slike (true-color). Za razliku od GIF-a,
transparentnost kod PNG-a izvedena je alfa-kanalom, gde se za svaki piksel moze
definisati providnost na skali 1-100%.

Kompresija kod PNG-a izvedena je kroz algoritam bez gubitaka DEFLATE. Ovim
algoritmom se, u opstem slucaju, postizu bolji rezultati nego sa LZW-om.

PNG je dizajniran tako da dobro radi u aplikacijama za online pregled, kao sto su
web ¢itaci, pa ima opciju progresivnog prikazivanja. PNG je robustan format koji
obezbeduje punu proveru integriteta fajla, ali i jednostavnu proveru uobicajenih
greSaka prenosa fajla.

Zbog pune palete boja, alfa-transparentnosti i kompresije bez gubitaka, PNG je
najkvalitetniji rasterski format.

Iako postoje slabo podrzane implementacije animiranog PNG-a (MNG, APNG),
sluzbeno PNG nema podrsku za animacije. Ovi formati nisu jos u potpunosti
podrzani uobicajenim web ¢itacima.

U danasnje vreme, jedina kocnica za masovno koris¢enje PNG-a na webu je bug
u prikazu transparentnih PNG-ova u Internet Explorer-u 5 i 6, Sto nije problem
prouzrokovan formatom, ve¢ samim browser-om.

Jedina mana PNG formata je $to podrzava samo RGB prostor boja (anei CMYK),
pa zbog toga nije pogodan za upotrebu u izdavastvu.

Format TIFF

Format TIFF (Tagged Image File Format) je fleksibilan format koji obi¢no ¢uva 8
ili 16 bita po boji, tako da ukupno ima 24- ili 48-bitne boje [173]. Korisiti se .tif f
ili .tif ekstenzija fajla.

Ova fleksibilnost predstavlja istovremeno i prednost i manu, posto ne postoji pro-
gram koji ¢ita sve vrste TIFF fajlova. Ovaj format moze biti sa i bez gubitaka; neki
TIFF-ovi nude dobru kompresiju bez gubitaka za crno-bele slike. Neke digitalne
kamere mogu snimati u TIFF formatu, koris¢enjem LZW kompresije.

Ovaj format je siroko prihvaéen kao standard fotografskih fajlova u stamparijama.
Na Internetu se retko koristi jer je memorijski vrlo zahtevan. OCR (Optical Char-
acter Recognition) softver za opticko prepoznavanje znakova obi¢no generise sliku u
TIFF formatu za skenirani tekst.

3.4.2 Vektorski formati

Vektorski (krivolinijski) formati za prikaz grafickog sadrzaja koriste meta-informacije,
a ne mrezu piksela. Glavna prednost takvih formata je Sto se zadrzava originalni
kvalitet prikaza sadrzaja, Sto je narocito bitno kod skaliranja.

Osnovni primer sadrzaja u vektorskom formatu je ra¢unarska tipografija, odnosno
fontovi. Svaki font definisan je krivama (vektorima) kako bi bio pogodan za prikaz
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na racunaru i na Stampacu u svim zeljenim veli¢inama prikaza.

Vektorski format sluzi za prikaz sadrzaja koji moze biti opisan krivama, geomet-
rijskim oblicima i drugim meta-informacijama. Zato ovakvi formati nisu pogodni za
prikaz fotografija ili slicnog rasterskog sadrzaja.

Primeri vektorskih formata su PS, EPS, PDF, SWF, SVG i drugi.

Format PS

Format PostScript (PS) je prvenstveno namenjen stonom izdavastvu [175]. Ima
ekstenziju .ps.

PostScript format je vrlo star format (nastao 1982. godine) koji je i danas u
upotrebi, a nastavlja da zivi i kroz EPS i PDF format. Originalno je zamisljen kao
programski jezik za upravljanje Stampacima, pa se najvise koristio u stamparskoj in-
dustriji, u elektronskom i stonom izdavastvu. Predstavljao je jezik izbora za graficke
sadrzaje u stampanim materijalima. 1990-tih je bio standardna komponenta laser-
skih printera. Zbog visoke cene implementacije, sa padom cena mehanizama za
Stampace, pojavom inkjet tehnologije i pojavom novih softverskih metoda za ren-
derovanje slike, PS format je poceo da gubi na znacaju. Jedan od njegovih nasled-
nika, PDF, je preuzeo vodecu ulogu u elektronskoj distribuciji dokumenata.

Ipak, sa porastom snage racunara i pojavom grafickog korisnickog interfejsa, postalo
je moguce hostovati PS sistem na racunaru, a ne na stampacu. To je dovelo do
prirodne evolucije PostScript sistema. Koriséenje PostScript-a, kao sistema za prikaz
grafickih podataka, omogucilo je da se eliminise moguénost razlicitog prikaza is-
tog sadrzaja na ekranu i na Stampacu. Slika se renderuje sa manjom rezolucijom
na ekranu, sa ve¢om na Stampacu, ili se jednostavno posalje PS kod ”pametnom”
stampacu.

Ali, zbog originalne koncepcije PS formata, on nije pogodan za interaktivan rad.

PostScript za jedinicu duzine koristi point.

Ipoint = 1/72inch = 127/360mm =~ 0.35278mm

Primer iscrtavanja linije u PostScript formatu je

0 O moveto
0 113.385827 lineto
stroke

Format EPS

Format EPS (Encapsulated PostScript) je u osnovi PostScript dokument sa dodatim
ogranicenjima koje ga ¢ine upotrebljivijim kao graficki format [174]. On se moze
umetnuti u drugi PostScript dokument, pa se, na primer, moze koristiti za prikaz
slike u TEX-u. Koristi ekstenziju .eps.
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Najbitnija razlika u odnosu na PostScript format je u tome sto EPS sadrzi infor-
maciju o okviru slike, BoundingBox. Aplikacije mogu koristiti ovu informaciju za
postavljanje EPS slike u dokument, ¢ak i ako ne mogu da direktno renderuju samu
sliku. Okvir slike (BoundingBox) je najmanji pravougaonik sa stanicama paralel-
nim koordinatnim osama koji sadrzi sve elemente na slici. On se koristi kao gruba
aproksimacija polozaja objekta koji se prikazuje i kao najjednostaviji opis njenog
oblika. Dosta se koristi u racunskoj geometriji. Na primer, moze se upotrebiti za
brzu procenu preseka dva predmeta.

Format PDF

Portable Document Format (PDF) je otvoren standard za razmenu dokumenata koji
je nastao 1993. godine [176]. Koristi ekstenziju .pdf.

Ovaj graficki format se koristi za predstavljanje dokumenata na nacin nezavisan
od softvera, hardvera i operativnog sistema. Zbog toga se PDF fajlovi mogu nadi i
na mobilnim telefonima novije generacije.

Svaki PDF fajl uklju¢uje u sebe kompletan opis dokumenta koji moze sadrzati
tekst, fontove, grafike i druge informacije potrebne za njegovo prikazivanje. Osnovni
tipovi podataka koji se sadrze u PDF fajlu su:

e tekst zapisan kao strim sadrzaj,
e vektorski graficki elementi za ilustracije koje se sastoje od oblika i linija,
e rasterski graficki elementi za fotografije i ostale tipove slika.

U kasnijim verzijama PDF dokument moze sadrzati i linkove (unutar dokumenta
ili na web strane), forme, JavaScript ili bilo koji drugi tip umetnutog sadrzaja kojim
se moze upravljati preko plug-in-ova.

PDF kombinuje tri tehnologije:

e podskup PostScript programskog jezika za opis strane, za generisanje izgleda
strane i grafika,

e sistem za umetanje/promenu fontova koji se koriste u dokumentu,

e sistem struktuiranog pamdéenja informacija ukljucujuéi i kompresiju podataka
kada je to pogodno.

Vektorske grafike u PDF-u, kao i u PostScript-u se konstruisu u vidu puteva.
Putevi se obicno sastoje iz linija i kubnih Bézier-ovih krivih, ali se mogu takode
sastojati iz obrisa teksta. Putevi mogu biti crtani, popunjavani ili koris¢eni za
odsecanje; mogu korisiti proizvoljnu boju, ukljucujuéi i uzorke Sara.

Rasterske slike u PDF-u (zovu se Image XObjects) se predstavljaju re¢nicima sa
pridruzenim strimovima. Rec¢nik opisuje osobine slike, a strim sadrzi podatke slike.
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(Rede se koristi da se rasterska slika ukljuci direktno u opis stranice kao umetnuta
slika.) Slike se tipi¢no filtriraju da bi se postigla njihova kompresija.

Tekst u PDf-u se predstavlja tekstualnim elementima u strimovima sadrzaja slike
kojima se specificiraju znaci koji se iscrtavaju na odredenim pozicijama.

Format SWF (Flash)

Flash format (SWF, Small Web Format) je originalno zamisljen kao format za prikaz
minijaturnih ra¢unarskih animacija za primenu na webu [172]. Njegovim razvojem
postignuta su znacajna poboljsanja. Dodate su podrske za prikazivanje rasterskih
grafika, zvukova i pokretnih slika u kompresovanom obliku.

Podrzana je potpuna vektorska grafika, delimi¢na transparentnost po alfa-kanalu,
prikaz rasterskih grafika u izvornom formatu i druge osobine koje ga Cine izuzetno
pozeljnim formatom za multimedijalni sadrzaj, bio on graficki, zvukovni, slikovni ili
meta-sadrzaj.

Ipak, postoji problem interpretacije Flash datoteka. Flash je zatvorena tehnologija
pa web ¢itaci nisu slobodni u interpretiranju njenog sadrzaja. Za prikaz Flash da-
toteka potrebno instalirati Flash Player komponentu.

Adobe je 2008. godine delove formata SWF otvorio za javnost i time omogudcio
izradu programa trec¢ih proizvodaca za reprodukciju Flash sadrzaja. Nedugo nakon
toga, Adobe je Internet pretrazivac¢ima Google i Yahoo! omogudio indeksiranje
sadrzaja SWF datoteka.

Datoteke su izuzetno male velicine. Moguce je uklopiti rasterski i drugi multi-
medijski sadrzaj i mesati ga sa vektorskim.

YouTube i slicni Internet servisi oslanjaju se na Flash za prikaz filmskih zapisa.

Flash (SWF) je vrlo popularan multimedijski format, isprva zamisljen za prikaz
jednostavnih animacija na webu, a danas predstavlja platformu za izradu aplikacija
(RIA, Rich Internet Applications), a najvise za prikaz filmskih zapisa na webu.

Format SVG

SVG (Scalable Vector Graphics) je otvoren standardan vektorski script format opste
namene Ciju specifikaciju izdaje W3C konzorcijum, a format zapisa se bazira na
XML-u [173, 172].

Koriséenje XML-a za opis SVG datoteka ima za posedicu moguénost uredivanja
SVG datoteka u bilo kom editoru teksta, iako je ipak preporucljivo koristiti speci-
jalizovane aplikacije.

Specifikacija definise staticne i animirane SVG-ove, ali i moguénost unosa pos-
tojec¢ih rasterskih slika. Uobicajena ekstenzija je .svg, a ukoliko je sadrzaj datoteke
kompresovan GZIP algoritmom (popularna metoda kompresije statickog sadrzaja
na HTTP posluziteljima), koristi se ekstenzija .svgz.
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Prednosti su mu mala veli¢ina datoteke, pretrazivost datoteke i moguc¢nost indek-
siranja sadrzaja putem Internet pretrazivaca, otvoreni W3C format i Sto podrzava
prikaz rasterskih slika.

Ipak, iscrtavanje SVG datoteke kompleksnog vektorskog sadrzaja moze potrajati
nezeljeno dugo vreme.

3.4.3 Snimanje i eksportovanje iz M V-Graphics

U okviru rada na projektu Multimedia Technology for Mathematics and Computer
Science Education napravljene su eksportovanje nase grafike u .jvx i .gcl formate.

MYV-Graphics nema svoj sopstveni graficki format, mada ima moguénost snimanja
parametara. Oni se zapisiju u tekstualnom fajlu sa nastavkom .mwvp. U njemu se
¢uvaju zapisi o tipovima objekata koji se prikazuju na sceni i svim parametrima tih
objekata sa tipovima i vrednostima.

U paketu MV-Graphics dobijena slika se moze snimiti u BMP formatu i eksporto-
vati u PS (PostScript) format. Takode postoji moguénost eksportovanja u GCLC
i JavaView format. Zbog kompatibilnosti sa pretecama ovog softvera ostavljena je
moguénost eksportovanja slike u PLT formatu (to je HPGL jezik za iscrtavanje na
ploteru) i SCR formatu (ovo je stari, DOS kompatibilan format za cuvanje slika u
screen formatu za prikaz na ekranu; ovaj format se razlikuje od SCR formata koji
se danas koristi za cuvanje screen saver-a).

Glavni formati za snimanje/eksportovanje su BMP i PS. Izabran je jedan rasterski
i jedan vektorski format, oba bez gubitaka. Ovo su najopstiji formati odgovarajuceg
tipa koji se dalje mogu konvertovati u proizvoljan format koris¢enjem nekog softvera
za konverziju grafickih formata.

Razlika izmedu snimanja i eksportovanja fajlova je tehnicke prirode. Snimanje
se vrsi polazadi od veé¢ generisane slike snimanjem vrednosti piksela sa ve¢ dobijene
rasterske slike. Eksportovanje se vrsi u toku samog generisanja slike, pamteci poteze
formiranja vektorske slike.

Zbog svojih tehnickih karakteristika opisanih gore, PS (PostScript), odnosno EPS
format najvise odgovara linijskoj grafici. U oba slucaja se prati generisanje linija
na prirodan nacin, kao $to bi to ucinili crtanjem olovkom po papiru. Olovka se
postavi na odgovarajuc¢e mesto, a zatim se vuce po papiru aproksimirajuci krivu
liniju poligonalnom linijom (nizom povezanih duzi). Na ekranu se to prikazuje kao
iscrtavanje linija na kanvasu a u PS fajlu pomoc¢u niza komandi 1lineto i moveto.

Konverzija iz PS formata u EPS format je prirodna. Treba samo dodati okvir
slike (bounding box). Konverzija u PDF format je takode prirodna, jer PDF for-
mat sadrzi originalne PS komande kao svoj sastavni deo. Ipak, PDF format ima
i kompresiju podataka, tako da se iz originalnog PS fajla izbacuju nepotrebne ko-
mande (ako je veli¢ina slike dovoljno mala da se ne primecuju kratke linije). Tako
je PDF fajl tipicno dosta memorijski manji od odgovaraju¢eg EPS fajla. To je zato
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Sto u toku formiranja fajla mi obi¢no ne znamo u kojim situacijama c¢e se fajl ko-
ristiti, pa postavljamo dosta stroge zahteve za iscrtavanje slike (veliki broj tacaka
aproksimacije po jednoj liniji).



Glava 4

Geometrijske osobine

4.1 Gausova i srednja krivina

U ovom poglavlju odredujemo Gausovu i srednju krivinu potencijalne i rotacione
povrsi. Koristedi ove rezultate vizualizujemo sferne i pseudo-sferne rotacione povrsi.

4.1.1 K i H za potencijalne povrsi

Prvo izracunavamo prve i druge fundamentalne koeficijente, a zatim i Gausovu i
srednju krivinu date potencijalne povrsi date parametarskom reprezentacijom (2.19).
Zatim predstavljamo neke od ovih veli¢ina kao potencijalne povrsi koriséenjem odgo-
varaju¢ih funkcija kao stosu fih = f+ 1.

Izostavljanjem parametara u! i u?, iz (2.19), to jest iz Z = hy, dobijamo
Ty = hy + hyy 1 T = hoyf + hij

gde 7y = (—sinu' cosu?, — sinu! sinu?, cos u?), ¢ = (— cosu! sin u?, cos u! cosu?,0),

1 0y*
G =9 =1, 95 = cos’u', refp =01iyey = §8yk =0 (k=1,2). Tako su
U
prvi fundamentalni koeficijenti dati sa

i1 = h% + h?, gi2 = hihg, g2 = h§h2 cos® u!
ig=nh?((h?+ h?)cos®u' + h3).
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Dalje

1 2

711 = (—cosu' cosu?, — cos u! sin u?

,—sinul) = -7,

2

V12 = (sinu! sinu?, — sinu! cos u?, 0),

Yoz = (— cosu! cosu?, — cosu! cosu?, 0),

T = hny + 2ty + hijin = (ha — h)y + 2hay,
T12 = hioy + h1¥a + hats + hijia,
Ta2 = hooy + 2hays + hijaz 1
Ty X Ty = hhy(J X y2) + hha(71 X §) + h*(ih X ),

odakle dobijamo

Li1\/g =@ e (Z) x To) = (hiy — h)h*y o (4 X ) + 2hhii, e (¥ X a)
= ((hay — h)h? = 2hhih3) @ (1 X 72)

aiz ye (i X y2) = — cosu! sledi
Ly1+/g = hcos u'(h* — hhyy + 2h3).
Zatim,

Li2\/g = T12 @ (T X Zo) = h*h1yy @ (§1 X i) + hhihof @ (71 X §)+
+hhihoiy @ (J X §2) + hijiz ® (hhy( X 2) + hha (1 X §) + h* (i1 X 32))

11z o @ (T X 2) =0, o ® (1 X §) = —sinu' i J1z @ (1 X 72) = 0 sledi
L12y/g = h (cosu' (2h1ha — hhis) — hhaysinu') .
Na kraju,

Loo\/G = Top @ (Ty X T3) = h*hoaj @ (4 X 1) + 2hh35> e (1 X §)+
+h (hhyias @ (J X ) 4+ hhaios ® (1 X §) + W21z @ (1 X 1))

11z 1oy ® (J X ) = cos®ul sinu’, 7o @ (71 X ) = 0 oz ® (71 X ) = cos®u! sledi
Las+\/g = hcos ul (2h§ — hhaggy + h? cos® ut + hhy sinu! cos ul) )

Iz svega ovoga dobijamo druge fundamentalne koeficijente Lj; (j,k =1,2), L i

L . 1
K =—1iH=—(Li1g2s — 2L12g12 + Lo2g11).
9 29
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GAUSOVA I SREDNJA KRIVINA

\\

Slika 4.1: Potencijalna povrs funkcije h(u’) = | sin 2u?| + 1

—
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Slika 4.2: Gausova krivina potencijalne povrsi sa slike 4.1
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Slika 4.4: Potencijalna povrs funkcije h(u’) = sinexp 0.4(u' + u?) + 2
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Slika 4.5: Gausova krivina potencijalne povrsi sa slike 4.4

=

Slika 4.6: Srednja krivina potencijalne povrsi sa slike 4.4
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4.1.2 K i H za rotacione povrsi

Sada nalazimo prve i druge fundamentalne koeficijente rotacione povrsi RS(7), date
parametarskom reprezentacijom 2.21.

Izostavljanjem argumenta u! dobijamo
g = (") + (0 =1,
a posto je u' duzina luka duz krive 7, imamo g5 = 0, gos = 12,
Ly =7r'n" —+"1,

L12 =01 LQQ =rh'.
Tako je Gausova krivina K povrsi RS(y) data sa

P! — "R

r

K
Kako je (r)* + (h')? = 1, sledi
T/T// + h/h// — 0
pa dobijamo
r'h'H — T’/I(h,)z B ((T’)Q + (h/)2)7“” r!

K: = — = — —
T T T

i na kraju, ako oznacimo u = u!, dobijamo

r"(u) + K (u)r(u) = 0. (4.1)

4.2 Sferne i pseudo-sferne rotacione povrsi

Rotacione povrsi konstantne Gausove krivine K > 0 zovu se sferne, a one kod kojih
je K < 0 — pseudo-sferne rotacione povrsi. One se razmatraju u radu [148].

Prvo pretpostavimo da je K = 0.
Tada r = cyu + ¢y za neke konstante ¢; 1 ¢p. Ako izaberemo ¢; = 0, onda iz A’ = £1
sledi h = +u + d za neku konstantu d, i dobijamo kruzn: cilindar.
Ako ¢; # 0, onda iz (7)? + (h')? = 1 sledi |e1| < 1. Za |ey| = 1, vazi B’ = 0, dakle
h = const, pa dobijamo ravan.
Za 0 < |¢1] < 11 pogodno izabran koordinatni sistem, imamo r = cju i h = dyu za
neku konstantu d; pri ¢emu je ¢ + d? = 1, pa dobijamo kruzni konus.
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4.2.1 Sferne rotacione povrsi

Pretpostavimo da je K > 0 i stavimo K = 1/¢? za neku konstantu ¢ > 0. Tada
je opste resenje diferencijalne jednacine (4.1) dato sa r(u) = X - cos (u/c+ ug) 1 sa
pogodno izabranom duzinom luka mozemo pretpostaviti r(u) = Acos(u/c) gde je
A > 0. Sada iz (r')% + (W')* = 1 sledi

)\2
h(u) = i/ \J1— gsin2%du. (4.2)

Bez gubljenja opstosti mozemo izabrati gornji znak. Tako je sferna rotaciona povrs
data parametarskom reprezentacijom (2.21), pri ¢emu su

1 22 1
r(ul):)\cosu? i h(ul)—/\/l—gsiﬁ%dul

1
deje A >0, c=—— 1 K > 0. Integral iz formule (4.2) je elipticki.
gde ] Vi 8 (4.2) je elip

Dobijamo tri razli¢ita tipa sfernih rotacionih povrsi koji odgovaraju slucajevima
A=c, A>cil<ec
Slucaj 1: A = c¢. Tada povrs ima parametarsku reprezentaciju

ut ut

(u") = (ccos — cos u?, ccos ” sinu?, csinu').

81

Dakle, povrs je sfera poluprecnika ¢ sa centrom u koordinatnom pocetku.
Slucaj 2: A > c¢. Odgovarajuce povrsi se zovu hiperbolicke sferne rotacione povrsi.
Ovde integral iz formule (4.2) postoji samo za vrednosti u' koje zadovoljavaju uslov

'QUI<CQt't1€I [ 0 &k 'C+k;]
sin® — < —, to jest u = | — carcsin — T, carcsin — 0
¢ = 0! g A A
za k = 0,4+1,4£2, .... Svaki interval I definiSe neki region povrsi. Poluprecnici
krugova u2-linija su minimalni na krajevima intervala I, i jednaki su r = /A2 — 2
dok se maksimalni polupreénik R = A dostize na sredini svakog regiona.

Sluéaj 3: A < c. Odgovarajuce povrsi se zovu elipticke sferne rotacione pouvrsi.
Kod njih integral iz formule (4.2) postoji za svako u', a polupreénici r krugova
u?-linija se dostizu za sve vrednosti r < \.

4.2.2 Pseudo-sferne rotacione povrsi

Neka je sada K < 0, pa stavljamo K = —1/c?® za neku konstantu ¢ > 0. Opste
resenje diferencijalne jednacine (4.1) je

r(u) = Cy cosh (u/c) + Cysinh (u/c), sa konstantama C 1 Cs. (4.3)
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Slika 4.7: Sferne rotacione povrsi: elipticka, sfere, hiperbolicka

Slucaj 1: €y = —Cy = X\ # 0. Tada iz (4.3) dobijamo r(u) = Aexp (—u/c), pa

povrs ima parametarsku reprezentaciju (2.21) sa

r(u') = Nexp (—%1) /\/1 - —exp —2—“1) du'. (4.4)

Ovakva povrs se zove parabolicka pseudo-sferna rotaciona povrs. Integral iz formule
(4.4) postoji za |u'] > clog (|A|/c).
Slucaj 2: C5, =01 C; = A # 0. Ovde je rotaciona povrs odredena sa

() = /\cosh(u?l) /\/1 - —smh2 ;)dul. (4.5)

Ovakva povrs se zove hiperbolicka pseudo-sferna rotaciona povrs. Integral iz formule
(4.5) je elipticki i postoji za |u'| < ¢ - Arsh(c/|A]) = clog (¢/|\| + /1 + c2/)2).
Polupreénici r krugova u?-linija zadovoljavaju uslov A < r < v/A2 + 2.

Slucaj 3: ¢4, =01 Cy = X # 0. Sada je povrs odredena sa

r(u') = Asinh (%1) / \/1 -= cosh2 ;) du'. (4.6)

Takva povrs se zove elipticka pseudo-sferna rotaciona povrs. Posto je coshx > 1
za svako x, mora biti |A\| < c. Integral iz formule (4.6) je elipticki i postoji za
cosh (u'/c) < ¢/|A|. Poluprecnici r krugova u?-linija zadovoljavaju uslov 0 < r <

V2 — )2,
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Slika 4.8: Parabolicke pseudo-sferne roatacione povrsi

Slika 4.9: Hiperbolicke pseudo-sferne rotacione povrsi
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Slika 4.10: Elipticke pseudo-sferne rotacione povrsi

4.3 Planarne krive date krivine

Fundamentalna teorema krivih kaze da za dve date realne funkcije f € C'(I) i
g € C(I), pri ¢emu je f > 0 na I, postoji — do na translaciju i rotaciju — jedna
i samo jedna kriva sa parametarskom reprezentacijom Z(s) takva da je s duzina
njenog luka, x(s) = f(s) i 7(s) = g(s).

Planarne krive se karakterisu sa 7 = 0. One su razmatrane u radu [100].

Sledec¢i rezultat je vrlo koristan pri nalazenju planarnih krivih date krivine.

Stav 4.3.1. Neka je v planarna kriva sa parametarskom reprezentacijom Z(s), (s €
I) i krivinom K, k # 0 na I. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
u ztx?—ravni. Ako sa ¢(s) oznacimo orijentisani ugao ¢(s) izmedu pozitivnog dela

x'-ose i vektora tangente Uy(s) = Z(s) krive v u tacki s, onda

r(s) = |6(s)].
Dokaz. 1z U1(s) = (cos ¢(s),sin ¢(s)) sledi da
dv. dv
d%bl = (—sin ¢, cos ¢), dakle ¢} o diqﬁl = 0.
Iz ovoga sledi
dﬁl N 771
— =+vUy, gdeje Uy +—
d¢ fol
Posto 3o d
vl—dig;d—f—f—m7’21/£>0,

zakljucujemo da je k(s) = |¢(s)|. O
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Primetimo da se orijentacija planarne krive uvek moze izabrati tako da bude
k = d¢/ds. Iz Stava 4.3.1 sledi da planarna kriva krivine x ima parametarsku
reprezentaciju

#(s) = (f‘ <¢<a>>da,f“sin<¢<a>>da>

S0

\ (4.7)
gde je ¢(s) = [ k(o) do (s € I).

S0

Primer 4.3.2. Ako je k =1/r (r > 0 je konstanta) za svako s € (0,2rr), onda 4.7
dovodi do Z(s) = r(—sin (s/r),cos (s/r)), §to je krug sa poluprecnikom r i centrom u
koordinatnom pocetku, bez tacke (1,0). Ako je k(s) = cs (s > 0) za neku konstantnu
vrednost ¢ > 0, onda (4.7) dovodi do

S

S
2 2
Z(s) = /Cos%da,/sinc%da ,

0 0

Sto je klotoud.
Ako je k(s) = ¢/s (s > 0) za neku konstantu ¢ > 0, onda (4.7) dovodi do

_ exp(¢/c)
VIt

za izbor sg = 0 1 nesvojstvene integrale iz (4.7) to je logaritamska spirala.

p(o)

u polarnim koordinatama p i ¢,

Ako je k(s) = 1/+/(s) za s > 0 onda dobijamo krivu sa parametarskom reprezentaci-
jom,

1
Z(s) = 3 (cos (24/5) + 24/ssin (24/5) |
sin (24/5) — 2y/s cos (2v/2))
—ravni sa tangentama na bilo koji heliks
y(t)

pri cemu je h # 0 konstanta.

§to je kriva preseka x'a®

(1/2)(cost,sint, ht)

4.4 Rotacione povrsi date Gausove krivine

Neka je v kriva data parametarskom reprezentacijom Z(s) = (r(s),0,h(s)) gde je
r(s) >0 (s € I C R) i neka je RS(7) rotaciona povrs generisana rotacijom krive

2

oko z3-ose. Ako stavimo u! = s i sa u? ozna¢imo ugao rotacije, dobijamo sledeéu

parametarsku reprezentaciju za RS na D = I x (0, 2m)

T(u') = (r(u') cosu?, r(u') sinu?, h(u'))
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Slika 4.11: Tri klotoida

Slika 4.12: Heliks, tangente i njihovi preseci sa z'x?-ravni

Slika 4.13: Tri krive sa krivinom k(s) = 2cos s
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/s

Slika 4.14: Rotaciona povrs generisana krivom sa krivinom x(s)

2cos s

Slika 4.15: Rotaciona povr§ generisana krivom sa krivinom x(s)
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Neka je sada K # 0. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je K = +£1.
Neka je K = 1. Tada je opste resenje diferencijalne jednacine (4.1) dato sa r(u) =
C - cos (u+u}). Sa pogodno izabranom duzinom luka, mozemo pretpostaviti da je
C>0iu}=0.Sada iz (r')* + (#')* = 1 sledi

h(u) = / | — C? sin(u) du. (4.9)

Izbor C' = 1 nas dovodi do jedinicne sfere. Za C # 1, integral iz (4.9) je elipticki.
On postoji na intervalu (—7/2,7/2) ako je C' < 1, i na intervalu (— arcsin (1/C),
arcsin (1/C)) ako je C' > 1.

Na kraju, neka je K = —1. Tada je opste resenje jednacine (4.9) dato sa r(u) =
C} coshu + Cysinhu. U specialnom slucaju €y =1 = —C5, dobijamo

r(u) = exp (—u)

h(u) = / V1 —exp(—2u)du for u > 0.

Sada razmatramo slucaj kada je K(u) = k/u?® (u > 0) pri ¢emu je k # 0 konstanta.
Tada (4.9) postaje Ojlerova diferencijalna jednac¢ina. Ako je k < 1/4, onda stavljamo
v=v1_dki

() = w0 § oy = 277

su dva linearno nezavisna resenja. Prvo razmatramo r(u) = cri(u) gde je ¢ # 0
konstanta. Tada

h(u) = %/\/4 — (14 7)2c2ur"1 du

4 1/(y=1)
zau<<m) ako je v > 1, to jest k <0,

1 2y,2\ 1/(1=) 1
azau > % akojev<1,tojest0<k<é—l.

Sada razmatramo r(u) = cre(u) gde je ¢ # 0 konstanta. Tada

1
hu) = 5 / \/4 — (1 —=7)2c2u~0+7) du

1 — ~)2¢2 1/(14)
zZa u > <%> .

Ako je k > 1/4, stavljamo 6 = v4k — 11

r1(u) = y/ucos ($logu)

ra(u) = /usin (£ logu)
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Slika 4.16: Rotaciona povrs za koju je K = k/u® gde je k = 2.5

su dva linearno nezavisna resenja. Prvo posmatramo r(u) = crqi(u) gde je ¢ # 0
konstanta. Tada

r'(u)) = % (cos (£ logu) — dsin (£ logu))
h(u) = / V1= (r"(u)?du

14 65)2
za du > ¢ (cos ($logu) — sin (2 logu))2, za U > (1 +9) .

Sada razmatramo 7(u) = cra(u) gde je ¢ # 0 konstanta. Tada
/ c :
r'(u) = NG (sin (4 log u) + & cos (£ log u))
h(u) = / V1= (r"(u)?du

c(1+ 5)2.

za 4u > ¢ (sin (2 logu) + 6 cos ($logu)), za u > 1

Ako je |k| = 1/2, onda su
ri(u) = Vuiry(u) = Vulogu

dva linearno nezavisna resenja. Prvo posmatramo r(u) = cri(u) gde je ¢ # 0

1 [ 2
h(u):§/ 4—%duzau>%.

konstanta. Tada
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Slika 4.17: Rotaciona povrs za koju je K (z) = log (1 + x)

Sada posmatramo r(u) = cry(u), gde je ¢ # 0 konstanta. Tada je

h(u) = [ \/1 - %(2 + logu)? du

za u > CZ(Q + log u)?.

Na kraju, neka je K(z) = > 2 b.a” (|z| < p) za neko p > 0, stepeni red razvoja
Gausove krivine K. Tada je y(z) = Y - a, 2" za

ke,

Qyro = — |
T w2+
o=y, a,b,_, (rv=0,1,...)
©n=0
resenje diferencijalne jednacine y” + kK (z)y = 0. Izbor a(()l) =1, agl) =0i a(()Q) =0,
a§2) = 1 dovodi nas do dva linearno nezavisna resenja

yD(z) =1+ Z aVa” iy (z) =2+ Z a?z”
v=2 v=0

za |z| < p.
Ako je 7 planarna kriva sa parametarskom reprezentacijom #(s) = (r(s), 0, h(s))
(s € I) i krivinom k(s), onda rotaciona povrs RS(v) ima Gausovu krivinu K =

—r" [r. Posto je k% = (r")? + (h")? = (+")?/(I/)?, dobijamo

k2= (l - W) .

r2 r2

Ova relacija je korisna za nalazenje Gausove krivine rotacione povrsi generisane
planarnom krivom date krivine.

Gausova krivina rotacione povrsi zadovoljava K(u') = K(u'). Prema tome,
mozemo predstaviti K kao rotacionu povrs stavljanjem r(u') = u' i h(u') = K(u')
u (4.8).
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exp T

Slika 4.18: Rotaciona povrs za koju je K

sin

Slika 4.19: Rotaciona povrs za koju je K
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i

Slika 4.20: Gausova krivina rotacione povrsi kod koje je 7(u) = u*? i h(u) =
—(8/27)(1 — u/4)%/?

Slika 4.21: Gausova krivina rotacione povrsi generisane klotoidom

Slika 4.22: Gausova krivina rotacione povrsi za koju je k(s) = 1/4/s
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m*ﬁ

Slika 4.23: Gausova krivina rotacione povrsi krive za koju je k(s) = a/(2y/s)

exp /s cos exp /s

Slika 4.24: Rotaciona povrs tri klotoida
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Glava 5
Animacije

Animacije daju novu dimenziju vizualizaciji. Tako nemamo samo stati¢nu sliku koju
duze vreme proucavamo, ve¢ dobijamo pokretnu sliku na kojoj mozemo prikazati
zeljene efekte. U nekim slucajevima je to promena intervala posmatranja, u drugim
promena parametara, a nekad je promena tacke posmatranja.

Animacije nisu nista drugo do vise slika koje se prikazuju jedna za drugom odre-
denom brzinom i sa odredenom zadrskom.

Filmska animacija je tacno odredena. Prikazuje se 24 slika u sekundi da bi se
dobio utisak glatkog prelaza.

S druge strane, racunarska animacija nema tako strogo propisana pravila. Moze
se prikazati i manji broj slika u sekundi. Takode, sama animacija moze imati vrlo
mali broj slika koje se uopste prikazuju. Za prikazivanje na Internetu je taj broj vrlo
mali, pa animirani GIF-ovi koji se najces¢e javljaju mogu imati i samo dve ili tri
slike koje se smenjuju jedna za drugom. Ovde nije osnovna ideja da se oko ”prevari”
i da se stekne osecaj glatkog prelaza, ve¢ da se prikaze niz slika koje privlace paznju.

U drugom poglavlju ove glave ilustrujemo primenu animacija u vizualizaciji izo-
metrijskih preslikavanja. Kod preslikavanja je prirodno posmatrati ne samo pocetnu
i krajnju sliku, vec¢ i sve njene medufaze.

5.1 Pravljenje animacija

Za pravljenje animacija koristimo aplikaciju Animagic32. To je jednostavna ap-
likacija koja radi na Windows platformi.

Ona omogucava da se vise jednostavnih slika u BMP, JPG ili GIF formatu povezu
u animirani GIF.

Mogucée je definisati duzinu prikaza svake slicice (frame) i to da se neke sli¢ice po-
navljaju. Cela animacija se moze cikli¢cno ponavljati, mogu se ponavljati slike jednim
redosledom, pa kada se dode do poslednje da se ponavljaju obrnutim redosledom, i
na mnoge druge nacine.

89
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Pored toga, moguce je definisati boju pozadine, postaviti svoju paletu boja, ili
postaviti neku boju tako da bude providna (transparentna).

5.1.1 Jedinstven interval sveta

Pri pravljenju animacije mora se voditi racuna o intervalu sveta.

Nas softver ima moguénost automatskog nalazenja intervala sveta pri pravljenju
svake slike.

Kako se animacija sastoji iz vise povezanih slika, logi¢no je zakljuciti da samo
treba napraviti nekoliko slika koje se, tipi¢no, razlikuju za malu vrednost jednog ili
viSe parametara.

Ovde, ipak, treba biti oprezan. Ako svaka slika ima svoj interval sveta, pri anima-
ciji dobijamo objekat koji se pomera na nekontrolisan i nepredvidljiv na¢in i imamo
utisak da slika "skace”.

Ovaj efekat se izbegava tako Sto se napravi jedinstven interval sveta za sve slike
jedne animacije. Ako se to radi automatski (pomocu ScanForI2D ili ScanForl3D)
onda se cela animacija pravi u dva faze. Prvi je skeniranje svih slika da bi se odredio
njihov konveksni omotac u vidu intervala. To ¢e biti zajednicki interval sveta za sve
slike jedne animacije. U drugoj fazi se generisu same slike.

Pri pravljenju animacija treba voditi racuna i o relativnoj velic¢ini slika. Moze se
desiti da neke slike budu mnogo manje od drugih. Posto imaju isti interval sveta,
male slike ¢e biti neprepoznatljive.

Obic¢no se prva i poslednja slika dosta razlikuju. Korisno je uporediti njihove rela-
tivne veliCine na istoj slici. Zato to obi¢no proverimo pre pravljenja same animacije.

Posto mi vrsimo konverzije slika u neki zZeljeni format u nekom komercijalnom
konvertoru, moze se desiti da slike na jednoj slici budu tanje ili drugacije boje u
odnosu na druge slike iste animacije. Posto nemamo uticaja na proces konverzije,
ne ostaje nam nisSta drugo nego da problemati¢nu sliku ponovo konvertujemo sa
neznatnom promenom veli¢ine ili boje.

5.1.2 Kostur programa za animaciju

Dajemo kostur programa za izradu animacija.
U ovom primeru se uzima da se prikazuju jedna ili dve rotacione povrsi, sa promenljivim
parametrom C.

Program <BasicName>; // Animati;
{ Sceleton file for an animation }

{ Explanation the same in the report file <BasicName>.log }
USES UG1,URotS,UMath,UNum;
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VAR
{varialbles for surfaces}

{parameters likes
Lambda, C, StartC, EndC : extended;}

{Varialbles for animation}
i, NoSlides: INTEGER;
BasicName, name, indexl, index2 : string;
report : text;

{$I <include file>}
CGekckkrokokkrokk Visibility  skkkkokkokkokkokokkokok)

{$F+}

{likes
PROCEDURE CheckRotS1 (P:Pt3D; PrRay: Line3D; Dist: EXTENDED;
Var Chk: BOOLEAN) ;
BEGIN
RotS1.Visibility (P,PrRay,Dist, Chk);
IF Chk THEN RotS2.NotHidden(P,PrRay,Dist, Chk);
END;
}

{$F-2

(kKKK kKK Making animation KoK KoK oK oK oK ok o K K K K KoK oK oK ok ok ok K K Kok ok ok oK )

procedure CloseFiles;

procedure PrepareReport;

procedure PrepareProjection (Phi,Theta:integer);

begin
PrSph.C.R := 1000; PrSph.C.PHI := Phi; PrSph.C.THETA := Theta;
PrSph.0.R :=-1000; PrSph.0.PHI = Phi; PrSph.0.THETA = Theta;
PrSph.Z.R :=1; PrSph.Z.PHI := Phi; PrSph.Z.THETA := Theta;
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PrSph.YUP.R:= 1; PrSph.YUP.PHI:= O; PrSph.YUP.THETA:= 90;
end;

procedure PreparePicture (C,Lambda:extended);
begin

{ Definition of interval }

{ Initialization of surfaces up to ConvexHull }
end;

procedure DrawPicture;

begin
{ Initialization of the contour }
{ Draw }

end;

procedure MakePs (Make:boolean; name:string);
begin
if Make then
begin
OnlyScreen:=FALSE;
SetDev (FALSE,FALSE,FALSE,FALSE,TRUE,name+’.PS’,’t’ ,PS);
end
end;

procedure MakeOne (C,Lambda:extended) ;

begin
PreparePicture(C,Lambda) ;
InitializeGraphic;
{Parameter2D; or} Parameter3D;
DrawPicture;

end;

procedure MakeParameterC (StartC,EndC:extended;
NoSlides, i:integer;
var C:extended);
begin
C:=startC+i*(endC-startC)/NoSlides;
end;

procedure MakeWorldInterval (NoSlides : integer;
Lambda, StartC,EndC : extended);
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begin
MakeParameterC (StartC,EndC,NoSlides, 1, C);
PreparePicture(C,Lambda) ;

{WI3D := RotS.I3D;}
ConvexHullI3D(RotS1.I3D,RotS2.I3D, WI3D);
for i:=1 to NoSlides do
begin
MakeParameterC (StartC,EndC,NoSlides, i, C);
PreparePicture (C,Lambda);

{ ConvexHullI3D(WI3D,RotS.I3D, WI3D);}
ConvexHullI3D(WI3D,RotS1.I3D, WI3D);
ConvexHullI3D(WI3D,RotS2.I3D, WI3D);

end;
end;

procedure TestFirstLast (Lambda,StartC,EndC:extended; NoSlides:integer);
begin
InitializeGraphic; { Sweech off in Make(One !!! }

MakeParameterC (StartC,EndC,NoSlides, 0, C);
MakeOne (C,Lambda);
MakeParameterC (StartC,EndC,NoSlides, NoSlides, C);
MakeOne (C,Lambda) ;

end;

(st kokskokkkkokokok ok ok ok kMATN  PROGRAMME sk sk sk sk s sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk s ok ok sk ok s ok ok ok ok )
BEGIN

{Parameters}

Lambda:=1;

StartC := 1.2;

EndC := 2;

NoSlides := 16;
BasicName := ’asdf’;

PrepareReport;
PrepareProjection (<30,25>);
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MakeWorldInterval (NoSlides,Lambda,StartC,EndC);
(* TestFirstLast (Lambda,StartC,EndC, NoSlides); *)

for i:=0 to NoSlides do
begin
MakeParameterC (StartC,EndC,NoSlides, i, C);

index1 chr(i div 10 + ord(’0’));
index2 := chr(i mod 10 + ord(’0’));
name := BasicName + indexl+index2;

{ MakePS (false, name);}

MakeOne (C,Lambda);
writeln(report,name,’ Lambda = ’, Lambda:0:2,’ C=",C0:0:4);

if 1 < NoSlides then CloseFiles;

end;

close(report);
CloseGraphic (TRUE) ;
END.
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5.2 Vizualizacija izometrijskih preslikavanja

U ovom poglavlju razmatramo izometrijska preslikavanja, dajemo karakterizaciju
povrsi koje se mogu izometrijski preslikati u ravan i objasnjavamo nacin na koji
se moze izometrijski preslikati zavojna povrs u rotacionu, i obrnuto. Izometrijske
transformacije su razmatrane u radu [105]. Analiticke transformacije izmedu povrsi
su razmatrane u radu [109)].

5.2.1 Izometrijska preslikavanja

Neka su S i S* povrsi date parametarskim reprezentacijama #(u’) i #*(a') i neka je
F : S — S* preslikavanje iz S u S* dato funkcijama h € C"(D)

i = h'(u',u?) (i =1,2)

i neka njegov Jakobijan bude razli¢it od nule. MoZemo uvesti nove parametre u* za
povrs S*
i = h'(u u?) (i=1,2).

Tada je preslikavanje F' dato sa u* = u’ (i = 1,2), aza S i S* se kaze da imaju iste
parametre.

Preslikavanje F' : S — S* je izometrijsko ako je duzina bilo kog puta na povrsi
S jednaka duzini odgovarajuceg puta dobijenog preslikavanjem F. Drugim rec¢ima,
izometrija ¢uva rastojanja.

Neke izometrijske transformacije su translacija, rotacija, osna i centralna simetrija.

Postoji jednostavan potreban i dovoljan uslov da bi preslikavanje F' : S — S™* bilo
izometrijsko; ovaj uslov iziskuje vezu izmedu prvih fundamentalnih koeficijenata g,
igh povrsi S'i S

Teorema 5.2.1. ([72, Sétze 57.1, 57.2, pp. 213, 214])
Preslikavange F' : S — S* je izometrijsko ako i samo ako njegovi prvi fundamentalni
koeficijenti gy, 1 gl u odnosu na iste parametre (u?) i (u™) zadovoljavaju uslov

gi(v’) = gh(u) za ik =1,2.

Posebno, Gausova krivina povrsi je invarijantna u odnosu na izometrijska preslika-
vanja.

Gausova krivina ravni je K = 0, a sfere polupre¢nika r je K = 1/r. Iz drugog dela
teoreme 5.2.1 je ocigledno da ne postoji izometrijska transformacija izmedu sfere i
ravni. Upravo to je glavni problem kartografije.
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5.2.2 Izometrijska transformacija ravni

Pravolinigske povrsi igraju znacajnu ulogu u teoriji izometrijskih preslikavanja.

Ravan, cilindar i konus su povrsi koje u svakoj tacki svake duzi koja ih obrazuje,
imaju istu tangentnu ravan. Ovu osobinu ima jos samo tangentna povrs. Ovakve
povrsi nazivaju se torze. [72, Satz 58.3, p. 223].

Slika 5.1: Torze: Tangentna povrs, konus, cilindar

Slede¢i rezultat pokazuje da su torze jedine povrsi koje se mogu izometrijski pres-
likati u ravan.

Teorema 5.2.2. ([105, teorema 2.2])
Dovoljno mali deo povrsi klase C™ (r > 3) se moze izometrijski preslikati u ravan
samo ako je deo neke torze.

5.2.3 Izometrija izmedu rotacionih i zavojnih povrsi

Sada razmartamo jo$ dve klase povrsi koje se mogu izometrijski preslikati jedna u
drugu, to su rotacione (obrtne) pouvrsi i zavojne povrsi.

Bour—ova teorema kaze da se svaka zavojna povrs moze preslikati na deo rotacione
povrsi. Dajemo kompletan dokaz ovog rezultata zato sto je konstruktivan i daje
nacin za nalazenje rotacione povrsi u koju se data zavojna povrs moze izometrijski
preslikati. Ovaj postupak se moze koristiti i za pravljenje animacija izometrijskih
preslikavanja od zavojne do rotacione povrsi.

Teorema 5.2.3 (Bour). ([105, teorema 2.3])
Svaka zavojna povrs S se moze izometrijski preslikati na rotacionu povrs.

Dokaz. Posmatramo rotacionu povrs datu parametarskom reprezentacijom

Z(u') = (u' cosu?, u' sinu?, h(u')) (5.1)



5.2. VIZUALIZACIJA IZOMETRIJSKIH PRESLIKAVANJA 97

i zavojnu povrs datu parametarskom reprezentacijom

Z(a') = (a' cos@?, ' sina?, cu’® + g(a')) (5.2)

gde je ¢ konstanta.
Prvo uvodimo ortogonalne parametre u*' i u*? za zavojnu povis S sa parame-

tarskom reprezentacijom (5.2) tako da w*!-linije budu heliksi a u**~linije njihove

ortogonalne trajaktorije. Stavimo u*' = @! i u*? = h(a', u?). Tada su u*'-linije he-

liksi i treba odrediti funkciju h tako da su u*?-linije njihove ortogonalne trajaktorije.

Posto je

2

2 =1

71 = (cos@?,sin@?, ¢'(u%)) i To = (—u' cosu?®, u' sinu?, c),
prvi fundamentalni koeficijenti povrsi S u odnosu na parametre @' i @* su dati sa
g1 =14 (¢'(@")? g2 = cg'(u') i goo = (4')? + %, pa je onda prva fundamentalna

forma povrsi S

ds = (1+ (g/(a")?) (du')” + 2¢q'(a')da'da? + ( (') + ¢*) (da?)”

(a1)? 4 ¢
12 cg(@) 5\
-+ ((Ul) + 02) (mdul + du2
Ako stavimo
cg'(a')

— da' + du? = ndu** gde je n konstanta,
(a')? 4 ¢

to jest, ako koristimo transformaciju
1 '(ut
wt =atiu? = h(atu?) = - (c/—‘cj(2 ) du' + ug)
(w')” +c2

za 1 # 0, onda je prva fundamentalna forma povrsi S u odnosu na nove parametre

w1 u*? data sa

ds? — <1+ (u')” (g (u*)) > (du*1)2+772 <(u*1)2—|—02> (du*2)2 (5.3)

(u*1)2 + 2

1

a parametri v*! i u*? su ortogonalni.

Da bi dokazali Bour—ovu teoremu, neka je RS rotaciona povrs data parametarskom
reprezentacijom (5.1) za (u',u?) € D C (0,00) x (0,27). Tada

71 = (cosu? sinu?, b (u')) i & = (—u'sinu?, u' cosu?, 0)
a prva fundamentalna forma povrsi RS je data sa

dst = (14 (W(@h)?) (du')® + (u')* (du?)” (5.4)
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Po teoremi 5.2.1, zavojna povrs S data parametarskom reprezentacijom u odnosu

*1

na gore uvedene parametre u*' i u*? je izometrijsko preslikavanje rotacione povrsi

RS ako i samo ako su prve fundamentalne forme (5.3) i (5.4) jednake. Ovo se desava
ako stavimo

2=y (5.5)

u
(u1)2 =7’ ((u*1)2 + 02> za neku konstantu 7 # 0 (5.6)

pa imamo

L+ (W(uh) (dul )2 _ oy ) (5.7)

du*l (u*1>2 + c2

Veze (5.5), (5.6) i (5.7) nam omoguéavaju da nademo zavojnu povrs koja je
izometrijsko preslikavanje date rotacione povrsi, i obrnuto, rotacionu povrs koja
je izometrijsko preslikavanje date zavojne povrsi. Ako je data rotaciona povrs, ko-
ristimo relaciju (5.6) da bi eliminisali parametar u' iz (5.7) a zatim resili jednacinu
(5.7) po ¢'(u*') da bi nasli funkciju g zavojne povrsi. Obrnuto, ako je data zavojna
povrs, koristimo vezu (5.6) da bi eliminisali parametar u*! iz (5.7) a zatim resili
jednacinu (5.7) po h/(u') da bi nasli funkciju h rotacione povrsi.

O

Na kraju primenjujemo ovaj postupak za nalazenje zavojne povrsi koja je izometri-
jsko preslikavanje katenoida.

Primer 5.2.4. Posmatrajmo katenoid dat parametarskom reprezentacijom

1

ZF(u') = (u' cosu?, u' sinu?, aArcosh)u—, gde je a > 0 konstanta
a
za (ut,u?) € D C (a,) x (0,27). Sada
1oy a : o (uh)? 1

Pruvo iz (5.6) dobijamo u'du' = n*u*du*!, to jest du' /du*t = n*-u*' /ul. Zamenom
u (5.7), eliminisanjem u' i refavanjem po ¢ (u*'), dobijamo

4 (u*1)2 B (u*l)Z(g/(u*1>>2
n 772 ((u*1)2 4 02) — a2 L+ (u*1)2 12

zau' > \/a®/n® —c%ic<alln|, a onda
() + ) (W22 = 1) = (= %))
(u1)? ((U*I)Q 42— Z_z) '

dwl Q

(9/(u))? =
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Izaberemo n = 1 i stavimo k* = a®> — ¢® za a > c¢. Tada imamo
(w)2 + 2) k2
(D)2 ()2 — k2)

(¢ (uh))? = zaut >k >0,

to jest

1oy ((w)? +¢)
gu™) = k\/(u*l)Q (w1)? — k2)
1z ovoga dobijamo
g(u*) = klog (\/(u*1)2 + 2+ \/(u*1)2 - k2>

k (u)? + 2
c (u*1)2 _ k2

— carctan + CZ, gde je d konstanta.

Primetimo da smo mogli izabrati d= 0, posto promena d utice samo na pomeranje

3_ose.

ZaVoJIne pouvrsi U pravcu T
Za svako k za koje je 0 < k < a, odnosno za svako c za koje je 0 < ¢ < a, dobijamo

zavojnu povrs Sk

(™) = klog (\/(u*1)2 T+ (w) - k2)

(u"l)2 +c?

— carctan | — 3
c (u*l) — k2

koja je izometrijsko preslikavanje katenoida. Ako je k = a, to jest ako je ¢ = 0,
dobigamo originalni katenoid

*1

g(u) = alog <u*1 +/(ut)? — a2> = aArsinh (u

za u*' > a.
a

Ako je k = 0, to jest ako je ¢ = a, onda je ¢'(u*') = 0 i dobijamo helikoid.

5.2.4 TIzometrijska preslikavanja rotacionih povrsi

Sada odredujemo sve rotacione povrsi koje se mogu izometrijski preslikati na rota-
cionu povrs sa nekonstantnom Gausovom krivinom.

Posto prvi i drugi fundamentalni koeficijenti rotacione povrsi S zavise samo od
parametra u', Gausova krivina je konstantna duz proizvoljne u?-linije povrsi S.
Osim toga, Gausova krivina povrsi je invarijantna u odnosu na izometrijsko pres-
likavanje. Kako Gausova krivina date rotacione povrsi S nije konstantna, u?-linije
rotacione povrsi S* koju treba odrediti, moraju se preslikati na u2-linije povrsi S. Na
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Slika 5.2: Izometrijsko preslikavanje katenoida u zavojnu povrs
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kraju, posto su izometrijska preslikavanja konformna (o¢uvavaju se uglovi), u'-linije
povrsi S* se moraju preslikati na u'-linije povrsi S.
Neka su S i S* date parametarskim reprezentacijama

F(u') = (r(u') cosu?, r(u') sinu? h(u')), i

F(u*) = (r*(u™) cosu™?, r* (u*™) sinu*?, h* (u*!))

gde suu!iwu*! duzine lukova duz u!'-linija povrsi S i w*!-linija povrsi S*, respektivno,

to jest (r'(u))? + (W (uM))? = 11 (v (u*™)? + (¥ (u*!))? = 1. Prvi fundamentalni
koeficijenti su g1; = g5, = 1, g12 = g}y = 01 goo = r(u') i g3, = r*(u*!), dakle, prve
fundamentalne forme su

(ds)? = (du")?* + h*(u")(du?)? i (ds*)? = (du*)? + (R*(u*™))? (du™?)?. (5.8)

1

Posto u!'~ i u?-linije povrsi S odgovaraju u*'- i u*?~linijama povrsi S*, mora biti

u*1<u1’u2) — u*l(ul) i u*2(u17u2) — U*Q(U2).
Prvi fundamentalni koeficijenti povrsi koja je dobijena izometrijskim preslikavanjem
moraju zadovoljavati uslov g, = g5, za i,k = 1,2. Tako iz (5.8) dobijamo

. h(ub) du*?
*1 1 _
du™ = +du" i ) + T (5.9)

Iz leve jednacine iz (5.9) sledi u*! = +u' +cy gde je ¢y konstanta. Ako izaberemo istu
orijentaciju za u! i w**linije, mozemo pretpostaviti ©*! = «!. Tada desna jednacina
iz (5.9) postaje
==+
h*(ul) du?
Posto leva strana ovog identiteta zavisi samo od u' a desna strana samo od 2, mora
biti

h(ub) du*?(u?) '

d *2 1
Yoo +—, gde je ¢ # 0 konstanta.
du? c

Iz ovoga sledi u** = du?/c + d gde je d konstanta. MoZemo izabrati d = 0 i gornji

R*(u') = c¢- h(u') i

znak, zato sto d odgovara nekoj odredenoj rotaciji oko ose, a znak odgovara refleksiji.
Tako dobijamo u*! = u! i u*? = u*/c. Posto je u*! duzina luka duz u*-linija, sledi

W) = VI= (WP = V1= W)

Zbog toga je svaka rotaciona povrs S* koja se moze izometrijski preslikati na datu

rotacionu povrs S sa nekonstantnom Gausovom krivinom, data parametarskom
reprezentacijom

U2 2

7 (u") = (er(u') cos ?,cr(ul)sin %,h*(ul)) (5.10)
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gde je  h*(u') = / V1 —c2(r'(ul))? du'. (5.11)

Ako je ¢ = 1, onda je S* = S. Neprekidna promena parametra ¢ odgovara
neprekidnoj deformaciji. Za datu rotacionu povrs postoji jednoparametarska familija
izometrijskih rotacionih povrsi.

Slika 5.3: Izometrijska deformacija pseudo-sfere



Glava 6

Primene

U ovoj glavi razmatramo neke primene naseg softvera.

Softver daje samo princip iscrtavanja objekata, a sama vizualizacija zavisi od
oblasti na koju se primenjuje. Primene u geometriji i diferencijalnoj geometriji su
nesto $to oc¢ekujemo, ali smo vrsili i istrazivanja vizualizacije i u oblasti kao Sto su
topologija i kristalografija.

6.1 Primene u diferencijalnoj geometriji

Ovde primenjujemo rezultate iz poglavlja 2.3.3 za predstavljanje asimptotskih i
geodezijskih linija na pseudo-sferi, povrsi generisanoj oskulatornim krugovima i
tubastoj povrsi generisanoj oskulatornim sferama neke asimptotske linije na pseudo-
sferi. Takode predstavljamo normalnu krivinu duz krive v na torusu, na pravolinij-
skoj povrsi generisanoj krivom « i vektorima normale povrsi na torusu duz ~.

Studija diferencijalne geometrije prevazilazi opseg ovog rada. Vise o pojmovima
iz ove oblasti se moze naéi u knjigama [5] i [118].

Posmatramo pseudo-sferu PSS sa parametarskom reprezentacijom

F(u') = {e_“1 cosu?, e sinu?, / mdul}
((u',u?) € (0,00) x (0,27)). (6.1)
Stav 6.1.1. (a) Asimptotske linije na pseudo-sferi PS su date sa
ut(t) =t iui(t) = +log (et + m> + ¢y za svako t > 0, (6.2)

gde su cy i c_ konstante (slika 0.1). Ako izaberemo gornji znak i ako je ¢, = 0
u (6.2) tada asimptotska linija ima parametarsku reprezentaciju u odnosu na svoju
duzinu luka

coss sins

Z(s) = {Coshs’ Rl tanh s} za svako s > 0. (6.3)

103
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Slika 6.1: Asimptotske linije na pseudo-sferi

(b) Vektori triedra vy (k = 1,2,3), krivina k i torzija T asimptotske linije date sa
(6.3) su (slika 6.2)

inh
v(s) = —:;;22 {cos s,sin s, —sinh s} + ok s{_ sin s, cos s, 0}, (6.4)
1
Ua(s) = —m{cos s,sin s, —sinh s} — tanh s{—sin s, cos s, 0}, (6.5)
" 1 . . :
U3(s) = COShS{Slnhscos s,sinh ssins, 1}, (6.6)
2
k(s) = p—— i T(s)=1. (6.7)

Dokaz. (a) Prisetimo se da su prvi i drugi fundamentalni koeficijenti rotacione povrsi
sa parametarskom reprezentacijom

Z(u") = {r(u') cosu?, r(u") sinu?, h(u')}, (6.8)
gde je r(u') > 01 |r'(u')] + |W/(u!] > 0 dati sa
gu = (") + (), 12 =0, go =17, (6.9)

../ _ 1.1 !
L= =0 Ly = W
(7"/)2 + (h/>2 (7«/)2 + (h/)Q

Kako vazi (r')? + (I/)? = 1 za PS, drugi fundamentalni koeficijenti se svode na

(6.10)

,r,//

.
LH:—W:EILQQZ’F}LI‘
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The vectors of the trihedron at a point

of an asymptotic line on a pseudo — sphere

Slika 6.2: Vektori triedra duz krive na pseudo-sferi

Posto je PS povrs sa konstantnom Gausovom krivinom K = —1, asimptotske linije
postoje na celoj oblasti definisanosti; one su date resenjima diferencijalne jednacine
L1y (du')? + Loy(du®)? = 0, to jest

= Lu(w) r( S == L 4 ! (6.11)
du1 T Laa(u r(ul) h’ u1 W) T Ve

to jest

du? et L
=%+ | —==% | ———du
V1—e 2 ver —1
Da bi resili integral I(u') u ovoj jednacini, uvodimo smenu t = ¢*' > 1, i dobijamo

dul/dt =1/t i

dt T
mzlog (t+\/t2—1) :log<e“1—|— e?u —1).

Ovo nas dovodi do parametarske reprezentacije (6.2) za asimptotske linije na povrsi
PS.
Za asimptotske linije date sa (6.2) sa gornjim znakom i ¢, = 0 dobijamo

dakle s(t) = u%(t), a onda e™* = 1/ cosh s. Na kraju imamo

h(s):h(t(s)):/m%da‘:/\/l—ﬁ\/l—ﬁds
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1
:/(1— 5 )ds:s—tanhs.
cosh” s

Ovo nas dovodi do parametarske reprezentacije iz (6.3).

(b) Stavimo ¢(s) = 1/ cosh s i izostavimo argument s u ¢ i njegovim izvodima ¢ i
¢, i dobijamo ¢ = —@¢?sinhs, (¢)? = ¢*(cosh’s — 1) = ¢ — ¢*, ¢ = —¢?cosh s —

20¢sinhs = —¢ + 2¢3sinh® s = —¢ + 20 — 263 = ¢ — 293, ¢ — = —2¢° i

d(tanh(s)) _ 5.

ds cosh? s

Sada sledi 07 = f(s) = {¢ cos s, psins, 1— $?*} + ¢{—sin s, cos s, 0}, odakle dobijamo
(6.4). Dalje, imamo

a?(s) = {(¢ — ¢) cos s, (qb — ¢)sins, —2q3¢} + 2(15{— sin s, cos s,0} (6.12)

i K2(s) = [IZ(s)|* = (6 — 9) +4(9°(¢* + 1)) = 4(¢° + &*(1 — ¢*)(1 + ¢°)) = 4¢°, a
ovo i (6.12) dovodi do (6.4) i k(s) iz (6.6). Kako k(s) # 0, sledi 03(s) = =N (u'(s))
za svako s, gde je vektor normale povrsi N dat sa

1
("2 + (W)2

N = {—h cosu?, —h sinu?, '} (6.13)

pri cemu je (7')2 + (B')?2 =1, W (u'(s)) = tanh s i 7/(u'(s)) = 1/ cosh s, dakle

= 1
N(u'(s)) = coshs{_ sinh s cos s, —sinh ssin s, 1}.

Uporedivanjem komponenti vektora N (u(s)) i 71(s) X (s) dovodi nas do ¥3(s) =
—N(ui(s)), pa prema tome, (6.6). Na kraju, posto pseudo-sfera ima konstantnu
Gausovu krivinu K (u') = —1, sledi da je |7(s)| = \/— K (ui(s)) = 1. O

Primer 6.1.2. (a) Predstavijamo uopstenu tubastu povrs generisanu oskulatornim
krugovima duz asimptotske linije (6.3) na pseudo-sferi (6.1) to jest, po (2.15), povrs
sa parametarskom reprezentacijom

F(u') = Y (u) + p(u)(cosu? T(u') + sint vy (u')) for (u',u®) € I x (0,27),

gde su Y, p = 1/K, V) iUy date sa (2.14), (6.7) (6.4) i (6.5) pri cemu je s zamenjeno
sa ut (slika 6.6).

(b) Predstavljamo envelopu oskulatornih sfera duz asimptotske linije (6.3) na pseudo-
sferi (6.1), to jest pours sa parametarskom reprezentacijom (2.17) gde su mi, p, T,

T, Uy 1 U3 dati sa (2.16), (6.7), (6.5) i (6.6) (slika 6.7).
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N(u'(s))

Slika 6.3: Oskulatna ravan i krug u tacki asimptotske linije v na pseudo-sferi, i kriva
Ym centara krivine asimptotske linije

pl \ Pseudo — sphere

—_

N

Slika 6.4: Oskulatorna ravan i sfera u tacki asimptotske linije v na pseudo-sferi, i
krive 7,, 1 v* centara krivine i centara oskulatornih sfera
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A pseudo — sphere and the osculating sphere at a point

of an asymptotic line on the pseudo — sphere

Slika 6.5: Oskulatorna sfera u tacki asimptotske linije na pseudo-sferi

NS
N
NN
SN,
>

Slika 6.6: Uopstena tubasta povrs generisana oskulatornim krugovima duz asim-
ptotske linije na pseudo-sferi
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Slika 6.7: Envelope oskulatornih sfera duz asimptotske linije na pseudo-sferi

Na kraju vizualizujemo normalnu krivinu duz krive na torusu.

Ako je S povrs sa parametarskom reprezentacijom Z(u) ((u',u?) € D C IR?) a v
kriva na S sa parametarskom reprezentacijom ¥(t) = Z(u'(t)) (¢ € I) i normalnom
krivinom k,(t) = k,(u'(t)), tada mozemo predstaviti &, (t) pomoéu krive ~,, date

—

parametarskom reprezentacijom Z*(t) = Z(t) + k,(t)N(t) (t € I). Ako oznacimo
u*!l = ¢, vidimo da je -, kriva na pravolinijskoj povrsi RS koja ima parametarsku
reprezentaciju

F*(u*) = glu™) +u?Z(w*) (v, u?) € I x R)

i v, se dobija stavljanjem u*? = k,,(u’(u*')) u (6.14).
Primer 6.1.3. Posmatramo torus kao rotacionu povrs (6.8)
r(ut) = +rocosut i h(u') = rosinu! ((u',u?) € I x I, C (0,27) x (0,27))
gde su ri 1 g pozitivne konstante, ry > rg.
Kako je
r'(u') = —rgsinu', " (u') = —rgcosu’, W (u') =rocosu' i B (u') = —rosinu’,
iz (6.13), (6.9) i (6.10) sledi

N(u') = {—cosu' cosu?, — cosu' sinu?, —sinu'},

gu(u') =13, gia(u') =0, goo(u') = (r1 + rocosu')?,
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Slika 6.8: Reprezentacija normalne krivine duz krive iz primera 6.1.3

1
Li(u') = T—(T(Q) sin?u' + 3 cos?u') = ro, Lip(u') =0
0

(r1 + 7o cos u')rg cos u'

Loy (u') = = (11 + rocosu') cosu’.

To

Ako posmatramo krivu v na torusu, datu sa u'(t) =t i u*(t) = t*, onda za pravoli-
nigsku povrs iz (6.14), za t = u*', dobijamo

§(t) = {(r1 + rocost) cost?, (1 + o) costsint?, rosint},
Z(t) = —{costcost®, costsint? sint},
a za normalnu krivinu duz krive

(Wi (1)) To + 4t*(r1 + o cost) cost
Kk (u'(t)) =
3 + 4t%(ry + ro cost)?

(slike 6.8 i 6.9).
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Slika 6.9: Reprezentacija normalne krivine duz krive iz primera 6.1.3
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6.2 Primene u topologiji
Vizualizacija je moguca cak i u vrlo apstraktnim oblastima matematike, kao Sto je
topologija. Ovo se proucava u radovima [111, 88, 89].

Rad [111] povezuje dve oblasti matematike i racunarske grafike, konkretno, prou-
¢ava neke linearne topoloske prostore i graficke reprezentacije okolina u razmatranim
topologijama.

U ovom poglavlju primenjujemo nas softver za graficku reprezentaciju okolina u
nekom topologijama u dvo— i trodimenzionalnom prostoru. Veéina topologija koje
razmatramo dolazi iz teorije prostora nizova.

6.2.1 Relativne i slabe topologije

Postoji mnogo nacina da se uvede topologija na skupu. Standardan nacin uvodenja
topologije na podskupu nekog topoloskog prostora je zadavanjem relativne topologije.
Takode se i nadtopologije, njihovi specijalni sluc¢ajevi slabe topologije, i topologije
proizvoda mogu iskoristiti za uvodenje topologija na skupovima.

Neka je S podskup nekog topoloskog prostora (X, 7). Tada je relativna topologija
Ts prostora X na skupu S data sa T7g ={ONS: 0 € T} (slike 6.11 1 6.10).

—
Slika 6.10: Relativna topologija Euklidove metrike na pseudo-sferi

Neka je (X,7) topoloski prostor. Podbaza topologije T je kolekcija ¥ C T
takva da, za svako z € X i svaku okolinu N tacke z, postoji konacan podskup
{S1,...,S,} C X takav da = € (),_; S, C N. Ako je X # () i ¥ kolekcija skupova
takva da |J X = X, onda postoji jedinstvena topologija 75, koja ima ¥ za svoju pod-
bazu; 7Ty, je najslabija topologija za koju je > C 7y, i naziva se topologija generisana
kolekcijom Y. Ona se sastoji iz (), X i svih unija konacnih preseka elemenata iz X.

Neka je dat skup X, neprazna kolekcija topologija ® 1 ¥ = {{J7 : 7 € ®}. Tada
se topologija \/ ® = 75, generisana kolekcijom ® zove nadtopologija kolekcije ®. Ona
je jaca od svake od topologija 7T € ®.

Ako X ima prebrojivu kolekciju semimetrika {d, : n € IN}, onda je njena nad-
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Slika 6.11: Okoline date tacke u relativnoj topologiji sa Euklidskom metrikom na
Enneper-ovoj minimalnoj povrsi

topologija, koju oznacavamo sa \/ d,,, semimetrizablna, i data je semimetrikom

n=0 2n1 + dn7 (6 5)

ako je ova kolekcija konacéna, onda se moze koristiti i d =) d,.

Neka je X skup, (Y,7) topoloski prostor i f : X — Y preslikavanje. Tada se
topologija na X generisana kolekcijom {f~1(O) : O € T} zove slaba topologija po f
(definisana sa f), i oznacava sa w(X, f).

Tada je preslikavanje f : (X, w(X, f)) — (Y,7) neprekidno i w(X, f) je najslabija
topologija na skupu X za koju ovo vazi.

Ako je X(Y) podbaza topologije 7, onda je ¥ = {f~1(G) : G € X(Y)} podbaza
topologije w(X, f).

Ako je topologija na skupu Y metrizablna i data metrikom d, mozemo iskoristiti
koncept slabe topologije po f da bi definisali semimetriku é na X

§=dof. (6.16)

Semimetrika 0 je metrika ako je f is 1-1.
Okolina Us(xq,r) tacke xo u odnosu na slabu topologiju po f je tada data sa

Us(xzo,r) ={x € X : 0(z,20) <r} ={x € X :d(f(x),q9(fo)) <}

U opstem slucaju, neka je X skup, ¥ kolekcija topoloskih prostora i za svaki pros-
tor Y € ¥ je data jedna ili vise funkcija f : X — Y. Oznac¢imo kolekciju svih tih
funkcija sa ®. Tada se topologija \/{w(X, f) : f € ®} naziva slaba topologija po ®,
i oznacava sa w(X, ®).

Svaka funkcija f € ® je neprekidna na (X, w(X, ®))iw(X, ®) je najslabija topologija
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na X za koju ovo vazi. Ako je 3(Y') podbaza topologije na Y za svako Y € ¥, onda
Y={fG):fed, f: X =Y, Gex(Y)}

generige w (X, ®).

Slaba topologija po nizu preslikavanja ( f,,) iz skupa X u neku kolekciju semimetrickih
prostora je semimetrizablna.

Topologija proizvoda za proizvod topoloskih prostora je slaba topologija po familiji
svih projekcija iz proizvoda na faktore.

Primer 6.2.1. Neka je B = 1INy i A, = (C,|-|) za svako n € INy gde je |- | moduo
na skupu C kompleksnih brojeva. Tada je proizvod w = C™° skup svih kompleksnih
nizova x = (x)52,. Njegova topologija proizvoda je data metrikom

o0 1 .
d(xz,y) = Z Lzl za svako x,y € w. (6.17)

Sumu 1 proizvod skalarom definisemo na prirodan nacin
T4y = (T + Yk t Ao = (Azp)ie, (2, y €Ew; A € C),

Primer 6.2.2. Neka je p = (pr)5>, pozitivan ogranicen niz i neka je M = max{1, supy, px }-
Tada skupovi

l(p) = {x Ew: Z |z |PE < oo} ico(p) = {:c €w: lim |zgx|P* = 0}

k—oo
k=0

imagu prirodne metrike dyy 1 do,(p)
0 1/M
dip) (7, y) = (Z |2y, — yk|p’“> 0 (6.18)
k=1

1/M
do,p)(z,y) = (Sl;p |78 — yk!”k) (6.19)

6.2.2 Vizualizacija okolina

Sa By(r,Xo) = {X € R" : d(X,Xy) < r} ozna¢imo otvorenu loptu iz (IR",d)
polupreénika r» > 0 sa centrom u Xj.

Dajemo graficku reprezentaciju okolina predstavljenih njihovim grani¢nim oblas-
tima 0B4(Xj) u slucajevima kada jen =21in = 3.
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Okoline u IR?

Granicne oblasti 9Bgy(r, Xo) okolina By(r, Xo) iz IR? su date nulama realne funkcije
dve promenljive. Tako nas softver ima ugraden algoritam za nalazenje nula funkcija
zgodnije je i mnogo manje zahtevno u vremenu izvrsenja programa da sami nademo
parametarsku reprezentaciju za 0 By(r, X). Konkretno, to se moze posti¢i za metrike
d iz primera 6.2.1 i d,) iz primera 6.2.2.

Primer 6.2.3. Metrika d iz primera 6.2.1 se u prostoru IR* svodi na

|zt — | N 2% — |
(T+ ]zt —yt) 41+ |22 —y?)

d(X,Y) = ; (6.20)

Neka je Xo € IR? sa vektorom poloZaja Ty, i neka jer < 1/4. Tada je parametarska
reprezentacija za 0By(r, Xo) (levo na slici 6.12)

5t) { 2r sgn(cost) cos®t 4r sgn(sint)sin? ¢
i =

Ty (t € (0,27)).
1—2rcos?t = 1—4rsin®t }+$0( € (0.2m)

Primetimo da ona nije diferencijabilna za t = w/2, 7,37 /2.
Faktori 1/2% w definiciji metrike d za w su uwvedeni da bi se osigurala konvergentnost
reda; oni se mogu zameniti clanovima bilo kog pozitivnog konvergentnog reda. U
konacnom slucaju, mozZemo izabrati da faktori budu jednaki jedinici, i posmatrati
metriku g I

d(X,Y) = TE— + e (6.21)

pa je parametarska reprezentacija za 9By, (r, Xo) (desno na slici 6.12)

Z(t) =

7 sgn(cost) cos®t 1 sgn(sint)sin?t .
: . + &y (t € (0,27)).
{ 1 —rcos?t 1 —rsin®t o (B )

Primer 6.2.4. Sada posmatramo metriku d, 1z primera 6.2.2. Tada je parametar-
ska reprezentacija za OBy, (r, Xo) (slika 6.15)

T(t) = {1(t), 2(t)} + Zo (¢ € (0, 2m))
gde su
d1(t) = rM/P1| cos t|?/P1 sgn(cos t), (6.22)
P (t) = rM/P2| sin t|*/P2 sgn(sin t). (6.23)

Primer 6.2.5. Na kraju, predstaljamo okoline u metrici datoj formulom (6.15),
(slika 6.14).
_ dipy) dpy)
1 + d(pQ) 1 + d(pz) ’
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Slika 6.12: Grani¢ne oblasti okolina u metrikama (6.20) i (6.21)
levo: 0By(r,0); desno: 0By(r, Xo) zar=n/30 (n=0,1,...,6).

Okoline u slabim topologijama u IR?

Sada predstavljamo okoline u nekim slabim topologijama. Ponovo, korisno je nadi,
ako je to moguce, parametarsku reprezentaciju grani¢nih oblasti okolina. Neka je
d metrika za IR koja dolazi iz paranorme g, Yy € IR? i neka je dBy(r,Yy) C R?
data parametarskom reprezentacijom 7(t) = {¢1(t), ¢2(t)} (t € I) gde je I C IR neki
interval. Tada imamo

Y € OBy(r,Yy) ako i samo ako d ((¢p1(t), ¢2(t)),Yy) = r zaneko t € I.

Pretpostavimo da je S C IR? domen, a f : S — IR? bijektivna funkcija ¢iji je inverz
h:IR? — S. Tada grani¢na oblast 0B;(r, X,) slabe okoline Bs(r, Xj) tacke X, € S
u metrici 9 iz (6.15) slabe topologije w(.S, f) ima parametarsku reprezentaciju

Z(t) = h(®(t) + f(Xo)) (t € T) gde je © = (g1, ¢2),
posto X € 0Bs(r, Xo) ako i samo ako

d (f(h(®(t) + f(X0)), f(Xo))
d(®(t) + f(Xo), f(Xo)) = g(@(t)) = r-

Primer 6.2.6. Slabe okoline u jedinicnom krugu C
Koristimo funkciju f : Cy = {X = (z,y) € R* : 2? + y*> < 1} — IR?

x y
f<""”’y>:<1_ x2+y2’1—\/m> 16:29

(X, Xo)
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Slika 6.13: Levo: 0By, (1,Xo) zapi =1/(n+1)ips=n+1(n=1,2...,5)
desno: 0By, (1,Xg) zap = 1/4+(n+1)/4 (n =0,1,...,7)ip=n—-5(n =
8,9,...,12)

Slika 6.14: 0Bq, (1, Xo) za 7 = n/10 (n = 1,2,...,9), p1 = (1,2) i ps = (5,4) i
metriku d iz primera 6.2.5

da wvedemo slabu topologiju w(Cy, f) na Cy. Njena inverzna funkcija h : IR* — Oy
je data sa

z Y
h(xz,y) = , .
(=) <1+\/x2+y2 1+\/x2+y2>

Posmatramo metriku d, 1z primera 6.2.2 na IR?, i pisemo ® = (¢1,02) gde su ¢y
i @9 funkcije iz (6.22) i (6.23), a ¥V = &+ f(Xo) = (¢1,v2) za Xy € Cy. Tada je
granicna oblast dBs, (r, Xo) = 0Bq, f(r, Xo) data parametarskom reprezentacijom
Z(t) = {h(t), ha(t)} (t € (0,2m)) (slika 6.15)

_ Ui(t)
L+ v/ (¥1(1)? + (¢2(1))?

(k=1,2).
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Slika 6.15: Slabe okoline 9B;, (1, Xo) u jedinicnom krugu po funkciji f iz (6.24) za
p = (7/4,3/4) i odgovarajuce okoline 9By, (r, Xo) u IR?

Primer 6.2.7. Slabe okoline u kvadratu [ — 1,1]?
Koristimo funkcije f, f :[—1,1]* — IR?

flz,y) = (tan (%T),tan (%T)) ifN(%y) - <1 _xm’ 1 _y|y|)

2

da wvedemo metrike ) = dy o f 16 = dpy o f u kvadratu [ — 1, 1]

Slika 6.16: Slabe okoline 9Bs, (r, Xo) na [—1, 1% i odgovarajuée okoline 9By, (1, Xo)
uIR? za p = (3,1/8)

Okoline u IR?

Ovde razmatramo slucaj kada su graniéne oblasti dBgy(r, X;) okolina u IR® date
parametarskom reprezentacijom, kao u slucaju metrike d,) iz primera 6.2.2. Tada
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Slika 6.17: Slabe okoline (9Bg<p) (r, Xo) na [—1, 1] i odgovarajuce okoline 9By, (r, Xo)
uR? za p = (3/4,3/4)

se principi iz poglavlja 6.2.2 mogu lako prosiriti i primeniti na graficku reprezentaciju
okolina u R?.
Posmatramo metriku d, iz primera 6.2.2. Tada je
F((u' u?) = {oi((u',u?)), @2((u',u?)), @3((u', u?)) } + T
((u',u?) € (—7/2,7/2) x (0,27)) sa

¢1((u',u?)) = rM/prsgn(cosu?)(cos u'| cosu?|) /P,
do((ut,u?)) = rM/P2 sgn(sin u?)(cos u'| sin u?|)?/P2 i
¢s((ul,u?)) = rM/pssgn(sinu')|sinu! [>/P2

parametarska reprezentacija za 0By, (r, Xo). Primetrimo da ona nije diferencija-
bilna za u! = 01 za u®> = 7/2,7,37/2 (slika 6.18); ovo je vazno primetiti sa aspekta
konture za ¢ije odredivanje su potrebni izvodi. Zbog toga moramo podeliti grani¢nu
oblast na osam delova, u ovom slucaju po oktantima.

. DN
i
"

]
1L

l

Na kraju dajemo graficke reprezentacije okolina u relativnoj topologiji (slika 6.22),
i slaboj topologiji (slika 6.23).
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3/2,2,3); desno: njen dual

(

Slika 6.19: Levo: 0By, (1,0) za p

in (0,00)® gde f =

)

OBy,0r(1,0

in R?; desno:

)

0

0By, (1,

Slika 6.20: Levo:
(log, log, log), za p = 5/2

OBa,0r(1,0) in (0,00)*> x R sa f = (log,log,id); desno:

(sinh, tan, id), za p = 2

Levo:

Slika 6.21:
f(0Bg,(1,0)) sa f
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Slika 6.22: Okoline u relativnoj topologiji na Enneper-ovoj povrsi sa metrikom d,)

Slika 6.23: Okoline na sferi u slaboj topologiji pomoc¢u stereografske projekcije



122 GLAVA 6. PRIMENE

6.3 Primene u kristalografiji

Istrazivanja kristala su znacajna u razli¢itim nauc¢nim oblastima, od fizike, hemije,
kristalografije, preko mikroelektronike, ispitivanja materijala, nuklearnog inzinjeringa,
pa sve do medicine, biologije, ekologije i drugih nauka. Neki od novijih rezultata su
(144, 116, 140].

6.3.1 Wulff-ovi kristali

Waulff-ovi oblici se javljaju u formacijama kada se ¢estica jedne supstance nade unu-
tar druge supstance [141]. Postavlja se prirodno pitanje kakav oblik uzima takva
formacija. Fizicki prirodan odgovor je da je takav oblik definisan minimumom
sveukupne povrsinske energije tela koje se posmatra. U izotropskom slucaju, kada
naprezanje povrsi ne zavisi od njene orijentacije, ve¢ je samo pozitivan broj, ovaj
oblik je sferican. Ali, u opStem slucaju, kada je naprezanje razli¢ito u razli¢itim
pravcima, ovaj oblik je mnogo manje simetrican. Odgovarajuéi varijacioni problem
je 1901. fomulisao Wulff u svom radu [167] u kome je izlozio i njegovo geometrijsko
resenje (teorema 6.3.1). Wulff-ova konstrukeija je posmatrana strogim statistickim
mehanizmima samo kao prirodna pojava, kroz ideju povrsinske napregnutosti, sve
do 1992. sa pojavom knjige Dobrushin-a [14] kada dobija formalniji oblik, ¢ime
istrazivanja Wulff-ovih kristala dobijaju novi zamah. 1 danas se vrse ispitivanja u
ovoj oblasti. Neki od najnovijih rezultata su [139, 63, 10, 166].

Rad [112] predstavlja vezu izmedu nekih novih rezultata iz teorije prostora nizova
iz funkcionalne analize i fizicke hemije i kristalografije. Dobijeni rezultati imaju
interesantnu i vaznu primenu u kristalografiji, konkretno pri rastu kristala u ideal-
nim laboratorijskim uslovima. Oni se primenjuju na odredivanje oblika Wulff-ovih
kristala koji se u nekim sluc¢ajevima mogu posmatrati kao okoline u nekim metrizabil-
nim topologijama. Videé¢emo da, ako je funkcija povrsinske energije data normom,
onda je oblik odgovarajuéeg kristala dat okolinom u dualnoj normi (teorema 6.3.6).

Ovde prezentujemo delove rada [112] koji se odnose na vizualizaciju Wulff-ovih
kristala i odgovaraju¢ih potencijalnih povrsi. Takode dokazujemo teoreme 6.3.3 i
6.3.4 koje obezbeduju teorijsku osnovu za ovu vizualizaciju.

6.3.2 Potencijalne krive i potencijalne povrsi

Oznacéimo sa OB™ jedini¢énu sferu u Euklidskom prostoru IR"*!, to jest,

n+1 1/2
OB™ = { T = (11,09, ...,Tnp1) € R |||y = (Z x%) =1y,
k=1

i neka je F': 9B™ — IR funkcija povrsinske energije. Tada mozemo posmatrati skup

PM = {#=F(¢&)¢€ R"™ : &€ B"}
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Slika 6.24: Potencijalne povrsi i odgovarajuéi Wulff-ovi kristali

kao prirodnu reprezentaciju funkcije F'.
U slucajun =1, €= €(u) = (cosu,sinu) za u € (0,27), pa dobijamo potencijalnu
krivu sa parametarskom reprezentacijom (slika 6.25)

PC = {# = f(u)(cosu,sinu) : u € (0,2m)} gde f(u) = F(é(u)).
Kada je n = 2, imamo
e =ée(u',u?) = (cosu' cosu?, cosu' sinu?, sinu')
za (u',u?) € R = (—m/2,7/2) x (0,27)
pa dobijamo potencijalnu povrs sa parametarskom reprezentacijom
PS = {7 = f(u',u?)(cosu' cosu?, cosu' sinu? sinu') : (u',u?) € R}
gde f(u',u?) = F(e(u',u?)).

Potencijalne povrsi su obradene u poglavlju 2.4.2.

6.3.3 Waulff-ova konstrukcija

Wulff je dao sledeé¢i geometrijski princip konstruisanja kristala [167].

Teorema 6.3.1 (Wulff-ova konstrukcija). Za proizvoljno € € 0B™, neka Ez oznacava
hiperravan ortogonalnu na € koja prolazi kroz tacku P sa vektorom poloZaja p =
F(e)e, a sa Hz polu—prostor koji sadrzi koordinatni pocetak 0 i ima graniénu oblast
Ez= 0Hz. Tada je kristal Cg, c¢ija je funkcija povrsinske energije F, na jedinstven
nacin odreden 1 dat je sa
Cr= () He= () {Z:Tec< F(O)}.
écoBn éeoBr

Napomena 6.3.2. Jasno je da, ako je funkcija povrsinske energije F' neprekidna,
onda je Cr zatvoren konveksan podskup prostora R™™.
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Slika 6.25: Potencijalna kriva

6.3.4 Graficka reprezentacija Wulff-ovih kristala

Posto Wulff-ova konstrukcija iz teoreme 6.3.1 nije pogodna za graficku reprezentaciju

Teorema 6.3.3. Neka je F: 0B™ — IR neprekidna funkcija. Tada je tacka X na
granicnojg oblasti 0Cr Wulff-ovog kristala Cg koji odgovara funkciji F' ako i samo
ako vazi (levo na slici 6.26)

F(e)>7ee za svako €€ OB" (6.25)
7 F(éy) =7eéey zaneko ey € OB™. (6.26)

Dokaz. Prvo pokazujemo da iz ¥ € 9CF slede uslovi (6.25) i (6.26). Pretpostavimo
da & € 0Cp. Tada & € Cp. Za proizvoljno € € OB, definisemo preslikavanje
hz : E"™ — IR sa ha(y) = F(é) —yjeé (§ € IE™). Posto je svako od preslikavanja
he otigledno neprekidno, skup Oz = hZ'([0,00)) = {7 € IE" : F(¢) — e & > 0} je
zatvoren, kao i Cp = NzcgprnOz. Tako T € Cp 1 uslov (6.25) je zadovoljen. Dalje,
definisemo preslikavanje gz : 0B™ — IR sa gz(€) = F(€) — 7 e & (¢ € OB™). Posto
je gz neprekidno na kompaktnom skupu 0B" i gz(€) > 0 na dB", postoji & € 0B"
takvo da gz(€) > gz(€y) = infzecopn(€) > 0 za svako € € 9B". Dakle i uslov (6.26) je
takode zadovoljen.

Sada pokazujemo da, ako uslovi (6.2
Pretpostavimo ¥ ¢ 0Cp. Tada &
zadovoljen, ili ¥ € int(CF).

Kada bi smo pokazali da int(Cr) = Naeopn{y € IE" : yo& < F(€)} onda 7 €int(Cr)
znaci da uslov (6.26) nije zadovoljen.

Stavimo A = Nzegpn{y € IE" : yo & < F(€)}. Ocigledno A € Cr. Da bi pokazali
da je A otvoren, pretpostavimo da § € A. Posto je gy : 0B" — IR neprekidno
na kompaktnom skupu 0B™ i gz(€) > 0 za svako € € 9B" postoji 6 > 0 takvo da
97(€) > & za svako € € OB™. Neka je dat v € Ns(y). Tada vee'= (I —y)ec+yoc <

5) 1 (6.26) vaze za neki vektor Z, onda 7 € 9Cp.
¢ Cr = Cr u kom slucaju uslov (6.25) nije
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17— Gl2ll€lls + Te €, 0+ Ge& < gz(€) +yee = F(é) za svako € € IB™ po Kosi-
Svarcovoj nejednakosti, pa tako Ns(%/) C A. Ovim smo pokazali da je A otvoren. Na
kraju, neka je N otvoren skup takavda A C N C Criy € N. Tada yeé < F(€) za
svako € € B™. Posto je N otvoren, postoji § > 0 takvo d Ns(¢) C N. Prema tome
Uz=y+(6/2)¢ € N zasvako €€ OB" i jec=1z0—0/2 < F(€) — /2 < F(€) za
svako € € dB". Dakle 7 € A. Ovim smo pokazali da A =int(CF). O

Teorema 6.3.4. Neka je F': OB™ — IR" neprekidna funkcija i neka je CF : 0B™ —
IRt definisano sa

CF(é) = inf {F(d)(¢e @) : W€ OB icei>0}. (6.27)
Tada je granicna oblast OC'r Wulff-ovog kristala koji odgovara funkciji F' data sa
OCp ={i=CF(e)¢c R : &€ oB"}. (6.28)

Konkretno, za n = 2 parametarska reprezentacija granicne oblasti 0Cr Wulff-ovog
kristala koji odgovara funkciji F' je (desno na slici 6.26)

F(u',u?) = CF(e(u', v?))e(u,u?) za (u',u?) € R = (—m/2,7/2) x (0,27). (6.29)
Teorema 6.3.4 je direktna posledica sledece leme.

Lema 6.3.5. Neka je F : 0B™ — IR" neprekidna funkcija i neka je CF : 0B™ — IR"
definisano sa CF(€) = inf{F(@)(¢eu) ' : 4 € OB™ i ¢ed > 0}. Tada

oCp = | J {CF(&)e}.

ecoBn

Dokaz. Stavimo A = Ugcoppn{CF(€)}. Prvo pretpostavljamo da ¥ € A. Tada
¥ = CF(€)€ zaneko € € 0B", pa onda CF(¢)(ce i) = T e za svako © € B" takvo
da 7 e > 0, dakle inf{ F(7(cev) ;7€ OB"icet >0} (o) =T eu za svako
@ € OB" takvo da Te 4 > 0 po definiciji funkcije CF'. Posto je F(@)(€ed)~" > 0, iz
ovoga sledi F(u0) = F(u(ceu) ' (cew) > Tet za svako @ € OB™ takvo da Ted > 0,
pa iz toga sledi F'(@) > Z e i za svako « € 9B™. Tako vazi uslov (6.25) iz teoreme
6.3.3.

Dalje, za dato ¢ > 0 postoji iy € OB™ takvo da éeily > 01 CF(€) < F(ty)(cety) ™t <
CF(€) + ¢, dakle CF(é)(€eiy) < F(ty) < (CF(€)+¢)(cety) iTeiy < F(iy) <
T ety +e(ee ). Kako je £ > 0 proizvoljno, imamo & e @y = F' (i), pa uslov (6.26)
iz teoreme 6.3.3 takode vazi. Tako smo pokazali A C 9CF.

Obrnuto, pretpostavimo da ¥ ¢ A. Tada CF(€)é # & za svako € € dB". Ako

je £ = 0, onda F(¢€) > Te& = 0 za svako & € dB", pa uslov (6.26) iz teoreme
6.3.3 nije zadovoljen. Zbog toga mozemo pretpostaviti Z # 0 i stavimo & = 2|z i
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D = CF(@/||Z)1/||Z||. Tada DX # 1 D # 1. Za D > 1, iz definicije funkcije C'F

dobijamo

—

S -1
1

(_’)( ’ o_’> W:F(ﬁ)(fo{[)_l>1zasvak0ﬁ€63”,50[[> 0.
z

Posto F(#) > 0 za svako @ € OB, sledi F(@) > ¥ e i za svako @ € 0B",1 ¥ ¢ 0Cp
po uslovu (6.26) teoreme 6.3.3. Slicno, ako D < 1 onda

T 1
F(a) ( :E H) F(i©) (e i)' <1zaneko @t € OB™, T e > 0.

T U o T
1] 1]

]

Dakle F(u) < e za neko @ € 0B™ 1 ¥ ¢ Cr po uslovu (6.25) iz teoreme 6.3.3.

AW )

A \\\ }/l’, ‘
Do TN/
TSR N
2 =
A —e N
e a——— S 55555!'7’-2’/2’ \
S ..h.——=55=’;-1-’.!’5“
PRNNE=CcEt S S |
S5 e e
N 1". 1 ,,’
NG
SH
-

Slika 6.27: Wulff-ovi kristali konstruisani prema teoremama 6.3.3 i 6.3.4
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6.3.5 Slucaj eksplicitno odredene parametarske reprezentacije
Wulff-ovog kristala

Pri razvoju algoritama i programa za graficku reprezentaciju Wulff-ovih kristala
moramo upotrebiti obe teoreme 6.3.3 i 6.3.4. Ipak, u nekim slucajevima se moze
eksplicitno dati parametarska reprezentacija za grani¢nu oblast Wulff-ovog kristala.

Jedan takav slucaj je kada je funkcija F' jednaka normi u trodimenzionalnom
prostoru. Ako je F' = ||-||, onda je grani¢na oblast Wulff-ovog kristala koji odgovara
funkciji ' data njenom dualnom normom (teorema 6.3.6).

Neka je X Banahov prostor i neka je By = {z € X : ||z|| < 1} zatvorena jedini¢na
lopta u X. Dalje, neka X* oznacava neprekidan dual prostora X sa normom || f|| =

sup{|f(x)| : * € Bx} za svako f € X*.

Teorema 6.3.6. Neka je || - || norma na prostoru IR i, za svako W € OB", neka
je ¢ - IR"™ — IR definisano sa

1

ba(x) =weZ =Y wpry (¥ R"M).

1

3
+

i

Tada je granicna oblast OC)., Wulff-ovog kristala koji odgovara | - || data sa

80M = {f ec R e aB”} ) (6.30)

1
el

gde je ||oz||* norma funkcionala ¢z, to jest, dualna norma norme || - ||.

Dokaz. Jasno je da ¢z € (IR"™)* za svako @ € OB", i
loall* = sup{lén(z) : ] = 1.
Iz (6.27) za F = || - || i 0= |lul| 7' - 4, jer je ||0]| =1, dobijamo
C’H.”(é) = inf {“ﬁ”(g _')_1 cueodB"iée-u> 0}

_ (sup {—l(bé’(ﬁ)‘ LG EIB"icei# o})_

<

[
S, S DL . 1
= (Sup{|¢g(’0)| : ”U“ =1livee 7é 0}) b= ||¢_'H*
Sada jednakost (6.30) sledi iz (6.28). O
Napomena 6.3.7. U specijalnom slucaju kada je n =2, iz (6.30) i (6.29) dobijamo
sledeéu parametarsku reprezentaciju za Wulff-ov kristal koji odgovara normi || || na
RS
1
T(u',u?) = Oy (e, u?)) - e(u',u?) = ol e(u',u?) za (u',u®) € R (6.31)

a potencijalna povrs ima parametarsku reprezentaciju

7= F(e(u',u?)) - elu',u?) = ||e(u',v?)| - e(u', u?) za (u',u?®) € R. (6.32)
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Primer 6.3.8. Predstavljamo potencijalne povrsi i odgovarajuée Wulff-ove kristale
za normu || - ||1 prostora £y svih apsolutno konvergentnih redova i za normu || - ||
prostora Ly, svih ogranicenih nizova

1] =l + |wa] + l2s| @ [|1Z]loc = max fag| 20 7= {2y, 22, 23}

Grafike na slici 6.28 su dualne jedna drugoj.

TR

7 /////llmn\\\\\\\

- / %%
D77
A raa ity

Slika 6.28: Wulff-ovi kristali koji odgovaraju normama na prostorima ¢ i £

Neopadajuéiniz A = ()52, pozitivnih realnih brojeva je eksponencijalno ogranicen
ako postoji ceo broj m > 2 takav da za sve nenegativne cele brojeve v postoji bar
jedan element A, u intervalu I8 = [m”, m*** — 1] ([82]). Niz A je eksponencijalno
ogranicen ako i samo ako postoje realni brojevi s,t € (0,1), s < ¢ takvi da za neki
podniz (Anw))ol
sgmgtzasvakoyz(),l,... (6.33)

n(v+1)
([82, Lema 1]). Takav podniz se zove pridruzeni podniz.

Ovde posmatramo niz A, = n+1zan =0,1,... i odgovarajuéi pridruzeni podniz
A1y za n(v) =27 (n=0,1,...). Oznac¢imo sa ), i max, sumu i maksimum po
svim k za koje je n(v) =2V <k <21 —1=n(r+1) -1

Prostor X je F'K prostor ako je kompletan linearan metricki prostor nizova sa
neprekidnim koordinatama P, : X — C (n = 0,1,...) gde P,(z) = z, za svako
r = (z)52, € X; FK prostor je BK prostor ako je njegova metrika data pomocu
norme.

Oznacimo sa w skup svih nizova kompleksnih brojeva. Skupovi

Wao(A) = {x € w:sup S Janl < oo} (6.34)

v n(v+1)
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veo(A) = {x € w:sup S Jak — wpea| < oo} (6.35)

v n(v+1)
Coo(A) = {x € w:sup Do AT — Apm1xa| < oo} (6.36)
v n(v+1)

su BK prostori u odnosu na norme definisane sa

1

”wam(A) = sup h\ Yokl norma za We,(A),
v n(v+1)
1
||1L'||voc(A) = sup b\ ZV|$k - Ik_1| norma za UOO(A),
v n(v+1)
|2l ea(a) = sup ( )ZV|Akxk — Moo 1p1| norma za ce(A).
v n(v+1
Skupovi
W(A) = {I Ew: Y Ansnmax, |z < 00} : (6.37)
k=0
V(A) = {x Cw: an(yﬂ)maxy Zazj < oo} ; (6.38)
k=0 j=k
C(A) = {ZL’ cCw: Z)\n(u+1)maxlj ﬁ < OO} (639)
k=0 j=k

su BK prostori u odnosu na norme definisane sa

Iz llwiay =D Ananymax, |z,
k=0

[z][vea) = Z An(p+1)MaXy ij
k=0 j=k

I

oo
L

Aj

z]ley = Z An(v4+1)Max,
k=0 =k

Prostori W(A), V(A) 1 C(A) su [-duali prostora we (A), veo(A) 1 cx(A), respektivno.
U specijalnom sluc¢aju trodimenzionalnog prostora imamo,

) L ), - (Jza] + )
Z||w =max< — - |z1], — - (|2 x ,
oo (A) )\2 1 /\4 2 3
1 1
7] (a) = max § — - [21], — - (|22 — 21| + |23 — 22]) ¢,
Ao A4
1 1
]| coo(ay = max § — - |21, —— - (|Mow2 — Arw1| + [Azw3 — Aawa]) ¢,
Ao A4

[zllweay = A2 - [21] + Ay - max{|zal, [z3]},
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||x||V(A) = )\2 . |.’E1 + X9 + .’E3| + )\4 . max{|x2 + .733|, |$3|},

+)\4-max{ ,Lf\—j)'}

Primer 6.3.9. Na kraju predstavijamo neke potencijalne povrsi i odgovarajuce Wulff-
ove kristale za norme || - |lwoa), |- o) @ || - llewqa)y (slike 6.29, 6.31 i 6.533), i za
dualne norme || - [[wy, || - vy @ | - lley (slike 6.80, 6.32 i 6.34).

Da bi dobili graficke reprezentacije ovih potencijalnih povrsi i odgovarajucih Wulff-

T2 x3

I i) I3
— + i i
A2 A3

Ny

[zlleay = A2 -

ovih kristala, izjednacavamo niz v = (vx)72, sa trodimenzionalnim vektorom I =
(1,29, 23), xp =0 za k > 3. Za sve slike biramo A = (1,2,3,4).

Slika 6.29: Potencijalna povrs norme ws(A) i potencijalna povrs sa odgovarajuéim
Waulff-ovim kristalom

]

1/

NS

M

Slika 6.30: Potencijalna povrs norme W(A) i potencijalna povrs sa odgovarajué¢im
Wulff-ovim kristalom
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Slika 6.31: Potencijalna povrs norme v, (A) i potencijalna povrs sa odgovarajuéim

Waulff-ovim kristalom
Slika 6.32: Potencijalna povrs norme V(A) i potencijalna povrs sa odgovarajuéim

Waulff-ovim kristalom
Slika 6.33: Potencijalna povrs norme co(A) i potencijalna povrs sa odgovarajuéim

Whulff-ovim kristalom
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Slika 6.34: Potencijalna povrs norme C(A) i potencijalna povrs sa odgovarajué¢im

Wulff-ovim kristalom
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