
Univerzitet u Nišu
Prirodno-matematički fakultet

Departman za matematiku

Nada Damljanović

Viševrednosne relacije nad 
mrežama i poluprstenima: 

Teorija i primene
Doktorska disertacija

Niš, 2012





Univerzitet u Nišu
Prirodno-matematički fakultet

Departman za matematiku

Nada Damljanović

Viševrednosne relacije nad 
mrežama i poluprstenima: 

Teorija i primene
Doktorska disertacija

Niš, 2012





Zahvalnica

Želim da izrazim ogromnu zahvalnost profesoru
Miroslavu Ćiriću na odličnom mentoskom vođstvu
u celokupnom toku mog naučno-stručnog usavrša-
vanja na Prirodno-matematičkom fakultetu u Nišu.
Poseno mu zahvaljujem na uloženom trudu,
mnoštvu novih ideja i interesantnih problema koje
je predlagao, na nesebičnoj pomoći i izuzetnoj pri-
jateljskoj podršci tokom izrade ove disertacije.

Ovim putem izražavam iskrenu i najtopliju zah-
valnost profesoru Mališi Žižoviću na podršci,
beskrajnoj brizi i pažnji koju mi je pružio tokom
naše saradnje na Tehničkom fakultetu u Čačku,
a posebno na svesrdnim i nesebičnim savetima
koji su vešto usmeravali moje težnje za nastavno-
naučni rad.

Čast mi je i izuzetno zadovoljstvo da se zahvalim
profesoru Stojanu Bogdanoviću koji me je, u svim
fazama izrade ove disertacije, podržavao i mo-
tivisao za naučno-stručno usavršavanje.

Veliku zahvalnost dugujem profesoru Jeleni Ignja-
tović na izuzetnoj saradnji i dugogodišnjem pri-
jateljstvu, kao i na svestranoj pomoći pri konač-
nom uobličavanju ovog teksta.

Na kraju, želim da se zahvalim svojoj porodici i
svim prijateljima koji su mi, prilikom izrade ove
disertacije, pružili neophodno razumevanje.





Uvod

Teoriju binarnih relacija uveo je A. De Morgan još daleke 1860. godine,
neposredno nakon pojave sada već klasične Booleove logike, na kojoj se
teorija binarnih relacija bazira. Ta teorija se potom razvijala kao jedna od
najvažnijih disciplina Booleove matematičke logike, i danas su na njoj zasno-
vane skoro sve oblasti matematičkih i računarskih nauka, a ima veoma znača-
jne primene i u drugim naukama. Sa pojavom viševrednosnih logika krenulo
se i sa proučavanjem viševrednosnih relacija. Verovatno najbolji okvir za
izučavanje viševrednosnih relacija pružila je teorija fazi skupova, odnosno
fazi logika. Koncept fazi relacije uveo je L. A. Zadeh [207], u istom radu u
kome je uveo i koncept fazi skupa. U originalnoj Zadehovoj definiciji fazi
skupa i fazi relacije, istinitosne vrednosti su uzimane iz realnog jediničnog
intervala [0, 1], a nešto kasnije, J. A. Goguen [84] je predložio uzučavanje fazi
skupova i relacija koje uzimaju istinitosne vrednosti u proizvoljnoj mreži.

Veliki podstrek daljem razvoju teorije fazi relacija dalo je i izučavanje sis-
tema fazi relacijskih jednačina i nejednačina, koje je 1974. godine pokrenuo
E. Sanchez. Potreba za izučavanjem tih sistema proizašla je iz Sanchezovih
istraživanja usmerenih ka primenama u medicini, ali kasnije su ti sistemi, kao
i fazi relacije uopšte, pronašli i mnogo šire polje primena, tako da se danas ko-
riste u fazi kontroli, diskretnim dinamičkim sistemima, reprezentaciji znanja,
identifikaciji fazi sistema, prognoziranju fazi sistema, teoriji odlučivanja, fazi
ekstrakciji informacija, fazi prepoznavanju oblika, kompresiji i rekonstrukciji
slika, i u drugim oblastima.

Distributivne mreže i srodne mrežno-uređene algebarske strukture, kao što
su reziduirane mreže, mrežno-uređeni monoidi i druge, predstavljaju odličnu
podlogu za izučavanje viševrednosnih relacija. Naime, uređenje i neka druga
dobra svojstva ovih struktura, kao što su idempotentnost supremuma i dis-
tributivnost infimuma ili množenja u odnosu na supremum, omogućuju da se
mnoga važna svojstva klasičnih dvovrednosnih relacija prenesu i na viševred-
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nosne relacije. Na primer, moguće je definisati tranzitivnost, fazi ekvivalen-
cije i fazi kvazi-uređenja (ili fazi pred-uređenja, u nekim izvorima), efektivno
rešavati fazi relacijske jednačine i nejednačine, itd.

Centralnu temu ove doktorske disertacije, temu ka kojoj gravitiraju sve
ostale teme, predstavljaju bisimulacije. Bisimulacije su u okviru teorije
konkurencije (konkurentnih izračunavanja), uveli R. Milner [145] i D. Park
[150], kao relacije između stanja dva sistema pomoću kojih bi se modeli-
rala ekvivalencija između tih stanja, a takođe i kao veoma uspešno oruđe
za redukciju broja stanja tih sistema. Otprilike u isto vreme, ali nezav-
isno, bisimulacije su se pojavile i u modalnoj logici (Kripkeovi sistemi) i
teoriji skupova. Danas one imaju izuzetno važne primene u mnogim oblas-
tima računarskih nauka, kao što su funkcionalni jezici, objektno-orijentisani
jezici, baze podataka, analiza i verifikacija programa, itd.

Struktura na kojoj su simulacije i bisimulacije do sada najčešće izučavane
su označeni tranzicioni sistemi, a delimično, bisimulacije su izučavane i kod
nedeterminističkih automata. U ovoj disertaciji razmatraće se bisimulacije
u okviru teorije fazi automata, gde bisimulacije do sada nikada nisu izuča-
vane, kao i u okviru teorije težinskih (weighted) automata, gde postoji samo
nekoliko skorijih radova koji su se bavili tom problematikom. Izučavaće se
dve vrste simulacija (direktne i povratne simulacije), čijom kombinacijom
se dobijaju četiri vrste bisimulacija (direktne, povratne, povratno-direktne i
direktno-povratne bisimulacije). U brojnim radovima koji su se bavili bisim-
ulacijama uglavnom je razmatran samo jedan tip bisimulacija, one koje se
ovde nazivaju direktnim bisimulacijama. Postoji nekoliko radova u kojima
je napravljena razlika između direktnih i povratnih simulacija i direktnih
i povratnih bisimulacija, ali se manje ili više ti koncepti razlikuju od is-
toimenih koncepata koji se ovde razmatraju. Znatno bliži ovim koncep-
tima direktne i povratne bisimulacije su istoimeni koncepti koje su nedavno
razmatrali J. Högberg, A. Maletti i J. May [100] u okviru teorije tree au-
tomata, a konceptu povratno-direktne bisimulacije odgovara koncept koji je
pod različitim imenima razmatran u okviru teorije težinskih automata (P.
Buchholz [23] i drugi). Izučavanje bisimulacija biće u konjunkciji sa nedavno
uvedenim konceptom uniformnih fazi relacija. Naime, rekli smo da je glavna
uloga bisimulacija da modeliraju ekvivalenciju između stanja istog ili ra-
zličitih automata. Međutim, bisimulacije obezbeđuju jedino kompatibilnost
sa prelazima, inicijalnim i završnim stanjima automata, ali se ne ponašaju
kao ekvivalencije. Vrsta fazi relacija koje se mogu shvatiti kao fazi ekviva-
lencije između elemenata različitih skupova su uniformne fazi relacije, koje
su nedavno uveli M. Ćirić, J. Ignjatović i S. Bogdanović [41]. Rezultati do-
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bijeni i publikovani u radu [42] pokazuju da konjunkcija ova dva koncepta,
uniformnih fazi relacija i bisimulacija, obezbeđuje veoma moćno sredstvo za
izučavanje ekvivalencije između fazi automata.

Simulacije i bisimulacije između fazi automata definišu se pomoću izves-
nih sistema fazi relacijskih jednačina i nejednačina, i njihovo izučavanje
prirodno pokreće neka opštija pitanja koja se tiču nalaženja rešenja sis-
tema fazi relacijskih jednačina i nejednačina. U homogenom slučaju, kada
se razmatraju fazi relacije na jednom skupu, takvi sistemi, nazvani slabo
linearnim sistemima, proučeni su nedavno u radu J. Ignjatović, M. Ćirića i
S. Bogdanovića [106]. U ovoj disertaciji biće izučavani slabo linearni sistemi
u heterogenom slučaju, kada nepoznata fazi relacija u tim sistemima jeste
fazi relacija između dva različita skupa. Dobijeni rezultati deo su rada [108].

Drugi važan tip viševrednosnih relacija su viševrednosne relacije između ko-
načnih skupova (ili na konačnom skupu) sa vrednostima u polju, prstenu ili
poluprstenu. Takve viševrednosne relacije poznate su kao matrice. Dobro je
poznato da su matrice intenzivno izučavane pre svega kao moćno sredstvo
za rešavanje sistema jednačina i nejednačina, ali su veoma retko razma-
trane kao uopštenja klasičnih dvovrednosnih relacija. Postoje verovatno dva
glavna razloga za to. Prvo, za razliku od uređenih struktura koje se koriste
kao osnova teorije fazi relacija, poluprsteni ne moraju biti uređeni. Drugo,
opet za razliku od struktura koje leže u osnovi teorije fazi skupova, skup
{0, 1}, koji se sastoji od nule i jedinice poluprstena, ne mora da bude pod-
poluprsten, pa se matrice sa vrednostima u skupu {0, 1} ne mogu razmatrati
kao klasične dvovrednosne relacije. Ovi problemi se mogu prevazići ako se
vrednosti uzimaju u poluprstenima iz jedne prilično široke i veoma znača-
jne klase poluprstena, klase aditivno idempotentnih poluprstena. Toj klasi
pripadaju mnogi veoma važni tipovi poluprstena, kao što su dobro poz-
nati tropski poluprsteni, arktički poluprsteni, Viterbiev poluprsten, Booleov
prsten, i drugi. Treba reći i da aditivno idempotentni poluprsteni imaju
značajne primene u mnogim oblastima matematike, računarskih nauka, i
operacionih istraživanja, na primer, u teoriji automata i formalnih jezika,
teoriji optimizacije, idempotentnoj analizi, teoriji programskih jezika, analizi
podataka, teoriji diskretnih sistema događaja, algebarskom modeliranju neo-
dređenosti i neizvesnosti, algebri formalnih procesa, itd. Posebno, primene
aditivno idempotentnih poluprstena uključuju rešenja brojnih problema op-
timalnih puteva u grafu, proširenja klasičnih algoritama za nalaženje na-
jkraćih puteva na široku klasu neklasičnih problema nalaženja puteva, reša-
vanje raznih nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina, kao što su
Hamilton-Jakobijeva i Bürgersova jednačina, čiji značaj je veoma dobro poz-
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nat u fizici, itd.

Veoma važan tip aditivno idempotentnih poluprsena čine max-plus alge-
bre. One imaju važne primene u diskretnoj matematici, računarskim je-
zicima, lingvističkim problemima, konačnim automatima, grafovskim prob-
lemima optimizacije, diskretnim sistemima događaja i Petrijevim mrežama,
stohastičkim sistemima, i slično. Posebno su interesantne iz razloga što
mnogi nelinearni problemi u tradicionalnom smislu postaju linearni kada se
posmatraju nad max-plus algebrom. Prvi poznati radovi u kojima se pos-
matraju sistemi max-linearnih jednačina su radovi S. Kleenea [120] i R. A.
Cuninghame-Greena [46]. Kasnije, u mnogim radovima izučavani su sis-
temi matričnih jednačina i nejednačina nad max-plus algebrom kod kojih se
nepoznata matrica nalazi na jednoj strani, tzv. jednostrani sistemi, a tek od
skora se pažnja poklanja dvostranim sistemima kod kojih se nepoznata ma-
trica nalazi na obe strane jednakosti, odnosno nejednakosti [25, 52, 53, 195].
Dobijeni rezultati [54] pokazuju da se mnogi metodi i metodologije korišćene
u izučavanju sistema fazi relacijskih jednačina i nejednačina mogu preneti i
na dvostrane sisteme max-linearnih jednačina i nejednačina.

Konačni težinski automati, kao i njihova ponašanja (engl. behavior), definišu
se pomoću matrica i formalnih stepenih redova, pa se u teoriji konačnih težin-
skih automata koriste mnoge metode linearne algebre nad poluprstenima.
Ukoliko težine uzimaju vrednosti iz aditivno idempotentnog poluprstena,
onda se težinska matrica prelaza, početni i završni težinski vektori mogu
tretirati kao težinske relacije.

Ova doktorska disertacija sastoji se iz pet glava. U prvoj glavi disertacije
biće uvedeni osnovni pojmovi i navedeni glavni rezultati teorije mreža, teorije
fazi skupova i teorije fazi relacija, kao i teorije poluprstena, matrica nad
poluprstenima, i formalnih stepenih redova. Potom u drugoj glavi će se preći
na dublje izučavanje svojstava raznih fazi relacija nad potpunim reziduiranim
mrežama, a glavna tema ove glave je traženje rešenja slabo linearnih sistema
fazi relacijskih jednačina i nejednačina u bipartitnom slučaju. U trećoj glavi
ti rezultati će biti primenjeni na izučavanje bisimulacija između fazi au-
tomata.

Metodologija razvijena u Glavama 2 i 3 će u Glavama 4 i 5 biti primen-
jena na izučavanje viševrednosnih relacija nad poluprstenima i bisimulacija
između težinskih automata. Kao što je već rečeno, glavnu ulogu u tome
igraće aditivno idempotentni poluprsteni, kao struktura u kojoj razmatrane
viševrednosne relacije uzimaju vrednosti.



Sadržaj

1 Uvodni pojmovi i rezultati 1

1.1 Relacije i preslikavanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Uređeni skupovi i mreže . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Kompletne reziduirane mreže . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Poluprsteni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Fazi relacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6 Uniformne fazi relacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.7 Težinski i fazi automati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Slabo linearni sistemi fazi relacijskih nejednačina:
Heterogeni slučaj 33

2.1 Slabo linearni sistemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Izračunavanje najvećih rešenja . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 Faktor fazi relacijski sistemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4 Veza između heterogenih i homogenih slabo linearnih sistema 54

3 Bisimulacije između fazi automata 63

3.1 Simulacije i bisimulacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
v



3.2 Uniformne direktne bisimulacije . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3 UFB-ekvivalentni fazi automati . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4 Povratno-direktne bisimulacije . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.5 Bisimulacije i srodni koncepti . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.5.1 Deterministički automati . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.5.2 Nedeterministički automati . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.5.3 Fazi automati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.5.4 Težinski automati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4 Viševrednosne relacije nad poluprstenima 101

4.1 Težinske relacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2 Relacijske nejednačine nad max-plus algebrom . . . . . . . . 108

4.3 Slabo linearni sistemi nad max-plus algebrom . . . . . . . . 114

4.4 Izračunavanje najvećih rešenja . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5 Bisimulacije težinskih automata 121

5.1 Simulacije i bisimulacije težinskih automata . . . . . . . . . 122

5.2 Konstrukcija najvećih simulacija i bisimulacija . . . . . . . . 124

5.3 Bisimulacione ekvivalencije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.4 Uniformne relacije i direktne bisimulacije . . . . . . . . . . . 132

vi



Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

1.1 Relacije i preslikavanja

U ovom poglavlju biće napravljen kratak osvrt na neke dobro poznate al-
gebarske pojmove, oznake i rezultate koji će biti korišćeni u daljem radu.
Svi nedefinisani pojmovi iz univerzalne algebre mogu se pronaći u mono-
grafijama G. Grätzer [89], S. Burris, H. P. Sankappanavar [24] i G. Birkhoff,
T. Barti [18]. Terminologija i sistem oznaka su pre svega u skladu sa S.
Bogdanović, M. Ćirić [20] i M. Ćirić, T. Petković, S. Bogdanović [43].

Neka je H neprazan skup. Pod pojmom binarne relacije na H podra-
zumevamo svaki podskup ξ skupa H2, pri čemu to može biti i prazan pod-
skup. Budući da ćemo nadalje raditi i sa drugim vrstama relacija (fazi
relacije, težinske relacije), onda ćemo ove relacije nazivati obične ili krisp
relacije. Specijalne relacije na skupu H koje su vredne pažnje su prazna
relacija, sa oznakom ∅, relacija jednakosti ∆H = {(x, x) | x ∈ H}, koja
se takođe naziva i dijagonala ili identička relacija, i univerzalna ili puna
relacija ∇H = H ×H. U slučajevima kada ne postoji opasnost od zabune,
mi izostavljamo indeks H u ∆H i∇H i pišemo prosto ∆ i∇. Ako je ξ relacija
na H i (a, b) ∈ ξ, tada kažemo da su a i b u relaciji ξ i obično izrazom “aξb”
zamenjujemo izraz “(a, b) ∈ ξ”. Proizvod relacija ξ, η ∈ B (H) je relacija
ξ ◦ η definisana sa

ξ ◦ η = {(a, c) ∈ H ×H | (∃b ∈ H) aξb, bηc} .

Za ξ binarnu relaciju ξ na nepraznom skupu H, relacija

ξ−1 = {(a, b) | (b, a) ∈ ξ}
1



2 1.1. Relacije i preslikavanja

naziva se inverzna ili obratna relacija relacije ξ, a relacija

ξ′ = {(a, b) | (a, b) 6∈ ξ}

naziva se suprotna relacija ili negacija relacije ξ, a skupovi

dom ξ = {a ∈ H | (∃b ∈ H) aξb} i ran ξ = {b ∈ H | (∃a ∈ H) aξb}

nazivaju se domen i rang relacije ξ, tim redom.

Za a ∈ H pišemo aξ = {x ∈ H | aξx} i ξa = {x ∈ H | xξa} .

Neka su H i K neprazani skupovi i φ relacija na H ∪K. Ako je (a, b) ∈ φ
samo ako je a ∈ H, b ∈ K i za svaki a ∈ H postoji tačno jedan b ∈ K
takav da je (a, b) ∈ φ, onda kažemo da je φ preslikavanje (funkcija) iz H u
K, što simbolički označavamo sa φ : H → K. Element b nazivamo slikom
elementa a pri preslikavanju φ i koristimo oznake φ : a 7−→ b i aφ = b, kao i
funkcionalni zapis φ(a) = b.

Proizvod preslikavanja se definiše kao specijalan slučaj proizvoda relacija.
Ako su H,K i L neprazni skupovi, i φ : H → K i ψ : K → L, onda je
funkcija φ ◦ ψ : H → L data sa φ ◦ ψ(a) = ψ(φ(a)), za svako a ∈ K.

Neka su H i K neprazni skupovi i φ : H → K. Preslikavanje φ je jedan-
jedan ako za sve a, b ∈ H, φ(a) = φ(b) povlači a = b. Osim ovog naziva
koristićemo i nazive injektivno preslikavanje ili injekcija. Sa druge strane,
ako je φ(H) = K, tj. ako za svaki b ∈ K postoji a ∈ H takav da je φ(a) = b,
tada kažemo da je φ preslikavanje na K, odnosno da slika H na K. Takođe
govorimo i da je φ sirjektivno preslikavanje ili sirjekcija. Preslikavanje φ
nazivamo bijektivnim preslikavanjem, bijekcijom ili obostrano jednoznačnim
preslikavanjem ako je φ i jedan-jedan i na.

Preslikavanje iH : H → H nepraznog skupa H definisano sa iH(x) = x, za
svaki x ∈ H, nazivamo identičkim preslikavanjem skupa H. Neka su H i K
neprazni skupovi i neka ϕ : H → K. Ako postoji ψ : K → H tako da je
ϕ ◦ ψ = iH i ψ ◦ ϕ = iK , tada kažemo da je ψ inverzno preslikavanje od
ϕ. Ako je ψ inverzno preslikavanje od ϕ prema gornjoj definiciji, tada je
ψ = ϕ−1, gde je ϕ−1 inverzna relacija od ϕ. Preslikavanje ϕ neraznog skupa
H u neprazan skup K ima inverzno preslikavanje ako i samo ako je bijekcija.

Osim preslikavanja za nas će biti naročito interesantna tri tipa relacija, i to
relacije parcijalnog uređenja, relacije kvazi-uređenja i relacije ekvivalencije.
Neka je H neprazan skup. Relacija ξ na skupu H je:
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– refleksivna, ako je aξa, za svaki a ∈ H, tj. ako je ∆H ⊆ ξ;
– simetrična, ako za a, b ∈ H, iz aξb sledi bξa, tj. ako je ξ ⊆ ξ−1;
– anti-simetrična, ako za a, b ∈ H, iz aξb i bξa sledi da je a = b, tj. ako

je ξ ∩ ξ−1 = ∆H ;
– tranzitivna, ako za a, b, c ∈ H, iz aξb i bξc sledi aξc, tj. ako je ξξ ⊆ ξ.

Refleksivnu i tranzitivnu relaciju nazivamo kvazi-uređenjem. Refleksivnu,
antisimetričnu i tranzitivnu relaciju nazivmo uređenjem ili relacijom poretka.
Refleksivnu, simetričnu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacijom ekvivale-
ncije ili samo ekvivalencijom. O uređenjima će više reči biti u narednim
glavama, dok ćemo se ovde pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je θ
relacija ekvivalencije na skupu H. Ako su elementi a, b ∈ H u relaciji θ,
tj. aθb, tada kažemo i da su oni θ-ekvivalentni . Skup aθ nazivamo klasom
ekvivalencije elementa a ∈ H u odnosu na θ ili kraće θ-klasom elementa
a. Jasno je da je u tom slučaju a ∈ aθ. Skup svih θ-klasa označavamo
sa H/θ i nazivamo ga faktor skupom skupa H, ili prosto faktorom skupa
H, u odnosu na θ. Preslikavanje θ\ : a 7→ aθ koje slika skup H na faktor
skup H/θ nazivamo prirodnim preslikavanjem skupa H određenim relacijom
ekvivalencije θ. Sa druge strane, neka su H i K neprazni skupovi i φ : H →
K. Relaciju kerφ = {(x, y) ∈ H ×H | φ(x) = φ(y)} na skupu H nazivamo
jezgrom preslikavanja φ. Vezu između relacija ekvivalencije i preslikavanja
daje nam naredna teorema

Teorema 1.1. Neka je H neprazan skup. Ako je φ preslikavanje skupa H u
skup K, tada je ker φ relacija ekvivalencije na H. Osim toga, za proizvoljnu
relaciju ekvivalencije θ na H je ker

(
θ\
)

= θ.

Struktura je skup snabdeven operacijama i relacijama zadatih arnosti. Arnost
relacija i operacija se određuje tzv. tipom. Formalno, tip je uređena tro-
jka τ = (R,F, σ) koja se sastoji iz skupa simbola relacija R, skupa simbola
operacija F , pri čemu je R ∩ F = ∅, i preslikavanja σ : R ∪ F → N0. Za
s ∈ R∪F , sa σ(s) je data arnost simbola s. Struktura tipa (R,F, σ) je trojka
A = (A,RA, FA), gde je A neprazan skup (skup nosač), RA = {rA ⊆ Aσ(r) |
r ∈ R} je skup relacija rA koje odgovaraju relacijskim simbolima r ∈ R,
i FA = {fA : Aσ(f) → A | f ∈ F} je skup operacija fA koje odgovaraju
simbolima f ∈ F . Ako ne postoji opasnost od zabune, izostavljaćemo indeks
A, i pisaćemo jednostavno r i f umesto rA i fA.

Algebra je struktura A tipa τ = (R,F, σ) sa R = ∅ (struktura bez relacija),
i u tom slučaju pišemo (F, σ) i (A,FA). Ako je još i F = {f1, . . . , fn}, onda
pišemo jednostavno (A, f1, . . . , fn).
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Relacijski sistem je je struktura A tipa τ = (R,F, σ) sa F = ∅ (struktura
bez operacija), i u tom slučaju pišemo (R, σ) i (A,RA). Ako je još i R =
{r1, . . . , rn}, onda pišemo jednostavno (A, r1, . . . , rn).

Neka je A = (A,F ) algebra tipa (F, σ). Podskup B ⊆ A je poduniverzum
od A ako je zatvoren za sve fundamentalne operacije algebre A, tj. ako za
svaki f ∈ F , n = σ(f) i proizvoljne a1, . . . , an ∈ B važi fA(a1, . . . , an) ∈ B.
Svaki poduniverzum B 6= ∅ snabdeven sa operacijama koje su restrikcije
na B operacija algebre A jeste algebra istog tipa (F, σ) koju nazivamo je
podalgebrom od A.

Neka je θ binarna relacija na algebri A = (A,F ) tipa (F, σ). Ako je f ∈ F ,
n = σ(f), tada kažemo da je θ saglasna (kompatibilna) sa fundamentalnom
operacijom fA ako iz aiθbi, za sve i ∈ [1, n], sledi

fA (a1, a2, . . . , an) θfA (b1, b2, . . . , bn) .

Relaciju ekvivalencije koja je saglasna sa svim fundamentalnim operacijama
na algebri A nazivamo relacijom kongruencije na A, ili kraće samo kongru-
encijom na A. Skup svih kongruencija definisanih na algebri A označićemo
sa Con(A). Za datu algebru A = (A,F ) i kongruenciju θ ∈ Con(A),
količnički skup A/θ takođe se može načiniti algebrom istog tipa ako fun-
damentalne operacije na A/θ definišemo na sledeći način: za svaki f ∈ F ,
n = σ(f) i proizvoljne a1, . . . , an ∈ A stavljamo da je fA/θ(a1θ, . . . , anθ) =
(fA(a1, . . . , an))θ. Algebru A/θ = (A/θ, FA/θ) sa ovako definisanim funda-
mentalnim operacijama nazivamo faktor (količnička) algebra od A po θ.

Neka su A i B algebre istog tipa. Preslikavanje φ : A→ B je homomorfizam
algebri A i B ako za svaki f ∈ F , n = σ(f) i proizvoljne a1, . . . , an ∈ A važi
φ
(
fA (a1, . . . , an)

)
= fB (φ(a1), . . . , φ(an)) .

Vezu između kongruencija i homomorfizama daje nam sledeća teorema.

Teorema 1.2 (Teorema o homomorfizmu). Ako je θ kongruencija na
algebri A tipa τ , tada je θ\ homomorfizam od A na A/θ.

Obratno, ako je φ homomorfizam algebre A tipa τ na algebru B istog tipa,
tada je kerφ kongruencija na A i reslikavanje Φ : A/ kerφ→ B, definisano
sa

Φ(a kerφ) = φ(a),

za a ∈ A, jeste izomorfizam iz A/ kerφ u B.
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Za kongruenciju θ, homomorfizam θ\ se naziva prirodni homomorfizam kon-
gruencije θ, a za homomorfizam φ, kongruencija kerφ se naziva jezgro ho-
momorfizma φ.

Teorema 1.3 (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je A algebra tipa
τ i neka su θ i ρ kongruencije na A takve da je θ ⊆ ρ. Tada relacija ρ/θ na
A/θ definisana sa

ρ/θ = {(aθ, bθ) ∈ (A/θ)× (A/θ) | (a, b) ∈ ρ}

jeste kongruencija na A/θ i (A/θ) / (ρ/θ) ∼= A/ρ.

1.2 Uređeni skupovi i mreže

U ovom poglavlju biće uvedeni neki pojmovi i biće dati neki rezultati koji se
tiču koncepta uređenog skupa. Takođe, biće navedena dva standardna pri-
stupa definisanju mreža (mreža kao relacijska struktura i mreža kao algebra).
Svi pojmovi i oznake su u skladu sa G. Grätzer [90], G. Birkhoff [17] i S.
Roman [172].

Podsetimo se da refleksivnu, antisimetričnu i tranzitivnu relaciju na skupu
A nazivamo parcijalnim uređenjem na A, ili kraće samo uređenjem na A.
Uređenja najčešće označavamo simbolom 6. Par (A,6) koji se sastoji od
skupa A i parcijalnog uređenja 6 na njemu nazivamo parcijalno uređenim
skupom, ili kraće samo uređenim skupom. Uređenje 6 na A nazivamo lin-
earnim ako za sve a, b ∈ A važi a 6 b ili b 6 a, i u tom slučaju kažemo da
je A linearno uređen skup ili lanac.

Za preslikavanje φ koje slika uređen skup A u uređen skup B kažemo da je
izotono ili rastuće ili da očuvava uređenje ako za sve a, b ∈ A, iz a 6 b sledi
φ(a) 6 φ(b). Slično, za preslikavanje φ iz A u B kažemo da je antitono ili
da je opadajuće ako za sve a, b ∈ A, iz a 6 b sledi φ(b) 6 φ(a). Za φ kažemo
da je izomorfizam uređenih skupova A i B, ili uređajni izomorfizam iz A na
B, ako je φ bijekcija iz A na B i φ i φ−1 su izotona preslikavanja. Sa druge
strane, za φ kažemo da je dualni izomorfizam uređenih skupova A i B, ili
dualni uređajni izomorfizam iz A na B, ako je φ bijekcija iz A na B i φ i φ−1
su antitona preslikavanja.

Neka je A uređen skup. Za element a ∈ A kažemo da je

– minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za x ∈ A, iz x 6 a sledi x = a;
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– maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veći
od njega, tj. ako za x ∈ A, iz a 6 x sledi a = x;

– najmanji element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a 6 x, za svaki x ∈ A;

– najveći element skupa A, ako je veći od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je x 6 a, za svaki x ∈ A.

Neka je H neprazan podskup uređenog skupa A. Za element a ∈ A kažemo
da je

– gornja granica skupa H, ako je x 6 a, za svaki x ∈ H;
– donja granica skupa H, ako je a 6 x, za svaki x ∈ H;
– najmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji

element skupa svih gornjih granica skupaH, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H važi a 6 b;

– najveća donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveći element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H važi b 6 a.

Supremum skupa H, ako postoji, označavamo sa
∨
H, a infimum, takođe

ako postoji, sa
∧
H. Ukoliko je H = {xi | i ∈ I}, tada umesto

∨
H i

∧
H

pišemo redom
∨
i∈I xi i

∧
i∈I xi, a ako je I = {1, 2, . . . , n}, za neki n ∈ N,

tada umesto gornjih oznaka koristimo oznake
∨n
i=1 xi i

∧n
i=1 xi.

Uređen skup čiji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum nazi-
vamo mrežom. Lako se dokazuje da i svaki konačan podskup mreže ima
supremum i infimum. Za beskonačne podskupove mreže to ne mora da važi.

Uređen skup L je gornja (donja) polumreža ako svaki dvoelementni, a samim
tim i svaki konačan, podskup od L ima supremum (infimum).

Ako je L mreža, tada se na L mogu definisati dve binarne operacije ∧ i ∨ sa

∧ : (a, b) 7−→ a ∧ b i ∨ : (a, b) 7−→ a ∨ b.

Po analogiji sa odgovarajućim operacijama na skupovima, operacije ∨ i ∧
nazivaćemo, redom, unijom i presekom. Drugim rečima, govorićemo da je∨
H unija skupa H, a a ∨ b je unija elemenata a i b, i slično, da je

∧
H

presek skupa H, a a∧ b je presek elemenata a i b. Koristeći operacije unije i
preseka, mrežu možemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno
se dokazuje sledeća teorema.
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Teorema 1.4. Ako je L mreža, tada je (L,∧,∨) univerzalna algebra takva
da za sve x, y, z ∈ L važe sledeći uslovi:

(L1) x ∧ x = x, x ∨ x = x (idempotentnost)
(L2) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x (komutativnost)
(L3) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) , (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) (asocijativnost)
(L4) x ∧ (x ∨ y) = x, x ∨ (x ∧ y) = x (apsorpcija)

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije ∧ i ∨ koje zadovoljavaju
uslove (L1) − (L4), tada je L mreža, u odnosu na parcijalno uređenje 6
definisano sa

a 6 b⇔ a ∧ b = a (ili ekvivalentno a 6 b⇔ a ∨ b = b).

Uslove (L1)− (L4) u prethodnoj teoremi nazivamo aksiomama mreže. Tre-
tiranje mreže kao univerzalne algebre omogućava nam da kao i kod svake
druge univerzalne algebre govorimo o podmrežama, kongruencijama, homo-
morfizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreža itd.

Jasno, u terminima univerzalne algebre, polumreža je algebarska struktura sa
jednom binarnom idempotentnom, komutativnom i asocijativnom operaci-
jom.

Neprazan podskup H mreže L naziva se podmreža mreže L ako za svaka dva
elementa a, b ∈ H važi a ∧ b ∈ H i a ∨ b ∈ H.

Za mrežu L i a ∈ L, podmreže [a) = {x ∈ L | a 6 x} i (a] = {x ∈ L | x 6 a}
su poluotvoreni intervali mreže L, a za a, b ∈ L takve da je a 6 b, podm-
reže (a, b) = {x ∈ L | a < x < b} i [a, b] = {x ∈ L | a 6 x 6 b} su otvoreni
interval i zatvoreni interval (segment) mreže L, tim redom.

Neprazan podskup J mreže L naziva se ideal mreže L ako važi: za sve
a, x ∈ L, iz x 6 a i a ∈ J sledi x ∈ J i za proizvoljne a, b ∈ J je a∨b ∈ J. Nije
teško pokazati da je J ideal mreže L ako važi a ∨ b ∈ J ako i samo ako a ∈
J i b ∈ J. Neprazan podskup F mreže L je filter ili dualni ideal mreže L ako
važi za sve a, x ∈ F , iz a 6 x i a ∈ F sledi x ∈ F i za proizvoljne a, b ∈ F
je a ∧ b ∈ F.

Neka je element a ∈ L. Primetimo, tada da su poluotvoreni intervali (a]
i [a), redom ideal, odnosno dualni ideal mreže L i nazivaju se glavni ideal
mreže L generisan sa a i glavni dualni ideal (glavni filter) mreže L generisan
sa a.
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Što se tiče izomorfizama mreža, oni se mogu povezati sa izomorfizmima
uređenih skupova na način koji prikazuje sledeća teorema.

Teorema 1.5. Neka su L i K mreže i neka je φ preslikavanje iz L u K.
Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) φ je izomorfizam mreže L na mrežu K;

(ii) φ je sirjekcija iz L na K i za proizvoljne a, b ∈ L važi

a 6 b⇔ φ(a) 6 φ(b);

(iii) φ je uređajni izomorfizam iz L na K.

Najmanji element mreže L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveći
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreže L. Nulu i jedinicu mreže
obično označavamo sa 0 i 1, tim redom. Mrežu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ograničenom mrežom. Ograničena mreža se takođe može tretirati
kao univerzalna algebra (L,∧,∨, 0, 1) sa binarnim operacijama ∧ i ∨ koje
zadovoljavaju (L1)− (L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 ∧ x = 0 (ili ekvivalentno 0 ∨ x = x), za svaki x ∈ L;

(L6) 1 ∧ x = x (ili ekvivalentno 1 ∨ x = 1), za svaki x ∈ L.

Ako je L mreža sa najmanjim elemntom 0, tada a ∈ L\ {0} je atom u L ako
ne postoji b ∈ L takav da je 0 < b < a.

Za neprazan podskup H mreže L kažemo da je ograničen ako ima bar jednu
donju i bar jednu gornju granicu.

Nije teško pokazati da su na proizvoljnoj mreži L sledeći uslovi ekvivalentni:

(L7) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) , za sve x, y, z ∈ L;
(L7′) x ∨ (z ∧ y) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) , za sve x, y, z ∈ L.

Mrežu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mrežom. Neka je L ograničena mreža sa nulom 0 i jedinicom 1. Za ele-
ment y ∈ L kažemo da je komplement (dopuna) elementa x ∈ L ako važi

x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1.
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U tom slučaju je i x komplement od y, tj. relacija ”biti komplement” je
simetrična. Ako je pri tome mreža L još i distributivna, tada se lako dokazuje
da svaki element x ∈ L može imati najviše jedan komplement, koji ćemo
označiti sa x′.

Ograničenu distributivnu mrežu u kojoj svaki element ima komplement nazi-
vamo Booleovom algebrom. Preslikavanje x 7−→ x′ je unarna oparacija na L,
i nazivamo je operacijom komplementacije. Bulova algebra se takođe može
tretirati kao univerzalna algebra (L,∧,∨, ′, 0, 1) sa binarnim operacijama ∧
i ∨, unarnom operacijom ′ i konstantama 0 i 1 koje pored uslova (L1)− (L7)
zadovoljavaju i uslove

(L8) x ∧ x′ = 0, x ∨ x′ = 1, za sve x ∈ L;
(L9) (x′)

′
= x, za svaki x ∈ L ;

(L10) (x ∧ z)′ = x′ ∨ y′, (x ∨ y)′ = x′ ∧ y′, za sve x, y ∈ L.

Napomenimo da su aksiome (L10) poznate kao DeMorganovi zakoni .

Kako smo napred napomenuli, svaki konačan podskup mreže ima supremum
i infimum, ali to ne mora da važi za beskonačne podskupove. Stoga za
mrežu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mrežom. Jasno, svaka takva mreža je ograničena.
Podskup K potpune mreže L je potpuna podmreža od L ako se supremum i
infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K nalaze u K.

Na kraju ovog poglavlja navedimo i sledeću teoremu.

Teorema 1.6 (Teorema o korespodenciji). Neka je θ kongruencija na
algebri A. Tada je mreža Con (A/θ) izomorfna glavnom filtru [θ) mreže
Con (A).

1.3 Kompletne reziduirane mreže

Reziduirane mreže su veoma opšte algebarske strukture i generalizuju mnoge
algebre sa značajnim primenama (videti npr. [12, 14, 93, 101]). S obzirom na
to da ćemo koristiti kompletne reziduirane mreže kao strukture istinitosnih
vrednosti fazi podskupova, ovo poglavlje posebno posvećujemo reziduiranim
mrežama i njihovim osnovnim svojstvima. Terminologija i oznake su u
skladu sa R. Bělohlávek [12] i R. Bělohlávek and V. Vychodil [14].
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Reziduirana mreža je algebra L = (L,∧,∨,⊗,→, 0, 1) takva da

(RL1) (L,∧,∨, 0, 1) je mreža sa najmanjim elementom 0 i najvećim elemen-
tom 1,

(RL2) (L,⊗, 1) je komutativni monoid sa jedinicom 1,

(RL3) ⊗ i → čine adjungovani par , tj., zadovoljavaju svojstvo adjunkcije:
za sve x, y, z ∈ L,

x⊗ y 6 z ⇔ x 6 y → z. (1.1)

Ako je još (L,∧,∨, 0, 1) i kompletna mreža, tada se L naziva kompletna
reziduirana mreža. Naglašavajući njihovu monoidalnu strukturu, u nekim
izvorima reziduirane mreže se nazivaju i integralima, komutativnim rezidui-
ranim `-monoidima [101].

Operacije ⊗ (nazvana množenje ) i → (nazvana reziduum) služe za mode-
lovanje konjunkcije i implikacije odgovarajućeg logičkog računa, a supremum
(
∨
) i infimum (

∧
) za modelovanje egzistencijalnog i univerzalnog kvantifika-

tora, tim redom. Operacija ↔ definisana sa

x↔ y = (x→ y) ∧ (y → x), (1.2)

nazvana bireziduum (ili biimplikacija), se koristi za modelovanje ekvivalen-
cije istinitosnih vrednosti.

Najviše izučavane i primenjivane strukture istinitosnih vrednosti su one koje
su definisane na jediničnom intervalu [0, 1] sa

x ∧ y = min(x, y) i x ∨ y = max(x, y)

i to:

− Łukasiewiczeva struktura
( x⊗ y = max(x+ y − 1, 0), x→ y = min(1− x+ y, 1)),

− Goguenova (product) struktura
(x⊗ y = x · y, x→ y = 1 ako x 6 y, i = y/x inače),

− Gödelova struktura
(x⊗ y = min(x, y), x→ y = 1 ako x 6 y, i = y inače).
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Opštije, algebra ([0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1) je kompletna reziduirana mreža ako
i samo ako je ⊗ levo-neprekidna t-norma i reziduum je definisan sa

x→ y =
∨
{u ∈ [0, 1] |u⊗ x 6 y}.

Drugi veoma važan skup istinitosnih vrednosti je skup {a0, a1, . . . , an}, gde
je 0 = a0 < · · · < an = 1, sa

ak ⊗ al = amax(k+l−n,0) i ak → al = amin(n−k+l,n).

Specijalni slučaj ovih slovnih algebri je dvoelementna Booleova algebra kla-
sične logike sa skupom nosačem {0, 1}. Jedini adjungovani par na dvoele-
mentnoj Booleovoj algebri se sastoji od klasičnih operacija konjunkcije i imp-
likacije. Ovu strukturu istinitosnih vrednosti nazivamo Booleova struktura.
Reziduirana mreža L koja zadovoljava x ⊗ y = x ∧ y se naziva Heyting-
ova algebra. Heytingova algebra koja zadovoljava uslov prelinearnosti (x→
y) ∨ (y → x) = 1 se naziva Gödelova algebra. Ako je svaka konačno gener-
isana podalgebra reziduirane mreže L konačna, tada se L naziva lokalno
konačna. Na primer, svaka Gödelova algebra, a samim tim, Gödelova struk-
tura, je lokalno konačna, dok product struktura nije lokalno konačna.

Ako je L kompletna reziduirana mreža, onda za sve x, y, z ∈ L i svako
{yi}i∈I ⊆ L važi:

x 6 y ⇒ x⊗ z 6 y ⊗ z, (1.3)
x 6 y ⇔ x→ y = 1, (1.4)

x⊗
∨
i∈I

yi =
∨
i∈I

(x⊗ yi), (1.5)

x⊗
∧
i∈I

yi 6
∧
i∈I

(x⊗ yi), (1.6)

Kompletna reziduirana mreža L je mreža u kojoj je supremum distributivan
u odnosu na infimume, ako je

x ∨
(∧
i∈I

yi
)

=
∧
i∈I

(x ∨ yi), (1.7)

za sve x ∈ L i {yi}i∈I ⊆ L. Takođe, kažemo da je L mreža u kojoj je
multiplikacija distributivna u odnosu na infimume, ako je

x⊗
(∧
i∈I

yi
)

=
∧
i∈I

(x⊗ yi), (1.8)
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za sve x ∈ L i {yi}i∈I ⊆ L. Napomenimo da ako L = ([0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1),
gde je [0, 1] realni jedinični interval i ⊗ je levo neprekidna t-norma na [0, 1],
onda (1.7) sledi direktno na osnovu linearnosti L, i L zadovoljava (1.8)
ako i samo ako ⊗ jeste neprekidna t-norma, tj., ako i samo ako L jeste
BL-algebra (videti [12, 14]). Stoga, uslovi (1.7) i (1.8) važe za svaku BL-
algebru na realnom jediničnom intervalu. Posebno, Łukasiewiczeva, Goguen-
ova (product) i Gödelova struktura zadovoljavaju (1.7) i (1.8).

1.4 Poluprsteni

Poluprstene je 1934. godine uveo H. S. Vandiver [191], ali su se oni po-
javili i ranije u istraživanjima ideala prstena i pri aksiomatizaciji prirodnih
brojeva. Danas oni imaju dobro razvijenu algebarsku teoriju kao i veoma
značajne primene. Poluprsteni, kao i formalni stepeni redovi i matrice nad
njima, igraju veoma važnu ulogu u teoriji formalnih jezika i automata, u
izučavanju kontekstno nezavisnih jezika, težinskih automata i drugo. U liter-
aturi posvećenoj poluprstenima može se sresti više različitih varijanti defini-
cije poluprstena, a definicija i rezultati koje ovde navodimo su u skladu sa
[83, 85, 87, 95, 125].

Poluprsten je algebra S = (S,+, ·, 0, 1) takva da

(S1) (S,+, 0) je komutativan monoid sa neutralnim elementom 0;

(S2) (S, ·, 1) je monoid sa neutralnim elementom 1;

(S3) a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c, za sve a, b, c ∈ S;
(S4) a · 0 = 0 · a = 0, za sve a ∈ S.

Poluprsten S je komutativan ako je ab = ba, za sve a, b ∈ S. Poluprsten S
je antiprsten ako a+ b = 0 povlači a = b = 0, za sve a, b ∈ S.

Neka je (S,+, 0) monoid. Tada binarna relacija 6 na S, definisana sa

a 6 b ⇔ (∃c ∈ L) b = c+ a, za sve a, b ∈ S, (1.9)

je relacija kvazi-uređenja (refleksivna i tranzitivna) i naziva se prirodno
kvazi-uređenje. Monoid je prirodno uređen ako i samo ako njegovo prirodno
preuređenje jeste uređenje, ili ekvivalentno ako i samo ako je6 antisimetrična
relacija.
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Poluprsten S = (S,+, ·, 0, 1) takav da je (S,+, 0) prirodno uređen naziva se
dioid . Sledeća svojstva proizilaze direktno iz prethodne definicije.

(i) Element 0 je najmanji element dioida S, tj., 0 6 a za sve a ∈ S.

(ii) Za sve a, b, c, d ∈ S, a 6 b i c 6 d povlači a+ c 6 b+ d i ac 6 bd.

Napomenimo da svaki dioid jete antiprsten.

Poluprsten S je aditivno idempotentan ako je njegovo sabiranje idempo-
tentno, tj., ako je a + a = a za svako a ∈ S. Aditivno idempotentni
poluprsteni su takođe izučavani pod imenom putne algebre (engl. path alge-
bras). Napomenimo da svaki aditivno idempotentan poluprsten jeste dioid,
i

a 6 b ⇔ a+ b = b, za sve a, b ∈ S, (1.10)

tj., S je prirodno uređen u odnosu na sabiranje.

Najpoznatiji primer poluprstena je poluprsten prirodnih brojeva (N,+, ·, 0, 1)
sa običnim sabiranjem i množenjem. Jasno, svi prsteni (sa jedinicom), kao
i polja, jesu poluprsteni, pa celi, racionalni, realni i kompleksni brojevi
formiraju poluprstene u odnosu na sabiranje i množenje. Važni primeri
poluprstena svakako uključuju sledeće poluprstene.

– Booleov poluprsten B = ({0, 1},+, ·, 0, 1), gde je 1 + 1 = 1 · 1 = 1;

– Tropski poluprsten Trop = (N ∪ {∞},min,+,∞, 0) (takođe poznat
kao min-plus poluprsten), gde se min i + na prirodan način proširuju
na N ∪ {∞};

– Arktički poluprsten Arc = (N ∪ {−∞},max,+,−∞, 0);

– Viterbiev poluprsten ([0, 1],max, ·, 0, 1) koji se koristi za množenje
verovatnoća;

– Poluprsten (2X
∗
,∪, ·,∅, {e}) formalnih jezika nad konačnim alfabetom

X;

– Poluprsten (2U×U ,∪, ◦,∅,∆) binarnih relacija na U ;

– Łukasiewiczev poluprsten ([0, 1],max,⊗, 0, 1), pri čemu je operacija ⊗
definisana sa x⊗ y = max(x+ y − 1, 0);
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– Idempotentan prirodno uređen komutativan poluprsten
({0, 1, a,∞},+, ·, 0, 1), sa 0 6 1 6 a 6∞ i a · a = a;

– Svaka ograničena distributivna mreža (L,∧,∨, 0, 1) je poluprsten.

Nadalje, do kraja ovog poglavlja, neka je S poluprsten i neka su I, J i K
neprazni konačni skupovi. Matrica sa vrednostima u S indeksirana sa I i
J , ili kraće samo matrica, je svako preslikavanje A : I × J → S. Za i ∈ I i
j ∈ J , vrednost A(i, j) od A, takođe ćemo označavati i sa Aij, i nazivaćemo
je (i, j)-ta vrednost od A.

Skup svih matrica sa vrednostima u S indeksirane skupovima I i J oz-
načavaćemo sa SI×J . Ako su I ili J jednoelementni skupovi, onda ćemo
umesto SI×J koristiti oznake S1×J i SI×1, i za A ćemo reći da je vrsta ili
kolona matrica, tim redom.

Za matricu A ∈ SI×J , matricu At ∈ SJ×I definisanu sa

Atji = Aij, za sve j ∈ J i i ∈ I, (1.11)

nazivamo transponovana matrica matrice A.

Za A,B ∈ SI×J , definišemo sumu A+B ∈ SI×J sa

(A+B)ij = Aij +Bij, za sve i ∈ I i j ∈ J, (1.12)

i Hadamardov proizvod A�B sa

(A�B)ij = AijBij, za sve i ∈ I i j ∈ J. (1.13)

Dalje, nula matrica 0 ∈ SI×J je matrica čije su sve vrednosti jednake 0.
Prema ovoj definiciji (SI×J ,+, 0) je komutativan monoid.

Neka su A ∈ SI×J i B ∈ SJ×K matrice. Tada se proizvod A ◦ B ∈ SI×K

definiše sa

(A ◦B)ik =
∑
j∈J

AijBjk, za sve i ∈ I i k ∈ K. (1.14)

Dalje, jedinična matrica E ∈ SI×I je matrica čiji su svi elementi na dijagonali
jednaki 1, a svi elementi van dijagonale su jednaki 0, tj., Eii = 1 i Eij = 0
ako je i 6= j.
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Jednostavno se proverava da je matrično množenje asocijativna operacija, da
važi distributivni zakon za množene u odnosu na sabiranje matrica, dalje,
da je E multiplikativna jedinica, a da je 0 multiplikativna nula. Dakle,
(SI×I ,+, ·, 0, E) je poluprsten.

Ako je S uređen poluprsten, onda se uređenje na SI×J definiše na sledeći
način:

A 6 B ⇔ Aij 6 Bij, za sve i ∈ I i j ∈ J. (1.15)

1.5 Fazi relacije

Koncept fazi skupova koji će biti razmatran u ovoj disertaciji baziran je na
kompletnim reziduiranim mrežama i znatno je opštiji od originalnog Zade-
hovog koncepta [207], gde se koristi realni zatvoreni jedinični interval [0, 1].
Fazi ekvivalencije su uvedene u radu Zadeha [208], kao uopštenje koncepta
obične relacije ekvivalencije, i opsežno su izučavane u nizu radova, gde zavi-
sno od autora i konteksta u kom su razmatrane dobijaju različita imena. U
ovom poglavlju, dati pojmovi i rezultati su u skladu sa radom M. Ćirić, J.
Ignjatović, S. Bogdanović [40], kao i sa monografijama D. Dubois, H. Prade
[71, 72] i G. J. Klir, B. Yuan [121].

Dalje u tekstu L će biti kompletna reziduirana mreža.

Fazi podskup skupa A nad L , ili jednostavno fazi podskup od A, je svaka
funkcija iz A u L. Obični krisp podskupovi od A se smatraju fazi pod-
skupovima od A koji uzimaju vrednosti samo u skupu {0, 1} ⊆ L. Neka su
f i g dva fazi podskupa od A. Jednakost od f i g se definiše kao uobičajena
jednakost funkcija, tj. f = g ako i samo ako je f(x) = g(x), za svako x ∈ A.
Inkluzija f 6 g se takođe definiše pokoordinatno: f 6 g ako i samo ako je
f(x) 6 g(x), za svako x ∈ A. Snabdeven ovim parcijalnim uređenjem, skup
F(A) svih fazi podskupova od A čini kompletnu reziduiranu mrežu, u kojoj
presek

∧
i∈I fi i unija

∨
i∈I fi proizvoljne familije {fi}i∈I fazi podskupova od

A jesu funkcije iz A u L definisane sa(∧
i∈I

fi

)
(x) =

∧
i∈I

fi(x),

(∨
i∈I

fi

)
(x) =

∨
i∈I

fi(x),

a proizvod f ⊗ g je fazi podskup definisan sa f ⊗ g(x) = f(x) ⊗ g(x), za
svako x ∈ A.
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Krisp deo fazi podskupa f od A je krisp podskup f c = {a ∈ A | f(a) = 1}
od A. Takođe, f c ćemo posmatrati i kao funkciju f c : A → L definisanu sa
f c(a) = 1, ako je f(a) = 1, i f c(a) = 0, ako je f(a) < 1.

Neka su A i B neprazni skupovi. Fazi relacija između skupova A i B (ili fazi
relacija iz A u B) je svaka funkcija iz A×B u L, odnosno, svaki fazi podskup
od A × B, i jednakost, inkluzija (uređenje), unija i presek fazi relacija se
definišu kao za fazi podskupove. Posebno, fazi relacija na skupu A je svaka
funkcija iz A × A u L, tj. svaki fazi podskup od A × A. Skup svih fazi
relacija iz A u B biće označen sa R(A,B), a skup svih fazi relacija na skupu
A biće označen sa R(A). Inverzna fazi relacija (u nekim izvorima nazvana
i obratna ili transponovana) date fazi relacje R ∈ R(A,B) je fazi relacija
R−1 ∈ R(B,A) definisana sa R−1(b, a) = R(a, b), za sve a ∈ A i b ∈ B. Krisp
relacija je fazi relacija koja uzima vrednosti jedino u skupu {0, 1}, i ako je
R krisp relacija iz A u B, tada izrazi “R(a, b) = 1” i “(a, b) ∈ R” imaju isto
značenje.

Za neprazne skupove A, B i C, i fazi relacije R ∈ R(A,B) i S ∈ R(B,C),
njihova kompozicija R ◦ S je fazi relacija iz R(A,C) definisana sa

(R ◦ S)(a, c) =
∨
b∈B

R(a, b)⊗ S(b, c), (1.16)

za sve a ∈ A i c ∈ C. Ako su R i S krisp relacije, tada je R ◦ S obična
kompozicija relacija, tj.,

R ◦ S = {(a, c) ∈ A× C | (∃b ∈ B) (a, b) ∈ R & (b, c) ∈ S} ,

a ako su R i S funkcije, tada R ◦ S jeste obična kompozicija preslikavanja,
tj. (R ◦ S)(a) = S(R(a)), za svako a ∈ A.

Dalje, neka je f ∈ F(A), R ∈ R(A,B) i g ∈ F(B), onda su kompozicije
f ◦R i R ◦ g fazi podskupovi od B i A, tim redom, definisani sa

(f ◦R)(b) =
∨
a∈A

f(a)⊗R(a, b), (R ◦ g)(a) =
∨
b∈B

R(a, b)⊗ g(b), (1.17)

za svaki a ∈ A i b ∈ B.

Posebno, za f, g ∈ F(A) pišemo

f ◦ g =
∨
a∈A

f(a)⊗ g(a). (1.18)
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Vrednost f ◦ g se moše sagledati kao ”stepen preklapanja” f i g. Posebno,
ako su f i g krisp skupovi i R je krisp relacija, onda je

f◦R = {b ∈ B | (∃a ∈ f) (a, b) ∈ R} , R◦g = {a ∈ A | (∃b ∈ g) (a, b) ∈ R} .

Neka su A, B, C i D neprazni skupovi. Tada za sve R1 ∈ R(A,B), R2 ∈
R(B,C) i R3 ∈ R(C,D) važi

(R1 ◦R2) ◦R3 = R1 ◦ (R2 ◦R3), (1.19)

pa se zagrade u (1.19) mogu izostaviti. Takođe, za R0 ∈ R(A,B), R1, R2 ∈
R(B,C) i R3 ∈ R(C,D) važi

R1 6 R2 povlači R−11 6 R−12 , R0 ◦R1 6 R0 ◦R2, i R1 ◦R3 6 R2 ◦R3.
(1.20)

Dalje, za sve R1 ∈ R(A,B), R2 ∈ R(B,C), f ∈ F(A), g ∈ F(B) i h ∈ F(C)
jednostavno se proverava da važi

(f◦R1)◦R2 = f◦(R1◦R2), (f◦R1)◦g = f◦(R1◦g), (R1◦R2)◦h = R1◦(R2◦h)
(1.21)

pa se stoga zagrade u (1.21) mogu izostaviti, kao i zagrade u (1.19).

Konačno, za sve R,Ri ∈ R(A,B) (i ∈ I) i S, Si ∈ R(B,C) (i ∈ I) važi

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1, (1.22)

R ◦
(∨
i∈I

Si
)

=
∨
i∈I

(R ◦ Si),
(∨
i∈I

Ri

)
◦ S =

∨
i∈I

(Ri ◦ S), (1.23)

(∨
i∈I

Ri

)−1
=
∨
i∈I

R−1i . (1.24)

Napomenimo da ako su A, B i C konačni skupovi kardinalnosti |A| = k,
|B| = m i |C| = n, tada se R ∈ R(A,B) i S ∈ R(B,C) mogu posmatrati
kao k × m i m × n fazi matrice nad L, a R ◦ S kao matrični proizvod.
Analogno, za f ∈ F(A) i g ∈ F(B) se f ◦ R može tretirati kao proizvod
1× k matrice f i k ×m matrice R, a R ◦ g kao proizvod k ×m matrice R i
m× 1 matrice gt (transponovane matrice od g).

Fazi relacija E na skupu A je

(R) refleksivna ako E(a, a) = 1, za svako a ∈ A;
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(S) simetrična ako E(a, b) = E(b, a), za sve a, b ∈ A;
(T) tranzitivna ako E(a, b)⊗ E(b, c) 6 E(a, c), za sve a, b, c ∈ A.

Ako je E refleksivna i tranzitivna, onda je E ◦ E = E. Fazi relacija na A
koja je refleksivna, simetrična i tranzitivna naziva se fazi ekvivalencija ili
fazi relacija ekvivalencije.

U odnosu na uređenje fazi relacija, skup E(A) svih fazi ekvivalencija na A
je kompletna mreža, u kojoj se presek poklapa sa presekom fazi relacija, ali
u opštem slučaju, unija u E(A) se ne poklapa sa unijom fazi relacija.

Za fazi ekvivalencije E na A i a ∈ A, definišemo fazi podskup Ea od A sa:

Ea(x) = E(a, x), za svako x ∈ A.

Fazi podskup Ea nazivamo klasom ekvivalencije od E određene sa a. Skup
A/E = {Ea | a ∈ A} se naziva faktor skup od A u odnosu na E (videti
[12, 40]). Kardinalnost faktor skupa A/E, u oznaci ind(E), naziva se in-
deks od E. Isti način označavanja koristićemo za krisp ekvivalencije, tj.
za relaciju ekvivalencije π na A, odgovarajući faktor skup se označava sa
A/π, klasa ekvivalencije elementa a ∈ A se označava sa πa, a indeks od π se
označava sa ind(π).

Sledeća svojstva fazi ekvivalencija dokazana u [40] će se koristiti u daljem
radu.

Lema 1.1. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je Ec njen krisp
deo. Tada je Ec krisp ekvivalencija na A, i za sve a, b ∈ A sledeći uslovi su
ekvivalentni:

(i) E(a, b) = 1;
(ii) Ea = Eb;
(iii) Ec

a = Ec
b ;

(iv) E(a, x) = E(b, x), za svako x ∈ A.

Otuda, ind(E) = ind(Ec).

Napomenimo da Ec
a označava klasu krisp ekvivalencije od Ec određenu ele-

mentom a.
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Fazi ekvivalencija E na skupu A se naziva fazi jednakost ako za sve x, y ∈ A,
E(x, y) = 1 povlači x = y. Drugim rečima, E je fazi jednakost ako i samo
ako njen krisp deo Ec jeste identička relacija. Za fazi ekvivalenciju E na
skupu A, fazi relacija Ẽ definisana na faktor skupu A/E sa

Ẽ(Ex, Ey) = E(x, y),

za sve x, y ∈ A, jeste dobro definisana, i jeste fazi jednakost na A/E.

1.6 Uniformne fazi relacije

U ovom poglavlju biće dati pojmovi, oznake i rezultati koji se tiču uniformnih
fazi relacija i srodnih koncepata. Uniformne fazi relacije uvedene su u [41]
kao takve fazi relacije koje bi se mogle shvatiti kao fazi ekvivalencije između
elemenata dva različita skupa. U tom radu dati su osnovni pojmovi, oznake i
rezultati koji se tiču uniformnih fazi relacija i srodnih koncepata. Drugačija
karakterizacija koncepta uniformne fazi relacije, preko operacije kompozicije
fazi relacija data je u [42].

Neka su A i B neprazni skupovi i neka su E i F fazi ekvivalencije na A i B,
tim redom. Ako fazi relacija R ∈ R(A,B) zadovoljava

(EX1) R(a1, b)⊗ E(a1, a2) 6 R(a2, b), za sve a1, a2 ∈ A i b ∈ B,

nazivamo je ekstenzionalnom u odnosu na E, a ako zadovoljava

(EX2) R(a, b1)⊗ F (b1, b2) 6 R(a, b2), za sve a ∈ A i b1, b2 ∈ B,

nazivamo je ekstenzionalnom u odnosu na F . Ako je R ekstenzionalna u
odnosu na E i F , i ako zadovoljava uslov

(PFF) R(a, b1)⊗R(a, b2) 6 F (b1, b2), za sve a ∈ A i b1, b2 ∈ B,

onda je R parcijalna fazi funkcija u odnosu na E i F .

Parcijalne fazi funkcije uveo je Klawonn [119], takođe ih je proučavao Demirci
[60, 61]. S obzirom na svojstvo adjunkcije i simetriju, uslovi (EX1) i (EX2)
mogu se prestaviti i na sledeći način
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(EX1’) E(a1, a2) 6 R(a1, b)↔ R(a2, b), za sve a1, a2 ∈ A i b ∈ B;

(EX2’) F (b1, b2) 6 R(a, b1)↔ R(a, b2), za sve a ∈ A i b1, b2 ∈ B.

Za proizvoljnu fazi relaciju R ∈ R(A,B) možemo definisati fazi ekvivalenciju
ER
A na A sa

ER
A(a1, a2) =

∧
b∈B

R(a1, b)↔ R(a2, b), (1.25)

za sve a1, a2 ∈ A, i fazi ekvivalenciju ER
B na B sa

ER
B(b1, b2) =

∧
a∈A

R(a, b1)↔ R(a, b2), (1.26)

za sve b1, b2 ∈ B. Nazivaće se fazi ekvivalencije na A i B indukovane sa R,
i posebno, ER

A će se nazivati the jezgro od R, i ER
B kojezgro od R. Prema

(EX1’) i (EX2’), ER
A i ER

B su najveće fazi ekvivalencije na A i B, redom,
takve da je R ekstenzionalnau odnosu na njih.

Fazi relacija R ∈ R(A,B) je parcijalna fazi funkcija ako je parcijalna fazi
funkcija u odnosu na ER

A i ER
B . Karakterizacija parcijalnih fazi funkcija može

se dati na sledeći način.

Teorema 1.7. Neka su A i B neprazni skpovi i neka je R ∈ R(A,B) fazi
relacija. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) R je parcijalna fazi funkcija;

(ii) R−1 je parcijalna fazi funkcija;

(iii) R−1 ◦R 6 ER
B ;

(iv) R ◦R−1 6 ER
A ;

(v) R ◦R−1 ◦R 6 R.

Fazi relacija R ∈ R(A,B) je L-funkcija ako za svako a ∈ A postoji b ∈ B
tako da je R(a, b) = 1 [62], takođe za R kažemo da je sirjektivna ako za svako
b ∈ B postoji a ∈ A tako da je R(a, b) = 1, tj., ako R−1 jeste L-funkcija.
Za sirjektivnu fazi relaciju R ∈ R(A,B) takođe kažemo da je fazi relacija iz
A na B. Ako R jeste L-funkcija i ako je sirjektivna, tj., ako i R i R−1 jesu
L-funkcije, tada za R kažemo da je sirjektivna L-funkcija.

Napomenimo da fazi relacija R ∈ R(A,B) jeste L-funkcija ako i samo ako
postoji funkcija ψ : A→ B takva da R(a, ψ(a)) = 1, za sve a ∈ A (videti [61,
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62]). Funkcija ψ sa ovim svojstvom se naaziva krisp opis fazi relacije R, i
sa CR(R) se označava skup svih takvih funkcija.

Svaka L-fnkcija koja je parcijalna fazi u odnosu na E i F naziva se perfektna
fazi funkcija u odnosu na E i F . Perfektne fazi funkcije je uveo i izučavao
Demirci [60, 61]. Fazi relacija R ∈ R(A,B) koja je perfektna fazi funkcija u
odnosu na ER

A i ER
B naziva se perfektna fazi funkcija.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je E fazi ekvivalencija na B. Obična
funkcija ψ : A→ B je E-sirjektivna ako za svako b ∈ B postoji a ∈ A tako
da je E(ψ(a), b) = 1. Drugim rečima, ψ je E-sirjektivna ako i samo ako ψ◦E]

funkcija iz A na B/E, gde je E] : B → B/E fnkcija data sa E](b) = Eb,
za svaki b ∈ B. Jasno, ψ je E-sirjektivna funkcija ako i samo ako Imψ ima
neprazan presek sa svakom klasom relacije ekvivalencije ker(E).

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R ∈ R(A,B) parcijalna fazi
funkcja. Ako je R još i sirjektivna L-funkcija, onda se R naziva uniformna
fazi relacija [41]. Drugim rečima, uniformna fazi relacija je prefektna fazi
funkcija koja ima dodatno svojstvo da je sirjektivna. Uniformna fazi relacija
koja je krisp relacija naziva se uniformna relacija.

Teorema 1.8. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R ∈ R(A,B) fazi
relacija. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) R je uniformna fazi relacija;

(ii) R−1 je uniformna fazi relacija;

(iii) R je sirjektivna L-funkcija i

R ◦R−1 ◦R = R; (1.27)

(iv) R je sirjektivna L-funkcija i

ER
A = R ◦R−1; (1.28)

(v) R je sirjektivna L-funkcija i

ER
B = R−1 ◦R; (1.29)

(vi) R je L-funkcija, i za sve ψ ∈ CR(R), a ∈ A i b ∈ B funkcija ψ je
ER
B-sirjektivna i

R(a, b) = ER
B(ψ(a), b); (1.30)
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(vii) R je L-funkcija, i za sve ψ ∈ CR(R) i a1, a2 ∈ A funkcija ψ je ER
B-

sirjektivna i
R(a1, ψ(a2)) = ER

A(a1, a2). (1.31)

Dokaz. Uslovi (i), (ii), (vi) i (vii) su isti kao u Teoremi 3.3 [41], a uslovi
(iv) i (v) predstavljaju samo drugačiju formulaciju uslova (v) i (vi) Teoreme
3.3 [41]. Implikacija (iii)⇒(i) direktno sledi iz Teoreme 1.7. Stoga, ostaje
da pokažemo (i)⇒(iii).

Ako je R uniformna fazi relacija, onda je ona i sirjektivna L-funkcija, i
prema Teoremi 1.7 važi R ◦ R−1 ◦ R 6 R, pa ostaje da pokažemo obratnu
nejednakost. Neka su ψ ∈ CR(R), a ∈ A i b ∈ B proizvoljni. Tada
R(a, ψ(a)) = R−1(ψ(a), a) = 1, i

R(a, b) = R(a, ψ(a))⊗R−1(ψ(a), a)⊗R(a, b)

6
∨

a′∈A,b′∈B

R(a, b′)⊗R−1(b′, a′)⊗R(a′, b) = (R ◦R−1 ◦R)(a, b).

Dakle, R 6 R ◦R−1 ◦R, čime smo pokazali da je R ◦R−1 ◦R = R.

Posledica 1.1. [41] Neka su A i B neprazni skupovi, i neka je ϕ ∈ R(A,B)
uniformna fazi relacija. Tada za sve ψ ∈ CR(ϕ) i a1, a2 ∈ A važi

Eϕ
A(a1, a2) = Eϕ

B(ψ(a1), ψ(a2)). (1.32)

Napomena 1.1. Neka su A i B neprazni skupovi. Tada prema Teoremi
1.8, fazi relacija R ∈ R(A,B) je uniformna fazi relacija ako i samo ako
njena inverzna relacija R−1 jeste uniformna fazi relacija. Štaviše, prema (iv)
i (v) Teoreme 1.8, imamo da jezgro od R−1 jeste kojezgro od R, i obratno,
kojezgro od R−1 jeste jezgro od R, tj.

ER−1

B = ER
B i ER−1

A = ER
A .

Lema 1.2. Neka su A i B neprazni skupovi, R ∈ R(A,B) uniformna fazi
relacija, E = ER

A i F = ER
B , i neka je funkcija R̃ : A/E → B/F definisana

sa
R̃(Ea) = Fψ(a), za sve a ∈ A i ψ ∈ CR(R). (1.33)

Tada je R̃ dobro definisana funkcija ( ne zavisi od izbora ψ ∈ CR(R) i
a ∈ A), to je bijekcija od A/E na B/F , i (R̃)−1 = R̃−1.

Dokaz. Neka su a1, a2 ∈ A takvi da Ea1 = Ea2 i neka je ψ ∈ CR(R).
Prema Posledici 1.1 je F (ψ(a1), ψ(a2)) = E(a1, a2) = 1, pa Fψ(a1) = Fψ(a2).
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Sa druge strane, neka su a ∈ A i ψ1, ψ2 ∈ CR(R). Tada na osnovu Teoreme
1.8 imamo da je F (ψ1(a), ψ2(a)) > R(a, ψ1(a)) ⊗ R(a, ψ2(a)) = 1, i ponovo
dobijamo da je Fψ(a1) = Fψ(a2). Dakle, R̃ je dobro definisano, tj., ne zavisi
od izbora ψ ∈ CR(R) i prestavnika klase fazi ekvivalencije E.

Dalje, za proizvoljne ψ ∈ CR(R), ξ ∈ CR(R−1), a ∈ A i b ∈ B, na osnovu
(vi) i (vii) Teoreme 1.8 važi

E(a, ξ(ψ(a))) = R−1(ψ(a), a) = R(a, ψ(a)) = 1,

F (b, ψ(ξ(b))) = R(ξ(b), b) = R−1(b, ξ(b)) = 1,

pa je Ea = Eξ(ψ(a)) i Fb = Eψ(ξ(a)). Odave sledi da je (R̃)−1 = R̃−1.

Lema 1.3. Neka su A i B neprazni skupovi, i neka su R1, R2 ∈ R(A,B)
uniformne fazi relacije. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) R1 6 R2;
(ii) R−11 6 R−12 ;
(iii) CR(R1) ⊆ CR(R2) i ER1

A 6 ER2
A ;

(iv) CR(R1) ⊆ CR(R2) i ER1
B 6 ER2

B .

Dokaz. Ekvivalencija (i)⇔(ii) je očigledna.

(i)⇒(iii). Neka je R1 6 R2. Ako je ψ ∈ CR(R1), onda za svaki a ∈ A
važi 1 = R1(a, ψ(a)) 6 R2(a, ψ(a)), što povlači R2(a, ψ(a)) = 1, odnosno
ψ ∈ CR(R2).

Dalje, neka su a1, a2 ∈ A. Prema (vii) Teoreme 1.8, za svaki ψ ∈ CR(R1) ⊆
CR(R2) važi

ER1
A (a1, a2) = R1(a1, ψ(a2)) 6 R2(a1, ψ(a2)) = ER2

A (a1, a2),

i stoga je ER1
A 6 ER2

A .

(iv)⇒(i). Neka su a ∈ A, b ∈ B i ψ ∈ CR(R1) ⊆ CR(R2) proizvoljni.
Prema (vi) Teoreme 1.8 važi

R1(a, b) = ER1
B (ψ(a), b) 6 ER2

B (ψ(a), b) = R2(a, b),

pa je R1 6 R2.

Imajući u vidu Napomenu 1.1, isti argumenti koji se koriste pri dokazu
(i)⇒(iii) mogu se koristiti za dokazivanje implikacije (ii)⇒(iv), dok se argu-
menti korišćeni za dokaz (iv)⇒(i) mogu iskoristiti za dokaz (iii)⇒(ii).
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Direktna posledica prethodne leme je i sledeći rezultat koji kaže da je uni-
formna fazi relacija na jedinstven način određena njenom krisp reprezentaci-
jom i jezgrom, odnosno krisp reprezentacijom i ko-jezgrom.

Posledica 1.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka su R1, R2 ∈ R(A,B)
uniformne fazi relacije. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) R1 = R2;

(ii) R−11 = R−12 ;

(iii) CR(R1) = CR(R2) i ER1
A = ER2

A ;

(iv) CR(R1) = CR(R2) i ER1
B = ER2

B .

Poznato je da kompozicija dve uniformne relacije ne mora biti uniformna
fazi relacija (Primer 6.1 [41]). Sledećom lemom se tvrdi da ako je kojezgro
prve komponente u kompoziciji sadržano u jezgru druge komponente, onda
je kompozicija takođe uniformna fazi relacija.

Lema 1.4. Neka su A, B i C neprazni skupovi i neka su R1 ∈ R(A,B) i
R2 ∈ F(B × C).

(a) Ako su R1 i R2 sirjektine L-funkcije, onda je R1◦R2 takođe sirjektivna
L-funkcija.

(b) Ako su R1 i R2 uniformne fazi relacije takve da ER1
B 6 ER2

B , onda je
R1 ◦R2 uniformna fazi relacija.

Dokaz. (a) Ovo je posledica činjenice da za proizvoljne ψ1 ∈ CR(R1) i
ψ2 ∈ CR(R2) važi ψ1 ◦ ψ2 ∈ CR(R1 ◦R2).

(b) Na osnovu pretpostavke ER1
B 6 ER2

B i Teoreme 1.8 imamo

R2 ◦R−12 ◦R−11 ◦R1 = ER2
B ◦ E

R1
B = ER2

B = R2 ◦R−12 ,

pa za R = R1 ◦R2 važi

R◦R−1◦R = R1◦R2◦R−12 ◦R−11 ◦R1◦R2 = R1◦R2◦R−12 ◦R2 = R1◦R2 = R.

Zajedno sa (a) ovo povlači da je R = R1 ◦R2 uniformna fazi relacija.

Kao što smo već rekli, Booleove (krisp) relacije se mogu shvatiti kao fazi
relacije koje uzimaju vrednosti samo u skupu {0, 1}, pa se prethodno uvedeni
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pojmovi i dati rezultati odnose i na Booleove relacije. Zbog potreba u daljem
radu, ovde ćemo ih eksplicitno navesti.

Neka suA iB neprazni skupovi. Za Booleovu relaciju ϕ izmeđuA iB kažemo
da je kompletna ako za svaki a ∈ A postoji b ∈ B tako da je ϕ(a, b) = 1,
i kažemo da je sirjektivna ako za svako b ∈ B postoji a ∈ A tako da je
ϕ(a, b) = 1. Napomenimo da je ϕ kompletna relacija ako i samo ako postoji
funkcija ψ : A → B tako da je ϕ(a, ψ(a)) = 1, za svako a ∈ A. Funkciju
ψ nazivamo funkcionalnim opisom relacije ϕ, i sa CR(ϕ) označavamo skup
svih takvih funkcija. Za ekvivalenciju F na B, funkcija ψ : A → B je
F -sirjektivna ako i samo ako ψ ◦ F \ : A→ B/F jeste sirjektivna funkcija.

Proizvoljnoj Booleovoj relaciji ϕ između A i B, pridružujemo ekvivalenciju
Eϕ
A na A, koju nazivamo jezgro od ϕ, i ekvivalenciju Eϕ

B na B, koju nazivamo
kojezgro od ϕ, na sledeći način: za sve a1, a2 ∈ A i b1, b2 ∈ B je

Eϕ
A(a1, a2) = 1 ⇔ (∀b ∈ B)ϕ(a1, b) = ϕ(a2, b), (1.34)

Eϕ
B(b1, b2) = 1 ⇔ (∀a ∈ A)ϕ(a, b1) = ϕ(a, b2). (1.35)

Neka su A i B neprazni skupovi. Parcijalna uniformna relacija između A i
B je relacija između A i B koja zadovoljava uslov ϕ ◦ϕt ◦ϕ 6 ϕ. S obzirom
da obratna inkluzija uvek važi, ϕ je parcijalna uniformna relacija ako i samo
ako je ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ = ϕ. Parcijalna uniformna relacija koja je kompletna i
sirjektivna je uniformna relacija.

Sledeće teoreme mogu se izvesti iz opštijih teorema dokazanih za fazi relacije
(Teoreme 1.7 i 1.8 i Lema 1.2) imajući u vidu da se na Booleove relacije može
gledati kao na fazi relacije koje uzimaju vrednosti u skupu {0, 1}.

Teorema 1.9. Neka su A i B neprazni skpovi i neka je ϕ relacija između
A i B. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) ϕ je parcijalna uniformna relacija;

(ii) ϕt je parcijalna uniformna relacija;

(iii) ϕt ◦ ϕ 6 Eϕ
B;

(iv) ϕ ◦ ϕt 6 Eϕ
A;

(v) ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ 6 ϕ.

Teorema 1.10. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ϕ relacija između
skupova A i B. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:



26 1.7. Težinski i fazi automati

(i) ϕ je uniformna relacija;

(ii) ϕt je uniformna relacija;

(iii) ϕ je sirjektivna i Eϕ
A = ϕ ◦ ϕt;

(iv) ϕ je sirjektivna i Eϕ
B = ϕt ◦ ϕ;

(v) ϕ je kompletna i za sve ψ ∈ CR(ϕ), a ∈ A i b ∈ B funkcija ψ je
Eϕ
B-sirjektivna i ϕ(a, b) = Eϕ

B(ψ(a), b);

(vi) ϕ je kompletna i za sve ψ ∈ CR(ϕ) i a1, a2 ∈ A funkcija ψ je Eϕ
B-

sirjektivna i ϕ(a1, ψ(a2)) = Eϕ
A(a1, a2).

Lema 1.5. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je E ekvivalencija na A i
F ekvivalencija na B. Tada postoji uniformna relacija ϕ između skupova A
i B takva da je E = Eϕ

A i F = Eϕ
B ako i samo ako postoji bijektivna funkcija

φ : A/E → B/F .

Ova bijektivna funkcija se može predstaviti kao φ = ϕ̃, gde je ϕ̃ : A/E →
B/F data sa

ϕ̃(Ea) = Fψ(a), za sve a ∈ A i ψ ∈ CR(R). (1.36)

Takođe, važi (ϕ̃)t = ϕ̃t.

1.7 Težinski i fazi automati

Težinski i fazi automati su veoma slični. I jedni i drugi su klasični nedeter-
ministički automati kod kojih prelazi, početna i završna stanja uzimaju vred-
nosti iz izvesnih struktura. Kod težinskih automata ove vrednosti se nazivaju
težine i najčešće se uzimaju iz poluprstena, dok se kod fazi automata nazi-
vaju istinitosne vrednosti i uzimaju se iz izvesnih uređenih struktura, vrlo
često iz mrežno-uređenih struktura.

M. P. Schutzenberger [186] je 1961. godine dao osnovne karakterizacije kon-
ačnih automata sa težinama. Ovi rezultati su inspirisali veliki broj raznih
uopštenja i daljih istraživanja (videti monografije [16, 68, 73, 125, 173, 175,
176, 196]).

Izučavanje fazi automata i jezika započeli su 1960-tih godina Santos [182,
183, 184], Wee [197], Wee i Fu [198], i Lee i Zadeh [129]. Do skora su
uglavnom razmatrani fazi automati i jezici koji uzimaju vrednosti u Göde-
lovoj strukturi (videti na primer [71, 92, 148]). W. Wechler [196] je inicirao
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razmatranje fazi automata koji uzimaju vrednosti nad nekim opštijim struk-
turama, i poslednjih godina pažnju velikog broja istraživača privlače fazi
automati koji uzimaju vrednosti iz kompletne reziduirane mreže, mrežno-
uređenog monoida i drugih tipova mreža. Najpre je D. W. Qiu [163, 164]
dao onovna svojstva fazi automata koju uzimaju vrednosti u kompletnoj
reziduiranoj mreži, a kasnije su D. W. Qiu i njegovi saradnici sproveli opsežno
istraživanje ovih fazi automata (videti [165, 167, 200, 201, 202, 203, 204]).
Sa drugačije tačke gledišta, fazi automate koji uzimaju vrednosti u komplet-
noj reziduiranoj mreži izučavali su J. Ignjatović, M. Ćirić i njihovi saradnici
u [44, 45, 103, 104, 105, 107, 189]. Fazi automate koji uzimaju vrednosti u
mrežno-uređenom monoidu istraživao je Y. M. Li i drugi [130, 131, 133, 135],
fazi automati nad nekim drugim tipovima mreža bili su predmet izučavanja
u radovima [70, 132, 134, 123, 127, 152, 153, 154, 156], dok su automati koji
uopštavaju fazi automate nad proizvoljnim mrežama, kao i težinske auto-
mate nad poluprstenima, u skorije vreme izučavani u [38, 69, 115]. Takođe,
fazi automati su korišćeni za modeliranje diskretnih sistema događaja (videti
[136, 166, 169]).

U ovom poglavlju, najpre ćemo razmatrati fazi automate nad kompletnom
reziduiranom mrežom.

Neka je L kompletna reziduirana mreža i neka je X (konačan) alfabet. Fazi
automat nad L i X , ili kraće fazi automat , je uređena četvorka A =
(A, δA, σA, τA), gde je A neprazan skup koji nazivamo skup stanja, δA :
A×X × A→ L je fazi podskup od A×X × A koji nazivamo fazi funkcija
prelaza, i σA : A → L i τA : A → L su fazi podskupovi od A koje nazi-
vamo fazi skup početnih stanja i fazi skup završnih stanja, redom. Vred-
nost δA(a, x, b) možemo shvatiti kao na stepen od koga ulazno slovo x ∈ X
uzrokuje prelaz iz stanja a ∈ A u stanje b ∈ A, dok se σA(a) i τA(a) mogu
shvatiti kao stepeni od kojih a jeste početno i završno stanje, tim redom. Iz
metodoloških razloga ponekad ćemo dozvoliti da skup stanja A bude beskon-
ačan. Fazi automat čiji je skup stanja konačan nazivamo konačan fazi au-
tomat .

Neka je sa X∗ označen slobodan monoid nad alfabetom X, i neka je e ∈ X∗
prazna reč. Funkcija δA se može proširiti do funkcije δA∗ : A×X∗ × A→ L
na sledeći način: Ako su a, b ∈ A, onda

δA∗ (a, e, b) =

{
1, ako je a = b,

0, inače,
(1.37)
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a ako su a, b ∈ A, u ∈ X∗ i x ∈ X, onda je

δA∗ (a, ux, b) =
∨
c∈A

δA∗ (a, u, c)⊗ δA(c, x, b). (1.38)

Prema (1.5) i Teoremi 3.1 [133] (videti takođe [163, 164, 167]), važi

δA∗ (a, uv, b) =
∨
c∈A

δA∗ (a, u, c)⊗ δA∗ (c, v, b), (1.39)

za sve a, b ∈ A i u, v ∈ X∗, tj., ako je w = x1 · · · xn, za x1, . . . , xn ∈ X, onda
je

δA∗ (a, w, b) =
∨

(c1,...,cn−1)∈An−1

δA(a, x1, c1)⊗δA(c1, x2, c2)⊗· · ·⊗δA(cn−1, xn, b).

(1.40)
Intuitivno, proizvod δA(a, x1, c1)⊗ δA(c1, x2, c2)⊗ · · · ⊗ δA(cn−1, xn, b) pred-
stavlja stepen sa kojim ulazna reč w uzrokuje prelaz iz stanja a u stanje
b preko niza stanja c1, . . . , cn−1 ∈ A, dok δA∗ (a, w, b) predstavlja supremum
svih stepena po svim mogućim putevima iz a u b pod dejstvom reči w.
Takođe, konačan fazi automat A se može predstaviti kao označen usmeren
graf čiji su čvorovi stanja automata A, a grana koja izlazi iz čvora a i ulazi
u čvor b je označena parom oblika x/δA(a, x, b), za svaki x ∈ X.

Ako je δA krisp podskup od A×X×A, tj., ako je δA : A×X×A→ {0, 1}, i σA
i τA su krisp podskupovi od A, onda A je običan nedeterministički automat .
Drugim rečima, nedeterministički automati su fazi automati nad Booleovom
strukturom. Ako je δA funkcjija iz A × X u A, σA jednoelementni običan
podskup od A, tj., σA = {a0}, za neko a0 ∈ A, i τA je fazi podskup od A,
onda se A naziva deterministički fazi automat , u oznaci A = (A, δA, a0, τ

A).
U [38, 69] korišćen je naziv krisp-deterministički automat. Više informacija
o determinističkim fazi automatima može se naći u [13, 103, 104, 107, 133].
Jasno, ako je δA krisp podskup od A × X × A, ili funkcija iz A × X u A,
onda je δA∗ takođe krisp podskup od A × X∗ × A, ili finkcija iz A × X∗ u
A, redom. Deterministički fazi automat A = (A, δA, a0, τ

A) kod koga je τA
krisp podskup od A, je običan deterministički automat.

Ako za u ∈ X∗ definišemo fazi relaciju δAu na A sa

δAu (a, b) = δA∗ (a, u, b), (1.41)

za sve a, b ∈ A, koju nazivamo fazi relacija prelaza određena sa u, onda se
(1.39) može zapisati kao

δAuv = δAu ◦ δAv , (1.42)
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za sve u, v ∈ X∗.

Reverzni fazi automat fazi automata A = (A, δA, σA, τA) se definiše kao
fazi automat Ā = (A, δ̄A, σ̄A, τ̄A) čiji su fazi funkcija prelaza i fazi skupovi
početnih i završnih stanja definisani sa δ̄A(a1, x, a2) = δA(a2, x, a1) za sve
a1, a2 ∈ A i x ∈ X, σ̄A = τA i τ̄A = σA. Drugim rečima, δ̄Ax = (δAx )−1, za
svaki x ∈ X.

Fazi jezik u X∗ nad L, ili kraće fazi jezik, je svaki fazi podskup od X∗, tj.,
svaka funkcija izX∗ u L. Fazi jezik raspoznat automatom A = (A, δA, σA, τA),
u oznaci L(A), je fazi jezik u F(X∗) definisan sa

L(A)(u) =
∨
a,b∈A

σA(a)⊗ δA∗ (a, u, b)⊗ τA(b), (1.43)

ili ekvivalentno,

L(A)(e) = σA ◦ τA,
L(A)(u) = σA ◦ δAx1 ◦ δ

A
x2
◦ · · · ◦ δAxn ◦ τ

A,
(1.44)

za sve u = x1x2 . . . xn ∈ X+, gde x1, x2, . . . , xn ∈ X. Drugim rečima,
jednakost (1.43) govori da je da stepen pripadnosi reči u fazi jeziku L(A)
jednak stepenu sa kojim A raspoznaje ili prihvata reč u. Koristeći oznaku
iz (1.17) i drugu jednakost iz (1.19), možemo (1.43) predstaviti kao

L(A)(u) = σA ◦ δAu ◦ τA. (1.45)

Fazi automati A i B su jezički ekvivalentni ako je L(A) = L(B).

Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati. Funkcija
ϕ : A→ B je izomorfizam između A i B ako je bijekcija i za sve a, a1, a2 ∈ A
i x ∈ X, važi:

δAx (a1, a2) = δBx (ϕ(a1), ϕ(a2)), (1.46)
σA(a) = σB(ϕ(a)), (1.47)
τA(a) = τB(ϕ(a)). (1.48)

Ako postoji izomorfizam između A i B, onda kažemo da su A i B izomorfni
fazi automati. Jasno, inverz izomorfizma fazi automata je takođe izomor-
fizam, kao i kompozicija dva izomorfizma.

Kardinalnost fazi automata A = (A, δA, σA, τA), u oznaci |A|, se definiše kao
kardinalnost njegovog skupa stanja A. Fazi automat A je minimalani fazi
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automat jezika f ∈ F ako raspoznaje f i |A| 6 |A′|, za svaki fazi automat A′
koji raspoznaje f . Minimalani fazi automat koji raspoznaje dati fazi jezik f
ne mora biti jedinstven do na izomorfizam (videti Primer 3.4). Ovo takođe
važi i za nedeterminističke automate.

Neka je S = (S,+, ·, 0, 1) poluprsten i neka je X (konačan) alfabet. Težinski
automat nad S iX, ili kraće težinski automat , je četvorkaA = (A, δA, σA, τA),
pri čemu je A neprazan konačan skup stanja, δA : A×X ×A→ S je težin-
ska funkcija (matrica) prelaza, σA : A → S je početni težinski vektor ,
i τA : A → S je završni težinski vektor . S obzirom da se težinski au-
tomati uvode na isti način kao i fazi automati, svi pojmovi i oznake koji su
prethodno uvedeni za fazi automate se na isti način definišu i za težinske au-
tomate (reč fazi zamenjuje se rečju težinski, a operacije ∨ i ⊗ se zamenjuju
operacijama + i ·, tim redom). Zapravo, svaki fazi automat nad kompletnom
reziduiranom mrežom L = (L,∧,∨,⊗,→, 0, 1) može se tretirati kao težinski
automat nad poluprstenom L∗ = (L,∨,⊗, 0, 1). Međutim, ne mogu se sva
svojstva fazi automata preneti na težinske automate jer se mnoga od njih
dokazuju uz pomoć uređenja i operacija ∧, → i ↔ kojima raspolaže kom-
pletna reziduirana mreža L, a kojima ne raspolaže poluprsten L∗. Stoga,
težinski automati predstavljaju opštiji koncept od koncepta fazi automata.
Fazi automati imaju bogatiju teoriju, dok sa druge strane, težinski automati
imaju širi spektar primena.

Sada ćemo dati definiciju faktor fazi automata u odnosu na datu fazi ek-
vivalenciju, a potom u analogiji sa tim uvešćemo pojam faktor težinskog
automata u odnosu na (krisp) ekvivalenciju.

Neka je A = (A, δA, σA, τA) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija na
A. Bez ikakvih ograničenja na E, možemo definisati fazi funkciju prelaza
δA/E : (A/E)×X × (A/E)→ L sa

δA/E(Ea, x, Eb) =
∨

a′,b′∈A

E(a, a′)⊗ δA(a′, x, b′)⊗ E(b′, b) (1.49)

ili ekvivalentno,

δA/E(Ea, x, Eb) = (E ◦ δAx ◦ E)(a, b) = Ea ◦ δAx ◦ Eb, (1.50)

za sve a, b ∈ A i x ∈ X.

Takođe, možemo definisati fazi skup σA/E ∈ F(A/E) inicijalnih stanja i fazi
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skup τA/E ∈ F(A/E) završnih stanja sa

σA/E(Ea) =
∨
a′∈A

σA(a′)⊗ E(a′, a) = (σA ◦ E)(a) = σA ◦ Ea, (1.51)

τA/E(Ea) =
∨
a′∈A

E(a, a′)⊗ τA(a′) = (E ◦ τA)(a) = Ea ◦ τA, (1.52)

za svako a ∈ A.

Jasno, δA/E, σA/E i τA/E su dobro definisane, A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E)
je fazi automat koji nazivamo faktor fazi automat od A u odnosu na E.

Napomenimo da je jezik L(A/E) raspoznat faktor fazi automatom A/E dat
sa

L(A/E)(e) = σA ◦ E ◦ τA, (1.53)
L(A/E)(u) = σA ◦ E ◦ δAx1 ◦ E ◦ δ

A
x2
◦ E ◦ · · · ◦ E ◦ δAxn ◦ E ◦ τ

A, (1.54)

dok je jezik L(A) raspoznat fazi automatom A dat sa

L(A)(e) = σA ◦ τA, (1.55)
L(A)(u) = σA ◦ δAx1 ◦ δ

A
x2
◦ · · · ◦ δAxn ◦ τ

A, (1.56)

za svako u = x1x2 . . . xn ∈ X+, gde x1, x2, . . . , xn ∈ X. Dakle, fazi automati
A i A/E raspoznaju isti jezik ako i samo ako je fazi ekvivalencija E rešenje
sistema fazi relacijskih jednačina

σA ◦ τA = σA ◦ E ◦ τA,
σA ◦ δAx1 ◦ · · · ◦ δ

A
xn ◦ τ

A = σA ◦ E ◦ δAx1 ◦ E ◦ · · · ◦ E ◦ δ
A
xn ◦ E ◦ τ

A,
(1.57)

za sve n ∈ N i x1, x2, . . . , xn ∈ X. Za (1.57) kažemo da je opšti sistem.

Analogno se definiše težinski faktor automat. Neka je A = (A, δA, σA, τA)
težinski automat i E ekvivalencija na A. Tada, menjajući

∨
sa
∑

, sa (1.49)
je definisana težinska matrica prelaza, a sa (1.51) i (1.52) redom su definisani
početni i završni težinski vektori odgovarajućeg težinskog faktor automata
A/E, i težinski automati A i A/E raspoznaju isti jezik ako i samo ako je
ekvivalencija E rešenje opšteg sistema (1.57).





Glava 2

Slabo linearni sistemi fazi
relacijskih nejednačina:
Heterogeni slučaj

Izučavanje sistema fazi relacijskih jednačina i nejednačina pokrenuo je E.
Sanchez u okviru medicinskih istraživanja (videti [177, 178, 179, 180]). Kas-
nije ovi sistemi nalailaze na širok spektar primena i u današnje vreme se ko-
riste u fazi kontroli, diskretnim dinamičkim sistemima, reprezentaciji znanja,
identifikaciji fazi sistema, prognoziranju fazi sistema, teoriji odlučivanja, fazi
ekstrakciji informacija, fazi prepoznavanju oblika, kompresiji i rekonstrukciji
slika, kao i u mnogim drugim oblastima (na primer videti [63, 65, 71, 72,
121, 151, 154]).

Najviše su izučavani oni sistemi jednačina i nejednačina koji sa jedne strane
sadrže nepoznatu fazi relaciju i datu fazi relaciju ili fazi skup, dok sa druge
strane sadrže samo neku drugu datu fazi relaciju ili fazi skup. Takvi sistemi
se nazivaju linearni sistemi. Rešavanje linearnih sistema fazi relacijskih
jednačina i nejednačina, kao i metode za nalaženje njihovih najvećih rešenja
prvi put se razmatraju u napred pomenutim radovima Sancheza, koji je
posmatrao linearne sisteme nad Gödelovom strukturom. Kasnije, u nizu
radova izučavani su sistemi nad opštijim strukturama, uključujući i sisteme
nad kompletnim reziduiranim mrežama (videti [41, 63, 119, 155, 157, 158,
159]).

Složeniji sistemi fazi relacijskih nejednačina i jednačina, nazvani slabo linear-
ni sistemi, nedavno su uvedeni i izučavani u radu [106]. Oni se sastoje od
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nejednačina i jednačina oblika Vi ◦ U ./ U ◦ Vi i U 6 W , gde su Vi (i ∈ I)
i W date fazi relacije na skupu A, U je nepoznata fazi relacija na A, ◦ oz-
načava kompoziciju fazi relacija, i ./ je jedan od simbola 6, > i =. Pored
toga, ovi sistemi mogu uključiti i dodatne nejednakosti i jednakosti oblika
Vi ◦ U−1 ./ U−1 ◦ Vi i U−1 6 W . Slabo linearni sistemi, koji uključuju
samo fazi relacije na jednom skupu, nazivaju se homogeni sistemi. Svaki
homogeni slabo linearni sistem, sa kompletnom reziduiranom mrežom kao
strukturom istinitosnih vrednosti, ima najveće rešenje, i u [106] dat je al-
goritam za izračunavanje tog najvećeg rešenja. Ovaj algoritam je zasnovan
na izračunavanju najveće post-fiksne tačke izvesne izotone funkcije na mreži
fazi relacija, koja je sadržana u datoj fazi relaciji. Algoritam se zavrŽava u
konačnom broju koraka kada je kompletna reziduirana mreža lokalno kon-
ačna, kao na primer, kada radimo sa Booleovom i Gödelovom strukturom.
Pomenuti algoritam je iterativan, i svaki njegov pojedinačni korak se može
sagledati kao rešavanje izvesnog partikularnog linearnog sistema, pa su iz
tog razloga ovi sistemi nazvani slabo linearni sistemi.

U ovoj glavi biće izučavani heterogeni slabo linearni sistemi fazi relacijskih
nejednačina i jednačina, koji se sastoje iz fazi relacija između dva različita
skupa, a nepoznata fazi relacija je između ta dva skupa [108]. Naime, ako su
Vi i Wi (i ∈ I) date fazi relacije na nepraznim skupovima A i B, tim redom,
a Z je data fazi relacija između A i B, pod heterogenim slabo linearnim
sistemom podrazumevamo dva sistema koja se sastoje iz nejednačina oblika
U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦ U−1, U 6 Z, i Vi ◦ U 6 U ◦Wi, U 6 Z, kao i od četiri
sistema dobijena kombinacijom ova dva (za U i U−1).

U ovoj glavi biće prikazani sledeći rezultatai. Biće pokazano da svaki hetero-
geni slabo linearni sistem ima najveće rešenje (Teorema 2.1). Zatim će biti
definisane izotone i image-lokalizovane funkcije φ(i) (i = 1, . . . , 6) na mreži
fazi relacija između A i B takve da svaki od šest heterogenih slabo linearnih
sistema može biti predstavljen na ekvivalentan način u obliku U 6 φ(i)(U),
U 6 Z (Teorema 2.2). Takva reprezentacija će omogućiti da se problem
izračunavanja najvećeg rešenja heterogenog slabo linearnog sistema prevede
na problem izračunavanja najveće post-fiksne tačke funkcije φ(i), sadržane u
fazi relaciji Z. U tu svrhu, iterativni metod razvijen u [106] biće modifiko-
van tako da se mođe primeniti na heterogeni slučaj. Takođe će biti pokazano
kako se dati metod možde modifikovati tako da se koristi za izračunavanje
najvećih krisp rešenja ovih sistema. Nakon toga biće uveden koncept faktor
fazi relacijskog sistema u odnosu na fazi ekvivalenciju, i biće dokazane se teo-
reme analogne poznatim teoremama univerzalne algebre: teorema o homo-
morfizmu, izomorfizmu i teorema o korespodenciji (videti Teoreme 2.7–2.11).
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Korišćenjem ovog koncepta uspostaviće se prirodna veza između rešenja het-
erogenih i homogenih slabo linearnih sistema (Teoreme 2.12–2.14).

Glava ima sledeću strukturu. U Poglavlju 2.1 daju se definicije homogenih
slabo linearnih sistema, potom i definicije heterogenih, i dokazuju se nji-
hova osnovna svojstva. U Poglavlju 2.2 se predstavlja metod za izračuna-
vanje najvećeg rešenja heterogenog slabo linearnog sistema. U Poglavlju 2.3
su razmatrani faktor fazi relacijski sistemi i njihova osnovna svojstva, a u
Poglavlju 2.4 opisana je veza između heterogenih i homogenih slabo linearnih
sistema.

2.1 Slabo linearni sistemi

U ovom poglavlju biće uvedeni slabo linearni sistemi fazi relacijskih nejed-
načina i jednačina (homogeni i heterogeni), i biće predstavljeni neki rezultati
kojima se opisuju njihova osnovna svojstva.

Neka je A neprazan skup (ne nužno konačan), neka je {Vi}i∈I data familija
fazi relacija na A (pri čemu I takođe ne mora biti konačan skup), i neka je
W data fazi relacija na A.

Sledeći sistemi fazi relacijskih nejednačina i jednačina su razmatrani u [106]:

U ◦ Vi 6 Vi ◦ U (i ∈ I), U 6 W ; (wl1-1)

Vi ◦ U 6 U ◦ Vi (i ∈ I), U 6 W ; (wl1-2)

U ◦ Vi = Vi ◦ U (i ∈ I), U 6 W ; (wl1-3)

U ◦ Vi 6 Vi ◦ U, U−1 ◦ Vi 6 Vi ◦ U−1, (i ∈ I), U 6 W , U−1 6 W ;
(wl1-4)

Vi ◦ U 6 U ◦ Vi, Vi ◦ U−1 6 U−1 ◦ Vi, (i ∈ I), U 6 W , U−1 6 W ;
(wl1-5)

U ◦ Vi = Vi ◦ U, U−1 ◦ Vi = Vi ◦ U−1 (i ∈ I), U 6 W , U−1 6 W ;
(wl1-6)

gde je U nepoznata fazi relacija na A. Jasno, fazi relacija R ∈ R(A) je
rešenje sistema (wl1-4) (odnosno sistema (wl1-5), (wl1-6)) ako i samo ako
su i R i R−1 rešenja sistema (wl1-1) (odnosno (wl1-2), (wl1-3)), i štaviše,
simetrična fazi relacija je rešenje sistema (wl1-4) (odnosno (wl1-5), (wl1-6))
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ako i samo ako je rešenje sistema (wl1-1) (odnosno (wl1-2), (wl1-3)). Jasno,
ako je W (a1, a2) = 1, za sve a1, a2 ∈ A, tada nejednakost U 6 W postaje
trivijalna i može se izostaviti.

Sistemi (wl1-1)–(wl1-6) su u radu [106] nazvani slabo linearni sistemi . Pre-
ciznije, ovde ćemo ih nazivati homogeni slabo linearni sistemi . Za svaki t ∈
{1, . . . , 6}, odgovarajući sistem (wl1-t) biće označen sa WL1-t(A, I, Vi,W ).
Ako je W (a1, a2) = 1, za sve a1, a2 ∈ A, onda će sistem (wl1-t) jednostavno
biti označen sa WL1-t(A, I, Vi).

U radu [106] je dokazano da svaki od ovih sistema ima najveće rešenje, i
ako data fazi relacija W jeste fazi kvazi-uređenje, onda su najveća rešenja
sistema (wl1-1), (wl1-2) i (wl1-3) takođe fazi kvazi-uređenja, a ako jeW fazi
ekvivalencija, onda najveća rešenja sistema (wl1-4), (wl1-5) i (wl1-6) jesu
fazi ekvivalencije. U istom radu razvijen je i metod za izračunavanje najvećih
rešenja, zasnovan na izračunavanju najveće post-fiksne tačke, sadržane u
datoj fazi relaciji, izotone funkcije na mreži fazi relacija.

Ovde će biti uvedeni heterogeni slabo linearni sistemi, biće pokazano da i
svaki od ovih sistema ima najveće rešenje (koje može biti i prazno), kao i da
se metod iz [106] može modifikovati tako da se može iskoristiti za izračuna-
vanje najvećih rešenja heterogenih slabo linearnih sistema.

Neka su A i B neprazni skupovi (ne nužno konačni), neka je {Vi}i∈I data
familija fazi relacija na A i {Wi}i∈I data familija fazi relacija na B (I takođe
ne mora biti konačan skup), i neka je Z data fazi relacija između A i B.

Posmatraćemo sledeće sisteme

U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦ U−1 (i ∈ I), U 6 Z ; (wl2-1)

Vi ◦ U 6 U ◦Wi (i ∈ I), U 6 Z ; (wl2-2)

i sisteme dobijene kombinacijom sistema (wl2-1) i (wl2-2) (za U i U−1)

U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦ U−1 U ◦Wi 6 Vi ◦ U (i ∈ I), U 6 Z;
(wl2-3)

Vi ◦ U 6 U ◦Wi Wi ◦ U−1 6 U−1 ◦ Vi (i ∈ I), U 6 Z;
(wl2-4)

Vi ◦ U = U ◦Wi (i ∈ I), U 6 Z;
(wl2-5)

U−1 ◦ Vi = Wi ◦ U−1 (i ∈ I), U 6 Z;
(wl2-6)
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gde je U nepoznata fazi relacija između A i B. Sistemi (wl2-1)–(wl2-6) će
biti nazvani heterogeni slabo linearni sistemi . Za svaki t ∈ {1, . . . , 6}, sistem
(wl2-t) biće označen sa WL2-t(A,B, I, Vi,Wi, Z). Ako je Z(a, b) = 1, za sve
a ∈ A i b ∈ B, onda će sistem (wl2-t) biti označen sa WL2-t(A,B, I, Vi,Wi).

Sasvim jednostavno mogu se pokazati sledeće dve propozicije.

Propozicija 2.1. Neka je A neprazan skup, neka je {Vi}i∈I familija fazi
relacija na A, i neka je W fazi relacija na A. Za proizvoljnu fazi reelaciju
R ∈ R(A) važi:

(a) R je rešenje sistema WL1−1(A, I, Vi,W ) ako i samo ako je R−1 rešenje
sistema WL1−2(A, I, V −1i ,W−1);

(b) R je rešenje sistema WL1−4(A, I, Vi,W ) ako i samo ako je R rešenje
sistema WL1−5(A, I, V −1i ,W−1).

Propozicija 2.2. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je {Vi}i∈I familija
fazi relacija na A i {Wi}i∈I familija fazi relacija na B, i neka je Z fazi
relacija između A i B. Za proizvoljnu fazi relaciju R ∈ R(A,B) važi:

(a) R je rešenje sistema WL2−1(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako je i
rešenje sistema WL2−2(A,B, I, V −1i ,W−1

i , Z);

(b) R je rešenje sistema WL2−3(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako je i
rešenje sistema WL2−4(A,B, I, V −1i ,W−1

i , Z);

(c) R je rešenje sistema WL2−5(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako je i
rešenje sistema WL2−6(A,B, I, V −1i ,W−1

i , Z);

(d) R je rešenje sistema WL2−3(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako je R−1
rešenje sistema WL2−4(B,A, I,Wi, Vi, Z).

Tvrđenje (a) u Propoziciji 2.1 kaže da su sistemi (wl1-1) i (wl1-2) du-
alni, u smislu da za svako tvrđenje koje univerzalno važi za sistem (wl1-
1) postoji odgovarajuće tvrđenje koje univerzalno važi za sistem (wl1-2), i
obratno. Slično, dualni su sistemi (wl1-4) i (wl1-5), (wl2-1) i (wl2-2), (wl2-
3) i (wl2-4), i (wl2-5) i (wl2-6). Iz tog razloga, dalje u tekstu uglavnom će
biti razmatrani sistemi (wl1-1), (wl1-4), (wl2-1), (wl2-3) i (wl2-5).

Takođe jednostavno se pokazuje i sledeća propozicija.

Propozicija 2.3. Neka su R i S fazi relacije takve da je R rešenje sistema
WL2−3(A,B, I, Vi,Wi, Z) i S je rešenje sistema WL2−3(B,C, I,Wi, Xi, Y ).
Tada je R ◦ S rešenje sistema WL2−3(A,C, I, Vi, Xi, Z ◦ Y ).
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Teorema 2.1. Svi heterogeni slabo linearni sistemi imaju najveće rešenje
(koje može biti prazno).

Ako je Z parcijalna fazi funkcija, onda najveća rešenja sistema (wl2-3) i
(wl2-4) takođe jesu parcijalne fazi funkcije.

Dokaz. Za svaki t ∈ {1, . . . , 6}, neposredno se proverava da je unija proizvo-
ljne familije fazi relacija koje su rešenja sistema (wl2-t) takođe rešenje sis-
tema (wl2-t), i stoga unija svih rešenja sistema (wl2-t) jeste najveće rešenje
tog sistema.

Dalje, neka je Z parcijalna fazi funkcija i neka je R najveće rešenje sistema
(wl2-t), gde je t = 3 ili t = 4. Tada je R ◦ R−1 ◦ R 6 Z ◦ Z−1 ◦ Z 6 Z, i
prema Propoziciji 2.3 imamo da je R◦R−1 ◦R rešenje sistema (wl2-t). Kako
je R najveće rešenje sitema, sledi da je R ◦ R−1 ◦ R 6 R, što znači da je R
parcijalna fazi funkcija.

Dalje, neka su A i B neprazni skupovi i neka je V ∈ R(A), W ∈ R(B)
i Z ∈ R(A,B). Desni rezidual od Z sa V je fazi relacija Z/V ∈ R(A,B)
definisana sa

(Z/V )(a, b) =
∧
a′∈A

(V (a′, a)→ Z(a′, b) ), (2.1)

za sve a ∈ A, b ∈ B, a levi rezidual od Z saW je fazi relacija Z\W ∈ R(A,B)
definisana sa

(Z\W )(a, b) =
∧
b′∈B

(W (b, b′)→ Z(a, b′) ), (2.2)

za sve a ∈ A i b ∈ B. U slučaju da je A = B, ova dva koncepta se svode
na dobro poznate koncepte desnog i levog reziduala fazi relacije na skupu
(videti [106]).

Prema poznatim rezultatima E. Sancheza (videti [178, 179, 180]), desni rezid-
ual Z/V je najveće rešenje fazi relacijske nejednačine V ◦ U 6 Z, gde je U
nepoznata fazi relacija između A i B. Štaviše, skup svih rešenja nejednačine
V ◦ U 6 Z je glavni ideal od R(A,B) generisan sa Z/V . Analogno, levi
rezidual Z\W je najveće rešenje fazi relacijske nejednačine U ◦W 6 Z, gde
je U nepoznata fazi relacija između A i B, i skup svih rešenja nejednačine
U ◦W 6 Z je glavni ideal od R(A,B) generisan sa Z\W .

Odavde, za date familije fazi relacija {Vi}i∈I ⊆ R(A), {Wi}i∈I ⊆ R(B), i
{Zi}i∈I ⊆ R(A,B), i nepoznatu fazi relaciju U iz R(A,B), najveće rešenje
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sistema Vi ◦ U 6 Zi (i ∈ I) je ∧
i∈I

Zi/Vi,

tj., presek najvećih rešenja pojedinačnih nejednačina Vi ◦ U 6 Zi, i ∈ I, a
najveće rešenje sistema U ◦Wi 6 Zi (i ∈ I) je∧

i∈I

Zi\Wi,

tj., presek najvećih rešenja pojedinačnih nejednačina U ◦Wi 6 Zi, i ∈ I.

Neka su φ(t) : R(A,B) → R(A,B), za 1 6 t 6 6, funkcije definisane na
sledeći način:

φ(1)(R) =
∧
i∈I

[(Wi ◦R−1)\Vi]−1 (2.3)

φ(2)(R) =
∧
i∈I

(R ◦Wi)/Vi (2.4)

φ(3)(R) =
∧
i∈I

[(Wi ◦R−1)\Vi]−1 ∧ [(Vi ◦R)\Wi] = φ(1)(R) ∧ [φ(1)(R−1)]−1

(2.5)

φ(4)(R) =
∧
i∈I

[(R ◦Wi)/Vi] ∧ [(R−1 ◦ Vi)/Wi]
−1 = φ(2)(R) ∧ [φ(2)(R−1)]−1

(2.6)

φ(5)(R) =
∧
i∈I

[(R ◦Wi)/Vi] ∧ [(Vi ◦R)\Wi] = φ(2)(R) ∧ [φ(1)(R−1)]−1 (2.7)

φ(6)(R) =
∧
i∈I

[(Wi ◦R−1)\Vi]−1 ∧ [(R−1 ◦ Vi)/Wi]
−1 = φ(1)(R) ∧ [φ(2)(R−1)]−1

(2.8)

za sve R ∈ R(A,B). Napomenimo da je u izrazu “φ(t)(R−1)” (t ∈ {1, 2}) sa
φ(t) označena funkcija iz R(B,A) u R(B,A).

Najpre će biti pokazano da se sistemi (wl2-1)–(wl2-6) mogi predstaviti u
ekvivalentnom obliku, pomoću funkcija φ(t), 1 6 t 6 6, na sledeći način.

Teorema 2.2. Za svaki t ∈ {1, . . . , 6}, sistem (w2-t) je ekvivalentan sistemu

U 6 φ(t)(U), U 6 Z. (2.9)
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Dokaz. Ovde će biti dokazan jedino slučaj t = 1. Slučaj t = 2 je dualan
prvom, a sva ostala tvrđenja slede na osnovu prva dva, prema (2.5)–(2.8).

Za proizvoljnu fazi relaciju U ∈ R(A,B) je U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦ U−1 ako i samo
ako je

U−1(b, a)⊗ Vi(a, a′) 6 (Wi ◦ U−1)(b, a′),
za sve a, a′ ∈ A, b ∈ B i i ∈ I. Na osnovu svojstva adjunkcije, ovo je
ekvivalentno sa

U−1(b, a) 6
∧
a′∈A

[Vi(a, a
′)→ (Wi ◦ U−1(b, a′))] = ((Wi ◦ U−1)\Vi)(b, a)

za sve a ∈ A, b ∈ B i i ∈ I, što je dalje ekvivalentno sa

U(a, b) 6
∧
i∈I

[(Wi ◦ U−1)\Vi]−1(a, b) = (φ(1)(U))(a, b)

za sve a ∈ A and b ∈ B. Stoga, U je rešenje sistema (wl2-1) ako i samo ako
je rešenje sistema (2.9).

2.2 Izračunavanje najvećih rešenja

U ovom poglavlju ćemo problem izračunavanja najvećeg rešenja heterogenog
slabo linearnog sistema prevesti na problem izračunavanja najveće post-
fiksne tačke funkcije φ(i), sadržane u datoj fazi relaciji.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je φ : R(A,B) → R(A,B) izotona
funkcija, tj. R 6 S povlači φ(R) 6 φ(S), za sveR, S ∈ R(A,B). Fazi relacija
R ∈ R(A,B) se naziva post-fiksna tačka od φ ako je R 6 φ(R). Dobro poz-
nata Teorema Knaster-Tarskog o fiksnoj tački (formulisana i dokazana u
opštijem kontekstu, za kompletne mreže) tvrdi da skup svih post-fiksnih
tačaka od φ čini kompletnu mrežu (videti [172]). Štaviše, za proizvoljnu
fazi relaciju Z ∈ R(A,B) imamo da skup svih post-fiksnih tačaka od φ
sadržanih u Z jeste neprazan, jer uvek sadrži najmanji element od R(A,B)
(praznu relaciju), i ovaj skup takođe čini kompletnu mrežu. Prema Teoremi
2.2, glavni zadatak ovde će biti da se nađe efektivni postupak za izračuna-
vanje najveće post-fiksne tačke funkcije φ(t) koja je sadržana u datoj fazi
relaciji Z, za svaki t ∈ {1, . . . , 6}.

Neka je φ : R(A,B)→ R(A,B) izotona funkcija i Z ∈ R(A,B). Definišimo
niz {Rk}k∈N fazi relacija iz R(A,B) na sledeći način:

R1 = Z, Rk+1 = Rk ∧ φ(Rk), for each k ∈ N. (2.10)
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Niz {Rk}k∈N je očigledno opadajući. Ako je sa R̂ označena najveća post-
fiksna tačka od φ sadržana u Z, onda se jednostavno proverava da je

R̂ 6
∧
k∈N

Rk. (2.11)

Sada se nameću dva veoma važna pitanja. Prvo, pod kojim uslovima u
(2.11) važi jednakost? A možda i važnije pitanje je: pod kojim uslovima je
niz {Rk}k∈N konačan? U slučaju da je ovaj niz konačan, nije teško pokazati
da postoji k ∈ N takav da je Rk = Rm, za svaki m > k, tj., postoji k ∈ N
takav da se niz stabilizuje na Rk. Jasno, niz se stabilizuje kada pronađemo
najmanji k ∈ N takav da je Rk = Rk+1. U tom slučaju je R̂ = Rk, i time se
dobija algoritam za izračunavanje fazi relacije R̂ u konačnom broju koraka.

Neki uslovi pod kojima jednakost važi u (2.11), ili je niz konačan, su dati u
[106], ali u slučaju kada se razmatraju fazi relacije na jednom skupu. Ovde
će biti dati analogni rezultati za fazi relacije između dva (moguće različita)
skupa.

Za niz {Rk}k∈N fazi relacija izR(A,B) kažemo da je je image-konačan ako je
skup

⋃
k∈N Im(Rk) konačan. Može se pokazati da je ovaj niz image-konačan

ako i samo ako je konačan. Dalje, funkcija φ : R(A,B) → R(A,B) je
image-lokalizovana ako postoji konačan podskup K ⊆ L takav da za svaku
fazi relaciju R ∈ R(A,B) važi

Im(φ(R)) ⊆ 〈K ∪ Im(R)〉, (2.12)

gde je 〈K ∪ Im(R)〉 podalgebra od L generisana skupom K ∪ Im(R). Takav
K se naziva lokalizacijski skup funkcije φ.

Sledeća teorema može se dokazati kao i Teorema 5.2 u [106].

Teorema 2.3. Neka je funkcija φ image-lokalizovana, neka je K njen loka-
lizacijski skup, neka je Z ∈ R(A,B), i neka je {Rk}k∈N niz fazi relacija iz
R(A,B) definisan sa (2.10). Tada⋃

k∈N

Im(Rk) ⊆ 〈K ∪ Im(Z)〉. (2.13)

Ako je 〈K ∪ Im(Z)〉 konačna podalgebra od L, tada je niz {Rk}k∈N konačan.

Nadalje, razmatraće se funkcije φ(t), za t ∈ {1, . . . , 6}, definisane u (2.3)–
(2.8).
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Teorema 2.4. Sve funkcije φ(t), za t ∈ {1, . . . , 6}, su izotone, i ako su A,
B i I konačni skupovi, onda su sve ove funkcije image-lokalizovane.

Dokaz. Biće dokazano tvrđenje za funkciju φ(1). Odgovarajuće tvrđenje za
funkciju φ(2) važi zbog dualnosti sa prvim, a sva ostala tvrđenja slede iz prva
dva, prema (2.5)–(2.8).

Neka su R1, R2 ∈ R(A,B) takve da R1 6 R2, Posmatrajmo sledeći sistem
fazi relacijskih nejednačina:

U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦R−11 , i ∈ I; (2.14)
U−1 ◦ Vi 6 Wi ◦R−12 , i ∈ I, (2.15)

gde je U nepoznata fazi relacija između A i B. Kao što je pomenuto ranije,
fazi relacije

φ(1)(R1) =
∧
i∈I

[(Wi ◦R−11 )\Vi]−1 i φ(1)(R2) =
∧
i∈I

[(Wi ◦R−12 )\Vi]−1

redom, su najveća rešenja sistema (2.14) i (2.15), a iz R1 6 R2 sledi da je
Wi ◦ R−11 6 Wi ◦ R−12 , za svaki i ∈ I, pa svako rešenje sistema (2.14) jeste i
rešenje sistema (2.15). Otuda, φ(1)(R1) jeste rešenje sistema (2.15), što znači
da φ(1)(R1) 6 φ(1)(R2). Stoga, φ(1) je izotona funkcija.

Ako su A, B i I konačni skupovi, onda je skup K =
⋃
i∈I(Im(Vi) ∪ Im(Wi))

takođe konačan, i za sve R ∈ R(A,B) je Im(φ(1)(R)) ⊆ 〈K
⋃

Im(R)〉. To
znači da je funkcija φ(1) image-lokalizovana.

Sada će biti formulisana i dokazana jedna od glavnh teorema.

Teorema 2.5. Neka su A, B i I konačni skupovi, neka je φ = φ(t), za neki
t ∈ {1, . . . , 6}, i neka je {Rk}k∈N niz fazi relacija iz R(A,B) definisan sa
(2.10).

Ako je 〈Im(Z)∪
⋃
i∈I( Im(Vi)∪ Im(Wi) )〉 konačna podalgebra od L, tada važi

sledeće:

(a) niz {Rk}k∈N je konačan i opadajući, i postoji najmanji prirodan broj k
takav da Rk = Rk+1;

(b) Rk je najveće rešenje sistema (wl2-t).
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Dokaz. Neka je 〈Im(Z) ∪
⋃
i∈I( Im(Vi) ∪ Im(Wi) )〉 konačna podalgebra od

L.

(a) Prema Teoremi 2.4 i 2.3, niz {Rk}k∈N je konačan i opadajući, pa pos-
toje k,m ∈ N takvi da je Rk = Rk+m, pa je

Rk+1 6 Rk = Rk+m 6 Rk+1.

Dakle, postoji k ∈ N takav da Rk = Rk+1, pa postoji i najmanji prirodan
broj sa takvim svojstvom.

(b) Neka je k najmanji prirodan broj takav da je Rk = Rk+1. Jasno da je
tada Rk 6 Z. Štaviše, važi Rk = Rk+1 6 φ(t)(Rk), pa prema Teoremi 2.2
sledi da je Rk rešenje sistema (wl2-t).

Neka je R proizvoljno rešenje sistema (wl2-t). Tada je R 6 Z = R1. Dalje,
uzmimo da je R 6 Rm, za neki m ∈ N. Tada je R 6 φ(t)(R) 6 φ(t)(Rm),
pa je R 6 Rm ∧ φ(t)(Rm) = Rm+1. Stoga, principom matematičke indukcije
zaključujemo da je R 6 Rm, za svaki m ∈ N, i otuda, R 6 Rk. Dakle,
pokazano je da je Rk najveće rešenje sistema (wl2-t).

Pod ovim uslovima imamo sledeće.

Teorema 2.6. Neka je φ = φ(t), za neki t ∈ {1, . . . , 6}, neka je {Rk}k∈N niz
fazi relacija iz R(A,B) definisan sa (2.10), i neka je L kompletna reziduirana
mreža u kojoj su supremum i multiplikacija distributivni u odnosu na infi-
mum.

Tada fazi relacija
R =

∧
k∈N

Rk,

jeste najveće rešenje sistema (wl2-t).

Dokaz. Ovde će jedino biti dokazan slučaj t = 1. Ostali slučajevi se dokazuju
na sličan način.

Ako važi (1.7), onda, kako je pokazano u [45], za proizvoljne opadajuće
nizove {xk}k∈N, {yk}k∈N ⊆ L važi∧

k∈N

(xk ∨ yk) =
(∧
k∈N

xk
)
∨
(∧
k∈N

yk
)
. (2.16)
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Sada, za proizvoljne i ∈ I, a ∈ A i b ∈ B imamo(∧
k∈N

(Wi ◦R−1k )

)
(b, a) =

∧
k∈N

(Wi ◦R−1k )(b, a)

=
∧
k∈N

( ∨
b′∈B

Wi(b, b
′)⊗R−1k (b′, a)

)

=
∨
b′∈B

(∧
k∈N

Wi(b, b
′)⊗R−1k (b′, a)

)
(by (2.16))

=
∨
b′∈B

(
Wi(b, b

′)⊗
(∧
k∈N

R−1k (b′, a)

))
(by (1.8))

=
∨
b′∈B

(
Wi(b, b

′)⊗R−1(b′, a)

)
= (Wi ◦R−1)(b, a),

što znači da je ∧
k∈N

Wi ◦R−1k = Wi ◦R−1,

za svaki i ∈ I. Upotreba uslova (2.16) je opravdana činjenicom da je B
konačan skup, i da {R−1k (b′, a)}k∈N jeste opadajući niz, pa je

{Wi(b, b
′)⊗R−1k (b′, a)}k∈N

takođe opadajući niz.

Dalje, za sve i ∈ I i k ∈ N je

R 6 Rk+1 6 φ(1)(Rk) = [(Wi ◦R−1k )\Vi]−1,

što je ekvivalentno sa
R−1 ◦ Vi 6 Wi ◦R−1k .

Kako poslednja nejednakost važi za svaki k ∈ N, to je

R−1 ◦ Vi 6
∧
k∈N

Wi ◦R−1k = Wi ◦R−1,

za svaki i ∈ I. Stoga, R je rešenje sistema (wl2-1).

Neka je S ∈ R(A,B) proizvoljna fazi relacija koja jeste rešenje sistema
(wl2-1). Prema Teoremi 2.2 je S 6 φ(1)(S) i S 6 Z = R1. Indukcijom se
jednostavno pokazuje da je S 6 Rk za svaki k ∈ N, pa je S 6 R. To znači
da je R najveće rešenje sistema (wl2-1).
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U nekim situacijama nisu nam potrebna rešenja sistema fazi relacijskih jed-
načina i nejednačina koja su fazi relacije, već su nam potrebna rešenja koja
su obične krisp relacije. Štaviše, u slučajevima kada se naši algoritmi za
izračunavanje najvećih rešenja slabo linearnih sistema ne zaustavljaju u kon-
ačnom broju koraka, treba potražiti najveća krisp rešenja ovih sistema. Njih
možemo shvatiti kao neku vrstu ”aproksimacije” najvećih fazi rešenja. U
[106] je pokazano da se algoritmi za izračunavanje najvećih fazi rešenja ho-
mogenih slabo linearnih sistema mogu prilagoditi tako da se izračunavaju
najveća krisp rešenja ovih sistema. Na isti način se može prilagoditi i metod
za izračunavanje najvećih rešenja heterogenih slabo linearnih sistema [108],
što će ovde i biti prikazano.

Neka su A i B neprazni skupovi, i neka je Rc(A,B) skup svih krisp relacija
iz R(A,B). Jednostavno se proverava da je Rc(A,B) kompletna podmreža
mrežeR(A,B), tj., presek i unija uR(A,B) proizvoljne familije krisp relacija
iz Rc(A,B) su takođe krisp relacije (u suštini one su upravo obični presek
i unija krisp relacija). Štaviše, za svaku fazi relaciju R ∈ R(A,B) važi
Rc ∈ Rc(A,B), gde Rc označava krisp deo fazi relacije R (u nekim izvorima
naziva se i jezgro od R), tj., funkcija Rc : A × B → {0, 1} definisana sa
Rc(a, b) = 1, za R(a, b) = 1, i Rc(a, b) = 0, ako je R(a, b) < 1, za sve a ∈ A
i b ∈ B. Ekvivalentno, Rc se može posmatrati kao obična krisp relacija
između A i B data sa Rc = {(a, b) ∈ A×B | R(a, b) = 1}.

Za φ : R(A,B)→ R(A,B) definišimo funkciju φc : Rc(A,B)→ Rc(A,B) na
sledeći način:

φc(R) = (φ(R))c, za sve R ∈ Rc(A,B).

Ako je φ izotona, onda je i φc izotona funkcija.

Propozicija 2.4. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je funkcija φ :
R(A,B) → R(A,B) izotona i neka je W ∈ R(A,B) data fazi relacija.
Tada je krisp relacija % ∈ Rc(A,B) je najveće rešenje u R(A,B) sistema

U 6 φ(U), U 6 W, (2.17)

ako i samo ako je najveće rešenje u Rc(A,B) sistema

ξ 6 φc(ξ), ξ 6 W c, (2.18)

gde je U nepoznata fazi relacija i ξ je nepoznata krisp relacija.

Štaviše, niz {%k}k∈N ⊆ R(A,B) definisan sa

%1 = W c, %k+1 = %k ∧ φc(%k), za svako k ∈ N, (2.19)
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je konačan opadajući niz krisp relacija, i najmanji element ovog niza je na-
jveće rešenje sistema (2.18) in Rc(A,B).

Uzimajući da je φ neka od funkcija φ(t), for t ∈ {1, . . . , 6}, Propozicija 2.4
daje algoritam za izračunavanje najvećeg krisp rešenja heterogenih slabo
linearnih sistema. Kao što smo videli u Propoziciji 2.4, ovi algoritmi se
završavaju u konačnom broju koraka, nezavisno od svojstava strukture is-
tinitosnih vrednosti, i mogu se koristiti u slučajevima kada se algoritmi za
izračunavanje najvećih fazi rešenja ne završavaju u konačnom broju koraka.
Ipak, postoje primeri kada heterogeni slabo linearni sistemi imaju neprazna
fazi rešenja, ali nemaju neprazna krisp rešenja.

Primer 2.1. Neka je L Gödel-ova struktura, neka su A i B skupovi kardinal-
nosti |A| = 3 i |B| = 2, i neka su fazi relacije V1, V2 ∈ R(A),W1,W2 ∈ R(B),
i Z ∈ R(A,B) predstavljene sledećim fazi matricama:

V1 =

 1 0.3 0.4
0.5 1 0.3
0.4 0.6 0.7

 , V2 =

0.5 0.6 0.2
0.6 0.3 0.4
0.7 0.7 1

 ,

W1 =

[
1 0.6

0.6 0.7

]
, W2 =

[
0.6 0.6
0.7 1

]
, Z =

1 1
1 1
1 1

 .
Koristeći algoritam zasnovan na Teoremi 2.5 dobijamo da su najveća rešenja
sistema (wl2-1)–(wl2-6) redom data fazi matricama

R(1) =

 1 0.7
1 0.7

0.6 1

 , R(2) =

 1 0.7
1 0.7

0.7 1

 , R(3) =

 1 0.6
1 0.6

0.6 1

 ,

R(4) =

 1 0.7
1 0.7

0.7 1

 , R(5) =

 1 0.6
1 0.6

0.7 1

 , R(6) =

 1 0.7
1 0.7

0.6 1

 .
Sa druge strane, korišćenjem algoritma za računanje najvećeg krisp rešenja
vidimo da ne postoji neprazno krisp rešenje sistema (wl2-1)–(wl2-6).
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Funkcije (φ(t))c, za sve t ∈ {1, . . . , 6}, mogu se predstaviti na sledeći način:

(a, b) ∈ (φ(1))c(%) ⇔ (∀i ∈ I)(∀a′ ∈ A)Vi(a, a
′) 6 (Wi ◦ %−1)(b, a′),

(a, b) ∈ (φ(2))c(%) ⇔ (∀i ∈ I)(∀a′ ∈ A)Vi(a
′, a) 6 (% ◦Wi)(a

′, b),

(φ(3))c(%) = (φ(1))c(%) ∧ [(φ(1))c(%−1)]−1,

(φ(4))c(%) = (φ(2))c(%) ∧ [(φ(2))c(%−1)]−1,

(φ(5))c(%) = (φ(2))c(%) ∧ [(φ(1))c(%−1)]−1,

(φ(6))c(%) = (φ(1))c(%) ∧ [(φ(2))c(%−1)]−1,

za sve % ∈ Rc(A,B), a ∈ A i b ∈ B.

2.3 Faktor fazi relacijski sistemi

Potsetimo se da se relacijski sistem definiše kao par (A,R) koji se sastoji
iz nepraznog skupa A i neprazne familije R konačnih relacija na A koje
mogu imati različitu arnost. Za dva relacijska sistema (A,R1) i (B,R2) se
smatra da su istog tipa ako postoji bijektivna funkcija između R1 i R2 koja
očuvava arnost. Kada radimo samo sa binarnim relcijama, dva relacijska
sistema (A,R1) i (B,R2) jesu istog tipa ako se R1 i R2 mogu predstaviti
kao R1 = {Vi}i∈I i R2 = {Wi}i∈I , za neki neprazan indeksni skup I. U tom
slučaju, napred pomenuta bijektivna funkcija je funkcija koja slika Vi u Wi,
za svaki i ∈ I.

Ovde ćemo posmatrati relacijske sisteme u fazi kontekstu, i radićemo samo
sa binarnim fazi relacijama. Definišemo fazi relacijski sistem kao par A =
(A, {Vi}i∈I), gde je A neprazan skup i {Vi}i∈I je neprazna familija fazi relacija
na A, a pod fazi relacijskim sistemima istog tipa podrazumevaćemo sisteme
oblikaA = (A, {Vi}i∈I) i B = (B, {Wi}i∈I). Radi jednostavnijeg označavanja
fazi relacijskog sistema A = (A, {Vi}i∈I), ponekad ćemo koristiti oznaku
A = (A, I, Vi). Svi fazi relacijski sistemi koji se nadalje razmatraju biće
istog tipa.

Neka su A = (A, I, Vi) i B = (B, I,Wi) dva fazi relacijska sistema. Funkcija
φ : A→ B je izomorfizam ako je bijekcija i ako za sve a1, a2 ∈ A i i ∈ I važi

Vi(a1, a2) = Wi(φ(a1), φ(a2)).
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Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem i neka je E fazi ekvivalencija na
A. Za svaki i ∈ I, definišimo fazi relaciju V

A/E
i na faktor skupu A/E na

sledeći način:
V
A/E
i (Ea1 , Ea2) = (E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2), (2.20)

za sve a1, a2 ∈ A. Desna strana jednakosti (2.20) može se ekvivalentno za-
pisati kao

(E ◦Vi ◦E)(a1, a2) =
∨

a′1,a
′
2∈A

E(a1, a
′
1)⊗Vi(a′1, a′2)⊗E(a′2, a2) = Ea1 ◦Vi ◦Ea2 ,

i za sve a1, a2, a′1, a′2 ∈ A takve da je Ea1 = Ea′1 i Ea2 = Ea′2 imamo da je
(E ◦ Vi ◦E)(a1, a2) = (E ◦ Vi ◦E)(a′1, a

′
2). Stoga, fazi relacija V

A/E
i je dobro

definisana, i A/E = (A/I, I, V
A/E
i ) jeste fazi relacijski sistem istog tipa kao

i A. Ovaj sistem naziva se faktor fazi relacijski sistem od A, u odnosu na
fazi ekvivalenciju E.

Napomenimo da ovakav koncept faktor fazi relacijskog sistema nastaje u
teoriji automata, naime, ovaj koncept proističe iz koncepta faktor fazi au-
tomata. Faktor fazi automati su uvedeni u [44, 45], gde su korišćeni za
redukciju broja stanja fazi automata. Faktor fazi relacijski sistemi mogu
se takođe koristiti za redukciju broja čvorova (fazi) mreža (engl. network)
zadržavajući pri tom osnovnu strukturu te mreže. Takođe, napomenimo da
su u skorije vreme krisp faktor relacijski sistemi definisani na isti način u
[32].

Sledeća teorema se može shvatiti kao analogon poznate teoreme univerzalne
algebre koja uspostavlja korespodenciju između funkcija i relacija ekvivalen-
cije, kao i korespodenciju između homomorfizama i kongruencija (videti [24,
§ 2.6]).

Teorema 2.7. Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem, E fazi ekviva-
lencija na A, i A = (A/E, I, V

A/E
i ) faktor fazi relacijski sitem od A u odnosu

na E.

Tada fazi relacija E\ ∈ R(A,A/E) definisana sa

E\(a1, Ea2) = E(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (2.21)

jeste uniformna F -funkcija čije jezgro je E.

Štaviše, fazi relacija E\ je rešenje i sistema WL2-1(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ) i

sistema WL2-2(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ).



Glava 2. Slabo linearni sistemi fazi relacijskih nejednačina: Heterogeni slučaj 49

Dokaz. Prema Teoremi 7.1 [41], E\ je uniformna F -funkcija iz A na A/E i
njeno jezgro je E.

Dalje, neka je (radi jednostavnijeg označavanja) E\ = R. Tada za sve i ∈ I
i a1, a2 ∈ A imamo

(R−1 ◦ Vi)(Ea1 , a2) =
∨
a3∈A

R−1(Ea1 , a3)⊗ Vi(a3, a2)

=
∨
a3∈A

E(a1, a3)⊗ Vi(a3, a2) = (E ◦ Vi)(a1, a2)

6 (E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (E ◦ Vi ◦ E ◦ E)(a1, a2)

=
∨
a4∈A

(E ◦ Vi ◦ E)(a1, a4)⊗ E(a4, a2)

=
∨
a4∈A

V
A/E
i (Ea1 , Ea4)⊗R−1(Ea4 , a2)

= (V
A/E
i ◦R−1)(Ea1 , a2),

(2.22)

pa R = E\ jeste rešenje sistema WL2-1(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ), Takođe,

(Vi ◦R)(a1, Ea2) =
∨
a3∈A

Vi(a1, a3)⊗R(a3, Ea2)

=
∨
a3∈A

Vi(a1, a3)⊗ E(a3, a2) = (Vi ◦ E)(a1, a2)

6 (E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (E ◦ E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2)

=
∨
a4∈A

E(a1, a4)⊗ (E ◦ Vi ◦ E)(a4, a2)

=
∨
a4∈A

R(a1, Ea4)⊗ V
A/E
i (Ea4 , Ea2) = (R ◦ V A/E

i )(a1, Ea2),

(2.23)

što znači da R = E\ jeste rešenje sistema WL2-2(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ).

Teorema 2.8. Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem, E fazi ekvi-
valencija na A, i A = (A/E, I, V

A/E
i ) faktor fazi relacijski sistem od A u

odnosu na E. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) E je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi);

(ii) E\ je rešenje sistema WL2-3(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i );

(iii) E\ je rešenje sistema WL2-5(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ).
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Dokaz. (i)⇔(ii). Na osnovu Teoreme 2.7, fazi relacija R = E\ je rešenje
sistema WL2-3(A,A/E, I, Vi, V

A/E
i ) ako i samo ako R ◦ V A/E

i 6 Vi ◦ R, a
prema (2.23), ovo važi ako i samo ako E ◦ Vi ◦ E 6 Vi ◦ E. Sa druge
strane, kako je E ◦ Vi 6 E ◦ Vi ◦ E i E ◦ E = E, to je E ◦ Vi ◦ E 6 Vi ◦ E
ekvivalentno sa E ◦Vi 6 Vi◦E. Kako je E simetrična, to je E rešenje sistema
WL1-4(A, I, Vi). Prem tome, (i)⇔(ii) važi.

Slično se može pokazati da je (i)⇔(iii).

Sledeća teorema može se shvatiti kao analogon Druge teoreme o izomorfizmu
iz univerzalne algebre (videti [24, § 2.6]).

Teorema 2.9. Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem, neka su E i F
fazi ekvivalencije na A takve da je E 6 F , i neka je A/E = (A/E, I, V

A/E
i )

faktor fazi relacijski sistem od A u odnosu na E. Tada fazi relacija F/E na
A/E definisana sa

F/E(Ea1 , Ea2) = F (a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (2.24)

jeste fazi ekvivalencija na A/E, i faktor fazi relacijski sistemi
(A/E)/(F/E) i A/F su izomorfni.

Dokaz. Pokažimo najpre da je F/E dobro definisana fazi relacija. Za-
ista, ako su a1, a

′
1, a2, a

′
2 ∈ A takvi da je Ea1 = Ea′1 i Ea2 = Ea′2 , onda

je E(a1, a
′
1) = 1 = E(a2, a

′
2), pa je F (a1, a

′
1) = 1 = F (a2, a

′
2), i stoga je

F/E(Ea1 , Ea′1) = F/E(Ea2 , Ea′2). Jednostavno se proverava da je F/E fazi
ekvivalencija.

Radi jednostavnijeg zapisa stavimo da je Q = F/E, i definišimo funkciju
φ : A/G → (A/E)/Q sa φ(Fa) = QEa , za svaki a ∈ A. Za proizvoljne
a1, a2 ∈ A je

Fa1 = Fa2 ⇔ F (a1, a2) = 1 ⇔ F/E(Ea1 , Ea2) = 1

⇔ Q(Ea1 , Ea2) = 1 ⇔ QEa1
= QEa2

,

pa je φ dobro definisana injektivna funkcija. Jasno je da je φ sirjektivna
funkcija.

Dalje, iz E 6 F sledi F ◦ E = E ◦ F = F , pa za proizvoljne a1, a2 ∈ A i
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i ∈ I imamo da je

V
(A/E)/Q
i (φ(Fa1), φ(Fa2)) = V

(A/E)/Q
i (QEa1

, QEa2
)

= (Q ◦ V A/E
i ◦Q)(Ea1 , Ea2)

=
∨

a3,a4∈A

Q(Ea1 , Ea3)⊗ V
A/E
i (Ea3 , Ea4)⊗Q(Ea4 , Ea2)

=
∨

a3,a4∈A

F (a1, a3)⊗ (E ◦ Vi ◦ E)(a3, a4)⊗ F (a4, a2)

= (F ◦ E ◦ Vi ◦ E ◦ F )(a1, a2) = (F ◦ Vi ◦ F )(a1, a2)

= V
A/G
i (Fa1 , Fa2).

Ovim je pokazano da je φ izomorfizam fazi relacijskih sistema (A/E)/(F/E)
i A/F .

Dokazaćemo takođe analogon Teoreme o korespodenciji iz univerzalne alge-
bre (videti [24, § 2.6]).

Teorema 2.10. Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem i neka je E fazi
ekvivalencija na A.

Funkcija Φ : EE(A) → E(A/E), gde je EE = {F ∈ E(A) | E ⊆ F}, defin-
isana sa

Φ(F ) = F/E, za sve F ∈ EE(A), (2.25)

je uređajno potapanje od EE(A) u E(A/E), tj.,

F 6 G ⇔ Φ(F ) 6 Φ(G), za sve F,G ∈ EE(A). (2.26)

Dokaz. Za proizvoljne F,G ∈ EE(A) je

F 6 G ⇔ ( za sve a1, a2 ∈ A) F (a1, a2) 6 G(a1, a2)

⇔ ( za sve a1, a2 ∈ A) Φ(F )(Ea1 , Ea2) 6 Φ(G)(Ea1 , Ea2)

⇔ Φ(F ) 6 Φ(G),

pa Φ jeste uređajno potapanje iz EE(A) u E(A/E).

Treba napomenuti da je u slučaju Booleovih (krisp) relacijskih sistema funkcija
Φ takođe sirjektivna, što znači da je uređajni izomorfizam, ili ekvivalentno,
mrežni izomorfizam iz EE(A) u E(A/E).
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Teorema 2.11. Neka je A = (A, I, Vi) fazi relacijski sistem, neka su E i F
fazi ekvivalencije na A takve da je E 6 F , i neka je A/E = (A/E, I, V

A/E
i )

faktor fazi relacijski sistem od A u odnosu na E.

Fazi relacija FE ∈ R(A,A/E) definisana sa

FE(a1, Ea2) = F (a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (2.27)

jeste uniformna fazi relacija sa jezgrom F i kojezgrom F/E.

Ako je, osim toga, E rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ), za neko W ∈
R(A), onda važi sledeće:

(a) F je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ) ako i samo ako je F/E rešenje
sistema WL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E).

(b) F je najveće rešenje sistemaWL1-4(A, I, Vi,W ) ako i samo ako je F/E
najveće rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E).

(c) F je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ) iako i samo ako je FE rešenje
sistema WL2-3(A,A/E, I, Vi, V

A/E
i ,WE).

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka neka je FE = G.

Za proizvoljne a1, a2 ∈ A jednostavno se proverava da važi

(G ◦G−1 ◦G)(a1, Ea2) = (F ◦ F−1 ◦ F )(a1, a2) = F (a1, a2) = G(a1, Ea2),

(G ◦G−1)(a1, a2) = (F ◦ F−1)(a1, a2) = F (a1, a2),

(G−1 ◦G)(Ea1 , Ea2) = (F−1 ◦ F )(a1, a2) = F (a1, a2) = F/E(Ea1 , Ea2),

što znači da G ◦G−1 ◦G = G, G ◦G−1 = F i G−1 ◦G = F/E. Dakle, G je
uniformna fazi relacija sa jezgrom F i kojezgrom F/E.

Dalje, neka je E rešenje sistema WL1−4(A, I, Vi).

(a) Na osnovu Teoreme 2.10, F 6 W ako i samo ako je F/E 6 W/E.
Štaviše, kako je E 6 F ekvivalentno sa E ◦ F = F ◦ E = F , za proizvoljne
a1, a2 ∈ A i i ∈ I imamo da je

(F/E) ◦ V A/E
i (Ea1 , Ea2) = (F ◦ E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (F ◦ Vi ◦ E)(a1, a2),

V
A/E
i ◦ (F/E)(Ea1 , Ea2) = (E ◦ Vi ◦ E ◦ F )(a1, a2) = (E ◦ Vi ◦ F )(a1, a2),
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Kako je F/E simetrična, F/E je rešenje sistemaWL1-4(A/E, I, V
A/E
i ,W/E)

ako i samo ako je

F ◦ Vi ◦ E 6 E ◦ Vi ◦ F, F 6 W (2.28)

za svaki i ∈ I. Ostaje da dokažemo da je F rešenje sistemaWL1-4(A, I, Vi,W )
ako i samo ako važi (2.28). Imamo da je E rešenje sistemaWL1-4(A, I, Vi,W ),
ako je F takođe rešenje ovog sistema, onda je F 6 W i

F ◦ Vi ◦ E 6 Vi ◦ F ◦ E = Vi ◦ F,

E ◦ Vi ◦ F 6 Vi ◦ E ◦ F = Vi ◦ F,

pa (2.28) važi.

Obratno, neka važi (2.28). Tada je

F ◦ Vi 6 F ◦ Vi ◦ E 6 E ◦ Vi ◦ F 6 Vi ◦ E ◦ F = Vi ◦ F,

za svaki i ∈ I, što znači da je F rešenje sistema WL1-1(A, I, Vi,W ).

(b) Neka je F najveće rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ). Pretpostavimo
da je Q najveće rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E). Definišimo fazi

relaciju G na A na sledeći način:

G(a1, a2) = Q(Ea1 , Ea2), za sve a1, a2 ∈ A.

Jednostavno se proverava da je G fazi ekvivalencija na A. Prema tvrđenju
(a) ove teoreme, E/E je rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E), pa je

E/E 6 Q. Sada, za proizvoljne a1, a2 ∈ A imamo da je

E(a1, a2) = E/E(Ea1 , Ea2) 6 Q(Ea1 , Ea2) = G(a1, a2),

što znači da je E 6 G, i prema tome, Q = G/E. Dalje, prema tvrđenju (a)
ove teoreme dobijamo da G jeste rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ), a kako
je F najveće rešenje ovog sistema, to je G 6 F . Na osnovu Teoreme 2.10 je
Q = G/E 6 F/E, a kako je F/E rešenje sistenaWL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E)

i Q je najveće rešenje ovog sistema, dobijamo da je Q = F/E, tj., F/E je
najveće rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V

A/E
i ,W/E).

Obratno, neka je F/E najveće rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V
A/E
i ,W/E).

Prema tvrđenju (a), F je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ). Neka je G
najveće rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ). Na osnovu Teoreme 4.5 [106],
G je fazi ekvivalencija, i važi E 6 F 6 G. Dalje, prema (a) dobijamo da
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G/E jeste rešenje sistema WL1-4(A/E, I, V
A/E
i ,W/E), pa je G/E 6 F/E.

Međutim, na osnovu Teoreme 2.10 sledi da je G 6 F , tj., G = F , pa smo
pokazali da je F najveće rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi,W ).

(c) Za proizvoljne a1, a2 ∈ A i i ∈ I je

(F−1E ◦ Vi)(Ea1 , a2) = (F ◦ Vi)(a1, a2),
(V

A/E
i ◦ F−1E )(Ea1 , a2) = (E ◦ Vi ◦ E ◦ F )(a1, a2) = (E ◦ Vi ◦ F )(a1, a2),

(FE ◦ V A/E
i )(a1, Ea2) = (F ◦ E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (F ◦ Vi ◦ E)(a1, a2),

(Vi ◦ FE)(a1, Ea2) = (Vi ◦ F )(a1, a2),

pa je FE rešenje sistema WL2-3(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i ,WE) ako i samo ako je

F ◦ Vi 6 E ◦ Vi ◦ F i F ◦ Vi ◦ E 6 Vi ◦ F , za sve i ∈ I, i F 6 W . Lako
se dokazuje da je F ◦ Vi ◦ E 6 Vi ◦ F ekvivalentno sa F ◦ Vi 6 Vi ◦ F čak i
ako E nije rešenje sistema WL1−4(A, I, Vi,W ) (koristeći jedino refleksivnost
od E i jednakost F ◦ E = F ). Sa druge strane, pod pretpostavkom da je E
rešenje sistema WL1−4(A, I, Vi,W ) dobijamo da F ◦ Vi 6 E ◦ Vi ◦ F jeste
ekvivalentno sa F ◦ Vi 6 Vi ◦ F . Dakle, pokazali smo da (c) važi.

2.4 Veza između heterogenih i homogenih
slabo linearnih sistema

U ovom poglavlju biće određena veza između rešenja heterogenih i ho-
mogenih slabo linearnih sistema. Posebno, biće pokazano da jezgro i ko-
jezgro uniformnog rešenja heterogenog slabo linearnog sistema jesu rešenja
odgovarajućih homogenih slabo linearnih sistema, i biće uspostavljena veza
između najvećih rešenja heterogenih slabo linearnih sistema i odgovarajućih
homogenih slabo linearnih sistema.

Propozicija 2.5. Neka je fazi relacija R ∈ R(A,B) rešenje sistema
WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z). Tada

(a) R ◦R−1 je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1);
(b) R−1 ◦R je rešenje sistema WL1-4(B, I,Wi, Z

−1 ◦ Z).

Dokaz. Za svaki i ∈ I, iz R−1 ◦ Vi 6 Wi ◦ R−1 i R ◦Wi 6 Vi ◦ R dobija se
da je

R ◦R−1 ◦ Vi 6 R ◦Wi ◦R−1 6 Vi ◦R ◦R−1,
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R−1 ◦R ◦Wi 6 R−1 ◦ Vi ◦R 6 Wi ◦R−1 ◦R,

a iz R 6 Z dobija se da je R ◦ R−1 6 Z ◦ Z−1 i R−1 ◦ R 6 Z−1 ◦ Z. Kako
su R ◦ R−1 i R−1 ◦ R simetrične fazi relacije, to je R ◦ R−1 rešenje sistema
WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1) i R−1 ◦R je rešenje WL1-4(B, I,Wi, Z

−1 ◦ Z).

U prethodnoj propoziciji razmatrano je rešenje sistema (wl2-3) koje je proiz-
voljna fazi relacija. Sada ćemo navesti neke rezultate koji se tiču uniformnih
fazi relacija, odnosno koristeći koncept uniformne fazi relacije uspostavićemo
vezu između rešenja heterogenih i homogenih slabo linearnih sistema.

Teorema 2.12. Neka je R ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija i neka je
Z ∈ R(A,B) fazi relacija takva da je R 6 Z.

Tada je R rešenje sistema WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako važi
sledeće:

(i) ER
A je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1);

(ii) ER
B je rešenje sistema WL1-4(B, I,Wi, Z

−1 ◦ Z);

(iii) R̃ je izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistema A/ER
A i B/ER

B ;

gde je A = (A, I, Vi) i B = (B, I,Wi).

Dokaz. Uvedimo sledeće oznake ER
A = E, ER

B = F i R̃ = φ. Iz uniformnosti
fazi relacije R imamo da je E = R ◦R−1 i F = R−1 ◦R.

Neka je R rešenje sistema WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z). Prema Propoziciji 2.5,
važe uslovi (i) i (ii). Na osnovu Teoreme 1.2, φ je bijekcija iz A/E na B/F .
Štaviše, za proizvoljan i ∈ I je

E ◦ Vi ◦ E = R ◦R−1 ◦ Vi ◦R ◦R−1 6 R ◦Wi ◦R−1 ◦R ◦R−1

= R ◦Wi ◦R−1 = R ◦Wi ◦R−1 = R ◦R−1 ◦R ◦Wi ◦R−1

6 R ◦R−1 ◦ Vi ◦R ◦R−1 = E ◦ Vi ◦ E,

pa važi E ◦ Vi ◦ E = R ◦Wi ◦R−1.
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Dalje, za proizvoljne a1, a2 ∈ A, i ∈ I i ψ ∈ CR(R) važi

V
A/E
i (Ea1 , Ea2) = (E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (R ◦Wi ◦R−1)(a1, a2)

=
∨

b1,b2∈B

R(a1, b1)⊗Wi(b1, b2)⊗R−1(b1, a2)

=
∨

b1,b2∈B

F (ψ(a1), b1)⊗Wi(b1, b2)⊗ F (b1, ψ(a2))

= (F ◦Wi ◦ F )(ψ(a1), ψ(a2)) = W
B/F
i (Fψ(a1), Fψ(a2))

= W
B/F
i (φ(Ea1), φ(Ea2)).

Dakle, φ je izomorfizam između fazi relacijskih sistema A/E i B/F .

Obratno, neka važi (i), (ii) i (iii). Neka je ϕ ∈ CR(R), ψ ∈ CR(R−1),
a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B i i ∈ I. Tada je

(E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = V
A/E
i (Ea1 , Ea2) = W

B/F
i (φ(Ea1), φ(Ea2))

= W
B/F
i (Fϕ(a1), Fϕ(a2)) = (F ◦Wi ◦ F )(ϕ(a1), ϕ(a2)),

i slično,

(F ◦Wi ◦ F )(b1, b2) = (E ◦ Vi ◦ E)(ψ(b1), ψ(b2)).

Sada, za proizvoljne a ∈ A, b ∈ B, i ∈ I, ϕ ∈ CR(R) i ψ ∈ CR(R−1) važi

(R−1 ◦ Vi)(b, a) = (R−1 ◦ E ◦ Vi)(b, a) 6 (R−1 ◦ Vi ◦ E)(b, a)

=
∨

a1,a2∈A

R−1(b, a1)⊗ Vi(a1, a2)⊗ E(a2, a)

=
∨

a1,a2∈A

E(ψ(b), a1)⊗ Vi(a1, a2)⊗ E(a2, a)

= (E ◦ Vi ◦ E)(ψ(b), a) = (F ◦Wi ◦ F )(ϕ(ψ(b)), ϕ(a))

=
∨

b1,b2∈B

F (ϕ(ψ(b)), b1)⊗Wi(b1, b2)⊗ F (b2, ϕ(a)),

a kako F (ϕ(ψ(b)), b) = R(ψ(b), b) = R−1(b, ψ(b)) = 1 povlači

F (ϕ(ψ(b)), b1) = Fϕ(ψ(b))(b1) = Fb(b1) = F (b, b1),
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to dobijamo da je∨
b1,b2∈B

F (ϕ(ψ(b)), b1)⊗Wi(b1, b2)⊗ F (b2, ϕ(a))

=
∨

b1,b2∈B

F (b, b1)⊗Wi(b1, b2)⊗ F (b2, ϕ(a))

= (F ◦Wi ◦ F )(b, ϕ(a)) 6 (Wi ◦ F )(b, ϕ(a))

=
∨
b3∈B

Wi(b, b3)⊗ F (b3, ϕ(a))

=
∨
b3∈B

Wi(b, b3)⊗R−1(b3, a) = (Wi ◦R−1)(b, a).

Dakle, R−1 ◦Vi 6 Wi ◦R−1, i slično se pokazuje da je R ◦Wi 6 Vi ◦R. Ovim
je dokaz teoreme završen.

Prirodno pitanje koje se ovde nameće je veza između najvećeg rešenja hete-
rogenog slabo linearnog sistema i najvećeg rešenja odgovarajućih homogenih
slabo linearnih sistema. Sledeća teorema daje odgovor na to pitanje.

Teorema 2.13. Neka je Z ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija i pretposta-
vimo da sistem WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z) ima bar jedno uniformno rešenje.
Tada najveće rešenje R sistema WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z) jeste uniformna
fazi relacija čije jezgro ER

A je najveće rešenje sistemaWL1-4(A, I, Vi, Z◦Z−1)
i njeno kojezgro ER

B je najveće rešenje sistema WL1-4(B, I,Wi, Z
−1 ◦ Z).

Dokaz. Prema Teoremi 2.1, najveće rešenje R heterogenog slabo linearnog
sistema WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z) je parcijalna fazi funkcija. Kako ovaj sis-
tem ima uniformno rešenje, to je ovo uniformno rešenje sadržano u R, pa je
R takođe uniformna fazi relacija.

Neka je ER
A = E, ER

B = F i R̃ = φ. Na osnovu Teoreme 2.12 sledi da je E
rešenje homogenog slabo linearnog sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1), dok je
F rešenje homogenog slabo linearnog sistemaWL1-4(B, I,Wi, Z

−1◦Z) a φ je
izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistemaA/E i B/F , gde jeA = (A, I, Vi)
i B = (A, I,Wi).

Dalje, pretpostavimo da je G najveće rešenje sistemaWL1-4(A, I, Vi, Z◦Z−1)
i da je H najveće rešenje sistemaWL1-4(B, I,Wi, Z

−1◦Z). Neka je S = GE i
T = HF , gde su GE ∈ R(A,A/E) i HF ∈ R(B,B/F ) fazi relacije definisane
kao u (2.27). Prema Teoremi 2.11, imamo da su S i T uniformne fazi relacije
takve da je ES

A = G, ES
A/E = G/E, ET

B = H i ET
B/F = H/F . Na osnovu
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iste teoreme imamo da je S rešenje sistema WL2-3(A,A/E, I, Vi, V
A/E
i , PE)

a da je T rešenje sistemaWL2-3(B,B/F, I,Wi,W
B/F
i , QF ), pri čemu još važi

i P = Z ◦ Z−1 i Q = Z−1 ◦ Z. Štaviše, ako posmatramo izomorfizam φ kao
fazi relaciju između A/E i B/F , onda se jednostavno može proveriti da je φ
rešenje sistema WL2-3(A/E,B/F, I, V

A/E
i ,W

B/F
i , φ).

Neka je fazi relacija M ∈ R(A,B) definisana sa M = S ◦ φ ◦ T−1. Sada, na
osnovu Propozicije 2.2 (d) i Propozicije 2.3, imamo da je M rešenje sistema
WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, PE ◦ φ ◦Q−1F ). Dokazaćemo da je PE ◦ φ ◦Q−1F = Z.

Posmatrajmo proizvoljne a ∈ A i b ∈ B. Najpre imamo da je

(PE ◦ φ ◦Q−1F )(a, b) =
∨
a1∈A

PE(a,Ea1)⊗ (φ ◦Q−1F )(Ea1 , b).

Dalje, za proizvoljne a1 ∈ A i ψ ∈ CR(R) važi

(φ ◦Q−1F )(Ea1 , b) =
∨
b1∈B

φ(Ea1 , Fb1)⊗Q−1F (Fb1 , b) = Q−1F (Fψ(a1), b)

= QF (b, Fψ(a1)) = Q(b, ψ(a1)),

a kako je Z uniformna fazi relacija i Q = Z−1 ◦ Z = EZ
B , to iz Teoreme 1.8

imamo da je Q(b, ψ(a1)) = EZ
B(ψ(a1), b) = Z(a1, b). Dakle,

(PE ◦ φ ◦Q−1F )(a, b) =
∨
a1∈A

PE(a,Ea1)⊗ Z(a1, b)

=
∨
a1∈A

(Z ◦ Z−1)(a, a1)⊗ Z(a1, b)

= (Z ◦ Z−1 ◦ Z)(a, b) = Z(a, b),

odnosno pokazali smo da je PE ◦ φ ◦Q−1F = Z. Dakle, M je rešenje sistema
WL2-3(A,B, I, Vi,Wi, Z), a kako je R najveće rešenje ovog sistema, možemo
zaključiti da je M 6 R.

Dalje, neka su a ∈ A i ψ ∈ CR(R) proizvoljni. Tada je

M(a, ψ(a)) = (S ◦ φ ◦ T−1)(a, ψ(a)) =
∨
a1∈A

S(a,Ea1)⊗ (φ ◦ T−1)(Ea1 , ψ(a))

=
∨
a1∈A

S(a,Ea1)⊗
(∨
b∈B

(φ(Ea1 , Fb)⊗ T−1(Fb, ψ(a))

)
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=
∨
a1∈A

S(a,Ea1)⊗ T−1(Fψ(a1), ψ(a))

=
∨
a1∈A

G(a, a1)⊗H(ψ(a), ψ(a1))

> G(a, a)⊗H(ψ(a), ψ(a)) = 1,

i prema tome,

(M◦M−1)(a, a) =
∨
b∈B

M(a, b)⊗M−1(b, a) >M(a, ψ(a))⊗M−1(ψ(a), a) = 1.

Dakle, M ◦M−1 je refleksivna fazi relacija. Kako je G = ES
A = S ◦S−1, to je

G ◦M = S ◦ S−1 ◦ S ◦ φ ◦ T−1 = S ◦ φ ◦ T−1 = M,

pa na osnovu refleksivnosti od M ◦M−1 dobijamo da je

G 6 G ◦M ◦M−1 = M ◦M−1 6 R ◦R−1 = E.

Kako su i G i E rešenja sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦Z−1), a G je najveće, to
je E = G, tj., E = ER

A je najveće rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1).

Na sličan način se pokazuje da je F = H, tj., F = ER
B je najveće rešenje

sistema WL1-4(B, I,Wi, Z
−1 ◦ Z). Ovim je dokaz teoreme završen.

Napomenimo da se fazi relacija M definisana u dokazu prethodne teoreme
može predstaviti i kao M = G ◦ ψ ◦H, za proizvoljan ψ ∈ CR(R).

Rezultat analogon Teoremi 2.12 može se dokazati za sistem (wl2-5).

Teorema 2.14. Neka je R ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija i neka je
Z ∈ R(A,B) fazi relacija takva da je R 6 Z.

Tada je R rešenje sistema WL2-5(A,B, I, Vi,Wi, Z) ako i samo ako važi
sledeće:

(i) ER
A je rešenje sistema WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1);

(ii) ER
B je rešenje sistema WL1-5(B, I,Wi, Z

−1 ◦ Z);

(iii) R̃ je izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistema A/ER
A i B/ER

B ;

gde je A = (A, I, Vi) i B = (B, I,Wi).
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Dokaz. Neka je ER
A = E, ER

B = F i R̃ = φ. Na osnovu uniformnosti fazi
relacije R važi E = R ◦R−1 i F = R−1 ◦R.

Neka je R rešenje sistema WL2-5(A,B, I, Vi,Wi, Z). Zbog refleksivnosti fazi
relacija E i F , za svaki i ∈ I važi

E ◦ Vi 6 E ◦ Vi ◦ E = R ◦R−1 ◦ Vi ◦R ◦R−1 = R ◦R−1 ◦R ◦Wi ◦R−1

= R ◦Wi ◦R−1 = Vi ◦R ◦R−1 = Vi ◦ E,

Wi ◦ F 6 F ◦Wi ◦ F = R−1 ◦R ◦Wi ◦R−1 ◦R = R−1 ◦ Vi ◦R ◦R−1 ◦R

= R−1 ◦ Vi ◦R = R−1 ◦R ◦Wi = F ◦Wi,

pa zbog simetričnosti fazi relacija E i F imamo da je E rešenje sistema
WL1-4(A, I, Vi, Z ◦ Z−1) a F je rešenje sistema WL1-5(B, I,Wi, Z

−1 ◦ Z).
Kao što smo prethodno pokazali, važi E ◦ Vi ◦ E = R ◦Wi ◦ R−1, za svaki
i ∈ I, i kao u dokazu Teoreme 2.12 može se pokazati da je φ izomorfizam
između fazi relacijskih sistema A/E i B/F .

Obratno, neka važe uslovi (i), (ii) i (iii). Kao u dokazu Teoreme 2.12 može
se pokazati da je

(E ◦ Vi ◦ E)(a1, a2) = (F ◦Wi ◦ F )(ϕ(a1), ϕ(a2)),

(F ◦Wi ◦ F )(b1, b2) = (E ◦ Vi ◦ E)(ψ(b1), ψ(b2)),

za sve a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B, i ∈ I, ϕ ∈ CR(R) i ψ ∈ CR(R−1). Dakle, za
sve a ∈ A, b ∈ B i i ∈ I važi

(Vi ◦R)(a, b) = (Vi ◦ E ◦R)(a, b) = (E ◦ Vi ◦ E ◦R)(a, b)

= (E ◦ Vi ◦R)(a, b) =
∨
a1∈A

(E ◦ Vi)(a, a1)⊗R(a1, b)

=
∨
a1∈A

(E ◦ Vi)(a, a1)⊗ E(a1, ψ(b)) = (E ◦ Vi ◦ E)(a, ψ(b))

= (F ◦Wi ◦ F )(ϕ(a), ϕ(ψ(b)))

=
∨
b1∈B

(F ◦Wi)(ϕ(a), b1)⊗ F (b1, ϕ(ψ(b)))

= (F ◦Wi ◦ F )(ϕ(a), b) = (F ◦Wi)(ϕ(a), b)

=
∨
b2∈B

F (ϕ(a), b2)⊗Wi(b2, b)

=
∨
b2∈B

R(a, b2)⊗Wi(b2, b) = (R ◦Wi)(a, b).
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Dakle, Vi ◦ R = R ◦Wi, za svaki i ∈ I, čime smo dokazali da je R rešenje
sistema WL2-5(A,B, I, Vi,Wi, Z).

Otvoreno je pitanje da li se tvrđenje analogno Teoremi 2.13 može dokazati
za sistem (wl2-5). Metodologija korišćena u Teoremi 2.13 ne daje rezultat
kada se radi o ovom sistemu.





Glava 3

Bisimulacije između fazi
automata

Koncept bisimulacije pojavio se skoro istovremeno u više različitih oblasti, i
danas igra veoma važnu ulogu u teoriji konkurentnih izračunavanja, modal-
noj logici i teoriji skupova. U današnje vreme bisimulacije se koriste i u
velikom broju oblasti u okviru računarskih nauka, kao što su funkcionalni
jezici, objektno-orijentisani jezici, baze podataka, analiza i verifikacija pro-
grama, i slično. Više informacija o bisimulacijama može se naći u [67, 80,
141, 146, 147, 171, 181].

U modalnoj logici, bisimulacije je uveo J. van Benthem [15], kao princip ek-
vivalencije Kripkeovih sistema, a u okviru teorije skupova uveli su ih Forti
i Honsell [78]. U teoriji konkurencije, bisimulacije su uveli Milner [145] i
Park [150] za potrebe ispitivanja ekvivalentnosti procesa u procesnim al-
gebrama, ali su one isto tako bile uspešno korišćene i za redukciju broja
stanja u slođenim sistemima koji se tamo javljaju. Bisimulacije su pre svega
izučavane na označenim tranzicionim sistemima. U suštini to su označeni
direktni grafovi, ili nedeterministički automati, ako dodamo početna i za-
vršna stanja. Bisimulacije su najčešće korišćene za modeliranje ekvivalencije
između stanja pojedinačnih sistema i za redukciju broja stanja tih sistema.
U nizu radova dati su brojni algoritmi za konstrukciju najveće bisimula-
cione ekvivalencije na datom označenom grafu ili označenom tranzicionom
sistemu ([67, 80, 116, 170, 149]). Međutim, mnogo su manje izučavane bisim-
ulacije koje uspostavljaju ekvivalenciju između stanja između dva različita
sistema, verovatno zbog nedostatka takvog koncepta relacije između dva ra-
zličita skupa koja bi se ponašala kao ekvivalencija. Naime, bisimulacije su
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uglavnom razmatrane kao proizvoljne relacije (koje su previše opšte) ili kao
funkcije (koje su opet suviše specijalne). Međutim, pogodan koncept se po-
javio nedavno u radu [41], to je koncept uniformne relacije, a u fazi kontekstu
to je koncept uniformne fazi relacije. Uniiformne fazi relacije uvedene su u
[41] kao sredstvo koje je obezbedilo korespodenciju između fazi funkcija i
fazi ekvivalencija analognu onoj između krisp funkcija i krisp ekvivalencija.
Međutim, pokazalo se da su uniformne fazi relacije uspostavile i prirodnu
vezu između fazi particija dva skupa, neku vrstu ”uniformnosti” između ovih
fazi particija i da se stoga mogu shvatiti kao fazi ekvivalencije koje povezuju
elemente dva različita skupa.

U ovoj glavi pokazaćemo da konjunkcija dva koncepta, uniformnih fazi rela-
cija i bisimulacija, obezbeđuje zaista moćan alat za izučavanje ekvivalencije
između fazi automata, kao i nekih srodnih koncepata. U ovoj simbiozi,
uniformne fazi relacije služe kao fazi ekvivalencije koje povezuju elemente
dva moguće različita skupa, dok bisimulacije obezbeđuju kompatibilnost sa
prelazima, početnim i završnim stanjima. Dalje, u ovoj glavi biće uvedeni
i neki nazivi koji bi bolje regulisali prilično nesređenu terminologiju koja se
tiče simulacija i bisimulacija. Takođe, ovde će biti izložen algebarski pristup
ovoj problematici i biće data veza sa osnovnim algebarskim pojmovima ho-
momorfizma, kongruencije i relacijskog morfizma.

Glavni rezultati u ovoj glavi su sledeći. Najpre su definisana dva tipa sim-
ulacija, direktne i povratne simulacije, i uzimajući u obzir četiri moguća
slučaja kada fazi relacija i njen inverz jesu direktna i povratna simulacija,
ovde će biti definisana četiri tipa bisimulacija. Dva tipa bisimulacija, kada
su i posmatrana fazi relacija i njen inverz ili direktne simulacije ili povratne
simulacije (direktne bisimulacije i povratne bisimulacije) su homotipna (isto-
rodna), a dva tipa bisimulacija, kada je jedna od njih direktna simulacija, a
druga povratna simulacija (povratno-direktne bisimulacije i direktno-povra-
tne bisimulacije) su heterotipna (raznorodna). Kako direktne bisimulacije i
povratne bisimulacije, kao i povratno-direktne bisimulacije i direktno-povra-
tne bisimulacije, jesu dualni koncepti, u ovoj glavi biće razmatrane samo di-
rektne bisimulacije i povratno-direktne bisimulacije. Najpre se razmatraju
direktne bisimulacije. Biće pokazano da ako postoji direktna bisimulacija
između dva fazi automata, onda postoji i najveća takva bisimulacija, i ona
je parcijalna fazi funkcija (Teorema 3.2). Ovaj rezultat ukazuje na značaj
onih bisimulacija koje su parcijalne fazi funkcije, odnosno uniformne fazi
relacije, pa se pažnja nadalje poklanja uniformnim direktnim bisimulaci-
jama. Biće pokazano da data fazi relacija između fazi automata A i B jeste
direktna bisimulacija ako i samo ako njeno jezgro i kojezgro jesu direktne
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bisimulacione ekvivalencije na A i B, i postoji posebna vrsta izomorfizma
između odgovarajućih faktor fazi automata (Teorema 3.5). Dalje, biće dati i
neki drugi rezultati koji povezuju bisimulacije, bisimulacione fazi ekvivalen-
cije i faktor fazi automate, a koji su analogni teoremama o homomorfizmu
i izomorfizmu, i drugim algebarskim konceptima koji povezuju homomor-
fizme, kongruencije i relacijske morfizme (Teoreme 3.7 i 3.8). Takođe, ovde
će biti prikazan i drugi način definisanja uniformnih direktnih bisimulacija,
gde će nejednakosti u originalnoj definiciji biti zamenjene jednakostima (Teo-
rema 3.4), i biće određeni potrebni i dovoljni uslovi za egziztenciju uniformne
direktne bisimulacije sa datim jezgrom i kojezgrom (Teorema 3.6).

Dalje, za dva automata A i B kažemo da su UFB-ekvivalentni ako postoji
uniformna direktna bisimulacija između A i B. Glavni rezultat ove glave
kaže da ako dva fazi automata A i B jesu UFB-ekvivalentni, onda postoji
uniformna direktna bisimulacija čije jezgro i kojezgro jesu najveće direktne
bisimulacione fazi ekvivalencije na A i B (Teorema 3.9). Ovaj rezultat i
njegove posledice daju način za testiranje kada dva fazi automata A i B jesu
UFB-ekvivalentna. Najpre je potrebno izračunati najveće direktne bisimula-
cione fazi ekvivalencije E na A i F na B. U većini slučajeva ovo se efektivno
može uraditi korišćenjem algoritma datog u [45]. Potom se konstruišu faktor
fazi automati A/E i B/F , i proverava se da li postoji izomorfizam između
njih koji zadovoljava određeni uslov. Međutim, čak i ako je jednostavno
izračunati najveće direktne bisimulacione fazi ekvivalencije E i F i konstru-
isati faktor fazi automate A/E i B/F , može biti veliki problem da se ispita
da li postoji izomorfizam izmeđuA/E i B/F . Ovaj problem je tesno povezan
sa dobro poznatim problemom izomorfizma grafova.

Struktura glave je sledeća. U Poglavlju 3.1 biće date definicije četiri tipa
bisimulacija i biće ispitana osnovna svojstva direktnih bisimulacija. U Pogla-
vlju 3.2 biće data karakterizacija uniformnih direktnih bisimulacija. Potom
u Poglavlju 3.3 biće definisana UFB-ekvivalencija između fazi automata i
biće predstavljeni glavni rezultati u vezi sa UFB-ekvivalentnim automatima.
Takođe, ovde će se razmatrati i problem testiranja UFB-ekvivalencije. U
Poglavlju 3.4 biće razmatrana svojstva povratno-direktnih bisimulacija i biće
istaknute njihove sličnosti i razlike u odnosu na direktne bisimulacije. U
Poglavlju 3.5 osvrnućemo se na neke koncepte srodne bisimulacijama.
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3.1 Simulacije i bisimulacije

U ovom poglavlju biće date definicije bisimulacija i biće razmatrana njihova
osnovna svojstva.

Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati i neka je
ϕ ∈ R(A,B) neprazna fazi relacija. Govorićemo da je ϕ direktna simulacija
ako je

σA 6 σB ◦ ϕ−1, (3.1)
ϕ−1 ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕ−1, za svaki x ∈ X, (3.2)
ϕ−1 ◦ τA 6 τB, (3.3)

i da je povratna simulacija ako je

σA ◦ ϕ 6 σB, (3.4)
δAx ◦ ϕ 6 ϕ ◦ δBx , za svaki x ∈ X, (3.5)
τA 6 ϕ ◦ τB. (3.6)

Dalje, za ϕ ćemo govoriti da je direktna bisimulacija ako su i ϕ i ϕ−1 direktne
simulacije, tj., ako ϕ zadovoljava uslove (3.1)–(3.3) i

σB 6 σA ◦ ϕ, (3.7)
ϕ ◦ δBx 6 δAx ◦ ϕ, za svaki x ∈ X, (3.8)
ϕ ◦ τB 6 τA, (3.9)

i da je povratna bisimulacija ako su i ϕ i ϕ−1 povratne simulacije, tj., ako ϕ
zadovoljava uslove (3.4)–(3.6) i

σB ◦ ϕ−1 6 σA, (3.10)
δBx ◦ ϕ−1 6 ϕ−1 ◦ δAx , za svaki x ∈ X, (3.11)
τB 6 ϕ−1 ◦ τA. (3.12)

Takođe, ako je ϕ direktna simulacija, a ϕ−1 je povratna simulacija, tj., ako
je

σA = σB ◦ ϕ−1, (3.13)
ϕ−1 ◦ δAx = δBx ◦ ϕ−1, za svaki x ∈ X, (3.14)
ϕ−1 ◦ τA = τB, (3.15)
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onda kažemo da je ϕ direktno-povratna bisimulacija, ili kratko FB-bisimula-
cija, a ako je ϕ povratna simulacija, a ϕ−1 je direktna simulacija, tj., ako
je

σA ◦ ϕ = σB, (3.16)
δAx ◦ ϕ = ϕ ◦ δBx , za sve x ∈ X, (3.17)
τA = ϕ ◦ τB. (3.18)

onda kažemo da je ϕ povratno-direktna bisimulacija, ili kratko BF-bisimu-
lacija. Jednostavnosti radi, govorićemo da je ϕ simulacija ako je ϕ ili di-
rektna ili povratna simulacija, i bisimulacija ako je ϕ jedna od četiri vrste
prethodno definisanih bisimulacija. Štaviše, za direktne i povratne bisimu-
lacije rećićemo da su homotipne, dok ćemo za povratno-direktne i direktno-
povratne bisimulacije reći da su heterotipne.
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Figure 1: Forward and backward simulation

on a word u = x1x2 · · · xn (x1, x2, . . . , xn ∈ X), i.e., a sequence of states of A such that a0 ∈ σA, (ak, ak+1) ∈ δA
xk+1

,

for 0 6 k 6 n−1, and an ∈ τA. According to (46), there is an initial state b0 ∈ σB such that (a0, b0) ∈ ϕ. Suppose
that for some k, 0 ≤ k ≤ n − 1, we have built a sequence of states b0, b1, . . . , bk such that (bi−1, bi) ∈ δB

xi
and

(ai, bi) ∈ ϕ, for each i, 1 ≤ i ≤ k. Then (bk, ak+1) ∈ ϕ−1 ◦ δA
xk+1

, and by (47) we obtain that (bk, ak+1) ∈ δB
xk+1
◦ ϕ−1,

so there exists bk+1 ∈ B such that (bk, bk+1) ∈ δB
xk+1

and (ak+1, bk+1) ∈ ϕ. Therefore, we have successively built

a sequence b0, b1, . . . , bn of states of B such that b0 ∈ σB, (bk, bk+1) ∈ δB
xk+1

, for every k, 0 ≤ k ≤ n − 1, and

(ak, bk) ∈ ϕ, for each k, 0 ≤ k ≤ n. Moreover, by (48) we obtain that bn ∈ τB. Thus, the sequence b0, b1, . . . , bn

is a successful run of the automaton B on the word u which simulates the original run a0, a1, . . . , an of A
on u. In contrast to forward simulations, where we build the sequence b0, b1, . . . , bn moving forward, starting
with b0 and ending with bn, in the case of backward simulations we build this sequence moving backward,
starting with bn and ending with b0. In a similar way we can understand forward and backward simulations
between arbitrary fuzzy automata, taking into account degrees of possibility of transitions and degrees of
relationship.

Evidently, bisimulation is a fuzzy relation which realizes simulation of a fuzzy automaton by another,
and its inverse realizes the reverse simulation. It is worth noting that bisimulation is a more restrictive con-
cept than the two-way simulation, by which we mean a pair of simulations of a fuzzy automaton to another,
and vice versa, which are not necessarily mutually inverse. Namely, the following example demonstrates a
pair of fuzzy automata A and B such that there are forward simulations between A and B and between
B and A , but there is not any forward bisimulation between A and B.

Example 5.1. Let L be the Gödel structure, and let A = (A, δA, σA, τA) and B = (B, δB, σB, τB) be fuzzy
automata over L and X = {x, y}with |A| = 3, |B| = 2 and

σA =
[
0 0 1

]
, δA

x =




1 0.3 0.4
0.5 1 0.3
0.4 0.6 0.7


 , δA

y =



0.5 0.6 0.2
0.6 0.3 0.4
0.7 0.7 1


 , τA =



1
1
1


 ,

σB =
[
0.7 1

]
, δB

x =

[
1 0.6

0.6 0.7

]
, δB

y =

[
0.6 0.6
0.7 1

]
, τB =

[
1
1

]
.

We have that fuzzy relations

ϕ =




1 0.7
1 0.7

0.6 1


 , ψ =

[
1 1 0.7

0.6 0.6 1

]
,

are respectively the greatest forward simulation between A and B, and vice versa, but there is not any
forward bisimulation between A and B.

14

Slika 1.

Značenje direktnih i povratnih bisimulacija najbolje se može objasniti u
slučaju kada su A i B nedeterministički (Booleovi) automati. U tu svrhu
koristićemo dijagram prikazan Slikom 1. Neka je ϕ direktna simulacija
između A i B i neka je a0, a1, . . . , an proizvoljan uspešan put u automatu
A pod dejstvom reči u = x1x2 · · · xn (x1, x2, . . . , xn ∈ X), tj., niz stanja
automata A takav da a0 ∈ σA, (ak, ak+1) ∈ δAxk+1

, za 0 6 k 6 n − 1, i
an ∈ τA. Prema (3.1), postoji inicijalno stanje b0 ∈ σB takvo da (a0, b0) ∈ ϕ.
Pretpostavimo da smo za neki k, 0 6 k 6 n − 1, napravili niz stanja
b0, b1, . . . , bk tako da (bi−1, bi) ∈ δBxi i (ai, bi) ∈ ϕ, za svaki i, 1 6 i 6 k. Tada
(bk, ak+1) ∈ ϕ−1 ◦ δAxk+1

, a prema (3.2) dobijamo da (bk, ak+1) ∈ δBxk+1
◦ ϕ−1,
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pa postoji bk+1 ∈ B takav da (bk, bk+1) ∈ δBxk+1
i (ak+1, bk+1) ∈ ϕ. Dakle,

uspešno smo izgradili niz b0, b1, . . . , bn stanja automata B takav da b0 ∈ σB,
(bk, bk+1) ∈ δBxk+1

, za svaki k, 0 6 k 6 n − 1, i (ak, bk) ∈ ϕ, za svaki
k, 0 6 k 6 n. Štaviše, prema (3.3) dobijamo da bn ∈ τB. Dakle, niz
b0, b1, . . . , bn je jedan uspešan put u automatu B pod dejstvom reči u koji
simulira originalni put a0, a1, . . . , an u automatu A pod dejstvom reči u. Za
direktne simulacije niz b0, b1, . . . , bn smo gradili tako što smo se kretali un-
apred, polazeći od b0 i završavajući sa bn. U slučaju povratnih simulacija
ovaj niz bi se gradio kretanjem unazad, polazeći od bn i završavajući sa b0.
Na sličan način mogu se shvatiti direktne i povratne simulacije između fazi
automata, pri čemu se uzimaju u obzir stepeni do kojih postoji mogućnost
prelaza iz stanja u stanje i stepene do kojih su stanja povezana fazi relacijom.

Jasno, bisimulacija je fazi relacija koja realizuje simulaciju jednog fazi au-
tomata drugim, a njen inverz realizuje obratnu simulaciju. Treba napomenuti
da je bisimulacija strǒi koncept od dvosmernih simulacija, koje predstavl-
jaju par simulacija jednog automata drugim i obratno, koje ne moraju nužno
biti međusobno inverzne. Sledeći primer prikazuje par fazi automata A i B
takvih da postoji direktna simulacija između A i B i između B i A, a da pri
tom ne postoji direktna bisimulacija između A i B.

Primer 3.1. Neka je L Gödel-ova struktura, neka su A = (A, δA, σA, τA) i
B = (B, δB, σB, τB) fazi automati nad L i X = {x, y} sa |A| = 3, |B| = 2 i

σA =
[
0 0 1

]
, δAx =

 1 0.3 0.4
0.5 1 0.3
0.4 0.6 0.7

 , δAy =

0.5 0.6 0.2
0.6 0.3 0.4
0.7 0.7 1

 , τA =

1
1
1


σB =

[
0.7 1

]
, δBx =

[
1 0.6

0.6 0.7

]
, δBy =

[
0.6 0.6
0.7 1

]
, τB =

[
1
1

]
Fazi relacije

ϕ =

 1 0.7
1 0.7

0.6 1

 , ψ =

[
1 1 0.7

0.6 0.6 1

]
,

su, tim redom, najveće direktne simulacije između A i B i obratno, ali ne
postoji ni jedna direktna bisimulacija između A i B.

Zaista, neka je α proizvoljna fazi relacija između A i B takva da ϕ 6 α, tj.,

α =

1 a
1 b
c 1

 , sa a > 0.7, b > 0.7, i c > 0.6.
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Ako je α−1 ◦ δAx 6 δBx ◦ α−1, onda se jednostavno dobija da je a 6 0.7,
b 6 0.7 i c 6 0.7, što znači da je a = b = 0.7 i 0.6 6 c 6 0.7. Dalje, ako
je α−1 ◦ δAy 6 δBy ◦ α−1, onda je c 6 0.6, i stoga je c = 0.6. Dakle, pokazali
smo da je α = ϕ, što znači da je ϕ najveća direktna bisimulacija između A
i B. Na sličan način se može pokazati da je ψ najveća direktna simulacija
između B i A.

Pretpostavimo sada da je β proizvoljna direktna simulacija između A i B.
Tada je β 6 ϕ i β−1 6 ψ, tj., β 6 ϕ ∧ ψ−1, što povlači

σA◦β 6 σA◦(ϕ∧ψ−1) =
[
0 0 1

]
◦

 1 0.6
1 0.6

0.6 1

 =
[
0.6 1

]
<
[
0.7 1

]
= σB.

Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da je β direktna bisimulacija. Dakle,
ne postoji ni jedna direktna bisimulacija između A i B.

U velikom broju radova koji se bave simulacijama i bisimulacijama razma-
trane su uglavnom direktne simulacije i direktne bisimulacije. One su jednos-
tavno nazivane simulacije i bisimulacije, ili jake simulacije i jake bisimulacije
([146, 147, 171]), a najveća bisimulaciona relacija ekvivalencije je nazivana
bisličnost (engl. bisimilarity). Automati između kojih postoji bisimulacija
često su nazivani bisličnim (engl. bisimilar). U radovima [23, 98, 141]
ukazuje se na razliku između direktnih i povratnih simulacija, i direktnih
i povratnih bisimulacija (za razne vrste automata), ali više-manje ovi kon-
cepti se bitno razlikuju od koncepata koji se ovde razmatraju pod istim
imenom. Mnogo sličniji našim konceptima su direktne i povratne simulacije
proučavane u [22], i u [99, 100] (za tree-automate).

Sledeća lema se jednostavno dokazuje indukcijom.

Lema 3.1. Ako uslov (3.2) ili uslov (3.5) važi za svako slovo x ∈ X, onda
on važi i ako slovo x zamenimo proizvoljnom reči u ∈ X∗.

Sledeća teorema prikazuje jedno od najznačajnijih svojstava simulacija i
bisimulacija.

Teorema 3.1. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati i neka je ϕ ∈ R(A,B) fazi relacija. Tada važi sledeće.

(A) Ako je ϕ simulacija, onda je L(A) 6 L(B).
(B) Ako je ϕ bisimulacija, onda je L(A) = L(B).
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Dokaz. (A) Neka je ϕ direktna simulacija. Tada na osnovu (3.1)–(3.3) i
Leme 3.1, za proizvoljnu reč u ∈ X∗, važi

L(A)(u) = σA ◦ δAu ◦ τA 6 σB ◦ ϕ−1 ◦ δAu ◦ τA 6 σB ◦ δBu ◦ ϕ−1 ◦ τA

6 σB ◦ δBu ◦ τB = L(B)(u).

Dakle, L(A)(u) 6 L(B)(u). Slično se može dokazati i slučaj kada je ϕ
povratna simulacija.

(B) Ovo tvrđenje je direktna posledica definicije četiri vrste bisimulacija i
tvrđenja pod (A).

Napomenimo da obrat prethodnog tvrđenja u opštem slučaju ne mora da
važi. Sledećim primerom data su dva fazi automata koja su jezički ekviva-
lentna ali između njih ne postoji ni jedna simulacija ili bisimulacija.

Primer 3.2. Neka je L Gödel-ova struktura, i neka su A = (A, δA, σA, τA)
i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati nad L i X = {x} sa |A| = 3, |B| = 2 i

σA =
[
0 0.5 1

]
, δAx =

1 0 0
0 0 1
0 0 0

 , τA =

 0
0

0.6

 ,
σB =

[
0.6 0

]
, δBx =

[
0 1
0 0

]
, τB =

[
1

0.5

]
.

Tada L(A)(e) = L(B)(e) = 0.6, L(A)(x) = L(B)(x) = 0.5, i L(A)(xk) =
L(B)(xk) = 0, za svaki k ∈ N, k > 2. Dakle, A i B su jezički ekvivalentni
fazi automati.

Pokazaćemo da ne postoji ni jedna vrsta simulacije ili bisimulacije između
A i B. Posmatrajmo proizvoljnu fazi relaciju

ϕ =

a11 a12
a21 a22
a31 a32


između A i B. Ako je σA 6 σB ◦ ϕ−1, onda je 1 6 0.6 ∧ a31 6 0.6, pa
dolazimo do kontradikcije. Dakle, ne postoji direktna simulacija između A i
B. Takođe, ako je δAx ◦ϕ 6 ϕ◦δBx , onda je a31 = 0, i ako je τA 6 ϕ◦τB, onda
je 0.6 6 a31∨(a32∧0.5) = a32∧0.5 6 0.5, i ponovo dolazimo do kontradikcije.
Dakle, ne postoji povratna simulacija između A i B. S obzirom da ne postoji
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ni jedna vrsta simulacija između A i B, zaključujemo da ne postoji ni jedna
vrsta bisimulacija između A i B.

Slično se dokazuje da ne postoji ni jedna vrsta simulacija između B i A.

Dokaz sledeće leme sledi neposredno iz definicija direktne i povratne simu-
lacije i Propozicije 2.2 (A).

Lema 3.2. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati.
Fazi relacija ϕ ∈ R(A,B) je povratna simulacija između fazi automata A i
B ako i samo ako je direktna simulacija između reverznih fazi automata Ā i
B̄.

Propozicija 2.2 takođe obezbeđuje da će prethodna lema važiti i ako sva po-
javljivanja reči simulacija zamenimo rečju bisimulacija. U svetlu ove leme, za
svako tvrđenje o direktnim simulacijama ili bisimulacijama koje univerzalno
važi (važi za sve fazi automate), postoji odgovarajuće tvrđenje o povratnim
simulacijama ili bisimulacijama koje univerzalno važi. Iz tog razloga, nadalje
ćemo pažnju usmeriti samo na direktne bisimulacije.

Sledeća lema je samo drugačija formulacija Propozicije 2.3.

Lema 3.3. Neka su A = (A, δA, σA, τA), B = (B, δB, σB, τB) i
C = (C, δC , σC , τC) fazi automati i neka su ϕ1 ∈ R(A,B) i ϕ2 ∈ R(B,C)
direktne bisimulacije.

Tada je ϕ1 ◦ ϕ2 ∈ R(A,C) takođe direktna bisimulacija.

Sledeća lema se može jednostavno dokazati korišćenjem definicije direktnih
bisimulacija i uslova (1.23) i (1.24).

Lema 3.4. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati
i neka je {ϕi}i∈I ⊆ R(A,B) neprazna familija direktnih bisimulacija između
A i B.

Tada je
∨
i∈I ϕi takođe direktna bisimulacija između A i B.

Napomenimo da prethodne dve leme takođe važe za sve tipove simulacija i
bisimulacija.

Teorema 3.2. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati takvi da postoji bar jedna direktna bisimulacija između A i B. Tada
postoji najveća direktna bisimulacija između A i B.
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Štaviše, najveća direktna bisimulacija između A i B je parcijalna fazi funkcija.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1 postoji fazi relacija ϕ ∈ R(A,B) koja je
najveća direktna bisimulacija između A i B i to je upravo unija familije svih
direktnih bisimulacija između A i B koja je po pretpostavkama ove teoreme
neprazna.

Dalje, na osnovu Leme 3.3, ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ je direktna bisimulacija između A
i B, a kako je ϕ najveća takva, zaključujemo da je ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ 6 ϕ. Sada,
prema Teoremi 1.7 imamo da je ϕ parcijalna fazi funkcija.

Prethodna teorema ukazuje na značaj izučavanja onih bisimulacija koje su
parcijalne fazi funkcije. Međutim, bisimulacije su namenjene za modeliranje
ekvivalencije između fazi automata (ili nekih srodnih sistema), i dva au-
tomata se mogu smatrati ekvivalentnim ako je svako stanje jednog automata
ekvivalentno nekom stanju drugog automata i obratno. U kontekstu fazi au-
tomata ovo znači da fazi relacija koju koristimo za modeliranje ekvivalencije
mora biti sirjektivna L-funkcija. Kako je parcijalna fazi funkcija koja je sir-
jektivna L-funkcija upravo uniformna fazi relacija, može se zaključiti da je
potrebno izučavati one bisimulacije koje su uniformne fazi relacije. Upravo
ta vrsta bisimulacija je razmatrana u [42].

U mnogim radovima, bisimulacije su razmatrane u kontekstu automata (ili
srodnih sistema) bez fiksiranja inicijalnih stanja, ili definicija bisimulacije
nije uključivala nikakav uslov u vezi sa inicijalnim stanjima. U takvom
slučaju postoji bisimulacija između svaka dva fazi automata, to je prazna
relacija. Međutim, ovde prazna relacija nije direktna bisimulacija jer ne
zadovoljava uslove (3.1) i (3.7) (izuzev u slučaju kada su σA i σB prazni). Iz
tog razloga, u formulaciji Teoreme 3.2 smo bili prinuđeni da pretpostavimo
da postoji bar jedna direktna bisimulacija između A i B.

Na početku ovog poglavlja definisali smo simulacije i bisimulacije između fazi
automata koji u opštem slučaju mogu biti različiti. Nadalje u ovom poglavlju
biće razmatran slučaj kada su ti fazi automati jednaki, tj., razmatraćemo
bisimulacije na jednom fazi automatu.

Neka je A = (A, δA, σA, τA) proizvoljan fazi automat. Ako je fazi relacija
ϕ ∈ R(A,A) direktna bisimulacija između A i A, onda ćemo je nazivati
direktna bisimulacija na A (analogno se definiše povratna bisimulacija na
A). Direktna (odn. povratna) bisimulacija na A koja je fazi ekvivalencija
nazivaće se direktna (odn. povratna) bisimulaciona fazi ekvivalencija.
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Kako svaka fazi ekvivalencija zadovoljava uslov (3.1) (zbog refleksivnosti i
simetričnosti), to imamo da fazi ekvivalencija E na A jeste direktna bisim-
ulacija na A ako i samo ako je

E ◦ δAx 6 δAx ◦ E, za svaki x ∈ X, (3.19)
E ◦ τA 6 τA. (3.20)

(uslov (3.20) se može zameniti sa E ◦ τA = τA). Na osnovu Teoreme 4.1 [45]
(videti takođe Teoremu 1 [44]), uslov (3.19) je ekvivalentan sa

E ◦ δAx ◦ E = δAx ◦ E, za svaki x ∈ X. (3.21)

Slično, fazi ekvivalencija E na A je direktna bisimulacija na A ako i samo
ako je

δAx ◦ E 6 E ◦ δAx , za svaki x ∈ X, (3.22)
σA ◦ E 6 σA, (3.23)

(ponovo uslov (3.23) možemo zameniti sa σA ◦E = σA), i imamo da je uslov
(3.22) ekvivalentan sa

E ◦ δAx ◦ E = E ◦ δAx , za svaki x ∈ X. (3.24)

Direktne i povratne bisimulacione fazi ekvivalencije na fazi automatima su
izučavane u radovima [44, 45, 189], gde su nazivane desno i levo invarijantne
fazi ekvivalencije. U opštijem kontekstu, neke slične fazi ekvivalencije, naz-
vane desno i levo regularne fazi ekvivalencije, su izučavane u [106].

Prema rezultatima dobijenim u [44, 45, 189] (videti takođe [106]), svaki fazi
automat ima najveću direktnu i najveću povratnu simulaciju, koje su fazi
kvazi-uređenja, i najveću direktnu i najveću povratnu bisimulaciju, koje su
fazi relacije ekvivalencije. U istim radovima dati su i algoritmi za njihovo
izračunavanje. Treba napomenuti i to da postoje mnogi efikasni algoritmi
za izračunavanje najveće bisimulacione ekvivalencije i najvećeg simulacionog
kvazi-uređenja na označenom tranzicionom sistemu ili nedeterminističkom
automatu (videti [67, 80, 116, 149, 170]).

3.2 Uniformne direktne bisimulacije

U prethodnom poglavlju ukazali smo na značaj uniformnih direktnih bisim-
ulacija, pa ovo poglavlje posebno posvećujemo njima.
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Teorema 3.3. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati i neka je ϕ ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija. Tada važi sledeće:

(A) ϕ ◦ ϕ−1 je direktna bisimulacija na A i ϕ−1 ◦ ϕ je direktna bisimulacija
na B, i

ϕ ◦ ϕ−1 ◦ δAx 6 ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1 6 δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1, za svaki x ∈ X, (3.25)
ϕ−1 ◦ ϕ ◦ δBx 6 ϕ−1 ◦ δAx ◦ ϕ 6 δBx ◦ ϕ−1 ◦ ϕ, za svaki x ∈ X, (3.26)

(B) Ako je ϕ uniformna direktna bisimulacija, onda je ϕ ◦ ϕ−1 direktna
bisimulaciona fazi ekvivalencija na A i ϕ−1 ◦ ϕ je direktna bisimulaciona
fazi ekvivalencija na B.

Dokaz. (A) Nejednakosti (3.25) i (3.26) slede neposredno iz definicije di-
rektne bisimulacije i kompatibilnosti uređenja fazi relacija sa kompozicijom
fazi relacija (videti jednakost (1.20) ).

Prema (3.25) i (3.26) sledi da ϕ ◦ϕ−1 i ϕ−1 ◦ϕ jesu direktne bisimulacije na
A i B, redom.

(B) Ako je ϕ uniformna direktna bisimulacija, onda na osnovu Teoreme 1.8
važi da je ϕ ◦ ϕ−1 = Eϕ

A i ϕ−1 ◦ ϕ = Eϕ
B, tj., ϕ ◦ ϕ−1 = Eϕ

A i ϕ−1 ◦ ϕ = Eϕ
B

su fazi ekvivalencije na A i B, tim redom. Preostali deo tvrđenja sledi iz
Propozicije 2.5.

Napomenimo ponovo da je ϕ ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija ako i samo
ako je sirjektivna L-funkcija i Eϕ

A = ϕ ◦ ϕ−1, ili ekvivalentno, ako je sirjek-
tivna L-funkcija i Eϕ

B = ϕ−1 ◦ ϕ (videti Teoremu 1.8).

Direktne i povratne bisimulacije definisane su u Poglavlju 3.1 pomoću odgo-
varajućih nejednakosti. Međutim, često je lakše raditi sa jednakostima nego
sa nejednakostima, pa sledećom teoremom pokazujemo da se uniformne di-
rektne bisimulacije mogu definisati i pomoću jednakosti.

Teorema 3.4. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati i neka je ϕ ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija. Tada je ϕ direktna
bisimulacija ako i samo ako važe sledeći uslovi:

σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = σB ◦ ϕ−1, σA ◦ ϕ = σB ◦ ϕ−1 ◦ ϕ, (3.27)
δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1, ϕ−1 ◦ δAx ◦ ϕ = δBx ◦ ϕ−1 ◦ ϕ, za svaki x ∈ X,

(3.28)
τA = ϕ ◦ τB, ϕ−1 ◦ τA = τB. (3.29)
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Dokaz. Neka je ϕ direktna bisimulacija između fazi automata A i B. Tada
je σA 6 σB ◦ ϕ−1, što povlači

σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1 6 σB ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = σB ◦ ϕ−1,

a σB 6 σA ◦ ϕ povlači σB ◦ ϕ−1 6 σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1. Dakle, važi σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1 =
σB ◦ ϕ−1. Dalje, imamo da je σA ◦ ϕ = σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = σB ◦ ϕ−1 ◦ ϕ.

Na osnovu tvrđenja (A) Teoreme 3.3, za svaki x ∈ X je

ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1 6 δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1

6 ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1,

pa je ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1 = δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1, i slično je ϕ−1 ◦ δAx ◦ ϕ = δBx ◦ ϕ−1 ◦ ϕ.

Sa druge strane, na osnovu tvrđenja (B) Teoreme 3.3 dobijamo da je

τA = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ τA 6 ϕ ◦ τB 6 τA,

pa je τA = ϕ ◦ τB, i slično τB = ϕ−1 ◦ τA.

Obratno, neka važi (3.27)–(3.29). Tada je σA 6 σA ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = σB ◦ ϕ−1, i
za svaki x ∈ X je

ϕ−1 ◦ δAx 6 ϕ−1 ◦ δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = δBx ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ−1 = δBx ◦ ϕ−1.

Jasno je da je ϕ−1 ◦ τA 6 τB, pa ϕ jeste direktna simulacija između A i B.
Dalje, σB 6 σB ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = σA ◦ ϕ, i za svaki x ∈ X je

ϕ ◦ δBx 6 ϕ ◦ δBx ◦ ϕ−1ϕ = δAx ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = δAx ◦ ϕ.

Takođe, ϕ ◦ τA 6 τB, pa ϕ−1 jeste direktna simulacija između B i A. Dakle,
ϕ je direktna bisimulacija između fazi automata A i B.

Sledeća teorema je jedan od glavnih rezultata ovog poglavlja.

Teorema 3.5. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati i neka je ϕ ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija. Tada je ϕ direktna
bisimulacija ako i samo ako važe sledeći uslovi:

(i) Eϕ
A je direktna bisimulacija na A;

(ii) Eϕ
B je direktna bisimulacija na B;

(iii) ϕ̃ je izomorfizam faktor fazi automata A/Eϕ
A i B/Eϕ

B.
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Dokaz. Jednostavnosti radi, stavimo da je E = Eϕ
A i F = Eϕ

B.

Neka je ϕ direktna bisimulacija. Tada tvrđenja (i) i (ii) slede neposredno iz
(iv) i (v) Teoreme 1.8 i Teoreme 3.3. Na osnovu Leme 1.2, ϕ̃ je bijektivna
funkcija iz A/E na B/F .

Dalje, neka su a ∈ A i ψ ∈ CR(ϕ) proizvoljni elementi. Prema Teoremi 3.4,
imamo da je

σA/E(Ea) = (σA ◦ E)(a) = (σB ◦ ϕ−1)(a) =
∨
b∈B

σB(b)⊗ ϕ(a, b)

=
∨
b∈B

σB(b)⊗ F (ψ(a), b) =
∨
b∈B

σB(b)⊗ F (b, ψ(a))

= (σB ◦ F )(ψ(a)) = σB/F (Fψ(a)) = σB/F (ϕ̃(Ea)),

τA/E(Ea) = (τA ◦ E)(a) = τA(a) = (ϕ ◦ τB)(a) =
∨
b∈B

ϕ(a, b)⊗ τB(b)

=
∨
b∈B

F (ψ(a), b)⊗ τB(b) = (F ◦ τB)(ψ(a))

= τB/F (Fψ(a)) = τB/F (ϕ̃(Ea))

Dalje, prema Teoremi 2.12 za proizvoljne a1, a2 ∈ A i x ∈ X važi

δA/E(Ea1 , x, Ea2) = δB/F (ϕ̃(Ea1), x, ϕ̃(Ea2)).

Dakle, ϕ̃ je izomorfizam između fazi automata A/E i B/F .

Obratno, neka važe uslovi (i), (ii) i (iii). Za proizvoljne a ∈ A i ψ ∈ CR(ϕ)
je

σA(a) 6 (σA ◦ E)(a) = σA/E(Ea) = σB/F (ϕ̃(Ea)) = σB/F (Fψ(a))

= (σB ◦ F )(ψ(a)) =
∨
b∈B

σB(b)⊗ F (b, ψ(a))

=
∨
b∈B

σB(b)⊗ F (ψ(a), b) =
∨
b∈B

σB(b)⊗ ϕ(a, b)

=
∨
b∈B

σB(b)⊗ ϕ−1(b, a) = (σB ◦ ϕ−1)(a),

pa je σA 6 σB ◦ ϕ−1, i slično se pokazuje da je σB 6 σA ◦ ϕ.
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Dalje,

τA(a) = (E ◦ τA)(a) = τA/E(Ea) = τB/F (ϕ̃(Ea)) = τB/F (Fψ(a))

=
∨
b∈B

F (ψ(a), b)⊗ τB(b) =
∨
b∈B

ϕ(a, b)⊗ τB(b) = (ϕ ◦ τB)(a),

pa je τA = ϕ ◦ τB, i slično, važi ϕ−1 ◦ τA 6 τB.

Na osnovu Teoreme 2.12 važi ϕ−1 ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕ−1 i ϕ ◦ δBx 6 δAx ◦ ϕ. Dakle,
ϕ je uniformna direktna bisimulacija između fazi automata A i B.

Teorema 3.6. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi au-
tomati, neka je E direktna bisimulacija na A i F direktna bisimulacija na
B.

Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ϕ ∈ R(A,B) takva da je

Eϕ
A = E and Eϕ

B = F, (3.30)

ako i samo ako postoji izomorfizam φ : A/E → B/F takav da za proizvoljne
a1, a2 ∈ A važi

Ẽ(Ea1 , Ea2) = F̃ (φ(Ea1), φ(Ea2)). (3.31)

Dokaz. Neka je ϕ uniformna direktna bisimulacija koja zadovoljava uslov
(3.30), i neka je ψ ∈ CR(ϕ). Prema definiciji od Ẽ, F̃ i ϕ̃, i prema
Posledici 1.1 , imamo da je

Ẽ(Ea1 , Ea2) = E(a1, a2) = F (ψ(a1), ψ(a2)) = F̃ (Fψ(a1), Fψ(a2))

= F̃ (ϕ̃(Ea1), ϕ̃(Ea2)),

pa prema Teoremi 3.5, ϕ̃ je izomorfizam od A/E na B/F koji zadovoljava
uslov (3.31).

Obratno, neka je φ : A/E → B/F izomorfizam koji zadovoljava uslov (3.31).
Definišimo funkcije φE : A → A/E, φF : B/F → B i ψ : A → B na sledeći
način: Za svaki x ∈ A neka je φE(x) = Ex, za svaki η ∈ B/F neka je φF (η)
fiksiran element iz η̂, i neka je ψ = φE ◦ φ ◦ φF . Definišimo i fazi relaciju
ϕ ∈ R(A,B) sa

ϕ(a, b) = F (ψ(a), b), za sve a ∈ A i b ∈ B. (3.32)

Iz dokaza Teoreme 3.4 [41], ϕ je uniformna fazi relacija koja zadovoljava
(3.30) i ψ ∈ CR(ϕ). Za proizvoljano a ∈ A je φ(Ea) = Fb, za neki b ∈ B, i

ψ(a) = φF (φ(φE(a))) = φF (φ(E(a)) = φF (Fb) ∈ F̂b,
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odakle sledi da je
ϕ̃(Ea) = Fψ(a) = Fb = φ(Ea),

za svaki a ∈ A. Dakle, ϕ̃ = φ, pa prema Teoremi 3.5, ϕ je uniformna
direktna bisimulacija.

3.3 UFB-ekvivalentni fazi automati

Bisimulacije su izučavane u raznim kontekstima ali su uvek razmatrane
u kontekstu uspostavljanja strukturne ekvivalencije između stanja jednog
ili dva različita automata ili nekih sličnih sistema. Kao što je prethodno
naglašeno u Poglavlju 3.1, dva automata se smatraju strukturno ekvivalent-
nim ako je svako stanje jednog automata ekvivalentno nekom stanju drugog
automata i obratno. Može se reći da nema prave ekvivalencije između dva
automata ako postoji neko stanje jednog automata koje nije ekvivalentno
nijednom stanju drugog automata. Drugim rečima, ekvivalencija bi trebalo
da se modelira kompletnom i sirjektivnom relacijom, odnosno u fazi kontek-
stu, sirjektivnom L-funkcijom. Međutim, ako postoji direktna bisimulacija
između dva fazi automata A i B koja je sirjektivna L-funkcija, onda najveća
direktna bisimulacija između A i B takođe ima ovo svojstvo, pa prema Teo-
remi 3.2, ona je uniformna direktna bisimulacija. Dakle, potpuno je svejedno
da li ćemo reći da postoji direktna bisimulacija koja je sirjektivna L-funkcija
ili ćemo reći da postoji uniformna direktna bisimulacija između A i B. Iz
tog razloga uvodimo sledeći tip ekvivalencije između fazi automata.

Za fazi automateA = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) kažemo da su uni-
formno direktno bisimulaciono ekvivalentni, ili kraće da suUFB-ekvivalentni ,
u oznaci A ∼UFB B, ako postoji uniformna direktna bisimulacija između A
i B. Analogno se može definisati i uniformna povratna bisimulaciona ekviva-
lencija između fazi automata, ali ova vrsta ekvivalencije neće biti posebno
razmatrana jer ima svojstva koja su analogna svojstvima UFB-ekvivalencije.

Sledećom teoremom se uspostavlja korespodencija između uniformnih di-
rektnih bisimulacija i direktnih bisimulacionih fazi ekvivalencija, analogna
korespodenciji između homomorfizama i kongruencija u algebri.

Teorema 3.7. Neka je A = (A, δA, σA, τA) fazi automat, neka je E fazi
ekvivalencija na A, i neka je A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E) faktor fazi
automat od A u odnosu na E.
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(A) Fazi relacija ϕ ∈ R(A,A/E) definisana sa

ϕ(a1, Ea2) = E(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (3.33)

je uniformna fazi relacija takva da je Eϕ
A = E, Eϕ

A/E je fazi jednakost,
i ϕ je i direktna i povratna simulacija.

(B) Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) E je direktna bisimulacija na A;
(ii) ϕ je direktna bisimulacija;
(iii) ϕ je povratno-direktna bisimulacija.

Dokaz. Za proizvoljan a ∈ A imamo da je

σA(a) 6 (σA ◦ E ◦ E)(a) =
∨
a3∈A

(σA ◦ E)(a3)⊗ E(a3, a)

=
∨
a3∈A

σA/E(Ea3)⊗ ϕ−1(Ea3 , a) = (σA/E ◦ ϕ−1)(a),

(ϕ−1 ◦ τA)(Ea) =
∨
a3∈A

ϕ−1(Ea, a3)⊗ τA(a3) = E(a, a3)⊗ τA(a3)

= (E ◦ τA)(a) = τA/E(Ea),

i takođe važi

(σA ◦ ϕ)(Ea) =
∨
a1∈A

σA(a3)⊗ ϕ(a1, Ea) =
∨
a3∈A

σA(a1)⊗ E(a1, a)

= (σA ◦ E)(a) = σA/E(Ea),

τA(a) 6 (E ◦ E ◦ τA)(a) =
∨
a3∈A

E(a, a3)⊗ E ◦ τA(a3)

=
∨
a3∈A

ϕ(a,Ea3)⊗ τA/E(Ea3) = (ϕ ◦ τA/E)(a).

Dalje, na osnovu Teoreme 2.7 dobijamo tvrđenje (A). Na sličan način se iz
Teoreme 2.8 dobija tvrđenje (B).

Sledeći primer pokazuje da postoji fazi relacija ϕ definisana sa (3.33) koja
ne mora biti direktna bisimulacija (ako E nije direktna bisimulacija na A).
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Primer 3.3. Neka je L Booleova struktura i neka je A = (A, δA, σA, τA)
fazi automat nad L (tj., nedeterministički automat) sa |A| = 4, X = {x} i

δAx =

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , σA =
[
0 1 0 0

]
, τA =

001
1

 ,
i neka su E i F fazi ekvivalencije na A zadate sa

E =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 , F =

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 .
Tada su odgovarajući faktor fazi automati A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E)
i A/F = (A/F, δA/F , σA/F , τA/F ) dati sa: |A/E| = 3, |A/F | = 2, i

δA/Ex =

1 0 0
0 0 1
0 0 0

 , σA/E =
[
0 1 0

]
, τA/E =

0
0
1

 ,
δA/Fx =

[
1 1
0 0

]
, σA/F =

[
1 0

]
, τA/F =

[
0
1

]
.

Jednostavno se proverava da je A/E jezički ekvivalentan sa A, a da A/F nije
jezički ekvivalentan sa A (videti Primer 3.1 [45]). Neka je ϕE ∈ R(A,A/E)
fazi relacija data sa

ϕE =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

 .
Takođe se jednostavno proverava da je ϕE direktna bisimulacija između A
i A/E, kao i da je povratno-direktna bisimulacija između A i A/E, pa fazi
automati A i A/E jesu UFB-ekvivalentni.

Sa druge strane, fazi automati A i A/F nisu UFB-ekvivalentni, jer nisu
jezički ekvivalentni (Teorema 3.1), i fazi relacija ϕF ∈ R(A,A/F ) definisana
sa ϕF (a1, Fa2) = F (a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A (tj., definisana kao u (3.33)),
nije direktna bisimulacija. Zaista,

ϕF =

1 0
1 0
0 1
0 1

 i ϕF ◦ δA/Fx =

1 1
1 1
0 0
0 0

 

1 0
0 1
0 0
0 0

 = δAx ◦ ϕF .



Glava 3. Bisimulacije između fazi automata 81

Teorema 3.8. Neka je A = (A, δA, σA, τA) fazi automat, neka su E i G fazi
ekvivalencije na A takve da je E 6 G, i A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E)
faktor fazi automat od A u odnosu na E. Tada

(A) Fazi relacija G/E on A/E definisana sa

G/E(Ea1 , Ea2) = G(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (3.34)

je fazi ekvivalencija na A/E, i faktor fazi automati (A/E)/(G/E) i
A/G su izomorfni.

(B) Fazi relacija ϕ ∈ R(A,A/E) definisana sa

ϕ(a1, Ea2) = G(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (3.35)

je uniformna fazi relacija takva da je Eϕ
A = G i Eϕ

A/E = G/E.

Štaviše, ako je E direktna bisimulacija na A, onda važi sledeće:

(C) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako je G/E direktna bisim-
ulacija na A/E.

(D) G je najveća direktna bisimulacija na A ako i samo ako je G/E najveća
direktna bisimulacija na A/E.

(E) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako je ϕ direktna bisimu-
lacija između A i A/E.

Dokaz. Tvrđenje (A) je dokazano u Teoremi 2.9, dok su tvrđenja (B), (C),
(D) i (E) dokazana u Teoremi 2.11, bez razmatranja fazi skupova početnih
i završnih stanja.

Teorema 3.9. Neka su A = (A, σA, X, δA, τA) i B = (B, σB, X, δB, τB)
UFB-ekvivalentni fazi automati.

Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ϕ između A i B čije jezgro Eϕ
A

je najveća direktna bisimulacija na A i čije kojezgro Eϕ
B je najveća direktna

bisimulacija na B.

Štaviše, ϕ je najveća direktna bisimulacija između A i B.

Dokaz. Neka je χ ∈ R(A,B) uniformna direktna bisimulacija, i neka je
Eχ
A = E i Eχ

B = F . Na osnovu Teoreme 3.5, E je direktna bisimulacija na
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A, F je direktna bisimulacija na B i χ̃ je izomorfizam od A/E na B/F , i na
osnovu Teoreme 3.6, za sve a1, a2 ∈ A važi

Ẽ(Ea1 , Ea2) = F̃ (χ̃(Ea1), χ̃(Ea2)). (3.36)

Dalje, neka je G najveća direktna bisimulacija na A, H je najveća direktna
bisimulacija na B, i neka je P najveća direktna bisimulacija na A/E, i Q je
najveća direktna bisimulacija na B/F . Na osnovu Teoreme 3.8 je P = G/E
i Q = H/F , a na osnovu (3.36) i činjenice da je χ̃ izomorfizam od A/E na
B/F dobijamo da je

P̃ (PEa1
, PEa2

) = P (Ea1 , Ea2) = Q(χ̃(Ea1), χ̃(Ea2)) = Q̃(Qχ̃(Ea1 )
, Qχ̃(Ea2 )

).
(3.37)

Štaviše, χ̃ indukuje izomorfizam ξ : (A/E)/P → (B/F )/Q dat sa ξ(PEa) =
Qχ̃(Ea), za svako a ∈ A. Prema Teoremi 3.8, takođe imamo da postoje
uniformne direktne bisimulacije ϕ1 ∈ R(A,A/E) i ϕ2 ∈ R(B,B/F ) takve
da je Eϕ1

A = G, Eϕ1

A/E = G/E, Eϕ2

B = H, Eϕ1

B/F = H/F , a na osnovu
Teorema 3.5 i 3.6 dobijamo da je ϕ̃1 izomorfizam iz A/G na (A/E)/P , i ϕ̃2

je izomorfizam iz B/H na (B/F )/Q, pri čemu je

G̃(Ga1 , Ga2) = P̃ (ϕ̃1(Ga1), ϕ̃1(Ga2)), H̃(Hb1 , Hb2) = Q̃(ϕ̃2(Hb1), ϕ̃2(Hb2)),
(3.38)

za sve a1, a2 ∈ A i b1, b2 ∈ B. Dalje, neka su ψ1 : A→ A/E i ψ2 : B → B/F
funkcije date sa ψ1(a) = Ea and ψ2(b) = Fb, za sve a ∈ A i b ∈ B. Tada iz
(3.35) sledi da je ψ1 ∈ CR(ϕ1) i ψ2 ∈ CR(ϕ2), a iz (1.33) dobijamo

ϕ̃1(Ga) = Pψ1(a) = PEa , ϕ̃2(Hb) = Qψ2(b) = QFb
, (3.39)

za sve a ∈ A i b ∈ B.
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and ϕ2 ∈ F (B × B/F) such that E
ϕ1

A
= G, E

ϕ1

A/E = G/E, E
ϕ2

B
= H, E

ϕ1

B/F = H/F, and by Theorems 6.3 and 6.4 we

obtain that ϕ̃1 is an isomorphism of A /G onto (A /E)/P, and ϕ̃2 is an isomorphism of B/H onto (B/F)/Q,
satisfying

G̃(Ga1
,Ga2

) = P̃(ϕ̃1(Ga1
), ϕ̃1(Ga2

)), H̃(Hb1
,Hb2

) = Q̃(ϕ̃2(Hb1
), ϕ̃2(Hb2

)), (89)

for all a1, a2 ∈ A and b1, b2 ∈ B. Next, let ψ1 : A → A/E and ψ2 : B → B/F be functions given by ψ1(a) = Ea

and ψ2(b) = Fb, for all a ∈ A and b ∈ B. Then by (86) it follows that ψ1 ∈ CR(ϕ1) and ψ2 ∈ CR(ϕ2), and by
(45) we obtain that

ϕ̃1(Ga) = Pψ1(a) = PEa
, ϕ̃2(Hb) = Qψ2(b) = QFb

, (90)

for all a ∈ A and b ∈ B.
A B

χ

A /E B/F
χ̃

(A /E)/P (B/F)/Q
ξ

A /G B/H
φ

ϕ1 ϕ2

ϕ̃1

ϕ̃2

ϕ̃−1
2

Now, let a function φ : A/G→ B/H be defined by φ = ϕ̃1 ◦ ξ ◦ ϕ̃−1
2 , i.e., let φ(Ga) = ϕ̃−1

2 (Qχ̃(Ea)), for each

a ∈ A. Since ϕ̃1, ξ, and ϕ̃−1
2

are isomorphisms, we have that φ is also an isomorphism of A /G onto B/H,
and for arbitrary a1, a2 ∈ A, by (88), (89) and (90) it follows that

G̃(Ga1
,Ga2

) = P̃(ϕ̃1(Ga1
), ϕ̃1(Ga2

)) = P̃(PEa1
,PEa2

) = Q̃(Qχ̃(Ea1
),Qχ̃(Ea2

))

= H̃(ϕ̃−1
2 (Qχ̃(Ea1

)), ϕ̃
−1
2 (Qχ̃(Ea2

))) = H̃(φ(Ga1
), φ(Ga2

)).
(91)

Thus, by (91) and Theorem 6.4 we obtain that there exists a uniform forward bisimulation ϕ ∈ F (A × B)
such that E

ϕ
A
= G and E

ϕ
B
= H.

Next, we are going to prove that ϕ is the greatest forward bisimulation between A and B. According
to Theorem 5.8, there exists the greatest forward bisimulation θ between A and B, which is a partial fuzzy
function, and clearly, ϕ 6 θ. Since ϕ is a surjective L -function, then θ is also a surjective L -function, and
therefore, θ is a uniform fuzzy relation. Now, by Lemma 4.6 we obtain that CR(ϕ) ⊆ CR(θ), E

ϕ
A
6 Eθ

A
, and

E
ϕ
B
6 Eθ

B
, and by Theorem 6.3 we obtain that Eθ

A
and Eθ

B
are forward bisimulations on A and B, respectively.

Since E
ϕ
A
= G and E

ϕ
B
= H are the greatest forward bisimulations on A and B, we conclude that E

ϕ
A
= Eθ

A

and E
ϕ
B
= Eθ

B
. Finally, by (vi) of Theorem 4.2, for arbitrary a ∈ A, b ∈ B, and ψ ∈ CR(ϕ) ⊆ CR(θ) we have that

θ(a, b) = EθB(ψ(a), b) = E
ϕ
B

(ψ(a), b) = ϕ(a, b).

Hence, θ = ϕ, that is, ϕ is the greatest forward bisimulation between A and B.

By Theorems 7.4 and 6.4 we obtain the following corollary.

Corollary 7.5. Let A = (A, δA, σA, τA) and B = (B, δB, σB, τB) be fuzzy automata, and let E and F be the greatest
forward bisimulations on A and B, respectively.

Then A and B are UFB-equivalent if and only if there exists an isomorphism φ : A /E→ B/F such that

Ẽ(Ea1
,Ea2

) = F̃(φ(Ea1
), φ(Ea2

)), (92)

for all a1, a2 ∈ A.

25

Sada, neka je funkcija φ : A/G → B/H definisana sa φ = ϕ̃1 ◦ ξ ◦ ϕ̃−12 ,
tj., neka je φ(Ga) = ϕ̃−12 (Qχ̃(Ea)), za svako a ∈ A. Kako su ϕ̃1, ξ, i ϕ̃−12
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izomorfizmi, to imamo da je φ takođe izomorfizam od A/G na B/H, i za
proizvoljne a1, a2 ∈ A, prema (3.37), (3.38) i (3.39) sledi da je

G̃(Ga1 , Ga2) = P̃ (ϕ̃1(Ga1), ϕ̃1(Ga2)) = P̃ (PEa1
, PEa2

) = Q̃(Qχ̃(Ea1 )
, Qχ̃(Ea2 )

)

= H̃(ϕ̃−12 (Qχ̃(Ea1 )
), ϕ̃−12 (Qχ̃(Ea2 )

)) = H̃(φ(Ga1), φ(Ga2)).
(3.40)

Dakle, prema (3.40) i Teoremi 3.6 dobijamo da postoji uniformna direktna
bisimulacija ϕ ∈ R(A,B) takva da je Eϕ

A = G i Eϕ
B = H.

Dalje, pokazaćemo da je ϕ najveća direktna bisimulacija između A i B.
Na osnovu Teoreme 3.2, postoji najveća direktna bisimulacija θ između A
i B, koja je parcijalna fazi funkcija, i naravno važi ϕ 6 θ. Kako je ϕ
sirjektivna L-funkcija, to je θ takođe sirjektivna L-funkcija, i stoga, θ je
uniformna fazi relacija. Sada, prema Lemi 1.3 dobijamo da CR(ϕ) ⊆ CR(θ),
Eϕ
A 6 Eθ

A, i E
ϕ
B 6 Eθ

B, a prema Teoremi 3.5 imamo da su Eθ
A i Eθ

B direktne
bisimulacije na A i B, tim redom. Kako su Eϕ

A = G i Eϕ
B = H najveće

direktne bisimulacije na A i B, zaključujemo da je Eϕ
A = Eθ

A i Eϕ
B = Eθ

B.
Konačno, iz (vi) Teoreme 1.8, za a ∈ A, b ∈ B, i ψ ∈ CR(ϕ) ⊆ CR(θ) važi

θ(a, b) = Eθ
B(ψ(a), b) = Eϕ

B(ψ(a), b) = ϕ(a, b).

Otuda je θ = ϕ, tj., ϕ je najveća direktna bisimulacija između A i B.

Iz Teorema 3.9 i 3.6 dobijamo sledeću posledicu.

Posledica 3.1. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi
automati, i neka su E i F najveće direktne bisimulacije na A i B, tim redom.

Tada fazi automati A i B jesu UFB-ekvivalentni ako i samo ako postoji
izomorfizam φ : A/E → B/F takav da je

Ẽ(Ea1 , Ea2) = F̃ (φ(Ea1), φ(Ea2)), (3.41)

za sve a1, a2 ∈ A.

Posledica 3.2. Za proizvoljne fazi automate A, B i C važi:

(1) A∼UFBA;
(2) A∼UFBB ⇒ B∼UFBA;
(3) A∼UFBB & B∼UFB C ⇒ A∼UFB C.
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Dokaz. Jasno je da važi (1) i (2), jer identičko preslikavanje jeste uniformna
direktna bisimulacija na A, a inverzna relacija svake uniformne direktne
bisimulacije između A i B jeste uniformna direktna bisimulacija između B i
A.

Dalje, neka je A ∼UFB B i B ∼UFB C, neka su E, F i G redom najveće
direktne bisimulacije na fazi automatima A, B i C. Na osnovu Posledice 3.1,
postoje izomorfizmi φ1 : A/E → B/F i φ2 : B/F → C/G takvi da je

Ẽ(Ea1 , Ea2) = F̃ (φ1(Ea1), φ1(Ea2)) i F̃ (Fb1 , Fb2) = G̃(φ2(Fb1), φ2(Fb2)),

za sve a1, a2 ∈ A i b1, b2 ∈ B, pa kompozicija φ = φ1 ◦ φ2 : A/E → C/G
jeste izomorfizam od A/E na C/G za koji važi

Ẽ(Ea1 , Ea2) = G̃(φ(Ea1), φ(Ea2))

za sve a1, a2 ∈ A. Dakle, A∼UFB C.

Prema Posledici 3.2, relacija ∼UFB je relacija ekvivalencije na klasi svih
fazi automata, što opravdava naziv UFB-ekvivalentni fazi automati koji je
uveden na početku ovog poglavlja.

Iako je kompozicija dve direktne bisimulacije takođe direktna bisimulacija
(videti Lemu 3.3), ta nam činjenica nije mnogo korisna u dokazivanju tranz-
itivnosti UFB-ekvivalencije s obzirom da kompozicija dve uniformne relacije
ne mora biti uniformna relacija (videti Primer 6.1 [41]). Ipak, tranzitivnost
UFB-ekvivalencije sledi iz činjenice da kompozicija ϕ1 ◦ϕ2 najveće direktne
bisimulacije ϕ1 između fazi automata A i B, i najveće direktne bisimulacije
ϕ2 između fazi automata B i C, jeste uniformna direktna bisimulacija između
A i C. Naime, kojezgro od ϕ1 jednako je jezgru od ϕ2 i ovo je upravo najveća
direktna bisimulacija na B. Dalje, ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 je najveća direktna bisimu-
lacija između A i C. Zaista, ako je θ najveća direktna bisimulacija između
A i C, onda je Eθ

C = Eϕ2

C , najveća direktna bisimulacija na C, pa iz ϕ 6 θ i
Leme 1.3 sledi da je CR(ϕ) ⊆ CR(θ). Sa druge strane imamo

Eϕ
C = ϕ−1 ◦ ϕ = ϕ−12 ◦ ϕ−11 ◦ ϕ1 ◦ ϕ2 = ϕ−12 ◦ ϕ2 ◦ ϕ−12 ◦ ϕ−11 ◦ ϕ1 ◦ ϕ2

= ϕ−12 ◦ E
ϕ2

B ◦ E
ϕ1

B ◦ ϕ2 = ϕ−12 ◦ E
ϕ2

B ◦ ϕ2 = ϕ−12 ◦ ϕ2 ◦ ϕ−12 ◦ ϕ2

= ϕ−12 ◦ ϕ2 = Eϕ2

C = Eθ
C ,

i kao u dokazu Teoreme 3.9 dobijamo da je ϕ = θ.

Na osnovu Teoreme 3.1, UFB-ekvivalencija povlači jezičku ekvivalenciju.
Sledećim primerom pokazaćemo da jezička ekvivalencija ne povlači nužno
UFB-ekvivalenciju.
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Primer 3.4. Neka je L Gödelova struktura, i neka su A = (A, δA, σA, τA)
i B = (B, δB, σB, τB) fazi automati nad L, pri čemu je |A| = |B| = 2 i
X = {x, y},

δAx =

[
1 0.5

0.5 1

]
, δAy =

[
1 0.5
1 0.5

]
, σA =

[
1 0

]
, τA =

[
0
1

]
,

δBx = δBy =

[
0 1
0 1

]
, σB =

[
1 0

]
, τB =

[
0

0.5

]
.

Fazi automati A i B su jezički ekvivalentni (videti Primer 3.1 [107]), ali nisu
UFB-ekvivalentni. Zaista, jednostavno se proverava da su najveće direktne
bisimulacije na A i B upravo relacije jednakosti na A i B, pa su odgovarajući
faktor fazi automati izomorfni sa A i B, redom. Jasno, A i B nisu izomorfni,
i prema Posledici 3.1, A i B nisu UFB-ekvivalentni.

Takođe, imamo da su i A i B minimalni fazi automati u klasi svih fazi
automata koji su jezički ekvivalentni sa njima (ponovo Primer 3.1 [107]).

Daćemo par komentara o smislu Posledice 3.1. Ovaj rezultat daje način za
testiranje da li dva fazi automata A i B jesu UFB-ekvivalentna. Najpre je
potrebno izračunati najveće direktne bisimulacione fazi ekvivalencije E na
A i F na B. U velikom broju slučajeva ovo se efikasno može uraditi pomoću
algoritma datog u radu [45]. Nakon toga se konstruišu faktor fazi automati
A/E i B/F , i dalje se proverava da li postoji izomorfizam između njih koji
zadovoljava uslov (3.41). Međutim, čak i ako je moguće efektivno izračunati
najveće direktne bisimulacije E i F i konstruisati odgovarajuće faktor fazi
automate A/E i B/F , ipak može biti veliki problem da se ispita da li postoji
izomorfizam između A/E i B/F koji zadovoljava uslov (3.41).

Važno je napomenuti da je ovaj problem izomorfizma između fazi automata
blisko povezan sa dobro poznatim problemom izomorfizma grafova. Naime,
problem izomorfizma fazi automata nad Booleovom strukturom je upravo
problem izomorfizma grafova. Pored svog praktičnog značaja, problem izomor-
fizma grafova je u teoriji kompleksnosti algoritama posebno interesantan iz
razloga što predstavlja jedan od malobrojnih problema koji pripadaju klasi
NP-kompletnih problema (nondeterministic polynomial time) za koje nije
poznat algoritam za rešavanje koji radi u polinomijalnom vremenu. Opšte
je prihvaćeno mišljenje da problem izomorfizma grafova leži između klasa
P i NP, ako je P6=NP (videti [187]). Ipak, u teoriji kompleksnosti algo-
ritama razmatraju se najgori mogući slučajevi, do kojih se u praksi retko
dolazi, tako da mnogi algoritmi koji su teorijski teški u praksi jako dobro
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rade. Problem izomorfizma grafova je težak jer je potrebno proveriti n! per-
mutacija (bijekcija) skupa koji se sastoji iz n čvorova, i taj broj jako brzo
raste kada raste broj čvorova grafa. Međutim, ako se nađe pogodan način
da se izbegnu neke permutacije, kao što je opisano u [187], onda se taj broj
može i značajno smanjiti.

U našem slučaju, testiranje izomorfizma se ne vrši između fazi automata A
i B, već između faktor fazi automata od A i B u odnosu na najveće direktne
bisimulacione fazi ekvivalencije. Broj stanja ovih faktor fazi automata može
biti dosta manji od broja stanja fazi automata A i B, što značajno utiče na
vreme potrebno za testiranje.

Za fazi automat A = (A, δA, σA, τA), klasu svih fazi automata koji su UFB-
ekvivalentni sa A označićemo sa UFB(A).

Propozicija 3.1. Neka je A = (A, δA, σA, τA) fazi automat i neka je E
najveća direktna bisimulacija na A.

Tada je A/E minimalni fazi automat u UFB(A).

Dokaz. Prema Posledice 3.1 je A/E ∈ UFB(A), i za proizvoljan B ∈
UFB(A) imamo da je A/E izomorfan sa B/F , gde F označava najveću
direktnu bisimulaciju na B. Dakle, |A/E| = |B/F | 6 |B|, pa A/E jeste
minimalni fazi automat u UFB(A).

Sledeći primer pokazuje da minimalni fazi automat u UFB(A) ne mora biti
jedinstven do na izomorfizam.

Primer 3.5. Neka je L Gödelova struktura, neka su A = (A, δA, σA, τA) i
B = (B, δB, σB, τB) fazi automati nad L, gde je A = {a1, a2}, B = {b1, b2},
X = {x, y},

δAx =

[
0.5 0
0.5 0

]
, δAy =

[
1 1
0 0.5

]
, σA =

[
1 1

]
, τA =

[
1
1

]
,

δBx =

[
0.5 0.5
0.5 0.5

]
, δBy =

[
1 1
0.5 0.5

]
, σB =

[
1 1

]
, τB =

[
1
1

]
.

Najveća direktna bisimulacija E na A i najveća direktna bisimulacija F na
B su date sa

E =

[
1 0.5
0.5 1

]
, F =

[
1 0.5
0.5 1

]
,
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i oba faktor fazi automata A/E i B/F su izomorfna sa B (videti Primer 5.1
[45]). Takođe imamo da funkcija φ : A/E → B/F data sa φ(Ea1) = Fb1
i φ(Ea2) = Fb2 jeste izomorfizam koji zadovoljava uslov (3.41), pa prema
Posledici 3.1 dobijamo da fazi automati A i B jesu UFB-ekvivalentni.

Takođe imamo da su oba automata, i A i B minimalni fazi automati u
UFB(A) = UFB(B) (prema Posledici 3.1), ali očigledno,A i B nisu izomorfni.

Važno je napomenuti da fazi automati A i B nisu samo minimalni u klasi
svih automata koji su UFB-ekvivalentni sa njima, već su minimalni i u klasi
svih fazi automata koji su jezički ekvivalentni sa njima.

Napomenimo da razlog zbog čega minimalni fazi automati u UFB(A) ne
moraju da budu izomorfni predstavljaju fazi jednakosti. Naime, za razliku
od krisp slučaja, gde faktor automat u odnosu na relaciju jednakosti jeste
izomorfan originalnom automatu, u fazi slučaju ovo ne mora da važi. Faktor
automat u odnosu na fazi jednakost ima isti broj stanja kao početni automat,
ali ne mora biti izomorfan sa njim. Na primer, u prethodnom primeru i E i
F su fazi jednakosti, B/F je izomorfan sa B, dok A/E nije izomorfan sa A.

3.4 Povratno-direktne bisimulacije

U prethodnom poglavlju razmatrali smo homotipne bisimulacije, a u ovom
poglavlju osvrnućemo se na heterotipne bisimulacije, posebno na povratno-
direktne bisimulacije. Cilj nam je da uočimo sličnosti i osnovne razlike
između homotipnih i heterotipnih bisimulacija.

Prema Lemi 3.2, fazi relacija ϕ je povratno-direktna bisimulacija između fazi
automata A i B ako i samo ako je direktno-povratna bisimulacija između
reverznih automata Ā i B̄. Otuda, za svako tvrđenje koje univerzalno važi
za povratno-direktne bisimulacije postoji odgovarajuće tvrđenje koje uni-
verzalno važi za direktno-povratne bisimulacije, pa ćemo pažnju usmeriti
samo na povratno-direktne bisimulacije.

Napomenimo da ako je ϕ direktna ili povratna bisimulacija između fazi
automata A i B, onda je to i ϕ−1. Međutim, ako je ϕ povratno-direktna
ili direktno-povratna bisimulacija, ϕ−1 ne mora biti takva. Ipak, postoji
zanimljiva veza između ϕ i ϕ−1. Naime, ϕ je povratno-direktna bisimulacija
između A i B ako i samo ako je ϕ−1 direktno-povratna bisimulacija između
B i A.
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Jednostavno se proverava da važe trđenja analogna Lemama 3.3 i 3.4 za
povratno-direktne bisimulacije. Drugim rečima, kompozicija dve povratno-
direktne bisimulacije i unija proizvoljne familije povratno-direktnih bisimu-
lacija su takođe povratno-direktne bisimulacije. Dakle, ako postoji bar jedna
povratno-direktna bisimulacija između fazi automata A = (A, δA, σA, τA) i
B = (B, δB, σB, τB), slično kao u Teoremi 3.2 može se pokazati da postoji
najveća povratno-direktna bisimulacija ϕ između A i B. Ipak, za razliku
od direktnih ili povratnih bisimulacija, u slučaju direktno-povratnih bisim-
ulacija se ne može pokazati da je ϕ parcijalna fazi funkcija, jer se ne može
pokazati da je ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ povratno-direktna bisimulacija.

Bez obzira na to, može se pokazati da povratno-direktne bisimulacije imaju
neka važna svojstva analogna onim svojstvima koja imaju direktne ili povratne
bisimulacije. Na primer, na osnovu Teoreme 2.14 se može dokazati sledeća
teorema.

Teorema 3.10. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi
automati i neka je ϕ ∈ R(A,B) uniformna fazi relacija. Tada je ϕ povratno-
direktna bisimulacija ako i samo ako važe sledeći uslovi:

(i) Eϕ
A je direktna bisimulacija na A;

(ii) Eϕ
B je direktna bisimulacija na B;

(iii) ϕ̃ je izomorfizam faktor fazi automata A/Eϕ
A i B/Eϕ

B.

Takođe važi i sledeća teorema.

Teorema 3.11. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) fazi
automati, neka je E direktna bisimulacija na A i F povratna bisimulacija
na B.

Tada postoji uniformna povratno-direktna bisimulacija ϕ ∈ R(A,B) takva
da je

Eϕ
A = E and Eϕ

B = F, (3.42)

ako i samo ako postoji izomorfizam φ : A/E → B/F takav da za sve a1, a2 ∈
A važi

Ẽ(Ea1 , Ea2) = F̃ (φ(Ea1), φ(Ea2)). (3.43)

Dokaz ove teoreme će biti izostavljen jer je sličan dokazu Teoreme 3.6.

Za razliku od direktnih bisimulacija, koje služe za definisanje relacije ekvi-
valencije između fazi automata, povratno-direktne bisimulacije se ne mogu
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koristiti u tu svrhu jer one ne mogu obezbediti simetričnost. Bez obzira na
to, povratno-direktne bisimulacije su puno korišćene u literaturi prvenstveno
zbog njihovog važnog svojstva da obezbeđuju jezičku ekvivalenciju.

3.5 Bisimulacije i srodni koncepti

Poznato je da deterministički automati imaju prirodnu interpretaciju kao
algebre u kojima se svaki ulazni simbol kao jedna unarna operacija. Ova
interpretacija, koju su predložili J. R. Buchi i J. B. Wright kasnih pedesetih
godina, povezuje automate sa univerzalnim algebrama, pa se na taj način
mnogi osnovni pojmovi univerzalne algebre mogu interpretirati u teoriji au-
tomata. Na primer, homomorfizmi se koriste za definisanje simulacija jednog
automata drugim, dok se kongruencije koriste za redukciju broja stanja. U
bliskoj vezi sa homomorfizmima i kongruencijama su i relacijski morfizmi,
relacije između dve algebre (moguće različite) koje su kompatibilne sa al-
gebarskim operacijama. Relacijske morfizme je uveo Tilson [73, Glave 11 i
12] u teoriji polugrupa, za rešavanje nekih problema koji su u bliskoj vezi
sa razlaganjima konačnih polugrupa, ali se pokazalo da se oni takođe us-
pešno mogu koristiti u proučavanju raspoznatljivih jezika (videti [73, 161]).
Kasnije su relacijski morfizmi uopšteni na proizvoljne univerzalne algebre,
a nedavno su proučavani i u fazi okvirima (cf. [105]). Uprkos njihovom
nazivu, na relacijske morfizme ne treba gledati kao na uopštenje pojma
homomorfizma, već kao prirodno uopštenje koncepta kongruencije. Ipak,
postoji ključna razlika između kongruencija i relacijskih morfizama. Dok su
kongruencije kompatibilne relacije ekvivalencije, relacijski morfizmi su samo
kompatibilne relacije. Zato se može reći da su uniformni relacijski morfizmi
pogodnije proširenje pojma kongruencije od običnih relacijskih morfizama
([105]).

Iako se, za razliku od determinističkih automata, nedeterministički, fazi i
težinski automati ne mogu predstaviti kao algebre, mnogi autori su na ovim
automatima proučavali neke koncepte koji su bliski homomorfizmima, kon-
gruencijama i relacijskim morfizmima. Ovde ćemo dati kratak osvrt na ove
koncepte i ukazaćemo na njihovu vezu sa konceptom bisimulacija.
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3.5.1 Deterministički automati

Neka su A = (A, δA, a0, τ
A) i B = (B, δB, b0, τ

B) obični deterministički au-
tomati, tj. neka su δAx : A → A i δBx : B → B funkcije i a0 ∈ A, b0 ∈ B,
τA ⊆ A, i τB ⊆ B. Prema standardnoj definiciji, homomorfizam determin-
ističkih automata je funkcija ϕ : A→ B koja zadovoljava sledeće uslove:

ϕ(a0) = b0, (3.44)
ϕ(δAx (a)) = δBx (ϕ(a)), za sve a ∈ A, x ∈ X, (3.45)
a ∈ τA ⇔ ϕ(a) ∈ τB, za sve a ∈ A. (3.46)

Uslovi (3.44)–(3.46) se, redom, mogu predstaviti u istoj formi kao i uslovi
(3.16)–(3.18), kojima se definiše povratno-direktna bisimulacija između fazi
automata. Drugim rečima, homomorfizmi determinističkih automata su up-
ravo one funkcije koje su povratno-direktne bisimulacije.

Napomenimo takođe da je uslov (3.45) ekvivalentan sa

δAx (a) = a′ ⇒ δBx (ϕ(a)) = ϕ(a′), za sve a, a′ ∈ A, x ∈ X, (3.47)

i ako δAx i δBx tretiramo kao relacije, onda se uslov (3.47) može zapisati kao

(a, a′) ∈ δAx ⇒ (ϕ(a), ϕ(a′)) ∈ δBx , za sve a, a′ ∈ A, x ∈ X. (3.48)

Obratna implikacija u (3.47) ne mora da važi, ali imamo da je

δBx (ϕ(a)) = ϕ(a′)⇒ (∃a′′ ∈ A) δAx (a) = a′′ & ϕ(a′′) = ϕ(a′), (3.49)

za sve a, a′ ∈ A i x ∈ X.

Uslov (3.49) nije ekvivalentan sa (3.45), ali ako malo modifikujemo (3.49)
možemo dobiti uslov

δBx (ϕ(a)) = b⇒ (∃a′ ∈ A) δAx (a) = a′ & ϕ(a′) = b, (3.50)

za sve a ∈ A, b ∈ B i x ∈ X, koji je ekvivalentan sa (3.45).

Drugi fundamentalni algebarski koncept koji igra važnu ulogu u teoriji deter-
minističkih automata je koncept kongruencije. Kongruencija determinis-
tičkog automata A = (A, δA, a0, τ

A) se definiše kao relacija % ⊆ A× A koja
zadovoljava uslove

(a, a′) ∈ % ⇒ (δAx (a), δAx (a′)) ∈ %, za sve a, a′ ∈ A i x ∈ X, (3.51)
(a, a′) ∈ % ⇒ ( a ∈ τA ⇔ a′ ∈ τA ), za sve a, a′ ∈ A. (3.52)
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Uslov (3.52) znači da je relacija % sadržana u relaciji ekvivalencije τA× τA∪
(A \ τA)× (A \ τA) koja ima samo dve klase τA i A \ τA, i u nekim izvorima
ovaj uslov nije uključen u definiciju kongruencije.

Koncept kongruencije se može prevesti i na slučaj kada radimo sa dva raz-
ličita automata A = (A, δA, a0, τ

A) i B = (B, δB, b0, τ
B). Tada, za relaciju

ϕ ⊆ A×B uslovi (3.51) i (3.52) postaju

(a, b) ∈ ϕ ⇒ (δAx (a), δBx (b)) ∈ ϕ, za sve a ∈ A, b ∈ B, i x ∈ X, (3.53)
(a, b) ∈ ϕ ⇒ ( a ∈ τA ⇔ b ∈ τB ), za sve a ∈ A i b ∈ B, (3.54)

i jasno je da uslov (3.54) znači da je relacija ϕ sadržana u relaciji τA ×
τB ∪ (A \ τA)× (B \ τB). Relaciju ϕ koja zadovoljava uslove (3.53) i (3.54),
Rutten [174] je nazvao bisimulacija između determinističkih automata A i B.
U originalnoj definiciji ovog koncepta nema uslova koji se odnosi na početna
stanja, pa ćemo mi dodatno zahtevati da relacija ϕ zadovoljava i uslov

(a0, b0) ∈ ϕ. (3.55)

Koristićemo sledeću terminologiju iz [105]. Relacija ϕ ⊆ A × B koja zado-
voljava uslove (3.53), (3.54), i (3.55) je relacijski morfizam između deter-
minističkih automata A i B. Jednostavno se proverava da je uslov (3.53)
ekvivalentan sa bilo kojim od sledeća dva uslova:

ϕ−1 ◦ δAx ⊆ δBx ◦ ϕ−1, za sve x ∈ X, (3.56)
ϕ ◦ δBx ⊆ δAx ◦ ϕ, za sve x ∈ X. (3.57)

Očigledno je da ovi uslovi imaju upravo istu formu kao i uslovi (3.2) i
(3.8) koji se javljaju u definiciji direktne bisimulacije između fazi automata.
Štaviše, uslov (3.54) je ekvivalentan konjunkciji uslova ϕ−1 ◦ τA ⊆ τB i
ϕ ◦ τB ⊆ τA, i kako su σA i σB jednoelementni skupovi, uslov (3.55) je ek-
vivalentan svakom od uslova σB ⊆ σA ◦ ϕ i σA ⊆ σB ◦ ϕ−1. Dakle, prema
terminologiji koja se koristi u ovoj disertaciji, relacijski morfizmi između
determinističkih automata su upravo direktne bisimulacije između ovih au-
tomata. Štaviše, u slučaju da su automati A i B jednaki, možemo zaključiti
da su kongruencije determinističkih automata upravo direktne bisimulacione
ekvivalencije determinističkih automata. Sa druge strane, nije teško naći
primer kongruencije determinističkog automata koja nije povratna bisimu-
lacija.

Prethodno razmatrani koncepti koji se tiču determinističkih automata mogu
se prirodno prevesti i na determinističke fazi automate. Štaviše, fazi analo-
goni ovih koncepata mogu se definisati na sličan način kao što je to urađeno



92 3.5. Bisimulacije i srodni koncepti

u [105]. U tom radu, Ignjatović i ostali su uveli koncept fazi relacijskog mor-
fizma između algebri, i isti primenili na determinističke fazi automate [105,
Primer 4.1]. Neka su A = (A, δA, a0, τ

A) i B = (B, δB, b0, τ
B) deterministički

fazi automati, tj. neka su δAx : A→ A i δBx : B → B funkcije, a0 ∈ A, b0 ∈ B,
i neka su τA ∈ F(A) i τB ∈ F(B) fazi skupovi. Fazi relacija ϕ ∈ R(A,B) je
fazi relacijski morfizam između A i B ako zadovoljava sledeće uslove

σA 6 σB ◦ ϕ−1, (ili ekvivalentno σB 6 σA ◦ ϕ), (3.58)
ϕ(a, b) 6 ϕ(δAx (a), δBx (b)), za sve a ∈ A, b ∈ B, i x ∈ X, (3.59)
ϕ−1 ◦ τA 6 τB, ϕ ◦ τB 6 τA. (3.60)

Kako je σA = {a0} i σB = {b0}, uslov (3.58) je takođe ekvivalentan sa
ϕ(a0, b0) = 1. Nije teško proveriti da je (3.59) ekvivalentan sa oba uslova
(3.2) i (3.8), pa fazi relacijski morfizmi između determinističkih fazi au-
tomata jesu upravo direktne bisimulacije između ovih automata.

3.5.2 Nedeterministički automati

U ovom poglavlju, pažnju ćemo usmeriti na nedeterminističke automate.
Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) dva nedeterministička
automata, pri čemu su δAx ⊆ A×A i δBx ⊆ B×B krisp relacije, i σA, τA ⊆ A
i σB, τB ⊆ B su krisp skupovi. Pretpostavimo da je ϕ : A→ B funkcija. U
terminologiji nedeterminističkih automata, uslov (3.47) se može zapisati kao

(a, a′) ∈ δAx ⇒ (ϕ(a), ϕ(a′)) ∈ δBx , za sve a, a′ ∈ A i x ∈ X, (3.61)

a uslov (3.50) može biti zapisan na sledeći način

(ϕ(a), b) ∈ δBx ⇒ (∃a′ ∈ A) (a, a′) ∈ δAx & ϕ(a′) = b, (3.62)

za sve a ∈ A, b ∈ B i x ∈ X.

Bloom i Ésik [19, Primer 9.4.9] su razmatrali uslove (3.61) i (3.62) zajedno
sa dva dodatna uslova za početna i završna stanja koji se mogu formulisati
u obliku sličnom uslovima (3.16) i (3.18) (drugi je takođe ekvivalentan sa
(3.46)). Uslove (3.61) i (3.62) je koristio Calude sa saradnicima [29] za
definisanje morfizma nedeterminističkih automata sa izlazima, zajedno sa
uslovom za funkciju izlaza. Zapravo, razmatrali su uslov (3.61) sa ekviva-
lencijom umesto sa implikacijom, ali obratna implikacija je suvišna. Kao što
smo već napomenuli, ova implikacija nije neophodno tačna za determinis-
tičke automate.
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Za determinističke automate, uslov (3.17) je ekvivalentan i sa (3.47) i sa
(3.50), ali za nedeterminističke automate uslov (3.17) nije ekvivalentan ni sa
(3.61) ni sa (3.62), ali jeste ekvivalentan konjunkciji uslova (3.61) i (3.62).
Naime, uslov (3.61) je ekvivalentan sa

δAx ◦ ϕ ⊆ ϕ ◦ δBx , za sve x ∈ X, (3.63)

i (3.62) je ekvivalentan sa

ϕ ◦ δBx ⊆ δAx ◦ ϕ, za sve x ∈ X. (3.64)

Jasno, uslovi (3.63) i (3.64) su upravo uslovi (3.5) i (3.8) izrečeni u termima
nedeterminističkih automata. Takođe, uslovi (3.16)–(3.18) služe za defin-
isanje simulacija težinskih automata, i svaka relacija između nedeterminis-
tičkih automata koja zadovoljava (3.16)–(3.18) se takođe naziva simulacija
između nedeterminističkih automata [76, 77]. Dakle, simulacije između
nedeterminističkih automata u smislu definicija iz [19, 76, 77] jesu upravo
direktno-povratne bisimulacije u terminologiji koja je korišćena ovde.

Važno je napomenuti da je funkciju ϕ : A → B koja zadovoljava uslov
(3.61), tj. uslov (3.63), zajedno sa uslovima σA ◦ ϕ ⊆ σB i τA ⊆ ϕ ◦ τB,
proučavao Lombardy [138], koji ju je u tom radu nazvao morfizam između
nedeterminističkih automata. Jasno je da su morfizmi nedeterminističkih
automata upravo one funkcije koje su povratne simulacije u terminologiji
koja se ovde koristi.

Prirodno se nameće pitanje šta su kongruencije nedeterminističkih automata?
U algebri, kongruencije su ekvivalencije koje su kompatibilne sa algebarskim
relacijama, a kompatibilnost je potrebna da bi se mogle dobro definisati al-
gebarske operacije na odgovarajućem faktor skupu. Kompatibilnost takođe
obezbeđuje prenos nekih bitnih algebarskih svojstava originalne algebre na
faktor algebru. U slučaju nedeterminističkih automata, relacija ekvivalen-
cije dopušta korektno definisanje odgovarajućeg faktor nedeterminističkog
automata, kao i da se, na primer, dokažu neki analogoni Teoreme o ho-
momorfizmu i Druge teoreme o izomorfizmu iz univerzalne algebre (videti
Poglavlje 3, Teorema 3.7, i [44, 45, 189]). Ipak, ne dopušta svaka ekvi-
valencija da se sva bitna svojstva originalnog automata prenesu na faktor
automat. Na primer, originalni automat i faktor automat ne moraju nužno
raspoznavati isti jezik. Kao što smo već pomenuli, faktor automat raspoznaje
isti jezik kao i polazni automat ako i samo ako odgovarajuća ekvivalencija
jeste rešenje opšteg sistema (sistem (1.57)).

Prema tome, svaka relacija ekvivalencije koja je rešenje opšteg sistema može
se shvatiti kao kongruencija na nedeterminističkom automatu. Međutim,
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opšti sistem se može sastojati iz beskonačno mnogo jednačina, i nalaže-
nje njegovog netrivijalnog rešenja može biti veoma težak zadatak. Drugim
rečima, praktično neće biti mnogo korisno da na kongruencije gledamo kao
na ekvivalencije koje su rešenja opšteg sistema. Mnogo je pogodnije raz-
motriti neke instance opšteg sistema umesto samog opšteg sistema, gde se
pod instancom podrazumeva sistem koji se sastoji iz istih relacija i čiji je
skup rešenja sadržan u skupu rešenja opšteg sistema. Takođe, poželjno je da
ovi sistemi budu što je moguće opštiji, ali i da se sastoje iz konačnog broja
jednačina i da su ”jednostavni” za rešavanje. Dva takva sistema proučavali
su Ilie, Yu i drugi [110, 111, 112, 113], nazivajući njihova rešenja desno i levo
invarijantnim ekvivalencijama. U našoj terminologiji, ovo su upravo direk-
tne i povratne bisimulacione ekvivalencije. Ekvivalencije koje je proučavao
Calude i ostali [29] se takođe poklapaju sa direktnim bisimulacionim ekviva-
lencijama. Oba gore pomenuta tipa ekvivalencija su korišćena za redukciju
broja stanja nedeterminističkog automata. Za redukciju stanja, Ilie, Navaro
i Yu [112] i Champarnaud i Coulon [33] takođe koriste prirodne ekvivalen-
cije desno i levo invarijantnih kvazi-uređenja, koje nisu nužno desno ili levo
invarijantne ekvivalencije ali jesu rešenja opšteg sistema.

Treba napomenuti da se ni jedna od dve napred pomenute ekvivalencije,
direktne i povratne bisimulacione ekvivalencije, se ne može smatrati boljom
od one druge. Ima slučajeva kada prva daje bolju redukciju broja stanja u
odnosu na drugu, i obratno. Takođe postoje slučajevi kada svaka od njih
ponaosob indukuje polinomijalno smanjenje broja stanja, ali kada se naiz-
menično koriste obe ekvivalencije broj stanja se može smanjiti eksponenci-
jalno (videti [111, Sekcija 11]). Napomenimo takođe da su direktne bisimu-
lacije nedeterminističkih automata razmatrane u Kozenovoj knjizi [124].

3.5.3 Fazi automati

Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σA, τB) fazi automati, i neka je
ϕ : A → B obična funkcija. U termima fazi automata uslovi (3.61) i (3.62)
se mogu zapisati kao

δAx (a, a′) 6 δBx (ϕ(a), ϕ(a′)), za sve a, a′ ∈ A, x ∈ X, (3.65)

δBx (ϕ(a), b) 6
∨

a′∈A,ϕ(a′)=b

δAx (a, a′), za sve a ∈ A, b ∈ B, x ∈ X. (3.66)

Uslov (3.65) ekvivalentan je sa (3.5), a uslov (3.66) je ekvivalentan sa (3.8),
pa je konjunkcija uslova (3.65) i (3.66) ekvivalentna sa (3.17). Takođe može
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se pokazati da je konjunkcija (3.65) i (3.66) ekvivalentna sa

δBx (ϕ(a), b) =
∨

a′∈A,ϕ(a′)=b

δAx (a, a′), za sve a ∈ A, b ∈ B, x ∈ X. (3.67)

Dakle, (3.17) je takođe ekvivalentan sa (3.67). Funkcija ϕ koja zadovo-
ljava uslov (3.67) je u radu T. Petković [160] nazvana homomorfizam fazi
automata. Zapravo, u tom radu su razmatrani fazi automati sa izlazima pa i
ovde definicija sadrži dodatni uslov koji se odnosi na fazi funkciju izlaza. Ova
definicija se jednostavno prevodi u definiciju homomorfizma fazi automata
sa fazi skupovima početnih i završnih stanja zamenjujući uslov koji se odnosi
na fazi funkciju izlaza uslovima (3.16) i (3.18). U tom slučaju, homomorfizmi
fazi automata su upravo one funkcije koje su direktno-povratne bisimulacije.

U nešto drugačijem kontekstu, funkcije koje zadovoljavaju (3.67) su prouča-
vane u [143], gde su dobile naziv pokrivanja (videti takođe [35, 118, 126,
148]). Napomenimo da su Malik i Mordeson u [148, ¶6.3] koristili naziv
homomorfizam za funkciju ϕ koja zadovoljava uslov (3.65) (videti takođe
[35, 118, 126]), kao i naziv strogi homomorfizam za funkciju ϕ koja zadovo-
ljava uslov

δBx (ϕ(a), ϕ(a′)) =
∨

a′′∈A,ϕ(a′′)=ϕ(a′)

δAx (a, a′′), za sve a, a′ ∈ A, x ∈ X. (3.68)

Uslov (3.68) je jači od uslova (3.65), ali je slabiji od uslova (3.67). Ako je ϕ
sirjektivna, onda je uslov (3.66) ekvivalentan sa (3.68). Važno je napomenuti
da se u tom radu razmatraju fazi automati bez početnih i završnih stanja,
pa tu nisu razmatrani uslovi koji se tiču fazi skupova početnih i završnih
stanja.

Slična diskusija u vezi sa nedeterminističkim automatima može se dati i za
fazi automate. Međutim, postoje neka pitanja koja su specifična samo za
fazi automate. Na primer, jedno od najvažnijih pitanja je da li možemo
kongruencije posmatrati kao krisp ili fazi relacije. Kao u slučaju nedeter-
minističkih automata, redukcija broja stanja fazi automata je obično vršena
po uzoru na minimizaciju determinističkih automata i bila je zasnovana na
krisp relacijama (videti [8, 34, 130, 144, 148, 160]). Čak je koriŽćen i nead-
ekvatan termin ”minimizacija”, jer fazi automat koji je tako dobijen ne mora
biti minimalni u klasi svih fazi automata koji su ekvivalentni originalnom
fazi automatu. Za fazi automat A = (A, δA, σA, τA) i krisp ekvivalenciju
% ⊆ A× A, možemo pokazati da je uslov

% ◦ δAx 6 δAx ◦ %, za sve x ∈ X, (3.69)
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ekvivalentan sa∨
c′∈%c

δAx (a, c′) =
∨
c′∈%c

δAx (b, c′), za sve x ∈ X i a, b, c ∈ A takve da (a, b) ∈ %.

(3.70)
Petković [160] je uslov (3.70) posmatrala u kontekstu fazi automata sa
izlazima, i relacije ekvivalencije koje zadovoljavaju uslov (3.70), zajedno
sa određenim uslovom za fazi funkciju izlaza, nazvane su kongruencijama
na fazi automatu. Isti koncept, formulisan u terminima particija, Basak i
Gupta [8] su nazvali particija sa svojstvom substitucije. Ako je struktura
istinitosnih vrednosti L linearno uređena, onda su uslovi (3.70) i (3.69) ekvi-
valentni sa

(∀a, b, c ∈ A)(∀x ∈ X)
(
(a, b) ∈ % & δAx (b, c) > 0

)
⇒

(
(∃d ∈ A) δAx (a, d) > δAx (b, c) & (c, d) ∈ %

)
,

(3.71)

a ako uređenje u L nije linearno, onda (3.71) povlači (3.70) i (3.69), ali
obratna inkluzija ne mora da važi. Uslov (3.71) su ispitivali Malik i Morde-
son u [148, ¶6.4] u kontekstu fazi automata bez izlaza, i bez fazi skupova
inicijalnih i završnih stanja. U pomenutom radu, ekvivalencije koje zado-
voljavaju (3.71) nazvane su prihvatljive relacije (engl. admissible relations).
Dakle, svi pomenuti koncepti se uklapaju u koncept direktne bisimulacione
ekvivalencije.

Drugačiji pristup redukcije broja stanja fazi automata je nedavno predložen
u [44, 45, 189]. Osnovna ideja tog pristupa je da se koriste fazi ekviva-
lencije umesto običnih ekvivalencija. Kao što je slučaj i sa nedeterminis-
tičkim automatima, faktor fazi automat u odnosu na datu fazi ekvivalenciju
raspoznaje isti jezik kao i originalni fazi automat ako i samo ako ova fazi
ekvivalencija jeste rešenje opšteg sistema. Neka osnovna svojstva opšteg
sistema i nekih njegovih instanci su proučavani u [44, 45, 189]. Neke od
instanci opšteg sistema su i sistemi određeni sa (3.19) i (3.20), kao i sistemi
određeni sa (3.22) i (3.23). Rešenja ovih sistema u E(A) su upravo povratne
i direktne bisimulacione fazi ekvivalencije. U radovima [44, 45], direktne i
povratne bisimulacione fazi ekvivalencije su nazvane desno i levo invarijante
fazi ekvivalencije, dok su u [106] rešenja srodnih sistema nazvana desno i levo
regularne fazi relacije. U ovim radovima je pokazano da za svaki fazi au-
tomat postoji najveća direktna i povratna bisimulaciona fazi ekvivalencija,
i dat je iterativni algoritam za nalaženje najvećih rešenja koji radi kad god
je odgovarajuća struktura istinitosnih vrednosti lokalno konačna kompletna
reziduirana mreža. Drugim rečima, dati su neki dovoljni uslovi pod kojima
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algoritam funkcioniše (videti [44, 45]). Štaviše, ovi algoritmi su i modifiko-
vani tako da izračunavaju najveće krisp direktne i povratne bisimulacione
ekvivalencije, i ovi algoritmi se završavaju nakon konačnog broja koraka kada
je struktura istinitosnih vrednosti proizvoljna mreža. Ipak, pokazano je da
se bolje redukcije dobijaju pomoću najvećih direktnih i povratnih bisimula-
cionih fazi ekvivalencija.

Važan slučaj opšteg sistema je sistem

E ◦ δAx = δAx , za svako x ∈ X, E ◦ τA 6 τA, (3.72)

čija se rešenja u E(A) nazivaju strogo desno invarijantne fazi ekvivalencije,
kao i sistem

δAx ◦ E = δAx , for each x ∈ X, σA ◦ E 6 σA, (3.73)

čija se rešenja u E(A) nazivaju strogo levo invarijantne fazi ekvivalencije.
Najveća rešenja sistema (3.72) i (3.73) mogu se izračunati na jednostavniji
način od rešenja sistema (3.19)–(3.20) i (3.22)–(3.23), koristeći efektivni pos-
tupak koji nije iterativan i koji funkcioniše ako je struktura istinitosnih vred-
nosti proizvoljna kompletna reziduirana mreža. Ipak, rešenja sistema (3.72)
i (3.73) čine podskup skupa rešenja sistema (3.19)–(3.20) i (3.22)–(3.23), što
znači da najveća rešenja sistema (3.72) i (3.73) mogu biti strogo manja od
najvećih rešenja sistema (3.19)–(3.20) i (3.22)–(3.23). Zbog toga, najveće
desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije daju lošije redukcije u odnosu na
redukcije pomoću najvećih direktnih i povratnih bisimulacionih fazi ekviva-
lencije (videti [44, 45, 189]).

Sistem koji je opštiji od prethodno pominjanih je sistem

E ◦ τAu = τAu , za svaki u ∈ X∗, (3.74)

gde je τAu = δAu ◦ τA, čija se rešenja u E(A) nazivaju slabo desno invarijantne
fazi ekvivalencije, kao i sistem

σAu ◦ E = σAu , za svaki u ∈ X∗, (3.75)

gde je σAu = σA ◦ δAu , čija se rešenja u E(A) nazivaju slabo levo invari-
jantne fazi ekvivalencije [189]. Ova dva sistema imaju šire skupove rešenja
u odnosu na sisteme (3.19)–(3.20) i (3.22)–(3.23), kao i u odnosu na sisteme
(3.72) i (3.73), i stoga, njihova najveća rešenja daju bolje redukcije nego
najveća rešenja ovih drugih sistema. U nekim slučajevima, najveće slabo
desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije se mogu izračunati na jednos-
tavniji način nego najveće direktne i povratne bisimulacione fazi ekvivalen-
cije. Ipak, postoji problem koji se tiče broja jednačina u (3.74) i (3.75). Ovaj
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broj može biti beskonačan, a čak i ako je konačan, može biti eksponencijalan
u odnosu na broj stanja fazi automata A. Naime, formiranje sistema (3.75)
i (3.74), tj., konstrukcija fazi relacija σAu i τAu , za svako u ∈ X∗, svodi se
na determinizaciju fazi automata A i njegovog reverznog automata u smislu
Nerodovog automata (videti [38, 104, 107]).

Napomenimo još jednom da se bolje redukcije mogu dobiti naizmeničnimm
primenama redukcija pomoću najvećih direktnih i povratnih bisimulacionih
fazi ekvivalencija. Štaviše, u svim prethodno razmatranim slučajevima, fazi
ekvivalencije se mogu zameniti sa fazi-kvazi uređenjima i na taj način se
mogu dobiti još bolje redukcije.

Sa druge tačke gledišta, redukcije broja stanja i ekvivalencije fazi automata
su bile predmet izučavanja velikog broja autora, kao što su N. C. Basak i A.
Gupta [8], W. Cheng i Z. Mo [34], H. Lei i Y. M. Li [130], D. S. Malik, J. N.
Mordeson i M. K. Sen [144], K. Peeva [153], K. Peeva i Z. Zahariev [156], T.
Petković [160], L. H. Wu i D. W. Qiu [200], H. Xing, D.W. Qiu, F. C. Liu i Z.
J. Fan [204]. Takođe, treba pomenuti i knjige J. N. Mordeson i D. S. Malik
[148] i K. Peeva i Y. Kyosev [154]. Napomenimo da se u nekim od ovih izvora
pojam minimizacija koristi u smislu pojma redukcije i ne podrazumeva uvek
uobičajenu konstrukciju minimalnog automata u skupu svih automata koji
raspoznaju dati fazi jezik, tj. algoritmi koji su u ovim radovima razvijeni
ne moraju nužno kao rezultat da daju minimalni automat fazi jezika. Pravi
algoritam za minimizaciju dat je jedino u slučaju krisp-determinističkih fazi
automata u radovima J. Ignjatović, M. Ćirić, S. Bogdanović i T. Petković
[107] i Y. M. Li i W. Pedrycz [134].

3.5.4 Težinski automati

Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σA, τB) težinski automati. Bloom
i Ésik [19], i Ésik i Kuich [76] su definisali simulaciju između težinskih au-
tomata A i B kao funkciju ϕ : A×B → S (matricu nad S) koja zadovoljava
uslove (3.16)–(3.18). Simulacije su uvedene sa namenom da uspostave struk-
turnu ekvivalenciju između težinskih automata. Pod istim nazivom su izuča-
vane i u [77], a sa različitim nazivima proučavane su u [23, 11, 9, 10, 139, 175].
Béal i Perrin [11] su ih nazivali povratne elementarne ekvivalencije (engl.
backward elementary equivalence), Béal, Lombardy i Sakarovitch [9, 10]
su koristili naziv konjugacija (engl. conjugacy), koji potiče iz primena u
simboličkoj dinamici, dok je Buchholz [23] koristio naziv direktna relacijska
simulacija (engl. forward relational simulation). U našoj terminologiji to su
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povratno-direktne bisimulacije.

Prethodno pomenuti koncept je generalizacija relacijskog morfizma. Sa ci-
ljem dobijanja koncepta koji bi bio generalizacija homomorfizma, mnogi au-
tori su zahtevali da ϕ bude sirjektivna funkcija iz A na B. U [9, 10], za
sirjektivnu funkciju ϕ : A→ B koja zadovoljava uslove (3.16)–(3.18) se kaže
da je pokrivanje (engl. covering) (ili preciznije, S-covering), videti takođe
[139, 175]), dok se u [23] ona naziva direktna bisimulacija. Sa druge strane,
funkcija ϕ : A × B → S koja zadovoljava uslove (3.13)–(3.15) (odnosno
direktno-povratna bisimulacija u našoj terminologiji) je u [11] nazvana di-
rektna elementarna ekvivalencija, dok je sirjektivna funkcija ϕ : A→ B koja
zadovoljava uslove (3.13)–(3.15) u [23] nazvana povratna bisimulacija.

Važno je napomenuti da su Béal, Lombardy i Sakarovitch [9, 10] ukazali na
to da poluprsten S često ima sledeće svojstvo: dva težinska automata nad
S su ekvivalentna (oni definišu isti formalni stepeni red, tj. funkciju iz X∗ u
S) ako i samo ako su povezani konačnim nizom simulacija. Poluprsteni koji
imaju ovo svojstvo uključuju Booleov poluprsten [19], poluprsten prirodnih
brojeva i prsten celih brojeva [9, 10], i sl. Primer poluprstena koji nema ovo
svojstvo bio bi Tropski poluprsten [77].

Napomenimo da svi koncepti koji su prethodno pomenuti obuhvataju ili
povratno-direktne ili direktno-povratne bisimulacije. Direktne ili povratne
bisimulacije nisu ranije razmatrane u kontekstu težinskih automata, što i nije
iznenađujuće jer se one definišu pomoću nejednakosti, a poluprsteni u opštem
slučaju ne moraju biti uređeni. U ovoj disertaciji su razmatrani aditivno
idempotentni poluprsteni jer oni imaju pogodno uređenje koje omogućuje
da se razvije teorija direktnih i povratnih bisimulacija za težinske automate.

Takođe napomenimo da se bisimulacije javljaju u kontekstu stohastičkih,
vremenskih i hibridnih automata. Više informacija o tome može se naći u
knjigama i radovima [1, 22, 80, 98, 141, 146, 147, 171, 174, 181].





Glava 4

Viševrednosne relacije nad
poluprstenima

Viševrednosna relacija između skupova A i B je svaka funkcija iz A × B
u V , gde je V skup vrednosti takav da je |V | > 2. Ako je B = A, onda
govorimo o viševrednosnoj relaciji na A. Najviše izučavan tip viševrednosnih
relacija su fazi relacije. U originalnoj Zadehovoj definiciji fazi relacije [207]
vrednosti se uzimaju iz realnog jediničnog intervala [0, 1], dok je kasnije
Goguen [84] predložio izučavanje fazi skupova i relacija sa vrednostima u
proizvoljnoj mreži. Drugi važan tip viševrednosnih relacija su viševrednosne
relacije između konačnih skupova koje uzimaju vrednosti u polju, prstenu
ili poluprstenu. U literaturi su poznate kao matrice.

Kao Žto smo već videli, distributivne mreže i slične mrežno uređene struk-
ture kao što su reziduirane mreže, mrežno uređeni monoidi i druge, pred-
stavljaju sjajan okvir za proučavanje viševrednosnih relacija. Naime, ure-
đenje i određena ”dobra” svojstva ovih struktura, kao što je idempotent-
nost supremuma i distributivnost infimuma ili množenja prema supremumu,
omogućavaju da se mnoga važna svojstva kasičnih dvovrednosnih relacija
mogu preneti i na viševrednosne relacije. Na primer, moguće je definisati
tranzitivnost, viševrednosne ekvivalencije, viševrednosna kvazi-uređenja, itd.

Što se tiče matrica nad poljima, prstenima i poluprstenima, one su najčešće
korišćene za rešavanje sistema jednačina i nejednačina, a retko se o njima
razmišljalo kao o uopštenju dvovrednosnih relacija. Razlog za to verovatno
leži u činjenici da za razliku od uređenih struktura koje se koriste u teoriji
fazi skupova, poluprsteni ne moraju biti uređeni i skup {0, 1}, koji se sastoji
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iz nule i jedinice poluprstena ne mora nužno formirati podpoluprsten, pa se
matrice sa vrednostima u {0, 1} ne mogu tretirati kao obične dvovrednosne
relacije.

Ovde se prirodno nameće pitanje: za koji tip poluprstena se matrice nad njim
ponašaju kao fazi relacije ili klasične dvovrednosne relacije. Pokazaće se da
dosta važna i veoma velika klasa poluprstena, klasa aditivno idempotent-
nih poluprstena, ima ovo svojstvo. Ispitaćemo neka svojstva viševrednosnih
relacija nad aditivno idempotentnim poluprstenom, definisaćemo koncept
viševrednosnog kvazi-uređenja, ekvivalencije, uniformne relacije, itd.

U drugom delu ove glave bavićemo se max-plus algebrama. Naime, ako
operacije sabiranja i množenja realnih brojeva zamenimo redom operaci-
jama maksimuma i sabiranja, dobijamo takozvanu max-plus algebru, a ako
ih zamenimo redom operacijama minimuma i sabiranja, onda dobijamo min-
plus algebru. U oba slučaja, nova aditivna operacija je idempotentna, i
novodobijena algebra ima strukturu poluprstena. Štaviše ove dve algebre
su izomorfne. Atraktivnost max-plus algebre ogleda se u činjenici da mnogi
ne-linearni problemi (u tradicionalnom smislu) postaju linearni kada se pos-
matraju nad max-plus algebrom. Prilično široka oblast savremene matem-
atičke analize, koja se naziva idempotentna analiza, bazira se upravo na
korišćenju max-plus algebre umesto klasičnog polja realnih brojeva (videti
[87, 91, 122, 137]).

U prošlosti se umesto max-plus algebre takođe koristio i naziv algebre ras-
poreda (engl. schedule algebras) [81]. U računarskim naukama uveden
je izraz tropski poluprsten za diskretne verzije max-plus algebre (nad N ∪
{−∞}) ili min-plus algebre (nad N∪{+∞}) i njihove podalgebre. Dominic
Perrin je diskretne poluprstene ovog tipa nazvao tropskim poluprstenima u
čast Brazilskog matematičara i informatičara Imre Simon zbog njegovih pio-
nirskih aktivnosti u ovoj oblasti [162]. U skorije vreme se promenila situacija
sa terminologijom, pa za većinu današnjih modernih matematičara, tropski
poluprsten je max-plus algebra nad R ∪ {−∞} (ili min-plus algebra nad
R ∪ {+∞}).

Max-plus algebra je više manje nezavisno otkrivena u nekoliko različitih
istraživačkih škola i u okviru različitih oblasti matematike. Prvi poznat rad
iz idempotentne (linearne) algebre je je rad S. Kleenea [120], u kojem su
razmatrani sistemi algebarskih jednačina nad idempotentnim poluprstenom
svih formalnih jezika nad konačnim alfabetom.

Takođe, jedan od prvih radova o max-plus algebrama je i rad R. A. Cuni-
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nghame-Greena [46], koji je kasnije praćen radovima [47, 49, 50, 51] i mnogim
drugim. Nezavisno, veliki broj autora započijne istraživanja koja se baziraju
na max-plus algebrama. Među njima su B. Giffler [81, 82], N. N. Vorobyov
[192, 193], M. Gondran i M. Minoux [86], A. Carr e [31] , G. M. Engel i H.
Schneidre [75] i L. Elsner [74].

U godinama koje slede, max-plus algebre dobijaju mnoge praktične inter-
pretacije. Na desetine autora je ispitivalo matrice nad max-plus poluprsten-
ima i odgovarajuće primene u diskretnoj matematici, računarskim jezicima,
lingvističkim problemima, konačnim automatima, grafovskim problemima
optimizacije, diskretnim sistemima događaja i Petrijevim mrežama, sto-
hastičkim sistemima, i slično. Max-plus algebre se koriste za rešavanje raznih
problema kao što su problemi izvodljivosti i dostižnosti, sinhronizacije i op-
timizacije, kombinatorne optimizacije, zatim za rešavanje problema maksi-
malnog protoka i minimalnih troškova, pronalaženje najkraćih (najdužih)
puteva, i slično (videti [3, 5, 27, 49, 36, 79, 96, 97, 210, 211]). Kao deo
idempotentne analize, max-plus algebre su izučavane u [91, 122, 137].

U ovoj glavi biće izučavani heterogeni slabo linearni sistemi relacijskih nejed-
načina nad max-plus algebrom. Ako su Ai i Bi (i ∈ I) date težinske relacije
tipa n× n i m×m, tim redom, V je data težinska relacija tipa n×m, pod
heterogenim slabo linearnim sistemom podrazumevamo dva sistema koja se
sastoje iz nejednačina oblika X−1◦Ai 6 Bi◦X−1, X 6 V , i Ai◦X 6 X ◦Bi,
X 6 V , kao i od četiri sistema dobijena kombinacijom ova dva (za X i X−1).
Rešenja slabo linearnih sistema relacijskih nejednačina predstavićemo kao
post-fiksne tačke izvesnih izotonih funkcija na mređi težinskih relacija. Po-
moću ovih funkcija, daćemo algoritam za izračunavanje najvećih rešenja ovih
sistema.

Struktura glave je sledeća. U Poglavlju 4.1 uvode se osnovni pojmovi i
ispituju se osobine težinskih relacija nad aditivno idempotentnim poluprste-
nom. Dalje se razmatraju slabo linearni sistemi relacijskih jednačina i nejed-
načina nad max-plus algebrom. Najpre se u Poglavlju 4.2 posmatraju neke
posebne vrste relacijskih jednačina i nejednačina koje će se koristiti u daljem
radu. Zatim se, u Poglavlju 4.3 bavimo sistemima slabo linearnih relacijskih
jednačina i nejednačina. U Poglavlju 4.4 dat je postupak za izračunavanje
najvećih rešenja ovih sistema.
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4.1 Težinske relacije

Neka je S aditivno idempotentan poluprsten i neka je I konačan skup. Težin-
ski podskup od I nad S je svaka funkcija iz I u S. Skup svih težinskih
podskupova od I nad S označićemo sa SI .

Neka su I i J dva neprazna konačna skupa. Težinska relacija između skupova
I i J nad S je svaka funkcija iz I × J u S. Drugim rečima, težinska relacija
je svaka matrica tipa I × J nad S. Skup svih težinskih relacija između I i
J nad S označićemo sa SI×J . Posebno, težinska relacija na skupu I nad
S je svaka funkcija iz I × I u S, odnosno, drugačije rečeno, to je svaka
kvadratna matrica nad S tipa I × I. Napomenimo da ćemo ovde koristiti
termin ”težinska relacija” radije nego termin ”težinska matrica” ili ”matrica
nad poluprstenom S” iz razloga što se u ovoj glavi upućuje na neka svojstva
koja su tipična za relacije, a ne za matrice.

Unija težinskih relacija se definiše kao sabiranje matrica, dok se kompozicija
težinskih relacija definiše kao matrično množenje. Drugim rečima, ako su
I, J i K neprazni konačni skupovi, i A,B ∈ SI×J težinske relacije, onda je

(A+B)(i, j) = A(i, j) +B(i, j), za sve i ∈ I i j ∈ J, (4.1)

a ako je A ∈ SI×J i B ∈ SJ×K , onda je A ◦ B težinska relacija iz SI×K
definisana sa

(A ◦B)(i, k) =
∑
j∈J

A(i, j)B(j, k), za sve i ∈ I i k ∈ K. (4.2)

Sa ovako definisanim sabiranjem i kompozicijom težinskih relacija, neka do-
bro poznata svojstva sabiranja i množenja matrica nad poluprstenom se
prenose na težinske relacije. Naime, za neprazne konačne skupove I, J,K i
L, i proizvoljne A,B,C ∈ SI×J važi

(A+B) + C = A+ (B + C), (4.3)

dok za proizvoljne A ∈ SI×J , B ∈ SJ×K i C ∈ SK×L imamo

(A ◦B) ◦ C = A ◦ (B ◦ C). (4.4)

Takođe, za sve A,A1, A2 ∈ SI×J , B,B1, B2 ∈ SJ×K važi

A ◦ (B1 +B2) = A ◦B1 + A ◦B2 (4.5)
(A1 + A2) ◦B = A1 ◦ C + A2 ◦B, (4.6)
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dok za proizvoljne težinske relacije A ∈ SI×J , A1, A2,∈ SJ×K i B ∈ SK×L,

A1 6 A2 povlači A ◦ A1 6 A ◦ A2 i A1 ◦B 6 A2 ◦B. (4.7)

S obzirom da je S aditivno idempotentan poluprsten, to skup {0, 1} čini
podpoluprsten od S, pa se Booleove relacije mogu shvatiti kao težinske
relacije koje uzimaju vrednosti samo u skupu {0, 1}. Međutim, činjenica da
je S aditivno idempotentan poluprsten povlači još neka značajna svojstva
težinskih relacija nad S. Naime, u tom slučaju se prirodno uređenje težin-
skih relacija poklapa sa ”po-koordinatnim” uređenjem i operacija sabiranja
težinskih relacija je kompatibilna sa relacijom prirodnog uređenja težinskih
relacija, odnosno važe sledeće dve leme.

Lema 4.1. Neka su I i J neprazni konačni skupovi, i A i B težinske relacije
između I i J nad aditivno idempotentnim poluprstenom S. Tada je

A 6 B ⇔ A(i, j) 6 B(i, j), za sve i ∈ I, j ∈ J. (4.8)

Dokaz. Za proizvoljne težinske relacije A i B između I i J nad aditivno
idempotentnim poluprstenom S važi A 6 B ako i samo ako je A + B = B,
odnosno, ako i samo ako je (A + B)(i, j) = B(i, j), za sve i ∈ I i j ∈ J .
Prema (4.1), ovo je dalje ekvivalentno sa A(i, j) + B(i, j) = B(i, j), za sve
i ∈ I i j ∈ J , tj., ekvivalentno je sa A(i, j) 6 B(i, j), za sve i ∈ I i j ∈ J .

Lema 4.2. Neka su I i J neprazni konačni skupovi, i A1, A2, B ∈ SI×J

proizvoljne težinske relacije nad aditivno idempotentnim poluprstenom S.
Tada

A1 6 A2 povlači A1 +B 6 A2 +B. (4.9)

Dokaz. Imamo da je A1 6 A2 ekvivalentno sa A1 + A2 = A2, odakle je
A1+A2+B = A2+B. Kako je S aditivno idempotentan poluprsten, iz ovoga
dobijamo da je A1 +A2 +B+B = A2 +B, odnosno da je A1 +B+A2 +B =
A2 +B, tj., A1 +B 6 A2 +B.

U slučaju da su A i B Booleove relacije između I i J nad S, onda je A 6 B
obična inkluzija, tj. A ⊆ B, dok je suma A+B obična unija relacija A i B.
Skup svih Boolovih relacija između I i J označićemo sa BR(I, J).

Inverzna relacija težinske relacije A ∈ SI×J je težinska relacija At ∈ SJ×I
definisana sa

At(j, i) = A(i, j), za sve i ∈ I i j ∈ J, (4.10)
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odnosno ako na A ∈ SI×J gledamo kao na matricu, onda je At ∈ SJ×I

upravo transponovana matrica.

Lema 4.3. Neka su I, J i K neprazni konačni skupovi, i neka su A ∈ SI×J i
B ∈ SJ×K težinske relacije. Ako svaki element od Im(A) komutira sa svakim
elementom od Im(B), onda je

(A ◦B)t = Bt ◦ At. (4.11)

Dokaz. Za proizvoljne i ∈ I i k ∈ K važi

(A ◦B)t(k, i) = (A ◦B)(i, k) =
∑
j∈J

A(i, j)B(j, k) =
∑
j∈J

B(j, k)A(i, j)

=
∑
j∈J

Bt(k, j)At(j, i) = (Bt ◦ At)(k, i).

Prema tome, važi (4.11).

Posledica 4.1. Neka su I, J,K i L neprazni konačni skupovi, A1 ∈ BR(I, J)
i A2 ∈ BR(K,L) su Booleove relacije i neka je A ∈ SJ×K težinska relacija.
Tada je

(A1 ◦ A)t = At ◦ At1 (4.12)
(A ◦ A2)

t = At2 ◦ At (4.13)

Dokaz. Booleove relacije uzimaju vrednosti u skupu {0, 1}, a nula 0 i je-
dinica 1 komutiraju sa svim elementima poluprstena S.

Sada ćemo uvesti koncept težinske ekvivalencije i težinskog kvazi uređenja.

U daljem tekstu, neka je I neprazan konačan skup. Težinska relacija E na
skupu I nad S je

(R) refleksivna ako je E(i, i) = 1, za svako i ∈ I;
(S) simetrična ako je E(i, j) = E(j, i), za sve i, j ∈ I;
(T) tranzitivna ako je E(i, j)E(j, k) 6 E(i, k), za sve i, j, k ∈ I.

Težinska relacija na I koja je refleksivna, simetrična i tranzitivna naziva
se težinska ekvivalencija ili težinska relacija ekvivalencije, dok se težinska
relacija na I koja je refleksivna i tranzitivna naziva težinsko kvazi-uređenje.
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Teorema 4.1. Neka je E težinska ekvivalencija na I. Tada

(R) E je refleksivna ako i samo ako je ∆ 6 E;

(S) E je simetrična ako i samo ako je Et = E;

(T) E je tranzitivna ako i samo ako je E ◦ E 6 E.

Dokaz. (T) Ako je E(i, j)E(j, k) 6 E(i, k), za sve i, j, k ∈ I, onda je∑
j∈I E(i, j)E(j, k) 6 E(i, k), za sve i, k ∈ I, pa je (E ◦ E)(i, k) 6 E(i, k),

za sve i, k ∈ I, odnosno E ◦ E 6 E. Sa druge strane, ako je E ◦ E 6 E,
onda za proizvoljne i, j, k ∈ I važi E(i, j)E(j, k) 6

∑
l∈I E(i, l)E(l, k) =

(E ◦ E)(i, k) 6 E(i, k).

Teorema 4.2. Neka su A i B težinska kvazi uređenja nad I. Tada

A 6 B ⇔ A ◦B = B ◦ A = B.

Dokaz. Ako je A 6 B, onda iz tranzitivnosti težinske relacije B imamo da
je A ◦ B 6 B ◦ B 6 B, a iz refleksivnosti težinske relacije A, za i, k ∈ I
imamo da je B(i, k) = A(i, i)B(i, k) 6

∑
j∈I A(i, j)B(j, k) = (A ◦ B)(i, k),

odnosno B 6 A◦B. Dakle, B = A◦B, i slično se dokazuje da je B = B ◦A.

Obratno, ako je A ◦ B = B ◦ A = B, onda iz refleksivnosti težinske relacije
B imamo da je A 6 A ◦B = B. Ovim je dokaz teoreme zavržen.

Posledica 4.2. Neka je A proizvoljno težinsko kvazi-uređenje na I. Tada je
A ◦ A = A.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 4.2, iz A 6 A sledi A ◦ A = A.

Za težinsku ekvivalenciju E na I i i ∈ I, definišemo težinski podskup Ei od
I sa:

Ei(x) = E(i, x), za svako x ∈ I.

Težinski podskup Ei nazivamo klasom ekvivalencije od E određene sa
i. Skup A/E = {Ei | i ∈ I} se naziva faktor skup od A u odnosu na E.
Kardinalnost faktor skupa A/E, i oznaci ind(E), naziva se indeks od E.
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Lema 4.4. Neka je E težinska ekvivalencija na skupu I. Tada, za sve i, j ∈ I
sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) E(i, j) = 1;
(ii) Ei = Ej;
(iii) E(i, x) = E(j, x), za svako x ∈ A

Dokaz. Jasno je da (iii)⇒(ii)⇒(i). Dokažimo (i)⇒(iii). Neka su i, j ∈ I.
Tada za proizvoljan x ∈ I važi E(i, x) = E(i, x)E(i, j) = E(x, i)E(i, j) 6
(E ◦ E)(x, j) = E(x, j) = E(j, x).

4.2 Relacijske nejednačine nad
max-plus algebrom

Sistemi max-linearnih matričnih jednačina istraživani su još u prvim rado-
vima u kojima se razmatra max-plus struktura. U mnogim publikacijama,
posmatraju se sistemi jednačina kod kojih se nepoznata matrica nalazi na
jednoj strani (videti [49, 192, 210, 26]). Još neki sistemi specijalnog oblika
proučavani su u [5]. Drugim rečima, koristeći redom oznake⊕ i ◦ za sabiranje
i množenje matrica nad max-plus algebrom, izučavani su sistemi sledećih
oblika: A ◦ x = b, A ◦ x = x ili A ◦ x = x ⊕ b, gde je A data matrica,
b je dati vektor, a x je nepoznati vektor. Ovi sistemi matričnih jednačina
izučavani su uporedo sa odgovarajućim sistemima matričnih nejednačina.
Na primer, pokazano je da max-linearna nejednačina A ◦ x 6 b uvek ima
najveće rešenje, koje se naziva glavno rešenje, i da ovo glavno rešenje jeste
i rešenje jednačine A ◦ x = b ako i samo ako je ta jednačina rešiva [49].
Generalizacije jednostranih sistema na beskonačno-dimenzione matrice date
su u [2].

Opšti dvostrani max-linearni sistemi jednačina, odnosno sistemi oblika A ◦
x = B ◦ y, gde su A i B date matrice, su proučavani u [25, 52, 53, 195].
Opšti metod za rešavanje ovih sisitema je prezentovan u [195], dok je u
[52] dat pseudopolinomijalni algoritam, nazvan alternirajući algoritam, za
nalaženje rešenja ovih sistema. U [25] je pokazano da je skup svih rešenja
dvostranog sistema generisan konačnim skupom vektora. U [53] predložen
je opšti iterativni metod za nalaženje onih rešenja dvostranog sistema koja
su sa donje i gornje strane ograničena datim matricama. Sistemi oblika
A ◦ x = B ◦ x su nedavno proučavani u [28, 4].
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U ovom poglavlju biće izučavani heterogeni slabo linearni sistemi matričnih
nejednačina nad max-plus algebrom, koje ćemo ovde nazivati slabo linearnim
sistemima relacijskih nejednačina. Na ove sisteme biće primenjena meto-
dologija koju smo koristili za nalaženje najvećih rešenja odgovarajućih sis-
tema fazi relacijskih nejednačina, odnosno, rešenja slabo linearnih sistema
relacijskih nejednačina predstavićemo kao post-fiksne tačke izvesnih izotonih
funkcija na mreži težinskih relacija, i potom pomoću ovih funkcija, daćemo
algoritam za izračunavanje najvećih rešenja ovih sistema. Najpre, daćemo
definiciju max-plus algebre.

Max-plus algebra se sastoji iz skupa R = R ∪ {−∞} i operacija definisanih
sa

a⊕ b = max(a, b) i a⊗ b = a+ b, (4.14)

za sve a, b ∈ R.

Operacije ⊕ (aditivna operacija) i ⊗ (multiplikativna operacija) jesu asoci-
jativne i komutativne, pri čemu je aditivna operacija još i idempotentna, i
multiplikativna operacija je distributivna u odnosu na aditivnu operaciju.
Aditivni i multiplikativni neutrali su ε = −∞ i e = 0, redom, i ε je absorb-
tivni element, tj. a ⊗ ε = ε, za svako a ∈ R. Ako je x 6= ε, onda postoji
jedinstven element y takav da je x⊗ y = e, tj. za svaki x 6= ε postoji multi-
plikativni inverz. Međutim, idempotentnost operacije ⊕ povlači da nijedan
x 6= ε nema aditivni inverz. Dakle, (R,⊕,⊗, ε, e) je aditivno idempotentan
komutativan poluprsten.

Na prirodan način se operacije ⊕ i ⊗mogu produžiti na skup R = R∪{+∞},
pri čemu je po definiciji

−∞+ (+∞) = −∞ = +∞+ (−∞),

i struktura (R,⊕,⊗, ε, e) je kompletan poluprsten. Operacije ⊕′ i ⊗′ na
skupu R definišu se na sledeći način

a⊕′ b = min(a, b) (4.15)
a⊗′ b = a+ b, ako je {a, b} 6= {−∞,+∞}, (4.16)
(−∞)⊗′ (+∞) = +∞ = (+∞)⊗′ (−∞), (4.17)

su dualne operacije operacija⊕ i⊗, redom, odnosno struktura (R,⊕,⊗,⊕′,⊗′)
je samodualna i operacije ⊗ i ⊗′ se razlikuju jedino u

−∞⊗+∞ = −∞, −∞⊗′ +∞ = +∞. (4.18)
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Na standardan način se operacije ⊕ i ⊗ produžuju na sabiranje i množenje
težinskih relacija nad max-plus algebrom. Naime, ako su A,B ∈ R

n×m
, za

neke n,m ∈ N onda je

(A⊕B)(i, j) = A(i, j)⊕B(i, j) = max(A(i, j), B(i, j)), (4.19)

a ako je A ∈ R
n×p

i B ∈ R
p×m

, za neke n,m, p ∈ N, onda je

(A ◦B)(i, j) =
⊕∑

k∈[1,p]

A(i, k)⊗B(k, j) = max
k∈[1,p]

(A(i, k) +B(k, j)), (4.20)

i dualno je

(A ◦′ B)(i, j) =
⊕′∑

k∈[1,p]

A(i, k)⊗′ B(k, j) = min
k∈[1,p]

(A(i, k) +B(k, j)). (4.21)

Neka su n,m ∈ N.

Za A ∈ R
n×m

težinska relacija A∗ ∈ R
m×n

data sa A∗ = −At naziva se
konjugovana težinska relacija od A, pri čemu sa At standardno označavamo
transponovanu težinsku relaciju težinske relacije A.

Težinska relacija A ∈ Rn×m je dvostruko R-astična ako u svakoj vrsti i u
svakoj koloni ima bar po jedan konačan element, tj. ako je

⊕∑
k∈[1,m]

A(i, k) ∈ R i
⊕∑

k∈[1,n]

A(k, j) ∈ R, (4.22)

za sve i ∈ [1, n], j ∈ [1,m].

Za A ∈ Rn×m i b ∈ Rn×1, relacijska nejednačina A ◦ x 6 b, gde je x ∈
Rm×1 nepoznati težinski podskup, uvek ima rešenje. Njeno najveće rešenje
je x = A∗ ⊗′ b i naziva se glavno rešenje. Ako je A dvostruko R-astična
težinska relacija i b je konačan težinski podskup, onda je i glavno rešenje
konačno. Drugim rečima, glavno rešenje se računa nad R ali se nalazi u R.
Iz metodoloških razloga, nadalje ćemo raditi sa težinskim relacijama nad R,
imajući u vidu da su svi proizvodi i sve sume dvostruko R-astičnih težinskih
relacija takođe dvostruko R-astične težinske relacije.

Takođe, važi i sledeće. Glavno rešenje linearne relacijske nejednačine A◦x 6
b jeste i najveće rešenje linearne relacijske jednačine A ◦ x = b ako i samo
ako ta jednačina ima rešenja.
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Neka su n,m, p ∈ N. Za date težinske relacije A ∈ R
n×p

i B ∈ R
n×m

i
nepoznatu težinsku relaciju X ∈ R

p×m
, relacijska nejednačina

A ◦X 6 B, (4.23)

ekvivalentna je sistemu relacijskih nejednačina

A ◦Xk 6 Bk, k ∈ [1,m], (4.24)

pri čemu Xk i Bk (k ∈ [1,m]) označavaju k-te kolone od X i B, tim redom.
Dakle, A∗ ◦′ B je najveće rešenje relacijske nejednačine (4.23).

Dualnim razmatranjem dolazimo do sledećeg. Neka su n,m, q ∈ N. Za
proizvoljne težinske relacije B ∈ R

n×m
i C ∈ R

q×m
, i nepoznatu težinsku

relaciju Y ∈ R
q×n

, najveće rešenje relacijske nejednačine

Y ◦B 6 C (4.25)

je težinska relacija C ◦′ B∗ (videti [48, 49]).

Neka su n,m, p, q ∈ N. Za proizvoljne težinske relacije A ∈ R
n×p

, B ∈ R
n×m

i C ∈ R
q×m

jednostavno se proverava da važi

A ◦ (A∗ ◦′ B) 6 B i (C ◦′ B∗) ◦B 6 C. (4.26)

Štaviše, važi sledeća lema.

Lema 4.5. Neka su n,m, p, q ∈ N, i neka su A ∈ R
n×p

, B ∈ R
n×m

i
C ∈ R

q×m
proizvoljne težinske relacije. Tada:

(a) Skup svih rešenja relacijske nejednačine A ◦X 6 B, gde je
X ∈ R

p×m
nepoznata težinska relacija, jeste glavni ideal gornje

polumreže (R
m×p

,6) generisan sa A∗ ◦′ B.

(b) Skup svih rešenja relacijske nejednačine Y ◦B 6 C, gde je
Y ∈ R

q×n
nepoznata težinska relacija, jeste glavni ideal gornje

polumreže (R
q×n

,6) generisan sa C ◦′ B∗.

Dokaz. (a) Za težinsku relaciju Z ∈ R
p×m

koja je rešenje relacijske nejed-
načine A◦X 6 B važi da je Z 6 A∗ ◦′B jer je A∗ ◦′B njeno najveće rešenje.
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Sa druge strane, za proizvoljnu težinsku relaciju Z ∈ R
p×m

, iz kompati-
bilnosti množenja težinskih relacija sa relacijom uređenja težinskih relacija,
dobijamo da Z 6 A∗ ◦′ B povlači A ◦ Z 6 A ◦ (A∗ ◦′ B) 6 B, pa Z jeste
rešenje relacijske nejednačine A⊗X 6 B.

(b) Ovo tvrđenje se dokazuje dualno tvrđenju (a).

Neka je n ∈ N, i neka je A ∈ R
n×n

težinska relacija. Tada relacijska nejed-
načina A ◦X 6 X ◦ A, gde je X ∈ R

n×n
nepoznata težinska relacija, uvek

ima rešenje. Njeno trivijalno rešenje je jedinična težinska relacija In, i za
svako r ∈ R, težinska relacija r ◦ In je njeno netrivijalno rešenje. Štaviše,
za proizvoljno rešenje R ove nejednačine i r > 0, r ◦ R je rešenje koje
je strogo veće od R. Relacijske nejednačine ovog tipa ispitivao je A. Sta-
menković u [188], i u tom radu prikazan je algoritam za izračunavanje na-
jvećeg rešenja ove nejednačine koje je sadržano u datoj matrici, odnosno koje
je odozgo ograničeno datom matricom. Nejednačine oblika A ◦X 6 X ◦A i
X ◦ A 6 A ◦X nazivaćemo homogenim slabo linearnim nejednačinama.

Neka su n,m ∈ N, i neka su A ∈ R
n×n

i B ∈ R
m×m

date težinske relacije.
Posmatraćemo sledeće relacijske nejednačine:

A ◦X 6 X ◦B, (4.27)

pri čemu je X ∈ R
n×m

nepoznata težinska relacija, i

Y ◦ A 6 B ◦ Y, (4.28)

pri čemu je Y ∈ R
m×n

nepoznata težinska relacija.

Nejednačine (4.27) i (4.28) nazivačemo heterogene slabo linearne nejednačine.

Lema 4.6. Neka su n,m ∈ N, i neka su A ∈ R
n×n

i B ∈ R
m×m

date težinske
relacije. Tada težinska relacija R ∈ R

m×n
jeste rešenje nejednačine (4.28)

ako i samo ako je Rt rešenje nejednačine

At ◦X 6 X ◦Bt,

gde je X ∈ R
n×m

nepoznata težinska relacija.

Dokaz. Transponovanjem leve i desne strane relacijske nejednačine (4.28)
dobija se relacijska nejednačina At ◦ Y t 6 Y t ◦Bt, i obratno.
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Nejednačina uvedena u prethodnij lemi naziva se reverzna relacijska ne-
jednačina nejednačine (4.28). U svetlu prethodne leme, za svako tvrđenje
koje univerzalno važi za relacijsku nejednačinu (4.27) postoji odgovarajuće
tvrđenje koje univerzalno važi za relacijsku nejednačinu (4.28).

Rešenja relacijskih nejednačina (4.27) i (4.28) predstavićemo kao post-fiksne
tačke izvesnih izotonih funkcija.

Za date n,m ∈ N i težinske relacije A ∈ R
n×n

i B ∈ R
m×m

neka je funkcija
Φ

A,B
: R

n×m
→ R

n×m
definisana na sledeći način:

Φ
A,B

(C) = A∗ ◦′ (C ◦B), (4.29)

za svako C ∈ R
n×m

.

Teorema 4.3. Neka su n,m ∈ N, i neka su A ∈ R
n×n

, B ∈ R
m×m

, R ∈
R
n×m

i S ∈ R
m×n

težinske relacije. Tada važi:

(a) težinska relacija R je rešenje relacijske nejednačine (4.27) ako i samo
ako je R 6 Φ

A,B
(R).

(b) težinska relacija S je rešenje relacijske nejednačine (4.28) ako i samo
ako je St 6 Φ

At,Bt (S
t).

Dokaz. (a) Za težinsku relaciju R važi A⊗R 6 R⊗B ako i samo ako je

A(i, k)⊗R(k, j) 6 (R ◦B)(i, j), za sve i, k ∈ [1, n], j ∈ [1,m],

odnosno ako i samo ako je

R(k, j) 6 A∗(k, i)⊗′ (R ◦B)(i, j), za sve i, k ∈ [1, n], j ∈ [1,m],

što je ekvivalentno sa

R(k, j) 6
⊕′∑

i∈[1,n]

A∗(k, i)⊗′ (R ◦B)(i, j), za sve k ∈ [1, n], j ∈ [1,m],

tj. ekvivalentno je sa

R(k, j) 6 [A ◦′ (R ◦B)](k, j), za sve k ∈ [1, n], j ∈ [1,m],

Dakle, težinska relacija R zadovoljava uslov (4.27) ako i samo ako važi
R 6 Φ

A,B
(R).



114 4.3. Slabo linearni sistemi nad max-plus algebrom

(b) Slično kao kod dokaza tvrđenja (a) ove teoreme, može se pokazati da
je težinska relacija S rešenje relacijske nejednačine (4.28) ako i samo ako je
S 6 (B ◦ S)⊗′ A∗, odnosno ako i samo ako je

St 6 [(B ◦ S) ◦′ A∗]t = (A∗)t ◦′ (B ◦ S)t = (At)∗ ◦′ (St ◦Bt) = Φ
At,Bt (S

t).

Teorema 4.4. Neka su n,m ∈ N, i neka su A ∈ R
n×n

, B ∈ R
m×m

težinske
relacije. Tada je funkcija Φ

A,B
definisana relacijom (4.29) izotona.

Dokaz. Neka su težinske relacije R1, R2 ∈ R
n×m

takve da je R1 6 R2.
Tada važi R1 ◦ B 6 R2 ◦ B, tj. A∗ ◦′ (R1 ◦ B) 6 A∗ ◦′ (R2 ◦ B), odnosno
ΦA,B(R1) 6 ΦA,B(R2). Dakle, funkcija φ

A,B
je izotona.

4.3 Slabo linearni sistemi nad
max-plus algebrom

Neka su n,m ∈ N, neka su {Ai ∈ R
n×n
| i ∈ I} i {Bi ∈ R

m×m
| i ∈ I}

neprazne familije težinskih relacija i neka je V ∈ R
n×m

. Posmatrajmo sledeće
sisteme relacijskih nejednačina:

Ai ◦X 6 X ◦Bi (i ∈ I), X 6 V ; (S1)

X t ◦ Ai 6 Bi ◦X t (i ∈ I), X 6 V ; (S2)

Ai ◦X 6 X ◦Bi, Bi ◦X t 6 U t ◦ Ai (i ∈ I), X 6 V ; (S3)

X t ◦ Ai 6 Bi ◦X t, X ◦Bi 6 Ai ◦X (i ∈ I), X 6 V ; (S4)

Ai ◦X = X ◦Bi (i ∈ I), X 6 V ; (S5)

X t ◦ Ai = Bi ◦X t (i ∈ I), X 6 V ; (S6)

gde je X ∈ R
n×m

nepoznata težinska relacija. Sistemi (S1)–(S6) će biti naz-
vani heterogeni slabo linearni sistemi . Za svaki s ∈ {1, . . . , 6}, za sistem
(Ss) takođe ćemo koristiti oznaku Ss(n,m, I, Ai, Bi, V ).

U slučaju da je Ai = Bi, za svako i ∈ I, onda sistem Ss(n, n, I, Ai, Ai, V )
označavamo kratko sa Ss(n, I, Ai, V ), i nazivamo homogeni slabo linearni sis-
tem. Homogene slabo linearne sisteme matričnih nejednačina nad max-plus
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algebrom proučavao je A. Stamenković [188], pa njih ovde nećemo posebno
tretirati.

Jednostavno se proverava da važe sledeće propozicije.

Propozicija 4.1. Neka su n,m ∈ N, neka su {Ai ∈ R
n×n

| i ∈ I} i
{Bi ∈ R

m×m
| i ∈ I} neprazne familije težinskih relacija i neka je V ∈ R

n×m
.

Za proizvoljnu težinsku relaciju R ∈ R
n×m

važi:

(a) R je rešenje sistema S1(n,m, I, Ai, Bi, V ) ako i samo ako je i rešenje
sistema S2(n,m, I, A

t
i, B

t
i , V );

(b) R je rešenje sistema S3(n,m, I, Ai, Bi, V ) ako i samo ako je i rešenje
sistema S4(n,m, I, A

t
i, B

t
i , V );

(c) R je rešenje sistema S5(n,m, I, Ai, Bi, V ) ako i samo ako je i rešenje
sistema S6(n,m, I, A

t
i, B

t
i , V );

(d) R je rešenje sistema S3(n,m, I, Ai, Bi, V ) ako i samo ako je Rt rešenje
sistema S4(m,n, I, Bi, Ai, V ).

Propozicija 4.2. Neka su n,m, p ∈ N, i neka su R ∈ R
n×p

i S ∈ R
p×m

težinske relacije takve da je R rešenje sistema S3(n, p, I, Ai, Bi, V ) i S je
rešenje sistema S3(p,m, I, Bi, Ci,W ). Tada je R ◦ S rešenje sistema
S3(n,m, I, Ai, Ci, V ◦W ).

Problem nalaženja najvećih rešenja sistema (Ss), za s ∈ {1, 2, . . . , 6} pre-
vešćemo na problem nalaženja najvećih post-fiksnih tački izvesnih izotonih
funkcija na mreži težinskih relacija. Iz tog razloga, sisteme (Ss), za s ∈
{1, 2, . . . , 6}, predstavićemo u ekvivalentnom obliku.

Za s ∈ {1, 2, . . . , 6}, neka je φs : R
n×m
→ R

n×m
funkcija definisana na sledeći

način:

Φ1(R) =
⊕′∑
i∈I

ΦAi,Bi
(R) (4.30)

Φ2(R) =
⊕′∑
i∈I

ΦAt
i,B

t
i
(R) (4.31)
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Φ3(R) =

[
⊕′∑
i∈I

ΦAi,Bi
(R)

]
⊕′
[
⊕′∑
i∈I

ΦBi,Ai
(Rt)

]t
(4.32)

Φ4(R) =

[
⊕′∑
i∈I

ΦAt
i,B

t
i
(R)

]
⊕′
[
⊕′∑
i∈I

ΦBt
i ,A

t
i
(Rt)

]t
(4.33)

Φ5(R) =

[
⊕′∑
i∈I

ΦAi,Bi
(R)

]
⊕′
[
⊕′∑
i∈I

ΦBt
i ,A

t
i
(Rt)

]t
(4.34)

Φ6(R) =

[
⊕′∑
i∈I

ΦAt
i,B

t
i
(R)

]
⊕′
[
⊕′∑
i∈I

ΦBi,Ai
(Rt)

]t
(4.35)

za sve R ∈ R
n×m

.

Sada će biti formulisana i dokazana sledeća teorema.

Teorema 4.5. Za svaki s ∈ {1, 2, . . . , 6}, sistem (Ss) je ekvivalentan sistemu

X 6 Φs(X), X 6 V.

Dokaz. Za svaki s ∈ {1, 2, . . . , 6}, tvrđenje sledi iz Teorema 4.3 i 4.4 i
definicije funkcije Φs.

4.4 Izračunavanje najvećih rešenja

U ovom poglavlju ćemo dati algoritam za konstrukciju najvećih rešenja
relacijskih sistema (Ss), za s ∈ {1, 2, . . . , 6}.

Teorema 4.6. Za svaki s ∈ {1, 2, . . . , 6}, funkcija Φs je izotona i ako je I
konačan skup onda je Φs image-lokalizovana funkcija.

Dokaz. Dokazaćemo slučaj s = 1. Dualno se dokazuje slučaj s = 2, dok svi
ostali slučajevi slede iz ova dva.

Neka su težinske relacije R1, R2 ∈ R
n×m

takve da je R1 6 R2. Tada
za svaki i ∈ I, iz Teoreme 4.4 važi ΦAi,Bi

(R1) 6 ΦAi,Bi
(R2). Otuda je∑⊕′

i∈I ΦAi,Bi
(R1) 6

∑⊕′
i∈I ΦAi,Bi

(R2), odnosno Φ1(R1) 6 Φ1(R2). Dakle,
funkcija Φ1 je izotona.
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Dalje, pretpostavimo da je I konačan skup. Neka je

K =
⋃
i∈I

(Im(Ai) ∪ Im(Bi)) .

Tada, za proizvoljnu težinsku relaciju R ∈ R
n×m

važi Im(Φ1(R)) ⊆ 〈K ∪
Im(R)〉. Jasno, skup K je konačan (jer je I konačan skup), pa je funkcija
Φ1 image-lokalizovana.

Neka je V ∈ R
n×m

data težinska relacija. Za s ∈ {1, 2, . . . , 6}, neka je
Φ = Φs. Tada, niz {Rk}k∈N težinskih relacija iz R

n×m
definišemo na sledeći

način:

R1 = V, Rk+1 = Rk ⊕′ Φ(Rk), za svako k ∈ N. (4.36)

Važi sledeća teorema.

Teorema 4.7. Neka je I konačan skup i neka je {Rk}k∈N niz težinskih
relacija iz R

n×m
definisan sa (4.36). Ako je 〈ImV ∪

⋃
i∈I(Im(Ai)∪ Im(Bi))〉

konačna podalgebra od R, tada važi sledeće:

(a) niz {Rk}k∈N je konačan i opadajući, i postoji najmanji prirodan broj k
takav da je Rk = Rk+1;

(b) Rk je najveće rešenje sistema (Ss).

Dokaz. (a) Slično kao u dokazu Teoreme 2.5, može se proveriti da je je niz
{Rk}k∈N je konačan i opadajući, i da postoji najmanji prirodan broj k takav
da je Rk = Rk+1.

(b) Kako je Rk = Rk+1 = Rk ◦′ Φ1(Rk), to je Rk 6 Φ1(Rk). Takođe je
Rk 6 R1 = V , pa prema Teoremi 4.5 sledi da je Rk rešenje sistema (S1).

Sa druge strane, ako je R proizvoljno rešenje sistema (S1), tada imamo da je
R 6 V . Neka je R 6 Rn, za neko n ∈ N. Za proizvoljan i ∈ I tada imamo
da je Ai ◦R 6 R ◦Bi 6 Rn ◦Bi, odnosno važi R 6 A∗i ◦′ (Rn ◦Bi), tj., važi
Rn 6 ΦAi,Bi

(Rn). Otuda je R 6 Φ1(Rn), pa je R 6 Rn ⊕′ Φ1(Rn) = Rn+1.
Sada, na osnovu principa matematičke indukcije, možemo zaključiti da je
R 6 Rn, za svako n ∈ N, pa je R 6 Rk.

Dakle, Rk je najveće rešenje sistema (S1).
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Teorema 4.8. Neka je Φ = Φs, za neki s ∈ {1, 2, . . . , 6}. Neka je {Rk}k∈N
niz težinskih relacija iz R

n×m
definisan sa (4.36). Tada težinska relacija

R =
⊕′∑
k∈N

Rk (4.37)

jeste najveće rešenje sistema (Ss).

Dokaz. Dokazaćemo slučaj s = 1. Ostali slučajevi se dokazuju slično. Neka
je i ∈ I i k ∈ N. Tada važi

R 6 Rk+1 6 Φ(Rk) 6 ΦAi,Bi
(Rk) = A∗i ◦′ (Rk ◦Bi).

Dalje, na osnovu nejednakosti (4.26) važi

Ai ◦R 6 Ai ◦ [A∗i ◦′ (Rk ◦Bi)] 6 Rk ◦Bi.

Kako poslednja nejednakost važi za svaki k ∈ N, to je

Ai ◦R 6
⊕′∑
k∈N

(Rk ◦Bi)

Dalje, kako je niz {Rk}k∈N opadajući, to je

Ai ◦R 6

(
⊕′∑
k∈N

Rk

)
◦Bi = R ◦Bi,

pa je R je rešenje sistema (S1).

Sa druge strane, ako je T proizvoljno rešenje sistema (S1), onda je T 6 Φ(T ) i
T 6 V = R1. Dalje se indukcijom jednostavno može pokazati da je T 6 Rk,
za svaki k ∈ N, pa je stoga T 6 R. Dakle, R je najveće rešenje sistema
(S1).

Sledeća teorema kaže da ako sistem (Ss), za s ∈ {1, 2, . . . , 6}, ima bar jedno
konačno rešenje, onda je i najveće rešenje tog sistema konačno.

Teorema 4.9. Neka je V težinska relacija iz Rn×m. Tada, za svaki s ∈
{1, 2, . . . , 6}, najveće rešenje R sistema (Ss) jeste težinska relacija iz Rn×m.
Štaviše, ako sistem (Ss) ima bar jedno rešenje koje je težinska relacija iz
Rn×m, onda je i R težinska relacija iz Rn×m.
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Dokaz. Jasno da ako V ∈ Rn×m, iz R 6 V sledi R ∈ Rn×m. Za svaki
s ∈ {1, 2, . . . , 6}, ako sistem (Ss) ima bar jedno rešenje T ∈ Rn×m, onda je
T 6 R, pa R ∈ Rn×m.





Glava 5

Bisimulacije težinskih automata

Težinski automati su klasični nedeterministički automati kod kojih su prela-
zima pridružene težine. Ove težine mogu modelrati, na primer, cenu, odno-
sno iznos sredstava ili vreme koji su potrebni za izvršenje prelaza, ili verova-
tnoću i pouzdanost uspešnog izvršenja prelaza, i dr.

Ponašanje (engl. behavior) konačnih težinskih automata može se sagledati
kao funkcija koja svakoj reči pridružuje težinu njenog izvršenja, odnosno kao
pogodno definisano preslikavanje slobodnog monoida u poluprsten, koje se
naziva formalni stepeni red .

Imajući u vidu da se konačni težinski automati, kao i njihova ponašanja,
definišu pomoću matrica i formalnih stepenih redova, to se u teoriji težinskih
automata koriste mnoge metode linearne algebre nad poluprstenima.

Ako se metode bazirane na fazi relacijama, razvijene u okviru teorije fazi
automata, pokušaju primeniti na težinske automate, javlja se niz problema,
uglavnom uzrokovanih činjenicom da poluprsten iz koga se uzimaju težine,
ne mora biti uređen i skup {0, 1} ne mora činiti podpoluprsten. Ovi problemi
se mogu prevazići ako težine uzimaju vrednosti u aditivno idempotentnom
poluprstenu. U tom slučaju se matrice sa vrednostima u {0, 1} mogu sma-
trati dvovrednosnim relacijama.

Struktura glave je sledeća. U poglavlju 5.1, definisane su simulacije i bisim-
ulacije težinskih automata po ugledu odgovarajuće koncepte simulacija i
bisimulacija fazi automata. U poglavlju 5.2 data je konstrukcija najvećih
simulacija i bisimulacija težinskih automata. U poglavlju 5.3 razmatraju
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se bisimulacione relacije ekvivalencije. U poglavlju 5.4 se dovode u vezu
bisimulacije sa uniformnim relacijama.

5.1 Simulacije i bisimulacije težinskih automata

U ovom poglavlju uvešćemo koncept simulacija i bisimulacija težinskih au-
tomata po ugledu na odgovarajuće koncepte u slučaju fazi automata. Sušti-
nska razlika u ovim konceptima kod fazi i težinskih automata je u tome što
simulacije i bisimulacije fazi automata jesu fazi relacije, dok kod težinskih
automata simulacije i bisimulacije će biti Boolove relacije.

Najpre ćemo dati definicije dva tipa simulacija i četiri tipa bisimulacija.

Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski automati nad
(konačnim) alfabetom X čije težinske funkcije prelaza i težinske funkcije
inicijalnih i zavržnih stanja uzimaju vrednosti u aditivno idempotentnom
poluprstenu S. Neka je ϕ neprazna Boolova relacija između skupova A i B.

Relacija ϕ je direktna simulacija ako zadovoljava

σA 6 σB ◦ ϕt, (fs-1)
ϕt ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕt, za svaki x ∈ X, (fs-2)
ϕt ◦ τA 6 τB, (fs-3)

i povratna simulacija ako zadovoljava

τA 6 ϕ ◦ τB, (bs-1)
δAx ◦ ϕ 6 ϕ ◦ δBx , za svaki x ∈ X, (bs-2)
σA ◦ ϕ 6 σB. (bs-3)

Dalje, ϕ direktna bisimulacija ako su i ϕ i ϕt direktne simulacije, tj. ako ϕ
zadovoljava

σA 6 σB ◦ ϕt, σB 6 σA ◦ ϕ, (fb-1)
ϕt ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕt, ϕ ◦ δBx 6 δAx ◦ ϕ, za svaki x ∈ X, (fb-2)
ϕt ◦ τA 6 τB, ϕ ◦ τB 6 τA, (fb-3)
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i povratna bisimulacija, ako su i ϕ i ϕt povratne simulacije, tj. ako ϕ zado-
voljava

τA 6 ϕ ◦ τB, τB 6 ϕt ◦ τA, (bb-1)
δAx ◦ ϕ 6 ϕ ◦ δBx , δBx ◦ ϕt 6 ϕt ◦ δAx , za svaki x ∈ X, (bb-2)
σA ◦ ϕ 6 σB, σB ◦ ϕt 6 σA. (bb-3)

Takođe, ako je ϕ direktna simulacija i ϕt je povratna simulacija, tj. ako ϕ
zadovoljava

σA 6 σB ◦ ϕt, τB 6 ϕt ◦ τA, (fbb-1)
ϕt ◦ δAx = δBx ◦ ϕt, za svaki x ∈ X, (fbb-2)
σB ◦ ϕt 6 σA, ϕt ◦ τA 6 τB, (fbb-3)

onda je ϕ direktno-povratna bisimulacija, a ako je ϕ povratna simulacija i
ϕt je direktna simulacija, tj. ako

σB 6 σA ◦ ϕ, τA 6 ϕ ◦ τB, (bfb-1)
δAx ◦ ϕ = ϕ ◦ δBx , za svako x ∈ X, (bfb-2)
σA ◦ ϕ 6 σB ϕ ◦ τB 6 τA. (bfb-3)

onda je ϕ povratno-direktna bisimulacija.

I ovde ćemo radi jednostavnijeg izražavanja govoriti da je ϕ simulacija
ako je ϕ ili direktna ili povratna simulacija, i da je bisimulacija ako je
ϕ jedna od prethodno uvedena četiri tipa bisimulacija. Takođe, direk-
tne i povratne bisimulacije nazivaćemo homotipnim (istorodnim), dok ćemo
direktno-povratne i povratno-direktne bisimulacije nazivati heterotipnim
(raznorodnim).

Simulacije i bisimulacije (raznih vrsta automata) proučavane su radovima
[146, 147, 171, 23, 98, 141], ali se više-manje ovi koncepti razlikuju od kon-
cepta simulacija i bisimulacija koje proučavamo u ovoj disertaciji. Dosta
sličniji koncept proučavan je u [22] i [99, 100] (za tree-automate). U kon-
tekstu težinskih automata, povratno-direktne bisimulacije su proučavane u
[9, 10, 11, 19, 23, 76, 77].

Slično kao u slučaju fazi automata i kod težinskih automata može se pokazati
da za w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb}, ako uslov (w-2) važi za svako slovo x ∈ X,
onda on važi i ako slovo x zamenimo proizvoljnom rečju u ∈ X∗.

Takođe, važe i sledeće teoreme.
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Teorema 5.1. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati i neka je ϕ Booleova relacija između A i B. Tada važi sledeće.

(A) Ako je ϕ simulacija, onda je L(A) 6 L(B).
(B) Ako je ϕ bisimulacija, onda je L(A) = L(B).

Teorema 5.2. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati. Za w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb}, ako postoji bar jedna relacija
između A i B koja zadovoljava uslove (w-1) − (w-3), onda postoji najveća
relacija između A i B koja zadovoljava te uslove.

Dokaz. Dokazaćemo slučaj w = fs. Prema pretpostavkama teoreme, famil-
ija svih direktnih simulacija između A i B je neprazna. Kako je ova familija
i konačna (jer je konačna i familija svih relacija između A i B), to postoji
suma ove familije za koju se jednostavno proverava da je direktna simulacija,
a samim tim, to je i najveća direktna simulacija između A i B.

Teorema 5.3. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati takvi da postoji bar jedna direktna (odnosno povratna) bisimulacija
između A i B. Tada najveća direktna (odnosno povratna) bisimulacija između
A i B jeste parcijalna uniformna relacija.

Dokaz. Iz pretpostavke teoreme sledi da postoji najveća direktna (odnosno
povratna) bisimulacija ϕ između A i B. U tom slučaju je i ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ
takođe direktna (odnosno povratna) bisimulacija između A i B, pa mora
biti ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ 6 ϕ. Sada na osnovu Teoreme 1.9 sledi da ϕ jeste parcijalna
uniformna relacija.

5.2 Konstrukcija najvećih simulacija i
bisimulacija

U ovom poglavlju prokazaćemo metod za izračunavanje najvećih sumulacija
i bisimulacija težinskih automata. Najpre ćemo dati neke oznake i pojmove
koje ćemo koristiti u daljem radu.

Neka su A i B neprazni skupovi. Skup svih relacija između A i B, prirodno
uređen inkluzijom čini kompletnu mrežu, koju označavamo sa BR(A,B).
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Za neprazne skupove A i B i težinske podskupove η od A i ξ od B, relacije
η → ξ i η ← ξ između A i B su definisane sa

(η → ξ)(a, b) = 1 ⇔ η(a) 6 ξ(b) , (5.1)

(η ← ξ)(a, b) = 1 ⇔ ξ(b) 6 η(a) , (5.2)

za proizvoljne a ∈ A i b ∈ B.

Napomenimo da je važi

η ← ξ = (ξ → η)t (5.3)

((η → ξ) ∧ (η ← ξ))(a, b) = 1 ako i samo ako η(a) = ξ(b) (5.4)

η ◦ (η → ξ) 6 ξ. (5.5)

Takođe važi i sledeća lema.

Lema 5.1. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je η težinska relacija na
A i neka je ξ težinska relacija na B.

(a) Skup svih rešenja nejednačine η ◦ χ 6 ξ, gde je χ nepoznata relacija
između A i B, je glavni ideal od BR(A,B) generisan relacijom η → ξ.

(b) Skup svih rešenja nejednačine χ ◦ ξ 6 η, gde je χ nepoznata relacija
između A i B, je glavni ideal od BR(A,B) generisan relacijom η ← ξ.

Dokaz. Neka je ψ proizvoljno rešenje nejednačine η ◦ χ 6 ξ i neka je
ϕ(a, b) = 1, za neke a ∈ A i b ∈ B. Tada je η(a) = η(a)ϕ(a, b) 6 η ◦ ϕ(b),
pa je (η → ξ)(a, b) = 1. Dakle, ϕ 6 η → ξ.

Sa druge strane, ako je ϕ 6 η → ξ, onda za proizvoljan b ∈ B imamo da je
η ◦ ϕ(b) 6 (η ◦ (η → ξ))(b) =

∑
a∈A η(a) ◦ (η → ξ)(a, b) 6 ξ(b). Dakle, ϕ je

rešenje nejednačine η ◦ χ 6 ξ.

Dalje, neka su A i B neprazni skupovi i neka je α težinska relacija na A, β
težinska relacija na B i ϕ ∈ BR(A,B) relacija između A i B. Tada, desni
rezidal od ϕ sa α je relacija ϕ/α ∈ BR(A,B) definisana sa

(ϕ/α)(a, b) = 1 ⇔ (∀a′ ∈ A)α(a′, a) 6 ϕ(a′, b), (5.6)
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za sve a ∈ A i b ∈ B, i levi rezidual od ϕ sa β je relacija ϕ\β ∈ BR(A,B)
definisana sa

(ϕ\β)(a, b) = 1 ⇔ (∀b′ ∈ B)β(b, b′) 6 ϕ(a, b′), (5.7)

za sve a ∈ A i b ∈ B.

Lema 5.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je α ∈ SA×A, β ∈ SB×B
i ϕ ∈ BR(A,B).

(a) Skup svih rešenja nejednačine α ◦ χ 6 ϕ, gde je χ nepoznata relacija
između A i B, jeste glavni ideal od BR(A,B) generisan desnim rezi-
dualom ϕ/α od ϕ sa α.

(b) Skup svih rešenja nejednačine χ ◦ β 6 ϕ, gde je χ nepoznata relacija
između A i B, jeste glavni ideal od BR(A,B) generisan levim rezi-
dualom ϕ\β od ϕ sa β.

Dokaz. Neka je ψ proizvoljno rešenje nejednačine α ◦ χ 6 ϕ, i neka je
ψ(a, b) = 1 za neke a ∈ A i b ∈ B. Tada za svaki a′ ∈ A imamo da je
α(a′, a) = α(a′, a)ψ(a, b) 6 (α ◦ ϕ)(a′, b). Odatle je (ϕ/α)(a′, b) = 1. Dakle,
ψ 6 ϕ/α.

Sa druge strane, ako je ψ 6 ϕ/α, onda za proizvolne a ∈ A i b ∈ B imamo
da je α ◦ ψ(a, b) 6 (α ◦ (ϕ/α))(a, b) 6 ϕ(a, b).

Analogno se dokazuje tvrđenje (b).

Neka suA = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski automati. Relacije
ψw ∈ BR(A,B), za w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb}, definišemo na sledeći način:

ψfs = τA → τB, (5.8)

ψbs = σA → σB, (5.9)

ψfb = (τA → τB) ∧ (τA ← τB) = τA ↔ τB, (5.10)

ψbb = (σA → σB) ∧ (σA ← σB) = σA ↔ σB, (5.11)

ψfbb = (τA → τB) ∧ (σA ← σB), (5.12)

ψbfb = (σA → σB) ∧ (τA ← τB). (5.13)
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Dalje, funkcije φw : BR(A,B)→ BR(A,B), za w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb},
definišemo sa:

φfs(α) =
∧
x∈X

[(δBx ◦ αt)\δAx ]t, (5.14)

φbs(α) =
∧
x∈X

(α ◦ δBx )/δAx , (5.15)

φfb(α) =
∧
x∈X

[(δBx ◦ αt)\δAx ]t ∧ [(δAx ◦ α)\δBx ] = φfs(α) ∧ [φfs(αt)]t, (5.16)

φbb(α) =
∧
x∈X

[(α ◦ δBx )/δAx ] ∧ [(αt ◦ δAx )/δBx ]t = φbs(α) ∧ [φbs(αt)]t, (5.17)

φfbb(α) =
∧
x∈X

[(δBx ◦ αt)\δAx ]t ∧ [(αt ◦ δAx )/δBx ]t = φfs(α) ∧ [φbs(αt)]t, (5.18)

φbfb(α) =
∧
x∈X

[(α ◦ δBx )/δAx ] ∧ [(δAx ◦ α)\δBx ] = φbs(α) ∧ [φfs(αt)]t, (5.19)

za svako α ∈ BR(A,B). U izrazu “φw(αt)” (w ∈ {fs, bs}) sa φw označena
je funkcija iz BR(B,A) u sebe.

Sledeća teorema daje ekvivalentnu formu drugog i trećeg uslova u definiciji
simulacija i bisimulacija.

Teorema 5.4. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati i neka je w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb}. Relacija ϕ ∈ BR(A,B)
zadovoljava uslove (w-2) i (w-3) ako i samo ako je

ϕ 6 φw(ϕ), ϕ 6 ψw. (5.20)

Dokaz. Dokazaćemo slučaj w = fs. Tvrđenje koje tretira slučaj w = bs se
dobija dualno, a prema (5.10)–(5.13) i (5.16)–(5.19), sva ostala tvrđenja se
dobijaju iz prethodna dva.

Neka je ϕ proizvoljna relacija između A i B. Na osnovu Leme 5.1(b), ϕ
zadovoljava uslov (fs-3) ako i samo ako je ϕt 6 τB ← τA = (τA → τB)t, što
je ekvivalentno sa ϕ 6 τA → τB = ψfs. Dakle, ϕ zadovoljava uslov (fs-3)
ako i samo ako je ϕ 6 ψfs.

Sa druge strane, ϕ zadovoljava uslov (fs-2) ako i samo ako je ϕt rešenje
nejednačine

χ ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕt, za svako x ∈ X.

Na osnovu Leme 5.2 (b), ovo je ekvivalentno sa
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ϕt 6 (δBx ◦ ϕt)\δAx , za svako x ∈ X,

odnosno, ekvivalentno je sa

ϕ 6
∧
x∈X

[
(δBx ◦ ϕt)\δAx

]t
= φfs(ϕ)

Dakle, ϕ zadovoljava uslov (fs-2) ako i samo ako je ϕ 6 φfs(ϕ). Stoga,
možemo zaključiti da relacija ϕ zadovoljava uslove (fs-2) i (fs-3) ako i samo
ako zadovoljava (5.20) (za w = fs), što je i trebalo pokazati.

Teorema 5.5. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati, neka je w ∈ {fs, bs, fb, bb, fbb, bfb} i neka je {ϕk}k∈N niz relacija
iz ϕ ∈ BR(A,B) definisan sa

ϕ1 = ψw, ϕk+1 = ϕk ∧ φw(ϕk), za svaki k ∈ N. (5.21)

Tada važi sledeće.

(a) Niz {ϕk}k∈N je konačan i opadajući, i postoji najmanji prirodan broj
k ∈ N takav da je ϕk = ϕk+1;

(b) ϕk je najveća relacija u BR(A,B) koja zadovoljava (w-2) i (w-3);

(c) Ako ϕk zadovoljava uslov (w-1), onda je to najveća relacija u BR(A,B)
koja zadovoljava (w-1), (w-2) i (w-3);

(d) Ako ϕk ne zadovoljava uslov (w-1), onda ne postoji nijedna relacija u
BR(A,B) koja zadovoljava (w-1), (w-2) i (w-3);

Dokaz. (a) Jasno je da je niz {ϕk}k∈N opadajući. Kako su skupovi A i B
konačni, to postoji konačan broj relacija između A i B, pa je i niz {ϕk}k∈N
takođe konačan. Otuda, postoji k ∈ N takav da je ϕk = ϕk+1, pa postoji i
najmanji prirodan broj sa ovim svojstvom.

(b) Dokazaćemo slučaj w = fs. Iz ϕk = ϕk+1 = ϕk ∧ φfs(ϕk) dobijamo da
je ϕk 6 φfs(ϕk), i takođe ϕk 6 ϕ1 = ψfs.

Neka je ϕ ∈ BR(A,B) proizvoljna relacija koja zadovoljava uslove (fs-2) i
(fs-3). Kao što smo prethodno rekli, ϕ zadovoljava uslov (fs-3) ako i samo
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ako je ϕ 6 ψfs = ϕ1. Dalje, neka je ϕ 6 ϕn, za neki n ∈ N. Tada, za
svaki x ∈ X imamo da je ϕt ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕt 6 δBx ◦ ϕtn, i prema Lemi 5.2
(b), ϕt 6 (δBx ◦ ϕtn)\δAx , odnosno ϕ 6

[
(δBx ◦ ϕtn)\δAx

]t
= φfs(ϕn). Dakle,

ϕ 6 ϕn ∧ φfs(ϕn) = ϕn+1. Sada, na osnovu principa matematičke indukcije
možemo zaključiti da je ϕ 6 ϕn, za svaki n ∈ N, pa je ϕ 6 ϕk. Dakle, ϕk je
najveća relacija između A i B koja zadovoljava uslove (fs-2) i (fs-3).

(c) Ovo sledi direktno iz tvrđenja (b).

(d) Pretpostavimo da ϕk ne zadovoljava uslov (fs-1). Neka je ϕ ∈ BR(A,B)
proizvoljna relacija koja zadovoljava uslove (fs-1), (fs-2) i (fs-3). Prema
tvrđenju (b) ove teoreme, ϕ 6 ϕk, pa je σA 6 σB ◦ϕt 6 σB ◦ϕtk. Ali ovo je u
kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da ϕk ne zadovoljava uslov (fs-1).
Dakle, možemo zaključiti da ne postoji nijedna relacija između A i B koja
zadovoljava uslove (fs-1), (fs-2) i (fs-3).

5.3 Bisimulacione ekvivalencije

Prethodno smo definisali koncept simulacija i bisimulacija između težinskih
automata koji su u opštem slučaju različiti. U ovom poglavlju razmotrićemo
slučaj kada su ta dva automata ista, tj. razmatraćemo bisimulacije između
težinskog automata i njega samog.

Neka je A = (A, δA, σA, τA) proizvoljan težinski automat. Ako je relacija
ϕ ∈ BR(A,B) direktna bisimulacija između A i sebe, onda ćemo za ϕ reći
da je direktna bisimulacija na A (analogno se definiše povratna bisimulacija
na A). Direktna bisimulacija na A koja je relacija ekvivalencije biće nazvana
direktna bisimulaciona ekvivalencija na A.

Teorema 5.6. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat. Tada postoji
najveća direktna (odnosno povratna) bisimulaciona ekvivalencija na A.

Dokaz. Familija svih direktna bisimulacija na A je neprazna (jer sadrži bar
relaciju jednakosti), pa na osnovu Teoreme 5.3 možemo zaključiti da postoji
najveća direktna bisimulacija na A, koja se može izračunati na osnovu al-
goritma datog u Teoremi 5.5 za w = fb. Da bi pokazali da najveća direktna
bisimulacija na A jeste relacija ekvivalencije na A, dovoljno je pokazati da
svaki član niza {ϕk}k∈N definisanog sa (5.21) jeste ekvivalencija na A. Jed-
nostavno se proverava da je ϕ1 relacija ekvivalencije na A. Pretpostavimo
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da za neki k ∈ N, relacija ϕk jeste ekvivalencija na A, i dokažimo da je to i
ϕk+1.

Neka je a ∈ A i x ∈ X. Tada, za svaki a′ ∈ A, iz refleksivnosti relacije ϕk
imamo da je

δAx (a, a′) 6 (δAx ◦ ϕk)(a, a′),

a kako je ϕk i simetrična relacija, to važi i

δAx (a, a′) 6 (δAx ◦ ϕtk)(a, a′).

Odavde dobijamo da za proizvoljne a ∈ A i x ∈ X važi[
(δAx ◦ ϕk)\δAx

]
(a, a) = 1 i

[
(δAx ◦ ϕk)\δAx

]t
(a, a) = 1.

Dakle, φfb(ϕk)(a, a) = 1, pa je ϕk+1 = ϕk ∧ φfb(ϕk) refleksivna relacija.

Po konstrukciji je φfb(ϕk) simetična relacija, pa je to i ϕk+1.

Da bi pokazali da je ϕk+1 tranzitivna relacija, dovoljno je pokazati da za
proizvoljan x ∈ X, relacija (δAx ◦ ϕk)\δAx jeste tranzitivna.

Neka je x ∈ X, i neka su a1, a2, a3 ∈ A takvi da je[
(δAx ◦ ϕk)\δAx

]
(a1, a2) = 1 i

[
(δAx ◦ ϕk)\δAx

]
(a2, a3) = 1.

Tada za proizvoljne a′, a′′ ∈ A važi

δAx (a1, a
′) 6 (δAx ◦ ϕk)(a2, a′) i δAx (a2, a

′′) 6 (δAx ◦ ϕk)(a3, a′′).

Dalje je

δAx (a1, a
′) 6 (δAx ◦ ϕk)(a2, a′) =

∑
a′′∈A

δAx (a2, a
′′)ϕ(a′′, a′)

6
∑
a′′∈A

(δAx ◦ ϕk)(a3, a′′)ϕ(a′′, a′)

= (δAx ◦ ϕk ◦ ϕk)(a3, a′) = (δAx ◦ ϕk)(a3, a′),

odakle sledi da je [(δAx ◦ ϕk)\δAx ](a1, a3) = 1, što je i trebalo dokazati.

Sada, na osnovu principa matematičke indukcije, možemo zaključiti da ϕk,
k ∈ N, jeste relacija ekvivalencije na A, pa na osnovu Teoreme 5.5 imamo da
je najveća direktna bisimulacija na A takođe relacija ekvivalencije na A.
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Teorema 5.7. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat i neka je E
relacija ekvivalencije na A. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) E je direktna bisimulacija na A,

(ii) E ◦ δAx 6 δAx ◦ E, za svaki x ∈ X, i E ◦ τA 6 τA,

(iii) E ◦ δAx ◦ E = δAx ◦ E, za svaki x ∈ X, i E ◦ τA = τA.

Dokaz. Jasno je da (i)⇒(ii). Ako važi (ii), onda za proizvoljan x ∈ X,
E ◦δAx 6 δAx ◦E povlači E ◦δAx ◦E 6 δAx ◦E ◦E = δAx ◦E. Kako svaka relacija
ekvivalencije zadovoljava uslov δAx ◦E 6 E◦δAx ◦E, to važi E◦δAx ◦E = δAx ◦E.
Takođe na osnovu istih argumenata imamo da je τA 6 E ◦ τA, pa je τA =
E ◦ τA, odakle dobijamo da (ii)⇒(iii). Ako važi (iii), onda uslovi (fs-1) i
(fs-3) važe. Za proizvoljan x ∈ X imamo da je E ◦δAx 6 E ◦δAx ◦E = δAx ◦E,
odnosno uslov (fs-2) takođe važi. Dakle, E je direktna bisimulacija na A,
tj. (iii)⇒(i).

Dualno se dokazuje tvrđenje za povratne bisimulacije.

Teorema 5.8. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat i neka je E
relacija ekvivalencije na A. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) E je povratna bisimulacija na A,

(ii) δAx ◦ E 6 E ◦ δAx , za svaki x ∈ X, i σA ◦ E 6 σA;

(iii) δAx ◦ E = E ◦ δAx , za svaki x ∈ X, i σA ◦ E = σA.

Kao što je slučaj sa nedeterminističkim i fazi automatima, i težinski faktor
automat u odnosu na datu relaciju ekvivalencije, raspoznaje isti jezik kao
i oridinalni automat ako i samo ako ova ekvivalencija jeste rešenje opšteg
sistema. Na osnovu Teorema 5.7 i 5.8 imamo da direktne i povratne bisimula-
cione relacije ekvivalencije predstavljaju rešenja specijalnih varijanti opšteg
sistema, pa važi sledeća teorema.

Teorema 5.9. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat, E direk-
tna (odnosno povratna) bisimulaciona relacija ekvivalencije na A i neka je
A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E) težinski faktor automat od A po E. Tada
A i A/E raspoznaju isti jezik, tj. L(A) = L(A/E).
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5.4 Uniformne relacije i direktne bisimulacije

Teorema 5.10. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat, E relacija
ekvivalencije na A i A/E = (A/E, δA/E, σA/E, τA/E) težinski faktor automat
od A u odnosu na E.

(A) Relacija ϕ ∈ BR(A,A/E) definisana sa

ϕ(a1, Ea2) = 1 ⇔ E(a1, a2) = 1, za sve a1, a2 ∈ A, (5.22)

je uniformna relacija takva da je Eϕ
A = E i Eϕ

A/E = ∆A/E , i pri tom
je ϕ istovremeno i direktna i povratna simulacija.

(B) Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) E je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;
(ii) relacija ϕ je direktna bisimulacija između A i A/E;
(iii) relacija ϕ je povratno-direktna bisimulacija između A i A/E.

Dokaz. (A) Za proizvoljne a1, a2 ∈ A važi

(ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ)(a1, Ea2) =
∑

a3,a4∈A

ϕ(a1, Ea3)ϕ(a4, Ea3)ϕ(a4, Ea2)

=
∑

a3,a4∈A

E(a1, a3)E(a4, a3)E(a4, a2)

= (E ◦ E ◦ E)(a1, a2) = E(a1, a2) = ϕ(a1, Ea2),

pa ϕ jeste parcijalna uniformna relacija. Jasno je da je kompletna i sirjek-
tivna, pa možemo zaključiti da je ϕ uniformna relacija. Dalje, imamo da
je

Eϕ
A(a1, a2) = (ϕ ◦ ϕt)(a1, a2) =

∑
a3∈A

ϕ(a1, Ea3)ϕ(a2, Ea3)

=
∑
a3∈A

E(a1, a3)E(a3, a2) = (E ◦ E)(a1, a2) = E(a1, a2),

Eϕ
A/E(Ea1 , Ea2) = (ϕt ◦ ϕ)(Ea1 , Ea2) =

∑
a3∈A

ϕ(a3, Ea1)ϕ(a3, Ea2)

=
∑
a3∈A

E(a1, a3)E(a3, a2) = (E ◦ E)(a1, a2)

= E(a1, a2) = (E/E)(Ea1 , Ea2) = ∆A/E(Ea1 , Ea2).
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Za proizvoljne x ∈ X i a, a1, a2 ∈ A važi

σA(a) 6 (σA ◦ E ◦ E)(a) =
∑
a3∈A

(σA ◦ E)(a3)E(a3, a)

=
∑
a3∈A

σA/E(Ea3)ϕ
t(Ea3 , a) = (σA/E ◦ ϕt)(a),

(5.23)

(ϕt ◦ δAx )(Ea1 , a2) =
∑
a3∈A

ϕt(Ea1 , a3)δ
A
x (a3, a2) =

∑
a3∈A

E(a1, a3)δ
A
x (a3, a2)

= (E ◦ δAx )(a1, a2) 6 (E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2) = (E ◦ δAx ◦ E ◦ E)(a1, a2)

=
∑
a3∈A

(E ◦ δAx ◦ E)(a1, a3)E(a3, a2) =
∑
a3∈A

δA/Ex (Ea1 , Ea3)ϕ
t(Ea3 , a2)

= (δA/Ex ◦ ϕt)(Ea1 , a2),
(5.24)

(ϕt ◦ τA)(Ea) =
∑
a3∈A

ϕt(Ea, a3)τ
A(a3) = E(a, a3)τ

A(a3)

= (E ◦ τA)(a) = τA/E(Ea),

(5.25)

i takođe važi

(σA ◦ ϕ)(Ea) =
∑
a1∈A

σA(a3)ϕ(a1, Ea) =
∑
a3∈A

σA(a1)E(a1, a)

= (σA ◦ E)(a) = σA/E(Ea),

(5.26)

(δAx ◦ ϕ)(a1, Ea2) =
∑
a3∈A

δAx (a1, a3)ϕ(a3, Ea2) =
∑
a3∈A

δAx (a1, a3)E(a3, a2)

= (δAx ◦ E)(a1, a2) 6 (E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2) = (E ◦ E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2)

=
∑
a3∈A

E(a1, a3)(E ◦ δAx ◦ E)(a3, a2) =
∑
a3∈A

ϕ(a1, Ea3)δ
A/E
x (Ea3 , Ea2)

= (ϕ ◦ δA/Ex )(a1, Ea2),
(5.27)

τA(a) 6 (E ◦ E ◦ τA)(a) =
∑
a3∈A

E(a, a3)E ◦ τA(a3)

=
∑
a3∈A

ϕ(a,Ea3)τ
A/E(Ea3) = (ϕ ◦ τA/E)(a).

(5.28)

Dakle, ϕ je i direktna i povratna simulacija.

(B) Obratne nejednakosti u (5.27) i (5.28) važe ako i samo ako je E direktna
bisimulacija na A, pa su u tom slučaju uslovi (i), (ii) i (iii) ekvivalentni.
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Teorema 5.11. Neka je A = (A, δA, σA, τA) težinski automat, neka su
E i G relacije ekvivalencije na A takve da je E 6 G, i neka je A/E =
(A/E, δA/E, σA/E, τA/E) težinski faktor automat od A u odnosu na E.

(A) Relacija G/E na A/E definisana sa

G/E(Ea1 , Ea2) = G(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (5.29)

jeste ekvivalencija na A/E, i težinski faktor automati (A/E)/(G/E) i
A/G su izomorfni.

(B) Relacija ϕ ∈ BF(A,A/E) definisana sa

ϕ(a1, Ea2) = G(a1, a2), za sve a1, a2 ∈ A, (5.30)

jeste uniformna relacija za koju je Eϕ
A = G i Eϕ

A/E = G/E.

Štaviše, ako je E direktna bisimulacija na A, onda važi sledeće:

(C) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako G/E jeste direktna
bisimulacija na A/E.

(D) G je najveća direktna bisimulacija na A ako i samo ako G/E jeste
najveća direktna bisimulacija na A/E.

(E) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako ϕ jeste direktna bisim-
ulacija između A i A/E.

Dokaz. (A) Jednostavno se proverava da je sa (5.29) dobro definisana relacija
na A/E i da ta relacija jeste ekvivalencija. Dokažimo da su težinski faktor
automati izomorfni. Radi jednostavnijeg označavanja, neka je G/E = P .
Funkciju φ : A/G→ (A/E)/P definišeno na sledeći način

φ(Ga) = PEa , za svako a ∈ A.

Za proizvoljne a1, a2 ∈ A imamo da je

Ga1 = Ga2 ⇔ G(a1, a2) = 1 ⇔ P (Ea1 , Ea2) = 1

⇔ PEa1
= PEa2

⇔ φ(Ea1) = φ(Ea2),

pa je φ dobro definisana i injektivna funkcija. Jasno je da je φ i sirjektivna
funkcija, pa možemo zaključiti da je φ bijekcija od A/G i (A/E)/P . Kako



Glava 5. Bisimulacije težinskih automata 135

je E 6 G ekvivalentno sa E ◦G = G ◦E = G, to za proizvoljne a1, a2 ∈ A i
x ∈ X važi

δ(A/E)/P
x (φ(Ga1), φ(Ga2)) = δ(A/E)/P

x (PEa1
, PEa2

) = (P ◦ δA/Ex ◦ P )(Ea1 , Ea2)

=
∑

a3,a4∈A

P (Ea1 , Ea3)δ
A/E
x (Ea3 , Ea4)P (Ea4 , Ea2)

=
∑

a3,a4∈A

P (Ea1 , Ea3)(E ◦ δAx ◦ E)(a3, a4)P (Ea4 , Ea2)

=
∑

a3,a4∈A

G(a1, a3)(E ◦ δAx ◦ E)(a3, a4)G(a4, a2)

= (G ◦ E ◦ δAx ◦ E ◦G)(a1, a2)

= (G ◦ δAx ◦G)(a1, a2) = δA/Gx (Ga1 , Ga2).

Dalje, za proizvoljan a ∈ A važi

σ(A/E)/P (φ(Ga)) = σ(A/E)/P (PEa) = (σA/E/ ◦ P )(Ea)

=
∑
a1∈A

σA/E(a1)P (Ea1 , Ea) =
∑
a1∈A

(σA ◦ E)(a1)G(a1, a)

= (σA ◦ E ◦G)(a) = (σA ◦G)(a) = σA/G(Ga),

i slično se pokazuje da je τ (A/E)/P (φ(Ga)) = τA/G(Ga). Dakle, φ je izomor-
fizam težinskih automata (A/E)/(G/E) i A/G.

(B) Za proizvoljne a1, a2, a3, a4 ∈ A važi

ϕ(a1, Ea2)ϕ(a3, Ea2)ϕ(a3, Ea4) = G(a1, a2)G(a2, a3)G(a3, a4)

6 G(a1, a4) = ϕ(a1, Ea4),

pa ϕ jeste parcijalna uniformna relacija. Jasno je da je ϕ kompletna i
sirjektivna relacija, pa ϕ jeste uniformna relacija. Štaviše, za proizvoljne
a1, a2 ∈ A važi

(ϕ ◦ ϕt)(a1, a2) =
∑
a3∈A

ϕ(a1, Ea3)ϕ(a2, Ea3)

=
∑
a3∈A

G(a1, a3)G(a3, a2) = G(a1, a2),

(ϕt ◦ ϕ)(Ea1 , Ea2) =
∑
a3∈A

ϕ(a3, Ea1)ϕ(a3, Ea2) =
∑
a3∈A

G(a1, a3)G(a3, a2)

= G(a1, a2) = (G/E)(Ea1 , Ea2),
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pa je Eϕ
A = ϕ ◦ ϕt = G i Eϕ

A/E = ϕt ◦ ϕ = G/E.

Dalje, neka je E direktna bisimulacija na A.

(C) Neka su a, a1, a2 ∈ A i x ∈ X, i neka je P = G/E. Tada

(δA/Ex ◦ P )(Ea1 , Ea2) =
∑
a3∈A

δA/Ex ((Ea1 , Ea3)P (Ea3 , Ea2)

=
∑
a3∈A

(E ◦ δAx ◦ E)(a1, a3)G(a3, a2)

= (E ◦ δAx ◦ E ◦G)(a1, a2)

= (δAx ◦ E ◦G)(a1, a2) = (δAx ◦G)(a1, a2),

pa na osnovu Teoreme 5.7 važi tvrđenje (C).

(D) Neka je G najveća direktna bisimulacija na A. Prema tvrđenju (C) ove
teoreme imamo da je G/E direktna bisimulacija na A/E. Neka je Q najveća
direktna bisimulacija na A/E. Definišimo relaciju T na A sa

T (a1, a2) = Q(Ea1 , Ea2), za sve a1, a2 ∈ A.

Jednostavno se proverava da je T relacija ekvivalencije na A. Dalje, ako je
E(a1, a2) = 1, za neke a1, a2 ∈ A, tj. ako je Ea1 = Ea2 , onda je T (a1, a2) =
Q(Ea1 , Ea2) = 1, pa je E 6 T . Dakle, Q = T/E i prema (C) sledi da
je T direktna bisimulacija na A, pa mora biti T 6 G. U tom slučaju za
proizvoljne a1, a2 ∈ A važi

T/E(Ea1 , Ea2) = T (a1, a2) 6 Q(a1, a2) = Q/E(Ea1 , Ea2),

odnosno Q = T/E 6 G/E, što povlači G/E = Q, tj., G/E je najveća
direktna bisimulacija na A/E.

Obratno, Neka je G/E najveća direktna bisimulacija na A/E. Prema tvrđe-
nju (C) ove teoreme, G je direktna bisimulacija na A. Neka je T najveća
direktna bisimulacija na A. Tada je E 6 G 6 T , i ponovo prema (C) sledi
da je T/E direktna bisimulacija na A/E, što daje da je T/E 6 G/E. Sada,
za proizvoljne a1, a2 ∈ A je

T (a1, a2) = T/E(Ea1 , Ea2) 6 G/E(Ea1 , Ea2) = G(a1, a2),

tj., važi T 6 G, pa je T = G, odnosno G je najveća direktna bisimu-
lacija na A.
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(E) Na osnovu Teoreme 5.7, za proizvoljne a1, a2 ∈ A važi

(ϕt ◦ δAx )(Ea1 , a2) =
∑
a3∈A

ϕ(a3, Ea1)δ
A
x (a3, a2) =

∑
a3∈A

G(a1, a3)δ
A
x (a3, a2)

= (G ◦ δAx )(a1, a2),

(δA/Ex ◦ ϕt)(Ea1 , a2) =
∑
a3∈A

δA/Ex (Ea1 , Ea3)ϕ
t(Ea3 , a2)

=
∑
a3∈A

(E ◦ δAx ◦ E)(a1, a3)G(a3, a2)

= (E ◦ δAx ◦ E ◦G)(a1, a2)

= (δAx ◦ E ◦G)(a1, a2) = (δAx ◦G)(a1, a2),

(ϕ ◦ δA/Ex )(a1, Ea2) =
∑
a3∈A

ϕ(a1, Ea3)δ
A/E
x (Ea3 , Ea2)

=
∑
a3∈A

G(a1, a3)(E ◦ δAx ◦ E)(a3, a2)

= (G ◦ E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2) = (G ◦ δAx ◦ E)(a1, a2)

(δAx ◦ ϕ)(a1, Ea2) =
∑
a3∈A

δAx (a1, a3)ϕ(a3, Ea2)

=
∑
a3∈A

δAx (a1, a3)G(a3, a2) = (δAx ◦G)(a1, a2).

Sada, ako je G direktna bisimulacija na A, onda je G ◦ δAx 6 δAx ◦ G i
G◦δAx ◦E 6 G◦δAx ◦G = δAx ◦G, pa je ϕt ◦δAx 6 δ

A/E
x ◦ϕt i ϕ◦δA/Ex 6 δAx ◦ϕ,

tj., ϕ je direktna bisimulacija. Obratno, ako je ϕ direktna bisimulacija, onda
G ◦ δAx 6 δAx ◦G, tj., G je direktna bisimulacija na A.

Teorema 5.12. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati i neka je ϕ ∈ BR(A,B) uniformna relacija. Tada ϕ je direktna
bisimulacija ako i samo ako važi:

(i) Eϕ
A je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;

(ii) Eϕ
B je direktna bisimulaciona ekvivalencija na B;

(iii) ϕ̃ je izomorfizam težinskih faktor automata A/Eϕ
A i B/Eϕ

B.

Dokaz. Neka je E = Eϕ
A i F = Eϕ

B. Pretpostavimo da je ϕ direktna bisim-
ulacija. Iz Teoreme 1.10 slede tvrđenja (i) i (ii), a na osnovu Leme 1.5 ϕ̃ je
bijekcija od A/E na B/F .
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Za proizvoljne a, a1, a2 ∈ A, x ∈ X i ψ ∈ CR(ϕ) važi

σA/E(Ea) = (σA ◦ E)(a) = (σB ◦ ϕt)(a) =
∑
b∈B

σB(b)ϕ(a, b)

=
∑
b∈B

σB(b)F (ψ(a), b) =
∑
b∈B

σB(b)F (b, ψ(a))

= (σB ◦ F )(ψ(a)) = σB/F (Fψ(a)) = σB/F (ϕ̃(Ea)),

τA/E(Ea) = (τA ◦ E)(a) = τA(a) = (ϕ ◦ τB)(a)

=
∑
b∈B

ϕ(a, b)τB(b) =
∑
b∈B

F (ψ(a), b)τB(b)

= (F ◦ τB)(ψ(a)) = τB/F (Fψ(a)) = τB/F (ϕ̃(Ea))

Dalje, na osnovu (i) i Teoreme 1.10 dobijamo

δAx ◦ E = E ◦ δAx ◦ E = ϕ ◦ ϕt ◦ δAx ◦ ϕ ◦ ϕt

6 ϕ ◦ δBx ◦ ϕt ◦ ϕ ◦ ϕt = ϕ ◦ δBx ◦ ϕt 6 δAx ◦ E,

pa je E ◦ δAx ◦ E = δAx ◦ E = ϕ ◦ δBx ◦ ϕt, i

δA/E(Ea1 , x, Ea2) = (E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2)

= (ϕ ◦ δBx ◦ ϕt)(a1, a2)

=
∑

b1,b2∈B

ϕ(a1, b1)δ
B
x (b1, b2)ϕ(a2, b2)

=
∑

b1,b2∈B

F (ψ(a1), b1)δ
B
x (b1, b2)F (ψ(a2), b2)

= (F ◦ δBx ◦ F )(ψ(a1), ψ(a2))

= δB/F (Fψ(a1), x, Fψ(a2))

= δB/F (ϕ̃(Ea1), x, ϕ̃(Ea2)),

Dakle, ϕ̃ je izomorfizam između težinskih faktor automata A/E and B/F .

Obratno, ako pretpostavimo da važi (i), (ii) i (iii), onda za ψ ∈ CR(ϕ),
ξ ∈ CR(ϕt), a, a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B i x ∈ X imamo da je

σA(a) 6 (σA ◦ E)(a) = σA/E(Ea) = σB/F (ϕ̃(Ea)) = σB/F (Fψ(a))

= (σB ◦ F )(ψ(a)) =
∑
b∈B

σB(b)F (b, ψ(a)) =
∑
b∈B

σB(b)F (ψ(a), b)

=
∑
b∈B

σB(b)ϕ(a, b) =
∑
b∈B

σB(b)ϕt(b, a) = (σB ◦ ϕt)(a),
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pa je σA 6 σB ◦ ϕt, i slično je σB 6 σA ◦ ϕ. Dalje,

(E ◦ δAx ◦ E)(a1, a2) = δA/E(Ea1 , x, Ea2) = δB/F (ϕ̃(Ea1), x, ϕ̃(Ea2))

= δB/F (Fψ(a1), x, Fψ(a2)) = (F ◦ δBx ◦ F )(ψ(a1), ψ(a2)),

i slično je

(F ◦ δBx ◦ F )(b1, b2) = (E ◦ δAx ◦ E)(ξ(b1), ξ(b2)).

Na osnovu (i) i (ii) je ϕt ◦ δAx = ϕt ◦ E ◦ δAx 6 ϕt ◦ δAx ◦ E, pa na osnovu
Teoreme 1.10, za sve a ∈ A i b ∈ B dobijamo da je

(ϕt ◦ δAx )(b, a) 6 (ϕt ◦ δAx ◦ E)(b, a) =
∑
a1∈A

ϕt(b, a1)(δ
A
x ◦ E)(a1, a)

=
∑
a1∈A

E(ξ(b), a1)(δ
A
x ◦ E)(a1, a) = (E ◦ δAx ◦ E)(ξ(b), a)

= (F ◦ δBx ◦ F )(ψ((ξ(b)), ψ(a)) =
∑
b1∈B

F (ψ(ξ(b)), b1)(δ
B
x ◦ F )(b1, ψ(a))

=
∑
b1∈B

F (b, b1)(δ
B
x ◦ F )(b1, ψ(a))

= (F ◦ δBx ◦ F )(b, ψ(a)) = (δBx ◦ F )(b, ψ(a))

=
∑
b2∈B

δBx (b, b2)F (b2, ψ(a)) =
∑
b2∈B

δBx (b, b2)ϕ(a, b2) = (δBx ◦ ϕt)(b, a),

pa važi ϕt ◦ δAx 6 δBx ◦ ϕt. ovde smo koristili činjenicu da je
F (ψ(ξ(b)), b) = ϕ(ξ(b), b) = ϕt(b, ξ(b)) = 1, gde je Fψ(ξ(b)) = Fb i

F (ψ(ξ(b)), b1) = Fψ(ξ(b))(b1) = Fb(b1) = F (b, b1).

Slično se dokazuje da je ϕ ◦ δBx 6 δAx ◦ ϕ. Dalje,

τA(a) = (E ◦ τA)(a) = τA/E(Ea) = τB/F (ϕ̃(Ea)) = τB/F (Fψ(a))

=
∑
b∈B

F (ψ(a), b)τB(b) =
∑
b∈B

ϕ(a, b)τB(b) = (ϕ ◦ τB)(a),

pa τA = ϕ ◦ τB, i slično dobijamo ϕt ◦ τA 6 τB. Dakle, ϕ je uniformna
direktna bisimulacija između težinskih automata A i B.

Teorema 5.13. Neka su A = (A, δA, σA, τA) i B = (B, δB, σB, τB) težinski
automati, neka je E direktna bisimulacija na A i F direktna bisimulacija na
B. Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ϕ ∈ BR(A,B) takva da je

Eϕ
A = E i Eϕ

B = F, (5.31)

ako i samo ako težinski faktor automati A/E i B/F jesu izomorfni.
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Dokaz. Ako postoji uniformna direktna bisimulacija takva da je Eϕ
A = E

i Eϕ
B = F , onda na osnovu Teoreme 5.12, imamo da su težinski faktor

automati A/E i B/F izomorfni.

Obratno, neka je φ : A/E → B/F izomorfizam težinskih faktor automata
A/E i B/F . Neka je relacija ϕ ∈ BR(A,B) definisana na sledeći način: za
sve a ∈ A i b ∈ B je

ϕ(a, b) = 1 ⇔ φ(Ea) = Fb.

Jasno da je relacija ϕ kompletna i sirjektivna. Ako za neke a ∈ A i b ∈
B važi (ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ)(a, b) = 1, onda postoje a′ ∈ A i b′ ∈ B takvi da je
ϕ(a, b′)ϕt(b′, a′)ϕ(a′, b) = 1, tj., postoje a′ ∈ A i b′ ∈ B takvi da je ϕ(a, b′) =
ϕ(a′, b′) = ϕ(a′, b) = 1. odavde je φ(Ea) = Fb′ = φ(Ea′) = Fb, pa je
ϕ(a, b) = 1. Dakle, ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ 6 ϕ, pa možemo zaključiti da je ϕ uniformna
relacija.

Dalje, za proizvoljne a1, a2 ∈ A važi

Eϕ
A(a1, a2) = 1 ⇔ (∀b ∈ B)ϕ(a1, b) = ϕ(a2, b) ⇔ φ(Ea1 , Ea2)

⇔ Ea1 = Ea2 ⇔ E(a1, a2) = 1,

pa je Eϕ
A = E. Slično se dokazuje da je Eϕ

B = F .
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Abstract, AB: This thesis deals with those properties of twovalued relations that can be 
transferred to multivalued relations. The most studied type of multivalued 
relations are fuzzy relations. In Zadeh’s original definition of a fuzzy relation  
values were taken from the real unit interval [0,1], whereas Goguen proposed 
the study of fuzzy sets and relations with values in an arbitrary lattice. 
Another important type of multivalued relations are multivalued relations 
among finite sets with values in a field, ring, or a semiring. They are well 
known as matrices. The thesis develops the theory of multivalued relations 
over lattices and additively idempotent semirings. In particular, we study 
weakly linear systems of inequalities and equations which involve 
multivalued relations, as well as applications of these systems. 
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