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Predgovor

Teorija infinitezimalnih deformacija jedan je od glavnih delova globalne diferencijalne ge-
ometrije i proucava geometrijske objekte sa usvojenom tacnos¢u. Koncept infinitezimalnih
deformacija zastupljen je najpre kod povrsi, a zatim se nastavlja i kod krivih i mnogostrukosti.

Prilikom infinitezimalnih deformacija, neke geometrijske veli¢ine ostaju nepromenjene (sa
datom preciznoséu) i kazemo da su krute. Nasuprot njima, veli¢ine koje se menjaju su nekrute,
odnosno fleksibilne.

U slucaju krutosti luka krive govorimo o infinitezimalnom savijanju. Infinitezimalna sav-
ijanja su posebno vazna u teoriji infinitezimalnih deformacija. Prilikom savijanja jo$ neke
veli¢ine ostaju stacionarne kao sto su koeficijenti prve osnovne kvadratne forme, determinanta
prve i druge kvadratne forme povrsi, Kristofelovi simboli, Gausova i geodezijska krivina itd.

Infinitezimalno savijanje povrsi nije izometrijska deformacija. Mozemo reéi da je to izometri-
jska deformacija posmatrano sa usvojenom tac¢noséu. Pri infinitezimalnom savijanju povrs se
doformise tako da je u po¢etnom momentu duzina luka stacionarna.

Problemom infinitezimalnih savijanja povrsi bavili su mnogi poznati matematicari: A. Kosi
(Cauchy), H. Libman (Liebman), D. Hilbert, H. Vajl (Weil), V. Blaske (Blaschke), S. Kon-
Fosen (Cohnn-Vossen) i dr. Poslednjih decenija ovim problemom bave se A. D. Aleksandrov,
[. Vekua, N. V. Jefimov (Efimov), A. V. Pogorelov, V. T. Fomenko, I. H. Sabitov, I. Ivanova-
Karatopraklijeva, Lj. S. Velimirovi¢, V. A. Aleksandrov i dr.

U teoriji savijanja, posebno je vazan zadatak pronaci klasu nesavitljivih, odnosno krutih
povrsi (kada je deformacija trivijalna, tj. kretanje povrsi kao krutog tela), kao i klasu savitljivih,
odnosno fleksibilnih povrsi.

Prvi globalni rezultat u teoriji savijanja povrsi pripada Kosiju [13]. On je 1813. godine
dokazao da su zatvoreni konveksni poliedri kruti. Godine 1899. Libman je dokazao da je sfera
kruta [53]. Takode, par godina kasnije, pokazao je da su torus i analiticka rotaciona povrs, koja
sadrzi jako konveksan pojas kruti u klasi infinitezimalnih savijanja.

Infinitezimalna savijanja neregularnih konveksnih povrsi prvi je proucavao A. D. Aleksan-
drov [1]. N. V. Jefimov je dao fundamentalni doprinos razvoju teorije infinitezimalnih savijanja.
On u radu [30] daje opsti pregled infinitezimalnih savijanja prvog i viseg reda razlicitih klasa
povrsi. Takode, infinitezimalna savijanja drugog i viseg reda razmatrana su u radovima S.
Kon-Fosena [15], I. Ivanove-Karatopraklieve [46], I. H. Sabitova [73], Lj. S. Velimirovié¢ [94, 98].

Osnovni metod za izucavanje infinitezimalnih savijanja rotacionih povrsi izlozio je Kon-
Fosen [15]. K. M. Belov je u radu [7] razmatrao infinitezimalna savijanja toroidnih rotacionih
povrsi sa meridijanom oblika ¢etvorougla specijalnog oblika i medu njima ukazao na nekrute
povrsi sa konveksnim meridijanom. Lj. S. Velimirovié¢ je u [94] dala neka uopstenja, razma-
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trajuéi toroid sa meridijanom oblika proizvoljnog prostog cetvorougla.

Koriste¢i aparat uopstenih analitickih funkcija, I. Vekua [92] je na jedinstven nacin pristupio
ispitivanju infinitezimalnih savijanja povrsi. Svoje teorijsko razmatranje primenio je u teoriji
ljuski. Naime, teorija infinitezimalnih savijanja povrsi je tesno povezana sa teorijom tankih
elasticnih ljuski. Termin ”krutost povrsi” ima odgovaraju¢u mehanicku interpretaciju.

Od posebne vaznosti u teoriji infinitezimalih savijanja povrsi su polja rotacije i translacije.
Ova polja uveo je G. Darbu (Darboux) [18]. Brilijantnu primenu polja rotacija pronasao je V.
Blaske [8], koji je predstavio najjednostavniji dokaz krutosti glatkih ovaloida. Kasnije je njegov
dokaz popularizovalo mnogo autora (v. [15, 30]). Polje translacija igra vaznu ulogu u studijama
matematicara kao sto su E. Rembs [71] i R. Zaua (Sauer) [74], koji su, izmedu ostalog, pokazali
da je projektivna slika nekrute povrsi takode nekruta povrs. Medu savremenim autorima koji
koriste polja rotacije i translacije pomenuéemo G. Siarle (Ciarlet) i O. Zozifeski (Iosifescu) [14].

Prilikom savijanja povrsi, neke geometrijske veli¢ine se menjaju, odnosno fleksibilne su, §to
je okarakterisano varijacijom razli¢itom od nule. Varijacija geometrijskih veli¢ina ima vaznu
ulogu u opisu fleksibilnosti povrsi prilikom deformacije. Zanimljivo je da varijacija zapremine
pri infinitezimalnom savijanju povrsi koja je odreduje nije uvek stacionarna. V. A. Aleksandrov
je uradu [2] dao primer poliedra koji ne o¢uvava zapreminu. Takode, pokazao je da je zapremina
glatke rotacione povrsi stacionarna. Lj. S. Velimirovi¢ [94] je pokazala da je zapremina deo po
deo glatke rotacione povrsi pri infinitezimalnom savijanju stacionarna.

Kada je u pitanju varijacija totalne srednje krivine povrsi, pomenimo radove V. A. Alek-
sandrova [3, 4]. On je pokazao da svaka fleksibilna orijentisana povrs bez kraja u euklidskom
trodimenzionalnom prostoru R? ¢uva totalnu srednju krivinu pri savijanju. Integral srednje
krivine hiperpovrsi u multidimenzionalnom euklidskom i Lobacevskom prostoru razmatrali su
F. J. Algren i I. Rivin u radu [5].

Jo$ jedna, takode vazna klasa infinitezimalnih deformacija povrsi u R? jesu geodezijske
deformacije. Naime, ukoliko su prilikom infinitezimalne deformacije geodezijske linije krute,
tj. svaka geodezijska linija prelazi u geodezijsku sa datom preciznoséu, re¢ je o infinitezi-
malnim geodezijskim deformacijama. Kako je geodezijska krivina kruta pri infinitezimalnim
savijanjima, pa samim tim i geodezijske linije kao krive ¢ija je geodezijska krivina jednaka nuli,
infinitezimalna savijanja su specijalan sluc¢aj infinitezimalnih geodezijskih deformacija.

Infinitezimalne geodezijske deformacije uveli su M. L. Gavril¢enko (Gavril’chenko) i N. Sin-
jukov (Sinyukov) [80] godine 1971. Oni su dokazali postojanje veze izmedu geodezijskih defor-
macija i geodezijskih preslikavanja (preslikavanja koja cuvaju geodezijske linije) i uveli potrebne
i dovoljne uslove za postojanje takvih deformacija. U monografiji [68] 7. Radulovica, J. Mikesa
i M. L. Gavrilcenka pokazano je da infinitezimalne geodezijske deformacije dopustaju samo
Liuvilove povrsi. U radu [34] V. T. Fomenko proucava infinitezimalne geodezijske deformacije
metrike ds? u izometrijskoj parametrizaciji i pokazuje da se problem postojanja ovih defor-
macija moze svesti na proucavanje sistema diferencijalnih jednacina kompleksne promenljive
i da sfera "u celom” dopusta netrivijalne geodezijske deformacije. U [31] S. Fedéenko (Fed-
chenko) proucava specijalne vrste infinitezimalnih geodezijskih deformacija rotacionih povrsi
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- tangentne i normalne deformacije. S. G. Leiko i S. Fedéenko u [50] daju varijacionu gen-
eralizaciju problema infinitezimalnih geodezijskih deformacija, tzv. infinitezimalne rotacione
deformacije i prikazuju njihovu ulogu u mehanici i teoriji tankih ljuski.

Osim pomenutih vrsta infinitezimalnih deformacija, zadavanjem raznih specijalnih uslova
mozemo dobiti razne vrste infinitezimalnih deformacija, na primer, afine, povrsinske, konformne

idr.

Teorija infinitezimalnih deformacija povrsi se dalje rasprostranjuje pocev od rezultata iz
trodimenzionalnog euklidskog prostora generalizacijom na visedimenzionalne prostore, odnosno
njihove potprostore. Od kako je T. Levi-Civita (Levi-Civita) publikovao svoj ¢uveni rad
[51] o geodezijskoj devijaciji, teoriju infinitezimalnih deformacija krivih na mnogostrukostima
proucavali su T. Bogio (Boggio), E. Bortoloti (Bortolotti), E. Kartan (Cartan), U. Krudeli
(Crudeli), L. P. Ajzenhart (Eisenhart), A. De Mira Fernandes, H. A. Hajden (Hayden), M.
S. Knebelman, A. J. Mekonel (McConnell) i dr. Teorija infinitezimalnih deformacija krivih je
zatim generalizovana na potprostore od strane autora E. Bortolotija, E. Kartana, H. A. Haj-
dena, A. J. Mekonela, K. Jana i drugih. Potom su teoriju infinitezimalnih deformacija prostora
proucavali N. Koburn (Coburn), L. P. Ajzenhart, E. R. van Kampen, M. S. Knebelman, A. J.
Mekonel, K. Jano i dr. K. Jano je u radu [112] razvio geometrijsku teoriju infinitezimalnih de-
formacija i proucavao specijalno deformacije potprostora prostora sa linearnom koneksijom. U
radu [111] primenjeni su ti metodi u prouc¢avanju infinitezimalnih deformacija krivih, i to raznih
vrsta u zavisnosti od geometrijske veli¢ine koja ostaje nepromenjena. Tako imamo geodezijske,
afino konusne, projektivno konusne, kao i deformacije koje ¢uvaju geodezijske, odnosno kon-
formne krugove.

Teoriju infinitezimalnih savijanja visedimenzionalnih prostora razvijali su K. Jano, A. V.
Pogorelov, P. E. Markov, 1. Ivanova-Karatopraklijeva, I. H. Sabitov, Lj. S. Velimirovi¢ i dr.

Infinitezimalne geodezijske deformacije Rimanovih prostora i njihovih potprostora zastu-
pljene su u radovima M. L. Gavril¢enka, N. N. Kinzerske, V. Kiosaka, J. Mikesa, A. Vanzurove,
N. S. Sinjukova, na primer [36, 37, 38, 39, 57]. U radu [36] M. L. Gavriléenko daje potrebne
i dovoljne uslove da Rimanov prostor dopusta infinitezimalne geodezijske deformacije. Od
prakti¢nog su interesa infinitezimalne deformacije Rimanovih (pod)prostora pri kojima se svaka
geodezijska kriva slika na krivu koja je takode geodezijska (u deformisanom podprostoru) sa
datom preciznos¢u. Ovakav pristup je od velikog znacaja prilikom simuliranja realnih fizickih
situacija, kada se razmatra evolucija gravitacionih polja (elektromagnetnih polja, mehanickih
sistema itd.).

U novije vreme, problematika infinitezimalnih deformacija prostora sa simetricnom koneksi-
jom sve se viSe generalizuje na prostore sa nesimetricnom koneksijom. Prostori sa nesimetri¢nim
osnovnim tenzorom, odnosno nesimetri¢nom koneksijom poticu od Ajnstajna (Einstein) u vezi
sa Jedinstvenom teorijom polja (JTP) [26, 27|, koja osim gravitacije obuhvata i elektromag-
netno polje. Pocev od 1951. ovim problemom se dosta bavio Ajzenhart (Eisenhart) [29], a
kasnije i mnogi drugi matematicari: S. M. Minci¢ [58], M. Prvanovi¢ [67], M. Stankovi¢ [87],
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S. Bohner i K. Jano [9], R. S. Mishra [62], K. D. Singh [76], M. Lj. Zlatanovi¢ [114] i dr. In-
finitezimalne deformacije prostora sa nesimetricnom afinom koneksijom javljaju se u knjigama
(61, 98] autora S. M. Minéica i Lj. S. Velimirovié¢, kao i njihovim mnogobrojnim radovima.

Ovaj rad razmatra neke probleme teorije infinitezimalnih deformacija i to, pre svega, in-
finitezimalnih savijanja krivih i povrsi i infinitezimalnih geodezijskih deformacija mnogostrukosti.
Sastoji se iz pet glava, i to:

. Infinitezimalne deformacije povrsi;

Varijacija geometrijskih velic¢ina;
Infinitezimalne deformacije krivih na povrsima;
Infinitezimalne deformacije mnogostrukosti;
Neki metricki problemi.

gLk e

Svaka glava podeljena je na nekoliko poglavlja, a poglavlja na odeljke. Na kraju je dat
spisak literature po abecednom redosledu. Ukratko ¢emo izloziti sadrzaj rada po glavama.

Prva glava sadrzi pregled poznatih rezultata teorije infinitezimalnih deformacija i, posebno,
infinitezimalnih savijanja povrsi, kao i analizu infinitezimalnih savijanja jedne klase povrsi.

U prvom poglavlju ove glave dati su osnovni pojmovi tenzorskog racuna koji su u radu
koriséeni. U drugom poglavlju definisu se infinitezimalne deformacije povrsi n-tog reda. Trece
poglavlje sadrzi definiciju infinitezimalnog savijanja n-tog reda i osnovne teoreme koje se koriste
u radu. U odeljku 1.3.1 predstavljen je kinematicki sistem jednacina polja infinitezimalnih
savijanja, prema [92, 93]. U odeljku 1.3.2 razmatra se specijalna klasa pravolinijskih povrsi,
tzv. Gaudijeve povrsi, i odreduje polje infinitezimalnih savijanja za tu klasu povrsi.

Rezultat odeljka 1.3.2 publikovan je u [103].

U drugoj glavi razmatra se varijacija geometrijskih veli¢ina pri infinitezimalnim deformaci-
jama povrsi. Pored promene nekih osnovnih elemenata povrsi (kovarijantnih i kontravarijantnih
baznih vektora, glavne normale, koeficijenata prve i druge kvadratne forme, srednje i Gausove
krivine itd.), u tre¢em poglavlju ove glave razmatra se promena Vilmorove energije, kao funkcije
srednje i Gausove krivine, i nalazi klasa povrsi ¢ija je Vilmorova energija stacionarna pri in-
finitezimalnim deformacijama (jednac¢ina 2.3.15). U cetvrtom poglavlju razmatra se promena
geometrijskih velic¢ina pri infinitezimalnim savijanjima, i to:

e Odeljak 2.4.1 (Vilmorova energija). Osim posmatranja stacionarnosti Vilmorove energije
pri infinitezimalnim savijanjima (Teorema 2.4.1), u ovom odeljku dat je novi dokaz poz-
natog stava da je varijacija totalne srednje krivine glatke orijentisane povrsi bez kraja
jednaka nuli pri infinitezimalnom savijanju povrsi ([3, 5]), primenom tenzorskog racuna
(Teorema 2.4.3). Takode, u istom odeljku, opisane su povrsi konstantne srednje krivine
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(CMC povrsi) i diskutovana promena Vilmorove energije pri infinitezimalnom savijanju
takvih povrsi.

Osnovne ¢injenice CMC povrsi, kao i njihova vizualizacija publikovani su u [16].

o Odeljak 2.4.2 (Zapremina generalisanih konusa). Pokazano je da je varijacija zapremine
tela ograni¢enog povrsi S i konusom pridruzenim koordinatnom pocetku do granice povrsi
pri infinitezimalnom savijanju povrsi S jednaka fluksu polja translacija kroz spoljasnju
stranu povrsi S (Teorema 2.4.8).

e Odeljak 2.4.3 (Totalna srednja krivina deo po deo glatke povrsi). Dato je uopstenje Alek-
sandrovog razmatranja u radu [3] koje vazi u slucaju glatkih povrsi na deo po deo glatke
povrsi i predstavljen obrazac za racunanje varijacije totalne srednje krivine deo po deo
glatkih povrsi (jednacina 2.4.36).

Rezultat poslednjeg odeljka publikovan je u [102].

Rezultati poglavlja 2.2, 2.3 i odeljka 2.4.1 publikovani su u [101], sa primenama u teoriji
ljuski. Razmatranje promene Vilmorove energije ¢elijskih membrana pri infinitezimalnom sav-
ijjanju publikovano je u [99].

U trec¢oj glavi analiziraju se infinitezimalne deformacije krivih na povrsima. U prvom
poglavlju, pored definicije infinitezimalnih deformacija i infinitezimalnih savijanja krivih, daje
se niz teorema prema [94]. Po ugledu na rad [96] autora Lj. S. Velimirovi¢, u kome se raz-
matra infinitezimalno savijanje ravne krive koje tu krivu ukljucuje u familiju ravnih krivih,
tj. koje datu krivu ostavlja u prvobitnoj ravni posle deformacije, predmet ove glave su takve
deformacije krivih na povrsi koje tu krivu uklju¢uju u familiju krivih na istoj povrsi.

Poglavlje 3.2 razmatra infinitezimalne deformacije krivih na sferi. Pokazuje se da ne postoji
netrivijalna infinitezimalna deformacija sferne krive koja pripada datoj sferi (Teoreme 3.2.1-
3.2.3).

Rezultat ovog poglavlja publikovan je u [100].

Poglavlje 3.3 proucava infinitezimalno savijanje krive na pravolinijskim povrSima i daje
odgovarajuée polje savijanja (jednac¢ina 3.3.3). Specijalno, u odeljku 3.3.1 razmatra se infinitez-
imalno savijanje krive na cilindru kao primeru pravolinijske povrsi. U odeljku 3.3.2 posmatra se
infinitezimalno savijanje krive na hiperbolickom paraboloidu, kao primeru dva put pravolinijske
povrsi. Takode, ispituje se promena krivine krive pri infinitezimalnom savijanju koje datu krivu
na hiperbolickom paraboloidu ukljucuje u familiju krivih na istom hiperbolickom paraboloidu
(Teorema 3.3.4). Neki primeri su vizualizovani primenom programskog paketa Mathematica.

Cetvrta glava proucava infinitezimalne deformacije generalisanih Rimanovih prostora.
Poglavlje 4.1 daje pregled osnovnih ¢injenica teorije generalisanih Rimanovih prostora. U
4.2 definisana su geodezijska preslikavanja i iznete teoreme koje se u radu koriste. U 4.3 definisu
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se infinitezimalne deformacije generalisanih Rimanovih prostora i ispituje varijacija nekih ge-
ometrijskih objekata, kao i veza izmedu kovarijantnog diferenciranja u datom i deformisanom
prostoru (Leme 4.3.1-4.3.3).

Poglavlje 4.4 definise infinitezimalne geodezijske deformacije generalisanog Rimanovog pros-
tora, koje su predmet proucavanja ove glave (Definicija 4.4.1).

U odeljku 4.4.1 daju se potrebni i dovoljni uslovi da preslikavanje dva generalisana Rimanova
prostora bude geodezijsko (Teoreme 4.4.1, 4.4.2, 4.4.4, 4.4.5).

U 4.4.2 navode se potrebni i dovoljni uslovi da postoji geodezijska deformacija generalisanog
Rimanovog prostora (Teoreme 4.4.7-4.4.10), sto predstavlja uopsStenje analognog razmatranja
M. L. Gavriléenka u slu¢aju Rimanovih prostora [37]. Takode, poznato je da postoji netrivi-
jalna geodezijska deformacija Rimanovog prostora ako i samo ako postoji netrivijalno geodez-
ijsko preslikavanje Rimanovog prostora [57]. Ovde je dato uopstenje ove teoreme i pokazano
da postoji netrivijalna geodezijska deformacija generalisanog Rimanovog prostora ako i samo
ako postoji netrivijalno geodezijsko preslikavanje generalisanog Rimanovog prostora na njemu
kompatibilan prostor (Teorema 4.4.11).

U odeljku 4.4.3 definisu se ekvidistantni generalisani Rimanovi prostori (Definicija 4.4.3) i
pokazuje da postoji netrivijalna infinitezimalna geodezijska deformacija takvih prostora (Teo-
rema 4.4.15) konstrukcijom jednog primera geodezijskog preslikavanja proizvoljnog ekvidis-
tantnog generalisanog Rimanovog prostora.

Rezultat poslednjeg odeljka publikovan je u [17].

Peta glava je posveéena nekim metrickim problemima, tzv. lokacijskim problemima. U
poglavlju 5.1 predstavljen je koncept lokacijskih problema i uloga metrike u njima. Poglavlje 5.2
razmatra diskretni lokacijski problem na proizvoljnoj povrsi u euklidskom trodimenzionalnom
prostoru uz adekvatnu vizualizaciju primenom programskog paketa Mathematica.

Koncept diskretnog lokacijskog problema na proizvoljnoj povrsi objavljen je u [83].

U poglavlju 5.3 predstavljena je uloga lift metrike u diskretnom lokacijskom problemu u
ravni. 5.4 daje reSenje jednog poznatog optimizacionog problema koje se u nastavku koristi
(Algoritam 1). U poglavlju 5.5 razmatra se kontinualni jednoobjektni minisum Veberov problem
u ravni primenom lift metrike i daje efektivni algoritam za njegovo resavanje (Algoritam 2).



Glava 1

Infinitezimalne deformacije povrsi

U ovoj glavi definisa¢emo osnovne pojmove i izneti opsta tvrdenja teorije infinitezimalnih de-
formacija, specijalno infinitezimalnih savijanja, sledeéi ispitivanja N. V. Jefimova [30] (Niko-
lai Vladimirovich Efimov, 1910-1982, ruski matematicar), I. Vekua [92] (Ilia Vekua, 1907-
1977, gruzijski matematicar), S. Kon-Fosena [15] (Stephan Cohn-Vossen, 1902-1936, nemacki
matematicar), Lj. S. Velimirovi¢ [93, 94, 98] (Ljubica S. Velimirovi¢, srpski matematicar).
Specijalno, odredi¢emo polje infinitezimalnih savijanja sinusoidnog konoida. Osnovni pojmovi
tenzorskog racuna u radu, kao i koris¢ena notacija zasnovani su na knjigama L. P. Ajzenharta
28] (Luther Pfahler Eisenhart, 1876-1965, americki matematicar), S. M. Miné¢ica i Lj. S. Ve-
limirovi¢ [60, 61] (Svetislav M. Min¢i¢, srpski matematicar).

1.1 Osnovni pojmovi tenzorskog racuna

Uvedimo ukratko neophodnu notaciju tenzorskog racuna koja se u radu koristi. Detaljnija
objasnjenja u vezi sa osnovnim pojmovima i primenama tenzorskog racuna mogu se naé¢i u
28, 41, 60, 61]. Tenzorski racun je posebno pogodan u teoriji elasti¢nosti, u proucavanju ljuski
i membrana. Klasi¢na notacija diferencijalne geometrije koristi se u knjigama kao sto su npr.
40, 88] itd.

Posmatrajmo povrs S C R3
S:r=r('v?), (u'u?)eDcR. (1.1.1)

Povrs S je izrazena preko krivolinijskih (unutrasnjih) koordinata u’, a veza sa Dekartovim
koordinatama (René Descartes, 1596-1650, francuski matematicar i filozof) moze se predstaviti

na sledeé¢i naéin -
r=r(u,u)

=z'(u', u?)iy + 2 (u', u?)iz + 2% (u

=1%,,

L u?)ig (1.1.2)
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primenom Ajnstajnove konvencije o sumiranju (Albert Einstein, 1879-1955, nemacki fizicar i
matematicar), pri ¢emu su i, jedini¢ni vektori u pravcu Dekartovih osa. Indeks o po kome se
vrsi sabiranje je nemi indeks.

Uvedimo sledec¢e kovarijantne bazne vektore

rr =rjm, o =Tp9 (113)

)

1 2

gde indeksi ,1 i ,2 oznacavaju parcijalno diferenciranje u odnosu na u- i u®, respektivno.
Vektori r; i ry leZe u tangentnoj ravni povrsi u pravcu koordinatnih linija redom u = u! i

u = u?. Jedini¢éni vektor v

ry Xr
p=_—1""2 (1.1.4)
[[r1 X 1o
je normala povrsi.
Uvedimo i kontravarijantne bazne vektore, v/, skalarnim proizvodom
/o, =60, r.v=0, (1.1.5)

gdeje ¢/ = {(1) Z;j Kronekerov §— simbol (Leopold Kronecker, 1823-1891, nemacki matematicar).
Tako, r! i r? leZe u tangentnoj ravni povrsi normalno na ry i 1, respektivno. (U nastavku ¢emo
latinskim indeksima, i, j, k, oznacavati vrednosti 1,2, ukoliko nije drugacije receno.)
Pomerangje dr izmedu dve dovoljno bliske tacke (u', u?) i (u! +du', u? 4+ du?®) na povrsi, dato
je sa
dr=r;du' + rodu’® =r;du’. (1.1.6)

Kovarijantni © kontravarijantni metricki tenzor povrsi definiSemo skalarnim proizvodima
respektivno
9ii =g =ri-rjig’l =g" =11 (1.1.7)
Ocigledno je g;,g"7 = 7. Pomocu metrickog tenzora vrsimo operacije spustanja i dizanja
indekasa. Na primer,
i i
v'=g"v,, V=gV,

gde su v* i v; redom kontravarijantne i kovarijantne koordinate veli¢ine v.

Napomenimo da je neka veli¢ina tenzor ako zadovoljava pravilo za promenu njenih kompone-
nata prilikom promene koordinatnog sistema. Tako, na primer, neka su v’ i v’ dva koordinatna
sistema. Tada za komponente kovarijantnog tenzora prvog reda (vektora povrsi) vazi

ou’

_ o 11,
8ul'v (1.1.8)

(V7
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Sli¢no, za kontravarijantni, kovarijantni i mesSoviti tenzor drugog reda vazi redom

i/j,_ﬁui/ o’ i - ou' ow’ B ; _%i/ o? | 119
“owiow L T g ow M U T g ow U (1.1.9)

Kvadrat linijskog elementa ds odreden je na sledec¢i nacin

ds*=dr - dr=g1; (du')? + 2g1odu’ du® + goo(du?)?, (1.1.10)
sto predstavlja prvu osnovnu kvadratnu formu pouvrsi. Ako je
9=911922 — (g12)° (1.1.11)

determinanta prve kvadratne forme, vazice

g 9 g

Koeficijente druge kvadratne forme uvodimo na sledec¢i nacin
v; = v ;, dok je druga kvadratna forma data skalarnim proizvodom

d’r - v="b;jdu'du’ . (1.1.14)

Normalna krivina u pravcu dr predstavljena je preko prve i druge kvadratne forme izrazom

_ d’r-v
K= . 1.1.1
dr - dr ( 5)
Posmatrajmo jednacinu
k? — k(b} + b3) + bibs — biby =0, (1.1.16)

gde je b; = ¢'Pb,;. Za svaku od dve vrednosti za k dobijenih iz prethodne jednacine, postoji
na povrsi odgovarajuci pravac. Ta dva pravca su ortogonalna, a odgovarajuce vrednosti za
k jednake su minimalnoj i maksimalnoj vrednosti normalne krivine u datoj tacki na povrsi i
predstavljaju glavne krivine. Odgovaraju¢i pravci nazivaju se glavni pravei. Ako su resenja
jednacine (1.1.16) jednaka u datoj tacki, onda su svi pravei glavni u toj tacki.

Srednja krivina H je aritmeticka sredina glavnih krivina, t;.

k) +ke) b+ b

2 2 2
_ guibaz — 291212 + gasbir
B 2(911922 — (912)?)

H=

(1.1.17)




12 GLAVA 1. INFINITEZIMALNE DEFORMACIJE POVRSI

Gausova krivina K (Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, nemacki matematicar) pred-
stavlja proizvod glavnih krivina,

| o
K = k) =bib; — biby =5 (bib; — byb;)
1.1.
_ biibas — (bio)’ (1.1.18)
g11922 — (912)2'
Jednacinama 1
Lijk= §<gji,k — Gjki + gik,j)a (1.1.19)
i i L,

Uik =9"Tpie=59"(9ipk — Gjkp + Gpk.j) (1.1.20)

2

zadati su, redom, Kristofelovi simboli prve i druge vrste povrsi (Elwin Bruno Cristoffel, 1829-
1900, nemacki matematicar). Oni su simetri¢ni po poslednja dva indeksa (prve vrste), odnosno
po donjim indeksima (druge vrste). Za Kristofelove simbole druge vrste vazi

J(In \/g)

L= Sur (1.1.21)
Neka je r;; = r; ;. Derivacione formule prve vrste predstavljaju jednacine
r; :FZI‘P + bijll, (1122)
dok su jednacine
v,=—br, (1.1.23)

derivacione formule druge vrste. Derivacionim formulama se izvodni vektori rjj (tj. riq, ro i
ryo) 1 v; izrazavaju preko vektora pokretnog (pridruzenog, prirodnog) triedra ry, ro i v.

Neka je na povrsi S dat vektor v = vir; = v;ri. Parcijalni izvod vektora v dat je sa

ov ipg
—=v, =01, + 0'ry
Qui 7 Tt Y (1.1.24)
:vi’jr" —+ virfj.
Primenom derivacione formule prve vrste dobijamo
v =vir + 'y, (1.1.25)

gde se kovarijantni izvod ; definise na sledeé¢i nacin:

vl =v'; 4+ )07, (1.1.26)
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Kovarijantni izvod mozemo zameniti prostim parcijalnim izvodom jednac¢inom

. 1 .
vty = W(gl/%@)ﬂ». (1.1.27)

Jednacina (1.1.24) se moze zapisati u vidu

V=i’ 4 vbly, (1.1.28)
gde je kovarijantni izvod
Vi =05 — Ffjvp. (1129)

Slicno, kovarijantni izvod tenzora drugog reda dat je na slede¢i nacin:

3= q7+T},d"” + 15,47, (1.1.30)
o= + Uity — T, (1.1.31)
Gijik =ik — Uipttpg — Ujtlip- (1.1.32)

Kovarijantni izvod skalara jednak je njegovom parcijalnom izvodu. Kovarijantni izvod metrickog
tenzora jednak je nuli.

Kovarijantni izvod ima izvesne osobine, koje se poklapaju sa osobinama obi¢nih izvoda. Na
primer,

e kovarijantni izvod zbira (razlike) jednak je zbiru (razlici) kovarijantnih izvoda,

e za obican (spoljasnji ) proizvod, kao i kompoziciju (unutrasnji proizvod), vazi Lajbnicovo
pravilo (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716, nemacki filozof i matematicar).

Jednacine
bip;j = Dijip, (1.1.33)

(j =1, p=21ii=1Iili 2) nazivaju se Kodacijeve jednacine (Delfino Codazzi, 1824-1873,
italijanski matematicar). Jednacina

1 . .
5 (636, — b5b3)

1

597 (T5) 0 — 97 () 5 + g"TH LY, — g7THT] (1.1.34)

ij* qp ij" qp
predstavlja Gausovu teoremu. Kako je leva strana jednakosti (1.1.34) jednaka Gausovoj krivini
K, Gausova teorema kaze da se Gausova krivina moze izraziti preko metrickog tenzora, tj.
da pripada unutrasnjoj geometriji povrsi. Nephodni uslovi za egzistenciju povrsi sa zadatom
prvom i drugom kvadratnom formom jesu zadovoljenje Gausove i Kodacijevih jednacina.
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Integralna teorema glasi

| -
// vz;idA:/cijvzids, (1.1.35)
S C ds

gde je dA povrsinski element povrsi S ¢ija je parametrizacija odredena u kompaktnoj oblasti
D, ds je linijski element ruba C' povrsi. Integral po rubu C' uzima se u pravcu kretanja kazaljke
na casovniku duz normale povrsi v. v = y;r' = v'r; je vektor povrdi S; ¢;; je antisimetriéni
kovarijantni tenzor definisan na sledeé¢i nacin

C11 = Cog = O, Clg = —C91 = \/§ (1136)

Napomenimo da ova teorema predstavlja zapravo Grinovu formulu (George Green, 1793-1841,
britanski matematicki fizicar) zapisanu pomocu tenzorske notacije (v. [28], str. 192).

1.2 Infinitezimalne deformacije povrsi
Posmatrajmo povrs S C R? klase C®, o > 3, datu vektorskom jednaéinom

S:r=r('v?), (u'u*)eDcR. (1.2.1)
Definicija 1.2.1. Neprekidna jednoparametarska familija povrsi S,

S t(ut,u?e) = r(ut,u?), ee(—1,1),

F:Dx(—1,1) = R?
naziva se deformacija povrsi S, ako se povrs S dobija za € = 0.
Ovde ¢emo izucavati infinitezimalne deformacije povrsi. Definisa¢emo ih prema [30, 94].

Definicija 1.2.2. Neka je S, deformacija povrsi S date jednacinom (1.2.1). Ako je
- 1,2 1,2 W1 9 2 1 9 m(™ 1 o
Se:t=r(u,u’)=r(u,u)+ez(u,u)+ez(u,u)+...+€"z (u,u),m>1,(122)
gde su (%)(ul,uz) € C*a > 3), j = 1,...,m data dovoljno glatka polja, familija S, je in-

finitezimalna deformacija reda m povrsi S. Polje (%) naziva se polje infinitezimalne
deformacije reda i, 1 =1,....m.

Teorija u kojoj se objekti vezani sa familijom S, izu¢avaju sa tacnoséu do beskonacno malih
velicina reda m u odnosu na e(e — 0), naziva se teorija infinitezimalnih (beskonaé¢no



1.3. INFINITEZIMALNA SAVIJANJA POVRSI 15

malih) deformacija povrsi S reda m. Zadajuéi razlicite specijalne uslove, dobijamo razlicite
vrste infinitezimalnih deformacija.

Posmatrajmo infinitezimalnu deformaciju prvog reda povrsi S, (1.2.1).

Polje infinitezimalnih deformacija definisano je u tackama povrsi S, pa se moze predstaviti
u obliku

z=2r; + 2v, (1.2.3)

pri cemu je 2’r; tangentna, a zv normalna komponenta, z7 i z su funkcije od u',u?. Dakle,
jednacina infinitezimalne deformacije prvog reda bice

S.:fT=r+e=r+er=r+e(2r; + 2v). (1.2.4)

Takode, mozemo izvodni vektor polja z predstaviti preko vektora pokretnog triedra. Naime,

. e . . . “se J y . ’
ako jednaginu (1.2.3) diferenciramo po u’ i oznacimo % = gz, % =27, % = z,;, ima¢emo

o

2z, =2 v, + 2+ v+ 20 =2+ zj(Ffjrp +bjjv) + zv + z(—br,),

posle primene derivacionih formula prve i druge vrste. Vrseé¢i potrebne izmene nemih indekasa
dobijamo
z; = (27 + 2T — 2b) v, + (2Pl + 2,V

Sto se, koriste¢i pojam kovarijantnog izvoda ;, moze napisati u obliku

z; = (P — 2b] )1y + (P, + 2)V. (1.2.5)

1.3 Infinitezimalna savijanja povrsi

Specijalan slucaj infinitezimalnih deformacija jeste infinitezimalno savijanje. Mnogi poznati
matematicari, na primer, A. Kosi (Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, francuski matematicar),
D. Hilbert (David Hilbert, 1862-1943, nemacki matematicar), V. Blaske (Wilhelm Johann Eu-
gen Blaschke, 1885-1962, austrougarski matematicar) i dr. bavili su se problemom infinitezi-
malnih savijanja. Jedan od prvih radova iz ove oblasti potice iz 1813. godine i pripada Kosiju
[13]. On je pokazao da su zatvoreni konveksni poliedri kruti. Kasije su se ovim problemom bav-
ili A. D. Aleksandrov [1] (Aleksandr Danilovich Aleksandrov, 1912-1999, ruski matematicar,
fizicar i filozof), I. Vekua [92], N. V. Jefimov [30], A. V. Pogorelov [66] (Aleksei Vasil’evich
Pogorelov, 1919-2002, sovjetski i ukrajinski matematicar), S. Kon-Fosen [15], V. T. Fomenko
[33] (Valentin Trofimovich Fomenko, ruski matematicar), I. H. Sabitov i I. I. Karatopraklijeva
[47] (Sabitov Idzhad Khakovich, ruski matematicar, Ivanka Ivanova-Karatopraklieva, bugarski
matematicar), Lj. S. Velimirovi¢ [93]-[103], V. Aleksandrov [2]-[4] (Victor Alexandrov, ruski
matematicar) i dr.

Osnovne ¢injenice teorije infinitezimalnih savijanja povrsi uveséemo prema [30, 92, 93, 94].
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Definicija 1.3.1. [30] Infinitezimalno savijanje reda m regularne povrsi S, (1.2.1), klase
C*, (o > 3), je infinitezimalna deformacija reda m (1.2.2) ako je

d&* — ds* = o(e™), (1.3.1)

tj. ako je razlika kvadrata linijskih elemenata beskonacno mala (infinitezimalna) velicina reda

wseg od m u odnosu na €. Vektorsko polje (%)(ul,UQ) u (1.2.2) je polje brzina ili polje
infinitezimalnog savijanja reda i, i = 1, ..., m.

Ova definicija moze se iskazati i na slede¢i nacin

Teorema 1.3.1. [94] Pri infinitezimalnom savijanju reda m duZina svake glatke linije ostaje
nepromenjena S uzetom tacnoscu, tj. promena duzZine glatke linije na S je beskonacno mala
velicina reda viseg od m u odnosu na €(e — 0). 1

U ovom radu bavi¢emo se infinitezimalnim deformacijama prvog reda i, specijalno, infinitez-
imalnim savijanjima prvog reda. Iz tog razloga u nastavku ¢emo izostaviti navodenje reda de-
formacije, osim kada je to neophodno. Osnovna razmatranja infinitezimalnih savijanja drugog
i viseg reda data su u [15, 30, 46, 73].

Posmatrajmo infinitezimalno savijanje povrsi S
S t(ut vt €) = r(ut, u?) = r(ut,u?) + ez(ut, u?). (1.3.2)
Definicija infinitezimalnog savijanja ekvivalentna je sledec¢oj teoremi

Teorema 1.3.2. [30] Potreban i dovoljan uslov da povrsi S. (1.3.2) predstavljaju infinitezimalno
savijanje povrsi S (1.2.1) je

dr -dz =0, (1.3.3)
gde je z polje brzina u pocetnom momentu deformacije. M
Ova jednacina ekvivalentna je trima parcijalnim jednacinama
ri -z, =0, ri-29+ry-2=0, 1r9-2zy=0. (1.3.4)
Iz jednacine (1.3.2) vidimo da vazi

or(ut, u?, ¢)

Oe

:z(ul,u2),

Sto izrazava ¢injenicu da je z polje brzine pri kretanju tacke povrsi prilikom deformacije (uzevsi
da je € vreme).
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Teorema 1.3.3. [92, 93] Neka je s = s(e) duzina luka krive C. na povrsi S.. Potreban i
dovoljan uslov za infinitezimalno savijanje povrsi S = Sy je

05,
= 1.3.
86 e=0 0’ ( 35)

tj. da je brzina promene duZine luka u pocetnom momentu deformacije jednaka nuli. W

Definicija 1.3.2. Polje savijanja je trivijalno, tj. predstavija polje kretanja povrsi kao krutog
tela bez unutrasngih deformacija, ako se moze predstaviti u formi

z=axr+b, (1.3.6)

gde su a i b konstantni vektori. Odgovarajuce infinitezimalno savijanje naziva se trivijalno
infinitezimalno savijanje i/i infinitezimalno kretanje pouvrsi S.

Definicija 1.3.3. Pouvrs je kruta ako ne dopusta netrivijalna polja savijanja, u suprotnom
pours je nekruta il fleksibilna.

Vazi sledeca teorema

Teorema 1.3.4. [30] Neka je z polje infinitezimalnog savijanja povrsi S : v = r(u',u?). Tada
postoji jedinstveno vektorsko polje y tako da vazi

dz =y x dr, (1.3.7)

odnosno
Zy =y Xr|, Z3=yxry. N (1.3.8)

Definicija 1.3.4. Vektorsko polje y za koje vazi jednacina (1.3.7), tj. (1.3.8), zove se polje
rotacija poursi pri infinitezimalnom savijanju odredenom poljem z.

Mozemo dati geometrijsku interpretaciju polja rotacija: y(ug,vg) je vektor rotacije krutog
tela pridruzenog povrsi S u tacki r(ug,v,) prilikom savijanja. Kao rezultat infinitezimalnog
savijanja povrsi, svi njeni elementi trpe rotaciju sa vektorom rotacije y.

Takode je moguce posmatrati parametarsku povrs Y odredenu krajevima vektora rotacije
y(ut,u?), ako se svi vektori y uzmu sa pocetkom u koordinatnom pocetku. U tom slucaju Y’
se naziva nepostojana povrs (“instability surface”) infinitezimalnog savijanja, odnosno, indika-
trisa rotacije povrsi S.

Za polje rotacija vazi sledeca teorema
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Teorema 1.3.5. [30] Za povrs v = r(u',u?) izvodni vektori y, = yi1, y1 = y2 dati su

jednacinama
y1 = ary; + fry, yy =7r; — ars, (1.3.9)

gde skalarne funkcije o, B, v zadovoljavaju sistem jednacina

bi1y — 2biacr — baa 8 = 0,
@y =71 =Ty — 20 e — Tab, (1.3.10)
a1+ B = F%ﬂ - 2F%2O‘ - F%Qﬁa

gde su b, 1,5 = 1,2 koeficijenti druge kvadratne forme, Fé.k, 1,7,k = 1,2 Kristofelovi simboli
pourst S. M

Resavanjem sistema jednacina (1.3.10) nalazimo «, 3,7y, pomoc¢u kojih integracijom dobi-
jamo polje rotacija y, a zatim jos jednom integracijom dobijamo i polje savijanja z. Jasno je
da povrs S dopusta samo trivijalna savijanja ako i samo ako o = f = v = 0 jeste jedino resenje
sistema (1.3.10).

Definicija 1.3.5. Polje s(u',u?) odredeno jednacinom
S=zZ—yXr (1.3.11)

naziva sa polje translacija pri infinitezimalnom savijanju odredenom poljem z.

1.3.1 Kinematicki sistem jednacina

Odredimo polje infinitezimalnog savijanja prvog reda povrsi S (1.2.1), prema ispitivanjima I.
Vekua [92] 1 Lj. S. Velimirovi¢ [93].

Posmatrajmo osnovnu jednacinu polja savijanja (1.3.3). Bududi da je dz = z;du’, dr =
r;du’, primenom (1.2.5) dobijamo

ridu’ - [(2P; — W 2)ry, + (2Pby + 24)v]du’ = 0.
Takode jer; -r, = gj, i r; - v = 0, pa prethodna jednacina postaje
(2P — V2)gjp du'du’ = 0, (1.3.12)
Ova jednacina vazi za svako du’, du’/, pa dobijamo
2Pqip — bijz = 0. (1.3.13)
odakle dobijamo
Zji — bijz =0, (1.3.14)
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gde su z; kovarijantne koordinate tangentne komponente vektora z. Promenom mesta indeksa
J 11 dobijamo

Zij — bijZ = 0, (1315)

s obzirom na simetricnost koeficijenata druge kvadratne forme. Sabiranjem prethodne dve
jednacine dobijamo

Zij + 25 — 2bijz =0, (4,5 =1,2). (1.3.16)
Dakle, vazi

Teorema 1.3.6. [92, 93] Potreban i dovoljan uslov da polje (1.2.3) bude polje infinitezimalnog
savijanja povrsi S (1.2.1), jeste da za koordinate z;, z vazZe jednacine (1.5.16). 1

Sistem jednacina (1.3.16), koji o¢igledno predstavlja koordinatno zapisanu jednacinu (1.3.3),

naziva se kinematicki sistem jednacina ili sistem jednacina polja infinitezimalnog savijanja. To

je sistem od tri jednac¢ine za nepoznate funkcije 21, 2o, 2z od argumenata u!, u?.

Medutim, z se lako eliminiSe iz ovog sistema. Naime, pomnozimo jednac¢inu (1.3.13) sa g%
i dobijamo 2*; — bFz = 0, a zatim izvr§imo kontrakciju po k, i

2y — bz =0. (1.3.17)
Posto je srednja krivina povrsi data jednac¢inom (1.1.17), tj. H = b}, uporedivanjem sa (1.3.17)
dobijamo

1

z:ﬁz e

(1.3.18)

Kako je 2% = 2'; + I',;2P = 2P , + '}, 2P, uzevsi u obzir (1.1.21), jednacina (1.3.18) postaje
1 [8zp N d(In/g)
- 2H Lowr our

Zamenom (1.3.18) u (1.3.15), dobijamo z;; — b;j5 27, = 0, ili

2 2], (1.3.19)

biij;p - 2H2i;j = 0, (1320)
Sto mozemo zapisati u sledecoj formi

biij;p — 2ngin;j = O, (Z,] = ]_, 2) (1321)

Odavde mozemo nadi z' i 2%, a iz (1.3.19), z. Na taj nac¢in mozemo u potpunosti odrediti polje
infinitezimalnog savijanja z povrsi.
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Neka je polje rotacija y dato jednac¢inom
y = y'r; + yv, (1.3.22)
gde je z dato u (1.2.3). Koris¢enjem dz = z;dv’ i (1.2.5) u (1.3.7) dobijamo

(2P — Vi2)du’ vy + (2Pby; + 2z 5)du’ v = (y'r; + yv) X x;du/

i ; (1.3.23)
=y'du’ (r; X ;) + ydu’ (v X ;).
Mozemo pisati
r; X r;=c;V, (1324)
pri ¢emu je ¢;; antisimetriéni tenzor definisan u (1.1.36). Vazice
X 1 XT3 X ! X (r; X r)
VXrj= rj=——r; X (ry X Iy
J \/§ J \/g J
1 1
:_ﬁ[(rj +T2)T — () - T1)12] :_ﬁ(gjﬂ'l — gjir) (1.3.25)
=V9(g"ry = g"'1p) = 12671y + C2197' T,
pri ¢emu smo iskoristili (1.1.12). Dakle
UV X T;=Cjeg"r). (1.3.26)
Sada jednacina (1.3.23) postaje
(2P — bfz)duj r, + (2Pby; + 2;)dv’ v = y'dul ci; v + ydu? cj g 1,
odakle se dobija
2Py = Wiz = ycjeg™, (1.3.27)
2Pby; + 25 = ey’ (1.3.28)

Ove dve jednacine odreduju u potpunosti 3,42, y, tj. polje rotacija y.

1.3.2 (Gaudijeve povrsSi pri infinitezimalnom savijanju

Osnovni zadatak teorije infinitezimalnih savijanja povrsi sastoji se u nalazenju netrivijalnih
polja savijanja, snabdevenih uslovom (1.3.3). Ovde ¢emo ispitati krutost Gaudijevih povrsi
(Antoni Gaudi, 1852-1926, katalonski arhitekta), tj. pronaéi odgovarajuée polje savijanja (bez
kori§éenja indekasa za koordinate, odnosno, zbog jednostavnosti pisa¢emo u = ul, v = u?).
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Gaudijeve povrsi predstavljaju specijalnu klasu pravolinijskih povrsi, tzv. sinusoidnih konoida,
i imaju izuzetnu ulogu u arhitekturi i konstrukciji krovova.

Gaudijeva povrs zadata je eksplicitno skalarnom jednacinom z = kxsin?. Vektorska
jednacina ove povrsi je:

r(u,v) = (u,v, kusin g), (u=uz,0v=1y) (1.3.29)

tj.
r=ui+vj+ kusingk,
c

gde su i, j, k uzajamno normalni jedini¢ni vektori u pravcu Dekartovih osa.
Kristofelovi simboli ove povrsi su

1k v v 1 k2 v
I, =I% =0, I'},=T3 = ——sin—cos —, '}, = ———2u51n2 -
gc c c gc c
2 2
2 _Fz_lk: 2V 2 _ 1k 5 . v W
c & gc c c

gde je g = 14 k?sin*¥ + ’z—iuz cos® ¢ determinanta koeficijenata prve kvadratne forme date
povrsi. Koeficijenti druge kvardatne forme su:

1k 1 k
b11 = 07 b12 = b21 = ——COSE, b22 = ———USiDE.

Ve c \/ECQ c

Jednacine (1.3.10) postaju:

1 k
—2——cos—a + ——usin Eﬁ =0, (1.3.30)
gc

1k2 v v 1k? . QU

Qy = Yy = —2——sin —cos —a + ——usin® -, (1.3.31)
g c c c c c
1 k2 1 k2
ay + By = —2——u cos® “a + ——3u2 sin 2 cos Eﬁ. (1.3.32)
gc c gc c &

Iz (1.3.30) imamo
u

a:2c

tan Eﬂ, v # % + ck. (1.3.33)
c
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22
Stavimo li (1.3.33) u (1.3.32), dobi¢emo kvazi-linearnu parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu nepoz-
nate funkcije f:
1
Y tan 28, + B, = —— tan 2 4. (1.3.34)
c c 2c c
Sistem karakteristika ove jednacine je
d d d
_du _dv__ 6P (1.3.35)
% tan - 1 ~ 9% tan -
Iz jednacina
d d d d
v _dv o dv_ 4P (1.3.36)
sotant 1 I —5 tan?
dobijamo redom dva integrala
2
U =u? cosgzcl, o= P — = ¢, (1.3.37)
c cos %
c1, co su konstante. Kako za jakobijan vazi
D(y, ) | 52
LY ) ae 9B | L), (1.3.38)
Dw.B) | 52 %
to su integrali ¥ 1 ¥ nezavisni, pa je opste resenje PDJ (1.3.34)
2
(1.3.39)

v
V<u2 cos —, -
¢ cos?

)=o
gde je V proizvoljna neprekidno-diferencijabilna funkcija.
Nepoznatu funkciju (u,v) dobijamo iz (1.3.31), (1.3.33), i predstavlja resenje jednacine
u 1 U v
U T 50 o0 —t Mo
T T 5 cos? %ﬁ 2¢ M cﬁ

tj.
(1.3.40)

U 1 U v
(2 a8 ),
7 /(2020082%6+20 ancﬁ utp(v)

gde je ¢(v) proizvoljna funkcija, 8 je dato u (1.3.39).
Na primer, ako uzmemo V' (z,y) = zy — 1, i ¢(v) = 0, dobié¢emo
1 1 v U
p u’ w70, a 2 Mo 2c2 cos? ¥
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S obzirom na (1.3.9) i
dy = Yudu + YUdU = (d}/la dYVQa dYE;),

integracijom dobijamo

k k
- - (sin —+1)+3—ucosv>

U v 1 v
= (%1,%,Y5) = (2 tan 2, - In(u?| cos
y = (Y1,Y2,Y5) o tan—, o n(u ]coscl), 5

2c COS

uzevsi da su odgovarajuée konstante koje se javljaju prilikom integracije jednake nuli.
Primenom (1.3.7), odredi¢emo polje infinitezimalnog savijanja. Kako vazi (1.3.29), za
Gaudijeve povrsi bice

k
dr = (du, dv, k sin Y du + T cos galv),
c c

c
pa je
i j K
dz=yxdr=|%tan? 3In(u?|cos?|) 265(?8 (sin® 2 + 1) + 2% cos 2
du dv k;stdu—i— kC“ cos wdv

Polje infinitezimalnog savijanja Gaudijevih povrsi dobija se integracijom ove jednacine. Tako,
zau>01iwve(0,cr/2),imamo

= (kusinvln(u%osv) hu nl—i—sin% oku sin - + ¢
B c c 4 1—sin® 2 c b
2ku? 1
cu cos %} + o, u(l — §1n(u cos %)) + 03>

gde su ¢y, cg, c3 konstante.
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Glava 2
Varijacija geometrijskih velicina

U ovoj glavi razmatra¢emo varijaciju nekih geometrijskih veli¢ina pri infinitezimalnim deforma-
cijama. Ispita¢emo promenu Vilmorove energije (Thomas James Willmore, 1919-2005, engleski
matematicar) pri infinitezimalnim deformacijama i, specijalno, pri infinitezimalnim savijan-
jima. Opisa¢emo datu promenu na primeru povrsi konstantne srednje krivine. Dac¢emo novi
dokaz poznatog stava o invarijantnosti totalne srednje krivine glakih povrsi primenom ten-
zorskog racuna. Razmotriéemo promenu zapremine generalisanog konusa pri infinitezimalnom
savijanju. Na kraju, ispita¢emo varijaciju totalne srednje krivine deo po deo glatke povrsi.

2.1 Varijacija geometrijskih veli¢ina

Prilikom infinitezimalnih deformacija geometrijske veli¢ine povrsi se menjaju, a datu promenu
meri varijacija geometrijskih veli¢ina.

Definicija 2.1.1. [92] Neka je A = A(u',u?) veli¢ina koja karakterise geometrijsko svojstvo na
povrsi S i A = A(ut,u?, €) odgovarajuéa veli¢ina na povrsi S, koja predstavija infinitezimalnu
deformaciju prvog reda povrsi S i neka je

AA=A - A=elA+EPA+ .. ""A+ ... (2.1.1)

Tada koeficijenti 0A,6%A,...,0"A, ... predstavljaju prvu, drugu, ..., n-tu varijaciju ge-
ometrigske velicine A, respektivno, pri infinitezimalnoj deformaciji S, povrsi S.

U ovom radu razmatra¢emo prvu varijaciju pri infinitezimalnim deformacijama prvog reda.
Iz tog razloga, mozemo predstaviti velicinu A na slede¢i na¢in

A=A+ edA,

zanemarujuci ¢lanove koji stoje uz €, n > 2.

25
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Ocigledno za prvu varijaciju vazi slede¢a formula

6A= %fl(ul, u?,e)| (2.1.2)
odnosno AA A(ut,u? ) — A(ut, u?)
6A = lim == = lim = ) (2.1.3)
Lako se pokazuje da vazi (v. [94])
a) O6(AB)= ASB + BSA, b) 5(22) — agif). (2.1.4)

2.2 Promena nekih veli¢ina prilikom infinitezimalnih de-
formacija

Posmatrajmo povrs S, (1.2.1), zadatu jednacinom
S:r=r('v?), (Wu?)eDcR? (2.2.1)
i infinitezimalnu deformaciju date povrsi (1.2.4),
S.:f=r+ez=r+er=r+e2r; + 2v). (2.2.2)

Opisimo deformisane povrsi familije S.

Kovarijantni bazni vektori deformisane povrsi bice, prema (1.2.5),
Ii=r; +edr;=(r +edr) ;=(r +ez) ;=r; + €[(2"; — 2b])r, + (2Pbyy + 2z,)V]. (2.2.3)
Jedini¢na normala deformisane povrsi ostaje normalna na povrs, tj. vazi uslov
(v +edv) - (r; + edr;)) =0
odnosno, primenom (2.2.3)
(v +eov) - {r; + €[(F; — 2b)r, + (2Pbiy, + 2,)v]} = 0,

tj.
veorpte{dv i+ v - [(2Py — 2T, + (2Pbiy, + 2)v] )+ E6v - [(2P — 201, + (2Pbiy, + 24)v] = 0.
Kako je v - r; = 0 i zanemarivanjem ¢lana koji stoji uz € dobijamo

v -r; + 2Pby, + 2, =0. (2.2.4)
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Sa druge strane iz uslova
(v+edv) - (v+ev)=1

dobijamo
v-ov=0, (2.2.5)

Sto uporedivanjem sa (2.2.4) daje
UV=v+ew=v—e(lbyy + 241 (2.2.6)

Kontravarijantni bazni vektori deformisane povrsi moraju lezati u ravni povrsi i zadovolja-
vati uslov (1.1.5), tj.

(r7 + €0r?) - (r; 4 €dr;) = 67 i (r' + er?) - (v + edv) = 0. (2.2.7)
Koriséenjem (2.2.3) i (2.2.6) u jednac¢inama (2.2.7) dobijamo
r; - 5rj:—(zf; —2b), v 5rj=Zpbf, + 29",
odnosno
t/=r! + e0r! =1/ + e[ (27, — 2b))rP + (2PB) + 2,07 V). (2.2.8)
Koeficijenti prve kvadratne forme (tj. metricki tenzor) mogu se dobiti prema (1.1.7) na
sledec¢i nacin
Gij=gij + €0g;; = (r; + €0r;) - (r; + €01;),
tj. posle koriséenja (2.2.3)
gi]’ =Gij + E(Sgij = Gij + 6(21';]' + Zji — 22[)”) (229)
i slicno
GV =g" +€5g" = g7 — (27 g + 2' g — 220"). (2.2.10)
Za determinantu prve kvadratne forme povrsi ¢ = g11g20 — g3y, posle deformisanja povrsi
vazi
g=g+€bg = (g11 + €0g11)(g22 + €0g22) — (912 + €6g12)°
tj.
G=g+ebg = g+ 2ge(z'; — 2bl), (2.2.11)

koriséenjem (1.1.12).
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Primenom jednakosti (1.1.28) koja vazi za parcijalno diferenciranje vektora v = v'r; = v;r’,
direktno dobijamo

U=Vt ew) ;= v; —€[(2%q + 2p) 1" 4 (29bgp + 2,,)05V] (2.2.12)

Koriséenjem jednacina (1.1.13), (2.2.3) i (2.2.12), koeficijenti druge kvadratne forme postaju

bij=b; + €dby; = —(r; + €dr;) - (v + €0v) 5,
tj.
bij=bij + €0by; = bij + €[(2Pbyi + 2,).j + (2P — 200)by,] (2.2.13)
Primenom Kodacijevih jednacina (1.1.33), mozemo staviti jednacinu (2.2.13) u simetri¢nu formu
bij =bij + €0y = bij + €(2P by + 2P.ibpj + 2Py + 245 — 200by;). (2.2.14)
Ova jednacina je simetricna po 7 i j jer je
Zij = Aig T A T i

sto sledi iz ¢injenice da je kovarijantni izvod skalara jednak parcijalnom izvodu, kao i definicije
kovarijantnog izvoda.
Jednacine (2.2.10) i (2.2.13) daju

bl =b! + edb]
= (b + €0bip) (g™ + €5g™)
=bipg™ + €(g" bip + bipdg™’) (2.2.15)
=0} + e{ g™ [(2%pq + 2p) + (28 — 2b2)bsg] + bip (=229 — 25 g7 + 220 ) }
=b + E(Z;qib‘; + qué;i + g™ zap + g 25,big — 2030igg"” — qubg — bipg’?2t, + 2207 b;y,)

nakon primene Kodacijevih jednacina (1.1.33), zamene nemih indekasa, kao i jednakosti
bjpbpi = bggqpb;grp - 6‘25553 = bébg-
Dakle,

bl =b) + edb] = b + e(2P b + zpb;;i + gV 2 — 2 b+ 2UIDE). (2.2.16)

Za srednju krivinu

H = -b} (2.2.17)
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posle deformisanja vazi H = H 4+ ¢0H = %(bﬁ + edbl), tj.
~ 1 ) . .
H=H+elH = H + §e(zpb§;p + 9" 2pi + 20,07), (2.2.18)
pri ¢emu smo iskoristili (2.2.16) i
b;fa;i = (bquqi>;i + bqp;igqi + bquqi;i = bqi;pgqi = bi;p’

sto dobijamo primenom Kodacijevih jednac¢ina (1.1.33) i ¢injenice da je kovarijantni izvod
metrickog tenzora jednak nuli.
Gausova krivina

1,
K= §(bib§ — ;b)) (2.2.19)
deformisane povrsi bi¢e
5 1 y . . o .
K=K+ e K = 5[(b§ + €0b;) (b + €db;) — (b} + €6b3) (b + €dby)]
tj. primenom (1.1.33), (2.2.16) i zamenom nemih indekasa

K=K +e0K = K + e[2P (bl — bibl.)) + 24;(g7b8 — b7) + 2(bI6LP — bIbPbE)].  (2.2.20)

177p Jup

2.3 Vilmorova energija pri infinitezimalnim deformaci-
jama
Neka je data povrs S (1.2.1).

Definicija 2.3.1. Vilmorova energija povrsi S je povrsinski integral

W://Sf(H,K)dA, (2.3.1)

gde je f(H,K) = H?> — K, H i K su srednja i Gausova krivina povrsi, respektivno, dA je
pouvrsinski element.

Vilmorova energija, kao funkcija srednje i Gausove krivine, meri odstupanje povrsi od sfere.
Ova energija zauzima znacajno mesto u teoriji membrana, teoriji ljuski, geometrijskom mode-
lovanju, gde ima izuzetnu primenu.

U teoriji ¢elijskih membrana, Vilmorova energija predstavlja specijalan slucaj tzv. energije
elasticnog savijanja ("elastic bending energy”). Membrana se moze zamisliti kao glatka povrs
u R? jer se njena debljina moZe zanemariti. Jedan od prvih koji se bavio energijom elasti¢nog
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savijanja jeste V. Helfrih (Wolfgang Helfrich, nemacki fizicar). On je godine 1973. (v. [45])
primetio da je lipidni dvosloj nalik nematickom tec¢nom kristalu na sobnoj temperaturi i uveo
energiju za jedini¢nu oblast dvosloja

ke .
EleE(ZH + Co) + k‘K,

gde su k. i k moduli savijanja, H, K, ¢y redom glavna, Gausova i spontana krivina lipidnog
dvosloja. Moduli savijanja k. i k su odredeni interakcijom i osobinama materijala od kojeg je
membrana izgradena. Spontana krivina ¢y opisuje efekte asimetrije membrane ili njene okoline
i igra vaznu ulogu u teoriji ljuski. Za co = 0 i k, = —Fk elasti¢na energija savijanja svodi se na
Vilmorovu energiju. Primena Vilmorove energije u biologiji i Celijskim membranama razmatra
se u [99]. Primena u teoriji ljuski razmatra se u [101].

Navedimo jos neke radove koji se bave energijom elasticnog savijanja i, specijalno, Vil-
morovom energijom membrana, kao i teorijom ljuski: [11, 12, 24, 54, 64, 90, 91, 109].

Infinitezimalne deformacije mozemo posmatrati kao specijalne deformacije membrana. Ispi-
tajmo Sta se deSava sa Vilmorovom energijom povrsi (1.2.1) prilikom infinitezimalne deformacije
(1.2.4).

Pretpostavimo da je parametrizacija povrsi (1.2.1), S : r = r(u',u?), odredena u kom-

paktnoj oblasti D. Neka su vrednosti za u’ i v/ duz granice povrsi r, iste kao kod povrsi r.
Povrsinski element od r je ¢%/%du'du?, pa je

W= // f(H,K)g"*dutdu®, (2.3.2)
D
i slicno Vilmorova energija deformisane povrsi
W =W +eW = // f(H + edH,K + e6K) (g + €bg)"*dutdu?, (2.3.3)
D

gde je D oblast integracije.
Pronadimo 6W. Naime,

W= // [(H +edH)? — (K + e0K)](g + €5g)"? du* du®

/ f(H,K)+ af —§H + —— of 5 K)lg 1/2(1+66—g)1/2

aH 8K g
(2.3.4)
_ ! of /201 4 €99
= [+ dhon + Shsrg e+ 5
of

_ of
_/D[f(H,K)+e S0+ o

SK + f(H, K)gg)] V20t du?,
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posle razvoja (1 + 6579)1/ 2 u Maklorenov red (Colin Maclaurin, 1698-1746, skotski matematicar)
do prvog stepena (ostale ¢lanove zanemarujemo). Dakle,

oW = // —0H + 5K + f(H, K)g 192 dut du® (2.3.5)
g
Primenom (2.2.11), (2.2.17), (2.2.18), (2.2.19) i (2.2.20) dobijamo
09, 1/2
oW = [2HSH — 0K + (H? )2 19" dut du?
// {-0 it g”zw + Zb;‘bj) (bibip - b;pr) — &g (gijbﬁ - gipb%)
1. . 1 ... o ) .
— z(bib) b — VbIbY) + [—b;bj. — 5(5;5,1 — B (= — 201} 2 dut du? (2.3.6)
z j 1 i 1 : .
= [ [ Gt 5, + 50— V) = 500 — B

— 2 (g bh — g””lﬂ) (Sblbjbp—Qb’(ﬂbp — b’b]bp)}g1/2du1du

odnosno, posle primene

BbibIYE — 2b3bTHE — bibibD =0

J P 1P

1, . 1. 1 1
W = [ [ GO0+ g + 30~ 508
2 2 2
/o (2.3.7)
— SO = W — 25078, — g8 g dutdn?
Vazi
2ij(970) — gPb) = (24),5(97 b — g™b))
= [2:(g70; = gPb))ly — 2i(g70, — 9by) (2.3.8)
= [2i(g7 V) — g"b))];;

posto je (g7bh — g*bl).; = ¢7bp ; — gipbf;; ; = 0, primenom Kodacijevih jednacina i ¢injenice da
je kovarijantni izvod metrickog tenzora nula. Takode,

big" zijp = (09 25)p — (Big")
=(big"2).p — b’pg”’z] (2.3.9)
=(ig"25)p — (Vipg""2)s5 + bl 2.
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Zamenom (2.3.8) 1 (2.3.9) u (2.3.7), dobljamo

Z 1 1
W = //{ Nbpz (bj P p)i —§(b§ngz) 39”2
Z 1 1 Z o 2.3.10
bSO — S0 — SO~ B~ il — gy BB
g2 dutdu®.
Primenom integralne teoreme u (2.3.10) dobijamo
1

SW = // 5 [00.5:9" + bo(bib] — —b;b;)]gmduldu?

—|—/ ; [2 1bpbq + b”g“lzq — pqg“]z —z (bpbq bibl) (2.3.11)

du’

— 22,(g™bY — g"qbﬁﬂ(g) ds.
Dakle, dokazali smo slede¢u teoremu

Teorema 2.3.1. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi (1.2.1) pri infinitezi-
malnim deformacijama (1.2.4) data je u (2.5.11). W

Ocigledno, imamo slede¢u posledicu

Posledica 2.3.2. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane pouvrsi bez kraja (1.2.1) pri
infinitezimalnim deformacijama (1.2.4) je

SW = [, 2[0h,;97 + b0 (bib! — 1679 *dutdu®. W (2.3.12)

2717
Povrsinski integral (2.3.12) bice jednak nuli za svako z ako vazi

b9 + bh(bib] — —W) 0, (2.3.13)

Pty 2 )

prema fundamentalnoj lemi varijacionog racuna ([35]). Ovo je jednacina povrsi koje imaju
stacionarnu vrednost Vilmorove energije pri infinitezimalnim deformacijama i predstavlja difer-
encijalnu jednacinu ¢etvrtog reda. Mozemo je zapisati preko srednje i Gausove krivine na sledeéi
nacin

H;g" +2H(H?* — K) = 0. (2.3.14)

Kovarijantno diferenciranje mozemo zameniti prostim parcijalnim diferenciranjem koris¢enjem
jednacine (1.1.27). Jednacina (2.3.14) postaje

1

i —(g"?*¢g"H,) ; + 2H(H?* — K) = 0. (2.3.15)

Dakle,
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Teorema 2.3.3. Variacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi bez kraja cije glavna 1
Gausova krivina, H i K, zadovoljavaju jednacinu (2.3.15), jednaka je nuli pri infinitezimalnim
deformacijama. W

2.4 Varijacija geometrijskih velic¢ina pri infinitezimalnim
savijanjima

Uporedivanjem jednacina (2.2.9) i (2.2.11) sa (1.3.16) i (1.3.17), zaklju¢ujemo da je varijacija
koeficijenata prve kvadratne forme povrsi, kao i varijacija determinante prve kvadratne forme
jednaka nuli pri infinitezimalnom savijanju povrsi. Takode, varijacija geometrijskih veli¢ina
koje zavise od koeficijenata prve kvadratne forme povrsi (tj. objekata unutrasnje geometrije
povrsi) jednaka je nuli pri infinitezimalnom savijanju. Na primer, Kristofelovi simboli, prva
kvadratna forma, determinanata prve i druge kvadratne forme, duzina luka krive, uglovi izmedu
krivih na povrsi, povrsina oblasti na povrsi, Gausova i geodezijska krivina ostaju stacionarni
pri infinitezimalnom savijanju povrsi [92, 94].

Varijacijom geometrijskih veli¢ina bavili su se, i dalje se bave mnogi matematicari. Pomenimo
neke radove koji govore o tome: [2, 3, 4, 5, 92, 94, 95, 99, 101, 102].

2.4.1 Vilmorova energija

Ispitajmo promenu Vilmorove energije pri infinitezimalnom savijanju. Ocigledno,
W = / / 2HSHg"*du'du?, (2.4.1)
D
prema (2.3.5), s obzirom na dK = dg = 0.
Nadimo varijaciju srednje krivine pri infinitezimalnom savijanju. Naime, 0 H = %56;:, gde je

ob] dato u jednaéini (2.2.16). Dakle, vaziée

Lo 1 i i i i i
0H = §5bi - 5(2;1;[)17 + Zpbp;i +9" “pi T Z;pbf + prbf)

1 (2.4.2)
= 5[(21)6;));1' + (209" )i — Z;Zpblz‘J + Zb;bf)a
posto je kovarijantni izvod metrickog tenzora nula. Takode je
zfpbf — zb;bf:zfpgkibkp — zb;bf:bkpbkpz — zbikgkpbiquq
= b2 — b 012 = b, b 2 — 0% by 2 (2.4.3)

=0,
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jer je zl,gri = brpz, prema (1.3.13). Dakle,

1

OH = 5[(2176;);2- + (Z;ogip);i]'

Koriséenjem (1.1.17) i (2.4.4) u (2.4.1), dobijamo

// vil zpbZ p);i]gl/QduldUQ,

W = // [(2Pb0b2);: — 2Pb0b s 4 (2,,9"b0) . — zvpgipbg;i]glﬂduldu?

tj.
pg;t

Primenom integralne teoreme imamo

1 ’ du?
oW = —— // (2P + 2,9 )b g P dut du® + 5/001-]-(2”6; + 29" )qu—qf9

Mnozenjem (1.3.28) sa g/ i promenom odgovaraju¢ih nemih indekasa dobija se
Zpb; + Z,pgip = Cpqypgiq-

Zamenimo 1i (2.4.8) u (2.4.7) imac¢emo
1 . | dud
W =—3 //D Cpat"g b7 9" P du’ du + §/Ccz‘jcpqyp9wb;d—$d3-
Definigimo sada kontravarijantni tenzor ¢ na sledeéi nacin
= giq gjp Cap-

Za njega vazi

1
R

sto sledi direktno iz jednac¢ina (2.4.10), (1.1.12) i (1.1.36). Dakle, vaziée
Gip = —9""CpqCiy-

Kako je jos . '
y - dr = (yr, + yv) - rjde’ =y gj,du’,

= —// oy’ 9" H ; g duidu’ — / H(y - dr).
D c

dobijamo

J
ds.

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)

(2.4.14)
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Takode je
gy’ 9 Hi = \/g(y'g” — y*g" ) H,
pa sledi

5W:// (y2gli—ylgzi)H,¢gduiduj—/H(y'dr)- (2.4.15)
D C

Sa druge strane je, na osnovu (1.3.26),

vxy=vx (yr;+yv)=y (v xr;)

| | (2.4.16)
=Y Cigg"rp = Y it
i . . . .
oy’ g H i = cpgyfr? - v'H,; = (v X y) r'H; = [v,y,r'|H,,
gde [,,] oznacava mesoviti proizvod vektora. Dakle,
oW = —// v, y, v H,; g"duldu’ — / H(y - dr). (2.4.17)
D c

Tako smo dokazali sledeéu teoremu:

Teorema 2.4.1. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi pri infinitezimalnom
savijanju data je jednom od tri ekvivalentne jednacine (2.4.14), (2.4.15), (2.4.17). R

Sledece jednacine su ekvivalentne
Cgy’g " Hy =0, (y'¢* —y*¢")H, =0, [v,y,r'|H; =0, (2.4.18)
pa dobijamo

Posledica 2.4.2. Vilmorova energija glatke orijentisane povrsi bez kraja stacionarna je pri
infinitezimalnom savijanju koje zadovoljava jednu od tri ekvivalentne jednacine (2.4.18). B

Totalna srednja krivina

Cinjenica da je totalna srednja krivina glatke povrsi bez kraja stacionarna pri infinitezimalnom
savijanju je poznata (v. [3, 5]). Medutim, ovde dajemo novi dokaz datog tvrdenja primenom
tenzorskog racuna.

Podsetimo se da je totalna srednja krivina orijentisane povrsi zapravo povrsinski integral
funkcije srednje krivine u tacki povrsi, tj.

H(S)://SHCZA://D HgY2dutdu?. (2.4.19)
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Teorema 2.4.3. Varijacija totalne srednje krivine glatke orijentisane povrsi pri infinitezimal-
nom savijanju jednaka je linijskom integralu rotacionog vektorskog polja y duz ruba C' povrsi,

tj.

1

SH(S) = — /C y - dr. (2.4.20)

Dokaz. Totalna srednja krivina deformisane povrsi bice

H(S)=H(S) +edH(S) ://S(H +e5H)(g + € dg)*dut du?.

Kako je g = 0 prilikom infinitezimalnog savijanja, imamo

H(S)=H(S) + €5H(S)://S(H + e0H) g *dutdu®=H(S) + e//s SHg'du'du?,
odnosno, varijacija totalne srednje krivine pri infinitezimalnom savijanju bice

JH(S) = // SHg'du'du®. (2.4.21)
D

Primenom (2.4.4) i integralne teoreme dobijamo

1 i N
C S
Zbog (2.4.8) i (2.4.12), jednacina (2.4.22) se svodi na
1 du?
0H(S) = —< Yy’ —ds. 2.4.23
(8) = =5 [ o Gds (2429

Uporedivanjem prethodne jednacine sa (2.4.13), dobijamo (2.4.20). W

Direktna posledica ove teoreme je sledec¢e tvrdenje:

Posledica 2.4.4. Variyacija totalne srednje krivine glatke orijentisane povrsi bez kraja pri in-
finitezimalnom savijanju jednaka je nuli. M

Povrsi konstantne srednje krivine

Od posebnog interesa su povrsi sa konstantnom srednjom krivinom. Ukoliko je srednja krivina
povrsi identicki jednaka nuli, govori se o minimalnim povrsima. Ako je srednja krivina povrsi
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konstantna, ali razlicita od nule, re¢ je o tzv. CMC povrsima (”constant mean curvature
surfaces”).

Ekvivalentna definicija minimalnih povrsi je da su to povrsi najmanje povrSine za datu
granicu. Osobina da su to povrsi sa minimalnom povr§inom ¢ini ih pogodnim za primenu u
arhitekturi. Film (opna) od sapunice predstavlja fizicku ilustraciju matematickog problema
minimalnih povrsi. Ravan je najjednostavnija minimalna povrs koja je otkrivena u 18. veku.
Navedimo jo$ neke primere minimalnih povrsi: helikoid, katenoid, Eniperova povrs (Alfred
Enneper, 1830-1885, nemacki matematicar), Serkova povrs (Heinrich Ferdinand Scherk, 1798-
1885, nemacki matematicar), Katalanova povrs (Eugene Charles Catalan, 1814-1894, francuski
i belgijski matematicar) i dr.

Trivijalni primer za kompaktne CMC povrsi je sfera. Ovaj primer bio je poznat ve¢ u 19.
veku. Sledeéi jednostavni primer jeste kruzni cilindar. Godine 1841. Delone (Charles-Eugene
Delaunay, 1816-1872, francuski matematicar i astronom) klasifikovao je sve revolucione CMC
povrsi koje su nazvane ”Delaunay surfaces” (v. [25]). Izvesno vreme nije bilo novih CMC
povrsi. Otvoreno je pitanje da li ima drugih kompaktnih CMC povrsi osim sfere. Godine
1986. Vente [105] (Henry Christian Wente, americki matematicar) je pokazao da CMC torusi
postoje. Stavise, pokazano je da postoji beskonaéno mnogo CMC torusa. Za svaki ceo broj
g > 2, postoji kompaktna CMC povrs reda g (v. [48, 49]). Takode, pokazano je da je skup svih
simetricnih torusa koje je pronasao Vente u ”1-1” korespodenciji sa skupom prostih razlomaka
I[/n € (1,2) [104]. Za svako I/n imamo odgovarajuéi ” Wente torus” Wjy,.

Godine 1992. Bobenko (Alexander 1. Bobenko, nemacki matematicar) je uspeo da izvede
formule koje opisuju sve CMC toruse. Ipak je sve to samo teorijski rezultat. U svom radu [44]
Matijas Hejl (Matthias Heil, engleski matematicar) pokusao je da oformi alat pomoc¢u koga e
kompjuterski napraviti vizualzaciju ovih povrsi. U radu [16] data je vizualizacija nekih CMC
povrsi i predstavljeni su interesantni oblici i komplikovana struktura ovih povrsi primenom
programskog paketa Mathematica.

CMC povrsi se mogu posmatrati kao medupovrsine, tj. graniéne povrsine u prirodi. Naime,
oblik medupovrsina odreden je CMC povrsima koje zadovoljavaju neke posebne uslove.

Zbog izuzetne primene u arhitekturi i znacaja minimalnih i CMC povrsi, a takode i mesta
Vilmorove energije u teoriji ljuski, izdvajamo sledece teoreme koje predstavljaju direktne posledice
Teoreme 2.4.1:

Posledica 2.4.5. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane minimalne povrsi pri in-
finitezimalnom savijanju jednaka je nuli. M

Posledica 2.4.6. Variyacija Vilmorove energije glatke orijentisane poursi konstantne srednje
krivine pri infinitezimalnom savijanju je

oW = —H/ y-dr. B (2.4.24)
c
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Posledica 2.4.7. Variyacija Vilmorove energije glatke orijentisane poursi konstantne srednje
krivine bez kraja pri infinitezimalnom savijanju jednaka je nuli. W

Napomenimo da se povrsi konstantne srednje krivine mogu izometrijski deformisati sa
ocuvanjem srednje krivine. Ovu ¢injenicu dokazao je O. Bone (Pirre Ossian Bonnet, 1819-
1892, francuski matematicar) u radu [10].

2.4.2 Zapremina generalisanih konusa

Vazno pitanje u teoriji savijanja jeste Sta se deSava sa zapreminom odredenom fleksibilnom
povrsi pri infinitezimalnom savijanju te povrsi. Interesantna je ¢injenica da se zapremina gen-
eralno ne oc¢uvava, a primer poliedra koji prilikom savijanja menja svoju zapreminu dao je u
radu [2] V. A. Aleksandrov. U istom radu dat je potvrdan odgovor na pitanje o stacionarnosti
zapremine glatkih rotacionih povrsi. Ovaj rezultat je prosirila Lj. S. Velimirovi¢ na deo po
deo glatke rotacione povrsi u radu [95]. Postavlja se pitanje $ta se desava sa zapreminom
generalisanog konusa pri infinitezimalnom savijanju osnove konusa.

Uvedimo skalarnu veli¢inu J = r - v za povrs S (1.2.1). Povrsinski integral od J jednak
je trostrukoj zapremini ogranic¢enoj povrsi .S i konusom pridruzenim koordinatnom pocetku do

granice povrsi, tj.
1
V=- // JdA. (2.4.25)
3JJs

Teorema 2.4.8. Varijacija zapremine tela ogranicenog povrsi S i konusom pridruZenim koordi-
natnom pocetku do granice pouvrsi pri infinitezimalnom savijanju povrsi S sa poljem translacija
s, jednaka je fluksu polja s kroz spoljasnju stranu povrsi S, tj.

oV = 1// s-VvdA, (2.4.26)
3JJs

gde je v jedini¢na spoljasnja normala na S, s - v skalarni proizvod.
Dokaz. Za skalarnu velicinu J posle deformacije vazi
J=J+edJ=(r + edr) - (Vv + edv).
Iskoristimo (1.2.4) i (2.2.6) i dobijamo
J=J+edJ=r-v+e(z—r1-17(2%y + 2,)).

Dakle,
0J =z —r1-1P(2%, + z,). (2.4.27)
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Iskoristimo (1.3.28) i dobijamo
0J =z —r-rPcyyl,

odnosno, prema (2.4.16)
dJ=z—1r-(vXxYy)=2—[vy, 1 (2.4.28)

Pomnozimo (1.2.3) skalarno sa v, dobi¢emo
Z V=2 (2.4.29)

Uvrstimo (2.4.29) u (2.4.28) i iskoristimo pravilo ciklicnog permutovanja vektora u mesovitom
proizvodu [v,y,r| = [y, r,v]|. Dobi¢emo

dJ=z-v—(yxr)-.v=(z—yXr)-v=s-v, (2.4.30)

gde je s polje translacija pri infinitezimalnom savijanju. Dakle,

1 1
5V == // 5J\/§du1du2 = - // S - V\/Eduldu2,
3 D 3 D

tj. dobijamo (2.4.26). W

2.4.3 Totalna srednja krivina deo po deo glatkih povrsi

Promena totalne srednje krivine razmatrana je od strane mnogih autora, s obzirom na znacajan
geometrijski smisao ove velicine. Integral srednje krivine hiperpovrsi u multidimenzionom eu-
klidskom i Lobac¢evskom prostoru razmatran je u [5, 75, 81]. Totalnu srednju krivinu nekrutih
glatkih povrsi proucavao je V. A. Aleksandrov u radu [3]. Pokazao je da svaka fleksibilana
orijentisana povrs bez kraja u R? éuva totalnu srednju krivinu pri savijanju. Do istog rezultata
dosli smo u ovom radu u odeljku 2.4.1 primenom tenzorskog racuna.

Ovde ¢emo dati generalizaciju Aleksandrovog razmatranja posmatrajuc¢i deo po deo glatke
povrsi pri infinitezimalnom savijanju.

Pretpostavimo da je S deo po deo glatka povrs i da predstavlja uniju glatkih delova S,
j=1,..n,tj.

s={Js9. (2.4.31)

Pretpostavimo jos da je S pozitivne orijentacije i da je data slede¢om parametrizacijom:

r=r(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €D CR? (2.4.32)
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gde je f(u,v) deo po deo glatka funkcija u oblasti D i da se sastoji iz glatkih delova £ (u,v),
(u,v) € DY) c R?, gde je DY) C D kompaktna oblast koja predstavlja deo (u,v) ravni koji
odgovara delu SU) povrsi S. (Izostavi¢emo pisanje indekasa za koordinate.) Vazice:

D=|JDY. (2.4.33)

Oznacimo sa 0SY) rub dela S, Takode, neka je
ci;=SUNSY, =10 i#j (2.4.34)

deo ruba 05 koji predstavlja presek delova S® i SU) | ili prazan skup ukoliko S® i SU) nemaju
zajednickih tacaka. Ocigledno, krive ¢;; i ¢j; imaju iste tragove i suprotne orijentacije. Sledeci
uvedenu notaciju, vazice:

98 = Uasu \ U (2.4.35)
i,j=11#]
Teorema 2.4.9. Za svaku deo po deo glatku orijentisanu povrs S i polje infinitezimalnog sav-
yanja z, varijacija totalne srednje krivine povrsi S jednaka je sumi linijskih integrala polja
rotacija y, 1.

5H(5):—%(/@S dr + Z

1,j=1,i#j

/ y - dr (2.4.36)

Dokaz. Neka je z = z(u,v) = (£(u,v),n(u,v),((u,v)) polje infinitezimalnog savijanja povrsi
S. Polje z mora biti neprekidno na celoj povrsi, ukljucujuéi i rubove glatkih delova ¢;;, tj.

z29(0)=29(0), i,j=1,...,n

gde je 0 € DD N DU i z0) = (¢0) »nl) ¢G)) polje z na delu SU). Na osnovu (1.3.4), za svako
j =1,...,n vazice sledece jednacine:

&) = —f2¢
&)+ =—f¢) = f0¢) (2.4.37)
W) =~ 190
Diferenciranjem ovih jednacina po v i v dobijamo

i = —fAGD - 124G
& = I - 1
66 = —fDC) - £
ni = f c fv R (245
e = = c” - féj’CSZ?
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Potrazimo srednju krivinu povrsi
SU D (y, v, €) =1V (u, v) + €29 (u, v) = (u 4 €9 (u, v), v + enD (u, v), 9 (u,v) + ¢ (u, v)).

Najpre nalazimo koeficijente prve i druge kvadratne forme povrsi SY. Pri tom koristimo
jednakosti (2.4.37), (2.4.38). Dobijamo

ED =50} 7)) =1+ £ + (€7 + 0] + (%)
FO =50 = fP 17 + (€& + i + (P ¢Y) (2.4.39)
G~(]) :f-gj) g}] =1+ f + € (51()3)2 + nz()j)2 + gl()])Q)
EO) = —— [, 800, 50| = ——[19) + )1+ S92 + [0 + 24P + 4P
50 7
oy 1 . . ) ) ) ) . .
MY = ——[) 70 1) = —— £ + QU+ 7%+ £7%) + B + EB) - (2.4.40)
g 9
~ 1 , . . . , . . ; .
R0 = —[f), 20,80 = —— [/ + @1+ [0 + [0 + &0 + ECf),
g g

pri ¢emu smo koeficijente prve, odnosno druge kvadratne forme, oznacili slovima F,F, G,
odnosno L, M, N, sto je uobicajena notacija u literaturi umesto tenzorske notacije g;; i b;;,
@) o)

pomocu indekasa. Funkcije Agj ), B, C;’, 1 = 1,2 dobijamo u razvoju odgovarajucih deter-

minanata i
GO=E0GQU) — FU2 =1 4 fD2 4§02 2 &t .

Sada racunamo srednju krivinu dela Se(J po obrascu (1.1.17), tj.

ﬁ(j)_E(J’)N()_QF(J) 7+ GU LG
N 2EDGU) — F1)2)

i dobijamo varijaciju srednje krivine prema (2.1.2)

_ U+ G =289 PG + (L4 19l
- 2\/1+ffﬂ + £

Na osnovu (2.4.21) za varijaciju totalne srednje krivine imamo

dH )

SHU) —
de

(2.4.41)

1 . A
~3 / / (14 F9)CG) = 2f D FDCD + (1 + fO)C dudv.  (2.4.42)
D)
Direktnim resavanjem sistema (1.3.8), tj

(ED D Y= D,y g9y x (1,0, 9, (€D 0P, D)= (D, 45 y9) x (0,1, 9
(2.4.43)
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odnosno
i j k i k
(D D D)= ¢ oy §P | (€D D, D)= 4P yF 4P (2.4.44)
1 0 f¥ 0o 1 f¥
(€9, 0D, ¢ = (s 1D, —y? fD 1y, D), (€D 9D, ()= 1D — 4P~y £, 4P

(2.4.45)

dolazimo do polja y(u,v) na delu S¥) u sledeéoj formi

Y9 0,0) =, 3 9) = (6~ )+ FICP) = (P, P, €9 + 19 (2440

i, kako je dr = r du + r,dv,
/ Y dr= / NI+ FPD)du + (=G + [PD + PTG v, (24.47)
oSl oDl

Na osnovu (2.4.35) i (2.4.47), a kako za povrsinski integral vazi aditivnost po oblasti integracije,
Imamo

/ y-dr—/ y - dr
s 1 OSONUL j=1 iz i
:/ dr—/ y - dr
as(J) no o Cis

i,j=11iz;5 Cij

[ (@ 192 4 s (— 0+ 909 + 190
oD )

3

Jj=1

Z/ydr

i,j=1,i#5 ¥ ¢

Primenom Grinove formule [23] (George Green, 1793-1841, britanski matematicki fizicar)

/6Pdu+de // a—Q—a—Pddv
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dobijamo

n

[oyea=3" [ om0 20 1060 - @ g9 dudo— 3 [ yeds
98 = D)

ij=Lli#j €

n

:—Z// 25H<j>\/1+f£j’2+f5j)2dudv— 3 / y - dr
=1/ /D i,j=1,i#j ¥ €
:—2//5H\/1+f5—|—f3dudv— Z /y-dr

D ¢ij
=—26H(S) - > /

i,j=1,i#j
ij=1,izj ¥ ¢

y-dr. H
J

Posledica 2.4.10. Za svaku orijentisanu deo po deo glatku povrs S bez kraja i njeno infinitez-
imalno savijanje, varijacija totalne srednje krivine pouvrsi data je formulom

1 n
OH(8)=—3 > /y.dr. | (2.4.48)
i,j=1,ij ” €

Mozemo videti da varijacija totalne srednje krivine deo po deo glatke povrsi bez kraja nije
nula u opstem slucaju. Kako je [ y-dr=— [ y-dr uslucaju glatkih povrsi, to je
1] J

Z /y-dr: Z (/ y-dr—l—/y-dr):(),
i,j=1,i#j5 ¥ € ij=14<j v Cij Cji
pa imamo

Posledica 2.4.11. Svaka fleksibilna orijentisana glatka povrs bez kraja cuva totalnu srednju
krivinu prilikom infinitezimalnog savijanja. M
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Glava 3

Infinitezimalne deformacije krivih na
povrsima

U ovoj glavi definisa¢emo infinitezimalne deformacije krivih i, posebno, infinitezimalna sav-
ijjanja krivih. Ispitac¢emo moguénost infinitezimalnog deformisanja sferne krive, tako da sve
deformisane krive pripadaju datoj sferi. Odredi¢emo polje infinitezimalnog savijanja krive na
pravolinijskoj povrsi pod ¢ijim dejstvom i deformisane krive ostaju na istoj povrsi. Cilindar,
kao pravolinijsku povrs, i hiperbolicki paraboloid, kao dvaput pravolinijsku povrs, uzecemo za
primere i za proizvoljnu krivu na njima pronac¢i¢emo polje infinitezimalnog savijanja. Takode,
ispitacemo promenu krivine krive na hiperbolickom paraboloidu pri takvom infinitezimalnom
savijanju. Neke primere savijanja vizualizova¢emo primenom programskog paketa Mathematica
40, 82].

3.1 Infinitezimalne deformacije krivih

Koncept infinitezimalnih deformacija bavi se najpre infinitezimalnim deformacijama povrsi, a
potom i istim problemom u teoriji krivih i mnogostrukosti. Stoga ¢emo definiciju infinitezimal-
nih deformacija krivih dati analogno definiciji infinitezimalnih deformacija povrsi.

Posmatrajmo neprekidnu regularnu krivu C' C R?, datu jedna¢inom
C:r=r(t), telCR. (3.1.1)
Definicija 3.1.1. Neprekidna jednoparametarska familija krivih C,,
Ce: T(t,e)=r(t)=r(t)+ez(t), eec(—1,1),
ol x(—1,1) = R (3.1.2)
naziva se infinitezimalna deformacija krive C, ako se kriva C dobija za € = 0. Poljez € C*

naziva se polje infinitezimalne deformacije krive C'.

45
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Zadavanjem posebnih uslova, dobijaju se specijalne vrste infinitezimalnih deformacija krivih.

Teorijom infinitezimalnih deformacija krivih bavili su se i dalje se bave mnogi autori: E.
Kartan (Elie Joseph Cartan, 1869-1951, francuski matematicar), L. P. Ajzenhart, A. De Mira
Fernandez (Aureliano de Mira Fernandes, 1884-1958, portugalski matematicar), K. Jano (Ken-
taro Yano, 1912-1993, japanski matematicar), N. V. Jefimov, Lj. S. Velimirovi¢ i dr. Pomenimo
rad [111] autora K. Jana i dr. u kome se proucavaju infinitezimalne deformacije krivih u pros-
torima sa linearnom koneksijom, i to:

e deformacije paralelnih tangenti- infinitezimalne deformacije kod kojih je tangentni vektor
originalne krive uvek paralelan, u smislu afine koneksije, tangentnom vektoru deformisane
krive u odgovarajucoj tacki;

e infinitezimalne deformacije koje trajektoriju prevode u trajektoriju;
e infinitezimalne deformacije koje ¢uvaju afine konusne prostore;
e infinitezimalne deformacije koje ¢uvaju projektivne konusne prostore;

e infinitezimalne deformacije koje ¢uvaju Rimanove krugove;

infinitezimalne deformacije koje ¢uvaju konformne krugove.

Napomena 3.1.1. Definicije navedenih pojmova u prethodnom paragrafu mogu se naci u radu

[111].

U ovom radu bavié¢emo se infinitezimalnim deformacijama krivih u euklidskom prostoru R3.
Prouci¢emo specijalnu vrstu infinitezimalnih deformacija-infinitezimalna savijanja krivih.

3.1.1 Infinitezimalna savijanja krivih

Koncept infinitezimalnih savijanja krivih javlja se u radovima [30, 69, 70, 94, 96, 97, 98, 100].
Od posebnog je znacaja interaktivan vizuelni prikaz krivih i uticaja polja infinitezimalnog sav-
ijjanja na njih. U radu [69] dat je koristan alat za graficku prezentaciju fleksibilnih krivih, tzv.
”CurveBend” i vizualizovani su neki primeri deformacija krivih.

Definisimo infinitezimalna savijanja krivih prema [30, 94].

Definicija 3.1.2. Infinitezimalno savijanje neprekidne regularne krive C, (3.1.1), jeste
infinitezimalna deformacija (3.1.2), ukoliko vazi uslov

ds® — ds*=o(e). (3.1.3)

Polje z je polje infinitezimalnog savijanja krive C.
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Teorema 3.1.1. [30] Potreban i dovoljan uslov da z(t) bude polje infinitezimalnog savijanja
krive C je da vazi

dr-dz =0, (3.1.4)
gde - oznacava skalarni proizvod v R3. M
Sledeca teorema govori o odredivanju polja infinitezimalnog savijanja krive C'.

Teorema 3.1.2. [94] Polje infinitezimalnog savijanja krive C' (3.1.1) je

2(t) = [lpn(t) + ale)b(o) dr, (3.15)

gde su p(t) i q(t) proizvoljne integrabilne funkcije, a vektori n(t) i b(t) respektivno jedinicni
vektori glavne normale 1 binormale krive C. A

Kako je
b= 2XT B OE- (D (3.1.6)
[ > ] ][] > &

polje infinitezimalnog savijanja se moze napisati u obliku

a0 = [0S g

[l > ] [ |

gde su p(t), q(t) proizvoljne integrabilne funkcije, ili u obliku

2(t) = / [PL(1)E + Py(t)F + Q(1)(F x ©)]dt (3.1.7)

gde su Py(t), i = 1,2, i Q(t) takode proizvoljne integrabilne funkcije.

Zanimljivo je pitanje infinitezimalnog savijanja ravne krive koja posle deformisanja ostaje u
istoj ravni. Ovim problemom bavila se Lj. S. Velimirovi¢ u radu [96]. U istom radu pronadeno
je polje infinitezimalnog savijanja pod ¢ijim dejstvom deformisana kriva ostaje u prvobitnoj
ravni, tj. dokazana je sledeca teorema:

Teorema 3.1.3. Polje infinitezimalnog savijanja koje ravnu krivu (datu w polarnim koordi-
natama)

K :p=p(0) (3.1.8)
pri infinitezimalnom savijanju ukljucuje u familiju ravnih krivih
Ke:pe=p0), e€(-1,1), (3.1.9)
dato je jednacinom
z(0) = p(0) sin Oi — p(0) cos bj, (3.1.10)

gde su i 1 j jedinicni vektori u pravcu Dekartovih osa. W
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Takode, dokazana je i sledec¢a teorema:

Teorema 3.1.4. Poursina odredena ravnom krivom koja trpi infinitezimalno savijanje ostajuci
u prvobitnoj ravni je stacionarna. W

3.2 Infinitezimalne deformacije krivih na sferi

Postavlja se zanimljivo pitanje: Da li je moguce infinitezimalno savijati sfernu krivu C', tako da
sve savijene krive familije C. pripadaju datoj sferi? Odgovor na ovo pitanje daje nam sledeca
teorema.

Teorema 3.2.1. Data je kriva C : v(t) : I — R? na sferi S : ||r — q|| = R, sa centrom u tacki
q € R? i poluprecnikom R > 0. Ne postoji netrivijalno vektorsko polje z(t) tako da familija
krivih

Ce:r.=1(t,e) =r(t) +ez(t), ec(—1,1), r(t0) =r(t), (3.2.1)
pripada sferi S.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji familija krivih (3.2.1) na sferi S. To znaéi da je ispunjen

uslov:
lre —q|| = R, za svako € € (—1,1).

Kvadriranjem ove jednacine dobija se ||r. —q||* = R?%, tj. ||[r(t) +ez(t) — q||* = R%. Odavde je:
() + OIP + lal® - 26q-2(t) — 2q-£(1) + 2ea(t) -2(t) = B (3.2.2)

gde - oznacava skalarni proizvod u R?.
Sa druge strane vazi ||r(t) — q||*> = R?, odnosno

le()I1* — 2q - x(t) + [|al|* = R*. (3.2.3)
Zamenom (3.2.3) u (3.2.2) i deljenjem dobijene jednakosti sa € # 0, dobijamo
2z(t) - v(t) — 2q - z(t) + €||z(1)||* = 0. (3.2.4)

Uslov (3.2.4) mora da vazi za svako € € (—1,1)\{0}. To je ispunjeno kada vaze slede¢a dva
uslova:

z(t) - (r(t) —q) =0 (3.2.5)

||z(t)||* = 0. (3.2.6)
Medjutim, iz (3.2.6) dobijamo z(t) = 0 = (0,0,0), ¢ime je teorema dokazana. W

Ovu teoremu mozemo iskazati i na sledeéi nacin:
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Teorema 3.2.2. Ne postoji netrivijalna infinitezimalna deformacija sferne krive koja pripada
datoj sferi. M

Kao direktnu posledicu ove teoreme imamo sledece tvrdenje:

Posledica 3.2.3. Ne postoji netrivijalno infinitezimalno savijanje sferne krive koje pripada
datoj sferi. W

3.3 Infinitezimalna savijanja krivih na pravolinijskim
povrsima

U prethodnom poglavlju videli smo da nije moguce infinitezimalno savijati sfernu krivu tako
da i deformisane krive takode pripadaju toj sferi.
Dalje, postavi¢emo sledec¢e pitanje: Da li je moguce infinitezimalno savijati krivu C' koja
pripada pravolinijskoj pouvrsi S, tako da sve savijene krive familije C, pripadaju datoj povrsi S?
Odgovor je potvrdan, a u nastavku dajemo eksplicitnu formulu polja takvog infinitezimalnog
savijanja krive na pravolinijskoj povrsi.

Teorema 3.3.1. Neka je data pravolinijska povrs
S:r=r(u,v)=pu)+ve(u) (uweJ,veR,|e)]=1), (3.3.1)
sa direktrisom p = p(u) i generatrisama u pravcu vektora e(u), i kriva
C:r=r(t)=r(u(t),v(t)) (3.3.2)

na povrsi S. Tada je polje infinitezimalnog savijanja koje datu krivu ostavlja na povrsi S

i (py eutvlleul®) g

2(t) = ce(u(t)) e ) T tewers ¥ (3.3.3)
up, - e+ v # 0, gde je c proizvoljna konstanta.

Dokaz. Neka je
C:r=r(t)=pu(t)) +v(t)e(u(t)) (3.3.4)

kriva na povrsi S i

Ce:re(t) = p(u(t)) +v(t) e(u(t)) + ez(t) (3.3.5)

infinitezimalno savijanje krive C' sa poljem z. Kako familija C¢, ¢ € (—1,1) pripada povrsi S,
polje z je u sledecoj formi

2(t) = e(u(t)) 21 (1), (3.3.6)
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gde je z1(t) realna neprekidno diferencijabilna funkcija.
Posto je z polje infinitezimalnog savijanja, mora vaziti uslov (3.1.4), tj.

Poz=0tj il (3.3.7)
odnosno
(pyu+ve+ve,t)- (e, iz +ez)=0. (3.3.8)
Kako je |le] =1, tojee-é=0 (ele = é-e+e-e=0< (e-e) =0« (|e]*) =0<
|le]| = const). Iskoristimo ovu ¢injenicu i dobijamo homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu
nepoznate funkcije z1(t)
21 (p, - ey +vlleu]*) + 41 (ip, - e +19) =0, (3.3.9)
Cije je reSenje
i (pyeutvlleul®)
f(t) = ce | T e At (3.3.10)

¢ je konstanta i up, - € + v # 0. Stavimo li (3.3.10) u (3.3.6), dobijamo (3.3.3). W

Primetimo da ukoliko je direktrisa C' : p = p(u) ujedno i strikciona linija pravolinijske
povrsi S, onda za nju vazi uslov
e-p=0
(v.[60], str. 103.), pa je e(u) polje infinitezimalnog savijanja krive C' koje tu krivu prevodi u
familiju krivih na pravolinijskoj povrsi .S,

Ce: plu,€) = p(u) = p(u) + ce(u).

Pri tom, svaka kriva familije C. "paralelna” je sa krivom C' tj. odsecak svake generatrise
izmedu C'i C, je iste duzine. Zaista,

1D(u1,€) = plur)|| = [lee(w)[| = € = [lee(uz)[| = [ p(uz, €) — p(usz)]],

jer je |le(u1)]| = |le(uz)|| = 1. Napomenimo da se za direktrisu pravolinijske povrsi moze
uzeti svaka kriva na povrsi koju generatrise seku ili dodiruju, pa se za direktrisu moze uzeti i
strikciona linija, ako postoji.

Da pravolinijske povrsi ipak nisu jedine povrsi na kojima je mogucée vrsiti infinitezimalna
savijanja krivih, pokazac¢emo u slede¢em primeru.

Primer 3.3.1. Neka je S rotaciona povrs u R?® klase C*, data kao graf funkcije

-1

s DL L | 2 2 2
F(x,y) = el ’ T+ vy =re.
(z,y) { 0 0<r<1 y
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Primetimo da S nije pravolinijska povrs (ustvari nije pravolinijska u bilo kojoj otvorenoj okolini
proizvoljne tacke jedinicnog kruga (cosf,sinf,0)). Razmotrimo krivu C C S datu param-
etarskom jednacinom

C:r(t) = (t,0, f(t)),
gde je

—1
202t > 1
t — 6( ) il

Neka je
0, [t|>1

t) = .
g( ) { €<t2,11>2, ‘t’ S 1

Ce:re = (t,eg(t), (1))

pripada povrsi S i predstavlja infinitezimalno savijanje krive C odredeno poljem z = (0, g(t),0).

Tada familija krivih

3.3.1 Infinitezimalna savijanja krivih na cilindru

Cilindar je primer pravolinijske povrsi. Pronadimo polje infinitezimalnog savijanja proizvoljne
krive na njemu, koje datu krivu ostavlja na cilindru.

Teorema 3.3.2. Neka je dat cilindar S : 2* + y*> = a*. Neka je C : r(t) : (a,8) — R?
neprekidna reqularna kriva na cilindru S, z(t) vektorsko polje klase C' koje datu krivu pri
infinitezimalnom savijanju ukljucuje u familiju krivih C : r. = r(t) + ez(t), e € (—1,1), na
cilindru S. Tada

a) Ukoliko je kriva C' w ravni z = const, tada je polje infinitezimalnog savijanja z(t) =
z3(t)k, gde je k = (0,0,1) 7 23(t) proizvoljna realna funkcija klase C*.

b) Inace, polje infinitezimalnog savijanja je konstantni vektor z = ck, gde je ¢ realna kon-
stanta. Savijanje je kruto i svodi se na translaciju duZ z-ose.

Dokaz. Parametarska jednacina cilindra visine h i poluose a je
r(u,v) = (acosu,asinu,v), u € [0,2x], v € [0, h]. (3.3.11)
Neka je
r(t) = r(u(t),v(t)) = (acosu(t),asinu(t),v(t)), t € (a, B) (3.3.12)
kriva koja lezi na cilindru (3.3.11). Infinitezimalno savijanje bice

r(t) =r(t) + ez(t) = (acosu(t) + ez (t), asinu(t) + eza(t), v(t) + ez3(t)), (3.3.13)
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gde je z(t) = (z1(t), 22(t), 23(t)) 1 21(t), 22(t), 23(t) su realne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Kako je neophodno da krive r. budu na povrsi (3.3.11), mora vaziti
(acosu(t) + ez (t))2 + (asinu(t) + ezg(t))2 =a?,
tj. posle grupisanja ¢lanova i deljenja jednakosti sa € # 0
2a( cosu(t)z1(t) + sinu(t)za(t)) + (27 (t) + 23(t)) = 0,
za svako € € (—1,1) \ {0}. Dakle, moraju vaziti uslovi

cosu(t)z(t) +sinu(t)z(t) =0 (3.3.14)

23 (t) + z3(t) = 0. (3.3.15)
Iz (3.3.15) imamo 2 (t) = 2o(t) = 0, tako da je z(t) = (0,0, 23(¢)). Kako je z polje infinitezi-
malnog savijanja, vazi (3.3.7). Dakle,
(—asinu(t)u(t),acosu(t)u(t),o(t)) - (0,0, z3(t)) =0,
odnosno,
0(t)23(t) = 0. (3.3.16)
Odavde je v(t) = 0 ili 23(¢) = 0. Razlikujemo dva slucaja.
e Ako je 0(t) = 0, bic¢e v(t) = const, tj. kriva r(t) je u ravni z = const. Infinitezimalno
polje savijanja u ovom slucaju je z(t) = (0,0, z3(t)) = z3(¢)k.

e Kada je 23(t) = 0, tj. 23(t) = const, dobijamo polje infinitezimalnog savijanja proizvoljne
krive na cilindru u formi z = (0,0, ¢) = ck, pri ¢emu je ¢ realna konstanta. W

Primer 3.3.2. Razmotrimo neke krive na cilindru S : r(u,v) = (3cosu,3sinu,v) i njihova
infinitezimalna savijanja. Navedeni primeri su vizualizovani primenom programskog paketa
Mathematica.

e Za krug Cy : r(t) = (3cost,3sint,0), koji lezi u ravni z = 0, moZemo uzeti za polje
infinitezimalnog savijanja z(t) = tk. Na Slici 3.1 (prva slika), mozZemo videti krivu Cy i
savigene krive za € = 0.1,0.3,0.5,0.9. Ocigledno, krug Cy “se cepa” pri takvom infinitezi-
malnom savijanju i pri tom je ukljucen u familiju heliksa na cilindru.

o Zaisti krug Cy : r(t) = (3cost, 3sint, 0), moZemo uzeti za polje infinitezimalnog savijanja
z(t) = t(2r — t)k. Kako je r.(t = 0) = r.(t = 27), kriva ostaje zatvorena (srednja slika).

o Ako uzmemo krivu Co : rv(t) = (3cost?®, 3sint?, 13) i polje infinitezimalnog savijanja z =
4k, dobijamo samo kruto kretanje, tj. translaciju duz z-ose (poslednja slika).
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Slika 3.1: Infinitezimalno savijanje krive na cilindru

3.3.2 Infinitezimalna savijanja krivih na hiperbolickom
paraboloidu
Hiperbolicki paraboloid je primer dvaput pravolinijske povrsi. U nastavku ¢emo pronaci polje

infinitezimalnog savijanja proizvoljne krive koje pripada toj povrsi i ispitati promenu krivine
krive pri takvom infinitezimalnom savijanju.

Teorema 3.3.3. Neka je dat hiperbolicki paraboloid S : r(u,v) = (u,v,uv) i neprekidna regu-
larna kriva na njemu, C : r(t) = r(u(t),v(t)). Neka je z(t) vektorsko polje klase C* koje datu
krivu pri infinitezimalnom savijanju ukljucuje u familiju krivih C, : r. = r(t)+ez(t), e € (=1, 1),
na hiperbolickom paraboloidu S. Tada jednacine

a(t) = ce” FT(0, 1,u(t)), (3:3.17)
u slucaju kada vazi 0 + u(uv) # 0, i

(uv) v

2(t) = ce” | T (1,0, 0(t)), (3.3.18)

U+ v(uv) # 0, determinisu polje z(t), gde je ¢ proizvoljna konstanta.
Dokaz. Neka je
r.(t) =r(t) + ez(t) = (u(t) + ez1(t), v(t) + eza(t), u(t)v(t) + ez3(t)) (3.3.19)

infinitezimalno savijanje krive C' odredeno poljem z(t) = (21(t), 22(t), z3(t)), pri ¢emu su 2y, 29, 23
realne neprekidno diferencijabilne funkcije. Kako su krive (3.3.19) na povrsi S, mora vaziti

(u(t) + ez1(t)) (v(t) + €22(t)) = u(t)v(t) + ez3(t), Ve e (—1,1).
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Deljenjem date jednacine sa € # 0 dobijamo

21()v(t) + z2(t)u(t) — 23(t) + ez (t)2z2(t) = 0. (3.3.20)

Kako (3.3.20) mora vaziti za svako € € (—1,1) \ {0}, to mora biti
21(t)v(t) + z2(t)u(t) — z3(t) =0 (3.3.21)
z1(t)z2(t) = 0. (3.3.22)

Iz (3.3.22) dobijamo z;(t) = 0 ili z5(¢) = 0. Razlikujemo dva slucaja.
e Neka je z;(t) = 0. Jednacina (3.3.21) se svodi na z(t)u(t) = 23(t). Odavde vazi
z(t) = (0, 29(t), u(t)z2(t)). (3.3.23)
Kako je z(t) polje infinitezimalnog savijanja, to vazi (3.3.7). Posto je ¥ = (u, v, uv + u)
iz=(0,z%,uz + uzy), zamenom u (3.3.7) dobijamo
(0 4 (uv)u)Zy + (uv) tze = 0. (3.3.24)

Resavanjem homogene linearne diferencijalne jednacine (3.3.24) po z3, dobijamo

U

()"
29(t) = ce” Tty 4 u(uv) # 0. (3.3.25)
Odavde i iz (3.3.23) imamo (3.3.17).
e Analogno, resavamo slucaj 2»(t) = 0 i dobijamo (3.3.18).

Lako je pokazati da (3.3.17) i (3.3.18) predstavljaju polja infinitezimalnog savijanja krive
C koja datu krivu ostavljaju na hiperbolickom paraboloidu S, posle deformacije. W

Primer 3.3.3. Neka je data kriva Cs : v(t) = (t,t,t?), t € (a,b) C R, na povrsi S : r(u,v) =
(u,v,uv). Na osnovu Teoreme 3.3.3, posle neophodnih izracunavanja, dobijamo da su polja
infinitezimalnog savijanja krive C3 koja datu krivu ostavljaju na povrsi S, za ¢ = 1, data
sledecim jednacinama

1 t _ 1 t
= {t) = (O’ V1+222 1+ 2t2>’ Pealt) = <\/1 + TER V1+ 2t2)'
Na Slici 3.2 mozZemo videti krivu C3 1 savijene krive Cs. za € = £0.25,+0.5, +0.75, £1 pod
dejstvom polja z, 1 z.

Primer 3.3.4. Za krivu Cy : v(t) = (¢,1%,t3) odgovarajuca polja infinitezimalnog savijanja su

1 t 1 2
z1(t) = 0, 5 1 Zo(t) = 707 :
1) ( V2 + 382 \/2+3t2> 2(1) <\/1+3t4 \/1+3t4)

Infinitezimalna savijanja odredena datim poljima vizualizovana su na Slici 3.3.
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Varijacija krivine krive na hiperbolickom paraboloidu

Ispitajmo promenu krivine K proizvoljne krive
C:r(t) =r(u(t), v(t))

na hiperbolickom paraboloidu

S :r(u,v) = (u,v,uv),
koja se infinitezimalno savija na njemu pod dejstvom polja (3.3.17). Krivina krive
Ce:r.=r(t) + ez(t)

data je formulom
£ < 2

K, =
TP

Neposrednim racunanjem dobijamo

|2 X Fo||? = ||F x £]|% + 2ePy(t) + € Py(t) 4+ 3 P3(t) + €' Py(t),

gde je
Py(t) = (0(uv)” = B(ww) ) A(t) + (a(wv)” — @(u))C(t) + (ad — @0) D(t);
Py(t) = 2(0(uv)” — i(uv) ) B(t) + A*(t) + C*(t) + D*(1);
Py(t) = 2A(0)B(2);
Py(t) = B*(t);
A(t) = (0 — 0d)zg + (4t + )2y — v is;
B(t) = iizpZy + 2Uuzy% — zp5h;
C(t) = (20® — uii) 2y + utdy;
D(t) = uzy — iizs;

Funkcija 25(¢) odredena je jednacinom (3.3.25). Takode,

£l = [lE]* + € [(zr + uza)® + 2°].
Vazi
iy S = R = e
i takode,
K?-K* | K. —-K

lim —&—— =lim
e—0 € e—0 €

(K. +K) = 0K - 2K,

(3.3.26)

(3.3.27)

(3.3.28)

(3.3.20)

(3.3.30)

(3.3.31)

(3.3.32)

(3.3.33)
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gde je § K varijacija krivine K krive (3.3.26). Uporedivanjem (3.3.32) i (3.3.33), kada je K # 0
dobijamo

Pi(t)

0K = A
K[[e]]

(3.3.34)

Ispitajmo slucaj K = 0. Iz (3.3.32) i (3.3.33) zakljucujemo da je i Pi(t) = 0. Sada je

2 3 1
5K:lim£: \/6 Py(t) + e P3(t) + et Py(t)
AT VI + (G + i+ P

.

Bt

oK = '2(3 3 (3.3.35)

ol

Dakle, vazi

Teorema 3.3.4. Varijacija krivine K krive (3.3.26) na hiperbolickom paraboloidu (3.5.27) pri
infinitezimalnom savijanju (5.3.17) ne mora biti nula, veé je odredena jednacinom (3.8.34) kad
je K #£0, tj. (8.3.35), kada je K =0, gde su Py i Py funkcije date u (3.5.50).
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Glava 4

Infinitezimalne deformacije
mnogostrukosti

U ovoj glavi bavi¢emo se infinitezimalnim deformacijama i, specijalno, infinitezimalnim geodez-
ijskim deformacijama generalisanih Rimanovih prostora (Georg Fredrich Bernahard Riemann,
1826-1866, nemacki matematicar). Naveséemo osnovne ¢injenice teorije generalisanih Rimanovih
prostora i geodezijskih preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora. Da¢emo potrebne i do-
voljne uslove da preslikavanje bude geodezijsko, kao i potrebne i dovoljne uslove da deformacija
bude geodezijska, uopstavajuéi poznate stavove koji vaze u Rimanovim prostorima na gener-
alisane Rimanove prostore. UveSéemo tzv. ekvidistantne generalisane Rimanove prostore i
pokazati da takvi prostori dopustaju netrivijalne infinitezimalne geodezijske deformacije.

4.1 Generalisani Rimanovi prostori

Problematika prostora sa nesimetricnim osnovnim tenzorom, odnosno nesimetricnom koneksi-
jom potice od Ajnstajna [26, 27] i njegove tzv. Jedinstvene teorije polja (JTP). Pocev od 1951.
ovim problemom se dosta bavio Ajzenhart [29], a kasnije i mnogi drugi matematicari: S. Bohner
i K. Jano, M. [9] (Salomon Bochner, 1899-1982, poljski matematicar), R. S. Mishra [62], K.
D. Singh [76], S. M. Min¢i¢ [58], M. Prvanovi¢ [67] (Mileva Prvanovié, srpski matematicar),
M. Stankovié¢ [87] (Miéa Stankovié, srpski matematicar), M. Lj. Zlatanovié¢ [114] (Milan Lj.
Zlatanovié¢, srpski matematicar) i dr.

Definisimo generalisani Rimanov prostor prema Ajzenhartu [29].

Definicija 4.1.1. Generalisani Rimanov prostor je N-dimenzionalna diferencijabilna mno-
gostrukost u kojoj je uwveden nesimetricni osnovni metri€ki tenzor g;;(z',...,2"), takav da u
opstem slucaju vazi

9ij # 9ji» g = det gyl # 0. (4.1.1)

29
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Takav N-dimenzionalni prostor oznacava¢emo GRy. Ukoliko je osnovni metricki tenzor
simetrican, dobijamo obican Rimanov prostor koji ¢emo obelezavati Ry .

Osnovne definicije i relacije koje se odnose na GRy naveséemo prema [29, 58, 62, 76]. Za
osnovne pojmove teorije obi¢nih Rimanovih prostora upuéujemo na [61].

Zbog nesimetricnosti metrickog tenzora, moze se definisati, respektivno, simetriéni deo i
antisimetricni deo tenzora g;;:

1 . 1
9ij = é(gij + gji) 1 9ij = 5(91‘3‘ — Gji)- (4.1.2)
Ocigledno vazi

9ij = 9ij + 9ij- (4.1.3)

Spustanje i dizanje indekasa definiSe se pomocu tenzora g;; 1 g, pri éemu je ¢¥ definisan
pomocu
997" = o7, (4.1.4)

gde je 6F je Kronekerov simbol. Kako je, o¢igledno, matrica ||¢g*|| inverzna matrici ||g;;||, mora
da vazi uslov

g = det || gi;| # 0. (4.1.5)

Definicija 4.1.2. Rimanov prostor RS, odreden simetricnim delom gij metrickog tenzora g
generalisanog Rimanovog prostora GRy i istim skupom tacaka kao u slucaju GRy, naziva se
pridruzen prostor prostoru GRy.

Oznacimo obi¢no parcijalno diferenciranje zapetom, na primer,

_ 09y
gl],k‘ - aLL’k.

Generalisani Kristofelovi simboli 1. odnosno 2. wvrste prostora GRy definisani su, respektivno,
na slede¢i nacin:

1
Lign = 5(9jik = iwa + ging), (4.1.6)

%

i L
gk = G2k = §g£<gjp,k — Gjkp T gpk,j)- (4.1.7)
Velicine Fj-k predstavljaju koeficijente koneksije prostora GRy. U opstem slucaju vazi

Cige 7 Dikgs Do # T4y
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Polaze¢i od zakona transformacije tenzora g;; pri prelasku sa sistema koordinata z* na sistem
</
1

2" 1 uvodedi oznake , 3 ,
;. ox' s Ox' ; 0t
Ty = = r, = —— Lot = N 7o 77
oo Tt 9t Y ' Ok
pokazuje se da vaze sledeéi zakoni transformacije generalisanih Kristofelovih simbola (v. [76])
_ i od ok iJ
Lirjir = Ui juyp @, T + Gig o T (4.1.8)
, o L,

Mozemo uvesti simetricni i antisimetricni deo koeficijenata koneksije Fék relacijama

1 1

[ = 5( i Ty, ;vk = 5( it — Thy)- (4.1.10)

Veli¢ina I', transformise se po istom zakonu kao i I

‘4, dok se velicina T, transformise kao
\%

tenzor i naziva tenzor torzije prostora GRy. Ocigledno vazi

ik = Lo + D (4.1.11)

Za generalisane Rimanove prostore vazi sledeca teorema, prema [58].

Teorema 4.1.1. Ako je g = det ||gi;||, onda u GRy vazi

, . 0
=1, =—1In . i 4.1.12
ik ki al‘k |2| ( )
Iz poslednje relacije sledi da za generalisane Rimanove prostore vazi
%:0 (4.1.13)
Koriséenjem nesimetri¢nosti koneksije F;k, moguce je u prostoru GRy definisati cetiri vrste
kovarijantnog izvoda [58]. Na primer, za tenzor a}, imamo

i i P T i i i i P TP i
ajlm—ajmeermaj L@y, “jgm—“j,mJFFmp%’ T

(4.1.14)

i i i P _ TP i i
a%m—aj’m—i-lj a; —I', a, a

i i p_Tw i
pm ™y mj¥p jjlm_aj,m+r a; —Lj,a

mpj Jjm=p*

Takode, mozemo razmatrati kovarijantni izvod u odnosu na simetri¢ni deo koneksije F;k Tako
imamo

at oy = a,, + 17,08 = T% ol (4.1.15)

J5m pm=j Jm=p:

U radu [58] pokazano je da su tenzori Gij ¢¥, kao i Kronekerov d-simbol, kovarijantno
konstantni u odnosu na sve vrste kovarijantnog diferenciranja, tj. da je njihov kovarijantni
izvod jednak nuli.

Napomena 4.1.1. U Rimanovom prostoru Ry (F;k = 0), sve vrste kovarijantnog izvoda iz
\%

(4.1.14) svode se na (4.1.15).
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4.2 Geodezijska preslikavanja generalisanih Rimanovih
prostora

Problem geodezijskih preslikavanja Rimanovih prostora vezuje se za Levi-Civitu (Tulio Levi-
Civita, 1873-1941, italijanski matematicar), a proistice iz njegovog proucavanja jednacine di-
namike. Godine 1896. on dolazi do osnovne jednacine geodezijskih preslikavanja Rimanovih
prostora [52]. Osnove teorije geodezijskih preslikavanja prostora simetricne afine koneksije
mogu se na¢i u monografijama J. Mikesa, V. Kijosaka i A. Vanzurove [57] (Josef Mikes, ¢eski
matematicar, Volodymyr Kiosak, ruski matematicar, Alena Vanzurova, ¢eski matematicar) i N.
Sinjukova [79] (Nikolai S. Sinyukov, 1925-1971, ruski matematicar). Teorija geodezijskih pres-
likavanja prostora nesimetricne afine koneksije zastupljena je u radovima [59, 85, 86, 87, 114].

Osnovne pojmove u vezi sa geodezijskim preslikavanjima generalisanih Rimanovih prostora
dajemo prema [59, 87].

Definicija 4.2.1. Kriva ' .
l:2'=2'(t), (i=1,2,..,N) (4.2.1)

prostora GRy je geodezijska linija ako funkcije x'(t) zadovoljavaju sistem diferencijalnih
jednacina

d\! i \phg ;

T + L APAT = p(t)N' (), (4.2.2)

pri cemu je \' = dx®/dt tangentno vektorsko polje, a p(t) invarijanta.

Teorema 4.2.1. [87] Kroz datu tacku prostora GRy u datom praveu postoji tacno jedna geodez-
yska linya.

Geodezijske linije na povrsi u R? definiu se kao krive na povri ¢ija je geodezijska krivina
jednaka nuli u svakoj tacki. Takode, odsecak geodezijske linije izmedu dve tacke na povrsi je
minimalne duzine u odnosu na sve druge krive koje spajaju te dve tacke.

Definicija 4.2.2. Geodezijsko preslikavanje prostora GRy na GRy je difeomorfizam f -
GRy — GRy pri kome svaka geodezijska linija prostora GRy prelazi u geodezijsku liniju pros-
tora GRy.

Prostore GRy i GRy posmatra¢emo u zajednickom po preslikavanju f, sistemu lokalnih
koordinata z', 22, ...,2". Tada komponente koneksije prostora GRy i GRy u odgovarajué¢im
tackama M (x) i M(zx), po preslikavanju f, mozemo vezati slede¢om relacijom:

=i

L, =T + P (4.2.3)

Velicina P;k je tenzor i naziva se tenzor deformacije koneksije I' prostora GRy pri geodezijskom
preslikavanju f : GRy — GRy.
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Potreban i dovoljan uslov da preslikavanje f bude geodezijsko (v. [59]) je da tenzor defor-
macije koneksije P]’k bude predstavljen u obliku

P;k: = 5;¢k + 5]1@0]‘ + f;ka (4.2.4)
gde je
- P = (T}, T 4.2.5
¢i_1+N @_HN(@_ i) (4.2.5)
szk = jzk = F;k - F;k (4.2.6)

Uslovi (4.2.4) imaju tenzorski karakter, pa su invarijantni u odnosu na izbor sistema lokalnih
koordinata x!, 22, ..., 2", zajednickog po preslikavanju f.

S obzirom na (4.2.3), jednacina (4.2.4) postaje
Ty = iy + e + 0405 + &y (4.2.7)

Velicine 1); i f;k u potpunosti odreduju geodezijsko preslikavanje f : GRy — GRy. Ocigledno

je &%, antisimetric¢ni tenzor. Takode, za veli¢inu ); vazi sledeéa teorema:
Jk )

Teorema 4.2.2. [59] Ako je preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRy na gen-
eralisani Rimanov prostor GRy geodezijsko, onda je

(2

1 .
Il

- 9 2 12.8
N+10z (4.2.8)

pri cemu je g = det ||gg||7 g = det ||§Q||

Kako je u (4.2.8) veli¢ina

%‘ invarijanta, to je vektor 1; gradijentni.
U radu [59] dokazana je i sledeca teorema koja daje potrebne i dovoljne uslove da preslika-

vanje generalisanih Rimanovih prostora bude geodezijsko:

Teorema 4.2.3. a) Preslikavange f : GRy — GRy je geodezijsko ako i samo ako u zajednickom
po preslikavanju f lokalnom sistemu koordinata Kristofelovi simboli druge vrste zadovoljavaju
relaciju (4.2.7).

b) Ako je preslikavanje f geodezijsko, tada u zajednickom po preslikavanju f lokalnom sistemu
koordinata vaZe sledece jednacine

?z‘jlk - §ZVJ|1|19 = 2UnGy; + ViGr; + ViGin + E0 T T g?kgipa (4.2.9)
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yi]lk - gzngk = kagi]’ + ¢i§kj + ¢j§ik + gzigpj + gijgipv (4-2-10)

gde je sa (]) i (|[) ozanceno kovarijantno diferenciranje odgovarajuce vrste u prostorima GRy
i GRy, respektivno, 1; zf;-k su dati u (4.2.5) i (4.2.6). Obratno, ako jedna od prethodne dve
jednacine vazi, tada je preslikavanje f geodezijsko i, takode, vazi © druga jednacina. W

Jednacine (4.2.9), (4.2.10) predstavljaju uopstenje poznate jednaéine Levi-Civita, koja vazi
za dva Rimanova prostora.

Definisimo jos jednu vrstu preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora.

Definicija 4.2.3. Preslikavanje f : GRy — GRy naziva se konformno ako medu metrickim
tenzorima ta dva prostora postoji veza

gde je o funkcija tacke x = (x',...,2N), pri éemu prostore posmatramo u zajednickom po
preslikavanju fsistemu lokalnih koordinata. Ukoliko je o = const, preslikavanje se zove ho-
motetija. Za 0 = 1, govori se o izometriji.

Definicija 4.2.4. Prostori GRy i GRy su kompatibilni ako postoji konformno preslikavanje
medu njima.

Napomenimo da konformno presikavanje nije u opstem slucaju geodezijsko. K. Jano je
u radu [110] postavio potreban i dovoljan uslov pod kojim se pri konformnom preslikavaju
Rimanovih prostora geodezijske linije preslikavaju u geodezijske linije. Takva preslikavanja
nazvao je koncirkularnim.

4.3 Infinitezimalne deformacije generalisanih Rimanovih
prostora

Osnovne pojmove u vezi sa infinitezimalnim deformacijama definisa¢emo prema [57] J. Mikesa
i dr., uopstavajuéi slucaj deformacija Rimanovih prostora koji je dat u knjizi, na slucaj gener-
alisanih Rimanovih prostora. Infiitezimlne deformacije Rimanovih prostora i uopstenja javljaju
se u radovima [36]-[39][43, 57, 72, 79, 112, 113]. Koncept infinitezimalnih deformacija prostora
nesimetricne afine koneksije zastupljen je u knjigama, S. M. Mincic¢a i Lj. S. Velimirovi¢ [61],
Lj. S. Velimirovi¢ [98], kao i u mnogobrojnim radovima citiranih autora, gde je predstavljen
preko Liovih izvoda i diferencijala (Marius Sophus Lie, 1842-1899, norveski matematicar).

Neka je GR); generalisani Rimanov prostor sa lokalnim koordinatama 3!, ..., ¥* i osnovnim
metrickim tenzorom a,g. Jednacine

a «
Y =y (2, ...,xN), mngH%H =N<M (4.3.1)
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odreduju potprostor GRy prostora GRy; (GRy C GRyy) sa indukovanom metrikom g;;. Kom-
ponente metrickih tenzora a,.s i g;; vezane su sledecom relacijom, prema [62],

Oy oy
ij = Qb i oy

(4.3.2)

Napomenimo da gréki indeksi «, (3,... uzimaju vrednosti 1,..., M i odnose se na prostor
GR,, dok latinski indeksi 4, 7, ... uzimaju vrednosti 1, ..., N i odnose se na potprostor GR .

Neka je £%(zt, ..., 2Y) restrikcija na GRy nekog vektorskog polja definisanog na general-
isanom Rimanovom prostoru GR ;.

Definicija 4.3.1. Jednacine ' '
gt =y (x") + e£%(x"), (4.3.3)

gde je € dovoljno mali realni parametar, odreduju familiju generalisanih Rimanovih potprostora
GRy prostora GRy; koja se naziva infinitezimalna deformacija (prvog reda) prostora
GRy. Polje £*(z!,...,2") naziva se polje infinitezimalne deformacije.

Definicija 4.3.2. Neka je A = A(x!, ..., z"V) geometrijski_objekat koji pripada prostoru GRy
(skalarna funkcija, vektor, tenzor, koneksija,...). Objekat A = A(z',...,z",€) prostora GRy je
deformisani objekat za A, nastao infinitezimalnom deformacijom (4.3.3), ako vazi

Aly®) = AG). (4.3.4)

Definicija 4.3.3. Neka je A = A(x!,...,aN) geometrijski objekat koji pripada prostoru GRy i
A= A", ..., 2N, €) deformisani objekat za A, pri infinitezimalnoj deformaciji (4.3.3). Neka je
pri tom

AA = Az’ e) — A(z') = e0A + EFPA+ ...+ A+ ... (4.3.5)

Tada koeficijenti 6 A, 6?A,...,0"A,... predstavljaju prvu, drugu, ..., n-tu varijaciju geometri-
jskog objekta A pri infinitezimalnoj deformaciji GRy prostora GRy .

Pri razmatranju varijacije objekata prostora GR y zanemarié¢emo ¢lanove reda €*, k > 2. Na
taj nacin ¢emo proucavati samo prvu varijaciju infinitezimalne deformacije prvog reda. U nas-
tavku ¢emo izostaviti navodenje reda varijacije i infinitezimalne deformacije, podrazumevajuéi
da je re¢ o prvoj varijaciji infinitezimalne deformacije prvog reda.

Definicija 4.3.4. Geometrijski objekat A je krut u odnosu na infinitezimalnu deformaciju
(4.3.3) ukoliko vazi 6A = 0. Inace, geometrijski objekat A je nekrut ili fleksibilan.

Za varijaciju geometrijskih objekata, kao i u slucaju euklidskog prostora, vaze odredene
osobine [61]:
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e Varijacija zbira geometrijskih objekata iste vrste jednaka je zbiru varijacija sabiraka;

e Za proizvod i kompoziciju (mnozenje sa kontrakcijom) geometrijskih objekata vazi Lajb-
nicovo pravilo.

Nadimo varijacije nekih geometrijskih objekata pri infinitezimalnoj deformaciji GRy pros-
tora GRy, tj. dokazimo sledece leme.

Lema 4.3.1. Pri infinitezimalnoj deformaciji GRy prostora GRy C GRy odredenoj jednacinom

(4.3.3) vazi:
a) oy* =&,
b) by = 228
) 0as = 75 €7, (4.3.6)

aaa5 a, B a, B a B
c) 4gij = a—mf”y,iy,j + aas(§5Y5 + Y585),
gde su aqpg 1 gij, redom, metrika prostora GRy; 1 indukovana metrika potprostora GRy.

Dokaz. 1z (4.3.3) jasno je da vazi a).
Takode, vazi

da,
Bev ..
y’Y

aap(Y") = aap(y") = aap(y” +€£7) = aap(y”’) + ¢ 5

primenom (4.3.4) i Tejlorove formule (Brook Taylor, 1685-1731, engleski matematicar). Dakle,
vazi b).
Primenom (4.3.2) dobijamo

091 =0(aapyy’) = 0aasySy’ + aasdyy’s + ansyioy’

day, N N N (4.3.7)
:Wff'yy,iy,ﬁj + aaﬁ(g,iy,ﬁj + yzgi)a

pri ¢emu smo iskoristili a), b) i Lajbnicovo pravilo. W
Lema 4.3.2. Pri infinitezimalnoj deformaciji GRy prostora GRy C GRy; odredenoj jednacinom

(4.8.3) vazi:
39" =—0gpeg 9", (4.3.8)

gde je g2 simetricni deo kontravarijantnog metrickog tenzora prostora GRy.
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Dokaz. Vazi

G2 Gy =0}

posle zamene nemog indeksa k sa q.

= (9 + €69™) (gpr + € 0gpk) = 6

3,

= 9Lgpr + €(09 gpr. + 9P 0gpk) + €

=092 = —0g,q 924™,

(4.3.9)

Lema 4.3.3. Priinfinitezimalnoj deformaciji GRN prostora GRy C GRy; odredenoj jednacinom

za kovarijantno diferenciranje tenzora a'"  vaZi:
(4.3.3), za k jantno dif je t ]11 3
) (Baly o) [B=B 5 1), b)
2 2 3
3 3 3
4 4 4

gde ()
GRy, respektivno.

Dokaz. a) Kako je

Jin

Jm

=W N

piaein | ¢ bty 4

Ji.--Jm
11 in
Dj2---Jm

— M‘?mka

@ = O €0
to je - o o
@ | B =G5+ € (0az i )k
Sa druge strane je o o o
@y Lo | R = @G 25 [ R+ € 0(a5 5, ).
Uporedivanjem (4.3.12) i (4.3.13), dobijamo (4.3.10,a).
b) Vazi
zzn ~z in z~z in 1znp zzn
311 -Jm Hk ]11 -Jm ’k+rp1k ?123 +. +Fpk ]11 Jm ' Fik pljz -Jm
= (al ,k—FE(Sa;ll k)4 (D), + e ) (a2
+ (F;;i; + E(SFZ};)( Z]’:n . 65@;11 Z]:L Py — (Fp p eéFjlk)(
( ] k+€5r§mk>< ;113T7Ln lp+€5a;11 Z.]T:n 1P)
—at “'Z?;nlk + e(éa” “in kT (51“;2 ffz J’” F“ oa fiQ JZ"
azll'_jfﬁnlk + e(éaﬁ'_'_;’;lk + 6F;1ka§’f2 ]Z” - 5F§.’mka

7,'1 Z'n )
J1---Jm—1p

_Fp

[k=0(e),

(4.3.10)

i (||) predstavljaju kovarijantno diferenciranje odgovarajuée vrste u prostorima GRy i

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)

741 Jin
]mk J1---Jm—1P
_l’_
Zl Zn _ _
+edayit ) — ...
11...0n _ P 21...0n
jln-jrnflp F] kéa]l j"b 1p

(4.3.14)

)
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Dakle,
alt ;jn||/g—a;11 o \k:e( Doalboin 4 =010 (aftt 4 Salle |k Satin ||k;) (4.3.15)

odnosno, trazena razlika je beskonac¢no mala veli¢ina reda e.
Analogno se pokazuje za ostale vrste kovarijantnog diferenciranja. W

4.4 Infinitezimalne geodezijske deformacije prostora GR y

Zadavanjem razli¢itih specijalnih uslova, dobijamo razlicite vrste infinitezimalnih deformacija.
Tako, na primer, infinitezimalna deformacija (4.3.3) naziva se afina infinitezimalna deformacija
ukoliko je varijacija Kristofelovih simbola druge vrste jednaka nuli, tj. ukoliko su Kristofelovi
simboli druge vrste kruti. U sluc¢aju krutosti metrickog tenzora, odnosno rastojanja izmedu
tacaka prostora, govorimo o infinitezimalnoj izometrigi ili infinitezimalnom kretanju ili infinitez-
imalnom (beskonacno malom) savijanju. Ukoliko je dg;; = o(x)g;;, govorimo o infinitezimalnog
konformnoj deformaciji, dok u slucaju o(z) = const govorimo o homotetiji.

U nastavku ¢emo proucavati specijalnu vrstu infinitezimalnih deformacija, tzv. infinitezi-
malne geodezijske deformacije.

Definicija 4.4.1. Infinitezimalna deformacija generalisanog Rimanovog prostora GRy naziva
se infinitezimalna geodezijska deformacija ako cuva geodezijske linije prostora GRy, 1.
ako svaka geodezijska linija prostora GRy prelazi u geodezijsku liniju deformisanog prostora.

Dakle, infinitezimalne geodezijske deformacije su takve deformacije prostora pri kojima
se geodezijska linija slika u krivu koja aproksimira geodezijsku liniju, sa datom preciznoséu.
Imajuéi u vidu moguce realne situacije i njihove eventualne matematicke modele, ovakav pristup
je prikladniji za razne primene od standardnog u kome geodezijska linija prelazi u geodezijsku.
Na primer, za simuliranje realnih fizickih situacija kada se razmatraju gravitaciona i elektro-
magnetna polja, mehanicki sistemi itd. ovakve deformacije imaju smisla.

Teorija infinitezimalnih geodezijskih deformacija Rimanovih prostora zastupljena je u radovima

(36, 37, 38, 39, 57]. Infinitezimalne geodezijske deformacije povrsi proucavane su u radovima
(31, 34, 80].

4.4.1 Potrebniidovoljni uslovi za geodezijsko preslikavanje f : GRy —
GRy
U Teoremi 4.2.3 dati su potrebni i dovoljni uslovi da preslikavanje dva generalisana Rimanova

prostora bude geodezijsko. Ovde ¢emo dati njihov ekvivalent, koji predstavlja znatno jednos-
tavniji zapis uslova (4.2.9) i (4.2.10).
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Teorema 4.4.1. Preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRy na generalisani Ri-
manov prostor GRy je geodezijsko ako © samo ako u zajednickom po preslikavanju f lokalnom
sistemu koordinata osnovni metricki tenzor prostora GRy zadovoljava relaciju

?@lk =2U1Gij +ViGr; ik + gfkgpi + ffk?@a (4.4.1)

gde je (|) kovarijantno diferenciranje prve vrste u prostoru GRy.
1

Dokaz. (=:) Pretpostavimo da je preslikavanje f : GRy — GRy geodezijsko. Na osnovu
Teoreme 4.2.3 a sledi veza

[ =T 1004 +1005 + € (4.4.2)
Iz definicije kovarijantnog diferenciranja (4.1.14) i jednacine (4.4.2) dobijamo
— — — — — — TP — TP —
gz\glk - gzvguk :gi\/j,k - kagpvj - F?kgig - givj,k—l—rikgpvj +ij9i€
TP — TP —
= — Fﬁ;)ﬂ;;j"‘(ﬂk - F?k)gi\e
= (04010 + §fk)§pvj+(5§)¢k+5£¢j + ?k)?ig

= 2¢k§¢j +7/)i§kj +¢j§ik + gfkgpj + g;‘)]ggip'
v v v \ Vv

(4.4.3)

Ako zamenimo g;; ;. iz (4.4.3) u (4.2.9), dobijamo trazenu jednacinu (4.4.1).
\

(<:) Pretpostavimo da jednacina (4.4.1) vazi. Kako je u GRy zadovoljeno g1, =0, 0=1,...,4,
o
primenom definicije kovarijantog izvoda imamo
0

_ N = _ = _
Gijie = Gijle = (T3 — ka)ggj+(rﬁk — 157 (44.4)
1 1

Sa druge strane iz (4.4.1) je
Gig 1 = 20083y +iG;+ i + €T + Ty s
= (i + k0l + €T, + (100 +1rd? + €5)Fiy )
Iz jednacina (4.4.4) i (4.4.5) uporedjivanjem zakljuéujemo da vazi (4.2.7), tj. preslikavanje je
geodezijsko. W

Lako se pokazuje da vazi i
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Teorema 4.4.2. Preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRy na generalisani Ri-
manov prostor GRy je geodezijsko ako @ samo ako u zajednickom po preslikavanju f lokalnom
sistemu koordinata osnovni metricki tenzor prostora GRy zadovoljava relaciju

Gij 1k =20kGs; +i0k; + 030k + Ehips + $j i (4.4.6)
2

gde je (|) kovarijantno diferenciranje druge vrste u prostoru GRy. W
2
U vezi sa prethodnim izlaganjem navodimo osnovnu jednacinu teorije geodezijskih preslika-
vanja Rimanovih prostora, do koje je dosao N. S. Sinjukov u radu [78].

Teorema 4.4.3. Da bi Rimanov prostor Ry dopustao netrivijalno geodezijsko preslikavange,
potrebno je i dovoljno, da postoji u njemu nesingularni simetricni tenzor a;j, koji zadovoljava
uslov

Qijik = Nigjk + Aj ik (4.4.7)

pri nekom gradijentnom vektoru A; # 0. W

U nastavku dajemo uopstenje prethodne teoreme koje vazi kod generalisanih Rimanovih
prostora, tj. dokazujemo slede¢u teoremu:

Teorema 4.4.4. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao netrivijalno geodezijsko
preslikavanje na njemu kompatibilan prostor, potrebno je i dovoljno da postoji u njemu nesin-
gularni simetriéni tenzor a;;, koji zadovoljava uslov

igle = Aigjh + i+ Hips v (4.4.8)

pri nekom gradijentnom vektoru \; # 0 i antisimetricnom tenzoru uék, za koji vazi ,uﬁj = u;z =
0.

Dokaz. Pretpostavimo da GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje. Tada vazi
jednakost (4.4.1) pri cemu je 1 gradijentni vektor koji zadovoljava (4.2.8).

Kako je vektor ¢ gradijent, tj. ¢y, = 57, mozemo uvesti velicinu

24

gij =€ " Gij- (4.4.9)

Posle kovarijantnog diferenciranja prve vrste simetricnog dela ove jednakosti u GRy, tj.
Gij = € Y gij, (4.4.10)

uz uslov (4.4.1) imamo
Gij |k =ViGrj + i Gik + .G + ErTip- (4.4.11)
1
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Posto je tenzor g;; nesingularan, tj. det|/g;;|| # 0, formula (4.4.10) pokazuje da je i g,
nesingularan. Oznatimo element matrice, inverzne matrici ||g;||, sa g*. Vazice

Jia §% = 61, (4.4.12)
Diferencirajmo ovu jednakost kovarijantno u GRy. Dobi¢emo
Jia |k 9L+ Gia G411 = 0.
1 1

Pomnozivsi datu jednakost sa §% i iskoristivsi (4.4.12), uz promenu odgovarajuéih nemih in-
dekasa, dobijamo

7= _gﬁ\kgaigﬁ- (4.4.13)
1 1
U poredenju sa (4.4.11) to daje
G110 = a8 — Vp30) — €05 — €. (4.4.14)
1

Uvedimo sledec¢e oznake ' ' ' .
X = g, = el e (4.4.15)

dobi¢emo N o o 3 g
G =03, + Nop + gy + - (4.4.16)

1

Spustimo indekse i i j u GRy u (4.4.16), dobi¢emo

711910918 =N'619i09i8 + N 019iagis + 11 GiaGss + 1Y Gialjs- (4.4.17)
1
Iskoristimo B . |
Gap = §7Giadis A = GiaA"s M = Giakli s (4.4.18)
dobijamo
Qaplk =Gkt T AgGka + Hoydps + M Ipa- (4.4.19)
1

Ocigledno, a;; je nesingularni simetri¢ni tenzor, \; kovarijantni vektor, /L;k tenzor.
Iz (4.4.10), (4.4.15) i (4.4.18) za a;j, \; i py, zakljucujemo, posto su izrazeni preko metrickih
tenzora prostora GRy i GRy pri geodezijskom preslikavanju f:

aij = ewgﬂgoﬂg@, A= —ew%gﬂg@ ,uj-k = —{gkewgﬂgﬂ. (4.4.20)

Tenzor uék je antisimetri¢an. Zaista, kako su prostori GRy i GRy kompatibilni, za njihove
metrike vazi g;; = 0g;;. Na osnovu toga i (4.4.20) imamo

. —— | 1.,
o= =€ T Gj = —Eie™ — g% g50 = ==
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Takode je i, = i, = 0, jer je &) = & = fip — T, =0, prema (4.1.13).
\% \2

Pomnozimo sada (4.4.19) sa ¢®?, dobi¢emo

(@089°%) |k =2(Nk + pipy,) =2\ (4.4.21)

1

Odavde zaklju¢ujmo da je A, gradijent, pri cemu se iz (4.4.20) vidi da je A\; # 0 pri ¢; #
0 i obratno. Na taj nacin, ako prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje,
tada postoji nesingularni simetri¢ni tenzor a;;, koji zadovoljava jednakost (4.4.19) pri nekom
gradijentnom vektoru A; # 0 i antisimetricnom tenzoru gy, piy, = i, = 0.

Pokazimo obratno tvrdenje. Podignimo u (4.4.19) indekse o i f u GRy. Tada utvrdujemo,
u saglasnosti sa (4.4.18) da za tenzor

gﬁ:aaﬁg%g& (4422)
vazi jednakost (4.4.16), pri A; = A\ag®, pf = pi,g%, pri éemu je tenzor G2 simetrican i
nesingularan. No tada za element §;; inverzne matrice vazi uslov (4.4.11) pri ¢¥; = —A*Gai,
P _ pa~ o
gk “Hi Gaj-

Pomnozivsi (4.4.19) sa g*2 dobijamo (4.4.21), posto je tty, = 0 po pretpostavci. Kako je Ay
gradijentni vektor, moze se predstaviti kao izvod funkcije

A = anp9°L. (4.4.23)
Odavde je
A
af = 779a8; 4.4.24
Qap Ngg ( )

pa se primenom prethodne jednacine i (4.4.22) dobija ¢ = 2¢%, odnosno

_ N
9ij = ~ 9is- (4.4.25)

Koris¢enjem ove jednakosti, lako se pokazuje da je §§k antisimetrican tenzor za koji vazi &), =
Dalje, tenzor g;; = %gij mozemo posmatrati kao metricki tenzor nekog generalisanog Ri-

manovog prostora GRy. Za Kristofelov simbol druge vrste fék tog prostora imamo, prema
(4.1.12),

o o 0 ~ ~ ~
ak=lha = 5% In/lgl, g = det||gyll. (4.4.26)
Prema (4.1.7) vazi

1,
o =50 Gos - (4.4.27)
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Kako je §%§a5,k = gﬂgﬁa,k, to je §%§af’k = 0, pa se prethodna jednacina svodi na

~ 1
Cor=15 G2 Gap i (4.4.28)
Iskoristimo (4.4.11) i definiciju kovarijantnog izvoda prve vrste, dobi¢emo

1., ) ) ) ) i i
= 59—5(F I8+ Ddpa + Yadrg + ¥s0ka + Evelps + E510pa)

N X X 4.4.2
=5 (Ta0y + Thi0] + i + U] + €007 + €5,7) (4429
:ng + wka

posle koriséenja Sgk = 0 i zamene nemih indekasa. Dakle,

AU s B e

a to znaci da je ¢, gradijentni vektor, tj ¢ = %. No tada za tenzor

[ [l

9ij = €* gij (4.4.31)
iz (4.4.11) ocigledno vazi uslov (4.4.1). Odgovarajuéi prostori GRy i GRy su kompatibilni, i
vazi g;; = %ewglj. Dakle, teorema je dokazana. W
Analogno pokazujemo i slede¢u teoremu:

Teorema 4.4.5. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao netrivijalno geodezijsko
preslikavanje na njemu kompatibilan prostor, potrebno je i dovoljno da postoji u njemu nesin-
gularni simetriéni tenzor a;j, koji zadovoljava uslov

Clz‘jyc:)\igﬁ + Ajgik + Miigpl + Mijggia (4.4.32)

pri n.ekom gradijentnom vektoru \; # 0 i antisimetricnom tenzoru py, za koji vazi yi; = pt; =
0.

4.4.2 Potrebni i dovoljni uslovi za infinitezimalnu geodezijsku de-
formaciju prostora GRy

U svom radu [36] M. L. Gavriléenko daje potreban i dovoljan uslov da Rimanov prostor dopusta
infinitezimalnu geodezijsku deformaciju, tj. pokazuje slede¢u teoremu:
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Teorema 4.4.6. Rimanov prostor Ry dopusta infinitezimalnu geodezijsku deformaciju ako 1
samo ako u njemu postoji simetricni tenzor h;; tako da vazi

hijk = 20kgi; + Yigjk + V;9ik, (4.4.33)
pri cemu je ; gradijentni vektor. M

U nastavku dajemo uopstenje ove teoreme koje vazi u slucaju generalisanih Rimanovih
prostora.

Teorema 4.4.7. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao infinitezimalnu geodezijsku
deformaciju, potrebno je i dovolno da vazi

0Gij 1k =2vkGij + Vigrj + Vi G + EnIpi + i Yips (4.4.34)
1
za gradijentni vektor 1; i antisimetricni tenzor &, & = &, = 0.
Dokaz. Neka je zadata geodezijska deformacija prostora GRy jednac¢inom
7 = y*(z") + e2*(2"), (4.4.35)

gde je € dovoljno mali realni parametar. Jednacine (4.4.35) definisu deformisani prostor GRy
koji predstavlja infinitezimalnu deformaciju prostora GRy. Ocigledno, GRy i GRy, u odnosu
na opsti koordinatni sistem (x*), dopustaju geodezijsko preslikavanje jednog na drugi, pa vazi
jednakost Levi-Civita (4.4.1):

Gij k= 20k Gi; +Vik + ¥k + §1Gpj + ErFis (4.4.36)
1

gde je §§k antisimetri¢ni deo tenzora deformacije, a 1); gradijentni vektor definisan funkcijom

1 g . .
Y 20 1) n\gl, g=det [|gill, g=det||gyll (4.4.37)
Odavde je
g og og | €dyg
2(n+1)w:1n‘;{:ln‘1+g—e‘:ln(l—l—?—e):?—l—... (4.4.38)

jer je g = g + edg, tako da mozemo ¢; u (4.4.36) zameniti sa ep;. Takode je

=10 — Tl =T + el — T =edl',, (4.4.39)

\4 \4
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i . " i
pa §j, mozemo zameniti sa e§;,. Dakle,

%lkzﬁ[?iﬂk(ggﬂL €69ij) + Vi(grj + €0gk;) + Vi (gir + € 0gin) + &1 (9pj + €09ps) + &5 (gip + €7ip)]

= €(2¢ngs; + Vigs + Vigie + Epps + Egin) + € - -

(4.4.40)
Kako je
0
. A~
ij |k = Yij|k + €09ij |k =€ 0Gij |, (4.4.41)
1 1 1 1
zakljucujemo
0Gij |k =2k Gij + Vigrj + ViGir + EnIpi + 5 Yip- (4.4.42)
1
Pokazimo obrat teoreme, tj. neka gi; = gi; + € dg;; zadovoljava jedankost (4.4.34).
Kako je €9ij = €gij + €2 59@ to mozemo €g;; zameniti sa €g;;, pa imamo
0
A~
Gij|k + €095 =€(2UrGi; + Vigrs + Vigin + §Ips + Erin), (4.4.43)
1 1
tj.
Gis|k =2VxGis + Vigkj + ViGim + Eindpi + Erdip: (4.4.44)

dakle, deformacija je geodezijska. W

Jasno je da vazi i sledeca teorema:

Teorema 4.4.8. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao infinitezimalnu geodezijsku
deformaciju, potrebno je i dovoljno da vazi

09ij(k=2xGij + Vigrj + Vigir + ELiGpj + EkiGivs (4.4.45)
2

za gradijentni vektor ¢; @ antisimetricni tenzor &, & =&, =0. W

Zbog pogodnosti, oznaci¢emo simetriéni tenzor dg;; sa h;;. Tako imamo:

Teorema 4.4.9. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao infinitezimalnu geodezijsku
deformaciju, potrebno je © dovoljno da postogi u njemu simetriéni tenzor h;;, tako da vazi

hij ik =2Urgij + Yigrj + Vg + Erpi + EnIips (4.4.46)

za gradijentni vektor o; i antisimetricni tenzor &, & =&, =0. A
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Teorema 4.4.10. Da bi generalisani Rimanov prostor GRy dopustao infinitezimalnu geodez-
iysku deformaciju, potrebno je i dovoljno da postoji u njemu simetriéni tenzor h;j, tako da
vazi

i =20kis + Vighy + V39 + Eipi + i (4.4.47)

za gradijentni vektor 1; 1 antisimetricni tenzor f;k, go=¢.=0. 1

Sada mozemo dokazati teoremu koja daje potrebne i dovoljne uslove da prostor GRy
dopusta netrivijalnu geodezijsku deformaciju.

Teorema 4.4.11. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalnu geodezijsku defor-
maciju ako i samo ako dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje na njemu kompatibilan
prostor.

Dokaz. (=-:) Neka prostor GRy dopusta netrivijalnu geodezijsku deformaciju. Uslov (4.4.46),
pri ¢emu je ¥ # 0, mozemo zapisati kao

(hij — 2¢9i) |k =Vigks + iGin + §Ips + ErYins (4.4.48)
1

tj. u GRy postoji tenzor a;; = h;; — 21g;; koji zadovoljava jednacinu (4.4.8) za A\, = 1 i
,uz-k = §;k Dakle, GRy dopusta netrivijalna geodezijsku deformaciju na njemu kompatibilan
prostor.

(«:) Obratno, tenzor h;; = a;;+2\g;;, gde je a;; reSenje jednacine (4.4.8), zadovoljava uslov
(4.4.46), pa GRy dopusta netrivijalnu geodezijsku deformaciju prema Teoremi 4.4.9. W

Odgovarajuca teorema koja vazi za Rimanove prostore prve klase dokazana je prvi put
godine 1971. u radu [80]. Takode, prema [57, 79], slede¢i Rimanovi prostori ne dopustaju
netrivijalne geodezijske deformacije: simetric¢ni prostori, rekurentni prostori, dvaput simetri¢ni
prostori, dvaput rekurentni prostori, m-rekurentni prostori i polusimetri¢ni prostori nekon-
stantne krivine. Sa druge strane, postoje geodezijske deformacije Rimanovih prostora kon-
stantne krivine i ekvidistantnih prostora. U euklidskom prostoru R3, samo Liuvilove povrsi
(Joseph Liouville, 1809-1882, francuski matematicar) dopustaju geodezijske deformacije. (Za
definicije navedenih pojmova videti [57, 79].)

4.4.3 Infinitezimalne geodezijske deformacije ekvidistantnih gener-
alisanih Rimanovih prostora

Definisimo ekvidistantne Rimanove prostore prema [77, 79]:
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Definicija 4.4.2. Rimanov prostor Ry sa simetricnim osnovnim metrickim tenzorom g;; naziva
se ekvidistantan, ako u njemu postoji vektorsko polje ¢; # 0, ¢iji je kovarijantni izvod pro-
porcionalan metrickom tenzoru, tj. koji zadovoljava jednacinu

Pisj = PYij» (4.4.49)

pri cemu je p neka funkcija. Za p # 0 ekvidistantni prostor pripada osnovnom tipu, a za
p =0 posebnom.

Ocigledno, ¢; je gradijent, tako da u Ry odreduje normalnu kongruenciju koja se naziva
ekvidistantna ( vise o tome moze se videti u [79]). Rimanovi prostori definisani uslovom (4.4.49)
prucavani su u radovima [32, 56, 77, 110]. Vektorsko polje, snabdeveno uslovom (4.4.49), K.
Jano naziva koncirkularnim [110].

Sada ¢emo, analogno prethodnoj definiciji, definisati ekvidistantne generalisane Rimanove
prostore.

Definicija 4.4.3. Generalisani Rimanov prostor GRy sa nesimetricnim osnovnim metrickim
tenzorom g;; naziva se ekvidistantan prostor, ako u njemu postoji vektorsko polje p; # 0, za
koje vazi

Pizji = PYij> (4.4.50)

i

gde (;) oznacava kovarijantni izvod u odnosu na simetricni deo koneksije, I, p je neka
funkcija. Za p # 0 ekvidistantni prostor pripada osnovnom tipu, a za p = 0 posebnom.

Mozemo zakljuciti da je generalisani Rimanov prostor GRy ekvidistantan ako i samo ako
je njegov pridruzeni Rimanov prostor R, ekvidistantan.

Uslov (4.4.50) znaci da je kovarijantni izvod od ¢; (oznacen sa (;), (4.1.15)) proporcionalan
simetricnom delu osnovnog metrickog tenzora prostora GRy. Ocigledno je ¢; gradijent u GR .

Jednostavno se pokazuje da je jednacina (4.4.50) ekvivalentna sledeé¢im jednac¢inama:
wils = P9z — Lijten, @it = pgis — e (4.4.51)
\% \%2
gde (]) oznacava kovarijantni izvod odgovarajuée vrste prostora GRy.

Pokazimo sada da postoji netrivijalna infinitezimalna geodezijska deformacija ekvidistantnog
generalisanog Rimanovog prostora. Prema Teoremi 4.4.11, dovoljno je pokazati da postoji
netrivijalno geodezijsko preslikavanje takvog prostora na njemu kompatibilan prostor.

Konstruisimo jedno netrivijalno geodezijsko preslikavanje proizvoljnog ekvidistantnog gen-
eralisanog Rimanovog prostora GRy, f: GRy — GRy.
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Posmatrajmo prvu kvadratnu formu prostora GRy:
I = ggda'da’ = (gi; + givj)d:vidxj : (4.4.52)
Kako vazi o o o o
gijdx'dr’ = g;da’dx’ < (gi; — gji)da'de’ =0 & givjdxzdxj =0,
to se (4.4.52) svodi na
I = gjjdr'da’ = gﬁdxidxj. (4.4.53)

Dakle, I kvadratna forma prostora GRy i njemu pridruzenog prostora R%; se poklapaju. Tako,
na osnovu poznate I kvadratne forme ekvidistantnih Rimanovih prostora (postupak nalazenja
moze se naéi u [79]), I kvadratna forma prostora GRy, pri neizotropnom vektorskom polju ¢;
(gij9' 7 # 0), moze se predstaviti na sledec¢i nacin:

1 ~ 14 g
I =gy (2)(dz")? + mgw(x )z dat, (4.4.54)

pri éemu su §,, proizvoljne simetri¢ne funkcije koordinata 2, ..., 2%, det ||g,,|| # 0 i g1 dato

sa
1

g = 2 [ p(at)dz' +¢;’

Pretpostavimo da je p # 0, tada je g11 # const. Posle transformacije prve koordinate

21:/\/\911@1)\(1351, 27 =27, (0 > 1),

c1 = const, p(z') proizvoljna funkcija.

forma (4.4.54) postaje
I =e(dz")? + ®(2") G, (2")dz"d2", (4.4.55)

gde je e; = £1, 1 ®(2')(# 0) proizvoljna funkcija od 2.

Na osnovu tako definisane metrike imamo:

19’ .
—ob, Ty, =Ty, (o,uv> 1)(4.4.56)

o

[
F%lz]_—%l:r?l:oj Fti:_ﬁelq)/ggu, Fézﬁé "

gde su §,,, proizvoljne simetricne funkcije od 22, ..., 2", det ||yl # O, fgu Kristofelovi simboli
druge vrste izvedeni iz §,,(2"). Ovde ¢e indeksi o, p, p, ... uzimati vrednosti od 2 do N.

Razmotrijmo sada uslov (4.4.1) pri slede¢im ogranjicenjima:

G, =0, Yo=0 (o>1). (4.4.57)

Razlikujemo nekoliko slucajeva:
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(1) Ako jei=j =k =1, tada iz jednacine (4.4.1) dobijamo

991,
oz1

=19y — 1101, = 201911 + U101 + 1011 + €10, + E101,.
Na osnovu (4.4.56) i &} = 0, imamo

9911
oz!

= 441 (217, (4.4.58)

(2) Akojei=k=1, j=0>1, tada iz (4.4.1), dobijamo

agla — — — — — — —
9l —I10pe — L6101, = 201010 Y1010 V0 G11 +E110p0 T 6610 1p-

Iz (4.4.56) i (4.4.57), poslednja jednacina postaje

L0191 = &1 (4.4.59)

(3) Akojei=j=1, k=0 > 1, tada iz (4.4.1) dobijamo

dg _ _ _ _ _ _ _
azla-l - Flljcrgﬁ - Flljaglip = 2'l/}Ugll + ¢19Q + @019170 + gfagﬂ + gfoglﬁv

tj.
dg _ _
821‘71 - 2F%v0—911 = 25%(;911'

Na osnovu (4.4.59), imamo

991,
=0. 4.4.60
5.0 (4.4.60)
Koriséenjem (4.4.58) i (4.4.60) dobijamo
0T _ g (14, (4.4.61)
911
odnosno
Gy = e ¢ — const. (4.4.62)

(4) Akojei,j>1, k=1, i=0, j=p, imamo

Jg.
op _ _ _ _ _ —
= — UoiTpu = Ua0o0p = 201000 + V001, + UuTor + E1Tpu + EiTop

oz!
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Leva strana prethodne jednacine postaje

9oy
ozt

L= — TG0, — 1019, — ThiGo1 — TinGop

dok je desna strana
R = 201G + 6011, + E01T 0 + Eu1T01 + & Tops
Koriséenjem (4.4.56, 4.4.57) i L =R, dobijamo

Jg
o _ _ _ _ —
821 Fplgp,u FZng = 2¢1g% + gglg& + ngg%'

Na osnovu (4.1.11) imamo

ag% P = —= P
o1 - Fggpu Fdlgp,u, Fylgap -I 1g¢7p - legau + éa‘lgpu + é,ulgapﬂ
a zbog (4.4.56)
Jop. 1P _ _ _
a; - §aéo'gp,u F0'lg,o,u - __5’090',0 - Fplg(fp = 21/1190“ + galgpy, + 5519@7
.
agtm P’ — P — P =
21 o gau - Fo’lgpu - F,ulgap 2¢lg% + go‘lgw + g,u,lg%' (446?))

Pretpostavimo da vazi slede¢a jednacina

—17

algpu FZI?@ = gglgﬂ + SZIEQa

tj.

( + Fo‘l)gp,u + ( Zl + Ffl\,/l)?o‘p = O (4464)

Tada se uslov (4.4.63) svodi na

/

99, ®
ZE — (2 + 390 (4.4.65)

oz!
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(5) Akojei=1, j,k>1, j =0, k= pu, onda vazi
9910 - o T e
aZ“ Fly,gpo' - FngLP = 277Z),U‘glio' + wlg& + ¢0'917M + glﬂgm + gouglﬁﬂ
i dalje, na osnovu (4.4.57),
Flp,gpa - Fclr,ugll - ¢1§K + gfugg + giygll‘
Koris¢enjem (4.4.56) i (4.1.11) dobijamo
1 (I)/ o 1 dap(z ) 1 — — P = 1 =
_igéygpa + 561@ Gopce Fl,ugpa - ]‘_‘crvy,gll = ¢1g£ + glpgﬂ + go,ugll?
a odavde
(&8 + 190900 + (65,0 + To)T01 = 0, (4.4.66)
i takode L & .
_569;;0 + 261(1) Jouce Wi wlgua
Pretpostavimo pri tom da je ®" # 0. Kona¢no imamo iz prethodne jednacine
_ elcCD’ 4p(+1) ~
- o 4.4.67
g% 2¢1 + g I ( )
(6) Akojei,j,k>1,i=0, j=p, k=10, imamo
a?cru D — — — - P = P =
a; - Faagpu Fuegg = 2%9% + wag@ + w#go—@ + é‘oegpi + f/wgg'
Korig¢enjem (4.1.11), (4.4.56) i (4.4.57) dobijamo
ag"“ P P =
820 Fo'egp'u, —TI Qgpu - T Ggap - Fuegap = go'egpp, + guegap (4468>

Primenom (4.4.56) i (4.4.67) imamo da je

P & P &
00 Fcr@gpu Fuf?gap Ay + 2 020 L oGpu — FuengJ)v

pri ¢cemu izraz u zagradi predstavlja kovarijantni izvod od g,, u odnosu na F” fus baje
identicki jednak nuli. Sada iz (4.4.68) imamo

(& +F09)§W (§M9+F#9)yap 0. (4.4.69)
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Na osnovu (4.4.65) i (4.4.67) imamo da vazi

ag& @l elc(b/

— 2 + J— —/€4¢(Zl)~0' ,
aZl (¢1 q))le_'_% gu
odnosno 9
9o 1
5 ZT“ = e et g (4.4.70)
Iz (4.4.65) imamo jo§
. @’
_i = (277/11 + —)dzl
ou P

odakle je
)

Y

Gop = d)ew(zl)cw(f, s 2
gde je ¢,, proizvoljna funkcija od 22, ..., 2N Specijalno, neka je Copl22, ..y N = €1¢Joyu- Tada
je

Tou = €160, (4.4.71)
Dakle, I kvadratna forma prostora GRy moze se predstaviti na sledeéi nacin
I =7g,,dz'd? =g,dz'dz’ = ce® ) (dz1)? + elcq)(zl)ew(zl)gw(z”)dz“dz”. (4.4.72)
Iz (4.4.71) imamo
Yon 20(2Y) (g G
ot = e + 2010)s

sto u poredenju sa (4.4.70) daje

(2N — 1) = 24, ®. (4.4.73)
Ocigledno, za @' # 0 vazi 1) # 0, tj. 1 # const. Resenje jednacine (4.4.73) je

W= —% In(1 + dd(=)), (4.4.74)

pri ¢emu je d konstanta, tako da vazi 1 + d®(z!) > 0.

Da bi geodezijsko preslikavanje bilo u potpunosti odredeno, potrebno je jos da se definise
tenzor &, Tenzor &) odreden je jednacinama (4.4.59), (4.4.64), (4.4.66), (4.4.69) koje su
zadovoljene ukoliko vazi

5;1 = _F;‘]J
(glpy + Fﬁ)v,u)gg + (é“ol_“ + Fclfvp,)gll = 07 (4475)

(&0 + ngemw + (& + )0, =0,

\%
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gde je F;k torzija prostora GRy i gy; 19, su dati u (4.4.62) i (4.4.71), respektivno. Na ovaj
nacin je svih Sest razmatranih slucajeva u potpunosti zadovoljeno.

Prethodna diskusija vodi do sledec¢eg rezultata.

Teorema 4.4.12. Fkvidistanti generalisani Rimanov prostor GRy sa I kvadratnom formom
(4.4.55) dopusta geodezijsko preslikavanje f na prostor GRy sa I kvadratnom formom (4.4.72),
koje je pri ® # 0 netrivijalno, definisano nekonstantnom funkcijom 1 datom u (4.4.74), i
antisimetricnim tenzorom £§k odredenim jednacinama (4.4.75). W

Primecujemo da je prostor GRy u Teoremi 4.4.12 takode ekvidistantan i da su prostori
GRy i GRy kompatibilni. Shodno tome, imamo slede¢u direktnu posledicu.

Posledica 4.4.13. Svaki ekvidistantni generalisani Rimanov prostor GR osnovnog tipa dopusta
netrivijalno geodezijsko preslikavanje na njemu kompatibilan ekvidistantni generalisani Rimanov
prostor. M

Jednakosti (4.4.75) vaze kada je ispunjen uslov

§;1 = _Fi\-}? £1 = _Fg\-/la 53-0 = _lejvav gpg = _FZ\/G. (4476)

Primetimo da to nije jedino resenje sistema (4.4.75), posto je rang sistema u opStem slucaju
manji od broja nepoznatih. Na osnovu (4.2.6), vazi sledeca teorema:

Teorema 4.4.14. Postoji netrivijalno geodezijsko preslikavanje ekvidistantnog generalisanog
Rimanovog prostora osnovnog tipa na ekvidistantni Rimanov prostor. M

Primer 4.4.1. Neka je dat generalisani Rimanov prostor GR3 nesimetricnom metrikom

1 (z1)? - (23)? 1(22)2
lgijll = | —(z1)2 = (") e 2 e 22 +1 (4.4.77)
—(2?)? 22 —1 (2242

pri cemu je det ||g;;|| # 0. Posmatrajmo simetriéni i antisimetricni deo metrike

N 0 0 (12 + (27 ()
lggll = | 0 e72® 22 gl = | —(21)% = (z*)? 0 1 |(4.4.78)
0 e2 22 6z1<z2+z3) v —(z2)2 1 0

gde je det ||gi;|| = 2°2° + (2°)* — (2%)* # 0. Ocigledno, prostor GRj je ekvidistantan. Kon-
struigimo geodezijsko preslikavanje f : GRy — Ry. Prema Teoremi 4.4.12, moZemo uzeti

Y= —% In(1 4 ¢*), (4.4.79)
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a prema (4.4.76) dobijamo:

5%1 = 5:‘11 = 5:?2 = 532 =0, 5:'12 =2z’ - 237
2 g = (2)%2° = (2%)° e _e2 _ B((22)2 — (23)2) (4.4.80)
21 31 2223 4 (23)2 _ (22)2’ 21 31 2223 4 (23)2 _ (22)2'

Na taj nacin, geodezijsko preslikavangje odredeno je tenzorom deformacije
Pl = 8iaby + 6115 + €y, (4.4.81)
zl

gde je Y = i) Wy = 13 = 0, a antisimetriéni tenzor g;lk dat u (4.4.80).

Sada mozemo iskazati teoremu o infinitezimalnim geodezijskim deformacijama, koja pred-
stavlja direktnu posledicu prethodne diskusije i Teoreme 4.4.11.

Teorema 4.4.15. Svaki ekvidistantni generalisani Rimanov prostor osnovnog tipa dopusta
netrivijalnu infinitezimalnu geodezijsku deformaciju. M



Glava 5

Neki metricki problemi

Jedna od oblasti primenjene i industrijske matematike i operacionih istrazivanja ¢iji se rezul-
tati najcesce koriste u prakticnim problemima je Teorija lokacije. Zbog velikog broja primena,
ova oblast se razvija i u teorijskom pravcu. U ovoj glavi bi¢e razmatrani neki problemi teorije
lokacije, koji su zasnovani na izboru metrike i metrickoj geometriji. Opisa¢emo diskretni lokaci-
jski problem na proizvoljnoj povrsi i resiti neke primere. Razmatra¢emo kontinualni jednoob-
jektni minisum Veberov problem u ravni (Alfred Weber, 1868-1958, nemacki ekonomista) i dati
efektivni algoritam za resavanje datog problema primenom lift metrike.

5.1 Lokacijski problemi

Lokacijski problemi ¢ine posebnu klasu zadataka optimizacije. U opstem slucaju, lokacijski
problem predstavlja odredivanje polozaja (lokacije) novih objekata u postoje¢em prostoru u
kome se ve¢ nalaze drugi relevantni objekti. Novi objekti su obi¢no neka vrsta centara koji
pruzaju usluge i nazivaju se snabdevaci. Postojeci objekti koriste usluge snabdevaca i nazivaju
se korisnici.

Lokacijski problemi javljaju se ¢esto u svakodnevnom zivotu. Mnogi sistemi javnih i pri-
vatnih sektora karakterisani su objektima koji pruzaju homogene usluge na svojim lokacijama
nekom skupu fiksnih tacaka ili korisnika. Primeri takvih objekata uklju¢uju lokacije skladista,
pozicioniranje rac¢unara i komunikacionih jedinica, lokacije bolnica, policijskih stanica, vatro-
gasnih sluzbi itd.

Moguce su razlicite klasifikacije lokacijskih problema. Kao kriterijumi klasifikacije obi¢no
se koriste sledeéi [42]:

e broj novih objekata koje treba razmestiti;
e karakter objekta - da li je zeljen ili ne;

85



86 GLAVA 5. NEKI METRICKI PROBLEMI

e moguci polozaj objekta - da li postoji predodredeni diskretni skup potencijalnih lokacija
ili se objekat moze postaviti u bilo koju tacku datog kontinualnog skupa;

e karakter prostora u koji se locira objekat - da li je u pitanju ravan, mreza ili nesto trece;
e metrika koja se koristi za racunanje rastojanja izmedu dve tacke u posmatranom prostoru.

Na resenje lokacijskog problema znacajno utice nacin na koji se rac¢una rastojanje izmedu
dve tacke u posmatranom prostoru. Rastojanje izmedu dve tacke je duzina najkraceg puta
koji ih povezuje. Pri racunanju rastojanja izmedu dve tacke na osnovu poznavanja njihovih
koordinata, najcesce se koriste tzv. [, metrike, gde je p realni broj, 1 < p < 0o, i to pre svega
pravougaona [, euklidska I, i Cebisevljeva lo (Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894, ruski
matematicar). Detaljnija objasnjenja razli¢itih metrika mogu se naéi u Dictionary of distances
[19]. Mnogi faktori uti¢u na izbor metrike, na prvom mestu priroda problema. Na primer,
ako je moguce kretati se pravolinijski izmedu dve tacke, tacno rastojanje izmedu njih se dobija
euklidskom metrikom. Medutim, u gradovima u kojima su ulice pod pravim uglom, duzina puta
najbolje ¢e se aproksimirati pravougaonom metrikom (takode poznatom kao Menhetn rastojanje
jer podseca na rastojanja u ovoj njujorskoj ¢etvti u kojoj su ulice i avenije pod pravim uglom;
koristi se i naziv “taxikab” rastojanje).

Izbor metrike je fundamentalan u geometriji. ”Taxikab” geometrija, koju je razmatrao
Minkovski u 19. veku (Hermann Minkowski, 1864-1909, ruski matematicar), je geometrija u
kojoj je uobicajena metrika euklidske geometrije zamenjena pravougaonom metrikom u kojoj
se rastojanje izmedu tacaka racuna kao suma apsolutnih vrednosti razlika odgovarajucih koor-
dinata. U prethodnom poglavlju bavili smo se Rimanovom geometrijom i njenim uopstenjima.
Rimanova geometrija zasnovana je na Rimanovoj metrici i simetricnom osnovnom metrickom
tenzoru, dok sa nesimetricnim osnovnim metrickim tenzorom dobijamo geometriju general-
isanog Rimanovog prostora.

Lokacijski problemi najéesée su vezani za ravan R2. Sa druge strane, Zemljina povrsina
moze se aprokslimirati delom ravni samo u malim dimenzijama. Iz tog razloga, logi¢no je
koristiti sferno rastojanje u resavanju lokacijskih problema na Zemlji. S tim u vezi, koristi se
sferna geometrija, kao jos jedan primer neeuklidske geometrije. Najkrac¢i put izmedu dve tacke u
euklidskoj geometriji predstavlja prava linija, dok u sfernoj geometriji tu ulogu ima geodezijska
linija. Geodezijske linije su krive ¢ija je geodezijska krivina jednaka nuli u svakoj tacki. Na
sferi su geodezijske linije veliki krugovi. Rastojanje izmedu dve tacke na sferi je duzina kraceg
luka velikog kruga koji prolazi kroz te dve tacke. Veliki krug sfere, snabdeven ovom metrikom,
naziva se Rimanov krug. Pregled lokacijskih problema na sferi dat je u radovima [6, 21, 107].

Ovakav pristup ima velike primene. Da bi se pri navigaciji presao najkraéi put (zbog
najmanjeg utroska goriva i vremena), treba se kretati po luku velikog kruga. Luk velikog kruga,
koji je putanja pri navigaciji zove se ortodroma, a predeno rastojanje ortodromsko rastojanje.

Dok ortodroma sece meridijane pod razli¢itim uglovima, loksodroma je kriva na Zemljinoj
sferi koja sve meridijane sece pod istim uglom. Odsecak loksodrome izmedu dve tacke naziva
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se loksodromsko rastojange, koje je vece od ortodromskog rastojanja. Morski putevi su ve¢inom
loksodromski, jer je jednostavnije ploviti pod stalnim kursom.

5.2 Diskretni lokacijski problem na proizvoljnoj povrsi

Pretpostavimo da su tacke, na kojima se moze postaviti novi objekat, elementi kona¢nog skupa.
Tada je re¢ o diskretnom lokacijskom problemu.

Opisa¢emo diskretni lokacijski problem na proizvoljnoj povrsi S u R3. Neka je dato m
tacaka Ay, ..., A;, ..., A,y na povrsi S na kojima se nalaze postojeéi objekti (korisnici) i 7 poten-
cijalnih lokacija By, ..., By, ..., B, na koje je moguée postaviti novi zeljeni objekat (snabdevac).
Pritom, pretpostavimo da su tacke A; i By povezane putevima, tj. deo po deo glatkim krivama
Ca, B, = Ci koje leze na povrsi S. Suma otezanih (tezinskih) rastojanja od potencijalne lokacije
snabdevaca By do korisnika je

Wy = Zwi Lk, k=1,..r (5.2.1)
i=1

gde je w; tezinski koeficijent tacke A; (na primer, broj stanara neke zgrade, vaznost tacke itd.),
a l;; duzina luka krive Cj, na povrsi S izmedu tacaka A; i By. Zadatak je odrediti onu lokaciju
By za koju je suma otezanih rastojanja minimalna, tj.

Wi+ = min Wj. (5.2.2)

1<k<Zr

Postavljeni zadatak se resava tako sto se za svaku potencijalnu lokaciju By € {Bj,..., B}
izracuna suma otezanih rastojanja, a za resSenje se bira ona tacka za koju je ova suma najmanja.

Primer 5.2.1. Date su lokacije dva postojeca objekta
A1(V2/2,72/2,1/2), Ay(1,e,e)
na hiperbolickom paraboloidu
S :r(u,v) = (u,v,uv).
Moguée su dve lokacije za novi objekat (snabdevac):
B1(0,1,0), By(1,1,1).
Odgovarajuci tezinski koeficijenti tacaka Ay 1 As su wy = 3 1 wy = 1, respektivno. Neka su
putevi izmedu tacka A; i By dati sledecim jednacinama:
Chy : r(t) = (cost,sint, costsint),
012 . T‘(t
021 . T’(t
022 . T(t

(cost, cost,cos t),
(t, 1+ (e — Dt t + (e — 1)t?),
(1,¢",eh.

)
)
)
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Slika 5.1: Diskretni lokacijski problem na hiperbolickom paraboloidu

Odrediti koordinate novog objekta koji minimizira 5.2.1 1 odgovara minimalnoj sumi oteZanih
rastojanja 5.2.2.

Resenje.  Graficka ilustracija ovog problema data je na Slici 5.1, primenom programskog
paketa Mathematica. Koeficijenti prve kvadratne forme povrsi S su:

E=1+4+v* F=uv, G=1+u>

[zracunajmo duzine odgovarajucih puteva:

o (St H S o [ s
Cha { 38 e 583 - :2112; by = /0 N VBT 2Fw T Gt ~ 065

Co { ot) =1 ﬁ;@@;i 58 - = /01 VE 1 2Fu0 + Gitdt ~ 3.42
Oy : { ;L(Sf)):e{ g((z)) - 2,57 oy = /0 VB TR T G ~ 243,
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Sada mozemo izracunati sume otezanih rastojanja od potencijalne lokacije snabdevaca do ko-
risnika.

W1 :w1l11+w2121 :30964—1342:@

WQ = W1 llg + Wao l22 =3-0.65 + 1-2.43 = 4.38.

otezanih rastojanja za tu tacku iznosi 4.38. W

U praksi se problem nalazenja rastojanja uglavnom reSava izborom metrike koja najbolje
aproksimira dati problem. Ukoliko nisu zadati putevi, kao u prethodnom primeru, problem
mozemo resiti nalazenjem geodezijskih linija kao najkrac¢ih puteva na povrsi. Kako je u praksi
zgodnije aproksimirati realnu situaciju, od interesa su infinitezimalna savijanja povrsi, kao i
infinitezimalne geodezijske deformacije povrsi. Naime, prilikom infinitezimalnog savijanja, kao
Sto smo videli, duzina luka ostaje nepromenjena sa uzetom tacnos¢u. Takode, i geodezijska
krivina, a samim tim i geodezijske linije ostaju invarijantne. Cinjenica je da je u praksi lakse
manipulisati geodezijskim linijama sa datom preciznoséu, koje se dobijaju prilikom infinitezi-
malnih geodezijskih deformacija i infinitezimalnih savijanja.

5.3 Diskretni lokacijski problem u ravni i lift metrika

Lift metrika ili “raspberry picker metric” (v. [19]) u ravni R? definisana je na slede¢i nacin

o —af], of = af

gde su A(z, 23') i B(xP,28) date tacke. Dakle, pod uslovom x4 # x¥. rastojanje izmedu
tacaka A i B jednako je sumi duzina AA’, A’B’ 1 B'B, gde su A’ i B’ ortogonalne projekcije
tacaka A i B na y-osu, respektivno (Slika 5.2, levo). Inace, ako je x5 = x¥, rastojanje izmedu
A1 B je prosto duzina segmeta AB (Slika 5.2, desno).

Ova metrika je prikladna za upotrebu u gradovima koji imaju jednu glavnu ulicu (koja
odgovara y-osi), a ostale sporedne ulice su normalne na nju. Sli¢na je situacija u zgradama u
kojima lift (u pravcu y-ose) povezuje spratove.

Diskretni lokacijski problem ogleda se u nalazenju lokacije By« za koju je suma otezanih
rastojanja

We=Y wL(A;,By), k=1,..r (5.3.2)
=1

minimalna. Pri tom, rastojanje izmedu tacaka racunamo pomocu lift metrike.

Primer 5.3.1. Date su koordinate pet postojecih objekata: A(1,2), B(2,5), C(3,4), D(6,0) i
E(5,5). Moguce su tri lokacije za novi objekat: N1(2,3), Na(3,2) i N3(6,3). Tezinski koefici-
jenti su: wa = wp =2, wg = we =1, a wg = 3. Odrediti koordinate novog objekta.
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YA
X, A o
VA
V) y_ o
xi 1B B xi=xt AT B . 4 B
X XX X, XX

Slika 5.2: Levo) Slucaj x4 # 2  Desno) Slucaj x4 = x5

Resenje. Izracunajmo sume otezanih rastojanja:

Wl :’U)AL<A,N1)+U)B L(B,N1)+U)CL(C, N1)+wD L(D,N1>+/IUEL(E,N1)
=2-441-64+1-6+2-11+3-9=069

WQ = WA L(A, NQ) —|—UJB L(B,N2)+wc L(C, Ng) +UJD L(D,Ng) +U)E L(E, NQ)
=2-241-84+1-8+2-114+3-11=75

W3 =wy L(A,Ng) +wpg L(B,N3)+wc L(C, Ng) + wp L(D,Ng) +wg L(E, Ng)
=2-84+1-104+1-10+2-15+3-13 =105

Dakle, novi objekat ¢e se graditi na lokaciji /V;. Suma otezanih rastojanja za tu tacku iznosi
69. W

5.4 Jedan optimizacioni problem

Razmotrimo sledec¢i optimizacioni problem
m
min f(z) = > wilz —d’|, (5.4.1)
x
i=1

z,a' € R, w; € RT. Dakle, potrebno je minimizirati funkciju f, odnosno naéi = za koje je
vrednost funkcije f minimalna.
Pretpostavimo da vazi
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Izvod funkcije (5.4.1) ima oblik

- Z;nzl wj, r <al
flle)=q Y qwi— > wy, a <ax<a™t (5.4.2)
> i Wi, x> a"

Funkcija f'(x) je deo po deo linearna i konveksna. Sledeéa teorema [63] daje uslove za nalazenje
minimuma funkcije (5.4.1), z*.

Teorema 5.4.1. Pri resavanju zadatka (5.4.1)-(5.4.2), obelezimo sa i* indeks za koji vazi

-1

51:ij < %ij§2wj:52. (543)
=1 j=1 j=1

Ako je ispunjena stroga nejednakost u (5.4.3), tada je x* = a* , a ako u (5.4.3) vaZi jednakost,
tada je optimalno resenje bilo koja vrednost na intervalu [a*,a” *1]. M

Na osnovu prethodne teoreme dolazimo do poznatog algoritma za resenje problema (5.4.1)
(v. [63, 89]). Prvi korak ove procedure je alternativni, ali se moze koristiti da bi se ubrzala
preostala dva koraka.

Algoritam 1.

Korak I. Za svaki podskup inicijalnih elemenata a”* = a = --- = a%% obaviti sledece delat-
nosti: staviti wy, = wy, +wy, - - - +w;;, eliminisati identicne elemente a®,...,a% kao i njihove
tezine wy,, ..., w;; 1 nastaviti proces posle odgovarajucih pomeranja indekasa preostalih ele-
menata o’ i njihovih tezina wj.

Korak 1. Ukoliko je korak I primenjen, oznaciti sa ¢ kardinalni broj razlicitih elemenata
skupa {a', ..., a™}; inace, koristiti ¢ = m. Sortirati koordinate a*, i = 1, ..., ¢ u neopadajuéi
niz. Neka je sortirani niz koordinata

!

a1/§a2/§---<aq.

Preurediti tezinske koeficijente {wy,...,w,} — {wy,...,wy} na isti nacin kao i a’. Zbog
jednostavnosti, oznac¢imo delimi¢ne sume niza {wy, ..., wy} na sledeéi na¢in
k
S[0] =0, Splk] =) wy, 1<k <q. (5.4.4)
i=1

Korak I11. Postoje dve moguc¢nosti, oznacimo ih sa P, i Ps.

P,. Ako vazi uslov

&W—U<%&M<&%ﬂ (5.4.5)
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za neko k* € {1,...,q}, tada je x = a*".
P,. Ukoliko vazi .
L Suld] = Sulk (5.46)

za neko k* € {1,...,q}, tada traZeno resenje ima bilo koju vrednost iz intervala [a*", a® *1].

5.5 Kontinualni Veberov problem u ravni i lift metrika

U kontinualnom lokacijskom zadatku polje moguéih novih lokacija (koordinata trazenih tacaka)
je kontinuum: treba izabrati tacke u ravni (ili prostoru) kojim se dostize minimum ili maksimum
nekog kriterijuma, gde je polje mogucih resenja beskonacno.

Dvodimenzionalni kontinualni Veberov problem mozemo formulisati na sledeéi nacin (v.
20, 108]). Neka je dato m tacaka Aj,..., A, u ravni R? (lokacije datih korisnika), gde je
Ai(ai,ab), i = 1,...,m. Potrebno je na¢i tacku X(z1,75) € R? za koju je suma oteZanih
rastojanja minimalna, tj. treba resiti problem bezuslovne optimizacije (jednoobjektni minisum
problem) (v. [63]). Dakle, potrebno je minimizirati sumu

min f(X) = Zw d(A;, X). (5.5.1)

Realna veli¢ina w; je pozitivna i predstavlja tezinski koeficijent tacke A;, d(A;, X) je rastojanje
tacke A; od lokacije X. Funkcija f naziva se funkcija cilja Veberovog problema.

Klasican Veberov problem temelji se na euklidskoj normi koja se koristi kao funkcija ras-
tojanja. Medutim, i druge metrike, pre svega [,,, takode igraju vaznu ulogu u teoriji i praksi
lokacijskih problema. Najpoznatiji metod za reSavanje Veberovog problema sa euklidskim ras-
tojanjem predstavlja iterativhu proceduru koja je prvi put predlozena u [106]. Procedura je
ubrzo generalizovana na [, rastojanja (v. [55]). ReSenje neprekidnog Veberovog problema u
[; metrici opisano je u [22]. Trodimenzionalni Veberov lokacijski problem sa Cebisevljevim
rastojanjem istrazivan je u [65].

Ovde ¢emo resiti Veberov problem (5.5.1) primenom lift metrike (5.3.1) [84]. Dakle, funkcija
rastojanja definisana je na slede¢i na¢in

|x1—ai1], xZ:aé

|z1| + |20 — ab] + |a}], @9 # ab > i=1,...,m. (5.5.2)

d(A;, X) = L(A;, X) {

Dva najveca koraka (oznacena kao Korak 1 i Korak 2) odvojena su u datom algoritmu,
kao sto sledi.
Korak 1. Generisati listu X dopustivih resenja problema. Njena inicijalna vrednost je prazan
skup X = (). Dva razlicita slucaja se izdvajaju pri formiranju skupa X, prema definiciji (5.5.2).
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Sluc¢aj 1. Razmotrimo koli¢nicki (faktor) skup S/= skupa S = {a3,..., a3} sa klasama

ekvivalencije Sy = [a}],..., Sy = [a¥], gde klasa S; sadrzi elemente skupa S ¢ije su vrednosti
as. Za svako j = 1,...,d odredujemo drugu koordinatu optimalne tacke X (x;,z,) tako da
vazi .

T9 € S tj. xy=ay. (5.5.3)

Dakle, ukoliko znamo vrednost koordinate zy (x = agj), neophodno je odrediti vrednost ko-
ordinate x;. Oznacimo (); skup indekasa koji odgovaraju tackama cije su druge koordinate
sadrzane u skupu S;. Na osnovu (5.5.2) i (5.5.3), funkcija cilja f(X) se sastoji iz dve zasebne
sume

FX) =" wi (o] + |z — ab| + lai]) + Y wilay —al (5.5.4)
=1 iGQj
i€Q;

o . T . . . . . . ..
Uzevsi u obzir z2 = a4 1 grupisanjem prvog clana u prvoj sumi sa drugom sumom, dobijamo

0 = Y wi (Ja5 = a5l + ai ) + D wiler —af) (5.5.5)
lf;QlJ i=1
gde je .
86 _ J af, B(i) =iy, € Q,
“ { 0, Bli) Q) (5.5.6)

Kako je prva suma u izrazu (5.5.5) konstantna, problem se svodi na odredivanje minimuma
funkcije

fi(x) = Zwi’% - af(i)|- (5.5.7)
i=1

Primenjujemo Algoritam 1 u adaptiranoj formi za datu specijalnu situaciju (5.5.6), (5.5.7).
Ovaj proces sadrzi tri najveca koraka.

Korak I. Za svaki podskup identi¢nih elemenata a’f ) = af G = ... = a’f () uraditi sledeée:
staviti w;, = w;, + wy, + - -+ + w;;, eliminisati identicne elemente af (12), o ,af () ka0 i njihove
tezine wy,, ..., w;; 1 zatim izvrsiti odgovarajucu promenu indekasa preostalih elemenata af U)

njihovih tezina w;.

Korak II. Ukoliko je Korak I primenjen, oznaciti sa p kardinalni broj ralicitih eleme-

nata skupa {af(l), e ,a’f(m)}; inace, koristiti p = m. Sortirati koordinate af(l), e ,a’f(p) u
neopadajuci niz. Dalje, pretpostavljamo da je sredeni niz

al' <d? <-..<d.
Menjamo indekse tezinskim koeficijentima wy, ..., w, u skladu sa postoje¢im nizom

Wy, Wory - oy Wy«
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Zbog jednostavnosti, oznac¢imo delimi¢ne sume niza {wy, ..., wy} sa
k
Sif0] =0, Si[k] = wy, 1<k <p.
i=1

Korak II1. Postoje dva moguca slucaja u minimiziranju funkcije f;, oznacena C i Cs.
(. Ukoliko je nejednakost

Si[K — 1] < %sl ip] < Sul¥], (5.5.8)

zadovoljena za neko k' € {1,...,p}, tada je trazena koordinata z; = a¥'. Koristimo X (21, x5)
k' 1]

kao moguéu optimalnu tacku: X = X U {(a} ,a5)}.

Cs. Ukoliko vazi uslov

1
za neko k' € {1,...,p}, tada trazena koordinata x; moze imati bilo koju vrednost iz intervala
(¥, a¥*1]. Ovde éemo uzeti vrednost z; = (a¥ + a¥*1) /2. Tako smo pronasli dodatno moguée

reenje pocetnog problema (5.5.1), odakle je: X = X U {((a¥ + a¥*1)/2,a1)}.
Slucéaj 2. Pod pretpostavkom

Ty & Stj. vy # ab zasvakoic {1,...,m} (5.5.10)

(tj. pod pretpostavkom suprotnom u odnosu na (5.5.3)), funkcija f(X) se redukuje na

FX) = w; (o] + |22 — ab| + |af]) - (5.5.11)

=1

Neophodno je minimizirati ovu funkciju. Kako je treé¢i ¢lan w;|at| u funkciji f(X) definisanoj
u (5.5.11) konstantan, treba minimizirati sledeé¢e dve funkcije:

mm fi(zq) szlxﬂ (5.5.12)
mln fa(xs) sz|x2 (5.5.13)

Tako, resavanje problema (5.5.11) sa dve promenljive svelo se na resavanje dva nezavisna
zadatka bezuslovne optimizacije (5.5.12) i (5.5.13) sa jednom promenljivom (z; i x2, respek-
tivno).
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Resenje optimizacionog problema (5.5.12) o¢igledno je 1 = 0. Da bi smo resili optimizacioni
problem (5.5.13) i pronasli optimalnu vrednost za x5, dovoljno je primeniti Algoritam 1 pod
pretpostavkom da su ulazni parametri a' = af,...,a™ = a}' i da vaze uslovi (5.5.10).

Korak I. Za svaki podskup identiénih elemenata a} = a2 = --- = ag imamo sledeée
aktivnosti: staviti wy, = w;, + w;, + - -+ + w;;, eliminisati identicne elemente a%, ... ay kao i
odgovarajuce tezine w,, ..., w;; i izvrsiti odgovarajucu promenu idekasa preostalih elemenata
a} 1 njihovih tezina w;.

Korak II. Ukoliko je Korak I primenjen, oznaciti sa ¢ kardinalni broj razlicitih elemenata
skupa {a}, ..., al'}; inace, ¢ = m. Sortirati koordinate a}, i = 1,. .., ¢ u neopadajuéi niz. Neka
je sortirani niz koordinata

al <a? <. <df.

Preurediti tezinske koeficijente {wy,...,w,} — {wy,...,wy}. Zatim, generisati delimi¢ne
sume Ssfi], i =0,..., ¢, niza {wy, ..., wy}, kao u (5.4.4).
Korak I11. Postoje dve moguénosti, Py i Ps.

Py. Ukoliko vazi uslov (5.4.5) za neko k* € {1,...,q}, tada se algoritam zaustavlja bez
refenja. Zaista, reSenje xy = af se eliminise na osnovu (5.5.10).

Py. Ako vazi uslov (5.4.6) za neko k* € {1,...,q}, tada trazena koordinata xs moze imati
bilo koju vrednost intervala (a&", a4 ™). Uzimamo srednju vrednost x, = (af + a5 *1)/2,
tako da je moguca optimalna tacka X (0,z5). Smestimo tacku X na kraj liste X, tj. X =

XU{(0, (5" +a3)/2)}.

Korak 2. Tako smo dobili jedno ili vise dopustivih resenja polaznog problema (5.5.1). Za sve
dobijene vrednosti X iz X odredujemo vrednost funkcije f(X) definisane u (5.5.11). Resenje
Veberovog problema bice tacka X*(z7,2%) za koju funkcija f(X) ima minimalnu vrednost.
Zapravo, u ovom koraku resavamo generisani diskretni lokacijski problem, gde skup X sadrzi
definisane moguce lokacije snabdevaca.

Neka je Xy, ..., X, - r lokacija na kojima je moguée smestiti novi zeljeni objekat (snabdevac).
Suma otezanih rastojanja od dopustive lokacije Xy, k € {1,...,r} snabdevaca do korisnika
jednaka je

We =Y w; L(A;, Xp). (5.5.14)
i=1

Zadatak je odrediti lokaciju By« za koju je suma otezaih rastojanja minimalna, tj.
Wi =min {Wy| 1 <k <r}.

S obzirom na prethodno izlaganje, imamo sledeéi opsti algoritam. Ulazni parametri su lista
Ip={(al,a?),...,(al,a2)} ilista tezina It = {wr, ..., wy,}.

m?'m

Algoritam 2.
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Korak 1: Generisati listu X uzimajuéi u obzir sve moguce slucajeve C, Cy, Ps.
Korak 2: Resiti diskretni lokacijski problem koris¢éenjem datih lokacija Ip, diskretnog skupa
X mogucih reSenja i tezina [t.

Primer 5.5.1. Resiti Veberov problem koriscenjem Algoritma 2. sa slede¢im podacima:

A1(4, 4), w1 = 4, AQ(S, 1), Wo = 17 A3<6,4), W3 = 2, A4(6,2), Wy = 3.

Resenje. Ocigledno, S = {4, 1,4, 2}. Kolicicki skup od S je definisan klasama S; = [4], Sy =
[1], S5 = [2]. Dakle, neophodno je razmotriti tri mogucénosti za slucajeve C; i Cs.
1. Neka je xo = 4. Tada funkcija f(X) ima sledeéu formu:

f@) = wallzr] + |22 — a3] + |ad]) + wa|o| + w2 — a3] + |at]) + wi |21 — ay] + wslzs — ai.

S obzirom na konstantnu vrednost xo = 4 koordinate x5, funkcija f zavisi samo od x, tako da
mozemo razmatrati slede¢u funkciju

fi(xy) = wy|xy — aﬂ + walzy — 0] + wslxy — ai{’| + wy|zy — 0

4
= Z’u}Z'[Bl — (I’f(z)‘,
=1

gde je a’V =al =4, a/® = =6, /® =Y =0.
Sortirajmo koordinate af N al i preuredimo odgovarajuée tezinske koeficijente w; — wy:
Tabela 1.
koordinate (a}) [0]0|4]6
tezine (wy) 113142
k 112134
Si[k] =" jwy [1]4]8]10

Pretpostavimo najpre da je Korak [ izostavljen. Kako je %Z?Zl wy = b, uslov
1
Sl[k/ — 1] < 551{4] < Sl[k'/]

je zadovoljen za k' = 3, pa je x; = a® = 4. Dakle, jedno moguée reenje je X;(4,4).
J J 1

U slucéaju kada je Korak I primenjen, Tabela 1. se svodi na

Tabela 2.
koordinate (a}) [0]4]6
tezine (w;) 41412
k 1123
Si[k] =38 wy [ 418110
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Tada su uslovi (5.5.8) zadovoljeni za k = 2, tako da se generise isto moguce resenje.

Sada je lista dopustivih resenja X = {X;}.

2. U ovom slucaju pretpostavimo x5 = 1. Sada je funnkcija f;(z;) oblika:

fl(l'l) == w1|x1 — 0| + w2|x1 — 3| + w3|x1 — Ol + w4|x1 — O|

Na slican nacin kao u slucaju 1. dobijamo tabelu:

Tabela 3.
koordinate (a}) [0]0]0]3
tezine (wy) 4121311
k 112134
Silk] =0 jwy [4]6]9]10
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Nejednakosti (5.5.8) vaze za k' = 2, tako da je 2; = a? = 0, tj. dobili smo drugo moguée

resenje X»(0,1).

U slucaju kada je Korak [ primenjen, Tabela 3. se transformise u

Uslov (5.5.8) vazi za k = 1, tako da je X5 opet drugo eventualno resenje.

Imamo X = {X;, X»}.

Tabela 4.
koordinate (a}) [0 |3
tezine (wy) 9|1
k 112
Sifk] =38 jwy [ 9] 10

3. Polazimo od pretpostavke zo = 2.

fl(flfl) = w1|$1 — Ol + w2|x1 — Ol + UJ3|[L'1 — O| + w4|a71 — 2|

Odgovarajuca tabela je:

Tabela 5.
koordinate (a}) [0[0]0]2
tezine (wy) 411123
k 112134
Si[k] =38 jwy [4]5]7]10
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Posto je jednakost oblika (5.5.9) zadovoljena za k' = 2, reSenje x; je iz intervala [a? , a3'] = [0, 0],
tj. x1 = 0, Sto implicira X3(0, 2).
Lista X je prosirena: X = { X1, Xy, X3}.

Primetimo da Korak I transformise Tabelu 5 u sledeéu tabelu

Tabela 6.
koordinate (a}) [0 |2
tezine (w;) 513
k 112
Si[k] =38 jwy | 7] 10

Sada je uslov (5.5.8) zadovoljen za k = 1, tako da je X3(0,2) moguéa optimalna tacka.

4. Neka je x5 # 1,2,4. U ovom slu¢aju uzimamo x; = 0 i onda trazimo minimum funkcije
4
i
falwa) =Y wilws — aj|
i=1

Sortirajmo koordinate a} — a} i preuredimo njihove tezine w; — wy. Odgovarajuéa tabela

je
Tabela 7.
koordinate (ay) [ 1]2]4]4
tezine (w;) 11342
k 112134
Solk] =S jwy [1]14]8]10

Nejednakosti (5.4.5) vaze za k* = 3. Ovde zaustavljamo algoritam. Ovaj slucaj nema resenja,
zbog pretpostavke xo # 4.

Primetimo da Korak I daje slede¢u Tabelu 8.

Tabela 8.
koordinate (ay) [ 1]2]4
tezine (wy) 113]6
k 1123
Solk] =S8 Jwy [ 114110

Dakle, zakljucak je isti kao kod Tabele 7.

Na kraju, da bismo resili Korak 2 Algoritma 2, moramo izracunati i uporediti vrednosti
funkcije f u svakoj tacki X;, ¢ = 1,2, 3. Dobijamo

F(X1) =50, f(Xz) =55, f(X3)=62.



5.5. KONTINUALNI VEBEROV PROBLEM U RAVNI I LIFT METRIKA 99

Dakle, resenje Veberovog problema bic¢e tacka u kojoj funkcija f ima minimalnu vrednost, t;j.
X=X =4, =(4,4).

Graficka ilustracija primera predstavljena je na Slici 5.3. W
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Slika 5.3: Optimalna tacka X kontinualnog Veberovog problema
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