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Predgovor

Teorija selekcionih principa predstavlja znac¢ajno polje istrazivanja u topolo-
giji. 20-tih i 30-tih godina proslog veka, Hurewicz, Menger i Rothberger su
udarili temelje ovoj matematickoj disciplini (vidi [19], [34], [43]). Do 1996.
godine rezultati u vezi sa teorijom selekcionih principa pojavljivali se povre-
meno i nesistematizovano. Te godine M. Scheepers objavljuje jedan samosta-
lan [47] i jedan koautorski rad [20] i tada pocinje sistematsko izuc¢avanje u
ovoj oblasti. U poslednjim godinama znacajno je porastao broj radova i au-
tora koji se bave selekcionim principima i njihovom vezom sa mnogim oblas-
tima topologije i matematike: teorijom igara, kombinatorikom, prostorima
funkcija, hiperprostorima, uniformnim strukturama, topoloskim grupama,
analizom asimptotskih procesa u Karamatinoj teoriji i tako dalje (videti
pregledne radove [27, 28, 59, 50, 46] i reference u tim radovima, a takodje i
knjigu [29] posvecenu ovoj teoriji). Vazan faktor u razvijanju ove oblasti bio
je 1 koris¢enje metoda zvezde u teoriji selekcionih principa (vidi [13], [33],
24]).

Arpad Széz se u seriji radova bavio istrazivanjem relator prostora (vidi
[52], [53], [54]), gde je mnoge topoloske strukture definisao preko relatora.
Posto su relator prostori uopstenje topoloskih prostora, uniformnih prostora,
topologkih grupa itd., postavlja se pitanje da li neka tvrdjenja koja vaze u
topoloskim prostorima, vaze i u relator prostorima, odnosno koji uslov treba
da zadovolji relator prostor da bi neko tvrdjenje iz topoloskih prostora moglo
analogno da se prenese u relator prostore.

Predmet razmatranja u ovoj doktorskoj disertaciji bi¢e neki selekcioni
principi u topoloskim i relator prostorima. U prvom poglavlju predstavi¢emo
originalne rezultate vezane za svojstva relator Mengera, n-relator Mengera
i svojstva u vezi sa njima. Videéemo kako se ponasaju ta svojstva u odnosu
na operacije potprostora i proizvoda, kao i pri neprekidnim preslikavanjima.
Posmatracemo i igre koje odgovaraju svojstvu relator Mengera. NaveSéemo
primere koji pokazuju da uvedeni pojmovi nisu ekvivalentni.



U drugom poglavlju, koristeéi operatore zatvorenja i okoline, definisani
su selekcioni principi u topoloskim prostorima i pokazano je da ta svo-
jstva nisu ekvivalentna odgovarajué¢im svojstvima Mengera, Rothbergera i
Hurewicza. U drugom odeljku ove glave pokazano je da se u definiciji skoro
Mengerovih prostora otvoreni skupovi mogu zameniti regularno otvorenim
skupovima, kao i jo§ neke osobine vezane za operaciju proizvoda i skoro
neprekidne slike. Takodje, pokazano je da su u regularnim prostorima svo-
jstva Mengera i skoro Mengera ekvivalentna.

U tre¢em poglavlju definisana su selekciona svojstva u relator prostorima
odgovarajuéa svojstvima definisanim u drugom poglavlju. Dati su primeri
kojima je pokazana distinkcija izmedju nekih selekcionih svojstava. Razma-
trani su problem proizvoda i invarijantnosti pri relator neprekidnim pres-
likavanjima. Na kraju poglavlja definisana su i relativna selekciona svojstva
u relator prostorima i data su neka tvrdjenja vezana za njih.
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Uvodni pojmovi i definicije

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i simbole vezane za selekcione
principe i relator prostore koje ¢emo u nastavku disertacije koristiti.

Neka je X topoloski prostor. Kazemo da je kolekcija podskupova i od X
pokriva¢ za X ako za svaki element x € X postoji U € U takoda x € U. Ako
su svi elementi kolekcije U otvoreni skupovi, onda kazemo da je U otvoren
pokriva¢ od X.

Neka su A i B kolekcije podskupova beskonacnog skupa X. Tada:

S1(A, B) oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz {Uy, : n € N} elemenata
iz. A postoji niz {U, : n € N} tako da za svaki n € N vazi U, € U, i
{Up:n e N} € B.

Stin(A, B) oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz {U,, : n € N} elemenata
iz A postoji niz {U,, : n € N} tako da je za svaki n € N, U,, konac¢an
pdeskup od Uy, i U,en Un € B.

Ufin(A, B) oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz {U,, : n € N} elemenata
iz A postoji niz {U,, : n € N} tako da je za svaki n € N, U,, konacan
podskup od U,, i {UU,, : n € N} € B.

Pre nego sto definisemo zvezda selekcione principe, uveséemo pojam op-
eratora zvezde. Neka je A podskup topologkog prostora X i neka je P
kolekcija podskupova od X. Sa St(A,P) oznaci¢emo uniju svih elemenata
iz P koji imaju neprazan presek sa A. U radu [24], Koc¢inac je uveo zvezda
selekcione principe na sledeéi nacin:

Neka su A i B kolekcije otvorenih pokrivaca topoloskog prostora X.
Tada:

S7(A, B) oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz (U, : n € N) elemenata
iz A mozemo da nadjemo U,, € Uy, n € N, tako da je {St(Up,U,) :
n € N} € B.



Sfin(A, B)

SS%(A,B)

S88%:.(A, B)

oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz (U, : n € N) eleme-
nata iz A mozemo da nadjemo konacne V,, C U,,, n € N, tako da je
Unen{St(V,U,) : V € V,,} € B.

oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz (U, : n € N) eleme-
nata iz A mozemo da nadjemo tacke z, € X, n € N, tako da je
{St({zn},U,) :n € N} € B.

oznacava selekcionu hipotezu da za svaki niz (U, : n € N) elemenata iz
A mozemo da biramo konaéne F,, C X, n € N, tako da je {St(F,,,Uy) :
n e N} eB.

U ovoj disertaciji svi prostori bi¢e Hausdorff-ovi, a A i B biée kolekcije
slede¢ih otvorenih pokrivaca od X:

O: kolekcija svih otvorenih pokrivaca od X;

Q: kolekcija w-pokrivaca od X. Otvoren pokriva¢ U od X je w pokrivac
ako X ne pripada U i za svaki konacan podskup F' od X postoji U € U
tako da je FF C U.

I': kolekcija v pokriva¢a od X. Otvoren pokriva¢ U od X je « pokriva¢
ako je beskonacan i svaki x € X pripada svim sem kona¢no mnogo
elemenata iz U.

O9%: kolekcija grupabilnih otvorenih pokrivac¢a. Otvoren pokrivac¢ U
od X je grupabilan ako moze da se predstavi kao prebrojiva unija
kona¢nih, uzajamno disjunktnih podfamilija U,,, n € N, tako da svaki
x € X pripada |JU,, za sve sem kona¢no mnogo n € N.

OW9P: kolekcija slabo grupabilnih otvorenih pokrivaca. Otvoren pokri-
va¢ U od X je slabo grupabilan ako moze da se predstavi u obliku
prebrojive unije kona¢nih, uzajamno disjunktnih podfamilija U,,, n €
N, tako da za svaki konac¢an podskup F' od X postoji n € N tako da
je F C UU,.

DEerFINICIJA 0.1 Neka je X topoloski prostor. Kazemo da je X:

Mengerov (M) ako zadovoljava selekcionu hipotezu S ¢, (O, O);
Rothbergerov (R) ako zadovoljava selekcionu hipotezu S1(0O, O);

Hurewiczev (H) ako zadovoljava selekcionu hipotezu U g, (I', I');



e zvezda-Mengerov (SM) ako zadovoljava selekcionu hipotezu
}zn((/)? O)’

o zvezda-Rothbergerov (SR) ako zadovoljava selekcionu hipotezu

S1(0,0);

o zvezda-Hurewiczev (SH) ako zadovoljava selekcionu hipotezu
;in (Ov F),

e jako zvezda-Mengerov (SSM) ako zadovoljava selekcionu hipotezu

S5} (0, 0);

e jako zvezda-Rothbergerov (SSR) ako zadovoljava selekcionu hipotezu

551(0, 0);

e jako zvezda-Hurewiczev (SSH) ako zadovoljava selekcionu hipotezu
SS%:,(O,T).

Sada ¢emo navesti neke osnovne pojmove u vezi sa relacijama i relator
prostorima.

Neka su X i Y neprazni skupovi. Svaki podskup F' Dekartovog proizvoda
X XY jerelacijaiz X uY.

Specijalno, ako je X =Y, onda prosto kazemo da je F relacija na X.
Primetimo da ako je F' relacija iz X u Y, onda je F' takodje relacija na XUY.
Zato se Cesto pretpostavlja da je X =Y. Relacije Ax = {(z,x) 2 € X}1i
X2 = X x X zovu se identi¢na i univerzalna relacija na X, respektivno.

Ako je Frelacijaiz X uY,z € X i A C X, onda kazemo da su skupovi
Fl) ={y €Y : (z,y) € F} i F(A) = Uyea F(z) slike od z i A pod
relacijom F', respektivno.

Ako je F relacija iz X u Y, onda vrednosti F(x), gde je z € X, jed-
noznac¢no odredjuju F' posto je F' = J,cy{z} x F(x). Inverzna relacija od
F u oznaci F~! definiSe se na sledeé¢i na¢in: F~l(y) = {z € X : y € F(x)}
za svaki y € Y.

Dalje, ako je F relacija iz X u Y, i G relacija iz Y u Z, onda se kom-
pozicija G o F definige tako da je (Go F')(z) = G(F(x)) za svaki x € X. Ako
je F relacija iz X uY, a G relacija iz Z u W, onda se proizvod relacija F' i
G u oznaci F x G definige tako da je (F' x G)(x,z) = F(z) X G(z) za svaki
r e X isvaki z € Z.

Za relaciju R na X kazemo da je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna ako
je Ax CR, RCR'i RoR C R, respektivno.



Ako je R relacija na X, onda pisemo da je R" = RoR" ! zasvakin € N
i uzimamo da je R® = Ax. Takodje, pisemo R® = [J0°, R™.

Neprazna familija R relacija na nepraznom skupu X zove se relator na
X, a uredjeni par X(R) = (X, R) zove se relator prostor.

Neka C oznacava familiju pokrivaca od X. Za datu relaciju R € R, gde
je R relator na X, koristi¢emo slede¢u notaciju:

o Up ={R(z):z € X}.

e w(R) ={R(F): F C X konacan}.
e Cr={Ur:ReRilgeC}.

e Q(R)={w(R): Re Riw(R)eC}.

Kazemo da je relator R filtriran ako za sve R; i Ry iz R, R1 N Ry je
takodje u R. Kazemo da relator R na X nije parcijalan ako za svaki z € X
isvaki R € R vazi da je R(x) # 0.

Ako relator R na X ima svojstvo P, tada kazemo da relator prostor
(X,R) ima svojstvo P. Dalje, ako inverzni relator R™* = {R™! : R € R}
ima svojstvo P, onda kazemo da je R inverzno P.

Topoloske pojmove poput otvorenih i zatvorenih skupova mozemo da
uvedemo u relator prostorima na slede¢i nacin:

Ako je R relator na X, onda za sve A, B C X i x,y € X piSemo da:

(1) B € Intgr(A) (B € Clr(A)) ako R(B) C A (R(B) N A # 0) za neki
(svaki) R € R;

(2) = €intr (A) (x € Clg (A)) ako {z} € Intg (A) ({z} € Clr (A4));

() y € or(z) (y € pr(2)) ako y € intr({x}) (y € clr({x});
(4) A€ Tr (A€ Fr) ako A Cintr( A) (clr(A) C A).

Ako je R relator na X, onda za relatore
R*={SCX?:FReR:RCS},
RE={SC X?2:VAC X:Ac Intg(S(A)},
RN={SC X?:Vz € X :xcintr(S(x))},
kazemo da su uniformno, proksimalno i topolosko profinjenje od R, respek-
tivno. Za dva relatora R i § na X kazemo da su topoloski (uniformno)
ekvivalentni ako je R = S" (RF = S%).



Ako je (X, R) relator prostor i Y C X, onda je (Y, Ry) relator potprostor
od (X,R), gde su elementi iz Ry restrikcije relacija iz R na ¥ x Y.

Neka su (X,R) i (Y,S) relator prostori. Funkcija f: (X, R) = (Y,S) je
relator neprekidna (ili prosto neprekidna) ako za svaki S € S postoji R € R
tako da za svaki x € X, f(R(z)) C S(f(x)).

Sva druga oznacavanja i terminologija su isti kao u [14].



Glava 1

Selekcioni principi u relator
prostorima

1.1 Svojstvo relator Mengera i svojstva u vezi sa
njim

Uvodimo pojam relator Mengerovog prostora i istrazujemo njegove osobine
na slican naé¢in kao $to je to radjeno u topoloskim grupama (vidi [6], [17],

[18]).

DEFINICIJA 1.1 (Koc¢inac) Kazemo da relator prostor (X, R) ima svojstvo
relator Mengera (skra¢eno RM) ako za svaki niz (R, : n € N) eleme-
nata iz R postoji niz (F, : n € N) kona¢nih podskupova od X tako da

je UneN Rn(Fn) = X.

Prirodno mozemo uvesti i odgovarajuce svojstvo tipa Rothbergera na
slededi nacin: Kazemo da relator prostor (X, R) ima svojstvo relator Roth-
bergera (skrac¢eno RR) ako za svaki niz relacija (R, : n € N) iz R postoji
niz (z, : n € N) elemenata iz X tako da je U, en Bn(zn) = X.

Naravno, ako (X, R) ima svojstvo relator Rothbergera, onda (X, R) ima
i svojstvo relator Mengera.

Naredna teorema je generalizacija Teoreme 3 iz [6] i opravdava ” Menger”
terminologiju.

Teorema 1.1 Za relator prostor (X, R) sledeéa tvrdjenja su ekvivalentna:

(1) (X,R) ima svojstvo relator Mengera;



(2) (X,R) zadovoljava selekcioni princip Sfin(Cr,C);
(3) (X, R) zadovoljava selekcioni princip S1(Q(R),C).

Primer 1.1 Neka je R skup realnih brojeva i neka je d uobicajena metrika
na R. Ako definiSemo relator D na R kao familiju relacija De,e € R, gde
je D. = {(x,y) € R? : d(x,y) < €}, onda se lako pokazuje da (R,D)
ima svojstvo relator Mengera. Isto tvrdjenje vazi i za R™, n € N, sa rela-
torom generisanim metrikom d koja je definisana na sledeéi nacin: d(z,y) =
T

Primer 1.2 Neka je R“ skup svih nizova realnih brojeva (z; : ¢ € N) i neka
je d uobicajena metrika na Ri B, = {(z,y) e Rx R :d(x,y) < ¢}, e € R.
Ako stavimo da je

D" =B, x B. X ... x B xR®> x R? x ...,

£

n

onda je D = {D? : ¢ € R,n € N} relator na R“.
Pokazac¢emo da relator prostor (R“, D) nema svojstvo relator Mengera.
Za svaki n € N, neka je R, = D7 i neka je (F, : n € N) niz konacnih
podskupova od R“. Ako je p, projekcija iz R¥ u R, onda postoji z, € R
za svaki n € N tako da z, ¢ Bi(pn(Fy)). Niz (z, : n € N) ne pripada
U Ry (Fy). O

Mozemo da definiSemo i odgovarajucu igru.

DEFINICIJA 1.2 Neka je (X, R) relator prostor. Dva igraca, PRV i
DRUGI, igraju naizmeni¢no po potez za svaki prirodan broj. U n-tom
potezu PRV I bira relaciju R, iz R, a DRUGI odgovara birajué¢i konacan
podskup F,, od X. DRUGI pobedjuje u igri Ry, Fi1, Ro, F5, ... ako je X =
Unen Bn(Fy); u suprotnom pobedjuje PRVI. Kazemo da je (X, R) strogo
relator Mengerov ako DRUGI ima pobednicku strategiju u ovoj igri.

Ova terminologija je inspirisana terminologijom iz [18]. Ako koristimo
simbole Gy i Gyip, mozemo da kazemo da je ova igra Gi(2(R),C) i da je
ekvivalentna igri G;n(Cr,C). Umesto tvrdjenja ” DRUGI ima pobednicku
strategiju u igri Gy, (Cr,C)” pisacemo DRUGI 1 Gy, (Cr,C) (to je notacija
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Telgarskog). Lako je proveriti da je u Primeru 1.1 relator prostor (R, D)
strogo relator Mengerov.

Mozemo takodje da razmatramo i ” PRV I nema pobednicku strategiju
u igri Gfin(Cr,C)”. Ocigledno, vaze sledece implikacije:

TWO 1 G¢in(Cr,C) = PRV I nema pobednicku strategiju u G;n(Cr,C)
= Sfm(CR,C).

Slededi primer, koji je modifikacija Primera 6.1 iz [17] pokazuje da postoji
relator Mengerov prostor koji nije strogo relator Mengerov.

Primer 1.3 Posmatra¢emo skup R svih nizova realnih brojeva. Za svaki
x € RY¥ oznaci¢emo sa supp(z) = {n € N : x(n) # 0}, i neka je {ng(x) :
k € N} numeracija od supp(z) u rastuéem poretku. Oznac¢imo sa X skup
:fl(I:LJfl) = 0. Razmatracemo aditivnu grupu G
generisanu sa X. Definisa¢emo takodje relator D na G na isti na¢in kao u
Primeru 1.2.

Prvo ¢emo pokazati da relator prostor (G, D) nije strogo relator Menge-
rov. Da bismo to pokazali, konstruisa¢emo igru tako da PRV'I ima pobed-
nicku strategiju. U prvoj rundi, PRV bira relaciju Ry = D}. Pret-
postavicemo da DRUGI u prvoj rundi bira konacan podskup Fj od G.
Stavimo n; = 1 i birajmo z(1) € R\Bi(p1(F1)), gde je p1 : RY — R projek-
cija na prvu koordinatu. Uzimamo ns € N tako da je |z(1)| < ny. U drugoj
rundi, PRVI bira Ry = D}?, dok DRUGI uzima konacan podskup F» od
G.

Pretpostavimo da su igraci izabrali relacije Ry, Ro, ..., R, kona¢ne
skupove Fy, Fy, ..., F}, prirodne brojeve n; < ng < ... < ng i realne brojeve
z(1),z(2),...,x(k) tako da (I — 1) - |xp,_,| < n; i x(ny) € R\Bi(pi(F7)) za
svaki [ < k 1 birajmo ni41 € N tako da k - |z(ng)| < ngy1. U (kK + 1)-
oj rundi, PRVI bira Ryy1 = D{*"', a DRUGI bira konaéan podskup
Fiy1 od G. Lako se vidi da tacka p € R definisana sa p(n) = x(n) ako
je n € {ny,ng,...,ng, ...}, i p(n) = 0 u drugim slucajevima, ne pripada
Unen Bn(Fp) ip € X. Tacka p svedoci da PRV I ima pobednicku strategiju
u ovoj igri.

svih x € RY tako da je limg_,oo

Sada ¢emo da pokazemo da relator prostor (G, D) ima svojstvo relator
Mengera. Prvo ¢emo pokazati da za svaki rastuéi niz prirodnih brojeva
g < q1 < ...<q; < ..1isvakiniz (B;:i € N) podskupova od R¥ definisan
sa B; = [[jen Aij, gde je Aij = [~git1,qir1] zaj<qiAij=Rzaj>g
imamo da je X C U;enDBi-
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Neka je x € X. Onda vazi da je limg_, %fl)
nadjemo N € N tako da je x(ng) < ng41 za svaki &k > N.

Stavimo M = max{|z(n1)],..., |x(nx)|}. Uzmimo ig € N i p € N tako
da je ¢, > M i qi, < np < gip+1- Neka je k € N proizvoljan. Ako je
ng > gip, onda A n, = R, pa x(ng) € Aign,; ako je k < N ing < ¢,
onda je |z(ng)| < M < g, i x(ng) € Aiyn,; konacno, ako je k > N i
ne < ¢, onda je k < p i |x(ng)| < g1 < Gig+1- Odatle sledi da je
z(nk) € Aigm, = [—Gio+1,Gig+1], Pa je x(j) € Ajy; za svaki j € N, to jest
T € Bio-

Neka je (Dg : k € N) niz relacija iz D. Za svaki k € N postoji d;, €
R tako da je D{* o D{* o...0 D§* C DZ. Mozemo da pretpostavimo bez

= 0, pa mozemo da

k
gubljenja opstosti da je niz (gx : k € N) rastuéi. Za svaki k¥ € N mozemo da

nadjemo konacne podskupove Ej, C G takve da je Ds, (E)) pokrivac za By.
Stavimo Fy, = Ej, + Ey + ... + E}. Dokazacemo da je {DZk(F}) : k € N}
k

pokrivac za G.

Zaista, neka je g € G. Onda imamo da je g = g1 + g2 + ... + g, gde je
g; € X za svaki i < n. Posto je X C U;en Bis i € By, zaneko k; € N i
svaki i < n. Neka je k = max{ky, ko, ..., k,n}. Tada imamo da je

91+ g2+ .. + g € D§F(Ey) + Dif (Ey) + ... + D§*(Ex)

n

C Dg:(Ek) + ngj(Ek) + ...+ ngj(Ek)

k
C Dg: o Dg: 0...0 Dg:(Ek —+ Ek 4+ ...+ Ek)
k k
C D& (Fy). O

Prethodni primer takodje pokazuje da postoji relator Mengerov prostor
takav da PRVI ima pobednicku strategiju u igri G;n(Cr,C).

Problem 1.1. Koje uslove treba da zadovoljavaju relator Mengerovi
prostori da PRV I nema pobednicku strategiju u odgovarajucoj igri?

Prirodno se namec¢u pitanja da li se svojstva relator Mengera i strogo
relator Mengera ¢uvaju pri prelasku na potprostor i pri neprekidnim funkci-

jama. Sledeée dve teoreme daju odgovore na ova pitanja.

Teorema 1.2 Neka je (Y, Ry) relator potprostor (strogo) relator Mengero-
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vog prostora (X, R). Ako za svaki S € R postoji R € R tako da RoR™' C S,
onda (Y, Ry) je (strogo) relator Mengerov prostor.

Dokaz. Dokaza¢emo samo slucaj kada je (X, R) relator Mengerov pros-
tor. Neka je (Sy, : n € N) niz relacija iz Ry i (T, : n € N) odgovarajuéi niz
iz R tako da je T, N Y? = S,, za n € N. Prema uslovu teoreme, za svaki
n € N postoji R, € R tako da je R, o R,;! C T,,. Posto je (X, R) relator
Mengerov prostor, mozemo da nadjemo kona¢ne podskupove Fj,,n € N,
tako da je Unen Bn(Fn) = X. Ako je z € F,, i ako Ry(x) NY # 0, onda
uzimamo a, € R,(x)NY; ina¢e uzimamo proizvoljno a, € Y. Neka je
A, ={a, : x € F,}. Tvrdimo da je U,en Sn(4n) =Y.

Zaista, neka je y € Y. Tada postoji n € N takvo da je y € R, (F},) pa
mozemo da biramo = € F), tako da je y € R, (z). Posto R,(z)NY # 0,
imamo da a, € R,(r) NY odakle sledi da = € R, (a;).

Konacno, imamo da

y € Ry(x) C Rn(Rﬁl(aar)) C Thlaz) C Th(Ap).

Odatle sledi da y € Sy (az), posto suiyia; uY.

Dokaz je slican u slucaju strogo relator Mengerovog prostora. O

Teorema 1.3 Neka su (X, R) i (Y,S) relator prostori. Ako je (X, R) rela-
tor Mengerov prostor i f : (X,R) — (Y,S) je relator neprekidna surjekcija,
onda je (Y,S8) relator Mengerov prostor.

Dokaz. Neka je (S, : n € N) niz elemenata iz S. Prema uslovu teoreme,
za svaki n € N postoji R,, € R takoda f(Ry,(x)) C Sp(f(x)) zasvakiz € X.
Posto je (X, R) relator Mengerov, postoje konac¢ni podskupovi F), od X, gde
jen € N, takvi da je U, en Bn(Fn) = X. Pokazacemo da je (f(Fy) : n € N)
niz kona¢nih podskupova od Y takav da J,en Sn(f(Fn)) =Y. Imamo da
je

neN neN

Posto je f(Rn(Fn)) C Sn(f(F,)) za svaki n € N, tvrdjenje je ta¢no. O

Kazemo da je relator prostor (X,R) relator kompaktan (relator Lin-
deléfov) ako za svaki R € R postoji konacan (prebrojiv) podskup A od
X tako da je R(A) = X. (X,R) je relator o-kompaktan ako moze da se
predstavi kao prebrojiva unija relator kompaktnih potprostora.

Sledece dve teoreme su uopstenja analognih tvrdjenja u topoloskim pros-
torima.
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Teorema 1.4 Ako relator prostor (X, R) ima svojstvo relator Mengera,
onda je (X, R) relator Lindeldfov.

Dokaz. Neka je R proizvoljna relacija iz R. Posto (X, R) ima svojstvo
relator Mengera, onda postoji niz (F, : n € N) kona¢nih podskupova od X
tako da je U,en R(Fn) = X. Neka je A = U,en Fn- Vazi da je R(A) =
R(UnEN Fn) = UneN R(Fn) =X. 0

Teorema 1.5 Ako je relator prostor (X, R) relator o-kompaktan, onda
(X, R) ima svojstvo strogo relator Mengera.

Dokaz. Neka je (X, R) relator o-kompaktan. Onda mozemo da piSemo
X = Upen Xn, gde je (Xp, R) relator kompaktan prostor i X,, C X, 41 za
svaki n € N. Recimo da u n-toj rundi PRV [ bira relaciju R, iz R. Tada
DRUGI igra¢ odgovara tako sto bira konacan podskup F;, od X tako da
je Xy C Ry, (F,). Dokaza¢emo da je to pobednicka strategija za DRUGOG
igraca.

Neka je ¢ € X. Tada postoji n € N tako da =z € X,. Posto X,, C
R, (F},), zaklju¢ujemo da = € R, (F,). O

U topoloskim prostorima, obrat prethodnog tvrdjenja ne vazi.
Problem1.2. Pod kojim uslovima je strogo relator Mengerov prostor
relator o-kompaktan?

Kazemo da je relator prostor (X,R) k-relator Mengerov ako za svaki
niz (R, : n € N) elemenata iz R postoji niz (K, : n € N) relator kom-
paktnih podskupova od X takav da je U,en Rn(Kyn) = X. Ako koristimo
oznacavanje:

e K(R)={R(K): K C X relator kompaktan},

e K(R)={K(R): R€ RiK(R) €},
onda je relator prostor (X, R) k-relator Mengerov ako i samo ako zado-

voljava selekcionu hipotezu S;(IC(R),C).

Pokazatemo da su pod nekim uslovima pojmovi relator Mengerovog i
k-relator Mengerovog prostora ekvivalentni.

Teorema 1.6 Neka je (X, R) relator prostor takav da je R refleksivna i
tranzitivna za svaki R € R. Onda je (X, R) relator Mengerov ako i samo
ako je k-relator Mengerov.
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Dokaz. (=) Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Tada postoji niz
(F, : n € N) kona¢nih podskupova od X tako da je U,en Rn(Fn) = X.
Posto je svaki R € R refleksivna relacija, za svaki n € N imamo da je
F, C R(F,,) zasvaki R € R. Dakle, za svakin € N, F,, je relator kompaktan
pa odatle sledi da je (X, R) k-relator Mengerov.

(<) Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Tada postoji niz (K, : n €
N) relator kompaktnih podskupova od X tako da je U,en Bn(Kn) = X.
Posto je K, relator kompaktan, postoje kona¢ni podskupovi F,, od X takvi
da je K, = R, (F}) za svaki n € N. Prema pretpostavci tvrdjenja, imamo
da je

X = J Ru(Ky) = | Ru(Ra(Fn)) = | Ra(Fn).0
neN neN neN

Posmatrajmo sada profinjenja relatora R u relator prostoru (X,R).
Uveséemo sledec¢e pojmove:

DEFINICIJA 1.3 Neka je (X, R) relator prostor. Kazemo da je (X, R) uni-
formno (resp. proksimalno, topolosko) relator Mengerov prostor ako je
(X,R*) (resp. (X,RF), (X,R") relator Mengerov prostor.

Ocigledno je da ako (X, R) ima uniformno (topolosko, proksimalno) svo-
jstvo relator Mengera, onda (X, R) ima svojstvo relator Mengera. U sluc¢aju
uniformnog svojstva relator Mengera vazi i obrat. Isto tako jasno je da
"topologko relator Mengerov” = ”proksimalno relator Mengerov” = ”uni-
formno relator Mengerov”. U [55] pokazano je da ”proksimalno kompak-
tno svojstvo” ne implicira ”topolosko kompaktno svojstvo” i da ”uniformno
kompaktno svojstvo” ne implicira ” proksimalno kompaktno svojstvo”. Isko-
risticemo Teoreme 3.3 i 3.6 iz [55] da pokazemo da ”proksimalno relator
Mengerovo svojstvo” ne implicira ”topolosko relator Mengerovo svojstvo” i
da "uniformno relator Mengerovo svojstvo” ne implicira ” proksimalno rela-
tor Mengerovo svojstvo”.

Teorema 3.3 iz [55] kaze:

7

Teorema 1.7 Ako je R inverzno ne-parcijalni relator na nepraznom skupu
X i za svaki x € X i svaki R € R stavimo da je Vi, r)(z) C X x X relacija
na X takva da je Vi, py(2) = X za z =2 1 Vi, py(2) = R(2) za z € X \ {z},
onda je VR = {V(y,r) : * € X, R € R} uniformno kompaktan relator na X
takav da su R i Vg proksimalno ekvivalentnsi.
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Primer 1.4 Neka je X neprebrojiv skup i R = {Ax}, onda je Vg uni-
formno kompaktan relator na X pa samim tim i uniformno Mengerov re-
lator na X. S druge strane, Vg nije proksimalno Mengerov, posto Ax €
R C Rf = (Vr)!. Samim tim, ako za svaki n € N uzmemo da je R, = Ax,
onda ne postoji niz (F,, : n € N) konaé¢nih podskupova od X takav da je
Unen Bn(Fn) = X, posto je X neprebrojiv, a U,cn Bn(Fn) je prebrojiv
skup.

Napomena. Ovaj primer takodje pokazuje da postoji uniformno Lin-
del6fov relator koji nije proksimalno Lindel6fov.

Teorema 3.6 iz [55] kaze sledece:

Teorema 1.8 Ako je R relator na X i card(X) > 1, onda ako za svaki
z € X 1 svaki R € R stavimo da je Wi, gy C X x X relacija takva da
je War)(2) = R(x) 20 2 = x i W p)(2) = X za 2 € X\ {z}, onda je
Wg = {W(%R) :x € X, R € R} proksimalno kompaktan relator na X takav
da su R 1 Wy topoloski ekvivalentni.

Primer 1.5 Neka je X neprebrojiv skup i neka je R = {Ax}. Tada je
prema prethodnoj teoremi relator prostor (X,Wg) proksimalno kompak-
tan pa je i proksimalno relator Mengerov. Relator prostor (X,Wg) nije
topoloski relator Mengerov, jer Ax € R C R" = Wxr", pa ako je R, = Ay
za svaki n € N, onda za svaki niz (F, : n € N) kona¢nih podskupova od X
familija skupova { R, (F},) : n € N} ne pokriva X posto je X neprebrojiv, a
Unen Rn(Fp) je prebrojiv skup.

Napomena. Prethodni primer takodje pokazuje da postoji proksimalno
Lindelofov relator koji nije topoloski Lindelofov.

Kazemo da je pokriva¢ U skupa X slabo grupabilan [5] ako moze da
se predstavi kao unija prebrojivo mnogo konac¢nih, medjusobno disjunktnih
podfamilija U, takvih da za svaki kona¢an podskup F' od X postoji n takvo
da je F' C UU,. Drugim rec¢ima, ako stavimo da je Y = {U, : n € N}, onda
postoji niz n; < ngy < ... < ng < ... prirodnih brojeva takav da za svaki
konacan podskup F' of X postoji k € N tako da je F' C U,, <i<n,,, Ui-

Teorema 1.9 Za relator prostor (X, R) sledeca turdjenja su ekvivalentna:

(1) Za svaki niz (R, : n € N) C R postoji niz (F,, : n € N) konacnih
podskupova od X takav da je {R,(F,):n € N} w-pokrivaé za X ;
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(2) Za svaki niz (Ry, :n € N) C R postoji niz (F,, : n € N) konacnih pod-
skupova od X takav da je {R,(F,) :n € N} slabo grupabilan pokrivac
za X.

Dokaz. (1) = (2): Ovo je ocigledno, jer je svaki w-pokriva¢ slabo
grupabilan.

(2) = (1): Neka je (R, : n € N) niz elemenata iz R. Prema (2),
mozemo da izaberemo niz (F), : n € N) kona¢nih podskupova od X takav
da je {R,(F,) : n € N} slabo grupabilan pokriva¢ za X. Stoga, postoji
niz n; < ng < ... < ni < ... prirodnih brojeva takav da je svaki konacan
podskup F' od X sadrzan u U, <j<p,,, i(F3) za neko k € N. Stavimo da
je

Sn = U’i<n1Fi , < ny,
Sn = Uny<i<ng Fi s me <n<mgpp, k> 1

Onda je svaki S,, konacan podskup od X i vazi da je {R,(S,) : n € N}
w-pokrivac za X. O

Sada ¢emo razmatrati pitanje proizvoda relator Mengerovih prostora.
U opstem slucaju, proizvod relator Mengerovih prostora ne mora da bude
relator Mengerov prostor. Slede¢i primer, koji je modifikacija Primera 2.12.
iz [18], nam upravo to pokazuje.

Primer 1.6 Neka su G i D isti kao u Primeru 1.3. Ve¢ je pokazano da je
(G, D) relator Mengerov prostor. Pokaza¢emo da relator prostor (G x G, D x
D) nema svojstvo relator Mengera.

Za svaki n € N, neka je R, = D}. Dokaza¢emo da ne postoji niz (F, :
n € N) kona¢nih podskupova od G takav da je G? = 22| Ry (Fy) X Ry (F).
Kad posmatramo R, (F),), jedine koordinate elemenata od F,, koje su rel-
evantne su 1,2, ...,n, poSto su projekcije od R,, na ostalih w\n koordinata
jednake R x R. Zbog toga, mozemo takodje da posmatramo samo F;, gde
njihovi elementi imaju 0 na svakom od w'\n mesta. Stavise, mozemo da pret-
postavimo da je F,, C F,+1. Neka je A, = max{|z(i)| : z € F,,,1 <i < n}.
Primetimo da je A; < Ay < ... Nadiéemo z,y € G takve da (z,y) ¢
Un>y Rn(Fn) X Ry (F,). Stavimo np = 1 1 uzmimo da je z(1) = 21 > A,,.
Zatim biramo bilo koje ny € N takvo da je z1/ny < 1/2. Sada, za svaki
i, 1 < i < ng, stavljamo z(i) = 0. Neka je y(n2) = yn, > An,. Onda
uzimamo ng € N tako da je ypn,/n3 < 1/3. Stavljamo y(j) = 0 ako je
1 <j < ngiling < j < ng. Nastavljamo da na ovaj nacin definiSemo
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brojeve {ny : k € N}. Stavljamo z(ny) = z,, > Ay, za k neparno tako
da je xz(ng)/nk+1 < 1/k+1. Druge vrednosti za z(j) do sada nedefin-
isane j < ngy1 staviéemo da su 0. Sli¢no, ako je k parno, onda definisemo
y(ng) = Yn, > An, 1 ngy1 uzmemo tako da je y(ng)/nky1 < 1/k + 1. Jasno
jeda z,y € G. Tvrdimo da (z,y) ¢ Us> Rn(Fn) X Ry (F,). Zaista, neka
jen € Ning <n <ngy1. Ako je k parno, onda xy, ,, > Ay, ., > Ay, pa
r & Ry(F,). Ako je k neparno, onda ¥y, ,, > An,+1 > An, pay & Ru(F,).
Odatle sledi da je (x,y) ¢ U2y Rn(Fn) X R, (F,). Time smo pokazali da
(G?,D x D) nije relator Mengerov prostor. O

Slede¢a teorema je generalizacija Teoreme 5.3. iz [17] u kontekstu topo-
loskih grupa.

Kazemo da je relator prostor (X, R) relator o-kompaktan ako moze da
se predstavi kao prebrojiva unija relator kompaktnih potprostora.

Teorema 1.10 Ako je (X, R) relator o-kompaktan prostor, a (Y,S) je re-
lator Mengerov prostor, onda je (X X Y, R x §) relator Mengerov prostor.

Dokaz. Neka je (T}, : n € N) niz elemenata iz R x S. Za svaki n € N,
stavimo da je T,, = R, X Sy, gde su R, € R, S, € S. Posto je (X,R)
relator o-kompaktan, mozemo da pisemo X = U, ey Xn, gde je (X5, R)
relator kompaktan i X,, C X,,41 za svaki n € N. Zato, mozemo da nadjemo
kona¢ne podskupove F, od X takve da je X,, C R, (F),) za svaki n € N.

Sa druge strane, neka je S, = {Sn; : ¢« € N}. Tada, prema uslovu
teoreme, za svaki n € N postojiniz e, = {E,; : ¢ > n} kona¢nih podskupova
od Y tako da je Y = U;>,, Si(Ep ). Stavimo da je D; = F; x (U,<; Eni)-
Pokazacemo da je X x Y = U;en(Ri x Si)(D;). N

Neka je (z,y) € X x Y. Tada postoji n € N takvo da je z € X,,. Odatle
sledi da € R, (F,). Dalje, postoji i > n tako da je y € S;(Ey;). Al
Xn C X, pax € Ri(F;). Zato vazi da je (z,y) € (R; x S;)(D;). O

Sledeéi rezultat se tice svojstva relator Mengera u svim konaénim ste-
penima.

Teorema 1.11 Neka je (X,R) relator prostor. Ako je (X", R"™) relator
Mengerov za svaki n € N, onda za svaki niz (R, : n € N) C R postoji
niz (F,, : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da je {R,(F,):n € N}
w-pokrivac za X.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Neka je N = N; UNg U
...UNygU... particija skupa N na beskonacno mnogo medjusobno disjunktnih
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beskonaénih podskupova. Fiksirajmo k € N. Tada je (RE, : m € Ny) niz
elemenata iz R*. Kako je (X%, R¥) relator Mengerov, to postoji niz (F, :
m € Nj) konaénih podskupova od X* takav da je U,,cn, Ri,(Fin) = X. Za
svaki m € Ni mozemo da nadjemo konacan podskup 5, od X takav da je
Sk D F,,. Pokaza¢emo da je {R,(S,) : n € N} w-pokrivac za X.

Neka je F' = {z1,22,...,2,} konacan podskup od X. Tada tacka z =
(x1,22,...,xp) € XP, pa postojim € N, takvo da jex € R, (F,,) C RP (SF)).
To povlaci da z; € R, (Sp) za svaki 1 < i < p. Odatle imamo da F' C
R, (Sp). O

Problem 1.3. Da li vazi obrat ovog tvrdjenja?

Teorema 1.12 Neka je (X, R) relator prostor takav da je R filtriran. Ako
jek € N, onda je (X*, RF) relator Mengerov prostor ako i samo ako za svaki
niz (Ry, : n € N) C R postoji niz (F, : n € N) konaénih podskupova od X
takav da za svaki konacan podskup F od X kardinalnosti k postoji n € N
takvo da je F' C Ry (Fy).

Dokaz. (=): Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Prema pretpostavci
tvrdjenja, postoji niz (G, : n € N) konaénih podskupova od X* tako da je
{RF(G,) : n € N} pokrivac za X*. Za svaki n € N mozemo da nadjemo
konaéne podskupove F,, od X tako da je G, C EF. Pokazaéemo da je
(Fy : n € N) trazeni niz.

Neka je G = {¢1,92,-..,9x} C X. Ako ozna¢imo sa g = (g1, 92, .-, k) €
Xk, onda postoji n € N takvo da je g € RE(FF), pa za svaki i € {1,...,k},
gi € R, (F),) pa zato vazi da je G C R, (Fy).

(«<): Neka je (S, : n € N) niz elemenata iz RF, gde je S, = Rn1 X
Rpo X ... X Ry, za svaki n € N. Stavimo da je R, = R,1 N RyaN...N Ry za
svaki n € N. Kako je R filtriran, R,, pripada R. Neka je (z1,x2,...,xx) €
X¥ i F = {x1,22,...,m}. Prema uslovu tvrdjenja, postoji niz (F}, : n €
N) kona¢nih podskupova od X i n € N tako da je ' C R,(F,). Sada
imamo da x1 € Ru1(Fn),x2 € Rpa(Fn)se..;xr € Rup(Fy). Odatle sledi da
(z1,72, ..., k) € Sp(FF), pa je {Sn(FF) : n € N} pokrivac za X*. O

1.2 Svojstvo n-relator Mengera i svojstva u vezi
sa njim

Mnogi topolozi su istrazivali n-zvezda kompaktna i n-zvezda Lindelofova
svojstva u topoloskim prostorima. Van Douwen, Reed, Roscoe i Tree u radu
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[13] posmatrali su zvezdakompaktna i zvezda-Lindel6fova svojstva i dali su
karakterizaciju prebrojive kompaktnosti i pseudokompaktnosti preko pojma
n-zvezda kompaktnosti. Takodje su naveli brojne primere koji pokazuju
da pojmovi n-zvezda kompaktnosti (n-zvezda Lindelofosti) i (n + 1)-zvezda
kompaktnosti ((n + 1)-zvezda Lindelfosti) nisu ekvivalentni. Iskoristi¢emo
neke od tih primera da dokazemo analogna tvrdjenja u relator prostorima.
Daéemo prosirenja nekih tvrdjenja iz [21] koja se ti¢u operacija potpros-
tora, proizvoda i relator neprekidnih preslikavanja na n-relator Mengerove
prostore. U ovom odeljku pretpostavicemo da su sve relacije refleksivne.

Prvo éemo uvesti pojmove n-relator Mengera i w-relator Mengera, kao i
odgovarajuée pojmove vezane za kompaktnost i Lindelofost.

DEFINICIJA 1.4 Neka je (X, R) relator prostor. Kazemo da je:

e (X,R) n-relator Mengerov (w-relator Mengerov), gde je n € N, ako
za svaki niz (Ry : k € N) relacija iz R postoji niz (Fj : k£ € N)
kona¢nih podskupova od X takav da je Upen RE(Fi) = X (resp.
Uren B (Fi) = X);

o (X,R) n-relator kompaktan (n-relator Lindelofov) ako za svaki R €

R postoji konacan (resp. prebrojiv) podskup A od X takav da je
R"(A) = X

o (X, R) w-relator kompaktan (w-relator Lindeldfov) ako za svaki R € R
postoji konacan (resp. prebrojiv) podskup A od X tako da je R*°(A) =
X.

U slede¢em dijagramu prikaza¢emo neke implikacije koje oc¢igledno vaze.
U dijagramu koristi¢emo skrac¢enice (RM za relator Menger, RC za relator
kompaktan, RL za relator Lindelofov, i analogno za ostala svojstva).

N
X
(I
>
X
—
.i
Y
Z--

Lo
3-RC73-RLE3-RM

I

% 200
n-RC—>n-RL—n- Rl%/l

<—
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Prikaza¢emo primere koji pokazuju da obrati ovih tvrdjenja ne vaze. Sa
druge strane, primetimo da ako relator ima samo jedan element, onda su
svojstva n-relator Mengera i n-relator Lindelofa ekvivalentna za svakin € N.
Takodje, vazi sledece tvrdjenje:

Teorema 1.13 Neka je R familija relacija na X takva da je R tranzitivna
za svaki R € R. Tada su sledeca turdjenja ekvivalentna:

(1) (X,R) ima svojstvo relator Mengera;

(2) (X,R) je w-relator Mengerov.

U Primeru 2.2.5 iz [13] pokazano je da postoji topoloski prostor koji je
jako 2-zvezda kompaktan, a nije jako 1-zvezda kompaktan. Koriste¢i ovaj
primer, dokaza¢emo da postoji relator prostor koji je 2-relator kompaktan,
a nije relator kompaktan.

Primer 1.7 Neka je A = {N; : s € S} beskonac¢na familija beskonac¢nih
podskupova od N takva da za svaka dva razlicita s i s’ iz S, Ny N Ny
je konacan skup, svaki n € N pripada samo kona¢no mnogo elemenata
familije A i A je maksimalna familija sa ovim osobinama. Pretpostavimo
da je NNS = 0 ineka je X = NUS. Fiksirajmo konac¢an podskup F
od X i definis$imo relaciju Rr na X na sledeé¢i nacin: za svaki n € N,
Rrp(n) ={n}U{s: {n} € N,\F}, izasvaki s € S, Rp(s) = {s} U (N\F).
Tada je R = {Rp} relator na X.

Prvo ¢emo pokazati da relator prostor (X,R) nije relator kompaktan.
Neka je B C X konacan. Tada Rp(B) ne moze da pokrije S posto je S
beskonacan, a Rp(B) sadrzi samo kona¢no mnogo elemenata iz S.

Da bismo dokazali da je (X, R) 2-relator Mengerov, dovoljno je da poka-
zemo da postoji konac¢an podskup A od X takav da je N C Rp(A) posto
je Rp(IN) = X. Pretpostavimo suprotno. Stavimo da je zg = 01 By =
{s : 0 € Ng}. Posto je By kona¢no, mozemo da biramo z; € N tako
da x1 ¢ Rp(By). Neka je By = ByU {s : 1 € Ng}. U n-tom koraku
biramo z,, ¢ Rp(B,—1) i stavljamo da je B, = Uy<j<p_1 Bi U{s : x,, €
Ng}. Neka je A, = N\Rp(B,). Tada je 4, beskonaéno. Biramo Tpt1 >
max{zry, T2, ...,Ty} tako da je z,4y1 € A,. Neka je B = {z, : n € N}.
Onda je B C N beskonacan i zbog maksimalnosti familije A, postoji s € S
takvo da je B N Ny beskona¢no. Izaberimo razlicite elemente zp i xp iz
B N N tako da je xp < xp. Tada je zp € Rp(Byk) C Rp(Br_1) §to je u
kontradiktornosti sa konstrukcijom niza {z,}. O
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Sledeé¢i primer pokazuje da postoji relator prostor koji je w-relator kom-
paktan, a nije n-relator kompaktan ni za jedno n € N.

Primer 1.8 Neka je R skup realnih brojeva i D relator na R definisan kao
u Primeru 1.1. Relator prostor (R, D) je w-relator kompaktan posto za sve
z,y € R postoji n € N takvo da je x € (y —ne,y + ne), pa za svaki konac¢an
F C R imamo da je D.*(F) = R.

Sada ¢emo pokazati da (R, D) nije n-relator kompaktan ni za jedno
n € N. Neka je F' C R proizvoljan podskup od R. O¢igledno je da |J,cp(z—
ne,x +ne) #R. O

Sledeé¢i primer pokazuje da postoji 2-relator Mengerov (2-relator Lin-
deléfov) prostor koji nije relator Mengerov (relator Lindelofov).

Primer 1.9 Neka je S neprebrojiv skup takav da je S Nw; = 0 i neka
je A = {Ns : s € S} maksimalna familija neprebrojivih podskupova od
wy tako da je Ny N Ny prebrojiv za svaka dva razlicita s,s’ € S i svaki
«a € wi pripada Ny za prebrojivo mnogo s € S. Stavimo da je X = w; U S
i fiksirajmo prebrojiv podskup A od w;. Definisa¢emo relaciju D4 na X
na sledeéi nac¢in: Dy(a) = {a}U{s € S : a € Ny} za svaki o € wy i
Da(s) = {s} U{Ns\A} za svaki s € S. Neka je D = {D4} relator na
X. Pokaza¢emo da je relator prostor (X, D) 2-relator Mengerov (2-relator
Lindel6fov), ali nije relator Mengerov (relator Lindeléfov) (posto relator D
ima samo jedan element, svojstva relator Mengera i relator Lindelofa su
ekvivalentna, pa je dovoljno da dokazemo samo jedno od ovih tvrdjenja).

Relator prostor (X, D) nije relator Lindelofov, jer za svaki prebrojiv
podskup B od X, DA(B) nije pokriva¢ za S posto D(B) sadrzi samo
prebrojivo mnogo elemenata iz S, a S je neprebrojiv.

Da bismo dokazali da je (X,D) 2-relator Lindeléfov, dovoljno je da
pokazemo da postoji prebrojiv podskup L od X tako da je wy C Da(L),
zato $to je Da(wy;) = X. Pretpostavimo suprotno. Neka je xg = 0 i
Ly = {s € S: 0 € N;}. Prema pretpostavci, postoji 1 ¢ Da(Lo) i
stavicemo da je Ly = LoU{s € S : 1 € N}. Recimo da smo veé iz-
abrali x; za svaki i < a. Tada biramo z, ¢ Ug., Da(Lg) tako da je
o > sup{x; 11 < a}, istavljamo Lo = Uycjcq Li U{s € S : x4 € Ny}
Oznacimo sa L = {x, : @ < wi}. Iz maksimalnosti familije A sledi da pos-
toji s € S tako da je L N Ny neprebrojiv. Uzmimo razli¢ite x, and x, iz
LN Ns. Tada je xo € Da(Ly) C Da(Ly—1) $to je suprotno pretpostavci.
O

22



Sledeéi primer pokazuje da postoji w-relator Mengerov prostor koji nije
n-relator Mengerov ni za jedno n € N.

Primer 1.10 Neka je R% skup svih nizova realnih brojeva i neka je D =
{D. : € € R,k € N} relator na R¥ definisan na isti nacin kao u Primeru
1.2.

Na slican nac¢in kao u Primeru 1.2. moze se pokazati da (R“,D) nema
svojstvo n relator Mengera ni za jedno n € N, posto je

" = Bne X Bpe X ... X Bpe xR? xR? x ...,.
k

Da bismo pokazali da relator prostor (R“,D) ima svojstvo w-relator
Mengera, dokaza¢emo i vise, da je (R“,D) w-relator kompaktan prostor.
Fiksirajmo € € R i k € N. Neka je x € R¥. Za svaki konac¢an podskup F
od R¥, mozemo da nadjemo n € N dovoljno veliko da x pripada D?k(F ),
posto je bitno samo prvih £ koordinata. O

Problem 1.4. Da li za svaki n € N postoji relator prostor koji ima
svojstvo (n + 1)-relator Mengera, a nema svojstvo n-relator Mengera?

Sledece Cetiri teoreme su zapravo uopstenja Teorema 1.2, 1.3, 1.101 1.11.

Teorema 1.14 Neka je (Y, Ry) potprostor n-relator Mengerovog prostora
(X,R). Ako za svaki T € R postoji R € R tako da je R" o R*™1 c T™,
onda je (Y, Ry) takodje n-relator Mengerov prostor.

Dokaz. Neka je (Si : k € N) niz relacija iz Ry. Tada za svaki k € N
postoji T}, € R tako da je S, = Y?NT). Prema pretpostavci, za svaki k € N
mozemo naéi Ry € R tako da je R o RP ™1 C TP, Posto je (X, R) n-relator
Mengerov, to postoje Fj, k € N, takvi da je Upen R (Fr) = X. Za svaki
x € Fy, uzimamo a, € Y N R} (x) ako je Y N R (x) # 0. Inace, uzimamo
proizvoljno a, € Y. Stavljamo da je Gy = {a, : © € F;} i tvrdimo da je
Unex SP(GE) = V.

Neka je y € Y. Tada postoji k € N tako da je y € R}(F}), pa mozemo
naéi z € F, tako da jey € R}}(x). Odatle sledi da je R} (x)NY # (), odnosno
a; € RMx)NY, pax € Ry (a,). Sada imamo da je y € RF(RP " (a,)) C
Ty (agy) C T} (Gy). Posto je Gy, C Y and y € Y, imamo da je y € SP(Gk).
O

Teorema 1.15 Neka su (X,R) i (Y,S) relator prostori. Ako je (X,R) n-

relator Mengerov i f : X — Y je relator neprekidna surjekcija, onda je
(Y,S) takodje n-relator Mengerov.
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Dokaz. Neka je (Sy : k € N) niz relacija iz S. Posto je f neprekidna,
za svaki k € N mozemo da nadjemo relaciju Ry iz R tako da je f(Rp(z)) C
Si(f(z) za svaki z € X. Ako to vazi, onda tvrdimo da takodje vazi i
f(Ri™(x)) C Sp™(f(x)) za svaki n € N. Pokazac¢emo to indukcijom. Zaista,
ako je f(Ry"(x)) C Si"(f(x)), onda je f(Ry"*'(z)) = f(Rr(Ry"(x))) C
Sp(f(R"(2))) € Sp(Sk™(f(2))) = S" 1 (f(2)).

Prema uslovu teoreme, mozemo da biramo Fj, £ € N, tako da je
Uren B (Fr) = X. Oznacimo sa G = f(Fj) za svaki k € N. Ocigledno,
G, su konacni podskupovi od Y. Tvrdimo da je Upen Sk"(Gr) =Y. Imamo
da je
Y = f(X) = f(Urex Bi" (Fi)) = Uren f(Re"(Fk)) C Upen Sk™ (f(Fk))
= Uren Sk"(Gr). O

Kazemo da je relator prostor (X, R) o-n-relator kompaktan ako moze da
se predstavi kao prebrojiva unija n-relator kompaktnih podskupova.

Teorema 1.16 Ako je (X, R) o-n-relator kompaktan i (Y,S) je n-relator
Mengerov, onda je proizvod (X x Y, R x S) n-relator Mengerov.

Dokaz. Neka je (T : k € N) niz relacija iz R x §. Onda za svaki
k € N postoje R, € R i S, € S takvi da je T = Ry x Sk. Posto je (X, R)
o-n-relator kompaktan, bez gubljenja opStosti mozemo da stavimo da je
X = Upen Xk, gde je X C Xj4q za svaki k € N i (Xy, Rx,) je n-relator
kompaktan. Tada za svaki k € N postoji kona¢an podskup Fj C Xj tako
da je X C R;"(F})). Sa druge strane, za svaki k € N postoje Gj,; takvi da
je Y = U;sp S7(Gri). Stavimo da je B; = F; X (Up<; Gii). Za svaki i € N,
B, je konacan podskup od X x Y. Pokazacemo da je X x Y = (J;en T7(B:).

Neka je (z,y) € X x Y. Tada postoji k € N tako da je z € Xj. Odatle
sledi da je x € R;"(F}). Dalje, postoji i > k tako da je y € S;"(G},;). Posto
je X C X;, imamo da je x € R;"(F;), pa je (z,y) € R"(F;) x Si"(Gg) =
(Rz X Sz)n(FZ X Gk,z) - TZn(Bz) O

Teorema 1.17 Ako je (X™,R™) n-relator Mengerov prostor za svaki m €
N, tada za svaki niz (Ry : k € N) relacija iz R postoji niz (Fy, : k € N)
konacnih podskupova od X tako da je {Ry"(Fy) : k € N} w-pokrivaé za X.

Dokaz. Neka je (Ry : k € N) niz relacija iz R i neka je N = NjUNgU...U

N, U... particija skupa prirodnih brojeva na beskonaé¢no mnogo medjusobno
disjunktnih beskona¢nih podskupova. Za svaku relaciju R iz R sa m(R)
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oznaci¢emo R x R x R x .... Tada je (m(Ry) : k € Np,) niz relacija iz R™.
—_—

m
Prema uslovu teoreme, mozemo da nadjemo niz (Fy : k € N,,) konac¢nih

podskupova od X™ tako da je U;en,, (m(Rx))"(Fr) = X™. Za svakim € N
i svaki k € N, biramo konac¢ne podskupove G od X tako da je F, C G™.
Tvrdimo da je (G : k € N) trazeni niz.

Neka je F' konacan podskup od X i neka je F' = {z1,x2,...,2n}. Tada
je x = (x1,22,...,xm) € X™. Onda postoji £ € N,, tako da je =z €
(m(Ry))"(Fy). Odatle sledi da je x € (m(Rg))"(Gr™), pa imamo da je
zp € R (Gy) za 1l <p <m, to jest F C R;"(Gy). O

Neka je R skup realnih brojeva, i neka je D relator na R definisan kao u
Primeru 1.1. Tada vazi sledece tvrdjenje analogno tvrdjenju Teoreme 2.1.6.
iz [13] u kontekstu topoloskih prostora.

Teorema 1.18 Ako je relator prostor (X, R) w-relator kompaktan, onda je
svako relator neprekidno preslikavanje f : X — (R, D) ogranic¢eno.

Dokaz. Neka jee > 01 S = D.. Posto je f relator neprekidno, onda
postoji R € R takvo da je f(R(z)) C S(f(x)) za svaki x € X. Kako je
(X, R) w-relator kompaktan, to postoje kona¢an podskup F od X in € N
takvi da je R"(F) = X. Tada je f(X) = f(R™(F)) C S™(f(F)) (videti
dokaz Teoreme 1.15). Neka je m = min{f(z) : x € F} i M = maz{f(x) :
x € F}. Tada je f(X) C (m —ne, M + ne) ¢ime je tvrdjenje dokazano. O

Naravno, prirodno mozemo uvesti i svojstvo n-relator Rothbergera i w-
relator Rothbergera.

DEFINICIJA 1.5 Kazemo da je relator prostor (X, R) n-relator Rothbergerov
(w-relator Rothbergerov) ako za svaki niz (Ry : k € IN) relacija iz R postoji
niz (z; : k € N) elemenata iz X tako da je Upen Rp(2r) = X (resp.
Unen B (21) = X).

Jasno je da za svaki n € N n-relator Rothbergerov prostor ima svojstvo
n-relator Mengera. Takodje, teoreme vezane za pitanje potprostora i relator
neprekidne slike relator Mengerovih prostora se prirodno prenose na relator
Rothbergerove prostore.

1.3 Svojstvo relator Hurewicza

Neka je (X, R) relator prostor i neka I'¢ oznacava kolekciju svih y-pokrivaca
relator prostora (X, R).
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DEFINICIJA 1.6 (Kocinac) Kazemo da relator prostor (X, R) ima svojstvo
relator Hurewicza ako za svaki niz (R, : n € N) elemenata iz R postoji
niz (F, : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da svaki x € X pripada
R, (F,) za sve n € N sem kona¢no mnogo.

Ocigledno je da relator prostor (X,R) ima svojstvo relator Hurewicza
ako i samo ako zadovoljava selekcionu hipotezu S1(Q(R),T'¢).

Kao i u slucaju svojstva relator Mengera, svojstvo relator Hurewicza
se ¢uva prilikom operacije potprostora i relator neprekidne slike. Takodje
mozemo da definisemo i odgovarajucéu igru.

Jasno je da svaki relator kompaktan prostor ima svojstvo relator Hure-
wicza. Vazi i jace tvrdjenje o ¢emu svedoci sledeca teorema.

Teorema 1.19 Ako je relator prostor (X, R) relator o-kompaktan, onda
(X, R) ima svojstvo relator Hurewicza.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Posto je (X, R) relator
o-kompaktan, mozemo da pisemo X = {J,cn Xn, gde je (Xp, Ry) relator
kompaktan za svaki n € N. Zato postoje kona¢ni podskupovi F,, n € N,
takvi da je X,, = R, (F},). Posto je unija konaéno mnogo relator kompaktnih
prostora relator kompaktan prostor, mozemo da pretpostavimo da je X; C
Xo C ... C X, C .... Tada za svaki x € X postoji ng € N tako da je
x € Xp,. Odatle sledi da je x € R, (F},) za svaki n > ng. O

Posto svaki relator Hurewiczev prostor ima svojstvo relator Mengera,
vaze sledete implikacije medju selekcionim principima:

TWO 1 Gin(Cr,C) — PRVI nema p.s. u Gy, (Cr,C) —relator Mengerov
T

relator o-kompaktan — relator Hurewiczev

Problem 1.5.: Da li svojstvo relator Hurewicza implicira da PRVI
nema pobednicku strategiju u G, (Cr,C)?

Kazemo da je prebrojiv pokriva¢ U od X grupabilan [32] ako moze da
se predstavi kao prebrojiva unija konac¢nih, medjusobno disjunktnih pod-
familija U,, n € N, tako da svaki x € X pripada svim U, sem konac¢no
mnogo.
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Koristi¢emo notaciju: C9% = {U € C : U grupabilan}.
Sledec¢a teorema je uopsStenje Teoreme 1 iz [4] u kontekstu topoloskih
grupa.

Teorema 1.20 Za relator prostor (X, R) sledeca turdjenja su ekvivalentna:

(1) (X,R) ima svojstvo relator Hurewicza;

(2) (X,R) zadovoljava selekcionu hipotezu S1(2(R),C9P).

Dokaz. Videti dokaz Teoreme 1.9. O

U Teoremi 5 iz [4] pokazano je da je svojstvo da DRUGI 1 G1(Q(R),C9P)
ekvivalentno vazenju selekcione hipoteze S1(2(R),C9) u metrizabilnim
topoloskim grupama.

Problem 1.6. Da li svojstvo relator o-kompakta povlac¢i da DRUGI
T G1(Q(R),CP)?

Jasno je da iz tvrdjenja da DRUGI T G1(Q(R),C9) sledi da DRUGI
1 G1(2(R),C).

Problem 1.7. Dali svojstvo da DRUGI 1 G1(2(R), C) povlaci svojstvo
relator Hurewicza?

Sledec¢e dve teoreme razmatraju problem proizvoda relator prostora sa
svojstvom relator Hurewicza i uopstenja su Teorema 10 i 11 iz [26] u kon-
tekstu uniformnih prostora.

Teorema 1.21 Ako relator prostori (X,R) i (Y,S) imaju svojstvo rela-
tor Hurewicza, onda proizvod (X x Y, R x §) takodje ima svojstvo relator
Hurewicza.

Dokaz. Neka je (7}, : n € N) niz elemenata iz R x §. Tada za svaki
n € N postoje R, € R 1S, € S takvi da je T;, = R, X Sp,. Posto (X, R)
i (Y,S) imaju svojstvo relator Hurewicza, postoje nizovi (F,, : n € N) i
(G, : n € N) konaénih podskupova od X 1Y, respektivno, tako da za svaki
x € X iy €Y postoje n; € N ing € N takvi da « € R, (F),) za svaki
n>nyiy € S,(Gy) za svaki n > ny. Ako stavimo da je ng = max{n,na},
onda (x,y) € Rp(Fn) X Sn(Gr) za svaki n > ng, ¢ime smo dokazali da
(X XY, R x S) ima svojstvo relator Hurewicza. O

Na slican nac¢in mozemo dokazati sledeé¢u teoremu.
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Teorema 1.22 Ako relator prostor (X, R) ima svojstvo relator Mengera, a
(Y,S) ima svojstvo relator Hurewicza, onda proizvod (X x Y, R x §) ima
svojstvo relator Mengera.

Napomena. Iz Teorema 1.19 i 1.21, direktno sledi tvrdjenje Teoreme
1.10.

Prirodno mozemo uvesti i pojam svojstva n-relator Hurewicza, odnosno
w-relator Hurewicza.

DEFINICIJA 1.7 Kazemo da je relator prostor (X, R) n-relator Hurewiczev
(w-relator Hurewiczev) ako za svaki niz (Ry : k € N) relacija iz R postoji
niz (Fj : k € N) konaé¢nih podskupova od X tako da svaki x € X pripada
svim R} (F}) (resp. Rp°(F))) sem kona¢no mnogo.

Jasno je da za svaki n € N, n-relator Hurewiczev prostor ima svojstvo
n-relator Mengera. Takodje, sva tvrdjenja iz ovog odeljka mogu da se prosire
na n-relator Hurewiczeve prostore.

1.4 «;-svojstva u relator prostorima

Pojam a;-svojstva, i = 1,2, 3, 4, za nizove u prostorima uveo je Arhangeljskii
([2])- U [30] Ko¢inac je definisao i istrazivao selekcione principe koji su u vezi
sa a; selekcionim principima (videti takodje [31, 60]). Ovde ¢emo razmatrati
«; selekcione principe u relator prostorima na isti nacin kako je Kocinac
razmatrao «; selekcione principe u topoloskim grupama. Prvo ¢emo da se
podsetimo definicije a; selekcionih principa.

DEFINICIJA 1.8 Neka su A i B kolekcije podskupova beskonaénog skupa X.
Simbol «;(A, B),i = 1,2,3,4, oznacava sledece selekcione hipoteze:

Za svaki niz (A4, : n € N) beskonac¢nih elemenata od A postoji element
B € B tako da je:

e a1(A,B): za svaki n € N skup A, \ B je konacan;
[ ] a2

: za svaki n € N skup A, N B je beskonacan;
: za beskona¢no mnogo n € N skup A, N B je beskonacan;

(A, B)
o a3(A,B)
e ay(A,B): za beskonacno mnogo n € N skup A,, N B je neprazan.

Vazi sledece tvrdjenje.
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Teorema 1.23 Ako je (X,R) relator prostor takav da je R filtriran i za
svaki R € R postoji S € R takvo da je S oS C R, tada su sledeéa tvrdjenja
ekvivalentna:

(1) (X,R) zadovoljava cs(QUR),T¢);
(2) (X,R) ima svojstvo Hurewicza;
(3) (X,R) zadovoljava S;(K(R),L¢).

Dokaz. Implikacije (2) = (1) i (2) = (3) su ocigledne.

(1) = (2): Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Stavimo da je
S, = RiNRaN...NR, za svaki n € N. Posto je R filtriran, S,, € R. Prema
(1), postoji rastuéi niz (n; : i € N) prirodnih brojeva i kona¢ni podskupovi
F,, C X, i€ N, takvi da je {Sy,(Fp,) : i € N} y-pokrivac za X.

Biramo konac¢ne podskupove F,, od X na sledeéi nacin:

Ako je ng = 0, onda za svakin € N gde je n;_1 < n < n;, i € N,
stavimo F,, = F,,,. Prema konstrukciji, o¢igledno je da je {R,(F}) : n € N}
~y-pokrivac za X.

(3) = (2): Neka je (R, : n € N) niz elemenata iz R. Prema pretpostavci,
za svaki n € N postoji relacija S,, € R tako da je S, 0 S, C R,. Prema
(3), mozemo da nadjemo relator kompaktne podskupove K, od X, n € N,
tako da je {Sp(K,) : n € N} ~-pokriva¢ za X. Posto su K,-ovi relator
kompaktni, za svaki n € N mozemo da biramo kona¢ne podskupove F;, od X
tako da je K, C S, (F,). Sada imamo da je Sy, (K,) C S, (Sn(Fy)) C Ru(Fp)
za svaki n € N. Niz (F,, : n € N) svedo¢i da (X, R) ima svojstvo relator
Hurewicza. O

Primetimo da su selekcioni principi ae(Q(R), I'¢) i a3(2(R), I'¢) takodje
ekvivalentni svojstvima nabrojanim u prethodnoj teoremi.
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Glava 2

Svojstva slabija od svojstava
Mengera, Rothbergera i
Hurewicza

2.1 Svojstva lokalno zvezda-Mengera,
lokalno zvezda-Rothbergera i lokalno zvezda-
Hurewicza

U radu [9] definisani su selekcioni principi preko operatora okoline i zvezde
odgovarajuéi poznatim svojstvima Mengera, Rothbergera i Hurewicza.
Dokazano je da su ta svojstva slabija od odgovarajuéih klasi¢nih svojstavaa,
zapravo da su izmedju jako zvezda i zvezda verzije odgovarajuéih svojstava.
Pored primera koji to dokumentuju, ispitane su i neke osobine tih svojs-
tava. U ovom odeljku daéemo kratak pregled rezultata iz tog rada. Da ne
bude zabune, u ovoj glavi razmatra¢emo selekcione principe u topoloskim
prostorima.

DEFINICIJA 2.1 Neka su A i B kolekcije otvorenih pokrivaca prostora X.
Prostor X zadovoljava:

NSR(A, B) ako za svaki niz {U,, : n € N} elemenata iz A postoji niz (x,, : n € N)
elemenata iz X tako da za svaki niz (O, : n € N) otvorenih pod-
skupova od X takvih da z,, € O,, za svaki n € N vazi da {St(Oy,U,) :
n € N} € B;
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NSM(A, B) ako za svaki niz {U, : n € N} elemenata iz A postoji niz (F,, : n € N)
konacnih podskupova od X tako da za svakiniz (O,, : n € N) otvorenih
podskupova od X takvih da F, C O, za svaki n € N, vazi da je
{St(On,Uy) : n € N} € B.

Odavde proizilaze definicije pojmova lokalno zvezda-Rothbergera,
lokalno zvezda-Mengera i lokalno zvezda-Hurewicza.

DEFINICIJA 2.2 Prostor X je:

NSR: (lokalno zvezda-Rothbergerov) ako zadovoljava selekcionu hipotezu

NSR(O, O);

NSM: (lokalno zvezda-Mengerov) ako zadovoljava selekcionu hipotezu
NSM(O, O);

NSH: (lokalno zvezda-Hurewiczev) ako zadovoljava selekcionu hipotezu

NSM(O,T).

Sledece karakterizacije ovih pojmova su ocigledne:
Teorema 2.1 Za prostor X wvazi sledeée:

1. X je NSR ako i samo ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih pokrivaca
od X postoji niz (x,, : n € N) elemenata iz X takav da za svaki x € X
postoji n € N tako da z, € St({z},Uy).

2. X jeNSM ako i samo ako za svaki niz (Uy, : n € N) otvorenih pokrivaca
od X postoji niz (Fy, : n € N) konacnih podskupova od X takav da za
svaki © € X postoji n € N tako da St({z},U,) N F,, # 0.

3. X jeNSH ako i samo ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih pokrivaca
od X postoji niz (Fy, : n € N) konacnih podskupova od X takav da za
svaki x € X, St({z},Un) N F, # 0 za sve n € N sem konaéno mnogo.

Slededi rezultat se tice konacénih stepena prostora sa svojstvom NSM.

Teorema 2.2 Ako su svi konacni stepeni prostora X NSM, onda X zado-
voljava selekcioni princip NSM(O,Q).
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Kazemo da je prostor X jako zvezda-kompaktan (resp. jako zvezda-
Lindeléfov) (videti [13] ili [33]), skraceno SSC (resp. SSL), ako za svaki
otvoren pokriva¢ U od X postoji konacan (resp. prebrojiv) podskup A od X
tako da je St(A,U) = X; X je zvezda-kompaktan (resp. zvezda-Lindelifov),
skra¢eno SC (resp. SL), ako za svaki otvoren pokriva¢ U od X postoji
konacan (resp. prebrojiv) podskup V od U takav da je St(UV,U) = X.

Prirodno se uvodi sledeéi pojam.

DEFINICIJA 2.3 Prostor X je NSL (lokalno zvezda-Lindelifov) ako za svaki
otvoren pokriva¢ U od X postoji prebrojiv podskup A od X tako da je za
svaku okolinu U od A, St(U,U) = X.

Vaze sledeta dva tvrdjenja:

Teorema 2.3 Prostor X je NSL ako i samo ako za svaki otvoren pokrivac
U od X postoji prebrojiv podskup A od X takav da je za svaki x € X,

St({z},U)NA# (.

Teorema 2.4 NSL prostor X koji ima sledece svojstvo:
(*) za svaki otvoren pokriva¢ U postoji otvoren pokrivaé V takav da je za
svaki x € X, St({z},V) C St({z},U)

je zvezda-Lindeldfov.

Sledeéi primer ilustruje da svojstva NSL i SSL nisu ekvivalentna ¢ak ni
u klasi Urysohn-ovih prostora.

Primer 2.1 Postoji Urisohn-ov NSL prostor koji nije SSL.

Neka je X = P x (w+ 1), gde P oznacava skup iracionalnih brojeva.
Oznac¢imo sa T standardnu Tychonoff-sku topologiju na X. Definisimo finiju
topologiju 7~ na X u kojoj ¢e lokalna baza tacke (z,n), gde z € P, an € w,
biti oblika (U\ A) xn, gde je U okolina od x u P sa standardnom topologijom,
a A je prebrojiv podskup od P koji ne sadrzi z; tacka (x,w), gde je z € P,
ima lokalnu bazu oblika (U \ A) X (n,w) U (z,w), gde je U okolina od z u P
sa standardnom topologijom, a A je prebrojiv podskup od P.

U [9] je pokazano da je (X, T") Urisohn-ov NSL prostor, a nije SSL.

Implikacije u dijagramu na sledecoj strani su ocigledne (u dijagramu
skracenice CC i L oznacavaju svojstva prebrojive kompaktnosti i Lindelofo-
sti). Posto je u [24] dokazano da je u klasi parakompaktnih Hausdorff-ovih
prostora R < SR i M < SM, a u [8] da je H & SH, imamo da su u klasi
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parakompaktnih Hausdorff-ovih prostora sva svojstva tipa Rothbergera, tipa
Mengera i tipa Hurewicza respektivno, ekvivalentna. U radu [9] dati su
primeri koji pokazuju da ne vaze obrti tvrdjenja NSM = SSM, SSH = NSH,
SSR = NSR, NSR = SR, NSM = SM i NSH =- SH. Primetimo da za prostor
koji je NSM, a nije SSM, takodje vazi da je NSL, a nije SSL; takodje prostor
koji je SM, a nije NSM, istovremeno je SL, a nije NSL.

R - M = H
/r Y Y
L SSR ~ SSM < SSH cC
/
ssL 7 ' ! SSC
NSR ~ NSM ~ NSH
V/
NSL Y Y Y
SR - SM < SH
SSL SC
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Sledeéi primer iz [9] pokazuje da, pod nekim uslovima, iz svojstva NSM,
NSH i NSR, ne slede svojstva SSM, SSH i SSR, redom.

Podsetimo se prvo definicija brojeva b, d i cov(M). Za f,g € NN
stavimo

f <* g ako je f(n) < g(n) za sve sem kona¢no mnogo n.

Podskup B od NN je ogranicen ako postoji g € NN tako da je f <* g
zasvaki f € B. D C NN je dominantan ako za svaki g € NN postoji f € D
tako da je ¢ <* f. Minimalna kardinalnost neogranicenog podskupa od NN
je oznacena sa b, a minimalna kardinalnost dominantnog podskupa od NN
je oznacena sa d. Kazemo da je podskup X od NN pogodjen funkcijom
g € NN ako za svaki f € X skup {n € N : f(n) = g(n)} je beskonacan.
Minimalna kardinalnost podskupa od NN koji ne moze biti pogodjen je
oznacena sa cov(M) (videti [35]).

Primer 2.2 (w; < d) Postoji Urysohn-ov NSM prostor koji nije SSL.
Primer 2.3 (w; < b) Postoji Urysohn-ov NSH prostor koji nije SSL.
Primer 2.4 (w; < cov(M)) Postoji Urysohn-ov NSR prostor koji nije SSL.

Prostor koji je posluzio kao kontraprimer u sva tri slucaja je slededi:

Neka je S podskup skupa realnih brojeva takav da je za svaki neprazan
otvoren podskup U skupa realnih brojeva |S NU| = w;. Na skupu Xg =
S x (w4 1) uvedimo topologiju na sledeéi nacin: lokalna baza za (x,n), gde
jex € S, an € w, biée oblika (U NS)\ A) x {n}, gde je U okolina od
X u uobicajenoj topologiji skupa realnih brojeva, a A prebrojiv podskup
od S koji ne sadrzi z; lokalna baza za (x,w), gde je x € S, biée oblika
(UNS)\A) x (n,w)U(x,w), gde je U okolina od = u uobi¢ajenoj topologiji
skupa realnih brojeva, A proizvoljan prebrojiv podskup od S'in € w.

Napomena. Pretpostavke iz Primera 2.2, 2.3 i 2.4 nisu koriS¢ene u
dokazu da prostor Xg sa ovako definisanom topologijom nije SSL.

Problem 2.1 Da li postoje primeri prostora u okviru ZFC koji zado-
voljavaju tvrdjenja Primera 2.2, 2.3 i 2.47

Sledeé¢i primer iz [9] pokazuje da ne vaze obrati tvrdjenja NSM = SM,
NSH = SH i NSR = SR.
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Primer 2.5 Neka je K = DU{oo} kompaktifikacija jednom tackom diskret-
nog prostora D neprebrojive kardinalnosti k. Oznacimo sa Xg = K x k™,
X; =D x {k"}, X = XoU X3; X ima topologiju nasledjenu iz proizvoda
K x (kT +1).

Dokazano je u [9] da je X Tihonoff-ski prostor koji ima svojstva SR i SH
(a samim tim i SM), a nema svojstvo NSL (pa zato nema ni svojstva NSR,
NSM i NSH).

2.2 Svojstvo skoro Mengera i svojstva u vezi sa
njim

U ovom odeljku koristimo zatvorenja otvorenih skupova da definiSemo po-
jmove odgovarajuc¢e pojmovima Mengera i zvezda-Mengera. Brojni autori
su koristili slicnu tehniku da definisu selekcione principe. Tkachuk u [57] i
Scheepers u [48] i posredno u [49] su razmatrali svojstvo sliéno klasicnom
svojstvu Rothbergera ([43]) koristeéi zatvorenja otvorenih skupova. U [25],
Kocinac je uveo pojam skoro Mengerovog prostora (videti takodje [7]). U
[11], Di Maio i Ko¢inac su posmatrali svojstvo skoro Mengera u hiperpros-
torima.

Pored pojma skoro Mengera, prirodno uvodimo i zvezda-verzije skoro
Mengera, kao i odgovarajuce pojmove tipa Rothbergera i Hurewicza.

DEFINICIJA 2.4 Topoloski prostor (X, 7)) je:

e AM (skoro Mengerov) ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih pokri-
va¢a od X postoji niz (V, : n € N) takav da je za svaki n € N, V,
konacan podskup od U, i U{V;L : n € N} je pokriva¢ za X, gde je
V, ={V:V eV} ([25))

e ASM (skoro zvezda-Mengerov) ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih
pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N) takav da za svaki n € N, V),
je konacan podskup od U, i {St(UV,,,U,) : n € N} je pokrivac za X
([23]);

e ASSM (skoro jako zvezda-Mengerov) ako za svaki niz (U, : n € N)
otvorenih pokrivaca od X postoji niz (F, : n € N) kona¢nih pod-
skupova od X tako da je {St(F,,U,) : n € N} pokrivac od X;
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e AR (skoro Rothbergerov) ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih
pokrivaca od X postoji niz (V,, : n € N) takav da za svaki n € N,
Vi € Uy i {V,, : n € N} je pokriva¢ za X;

e ASR (skoro zvezda-Rothbergerov) ako za svaki niz (U, : n € N) otvore-
nih pokriva¢a od X postoji niz (V,, : n € N) takav da za svaki n € N,
Vi € Uy, 1 {St(V,,Uy,) : n € N} je pokrivac za X;

e ASSR (skoro jako zvezda-Rothbergerov) ako za svaki niz (U, : n € IN)
otvorenih pokriva¢a od X postoji niz (z, : n € N) elemenata iz X
takav da je {St(zn,Uy) : n € N} pokrivac za X;

e AH (skoro Hurewiczev) ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih
pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N) takav da je za svaki n € N,
V,, konacan podskup od U, i svaki x € X pripada svim sem konac¢no
mnogo V, = {V:V €V, };

e ASH (skoro zvezda-Hurewiczev) ako za svaki niz (U, : n € N) otvorenih
pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N) takav da za svaki n € N, V),
je konacan podskup od U, i svaki x € X pripada svim sem konacno
mnogo St(UVy, Uy );

e ASSH (skoro jako zvezda-Hurewiczev) ako za svaki niz (U, : n € N)
otvorenih pokrivaca od X postoji niz (F,, : n € N) konac¢nih pod-
skupova od X takav da svaki x € X pripada svim sem kona¢no mnogo
St(Fn,Uy).

Takodje mozemo analogno da definisemo svojstva koja odgovaraju svo-
jstvu Lindelofa.

DEerFINICIJA 2.5 KazZemo da je topoloski prostor X:

e AL (skoro Lindeldfov) ako za svaki pokriva¢ U od X postoji prebrojiv
podskup V od U tako da je U{V : V € V} = X;

e ASL (skoro zvezda-Lindeldfov) ako za svaki pokriva¢ U od X postoji
prebrojiv podskup V od U tako da je St(UV,U) = X;

e ASSL (skoro jako zvezda-Lindeldfov) ako za svaki pokriva¢ U od X

postoji prebrojiv podskup A od X tako da je St(A,U) = X.
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Odnosi izmedju malopre definisanih pojmova su prikazani u dijagramu
ispod.
Sledeéi primer pokazuje da obrat implikacije M = AM ne vazi.

Primer 2.6 Neka je X Euklidska ravan sa ”deleted radius” topologijom
(videti [51], Primer 77). Posto X nije Lindeléfov, X nema svojstvo Mengera.
Da bismo dokazali da je X skoro Mengerov, iskoristicemo ¢injenicu da je
zatvorenje svakog otvorenog skupa u ”deleted radius” topologiji isto kao
u uobicajenoj Euklidskoj topologiji i da je Euklidska ravan sa Euklidskom
topologijom o-kompaktna pa zato ima svojstvo Mengera (a samim tim i
svojstvo skoro Mengera).

ASSR ~ASSM~ ASSH

ASSL Y Y Y
ASR ASM ~ ASH

ASL
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Videéemo da je svojstvo skoro Mengera ekvivalentno sa svojstvom Men-
gera u klasi regularnih prostora (analogno tvrdjenje vazi i za svojstva tipa
Rothbergera i tipa Hurewicza).

Teorema 2.5 Neka je X reqularan prostor. Ako je X skoro Mengerov pros-
tor, onda je X Mengerov prostor.

Dokaz: Neka je (U, : n € N) niz otvorenih pokrivaca od X. Kako je
X regularan prostor, to postoji za svaki n otvoren pokriva¢ V,, od X takav
da je V;L = {V : V € V,} profinjenje od U,,. Prema pretpostavci, postoji
niz (W, : n € N) takav da za svaki n, W, je konacan podskup od V), i
U{W,, : n € N} je pokrivaé za X, gde je W, = {W : W € W,,}. Za svaki
n € N i svaki W € W,, mozemo da nadjemo Uy € U, tako da je W C Uyy.
Neka je U, = {Uw : W € W, } .

Dokazaé¢emo da je U{Z/{;I :n € N} otvoren pokriva¢ od X. Neka je x € X.
Tada postoje n € N i W € W; tako da je x € W. Prema konstrukciji,
postoji Uy € UT,L tako da je W C Uyy. Zbog toga je € Uyy. O

Sledec¢e tvrdjenje pokazuje da su u klasi parakompaktnih prostora svo-
jstva AM; ASM i ASSM ekvivalentna. Naravno, analogno tvrdjenje vazi i za
svojstva tipa Rothbergera i tipa Hurewicza.

Teorema 2.6 Ako je X parakompaktan prostor i X ima svojstvo skoro
zvezda-Mengera, onda je X skoro Mengerov.

Dokaz. Neka je (U, : n € N) niz otvorenih pokrivaca od X. Tada,
prema karakterizaciji Stone-a iz [14], za svaki n € N postoji otvoren pokrivac
VY, od X tako da je V), zvezda-profinjenje od U,,. Kako je X ASM, to postoji
niz (W, : n € N), takav da je za svaki n € N, W, konac¢an podskup
od Un 1 Upen StWUWn, V) = X. Za svaki W € W,, neka je Uy € U,
takvo da je St(W,V,) C Uw. Tada je i St(W,V,) C Uw. Stavimo da je
Gn = {Uy : W € W,}. Tada niz (G, : n € N) svedoci da je X skoro
Mengerov. O

S obzirom da su u klasi parakompaktnih prostora svojstva Mengera,

zvezda-Mengera i jako zvezda-Mengera ekvivalentna, imamo slede¢u
posledicu:

Posledica 2.1 Za parakompaktan prostor X sledeéa tvrdjenja su ekviva-
lentna:
(a) X je Mengerov prostor;

38



(b) X je zvezda-Mengerov prostor;

(c) X je jako zvezda-Mengerov prostor;
(d) X je skoro Mengerov;

(e) X je skoro zvezda-Mengerov;

(f) X je skoro jako zvezda-Mengerov.

Napomena Analogno tvrdjenje vazi i za svojstva tipa Rothbergera i
tipa Hurewicza.

Sledec¢a teorema kaze da mozemo da zamenimo otvorene skupove sa reg-
ularno otvorenim skupovima u definiciji skoro Mengerovih prostora .
Kazemo da je podskup B topoloskog prostora X regularno otvoren (reg-

ularno zatvoren) ako je B = int(B)(B = int(B)).

Teorema 2.7 Topoloski prostor X je skoro Mengerov ako i samo ako za
svaki niz (U, : n € N) pokrivaca od X ¢iji su elementi regularno otvoreni
skupovi, postoji niz (V,, : n € N) takav da za svaki n € N, V,, je konacan
podskup od Uy, i U{V, : n € N} je pokrivac za X, gde je V,, = {V : V € V}.

Dokaz (=): Neka je (U, : n € N) niz pokrivaca od X ¢iji su elementi
regularno otvoreni skupovi. Posto je svaki regularno otvoren skup otvoren,
(Uy, : n € N) je niz otvorenih pokrivaca.

Prema pretpostavci, postoji niz (V, : n € N) takav da za svaki n € N,
V» je konacan podskup od U, i U{V; : n € N} je pokriva¢ za X, gde je
V., ={V:VeV)

(«<): Neka je (Up : n € N) niz otvorenih pokrivaca od X. Neka je
(U, : n € N) niz definisan sa U, = {int(U) : U € Uy,}. Tada je svaki U,

pokriva¢ za X sa regularno otvorenim skupovima. Zaista, svaki int(U) je
regularno otvoren skup (videti [14]), i U C int(U) posto je U otvoren skup.

Tada postoji niz (V, : n € N) takav da za svaki n € N, V), je konacan
podskup od Ll;t i U{V,/l :n € N} je pokrivac za X, gde je V;L ={V:VeV,}
Prema konstrukciji, za svaki n € N i V € V, postoji Uy € U, tako da je
V = int(Uy).

Posto je Uy otvoren skup, Uy je regularno zatvoren skup (videti [14]).
Zato vazi da je Uy = int(Uy). Odatle je Upen{Uv : V €V} = X, paje X
skoro Mengerov prostor. O

Sada ¢emo videti da se svojstvo skoro Mengera ¢uva pri neprekidnim
preslikavanjima.
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DEeFINICIJA 2.6 Neka su X iY topoloski prostori. Preslikavanje f: X — Y
je skoro neprekidno ako za svaki regularno otvoreni skup B C Y, f~1(B) je
otvoren skup u X.

Teorema 2.8 Neka je X skoro Mengerov prostor, 1 Y topoloski prostor.
Ako je f : X = Y skoro neprekidna surjekcija, onda je Y skoro Mengerov
prostor.

Dokaz. Neka je (U, : n € N) niz pokrivaca od Y sa regularno otvorenim
skupovima. Neka je U, = {f~'(U) : U € U, } za svaki n € N. Tada je (U, :
n € N) niz otvorenih pokrivaca od X, posto je f skoro neprekidna surjekcija.
Kako je X skoro Mengerov prostor, to postoji niz (V,, : n € N) takav da je
za svaki n € N, V, konacan podskup od U, i U{V/, : n € N} je pokrivac
za X, gdeje V,, = {V :V € V,}. Zasvakin € NiV € V, mozemo da
nadjemo Uy € U, tako da je V = f~1(Uy). Neka je W,, = {Uy : V € V,}.
Pokazademo da je U{W,, : n € N} pokrivac od X.

Ako je y = f(x) € Y, onda postoje n € NiV €V, takvi da je x € V.
Posto je V = f~Y(Uy), to je x € f~1(Uy) C f~}(Uy). Zato imamo da je
y=f(x) e Uy €W,. O

Sada razmatramo problem proizvoda prostora sa svojstvom skoro Men-
gera.

Teorema 2.9 X" je skoro Mengerov prostor za svaki n € N ako i samo
ako topoloski prostor X zadovoljava selekcionu hipotezu da za svaki niz (U, :
n € N) w-pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N) takav da je V,, konacan
podskup od Uy, 1 za svaki konacan F C X postojen € N ¢V €V, takvi da
je FCV.

Dokaz (=): Neka je k € N fiksirano i neka je (U, : n € N) niz otvorenih
pokrivaca od X*, gde je svaki Uy, = {Uy; : j € J,}, gde je J,, beskonacan
prebrojiv indeksni skup.

Neka je F C X konacan skup. Tada je F* konacan podskup od X,
pa je F* kompaktan skup. Kako je U, otvoren pokriva¢ od X¥, to postoji
konagan podskup JI od .J, tako da je F* C UjerUnj. Prema Teoremi
Wallace-a (videti 3.2.10. iz [14]), postoji otvoren skup Vg u X takav da je
F C Vi iVECUjerUn;.

Ako je V,, = {VF : F C X konac¢an}, onda za svaki kona¢an podskup F
od X postoji Vr € V, tako da je F' C Vp. Prema pretpostavci, postoji niz
(W,, : n € N) takav da je za svaki n € N, W, konac¢an podskup od V), i
{W, : n € N} je w-pokrivac za X, gde je W, = {W : W € W,}.
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Neka za svaki n € N W,, ima K,, elemenata.

Oznacimo sa Hy, = {Upj : j € JIi,i € K,}. Tada je niz (H, : n € N)
takav da:

(i): Za svaki n € N ako oznacimo sa I, = {j € J, : j € JIi i € K},
onda je I, konacan podskup od J, i H, = {Uim 1j eIy}

(ii): Neka je # = (21,...,7) € X*. Tada je F = {x1,...,7;} konacan
podskup od X, pa postoje n € Ni W € W, takvi da je F C W.

Neka je W = Vf, za neko ¢ € K,,. Tada je:

FFk Vipzk C V}’% C UjleiUnj C Ujejfim .

Postoji j € JIi tako da je Fk U,j, odakle sledi da je z € Up,; za
U,j € Hy. Time je dokazano da je X k an skoro Mengerov prostor.

(«<): Neka je (U, : n € N) niz w-pokrivaca od X, gde je svaki U, =
{Unk : k € K, }, gde je K,, beskonacan prebrojiv indeksni skup.

Neka je N = N; UN2U...UNy U... particija od N na prebrojivo mnogo
beskonaénih, medjusobno disjunktnih podskupova. Za svaki ¢ € N i svaki
j € N; neka je V; = {U' : U € U;}. Ocigledno, niz {V; : j € N;} je niz
otvorenih pokrivacéa od X*. Kako je X’ skoro Mengerov prostor, za svaki
i € N mozemo da izaberemo niz (W; : j € N;) tako da za svaki j postoji
konacan podskup I; C K; takav da:

(D) W; ={Uy - k € Ij};

(2) {W, : j € N;} je pokrivaé od X°.

Pokazacemo da je {Uj : k € I;,j € N} w-pokrivac za X. Zaista, neka
je F'={x1,29,...,xp} konac¢an podskup od X. Tada je (z1,x2,...,zp) € X,
pa postoji neko [ € N, tako da je (z1,22,...,xp) € W,. Sledi da mozemo da

nadjemo k € I; tako da je (z1,x2,...,zp) € Uf), = U,”. Odatle je jasno da je
FcUy. O

Kazemo da je pokriva¢ U od X skoro y-pokrivaé ako je beskonacan i za
svaki z € X, {U €U : x ¢ U} je kona¢an skup.

DEFINICIIA 2.7 Topoloski prostor X je skoro y-skup ako za svaki niz (U, :
n € N) w-pokrivaca od X postoji niz (V,, : n € N) takav da je za svaki
neN,V, elU,i{V,:nec N} jeskoro vy-pokrivac za X.

Teorema 2.10 Topoloski prostor X je skoro y-skup ako ¢ samo ako za svaki
niz (Up, : n € N) w-pokrivaca od X sa reqularno otvorenim skupovima,
postoji niz (V,, : n € N) takav da za svakin € N, V,, € Uy, i {V,, : n € N} je
skoro ~y-pokrivac od X .
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Dokaz.(=): Ovaj smer je trivijalan.
(<): Neka je (Uy : n € N) niz w-pokrivaca od X . Neka je (U, : n € N)
niz definisan sa U, = {int(U) : U € Uy,}. Tada je svaki U, w-pokrivac

za X sa regularno otvorenim skupovima. Zaista, svaki int(U) je regularno
otvoren skup i U C int(U) posto je U otvoren skup.
Tada postoji niz (V,, : n € N) takav da za svaki n € N, Vj,, € U, i

{Vy, : n € N} je skoro vy-pokrivac za X.

Iz istog razloga kao u dokazu Teoreme 2.6, U = int(U), pa je V, = U,
za neko U, € U, i time je dokazano da je X skoro ~-skup. O

Teorema 2.11 Neka je X skoro y-skup i neka je Y topoloski prostor. Ako
je f: X =Y skoro neprekidna surjekcija, onda je'Y skoro ~y-skup.

Dokaz: Neka je (U, : n € N) niz w-pokrivaca od Y sa regularno
otvorenim skupovima. Neka je U, = {f~*(U) : U € U,}. Tada je svaki
Z/{; w-pokriva¢ za X . Zaista, ako je F' konacan podskup od X, onda je f(F')
konacan podskup od Y. Prema uslovu teoreme, postoji U € U,, tako da je
f(F) C U. Tada imamo da je F' C f~1(U). Kako je f skoro neprekidna,
f~Y(U) je otvoren skup za svaki U € U, , pa je L{;L w-pokrivac od X.

Posto je X skoro y-skup, to postoji niz (Vri :n € N) takav da: za svaki
n € N postoji U, € U, tako da je V, = f~Y(U,) i {V, : n € N} je skoro
~v-pokrivac za X.

Za svaki n € N, neka je V,, = U, tako da je f~1(U,) = V.. Ako je
y = f(z) € Y, onda postoji np € N tako da je:

VneN,n>ng=x¢c V.

Posto je V, = f~1(V,,) C f~1(V,,), imamo da je za svaki n > ng y € V,.
Odatle sledi da je Y skoro y-skup. O

Kao i u slucaju svojstva skoro Mengera, i u definiciji svojstva skoro
zvezda-Mengera se mogu otvoreni skupovi zameniti regularno otvorenim
skupovima.

Teorema 2.12 Topoloski prostor X je skoro zvezda-Mengerov ako i samo
ako za svaki niz pokrivaca (U, : n € IN) ¢iji su elementi regularno otvorensi
skupovi postoji niz (Vy, : n € N) takav da je za svakin, V, konacan podskup
od Uy, i {St(UV,,,Uy) : n € N} je pokrivaé od X .

Dokaz: (=): Neka je (U, : n € N) niz pokrivaca od X ¢iji su elementi
regularno otvoreni skupovi. Tada za svaki n € N i svaki U, € U,, vazi da je
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U, = int(Uy,) pa je svaki U,, € U, otvoren skup. Posto je X skoro zvezda-
Mengerov, postoji niz (V,, : n € N) takav da je za svaki n, V, konacan
podskup od U, i vazi da je {St(UV,,,U,) : n € N} pokrivac za X.

(«<): Neka je (Uy, : n € N) niz otvorenih pokrivaca od X. Za svakin € N
definigimo skup U, = {int(U) : U € U,}. Tada je U, pokrivaé od X koji
se sastoji od regularno otvorenih skupova. Zaista, svaki int(U) je regularno
otvoren skup (videti [14]) i U C int(U) odakle sledi da je U, pokrivaé za X.

Tada postoji niz (V,, : n € N) takav da je za svaki n, V,, konac¢an podskup
od U, i {St(UV,,U) : n € N} je pokrivac za X.

Tvrdnja 1: St(U,U,) = St(int(U),Uy,) za svaki U € U,.

Dokaz Tvrdnje 1: Kako je U C int(U), to je ocigledno da je

SHU,Uy) © St(int(T),Uy).

Neka je z € St(int(U),Uy,). Tada postoji V € U, tako da je z € V i
VNint(U) # (). Tada imamo da je VNU # 0 odakle sledi da z € St(U,U,).
¢

Za svako V € V, mozemo da biramo Uy € U, tako da je V = int(Uy).
Stavimo da je W,, = {Uy : V € V,}. Pokazacemo da je {St(UW,,U,) : n €
N} pokrivac za X.

Neka je z € X. Tada postoji n € N tako da je x € St(UV,,U,). Za svaku
okolinu V of z, imamo da je V NSt(UV,,,U,,) # 0. Tada postoji U € U, tako
daje (VNint(U) # 0)A(UV,Nint(U) # 0) = (V. NU # 0) A (WY, NU # 0).
Prema Tvrdnjil, imamo da je UW, NU # 0, pa z € St(UW,,,Uy,). O

Svojstvo skoro zvezda-Mengera se takodje ¢uva pri skoro neprekidnim
preslikavanjima.

Teorema 2.13 Neka je X skoro zvezda-Mengerov topoloski prostor i neka
je Y topoloski prostor. Ako je f: X — 'Y skoro neprekidna surjekcija onda
je 1Y skoro zvezda-Mengerov.

Dokaz: Neka je (U, : n € N) niz otvorenih pokrivaca od Y ¢iji su
elementi regularno otvoreni skupovi.

Neka je U, = {f~Y(U) : U € U,}. Tada je U, otvoren pokrivaé od X
za svaki n posto je f skoro neprekidna funkcija i svi U € U,, su regularno
otvoreni. Kako je X skoro zvezda-Mengerov, postoji niz (V,, : n € N) takav
da je za svaki n, V., konacan podskup od U, i {St(UV,,U,) : n € N} je
pokrivac za X.

Stavimo da je V,, = {V : f~1(V) € V,}. Tada je f~*(V,) = V,. Neka
je x € X. Tada postoji n € N tako da z € St(f~1(V,),U,). Ako je y =
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f(x) €Y onda y € f(St(f~(Vn),Uy)) € F(SEfH(Vn),Uy)) © St(Vn, Un).

Dokazac¢emo zadnju implikaciju.

/

Neka f1(U) € St(f~(Va),U,). Tada je f~'(V,) N fH(U) # 0 pa je
FUEWVu)NU #Dpaje Vo NU # 0 tj. U € St(Vy,Uy).
Odatle sledi da je Y skoro zvezda-Mengerov. O

2.3 Slabo Mengerovi prostori
U radu [38] uvedeno je svojstvo blisko svojstvu Mengera.

DEFINICIJA 2.8 Prostor X je slabo Mengerov ako za svaki niz (U, : n € N)
otvorenih pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N) takav da je za svaki
n € NV, konacan podskup od U, i vazi da je U{V,, : n € N} = X.

Jasno je da je svaki skoro Mengerov prostor slabo Mengerov. U radu
[38] navedena su dva primera koja pokazuju da obrat ne vazi.

Primer 2.7 ([Bell-Ginsburg-Woods][42])

Neka je A = Q + 7 prebrojiv gust podskup skupa iracionalnih brojeva i
X = AU (w1 x Q) sa topologijom definisanom na slede¢i nacin: za r € Q,
lokalna baza za 7+ 7 u X je oblika (r+m —1/n,r+7+1/n) U (w1 X (r+
7 —1/n,r + 7+ 1/n), a lokalna baza od (a,7), gde je o € wy, je oblika
{a} x(r—1/n,r+1/n). X sa ovom topologijom je slabo Mengerov prostor,
a nije skoro Mengerov prostor.

Primer 2.8 Tychonovski slabo Mengerov prostor koji nije skoro Mengerov.

Neka je X podskup od Bw. Postoji familija A beskonaé¢nih, medjusobno
disjunktnih podskupova od P(X) takva da je |A| = c. Za svaki A € A,
uzecemo py € clg,A\ A. Tada je prostor X skup wU {pa : A € A}. Ovako
definisan topoloski prostor X je slabo Mengerov, a nije skoro Mengerov
prostor.

Kazemo da je pokriva¢ U zvezda-konacan ako svaki U € U sete samo
kona¢no mnogo V € U.

Kazemo da je prostor hipokompaktan ako svaki otvoren pokriva¢ U od
X ima zvezda-konacno profinjenje.

U [38] je dokazano sledeée tvrdjenje:

Teorema 2.14 Svaki hipokompaktan skoro Mengerov prostor je Mengerov.
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Takodje je u [38] pokazano da se slabo Mengerovo svojstvo ¢uva pri skoro
neprekidnim preslikavanjima i da se u definiciji slabo Mengerovog svojstva
otvoreni pokriva¢i mogu zameniti pokriva¢ima ¢iji su elementi regularno
otvoreni skupovi.

Sto se tice kona¢nih stepena prostora sa slabo Mengerovim svojstvom,
dokazano je sledece tvrdjenje:

Teorema 2.15 Za prostor X sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) Svaki konacan stepen prostora X je slabo Mengerov;

(b) Za svaki niz (Uy, : n € N) w-pokrivaca od X, postoji niz (V, : n € N)
takav da je V,, konacan podskup od Uy, i |J{V, :n € N} = X.

Na prirodan nacin se uvodi i pojam slabo zvezda-Mengerovog prostora.

DEFINICIJA 2.9 Prostor X je slabo zvezda-Mengerov ako za svaki niz (U, :
n € N) otvorenih pokrivaca od X postoji niz (V, : n € N), gde je V,
konacan podskup od U, za svaki n € N 1 (J{St(UVn,U,) : n € N} = X.

Ocigledno je da je svaki skoro zvezda-Mengerov prostor slabo zvezda-
Mengerov.

Problem: Nagdi slabo zvezda-Mengerov prostor koji nije skoro zvezda-
Mengerov?

Svojstvo slabo zvezda-Mengera se takodje ¢uva pri skoro neprekidnim
preslikavanjima i u definiciji se otvoreni pokriva¢i mogu zameniti pokriva-
¢ima ¢iji su elementi regularno otvoreni skupovi.
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Glava 3

Selekciona svojstva slabija od
svojstava relator
Rothbergera, relator
Mengera 1 relator Hurewicza

3.1 Lokalna svojstva u relator prostorima

Kao u odeljku 2.1, koristimo okoline skupova da definiSemo pojmove odgo-
varajuce svojstvima relator Rothbergera, relator Mengera i relator Hure-
wicza.

Ako je (X, R) relator prostor i A proizvoljan podskup od X, onda kazemo
da je O okolina od A u relator prostoru (X, R) akovazidaje A C Oi0 € Tgr.

DEFINICIJA 3.1 Relator prostor (X, R) je:

e NRR (lokalno relator Rothbergerov) ako za svaki niz (R, : n € N)
relacija iz R mozemo birati niz (x,, : n € N) elemenata iz X, tako da
je za svaki niz (O, : n € N) okolina od x,,, {R,(O,,) : n € N} pokrivac
za X;

e NRM (lokalno relator Mengerov) ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postoji niz (F,, : n € N) kona¢nih podskupova od X takav da za
svaki niz (O, : n € N) okolina od F,, vazi da je {R,(0,,) : n € N}

pokrivac za X;
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e NRH (lokalno relator Hurewiczev) ako za svaki niz (R, : n € N)
relacija iz R postoji niz (F, : n € N) konac¢nih podskupova od X
takav da za svaki niz (O,, : n € N) okolina od F,,, svaki x € X pripada
R, (Oy,) za sve n € N sem kona¢no mnogo.

Neka je (X, R) relator prostor. Ako koristimo notaciju:

e NCr ={Ru(An):a€I,Ry €R, Ay C X izasvaki Oy D Ay, O, €
TR, {Ra(On) : v € I} € C},

e NTr ={Rn(An) :a€I,R, €R, Ay C X izasvaki O, D Aqy,04 €
TR:{Ra(Oa) HIeps I} € FC}v

gde je I indeksni skup, onda vaze sledeca tvrdjenja:

e (X,R) je NRR akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
81 (CR, NCR>,

e (X,R) je NRM akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
S1(2(R),NCr) akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
Sfin(Cr, NCR);

e (X,R) je NRH akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
S1(Q(R),NTr) akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
Sfin(Cr,NTR).

Dokazac¢emo da su ova svojstva invarijantna u odnosu na relator nepre-
kidne slike.

Teorema 3.1 Neka su (X, R) i (Y,S) relator prostori i neka je f : X =Y
relator neprekidna surjekcija. Ako je (X,R) NRM, onda je i (Y,S) NRM.

Dokaz: Neka je (S, : n € N) niz relacija iz S. Tada za svaki n € N
postoji R, € R takvo da je za svaki x € X, f(Ry(z)) C Sp(f(z)). Kako je
(X,R) NRM, to postoji niz (F,, : n € N) kona¢nih podskupova od X tako
da je za svaki niz okolina O,, od F,, UR,(O,) = X. Tada imamo da je
Unen f(RBn(On)) = f(Upen Bn(0r)) = f(X) =Y. Primetimo takodje da
je f(Rn(Oy)) C Sn(f(Oy)) za svaki n € N.

Dokazac¢emo da niz (f(F,) : n € N) konac¢nih podskupova od Y svedoci
da je (Y,S) NRM. Neka je (B, : n € N), niz okolina od f(F,), i neka je
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A, podskup od X tako da je A, = f~Y(B,). Tvrdimo da je 4, € Tx.
Zaista, ako je © € Ay, onda je y = f(z) € B,. Posto je B, € Ts, onda
postoji S € S tako da je S(y) C B,. Prema pretpostavci da je f relator
neprekidna, mozemo da nadjemo R € R tako da je f(R(z)) C S(y) C By.
Odatle sledi da je R(x) C A,, ¢ime smo dokazali da je A, € Tr. Takodje
imamo da je A, D F, i f(Rn(Apn)) C Sn(Bn), pa je Upen Sn(Bn) =Y. O

Prirodno se namece pitanje u kakvom su odnosu gore definisani pojmovi
sa odgovarajuéim svojstvima u topoloskim prostorima.

Neka je (X, T) topoloski prostor. Za svaki U € O mozemo da definisemo
relaciju Ry na X na sledeéi nacin: Ry(x) = St({z},U) za svaki z € X.
Tada je R% = {Ry : U € O} relator na X i uredjeni par (X, R%) je relator
prostor. Lako se proverava da vaze sledeca tvrdjenja:

(1): (X,T) je SSR akko (X,R%) je RR;

(2): (X,T) je SSM akko (X, R%) je RM;

(3): (X,T) je SSH akko (X, R%) je RH.

Da bismo pokazali slicno tvrdjenje u kontekstu okolinskih selekcionih
principa, treba nam sledeé¢a lema:

Lema 3.1 Ako je (X,T) regularan topoloski prostor, onda je T = Tr=.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je T C Tgr+. NekajeU € Tix e U
je proizvoljno. Kako je (X,T) regularan, mozemo naé¢i V € T takvo da je
x €V CU. Tada jed = {U, X \ V} otvoren pokriva¢ od X i Ry(z) = U,
pa Ry svedoci da je U € Tr-.

Sa druge strane, ako U € Tr=, onda za svaki x € U mozemo naéi R € R*
tako da je R(x) C U. Prema definiciji R*, postoji otvoren pokriva¢ U od
X takav da je R = Ry, pa je u stvari St({z},U) C U. Posto je St({z},U)
otvoren skup, onda je U € 7. O

Teorema 3.2 Neka je (X, T) regularan topoloski prostor. Tada vazi:
(1): (X, T) je NSR akko (X,R%) je NRR;
(2): (X, T) je NSM akko (X, R%) je NRM;
(3) : (X, T) je NSH akko (X, R%) je NRH.

Dokaz. Dokaza¢emo samo (2), posto se druga dva tvrdjenja dokazuju
analogno. Neka (X,7) ima svojstvo lokalno zvezda-Mengera. Pokazac¢emo
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da (X,R%) ima svojstvo lokalno relator Mengera. Neka je (R, : n € N) niz
relacija iz R7-. Za svaki n € N, postoji otvoren pokriva¢ U, od X tako da
je Ry, = Ry,. Prema pretpostavci, mozemo izabrati kona¢ne podskupove
F, C X, n € N, tako da za svaki otvoren O,, D F,, n € N, {St(0,,,Uy,) :
n € N} je otvoren pokrivac za X. Posto je R, (O,) = St(Op,Up) 1T = Tr+
(prema Lemi 3.1), ocigledno je da je (F,, : n € N) trazeni niz. Na slican
nacin se pokazuje i obrat. O

Korig¢enjem okoline mozemo definisati i svojstvo odgovarajuce svojstvu
Lindelofa.

DEFINICIJA 3.2 Relator prostor (X, R) je NRL (lokalno relator Lindeldfov)
ako za svaku relaciju R iz R postoji prebrojiv podskup A od X tako da za
svaku okolinu O od A vazi da je R(O) = X.

Primetimo da je topoloski prostor (X, 7) SSC (resp., SSL) akko je relator
prostor (X, R%) RC (resp., RL), i ako je (X, T) regularan, onda je (X,T)
NSL akko je (X,R%) NRL.

U slede¢em dijagramu predstavi¢éemo neke ocigledne implikacije.

RR — RM <— RH <— ¢-RC

BN

NRR—NRM<—NRH RL

NRL
Iskoristi¢éemo isti prostor iz Primera 2.2, 2.3 i 2.4 da pokazemo da ne
vaze obrti tvrdjenja RL = NRL, RR = NRR, RM = NRM and RH = NRH.

Primer 3.1 Neka je X = P x (w+ 1), gde P oznacava skup iracionalnih
brojeva, sa istom topologijom kao u Primeru 2.1. Definisimo relator R3- na
X na isti na¢in kao ranije u ovom odeljku.

Kako je (X,7) NSL, a nije SSL, i vazi da iz O € T~ sledi O € T,
zakljucujemo da je relator prostor (X, R%) NRL, a nije RL. O
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Primer 3.2 (w; <d) Postoji NRM prostor koji nije RL.
Primer 3.3 (w; <b) Postoji NRH prostor koji nije RL.
Primer 3.4 (w; <cov(M)) Postoji NRR prostor koji nije RL.

Neka je Xg = S x (w + 1) isto kao u Primerima 2.2, 2.3 i 2.4 i sa
topologijom definisanom na isti na¢in kao u navedenim primerima.

Kako je Xg sa ovom topologijom NSM (resp. NSH, NSR) pod uslovima
(w1 <d) (resp. (w1 <b), (w1 <cov(M))), a nije SSL, i iz O € Tr- sledi da
je O € T, to imamo da je relator prostor (Xg, R%) NRM (resp. NRH, NRR)
pod uslovima (w; <d) (resp. (w1 <b), (w1 <cov(M))). O

Problem 3.1 Da li postoje primeri prostora u okviru ZFC koji zado-
voljavaju tvrdjenja iz Primera 3.2, 3.3 1 3.47

Ispitajmo odnos izmedju svojstava NRM i n-RM.

Teorema 3.3 Ako je relator prostor (X, R) lokalno relator Mengerov, svaka
relacija R € R je refleksivna i R(x) € Tr za svaki R € R i svaki x € X,
onda je (X,R) 2-relator Mengerov.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Prema pretpostavci,
postoji niz (F,, : n € N) kona¢nih podskupova od X takav da za svaki
niz (O, : n € N) okolina od F,,, n € N, {R,(Oy,) : n € N} pokriva X.
Pokazad¢emo da je U,en R2(F,) = X. Prema uslovu teoreme, za svaki n €
N, Ru(Fy) € Tr i Fy C Ra(Fy), pa imamo da je Upen Bu(Ba(Fn)) = X,
odnosno U,en R2(F,) = X. O

Napomena. Analogno tvrdjenje vazi i za odgovarajuca svojstva tipa
Rothbergera i tipa Hurewicza.

Prirodno mogu da se definisu n i w verzije lokalnih svojstava u relator
prostorima.

DEFINICIJA 3.3 Neka je (X, R) relator prostor. Kazemo da je:
e (X,R) n- lokalno relator Mengerov (w-lokalno relator Mengerov), gde
je n € N, ako za svaki niz (Rj, : k € N) relacija iz R postoji niz (F} :

k € N) konac¢nih podskupova od X takav da za svaki niz (O : k € IN)
okolina od F, k € N, Upen R (Or) = X (resp. Uren B2 (Or) = X);
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e (X, R) n-lokalno relator Rothbergerov (w-lokalno relator Rothbergerov)
ako za svaki niz (Ry : k € IN) relacija iz R postoji niz (z : k € N)
elemenata iz X takav da za svaki niz (Of : k € N) okolina od xy,
k€N, Uren B (Ok) = X (resp. Ugen B (Or) = X); 5

e (X,R) n-lokalno relator Hurewiczev (w-lokalno relator Hurewiczev)
ako za svaki niz (Ry : k € N) relacija iz R postoji niz (Fj : k € N)
kona¢nih podskupova od X takav da za svaki niz (Oy : k € N) okolina
od Fi, k € N, svaki x € X pripada svim R}(Oy) (resp. R°(Og)) sem
kona¢no mnogo.

Jasno je da pri uslovima iz Teoreme 3.3 imamo da za svaki n € N,
svojstvo n-lokalno relator Mengera implicira svojstvo n + 1-relator Mengera
(analogno vazi i za odgovarajuca svojstva tipa Rothbergera i tipa Hure-
wicza).

Sada razmatramo problem proizvoda prostora sa svojstvom NRM.

Teorema 3.4 Neka je (X,R) relator prostor. Ako je (X™,R"™) NRM za
svaki n € N, tada za svaki niz (R, : n € N) C R postoji niz (F,, : n € N)
konacnih podskupova od X tako da za svaki niz (Oy, : n € N) okolina od F,,
n €N, {R,(0,) : n € N} je w-pokrivac za X .

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R i neka je N = N7 UNaU...
particija od N na prebrojivo mnogo beskonaé¢nih, medjusobno disjunktnih,
podskupova. Za svaki k € N i m € N neka je S, = (R,,)*. Tada je
(Sp : m € Ni) niz relacija iz R¥. Posto je (X*, R¥) NRM, mozemo da
nadjemo konacéne podskupove A,, C X*, m € Ny, takve da je za svaki niz
(Op = m € Ny) okolina od A,,, m € Ng, {Sn(On) : m € N} pokriva¢
za XF. Za svaki m € Ny, neka je F),, konacan podskup od X takav da je
(Fm)* D A,,. Posmatrajmo niz (F, : n € N). Neka je (T}, : n € N) niz
okolina od F,,, n € N. Tvrdimo da je {R,(T},) : n € N} w-pokrivat za X.
Neka je F' = {x1, x2, ..., xp } konac¢an podskup od X. Tada je (z1,z2,...,xp) €
XP, pa postoji n € N, tako da je (z1,22,...,xp) € Sp(T,,"), pa odatle sledi
daje FF C R,(T}). O

Teorema 3.5 Ako su relator prostori (X,R) i (Y,S) NRH, onda je relator
prostor (X x Y, R x §) takodje NRH.

Dokaz. Neka je (T, : n € N) niz relacija iz R x S. Za svaki n € N,
T, = R, x Sy, gde su R, € R, S, € S. Biramo niz (F, : n € N) kona¢nih
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podskupova od X tako da za svaki niz (U, : n € N) okolina od F,,, n € N,
svaki z € X pripada svim R, (U,) sem kona¢no mnogo. Mozemo takodje
naéi niz (G, : n € N) kona¢nih podskupova od Y tako da za svaki niz
(Vi : n € N) okolina od G, n € N, svaki y € Y pripada svim sem konaéno
mnogo S, (V,,). Pokazatemo da niz (A4,, : n € N) kona¢nih podskupova od
X XY, gde je A, = F, x G, za svaki n € N, svedo¢i da je relator prostor
(X xY,R x8) NRH. Neka je O, D Ay, O,, € Trxs. Tada postoje U, C X
iV, CY tako da je O, = U, X V,, gde je U, D F,, i V;, D G,,. Pokazimo
daje U, € TR i V,, € Ts. Neka je (x,y) € O,,. Tada postoje RERiS €S
takvi da je (R x S)(z,y) C O,. Odatle sledi da je R(z) C U, i S(y) C V.

Neka je (z,y) € X xY. Tada postoje n; € N ing € N tako da z pripada
R, (Uy) za svaki n > ny i y pripada S,,(V},) za svaki n > ng. Stavimo da
je ng = max{ni,na}. Sada imamo da je (z,y) € Rp(Up) x Sp(Vy) za svaki
n > ng, t.j. (x,y) € T,(0y) za svaki n > ng. O

Na slican nacin mozemo pokazati sledeée tvrdjenje:

Teorema 3.6 Ako je relator prostor (X, R) NRM, a relator prostor (Y,S)
NRH, onda je relator prostor (X x Y, R x &) NRM.

3.2 Operator zatvorenja i selekcioni principi u
relator prostorima

U relator prostorima mozemo uvesti pojmove koriséenjem operatora zatvore-
nja na slican nac¢in kao $to smo definisali selekcione principe u odeljku 2.2.
U ovom odeljku pretpostaviéemo da su sve relacije refleksivne.

DEFINICIJA 3.4 Kazemo da je relator prostor (X, R):

e ARM (Skoro relator Mengerov) ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postoji niz (F,, : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da je
{cr(R,(F,)) : n € N} pokriva¢ za X;

e ARR (Skoro relator Rothbergerov) ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postoji niz (x,, : n € N) elemenata iz X tako da je {clg (R (zn)) :
n € N} pokriva¢ za X;

e ARH (Skoro relator Hurewiczev) ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postoji niz (F, : n € N) konacnih podskupova od X tako da
svaka tacka = € X pripada svim clg (R, (F},)) sem kona¢no mnogo.
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Ako koristimo notaciju:

e cl(w(R)) = {cr(R(F)): F C X konacan},

(
o cd(QUR))={cl(w(R)): ReRY,
e cl(Ur) ={clr(R(x)):z € X},
e cl(Cr)={cl(Ur) : R € R},

onda za relator prostor (X, R) vaze sledeca tvrdjenja:

e (X,R) je ARM akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
S1(cl((R)),C)
akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
Stin(cl(Cr),C);

e (X,R) je ARR akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
S1(cl(Cr),C);

e (X,R) je ARH akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
S1(cl(2(R)),I'¢) akko (X, R) zadovoljava selekcionu hipotezu
Srin(cl(Cr),Te).

Jasno je da iz svojstva RM sledi ARM, iz svojstva RR sledi ARR, iz
svojstva RH sledi ARH. Postavlja se logi¢no pitanje je da li vaze obrti za ova
tri tvrdjenja i kako su ova svojstva povezana sa odgovarajuéim svojstvima
u topoloskim prostorima.

Sledeéi primer pokazuje da obrti tvrdjenja RM = ARM i RH = ARH ne
vaze. Ovaj primer takodje pokazuje da postoji ARM (resp. ARH) prostor
koji nije NRM (NRH).

Primer 3.5 Neka je R skup realnih brojeva i neka je D prebrojiv gust
podskup od R. Oznac¢imo sa X = R i za svaki ¢ € R definisimo relaciju R,
tako da je Re(z) = {z} U (DN (z —¢e,x +¢)) (videti [51], Primer 68). Tada
je (X, R) relator prostor, gde je R = {R. : ¢ € R}.

Da bismo pokazali da relator prostor (X, R) nije RM, pokazac¢emo da nije
ni RL. Neka je A prebrojiv podskup od X i e € R. Tada je R.(A) C AUD.
Skup AU D je prebrojiv, a R je neprebrojiv, pa R.(A) ne moze da pokrije
X.
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Primetimo da (X, R) nije ¢ak ni NRM. Zaista, neka je (R., : n € N) niz
relacija iz R. Za svaki n € N biramo proizvoljno kona¢ne podskupove Fj,
of X. Za svaki z € F,, R, (z) € Tr. Oznacimo sa O,, = R, (F,). Tada je
R, (0y,) C F,,UD. Ako je B = U,,en Frn, onda je U,en Re, (On) C BU D.
Kako je B U D prebrojiv, a R je neprebrojiv, sledi da (X, R) nije NRM.

Dokazac¢emo da je (X,R) ARM. Stavise, pokaza¢emo da je (X, R) ARH.
Neka je (R., : n € N) niz relacija iz R. Za svaki x € X i svaki ¢ € R,
vazi da je clr(Rs(z)) = clp(Ds(x)), gde je D = {D, : ¢ € R} i D.(z) =
(x — e,z 4+ ¢) za svaki x € R (Ova zatvorenja su jednaka, jer je skup D
gust u R). Pokazaéemo da je prostor (R,D) RH. Zaista, za svaki n € N,
prostor ([—n,n], D) je relator kompaktan, pa mozemo da nadjemo konacne
podskupove F,, od R, n € N, tako da je [-n,n] C D., (F,). Neka je x € X.
Tada postoji ng € N tako da je z € [—ng, ng|, pa za svaki n > ng, vazi da
x € Dg, (F,). Posto je (R,D) RH, prostor (X,R) je ARH. O

Problem 3.1. Da li postoji ARR prostor koji nije RR?
Problem 3.2. Da li postoji NRM (resp. NRR, NRH) prostor koji nije
ARM (ARR, ARH)?

Teorema 3.7 Ako je relator prostor (X,R) ARM i za svaki R € R i svaki
x € X, R(zx) ima neprazan presek sa samo konacno mnogo R(y),y € X,
onda je X prebrojiv.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Posto je (X,R) ARM,
mozemo da biramo kona¢ne podskupove F,, n € N tako da je
Unen clr (R, (Fy)) = X. Stavimo da je A, = {z € X : R, (2)NR,(F,) # 0}.
Prema pretpostavci, skup A,, je konac¢an za svaki n € N.

Pokaza¢emo da je ,en An = X. Neka je x € X. Tada postoji n € N
tako da je x € clgr(R,(F},)). Za svaki R € R, R(x) N R,(F,) # 0, pa je
R, () N Ry (Fy) # 0. Odatle sledi da x € A4,,. O

Zanimljivo je videti kakav je odnos izmedju svojstva ARM i svojstva
n-relator Mengera.

Teorema 3.8 Ako je relator prostor (X, R) skoro relator Mengerov i svaka
relacija R € R je simetricna, onda je (X, R) 2-relator Mengerov.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Prema pretpostavci,
postoji niz (F, : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da je
Unen €lr (Rn(Fy)) = X. Pokazaéemo da je clg (R, (F,)) C R2(F,).
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Neka je z € clr(Rn(F,)). Tada za svaki R € R, R(xz) N R, (F,) # 0, pa
je Ry (z)N Ry, (Fy,) # 0. Tada postoji y € Ry, (z) tako da je y € R, (Fy). Sada
imamo da je € R, 1(y) = 2 € R;Y(R.(F,)) = x € Ry(R,y(F,)) (zadnja
implikacija vazi, jer je R, simetricna). Ostatak dokaza je trivijalan. O

Lema 3.2 Ako je topoloski prostor (X,T) regularan, onda je za svaki pod-
skup A od X, A= Cl’Rjr(A).

Dokaz je slican dokazu Lemme 3.1.

Sledec¢e tvrdjenje je trivijalno:

Teorema 3.9 Ako je (X, T) regularan prostor, onda je(X,T) ASSM ako i
samo ako je relator prostor (X, R%) ARM.

U odeljku 2.2, pokazano je da se svojstvo skoro Mengera ¢uva skoro
neprekidnim preslikavanjima. Videéemo da sli¢no tvrdjenje vazi u relator
prostorima. Prvo ¢emo definisati pojam skoro relator neprekidne funkcije.

DEFINICIJA 3.5 Neka su (X,R) i (Y,S) relator prostori. Kazemo da je
preslikavanje f : (X,R) — (Y,S) skoro relator neprekidno ako za svaki
S € S postoji R € R tako da je za svaki € X, f(clr(R(x))) C S(f(z)).

Teorema 3.10 Neka je (X,R) ARM i neka je (Y,S) relator prostor. Ako
je f: (X, R) — (Y,8) skoro relator neprekidna surjekcija, onda je (Y,S)
RM.

Dokaz: Neka je (S, : n € N) niz relacija iz S. Kako je funkcija f skoro
relator neprekidna, mozemo da biramo relaciju R,, € R za svaki n € N
tako da je f(clr(Rn(z))) C Sn(f(z)) za svaki z € X. Prema pretpostavci,
mozemo da nadjemo kona¢ne podskupove F,, C X, n € N, tako da je
Unen clr (R, (Fy))) = X. Sada imamo da je Y = f(U,en clr(Rn(Frn))) =

Unen f(cr(Bn(Fn))) C Unen Sn(f(Fr)). Dakle, niz (f(Fn) : n € N)
kona¢nih podskupova od Y svedoci da je (Y,S) RM. O

Sada ¢emo razmatrati svojstvo ARM u kona¢nim stepenima.

Teorema 3.11 Neka je (X, R) relator prostor. Ako su svi konacéni stepeni
prostora (X, R) ARM, onda za svaki niz (R, : n € N) relacija iz R, postoji
niz (Fy, : n € N) konaénih podskupova od X, tako da je {clgr(Ry,(F,)) :n €
N} w-pokrivaé za X.
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Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R i neka je N = Ny U
N2 U ... particija od N na beskona¢no mnogo beskona¢nih, medjusobno
disjunktnih podskupova. Za svaki k € N i svaki m € Nj neka je S, =
(Rm)k. Tada je (S, : m € Ng) niz relacija iz R*. Kako je (X*, RF) ARM,
mozemo da nadjemo konaéne podskupove A,, od X*, m € N, tako da
je {clgi(Sm(Am)) : m € Ni} pokrivaé za X*. Za svaki m € Ny, neka je
F,, konacan podskup od X takav da je F¥ O A,,. Posmatrajmo niz svih
F,,,m € N, k € N, izabranih ovako i ozna¢imo sa (F,, : n € N). Tvrdimo
da je {clr(Rn(Fy)) : n € N} w-pokrivac za X. Neka je F' = {z1,x2,...,xp}
konac¢an podskup od X. Tada je (x1, 2, ...,xp) € XP. Postoji n € N, tako
da je (z1, 22, ..., xp) € clre (RE(FP)), pa zato imamo da je F' C clr (R (F)).
O

Sledeéa dva tvrdjenja (i njihovi dokazi) su sliéna tvrdjenjima teorema
3.513.6.

Teorema 3.12 Proizvod dva ARH prostora je ARH.
Teorema 3.13 Ako je relator prostor (X, R) ARM, a relator prostor (Y, S)
ARH, onda je relator prostor (X x Y, R x §) ARM.

Sada definiSemo selekciono svojstvo u relator prostorima odgovarajucée
svojstvu slabo Mengera u topoloskim prostorima.
DEFINICIJA 3.6 Kazemo da je relator prostor (X, R) slabo relator Mengerov

(WRM) ako za svaki niz (R, : n € N) elemenata iz R postoji niz (F, : n €
N) konacnih podskupova od X tako da je clg(U,en Rn(Frn)) = X.

Neka je (X, R) relator prostor. Ako ozna¢imo sa Dg = {(An)nen : An C
X, clr(Upen An) = X}, onda su sledeca tvrdjenja ekvivalentna:

e (1): (X,R) je WRM,;
e (2): Selekciona hipoteza S1(2(R), Dr) vazi u X;

e (3): Selekciona hipoteza Sy, (Cr,Dr) vazi u X.

Ispitajmo odnos izmedju skoro relator Mengerovog i slabo relator Menge-
rovog svojstva.
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Teorema 3.14 Neka je (X, R) relator prostor. Ako je (X,R) ARM, onda
je (X, R) WRM.

Dokaz. Neka je (R, : n € N) niz relacija iz R. Kako je (X,R)
ARM, postoji niz (F,, : n € N) kona¢nih podskupova od X tako da je
Unen clr(Rn(F,)) = X. Pokazacemo da je clr(U,en Bn(Frn)) = X. Neka
je z € X. Tada postoji n € N tako da je z € clgr(R,(F),)). Dakle, za svaki
R e R, R(xz)N Ry (Fy) # 0. Odatle sledi da je R(z) N Upen Bn(Frn) # 0 za
svaki R € R, pa 2 € clr(U,en Rn(Fr)). O

Pokazaé¢emo da obrat ne vazi.

Primer 3.6 Postoji WRM prostor koji nije ARM.

Neka je R skup realnih brojeva, Q skup racionalnih brojeva i P skup
iracionalnih brojeva. Za svaki x € P numeriS$imo sve nizove racionalnih
brojeva koji konvergiraju ka x u Euklidskoj topologiji sa {z, : a < c}.
Konstruisimo relator D na R na sledeéi nac¢in: za svaki a < ¢, definisa¢emo
relaciju D, tako da je Do (r) = {r} za svaki r € Q i Do(x) = {2} U {20, :
i € N} za svaki z € P istavimo da je D = {D,, : a < ¢} (videti [51], Primer
65).

Relator prostor (R,D) je WRM zato Sto za svaki niz (D, : n € N)
relacija iz D, mozemo da biramo konacne podskupove F;, od R tako da je
Unen Dn(Fn) = Q i vazi da je clp(Q) = R.

Pokazac¢emo da relator prostor (R, D) nije ARM. Primetimo da je
clp(D(z)) = D(z) za svaki D € D i svaki z € R. Neka je (D, : n € N) niz
relacija iz D. Posto je P neprebrojiv i za svaki D € D i svaki x € P samo
D(z) sadrzi z, onda za svaki niz (F, : n € N) kona¢nih podskupova od R
postoji € P tako da z ¢ U, en clp(Dn(Fy)). O

Kazemo da je relator prostor (X, R) skoro relator Lindeldfov (ARL) ako
za svaku relaciju R € R postoji prebrojiv podskup A od X tako da je
cr(A) = X.

Teorema 3.15 Ako je relator prostor (X, R) WRM, onda je (X, R) ARL.

Dokaz. Neka je R € R. Tada postoji niz (F,, : n € N) konac¢nih
podskupova od X tako da je clr(Upen R(Frn)) = X. Ako stavimo da je
A = U, en Frn, onda je A prebrojiv i vazi da je clr(A) = X. O

Svojstvo WRM se ¢uva relator neprekidnim preslikavanjima.
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Teorema 3.16 Ako je relator prostor (X,R) WRM i f : (X,R) — (V,S)
je relator neprekidna surjekcija, onda je (Y,S) takodje WRM.

Dokaz. Neka je (S, : n € N) niz relacija iz S. Kako je f relator
neprekidna, za svaki n € N postoji R, € R tako da je f(R,(x)) C Sp(f(z))
za svaki x € X. Tada mozemo da nadjemo konac¢ne podskupove F,, od X
tako da je clr(Upen Bn(Frn)) = X. Pokazacemo da niz (f(F,) : n € N)
svedoti da je relator prostor (Y,S) WRM.

Neka je y € Y. Tada postoji z € X tako da je y = f(z). Imamo da
je x € cr(Upen Bn(Frn)). Znaci, za svaki R € R postoji n € N tako da
je R(z) N Ry(F,) # 0. Odatle sledi da je f(R(z)) N f(Ru(F,)) # 0 za
neko n € N. Ako uzmemo proizvoljno S € S, onda postoji R € R tako
da je f(R(z)) C S(f(x)) za svaki x € X. Zakljuéujemo da je S(f(z)) N
Sn(f(Fn)) # 0 za neko n € N, t.j. vazi da je S(y) N Upen Sn(f(Fn)) # 0.
Odatle sledi da y € clr(Upen Sn(f(Frn))). O

Sada ¢emo razmatrati problem prizvoda prostora sa svojstvom WRM .
Kazemo da je relator prostor (X, R) skoro relator kompaktan (ARC) ako
za svaki R € R postoji konac¢an podskup F od X tako da je clg (R(F)) = X.

Teorema 3.17 Neka su (X,R) i (Y,S) relator prostori. Ako je (X, R)
WRM, a (Y,S) ARC, onda je proizvod (X x Y, R x &) WRM.

Dokaz. Neka je (T}, : n € N) niz relacija iz R x S. Za svaki n € N,
T, = R, x Sp, gde su R, € R, S, € S. Postoje nizovi (F,, : n € N)
i (G, : n € N) konaé¢nih podskupova od X i Y respektivno, tako da je
clr(Unen Bn(Fp)) = X icls(Sn(Gr)) =Y za svaki n € N. Pokazacemo da
je crxs(Unen Tn(Fn x Gpn)) = X x Y. Neka je (z,y) € X x Y. Tada za
svaki R € R, R(x) N (Upen Bn(Fn)) # 0 i za svaki S € S isvakin € N,
S(y) NSy (Gr) # 0. Mozemo naé¢i n € N tako da je za svakiT = R x S €
R xS, T(x,y) NTp(F, x Gy) #0. O

Problem . Da li je proizvod dva WRM prostora takodje WRM prostor?

3.3 Relativna selekciona svojstva u relator pros-
torima

Za sve selekcione principe koje smo uveli u ovom doktoratu mozemo defin-
isati i relativne verzije. Relativne verzije zvezda-selekcionih principa i lokal-
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nih selekcionih principa sistematski su obradjene u radu [10]. Mi éemo se
ograniciti na relativna svojstva relator Rothbergera, relator Mengera i rela-
tor Hurewicza.

DEFINICIJA 3.7 Neka je (X, R) relator prostor. Kazemo da je potprostor
(Y,Ry) od (X,R):

e relativno relator Rothbergerov uw X ako za svaki niz (R, : n € N)
relacija iz R postoji niz (z, : n € N) elemenata iz X tako da je
Unen Bn(an) DY

e relativno relator Mengerov u X ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postoji niz (F,, : n € N) kona¢nih podskupova od X tako da je
Unen Bn(Fn) DY

o relativno relator Hurewiczev u X ako za svaki niz (R, : n € N) relacija
iz R postojiniz (F), : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da svaki
y € Y pripada svim R, (F},) sem kona¢no mnogo.

Jasno je da ako je Y relativno relator Rothbergerov u X, onda je Y i rel-
ativno relator Menger u X. Takodje, ako je Y relativno relator Hurewiczev
u X, onda je Y i relativno relator Mengerov u X.

Ako sa Cyx oznacimo sve pokrivace od Y relacijama i skupovima iz
(X,R), asa'yx ozna¢imo sve y-pokrivace od Y relacijama i skupovima iz
(X,R), onda vaze sledeca tvrdjenja:

e Y je relativno relator Rothberger u X akko vazi selekciona hipoteza
S1(Cr,Cyx) u X;

e Y je relativno relator Menger u X akko vazi selekciona hipoteza
Stin(Cr,Cyx) u X akko vazi selekciona hipoteza S1(Qr,Cyx) u X;

e Y je relativno relator Hurewiczev u X akko vazi selekciona hipoteza
Stin(Cr,T'yx) u X akko vazi selekciona hipoteza S1(Qx,T'yx) u X.

Relativna svojstva u relator prostorima se takodje ¢uvaju relator nepre-
kidnim preslikavanjima, odnosno vazi sledece:

Teorema 3.18 Ako su (X,R) i (Z,S) relator prostori i f : X — Z je
relator neprekidna funkcija, onda vazi da ako je (Y,Ry) relativno relator
Mengerov u X, onda je i (f(Y),Ss) relativno relator Mengerov u Z.
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Dokaz je slican dokazu Teoreme 1.3. O

Analogno Teoremi 1.9. vazi i sledeée tvrdjenje:

Teorema 3.19 Neka je (X,R) relator prostor i neka je (Y,Ry) relator
potprostor od X. Tada su sledeéa tvrdjenja ekvivalentna:

(1) Za svaki niz (R, : n € N) C R postoji niz (F,, : n € N) konacnih
podskupova od X takav da je {Ry,(F,):n € N} w-pokrivac za Y

(2) Za svaki niz (R, : n € N) C R postoji niz (Fy, : n € N) konacnih pod-
skupova od X takav da je {R,(F,) :n € N} slabo grupabilan pokrivac
za'Y.

Ako sa C{¥y, oznacimo skup svih grupabilnih pokrivaca od Y relacijama
i skupovima iz (X, R), onda vazi sledeée tvrdjenje analogno Teoremi 1.20:

Teorema 3.20 Neka je (X,R) relator prostor i neka je (Y,Ry) relator
potprostor od X. Tada su sledeéa tvrdjenja ekvivalentna:

(1) Y je relativno relator Hureviczev u X ;

(2) X zadovoljava selekcioni princip S1(Qr,Ciy).

Sledec¢e tvrdjenje razmatra relativno svojstvo relator Mengera u konac-
nim stepenima prostora.

Teorema 3.21 Ako je za svakin € N, (Y", Ryn) relativno relator Menge-
rov u (X™ R"™), onda za svaki niz relacija (R, : n € N) iz R postoji niz
(Fy, : n € N) konac¢nih podskupova od X tako da za svaki konacan podskup
F odY postojin € N tako da je F C R, (F}).

Dokaz je analogan dokazu Teoreme 1.11.
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