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Predgovor

Doktorska disertacija Stohasticki Gilpin-Ayala model kompeticije je zasnovana na
originalnim rezultatima i bavi se proucavanjem razlicitih tipova populacionih Gilpin-
Ayala modela, pri ¢emu se uz odredjene pretpostavke za parametre modela ispituje
promena broja jedinki u populaciji.

Tokom poslednjih decenija ekoloski populacioni modeli su predmet proucavanja
mnogih nau¢nika. Jedna od najinteresantnijih tema koje se ticu razlicitih ekoloskih
populacija je proucavanje njihove dinamike. Naime, organizmi u prirodi zive u za-
jednici sa mnogim drugim vrstama na istom prostoru, deleéi sve resurse neophodne
za opstanak. U mnogim sluc¢ajevima dolazi do kompeticije medju vrstama i pritom
se desava da prisustvo neke vrste uti¢e na promenu u populaciji druge vrste (popu-
lacija raste sporije, ostavlja manje potomstva ili je izlozena vecem riziku od izumi-
ranja). Kompeticija je jedan od najvaznijih nacina interakcije izmedju jedinki, bez
obzira da li pripadaju istoj vrsti (intraspecijska kompeticija) ili razli¢itim vrstama
(interspecijska kompeticija).

Najpoznatiji model koji razmatra ekoloske populacione sisteme je klasi¢ni Lotka-
Volterra sistem kompeticije. Njega su, nezavisno jedan od drugog, predlozili Lotka
i Volterra dvadesetih godina dvadesetog veka. Od tada do danasnjih dana ovaj
model je proucavan od strane mnogih autora, pa postoji veliki broj radova na tu
temu. Medjutim, bez obzira na ovu ¢injenicu, Lotka-Volterra model kompeticije je
cesto strogo kritikovan. Jedna od osnovnih primedbi se odnosi na ¢injenicu da je
model linearan, tj. stopa promene veli¢ine populacije je linearna funkcija veli¢ina
ostalih razmatranih populacija. Naime, 1973. godine su Gilpin i Ayala istakli da
je neophodno uvesti komplikovaniji model da bi se dobila realnija resenja. Oni su
predlozili nekoliko modela kompeticije uz uvodjenje novih parametara koji pred-
stavljaju nelinearnu meru medjusobnog uticaja posmatranih vrsta.

U literaturi postoji veliki broj radova koji se bave deterministickim Gilpin-Ayala
modelima kompeticije. Kako reSenja razmatranih sistema predstavljaju veli¢ine
populacija, ona moraju biti pozitivna i kona¢na. S tim u vezi, da reSenje deter-
ministickog sistema ne bi eksplodiralo, neophodno je uvesti neke pretpostavke za
parametre sistema. Neke od tih pretpostavki se mogu izbeéi ukoliko se uzme u obzir
da su populacioni sistemi vrlo ¢esto izlozeni uticaju velikog broja nepredvidivih fak-
tora. Ukljuc¢ivanjem u model slucajnih uticaja tipa Gausovog belog Suma, u nekim
slucajevima se moze spreciti potencijalna eksplozija populacije, ¢ime se dobija real-
niji model. Mnogi autori su se bavili stohastickim populacionim modelima, ali su
to uglavnom Lotka-Volterra modeli, dok samo dva rada proucavaju Gilpin-Ayala
sisteme kompeticije, Sto je posluzilo kao motivacija za detaljnije proucavanje ovog
modela.



Disertacija sadrzi rezultate koji su izlozeni u Sest glava:

Prvi deo disertacije sadrzi osnovne pojmove i rezultate teorije stohastickih pro-
cesa i teorije stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i osnovne osobine populacija
koje ¢e biti razmatrane u nastavku disertacije.

U drugom delu disertacije se razmatra stohasticki Gilpin-Ayala sistem kompeti-
cije za Cije pozitivno resenje se dokazuje da ne eksplodira u kona¢nom trenutku.
Pored toga, dokazuje se da za reSenje vaze osobine stohasticke ogranicenosti i skoro
izvesne neprekidnosti, a s obzirom da nije moguce odrediti eksplicitno resenje, raz-
matra se asimptotsko ponasanje resenja za dug vremenski period. Ove karakteristike
¢e biti ispitivane i u ostalim modelima koji se razmatraju u disertaciji.

Na populacione sisteme osim Gausovog belog Suma u mnogim sluc¢ajevima utice
i obojeni ili, takozvani, telegrafski sum. Njegov uticaj se manifestuje slucajnim
prelazom iz jednog u neko drugo stanje sredine, sto zavisi od faktora kao $to su,
na primer, raspoloziva koli¢ina hrane ili koli¢ina padavina. Na primer, stopa rasta
populacije u vreme kisnog perioda se moze razlikovati od stope rasta u vreme suse.
Ovi prelazi se modeliraju pomoc¢u lanaca Markova sa kona¢nim brojem stanja. U
trecem delu disertacije se razmatra stohasticki Gilpin-Ayala model kompeticije sa
Markovskim prelazima. Dokazuje se da reSenja ovog sistema imaju napred pomenuta
svojstva, a navedeni su i dovoljni uslovi pri kojima moze doc¢i do istrebljenja, odnosno
prezivljavanja nekih ili svih razmatranih populacija.

Mnogi procesi u biologiji, medicini, hemiji, inzenjerstvu, ekonomiji, kako prirodni,
tako i oni koji se deSavaju pod uticajem ljudskog faktora, uklju¢uju vremensko
kasnjenje. Ako se ignoriSe vremensko kaSnjenje, ignorise se stvarnost. Generalno,
znacenje vremenskog kasnjenja je da postoji izvestan vremenski razmak izmedju
trenutka realizacije nekog procesa i trenutka kada se manifestuje njegov uticaj (npr.
u populacionoj dinamici jedinkama je potrebno izvesno vreme da bi polno sazrele
ili da bi reagovale na uticaje iz spoljasnje sredine, u medicini infektivne bolesti
imaju period inkubacije, itd.). Kako stohasticki modeli sa kasnjenjem najverodo-
stojnije opisuju stvarnost, poslednjih godina postoji sve veéi interes za proucavanje
stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem. Izvestan broj autora se bavio
proucavanjem stohastickih Lotka-Volterra modela sa konacnim ili beskonacnim kas-
njenjem, dok se samo u jednom radu proucava stohasticki Gilpin-Ayal model sa
kona¢nim kasnjenjem. Zbog toga se u cetvrtom delu disertacije razmatra stohasticki
Gilpin-Ayala model kompeticije sa beskonacnim kasnjenjem. Dokazuje se da slucajni
uticaj sredine ukljuc¢en u model sa kasnjenjem, ne samo da obezbedjuje postojanje
pozitivnog globalnog resenja (ne eksplodira u kona¢nom trenutku), veé je resenje i
stohasticki ograniceno. Takodje se razmatra asimptotsko ponasanje resenja.

U mnogim modelima se pretpostavlja da su svi parametri modela konstantni u
vremenu. Medjutim, u stvarnosti oni su promenljivi u vremenu i, ako je neophodan
model koji te fluktuacije uzima u obzir, on mora biti neautonoman. Dok su de-
terministicki Gilpin-Ayala modeli kompeticije sa kasnjenjem zavisnim od vremena
razmatrani od strane viSe autora, stohasticki modeli nisu razmatrani. To je i bio
motiv da se u petom delu disertacije prouce svojstva neautonomnog stohastickog
Gilpin-Ayala modelg kompeticije sa kasnjenjem zavisnim od vremena.



Sesti deo disertacije je posvecen stohastickom predator-plen Gilpin-Ayala modelu
sa kasnjenjem sa m vrsta plena i n—m vrsta predatora koji je generalizacija klasicnog
deterministickog Lotka-Volterra plen modela kompeticije. Razmatraju se dovoljni
uslovi koji obezbedjuju egzistenciju globalnog pozitivnog resenja.

U Zakljucku su izlozeni neki od otvorenih problema i moguci pravci daljih is-
trazivanja.

Literatura sadrzi sto bibliografskih jedinica koje su neposredno koriséene u izradi
ove doktorske disertacije.

Zelim da zahvalim svom mentoru dr Miljani Jovanovié, kao i profesoru dr Svetlani
Jankovi¢, na nesebi¢noj pomoci i podrsci i neprocenjivo korisnim savetima tokom
rada na disertaciji.

Takodje, zahvaljujem svojoj porodici na neiscrpnoj podrsci, razumevanju i veri
u mene i moj rad.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi su uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati koji
se eksplicitno koriste u nastavku, a detalji su izlozeni u [37]. U Poglavlju 1.1 se
navode osnovni elementi teorije stohastickih procesa kao sto su merljivost, separa-
bilnost, neprekidnost, ograni¢enost, markovsko svojstvo, stacionarnost. Mnoge po-
jave u mehanici, inzenjerstvu, biologiji i finansijama, izlozene su deterministickim i
slucajnim pobudama tipa Gaussovog belog Suma koji se matematicki modelira gene-
ralisanim izvodom Brownovog kretanja, tj. Wienerovog procesa. U Poglavlju 1.2 je
uvedena definicija Brownovog kretanja i navedene su njegove najvaznije osobine. Ko-
riste¢i ova svojstva, u Poglavlju 1.3 je predstavljena konstrukcija integrala sluc¢ajne
funkcije po Brownovom kretanju, tj. integrala Itda, kao i osobine tog integrala.
Mnogi autori su se bavili egzistencijom i jedinstvenoséu resenja, kao i proucavanjem
kvalitativnih i kvantitativnih osobina resenja razlic¢itih klasa stohastickih diferenci-
jalnih jednacina. U Poglavljima 1.4, 1.5, 1.6 i 1.7 se navode teoreme egzistencije
i jedinstvenosti resenja obi¢nih stohastickih diferencijalnih jednacina, stohastickih
diferencijalnih jednacina sa beskonac¢nim kasnjenjem, sa vremenski zavisnim kasnje-
njem i sa Markovskim prelazima. Na kraju glave, u Poglavljima 1.9 i 1.8 su navedene
neke nejednakosti, odnosno definicije vezane za populacionu dinamiku koje se vise
puta primenjuju u radu.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Pocetkom proslog veka, sa velikim napretkom tehnickih disciplina pojavili su se
problemi za koje klasi¢na teorija verovatnoca nije mogla da nadje resenje. Vec u to
vreme su se fizika i tehnika bavile proucavanjem procesa i pojava promenljivih sa
protokom vremena. Medjutim, teorija verovatnoca jos uvek nije imala odgovarajucu
metodologiju za tretiranje takvih pojava, pa se javila potreba za razvojem opSte
teorije stohastickih procesa u okviru koje bi se razmatrale slu¢ajne promenljive koje
zavise od jednog ili nekoliko parametara koji se neprekidno menjaju.

Pojam stohastickog procesa su pre skoro jednog veka uveli Kolmogorov, Slucki,
Wiener, Khincin i Cramer. Postojalo je nekoliko pokusaja proucavanja slucajnih
pojava koji su prethodili aksiomatskoj teoriji Kolmogorova. Dva najznacajnija su
pokusaj Sluckog [80] da sluc¢ajnost poveze sa konceptom realnih funkcija, kao i rad

9



10 Glava 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Wienera [91] koji je prvi matematicki opisao haoti¢no kretanje Cestica polena u
tecnosti, koje je danas poznato kao Wienerov proces, tj. Brownovo kretanje. Uvo-
djenje pojmova uslovne verovatnoce i uslovnog matematickog ocekivanja pruzilo
je moguénost Kolmogorovu [41, 42] da postulira sistematsku i strogu konstrukeiju
osnova teorije stohastickih procesa markovskog tipa sa beskona¢nim parametarskim
skupom. Zasluga za nastanak teorije stacionarnih procesa pre svega pripada Khin-
chinu [39], a za Gaussove procese Crameru [16].

Poseban doprinos razvoju teorije stohastickih procesa je dao Doob koji je u svojoj
monografiji [19] proucavao brojne koncepte iz ove oblasti, izmedju ostalog i koncept
vremena zaustavljanja, koji je omogucéio dalji razvoj teorije martingala. Rad Dooba
u oblasti teorije martingala su nastavili Meyer [72, 73, 74], Dolean-Dade [18], Della-
cherie [17], Kunita i Watanabe [45] i mnogi drugi. Teorija stohastickih procesa spada
u kategoriju najbrze razvijanih matematickih disciplina, nesumnjivo zbog toga sto
je duboko povezana sa praksom. Ona je doprinela razvoju matematickih teorija
koje se primenjuju u matematickom modeliranju pojava iz realnog zZivota, sto je od
velikog znacaja za nematematicke nauke poput biologije, biomedicine, ekonomije,
inzenjerstva, mehanike i drugih.

Neka je (2, F, P) dati prostor verovatno¢a i T C R parametarski skup. U
predstoje¢em razmatranju 7' ¢e biti interval [0, 0o), interval oblika [0, 7] ili [to, 7] C
[0, 00), pri cemu je uobicajeno da se parametar ¢ € T" interpretira kao vreme.

Definicija 1.1.1 Familija {x(t),t € T} slucagnih merljivih funkcija x(w,t) : (2, F)
— (R%,B) se naziva stohasticki proces sa faznim prostorom (R%,B) i parametarskim
skupom T.

Za svako fiksirano ¢ € T dobija se slucajna promenljiva w — z(w,t), w € £,
tj. F-merljiva funkcija. Za svako fiksirano w € €, x(w,t) € R? predstavlja funkciju
realnog argumenta ¢ € T, koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara
ishodu w € 2. Ako je T = N, tj. ako je vremenski interval diskretan, onda se radi
o stohastickom nizu {z,(w),n € N}. U nastavku ¢e se razmatrati iskljucivo procesi
sa neprekidnim vremenom koji predstavljaju matematicke modele slucajnih pojava
¢iji se ishodi mogu registrovati neprekidno sa protokom vremena.

Stohasticki proces odredjuje familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fototn(T1, T2, ) = Pla(ty) < xy,...,2(t,) < 2n},

pri ¢emu je x; € R*it; € T, i = 1,2,...,n, n € N. Zahteva se da familija
kona¢no-dimenzionalnih raspodela zadovoljava slede¢a dva uslova:

— uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (iy,...,%,) skupa {1,...,n} vaz
Ftilvti27~--,tin (xl'uxiz? B 7xin> = Ft17t27-~~7tn (‘7:17 Lo, ... 71:”);
— uslov saglasnosti, tj. da vazi

Ft17t27-"7tn—17tn (xla L2y, Tp—1, OO) = Ft1,t27--‘7tn—1(x17 L2, - - 71‘71*1)'
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Kolmogorov je dokazao da za svaku familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija
raspodela, koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor verovatnoca
(Q, F, P) istohasticki proces {z(t),t € T'} definisan na tom prostoru kome odgovara
data familija kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela.

Neprebrojivost parametarskog skupa, u opstem slucaju, onemogucava odredji-
vanje verovatnoc¢a dogadjaja opisanih pomocu stohastickih procesa. Da bi se ta
teskoca otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohasticki proces {x(t),t € T} je separabilan ako postoji prebrojiv
skup S C T (separant) i dogadjaj A C 2 za koji je P(A) = 0, tako da se za
proizvoljan zatvoren skup F C R® i proizvoljan otvoren interval I C T skupovi

{w:z(w,t)eF, tel} i {w:z(wt)eF, telInS}
razlikuju na podskupu od A.

Definicija 1.1.3 Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {z(t),t € T}, definisani na
istom prostoru verovatnoca i sa istim skupom stanja, su stohasticki ekvivalentni ako
je

P{z(t)=2(t)} =1 za svako t € T.

U tom slucaju se kaze da je jedan proces stohasticka modifikacija (verzija) drugog.

Definicija 1.1.4 Stohasticki proces {x(t),t € T} je merljiv ako je x(w,t) merljiva
funkcija u odnosu na By x F, gde je By Borelovo o-polje nad T, tj. za svaki Borelov
skup B vazi {(t,w) : z(w,t) € B} € Br x F.

Naredna teorema isti¢e znacaj merljivosti procesa.

Teorema 1.1.1 (teorema Fubinija) Neka je {x(t),t € T} merljiv stohasticki pro-
ces definisan na kompletnom prostoru verovatnoéa (2, F,P). Tada vaze sledeca
turdjenja:

1. skoro sve trajektorije su merljive funkcije za t € T';

2. ako postoji ocekivanje Ex(t) za svako t € T, tada je m(t) = Ex(t) merljiva
funkcija;

8. ako je S merljiv podskup od T = [0,00) i ako je [ Elx(t)|dt < co, tada je
/ |x(t)|dt < 0o sa verovatnoéom 1,
s

tj. skoro sve trajektorije x(t) = x(t,w) su integrabilne na S i pritom vazi

/SE|x(t)|dt:E/S|x(t)|dt.
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Stohasticki proces {z(t),t € T} je stohasticki neprekidan (neprekidan u vero-
vatnodi) u tacki ty € T ako za svako € > 0 vazi

P{lz(t) — z(ty)| > e} = 0, t— to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C T" ako (1.1) vazi za svako
to € 5.

Teorema 1.1.2 (Doob, [19]) Za svaki stohasticki neprekidan proces {x(t),t € T'}
postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv proces {Z(t),t € T}, definisan
na istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom vrednosti.

Jasno, stohasticki proces {z(t),t € T} iz Teoreme 1.1.2 je separabilna i merljiva
modifikacija stohastickog procesa {z(t),t € T'}.

Stohasticki proces {x(t),t € T'} je neprekidan u srednjem reda p, tj. L,-nepre-
kidan, u tacki ¢ty € T" ako vazi

Elz(t) — a(to)|? — 0, t— to. (1.2)

Stohasticki proces je L,-neprekidan na skupu S C T" ako (1.2) vazi za svako ¢y € S.

Za stohasticki proces {z(t),t € T} se kaze da je skoro izvesno neprekidan na
segmentu [a,b] C T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a,b], tj.
ako vazi

P{w : z(w,t) ima prekid na [a,b]} = 0.

Cesto se za ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti nekog slucajnog procesa koristi
kriterijum koji je iskazan slede¢om teoremom Kolmogorov-Centsova o neprekidnosti
stohastickih procesa:

Teorema 1.1.3 (Kolmogorov-Centsov [68]) Neka d-dimenzionalan stohasticki
proces {x(t),t > 0} zadovoljava uslov

Blz(t) —z(s)|* < C|t —s|'P, 0 < s,t < o0,

za neke pozitivne konstante o, f i C. Tada postoji neprekidna modifikacija Z(t)
procesa x(t) koja ima svojstvo da za svako vy € (0, g) postoji pozitivna slucajna
promenljiva h(w) takva da je

P{w: sup () —a(s)] 2 }:1'

0<|i—s|<h(w)0<si<co [t—8]7 T 1=277

Drugim recima, skoro svaka trajektorija procesa x(t) je lokalno uniformno Hélder-
neprekidna sa eksponentom -y.

Definicija 1.1.5 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je drugog reda (Lo-proces) ako je
Elx(t)]* < 0o za svako t € T.
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Funkcija K (s,t) = Elx(s)—FEx(s)|E[x(t)— Ez(t)], s,t € T je korelaciona funkcija
stohastickog procesa {z(t),t € T'}.

Definicija 1.1.6 Stohasticki proces drugog reda {z(t),t € T} je stacionaran (u
uzem smislu) ako za svaki izbor parametara ti,...,t, € T 1 h € R, za koje je
ti+h, ... .ty +h €T, zajednicka raspodela za (x(t; +h),...,x(t, +h)) ne zavisi od
h.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces {x(t),t € T} je stacionaran (u Sirem smislu)
ako za svako t € T wvazi E|z(t)|* < oo, Ez(t) = a = const i korelaciona funkcija
K(s,t) zavisi samo od t — s.

Za dati prostor verovatnoca (2, F, P) se familija {F;,¢ € T} pod-o-algebri od
F za koju vazi F, C Fy C F, s <t, s,t € T, naziva filtracija. Ako je T = [0, 00),
tada je Foo = 0{U>0F:}-

Neka je Fi— = o0{Us;«Fs} o-algebra dogadjaja koji prethode momentu ¢t > 0
i neka je Fiy = o{Ns>Fs} o-algebra dogadjaja koji se desavaju neposredno posle
trenutka ¢ > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna s desna (neprekidna s leva) ako
za svako t > 0 vazi Fy = Fyp (F, = F;_). Za filtraciju se kaze da je neprekidna ako
je Foo = Fi = Fus.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna s desna i Fy
sadrzi sve dogadjaje iz F Cija je verovatnoca nula. U nastavku ¢e se podrazumevati
da filtracija zadovoljava uobicajene uslove.

Definicija 1.1.8 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je za svako t € T slu¢ajna promenljiva x(t) Fi-merljiva.

Cinjenicu da je stohasticki proces {x(t),t € T} adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} oznacavacemo sa {x(t), F;,t € T}.

Za dati stohasticki proces X = {xz(t),t € T}, prirodna filtracija je ona koja
je generisana samim procesom, tj. F = o{x(s),s < t} je najmanja o-algebra u
odnosu na koju je z(s) merljivo za svako s < t. Dakle, X je adaptiran u odnosu
na filtraciju {FX,t € T}. Ako je X = {&(t),t € T} modifikacija procesa X, tada
je i X adaptiran u odnosu na {FX,t € T} ako F, sadrzi sve dogadjaje iz F cija je
verovatnoca nula.

Definicija 1.1.9 Stohasticki proces {xz(t), Fi,t > 0} je progresivno merljiv ako za
svako t >0 i B € B vazi

{(s,w) : s <t,weQ, z(w,s) € B} € B([0,t]) x Fi,
pri cemu je B([0,t]) Borelovo o-polje nad [0, t].

Ocigledno, svaki progresivno merljiv stohasticki proces {z(t), F;,t > 0} je merljiv
i adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}. Medjutim, vaze i sledeéa tvrdjenja.

Teorema 1.1.4 (Meyer, [74]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu mo-

difikaciju.
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Teorema 1.1.5 (Meyer, [74]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {F;,t > 0} i neprekidan s desna ili s leva, tada on ima
progresivno merljivu modifikaciju.

Definicija 1.1.10 Stohasticki proces {z(t),t > 0} je proces Markova ako je za svako
s < t i svaki Borelov skup B € B?

P{xz(t) € B|Fs} = P{z(t) € Blz(s)} s.i.

Definicija 1.1.11 Stohasticki proces {x(t), F;,t > 0} je martingal u odnosu na
{F,t > 0} ako je:

(1) Elx(t)] < oo, t > 0;
(i) E(z(t)|Fs) =x(s) s.i. za 0<s<t.

Definicija 1.1.12 Slucajna promenljiva T : Q — [0, 00] se naziva vreme zaustavlja-
nja filtracije {F;,t > 0} ako vazi {w: 7(w) <t} € F; za svako t > 0.

Definicija 1.1.13 Neka je X = {xz(t), Fi,t > 0} neprekidan progresivno merljiv
proces i neka je T vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t A 1), Fy,t > 0} naziva
zaustavljen proces od X.

Naredno tvrdjenje je verzija poznate Doobove teoreme (Dood martingale stopping
theorem,).

Teorema 1.1.6 Neka je {x(t), Fi,t > 0} neprekidan martingal i neka je T vreme
zaustavljanja. Tada za svako 0 < s <t < 0o vazi

E(:E‘r/\t‘fs) = Trps 8.0,
tj. zaustavljen proces {x(t A1), Fy,t > 0} je takodje martingal.

Definicija 1.1.14 Neprekidan (desno neprekidan) proces X = {z(t), F;,t > 0}, za
koji je x(0) = 0 s.i., se naziva lokalni martingal ako postoji neopadajuci niz vremena
zaustavljanja {Tg, k > 1} filtracije {F;,t > 0}, pri éemu je P{limy_,oo 7 = 00} = 1,
takav da je {x(t A7), Fi,t > 0} martingal za svako k > 1.

Iz Teoreme 1.1.6 se izvodi zakljucak da je svaki martingal i lokalni martingal,
dok u opstem slucaju obrat ne mora da vazi.

Pre nego sto se navede sledeci rezultat poznat kao strogi zakon velikih brojeva
za martingale, uvodi se pojam kvadratne varijacije.

Definicija 1.1.15 Neka je X = {x(t), Fi,t > 0} neprekidan stohasticki proces.
Tada je kvadratna varijacija procesa X proces < X, X >, definisan kao

<X, X > (w) = Alim Z | X441 (w) — Xi, (W) (u verovatnoéi),

pri cemu je 0 =ty <ty < ...<t, =1t 1Aty =1t 1 — ts.
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Teorema 1.1.7 (Strogi zakon velikih brojeva) Neka je X = {z(t),F,t > 0}
realan neprekidan lokalni martingal koji se anulira vt = 0. Tada ako je

X
Iim < X, X >=c si = Ilim———=0 s.i.
1500 ! o0 < X, X >
1 takodje
<X, X> _ . ‘
lim —— " " v o0 si. = lim=t=0 s.i
t—00 t—o00 t

Naredna teorema je poznata kao eksponencijalna martingalna nejednakost i pri-
menjuje se vise puta u dokazima glavnih rezultata koji ¢e biti izlozeni u narednim
glavama.

Lema 1.1.1 (X. Mao [63]) Neka je X = {x(t), F;,t > 0} neprekidan lokalni mar-
tingal. Tada za svaki izbor pozitivnih konstanti T, v, 0 vazi

P( sup [Xt—i <X, X >t} >5) <e

0<t<r 2

pri cemu je < X, X >; kvadratna varijacija od X .

1.2 Brownovo kretanje

Pojam Brownovog kretanja se odnosi na haoti¢no kretanje cestica polena rastvorenih
u vodi koje je proucavao skotski botanicar Robert Brown 1828. godine. Haoti¢nost
ovog kretanja je kasnije objasnjena slucajnim sudarima cCestica polena i molekula
tecnosti. Kvantitativnhom analizom osobina Brownovog kretanja prvi se bavio
L.Bachelier koji je u svom radu iz 1900. godine pomo¢u Brownovog kretanja opisao
nepredvidive promene u kretanju cena akcija. On se smatra zacetnikom proba-
bilistickog pristupa finansijama. Na drugoj strani, vazan opis Brownovog kretanja
dao je A. Einstein koji u svom radu iz 1905. godine Brownovo kretanje proucava sa
aspekta molekularno-kineticke teorije toplote.

Strogu matematicku formulaciju Brownovog kretanja je uveo Norbert Wiener
[91, 92] 1923. godine. Zahvaljuéi njegovim rezultatima Brownovo kretanje se smatra
matematickim pojmom, a ne samo fizickom pojavom, i ¢esto se naziva Wienerov
proces. Danas Brownovo kretanje igra vaznu ulogu u opisivanju razlic¢itih pojava koje
su prisutne u realnom zivotu a koje se proucavaju u mnogim naucnim disciplinama.

Definicija 1.2.1 Stohasticki proces {w(t),t > 0} je Brownovo kretanje ili Wienerov
proces ako zadovoljava sledece uslove:

1. w(0) =0 s.i.;
2. ima nezavisne prirastaje, tj. za svako 0 < tog < t1 < ... < t,, slucajne
promenljive w(ty), w(ty) — w(ty), ..., w(t,) — w(t,_1) su nezavisne;

3. w(t) —w(s) : N(0,02|t — s|), s,t >0, s #t.
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Parametar 02 > 0 je koeficijent difuzije. Specijalno, za ¢? = 1 radi se o stan-
dardnom Brownovom kretanju.

U vezi Brownovog kretanja, neizbezno je pomenuti pojam Gaussovog procesa
kojim se mogu modelirati mnogobrojne pojave koje se razmatraju u okviru fizickih,
tehnickih i ekonomskih nauka.

Stohasticki proces {z(t),t > 0} se naziva Gaussov proces ako je svaka linear-
na kombinacija n-dimenzionalnog zaseka (x(t1), z(ts), ..., z(t,)) Gaussova slucajna
promenljiva ili, ekvivalentno, ako je za svakon € N, ty,...,t, > 0iayq,...,a, € R,
slucajna promenljiva > " | o;x(t;) Gaussova.

Moze se dokazati da je {w(t),t > 0} proces Braunovog kretanja ako i samo ako
je Gaussov, Fw(t) =01 K(s,t) = o?min{s,t}, s,t > 0.

Brownovo kretanje ima mnogo vaznih osobina medju kojima su sledece:

2

e proces je drugog reda, tj. E|w(t)|* < oc;

e n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < ... < t, 1 uy,...,u, € R se
moze izraziti preko jednodimenzionalnih gustina raspodele f;(t,u) Gaussove
slucajne promenljive, tj.

falty, oy tnsun, .o un) = fi(t;un)- fi(ta—t; ug—uq)-e . o fr(tn—tn—1; Up—Un—1);

e proces je Markova;
e srednje kvadratno je neprekidan;

e skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije;

e skoro sve trajektorije su skoro izvesno nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;
e proces {w(t), Fi,t > 0} je martingal, tj. za svako t > s > 0 vazi

E(w(t)|Fs) = w(s) s.i;

e skoro izvesno je neogranic¢ene varijacije i konacne srednje kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), tj. za proizvoljnu konstantu ¢ € R i
proizvoljnu particiju @ = to < ¢t < ... < t, = b segmenta [a,b] za koje
max <x<n(tx — tk—1) = 0, n — 00,

P{Z lw(ty) — wlty-1)| > C} — 1, Z w(ty) — w(ty1)|*— o*(b—a) sk,

k=1 k=1

e moze se definisati na intervalu (—oo, 00), pri cemu je Fw(t) = 01 K(s,t) =
$(|t| + |s] — |t — s|). Na taj nacin se dobijaju nezavisni procesi Brownovog kre-
tanja {w(t),t > 0} i {w(—t),t > 0} ¢ije su trajektorije skoro izvesno spojene
u tacki £ = 0.
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Definicija 1.2.2 Stohasticki proces {w(t), t > 0} = {(wi(t), wa(t), ..., wn(t)),
t > 0} je m-dimenzionalno Brownovo kretanje ako zadovoljava sledeée uslove:

1. w(0) = 0 skoro izvesno;
2. 1ma nezavisne prirastaje;

3. w(t) —w(s): N(0,0%t — s|I), s,t >0, s #t, gde je I jediniéna matrica reda
m.

Dakle, koordinate Brownovog kretanja su jednodimenzionalna uzajamno nezavi-
sna Brownova kretanja. Za m-dimenzionalno Brownovo kretanje vaze sve osobine
jednodimenzionalnog Brownovog kretanja, naravno, prilagodjene m-dimenzionalnom
slucaju.

1.3 Integral Itoa

Pedesetih godina proslog veka je pocela da se razvija teorija stohastickih diferencijal-
nih jednac¢ina kao deo opste teorije stohastickih procesa. Razvili su je I. I. Gikhman
24, 25] 1 K. It6 [32, 33, 34, 35, 36], nezavisno jedan od drugog, mada je danas
opste prihvacen pristup Itoa. On je definisao pojam stohastickog integrala u odnosu
na Brownovo kretanje koji je danas poznat kao stohasticki integral Itoa. U ovom
poglavlju bice re¢i o konstrukeiji tog integrala i njegovim osnovnim svojstvima. S
obzirom da je Brownovo kretanje proces za koji vazi da su skoro sve njegove tra-
jektorije nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki i neogranicene varijacije na svakom
kona¢nom intervalu, stohasticki integral po Brownovom kretanju se ne moze defini-
sati na uobicajeni na¢in kao Riemann-Stieltjesov ili Lebesgueov integral. Medjutim,
zahvaljujuci stohastickoj prirodi Brownovog kretanja moguce je definisati stohasticki
integral za veliku klasu stohastickih procesa.

1.3.1 Postavka i osobine integrala It6a

Neka je w = {w(t), F,t > 0} jednodimenzionalno standardno Brownovo kretanje
definisano na prostoru verovatnoca (€2, F, P) i adaptirano u odnosu na rastucu fa-
miliju pod-o-algebri {F;,t > 0} o-algebre F, tj. F = o{w(s),s < t}, Fs C Fy,
s <tiw(t)—w(s) je nezavisno u odnosu na Fy za svako s < t.

U daljem tekstu bice koris¢ena oznaka Ms([to, T']; R) za klasu stohastickih procesa
o ={p(t),t € [to, T]} za koje vazi:

1. ¢ je B® F-merljiv;
2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju {F;,¢ > 0};

T
3. el = [, Ele(®)]?dt < oo.
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Prostor (Ms([to, T]; R),|| - ||) je Banachov i u tom prostoru se poistovecuju ¢ i ¢
ako je [l — @| = 0.

Najpre Ce biti definisan stohasticki integral stepenastog stohastickog procesa iz
klase Ms([to, T]; R), a zatim ¢e definicija biti prosirena na ¢itavu klasu Mo([to, T]; R)
metodom aproksimacije proizvoljnog procesa iz te klase nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohasticki proces ¢ € My([to, T]; R) je stepenasti proces ako po-
stogi particija ty < ty, < ... < t, =T, nezavisna od w, tako da je

o(t) = p(ty) s.i., tp <t<tpp, k=0,1,...,n—1

Definicija 1.3.2 Neka je p € My([to, T|; R) stepenasti stohasticki proces. Slucajna
promenljiva

—

n—

[(90)=/ p(t)dw(t) == >  o(te)(wltppr) — w(ir)) (1.3)

to 0

£
Il

se naziva stohasticki integral Itoa stepenastog procesa ¢ u odnosu na Brownovo kre-
tanje w.

Naredna teorema je od velike vaznosti za definisanje integrala [to6a za proizvoljno

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t),F,t > 0} Brownovo kretanje i neka je ¢ €
Moy ([to, T); R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} tako da

T
lo = onll? = / Elo(t) — on(t)Pdt = 0, 1 — oo;

to

2. ako niz stepenastih procesa {on,n € N} aproksimira ¢ u smislu da je
lle — @nll = 0, n — oo i ako je integral I(p,) definisan kao u Definiciji
1.3.2, tada niz slucajnih promenljivih {I(p,),n € N} konvergira u srednje
kvadratnom smislu kada n — oo;

3. ako su{pn,n € N} i {¢,,n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimi-
raju @, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(¥)).
n—oo n—oo
Na osnovu Teoreme 1.3.1 neposredno sledi da se intergal Itoa I(¢) moze definisati
kao srednje kvadratni limes niza {I(¢,),n € N}, tj.

T

I(p) :/ e(t)dw(t) = s.k. lim ©n(t)dw(t).

to n—oo to

Narednom teoremom su navedene najvaznije osobine stohastickog integrala Itoa.
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Teorema 1.3.2 Neka je o, € Ms([to, T]; R) i o, € R proizvoljne konstante.
Tada je:

1. I(y) Fr-merljivo;
2. EI(y) =0;
3. I(ap + B) = al(p) + BI(Y);

4. Ell(p ft Elp(t)|?dt (stohasticka integralna izometrija);

5¢wwmm=ﬁmwwmw

Integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je Lo([tg, T]; R) klasa stohastickih procesa koji su B ® F-merljivi, ada-
ptirani u odnosu na familiju pod-o-algebri {F;,t > 0} i za koje vazi da je

P{/: (82t < oo} _1

Ocigledno da je Lo([to, T]; R) Sira klasa nego My([to, T]; R).
Moze se dokazati da za svako ¢ € Ly([to, T]; R) postoji niz {¢n,n € N} iz klase
My ([to, T]; R) tako da se integral Itda procesa ¢ moze definisati kao

I(p) = lim I(p,) u verovatnodi.
n—oo

U ovom slucaju osobine 1-3 Teoreme 1.3.2 vaze, dok ostale ne vaze. Medjutim,
integral Itoa procesa ¢ € Lo([to, T']; R) zadovoljava sledeéu osobinu: za proizvoljne
pozitivne konstante N i ¢ vazi

P{ /tOTgo(t)dw(t)‘ > 5} <p {/tT ()2t > N} + g

Integral Itoa se moze definisati i za stohasticke procese iz klase My([to, T;
R? x R™), u odnosu na m-dimenzionalno Brownovo kretanje w = {w(t), F;,t > 0}
¢ije su osobine date u Definiciji 1.2.2. Klasa Ms([tg, T]; R? x R™) obuhvata sve
(d x m)-dimenzionalne merljive i {F;,t > 0}-adaptirane stohasticke procese ¢ koji
zadovoljavaju uslov

T
wwa/Ewm%<w,

to

pri ¢emu je | - | matri¢na norma definisana sa

|p]? = ZZI%I2 tr(pg').

=1 j=1
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Kako je ¢ € My([to, T]; R* x R™), onda je ¢;; € My([to, T];R), i = 1,...,d,
j =1,...,m, pa se visSedimenzionalni integral Itoa moze definisati kao d-dimenzio-
nalni vektor

T | eu) . oim(t) dw (t)
uw:/wwm@:[ z R )

fo war(t) ... ©am(t) dw,, (t)

gde je i-ta komponenta vektora I(p) suma jednodimenzionalnih integrala Itoa, tj.
m T
Li(p) = Z/ ou(Odw;(t), i=1,....d
j=1 "t

U tom smislu, sve osobine Teoreme 1.3.2 vaze i u ovom slucaju. Analogno jednodi-
menzionalnom slucaju, definicija stohastickog integrala Itoa se moze prosiriti na
klasu Ly ([tg, T]; R x R™).

1.3.2 Neodredjeni integral Itoa

Definicija 1.3.3 Neka je Iy, to < s <t <T indikator skupa [to,t]. Neodredjeni
integral Itéa procesa p € My([to,T]; R) je stohasticki proces x = {x(t),t € [to, T},
pri cemu je

T ¢
() = / Tseryo(s)du(s) = / o(s)dw(s), t € [to,T].
to to

Osobine neodredjenog integrala Itoa su:

1. x(t) je {F:, t > 0}-adaptiran;

2. {z(t), Fi,t € [to,T]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;

3. (L’(t()) =0 S.i.;

4. x(t) —x(s) = f;go(u)dw(u), s,t € [to, T);

5. Ex(t) = 0 za svako t € [to, T);

6. Elz(t)]* = ftz E|o(s)|?ds za svako t € [to, T1;

7. proces {z(t), Fi, t € [to, T} je kvadratno integrabilni martingal sa kvadratnom
varijacijom

U®ZZM@W&

8. proces {x(t), Fi,t € [to, T|} je s.i. neprekidan;
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9. ako je 7 vreme zaustavljanja u odnosu na {F;, t € [ty,T]}, tada je za
v € My([to, T]; R) stohasticki proces

z(tAT) :/t T(p(s)dw(s), t € [to, 1),

martingal u odnosu na {F;,t € [ty,T]|} i Ex(t A7) = 0.

Neodredjeni integral Itoa se takodje moze definisati i za stohasticke procese ¢ €
Ls([to, T]; R), analogno Definiciji 1.3.3. Tada je proces x = {xz(t), F,t € [to,T]}
merljiv i s.i. neprekidan, ali u opStem slucaju, nije martingal. Medjutim, pro-
ces = je lokalni martingal, tj. {x(t A 7,), Fi,t € [to, T]} je martingal, pri ¢emu je
{7Tn,m € N} niz vremena zaustavljanja definisanih sa

= inf )ds >
= nt, { [ letras >},

U narednim tvrdjenjima c¢e biti navedene neke nejednakosti sa momentina za
stohasticke integrale.

Teorema 1.3.3 Neka je w = {w(t), Fi,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tanje, p > 2 i © € My([0,T]; R x R™) takvo da vaZi

T
E/ lp(s)|Pds < oo.
0

/oTso<s>dw<s> = (@) e /OT Pl

Stavise, za p = 2 vaZi jednakost.

Tada je
E

Sledeée tvrdjenje, poznato kao Burkholder-Davis-Gundy nejednakost [9], ima
veliku primenu u stohastickoj analizi.

Teorema 1.3.4 (Burkholder-Davis-Gundy nejednakost [67]) Neka je w =
{w(t), F;, t > 0} d-dimenzionalno Brownovo kretanje i p € Lo( Ry ; R4 x R™). Tada,
za svako p > 0, postoje univerzalne konstante ¢, i c,, koje zavise samo od p, tako da

za svako t > 0 vazi
/ o(u)dw(u

= (p/2)?, ¢, = (32/p)p/2 0<p<2;
ép 1, ¢, =4, p=2
= )7 ¢ = P72~ 1P 2

&E

u)|*du

< E sup
s€[0,t]

<cp

|du

bl

pri cemu je
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1.3.3 Formula Itoa

Sliéno kao i kod klasi¢nih integrala, prilikom resavanja stohastickog integrala Itoa se
koristi smena promenljivih poznata pod nazivom formula [toa. Formula Itoa je od
velikog znacaja ne samo za efektivno resavanje integrala Itoa, ve¢ i za kvalitativnu
analizu reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina, kojima se modeliraju neke
realne pojave u razli¢itim oblastima. Ovu formulu je prvi uveo K. It6 u radovima
[35, 36], dok se njena uopstenja mogu naéi u radu Meyera [75].

Neka je w = {w(t), F;,t > 0} jednodimenzionalno Brownovo kretanje. Pret-
postavimo da su a € L1(Ri;R) 1 b € Ly(R4; R) merljivi procesi, adaptirani u
odnosu na familiju pod-o-algebri {F;,t > 0}, tj. za svako T' > 0 je

T T
/ la(t)]dt < 00 s, / b()]2dt < 00 si.
0 0

Definicija 1.3.4 Jednodimenzionalan stohasticki proces {z(t),t > 0}, gde je

x(t) = x(0) +/0 a(s)ds +/0 b(s)dw(s), t>0, (1.5)

se naziwa proces Itoa kada je a € L1(Ry;R) i b € Lo(Ri; R). Kaze se da {x(t),
t > 0} ima stohasticki diferencijal dz(t) za t > 0, pri cemu je

dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t). (1.6)

Prvi integral u izrazu (1.5) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itoa. Kako su
oba integrala merljiva, F;-adaptirana i s.i. neprekidna, to i proces Itoa ima iste
osobine.

Teorema 1.3.5 (Formula Itéa, [35]) Neka je {x(t),t > 0} proces Itoa sa sto-
hastickim diferencijalom dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t), gde je a € Li(R1;R) i b €
Lo(Ri;R), i neka je f(t,z) : Ry X R — R neslucajna funkcija sa neprekidnim
parcijalnim izvodima f](t,x), fi(t,z), fr (t,x). Tada je {f(t,z(t)),t > 0} takodje
proces Itoa i ima stohasticki diferencijal

AL (0) = [[20) + L aal) + 02 OW O ()
+ fo(t,z(t))b(t)dw(t), t>0.
Izraz (1.7) je poznat kao Itova formula za stohasticko diferenciranje.

Formula Itoa se moze uopstiti na visedimenzionalni slucaj, pa se u tom smislu
najpre uvodi pojam visedimenzionalnog stohastickog diferencijala.

Definicija 1.3.5 Neka je w = {w(t), Ft,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tange. Neprekidan i adaptirani d-dimenzionalni stohasticki proces {x(t),t > 0}, pri
cemu je x(t) = (x1(t), 22(t), ..., 24(t))T, je proces Itéa ako je oblika

2(t) = 2(0) + /0 ta(s)ds+ /0 tb(s)dw(s),
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gde je a € L1(R.;RY) i b€ Loy(Ry; RY x R™). KaZe se da {x(t),t > 0} ima sto-
hasticki diferencijal dz(t) za t > 0, pri cemu je

dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t).

Da bi se integral Itdoa uopstio na viSsedimenzionalni slucaj, uvodi se funkcija
V € CY2(R, x R% R), pri ¢emu je

vV %:(av 8V)7

ot’ Ox; 7 Oxg
o%v o2V
aQV (9$1‘8$1 ttt 9x10xg
Ti0T / axd P2V 92V
Oxrgdr1 °°°  Oxg0xzy

Kao u jednodimenzionalnom, tako je i u visedimenzionalnom slucaju za efektivno
reSavanje integrala Itoa vrlo ¢esto je neophodno primeniti formulu Itoa za stohasticko
diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.3.6 (Visedimenzionalna formula Itéa, [35]) Neka je {x(t),t > 0}
d-dimenzionalni proces Itéa sa stohastickim diferencijalom dxz(t) = a(t)dt+b(t)dw(t),
pri cemu je a € L1(Ry; RY) ib € Lo(Ry; R x R™) i neka je V € CY2(R, x R%: R).
Tada je {V (t,z(t)),t > 0} takodje proces Itéa i ima stohasticki diferencijal

dV (t,z(t)) = [V;(t,x(t)) Vot 2(8))a(t) + %tr(bT(t)Vm(t,:zr(t))b(t)) it (L.8)
FV,(t, 2(8)b)dw(t), t> 0.

Ako je data funkcija V € CY?(R, x R% R), moze se definisati operator LV :
R, x R — R sa

LV(t,2) = Vi(t, () + Va(t, 2(t))alt) + %tr(bT(t)Vm(t, 2(£)b(t),

koji se naziva operator difuzije koji odgovara procesu Itéa (1.6) kome je pridruzena
funkcija V. Koristedéi ovaj operator formula Itoa (1.8) se moze predstaviti i na sledeéi
nacin

AV (t,2(t)) = LV (t, 2(t))dt + Va(t, o(t))b(t)dw(t).

1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticka diferencijalna jednacina nepoznatog d-dimenzionalnog procesa x = {z(t),
t € [to, T]} je jednacina oblika

dx(t) = f(t,x(t))dt + g(t, z(t))dw(t), t € [to,T], x(to) = o, (1.9)
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pri ¢emu je w = {w(t),t € [to,T]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, pocetni
uslov zy je d-dimenzionalna slucajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u
odnosu na w i f : [ty,T] x R — R% g : [to,T] x R* — R% x R™ su neslucajne
Borelove funkcije.

U skladu sa Definicijom 1.3.5 stohastickog diferencijala, jednacina (1.9) se moze
predstaviti u ekvivalentnom integralnom obliku

x(t) = o —i—/t f(s,z(s))ds +/ g(s,z(s))dw(s), t € [to,T]. (1.10)

to
U nastavku ¢e se podrazumevati da je F; = o{xg, w(s),0 < s < t}.

Definicija 1.4.1 Merljiv stohasticki proces x = {x(t),t € [to,T]} je strogo resenje
jednacine (1.9) ako zadovoljava sledece uslove:

1. x(t) je Fi-merljivo za svako t € [ty, T];

2. [ |f(tx(t)]dt < 0o s.i., [, |g(t,x(t))]?dt < 0o s.i.;

3. x(ty) = xo S.i.;

4. integralni oblik jednacine (1.10) vazi s.i. za svako t € [to, T).

Na osnovu osobina I i 2 Definicije 1.4.1 sledi da su i Lebesgueov i Itov integral
na desnoj strani jednakosti (1.10) dobro definisani i s.i. neprekidni, zbog ¢ega je i z
s.i. neprekidan proces. Oba integrala su jedinstvena do stohasticke ekvivalentnosti.
U skladu sa Teoremom Dooba 1.1.2, nadalje ¢e se uvek pretpostavljati da je izabrana
merljiva, separabilna i s.i. neprekidna modifikacija strogog resenja.

Definicija 1.4.2 Jednacina (1.9) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x 1 T vazi

P{x(t) = &(t),t € [to, T]} = 1.

Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jedna-
¢ine (1.9).

Teorema 1.4.1 Neka je w = {w(t),t € [to, T|} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tange i xo slucajna promenljiva, nezavisna od w, za koju vaZi da je E|xo|? < oo.
Dalje, neka su f : [tg, T] x R* — R%, g : [ty, T] x R* — R x R™ Borelove funkcije
koje zadovoljavaju globalni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. postoji kon-
stanta L > 0 tako da za svako (t,z), (t,y) € [to, T] x R%, vaZi

£t ) — f(ty)| + |g(t,x) — g(t,y)| < Lz —yl,
|f(t2))? + (gt =) < L(1+ |z]?). (1.11)

Tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno strogo resenje jednacine (1.9) sa osobinom
ESUPte[tO,T] |z (1) < co.

Stavige, ako je E|xol? < oo, p > 2, tada postoji konstanta Q@ > 0 tako da je
Esupte[to,T] lz()]P < Q.
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Teorema 1.4.1 obezbedjuje samo potrebne uslove za egzistenciju i jedinstvenost
resenja stohasticke diferencijalne jednacine (1.9). Moze se dokazati da ako su funkcije
a i b definisane na [ty,00) X R™ i [tg,00) x R™ x R™, redom, i ako pretpostavke
prethodne teoreme vaze na svakom podintervalu [ty,T] C [ty, ), tada jednacina
(1.9) ima jedinstveno resenje definisano na celom intervalu [ty,00) koje se naziva
globalno resenje.

Medjutim, Lipschitzov uslov je suvise restiktivan jer postoje mnoge funkcije koje
ga ne zadovoljavaju (na primer, funkcija z?). Naredna teorema prevazilazi ovaj
problem i generalizuje Teoremu 1.4.1 tako $to je uniformni (globalni) Lipschitzov
uslov zamenjen tzv. lokalnim Lipschitzovim uslovom. To znacajno proSiruje klasu
dopustivih funkcija a i b, jer na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti svaka neprekidno
diferencijabilna funkcija zadovoljava lokalni Lipschitzov uslov.

Teorema 1.4.2 Neka je w = {w(t),t € [to,T|} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tange i xo slucajna promenljiva, nezavisna od w, za koju vaZi da je E|zo|? < oo.
Dalje, neka su f : [to, T] x R — R%, g : [ty, T] x R* — R x R™ Borelove funkcije
koje zadovoljavaju uslov linearnog rasta (1.11) i lokalni Lipschitzov uslov, tj. za
svako N > 0 postoji konstanta Ly > 0 tako da za svako (t,x), (t,y) € [to, T] x R,
lz| V y| < N wvazi

|f(t,x) — f(t,y)| + |g(t, ) — g(t,y)| < Ln|z —yl.

Tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to,T]|} jednacine (1.9) sa osobinom
E supyeps,, 1 |2 ()] < o0.

1.5 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
beskonac¢nim kasnjenjem

U mnogim situacijama iz realnog zivota su promene sistema uslovljene trenutnim
stanjem, kao i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. Ukoliko te
promene zavise od svih stanja sistema u proslosti, u matematickom modeliranju
dinamike sistema se koriste stohasticke diferencijalne jednacine sa beskonaénim
kasnjenjem.

Postoji opsezna literatura kako o deterministickim, tako i o stohastickim diferen-
cijalnim jednacinama sa beskonacnim kasnjenjem i njihovoj primeni u populacionoj
dinamici, medicini, teoriji materijala sa memorijom, itd. [6, 10, 14, 86, 89, 95]

Pored ranije uvedenih oznaka i osnovnih pretpostavki bi¢e uvedeni jos neki poj-
movi. Polazna pretpostavka je da su sve slucajne promenljive i procesi definisani na
prostoru verovatnoca (2, F, {F; }+>0, P) sa filtracijom {F; }+>0 koja zadovoljava uobi-
¢ajene uslove. Neka je BC((—o0,0]; R?) familija ograni¢enih neprekidnih funkcija
¢ : (—00,0] - R sa supremum-normom definisanom sa ||¢|| = sup_.._g<o |2(0)].
Moze se primetiti da je (C'((—oo,0]; R),]|| - ||) je Banachov prostor. -

U ovom poglavlju razmatrace se stohasticka diferencijalna jednacina sa besko-
nacnim kasnjenjem oblika
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de(t) = f(a, t) dt + g(ay, t) dw(t), t € [to,T], (1.12)

xt():g

pri ¢emu su funkcionali
f: BO((=00,0]; RY) x [to,T] = R%, g:BC((—00,0]; RY) x [to,T] = R* x R™

Borel merljivi, z(t) je d-dimenzionalni proces i z; = {x(t + 0),60 € (—o0,0]} je sto-
hasticki proces iz klase BC'((—oo, 0]; R?) i interpretira se kao proslost datog stanja.
Zbog zavisnosti od proslosti, pocetni uslov se mora zadati na citavom intervalu
(—o0, to], tj-

zy, = § = {£(0),0 € (—o0, 0]},

pri ¢emu je & Fi -merljiva sluc¢ajna promenljiva iz klase BC((—oo,0]; R?) za koju
vazi E||¢]]* < .

Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € (—oo,T]} se kaze
da je strogo resenje jednacine (1.12) ako je s.i. neprekidan, {x;,t € [to,T|} je Fi-
adaptiran, ftf |f (2, 8)| dt < 00 s.i., j;f lg(e, t)|? dt < 00 s.i., T4y = & 8.4. i za svako
t € [to, T integralni oblik jednacine (1.12) vazi s.i.

Definicija 1.5.2 Resenje {x(t),t € (—o0,T]} jednacine (1.12) je jedinstveno ako
je bilo koje resenje {Z(t),t € (—o0, T} stohasticki ekvivalentno sa njim, tj. ako je

P{a(t) = #(t),t € (—00,T]} = 1.

Sledi teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.12) koja vazi uz
uniformni Lipschitzov uslov i oslabljeni uslov linearnog rasta.

Teorema 1.5.1 Ako za funkcionale f 1 g postoji konstanta K > 0 tako da vaZe
uslovi:

1. (uniformni Lipschitzov uslov)

[f(p,t) = F(, )V [g(e,t) — g(v, 8)]* < Kllp = 9| %,
2. 1£(0.5)* v |g(0,1)* < K,

za svako t € [to, T] i ¢,v € BC((—00,0]; RY), tada postoji jedinstveno s.i. nepre-
kidno resenje z(t) jednacine (1.12). Stavise, ako je E||£||P < oo za p > 2, tada je
Esup_c<p |2(t)P < oo

Kao sto je napomenuto kod stohastickih diferencijalnih jednacina, Lipschitzov
uslov je isuvise restiktivan, pa naredna teorema generalizuje Teoremu 1.5.1 tako sto
je uniformni Lipschitzov uslov zamenjen lokalnim Lipschitzovim uslovom.



1.6. SDJ sa vremenski zavisnim kasnjenjem 27

Teorema 1.5.2 [90] Ako za funkcionale f i g vaZe:

1. lokalni Lipschitzov uslov, tj. za svako N > 1 postoji konstanta Ly > 0 tako da
za svako t € [ty, T) i takve p, ¢ € BC([—00,0]; RY) za koje je ||o|| V ||¢]| < N
vazi

[flp,t) = f(o.0)]> + |g(e, t) — g(¢, 1) < Llle — ¢l]%,

2. uslov linearnog rasta, tj. za svako t € [to,T] i v, € BC((—o0,0]; R?) postoji
konstanta K > 0 takva da je

1f(o, )V g, t)]> < K(1+[]ol]?),

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to, T]} jednacine (1.12). Stavise, ako je
E|[]]P < 00 zap > 2, tada je Esup_,ooq |2(t)P < 00.

1.6 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
vremenski zavisnim kasnjenjem

U prethodnom poglavlju su opisane stohasticke diferencijalne jednacine sa besko-
nacnim kasnjenjem kojima se modeliraju pojave iz realnog zivota u kojima su
promene sistema uslovljene trenutnim stanjem kao i svim stanjima sistema u pro-
Slosti. Medjutim, cesto je priroda zavisnosti od proslosti nekog sistema takva da se
opisuje nekom funkcijom vremena. Takvi sistemi se matematicki modeliraju pomocu
stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem.

Imajudci u vidu ranije uvedene oznake, u nastavku ¢e biti razmatrana stohasticka
diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. U tom smislu se uvodi
Borelova funkcija ¢ : [to, T] — [0, 7] tako da je

de(t) = f(a(t), 2t — 8(8)), t)dt + g(a(t), a(t — 5(2)), )dw(?), t € [to, T],  (1.13)
xy, = £ ={£(0),6 € [-7,0]},

pri cemu su f : RY x RY x [tg,T] = R¥ig: R* x R? x [ty, T] — R>™ Borelove
funkcije i z(t) je d-dimenzionalni proces koji opisuje promenu stanja sistema tokom

vremena. Pretpostavka je da je pocetni uslov & Fi -merljiv, da pripada familiji
C([~7,0]; RY) i da vazi E|¢||* < .

Definicija 1.6.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t € [to—7,T]} se kaZe
da je strogo reSenje jednacine (1.13) ako je s.i. neprekidan, Fi-adaptiran proces, pri
cemu vaze uslovi [, |f(x(t),x(t — 8(t)),t)|dt < 0o s.i., [, |g(x(t), z(t — 5(1)),1)|>dt
< 00 8.1, Ty, =& S.4. 1 z2a svako t € [ty, T] integralni oblik jednacine (1.13) vazi s.i.

Jedinstvenost resenja jednacine (1.13) se definiSe na isti na¢in kao u Definiciji
1.5.2.

Dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resenja stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem su dati slede¢om teoremom koja je
preuzeta iz [67].
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Teorema 1.6.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.13) zadovoljavaju Lipschitzov
uslov 1 uslov linearnog rasta, po x iy, tj. ako postoji pozitivna konstanta K tako da,
za svako t € [ty, T) i z,%,y,7 € R vazi

|f(l’,y,t> - f(jagat)|2 v |g($,y,t) - g(jagat)|2 < K(|£L’ - j|2 + |y - g|2)a (114)
[y, O VIg(z,y, )] < K(1+ |2 + [yl*), (1.15)

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno resenje x(t) jednacine (1.13). Stavise, ako
je E||E|[P < oo za p > 2, tada je E'sup, ;< |z(t)P < co.

U narednoj teoremi je uniformni (globalni) Lipschitzov uslov (1.14) zamenjen
tzv. lokalnim Lipschitzovim uslovom sto uopstava Teoremu 1.6.1.

Teorema 1.6.2 Ako za funkcionale f i g vaZe uslov linearnog rasta (1.15) i lokalni
Lipschitzov uslov, tj. za svako N > 1 postoji konstanta Ky > 0 tako da za svako
t€fto,T], y € R ix, & € R pri cemu je ||V |Z] < N vazi

|f({L‘,y,t) - f(i'>yvt)|2+ |g({L‘,y,t) - f(jayvt)|2 < KN|$ _:Z‘|2a

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to, T]} jednacine (1.13). Stavise, ako je
E|[§]]P < 00 zap > 2, tada je Esup,, . <cp |2(t)|P < 00.

1.7 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
Markovskim prelazima

Stohasticke diferencijalne jednacine sa Markovskim prelazima [70] predstavljaju
posebnu klasu hibridnih sistema. Ovi sistemi se menjaju u skladu sa razli¢itim
zakonima u toku nekog vremenskog perioda i u slu¢ajnim momentima se prebacuju
sa jednog rezima rada na drugi. Najcesce je prelazak na novi rezim proces bez me-
morije, a vreme Cekanja do prelaska na novi rezim je eksponencijalno raspodeljeno.
Dakle, prelazak iz jednog rezima u drugi se moze modelirati pomoc¢u neprekidnog
lanca Markova sa konacim brojem stanja.

Neka je w(t) = (wyi(t),. .., wn(t))" m-dimenzionalno Brownovo kretanje defini-
sano na kompletnom prostoru verovatnoca (€2, F, P). Neka je a(t), t > to neprekidan
s desna lanac Markova definisan na datom prostoru verovatnoca koji uzima vrednosti
na kona¢nom prostoru stanja S = {1,2,..., N} sa generatorom @ = (¢;;)nxn datim

sa
. | aijAt 4 o(At), ako je j # 1,
Pla(t + At) = jla(t) = i} = { 1+ g At + o(At), ako je j =1,

gde je g;; vreme prelaza iz stanja i u stanje ji¢;; > 0zai# j,4,j=1,...,N, dok

je
Qs = — Z Qij-
J#i
Pretpostavlja se da je lanac Markova «(t) nezavisan u odnosu na Brownovo
kretanje w(-). Poznato je da je skoro svaka trajektorija za a(t) neprekidna s desna
stepenasta funkcija sa kona¢nim brojem skokova na intervalu [to, 7.
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U nastavku se razmatra stohasticka diferencijalna jednacina sa Markovskim pre-
lazima oblika

dz(t) = f(z(t), a(t), dt + g(z(t), a(t), Hdw(t), te [to.T],  (1.16)

sa pocetnim uslovom z(tg) = g € L.QEO (; RY) (F,,-merljiva sluéajna promenljiva
koja uzima vrednost iz R?, tako da je E|zo|*> < 00) i a(ty) = ap, pri cemu je g
Fi,-merljiva slucajna promenljiva,

f:RYxSx[ty, T] = R*, g:R*xS x [ty, T] = R™™,

su Borelove funkcije, a z(t) je d-dimenzionalni proces.

Definicija 1.7.1 Za d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t), t € [to,T]|} se kaZe
da je strogo resenje jednacine (1.16) ako je s.i. neprekidan i JFi-adaptiran,
Sl @), at), O)ldt < oo s.i., [;| [g(x(t),a(t),t)]?dt < oo s.i., x(te) = zo s.i. i
za svako t € [to, T| integralni oblik jednacine (1.16) vaZi s.i.

Teorema 1.7.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.16) zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov @ uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0 tako da za
svako x,y € R, i €S it € [ty,T),

[f,int) = fly, i)V g(,it) = g(y, 3, ) < Ko =y,
i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (z,i,t) € R¢ xS X [to, T
[f (@, i, 1)1V [g(z,i, ) < K(1+[2f), (1.17)

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno resenje {x(t),t € [to, T]} jednacine (1.16).
Stavise, ako je E|xg|P < 0o, p > 2, tada je Esup_ r|2(t)[P < 00.

Kao sto je istaknuto ranije uniformni Lipschitzov uslov je donekle restriktivan.
Da bi se prevazisao taj problem uvodi se teorema u kojoj je globalni Lipschitzov
uslov zamenjen lokalnim Lipschitzovim uslovom.

Teorema 1.7.2 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.16) zadovoljavaju uslov linearnog
rasta (1.17) i lokalni Lipschitzov uslov, tj. za svako celobrojno n > 1 postoji kon-
stanta K, > 0 tako da za svako i € S, t € [ty,T] i one z,y € R? za koje je
lz| V |y| < n, vazi

|f(l',2,t) - f(y77'7t)|2 \% |g([l§',2,t) - g(y,z,t)|2 S Knlx - y|27

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [to, T]} jednacine (1.16). Stavise, ako je
ElxoP < 00, p > 2, tada je Esup_ ;< |2(t)[P < o0.
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Formula Itéa definisana u Poglavlju 1.3.3 pokazuje da funkcija V' € C'?(R, x
R% R) preslikava proces Itda x(t) sa stohastickim diferencijalom dx(t) = a(t)dt +
b(t)dw(t), gde je a € L1(R4;R) 1 b€ Lo(Ry; R), u proces Itoa V (¢, z(t)). S druge
strane, posmatra se par procesa (x(t),a(t)) i funkcija V : Ry x S x R? — R koja
slika (z(t), a(t),t) u V(z(t), a(t),t), gde je V € CY?*(R, x S x R% R). Operator
difuzuje LV : Ry x S x R* — R se definise na sledeé¢i nacin

N
1
LV (z,i,t) = Vi(z,i,t) + Vi (x4, t)alt) + §tr(bT(t)Vm(:v, L))+ quV(,d.t),
j=1
pri cemu je

W(x7 Z‘? t) =

oV (x,i,t) [ OV(z,i,t) oV (z,1,t)
— Ve(z,i,t) = ( om0 o ,

. O*V (z,i,t)
‘/:w(l’, g t) o <Tal‘j)dxd .

1.8 Neke osobine stohastickih populacionih
modela

Populaciona dinamika ispituje promenu veli¢ine jedne ili vise populacija u vremenu,
kao i bioloske procese koji uti¢u na tu promenu. Matematicki model koji se najcesce
koristi da bi se opisala dinamika bilo koje populacije je eksponencijalni model. Prema
eksponencijalnom modelu stopa promene veli¢ine svake populacije je proporcionalna
velicini te populacije, $to je dato sistemom linearnih diferencijalnih jednacina

dx(t) = rax(t)dt, (1.18)

gde je z(t) = (x1(t), xao(t), ..., xq(t)) i 7 = (r1,72,...,74); z;(t) je velicina i-te po-
pulacije u trenutku ¢, a r; je koeficijent prirastaja (stopa rasta) te populacije za
i=1,...,d. Resenje ovog sistema je x(t) = x(0)e™, gde je £(0) = (z1(0), x2(0), ...,
x4(0)) pocetni broj jedinki u razmatranim populacijama. Jasno je da kada je r; > 0
za i =1,...,d, tada lim; . z;(t) = 00, a kada je r; < 0, tada lim; ., z(t) = 0, tj.
dolazi do istrebljenja i-te populacije. Dakle, u slu¢aju modela (1.18) se moze uociti
da dolazi do eksplozije velicine populacije kada je r; > 0, §to nije realno. Osnovni
razlog ovome lezi u ¢injenici da okruzenje populacije ima odredjena ograni¢enja po
pitanju resursa. Kada je veli¢ina populacije daleko od svoje granice ona moze da
raste eksponencijalno, ali kada poc¢ne da se priblizava svojoj granici veli¢ina popu-
lacije pocinje da varira. Zbog toga je predlozen drugi model kojim bi se prevazisao
ovaj nedostatak eksponencijalnog modela. To je logisticki model

dz(t) = rz(t) (1 — %?) dt, (1.19)

gde je K = (Ky, Ky, ..., Ky), pri cemu je K;, i = 1,...,d kapacitet sredine (carrying
capacity) i-te populacije na odredjenom prostoru (kapacitet sredine je maksimalna
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gustina populacije, tj. broj jedinki populacije, koja moze da opstane u datoj sredini).
Iz modela (1.19) se vidi da se on svodi na eksponencijalni kada je z(t) < K.

S obzirom na ¢injenicu da su populacioni sistemi izlozeni slucajnom uticaju sre-
dine, logi¢no je razmatrati stohasticke modele koji su nastali iz pomenutih determi-
nistickih perturbacijom nekog od parametara modela. NajceSce se stopa rasta i-te

vrste, r;, © = 1,...,d perturbuje sa r; + o;w;(t), pri cemu w(t) = (wy(t),ws(t),. ..,
wq(t)) predstavlja Gaussov beli sSum sa intenzitetom o = (01,09, ...,04). Determi-
nisticki model (1.19) postaje sledeéi stohasticki model
z(t)
dx(t) =rz(t)| 1 — a dt + ox(t)dw(t). (1.20)

Ovaj model predstavlja najjednostavniji stohasticki logisticki model, koji je posluzio
kao osnova za uvodjenje drugih slozenijih modela, na primer, uvodjenjem kasenjenja
ili interakcije izmedju populacija. Neki od tih modela su proucavani u disertaciji.

U nastavku ovog poglavlja se navode definicije vezane za osnovne osobine popu-
lacija koje ¢e biti razmatrane u narednim glavama. Definicije se odnose na model
(1.20), ali analogne definicije vaze i za ostale modele, izmedju ostalih i za modele
koji se razmatraju u okviru disertacije.

Definicija 1.8.1 Resenje sistema (1.20) je stohasticki ultimativno ograniceno ako
za svako € € (0,1) postoji pozitivna konstanta H = H(e) takva da, za svaku pocetnu
vrednost x(0) € R%, resenje x(t) sistema zadovoljava

limsup P {|z(t)| < H} > 1 —¢. (1.21)
t—o0
Definicija 1.8.2 Populacija x;, i = 1,...,d je istrebljena sa verovatnoéom jedan
ako je
lim x;(t) =0  s.i.
t—o0
Definicija 1.8.3 Populacija x;, ¢ = 1,...,d je neperzistentna usrednjeno po vre-

menu sa verovatnocom jedan ako je

1 t
limsup—/ xi(s)ds =0 s.i.
t—o00 0
Definicija 1.8.4 Populacija x;, © = 1,...,d je slabo perzistentna sa verovatnocéom
jedan ako je

limsupz(t) >0 s.i.

t—o00

Definicija 1.8.5 Resenje sistema (1.20) je stohasticki permanentno ako za svako
e € (0,1) postoji par pozitivnih konstanata H = H(e) i L = L(¢e) takvih da za svaku
pocetnu vrednost x(0) € R resenje x(t) sistema zadovoljava

limian{|x(t)| < H} >1-¢c i li%nian{|x(t)| > L} >1-c.
—

t—o00 o]

Na osnovu prethodnih definicija moze se zakljuciti da iz stohasticke permanen-
tnosti populacije sledi njena stohasticka slaba perzistentnost u srednjem. Obrnuto
ne vazi.
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1.9 Neke elementarne nejednakosti

Navode se neke elemenarne nejednakosti [76], Borel-Cantellijeva lema, neke nejed-

nakosti vezane za matematicko ocekivanje, kao i integralna nejednakost Gronwall-

Bellmana [4, 46, 76], koje Ce se koristiti prilikom dokazivanja glavnih rezultata.
Elementarne nejednakosti koje ¢e biti koriséene su:

* d . d
<Za> <@ 'vnYaf @20 k>0 (1.22)
i=1 i=1
¢ (Young)
acbf < — & _goth + Lbaw, a,b>0, a,5 >0 (1.23)
T a+p a+f -
e (Fatouova lema) Neka su Y, X;, X5, ... slucajne promenljive. Tada vazi:

1. akoje X, > Y, Vn>11 EY > —o0, tada je

E(liminf X,,) < liminf(EX,);

n—o0 n—o0

2. akoje X, <Y, Vn>11FEY < oo, tada je

limsup(FX,) < E(limsup X,,);

n—00 n—00
3. ako je | X,| <Y, Vn>1iFEY < oo, tada je

E(liminf X,,) <liminf(£X,,) < limsup(E£X,) < E(limsup X,,).

n—00 n—00 n—00 n—00

e (nejednakost Chebysheva / Markova) Neka slucajna promenljiva X ima
moment reda r, r € N. Tada za svako ¢ > 0 vazi

EIXY

P(X| 2 ) < =5

e (nejednakost Jensena) Neka je X slucajna promenljiva takva da je
E|X| < o ineka je g = g(x) konveksna Borelova funkcija. Tada je

9(EX) < Eg(X).

e (nejednakost Lyapunova) Ako je X slucajna promenljiva takva da je
E|X|' < 00i0 < s <trealni brojevi, tada je

(BIX[*)Y* < (B]X|)V".
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e (nejednakost Holdera) Ako je 1 < p,g < oo, 1/p+ 1/¢ = 11 ako je
E|XP < o0, E|Y]? < 00, tada je

E|XY| < (E|X[")/P(BlY])Y.

Poznato je da postoji vise verzija Gronwall-Bellmanove nejednakosti, ali ¢e za
potrebe daljeg razmatranja biti navedena samo jedna od verzija koja ¢e se eksplicitno
koristiti, a ¢iji se dokaz moze naéi u [67].

Teorema 1.9.1 (Gronwall-Bellmanova lema) Neka je T'> 0 i ¢ > 0. Neka je

u(-) Borelova ogranic¢ena nenegativna funkcija definisana na [0,T) i v(-) nenegativna
integrabilna funkcija definisana na [0,T]. Ako je

u(t) < c+/0 v(s)u(s)ds, te€l0,T],

tada je
u(t) < celov®d ¢ e o, T).






Glava 2

Dinamika Gilpin-Ayala modela
kompeticije sa perturbacijom

U ovoj glavi se razmatra dinamika Gilpin-Ayala modela kompeticije kod koga je
unutrasnja stopa rasta vrsta perturbovana Gaussovim belim sumom. U Poglavlju
2.1 su najpre izlozeni uvodni pojmovi i rezultati Liana i Hua [50], dok su novi
rezultati, koji su publikovani u [85], izloZzeni u Poglavljima 2.2-2.5. U Poglavlju 2.2
se definiSe model i dokazuje da je resenje razmatranog sistema globalno i pozitivno,
Sto je prirodno ocekivati jer ono predstavlja velicine populacija razmatranih vrsta.
Zatim, u Poglavlju 2.3 se dokazuje da je resenje stohasticki ultimativno ograni¢eno
i skoro izvesno neprekidno. Kako nije moguée naci eksplicitno reSenje sistema, u
Poglavlju 2.4 se analizira asimptotsko ponasanje momenata reSenja sistema, a u
Poglavlju 2.5 ponaSanje trajektorija resenja.

2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Organizmi u prirodi ne egzistiraju sami, ve¢ su povezani sa drugim organizmima
razli¢itih vrsta. Mnoge vrste nisu pod direktnim uticajem drugih vrsta u svojoj
blizoj okolini, ali u najve¢em broju slucajeva ipak dolazi do interakcije. Populaciona
ekologija je glavno podpolje ekologije koje proucava dinamiku populacija razli¢itih
vrsta i nacin interakcije izmedju tih populacija. Naime, ona proucava grupe or-
ganizama koji zive zajedno u vremenu i prostoru i dele sve resurse neophodne za
opstanak. Interakcije medju vrstama se mogu klasifikovati na osnovu mehanizama
interakcije izmedju populacija. U nastavku ¢e biti prouc¢avana jedna vrsta interakcije
koja se naziva kompeticija.

Kompeticija je jedan od najvaznijih nacina na koji individue uticu jedna na
drugu, bez obzira da li pripadaju istoj vrsti (intraspecijska kompeticija) ili razli¢itim
vrstama (interspecijska kompeticija). Kompeticija podrazumeva da razlicite vrste
koriste iste resurse koji se nalaze u ograni¢enoj koli¢ini. Borba za resurse zna biti vrlo
oStra, jer se, pre svega, potrosnja smanjuje raspolozivost i obnovljivih i neobnovljivih
resursa. Smanjivanjem svojih resursa, potrosaci ogranicavaju sopstveni rast popu-
lacije. Kako populacija raste, rastu i njihovi zahtevi za resursima. Kada zahtevi

35
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toliko porastu da zalihe rasursa ne mogu vise ispunjavati potrebe, velicina populacije
pocinje da opada. Zatim, prisustvo neke vrste moze uticati na promenu u populaciji
druge vrste. Na primer, jedna vrsta konzumira resurse koji mogu biti konzumirani
i od strane druge vrste, sto kao posledicu ima to da ta druga vrsta raste sporije,
ostavlja manje potomstva ili je izloZzena veéem riziku od smrti.

Modeliranje dinamike populacionih sistema u prirodi omoguc¢ava da se bolje
razume kako te kompleksne interakcije i procesi zaista funkcionisu. Zbog toga su
razvijeni matematicki modeli koji se veoma cesto koriste da bi se pokazalo Sta se
zapravo dogadja kada vrste zive zajedno i kada koriste isti izvor hrane. Klasi¢ni
matematicki model koji se najces¢e primenjuje je Lotka-Voltera model koji je izve-
den nezavisno od strane Lotke [60] u SAD-u 1925. godine i Volterre [87, 88] u Italiji
1926. godine. On je opisan slede¢im diferencijalnim jednac¢inama

dN; N; N; . .,
dt :TzNz(l_k__QZJk_]>7 Zaj:]-a27 27&]7

pri cemu su N; i r; velicina populacije i eksponencijalna stopa rasta i-te vrste,
respektivno, k; je kapacitet sredine (carrying capacity) i-te vrste u odsustvu njenog
konkurenta — j-te vrste i ;; je linearna redukcija (u terminima k;) stope rasta i-te
vrste od strane njenog konkurenta — j-te vrste (drugim rec¢ima, oy; je koeficijent
kompeticije, tj. to je uticaj individua j-te vrste na stopu rasta populacije i-te vrste;
moze se posmatrati i kao stepen kojim svaka individua j-te vrste koristi resurse
individua i-te vrste).

Tokom poslednjih decenija ekoloski populacioni sistemi su bili intenzivno pro-
ucavani, tako da danas u literaturi postoji mnogo razli¢itih oblika Lotka-Volterra
modela kompeticije (videti, na primer, [6, 27, 30, 98]). Medjutim, bez obzira na ovu
¢injenicu, Lotka-Volterra modeli kompeticije su cesto strogo kritikovani. Naime,
Lotka-Volterra model ima svojstvo koje se smatra njegovim nedostatkom, a to je
linearnost, tj. stopa promene veli¢ine populacije svake vrste je linearna funkcija
velicina populacije vrsta koje su u medjusobnoj interakciji. Drugim rec¢ima, Lotka-
Volterra sistemi su linearizacija stope rasta velicine populacije po jedinki N; /N;
oko ekvilibrijuma. Gilpin i Ayala [26] su 1973. godine istakli taj nedostatak i
tvrdili su da je neophodno uvesti slozeniji model da bi se dobila resenja koja su
bliza realnosti. Stoga su predlozili nekoliko deterministickih modela kompeticije,
a jedan od modela koji najvise odgovara eksperimentalnim rezultatima dobijenim
proucavanjem dinamike voéne musSice je

dN; N\ N; -

dt :TiNi (1— (E) —OéijEji> s 1,] = 1,...,d. (21)
U ovom modelu 6; su parametri koji modifikuju klasican Lotka-Volterra model i
predstavljaju nelinearnu meru kompeticije izmedju razlicitih vrsta (i = 1,...,d).

U nedostatku ove vrste kompeticije, populacije bi dostigle svoj kapacitet sredine.
Deterministicki Gilpin-Ayala modeli su dosta proucavani od tada do danas (videti,
na primer [13, 22, 93, 97]).
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Svi pomenuti modeli su imaju odredjena ograni¢enja kada je modeliranje ekolo-
skih sistema u pitanju. Naime, moze se desiti da, bez dodatne pretpostavke za ma-
tricu (;)axd, reSenja tih modela ne postoje na [0, 00) i da eksplodiraju u kona¢nom
trenutku, tj. da velicine populacija neograniceno rastu. Medjutim, posto reSenja
jednacina predstavljaju velicine populacija, ona moraju biti pozitivna i konacna.
S druge strane, u prirodi su populacioni sistemi neizbezno izlozeni uticaju velikog
broja nepredvidivih faktora, tj. slucajnosti koja predstavlja vaznu komponentu eko-
sistema. Pod uticajem tih faktora, rast populacije, kapacitet sredine, koeficijenti
kompeticije, kao i drugi parametri sistema, izlozeni su fluktuacijama u manjoj ili
ve¢oj meri. To znaéi da ukljucivanje belog Suma u modele obezbedjuje realnije
rezultate. Stavise, pomenuta slabost deterministickih modela se izbegava tako §to
se umesto uvodjenja potrebnih uslova za matricu (a;;)axq uzima u obzir sluc¢ajnost,
tj. uticaj sredine. Iz tog razloga su mnogi autori proucavali uticaj sredine na popula-
cionu dinamiku, pri ¢emu je najveci broj radova vezan za stohasticke Lotka-Volterra
populacione modele (videti [20, 64, 65], na primer).

Kao ideja za rezultate koji ¢e biti izlozeni u nastavku ovog poglavlja, posluzio je
rad o stohastickom Gilpin-Ayala modelu kompeticije Liana i Hua [50], pa ¢e ukratko
biti navedeni rezultati tog rada.

Neka je {w(t), F;,t > 0} standardno Brownovo kretanje. Zatim, neka je R% =
{r € RY:2; >0zasvako 1 <i < d}il|A|l = /tr(ATA) je trag norma matrice A
(gde je AT transponovani vektor ili matrica A), a A = sup{|Az| : |z| = 1} njena
operator norma. Lian i Hu su razmatrali slede¢i model sa d vrsta koji je izveden iz
modela (2.1) koji su predlozili Gilpin i Ayala 1973. godine [26]:

d;(t) = rixi(t){{l _ (%]{(?)ei_ zd: %j(’f)] dt + iaijxj(t)dw(t)}, i=1,....d

J#
(2.2)
pri ¢emu je (o) € R™? i vazi slede¢i uslov
0; >0, 1=1,....,d; O'zJZO,’L?éj (23)

Najpre su dokazali da ako vazi pretpostavka (2.3), tada za proizvoljne parame-
tre sistema (a;;) € R™? i svaku pocetnu vrednost zo € R% postoji jedinstveno
resenje z(t) jednacine (2.2) za t > 0 i to resenje ostaje u R skoro izvesno. Posto
jednacinu nije moguce eksplicitno resiti, proucavali su asimptotske ocene momenata
resenja jednacine (2.2), kao i ponaSanje trajektorija tog resenja i dokazali da za
svaku pocetnu vrednost xg € Ri reSenje posmatranog modela ima sledeé¢e osobine:

e neka su dati parametri sistema (a;;) € R i neka vazi pretpostavka (2.3);
tada za svako 0 € (0, 1) postoji konstanta K, > 0 takva da je

1 [
lim sup —E/ Zx?w(s)ds < Ky;
0 =1

t—o00 t
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e neka je minj<;<40; > 2; tada za svako 6 € (0,1) postoji konstanta K > 0

takva da za proizvoljno o0y, 4,7 = 1,...,d vazi
t d 1
lim su E / ; 9+91ds < K;
t%oop 0 ; 2
e za proizvoljno oy, 1,j = ,d, postoji konstanta K > 0 takva da je
lim su E/ Whigs < K;
t%oop Z k’9 )

e neka vazi pretpostavka (2.3); tada postoji konstanta Ky > 0, koja nije obavezno
nezavisna od parametara sistema, takva da je

d t
. 1 1 7“1 T 2 .
lim sup : [ln | |(xz(t)) + 1 Amin (0 0)/0 |z (t)] ] K s,

gde je Apin(c?0) najmanja sopstvena vrednost matrice o7 a;

e neka je mini<;<40; > 2; tada za proizvoljno oy, i,j = 1,...,d, postoji kon-
stanta K > 0 takva da je

lim sup < S.1.;
t—o00 t
e neka vazi pretpostavka (2.3); tada je
In T2 (w:(8)
njl._{(x; i .
lim sup =1 <d s.i;
t—o00 lnt
e necka je mini<;<q0; > 2; tada za proizvoljno o;;, 7,7 = 1,...,d, postoji kon-
stanta K > 0 tako da je
In [T, ()
njj. X i .
lim sup =L <d s.i.
t—o00 hlt

Dakle, Lian i Hu su za razmatranje modela (2.2) uveli pretpostavku (2.3) da ne
bi doslo do eksplozije resenja sistema u nekom kona¢nom trenutku. U modelu koji
se razmatra u nastavku, koristi se drugacija pretpostavka koja se ne odnosi na sum
ve¢ na parametre (a;;) € R¥?. Takodje, umesto jednodimenzionalnog posmatra se
d-dimenzionalno Brownovo kretanje. Rezultati vezani za ovaj model su objavljeni u

[85).
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2.2 Pozitivno i globalno resenje

Neka je (2, F,P) kompletan prostor verovatnoca sa filtracijom {F;}+>0 koja zado-
voljava uobicajene uslove. Neka je w(t) = (wy(t),...,wq(t))T d-dimenzionalno
Brownovo kretanje definisano na tom prostoru i Ri ={r e R¥:2; >0zasvako 1 <
i < d}. Zatim, neka je |A| = y/tr(AT A) trag norma matrice A (gde je AT transpono-
vani vektor ili matrica A), a A = sup{|Az| : |z| = 1} njena operator norma. Date
pretpostavke su polazna osnova za sve dobijene rezultate izlozene u ovoj disertaciji,
tako da nece biti ponovo navodjene u narednim glavama.

Polazi se od deterministickog Gilpin-Ayala modela kompeticije sa d interagujuéih
vrsta

2\ aiz(t) _
dz;(t) = x;(t) [ri— (—) —ZL} dt, i1=1,...,d, (2.4)
ki — kj
J#i

gde su z;(t), r; i k; velicina populacije u trenutku ¢, unutrasnja eksponencijalna
stopa rasta i kapacitet sredine u odsustvu kompeticije za i-tu vrstu, redom; dalje,
a;j, © # 7 = 1,...,d predstavlja meru medjusobnog uticaja razlicitih vrsta i §; > 0,
i =1,...,d su parametri koji modifikuju klasican Lotka-Volterra model.

Posmatra se slucaj perturbacije unutrasnje stope rasta. U praksi se unutrasnja
stopa rasta i-te vrste ocenjuje kao srednja vrednost registrovanih stopa rasta plus
greska. Drugim rec¢ima, stopa r; se moze zameniti sa r; + o;w;(t), gde je o; intenzitet
Suma, a w;(t) beli sum (i = 1,...,d). Kao rezultat, sistem (2.4) postaje stohasticki
Gilpin-Ayala model kompeticije:

di(t) = xi(t){ {m . (xk—(”)g - zd: %ﬁ(ﬂ dt + aidwi(t)}, i=1,....d (2.5)

J#i J

Pretpostavka je da su parametri a,;; nenegativni, tj. svaka vrsta ima negativan uticaj
na ostale vrste ili da, eventualno, ne postoji uticaj izmedju pojedinih vrsta, dakle,

U razmatranom sistemu (2.5) koeficijenti su lokalno Lipschitz neprekidni, ali
ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta. S druge strane, prema teoremi o egzisten-
ciji 1 jedinstvenosti resenja (Teorema 1.4.2), koeficijenti stohasticke diferencijalne
jednacine moraju da zadovolje oba pomenuta uslova da bi jednacina imala jedin-
stveno globalno resenje (tj. da ne bi doslo do eksplozije u kona¢nom trenutku) za
svaku datu pocetnu vrednost. Pomenuti problem se prevazilazi uvodjenjem pret-
postavke (2.6), tako da se dobija resenje koje nije samo pozitivno ve¢ i ne eksplodira
u konacnom trenutku, sto je dokazano u narednoj teoremi.

Teorema 2.2.1 Neka vaZi uslov (2.6). Tada za svaku datu pocetnu vrednost xy €
R4 postogi jedinstveno resenje x(t), t > 0 sistema (2.5). Stavise, ovo resenje ostaje
u Ri sa verovatnocom jedan.
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Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (2.5) lokalno Lipschitz neprekidni, za svaku
datu pocetnu vrednost zy € Ri postoji jedinstveno maksimalno lokalno pozitivno
resenje z(t) definisano za t € [0, p), gde je p trenutak eksplozije. Da bi se pokazalo
da je to resenje globalno, trebalo bi da se pokaze da je p = oo s.i.

Neka je ng dovoljno veliko tako da svaka komponenta od xy lezi u intervalu
[ng*,no). Za svako celobrojno n > ng definige se vreme zaustavljanja

= inf{t € [0,p)|z:(t) € (n"',n), zanekoi=1,...,d},

pri ¢emu je inf ) = oo (kao i obi¢no, () oznacava prazan skup). Posto je 7, rastuce
kad n — oo, neka je 7, = lim, .., 7,. Ako se pokaze da je 7., = o s.i., tada je
p=ocsi iz(t) € RL si. zasvako t > 0. Da bi se kompletirao dokaz, sve §to
treba je pokazati da je 7., = oo s.i. ili da za svako T' > 0 vazi P(1, < T) — 0
kada n — oo. Da bi se pokazalo ovo tvrdjenje, definise se funkcija V' : R‘i — R, —
funkcija Lyapunova,

d
Z z] —1—~lnx;), v > max6,; V1.
i=1

Nenegativnost ove funkcije je ocigledna jer je t¥ — 1 — yInt > 0 za svako ¢t > 0 i
v > 0. Primenjujuéi formulu Itéa na V' (z(t)) dobija se

() = vé {(xl(t) -1) {n - (‘Ek_(’f))g _ z:: aijZ?(t)}

2 ! _
d b L anx
. 7; {Tz(x () — 1)+ (:EZIS)) 4 g wkj(t)
n (v _21)0 (1) + %12}61254_7201 — 1)dw;(t)
d -1 0.12 1+ x;(t 0
d 2 d
By M + 2 - n}dt + Y o] (1) = D)duwy (1),
i / =

Kako je v > max; 6; V 1, primenom nejednakosti (1.22) sledi

Fq&

v (z(t)) < {(1 + (1)) [m L=l _21) % 4 kie + zd: “—J} Lo rz}dt
i=1 i iy

ﬂzm t) — 1)dw;(t)
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dt—i—vZaz t) — 1)dw;(t),

pri cemu je

o], (x=1o® 1 (d—1)a
Al 2 |:7" -+ 5 k@ + A ,
2 2
_ -1 _ 0" oyl (v — 1o 1 (d—1)a
A= -1+ T2 [—2 T

dok je r = max; 7;, 02 = max; 07, a = max; ; a;;, k = min; k;, k% = min; £%. Kako je
v > 1, na osnovu nejednakosti 27 < 2[z7 — 1 —yInz] + 2, v > 0, sledi

F(z(t)) <29AV(z(t)) +vd(2A; + As)
= K,V (z(t)) + K.

Tada je

dV (z(t)) < [K1V (z(t)) + Ko dt—l—fyZaz — 1)dw;(t).
=1
Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A'T" dobija se

Vel AT)) < V((0) + K, /0 V(a(s))ds + Ky - (3 AT)

e [ S - Do)

=1

Ako se nadje ocekivanje za V (z(7, AT)) sledi

EV(x(t, NT)) < V(2(0)) + KT + K, /T EV(x(r, At))dt.

Gronwall-Bellmanova nejednakost implicira
EV(zx(t, ANT)) < [V(2(0)) 4+ K T]ef T,

Za svako w € {7, < T} postoji neko i takvo da x;(7,,w) € (n~!,n). Dakle,

V(a(m) > (@i(r))" — 1 — yInzs(r) = (i 1y %) A <m . ’ylnn),

ny
a odatle sledi

00 > [V(2(0)) + KoT)e™'T > BV (x(r, A T))
T < T)V(2(10)) + P > T)V(2(T)) = P(7, < T)V (2(70))

=P(r, <T
pire e [(A -1 9mL) n (o1 )|

v
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Kako (n% —1—~vIn %) A (n7—1—~vInn) tezi beskonacnosti kada n — oo, sledi da je
limy, 00 P(7, < T) =0, odnosno P(7, < T) = 0. Posto je T' > 0 proizvoljno, moze
se zakljuciti da je P(7,, = 00) = 1, pa je teorema dokazana. <

2.3 Osobine resenja

U ovom poglavlju se najpre utvrdjuje da je p-ti moment resenja sistema (2.5)
konacan za svako p > 0. Zatim se dokazuje da je resenje stohasticki ultimativno
ograniceno i skoro izvesno neprekidno.

Teorema 2.3.1 Neka vazi uslov (2.6). Tada je za svako p > 0

supEZx <K < 0. (2.7)

t>0

Dokaz. Neka je funkcija V' : RS’r — R, definisana sa

d
x) :fo, p > 0.
i=1

Primenom formule Itoa na e’V (x(t)) se dobija

dle'V (z =e Zx )dt + pe' Zx [ (:L'lk(t))ﬁb _Zaz’j?’(f)
’ i#j d
( ] dt + pe Z o2t () dw; (t)
< e F(x(t))dt + pe' Z o (t)dw (1),
pri cemu je
d . )02
Fa(t) =p Y 2 (2) B e (xk@>e 4 o= be ] |

i=1
Jednostavno se izvodi zakljucak da postoji pozitivha konstanta K takva da je
F(z(t)) < K. Odatle sledi da je

d
d[e'V (z(t))] < Ke'dt + pe ZO‘Z (t)dw;(t).

i=1

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A t 1 izracunavanjem ocekivanja se
dobija

e'EV (x(1, A t)) < V(2(0)) + KE /TnM e*ds < V(z(0)) + K(e' — 1).

U Teoremi 2.2.1 je dokazano da je lim,_,,, 7, = oo s.i. Tada prema posledici Fa-
touove leme kada n — oo sledi trazeno tvrdjenje (2.7). &
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Posledica 2.3.1 Pod uslovima Teoreme 2.3.1, za svako p > 0 vazi

1 T
lim sup — / Ela(t)Pdt < oo. (2.8)
T—o0 T 0
Dokaz. Kako je
) d
Bl < 75y at(0). 29)
=1

na osnovu prethodne teoreme direktno sledi (2.8). <

Teorema 2.3.2 Neka vazi uslov (2.6). ReSenje sistema (2.5) je stohasticki ultima-
tivno ograniceno.

Dokaz. Prema posledici nejednakosti Chebysheva i (2.9) za H > 0

P{|:p(t)| > H} < E'ﬁ?' < Hf

Dakle, ako se izabere dovoljno veliko H, vazi (1.21). {

Da bi se pokazalo da je reSenje sistema (2.5) s.i. neprekidno, primenjuje se
Teorema 1.1.3.

Teorema 2.3.3 Resenje z(t) sistema (2.5) je s.i. neprekidno.

Dokaz. Neka jezai=1,...,d

al0) =it (FA)" - 3 el

gi(x(t)) = oui(t)

i0<s<t<oo t—s<1,p>2 Kakojedx;(t) = fi(x(t))dt + g;(x(t))dw;(t), sledi
da je

i) = 0s) = [ oyt [ oatwian

/St £ (w))du p}.

Ako se izracuna ocekivanje u poslednjoj nejednakosti i primeni Holderova nejedna-
kost i nejednakost momenata za integral Itoa (Teorema 1.3.3) dobija se

pa je dalje

p
_l’_

) — (o) <27 [ stetwyanw

Elzi(t) — zi(s)P < 20 1{@—3 )P 1E/ | fi(2(w))Pdu (2.10)

(252 fassare)
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Zatim na osnovu nejednakosti (1.22), teoreme Fubinija i Holderove nejednakosti
sledi

t (NP du p—1 t Pl (w) P p(1+6;)
B [ i< @1 [ + gleol

d P
—l—apz }du
i7#]
t
<ty [{ Bl + g Bl
1 o\ 3 2\ 2
b Y g (Bl ) (Elay ) b
izj

pri cemu je a = max;; a;;. Na osnovu Teoreme 2.3.1 postoje pozitivne konstante
K1, K> i K; takve da je E|z;(v)]? < Ky, E|a; (W)™ < Ky i Ela;(u)|? < K; za
svako 7 = 1,...,d, pa odatle sledi da je

(u)

k;

E/t | Fiw(u)Pdu < Cy(t — s, (2.11)
gde je C] genericka konstanta. Dalje je
E/ (g1 (2 () Pdu < |o—\PE/ l2s(u)Pdu < Colt — 5), (2.12)
gde je |o| = max; |o;| 1 Cy genericka konstanta. Na osnovu (2.10)-(2.12) sledi

Elai(t) — zi(s)lP < K(t — )%,

pri éemu je K odgovarajuéa konstanta. Primenom Teoreme 1.1.3 zakljucuje se da
je skoro svaka trajektorija procesa z;(t) lokalno uniformno Holder-neprekidna sa

eksponentom v € (0, ”2;172), pa i skoro svaka trajektorija procesa z;(t) mora biti
uniformno neprekidna na t > 0, tj. resenje x(t) = (z1(t),...,z4(t)) sistema (2.5) je

s.i. neprekidno. <

2.4 Asimptotsko ponaSanje resenja

Kako razmatrani sistem (2.5) nema eksplicitno resenje, logi¢no je proucavati asimptot-
sku ocenu momenata.

Teorema 2.4.1 Za svako 6 > 0 postoji pozitivna konstanta K takva da, za svaku
pocetnu vrednost xy € R , resenge sistema (2.5) ima svojstvo

lim sup — E/ 22/@‘9

t—o00

9+9 d8<K
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Dokaz. Neka je funkcija V : RY — R, definisana sa

d

dV (z(t)) < [F(w(t)) - g Z i @} dt + Y ol (t)dwi(t),

=1

pri cemu je

Dalje, uzimajuéi u obzir da postoji pozitivna konstanta K koja predstavlja gornju
granicu polinoma F'(z(t)), poslednja nejednakost postaje

d 9+0
0
AV (x(t)) < Kdt — 3 Z z gy Z 0o (t)dw; (¢

i=1 l

Integracijom od 0 do ¢ se dobija

/ ) s < V(w(0)) 1 Kt 4 M, (2.13)

gde je M, = 6 fo o laZ (s)dw;(t) realan neprekidan lokalni martingal koji se
anulira u ¢t = 0. Izracunavanje ocekivanja u (2.13) rezultira sa

E/O ;xk—e(‘”ds < %[V(I(O)) + K1,

pa odatle direktno sledi trazeno tvrdjenje. <

Zakljucak Teoreme 2.4.1 je veoma znacajan jer ne zavisi od sistema parametara
a;j, 1,j = 1,...,d, kao ni od pocetne vrednosti zy € Ri. Takodje, ne zavisi ni od
intenziteta Suma o;, 1 =1,...,d.

2.5 Asimptotsko ponasSanje trajektorija

U ovom poglavlju se razmatraju neke grani¢ne nejednakosti za stopu rasta veli¢ine
populacije.

Teorema 2.5.1 Neka vazi uslov (2. 6) Tada postoji pozitivna konstanta K takva
da, za svaku pocetnu vrednost xy € R%, za resenje sistema (2.5) vazi

In T, zi(t
hmsupM<K 8.1.

t—o00 t o
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Dokaz. Za svako i = 1,...,d, primenom formule Itoa na Inx;(t) se dobija
6; d 2
it i %5 (1 ~
dlnz;(t) = {ri— <xki)) —;%j()—%}dt—i—aidwi(t).
i#j

Integracijom obe strane ove nejednakosti od 0 do ¢ dolazi se do

2

In z;(t) = Inz;(0) + M;(t) +/Ot {ri - (%)9 - i %j(s) - %} ds, (2.14)

i#]

pri cemu je M;(t) = o;w;(t) realan neprekidan lokalni martingal koji se anulira u
t = 0, sa kvadratnom varijacijom (M;(t), M;(t)) = o?t. Iz (2.14) sledi

2

>t < Y- ay(0) + iiMi(t) + /Oti [n . (xf))m - %} ds.

M; () :Ozai:]_?,,,?d. KakOje

t

i=1

Dalje, na osnovu Teoreme 1.1.7 vazi da je lim;_,q

za neku pozitivnu konstantu K, sledi da je

d d
lim sup — 1oni(t) < lim sup {M + K] =K s.i.,
t—o0 t i1 t—o0 t

sto predstavlja trazeno tvrdjenje. {

Teorema 2.5.2 Pod uslovom (2.5), za svaku pocetnu vrednost xo € Ri, resenje
sistema (2.5) zadovoljava

mHzC‘l:l (1) <d

li
o S S d s
Dokaz. Za svako i = 1,...,d, ako se primeni formula Itéa na e’ Inz;(t) za § > 0 i
integrali od 0 do ¢
e Ina;(t) = Ina;(0) + M;(t) (2.15)
t 0; d 2
b () aijzi(s) o
5ln; Lo (EeL) Nt At g g
—i—/oe { nx;(s)+r ( m > ; ks 5

gde je M;(t) = f(f e 0;dw;(s) realan neprekidan lokalni martingal koji se anulira u
t = 0, sa kvadratnom varijacijom
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Neka je ¢ € (0, %) proizvoljno i # > 1. Za svako celobrojno n > 1, primenom
eksponencijalne martingalne nejednakosti (Lema 1.1.1) dobija se

P{ s [M0) - 55 00 0] >

0<t<n

O™ lnn} 1
—— ¢ <

€ n?

Kako jered Y 7, n%g konvergentan, na osnovu Borel-Cantellijeve leme sledi da pos-

toji ; C Q za koje je P(£;) = 1 takvo da se za svako w € €; mozZe naéi celobrojno
n; = n;(w) tako da je

fe’™ Inn
—— (M, (t), M, (t _
< 5o (M), M) + =,

za0<t<mnin>n;(w),i=1,...,d. Dakle, (2.15) postaje

fe’ 1 !
eét In l‘z(t) S In {L‘Z(()) + ﬂ + g / 0'2-26258_6nd8
€ 0

+/%5M,U+1_M@&_i%w@_ﬁd
; e nz;(s T k; S 7 S

i#j J

za 0 <t < ni(w)in > n(w) kad god je w € ;. Neka je €y = ﬂ?zl ;. Jasno je
da je P(Qy) = 1. Stavise, za svako w € Qy neka je ng = max{n;(w) :i=1,...,d}.
Tada za svako w € () iz poslednje nejednakosti sledi da je

d

on t
e Zlnxi(t) < Zlnxi(()) + M +/ e’ Z l5 Inz;(s) +r;
A ~ 0 i=1

_<@@>&_ﬁa—§mﬂq@

za 0 <t<mnin>ng(w). Kako je za dovoljno malo ¢ i za svako x € Ri

d

5 [Mmi(s)w_ <xk§s>>9 - oﬂl—;eau_n))} K

i=1

za neku pozitivnu konstantu K = K(6;), sledi da je

d d
Ode’ Inn e —1
5t
| (1) <1 (0 — + K
e nEx()_nEx()#— . + 5

za 0 <t <nin > ng(w). Prema tome, za svako w € Qp, akojen —1 <t <ni
n > ng(w), vaz

T3, () _ e DI, :(0) + G tnn | K K -3n1)

£

Int - In(n — 1) ’
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Sto implicira

In 1%, i(t) _ 0ded
lim sup oLy #i®) < ‘ S.1.
t—o0 Int 15

Na kraju, ako 8 — 1,0 - 0ie — 1, sledi da

In [T, (¢
limsupM <d s.u.
t—o0 Int

i dokaz je kompletan.

Zakljucak Teoreme 2.5.2 je takodje znacajan jer ne zavisi od veli¢ine Suma o,
1 =1,...,d, od pocetne vrednosti zy € Ri, a ni od parametara sistema a;;, 7, =
1,...,d.



Glava 3

Stohasticki Gilpin-Ayala model
kompeticije sa Markovskim
prelazima

U ovom delu su izlozeni novi neobjavljeni rezultati vezani za Gilpin-Ayala model
kompeticije u koji su ukljuceni i beli i obojeni, tj. telegrafski sum. U Poglavlju 3.1 su
izlozeni uvodni pojmovi, a u Poglavlju 3.2 se navode neke osobine globalnog i pozi-
tivnog reSenja razmatranog sistema — stohasticka ultimativna ogranicenost, skoro
izvesna neprekidnost, kao i ponasanje trajektorija reSenja (jer eksplicitno resenje
sistema nije moguée naéi). Kriticna granica izmedju istrebljenja i slabe perzistent-
nosti nalazi se u Poglavlju 3.3. U Poglavlju 3.4 se daju dovoljni uslovi za stohasticku
permanentnost.

3.1 Uvodni pojmovi

Kao sto je ve¢ receno, populacioni sistemi su neminovno izlozeni uticaju razlic¢itih
vrsta Suma sredine koji predstavlja vaznu komponentu ekosistema i zbog toga je
korisno utvrditi kako on deluje na populacione sisteme. Do sada je razmatran uticaj
belog suma, dok se u ovoj glavi akcenat stavlja na uticaj drugog tipa Suma, tzv.
obojenog ili telegrafskog Suma.

Kvalitativne promene u stopi rasta populacija, kapacitetu sredine i interakci-
jama unutar populacije ili izmedju populacija predstavljaju poseban aspekt u di-
namici ekosistema. Ove promene ne mogu biti opisane klasicnim deterministickim
ili stohastickim modelima. Na primer, stope rasta nekih vrsta u kisnoj sezoni se
mogu veoma razlikovati od stopa rasta u susnoj sezoni. Takodje, one mogu varirati
pod uticajem promena u ishrani i/ili resursima hrane. Sli¢no, kapaciteti sredine
kao i interakcija unutar populacije ili izmedju populacija se razlikuju u razli¢itim
okruzenjima. Vrsta Suma koja se javlja u ovim slucajevima je obojeni Sum. On
se moze ilustrovati kao prelazak izmedju dva ili viSe rezima, tj. stanja u kojima
se nalazi sredina. Najcescée je prelazak u novo okruzenje proces bez memorije, a
vreme ¢ekanja do prelaska u novo stanje je eksponencijalno raspodeljeno. Zbog toga
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se slucajne sredine i drugi slucajni faktori u ekoloskom sistemu mogu modelirati
pomocu neprekidnog lanca Markova sa konacnim brojem stanja. Nije poznato da je
Gilpin-Ayala model sa Markovskim prelazima do sada razmatran, dok postoji veliki
broj radova vezanih za Lotka-Volterra modele sa Markovskim prelazima (videti, na
primer, [47, 48, 54, 55, 58, 59, 99, 100]).

Neka je a(t), t > 0 neprekidan s desna lanac Markova na datom prostoru ve-
rovatnoca koji uzima vrednosti na konac¢nom prostoru stanja S = {1,2,...,m} sa
generatorom @ = (¢;j)mxm datim sa

. | gijAt+o(At), ako je j # 1,
Pla(t+At) = jla(t) =i} = { 1+ g At + o(At), akoje j =1,
gde je g;; vreme prelaza iz stanja ¢ u stanje ji¢; > 0zai# j,4,7 =1,...,m, dok
je
Qs = — Z%’j-
i

Pretpostavlja se da je lanac Markova «(-) nezavisan od Brownovog kretanja w(-).
Poznato je da je skoro svaka trajektorija za «(-) neprekidna s desna stepenasta
funkcija sa konac¢nim brojem skokova na svakom konacnom podintervalu od Ri.

Definicija 3.1.1 /28] Lanac Markova je ergodican lanac ako je verovatnocéa prelaza
iz svakog stanja u svako drugo stangje pozitivna (ne obavezno u jednom koraku,).

Pretpostavlja se da je lanac Markova «(-) ireducibilan. U literaturi se najcesce
pojam ireducibilnosti poistovecuje sa pojmom ergodi¢nosti (videti [28]). To znaéci da
se za svako ¢, 7 € S mogu naci brojevi iy, is, ..., 4 € S takvi da je ¢, Giyip - - G,y >
0. Moze se primetiti da ) uvek ima sopstvenu vrednost 0. Algebarska inter-
pretacija ireducibilnosti podrazumeva da je rang(Q) = m — 1. Pod ovim uslovom
lanac Markova ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu (raspodelu u verovatnoci)

7= (m, 7o, ..., )T € RYX™ koja se odredjuje kao resenje linearne jednacine
@ =0
tako da vaze uslovi .
d m=11i m>0, VieS.
i=1

Polazi se od Gilpin-Ayala modela kompeticije sa d interagujué¢ih vrsta koji je raz-
matran u Glavi 2, pri ¢emu se u model ukljucuju Markovski prelazi, tj. obojeni
sum:

di;(t) = xi(t){ {Ti(oz(t)) _ <#(2)))0 _ Xd: %} dt + Ji(a(t))dwi(t)},

(3.1)
i=1,...,d, gde je z(t) = (z1(t),...,2a(t))T; x4(t) je velicina populacije, r;(u) je
unutrasnja eksponencijalna stopa rasta za i-tu vrstu u trenutku ¢ u stanju u; k;(u)
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je kapacitet sredine u odsustvu kompeticije za i-tu vrstu u trenutku ¢ u stanju w;

a;;(u), i # j, i,5 = 1,...,d predstavlja efekat interakcije medju razlicitim vrstama
u stanju u; 0; > 0,7 =1,...,d su parametri koji modifikuju klasican Lotka-Volterra
model; o;(u) je intenzitet suma (i = 1,...,d) u stanju u.

Mehanizam ekosistema koji je zadat sistemom (3.1) se moze opisati na sledeéi
nacin: Neka se ekosistem na pocetku nalazi u stanju u € S; odnosno «(0) = u. Lanac
Markova se nalazi u tom stanju do slu¢ajnog trenutka 7 (koji ima eksponencijalnu
raspodelu) i ekosistem zadovoljava sledeéi sistem

das(t) = x,;(t){[m(u) - (ngg)e— i %} dt + ai(u)dwi(t)},i —1,....d

i#j J

U trenutku 7, okruzenje se menja, tj. lanac Markova prelazi u drugo stanje, npr. v.
Tada ekosistem zadovoljava sistem

da:(t) = xi(t){{m(v) - ( Zfﬁ;)e— i %ﬁ;(ﬂ dt + ai(v)dwi(t)},i —1,....d

do nekog trenutka 7, kada se sredina ponovo menja, tj. lanac Markova «(t) prelazi
u sledece stanje, itd.

U nastavku su sadrzani novi neobjavljeni rezultati.

Naredne oznake ¢e biti koriséene u okviru ove glave. Za svaki konstantni niz (c;;)
(4.,j =1,...,d), odnosno (¢;) (i =1,...,d), definise se

T i jed 12h<m cij(k), (k) = ax, cij(k),
G5 = gy i, Colk) G(R) = min (k).
G= mmax ci(k), (k)= max ci(k),

3.2 Osobine resenja

Kao u Glavi 2, pretpostavlja se da je kompeticija izmedju razli¢itih vrsta nenega-
tivna, tj.

a;j(u) >0, i#j, ues. (3.2)

Moze se dokazati da postoji pozitivno i globalno resenje razmatranog sistema
(3.1) i da vaze osobine koje su iskazane narednom teoremom.

Teorema 3.2.1 Neka vazi uslov (3.2). Tada za svaku datu pocetnu vrednost xy €
R% i a(0) = u vage sledeéa turdjenja:
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(a) Postoji jedinstveno resenje x(t) sistema (3.1) za t > 0, i to reSenje ostaje u
Ri sa verovatnocéom jedan.

(b) Za svako p > 0 moment reda p resenja sistema (3.1) je konacan, odnosno,

lim sup £ Z 2P (t) < K(p), (3.3)

t—o00 i—1

gde je K(p) nezavisno od pocetne vrednosti.

(¢) Za svako p > 0,

1 t
limsup 7 / Ela(s)PPds < oo, (3.4)
0

t—o0

(d) Resenje sistema (3.1) je stohasticki ultimativno ograniceno.
(e) Resenje x(t) sistema (3.1) je s.i. neprekidno.

(f) Postoji pozitivna konstanta K takva da resenje sistema (3.1) ima svojstvo

d
In Hi:l (1) <K

limsup —————= < S.1.
t—o0 t
(9) Za resenge sistema (3.1) vazi
In [T, @i(t
limsupM <d sai.
t—o0 Int

Dokaz. Dokazi osobina (a)-(g) su analogni dokazima odgovarajuéih osobina sistema
iz Glave 2, pa ¢e biti izostavljeni. <

Teorema 3.2.2 Neka vaze uslovi Teoreme 3.2.1 i neka je 0; = 0 za svako i =
1,...,d. Tada za svaku datu pocetnu vrednost zo € R% i a(0) = u:

(i) postoji pozitivna konstanta K takva da je za resenje x(t) sistema (3.1)

limsup E sup |z(r)| < K (3.5)
t—o00 t<r<t+1
i 1
t
h?i)igp nl|z(t ) <1 s.i. (3.6)
(ii) za resenge sistema (3.1) vazi
t
lim sup n () <0
t—o00 t



3.2. Osobine resenja 53

Dokaz. (i) Za z € R% se definise V(z) = Y20, 2, na koje se primeni formula Itoa
i dobija se

dV(x(t))

=§dj o{ [ >—<k<a(2> g%at 2O e+ ool .

]

Integracija od t do r implicira

V(a(r) < V(x(t))—l—fi/trV(x(s))ds—i—/ Zal (s)dwi(s).

[zracunavanjem supremuma i oc¢ekivanja dobija se

E sup V(z(r))

t<r<t+1
d

t+1 r
< EV(x(t)) + ri/t EV(z(s))ds + Z E sup /t oi(a(s))z;(s)dw;(s).

i—1 t<r<t+1

Na osnovu nejednakosti Burkholder-Davis-Gundy i Holderove nejednakosti sledi

d

<l ( /ttﬂ E i $?(S)ds> 1/2.

Iz (3.3) proizilazi
limsup E sup V(z(r)) < K,
t—00 t<r<t+1
gde je K = (1 4+ 7)K(1) + 4v2 7,(K(2))"/2. Koristedi cinjenicu da je |z(t)| <
2?21 z;(t), dolazi se do ocene (3.5).
Na osnovu (3.5) sledi da postoji pozitivna konstanta K takva da je

E sup |z(t)| <K, n=12...
n<t<n+1

Neka je € > 0 proizvoljno. Primenom nejednakosti Chebysheva se dobija

K
P( sup |x(t)]>n1+5>§n1+a, n=12...

n<t<n+1

Prema Borell-Cantellijevoj lemi, za skoro svako w € €2 vazi

sup |z(t)] < n'te
n<t<n+1
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za sve sem konacno mnogo n. Dalje, postoji ng(w) takvo da za skoro svako w € €,
akojen >ngin <t <n+1, tada je

In|z(t)] < (1+¢)lnn

=1 )
Int — Inn te
Dakle,
t
lim sup n () <l+e sua.
t—o00 In

Kona¢no, kada € — 0 dobija se ocena (3.6).

(77) Tvrdjenje sledi direktno jer je lim;_,q lnTt =0. ¢

Osobina (i) Teoreme 3.2.2 pokazuje da veli¢ina populacije u ekosistemu ne raste
isuvige brzo. Za dovoljno malo ¢ > 0 postoji slu¢ajna promenljiva T' = T(w) > 0
takva da jezat > T

In [ (2)]
Int
Odatle sledi da je [x(t)| < "¢, ¢t > T. Ako se oznaéi sa A = supg,<r |#(t)], tada je

<l4+e si

z(t)] < A+t >0,

tj. resenje x(t) raste sa verovatno¢om jedan najvise polinomijalno sa redom veli¢ine
bliskim jedinici.

3.3 Istrebljenje i prezivljavanje

Jedan od osnovnih problema u populacionoj biologiji je utvrditi sta uzrokuje istre-
bljenje populacije. Istrebljenje je najcesce rezultat unistenja ili modifikacije stanista.
Zatim, pojavljivanje populacije nove vrste na nekom stanistu moze rezultirati dra-
mati¢nim promenama u strukturi ili funkciji ekosistema i izazvati istrebljenje do-
macih populacija (na primer, invazije riba i rakova su predstavljale osnovni uzrok
lokalnog istrebljenja kalifornijskih dazdevnjaka; za detalje videti [23]). Rizik od
istrebljenja je ocigledno veéi za populacije koje se sastoje iz malog broja jedinki
nego za populacije sa velikim brojem jedinki. Takodje, rizik je veéi za populacije
¢ije gustine podlezu velikim fluktuacijama tokom vremena nego za one sa privre-
menim varijacijama gustine. Dalje, populacije sa nizom stopom rasta su izlozene
vecem riziku od istrebljenja jer se sporije oporavljaju od redukcije u gustini. Medju-
tim, i male i velike populacije mogu biti unistene ukoliko dodje do izuzetno velike
perturbacije [78].

U dovoljno dalekoj buduénosti mozda nece doci do istrebljenja populacije, ali
veli¢ina populacije moze teziti nuli tako da ¢e populacija biti ugrozena. To znaci
da postoji prag, tj. kriticna tacka izmedju istrebljenja i prezivljavanja populacije.
U tom smislu su Hallam i Ma [29, 61] predlozili koncept slabe perzistentnosti i
neperzistentnosti u srednjem za neke deterministicke modele, a Liu i Wang (videti
[56, 57|, na primer) su primenili taj koncept na stohasticke logisticke modele. U
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ovom poglavlju se pokazuje da ako je intenzitet Suma dovoljno veliki, populacija
moze biti istrebljena sa veovatno¢om jedan, neperzistentna usrednjeno po vremenu
ili slabo perzistentna.

Da bi se pojednostavio zapis, u narednim teoremama ¢e biti koriséene sledece
oznake

bi(a(t)) = ri(a(t) — ZL9W) =Y mbi) =L

2
Teorema 3.3.1 Neka su ispunjeni uslovi Teoreme 3.2.1. Tada za svakoi =1,...,d
vazi
In x;(t
lim sup nai(t) <.
t—o0 t

Ako je b <0 za nekoi=1,...,d, tada s.i. dolazi do istrebljenja i-te populacije.

Dokaz. Primenom formule Itoa na Inz;, i = 1,...,d, a zatim integracijom od 0 do
t, dobija se

In25(t) = In2:(0) + /Ot {bi(a(s)) _ (%‘9))))9 = MW} ds + Mi(t),

@) "2 Kals)

(3.7)
pri ¢emu je M;(t) = fot o;(a(s))dw;(s) realan neprekidan lokalni martingal koji se
anulira u ¢ = 0, sa kvadratnom varijacijom (M;(t), M;(t)) = fot o?(a(s))ds. Sledi da
je

ln“fj“) < 1nx;(0) +%/0 bi(a(s))ds + MT“)

Kako je (M;(t), M;(t)) < 2t, na osnovu strogog zakona velikih brojeva za martingale
Mi(t)

t

(Teorema 1.1.7) vazi limy_ = 0 s.. S druge strane, zbog ergodicnosti a(-) sledi

I =
Jim — 0 bi(a(s))ds = ;iji(j) = b s, (3.8)
pa kada t — oo, sledi
Inz
lim sup nai(t) <.
t—o0
Stavise, kada je b7 < 0 za neko i = 1,...,d, tada vazi lim,_,. z;(t) = 0, odnosno

dolazi do istrebljenja i-te populacije.

Teorema 3.3.2 Neka vaZe uslovi Teoreme 3.2.1. Ako je 6; > 1 ¢ b = 0 za
neko i = 1,....d, tada je i-ta populacija neperzistentna usrednjeno po vremenu
sa verovatnocom jedan.
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Dokaz. Na osnovu (3.8) zakljucuje se da za proizvoljno € > 0 postoji konstanta T3
takva da je

l/ot bi(a(s))ds < bl +

t

€
2

DO ™

za t > Ty. Zatim, za dovoljno veliko ¢ takvoda je T} <T <n—1<t<nin > nyg,

vazi Milt) < $. Primenom ove ocene, iz (3.7) se dobija

t

1 t
Inzi(#) < Iny(0) + et — = / 2% (s)ds
i 0

zaT <n—-1<t<nin>n. Akojehi(t):fot

o (252 - ),

Sto sa poslednjom nejednakos¢éu implicira

2% (s)ds, tada je

Integracijom od T do ¢ se dobija

—_p. -0, _ _
efiks Thih) < pbiky Thi(T) B0 10 0)ebiet o mfie 180l

Logaritmovanjem obe strane ove nejednakosti sledi

i

T 7.=0; . T_0: . . T -0 . .
hi(t) < kf’ﬂ[l In [egiki hi(T) 4 k; 9’&?*11:?‘(0)691“ — k; 015’11:91(0)6915T] )
Kada t — oo, primena L’Hospitalovog pravila dovodi do ocene

1/ ~
limsup—/ 2% (s)ds < ek?.
0

t—o00

Kako je e proizvoljno, to je limsup,_, % fot azfi(s)ds = 0. Konacno, primenom ne-
jednakosti Lyapunova se dobija

1/6;

1 [ 1 /1 /[
limsupg/o x;i(s)ds < limsupm (g/o xfi(s)ds) =0,

t—o00 t—o00

tj. i-ta populacija je neperzistentna usrednjeno po vremenu sa verovatno¢om jedan.

o

Teorema 3.3.3 Neka vaze uslovi Teoreme 3.2.2. Ako je 6 > 1 ¢ b > 0 za neko
1=1,...,d, tada je 1-ta populacija slabo perzistentna sa verovatnocom jedan.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.2.2 (i4) i éGinjenice da je z; < S0 x; < d|z| za svako
1=1,...,d, sledi
In z;(s)
t

lim sup <0 s.. (3.9)

t—o00

U nastavku se pokazuje da je limsup,_,. z;(t) > 0 si. Neka je F' = {limsup,_,.,
z;(t) = 0} i neka trazeno tvrdjenje ne vazi, tj. neka je P(F') > 0. Iz (3.7) sledi

L[ aglals)zy(s) ,  Mi(t)

22" ky(a(s))

Imajuéi u vidu da je lim; ., ;(t,w) = 0 za svako w € F' i da prema zakonu velikih
M (t)

brojeva za martingale sledi da je limsup,_, =0, to je

In II?Z(t

1 t
lim sup ) = limsup—- [ b;(a(s))ds =b" > 0.
t 7
0

t—o0 t—o0
To znaci da je P(limsup, lnzt"(t) > 0) > 0, sto je u kontradikciji sa (5.30), pa je
time dokazano da je limsup,_, . x;(t) > 0s.i., tj. i-ta populacija je slabo perzistentna
sa verovatno¢om jedan.

Teorema 3.3.4 Neka vaZe uslovi Teoreme 3.2.1. Ako je ; > 1 i b > 0 za neko
i=1,...,d, tada z;(t) zadovoljava

[
limsup—/ z:(s)ds < bTkY s
t—o0 0
Dokaz. Primenom formule Itoa na Inz;, ¢« = 1,...,d, i integracijom od 0 do ¢,

dobija se (3.7). Slicno kao u Teoremi 3.3.2, za proizvoljno fiksirano € > 0 postoji
konstanta 7' takva da je

1 e Inwz(0)

t
;/0 bi(a(s))ds < bl + 3

< M;(t)

9
= <
t 3 t

Wl M

za T > t. Primenom ovih ocena u (3.7) se dobija

1 t
Ini(t) < (0 +2)t - / 2% (s)ds
; 0

(2

zaT <n—1<t<nin>ny Nekaje hi(t)= Otxfi(s)ds. Na slican nac¢in kao u
Teoremi 3.3.2, sledi

hi(t) < k%671 In [eeig;ez‘hi(n F (B o) <69¢(5¢+€)t _ eei(bi+s)T>:| .
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Kada t — oo, primena L’Hospitalovog pravila implicira

I Ry
limsupZ/ xfi(s)ds < (b; —i—a)kfi.
0

t—o00

Kako je e proizvoljno, sledi da je lim supHoo%fot :L'?i(s)ds < b?/%fi i, konacno, na
osnovu nejednakosti Lyapunova se dobija

1 t 1 1 t 1/91 B
lim sup g/o z;(s)ds < limsup ey (2/0 xfi(s)ds) < brED

t—o00 t—o00

%

Teoreme 3.3.1-3.3.3 imaju znacajnu biolosku interpretaciju. Vidi se da istre-
bljenje i perzistentnost i-te populacije sistema (3.1) zavise iskljucivo od b7, i =
1,...,d. Ako je bf < 0, i-ta populacija ¢e biti istrebljena, a ako je b > 0, bice
slabo perzistentna. Kako je b;(a(t)) = r(a(t)) — M, vidi se da beli Sum ima
negativan uticaj na opstanak populacije. S druge strane, kako je b7 = > " | m;b;(5),
raspodela m = (mq, 7o, ..., T, ) lanca Markova «(t) igra vaznu ulogu u odredjivanju
da li dolazi do istrebljenja ili perzistentnosti populacije. Ako lanac Markova provodi
dovoljno vremena u ”dobrim” stanjima, tj. stanjima u kojima b;(-) ima velike vred-
nosti, tada ¢e populacija lakse opstati. U suprotnom, ako lanac Markova provodi
viSe vremena u ”logim” stanjima, tj. stanjima u kojima b;(-) ima male vrednosti,
ugrozen je opstanak populacije.

3.4 Stohasticka permanentnost

U populacionoj dinamici, permanentnost je veoma vazno svojstvo. Naime, svojstvo
stohasticke permanentnosti ukazuje da populacija nec¢e izumreti tokom vremena sa
verovatnoc¢om jedan.

Da bi se doslo do rezultata, potrebno je uvesti neke oznake. Neka je G vektor ili
matrica. Kada su svi elementi u G nenegativni, koristi se oznaka G > 0, a kada su
svi elementi u G pozitivni, oznaka G > 0. Neka je

Zmxm _ {A = (%‘j)mxm Daq; < 0,7 7é J}

U nastavku se najpre navodi definicija nesingularne M-matrice, a zatim tri leme
(preuzete iz [70] sa prilagodjenim oznakama) koje se koriste u daljem radu.

Definicija 3.4.1 Kvadratna matrica A = (a;j)mxm je nesingularna M-matrica ako
se A moze izraziti u obliku A = sI — G, pri cemu je G > 0 i s > p(G), gde je I
identicna m x m matrica, a p(G) je spektralni vektor od G.

Lema 3.4.1 [Minkowski,1907] Ako su sve sume vrsta matrice A = (aij)mxm €

Z"™ ™ pozitivne, tj. ako je Z;nzl a;; >0 za svako i =1,...,m, tada je det A > 0.

Lema 3.4.2 Za matricu A = (6;j)mxm € Z™™ vaZe sledeca ekvivalentna turdjenja:
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(i) A je nesingularna M -matrica.

(ii) Svi glavni minori matrice A su pozitivni, tj.

ay; ... Qg
>0 za svako k=1,...,m.

Q1 ... Qg
(iii) A je semi-pozitivna matrica, tj. postoji p>> 0 iz R™ takav da je Ap>> 0.

Pretpostavka 3.4.1 Za neko u € S je ¢, > 0 za svako i # u.

Lema 3.4.3 Neka vaZi Pretpostavka 3.4.1. Ako je Z;’;l m;bi(7) > 0, tada postoji
konstanta B > 0 takva da je matrica

nesingularna M-matrica, pri cemu je £;(8) = Bb;(j) — 1/26%52(4), j € S.

Dokaz. Dokaz je motivisan radom [47]. Poznato je da determinanta ne menja svoju
vrednost kada najpre i-ta i j-ta vrsta determinante zamene mesta, a zatim i-ta i j-ta
kolona zamene mesta. Iz ovoga sledi da ako se u nesingularnoj M-matrici zamene
mesta i-toj i j-toj vrsti, a zatim i-toj i j-toj koloni, novodobijena matrica je i dalje
nesingularna M-matrica. Dalje, bez gubljenja opstosti, moze se pretpostaviti da je
u = m. Tada je po Pretpostavci 3.4.1

Qim>0, ZZl,,m—l

Kako je 7", ¢ = 0,7 =1,...,m, tada je

§1(B) — qu —q12 e —Qim
—qg21 §(8) —q2 ... —Aq2m
detA(B) = : : :
—qm-1,1 —Qm—1,2 ce —Adm—1,m
51(5) —qn —q12 e 51(5) —q11 —q12° " — qim
—(qa1 £(8) —q2 - —qo1 +&(8) — g2+ — om
_Q77;—1,1 —Qn;—1,2 —qm-1,1"*+ §m—1(5) —Gm—-1,m—1 — m—-1,m
—qm1 —qm2 e —Adm1 — qm2 - " + gm(ﬁ) — Gmm
51(5) — 411 —12 cee 51(6)
—qa1 E(B) —qu - &(B) m
= : : L =)o gBM(B), (3.10)
—Qm-1,1 —Qm-12 - Em—1(B) =1
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gde je M;(B) odgovarajucéi minor za &;(() iz poslednje kolone, odnosno

—q21
Mi(B) = (1)
—qm-1,1
—qm1
51(5) — 411
Ma(8) = (- |
—Qqm-1,1

—q2,m—1
b

fm—l (ﬁ) _ Qm—l,m—l

—qm,m-1

—q1,m—1
—q2,m—1

£m71<ﬁ) — qm—1,m—1

Ocigledno da je &(0) =01 % £;(0) = bi(j), j € S. Tada na osnovu (3.10) sledi da je

—q11 —q1,m—1 éz(l)
d —q21 —Gom-1  bi(2)
— det A(0) = ' A1
et aw) =| " a (3.11)
—qm1 —4m,m-1 bi(m)
odnosno % det A(0) = >0, bi(5) M;(0).
Pokazuje se da je uslov
> mibi(j) > 0 (3.12)
j=1
ekvivalentan uslovu
—q11 —q1,m—1 éz(l)
— —Gam—1 0;(2
o G-t 52 | (3.13)
—qm1 —qm,m—1 Bz(m)

pod Pretpostavkom 3.4.1 (analogno postupku u [66]).

Kako je 71Q = 0 i 7T = 1, gde je T = (1,1,...,1)T, sledi da je 7G =
(0,...,0,—1), pri ¢emu je
—qu —Gim—1 —1
G=(g)mem=| ~amt (3.14)
—m1 —Qmm—1 —1
Lanac Markova je ergodi¢an, pa je matrica G invertibilna, tj. 7 = (0,...,0,—=1)G™,
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pri cemu je

G Ga ... Gum

o1 Gia Gaa ... Gupo
 detG : : : ’

Gim  Gom Grum

tako da je G;; minor koji odgovara elementu g;; determinante matrice G. Specijalno,
sledi da je

—{q11 —q1,m—1

G = (=170 | Zlmnt e T
—4j+1,1 —4j+1,m—1
—Adm1 —4m,m-1

Odavde sledi da se stacionarna raspodela 7 lanca Markova moze predstaviti na
sledeci nac¢in
Gim

o Gim 1
i det G (3.15)

Prema (3.15) uslov (3.12) postaje

m Gjm ~
— 1
S ) >0 (3.16)
7=1
S druge strane, koriste¢i navedene oznake uslov (3.13) je
> bi(j)Gjm > 0. (3.17)

1

<.
Il

Uporedjujuéi (3.16) i (3.17), zakljucuje se da ¢e uslovi (3.12) i (3.13) biti ekvivalentni
ako je det G < 0. Da bi se pokazalo da je det G < 0, posmatra se
—dq11 —d1,m-1

Gram = (3.18)

—qm-1,1 —qm—1,m-1

Svi elementi van glavne dijagonale determinante G,,,, su nepozitivni, dok je suma
elemenata u svakoj vrsti pozitivna, pa se prema Lemi 3.4.1 zakljucuje da je G,,,,, > 0.
Kako je m,, > 0, iz (3.15) sledi da je det G < 0, ¢ime je ekvivalencija dokazana. 1z
(3.11) sledi da je 5 det A(0) > 0.

Kako je det A(0) = 0, moze se naéi dovoljno malo /3 tako da je

det A(8) > 0 (3.19)
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&(8) = Bbi(j) = 1/28°07(j) > ~@jm, j=1,...,m =1, (3.20)
Za svako j =1,...,m — 1 se posmatra vodeca glavna podmatrica od A(f)
&1 (ﬁ) —qn —q12 cee —y
Aj (5) _ —(?21 52(5).— q22 ... _?Qj
_.le _(.]j2 5;‘(5)._ qjj

Jasno je da A;(B8) € Z7%J. Stavige, s obzirom na (3.20), svaka vrsta ove podmatrice
Ima sumu

j
- Zqz'k > &(B) + qim > 0.

Primenom Leme 3.4.2 se dolazi do zakljucka da je det A;(8) > 0, sto zajedno sa
(3.19) rezultira time da su svi vodedi glavni minori pozitivni. Tada trazeno svojstvo
sledi direktno iz Leme 3.4.2. $

Kako je u Poglavlju 3.2 dokazano postojanje gornje granice resenja sistema (3.1),
tj. dokazana je stohasticka ultimativna ogranicenost, da bi vazila stohasticka per-
manentnost potrebno je dokazati egzistenciju i donje granice.

Teorema 3.4.1 Neka vaze uslovi Teoreme 3.2.2, Pretpostavka 3.4.1 i neka je 0 < 1.
Ako je Zj 1 7T]b () > 0, tada postoji konstanta § > 0 takva da za resenje sistema

(3.1) vazi
1
limsup £ < H,
e <|:c<t>\ﬂ> .

gde je H pozitivna konstanta.

Dokaz. Neka je V(z) =30 z;zaz € R i

Ulx(t)) = V(Il(t)), t>0.

Primenom uopstene formule Itoa se dobija

d & M
dU (z(t)) = { = U(x(t) Y wil(t) {n(a(t)) - (k;;v(g))) - %}

i=1

U () Y o a(t)ee) pat - U ()3 a®)e )i

Za (3 dato Lemom 3.4.3, na osnovu Leme 3.4.2 postoji vektor 7= (p1,p2,. .., Pm)"
> 0 takav da je A(5)p > 0, odnosno

pp {fi(l) pri, o (1 ] qujpj >0, I=1,...,m. (3.21)
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Primenom uopstene formule Itéa na Uj(x,l) = p(1 + U(z))? i izracunavanjem
ocekivanja dobija se

EU (z(t),a(t)) = Uy (x(0), a(0)) + E/o LU (z(s), a(s))ds,

pri ¢emu je

LUy (z,1)
= pB(1+ U(x>)ﬁ_2{ (1 +U@)U2) ) [m(l) - (kx(z)) - GZ% ]}
i=1 i P
d m
+ (1 + %U( >> U () Zaf(z)xf} T OHUE) Y s
1 m

+ qu]pj plﬁ (:U) + ~plﬁ U20($)}

) k(1)
Kako vazi (3.21), moze se izabrati dovoljno malo 1 tako da je za svako [ =1,...,m
zadovoljeno
N B4+1_ S
j216; {ri(l) - Taf(l) — qujpj —np; > 0. (3.22)
j=1

Neka je Uy(x,1) = e"Uy(z,1). Tada

EUy(z(t), a(t)) = Ui (x(0), a(0)) + E/o Lie™ Uy (x(s), a(s))]ds,

gde je
Lle™Uy(x,1)] = ne™Uy(z,1) + €™ LU, (z,1)
< e+ = s (0 - 200 ) - gﬁﬁ—mﬁz>

@Nwwjﬂ+m0mgwﬁm@m

a;; (1) - B i
FpE e S U )+ )

S entHla
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pri cemu je

Hy = sup {(1 + 56)“{ - {pzﬁ (ﬂ-(l) - 6;15?(0) - ngpj - npz} a?

wEle'

+ {plﬁ (—fi(l) + ng((ll)) + 5—3(l)> +2 Em; Qpj + 277pl} x

a;(1) & pB 19 PP 2—9}}
+ — + + D+ = r U+ = .
Tada je
e —1
Ele"pi(1+U(x()))’] = p(1 + U(2(0))” + H,
Dalje vazi
. B . B Hl o
limsup EU” (z(t)) < hmsupE[(l + U(z(t))) ] < — = H,, (3.23)
t—o0 t—o00 7729

gde je p = min; p;. Na osnovu sledece ocene

d B 8 B/2 B/2
3o) = () = () se(T) -0
— 1<i<d 1<i<d X

i definicije funkcije U(z), dobija se

limsup £ (

t—o00

) < d®limsup EUP(z(t)) < d°H, = H,

t—o00

|=(6))7
Sto je i trebalo dokazati. <>

Teorema 3.4.2 Neka vaze uslovi Teoreme 3.4.1. Tada je resenje sistema (3.1)
stohasticki permanentno.

Dokaz. Tvrdjenje direktno sledi na osnovu Teoreme 3.4.1 i primene nejednakosti
Chebysheva.

Teorema 3.4.3 Neka vaze uslovi Teoreme 3.2.1 i Pretpostavka 3.4.1. Ako je 6; = 0,

i=1,...,d, 1 0] >0, tada resenje x(t) sistema (3.1) zadovoljava
.. Anfa(t)] 1
1 f————>— 3.24
e (3.24)

Dokaz. Na osnovu (3.23) postoji pozitivna konstanta Hs takva da je

E|{Q+U(z®)’| < Hs, t>0. (3.25)
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S druge strane, primenom uopsStene formule Itoa, a kako je 6, = 0, i = 1,...,d,
dobija se
a| 1+ U ()] (3.26)
< o+ 0o |=r0 + S5t va)
~ dz‘j(l) —2 dij(l) 1 1-6
+ [—m(l) + () +0; (l)] Uz(t)) + R0 + l%f(l)U (x(t))
" %U*%(t»}dt = B+ () 0@ (0) Y oulDa (w1
01+ UG | -) + T 20+ 1] Ut - Ut
aij (1) azj_(l) R 7
+ {—r,(l) +2(1) + %z(l):| U(z(t)) + R(0) ];?f(l)U (x(t))
d
+ l;%(l)UQG(x(t))}dt — 61+ U(x(t)))ﬁ_lUQ(a:(t)) Z oi(l)x;(t)dw;(t)
< B(l+ U(x(t)))B_Z{ {—fl-(l) + %63(0 + 11 U?(x(t)) + Kl}dt
d
= B(L+U(x(1)))" U ((1)) Z oi(1)xi(t)dwi(t)
< BEG(1+ U (w(t)dt = B+ U((t)” U (2(1) Y oilD)mi(t)duwi(t
gde su K i K, generisane pozitivne konstante.
Neka je p > 0 dovoljno malo takvo da je
3 [MKQ + 4\/5@(1);3/2} < % (3.27)
Neka je n = 1,2, ... Na osnovu (3.26) sledi

E((n_sgw (1+ U(x(t)))ﬁ) (3.28)

)
)

g ds)(3.29)

<E[1+U(x((n—1)w))’ + 6K2E<( _SHEK /(t ) (14 U(x(s)))’ds

L, QUG ) Y )

np
)=5(]
(n=1)p

+ ﬁE( sup

(n=1)p<t<np

Dalje je

E ( sup
(n=1)p<t<np

(1 + Ula(s)))

/( . (1+ U(x(s))) ds
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< uE((n sup (1+ U(x(t)))ﬁ).

—1)p<t<np

Na osnovu Burkholder-Davis-Gandyjeve i Jensenove nejednakosti sledi

t d
E( sup / (14 U(x(s)" ' Uz Zal z;(s)dw;(s)
(n=1)p<t<nu | J( i=1

) (3.30)

n—1)p

< 4v2 E(/(W (14 U(x(s)* Uz (éa 3))2613)1/2

n—1)u

<42 ai(l)E(/(w (1+ U(m(s)))wds) v

n—1)u

< 4V2 6i(l)u1/2E< sup  (1+ U(:c(t)))6>

(n=1)p<t<np
Na osnovu (3.29) i (3.30) i pretpostavke (3.27), (3.28) postaje
B( s (4 UGO)) < B0+ UG(n - D)
(n—1

—pu<t<np

(n—1)p<t<np
tako da se primenom (3.25) dobija
E< sup  (1+ U(:U(t)))ﬁ) < 2Hs.
(n=1)pu<t<np
Neka je € > 0 proizvoljno. Na osnovu nejednakosti Chebysheva sledi
2H;
P sup 14+ U(z(t)’ > (n 1+€>§ ,
I O =
Primenom Borell-Cantellijeve leme sledi da za skoro svako w € €2, postoji ceo broj
ng = no(w) takav dazan >ngi(n—pu <t <nu
In (1+ U(x(t))’ _ (L+e)In(np)
Int ~ In((n—1)u)’

n=12,...

odakle sledi da je

i sup 2L0F U(x(t)))"

<l+e su.
t—o00 hlt B

Kada £ — 0, na osnovu énjenice da je U(z) = (320, ;)" se dobija

In (X0, )77
lim sup B (i i) <1 su.,
t—o00 hlt

pa na osnovu elementarne nejednakosti 2?21 z; < V/d|z| sledi trazena nejednakost

(3.24). &



Glava 4

Stohasticki Gilpin-Ayala model
kompeticije sa beskonacnim
kasnjenjem

Kako veliki broj procesa u prirodi ukljucuje vremensko kasnjenje, i modeli koji ga
ukljucuju vise odgovaraju realnosti, pa se u ovoj glavi razmatra stohasticki Gilpin-
Ayala model sa kasnjenjem. U Poglavlju 4.1 su dati uvodni pojmovi i rezultati za
stohasticki Gilpin-Ayala model kompeticije sa kona¢nim kasnjenjem (videti [51]). U
Poglavljima 4.2-4.6 su izlozeni novi rezultati (objavljeni u [86]) vezani za model sa
beskona¢nim kasnjenjem. U Poglavlju 4.2 se uvodi pomenuti model sa beskona¢nim
kasnjenjem i dokazuje se da je reSenje posmatranog sistema globalno i pozitivno.
U Poglavlju 4.3 se ispituje stohasticka ultimativna ogranicenost resSenja. Posto
nije moguce naci eksplicitno resenje posmatranog sistema, analizira se asimptot-
sko ponasanje momenata reSenja sistema u Poglavlju 4.4 i ponasanje trajektorija u
Poglavlju 4.5. Dva primera sa numerickom simulacijom ilustruju dobijene rezultate
u Poglavlju 4.6.

4.1 Poznati rezultati

Veliki broj procesa, kako prirodnih, tako i onih nastalih pod uticajem ljudskog
faktora u biologiji, medicini, hemiji, fizici, inzenjerstvu, ekonomiji, itd. ukljucuje
vremensko kasnjenje. Vremensko kasnjenje se javlja toliko cesto da kada bi se ig-
norisalo, znacilo bi da se ignorise realnost. Uopsteno, vremensko kasnjenje pred-
stavlja vreme koje protekne od nekog uzroka do njegove posledice (na primer, u
populacionoj dinamici, jedinkama je potrebno izvesno vreme do sazrevanja, ili u
medicini, infektivne bolesti imaju period inkubacije). Kako stohasticki modeli sa
kasnjenjem vise odgovaraju realnosti, poslednjih godina postoji povecano intereso-
vanje za proucavanjem stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem. Postoji
izvestan broj radova koji proucavaju stohasticke Lotka-Volterra modele sa kona¢nim
i beskonacénim kasnjenjem [2, 3, 71, 89, 95, 96] i samo jedan o stohastickom Gilpin-
Ayala modelu sa konaénim kasnjenjem [51]. To je posluzilo kao motivacija da se
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u ovoj doktorskoj disertaciji obradi stohasticki Gilpin-Ayala model sa beskona¢nim
kasnjenjem.

Najpre se navode rezultati Liana i Hua [51] koji su proucavali stohasticki Gilpin-
Ayala model kompeticije sa konacnim kasnjenjem. Oni su razmatrali sledeéi sistem
od d jednacina:

da;(t) = z(t {{r Zaw t—T}dt—FZJUZ‘J dw()} i=1,....d, (4.1)

gde je (aij)axa, (0ij)axa € R™?, a w(t) jednodimenzionalno Brownovo kretanje de-
finisano na kompletnom prostoru verovatnoca (2, F, P) sa filtracijom {F;}:>o koja
zadovoljava uobicajene uslove. Takodje je za model uvedena pretpostavka

O'ZZ>0,Z:1,,d, O'ZJZO,Z#‘] (42)

Uz ovu pretpostavku i uslov max(6s, . ..,0,) < 5/4 dokazana je teorema o postojanju
pozitivnog i globalnog resenja sistema (4.1) za t > —7 za sve parametre sistema
(aij)axa 1 proizvoljne pocetne vrednosti {z(t) : —7 < ¢t < 0} € C([-7,0], R%). Zatim
je dokazano da je resenje razmatranog sistema stohasticki ultimativno ogranic¢eno.
Stavise, kako nije moguée eksplicitno resiti sistem, ispitivane su asimpotske ocene
momenata, kao i ponasanje trajektorija. Pokazano je da ako vazi pretpostavka (4.2)
i max(6y,...,04) < 5/4, za proizvoljne pocetne vrednosti {z(t) : —7 < t < 0} €
C([-7.0], R%) za resenje sistema (4.1) vaze sledece osobine:

e neka je (a;;) € R™ tada postoji konstanta K > 0 takva da je
lim sup 1E/ Zmzei(s)ds <K;
t 0 “ ! -

e postoje konstante K, K; > 0 takve da vazi

st
lim sup — [lnHmZ %i/ |x(t)|2] <K s.i.,
0

t—00

1
limsupt {ln]a;l / |z(t) 2} <K s.i.,

t—o00

gde je 6 = min;—y 4 04;

[ ]
d
lim sup Hz_l (*) <d s.
t—o00 hlt
: 1 t
lim sup n |i(t)] <1 sua
t—00 Int

Model koji se razmatra u nastavku je uopstenje modela (4.1), pri ¢emu je u
model ukljuéeno i beskona¢no kasnjenje, a izlozeni rezultati su publikovani u [86].
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4.2 Pozitivno i globalno resenje

Razmatra se deterministicki Gilpin-Ayala model kompeticije za sistem sa d intera-
gujucih vrsta koji je izveden iz deterministickog modela iz rada Yana [97], ali nez-
natno modifikovan da bi imao beskona¢no kasnjenje,

d

o (0) = 1) | - > (o 0+ biaf e =) (4.3

+%/ z]7(t+ s)x ”(t—l—s)dsﬂdt, i=1,...,d,

gde je z(t) = (a1(t),...,2q(t))T; 2;(t) i 7; su veli¢ina populacije u trenutku ¢
i unutrasnja eksponencijalna stopa rasta i-te vrste, respektivno; A = (ai;)axads
B = (bij)axd, C = (¢ij)axa, gde su a;;, by, ¢;; parametri koji predstavljaju me-
djusobni uticaj jedinki razlicitih vrsta za 1 # j i medjusobnl uticaj Jedlnkl unutar
populacije iste vrste za i = j; izrazi bz]a: T(t—mi; 1%[ Kij(s)x]" (t+s)x; % (t+5)ds
predstavljaju negative feedback crowding i efekat celokupnog Zlvotnog Clklusa vrste
na trenutnu stopu rasta te vrste, respektivno. Pretpostavlja se da je 7;, asj, 5ij,
Yij, 0;; > 01da K;; € C([—o0,0]; RY) zadovoljava fi)oo Kij(t)dt=1,4,7=1,...,d,
pri ¢emu je C'([—o0, 0]; R%) familija neprekidnih funkcija koje slikaju (—oc,0] u RY.

U praksi se unutrasnja stopa rasta i-te vrste ocenjuje kao suma srednje vrednosti
registrovanih stopa rasta i greske. Drugim recima, stopa r; se moze perturbovati na
sledeéi nacin

7"2—”’1"‘2‘71] (t)dw;(t),

gde je 0;; intenzitet Suma (i,5 =1,... ,d) i 0 = (04j)axa zadovoljava
0'”>0,Z:1,,d7 O'ZJZO,Z#‘] (44)
Eksponenti 6;; (0;; > 0, 4,5 =1,...,d) se biraju u zavisnosti od parametara «;;, ;;,

7Vij» 0ij, tako da reSenje stohasticki perturbovane jednacine poseduje neka svojstva,
kao Sto su: pozitivnost resenja, stohasticka ultimativna ograni¢enost, ogranic¢enost
usrednjenog momenta po vremenu, itd. Dakle, deterministicka jednacina (4.3)
postaje sledeéi stohasticki Gilpin-Ayala model kompeticije sa beskona¢nim kasnje-
njem sa d vrsta

d
dxi(t) = xz(t){ {7“1' — Z (aijx;”j (t) + bijxf“ (t —7) (4.5)

7=1

+C”/ Kij(s)z]" (t + s) j”(tJrs)ds)]dtJrZU” (t)dw;(t )}

7j=1
i=1,...,d

Pocetni uslovi su

zi(0) = @i(0) >0, —oo <8 <0; sup |p(f)] < oo, (4.6)

—00<0<0
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gde su ¢;, 1 = 1,...,d neprekidne funkcije na (—oo,0].

Koeficijenti sistema (4.5) su lokalno Lipschitz neprekidni, ali ne zadovoljavaju
uslov linearnog rasta, pa nisu zadovoljeni uslovi teoreme egzistencije i jedinstvenosti
resenja (Teorema 1.6.2). Zbog toga je neophodno da se uvedu pretpostavke (4.4)
da bi se dobilo resenje koje ne samo da je pozitivno, nego i ne eksplodira u nekom
kona¢nom trenutku. To je dokazano slede¢om teoremom.

Teorema 4.2.1 Neka vazi pretpostavka (4.4) i neka je
Qii zmaxem, 1= 1,,d, (47)
J

max 6;; > max{a;/2, Bij, vij + dij}- (4.8)
i i,j

Tada za proizvoljne parametre sistema A, B,C € R § proizvoljne pocetne uslove
{z(t) : —c0 <t < 0} € C((—00,0], R%) postoji jedinstveno resenje x(t), t € R
sistema (4.5) i to reSenje ostaje u Ri sa verovatnocom jedan.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (4.5) lokalno Lipschitz neprekidni, za proi-
zvoljne potetne uslove {z; : —oo < t < 0} € C((—o00,0], R%) postoji jedinstveno
maksimalno pozitivno resenje z(t) definisano na ¢ € [0, p), gde je p trenutak eks-
plozije. Da bi se pokazalo da je resenje globalno, trebalo bi pokazati da je p = oo
s..

Neka je ny dovoljno veliko tako da svaka komponenta od {z; : —oo <t <0} €
C((—00,0], RY) lezi u intervalu [ng', ng]. Za svako celobrojno n > ng se definise
vreme zaustavljanja

7o = 1inf{t € [0, p) | 2:(t) € (n"',n) zanekoi =1,...,d},

pri cemu je inf ) = co. Jasno, 7, raste kad n — oco. Neka je 7, = lim,, o 7. Ako
se pokaze da je T = 00 s.i., tada je p = oo s.i. 1 z(t) € R% si. za svako ¢ > 0.
Drugim rec¢ima, da bi se kompletirao dokaz, trebalo bi pokazati da je 7., = oo s.i.
ili da za svako T' > 0 vazi P(r, < T) — 0 kada n — oo. Neka je C*-funkcija
V. Ri — R, -funkcija Lyapunova, pri ¢emu je

M=

V(z) = (m? —-1- ’yln:t:'i)7

i=1

gde je 0 < v < 11 bice preciznije definisano u nastavku dokaza. Neka je n > ng i
T > 0 proizvoljno. Za 0 <t < 7, AT, primenom formule It6a na V(x(t)) se dobija

AV (x(t) = LV (2(8))dt +~ > oy (2] (t) — D) (8)duw; (1),

i,5=1
pri cemu je
d

LV (x(t) =7 ) (x](t) — 1) [ri = (aijx;“f (£) + biga (¢ — 735)

i—1 j=1
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+c”/ Koy(s)a (¢ 4 s)a” <t+s)d)]

d
’V v 2035
5 Z_ — ), (t)]xj (t).
Primenom elementarne neJednakostl 2xy < 22 + 9?2, sledi

d d
> (@] (t) — D (t) < 7 Z lagila] (257 (8) + v laglai™ (t)

U—l i,j=1 ij=1
d
—vzbw ) — D)7 (t — 735) §Z2b )—1)2—|—32xj Tt — 7)),
3,j=1 1,j=1 i,j=1

SOICORS / Ky (8)e 2 (£ 4+ 8)a (¢ + )ds

<72 / Ki(s [—cz]( () —1)? +éx?%j(tJrs)m?&”(tJrs)}ds

2,7=1" "
’Yd ’Y 2 i 25”
=zzc?j<aﬂ Z/ 244 4+ 5)a2 (1 + 5)ds.
i,j=1 5,j=1""
Odatle je
d d
4V («(1) m[znmz(w—mz el 050 + 3 Jagla
i=1 i,j=1 i,j=1
d & 1<
2 i
DI GRENICAORS D WA
7,j=1 3,j=1
1< o0
a2 / Kij(s)2™ (t + 5)23™ (t + s)ds
ij=1Y —°
1 & 11—y <&
+330 o3a 0 - 151 Y ol a
ij=1 ij=1
d 7]
+9> oy ;7 (t)dw; (t)

Wa@) =5 [ s

Vaalt) = 3 30 [ Kylo) [ ol el wyduds,

t+s
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za koje je

1 d
dVi(x(t)) = P Z

ZL’QBZ] (t) — ZL‘?ﬁZ] (t — Tij)] dt,

|
1< o
Wala(t) = 2> / Kiy(s) |27 (0230 (8) = 277+ )2 (¢ + 5) | ds at

ij=17 =
1 d 27” 25” 27” 5
:EZ T (t+ ) (t + s)ds|dt.
ij=1
Prema tome,
AV (x(8))+ Vi ((8) + Va((t)] < Fa(t))di+y Z 0y 2y (£)dwy(t), (4.9)
i,7=1
gde je
d d
F(z(t)) = V{Zﬁ(ﬁ(t) — 1)+ Y agla] (0257 (1) + Z a5 (1) (4.10)
i=1 i,j=1 i,j=1
1 d 8 B
2 _ - 2 i ( 2%3 2045
+2 ]Zl (8% + ¢, 2+~ Z [ (t)a (t)]
292 1 - 7 +26‘u
+5 Z Ll Z il
zg 1 i,j=1

Polinom F(x(t)) je ogranic¢en ako je stepen uz negativni koeficijent veci od bilo kog
stepena uz pozitivne koeficijente. Kako uslovi (4.7) i (4.8) vaze, za v < 2max; 0; A1
postoji pozitivna konstanta K takva da je F'(z(t)) < K. Dakle,

d[V (@(1)) + Va((t) + Va(w(®)] < Kdt +7 Y () (1) = D)a? (t)duwy (1),

ij=1

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T' i izracunavanjem ocekivanja
dobija se

EV(z(ta ANT)) < EV(x(1, AT)) + EVi(2(1, AT)) + EVa(x(1,, AT))
< V(2(0)) + Vi(2(0)) + Va(x(0)) + KE(7, A T)

< V(2(0)) + Vi(x(0)) + Va(x(0)) + KT

Prema tome, za svako w € {1, < T'} postoji neko i takvo da z;(7,,w) € (n=!, n).

Odatle je

Vialn)) 2 al(m) ~ 1= huatr) = (75~ 1= 907 ) A0 = 1=yl

n”
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i onda

0o > V(x(0)) + Vi(x(0)) + Va(x(0)) + KT > EV(x(1, AT))
= P(1, < T)V(x(1)) + P(1, > T)V ((T)) > P(1,, < TV (x(73))
1

1
> P(r, <T) {(7 —-1- ’yln—) A(n"—1—~vlnn)
n
Kako (-5 —1—7In%) A (n” — 1 — vInn) tezi beskonacnosti kad n — oo, sledi da

je lim, .o P(1, < T) = 0, odnosno P(1, < T) = 0. Kako je T' > 0 proizvoljno,
sledi
P(Tow<0)=0 1 P15 =00)=1,

¢ime je dokaz kompletiran. <

4.3 Stohasticka ultimativna ogranicenost

Kako je u prethodnoj teoremi pokazano da reSenja sistema (4.5) ostaju u pozi-
tivnom konusu R?, mogu se kreirati i drugi tipovi funkcija Lyapunova da bi se
detaljnije diskutovalo ponasanje resenja. Posto je dokazano da resenja ne eksplodi-
raju u kona¢nom vremenu, mogu se ispitati i druge njihove interesantne karakte-
ristike. U tom smislu se dokazuje pomoc¢na lema na osnovu koje gotovo trivijalno
sledi da resenja posmatranog sistema zadovoljavaju osobinu stohasticke ultimativne
ogranicenosti.

Lema 4.3.1 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 4.2.1, neka je p € (0,2 max; ;A1)
1 konstanta A > 0 takva da vazi

0
/ Kij(s)e ™ ds =K < o0, i,j=1,...,d. (4.11)

Tada postoji pozitivna konstanta C = C(0), koja je nezavisna od pocetnih uslova
{z(t) : —oo <t <0} € C((—00,0], RY) koji zadovoljavaju (4.6), takva da za resenje
x(t) sistema (4.5) vazi

limsup E|z(t)|" < C.

t—o00

Dokaz. Za z € R 10 < p < 1 neka je data funkcija Lyapunova

Primenom formule Itéa na eMV (x(t)) se dobija

d[eMV (z(t))] = eMdV (x(t)) + XMV (z(t))dt
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pri cemu je

d d

LV(a(t) = Y [(A T )t () — () S (( ) 4 by (¢ — 1)

=1

+%/ Ky($)219 (¢ + 5)2° (t+s)d)— Zaw 22 )].

j=1

Koriséenje elementarne nejednakosti 2zy < z? + y? i uslova (4.11) implicira

d
eM Z pagl () (t) < e Z pl a2l (t)x5 (1),
4,j=1 t,j=1
12d d PRV -
—e)‘tz Iule.’L' ﬂ” t— le) < EMT Zb%l’?u(t)—i—j ijﬁw (t — Tij)a
i,j=1 ,j=1 ,j=1

S pegat / K5} (¢ + )25 (¢ + )ds

i,7=1

1 .
<3 [ B s e o)

4,7=1

d
ML S )+ Y [ o o

3,0=1 2,j=1

Odatle je
V(1)
Qd d
<3 [k +MZ|GUII w(0)+ LS, + e

i=1 j=1

1 2[3” 2” 2635
+EZ< (t — ;) / (4 s (t+ )d)

p(l — p) 20, 0:;
- g o) -+ Z o (1) () 1),

Da bi se eliminisali ¢lanovi sa kasnjenjem, uvode se nenegativni funkcionali

t—

3,7=1 Tij

7 dZ / Ky (s / AL ()™ () du d,

i,j=1Y ~
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za koje je
d
dVi(x == Z [ (t+7i5) o, 25” _ eAtx?Bij (t —7y)] dt,
V.
dVa( ~d Z/_ A=) (t)miéij (t) — M (t + 8)x; 2015 (t+ s)} dsdt.

Na osnovu (4.11) se dobija da je

o _d 0
5) 1.27ij 20i; € 27ij 20, —)s
LS [ e e s = S ) [ Ko
i,j=1"" ij=1 —0o0
e S 27ij 26,
= > Kya () (),
ij=1
odakle sledi
¥ N < > 27 265 0 2y 26;
dVa(z(t)) = - Z (Kijxi V() (t) — Ki(s)a; " (t + s)x; 7 (t + S)ds) dt.
i,j=1 —00

Tada je

AT (2(8)) + Ta(a(®)) + Ta(a(®))] < ( D43 ot dw]o)

i,7=1
pri cemu je

2

d d
o (g) 4 P d
— Z { wry + Nt (t) + Z [,u|a”|x (t) + T(bfj + cfj)xfu(t)

i=1 j=1

1 AT 2ﬁ13 - 2%i5 251’]’ M(]‘_/’L) 2 p+20;;
b3 (a0 ke 0) | - et

i 7 = max;; 7, K = max; ; f(ij. Kako uslov (4.7) vazi, za u € (0,2max; 0; A 1)
postoji pozitivna konstanta K takva da je F(z(t)) < K. Dalje je

AV (@ (1)) + Vi(a(t)) + Tala(t))] < (Kdt 3 woga (e () dwj<t>) .

ij=1

Integracijom obe strane ove nejednakosti od 0 do t i izracunavanjem ocekivanja
dobija se

MEV (2(t) < eMEV(2(t)) + EVi(z(t) + EVa(x

IN

V(2(0)) + Va(2(0)) + Va(a(0 / K ds

IN

V(2(0)) + Va(x(0)) + Va(x(0)) + KA~'e™,
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pa je

limsup EV (z(t)) < KA™L.

t—0o0
Kako je

d 5 d
p— 2 5 p 5 L) =d2 V
o =[St < df maxat(o) <t 3oat(o) = d Vislt)

sledi

limsup Flz(t)|* < limsup £ (d%‘_/(a:(t))> < d KX

t—o00 t—o0

Prema tome, ova lema je dokazana ako je C' = dz KA~1. &

Napomena 4.3.1 Funkcije K;;(t) € C([—00,0];RY), i,j = 1,...,d se ponekad
nazivaju tezinskim funkcijama. Zahtev (4.11) redukuje efekat celokupnog zivotnog
ciklusa vrsta na buduca stanja.

Teorema 4.3.1 Neka vaze uslovi Leme 4.5.1. Tada je resenje sistema (4.5) sto-
hastick: ultimativno ograniceno.

Dokaz. Na osnovu Leme 4.3.1, za fiksirano 6 € (0,2 min; 8;; A1) moze se na¢i C' > 0
takvo da je
limsup E|z(t)|’ < C.

t—o00

Na osnovu nejednakosti Markova se dobija

Bla(t)”

P{la(t)] > HY < =0

Za proizvoljno € > 0, neka je H = (0/6)1/6. Stoga je

limsup P {|z(t)| > H} < e,
t—00
odakle sledi
limsup P{|z(t)| < H} > 1 —«¢,

t—o00

¢ime je tvrdjenje dokazano. <

4.4 Asimptotska ocena momenata

Imajuéi u vidu slozenost sistema (4.5), prirodno je proucavati asimptotsku ocenu
momenata reSenja. Naredna teorema pokazuje ograni¢enost p-tog momenta resenja
usrednjenog po vremenu za p € (0,2 max; 0;;).
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Teorema 4.4.1 Neka vaze uslovi Teoreme 4.2.1 i neka je p € (0,2max; 0;;). Tada
postoji pozitivna konstanta C', nezavisna od pocetnog uslova {x(s) : —oo < s < 0}
koji zadovoljava (4.6), tako da za resenje x(t) sistema (4.5) vazi

limsup — E/ s)ds < C.
t—o0
Dokaz. Ako se podje od relacije (4.9), gde je F(z(t)) dato sa (4.10), tada je
d
d[V (@(t)) + Vi((t) + Va(e()] < Fla(0)dt +~ ) oi(a] (1) = 1)l (8)duw (0).
ij=1

(4.12)
Neka je

Fy(x(t) = F(z(t)) + Z i (1)

Kako vaze (4.7) i (4.8) i kako je p € (0,2max;6;;), zakljucuje se, slicno dokazu
Teoreme 4.2.1, da je Fj(x) ograni¢eno. Dakle, postoji pozitivna konstanta C' takva

da je Fi(z) < C, pa je
) <C— Xd: (1)
Ako se iskoristi ova ocena, (4.12) postaje .
d[V ((t)) + Vi(z(t)) + Va(z(t))]
o= 30
P

Integracijom obe strane gornje nejednakosti od 0 do 7,,/A ¢ i izracunavanjem ocekivanja
se dobija

EV(x(7y A t) + EVi(2(ry A 1)) + EVa(x(r, A 1))

<

dt + Z oij(x xe” (t)dw;(t).

2,j=1

< V(2(0)) + Vi(2(0)) + Va(2(0)) + CE(7 A t) — E/O S a?(s)ds.

i=1

Ako n — oo, tada je
/ $)ds < V(2(0)) + Vi(x(0)) + Va((0)) + Ct,

odakle tvrdjenje direktno sledi. <

Posledica 4.4.1 Neka su zadovoljeni svi uslovi Teoreme 4.4.1. Tada postoji po-
zitivna konstanta C', nezavisna od pocetnog uslova {x(s) : —oo < s < 0} koji
zadovoljava (4.6), tako da za reSenje x(t) sistema (4.5) vazi

lim sup E/ |z(s)|Pds < C".

t—o00
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Dokaz. Kako je |z(t)]? < d 2% 2?(t), dokaz direktno sledi iz Teoreme 4.4.1 gde
je C'=0Cd>. &

4.5 Asimptotsko ponasSanje trajektorija

U ovom poglavlju se razmatraju granicne nejednakosti za stope rasta veli¢ina po-
pulacija. U dokazima ovih svojstava se primenjuje eksponencijalna martingalna
nejednakost (Teorema 1.1.1).

Teorema 4.5.1 Neka vazZe uslovi Teoreme 4.2.1. Tada za proizvoljan pocetni uslov
{z(t) : —0 < t < 0} € C((—00,0],RL) koji zadovoljava (4.6), za resenje x(t)
sistema (4.5) vazi

~ t d
lim sup — [lon %/ ngaii(s)d8:| <K si,
0 =1

t—o00

. ~ . 2
gde je 0 = min,; o;;.

Dokaz. Primenom formule Itoa na Inz;(t) za svako i = 1,...,d, sledi

dlnz;(t) < {rl + Z <|aw|xa” + |bw|$ﬁlJ (t — 7i5)
1 g
+ eyl / ]9 (t 4 8)a)7 (t + 5)ds ) — 520%:15?9”(15)]&

+ Z 0” (t)dw;(t).

Tada se moze definisati funkcional Lyapunova V(z;) = Inz; 4+ Vi(z;) + Va(ay),
pri ¢emu su funkcionali Vl i VQ izabrani na takav nacin da eliminiSu ¢lanove sa
kasnjenjem,

Z b, x?” (s)ds,

t—T;j

d 0 t
%mw=ZmM %@Lﬁwmew

Dalje sledi

d
me$%+20wwwﬂwﬂmﬂwww&@

d
1 20, 0
_50'%1’]- (t)>:|dt+ E O'Z'jZL’j (t)dwj(t).
Jj=1
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Integracijom od 0 do t se dobija
V(x(t)) <A‘+M‘( )
t
613 iJ 6ij 1 201’]’
/0 [rl + Z (]a”|x )+ [bijl () + |cijlz] (s s)x;7(s) — §Ui2jxj (s))}ds,

je realan neprekidan lokalni martingal koji se anulira u ¢t = 0, sa kvadratnom vari-
jacijom

Neka je e € (0, %) proizvoljno. Tada za svaki ceo broj n > 1, primena eksponencijalne
martingalne nejednakosti implicira

P{ sw [0 - S0n0.00)] = 220} <

0<t<n 9 n

Kako red Y 7, n—12 konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme sledi da postoji
Q; C Q pri éemu je P(€;) = 1, tako da se za svako w € 2; moze naéi ceo broj
n; = n;(w) tako da

Mi(t) < SO0, (1)) + 2

€
za0<t<nin>n;1=1,...,d. Odatle sledi

Y 2Inn alj ij ij 0ij
Vizi(t)) < A+ — / [HZ (|aw|a: )+ [bisl2 (5) + [esgla” ()23 ()
1—¢ 05
- Ufjx? (s))} ds

za 0 <t <n;in=>mn;kad god je w € ;. Neka je Q2 = ﬂ?zl ;. Ocigledno je da je
P() = 1. Stavise, za svako w € Qg neka je ng = max{n;(w) : i = 1,...,d}. Tada
za svako w € )y iz poslednje nejednakosti sledi

d d

d
> Vit <ZA+MM / Z[“Z(lw% )+ Jbyy |5 (s)

» 1-— g
+ |eij|z] (s ):zrj-”(s) - 80%$§02J(8)):| ds.
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Moze se primetiti da je

d d

d
> ) 2 Do) 2 3

1,j=1 i=1 i=1

Tada se dobija

d d 2dInn ¢ d ij Bij
[Tt < A 20 757 o 3 (Jale 6) + a5 )
=1 =1 ]

Sto se moze zapisati

lonl(t) 1 _428>&/0 Zx%“(s)ds<ZAl 2dinn /0 F(xz(s))ds,
gde je
) => {m +> (|azj|a:‘”” + byl (5) + |cw|ﬂf(s)xjﬁ(s)> _ %mgau(s)}

i=1 j=1

Kako vaze uslovi (4.7) i (4.8), postoji pozitivna konstanta K takva da je F(z(s)) <
K. Ako je w € Q, tada

d

d (1-28)6 ['< o0, 2dInn
loni(t)+T i E x; M (s)ds < E A+ . + Kt
i—1 i=1 i=1

za 0 <t <mnin>ng(w). Zasvakow € Qp, akojen—1 <t <nin > ng(w), dobija
se

d

1 (1-28)6 ('~ 4 1 2dInn
- . N T “Yii < .
t|:lnH£BZ(t)+ ] /0 E 27 (s)ds < E A+ . + K,

=1

odakle sledi

(1-20)5 [
lim sup — [lnl_[mZ 6)0/ E x?e”(s)ds] < K.
0 4

t—o00

Konac¢no, ako € — 0 dobija se

lim sup — [lnnxz /Zx?(’“(s)ds} <K.

t—o00

¢ime je teorema dokazana.
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Teorema 4.5.2 Neka vaze uslovi Teoreme 4.2.1 i neka je 0; = 60, + = 1,...,d.
Tada za proizvoljan pocetan uslov {z(t) : —oo < t < 0} € C((—00,0],RL) koji
zadovoljava (4.6), za resenje x(t) sistema (4.5) vazi
i sup L[ o0)| + 75 [ o) as] < K s
ti}IﬁlQSllp; n(r W ; TS S| S S.1.,
2

gde je 6 = min, 0.

Dokaz. Neka je data funkcija Lyapunova V;(z) = Zle x;. Primenom formule Itoa
na V(z(t)) = InVi(z(t)) + Va(z(t)) + Va(x(t)), gde su nenegativni funkcionali

d t
=" |by] 29 (s)ds i

z’jfl t=Tij
N [ o) [ wauas
i,j=1 +s

izabrani tako da eliminisu clanove sa kasnjenjem, uzimajuéi u obzir da je x;(t) <
Vi(z(t)), sledi

2(t) <A+ / Z [mi(mmﬁ“(s) o+ byl (5) + |cij|x2”<s>x§”<s>)} ds

t
[ e S ket sy o)

zgl

gde je A = InV;(2(0)) + Va(2(0)) + Vi(2(0)). Pritom je

M(t) = / Z oiji(s)a;” (s)dwy(s)

z] 1
realan neprekidan lokalni martingal koji se anulira u ¢ = 0, sa kvadratnom varijaci-

jom

(V(t), M(2)) / Zo—u 22(s)2 (s)ds.

2]1

Sliéno kao u Teoremi 4.5.1,

2lnn

V(z(t) < A+
/ Z [“ + Z (\%lfﬂ‘ )+ [bis|2 (s) + |esgla)” (3)$j~ij(8)>}ds

1—¢ 1 9 9 20,
— > 0w (s)x; " (s)ds
2 /0 ViE(z(s)) Z )5 7e)
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zaO0<t<nin>ng Kakojef; =0,i=1,...,d, koriste¢i Holderovu nejednakost
je
d 2(1+0) ~
1+9u)d > UZZ 1 v > |20
= d|x |2 = Ji+0

1] 1 =1
Kako je |z| < Vi(z), sledi da je

2lnn

Injz(t)| < A+

/Z [7%+Z(Iau!x () + [bila (s) + |eijla (s )xjw(swds

—€
5 /d1+9‘w( )]29ds.

Ostatak dokaza je slican kao u Teoremi 4.5.1, pa ¢e biti izostavljen. <

Posledica 4.5.1 Neka vaze svi uslovi Teoreme 4.5.2. Tada za resenje sistema (4.5)
vazi

o t _ .
Jim sup - [mzxz s [ Je(oas| <K s

1/2
Dokaz. Kako je 3¢, z(t) < \/C_Z<Z?:1 ﬁ(t)) = Vd|xz(t)| za svako © € R?,
dokaz direktno sledi na osnovu Teoreme 4.5.2.

Teorema 4.5.3 Neka vaze uslovi Teoreme 4.2.1 i uslov (4.11). Tada za proizvoljan
pocetan uslov {z(t) : —oo <t <0} € C((—o0,0], RY) koji zadovoljava (4.6), resenje
x(t) sistema (4.5) zadovoljava

L, () _

lim sup S.1.

t—00 Int

~ ~

Dokaz. Primena formule Itéa na V(z;(t)) = eMInay(t) + Vi(xi(t)) + Va(ai(t)) za
svako ¢ = 1,...,d implicira

~

dV(z;(t)) < dv; (x;(t)) + dVg(:cz(t)) + e {)\ Inx;(t) + r;

d

T Z(Mw‘xa”( ) + |bw|xﬁ”( — Tij) + e / Kij(s)a” (¢ + 3) Y(t+s)d )
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pri cemu je

t

d
Vizi(t) = > by AT g0 (5)ds,
j=1

t—Tij;

t+s

d 0 t
Vi) =Y leul [ Kils) [ X0 @i (widu ds.
=1 —oo

Primenom uslova (4.11) se dobija

d

V(xi(t)) < By + My(t) + /Ot et [A Inz(s) +7; + Zl (|aij|m?ij(s)

J

g _ g g 1 g
+ |bij|e’\”jxﬁ” (8) + |cij| K] (s)mj”(s) — 50.2.x2.9” (s))} ds,
gde je B; = Inz;(0) + Vi(2:(0)) + Va(2:(0)), a
t d
M(t) = / Y 03520 (5)duwy (s)
je realan neprekidan lokalni martingal sa kvadratnom varijacijom
t d
s 26i]'
(). 200 = [ Y b (s)ds.
j=1

Neka je § > 1ie € (0,1) proizvoljno. Tada za svako celobrojno n > 1, na osnovu
eksponencijalne martingalne nejednakosti i Borel-Cantellijeve leme, slicno kao u
dokazu Teoreme 4.5.1, dobija se

€ Her

(M;(t), M;(t)) + Inn

M;(t) <

za0<t<mnin>n;(w),i=1,...,d. Prema tome,

¢ d
Inn + / e {)\ Inz;(s) +r; + Z (|aij|$?ij(8)
0 oy

) o ) 1— )
+ byl il (5) + ey | Kiga) ()27 (s) — “5? ZL’QGU(S))} ds

J 2 1jg

An

V(zi(t)) < B; +

za0<t<m;in>n;(w),i=1,...,d. Odatle sledi

d d

d d
Ode" ¢ g
)\t )\8 Qg
eMlnx;(t) < B; + lnn—i—/e {)\lnxis +r; + (ai-x-]s
;:1 (t) ;:1 . i ;:1 (s) ;21 |aijla;™ (s)

Tij B % i dij l—¢ 205,
+ ‘bij|€)\ 7257 (s) + |c,-j\Kija:Z](s)xjj(s) -3 afja:j J(s))} ds
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za 0 <t <nin>ngw). Kako je

to je

6)\t lnHwZ(t) S ZBZ -+ Ode

i=1 =1

pri ¢emu je

F1($(t)) = Z {)\ lnxi(t) +r;+ Z (|aij|x]0fij(t) + |bij|6)\ﬂ'jxfij (t)

i=1 j=1

~ d
% i dij (1 — 5)0 i
Flegla 020 ) | - E57 Y a0,
=1

Posto vazi uslov max; 6;; > max; j{;/2, Bij, Vi; + 0ij }, postoji pozitivna konstanta
K takva da je Fi(z(t)) < K, pa vazi

d d
Ode eM—1
AL
| () < B, 1 K
e n}_[lx()_; + . nn + 3

za 0 <t <nin>ng(w). Stavise, akojen —1 <t <nin > ng(w), tada

d d
InJ[i_, i(t) < 1 |:6—)\(n—1) Z B+ Ode? K
i=1

| =
Int ~ In(n—1) € nn A

odakle sledi da je
In[]E, z:i(t) _ 6de
lim sup B ficy 2:(t) < ¢ .
t—o0 Int g

Konaé¢no, kada e — 1,0 — 11 A — 0, dobija se
In T, 2i(t
i sup P )
t—00 Int

¢ime je dokaz zavrsen.

Teorema 4.5.4 Neka vaze uslovi Teoreme 4.2.1 i pretpostavka (4.11). Ako je
O; =0, i =1,...,d, tada za proizvoljan pocetan uslov {x(t) : —oo < t < 0} €
C((—00,0], R%) koji zadovoljava (4.6), za resenje x(t) sistema (4.5) vazi

Infer(t)] _
Int

lim sup
t—o00
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Dokaz. Za © € R% neka je data funkcija Lyapunova V(w) = Z?zl x;. Ako se

primeni formula Itéa na e* In V(z(t)) + Vi(z(t)) + Va(z(t)), pri cemu su nenegativni
funkcionali V1 i V2 izabrani na slican nacin kao i ranije,

d t
- Z i eA(erm)%Jﬁij(S)ds7

',j—l b= Tig

Z |C%J|/ Kij(s / 6/\(“78)551‘7“(U)xj‘ijm)dl‘dsa

1,j=1

do tvrdjenja se dolazi slicno dokazu Teoreme 4.5.3.

Teorema 4.5.4 pokazuje da za proizvoljno malo € > 0 postoji slu¢ajna promenljiva
T =T(w) >0 takva da za t > T vazi

In |(1)|
Int
Dakle, |z(t)| < t'*5, ¢ > T. Ako se sa A oznaci A = sup<,<r |2(t)], tada je

<1l+¢ si.

z(t)| < A+, £ >0,

tj. x(t) raste najvise polinomijalno sa redom veli¢ine bliskim jedinici.

Potrebno je skrenuti paznju na to da sve dosad navedene pretpostavke obezbe-
djuju samo potrebne, ali ne i dovoljne uslove pri kojima vaze razmatrana tvrdjenja.

~ Kao dodatak prethodnim tvrdjenjima, istrazivanja su pokazala da parametri
0;,7 = 1,...d osnovnog Gilpin-Ayala modela (2.1_) zavise od velicine posmatrane
vrste. U [79] je pokazano da je za male organizme 6; manje od 1, a za krupnije vece
od 1.

4.6 Primeri

Da bi se bolje razumeli dobijeni teorijski rezultati, dati su primeri sa numerickom
simulacijom koji ilustruju te rezultate.

Primer 4.6.1 Insekti igraju vaznu ulogu u bioloskim istrazivanjima. Na primer,
neke vrste voéne musice Drosophila su organizmi koji se najcesce koriste kao modeli
u biologiji ukljuéujuéi prouéavanja u genetici psihologiji mikrobijalnoj patogenezi
i polazu veliki broj jaja. Da bi dobili preciznije podatke o dmanncl sistema kom-
peticije izmedju dve vrste, Gilpin i Ayala [26] su proucavali Drosophila willistoni
i Drosophila pseudoobscura. Oni su uveli odrasle musice u zeljenom broju u 0.24-
litarsku posudu koja je sadrzala izmerenu koli¢inu hrane. Eksperimentalne vrednosti
njihovog osnovnog modela (2.1) koje su dobili su:

ry = 1.496, K, = 1332, a;, = 0.713, 6; = 0.35,
Ty = 4.513, Ky =791, aw; = 0.0869, 6, = 0.12.



86___ Glava 4. Stohasticki Gilpin-Ayala model sa beskonac¢nim kasnjenjem

Koristedi te rezultate dobijeni su sledeéi parametri razmatranog modela (4.5):

r = 1.496, ro = 4.513, (4.13)
an = =012, a2 = —= = 2.026,
Q9T Q91T
a1 = ;11 = 0.0008, g = ;;22 = 0.0005,
11 = 9_1 = 035, 19 = (V91 = 1, Qigg = 9_2 = 0.12.

Reproduktivni kapacitet Drosophila znacajno varira. Vreme razvoja vrsti D. willi-
stonii D. pseudoobscura varira od 7 do vise od 60 dana i zavisi od faktora sredine kao
sto su temperatura, podloga za razmnozavanje i sl. U modelu (4.5) se pretpostavlja
da je vreme razvoja vrste D. willistoni 100 dana (117 = 0.3), a vrste D. pseudoob-
scura 50 dana (799 = 0.15). Beskonacno kasnjenje predstavlja efekat celokupnog
zivotnog ciklusa vrste na trenutnu stopu radjanja (npr. smanjenje plodnosti zbog
nedostatka hrane, psiholoskog stresa, itd.). Na osnovu ovog tvrdjenja predlozeni su

ostali parametri modela:

b11 = 00009,
T11 — 03,
B11 = 0.4,
C11 = 00001,
1
Kll(t) = 5657 —o00 <t < O,
Y11 + 011 = 0.5,
011 — 0005,
911 == 922 - 06

sa pocetnim uslovima
x1(0) = 750, —o0 < 6 <0,

bao = 0.003, (4.14)
Too = 0.15,

P22 = 0.3,

coo = 0.002,

1
Kgg(t) = 363, —o00 <t < 0,

Va2 + 022 = 0.25,
0929 — 0008,

x9(f) = 1000, —oo < 0 < 0.

— Xy (t) stochastic
— Xo(t) stochastic
--X(t) deterministic
-~ Xo(t) deterministic

10 12 14

Slika 4.1: Deterministicke i stohasticke trajektorije Gilpin-Ayala modela (4.5) sa
dve vrste sa parametrima (4.13) i (4.14) (vremenski korak At = 0.03)
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Simulacija na Slici 4.1 pokazuje da do eksplozije ne dolazi ni u deterministickom
ni u stohastickom slucaju, sto je u skladu sa prethodnim teorijskim razmatranjima.
Simulacija na Slici 4.2 ilustruje teorijske rezultate za ocenu trajektorija iz Teoreme
4.5.1 1 Teoreme 4.5.3.

0030/ [
g 20
0.025¢ [
0.020 15
0.010F }
F 0.5-
0.005F [
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Slika 4.2: Trajektorije funkcija I|Ina(t)zo(t) + %fg(ﬁeu(s) + 22%22(s))ds| i

% (vremenski korak At =0.1)
Primer 4.6.2 U osnovnom Gilpin-Ayala modelu (2.1) uslovi
K < KQ/@217 1 Ky < Kl/@lz (415)

garantuju da reSenje nece eksplodirati u konacnom trenutku. Da bi se ilustrovao
uticaj Suma sredine, modifikuju se eksperimentalne vrednosti tako da prvi uslov u
(4.15) nije zadovoljen:

r = 1.496, ry = 4.513, (4.16)
a;; = 9.46 x 1077, ase = 0.003,
12 = 000006, 91 = 0006,
11 = 16, X192 = (91 =— 1, 9y — 11,
b1 = 0.0003, bae = 0.002,
M1 — 03, Too — 015,
ﬁll = O4a 622 = 067
C11 — 0001, Coo = 003,
1 1
Kll(t) 25657 —o0 <t <0, Kgg(t)zgeg, —oo <t <0,
Y11 + 011 = 0.5, Yoo + 029 = 0.25.

sa pocetnim uslovima
x1(#) = 1000, —oo < 6 < 0, x9(#) = 300, —oc0 < 6 < 0.

Kao posledica dolazi do eksplozije prve posmatrane vrste u kona¢nom trenutku
(videti Sliku 4.3 levo).
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88
50000f ! i
r H 400
40000} ! i
E / —3661
30000} / ;
[ ! — X4(t) stochastic 2000 — X(t) stochastic
20000 i / --— %(t) deterministic A - - Xp(t) deterministic
10000¢ 100f
4 6 8 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

- 2
Slika 4.3: Deterministicke i stohasticke trajektorije Gilpin-Ayala modela (4.5) sa

dve vrste sa parametrima (4.16) (vremenski korak At = 0.03)

Medjutim, nakon uvodjenja Suma sredine sa parametrima
011 = 00004, 0929 — 0008, 911 == 922 = 09, (417)
moze se primetiti da je eksplozija suzbijena, tj. ne dolazi do eksplozije (Slika 4.3).

U oba primera je koris¢ena Eulerova Sema i integralni ¢lanovi su aproksimirani

primenom tzv. composite 0-rule as a quadrature ([40], [81]).



Glava 5

Neautonomni stohasticki
Gilpin-Ayala model kompeticije sa
vremenski zavisnim kasnjenjem

U ovom delu se razmatra neautonomni stohasticki model sa vremenski zavisnim
kasnjenjem, a izlozeni rezultati su sadrzani u [38]. U Poglavlju 5.1 se uvodi model,
a u Poglavlju 5.2 se dokazuje da je reSenje razmatranog sistema globalno i pozi-
tivno i ne eksplodira u kona¢nom trenutku. U Poglavljima 5.3-5.5 se razmatraju
razliita svojstva resenja: stohasticka ultimativna ogranicenost, ocene momenata i
ocene trajektorija. Istrebljenje, neperzistentnost i slaba perzistentnost se dokazuju
u Poglavlju 5.6. U Poglavlju 5.7 se uvodi specijalan sluc¢aj razmatranog sistema
i opisuju njegova svojstva. U Poglavlju 5.8 je dat primer koji ilustruje izlozene
rezultate.

5.1 Uvodni pojmovi

Kod mnogih modela se pretpostavlja da su svi parametri koji odredjuju model kon-
stantni u vremenu. Medjutim, u prirodi su parametri koji uticu na promenu veli¢ine
populacija zavisni od vremena, tako da ako model uzima u obzir te fluktuacije u vre-
menu, mora biti neautonoman. Deterministicki neautonomni Gilpin-Ayala modeli
su razmatrani od strane vise autora, na primer [10, 11, 12, 13, 14, 15, 22, 93, 97]),
dok stohasticki nije do sada razmatran, pa je proucavan u okviru ove disertacije. U
ovoj glavi su izlozeni novi originalni rezultati koji su sadrzani u [38].

Deterministicki Gilpin-Ayala model kompeticije [13, 97] za sistem koji se sastoji
iz d interaguju¢ih vrsta je oblika

dae;(t) = (1) [n(t) = 3 (as (050 + by (025t - nj(t)))} dt,  (5.1)

Jj=1

i=1,...,d

gde je x(t) = (z1(t),...,zq(t))T; x;(t) i r;(t) su veli¢ina populacije i unutrasnja ek-
sponencijalna stopa rasta i-te vrste u trenutku ¢, redom, a;;(t) i b;;(t) predstavljaju

89
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medjusobni uticaj jedinki razli¢itih vrsta (za i # j) i medjusobni uticaj jedinki iste
viste (za i = j) u trenutku ¢, izrazi by (t); Bis (t — 7:;(t)) predstavljaju tzv. negative
feedback crowding, cvj;, Bi; su pozitivne konstante i predstavljaju nelinearnu meru in-
terakcije izmedju jedinki razli¢itih vrsti ili jedinki unutar neke vrste. Funkcije 7;(t),
a;;(t), b;j(t) su neprekidne, ograni¢ene i nenegativne na [0,00); 7;;(¢) su nenega-
tivne, ogranicene, neprekidno diferencijabilne funkcije na [0, c0); 7;(t) su ogranicene
funkcije. Neka je 7 = maxy<; j<qSup;~q 7i; (%)

U praksi se unutrasnja stopa rasta i-te vrste u trenutku ¢, ri(t), ocenjuje kao
srednja vrednost registrovanih stopa rasta plus greska, tj. stopa r;(t) se moze per-
turbovati na slede¢i nacin

) = rit) + ZJU (t)dw;(t), (5.2)

gde je 0;;(t) intenzitet Suma u trenutku ¢, pri ¢emu su funkcije o;;(t) neprekidne,
ogranicene i nenegativne na [0, 00), a 6;; su nenegativne konstante (i,7 =1,...,d).
Nakon perturbacije deterministicka jednacina (5.1) postaje stohasticki Gilpin-Ayala
model kompeticije sa d vrsta

di(t) = %(t){ {mt) = (e (0257 () + b)) (¢ 7 (t)))] dt (5.3)

koji ¢e biti razmatran u ovoj glavi.
Neka je C' = C([—7,0]; RL) familija neprekidnih funkcija definisanih na [—7,0].
Za svako dato ¢; € C' pocetni uslovi su

zi(0) = ¢i(0) >0, —7<60<0, sup |pd)|<oo, 1=1,...,d.
—7<0<0

Naredne oznake ¢e biti koriséene u nastavku ove, kao i naredne glave. Ako je
f(t) neprekidna i ograni¢ena funkcija na [0, 00), definise se

fr=sup f(t), f'= inf f(t).

t€[0,00) te[0,00)
Za svaki niz konstanata (c;;) (4,7 = 1,...,d) se definise
Ci:) = max ¢ C;;) = max ¢, (G;) = min ¢ C;;) = min ¢;;.
(cij) = 1<ij<d 9 (Gii) = 1<icd (i) 1<ij<d D (i) 1<i<d "

5.2 Neeksplozivnost

Koeficijenti sistema (5.3) su lokalno Lipschitz neprekidni, ali ne zadovoljavaju uslov
linearnog rasta. Zbog toga postoji moguénost da resenje sistema (5.3) eksplodira u
konacnom trenutku. Sledeca teorema dokazuje da pri odredjenim uslovima do takve
eksplozije ne¢e doc¢i u konacnom trenutku.
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Teorema 5.2.1 Neka je (0;;) > 0. Ako za proizvoljan pocetan uslov {p;(t) : —7 <
t<0}eC,i=1,...,d, vazi
(1) < 1 (5.4)

1 ako je zadovoljen bilo koji od uslova:
1. HlaXi7j{aij,ﬁij,20ij} < ].,'

2. (5’l> > 0, (9_”) ES (0_”) 1 (0_”) > maxiyj{%, %},

o
—
QN
N~——
vV
o
—
2
N
I

(vij) @ (@) > max j{Bij, 20,5}
4. (ak) >0, max; j{aij, B} > 10 (aw) > 2(6;5),

tada postoji jedinstveno resenje x(t), t > —1 sistema (5.3) i to redenje ostaje u R%
sa verovatnocom jedan.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (5.3) lokalno Lipschitz neprekidni, za proiz-
voljan pocetan uslov {p(t) : —7 <t < 0} € C postoji jedinstveno lokalno pozitivno
resenje z(t) definisano na t € [0, p), gde je p trenutak eksplozije. Da bi se pokazalo
da je resenje globalno, trebalo bi dokazati da je p = oo s.i.

Neka je ng dovoljno veliko tako da svaka komponenta od ¢(t) lezi unutar intervala
[ng*,mo). Za svako celobrojno n > ng definige se vreme zaustavljanja

7. =1inf{t € [0,p) : x;(t) & (n"',n), zanekoi=1,...,d},

pri ¢emu je inf ) = co. Ocigledno, 7, je rastuée kad n — 0o0. Ako je Too = limy,_so0 7o,
tada je Too < p si. Ako je T, = 00 s.i., tada je p = 0o s.i. 1 xz(t) € RL si. za
svako t > 0. Drugim rec¢ima, da bi se kompletirao dokaz potrebno je pokazati da
je Too = 00 s.d. ili da za svako T' > 0 vazi P(7, < T) — 0 kada n — oo. Da bi se
pokazalo ovo tvrdjenje, definise se nenegativna C?-funkcija V : Ri — Ry

Vi(x) = Z[:cz — 1 —vylna],

i=1

gde je v > 0. Neka je n > ng i neka je T' > 0 proizvoljno. Najpre, za 0 <t < 7, AT
primenom formule Itéa na V(x(t)) se dobija

V()= fj{@(w ~ 1m0 3 (a2 1)+ 01— )| 53)

J=1

+ =[(y = Da](t) + 1] Z afj(t)xie“ (t)}dt
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Neka je v < 1. Tada je

dV (z(t))
d d d
=7 [ —d(F) + (7)Y 2] (t) + (@) Z 25 + (b)Y wl (t — (t)
(6%>2 : 20: g - YHaii L= - Y4265
+ Z x; v (t) — (aii)in (t) — 5 (GL) sz (t)} dt

+7 Y o3(8) (] (1) = D)al? (£)dwy (1),

2,j=1

Da bi se eliminisali izrazi sa kasnjenjem, uvodi se nenegativan funkcional

m@@p:£ﬁ2§§:/ 79 (5)ds. (5.6)

(7_7,] =1 thij(t)
Primenom uslova (5.4) se dobija
d[V (x(t)) + Vi(x(t))] < ))dt + Z 05 (1) (] (£) = 1)a” (1) duw(8),
2,7=1

pri cemu je

d d B Eu d -
P() =2 3 [0+ @83 550+ 1 S a0 (57)

Jj=1

S0 = (@) 1) - 15 6k 0] < 2aih

1. Neka je max; j{cj, Bij,260;;} <~y < 1. Razlikuju se dva slucaja:
(a) Ako je (al,) > 01li (6%,) > 0, tada postoji pozitivna konstanta K takva da je
Fx(t)) < K, pa je

d

d[V (x(t) + Vi(e(®)] < Kdt +7 ) o35(8) (2] (£) = D)l (£)duwy (1),

i,7=1

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T i izracunavanjem ocekivanja
dobija se

EV(z(t, AT)) < EV(x(1, AT)) + EVi(2(1, AT))
V(z(0)) + Vi(z(0)) + KE(1,, AT)
V( (

2(0)) + Vi(2(0)) + KT.

IANIAIA
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Za svako w € {1, < T} postoji neko i (i = 1,...,d) takvo da z;(7,,w) & (n™!,n).
Zbog toga je

V(e(r) = o(r,) = 1 - yIna(r,) = (i 1 —m%) A —1—1nn)

ny
i sledi da je

oo > V(z(0)) + Vi(z(0)) + KT > EV(x(m, AT))
= P(r, <T)V(x(1,)) + P(1, > T)V(2(T)) = P(r, < T)V (2(72))

1
> P(r, <T) {(% -1 —7111—) An'—1 —’ylnn)] :
n n

Kako (- =1 —+yIni) A (n” =1 — yInn) tezi beskonacnosti kada n — oo, sledi

da je lim, oo P(7, < T) =0, pajei P(7oo <T) = 0. Kako je T" > 0 proizvoljno,
zakljucuje se da je

P(Too <00) =0 i P(75 =00) =1,

¢ime je teorema dokazana.
(b) Ako je (al) = 01 (6%,) = 0, koriséenjem Youngove nejednakosti (1.23) iz (5.7)

se dobija
d

F(z(t)) < Bi+ By > al(1)

=1

gde je

By = a6 + @) - @)+ s - G + T 26,

“ L —(7%) “ 2 v
VY (Bij) s

By = (i) + d | (@) a) + 12022 + (01)700)

Kako je 7 < 2[x7 — 1 — yInz] + 2 za v > 0, sledi
F(z(t)) < K1+ KV (2(1)),
gde je K1 = B1 +2d By 1 Ky = 2B,. Tada je
d[V(z(t)) + Vi(z(t))] < [K1 + KoV (2(t))]dt + Z o3t = 1) (t)dw; (1),

i,7=1

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T' i izracunavanjem ocekivanja se
dobija

EV(2(ry AT)) < EV (2(7y AT)) + EVi(2(r, AT))

< V(2(0) + Vi (2(0)) + K\ T + Ko /T EV (x(r A1))dt.
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Gronwall-Bellmanova lema implicira
EV(x(t, AT)) < [V(2(0)) + Vi(2(0)) + K T)e®?T,
Na slican nacin kao u prvom slucaju, dobija se

0o > [V(2(0)) + Vi(2(0)) + K T)e™" > EV(2(1, AT))
1 1
> P(r, <T) [(7—1—71n ) (n” —1—~Inn)
n
Kada n — oo sledi da je lim, o, P(7, < T) = 0, pa samim tim i P(7,, = 00) = 1.
Dakle, prvi deo teoreme je dokazan.

2. Ako vaze uslovi (65) > 0, (6;;) = (0;;) i (6;5) > max;;{%, ’82“}, na osnovu
(5.7) sledi da postoji pozitivna konstanta K takva da je F(z(t)) < K, pa se trazeno

tvrdjenje dobija slicno kao u slucaju 1(a).

3. Neka je v > 1. Da bi se iz (5.5) eliminisali izrazi sa kasnjenjem, koristi se isti
nenegativni funkcional V;(z(t)) dat sa (5.6). Tada je

AV () + Vila()] < Fla®)it+ Z o0 0) — D2 (@) (),
gde je
F(a(t)) 7 55)
= [ —d(7) + (7¥) Zaz](t) + (a) Z x;ﬁm (t) + 156—?7?/%&) Z If“ 0
+ (6§> Z 5912 (t) + B 5 1<5Z)2 Z x?(t)x?eij ({;) ('“ﬁz) Zx;}ura“(t)}

Na osnovu uslova 3 zakljucuje se da je F(x(t)) ograniceno, tj. F(z(t)) < K za neku
pozitivnu konstantu K. Kraj dokaza je slican kao u slucaju 1(a).

4. Neka je v > max; j{ay, B} > 1. Kako je (aj;) > 01 (@) > 2(0;;), tada
postoji pozitivna konstanta K takva da je F(x(t)) < K, pa tvrdjenje vazi. <

Napomena 5.2.1 Ne razmatra se slucaj kada je (77;) = 0, jer se tada sistem (5.3)
svodi na deterministicki.
5.3 Ogranicenost

Sa bioloske tacke gledista stohasticka ultimativna ogranicenost je pozeljnije svoj-
stvo od neeksplozivnosti. Prvo se pokazuje da je resenje sistema (5.3) asimptotski
ogranic¢eno, a zatim da ima osobinu ultimativne ogranic¢enosti.
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Teorema 5.3.1 Neka vaZe uslovi Teoreme 5.2.1. Tada za:
1. 0 < p <1, ako je (a;) > 0 ili (51,) > 0;
2. p>1, ako je (a;) > 0 i (@) > 2(6y),

resenje sistema (5.3) zadovoljava

hmsupEZa: < K(p), (5.9)

t—r00 i—1
gde je K(p) nezavisno od pocetnih podataka {p;(t) : —7 <t <0} e C,i=1,...,d.

Dokaz. 1. Neka je 0 < p < 1. Primena formule It6a na z¥(t), i = 1,...,d implicira

d

d20) < pat(0)|(0) — Y a0 = 52 S o 00

j=1 j=1

1
< paf(t) [7‘ —abxf (t) — =P t2,20 (t)} dt

d

+paf ()Y oF ()2 (t)dw;(t).

j=1

Razmatraju se sledeéi slucajevi:
(a) Ako je (@) > 01 (6%) > 0, polazi se od nejednakosti

”M&
l\')
)
K
.
Q
~
~
S——

dat () < pat (1)1 — bt ()|t + pal(

Otuda je
t
ExP(t) < 22(0) +p/ E[rfxf(s) — aliifora“(s)] ds.
0

Na osnovu Hélderove nejednakosti sledi

dEx?(t pray;
) < preat(t) — paly Bt (0] 5
Ako se oznaci y(t) = Eab(t), tada je
dy(t u ptag;
WY < ey t) — paly w1) "5
Resenje jednacine
dZ t) ptag;
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je

Medjutim, ako se krene od nejednakosti

1—

d
u p ii 0z
da2(0) < k()| = 2 2ol 0] -+ pat(0) Y o 0" (0w 1),

=1
na slican nac¢in se razmatra diferencijalna jednacina

dzcllit) =prialt) - p<1—_p)al~2(z1 (t))”*%

2 2
i kada t — oo dobija se

p

2ry 20;;
a®%(—479 — Kp).

(1 - p) 0y
Na osnovu teoreme uporedjenja za obicne diferencijalne jednacine sledi da je Ex? (t) =
y(t) < min{z(t), 21(2)} 1
limsup Ef(t) < min{K;(p), K (p)},

t—00

odnosno
d

hmsupEZx ) < K(p),

t—o00 i—1

gde je K(p) = 3¢, mln{ (p), K} (p )} Time je ovaj deo teoreme dokazan.

(b) Ako je (~“) i (6%) = 0, prateéi proceduru iz (a) dokazuje se da je
lim sup, . B Y7, 7 (t ) S K(p), prl cemu je K (p) = Y7, min K;(p).

(c) Ako je (dl) = i (6) > 0, slicno kao u (a) dokazuje se da je

(2

lim supy_, E2i=1 7 (t) < K( ) gde Je K( )= Z?:1 min K} (p).
2. Neka je p > 1. Primenjujuéi formulu Itoa na €'V (x) gde je V(z) = Zle x?,
dobija se
A d
d(e'V(z(t))) < e'F(xz(t))dt + pe' Z i (t)xf(t)x?” (t)dw;(t),

,j=1
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Za (k) > 01 (@) > 2(0;;) postoji pozitivna konstanta K zavisna od p takva da
je F(z(t)) < K(p), pa je

d(e'V (x(t))) < K (p)dt +pe' > oy (t)a? (t)a (t)dw; (1),

ij=1

odnosno,

¢'EV (x(t)) < V((0)) + K(p)(e' — 1)
odakle direktno sledi (5.9). <

Posledica 5.3.1 Neka vaze pretpostavke Teoreme 5.53.1. Tada za proizvoljan pocetan
uslov {p;(t) : =71 <t <0} € C,i=1,...,d za redenje sistema (5.3) vazi

lim sup E|z(t)[P < d? K (p). (5.10)

t—o00

Dokaz. Kako je

d /2 d
Bl = B( 0] <diEY a0

tvrdjenje (5.10) direktno sledi na osnovu prethodne teoreme. <

Teorema 5.3.2 Neka vaZe svi uslovi Teoreme 5.53.1. Tada je resenje sistema (5.3)
stohastickr ultimativno ograniceno.

Dokaz. Prema nejednakosti Chebysheva i Posledici 5.3.1 za H > 0 vazi

Ela(t)? _ K(2)

P{la) > 0} < 2220 < 220

pa birajuéi dovoljno veliko H sledi da je ispunjeno (1.21). <

5.4 (Ocena momenata

U ovom poglavlju se dokazuje da je p-ti moment reSenja sistema (5.3) usrednjen u
vremenu asimptotski ogranicen.

Teorema 5.4.1 Neka vaZe uslovi Teoreme 5.2.1. Tada za:
1. 0<p<l4+max;{,20;}, ako je (al,) > 0, (6%) > 0, max; {aj, Bij, 205} < 1;
2. 0<p<1+(ayu), ako je (a};) >0, (%) =0, max; ; {vj, Bij, 20;;} < 1;
8.0 <p<1+2(0y), ako je (al;) =0, (6%) >0, max; ; {a;, Bij, 26} < 1;

4. 0< p < 1+ 2(0_”); ako je (5‘51) > 0, (9_“) = (Q_ij), (0_“) > maxi7j{a§j, 6;},’
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5. p > 0, ako je (&ﬁz) > O, (6511) = (dij); (@u) > maxm{ﬁij,%ij};
6. p> 0, ako je (al;) > 0, max;; {o;, Bij} > 1, (@) > 2(6;),

za proizvoljne pocetne uslove {p;(t) : —7 <t <0} € C, i =1,...,d postoji pozitivna
konstanta ¢ takva da resenje x(t) sistema (5.3) zadovoljava

t—o00 t

1 [t
limsup - E fo(s)ds <ec. (5.11)
0 =1

Dokaz. Ponavljanjem procedure iz Teoreme 5.2.1 primenom iste funkcije Lyapunova
ako je 0 < v < 1, dobija se

d[V (x(t)) + Vi(z(t))] < ))dt + Z oy (¢ — D) (H)dw (1), (5.12)

i,7=1

gde je F(z(t)) dato sa (5.7).
Neka je

Uzimaju¢i u obzir uslove 1, 2 ili 3, moze se izabrati takvo ~ da je
max; j { v, Bij, 20;;} < v < 1, pri ¢emu je p < v + maxi{ay;, 205}, p < v + ()
ili p < v+ 2(0;), respektivno, i zakljuciti da je Fj(x) ograni¢eno. Analogno, za
proizvoljno 0 < v < 1 ako se uzme u obzir uslov 4, moze se zakljuciti da je Fi(x)
ograniceno. Dakle, postoji pozitivna konstanta ¢ takva da je Fi(x) < ¢, pa je

Ako se primeni ova ocena, (5.12) postaje

d[V (x(t)) + Vi(x(t))] < %——2:1: }dt+»y§:<nj — 1) (£)dwy (t).

2,7=1

Integracijom obe strane gornje nejednakosti od 0 do 7, A t i izracunavanjem ocekivanja
se dobija

EV(z(ta A t)) + EVi(z(my A 1))

< V(@(0)) + Vi(@(0)) + cE(r A ) — /Mt ds.

Ako n — oo, sledi da je

/ 5)ds < V((0)) + Vi(x(0)) + et.
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¢ime je teorema dokazana ako je bilo koji od uslova 1 — 4 zadovoljen.
Za v > 1, prate¢i prethodnu proceduru dobija se

d[V (z(t)) + Vi(x())] < ))dt + Z oy (t — 1)a () duw;(8),

i,j=1

pri cemu je F(z(t)) dato sa (5.8). Ako je Fy(z(t)) = F(x(t)) + .0, 2P(t), tada

prema uslovu 5 za svako p > 0 mozemo izabrati v tako da je v > p i zakljuciti da je

Fi(z) ograni¢eno, odakle se tvrdjenje moze dokazati kao u prethodnom slucaju.
Dokaz za uslov 6 je slican prethodnom ako se izabere 7 > max; ;j{%2, g 5> L

¢

Posledica 5.4.1 Neka vaze uslovi Teoreme 5.4.1. Tada postoji pozitivna konstanta
C’, nezavisna od bilo kojih pocetnih uslova {p;(t) : —7 <t <0} e C,i=1,...,d,
takva da za reSenje x(t) sistema (5.3) vazi

lim sup E/ |z(s)|Pds < C". (5.13)

t—o00

Dokaz. Kako je \x( )P < df 2L, 4P (t), dokaz direktno sledi na osnovu Teoreme
5.4.1 gde je C' = cdz. &

S bioloske tacke gledista, ocene (5.10) i (5.13) ukazuju na to da ¢e se u smislu
statisticke sredine i usrednjenja u vremenu veli¢ina populacije bilo koje posmatrane
vrste sa proizvoljnim pocetnim stanjem na kraju vratiti u grani¢ni opseg.

5.5 Ponasanje trajektorija

Teoreme u ovom poglavlju daju asimptotsku ocenu trajektorija resenja sistema (5.3),
tj. razmatraju se neke grani¢ne nejednakosti za stope rasta veli¢ina populacija
razmatranih vrsta koje pokazuju kako resenje sistema (5.3) varira u Ri.

Teorema 5.5.1 Neka vaze uslovi Teoreme 5.2.1. Za proizvoljne pocetne uslove
{pi(t) : =7 <t <0} € C, i = 1,...,d, postoji pozitivna konstanta K takva da
resenje sistema (5.3) ima svojstvo

In T, zi(t
lim s.upM <K si. (5.14)
t—o0 t
Dokaz. Za svako i = 1,...,d primenom formule Itda na Inz;(t), se dobija

0, (t) < i (0)+ M) + [ [re) - Z (90505 + 530226 ) | s

(5.15)
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gde je M;(t fo _, 0ij( s)xf“ ( )dw]( ) realan neprekidan lokalni martingal sa
kvadratnom varuacuom (M;(t), M, fo x2-9 (s)ds, koji se anulira u
t=0.

Neka je € € (0,1) i @ > 1. Za svako celobrojno n > 1 na osnovu eksponencijalne
martingalne nejednakosti sledi

Jlm

P{ sw [0 - om0 3n0p) = 20 <

0<t<n 2 € nf’

Kako red Y > 17 L konvergira, primena Borel-Cantellijeve leme implicira da postoji
Q; C Q za koje je P(£);) = 1, pri cemu se za svako w € §); moze naéi celobrojno
n; = n;(w) tako da je

flnn

S (ML), M (1) + ==,

za0<t<nin>n;(w),i=1,...,d. Dakle, (5.15) postaje

flnn o d 29
Inz;(t) < Inx;(0 i i ( “(s)|ds,
nx;(t) <Ilnz;(0)+ . /[ Ea] gz ]3

za 0 <t <nin>nw)kad jew € ;. Neka je Qo = N, Q. Jasno, P(Q) = 1.
Stavise, za svako w € €y neka je ng = max{n;(w) : i = 1,...,d}. Tada za svako
w € )y iz poslednje nejednakosti sledi

a Hd Inn l—¢ ;2
1 i i _ Qg _ — l 2917, d
;:1 nz;( E In z;( / [r al,x%i(s) —5 % T (s)] S,

za 0 <t <nin >ng(w). Kako postoji pozitivna konstanta K takva da je

d
1 —
> [ — abai(s) — — "ol 2 (s >} ds < K

, 2
=1

za svako z € R%, dobija se

d
lnHa:i( <lonZ Hdlnn—l—Kt

za 0 <t <mnin > ng(w). Prema tome, za svako w € Qp, akojen —1 <t <ni
n > ng(w), dobija se da je

odakle sledi trazeno tvrdjenje (5.14) kada t — co.
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U nastavku se daju neke asimptotske ocene resenja sistema (5.3), a dokazuju se
primenom eksponencijalne martingalne nejednakosti.

Teorema 5.5.2 Neka vaZe uslovi Teoreme 5.2.1. Ako je (al;) > 0 ili ( ;) >0, tada
za proizvoljne pocetne uslove {p;(t) : —7 <t < 0} € C, i = 1,. d za resenje
sistema (5.3) vazZi svojstvo

In T, (¢
lim sup 2= i) g (5.16)
t—o00 lnt
Dokaz. Za svako i = 1,...,d, tvrdjenje (5.16) se dokazuje primenom formule Itoa

na e Inz;(t) za 6 > 0 i ponavljanjem procedure iz prethodne teoreme. <

Teorema 5.5.3 Neka vaZe pretpostavke Teoreme 5.3.1 i neka je 0;; = 0 za svako
i,j=1,...,d. Za proizvoljne pocetne uslove {p;i(t) : —7 <t <0} € C,i=1,....,d,
postoji pozitivna konstanta K takva da za resenje x(t) sistema (5.3) vaze osobine

limsup £ sup |z(r)| < K (5.17)

t—00 t<r<t+1

1 t
lim sup n jz(t)] <

t—o00 lIl t o

S.1. (5.18)

Dokaz. Za x € Ri neka je

d
i=1

Koris¢enjem formule Itoa se dobija

(et =3 it [m@) = 2 (a0 @)+ by (0 0= 70

i=1 j=1
Z Z oi;(t (t)dw;(2).
=1

Integracijom od ¢ do r sledi

V() < V() + (7 [V( ds+/ le Z% (s)dw (5).
Odatle je

t+1
E sup V(z(r)) < EV(z(t)) + (T;‘)/t EV(x(s))ds

t<r<t+1 o
+ ZE sup /t (Z Jij(s)xi(s)x§(3)> dw;(s).

t<r<t+1
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Primenom nejednakosti Burkholder-Davis-Gundyja (1.3.4) i nejednakosti Holdera,

a kako
d

d 20 d
1 26 20 20
p E r; < (E mj> <d g T;

i=1 =1 =1

vazi za svako x € R, dobija se da je

S5y [ (z aij<s>xi<s>x§<s>> e

t<r<t+1

t+1 d d 9 1/2
< 4v/2d (5%) (/t EZx?e(s)(ij(s)) d5>

t+1 d 1/2
< 4v2(})d" (/t EZ x?eﬁ(s)ds)
j=1

Iz Teoreme 5.3.1 sledi
limsup E sup V(z(r)) < K,
t—00 t<r<t+1
gdeje K = (1+(f}‘))K(1)+4\/§ (5;})d9+2(K(20+2))1/2. Kako je |z(t)| < Zle x;(t),
sledi (5.17).
Da bi se dokazao sledeé¢i deo teoreme, polazi se od (5.17), pri ¢emu postoji
pozitivna konstanta K takva da je

E sup |z(t)| <K, n=12,...

n<t<n+1

Za proizvoljno € > 0, primenom nejednakosti Chebysheva se dobija

K
1+e
P( sup |z(t)] >n ><n1 -, n=12...

n<t<n+1

Prema Borell-Cantellijevoj lemi, za skoro svako w € ) vazi

sup |o(t)] < n't
n<t<n+1

za sve sem kona¢no mnogo n. Dalje, postoji no(w) takvo da za skoro sve w € Q, ako
jen>ngin<t<n-+1, tada je

In |z(t)| < (14+¢)lnn

=1 )
Int — Inn te
Dakle,
() |
lim sup <l4e s.a.
t—00 In

Konaéno, ocena (5.18) se dobija kada € — 0, pa je time dokaz kompletiran. <
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Tvrdjenje (5.18) pokazuje da totalna populacija ekosistema ne moze da raste
suvise brzo. Za proizvoljno malo £ > 0 postoji sluc¢ajna promenljiva 7' = T'(w) > 0
takva da jezat > T

In [z (#)|
Int
Tada je |z(t)| < t'¢, ¢t > T. Ako se uvede oznaka A = supg<,<r |2(t)|, ocigledno da
je

<l+4+¢ sl

z(t)] < A+t >0,
tj. reSenje x(t) raste sa verovatnocom jedan najvise polinomijalno sa redom veli¢ine
bliskim jedinici.
Posledica 5.5.1 Pod uslovima Teoreme 5.5.3 vazi

In |z(2)]

<0 s..

lim sup
t—o00

Dokaz. Kako je lim;_,o ¢ = 0, tvrdjenje direktno sledi. ¢

i =

5.6 Istrebljenje i neperzistentnost

U proucavanju populacione dinamike istrebljenje i perzistentnost spadaju u vaznija
i interesantnija svojstva koja opisuju da li ¢e populacija u nekom budué¢em periodu
izumreti ili opstati.

Naredna teorema pokazuje vaznu osobinu da izuzetno veliki intenzitet Suma sre-
dine moze dovesti do istrebljenja populacije.

Teorema 5.6.1 Neka vaze uslovi Teoreme 5.2.1. Ako za neko i (i € {1,...,d})
Va1 minlsjgd Hz‘j =01

d

1 [ 1
lim sup z/ {ri(s) - = Zafj(s)]{gijzo}] ds <0 s.i. (5.19)
0

t—o0 2 :
Jj=1

tada ée doéi do istrebljenja i-te populacije sistema (5.3) sa verovatnoéom jedan.

Dokaz. Primenom formule Itéa na Inz;(t), i = 1,...,d, dobija se
‘ 1< 1<
292']'
Inz;(t) < Inx;(0) + /0 {Ti(s) -3 > ohi(s) Lo, -0y — 5 o2 (s)x; 7 (s) I 19,201 | ds
j=1 j=1
+ M} (t) + MA(t), (5.20)

pri ¢emu su

¢ d
Mil(t):/O ZUz‘j(S)]{eij:O}dwj(S) i Mf(t):/o ZO'ij(s)l’?ij(S)I{@ij¢0}dwj(8)
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realni neprekidni lokalni martingali koji se anuliraju u ¢ = 0, sa kvadratnim vari-

jacijama
(M) / Z a?j (5)19,,—0yds
=1

(ME(t / Z o3;(s $) (o, 201ds.

Kako je (M} (t), M} (t)) < (a}5)*t, prema strogom zakonu velikih brojeva za martin-
gale je lim;_, Ml( ) = 0.

S druge strane za svako celobrojno n > 1, ako se primeni eksponencijalna mar-
tingalna nejednakost na martingal M?(t) dobija se

p{ sup [M2(1) - %(Mf(t),Mf(t))} > 21nn} < %

0<t<n

Kako red Y 7, # konvergira, primena Borel-Cantellijeve leme implicira da postoji
Q; C Q pri cemu je P(€;) = 1, tako da se za svako w € ; moze nadi celobrojno
n; = n;(w) za koje je

ME(t) < 5 (ME(t), M{(t)) + 21nn,

l\DI»—t

za 0 <t<nin>n;(w). Iz (5.20) sledi da

t 1
Inz;(t) < Inz;(0) + M (t) +2Inn + / {ri(s) ) Z Ufj(s)l{eiio}] ds
0 j=1

za 0 <t <n,n>n;(w). Zbog toga je

lna,(t 1 [t 1 &
lim sup ni( ) < limsup Z/ {n(s) ~3 Z O’%(S)]{gu:g}:| ds <0,

t—o00 t—00

odakle se zakljucuje da dolazi do istrebljenja i-te populacije sistema (5.3) sa vero-
vatno¢om jedan.

[ako je u Teoremi 5.6.1 eksponent Lyapunova negativan, to ne mora biti neopho-
dan uslov da bi doslo do istrebljenja. Da bi se to pokazalo, primenjuje se LaSalleova
teorema za stohasticke diferencijalne jednacine [62].

Neka je d-dimenzionalna stohasticka diferencijalna jednacina

du(t) = f(z(t),t)dt + g(z(t), t)dw(t) (5.21)

definisana za ¢t > 0 sa pocetnom vrednoséu z(0) € R? pri ¢emu je w(t) =
(wi(t), wa(t), ..., wm(t))" m-dimenzionalno Brownovo kretanje, f : R x Ry — R?
ig:R'x R — Rde Naredna pretpostavka je uvedena u [62].
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Pretpostavka 5.6.1 Za svaku pocetnu vrednost {p(t) : —7 <t < 0} € C jednacina
(5.21) ima jedinstveno reSenje x(t) za t > 0. StaviSe, za svako h > 0 postoji kon-
stanta K, > 0 takva da je

|flz, )]V [g(z, 1) < K (5.22)
za svako t > 0 iz € RY, gde je |z| < h.

Naredna lema ¢e se koristiti da bi se pokazalo da do istrebljenja dolazi pod
odgovarajuc¢im uslovima.

Lema 5.6.1 [62] Neka vazi Pretpostavka 5.6.1. Ako postoje funkcije V € C*'(R? x
Ry Ry, vye LYMRy; Ry) iwe CPYRYG Ry) takve da vazi

LV (z,t) < (1) —w(x), (z,t) € R x Ry,

lim inf V(z,t) = oo,
|z|—00 0<t<oco

tada je Ker(w) # 0 i limy o d(x(t), Ker(w)) = 0 s.i. za svako z(0) € R%.
Slede¢a teorema se dokazuje pomocu prethodne leme.

Teorema 5.6.2 Neka vaze uslovi Teoreme 5.2.1, neka je (a';) > 0 i neka postoje
konstante 0 < a; < 1, 1 =1,...,d takve da je

Z JECE

Tada za proizvoljne pocetne uslove {p;(t) : —7 <t <0} € C,1=1,...,d, za reSenje
x(t) sistema (5.3) vazi lim; o |2(t)| = 0 s.i., tj. sve populacije ée biti istrebljene sa
verovatnocom jedan.

d +
1— a;
j=1

Dokaz. Moze se primetiti da sistem (5.3) zadovoljava Pretpostavku 5.6.1. Neka
konstante «;, 1 = 1,...,d zadovoljavaju uslove teoreme. Primenom formule It6a na
x$(t) se dobija

)

d
1— s
dxi (t) < axi(t) (ri(t) - 2a E U%(S)I{gijzo}) — i (t)zd e (t) (5.24)

J=1

d
+ i (t) D o ()] dwy(t).
j=1

Neka je

Zi(t) = e B O DB Oy )l g g

)
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Viz,t) = Zzi(m;%.

Na osnovu (5.23) zakljucuje se da je V € C*' (R x R, Ry) i

lim inf V(z,t) = oo,
|| =00 0<t<oo

kao i da postoji konstanta U; > 0 takva da je Z;(t) > U;. Primena formule Itoa na
V(z,t) daje

d d d
~ _ 1—qy _
dV(z,t) = =Y o Z;(t)ay (n(t) - — a > o (t)I{gij:0}> ds +)  Z(t)dz
i=1 j=1 i=1
d d d
< =Y e Z(Oa T+ aiZi(0af Y o (8] dwy (t)
i=1 i=1 j=1
d d d
< — Z ol Urditeidt + Z a; Z;(t)xs" Z ol (t)x?” dw;(t).
i=1 i=1 j=1

Sledi da je
d
LV (z,t) < — ZaiaéiUixf‘#a“ = —w(x),
i=1

pa na osnovu Leme 5.6.1 sledi da je Ker(w) = {(0,0,...,0)T i zakljucuje se da je
limy o |2(t)| = 0 s.i., tj. sve populacije ¢e biti istrebljene sa verovatno¢om jedan.

U narednoj teoremi se odredjuje kriticna vrednost izmedju slabe perzistentnosti
i istrebljenja.

Teorema 5.6.3 Neka vaZe uslovi Teoreme 5.2.1. Ako je al, > 0, cz; > 1 i

d

I 1
li - i(s) — = 2(s) g, —oy|ds =0 s.. 5.25
msu [ o) - 5 > e |5 =0 s (5.25)
za nekoi =1,...,d, tada je i-ta populacija sistema (5.3) neperzistentna usrednjeno
po vremenu sa verovatnocom jedan.
Dokaz. Neka je a}, > 0i a; > 1zanekoi = 1,...,d. Primenom formule Itéa na
In x;(t) se dobija
! 1< 1<
20;;
In l‘,(t) S 1111’7,(0) +/O |:TZ‘(S) — 5 Z O'%(S)]{gi].:(]} — 5 ZO‘%(S){L} ](S)I{Gij;éO} ds
j=1 j=1

—d /t r8 (s)ds + MH(t) + M2A(t), (5.26)

i 7
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pri cemu su M} (¢) i M?(t) isti realni neprekidni lokalni martingali kao u Teoremi
5.6.1 koji se anuliraju u ¢t = 0, sa odgovaraju¢im kvadratnim varijacijama.
Kao sto je veé¢ receno, prema strogom zakonu velikih brojeva za martingale je

limy 00 Mi(t) = 0. Otuda, za proizvoljno € > 0 postoji konstanta 7] takva da je
MO < gat>T.

Dalje, za svako celobrojno n > 1, ako se primeni eksponencijalna martingalna
nejednakost na martingal M?(t), dobija se

M2(t) < S(M(1), M2(0) + 2Inn,

]

za0<t<nin>njw) (we, Q CQ, P(Q;)=1). Dakle, iz (5.26) sledi

Inz;(t) < Inx;(0) + Ezt +2lnn (5.27)

t

t 1 d
+ /0 [ri(s) ~5 ;O’%(S)I{gijzo}} ds — aéi/o x;"(s)ds

zaT) <t <mn,n>nw).
Na osnovu uslova (5.25) postoji konstanta 7o > T takva da je

d

1/t 1 ) £
7/ ri(s) — §Zaij(s)l{9ij:0} ds < 2

j=1
za Ty <t < n,n > n;w). Moze se primetiti da za dovoljno veliko ¢ za koje je

T<n—-1<t<n,T>Tyin>n;(w), vaz IHT" < . Prema tome, iz (5.27) sledi

t
Inz;(t) <lnx;(0) + et — aii/ x;(s)ds (5.28)
0

zaT <n—1<t<nin>ny Nekaje h;(t)= f(f x;"(s)ds. Kako je In (dhét(t)> =
o Inz;(t), iz (5.28) sledi

eanaéihi(t)dhi (t) < l‘?” (O)Gaiietdt,
Integracijom ove nejednakosti od T" do t se dobija

azial;hi(t) azial;hi(T) I —1,.a4 et o€l
e < etitaltith) gl e i (0)[e* — e,

i
Logaritmovanje obe strane poslednje nejednakosti implicira

1
l

1

hi(t) <

al ho(T ” . . T
In [eo‘““iihl( ) 4 aﬁie 1xf‘”(0)e°‘“5t — aéie 1@?‘”(0)60‘”8 .
QG

Dalje, primenom L’Hopitalovog pravila dobija se

L[
limsupz/ x;(s)ds <
0

t—o00
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Kako je € proizvoljno, kad ¢ — 0 sledi da je limsup,_, % fot x;"(s)ds = 0. Konaéno,
primenom nejednakosti Lyapunova se dobija

1 1 (1 e
hﬁigpg/o xi(s)dsgliﬂi}pm (z/o xf‘“(s)ds) =0,

tj. i-ta populacija je neperzistentna usrednjeno po vremenu sa verovatnoc¢om jedan.

%

Teorema 5.6.4 Neka vaZe uslovi Teoreme 5.2.1. Ako je al; > 0, az; > 1 i

d

I 1
li - (s) — = 2(8)p.—n |ds >0 s.i. 5.29
i sup - /0 {7“ (s) =5 ;:1 o3;(s) 10, 0}1 5 5.4 (5.29)
za neko i = 1,...,d, tada je i-ta populacija sistema (5.3) slabo perzistentna sa

verovatnocom jedan.

Dokaz. Na osnovu Posledice 5.5.1 i ¢injenice da je x; < Zle x; < d|x|, sledi

In z;(s)

lim sup <0 s.i. (5.30)

t—o00

Potrebno je dokazati da je limsup, . z;(t) > 0 s.i. Ako ovo tvrdjenje ne bi
vazilo, tj. ako je P(F') > 0, pri ¢emu je F' = {limsup,_, . x;(t) = 0}, iz (5.26) se
dobija

Ina(t) _ Ina(0) N 1 /Ot {” (s) 1 iafj(s)l{efo}]ds

t t t 2 4
7j=1
1 t d t d
- E/o Zaw(s)x?”(s)ds -3 wa(s)xf”(s — 735(8))ds
J=1 J=1
1 /[t d 20, ; : t) M@'Q(t)
~ 5 Zafj(s)a:j (8)116,,20yds + + ;
j=1
Za svako w € F je limy_,o z;(t,w) = 0, pa na osnovu zakona velikih brojeva za
1 2
martingale sledi da je lim sup,_, MT(t) =01 limsup,_, MT(t) = 0. Dakle,
. Inz;(t) .. 1/t [ 1< 5
lim su = limsup — ri(s) — = » 0;:(5)I59,, =01 |ds > 0,
t%oop t%oopt 0 ( ) 2; ]( ) {0” "
Inz;(t)

pa je P(limsup, ., =7 > 0) > 0, sto je kontradiktorno sa pretpostavkom (5.30).
Dakle, limsup,_,., x;(t) > 0 s.i., tj. i-ta populacija je slabo perzistentna sa vero-
vatno¢om jedan.
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5.7 Specijalan slucaj sistema (5.3)

U ovom poglavlju se razmatra specijalan slucaj sistema (5.3) kada je 6;; = 0 za
svako 7,7 = 1,...,d, u slede¢em obliku
d
daa(t)==an(t){ Py(t)——jgj (am(t)x?”(t)4—bm(t)xf”(t——7@(t)))}cﬁ-+-aiajduh(t)}
j=1
(5.31)
i dokazuje se da je reSenje ovog sistema pozitivno i da ne eksplodira u konacnom
trenutku, ali pod uslovima koji su slabiji od uslova koji vaze za sistem (5.3). U
sledecoj teoremi su iskazana svojstva sistema (5.31) koja su slicna onima koja vaze
za reSenje sistema (5.3) i koja su data teoremama iz Poglavlja 5.1-5.6.

Teorema 5.7.1 Neka je
(7)) < L. (5.32)
Tada za proizvoljne pocetne uslove {p;(t) : —7 <t <0} € C, i = 1,...,d vaze
sledeca tvrdjenja:
(a) Postoji jedinstveno resenje x(t), t > —1 sistema (5.31) i to resenje ostaje u
RY sa verovatnocéom jedan.

(b) Neka je p >0 i (a',) > 0. Tada resenje sistema (5.31) zadovoljava (5.9), gde
je K(p) nezavisno od pocetmh uslova 1 definisano je sa

d ru p/aii
| ()" o<p<t,

G4

— - i = iy o1 w2 P
i=1 <1+I;+) , p>1.
Ovo resenge zadovoljava i (5.11).
(c) Resenje sistema (5.31) je stohasticki ultimativno ograniceno.

(d) Postoji pozitivna konstanta K takva da resenje sistema (5.31) zadovoljava
(5.14).

(e) Resenje sistema (5.31) ima svojstvo (5.16).

(f) Neka je (a;) > 0. Tada postoji pozitivna konstanta K takva da resenge x(t)
sistema (5.31) ima osobine (5.17) i (5.18).

(9) Ako vazi
I 2
limsup—/ {ri(s) — U’—(S)} ds <0 s.i.
tJ, 2

t—o00

za neko i = 1,...,d, tada ée i-ta populacija sistema (5.3) biti istrebljena sa vero-
vatnocéom jedan.

(h) Ako vazi (al;)) > 0 i postoje konstante 0 < a; < 1 (i =1,...,d) takve da je

Z/ [ 1_0‘20 (t)]+dt<oo si.,
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tada ée sve populacije sistema (5.31) biti istrebljene sa verovatnoéom jedan.
(i) Ako vazi ', > 0, c;; <14

1 [ 2
lim sup ;/ {ri(s) - OZT(S)] ds =0 s.i.
0

t—o00

zanekoi=1,...,d, tada je i-ta populacija sistema (5.31) neperzistentna usrednjeno
po vremenu sa verovatnocom jedan.

(j) Ako vazi limsup,_, 1 fot [ri(s) - @} ds >0 s.i. zanekoi=1,...,d, tada

je i-ta populacija sistema (5.3) slabo perzistentna sa verovatnocom jedan.

Dokaz. Dokaz je na neki nac¢in modifikacija dokaza Teorema 5.2.1-5.6.4 za sistem
(5.3), pa je data samo skica dokaza.

(a) Primenom C?—funkcije V(z) = 32, [¢] —1 —yInx;] za v > 0 i ponavljajuéi
proceduru iz dokaza Teoreme 5.2.1, dobija se

dV(z(t)) < vi {@ —ri(t) + (ri(t) + 77_1 ) Z i ()2

+ 3 by () (t — 7y (t)) ]dt+fyzm t) — Ddw;(t).  (5.33)

Neka je v > max; ; {a;j, i} Razlikuju se dva slucaja:
I. Neka je y < 11 (7) < 152(61)*. Da bi se eliminisali izrazi sa kasnjenjem, uvodi
se isti nenegativni funkcional V; (z(t)) kao u Teoremi 5.2.1 i koriséenjem uslova (5.32)

se dobija

d[V (x(t)) + Vi(z(t))] < Fy(x(t))dt + 720, — Ddw;(t),

pri cemu je

Fatt) = (75 - )+z (@50 + om0

- (G- o) ;xm]

Kako je v > max; j {aj, 5}, postoji pozitivna konstanta k takva da je Fy(z(t)) < k.
Ostatak dokaza je slican slucaju 1(a ) u Teoremi 5.2.1.

IT. Neka je v < 11 (7¥) > 52(69)? ili neka je v > 1. Tz (5.33) sledi da je

wva(v) < ]a (X - @) + S (@) + @) ¢ - ro(0)

ij=1

+Azx ]dt+72m t) = 1)dw;(t),
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gdeje A= (7)) —152(6)?zay <11 A= (F¥) + 51(61)% za v > 1. Ako se uzme u
obzir isti funkcional V;(z(t)) kao u prethodnim slu¢ajevima i Youngova nejednakost
(1.23), dokaz se izvodi primenom Gronwall-Bellmanove leme na slican nacin kao u
Teoremi 5.2.1 (1(b)).

(b) Primenom formule Itda na z¥(t) se dobija

% 15

da? (1) < p| A(p)f(t) — aba?™ (1) dt + pos(t)al(t)dus(t),

pri ¢cemu je
oy 0<p<l,
A<p)_{?“§”+”71032, p>1
Preostali deo dokaza tvrdjenja (5.9) je slican dokazu Teoreme 5.3.1, pa ¢e biti
izostavljen.

Da bi se dokazalo tvrdjenje (5.11), potrebno je poéi od iste funkcije Lyapunova
kao u slucaju (a). Najpre se primeni formula Itda na V(z(t)), a zatim da bi se
eliminisali ¢lanovi sa kasnjenjem, uvodi se isti nenegativan funkcional V;(z(t)) kao
u Teoremi 5.2.1. Pritom je

d[V (x(t)) + Vi(z(2))] < F(x(t))dt + ’VZUi(t)(l’?(t) — Ddwi(t),

gde je
7u)2

Fa) =fa (B -6+ 3 (@0 + o)

j

Neka je

Slicno kao u dokazu Teoreme 5.2.1, ako je v > max; ; {p, aj, Bi;}, zakljuCuje se da
je Fi(x) ograniceno i dokaz se kompletira kao ranije.
Dokazi osobina (¢)-(j) su slicni dokazima Teorema 5.3.2, 5.5.1-5.5.3, 5.6.1-5.6.4.

¢

5.8 Numericka simulacija

Primer 5.8.1 Neka se ekosistem sastoji od dve vrste, pri ¢emu x(t) i z5(t) pred-
stavljaju velicine populacija tih vrsta. Zbog uticaja razlic¢itih sezonskih faktora
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sredine na populacije, kao sto su vremenski uslovi, zalihe hrane ili temperatura,
vazno je proucavati ekosisteme kod kojih su neki od koeficijenata r;(t), a;;(t), b;;(¢)
i 7;;(t) periodi¢ne ili skoro periodi¢ne funkcije (videti [22, 93, 97]). U tom smislu,
neka su unutrasnje stope rasta

3 4
=15+ —— = /64+—— 34
n(t) =15+, nt)=4/6+5—— (5.34)

a ostali koeficijenti

t
a1 (t) = 0.01 (0.4 + sin? 1—0) , ax(t) =0.07sin’t,

t
ap2(t) = 0.1sin” 3 age(t) = 0.015 (1 — 0.4 cos(0.3t)),
1
ajp =1, aip = 1/4, a1 = 2/3, agy =1,
f1 = 1/2, Ba2 = 3/2,
1
T11<t) =0.6 sin2 t, 7'22(25) =

V3+t

Ocigledno je 7 = maxsup,>o{711(t), 722(t)} = 0.6. ReSenje deterministickog sistema
(5.1) sa koeficijentima (5.34) — (5.35) i poCetnim uslovima

800
N

€1(t) = 350e™ 1 &y(t) —06<t<0 (5.36)

je predstavljeno na Slici 5.11.

X, (t) deterministic

300/l | X(t) deterministic

2004

100

Slika 5.1: Dinamika Gilpin-Ayala modela (5.1) sa dve vrste, sa parametrima (5.34)-
(5.36) (vremenski korak At = 0.03)

Neprekidan uticaj nepredvidivih sila na populacije moze rezultirati promenama
u biologkim parametrima, kao $to su stope prezivljavanja r;(t), i = 1,2. Uzimajuéi
u obzir perturbaciju (5.2), gde je intenzitet Suma

) . oxn(t) =001 (2 + L) , (5.37)

141

1

1Sva izra¢unavanja su radjena primenom programskog paketa MATHEMATICA.
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sledi da je (@) > 01 (6%) > 0. Na osnovu Teoreme 5.2.1 se zakljucuje da je
neophodno da vazi () < 1/2 (uslov 4) ili (0;) > 3/4 (uslov 2). Za razlicite
vrednosti parametara 617 i 099, na primer, 61; = 0y = 0 (sistem (5.31)); 013 = 1/2,
Os0 = 4/5; 011 = 1, O3 = 5/6, moze se posmatrati kako promene u tim parametrima

uticu na resenje stohastickog sistema (5.3), sto je ilustrovano na Slici 5.2.

400

Xa(t) Xa(t)
‘ — 611=0 250¢ — 0=0
300 611=1/2 200( 020=4/5
— 02=5/6

200]] 150

100} |

100
501 |

100 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 5 60 70

Slika 5.2: Trajektorije Gilpin-Ayala modela (5.3) 1 (5.31) sa dve vrste sa parametrima
(5.34)-(5.37)

Osim toga, simulacija na Slici 5.3 ilustruje teorijske rezultate ocene trajektorija
u Teoremama 5.5.1, 5.5.2, 5.7.1(d) 1 5.7.1(e).

05¢ ‘
: 350 —011=0=0
04 W 300 611=1/2, 65=4/5
L — 6011=62=0 S5l —611=1, 62,=5/6
03 \ 011=1/2, 62,=4/5
L ‘_ \ 2.0 .
r " —611=1, 6,,=5/6
02 “ 11 22=5/ L5t
i T 10f
01f
L 0.5 .
50 100 150 200 50 100 150 200

Slika 5.3: Trajektorije funkcija 2E10220) 3 W@lbea) 45 gigsteme (5.3) i (5.31)

Int

Neka je intenzitet Suma dat sa

0.001 1
Ull(t) = \/m7 0'22(t) =0.01ln (2 + 1——}—t) s (538)

umesto (5.37). Tada je (al;) > 0, (%) = 0 i prema Teoremi 5.2.1 (uslov 4) parametri
0i, i = 1,2 treba da zadovoljavaju uslov (6;) < 1/2. Ako se uzmu u obzir sledece
vrednosti parametara 61 = 6y = 0 (sistem (5.31)); 011 = 1/4, 029 = 1/4; 611 = 2/5,
092 = 5/12 na Slici 5.4 se moze videti da promena parametara ne implicira primetnu
razliku u trajektorijama razmatranih vrsta.



114 Glava 5. Neautonomni stohasticki Gilpin-Ayala model sa kasnjenjem

Xa(t)

2 -
o0 — 62=0
‘ o=1/4
150} - 0p=5/12

100

50

10 20 30 40 50 60 70

Slika 5.4: Trajektorije Gilpin-Ayala modela (5.3) 1 (5.31) sa dve vrste sa parametrima
(5.34)-(5.36) i (5.38)

Ako je
ag(t) = 0.015(1 — cos(0.3t)) (5.39)

umesto ag(t) u (5.35) i ako su intenziteti suma dati sa (5.37), tada je (a},) = 0,
(6%,) > 0 i na osnovu Teoreme 5.2.1 (uslov 2) parametri 6;, i = 1,2 treba da
zadovoljavaju uslov (6;;) > 3/4. Na primer, za 0;; = 0y = 0 (sistem (5.31));
011 = 4/5, 0o = 4/5; 011 = 7/6, 055 = 5/6, na osnovu Slike 5.5 zakljucuje se da

parametri 6;;, ¢ = 1,2 imaju znacajnu ulogu u dinamici razmatranih vrsta.

800} xi(0) 2000}
— 01;=0 I Xa(t)
600+~ 011=4/5 1500 f — 02=0
I — 01,=T7/6 i 022=4/5
400 1000} ~ 02=5/6
‘\ AN
200 N 500 ‘
\ . |
10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 4 50 60 70

Slika 5.5: Trajektorije Gilpin-Ayala modela (5.3) 1 (5.31) sa dve vrste sa parametrima
(5.34)-(5.37) 1 (5.39)

Primer 5.8.2 Osnovni cilj ovog primera je da ilustruje kako moze do¢i do istre-
bljenja ili oporavka populacija ako je intenzitet Suma dovoljno veliki. Razmatra se
ekosistem (5.31) sa dve vrste sa koeficijentima (5.35) i

3
1+t
1

VI+t
16011 =0, O = 1/2 za sistem (5.3).

(5.40)

)

Tl(t) = T2<t) =1 +

1
V1+t

Ull(t) = O'l(t) =1.45— 0'22(t) = O'Q(t) =0.1 (1 —
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5 .
400 — x(t) stochastic l
Xo(t) stochastic 4
300 — X(t) deterministic
— Xo(t) deterministic 3

1,

10 20 3 40 50 60 70 0 20 40 60 80 100 120

Slika 5.6: Trajektorije Gilpin-Ayala modela (5.31) sa dve vrste (sa parametrima
(5.35), (5.40)- (5.41))

Na Slici 5.6 se moze primetiti da perturbacija unutrasnjih stopa rasta dovodi do
kompletne promene u dinamici posmatranog ekosistema. Kako je

I 1
lim sup —/ {rl(s) - —0‘%1(8):| ds = —0.05125,
t—o00 t 0 2

na osnovu Teoreme 5.6.1 i Teoreme 5.7.1 (g) za pocetne podatke (5.36) sledi da
¢e prva populacija biti dovedena do istrebljenja sa verovatno¢om jedan. Sa druge
strane, uvodjenje Suma u deterministicki sistem sa koeficijentima (5.40) i (5.35)

dovodi do oporavka druge vrste koja bi u deterministickom sluc¢aju bila istrebljena
za kratko vreme (videti Sliku 5.6 za model (5.3) i Sliku 5.7 (levo) za model (5.31)).

400 — % (t) stochastic 600 %y (t) stochastic
Xo(t) stochastic 500 Xo(t) stochastic
300 — X (t) deterministic — X(t) deterministic
— Xo(t) deterministic 400 — Xo(t) deterministic

200,

100

Bk oo pn

10 20 30 40 50 60 70

Slika 5.7: Trajektorije Gilpin-Ayala modela sa dve vrste (5.31) (sa parametrima
(5.35) , (5.40)-(5.41) (levo) i sa parametrima (5.35), (5.42)-(5.43) (desno))

Ako se zamene koeficijenti (5.40) i (5.41) u modelu (5.31) sa

1
t)=15+sint+ —— t)=1.5
() =15+sint+ () =15+

1 . 1
V1+t '

na osnovu Teoreme 5.7.1 (h) je jasno da ¢e uz dovoljno veliki intenzitet Suma (5.43)
obe populacije biti istrebljene, kao §to je prikazano na Slici 5.7 (desno).

(5.42)
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Za parametre

3 3

t)y=14 —— 44
1+ ¢2 TQ() +1+t27 (5 )

1 1
o1 (t) =o1(t) = 1.5 — AT 092(t) = oa(t) = 0.1 (1 - \/1——1-75) (5.45)

ako je 017 = 0, 05 = 1/2, na osnovu Teoreme 6.3.2 se zakljucuje da je prva populacija
neperzistentna usrednjeno po vremenu sa verovatnoc¢om jedan (Slika 5.8).

400 — Xy (t) stochastic
Xo(t) stochastic
300 —— Xq(t) deterministic
— Xp(t) deterministic

10 20 30 40 5 60 70 g 20 20 e e o T

Slika 5.8: Trajektorije Gilpin-Ayala modela sa dve vrste (5.3) (sa parametrima
(5.35), (5.44)-(5.45)

Posmatrajuéi Sliku 5.6 (desno), ocigledno je da ¢e prva populacija biti istrebljena
sa verovatno¢om jedan posle priblizno 1.5 godina. S druge strane, sa Slike 5.8 (desno)
se zakljucuje da ¢e prva populacija biti ugrozena posle 1.5 godina, ali ako se uslovi
sredine ne promene, populacije ¢e biti istrebljena posle priblizno 3 godine.



Glava 6

Asimptotsko ponasanje
stohastickog (ilpin-Ayala
predator-plen sistema sa
kasnjenjem zavisnim od vremena

U ovoj glavi se razmatra stohasticki Gilpin-Ayala sistem sa kasnjenjem zavisnim od
vremena sa m vrsta plena i (d —m) vrsta predatora. U Poglavlju 6.1 su dati uvodni
pojmovi o predator-plen odnosima i pomenuti su postojeéi rezultati vezani za njih.
Novi rezultati, publikovani u [84], su izloZeni u Poglavljima 6.2-6.7 U Poglavlju 6.2
su dati dovoljni uslovi za egzistenciju globalnog i pozitivnog reSenja razmatranog
sistema. U Poglavljima 6.3-6.5 se navode razli¢ita svojstva reSenja: stohasticka
ultimativna ogranic¢enost, asimptotska ocena momenata i asimptotsko ponasanje
trajektorija. U Poglavlju 6.6 se uvodi specijalni slu¢aj razmatranog sistema i daju
se dovoljni uslovi za istrebljenje vrsta plena i predatora. Na kraju, u Poglavlju 6.7
je dat primer sa numerickim simulacijama koje ilustruju teorijske rezultate.

6.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Do sada je bilo reci samo o kompeticiji kao obliku interakcije izmedju vrsta. Me-
djutim, pored kompeticije, kao drugi vazan tip interakcije izdvaja se predatorstvo.
Predatorstvo u sirokom smislu podrazumeva interakciju kada se ¢lanovi jedne vrste
hrane ¢lanovima druge vrste. Ovo je usmerena interakcija u smislu da jedan c¢lan
u paru (predator) ima dobitak iz interakcije, dok na drugi (plen) interakcija deluje
negativno, za razliku od kompeticije, kod koje su obe vrste na gubitku. Predatori
nisu u medjusobnoj vezi samo preko plena, ve¢ oni mogu delovati jedno na drugo
i preko kompeticije. Kompeticija medju predatorima moze biti direktna, kada sve
vrste predatora jedu istu vrstu plena koga ima malo, ili moze biti indirektna, preko
vise vrsta plena koje su izmedju sebe u kompeticiji za prostor ili hranu.

Ekoloske zajednice se sastoje od mnogo vrsta povezanih u kompleksnu mrezu
ishrane, pa su hranidbeni odnosi, kao $to je predatorstvo, najbitniji i najucestaliji
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jer svaka zivotinja mora jesti da bi zivela. Da bi se razumelo na koji nacin koegzi-
stira viSe vrsta u lancu ishrane, mora se razumeti priroda kompetitivnih interakcija
i predator-plen odnosa izmedju njih. Predator-plen odnos je vazan u odrzavanju
balansa izmedju razlicitih vrsta. Bez predatora pojedine vrste plena bi dovele druge
vrste do istrebljenja kroz kompeticiju. S druge strane, bez plena ne bi bilo ni preda-
tora [7, 77, 82, 83].

Matematicko proucavanje predator-plen sistema u populacionoj dinamici ima
dugu istoriju pocev od rada Lotke i Volterre. Volterra je 1926. godine predlozio
model sa differencijalnim jednacinama da bi objasnio zapazeni porast broja jedinki
riba predatora i odgovarajuce opadanje broja jedinki riba plena u Jadranskom moru.
Istovremeno je, nezavisno od Volterre, te jednacine izveo i Lotka (1925) da bi opisao
hipoteticku hemijsku reakciju u kojoj koncentracije hemikalija osciliraju. Klasican
Lotka-Volterra predator-plen model je dat na slede¢i nacin:

@(t) = 2(t)(a — by(t)),
y(t) = y(t)(—c+dzx (1)),

gde z(t) 1 y(t) oznacavaju veli¢ine populacija plena i predatora, redom, u trenutku ¢.
Parametri a i b predstavljaju fiksne stope rasta i smrtnosti plena, dok parametri d i
¢ predstavljaju fiksne stope rasta i smrtnosti predatora. Izraz bx(t)y(t) predstavlja
uklanjanje plena od strane predatora, dok izraz dz(t)y(t) predstavlja rast populacije
predatora koji zavisi od kolicine ulovljenog plena i efikasnosti pretvaranja hrane u
populacioni rast.

Od tada do danas razlicite varijante Lotka-Volterra jednacina su koris¢ene da bi
se opisala populaciona dinamika sa predator-plen odnosom [1, 43, 94]. Medjutim,
kako je Lotka-Volterra model ¢esto kritikovan zbog svoje linearnosti, 1973. godine
Gilpin i Ayala su uveli nesto komplikovanije jednacine da bi se dobila resenja koja su
pribliznija realnom resenju. Takav tip jednacina je proucavan i kasnije u razli¢itim
varijantama [10, 11, 12, 14, 15, 31, 52, 53]. Na primer, Li i Lu [53] su proucavali
slede¢i model

0 = 5010 = s 050 i = 1

(1) = z;(t) |:bi(t) + Z ag ()27 (8) = Y ay(t)af” (’5)] ,t=m+1,...,n,

j=m+1
gde x; predstavlja velicinu i-te populacije plena za ¢ = 1,...,m, z; predstavlja
veli¢inu i-te populacije predatora za i =m+1,...,n,a a;; >0, 4,7 =1,...,n su

parametri koji modifikuju klasi¢ni Lotka-Volterra model i predstavljaju nelinearnu
meru medjusobnog uticaja izmedju razlicitih vrsta.
Deterministicki Gilpin-Ayala model kompeticije za sistem sa m vrsta plena i
(d —m) vrsta predatora sa kasnjenjem zavisnim od vremena su predlozili Chen, Xie
i Shi u radu [15]:
d

dei(t) = z:(t) [ri(t) -3 <a2-j (6)257 (£) + biy (£)a (¢ — Tij@)))} dt, i=1,....m,

j=1
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dzi(t) = ,(t) { =)+ (aw (£)239 (t) + by ()2 (t — Tij(t))) (6.1)

o Z (aw(t) a”( )"’bw() 5”(75—7'1‘]‘(75)))}(125, i=m-+1,...,d,

j=m+1

gde je x(t) = (z1(t),...,2q(t))T; z;(t), i = 1,...,m, oznacava velicinu populacije
plena u trenutku t, x;(t), i = m + 1,...,d, oznacava veli¢cinu populacije preda-
tora u trenutku ¢; ayj;, B;; su pozitivne konstante i predstavljaju nelinearnu meru
interakcije izmedju razli¢itih populacija (i # j) ili izmedju jedinki unutar popu-
lacije jedne vrste (i = j); funkcije r;(t), a;;(t), b;;j(t) su neprekidne, ogranicene i
nenegativne na [0,00), r;(t), ¢ = 1,...,m su stope rasta populacije plena, a r;(t),
i = m+1,...,d su stope smrtnosti populacije predatora u trenutku ¢, a;;(¢) i
b;;(t) predstavljaju efekat interakcije izmedju populacija razlicitih vrsta za i # j,
odnosno izmedju jedinki unutar populacije jedne vrste za ¢+ = j u trenutku ¢; izrazi
bij(t)x m(t — 7;;(t)) predstavljaju negative feedback crowding; 7;;(t) su nenegativne,
ogranicene, neprekidno diferencijabilne funkcije na [0, 0o); 7;;(¢) su ogranicene funk-
cije. Neka je 7 = maxi<; j<qSup,so7;(t) 1 neka je ¢ = C([—7,0]; R1) familija
neprekidnih funkcija definisanih na [—7,0]. Za svako dato ¢; € C' pocetni uslovi
sistema (6.1) su

zi(0) = pi(0) 20, =71 <0 <0; ¢;(0) >0, sup ;(f) <oo,i=1,....d (6.2)

—7<6<0

U sistemu (6.1) uz predator-plen odnose se razmatra istovremeno i kompeticija
izmedju razli¢itih vrsta plena, kao i kompeticija izmedju razli¢itih vrsta predatora.
Pretpostavke modela su sledece:

(i) Kada ne postoji ni jedan predator, kompeticija izmedju razli¢itih vrsta
plena je opisana izrazima x;(t)[ri(t) — Y70, (ag(t);” (t) + bij(t)x] Gt — 751)))],
1=1,...,m;

(ii) FEfekat predatorstva se ogleda u redukciji stope rasta po jedinki
plena i predstavljen je izrazima koji su proporcionalni veli¢ini populacija plena i
nelinearno zavisni od veli¢ina populacija predatora: —x;(t) Z;.l:m o (ag (£)257 ()
by (a7t — T(t) i =1,y

(iii) Kada ne postoji ni jedna vrsta plena, srednja stopa rasta odgovarajuce vrste
predatora se smanjuje i to je opisano izrazima x;(t)[—r;(t) — Z;l:mﬂ (ai; ()25 (t)+
bij ()} i (4 — 7,;(t)))], i =m+1,...,d, u okviru dinamike predatora;

(1v) Doprinos postojanja plena za stope rasta predatora je opisan slede¢im izra-
zima x;(t) 7 (i (0)aS” (t) + by ()27 (t — 135(t))), i =m +1,...,d.

=1
Medjutimj, populacioni sistemi su 1zlozen1 uticaju velikog broja slucajnih nepre-
dvidivih faktora, pa je neophodno posmatrati odgovarajuci stohasticki populacioni
model. Stohasticki pristup problemu omogucava da se realnije sagleda interakcija
tih populacija.
U praksi se unutrasnja stopa rasta ili smrtnosti i-te vrste u trenutku ¢ ocenju-
je kao srednja vrednost registrovanih stopa rasta, odnosno smrtnosti, plus greska.



120 Glava 6. Stohasticki Gilpin-Ayala predator-plen sistem sa kasnjenjem

Drugim re¢ima, stope rasta r;(t), i = 1,...,m, odnosno smrtnosti —r;(t), i =
m+1,...,d, mogu se perturbovati sa
d
ri(t) = () + Y oyt (£ dw, (t), i=1,...,m, (6.3)
j=1

d
—ri(t) = —ri(t) + Y oyt (dw,(t), i=m+1,....d,
j=1

pri ¢emu je 0;;(t) intenzitet Suma u trenutku ¢, funkcije o;;(t) su neprekidne, ogra-
nic¢ene i nenegativne na [0,00) i 6;; su nenegativne konstante (i,j = 1,...,d). Kao
rezultat perturbacije, deterministicki model (6.1) postaje sledeéi stohasticki Gilpin-
Ayala model sa m vrsta plena i (d — m) vrsta predatora

+g% ()27 (t)dw, (t)}, i=1.. ..m,

= W{ { s i (0025 () + b (D (¢ = 7y (1)) (6.4
- j_mil (aw ()25 (£) + by (1) (¢ — 7 (t)))] dt
+ il O’ZJ(t)xf”(t)dwg(t)}, i=m+1,....d

sa pocetnim uslovima (6.2). Ovaj model se razmatra u nastavku glave, a dobijeni
originalni rezultati su objavljeni u [84]. Inace, stohasticki Gilpin-Ayala predator-
plen sistem nije do sada razmatran od strane drugih autora.

6.2 Globalno pozitivno resenje

Koeficijenti sistema (6.4) su lokalno Lipschitz neprekidni, ali ne zadovoljavaju uslov
ogranic¢enog rasta. Zbog te ¢injenice postavlja se pitanje da li ¢e doéi do eksplozije
reSenja sistema (6.4). Sledeca teorema dokazuje da je pri nekim datim uslovima to
reSenje pozitivno i globalno.

Teorema 6.2.1 Neka je (0;;) > 0 i

(7)< 1 (6.5)

]
za i,j = 1,...d. Za proizvoljne pocetne uslove {p(t) : —7 <t < 0} € C, dko je
zadovoljen bilo koji od uslova:
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1. (@) >0, (a) > 04 (ay)V2(0;) > maxp, {ov;, B } A [maxp, { i, Bi; } A2(0;5) —

2. (al;) >0, (6};) > 04 (@) > maxp, {aij, B} A [maxp, {ay, B} A 2(0;) — 1];
3. (a;) =0, (6};) > 04 2(0;) > maxp, {ej, B} A [maxp, {aij, Bi;} A 2(0;5) — 1];
4. (diz) > 01 (O_é”) > HlaXDl{Oéij,ﬁij} VAN 2(9_lj)7

pri cemu je Dy = {(i,j) :m+1<i<d,1<j<m}iDy={(,j):1<i<m1<
Jj<dyilim+1<1i,5 <d}, tada postoji jedinstveno resenje x(t), t > —1 sistema
(6.4), koje ostaje u R% sa verovatnoéom jedan.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (6.4) lokalno Lipschitz neprekidni, za svaku
pocetnu vrednost {p(t) : —7 < ¢t < 0} € C postoji jedinstveno lokalno pozitivno
reSenje x(t) definisano na t € [0, p), gde je p trenutak eksplozije. Da bi se pokazalo
da je resenje globalno, neophodno je dokazati da je p = oo s.i.

Neka je ng dovoljno veliko tako da svaka komponenta od ¢(t) pripada intervalu
[ng*,no). Za svako celobrojno n > ng, definie se vreme zaustavljanja

T, = inf{t € [0,p) : z;(t) € (n"',n), zanekoi=1,...,d}.

Jasno, 7, je rastuce kad n — o0o. Neka je 7, = lim,, .o, 7,,, Sto znaci da je 7., < p
s.i. Dakle, da bi se kompletirao dokaz, potrebno je dokazati da je 7., = 0o s.i., ili da
za svako T > 0, P(1,, <T) — 0 kada n — oo, jer je tada p = 0o s.i. i z(t) € RY s.i.
za svako t > 0. Da bi se pokazalo ovo tvrdjenje, definie se nenegativna C?-funkcija
V:RY — R.,

d

V(z) = Z [z] — 1 —~ylnxz).

i=1
Neka je n > ng i neka je T' > 0 proizvoljno. Ako je v > 01imaxp,{cij, 8i;} AN2(0;5) —
(i) V2(0;) <v<1za0<t <7, AT, primenom formule Itéa na V(x(t)) se dobija

m

dV(m(t))S’V[—Zn(tH 3 n<t>+zn 0+ S s

=1 i=m+1

- S a7 0550 = L 07050
Dy

+ me )23 (t — 75(1)) + wa )2 (t — 7 (1))

d d

+2 3 W) - 1‘7” > a0 0] a
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Primenom Youngove nejednakosti (1.23) se dobija
dV (xz(t)) < 7[ —m(7) + (d—m)(F) + (7)Y 2] (t)
aj; Zﬂﬁ ay) > @l (65 (t)
Dy

ﬁ%%%;ﬂ%w+%%%%?ﬁmpwﬁ)
Z 279 (t — 7(1)) + (U; ) ]il 237 (t)

—%gﬁwmi%%yéw%Mﬁ

+v§2@wXﬁuw4ﬁ?@mW@>

Da bi se eliminisali ¢lanovi sa kasnjenjem, uvodi se nenegativni funkcional

M) =1 —(Zzu g ) [7 fzjﬁ)w) Zl /t;jm o s ¢ /t;j(t) DZ2 & (S)ds] '

Primenom uslova (6.5) je

d[V (z(t)) + Vi(xz(t))] < ))dt + 7 Z 03t — 1)z (t)dw;(t),
gde je
Fa(t) <7 { —m(F}) + (d = m)(7}) + (7) Zﬂ??(t) (6.6)

y by, vy
(@) 2250+ (a5) 3_al 0 (0) + iﬁ%ZﬁWw

v+ (Bij) T

_ij Eij Y+Bij bl] ij
+ (5:)(63) — ij B](t)—l——li()‘ )foj(t)

(1= T+ (Biy) o Tii ) “oa
—u\2 d d d
291] _ ”‘iz) Z x;}/+azz (t) Z +29u :|
ij=1 i=1 —
< K. Dalje je

Ako vazi uslov 1, postoji pozitivna konstanta K takva da je F'(z(t)) <

d[V (@(t) + Vi(e(0)] < Kdt +7 ) o35(8) (2] (1) = D)a? (£)duw; (1),

i,7=1
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odnosno,

EV(z(ta AT)) < EV(2(to ANT)) + EVi(2(1, A T))
< V((0)) + Vi(2(0)) + KE(r, A T)
< V(z(0)) + Vi(z(0)) + KT.
Za svako w € {7, < T} postoji neko i takvo da z;(7,,w) € (n"4,n) (i =1,...,d).
Prema tome

Viam) 2 al(m) ~ 1= hua(r) = (o0~ 1 =92 ) A7 = 1= ylun)

n”y
odakle sledi

oo > V(z(0)) + Vi(z(0)) + KT > EV(x(m, AT))
= P(1, <T)V(x(1,)) + P(1, > T)V(2(T)) > P(1,, < T)V(x(73,))

1 1
> P(r, <T) [<H —1 —Wlng) An"—1 —'ylnn)} )
Kako (-5 —1—~vIn1) A (n” =1 —vInn) tezi beskonacnosti kada n — oo, sledi da
je lim, o P(7,, <T) =0, paje P(Too <T)=0. Kako je T' > 0 proizvoljno, to je
P(Tow <0)=0 i P(Teo=00) =1,

¢ime je teorema dokazana.

Teorema se analogno dokazuje ako su zadovoljeni uslovi 2, odnosno 3.

Ako vazi uslov 4, bira se v tako da je v > [maxp,{aj, Bi;} — (@;)] A 1. Pratedi
istu proceduru kao ranije, dobija se

AV (@) + Vi(alt)] < F'a dt+7”21% =1 () 1),
ade je
Palt) <] - m(r) + (- m)(r">+<f“>f;xz<t> (67
+<azz->D22x?“< @y Zw %Z%
! <1—<(B>>)<( )w”))Zl””% ZB
L Z 2(0) + Z t) — () Z o)

Tada postoji pozitivna konstanta K takva da je F'(z(t)) < K. Dalje je dokaz slican
prethodnim slu¢ajevima. <
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6.3 Ultimativna ogranicenost

Svojstva pozitivnosti i neeksplozije su sustinska u populacionom sistemu, ali se mogu
razmatrati jos neka svojstva reSenja sistema (6.4). S bioloske tacke gledista, zbog
ogranicenosti resursa svojstvo stohasticke ultimativne ogranic¢enosti je pozeljnije svo-
jstvo od neeksplozivnosti. Nadalje, najpre se pokazuje da je resenje sistema (6.4)
asimptotski ograni¢eno, a zatim da ima svojstvo stohasticke ultimativne ogranice-
nosti.

Teorema 6.3.1 Ako za:
1. 0 < p <1 wazi bilo koji od uslova 1 — 4 Teoreme 6.2.1;

2. p =1 wvazi bilo koji od uslova 1, 2, 4 Teoreme 6.2.1;

3. p> 1 vazi uslov 4 Teoreme 6.2.1,
tada resenje sistema (6.4) zadovoljava
d
limsup B " 2?(t) < K(p), (6.8)
t—00 i—1
gde je K(p) nezavisno od pocetnih uslova {¢(t) : —7 <t <0} € C.

d P

Dokaz. Primenom formule Itoa na eV (z), pri cemu je V(z) = >_7_, 27, dobija se

ij=1

Za 0 < p <1, primenom Youngove nejednakosti je
d m
_ 1
AT ) < pet {50+ (1) Yot - () Y atlo
i=1 i=1 ;

al 2P ()& —p(l_)?] ) ;perﬁij
+( zg); i (t)z; (t>+p+(5’zj)%; i@

3,.) (B d
4 OB o4 ) — (@) 320

p+ (By) Dr =1

L=p, 4 ‘ p+20,; t : p 0;
_T("“’) Zx “(t)}dt + pe Zaij(t)xi ()2 (t)dw; (1)
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Da bi se eliminisali izrazi sa kasnjenjem uvodi se nenegativan funkcional

v _ p(Bi)e (b o p+6m
) = G 1—T/u Z/t (5)

Tada je
d(et‘_/(x(t)) + ‘71(1’(15))) < etF(x(t))dt + pe' Z Uij(t)xf(t)x?” (£)dw; (1),
pri ¢emu je
F(x(t) =p {}9 D)+ (1) Y2l = (77) Z (1) + (@) 3 b (020 (1)
p(l_)u) xp+/3zg (5@3) " zj) LB
+ ) 2O - oY

d
3 1-— 3
- <a;~>§ () — (6] Y At <t>}.
i=1 =1

Uzimajudéi u obzir pretpostavke teoreme, za 0 < p < 1 postoji pozitivna konstanta
K zavisna od p takva da je F(x(t)) < K(p), pa sledi

A"V (@(t)) + Vil () < e K (p)dt +pe' 3 oig(t)af (1) (t)duwy (1),

Otuda je

' BV (x(t)) < V(2(0)) + Vi(2(0)) + K(p)(e' — 1),
pa tvrdjenje (6.8) direktno sledi.
Analogno se izvodi zakljucak za p = 1.
S druge strane, za p > 1, slede¢i prethodnu proceduru nalazimo da je

d
d(e'V (z(t)) + Vi(z(t)) < e F'(x(t))dt + pe' Z oij (H)2h (£)a (£)dw; (1),
gde je
_ 1 = .
Fla() = p {]; > et + () 20 = () 3 420+ @) 3 et
=1 i=1 i=m+1

PO o (Biy)e™ (B) s
+p+</§ij>zz “”( A - <J>>DZN v
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Tada ako je E&éi) > 01 (@) > 2(0;;), postoji pozitivna konstanta K zavisna od p
takva da je F'(z(t)) < K(p). Ostatak dokaza je slican kao u prethodnom slucaju.
o

Posledica 6.3.1 Neka vaZe pretpostavke Teoreme 6.53.1. Tada za proizvoljne pocetne
uslove {p(t) : —7 <t <0} € C, resenje sistema (6.4) zadovoljava

lim sup E|z(t)[? < d> K (p). (6.9)

t—o00

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme tvrdjenje se jednostavno dokazuje ako se

primeti da je
p/2 d
Ele(t)) = E (Zx ) < 2B (1)
=1
o

Teorema 6.3.2 Ako vaze uslovi Teoreme 6.5.1, reSenje sistema (6.4) je stohasticki
ultimativno ograniceno.

Dokaz. Primenom nejednakosti Chebysheva i Posledice 6.3.1 sledi da za H > 0 vazi

Pla(t)] > 1} < E'ﬁ?' < K}ﬁ).

Dakle, izbor dovoljno velikog H implicira da je resenje sistema (6.4) stohasticki
ultimativno ograniceno. <»

6.4 (Ocena momenata

Kako nije mogucée naéi eksplicitno resenje sistema (6.4), opravdano je proucavati
asimptotsko ponasanje njegovih momenata. U ovom poglavlju dokazujemo da je pri
nekim uslovima p-ti moment resenja sistema (6.4) usrednjen u vremenu asimptotski
ogranicen.

Teorema 6.4.1 Ako vazi ma koji od navedenih uslova:
(a) p <14 (ay)V2(05) i uslov 1 Teoreme 6.2.1;

(b) p <1+ (&) i uslov 2 Teoreme 6.2.1;

(c) p<1+42(0;) i uslov 8 Teoreme 6.2.1;

(d) p> 0 iuslov 4 Teoreme 6.2.1,

tada za proizvoljne pocetne uslove {p(t) : —7 < t < 0} € C postoji pozitivna
konstanta ¢ takva da resenje x(t) sistema (6.4) zadovoljava

lim sup — E/ s)ds < c. (6.10)

t—o00
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Dokaz. Ponavljajué¢i proceduru dokaza iz Teoreme 6.2.1 sa istom funkcijom Lya-
punova, za 0 < v < 1 se dobija

d[V (x(t)) + Vi(z(1))] < ))dt + Z ai; (t — D)a (O)dwy(t),  (6.11)

gde je F(z(t)) dato sa (6.6).
Neka je

U skladu sa uslovima (a) moze se izabrati v > 0 tako da je maxp,{a;;, Bi; } A2(0;;) A
p— (@) V2(0;) < v < 1izakljuciti da je Fi(x) ograni¢eno. Dakle, postoji pozitivna
konstanta ¢ takva da je Fi(x) < ¢, pa sledi

Na osnovu ove ocene, (6.11) postaje
AV (2(t)) + Va(o (1)) < [C—Zx ]dt+vz% — 1l (O ),
2,7=1

odakle je
EV (x(meAt))+EVi(z(miAt)) < V(2(0))4+Vi(z(0))+cE(mp At)— /TkAt

Kada k — oo, sledi da je

/ §)ds < V(2(0)) + Vi(2(0)) + ct.

Analogno se moze zakljuciti i ako vaze uslovi (b) i (c).
Za v > 1, pratec¢i prethodnu proceduru dobija se

d[V(x(t)) + Vi(x(t))] < F'(x(t))dt + Z 7y (t — 1) (8)dwy (1),

1,j=1

gde je F'(x(t)) dato sa (6.7). Neka je F{(z(t)) = F'(z(t)) + .0, 2P(t). Ako vazi
uslov (d), za svako p > 0 se moze izabrati v tako da je v > [maxp,{ci;, Bij} Ap —
(@i;)] A 11 zakljuciti da je F|(x) ogranic¢eno. Dalje, dokaz sledi analogno prethodnim
slucajevima. <
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Posledica 6.4.1 Neka vaze uslovi Teoreme 6.4.1. Tada postoji pozitivna konstanta
¢ nezavisna od pocetnih uslova {¢(t) : —7 < t < 0} € C, takva da resenje x(t)
sistema (6.4) zadovoljava

lim sup E/ |z(s)[Pds < e. (6.12)

t—o00

Dokaz. Ako se primeti da je |z(t)|? < d2 ZZ L 2P(t), tvrdjenje sledi direktno iz
Teoreme 6.4.1, pri cemu je & = cd2. <

Sa bioloske tacke gledista, (6.9) 1 (6.12) ukazuju na to da veli¢ine populacija bilo
koje vrste usrednjene po vremenu sa odredjenim pocetnim stanjem nece prekoraciti
neku granicu.

6.5 Ocena trajektorija

Teoreme u ovom poglavlju se odnose na neke grani¢ne nejednakosti za stope rasta
veli¢ina populacija razmatranih vrsta i pokazuju kako se resenja sistema (6.4) me-
njaju u Ri.

Teorema 6.5.1 Neka vaZe uslovi Teoreme 0.2.1. Tada za proizvoljne pocetne uslove
{p(t) : =7 <t <0} € C postoji pozitivna konstanta K takva da je za resenje sistema
(6.4)

1%, 2(¢) -
lim sup M < K s.i. (6.13)

t—o0 t

Dokaz. Primenom formule It6a na Zle Inz;(t), dobija se
d
d [Z In xz(t)]
i=1
m d
< {Zn(t) -2 0+ ( ) by (1) (8 w)))
i=1

i=m-+1

—Zaw 5 ( _%Z<ZU’J ” t) ]dt—i—Zaw (t)dw;(t).

Jj=1 i,j=1

Da bi se eliminisali izrazi sa kasnjenjem, uvodi se nenegativni funkcional

Hew = S [

odakle je

Zlnazi(t) + Vi(z(t))
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d t m d
< S + ) + 210+ [ [3r) - Y o)+ a0
i=1 0 L= i=m—+1 D1
(6?) 5 d 1 d d 2
+ gm o) = S aulstet (o) = 5 3 (Lo (9)) Jas
Y7 D i=1 j=1 N i=1
gde je M(t fo i j=10ij(8 )xf” (s)dw;(s) realan neprekidan lokalni martingal koji

se anuhra ut = 0, sa kvadratnom varijacijom

(M(1), M(1)) = / Z(zms)x?“(s)) ds.

Neka je € € (0,1) proizvoljno i # > 1. Za svako celobrojno n > 1, na osnovu
eksponencijalne martingale nejednakosti sledi

P{Oilgn (M) = S0, M) > 91“”} <L

€ n?

Kako red Y > 17 1 konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme sledi da postoji
Q; C Q za koje je P(§);) = 1, tako da se za svako w € 2; moze naéi celobrojno
n; = n;(w) takvo da je

M(t) < §<M(t),M(t)> -+ flnn

za0<t<min>n;w),i=1,...,d. Dalje sledi

d
> Inai(t) + Vaa(t)
gZInxi(O)—l—f/l(a:(O))nLelnn /{Zn PO +Za” £

(b%) y o - d » 2

za0 <t <mnin > n;(w)kad god je w € Q;. Zatim, neka je Qy = ﬂz 1 €. Jasno
je da vazi P(€y) = 1. Za svako w € g, neka je ng = max;<;<q4n;(w). Tada se za
svako w € )y dobija

Zlnmi(t) < Zlnxi(()) + Vi (2(0)) + 91;171 +/0‘ Fa())ds.
pri cemu je 7
F(x(s)) = m(r}') — (d—m)(7) + (@) Y 25 (s) + % > ali(s)
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za 0 <t < nin > ny(w). U skladu sa uslovima teoreme, postoji pozitivna

konstanta K takva da je F'(z(s)) < K za svako x € R%, pa se za svako w € (), ako
jen—1<t<nin > ny(w), dobija

J ; it 1 a i(0 Vi(z(0 01 ~ ~
hmsupw < lim sup n [, zi(0) + Vi(z(0)) PIAL LN
t—o0 t n—00 n_l 5(71—1)

¢ime je tvrdjenje dokazano. <

U slede¢im teoremama su date neke asimptotske ocene trajektorija reSenja sis-
tema (6.4). One se dokazuju koris¢enjem eksponencijalne martingalne nejednakosti.

Teorema 6.5.2 Neka vaze uslovi Teoreme 6.2.1. Tada za proizvolyne pocetne uslove
{p(t): =7 <t <0} € C, za resenge sistema (6.4) vazi

]'HH?=1 xz(t) <d

hﬂiﬁlp o <d sdi. (6.14)
Dokaz. Neka je A > 0. Za i = 1,...,m primenom Itove formule na e Inx;(t) se
dobija
eMIna(t) < Inay(0) + M;(t) (6.15)

! ()é 1 29

As 2 1
e Al 7'2 i J - = j d ,
+/ [ nx;(s)+ g a] E ] S

gde je M;(t) = Ote/\s Zj L i (s)x9 (s)dw,(s) realan neprekidan lokalni martingal

koji se anulira u ¢t = 0, sa kvadratnom varijacijom

(L0 200) = [ 37 o3 (002" ().

Zatim, za i =m + 1,...,d primenom formule Itoa na e Inz;(t) sledi
dleMIna;(t)]

<eM [)\ Inz;(t) —ri(t) + Z a;;(t)=5" (t) + Z bis ()2 (= 735 (1))

d

d
- > aw(t)x]a”(t)—%z (1) (t ]dtHAtZ% (t)dw;(t).

j=m+1 j=1
Uvodjenjem pozitivnog funkcionala
AT (Bu m t
Vi(ai(t) = —— / el (s)ds
1 - (Tz'/j) Zl t—7i5(t) ’

=
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sledi da je
dle Ina; (1) + Vi(wi(t))]
M S a - a (b)) <~ g
<e [A Ina;(t) — ri(t) + Y ag(t)z7 (t) - 'Z aij ()7 (1) + T 0 > av(t)
1 ; J ; J=m+ Jj=
-3 Z or(t) f(’” (t)} dt + e Z 0 (t)x;" (t)dw; (t)
Odavde je
Mn () + Vi(a(t)) (6.16)
< In;(0) + Va(z:(0)) + M;(t) /0 e {)‘ Inz;(s) — 7i(s) + Zaw<5)l’7” (s)
d 3 ) <L g d 9.
= Y ay(s)25V(s) + 1%(% S al(s) — 5 D51 <s>] ds,
j=m+1 =1 j=1

gde je M;(t) isti realan neprekidan lokalni martingal pomenut ranije.

Neka je € € (0, 1) proizvoljno i § > 1. Za svako celobrojno n > 1, kao u dokazu
Teoreme 6.5.1, zakljucuje se
€ fe* Inn

S M), M) + = —

za0<t<nin>n;(w),i=1,...,d. Dakle, iz (6.15) za i = 1,...,m sledi

M;(t) <

)\nl t
eMIn;(t) < Ina(0) + QeTnn + / e {/\ Inz;(s) + ri(s) (6.17)
0
d 1 — et 0,
Qij - 2 ”
— Z aij(s)x;” (s) — Z ] )| ds
j=1 j=1
dok jeiz (6.17) zai=m+1,...,d,
At - fe* Inn
e na;(t) <Inz;(0) + Vi(z;(0)) + — (6.18)
t m d
+ / e {)\ Inxz;(s) —ri(s) + Zaij(s)x?ij(s) — Z ag;(s)z" (s)
0 j=1 j=m+1

6)\7 B;L m - 1—¢ (s—n)
b S ) - 17 z e )] as
1 - ( Z]) ]:1
za0 <t <mnin >mn;(w). Zatim se iz ocena (6.17) i (6.18) dobija

Od )\nl t .
= Ty / e F(x(s))ds
0



132 Glava 6. Stohasticki Gilpin-Ayala predator-plen sistem sa kasnjenjem
pri cemu je

5)):)\Zlnxi(s)+m(ﬂ-) (d—m) ag; Zx

d A(s—n) d

e (b, g —ee 0..
¥ %()) D (s) = (@) Do (s) - 157(6;-)2 >t (s)

za 0<t<ni n > no(w). Za dovoljno malo A > 0 moze se naéi pozitivna konstanta
K takva da je F(z(s)) < K za svako z € R%. Tada je

I d L. fde* Inn  ,eM—1
1 () <1 (0 Vi(z;(0 K :
e nlj[x()_nlj[:c()jLi:%;rl 1(#(0) + ——— + K—

za 0 <t<nin>ng(w). Tada ako jen —1 <t <nin > ne(w), dobija se

In Hf:1 LL’l(t) _ Cref)\(nfl) + Ode* Inn + % _ %67)\(1171)

£

Int - In(n —1) ’
gde je C' = In T, #i(0) + 3,041 Va(w:(0)), paje
In Hle z(t) _ Ode

lim sup < S.1.

t—00 Int £

Kada § — 1, A - 0ie — 1, dolazi se do tvrdjenja (6.14). <

Teorema 6.5.3 Neka vaze pretpostavke Teoreme 6.2.1 i neka je oy = o i 0y = 6
za svako i =1,...,d. Za date pocetne uslove {p(t) : —7 <t <0} € C resenje x(t)
sistema (6.4) ima svojstvo

|
lim sup nje(t)] <1 s.ui. (6.19)

t—o00 lIl t o

Dokaz. Za x € R% neka je f/(x) = Zle x; funkcija Lyapunova i neka je A > 0.
Primenjujuéi formulu Itéa na e In 'V (x(t)) dobija se

d[eMInV (z(t))]

M{Mnf/(x(t)) (;(t))i [ Za” %}

+
1 d
F ) o, O

‘V/ i=1
|3 (0125 0+ (0 ¢ = 7 (00)

i=m+1 J=1
a, 1 d a ij i
3 om0~ gy 2 (Lot 0) o
At d
b S oy (e Oy

V(x(t) 5=
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Kako je x; < f/(az), to je

dleM IV (z(t))] < e {)\ InV (z(t)) + Zri(t) " Vot Z%(t) (t)

2 elt)e +wa (e =i 0)

11 i=1

At d

+ Z a3 (1) (£)a (t)dw; (1)

e = 1= 3 e
sledi da je
d[eM IV (w(t)) + Vi (1))
< M [)\ InV (z(t)) + i

Z () + Z ai;(t)

B S0 - 5o i(i 10)

Z] D j
At d

% (P o
‘u/(x(t)) iJZ:lUZJ(t)xl<t)$j (t)dw; (1),

€
—+

a zatim

MnV(z(t)) + Vi(z(t)) (6.20)
< InV(x(0)) + Vi(x(0)) + M(t) + /0 e {)\ InV(x(s) + Y _rils)

1
1 N e ()

— a;i(8)x;i(s)xS (s a;;(s)x:" (s 259 (s
WS))%; RO 6) + (o)) + g a0

" Wts Z (gaij<s>xi<s>x§ff<s>)2} s,

. t e
gde je M(t) = |, V(x(s))

martingal koji se anulira u ¢t = 0, sa kvadratnom varijacijom

Z?,j:l al-j(s)xi(s)a:?”(s)dwj(s) realan neprekidan lokalni

2\s d d 2

00,010 = [ 3 (ool ) s

j=1 \ =1
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Neka je ¢ € (0,1) proizvoljno i > 1. Za svako celobrojno n > 1, sli¢no kao u
dokazu Teoreme 6.5.1, dobija se

€ feM Inn
M(t) < 26An(M(t),M(t)} + —

za0<t<nin>nw),i=1,...,d. Tada (6.20) postaje

YRy - o fer Inn t N N
e InV(x(t)) <InV(x(0)) + Vi(x(0)) + — + [ ¥ AInV(z(s)) (6.21)
0
F3 () - i ($)(8)25(5) + Y )
; V(x(s)) ; ! Z ’
e () ) 1 —eersm ?
(] Bij
G W—Z(z% g >) Jo
1
za0 <t <nin>n;(w). Postojea; =aib; =60zasvakoi=1,...,d, koriséenjem

elementarne nejednakosti Y0 ¢ < (N4, 2,)* <d* ' ¢ 2@ (6 21) sledi

+ / N E(x(s))ds,

€ 0

N . 9 fe Inn
eMInVi(x(t)) <InV(x(0)) + Vi(z(0)) + ————

pri ¢cemu je

AT P
Fa(s)) = MV (2(s)) + m(r) + (@ Zx %foij(s)
déi - «a 1l —ee Als=n) ~1\2 a 2
S DR A Wl

za 0 <t <nin > no(w). Iz uslova teoreme, za dovoljno malo A > 0 postoji
pozitivna konstanta K takva da je F(z(s)) < K za svako x € R%. Tada je
ferinn o eM—1

MV (z(t)) < InV(2(0)) + Vi(x(0)) + — +hk—;

za0 <t <nin>ny(w). Otuda, akojen—1<t <nin > ny(w) za svako w € €,
sledi
IV (a(t)) _ e XV V(2(0)) + Va(x(0))) + 0 tun 4 K _ K on-1)
1

Int n(n —1) ’

pa je ]
1 t
limn sup 2V 2(1)

t—o00 Int

He
< —
€

Kako je |z| < V(x), tvrdjenje (6.19) sledi kada 6§ — 1, A = 0ie — 1.

Teorema 6.5.3 pokazuje da ukupna populacija u ekosistemu ne moze da raste
isuvige brzo. Analogno prethodnim glavama, moze se zakljuciti da resenje x(t) raste
sa verovatno¢om jedan najvise polinomijalno sa stepenom bliskim jedinici.
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6.6 Istrebljenje

U nastavku se razmatra efekat velikog suma na specijalan slucaj sistema (6.4) kada
jet; =0zasvakoi,j =1,...,d,

d

dz;(t) = ﬁz(t){ [Ti(t) — Z <al~j (t)25 (t) + by (t)xfﬂ (t — Tij(t))ﬂ dt
d "~
F Y oudu ) i=Lm
da(t) = xi(t){ { —ri(t) + i: (aij () (t) + b (t)fﬂ?j (t— Tij(t))> (6.22)
- Z (ass (005 () + big0)2 ¢ = 7y (t)))] “r Z mt)dwj(t)},

t=m+1,...,d.

U sledecoj teoremi se navode svojstva resenja sistema (6.22), slicna onima iz
Poglavlja 6.1-6.5 koja se odnose na resenja sistema (6.4).

Teorema 6.6.1 Neka je (7)) < 1. Ako su zadovoljeni uslovi (al;) > 0 i (ay) >

maxp,{i;, Bi;}, pri cemu je D1 = {(i,7) : m+1 <i < d, 1 < j < m}, tada za
proizvoljne pocetne uslove {p(t) : —7 <t < 0} € C vaZe naredna tvrdjenja:

(a) Postoji jedinstveno resenje x(t), t > —7 sistema (6.22) i ono ostaje u R% sa
verovatnoéom jedan.

_ (b) Neka je p > 0. Tada resenje sistema (6.22) zadovoljava (6.8) i (6.10), gde su
K(p) i ¢ pozitivne konstante nezavisne od pocetnih podataka.

(¢) Resenje sistema (6.22) je stohasticki ultimativno ograniceno.

(d) Postoji pozitivna konstanta K takva da za resenje sistema (6.22) vazi

(6.13).
(e) Resenje sistema (6.22) ima svojstvo (6.14).
(f) Ako jeayy = v zai = 1,...,d, tada za resenje x(t) sistema (6.22) vazi (6.19).

Dokaz ove teoreme je modifikacija dokaza Teorema 6.2.1-6.5.3 koja vaze za sistem
(6.4), pa ¢e biti izostavljen.

Naredna teorema pokazuje da ukoliko je intenzitet Suma dovoljno veliki, to moze,
sa verovatnoc¢om jedan, dovesti do istrebljenja nekih populacija plena, a ako dodje
do istrebljenja svih populacija plena, bice istrebljene i sve populacije predatora sa
verovatno¢om jedan.
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Teorema 6.6.2 Neka vazZe uslovi Teoreme 6.6.1. Za proizvoljne pocetne uslove
{p(t): =7 <t <0} e Cizasvakoi=1,...,m vazi

Inz;(t) I 1<

lim su 7 < limsup — ri(s)— =Y o2(s)|ds s.i. 6.23
t—>oop t - t—>oopt/o< (s) 2;”()) ( )

Ako za meko i =1,...,m vazi

1 [ 1<
lim sup — ri(s) — = o7:(s) )ds <0, 6.24
YA CER W) (620
tada

tligloxi(t):() S.i., (6.25)

tj. i-ta populacija (plen) ée biti istrebljena eksponencijalno sa verovatnoéom jedan.

Stavise, ako dodje do istrebljenja svih vrsta plena (i = 1,...,m), doéi ée do
istrebljenja svih vrsta predatora (i =m+1,...,d) sa verovatnocom jedan.
Dokaz. Primenom formule Itéa na Inz;(t) zai = 1,..., m se dobija

Inz:(t) < Ina;(0) + /Ot (ri(s) - % iafj(s)) ds + Mi(t),

gde je M;(t) = fo _, 0;j(t)dw;(t) realan neprekidan lokalni martingal koji se
anulira u t = 0, sa kvadratnom varijacijom (M;(t), fo i1 U t)ds. Kada
t — oo, prema strogom zakonu velikih brojeva za martmgale je limy Z(t) = 0,

pa vazi tvrdjenje (6.23). Dalje, ako za svako i = 1,...,m vazi pretpostavka (6.24),
direktno sledi da ¢e do istrebljenja i-te populacije plena doéi sa verovatno¢om jedan.

Zait=m+1,...,d primenom formule Itoa na Inx;(t) se dobija
1< "
(1) < {— ) = 3 Y0 + @) Do)
Jj=1 j=1

- d
)3 0=t = 0]+ 3 st

j=1
Uvodjenjem pozitivnog funkcionala
¥ ZJ Bz
o) = Z/ !
t T”
se eliminisu ¢lanovi sa kasnjenjem, ¢ime se dobija

d[lnxi(t)—i—f/l(xi(t))]gl—ri(t)—%z (1) + Si(t }dt+z% (t)dw; (1),

7j=1
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gde je Si(t) = (al) Y a3 (t) + o) S 279 (1), odakle sledi

J=1"3 1=(7%) £=j=1"J
In2;(t) < Ina;(0) + Vi(2:(0)) + M;(t) + /0 {— ri(s) — %Z o2 (s) + Si(s)} ds,

gde je M;(t) isti lokalni martingal kao i u prethodnom delu dokaza, tako da vazi
limy o0 MT@) = 0. Ako za svako i = 1,...,m vazi (6.25), tada S;(t) — 0 kada
t — o0, pazasvakot=m+1,...,d sledi

Inz;(t
lim sup ni(t)

t—o00 t

<0,

odnosno dolazi do istrebljenja svih populacija predatora. <

6.7 Numericka simulacija

Primer 6.7.1 Posmatra se ekosistem koji ¢ine jedna vrsta plena i dve vrste preda-
tora, gde x1(t), xo(t) 1 x3(t) predstavljaju veli¢ine populacija posmatranih vrsta,
redom. Posto razliciti sezonski efekti faktora sredine uti¢u na populacije (kao sto su
sezonski efekti vezani za vremenske uslove, zalihe hrane, temperaturu, itd.), prirodna
je pretpostavka da su neki od koeficijenata posmatranog ekosistema (7;(t), a;;(t),
bi;(t), 7;;(t)) periodiéne ili skoro periodi¢ne funkcije (videti, na primer [11, 12, 15,
53, 94]). U tom smislu, neka su date sledece unutrasnje stope rasta za plen, odnosno
smrtnosti za predatore

9+ sinv2t 2.5+ sint 1 cos v 0.2t
)=2—""¥Y= t) = t) =001+ ——
ri(t) 5 ) 0 e 0 LT
(6.26)
a ostali parametri su
9 0.03

age(t) = 0.02 (1 — 0.2sin (t/3)), bis(t) = 0.05 cos® t,

0.02 + 0.1 cos?(0.1t t
a33<t> = + cos ( ), b21 (t) =0.2 sin2 )
5 3
2
b (1) =
m1(t) t+ 10
o1 = Qg = a3z = 1,
Pro = 3/4, Pz =4/3, P = 1/2, P31 =1/3,
t
T12(t) = 0.2(2 + cos? t), 791(t) = 0.4 sin? 3
1 1
t) = , t) = .
Ti3(t) I+t mai(t) 5+t
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X1(t) deterministic X, (t) stochastic
—  Xo(t) deterministic 400 — Xo(t) stochastic
—  Xa(t) deterministic — Xa(t) stochastic
300+
300
200+
200
100+ 100
- 20 40 60 80 ‘ 20 40 60 80

Slika 6.1: Dinamika Gilpin-Ayala deterministickog modela sa jednom vrstom plena
i dve vrste predatora (6.1) (levo) i stohasticki model (6.4) (desno) sa pocetnim
podacima (6.28) i parametrima (6.26)-(6.27), odnosno (6.26)-(6.27) i (6.29)-(6.30),
respektivno (vremenski korak At = 0.03)

: — Xy (t) deterministic
400+ —— Xy(t) stochastic

20 40 60 80

— Xo(t) deterministic
— Xo(t) stochastic

100¢ — Xa(t) deterministic

— Xa(t) stochastic

40

80+
60 30

20

10

20 40 60 80

20 40

Slika 6.2: Deterministicke i stohasticke trajektorije Gilpin-Ayala modela sa jednom
vrstom plena i dve vrste predatora (6.1) i (6.4) sa pocetnim podacima (6.28) i
parametrima (6.26)-(6.27),(6.29)-(6.30) (vremenski korak At = 0.03)
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Ocigledno, 7 = max;<; j<3Sup;>q 745(t) = 0.6. ReSenje deterministickog sistema
(6.1) sa koeficijentima (6.26) — (6.27) i pocetnim uslovima

60

=5 &(t) = 20", —0.6 <t <0 (6.28)

fl(t) = 100670'“, €2(t>
je predstavljeno na Slici 6.1 (levo) *.

Medjutim, kako na ekosisteme u realnom svetu uti¢u nepredvidivi faktori, to
moze rezultirati promenama u bioloskim parametrima, kao $to su stopa rasta rq(t)
plena i stope smrtnosti r5(t) i r3(t) predatora. Ako se primene perturbacije date sa
(6.3), pri ¢emu je

1 1 1
t)=02(14— t)=01ln{1+— t)=04(0.1
Ull( ) ( + 1+t)7 022( ) H( + 1+t>7 033< ) ( + \/2—H>’
(6.29)
tada je (al,) > 01 (6%,) = 0. Na osnovu uslova 2 Teoreme 6.2.1 zakljucuje se da je

G
potrebno da vazi (6;;) < 1. Na primer, za vrednosti parametara 6;;

(911 = 07 922 = 4/57 033 = 2/37 (630)

reSenje stohastickog sistema (6.4) je ilustrovano na Slici 6.1 (desno).

Na Slici 6.2 trajektorije razmatranih vrsta plena i predatora su pojedinac¢no
predstavljene da bi se videla razlika u ponasanju u deterministickom i stohastickom
slucaju za svaku od vrsta posebno.

1Sva izraéunavanja su radjena koristeéi programski paket MATHEMATICA.






Zakljucak

U ovoj disertaciji se proucavaju neki tipovi populacionih stohastickih Gilpin-
Ayala modela, pri ¢emu se uz razli¢ite pretpostavke za parametre modela ispituje
promena broja jedinki u populaciji.

U Glavi 2 se razmatra Gilpin-Ayala sistem kompeticije u koji su ukljuceni slu¢ajni
uticaji tipa Gausovog belog suma. U Glavi 3 se razmatra stohasticki Gilpin-Ayala
model kompeticije sa Markovskim prelazima, tj. sistem na koji osim Gausovog
belog suma utice i obojeni, tj. telegrafski sSum. Glava 4 je posvetena stohastickom
Gilpin-Ayala modelu kompeticije sa beskona¢nim kasnjenjem. U Glavi 5 se razmatra
neautonomni stohasticki Gilpin-Ayala model kompeticije sa kasnjenjem zavisnim od
vremena. Glava 6 je posveCena stohastickom predator-plen Gilpin-Ayala modelu sa
kasnjenjem sa m vrsta plena i n — m vrsta predatora.

Kako resenja ovih sistema predstavljaju veli¢ine populacija, za svaki od razma-
tranih modela je pokazana egzistencija i jedinstvenost pozitivnog globalnog resenja.
Pored toga, dokazuje se da za reSenja vazi osobina stohasticke ogranicenosti, a
s obzirom da nije moguce odrediti eksplicitno resenje, razmatraju se asimptotsko
ponasanje resenja i asimptotsko ponasanje trajektorija za dug vremenski period. Za
pojedine modele je pokazano da su resenja skoro izvesno neprekidna. Zatim, za neke
modele su navedeni i dovoljni uslovi pri kojima neke ili sve razmatrane populacije
mogu biti dovedene do istrebljenja, mogu biti neperzistentne, slabo perzistentne
ili permanentne. Primeri sa numerickom simulacijom ilustruju rezultate izlozene u
disertaciji.

Populacionim modelima opisanim u ovoj disertaciji nisu iscrpljene sve moguénosti
za razmatranje stohastickih Gilpin-Ayala modela. U novije vreme se dosta paznje
poklanja izucavanju modela kojima se modeliraju neuronske mreze, kao i modela
sa impulsivnim efektima. Takvi tipovi Gilpin-Ayala modela do sada nisu izucavani,
tako da bi dalje istrazivanje moglo biti usmereno u tom pravcu. Takodje, Gilpin-
Ayla modeli mogu posluziti i za opisivanje mnogih pojava iz drugih oblasti (medicine,
hemije, inzenjerstva, ekonomije), §to takodje moze biti tema buduceg istrazivanja.






Summary

In this thesis several different types of stochastic Gilpin-Ayala population models
are considered and it is observed how the size of considered populations changes
under different conditions for parameters of these models.

In Chapter 2 Gilpin-Ayala competition system with random perturbation is con-
sidered. Chapter 3 is dedicated to a stochastic Gilpin-Ayala competition system with
Markovian switching, i.e. system affected not only by white noise but also by colored
noise. In Chapter 4 stochastic Gilpin-Ayala competition model with infinite delay
is considered. In Chapter 5 nonautonomous stochastic Gilpin-Ayala competition
model with time-varying delay is considered. Chapter 6 is dedicated to a stochas-
tic predator-prey Gilpin-Ayala model with delay with m prey species and n — m
predator species.

Since the solutions of considered systems represent the sizes of populations, ex-
istence and uniqueness of positive global solutions is proved for each system. More-
over, it is proved that the solutions are stochastically ultimately bounded. Since it
is not possible to find explicit solutions of considered systems, asymptotic behavior
of solutions and trajectories is estimated. Also, almost sure continuity is proved
for some models. Then, for some models sufficient conditions under which some
or all considered species will become extinct, be nonpersistent, weak persistent or
permanent are established. Examples with numerical simulations illustrate results
represented in the thesis.

Population models observed in this thesis have not drained all possibilities for
studying stochastic Gilpin-Ayala models. In the recent years, models which consider
neural networks or impulsive effects attract great attention of researchers. These
types of stochastic Gilpin-Ayala models have not yet been observed, so further
investigation could be oriented in that direction. Also, many other phenomena
from different ares of research (medicine, chemistry, engineering, economy) could be
described by Gilpin-Ayla models, so it also could be a subject of future research.
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