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Simbolicko izracunavanje (ili kompjuterska al-
gebra) je wvazan koncept u matematici i racunarskim
naukama.  Odnosi se na izucavanje 1 izradu algo-
ritama 1 softvera za manipulaciju matematickim
wzrazima 1 drugim matematickim objektima. Simbolicko
1zracunavanje podrazumeva  ekzaktno izracunavange
1zraza  koji sadrie promenljive koje memaju zadatu
vrednost i time su uzimane kao simboli (otuda i naziv
simbolicko izracunavanje).  Kada se traZi rezultat
wzracunavanja  bez numerickih  gresaka,  simbolicko
racunanje je apsolutno nezamenljiva tehnika.  Zbog
toga je razvijeno dosta softverskih alata koji pruZaju
moguénosti  simbolickog izracunavanja (sistema za
kompjutersku algebru). Medu njima je najmoéniji i
najvise u upotrebi programski paket MATHEMATICA.

Na samim pocecima simbolickog izracunavanja,
oko 1970. godine, kada su tmplementirani prvi sloZeniji
algoritmi, ispostavilo se da su veoma neefikasni. Zato
je obimno istrazivanje bilo usmereno ka reviziji klasicne
algebre u smislu efikasnosti © da bi se razvili efikasni
algoritmi.  Tipican primer je izracunavangje polinomi-
jalnog najveceq zajednickog delioca, koji je meophodan
kod simplifikacije razlomaka. Danas je kompjuterska al-
gebra Siroko u upotrebi pri eksperimentima u matematici
1 izradi formula koriséenih u numerickim programima.
Takode se koristi za kompletna izracunavanja, kada ne
uspevaju ¢isto numericki metodi.

U ovoj disertaciji razmatrane su dve primene
simbolickih transformacija:  simbolicko izracunavange
uopstenih inverza konstantnih, racionalnih i polinomi-
jalnih matrica © wisekriterijumska optimizacyja.  Dis-
ertacija je rezultat naseq visegodisnjeg bavljenja tem-
attkom sto je dovelo do publikovanja veéeg broja naucnih
radova u casopisima svetskog i nacionalnog znacaja.
Ova doktorska disertacija se prvenstveno oslanja na
originalne radove [77, 718, 96, 83]. Pojedini rezultati
12 ove disertacije prezentovani su na medunarodnoj kon-
ferenciji pod nazivom "14th Applied Stochastic Models
and Data Analysis Conference” odrzanoj u Rimu juna
2011. godine.
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1. Uvod

U matematici i racunarskim naukama, algoritam predstavlja korak-po-korak proceduru
kojom se vrse izracunavanja. Algoritmi se primenjuju za izracunavanja, procesiranje po-
dataka i automatsko zakljuc¢ivanje. Preciznije, algoritam je efikasan metod izrazen nekom
kona¢nom listom definisanih instrukcija. Poc¢ev od inicijalnog koraka i ulaza (koji moze biti
i prazan), instrukcije opisuju izracunavanje, koje, nakon izvrsenja, dovodi do kona¢nog
broja sukcesivnih koraka, dajuci izlazni rezultat u poslednjem koraku. Kompleksnost
(slozenost) nekog algoritma se moze opisati kao broj primitivnih operacija ili osnovnih
koraka koje je potrebno izvrsiti za odredjene ulazne podatke (vise o analizi algoritama
moze se naéi u [15]).

Matri¢na izracunavanja nalaze primenu u ve¢ini nauc¢nih oblasti. U svakoj grani fizike,
ukljucujudi klasicnu mehaniku, optiku, elektro-magnetizam, matri¢na izracunavanja se ko-
riste za izuCavanje fizickih fenomena. U kompjuterskoj grafici, matrice se koriste za projek-
tovanje 3-dimenzionalne slike na 2-dimenzionalni ekran. U teoriji verovatnoca i statistici,
stohasticke matrice se koriste za opisivanje skupova verovatnoc¢a. Matrice imaju veoma
dugu istoriju primene u resavanju linearnih jednacina. Veoma bitna grana numericke
analize je posvecena izradi efikasnih algoritama za matri¢na izracunavanja. Ovaj problem
je vekovima poznat, i danas predstavlja rastuce polje istrazivanja.

U linearnoj algebri, matri¢cna dekompozicija predstavlja faktorizaciju matrice u neku
kanonicku formu. Metodi matriéne dekompozicije pojednostavljuju dalja izracunavanja,
bilo teoretska ili prakticna. Postoje algoritmi koji su pravljeni za pojedine tipove matrica,
npr. retko posednute ili skoro-dijagonalne matrice. Postoji mnogo metoda za dekompozi-
ciju matrica, gde se svaka koristi u zasebnim klasama problema. Dekompozicije vezane
za reSavanje sistema linearnih jednacina su LU dekompozicija, LU redukcija, Block LU
dekompozicija, rang faktorizacija, Cholesky dekompozicija, QR dekompozicija, Singularna
vrednosna dekompozicija.

Simbolicko izracunavanje je koncept koji oznacava upotrebu kompjuterskih alata za
transformaciju matematickih simbolickih izraza. NajceS¢e se primenjuje za izracunavanje
eksplicitnih rezultata bez numerickih gresaka. Zato se simbolicko izrac¢unavanje uvek
primenjuje na lose uslovljenim problemima. Metodi sa simbolickim izracunavanjem imaju
veliku primenu u manipulisanju komplikovanim izrazima vise promenljivih. To mogu
biti racionalne funkcije ili polinomi od jedne ili vise promenljivih. Postoji vise razli¢itih
programskih paketa za kompjutersku algebru (eng. Computer Algebra Software) koji
podrzavaju simbolicko izracunavanje, kao Sto su MATHEMATICA, MAPLE, MATLAB.

Tradicionalni programski jezici su proceduralni jezici (C, C++, Fortran, Pascal, Basic).
Proceduralni program je napisan kao lista instrukcija, koje se izvrsavaju korak po korak



[119]. Programi u proceduralnim kompjuterskim jezicima kao s$to je C, se mogu koristiti
u izracunavanjima, ali su ograni¢eni u razumevanju slozenijih algoritama, jer daju malo
informacije o medukoracima. Mnogo istrazivaca koristi moguénost razvijanja ”rapid-
prototype” koda za testiranje ponasanja algoritma pre ulaganja truda u razvoj koda za
algoritam u proceduralnom jeziku. Pristup sa MATHEMATICA-om ima velikih prednosti
u istrazivanju nad proceduralnom programiranju dostupnom u MAPLE-u i u procedural-
nim jezicima [119]. MATHEMATICA dopusta nekoliko programskih paradigmi: objektno-
orijentisano, proceduralno, simbolicko i funkcionalno programiranje [119]. Nas glavni cilj
istrazivanja bio je izrada algoritama podesnih za implementaciju kako u MATHEMATICA,
tako i u proceduralnim programskim jezicima.

Pod matricom sa simbolickim elementima podrazumevamo matricu ¢iji su elementi
iz odgovarajuceg komutativnog prstena. Mnoge primene uklju¢uju problem invertovanja
matrice sa simbolickim elementima [1] ili slicne probleme, kao npr. konstruisanje matrice
minora. Faktorizacija polinomijalne matrice A, tj. matrice ¢iji su elementi polinomi,
se Cesto koristi za izracunavanje inverza i uopstenih inverza matrice A, [49, 67]. Kada
je matrica A nesingularna, Gauss-ov algoritam je efikasan nacin za odredivanje inverza
A~!. Neki polinomijalni algoritmi iz kompjuterske algebre su posmatrani u radu [112].
Programski paketi kao $to su MATHEMATICA [113], MAPLE i MATLAB, koji podrazumevaju
simbolicka izracunavanja, sadrze ugradene funkcije za faktorizaciju matrica. Medutim,
zbog teskoca kod simplifikacije, nije prakti¢no implementirati matricne faktorizacije na
skupovima polinomijalnih ili racionalnih matrica u proceduralnim programskim jezicima.
Takode, dekompozicija polinomijalne (racionalne) matrice, odnosno matrice sa elemen-
tima koji su polinomi (racionalne funkcije), je dosta drugacija i komplikovanija (videti
[49, 67]). Nekoliko skorijih unapredenja na ovom polju smanjila su kompleksnosti ve¢ine
problema sa polinomijalnim matricama na red velicine kompleksnosti mnozenja matrica,
sto je dosad najvece dostignuce kod kompleksnosti [24, 40, 52, 94].

[zracunavanje uopstenih inverza polinomijalne matrice A(z) je vazan problem nume-
ricke analize, koji se ¢esto javlja u inverznim sistemima [54] i reSenjima sistema diofantskih
jednacina [42]. Jedan od algoritama za izra¢unavanje generalisanog inverza polinomijalne
matrice A(z) je uveo Karampetakis u [42]. Zasnovan na ideji da se polinomijalna matrica
moze predstaviti kao lista konstantnih matrica, nekoliko novih algoritama za izracunavanje
razlicitih tipova uopstenih inverza je izvedeno u radovima [99, 100]. Jedna od poteskoca
kod ovih algoritama je njihova zavisnost od stepena matrice A(x). U tom smislu smo uveli
modifikacije poznatih algoritama baziranih na faktorizacijama potpunog ranga racionalnih
matrica, radi poboljSanja vremena izracunavanja i stabilnosti.

Jedan od nasih ciljeva bio je primena QDR i LDL* dekompozicije potpunog ranga
Hermitske polinomijalne matrice A (metod dobijen u [96]) na reprezentaciju uopstenog
inverza A(Q)S iz rada [70]. Metod uveden u [70] je izveden na osnovu F'G dekompozicije
potpunog ranga matrice A. Tlme smo izveli prosirenje ovog algoritma, primenljivu za
izracunavanje siroke klase A 1.5 inverza, a ne samo Moore-Penrose-ovog inverza. Stavise,
razvijeno je prosirenje ovog algorltma na skupu polinomijalnih matrica jedne promenljive.
Umesto F'G dekompozicije matrice A koristili smo QDR i LD L* dekompozicije potpunog
ranga odgovaraju¢e odabrane matrice M.
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1.1 Osnovni pojmovi

Skup svih komplesnih m x n matrica oznacava se sa C"™*" dok je C"*" = {X €
C™ ™| rang(X) = r} njegov podskup koji se sastoji od kompleksnih matrica ranga k.
Neka C(x) (respektivno R(x)) oznacava skup racionalnih funkcija sa kompleksnim (re-
spektivno realnim) koeficijentima. Tada se skup svih m x n matrica sa elementima u
C(x) (respektivno R(z)) oznacava sa C(x)™ ™ (respektivno R(z)™*").

Sa I, 1 I ¢emo oznacavati jedninicnu matricu reda r, odnosno jedini¢énu matricu odgo-
varajuceg reda, respektivno. Sa O se oznacava nula matrica odgovarajuceg reda velicine.

Za proizvoljnu matricu A € C(z)™*" posmatrajmo slede¢e matricne jednacine po
nepoznatoj X, gde * oznacava konjugovano transponovanu matricu:

(1) AXA=A (2) XAX=X (3) (AX)'=AX (4) (XA)=XA
U slucaju m = n posmatracemo i slede¢e matricne jednacine
(5) AX =XA (1%) AMX = Ak

Posmatrajmo sada skup & C {1,2,3,4}. Tada se skup matrica koje zadovoljavaju
jednacine sa indeksima iz skupa S oznacava sa A{S}. Proizvoljna matrica iz A{S} se
naziva S-uopsteni inverz matrica A. Matrica X = A' je Moore-Penrose-ov inverz matrice
A ako zadovoljava jednacine (1)-(4). Grupni inverz A% je jedinstveni {1,2,5} inverz
matrice A, i postoji ako i samo ako je

ind(A) = mkin{k : rang(AM) = rang(A®)} = 1.

Rang uopstenog inverza AT se ¢esto koristi u izra¢unavanjima, pa je potrebno posmatrati
podskup A{i, j, k}s skupa A{3, j, k}, koji se sastoji od {1, j, k }-inverza ranga s (videti [3]).
U ovoj disertaciji oznacavamo opseg (eng. range) matrice A € C(x)™*" sa R(A), a jez-
gro (kernel) (eng. null space) matrice A sa N(A). Takode, sa nrang(A) ¢emo oznacavati
normalni rang matrice A (tj. rang nad skupom C(z)) a sa C(z)™*™ skup racionalnih ma-
trica iz C(x)™ ™ normalnog ranga r. Slicno, rang(A) oznacava rang konstantne matrice
A a C" oznacava skup kompleksnih matrica C™*" ranga r. Ovde navodimo stav iz

[3, 105] kojim se definige Ag )S uopsteni inverz.

Stav 1.1.1. [3, 105] Ako je A € C™*"™, T podprostor prostora C" dimenzije t < r a S
podprostor od C™ dimenzije m—t, tada matrica A ima {2}-inverz X takav da je R(X) =T
iN(X) =S ako i samo ako je AT &S = C™, i u tom slucaju je X jedinstven i oznacava
se sa Ag)s

Verovatno najviSe izuCavana klasa generalisanih inverza je klasa spoljasnjih inverza

definisane slike i jezgra. Generalisani inverzi, kao §to su Moore-Penrose-ov Af, tezinski
Moore-Penrose-ov AEM N Drazinov AP i grupni inverz A%, kao i Bott-Duffin-ov inverz

Agg)l )i uopsteni Bott-Duffin-ov inverz AETL)), se mogu ujediniti na ovaj nacin i reprezentovati
kao uopsteni inverzi Ag,% ?g (pri ¢emu se posmatraju odgovarajuce matrice 7'1 S). Za datu

matricu A € C"™*"(x) vaze sledeée reprezentacije (za vise detalja videti [3, 105]):

e T 4@
A _AR(A*)»N(A*)’ AM,N_AR(Aﬁ),N(An)a (1.1.1)
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gde su M, N pozitivno definitne matrice odgovarajuéih dimenzija, a A* = N=1A*M.
Za datu kvadratnu matricu A € C"*"™(z) Drazinov inverz i grupni inverz su dati
sleded¢im izrazima (videti [3, 105]):
D _ 22 #
AT = Agan wary R(A) N (4)" (1.12)
pri ¢emu je k = ind(A).
Ako je L podprostor od C" i ako je A L-positivna semi—definitna matrica koja zado-
voljava uslove AL @ L+ = C", S = R(PLA), tada vaze slede¢i identiteti, [11, 105]:
A(—l) _ A(Q)

() _ 4@
0 D Al =4 (1.1.3)

S,8L-

Efektivni metod podele za izracunavanje tezinskog Moore-Penrose-ovog inverza je
izraden u [61].

U ovoj disertaciji izuc¢avani su direktni metodi za izracunavanje uopstenih inverza
matrica. Primenom direktnih metoda se svaki element uopsStenog inverza izra¢unava
eksplicitno i bez iterativnih numerickih poboljsanja. Ovo su neke od poznatih grupa
metoda reprezentacije uopstenih inverza:
izracunavanje uopstenih inverza pomoc¢u potpune rang faktorizacije;
metodi bazirani na matricnim faktorizacijama,;
metodi koji proisti¢u iz blokovskih dekompozicija;
metodi pregradivanja (eng. partitioning method);
determinantska reprezentacija;
metodi zasnovani na uopstenju Frameovog rezultata;
metodi zasnovani na razbijanju matrica (eng. matriz splitting).

NO Gt W=

1.2 Predstavljanje uopstenih inverza faktorizacijom
potpunog ranga

Opste je poznat sledeci rezultat da svaka matrica poseduje dekompoziciju potpunog
ranga.

Lema 1.2.1. Svaka matrica A € C"*™ moze se predstaviti u obliku proizvoda A = PQ)
dve matrice potpunog ranga P € C"*" ¢ Q) € C*".

Ovakva dekompozicija nije jedinstvena. Medutim, ako je jedna od matrica P ili )
zadata, tada je druga matrica jednoznacno odredena. Potpuna rang faktorizacija se moze
upotrebiti za izracunavanje razli¢itih klasa uopstenih inverza. Na potpunoj rang faktor-
izaciji su bazirane veoma korisne faktorizacije uopstenih inverza

Ovde navodimo neke rezultate o uopStenom predstavljanju generalisanih inveza, u
smislu potpune rang faktorizacije i adekvatno odabrane matrice. U sledec¢oj lemi pokaza-
¢emo ekvivalentnost izmedu dva predstavljanja {1,2}-inverza, koja je dokazana u [64].
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Lema 1.2.2. Neka je A = PQ potpuna rang faktorizacija od A € C"*". Neka su U,V
matrice koje pripadaju skupovima matrica tipa m X m ¢ n X n respektivno. Takode, neka
matrice Wy i Wy pripadaju skupovima matrica tipa n X r i rxXm respektivno. Onda skupovi

S, = {VQ*(P*UAVQ*)'P*U : U € C™™,V € CV" rang(P*UAVQ*) =r}

Sy = {Wl(WgAWﬂ_le Wy e Cnxr’ Wy € Can’ rang(WgAwl) = ’f‘}
zadovoljavaju S; = Sy = A{1,2}.
Dokaz. Koristeéi poznat rezultat [64], lako je zakljuciti da X € {1,2} ako i samo ako se
moze predstaviti u obliku

X =V (QVQ") Y(PUP)'PU=VQ*(PUAVQ*) ' P*U,
UeC™™mVeCY" rang(PPUAVQ*) = r.

Ovo povlaci Sy = A{1,2}.

Na dalje, da bismo kompletirali dokaz, pokazimo da je S; = S3. Pretpostavimo da
je X € Sy proizvoljno. Onda postoje matrica U € C™™ i V € C"*" takve da je
rang(P*UAVQ*) = r i X se moze predstaviti u obliku X = VQ*(P*UAVQ*)"'P*U.
Nakon zamene VQ* = Wy € C™*", P*U = W, € C"™™, direktno dobijamo X € S;. Sa
druge strane, pretpostavimo da je X € S5. Onda postoje W; € C*" i W, € C"™™,
takve da je rang(WoAW,) = r i X = W (WoAW,)~'W,. Matri¢ne jednacine W; = VQ*
i Wy = P*U su konzistentne. Zaista,jednacina W, = V@Q* je konzistentna ako i samo
ako postoji Q*m takva da je WlQ*(l)Q* = W;. Na primer, mozemo uzeti proizvoljan
levi inverz od Q*. Konzistentnost matri¢ne jednakosti Wy = P*U se dokazuje na slican
nac¢in. Dakle, za neke matrice U € C™*™ i V € C™*", prozivoljno izabrana matrica
X € Sy moze se napisati u obliku X = VQ*(P*UAVQ*)"'P*U, rang(P*UAVQ*) = r,
sto povlaci X € S;. [

U sledecoj teoremi iz [82] uvedeno je uopsteno predstavljanje klase {2}-inverza.

Teorema 1.2.3. Skup {2}-inverza date matrice A € C"*" odreden je sledecom jed-
nakoscu:

A{2} = {Wl(WgAwl)_1W2, Wy e CnXt, Wy € (Ctxm,rcmg(WgAWQ =tt=1,... ,’I“}

Dokaz. Neka je X proizvoljan {2}-inverz od A. Koriste¢i Teoremu 3.4.1 iz [64], moze
se predstaviti u uopstenom obliku X = C(DAC)? D, gde su C € C™P i D € CI*™
proizvoljni. Takode, poznato je da rang(X) = rang(DAC) [64] [Teorema 3.4.1]. Pret-
postavimo da je rang(DAC) = t < min{p,q} < r. Primenom Leme 1.1.2 dobijamo
uopsteno predstavljanje za X:

X =CJ(HDACJ) 'HD,J € CP*' H € C™ rang(HDACJ) = t.
Nakon zamene C'J = W1, HD = W, lako je primetiti da je
X € {Wi(WodW) ' Wy, Wy € C™ Wy € C™™, rang(WoAW)) =t, t=1,...,7}.
Obrnuto, za proizvoljno X zadato sa
X € (Wi (WoAW,) "Wy, Wy € C™' Wy € C™™, rang(WodAW)) =t¢, t=1,...,7}.
lako je pokazati da zadovoljava jednakost XAX = X. [
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U sledeéoj teoremi iz [82] uvedeno je uopsteno predstavljanje Drazinovog inverza
kvadrtane matrice A, u smislu potpune rang faktorizacije invarijantnog stepena A', [ >
ind(A) matrice A.

Teorema 1.2.4. Neka je A € C*", k =ind(A) il > k je proizvoljno celobrojno. Ako je
Al = PQ potpuna rang faktorizacija matrice A, onda Drazinov inverz od A ima sledece
predstavljanje:

AP = P(QAP)7'Q.

Dokaz. Neka je T € C™*" nesingularna matrica takva da je

. Jc o],
a-rg 2]

jezgro-nilpotent razlaganje od A, gde je C nesingularna i IV nilpotentna matrica indeksa
k. Lako je primetiti da je
ct O
1 _ ~1
A =T { 0 O } T

za svako | > ind(A). Ovo povlaci slede¢e potpuno rang razlaganje A' = PQ:

C! _
P:T{@],Q:[IT, o1

Koriste¢i ovu €injenicu i poznati kanonicki oblik predstavljanja za AP [6], dobijamo

-1 -1
worl5 g[S i o1r- e

Dokaz kompletiramo koristeci

c = ¢, @]{g}:[b, @}T‘lT{g} 2}T_1T[g}=QAP.

O

Napomena 1.2.1. Predstavljanje Drazinovog inverza uvedeno u Teoremi 1.2.4 je prirodno
uopstenje sledece karakterizacije inverza grupe, uvedeno u [14]:

Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija od A, onda postoji A# ako i samo ako je
matrica QP invertibilna, i vazi

A* = P(QP)Q = P(QAP)™'Q.

Faktorizacija potpunog ranga matrice se moze odrediti na vise nacina. Neki metodi
potpune rang faktorizacije matrica mogu se uzeti razli¢ite matricne dekompozicije, kao na
primer LU dekompozicija, QR faktorizacija, SV D Singularno Vrednosna Dekompozicija,
i druge. Potpuna rang faktorizacija se moze dobiti i koristec¢i bilo koju od blokovskih
reprezentacija matrica. Ovi metodi ¢e biti izucavani u drugom poglavlju.



1.3. LU DEKOMPOZICIJA 9

1.3 LU dekompozicija

U ovoj disertaciji posmatra¢emo kako uopstenu LU dekompoziciju, tako i njene vari-
jante: Cholesky, odnosno LL* dekompoziciju i LDL* dekompoziciju. Sledece tvrdenje je
dobro poznato iz literature.

Stav 1.3.1. Svaka matrica A € C"™*™ se moze transformisati v oblik A = LU, gde je
L donja trougaona matrica sa jedinicama na glavnoj diyagonali, a U je gornja trougaona
matrica.

Dokaz. LU faktorizacija se moze izvesti iz Gaussovog metoda eliminacije sa potpunim
izborom glavnog elementa. Matrica A = Ay € C"*" se transformise redom u matrice
Aq, ..., A.. Matrica Ay, 0 < k < r jeste m x n matrica oblika

Ak=<a$))=[%§ IEI//kk}’

gde je Uy trougaona matrica dimenzija k x k. Oznac¢imo (4, j)-element u bloku Wj, sa w;;.
Ako je wyg najveci po modulu element u bloku Wj, vrsi se zamena o vrste sa k+1 vrstom i 3
vrste sa k + 1 kolonom matrice A;. IzvrSsenjem analognih zamena nad vrstama jedini¢ne
m X m matrice dobija se permutaciona matrica Ey = P(k + 1,«), dok se analognom

zamenom kolona jedini¢ne n x n matrice dobija permutaciona matrica Fy, = P(k + 1, 3).

Uz pretpostavku ag) =a;, 1<it<m,1<j<n, Gaussova eleminacija matrice Ay

jeste sledeca transformacija:
o)
i k)’
Aeg;
(k+1) (k) () i=k+4+1,....m B
a; = _vikakj’(j:k:+1,...,n Jk=1,...,r

Kao rezultat ove transformacije dobija se matrica

A U1 Vi
Fl O Wi |7

Posle r koraka dobija se matrica
1 (1) (1) (1)

all a12 DEEIEY al/r. DEEIEY aln

A, = [ u. V. } _ 0 a%) o agi) o agl)
O W, | . . .

0 0 ... ay ... ab

Za matricu U se moze uzeti prvih r vrsta matrice A,.
Matrica L je definisana sa

1 0o ... 0 0
V21 1 e 0 0
L = O
Ur1 Ur1  -ov Upp—1 1
L Uni Um2 -+ Umpr—1 Umpgr |
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Na kraju transformacije dobija se:
FAF = LU < A= E'LUF™,
Gde su E i F permutacione matrice definisane kao proizvod elementarnih matrica:
E=F ---FE., F=F--F,.
Stav 1.3.2. Ako A = LU predstavlja LU faktorizaciju matrice A, tada je

At =UTLY = U (UU*) YL L) Lx

1 3 6 9
. . 1 2 3 4 .. , L
Primer 1.3.1. Za matricu A = 0 -2 0 -2 dobija se sledec¢a LU faktorizacija:
-1 0 -1 =3
1 000 1 3 6 9
4 1 0 0 3 2 19
= 9 - 9 3 3
L 2aro) U=129 240 0
1 11
-3 3 7 1 -5 0 00

LU faktorizacija je u programskom paketu MATHEMATICA implementirana pomocu stan-
dardne funkcije LUDecomposition.

Cholesky faktorizacija podrazumeva dekompoziciju simetri¢ne pozitivno definitne ma-
trice A oblika A = LL*, gde je L donja trougaona matrica sa strogo pozitivnim dijago-
nalnim elementima. Ocigledno, elementi matrice L mogu sadrzati kvadratne korene, sto
izaziva poteskoce u daljem simbolickom izracunavanju. Iz ovog razloga se ¢esto koristi
"bez-korena” Cholesky dekompozicija u obliku A = LDL*. Proizvoljna racionalna Her-
mitska matrica A se moze predstaviti u obliku proizvoda matrica A = LDL*, gde je L
donja trougaona, a D dijagonalna matrica. Ova forma premosé¢ava upotrebu elemenata
koji sadrze kvadratne korene. Jednostavno je pokazati da, u sluc¢aju pozitivno definitne
matrice A, dijagonalni elementi u D moraju biti nenegativni.

Neka je data polinomijalna Hermitska matrica A(x) € C(x)™ ™ sa elementima po
promenljivoj x:

q
Alx) =Ag+ Az + - -+ A = Z A;xt (1.3.1)
i=0
pri ¢emu su A;, ¢ = 0,...,q konstantne matrice dimenzija n x n. Alternativna forma

Cholesky faktorizacije simetri¢ne polinomijalne matrice A(z) generise dodatnu dijago-
nalnu matricu D(z), u cilju izbegavanja elemenata sa kvadratnim korenima (videti [25]).
Prema tome, LDL* faktorizacija matrice A(z) je bez-korena Cholesky dekompozicija
sledeceg oblika:

Alw) = L) D(a)L*(x),
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gde je L(x) donja trougaona, a D(z) dijagonalna matrica,

1 0 - 0 di(x) 0 - 0
L) = .| P@= o (1.3.2)
() Lo(z) - 1 0 0 - dyfa)

pri ¢emu su l;;, dj, 1 < j < i < n racionalne funkcije. Pritom, L*(z) oznacava konjugov-
ano transponovanu matricu matrice L(z).

Zamena LL* dekompozicije LDL* faktorizacijom radi izbegavanja izracunavanja ko-
renih elemenata je dobro poznata tehnika numericke analize, opisana na primer od strane
Goluba i Van Loana u [25]. Ova tehnika je od esencijalne vaznosti kod polinomijalnih i

q
racionalnih elemenata matrica L i D. Ukoliko se radi sa npr. /> A;z? simbolicki, gde
i=0

su A;, © = 0,...,q konstantne n x n matrice, to moze biti veoma tesko. Zato je nasa
motivacija modifikovanje algoritama sa direktnom Cholesky faktorizacijom polinomijalne
matrice A(z).

Prema tome, navedene dekompozicije potpunog ranga se mogu koristiti za simbolicko
izracunavanje uopstenih inverza koriste¢i brojne tehnike, uvedene u radovima kao Sto
su [87, 70]. Implementacija ovih algoritama resava problem simbolickih izracunavanja
uopstenih inverza u proceduralnim programskim jezicima.

1.4 Struktura i organizacija rada

Doktorska disertacija podeljena je u pet glava, svaka glava je podeljena na nekoliko
poglavlja a poglavlja se sastoje od odeljaka.

e U prvoj glavi, koja je podeljena u cetiri poglavlja, predstavljeni su uvodni pojmovi.
Prva tri poglavlja sadrze definicije i opSta svojstva pojmova iz glavne oblasti ove
doktorske disertacije: dekompozicija potpunog ranga matrica, LU dekompozicija i
izracunavanje uopstenih inverza matrica. U poslednjem poglavlju dat je opsti prikaz
organizacije same doktorske disertacije.

e Rezultati sadrzani u drugoj glavi odnose se na efikasno izra¢unavanje dekompozicija
matrica i uopstene inverze matrica i njihovo efikasno racunanje.

— U prvom poglavlju ove glave dat je prikaz osnovnih definicija i pojmova gene-
ralisanih inverza proizvoljnih matrica sa posebnim osvrtom na izracunavanje
{i,7,...,k} inverza i Moore-Penrose-ovog inverza.

— Drugo poglavlje prezentuje rezultate za LDL* dekompoziciju potpunog ranga
polinomijalne matrice, kao i numericke primere i implementacione detalje.

— Trece poglavlje sadrzi nove metode za izracunavanje Moore-Penrose-ovog in-
verza polinomijalne matrice zasnovane na metodu iz drugog poglavlja, kao i
neke numericke primere.
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Cetvrto poglavlje prezentuje rezultate dobijene o LDL* dekompoziciji potpunog
ranga racionalnih matrica.

Peto poglavlje sadrzi nove metode za izracunavanje Moore-Penrose-ovog in-
verza racionalne matrice zasnovane na metodu iz ¢etvrtog poglavlja, kao i neke
numericke primere i implementacione detalje.

Sesto poglavlje prezentuje nove metode za izracunavanje Ag;)s inverza LDL*
dekompozicijom koriste¢i metode iz drugog i ¢etvrtog poglavlja.

Sedmo poglavlje prezentuje nove reprezentacije potpunog ranga uopstenih in-
verza zasnovane na QR dekompoziciji.

Osmo poglavlje podrazumeva simbolicko izracunavanje A”E/?;)S inverza QDR fak-
torizacijom, kao i numericke primere i implementacione detalje.

Deveto poglavlje daje rezultate vezane za uopstene inverze blokovskih matrica
i blokovske reprezentacije generalisanih inverza.

Deseto poglavlje sadrzi blokovsku LDL* dekompoziciju potpunog ranga i izracu-
navanje inverza n X n blokovskih matrica.

Jedanaesto poglavlje sadrzi opis i implementaciju Greville-ovog metoda podele.

e Treca glava ovog doktorata posvecéena je opstim metodama viSekriterijumske opti-
mizacije i njihovim implementacijama.

U prvom poglavlju ove glave definisani su osnovni pojmovi vezani za vise-
kriterijjumsku optimizaciju i Pareto optimalnost.

U drugom poglavlju dat je opsti pregled prednosti simbolicke implementacije
u visekriterijumskoj optimizaciji.

Trece poglavlje sadrzi metod i algoritam za ispitivanje Pareto optimalnosti
problema visekriterijumske optimizacije.

Cetvrto poglavlje je posveéeno poznatom metodu tezinskih koeficijenata, gde
su navedeni novi teorijski rezultati i nac¢ini implementacije.

U petom poglavlju prikazan je i detaljno proucen leksikografski metod vise-
kriterijumske optimizacije, i navedena modifikacija ovog metoda, kao i nu-
mericki primeri i rezultati testiranja.

Sesto poglavlje sadrzi analizu i implementaciju drugih metoda vigekriterijumske
optimizacije: relaksirane leksikografske metode, metoda e-ograni¢enja i metoda
rastojanja.

e U cetvrtoj glavi izveden je zakljucak i izvrSena sistematizacija svih predstavljenih
rezultata; takode, dato je nekoliko predloga za dalja izuc¢avanja i na taj nacin su
prikazane smernice za budué¢i nauc¢no-istrazivacki rad.



2. Simbolicka matricna
izracunavanja

Simbolicko izracunavanje uopstenih inverza se najcesée izvodi preko dekompozicije pot-
punog ranga odgovarajuce matrice. U ovoj glavi su koris¢ene prednosti LDL* i QDR
dekompozicije u odnosu na njihove klasi¢ne varijante (videti [77, 78, 74, 96]). Pritom su
koris¢ene modifikacije u smislu da su sve matrice iz dekompozicija potpunog ranga.

Metod iz [91], u kome je primenjena LU faktorizacija za izracunavanje pseudo-inverza
matrica, prosiren je u radu [77]. Ocigledan je cilj napraviti algoritam za simbolicko
izracunavanje uopstenih inverza koriséenjem LD L* dekompozicije racionalne matrice A €
C(x)™*™. Motivacija je proistekla iz prednosti koriséenja bez-korene dekompozicije (dekom-
pozicije koja ne sadrzi korene) u algoritmima za polinomijalne i racionalne matrice. Na
ovaj nacin se mogu izbeé¢i poteskoce sa simbolickim izracunavanjima polinomijanih ma-
trica i njihovih inverza, koje nastaju kroz pojavljivanje elemenata sa korenima. Takode,
pokazano je da LD L* dekompozicija povetava efikasnost izracunavanja uopstenih inverza.

2.1 Izracunavanje {i, j, k} inverza i uopstenih inverza
racionalnih matrica

Za datu kompleksnu Hermitsku matricu A, sledece rekurzivne relacije vaze za elemente
matrica D i L, dobijenih iz LDL* dekompozicije matrice A:

Jj—1 Jj—1
1 S
djj = Qj; — Z l]kl;kdkk‘a lij = E(aij — Z lzkl;kdkzk)a a1 > 7. (211)
k=1 J k=1

Ideja da je ova izracunavanja dovoljno izvoditi za j = 1,7, gde je r = rang(A), izneta
je u radu [77]. Ovim se dobija faktorizacija potpunog ranga matrice A, pri ¢emu L
ne sadrzi nula-kolone, a matrica D ne sadrzi nula-vrste i nula-kolone. Dakle, za datu
matricu A € C""={X € C™"| rang(X)=r}, njena dekompozicija potpunog ranga
bez kvadratnih korena je datasa A = LDL*, gdeje L € C"™*" a D € C"*" je odgovarajuca
dijagonalna matrica.

Representacije {1, 2,3} i {1, 2, 4 }-inverza, uvedene u radu [3], modifikovane su slede¢om
lemom iz rada [91]. Takode su ove reprezentacije, poznate za kompleksne matrice, prosirene
na skup racionalnih matrica jedne nepoznate.

13
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Lema 2.1.1. Neka je data matrica A € C(z)™*" i neka su mq,ny > r fiksirani prirodni

brojevi. Tada vaZe sledeéa turdenja za skupove A{1,2,4}, A{1,2,3} i za Moore-Penrose-ov
inverz matrice A:

(a) A{1,2,4} = {(YA)Y| Y € C(z)™*™, YA€ C(z)m*"}.

(b) A{1,2,3} = {Z(AZ)'| Z € C(z)*™, AZ € C(z)*™ }.
(c) At = (A*A)TA* = A*(AAY)T.

Sada je moguce izvesti slede¢ih nekoliko tvrdenja za izracunavanje {1,2,3} i {1,2,4}

inverza date matrice A € C(z)"*"

Teorema 2.1.2. [77] Neka je data racionalna matrica A€ C(x)™™ i proizvoljna m X ny

racionalna matrica R, gde je ny > r. Neka je LDL* bez-korena Cholesky faktorizacija
potpunog ranga matrice G = (R*A)*(R*A), pri ¢cemu su L € C(z)"*" i D € C(x)"™".
Tada vaZe sledeca tvrdenja:

A{1,2,4}={L(L*GL)"'L*(R*A)*R*| ReC(z)™™, R*"AeC(x)}**"}. (2.1.2)

Dokaz. Posmatrajmo slededi izraz za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza proizvoda
matrica A i B (tj. (AB)"), koji je uveden u [65]:

(AB)' = B*(A*ABB*)TA*. (2.1.3)
Primenom ove jednacine za sluéaj A = R*A, B = I, Moore-Penrose-ov inverz (R*A)T se

moze dobiti kao
(R*A)' = (R*A)*(R*A))(R*A)*. (2.1.4)

Koristicemo LDL* dekompoziciju matrice (R*A)*(R*A) = LDL*. Zamenom ovih
vrednosti u jednacini (2.1.4), dobijamo

(R*A) = (LDL*)'(R*A)*. (2.1.5)
Dalje, zamenom A = L, B = DL* u jednaéini (2.1.3), imamo
(LDL")' = (DL*)*(L*LDL*(DL*)*)"'L* = LD*(L*LDL*LD*)"'L*.

Tada mnozenjem (R*A)" sa R* s desne strane, saglasno sa poslednjom jednac¢inom i
jednacinom (2.1.5) dobijamo

(R*A)'R* = LD*(L*LDL*LD*)"'L*(R*A)*R* = L(L*LDL*L) ' L*(R*A)*R".

Ovde priemtimo da matrica L ne sadrzi nula kolone, L* ne sadrzi nula vrste, a D je
bez nula kolona i nula vrsta. Pritom je matrica L*LDL*L kvadratna, sto povlaci da je
invertibilna. Sada dokaz naseg tvrdenja sledi na osnovu Leme 2.1.1, dela pod (a). O

Posledica 2.1.3. [77] Neka je data racionalna matrica A € R(x)™ ™ i proizvolina m X
n1 realna matrica R, gde je ny > r. Pretpostavimo da je LDL™T bez-korena Cholesky
faktorizacija potpunog ranga matrice G = (RTA)T(RTA), pri éemu je L € R(z)™*" i

D eR(z)™". Tada su zadovoljena sledeca tvrdenja:
A{1,2,4}={L(L"GL) 'L (R"A)"R"| ReR™"™ ,R"AeR(z)"*"}. (2.1.6)
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Teorema 2.1.4. [77] Neka je data racionalna matrica A€ C(x)™ ™ i proizvoljna my X n

racionalna matrica T, pri cemu je my > r. Pretpostavimo da je LDL* bez-korena Cholesky
faktorizacija potpunog ranga matrice G = (AT*)(AT*)*, gde je L € C(x)™*" i D €
C(x)™". Tada su sledeéa tvrdenja validna:

A{1,2,3}y={T*(AT*)*L(L*GL)"'L*| T€ C(z)™ ", AT* € C(z)""™ } . (2.1.7)

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.1.2, sa razlikom u primeni tvrdenja pod (b)
Lemme 2.1.1. Uzimanjem A =11 B = AT* u jednacini (2.1.3), dobijamo

(AT*)V = TA*(AT*(AT*)*)1. (2.1.8)

Uzimajuéi da je LDL* dekompozicija potpunog ranga matrice (AT*)(AT*)*, imamo da
je
(AT*)' = TA*(LDL*)'. (2.1.9)

Sada, dokaz sledi na osnovu tvrdenja (b) Leme 2.1.1, analogno kao u dokazu Teoreme
2.1.2. Primetimo da se u tom slucaju, m i m; pojavljuju umesto n i ny, respektivno. [J

Posledica 2.1.5. [77] Neka je data racionalna matrica A € R(x)™*™ i proizvoljna my X
n realna matrica T, gde je my > r. Pretpostavimo da je LDL™T bez-korena Cholesky
faktorizacija potpunog ranga matrice G = (ATT)(ATT)T, pri cemu su L € R(z)™ " i
D eR(z)™". Tada vaze sledeca tvrdenja:

A{1,2,3}y={T"(AT")"L(L"GL)'L"| TER™*" ATT e R(z)""™ } . (2.1.10)

r

Teorema 2.1.6. [77]Neka je data racionalna matrica A € C(x)™ ™. Ako je LDL* bez-

r

korena Cholesky faktorizacija matrice G = (A*A)*(A*A), gde je L € C(x)™*" i D €
C(x)™", tada vazi:
AT=L(L*GL) ' L*(A*A)* A*. (2.1.11)

Ako je LDL* bez-korena Cholesky faktorizacija matrice H = (AA*)(AA*)*, L € C(z)™*"
i D eC(x)™", tada je zadovoljeno:

Al = A*(AAY'L(L*HL) ' L*. (2.1.12)
Dokaz. Dokaz sledi na osnovu Leme 2.1.1, tvrdenja pod (¢). O

Posledica 2.1.7. [77] Neka je data racionalna matrica A€ R(x)™ ™. Pretpostavimo da
je LDLT bez-korena Cholesky faktorizacija potpunog ranga matrice G = (AT A)T (AT A),
gde je L eR(z)"™*" i D eR(x)"™". Sledeée turdenje je zadovoljeno:

AT=L(L"GL) 'L (AT A)T AT, (2.1.13)

Ako je LDLT bez-korena Cholesky faktorizacija matrice H = (AAT)(AAT)T, gde je L €
R(z)™*" ¢ D e R(x)"™", tada vazi:

Al = AT(AATL(L"HL) ' LT, (2.1.14)
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Na osnovu prethodno dokazanih tvrdenja, uveden je slede¢i Algoritam 2.1 nazvan
LDLGInverse za izra¢unavanje skupova A{1,2,4} i A{1,2,3} za datu racionalnu m x n
matricu A, kao i za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza matrice A.

Algoritam 2.1 Izracunavanje {i, j, k} i Moore-Penrose-ovog inverza racionalne matrice
- Algoritam LDLGInverse
Ulaz: Racionalna matrica A € C(z)

mXxn
r .

1. if $ ={1,2,4} then

2:  Nasumicno generisati matricu R € C™*" ny > r
33 G :=(R*A)*(R*A)

4: else if T ={1,2,3} then

5. Nasumicno generisati matricu T' € C™*" mq; > r
6: G := (AT*)(AT*)*

7: else

80 G:=(A*A)*"(A*A) {ovaj korak je za MP-inverz}
9: end if

10: Izracunati LDL* faktorizaciju potpunog ranga matrice G.
11: if § = {1,2,4} then

122 M = L(L*GL) 'L*(R*A)*R*

13: else if I = {1,2,3} then

4. M =T*(AT*)*L(L*GL)"'L*

15: else

16: M = L(L*GL)™'L*(A*A)*A*

17: end if

18: Rezultat: Rezultuju¢a matrica M.

Primer 2.1.1. Posmatrajmo matricu Ag iz [117], gde je a neka konstanta. Da bismo
izracunali {1,2,4} 1 {1,2, 3} inverze matrice Ag, konstantna matrica R = T je nasumicno
generisana.

[a+5 a+3 a+2 a+4 a+3 a+2] M1 5 3 1 2 -1
a+3 a+4 a+2 a+3 a+3 a+2 1 -1 4 1 -2 1
a+2 a+2 a+2 a+2 a+2 a+1 3 1 -3 1 2 -1
Ag=| a+4 a+3 a+2 a+3 a+3 a+2 |, R=TT=| 2 -1 3 2 -2 1
a+3 a+3 a+2 a+3 a+2 a+2 1 -1 3 -1 2 -1
a+2 a+2 a+1 a+2 a+2 a 3 -1 -1 6 -2 1
| a+1 a a+1l a+1 a+1 a—-1 | | —3 4 -3 2 =2 -1 |

Rezultati za {1,2,4}, {1,2,3} i MP inverze matrice Ag, dobijeni primenom algoritma
LDLGInverse, su slededi:

_ 3(233+181a) 589+488a ]
3 _ g _T7544543a 479+433a 4+a 34+a -
55 55 55 55
_3_q _B8474543a 57 | 433a 34+a 34+a 77 4 543a _ 737+488a
55 5 55 5 55 55
543a 433a 543a _ 488a
4024 _ —2-a —2- 7 55 2+a  2+a L4255 55
6 - 4134543a 1384+433a 358+543a 8(31+61a) ’
4+a - -5—a —-3—a -
55 55 55 55
3(382+181a) 871+433a 10914+-543a 9814-488a
3+a - —-3—-a —-4—-a -—
55 55 55 55
695+543a 5304433 o o _ 695+543a 585+488a
2+a 55 55 2—a 2—a 55 55 i
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[ 3_4 _3(32—(1) _111»511 4+4q 34+a 542311 BICL b
_3_q _3@ta) _52ta) 3(2+a)  24a
3—a 1 1 3+a 3+a 1 1
A(1’273) AT —2_a _523(1 _342150, 24a 24a 123(1 31(1
6 ST 44 3Bra) 148 5, g, _5i3a _3ta
4 4 4 4
3+a 3(3+a) 114-5a _3_-q —-4—q -—D5t3a _34a
4 4 4 4
5+3a T+5a _ 9 _ _9_ _ 543a _ 3+4a
L 24a e e 2—a 2—a e =Te

Primetimo da su dobijeni {1, 2, 3}-inverz i Moore-Penrose-ov inverz matrice Ag jednaki
u prethodnom primeru.

2.1.1 Implementacioni detalji i rezultati testiranja

Na osnovu skracene iterativne procedure (2.1.1), moguce je izvesti slede¢u implementaciju
LDL* dekompozicije proizvoljne matrice u MATHEMATICA. Sledeca funkcija kao jedini ar-
gument podrazumeva matricu zadatu u obliku liste.
LDLDeconposition[A List] : =
Modul e[{i , j, k, n=MatrixRank [A], m= Length[A], L, D},

L
D

For[j =1, ] <N, | ++,

Tabl e [0, {m}, {n}];
Tabl e [0, {n}, {n}];

j-1
Ly.jy =1 Dy.jy=Sinplify[Ag1- ), (Ly.«a)’ Drials

k=1
For[i =j +1, i sm i ++,
1 iz
Lo jp = Simplify| At.i1- 3, Lo Lo D ||
Dy .ig k=1

]:

Return[{L, D}];]

Na osnovu Algoritma 2.1 imamo slede¢i modul kojim se odreduje Moore-Penrose-ov
inverz proizvoljne matrice A.
LDLA nverse[A List] : =
Modul e[{L, D, G GL, M Y},
Gl = Transpose [A]. A;
G=Gl. Gl;
{L, D} = LDLDeconposition[G];
M= Sinplify[lnverse[Transpose[L].L.D. Transpose[L].L]];
Y = L. M Transpose [L]. GL. Transpose [A];
Return[Sinplify[Y]]];

Primer 2.1.2. Uporedimo razli¢ite algoritme za izracunavanje uopstenih inverza sa al-
goritmom LDLGInverse. U slede¢oj tabeli data su vremena izvrSavanja na razli¢itim
test matricama dobijena primenom implementiranih algoritama u programskom paketu
MATHEMATICA. Matrice za testiranje su uzete iz [117], pri ¢emu je posmatran parcijalni
slucaj a = 1.
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Test matrica Ao Aso Ago | S0 S50 S0 | F1o Fso Fioo
Pseudolnverse [113] | 1.344 - - 1.031 - - 1.094 - -

Partitioning [87] 0.015 | 0.484 | 2.750 | 0.031 | 1.187 | 9.204 | 0.016 | 0.485 | 2.812
Lev.-Faddeev [41] 0.001 | 2.766 | 43.781 | 0.001 | 2.516 | 44.375 | 0.001 | 2.672 | 42.844
Courrieu [16] 0.015 | 0.766 | 5.844 | 0.015 | 0.375 | 2.297 | 0.015 | 0.703 | 5.782
ModCholesky [91] 0.015 | 2.218 | 16.954 | 0.015 | 0.687 | 5.781 | 0.015 | 2.328 | 17.594
LDLGInverse 0.015 | 1.875 | 11.672 | 0.014 | 0.487 | 4.553 | 0.014 | 1.966 | 12.643

Tabela 2.1.1. Vremena izvrsenja (u sekundama) dobijena na osnovu nekoliko algoritama i LDLGInverse

algoritma.

Prva vrsta Tabele 2.1.1 sadrzi nazive test matrica iz [117]. Primetimo da su ispiti-
vane tri grupe test matrica. Poslednja vrsta tabele sadrzi vremena dobijena primenom
LDLGInverse algoritma. Znak ’-” oznacava ”veliko” vreme izra¢unavanja.

Primer 2.1.3. Posmatrajmo sada nasumic¢no generisane retko posednute matrice iz skupa
A e R razlicitih dimenzija i gustina, pri ¢emu je najveca sopstvena vrednost matrice
A*A data sa k., a najmanja ne-nula sopstvena vrednost matrice A*A je jednaka 1 (videti
[17]). Neki od dobijenih rezultata su prikazani u Tabeli 2.1.2. Tabela 2.1.3 prikazuje
razlike izmedu vremena izvrsavanja algoritama za odredene matrice iz kolekcije Matrix-
Market (videti [53]).

m 128 256 512

ky 16 256 4096 | 16 256 4096 | 16 256 4096
Potpuni rang 4.259 4.539 4.681 | 30.011 30.248 30.312 | 227.387 233.908 234.298
Rang-deficientng 3.044 3.754 3.862 | 25.101 25.241 25.537 | 185.907 190.369 190.462

Tabela 2.1.2. Proseéna vremena izracunavanja (u sekundama) za nasumiéno generisane retko posednute

matrice.
Matrica gr-30_30  illc1850 watt__1  welll033  well1850
Velicina | 900x900 | 1850712 | 1856x1856 | 1033x320 | 1850x712
Gustina 0.0096 0.0066 0.0033 0.0143 0.0066
Vremena 233.3 122.1 40.4 11.9 127.5

Tabela 2.1.3. Prosetna vremena izracunavanja (u sekundama) za neke test matrice iz kolekcije
Matrix-Market.

Primecéeno je da su neki vrlo brzi metodi numericki nestabilni ukoliko je matrica
(ne singularna ali) lose uslovljena (za pojasnjenje videti [17, 103]). Uvedeni metod
za izracunavanje uopstenih inverza u [77] je vrlo efikasan, medutim nije i najefikasniji.
Ocigledno su rang-deficientne matrice procesuirane brze nego matrice potpunog ranga is-
tih dimenzija, s obzirom da su matrice L i D manjih dimenzija, u slu¢aju rang-deficijentnih
matrica. Medutim, vremena izracunavanja rapidno rastu pove¢anjem dimenzija i gustina
matrica. U opStem slu¢aju, izratunavanje inverza racionalne matrice je O(n?) problem, a
takode i veoma osetljiv na lose uslovljene matrice.

Dobro je poznato da kondicioni broj za inverziju matrica u odnosu na matri¢nu normu
||| kvadratne matrice A, definisan kao k(A) = ||A| ||A™Y|, predstavlja meru stabilnosti
ili osetljivosti inverzne matrice od numeriskih operacija [25]. Matrice sa kondicionim bro-
jem bliskim 1 se nazivaju dobro-uslovljene, a one sa ve¢im kondicionim brojem od jedan
se nazivaju lose-uslovljene. Primetimo da svih pet matrica uzetih iz ” MatrixMarket” te-
stiranih u Tabeli 2.1.3 imaju kondicione brojeve vece od jedan, pri cemu MATHEMATICA
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prikazuje informaciju ” results for inverse of badly conditioned matriz may contain signif-
icant numerical errors’. Algoritam LDLGInverse je napravljen primarno za simbolicka
izracunavanja sa racionalnim i polinomijalnim matricama gde je pozeljno izbeci kvadratne
korene.

2.2 LDL* dekompozicija potpunog ranga polinomi-
jalne matrice

Kao sto je receno, zamena LL* faktorizacije sa LD L*, tako da se izbegnu izracunavanja
elemenata sa kvadratnim korenima, je od velike vaznosti pri radu sa polinomijalnim i
racionalnim matricama. Prema tome, motivacija je modifikovati metod Cholesky de-
compozicije polinomijalne matrice A(z), uvodenjem dodatne dijagonalne matrice D koja
osigurava ne-pojavljivanje elemenata koji sadrze kvadratne korene. Ocigledno, LDL*
dekompozicija je mnogo prikladnija za rad sa polinomijalnim matricama, a kasnije se
moze iskoristiti za nalazenje uopstenih inverza faktorisane matrice.

Podsetimo se da za slucaj kompleksne Hermitske matrice A, moguée je odrediti njenu
LDL* decompoziciju koriste¢i recurzivne relacije (2.1.1). U radovima [77] i [96] predlozili
smo da je izracunavanja (2.1.1) potrebno izvrSavati samo za j = 1,7, gde je r = rang(A).
U tom sluc¢aju, iterativna procedura (2.1.1) generise fakorizaciju potpunog ranga matrice
A, pri ¢emu ¢e matrica L biti bez nula kolona, a matrica D bez nula vrsta i nula kolona
(s obzirom da su matrice L i D tada takode ranga ).

Posmatrajmo polinomijalnu Hermitsku matricu A € C(x)"*"

X" ranga r sa elementima:

Aq
aij(r) = Zam,ﬂk, 1<i,j<mn, (2.2.1)
k=0

pri ¢emu je maksimalni eksponent matrice A(z) oznacen sa a,. Tada je bez-korena
Cholesky dekompozicija potpunog ranga matrice A data sa A = LDL* gde je L €
C(z)"", l;; =0zai < j,aD e C(x) je odgovarajuca dijagonalna racionalna matrica.
Ne-nula elementi racionalnih matrica L(z) i D(x) su oblika:

h=0 (2.2.2)

Greville-ov metod pregradivanja [27] i Leverrier—Faddeev algoritam su najcescée koriséeni
u simbolickim implementacijama generalisanih inverza. Nekoliko ekstenzija algoritma par-
ticije na skupovima racionalnih i polinomijalnih matrica je uvedeno. Prva generalizacija je
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ekstenzija Greville-ovog algoritma na skup polinomijalnih i/ili racionalnih matrica jedne
nepoznate, uvedena u [87]. Dalje primene i modifikacije algoritama za izracunavanje
tezinskih Moore-Penrose-ovih inverza se mogu naéi u radovima [85, 98]. Za vise in-
formacija o izracunavanju Drazinovog inverza, Moore-Penrose-ovog inverza i tezinskog
Moore-Penrose-ovog inverza, videti [19, 21, 20, 86, 90].

Motivacija je usavrsiti efikasni metod za simbolicko izracunavanje Moore-Penrose-ovog
inverza polinomijalne matrice. Koris¢éenjem LDL* faktorizacije umesto klasicne Cholesky
dekompozicije, izbegnuto je dobijanje elemenata sa kvadratnim korenima, sto je od esenci-
jalne vaznosti u simbolickom polinomijalnom izracunavanju. Za simbolicko izracunavanje
Moore-Penrose-ovog inverza primenjena je Teorema 2.1.6, uvedena u radu [77], na poli-
nomijalnim matricama koje se javljaju tokom izracunavanja.

Veé navedena iterativna procedura (2.1.1) se moze modifikovati tako da proizvodi kao
rezultat dekompoziciju potpunog ranga polinomijalne matrice A(z). Prema tome, vaze
sledece relacije za racionalne elemente matrica D(z) and L(z) za svako j = 1,7:

fij(x) = lek x)dpy (), zai=j,n, (2.2.3)
djj(z) = ajj( ) — fii(2), (2.2.4)
lij(z) = m(am(x)—ﬁj(x}), zai=7j+1,n. (2.2.5)

Ove rekurentne relacije su iskoris¢ene u sledec¢oj teoremi za izracunavanje koeficijenata
racionalnih matrica L i D. U nastavku disertacije, promenljive sa jednom crtom ce
oznacavati koeficijente u brojiocu, dok ¢e promenljive sa dve crte oznacavati koeficijente
u imeniocu razlomka.

Teorema 2.2.1. [96] LDL* dekompozicija potpunog ranga Hermitske polinomijalne ma-
trice A(z) € C(x)™™ sa elementima oblika (2.2.1) jednaka je A(x) = L(z)D(z)L(x)*,
gde su L(x) i D(x) racionalne matrice oblika (2.2.2), pri cemu su koeficijenti elemenata
dj;(z) i li;(z) dati slede¢im izrazima:

Ekvj = Z Af— k1,j,jfk1,]] fk,j,]? Skga - (aq + 7q,7q), (226)
k1=0
Ay = frj; 0<k<d,=f, (2.2.7)
k k1 _ B
iz = O kg | D WhrkoigFrpis — fkl,i,j> :
k1=0 ko=0
ogkgiq = dy +max(ag + [, f,), (2.2.8)
iy = Z it Fr iy 0<k<ly=d,+ [, (2.2.9)
k1=0

gde su koeficijenti 7,“» j Jednaki

&.I
'\HII
w
~ll
_Q

|
.l
2
—
©)
)
—_
o
N—

71@,@‘] Z Zpk ki, ks Dk ,i,5,k3 0< kg? = Z

ko=0 k3=
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a sz,g7 0<k<f,, su koeficijenti sledeceg polinoma:

20, +d, 20, +d, 2,+d,
. .. . = k = k = k
PolinomijalniNZS DrijaZ"s DrijoX"s s 5 Prijiar |, (2.2.11)
k=0 k=0
pri cemu je
t1 ti1—t2
— El Tk -3 7 -3
DPtiigk — E E lts,i,kltl—tg—tg,j,kdt%k? 0<t, <2lg+dy,
to=0 t3=0
t1 ti1—la —
]_?tlvi7j7k Z Z lt37l klt17t2 tgjkdt2 k? 0<t1<2l +dq7
to=0 t3=0
Tq =
) . ) ) > fr ,i,jzk
dok su vrednosti qi; ;. koeficijenti polinoma ¢; j(x) = :’“:g

2lgtdg _ .
> Pk,i,jt%
k=0

Dokaz. Kako su elementi matrica L(x) i D(x) racionalne funkcije, jednacina (2.2.3) do-
bija sledeci oblik:

fij(x) =
Z 22(1""7(1 t1 ti1—to
it Z lt g kx Z lt] kx Z dt kx Jj—1 Z Z lts,l k’ltl—tQ —t3,7, kdtz k
_ t=0 . t1=0 \t2=0 t3=0
—~ 1, Iy dy _ oty [0 ttae o
t ¢
t g kx Z lt kx Z dt kL Z Z lt3,z kltl—tg —t3.7, kdtg ]z
t= t1=0 to=0 t3=0
2Zq+8q . 2lq+dg o 2 y+dy 2, +d,
_ . )
j—1 Pty ik > Drija > Dija® Y P Lt
t=0 t1=0 t1=0 t1=0
= Epe = - = + —— 4+ .+ =
1y 2atdg _ . 2, +dq ) 21q+dq 20,44, _ )
> Pryiath Z Priign®™ 3 Driga® >0 Dryigj2"
t1=0 t1=0 11=0 t1=0

S obzirom da je najmanji zajednicki sadrzalac (NZS) polinoma u imeniocima oznacen kao:

lq dq 2q+ q 2:q+:q ?q _
. .. . = k = k = k _ g k
PolinomijalniN Z S E PrijiZ PrijaT s s E Prijj—1T | = E JriTs
k=0 k=0 k=0 k=0
i vaze jednakosti
fo —
Iy xzk F.—2l,—d
ki, a 79
k=0 k . .
Giji(r) = ———— = E Qrigex”, 1<t<j<i,
2y +dy —
Z Prijt
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polinomi f;;(z) se mogu izraziti kao

fqo k1 -1

fq
B . k1 7 k
> Pry —ky,i,5,k3 k2,5, L > sz]x
k1=0 k=0 k3=0 k=0

= ?‘1 =
f kg v ];0 Fract

I M:“”

Primetimo da iz jednacine (2.2.4) sledi sledeca jednacina:

k Aq & 4 = 5 ?q _ K
Z fk7.77.7 Z ak’-jh]x fknjnjx - Z fkvjm?x
_ k=0 k=0 k=0

aq

§ : k
ak?j?jx

k=0

= ?‘1 =
f kg Z f’w}jxk

I M:“” |

max(aq +?q a?q) k1 — —
D Uhi—kojiifraji = Fruji

N———
o)
ks
[M&
a
-
<
g
ol

. k1=0 ko=0 k=0
?q — aq = k‘
k .
> frj > di;
k=0 k=0
Konacno, na osnovu jednacine (2.2.5), naredna jednakost je validna
dy _ fq
= 7 k
Z dk 3 Aq Z fk,z,]
l k=0 k=0
i) == Ok, j T =
da 6 | k=0 fo =
dy. i - F k
kz k.j Z fk,z,]x
=0 k=0
iq _ ma‘X(a’qJ’_?q’?q) k1 — _ X
5k - _
> dyjx > > kg f koig = Shrig ) @
k=0 k1=0 kia=0

f 7.7 7]

]
=~
<.
3
Bl
I M:'*”

k=0 k1=0

k=0 k1=0

dotfq / & _ Iy .
> (Z dk—khjfkl,i,j) ¥ g}lk,iﬂ

dgtmax(ag+fyfy) / K _ k1 = - AU A
> ( > ity ( 2 ki fhpig — f kw‘n‘)) T3 byt
foge0 k=0



2.2. LDL* DEKOMPOZICIJA POTPUNOG RANGA POLINOMIJALNE MATRICE 23

Teorema 2.2.1 pruza praktican metod za kalkulaciju koeficijenata koji se pojavljuju
u elementima l;;(x) 1 d;;(x) na osnovu prethodno izracunatih l;(z), Lx(z) 1 di(z), za
k < j. Sada se algoritam za izracunavanje LDL* dekompozicije potpunog ranga date
Hermitske polinomijalne matrice A(z) = {a;;(2)};,_, moze formulisati.

Algoritam 2.2 Izracunavanje LDL* dekompozicije potpunog ranga zadate Hermitske

polinomijalne matrice
Ulaz: Hermitska polinomijalna matrica A(z) ranga r.
1: Inicijalizacija: di(x) = an(x), lq(x) = % za i = 2,n. Postaviti dijagonalne
elemente matrice L(z) na vrednost 1. Za j = 2, r ponavljati korake 2, 3, 4.
2: Izracunati koeficijente polinoma f;;(x) kroz sledece korake. Za i = j,n ponoviti Korak
2.1, Korak 2.2, Korak 2.3 i Korak 2.4.

2.1: Zasvako k= 1,7 — 1 izracunati

t1 ti—t2

Buijk = D D lnikltyty—ty jadiogs 0t <20 44y,

to=0 t3=0
t1 t1—t2

ﬁtl,i,j,k = Z Z lt3,i,klt1ftgftg,j,kdtzyk‘7 0§t1§21q+dq-
to=0 t3=0

2.2 Odrediti polinomijalni najmanji zajdenicki sadrzalac generisanih polinoma
koji odreduju imenioce:
fo 2,+d, 2, +d,
> fria® = PolinomijalniN ZS Prija® 0 Y0 Drajiax” |-
k:(] bAS’ kzo 199 k:0 1990,

- ?q = k
23: Zasvakot = 1,7 —1 i svako ¢ > j podeliti polinom kzofk’i’jx slede¢im

2y+dg
polinomom: Y- Py ;2" 1 kolicnik oznaciti kao
k=0
Fq—2lg—dy
k
Gt @) = Y Grager”
k=0

2.4: Uvesti smenu ?q = 27q + c_lq + ?q — QZq — d,, i izracunati

Eoj—1
fk@‘,j = E E Pl i ks Thosivikss 0= k< fq-
ko=0 k3=0

3: Uvesti smene d, = max(a, + 7q, fq) i c:iq = f,- Izvrsiti sledece evaluacije:

k
dejg = Y igifizy = Trsg 0Sk<d,
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4: Uvesti smene [, = Eq +max(a, +?q,?q) i ?q =d, —|—?q. Za svako i = J + 1, n izvrsiti
sledece evaluacije:

ko k1 _
kg = Z di—k (Z akl—kz,i,jfk%i’j — fklm> , 0<k<l,,
k1=0 ko=0
_ k . ~
lhig = Y eyl i 0SE<I,
k1=0
5: Rezultat:
dq i,
Z dk,jl'k Z L mxk
k=0 k=0 . i
dj(x)::—’ livj($)::—7 J=Lryi=j+1n.
dg — lg -
Z dk,jxk Z lkﬂﬁl’
k=0 k=0

Ovde navedeni algoritam primenjuje samo operacije mnozenja, deljenja i sumiranja
matricnih elemenata. Pritom, ovaj metod ne podrazumeva koris¢enje kvadratnih korena,
Sto kao posledicu podrazumeva kreiranje nove dijagonalne matrice. Oc¢igledno, ovaj algo-
ritam je vrlo pogodan za implementaciju u proceduralnim programskim jezicima.

2.2.1 Numericki primeri

Primer 2.2.1. Posmatrajmo simetri¢nu polinomijalnu matricu ranga 2 generisanu u radu
[117]:
1+ x 1+=x
S3 = T —1+x =z
14+ T 14+

Za j=1jed;; =1+ x, 1 prema tome je

Za slucaj j = 2 imamo da je
72

faa(z) = 1+ faa(z) ==

Na osnovu ovih rezultata je zadovoljeno:
o) =~ (o) = — (&~ f2)) = .

1+ dao ()

pa se prema tome dobijaju sledece racionalne matrice:
1 0
L) =| = 1], D(x):[lgx _1}
1+z

1 0
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Primer 2.2.2. Posmatrajmo simetri¢nu polinomijalnu matricu

1+ a2 x 241 —-3+4zx

A(a:)— T —14+2 34z x
o 242 3+x -1+ 1+=x
-3+ T 14+ T

Na osnovu Koraka 1 Algoritam 2.2 stavi¢emo dy(z) = 1 + 22 i

T 24z -3+
) = W = Wl =1
Za 7 = 2 imamo da je
x? z(2 + x) (=3+2)z
N _2+e) _(Z3+n)r
()= be(®)=7 750 @)=

Prema tome, jednostavno se dobija
dos(z) = (=142 —22° + 2%) /(1 + 2?)
a ne-nula elementi matrice L su

3—x+ 20+ 23 r(4— 2+ 2?)

o) = —1+xz—22%+ 23 (2] = —1+xz—22%2+ 23

Za j = 3 se dobija

5 — 6z + 322 + 5z 4+ z* _6+7x—3x2+2x3+x4

fy3(2)= 1tr—222 43 13(2) —14+x— 222+ 23

pa prema tome sledi

—4 + 4 — 823 () T+ Tx — 2x% + 323
€T) =
14— 48 8 4 — 4x + 823

Konac¢no, za j = 4 se dobija fy(z) = (85 + 87z — 222 — 2 + 8x1) /(4 — 4z + 82%). Ovaj
rezultat vodi do

d33 (l’) =

dua() —85 — 831 — 222 + a3
€T) =

. 4 — 4r + 823

Prema tome, dobijene su sledece matrice iz faktorizacije:

1 0 0 0
= 1 0 0
+x
L(SL’) = 24x 3—z4222 423
1 0 |>
1+z2 —14z—222423
2
—34z r(4—r+z ) T+7x—222 4323 1
L 1422 —14+z—2x2423 4—4x+-8x3
14 22 0 0 0
—14+z—2x24x3
D( ) _ 0 1+22 0 0
x - 0 0 —44+-4x—8x3 0
—14+x—2x2+23
0 0 0 —85—83r—222+23
| 4—4x+8x3
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2.2.2 Implementacioni detalji i razultati testiranja

S obzirom da je LD L* dekompozicija iste slozenosti kao i Cholesky faktorizacija, efikasnost
naseg algoritma nece biti drugacija od efikasnosti algoritma LL* dekompozicije. Algori-
tam 2.2 podrazumeva jedno vise mnozenje matrice i dijagonalne matrice. Prema tome,
algoritamska slozenost ¢e biti reda velicine O(n3m?), pri ¢emu je O(n?) slozenost LDL*
dekompozicije, a m je maksimalni eksponent svih polinoma dobijenih u algoritmu.

Ocito ponekad koeficijenti polinoma mogu veoma rasti u medu-koracima, i pored toga
Sto se izvrsava simplifikacija. One possible solutions to this problem is to consider im-
plementacija large number operations. Another possibility is to handle this with matrix
elements being quotients two polinomijalnas, thereat doing simplification after each step.
polinomijalna matrices containing a relativno small number nonzero entries are often con-
sidered in practical computations. In this case, previous algoritam is not very effective
because many redundant operations.

Procedura PolynomiallLDLDecomposition[A _List] za testiranje i proveru koraka al-
goritma u paketu MATHEMATICA, navedena je u [78], i ovde je data u celosti.

Pol ynomi al LDLDeconposition [A List] :=
Modul e[{i , J, k, n=Length[A], r = MatrixRank [A], L, D,

f. p. d, Num Den, DNum LNum LDen, UpperLim=0, x, rij,
L =f = Table[0, {n}, {r}];

D = Table[O, {r}, {r}l;

p=q=Table[0, {3n}, {3n}];

Dr[1, 111 =A[[L, 111,

For[j =1, j <r, j++ L[[j,]]1]1=11

A[Li, 111

For[i =2, 0 <N, i++, L[[i, 111 =Sirmlify[m]]?

For[j =2, ] Sr, j ++,
For[i =j, 1 sn, i ++,
For [k =1, ks j-1, kes,
Num[k] = 0; Den[k] = O;
For [rl:O, rl < 2xExponent [L[[i, k]], X] + Exponent [D[k, k1, x1, rl++,
plIrl+1, k11 =0; q[[r1+1, k]] =0;
rl ril-r2
prirl+1, k1] = Z Z Coefficient [Nunerator [L[[i, K]]], X, r3] %
r2=0 r3=0
Coefficient [Nunerator [L[[j, k]]], X, r1-r2-r3] =

Coef ficient [Numerator [D[[k, k]11, X, r2];
rl ril-r2
qrrri+1, ki1 = Z Z Coef ficient [Denomi nator [L[[i, K]11, X, r3] *
r2=0 r3=0
Coef ficient [Denonminator [L[[j, k]]1], X, r1-r2-r3] =
Coef ficient [Denoni nator [D[[k, k111, X, r2];
Num[k] += p[[rl1+1, K]] »x"rl;
Den[k] +=q[[rl+1, k]] *x"rl;

|:

=1 Numk]
L, j1=simplify[>) |:

i Den(k]
Print[“f[", i, j,"1=", f[[i,j11];

]
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DNum = 0;
Upper Li m= Max [Max [Exponent [A, x]1] + Max [Exponent [Denomi nator [f [[j, j11], x11,
Max [Exponent [Numerator [f [[j, j11]1, x111;

For [k =0, k < UpperLim Kk++,

k
DNum += [[ZCoeffici ent [A[[j, j11, X, k-i]#
i=0

Coef ficient [Denom nator [f[[j, j111, X, i]]—

Coef ficient [Numerator [f[[j, j111, X, k]] *x"k];

DL, 11 =Sinplify[—— ——;
Denomi nator [f [[j, j11]
For[i =] +1, i <n, i ++,
LNum = O;

For [k =0, k < Max[Exponent [Denom nator [f [[i, j111, x]] +UpperLim Kk++,

K
LNum += ZCoeffici ent [Denomi nator [D{[j, j11], X, k-k1] *
K120

k1
[[Z Coefficient [A[[i, j1], X, k1 -k2] = Coefficient [Denom nator [f[[i, j11],
k2=0

X, k2]]—Coefficient [Nurmerator [f[[i, j111, X, kl]]*x"k;];
LDen = 0;
For [k =0, k < Max[Exponent [Denomi nator [f [[i, j111, x]1 +UpperLim Kk++,

k
LDen += [ZCoefficient [Numerator [D[[j, j111, X, k-k1] *
k1=0

Coef ficient [Denom nator [f [[i, j111, X, kl]]*x"k;];

) ) LNum
Lg,jp =S npllfy[E];

I

Return[{Simplify[L], Sinplify[DI}] ;]

Dizajniran je i paket PolynomialMatrix u Java za simbolicke operacije na matri-
cama sa polinomijalnim elementima iz skupa Z[z]. Ovaj paket sadrzi ¢etiri glavne klase:
Polynomial, RationalFunction, Matrix i Decompositions. Polinomijalna implementacija je
implementirana na dva nac¢ina: koriste¢i nizove koeficijenata i hes tabele za nenula koefici-
jente kod retkih polinoma. Cak i ako su ulazni i izlazni polinomi u algoritmima vrlo kratki,
koeficijenti u medu-koracima mogu biti ogromni. Zato su koris¢ena dva tipa za koefici-
jente: long and Biglnteger (paket za celobrojne operacije u JAVA). Prema tome, imamo
cetiri dobijene klase, pri ¢emu uvek koristimo najpogodniju. Cetiri osnovne operacije
su podrzane Karatsuba algoritmom za mnozenje i polinomijalno deljenje za odredivanje
ostataka.

Koriséen je brzi modularni nzd algoritam za odredivanje najveé¢eg zajednickog delioca
dva polinoma (primenjujuéi Kinesku teoremu o ostacima i Euklidov algoritam). Polinom
P(z) je prost ako su svi njegovi koeficijenti uzajamno prosti. Koeficijenti i parcijalni
rezultati rastu vrlo brzo u Euklidovom algoritmu kod polinomijalne sekvence ostataka.
Zato je moguce izracunati prosti deo ostatka u svakom koraku. Medutim, izracunavanje
prostog dela zahteva izracunavanje najvec¢ih zajednickih delilaca polinoma ¢iji koeficijenti
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mogu biti veliki. Konacno, koristili smo modularni pristup iz rada [112], a koristedi
Landay—-Mignotte granicu, svaki koeficijent nzd-a celobrojnih polinoma a(z) = 31" a;z
1 b(z) =Y i, bix', gde je an, # 01 b, # 0, je ograni¢en po apsolutnoj vrednosti sa

1 |, 1| ¢
-nzd(amy, b,) - min | — a?, — b?
A, T n ,7
=0 1=0

2min(m,n)

Sledec¢a lema je fundamentalna za implementaciju u JAVA.

Lema 2.2.2. Neka su a,b € Z[x| dva zadata polinoma, i neka je p prost broj koji ne
deli vodece koeficijente polinoma a(x) i b(x). Neka su ag i by slike od a i b po modulu
p, respektivno. Neka je ¢ = nzd(a,b) nad Z. Tada je st(nzd(agy, b)) > st(nzd(a,b)).
Stavise, ako p ne deli rezultante a/c i b/c, tada nzd(ag), b)) = ¢ mod p.

Naravno, nzd polinoma nad Z, je odreden sa tacnoséu samo do proizvoda sa konstan-
tom. Tada koristimo Kinesku teoremu o ostacima za rekonstrukciju koeficijenata najvecéeg
zajednickog delioca.

Racionalne funkcije su sacuvane kao uredeni parovi brojilaca i imenilaca, koji su prosti
polinomi. Nakon svake operacije, izvrsava se simplifikacija razlomka deljenjem sa nzd-om
brojioca i imenioca. Kako radimo sa matricama dimenzije reda maksimalno 100, koristili
smo regularno matri¢no mnozenje slozenosti O(n?), i Gauss-Jordan-ovu eliminaciju za
izracunavanje inverza, ranga i determinante matrice.

Primer 2.2.3. Ovde prezentujemo uporedne rezultate kod izracunavanja posmatrajuci
vremena izvrsavanja razli¢itih implementacija algoritma 2.2 u MATHEMATICA i JAVA. Svi
testovi su izvrSeni na sistemu Intel Core 2 Duo T5800 2.0 GHz sa 2 GB RAM memorijom,
na Windows operativnom sistemu, koriste¢i JRE 1.6.0.24 i MATHEMATICA 7.0. Svako
vreme je dobijeno kao srednja vrednost od 20 nezavisnih izvrSavanja.

Nas skup test matrica se sastojao od n x n matrica sa slu¢ajnim ne-nula koeficijentima
iz intervala [—10, 10] i stepana d. Ovde je MATHEMATICA implementacija algoritma 2.2 bila
superiorna u odnosu na ostale implementacije. Glavni razlog su ¢este simplifikacije koje su
izvrsavane u MATHEMATICA. Implementacija osnovne procedure (2.2.3)-(2.2.5) je oznacena
kao MATH. osnovni algoritam i ocigledno je dosta sporija od implementacije algoritma
2.2, koja je oznacena kao MATH. algoritam 2.2.

n d MATH. osnovni algoritam | MATH. algoritam 2.2 | Java algoritam 2.2
) 10 0.27 0.04 0.03
5 25 0.80 0.09 0.17
5 50 1.86 0.18 0.67
5 | 100 5.86 0.44 2.95
5 | 200 19.91 1.12 12.42
10 2 0.21 0.09 0.24
10 ) 0.48 0.15 0.89
10 | 10 1.14 0.23 4.35
10 | 25 3.36 0.54 31.42
10 | 50 8.81 1.24 118.46
10 | 100 29.72 2.81 -

Tabela 2.2.1. Vremena izrac¢unavanja u sekundama dobijena razli¢itim implementacijama Algoritma 2.2
na nasumicnim test matricama.
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2.3 Izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza poli-
nomijalne matrice

Na osnovu prethodne Teoreme 2.2.1 moguce je izvesti slede¢u posledicu Teoreme 2.1.6.

Teorema 2.3.1. [96] Neka je A€ C(x)™ ™ polinomijalna matrica sa elementima oblika
(2.2.1). Posmatrajmo LDL* faktorizaciju potpunog ranga matrice (A*A)*(A*A), gde su
L € C(z)"" i D € C(z)"™" matrice sa elementima oblika (2.2.2). Oznacimo elemente
inverzne matrice N = (L*LDL*L)™' € C(z)™" sa

Tada se pmizvoljm element Moore-Penrose-ovog inverza matrice A moze izracunati kao

T _ Dij(z)
Aij( T) = J( ) gde je

?q Eq—i-gq n min{g,r} min{i,r} n

m t
f )t*t i 12 xZ
t1 ,i,j,k,l,u,n,)\ 1,’L,k,l, )

t=0 p=1 1=1 k=1 A=1k=1t=0
T;(x) =PolinomijalniN Z S Zﬁtlkl,u !,u =1,n,k=1,min{i,r},l = 1, min{u,r}
t=0
(2.3.1)
Pri cemu je F maksimalni eksponent u polinomima T';(x), 1 < i < m, vrednosti Veigedpr O <
t < F bq, su koeficijenti polinoma L'y () = %, za svako p = 1,n, k =
q9 =
> ﬁt,i,k,l,;ﬂt
- - t=0 L
L,min{s,r}, | = 1,min{u,r}, pri cemu su koriséene sledeée notacije za Kk = 1,m, \ =
1,n:
t
/Btvi7j7k7l7p‘7’€7>\ - Zﬁtl7i7k7l7uat_tl7j7“7ﬂ’>‘7 0 S t S bq = 2lq + ﬁq + 36(17
t1=0
_ t t—ty . B ~
ﬁt,i,k,l,u = Z Z ltl7i,kﬁt—t1—t2,k,llt2,u,za 0 <t< bq =2 q T Ng,
t1—0 to=0
oty (2.3.2)
Prikip = Z Z Ly i kTt —to lth,ula 0<t<2,+n,
t1=0t2=0
t—t1
At g\ = Z Z 1w AV —ty —t e 1 Oty j N0 0 <t < 3a,

t1=0t2=0
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Dokaz. Primetimo da su sledece jednakosti zadovoljene:

(LNL*);; = Z leknkl Jl—zzlmnkll]p

=1 =1 k=1
* * * _ * * *
(A"A)*A");; = E E Ay, a; = E E :ak’lakiajl'
I=1 \k=

=1 k=1

Na osnovu prvog tvrdenja Teoreme 2.1.6, proizvoljni (7, j)-ti element Moore-Penrose-
ovog inverza matrice A se moze izra¢unati kao

n min{g,r} min{i,r}

n m

* * *

E E E liknkzl,d E E TP
I=1 k=1 A=1 k=1

1
Al

pu=1

n  min{g,r} min{i,r} n
k=

Z > 2 Z lignial Q@05

=1 1 =1 k=1

Dalje, razvojem polinoma u prethodnom izrazu, (i, j)-ti element matrice AT se moze
izracunati kao:

3

min{p,r} min{s,r}

n m Zlmkf Zntkﬂ? leﬂ
t=0
Alj(@) = > =
! p=1  i=1 i v o — =
= = = =1 k= . =
doligx > M thulx
t=0 t=0 =
Aq Aq Aq
t t
Qg g AT at’muzv Qa 7]-7)\1’
t=0 t=0 t=0
214+7g
n min{g,r} min{i,r} n m ]_ot,i’k,l)#xt 3aq
t=0 t
— atvj#*’ﬂ’{v)\aj
p=1 =1 F=1 A=l n=l 2latTa— , t=0
> ﬁt,i,k,l,ux
t=0
n min{g,r} min{i,r} n m Zﬁtz,]k,l,u,n)\
p=1 =1 k=1 =1 r=1
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n  min{y,r} min{i,r} n m by
P = E I k,l,u E : § : ti gk L AT |
pu=1 =1 k=1 >\:1 k=1 t=0

— Eq — Fq_bq
gde je svaki polinom Ty ,(z) jednak I';(z)/ (Z ﬁm’kyth) = > Veiksu®'. Prema
t=0 t=0
tome

n  min{g,r} min{i,r} n

m quiq“rgq t
Iy E E 51:1,i,j,k,z,u,n,x%—tl,i,k,l,u T

p=1 I1=1 k=1 A=1kr=1 =0 t1=0
sto se poklapa sa formom (2.3.26), ¢ime je dokaz kompletan. [

Ocigledno je moguce izvesti slicnu teoremu posmatrajuéi drugo tvrdenje Teoreme 2.1.6.
Dobijene rezultate je moguce sumirati slede¢im algoritmom.

Algoritam 2.3 Simbolicko izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza koris¢enjem LD L*
decompozicije potpunog ranga

Ulaz: Polinomijalna matrica A(x) € C(x)*™ sa elementima oblika a;;(z) = Z g at.

1. Generisati LDL* decompoziciju potpunog ranga matrice (A*A)*(A*A), gde su L €
C(x)™" i D € C(z)"*" matrice sa elementima oblika (2.2.2), primenom metoda datog
jednacinama (2.3.2) iz Teoreme 2.2.1.

2: Transformisati racionalnu matricu M = L*LDL*L u oblik M = ]ﬁMl, pri cemu je
p(z) polinom a M; polinomijalna matrica.

3: Izracunati inverz matrice M; primenom Algoritma 3.2 iz rada [98]. Generisati in-
verznu matricu N = M~! = p(z)M; "', a onda je redukovati na formu: n;(zr) =

Nq g _
(Z ﬁkﬂ;,jfk) / Z ﬁk,i,jxk .
k=0 k=0

4: Za svako i = I,m, p = I,n, k = 1,min{i,r}, | = 1, min{u,r} izracunati sledece
koeficijente:

t t—t

]_)t,i,k,l,p = Z Z ltl7i7kﬁt*t1*t2,k7llt2,y,l7 0<t< 2lq + Ny (233)
t1=0t2=0

_ ¢ t—ty . B

Brinin = Z Z Uy ik To—ty—to el gy O <t < 21 + T (2.3.4)

t1=0t2=0

5. Zasvako j = 1,n, u=1,n, k =1,m, A\ = 1,n izvrsiti sledeée evaluacije:

t t—t1

_ * *
Ot kX = E E :atl75,)\at—t1—t2,n,uat27j,/\7 0 <t<3a, (2.3.5)

t1=0t2=0
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6: Uvesti oznake l_)q = QZq + ng + 3ay, qu = 27(1 +7gizasvakoi=1,m, j=1,n, p=
1,n, k=1, min{s,7}, | = 1, min{u,r}, k = 1,m, A = 1,n izracunati

t

ﬁt,i,j,k,l,,u,n,)\ = E Pty ikl Ot —t1, 5,100 0<t< bq- (2-3-6)
t1=0

7: Za i = 1, m evaluirati polinome u imeniocima elementa A ; na sledeci nacin:

_ b _ )
Ti(x) =PolinomijalniN ZS Zﬁt%hth‘u =1,n,k=1,min{i,r},[ =1, min{u,r j
=0

(2.3.7)

i oznaciti ih sa ﬁ@) = thio %t,ixt‘

8 Za svako i = 1,m, p = 1,n, k = 1,min{i,r}, | = 1,min{y,r} odrediti sledeéi

q — ‘ X fq_Bq ‘
Biiriut' |, and denote it as Civkn(®) = D Yeikpux’

0 =0

[l

~

polinom: T (x)
t—

9: Za 1 =1, m, 7 = 1,n izracunati polinome brojilaca:

ﬁlfququ n min{g,7} min{i,r} n

m t
Tij(z) = Z Z ZZBtl,z‘,j,k,l,u,n,/\’)/t—tl,z’,k,l,p z'. (2.3.8)
=0

t=0 p=1 =1 k=1 X=1 k=1

10: Za i = 1,m, j = 1,n postaviti (i, j)-ti element Moore-Penrose-ovog inverza A’ na
Lij(x)/Ts(x).

LDL* dekompozicija je jednake slozenosti kao i Cholesky dekompozicija. Primetimo
da LDL* dekompozicija daje jednu dodatnu dijagonalnu matricu, ali vraca rezultat bez
kvadratnih korena, pogodniji za dalja simbolicka izracunavanja. Takode, totalni broj
ne-nula elemenata je jednak kao i za Cholesky dekompoziciju.

Primetimo jos da se (i, j)-ti element matrice (A*A)*(A*A) moze izracunati kao

n m

m
* *
E E E aklakiaﬁlaﬁj.

=1 k=1 k=1

Tada su ovi polinomi ulazne vrednosti algoritma 2.3, koriS¢enog za odredivanje LD L*
dekompozicije u Koraku 1. Sli¢na ideja je koriS¢ena i u Koraku 3 gore navedenog algo-
ritma, pri odredivanju ulaznih vrednosti Algoritma 3.2 iz [98].

2.3.1 Numericki primeri

Primer 2.3.1. Neka je data polinomijalna matrica S3 iz [117]. Da bismo izracunali
elemente matrice AT, LDL* dekompozicija matrice (S355)*S5Ss se odreduje direktnim
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2%x2

mnozenjem elemenata matrica L € C(2)**? i D € C(z)?*? na osnovu Algoritma 2.2.

Prema tome,

1 0
L_ 51‘+21$2+27:)23+27x4 D— 8 + SQ.T + 571‘2 + 54ZE3 + 27374 O
| 8+32x+5722+5453+27x% L, D= 0 8 .
1 0 8+32x+5Tx2+54x3+27x4

Nakon transformisanja matrice L*LDL*L na na¢in opisan u algoritmu, primenom
Algoritma 3.2 iz [98] imamo:

e 55 (1 — 4z 4+ 1222 + 272%)
N =(L"LDL*L)"" = —852—65722 —23492° —52652* —76952° —80192° —510327 —218728
256+10242+182422+1728x3+864x4

—852—657x2 —23492° —5265z* —76950° —80192% —510327 —218728
. 256-+1024z+182422 41728234864z
2048+245762+1429052%4+532782x°4+14203352 428583285 °+44668265 454849962 "+52881662°+39366002°+2184813x 10482668621 14177147212
2048+163842+6195222 14438423 422838424 425228825 4+19180826+9331227 42332828

Evaluacija koeficijenata iz Koraka 4-6 se jednostavno izvodi, kao i evaluacija polinomi-
jalnog najmanjeg zajednickog sadrzaoca potrebnog u Koraku 7. Primetimo da je sim-
plifikacija od klju¢nog znacaja u Koraku 8, gde se izracunavaju koeficijenti v;; 51, % =
1,3, k=1,2, 1 =1,3, p=1,3. Konaé¢no, generalisani inverz

11—z x 1-z
t 4 2 4
- T -1 — T
Sy = 5 l—2 3
11—z x 11—z
4 2 4

je dobijen nakon simplifikacije svakog elementa koji je u formi razlomka T;;() /ﬁ(a:), 1=
1,3, j = 1,3, ra¢unanjem najveéeg zajednickog delioca svakog para brojilaca i imenilaca.

Primer 2.3.2. Posmatrajmo sledeéu 4 x 3 polinomijalnu matricu As generisanu u [117]:

3+x 2+=x 142z

242 142 T

1+ T -1+
T —14+x 24«

A3:

S obzirom da je rang matrice Az jednak 2, nasa LDL* dekompozicija potpunog ranga
matrice (A5A3)* A5 Az daje matrice L € C(x)3*? i D € C(x)**? sa slede¢im elementima:

1 0
| 2ssesselistiet | 264+480z+41622 +19223 +4824 0
— | 334+60x+52x2+24x3+624 y M= 0 300
9416242222 +1223 +62% 2 334+60x+52x2 42423 +627%
334+-60z+52x2+2423+6x4

Primenom Algoritma 2.3 na matrice As, L i D, dobijamo Moore-Penrose-ov inverz matrice
Agi
T —5—0(—11+x) 6—10(81—3x) 6—10(7413:;;) %(2—113@
45 = L0 LB L0 5 (50
w1 +32)  HG(—4+3z) H(-11-32) —5(2+ 1)
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2.3.2 Implementacioni detalji

Na osnovu formulacije Algoritma 2.3 moguce je implementirati slede¢u proceduru za
izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza polinomijalne matrice. Jedinstveni argument
slede¢e funkcije je polinomijalna matrica A zadata u obliku liste. Primetimo da je
koriS¢ena funkcija LDLDecomposition za izracunavanje LDL* faktorizacije matricnog

proizvoda (A*A)2.

LDLG nverse [A List] : = Mdul e[{t, i,j, k I, mu, m=Length[A], n = Length[A[[1]]],

r = MatrixRank [A], L, D, N, G nv, f, p, betal, beta2, al pha, kap, |am r1},

{L, D} = LDLDeconposition [Conjugate [Transpose [A]]. A. Conj ugat e [Transpose [A]]. Al;
L = ExpandDenomi nat or [ExpandNurmerator [L]];

D = ExpandDenom nat or [ExpandNurer at or [Toget her [D]11];
N=Sinplify[lnverse[Conjugate[Transpose[L]].L.D. Conjugate [Transpose [L]].L]];

N = ExpandDenoni nat or [ExpandNunerator [N]1;

p = Tabl e [O,

{2 » Max [Exponent [L, x]] + Max [Exponent [N, x]] +1}, {m+1}, {r +1}, {r +1}, {n+1}];
al pha = Tabl e[0, {3 » Max [Exponent [A, x]] +35}, {n+1}, {n+1}, {m+1}, {n+1}];
betal = Tabl e[0, {m}, {n}, {r}, {r}, {n}, {M}, {n}l;
beta2 = Table[0, {m}, {r}, {r}, {n}];

G nv = Tabl e[0, {m}, {n}];

For[i =1, 0 = mi++,
For[k:l, ks Mnli, r], k++,
For [I =1, I < Mn[mu, r], | ++,

For [nu:l, m < n, Mi++,
beta2[[i, k, I, nu]l] =0;
For [t =0, t < Max[Exponent [L[[i, k], x]] +
Max [Exponent [N[ [k, | 1], x]] + Max [Exponent [L[[rmu, | 1], x]1, t ++,
t t-tl

pLIt +1, i, k, I, nu]] = Z Z (Coef ficient [Numerator [L[[i, k111,
t1=0t2=0

X, t1] = Coefficient [Nunerator [N[[k, 11]], X, t =t1-t2] %
Conj ugat e [Coef ficient [Numerator [L[[mu, | ]]], X, t2]1);
t t-t1
beta2[[i, k, |, mu]] += x"t = Z Z (Coefficient [Denom nator [L[[i, k]1],
t1=0t2=0

X, t1] = Coefficient [Denom nator [N[[k, 111, X, t —t1-t2] «
Conj ugat e [Coef fi ci ent [Denomi nator [L[[mu, 1111, X, t2]11);

FEFEL
For[j =1, ) <N, j ++,
For [rru:l, mi < N, Mu++,
For [kap =1, kap < m kap ++,
For [I am=1, lams n, | am++,

For [t =0, t <3 % Mx[Exponent [A, X]]1, t ++,

al phaf[[t +1, j, nu, kap, lam]] =
t t-tl

Z Z (Coefficient [A[[kap, | am]], X, t1] %= Conj ugat e [Coef ficient [A[ [kap,
t1=0t2=0

FEEED

mu]], X, t -t1-t2]] % Conj ugat e [Coefficient [A[[j, lam]], X, t2]1]1);
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For[i =1, 0 = m i++,
For[j =1, ) sn, ] ++,
For [k:l, k< Mn[i, r], k++,
For[l =1, 1 < Mn[nmu, r], | ++,
For [nu:l, m < N, Nu++,
For [kap =1, kap < m kap ++,
For [I am=1, lams n, | am++,

For [t =0, t <2« Mx[Exponent [Numerator [L], x]] + Max [Exponent [
Nurer at or [N], x]] + 3 * Max [Exponent [Nuner at or [A], X]1, t ++,

t
betalf[[i, j, k, |, mu, kap, lam]] += x"t *Z (pLItl+1, i,
t1=0

k, I, nu]] =alpha[[t -t1+1, j, mu, kap, lam]]);
FERELLTT
For[i =1, 0 s mi++,
For[j =1, =N, j ++,
For [rru:l, mi < n, NMU++,
For [I =1, | <sMn[m, r], | ++,

For[k:l, k< Mnli, r], k++,
br = beta2[[i, k, |, mu]l] /7. x » 1;
If[br # 0,

For [I am=1, lams n, |am++,

For [kap =1, kap = m kap++,

betalfr[i, j, k, I, mu, kap, Iam]]]_

Gnvili, j1] += Sir’rplify[ T Tr—

BT
FEELT

Return[Sinmplify[d nv]]:];

2.4 LDL* dekompozicija potpunog ranga racionalne

matrice

Neka je data racionalna Hermitska matrica A(s) € C[s]"*", sa elementima koji pred-

stavljaju koliénik dva polinoma po nepoznatoj s:

(2.4.1)

Alternativna forma Cholesky faktorizacije, koriséena u radu [74], podrazumeva LD L*
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dekompoziciju simetricne racionalne matrice A(s) oblika
A(s) = L(s)D(s)L"(s),

gde su L(s) i D(s) donja trougaona i dijagonalna matrica, respektivno, i imaju oblik dat
sa (1.3.2).

Koriste¢i LDL* faktorizaciju, izbegava se izracunavanje elemenata sa kvadratnim ko-

renima. Na primer, raditi sa izrazom i A;st simbolicki, gde su A;, 1 = 0,...,q kon-
i=0

stantne n X n matrice, je veoma tesko. Zbog navedenog je u [74] dat algoritam za sim-

bolicko izracunavanje uopstenih inverza racionalnih matrica koriséenjem tehnike opisane

u [87]. Ovaj metod pojednostavljuje problem simbolickog izracunavanja uopstenih inverza

racionalnih matrica u proceduralnim programskim jezicima.

Kao s§to je ranije uoceno, rekurentne relacije (2.2.3)—(2.2.5) je potrebno izvrsavati
samo za j = 1,rang(A). Ovaj metod generiSe reprezentaciju potpunog ranga matrice A,
gde je L bez nula kolona, a matrica D ne sadrzi nula vrste i nula kolone. Prema tome,
za datu racionalnu matricu A € C(s)™*" ={X € C™"| rang(X)=r}, posmatrajmo
dekompoziciju A = LDL* potpunog ranga, pri ¢emu L € C(s)"™*", l;; = 0za i < j, a
D € C(s)™*" je dijagonalna racionalna matrica.

Kako su matrice L(s), D(s) ranga r, one su oblika

! 0 v 0 T
l2,1.<3) 1 a 0 Qs 0 .
1 : - : 0 dy(s) --- 0
L(S) = lTJ(S) lT,Q(S) e 1 s D(‘S) = . . . . 5
Liy11(8) Lgr2(s) -+ ley1s(s) 0 0 J '(S)
L(s)  das(s) < bunls) |

(2.4.2)
pri ¢emu su ne-nula elementi racionalnih matrica L(s) i D(s) oblika (2.2.2).

Upravo ¢emo relacije (2.2.3)-(2.2.5) primenjivati za direktno izracunavanje koeficije-
nata matricnih elemenata u L(s) i D(s). Kao i ranije, promenljive sa jednom crtom ¢e
oznacavati koeficijente polinoma u brojiocu, a promenljive sa dve crte koeficijente poli-
noma u imeniocu.

Jednacina (2.2.3) se u polinomijalnom obliku moze zapisati kao:

_ lg _ dg _
j—1 j—1 lt,i,kst Z l:’j7k8t Z dt,kst
fij(s) = Lik(5)13(5)di(s) = > = = =
k=1 1 la = lg —x dg —
Doleikst Y L jxS > dy st
t=0 t=0 t=
2g+dq [ vy -T2 _ s _
j—1 Z ( Z Z lr37i7kl’r‘1—7"2—7‘3,j,k‘d7"27k> s
r1=0 ro=0 r3=0

k=1 2Zq+8q Y T1—T2 = =%k f—
Z Z l"’37i7kl'l‘1—T2—7’3,j,]€d7"27k s™

ro=0 r3=0
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Uvedimo sledeée oznake:

T Tri1—r2
fr— 7 T 3 7 -
prhi,j,k = : : § lr?ni,kl?"l —T'Q—Tg,j,deZ)k7 0 S r1 S 2lq+dq7
ro=0 r3=0
rLoT1—T2 — _ B _
ijﬂj,j,k = : : § : lr?ni,lel —T'Q—Tg,j,deQ)k7 0 S r1 S 2lq+dq
ro=0 r3=0
Tada je zadovoljeno
2lg+dg
= r1
]_1 0 Tl,l,],k
ri=
fig(s) = - =
k):l (I+ q — -
Z 1,8,9,k
r1=0
2lg+dg 2lg+dg 2lq+dg
—_ r1
ZO prl’i7j71$ Z prl» ’]’ Z p’r17 7.]7.7 15
= r1=0 r1=0
= = + SR
2lq+dq 2l +dq 2l +dq
Z Pryigas™ Z pm i.j,25 Z ph, ij.j—15"
r1=0 r1=0 r1=0

Sada odredimo najmanji zajednicki sadrzalac (NZS) polinoma u imeniocima i ozna¢imo
ga na sledec¢i nacin:

2ytds 2‘;’+ a 2?q'f‘ﬁq ?q _
. o _ _ i _ .
PolinomijalniNZ5 Z Pragas D Prages’s s D Praggrs” | = 2 Fuags
k=0 = k=0
Takode uvedimo oznake
7, )
fk,i,jsk f.—2l,—d
k=0
Giji(s) = =——=——= Z ka,]ts 1<t<j—1, i>7j.
2lgtda k=0
> sk -
pk z,jt
k=0

Neka je sada Tq = ZZq +dy+ f,— 2, — czlq. Nastavljajudi sa izracunavanjima elemenata
fij(s) imamo

j=1 fq k1 i
Yo 20 Pry bk ik ) S

k=1k1=0 \k2=0
fq —

> flc,z‘,jsk
k=0

fij(s) =

?q k1 j—1 _ & Tq _
A Dl —koi,j ks Qheasinj ks S > fk,i,jsk
k=0

k1=0 ko=0 k3=0
fq — Ty —

> fk,i,jsk > fk,i,jsk
k=0 k=0
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. ko j—1
gde je fk,m Z > D ko i,j,ks Qka i
ko=0 k3=0

Primetimo sada da za svako j
nekoliko evaluacija

JJ,k39 0<k<f

1,7, na osnovu jednakosti (2.2.4), sledi sledec¢ih

& k Jy - PR Io = = 4 L k
kZak,j,js ka ISP kzoakw Zf kS — Zak,ms kzof kS
di(s) = =2 - =2 == = - -
i(s) A _ L = T fq —
ar.i S k T
kz::() k3 kz:%fk,j,js I;)akws z:: Frgg8
aq+fq agtfy / Ky _ _ k
kZ (kZ [ Jsz,m) B kz (kzo akl—’fmajsz,j,j) ™
- 1=0 1=0 2=
T Fo —
];)dk,j,jsk ’; f kg S
max@q"‘i;ﬁq‘*‘i;) k1 — _ _ & aq _
kZO (kzo(aklmjf hagd — Qki—kagig | kz,j,j)) st Y dygst
_ 1= o= _ k=0
Eq—&-?q k1 dq = k’
> ( > ak1—k2,J,Jfk2,J,J) st z dk’JS
k1=0 \ky=0
pri cemu je
Eq = max(ﬁq+7q,5q+7q), C_Zqzﬁq—i_fq;
k
ey = Y (@ijiligy = Wijilizg), 0<k<d,,
i=0
Ekhj

Z Ek*@j;jf’i,j,y’? O g k S dq.
1=0

Konaé¢no, na osnovu jednakosti (2.2.5), zadovoljeno je

Eq — Eq fq —
> digst | 3 gt X Fragst
I k=0 k=0 k=0
wls) = = = T3
k = ok L=
Z iyt \ 2 Arigst S Frigs"
k=0 k=0
Eq — max(anr?q:Equ?q) k1 = — — k
Z ddek kz (kz (akl—kZ,iJsz,i,j - akl_k%i’jfk%ivj)) s
k=0 1=0 2=0
B dq — iq"—?q kl —
.ok = f
kzodk,as > < > Aky—kyigf m,m) st
= k1=0 ko=0
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dg+max(ag+f,,aq+f,) ko k—ky _ B
_ - .
Z Z dkm Z (ak—kl—kz,i,jfkw‘,j - ak—kl—kQ,i,jf;ﬂz’m) S
_ k=0 k1=0 ko=0
dg+ag+f, k k—k1
DR (D SRS I RSNy A
k=0 k1=0 k2=0
Iy
7 k
> ks
k=0
- = )
Iy
> ks
k=0
gde je
ly = dg+max(ag+ fo.a,+ f,), lg=dq+a,+f,
ko k—k1 B
i = D kg | D @b —koiif iy = Qi —koijf iig) |+ 0<E<ly,
k1=0 ko=0
_ k k—Fk B .
lk,i,j - E dkl,j E ak—kl—kg,i,jfk%z"j y 0 S k S lq.
k1=0 ko=0

Slede¢i algoritam za izracunavanje LD L* dekompozicije date Hermitske polinomijalne
matrice A(s) = {a;;(s)};,_, je uveden u radu [74].

Algoritam 2.4 LDL* faktorizacija potpunog ranga racionalne Hermitske matrice

Ulaz: Racionalna Hermitska matrica A(s) € C[s|"*".
1. Inicijalizacija: di(s) := a11(s) i l(s) = Zf((ss)) za i = 2,n. Postaviti L;(s) := 1, za
svako i = 1,n. Za j = 2,r izvrsiti Korake 2, 3, 4.
2: Izracunati koeficijente polinoma f;;(s) kroz sledeca cetiri koraka, tj. za i = j,n izvrsiti
Korak 2.1, Korak 2.2, Korak 2.3 i Korak 2.4.
2.1: Zasvako k = 1,7 — 1 izvrsiti sledeca izracunavanja:

T1 T1—T2

f— 7 Tk -3 7 -3
Priijk — Z Z lT3,i7kl'r1—rz—?’g,j,kdr%lﬂ’ 0§r1§2lq+dqa

ro=0 r3=0

L T1—T2

57‘1,1;,]’,]{,‘ = Z Z lT’3’Lkl7'1 —Tr9— 1’3]de‘2 ks 0<r1<2l _’_E .

ro=0 r3=0
2.2:  Odrediti najmanji zajednicki sadrzalac polinoma imenilaca:

I 2y+d, 2, +d,
E Jri;8 = PolinomijalniNZS E PrijaS s - Prijj—15

k=0 k=0
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23: Zasvakot = 1,7j—11¢ = j+ 1,n podeliti dobijeni polinom ?k S

i M?’”

2y+dq
slede¢im polinomom Z Pri s, 1 oznaciti koliénik kao
k=0

NH

fq—2lq—dq
§ k
ql’]’t(s> = qk,‘,l,],tS :
k=0

2.4: Uvesti smenu ?q = 27,1 + Eq + ?q — 27(] — 3,1, 1 izracunati

E o j—1
fk,z’,j = Z Z Dl—ko i,y Tk irgses o nggfq'

ko=0 k3=0

3: Uvesti sledece smene: d, = max (@, + f,,aq + f,) i dg = g + [,, i izracunati

k
dioj = Y (@igifig = Gigifizg) 0<k<dy,
0

i

= |

dk,j = i JJf,],j? nggdq-
i=0

4: Uvesti smene [, = c:lq—l—max(dq—i-?q, Qg+ f,) i 1,
izracunati sledece:

k—k
lij = E dklj < E (Th—ky—kosij frnig _akklkg,i,jka,i,j)> , 0<E<],

dy+ag+f,, azasvakoi=j+1,n

k1=0 ko=0
B k k—ky B )
lkij = Z Ay j <Z Ek—kl—kg,z‘,jf@,i,j) , 0<k<I,.
k1=0 ka=0
5: Rezultat:
dg [
Z ko'Sk Z lk,z,gs
k=0 k=0 .
dy()—g ) li,j(S):2 , 1<1<n, 1<53<r
q — q -
Z dkvjsk Z lk,l,js
k=0 k=0

Implementacija Algoritma 2.4 je veoma sli¢na implementaciji algoritma 2.2. Vremena
izracunavanja kod primene Algoritma 2.4 se ne razliku od njegove polinomijalne verzije na
skupu polinomijalnih test matrica. S obzirom da je slozenost algoritma LD L* dekompozi-
cije u najgorem slucaju O(n?), slozenost Algoritma 2.4 ée biti aproksimativno O(n3m?),
gde je m maksimalni eksponent polinoma dobijenih algoritmom.
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2.5 Izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza racio-
nalne matrice

Nasa motivacija je iskoristiti dekompoziciju bez korena za dobijanje algoritma za
izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza racionalne matrice. Takav metod, prezento-
van u radu [74], je veoma primenljiv u proceduralnim pogramskim jezicima, kao i u
simbolickim programskim paketima, kao Sto je MATHEMATICA. Sledeca posledica Teoreme
2.1.6 za slucaj racionalnih matrica je uvedena u radu [74].

Teorema 2.5.1. [74] Posmatrajmo racionalnu matricu A € C(z)™*" ¢ LDL* dekom-
poziciju potpunog ranga matrice (A*A)*(A*A), pri cemu je proizvoljan element inverzne
matrice N = (L*LDL*L)~! € C(x)"™*" oznacen kao

nij(z) = (Zm,@jxt> S gt | (2.5.1)
t=0 t=0

Neka su wvedene sledeée oznake za p = 1,n,k = 1,min{i,r},l = 1, min{u,r},x =
I,m,A=1,n:

t

ﬁt,z,jklun/\ Z ptl,zk’,l,u t—11,5, 14,5,
t1=0

ja=)

IA
~

IA
=l
I

g = 2l + 7y + 3ay, (2.5.2)

ﬂt,i,j,k,l,u,;{,)\: Z ]_?tl,i,k:,l#,tat—tl,j,u,li,)u 0 S t S b = l nq + 36(17 (253)
t—t1 _ —
Prikipy = Z > ltl ik Tt—t, — tz,klltwb 0<t<2l,+n, (2.5.4)
t1=0t2=0
_ t t—t1 = = _
Dtikip =3 > by ity — tzklltwl, 0 <t<=2,+n, (2.5.5)
t1=0 tg 0
t—t1
at?jnuaﬂz)‘ = Z Z atl:” Aa/t t1—t2,K, /,Larz,j,)ﬂ O S t S 3aq7 (256)
t1=01t2=0
t t—t1 _* _
Ot g,k A = Zo 20 Qty,k >\at t1—to, k.1 Pty 5,00 0 <t < 3a,. (2-5-7)
t1=01t2

Tada je proizvoljni (i, 7)-ti element Moore-Penrose-ovog inverza matrice A dat sa

pri cemu je

. . . m \Ijq_gq_"_gq L
él](l.) - Z (Z ﬁtl)iajak)lvﬂaﬁuAfyttl’iv.jvkvluuvﬁvA) xt? (258)

t1=0
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by
Uy;(x) = PolinomijalniNZS{ Zﬁt,i,j,k,l“u,n’)\.Tt’ (2.5.9)

=0
k=1,min{i,r},l =1, min{p,r},p=Tnr=1mA=1n},

dok st Ve jiiper, 0 <t < Wy — l:)q, koeficijenti polinoma
Wi(2)

Lijktprr(T) =

7 t
5t okl AL

iy s

a U, predstavlja maksimalni eksponent polinoma V,;(x).

Dokaz. Pretpostavimo, bez umanjenja opstosti, da su elementi racionalne matrice A
dati u formi (2.4.1). Kako LDL* predstavlja dekompoziciju potpunog ranga matrice
(A*A)*(A*A) € C(x)»", sledi da su L € C(z)"*" i D € C(z)"™™" matrice sa elementima
datim u obliku (2.2.2).

Na osnovu prvog tvrdenja Teoreme 2.1.6, proizvoljni (7, j)-ti element matrice Al se

moze izracunati kao:

n

Al = Y (LNL) (AT A) AY),,

p=1
n min{,7} min{é,r} n m
_ * *
= E E E lzknkllul < E E amawaj/\>
p=1 =1 A=1 k=1

n{p,r} min{i,r} n

Z Z Z Zzlzknkllulan)\a,waj)\
p=1

=1 k=1 X=1 k=1

Uzimanjem racionalne forme svih elemenata matrica, (i, j)-ti element Moore-Penrose-
ovog inverza od A se moze odrediti.

Mg
. .. 7 t = t t
n min{g,r} min{i,r} n Z lt,i,kx Z N k1T Z lt,,u,,l'r

AZJ(I) _ Z Z Z Zt 0 _7%:(10 't::()

1
pn=1 =1 k=1 M=1&kr=1 L= = ¢ =

t=0 =0
aq aq . aq ;
Z Atk AT Z Ay Qg j AL
t=0 t=0 =
aq aq . a,
¢ = =
Z At kAT Z Qi ux Z a, 7 AL
t=0 t=0 =
214+7g 3aq

n min{g,r} min{i,r} n m Z pt,z,k,l,,ux ZO@JH’K )\37

-2 2 22D
P — 20,471 3a,

=1 k=1 — = :
> Ptk wt 20 Ot T
t=0 7 t=0
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by
n min{g,7} min{i,r} n  m Z 5t,17_] ks, AT
t=

EE 3D >

p=1 I=1 k=1 X=1 k=1 =

> Brigkd s T
t=0

Pritom, Ajj(x) = % je validno, gde je

by
\Ijz](x) =NZS Z Bt,i,j,k,l,u,n,kxt ‘M:77 k= 17 min{ia T}a [= 17 min{,ua 7“}, K= 17 m, )\:1,_7”& >
t=0

n  min{g,r} min{s,r} m by

E E Ui gt Brijhbum T |

pn=1 I=1 >\:1 k=1 t=0

3

a polinom Fi,j,k,l,u,n,)\<x> je dat u obliku

} :: t] _ t
ﬁt,’i,j,k,l,ﬂ,l{,)\x - Pyt7i7j7k7lvuaﬁzAx .

Konaé¢no, sledeca forma

n  min{g,r} min{i,r} n

m \pq*gq“rzq t
l') = E E E E § 5t1,i,j,k,l,u,n,XYt—tl,i,jyhl,uﬁ,)\ Z

p=1 1=1 k=1 A=ls=1 (=0 t1=0
je jednaka formi (2.5.8). O

Napomena 2.5.1. Primetno je da se slicna teorema moZze postaviti posmatranjem drugog
tordenja Teoreme 2.1.6.

Algoritam 2.5 Izracunavanje MP-inverza primenom LD L* faktorizacije potpunog ranga

Ulaz: Racionalna matrica A(z) € C(z)"*" (sa elementima u obliku (2.4.1)).

1: Primeniti Algoritam 2.4 za izracunavanje LDL* dekompozicije potpunog ranga ma-
trice (A*A)*(A*A), gde su L € C(x)™" 1 D € C(x)"*" matrice sa elementima u obliku
(2.2.2).

2: Predstaviti racionalnu matricu R = L*LDL*L u obliku: R(x)
je p(x) neki polinom (jednak NZS-u polinoma imenilaca u R) a
matrica.

3: Izracunati inverz polinomijalne matrice P koriste¢i Algoritam 3.2 iz rada [98]. Gener-
isati inverznu matricu N = R~ = p(z)P~! i transformisati je u oblik (2.5.1).

4: Zasvako i = 1,m,j = 1,n,u = 1,n,k = 1, min{é,r},l = 1,min{y,r},k = 1,m,\ =
1, n izvrsiti evaluacije (2.5.2)—(2.5.7).

5. Za i = 1,m,j = 1,n izracunati polinome imenilaca elemenata A ; Da slede¢i nacin

= ——P(z), pri ¢emu
P(x )Je polinomijalna

5 (x) = NZS{ Z Et,z‘,j,k,l,u,n,)\xt|
=0

k=1min{i,r}, | =1, min{u,r},u=1,nk=1,m,\= 1,n},
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i oznaciti ih sa ¥

) Zt 0\11“:1:

6: Za svako i = = 1,n, k = 1,min{s,r}, | = 1,min{y,r} odrediti sledeée

1,m,
bq — Wg—bq
polinome: W,( Z Biipapx’ |, 1 omaéiti ih sa Dy pp() = Y ik’
=0

7. La i = 1,n izracunati polinome brojilaca:

\I/ququgq n min{g,7} min{i,r} n

(I)zj(‘r) = Z Z Z Z ZZZﬁtl 'L]kl#,‘@)\’yt t1,8,k,0,0 xt. (2510)

t=0 p=1 =1 k=1 X=1 k=11t1=0

8: Za i = 1,m, j = 1,n postaviti (7,7)-ti element uopstenog inverza A" na vrednost

Dij(x) /Vy(x).

Jos jednom navedimo da se (i, j)-ti element proizvoda matrica (A*A)*(A*A) moze

izracunati kao
m m
*
E E i Oy Ot -
I=1 k=1 k'=1

n

Dakle, ovi polinomi ¢e predstavljati ulaz Algoritma 2.4, koriséenog u Koraku 1 naseg
algoritma. Takode, jednostavno je odrediti i ulaz za Algoritam 3.2 iz [98] u Koraku 3
algoritma 2.5.

2.5.1 Numericki primeri i rezultati testiranja

Ovde ¢emo ispitati Algoritam 2.4 i Algoritam 2.5 i uporediti neke razli¢ite implementacije,
kroz narednih nekoliko primera. Na kraju ¢emo uporediti vremena izvrsenja razlic¢itih
algoritama i implementacija na skupu nasumic¢nih test matrica.

Primer 2.5.1. Uoc¢imo kvadratnu simetri¢nu racionalnu matricu

1422 T
“Lie 3 24w
_ x —14x
A([L‘) - 3+z2  —2z+a? S+

242 3+ 14z
Primenom Algoritm 2.4 za 7 = 2 dobijamo

(—1+ z)z?

(—1+x)z(2+x)
(1422) (3+22)* '

3+ 422 + 24

f22(517) = f32 =

Za j = 3 se dobijaju slede¢i "intermediate” rezultati:

36 — 198z — 10222 — 19222 — 232* — 54a® 4 528 + 827 + 328 + 4% + 21°
(—1+ ) (94 1522 + 223 + 624 + 2)

fas(@) =
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Nakon tih velikih rezultata, konacan rezultat je nesto manje veli¢ine nakon izvrSene
simplifikacije:

1 0 0
(—1+z)z
L(:B): 3+4x2+zt 1 0 )
(—142)(2+x) (—2+x)x(3+x2)(9+5x+11x2+3x3+3x4+x5) 1
L 1422 —9492—1522 41323 —4x4 4625 — 6427
[ 142
14’ 0o 0
(—1+z)(9+1522+223 +6x*+28
D(m): 0 ( 2 212 ) 0
(—2+42)z(14+22)(3+x2) ) ]
0 0 27-1802-1262%-16423-402*442° — 2211027422844 4210
| 9—9x+1572—13x3+452 —6x5+20 —27

Slede¢i Moore-Penrose-ov inverz matrice A je dobijen primenom Algoritma 2.5 na
ulaznu matricu A:

(3+2?)? (141521222 —82° + 32 +2°)

27—180I—126w2—164x3—40x‘,‘—44a:5—2w?+10@7+218+4w9+x10
Al = z(—1084663+62°+162°+292* —82°+22° — 22" —2®

27—180x—12622—164x3 —40x4 —4425 —2x6+1027 + 228 +429 +10

1827z —622 41225 —4x* 4+ 72°
27—180x—12622—164x3 —40x4 —44x5 —2x6+1027+228+429+10
o (—108+662+63°+162°+292* —82°+22° — 227 —2®) 18— 272 — 622 +122° —dzd + 72°
27—180z—126a:2—164z3—402z4—44z5—216+10x7+2x8+4a:9+w1027—180w—126x2—164w3—40w4—44ac5—2w6+10z7+2m8+4w9+w10
z(3+:62) (6—1—9z2+4z3) x(—54—31—69m2+14r3—26x4+815+z7+xs)

277180:1:71261:27164:33742l0:r47é14a:5742w6+%Oa:77+2$88+4z9+w10277180w71269:27164263740:v4744:1:57216+10m7+2x8+4x9+w10

."c(—54—3m—693: +14x° —26x"4+8x°+x ' +x ) 0—92+1522—1323 +4a* —62° +26 —27
27—180x—12622 —164x3 —40x% —4425 —226+1027+228+429+21027—180x— 12622 — 16423 —40x% — 4425 — 226+ 1027+ 228 +429 4210

Primer 2.5.2. Posmatrajmo matricu A(z) iz Primera 2.2.2 kao racionalnu matricu. Da
bismo izracunali elemente Moore-Penrose-ovog inverza matrice A, LDL* dekompoziciju
matrice (A*A)? treba odrediti algoritmom 2.4, koji je zahtevan u Koraku 1 Algoritam
2.5. Prema tome, primenom Algoritam 2.5 na datu matricu A, dobijen je slede¢i Moore-
Penrose-ov inverz matrice A:

—14z 9+17x 3410z 26(1+zx)
—85—83x—2x2+x3 85+83z+2x2 — 123 85+83z+2x2—23  —85—83x—2x2+a3
9417z 4+4362—2x2 4323 27—2x4+2x%—223  21419x—222+523
At = 85+83x+2z2—z3  —85—83x—2x%+z3  85+83z+2z2—z3  85+83z+2z%—z3
3+10z 27—2x+2x% —223 9—16z+z2—z3 T+Te—2x%+3z3
85483z +2x2 —x3 85+83z+2x2 —x3 85+83z+2x2 —1x3 85+83z+2x2 —x3
26(14x 21419z —222 4523 T+7x—222+3z3 4—A4x+8x3

—85—83x—2x2 423 85-+83x+2x2 —x3 85+83x+222—x3  —85—83x—2x2+x3

Primer 2.5.3. Uporedimo sada neka vremena izracunavanja za razlicite implementacije
algoritma 2.4 u MATHEMATICA i JAVA.

Za potrebe testiranja, u radu [74], generisali smo skup n x n racionalnih matrica gus-
tine 1, sa slucajno odabranim nenula koeficijentima iz intervala [—10, 10], pri ¢emu su
svi polinomi u brojiocima i imeniocima stepena d. Tabela 2.5.1 ilustruje razlike medu
vremenima dobijenim razli¢itim implementacijama algoritma 2.4 i osnovne LD L* dekom-
pozicije racionalnih matrica. Testiranja su pokazala da je MATHEMATICA implementacija
algoritma 2.4 dosta efikasnija u odnosu na druge implementacije. Glavni razlog su ceste
simplifikacije izvrsene u MATHEMATICA. Implementacija osnovnog algoritma (2.2.3)-(2.2.5)
je ponovo oznacna kao MATH. osnovni algoritam i ocigledno je manje efikasna nego im-
plementacija algoritma 2.4 u JAVA (Java algoritam 2.4) za manje dimenzije. Za slucaj
ve¢ih dimenzija (n = 10) implementacija u Java je dosta sporija nego implementacija u
MATHEMATICA.



2.6. IZRACUNAVANJE Aé?)s INVERZA LDL* DEKOMPOZICIJOM 46

n ) 10

d 10 25 50 | 100 | 200 2 5 10 25 50

MATH.osnovni algoritam| 0.27 | 0.80 | 1.86 | 5.86 | 19.91 | 0.21 | 0.48 | 1.14 | 3.36 8.81

MATH. algoritam 2.4 | 0.04 | 0.09 | 0.18 | 0.44 | 1.12 | 0.09 | 0.15 | 0.23 | 0.54 1.24

Java algoritam 2.4 0.03 | 0.17 | 0.67 | 2.95 | 1242 | 0.24 | 0.89 | 4.35 | 31.42 | 118.46

Tabela 2.5.1. Vremena izvrsavanja u sekundama dobijena razli¢itim implementacijama
algoritma 2.4.

Test matrica S Sso S0 Swiso | Flo Fso Fioo  Fiso
Lev.-Faddeev [41] 0.11 2.51 44.47 - 0.14 2.77 42.84 -
Partitioning [87} 0.04 1.18 820 7455 10.01 045 2281 15.4
LDLGInverse [77] 0.02 0.88 455 2241 1]0.01 1.87 12.74 -
Pseudolnverse [113] | 0.14 2.77 41.48 - 0.08 244 4454 -
Algoritam 2.5 0.01 048 288 17.11]0.02 0.80 7.24 40.01

Tabela 2.5.2. Prosecna vremena izracunavanja Moore-Penrose-ovog inverza, u
sekundama, dobijena razli¢itim algoritmima.

Primer 2.5.4. Odredimo dalje efikasnost Algoritma 2.5. Uporedili smo nekoliko ra-
zlicitih algoritama za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza. U Tabeli 2.5.2 su data
proseCna vremena izracunavanja, dobijena primenom razlicitih algoritama na dva skupa
test matrica iz [117] (posmatrajuéi parcijalni slucaj x = 1).

Prva vrsta u Tabeli 2.5.2 sadrzi nazive test matrica generisanih u [117]. Vremena
izracunavanja u poslednjoj vrsti su dobijena primenom Algoritma 2.5. O¢ito, nas algo-
ritam je brz, ali nije i najefikasniji algoritam za svaki skup test matrica. Algoritam sa
pregradivanjem iz rada [87] je bolja opcija kod drugog skupa test matrica. Takode, jasno
je da je Algoritam 2.5 imao bolje performanse u odnosu na LDLGInverse iz [77], iz kojeg
je izveden.

2.6 Izracunavanje Ag,? )S inverza LDL* dekompozicijom

Mnoge reprezentacije potpunog ranga razli¢itih tipova generalisanih inverza su napravl-
jene, bilo za zadati rang ili zadati opseg ili jezgro. Radi kompletnosti, naves¢emo slede¢u
reprezentaciju potpunog ranga spoljnih inverza definisanog jezgra i slike (eng. range, null
space), koju su uveli Sheng i Chen [70].

Lema 2.6.1. [70] Neka je data matrica A€ C™*"™ i podprostori T C C" dimenzije s < r
i S C C™ dimenzije m — s. Pretpostavimo da matrica M € C™™ zadovoljava R(M) =
T,N(M) = S i da ima dekompoziciju potpunog ranga M = FG. Ako matrica A ima
{2}-inverz A(TQES,, tada vaze sledeca tordenja:

(1) GAF je invertibilna matrica;

(2) Ay = F(GAF)™'G = Agzp)w(e)-
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U radu [78] data je teorema kojom je odredena reprezentacija potpunog ranga spoljnih
inverza, u istom smislu kao u Lemi 2.6.1. Sledece tvrdenje vazi za racionalne matrice i
zasnovano je na LDL* dekompozicije potpunog ranga proizvoljne Hermitske matrice M,
Sto se moze izvesti na slican nac¢in opisan u Algoritmu 2.4.

Teorema 2.6.2. [78] Neka je data kvadratna racionalna matrica A € C(z)*™ normalnog
ranga r. Ako je LDL* dekompozicija potpunog ranga proizvoljne Hermitske matrice
M € C(x)»™ ranga s < r, gde je L € C(x)?**, a D € C(x)%** je dijagonalna matrica,
definisimo sledec¢i skup

Day = {z € C| nrang(M)=rang(L*(x)A(z)L(z))=s}. (2.6.1)

Ako je zadovoljen uslov
nrang(M) = nrang(RAQ) = s, (2.6.2)

sledece turdenje je validno na skupu Da -

(2 * — * (2)
AR(L),N(L*) = L(L"AL)"'L" = AR(M)J\/(M)' (2.6.3)

Dokaz. S obzirom da izraz
M =LDL* = (LD)(L"), (2.6.4)

predstavlja dekompoziciju potpunog ranga matrice M na skupu Dy ys, tada prvi identitet
u (2.6.3) vazi na osnovu Leme 2.6.1 i jednacine

D(L*ALD)'L* = L(L*AL)™'L* = Agzm N(L¥):

Druga jednacina Al z MNOM) = AgzL),N(L*) je ocigledno zadovoljena na skupu Dy ps, na

osnovu jednacine (2.6.4). O

Sada navodimo algoritam za izra¢unavanje Ag )S inverza date matrice A, uveden u [78§]

Algoritam 2.6 Izracunavanje A 1.5 inverza matrice A na osnovu LDL* dekompozicije
potpunog ranga matrice M. (Algorltam LDLATS)
Ulaz: Matrica A € C(z)"*" normalnog ranga 7.
1: Odabrati proizvoljnu polinomijalnu Hermitsku matricu M € C(x)™*™ normalnog
ranga s < r.
2: Generisati LDL* dekompoziciju potpunog ranga polinomijalne matrice M primenom
Algoritma 2.4.
3: Rezultat: Generalisani inverz matrice AR( LYN(LY) kao proizvod matrica dat u jednacini
(2.6.3).

Sledeée tvrdenje iz [78] pruza prakti¢ni kriterijum za konstruisanje Hermitske matrice
M e C(x)?*™, radi izrac¢unavanja nekoliko tipova uopstenih inverza matrice A.
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Posledica 2.6.3. [78] Za datu matricu A € C(x)*™ normalnog ranga r i proizvoljnu

Hermitsku matricu M € C(x)2*™, gde je s < r, sledeca turdenja su validna na skupu Da pr:

. . 2 . . . . 2
za M = A* identitet A%EL),N(L*) = A je zadovoljen; za M = A* identitet A%EL)7N(L*) =
AEW’N je zadovoljen; za M = A wvazi identitet A%L),N(L*) = A%; za M = AF, pri cemu je
. L ‘ (2) _
k = ind(A), vaZi identitet Ap ;)\ = At
Dokaz. Sledi na osnovu Teoreme 2.6.2 i identiteta (1.1.1) 1 (1.1.2). O

Na osnovu ove posledice, Sirok spektar generalisanih inverza matrice A € C(z)"*" je

moguce odrediti, odabirom odgovarajuc¢e Hermitske matrice M i izracunavanjem njene
dekompozicije potpunog ranga.

U radu [78] uvedena je sledeé¢a posledica Teoreme 2.6.2 za slucaj polinomijalnih matrica
Ai M.

Teorema 2.6.4. [78] Neka je A € C(x)™™ polinomijalna matrica normalnog ranga r.
Neka je LDL* dekompozicija potpunog ranga proizvoljne Hermaitske polinomijalne matrice
M € C(x)2*™ normalnog ranga s < r, gde su L € C(x)?** i D € C(x)%*® matrice oblika
(2.4.2) sa elementima formi (2.2.2). Oznacimo sa Day skup kao u (2.6.1) i proizvoljni

(i,7)-ti element inverzne matrice N = (L*AL)™" na sledeéi nacin:

iq iy
nij(x) = Zﬁk”x’“/z Ti,iz", (2.6.5)
k=0 k=0

Ako je uslov (2.6.2) zadovoljen, tada se proizvoljni (i,7)-ti element uopstenog inverza
A’(IizL),J\/’(L*) moze izracunati kao

@) _ g
(AR(L),N(L*)>..($)— 4 )

za x € Day, gde su X, j(z) ziw(x) polinomi oblika

X¢—74+7, [min{j,s} min{i,s} ¢

Sij(r) = ) S>> AniisiOtigi | T (2.6.6)

t=0 k=1 =1 t1=0

2|
Q

Nl

i(z) = NZS Veiiwi@ |k = Tmin{y, s},1 = 1, min{i, s} (2.6.7)

t=0

Xy
= Y T, (2.6.8)
t=0

gde su za k = 1, min{j, s}, [ = 1, min{s, s}, vrednosti oy; jr;, 0 <t < Eq —7, koeficijenti
polinoma B
Ei i\T
Ei,j,k,l(x) = w#’

q
= t
> Ytk 1T
t=0
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pri cemu su kori§éene oznake:

t1 ti1—t2
Wt,i,j,k,l = Z Z ltz,i,lﬁtl—b—ts,l,kl;,j,k7 0<t< 7q - 2lq + ﬁiﬁ (269)
to=0 t3=0
t1 t1—t2_ — _
Veidkt = D> loitln—ttyiklyy g 0<t<F, =2l,+7,  (2.6.10)
to=0 t3=0
Dokaz. Kako su elementi inverzne matrice N = (L*AL)™" = {n,;(x)};,;_, odredeni
izrazom (2.6.5), tada
Zq — ﬁq
min{i,s} min{z,s} Z lk,i,lxk E ﬁk,l,jxk
k=0 k=0
(LN)i(z) = Z Lig()n(z) = ) = >
=1 43

Z lk7i7l$k Z ﬁk,l,jxk
k=0 k=0

b k
Z ki Tk —ky 1j | @

(Z Ly it Ty z,g) ¥

}

1

min{s,s
"X

NFbNgE

k=0

Prema tome, vaze sledece jednakosti:

min{j,s}

(L(L*AL) ' L)j(x) = > (LN)al(x) - (L))
k=1
lgtng [ t1 _ lq —x
min{j,s} min{i,s} Z_: (tz—:o ltz,’i,lﬁtltz,l,k) z_: thJk
S =
k=1 =1
po)
t1=0
2lq+ﬁq t1 ti1—t2
min{j,s} min{s,s} Z (Z Z ltzllntl —to— ta,hkltgjk)
Z Z t1=0 to=0 t3=0
1 =1 Agtitg [ b ti— to =
Z (Z Z lt22lnt1 —t2— t37l7klt3,j k) zh

t1=0 to=0 t3=0

t1 = _ lq =k
D Lt id My —tg 0k ) T D2 Ly j k"
0

to=0 to=

Na osnovu Teoreme 2.6.2, Jednacma (2.6.3) je zadovoljena za © € C4(M), a proizvoljni
(1, j)-ti element inverza AR(L) (L) ima oblik

Ta
min{j,s} min{i,s} Z Vtijk ZZL’t =
(2) iz M Niy(@)
(i)~ 30 3 BBl

k=1 =1 1,7
t
Z’Ytz,],kl
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gde je polinome brojioca i imenioca moguce odrediti na sledec¢e nacine:

. %q Eq
Y j(z) = PolinomijalniNZS Z%mmk’lajt k=1, min{j, s}, [ = 1,min{s, s} p = Y 7.2,
t=0 t=0

J s Yq
Sig@) =Y > | Sigma(®) > Vs’ |
t=0

k=1 1=1
pri ¢emu je svaki polinom ¥; ;;;(x) odreden kao

507,

Sigwd(®) =i (@) Tyt = Y Ovijrir’
t=0 t=0

Prema tome, svaki polinom brojioca Y, ;j(z) je oblika (2.6.6), ¢ime je dokaz kompleti-
ran. []

Dalje navodimo algoritam iz [78] za izra¢unavanje generalisanih inverza polinomijalne
matrice, na osnovu prethodne teoreme. Zasnovan je na LDL* dekompoziciji potpunog
ranga odgovarajuce polinomijalne matrice, koriste¢i Algoritam 2.2, i izraCunavenje inverza
polinomijalne matrice primenom Algoritma 3.2 iz rada [98]. Da bi se primenio Algoritam
3.2 iz [98] na racionalnu matricu L* AL, nju bi najpre trebalo predstaviti u obliku koli¢nika
polinomijalne matrice i polinoma.

Algoritam 2.7 Izracunavanje Ag,?, 29 inverza polinomijalne matrice primenom LDL* fak-
torizacije potpunog ranga proizvoljne Hermitske polinomijalne matrice M. (Algoritam
LDLATS2)
Ulaz: Polinomijalna matrica A(x) € C(x)*™ normalnog ranga r.
1: Choose arbitrary fixed Hermitska n x n polinomijalna matrix M normal rang s < r.
2: Izracunati LDL* dekompoziciju potpunog ranga matrice M Kkoristec¢i algoritam 2.2,
pri ¢emu su elementi racionalne matrice L dati u obliku (2.2.2).
3: Izracunati najmanji zajednicki sadrzalac polinoma imenilaca u racionalnoj matrici

L*AL, tako da je sledeéa jednacina validna: L*AL = ﬁP(m), gde je p(z) odgo-

varajudi polinom a P(x) je polinomijalna matrica.

4: Tzracunati inverznu matricu P~'(z) koriste¢i Algoritam 3.2 iz rada [98]. Odrediti
inverznu matricu N = (L*AL)™! kao proizvod p(z) - P~(x), pri ¢emu su elementi
matrice N oblika (2.6.5).

5: Uvesti smene 5, = 2l, + g, 7, = 2lg + 7y, i za i, j = 1, n izvrsiti Korak 5.1 — Korak
2.5.

5.1: Za k= 1,min{j, s}, [ =1, min{s, s} izvrsiti sledeca izracunavanja:

t1 ti1—12
- =%
7t7i7j7k7l - Z Z ltg,i,lﬁtl—t2—t3,l,klt3’j’k7 0 S t S 7q7
to=0 t3=0
_ t1 t1—to _ _ s _
7t,i,j,k,l - Z Z ltg,i,lﬁh—tg—tg,l,k‘lt&mk;a 0 S t S ﬁq‘

to=0 t3=0
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» : . . . .. . . (2)
l5{.2: Izracunati polinom imenioca (i, j)-tog elementa inverzne matrice AR( L)N(L*)
a0

Vq
PolinomijalniNZS Zﬁt’i,j,k’lxt‘k = 1,min{j, s}, I = 1,min{i, s} »,
=0

i oznaciti ga sa i] (z) =32 Trajat.
F— — = 7‘? _
53: Za k= 1,min{j,s}, | = 1,min{7, s} izracunati polinom X;;(x)/ > 7, x,2" i
=0

207,
oznaciti ga sa X jxi(x) = Y. 0vijrirt.
=0

5.4: Izracunati polinom u brojiocu (i, j)-tog elementa matrice Agz Ly (L) Kao

iq_ﬁq—i_ﬁq min{j,s} min{i,s} ¢

— o _ t
Ei,j(x)— E § E E Yt1,4,5,k,10t—t1,0,5.k0 | T

t=0 k=1 =1 t1=0

5.5: Izlaz: (i, j)-ti element inverzne matrice AgzL) - dat uobliku 3 (2) /85 ().

2.6.1 Numericki primeri

U sledec¢ih nekoliko primera ¢emo opisati nas algoritam i testirati nekoliko implementacija
radi uporedivanja vremena izvrsavanja na skupovima nasumicnih matrica i test matrica
iz [117].

Primer 2.6.1. Posmatrajmo polinomijalnu matricu A(x) datu u Primeru 2.2.2. Kako je
A realna simetri¢na matrica, njen Moore-Penrose-ov inverz se moze izracunati primenom
Algoritma LDLATS2 za matricu M = A* = A. Nakon nekoliko izra¢unavanja potrebnih
u Koraku 5 navedenog algoritma, dobijen je sledeéi rezultat:

—14x 9+17x 3+10x 26(1+zx)
—85—83x—2x2+13 85+83x+2x2 —x3 85+83x+2x2—x3  —85—83x—2z2+x3
9+17x 44362 —222 4323 27—2x+2x%—223  21+19z—222+5z°
AT — A# — 85-+83z+2x2 —z3 —85—83x—2x2+x3  85+83x+2x2—23  85+83x+222—2a3
3+10x 27—2x+22%—223 9—16z+z%—23 T+7x—22% 4323
85+83x+2x2 —13 85+83x+2x2 —23 85+83x+2x2 —23 85+83x+2x2—23
26(14x) 214192 —222 4523 T+Tr—222 4323 4—4x48x3

—85—83x—2x2 423 85-+83x+2x2 —x3 85+83x+2x2—x3  —85—83x—2x24x3

Primer 2.6.2. Posmatrajmo simetri¢nu matricu Fg generisanu u [117] po promenljivoj

x, tj.

[ 64+2 542 44z 34z 24z 14z ]
5+ 54+ 44z 3+ 24z 14z
442z 442 442 34+ 242 1+=z
3+z 3+zxz 3+zxz 3+zxz 2+ 14z
242 24z 24z 242z 14z x

| 1+2 142 142 1+2 T —1+z |
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Sada, da bi odredili Moore-Penrose-ov inverz matrice Fg, posmatrajmo polinomijalnu
matricu M = Fg = Fg. Kako je rang matrice Iy jednak 5, matrice L i D dobijene LDL*
faktorizacijom matrice Fg imaju sledeéi oblik:

-1 -
L0 0 00l o o o
§1+_z A 0 otz 0 0
oz o9 L 00 e

L=18% 38 3w | |- D=] 0 0 55 0 0
ng:): 5+x 44z 0 0 0 3+ 0
242 24 24x 24z q 4+ 1
A S e R 0 0 0 0 -5
L 64+x bS54+x 44+x 3+=zx -

Prema tome, inverzna matrica (L*FgL)™! je 5 X 5 racionalna matrica oblika

B —11—2x 4+x -
1 6+ 5+x 0 0
—11—2z  1574+56x+5z2 —98—40z—4x? 34 0
6+ 36+12z+x2 30+11z+22 4+
A4 —98—40z—4z2 1224544622 —352—183x—23z2 443z
5+x 304+11z+a2 25+10z+22 120+-54z+622 18+6x )
0 34z —352—183x—23z2  1816+932x+88x2—923  —104—62z+24x24+9x3
4+ 120+54z+62 5764288z +362 432+2522+36x2
0 0 443z —104—62z+2422 4923 —44—60x—3622—9z3
L 1846z 4324252243622 3244-2162+3622 i

i najzad, generisan je slede¢i Moore-Penrose-ov inverz prateci poslednji korak algoritma

LDLATS2:

1 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
1 1
| 0 -1 2 —5 3 G

6 0 0 -2 (28—-9z) 3§ +(4+92)

o o =1 4 L _2
3 9 9 9

L0 0§ F(4492) -2 £H(—20-9z) |

Da bismo izrac¢unali Drazinov inverz matrice Fg, indeks k > ind(A) treba odrediti. Prema
tome, za k = 2 treba odrediti faktorizaciju matrice M = FZ, a dobijeni rezultat je jednak
Moore-Penrose-ovom inverzu, tj. FP = Fi = F{.

Primer 2.6.3. Uoc¢imo sada 6 x 6 matricu A, ranga 2 generisanu u [117], datu u poli-
nomijalnom obliku

[ 2410 24+9 2+8 z+7 z+6 x24+5 |
z+9 z+8 z+7 46 x+5 x+4
A — r+8 x+7 z+6 x+5 x+4 r+3
27| 247 246 z+5 z4+4 43 x+2
z+6 x+5 r+4 x+3 x+2 x+1
| z+5 x+4 x+3 z+2 v+1 z

Primenom Algoritma 2.2, za j = 2 dobijaju se slede¢i medu-rezultati:

rate) = gy - B0 )
fiale) = D2, oot = CHEED, gy = EE0ED
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Prema tome, imamo sledece racionalne matrice uklju¢ene u LD L* dekompoziciju polazne

matrice

1 9+x 8+x T+x 6+x 54x
10+ 10+« 10+« 10+« 1042«

0 1 2 3 4 5

I —

T
-

104+ x
0

__1 ] :
104z

Primenjujué¢i Algoritam LDLATS2 i rezultate Posledice 2.6.3, dobijeni su slede¢i me-

dusobno jednaki uopsteni inverzi:

Al = A¥ = AP

1 1 2z 1

v S v
w0 A, 0
= 245 3675 3675 _1225,

1 8 x S+x 3x
OO /R A i
ﬁ(%%rj 9z) | 125 | 3675 |, 3675

9 755(38‘+’9$) 755(1‘+ 3$) 515(4*12‘* x)

—=(52 + 9z)
9(5+x)

1%)%2&1

2.6.2 Implementacioni detalji i rezultati testiranja

LDLATS2 [A List, WList]:=

l\/bdule[{Nl, L, Di,j,k,I,n,mrl r2 r3, p, q, f, Num Den, s = MatrixRank [W},

{n, my = Di nensi ons [W;
{L, D} = Pol ynom al LDLDeconposi tion [W;
N1 =

ExpandNuner at or [ExpandDenomi nat or [Toget her [Sinplify[lnverse[Transpose[L]. A L11111;

f = Num= Den = Tabl e[0, {n}, {m}];
For[i =1, i <n, i++,

For[j =1, j smj ++,
For[k:l, k< Mn[j, s], k++,
For[l =1, 1 < MnTi, s1, | ++,

Num[ [k, 111 =0; Den[[k, 11] =0;
For[rl:O, ris

Max [Exponent [Nunmerator [L[[i, |1]1], x], Exponent [Denom nator [L[[i, |]]], x]]+

Exponent [Denomi nator [NL[[l, k]11, x]1 +
Max [Exponent [Nunmerator [L[[j, k111, x], Exponent [Denom nator [L[[j, k]]1], Xx11,

Max [Exponent [Nunmerator [NL[[I, k111, x1,

rls++,
rl ril-r2

p= Z Z Coefficient [Numerator [L[[i, | 111, X, r2] =

r2=0 r3=0

Coefficient [Numerator [NL[[l, k]]], X, r1-r2-r3] %

Conj ugat e [Coef ficient [Numerator [L[[j, k111, X, r311;
rl ril-r2

q = Z Z Coef ficient [Denom nator [L[[i, 111, X, r2] %
r2=0 r3=0

Coef ficient [Denomi nator [NL[[l, k]]], X, r1-r2-r3] %
Conj ugat e [Coef fi ci ent [Denomi nator [L[[j, k111, x, r311;
Num[ [k, 1'1] += p*x~rl;
Den[[k, 111 +=q*x"r1;
If[Den[[k, 111 =0, Num[[k, 1] =0; Den[[k, 1]1] =11;

IRt

Mn[j,s]I Mnii,s]

f L0, 110 = Together [simplify[ > 3 Sinplify[w]]];

k=1 i1 Den[[k, 1]

I

Returni[f];

]:

5+x
49

—+=(38 4 92)
= (1 + 3z)
55 (12 — )
L (=73 - 9x)

75
= (—22 — 3z)
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Gore navodena implementacija je implementacija Algoritma 2.10, nazvanog LDLATS2, u
programskom paketu MATHEMATICA. Funkcija LDLATS2 podrazumeva dva parametra: za-
datu polinomijalnu matricu A i proizvoljnu fiksiranu matricu W. U zavisnosti od odabira
matrice W, dobija se odgovarajuéi generalisani inverz matrice A.

Implementacija Algoritma 2.6 (LDLATS) je krajnje jednostavna, i data je slede¢im
kodom, pod pretpostavkom da se matri¢na jednacina (2.6.3) resava primenom MATHEMATICA
funkcije Inverse.

ATS2l nverse [A List, WList]:=
Modul e [{N1, L, D},
{L, D} = Pol ynom al LDLDeconposi tion [W;
N1 = I nverse [Transpose [L]. A. L] 7/ Sinplify;
Return[Sinplify[L. NL. Transpose[L]]1;
1

Primer 2.6.4. Ispitajmo sada efikasnost LDLATS algoritma, uporedujuéi grupu razli¢itih
algoritama za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza matrice. Sledece tabela daje
srednja vremena izracunavanja dobijenih primenom ovih algoritama na tri skupa Hermit-
skih test matrica iz [117], posmatrajuéi parcijalni slucaj = = 1.

Test matrica Ao Aso Ao Aiso | S0 Ss0 S0 Siso | Fio Fso Fioo  Fiso
Partitioning [87] 0.01 048 2.75 14.55 (0.03 1.18 9.20 73.55 | 0.01 0.45 2.81 15.3
Lev.-Faddeev [41] 0.04 2.76 43.78 - 0.11 2.51 44.37 - 0.13 2.67 42.84 -
Pseudolnverse [113] [0.03 1.86 25.51 - 1013 2.77 4139 - 0.09 233 3354 -
Courrieu [16] 0.02 0.76 5.84 39.86 |0.01 0.37 2.29 14.66 |0.01 0.70 5.78 35.43
LDLGInverse [77] 0.02 1.87 11.67 - 0.02 098 4.55 2231 | 0.01 1.96 12.64 -
LDLATS 0.02 0.85 6.05 41.58 |0.01 0.48 2.89 16.11 |0.02 0.90 6.23 40.01

Tabela 2.6.1. Proseéna vremena izra¢unavanja (u sekundama) dobijena razli¢itim algoritmima i
LDLATS algoritmom.

Prva vrsta Tabele 2.6.1 sadrzi nazive test matrica, pri ¢emu su posmatrane tri grupe
matrica iz [117]. Vremena dobijena LDLATS algoritmom su navedena u poslednjoj vrsti.
Ocigledno, ovo nije najefikasniji algoritam za svaki skup numerickih matrica, ali je u
rangu sa algoritmom koji je uveo Courrieu u [16]. Dugotrajna vremena izracunavanja su
navedena crticama.

Primer 2.6.5. U slede¢im komparativnim eksperimentima, nekoliko nasumiénih Her-
mitskih polinomijalnih matrica A € C(x)"*" razli¢itih veli¢ina i gustina, je posmatrano.
Prema tome, najveca sopstvena vrednost test matrice A je oznacena kao k., pri ¢emu je
najmanja ne-nula sopstvena vrednost matrice A jednaka 1 (slicna testiranja su izvrsena u
radu [17]). Neka od dobijenih vremena su ilustrovana u Tabeli 2.6.2, dajuéi uvid u efikas-
nost LDLATS i LDLATS2 algoritama. Ocito je LDLATS2 algoritam neznatno efikasniji,

s obzirom da je specijalizovan za polinomijalne matrice.

n 128 256 512

ky 16 256 4096 | 16 256 4096 | 16 256 4096
LDLATS potp. rang | 4.25 4.53 4.68 | 30.01 30.24 30.31 | 227.38 231.90 234.29
LDLATS rang def. 3.04 3.75 3.86 | 25.1 25.24 25.53 | 185.90 190.36 190.46
LDLATS2 potp. rang | 4.09 4.22 4.31 | 28.11 2948 30.12 | 217.87 221.08 224.98
LDLATS2 rang def. 244 3.04 3.62 | 24.01 2471 2537 | 180.07 182.39 184.62

Tabela 2.6.2. Proseéna vremena izracunavanja (u sekundama) za nasumicno generisane polinomijalne
matrice.
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2.7 Reprezentacije potpunog ranga zasnovane na QR
dekompoziciji

Navedimo najpre osnovne pojmove u vezi QR faktorizacije matrica.

Teorema 2.7.1. Ako je A € R"*", tada postoji ortogonalna matrica QQ € R™*™ i gornja
trougaona R € R™ " takve da je A = QR.

Teorema 2.7.2. Ako A = QR predstavija QR faktorizaciju matrice A € C**", tada je
A= R'Q* = R*(RR")'Q".

Reprezentacije Moore-Penrose-ovog inverza A' zasnovane na QR dekompoziciji ma-
trice A su poznate u literaturi (videti na primer [44, 105]). Numericko testiranje ovih
reprezentacija je prezentovano u [44]. Numericki metod za izrac¢unavanje najmanjeg
kvadrata resenja A'b minimalne norme za linearne jednac¢ine Ax = b, zasnovane na
QR faktorizaciji matrice A*, je istrazeno u [33]. Ovaj metod se moze upotrebiti za
izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza A’ uzimajuéi sukcesivne vrednosti b = e;, gde
je e; i-ti jedini¢ni vektor, za svako i =1,...,n.

Spoljni uopsteni inverzi definisanog jezgra i slike su veoma vazni u teoriji matrica. {2}-
inverzi imaju primenu u iterativnim metodima za reSavanje nelinearnih jednacina [3, 57]
kao 1 u statistici [28, 35]. Specijalno, spoljni inverzi igraju vaznu ulogu kod stabilnih
aproksimacija lose uslovljenih problema, kao i u linearnim i nelinearnim problemima sa
rang-deficijentnim uopstenim inverzima [56, 115]. Sa druge strane, dobro je poznato da se
Moore-Penrose-ov inverz i tezinski Moore-Penrose-ov inverz Af, AEM’ ~, Drazinov i grupni

inverz AP, A%, kao i Bott-Duffin-ov inverz Agz)l )i uopsteni Bott-Duffin-ov inverz AETL))

mogu predstaviti na jedinstven nacin, kao uopsteni inverzi Ag 29 za odgovarajuci odabir
matrica T'1 S.

Postoji veliki broj ”full-rank” reprezentacija spoljnih inverza definisanog ranga kao i
za spoljne inverze zadatog jezgra i slike. I ovde ¢emo koristiti reprezentaciju iz [70] datu
Lemom 2.6.1 za izvodenje kasnijih rezultata. Reprezentacija AE,?)S inverza data u Lemi
2.6.1 je veoma opst rezultat. Ova reprezentacija je koriS¢ena u istom radu za odredivanje
determinantskih reprezentacija Ag )s inverza. Determinanska reprezentacija nije efikasna

numericka procedura za izracunavanje uopstenih inverza. StaviSe, autori rada [70] ne
razmatraju razlicite moguénosti za odgovarajuce faktorizacije potpunog ranga.

Ovde navodimo dva cilja koja smo naveli u radu [80]. Najpre je izraden efikasan
metod za izracunavanje spoljnih inverza primenom opste reprezentacije potpunog ranga.
Dodatno, opisani su i analogni algoritmi za izracunavanje {2,4} i {2, 3}-inverza, kao dva
posebna podskupa skupa spoljnih inverza.

Na osnovu poznatih reprezentacija iz radova [3, 64, 70, 82, 90] u radu [80] naveden je
sledeéi stav sa reprezentacijama (1.1.1)—(1.1.3). Ove reprezentacije karakterisu klase {2},
{2,4} 1 {2, 3} uopstenih inverza zadatog ranga.
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Stav 2.7.3. [80] Neka je A € C™™ zadata matrica i neka je 0 < s < r. Tada vaZe
sledece opste reprezentacije za neke klase uopstenih inverza:

(a) A{2}, = {AD) 1 o) = F(GAF)™'G| FEC™*, GeC™™, rang(GAF)=s};
(b) A{2,4} = {4 2(%LA))NG)=<GA>*<GA<GA>*>*G\Geczxm}
= {(GA)'G| GA e €}
(©) Af2:3% = { AR wamy) = F (AF) AF) ™ (AF)| F e €1}
= {F(AF)'| AF € CI"**};
(@) A{L2} = A2},

U narednom tvrdenju izvedena je reprezentacija spoljnih inverza zadatog ranga, jezgra
i slike. Ova reprezentacija je zasnovana na () R dekompoziciji definisanoj u Teoremi 3.3.11
iz rada [108]. Analogna QR dekompozicija za kompleksne matrice je koriséena u [26].

Lema 2.7.4. [80] Neka je A € C™ ™ zadata matrica. Posmatrajmo proizvoljnu matricu
W e C*™, gde je s <r. Neka je QR faktorizacija matrice W data u obliku

WP =QR, (2.7.1)

gde je P neka m x m permutaciona matrica, QQ € C", Q*Q =1, a R € C*™ je gornja
trapezoidna matrica. Pretpostavimo da je matrica P odabrana tako da se Q © R mogu
predstaviti kao

Q=[& @], R:{RO“ }22]:{}3}7 (2.7.2)

gde Q1 sadrzi pruih s kolona matrice () a matrica Ri; € C*** je nesingularna.
, . : 2
Ako matrica A ima {2}-inverz ASZEW),N(W)’ tada:
a) R1P*AQ, je invertibilna matrica;
b) A(2) N = Ql(Rlp*AQl)ilRlp*;

d) A%2W>,N(W) = @1<@1WA@1> QW
)
(e) Ay € A{2}s.

W =QRP". (2.7.3)
Ocigledno je netrivijalni deo QR dekompozicije (2.7.1), definisan kao
W = Q1(RPY), (2.7.4)

zapravo faktorizacija potpunog ranga matrice W (videti takode [105]). S obzirom da

A ima {2}‘—inver.z 'AgEW),N(W)’ tada na osnovu dela (1) Leme 2.6.1 zakljucujemo da je
R P*AQ); invertibilna.
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(b), (¢) Na osnovu dela (2) Leme 2.6.1, nije tesko dobiti reprezentaciju
Ay wvowy = Qu(R1PTAQy) ' Ry P

spoljasnjeg inverza AgEW),N(W) zadatog slike R(W) = R(Q1) i jezgra N (W) = N (R, P*).

(d) Stavise, na osnovu (2.7.4) imamo

Ry P* = QW

Qi(RiP*AQ1) ' RiP* = Q1(QiWAQ) ' QW
(e) Ovaj deo tvrdenja sledi iz Stava 2.7.3. [

Koristedi rezultate iz Stava 2.7.3 i uzimajudi u obzir jednacine (1.1.1)—(1.1.3), dobijamo
sledec¢e " full-rank” reprezentacije za razlicite spoljne uopstene inverze:

Posledica 2.7.5. [80] Za zadatu matricu A€ C™™ i odabranu matricu W eC*™, s <r,
sa reprezentacijom potpunog ranga (2.7.4) nastalu iz njene QR dekompozicije (2.7.1),
sledeca tvrdenja su validna:

( AT’ W = A*7
Al W= A
(2) AW = A
AR(Ql),N(RlP*) =\ AP, W = Ak, k > ind(A); (2.7.5)
AETL);’, R(W) =L, N(W) = L*;
\ A(L)7 R( ) ( ) - SJ_

Faktorizacije potpunog ranga W = FG koje zadovoljavaju F*F = [ se nazivaju
ortogonalne [63]. Prema tome, ”full-rank” reprezentacija (2.7.4) je ortogonalna.

U slede¢em tvrdenju je pokazano da ortogonalna ”full-rank” reprezentacija zasnovana
na QR dekompoziciji matrice W daje isti AT2’ )S inverz kao i reprezentacija iz Leme 2.6.1.

Posledica 2.7.6. [80] Neka su zadovoljene pretpostavke Leme 2.7.4 i neka je W = FG
proizvoljna faktorizacija potpunog ranga matrice W. Tada je zadovoljeno

Qi1(RP*AQ,) 'R\ P* = F(GAF)™'G (2.7.6)

Dokaz. Na osnovu jedinstvenosti uopstenog inverza zadatog jezgra i slike, primenjujuci
tvrdenje (b) Leme 2.7.4 i Lemu 2.6.1, tvrdenje (2), zaklju¢ujemo

W).N (W)

—

QiR P*AQ:) 'R P* = A7)
)
(

R
2
AR F)N(G)
— F(GAF)™'G,

¢ime je dokaz kompletan. [J
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U sledecoj lemi iz [80] pokazano je da je reprezentacija spoljnjeg inverza Agzw) N
definisana u Lemi 2.6.1, invarijantna u odnosu na izbor faktorizacije potpunog ranga
matrice W. U tom smislu je dobijeno uopstenje Posledice 2.7.6.

Lema 2.7.7. [80] Neka su zadovoljene pretpostavke Leme 2.7.4. Ako su W = FiGy i
W = FyGo dve razlicite faktorizacije potpunog ranga matrice W, tada vazi

FI(G1AF) Gy = Fy(GoAFR) Gy
= Ay v
Dokaz. Na osnovu Teoreme 2 iz [63], postoji invertibilna s X s matrica D takva da je
F,=FD, Gy=D"'Gy.
Ova relacija povlaci sledece:
Fy(GyAF) ™Gy = FLD (DG AF D) DG

Kako su matrice D i G; AFy invertibilne, vazi zakon obrnutog poretka za (DilGlAFlD)_l,
tako da je

FQ(GQAFQ)ilGQ - FlDDil(GlAFl)ilDDilGl - Fl(GlAFl)ilGl.
Iz ovoga sledi dokaz uvedenog tvrdenja. [

Kona¢éno mozemo naéi korelaciju izmedu opstih reprezentacija datih u radu [70] i
reprezentacije uvedene u Lemi 2.7.4.

Posledica 2.7.8. [80] Neka su zadovoljeni uslovi Leme 2.7.4. Neka je W = FG proizvoljna
reprezentacija potpunog ranga matrice W koja zadovoljava uslove Leme 2.6.1. Ukoliko je
(2.7.4) faktorizacija potpunog ranga matrice W, zadovoljena su sledeca tvrdenja:

F=O),D, G=D'R,P*, (2.7.7)
pri cemu je matrica D jednaka D = Q7 F.

Primer 2.7.1. Posmatrajmo matricu

(2.7.8)

DR WN =
Sy O W W N
N O U W
N e RNG) e RETEN
O O = W N

1 odaberimo matrice

= O

(2.7.9)

(el
o O
o O
o O
o O
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Pretpostavimo da je matrica W definisana kao W = FG. Matrice Q1, Ry © P koje definisu
netrivijalni deo QR dekompozicije (2.7.1) matrice W P su date sa

3 1
TV VIo VIO =% 0 0 0 0
{Ql?RlaP} == 0 O ) 10 ) -[6
0 0 0 T 0 00O
0 0

Reprezentacije date u turdengima (b) i (¢) Leme 2.7.4 daju sledeéi {2} —inverz A:

3 =2 0 0 00

o -1 1 0 0 0 0
2

A= [ 10 0000

0 0O 0 0 0O

Iako su W = FG i W = Q1(RP*) dve razli¢ite reprezentacije potpunog ranga matrice
W, na osnovu Posledice 2.7.6 imamo

2 , - . -
ARl wvowy = Qi(R1P*AQ1) T Ry P* = F(GAF)™'G.

Oznac¢imo sada sa I(n) slozenost algoritma za invertovanje zadate n x n matrice (kao u
[15]). Takode sa A(n) oznaci¢emo slozenost dodavanja/oduzimanja dve n x n matrice, a
sa M(m,n, k) slozenost mnozenja m X n matrice n x k matricom. Jednostavnija notacija
M(n) (uzeta iz [15]) se koristi umesto M(n,n,n).

Napomena 2.7.1. Reprezentacija data u turdenju (d) Leme 2.7.4 podrazumeva M (s, n, m)
operacija za formiranje proizvoda matrica QTW. Sa druge strane, reprezentacija defin-
isana tvrdenjem (b) Leme 2.7.4 zahteva M (s,m,m) operacija za formiranje matricnog
proizvoda Ry P*. Prema tome, reprezentacija (d) je bolja nego reprezentacija (b) u slucaju
kada je n < m. U suprotnom slucaju m < n je reprezentacija (b) pogodnija u odnosu na
reprezentaciju (d).

Efikasan metod za izrac¢unavanje Ang) Ny I€ definisan kao $to sledi. Za slucaj
m < n, uzevsi u obzir slozenost matricnog mnozenja, bolje je resavati skup jednacina

R P*AQ1X = R P, (2.7.10)
Za slucaj n < m, efikasnije je reSavati slede¢i skup jednacina

QIWANLX = QiW. (2.7.11)
Kada se generise matrica X, neophodno je izracunati proizvod matrica

(2) ) _
AR(Ql)vN(RIP*) - AR(Ql),N(QTI/V) = 1 X. (2.7.12)
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Posledica 2.7.9. [80] Neka je A€ C™™ zadata matrica, s < r zadat ceo broj i neka su
matrice F,G odabrane kao u Stava 2.7.3.

(a) Ako je (2.7.4) faktorizacija potpunog ranga matrice W = (GA)*G € C*™ tada
vazi sledece:

Aoy wirps = QUEBIPTAQ)) 'R P* = (GA)TG € A{2,4},. (2.7.13)

(b) Ako je (2.7.4) faktorizacija potpunog ranga matrice W = F(AF)* € C?™ tada
vazi sledece:
A wirap = QUBIPTAQy) 'Ry P* = F(AF)T € A{2,3}.. (2.7.14)
Dokaz. (a) U ovom slucaju, na osnovu Posledice 2.7.6 1 Stava 2.7.3 imamo
Q1(RP*AQ,) 'R, P* = (GA)* (GA(GA))'G = (GA)'G.
(b) Ovaj deo dokaza se proverava na slican nac¢in. [J

Primer 2.7.2. Neka je data matrica A definisana v (2.7.8) i odaberimo matrice F,G
definisane u (2.7.9).

(1) Reprezentacija potpunog ranga (2.7.4) matrice W = (GA)*G je data sa

( 7 )

1 7
Vi 2/ ;s
2 3
V31 217 V31 470000
R, P} = 3 11
{Q1717} \/ﬁ m? 0 /3_0000 6
4 3
7 2\ o
1 17
(L vBT Vet J

Reprezentacija (b) iz Leme 2.7.4 daje slede¢i {2,4}—inverz od A:

1 -2 0000
-1 1 0000
424 _ P*AO) LR, P* = 6 1
R(Ql),N(RlP*)_Ql(Rl Q1) P = 7, 2l 8 8 8 8
-3 %
-2 2 0000
= (GA)'G
ic)
AR( (GA)*)N(G)"

(71) Odaberimo matricu W kao W = F(AF)*. Reprezentacija potpunog ranga (2.7.4)
matrice W je data sa

3 1
o]
—L 2 7 37 2 91 2
{Q1, R, P} gﬁ \? 10 Vo V1o 32 5 V10 81 5 I,
R ’ 1 1 2 3 2 |’
0 0 0 7% —vm ~V5 ~vs Vs
0 0
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Reprezentacija iz Leme 2.7.4, tvrdenja (b) dovodi do sledeceg {2,3}~inverza matrice A:

T 50 _ 69 _ 3 _ 19 1 15 7
392 196 392 392 392 49
(2,3) 55 61 43 3 19 _ 9
AL wp = QuUEIPTAQ) T RPT = | W1 d% 3m w3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0o 0 0 |
— F(AF)T
= AR(F) N ((AF)")-

. . . . . 2) . .
U nastavku navodimo algoritam za izracunavanje Agr)s inverza date matrice A.

Algoritam 2.8 Izracunavanje Ag )S inverza matrice A koristeéi QQ R dekompoziciju matrice
W. (algoritam QRATS2)

Ulaz: Matrica A dimenzija m X n i ranga 7.

Odabrati proizvoljnu fiksiranu n x m matricu W ranga s < r.

Izracunati QR dekompoziciju matrice W oblika (2.7.1).

Odrediti dekompoziciju potpunog ranga matrice W kao u (2.7.4).

Resiti matricnu jednacinu oblika (2.7.10) za slucaj m < n ili matriénu jednacine
(2.7.11) za slucaj n < m.

5: Odrediti izlazno resenje Angl)N(RlP*) = AgZQl)N(Q*{W) kao u (2.7.12).

2.7.1 Slozenost i implementacija algoritama QRATS2 i qrginv

Algoritam QRAT'S2 koristi Q) R dekompoziciju matrice W oblika (2.7.4) i onda izra¢unava
A(TQ’ )S inverz na osnovu tvrdenja (b) u Lemi 2.7.4. Prema tome, njegova slozenost izra¢unavanja
je jednaka

E(QRATS2(W)) = M(s,m,m)+M(s,m,n)+M(s,n,s)+I(s)+M(n,s,s)+M(n,s,m).
(2.7.15)
U Tabeli 2.7.1 su opisane slozenosti algrotima za izracunavanje spoljnog inverza X =

Ql (Rlp*AQl)_lRlp*.

Izraz Slozenost

Ay =R P* | M(s,m,m)

A=A A M(s,m,m) + M(s,m,n)

As = Ay M(s,m,m) + M(s,m,n) + M(s,n,s)

Ay = (Ag)~1 | M(s,m,m) + M(s,m,n) + M(s,n,s) +1(s)

As = Q1Ay | M(s,m,m)+ M(s,m,n)+ M(s,n,s)+1(s) + M(n,s,s)

X = A5\, M(s,m,m) + M(s,m,n) + M(s,n,s)+1(s) + M(n,s,s) + M(n,s,m)

Tabela 2.7.1. Slozenost izracunavanja X = Q(R;P*AQ) 'R, P*.

Dobro je poznato da je inverzija matrica jednake tezine kao i matricno mnozenje.
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Tacnije, obican inverz realne nesingularne n X n matrice se moze izracunati u vremenu
I(n) = O(M(n)) [15]. Notacija O(f(n)) je objasnjena u [15], na primer. U nasoj im-
plementaciji koristimo uobi¢ajene metode za mnozenje matrica, tako da je M(m,n, k) =
m -n - k. Ovo povlaci, na osnovu (2.7.15)

E(QRATS2(W)) = 25°n + sm(m + 2n) + I(s) =~ 2s*n + sm(m + 2n) +s°.  (2.7.16)

Za poseban slucaj W = A*, algoritam QRATS2 uzima QR dekompoziciju matrice
A* oblika (2.7.4) i izracunava Af. Sa druge strane, algoritam grginv pocinje sa QR
dekompozicijom matrice A oblika

*
A ::(Q/XJ%A}?4
1 izracunava Moore-Penrose-ov inverz
_ T )*
AT = P4R,Q%.
Njegova slozenost izracunavanja je data sa

E(qrginv) = pinv(r,n) + M(n,n,r) + M(n,r,m) = rn(m + n) + pinv(r,n),
(2.7.17)
gde pinv(r,n) oznacava slozenost izracunavanja pravougaone r X n realne matrice.
Za poseban slucaj W = A* algoritma QRATS2, njegova slozenost je

E(QRATS2(A*)) = r*(m + 2n) + 2rmn + pinv(r, 7). (2.7.18)

Implementacija Algoritma QRATS2 u Matlab okruzenu je ovde navedena u celosti.
Pritom se sistem matriénih jednacina (2.7.10) resava koriséenjem Matlab ”backslash”
operatora. Svi rezultati su generisani za slu¢aj m < n. Sli¢ni rezultati se mogu dobiti i
za slucaj m > n pod blagom modifikacijom navedenog Matlab koda.

function ATS2 =ATS2(A)
% Sinopsis:

% ATS2 = ATS2(A)
% Ulazni podaci:

% A = inicijalna ulazna matrica.

% U= A’ i1i A ili A"k itd. radi dobijanja A"+ ili A"# ili A"D itd.,
respektivno.

% Izlaz:

% ATS2 = ATS2 koriscenjem QR faktorizacije matrice U.

% Slucaj za Moore-Penrose-ov inverz A"+

U=A’;

[Q,R,P] = qr(W);

r = rang(U);

Q1 = QC:,1:1);

Rl = R(1:r,:);

G = R1%P’;

X = (GxAxQ1)\(G);
ATS2 = Q1#X;
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Indeks zadate matrice se moze izracunati primenom slede¢e Matlab funkcije:
function [k,r,A1] = index(A)
% Sinopsis:

% [k,r,A1] = index(A)
% Ulazni podaci:

yA A = inicijalna ulazna matrica.
% Izlaz:
yA k = indeks matrice A

% r = rang matrice A"k
% Al = A"k

k = 0;

n = length(A);

r= n;

AO = A;

rl = rang(A);

Al = zeros(n);
while r~=ri1

r=ri;

Al = A;

A = A x AO;
rl = rang(A);
k = k+1;

end

2.7.2 0Od QRATS2 do qrginv i obratno

Pretpostavimo da je AP = QR data Q R dekompozicija definisana matricom () sa ortonor-

malnim kolonama i R = f , gde je Ry potpunog ranga vrsta (videti [108], Teoremu

0
3.3.11). Tada je AP = 1Ry, nakon odsecanja vrsta i kolona i uzevsi u obzir rang od A.
Na osnovu [44] (komentar nakon Teoreme 4), zadovoljeno je

Al =PRIQ*=P[ R} 0]Q

) (2.7.19)
= PRIQ;.

U radu [80] definisane su dve reprezentacije Moore—Penrose-ovog inverza. Prva reprezen-
tacija je definisana kao zaseban slucaj W = A* algoritma QRATS2. Preciznije, ona krece
od QR dekomporzicije A* = Q1 (R P*) matrice A* a onda se izracunava Moore—Penrose-ov
inverz na osnovu dela (b) Leme 2.7.4.

Druga reprezentacija Moore—Penrose-ovog inverza je zasnovana na dekompoziciji ma-
trice A*, dobijene iz QR dekompozicije matrice A. Ako je AP = Q1 Ry, Q@1 = I tada
A* = (PRY)Q7 is a faktorizacija potpunog ranga A*. Iz Leme 2.7.4 dobijamo

QRATS2(A*) = PR (QAPR})™" Q. (2.7.20)

Nije tesko proveriti da reprezentacija (2.7.20) proizvodi isti rezultat kao i reprezentacija
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(2.7.19). Zaista, primenjujuéi
QRATS2(A*) = PR (QAPR)) ™ Q!
= PR; (Q{QR\P"PR;)™" Q;
= PR} (R R})'Q;

i uzevsi u obzir da je matrica R; potpunog ranga vrsta, sledi da je QRATS2(A*) =
PRIQ?, §to je upravo jednako sa (2.7.19).

2.7.3 Numericki eksperimenti za Moore-Penrose-ov inverz

U ovoj sekciji navodimo rezultate koriS¢enja jezika Matlab za izracunavanja, kao i za
testiranje ta¢nosti dobijenoh rezultata. Svi numericki zadaci su izvrSeni koriste¢i Matlab
R2009a okruzenje na Intel(R) Pentium(R) Dual CPU T2310 1.46 GHz 1.47 GHz 32-bit
sistemu sa 2 GB RAM memorije na Windows Vista Home Premium Operating sistemu.

U radu [80] izvedeni su numericki eksperimenti koji uporeduju algoritam QRATS2 sa
algoritmom grginv iz [44] i sa iterativnim metodima prezentovanim od strane Wei i Wu u
[110], za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza singularne matrice A. U radu autora
Wei-Wu, [110], nekoliko iterativnih metoda je navedeno, a nakon testiranja sa razli¢itim
skupovima matrica zakljuéeno je da je najpouzdanija jednacina (3.8) u [110] sa stanovista
tacnosti i vremena izvrsenja. Prema tome, samo je ovaj metod iz [110] ukljucen u nasim
numerickim testovima.

Testiranje algoritama QRATS2, qrginv i Wei-Wu metoda je izvrseno odvojeno za
nasumicne singularne matrice i za singularne test matrice sa velikim kondicionim brojem
iz Matriz Computation Toolbox (see [32]). Takode smo testirali predlozeni metod na retkim
matricama iz Matrix Market kolekcije (videti [53]), i pritom su dobijeni vrlo efikasno taéni
rezultati u svim slucajevima.

Konaé¢no, navedeni su numericki rezultati za slucaj Drazinovog inverza tj. za slucaj
W = A*. gde je k indeks matrice A. Primetimo da znak -’ oznacava duga procesorska
vremena izvrsavanja algoritma. Tolerancija za iterativni metod (3.8) iz [109] je postavl-
jena na 107%. Implementacija QRATS2 metoda u Matlab-u, kao i Matlab funkcija za
izracunavanje matricnog indeksa su navedene u dodatku. Rezultati za tacnost su odredeni
primenom sledece cetiri relacije koje karakterisu Moore—Penrose inverz:

AATA = A, ATAAT = At (AAT) = AAf, (ATA) = ATA.

Slucajno generisane singularne test matrice

Uporedivane su performanse predlozenog metoda Q RAT'S2 sa algoritmom grginv iz [44]
i metodom navedenog jednac¢inom (3.8) u [109], na skupu nasumicnih singularnih matrica
ranga 2", n =8,9,10,11.

U Tabeli 2.7.2, tacnost metoda je testirana na osnovu greske 2-norme. Kao i ranije,
rang (resp. Cond) kolona sadrzi rang (resp. kondicioni broj) svake testirane matrice.
Evidentno je da predlozeni metod QRATS2 daje odlicnu aproksimaciju u svakom izve-
denom testu. Uvedeni metod izvodi brza i tacna izracunavanja, pa prema tome moze biti
dobra alternativa za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza.
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rang\kond. Metod Vreme  ||[AATA— Az [[ATAAT — A|]y [JAAT — (AAT)*|]2 |JATA — (ATA)*||2
28\1.14e+04 QRATS2 0.1796  1.1969 e-12  3.8694 e-12  3.1776 e-12  2.2822 e-12
qrginv 0.1929  2.6305 e-12  6.4950 e-12  4.7533 e-12  5.7056 e-13
Wei,Wu  5.4895  4.4502 e-12  4.6559 e-08  2.8868 e-13  1.1914 e-11
29\1.29e+04 QRATS2  1.3490 6.7212 e-12 7.1291 e-11  5.9296 e-12  1.2068 e-11
qrginv 1.2848  2.9506 e-12 2.0125 e-12  3.4956 e-12  4.4940 e-13
Wei,Wu  45.2327 5.0381 e-11  1.2878 e-07  2.7502 e-13  6.9487 e-12
210\6.31e+05 QRATS2 10.0298 6.5701 e-11  1.0135 e-09  1.4507 e-10  9.7971 e-11
qrginv 85909  1.4615 e-10 3.4266 e-10  1.4075 e-10  1.8104 e-11
Wei,Wu  477.6512 2.6840 e-10  3.7996 e-10  7.5295 e-12  6.2981 e-09
211\8.88¢+04 QRATS2 76.1483 5.6069 e-11 2.1023 e-10  5.7148 e-11  9.1536 e-11
grginv  64.5475  3.2243 e-11  9.3141 e-12  2.6953 e-11  2.3243 e-12
Wei,Wu -

Tabela 2.7.2. Greska i vreme izracunavanja; Nasumicne singularne matrice.

Singularne test matrice iz Matrix Computation Toolbox-a

Kondicioni brojevi ovih matrica su reda koji je u opsegu od 10*® do 10**°. Radi uporednih
rezultata smo takode primenili uvedeni QRATS2 algoritam, grginv funkciju i Wei-Wu
metod. Greske su navedene u Tabelama 2.7.3-2.7.11.

Metod  Vreme ||AATA—AJ, [[ATAAT—AT], [AAT—(AAT, [JATA—(ATAY[,

QRATS2 0.0284 9.4187 13 2.0040 e-13 1.8662 e-13 1.3462 ¢-12
qrginv  0.0695 43737 e-13  1.1428 13 6.0657 e-13 1.4614 ¢-13
Wei,Wu  1.6319  3.9456 e-13  5.8480 e-13 8.9149 e-15 1.5847 e-14

Tabela 2.7.3. Greska i vreme izracunavanja za chow (rang=199, Cond=8.01849 e+135).

Mctod  Vreme [AATA—Al, [ATAAT—AT, [JAAT — (AAT), [ATA—(ATA),
QRATS2 0.0154 3.5703 e-14  8.3310 e-17 1.7152 e-15 3.8605 c-15

qrginv  0.0479  3.3422 ¢14  6.3095 e-17 1.5658 e-15 1.2189 e-15
Wei,Wu  0.5201  5.1488 e-07 2.3601 e-09 2.4669 e-15 1.0209 e-15

Tabela 2.7.4. Greska i vreme izracunavanja za cycol (rang=50, Cond=2.05 e+48)

Metod  Vieme [AATA_A|, [ATAAT_ AT, [AAT—(AAT) [, [ATA—(ATA)7],
QRATS2 0.0172  4.1331 e-15 4.0777 e-13 1.0614 e-14 1.2640 e-13

qrginv  0.0683  3.3368 15  1.6225 e-13 0.5534 14 2.1089 e-14
Wei,Wu 1.2365 4.3255 e-13  4.3828 e-10 4.8506 e-15 5.3844 e-15

Tabela 2.7.5. Greska i vreme izracunavanja za gearmat (rang=199, Cond=3.504 e+17)
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Metod  Vieme |AATA_A|, [ATAAT_ AT, [AAT—(AAT) [, [ATA—(ATA)7];

QRATS2 0.0199 3.1363 e-14 1.1835 e-09 6.5937 e-10 3.9813 e-14
qrginv  0.0535  2.1280 e-05 1.8366 e-09 0.6923 7.5374 e-15
Wei,Wu  4.0873  7.6304 e-15 2.9332 e-10 3.6749 e-10 3.2342 e-14

Tabela 2.7.6. Greska i vreme izracunavanja za kahan (rang=199, Cond=2.30018 e+24)

Metod  Vieme [AATA—_A|, [ATAAT—AT, [AAT—(AAT) [, [ATA—(ATA)7],

QRATS2 0.0912  8.5749 e-06 9.5852 e-08 3.1702 e-11 0.2384
qrginv  0.0461  8.3470 e-06 8.6095 e-09 0.0463 1.1078 e-11
Wei, Wu -

Tabela 2.7.7. Greska i vreme izrac¢unavanja za lotkin (rang=19, Cond=8.97733 e+21)

Metod  Vreme |AATA—A|, [ATAAT—AT, [AAT—(AAT)[, [ATA—(ATA),

QRATS2 0.1151  1.3837 e-06 1.4334 e-06 5.9357 e-11 0.0477
qrginv  0.1219  1.3837 e-06 2.9980 e-07 0.0477 4.4909 e-11
Wei, Wu -

Tabela 2.7.8. Greska i vreme izracunavanja za prolate (rang=117, Cond=5.61627
e+17)

Metod  Vieme |[AATA—_A|, [ATAAT—AT, [AAT—(AAT) [, [ATA—(ATA)7,

QRATS2 0.0108  7.8780 e-06 1.8662 e-07 2.0383 e-11 0.1005
qrginv  0.0565  7.8780 e-06 1.0846 e-08 0.1005 6.3029 e-12
Wei, Wu -

Tabela 2.7.9. Greska i vreme izracunavanja za hilb (rang=20, Cond=1.17164 e+19)

Metod  Vreme |AATA—A|, [ATAAT—AT, [AAT—(AAT)[, [ATA—(ATA),

QRATS2 0.0856  1.0460 e-08 24776 e-19 7.6620 e-14 2.9086 e-13
qrginv  0.0455  1.1003 e-08 5.6690 e-19 4.0822 e-13 3.0107 e-14
Wei,Wu  1.0240 2.5179 e+06 2.5641 e-07 2.5206 e-17 1.9203 e-17

Tabela 2.7.10. Greska i vreme izra¢unavanja za magic (rang=3, Cond=4.92358 e+19)

Metod  Vreme [|AATA—AJ, [[ATAAT—AT[, [AAT—(AAT, [[ATA—(ATAY[,

QRATS2 0.0570  1.2808 e-05 1.4616 e-06 1.1470e-10 0.5799
qrginv  0.0601  1.2730 e-05 2.5570 e-07 0.5330 5.4429 e-11
Wei, Wu -

Tabela 2.7.11. Greska i vreme izra¢unavanja za vand (rang=34, Cond=1.16262 e+20)
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Interesantno je posmatrati komplementarnost algoritama QRATS2 i qrginv u Tabe-
lama 2.7.7-2.7.11. Preciznije, rezultati iz primene algoritma QQRATS2 predstavljaju
{1,2,3} inverze dok grginv algoritam daje rezultate koji predstavljaju {1,2,4} inverze.
Algoritam QQRATS2 koristi QR dekompoziciju matrice A* dok algoritam ¢rginv pocinje
QR dekompozicije matrice A. Ova ¢injenica moze biti razlog za razlike u konvergenciji al-
goritma QRATS2 za slucaj W = A* i algoritam grginv. Ako se koristi jednac¢ina (2.7.20),
tada nema komplementarnih rezultata u navedenim tabelama.

2.7.4 Numericki eksperimenti za Drazinov inverz

U radu [80] dati su i numericki eksperimenti kod izracunavanja Drazinovog inverza AP
kvadratne matrice A, primenom navedenog algoritma za odredivanje Ag?)s inverza. U
sluéaju Drazinovog inverza, uzimamo da je W = A*. gde je k indeks matrice A. Radi
provere tacnosti rezultata, koristili smo sledece tri relacije iz definicije Drazinovog inverza:

APA = AAP. AP AAP — AP ARHIAD — A,

Najpre navodimo primer za izracunavanje Drazinovog inverza kvadratne matrice malih
dimenzija, koriste¢i metod QRATS2.

Primer 2.7.3. Neka je data singularna matrica

2 0 0
A=10 1 1
0 -1 -1

Tada, indeks matrice A je jednak ind(A) =2 i

W= A2 =

O O =
o O O
o O O

QR dekompozicija potpunog ranga matrice W je odredena sa

1 100
W=QRP=]0|[400]|010
0 001

Prema tome, na osnovu dela pod (b) Leme 2.7.4 i Posledice 2.7.5, imamo

AD == Q1<R1P*AQ1>71R1P* =

O Ol
o O O
o O O

U nastavku navodimo dve tabele kojim uporedujemo greske i vremena izra¢unavanja
navedenog metoda sa metodom prezentovanim u [109]. Ponovo koristimo skup od osam
test matrica dimenzija 200 x 200 dobijenih funkcijom matrix u Matrix Computation
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Matrica Indeks Rang Metod  Vreme |44P — AP A|y |JAPAAD — AP|y  ||AR+H1AD — AK|y
CYCOL 1 50 QRATS2 0.2035 2.2280 e-12 2.9286 e-12 6.3953 e-12
Wei,Wu - - - -
GEARMAT 2 199 QRATS2 0.3617 1.8144 e-10 3.9470 e-10 6.3876 e-13
Wei,Wu - - - -
KAHAN 25 199 QRATS2 1.1954 5.5349 e+03  9.7653 e-07 2.1696 e-10
Wei, Wu - - - -
LOTKIN 5 19 QRATS2 0.4343 3.2649 e-04 1.1547 e-13 5.2916 e-06
Wei, Wu - - - -
PROLATE 5 117 QRATS2 0.3693  9.2475 e-04 1.6430 e-14 5.4875 e-08
Wei, Wu - - - -
HILB 7 20 QRATS2 0.5537 5.2832 e-05 2.0200 e-14 1.9039 e-08
Wei, Wu - - - -
MAGIC 1 3 QRATS2 0.1868 4.1704 e-13 1.7757 e-17 5.7818 e-07
Wei,Wu  0.1621 6.2739 e-18 7.3154 e-08  2.3074 e+06
VAND 5 34 QRATS2 0.4404 2.2305 e+05 4.6483 2.3188 e-05
Wei, Wu - - - -

Tabela 2.7.12. Greske i vremena izracunavanja Drazinovog inverza.

Toolbox (Tabela 2.7.12). Koristili smo i niz nasumi¢nih singularnih matrica rangova
2" n=28,9,10,11 (Tabela 2.7.13).
Kao sto je otigledno iz Tabele 2.7.12, iterativni metod Wei-Wu ([109]) ne konvergira u
e . e (2)
vecini slucajeva. Prema tome, on ne daje numericki tacan odgovor. Nasuprot tome, Ay
algoritam daje veoma tacne rezultate u vecini slucaja i veoma je efikasan.
Wei-Wu iterativni metod ne daje rezultate za neko razumljivo vreme za slucaj slu¢ajno

generisanih singularnih matrica, tako da je taj metod iskljucen iz poredenja iz Tabele
2.7.13.

Index rang Vreme ||AAP—APA|, [[APAAP —AD|, [JAFFLAP - A*|),
1 28 0.8124 1.9117 e-10 2.4519 e-09 3.5369 e-10
1 29 2.4586 5.8145 e-11 1.4301 e-10 2.2431 e-10
1 210 13.4005 2.2166 e-09 1.6988 e-08 8.4017 e-09
1 211 187.3001 2.2031 e-09 7.4148 e-09 8.4040 e-09

Tabela 2.7.13. Greska i vreme izracunavanja; nasumicne singularne matrice.

Osnovna motivacija rada [81] je reprezentacija Moore—Penrose-ovog inverza AT iz [44].
Metod uveden u [44] je dobijen iz QR dekompozicije matrice A. U radu [81] dobijene
su dve ekstenzije ovog algoritma. Prva generalizacija je u tome Sto je na$ algoritam
primenljiv za izrac¢unavanje Sire klase Agg)s inverza, a ne samo za izracunavanje Moore—
Penrose inverza.
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2.8 Simbolicko izracunavanje A inverza QDR fak-
torizacijom

Umesto QR dekompozicije matrice A koriséena je QDR dekompozicija proizvoljno
odabrane matrice W i na taj nacin dobijene faktorizacije potpunog ranga. Odabir QDR
dekompozicije je kritican u eliminaciji pojavljivanja kvadratnih korena u elementima iz
QR dekompozicije.

Pritom, kvadratni koreni nekih matri¢nih polinoma se ¢esto javljaju pri generisanju
QR faktorizacije. Generisanje izraza koji sadrze kvadratne korene se moze izbec¢i korisce-
njem QDR dekompozicije. Ova tehnika je od esencijalne vaznosti pri simbolickom poli-
nomijalnom izra¢unavanju. Slicno kao u radu [77], motivacija u radu [81] bila je iskoristiti
prednosti bez-korene dekompozicije u simbolickim izracunavanjima i prosiriti Algoritam
QRATS2 na skup polinomijalnih matrica. Postavlja se pitanje: koji je glavni razlog za
zamenu LDL* sa QR dekompozicijom? Glavna nepogodnost LDL* dekompozicije je Sto
je ona primenljiva samo na simetri¢ne pozitivno definitne matrice. Ova prepreka postavlja
granicu rezultata iz [77] na skup {1, 2,3}, {1, 2, 4}-inverza i na Moore-Penrose-ov inverz.
Reprezentacije navedene u radu [81] su primenljive na iri skup spoljnih inverza definisane
jezgra i slike. Iz ovih razloga, umesto LDL* dekompozicije (koriséene u [77]), koristi¢emo
QDR faktorizaciju racionalne matrice za izbegavanje dobijanja elemenata sa korenima.
Evidentno, dobijeni algoritam je vrlo pogodan za implementaciju u proceduralnim pro-
gramskim jezicima, zbog bez-korenih elemenata matrica i osnovnog metoda simplifikacije
koji podrazumeva izracunavanje nzd-a dva polinoma.

Osnovna QDR faktorizacija matrice A generise tri matrice: matricu () ranga jednakog
rangu od A, dijagonalnu matricu D i matricu R, u nekoliko etapa. Ovde je predlozen
algoritam koji smo uveli u [81] za direktno izra¢unavanje QDR dekompozicije potpunog
ranga, gde je matrica ) formirana bez nula kolona, R je generisana bez nula vrsta,
a dijagonalna matrica D je bez nula vrsta i nula kolona. QDR dekompozicija proizvodi
jednu dodatnu dijagonalnu matricu u odnosu na @) R dekompoziciju, ali vrac¢a kao rezultat
matrice sa elementima bez korena, pogodnije za dalje simbolicko izracunavanje.

Algoritam 2.9 QDR dekompozicija potpunog ranga racionalne matrice A

Ulaz: Racionalna matrica A € C(x)7*™.

1: Konstruisati tri nula matrice: @ € C(z)"**, D € C(z)***, R € C(x)**™.
2: Za i = 1, s ponavljati korake
2.1:  Postaviti matricu B na vrednost A — QDR.
2.2:  Odrediti prvu sledeéu ne-nula kolonu matrice B i oznaciti je sa c.
2.3: Postaviti i-tu kolonu matrice () na vrednosti kolone c.
2.4: Za j = i,m postaviti R;; na vrednost unutrasnjeg proizvoda vektora c i j-te
kolone od B.
2.5: Postaviti element D;; na recipro¢nu vrednost kvadrata 2-norme kolone c.

Primetimo da je matri¢na jedna¢ina A = QDR + B resavana u svakom koraku algo-
ritma, gde se poc¢inje od B = A. Na kraju je B=01 A = QDR. Takode je matrica R
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gornja trougaona, a kolone matrice () sadrze orthogonalnu bazu prostora kolona matrice
A. Implementacija ovog algoritma u MATHEMATICA je navedena u dodatku.

U mnogo slucajeva, Gram-Schmidt-ov algoritam sa pivotiranjem kolona je neophodan.
U svakom koraku kolona matrice B sa najve¢om 2-normom je odabrana, umesto odabira
prve ne-nula kolone. Tada je matrica R sgornja trougaona matrica sa permutovanim
kolonama, dok kolone matrice () ponovo sadrze again contain orthogonalnu bazu prostora
kolona matrice A.

Primer 2.8.1. Posmatrajmo slede¢e dve matrice:

3 -2
-1 1
100000
F=| 0 0|, G=
0 0 010000
0 0

Odaberimo matricu W kao proizvod ove dve matrice

3 =20 0 00
-1 10000
W=FG= 0O 00O0O0O
0O 00O0O00O0
0 00O0O00O0
DR dekompozicija matrice W je odredena sa
3 -20000 3 55
_ -1 =
L 100700 L L0 10 =70 0 0 0
0 00O0O0O0]|= 0 O 1810 0 XL 0000
0 00O0O0O0 0 O 10
0O 00O0O0O0 0 O

Primer 2.8.2. Neka su date slede¢e polinomijalne matrice:

—3 — 4x? 2—Tx 4
W = —92x —3+4+32> -5
—2x + 922 9x2 -5

Primenivsi Algoritam 2.9 dobijamo slede¢e matrice iz QDR dekompozicije matrice W:

x(81+170567694x2+657a:3 7747m4+324:1:5)

a2
3 —dw 9+1<09:Jc2736:1:3+£2)7x4 srore)
9x( —6+48x—8x~—17x°+81x
- _ _ 2
Q 9r =34 32" + 9410922 —3623+ 9727
949 z(—12+231z—448x2+1019x3—9x4+144x5)
z(—2+ 9z) 9110922 —3623 19722

3x(907217x+53x2 +374223 —1388z% 344415 +5565z6+205zx7)
8143241 —704x2 —29562:3 +8998x% — 1188025 41382426 — 48627 +21693

1(7180+22791+3163m2 —1090923 4870622 +1032925 — 14904x6+8208x7)
T 814+324z—70422—29562:3+8998x% — 1188025+ 1382426 — 48627 +216928

3(—135—552x+675m2+2603z3 —26742* 1292254410826 —60x7+912z8)
8143242 —70422 —29562:3+899814 — 1188025 41382446 — 48647 +216928 -
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1
9+109x2 —3623+97x4 ) 0
D= 0 9410922 —3623+972*
81+3242— 70422 —295623+8998x% — 1188025 +13824x6 — 48627 +216928
0 0
0
0
8143242 —70422 —295623 4899824 —118802°+13824x% — 48627 +216928
(454942 —113z2 —1523+228x4)>
9 + 10922 — 3623 + 972* —6 + 487 — 8% — 1723 + 812*
R = O 814324z—70422—29562°+8998x" — 1188025+ 1382425 48627 +21692°
9+109x2 —36x3 4974
0 0

—12 + 552 — 6122

_ —135—654x+113522 4716234188224 4604825487926
9-+10922 3625 +9727
(45+942—11322—152°+2282%)

81+324z—70422 —295623 4899824 — 1188025 +13824x6 — 48627421695

Mnogo je poznatih reprezentacija za razlicite uopstene inverze definisanog ranga kao
i za uopsStene inverze definisanog jezgra i slike. Najkorisnija reprezentacija za nase is-
trazivanje je sledeca ” full-rank” reprezentacija spoljnih inverza unapred navedenog jezgra
i slike iz [70].

U specijalnom slu¢aju, reprezentacija potpunog ranga Drazinovog inverza AP, zasno-
vana na proizvoljnoj dekompoziciji potpunog ranga A!, [ > ind(A), je uvedena u radu
[89].

Alternativni eksplicitni izraz za uopsteni inverz Ag )S, koji je zasnovan na koris¢enju
grupnog inverza, je uveden u radu [110]. Karakterizacija, teorema o reprezentaciji i izraz
ogranicenja za Ag 29 su dobijeni u [110] primenom ove reprezentacije.

Autori rada [12] su izveli osnovnu reprezentaciju i uopstenu teoremu reprezentacije
spoljasnjeg inverza Ag?, zg Na osnovu ove reprezentacija, nekoliko specifinih reprezentacija

i iterativnih metoda za izracunavanje Ag ?9 je prezentovano u radu [12].

Sledece tvrdenje odreduje reprezentaciju potpunog ranga spoljnih inverza sa zadatim
opsegom, nula prostorom i rangom, iste opste forme kao i u Stavu 2.6.1. Tvrdenje je
validno za racionalne matrice i zasnovano je na faktorizaciji potpunog ranga matrice W
dobijenu iz QDR dekompozicije definisane u Algoritmu 2.9.

Lema 2.8.1. Neka je A € C(x)™™ data matrica. Za proizvoljnu matricu W € C(x)?*™

r S ’
s < r, posmatrajmo njenu QDR dekompoziciju dobijenu Algoritmom 2.9, oblika

W =QDR,

gde je Q@ € C(x)**, D € C(z)%** je dijagonalna matrica a R € C(z)%*™ je gornja

S S S
trougaona matrica. Neka je zadovoljen uslov

rang(W) = rang(RAQ) = s. (2.8.1)
Definisimo skup

Cs(W) =A{z. € C| rang(W)=rank(W (z.)) =rank(R(z.)A(z.)Q(z.))=s}.  (2.8.2)
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Tada je sledeée tvrdenje zadovoljeno na skupu Cs(W):

(2) — ~1
— A9 e
R(W)N (W)
Dokaz. Ocigledno, faktorizacija
W =QDR = (QD)(R), (2.8.4)

predstavlja faktorizaciju potpunog ranga matrice W na skupu C4(W). S obzirom da su D i
RAQ invertibilne matrice, one zadovoljavaju svojstvo obrnutog poretka, tj. (RAQD)™! =
“H(RAQ)™'. Sada, prvi identitet u (2.8.3) sledi iz Stava 2.6.1 i identiteta

QD(RAQD)™'R = Q(RAQT1

= ARl
Evidentno je sada
A2 — A@
RW)NW R(Q).N(R)

zadovoljeno na skupu C4(W) iz (2.8.4). O

Napomena 2.8.1. Primetimo da za datu matricu A € C(z)"™*" proizvoljno odabrana
matrica W € C(z)?*™, s < r, proizvodi odgovarajuéi spoljni inverz zadatog jezgra
i slike oblika (2.8.3), gde je (2.8.4) QDR dekompozicija matrice W. Spoljni inverz

Ang) N(R) predstavlja funkciju na skupu C(z). Elementi spoljnasnjeg inverza, oznaceni

sa g, su takode funkcije na skupu C(z). Tada je domen funkcije Ang) N(R) odreden kao
Cs(W) (N Dom(g;;), gde Dom(g;;) oznacava domen funkcije g,;.
1]
Uzevsi u obzir reprezentacije (1.1.1)—(1.1.3) za glavne spoljne inverze, dobijamo sledece
reprezentacije.

Posledica 2.8.2. Za datu matricu A € C(x)™™ i proizvoljno odabranu matricu W €
C(x)2*™ sa QDR dekompozicijom definisanom u (2.8.4) Sledeéa tvrdenja su validna na

S

skupu C5(W) () Dom(g;;) -

1,5

a) A(2 QNR) = A" za slucaj W = A*;

(

(b) A’(REQ),N(R) = AL’N za slucaj W = A¥,

(c) Ang),N(R) = A" za sluéaj W = A; (2.8.5)
(d) A%Q)’ N(R) = AP za slucaj W = A*, k > ind(A); h
(e) Ang),N( = AEL za sluéaj R(W) = L, N(W) = L+;

(f) Ang)’N(R AE )) za sluéaj R(W) = S, N(W) = S+.
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Numericki vrlo stavliniji pristup za izra¢unavanje (2.8.3) je resavanje skupa jednacina
RAQX =R (2.8.6)
i potom izracunavanje proizvoda matrica

2) —
AR v = QX. (2.8.7)

Algoritam 2.10 Izracunavanje inverzne matrice Ag??g koris¢enjem QD R faktorizacije
(Algoritam QDRATS2)
Ulaz: Racionalna matrica A(z) € C(z)*".
1: Odabrati proizvoljnu fiksiranu n x m matricu W normalnog ranga s < r.
2: Generisati QDR dekompoziciju potpunog ranga matrice W primenom Algoritma 2.9.
Transformisati racionalne matrice @), R u opsti oblik (2.7.1).

3: Transformisati racionalnu matricu M = RAQ u oblik:

M=o,
p(z)

gde je p(x) odgovarajuéi polinom a M; polinomijalna matrica.
4: Naéi inverz matrice M; koriste¢i Algoritam 3.2 iz [98]. Generisati inverz matrice
N = M~! = p(x)M;*, i transformisati ga u oblik:

Ngq
— k
> ki T
k=0

Nij(z) = =
nq — k
> Mkyij®
k=0
5: Uvesti smene oy = q, + g + Ty, 0y = G, + Mg+ Ty, 1 zai = 1,n, j = 1,m ponoviti

Korake 5.1 — 5.5.
5.1: Za k = 1,min{j, s}, [ = 1, s izvrsiti sledeéa izracunavanja:

t1 t1—t2

atyivjvkvl = Z th,i,lﬁtl7t27t37l7k?t37k7‘j7 0 S t S a(p
to=0 t3=0
t1 t1—t2

atyi’j7k7l = th,i,lﬁtl_t2_t37l,k?t37k7j7 0 S t S aq‘
to=0 t3=0

5.2: Odrediti polinom imenioca (i, j)-tog elementa Ang) N(R) kao
g

PolinomijalniNZS Zﬁtvi,j,k,l:cﬂk =1,min{j,s}, I =1,5, (2.8.8)
=0

. o = T, =
i oznaciti ga sa I'y;(x) = Y2, ;i7"
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— I — Eq _
53: Za svako k = 1,min{yj, s}, | = 1, s izracunati polinom I';;(x)/ > @, jrix’ 1
=0
fq_Eq
oznaciti ga kao T'; j11(2) = D Yeijra’.
=0
5.4: Izra¢unati polinom brojioca (i, j)-tog elementa inverza Ang) w(r) Da sledeci
nacin B
fq_aq—’—aq

2

t=0

min{j,s} s t

— t
E E E Oty i gk I Yi—t1,5.k0 | T
k=1 =1 t1=0

5.5: Postaviti (i, j)-ti element matrice Ang) (R D& vrednost Tij(z)/Tyj(z).

2.8.1 Eksperimenti sa polinomijalnim i racionalnim matricama

U sledec¢ih nekoliko primera ¢emo ilustrovati nas algoritam i onda testirate neke imple-
mentacije radi uporedivanja vremena izvrsavanje na razli¢itim test matricama.

Primer 2.8.3. Posmatrajmo slede¢e polinomijalne matrice

—4x?2—3 2—Tx 4
G| -9 -3 5
T 922 =22 92 =5 |

422 -3 2—T7x 4

3 Tx 4 5
—92x 322—-3 5 x+5
—6 —14r -8 —10

W:

Matrica W je odabrana sasvim proizvoljno, ali sa odgovaraju¢im dimenzijama. Imamo
da je r = rang(A) = 3, s = rang(W) = 2. Algoritam 2.9 daje slede¢u QDR faktorizaciju

od W:

15(122+5) (822 1)

L 0

81x2+445

0 9z24+5 9
45(1—8z2)*

60 — 45z 75— 9z(x + 5)

15(162+5) (82%—1)

B 3 9x§8z2;1>
2+
Q= -9r 22U D=
182 (822 1)

L 6

[ 9 (922 +5) 3z (44 — 92?)
R = 45(178x2)2

L 0 9245

9z2+5 92245

Izraz X = QDRAlgorithm[A,W] dovodi do sledeéeg spoljasnjeg inverza matrice A:

3(72334+108;c3 — 14822 —3z+19)

10824 —87523 4297224982z —48

T 636264+77725491292% —9265x3 — 198224749z +352

X — 3(1722% —24122 4392435

63625 +77725+912924—926523 —19822+7492+352
21224419923 470222 —59x—144

T 63626+ 77725-+91292% — 926523 — 19822+ 7497+ 352
6 (72m4+108x3 —14822 —3x+19)

63620+ 77725+91292% —926523 — 19822+ 7492 +352
2(108:174—875234-2973:2+98:Jc—48)

63620 +7772°+912924—926523 — 198224 7492+352

3(72x4+108x3 — 14822 —3x+19)

T 63626477725 4+912924 —9265x3 — 19822+ 749x+352

10824 —87523 4297224982z —48

T 6362577725 +91292% — 926553 — 19822+ 74921352
3(172:53—24112+3933+35)

63625 +77725+912924—926523 —19822+7492+352
21224419923 470222 —59x—144

T 63626+ 77725+91292%4 — 926523 — 19822+ 7497+ 352
6 (72z4+108x3 —14822 —3x+19>

63620 4+7772°+912924—926523 — 1982247492352

63620+ 77725+91292% —926523 — 19822+ 7492 +352
2(108&?4—875:63+29712+983:—48)

T 63625477705 4+91292% —926553 — 19822 4749x+352
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Na osnovu Leme 2.8.1 dobijamo

_ A® _ 4@
X = Al = Armm.vowy
Koriste¢i MATHEMATICA funkciju NullSpace dobijamo

_812735)1715 _ 163:2+5 0 1

9(822—-1 3(822-1

N(R) = _1212(73517)12 _ (12x+5) 10
9(8z2-1) 3(822-1)

Takode, jednostavno se proverava da je
9z (822 — 1) 2 15 (822 —1) 2
R =B =Dz 5 BEr—1)z
92 + 5 922 + 5
pri cemu su y, z proizvoljni komleksni brojevi.

Sa druge strane, izraz QDRAlgorithm[A,Transpose[A]] povlaéi izracunavanja koja
odgovaraju slucaju W = AT, i generise Moore-Penrose inverz matrice A:

18z (822 — 1)z
922 45

—9l'y, _6y )

2
o 15(20%41) —36224352—10 12223522
45624 — 3023 —22622+1882+90 22821 — 1523 —11322+94x+45 22824 — 1523 — 11322 +94z+45
AT — 5x(9x47) 1622—8z—15 20224362415
15627 —3023—22622+1887+90 22824 —1523—113224+94x+45 22829 —1523— 11322 +94z+45
32 (92°+252%—92+2) (362°—6322+597—4) 342142022 —62-3)
45621 —3023—22622+188x+90  228z4— 1523 —11322+94z+45  2282%—1523— 113224942145
15(2x2+1)
T 45624 —3023 —22622+1882+90
52(92+47)

15627 —3023—22622+ 1882190
3x(9x3+25x2—9x+2)

4562*—30x3 —22622+188x+90

Isti rezultat se dobijaiza W = Ai W = A* k > 2, s obzirom da su Drazinov i grupni
inverz jednaki sa to Af.

U slede¢em primeru ¢emo posmatrati racionalnu matricu ¢iji su Moore-Penrose-ov
inverz i grupni inverz razliciti.

Primer 2.8.4. Sledeca racionalna matrica

144(-1+82?) 0 10841752422
7(—36—250116427) 252+ 1752— 114822
_mase g _8(25+1240)

a 259+ 1757 — 114822 7(—36—252116427)
1= 99(—1+822) 01 99(—1+822)
7(—36—252116427) 7(—36—252116427)
144(-1482%) 0 10841750 4da®
| 7(—36-252+16422) 252+ 1750114822 J

je jednaka proizvodu AX; matrice A iz Primera 2.8.3 i njenog spoljnog inverza Xj:

B 6(—452+3957-+341822 —68522%+ 73442 ) 1043503622
7(—1620—45092+909822+ 1878123 — 2636521 —816025+373927°)  45+94z—11322— 1523 +228z2
2 3 4
X, = 6( 43547842 243422 +9762° +60002* ) 158241622
7(—1620—45092+909822+ 1878123 — 2636502 —816025+373922°)  45+94z—11322— 1503 +2287%
3(—297—9829:—}—6631382+9197x3—34020x4+33264$5+7200x6) x(4—59x+63x2—36x3>

7(—1620—4509z2+909872+18781x3 —263652% —81602°+37392x6) 454942 —113x2 — 1523 +228z4

o 35041242 3(356+16652+361622 — 119545432082 )
45+94z— 11322 — 1523422827  7(—1620—45092+9098z2+ 1878123 — 2636522 —8160x5+3739220)
15436242022 —2610—135242—286122 42644923 4+156602*
45+94z— 11322 — 1523422827  7(—1620— 450924909822+ 1878123 —2636521—816025+3739229)
3(—3—6$+20x2+4w4) 3 (297+478$—4713:B2 —1162623+17045z* —6139z5+3132z6)

454942—11322—1523+228z%  7(—1620—45092+9098z2+18781x3 —263652% —81602°+3739220)
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Matrica A; je idempotentna, i oc¢igledno je ind(A;) = 1.

generisan za slucaj W = AT i jednak je slede¢em

9(2873+45001726336x2 711200x3+108320x4)

81004-533012+6540022+14882>

47826+93600z—31871922+140023+ 195438427
3(79007891+50600x2+143344z3)

47826493600 —3187192:2+140023+1954384 4
422014378002 —45710322 4140023 +195438424

95652+ 1872002— 63743822 +280023 +390876827
99(36—17530— 1444:c2+1400x3+9248x4)

478264936002 —31871922+ 140023 + 195438422
297(—25—124x+200x2+992x3>

95652+187200x— 63743822 4280023 +3908768x4

T 47826+93600x—31871922 4140023+ 1954384x%

Moore-Penrose inverz A; je

432( 25— 124x+200x2+992x3)
478264936002 —3187192:2+140023 4195438414
9(2873+45002726336x2711200x3+10832014) T

47826+93600x—31871922 4140023 +1954384w4
3 ( —900—89z+5060022+ 143344963)

95652+ 1872002 63743822 1280023+ 390876827
99(36—1752—144422 4140023 +9248z% )

95652+187200x— 63743822 4280023 +3908768x4

42642+1188002—110783z2—20020023+622672x*
956524187200 —63743822+280023+3908768x4 -

42642+118800x—11078322—20020023+622672x*
L 95652+187200z—63743822+280023+3908768z4%

99(f1087175m+86022+1400x3+3214)

47826+ 93600z — 318719224 140023+ 1954384z 7
297(—25—1242+20022 499223 )

T 47826493600z —31871922 4140023+ 19543847

380254936002 —16190322 4140023 +1327120x*
47826+93600x—318719x2+14%0:p3+1954384x4
14256(1—8x2)
47826493600z —31871922+14003+1954384x%

Za W = Ay, dobijamo grupni inverz koji je jednak pocetnoj matrici A;.
Primer 2.8.5. Neka je data matrica

r—1 z—1 2x—2
T T T

A:

i odaberimo matricu W = A*. Tada vazi da je rang(W) = 21 Co(W) = C\ {1,0}, s
obzirom da je
rank(W (1)) = rank(W(0)) =1 < 2.

Notacije W (1) i W(0) oznacavaju konstantne matrice dobijene zamenom simbola x vred-
nostima x = 11 z = 0, respektivno. Moore—Penrose-ov inverz matrice A je dat sa

1

i 2—12z %
Al = 2—2z z
1 1

r—1 T

w)).

Ocito AT nije definisano za slucaj x € {1,0} (ili ekvivalentno, za slucaj x ¢ Cy(

2.8.2 Implementacioni detalji i rezultati testiranja

Slozenost QDR dekompozicije je jednaka slozenosti ()R dekompozicije. Implementacija
Algoritma QDRATS2 je uradena u paketu MATHEMATICA. Kreirane su dve glavne funkcije,
nazvane QDRDecomposition[A List] i QDRAlgorithm[A List], za testiranje i proveru.

Normalni rang zadate racionalne matrice je odreden standardnom MATHEMATICA funkci-
jom MatrixRank, koja radi sa numerickim, kao i sa simbolickim matricama [113]. Algo-
rithm 2.9 je implementiran slede¢om MATHEMATICA funkcijom.



2.8. SIMBOLICKO IZRACUNAVANJE Ag)s INVERZA QDR FAKTORIZACIIOM

7

QDRDeconposition[A List] : =
Mdul e[{i, j, n=Length[A[[1]]], m=Length[A], Q c =0, D ag, R, B, Al},
Q=Table[0, {n}, {m}]; Dag = R=Table[0, {n}, {n}]; B=A
For[i =1, i <n, i ++,
Al = Transpose [B];
VWhile[(i £ n) & (Norm[AL[[i1]1] ==0), C++; i ++];
c =0;
If[i >n, Break[]1];
Next Col = AL[[i1];
QI[i1] =Simplify[AL[[i]]];
For[j =i, j sn, |j++,
RI[I 110011 =Sinplify[NextCol. AL[[j111;1;
Diag[[i J1[[i 1] =Sinmplify[1/ (Norm[NextCol 172), El enent [x, Reals]l];
B = A-Transpose [Q]. Di ag. R;
1;
Q=Drop[Q -c]; Diag =Drop[Diag, -cl;
Di ag = Drop[Transpose [Di ag], -c]; R=Drop[R, -c];
Ret ur n [ {ExpandNuner at or [Toget her [Transpose [Q]]1]1,
ExpandNuner at or [ExpandDenomi nat or [Di ag]], ExpandNunerator [R]}];
1;

Ovde navodimo i implementaciju Algoritma 2.10, nazvanog QD RATS2, u MATHEMATICA.
Primetimo da funkcija ima samo jedan parametar A. Pritom se W uzima kao transpono-

vana matrica od A, generisuci odgovarajuéi uopsteni inverz.
QDRAl gorithm[A List] : =
Modul e[
{W= Transpose[A], N1, Q Diag, R i, j, k, I, n=Length[A], rl, r2, r3, p, q, Num Den},
{Q Diag, R} = QDRDeconposition[W;
N1 = ExpandNuner at or [ExpandDenoni nat or [Toget her [Sinplify[Inverse[R A Q]1111;
f = Table[0, {n}, {n}]; Num= Table[0, {n}, {n}]; Den =Table[0, {n}, {n}I;
For[i =1, i sn, i ++,
For[j =1, j =N, j++,
For[k:l, k< j, K+,
For[l =1, | = n, | ++,
Num[ [k, 111 =0; Den[[k, 1] =0;
For [rl =0, rlzs

Max [Exponent [Nunerator [Q[[i, | 111, x], Exponent [Denom nator [Q[[i, I 111, x]] +
Max [Exponent [Nunerator [N1[[I, k]]], x], Exponent [Denominator [NL[[l, k]11, X1] +
Max [Exponent [Nunerator [R[[k, j 111, X], Exponent [Denom nator [R[[k, j111, x11,

rl++,

N

p= Coef ficient [Nunerator [Q[[i, 111, X, r2] *

rl ril-r
r2=0 r3=0
Coefficient [Nunerator [NL1[[l, k]]1, X, r1-r2-r3] =
Coef ficient [Nunerator [R[[k, j11], X, r3];
rl ril-r2
q= Z Z Coefficient [Denom nator [Q[[i, 111, X, r2] =
r2=0 r3=0
Coefficient [Denom nator [NL[[l, k]]1, X, r1-r2-r3] %
Coef ficient [Denom nator [R[[k, J111, x, r31;
Num[ [k, | 1] += p*x~r1l; Den[[k, 1 1] += g *x”"r1;

FLT

N a1y
fI0i, j11 = Toget her [si ”p"fy[glés' "p"fy[m]]]'
|EE
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Implementacija Algoritma QDRATS je data slede¢im prostim kodom, pri ¢emu se ma-
triéna jednacina (2.8.6) resava standardnom MATHEMATICA funkcijom Inverse:

QDRATS[A_List, W_List] :=
Module[{N1, Q, Diag, R},
{Q, Diag, R} = (DRDecomposition[W];
N1 = Inverse[R.A.Q] // Simplify;
Return[Simplify[Q.N1.R]];
1;

Primer 2.8.6. Uporedivanje razlic¢itih algoritama za simbolicko izracunavanje Moore—-
Penrose-ovog inverza je navedeno u Tabeli 2.8.1. CPU vreme je uzeto kao kriterijum
za uporedivanje navedenih algoritama. Algoritam QDRATS2 je testiran za poseban
slucaj W = A*. Procesorska vremena su dobijena primenom MATHEMATICA implementacije
razlicitih algoritama za izracunavanje pseudoinverse na nekim test matricama iz [117].

Prva vrsta tabele sadrzi naziv test matrice iz [117], koje je generisao Zielke, pri ¢emu
su tri grupe test matrica (A, S and F') uzete u razmatranje. Poslednja vrsta sadrzi
vremena dobijena QD RATS2 algoritmom. Primetimo da je Q DRATS2 algoritam manje
efikasan nego partitioning metod ili Leverier-Faddeev algoritam, zbog nekoliko matri¢nih
mnozenja, gde medu-rezultati i koeficijenti mogu veoma narasti. U odnosu na algoritme
bazirane na Cholesky i LD L* dekompoziciji, nas algoritam je superioran.

Test matrica [117] As Ag Ar | S5 S S, | Fs Fy s
Pseudolnverse [113] | 0.3 | 0.6 1.1 0.1 05 | 09 | 05| 09 14
Partitioning [87] 0.1} 0.2 0.5 0.1] 0.2 0.4 | 0.1 0.2 0.6
Lev.-Faddeev [41, 88] | 0.0 | 0.1 0.3 0.0 0.1 0.2 | 0.0 0.1 0.4
LDLGInverse [77] 8.8 | 73.5 | 15354 | 6.4 | 300.2 - 12.1 | 200.4 -
ModCholesky [91] 9.0 | 79.8 | 1588.8 | 8.7 | 323.5 - 13.2 | 212.1 -
QDRATS 1.2 1139 1972 [ 0.1 | 1.1 73.0 | 1.5 | 164 | 235.8
QDRATS2 1.1 133 1943 (0.1 09 | 702 | 14 | 152 | 231.2

Tabela 2.8.1. Prose¢na vremena izracunavanja (u sekundama) nekoliko algoritama i
Algoritma 2.10.

2.9 Ubopsteni inverzi blokovskih matrica

Teorema 2.9.1. Za zadatu matricu A € C™" postoje reqularne matrice R © G, per-
mutacione matrice E 1 F' 1 unitarne matrice U 1 'V, odgovarajucih dimenzija, tako da
vazi:

B O

L, @}:Nl (Th) RAG:{@ @}:NQ

O 0O

I, K I, O
(Ty) RAF:[(O) @}:N3 (Ty) EAG:{K @}:M

(T1) RAG = {
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(T5) UAG:{g 8}:]% (%) RAV:[é“) 8}:]%
(T%) UAV:[S 8]:% (Th) UAF:[S g}zm
(Ty) EAV:{[B( 81:1\%

(Ty0a) EAF = { Sﬁil SﬁLTT}’

gde su S i T multiplikatori dobijeni iz uslova [58, 101]
T = AfllAlg, S - AQlAfll;

A Ap } [ An Apg ]
Az Ag | Ao Ay AT Avp |

(Twy) EAF = {

5

Ti1 Transformacija slicnosti kvadratnih matrica [66

I, K|

0 O | 0 O

RAR' = RAEE*R™' = { E*R™' = { . } .

Regularna matrica R i permutaciona matrica £ mogu se dobiti izvrSavanjem trans-
formacija koje su analogne transformacijama nad vrstama matrice A, nad jedini¢nom
matricom I,,,, dok se regularna matrica G i permutaciona matrica F' mogu se dobiti
sprovodenjem analognih transformacija koje su sprovedene nad kolonama matrice A, na
jediniénoj matrici I,,.

Implementacija blokovske reprezentacije (73) u MATHEMATICA data je u sledecoj pro-
ceduri.

t3[a]:=Block[{m,n,r,f,b=a,i=1,j,max=1,g,h,p1,p2},
{m,n}=Dimensions[b];
r=IdentityMatrix[m]; f=IdentityMatrix[n];
While[max !'= 0,
max=Abs[b[[i,1]]1]; pl=i; p2=i;
Do [Which[max<Abs[b[[g,h]]],
max=Abs [b[[g,h]]];pl=g;p2=h
1, {g,i+1,m},{h,i+1,n}];
If[max!'=0,
r=ChRow[r,i,pl] ;f=ChColumn[f,i,p2];
b=ChRow [b,i,p1] ;b=ChColumn[b,i,p2];
r=MultRow[r,i,1/b[[i,i]11];
b=MultRow[b,i,1/b[[i,i]11];
Do [Which[j!=i,r=AddRow[r,j,i,-b[[j,1]11];
b=AddRow [b,j,1,-b[[j,11111, {j.,m}1;
i++ 1 1;

{r,f} ];MatrixQ[al
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Blokovska dekompozicija (7)) moze se generisati primenom transformacije (73) dva

puta:
I, O

I, K
]:Ng, RQNSTFQZ{@ @]:Nl.

O O

Tada, regularne matrice R, G mogu da se izrac¢unaju kako sledi:

RiAR - |

N, = N{ = FINsR} = F{ RIAF\RY = R=Fj R,, G =F\R}.

Implementacija reprezentacije (77) se time moze realizovati na sledeé¢i na¢in
tifa]:=
Block[{r1,f1,r2,£2,b=a},
{r1,£1}=t3001;
{r2,f2}=t3 [Transpose[rl.b.£1]];
{Transpose [£2] .r1,f1.Transpose[r2] }
];MatrixQ[al
Blokovska dekompozicija (7)) moze se implementirati pomo¢u transformacije (73) na

matrici AT
I, K
T _ r
marr=[ 5 5],
Prema tome,
I, O
FTART:[ ! }
1 1 KIT @) )
Sto povlaéi E = F{', G =RT.
td4la]:=
Block[{r1,f1,b=a},
{rl,f1}=t3 [Transpose[bl];
{Transpose [£1] ,Transpose[r1] }
] ;MatrixQ[al
Primer 2.9.1. Neka je data matrica
1 21
A= 0 6
-1 4 2
Niz transformacija je sledeéi:
1 21 100 1 00 6 010 010
0 6 3 010 10l —-12 1 1 100 1 00| —
-1 4 2 0 0 1 0 1 4 —1 2 0 1 0 01
1 0 3 0+ 0 010 1 0 & 0 ¢ 0 010
2 1 1 1 0 0 1 00[—-1]10 1 0 1—%0 1 0 0 |-
4 -1 2 0 1 0 01 0 -1 0 -5 1 0 0 1
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10 % 0 ¢ O 010
010 1 -1 0 100|.
0 0 0 1 -1 1 0 01
Iz druge i tre¢e matrice ¢itamo R i F"
1 10 010
R=1|1 —% 01, F=11100
1 -1 1 001

Sledeé¢i metod za izracunavanje matrica S, T i Aj}' dat je u [58]:

po Al An I ] [ A A AR ] L T Af
| Ay A O O Ayp—-SA, =S| |0 O -S|
Ocigledno je T'= K.
Primer 2.9.2. Za matricu
-1 0 1 27
-1 1 0 -1
0 -1 1 3
A=10 1 1 -3
1 -1 0 1
1 0 -1 -2
moze se dobiti
1 -1
1| =10 | -1 1 e
A”_{—l 11’ 5= 0o -1’ = -1 -3 |
-1 0

2.9.1 Blokovske reprezentacije generalisanih inverza

Iz blokovskih dekompozicija matrica sledi Citav niz reprezentacija za razlicite klase ge-
neralisanih inverza. Dalje navodimo prikaz nekih poznatih blokovskih reprezentacija za
razlicite klase generalisanih inverza, koje su razvijene u [71, 118].

Ry
Ry

kojima se A transformise u normalnu formu A = R~ [ é); 8 ] G~! tada je:

I, X
m — r
A —G{YZ}R,

Teorema 2.9.2. Ako je A € C"*", ¢ ako su R = { } 1 G = [ G1 Gy ], matrice

I, X I
(1,2) T - r
A _G[Y YX}R_G[Y}[IT X R,
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r _ I
A = | ol } R,
A023) ¢y _ ; _—YR}%%; ] R=G [ § ] [ I, —R\R}|R,
Al2Y =g _C%Gl —GfélX } R:G[ —c%c:l } [I. X R,
r _ I
e I ] R
e g, ciit -] o |11 -1

=(Gy — GGG (R, — R{RiR,).

Teorema 2.9.3. Ako je A € C™", ¢ ako su R = { gl
2
kojima se A transformise u normalnu formu A = R 0 O G~ tada je:
[ B7! X
1) —
AV =G Yz } R,
B! X B!
(1,2) _ _
A _G_Y YBX]R—G{Y}[IT BX |R,
[ p-1 -1 I
A G v 7 R,
[ B! X
(14) _
A G | —aleBt Z ] R,
[ B-' —-B7'R\R} B
A(1’2’3) _ 1419 _ _ 1
G|y YRR R=G| "y |[L. —RiR}]R
[ B! X I
(17274) — — T —1
WG| G Gex | R=6] e, 1B X R
[ B! —B'RR}
A134) 111y
¢ SeiYeN:n Z £,
[ B! —~B7'R, R} I
Al=aG " p=q r
| -GiG¢,B™' GIGR,B~'R} } [ eien

- (Gl - GQG"Q‘Gl)B71<R1 - R1R$R2)

Teorema 2.9.4. Ako je A € C™*", i ako je R = [ 21
2

} 1 G = [G1 Gy ], matrice

} B[ I, —R.R}|R,

} reqularna matrica i F' permuta-
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ciona matrica, tako da vaZ transformacija A = R™1 { é) g ] F~* tada je:
A _p| —YKY X —ZKZ ] R
:I—KY X —-—KYX I, — KY
(1,2) _ r o r
A _F_ v VX }R_F[ v ][[TX}R,
. t
(1,3) _ I, — KY —RR,—KZ
A F v 7 R,
(14 _ (I, + KK X —-KZ
A F I K*(I, + KK*)™! Z R,
[ [, - KY —(I,— KY)B'RR}
A(1,2,3) —F T r 149 R
Y ~Y R, R} ’
[ I, - KY '
—F v } [ I, —R\R} |R,
4024 _ (I, + KK*)™! (I, + KK*)7'X R
| K*(I + KK*)™' K*(I, + KK*)'X
1, o\ —
:F_K*](IT+KK) '[I, X]R,
4039 _ [ (I, + KK*)™' —RR,-KZ R
| K*(I, + KK*)™ 7Z ’
; [ (I, + KK*)"'  —(I,+ KK*)"'R\R},
Al =F -1 -1 | R
| K*(I, + KK*)™' —K*(I, + KK*)"'R\R}
[ 1. “\—
—F K } (I, + KK*)™' [ I, —R,R} | R.

Teorema 2.9.5. Ako je A € C"*", i ako je G = [ Gy Go } reqularna matrica © E

permutaciona matrica,tako da vazi A = E* { ;2 8 ] G~ tada je:
[, - XK X
(1 _ r
e Z]E’
[ - XK X I
(12) _ , B g B
AT=0y _vxk YX]E_G{y} [, - XK, X ]E,
as o I+ KK (I + K*K) ' K*
A =a Y -ZK 7 1
I, - XK X
(14) _ r
=G cle, - 7K Z}E’
A(1,2,3) -G [ (Ir + K*K>_1 (Ir + K*K)—lK* .
V(I + K*K) =Y (I + K*K) ' K*
L . *
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[ I, — XK X
(1,24) _ T
O _alaun - xK) —cleix } t
g
~6| o, } (1 XK X]E,
s _ o [ (L + K°K)™0 (I + K*K) UK
A ¢ | —GiGi — ZK Z E,
di_a| @ + K*K)™! (I, + K*K) ' K* R
| -GIG\(I, + K*K)™" GGy (I, + K*K)'K*
. [ [7“ * —1 *
6| o, } (I + KK [ K ]E.

Teorema 2.9.6. Neka je A € C™*", i neka su E i F' permutaciona matrica, tako da vazi

A=FE* [ jn ﬁw } F* Ay € CX". Koristeéi oznake
21 A
L = Ay Ayl R=A'An, M=I1+RR, N=1I+LL"
dobija se:
[ A~ XL-DY -DZL X
1) — 11
A d i Y Z } £,
402 _ [ A —XL—DY +DYAL XL X —DYA; X 5
L Y - YAHXL YAHX
© 1
A(l,S) - F [ (NAll)il - DY (NAH)*lL* —DZ E,
i Y A
(14) _ (AuM)' - XL X
A F I R*(AllM)fl _ ZL Z E,
(12,3) _ [ (NAp)™ ' = DY (NAy) 'L*—DYL*
A F - v v B
[ (NAH)il - DY N
= F _ . [ I, L*|E,
(124) _ (AuM)™' = XL X
A F i D*(AyM)™' —D*XL R*X E
=F é’; ] [ (AuM)' = XL X ]E,
4134 _ g [((NAL) P+ (AuM)™' — A} + DZL (NAp)™'L* - DZ 5
D*<A11M)71 —ZL 7 )
AT —F (NAHM)_l (NAHM)_lL* E
i D*(NAllM)il D*<NA11M)71L*
=F é’; ] (NAyM)™ [ I, L* | E.
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Sledeé¢e dve teoreme za blokovske reprezentacije Moore-Penrose-ovog inverza je uveo
S. Zlobec u [120].

Teorema 2.9.7. Moore-Penrose-ov inverz matrice A € C™*"jednak je

Al = A*(A*AA*)D A,

Teorema 2.9.8. Neka je matrica A C"*" predstavljena u obliku A= [
je A1 €C*". Tada je

All A12 gd@
A21 A22 ’

. An ]°
Al =1 Ay Ap ] Tf‘l{A;} ,

A —1
f = ([an aw]ac[ 30 ])

Moze se koristiti i Hermiteov algoritam, koji se zasniva na slede¢oj formuli

gde je

AT — A*(AA*AA*)(LQ)A* — ((AA*)Q)(LZ) .

Pri tome, za izracunavanje inverza ((AA*)2)(1’2) moze se iskoristiti, na primer njegova
blokovska reprezentacija iz Teoreme 2.10.2, za X =Y = Q. Ako je (AA*)? = RTI.G,
tada je ((AA*)Q)(LQ) =G'IL.R = (GT)LTRV, gde (GT)" i R, predstavljaju prvih r kolona
matrice GT i prvih r vrsta matrice R, respektivno.

Takode, poznate su i blokovske reprezentacije grupnog i Drazinovog inverza. Sledeca
teorema data je u radu [66].

Teorema 2.9.9. Neka je A € C™", i R regularna matrica, tako da va% RAR™' =

T, T, :
{@ @]. Tada je

T 1 T 2T
# 1 1 1 2

Ovaj rezultat je uopstio Hartwig, c¢ime je razvio metod za izracunavanje Drazinovog
inverza [30], opisan slede¢om teoremom.

Teorema 2.9.10. Ako je A € C™", i R nesingularna matrica, tako da je RAR™' =

uv .
{@ @}Tada]e

O O

Ako X zadovoljava jednakost X AX = X, sledi da postoji celobrojno ¢t € {1,...,r},
gde je r = rang(A), takvo da se X moze pretstaviti u obliku

AD — R—l |: Ud Ug‘/d :| R.

X = WI(WQAW1>71W27 W1 € (CnXt, W2 € (Ctxm’ rang(WgAT/Vl) =t. (291)

Na osnovu ovoga, imamo sledeée tvrdenje za blokovsku reprezentaciju {1,2,3} i {1,2,4}
inverza iz [82].
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Teorema 2.9.11. Neka je A € C"*" ¢ neka matrice Wy i+ Wy ispunjavaju uslove iz
(2.9.1). Tada se moze dobiti sledeée blokovske reprezentacije {1,2,3} i {1,2,4} general-
isanih inverza za A, pod uslovom da (G 43) i (Gi4,4) odgovaraju (T;), i € {1,...11}:

(Gla) at2s)=c| o (e ) (1 o) o)
e { 0 } ((RR*) 1""U1) (R*)™!
@0 a2 =@ | Gl (o) v 1|
— @) (nee ) | 1w
(@2,,) A{1,2,3} = G{ } B* RE") 1""B>_1[B*, 0 (R
{ } RR* 1""BUl) (R*)™!
(@0 a2 =@ | G ] (©e ) v (v B R

_ () (%B(G*G)’l{:) [Vi B]R,

[ S _ 1l e
(G},3) A{1,2,3}=F S; } (Sy + KSy)™" <(RR )Ll ) [, O](R)™
: S *\—1|T - *\ —
-F | ] ((RE)(S1+ KS)) (R
(o) A2 =F | |04 KKV [V V)R
— (F‘T_}_FH—T“K*) (m([r"—KK*))il |: ‘/17 ‘/2 ]R,
(Glas) A{1,2,3} =G g; 1 U'(I, + KK*)'[I,, K*]E
_ [ Ul * —1 *
=G| (I + KE)U) (B + K Eyy)

(Gl AL24) =) | § | (@6r)) menr (1 7 )8

= (@) " (i nE)NCE) ) [T B

U1 Ul

(@) Q23 =G| ] o

}U{l[[r @]U:G[ }Ul‘lUr,

(@0 a2 =@ | G ]G ) oo p)u

= @) (Di@oy) (D DU
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I C — *\—11(7 -1 *\ —
(@) AlL23) =V | & e (rr) ) (1 0] ()
: C *\—1|T -1 K\ —
=V e ] <(RR) 1}7”01) (R,
(Gy0) A{1,2,4)=V Mv Vi Vi R=VI'VA[ Vi VR,
(Glas) A{1,2,3} =V gl ] cr(B*B)' [ B, O]U
” | L2
) )
-V _ ci } (BC)™'U,
T _y | 1D, Dy U=V “'['D, D
(Glaa) A{l,2,4}=V 0 (D1B) [ 1 Do } U=V"(DB) [ 1 Do } U,
e )
(Glaa) A{L23}=F| g } (BS;+ KS)™ [ I, O]U
= F g; } (BS: + KS»)~'U,,
(@a0 A2y =F| 2| 0iss KK [ Dy D2 U
(@) AQ23) =V | & (B rmC) (B KB
(G?,2,4) A{1,2,4} =V g ] (T\B + T,K)™ [ T, T } E
=V B+ LK) [Ty, T |E,
S

(G185 Af1.23) =7 | ¢
2

] (S1+TS) AL +5*S) [ I, S*|E
Sa
I,
T*
=(F" + FrIT) (T + ToS)Au (L +TT) ' [T, Th ] E,
S
Sa
Ah
Al

- F [ 51 } (I + S*S) A1 (S1 + TS2)) (Bl + S*Enyy) ,

(G1%4) A{172,4}:F[ }(IT+TT*)‘1A1_11(T1+TQS)‘1 [T, T» | E

(GI%) A{1,2,3)=F { } (1381 A1sS)~ A Al A+ Ada) [ ALy, Ay | E,

(1% A{1,2,4} =F { ] (AnA} + ApAL) TANGAL+TAN) T [ T, T | E

(@) 401,231 =R | 31 | @t mQ)(rienm ) | |y

= { g; } <TT(RR*)_1K(T1Q1+T2Q2)>1(R_I7T1)*,

I

(G%}M)A{L?A}:R*[ (T1_1T2)*} (vl[Tl, TZ}RR*[ (Tli’;wD_l[vl, Vs | R.
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Sledi implementacija navedenih blokovskih reprezentacija uopstenih inverza. Ovde
navodimo samo funkcije za odredivanje reprezentacija (G4 ,3) i (Gi44), 7 € {1,3,4}.

G1231[A List,R1_,R2_]:=
Block[A=b,W1=R1,W2=R2, ran,r,g,ul,u2,rz,poml,pom2,

{r,g}=t1[A]l; ran=rang[A];

poml=Inverse[g] .Wl; pom2=W2.Inverse[r];

ul=Take [poml,ran];

u2=Drop [poml,ran];

rz=Inverse[r.Hermit[r]];

rz=Take[rz,ran];

rz=Transpose [Take [Transpose[rz] ,ran]];

Return[g.poml.Inverse[rz.ul].Take[Inverse[Hermit[r]],ran]];

G1241[A List,R1_,R2.]:=

Block[W1=R1,W2=R2, ran,r,g,v1,v2,gz,gzl,pom2,
{r,g}=t1[A]l; ran=rang[A];
pom2=W2.Inverse[r];
vi=Transpose[Take [Transpose [pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
gz=Inverse[Hermit[g] .g];
gz=Take[gz,ran];
gz=Transpose [Take [Transpose [gz] ,ran]];
gzl=Transpose [Take [Transpose [Inverse [Hermit [g]]] ,ran]];
Return[gzl.Inverse[vl.gz] .pom2.r];

G1233[A_List,R1_,R2.]:=
Block[{W1=R1,W2=R2, ran,r,f,sl,s2,k,vl,v2,poml,pom3},
{r,f}=t3[A]; ran=rang[A];
poml=Hermit [f].W1;
s1=Take [poml,ran];
s2=Drop [poml,ran] ;
pom3=Take[r.A.f,ran];
k=Transpose [Drop [Transpose [pom3] ,ran]];
rz=Inverse[r.Hermit[r]];
rz=Take[rz,ran];
rz=Transpose [Take [Transpose[rz] ,ran]];
Return[f.poml.Inverse[rz. (sl+k.s2)].Take[Inverse[Hermit[r]],ranl];

G1243[A List,R1_,R2.]:=
Block[{W1=R1,W2=R2, ran,r,f,v1,v2,k,pom2,pom3},
{r,f}=t3[A]l; ran=rang[A];
pom2=W2.Inverse[r];
vi=Transpose[Take [Transpose [pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=Take[r.A.f,ran];
k=Transpose [Drop [Transpose [pom3] ,ran]];
Return[f.Hermit [pom3] .Inverse[IdentityMatrix[ran]+k.Hermit[k]].
Inverse[v1l] .pom2.r];
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G1234[A List,R1_,R2.]:=

Block [{W1=R1,W2=R2, ran,e,g,ul,u2,k,poml,pom3},
{e,g}=t4[A]; ran=rang[A];
poml=Inversel[g] .Wil;
ul=Take [poml,ran];
u2=Drop [pom1,ran];
pom3=Drop[e.A.g,ran];
k=Transpose [Take [Transpose [pom3] ,ran]];
pom3=Conjugate [Take [Transpose[e.A.g] ,ran]];

Return[g.poml.Inverse[(IdentityMatrix[ran]+k.Hermit[k]) .ul].pom3.e];

]

G1244[A List,R1_,R2.]:=

Block [{W1=R1,W2=R2, ran,e,g,ul,u2,k,gz,tl,t2,pom2,pom3},

{e,g}=t4[A]l; ran=rang[A];
pom2=W2.Hermit [e];
t1=Transpose[Take [Transpose [pom2] ,ran]];
t2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=Drop[e.A.g,ran];
k=Transpose [Take [Transpose [pom3] ,ran]];
gz=Inverse[Hermit[g].gl;

gz=Take [gz,ran] ;
gz=Transpose [Take [Transpose [gz] ,ran]];

gzl=Transpose [Take [Transpose [Inverse[Hermit [g]]] ,ranl];

Return[gzl.Inverse[(t1+t2.k).gz] .pom2.e];
]

Primer 2.9.3. Koristeéi

[ —1 0 1 2
-1 1 0 -1 20
0o -1 1 3 01
A=19 1 -1 3] M=11 9
1 -1 0 1 4 2
|1 0 -1 -2
izraz x=G1231[a,wl,w2] dobija vrednost
_2 _3 1 _ 1
LT O B o
X — 03 5l joz 102
1T T 34 34 EY
i 2 D 9
51 51 51 51

U slucaju W, =
inverza.

Q*a W2 =

—1
—1

P* dobija se ovakva reprezentacija Moore-Penroseovog

Posledica 2.9.12. Moore-Penroseov inverza date matrice A € C"*" se moZe predstaviti
kako sledi, pri cemu reprezentacije (A}) odgovaraju blokovskim dekompozicijama (T5),

i€{l,...,9,10a,10b,11}
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B
((R‘”T)*AF { ;; D (r1")

= (FI" + 1K) ((RR*) V(I + KEKY) - (r"),
(Ah A= (") ([ L, K*]BA(G™Y )*)ﬂfr, K*]E

= (@) (I + KRGO ) (B + KB ),
(A A= (@) A (@)) U= (6 (@) U
B e
(AT) AT =V (B*U, AV B*U, = VI'B'U,,
(4} 4 i b
(4)) AT =VI([ B K*]EAV") ' [ B K']E

=VI"(B'B+K'K)"'[ B* K*|E,
- —1
(Al0e) AT_F{éZ (A; [ I, S*|EAF { ; D A [ L, S*E
= (Fr+ F" T (I + S*S) A (L + TT*) " (Bl + S*Epry) .

| * 0\ — * * A - *)~ * :
iy ar=r [ 4] (a7 Lane s e[ 420 ]) o (4 4]

AT:F[ B } <U|TAF { B D_IU,TZF { B } (BB*+KK*)"'U,

A - -
= { 3 } (A11AT1+A12AT2) 1A11(AT1A11+A§1A21) 1[ ATl’ Azl }E’

ot At [ty | () ety ) (n)
[ty ) (e e [y ]) oy

Implementacione procedure za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza, bazirane na
reprezentacijama (A}), (A7) i (A) date su sledeéim kodovima:

MPt1[A List]:=
Block[{r,g,ran,pt,qt},
{r,g}=t1[A]; ran=rang[A];
gt=Hermit [Take [Inverse[g] ,ran]];
pt=Conjugate [Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
qt.Inverselpt.A.qt].pt
1;MatrixQ[A]
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MPt3[A List]:=
Block[{r,f,ran,pt,qt},
{r,f}=t3[A]; ran=rang[A];
qt=f .Hermit [Take[r.A.f,ran]];
pt=Conjugate [Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
qt.Inverse([pt.A.qt].pt
];MatrixQ[A]

MPt4[A_List]:=
Block[{e,g,ran,pt,qt},
{e,g}=t4[A]l; ran=rang[A];
qt=Hermit [Take [Inverse[g] ,ran]];
pt=Conjugate[Take [Transpose[e.A.g],ran]].e;
qt.Inverse[pt.A.qt].pt

1;MatrixQ[A]

Teorema 2.9.13. Neka je A kvadratna matrica reda n i ranga r. Tada grupni inverz
postoji ako i samo ako su sledeci uslovi (E;), zavisni od odgovarajucéih blokovskih dekom-

pozicija (T;), ispunjeni:

(Eq) G_l‘TR_l‘T = (RG)‘%: je invertibilno,

(Ey) G™4.R™" B = (RG)™'I'B je invertibilno,

|r

(Bs) [I, K](RF)™'"=(RF)" + K(RF)™ je invertibilno,

|r n—r|
I
K

(E5) U*‘TG*HT = (UG)*W je invertibilno,

|r

(B1) (BEG)™Y, [ } = (EG)"" 4+ (EG)_lrr_T'K je invertibilno,

|r

(Bs) V*R™" = (RV)™ je invertibilno,

(E7) V*|rU*‘TB = (UV)*I:B je invertibilno,

I,
)

(E) [ I, @}(EV)*{}H_(EV)*T{% je invertibilno,

(Es) [ B, K](UF)*[ }_[B, K J(UF)""  je invertibilno,

(Era) [ L, T ](EF)* { {SC } je invertibilno,

(Eww) [ A, A | (EF)* { ﬁll } je invertibilno,
12

(E1) [ I, Tfsz } [ % } =T, je invertibilno.

Takode, grupni inverz, ako postoji, poseduje sledece blokovske reprezentacije:
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N

A* = R ((RG))) o,

|r

s

A# — p-llrg-1 ((RG) 1|7‘) 2G71\r,

AN

A% = B (RF)™, + K(RF)™, )2 (Fp+ KF,).

|r n—r|

s

A# = (l?*v +_Z;*n—4ﬂ}() ((l?(;) 1“‘ + (EG)~ 1” 71}(> 2(;_1hv
A# = U+l <(UG) 1\7”> - G_1|r>

s

A* = R ((RV)” 1"“) Vi

s

A# = g ((UV)*}i) V.
A# =y ([ B, K]WUF)) [ B, K]F",

s B] (@ [ B]) v
(AY") A* = B { [S } An ([ I, T](EF) { [S ] A11>_2 [ I, T ]F~,

) -2
(A;?b) A*=F* [ Ay, } An ([ An, Ar | (EF)*[ A; ]) [ Au, A | F7

Tt T
o 0

~— O~ Y S Y~ ~— ~—

s e
FHO H® T HO U A HW FY e

] R=R1',[T7" T7°Ty | R

Dokaz. Sledi neposredno iz slede¢eg: Ako je A = P() potpunarang faktorizacija za A,
tada A% postoji ako i samo ako je QP invertibilna matrica, i A% = P(QP)72Q. O

Metodi za izracunavanje grupnog inverza se mogu implementirati na sledec¢i nacin:

Groupll[a_List] :=Block[{ran,r,g,rg,poml,pom2},

{r,g}=t1[al; ran=rangla]l;

rg=r.g;

rg=Inverse[rg];

rg=Take [rg,ran] ;

rg=Transpose [Take [Transpose[rg] ,ran]];

If [rang[rg]==ran,
poml=Transpose [Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
pom2=Take [Inverse[g] ,ran] ;
Return[poml.MatrixPower [Inverse[rg],2] .pom2],
Return["Grupni inverz ne postoji"];

1; 1

Group3[a_List] :=Block[{ran,r,g,poml,pom2},
{r,f}=t3[al; ran=ranglal;
poml=Transpose [Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
pom2=Take[r.a.f,ran] .Hermit [f];
pom3=pom2.poml;

If [rang[pom3]==ran,
Return[poml.MatrixPower [Inverse [pom3],2].pom2],
Return["Grupni inverz ne postoji"];

1; 1
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Group4[a List] :=Block[{ran,r,g,k,poml,pom2},

{e,g}=t3[al; ran=ranglal;

poml=Take[Inverse[g] ,ran];

pom2=Hermit [e] . Transpose [Take [Transpose[e.a.g] ,ran]];

pom3=pom2.poml;

If [rang[pom3]==ran,
Return[pom2.MatrixPower [Inverse [pom3],2] .poml],
Return["Grupni inverz ne postoji"];

1; 1

9 6 9
Primer 2.9.4. Za P(Q) faktorizaciju matrice A= | 6 6 6 [imamo redom
9 6 9
. -
5 00 1 -2 -1
R = —% % 0|1,G=10 1 0
-1 0 1 0 0 1
9 0 0] 121
R'=|6 20|,G'=]010
9 0 1 0 01
9 00 10 9 0
pP= { 2} 6 2 0 01|=]6 2
9 0 1 00 9 0
1 21
100 B 1 21
Q:[b@}Gl—{ } 010]|= 3
010 00 1 010
-11 3 5 7]
. . . 1 0 -2 0 4
Primer 2.9.5. Data je matrica A = 1 1 -1 5 15
-1 2 4 10 18 |
Iz {rl, f1} = t3[a] dobijamo
0 1 00
1 1 00
Rl_ _1 _2 1 O Y Fl_-[5
-2 -1 0 1

1 0 000
0 1 000
Ro=|2 -1 100]|, FR=I.
0 -5 010
—4 —11 0 0 1
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Sada je R= F{R;,G = FyRl i

Primenom formule {Al} dobijamo

169

6720
1

Primer 2.9.6. Za A =

20
L
1 — ], O )
4 2
dobijamo:
2
s 1 10
4y _ 102 5
A =1 -
17
7
51
1
17
(1,2,4) =
1<~ —_— 17
AR =Y
17
b
17
5 _3
34 17
T FiaT1
_ 51 102
A= 5 1
102 102

H
o
[=S5le

Sl

D=

—_
—

10 -2 0 4
01 1 5 11
233 _ 137
6720 6720
L 1
128 128
_ 1037 653
13440 13440
- 5
12 12
705 50
13440 13440
dobijamo
-1

|-
[\

[
-3

-~

1 31
~1 0 0
1 3
17 17
AT M
102 51
R
34 34
B
51 51
s
51 51
2
51 51
G B
51 51
A 98
51 51
1 3
34 17
it
102 102
I O
1 102
¥y
34 34

Y
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-1 0 1 2
. : -1 1 0 -1 ..
Primer 2.9.7. Za matricu R = 0 -1 1 3 dobijamo

-1 0 00
~1 1 00 10 -1 -2
B=1 1 1 10| B {0 1]’ T {—1 —3]’ E=L
2 -1 0 1
Koristeé¢i matrice
2 0
01 3 1 31
Wi=11 0| WZ_[O —100}’
4 2
dobija se:
10 _6 8 2 120 40 2 1
bl 17 51 51 221 221 13 13
s _ | BB TE n a2n) _ | m1 owm n W
AR = | 5 5y T AR = R s ]
ERN A R | ot U T
17 51 51 51 221 221 13 13
11 6 7 4
SOF R 5 4 e
U B e i B -21 17 4 -9

Posledica 2.9.14. Neka je A € C"*™ ¢ T, S podskupovi od C" i C™, respektivno, takvi
da je dimT = dimS+ =t <r i AT ® S = C™. Onda postoji {2}-inverz od A, X = A%>
takav da je R(X) = T,N(X) = S. Sta vise, ako D € C*™™ C € C™ zadovoljava
R(D)=T,N(D) =S,R(C) =T, onda blokovsko predstavljanje za Agg moZze biti izvrseno
na isti nacin kao blok predstavijanje (G%),i = 1,...,n koristeéi sledeéu smenu:

Wl - C, W2 == C*D
2.10 Blokovska LDL* dekompozicija potpunog ranga

Procedura za blok Cholesky dekompoziciju podrazumeva izracunavanje kvadratnog
korena dijagonalne bloka i potom mnozenje inverza trougaonog bloka i kvadratnog bloka.
Odredivanje kvadratnog korena blok matrice moze biti tezak i dug zadatak. Poznato je
nekoliko metoda za nalazenje aproksimacije blok LU i blok Cholesky faktorizacije (videti
[13]). Pritom, mnozenje inverza trougaonog bloka sa blok matricom se moze postiéi tzv.
"back substitution” procesom.

Zamena LL* dekompozicije sa LDL* radi izbegavanja elemenata sa kvadratnim ko-
renima je dobro objasnjena tehnika iz linearne algebre (videti na primer rad Goluba i
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Van Loana [25]). Pritom je generisana jedna dodatna dijagonalna matrica D, ali totalna
koli¢ina izracunavanja je ista kao kod Cholesky dekompozicije. Primetimo jos da za datu
Hermitsku matricu A, matrica D mora imati ne-nula pozitivne elemente.

Posmatrajmo sada proizvoljan skup normalnih matri¢nih jednacina. On se moze izraz-
iti u slede¢em matricnom obliku:

Ax = B,

gde je x n-dimenzionalni vektor resenja. Ovde navodimo neke preliminarne rezultate iz
rada [75], za izracunavanje vektora x, zasnovane na LDL* faktorizaciji matrice A. Neka
je matrica A datog normalnog sistema jednac¢ina Hermitska i pozitivno definitna. Tada
postoje nesingularna donja trougaona matrica L i nesingularna dijagonalna matrica D
takve da je

A=LDL".

Inverzna matrica A~! i vektor reSenja x se mogu odrediti na sledeée nacine:

A*l — L*—l . D*l . Lfl,

2.10.1
x=L"t.p1.7'. B ( )

Ove jednacine podrazumevaju inverz trougaone i dijagonalne matrice. Medutim, to nije
neophodno, jer je moguce podeliti matricu trougaonom matricom bez racunanja inverza.
Stoga, posmatrajmo slede¢e pomeranje:

C =DL*x.
Tada L - C = B i vaze slededi izrazi:

i-1
bi — 2 jr lisk - Ci

li;

c; . fori=1,n. (2.10.2)

Ocigledno je proizvod matrica DL* gornja trougaona matrica matrica, i samim vaze
sledece jednakosti:

Cp,
- ’ 2.10.3
v o -
i — Y il —
T; = Zk_erl ik, k, fori=n—1,1 (2.10.4)

d;;

Glavna motivacija je odrediti proceduru za blokovsku LDL* dekompoziciju, za opsti
slucaj n x n blok Hermitske matrice A € C™*™. Ovim se izbegavaju poteskoce kod
izra¢unavanja korenih elemenata submatrica (Gesto zvanih blokovima).

Neka je Hermitska matrica A podeljena u n x n blockova, tako da je A = [4;;], 1 <
1,7 < n, pri ¢emu su dijagonalni blokovi kvadratne matrice. Potrebno je odrediti donju
blok trougaonu matricu L i blok dijagonalnu matricu D, takve da je jednakost A = LDL*
zadovoljena, pri cemu su dimenzije sub-matrica L; ; i D;; jednake d; x d;. Jednostavna
modifikacija iterativne procedure za LD L* dekompoziciju koja vazi za blokovske elemente
matrica D i L, data je u [75].



2.10. BLOKOVSKA LDL* DEKOMPOZICIJA POTPUNOG RANGA 97

Teorema 2.10.1. [75] Neka je data Hermitska blok matrica A = [Aijlnxn Tanga r,

podeljena na takav nacin da su dimenzije svake sub-matrice A;; jednake d; x d;, i neka

postoji prirodan broj m < n takav da vazi izraz Y dy = r. Neka su L = [L;j|nxm i
k=1

D = [D;jlmxm blokovske matrice, gde je dimenzinzija svake sub-matrice L;; i D;; jednaka

d; x dj. Ako vaZe sledece matricne jednacine za j = 1, m:

j—1
Dj; = Ajj— Z Lji - Dy - Ly, (2.10.5)
k=1
j—1
Lij = (Ayj—Y Ly Dw-Ly)-Dj, i=j+1Ln, (2.10.6)
k=1

pri cemu su sub-matrice D;;, j = 1,m nesingularne, tada je LDL* dekompozicija pot-
punog ranga matrice A.

Dokaz. Kako je A = LDL*, to za proizvoljne indekse 1 < 4,5 < n vazi slede¢i identitet:

m min{é,j}
Ay =Y LaDwLly = > LD,
k=1 k=1

s obzirom da su slede¢e matri¢ne jednakosti zadovoljene za svako ¢ = 1, m:

Lii = Idm
LZ] = Odixdju DZ] :Odixdjw Dji:()djxd»” J:Z+17m

Stoga je, za svaki indeks j = 1, m:

J Jj—1
Ay = Z LijxDy L, = Dy + Z LDy L,
k=1 k=1
tacna jednakost, iz koje sledi (2.10.5).
Dalje, za slu¢aj ¢ > j imamo
j—1

J
Ay =Y La DLy = LiyDj; L3, + Y LDy L.
k=1 k=1

Dakle, zadovoljeno je sledece:
j—1
LiDjj = Ay = > LDy Ly,
k=1
i time je jednacina (2.10.6) validna, jer je sub-matrica D;; nesingularna.

S obzirom da je izraz ) d, = r zadovoljen, matrice L = [Li;lnxm 1 D = [Dijlmxm
k=1
su obe ranga 7, na osnovu jednakosti (2.10.5) i (2.10.6). Dakle, LDL* je dekompozicija

potpunog ranga matrice A. [
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Ocigledno, iterativna procedura za blok LDL* dekompoziciju Hermitske matrice odredena
je iz jednacina (2.10.5) i (2.10.6). U svakoj iteraciji, sub-matrice D,; i L;;, i > j se mogu
izracunati na osnovu prethodnih rezultata i poznatih blokova A;;.

Primetimo da uslov da sub-matrice D;;, j = 1,n budu ne-singularne moze biti prejak
u nekim slucajevima. Ovi se uslovi mogu izbe¢i koriséenjem Moore-Penrose-ovih inverza
matrica D;; , u kom slucaju jednacina (2.10.6) postaje:

Lij = (A = > Lix+ D Ljy) - Dl i=j+Tn. (2.10.7)

137

Iterativna procedura za LDL* dekompoziciju blok vektora reSenja je slicna kao u
navedenom pristupu.

Dakle, kao produzetak Teoreme 2.10.1, sledeéi algoritam, kojim se generisu blokovske
matrice potpunog ranga L, D dimenzija manjih ili jednakih dimenzijama matrice A, se
moze formulisati.

Algoritam 2.11 Blokovska LDL* dekompozicija potpunog ranga podeljene matrice

Ulaz: Blokovska matrica A = [A;;]};_, ranga r, gde su dimenzije proizvoljnog bloka

A, j jednake d; x d;, a za neko m € {1,...,n} je zadovoljen identitet ) dj = r.
k=1
1: Inicijalizacija: za i = 1, m izvrsiti sledeée korake:
1.1: Postaviti L;; = 1,.
1.2: Za j =1+ 1,n postaviti L;j = O0g4,xd; -
1.2: Zaj =1+ 1, m postaviti Dij = Odixdja Dji = Odjxdi'
2: Evaluacija: za svako j = 1, m izvrsiti korake 2.1 i 2.2:
2.1: Postaviti Djj = Ajj — Zi;ll ij - Dy - L;k

2.2: Zai=j+ 1,n postaviti Lyj = (A — > 1_) Lix - Dy - LY,) - D3

Primer 2.10.1. Posmatrajmo sledeé¢u 3 x 3 blokovsku matricu A:

6 7|5 6 7
9 10/-6 9 | 10
10 13 7 10| 13
-6 7|5 —6| -7
9 10 -6 —-9| 12
10 13| -7 12 | —13 |

2
I
N g o o

Nakon inicijalizacije sub-matrica D1o, D13, Doy, Da3, D31, D3o, L1o, L3, Loz, izvrsavamo Ko-
rak 2 Algoritma 2.11. Za j = 1 sub-matrica D;; je jednaka Aj;, pa je dakle, na osnovu
Koraka 2.2:

0 1 0
Ly = Asi-D'=1[0 0 1].

_ 7 —12 6
L21 - A21'D111:|: }7
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U drugoj iteraciji, za 7 = 2 izracunavaju se sub-matric Doy 1 L3o:

. —144 0
Doy = Agy— Loy DLy = { 0 —18 ] )
Ly = (Asp— L3y - Dy - Ly,) - Dyy = [ 7—72 17,1 } :
Na kraju, za slucaj 5 = 3, imamo da je
9
D33 = Az — Lz1 - D1y - Ly; — Lzg - Dag + Ly = {ﬂ ;
pa je A = LDL* blokovska dekompozicija potpunog ranga matrice A, gde je
(1 0 0|0 01]0] [ 5 6 7 0 0 |0]
0 1 010 010 6 9 10, O 0 [0
I 0 0 1,0 010 D 7 10 13| 0 0 |0
|7 =12 6/1 00> T |0 0 O0|—-144 0 |O
0O 1 0/0 110 0 0 0 0 —1810
L0 0 1|5 H[1. 00 0] O 0 |2 ]

Ocito da ukupan broj ne-nula elemenata u matricama L i D opada pri daljem deljenju
matrice A. Matrice L i D se u nekoj tacki deljenja mogu smatrati retkim.

Primer 2.10.2. Glavna razlika izmedu blokovske LDL* dekompozicija potpunog ranga
i njene standardne varijante je vidljiva na klasi rang-deficijentnih matrica. U tom smislu,
uo¢imo matricu A ranga r = 2 iz [117], podeljenu na sledeéi nacin:

[a+10 a+9|a+8 a+7|a+6 a+5]
a+9 a+8|a+7 a+6|a+5 a+4

Ay = a+8 a+7|a+6 a+5|a+4 a+3
a+7 a+6|a+5 a+4|a+3 a+2
a+6 a+5|a+4 a+3|a+2 a+1
| a+5 a+4|a+3 a+2|a+1 a

Primenom Algoritma 2.11 slede¢e matrice potpunog ranga su dobijene kao rezultat, za
m = 1:

I 0

0 1

-1 2 10+a 9+a
L=1 93" D_[Q—i—a 8+a]

-3 4

__45_

Primer 2.10.3. Posmatrajmo rang-deficijentnu simbolicku matricu Fg dobijenu u radu
[117], podeljenu na sledeéi nacin:

[ a+6
a+5

a+5
a—+5

a+4
a+4

a+3
a—+3

a+ 2
a+2

a+17
a—+1

a+4
a—+ 3
a—+ 2

a+4
a—+3
a—+2

a+4
a+3
a—+ 2

a+3
a—+3
a—+2

a+ 2
a—+ 2
a-+1

a+1
a+1
a

| a+1

a—+1

a+1

a—+1

a

a—1
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Primetimo da je rang(Fs) = 5, i zato iz blokovske LDL* faktorizacije potpunog ranga
proizilaze matrice L € C(a)$*® i D € C(a)2*°. Primenom Algoritma 2.11 na matricu Fg,
za slucaj n = 3, m = 2, generisu se sledece racionalne matrice kao rezultat:

é (1) 8 8 8 (a+6 a+5| 0 0 0
— a+5 a+5] 0 0 0
0 == |1 0 0 0 0 | e 3Fe  ZHa
L= 0 3+a 0O 1 0| D= 5+a 5+a 5+a
5ta 0 0 3+a  2(3+a) 2(2+a)
0 22|10 0 1 5+a _5+a 5+a
5+a 0 0 24+a  2(2+a) 14+2a
[0 210 -1 2 L bta 5ta  5ta

2.10.1 Inverzi n x n blokovskih matrica

Matrice L i D, uklju¢ene u blokovskoj LDL* dekompoziciji, su donja blok trougaona i
blok dijagonalna matrica, respektivno. Ispitajmo najpre inverze ovih tipova blokovskih
matrica.

Lema 2.10.2. Neka je data blok dijagonalna matrica D sa n sub-matrica na dijagonali.
Tada je D wnvertibilna matrica ako i samo ako je D; kvadratna i nesingularna matrica za
svako 1 < i < n, u kojem slucaju je D~ takode blok dijagonalna matrica oblika

Dyt o0 -0
Dot _ 0 Dyt - 0
0 o --- D;l

Lema 2.10.3. [75] Inverz nesingularne donje blok trougaone matrice

I 0O --- 0

. Lyy I - 0

Lyy Lpy -+ 1

je dongja blok trougaona matrica oblika

1 0 0
Il (L™Yy 1 0
(L_l)nl (L_I)HQ e
pri cemu je (L7141, = —Liy1, za svaki indeks i = 1,n — 1.

Dokaz. Ocigledno, matrica L=! je donja blok dijagonalna matrica sa jediniénim matri-
cama na dijagonali.

Na osnovu jednac¢ine LL~! = I, imamo sistem od n? matri¢nih jednaéina. Za proizvoljno
1 <i < n, mnozedi (i + 1)-tu vrstu matrice L sa i-tom kolonom inverza L~! imamo

Livi;l + I(L7") i1, =0,

na osnovu cega je (L*1)¢+1,¢ =—Liy1;. O
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Kao sto smo ve¢ ustanovili, LDL* dekompozicija matrice A se moze upotrebiti za
odredivanje njenog inverza:

At=( YDt L (2.10.8)

Metod za kalkulaciju Hermitske inverzne matrice u blok LD L* dekompoziciji je baziran
na ovoj jednacini. Dakle, iz ovoga sledi naredna teorema uvedena u radu [75].

Teorema 2.10.4. [75] Posmatragmo blokovsku LDL* dekompoziciju nesingularne Her-
mitske blok matrice A = [Ayl};—,, pri cemu matrice L i D imaju istu podelu kao i A.
Ako su matrica L i sub-matrice D;;, j = 1,n nesingularne, tada vaze sledeée matricne
jednacine:

(A = D (LD (L )y, 1<i<j<n. (2.10.9)

Dokaz. Sledi na osnovu Leme 2.10.2 i jednacine (2.10.8) posmatranjem podele inverzne
matrice L~ iste kao podele matrice A. [

Posledica 2.10.5. [75] Neka je A € C"™*™ Hermitska 2 x 2 blokovska matrica, podeljena

na sledeci nacin:
A= Ay A
Aly Agp |

Posmatrajmo blokovsku LDL* dekompoziciju matrice A, gde matrice L i D imaju istu
podelu kao i A. Ako su sub-matrice D1, Dy nesingularne, tada inverzna matrica A=*
1mma sledecu formu:

A1 — [ Dy + Ly D3y Ly =L D3y } . (2.10.10)

—Dyy' Ly Dy,
Dokaz. Sledi iz Teoreme 2.10.4 i Leme 2.10.3, s obzirom da su validni slede¢i identiteti:

A7l = { L3\ Dy Ly + Ly Doy Loy — L5, Dy Loy ]

—L* DML L Dyl L
P (2.10.11)
— Dll +L2%D22 L21 _L2111)22 )
—Dy' Loy Dy

O

Ocito je ova reprezentacija inverza 2 X 2 blok matrice jednostavnija nego njoj slicna
reprezentacija iz rada [45], koja je bazirana na Schurovom komplementu. Zapravo, repre-
zentacija (2.10.10) je posledica Teoreme 2.1 iz [45], za sluéaj D1y = A1y, Ly = Al,Dy'
i Schurovog komplementa Doy = Agy — A’{ZDﬁlAlg. Takode, uslovi da su Diy, Do
nesingularne matrice su ekvivalentni uslovima da su matrice Aq; i Schurov komplement
Agy — A%, AT Al nesingularni.
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Primer 2.10.4. Uoc¢imo slede¢u podeljenu matricu:

-1 6|5 6 7
6 9 -6 0 10
5 —6] 5 -6 =7
6 0 |—-6 -9 12
7 10| =7 12 —-13

Tada su matrice L i D iz blokovske LDL* faktorizacije matrice A jednake:

1 0]0 0O -1 6/0 O 0
0 1]0 00 6 9/0 O 0
B i _ 86 20 4
L= T Lo0oo|, D= 0 0% = i3
-2 271010 0 o/ -2 &
55 5 5 5
—15 21001 0 0] % -1
15 45 5 5 45
Da bi izra¢unali A=!, imamo sledeéu sekvencu izraza:
) _9 87T rs 24 4 7L rF 09
_ - 15 5 5 1
(AN, = | 2H O 4] 28 A Py 8
- 5 5 5 5 5 5
6 9 12 1 e _ibs 1
15 45 15 5 45 15
99 _ 33
— 656 164
3 96 |
164 205
_9 877 s 24 4 7t
15 5 5 1
(A = (AN —— | b i a8
12 = 21 = 55 5 5 5
1 s 1 e _iosa
15 145 5 5 45
r13 223 75
_ 2 4
= | ® W |
L 110 1230 164
T 86 24 4 7! 69 223 15
5 5 15 820 2460 328
(A )y = |2 T2 & | 223 959" 8%
2 = 5 5 5 - 2460 820 328 )
14 e 1o s A < A/ 4
L 15 5 45 328 328 656
na osnovu cega je inverzna matrica od A jednaka
99 33 | 13 223 75
656 164 328 984 656
B 96 | B _ds %
Al = 13 33 69 223 15
- 2 a1 82 2460 328
B33 M | %8s A0 ¥
984 1230 2460 820 328
i At I A S 4
656 164 328 328 656

Qoo

2.10.2 Moore-Penrose-ovi inverzi 2 x 2 blokovskih matrica

Inverzi 2 x 2 blok matrica su dobro istrazeni (videti npr. [45, 55]), i ¢esto se pojavljuju
u mnogim izracunavanjima. Neke eksplicitne inverzne formule za 2 x 2 blok matrice su
uvedene u radu [45], a bazirane su na Schurovom komplementu D — CA™! B matrice A.
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Lema 2.10.6. Neka je data 2 X 2 nesingularna podeljena matrica
A B }

M:[C D

pri cemu je A€ CHF BeCHl CeC™k i DeC™. Ako je submatrica A nesingularna,
tada Schurov komplement Sy = D — CA™'B matrice A v M je takode nesingularan, a
wmverz matrice M ima sledeéu formu

Y= { A 4+ ATIBS'CATY —AT'BSY! }

ey 5 (2.10.12)

Mnogo radova navodi metode za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza 2 x 2
blokovskih matrica (videti npr. [34]). Takode, neke reprezentacije Drazinovog inverza
2 x 2 blok matrica su dobijene u [18]. Ipak, opsti slu¢aj n x n blokovskih matrica, n > 2,
nije toliko opisan. Dakle, u radu [75] smo izveli metode za n x n blok matrice i onda
posmatrali specijalan slucaj 2 x 2 blok matrica.

Tvrdenje analogno Teoremi 2.10.4 se moze uvesti radi izracunavanja Moore-Penrose-
ovog inverza Hermitske n x n blok matrice, posmatraju¢i njenu blokovsku LDL* dekom-
poziciju potpunog ranga.

Teorema 2.10.7. [75] Neka je data Hermitska blok matrica A = [A; jlnxn ranga r, gde
su dimenzije proizvoljne matrice A, ; date sa d; x d;, i neka postoji prirodan broj m < n

takav da je zadovoljen izraz Y, dy = r. Pretpostavimo da je LDL* blokovska dekompozicija
k=1

potpunog ranga matrice A, pri cemu su sub-matrice Dj;, j = 1,m nesingularne. Tada
vaze sledece matricne jednacine:

(Af)ij - Z(LT)Zka_kl(LT)kb l<isj=n (2.10.13)

k=j

Sada smo u moguénosti da razvijemo metod za izracunavanje Moore-Penrose-ovog
inverza 2 x 2 blokovske matrice, dat u sledec¢oj posledici Teoreme 3.2 i Leme 2.10.6.

Teorema 2.10.8. [75] Neka su A€ C™" i (A*A)? € C™ ™ 2 x 2 blokovske matrice formi

o All A12 * 2 B C
A_|:A21 A22:|7 (AA)_|:C* E:|7

sa istom podelom. Uvedimo sledece smene, za slucaj nesingularne matrice B:

Xin=B+N"+N+ M'EM,
Xop = E7

pri cemu su matrice M, N odredene kao

M=C"B,

2.10.15
N =CM. ( )
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X1 X
X1y Xoo
Penrose-ov inverz matrice A dat u sledeéem obliku:
At — Y1130 + (Y M* 4 Yi2) 30
(MY11 4 Y21) (311 + M*E01) + (MY + Ya2) X0
Y1312 + (Yii M* 4 Yi9) X9
(MY11 4 Y21) (312 + M*E9s) + (MYia + Ya2) Y00

Ako su matrica X = [ } 1 sub-matrice Xy, B nesingularne, tada je Moore-

(2.10.16)

gde je
Yii = X'+ X' XY X150 X1
Yio = —X;;'X12Yao,
Yoo = —YnXiX,
Yoo = (Xoo— X1 X1 X12) 7!,
Y= (AL An + Ay An) AT + (A7 A + A5 Ase) A,
Yo = (A7 An + Ay An) A5 + (A7 A + A3 A A,
Yor = (ADAn + ApAsn)Af + (A A + A22A22) 125

Yoy = (AlpAn + AjpA)AS + (Al Are + Ay Agy) Ay,

Dokaz. Posmatrajmo blokovsku LD L* dekompoziciju potpunog ranga Hermitske matrice
(A*A)?, i uvedimo odgovarajuée unifikacije nekih sub-matrica iz L i D, ako je potrebno,
tako da su L i D 2 x 2 blokovske matrice. Posmatranjem proizvoda matrica L*LDL*L,
sa istom podelom, zadovoljene su slede¢e matriéne jednacine:
(L*LDL*L)yy = Ly L11D11 Ly L1y + Ly Loy D11 L Ly + Ly L1y D11 L, Lo
+ L35 Loy D11 Ly, Loy + L3y Loo Dog L3, Loy
= Dy + L3 Loy Dy + Dy Ly Loy + L5 Loy D1y Ly Loy + L3, Dyo Loy
=B+ B'CC*B'B+ BB 'CC*B™!
+B'CC*B'BB'CC*B™' + BT'C(E - C*B'C)C*B ™!

= B+ B lccr+cc*B' + B (cC*B ™M) + B7IC(E - ¢*B~'0)C* B!

=B+ B'CC*+CC*B™' + B'CEC*B™!

— X,
(L*LDL*L)1 = L}, Ly Dyi Ly Las + L3 Loy Dy Ly Lo + Ly Loy Doy Ly Lo

= D11 L3 + L3y Loy D1n Ly + Ly Do

= BB 'C+ B 'CC*B'BB'C+ B 'C(E—-C*B™'C)

=C+B'CC*B™'C+B'CE-B'CC*B™'C

= C+ B7'CE = Xy,
(L"LDL L)y = (L'LDLL)}, = X7,
(L*LDL*L)5y = LiyLoy Dy1 Ly Loy + LiyLas Doy Ly Ly

= Loy D11 L5, + Doy

=C*B'BB'C+E—-C*B7'C

= F = Xo.
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Na osnovu Leme 2.10.6, inverzna matrica X! je jednaka blokovskoj matrici
Yii Yio
Y = )
]
Tada su sledece jednakosti zadovoljene:
Ly1 Y11 LYy Ly YLy + LinYia L3,
| Lot Y11 Ly + LpoYo1 Ly (LonYor + LooYo1) Ly + (Lo1Yia + LaoYas) L,

Yiu YLy + Yo ]
| LoaYii +Yor (LoaYin + Yor) L3y + Loy Yio + Yoy |
(A A+ AG A ) AT+ (A Aws + A5 Ag) AT,
(Afp A1 + A3 Aa1) A + (Al A + A3y Az ATy
(Al AN + A3 Asr) A5y + (A7 Are + A3y Ax) A3, } _ { X Y }

LX'L* =

ATAAY =

(A A + A5y A1) A5y + (AT Ar + A5y Ag) A3y Yor Yo,

Na osnovu prvog tvrdenja Teoreme 2.1.6 imamo da je AT = LX'L* - A*AA*. Kako vazi
jednakost Loy = M, to vazi izraz (2.10.16) na osnovu proizvoda blok matrica LX 'L* i
A*AA*. O

An A
Axr A

se mogu jednostavno izracunati primenom notacije

ayj = A Ay + A5 Agy, 4§ = 1,2,

Za datu blok matricu A = [

},blokovi podeljene matrice (A*A)? = [ B C }

(CD

Dakle, blokovi B, C', E se mogu dobiti na slede¢i nac¢in:

2
B = aqq + Q19091
C = oaqag2 + aga0ns,
2
E = Qo112 + Q.

Izra¢unavanje osnovnih matrica M = C*B™' i N = CM dovodi nas do evaluacije
blokova matrice X, koristeé¢i jednacine (2.10.14). Inverznu matricu X! je potrebno
izracunati. Primetimo jos da se blokovi matrice ¥ mogu odrediti na slede¢i nac¢in:

Y1 = an Al + apdly,

Yo = Ay + ap A,

Vo1 = an Ajy + anAly,

Yoo = a1 Ay + axnAs,.
Konaéno, Moore-Penrose-ov inverz Af se moze dobiti na osnovu (2.10.16).
Primer 2.10.5. Neka je data slede¢a 2 x 2 blokovska matrica:

5 6 |15 —6
16 9 | 6 9

7 10 7 13
-5 6|1 -6
-6 —-9|—-6 —19
7T 3 | =7 12
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Na osnovu Teoreme 2.11.8, blokovi B, C'i E matrice (A*A)? su jednaki:

B 505414 427211 C— 276196 664563 [ 267870 271621
© | 427211 384895 |7 T | 272679 549944 |’ T | 271621 997375 |’

a blokovi X117 X12 i XQQ imaju oblik:

684308607306455887247574383  135121448833328319117306197
— 144530479875286494081 14453047987528649408 1
Xll - 13512144%83%%2%3?8117%%6197 183286?3%%05585%544078850686 )
144530479875286494081 144530479875286494081
6254091839007455  2890344581407857
X — 12022083009 1335787001 Xoo0 = 267870 271621
12 6969187899173894 672434395147319 ) 22 271621 997375 | -
12022083009 1335787001

Inverz podeljene matrice X se jednostavno izracunava na osnovu Lemma 2.10.6 i ima
slede¢i oblik:
90644855931319 _ _10229238501285
B (.42 S ik o 7830681080767
285253801

1641
528083914974061710201846

1432 2
668828031951276839297303

TRSITHRE MR
17225681229402306559193379528 17225681229402306559193379528
668828031951276839297303 __2484236246335659119136665
T B

2

— 3
IR (e S L bR AR e 2R 1195769570943 480558355454077°28
23009841069605300101187553418761915528  23009841069605300101187553418761915528

Nakon jos nekoliko izracunavanja, Moore-Penrose-ov inverz matrice A je:

10488670 51081296 —14713647 |—25185490 31824819 20669699

AT 1 —5934145 14986696 18308660 | 93274281 7854044 25031234
846414986 32955519 —18409038 8264571 |—38970491 —26726457 —40470883
—12297891 —22045404 12559500 |—28255629 —36841766 —5147046

Primer 2.10.6. Neka je sada zadata rang-deficijentna matrica Ay iz Primera 2.11.2 i
njena blokovska LDL* dekompozicija potpunog ranga. Moore-Penrose-ov inverz kon-
stantne matrice L se moze jednostavno dobiti:

n 8 |5 2| _1 _ 4

Lt=1 21 21 21 21 21 21
8 3L 122 13| 4 _ 1 |>

21 105 | 105 105 | 105 21
—8—x 94z

942 —-10—=x
2.11.8 se uopsteni inverz matrice Ay moze izraziti kao:

i kako je m = 1 imamo da vazi D™' = D! = [ } . Na osnovu Teoreme

%(78 e %(71})797 %) 2?T% %(8209 ;_ %) %g?if)gx) 1 i
w20 e L i O 0
A; = 1 (25 00 £ —362%, — 455, ps L1 30)
- i " i
ﬁ(? +9z) | 1235 ) 5075 . 3675 . 1235 ﬁ(_m - 9z)
%9‘7" =538 +92) | =3z (14+32) 5(—12—2) | ==(=73 - 92) 1;5(—22 - 3x)

Ocito je ovaj pristup za Hermitske matrice vrlo pogodan i efikasan, s obzirom da se
inverz blok dijagonalne matrice D moze jednostavno odrediti prostim nalazenjem inverza
dijagonalnih matrica D;;, i = 1, m.
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Primer 2.10.7. Za blok Hermitsku matricu Fy iz Primera 2.11.3, izraz dobijen u Teo-
remi 2.10.7 se moze primeniti za odredivanje Moore-Penrose-ovog inverza FGT . Blokovske

matrice L i D dobijene ranije se mogu uzeti za evaluaciju matrice Fg , kao

F = (LhyDp 'Lt
1 0 0 0 0
0 1 —4—-a —3-a —2—a 1 —1 0 0 0
5ta _Bta  5ta 1 68+xa | g 0 0
0 0 1 0 0 S+a
00l o ¢ 3 0 0 |-1 —-a 2+a
3 3 0 0|0 24a —3—a
1 1
o o] o I 1]
M1 0 0 0 0] O
0 1 0 0 0] O
p g
0 ==2]1 0 0]0
0 =3=e¢|pg 5 1|_1
e O A
L0 5510 3 3] 3
1 —-1] 0 0 0 0 1
-1 2 | -1 0 0 0
I B R IR T A I
0 0 |—=8 7T_a 4 Lia
tf‘ 944 % 9 24
0 0 _13 1§a §2 E)_ga
L0 05 5+7 551

2.11 Grevilov metod pregradivanja

Trenutno, Leverrier—Faddeev algoritam [41] i metod pregradivanja (partitioning metod
[27]) su najcesée uzimani za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza. Razli¢ite modi-
fikacije ”partitioning” algoritma na skupovima polinomijalnih i racionalnih matrica su
napravljene i testirane u radu [87].

Prvi metod pregradivanja (eng. partitioning metod) potice od Grevilea [27]. Ovaj
metod predstavlja rekurzivni algoritam za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza. U
ovom metodu se koristi izraz koji povezuje Moore-Penroseov inverz matrice [A|a] (matrice
A sa dodatom kolonom a) i Moore-Penroseov inverz matrice A. Polazni slucaj je Moore-
Penroseov inverz prve kolone a; matrice A, koji se izrac¢unava prema formuli

1 *
(e w0

aj a; = 0.

(2.11.1)

Dalje, za svaku kolonu a;, 2 <i < n matrice A € C"*" vazi sledeée. Ako je

Ai = [Aia]ai]
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tada je
o g
A3_|:Allb*dei:|, 2<1<n
gde je
di = Aj—laia
Ci = a; — Ai—ldi = (_[ _ Ai—lAI_l)a“
b= —CiCi * 2.11.2
{ 1+§;‘di (Al ))*d; ¢ =0. ( )

Konacno AT = Af. U [87] je opisan algoritam za tacno izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza, koji se zasniva na primenji rezidualne aritmetike i ovakvom metodu pregradivanja.

Primer 2.11.1. Data je matrica

3
A= 2
1

W N =

Tada je Moore-Penrose-ov inverz sub-matrice A; jednak

1 1
Al = of = *— 1 2 37.
e R [ ]

Za indeks 7 = 2 dobijamo sledece elemente:

S s
@ZQ@ZT[123]? ==
3 1 4
5 4
CQZCLQ—AldQZ 2 — 2 ?:? 1 s
1 3 —2
1 1 4
b2: Co = — 1
C5Co 12

Tada je Moore-Penrose-ov inverz matrice A jednak Al.

m:@:[ﬂ—wﬂ:{%:éé}.

i 1
b2 3 12

—

=

Greville je predlozio rekurzivan algoritam koji povezuje pseudoinverze matrice R po-
drzane odgovarajuéim vektorom r pseudoinverza R' od R. Neka je A bilo koja matrica
dimenzija m X n. Neka je A; podmatrica od A koja sadrzi prve i kolone matrice A. Ako
i-tu kolonu matrice A oznacimo sa a;, onda je A; podeljena kao A; = [A;_1 | a;].
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2.11.
Algoritam 2.12 Grevilleov rekurzivni algoritam pregradivanja
1: Pocetne vrednosti: .
——aj, a 0
Al =dl :{ ajar "1 T 7 (2.11.3)
aj a; = 0.

2: Rekurzivni korak: Za svaku kolonu a;,2 < i < n od A izracunamo

T gk
Ai—lb* b } 2<i<n

7

AT:{

gde je
21: d; = Al_,a;,
2.2: ¢; = a; — Aifldl' = ([ - Ai,lAl-L_l)al-,

2.3: .
—=C ci # 0
b, = i . (2.11.4)
{ 1+c1l;‘d (Aj—l) di ¢;=0

3: Uslov zaustavljanja: AT = Al .

Implementacija Algoritma 2.12

Na pocetku opisa¢emo nekoliko pomo¢nih procedura.
A. Generisanje i-te kolone a; od A:

Col[a_List,i_]:=
Return[Transpose [{Transpose[a] [[i]]}]]

15
B. Podmatrica A; = [ay,...,a;] koja sadrzi prvih j < n kolona matrice A = A, =
[ai,...,a,] je generisana na slede¢i nacin:
Adopunala_List,j_]:=

Block[{},
{m,n}=Dimensions[a];

izlaz=Drop[Transposel[al ,-(n-j)];
Return[Transpose [Take [Transpose[al,jl]];

1;
C.Konjugovana i transponovana matrica se formira slede¢om funkcijom:

Hermit[a_] :=Conjugate[Transpose[al];

Korak 2. algoritma 2.12 se implementira slede¢com funkcijom koja cuva prethodne

izracunate vrednosti.
Implementacija Koraka 2.1.

Block[{s={}},
s=A[a,i-1].Col[a,i];
If [Length[s]==1,Return(s[[1]]1],Return([s]];

1;
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Implementacija Koraka 2.2.

CC[a_List,i_]:=CC[a,il=
If[Length[DD[a,i]]==0,
Col[a,i]l-Adopunala,i-1]1DD[a,i],
Col[a,i]l-Adopunala,i-1].DD[a,i] 1;
Implementacija Koraka 2.35.

Bla_List,i_]:=Bla,il=
Block[{nula,ml,j,k,n1},

{m1,n1}=Dimensions[CC[a,i]];

nula=Tabela[0,{j,1,m1},{k,1,n1}];

If[CC[a,i]l==nula,

If [Length[DD[a,i]]1==0, (1/(1+Hermit [({{DD[a,i]l}})].
({{DD[=a,il1}}))[[1,111)Hermit [{Ala,i-11}1. ({{DD[a,il}}),
(1/(1+Hermit [DD[a,il].DD[a,il) [[1,111)
Hermit[A[a,i-1]].DD[a,il],

(1/(Hermit [CC[a,i]].CC[a,i]) [[1,1]]1)CC[a,i] ] ];

Implementacija Koraka 1.,Koraka 2.,Koraka 3.

AlaLlist,i_]:=A[a,i]=
Block[{b=a},
If[i==1,
(1/(Hermit[a] [[i]].Col[a,i]) [[1]1])Hermit[a] [[1]1],

If [Length[DD[a,1]]1==0,
b={A[a,i-1]1}-DD[a,ilHermit[B[a,i]],
b=A[a,i-1]-DD[a,i] .Hermit [B[a,1]1];
b=Append [b,Hermit [B[a,i]] [[1]11] 11;

Iterativna implementacija je predstavljena na slede¢i nacin.

DD[a_List,i_,a0_List]:=
Block[{s={}},
s=a0.Col[a,i];
If [Length[s]==1, Return[s[[1]]], Return(s] 1];
]
CCla_List,i_,a0_List]:=
If[Length[DD[a,i,a0]]1==0,
Coll[a,i]l-Adopunala,i-1]DD[a,i,a0],
Col[a,i]l-Adopunala,i-1].DD[a,i,a0]]
Bl[a_List,i_,a0_List]:=
Block[{nula,ml,j,k,nl}
{m1,n1}=Dimensions[CC[a,i,a0]];
nula=Table[0,{j,1,m1},{k,1,n1}];
If[CcC[a,i,a0]==nula,
If [Length[DD[a,i,a0]]1==0,
(1/ (1+Hermit [({{DD[a,i,a0]}})].
({{DD[a,i,a0]1}})) [[1,1]1]1)Hermit[{a0}].
({{pD[a,i,a0]}}),
(1/(1+Hermit [DD[a,i,a0]].DD[a,i,a0]) [[1,1]])
Hermit [a0] .DD[a,i,a0]],
(1/(Hermit [CC[a,i,a0]].CC[a,i,a0]) [[1,1]]1)CC[a,i,a0]
11
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Ala_List]:=
Block[{b=a,m,n,i},
{m,n}=Dimensions[a];
zal[i=1,i<=n,i++,
If[i==1,
a0=(1/(Hermit[a] [[i]].Col[a,i]l) [[1]1]1)Hermit[a]l [[1]],
If [Length[DD[a,i,a0]]1==0,
b={a0}-DD[a,i,a0]Hermit [B[a,i,a0]],
b=a0-DD[a,i,a0] .Hermit[B[a,i,a0]]
1;
b=Append [b,Hermit [B[a,i,a0]1] [[1]1]];
al0=b;
13;
Return([a0l];
]

Partitioning[a List]:=
Block[{}, Alal 1

[ —1 0 1 2 ]
-1 1 0 -1
. . 0o -1 1 3 ..
Primer 2.11.2. Za matricu A = 0 1 -1 -3 dobija se
1 -1 0 1
! 0 -1 -2
_5 _3 1 _1 3 5
F U T BT 31,
A=l § @ @ owm Tp Ty
102 102 51 51 102 102
1 _ 1 3 _3 1 _ 1
17 34 34 34 34 17
-1 0 1 2
. ) 1 1 0 ..
Primer 2.11.3. Za matricu A = 0 -1 1 3 dobijamo
1 1 -2 -5
1 _6 T 4
51 17 51 51
i 3 2 _ 1
A= 3 % _§¥ 3
S TR R
51 17 51 51



3. Visekriterijumska optimizacija

Iako je linearno programiranje veoma primenljivo u praksi, mnoge probleme iz prakse je
nemoguce adekvatno linearizovati a da se pritom drasti¢no ne izgubi na tacnosti. U tom
slucaju primenjuju se metodi nelinearnog programiranja. Osim nelinearnosti, u mnogim
problemima je potrebno naé¢i optimum vise od jedne funkcije cilja. U tom slu¢aju, moramo
reSavati problem viSekriterijumske optimizacije. Ukoliko sve funkcije cilja imaju
optimum u istoj tacki, problem je trivijalan i direktno se svodi na problem nelinearnog
ili linearnog programiranja. U praksi je ova situacija veoma retka. Postoji vise metoda
za reSavanje problema visekriterijumske optimizacije [46]. Zajednicko svim tim metodima
je da se polazni problem na odgovaraju¢i nacin svodi na problem linearnog i nelinearnog
programiranja.

Visekriterijumska optimizacija se moze posmatrati kao nastavak istrazivanja u klasic-
noj (jednokriterijumskoj) optimizaciji, uz izvesna prosirenja. Formalno, osnovno prosirenje
je uvodenje vektorske kriterijumske funkcije, sto dovodi do problema vektorskog maksi-
muma. Sustinski, potrebno je da se prosiri koncept optimalnosti. Razmatrajuéi problem
vektorskog maksimuma koncept optimalnosti se zamenjuje konceptom neinferiornosti (Pa-
reto optimalnosti). Moze se uvesti pojam opsteg (jedinstvenog) kriterijuma optimizacije,
koji ukljucuje kriterijumske funkcije i donosioca odluke. ReSenje zadatka visekriterijumske
optimizacije koje se dobija prema takvom kriterijumu je optimalno. U tom slucaju po-
jam optimalnog resenja iz klasi¢ne optimizacije moze se zadrzati i u visekriterijumskoj.
Medutim, teskoce se upravo javljaju pri pokusaju formalizacije takvog jedinstvenog kri-
terijuma. Zato se u visekriterijumskoj optimizaciji koriste dve faze ili etape. U prvoj
fazi se odreduje skup "boljih” resenja na osnovu vektorske kriterijumske funkcije, a u
drugoj se na osnovu preferencije donosioca odluke usvaja konacno resenje, koje se moze
nazvati optimalnim. Skup reSenja koji se prezentira donosocu odluke trebalo bi da sadrzi
mali broj resenja, koja su neinferiorna prema datim kriterijumskim funkcijama. Problem
viSekriterijumske optimizacije se najc¢esée javlja u planiranju slozenih sistema; na primer,
regionalni razvoj, razvoj vodoprivrednih ili elektroprivrednih sistema, urbano planiranje i
oc¢uvanje prirodne okoline [59]. Visekriterijumski problem se javlja u ekonomiji kao prob-
lem odredivanja trzisne ravnoteze [59]. Slican problem se javlja i kao problem ravnoteze
u teoriji igara [59]. U teoriji igara razmatraju se igre sa vise igraca, Sto se u teoriji
odluc¢ivanja javlja kao ”grupno odlucivanje” ili odlucivanje sa vise donosioca odluke.

U ovoj disertaciji izlozi¢emo problem visekriterijumske optimizacije, kao i metode za
njeno reSavanje. Najpre ¢emo dati definiciju problema visekriterijumske optimizacije
kao i neophodnih pojmova za kasnija razmatranja. Teorijski ¢emo obraditi i dati im-
plementaciju nekoliko klasi¢nih metoda visekriterijumske optimizacije. Svaki od opisanih

112
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metoda bice ilustrovan na jednom ili viSe primera. Razmatranja vezana za implementaciju
metoda su originalna i preuzeta su iz radova [83], [84] kao i iz monografije [92].

3.1 Osnovni pojmovi

Opsta formulacija visekriterijumske optimizacije (VKO) poseduje opsti oblik

max  Q(x) = Q1(x),. (X), x e R"
p.o. fi(x)<0,i=1,. (3.1.1)
hi(x) =0, i=1,. k

gde sw:Q(x),...,Qi(x), fi(z),..., fm(x),1(x), ..., gm(z) realne funkcije od n promen-
ljivih koje su sadrzane u vektoru x = (x1,...,z,).

U ovom zadatku trazi se reSenje x koje maksimizira svih [ funkcija cilja. Zato se
zadatak visekriterijumske optimizacije (VKO) naziva i zadatak vektorske optimizacije.
Radi jednostavnosti ovde se razmatraju samo problemi maksimizacije. Poznato je da se
zadatak minimizacije jednostavno prevodi u zadatak maksimizacije mnozenjem kriteri-
jumske funkcije sa —1. Sve nadalje izlozene definicije i metode moguce je prilagoditi da
vaze za reSavanje zadatka minimizacije.

Kazemo da je X C R" skup dopustivih resenja ako vazi

X ={x|fi(x) <0, i=1,...,m; hi(x) =0, i=1,...,k}.

Svakom dopustivom resenju x € X odgovara skup vrednosti kriterijumskih funkcija,
tj. vektor Q(x) = (Q1(x),Q2(x),...,Q;(x)). Na taj nacin se skup dopustivih resenja
preslikava u kriterijumski skup, tj. S = {Q(x)|x € X}.

U daljem tekstu bice koris¢eni sledeci pojmovi:

- Marginalna resenja zadatka VKO se odreduju optimizacijom svake od funkcija cilja
pojedina¢no nad zadatim dopustivim skupom, tj. resavanjem [ jednokriterijumskih za-
dataka

Marginalna resenja ¢emo obelezavati sa xU)" = (xgj)*,xgj)*, e ,xg)*), gde je 97 opti-

malno resenje dobijeno optimizacijom j-te funkcije cilja nad zadatiom dopustivim skupom

X.

- Idealne wvrednosti funkcija cilja, oznacene sa Q7 jesu vrednosti funkcija cilja za
marginalna reSenja

Q;=Q;xY"), j=1,....L
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- Idealne vrednosti funkcija cilja odreduju idealnu tacku u kriterijumskom prostoru,
tj. idealnu vrednost vektorske funkcije

Q" = (Q1, Q- -, @)

- Ako postoji resenje x* koje istovremeno maksimizira sve funkcije cilja, tj.

X" ={x]Q;(x)=Q;, j=1,...,1},

onda se takvo resenje naziva savrseno resenje.

U najveéem broju slucajeva marginalna reSenja se razlikuju i savrseno resenje ne pos-
toji. Kada savrseno resSenje postoji, tada se u sustini ne radi o problemu VKO.

Veoma je vazno imati u vidu da su u realnim problemima ciljevi gotovo uvek u koliziji,
Sto znaci da ne mogu svi biti dostignuti u potpunosti. Zbog toga najcecesée nije moguce
strogo definisati optimum niti za svaka dva reSenja formalno odrediti koje je bolje od
drugog. 1z tog razloga proces dobijanja resenja zahteva ucesce donosioca odluke (u daljem
tekstu DO). To je najcesce neko ko ima dublji uvid u problem i po ¢ijem se zahtevu
pristupa resavanju. Donosilaca odluke moze biti i vise i tada se problem moze dodatno
iskomplikovati zbog njihovih razlicitih ciljeva, udela u odluc¢ivanju i stepena odgovornosti
koji su spremni da preuzmu.

Cinjenica da zadaci VKO po pravilu nemaju savrieno resenje upucuje na preispitivanje
koncepta optimalnosti i definicije optimalnog resenja. Kljuénu ulogu u tome ima koncept
Pareto optimalnosti. To je proSirenje poznatog koncepta optimalnosti koj se koristi u
klasi¢noj jednokriterijumskoj optimizaciji.

Pareto optimum se definiSe na slede¢i nacin.

Definicija 3.1.1. Dopustivo resenje X* predstavlja Pareto optimum zadatka VKO ako ne
postoji neko drugo dopustivo resenje x takvo da vazi

Q;(x) > Q;(x*) Vi=1,...,1
pri ¢emu bar jedna od nejednakosti prelazi u strogu nejednakost >.

Drugim rec¢ima, x je Pareto optimum ako bi poboljsanje vrednosti bilo koje funkcije
cilja prouzrokovalo pogorsanje vrednosti neke druge funkcije cilja. Za Pareto oprimum
postoje sledeci sinonimi: efikasno, dominantno i nedominirano resenje.

Pored Pareto optimuma definisu se slabi i strogi (jaki) Pareto optimumi.

Definicija 3.1.2. Dopustivo resenje x* je slabi Pareto optimum ako ne postoji neko drugo
dopustivo resenje x takvo da vazi

Q;(x)>Q,;x") Vi=1,...,L

Drugim recima x* je slabi Pareto optimum ako nije moguée istovremeno poboljsati
sve funkcije cilja.
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Slika 3.1.1. Geometrijska interpretacija Pareto optimalnih i Slabo Pareto optimalnih
reSenja

Definicija 3.1.3. Pareto optimalno resenje X* je strogi Pareto optimum ako postoji broj
B > 0 takav da za svaki indeks j € {1,...,1} i za svako x koje zadovoljava uslov

Q;(x) > Q;(x7)
postoji bar jedno i € {1,...,1} \ {j} takvo da je
Qi(x) > Qi(x)
i@ da vazi
Q;(x) — Q;(x7)
Qi(x*) — Qi(x)

Strogi Pareto optimum izdvaja ona Pareto reSenja Cije promene ne prouzrokuju prev-
elike relativne promene u funkcijama cilja.

> 3.

Odnos izmedu opisanih optimuma je takav da svaki skup strozijih Pareto optimuma
predstavlja podskup slabijih optimuma, tj. svaki Pareto optimum je istovremeno i slabi
Pareto optimum, a svaki strogi Pareto optimum je i Pareto optimum. Odnos svih skupova
dat je na slici.

Slika 3.1.2. Odnos izmedu skupova Pareto optimalnih resenja

3.2 Simbolicke transformacije u visekriterijumskoj op-
timizaciji

Jedan od ciljeva naseg istrazivanja bila je implementacija glavnih metoda visekriteri-
jumske optimizacije u kompjuterskom algebarskom sistemu MATHEMATICA. Programski
paket MATHEMATICA je jedan od raznovrsnih programskih jezika dostupnih danas, pri-

menljiv i kod simbolickih i kod numerickih izracunavanja [48, 113]. Nekoliko funkcija

za ogranicenu numericku optimizaciju je dostupno u programskom paketu MATHEMATICA
(videti [48], [113]).
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Funkcije Maximize i Minimize dozvoljavaju specifikaciju funkcije cilja za maksimizo-
vanje i minimizovanje, zajedno sa skupom ogranicenja. U svim slucajevima pretpostavl-
jeno je da su sve promenljive ogranicene da nemaju negativne vrednosti.

Minimize[f, {cons}, {x, y,...}] ili Minimize[{f, cons}, {x, y,...}], min-
imizovati f u oblasti specifikovane ogranicenjima cons;

Maximize[f, {comns}, {x, y,...}] or Maximize[{f, cons}, {x, y,...}], nad
maksimum od f, u oblasti specifikovanoj sa cons.

Minimize i Maximize se moze u pravilnom resavanju bilo kog problema polinomnog
programiranja functionu kojem funkcije cilja f i ogranicenja cons obuhvataju proizvoljne
polinomske funkcije promenljivih [113]. Vazna karakteristika Minimize i Maximize je da
oni uvek pronalaze globalne minimume i maksimume[113].

Funkcije NMinimize i NMazimize implementiraju nekoliko algoritama za pronalazenje
ogranicenja globalnog optimuma. Izrazi

NMaximize[{f, cons}, vars, Method->{method,mopts}],

NMinimize[{f, cons}, vars, Method->{method,mopts}],
pronalaze globalni maksimum i minimum , respektivno, za funkcije cilja f po ograni¢enjima
cons, koris¢enjem metoda optimizacije method sa opcijama metoda definisanim u mopts.

Glavni detalji visekriterijumske optimizacije koji su specificni za simbolicka izracu-
navanja opisani su u radu [83]. Implementacija je izvedena u programskom paketu
MATHEMATICA. Diskutovani su metod tezinskih koeficijenata, glavni metodi prioriteta i
metodi ciljnog programiranja. Posebno je obradena simbolicka konverzija datih funkcija
cilja i ogranicenja u odgovaraju¢i problem jende funkcije cilja. Transformacije iz viSe-
kriterijumskog u jednokriterijumski problem u proceduralnim programskim jezicima su
zapravo kombinacije realnih vrednosti, i podrazumevaju procedure koje zavise od funkcija
cilja. U naSoj implementaciji ove transformacije su izvrSsene u simbolickoj formi, uz-
imanjem kombinacija ciljnih funkcija, koje ukljucuju nedefinisane sibole i neoznacene
promenljive.

Predlazemo sledece jasne prednosti koje proisticu iz implementacije problema vise-
kriterijumske optimizacije u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA, poStujuéi
traditionalnu implementaciju u proceduralnim programskim jezicima.

1. Moguénost da se koriste proizvoljne ciljne funkcije i ograni¢enja (koji nisu definisani
podprogramima) u toku izvrsenja implementacione funkcije. Glavni aspekti ovih
prednosti su:

(i) Problem visekriterijske optimizacije (3.1.1) je predstavljen pogodnom unutrasnjom
formom, ¢iji elementi mogu biti koris¢eni kao formalni parametri u optimizacijskom soft-
veru. Unutrasnja forma problema (3.1.1) je uredena trojka

{Ql(x)a R 7QZ(X>}7
{f1(x) <0, fn(x) 0, hi(x) =0,..., hy(x) = 0}, (3.2.1)
{z1,..., 2.}

gde x su argumenti za ciljne funkcije i ogranicenja. Prvi element unutrasnje forme,

oznacen sa ¢, je lista {Q1(x),...,Q;(x)} ¢iji su elementi neodredeni izrazi koji predstavl-
jaju funkcije cilja. Drugi element u (3.2.1) je lista ogranicenja f;(x) < 0,7 =1,...,m,



3.3. ISPITIVANJE PARETO OPTIMALNOSTI 117

hi(x) = 0,4 = 1,...,k. Ovaj argument ¢emo oznacavati kao constr. Treéi element,
u oznaci var, predstavlja genericku listu promenljivih {zy,...,z,}, odredenu na osnovu
x. U tom smislu, dozvoljeno je da neki argumenti u x mogu biti definisani u globalnom
okruzenju MATHEMATICA kernela.

(ii) Ako je f funkcija cilja jednokriterijumskog problema optimizacije dobijenog iz
(3.2.1), mozemo izracunati njen maksimum koristeéi standardnu funkciju Mazimize:
Maximize[f, constr, var].

Moguénost softvera da procesuira proizvoljnu funkciju cilja pri proizvoljnim ograni-
¢enjima omogucuje primenu nasih optimizacionih modela.

2. Moguénost koriséenja nizova funkcija, ¢iji elementi se mogu selektovati i kasnije
primeniti na date argumente. Ove strukture nisu svojstvene proceduralnim pro-
gramskim jezicima.

Svaki izraz sadrzan u listi ¢ = {Q1(x), ..., Qi(x)} je odmah moguce primeniti na date
argumente. Moguce je izracunati vrednost funkcije ¢[[7]] u tacki 20 koriste¢i transforma-
ciona pravila q[[i]]/.x>x0ili q[[i]]/.Thread[Rule[x,x0]]. MATHEMATICA pretrazuje
delove funkcije q[[1]] koje je moguce zameniti koriste¢i navedeno pravilo, a onda izvodi
zamenu.

Takode, moguce je definisati funkciju koja uzima drugu funkciju kao argument, na
primer: pf [f_,x_]:=f [x]+f [1-x]. Kasnije je moguce koristiti izraze kao pf [q[[i]],x0].
U izrazu flz|, ime funkcije f je takode izraz, i moze se tretirati kao bilo kakav numericki
izraz [113]. Specijalno, moze se uzeti bilo koj element iz ¢ kao argument u funkcijama
Minimize i Maximize.

3. Efektivna i prirodna simbolicka transformacija od visekriterijumskog modela u odgo-

varajudéi jedno-kriterijumski model.

Mnogo optimizacionih metoda je bazirano na podalgoritmima koji zahtevaju konstruk-
ciju funkcija cilja opste forme

G (q(x), @(f(x), h(x), A)),

gde je A mogudi skup vestackih promenljivih a ® je proizvoljna funkcija.
Transformacija visekriterijumskog u jednokriterijumski problem u proceduralnim jezi-

cima je u osnovi kombinacija realnih vrednosti. Ove transformacije ¢emo izvoditi u sim-
bolickoj formi, koriste¢i kombinacije neizracunatih izraza i simbola.

3.3 Ispitivanje Pareto optimalnosti

Kao po pravilu, nemoguée je pronac¢i potpun beskonacan skup Pareto optimalnih
reSenja za specijalne probleme iz realnog zivota. Iz ovog razloga inzenjerski visekriterijum-
ski problem naredbe nastoji da odredi konacan podskup kriterijumski razlicitih Pareto
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optimalnih resenja. Takode, ovde postoje brojni metodi za dokazivanje Pareto optimal-
nosti. Ovi metodi takode mogu biti koriséeni da se pronade prvobitno Pareto optimalno
reSenje [4], [111].

U radu [83] uveden je algoritam za odredivanje Pareto optimalnosti resenja visekriteri-
jumskog problema, koriste¢i direktan dokaz u saglasnosti sa definicijom Pareto optimalne
tacke.

Algoritam 3.1 Ispitivanje Pareto optimalnosti fiksirane tacke x*.

Ulaz: Optimizacioni problem (3.1.1). Proizvoljna fiksirana tacka x*.
1: Odrediti skup X = Reduce[constr/.List -> And, var] i postaviti Optimal=true.
2: Za svaki indeks j = 1,...,[ ponoviti Korake 2.1 1 2.2:
2.1:  Generisati slede¢u konjunkciju ogranicenja

Par = X && uy(x) && ... && wy(x) (3.3.1)
e Q%) 2 Qi(x'), j
o i(x) = Qi(xY), J #1,
w(x) = { Qi(x) > Qi(x*), j=1i. (3:32)

2.2: Ako je Par = (), postaviti Optimal := false i i¢i na Korak 3.
3: Rezultat: Vratiti vrednost promenljive Optimal kao rezultat.

Odgovarajuca funkcija u nasoj implementaciji je

IsPareto[q List,constr List, var_List, sol List],
pri ¢emu su formalni parameteri uzeti u slede¢em smislu:

q, constr, var: unutrasSnja reprezentacija problema visekriterijumske optimizacije
(3.1.1);

sol: reSenje odgovarajuceg problema jedno-ciljne optimizacije.

Pozivanje ove funkcije je oblika

IsParetolq, constr, var, First[Rest[Maximize[fun, constr, var]l] 1];
gde je fun, constr, var reprezentacija odgovarajuceg problema jedno-ciljne optimizacije.

U ovoj funkciji koristimo slede¢u verziju standardnih MATHEMATICA funkcija Reduce i
FindInstance [113]:

Reduce [expr, var] pronalazi sve realne vrednosti promenljivih sadrzanih u listi var
koja zadovoljava skup brojeva koji sadrzi logicke veze i invarijantne polinomske jednakosti
i nejednakosti.

FindInstance[expr, var] odreduje vrednosti promenljivih iz var u kojima je tvrde-
nje expr tacno. Ako nije nadena ni jedna vrednost za var, rezultat je prazna lista.
Parametar expr moze sadrzati jednakosti, nejednakosti, oblast specifikacije i kvantifika-
tore [113].

<<Algebra‘InequalitySolve’
IsPareto[q_List, constr_List, var_List, res_List] :=
Module[{X = {}, 1 = Lengthl[ql},
X = Reducel[constr/.{List->And}, var]; Ok = 1; (* Korak 1. %)
For[j =1, j <= 1, j++, (* Korak 2. *)
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Par=X;
For[i =1, i <=1, i++, (* Korak 2.1. *)
If [j !'= i, Par = Par && q[[i]l] >= (q[[il]l/. res),
Par = Par && ql[[il] > (ql[[ill/. res)

1;
1; (x Par is of the form (4.1), (4.2) *)
If [FindInstance[Par, var] !'= {}, 0k = 0; Break[] ]; (* Korak 2.2. *)
(*Ako je nadjena instanca za var, prekinuti ciklusx*)

1;
If[0k == 1,
Print["Resenje ", {q/.res, res}, " je Pareto optimalno"],
Print["Resenje ", {q/.res, res}, " nije Pareto optimalno"];
1;
Return[0k]; (* Korak 3. %)

3.4 Metod tezinskih koeficijenata

Metod tezinskih koeficijenata je najstariji metod za VKO-u koji je koris¢en. Po ovom
metodu uvode se tezinski koeficijenti w; za sve kriterijumske funkcije Q;(x), i =1,...,1,
pa se problem optimizacije svodi na slede¢u skalarnu optimizaciju

l
max Qx) = Z w;Q;(x) (3.4.1)
i=1
p.o. x € X,
gde tezine w;, t=1,...,[ ispunjavaju sledece uslove

l
dwi=1, w;=0,i=1,...1L
=1

Cesto se koristi metod tezinskih koeficijenata tako §to se zadaju vrednosti ovih koeficije-
nata. Medutim, to uvek izaziva odredene teskocCe i primedbe na ovakav postupak, jer se
unosi subjektivan uticaj na konacno resenje preko zadatih vrednosti tezinskih koeficije-
nata.

Glavna ideja u metodu tezinskih koeficijenata je da se odaberu tezinski koeficijenti w;
koji odgovaraju ciljnim funkcijama Q;(x), i = 1,...,l. Mnogi autori su razvili sistematske
pristupe u selektovanju tezina, ¢iji se pregled moze naéi u [31], [36] i [104]. Jedna od
poteskoca ovog metoda je da variranje tezina konzistentno i neprekidno ne mora uvek da
rezultuje u tacnoj i kompletnoj reprezentaciji Pareto optimalnog skupa. Ovaj nedostatak
je diskutovan u [22].
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Teorema 3.4.1. Ako su svi tezinski koeficijenti w; pozitivni, onda je reSenje problema
(3.4.1) Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* reSenje problema (3.4.1), i neka su svi tezinski koeficijenti strogo
pozitivni. Pretpostavimo da ono nije Pareto optimalno, tj. da postoji x € S tako da za
i=1,...,1 vazi Q;(x) > @Q;(x*), pri ¢emu vazi bar jedna stroga nejednakost (recimo za
indeks 7). Kako je w; > 0 za svako i, vazi

! !
Z w;Q;(x) > Z w; Qi (x")

pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je x* reSenje tezinskog problema (3.4.1).
Sledi da je x* Pareto optimalno. [

Teorema 3.4.2. Ako je za svako i € {1,...,1} ispunjen uslov w; > 0, onda je reSenje
problema (3.4.1) slabi Pareto optimum polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* resenje problema (3.4.1) i da je ispunjen uslov w; > 0. Pretpostavimo
da ono nije slabo Pareto optimalno, tj. da postoji x € S tako da za i = 1,...,[ vazi
Qi(x) > Q;(x*). Svi koeficijenti w; su nenegativni i bar jedan je strogo veéi od nule (zbog
Zi:l w; = 1), pa vazi

I I
Z w;Qi(x) > Z w;Q(x")
i=1 i=1

pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je x* resenje tezinskog problema. Dakle,
x* je slabi Pareto optimum. [J

Teorema 3.4.3. Ako je resenje problema (3.4.1) jedinstveno, ono je onda i Pareto opti-
malno.

Dokaz. Neka je x* jedinstveno resenje problema (3.4.1). Pretpostavimo da ono nije
Pareto optimalno resenje problema VKO, tj. da postoji x € S tako daza i =1,...,l
vazi Q;(z) > Q;(z*), pri ¢emu vazi bar jedna stroga nejednakost (recimo za indeks j).
Primetimo da to znaci x # x*.

Kako je w; > 0 za svako 1, vazi

1 l
Z w;Q;(x) > Z w; Qi (x")

Ako bi vazila stroga nejednakost, onda x* ne bi bilo resenje problema (3.4.1). Dakle,
vazi jednakost. To znaci da postoje dva razlicita reSenja x i x* problema (3.4.1), §to je
kontradikcija. O

Pokazac¢emo sada jedno jace tvrdenje.
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Teorema 3.4.4. Ako su sviw; > 0,1 € {1,...,l}, tada je resenje problema (3.4.1) strogi
Pareto optimum problema VKO.

Dokaz. Neka je x* reSenje tezinskog problema. Pokazali smo da je ono Pareto optimalno.
Dokazimo da je to resenje takode i strogi Pareto optimum sa konstantom

M= (k-1) max%.
3Y) er

Pretpostavimo suprotno, da postoje x € S i indeks i takvi da je Q;(x) > Q;(x*) pri
¢emu za svako j za koje je Q;(x*) > Q;(x) vazi Q;(x*) — Qi(x) < M(Q,;(x) — Q;(x*)).

Zamenom
(k — Dw;

w;

M =

dobijamo
Qi(x") — Qi(x) )
w PRI Q00 - Q) > 0
Dakle, za svako j # i za koje je Q;(x*) > Q;(x) vazi prethodna nejednakost. Za one
indekse j # i za koje je Q);(x*) < @;(x) gornja nejednakost svakako vazi. Dakle, za svako

j # 1 vazi .
w; Qi(xk)_—l@(x} <w; (Q5(x) — Q;(xY)),
pa sabiranjem ovih nejednakosti za j =1,...,i — 1,4+ 1,...,[ dobijamo
!
w; (Qi(x7) = Qi(x)) < Y wy (Qy(x) — Q(x"))
J=1j#i
odnosno

l l
ijQj(X*) < ijQj(X) :

Dobijamo da x* nije reSenje tezinskog problema tj. dolazimo do kontradikcije. Za-
kljucujemo da je x* zaista strogi Pareto optimum polaznog problema. [J

Tezinski koeficijent na neki na¢in treba da predstavi znacaj kriterijumske funkcije kojoj
je dodeljen. Da bismo to postigli najpre moramo da normalizujemo kriterijumske funkcije
tj. da ih promenimo tako da imaju priblizno jednake vrednosti, a pri tome da zadrze sve
bitne osobine. Na primer, ako je kriterijumska funkcija linearna Q;(x) = Y | a;x;, tada
¢e normalizovan oblik ove funkcije biti

Q;(x)

Z?:l a;
Ako je kriterijumska funkcija ograni¢ena tada se za njen normalizovan oblik moze uzeti
sledeca funkcija ¢iji je kodomen [0, 1]:

—~ o Qix)—0Qf
Qilx) = maxyes Qi(X) —

Q'
i
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Ukoliko donosilac odluke sam definise tezinske koeficijente, onda ovaj metod spada u
grupu a priori metoda. Medutim, najces¢e se malo zna o tome kako koeficijente treba
izabrati. Zato se obitno tezinski problem resava za razne vrednosti vektora (wy, ..., w;) i
na taj nacin dobijaju razlicita resenja medu kojima DO bira ono koje mu najvise odgovara.
Ako se koristi ovakav pristup, onda ovaj metod postaje a posteriori metod.

Glavna mana ove metode je tesko¢a odredivanja tezinskih koeficijenata kada nema
dovoljno podataka o problemu. Zato predlazemo algoritam za automatsko generisanje
tezinskih koeficijenata radi dobijanja Pareto optimalnih tacaka. Za pozitivne tezine i
konveksni problem, optimalna resenja jednokriterijumskog problem jesu Pareto optimalna
[114], tj. minimiziranje odgovarajuceg jednokriterijumskog problema je dovoljno za Pareto
optimalnost. Medutim, formulacija ne obezbeduje neophodan uslov za Pareto optimalnost
[116]. Kada je visekriterijumski problem konveksan, primena funkcije Compositions [k,1]

produkuje b Pareto optimalnih resenja, gde integer b ispunjava 1 < b < (k;“_lzl)

Algoritam 3.2 Izracunavanje Pareto optimuma generisanjem tezinskih koeficijenata

Ulaz: Problem visekriterijumske optimizacije (3.1.1), zadat sa [ funkcija cilja Q;, i = 1,1,
sa skupom ograni¢enja X (reprezentovan skupom nejednacina).
1: Izabrati proizvoljno fiksiran prirodan broj k.
2: Generisati listu od p elementa koja sadrzi kompozicije broja 1 u [ delova, na slede¢i
nacin:
w1

W={(5

l
Wi

3: Za svako i = 1, p izvrsiti Korake 2.1, 2.2 1 2.3:
2.1:  Upotrebiti listu W; = {W;1,..., W;;} kao skup tezinskih koeficijenata.
2.2: Izracunati funkciju cilja: fi(x) := 22:1 Wi Qj(x).
2.3:  Resiti sledeéi problem jedno-kriterijumske optimizacije:

Min.  fi(x) (3.4.3)
p.o. x e X

Sledi opis implementacije metoda tezinskih koeficijenata. Pozivom standardne funkcije
Compositions[n,1] mozemo odrediti ”I-dimenzionalne tacke”, ¢iji zbir koordinata daje
n. Kada tu listu podelimo sa brojem n, mozemo dobiti tacke u intervalu [0, 1] ¢ije ko-
ordinate mogu predstavljati koeficijente w;. Na taj nacin smo obezbedili automatsko
generisanje koeficijenata w; potrebnih za realizaciju metoda. Ostavljena je i moguénost
da korisnik sam izabere koeficijente w;. To se postize tako sto pri pozivu funkcije MultiW,
kojom se implementira metod tezinskih koeficijenata, poslednji parametar zadamo kao
nepraznu listu, tj. zadamo koeficijente w; u obliku liste.

Sledi program kojim je implementiran metod tezinskih koeficijenata [83].

Ulazne velicine:

q-,var_List - ciljna funkcija i lista njenih parametara;

constr_List - lista ogranicenja;

var- - korak podele intervala [0,1];
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wl_List - lista tezinskih koeficijenata u intervalu [0,1]. Prazna lista kao vrednost
parametra wl oznacava da ¢e tezinski koeficijentu biti generisani pomocu funkcije Com-
positions. Inace, pretpostavlja se da je svaki element wl[[i]],1 < 1 < Length[w]1] liste w1
jedan moguéi skup koeficijenata w;, j =1,...,1: w[[j]] = wl[[i,j]],j =1,...,L

Lokalne promenljive:
fun - formirana funkcija za jednodimenzionalnu optimizaciju.

MultiW[q_, constr_List, var_List, wl_List] :=
Module[{i=0,k,1=Length[q] ,res={},W={},fun, sk={3},qres={},mxs={},m,1s={3},
If [wi=={},
k=Input["Initial sum of weighting coefficients?"]; W=Compositionsl[k,1]/k,
W=wl; 1;
Print ["Weighting Coefficients: "]; Print[W];
Print ["Single-objective problems: "];
k = Length[W];
For[i=1, i<=k, i++,
fun = Simplify[Sum[W[[i,jI11*q[[j1], {j,1311; (* 3 %)
AppendTo[res, Maximize[fun, constr, varl]; (x 1 %)
1;
Print["Solutions of single-objective problems: "]; Print[res];
For[i=1, i<=k, i++,
AppendTo[qres, q/.res[[i, 2]] 1; AppendTo [mxs, res[[i, 1]] ]1;
1
m=Max [mxs] ;
For[i=1, i<=Length[mxs], i++,
If [m==mxs[[i]], AppendTo[ls, {qres[[i]], res[[i,2]]13}]; ]
1;
Return([ls]; ]

Primer 3.4.1. Maksimizovati funkcije koje se nalaze u listi:

Q={Q:(z,y) =2 +y, Qz,y)=2v—y}

prema ogranicenjima
—3r+5y<9, 3r+2y < 12, 50 -4y <9, >0, y > 0.

Prvo se koristi prazna lista za parametar w1, i na taj nacin se koeficijenti w; generisu
pomocu funkcije Compositions:

In[lk::Multiw[{x+y,2x—y},{-3x+5y<=9,3x+2y<=12,5x—4y<=9,x>=0,y>=0},{x,y},{}]
U slucaju k = 5, izraz w=Compositions[k,1]/k produkuje
Uﬁ:{{071}7{%7§}7{évg}f{%7§}7{%7%};{170}}
Takode, jednokriterijumski problemi optimizacije dati su sledeé¢im unutrasnjim re-
prezentacijama.

Za {w1,w2}={0,1}:
{20-y{—3x + by <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}

Za {wl,wg}:{%,%}:

{28z —y), {-3z + 5y <= 9.3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0}, {z,y}}
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Za, {wl,wg}:{%,%}:
{18z —y), {—32 + 5y <= 9.3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0}, {z,y}}

Za {wl,wg}:{%,%}:
{(Tz +y), {-3z + 5y <=9.3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}

Za, {wl,wg}:{%,%}:
{22z +y), {-32+ 5y <=93z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0}, {z,y}}

Za {wi,w2}={1,0}:
{z+y, {32 +5y <=93x + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0},{z,y}}

Elementi liste res, koji odgovaraju reSenjima jednokriterijumskih problema, jednaki su

{5.{z =3y~ g}},{{g,{fc — 3y — g}},{{g,{x -3y — 3},

{oAe =3 y—51 {5z =3y =351 {5{z =2,y = 3}}}
a rezultat je lista koja sadrzi vrednosti ciljnih funkcija u tacki {v — 2,y — 3}, koja odgovara
maksimalnoj vrednosti tezinske funkcije (koja je jednaka 5):

out[1]={{{5,1}, {z — 2,y — 3}}
Sada se vrednosti koeficijenata w; definisu od strane korisnika. Vrednosti tezinskih koefici-
jenata sadrzane su u svakom elementu liste
{{1,0},{0.9,0.1},{0.875,0.125}, {0.8,0.2},{0, 1} }.
In[2] :=MultiW [{x+y , 2x—y} s {—3x+5y<=12 ,bx-4y<=9,x>=0 ,y>=0} , {x ,y} ,
{{1,0},{0.9,0.1},{0.875,0.125},{0.8,0.2},{0,1} }]
Slededi problemi se resavaju u ciklusu:
Za {wi,we}={1,0}:
{z+y{-3z+5y <=9.3x+ 2y <=12,5x — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0}, {z,y}}
Za {wy,w2}={0.9,0.1}:
{1.12 + 0.8y, {—3x + 5y <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}
Za {wl, wg}:{0.875, 0.125}:
{1.1252 + 0.75y,{ =3z + by <= 93z + 2y <=12,5z — 4y <=9, >=0,y >=0} {z,y} }
Za {wl, ’U)Q}:{O.S, 02}
{1.22 + 0.6y,{—3x + 5y <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {=z,y}}
Za {wi,w2}={0,1}:
{20 —y {3z + 5y <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0},{z,y}}
Dobija se slede¢a vrednost za listu res koja odgovara resenjima ovih problema:

{{5.{z—2y- >3}, {a.6,{z—>2.,y—- >3.}}.{4.5,{a— >3.,y > 1.5}},
{a.5.{z = 3.,y = 15}, {3.{z = 3,y — 3}}}
a rezultat je

out[2]= {{{5.1}.{z — 2,y — 3}}}
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3.4.1 Linearni metod tezinskih koeficijenata

Uoc¢imo slede¢i problem normalizovane jednokriterijumske oiptimizacije:

!
Max.: f(z) = wi@p(x), (3.4.1)
k=1
p.o.: 1wz € X, (3.4.2)
gde tezine w;, 1=1,...,[ odgovaraju funkcijama cilja zadovoljavajuéi sledec¢e uslove:
!
dwi=1, w; >0, i=1,...1, (3.4.3)
i=1

i Q%(x) je normalizovana k-ta funkcija cilja Qi (z) ,k = 1,1.
U slucaju linearnih tezinskih koeficijenata, posmatramo problem visekriterijumske op-
timizacije (3.1.1) sa linearnim funkcijama cilja sledeéeg oblika:

l
Qi(x) = Zakm, ari € R.

k=1

Dakle, normalizovane funcije cilja imaju slede¢u formu:

o(p) = Q@) _am k2 Gk
Qk(ﬂi)— Sk = Sk$1+sk£2+...+ Skxn,

u kojem slucaju su normalizacione vrednosti Sy odredene na sledeé¢i nacin:
n
Sk = lar;| # 0.
=1

Ocigledno, u mnogim prakticnim problemima, funkcije cilja su predstavljene pro-
menljivim mernim jedinicama (na primer, ako je (); mereno u kilogramima, @5 u sekun-
dama, itd.). Iz tih je razloga neophodna normalizacija funkcija cilja. Jasno je da sada
koeficijenti imaju vrednosti iz segmenta [0, 1]. Sada, posmatrajmo dobijeni normalizovani
problem linearnog programiranja

!

Max.:  f(x) = Zwk Qg(x) = wl%xl + %l‘g +...+ wn%xn, (3.4.4)
k

k=1

Sk Sk Sk
p.o.: e X,

Sledec¢a teorema daje praktican kriterijum za otkrivanje nekih Pareto optimalnih resenja
problema (3.4.4).

Teorema 3.4.5. Resenje problema visekriterijumske optimizacije (3.1.1) u sluc¢aju lin-
earnih funkcija cilja, generisano metodom teZinskih koeficijenata (3.4.4) je Pareto opti-
malno resenje ako su sledeci uslovi zadovoljeni: ‘;—: >0 za svako k € {1,...,1}.
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Dokaz. Oznacimo sa z* resenje problema visekriterijumske optimizacije (3.4.4), dobijeno
!
maksimizovanjem funkcije f(z) = > wp@%(z). Ocigledno, zadovoljeno je da f(z*) >
k=1

f(z),Vz € X. dalje, dobijamo slede ca tvrdenja

MN

I
wrQF (") = kX_:l wp@i(z),Vr € X

e
Il

1

(3
M~

wr(Q7(z7) — Q(x)) 2 0,Ver € X

B
Il

1

~

=
Il

pretpostavimo suprotno, da resenje x* problema (3.1.1) nije Pareto optimalno. onda tu
postoje neki mogudi slucajevi 2’ problema (3.1.1) za koje je zadovoljeno: Qg(x’) > Qr(x*),
koje podrazumeva da

Qk(ﬂf*) — Qk<$l) <0Vk e {1, R ,l}

Pritom tu postoji na kraju jedan indeks k; za koji je nejednakost stroga. Sumiranjem ovih
nejednakosti i sa imajuéi u vidu pretpostavku teoreme da su sve vrednosti ‘;—: pozitivne

w

= [Qr(z™) — Qi(2N)] <O.

>
Il -~
ESI S

1

Naravno,ova nejednakost je suprotna tvrdenju (3.4.5). U ovom slu¢aju, posmatrano
reSenje x* mora biti Pareto optimalno. [

Ova teorema predstavlja nacin konstruisanja tezinskih koeficijnata w;, i = 1,1 u nameri
da generise samo Pareto optimalna resenja primenom metoda tezinskih koeficijenata. to
je, ako donosilac odluke izabere pozitivan realan broj ¢, tezinski koeficijenti su automatski
generisani kao w; = ¢+ S;, i = 1, 1.

Posledica 3.4.6. Resenje problema visekriterijumske optimizacige (3.1.1) u sluc¢aju nenor-
malizovanih lineartnih funkcija cilja, generisanih metodom tezinskih koeficijenata (3.4.4)
je Pareto optimalno ako su sledeci uslovi zadovoljeni: wy > 0 za svako k € {1,...,1}.

Mehanizovanje procesa konstruisanja skupa Pareto optimuma moze biti izvSeno kom-
pjuterski potpomognutom metodom tezinskih koeficijenata w;, zadovoljavajuéi (3.4.3).
Ovaj metod je baziran na standardnoj MATHEMATICA funkciji Compositions|.

Na osnovu Teoreme 3.4.5, za pozitivne tezine i konveksan problem, optimalno resenje
smenjenog problema (3.4.1) je Pareto optimalno (slican rezultat je dobijen u [114]). Mini-
mizovanje problema (3.4.1) sa strogo pozitivnim tezinama je dovoljan uslov za Pareto op-
timalnost. Ipak, formulacija ne obezbeduje neophodan uslov za Pareto optimalnost [116].
Kada je visekriterijumski problem konveksan, primena funkcije W=Compositions[k,1]

daje b Pareto optimalnih resenja, gde ceo broj b zadovoljava 1 < b < (:,J(rll—__ll)),'
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Primer 3.4.2. u slucaju k = 5,1 = 2, izraz W=Compositions[k,1]/k daje sledecu listu
W

14, 23, 32 41
0,1},{=, = {=,=hH{=,=},{=,=},{1,0}}.
{{ Y }7{575}7{575}7{575}7{575}7{ 9 }}
broj Pareto optimalnih tacaka je ceo izmedu 1 i 6.

Takode je dopusteno da donosilac odluka eksplicitno definise koeficijente w;, i =
1,...,10.

3.4.2 Implementacioni detalji za dvodimenzionalni slucaj

Posmatrajuéi opstu formu problema visekriterimuske optimizacije u R? :

Max.: Q(x)=Qi(x),...,Qi(x), x¢cR?
p.o..  ayr® 4 abyy® + 2dry + 2dix + 2ahy +ap <0, i€y
alx? + abyy? + 2ak,wy + 2aiw + 2adby +al, >0, i€ I, (3.4.1)
x,y > 0.

gde [ UL ={1,...,m}, ;NI =0 and a;j, b;, ¢; su zadati realni brojevi m = || + |I,
sto je objaseno u [79]. Svaka nejednakost je ogranic¢ena u (3.4.1) odreduje podskup D; C
R2, i = 1,...,m, predstavljajuéi skup tacaka na jednoj strani od pdgovarajuéih realnih
algebarskih krivih

al 2 + abyy? + 2al,7y + 2aix + 2aby + afy = 0.
Dakle, skup moguc¢ih reSenja (oznacen kao Qp u R?) je odreden kao presek
Qp:DlﬂD2ﬂ-~ﬂDmﬂDm+1ﬁDm+2,

gde su podskupovi D,,41, D40 of R? dobijeni iz uslova = > 0,y > 0.

Formalni parametri funkcije MultiW su koriSeni u slede¢em smislu:

q-, constr_List, var_List: Lista neizracunatih izraza (predstavljena funkcijama cilja),
lista zadatih uslova i lista neozna cenih promenljivih, respektivno (u internoj formi prob-
lema).

wl_List: Prazna lista je koriS¢ena kao vrednost parametra wl zna'v ci da ¢e tezinski
koeficijenti biti generisani sa znacenjem funkcije Compositions. Inace, to je simulirano
da svaki element wl[[i]],1 < 1 < Length[wl] liste wl je moguéi skup koeficijenata wj,
j=1,..., 0 w[[j]] = wl|[i, 4], 1 =1,...,L

Lokalna promenljivares u funkciji MultiW sabira medurezultate. Takode, lokalna
promenljiva fun predstavlja izraz Q(x) = > w;Q;(x) u (3.2.1).
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Mul ti W[g_, constr_List, var_List, wl_List]:=

Module[{i =0, k, | =Length[q], res = {}, w= {}, fun, sk = {3},
gres = {}, nxs = {}, Paretos = {}, m |s = {}},
If[wl == {},

k = Input ["Initial sum of weighting coefficients? "7J;
w = Conpositions [k, |]/k,
W= WL,
I
Print ["Weighting Coefficients: "]; Print [w];
Print ["Si ngl e-objective problems: "7J;
k = Lengt h [w];
For[i =1, i <=k, i ++,
fun =Sinplify [Sumwl[i, j11*ql[j1], {i, 1}1];
Print [{fun, constr, var}];
Tenp = Maxi m ze [fun, constr, var];
AppendTo [res, Tenpl];
I f [IsPareto[q, constr, First [Rest [Tenp]], var] =1,
AppendTo [Paret os, List [Tenp[[2, 1, 2]]1, Tenp[[2, 2, 2111 11;
1
Print ["Sol utions of single-objective problens: "J;
Print [res];
For[i =1, i <=k, i ++,
AppendTo[qres, q /. res[[i, 2]11; AppendTo[nxs, res[[i, 111 1;
I
Print ["Val ues of objectives corresponding to solutions
of single-objective problens: "1;
Print [qres];
m= Max [nNXS];
For[i =1, i <Length[nxs], i ++,
If[m=nxs[[i1], AppendTo[ls, {qres[[i]], res[[i, 211}]; 1
I
(» Print ["Paretos = ", Paretos]; =)

Dr awPar et os [Par et os, constr, var];
Returnilsy;

1
Primer 3.4.3. ReSimo slede¢i problem visekrijumske optimizacije:
max [40z + 10y; z + 9]
p.o. 204+y <6
r+y <>
z <2
z,y >0

formiravsi koeficijente w;:

pts = MultiW[{40x + 10y, x + y}, {2x + y <=6, x + y <= 5, x <= 2,
x>= 0, y >= 0}, {x, y}, {}]



Metod tezinskih koeficijenata 129

U slucaju k = 5 imamo w = {{0,5},{$, 2}, {2, 2}, {2, 2}, {4, 1}, {5, 0}}. Neophodno
je resiti sledecih Sest problema linearnog programiranja, za svaku podlistu w. Nas modul

najpre iskoris¢ava probleme linearnog programiranja , i onda odgovarajuca resenja.

max 22 (080 5}, {x — 1,y — 4}}

max HCEY (80,5}, {x — 1,y — 4}}

max 5, {{80,5}, {x — L.y — 4}}

max 17?8), {{100,4},{z — 2,y — 2}}
max %7 {{1007 4}7 {1‘ - 2’y - 2}}

ety - {{100,4}, {z — 2,y — 2}}

max

(£

Uzimajuéi tezinske koeficijente w; = % 1wy = £, resavamo problem maksimizacije
funkcije % na datom skupu uslova. ReSenje x = 1, y = 4 je dobijeno. U toj tacki
prva funkcija cilja ima vrednost 80, i druga 5. Resenje {z = 1,y = 4} je Pareto optimalno

po definiciji. U slu¢aju tezinskih koeficijenata w; = 2 and wy, = %, sa maksimizovanjem

— 5
funkcije % dobijamo resenje {x = 2,y = 2}, koje je takode Pareto optimalno.

Funkcija za dokazivanje uslova Pareto optimalnosti i funkcije za ilustraciju Pareto op-
timalnih tacaka su opisane u radu [83]. Sva generisana resenja zadovoljavajuéi IsPareto
implementirana u [83] su koris¢ena za generisanje Pareto optimalnih tacaka, oznacenih
sa Paretos. Standardna MATHEMATICA funkcija ListPlot iscrtava tace koje su sadrzane
u listi Paretos. Funkcija RegionPlot[ineqs, vars] daje graficko prikazivanje skupa
nejednakosti inegs, sa promenljivim vars. Sa znacenjem grafickih funkcija Show kom-
binujemo grafike Pareto optimalnih tacaka i grafike skupa ogranicenja.

Svaki od odgovarajucih realnih algebarskih krivih deli oblast u opsegu koji je mogué
za ove uslove i opseg koji je nemoguc¢ za ove uslove. Dopusteni uslovi su smesteni u opsegu
Qp to je dopusteno za sve uslove (oblast moguéih uslova). Funkcija DrawParetos koristi

sledec¢e parametre:
1. Paretos_List: Pareto tacke;
2. constr_List: lista ogranicenja;
3. var_List: lista promenljivih.

DrawParetos [Paretos_List, constr_List, var_List]:= Block[{pl, p2},
pl=ListPlot [Paretos, PlotStyle->{PointSize[0.033], Hue[1]},
DisplayFunction->Identity];
p2=RegionPlot [constr,{var[[1]]1},{var[[2]]1}, AspectRatio->1,
DisplayFunction->Identity];
Show[p2,pl ,DisplayFunction->$DisplayFunction 1];

Najpre iscrtavamo skup Pareto optimalnih tacaka Paretos primenom standardne
MATHEMATICA funkcije ListPlot (videti [113]). U slede¢em koraku, crtamo skup ogranice-
nja (grafike constr) preimenjuéi standardnu MATHEMATICA funkciju RegionPlot.
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Primer 3.4.4. Resimo sledeéi problem:

Max.: Q1(z1,22) = 8x1 + 1222, Qa(xl,22) = 14zl + 1022, Qs3(xl,22) = z1 + 22
p.o.: 8xl + 422 <600, 2z1 + 322 < 300,
41 + 322 < 360, 5x1 + 1022 > 600, > 0,y > 0.

Koristimo, na primer, metod tezinskih koeficijenata, i biramo sledece tezinske koeficijente:

2 3
{{0’071}7{075v5}ﬁ{1’070}}

Ovaj problem moze biti resen izrazom

MultiW[{8x1+12x2, 14x1+10x2, x1+x2},
{8X1+4X2<=600,2X1+3X2<=300,4X1+3X2<=360,5X1+1OX2>=600,X1>=O,X2>=O},
{x1,x2},  {{0,0,1}, {0,2/5,3/5}, {1,0,0}}]

Program generise tri reSenja, odgovarajuci svakoj selekciji tezinskih koeficijenata. Za
prvi odabir ovih koeficijenata resenje problema je {{1200,1220,110},{z1 — 30,22 —
80}}, i Pareto optimalno je.

Resenje {{1080,1230,105}, {z1 — 45,22 — 60}}, dobijeno koris¢enjem tezinskih ko-
eficijenata {0, %, %} je takode Pareto optimalno.

Optimalno resenje koje odgovara tezinskim koeficijentima {1,0,0} dato je u obliku
{{1200, 1000, 100}, {z1 — 0,22 — 100}}. ovo reSenje nije Pareto optimalnoi, zato §to
reesenje odgovara prvom izboru tezinskih koeficijenata , gde {z1—> 30,22 — 80}, daje
vece vrednosti funkcija Q3 i Q3, i vrednosti za funkciju @ u tackama {z1 — 30,22 — 80}
i{zl — 0,22 — 100} su jednake.

Ovaj rezultat je ilustrovan Slikom 3.4.1, gde je prostor ograni¢enja predstavljen kao
oblast na kojoj Pareto optimalne tacke leze.

140
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Slika 3.4.1. Graficka reprezentacija resenja problema.
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3.4.3 Implementacioni detalji za trodimenzionalni slucaj

Posmatrajmo opstu formu problema visekriterijumske optimizacije u R? (3D problem):

Max. Q) = Qu(x), ..., Qi(x), x€R

p.o.: apx’ + a22y2 + a3322 + 2a102y + 201372 +
2a93yz + 2017 + 2a9y + 2a32z +ag <0, i€
anz? + a22y2 + ag3z® + 2a191y + 2013702 +
2a93yz + 2011 + 2a0y + 2a3z + a9 >0, 1€ I

x,y,z > 0.

Sli¢no slucaju 2D |, skup dopustivih resenja (u R? oznacen sa Qp) je odreden kao presek

Qp:DlﬂDgﬂ'--ﬂDmﬂDm+1ﬂDm+2ﬂDm+3,

gde D; C R? je skup resenja nejednakosti i-th i D, 1, Dpia, Dimgs C R? je dobij iz uslova

x>0,y >0,2>0.

Mul ti WVBD[qg_, constr_List, var_List, wl_List]:=

Module[{i =0, k, | =Length[q], res = {}, w= {}, fun,
sk = {}, cfs, gres ={}, mks ={}, mIs=/{}},
Hfwl == {},
k = I nput ["How many tines? "1;

w = Conposi tions [k, 1] /k,
k = Length[wl] -1; w=wl;
1;
Print ["Weighting Coefficients: "]; Print[w];
(» Normalization =)
For[i =1, i <1, i ++,
cfs = Coefficient [q[[i]], var];
AppendTo [sk, Sum[cfs[[j 1], {j, Length[cfs]}] 1;
1
Print ["Singl e-obj ective problens: "7J;
For[i =1, i <=k+1, i ++,
fun =Sinplify[Sumiw[[i, j11*d[[j11/sk[[j11, {, 1}11;
Print [{fun, constr, var}l;
AppendTo [res, Penalty [fun, constr, var, {5, 5},
10~ -4, 10~-4, 30, Interior]y;
1
Print ["Sol utions of single-objective problens: "1;
Print [res];
For[i =1, i <=k+1, i ++,

AppendTo[qres, q /. res[[i, 2]111; AppendTo[nxs, res[[i, 1]1]1;

IN
Print ["Val ues of objectives corresponding to
sol utions of single-objective problens: "];
Print [gqres];
m= Max [NXS];
For [i =1, i <Length[nks], i ++,

If[m=nxs[[i]], AppendTo[ls, {qres[[i]], res[[i, 2]11}1;

1
Returnf[lsi;

1
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Odgovarajuéi algoritam je implementiran MATHEMATICA funkcijom DrawParetos3D koja
reSava dati 3D problem i daje interaktivnu vizuelizaciju Pareto optimalnog resenja. Ova
funkcija ima slede¢u formu:

DrawParetos3D[Paretos_List, constr_List, var_List, {}] :=
Module [{p1,p2},
{p1l =Graphics3D[Table[{Blue, PointSize[0.08], Point[Paretos[[i]]]},
{i, Length([Paretos]}], DisplayFunction -> Identity],
p2 = RegionPlot[constr, (*Display the constraint setx)
{var([1]11}, {var(([2]]}, {var[[3]]}, AspectRatio -> 1,
DisplayFunction -> Identityl],
Show[p2, pl, DisplayFunction -> dip[EdgeForm[]],
ViewPoint -> {3, 4, 0}, AspectRatio -> 1]}]

Primer 3.4.5. Posmatrajmo slede¢i problem visekriterimske optimizacije, za slucaj tri
promenljive

Max.: QXx)=[r+y+z —x—3y—6z,2+y+ 2]
p.o.: r+y+2<1

r+3y+22>0

—r+5y+22<0

x>0, y>0, 220

pts = Multiw3D[{x + y + z, -x - 3y - 6z, x + y + z},
{x+y+z<=1, x+3y+2z>0, x+5y+2z<=0,
z > 0, y >0, x> 0}, {x,y,z}, {}]

Za slucaj k = 6 imamo vise moguénosti za bolju graficku ilustraciju (videti Sliku 3.4.2).

DrawParetos3D[pts, { x + y + z <= 1, x + 3y >= -z, -x + by <= -2z,
z>= 0, y >= 0, x > 0}, {x, y, z}, {}]

Slika 3.4.2. Reprezentacija skupa dopustivih resenja i skupa Pareto optimuma
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Primer 3.4.6. Razmatrajmo slede¢i 3D problem visekriterijumske optimizacije

Max.: QX)=[zr+y+z —x—3y—06z,2+y+ 2]
p.0.: P4yt <1
x>0, y>0,2>0

Koriséenjem sledeée funkcije

pts =MultiW3D[{x+y+z, -x-3y-6z, xt+y+z},
{X”2+y”2+z"2<=1, z>=0, x>=03}, {X,y,Z}, {}]

kada k =9, dobijamo slede¢e Pareto optimalne tacke:
2 11 5 2
{—7§+\/577§;73}7{ (— \ﬁ‘f'\/_) GaO} {3( 2\/ el VT8), T\ 5

Koris¢enjem sledece funkcije

DrawParetos3D[pts, { x"2 + y°2 + z°2 <=1, z >= 0, x >= 0}, {x, y,z}, {}]

dobijamo graficko predstavljanje Pareto optimalnih tacaka

Slika 3.4.3. Pareto optimalne tacke leze na granici skupa dopustivih resenja

Primenom prvobitnog koda dobijamo lepu interaktivnu demonstraciju. Demonstracija
takode pruza moguc¢nost korisniku da rotira sliku i vidi iz razlicitih uglova i tacaka videnja,
i mogucnost da vide sve Pareto optimalne tacke.

3.5 Leksikografska visekriterijumska optimizacija

Cesto se do optimalnog resenja dolazi posle uzastopnog donosenja odluka. Prvo se nade
optimalno resenje za najvazniju funkciju cilja. Ako je optimalno resenje jedinstveno, tada
je problem resen. Medutim, ako optimalno reSenje nije jedinstveno, tada se na skupu svih
optimalnih resenja optimizuje funkcija cilja koja je druga po vaznosti. Ako je optimalno
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reSenje sada jedinstveno, problem je resen; ako nije, optimizuje se funkcija cilja trec¢a po
vaznosti na skupu optimalnih reSenja prve i druge funkcije cilja itd.
Dakle posmatrajmo problem minimizacije date uredene sekvence ciljnih funkcija

Ql(l'), Ce ,Ql($)

i skup ogranicenja

x € X.
Trebalo bi da se resi slede¢i skup konveksnih uslovnih nelinearnih programa
max Qi(x)
p-o. x € X

Qi(x)>a;, j=1,...,i—1i>2

gde su a; = Q;(x;"), j = 1,...,7 — 1 optimalne vrednosti prethdono postavljenih jed-
nokriterijumskih problema na nivoima prioriteta j =1,...,2 — 1,7 > 2.

Nejednakosti u poslednjem problemu mogu biti zamenjene jednakostima [72]. leksiko-
grafski metod spada u grupu apriornih metoda.

Pretpostavimo da su kriterijumske funkcije ), ..., Q; poredane od najvaznije do na-
jmanje vazne. Polazni problem visekriterijumske optimizacije se reSava slede¢im algorit-
mom.

Algoritam 3.3 Leksikografski metod visekriterijumske optimizacije
Ulaz: Problem VKO (3.1.1) sa listom uredenih funkcija cilja Q1, ..., Q.
1: Postaviti vrednost Sy := S, i :=1
2: ReSava se problem:

Minimizovati Q;(x) pod uslovom x € S; 4

Neka je resenje ovog problema x(®”,

3: Ako je x(¥", dobijeno u koraku 2, jedinstveno resenje, ono se proglasava za resenje
viSekriterijumskog problema i algoritam se zavrsava.

4: Formira se skup S; := {x € S;_1 | Qs(x) > Qs(x"")}.

5: Ako je i = [ skup S5, se proglasava za skup resenje problema visekriterijumske
optimizacije, i algoritam se zavrSava.

6: Stavlja se ¢ := ¢+ 1 i vra¢amo se na korak 2.

Jedan od nacina za implementaciju visekriterijumske optimizacije dat je funkcijom
MultiLex [83].

Multilex[q_List,constr_List,var_List]:=
Module [{res={},s,f=constr,l=Length[q] ,i},

For[i=1,i<=1,i++,
s=Maximize[q[[il],f,var]; (x 2 %)
If[i<1, AppendTol[f,ql[i]l]>=First([s]] 1; (x 3,2 %)
AppendTo[res,{q/.Last[s],Last[s]}];

1;

Print[res]; Return[{q/.Last[s],Last[s]}];
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Primer 3.5.1. Problem maksimizacije funkcija koje su sadrzane u listi
{821 + 1222, 1421 + 1022, x1 + 22}
prema ogranicenjima
{8z1 + 422 <=600, 221 + 322 <=300, 4z1 + 322 <=360, 5z1 + 1022 >= 600,
rl1>=0,22>=0}
moze biti resen koristec¢i izraz
Multilex [{8x1+12x2,14x1+10x2,x1+x2},
{8x1+4x%2<=600,2x1+3x2<=300,4x1+3x2<=360,5x1+10x2>=600,x1>=0,x2>=0},
{x1,x2}]
Unutrasnje reprezentacije jednokriterijumskih problema su:
za 1 = 1:
8zl + 1222,
{8z1 + 422 <= 600, 221 + 322 <= 300, 421 + 322 <= 360, 521 + 1022 >= 600,
xl >= 0,22 >= 0},
{z1, 22}
za i = 2:
1421 + 1022,
{8z1 + 422 <= 600, 221 + 322 <= 300, 421 + 322 <= 360, 5z1 + 1022 >= 600,
xl >=0, 22 >=0, 8x1 + 1222 >= 1200},
{z1, 22}
za i = 3:
rl + 22,
{821 + 422 <=600, 221 + 322 <=300, 4x1 + 322 <=360, 5x1 + 1022 >=600,
x1>=0, 22>= 0, 8x1 + 1222 >=1200, 14x1 + 1022 >= 1220},
{z1, 22}

Resenja uzastopnih optimizacionih problema su zapamdéena u listi res, koja je jednaka

{{1200,{x1->0,x2->100}},{1220,{x1->30,x2->80}},{110,{x1->30,x2->80}}}

Teorema 3.5.1. Resenje dobijeno leksikografskom metodom je Pareto optimalno resenje
problema visekriterijumske optimizacije.

Dokaz. Oznacimo sa x* reSenje dobijeno leksikografskim metodom. Pretpostavimo da
ono nije Pareto optimalno tj. da postoji neko z € S tako da je Q;(z) > Q;(z*) za svako
i=1,...,1, pri éemu za neko k vazi Qn(x) > Qr(x*). Mogu nastati dva slucaja:

1. Prva mogu¢nost je da je x* jedinstveno resenje i da su iskoris¢eni svi kriterijumi do
j-tog (to znaci da je na kraju prethodno opisanog algoritma i = j). Kako je x € § = Sy
1 Q1(x) > Qi(x*) sledi da je Q1(x) = Q1(x*), kao i x € S;. Kako je sada z € S
i Qa(r) > Qa(z") sledi Qa(z) = Qa(z*) 1 x € Sy;. Nastavljajuéi ovakvo rezonovanje
zakljuéujemo Q);_1(x) = Q,_1(x*) i x € Sj_;. Kako je x* jedinstveno resenje problema

Minimizovati @);(x) pod uslovom x € S;_;
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a pri tome vazi Q;(x) > Q;(x*) i x € S;_; zaklju¢ujemo da mora biti x = x* pa je
Qr(x) = Qr(x*), odakle dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom Q(x) > Qr(x*).
2. Druga moguénost je da su iskorig¢eni svi kriterijumi (tj. u prethodnom algoritmu

je i = [). Potpuno analogno kao u prvom slucaju se pokazuje da x € Sy i da za svako
i=1,...,k vazi Q;(x) = Q;(x*), $to je kontradikcija sa Q(x) > Qr(x*). O

Iz ovog dokaza se moze zakljuciti da se ograni¢enje oblika Q;(r) < @Q;(xV*) moze
zameniti ogranicenjem @Q;(x) = @, (x(i)*),

Mane leksikografske metode su ocigledne:
- U praksi je cesto tesko odrediti koji je kriterijum vazniji od drugog.

- Najcesée se deSava da se jedinstveno resenje dobije pre nego Sto se iskoriste svi
kriterijumi, ili ¢ak nakon koriS¢enja samo jednog kriterijuma. Na taj nacin, neki
kriterijumi uopste ne ucestvuju u donosenju odluke, sto je krajnje nepozeljno.

Zbog toga klasi¢ni leksikografski medod ima jako ograni¢enu primenu.

3.5.1 Primena geometrijskog metoda u leksikografskom metodu

Modifikacija leksikografskog metoda za slucaj dve ili tri promenljive predlozena je u radu
[73]. Pritom su koriséeni poznati rezultati linearnog programiranja, koje ovde navodimo.
Relacije izmedu linearnog programiranja i viSekriterijumske optimizacije su dobro is-
trazene. Neki od poznatih rezultata navedeni su u radu [39], od kojih éemo ovde navesti
neke od njih.

Posmatrajmo najpre bazic¢ni problem linearnog programiranja u prostoru R”, koristec¢i
ogranicenja u obliku nejednakosti. Bez gubitka opstosti, mozemo posmatrati samo prob-
lem maksimizovanja:

Max.:  f(x) = f(z1,...,2n) =121+ ... + Cpy
p.o.: Zaijxj >b;,i=1,...,m, (3.5.1)

=1

gde su konstante a;;,b;,¢; € R, @ = 1,...,m, j = 1,...,n unapred zadate. Dalje ¢emo
navesti nekoliko poznatih rezultata koris¢enih u geometrijskom (grafickom) metodu.

Proizvoljno resenje (z1, x2, ..., x,) € R" gore navedenog sistema nejednacina se naziva
dopustivo resenje. U geometrijskoj interpretaciji, ono je tacka n-dimenzionalnog prostora
R™. Sa Q C R™ oznacavamo skup svih dopustivih resenja problema (3.5.1). Pretpostavimo
da je Q # (). Tada vazi slede¢e pomoéno tvrdenje.

Lema 3.5.2. Granicni skup Qp = {X] Z?:l a;x; = b, i =1,...,m} skupa dopustivih
resenja € je konveksan skup.

Optimalna tacka x* = (xf,...,x}) € § problema linearnog programiranja (3.5.1) je
dopustivo resenje u kojoj je vrednost funkcije cilja f(z1, ..., x,) maksimalna.

Lema 3.5.3. Optimalna vrednost funkcije cilja problema (3.5.1) dobija se u nekoj od
ekstremnih tacaka skupa dopustivih resenja €.
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Zmacaj prethodne teoreme je u tome Sto se broj potencijalnih ekstremuma funkcije
f(z) redukuje sa (u opstem sluc¢aju) beskonacnog skupa Q2p na konac¢an skup temena koji
ima maksimalno (") elemenata. Ciljna funkcija f(z) dostize maksimum ili minimum u
temenima konveksnog skupa €2,. Formalno, dovoljno je izracunati vrednosti ciljne funkcije
u svim ekstremnim tackama skupa €2p i odrediti onu tacku, ili tacke, u kojima je vrednost
funkcije f(x) ekstremna. U sledecoj teoremi su generalizovana neka poznata tvrdenja.

Stav 3.5.4. Ako su dobijena dva optimalna reSenja problema (3.5.1), tada svaka tacka
na duzi odredenoj tim tackama predstavlja optimalno resenje problema (3.5.1). Odnosno,
ako su M) € Qp i 2@ € Qp optimalna resenja, onda je svaki vektor oblika

zy = Az + (1-— )\)x@), 0<A<1
optimalno resenje.
Dokaz. Posto su 2" i (? optimalna resenja, vazi
fWY > f(z),Vz € Qp A f(2P) > f(z), VzeQp
Sledi da za svaki vektor x) vazi

fln) = fOa 4 (1= N2®) = Af(@V) + (1= 2 f (=)
> M(z)+ (1 =N f(z) = flz), Ve Qp.

Dakle, svaki tacka z, 0 < X <1 je optimalno resenje. [J

Skup dopustivih resenja geometrijski predstavlja poliedar u prostoru, a ciljna funkcija,
koja se za f(x) = const interpretira kao hiperravan, dostize maksimum (minimum) u jed-
nom temenu poliedra (slucaj jedinstvenog optimalnog resenja) ili po jednoj strani poliedra
ako je hiperravan f(x) = const njoj paralelana (slu¢aj beskona¢no mnogo optimalnih
resenja).

Kod slucaja n = 2, ako se ogranic¢enja graficki predstave u koordinatnom sistemu x;xs
dobija se konveksan poligon, na ¢ijim se temenima (ekstremnim tackama) nalaze moguca
reSenja datog linearnog modela. Teme najudaljenije od prave odredene funkcijom cilja
predstavlja optimalno resenje datog modela.

Na osnovu prethodnih diskusija, implementacija geometrijskog metoda za slucaj dve
promenljive moze biti data funkcijom ¢iji su formalni parameteri funkcija cilja f i skup
ogranicenja g. ReSavanjem sistema nejednacina iz g dobijamo region dopustivih resenja,
zapaméen u promenljivoj h. Pritom koristimo funkciju Reduce (slican naé¢in za resavanje
sistema nejednacina je dat u [5]). Ekstremne tacke su sacuvane u listi R. Ove tacke se
odreduju u preseku svake dve prave odredene prevodenjem nejednakosti iz ogranicenja u
jednakosti. Nakon toga, lista ekstremnih tacaka R se sortira u neopadajuc¢i poredak na
osnovu rastojanja od prave f(zy,x2) = 0. Optimalno resenje je maksimalni element ove
liste.
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Li nProgG aphi cal M[f _, g_List]:=
Modul e[{res = {}, var = Variables[f], i, j, h, gE t, r},
For[i =1, i <lLength[g], i ++, var = Union[Variables[First [g[[i]1]]], varll;
h=g/. {List - And};
h = Reduce [h, var ];
| f [h =False, Print ["The problemis inadm ssible"]; Break[]; ];
gE =g /. {LessEqual - Equal, G eaterEqual - Equal, Less -» Equal, Greater - Equal };
For[i =1, i <Length[gE] -1, i ++,
For[j =i +1, ] <Length[gE], j ++, t = Findlnstance [gE[[i ]] & gE[[j 1] &h, var];
If[t #{}, AppendTo[res, {ReplaceAll [f, t [[1]]1], t[[1]1}];];]; ],
For[i =1, i <Length[res] -1, i ++,
For[j =i +1, ] <Length[res], j ++, If[res[[i, 1]1] <res[[j, 111, r =res[[i]];
res[[il] =res[[j1];
res([j11=r;1;1;0;
If[res[[1l, 1]1] ==res[[2, 111, r = {res[[1, 211, res[[2, 211}, r = {res[[1, 211};1;
Returnf(ri;]

3.5.2 Modifikovani algoritam leksikografskog metoda

Ovde navodimo modifikaciju algoritma leksikografskog metoda za resavanje linearnog
problema visekriterijumske optimizacije, za slucaje dve ili tri nepoznate. Za razliku od
klasicnog leksikografskog metoda, u svakom koraku se skup dopustivih resenja smanjuje
na skup optimalnih tacaka dobijenih u prethodnoj iteraciji, primenjujuc¢i geometrijski
metod linearnog programiranja.

Ulazni parametri sledeceg algoritma su: lista funkcija cilja f (uredena po prioritetima)
i lista ogranicenja g.

Algoritam 3.4 Resavanje linearnog problema visekriterijumske optimizacije (3.1.1), za
slucaj dve nepoznate 1, x».
Modifikovani leksikografski metod 2D
Ulaz: Lista uredenih funkcija cilja f i lista ogranic¢enja g.
1: Postaviti vrednost indeksa 7 := 1 i poc¢etnu vrednost skupa R := (). Uzeti prvu
funkciju f; kao funkciju cilja, a listu g kao skup ogranicenja.
2: Resiti optimizacioni problem jedne funkcije cilja za datu funkciju cilja i ogranicenja,
koristeé¢i geometrijski metod. Sacuvati resenje u skupu R.
3: Ako resenje iz R predstavlja duz, reprezentovanu kao Az 4 (1 — A2, gde je
0 < A <1, ié na Korak 4. U suprotnom, ako je reSenje iz R tacka, i¢i na Korak
5.
4: Ako je i < [ tada: uvecati indeks i za 1, uzeti f; kao funkciju cilja a skup R kao
skup ogranicenja, i i¢i na Korak 2. Ako je ¢ = [, i¢i na Korak 5.
5: Rezultat: Skup R kao reSenje polaznog problema.

Zakljucujemo da je resenje problema VKO primenom prethodnog algoritma dato ili
kao duz u ravni ili kao jedinstvena tacka (korak 5 algoritma). Nakon resavanja svakog
jedno-kriterijumskog problema u Koraku 2, uzima se najbolje resenje (koje maksimizuje
funkciju cilja). Dakle, ocigledno sledi sledeéa teorema.
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Teorema 3.5.5. [73] Neka je dat linearni problem visekriterijumske optimizacije (3.1.1),
gde je x € R%. Za datu listu uredenih funkcija cilja f i datu listu ogranicenja g, resenje
dobijeno Algoritmom 3.4 je Pareto optimalna tacka prosmatranog problema VKO (3.1.1).

Dokaz. Najpre, primetimo da primenom Algoritma 3.4 imamo niz dobijenih resenja mak-
simalno [ jedno-kriterijumskih optimizacionih problema. Ozna¢imo ove skupove resenja
sa R; 1 <|[. Za svaki indeks 1 <1 <[, postoje dve moguénosti:

1) skup R; se sastoji od jedinstvene ekstremne tacke.

2) skup R; predstavlja duz odredenu dvema ekstremnim tackama.

Ocigledno je fi(z) > fu(z®) zadovoljeno za svako k = 1,/ — 1. Pretpostavimo
suprotno, da resenje ) nije Pareto optimalna tecka problema (3.1.1). Tada postoji
druga tacka z*, takva da je

fk(x*) Z fk(x(l))’ Vk € {17 .- 'al}>

gde je najmanje jedna stroga nejednakost. Neka je na primer, za indeks t validna nejed-
nakost fi(z*) > f;(z). S obzirom da vazi fi(x?) > f,(z®), nejednakost f;(z*) > f,(z®)
je zadovoljena. Ovo povlaci da je z* ¢ Qp, pri ¢emu je

b=Qp N {z | fi(z) > fi(zW),. .., fisi(z) > fiy (D).

Dakle, z* € Qp\Qpy, Sto znaci dazanekoi € {1,...,k—1} je zadovoljena nejednakost
fi(z*) < fi(z™). Ovo je u kontradikeiji sa polaznim tvrdenjem fi,(x*) > fi.(x*)), za svako
k=1,...,1. Ocigledno, resenje ¥ mora viti Pareto optimalno. [J

S obzirom na varijante geometrijskog metoda za dve i tri promenljive, analogni algo-
ritam sa Algoritmom 3.4 se moze navesti za trodimenzionalni slucaj.

Algoritam 3.5 Resavanje linearnog problema visekriterijumske optimizacije (3.1.1), za
slucaj tri nepoznate 1, xo, x3.
Modifikovani leksikografski metod 3D
Ulaz: Lista uredenih funkcija cilja f i lista ogranicenja g.
1: Postaviti vrednost indeksa 7 := 1 i pocetnu vrednost skupa R := ). Uzeti prvu
funkciju f; kao funkciju cilja, a listu g kao skup ogranicenja.
2: Resiti optimizacioni problem jedne funkcije cilja za datu funkciju cilja i ogranicenja,
koriste¢i geometrijski metod. Sac¢uvati reSenje u skupu R.
3: Ako se skup R sastoji od jedinstvene tacke, i¢i na Korak 5. U suprotnom, ako
je skup resenja R odreden kao A\z™™ + Aoz + X323 gde je 0 < A\, Ao, A3 <
1, A1 + X2 + A3 = 1, gde su najmanje dva koeficijenta razli¢ita od nule, i¢i na
Korak 4.
4: Ako je i <[ tada: uvecati indeks i za 1, uzeti f; kao funkciju cilja a skup R kao
skup ogranicCenja, i i¢i na Korak 2. Ako je i = [, i¢i na Korak 5.
5: Rezultat: Skup R kao reSenje polaznog problema.

Teorema 3.5.6. [73] Neka je dat linearni problem visekriterijumske optimizacije (3.1.1),
gde je x € R®. Za datu listu uredenih funkcija cilja f i datu listu ogranicenja g, resenje
dobijeno Algoritmom 3.5 je Pareto optimalna tacka prosmatranog problema VKO (3.1.1).
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Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 3.5.5, sa razlikom da se za svako 1 <1 < [, skup
reSenja R; moze sastojati od jedinstvene tacke, duzi ili dela ravni. Skup resenje je dat kao
linearna kombinacija tri optimalne tacka: Az 4+ Xoz® + \32®) | where 0 < A\j, Mg, A3 <
L M+X+A3=1. 0O

Ovde navodimo i implementaciju modifikovanog leksikografskog metoda koristeci ge-
ometrijski metod linearnog programiranja.
Lexi cModi f [f_List, g List]:=

Modul e[{l = Length[f], var = Variables[f], r, q, q1, g2, i, ml, n2},
r = Li nProgG aphi cal M[f [[1]], 91;

Print [r];
g = Regi onPl ot [g, {var [[1]], O, 10}, {var [[2]], O, 10}, AspectRatio -» 1];
For[i =2, (i =1) & (Length[r] =2), i ++, nl = ReplaceAll [f[[i]1], r[[11]1];

n2 = Repl aceAl | [f[[i]], r[[2]1]1];

Ifrml >n2, r ={r[[1]1]1}]1;

Ifm2>nl, r={r[[2]1}];1;

If [Length[r] >1, Print ["Pareto optimal solutions have the form [Lanbda]s",

ri[r11], "+(1-[Lanbdaj)*", r[[2]], ", O<=[Lambda]l<=1"7;
gl = G aphics [{Thick, Line[r]}1,
Print ["Pareto optinmal solution is: ", r[[1]1]11];

g2 = ListPlot [r, PlotStyl e » {Poi ntSize[0.03]}, D splayFunction -» Identity];
Return[{Repl aceAll [f, r[[11]1]1, r[[111}]1;]

Ovde koristimo funkciju RegionPlot [113], radi reprezentacije skupa dopustivih resenja.
Ovaj se skup nakon svakog koraka smanjuje na skup optimalnih tacaka iz prethodne it-
eracije algoritma. Ova ideja ubrzava izvrSenje programas.

3.5.3 Numericki eksperimenti

Ukoliko je ciljna funkcija od dve ili tri promenljive, procedura geometrijskog metoda se
moze primeniti [68]. Tada je optimalno resenje dobijeno iscrtavanjem grafika modifikovane
funkcije cilja f(x1,22) = 0 i njenim paralelnim pomeranjem u smeru vektora gradijenta.

Ako su nadena sva razlicita reSenja, tada su sve tacke na duzi izmedu njih takode
optimalna resenja. Dakle, modifikacija leksikografskog metoda se ne ogranicava samo na
nalazenje jedne Pareto optimalne tacke.

Primer 3.5.2. Resiti sledeci linearni problem VKO:

Max. :  [8z + 12y, 14z + 10y, z + 9]

Such that : 2z 4y < 150
2z + 3y < 300
4x 4 3y < 360
x4+ 2y > 120
z,y >0

koriste¢i navedeno leksikografsko uredenje kao u listi.
Najpre posmatramo prvu funkciju po vaznosti: f; = 8z + 12y. Primenom graficke

metode imamo da svaka tacka na duzi A{30,80}+(1—X){0,100}, 0 < X < 1, maksimizuje
funkciju cilja f;. Ovaj rezultat je ilustrovan na Slici 3.5.1, sa leve strane.
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Nakon toga, ispitujemo samo tacke na dobijenoj duzi, koje maksimizuju drugu funkciju
cilja po leksikografskom uredenju: f, = 14z + 10y. Kako prava f; = 0 nije paralelna sa
dobijenom duzi, to maksimalna tacka mora biti izmedu krajnjih tacaka duzi. Testiranjem,
zaklu¢ujemo da je to tacka {30,80}. Dalje izracunavanje ovde staje jer je reSenje problema
jedno-kriterijumske optimizacije jedinstvena tacka.

Dakle, resenje ovog problema je {30,80} (videti desnu stranu na Slici 3.5.1), u kojem
slucaju tri polazne funkcije cilja imaju respektivno sledeée vrednosti: 1200, 1220, 110.

100 (¢ 100 -

90 | 90|
80 |

80|

70| 70|

60 - 60

50+ 50

40+ 40

30 [ Il Il Il Il Il I 30 [t Il Il Il Il Il I
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 0 40 50 60

Slika 3.5.1. Rezultati iz prve i druge iteracije Algoritma 3.4.

Sledeca instrukcija je koriS¢ena za resavanje ovog problema:

LexicModif [{8x + 12y, 14x + 10y, x + y},
2x + y<= 150, 2x + 3y<= 300, 4x + 3y<= 360, x + 2y>= 120, x>= 0, y>= 0]

Pritom je, dakle, dobijen sledeci rezultat:
{{1200, 1220, 110}, {x — 30,y — 80}}.

Primer 3.5.3. Resiti trodimenzionalni problem VKO:

Max.: [x—2y—2z,x4+y+ 7]
Such that : —x+2y+ 2z > =3,
r—y+22 <4,
xz > 0.

Geometrijskom metodom je dobijeno da svaka tacka duzi A{1,—%, 2} + (1 — X){0,—2,1},
0 < XA < 1 maksimizuje funkciju cilja f; = ¢ — 2y — 2, sto je ilustrovano na Slici 3.5.2
sa leva. Dalje, pretrazuju se tacke dobijene duzi koje maksimizuju drugu po uredenju
funkciju cilja: fo =z +y+ 2.

Slede¢a komanda je primenjena na resavanje polaznog problema:
LexicModif [{x-2y-z, x+y+z}, {-x+2y+z+3>=0, x-y+2z<=4, x>=0}]
Resenje problema je tacka {1, —%,% (desna strana Slike 3.5.2), u kojoj zadate tri
funkcije cilja imaju sledeée vrednosti, respektivno: {3, % .
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Slika 3.5.2. Prve dve iteracije Algoritma 3.5 ilustrovane u MATHEMATICA.

3.6 Analiza drugih metoda viSekriterijumske optimi-
zacije

3.6.1 Relaksirani leksikografski metod

Hijerarhijski metod je modifikacija leksikografskog metoda, u kome se koriste ogranicenja
oblika [60]

Q;(x) = (1 + 1%) Qi (7).

Relaksacija se sastoji u pove¢anju desne strane ogranicenja za procenat @;(x;*)-d;. Vari-
ranjem parametra 0; mogu se generisati razli¢ite Pareto optimalne tacke [50]. Jo$ jedna
varijacija leksikografskog metoda je uvedena u [107], gde su ogranicenja jednaka

Q;(x) > Qj(x5") — 0;.

U ovom slucaju, §; < 100 jesu pozitivne tolerancije definisane od strane DO.

Relaksirani leksikografski metod je iterativni postupak u kome se resavaju jednokriteri-
jumski zadaci optimizacije. Pretpostavlja se da su od strane DO dati prioriteti kriterijuma
i da su u skladu sa njima dodeljeni indeksi kriterijumima. U relaksiranoj leksikografskoj
metodi se po svakom od p kriterijuma resava jednokriterijumski zadatak optimizacije. Pri
tome se u narednoj iteracijine postavlja kao ogranic¢enje zahtev da resenje bude optimalno
po kriterijumu viseg prioriteta, ve¢ se ono relaksira tako da se zahteva da resenje bude u
okolini optimalnog resenja dobijenog u prethodnoj iteraciji. Nataj nacin, svaki kriterijum
utice na konacno resenje.

DO zadaje redosled kriterijuma po znacajnosti. Pored toga, svakom kriterijumu, uz-
imajuci poslednji, dodeljuje se vrednost o, , k = 1,...,1 — 1, za koju kriterijum viseg
prioriteta sme da odstupi od svoje optimalne vrednosti. Metoda obuhvata izvrsavanje [
koraka opisanih slede¢im algoritmom.
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Algoritam 3.6 Relaksirani leksikografski metod

Ulaz: Problem VKO (3.1.1) sa uredjenom listom funkcija cilja Q1, ..., Q.
1: Resiti problem

max Q1(x)
p.o. x € X

Resenje ovog problema oznacimo sa Q7.
2: Za svako p = 2,1 resiti jednokriterijumski problem

max Qp(x)
p.o. x e X

pri cemu je (] resenje j-og po redu problema jednokriterijumske optimizacije.
3: Rezultat: ReSenje )] kao reSenje polaznog problema.

Za resenje polaznog modela se usvaja rezultat dobijen u poslednjem koraku, a vrednosti
funkcija cilja za dobijeno reSenje se moraju posebno racunati.

Resenje dobijeno ovim metodom obezbeduje slabi Pareto optimum, a ako je resenje
jedinstveno, ono je i Pareto optimalno. Ako je dopustiva oblast konveksna, podesavanjem
parametara 0,k = 1,...,1 — 1, moze se dobiti bilo koje Pareto optimalno resenje.

Teorema 3.6.1. Resenje dobijeno relaksiranim leksikografskim metodom je slabi Pareto
optimum problema visekriterijumske optimizacije.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da reSenje x* dobijeno relaksiranim leksikografskim
metodom nije slabo Pareto optimalno. To znaci da postoji neko x € S tako da za svako
i =1,...,0 vazi Q;(x) > Q;(z*). Kako je Q;(x*) = QF tim pre vazi Q;(x) > Qf — &,
i=1,...,k—1, pakako je Qr(x) > Qr(x*) dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da
je x* resenje dobijeno relaksiranim leksikografskom metodom. [J

Teorema 3.6.2. Ako se relaksiranim leksikografskim metodom dobija jedinstveno resenje,
ono je Pareto optimalno.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da jedinstveno resenje x* dobijeno relaksiranim lek-
sikografskim metodom nije Pareto optimalno. To znac¢i da postoji neko x € S tako da
za svako i = 1,...,1 vazi Q;(x) > Q;(x*) pri ¢emu za neko j € {1,...,l} vazi stroga
nejednakost. Razlikujemo dva slucaja:

1) Qr(x) > Qr(x*). Kako iz pretpostavljenog sledi da je Q;(x) > Qf —d;, i =1,... k—
1, zakljucujemo da x* nije resenje dobijeno u koraku k gore opisanog algoritma tj. da
x* nije resenje dobijeno relaksiranim leksikografskim metodom, sto je kontradikcija.

2) Qr(x) = Qr(x*). Kaoipod 1), vazi Q;(x) > QFf —6;,i=1,...,k — 1, pa dobijamo
da je x reSenje dobijemo relaksiranim leksikografskim metodom. Medutim, kako je
x* jedinstveno resenje zakljucujemo da mora biti x = x*. Tada je i Q;(x) = Q,(x"),
sto je kontradikcija.
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Dakle, x* je zaista Pareto optimalno resenje. [J

U prakti¢noj primeni leksikografskog metoda vrednosti §; moraju biti pazljivo odabrane.
Ukoliko se ovim metodom dobije vise reSenja bilo bi dobro smanjiti te vrednosti.

Primer 3.6.1. Primenom relaksiranog leksikografskog metoda resimo sledeé¢i zadatak
VKO (funkcije cilja su relaksirane po prioritetu)

max {Q1(x), Q2(x), Q3(x)}

p-o. 201+ 10 <6, x1+322 <6, x1 >0, z9 > 0.
gde je
O1(x) = x1+4xy, 6 =1
Q2(x) = x4, 0o =1
Qs(x) = 1+ xo.
Korak 1. Resiti problem

max Q1(x) = 1 + 4y

p.o. 201 + 290 <6, T1 + 319 <6, 21,29 > 0.
Ovaj zadatak ima jedinstveno optimalno resenje u tacki x'” = (0,2), pri ¢emu je
Q7 =8.
Korak 2. Resiti problem
max  Qu(x) = 1
p.o. 201 + 290 <6, 1+ 329 <6, 21,29 >0, 217 +425 > 7.

Dobija se resenje 22" = (2.43,1.14), Q3 = 2.43
Korak 3. Resiti problem

max Qs3(x) = z1 + 4
p.o. 201 + 29 <6, 1+ 329 <6, 1,29 >0, 21 +429 > 7,21 > 1.43.

Resenje ovog zadatka se usvaja kao konacno. To je reSenje z7 = 3.6, x5 = 1.2. Vrednosti
funkcija cilja u ovoj tacki su Q* = (7.2,2.4,3.6).

Relaksirani leksikografski metod je veoma osetljiv na izbor koeficijenata 9;, tako da
se "pogresnim” izborom njegove vrednosti mogu dobiti neprihvatljiva resenja. Tako
u prethodnom primeru imamo slucaj da se konac¢no resenje poklapa sa marginalnim
reSenjem funkcije cilja koja ima najnizi prioritet, dok je vrednost najznacajnijeg kri-
terijuma smanjena. Kod primene ove metode se preporucuje da DO kriticki preispita
dobijena resenja, uporedi ih sa marginalnim i da po potrebi koriguje zadate koeficijente.

Jedan od nacina za implementaciju relaksiranog leksikografskog metoda dat je funkci-
jom MultiRelax[] [83]:

Ulazne velicine:

q - lista ciljnih funkcija;

parcf - parametri ciljnih funkcija;
constr - lista ogranicenja.
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MultiRelax[q_List, constr_List, var_List, delta_List] :=
Module[{res={}, s, f=constr, l=Length[ql, i},

For[i=1, i<=1, i++,
s = Maximize[q[[ill, £, varl; (x 2 %)
If[i<1l, AppendTol[f, q[[i]]>=First[s]-deltal[i]l] 1 1; (x 3,2 *)
AppendTo[res, sl;

1;

Print [res]; Return[{q/.Last[s],Last[s]}];

3.6.2 Metod c-ogranicenja

U ovom metodu DO izdvaja kriterijum Q,(x), 1 < p < [ koji ima najvisi prioritet i
njega maksimizira, dok ostale funkcije cilja ne smeju imati vrednosti manje od unapred
zadatih e, k= 1,...,1, k # p. Sve druge ciljne funkcije se koriste da se kreiraju dodatna
ogranicenja oblika [; < Q;(x) < ;i = 1,...,1, i # p [37]. U ovoj relaciji, l; i &; jesu
donja i gornja granica ciljne funkcije Q;(x), respektivno.

Haimes u [29] je uveo e-constraint (ili trade-off) metod (metod e-ogranic¢enja), u
kome su sve vrednostoi [/; iskljucene. Sistematsko variranje vrednosti ; produkuje skup
Pareto optimalnih reSenja [37]. Medutim, nepodesna selekcija vrednosti e € R¥ moze da
proizvede resenje koje ne ispunjava ogranicenje. Opste pravilo za selektovanje ¢; je sledece
([7])

Qp(xi") <& < Qi(xi"),

gde je x;* tacka koja maksimizira ciljnu funkciju Q;(x).

Neophodno je da se resi sledec¢i problem

max Qp(x)
p-o. z € X,

Qi(x)zgh Z.:L"wla Z%pa

gde je Qp(x) odabrani kriterijum sa najveé¢im prioritetom i ¢; su odabrani realni brojevi.
Ako optimalno resenje ne postoji, neophodno je da se smanji vrednost za &;.

Teorema 3.6.3. Resenje problema ¢ ogranicenja je slabo Pareto optimalno resenje pocetnog
problema VKO.

Dokaz. Pretpostavimo da je x* reSenje problema € ogranicenja, i da ono nije slabi Pareto
optimum. Dakle, postoji x € S tako da je Q;(x) > Q;(z*) A Qi(x) > Qi(x*) > ¢
za svako ¢ = 1,...,l, i # j, odakle sledi da x* nije reSenje problema & ogranicenja,
sto je kontradikcija. Zakljucujemo da je reSenje problema e ogranicenja slabi Pareto
optimum. []

Teorema 3.6.4. Tacka x* € S je Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO akko
za svako j = 1,...,1 tacka X* jeste resenje problema e ogranicenja pri cemu je e; = Q;(X*),
i=1,...,1,1# 7.
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Dokaz. Uslov je dovoljan jer iz njega sledi da ni za jedno j = 1,...,[ ne postoji x € S
tako da je Q;(x) > Q,;(X*)ANQ;(x) > &; = Q;(x*), i # J, tj. sledi da je x* Pareto optimum.

Pretpostavimo, sa druge strane, da je x* Pareto optimum, a da za neko j ono nije
reSenje problema e ogranicenja sa ; = Q;(x*), i # j. Dakle, postoji x € S tako da vazi
Q;(x) > Q;(x*) 1 Q;(x) > Qi(x*) = ¢, i # j. Dolazimo u kontradikciju sa pretpostavkom
da je x* Pareto optimalno resenje. Dakle, uslov je i potreban. O

Primetimo da iz ove teoreme sledi da se metodom ¢ ogranicenja moze dobiti proizvoljno
Pareto optimalno reSenje.

Teorema 3.6.5. Neka je vektor € proizvoljan. Tada, ako problem e ogranicenja ima
jedinstveno resenje onda je ono Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* jedinstveno resenje problema € ograni¢enja. Pretpostavimo da x* nije
Pareto optimalno tj. da postoji x’ iz S tako da vazi Q;(x") > Q;(x*) ¢ =1,...,[, pri ¢emu
vazi stroga jednakost za ¢ = [. Ako je [ = j, tada dobijamo Q;(x') > Q;(x*) A Q;(x') >
Qi(x*) > e, i =1,...,1, i # j, tj. dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je x*
reSenje problema e ogranicenja. Ako je | # j, tada je Q;(x') > Q;(x*) > ¢e;, i =1,...,1,
i # 7 1Q,) < Qj(x*). Medutim kako je z* jedinstveno resenje te iz Q;(x') > ¢,
i=1,...,1,1# j sledi da mora biti Q;(x') < Q;(x*). Ponovo dolazimo do kontradikcije
pa zakljucujemo da je x* zaista Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO. [

U slucaju da problem e ograni¢enja nema reSenja trebalo bi povecati vrednosti granica
g;. Naravno, nijedno ¢; ne sme biti manje od idealne vrednosti funkcije cilja @);. U sluc¢aju
da DO sam izabere prioritetnu funkciju (), i konstante ; na ovaj metod se moze gledati kao
na a priori metod. Medutim, on u tom slucaju ne moze biti siguran da ¢e biti zadovoljan
dobijenim resenjem. Zbog toga je pristup obi¢no drugaciji. Postupak resavanja problema
€ ogranicenja se ponavlja za razne vrednosti granica ¢; i za razne funcije (); kao prioritetne,
sve dok DO ne bude zadovoljan dobijenim resenjem.

Da bismo dokazali da je reSenje dobijeno metodom ograni¢enja Pareto optimalno
moramo dokazati da je ono jedinstveno ili da je reSenje [ razli¢itih problema za svaku
od funkcija @), $to nije nimalo jednostavno. Ovo je glavna mana ove metode.

Sledi opis implementacije prema [83].
Ulazni parametri:

q-, constr_, var_: unutrasnja forma problema;
p_: redni broj ciljne funkcije sa najveéim prioritetom.

MultiEps[q_List, constr_List, var_List, p_Integer] :=
Module[{s, f = constr, i, j, k, 1 = Length[q]l, eps, 1b = {}, ub = {}},

For[i = 1, i <= 1, i++,
xi = Maximize[q[[i]], constr, var];
AppendTo[1b,q[[pl]/.First[Rest[xi]]];
AppendTo[ub,q[[i]]/.First[Rest[xi]]];

1;

For[i =1, 1 <=1, i++,

For[eps = 1b[[i]], eps <= ub[[i]], eps = eps + 0.1,
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f = constr;
Forlk = 1, k <= 1, kt++,

If[k '= p, AppendTol[f, qll[k]I>=eps ] 1 (* 3 %)
1;
s = Maximizel[q[[pll, f, varl; (x 2, 1 %)

]
]

Primer 3.6.2. Resiti problem:

max: {Q1(X) =21, Q2(x) = 952}
P.Oo.: 0§x1§1,0§x2§1

Pretpostavimo da prvi kriterijum ima najveéi prioritet. Ovaj problem se resava slede¢im
pozivom funkcije MultiEps:

In[5]:= MultiBps[{x1,x2},{x1>=0,%2>=0,x1<=1,x2<=1},{x1,x2},{0.5},1]

U slucaju kada drugi kriterijum uzima vrednosti vece ili jednake od 0.5 (eps = 0.5)
neophodno je da se resi sledeci jednokriterijumski problem:

max  Qu(x) =
p.o. 0<z; <1, 02, <1, 29 >0.5.

Njegova unutrasnja forma, koriS¢éena u MATHEMATICA funkciji Maximize je
zl, {x1>=0,22 >=0,z1<=1,22<=1,22>=0.5}, {z1,22}
Resenje problema je
{{1.,0.5},{xt->1., x2->0.5}}
i nije Pareto optimalno. Pareto optimalno resenje se generise u slucaju eps = 1, i jednako
je

{{1..1}.{x1->1, x2->1}}

3.6.3 Metodi rastojanja

Metodi rastojanja Cine grupu za reSavanje zadataka VKO cija je osnovna ideja da se u
kriterijumskom prostoru trazi tacka koja je najbliza nekoj unapred odredenoj tacki koja
se zeli dostici ili ka kojoj treba teziti ako ona nije dopustiva. Drugim re¢ima, minimizira
se rastojanje izmedu zeljene tacke i dopustive oblasti. Razlike izmedu metoda ove grupe
poticu od toga kako se zeljena tacka odreduje, na koji nacin se rastojanje od nje "meri”,
da li se uvode tezinski koeficijenti, itd.

U opstem slucaju, DO za svaki od [ kriterijuma zadaje zeljene vrednosti ili odreduje
nacin kako ¢e se one izracunati. Na taj nacin se u [ -dimenzionalnom kriterijumskom
prostoru definise tacka

fz = (ffa "'7flz)

koja po pravilu ne pripada dopustivoj oblasti S. U slucaju

ffes
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zadatak se resava reSavanjem sistema jednacina koje su definisane skupom ogranicenja.

U metodu rastojanja reSava se slede¢i opsti zadatak

min - d(f* - f(z))

p-o. X EX

gde d(*.x) oznacava rastojanje definisano pogodnom metrikom.

U kontekstu merenja rastojanja u kriterijumskom prostoru ovde ¢emo ponoviti defini-
cije metrika koje se najcesc¢e koriste u metodima rastojanja

l1 (pravougaona) metrika : di, (f*, f Zlfk

l

ly (Euklidova) metrika : di,(f?, f(x)) = Z<fk fre(x))2,

k=
loo (Cebisevljeva) metrika : di_(f?, f(x)) = max {|f7 — fu(x)|}.

1<k<l

Kriterijumima je moguce dodeliti tezinske koeficijente, tako da prethodne formule za
rastojanje izmedu zeljenog i trazenog resenja dobijaju oblik

di, (f* f(x)) = Zk (Wi | 7 — fu(x)|, za pravougaonu metriku,

di, (f*, f(x \/ > wi(fZ — fr(x))?, za Euklidovu metriku,
di (7, f(x)) = max {wy |ff — fe(x)|}, za Cebisevljevu metriku.

1<k<l

Bez obzira na oblik polaznih funcija cilja, zadaci minimizacije rastojanja su problemi
nelinearnog programiranja, za koje, u opstem slucaju, nije jednostavno pronaci optimalno
reSenje. Izuzetno se u slucaju l; metrike i linearnih funkcija cilja i ograni¢enja zadatak
minimizacije rastojanja moze formulisati kao problem LP $to ¢emo objasniti na slede¢em
primeru.

Napomena 3.6.1. Objasnjene transformacije su osnova za formulaciju zadatka visekri-
terijumskog linearnog programiranja (VLP) i oblik koji se naziva ciljno programirange.
Prema tome, zadatak ciljnog programiranja je poseban oblik zadatka metoda rastojanja u
VKO. Dodatno je moguce kriterijumima dodeliti prioritete dostizanja Zeljenih vrednosti 1
tezinske koeficijente.

Resenje zadatka VKO dobijeno metodom rastojanja, kada skupu vrednosti kriterijuma
ne pripada zeljna vrednost, predstavlja slabi Pareto optimum, a ako je jedinstveno, onda
je i Pareto optimalno.

Metod rastojanja (ciljno programiranje ili goal programming method) je razvijen u
[9], [10] [38]. Za svaku od [ kriterijumskih funkcija odabiraju se ciljne vrednosti, ili se
izracunavaju pomocu funkcije Mazimize. Na taj nacin, generiSe se [-dimenzionalna tacka
b(x) = (by,...,b), koja sadrzi ciljne vrednosti za ciljne funkcije. Potom se minimizira
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rastojanje izmedu tacke b(x) i Q(x)=(q1(x),...,q(x)). Drugim rec¢ima, resava se sledeci
opsti zadatak

min d(b— Q(x))
p.o. x € X,
gde je d(*.x) metrika koja definiSe rastojanje izmedu tacaka b i Q(x). Uzmimo, na primer

metriku definisanu L;-normom

l

a0 - Q) = 3 b — a(x)].

i=1
U ovom slucaju, prirodno je da se koriste zamene y; = b; — ¢;(x), i = 1,...,[. Koristeci
dodatne smene yZ = $[ ]_ — $[] , © = 1,...,1, u kojima je $[¢]7,$[{]T > 0, (i tada
je lvil = ST + $[¢], ..,1), dobija se sledeéi jednokriterijumski optimizationi
problem
!
min Z($[Z]+ +$[i]7)
i=1
p.o. x € X
Qi(x) — $[¢]" +$[] =b;, z’zl,...,l
$[1]* >0,....8[" >0, [1] L8[l = 0.

Lista ogranic¢enja se transformise ciklusom:

For[i=1,i<=1,i++,

AppendTo [constr,q[[i]]-$[2i-11+$[2i]==b[[i]]];
1;
For[i=1,i<=21,i++, AppendTo[constr,$[i]>=0] 1;

Odgovarajuca jednokriterijumska ciljna funkcija se generise i minimizira izrazom
s=Minimize[Array[$,21,1,Plus],constr,Union[Variables[Array[$,21,1]1],var]];

Standardna funkcija Variables[expr] daje listu nezavsinih promenljivih u izrazu
expr. lzraz Union[1l,,1s,...] daje sortiranu listu razlic¢itih elemenata koji se pojavljuju
u bilo kom od izraza [; [113].

Primer 3.6.3. Resiti sledeéi zadatak VLP metodom rastojanja sa pravougaonom metrikom,
ako se zeli dostici idealna tacka.

max  [Q1(x), Q2(x), Q3(x)]
p.o. 35x1 + Txy > 175
13621 + 17025 < 2400
20x; + 3z < 240

T1,22 >0
gde su ciljne funkcije

Ql(X) = 4371 + 5372, QQ(X) =X + Xa, Q3(X) = 40371 + 6%2.



Metodi rastojanja

150

12r

10r

Slika 3.6.1. Ilustracija skupa dopustivih reSenja iz primera.

U ovom zadatku DO je odredio da su zeljene vrednosti kriterijumskih funkcija idealne
vrednosti tih funkcija. Zato je najpre potrebno odrediti marginalna resenja i odgovarajuce

idealne vrednosti funkcije

fi = 60 za viSestruko resenje koje pripada duzi AB sa krajnjim tackama

207 =3.09, 2V =952

V7 = 1159, 27 =273,

fr=14.32za: 29" =1159 , 2" = 2.73 (tatka B),
f3 = 480 za viSestruko resenje koje pripada duzi BC sa krajnjim tackama

Igg)** = 1159, :Lé?,)** = 273

27 =12, 27 —o.

Zadatak VKO prilagoden za resavanje metodom rastojanja sada ima oblik

min ®(x) = |fi — fix)| + |f5 — fo(X)| + |fi — f3(x)]

pri istim ogranicenjima.

Posto sve kriterijume trebamo maksimizovati, a po definiciji marginalnih resenja je

i > fr(x) , moze se staviti da je

‘fI::k - fk(x)| = fl: - fk(x)v k=1,2,3.
Tada se umesto polaznog zadatka moze resavati zadatak minimizacije funkcije

®(x) = 554.32 — 4521 — 122,
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pri istim ogranicenjima. Pokaza¢emo kako se ovaj zadatak resava opstim postupkom koji
koristi definiciju prebacaja i podbacaja. U tom slucaju matematicki model ima oblik

min F(r,y)=vyi +vyi +yays +ys +ys
p.o. 4+ 51—yl +y; =60

T+ 2y —ys +yy = 14,32

4071 + 629 — y5 + y; = 480

3511 4+ Txe > 175

13621 + 170z9 < 2400

2021 4+ 3zo < 240

x17$27y1+>y;>y2+7y;7y§r7y§ 2 O

Resavanjem ovog zadatka dobija se jedinstveno reSenje F* =0 , 7 = 11.59 1 2§ = 2.73.

To sto je vrednost funkcije cilj jednako nuli ukazuje da je dobijeno resenje savrseno jer
nema ni prebacaja ni podbacaja vrednosti funkcija cilja od idealne tacke. Ovo je ocigledno
i na grafiku. Vidimo da u tacki B sve funkcije cilja dostizu svoju najve¢u vrednost.

Jedino je tacka B(11.59, 2.73) Pareto optimalna. Sve tacke na duzi AB na jednu
stranu i BC na drugu stranu su slabi Pareto optimumi.

Sledi funkcija MultiDist kojom se daje implementacija metode rastojanja. Kao
pomo¢na funkcija koristi se funkcija ideal [83].

ideal[q_,constr_,var_]:=
Module [{res={},i,1=Lengthlql},
For[i=1,i<=1,i++,
AppendTo [res,First [Maximize[q[[i]],constr,var]]];
1;
Return[res];

]

MultiDist[q_,constr_,w_List,var_]:=
Module [{con=constr,point={},1=Length[q]l,s},
If [w=={}, point=ideall[q,con,var], point=w];
For[i=1,i<=1,i++,
AppendTo[con,q[[i]1]1-$[2i-11+$[2i]==point [[i]]]; (* 3,2 *)
1;
For[i=1,i<=21,i++, AppendTo[con,$[i]>=0] 1;
s=Minimize [Array[$,21,1,Plus],con,Union[Variables[Array[$,21,1]],varl];
(x 3,2 %)
Return[{q/.Last[s],Last[s]}]
1;

Primer 3.6.4. Resiti problem

max {Q1(x) = 21, Qa(x) = x2}
p.o. 0<2 <1, 02, <1
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Ovaj problem se resava izrazom
In[5]:= MultiDist[{x1,x2},{x1>=0,%2>=0,x1<=1,x2<=1},{ },{x1,x2}]

Pozivom funkcije ideal, dobija se idealna tacka {2,3}. Posle toga, dobija se sledeéi

min O(x) =12 — x1| + |3 — x2
p.o. xlél,ﬂfggll‘lzo,xzzo.

Posle zamena y; = 2 — 21 = $[1]7 — $[1]T, yo = 3 — 22 = $[2]~ — $[2]|*, koristedi
lya] = S[1]T+S$[1] 7, |y2| = $[2]T+8[2] ", s obzirom na (2.7), polazni problem se transformise
u sledeci

min S[1*" + $[1]” +$[2)" + $[2]
p.o. 1 — ST + 81 =2, 2 —$[2]" +$[2]” =3,
1 <1, zp <1,
1 >0, 22 >0, $[1]7 >0, $[1]- >0, $[2]" >0, $[2]” > 0.

Unutrasnja reprezentacija ovog problema je
$[1] + $[2] + 3[3] + $[4].
{z1>=0,22>=0,21 <=1, 22 <=1,
xl — $[1] + $[2]==2, 22 — §[3] + $[4]==3,
$[1] >= 0,3[2] >= 0,3[3] >= 0,3[4] >= 0},
{z1, 22, 8[1],$[2], $[3], $[4] }
dok je njegovo optimalno resenje
{3, {z1 - 1,22 — 1,8[1] — 0,%]2] — 1,3[3] — 0,$[4] — 2}}
Prema tome, optimalno resenje polaznog problema je
Out[5]= {{1,1},{x1->1, x2->1, $111->0,8[21->1,$5[31->0,$141->2}}



4. Zakljucak

U ovoj doktorskoj disertaciji analizirane su dve grupe metoda:

1. Simbolicka izracunavanja dekompozicija i generalisanih inverza konstantnih, racional-
nih i polinomijalnih matrica;

2. Linearni i nelinearni metodi visekriterijumske optimizacije i njihove modifikacije.

Glavni cilj ove disertacije je detaljna analiza algoritamskog pristupa kod simbolickog
izracunavanja Siroke klase generalisanih inverza konstantnih, racionalnih i polinomijal-
nih matrica, kao i u visekriterijumskoj optimizaciji. Cinjenica je da su ove oblasti jos
uvek neistrazene i da ima prostora za dalja istrazivanja u ovim poljima. Poznata lit-
eratura je najceS¢e posvecene ili teoriji optimizacije, ili teoriji uopstenih inverza. U
ovoj diertaciji smo ukazali na povezanost ove dve discipline. Zapravo, moguce je pos-
matrati teoriju i metode bezuslovne optimizacije, kao korisno sredstvo za odredjivanje
uopstenih inverza matrica, a u nekim slucajevima, za nalazenje uopstenih inverza linearno
ogranic¢enih operatora na Hilbertovim prostorima. Ovde smo izveli analizu i nove rezul-
tate za visekriterijumsku optimizaciju i uopstene inverze, zasebno. Kasnije je moguce ovde
prezentovane rezultate upotrebiti za konstrukciju novih algoritama za resavanje specificnih
optimizacionih problema, radi odredjivanja razli¢itih tipova generalisanih inverza.

Cilj istrazivanja bio je doprinos kako u teorijskom (nau¢nom) tako i u prakti¢cnom un-
apredenju postojec¢ih metoda i algoritama za efikasna simbolicka matricna izracunavanja
i reSavanje problema visekriterijumske optimizacije. Radi ostvarenja tih ciljeva u ovoj
doktorskoj disertaciji posebna paznja je posveéena slede¢im problemima:

1. pronalazenju novih i usavrsavanju postoje¢ih metoda za dekompoziciju polinomijal-
nih i racionalnih matrica;

2. konstrukciji efikasnih algoritama za izracunavanje uopsStenih inverza matrica;

3. uporedivanju novih metoda i algoritama sa postoje¢im i prikazivanje poboljsanja i
unapredenja u smislu slozenosti, brzine i efikasnosti;

4. koriséenju gore pomenutih metoda za simbolicka izracunavanja razlic¢itih vrsta uopste-
nih inverza polinomijalnih i racionalnih matrica;

5. konstrukciji novih algoritama i modifikaciju postojecih algoritama za reSavanje prob-
lema visekriterijumske optimizacije.
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U ovoj, zakljucnoj glavi dajemo kratak pregled svih izlozenih rezultata, kao i neke
ideje i motivaciju za dalja istrazivanja.

Izveden je efikasan algoritam za izracunavanje {1,2,3}, {1,2,4} inverza i Moore-
Penrose-ovog inverza date racionalne matrice, zasnovan na LD L* faktorizaciji. Ovaj algo-
ritam je veoma pogodan za implementaciju u simbolickom programskom paketu MATHEMA-
TICA. Medutim, polazni algoritam nije pogodan za koriS¢enje u proceduralnim program-
skim jezicima, zbog poteskoca sa simplifikacijom racionalnih izraza. Iz tog razloga su
izvedena dva algoritma za izracunavanje Moore-Penrose-ovog inverza za polinomijalne i
racionalne matrice. U njima je koris¢ena LD L* fakrotizacija potpunog ranga odgovarajuce
polinomijalne, odnosno racionalne matrice. Pritom je izbegnuto korisé¢enje kvadratnih ko-
rena koji se javljaju u Cholesky dekompoziciji.

Poznato je da Gausova eliminacija nije optimalan algoritam. Cak i da je polinomi-
jalna matrica invertibilna, standardna procedura eliminacije moze imati probleme sa
efikasnos¢u. Dugotrajne procedure normalizacije se moraju izvoditi (na primer za odre-
divanje da li je pivot element jednak nuli, ili kod kancelacija). Stepen brojilaca i imenilaca
medu-rezultata moze narasti eksponencijalno od n, pa dakle algoritam ima eksponenci-
jalnu slozenost. Ona se moze svesti na kompleksnost u polinomijalnom vremenu primenom
Gauss-Bareiss-ovih tehnika, i ¢ak i na manji stepen primenom interpolacionih tehnika i
rekonstrukcijom racionalne funkcije.

Gausov algoritam bez razlomaka uveden je u [2], koji predstavlja veliko poboljsanje
u odnosu na algoritam Gausove eliminacije, i koji izvodi sve korake gde je egzaktno del-
jenje (tj. bez ikakvih ostataka) moguée. Nekoliko skorijih unapredenja smanjila su kom-
pleksnosti veé¢ine problema sa polinomijalnim matricama na red velicine kompleksnosti
mnozenja matrica.

Jedna od motivacija za buduce istrazivanje je izrada slicnih algoritama, zasnovanih na
LDL* ili LDU dekompoziciji, za rad sa lose uslovljenim matricama. Takode, potrebno je
pronac¢i modifikacije uvedenih algoritama na nekim Hermitskim strukturalnim matricama.

Numericki algoritam za izraCunavanje Ag 29 inverza izveden je u [80], koji generalizuje
poznate reprezentacije Moore-Penrose-ovog inverza A" iz [44]. Uvedeni algoritam je zas-

novan na izracunavanju () R dekompozicije potpunog ranga matrice odgovarajuce matrice
Ww.

Dokazali smo da dobijena reprezentacija spoljnih inverza i odgovarajuc¢a opsta repre-
zentacija zasnovana na proizvoljnoj faktorizaciji potpunog ranga proizvode identi¢ne rezul-
tate. Istrazivana je i eksplicitna tranziciona formula izmedu ovih reprezentacije.

Takode, specijalne faktorizacije potpunog ranga koje generisu {2,4} i {2,3}-inverze
su dobijene. Svi uvedeni algoritmi zasnovani na QR dekompoziciji su vrlo efikasni u
poredenju sa ostalim metodama za izracunavanje Moore-Penrose-ovog i Drazinovog in-
verza.

Dobijena su i dva algoritma za simbolicko izracunavanje A(T% )S inverza racionalnih ma-
trica jedne promenljive. Posmatrali smo simbolicko izracunavanje uopstenih inverza pri-
menom LDL* i QDR dekompozicije potpunog ranga fiksirane matrice W. Upotrebom
dodatne matrice D u oba slucaja, izbegnuto je koris¢enje kvadratnog korena, sto je od
kljucéne vaznosti kod simbolickog izracunavanja polinomijalnih i racionalnih izraza. Data
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su i uporedna vremena izrac¢unavanja nasih algoritama sa Leverrier—Faddeev algoritmom,
Grevilovim metodom pregradivanja na skupovima racionalnih test matrica.

Opisan je metod za blok LDL* dekompoziciju potpunog ranga konstantne blok ma-
trice. Ovaj metod je primenjen na nalazenje inverza i Moore-Penrose-ovog inverza 2 x 2
blok matrica. Na osnovu pocetnih rezultata, izraden je metod za direktno direktno
odredivanje sub-matrica koje se javljaju u Moore-Penrose-ovom inverzu.

Prosirivanje i uopstavanje ovih rezultata za sluc¢aj racionalnih matrica i za slucaj dve
promenljive predstavlja motivaciju za dalja istrazivanja. Takode, i drugi tipovi uopstenih
inverza se mogu odrediti primenom blokovske LD L* dekompozicije potpunog ranga.

Simbolicka implementacija glavnih metoda visekriterijumske optimizacije je navedena,
kao i ispitivanje uslova Pareto optimalnosti, koriste¢i moguénosti simbolickih transforma-
cija podrzanih u paketu MATHEMATICA. Detaljno je opisan i implementiran linearni metod
tezinskih koeficijenata na dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim problemima. Uve-
dena je i modifikacija leksikografskog metoda visekriterijumske optimizacije za slucajeve
dve i tri nepoznate. Pokazalo se da novodobijeni metodi imaju vrlo efikasna vremena
izracunavanja Pareto optimalnih tacaka.

Osim simbolickih moguénosti, koristili smo i prednosti funkcionalnog programiranja,
kao i graficke reprezentacije dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih skupova dopustivih
reSenja. Dobijene implementacije su veoma korisne u smislu edukacije (videti [97]) i
eksperimenata sa problemima VKO.

U cilju buduceg istrazivanja iz oblasti visekriterijumske optimizacije, moguce je posma-
trati postojeCe visekriterijumske probleme iz sfera zivota i industrije, i pokusati primenu
novodobijenih modifikovanih metoda. Neke od primena visekriterijumske optimizacije na
prakti¢nim problemima, istrazivane su u radovima [93, 76, 97].
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