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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Uticaj Gaussovog belog suma na stabilnost nekih popu-
lacionth v epidemioloskih modela proucava se stabilnost reSenja nekih stohastickih
populacionih i epidemioloskih modela koji su opisani razli¢itim tipovima stohastickih
diferencijalnih jednac¢ina, u zavisnosti od toga na koji nacin je uticaj sredine inkor-
poriran u same modele.

Stohasticke diferencijalne jednac¢ine matematicki najrealnije opisuju mnoge po-
jave iz zivota, na primer u biologiji, ekologiji, epidemiologiji, mehanici, fizici, finansi-
jama, zbog toga sto ukljucuju slucajni uticaj sredine u modele kojima se ove pojave
opisuju. S obzirom na ¢injenicu da veé¢ina ovih jednacina nije eksplicitno resiva, od
velikog je znacaja ispitivanje asimptotskog ponasanja njihovih resenja, s ciljem da
se predvidi budu¢e ponasanje pojave koja se modelira ovakvom jednacinom.

Najpoznatiji metod za ispitivanje stabilnosti resenja deterministickih diferenci-
jalnih jednacina je direkan metod Lyapunova, koji je 1892. godine uveo i razvio
ruski matematicar A. M. Lyapunov. Ovaj metod je znacajan zato Sto za ispiti-
vanje stabilnosti reSenja diferencijalnih jednacina nije potrebno znati eksplicitno
reSenje same jednacine. Na osnovu ovog metoda se razvio i metod za ispitivanje
stabilnosti resenja stohastickih diferencijalnih jednacina. Postoje razlic¢ite vrste sto-
hasticke stabilnosti: stabilnost u verovatnoci, stabilnost momenata, skoro izvesna
stabilnost, eksponencijalna stabilnost (videti [72]). Bucy je 1965. godine uocio da
bi funkcija Lyapunova koja omogucava ispitivanje stabilnosti u verovatnoc¢i i stabil-
nosti momenata resenja stohasticke diferencijalne jednacine, trebalo da ima svojstvo
supermartingala. U tom smislu, on je dao neocekivano jednostavne dovoljne uslove
koje bi parametri razmatrane jednacine trebalo da zadovoljavaju da bi im resenja
bila stabilna u nekom od ova dva smisla. Skoro izvesnu stabilnost je razmatrao Has-
minskii 1967. godine za linearne stohasticke diferencijalne jednacine. Stohasticka
stabilnost je danas jedna od najatraktivnijih tema u stohastickoj analizi i njome su
se bavili i bave se mnogi matematicari, medju kojima se isticu Arnold, Freidman,
Ichikawa, Kolmanovskii, Kushner, Mao, Mohammed, Razumikhin i Shaikhet.

Stanje ekvilibrijuma predstavlja ravnotezno stanje sistema u kome se dejstvo
spoljasnjih uticaja na sistem anulira, tako da on ostaje u tom stanju i u buduénosti.
U ovoj disertaciji se proucavaju ekvilibrijumski stohasticki populacioni i epidemio-
loski modeli. Preciznije, primenom postoje¢ih metoda se ispituje stabilnost ekvi-
librijuma nekih stohastickih populacionih i epidemioloskih modela. Modeli koji se
koriste u disertaciji su uglavnom dobijeni uklju¢ivanjem sluc¢ajnosti tipa Gaussovog
belog Suma u ve¢ postojete deterministicke modele.

Disertacija sadrzi rezultate koji su izlozeni u tri glave.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastickih procesa



i teorije stohastickih diferencijalnih jednacina. Pre svega, izlozene su osnovne teo-
reme egzistencije i jedinstvenosti reSenja onih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina koje ¢e se razmatrati u disertaciji, kao i teoreme o stabilnosti njihovih
resenja.

U drugoj glavi se razmatraju stohasticki populacioni modeli: populacioni model
sa Allee efektom, predator-plen model i Gompertzov model. Rezultati ovog dela
disertacije su potpuno novi i sadrzani su u publikovanim i jo§ uvek nepublikovanim
radovima.

Do Allee efekta dolazi kod populacija kod kojih koeficijent prirastaja popu-
lacije raste sa povecanjem broja jedinki u populaciji, a opada kad broj jedinki
populacije padne ispod odredjene vrednosti koja se naziva Allee prag. Jedan od
osnovnih razloga zbog kojih se Allee efekat sve vise proucava u ekoloskoj literaturi
jeste ¢injenica da on moze da dovede do istrebljenja neke vrste, tako da je poz-
navanje dinamike ovog modela znacajno sa dva aspekta: zbog odredjivanja uslova
pri kojima dolazi do o¢uvanja retkih vrsta, kao i zbog odredjivanja uslova pri ko-
jima pojedine invazivne vrste Stetoc¢ina mogu biti istrebljene sa odredjenog stanista.
Zbog izlozenosti ekoloskih sistema slu¢ajnim uticajima sredine (na primer, poplave,
suse, zemljotresi), u Poglavlju 2.2 se razmatra stohasticki populacioni model sa
Allee efektom. Odredjuju se uslovi pri kojima dolazi kako do istrebljenja, tako i
do ocuvanja odredjene populacije u zavisnosti od vrednosti parametara modela.
Rezultati sadrzani u ovom poglavlju su novi i publikovani u radu [59].

S obzirom da u prirodi postoji izvestan vremenski period izmedju trenutka re-
alizacije nekog procesa i trenutka kada se manifestuje njegov uticaj, a koji moze
biti zavisan od vremena (na primer, u populacionoj dinamici jedinkama je potrebno
izvesno vreme da bi polno sazrele ili da bi reagovale na uticaje iz spoljasnje sre-
dine), u Poglavlju 2.2 se razmatra i stohasticki model sa Allee efektom i vremenski
zavisnim kasnjenjem. Rezultati ovog poglavlja su originalni i sadrzani u nepubliko-
vanom radu [45].

Dinamika veze izmedju predatora i njihovog plena je bila i ostac¢e jedna od
veoma vaznih tema u ekologiji. Klasi¢ni predator-plen modeli su uglavnom vari-
jacije Lotka—Volterra modela koji je nastao kao spoj principa dejstva masa iz hemije,
zakona ocuvanja iz fizike i elementarnih diferencijalnih jednacina iz matematike.
Danas se u literaturi moze naci veliki broj radova koji se bave proucavanjem, kako
deterministickih, tako i stohastickih predator-plen modela. U ovom delu, nauéni
doprinos disertacije se odnosi na uspostavljanje veze izmedju stohastickih popula-
cionih predator-plen modela i modela sa Allee efektom na taj nacin sto se Allee
efekat javlja u populaciji plena. Za takav model se zatim ispituje kako istrebljenje
populacije plena utice na veli¢inu populacije predatora i obrnuto, kako istrebljenje
populacije predatora utice na veli¢inu populacije plena. Rezultati Poglavlja 2.3 su
originalni i nepublikovani.

U drugom delu disertacije se takodje razmatra i stohasticki Gompertzov model.
Gompertzov model je jedan od najpoznatijih nelinearnih modela koji opisuje rast
"samoogranicavajuc¢ih” c¢elija neke populacije. Prvi put je predstavljen od strane
Benjamina Gompertza 1825. u kontekstu aktuarske statistike, da bi 1932. godine
Winsor modifikovao postoje¢i model i otkrio da tako modifikovani model empirij-
ski dobro opisuje usporenje rasta tumorskih celija. Od tada se Gompertzov model



najcesée koristi da bi se opisao unutrasnji rast celija tumora. Gompertzova sto-
hasticka diferencijalna jedna¢ina spada u usku klasu efektivno resivih stohastickih
diferencijalnih jednacina. Kako prilikom opisivanja rasta tumorskih c¢elija treba
uzeti u obzir i period koji je potreban da bi se bolest manifestovala, kao i period
potreban da organizam reaguje na terapiju, u Gompertzovu jednacinu se uvodi
kasnjenje da bi se model ucinio jos realnijim, a zatim se ispituju uslovi pod kojima
se tumorske ¢elije mogu unistiti, kao i uslovi pri kojima one opstaju u okruzenju.
Takodje je vazno napomenuti da na populacione sisteme osim Gaussovog belog Suma
u mnogim sluc¢ajevima utice i obojeni ili, takozvani, telegrafski sum. Njegov uticaj
se manifestuje slu¢ajnim prelazom iz jednog u neko drugo stanje sredine, Sto zavisi
od faktora kao Sto su, na primer, raspoloziva koli¢ina hrane ili koli¢ina padavina,
jer se stopa rasta populacije moze razlikovati u vreme kisnog perioda i u vreme
suse. Takodje, stopa rasta tumorskih ¢elija se razlikuje u zavisnosti od toga da
li pacijent prima terapiju ili ne. Ovakvi prelazi sistema iz jednog stanja u drugo
se matematicki modeliraju pomoc¢u lanaca Markova sa kona¢nim brojem stanja.
Stoga se naucni doprinos ovog dela disertacije ogleda u razmatranju stohastickog
Gompertzovog modela sa kasnjenjem i Markovskim prelazima, a originalni naucni
rezultati do kojih se tom prilikom doslo su sadrzani u nepublikovanom radu [46].

U trecoj glavi se razmatraju stohasticki epidemioloski modeli. Epidemioloski
modeli su modeli koji opisuju prenosenje neke bolesti medju jedinkama razmatrane
populacije. Sirenje zaraznih bolesti su godinama proucavali mnogi nauénici s ciljem
da se predvidjanjem Sirenja odredjene bolesti omoguci razvoj strategija za njenu
kontrolu. Veé¢ina matematickih modela kojima se opisuje prenosenje neke bolesti
je razmatrana u deterministickom sluc¢aju. U radovima iz ove oblasti koji se mogu
na¢i u literaturi, proucavani su uslovi stabilnosti trivijalnog i pozitivnog ekvili-
brijuma ovih modela, tj. uslovi pod kojima ne dolazi do ekspanzije bolesti, kao
i uslovi pri kojima se bolest moze unistiti. S obzirom da parametri ovih mode-
la mogu varirati tokom vremena na slucajan nacin zbog izlozenosti velikom broju
nepredvidivih faktora iz okruzenja, stohasticki epidemioloski modeli daju realniju
sliku stvarnosti. U tom smislu, naucni doprinos ovog dela disertacije se odnosi na
razmatranje stohastickog modela Sirenja direktno prenosivih bolesti i stohastickog
modela koji opisuje Sirenje malarije. Kako se bolest u vecini slucajeva ne manifestuje
momentalno, veé¢ je potrebno da prodje odredjeno vreme (period inkubacije), u
model se ukljucuje kasnjenje koje predstavlja period inkubacije. U sluc¢aju direktno
prenosivih bolesti kasnjenje se ukljucuje samo u jednacinu koja opisuje dinamiku
populacije prenosioca bolesti, dok se kod malarije uzima u obzir i period inkubacije
kod populacije domacina. Za oba modela se odredjuju uslovi koje bi parametri
modela trebalo da zadovolje da ne bi doslo do ekspanzije bolesti. Ovaj deo disertacije
sadrzi originalne rezultate koji su objavljeni u radovima [44, 58].

U Zakljucku su izlozeni neki od otvorenih problema i moguéi pravci daljih is-
trazivanja.

Ovim putem zelim da zahvalim svom mentoru dr Miljani Jovanovi¢ na nesebic¢noj
pomodi i podrsci koju mi je pruzala od pocetka doktorskih studija pa sve do same
izrade disertacije. Zahvaljujem i svom profesoru, dr Svetlani Jankovi¢, na korisnim
savetima. Veliku zahvalnost dugujem i svojoj porodici i svima onima koji su me
podrzavali i verovali u mene i moj rad.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati
teorije stohastickih
diferencijalnih jednacina

U ovoj glavi se uvode neki osnovni pojmovi i rezultati koji se eksplicitno koriste u
nastavku, a koji su sa vise detalja izloZeni u [38]. U Poglavlju 1.1 se navode osnovni
elementi teorije stohastickih procesa kao Sto su merljivost, separabilnost, neprekid-
nost, Markovsko svojstvo, stacionarnost. Mnoge pojave u mehanici, inzenjerstvu,
biologiji i finansijama, izlozene su deterministickim i slu¢ajnim pobudama tipa
Gaussovog belog Suma koji se matematicki modelira generalisanim izvodom Wie-
nerovog procesa, tj. Brownovog kretanja. U tom smislu je u Poglavlju 1.2 uvedena
definicija Wienerovog procesa i navedene su njegove najvaznije osobine. Konstruk-
cija integrala Itoa, tj. integrala slucajne funkcije po Wienerovom procesu, kao i
osobine tog integrala, predstavljene su u Poglavlju 1.3. Mnogi autori su se bavi-
li egzistencijom, jedinstvenoscu i stabilnoséu resenja, kao i proucavanjem kvalita-
tivnih i kvantitativnih osobina resenja razli¢itih klasa stohastickih diferencijalnih
jednacina. U Poglavljima 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 i 1.8 se navode teoreme egzistencije i
jedinstvenosti resenja obi¢nih, funkcionalnih, stohastickih diferencijalnih jednacina
sa vremenski zavisnim kasnjenjem, neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina
i stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa kasnjenjem i Markovskim prelazima, kao
i teoreme teorije stabilnosti trivijalnog resenja tih jednacina. Ova glava se zavrsava
Poglavljem 1.9 koje sadrzi neke elementarne nejednakosti, integralnu nejednakost
Gronwall-Bellmana, kao i nejednakosti sa matematickim ocekivanjem koje se vise
puta primenjuju u dokazivanju glavnih rezultata.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Pocetkom proslog veka veliki napredak tehnickih disciplina je pred teoriju vero-
vatnoca postavio mnoge probleme koji nisu mogli biti reSeni metodama kojima je
ona raspolagala. Naime, u to vreme su se fizika i tehnika bavile proucavanjem
pojava koje se menjaju sa protokom vremena, dok teorija verovatnoca jos uvek nije
imala razvijenu metodologiju za tretiranje takvih pojava. Otuda se javila potreba
za razvojem teorije stohastickih procesa u okviru koje bi se razmatrale slucajne
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promenljive koje su vremenski zavisne.

Pojam stohastickog procesa je star oko sto godina, a vezuje se za imena Sluckog,
Wienera, Kolmogorova, Cramera. U tom periodu je bilo vise pokusSaja proucavanja
slucajnih pojava, medju kojima su najznacajniji pokusaj Sluckog [97] da sluc¢ajnost
poveze sa konceptom realnih funkcija kao i pokusaj Wienera [102], koji je dao ma-
tematicku formulaciju haoti¢nog kretanja ¢estica polena u tec¢nosti, poznatog kao
Wienerov proces. Uvodjenje pojmova uslovne verovatnoce i uslovnog matematickog
ocekivanja pruzilo je moguénost Kolmogorovu [56, 57] da postulira sistematsku i
strogu konstrukciju osnova teorije stohastickih procesa markovskog tipa sa besko-
nac¢nim parametarskim skupom. Pored toga, treba pomenuti i Khinchina [51] koji
se smatra zaCetnikom teorije stacionarnih procesa, kao i Cramera [16] koji je razvio
teoriju Gaussovih procesa.

Doob je, u svojoj monografiji [21] sistematizovao brojne koncepte teorije sto-
hastickih procesa. Izmedju ostalog, on je proucavao koncept vremena zaustavlja-
nja, Sto je dovelo do Sirenja teorije martingala. Doobov rad u ovoj oblasti su
nastavili Meyer [78, 79, 80], Dolean-Dade [20], Dellacherie [19] i Kunita i Watanabe
[60]. Teorija stohastickih procesa je doprinela razvoju mnogobrojnih matematickih
teorija koje opisuju pojave iz realnog zivota, i kao takva je od velikog znacaja za
nematematicke nauke, kao Sto su ekonomija, inzenjerstvo, biologija, epidemiologija i
mehanika. Ova disertacija u najve¢oj meri predstavlja primenu teorije stohastickih
procesa u ispitivanju osobina bioloskih i epidemioloskih sistema.

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoéa i T C R parametarski skup. U pred-
stojeCem razmatranju, 7' ¢e biti interval [0, 00), interval oblika [0,77] ili [to, 7] C
[0,00), pri cemu parametar ¢t € T' predstavlja vreme.

Definicija 1.1.1 Familija {x(t),t € T} sluc¢agnih merljivih funkcija xz(w,t) : (Q, F)
— (R4, B) se naziva stohasticki proces sa faznim prostorom (R, B) i parametarskim
skupom T.

Na osnovu prethodne definicije se moze zakljuciti da se za svako fiksirano t € T
dobija slucéajna promenljiva w — z(w,t), w € €, tj. F-merljiva funkcija. Takodje,
za svako fiksirano w € Q, z(w,t) € R? predstavlja funkciju realnog argumenta
t € T, koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu w € 2. Ako je
T = N, tj. ako je vremenski interval diskretan, onda se radi o stohastickom nizu
{z,(w),n € N}. U nastavku ¢e biti razmatrani iskljucivo procesi sa neprekidnim
vremenom koji predstavljaju matematicke modele slucajnih pojava ¢iji se ishodi
mogu registrovati neprekidno sa protokom vremena.

Stohasticki proces odredjuje familiju konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fitgtn(@1, 00, .. xy) = Pla(ty) < xy,...,2(tn) < xn},

pri cemujex; €eRYit; €T, i=1,2,...,n, n € N.
Zahteva se da familija konacno-dimenzionalnih raspodela zadovoljava sledeca
dva uslova:

- uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (iy,...,%,) skupa {1,...,n} vaz

Ftil,t,;Q,...,tin (xla Zoy ... ,.’L'n) = Ftl,tg,...,tn(x17 oy ... axn)v
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- uslov saglasnosti, tj. da vazi
Ftl,tQ,...,tnfl,tn(ld) Loy .oy Tp—1, +OO) = Ftl,tz,...,tnfl(x17 Loy ... an71>'

Kolmogorov je dokazao da za svaku familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija
raspodela, koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor verova-
tnoca (€2, F, P) i stohasticki proces {z(t),t € T'} definisan na tom prostoru kome
odgovara data familija kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela.

Neprebrojivost parametarskog skupa, u opstem sluc¢aju, onemogucava odredji-
vanje verovatnoca dogadjaja opisanih pomocu stohastickih procesa. Da bi se ta
teskoca otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je separabilan ako postoji prebro-
Jiv skup S C T (separant) i dogadjaj A C Q za koji je P(A) = 0, tako da se za
proizvoljan zatvoren skup F C R? i proizvoljan otvoren interval I C T, skupovi

{w:z(w,t)eF,tel} i {w:z(wt)eF, telnS}
razlikuju na podskupu od A.

Definicija 1.1.3 Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {Z(t),t € T}, definisani na
1stom prostoru verovatnoce i sa istim skupom stanja, su stohasticki ekvivalentni ako
je

Pl{z(t)=2(t)} =1 za svako t € T.

U tom slucaju se kaze da je jedan proces stohasticka modifikacija (verzija) drugog.

Definicija 1.1.4 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je merljiv ako je x(w,t) merljiva
funkcija u odnosu na By X F, gde je By Borelovo o-polje nad T, tj. za svaki Borelov
skup B, vazi {(t,w) : x(w,t) € B} € By x F.

Stohasticki proces {x(t),t € T'} je stohasticki neprekidan u tacki tq € T ako za
svako ¢ > 0 vazi

P{lz(t) — z(to)| > e} — 0, t— to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C 7" ako (1.1) vazi za svako
to € S.

Teorema 1.1.1 (Doob, [21]) Za svaki stohasticki neprekidan stohasticki proces
{z(t),t € T'} postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv stohasticki proces
{Z(t),t € T}, definisan na istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom vrednosti.

Stohasticki proces {Z(t),t € T'} iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastickog procesa {x(t),t € T'}.

Stohasticki proces {z(t),t € T'} je neprekidan u srednjem reda p, tj. L,-nepre-
kidan, u tacki tg € T" ako vazi

Ela(t) — a(to)P — 0, t — t,. (1.2)
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Stohasticki proces je L,-neprekidan na skupu S C 7T ako (1.2) vazi za svako ¢, € S.

Za stohasticki proces {z(t),t € T} se kaze da je skoro izvesno neprekidan na
segmentu [a,b] C T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a,b], tj.
ako vazi

P{w : z(w,t) ima prekid na [a,b]} = 0.

Ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti se ¢esto vrsi po kriterijumu Kolmogorova
koji je iskazan slede¢om teoremom.

Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohasticki proces {x(t),t > 0} ima
skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante p,q i k, tako
da za svako T > 0 1 svako 0 < s,t < T wvazi

B|z(t) — x(s)|P < k|t — s|'T4.

Definicija 1.1.5 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je proces drugog reda (La-proces)
ako je E|z(t)]* < oo, za svako t € T.

Funkcija K(s,t) = E(x(s) — Ez(s))E(x(t) — Ex(t)), s,t € T je korelaciona
funkcija stohastickog procesa {x(t),t € T'}.

Definicija 1.1.6 Stohasticki proces drugog reda {x(t),t € T} je stacionaran (u
uzem smislu) ako za svaki izbor parametara ti,...,t, € T i h € R, za koje je
t1+h,...,t,+h €T, zajednicka raspodela za (x(t; +h),...,x(t, +h)) ne zavisi od
h.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces {z(t),t € T} je stacionaran (u Sirem smislu)
ako za svako t € T wvazi E|z(t)]* < oo, Ex(t) = a = const i korelaciona funkcija
K(s,t) zavisi samo od t — s.

Ako je (2, F, P) dati prostor verovatnoca, onda se familija {F;,t € T'} pod-o-
algebri od F za koju vazi F;, C F; C F, s <t, s,t € T, naziva filtracija. Ako je
T =1[0,00), tada je Foo = 0{Ui>0F:}.

Neka je F;_ = 0{UsF,} o-algebra dogadjaja koji prethode momentu ¢ > 0
i neka je Fiy = 0{Ns>Fs} o-algebra dogadjaja koji se desavaju neposredno posle
trenutka ¢ > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna s desna (neprekidna s leva) ako
za svako t > 0 vazi F, = Fyy (Fy = Fi_). Za filtraciju se kaze da je neprekidna ako
je Fio = F = Fyy, zasvako t > 0.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna s desna i
Fo sadrzi sve dogadjaje iz F ¢ija je verovatnoca nula. U nastavku ée se podrazu-
mevati da filtracija zadovoljava uobic¢ajene uslove.

Definicija 1.1.8 Stohasticki proces {x(t),t € T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je za svako t € T' slu¢ajna promenljiva x(t) Fi-merljiva.
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Stohasticki proces {z(t),t € T} adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t € T}
oznacava se sa {z(t), Fi,t € T}.

Za dati stohasticki proces X = {z(t),t € T}, prirodna filtracija je ona koja
je generisana samim procesom, tj. F* = o{z(s),s < t} je najmanja o-algebra u
odnosu na koju je z(s) merljivo za svako s < t. Dakle, X je adaptiran u odnosu
na filtraciju {F¥,t € T}. Ako je X = {i(t),t € T} modifikacija procesa X, tada
je i X adaptiran u odnosu na {FX t €T} ako Fy sadrzi sve dogadjaje iz F Cija je
verovatnoca nula.

Definicija 1.1.9 Stohasticki proces {x(t), F;,t > 0} je progresivno merljiv ako za
svakot >0 i B € B* vazi

{(s,w) :s<t,weQ, z(w,s)e B} € B([0,t]) x F,
pri cemu je B([0,t]) Borelovo o-polje nad [0, t].

Ocigledno, svaki progresivno merljiv stohasticki proces {z(t), F;,t > 0} je merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}. Pored toga, vaze i slede¢a tvrdjenja.

Teorema 1.1.3 (Meyer, [80]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu mo-

difikaciju.

Teorema 1.1.4 (Meyer, [80]) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {Fy,t > 0} i neprekidan s desna ili s leva, tada on ima
progresivno merljivu modifikaciju.

Definicija 1.1.10 Stohasticki proces {x(t),t > 0} je proces Markova ako je za
svako s < t i svaki Borelov skup B € B¢

P{z(t) € B|Fs} = P{x(t) € Blz(s)}, skoro izvesno.

Definicija 1.1.11 Stohasticki proces {x(t),F:,t > 0} je martingal u odnosu na
filtraciju {F;, t > 0} ako je

(1) Elz(t)] < oo;

(i) E(x(t)|Fs) = x(s) skoro izvesno, za 0 < s < t.

1.2 Wienerov proces

Pojam Brownovog kretanja datira iz 1828. godine, kada je Skotski botanicar Robert
Brown proucavao haoti¢no kretanje cCestica polena rastvorenih u vodi. Haoti¢nost
ovog kretanja je objasnjavana slucajnim sudarima do kojih dolazi izmedju molekula
tecnosti i ¢estica polena. Medjutim, prvo kvalitativno prucavanje Brownovog kre-
tanja se pripisuje L. Bachelieru, koji je uz pomo¢ Brownovog kretanja opisao sluc¢ajne
promene cena akcija 1900. godine. Sam Bachelier se smatra zacetnikom proba-
bilistickog pristupa finansijama. Na drugoj strani, u radu A. Einsteina iz 1905.
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godine, Brownovo kretanje se proucava sa aspekta molekularno-kineticke teorije
toplote.

Ipak, strogu matematicku formulaciju Brownovog kretanja je uveo Norbert Wie-
ner 1923. Zahvaljujuéi njegovim rezultatima [102, 103] Brownovo kretanje vise nije
predstavljalo samo fizicku pojavu, veéi i matematicki pojam. Cesto se Brownovo
kretanje naziva i Wienerov proces. Danas Brownovo kretanje zauzima vazno mesto
u mnogim nauc¢nim disciplinama i pomoc¢u njega se opisuju razlicite pojave koje su
prisutne u realnom zivotu.

Definicija 1.2.1 Stohasticki proces w = {w(t),t > 0} je Wienerov proces ako
zadovoljava sledece uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;

2. 1ma nezavisne prirastaje, tj. za svako 0 < ty < t1 < ... < t,, slucajne
promenljive w(ty), w(ty) — w(ty), ..., w(t,) — w(t,—1) su nezavisne;

3. w(t) —w(s) : N(0,0%(t — 8)), 0 < s <t.

Parametar o2 # 0 predstavlja disperziju. Specijalno, za ¢ = 1, radi se o standar-
dnom Winerovom procesu.

Moze se dokazati da je stohasticki proces {w(t),t > 0} Wienerov ako i samo ako
je Gaussov i Fw(t) =0, K(s,t) = o?min{s,t}, s,t > 0.

Wienerov proces ima mnogo vaznih osobina medju kojima su izdvojene sledece:

2 < oo;

e proces je drugog reda, tj. E|w(t)
e n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < ... < t, i uy,...,u, € R se
moze izraziti preko jednodimenzionalnih gustina raspodele fi(t,u) Gaussove

slucajne promenljive, tj.

falt, oty ur, o un)=fi(tu) - fi(te —ti;ug —ug) - ...

fl(tn — tnfl; Up — unfl);

e proces je Markova;
e srednje kvadratno je neprekidan;

e skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije;

e skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;
e proces {w(t), F;,t > 0} je martingal, tj. za svako t > s > 0 vazi

E(w(t)|Fs) = w(s), skoro izvesno;
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e skoro izvesno je neogranicene varijacije i konacne srednje-kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), tj. za proizvoljnu konstantu ¢ € R i
proizvoljnu particiju a = ty < t; < ... < t, = b segmenta [a,b] za koju
max;_i5 (tr — th-1) — 0, n — o0,

P{Z w(ty) — w(tp-1)| > C} —1, Z w(ty) — w(ty1)]*— o*(b—a) sk,

k=1 k=1

e moze se definisati na intervalu (—oo, +00), pri cemu je Ew(t) =01 K(s,t) =

s([t| + |s| — |t — s]). Na taj nacin se dobijaju nezavisni Wienerovi procesi
{w(t),t > 0} i {w(—t),t > 0} ¢ije su trajektorije skoro izvesno spojene u
tacki t = 0.

Definicija 1.2.2 Stohasticki proces w = {w(t),t > 0} = {(w1(t), wa(t), ..., wn(t)),
t > 0} je m-dimenzionalni Wienerov proces ako zadovoljava sledeée uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;
2. ima nezavisne prirastaje;

3. w(t) —w(s) : N(0,0%(t — s)I), 0 < s <t, gde je I jedinicna matrica reda m.

Dakle, koordinate Wienerovog procesa su jednodimenzionalni uzajamno nezavisni
Wienerovi procesi i za m-dimenzionalni Wienerov proces vaze sve osobine jednodi-
menzionalnog Wienerovog procesa.

Kada je re¢ o Wienerovom procesu, neizbezno je pomenuti pojam Gaussovog
procesa kojim se modelira veliki broj pojava iz bioloskih, fizickih, tehnickih i ekonom-
skih nauka.

Stohasticki proces {x(t),t > 0} se naziva Gaussov proces ako je svaka linear-
na kombinacija n-dimenzionalnog zaseka (z(t1), z(ts), ..., x(t,)) Gaussova slu¢ajna
promenljiva, tj. ako je za svakon € N, t1,...,t, > 01 ay,...,a, € R, slucajna
promenljiva > " | a;z(t;) Gaussova.

U fizickim sistemima beli Sum se najcesce opisuje stacionarnim procesom &; koji
ima ocekivanje nula i konstantnu spektralnu gustinu S(v), v € R. Ako je & Gaussov
proces, tada se on naziva Gaussov beli sum. Re¢ "beli” u nazivu ima smisla ako
se ima u vidu da je za & spektralni sastav nepromenljiv za svako v € R, kao i
kod bele svetlosti, dok je re¢ ”sum” vise istorijskog karaktera. Naime, procesi ovog
tipa su se najpre proucavali u radiotehnici gde su se javljali kao Sumovi na linijama
radiopredaje.

Za Gaussov beli sum vrednosti & i & su medjusobno nekorelirane ako je t # s,
cak i kada su ti s vrlo bliske po vrednosti. Pored toga, disperzija belog Suma je 400,
tako da ovaj proces u prirodi ne postoji, ali je pogodna matematicka apstrakcija za
opisivanje pojava koje mnogo variraju sa prelaskom iz jednog stanja u drugo.
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1.3 Integral Itoa

U okviru teorije slucajnih procesa, 50-ih godina proslog veka je pocela da se razvija
teorija stohastickih diferencijalnih jednacina. Ovu teoriju su razvili, nezavisno
jedan od drugog, I. I. Gikhman [25, 26] i K. Ito [33, 34, 35, 36, 37]. Danas je
opsteprihvacena terminologija koju je uveo Itd6. On je uveo pojam stohastickog
integrala u odnosu na Wienerov proces 1949. godine, zbog Cega se u literaturi
najcesce i sre¢e pod nazivom stohasticki integral Itoa, o cemu ¢e biti rec¢i u ovom
poglavlju. S obzirom na ¢injenicu da je Wienerov proces neogranicene varijacije i da
skoro sve njegove trajektorije nemaju izvod ni u jednoj tacki, stohasticki integral po
Wienerovom procesu se ne moze definisati kao Riemann—Stieltjesov ili Lebesgueov
integral. Medjutim, zahvaljujuéi stohastickoj prirodi Wienerovog procesa moguce
je definisati stohasticki integral i to za veliku klasu stohastickih procesa.

1.3.1 Konstrukcija integrala Itoa

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoc¢a na kome su definisane sve slucajne promen-
ljive i procesi koji ¢e biti razmatrani u nastavku.

Neka je w = {w(t), Fi,t > 0} jednodimenzionalni standardni Wienerov proces
adaptiran u odnosu na rastué¢u familiju pod-c-algebri {F;,t > 0} o-algebre F pri
cemu je Fy = o{w(s),s < t}, Fs C Fi,s < tiw(t)— w(s) nezavisno u odnosu na
F, za svako s < t.

U daljem tekstu ée Ms([to, T];R) oznacavati klasu stohastickih procesa ¢ =
{p(t),t € [to, T]} za koje vazi:

1. ¢ je B® F-merljiv;
2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju {F;,t > 0};

T
3. el = J! Blp()Pdt < oo,

Prostor (Ma([to, T];R), || - ||) je Banachov i u tom prostoru se poistovecuju ¢ i ¢
ako je [ — @[ = 0.

U nastavku ¢e najpre biti definisan stohasticki integral stepenastog stohastickog
procesa iz klase My([tg, T];R), a zatim ¢e definicija biti proSirena na ¢itavu klasu
M;([tg, T]; R) metodom aproksimacije proizvoljnog procesa iz te klase nizom ste-
penastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohasticki proces ¢ € Ms([to, T|;R) je stepenasti proces ako po-
stogi particya to < t; < ... <t, =T, nezavisna od w, tako da je

o(t) = (ty) s.i., tp<t<tpgn, k=01,....,n—1

Definicija 1.3.2 Neka je ¢ € My([to, T];R) stepenasti stohasticki proces. Slucajna
promenljiva

—_

n—

19)= [ edu(t) i= Y et wlten) - w(n)

to 0

i

naziva se stohasticki integral stepenastog procesa p u odnosu na Wienerov proces w
i integral Itoa.
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Naredna teorema je od velike vaznosti za definisanje integrala Itoa za proizvoljno
p e MQ([to, T], R)

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t),F;,t > 0} Wienerov proces i neka je ¢ €
My ([to, T|; R). Tada:
1. postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} tako da

T
lo — onll? = / Elo(t) — on(t)Pdt — 0, n — oo

to

2. ako niz stepenastih procesa {@,,n € N} aproksimira ¢ u smislu da je ||¢ —
onll — 0, n — oo i ako je integral I(py,) definisan kao u Definiciji 1.3.2, tada
niz slucagnih promenljivih {I(¢,),n € N} konvergira u srednje kvadratnom
smislu kada n — oo,

3. ako su {pn,n € N} i {¢),,n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimi-
raju @, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(y)).

n—oo n—oo

Na osnovu Teoreme 1.3.1 se moze zakljuciti da se intergal Itda I(p) moze defi-
nisati kao srednje kvadratni limes niza {¢,,n € N}, tj.

I{@):(Zngﬂdu(ﬂ:::skwgg; e

U nastavku se navode najvaznije osobine integrala Itoa.

Teorema 1.3.2 Neka je o, € My([to, T];R) i o, 5 € R proizvoljne konstante.
Tada je:

1. 1(y) Fr-merljivo;

2. El(p) =0;

3. Iap + B¢) = al(p) + BI(Y);

4. E|I(p)]? = ftf E|p(t)|?dt (stohasticka integralna izometrija);

5. E[I(9)I(v)] = [, Elp(ty(t)dt.

Integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je Lo([to, T]; R) klasa stohastickih procesa koji su B® F-merljivi, adap-
tirani u odnosu na familiju {F;,¢ > 0} za koje vazi da je

P{Af@@ﬁﬁ<m}zl

Ocigledno da je Lo([te, T]; R) Sira klasa nego Moy([to, T]; R).
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Moze se dokazati da za svako ¢ € Lo([to, T|; R) postoji niz {¢,,n € N} iz klase
My ([to, T]; R) tako da se integral Itoa procesa ¢ moze definisati kao

I(¢) = lim I(p,) u verovatnodi.

n—oo

U ovom slucaju osobine 1-3 Teoreme 1.3.2 vaze dok ostale ne vaze. Medjutim,
integral Itoa procesa ¢ € Lao([to, T]; R) zadovoljava slede¢u osobinu: za proizvoljne
pozitivne konstante N i ¢ vazi

P{ /: gp(t)dw(t)‘ > g} <p {/tT o(1)2dt > N} + g

Integral [toa se moze definisati i za stohasticke procese iz klase My ([to, T]; R4 x R™),
u odnosu na m-dimenzionalni Wienerov proces w = {w(t), F;,t > 0} iz Definicije
1.2.2. Klasa My([to, T]; RY x R™) obuhvata sve (d x m)-dimenzionalne merljive i
{F:,t > 0}-adaptirane stohasticke procese ¢ koji zadovoljavaju uslov

T
wwa/Emm%<w,

to

pri ¢emu je | - | matriéna norma definisana sa
d m
o2 =D i = trace(oy).
i=1 j=1

Kako je ¢ € My([tg, T]; R? x R™) onda kada je ¢;; € Ma([te, T);R),i = 1,d,j =
1, m, viSedimenzionalni integral Itoa se moze definisati kao d-dimenzionalni vektor

e11(t) .. o1m(t) dw (t)

WF[@WMIK : au

@d1 (t) N (pdm(t) dwm(t)

gde je i-ta komponenta vektora I(¢) suma jednodimenzionalnih integrala Itoa, tj.
m T L
Ii(p) = Z/ i (H)dw;(t), i=T1,d.
j=1 710

U tom smislu, sve osobine Teoreme 1.3.2 vaze i u ovom sluc¢aju. Analogno jednodi-
menzionalnom slucaju, definicija stohastickog integrala Itoa se moze prosiriti na
klasu Lo([to, T]; RE x R™).

1.3.2 Neodredjeni integral Itoa

Definicija 1.3.3 Neka je Ifspy,to < s < t < T indikator skupa [to,t]. Neodredjeni
integral Itoa procesa ¢ € Ms([to, T];R) je stohasticki proces x = {z(t),t € [to, T},
pri cemu je

z(t) ::/ ]{S<t}g0(s)dw(s):/ e(s)dw(s), t € [ty,T).

to to
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Osobine neodredjenog integrala Itoa su:
1. z(t) je {F,t > 0}-adaptiran;

2. {x(t), Fi, t € [to, T]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;

3. z(ty) =0 s.i;

4. a(t) —a(s) = [ p(u)dw(u);
5. Em(t) = 0;

6. Elx(t)]* = [, Elo(s)ds;

7. proces {x(t), Fi,t € [to,T]} je za ¢ € My([to,T];R) kvadratno integrabilni
martingal sa kvadratnom varijacijom

t
- / () 2du;
to

8. proces x iz Definicije 1.3.3 je s.i. neprekidan;

9. ako je 7 vreme zaustavljanja u odnosu na {F;,t € [to,T]}, tada je za ¢ €
M([to, T]; R), stohasticki proces

z(tAT)= / Tgo(s)dw(s), t € [to, T,

to
martingal u odnosu na {F;,t € [ty,T]|} i Ex(t A7) = 0.

Analogno Definiciji 1.3.3, neodredjeni integral [toa se moze definisati i za stohasticke
procese ¢ € Lo([te, T];R) . Tada je proces x = {x(t), Fi,t € [to,T]} merljiv i s.i.
neprekidan, dok u opstem slucaju, nije martingal. Medjutim, proces x je lokalni
martingal, tj. {x(t A 1,,), Fi,t € [to,T]} je martingal, pri cemu je {7,,,n € N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

= inf ds >
et ot}

1.3.3 Formula Itoa

Kao i kod klasi¢ne integracije u kojoj se ¢esto uvodi smena promenljivih da bi
se integral efektivno resio, prilikom resavanja stohastickog integrala Itoa se koristi
smena promenljivih poznata pod nazivom formula [toa. Pored toga, formula Itoa
ima znacajnu ulogu i u proucavanju razlicitih problema koji se ticu stohastickih
diferencijalnih jedna¢ina. Ovu formulu je prvi uveo K. It6 u radovima [36, 37], a
uopstio je Meyer [81].

Na dalje ¢e se kroz disertaciju podrazumevati da je t, = 0.

Neka je w = {w(t), F;,t > 0} jednodimenzionalni Wienerov proces definisan na
kompletnom prostoru verovatnoca (2, F, P). Nekasua € £1(R;R)ib € Lo(Ry; R)
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merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju {F;,¢ > 0}, pri ¢emu je, za svako
T >0,

T T
/ la(®)]dt < 00 si., / b(t)2dt < 00 si.
0 0

Definicija 1.3.4 Jednodimenzionalan stohasticki proces {z(t),t > 0}, gde je

x(t) = x(0) —i—/o a(s)ds +/0 b(s)dw(s), t>0, (1.3)

se naziva proces Itoa kada je a € L1(R;R) i b € Lo(Ri;R). Kaze se da {x(t),t >
0} ima stohasticki diferencijal dx(t) za t > 0, pri éemu je

dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t).

Prvi integral u izrazu (1.3) je Lebesgueov, dok je drugi integral It6a. Kako su oba
integrala merljiva, F;-adaptirana i s.i. neprekidna, to i proces [toa ima iste osobine.

Teorema 1.3.3 (Formula Itoa) Neka je {x(t),t > 0} proces Itoa sa stohastickim
diferencijalom dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t) i neka je f : Ry x R — R neslucajna
funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima f](t,x), fi(t,x), fr.(t,x). Tada je
{f(t,z(t)),t > 0} takodje proces Itoa koji ima stohasticki diferencijal

df(tam(t))=f{(tx(t))dHfé(taw(t))dﬁf(t)+%f;'x(tjx(t))bz(t)dt, t>0. (1.4)

Izraz (1.4) je poznat kao Itova formula za stohasticko diferenciranje.
Formula Itoa se moze uopstiti na viSedimenzionalni slucaj, pa se u tom smislu
najpre uvodi pojam visedimenzionalnog stohastickog diferencijala.

Definicija 1.3.5 Neka je w = {w(t), F, t > 0} m-dimenzionalni Wienerov proces.
Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t > 0}, pri cemu
je x(t) = (z1(t), wa(t), ..., za(t))T, je proces Itoa ako je oblika

z(t) = x(0) + /Ota(s)ds + /Otb(s)dw(s),

gde je a € Li(R;RY) i b € Ly(R ;R x R™). Kaze se da {x(t),t > 0} ima
stohasticki diferencijal dx(t) za t > 0, pri cemu je

dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t).

Da bi se integral Itoa uopstio na visedimenzionalan slucaj, uvodi se funkcija
V € C12(R. xR% R), pri cemu CH2(R, x R%:; R) predstavlja klasu svih nenegativnih
funkcija V (¢, z) sa neprekidnim izvodima prvog i drugog reda po x i ograni¢enim
neprekidnim prvim izvodom po ¢ za skoro svako ¢t > 0, i

oV ov oV
‘/;_Ea ‘/:C_(a_xl?:a_xd)a
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9%V 9%V
aZV (9:171.8:161 Tt Ox10xyg
LiOTj ) 4xd 9V 2V

Oxgdr1 " Oxglxy

Kao u jednodimenzionalnom, tako je i u visedimenzionalnom slucaju za efektivno
reSavanje integrala [toa vrlo ¢esto neophodno primeniti formulu Itéa za stohasticko
diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.3.4 (Visedimenzionalna formula Itéa) Neka je {x(t),t > 0} d-
dimenzionalan proces Itoa sa stohastickim diferencijalom dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t)
i neka je V€ CY2(Ry x R4 R). Tada je {V(t,z(t)),t > 0} takodje proces Itoa koji
ima stohasticki diferencijal

dv (t,z(t))
= |Vi(t, z(t))+ Va(t, z(t))a(t) + 1tmce(bT(zf)‘/‘f,x,;(t, x(t))b(t))] dt

2
V(4 2(0)b(E)dw(t), >0,

U nastavku je formulisana teorema koja se odnosi na nejednakosti sa momen-
tima za stohasticki integral Itoa, a koja ¢e se koristiti prilikom dokazivanja glavnih
rezultata.

Teorema 1.3.5 ([72]) Neka je p > 2 i neka b € My([0,T]; R¥>*™), tako da je

T
E/ |b(s)|Pds < 0.
0

Tada je i
E /0 b dus)| < (p(pT_l))Z)TpEQE /0 " () Pds. (1.5)

Specijalno, za p = 2 vazi jednakost.

Pored prethodne nejednakosti, u dokazivanju glavnih rezultata ¢e se koristiti i
eksponencijalna martingalna nejednakost.

Teorema 1.3.6 ([72]) Neka je b= (by,...,by) € L2RY;RY™™), i neka su T, «, 3
bilo koji pozitivni brojevi. Tada vaZi

P {ti[%,%] [/Ot b(s)dw(s) — %/Ot Ib(s)|2ds

1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

> 5} <e P, (1.6)

Stohasticka diferencijalna jedna¢ina nepoznatog d-dimenzionalnog procesa x = {x(t),
t € [0,T]} je jednacina oblika

dx(t) = a(t,z(t))dt + b(t,z(t))dw(t), te€[0,T], x(0)= o, (1.7)
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pri ¢emu je w = {w(t),t € [0,T]} m-dimenzionalni Wienerov proces, pocetni uslov
xo je d-dimenzionalna slucajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u odnosu
nawia:[0,T] xR — REB:[0,T] x RT — R? x R™ su neslucajne Borelove
funkcije.

U skladu sa Definicijom 1.3.5 stohastickog diferencijala, jednacina (1.7) se moze
predstaviti u ekvivalentnom integralnom obliku

z(t) = xo —1—/0 a(s,x(s))ds + b(s, x(s))dw(s), te€[0,T]. (1.8)

Nadalje ¢e se kroz disertaciju podrazumevati da je F; = o{xg, w(s),0 < s < t}.

Definicija 1.4.1 Merljiv stohasticki proces x = {x(t),t € [0,T]} je strogo resenje
jednacine (1.7) ako zadovoljava sledece uslove:

1. z(t) je Fi-merljivo za svako t € [0,T);

2. [V la(t, x(t)|dt < 0o s.i., [ |b(t,x(t))]?dt < oo s.i.;

3. x(0) = xg s.i.;

4. integralni oblik jednacine (1.8) je zadovoljen s.i. za svako t € [0,T].

Na osnovu osobina 1 i 2 Definicije 1.4.1 sledi da su i Lebesgueov i Itov integral na
desnoj strani jednakosti (1.8) dobro definisani i s.i. neprekidni, zbog ¢ega je i x s.i.
neprekidan proces. Oba integrala su jedinstvena do stohasticke ekvivalentnosti. U
tom slucaju, u skladu sa Teoremom Dooba 1.1.1, uvek se pretpostavlja da se radi
sa merljivom, separabilnom i s.i. neprekidnom modifikacijom strogog resenja.

Definicija 1.4.2 Jednacina (1.7) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x 1 T vazi

P{z(t) =z(t),t € [0,T]} = 1.

Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jedna-
¢ine (1.7).

Teorema 1.4.1 Neka je w m-dimenzionalan Wienerov proces i xq slucajna pro-
menljiva, nezavisna od w, za koju je Elxg|*> < oo. Neka su a : [0,T] x R? —
R b2 [0,T] x RY — R? x R™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov 1 uslov ogranicenog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako da za svako
(t,x), (t,y) € [0,T] x R, vazi

la(t, x) — a(t, y)| + [b(t, x) — b(t,y)| < Lz — yl,
la(t, 2)[* + [b(t, 2)[* < L*(L + [z]).
Tada postoji jedinstveno s.i. meprekidno strogo resenje jednacine (1.7) sa osobi-

nom Esup,cor 2(t)]* < oo. Pored toga, ako je Elxol’ < oo,p > 2, tada je
Esupepom |2(t)]P < oo.
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U nastavku ovog poglavlja je navedena teorema uporedjenja za stohasticke di-
ferencijalne jednacine, koja se moze naéi u [27].

Teorema 1.4.2 Neka su x1(t) i x2(t) reSenja jednacina
dx;(t) = a;(t, x;(t)) dt + dw(t), =1,2,

koja zadovoljavaju isti pocetni uslov x;(0) = xy. Ako za svako t > 0 i xy vazi nejed-
nakost ay(t, xg) < as(t,zo), tada je x1(t) < xo(t) za svako t > 0 sa verovatnoéom
Jedan.

Ako se za koeficijente a i b jednacine (1.7) uvede dodatna pretpostavka da je
a(t,0) =0 s.i. i b(t,0)=0 s.i, t € 10,17,

jednacina (1.7) ima resenje x(t) = 0 koje odgovara pocetnom uslovu z(0) = 0. Ovo
reSenje se naziva trivijalnim resenjem stohasticke diferencijalne jednacine (1.7).

Stabilnost stohastickih diferencijalnih jednaé¢ina

Ovo poglavlje ¢e biti zatvoreno osnovnim definicijama i teoremama teorije stabil-
nosti stohastickih diferencijalnih jednacina koje se mogu naéi, na primer, u [30].

Definicija 1.4.3 Trivijalno resenje jednacine (1.7) je stohasticki stabilno ili sta-
bilno u verovatnoéi ako za svako € € (0,1) i r > 0, postoji 6 = d(g,7,0) > 0 tako da
Je

P{lz(t;0,x0)| <7t >0} >1—¢

kad god je |xo| < 0.

Definicija 1.4.4 Trivijalno resenje jednacine (1.7) je stohasticki asimptotski sta-
bilno ako je stohasticki stabilno i ako za svako € € (0,1), postoji § = 6(e,r,0) > 0
tako da je

P{hm x(t;O,xo):O} >1—¢

t—o00

kad god je |xo| < 0.

Definicija 1.4.5 Trivijalno resenje jednacine (1.7) je eksponencijalno stabilno sa
verovatnocom jedan ako je

Inz(t;0, o) <0 iy

lim sup
t—oo t

za svako xy € RY.

Kao i u prethodnom poglavlju, neka je C12([0, 00) x R%; R, ) familija svih neneg-
ativnih funkcija V (¢, ) koje su jednom neprekidno-diferencijabilne po t a dva puta
po z. Tada se funkcija V (¢, x) naziva funkcijom Lyapunova . Diferencijalni operator
L pridruzen jednacini (1.7) se definiSe na slededi nacin

0 < 0 1 o
L=— ; ——+t= 4 y :
at+;az(t,x) 5 t3 2 [P @) 5

7,7=1
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Jasno je da je za V € C12([0,00) x RLGR,),
1
LV (t, :z:):Vt(t,x)—i-vx(t,x)a(t,a:)—i-ﬁtmce (b7 (¢, 2) Voo (8, 2)b(t, )] .

Slede¢a teorema daje uslove stohasticke asimptotske stabilnosti trivijalnog rese-
nja jednacine (1.7) u terminima funkcije Lyapunova.

Teorema 1.4.3 Neka postoji nenegativna funkcija V(t,x) € CY%([0,00) x R%: R,
neprekidne funkcije c,d : Ry — R, 4 pozitivna konstanta K tako da je, za svako
|| < K,

c(lz]) < V(E,z) < d(|z)).

(a) Ako je LV <0, |z| < K, tada je trivijalno reSenje jednacine (1.7) stohasticki
stabilno.
(b) Ako postoji neprekidna funkcija f : Ry — Ry, tako da je LV < —f(|z|),

tada je trivijalno resenje jednacine (1.7) stohasticki asimptotski stabilno.

Kako se mnogi problemi koji se ticu stabilnosti trivijalnog resenja nelinearne
stohasticke diferencijalne jednac¢ine mogu svesti na probleme stabilnosti trivijalnog
reSenja pridruzene linearnizovane stohasticke diferencijalne jednacine, u nastavku
se razmatra linearni oblik jednacine (1.7)

dx(t) = A(t) z(t)dt + B(t) z(t)dw(t), t > 0. (1.9)

Teorema 1.4.4 Ako je resenje linearne jednacine (1.9) sa konstantnim koefici-
jentima (A(t) = A, B(t) = B) stohasticki asimptotski stabilno i ako koeficijenti
jednacina (1.7) i (1.9) zadovoljavaju nejednakost

la(t,z) — Ax| + |b(t,z) — Bx| < 0 |z| (1.10)

u dovoljno maloj okolini tacke x = 0 i za dovoljno malu konstantu &, tada je trivi-
jalno resenge jednacine (1.7) stohasticki asimptotski stabilno.

1.5 Funkcionalne stohasticke
diferencijalne jednacine

Neki od najzastupljenijih i najvaznijih stohastickih modela u biologiji, ekonomiji,
fizici u kojima buduca stanja sistema zavise ne samo od trenutnog stanja, vecé
i od proslih stanja, opisuju se pomocu stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina. Predmet proucavanja u ovoj oblasti je najceS¢e egzistencija, jedin-
stvenost i stabilnost, kao i kvalitativna i kvantitativna svojstva reSenja.

Pored ranije uvedenih oznaka i osnovnih pretpostavki, bi¢e uvedeni jos neki
pojmovi.

Polazna pretpostavka je da su sve slucajne promenljive i procesi definisani na
prostoru verovatnoca (Q, F, {F; }+>0, P) sa filtracijom {F; }+>¢ koja zadovoljava uobi-
cajene uslove (tj., rastu¢a je i neprekidna s desna, dok Fy sadrzi sve dogadjaje
verovatnoce nula).
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Za fiksirano 7 > 0, neka je C([—7,0];R?) familija neprekidnih funkcija ¢ :
[—7,0] — RY, sa supremum-normom definisanom sa | ||| = sup_, -yq |¢(#)]. Pritom,
(C([=7,0;RY), || - |]) je Banachov prostor. Neka je C = C([—,0];R?), a D prostor
svih Fy-adaptiranih slucajnih promenljivih ¢ € C.

U ovom poglavlju se razmatra stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina
oblika

de(t) = f(a,t)dt + g(ay, t) dw(t), te[0,T], (1.11)
To = 57

pri ¢emu su funkcionali
f:Cx[0,T] =R% g:Cx[0,T] —R*xR™

Borel merljivi, z(t) je d-dimenzionalan proces i x; = {z(t + 6),0 € [—7,0]} je sto-
hasticki proces iz klase C i interpretira se kao proslost datog stanja. Zbog zavisnosti
od proslosti, pocetni uslov se mora zadati na ¢itavom intervalu [—7, 0], tj.

xo =& = {£(0),0 € [-7,0]},

pri éemu je & Fo-merljiva slucajna promenljiva iz klase C, za koju vazi E||£||? < oc.

Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € [—1,T|} se kaze
da je resenje jednacine (1.11) ako je s.i. neprekidan, {z:,t € [0,T|} je F;-adaptiran,
fOT |f(x, t)| dt < oo s.i., fOT lg(z¢, t)]? dt < 0o s.i., wg = £ s.4. i za svako t € [0,T],
integralni oblik jednacine (1.11) je zadovoljen s.i.

Definicija 1.5.2 Resenje {x(t),t € [—7,T]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo
resenje {Z(t),t € [—7,T]} stohasticki ekvivalentno tom resenju, tj. ako je

P{a(t) = &(t),t € [-7,T]} = 1.

Sledeé¢i fundamentalni rezultat u teoriji stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina se moze naéi, na primer, u [72].

Teorema 1.5.1 Ako za funkcionale f i g vaze uniformni Lipschitzov uslov i uslov
linearnog rasta, tj. ako postojgi konstanta K > 0, tako da je

[f (o, t) = F(@, D)V |g(e,t) — g(¥, )] < K| =,
[f (2, )]V lg(e, )] < K(1+ lel])

za svako t € [0,T] i ¢, € C, tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje x(t)
jednacine (1.11). Uz to, ako je E||§||P < 0o za p > 2, tada je Esup_,o;op |z(t)[P
< Q.

Ako se pretpostavi da je f(0,t) =01 g(0,¢) = 0, jednacina (1.11) ima reSenje
x(t) = 0 koje odgovara pocetnom uslovu zy = 0. Ovo reSenje se naziva trivijalno
resenje funkcionalne stohasticke diferencijalne jednacine (1.11).
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Stabilnost funkcionalnih stohastickih diferencijalnih jednacina

U nastavku su navedene definicije i teoreme teorije stabilnosti funkcionalnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina, koje se mogu naéi, na primer, u [55].

Definicija 1.5.3 Trivijalno resenje jednacine (1.11) je stohasticki stabilno ako za
svako € € (0,1) i 7 > 0 postoji 6 = 6(e,r,0) > 0, tako da je

P{lz(t;p)| > r,t >0} <e,
za svaki pocetni uslov ¢ € D za koji je P{||¢|| <0} = 1.

Definicija 1.5.4 Trivijalno resenje jednacine (1.11) je srednje-kvadratno stabilno
ako za svako € > 0 postoji & > 0, tako da kad god je sup_.o<o E|@(0)]* < 6, tada
je Elz(t; 9)|* < e za svako t > 0.

Definicija 1.5.5 Trivijalno resenje jednacine (1.11) je asimptotski srednje-kvadra-
tno stabilno ako je srednje-kvadratno stabilno i lim;_, E|z(t; ¢)]* = 0.

Diferencijalni operator pridruzen jednaéini (1.11) se definise formulom

LV(t, 90) — lim sup Et,gov<t + A, JX—&—A) - V(ta 90) :
A—0

gde je z(s), s > t resenje jednacine (1.11) sa pocetnim uslovom z; = ¢, a V (¢, ) je
funkcional definisan za ¢t > 0i ¢ € D.

U nastavku ¢e klasa funkcionala V' (¢, ¢) biti redukovana da bi se odredio ope-
rator L. Najpre, za t > 0 i funkciju ¢ € D, neka je V(t,p) = V(t,(0),¢(0)),
—7 < 60 < 0. Tada se definise funkcija

Vo(t,z) = V(t,p) = V(t,z,) = V(t,z,z(t +0)), -1 <0 <0,

gde je ¢ = x4, © = ¢(0) = x(t).

Neka je (o klasa funkcionala V (¢, ), tako da su, za skoro svako ¢ > 0 prvi
i drugi izvod po x od V,(t,x) neprekidni, dok je prvi izvod po t neprekidan i
ogranicen. Tada se V(t,¢) naziva funkcionalom Lyapunova. Primenom operatora
L na jednac¢inu (1.11), dobija se

OV (t,x)

LV(t, ZL‘t) = T +fT(t, .Tt)

oV,(t,x) 1 OV, (t,x)
%—I—I—étrace gT(taxt)#g(tw/Et)

Sledece teoreme daju dovoljne uslove asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti i
stabilnosti u verovatnodi trivijalnog resenja jednacine (1.11) u terminima funkcionala
Lyapunova.

Teorema 1.5.2 Neka postoji funkcional V (t,p) € C 2 tako da je
aBlz(t)? < EV(t,x) <cy sup Elz(t+0)[?,

—7<6<0

ELV(t,x;) < —csE|z(t)|?,

zac; >0,1=1,2,3. Tada je trivijalno resenje jednacine (1.11) asimptotski srednje-
kvadratno stabilno.
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Teorema 1.5.3 Neka postoji funkcional V (t,p) € C 2 tako da je

ale®)P < V(ta) <c sup |zt +0)? i LV(t ) <0,
—r<6<0

za ¢; > 0,1 = 1,2 1 za bilo koje ¢ € D za koje je P{||lp|| < 6} =1, gde je &6 >0
dovoljno mali broj. Tada je trivijalno resenje jednacine (1.11) stohasticki stabilno.

1.6 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U mnogim situacijama iz realnog zivota, promene sistema su uslovljene kako trenu-
tnim stanjem, tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku.
U slucajevima kada te promene zavise od svih stanja sistema u toku prethodnog
perioda fiksne duzine, koriste se funkcionalne stohasticke diferencijalne jednacine o
kojima je bilo reci u Poglavlju 1.5. Medjutim, ¢esto je priroda zavisnosti od proslosti
nekog sistema takva da se adekvatnije opisuje nekom funkcijom vremena. Takvi
sistemi se matematicki modeliraju pomocu stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski zavisnim kasnjenjem.

Postoji opsezna literatura kako o deterministickim, tako i o stohastickim dife-
rencijalnim jednac¢inama sa kasnjenjem i njihovoj primeni, izmedju ostalog, u popu-
lacionoj dinamici, medicini i teoriji materijala sa memorijom. Tako se, na primer,
rast Celijske populacije u okruzenju koje je izlozeno slucajnim uticajima moze opisati
slede¢om stohastickom diferencijalnom jednac¢inom sa vremenski zavisnim kasnje-
njem,

dz(t) = (pox(t) + pra(t — 6(1)))dt + Bz(t)dw(t), t =0,
zg = ¢ = {£(0),0 € [-7,0]},

gde z(t) predstavlja velicinu populacije u trenutku t. U ovom modelu se pretpo-
stavlja da, kada otpocne, ¢elijska deoba nije trenutna. U tom smislu py predstavlja
stopu trenutnog rasta populacije, p; je stopa zakasnelog rasta populacije, dok se ¢
moze interpretirati kao vreme ¢elijske deobe.

Pored toga, u radu [108] je razmatran sledeéi stohasticki Lotka—Volterra model
sa vremenski zavisnim kasnjenjem,

di; () = (1) [(b + i aijz(t) + i by (t — @(t)))dt + aidw(t)] ,

zat>011=1,2,...,n, pri ¢emu z;(t) predstavlja velicinu populacije i-te vrste u
trenutku ¢, b; je stopa rasta i-te vrste, a;;, bij, i,7 = 1,2,...,n predstavljaju mere
interakcije izmedju vrsta z; i x;, d; € C'([0,00);[0,7]), 7 > 0,5 = 1,2,...,n su
funkcije kasnjenja, a x;(t — 9,(t)) predstavlja veli¢cinu populacije koja je uslovljena
nekim faktorima iz proslosti.

Imajudci u vidu ranije uvedene oznake, u nastavku ¢e biti razmatrana stohasticka
diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem. U tom smislu se uvodi



28 Glava 1 Uvodni pojmovi i rezultati teorije SDJ

Borelova funkcija 6 : [0, 7] — [0, 7] tako da je

dm():f(() o(t — 6(t)), t)dt + g(x(t), x(t — 5(8)), )dw(t), t € [0,T], (1.12)
=¢=1{£00),0 € [-7,0]}, (1.13)

pricemusu f: RIxR¥x[0,T] — R%ig: RIxRIx[0,T] — R>™ Borelove funkcije i
x(t) je d-dimenzionalan proces koji opisuje promenu stanja sistema tokom vremena.
Pretpostavka je da je pocetni uslov & Fo-merljiv, da pripada familiji C'([—7,0]; R¢)
i da vazi E||¢]]* < oo.

Definicija 1.6.1 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € [—1,T|} se kaZe
da je resenje jednacine (1.12) sa pocetnim uslovom (1.13) ako je s.i. mnepreki-
dan, Fi-adaptiran proces, fOT]f(x(t),x(t — (1)), t)|dt < oo s.i., fOT lg(z(t), z(t —
5(1)),t)]2dt < oo s.i., wg = & s.i. i za svako t € [0,T] integralni oblik jednacine
(1.12) je zadovoljen s.i.

Jedinstvenost resenja jednacine (1.12) se definiSe na isti nacin kao u Definiciji
1.5.2.

Dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resenja stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski zavisnim kaSnjenjem su dati slede¢om teoremom koja se
moze nadi u [72].

Teorema 1.6.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.12) zadovoljavaju Lipschitzov
uslov 1 uslov linearnog rasta, tj. ako postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako
te0,T] iz Z,y,7 € R vai

[f(@y, )= (29,0 V|g(z,y,t) = 9(2, 5, 1) < K(lv — 2+ |y — gI*),
i za svako (z,y,t) € R x R x [0,T], vazi
(g, OF Vg, y, ) < K1+ |zl + |y,

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno resenje x(t) jednacine (1.12). Pored toga,
ako je E|[E|[P < 00 za p > 2, tada je Esup_ .o, |2(t)[P < o0.

1.7 Neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine

Prirodno uopstenje stohastickih diferencijalnih jednacina koje imaju osobinu za-
visnosti od proslosti, predstavljaju neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
u kojima se, pored nepoznatog procesa x, pod diferencijalom javlja i argument sa
kasnjenjem. U tom smislu, mnoga poznata tvrdjenja koja se odnose na funkcionalne
stohasticke diferencijalne jednacine i stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnje-
njem, uspesno su prosirena na klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina
sto potvrdjuju, izmedju ostalih, radovi [47, 65, 70, 72, 86]. U ovom poglavlju se
navode osnovni pojmovi vezani za funkcionalne neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine.
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Neutralna funkcionalna stohasticka diferencijalna jednacina je oblika
dlz(t) —u(ze)] = f(ag, t)dt + g(ae, t)dw(t), te€[0,T], (1.14)
sa pocetnim uslovom zy = & = {£(0), 6 € [—7,0]}, pri cemu su

f:Cx[0,T] — R
g:Cx[0,T] — R>™,
w:Cx[0,T] — R

iz, ={z(t+0),0€[-7,0]} €C, pri ¢emu je C = C([—7,0];R?).
Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jedna-
¢ine (1.14) [72].

Teorema 1.7.1 Ako za funkcionale f i g vaZe uniformni Lipschitzov uslov i uslov
linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da vazi

1flp,t) — F(, )V [gle,t) — g0, t)]* < Kllp — |,
[f(e, )V gl t)]? < K(1+ []el]?),

za svako t € [0,T] i v, € C, i ako postoji k € (0,1) tako da vaZi

[u(p) —u()| < klle =¥,

za svako @, € C i ako je u(0) = 0, tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje
x(t) jednacine (1.14). Pored toga, ako je E||£||P < 0o za p > 2, tada je

E sup |z(t)]P < oc.
—7r<t<T

Stabilnost neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina

U nastavku se navode teoreme koje daju dovoljne uslove stabilnosti neutralnih
stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina u terminima funkcionala Lya-
punova (videti [55]).

Kao u Poglavlju 1.5, i ovde ¢e D oznacavati prostor svih Fy-adaptiranih funkcija
¢ € C. Takodje, neka vazi

lu(t, )| < /OT lo(—$)|dK (s), /OT dK(s) < 1. (1.15)

Ako koeficijenti jednacine (1.14) zadovoljavaju uslove: f(0,¢) =0, ¢(0,t) =01
u(0) = 0, jednacina ima trivijalno resenje z(t) = 0 sa pocetnim uslovom zy = 0.

Definicije 1.5.3, 1.5.4 1 1.5.5 se mogu prosiriti i na jednacinu (1.14), pa ¢e zbog
toga ovde biti izostavljene.

Neka je (' 5 klasa funkcionala V' (¢, ¢) za koje funkcije V,,(¢, ) imaju neprekidne
izvode prvog i drugog reda po x i ogranic¢en neprekidan prvi izvod po t za skoro
svako ¢t > 0.
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Teorema 1.7.2 Neka vazi uslov (1.15) i neka postoji funkcional

V(t, @) = W(t, @)+ |(0) — u(t,¢)
tako da je V (t,¢) € C 2,

0< EW(t,z) <K, sup Elx(t+0)]

—7<0<0

ELV(t,x,) < —KyE|z(t)|?,

za K; > 0,1 =1,2. Tada je trivijalno resenje jednacine (1.14) asimptotski srednje-
kvadratno stabilno.

Teorema 1.7.3 Neka postoji funkcional V (t,p) € C 2 tako da je
clr®)? < V(t, ) < collz)? i LV (¢, 24) <0,

za ¢; > 0,1 = 1,2 i bilo koje ¢ € D za koje je P{||l¢|| < 6} =1, gde je § > 0
dovoljno mali broj. Tada je trivijalno resenje jednacine (1.14) stohasticki stabilno.

1.8 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
kasnjenjem 1 Markovskim prelazima

Stohasticke diferencijalne jednacine su od velikog znacaja zbog toga Sto opisuju
mnoge pojave iz realnog zivota. Upravo iz prakticnih problema je proisteklo vece
interesovanje za hibridne sisteme. Naime, uoceno je da se neki sistemi menjaju u
skladu sa razlicitim zakonima u toku nekog vremenskog perioda i da u slucajnim
momentima prelaze sa jednog rezima rada na drugi. To je osnovna motivacija za
proucavanje stohastickih diferencijalnih jednacina sa Markovskim prelazima koje
predstavljaju posebnu klasu hibridnih sistema. U radovima [71, 74, 75, 76, 111] su
razmatrane obicne stohasticke diferencijalne jednacine kao i stohasticke diferenci-
jalne jednacine sa kasnjenjem i Markovskim prelazima.

Pored ve¢ uvedenih oznaka, neka {r(t),t € [0,T]} oznacava neprekidan s desna
lanac Markova definisan nad datim prostorom verovatnoca, sa konacnim skupom
stanja S = {1,2,..., N} i generatorom I' = (7;;) yxn definisanim sa

’YijA_FO(A)? 27&]7
P{r(t+ A) = jlr(t) = i} = (1.16)

pri cemu je A > 0, a ;; > 0 predstavlja gustinu prelaza iz stanja ¢ u stanje j kada

je i # 7, dok je
Yii = — Z Yij -
J#
Pretpostavlja se da je lanac Markova 7(+) nezavisan u odnosu na Wienerov proces

w(+). Pritom je skoro svaka trajektorija procesa r(-) neprekidna s desna stepenasta
funkcija sa kona¢nim brojem skokova na intervalu [0, 7).
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U nastavku se razmatra stohasticka diferencijalna jednacina sa vremenskim ka-
snjenjem i Markovskim prelazima oblika

dz(t) = f(z(t), z(t—7),r(t), ) dt+g(z(t), z(t—7), r(t), )dw(t), t€]0,T], (1.17)
zo=E&={x(0): =7 <0 <0}, r(0) =ro,

pri ¢emu su
fiRIXRIXSx [0,T] = RY  g:RIx RYx Sx [0, 7] — R¥>™,
Borelove funkcije i z(¢) je d-dimenzionalan proces.

Definicija 1.8.1 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € [0—7,T]} se kaZe
da je resenge jednacine (1.17) ako je s.i. neprekidan, x(t), t € [0,T] je Fi-adaptiran,
Sy 1 f @), at—7),r(@),)|dt < oo s, [ |g(x(t),z(t—1),7(t),t)dt < oo s.i.,
xo =& s.1. 1 za svako t € [0,T] integralni oblik jednacine (1.17) je zadovoljen s.i.

Teorema 1.8.1 Ako koeficijenti f i g jednacine (1.17) zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0 tako da za
svako x1, 0, y1,y2 € R, 1 €S it €10,T),

‘f(x17y17i7t) - f(x2>y27i7t)|2 \% |g<$173/17i7t) - 9(152ay27i7t)‘2
< K(|z — 2 + yn — vol?),

i ako postoji konstanta K >0 tako da za svako (x,y,t) € RI x R? x [0,T], i € S,
f(z,y,4, )V |g(z,y,i,1)F < K1+ [z + [y]?),

tada postoji jedinstveno resenje {x(t),t € [—r,T|} jednacine (1.17). Pored toga, ako
je Esupe_.o [§()[F < o0 zap > 2, tada je Esup,e_, 7 |z(t)|P < co.

Stabilnost stohastickih diferencijalnih jednaéina
sa Markovskim prelazima

Poslednjih godina se direktan metod Lyapunova razvio u smislu da moze da se
primeni prilikom dokazivanja stabilnosti i ogranicenosti resenja stohastickih diferen-
cijalnih jednacina sa Markovskim prelazima. Medju mnogobrojnim autorima koji
su prilagodili ovaj metod stohastickim diferencijalnim jednacinama sa Markovskim
prelazima ovde ¢e biti istaknuti Mao [71, 74, 76], Mao i Shaikhet [75], Shaikhet [96],
Yuan i Mao [111].

Neka za koeficijente jednacine (1.17) vaze sledeCe pretpostavke: f(0,0,¢,7) =0
ig¢(0,0,t,i) =0, V(t,i) € [0,T] x S. Tada jednacina (1.17) ima trivijalno resenje
z(t) = 0 sa pocetnim uslovom zy = 0.

I u ovom poglavlju se koristi notacija C = C([—7,0];R?), D je prostor svih
Fo-adaptiranih slucajnih promenljivih ¢ € C, iz Poglavlja 1.5. Sledece definicije i
teorema daju dovoljne uslove asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti trivijalnog
reSenja jednacine (1.17), a mogu se naéi u [76, 96].
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Definicija 1.8.2 Trivijalno resenje jednacine (1.17) je stohasticki stabilno ili sta-
bilno u verovatnoéi, ako za svako € € (0,1) i r > 0 postoji 6 = d(e,r,0) > 0, tako
da je

P{lz(t; p,7)| > r,t > 0} <e,

za svaki pocetni uslov ¢ € D za koji je P{||¢|| < d} = 1.

Definicija 1.8.3 Trivijalno resenje jednacine (1.17) je srednje-kvadratno stabilno
ako za svako € > 0 postoji & > 0, tako da kad god je sup__o<o E|@(0)]* < 6, tada
je Elz(t; ,1)|* < € za svako t > 0.

Definicija 1.8.4 Trivijalno resenje jednacine (1.17) je asimptotski srednje-kvadra-
tno stabilno ako je srednje-kvadratno stabilno i lim;_, E|z(t; ¢)]* = 0.

Neka je C''? klasa svih nenegativnih funkcija V (x,i,t) sa neprekidnim izvodima
prvog i drugog reda po x i ograni¢enim neprekidnim prvim izvodom po ¢ za skoro
svako t > 0. Za svako z,y € R% i € SiV € C'2? operator L se definise na slede¢i
nacin

LV (z,y,i,t) = Vi(z,i,t) + Vo(x,i,t) f(x,y,i,1)
N

1
+ gtracely” (2,y,i, )V (2,4, )g(w,y, 1. 8)] + YV (w,5,1).
j=1

Teorema 1.8.2 Ako postoji funkcija V. € CY? i pozitivne konstante cy,ca, i, Ao
takve da je Ay > Ao,
alz* <V(z,i,t) < elz)?

LV (z,y,i,t) < =i|z* + Aoly|”

za svako v,y € R t >0, i € S, tada je trivijalno resenje jednacine (1.17) asim-
ptotski srednje-kvadratno stabilno.

1.9 Elementarne, integralne i nejednakosti
sa matematickim ocekivanjem

U ovom poglavlju bi¢e navedene neke elemenarne nejednakosti, integralna nejed-
nakost Gronwall-Bellmana i neke nejednakosti sa matematickim ocekivanjem, koje
¢e biti koris¢ene prilikom dokazivanja glavnih rezultata.

Elementarne nejednakosti [82] koje ¢ée biti koriséene su:

(a + b)* < 2a® + 2b%; (1.18)
1 Ina—Inb 1

I b gl b : 1.1
a a—b — b 0<b<q; (1.19)
+2ab < a® + b%; (1.20)

1

lab| < ea® + ng. (1.21)
ao‘bﬁ < Laa+ﬁ + iba+l@> a,b,oz,ﬁ > 0. (122)

a+p3 a+pf3
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Poznato je da postoji vise verzija Gronwall-Bellmanove nejednakosti. Za potrebe
daljeg razmatranja bi¢e navedena samo jedna od verzija, koja ¢e biti eksplicitno
koris¢ena i ¢iji se dokaz moze naéi u [72].

Teorema 1.9.1 Neka je T > 0 i ¢ > 0. Neka je u(-) Borelova ogranicena nenega-
tivna funkcija definisana na [0,T] i neka je v(-) nenegativna integrabilna funkcija
na [0,T]. Ako je

u(t) < c+/0 v(s)u(s)ds, te0,T],

tada je
u(t) < celov®ds ¢ e (0,77

U nastavku ¢e biti navedene neke od najpoznatijih nejednakosti koje vaze za
matematicko ocekivanje, a koje ¢e biti koris¢ene pri dokazivanju glavnih rezultata.

e Nejednakost Chebysheva: Neka slucajna promenljiva X ima momenat
reda r, r € N. Tada za svako ¢ > 0 vazi

|7‘

E|X
P{|X|>¢} < |— (1.23)
g?"
e Nejednakost Lyapunova: Ako je X slucajna promenljiva za koju je E|X|' <
o0 i 0 < s <t realni brojevi, tada je

(E|X])' < (BIX[)Y". (1.24)

e Nejednakost Holdera: Ako su pi g realni brojevi, takvi da je 1 < p,q < oo
i1/p+1/q = 1, i ako za slucajne promenljive X 1 Y vazi E|X|P < oo,
E|Y|? < o0, tada je

E|XY| < (E|XP)YP(E|Y|9)Y. (1.25)

e Nejednakost Jensena: Neka je X slucajna promenljiva za koju je E|X| <
oo i neka je g = g(X) konveksna Borelova funkcija. Tada je

9(EX) < Eg(X). (1.26)






Glava 2

Stohasticki populacioni modeli

Populaciona dinamika je grana prirodnih nauka koja se bavi kratkoro¢nim i dugo-
rocnim promenama u veli¢ini i starosnoj strukturi populacije, bioloskim i procesima
u okruzenju koji uticu na te promene. Ona izucava na koji nac¢in promene stope
radjanja i umiranja, migracije i starenje uti¢u na populaciju.

U ovoj glavi su predstavljena tri tipa populacionih modela. Svi rezultati iz ove
glave su originalni naucni rezultati koji se mogu naéi u objavljenim i jos neobjavl-
jenim nauc¢nim radovima. U Poglavlju 2.2 se razmatraju stohasticki populacioni
modeli sa Allee efektom bez i sa vremenskim kasnjenjem. Dokazuje se egzisten-
cija i jedinstvenost pozitivnog resenja, ispituje stabilnost ekvilibrijuma razmatranih
modela i odredjuju uslovi pri kojima dolazi do istrebljenja posmatrane populacije.
Rezultati ovog poglavlja su potpuno novi i sadrzani su u radovima [45, 59]. Poglavlje
2.3 je posveceno stohastickom predator-plen modelu pri ¢emu je u populaciju plena
ukljucen Allee efekat. Za ovaj model se najpre dokazuje egzistencija, jedinstvenost
i ogranicenost pozitivnog resenja. Pored toga, ispituje se pod kojim uslovima dolazi
do istrebljenja kako populacije plena, tako i populacije predatora, a zatim kako istre-
bljenje jedne populacije utice na ponasanje druge. U Poglavlju 2.4 je predstavljen
stohasticki Gompertzov model sa kasnjenjem, kao i modifikacija ovog modela u
koji su ukljuceni i Markovski prelazi. Za oba modela je dokazana egzistencija i
jedinstvenost pozitivnog resenja, a zatim su odredjeni uslovi pod kojima dolazi do
istrebljenja tumorskih celija iz organizma, kao i uslovi pod kojima je populacija
tumorskih ¢elija perzistentna u srednjem. Rezultati sadrzani u ovom poglavlju dis-
ertacije su originalni nauéni rezultati koji se mogu na¢i u radu [46]. Za svaki od
navedenih modela su pronadjeni primeri iz realnog zivota koji ilustruju teorijske
rezultate.

2.1 Uvodni pojmovi

Matematicki model koji se najceSce koristi da bi se opisala dinamika bilo koje popu-
lacije je eksponencijalni model. Prema eksponencijalnom modelu promena veli¢ine
populacije je proporcionalna velic¢ini populacije

dN(t) = r N(t) dt, (2.1)

35
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gde je N(t) veli¢ina populacije u trenutku ¢, a r koeficijent prirastaja, odnosno stopa
rasta populacije. Jednacina (2.1) je linearna diferencijalna jednacina Cije je resenje
N(t) = Nge't, gde je Ny biomasa, tj. pocetni broj jedinki u populaciji. Jasno je da
kada je r > 0 tada lim; ;o N(t) = 400, a kada je r < 0, tada lim;_, 1o, N(t) = 0,
tj. dolazi do istrebljenja populacije.

Ako je broj elemenata neke populacije odredjen modelom (2.1) moze se uociti da,
kada je r > 0 dolazi do eksplozije velicine populacije, Sto nije realno. Razlog zbog
koga nije realno da broj elemenata u populaciji neograni¢eno raste lezi u ¢injenici da
okruzenje populacije ima odredjena ograni¢enja po pitanju resursa. Kada je veli¢ina
populacije daleko od svog maksimalnog broja ona moze da raste eksponencijalno, ali
kada poc¢ne da se priblizava maksimumu velicina populacije pocinje da varira. Zato
je predlozen drugi model kojim bi se prevazisao ovaj nedostatak eksponencijalnog
modela. To je logisticki model

AN(t) = r N(t) < - NT“)) dt. (2.2)

gde je K maksimalni broj jedinki populacije na odredjenom prostoru, tzv. kapacitet
sredine (carrying capacity). Ocigledno da se model (2.2) svodi na eksponencijalni
(2.1) kada je N(t) < K.

S obzirom na ¢injenicu da su populacioni sistemi izlozeni sluc¢ajnom uticaju
sredine koji menja vrednost parametara modela, logi¢no je proucavati stohasticke
modele koji su nastali iz pomenutih deterministickih. Stohastickom perturbacijom
nekog od parametara deterministickog modela dobijaju se odgovarajuéi stohasticki
modeli. Najces¢e se perturbuje stopa rasta r sa r + awy, pri cemu w; predstavlja
Gaussov beli sum sa intenzitetom 2.

U nastavku su navedene osnovni pojmovi populacione dinamike.

Neka N (t) predstavlja velicinu posmatrane populacije u trenutku ¢ > 0 i neka je
(Q, F,{F: }+>0, P) kompletan prostor verovatnoca sa filtracijom {F;};>¢ koja zado-
voljava uobicajene uslove (tj. rastuca je i neprekidna s desna, dok Fy sadrzi sve
dogadjaje verovatnocée nula). Kako N(t) predstavlja veli¢cinu populacije u trenutku
t pretpostavlja se, bez smanjenja opstosti, da je pocetni broj jedinki u populaciji

Definicija 2.1.1 Do lokalnog istrebljenja populacije dolazi ako za broj jedinki u
populaciji N(t) vazi da je

lim N(t) =0 s.i.

t—o00
Definicija 2.1.2 Populacija je neperzistentna u srednjem ako za broj jedinki u po-
pulacigi N(t) vazi da je

1 t
lim sup —/ N(s)ds =0 s.i.
t—o0 t 0

Definicija 2.1.3 Populacija je stohasticki slabo perzistentna u srednjem ako za broj
jedinki u populaciji N(t) vazi da je

1 t
limsupg/ N(s)ds >0 s.i.
0

t—o00
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Definicija 2.1.4 Populacija je stohasticki postojana ako za proizvoljno € > 0 pos-
toje pozitivne konstante 5 i M tako da za broj jedinki w populaciji N(t) vazi da
je

P{htmian(t) > ﬁ} >1—¢ i P{limsupN(t) < M} >1—e.

t—o00

Na osnovu prethodnih definicija moze se zakljuciti da iz stohasticke postojanosti
populacije sledi njena stohasticka slaba perzistentnost u srednjem. Obrnuto ne vazi.

2.2 Stohasticki populacioni model
sa Allee efektom

Jedna od najinteresantnijih tema u ekoloskoj literaturi je svakako invazija novih
vrsta na odredjena stanista. Invazija moze da ima brojne pozitivne i negativne
efekte na postojece ekosisteme. U danasnje vreme je sve ve¢i broj naucnih radova
posvecenih minimiziranju negativnih efekata koje invazija novih vrsta moze da ima
po lokalnu biolosku zajednicu.

Poznato je da mnoge vrste cesto saradjuju izmedju sebe u potrazi za hranom ili
u situacijama kada je neophodno da se brane od neke druge vrste. Neke vrste, kao
Sto su ribe i ptice, formiraju grupe (jata) i na taj nac¢in postaju tezi plen svojim
predatorima. Na slican nacin se i neke vrste parazita udruzuju ne bi li zajedno
lakse pobedile odbrambeni mehanizam domacina. Vrste kao $to su mravi i pcele,
zive u zajednicama u kojima postoji podela rada, saradnja, itd. Ovakve zajednice
se formiraju jer jedinke imaju veéu Sansu da opstanu u prirodi ako pripadaju nekoj
grupi.

Allee efekat je otkriven od strane Warder Clyde Alleea [3] i njegovih kolega 1931.
godine i odnosio se najpre samo na sisare, ali se danas koristi i za mnoge druge
vrste. Allee je u svojim istrazivanjima primetio da kod mnogih biljnih i zivotinjskih
vrsta stopa rasta populacije po jedinki populacije opada kada je veli¢ina populacije
mala. U takvim uslovima, stopa rasta moze pasti na nulu ili imati ¢ak i negativnu
vrednost zbog smanjenja stope razmnozavanja i/ili stope prezivljavanja kada jedinke
u populaciji nisu dovoljno brojne. Jedan od Alleejevih saradnika, Odum, ovaj proces
je najpre nazvao Allee pravilo, ali danas je taj proces u literaturi poznat kao Allee
efekat. Postoji nekoliko definicija Allee efekta, ali najopstija je ona u kojoj se Allee
efekat posmatra kao korelacija veli¢ine populacije i stope rasta populacije po jedinki
populacije.

Razlikuju se dve vrste Allee efekta, strogi i slabi Allee efekat. Kod strogog
Allee efekta kada veli¢ina populacije dosegne kriticnu vrednost, tzv. Allee prag,
pocinje da opada, odnosno raste, ispod, odnosno iznad njega, respektivno. Kod
slabog Allee efekta velicina populacije nema kritiénu vrednost. Sta vise, pri malim
vrednostima velicine populacije, stopa rasta populacije raste sa pove¢anjem velic¢ine
populacije. Postoji vise faktora koji mogu da izazovu Allee efekat, a neki od njih
su: poteskoce u pronalazenju parnjaka, promene u okolini, uzajamno dejstvo jedinki
jednih na druge unutar iste vrste ili uzajamno dejstvo razli¢itih vrsta koje zive na
istom prostoru, itd.
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2.2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Allee efekat je tema kojoj se sve vise pridaje znaca]j u ekoloskoj literaturi, narocito
u poslednje dve decenije. Naime, sprecavanje istrebljenja pojedinih vrsta je jedan
od prioriteta u ocuvanju zivotne sredine, jer je poznato da su male populacije (sa
malim brojem elemenata) izlozene veéem riziku od istrebljenja. Allee efekat takodje
igra zacajnu ulogu prilikom invazije novih vrsta u ekosisteme i u njihovoj kontroli
(za vise detalja pogledati [14]).

U matematickoj literaturi se moze naci veliki broj radova koji se bave popu-
lacionim modelima, i to od deterministickih, preko stohastickih modela u kojima
je velicina populacije predstavljena diskretnom slucajnom promenjivom, do radova
koji proucavaju vrlo slozene neprekidne stohasticke modele. Takodje su brojni au-
tori proucavali i populacione modele sa Allee efektom. Naime, poznato je da je Allee
efekat zastupljen u mnogim programima za o¢uvanje ugrozenih biljnih i zivotinjskih
vrsta, kao i u studijama o Sirenju pojedinih vrsta nakon invazije na novo staniste
(videti, na primer, [2, 63]), jer moze da dovede do istrebljenja populacije ukoliko
veli¢ina populacije padne ispod Allee praga. Sa druge strane, poslednjih godina
je proucavanje Allee efekta privuklo dosta paznje u populacionoj dinamici. Ranije
studije su pokazale da Allee efekat moze imati znac¢ajan uticaj na stabilnost pop-
ulacionih modela. Dokazano je da moze imati, kako destabilizacionu, tako i stabi-
lizacionu ulogu (videti [22, 77]).

Svi prethodno pomenuti radovi se bave deterministickim modelima. Ipak, po-
pulacioni sistemi su izlozeni slucajnom uticaju sredine, pa je zato korisno videti
kako slucajne promene u okruzenju uti¢u na njih. Jedan od radova koji se bavi
stohastickim modelima je rad D. Jianga, N. Shia i Y. Zhaoa [110], koji proucava
egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost resenja stohastickog populacionog modela
sa ogranicenom koli¢inom hrane na odredjenom zivotnom stanistu. Ovaj rad je
posluzio kao motivacija za proucavanje stohastickog populacionog modela sa Allee
efektom.

A. Ackleh, L. Allen, J. Cartera [2] su uveli populacioni model sa Allee efektom,

oblika
%ﬁt) = rN(t) (1 - @) (% — 1) , t>0, (2.3)

N(O) = Ny,

gde N(t) predstavlja veli¢inu populacije u trenutku ¢; konstanta 7" je minimalan broj
jedinki u populaciji neophodan za opstanak populacije (Allee prag); K je kapacitet
sredine koji predstavlja maksimalan broj jedinki u populaciji koji moze ziveti na
odredjenom prostoru, uzimajuc¢i u obzir veli¢inu samog prostora kao i bogatstvo
hranom, 0 < T < K; r je stopa rasta populacije.

2.2.2 Konstrukcija, egzistencija i jedinstvenost
reSenja stohastickog modela

S obzirom na ¢injenicu da su populacioni sistemi izlozeni slu¢ajnom uticaju sredine,
logi¢no je razmatrati stohasticki model koji se zasniva na modelu (2.3) da bi se
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ispitalo na koji nacin Sum sredine utice na njega. Stoga se pretpostavlja da je
stopa rasta populacije r stohasticki perturbovana sa r — r + aw(t), pri cemu w(t)
predstavlja Gaussov beli sum sa intenzitetom o. Na taj nacin se dobija stohasticka
diferencijalna jednacina

dN(t) = N(t) (1 . @) (%’” - 1) (rdt +adw(t)), t>0, (2.4)

N(O) = Ny,

gde je w = {w(t),t > 0} jednodimenzionalno standardno Brownovo kretanje defini-
sano na prostoru verovatnoca {2, F, {F; }i>o, P} sa filtracijom {F;}i>0 koja zado-
voljava uobicajene uslove, dok je ng je slucajna promenljiva nezavisna od w za koju
je 0 <ny < K s.i.

Rezultati koji su izlozeni u nastavku ovog poglavlja predstavljaju originalne
naucne rezultate koji su objavljeni u radu [59].

Kako N (t) predstavlja velicinu populacije u trenutku ¢, u nastavku ¢ée biti raz-
matrana samo nenegativna resenja jednacine (2.4).

Ocigledno je da su Ey = 0, F, = T i E* = K reSenja jednacine (2.4). Ako je
N(t) #0, N(t) # T i N(t) # K, primenom Itove formule za stohasticko diferenci-
ranje se dobija

K-N(t)|
(Myﬁat7%_MMK—Nﬁﬂ—MMN@—T|
__dN(}) dN( JAN(t) dN (t) dN (t)dN(t)
K—N(@#) 2(K-N®)? N@OH-T 2N -T)
— _KT;(TN(t) Kr — a2N(t)T il KT_KQN( )) dt + ozdw(t)} .
ada je
fadad K — N(t)
NO-T = CexplA(t)], (2.5)
gde je
A(t) = —KT;(T i N(s) Kr - a2N(s)T i [gT_K?N(s)) ds + ozdw(s)] :

U zavisnosti od pocetnog broja jedinki u populaciji, ng, razlikuju se dva slucaja:
(i) Neka je T' < ng < K. Tada je C' = K ~—2 > 0s.i., pa je

T<N()<K, t>0. (2.6)

Dakle, na osnovu (2.5) moze se zakljuciti da je

K +TCexp[A(t)]
N = e

(ii) Sa druge strane, neka je 0 < ng < 7. Tada je C' = 50:’? < 0 s.i. Kako je
T < K, na osnovu (2.5) je

O<N(@)<T, t>0, (2.7)
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kao i,
K —TCexp[A(t)]

N = =G epAn)]

U nastavku se dokazuje teorema egzistencije i jedinstvenosti pozitivnog resenja
N(t) jednacine (2.4), kao i uniformna neprekidnost resenja N (t), pri cemu se pod
uniformnom neprekidnoséu resenja podrazumeva da je resenje neprekidno i da su
mu skoro sve trajektorije uniformno neprekidne za t > 0.

Da bi se dokazala uniformna neprekidnost pozitivnog resenja, potrebno je najpre
formulisati teoremu Kolmogorov—Centsova o neprekidnosti slu¢ajnih procesa (videti

148, 73)).

Lema 2.2.1 Neka n-dimenzionanalni stohasticki proces {x(t), t > 0} zadovoljava
uslov
Elx(t) —z(s)|* < Ct —s|"P,  0<s,t < o0,

za neke pozitivne konstante o, 3 1 C. Tada postoji neprekidna modifikacija Z(t)
procesa x(t), za koju vazi da za svako vy € (0, g), postoji pozitivna slucajna promen-
jiva h(w) tako da je

P {w : sup [2(t) — Z(s)] < 2 } =1.

0<|t—s|<h(@)0<st<oo |E—8]7 T 1—=277

Drugim recima, skoro svaka trajektorija procesa Z; je lokalno uniformno Hoélder-
neprekidna sa eksponentom -y.

Teorema 2.2.1 Za bilo koji pocetni uslov N(0) = ng za koji je 0 < ng < K, postoji
jedinstveno, uniformno neprekidno pozitivno resenje jednacine (2.4).

Dokaz. Na osnovu prethodne diskusije, u ovom dokazu se razlikuju dva slucaja.

[. Neka je T' < ng < K i neka je stohasticki proces x = {xz(t),t > 0} definisan na
sledeci nacin

K — N(t)

N@t)-T

Ovaj proces je dobro definisan na osnovu (2.6). Primenom formule Itéa na x(t),
dobija se

z(t) :=In

dr(t) = f(x(t)) dt + g(x(t)) dw(t), t=0 (2.8)
gde je
K —-T)(K+Te" K-T)(K+Te")(e*—1
f(x):—( JE +Tet) [ of JE +Ter)(e" = 1) |
TK(1+ e®) 2TK (1 + e%)?
(K —T)(K +Te")
9(@) TK( + e?)
za svako t > 01 2(0) = zy := In 501799. Lako se moze proveriti da su funkcije f i

g ogranicene i neprekidne, kao i da zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov i uslov
linearnog rasta. Stoga, jednacina (2.8) ima jedinstveno neprekidno resenje z(t),
t > 0 koje zadovoljava pocetni uslov z(0) = .
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Kako je

K + Te*®
N(t) = 1+ ex(®

primenom formule It6a se moze pokazati da je N(t) resenje jednacine (2.4). Zaista,

)

K + Te*®
dN(t) = d [—Hew }
0 1 eo®

(K — T)2 ex(t) K+ Tex(t)
T 1+ e*®)2 1 + e (rdt + adw(t))

0 (1-59) (Y0 ) a0

Pozitivnost i neprekidnost resenja su ocigledni.

II. Neka je 0 < ng < T'. Tada, ako se na proces {z(t),t > 0},

. K- N(1)
x(t) :=In NG
primeni formula Itoa, dobija se
d(t) = f(z(t))dt + glz(t)) dw(t), t>0 (2.9)
gde je
= . K-T("+1) o(e" —1)(K —T(e*+1))
J@) = sy "~ 2T (ev + 1)2 ’
. K-T("+1)
9@ = @+ 1)

Analogno, kao i u prvom slucaju, moze se zakljuciti da jednacina (2.9) ima jedin-
stveno neprekidno resenje z(t), t > 0 koje zadovoljava pocetni uslov z(0) = Zo. S
obzirom na to da je N(t) = ﬁ, primenom formule Itoa se proverava da je

K

Ke*® Ke®(er® — 1)
= da(t) +
(en(®) 4 1)2 2(e® 4-1)3
_ Ke*®(K —T(e*® + 1))
B T(e*® 4 1)3

:N(t)( —ﬁ) (@- )(rdt+adw(t)), >0,

pa je N(t) pozitivno resenje jednacine (2.4).

dx(t)dz(t)

(rdt+ adw(t))
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Da bi se dokazala uniformna neprekidnost skoro svih trajektorija N(t) za t > 0,
jednacina (2.4) se posmatra u integralnom obliku, tj.

)=+ [ NG+ [ g duls), 20

gdeje 0 <npg < K i

vt =rvte) (1= ) (B2 1),
g(N(s)) = aN(s) (1 _ Nf)) (N[((S) _ 1) |

Neka je 0 <u <v <oo,v—u<1ip>2. Primenom Holderove nejednakosti
(1.25) i nejednakosti (1.5), dobija se

EIN() - NP < 2" }(v — u) / E|f(N(s))? ds (2.10)
4ort (WT_”> Sw—w)h /qu|g(N(s))|p ds.

Kako je,
plrve)p < (KED
Blavr < ()

na osnovu (2.10) je
EIN(v) - N(u)" < A@w — )%,

p
gde je A = 2071 <w> rP + ( plp= 1)) aP |. Na osnovu Leme 2.2.1 se dobija

da je skoro svaka trajektorija N(t) lokalno uniformno Hélder-neprekidna sa ekspo-
nentom y € (O, ”2;; , pa je i uniformno neprekidna za ¢t > 0.

Uobicajeno je da se jedinstvenost pozitivnog resenja dokazuje kontradikcijom.
Neka su Ny(t) i No(t) dva razlicita pozitivna resenja jednacine (2.4) sa istim poce-
tnim uslovom ng, gde je 0 < ny < K. Tada je

d(Na(t) — Ni(t)) = —(Na(t) — Ni(2))

- ) O )~ 0+ NONAD £ SO Yt

Neka je J(t) = No(t) — Nyi(t). Tada je,
J(Zf) — _/OJ(S) (1_ (NQ(S) + N1(5>>(T + K) — (N22<5) + Nl(S)Nz(S) + le(s)))

TK

x (rds+ adw(s)).
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Primenom elementarne nejednakosti (1.18), Holderove nejednakosti (1.25), izome-
trije integrala Itoa i ¢injenice da je 0 < N;(t) < K, i = 1,2, na osnovu (2.6) i (2.7)
dobija se da je

EJ*(t) < 2(r’t + o?)
XE/OJQ(S)((M(s)+N1<s>>(T+K)—(7{\2(s)+N1(8)N2<s>+N1(s>> _1) s

<o [ (BEREITER ),

t
< 2M(r’t + a?) / EJ?*(s) ds,
0

gde je M = (%)2 Najzad, primena Gronwall-Bellmanove leme (Teorema 1.9.1)
povlaci da je EJ? = 0 a samim tim i

E(Ny(t) — Ny (t))* = 0.

Na osnovu nejednakosti Chebysheva (1.23) (za r = 2), za proizvoljno € > 0 vazi da
je

PN:(H) ~ Mi(0)] > ) < S EIN (1) — Ny(t)? = 0.

Dakle, Ni(t) = Na(t) s.i. za svako t > 0, ¢ime je teorema u potpunosti dokazana.

%

2.2.3 Stabilnost stohastickog modela

U ovom delu se proucava ponasanje ekvilibrijuma jednacine (2.4) za dugi vremenski
period. S tim ciljem, nekoliko puta Ce biti primenjena elementarna nejednakost
(1.19), kao i sledece tvrdjenje:

Lema 2.2.2 ([5]) Neka je f :[0,00) — [0,00) integrabilna i uniformno neprekidna
funkcija. Tada je
lim f(t) = 0.

t—o0

Slede¢om teoremom dati su uslovi asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti ek-
vilibrijuma E, i E* jednacine (2.4), kada je pocetni broj jedinki u populaciji T' <
ng < K.

Teorema 2.2.2 Neka je N(t) uniformno neprekidno pozitivno resenje jednacine
(2.4) sa pocetnim uslovom N(0) = ng, gde je T < ng < K. Tada:

(a) ako je r > % o?, onda lim; ... E(K — N(t))* = 0;

(b) ako je r < —E=La?, onda lim;_o E(N(t) — T)* = 0.
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Dokaz. Kako je T' < ng < K, iz (2.6) sledi da je T'< N(t) < K, t > 0.

(a) Primenom formule Ttoa na V2(t), gde je
V(t)=InN(t) —In(N(t)-T), t>0
funkcija Lyapunova, dobija se

dV2(t) = 2V (1)dV (£) 4 (dV/ (¢))?

— 2 N(D) ~ (N () - 1) L
(- YO D N0 ] O
Tada je
EV?(t) = EV?*(0) — 2E /0 t {(m N(s) —In(N(s) — T))K_TN(S)
» (T _ (2N(s) —Qszgf - N(S))ag) K —2;(\72(5))2&2} ds.

: : : . : (BK-T)(K-T) 2
Primenom nejednakosti (1.19) i pretpostavke teoreme da je r > “—=—x=—=a?

moze se zakljuciti da je

BV ST (- BYOTUE N0 ) (K0P
ar 1 (L CN@EE-T)E - N@) .
__REEFK_N@)RiWESG_ 2TK a)}
<—AE(K—N(t))%,

gde je A = m (2TKr — (3K — T)(K — T)a?) pozitivna konstanta. Stoga je

EV?2(t) opadajuce i
EW@yuwﬂm—A/nwK—N@f@.
0
Kako je EV?(0) = E(lnng — In(ny — T))? < oo, vazi da je
EW@+4fEm—N@Pm<mﬂm<m,
0

Sto povlaci E(K — N(t))? € £10,00). Na osnovu Teoreme 2.2.1 vazi da je E(K —
N (t))? uniformno neprekidno na [0, 00), pa se primenom Leme 2.2.2 moze zakljuciti

da je
ﬁmEu(—N@fza

(b) Sli¢no kao i u prvom delu dokaza, primenom formule Itoa na V?(t), gde je

V(t) =In(K — T) — In(K — N(t)), t>0
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funkcija Lyapunova, dobija se da je

dVi(t) =2(In(K —T) — In(K — N<t)))N(t)(]f_z\z_(;? -T)

. [( YO - 1) oﬂ) it + ozdw(t)] + MOWD ZT) g,

2TK T2K?

Analogno prethodnoj diskusiji je

dEV3(t
dEVIY) _ _p E(N{#) —T)?
dt
pri ¢cemu je F = —m(Tr + (K — T)a?) pozitivna konstanta, pa je EV?(t)

opadajuce. Dakle,
t
EV2(t) + F/ E(N(s) —T)*ds < EV?(0) < oo,
0

gdeje EV?(0) = E(In(K—T)—In(K—ng))? < co. Stoga je E(N(t)—T)? € L0, c0).
Na osnovu Teoreme 2.2.1 i Leme 2.2.2, sledi da je

lim E(N(t) — T)? =0,

t—o0
¢ime je teorema dokazana.

Slede¢om teoremom su dati uslovi pod kojima su ekvilibrijumi £* = Ki E, =T
jednacine (2.4) asimptotski stabilni u srednjem u slu¢aju kada je pocetni broj jedinki
u populaciji T' < ny < K. Naime, iz asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti,
na osnovu nejednakosti Lyapunova (1.24) (za s = 1, t = 2), pod istim uslovima
sledi asimptotska stabilnost u srednjem ovih ekvilibrijuma. Medjutim, sledecom
teoremom su uslovi Teoreme 2.2.2 poboljsani u smislu da su dobijeni veci intervali
stope rasta populacije r za koje vazi asimptotska stabilnost u srednjem.

Teorema 2.2.3 Neka je N(t) uniformno neprekidno pozitivno resenje jednacine
(2.4) sa pocetnim uslovom ng, gde je T < ny < K. Tada:

(a) ako je r > % o?, onda limy_., EN(t) = K;

(b) ako je r < —E-L a2 ondalim;_o EN(t) =T.

Dokaz. Kao i u prethodnom dokazu, vazi da je T' < N(t) < K, t > 0.

(a) Za dokaz prvog dela teoreme, formula Itoéa se primenjuje na funkciju Lya-
punova V(t) = In N(¢t) — In(N(t) — T), t > 0. Na taj nac¢in se dobija

B dN(t) dN(t)2 dN(t) dN(t)2
dv (t) = N(O) 2N@)E  N@)-T T 2(N@) -T)

_ (K =N(@) @?(2N(t) — T)(K — N(t))?
= —T(rdt+adw(t))+ i dt
_ _K—TN@) Kr (2N () — T)(K — N(t))) dt+adw(t)] ,

9TK
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Tada je
EV(t) = BV(0) - E/Ot s <r O (aN(s) = T)(K - N(s))) ds.
Kako je r > ZEDUED 02 vazi da je
< —B(K ~ N(t) (r S BRE DT a2>

< —LE(K — N(t)),

gde je L = 5o (2T'Kr — o*(2K — T)(K — T')) pozitivna konstanta. Sli¢no kao i u
prethodnom dokazu, s obzirom da je E'V (t) opadajuce i V(0) = Inng—In(ng—1) <
oo, vazi da je
t
EV() + L / E(K — N(s))ds < EV(0) < o,
0

paje E(K — N(t)) € L0, 00), $to povlaci
lim E(K — N(t)) = 0.

t—o00

(b) U drugom delu dokaza, uz koriséenje uslova r < —%oﬂ i primenu formule

[t6a na funkciju Lyapunova V(¢t) = In(K — T') — In(K — N(t)), t > 0, dobija se

SR (TLUREY [(_ BRUGOR QQ) Y dw(t)] |

Ponavljanjem procedure iz prvog dela dokaza je
"N(s)(N(s) = T) N(s)(N(s) = T)
EV(t)=FEV(0)— FE —r — 2)d
(0= pvio) - p [ MR (L MEE =D 0 g

a, samim tim i

V) _pv - 1)k (—r - KQ‘TTOR) — _RE(N(H)-T),

gde je R = —o= (2Tr 4+ (K —T)a?) > 0 pozitivna konstanta. Bez ulazenja u

detalje, moze se zakljuciti da je

lim E(N(t) = T) =0,

t—o00

¢ime je dokaz zavrSen.
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Prethodna teorema pokazuje da pod izvesnim uslovima deterministicki popu-
lacioni model (2.3) sa Allee efektom i odgovarajuéi stohasticki model (2.4) imaju
slicno svojstvo - globalnu stabilnost pozitivnih i ograni¢enih resenja.

Kao sto je ve¢ receno na pocetku ovog poglavlja, veliki broj istrazivanja iz oblasti
ekologije je usmeren na ispitivanje uslova koji dovode do istrebljenja invazivnih
vrsta. Pod istrebljenjem se u ovom slucaju podrazumeva totalno uklanjanje od-
redjene vrste sa nekog podruéja. Istrebljenje se najcescée obavlja fizickim uklanja-
njem, prskanjem podrucja pesticidima, ili nekim drugim mehanizmom. S obzirom
na ¢injenicu da je jedan od procesa koji moze izazvati istrebljenje odredjene vrste
upravo Allee efekat, u slede¢oj teoremi se razmatra asimptotska srednje-kvadratna
stabilnost resenja jednacine (2.4) u sluc¢aju kada je poc¢etan broj jedinki u populaciji
ispod Allee praga, tj. kada je 0 <ng < T.

Teorema 2.2.4 Neka je N(t) uniformno neprekidno pozitivno resenje jednacine
(2.4) sa pocetnim uslovom ng, gde je 0 < ng <T. Tada:
(a) ako je r > %2, onda lim;_., EN?(t) = 0;

(b) ako je r < —a?, onda lim; .., E(T — N(t))* = 0.

Dokaz. S obzirom na to da je 0 <ng < 7T, ondajei0< N(t) <7, t > 0, kao sto
je ve¢ dokazano u (2.7).

(a) Neka je r > %2 Primenom formule Itoa na funkciju Lyapunova
V() =InT —In(T — N(t)), t>0
se dobija

AV (t) = —2(In T—In(T— N(£))) (”(éf];N (t))

x Kr + N(t)<K_N(t))a2) dt+adw(t)} + NOWE-NWO) 2 4y

2TK T2K?
Ako se ponovi procedura koris¢ena u prethodnom dokazu, lako se moze videti da je
dEV?(t)
dt
(2r —a?) >0, pa je
lim EN?(t) = 0.

t—o0

< —S EN?(t),

_ (K-T)
— T?K

gde je S

(b) Ako je r < —a?, primenom formule Itda na funkciju Lyapunova
Vit)=InT —InN(t), t>0 (2.11)
se dobija

AVt = —2(nT — n N () L= (t)%g( — N ()

x K_r_ (T — N(1))(K — N(t))

2TK
(T —N@#)*(K -N(®)* ,
+ T2 5 a” dt.

042) dt — o dw(t)]
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[stim rasudjivanjem kao i u prethodnom dokazu je

dEV?(t
——ll<—DmT—N@ﬁ
dt
gdeje D = —% (r + a?) pozitivna konstanta. Kako je EV?(t) opadajuce, moze

se zakljuciti da je
lim E(T — N(t))* = 0.

t—o0

Ovim je teorema u potpunosti dokazana. <

Na osnovu prethodne teoreme, za ekvilibrijume Ey = 01 F, = T jednacine (2.4)
vazi asimptotska stabilnost u srednjem kada je 0 < ng < 7', pod istim uslovima kao
u Teoremi 2.2.4. Sledeca posledica sledi direktno iz tvrdjenja Teoreme 2.2.4 (a) i
na osnovu nje se moze zakljuciti da kada je intenzitet Suma dovoljno mali, dolazi
do istrebljenja populacije sa verovatno¢om jedan.

Posledica 2.2.1 Neka je N(t) uniformno neprekidno pozitivno redenje jednacine
(2.4) sa pocetnim uslovom ng, gde je 0 < ng <T. Ako jer > %2, tada je

tlim EN(t) = 0.
Sledecée tvrdjenje predstavlja poboljsanje rezultata Teoreme 2.2.4 (b) u smislu
da je odredjen vedi interval za stopu rasta populacije r za koju vazi asimptotska
stabilnost u srednjem ekvilibrijuma F, =T

Teorema 2.2.5 Neka je N(t) uniformno neprekidno pozitivno resenje jednacine
2

(2.4) sa pocetnim uslovom ng, gde je 0 < ng <T. Ako jer < =%, tada je
tlim EN(t)=T.

Dokaz. Kako je 0 < ng < T, na osnovu (2.7) sledi da je 0 < N(t) < T, t > 0.

U ovom dokazu se koristi funkcija Lyapunova definisana u (2.11), tj. V(¢) =
In7 —In N(t). Primenom iste procedure kao i u prethodnim dokazima, jednostavno
se izvodi da je

dV (t)= (- N(t)T)g{ — N @) Kr+ - (T — N(t)(K — N(t))) dt + « dw(t)] :

2TK

Kako je r < —%QiN(t) <T < K, onda je

dEV (t
V) < —ZE(T — N(t)),
dt
gde je Z = —£L(2r + a?) > 0. Cinjenica da je EV(t) opadajuce, povlaci da je

lim E(T — N(t)) =0,

t—o0

¢ime je teorema dokazana. <
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Primer 2.2.1 Da bi se ilustrovali prethodno dobijeni teorijski rezultati, u ovom
primeru se koriste zvani¢ni podaci sa www.fs.fed.us o populaciji noénih leptira (gu-
bara), Lymantria dispar, i njihovoj invaziji na Severnu Ameriku. Ova vrsta je u
Severnu Ameriku dosla iz Evrope i Azije 1868. godine. Oko deset godina po dolasku
noc¢nih leptira u Severnu Ameriku javili su se i prvi problemi sa ogoljavanjem drveca,
najvise hrasta i jasike, jer su ove dve vrste drveca najcesc¢a stanista noc¢nih leptira.
Drzavna i Federalna vlada su 1890. godine zapocele programe za istrebljenje ovih
StetocCina ne bi li smanjile njihov broj i na taj nacin sprecile dalje ogoljavanje drveca.

Poznato je da broj jaja no¢nog leptira moze da varira od jednog do preko 1000
po hektaru. Prirodni predatori koji unistavaju ovu vrstu stetoc¢ina su mali sisari i
neke vrste ptica, ali oni ne mogu dovesti do totalnog istrebljenja populacije noénog
leptira. Zato je 1992. godine USDA Forest Service zapoceo pilot program da bi
ispitao moguénost usporenja Sirenja ove vrste Severnom Amerikom.

U ovom primeru se pretpostavlja da je T = 5 jaja/ha i K = 1000 jaja/ha. U
zavisnosti od stope rasta r i pocetnog broja jedinki u populaciji ng, na Slikama
2.1-2.4 se moze pratiti ponasanje veli¢ine populacije N(t) u zavisnosti od vremena
(predstavljenog u danima).

Ako je pocetni broj jedinki u populaciji nog = 50 jaja/ha i a = 0.02, tada stopa
rasta 7 = 0.12 zadovoljava uslov r > %oﬁ Teoreme 2.2.2 (a) i Teoreme
2.2.3 (a). Dakle, moze se ocekivati da velicina populacije dosegne ekvilibrijum
E* = 1000 za oko godinu dana (Slika 2.1, desno). Takodje se moze primetiti rast
veli¢ine populacije u periodu od Sest meseci, ali se ne moze sa sigurnoséu tvrditi
konvergencija ka E* (Slika 2.1, levo).

1000
140
800
120
600
100
400
80
200
60
0 25 50 75 100 125 150 175 0 50 100 150 200 250 300 350
Slika 2.1: N(t) = 50 + [ N(s) (1 - %) (%g - 1) (0.12ds + 0.02 dw(s))
Sa druge strane, ako je r = —0.12, uslov r < —£ZL a? Teoreme 2.2.2 (b) i

Teoreme 2.2.3 (b) vazi, pa se moze uociti pad u broju jedinki populacije do ekvili-
brijuma E, = 5 za otprilike 10 godina (Slika 2.2, desno), i mali pad u periodu od
Sest meseci (Slika 2.2, levo).

Neka je ng = 4 jaja/ha, tj. pocetni broj jedinki u populaciji je ispod Allee praga.
Akojea =0.1ir = 0.05, uslov r > %2 Teoreme 2.2.4 (a) je zadovoljen pa se ocekuje
istrebljenje populacije u periodu od otprilike 100 godina (Slika 2.3, desno). Ako je
r = —0.05, uslov r < —a? Teoreme 2.2.4 (b) vaZi pa ¢e populacija do¢i do nivoa
E. =5 za oko 100 godina (Slika 2.4, desno). U oba slucaja, nebitno da li je stopa
rasta pozitivna ili negativna, veli¢ina populacije opada, odnosno raste, respektivno,
na osnovu podataka za godinu dana (Slike 2.3 1 2.4, levo).
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- 50
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0 25 50 75 100 125 150 175 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Slika 2.2: N(t) = 50 + [ N(s) (1 . %) (% - 1) (—0.12ds + 0.02 dw(s))
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0 50 100 150 200 250 300 350 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Slika 2.3: N(£) = 4+ [ N(s) (1 - %) (% - 1) (0.05ds + 0.1 dw(s))

Napomena 2.2.1 Na kraju ovog dela treba naglasiti da su prethodno izlozeni re-
zultati poboljsani u radu [109], u kome su autori primenili Felerov test kao kriterijum
za dobijanje uslova stabilnosti ekvilibrijuma modela (2.4). Ipak, kako Felerov test
daje rezultate samo za jednodimenzionalne stohasticke diferencijalne jednacine koje
su homogene u vremenu, metod funkcija i funkcionala Lyapunova (koji je koriséen
u radu [59]) je efikasniji u visedimenzionalnim i sluc¢ajevima kada se razmatraju
modeli sa vremenskim kasnjenjem.

4 5
3.98 4.8
4.6
3. 96
4.4
3.94
4.2
3.92 .
0 50 100 150 200 250 300 350 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Slika 2.4: N(t) =4 + [ N(s) (1 - %) (ﬂgg - 1) (—0.05ds + 0.1 dw(s))
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2.2.4 Motivacija za uvodjenje vremenski zavisnog kasnjenja
u stohasticki model

Mnogi procesi u prirodi uklju¢uju vremensko kasnjenje. UopSteno, vremensko kas-
njenje predstavlja period koji prodje izmedju uzroka nekog dogadjaja i njegovih
posledica. Na primer, u populacionoj dinamici vremensko kasnjenje moze predstav-
ljati period neophodan za sticanje reproduktivne zrelosti jedinki neke populacije,
vreme koje je neophodno da bi se jedinke neke populacije prilagodile promenama
u okruzenju, vreme koje je potrebno da bi se zivotni resursi obnovili, itd. Vremen-
sko kasnjenje moze biti jedan od izvora nestabilnosti dinamickih sistema i moze
izazvati varijacije u broju jedinki populacije. Destabiliziraju¢i efekat vremenskog
kasnjenja se najces¢e manifestuje kroz ¢injenicu da uvodjenje vremenskog kasnjenja
koje prevazilazi osnovnu vremensku skalu ¢ini da ekvilibrijumi, koji su inace stabilni,
postanu nestabilni.

Kako su sve biljne i zivotinjske vrste izlozene vremenskom kasnjenju, makar
kroz period sticanja polne zrelosti, moze se re¢i da stohasticki populacioni modeli
sa vremenskim kaSnjenjem najverodostojnije oslikavaju stvarnost. To je posluzilo
kao motivacija da se u jednacinu (2.4) uvede vremensko kasnjenje. U skladu sa
¢injenicom da vremensko kasnjenje nije otporno na fluktuacije u vremenu, ovde
se razmatra stohasticki populacioni model sa Allee efektom sa vremenski zavisnim
kasnjenjem koji je konstruisan i razmatran u [45], oblika

AN(t) = rN(1) (1 - N(t_T(t>)) (N@_T(t)) - 1) dt (2.12)

T K
v (1-50) (0 1) augy, 120

gde je 7(t) nenegativna, ograni¢ena, neprekidno-diferencijabilna funkcija na [0, +00)
za koju vazi

T =sup(t),

za neku konstantu 7 > 0. Neka je C = C'([-7,0]; R") familija neprekidnih funkcija
¢ koje slikaju [—7,0] u R* sa normom |[¢|| = sup_-y<q |¢(#)]. Pocetni uslov za
jednacinu (2.12) je

Ny = {€(6), -7 <0 <0} eC. (2.13)

Napomena 2.2.2 U prethodnim poglavljima, kao i u radovima [59] i [109] au-
tori pretpostavljaju da je pocetni broj jedinki u populaciji 0 < ng < K s.i., gde
K predstavlja kapacitet sredine. Medjutim, u nekim situacijama broj elemenata
u populaciji moze prevazié¢i kapacitet sredine u kojoj zive kao rezultat povecanja
stope radjanja, smanjenja stope smrtnosti, povecanja imigracije itd. Uzimajué¢i ovu
¢injenicu u obzir, model (2.12) se razmatra i kada pocetni broj jedinki u popu-
laciji prevazilazi kapacitet sredine, tj. kada za pocetne podatke (2.13) vazi uslov
inf,fggg()f(@) > K.
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2.2.5 Egzistencija i jedinstvenost reSenja stohastickog
modela sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Kako N(t) u jednacini (2.12) predstavlja veli¢cinu populacije u trenutku ¢, potrebno
je dokazati egzistenciju i jedinstvenost pozitivnhog resenja razmatrane jednacine.
Poznato je da ako koeficijenti stohasticke diferencijalne jednacine zadovoljavaju
lokalni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta za bilo koji pocetni uslov, tada
ta jednacina ima jedinstveno globalno reSenje, tj. reSenje koje ne eksplodira u
kona¢nom vremenu (videti [73], na primer). Koeficijenti jednacine (2.12) zado-
voljavaju lokalni Lipschitzov uslov, ali ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta, pa
reSenje jednacine (2.12) moze da eksplodira u kona¢nom vremenu. Slede¢om teo-
remom se odredjuju uslovi pod kojima jednacina (2.12) ima pozitivno i globalno
resenje.

Teorema 2.2.6 Ako funkcija kasnjenja zadovoljava uslov

T =sup7'(t) <1, (2.14)

t>0

tada jednacina (2.12) ima jedinstveno pozitivno resenje N(t) za t > —7T, za svaki
pocetni uslov (2.13).

Dokaz. S obzirom da su koeficijenti jednacine (2.12) lokalno Lipschitz-neprekidni,
za svaki pocetni uslov Ny € C, postoji jedinstveno maksimalno lokalno resenje N (t)
nat € [—7,7.), gde je 7. vreme eksplozije. Dakle, da bi se dokazalo da je resenje
globalno, potrebno je pokazati da je 7. = oo s.i. Neka je ky > 0 dovoljno velika
konstanta tako da vazi

1 < min [£(0)] < max [£(0)] < ko.

ko —7<6<0 —7<6<0

Za svaki ceo broj k > kg, neka je

_— inf{t €[0,7): N(t) ¢ <%k)}

vreme zaustavljanja, pri ¢emu je inf ) = co. Ocigledno je da 7, raste kada k — oo.
Neka je 7o = limg .o, 7. Ako se dokaze da je 7o, = 00 s.i., tada je 7, = oo s.i. 1 N(¥)
je pozitivno globalno resenje jednacine (2.12). Dakle, da bi se dokazala teorema,
potrebno je pokazati da je 7., = oo s.i. ili da za svako T' > 0 vazi P{r, < T} — o0
kada k — oo.

Neka je V; : Rt — R* funkcija iz C'? definisana sa

Vi(N) :\/N—l—%lnN.

Dalje, neka su k > ko i T > 0 proizvoljne konstante. Za 0 <t < 7, AT, primenom
[tove formule na Vi (N (t)) se dobija

dVi(N(t)) = LVi(N(t), N(t—7(t))) dt+a—”j2vT(§)(_1(K—N(t))(N(t)—T) dw(t),
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gde je
\/N 1 VIN—-2
LV (N, N K—N)(N,=T)—a? K—N)*(N-T).
‘/1( ) 1) 2TK ( 1)( 1 ) «a 8T2K2( ) ( )
Primenom elementarne nejednakosti (1.20), je
| 7] 2
LVi(N, N N—-1 K—Ny)* (N, =T
VAN, N0) < (VR 1) (= NP (Ny 1)
VN a?
—a’——(K—-N)*(N-T)* K—N)*(N-T)>.
0 S (K~ NN T o (K~ NN T)

Da bi se eliminisali ¢lanovi koji sadrze vremensko kasnjenje, uvodi se nenegativni
funkcional

L]
1—7/ ATK t—r(t)

Va(N (1)) = (K —N(s))*(N(s)=T)"ds.

Nenegativnost funkcionala V; sledi iz uslova (2.14). Stoga je

AV O) HRN () < FV D) +0 DL (1 N(0) (V1)) du(),

gde je

F(N)= %(W—n%ﬁ (% +a?) (K= NP(N-T)?

— ST—K(K—NV(N)—T)?.

Ocigledno da je F(N(t)) ograniceno, na primer konstantom C' € R*. Tada je

AVA(N () + Va(N (1) < Cat+a VS L (1 N (1) (N (1) ~T) o)

Integracijom prethodne nejednakosti od 0 do 7, AT i izra¢unavanjem oéekivanja se
dobija

EVi(N(re AT)) < EVi(N(7s AT))+E (N(Tk AT))
< Vi(£(0))+V2(£(0)) + (2.15)

Za svako w € {7, < T}, vazi da N(m,w) € (K71, k). Tada je

Vi(N(m)) = N(Tk)—l—% In N (7%)

1 1 1
:(\/E—1—§1n/c)A<\/;—1+§1nk),
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pa se na osnovu (2.15) moze zakljuciti da je
00 > Vi(N(0))+Va(N(0))+CT = EVi(N(r AT))
= P{r, < T}Vi(N (1)) +P{m > T}Vi(N(T))
> P{n, < T}Vi(N(7,))

(\/E—l—%lnk)A <\/%—1+%lnk>].

Kako (\/E —1- %ln k:) A <\/% -1+ %ln k‘) tezi beskonacnosti kada k — oo, sledi

da je limg .o P{m < T} = 0. S obzirom na ¢injenicu da je T > 0 proizvoljno,
dobija se da je P{7. < 00} =01 P{7, = 00} = 1, ¢ime je teorema dokazana.

2.2.6 Istrebljenje i neperzistentnost u stohastickom modelu
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Jedan od najvecih problema u populacionoj biologiji jeste utvrdjivanje faktora koji
odredjuju rizik od istrebljenja odredjene populacije. Poznato je da je rizik od is-
trebljenja veéi za populacije koje se sastoje od malog broja jedinki u odnosu na
rizik koji postoji kod brojnijih populacija. Sto je visi Allee prag, Allee efekat je
izrazeniji, pa lakse dolazi do istrebljenja populacije. Vrste koje su izloZene jakom
Allee efektu su sa neznatnim povecanjem stope smrtnosti podloznije znac¢ajnom
smanjenju veli¢ine populacije.

Dinamika modela (2.12) je neobiéna i interesantna zbog toga $to stabilnost
ekvilibrijuma zavisi od veli¢ine vremenski zavisnog kasnjenja. Kao S$to se moze i
ocekivati, ako je vremenski zavisno kasnjenje predugo, model predvidja da u nekim
slucajevima populacija nece biti perzistentna u srednjem.

U ovom delu se najpre odredjuju dovoljni uslovi pod kojima dolazi do istrebljenja
populacije, nezavisno od duzine vremenski zavisnog kasnjenja. U tom smislu se raz-
matra stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma Ey = 0. Kao §to je ve¢ pomenuto u
Poglavlju 1.4, mnogi problemi koji se ticu stabilnosti ekvilibrijuma nelinearnih sto-
hastickih jednacina se svode na razmatranje stabilnosti ekvilibrijuma odgovarajué¢ih
linearizovanih stohastickih jednaé¢ina. Linearizacijom jednacine (2.12) se dobija

AN (t) = =N (t)(r dt+adw(t)). (2.16)

Slede¢om teoremom se dokazuje asimptotska srednje-kvadratna stabilnost trivi-
jalnog ekvilibrijuma Ej jednacine (2.16).

Teorema 2.2.7 Neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove (2.14) i r >

%, za svaki pocetni uslov (2.13), za koji je No < T. Tada je trivijalno reSenje

jednacine (2.16) asimptotski srednje-kvadratno stabilno.

Dokaz. Neka je funkcija Lyapunova data sa V = N2. Primenom operatora L na
jednacinu (2.16) se dobija
LV (N(t)) = =27 N?(t) + o> N%(t)
=—(2r—a?) N2(t).
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Uslov r > %2 obezbedjuje pozitivnost izraza u zagradi, pa je, na osnovu Teoreme
1.5.2 trivijalno resenje jednacine (2.16) asimptotski srednje-kvadratno stabilno, ¢ime
je teorema dokazana. <»

Ovde treba primetiti da jednacina (2.12) ima stepen nelinearnosti veéi od jedan.
Na osnovu radova [54, 91, 95] moze se zakljuciti da, ako je stepen nelinearnosti
jednacine koja se razmatra veéi od jedan, tada su uslovi koji su dovoljni za asimptot-
sku srednje-kvadratnu stabilnost trivijalnog resenja linearizovane jednacine, ujedno
i dovoljni uslovi za stabilnost u verovatnod¢i trivijalnog resenja polazne jednacine.
Zbog toga je sledeca teorema navedena bez dokaza.

Teorema 2.2.8 Ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.2.7, tada je trivijalno resenje
jednacine (2.12) stabilno u verovatnodi.

Na osnovu Terema 2.2.7 1 2.2.8, moze se primetiti da uslovi pod kojima dolazi do
istrebljenja populacije ne zavise od duzine vremenski zavisnog kasnjenja. Medjutim,
vremensko kasnjenje moze da ima vrlo znac¢ajnu ulogu pri istrebljenju populacije.
Naime, ako je vremensko kasnjenje za neku populaciju suvise veliko, a pocetni broj
jedinki u populaciji prevazilazi kapacitet sredine, sredina vise ne moze da zadovolji
potrebe svih jedinki, tako da dolazi do smanjenja broja jedinki u populaciji. U
mnogim situacijama do smanjenja broja jedinki dolazi veoma brzo jer prevelik broj
jedinki na odredjenom prostoru moze potpuno da opustosi taj prostor. Sredina
na pustoSenje moze da "odgovori” na dva nacina: istrebljenjem samo onog broja
jedinki koji prevazilazi kapacitet sredine, ili istrebljenjem citave vrste sa opustosenog
stanista [106].

U nastavku se, zbog jednostavnosti zapisa, uvodi oznaka

M= inf &(0).

—7<0<0

Sledeca teorema daje uslove pod kojima populacija ne moze opstati u srednjem
na odredjenom prostoru.

Teorema 2.2.9 (a) Neka su zadovoljeni bilo koji od sledeéih uslova:
(i) neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove (2.14), r >0 1

(1-—7)KT €0) K+T

T =P — (K+ D] "1-7 KT

(2.17)

za svaki pocetni uslov (2.13), za koji je 2L < Ny < (1 — T’)KLJFQT;

(ii) neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove (2.14), T > =

ﬁ,r>01
(1-7)KT 1—-7" KT

In ,
P+ T)lel = (=) (el = (i + TN — p))| 6O KT
(2.18)

T <

KT

za svaki pocetni uslov (2.13), za koji je 0 < No <T i £(0) < (1 —7') 375

Tada je resenje N(t) jednacine (2.12) neperzistentno u srednjem.
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(b) Specijalno, neka je 7(t) = 7, za svako t > 0, i neka su zadovoljeni bilo koji
od sledecih uslova:
(i) neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove r > 0 i

KT K+T
1 2.1
T -k =1 " kT ¢ (2.19)

za svaki pocetni uslov (2.13), za koji je No > K + T;
(i1) neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove r > 0 i

KT KT

T < In , (2.20)
rll€ll (K +T —¢]l) €)X +T)
za svaki pocetni uslov (2.13), za koji je 0 < No < T 1 £(0) < KK—fT
Tada je resenje N(t) jednacine (2.12) neperzistentno u srednjem.
Dokaz. (a) Primenom formule Itoa na In N () + = 5L [* - V() ds, dobija se

r K+T [
d|InN(t N(s)d
(Il ( )+1 -7 KT Ji ;1 ) 8)

_ [r(l_N(t;ﬂt)))(N(t;{r(t)) - 1)_%2(1 B ¥>2<$ ) 1>2

r K+T 1-7(t)K+T
T R’T N(t)—r T KT N(t—7(t))|dt
N\ (N(@)
Tada je
r K+T
In N(t N(s)d
n <)+1—T, KT tT(t) (S> °
r K+T

<)+ 1 [ oo ar

N )

r K+T [ K+T
+1—T’ T /ON(s)ds—r /NS—T

gde je M(t) = « fo ( ><M — 1) dw( ) realni neprekidni lokalni martin-

P {Os;tlgn [M(t) - %/Ot(1 - N;))YN[(;) - 1)2ds] > 21nn} < %
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Kako je >, # < 00, na osnovu Borel-Cantellijeve leme postoji 2o C 2 tako

da je P(€p) = 1 i za svako w € g postoji ceo broj ng(w), za koji je n > ng(w) i
t € [n—1,n]. Stoga je

M(t) < 2Inn + %2 /Ot(1 . N;S))2<Nl((s) - 1>2ds

pa je
In N (¢) glnN(t)JrlfT,%/O}v(s)ds
<Ing(0)+ 1jT/K+T||§||7‘+7’/<1 N(S;T(S)))(N(S;{T(S))_1)d8

+r

K+T(1 /N ds—/N ds)+21nn
-

Ako je y(t) =t—7(t), t > 0, iz uslova (2.14) se moze zakljuciti da je 1(¢) monotono
rastuca funkcija. Tada postoji t; > 0 za koje je t; — 7(t1) = 0. Dalje je

i N(t) <l g(0)+ —— X D e 4 /( (L) e

—7

. [<1_N<s—¢<s>>)(zv<s—7<s>> )d8+21nn

+7“K+T< /N ds/g )df — /NS—T )

zat € [n—1,n]in>ng(w). Za dovoljno veliko t € (n—1,n) je 222 < ¢, §to znadi
da je 2Inn < et.

(i) Za svaki pocetni uslov (2.13), takav da je 245 < Ny < (1 -7 )K+T, dobija
se da je <1—#)($—1> < ——(M_TI)((YM_K). Tada je
1 K+T (M-T)(M-K) K+T_ \_
In N(t) <1 — M
() <tug(o) 4 (2 S - S0 ) -

K+T

/N s—1(s))ds —r(t —7(t1))+et

K+T K+T
I + /N Yds—r + N(S—T(s))ds

1—7' 4
1 K+T ]\42 KT
Slnf(O)—H‘(l_T i ||§||—;T—|—1>7_'
r K+T
1_7_, "T /N yds— (r — €)t.

Ako se uvede oznaka f(t) = fot N(s)ds, prethodna nejednakost postaje

K+T M?
Indf() 1 S £ < me0) + (2 S el - 1) 7 o
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Dakle,
e T R IOdf (1) < g(0)e* 0,

gde je A = (157/ B4

od 0 do t, dobija se

t - t
/6_117/%]0(8)61]0(8) Sf(O)@A/ e*(rfe)sds'
0 0
Odatle je

1—-7 KT
r K+T

1€l — ) r7. Integracijom obe strane poslednje nejednakosti

(1 —e 1= i i) > < 6(0)6.4 (1 _ e—(r—e)t> :

r—e
tj.
r K4T r K+T &0)

—1o7 kT f(t)>1 A(] _ g (r=ot
¢ r—¢ KT 1—7° ( ¢ )

Na osnovu toga je
1—7 KT r K+T &0) 4 (e

1 . 1 — (r—e)t
r K+Tn{ r—e KT 1—7’6 ( ¢ )
1—7" KT K+T £0) 4, Cr—
< _ Inl] — =1~ 5V 1 — e (r=at) |
=T K+Tn{ T iop¢ o)

Logaritamska funkcija u poslednjoj nejednakosti je dobro definisana i ima negativnu
vrednost. Naime, na osnovu uslova (2.17) je

1 K+T M? 1—-7 KT
A:(—¢ el = )T<m<€®)K+T)

ft) < —

t]. £0) K+T A <1 - €0) K+T A(l

, paje 2 o e~("=9) < 1. Konatno,

lim sup — f( = limsup — /N

t—o00 t—o00

1 1-— KT K+T
§limsup¥{— TTK—i—Tln {1—1££03_/ K+T et (1—e (’"e)t)}}:O,

t—o0

Sto znaci da je reSenje N (t) jednacine (2.12) neperzistentno u srednjem.
(i) Sa druge strane, za svaki pocetni uslov (2.13), za koji vazi da je 0 < Ny < T

1£(0) < (1—7’)K+T, dobija se da je ( —@X@—l) < —%. Stoga je

T )UK =
1 K+T €117 — (7 + D) ([l = M) -
< -
In N(t) <1n&(0) +7‘<1 —|€]| — "7 T
r K+T/N )ds— (r —e)t.
1—T
Kao i u delu (i), neka je f(t) fo s) ds. Ponavljanjem procedure iz dela (i),

dobija se da je

ft) < —

1— KT K+T £0) o
In|1—- =% ] — et
r K+Tn[ reanEril G ] E
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gde je B = <1j7,%||§|| — ”5H2*(K}?(”£H*M)) r7. Na osnovu uslova (2.18) je B <

In (L7 L), tako da je 43 AL e#(1— e~ -0) < 1.

Kao i u (i), jednostavno se pokazuje da je limsup,_ ., 1 f(f N(s)ds = 0, ¢ime je
dokazan deo (ii) tvrdjenja (a) teoreme.

(b) Specijalno, ako je 7(t) = 7, za svako ¢t > 0, primenom formule Itéa na In N (¢)
i ponavljanjem ¢itave procedure primenjene u dokazu (a) se dobija tvrdjenje (b)
teoreme. <

Napomena 2.2.3 Iz Teoreme 2.2.9 se moze zakljuciti da intenzitet suma o nema
uticaja na perzistentnost u srednjem populacije N(t).

2.2.7 Stabilnost pozitivnih ekvilibrijuma stohastickog
modela sa vremenski zavisnim kasSnjenjem

U ovom delu disertacije se metodom funkcionala Lyapunova odredjuju dovoljni
uslovi pod kojima su pozitivni ekvilibrijumi E, i E* jednac¢ine (2.12) stabilni u
verovatnodi.

Teorema 2.2.10 Neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove

K-T 1—7
"< 2142 > 2 2.21
’ V3o r> (r—2)2 2 (221)

T =2?=2r— (K -T)(1—1")a?

T BT+ / 22

za svaki pocetni uslov (2.13), takav da je T < Ny < K ili Ng > K. Tada je pozitivni
ekvilibrijum E*=K jednacine (2.12) stabilan u verovatnodi.

Dokaz. Da bise razmatrala stabilnost ekvilibrijuma E* = K, najpre treba jednac¢inu

(2.12) centrirati oko njega. Smenom promenljivih y=K—N, ova jednacina se trans-

formise u

(K—y()(K-T—y(t—7(t)))

dy(t) = —ry(t (1) —

(K—y(@)(K-T—y(t))
TK

dt (2.23)

- ay(t) dw(t)a

sa pocetnim uslovom

Yo = {K —£(0),—7 <0 <0} (2.24)

2.
Ocigledno je da je proucavanje stabilnosti ekvilibrijuma E* = K jednacine (2.12)
ekvivalentno prucavanju stabilnosti trivijalnog ekvilibrijuma jednacine (2.23). U
tom smislu, jednacina (2.23) se linearizuje

K-T K-T

dy(t) = — ry(t—(t)) dt—

agi(t) dw(t). (2.25)
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Ako se razmatra neutralni oblik jednacine (2.25), dobija se

Floo-5E )g<s>ds]

t—7(t
K-T K-T K-T

= — i) - rr (gt =7(t) ==

Neka je V' = Vi + V5 funkcional Lyapunova, pri cemu je

v = (50250 [ gio)

~7(t)

agi(t)i(t).

dok ¢e V5 biti izabrano kasnije. Primenom operatora L na V; i koriS¢enjem elemen-
tarne nejednakosti (1.20), dobija se

LVA(g(t), g(t=(1)))

S (g(t)—K; r, /”(t)as)ds) GO+ (Ot —(0))

+ (K;QT)2 052 ﬂ2(t)

K-T (K=T)* ,(__ b
<_ 2 2 2 2
<2+ gl (s [ e

o PO+ T()

+ (K;—QT)zr%—/ (f?j?(t—T(t))-i- gZ(s)ds) +M Oézgf(t)

_|_

:_$ {(2—7')T—K; T 042} 7A(t)

K-T K-T K-T)? !
+ rr’(1+ rf) gjz(t—r(t))+—< ) r2(1+7')/ 73 (s)ds.
T T t—(t)

Funkcional V5 se bira tako da se eliminiSu ¢lanovi koji sadrze vremenski zavisno
kasnjenje, pa je

i) = e (D) [ e

(K=T)* ,1471" [ ~2
r
T2 1—7/ ()

~

_|_

dok se za funkcional Lyapunova V' dobija

LV ((t),y(t—7(t)))
K-T[(r—2%-2 K-T2+7 , K-T ,],
< — _ . ‘
=TT { R A T g A KA

Pod uslovima (2.21) i (2.22), izraz u zagradi u prethodnoj nejednakosti je pozitivan.
Stoga je, na osnovu Teoreme 1.7.2; trivijalno resenje jednacine (2.25) asimptotski
srednje-kvadratno stabilno.
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Kako jednac¢ina (2.23) ima stepen nelinearnosti veéi od jedan, kao i u Poglavlju
2.2.6, uslovi teoreme su dovoljni uslovi za stabilnost u verovatnodi trivijalnog resenja

jednacine (2.23).

U nastavku se odredjuju dovoljni uslovi stabilnosti u verovatnoéi pozitivnog
ekvilibrijuma E, = T jednacine (2.12).

Teorema 2.2.11 Neka parametri modela (2.12) zadovoljavaju uslove

K-T 1—-7 9
K (F-2p—2"
—K((7" =22 =2)r — (K —=T)(1 —1")a?

a K1)+ 77 | 20

T <2-V2, r< (2.26)

za svaki pocetni uslov (2.13), takav da je Ny < T ili T < Ny < K. Tada je pozitivni
ekvilibrijum E,.=T jednacine (2.12) stabilan u verovatnodi.

Dokaz. Kao i u dokazu Teoreme 2.2.10, najpre se smenom promenljivih z = N =T
jednacina (2.12) transformise u jednacinu

T+z(t))(K-T—x(t—7(t)))

dx(t) = ’I‘ZL’(t—T(t))( TR dt (2.28)
- an(t) (T+x(t))(Tl§(—T—x(t)) du(t),
sa pocetnim uslovom
xo={£0)—T,—7 <6 <0}. (2.29)

Na taj nacin se odredjivanje dovoljnih uslova stabilnosti u verovatnoci ekvilibrijuma
E,=T jednacine (2.12) svodi na odredjivanje dovoljnih uslova asimptotske srednje-
kvadratne stabilnosti trivijalnog resenja linearizovanog dela jednacine (2.28), koji
je dat sa

K-T K-T
e r(t—7(t)) dt+

di(t) = Qi (t) dw(t). (2.30)

Neutralni oblik jednacine (2.30) je

_T ¢
T/ :E(s)ds}
t—(t)

a4 [@(mK
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i na njega primeni operator L, uz pomo¢ elementarne nejednakosti (1.20) sledi

LVA(E(t), Bt —T(t)) zzKl;T . (:z(t)+ K};T . H(t)gz(s)ds>
X (j(t)+r’(t)f(t—7(t)))+% o*7 (1)

<" Lo (t)+<K[;—2T)2r2 (%JEQ(t)+/tt :z2<s)ds)

~(t)
K-T

e’ (Z2(t)+2*(t—7(t)))

+ (KI;—QT)Q rir’ <Ti2(t—T(t>)+/;(t)f2(5)d3) T " (1)

Iz uslova (2.26) i (2.27) sledi da je r negativno, pa je

K-T K-T , K-T 2} I
«

LVA(#(t), #(t—7 (1)) S — = {(T'—z)r—

e rT—K (1)

K-T ,(K—T
rT

- - rr—1>fQ(t—T(t))—l—ﬂTQ(lﬂLT)/t 7 (s)ds.

K ()

Da bi se eliminisali ¢lanovi koji sadrze vremenski zavisno kasnjenje, funkcional V5
treba izabrati na sledec¢i nacin

Va(i(t)) = K[;Trli, (KIETTT—Q /tt #2(s)ds

—(t)

(K-T)% ,1+7' /t Yy
+ r (s—t+7(t))z°(s)ds.
K? 1—7 t—(t)

Na osnovu uslova (2.26), moze se zakljuciti da je %r% — 1 < 0. Dakle, za

funkcional Lyapunova V' = Vj 4 V; se zakljucuje da je

LV (z(t), z(t—7(t)))
K-T[ (F=2°-2 K-T2+7 , K-T ,|_,

=TTK TR G e O RS

Iz uslova (2.26) i (2.27) sledi da je izraz u zagradi u prethodnoj nejednakosti po-
zitivan, pa se moze zakljuciti da je trivijalno resenje jednacine (2.30) asimptotski
srednje-kvadratno stabilno, na osnovu Teoreme 1.7.2.

Kako je stepen nelinearnosti jednacine (2.28) veéi od jedan, uslovi teoreme su do-
voljni uslovi za stabilnost u verovatnodi trivijalnog resenja jednacine (2.28) (videti,
na primer, [54, 91, 95]).

Da bi se prakti¢no potvrdili prethodni teorijski rezultati, predstavljena su dva
primera iz realnog zivota. Proucavaju se populacije africkih divljih pasa (Lycaon
pictus) 1 no¢nih smedjih zmija (Boiga irregularis) i odredjuju dovoljni uslovi sta-
bilnosti ekvilibrijuma modela koji opisuju njihovu dinamiku. Uz pomo¢ Euler—
Maruyama aproksimativnog metoda [53] se graficki ilustruje dinamika ovih popu-
lacija.
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Primer 2.2.2 Africki divlji psi, Lycaon pictus, su jedna od najugrozenijih vrsta
velikih mesozdera u Africi. Pocetkom XX veka, ovo je bila brojna vrsta rasprostra-
njena na gotovo Citavom africkom kontinentu. Sada, uprkos zakonu o zastiti ove
vrste, njen opstanak nije zagarantovan. U literaturi se navodi veliki broj faktora
kojima se moze objasniti razlog izumiranja ove vrste, kao $to su gonjenje od strane
ljudi, bolesti, fragmentacija stanista, suparnistvo sa drugim predatorima, itd. Me-
djutim, ovi faktori uticu i na druge vrste, koje nisu u istoj meri ugrozene kao divlji
psi. Naime, prisustvo Allee efekta vrstu divljih pasa ¢ini osetljivijom na promene
razlicitih faktora smrtnosti. Preciznije, strategija lova grupe obi¢no predvidja donju
granicu broja jedinki koje su neophodne da bi lov bio uspeSan, narocito zbog kle-
ptoparazitizma hijena koji moze veoma negativno da utice na male grupe divljih
pasa. Uz to, zenkama koje gaje mladunce su potrebni pomoénici. Legla mogu da
budu jako velika, cak i do 20 mladuncadi, tako da pomoc¢nici pomazu oko hranjenja.
Oni takodje pomazu tako sto teraju predatore daleko od jazbine, ili ostaju u njoj
da zastite mladunce dok je ¢opor u lovu. Dakle, da bi ¢opor opstao, neophodan
je donji prag broja jedinki divljih pasa. Istrazivanja pokazuju da fragmentacija i
uniStenje zivotne sredine, kao i ljudski faktor, povecavaju Allee efekat.

U poredjenju sa slicnim mesozderima, africki divlji psi su uvek manje brojni.
Samim tim, na veéini stanista broj jedinki ove vrste retko kad prelazi 500. Oni
zive u coporima koji imaju od tri do 20 odraslih jedinki. Ako se uzmu u obzir i
mladunci, ¢opor moze imati od tri do 44 jedinke. Tri najveca stanista na kojima
se mogu nadi africki divlji psi su Nacionalni park Kruger (Juzna Afrika), Selous
Game Reserve (Tanzanija) i Severna Bocvana. U Krugeru i Bocvani stope rasta ove
vrste su iznenadjujuce slicne, vrlo bliske nuli. U Selosu je stopa rasta divljih pasa
r = 0.038 [18]. S obzirom na ¢injenicu da divlji psi sticu polnu zrelost izmedju 12
i 18 meseci [69], u ovom primeru ¢e vremenski zavisno kasnjenje biti predstavljeno
funkcijom

1 t
T(t) = 1(5 + sin §>’ t>0.

. - . _ 1
Tada je 7= 1.5,i 7" = 1.

Da bi se odredio broj jedinki africkih divljih pasa u Selosu, neka su parametri
modela (2.12) dati na slededi naéin:

T=3 K=20, (2.31)
r=0.038, a=0.07. (2.32)
£(0) =8  —15<6<0. (2.33)

Ovi parametri zadovoljavaju uslove Teoreme 2.2.10, pa je ekvilibrijum E* = 20
modela (2.12) stabilan u verovatnoéi, sto se moze videti na Slici 2.5.

Na osnovu Slike 2.5 se moze zakljuciti da ¢e populacija divljih pasa u Selosu
dostic¢i nivo kapaciteta sredine za otprilike 22 godine.

Ako se parametri modela promene, tj.

r=20.3, a=0.07, (2.34)

uslov (2.22) Teoreme 2.2.10 nije zadovoljen, pa je ekvilibrijum E* = 20 modela
(2.12) nestabilan (Slika 2.6).



64 Glava 2 Stohasticki populacioni modeli

20

15}

— stochastic
—stoc. delay
——deterministic
——det. delay

R e e
Slika 2.5: Cetiri trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.31)-(2.33) (levo);
usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajué¢ih determin-
istickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.003)

N(®) 30

10k —stochastic
(\ —stoc. delay
Sk ~——deterministic
[ —det. delay
0 20 30 40 50 60 t 10 20 30 40 50 60

Slika 2.6: Cetiri trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.31), (2.33) i (2.34)
(levo); usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajuéih
deterministickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.003)

Kada pocetni broj jedinki padne ispod Allee praga T' = 3
£(0) =270 —15<60<0, (2.35)

parametri (2.31) i (2.32) zadovoljavaju uslove Teoreme 2.2.7, pa se ocekuje istre-
bljenje populacije za oko 150 godina (videti na Slici 2.7).

Kako su stope rasta u Krugeru i Bocvani jako blizu nuli, ovde se pretpostavlja
da mogu da postanu i negativne. Neka je

r=-0.001, o=0.05. (2.36)

Parametri (2.31), (2.36) i (2.33) ili (2.35) modela (2.12) zadovoljavaju uslove Teo-
reme 2.2.11, pa je ekvilibrijum F, = 3 stabilan (Slike 2.8 i 2.9). Moze se videti
da kada pocetni broj jedinki u populaciji zadovoljava (2.35), broj divljih pasa u
Krugeru ili Bocvani dostize vrednost F, = 3 za oko 2600 godina, $to se vidi na Slici
2.8, a ako je pocetni broj jedinki (2.33), za 1600 godina (Slika 2.9).

Na osnovu primera se moze zakljuciti da uvodjenje vremenskog kasnjenja u
model (2.4) utice da model (2.12) dostize vrednosti svih ekvilibrijuma brze od mo-
dela (2.4) i njihovih deterministickih analogona.
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Slika 2.7: Cetiri trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.31), (2.35) i (2.32)
(levo); usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajuéih
deterministickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.003)

N(t) 3.0f =

3.0F B f i
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Slika 2.8: Cetiri trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.31), (2.35) i (2.36)
(levo); usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajuéih
deterministickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.03)

Primer 2.2.3 U ovom primeru se razmatra invazivna vrsta no¢nih smedjih zmija,
Boiga irregularis, koja se iz Australije i Nove Gvineje doselila na ostrvo Guam
pedesetih godina prosloga veka. Sve do Sezdesetih godina ova vrsta nije bila upadljiva
na ostrvu, ali su do sredine Sezdesetih zmije naselile vise od pola ostrva. Kako
izmedju ostrva Guam i Havaji postoji trgovina, zmije su zaposele i ostvo Oahu na
Havajima. Sada su raspostranjene na teritoriji ovog ostrva na oko 150000 ha.

Ova vrsta zmija je dovela do istrebljenja jedanaest od osamnaest vrsta ptica
koje su zivele na Havajima, a 1997. zmije su prouzrokovale nestanke elektricne
energije u trajanju od sat i po svakih tri do Cetiri dana. Ako se pretpostavi da je
maksimalni broj zmija po hektaru 50, kapacitet ostva Oahu je 7500000 zmija. U
radu [10] autori su simulirali broj noénih smedjih zmija na ostrvu Oahu. U model
koji obezbedjuje opstanak zmija dva. Medjutim, minimalan broj reproduktivno
zrelih jedinki populacije moze biti i veéi od 2 ako se ima u vidu veli¢ina ostrva i
rasprostranjenost jedinki razli¢itih polova na njemu. Na osnovu procena veli¢ine
populacije u razlicitim periodima, odredjeno je da je stopa rasta populacije 0.6.
Ova vrsta zmija stice polnu zrelost tokom trece ili ¢etvrte godine zivota [89], a u
primeru je odabrano da je 7 = 3.3 godine.

Kako je re¢ o invazivnoj vrsti, u nekim slucajevima broj zmija moze prevazi¢i
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Slika 2.9: Cetiri trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.31), (2.33) i (2.35)
(levo); usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajuéih
deterministickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.03)
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Slika 2.10: Cetiri razlicite trajektorije modela (2.12) sa parametrima (2.37)-(2.39)
(levo); usrednjene trajektorije modela (2.4) i (2.12) i trajektorije odgovarajuéih
deterministickih modela (desno) (vremenski korak je At=0.003)

kapacitet sredine. Kada se to desi, ova populacija pocinje da koristi ogranicene
resurse u vec¢em obimu nego Sto sredina moze da podnese. U trenutku kada se
iscrpe svi resursi, broj zmija ¢e poceti da opada. Stoga se u ovom primeru razmatra
model (2.12) sa parametrima

T=2 K =50, (2.37)
r=0.6, «a=0.08. (2.38)
£(0) = 60", —33<0<0. (2.39)

S obzirom na ¢injenicu da je M = inf_33<9<0§(#) = 56.17 > 52 1 7 > 2.446,
uslovi teoreme 2.2.9 (b(i)) su zadovoljeni, tako da je model (2.4) neperzistentan
u srednjem, Sto se moze videti na Slici 2.10. Sa slike se takodje moze uociti da
populacija smedjih zmija prevazilazi kapacitet sredine i opstaje sve dok iz nje crpi
resurse neophodne za opstanak. Kada se resursi iscrpe broj zmija neizbezno pocinje
da opada jer u okruzenju nema vise dovoljno resursa neophodnih za opstenak tolikog
broja jedinki.



2.3 Stohasticki predator-plen model 67

2.3 Stohasticki predator-plen model

Dinamika veze izmedju plena i njegovih predatora je bila i ostala jedna od dominan-
tnih tema iz oblasti ekologije zbog toga sto je, nezavisno od vremena, uvek prisutna
i vazna. Potreba za matematickim modeliranjem predator-plen sistema se javila
kao rezultat teznje da se na neki nacin, uz pomo¢ matematickih modela, predvidi
ponasanje ovakvih sistema. Klasi¢ni predator-plen modeli su uglavnom varijacije
Lotka—Volterra modela koji je predstavljen sredinom 20-ih godina proslog veka od
strane Alfreda Lotke [66] i Vita Volterre [100]. Od tada pa do danasnjih dana,
predator-plen sistemi se sve vise proucavaju u matematickoj literaturi.

Kljuéni element interakcije izmedju predatora i plena je funkcionalni odgovor
(functional response). U populacionoj dinamici, funkcionalni odgovor predstavlja
broj jedinki plena koje pojede jedan predator u jedinici vremena. Funkcionalni
odgovori se mogu podeliti u dve grupe: funkcionalni odgovori zavisni od plena
i funkcionalni odgovori zavisni od predatora. Funkcionalni odgovori zavisni od
plena zavise jedino od veli¢ine populacije plena, dok su funkcionalni odgovori za-
visni od predatora funkcije velicina populacija i predatora i plena. U literaturi
se najcesce javljaju funkcionalni odgovori zavisni od plena. Toj grupi pripadaju i
Holling funkcionalni odgovori. U svojim radovima Holling [31, 32| je predlozio tri
tipa funkcionalnog odgovora:

axr amz

(1) pr(e) = ax,  (2) pa() = (3) ps(r) = ——5

m+z’

pri cemu x predstavlja velicinu populacije plena. Funkcije pi(x), po(z) i p3(x) se
nazivaju funkcionalni odgovor Holling tipa I, IT i IIT , respektivno.

Funkcionalni odgovor tipa I se javlja kod pasivnih predatora, kao $to su pauci,
na primer. Kod njih je broj muva koje se uhvate u mrezu proporcionalan ukupnom
broju muva, a stopa smrtnosti u populaciji plena je konstantna.

Funkcionalni odgovor tipa II se najcesée javlja kod predatora koji love samo
jednu ili nekoliko vrsta plena. U ovom sluc¢aju a > 0 oznacava stopu pronalazenja
plena od strane predatora, dok m > 0 predstavlja polovinu maksimalne stope
reakcije (half-saturation constant). Kod ovog tipa funkcionalnog odgovora smrt-
nost kod populacije plena opada sa pove¢anjem populacije plena. Predatori ovog
tipa izazivaju najvecu stopu smrtnosti kod populacija plena koje imaju mali broj
jedinki. Primer predatora koji imaju funkcionalni odgovor tipa II su mali sisari
koji unistavaju veé¢inu lutki no¢nog leptira kada je populacija noénih leptira mala.
Medjutim, kada je broj jedinki ove populacije veliki, mali sisari mogu da uniste
samo zanemarljiv broj lutki.

U III tipu funkcionalnog odgovora rizik da ¢e neka jedinka iz populacije plena
biti ulovljena je mali kada je broj jedinki populacije plena mali, ali raste do izvesne
mere sa porastom veli¢ine populacije plena. Postoji nekoliko faktora koji mogu
da uslove funkcionalni odgovor tipa III, kao Sto su vestina predatora, sklonista za
populaciju plena i prisustvo alternativnog plena.

Ako se uzme u obzir tip funkcionalnog odgovora, onda klasiéni predator-plen
model ima oblik
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— ot (1 - %) ~ p@)(t),

= cpi(x)y(t) — ey(t),

gde je p;, i = 1,2,3 tip funkcionalnog odgovora, x(t) veli¢ina populacije plena u
trenutku ¢, a y(t) veli¢ina populacije predatora u trenutku ¢.

2.3.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Jedan od procesa koje su Lotka i Volterra u svom predator-plen modelu zanemarili je
Allee efekat koji povecava verovatnocu lokalnog i globalnog istrebljenja populacije.
U literaturi ne postoji veliki broj radova koji se bave proucavanjem posledica koje
Allee efekat ima na stabilnost predator-plen sistema. U svom radu A. Kent, C.P.
Doncaster i T. Sluckin [49] su zakljucili da povecanje broja jedinki plena u smislu
spasavanja ostalih, stabilizuje predator-plen sistem, dok ga Allee efekat destabi-
lizuje. Kombinacijom matematicke analize i numericke simulacije, S.R. Zhou, Y.F.
Liu i G. Wang [112] su takodje pokazali da Allee efekat destabilizuje predator-plen
sistem. Ipak, treba uzeti u obzir da su oni razmatrali Lotka—Volterra predator-
plen model koji ima linearni funkcionalni odgovor, tj. funkcionalni odgovor Holling
tipa I, koji jedino dobro modelira sisteme sa pasivnim predatorima. Od 1959. go-
dine, u populacionoj teoriji se najcesce sre¢u oni predator-plen sistemi koji imaju
funkcionalni odgovor tipa II. Medjutim, uticaj Allee efekta na ovaj tip predator-plen
sistema nije dovoljno istrazen.

J. Zu i M. Mimura u svom radu [113] proucavaju uticaj Allee efekta na Rosen-
zweig-MacArthur predator-plen model koji ima funkcionalni odgovor tipa II, tako
sto uvode Allee efekat u populaciju plena. Pokazalo se da Allee efekat povecava
rizik od istrebljenja kako populacije plena, tako i populacije predatora. Takodje,
Allee efekat dovodi do promene stabilnosti pozitivnog ekvilibrijuma sa promenom
parametara modela.

Svi pomenuti radovi se bave deterministickim predator-plen modelima. Medju-
tim, kao sto je do sada vise puta istaknuto, populacioni sistemi su izlozeni nepred-
vidivim uticajima sredine, na primer, promenama intenziteta sunceve svetlosti, tem-
perature vazduha, nivoa vode u rekama, jezerima, itd., pa stohasticki modeli mogu
realnije da opisu ovakve sisteme. Iz tog razloga su stohasticki modeli sve zastu-
pljeniji u populacionoj dinamici. Od radova koji se bave stohastickim populacionim
predator-plen modelima, ovde ¢ée biti pomenut [39] u kome se pokazuje egzistencija,
jedinstvenost i ogranicenost reSenja stohastickog predator-plen modela

= — 0 ——Cy(t) g1xr w
d(t) = (1) {a ba(t) x(thy(t)] dt + oy (t)dwi (1),

fx(t) ]
(t) + my(t)

a zatim se ispituje ponasanje tog modela za duzi vremenski period.
U radu [40] se proucava Leslie-Gower stohasticki predator-plen model sa fun-

dy(t) = y(1) [—g+ 0t + oay(t)duws(t),
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kcionalnim odgovorom tipa II oblika

cy(t)
()+m

dy(t) = y(t) [r — ()y%] dt + o9y (t)dwsy(t).

dx(t) = x(t) [a — bx(t) — } dt + oyz(t)dw (1), (2.40)

Primenom teoreme uporedjenja autori pokazuju da sistem (2.40) ima globalno po-
zitivno reSenje i odredjuju uslove pod kojima je perzistentan u srednjem, kao i pod
kojima dolazi do istrebljenja. Ovaj model je modifikovan u radu [68] i dobijen je
model

B cy(t)
dx(t) = x(t) {a — bx(t) — m
y(t)

W] dt + o9y (t)dws (1),

] dt 4+ oy z(t)dw (1),

) = ote) | -

za koji su pokazane iste osobine kao i za sistem (2.40).

U nastavku ¢e biti ispitane osobine stohastickog Rosenzweig-MacArthur pre-
dator-plen modela sa Allee efektom u populaciji plena. U tom smislu, najpre ¢e
ukratko biti izlozen deterministicki Rosenzweig-MacArthur predator-plen model
koji je prouc¢avan u radu [113]. Ovaj model je predstavljen sistemom diferencijalnih
jednacina

dx(t)

= 2(t) [b —di — ax(t) — Hssy—]%} : (2.41)
dy(t) cy15x(t)
At y(t) L +shyx(t) dQ] ’

sa poCetnim uslovom z(0) = o, y(0) = yo, u kome z(¢) i y(t) oznacavaju redom
veli¢ine populacija plena i predatora u trenutku ¢, b je maksimalna stopa reproduk-
cije po jedinki populacije plena, d; (i = 1, 2) su stope smrtnosti po jedinki populacije
plena i predatora, o predstavlja jacinu kompeticije unutar populacije plena, s efek-
tivnu stopu trazenja plena, h; oznacava vreme koje je predatorima potrebno da
bi uhvatili, ubili i pojeli jedinku plena, a ¢; efikasnost iskoris¢enja hrane. Koli¢nik
T gz( i(t) predstavlja funkcionalni odgovor predatora. Svi navedeni parametri modela
su pozitivne konstante.

Poznato je da poteskoc¢e u pronalazenju parnjaka mogu da uti¢u na smanjenje
veli¢ine populacije plena i dovedu do pojave Allee efekta. Tako, postoji odredjena
kriticna velicina populacije ispod koje je jako tesko da se nadje parnjak, sto kao
posledicu ima da reprodukcija ne moze da kompenzuje smrtnost. Neka je f(x)
stopa reprodukcije vrste koja ima x odraslih (reproduktivno zrelih) jedinki. Tada,
sa povec¢anjem veli¢ine populacije, raste i stopa reprodukcije, Sto je opisano izrazom

bx
A+’

fx) =

pri ¢emu b ima isto znacenje kao u sistemu (2.41), dok A; predstavlja konstantu Allee
efekta za posmatranu vrstu. Konstanta A; pokazuje koliko brzo ¢e f(z) da raste sa
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porastom z. Sto je A; vece, jaci je Allee efekat. Biologki, A; predstavlja velicinu
populacije pri kojoj ona dostize polovinu svoje maksimalne stope reprodukcije, Sto
se vidi iz ¢injenice da je f(A;) = b/2. Kada je A; = 0, stopa reprodukcije ne zavisi
od veli¢ine populacije, tj. f(x) = b. Imajuéi u vidu prethodnu diskusiju, sistem
(2.41) se moze modifikovati da bi se dobio Rosenzweig-MacArthur predator-plen
model sa Allee efektom u populaciji plena oblika

dz(t) ba(t) sy(t)

i o [Al T AT T T e (242)
dy(t) c15x(t)

Tl [1 + shyx(t) dQ] ’

sa pocetnim uslovom z(0) = zg, y(0) = yo.

Ako se pretpostavi da se slucajne promene u okruzenju manifestuju kroz slucaj-
ne promene u stopama smrtnosti populacija plena i predatora, tj. da su parametri
d;, i = 1,2 stohasticki perturbovani sa d; — d; + o;w;(t), pri ¢emu w;(t) predstavlja
Gaussov beli Sum sa intenzitetom o2, dobija se stohasticki Rosenzweig-MacArthur
predator-plen model sa Allee efektom u populaciji plena

dz(t)=(t) [&bi—%—dl—ax(t)—% dt+oz()dw (),  (2.43)
c15x(t)

dy(t) =y(t) {

sa pocetnim uslovom z(0) = g, y(0) = yo. U sistemu (2.43) w(t) = (wy(t), wa(t),
t > 0} predstavlja dvodimenzionalno standardno Brownovo kretanje definisano na
prostoru verovatnoca (2, F, { F; }+>0, P) sa filtracijom {F; }+>¢ koja zadovoljava uobi-
cajene uslove. U nastavku ovog poglavlja se razmatraju osobine modela (2.43), a
rezultati koji su tom prilikom dobijeni predstavljaju originalne, jos neobjavljene
naucne rezultate.

_astlt) ] a £)dws (¢
1+ shiz(?) 2} oay(t)dws(?),

2.3.2 Egzistencija, jedinstvenost i ogranicenost
pozitivnog resSenja stohastickog modela

S obzirom na ¢injenicu da z(t) i y(t) predstavljaju redom veli¢ine populacija plena
i predatora, i ovde, kao i u prethodnim poglavljima se razmatraju samo pozitivna
reSenja sistema (2.43). Kako koeficijenti sistema (2.43) zadovoljavaju lokalni Lip-
schitzov uslov, a ne zadovoljavaju uslov ograni¢enog rasta, reSenje ovog sistema
moze da eksplodira u konacnom vremenu. U ovom delu ¢e se primenom teoreme
uporedjenja resenja stohastickih diferencijalnih jednacina (Teorema 2.48) pokazati
da sistem (2.43) ima jedinstveno pozitivno i globalno resenje.

Teorema 2.3.1 Za bilo koji pocetni uslov (zo,yo) € R%, sistem (2.43) ima jedin-
stveno pozitivno reSenje (x(t),y(t)) za t > 0. Takodje, postoje funkcije ¢(t), ®(t),
Y(t) i W(t), definisane na sledeci nacin

0,2
_ (d1+71) t—s fot \If(Z)dZ+0'1wl (t)
(&

¢(t) = : (2.44)

_ (drf’é) z—s foz Y(r)dr+oiwy (Z)d

$+czfoe 2



2.3 Stohasticki predator-plen model 71

2
o <b—d1—071> t+oi1wy (t)

O(t) = (b - 02> > , (2.45)
—d1—— |z +o1wi(z
x—lo + « fot e b R P

—(dg-}—é)t-f—a'gwg(t)
Y(t) = yoe 2 , (2.46)

L —é o2w
W (t) :yoe<’” =5 )it 20 (2.47)

za koje je

o(t) < x(t) < O(1), P(t) <y(t) <V(t), si. t>0. (2.48)

Dokaz. Da bi teorema bila dokazana, najpre se razmatra lokalno resenje (z(t), y(t))
sistema (2.43) na intervalu [0,7.), gde je 7. trenutak eksplozije resenja. Uvodje-
njem smene u(t) =Inz(t), v(t) =Iny(t) i primenom formule Itoa, sistem (2.43) se
transformise u

peu(®) o(t)

2
N B SN 11() B A |
du(t) [Al—l—e“(t) dy —ae [Tohe® 2 dt+o1dw (), (2.49)
u(t) 2
R )
dv(t)— |:]_—{—3hleu(t) d2 9 dt—f—O'deQ(t),

sa pocetnim uslovom u(0) = Inzg, v(0) = Inyy. Koeficijenti sistema (2.49) zado-
voljavaju lokalni Lipschitzov uslov, sto znac¢i da postoji lokalno jedinstveno resenje
(u(t),v(t)) zat € [0,7.). Na osnovu formule Itoa sledi da je (z(t), y(t)) = (e*®, e®)
jedinstveno, pozitivno lokalno reSenje sistema (2.43) za t € [0,7.) sa poCetnim
uslovom (g, yo)-

Slede¢i korak je da se dokaze da je ovo resenje globalno, tj, da je 7. = oo.

Zbog porzitivnosti resenja na [0, 7.), vazi da je

dx(t) < z(t) (b — dy — ax(t)) dt + oyz(t)dwy (t).

Ocigledno je da je ®(t) definisano u (2.45) jedinstveno resenje stohasticke difer-
encijalne jednacine

dO(t) = B(t) (b — dy — ad(t)) dt + o1 ®(t)dw (¢), (2.50)

Pored toga, vazi i da je

@@§y®<%—@>ﬁ+@MWMﬂ%

1

paje U(t) definisano u (2.47) jedinstveno resenje stohasticke diferencijalne jednacine

dwo:ww<——@)ﬁ+QW@mMm

\I’<O) = Yo.
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Za populaciju predatora vazi i
dy(t) > —day(t)dt + ooy(t)dws(t).
Kako je 1(t) definisano u (2.46) jedinstveno resenje jednacine

dyp(t) = —datp(t)dt + oatp(t)dws (),
¥(0) = o,

na osnovu Teoreme uporedjenja 2.48 dobija se da je
P(t) <y(t) <U(t) sizatel0,7). (2.51)
S druge stane, vazi da je
dx(t) > x(t) (—dy — ax(t) — sy(t)) dt + oyz(t)dw; ().

S obzirom na ¢injenicu da stohasticki proces ¢(t) definisan u (2.44) predstavlja
jedinstveno resenje jednacine

do(t) = —o(t) (dy + ad(t) + sU(t)) dt + o10(t)dw (t),
¢(0) = Zo,

na osnovu Teoreme uporedjenja 2.48, vazi da je
o(t) <x(t) < D(t) sizatel0,7.).

Kako o¢(t), ®(t), (t) i U(t) postoje za svako t > 0, to je 7. = oo, Cime je
teorema dokazana.

Da bi se dokazalo da je resenje (z(t),y(t)) sistema (2.43) uniformno ogranice-
no u srednjem za bilo koji pocetni uslov (z9,y0) € R2, najpre ée biti navedena
lema dokazana u radu [42]. U ovom radu Jiang i ostali su razmatrali neautonomnu
stohasticku diferencijalnu jednacinu

dN(t) = N(t) [(a(t) — b(t)N(t))dt + a(t)dw(t)], t>0. (2.52)
Zbog jednostavnijeg zapisa za neprekidnu funkciju f(t) se uvode sledece oznake

l . u
= min f(¢ = ma t).
fr=min f(),  f*= max f(t)
Sa takvom notacijom dokazana je slede¢a lema, koja ¢e biti koris¢ena u dokazu
uniformne ogranicenosti u srednjem resenja sistema (2.43).

Lema 2.3.1 Neka je N(t) reSenje jednacine (2.52) sa pocetnim uslovom N(0) =
Ny > 0. Tada je

ENP(t) < a® + %(pbl_ 1)(a")*1" = K(p).




2.3 Stohasticki predator-plen model 73

Na osnovu ove leme direktno sledi sledeéi rezultat.

Lema 2.3.2 Neka je ®(t) resenje jednacine (2.50). Tada je

b—d
limsup E®(t) < L

t—o00 (87

Sada se moze dokazati teorema kojom se tvrdi uniformna ograni¢enost u sred-
njem resenja (z(t),y(t)) sistema (2.43).

Teorema 2.3.2 Za resenge (z(t),y(t)) sistema (2.43) sa bilo kojim pocetnim uslo-
vom (o, yo) € R vai
. b—d, . 1
limsup Fz(t) < , limsup Ex(t) + —Ey(t) <
C1

t—o00 (07 t—o0

(b—dy+dy)?

2,
tog, 0 (293)

tj. uniformno je ograniceno u srednjem.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.3.1 vazi da je x(t) < ®(¢) s.i. Imajuéi u vidu tu
¢injenicu, pomocu Leme 2.3.2 jednostavno se dobija da je limsup,_, . Fz(t) < %,
¢ime je dokazan prvi deo teoreme.

Za dokaz drugog dela neka je

Tada je
dG(t) = x( {%—dl—ax(t)— %1 dt+oz(t)dw, (t)
+y(t) [%—%} dt+Z—12y(t)dw2(t)

< l(b—dl) :v(t)—ozx2(t)—@y(t)] dt—i—alx(t)dwl(t)—i—i—fy(t)dwg(t)
= [(b—di+dy) z(t) —az®(t) — dsG(t)] dt—i—alx(t)dwl(t)—I—Z—fy(t)dwg(t).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do ¢ i izra¢unavanjem matematickog oce-
kivanja sledi da je

EG(t) < G(0) + /Ot E [(b—di+dy) x(s) —az®(s)—d2G(s)] ds,

t].
dEG(t)
dt

Primenom Jensenove nejednakosti (1.26) prethodna nejednakost postaje

< (b—dy+dy) Ba(t) — aBx?(t) — dyEG(2).

dEG(t)

= < (b—dy+dy) BEx(t) — a(Ex(t))* — dy EG(t).
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S obzirom na ¢injenicu da je maksimum funkcije f(z) = (b—d;+ds) x — ax?® jednak

(b—dgdz)27 moze se zakljuciti da je
dEG(t) _ (b—di+ds)?
< —dy B
Gl  Loditd) gy,

pa se, primenom Teoreme uporedjenja 2.48, dobija

, (b—dy+dy)?
<1 E < —
0 < timsup BG(0) < =g

Y

¢ime je teorema u potpunosti dokazana. <

Sledece tvrdjenje direktno sledi na osnovu pozitivnosti resenja sistema (2.43) i
prethodne teoreme.

Posledica 2.3.1 Za resenge (x(t),y(t)) sistema (2.43) sa bilo kojim pocetnim us-
lovom (x0,yo) € R2, vazi

. Cl(b—d1+d2)2
] Ey(t) < 21172
im sup y(t) < Tad,

2.3.3 Istrebljenje u stohastickom modelu

U ovom poglavlju se ispituju uslovi pod kojima dolazi do istrebljenja kako populacije
plena, tako i populacije predatora.

U dokazima teorema iz ovog poglavlja primenjivace se sledeca lema, koja se moze
nadi u [52].

Lema 2.3.3 Neka je X(t) reSenje stohasticke diferencijalne jednacine
dX(t) = u(X(t),t)dt + o(X(t),t) dw(t).

Ako je S(—o0) > —o0 i S(00) = 00, gde je

Yo v 2e) 4
S(u) :/ e o 25 Wy,
0

tada je
tlim X(t) = —oc0.
Uvodjenjem smene promenljivih u(t) = Inx(t), v(t) = Iny(t), dobija se sistem
ekvivalentan sistemu (2.43), oblika

beu(t) Sev(t) 0.2
= g _aewt)_ 2= 71
du(t) Lh Feun  M1TAC 1+shiev® 2 dt+ordw (t),
u(t) 2
[ ase 03
dv(t)= L—{—shle“(t) ds 5 dt+oadws(t).
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Nije tesko zakljuciti da je
ot

du(t) < (b—dl—?> dt + oyduw (t).

Neka je b < dy + %% Tada se, za pu(t) = b—d1—§ i o(t) = o1, jednostavnim
izra¢unavanjem dobija da je S(—o0) :(J—%Uz> > —00 i 9(0c0)=o00. Na taj nacin
2 b-di-2k

su zadovoljeni uslovi Leme 2.3.3, pa se na osnovu nje i Teoreme uporedjenja 2.48
dobija da je
tlim u(t) = —oo  s.i.,
Sto znaci da je
lim z(t) =0 s.i.

t—o0

c1sz(t)
IHshiz(t) S &,

Stoga, za svako € > 0 postoje to i skup €. takvi da je P(Q.) > 1—¢i
za svako t > tgiw € ()., pa je

—day(t)dt+oay(t)dws(t) < dy(t) < (e—da) y(t)dt+oay(t)dws(t),

2

2
— (dﬁ—%) dt+oadwsy(t) < du(t) < (s—cb—%) dt+oadws(t).

Slicnim rasudjivanjem kao i za du(t), zbog proizvoljnosti &, na osnovu Leme 2.3.3 i
Teoreme uporedjenja 2.48 sledi da je

lim v(t) = —o0  s.i.,

t—o00
tj.
tlim y(t) =0 s.i.

Na ovaj nacin je dokazana sledeca

Teorema 2.3.3 Neka je (x(t),y(t)) resenje sistema (2.43) za bilo koji pocetni uslov
2
(20, y0) € R%. Ako je b < dy + %, tada je
lim z(t) =0, i tlim y(t)=0 5.1.

t—o0

Prethodna teorema pokazuje da kada je b < d; + U—; dolazi do istrebljenja po-
pulacije plena, ali zajedno sa populacijom plena dolazi do istrebljenja i populacije
predatora.

2.3.4 Stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma
stohastickog modela
U radu [113], autori su proucavali stabilnost ekvilibrijuma sistema (2.42). Dobi-

jeni su trivijalni ekvilibrijum Ey = (0,0) i pozitivni ekvilibrijum E* = (z*,y*) =

:
( i <mhw*>(xfwwz*>)

s(c1—hid2)? s
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Stohasticki sistem (2.43) ima samo trivijalni ekvilibrijum Ey=(0,0), tako da ¢e
se u ovom poglavlju proucavati njegova stabilnost metodom funkcije Lyapunova. U
tom smislu, sistem (2.43) nejpre treba linearizovati. Nakon linearizacije se dobija
sistem

dE(t) = —dyi(t) di+o1i(t) dw, (¢), (2.54)
dij(t) = —daii(t) dt + 025 (t) dws (t).

Sledeca teorema daje dovoljne uslove stohasticke asimptotske stabilnosti trivi-
jalnog resenja sistema (2.54).

Teorema 2.3.4 Neka parametri modela (2.43) zadovoljavaju uslov
o} < 2d,, o5 < 2ds. (2.55)

za bilo koji pocetni uslov (xg,y0) € RY. Tada je trivijalno resenje sistema (2.54)
stohasticki asimptotski stabilno.

Dokaz. Neka je z = (2(t),7(t))? dvodimenzionalni vektor kolona i V (z) = #2(t) +
7%(t) funkcija Lyapunova. Primenom operatora L na V se dobija
LV (z) = —2d1&*(t)+ 078 (t) — 2d2§> (1) + 0557 (t)
= — (2d,—07) T*(t) — (2ds— 73) F*(¢).
Uslovi (2.55) garantuju pozitivnost vrednosti u zagradama u prethodnoj jednakosti,

pa je na osnovu Teoreme 1.4.3 trivijalno resenje sistema (2.54) stohasticki asimpto-
tski stabilno. <

U nastavku ¢e biti odredjeni dovoljni uslovi pod kojima je trivijalno resenje
sistema (2.43) stohasticki asimptotski stabilno.

Teorema 2.3.5 Neka vaZe uslovi Teoreme 2.3.4. Tada je trivijalno resenje sistema
(2.43) stohasticki asimptotski stabilno.

Dokaz. Na osnovu Teorema 1.4.4 i 2.3.4, da bi se dokazalo tvrdjenje teoreme,
dovoljno je pokazati da vazi uslov (1.10). U ovom slu¢aju, leva strana nejednakosti
(1.10) je

bx sy 2 2 c15TY 2
—ar— x
A4z 14+shiz 14+shix

b2
< \/(—x2+a2x2+52y2+2asxy) 2243 s2w2y?

Af

b? —
< \/—252x2+a252x2+s252y2+2a552x2+c%8252y2 < Kel|Z|,
A

gde je Z = (x,y) iz okoline (—¢,¢) x (—¢,¢), za € koje je dovoljno malo, a K =

max {2—224—042—1—2043, s—l—c%zs?}. Dakle, uslov (1.10) je zadovoljen, ¢ime je teorema
1

dokazana. <
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Napomena 2.3.1 Stohasticka asimptotska stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma zna-
¢i da ¢e resenja sistema (2.43) koja su u pocetnom trenutku dovoljno blizu trivi-
jalnom ekvilibrijumu, konvergirati ka njemu za duzi vremenski period. Dakle, sto-
hasticka asimptotska stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma je slabiji uslov od uslova
istrebljenja koji daje konvergenciju ka trivijalnom ekvilibrijumu svih resenja, a ne
samo onih koja su u pocetnom trenutku u njegovoj blizini.

Na kraju ovog poglavlja je dat primer koji ilustruje teorijske rezultate koji su u
njemu dobijeni.

Primer 2.3.1 U ovom primeru se posmatra interakcija izmedju populacija vukova
(Canis lupus) i losova (Alces alces) na Kraljevskom ostrvu (Isle Royale) koje pred-
stavlja najvece ostrvo u istoimenom nacionalnom parku u SAD-u. Re¢ je o ostrvu
koje je izolovano tako da na njemu nema ljudskog uticaja u interakciji izmedju
predatora (vukova) i plena (losova).

S obzirom na c¢injenicu da je Kraljevsko ostrvo izolovano, ni losovi ni vukovi
nisu tu ziveli do pocetka dvadesetog veka. Losovi su doplivali do njega iz Minesote
pocetkom 1900-ih, a 1949. godine je par vukova zalutalo na ostrvo preko mosta
koji se tokom zime napravio od leda. Od tada, pa do danasnjih dana, najveéi broj
losova na ovom ostrvu bio je 1995. godine, kada ih je bilo 2442, dok je najveéi broj
vukova zabelezen 1980. i iznosio je 50.

Vukovi koriste svoju inteligenciju da bi napali i savladali losove. Naime, oni
ne napadaju zdrave losove, osim u sluc¢aju kada ih glad u potpunosti savlada, jer
su zdravi losovi u svojim prvim godinama zivota jako ¢vrsti i izdrzljivi pa je bilo
kom ¢oporu vukova tesko da ih savlada. Pored toga, mladi i zdravi losovi su obi¢no
brzi od vukova tako da uspevaju da im pobegnu. Zato vukovi najces¢e napadaju
novorodjene, stare i losove koji su zarazeni nekom boles¢u. Tipican los koga ¢e
vukovi napasti ima oko 12 godina i pati od artritisa, osteoporoze, itd. Kako je
vecina losova najcesce zarazena sa nekoliko razlicitih vrsta bolesti, moze se reéi da
su izmedju 80% 1 90% slucajeva vukovi odgovorni za smrt losova.

Poznato je da su na Kraljevskom ostrvu vukovi podeljeni u tri copora: istocni,
srednji i Chippewa Harbor ¢opor. Svaki ¢opor ima od tri do osam jedinki ukljuc¢ujuéi
i dva do tri mladunca. Svaki od ¢opora tokom zime obicno ulovi jednog losa na cetiri
do deset dana.

Da bi se potvrdili teorijski rezultati koji su dobijeni u ovom poglavlju, u primeru
se koriste zvani¢ni podaci o interakciji vukova i losova koji se mogu naci u radu
[105], kao i na sajtovima www.isleroyalewolf.org i en.wikipedia.org. Ovde samo treba
naglasiti da se podaci vezani za populaciju losova odnose na losove koji su stari oko
12 godina, zato Sto su oni, kao Sto je ve¢ i receno, idealan plen vukovima. Dakle,
parametri modela (2.43) imaju sledeée vrednosti

b=03, dy=0414, dy =035 A, =2, a=01, (2.56)
c, =001, hi=4 s5=06, o?=o03=0.05

Ovako izabrani parametri modela (2.43) zadovoljavaju uslove Teoreme 2.3.4,
kao i Teoreme 2.3.5, tako da je trivijalni ekvilibrijum modela (2.43) stabilan u
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— Xy (t) deterministic

t — Xo(t) deterministic
—  %(t) stochastic 1k

— Xo(t) stochastic

—— Xq(t) stochastic
—— Xo(t) stochastic

> 4 6 8 10 12 14
Slika 2.11: Deterministicke i stohasticke trajektorije populacije losova (gore levo),

vukova (gore desno) i stohasticke trajektorije i losova i vukova (dole) opisane mo-
delima (2.42) i (2.43) sa parametrima (2.56) i po¢etnim uslovom zg = 10, yo = 4.

verovatnodi, $to se moze videti na Slici 2.11. Takodje se moze zakljuciti da uvodje-
nje sluc¢ajnosti tipa Gaussovog belog Suma ne destabilizuje trivijalni ekvilibrijum.
Naprotiv, kod populacije vukova (Slika 2.11, gore desno) se vidi da stohasticka
trajektorija brze konvergira ka vrednosti trivijalnog ekvilibrijuma od odgovarajuce
deterministicke.

Kako parametri (2.56) zadovoljavaju i uslov Teoreme 2.3.3, na Slici 2.11 (dole)
se moze videti i da prvobitno istrebljenje populacije losova utice na istrebljenje
populacije vukova. Naime, sa ovako izabranim parametrima modela, oc¢ekuje se
istrebljenje populacije losova za oko pet godina, dok do istrebljenja u populaciji
vukova dolazi za otprilike osam godina.

2.4 Gompertzov stohasticki model

Gompertzova jednacina potice iz aktuarskog modela koji je 1825. godine razvio
Benjamin Gompertz [28]. Ova jednacina je 1932. godine primenjena u izuc¢avanju
rasta u bioloskim i ekonomskim modelima od strane Winsora [104], koji je primetio
da ovaj model empirijski dobro opisuje usporenje rasta tumorskih ¢elija. Godine
1964. je isti model primenio Laird [61] za opisivanje rasta tumorskih éelija, a 1965. je
Laird [62] po prvi put prilagodio eksperimentalne podatke za razlic¢ite vrste tumora
kod miseva, pacova i zeceva Gompertzovoj krivoj. Danas se za Gompertzov model
uglavnom vezuje modeliranje rasta tumorskih celija.
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Gompertzova diferencijalna jednacina je oblika
dN(t) = N(t)[a—bInN(t)|dt, a>0,b>0,

gde N(t) moze da predstavlja broj jedinki neke populacije ili vrednost povezanu sa
veli¢cinom populacije, na primer, njenu relativnu ucestalost u stanistu u trenutku ¢.
Da bi ova jednacina opisivala rast, mora biti zadovoljen uslov a > b, pri ¢emu se a
interpretira kao stopa razmnozavanja, a b objedinjuje u sebi uzajamno ograni¢avanje
rasta i kompeticiju za hranu izmedju ¢elija. Stopa b se ponekad naziva i faktor
usporenja rasta.

Gompertzov model pripada Sirokoj klasi modela rasta koji se zasnivaju na kom-
peticiji dva izraza: prvi je povezan sa stvaranjem, a drugi sa umiranjem. Broj
ovakvih modela je veoma veliki ukljuc¢ujuci i logisticki zakon koji se dobija kada se
u Gompertzovoj jednaé¢ini In N (¢) zameni sa N(¢) (jednac¢ina (2.2)), kao i uopsteni
logisticki zakon kod koga se In N(t) iz Gompetzove jednacine menja sa N?(t), gde
je p realan broj.

Pored navedene Gompertzove jednacine, u literaturi se Cesto koristi i uopstena
Gompertzova jednacina oblika

dN(t) = N*(t) [a — bIn N(t)] dt,

pri cemu je o < 1 efekt usporenja rasta, dok a > 1 predstavlja meru razmnozavanja.

Pitanje koje se stalno ponavlja u literaturi jeste da li razlicite verzije Gompert-
zovog modela realnije opisuju rast populacije od logistickih modela, ili pak vazi obr-
nuto. U literaturi se mogu nadi razlic¢iti odgovori na ovo pitanje. Naime, s obzirom
da se Gompertzov model najcesce koristi da bi se opisao rast tumorskih celija, a da
se populacija tumorskih ¢elija ponasa razli¢ito u zavisnosti od vrste i stadijuma u
kojem se nalazi, modeli rasta tumorskih ¢elija su jako razliciti. Takodje, kod svih
logistickih jednacina rasta relativna stopa rasta dN(t)/N(t) tezi beskonac¢nosti kada
N(t) tezi nuli, pa zbog toga ovi modeli ne opisuju dobro rast tumorskih ¢elija kada
je njihova koli¢ina mala.

2.4.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Tumori su jedan od najrasprostranjenijih uzrocnika smrti u ljudskoj populaciji.
Naime, poznato je da u svetu svake godine viSe miliona ljudi umre od raka, a is-
trazivanja pokazuju da c¢e se taj trend nastaviti, iako su zadnjih godina ucinjeni
veliki pomaci u prevenciji raka, kao i u otkrivanju lekova koji su sada dostupni u
vidu terapija koje oboleli od raka dobijaju. Jedan vid ovih terapija pripada klasi
imunoterapija koje se ogledaju u stimulisanju imunosistema kako bi se bolje borio
i iskorenio rak. Ovom problematikom se bavi Alberto d’Onofrio. U radu [83], on
istice da su glavne karakteristike matematickih modela koji se bave proucavanjem
rasta tumorskih celija postojanje ekvilibrijuma u kome nema tumora, mogucénost
da broj tumorskih ¢elija dostigne makroskopsku vrednost u zavisnosti od vrednosti
parametara modela, kao i moguénost postojanja ekvilibrijuma u kome je broj tu-
morskih ¢elija mali. U radu [84], autori predstavljaju novo prosirenje Gompertzovog
zakona za rast tumorskih celija i terapiju kojom se tumor moze iskoreniti.
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Sa druge strane, kasnjenje se uvodi u modele rasta da bi se ovi modeli ucinili
Sto realnijim. U modelu rasta tumorskih ¢elija kasnjenje moze, izmedju ostalog, da
predstavlja period koji je potreban da bi se bolest manifestovala ili period potreban
da organizam reaguje na terapiju. S obzirom na ¢injenicu da uvodjenje kasnjenja
u model moze na razlicite nacine da utice na osobine, Monika Piotrowska i Urszula
Fory$ u radu [85] proucavaju slicnosti i razlike koje se javljaju u Gompertzovo]
jednacini sa kasnjenjem u zavisnosti od toga gde se u jednacini javlja kasnjenje.

Modeli proucavani u navedenim radovima su deterministicki modeli. U literaturi
se mogu naci i stohasticki modeli koji se bave prouc¢avanjem Gompertzove jednacine.
S obzirom na cinjenicu da Gompertzova stohasticka diferencijalna jednacina spada
u usku klasu efektivno resivih stohastickih diferencijalnih jednacina, veé¢ina radova
posvecena stohastickoj Gompertzovoj jednacini se bavi ocenom parametara ove
jednacine (videti, na primer [23, 24]). U radu [24], autori razmatraju determini-
sticku Gomperzovu jednacinu

dx(t) = z(t) (a — blnx(t)) dt, (2.57)

sa pocCetnim uslovom z(0) = z, i parametrima koji imaju sledece znacenje: a je
stopa unutrasnjeg rasta tumora, a b stopa usporenja rasta.
Ako se u jednacini (2.57) a zameni sa rIn K, a b sa r, dobija se jednac¢ina

dz(t) = rz(t) (In K — Inx(t)) dt, (2.58)

sa pocetnim uslovom x(0) = xy.

Vec¢ je vise puta kroz ovu glavu napomenuto da stohasticki modeli bolje opisuju
pojave iz realnog zivota od deterministickih jer uzimaju u obzir slucajne faktore
kojima su te pojave izlozene. To vazi i za modele rasta koji su izlozeni slu¢ajnim
uticajima sredine.

Gompertzov stohasticki model se dobija iz deterministickog modela (2.58) na
slede¢i nacin

de(t) = rz(t) (In K —Inx(t)) dt + ax(t)dw(t), (2.59)
sa pocetnim uslovom z(0) = xy. U ovoj jednacini, pored parametara koji se javljaju
u jednacini (2.58), W ={w(t), t > 0} predstavlja jednodimenzionalno standardno
Brownovo kretanje koje je definisano na prostoru verovatnoca (2, F,{F; }i>0, P) sa
filtracijom {F;}:>0 koja zadovoljava uobicajene uslove, dok je a realna konstanta.

Jednacina (2.59) je efektivno resiva, a njeno jedinstveno resenje je oblika

rinK—a”/2 Kﬁa2/2+(ln xo— R /2 1nK70‘2/2) e "o fot e~ "(t=5) duw(s)

z(t)=e " ,
Sto je dobijeno u [24].

U nastavku ovog poglavlja bice reci o stohastickom Gompertzovom modelu sa
kasnjenjem. Motivaciju za uvodjenje vremenskog kasnjenja u Gompertzov model
dale su M. Piotrowska i U. Forys u svom radu [85]. Zbog toga ¢e ovde najpre biti
izlozeni njihovi rezultati. Osnovna jednacina koju autori razmatraju je oblika

W (t)
AW () = —rW () In —=dt,
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sa pocetnim uslovom W(0) = Wy > 0, u kojoj W (t) oznacava broj ¢elija po jedinici
kolic¢ine ili broj jedinki po jedinici zivotnog prostora u trenutku ¢, a H je maksimalna
veli¢ina koju tumor moze da dostigne ili kapacitet sredine, u zavisnosti od toga da
li se posmatra rast tumorskih celija ili populacioni rast. Kako bi izbegli probleme
sa jedinicima, autori uvode smenu z = mW i H = mK, gde m predstavlja odnos
izmedju koli¢ina tumorskih ¢elija, odnosno, odnos medju zivotnim prostorima, i na
taj nacin dobijaju model

dx(t) = —rz(t) In %dt, (2.60)
sa pocetnim uslovom z(0) = x¢ > 0, gde je z(t) broj ¢elija, odnosno jedinki, a K je
maksimalan broj (plateau number) ¢elija ili jedinki na posmatranom stanistu.

Kasnjenje se moze uvesti u jednac¢inu (2.60) na dva bioloski motivisana naéina.
Naime, u klasicnom populacionom modelu se razmatra rast populacije po jedinki
populacije

dx(t) x(t)
SO —rln Tdt’

a kasnjenje se uvodi u model da bi se opisalo da rast po jedinki populacije u trenutku
t zavisi od proteklog vremenskog perioda 7. Na taj nacin se dobija model

odnosno

= _at. (2.61)

Parametar 7 ima vise tumacenja, u zavisnosti od toga Sta se jednac¢inom (2.61)
opisuje. Ukoliko se radi o rastu populacije, vremensko kasnjenje 7 predstavlja pe-
riod sticanja polne zrelosti kod jedinki razmatrane populacije, dok kod rasta tu-
morskih ¢elija 7 predstavlja vreme koje je potrebno da bi ¢elije prepoznale promene
u okruzenju u kome se nalaze i reagovale na njih.

Sa druge strane, ako se posmatra neto rast populacije, jednac¢ina (2.60) postaje
Gompertzov model sa dvostrukim kasnjenjem oblika

x(t—1)

dx(t) = —rz(t — 7)In 7

dt. (2.62)

Ako se uzmu u obzir obe ideje, moze se razmatrati i model sa dva vremenska

kasnjenja

SC(t — T2>
K

koji predstavlja uopstenje modela (2.61) (za 7, = 0) 1 (2.62) (za 7, = 7). lako je
sa matematickog aspekta potpuno prirodno uvesti ovakav model, treba naglasiti da
model (2.63) nema biolosko opravdanje, tj. interpretaciju. Zbog toga se proucava
model sa vremenskim kasnjenjem kod koga se desna strana jednacine razdvaja na
dva dela: prvi deo je izraz rIn Kx(t) za K # 1 koji opisuje rast populacije, dok

dzx(t) = —rz(t — 1) In dt, (2.63)
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drugi deo opisuje kompeticiju medju jedinkama populacije i predstavljen je izrazom
rz(t) Inz(t). Na taj nacin se dolazi do modela

de(t) =rin Kz(t — 1) — rz(t — 7o) Inz(t — 75)dt.

Moze se zakljuciti da ovaj model ne predstavlja uopstenje modela (2.61), niti modela
(2.62).

2.4.2 Stohasticki model sa kasnjenjem

U ovom delu disertacije se razmatra stohasticki model sa kaSnjenjem koji opisuje
rast populacije po jedinki populacije, odnosno, u deterministickom modelu (2.61)
parametar rln K se stohasticki perturbuje sa rIn X' — rIn K + aw(t), pri ¢emu
w(t) predstavlja Gaussov beli sum sa intenzitetom o?. Na taj nacin se dobija

model proucavan u radu [46]
de(t) =rz(t) In K — Inz(t — 7)) dt + ax(t)dw(t), (2.64)

sa pocetnim uslovom
xo ={£(0), -7 <6 <0} eC, (2.65)

gde je C = C([—7,0];R") familija svih neprekidnih funkcija ¢ : [-7,0] — R* sa
normom ||g|| = sup_.<geo l9(0)]

U ovom poglavlju vazi pretpostavka koja je uvedena i za odgovarajuéi determi-
nisticki model u [85], da je K > 1.

Egzistencija i jedinstvenost pozitivnog resenja

Jednacina (2.64) sa pocetnim uslovom (2.65) ima jedinstveno pozitivno resenje, §to
¢e u nastavku biti i dokazano. Naime, uvodjenjem smene y = Inx, pomoc¢u formule
[toa se dobija stohasticka diferencijalna jednacina

dy(t) = |r(InK —y(t—7)) — %2 dt + adw(t), (2.66)

sa pocetnim uslovom
yo =Inxg = {((0), —7 <O <0} € C. (2.67)

Ocigledno je da koeficijenti jednacine (2.66) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov
uslov i uslov linearnog rasta, $to znaci da jednacina (2.66) za bilo koji pocetni uslov
(2.67)ima jedinstveno globalno resenje, tj. resenje koje ne eksplodira u konatnom
vremenu [73].

Kako je x = €Y, jednacina (2.64) takodje ima jedinstveno pozitivno globalno
resenje.
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Stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma i istrebljenje

Za razliku od deterministicke jednac¢ine (2.61) koja ima dva ekvilibrijuma - trivi-
jalni ekvilibrijum Ey = 0 i pozitivni ekvilibrijum E* = K, jednac¢ina (2.64) ima
samo trivijalni ekvilibrijum. U nastavku ovog poglavlja se ispituje stabilnost ovog
ekvilibrijuma.

Da bi se ispitala stabilnost u verovatnoci trivijalnog ekvilibrijuma, jednacina
(2.64) se najpre linearizuje, tako da se dobija jednacina

dz(t) = rIn Kz(t)dt + aZ(t)dw(t). (2.68)

Sledeéa teorema daje dovoljne uslove asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti tri-
vijalnog resenja jednacine (2.68).

Teorema 2.4.1 Neka parametri modela (2.64) zadovoljavaju uslov r < —%, za
bilo koji pocetni uslov (2.65). Tada je trivijalno resenje jednacine (2.68) asimptotski
srednje-kvadratno stabilno.

Dokaz. U dokazu ove teoreme se polazi od funkcije Lyapunova V = 2. Primenom
operatora L na jednacinu (2.68) se dobija

LV (2(t)) = 2rln KZ2(t) + o?3%(t)
= — (=2rln K — o®) 2*(1).

Ako se uzme u obzir uslov r < —%, izraz u zagradi u prethodnoj jednakosti je
pozitivan, pa je na osnovu Teoreme 1.5.2, trivijalno resenje jednacine (2.68) asimp-
totski srednje-kvadratno stabilno, ¢ime je teorema dokazana. <

Jednacina (2.64) ima stepen nelinearnosti veéi od jedan. Kao §to je ve¢ pomenuto
u Poglavlju 2.2.6, iz radova [92, 93] sledi da ako je stepen nelinearnosti jednacine koja
se razmatra veéi od jedan, tada su uslovi koji su dovoljni za asimptotsku srednje-
kvadratnu stabilnost trivijalnog resenja linearizovane jednacine, ujedno i dovoljni
uslovi za stabilnost u verovatnodi trivijalnog resenja polazne jednacine. Zbog toga
je sledeca teorema navedena bez dokaza.

Teorema 2.4.2 Ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.4.1, trivijalno resenje jednacine
(2.64) je stabilno u verovatnodi.

Slede¢om teoremom su dati uslovi pod kojima dolazi do istrebljenja populacije,
odnosno tumorskih ¢elija eksponencijalno sa verovatno¢om jedan.

Teorema 2.4.3 Ako za parametre modela (2.64) i pocetni uslov (2.65) vazi uslov

—(InK +1-¢(0) — /(InK +1—£(0))2 + 21
I

<r <0, (2.69)

gde je .
[= / £2(0)do, (2.70)

tada dolazi do istrebljenja populacije eksponencijalno sa verovatnocom jedan.
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Dokaz. Primenom nejednakosti Inx < z—1, x > 0 i elementarne nejednakosti
(1.18), uz pretpostavku da je r < 0, iz jednac¢ine (2.64) se dobija
de(t) < [rz(t) (In K + 1) —ra(t)z(t—7)] dt + az(t) dw(t)

< [rx(t) (InK +1) — gx2(t) . ng(t—T)] dt + az(t) dw(t).

Da bi se eliminisao ¢lan sa kasnjenjem, moze se zakljuciti da je

d [m(t) — g/t xz(s)ds} <rz(t)(In K +1—x(t) dt + az(t) dw(t),

odakle je

x(t) < x(t)—g /t 2%(s)ds

—T

< 5(0)—%[—1—1”/0 z(s) (In K+1—z(s)) ds—l—a/o x(s)dw(s).

Stohasticka diferencijalna jednacina

dX (1) = rX(8) (In K +1— X(8)) dt + aX(¢) dw(?), (2.71)
Xo=(0) - 51

spada u klasu efektivno resivih stohastickih diferencijalnih jednacina (videti [53]).
Naime, jednacina oblika

dO(t) = (a®?(t) 4+ bP(t)) dt + c®(t) dw(t), (2.72)
®(0) = Py,
ima resenje
B(1) = e(t=7)rren® L% —a / t e<b_c22>s+cw(s)ds] h . (2.73)

Dakle, jednacina (2.71) ima resenje

-1

t
X(t) _ eAt—i—aw(t) |:i +’I"/ 6As+aw(s)d8:| 7

gdeje A=r(lnK +1)— %2 < 0 na osnovu uslova (2.69). Tada je
| S PR — At—aw(t) ! As+aw(s)
m = ?Oe +re /0 e ds
> XiOeAtaw(t) _ %efAtfaw(t)+amaxogu§tw(u)(l . eAt)
o b aaw) _ T At ow() tamaxgc, < w(w)
~ Xy A

> e—At—&—a(maxoguSt w(u)—w(t)) 1 r
-_ XO A Y
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odakle se na osnovu uslova (2.69) moze zakljuciti da je

1 r
_ > — -
In X(t) > —At + oz(orgiiéctw(u) w(t)) +In {Xo A] :
odnosno
0<u<t X() A

Iz prethodne nejednakosti, a na osnovu strogog zakona velikih brojeva za martingale,
dobija se da je lim sup,_, % < A, s.i.. Tada je

In X(f) < At — a(max w(u) — w(t)) — In [i - 1} |

Inz(t)

lim sup < A, si.,

t—o0

akakoje A=r(lnK +1)— %2 < 0, teorema je dokazana. <

Perzistentnost

U ovom delu disertacije se razmatra opstanak i ponasanje populacije tumorskih
¢elija za duzi vremenski period. U tom smislu, najpre se dokazuje slede¢i rezultat.

Teorema 2.4.4 Neka parametri modela (2.64) i pocetni uslov (2.65) zadovoljavaju
bilo koji od uslova:

(i)
a? < %5(0)(111[( + 1), (2.74)
a? (2402 2
m < r < mn {m, ff(O)} ; (275)
(ii)
€0) <K —1, (2.76)
I In®* K — (5(0) + 1)2’ (2.77)
max {%g(O)(anH), % (m K(£(0)+1++/(€(0) + 1)2+21)) _2}
<a?< %(1nK+1+f(0))2, (2.78)
a? 24 a?
XK+ S 2mK’ (279)
(iii)
£(0) < el ﬁiﬁ; 1), 2.80)
[ < (InK+1)(In K —£(0))—£(0), (2.81)

%g(o)(anH) < o’ < min {%(th—f—l—l-f(O))Q, (2.82)
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; (1n K(£(0)+1++/(€(0) + 1)2+21)) 9, % (In K (£(0)+1+1n K))—2} ,
2(111?( gy <r<ry (2.83)
(iv)
(V2—1)InK—1 < £(0) < In K, (2.84)
maX{O, 1n2K—(§2(0) + 1)2} _
< min{In K(£(0)+1),2(In K+1)(In K —£(0))}, (2.85)

max {%(0)(11119 1), % (In K (In K +1+£(0))) —2} <a?

< min {% <ln K(£(0)+1++/(£(0) + 1)2+21)> 9, %(m K+1+£(O))2},(2.86)

i uslov (2.83);

(v)
£0) <InK +1, (2.87)
I > max {0, n K_(g(o) +1) } : (2.88)
max {%f(o)ﬂnKJrl), ; (m K(£(0)+14++/(€(0) + 1)2+21)> —2}
<a?< %(an +14€0)2 (2.89)
a? 2+ a?
re <2(an+ 1)’“) U (TQ’ 21nK) 5 (2.90)
(vi)
£0)> K +1, (2.91)
uslov (2.89), (2.92)
a? 2+a?
max{m,m} <r< m, (293)
(vii)
a? > %(an + 1+ £(0))?, (2.94)
a? 2 +a?
K+ 1) S 2mK’ (2.95)

gde je I definisano u (2.70), a

K +1+&0)F+/(InK+1+£(0)2—a2]
7 :

T2 =
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Tada je

1
lim — z(t)

t—oo t

=0 s.1.

Dokaz. Uvodjenjem smene y(t) = Inz(t), primenom formule Itéa i nejednakosti
Inx <x—1, x > 0 se dobija

dinz(t)= |r(In K —Inz(t—7) %} dt + adw(t
i a
=|rinK+Inz™"(t—7) ?}d + adw(t
[ o?
< |rlnK+x7"(t—7) —7 dt + adw(t

Da bi se eliminisao ¢lan sa kasnjenjem razmatra se

d (lna;(t) + /tt x_r(s)ds) < (B+a7"(t) dt + adw(t),

pri cemu je B=rIln K—1— 0‘72 negativna konstanta na osnovu uslova r < 3;0‘; iz
(2.75), odnosno (2.79), (2.83), (2.90), (2.93) i (2.95). Tada je
t
Inz(t) <Inz(t)+ / x "(s)ds
/ e d6+/ (B+a~"(s))ds+aw(t).

pa je

dy(t) < (B +e (1)) dt + adw(t).
Stohasticka diferencijalna jednacina

dY (t) = (B + e W) dt + adw(t), (2.96)

— & /§

spada u klasu efektivno resivih stohastickih diferencijalnih jednacina [53]. Zaista,
jednacina

d¥(t) = (ae™ +b) dt + odw(t), (2.97)
\IJ(O) = \Ilo,
ima reSenje
1 t
U(t) = Wo + bt + ow(t) — - In {1 — ac/ ecq'f)*bcs*"cw(s)ds} : (2.98)
0

tako da je resenje jednacine (2.96) oblika

1 t
Y (t) =Yy + Bt + aw(t) + -~ In [1 +r / e—TYO—BTS—aTw(S>dS} _
r 0
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Kako je y(t) < Y(t), moze se zakljuciti da je

1 : t
y(t) <Yy + Bt + aw(t) + —1In [1 + e TYo—or minogus: w(w) / e_B”ds}
r 0

1 v . efBrt -1
:Y5+Bﬁ+mmw+—h11+e”0ﬂ““%%w@__7?_
r —

1

<In 6Y0+Bt+aw(t) +1n |:1 . le—rYo—oar ming<q, <y w(u)—Brt:| v
- B

3=

—In 6Y0+Bt+aw(t) |:1 . ie—”‘YO—Oleinogugt w(u)—Brt:|

B

Stoga je

1 . T
1 < Yo+ Bt+aw(t) 1 — —rYp—ar ming<, < w(u)—Brt
z(t) <e —Be
(&

< 2(%—1V1)6Y0+Bt+aw(t) |i1 + Yoamin0<u<tw(u)Bt‘|

(%_1\/1) Yo+ Bt+aw(t) ;
S 2 (& + (_B)l/re

(%—1V1) a(w(t)—ming<,<¢ w(u)) | Yo+Bt 1
<2 e e + —(—B)l/r ,

a(w(t)—ming< <t w(u))

pa je

(%—1v1) o Yo+ Bt 1
Inz(t) <In2 + a(w(t) Oléldlgltw(u)) +1n e + B |

Na osnovu strogog zakona velikih brojeva za martingale vazi da je lim;_, ., wl®) —

t
ming<, < w(u

i limy_ o <t _ 0 pa je

%(t) <0 si (2.99)

lim sup

t—o0

Sa druge strane, primenom nejednakosti Inx < x—1,x > 0 i elementarne nejed-
nakosti (1.18), jednacina (2.64) se transformise u

de(t) =rx(t) (In K —Inz(t—7)) dt + ax(t) dw(t)
re(t)(In K + 1) — ra(t)x(t—7)] dt + ax(t) dw(t)

> [ra(t) K +1) - Sat(t) - gﬁ(t—f)] dt + ax(t) dw(t).

Y]

Eliminacijom clana sa kasnjenjem dobija se

d (m(t) - —/t x2(s)ds) >ra(t) (In K + 1 —x(t) dt + ax(t) dw(t),

—T
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pa je
2(t) > a(t) — /t_ 23 (s)ds
- = 52 d@—l—r/ x(s) (1nK+1—x(s))ds+a/0 x(s) dw(s).

Na ovaj nacin se dolazi do stohasticke diferencijalne jednacine (2.71), oblika (2.72)
sa resenjem (2.73), pa je

-1

t
l’(t) > eCtJraw(t) |:i +7”/ eCs+aw(s)dS:|
XO 0

gdejeC =r(lnK +1) — %2 > 0 na osnovu uslova r > 2(1na—lj+1) iz (2.75), odnosno
(2.79), (2.83), (2.90), (2.93) i (2.95). Ponavljanjem procedure iz dokaza Teoreme
2.4.3 se dobija da je

1 1 T
< a(maxg<y < w(u)w(t)) [ = —
odnosno
1
> _ _
z(t) = —a(max w(u) —w(t)) - In {Xo + C}

Da bi logaritamska funkcija u poslednjoj nejednakosti bila dobro definisana, neopho-
dno je razmatratl sledece slucajeve.

(i) Ako vazir < ( ) tj. uslov (2.75), to znaci da je Xy > 0 pa jei —+ & pozitivno.
Interval iz uslova (2 75) postoji na osnovu (2.74). Moze se zaliucm da je

lim inf

t—o0

1
%(t) >0 si. (2.100)

Iz nejednakosti (2.99) i (2.100) sledi tvrdjenje teoreme.
Sa druge strane, ako vazi uslov r > 5( ) , Xo je negativno, pa je neophodno da i
C+rXy bude negativno. Na taj nacin se dobija kvadratna nejednacina po r

I 2
—3r%+ (I K+1+€(0)) r—% <0, (2.101)

¢ija je diskriminanta D = (In K +1+£(0))*—a?I. Ukoliko je a® < M dis-
kriminanta D je pozitivna pa kvadratna nejednac¢ina (2.101) ima resenJa zar <rg
ir > 7y, pri cemu su

InK +1+£0)F+/(InK+1+£(0)2—a?l
T2 = .
’ I

Dakle, za
%{(0)(an+1) <a?< [(anJrl—l—f( )2, (2.102)
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a? 25(0)} R pa r moZe pripadati

2nK+1)° I [ — 2(InK+1)’
jednom od intervala iz (2.79), (2.83) ili (2.90). Jedan od uslova egzistencije intervala

u (2.79) 1 (2.83) je i r1— g% > 0, G-

nije tesko dokazati da je max{

2(In K + 1)(In K+1+£(0)) =T > 2(In K 4 1)y/(In K +1+£(0))2—a2I. (2.103)

Desna strana poslednje nejednakosti je pozitivna, pa bi takva trebalo da bude i
leva. To vazi ako je a? < 2(1HK+1)(1IHK+H{(O)). Kada je £(0) < In K+1, vazi da je
o < 1(In K+14£(0))* < 2(In K+1)(In K +1+£(0)). Kvadriranjem se nejednacina

(2.103) svodi na

a*?—4£(0)(In K + 1)a*I > 0,

odnosno a? > M?KH).

Za egzistenciju intervala u (2.79) neophodno je da vazi uslov 2+

2In K

< r1, odnosno

2In K(In K +14+£(0))—(a?+2)I > 2In K/(In K4+1+£(0))2—a2l.  (2.104)

Pozitivnost leve strane je obezbedjena za o® < 2(In K(In K+1+¢(0))) —2. Pri
tom, da bi postojalo o? koje zadovoljava ovu nejednakost treba da vazi da je

I <InK(ln K+1+&(0)) . Kvadriranjem nejednacine (2.104) dobija se kvadratna
nejednacina po o koja ima resenja af , = 2 (ln K(E0)+1F/(£(0) + 1)2—1-2]))—2.

2+a?
2In K

% (ln K(§(0)+1+\/(§(0) + 1)2—1—2[)) —2. Na taj nacin se dobija da je 2211;104; <7
ako je

< r; zadovoljen za a? >

Manja vrednost za a? je negativna, tako da je uslov

% (1n K (€(0)+ 1+/(€(0) + 17+20) ) =2 < a? < % (In K (In K +1+£(0))) 2.

(2.105)
Interval u (2.105) postoji na osnovu uslova (2.77). Dakle, na osnovu uslova (2.76)
i (2.77), moze se zakljuciti da o zadovoljava (2.78), pa pod tim uslovima postoji
interval iz (2.79).

Sliénim rasudjivanjem se moze zakljuciti da interval (2.83) iz (iii), odnosno (iv)
ove teoreme postoji pod uslovima (2.80), (2.81) i (2.82), odnosno (2.84)-(2.86),
respektivno. Ako vaze uslovi (2.87), (2.88) i (2.89), tada postoji interval (2.90) iz
dela (v) ove teoreme.

(vi) Pod uslovom (2.91) r ne zadovoljava uslove (2.79) i (2.83). Sa druge strane
uslov (2.89) obezbedjuje postojanje intervala iz (2.93), $to se moze proveriti sli¢no
kao u delu (ii).

(vii) Na kraju, ako vazi uslov (2.94), diskriminanta kvadratne nejednacine (2.101)
je negativna, pa ova nejednacina vazi za svako r, Sto znaci da je i u ovom slucaju
logaritamska funkcija dobro definisana.

U svakom od navedenih slucajeva se, na isti nacin kao i u dokazu nejednakosti
(2.99), moze zakljuciti da vazi (2.100), pa sledi tvrdjenje teoreme.

Slede¢om teoremom su dati uslovi pod kojima je populacija tumorskih celija
perzistentna u srednjem.
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Teorema 2.4.5 Ako parametri modela (2.64) i pocetni uslov (2.65) zadovoljavaju
uslove Teoreme 2.4.4, populacija x(t) je perzistentna u srednjem.

Dokaz. Primenom formule Itéa na Inz(t) i nejednakosti Inz < z—1,2 > 0 se
dobija
02

dInz(t) = {r (InK —Inz(t—7)) — 5

} dt + adw(t)
o?
> {r(an +1) —ra(t—7) — 7] dt + adw(t).

Slicno dokazu prethodne teoreme, eliminacijom clana sa kasnjenjem, dobija se

t

Inz(t) —lnxz(0) > Ct — 7"/ z(s)ds + aw(t),

0
gdejeC=r(InK+1)— 0‘72 > 0 konstanta definisana u dokazu Teoreme 2.4.4. Tada
je

Inz(t) — Inx(0)
t

t
ZC—C/ x(s)ds%—aw.
tJ, t

Kada t — oo, na osnovu strogog zakona velikih brojeva je lim;_, @ = 0, pa sledi

1 [ C In z(t
lim = [ z(s)ds > — — lim n( )
t—oo t 0 r t—o0 t

Teoremom 2.4.4 je dokazano da lim;_. @ = 0, tako da je

1/t C
lim — [ x(s)ds > P 0,

t*)OOt 0

¢ime je teorema dokazana.

Primeri i napomene

Da bi se ilustrovali teorijski rezultati o stabilnosti modela (2.64) razmatraju se
primeri koji se odnose na Ehrlich Ascites tumorske ¢elije (EAT). U svom radu
Schuster i Schuster [90] su opisali razvoj EAT-a kod miseva. Naime, u poslednje
dve-tri decenije sve vise se razvijaju tehnike za suzbijanje tumora koje se baziraju
na terapijama kojima se podvrgavaju zivotinje, na taj nacin Sto im se u organizam
ubacuju ”eksperimentalni” tumori. Jedan od najces¢e koris¢enih tumora u ove
svrhe je upravo EAT. Ova vrsta tumorskih ¢elija se najpre pojavila kao rak dojke
kod zenki miSeva, a zatim su je Ehrlich i Apolant koristili u eksperimentalne svrhe
tako Sto su presadjivali tumorske ¢elije od jedne Zenke miSa na drugu. Godine 1932.
Loewenthal i Jahn su izolovali tecni oblik ove vrste tumora u trbusnoj maramici
miseva i dali mu ime Ehrlich Ascites tumor zbog toga Sto su tumorske éelije bile u
nakupljenoj tecnosti trbusne supljine (ascites).
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Primer 2.4.1 Parametri modela (2.64), koji opisuje rast tumorskih ¢elija EAT-a,
su ocenjeni u radu [8], a ovde ¢e biti koriséene vrednosti sa najmanjom greskom pri
ocenjivanju. Neka su maksimalan broj tumorskih ¢elija K, vreme koje je potrebno
tumorskim celijama da bi reagovale na promene u okruzenju 7 i pocetan broj tu-
morskih ¢elija xy dati na sledeéi nac¢in:

K =97.9509 x 107, 7 = 3.1603 dana, (2.106)
zo = {10e70%%, —3.1603 < 6 < 0}.

Ako se pretpostavi da je intenzitet suma sredine a? = 0.05, kada bi se prilikom
eksperimenta misevi podvrgli terapiji doslo bi do smanjenja broja tumorskih celija,
Sto prakticno znaci da bi stopa rasta tumorskih celija r bila negativna i vrlo bliska
nuli. Ako se za paramertre (2.106) provere uslovi Teorema 2.4.1, odnosno 2.4.2
i uslov (2.69) Teoreme 2.4.3, dobija se da r moze biti iz intervala —0.0121841 <
r < —0.00120758. Neka je r = —0.005/dan. Kako su zadovoljeni uslovi Teoreme
2.4.1, 2.4.2, trivijalni ekvilibrijum E, = 0 je stabilan u verovatnoc¢i. Ovako iz-
abrani parametri takodje zadovoljavaju i uslov (2.69) Teoreme 2.4.3, pa dolazi do
istrebljenja tumorskih ¢elija (Slika 2.12).
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Slika 2.12: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (2.61) i (2.64) sa
parametrima (2.106), r = —0.005 i a?=0.05.

Primer 2.4.2 Sa druge strane, ako su maksimalan broj tumorskih ¢elija K, vreme
koje je potrebno tumorskim ¢elijama da bi reagovale na promene u okruzenju 7 i
pocetan broj tumorskih celija z isti kao u (2.106), u zavisnosti od suma sredine
mogu se odrediti vrednosti stope rasta tumorskih ¢elija r, za koje ¢e populacija
tumorskih ¢elija biti perzistentna u srednjem.

Ako je o® = 0.01 i r = 0.002 zadovoljeni su uslovi (2.74) i (2.75) iz dela (i)
Teoreme 2.4.4, odnosno uslovi Teoreme 2.4.5, tako da je populacija tumorskih ¢elija
perzistentna u srednjem $to se moze videti na Slici 2.13 (levo).

Ukoliko je intenzitet Suma sredine jako veliki a? = 0.45 i ako se izabere r = 0.045,
zadovoljeni su uslovi (2.94) i (2.95) iz dela (v) Teoreme 2.4.4, odnosno uslovi Teo-
reme 2.4.5. Slika 2.13 (desno) pokazuje da je i u ovom slucaju populacija tumorskih
¢elija perzistentna u srednjem.

Napomena 2.4.1 Ovde treba naglasiti da su uslovi Teorema 2.4.1-2.4.5 dovoljni
uslovi i da moze da dodje do istrebljenja populacije tumorskih éelija EAT-a cak
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Slika 2.13: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (2.61) i (2.64) sa
parametrima (2.106) i 7 = 0.002 i o®=0.01 (levo), odnosno r = 0.045 i o* =0.45
(desno).

i kada nisu zadovoljeni uslovi Teorema 2.4.1-2.4.3, kao Sto moze da se desi da je
populacija EAT-a perzistentna i pod Sirim uslovima u odnosu na uslove Teoreme
2.4.4, odnosno 2.4.5. Na primer, neka je intenzitet suma o? = 0.05 i » = 0.01.
Ovako izabrani parametri zajedno sa parametrima (2.106) ne zadovoljavaju uslov
(2.74) iz dela (i) Teoreme 2.4.4, uslove (2.76) iz dela (ii), (2.81) iz dela (iii), (2.84)
iz (iv), (2.88) iz delova (v) i (vi), kao ni uslov (2.94) iz dela (vii). Dakle, za ovakav
izbor parametara nije zadovoljen ni jedan od uslova Teoreme 2.4.4, odnosno Teo-
reme 2.4.5, dok Slika 2.14 pokazuje da je populacija tumorskih Celija perzistentna
u srednjem.
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Slika 2.14: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (2.61) i (2.64) sa
parametrima (2.106), » = 0.01 i o®*=0.05.

2.4.3 Stohasticki model sa kasnjenjem
i Markovskim prelazima

Do sada je Gaussov beli Sum bio jedini tip uticaja sredine na ponasanje stohastickog
Gompertzovog modela. U ovom delu disertacije se ide korak dalje i uzima se u raz-
matranje jos jedan tip uticaja sredine. To je obojeni ili telegrafski Sum. Obojeni Sum
se opisuje kao slucajni prelazak sistema iz jednog rezima sredine u drugi pod uti-
cajem slucajnih faktora iz okruzenja. Tako se, na primer, ishrana veé¢ine populacija
razlikuje u kisnim i susnim periodima godine, stope reprodukcije i smrtnosti vec¢ine
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biljnih i zivotinjskih populacija zavise od godisnjeg doba. U slucaju Gompertzovog
modela kao modela koji opisuje rast tumorskih ¢elija, proces rasta tumorskih celija
zavisi od toga da li bolesna osoba uzima terapiju ili ne.

Prelasci sistema iz jednog rezima u drugi su bez memorije, a vreme provedeno
u jednom rezimu do prelaska u slede¢i ima eksponencijalnu raspodelu. Zbog toga
se prelazak iz jednog rezima u drugi opisuje pomocu lanca Markova sa konac¢nim
brojem stanja. Ako se pretpostavi da sistem (2.64) ima n rezima, tada je

de(t) =r(Dz(t) (In K(1) —Inz(t — 7)) dt + a(1)z(t)dw(t),
sve dok je sistem u rezimu 1. Sa prelaskom u rezim 2, jednacina (2.64) postaje
dx(t) =r(2)z(t) (In K(2) — Inz(t — 7)) dt + a(2)z(t)dw(t),

itd. Dakle, u rezimu i je

dz(t) =r(@)x(t) (In K () — Inz(t — 7)) dt + a(i)z(t)dw(t), (2.107)

zal <i<n.
Prelasci iz jednog rezima u drugi uslovljeni su lancem Markova ¢(t) koji je de-
finisan na S = {1,2,...,n} sa generatorom I' koji je definisan izrazom (1.16) u

Poglavlju 1.8.
Dakle, stohasticki Gompertzov model (2.64) sa Markovskim prelazima se opisuje
sledeé¢im stohastickim modelom

dx(t)=r(q(t))z(t)(In K(q(t))—Inz(t — 7)) dt+a(q(t))x(t)dw(t), (2.108)
sa pocetnim uslovom
xog={£(0), -1 <0 <0} eC, q(0)=r1p. (2.109)

Sistem (2.108) funkcioniSe na slede¢i nacin: ako je ¢(0) = iy, sistem zadovoljava
jednacinu (2.107) za i = ig, sve do trenutka 7, kada lanac Markova prelazi iz stanja
ip u i;. Tada se sistem ponasa kao jednacina (2.107) za i = 4; do trenutka 75 kada
lanac Markova prelazi iz stanja i; u stanje iy, itd. Sistem Ce nastaviti da menja
rezime sve dok lanac Markova prelazi iz jednog stanja u drugo. Stoga se sistem
(2.108) moze posmatrati kao sistem jednacina (2.107) koje se smenjuju izmedju
sebe u skladu sa rezimima lanca Markova.

Za lanac Markova ¢(t) pretpostavlja da je ergodican.

Definicija 2.4.1 ([29]) Lanac Markova je ergodican lanac ako je verovatnoéa pre-
laza iz svakog stanja u svako drugo stanje pozitivna (ne obavezno u jednom koraku).

Pored uvedenih pretpostavki, za lanac Markova ¢(t) se pretpostavlja i da je
ireducibilan. Pojam ireducibilnosti se u literatuti najcesée poistovecuje sa poj-
mom ergodi¢nosti (videti [29]). To znaci da se za svako 7,7 €S mogu naéi brojevi
01,12, ..., €S takvi da je ¢i i, iy 4y - - - €y,,; > 0. Algebarska interpretacija ireducibil-
nosti podrazumeva da je rang(I') = n — 1. Pod ovim uslovima lanac Markova ima
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jedinstvenu stacionarnu raspodelu 7 = (7,79, ..., m,). Ova raspodela se odredjuje
iz linearne jednacine

' =0,
pri ¢emu je

Y w(i)=1, i w(i)>0, zasvakoics§.
U nastavku ovog poglavlja se dokazuju osnovne osobine modela (2.108).

Egzistencija i jedinstvenost pozitivnog resenja

Da bi se pokazalo da jednacina (2.108) ima jedinstveno globalno pozitivno resenje
i u ovom delu de primenjuje slicna metodologija kao pri dokazivanju egzistencije
i jedinstvenosti globalnog pozitivnog resenja jednacine (2.64) u Poglavlju 2.4.2.
Naime, smenom y = Inz, pomoc¢u formule Itoa se dolazi do stohasticke diferen-
cijalne jednacine

dy(t) = |r(i) In K(i)—y(t—7))— a 2(Z> dt + a(i)dw(t), (2.110)

sa pocetnim uslovom
Yo =Inzo = {¢(0), -7 <O <0} €C, q(0) =1p. (2.111)

Koeficijenti jednacine (2.110) kao i koeficijenti jednacine (2.66) zadovoljavaju lokalni
Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, za svako ¢ € S, $to znaci da za bilo koji
pocetni uslov (2.111), postoji jedinstveno globalno resenje y(t). Kako je y = Inz,
to jednacina (2.108) ima jedinstveno globalno pozitivno resenje.

Stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma i istrebljenje

Da bi se razmatrala stabilnost u verovatnodi trivijalnog ekvilibrijuma Ey = 0 jed-
nacine (2.108), najpre treba tu jednacinu linearizovati. Na taj nac¢in se dobija

dz(t) = r(q(t)) In K(q(t))z(t)dt + a(q(t))z(t)dw(t). (2.112)
Da bi se uprostili zapisi u nastavku ovog poglavlja, neka je

f= Jin f(i), f= max f(i).

Sledec¢a teorema daje dovoljne uslove asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti
trivijalnog resenja jednacine (2.112).

Teorema 2.4.6 Neka za bilo koji pocetni uslov (2.109), parametri modela (2.108)

zadovoljavaju uslov 7 < —2312[(. Tada je trivijalno resenje jednacine (2.112) asimp-

totski srednje-kvadratno stabilno.




96 Glava 2 Stohasticki populacioni modeli

Dokaz. U dokazu ove teoreme se krece od iste funkcije Lyapunova kao i u dokazu
Teoreme 2.4.1, tj. od funkcije V = #2. S obzirom na ¢injenicu da V ne zavisi od
stanja u kome se nalazi lanac Markova (videti [71]), ovde je

LV (2(t)) = 27“( () In K (q(t))2*() + o*(a(t))2*(1)
— (—2fln K — &%) & ().

Uslov 7 < — 1, obezbedjuje pozitivnost izraza u zagradi u prethodnoj jednakosti,
tako da je, na osnovu Teoreme 1.8.2; trivijalno resenje jednacine (2.112) asimptotski
srednje-kvadratno stabilno. <

Teorema 2.4.7 Neka vaze uslovi Teoreme 2.4.6. Tada je trivijalno resenje jedna-
¢ine (2.108) stabilno u verovatnodi.

Dokaz. Neka je funkcija Lyapunova definisana sa V' = x2. Ako se primeni operator
L na jednacinu (2.108), dobija se

LV (x(t), 2(t—7))=2r(q(t)) In K (q(t))2* (t) = 2r(q(t))2* (t) In 2 (t—7) +*(q(t))2*(t)-

Primenom nejednakosti Inz < z—1, z > 0 i elementarne nejednakosti (1.18),
prethodna jednacina postaje

LV (x(t),z(t—7))
= 2r(q(t)) In K (q(£))2*(t) = 2r(q(t))2* (1) (t—7)+2r(g(£))2* (1) +0(¢())2*(2)
< 2r( (t)) In K (q(t))a”(t) —2r (q(t) )ea® () +a*(q(t))2" (¢)
— [-27In K —&%+27¢] 2°(¢).

Kako vaze uslovi Teoreme 2.4.6, za dovoljno mali pozitivan broj €, vrednost izraza
u zagradi u poslednjoj nejednakosti je pozitivna, ¢ime je pokazana stabilnost u
verovatnodi trivijalnog resenja jednacine (2.108). <

Kao i u sluéaju modela bez Markovskih prelaza (2.64), i ovde se moze zakljuciti
da uslovi Teoreme 2.4.6, odnosno Teoreme 2.4.7, vaze nezavisno od duzine vre-
menskog intervala 7. Sledeéi korak je da se odrede uslovi pod kojima dolazi do
istrebljenja populacije z(t) iz modela (2.108).

Teorema 2.4.8 Neka za parametre modela (2.108) i pocetni uslov (2.109) vazi

~( K +1—£(0)—/(n K+1-£(0))2 + 621
i

gde je I definisano u (2.70). Tada dolazi do istrebljenja populacije eksponencijalno
sa verovatnocom jedan.

<7 <7<, (2.113)

Dokaz. Primenom nejednakosti Inz < x—1, z > 0 i elementarne nejednakosti
(1.18), uz uslov 7 < 0, jednacina (2.108) se transformise u

d2(t) < [r(a(0)e(t) (n K (g(6)) + 1) = rlg(e))e(6)e(t-7)] i + ala(e))e(t) du(®
< [rta®)e(0) in Ka(0) + 1) - "L g2 - T

5L (t) — 5T (t—7)| dt
+ a(q(t))z(t) dw(t).
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Kako je dz(t) < d [x(t) -1 r(q(t))x2(s)ds] <d [m(t) - x2(s)ds}, moze se

2 Jt 2 Jt
zakljuciti da je

Stohasticka diferencijalna jednacina
dX(t) = [r(g(t)X(t) (In K (q(t)) + 1) — 7X*(t)] dt + a(q(t)) X (t) dw(t),

Xo=€O) =31 qf0) =i,

je efektivno resiva, a njeno resenje je oblika

-1

t
X (£) = els Alals)ast [ ada(s)au(s) lXL L / i Ala(w)dv+ [ ola@)du(w) gg|

gde je A(q(t)) = r(q(t))(n K(q(t)) + 1) — 4O Neka je A= 31, 7(i)A(i). Kao
i u dokazu Teoreme 2.4.3, ocenjuje se 1/X (¢ )

L 1 —fg (q(s) ds+f0 a(q(s))dw(s)

+ Fem fo q(s)) d8+f0 s))dw( s)/ efo (q(v))dv— [ a(q(v) )dw(v)ds
0

1

> e~ Lim T A@Haw(t) _ o= 3y m(D)A(@)+aw(t) —a mingcu<e w(u)(l _ eAt)
Xo
> L Atvau() _ ie—At+d(w(t)—min0§u§tw(u))
Xo
> e~ Atta(w(t)—ming<u<s w(w)) [i — i] )
Xo A

Na osnovu prethodne nejednakosti je

0<u<t Xo
odnosno
- ) 1 7
In X(1) < At — alw(t) ~ miv w(w)) - In [E - Z}

Ovde treba primetiti da je na osnovu uslova (2.113) logaritamska funkcija na desnoj
strani prethodne nejednakosti dobro definisana. Zaista, kako je Xy pozitivno, a 7 i
A su negativne konstante, na osnovu uslova (2.113) vazi da je A—7Xy < 0. Kako
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je Inz(t) < In X(t), iz prethodne nejednakosti i na osnovu strogog zakona velikih

brojeva po kome je limy_ oo 22 = 0, i lim;_ o mo5+§tw(“)

: = 0, dobija se da je

Kako je na osnovu uslova (2.113) A = Y0 w(i)A(i) = >0, w(i)r(i))(In K (i) +1) —
@ <F(InK +1) — %2 < 0, teorema je dokazana. <

Perzistentnost

U ovom delu disertacije su navedene teoreme koje daju uslove pod kojima je po-
pulacija iz modela (2.108) perzistentna u srednjem. S obzirom na ¢injenicu da se
dokazi ovih teorema dobijaju pracenjem procedure iz dokaza Teoreme 2.4.4, odnosno
Teoreme 2.4.5 i Teoreme 2.4.8, teoreme su navedene bez dokaza.

Teorema 2.4.9 Neka parametri modela (2.108) i pocetni uslov (2.109) zadovolja-
vaju bilo koji od uslova:

(1)
@2<§ﬂ®0nk+1%
L <f§f<min{2+éi2,m};
2(In K + 1) 2ln kK~ 1
(i)
£(0) <InK —1,
PSS
maX{%g(O)(an—i— 1,2 (n K (E0)+1+E0) + 1)2+2”>_2}
<da?< %(hlf(—i— 1+£(0))?,
a2 5 . 2+ a2
— <7 <T< oug
2(In K + 1) 2ln K
(iii)
(o) < MEME L)

InK +2
I < (In K+1)(In K —£(0))—£(0),
éé”(())(lnf(jL 1) < &* < min {%

7 (In K + 1+ £(0))%,

;(m¢%@«»+1+vagm)+1y+zn)—a,§(m¢%@«»+r+mzb)—2},

<F<F < (2.114)
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(iv)
(V2-1)InK—1 < £(0) < In K,

. {07 In® K—(§(0)+1)2

} < I <min{InK(£(0)+1),2(In K+1)(In K —£(0))}

max {%5(0)(1111% +1), % (n K (6(0) +14+1n K)) —2} <&

(InK +1+ 5(0))2} ,

<min {2 (i K(€(0)+1+/EO) T P20 -2,

i uslov (2.114);

(v)
€0)<InK +1,
25 2
[>max{07ln K (5(0)+1) }
4 . 2 .
max {75(0)(111}( +1),7 (an(£(0)+1+\/(§(0) ¥ 1)2+2I)) —2}
1 .
<a’< 7(1HK+1+5(0>)2> (2.115)
x2 2 x2
S <i<i<rn\[n<i<i< o
2(In K +1) 2In K
(vi)
£00)>InK +1,
uslov (2.115),
i T
maxq ————,Top <7 <7 < —
2(In K + 1) 2In K
(vii)
1 .
a? > 7(1nK+ 1+ £(0))?,
a2 . 24a8
— <7< < —,
2(In K + 1) 2In K

gde je I definisano u (2.70), dok je

K +1+£0)F/(InK +1+€(0) a1
- .

o=

Tada je
|
lim M = S.1.
t—oo t

Teorema 2.4.10 Ako pocetni uslov (2.109) i parametri modela (2.108) zadovolja-
vaju uslove Teoreme 2.4.9, populacija je perzistentna u srednjem.
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Stohasticki epidemioloski modeli

Nastanak i Sirenje razlicitih bolesti je tema koja se ve¢ godinama proucava u litera-
turi. Mnoge studije su posve¢ene modelima kojima bi se tok odredjene bolesti naj-
realnije opisao, jer bi tada mogle da se predvide dalje faze Sirenja bolesti. Moguénost
predvidjanja bolesti je jako znacajna jer bi omoguéila naucnicima da izoluju odre-
djenu bolest i povec¢aju stopu unistenja te bolesti. Modeliranje se koristi da bi se
ispitali mehanizmi kojima se bolest siri, da bi se predvideo dalji tok razvoja bolesti
i da bi se razvile strategije za kontrolu bolesti.

Zacetnikom matematickog modeliranja Sirenja bolesti se smatra dansko-Svaj-
carski fizicar Daniel Bernoulli, koji je 1766. godine matematickim modelom opisao
sirenje malih boginja. Ubrzo zatim su i drugi fizicari poceli da se bave matematickim
modelima u epidemiologiji. Pre svih, izdvajaju se A. G. McKendrick i W. O. Ker-
mack [50], koji su izlozili jednostavan deterministicki model kojim se uspesno opi-
sivalo ponasanje vecine registrovanih epidemijskih bolesti. U svom radu, autori su
populaciju osoba koje su izlozene nekoj bolesti podelili u tri podklase: podlozni
bolesti (susceptible), zarazeni (infected) i oporavljeni (recovered). Ovakav tip epi-
demioloskih modela se naziva SIR model. Osnovna pretpostavka kod ovog tipa
epidemioloskih modela je da oporavljene jedinke sticu trajni imunitet na bolest.
Sa druge strane, ako oporavljene jedinke ne sticu trajni imunitet na bolest, posle
oporavka one opet pripadaju klasi podloznih jedinki, pa se dobija SIS epidemiolo-
ski model. Kombinacija ova dva tipa epidemioloskih modela je SIRS model, kod
koga oporavljene jedinke mogu da steknu trajni imunitet na bolest i ostanu u klasi
oporavljenih, ali isto tako mogu i da predju u klasu podloznih jedinki. Ako se u
podelu populacije ukljuce i jedinke koje su izlozene bolesti (exposed) dobijaju se
odgovarajuc¢i SEIR i SEIS modeli. Postoji izvestan broj bolesti kod kojih se jedinke
radjaju sa urodjenim pasivnim imunitetom na njih, a koji su nasledile od majke.
Za takve bolesti dobijaju se odgovaraju¢i MSIR, MSEIR i MSEIS modeli. Veé¢ina
ovih modela je razmatrana u deterministickom sluc¢aju. Deterministicki modeli se
najcesce koriste kada se razmatraju velike populacije.

S obzirom na ¢injenicu da parametri epidemioloskih modela mogu da variraju
tokom vremena na slucajan nacin, a zbog izlozenosti ovih modela velikom broju
nepredvidivih faktora iz okruzenja, stohasticki epidemioloski modeli daju realniju
sliku stvarnosti. Posebno su od velikog znacaja u slucajevima kada se radi sa malim
populacijama jer su kod njih varijacije parametara modela izrazenije. Zbog toga se
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u ovom delu disertacije razmatraju upravo stohasticki epidemioloski modeli.

U Poglavlju 3.1 se razmatra stabilnost endemskog ekvilibrijuma stohastickih
modela za Sirenje direktno prenosivih bolesti bez i sa kasnjenjem, pri ¢emu oba
modela pripadaju klasi SIR modela. Poglavlje 3.2 je posveceno stabilnosti endem-
skog ekvilibrijuma stohastickog modela sa kasnjenjem koji opisuje Sirenje malarije.
Ovaj model spada u klasu SIS modela. Rezultati predstavljeni u ovoj glavi su
originalni nau¢ni rezultati koji su objavljeni u radovima [44] i [58].

3.1 Stohasticki model Sirenja
direktno prenosivih bolesti

Prenosive bolesti su bolesti koje izazivaju zarazeni mikrobi. Njih do podloznih ljudi
prenose insekti tako $to im sisaju krv. Obi¢no su prenosioci bolesti beski¢menjaci,
najces¢e insekti, a redje to mogu biti i kicmenjaci, kao lisice, rakuni, pacovi, koji
ljudima prenose bolest. Ipak, najznacajniji prenosioci bolesti su komarci i krpelji.

Najveci broj prenosivih bolesti opstaje u prirodi tako sto koristi zivotinje kao
domacine. Medjutim, postoje i bolesti, kao Sto je malarija, ¢iji su domacini ljudi.
Prenosive bolesti su najrasprostranjenije u tropskim i subtropskim podruc¢jima, a
redje se javljaju u umerenim klimatskim zonama. Ipak, klimatske promene su
doprinele ¢injenici da se neke prenosive bolesti, kao Sto su malarija i zZuta groznica,
sve ceSce javljaju i u umerenim zonama. Postoje razli¢iti nacini za ispoljavanje
prenosivih bolesti. Parazitske i bakterioloske bolesti, kao Sto je malarija, se javljaju
sa visokom ucestaloséu, ali ne izazivaju epidemije velikih razmera. Jedini izuzetak
je kuga. Sa druge strane, mnoga virusna oboljenja, kao Sto su zuta groznica i denga,
izazivaju vecCe epidemije.

3.1.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Prenosive bolesti, posebno malarija, su proucavane od strane velikog broja mate-
maticara. Najzastupljeniji su radovi u kojima se Sirenje bolesti opisuje deterministi-
¢kim modelima, kao $to su radovi [13, 87, 88,99, 101]. Ipak, kao $to je ve¢ pomenuto,
u slucajevima kada se radi sa malim populacijama, realnije rezultate daju stohasticki
modeli. U svom radu E. Tornatore, S. M. Bucellato i P. Vetro [98] su razmatrali
stabilnost ekvilibrijuma u kome nema bolesti za stohasticki SIR, a Q. Lu [67] za SIRS
epidemioloski model. Sa druge strane, J. Yu, D. Jiang i N. Shi [110] su ispitivali
stabilnost endemskog ekvilibrijuma SIR modela. E. Beretta, V. Kolmanovskii i
L. Shaikhet [7] su u SIR model uveli i kasnjenje i odredili uslove za parametre
modela pod kojima je resenje takvog stohastickog modela stabilno u verovatnodi.
Medjutim, u svim ovim radovima se razmatra samo populacija domacina bolesti, a
ne i interakcija izmedju domacina i prenosioca.

Da bi se doslo do stohastickog modela koji razmatra interakciju domacina i
prenosioca bolesti, ovde ¢e najpre ukratko biti izlozen deterministicki model koji su
formulisali H. M. Wei, X. Z. Li i M. Martcheva [101].

U ovom modelu ukupna populacija domaéina u trenutku ¢ je N;(¢) i podeljena
je na podklase jedinki koje su podlozne bolesti S(t), zarazene I(t), i oporavljene
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R(t). Osnovne pretpostavke modela su da u populaciji domaéina ne dolazi do
vertikalnog prenosenja bolesti, tj. da su sve novorodjene jedinke podlozne bolesti,
i da sve oporavljene jedinke sticu trajni imunitet na bolest. Dakle, radi se o SIR
epidemioloskom modelu. Ukupna populacija prenosica u trenutku ¢ oznacena sa
Ny (t), je podeljena na jedinke koje nose bolest V' (), i one koje su podlozne bolesti
M (t). Kao i kod populacije domacina, i kod populacije prenosioca se smatra da
ne dolazi do vertikalnog prenoSenja bolesti. Ipak, za razliku od domacina, jedinke
prenosioca koje se zaraze boleséu ne mogu se oporaviti, tj. nose bolest do kraja
zivota.
Dinamika obe populacije (i domacina i prenosioca) je data sistemom

%(ﬁt) = by — MSEI(E) — MSEV () — mS(H),

%(:) = MS(OI() + XSOV(E) = (v + u) (1), (3.1)
C”;i“ — I(t) — mR(D),

dﬂgt(t) = by — Mg M (I (t) — paM(2),

dvd_it) C M) — iV (D)

sa pocetnim uslovom S(0) = Sy, I(0) = Iy, R(0) = Ry, M(0) = My i V(0) =
Vo. Parametri modela (3.1) su opisani na sledeé¢i nacin:

A1 - stopa direktnog prenosa,

Ay - stopa po kojoj se domacin zarazi nakon uboda zarazenog prenosioca,
A3 - stopa po kojoj se prenosioc zarazi nakon uboda zarazenog domacina,
(41 - stopa smrtnosti domacina,

Lo - stopa smrtnosti prenosioca,

b1 - stopa radjanja domacina,

by - stopa radjanja prenosioca,

v - stopa oporavka domacina po glavi stanovnika,

gdesuy>0,0; >0, >0,zat=1,2i\; >0,zaj=1,23. Kako A\ predstavlja
stopu direktnog prenosa bolesti, moze se zakljuciti da je ovakav nacin pojave infek-
cije predstavljen izrazom A\ S(t)I(t). Takodje, izraz A\2S(t)V (t) predstavlja pojavu
bolesti u populaciji domacina, s obzirom da je Ay stopa po kojoj se domacin zarazi
nakon uboda zarazenog prenosioca. Slicno, kako A3 predstavlja stopu po kojoj se
prenosioc zarazi nakon uboda zarazenog domadcina, izraz A\3M(t)I(t) predstavlja
pojavu infekcije u populaciji prenosioca.

Jasno je da je Ny(t) = S(t) + I(t) + R(t). Sabiranjem prve tri jednacine iz
(3.1) dobija se diferencijalna jednacina Nj(t) = by — u3N1(t). Na slican nacin,
Ny(t) = M(t) + V(t), gde je Nao(t) resenje diferencijalne jednacine Nj(t) = by —
2 No(t) dobijene sabiranjem cetvrte i pete jednacine sistema (3.1). S obzirom da
je limy_.o Ny(t) = ,Tll i limg o No(t) = 22, bez gubljenja opstosti, Wei i ostali [101]
su pretpostavﬂl da su ukupne populacue domacina i prenosioca konstantne, tJ
Ni(t) = —11 i No(t) = %, za svako t > 0, pod uslovom da je Sy + Iy + Ry = M—l i



104 Glava 3 Stohasticki epidemioloski modeli

My+ Vo = % Tada, kako je

R(t) = Z— — S0+ 1), M) = 2=V,

sistem (3.1) se svodi na sistem

%%Q:m_Aﬁ@uw—MS@Vw—uﬁﬁL
T \S@I10) + XSOV ~ (34 m)I0) (3.2)
vy . (b

sa pocetnim uslovom S(0) =Sy, 1(0) =1, i V(0)=Vp. Kako resenja sistema (3.2)
predstavljaju broj jedinki populacije, ona treba na budu nenegativna. Sta viSe,
reSenja ovog sistema treba da se nalaze u oblasti

b b
r:{@JﬂqER%0§s+1g—%0§V§—?SZQ120}. (3.3)
H1 H2

Za sistem (3.2), kao i za bilo koji epidemioloski sistem uopste, vazna je i veli¢ina
koja se naziva reprodukcioni broj (reproduction number) koji je za razmatrani sistem

dat sa
b A A3 b A
%:i( 2 Msby 1>‘
1 \Y ey pe 2y

Reprodukcioni broj Ry predstavlja ocekivani broj novih slu¢ajeva infekcije medju
domacinima i prenosiocima koje je izazvao jedan zarazeni domacin. Ovaj broj od-
redjuje broj ekvilibrijuma sistema (3.2). Naime, ako je Ry < 1, sistem u oblasti
I’ ima samo ekvilibrijum E, = (%,0,0) u kome nema bolesti. Medjutim, ako je

Ro > 1, pored ekvilibrijuma Ey, sistem (3.2) ima i pozitivni endemski ekvilibrijum
E*=(8,1%,V*), gde je

S*: bl - (7 + ,ul)]* V*: )\3()2]* ’
M1 pra(Asl* =+ piz)
a I predstavlja resenje jednacine
b=t [ w1y,
1 Yt pa(y + ) (Al + pg) ' '

Wei i ostali [101] su pokazali da, ako je Ry < 1, tada je ekvilibrijum Ej, globalno
asimptotski stabilan, tj. bolest izumire; ako je Ry > 1, ekvilibrijum E£* je lokalno
asimptotski stabilan u unutrasnjosti oblasti (3.3).

Rezultati koji su izlozeni u nastavku Poglavlja 3.1 su objavljeni u radu [44].
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3.1.2 Stohasticki model

U ovom delu se u sistem (3.2) uvode stohasticke perturbacije da bi se videlo kako
promene u okruzenju uticu na stabilnost endemskog ekvilibrijuma ovog sistema.
Sistem (3.2) se perturbuje u okolini ekvilibrijuma E£* Gaussovim belim sumom, pri
¢emu je intenzitet perturbacija proporcionalan razlici slucajnih procesa S, I, V i
konstanti S*, I*, V* respektivno. Na taj nacin se dobija stohasticki model za
sirenje direktno prenosivih bolesti oblika

%it) = b1 =M S (t) = A SV () = prS(t) +01(S(t) = S* ) (t),
%ﬁt) = MS@OL(E)+M SOV (1) = (y+p) I (t)+o2(I(1) =T )a(t),  (3.5)
%it) = A3 (%—V( )) I(t)—LLQV(t)+O'3(V(t)_V*)w3<t>’

sa pocetnim uslovom S(0) =Sy, 1(0)=1y1 V(0)=Vj, dok w(t) = (wy(t), wa(t), ws(t))
predstavlja trodimenzionalno standardno Brownovo kretanje definisano na prostoru
verovatnoca (Q, F,{F; }i>0, P) sa filtracijom {F;};>0, koja zadovoljava uobicajene
uslove, dok su o1, 09 i 03 realne konstante.

Pretpostavlja se da je Rg > 1, da bi se obezbedilo postojanje endemskog ekvi-
librijuma E*. Za proucavanje stabilnosti trivijalnog resenja razmatranog sistema
(3.5), neophodno ga je centrirati oko ekvilibrijuma E*. U tom smislu se uvode nove
promenljive, t =S —S*, y=1—1"1 2=V — V* i dobija se sistem

de(t) = [~ (M + AV ) 2(8) — AS™y(t) — AaS” =(2)

CAz()y () —Aox(t)2()] di+ o () dun (), (3.6)
dy(t) =[(AM L+ 2V )z(t) = (v+p — A1)y () +A2572(t)

Tz (t)y(t)+ Az (t)z(1)] dt+o2y(t)dwa(t),

bz *
dz(t){Ag (E‘V) y(1) = " + 2)=(t)~Aay(0)2(1) | di

+ o3z (t)dws(t),

sa pocetnim uslovom z(0) = o, y(0) = yo i 2(0) = 2o. Proucavanje stabilnosti
endemskog ekvilibrijuma FE* sistema (3.5) je ekvivalentno proucavanju stabilnosti
trivijalnog resenja sistema (3.6).

Kao sto je ve¢ pomenuto u Poglavlju 1.4, mnogi problemi koji se ticu stabilnosti
ekvilibrijuma nelinearnih sistema se svode na razmatranje stabilnosti ekvilibriju-
ma odgovarajucih linearnizovanih sistema. Linearizacijom sistema (3.6) dobija se
sistem

dz(t) =[— (A AV 1) Z(t) = AS™g(t) — A S™Z(t)] dt+ 012 (t)dw (t),
dy(t) =[(MI"+AVF)E(t) = (v+pa =M S7)g(t )+A25* ()] dt+o2y(t)dws(t),

U nastavku se metodom funkcija Lyapunova dobijaju dovoljni uslovi stohasticke
asimptotske stabilnosti trivijalnog resenja linearizovanog sistema (3.7).
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Teorema 3.1.1 Neka je Ry > 1 i neka parametri sistema (3.6) zadovoljavaju uslov
A S™ < . (3.8)

Za proizvoljan broj ¢ za koji vazi da je
max{cy, ¢, } < ¢ < min{cy, ¢}, (3.9)

neka parametri o1, oo 1 03 zadovoljavaju uslove

27(v+2
0< 02 <2 +— 10+ 2m) e, (3.10)
2m—+ g I* +/L1—M2—W
o
0<o2<—  [1- s (3.11)
Y2+ M Ay [+ — S22
0 < 03 < 2N\l +pg) — X S, (3.12)
gde je
M=oty —MS* JEMIHFNVY, A= (=) (Y+200) + 5 (),
2 (1 — 2(\gI*
AQS*(m—F)\g[*—Mg) )\QS*
m+)\3]*:|: \/(m+)\3]*— 2[1,2)2+4)\3]*[1,2
Cl2= NS .

Tada je trivijalno resenje sistema (3.7) stohasticki asimptotski stabilno.

Dokaz. S obzirom na slozenost sistema (3.7) u ovom dokazu se ne moze primeniti
neka standardna funkcija Lyapunova, nego se razmatra funkcija U(x) oblika

U(x) = aZ* +bi* + 2 +cjz+d(i+7)%,

pri ¢emu je x = (7,7, 2)T trodimenzionalni vektor, a a, b, ¢, d su nenegativne kon-
stante koje Ce biti izabrane kasnije. Primenom operatora L na U(x), dobija se
LU =2 [(a+d)x(t)+d - y(t)]
X [— (M TNV )z (t) = A .S™y(t) — A S*2(t) — Mz () y(t)— Ao (t) 2(t)]
+2 [d 2 () + (b+d)y(t) + gz(t)
X [T H XV )2 () 4+ (A S =y —pa)y () + 22572 (8) + Mz (8)y (EHdow (£) 2(2)]

#2 (20020 o Z-v) w0~ Our+)st0- Ay 00
+(a+d)o? 22(t)+(b+d)os y* (1) + o3 22(t).
Iz jednacine (3.4) se jednostavnim izvodjenjem moze dobiti da je A3 <%—V*> =

pa(h—p2)

5 - Dalje je

LU =[—2a(j +p1) —2dp +(a+d) o) 7% (t)
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)\QS*
+[=2(As "+ pig) +cAg S* 02 22 (1) +2[ — aX S*+ by — d(y+2p1)|E() G (1)
)

+[—2aXS* )2 () E(t) + 2b>\28*+2M c(m—l—)\g,[*)}gj(t A(t).

—2b(1 — p1g) —2d(y+p1) +c MJr(ber)ag] 72 (t)

A2 S*

Da bi se anulirale vrednosti u zagradama koje stoje uz xy, £z i yz, konstante a, b i
d se biraju na slede¢i nacin:

~

j C)\QS*(T?Z—F)@I*)—?,UQ(T?L—M”
- b= 3.14
¢ 02)\25*’ 2(A25%)2 ) (3.14)
1 31N (it AT = A ) = 2p 11— )]
2(A2S*)2(v+2q11) '
Uslovi (3.8) 1 (3.9), tj. ¢ > c. > 2y (tta) , obezbedjuju pozitivnost konstanti

X2 S* (AAg T — A 53
a, bid. Jednostavnom proverom se takodje do

znaci da je m > uo. Stoga,

bija da je v+ pu; — A5 > 0, sto

U< (3.15)
= [N SH( 20+ Ag Tty —pz)— 2412 (1h—p12) ] (2411~ 2 200 S5 (142411 ) (1)
2(X08%)?(v+2411)
20[cAaS (1 + A3 I pig) 212 (17— #2)]—(7+2M1+}) [AaS 1+ Agl )2y (11— 12 )03,
2(A28*)2(v+2111) 7o)

[ ()\3] +ILL2)—C)\QS —03:| 52(t)

Na osnovu uslova (3.9) se moze zakljuciti da je cAgS™(m—+Asl*—pa)—2p2 (M—ps) >0
1 2()\3]*+,U2) _CAQS* >0.

Ostalo je jos da se opravda uvodjenje ovako definisane funkcije Lyapunova U,
tj. da se dokaze njena nenegativnost. Da bi funkcua U bila nenegativna, potrebno
je da konstante b i ¢ zadovoljavaju uslov b > < tj.

A S™ (1 + A3 I™) — 2pa (11— 1) S C
20952 5

Ova nejednakost vazi ako ¢ € (c¢q,¢s), gde su ¢ i ¢y pozitivne razli¢ite konstante
definisane u (3.13). Jednostavnim izvodjenjem se moze proveriti da je ¢ > ¢1 i ¢ >
.. Dakle, postoji pozitivna konstanta ¢ = ¢ iz intervala (max{cy, ¢, }, min{co, ¢}).
Za takav izbor konstante ¢, na osnovu uslova (3.10), (3.11) i (3.12), dobija se da
su sve vrednosti u zagradama nejednakosti (3.15) pozitivne. Na osnovu Teoreme
1.4.3, moze se zakljuciti da je trivijalno resenje sistema (3.7) stohasticki asimptotski
stabilno. <

Slede¢om teoremom se pokazuje stohasticka asimptotska stabilnost sistema (3.6).

Teorema 3.1.2 Neka je Ry > 1 @ neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.1.1. Tada
je trivijalno resenje sistema (3.6) stohasticki asimptotski stabilno.
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Dokaz. Na osnovu Teorema 1.4.4 i 3.1.1, da bi se dokazalo tvrdjenje teoreme,
dovoljno je pokazati da vazi uslov (1.10). U ovom slu¢aju, leva strana nejednakosti
(1.10) je

VM Ty—dox2)2 A zy+dox2)2H (A3 y 2)?
- \/2)\% 22 Y2 +4M Ao 22y 2+ 203 12 224 M3 2 22

< \/2)\% 222440 Mo e2 2242022 22+ N2 292 < Me|X],

pod uslovom da X = (z,y, z) pripada okolini (—¢,¢) X (—¢,¢) x (—¢,¢), za € koje
je dovoljno malo i M = y/max {2X;(A;+2)2),2)3,A2}. Kako uslov (1.10) vai,
teorema je dokazana. <

3.1.3 Stohasticki model sa kasnjenjem

U ovom delu disertacije se u sistem (3.5) uvodi kasnjenje koje predstavlja period
inkubacije kod populacije prenosilaca, tj. vreme koje prodje od trenutka kada zdravi
prenosilac dodje u kontakt sa zarazenim domac¢inom, do trenutka kada se kod preno-
sioca bolest manifestuje. Dakle, prve dve jedna¢ine modela (3.5) ostaju nepromenje-
ne. Sto se tice trece jednacine, u trenutku ¢, samo prenosioci koji su dosli u kontakt
sa zarazenim domacinom u trenutku ¢t —7 i preziveli period inkubacije duzine 7,
postaju zarazeni. Dakle, izraz A3 M (t)1(t), koji opisuje pojavu infekcije u populaciji
prenosilaca, postaje A\gM (t—7)I(t—7). S obzirom na to da je M(t)= 2—22 - V),
dobija se model sa kasnjenjem opisan sistemom

%Et) = b= AS() ()= XS )V (t) —p S()+01(S(t) = 5™ )in (1),
%t) = MSOI(1)+ XSOV (8) = (yHum) () +oo(I(t) —I*)ia(t),  (3.16)
%ﬁ” =\ (%—V(t - ﬂ) I(t = 7) = p2V (1) +03(V (t) =V )i (1),

sa pocetnim uslovom S(6) = Sy, I1(0) = Iy, V(0) = Vo, 0 € [—7,0]. Svi parametri
ovog modela su isti kao i kod modela (3.5), uz dodatak pozitivne konstante 7 koja
predstavlja period inkubacije kod populacije prenosilaca.

Sistem (3.16) ima iste ekvilibrijume kao i sistem bez kasnjenja (3.5). Sa istom
motivacijom kao i u Poglavlju 3.1.2, i ovde se razmatra stabilnost endemskog ekvi-
librijuma E* u unutrasnjosti zatvorenog skupa I' definisanog sa (3.3), pod uslovom
da je Ry > 1. Kao i u prethodnom poglavlju, najpre se sistem (3.16) centrira oko
ekvilibrijuma E* smenom promenljivih S =2+ S*, I =y+I"iV =24+ V* Na
taj nacin se dobija sistem

dz(t) =[—(MI XV )2 (t) = A\ S™y(t) — A2S™ 2 (1)
=Mz (t)y(t) — Aoz () 2(t)] dt+o12(t)dw (1), (3.17)
dy(t) =[(AM I+ V) (t) = (v+p = A5 )y(t) +A2572(t)
+Mx(t)y(t)+Nox(t)2(t)] dt+o2y(t)dws(t),
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dz(t) = {—mz(t)—l— A3 <b—2—V*> y(t—7) =X z(t—7) = Asy(t—7)z(t—7) | dt

M2
+ o32(t)dws(t).

Slede¢om teoremom se dokazuje asimptotska srednje-kvadratna stabilnost sis-
tema dobijenog linearizacijom sistema (3.17), tj. sistema

dij(t) = (AT + Ao V)E() — (Y41 — M S™)G(E) + NS 2 (1)) dt + 0 (£) dws(t),

dz(t) = |:—,U/2§(t)+)\3 <b—2—V*> gt—71) =N [*Z(t—7) | dt+o32(t)dws(t).

M2

A

Teorema 3.1.3 Neka je Ry > 1 i neka parametri sistema (3.17) zadovoljavaju
uslove

/\3]>'< < U2, (319)

Za proizvoljne brojeve E, C za koje vazi

max{FE,, B} < E < E», (3.21)
24 (1 — Q1) ro A AXS (o — A3 IF)E—2p0 (i —
pa(— ) (Y4 2m) po _ & A28 (2= A T") B — 205 (1 m)’ (3.22)
k A2 S* (2005 + A3 I*)
neka parametri oy, o9 i 03 zadovoljavaju uslove
2j(v+2m)
0<0? <+t 2PV 3.23
=0 M1 2— fia+ 111 ( )
o — 21 (1 — +2u,) 2
0< o2 : iz ( mzw : 1) g (3.24)
m(y+2u1+7)— 7\ S*
A2 S*(200.5* + A3 ) C4-2p15 (1 —
0 < 02 < 2y g )220 PR HATNOH Bl —pa) =5 o)

205" E
gde je

>
I

(20— p12)* = AsT* Ao S™) (Y42111) +25 (11— A.S™) (v + 1),

G = XS k(XS (12— AsT*) k=15 (1 —p12)* (200" +- A3 T*) (v+2um)],
(=) B Mo S* (1 — ATk £/

T 20 (o= IF) T XS (2005 AT *) i (e — i) (Y + 2411 )

S

a konstante 1 i j su definisane u (3.13). Tada je trivijalno resenje sistema (3.18)
asitmptotski srednje-kvadratno stabilno.

Dokaz. Da bi se dokazala asimptotska srednje-kvadratna stabilnost sistema (3.18),
potrebno je konstruisati odgovarajuci funkcional Lyapunova. U tom smislu, neka je
U = Vi + V5 funkcional Lyapunova, pri ¢emu ¢e V5 biti izabrano kasnije, dok je

Vi = AP+ B +Cjz+D(i+7)* + E#,
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a A, B,C, D, E su nenegativne konstante koje ¢e biti izabrane u odgovaraju¢em
trenutku. Primenom operatora L na funkciju V; se dobija

LV; = [=2A(j+n) 2D +(A+ D)ot | #2()
+[=2B(m—p2) —2D(y+ )+ (B+D)o3] §3(t)
+ [-2Ep2+CAS*+ Eo3] 2 (1) + [—2A>\15*+2B§—2D(7+2u1) Z(t)y(t)

[ 2408 +C)| @(1)2(0) + [2BreS" - O] (1) 2(2)

+ 2]y 020 )
ot ) sy o En I ()2 ().

A2 S*

Da bi se anulirali izrazi u zagradama koje stoje uz gy, 2z i yZ, konstante A, B'i D
se biraju na sledec¢i nacin:

J B—c_ ™M _ o Jm=XAS57)

A= = .
¢ 2)\25*7 2)\25*7 2)\25*(74‘2”1)

Ako se na prethodnu jednakost primeni elementarna nejednakost (1.20), dobija se

LV < [—2A (j—l—/u) —2Du1+(A+D)aﬂ T2 (t)
. C n—
+[—23(m—u2)—2D(7+M1)+—(M:1—S:L2)
2

>
r —

28 (=M1 Longsr 2 2) | el gy
2 S

C - C
+ (—+E2) %g%t — )+ <§+E) NI 2(t—7).

+)\3I*> —i—(B—l—D)ag] 7 (1)

Funkcional V5 se bira tako da se iz prethodne nejednakosti eliminisu ¢lanovi koji
sadrze kasnjenje, tj.

A t t
Vo = (§+E2> “2(;”—5”2)/ 7 (s)ds + (§+E> /\3]*/ 22(s)ds.
2 t—7 t—7

Tada je

LU= LV, 4+ LV,
< Cj (7 1) (742000 ) 441 (17— A S) B (2 +p1—pi2)ot | o 1)
- A2 S*(v+2401) 200 5%(7+2u1)
_lo k e be(m—p) _m(’7+2ﬂl+j)—5)\15*02 7 (1)

2 * [* - _
—[2E(M2—A31*)—0 Ao 2“3 —“2(;" S*“z)—Eag} 2(1).
2
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Na osnovu uslova (3.22) je 02,\25*&—2#1) — EQ”QE\TS_f?) > (. Dalje, iz (3.19) i (3.20)
sledi da je C' > 0. Uslov (3.19) obezbedjuje pozitivnost konstante E,, dok uslovi
(3.19), (3.22) i E> E, povlace da je 2E(ps—A3I*)— C 22252l ue(iiz) (). Kako

A25*
je C < 4A25*/\(552:E\§’/{;;€j5[2*(;h_”2) < ifé", to znaci da je 4BE > C?, sto obezbedjuje
pozitivnost funkcije V3. Uslov (3.22) je zadovoljen za F; < E < FE,, pri ¢emu
konstante E) i Es postoje na osnovu uslova (3.20). Jednostavnom proverom se
dobija daje F. < Fy, pajeimax{F,, F1} < E,sto znaci da postoji konstanta E=F
za koju vazi da je max{E,, £} < E<E,. Stoga se moze izabrati i bilo koja konstanta
C' = C koja zadovoljava uslov (3.22). Sa ovakvim izborom konstanti C'i E, na
osnovu (3.23), (3.24) i (3.25), sve vrednosti u zagradama u poslednjoj nejednakosti
su pozitivne. Dakle, na osnovu Teoreme 1.5.2; trivijalno resenje sistema (3.18) je

asimptotski srednje-kvadratno stabilno. <

Ovde treba naglasiti da sistem (3.17) ima stepen nelinearnosti veéi od jedan.
Naime, u svojim radovima L. Shaikhet [92, 93] je pokazao da su dovoljni uslovi
asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti linearizovanog sistema ujedno i dovoljni
uslovi za stabilnost u verovatnoc¢i polaznog sistema, ako je njegov stepen nelinearno-
sti veéi od jedan. Dakle, ako vaze uslovi (3.19)-(3.25) prethodne teoreme, trivijalno
reSenje sistema (3.17) je stabilno u verovatnodi, ¢ime je dokazana sledeca teorema.

Teorema 3.1.4 Neka je Ry > 1 i neka su zadovoljeni uslovi (3.19)-(3.25). Tada
je trivijalno resenje sistema (3.17) stabilno u verovatnoéi.

Napomena 3.1.1 Uobicajeno je da se prilikom dokazivanja stabilnosti trivijalnog
reSenja stohastickog modela sa kasnjenjem koristi ista funkcija Lyapunova kao pri
dokazivanju stabilnosti trivijalnog resenja stohastickog modela bez kasnjenja. Me-
djutim, zbog velikog broja parametara koji figurisu u sistemima (3.5), tj. (3.16), u
dokazu Teoreme 3.1.3 nije bilo moguce iskoristiti funkciju Lyapunova konstruisanu
u dokazu Teoreme 3.1.1.

Na osnovu uslova (3.19)-(3.25) Teoreme 3.1.3, moze se zakljuciti da asimptot-
ska srednje-kvadratna stabilnost trivijalnog resenja sistema (3.18), a samim tim i
stabilnost u verovatnodi trivijalnog resenja sistema (3.17), ne zavisi od duzine pe-
rioda inkubacije 7. Medjutim, ako neki od uslova (3.19) ili (3.20) nije zadovoljen,
stabilnost trivijalnog resenja zavisi od veli¢ine kasnjenja. Sa promenom vrednosti
perioda inkubacije, logi¢no je ocekivati da se i stabilnost trivijalnog resenja menja.
Ova pojava je poznata pod imenom promena stabilnosti (stability switches).

Da bi se pokazala asimptotska srednje-kvadratna stabilnost trivijalnog resenja
sistema (3.18), a kasnije i stabilnost u verovatnoéi trivijalnog resenja sistema (3.17),
uzimajuéi u obzir duzinu perioda inkubacije, potrebno je sistem (3.18) napisati u
neutralnom obliku. Dakle, sistem (3.18) se moze zapisati u obliku

%”(t) = (M + V) Z(t) = (v p1 =AM S™) () + Ao S™Z(t) +o28(t ) (1),

i 00 (2 v) Losoer [ 20
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by .\ - . . N
=3 (E_V> g(t)—(Ns "+ pu2) 2(t) +o32(t)ws(t).

U nastavku se dokazuje asimptotska srednje-kvadratna stabilnost sistema (3.26).

Teorema 3.1.5 Neka je Ro > 1 i neka parametri sistema (3.17) zadovoljavaju
uslov (3.8). Za proizvoljan broj ¢ za koji vazi

2
max{cy, ¢} < ¢ < F/g*’ (3.27)

neka parametri oy, oy i o3 zadovoljavaju uslove (3.10)-(3.12). Tada, ako je
T <min{r, 78,75}, gde je

(2m+A31*+u1—u2 - %) (2p—o 25 (2

N W X7 G P R (529
2 <m+A31*— %;’) (20— (1424017 02) — 2 g1

T uz)(wzul)[xzsagf*ng H2A0S* AT+ i (21 + Ao S — 2,@))(52% . 1)] ’

" 2[2(Ns* +f1z) — ENaS* — 2] |

4)‘31*()\31*+M + M2(m MQ)) | 2#%}\(27?;#2) ¢ [}\3[* (m+2>\25*—u2—5)+u2 (m_/m)]

a konstante c,, ¢, ™, j i su definisane u (3.13), trivijalno resenje sisitema (3.18)
je asimptotski srdnje-kvadratno stabilno.

Dokaz. Neka je funkcional Lyapunova V; definisan sa

~ t t
Vi = a@?+ b2 +cj {2(t)+‘”(:1—5f2)/ ﬂ(S)ds—Asf*/ E(S)dS}
2 t—r t—7

2

+d(:E~|—:&)2+[E(t)—k%/tj?(s)ds—)\gl* /;Tz(s)ds] :

gde su a,b, c,d nenegativne konstante koje ¢e kasnije biti izabrane. Kako je, na
osnovu (3.4), A3 (2—22—‘/*) = %, primenom operatora L na sistem (3.26) se
dobija

-2 pa) 2 ) 2 ot 20
2

[—2()\3[* + p2)+cAaS* +03] 2 (1)

LVi= [ 2ag+u1)—2du1+(a+d)aﬂ 7 (t)
+
_|_
+ 200 5"+ 20j - 2d(7+2u1)] ()g(t)+[—2aA25*+cj]:z(t)z<t)

+ | 26M08* — (i + A;J*)—H%] G(t)3(t)

+e) (%/t ~(t)yj(s)ds—AgI*/tt;'Z’(t)é(s)ds)

T
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i) (o ) (L [ gtygtsyas—ar [ sterz(oyas)

-7

t A t
0T + ug)—cA2S*)<>\3]* / z(t)z<s)ds—‘”(;”—5f2) / Z(t)gj(s)ds) |
t—7 2 t—7
Da bi se anulirale vrednosti u zagradama uz zy, £z i 9z, konstante a,b i d treba

izabrati kao u (3.14). Kako je ¢ > ¢, > )\25*%%;\27:315*), konstante a, b id su

pozitivne, pri ¢emu je ¢, pozitivna konstanta definisana u (3.13). Na osnovu uslova
(3.27) vazi da je 2(AgI* 4 p2)—cA2S* > 0, kao i /\22“52* —c > 0. Primenom elementarne
nejednakosti (1.20) i uslova (3.27), dobija se

LV <— [2a(3+u1)+2du1—(a+d>cf%—§cﬁ‘ (M*+%)} #(1)
2

pi2 (e — pu)
Ao S

_Z * M2(m_ﬂ'2> A 2#2 - ~9
5 (>\3I +—/\25* > (Mm—pu2) ()\25’* C> } g-(t)
— [2()\3]* + MQ)_C)\QS*_O-g

—Z )\3[*+M (2()\3]*+M2)—0>\QS*) Zz(t)
2 A2 S*

N M2(m_u2) t~2 )\3[*/'54
+w (—2)\25* /ty(s)ds—l— 5 t_Tz (s)ds |,

—T

— {Qb(m—u2)+2d(’y+u1)—c —(b+d)o3

gde je w =2 (%—i—)\gf‘—l—ug) —c(1m+Xy8* — ji3—j) pozitivna konstanta. Moze
se primetiti da se sve vrednosti u zagradama uz 7%, §? i 72, osim izraza koji sadrze
T, iste kao one u (3.15), $to ukazuje na to da bi uslovi (3.8)-(3.12) Teoreme 3.1.1
trebalo da budu zadovoljeni i u ovoj teoremi. Da bi se eliminisali izrazi koji sadrze

kasnjenje, uvodi se funkcional

S t Aal* t
V, = p2 (1 —pi) w/ (s—t+7)72(s)ds+ 3 fd)/ (s—t4+71)7*(s)ds.
2)\25* t—T 2 t—1

Primenom operatora L na funkcional Lyapunova U = V; 4+ V5 se vidi da je

LU
- [j (A0S (24 Ag I+t —paa)— 241 (1i—pa2) | (2p1—0 P 2600 S (142411)

2(A25% )2 (y+2p1)

T e B2 p2) ],
5 ¢ <)\3] + WL )] z°(t)

_[2ﬁ[c>\29*(m—l—)\3[*— 12) =21 (11— 1) |=(Y 211145 ) [AaS (74 Al ) =210 (r—12) 03

2(A25*)? (v +211)

g 2 o S

—5 =) A" Ay S
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73(t)

24N S 210 — ]
_C<)\3]*+M2( M+ S 29 ]))

A2 S*

A 2 A~
{ (AL +p2) —cAoS™— 0 2[ 3 <3 + 2+ NS + W

i (Agl*(m+2)\23*— M—J)wz(m—m))} 2(1).

: = 2p2 _ 2p2 s 2u9 s : 5
Kako je min{c, co, &} = 15 1 578 > max{cy, ¢}, Sto se jednostavno moze

proveriti, uslov (3.9) se moze zameniti uslovom (3.27), tako da postoji ¢ = ¢ za koje
je max{ey, .} < &< 2. Za tako izabranu konstantu ¢ i 7 < min {rj, 73,7}, gde
su 19, Ta, 7o dati u (3.28), sve vrednosti u zagradama u prethodnoj nejednakosti su
pozitivne. Dakle, trivijalno resenje sistema (3.18) je asimptotski srednje-kvadratno

stabilno. <

Kao sto je ve¢ pomenuto, stepan nelinearnosti sistema (3.17) je veéi od jedan.
Dakle, uslovi Teoreme 3.1.5 su takodje i dovoljni uslovi za stabilnost u verovatno¢i
trivijalnog resenja sistema (3.17), to su svojim radovima pokazali V. Kolmanovskii
i L. Shaikhet [54], i L. Shaikhet [91, 95]. Zbog toga je sledeca teorema navedena
bez dokaza.

Teorema 3.1.6 Neka vaze svi uslovi Teoreme 3.1.5. Tada je trivijalno resenje
sistema (3.17) stabilno u verovatnodi.

3.1.4 Primeri i napomene

Da bi se ilustrovali teorijski rezultati dobijeni u poglavljima 3.1.2 i 3.1.3, koriste se
realni podaci koji se odnose na prenosenje malarije, a mogu se naéi u [13]. Tra-
jektorije resenja jednacina (3.5) i (3.16) dobijene su primenom Euler-Maruyama
aproksimativnog metoda [53].

Primer 3.1.1 Zbog jednostavnosti je pretpostavljeno da je by = py 1 by = o, tj.
da su populacije domacina i prenosioca standardizovane (Ny(t) =11 Nao(t) = 1).
Kao i do sada, S(t), I(t),V(t) predstavljaju procenat podloznih i zarazenih jedinki
domacina i prenosioca bolesti, respektivno. Poznato je da kod prenosioca period
inkubacije traje od 5 do 15 dana [6]. Neka je period inkubacije 7 = 7 dana. Ostali
parametri modela (3.5), odnosno (3.16), su:

by = p1 = 0.00009/dan, (3.29)
by = pe = 0.033/dan, v = 0.0035/dan, (3.30)
A1 = 0.00004/dan, Ay = 0.3/dan, A3 = 0.48/dan.

Pocetni uslov za sistem (3.5) je S(0)=0.6, 1(0)=0.005, V(0) =0.2, a za sistem sa
kasnjenjem (3.16) je S(0)=0.6, 1(#)=0.005, V(8)=0.2, =7 < 6 < 0.

Za ovakav izbor parametara endemski ekvilibrijum je

E* = (8% I, V*) = (0.00112239, 0.0250415, 0.266991),
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a reprodukcioni broj je Rg=1215.51. Jednostavnom proverom se moze zakljuciti da
parametri zadovoljavaju uslov (3.8), kao i uslove (3.19) i (3.20). Dakle, na osnovu
uslova (3.9) se moze izabrati ¢ = 200, ¢ime se, na osnovu uslova (3.10)-(3.12), dobija
da je

0<o0?<0.012, 0 <03 <0.0019, 0 <03 < 0.0226.

Sliéno, iz uslova (3.21) i (3.22) se moze izabrati £ = 120 i C' = 700, pa je, iz uslova
(3.23)-(3.25),

0 <o} <0.0148, 0 < 03 < 0.00103, 0 < o3 < 0.002005.

Ako se izabere
0?=0.005, 03 =0.001, 03 =0.002,

endemski ekvilibrijum E* sistema (3.5) i (3.16) je stabilan, Sto se jasno vidi i na
Slici 3.1.

S(t) IV

0.002011 S(t) stochastic 068
— S(t) stoc. delay i
0.0015/1 S(t) deterministic 0.5
: — S(t) det. delay I(t) stochastic
0.4 — I(t) stoc. delay
i I(t) deterministic
0.0010
03 — 1(t) det. delay
0.2
0.0005 -
0.1F
500 1000 1500 ‘zooot . 560 1600 15‘00 20‘00t
V(1)
12
V(t) stochastic

— V(t) stoc. delay
V(t) deterministic
— V(1) det. delay

. . . "
500 1000 1500 2000

Slika 3.1: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (3.5) i (3.16) sa
parametrima (3.29), (3.30) i 02 = 0.005, 05 = 0.001, 62 = 0.002 (vremenski korak
je At=0.5ili 12 sati).

Ovde treba naglasiti da Teoreme 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 i 3.1.4 daju samo dovoljne
uslove da bi endemski ekvilibrijum E* bio stabilan u nekom smislu. Na osnovu
numerickih simulacija se moze zakljuciti da je E* stabilno i za vrednosti parametara
modela (3.5) koji ne zadovoljavaju uslove (3.10)-(3.12), odnosno modela (3.16) koji
ne zadovoljavaju uslove (3.23)-(3.25). Naime, ako se parametri modela izaberu kao
u (3.29) i (3.30), a

2_ 2 2
0] =05=05=04,
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uslovi pomenutih teorema nisu zadovoljeni. Medjutim, Slika 3.2 pokazuje da je
endemski ekvilibrijum E* i dalje stabilan. Sta vise, moze se primetiti da za tako
velike vrednosti intenziteta Suma, stohasticki model mnogo brze dodje u stanje
ekvilibrijuma nego odgovarajuc¢i deterministicki model.

S(v) I(®)

0.7
0. 0.5F
05 S(t) stochastic 04l
oal — S(t) stoc. delay b I(t) stochastic
it S(t) deterministic 03L — I(t) stoc. delay
03] \]h | — S(t) det. delay E I() deterministic
mch L 02l — I(t) det. delay
oap I, |
Y 0.1F /
0.1 "l,\\- r LMWMM W"'qv“““"\/'\”.
§ 10 15 26 25 36 t - 16 26 36 4‘0 56 60 t
V(t)
0.8f .
V(t) stochastic
— V(t) stoc. delay
0.6 V(t) deterministic
: ! \ \”‘4 — V(t) det. delay
04+ ‘
I J‘h\ J‘”W”WWNMMMWM/V/ LMHKL/'JMW%"\M\M.
0.2+
—t

10 20 30 40 50 60

Slika 3.2: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (3.5) i (3.16) sa
parametrima (3.29), (3.30) i 0?=0%=02=0.4 (vremenski korak je At=0.5).

Primer 3.1.2 Ako se posmatra model (3.16) sa parametrima (3.30) i
by = py = 0.0004, (3.31)
dobija se da je endemski ekvilibrijum
E* = (0.002224,0.102336, 0.598155),

a reprodukcioni broj Ry = 1118.89. U ovom slucaju, uslov (3.19) Teoreme 3.1.3
je narusen, dok vazi uslov (3.8) Teoreme 3.1.5. Iz uslova (3.27) se moze izabrati
¢ = 9.5, da bi se na osnovu (3.10)-(3.12) dobilo da je

0 < o7 <0.0318, 0 < o3 < 0.00213, 0 < 03 < 0.1579.

Izborom
0l =05=03=0.002

se dobija da je ekvilibrijum E* modela (3.16) stabilan u verovatnoéi ako je 7 <
2.1234, sto je oko dva dana (Slika 3.3).

Kako period inkubacije kod prenosioca traje od 5 do 15 dana [6], moze se za-
kljuciti da pod uslovima Teoreme 3.1.5 endemski ekvilibrijum modela (3.16) nije
stabilan za sve prirodno ocekivane vrednosti vremenskog kasnjenja.



3.2 Stohasticki model Sirenja malarije 117
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Slika 3.3: Deterministicke i stohasticke trajektorije modela (3.34) i (3.16) sa
parametrima (3.30), (3.31) i 03 =03 =035=0.002 (vremenski korak A¢t=0.03).

Napomena 3.1.2 Na kraju ovog poglavlja treba napomenuti da je jedan od os-
novnih ciljeva autora prilikom dokazivanja teorema bio da se zbog prakti¢ne pro-
vere uslovi teorema uc¢ine Sto jednostavnijim, ili bar onoliko jednostavnim koliko
je slozenost razmatranih modela dozvoljavala. Zbog toga su u dokazima Teorema
3.1.1-3.1.5 koris¢ene aproksimacije zbog kojih su dobijeni manji intervali u kojima
intenzitet Suma moze da se krece, od onih koji bi se dobili inace.

3.2 Stohasticki model Sirenja malarije

Malarija je jedna od najrasprostranjenijih prenosivih bolesti. Ime "malarija” potice
od italijanskog izraza "mala aria”, Sto znaci "los vazduh”. Prvi slucaj oboljenja
od malarije otkrio je francuski vojni lekar C. Laveran 1880. godine, koji je uocio
Plasmodium parazit (koji izaziva malariju) u crvenim krvnim zrncima zarazenih
vojnika. Za otkri¢e ovog parazita, nagradjen je Nobelovom nagradom za fiziologiju
i medicinu 1907. godine. Od otkri¢a parazita 1880. godine, mnogi nauc¢nici su
pokusavali da otkriju na koji nacin se ova bolest Siri, sve dok 1898. godine Sir
Ronald Ross nije konaéno otkrio da su komarci glavni prenosioci malarije.

Postoji pet vrsta Plasmodium parazita koji izazivaju malariju kod ljudi. Najoz-
biljniji oblici bolesti su prouzrokovani vrstom Plasmodium falciparum, dok Plas-
modium vivax, Plasmodium ovale i Plasmodium malariae izazivaju blaze oblike
ove bolesti koji, u opstem slucaju, nemaju fatalan ishod. Peta vrsta, Plasmodium
knowlesi, izaziva bolest najces¢e kod nekih vrsta majmuna, a redje kod ljudi.

Ova bolest je najrasprostranjenija u tropskim i subtropskim krajevima, najvise
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u Africi. Medjutim, zahvaljujuéi rastu otpornosti parazita na lekove, kao i rastu
otpornosti komaraca na insekticide, seobama ljudi u portazi za poslom, ratovima,
elementarnim nepogodama (susama, poplavama, zemljotresima, itd.), malarija se
Siri i na druge kontinente. Poznato je da se godisnje malarijom zarazi izmedju 350
i 500 miliona ljudi, pri ¢emu umre izmedju jedan i tri miliona ljudi, medju kojima
je najvise dece uzrasta do pet godina i trudnih Zena iz oblasti Sahare.

3.2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Kao sto je ve¢ receno, malarija predstavlja bolest koja se sve vise Siri i zahvata sve
veéi broj podrucja. Zbog toga je jako vazno razumeti sve parametre koji uticu na
prenoSenje bolesti i razviti efikasne strategije kojima bi se ova bolest kontrolisala i
suzbijala, kao $to je naglaseno u [13, 99].

Problem prenosenja malarije je jako zastupljena tema u matematickoj literaturi.
U nekim radovima ([13, 87, 88, 99, 101], na primer) se razmatraju deterministicki
modeli prenoSenja bolesti i dokazuje se globalna stabilnost njihovih ekvilibrijuma.
N. Chitnis, J. M. Cushing i J. M. Hyman [13] su razmatrali sistem obi¢nih diferen-
cijalnih jednacina kojima su predstavljene ljudska i populacija komaraca, i dokazali
lokalnu asimptotsku stabilnost ekvilibrijuma u kome nema bolesti, ali nisu mogli
da dokazu stabilnost endemskog ekvilibrijuma u bilo kom smislu. Medjutim, S.
Ruana, D. Xiaob i J. C. Beierc idu korak dalje u radu [87], i u model ukljuc¢uju
kasnjenje koje predstavlja period inkubacije. Za takav model, oni ispituju na koji
nacin stabilnost ekvilibrijuma zavisi od reprodukcionog broja. Takodje i Saker [88]
proucava ogranicenost, perzistentnost i stabilnost nelinearnog modela koji opisuje
sirenje malarije. J. Tumwiine, J. Y. T. Mugisha i L.S. Luboobi u radu [99] ispituju
stabilnost ekvilibrijuma modela Sirenja malarije u kome je sadrzan oporavak ljudske
populacije kroz stalne imigracije. U zavisnosti od veli¢ine koja predstavlja zarazene
imigrante, oni odredjuju uslove stabilnosti ekvilibrijuma.

Sa druge strane, postoje stohasticki modeli koji proucavaju uticaj stohastickih
perturbacija tipa Gaussovog belog Suma oko endemskog ekvilibrijuma na stabilnost
samog ekvilibrijuma kod obi¢nih epidemioloskih modela ([12, 110], na primer), kao
i kod epidemioloskih modela sa kasnjenjem. Naime, u radu [1] autori razmatraju
kako uvodjenje slucajnosti tipa Gaussovog belog Suma utice na stabilnost pozitivnog
ekvilibrijuma sistema

du(t) = [yu(t) —aru(t)u(t—7)—bru(t)v(t)] dt+ o1 (u(t) —u*)dwy (t),
dv(t) = [yv(t) —agv(t)v(t—7)—bov(t)u(t)] dt+ o2 (v(t) —v*)dws(t),

kojim je opisan stohasticki model kompeticije dveju vrsta na istom zivotnom prosto-
ru. U ovom modelu a; i as predstavljaju koeficijente kompeticije unutar populacije
u i v, respektivno, by i by koeficijente kompeticije izmedju vrsta u i v, v 1 v2 stope
rasta populacija v i v, respektivno, u*, v* su koordinate pozitivnog ekvilibrijuma
Ey = (u*,v*) koji opisuje stanje koegzistencije ovih vrsta, w = (w;(t), wo(t)) stan-
dardno dvodimenzionalno Brownovo kretanje definisano na prostoru verovatnoca
(Q, F,{Fi }+>0, P) sa filtracijom {F;}:>0, koja zadovoljava uobicajene uslove, dok
0% i 02 predstavljaju intenzitete za w; i wy, redom. Moze se primetiti da autori

pretpostavljaju da je kasnjenje 7, koje predstavlja period koji je potreban da bi
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se hrana i ostali zivotni resursi preradili i iskoristili za rast populacije, isto za obe
populacije, Sto u prirodi nije uvek slucaj.

U radu [7] autori ispituju stabilnost endemskog ekvilibrijuma stohastickog epi-
demioloskog SIR modela datog na slede¢i nacin

h
dS(t) = —BS(t) /0 F()I(t—s)ds— iy S(t)+b+01 (S () — S*)dwy (¢),

dI(t) = BS(t) /0 F()I(t—8)ds— (pa+-\) I(1) +oa(I(t)—I*)dws (t),
dR(t) = M(t)— s R(t) + o3 (R(t) — R*)dws ().

U ovom modelu 3, b, A\, p1, po, 3 predstavljaju pozitivne konstante, S*, I*, R*
koordinate endemskog ekvilibrijuma E, = (S*, I*, R*), w = (wy(t), wa(t), ws(t)) je
standardno trodimenzionalno Brownovo kretanje definisano na prostoru verovatnoca
(Q, F, {F: }i>0, P) sa filtracijom {F; }i>0, koja zadovoljava uobicajene uslove, dok su
01, 09, 03 realne konstante. Funkcija f(s) je nenegativna funkcija za koju vazi

[roas=1 [ Cores <o

Primenom funkcionala Lyapunova, autori su za ovaj sistem dobili uslove koje bi
parametri modela trebalo da zadovoljavaju da bi sistem bio stabilan u verovatnodi.
Uslovi stabilnosti koji su dobijeni ne zavise od duzine kasnjenja.

S obzirom na ¢injenicu da u prirodi vremenski period potreban za inkubaciju
neke bolesti varira od populacije do populacije, kao i da je razlicitim biljnim i
zivotinjskim vrstama potreban razli¢it vremenski period da bi polno sazrele, iskori-
stile resurse sredine ili se prilagodile promenama u sredini, u model koji se razmatra
u nastavku se uvode dva razli¢ita kasnjenja koja opisuju periode inkubacije malarije
kod ljudi i komaraca. Osnovna motivacija za model Sirenja malarije proistekla je
iz rada [88], u kome se prucava stabilnost nelinearnog modela Sirenja malarije sa
kasnjenjem. U [88] autor polazi od modela koji opisuje promenu procenata zarazenih
ljudi A i komaraca m, datog na slede¢i nacin

Q%Q:(w%)mmu—mm—umm (3.32)
dm(t)

pri ¢emu je:

N - veli¢ina ljudske populacije,

N - veli¢ina populacije zenskih komaraca,

a - stopa napada komaraca na ljude,

b - stopa ljudi koji se zaraze nakon uboda zarazenog komarca,

1 - stopa oporavka ljudi,

¢ - stopa komaraca koji se zaraze nakon uboda zarazenog ¢oveka,
0 - stopa smrtnosti komaraca,

(ab%) m(t) - stopa inokulacije, odnosno sticanja imuniteta na bolest.
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Pretpostavlja se da u prvoj jednacini izraz 1—h(t) predstavlja procenat ljudi
koji nisu zarazeni, tj. procenat podloznih ljudi. Takodje, izraz 1—m/(t) predstavlja
procenat podloznih komaraca. Iz modela (3.32) se vidi da do infekcije u ljudskoj
populaciji dolazi kada zarazeni komarac napadne zdravog ¢oveka, a kod komaraca
kada zdravi komarac napadne zarazenog coveka. Jedna od pretpostavki je da su
ukupna ljudska populacija, kao i ukupna populacija komaraca, konstantne, tako da
h(t) i m(t) predstavljaju procenat zarazenih ljudi i komaraca u trenutku ¢, respek-
tivno. Za konstante a, b, ¢, u, 0 se pretpostavlja da su pozitivne. Saker [88] za
model (3.32) takodje pretpostavlja da nema vertikalnog prenosenja bolesti, tj. da
su svi novorodjeni ljudi i komarci podlozni bolesti. Za stopu smrtnosti kod ljudi se
pretpostavlja da je zanemarljiva u poredjenju sa stopom oporavka. Kod komaraca
vazi obrnuto, stopa oporavka je zanemarljiva u odnosu na stopu smrtnosti. Kako
izraz ph(t) predstavlja oporavljene ljude, to znaci da se ne stice trajni imunitet na
bolest. Dakle, model (3.32) spada u klasu SIS epidemioloskih modela.

Kako do infekcije ne dolazi istog trenutka kada zenski komarac ubode coveka,
Saker u model (3.32) uvodi konstantna kasnjenja kojima predstavlja periode inku-
bacije kod ljudi i komaraca. Na taj nacin se dobija model

%Sf) =am(t —71)[1 = h(t —1)] = vh(t), (3.33)
dm(t)
5 = Bh(t —o)[l —m(t — )] — om(t),

sa pocetnim uslovom

h(@) = (1)1(0>7 AS [_T> 0]7
m(n) = ®2(n), n € [~0,0],

u kome je a = ab%, B8 = ac, v = p+ pp, a puyp je stopa smtrnosti kod ljudi.
Ocigledno, «, (i v su pozitivne konstante. Dalje, ®; su ogranic¢ene, neprekidne i
nenegativne funkcije definisane na [—7,0] i [—o,0] za i = 1, 2, respektivno.

U radu [88] su odredjena dva ekvilibrijuma modela (3.33): trivijalni ekvilibrijum
Ey = (ho,mo) = (0,0) koji predstavlja slucaj kada nema bolesti, i pozitivni, endem-

ski ekvilibrijum, E* = (h*, m*) = (%, %) , koji postoji ako je aff > 9.

3.2.2 Stohasticki model sa kasnjenjem

Malarija se §iri i zahvata sve vec¢i broj podruc¢ja zahvaljujuci, izmedju ostalog, i
elementarnim nepogodama. Ove pojave se u prirodi desavaju pod uticajem nepred-
vidivih faktora iz okruzenja, tako da je prirodno posmatrati kako ti nepredvidivi
faktori uti¢u na stabilnost ekvilibrijuma modela (3.33).

Rezultati izlozeni u nastavku ovog poglavlja predstavljaju originalne naucne
rezultate koji su sadrzani u radu [58].

U vecini radova posvecenim ispitivanju stabilnosti ekvilibrijuma epidemioloskih
sistema (videti [1, 7, 11, 12, 44, 58, 87, 88, 99, 101, 110], na primer), standardan
pristup je pretpostavka da su stohasticke perturbacije oko ekvilibrijuma E* tipa

*

Gaussovog belog Ssuma i da su proporcionalne razlikama izmedju h, m i h*, m*,
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respektivno, u konkretnom slucaju. Na taj nacin se obezbedjuje da ekvilibrijum
E* deterministickog modela (3.33) takodje bude i ekvilibrijum stohastickog modela.
Takvom pristupom se dobija stohasticki model Sirenja malarije sa kasnjenjem oblika

dh(t) = [am(t — 7)(1 = h(t — 7)) — vh(t)]dt + o1(h(t) — h*)dw,(t), (3.34)
dm(t) = [Bh(t — o)(1 —m(t — 0)) — dm(t)]dt + oo(m(t) — m™)dws(t),

u kome je w(t) = (wy(t), ws(t)) standardno dvodimenzionalno Brownovo kretanje
definisano na prostoru verovatnoca (€2, F,{F;}i>0, P) sa filtracijom {F;}i>0, koja
zadovoljava uobicajene uslove, a o? i o3 predstavljaju intenzitete za wy i wsy, redom.

Da bi se model (3.34) centrirao oko ekvilibrijuma E*, uvodi se smena h(t) =
x(t) + h* i m(t) = y(t) + m*. Tada se dobija

da(t) = la(y(t—=7)+m")(1 = w(t=7)=h") =ya(t) =yh"]dt + orz(t)dw (t),
dy(t) = [B(x(t—0)+h")(1 = y(t—0)—m") =0y(t) —dm"]dt + oay(t)dw,(t).
a3

Kako je h* = * — af—s

im , dobija se sistem

)6’ a(6+9)’
dx(t) = [—yz(t)—am*z(t—7)+a(l — K )y(t—7)—ax(t—7)y(t—7)] dt
+ oz (t)dw (1), (3.35)
dy(t) = [=0y(t) —ph y(t—0o)+B(1 —m")z(t—o)—Bz(t—0o)y(t—o)|dt
+ oay(t)dws(t).

Ocigledno je da je proucavanje stabilnosti endemskog ekvilibrijuma modela (3.34)
ekvivalentno prouc¢avanju stabilnosi trivijalnog resenja sistema (3.35).

Sa istom motivacijom kao i u prethodnom poglavlju, i ovde se najpre razmatra
sistem dobijen linearizacijom sistema (3.35), tj

(t—7)]|dt+o12(t (t), (3.36)

dz(t) = [-yz(t)—am™T(t—7)+a(l — h")y )dwy
(t)=Bh gt —0)+B(1 — m*)z(t—o)]dt+o2y(t)dws(t).

dy(t) = [0y

Zbog prisustva kasnjenja, sistem (3.36) se moze prevesti u neutralni oblik. Na
taj nacin se dobijaju uslovi stabilnosti ekvilibrijuma E* modela (3.34) koji zavise
od duzine perioda inkubacije 7 i 0. Dakle, razmatra se stabilnost trivijalnog resenja
sistema

1 -j;(t)_ozm* j(s)ds—i—oz(l—h*)/tgj(s)ds—

dt L t—7 -7

= —(am™+7)Z(t)+a(1—h")g(t)+o1Z(t)uwn (1), (3.37)

pr ﬂ(t)—ﬁh*/tQ(S)dsw(l—m*)/tff@)ds

—0

= —(BR"+0)g(t)+B(1 — m*)E(t) +o2y(t)wo(t).

Primenom metoda funkcionala Lyapunova, u sledecoj teoremi su odredjeni do-
voljni uslovi asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti trivijalnog resenja sistema
(3.36), odnosno (3.37).
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Jedan od uslova pod kojima vaze tvrdjenja u ovom poglavlju je uslov af > 79,
koji obezbedjuje postojanje endemskog ekvilibrijuma E*.
Zbog jednostavnijeg zapisa, uvode se sledec¢e oznake:
A= a((am™+9)*+a*(1-h")?), B = B((BR"+0)*+5*(1-m")?), (3.38)
C=am+y—a(l-h)—p(1-m"), D =ph"+i—a(l-—h")—F(1—-m"),

F:{(TO,UO) | 7o a(m*(A+1)+1—h")+0o B(R*+(1—m*)(B+1)) < O-%O’%

Ao a(m*+(1=h*)(A+1))+o0o B(h*(B+1)+1-m") < D—%ag} :

Teorema 3.2.1 Neka je aff > 6 i neka parametri sistema (3.35) zadovoljavaju
uslov

a(l—h") 4+ B(1 —m*) < min{am™ + ~, SR + 6}. (3.39)
Tada, ako je
0? <20, 03 <2D i(r,0) €T, (3.40)

gde su C, D pozitivne konstante, a T' oblast, definisani u (3.38), trivijalno resenje
sistema (3.36) ja asimptotski srednje-kvadratno stabilno.

Dokaz. Da bi se teorema dokazala, razmatra se sistem (3.37). Definisanjem funk-

cionala V] sa
t
V1:— {( am/ s)ds+a(l — h*)/ g](s)ds>2
t—1

(- [ aston—m) [ aoas)?]

i primenom operatora L na njega, dobija se

I = ( am/ s)ds+a 1—h*)/t;y~(s)ds)

 (—(am* +7)(t) +o(1—H)i(H) + 507 (1)

+ (g(t)—ﬁh* /t;gj(s)ds—l—ﬁ(l —m®) /t;fé(s)ds)

X — (Bh*+8)3(t) +B(1 — m")E () + o2 (1)
]‘ 2

—[am*+’y—§al]£2(t)+[04(1_h*)"‘ﬂ(l_m*)]f(t)g(t) —[Bh*+0— %ag]f(t)

+ am*(am*+7) /t_ 2(s)z(t)ds—a(1—h"(am*+7) /t_ y(s)x(t)ds

T

— a?mi(1—hY) /t_ #(s)(0)ds+a>(1 — 1)’ /t_ 3(s)5(t)ds
wonon+0) [ a5 —m) [ a6)aois

g

— B(1 — m*)(Bh*+0) /t 7(s)g(t)ds+p%(1 — m*)? /t T(s)Z(t)ds.

[



3.2 Stohasticki model Sirenja malarije 123

Primenom elementarne nejednakosti (1.21), prethodna jednakost postaje

1
Ly < — {am*—irv—al (oz(l—h*)+ﬁ(1—m*))—§af

_r (O‘m*(i:fﬂ) +@(1—h*iiam*+v))

Y (52<1—m*>2 +ﬁ2h*<1—m*>>] 20

€3 &7

. [ﬁm U R L
. (an*il—h*)+a2(1€—h*)2>
S (5(1:%*)(5/1*%) +§h* wma)ﬂ 2

€5 &9

+ am*((am*+7)est+a(l—hYes) /tj #(s)ds
B0 (B -m)ert (Gho40)e) [ (s
+a(l—h*)((ozm*—l—’y)ag—l—a(l—h*)gg)/t;gf(s)ds
O (B —m)er+(Bh+6)zo) / 7(s)ds.

Ako se izabere da je 61 = 1,69 =g = am™ + 7,63 =7 = f(1 —m*), g4 = g3 =
a(l — h*)ies = €9 = Bh* 4 6, dobija se

LV, < — [C—%af—m(m*ﬂ—h*)—aﬁ(h*ﬂ—m*)] T2 (t)

- [D—%ag—fa(m“rl—h*)—aﬁ(h*+1—m*)} P2

t

+m*A/tiT§:2(s)ds—|—(1—m*)B/t 2(s)ds

-0
t

t
+(1—h*)A/ g?(s>ds+h*3/ 7 (s)ds,
t—T t

—0

gde su A, B,C i D porzitivne konstante definisane u (3.38). Pozitivnost ovih kon-
stanti je obezbedjena uslovom (3.39). Da bi se eliminisali ¢lanovi koji sadrze
kasnjenje definise se funkcional V5 na sledeé¢i nacin

Vo= m*A/t_ (s —t+7)7%(s)ds + (1 — h*)A/t_ (s —t+7)7(s)ds

—I—(l—m*)B/t (s—t+0)£2(s)ds+h*B/t (s —t + o) (s)ds.

g
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Dakle, za funkcional Lyapunova V' = V; + V5 se dobija ocena

LV <— {C’—%Uf—Toz(m*(A—i—l)qu—h*)—crﬁ(h*—I—(l—m*)(B—i—l))} T2 (t)

- D= joAralm (1= A+ 1) =050 (B +1-m7) (1)

Na osnovu uslova (3.40) se moze tvrditi da su izrazi u zagradama poslednje ne-
jednakosti pozitivni, pa je trivijalno resenje sistema (3.36) asimptotski srednje-
kvadratno stabilno na osnovu Teoreme 1.7.2.

Ocigledno da sistem (3.35) ima stepen nelinearnosti veéi od jedan, pa su dovoljni
uslovi asimptotske srednje-kvadratne stabilnosti trivijalnog resenja linearizovanog
sistema ujedno i dovoljni uslovi stabilnosti u verovatnodi trivijalnog resenja polaznog
sistema, (videti [54, 91, 95]). Dakle, uslovi Teoreme 3.2.1 su takodje i dovoljni
uslovi za stabilnost u verovatnodi trivijalnog resenja sistema (3.35), ¢ime je dokazana
slede¢a teorema.

Teorema 3.2.2 Neka je a8 > 6§ i neka vaze uslovi Teoreme 3.2.1. Tada je trivi-
jalno resenge sistema (3.35) stabilno u verovatnodi.

3.2.3 Primeri i napomene

Da bi se proverili teorijski rezultati koji se odnose na stabilnost endemskog ekvili-
brijuma dobijeni u Poglavlju 3.2.2, u ovom poglavlju su predstavljena dva primera.
U oba primera se koriste verodostojne vrednosti parametara koje se mogu naci u
radu [87].

Primer 3.2.1 Neka su A(t) i m(t) procenti zarazenih ljudi i komaraca u trenutku
t, redom. Ako je

1=0.055/dan, a=0.2/dan, b=c=0.5, §=0.05/dan,
moze se izracunati da su parametri modela (3.34)
a=0.2/dan, f=0.1/dan, v=0.055/dan, 6=0.05/dan.

Kako je a8 > ~d, to zna¢i da endemski ekvilibrijum postoji, i za ovakav izbor
parametara iznosi
E* = (h*,m") = (0.676471,0.575).

Da bi se proverili uslovi Teoreme 3.2.1, treba izracunati konstante A, B,C, D iz
(3.38). Zamenom se dobija da je:

A =0.00661737, B = 0.00156471, C' = 0.0627942, D = 0.0104413.

Uslovi Teoreme 3.2.1, odnosno Teoreme 3.2.2 su zadovoljeni ako za intenzitete Suma
0?1 o3 vazi

0 < o7 <0.125588, 0 < 05 < 0.0208826.
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Ako se izabere da je, na primer,
ol =05=0.01,
dobija se da je
['={(70,00) | 0 < 719 <0.609082 A 0 < 0y < 0.0901681} .

Vrednosti 7 = 0.04111i 0 = 0.01919 pripadaju oblasti I', pa se na Slici 3.4 moze uociti
stabilnost endemskog ekvilibrijuma modela (3.34). Na svakoj slici su prikazane
po tri razlicite trajektorije reSenja koje predstavljaju procenat zarazenih ljudi i
komaraca da bi se video sluc¢ajni uticaj Suma sredine na model (3.33). Kao sto
se moze primetiti, taj uticaj je takav da trajektorije h(t), odnosno m(t) dostizu
vrednosti A*, odnosno m*, u razli¢itim vremenskim trenucima, iako su parametri
modela isti kod svih trajektorija.

0.6 05 ;

0.5 ¥
0.4f
0.4 b

0.3f

0.3

m(t) stochastic

— m(t) deterministic

i 0.2 g
02 h(t) stochastic r

— h(t) deterministic 0.1

0.1

T
Slika 3.4: Deterministicke i stohasticke trajektorije proporcija zarazenih ljudi h(?)
(levo) i zarazenih komaraca m(t) (desno), 0 < ¢ < 80. Pocetni uslov je h(f) =
0.005, m(n) = 0.1, a vremenski korak At=0.03).

Primer 3.2.2 Ovim primerom se pokazuje da uvodjenje slucajnosti u determini-
sticki model (3.33), predstavljen u [88], ne narusava stabilnost endemskog ekvilibri-
juma E*, kao ni biologki znacaj parametara modela. Sta vise, na Slici 3.4 se moze
uociti da uvodjenje Gaussovog belog Suma, u nekim slucajevima, dovodi do toga da
stohasticki model (3.34) brze dostigne ekvilibrijum E* nego deterministicki model
(3.33) (zelene i plave trajektorije).

Ako se vrednosti parametara modela (videti [87]) izaberu na slede¢i naéin:

a=0.3/dan, $=0.15/dan, v=0.062/dan i 6=0.13/dan,

dobija se
E* = (h*,m") = (0.680295, 0.439762).

Neka su intenziteti suma sredine o7 = 02 = 0.001, period inkubacije kod ljudi 7=
0.042, a period inkubacije kod komaraca ¢ = 0.01919. Tada su svi uslovi Teoreme
3.2.1, odnosno Teoreme 3.2.2 zadovoljeni, Sto znaci da je endemski ekvilibrijum
modela (3.34) stabilan u verovatno¢i. Medjutim, uslov

(Hy) 7ro2+711>2(a1a+a9)
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Teoreme 4.1 iz [88] koji garantuje lokalnu asimptotsku stabilnost pozitivnog ekvili-
brijuma E* = (h*, m*) nije zadovoljen, pri ¢emu je

_af—v0 L afB—=v0
Mg T T e

_ o (_eB=70 _g(_aB=0
a”_a(l (aﬂ)ﬁ)’ a”_ﬁ(l a(ﬁ+6))‘

Ovaj primer pokazuje da uvodjenje stohastickih perturbacija stabilizuje model
(3.33).

Napomena 3.2.1 Teoreme 3.2.1 i 3.2.2 daju samo dovoljne uslove stabilnosti ek-
vilibrijuma E* u nekom smislu. Stoga, treba imati na umu da su uslovi stabilnosti
siri od uslova (3.39) i (3.40). To znaci da ekvilibrijum E* modela (3.34) moze biti
stabilan i za neke vrednosti perioda inkubacije 7 i o koje ne pripadaju oblasti I'
definisanoj u (3.38), kao i za neke vrednosti suma sredine koje ne zadovoljavaju
uslov (3.40).



Zakljucak

U ovoj disertaciji su razmatrani stohasticki populacioni i epidemioloski modeli
koji su opisani razli¢itim tipovima stohastickih diferencijalnih jednacina.

Od stohastickih populacionih modela, koji se razmatraju u Glavi 2, proucavani
su modeli sa Allee efektom bez i sa vremenski zavisnim kasnjenjem, predator-plen
model sa Allee efektom u populaciji plena bez kasnjenja i Gompertzov model sa
kasnjenjem i Markovskim prelazima. Za svaki od razmatranih modela pokazana je
egzistencija i jedinstvenost pozitivnog resenja, s obzirom na ¢injenicu da reSenja raz-
matranih jednacina i sistema predstavljaju broj jedinki neke populacije, pa samim
tim moraju biti nenegativna. Kako se veé¢ina ovih modela opisuje stohastickim
diferencijalnim jednacinama koje nisu efektivno resive, razmatrano je ponasanje
reSenja ovih modela na duzi vremenski period. Naime, odredjeni su ekvilibrijumi za
svaki od pomenutih modela i ispitivano je ponasanje modela u blizini ekvilibrijuma.
Takodje su odredjeni i uslovi pod kojima dolazi do istrebljenja populacija opisanih
ovim modelima, kao i uslovi pri kojima razmatrane populacije mogu da opstanu u
okruzenju.

U Glavi 3 su razmatrani stohasticki epidemioloski modeli koji opisuju prenosenje
direktno prenosivih bolesti bez i sa kasnjenjem, kao i prenoSenje malarije sa ka-
Snjenjem. Za ove modele su odredjeni uslovi koje bi parametri modela trebalo da
zadovoljavaju da bi pozitivni ekvilibrijumi bili stabilni. Pod tim uslovima reSenja
sistema stohastickih diferencijalnih jednacina kojima su ovi modeli opisani ostaju u
okolini ekvilibrijuma, odnosno ne dolazi do ekspanzije bolesti.

Uslovi koji su dobijeni za parametre svih modela, kako onih iz Glave 2, tako
i onih iz Glave 3, su provereni na primerima iz realnog zivota i pokazano je da
razmatrani modeli predstavljaju jako dobru aproksimaciju realnosti, u smislu da su
se svi dobijeni teorijski rezultati pokazali kao prakti¢no primenjivi.

S obzirom na ¢injenicu da se mnoge pojave iz drugih oblasti zivota (mehanike,
fizike, ekonomije) mogu opisati matematickim modelima sli¢énim onima koji su raz-
matrani u ovoj disertaciji, na osnovu ve¢ opisanih metoda bi se moglo ispitivati
ponasanje takvih modela. U zavisnosti od prirode problema koji se modelira, u sto-
hasticki model bi se ukljuc¢ivali razli¢iti tipovi kasnjenja, kao i Poissonovi skokovi,
i na taj nacin bi se dobijali slozeniji modeli, koji bi mogli da budu predmet daljeg
istrazivanja.






Summary

The subject of the present PhD thesis are stochastic population and epidemio-
logical models which are described with the different types of stochastic differential
equations.

Chapter 2 is dedicated to stochastic population models. In the first instance,
stochastic population model with the Allee effect is studied, and then, time depen-
dent delay is included in the model. Also, in Chapter 2 stochastic predator-prey
model with the Allee effect on prey population and delayed Gompertz stochastic
model with Markovian switching are considered. Since solutions of the considered
models represent population size, they are expected to be non-negative. Thus, for
all of these models existence and uniqueness of the positive solutions is proved. In
most cases, stochastic differential equations which are used in population dynamics
are not effectively solvable, and, hence, long time behavior of the mentioned models
is studied. For all of these models equilibrium states are found and, then, their
stability is considered.

Stochastic epidemiological models are subject of the Chapter 3. Two epidemi-
ological models are considered: stochastic vector-borne disease model with direct
transmission and stochastic model which describes spread of malaria disease. A
time delay is introduced into mentioned models to represent the incubation time.
In stochastic vector-borne disease model with direct transmission one time delay is
introduced and it represents time that the vectors need to become infectious. On
the other hand, host population also needs some time to become infectious. This
time is different in regard to the vector’s incubation period. Hence, two time de-
lays are introduced in stochastic malaria model. In both cases, positive (endemic)
equilibrium states are found and, then, their stability is considered.

All theoretical results obtained through the thesis are verified with real-life ex-
amples. Thereby, it is demonstrated that obtained results are applicable in the real
life.

It is well known that similar mathematical models can be used for modeling
phenomena in mechanics, physics, economy, etc. Thus, with some modifications,
these models have a number of real-life applications. These modifications could
rather be topics of the further research.
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