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Povrsinske lokalizovane mode u nelinearnim opti¢kim reSetkama

I Uvod

Povrsinske talasne mode predstavljaju poseban tip talasa lokalizovanih na grani¢noj
povrsini dve sredine. Ovaj fenomen je prvi put istrazivan u kontekstu lokalizovanih
elektronskih Tamovih (Tamm) stanja formiranih na grani¢noj povrSini periodi¢ne
kristalne reSetke [1]. Opticke reSetke predstavljaju opticki analogon kristalnih, u kojima
su atomi 1 molekuli zamenjeni materijalima razlicitih dielektri¢nih konstanti. Na taj nacin
se, umesto periodicnog Kulonovog (Coulomb) potencijala atoma i molekula, javlja
periodi¢na dielektricna konstanta, a time i periodicna promena indeksa prelamanja.
Ukoliko dielektri¢ne konstante, materijala od kojih je napravljena reSetka, imaju razlicite
vrednosti 1 ukoliko je apsorpcija svetlosti dovoljno mala onda odbijanje i prelamanje
svetlosti unutar resetke prouzrokuju iste fenomene za fotone kao Sto je atomski potencijal
prouzrokovao za elektrone. Ti fenomeni su posledica zonske strukture tj. prisustva
zabranjenih i dozvoljenih zona u energetskom (frekventnom) spektru resetke, koje se
javljaju usled periodi¢nosti sistema. U zavisnosti od strukture reSetke postoje
jednodimenzionalne (1D), dvodimenzionalne (2D) i trodimenzionalne (3D) resetke s tim
Sto se sa poveCanjem dimenzionalnosti uvecavaju moguénosti manipulacije sa
prostiranjem svetlosti.

U optici su teorijski opisane i eksperimentalno nadene povrSinske lokalizovane mode
zahvaljujuc¢i samozarobljavanju svetlosti u okolini ivice niza talasovoda [2, 3]. Razliciti
tipovi povrsinskih solitona pronadeni su i u Boze-Ajnstajn (Bose-Einstein) kondenzatima
[4-7]. PovrSinske mode se mogu posmatrati kao diskretni opticki solitoni lokalizovani u
blizini povrSine [8-11] ili kao solitoni unutar reSetke stvoreni na defektu [12-16].
Diskretne povrSinske mode u uniformnim reSetkama imaju osobinu da postoje jedino
ukoliko im je vrednost snage iznad neke kriti¢ne vrednosti. Cesta pojava u ovakvim
sistemima je i bistabilnost tj. da razli€iti tipovi povrSinskih moda postoje istovremeno,
kao posledica narusSenja simetrije sistema [17]. Generalno govoreci, periodi¢na sredina
[18] implicira Citav niz fenomena kao Sto su Blohovi talasi, diskretna difrakcija, dok u
kombinaciji sa nelinearnos¢u i/ili defektom moZe do¢i i do formiranje lokalizovanih
moda.

Razli¢ita geometrija optickih reSetki znacajno uti¢e na tip i stabilnost lokalizovanih
reSenja koja se javljaju u takvim strukturama. U reSetkama su Cesto prisutni defekti bilo
u vidu lokalne promene u periodicnosti reSetke (tzv. tackasti defekti) bilo u vidu
"dislokacija" koje nastaju uklanjanjem ili menjanjem elemenata strukture u konkretnom
pravcu (proSireni defekti) a mogu se javiti 1 na povrSini kristala (povrSinski defekti).
Defekti koji ¢e u ovoj disertaciji biti od interesa nastaju usled spajanja reSetki Cije se
medusobno rastojanje moZe kontrolisati tokom proizvodnog procesa i time uticati na
pojavu Zeljenih moda u konkretnom sistemu. PovrSinske mode nastale usled postojanja
defekta predvidene su teorijski [19-23] i dobijene eksperimentalno [15, 24-26] u
razli¢itim kontinualnim i diskretnim sredinama. Odlika povrsinski lokalizovanih moda je
velika osetljivost na promenu vrednosti relevantnih parametara i kvalitativno menjanje
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ponasanja sistema u zavisnosti od parametara tj. bifurkacije i naruSenje simetrije sistema,
a koja moze biti kontrolisana uklju¢ivanjem odgovarajuc¢eg defekta [22].

Predmet ove disertacije je istrazivanje povrSinskih lokalizovanih struktura u nelinearnim
diskretnim fotonskim sistemima i sistemima sa talasima materije. Usled nelinearnosti
sistema, prolazak svetlosti kroz fotonsku resetku dovodi do lokalne promene indeksa
prelamanja sredine, pri ¢emu se omogucavaju uslovi za stvaranje lokalizovanih struktura.
Takodje, odnos izmedu linearnog ¢lana koji opisuje sprezanje izmedu resetki i linearnog
¢lana koji opisuje sprezanje izmedu elemenata svake od komponentnih reSetki ponaosob
je dominantan faktor koji uti¢e kako na oblast postojanja solitona, tako i na samu
stabilnost solitona.

Cilj istrazivanja u ovom radu je da se dobijeni rezultati iskoriste kao osnova na kojoj bi
mogle biti zasnovane prakti¢ne realizacije prekidackih, logickih, umnozavackih funkcija,
odnosno nacini manipulacije sa svetloS¢u u fotonskim sistemima kao delovima
savremenih optoelektronskih uredaja ili raCunara baziranih na optickim elementima i
fenomenima. StaviSe, ova istraZivanja mogu biti korisna i u kontekstu integrisanih
fotonskih sistema sa talasima materije, kao na primer Cipova sa Boze-AjnStajn
kondenzatima integrisanim sa fotonskim elementima [27-29].

Druga glava disertacije opisuje osnovna svojstva optickih reSetki na primeru
jednodimenzionalnih fotonskih kristala. Dat je kratak osvrt na istoriju procesa dobijanja
fotonskih reSetki i na opis uticaja periodi¢nosti sistema na prostiranje svetlosnih talasa.
Predstavljeni su i dvodimenzionalni i trodimenzionalni fotonski kristali i moguénosti
njihove primene u savremenim fotonskim uredajima. Prostiranje svetlosti u fotonskom
kristalu opisano je Maksvelovim (Maxwell) jednaCinama. Imajuci u vidu periodi¢nost
kristala 1 njome uslovljenu diskretnu translacionu simetriju sistema, objasnjen je nacin
dobijanja disperzione jednacine. Analiti¢ki i numericki je reSena disperziona jednacina i
dobijene dozvoljene i zabranjene zone (gepovi) u spektru frekvencija u kojima je redom
moguce ili nije moguce ocekivati prostiranje svetlosti date frekvencije. Opisana su
linearna svojstva reSetki 1 osobine difrakcije koja se javlja u takvim okolnostima. Uveden
je pojam nelinearnosti i njen uticaj na formiranje lokalizovanih struktura. Posebno je
razmatrana Kerova (Kerr) nelinearnost.

Treca glava disertacije objasnjava nacin modelovanja sistema u kojima se mogu formirati
lokalizovane mode. Uvedena je modelna 1D diskretna nelinearna Sredingerova
(Schrédinger) jednagina (DNSJ) ¢ija stacionarna reSenja mogu biti lokalizovane mode.
Pomenute su razlicite vrste lokalizovanih moda i to: svetli i tamni solitoni i strukture tipa
vrtloga (vortex) uz objasnjenje njihovih osnovnih karakteristika. U okviru ove glave
objasnjeni su nacini odredivanja stabilnosti solitona. U tu svrhu uveden je Vahitov-
Kolokolov (Vakhitov-Kolokolov) kriterijum, u daljem tekstu VK kriterijum i spektralna
analiza.

Cetvrta glava disertacije posveéena je istraZivanju formiranja i stabilnosti razli¢itih tipova
lokalizovanih povrSinskih moda (fundamentalni solitoni, solitonski kompleksi, strukture
tipa vrtloga). Razmatrani su sistemi sa spregnutim jednodimenzionalnim i



Povrsinske lokalizovane mode u nelinearnim opti¢kim reSetkama

dvodimenzionalnim optickim reSetkama sa Kerovom tj. kubnom nelinearnos$¢u. Detaljno
su analizirane lokalizovane povrSinske mode koje se javljaju na spoju dve linearno
serijski spregnute nelinearne polubeskonacne 1D reSetke. Takode, posmatrane su i
paralelno spregnute nelinearne 1D reSetke. Analizirane su lokalizovane povrSinske mode
1 u slucaju tri polubeskonacne 1D nelinearne reSetke spregnute linearno na jednom sajtu
kao i dve 2D beskonacne nelinearne reSetke linearno spregnute na jednom sajtu.
Predstavljene su zavisnosti oblasti postojanja lokalizovanih moda od parametra sistema,
pre svega kroz odnos parametra sprezanja izmedu reSetki i parametra sprezanja u
komponentnim reSetkama. Oblasti egzistencije i stabilnost odredivane su uz pomoé
varijacionog racuna (VR) i primenom VK kriterijuma. Ti rezultati su proveravani
numericki, reSavanjem stacionarnih jednacina i primenom linearne analize stabilnosti, u
cilju determinisanja spektralnog kriterijuma stabilnosti. Kao konac¢na potvrda rezultata
varijacionog racuna i numerickih izraCunavanja radene su direktne simulacije dinamickih
jednacina za svaki od istraZivanih sistema. Takode, analizirana je i simetrija formiranih
povrSinskih struktura i pojava narusenja simetrije pri promeni parametara u sistemu, kao i
pojava bistabilnosti.

U petoj glavi sazeti su najbitniji zakljucci rezultata iznesenih u disertaciji.
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O optickim reSetkama

O optic¢kim resetkama

Covek je jo§ od perioda Kamenog i Gvozdenog doba pokusavao da dostupne materijale
iskoristi 1 prilagodi sopstvenim potrebama. Tokom vremena ljudsko saznanje o
materijalima postaje sve potpunije. U proslom veku akcenat je prebacen na karakterisanje
i kontrolu elektri¢nih svojstava materijala. Sledeci korak je bio kako kontrolisati opticka
svojstva materijala, u smislu kako obezbediti ili zaustaviti propagaciju odredenih
svetlosnih moda. Time je omoguceno dobijanje materijala koji pod odredenim
okolnostima potpuno reflektuju svetlost u Zeljenom intervalu frekvencija, materijala koji
propustaju svetlost samo u unapred izabranom pravcu ili omogucuju koncentraciju
svetlosti u odredenoj zapremini, S$to su preduslovi za novi tehnoloski napredak. Materijali
koji na ovakave nafine mogu da manipuliSu svetloS¢u mogu biti sacinjeni od opti¢kih
reSetki razli¢itih geometrija. U danaSnje vreme postoje opticki kablovi koji su uspeli da
naprave pravu revoluciju u telekomunikacionoj tehnologiji. Laserski inZenjering, brzi
racunari, spektroskopija, mikroskopija, endoskopija, fotodinamicka terapija raka su neke
od oblasti koje imaju konkretne koristi od razvoja nelinearne optike.

U ovoj glavi izneti su osnovni pojmovi u vezi s optickim reSetkama, pre svega imajuci u
vidu njihovu periodi¢nost. Prikazan je uticaj reSetki na prostiranje svetlosnog talasa kroz
periodi¢nu strukturu, kao i prostiranje svetlosti kroz linearne i reSetke s kubnim
(Kerovim) tipom nelinearnosti.

2.1 Periodicnost na primeru fotonskih resetki

Fotonske reSetke predstavljaju periodi¢ne reSetke koje se karakteriSu periodicnom
promenom dielektricne konstante £, u odredenim pravcima. Njihovi strukturni elementi

imaju razlicite dielektri¢ne konstante a samim tim 1 indekse prelamanja. Fotonske resetke
mogu biti jednodimenzionalne (1D), dvodimenzionalne (2D) ili trodimenzionalne (3D)
(slika 2.1) [33], u zavisnosti od toga da li se dielektricna konstanta menja u jednom, dva
ili tri nezavisna pravca. S obzirom na Cinjenicu da elektroni i fotoni imaju talasno-
Cesticnu prirodu, opticki analogon reSetke kristala je fotonska reSetka. Razlika je u tome
Sto su atomi 1 molekuli koji €ine strukturne elemente kristala zamenjeni makroskopskim
elementima razliCitih dielektricnih permeabilnosti, dok je potencijal zamenjen
periodicnom dielektricnom funkcijom, a time 1 periodicnom promenom indeksa
prelamanja. Iz ovog razloga se, u frekventnom spektru fotonskih kristala, mogu videti
procepi tako da se elektromagnetni talasi koji imaju frekvenciju iz oblasti procepa ne
mogu prostirati kroz kristal.

Prva istraZivanja prostiranja talasa u periodi¢noj sredini vrSio je Lord Rejli (Lord
Rayleigh) 1887. godine [30]. Rejli je proucavao stare komade stakla, koji su imali
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izmenjena opticka stojstva usled stajanja, i primetio je da se manji deo svetlosti odbio od
povrsine stakla nego Sto bi to bio slucaj da je upotrebljeno novo staklo. Pogodnom
kombinacijom stakala uspeo je da dobije sistem uz ¢iju pomo¢ je mogao upravljati
svetloS¢u. Na taj nacin je dobijena prva 1D fotonska reSetka. Kako je Rejli uspeo da
objasni ponasanje svetlosti u viSeslojnim ogledalima time je dao odgovor i kako se
elektromagnetni talasi prostiru u 1D fotonskim kristalima.

// ﬁ ﬁ

Periodi¢nost u jednom Periodic¢nost u dva Periodicnost u tri
pravcu pravca pravca

Slika 2.1 Sematski prikaz 1D, 2D i 3D reietke i odgovarajuée mikrostrukture (red dole). Promena indeksa prelamanja
u fotonskim kristalima Sematski je predstavljena razli¢itim bojama.

Primeri 1D optickih reSetki su Bragovi (W.L. Bragg) reflektori, dielektricna ogledala,
nizovi talasovoda itd. [18, 31, 32]. U sluc¢aju viseslojnog dielektricnog ogledala, koje se
sastoji od slojeva s razli¢itim dielektricnim konstantama duZ jednog pravca, kada svetlost
odredene frekvencije padne na ogledalo ona moZe biti potpuno reflektovana. Razlog tome
je Sto se svetlost delimi¢no reflektuje od svakog sloja i ukoliko se rastojanje izmedu
slojeva menja periodi¢no, viSestruko reflektovani upadni talas interferira destruktivno sa
delom svetlosti koji dolazi is suprotnog smera nakon §to se odbio od povrSine slojeva. Na
taj naCin je onemoguceno prostiranje upadnog talasa, odnosno formiran je procep
(zabranjena zona) u spektru frekvencija. S povecanjem upadnog ugla svetlosti
refleksivnost sistema opada a zonski procep se smanjuje. Na slici 2.2 (a) moZe se videti
Bragovo vlakno s 1D periodi¢nim oblogama u vidu koncentri€nih omotaca.

Medutim, 1D opticku reSetku predstavlja i niz talasovoda u kojima se svetlost prostire
duz kanala. Ovakva struktura omogucéava prolazak pojedinih talasnih komponenti sa
odredenim vrednostima propagacione konstante dok se za ostale talase, sa drugim
vrednostima propagacione konstante, formira zonski procep i time onemogucava njihovo
dalje prostiranje [34].
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Vece interesovanje za fenomene prostiranja svetlosti u fotonskim reSetkama pojavilo se
nakon objavljivanja publikacija Jablonovica (Yablonovitch) [35] 1 DZona (John) [36],
u kojima su pomoc¢u metoda klasi¢ne elektrodinamike i fizike ¢vrstog stanja, teorijski
opisali prostiranje svetlosti kroz 2D i 3D fotonske kristale, slike 2.1 1 2.2 [37].

(@)

Slika 2.2 Tri primera optickih vlakana na bazi fotonskih kristala. (a) Bragovo vlakno, sa 1D periodi¢nim oblogama u
vidu koncentri¢nih omotaca, (b) 2D periodi¢na struktura koja ograni¢ava svetlost u Suplje jezgro uz pomo¢ procepa i
(c) rupicasto vlakno koje zarobljava svetlost u ¢vrstom jezgru uz pomo¢ odgovarajuéih promena indeksa prelamanja.

Kada se govori o strukturama koje omogucavaju manipulaciju sa svetloS¢u treba
napomenuti i fotonska kristalna vlakna. Ona se sastoje od snopa Supljikavih kanali¢a
nacinjenih od nekog dielektrika unutar dielektrika drugog tipa. Konstrukcija ovog tipa se
podesava tako da se svetlost prostire samo kroz centralni kanal. Kada se svetlost krece
samo duZ ose gde nema promene £, onda nema ni fotonskih procepa. U slucaju da
svetlost pada na zidove centralnog kanala javi¢e se fotonski procep usled periodicne
promene &,. Svetlost sa frekvencijom iz tog procepa bice totalno reflektovana i
prostirace se kroz dati kanal s najmanjim gubicima.

Fotonski kristali u tri dimenzije predstavljaju strukture kod kojih je moguca kontrola
svetlosti u sva tri pravca. Fotonski kristali u dve i tri dimenzije mogu kontrolisati upadnu
svetlost bilo koje polarizacije, pri bilo kom upadnom uglu i upravo je to glavni razlog
njihove upotrebe za upravljanje signalima u optickim mreZama.
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2.2 Osnovne jednacine

Da bi se opisalo prostiranje svetlosti u fotonskom kristalu ili bilo kojoj periodi¢noj
sredini mora se krenuti od Maksvelovih jednacina 1 odrediti vektori jacine elektri¢nog 1

magnetnog polja E(F,t) i H (7,t), redom. Njih je moguée naéi uz pomo¢ opsteg sistema
Maksvelovih jednacina u supstancijalnoj sredini:

divD(7,t) = p(F,1),
divB(7,1)=0,

9B(7.1) @2.1)
o

- oD(7,1)

rotH (F,t) = j(7,1)+ ,
ot

rotE(F,t)

gde je D(F,t) elektricna indukcija, E(F,t) magnetna indukcija,  p(7,r) gustina
naelektrisanja i j(,7)gustina elektriéne struje. Kako je u pitanju dielektriéna sredina bez
slobodnih naelektrisanja, veli¢ine j(7,7) i p(7,t) su jednake nuli. Pretpostavljeno je da
je sredina nemagnetna tako da je ,ur(?)zl. PoSto je re¢ o periodi¢noj sredini &, je
periodi¢na funkcija polozaja. Pretpostavljajuci da su jacina elektricnog i magnetnog polja
periodi¢ne funkcije vremena E(F,t): e‘””’E(f) iH(F,t)= e H (7) redom, dolazi se do
takozvane glavne jednacine:

Vx lﬁ VxH(F) =i21?1(f), (2.2)
e (F) c
ili u operatorskoj formi:
2
o (F) =2 H(F) (2.3)

gde je operator ® = Vx( ij , @ svojstvena frekvencija i ¢ brzina svetlosti u

£,(F)

vakuumu.

ReSavanje jednacine (2.2) predstavlja, u stvari, reSavanje svojstvenog problema operatora

2
= . .. ) .
©®, gde je H(F) svojstvena funkcija a —; svojstvena vrednost pomenutog operatora.
c

Nakon dobijanja jaine magnetnog polja jacinu elektricnog polja moguce je dobiti uz
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pomo¢ relacije: E (7)= ' VxH (F) gde je g, dielektricna permeabilnost
a)‘gogr (r)

vakuuma.

Fotonski kristali se odlikuju diskretnom translacionom simetrijom, tj. nepromenljivost u
osobinama strukture vidi se na rastojanjima koja predstavljaju celobrojni umnoZak
odredenog koraka-perioda reSetke. Primer ovakvog 1D fotonskog kristala prikazan je na
slici 2.3 [37].

a

Slika 2.3 Dielektri¢na konfiguracija sa diskretnom translacionom simetrijom. Kvadar oznacava jedan elemenat u
strukturi ¢iji je period duZine a.

U x i z pravcu postoji kontinualna translaciona simetrija dok u y pravcu postoji diskretna
translaciona simetrija. Period reSetke je oznacCen slovom a. U ovom slucaju kristal ima
diskretnu translacionu simetriju za vektor a kao i za sve umnoske la gde je [ pozitivan
ili negativan ceo broj. Kako je dielektricna permeabilnost £, periodi¢na funkcija duz y
ose sa periodom a to se matemati¢ki moZe zapisati kao &, (¥ +a)=¢,(5). Upravo je
ova periodi€nost sistema glavni razlog formiranja zonske strukture.

Na osnovu jednacine (2.3) i Cinjenice da je u pitanju periodi¢na sredina moguce je
napisati:

—

H(F+ad)=e""H(F), (2.4)

—

H(¥) moze se napisati u obliku Blohovog (Bloch) talasa H (¥) = e™“ii . (7), gde je:

i, ()=, (§+a). (2.5)
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Ovo sve ukazuje da je dovoljno resiti glavnu jednainu u okviru prve Briluenove

. . T T .. .- v v . . y- ,

(Brillouin) zone —— <k <— , 1itime dobiti opSte reSenje glavne jednacine. Uz pomo¢
a a

glavne jednaCine i ja¢ine magnetnog polja u obliku Blohovih talasa, mogu se

poznavanjem dielektricne permeabilnosti &£, dobiti envelope u#, kao i disperzione

relacije @ (12) gde indeks n predstavlja broj frekventne mode. Numeri¢kim

izraCunavanjem pokazuje se da postoje zabranjene zone, tj. procepi u spektru svojstvenih
vrednosti, kao posledica periodi¢nosti kristalne reSetke. U opsegu frekvencijskog procepa
ne postoje mode koje imaju Cisto realni talasni vektor, odnosno ne postoje mode u obliku
Blohovih talasa koje bi mogle da se prostiru. Umesto toga talasni vektor je kompleksan i
amplitude opadaju eksponencijalno, tzv. evanescentne mode. Posledica evanescentnosti
moda je da opSta reSenja svojstvenog problema divergiraju kada y = too. Ipak, defekt ili
procep u kristalu mogu prekinuti ovo eksponencijalno opadanje i stoga podrzati
evanescentne mode. Na taj nacin se pobuduju lokalizovane mode u procepu.

povrsina

defekt

Slika 2.4 Sematski prikaz jednodimenzionalnog fotonskog kristala sa defektom.

Pojavom defekta diskretna translaciona simetrija biva naruSena. Sematski prikaz
jednodimenzionalnog kristala sa defektom je prikazan na slici 2.4 [37]. Defekt moZe biti
jedan sloj 1D fotonskog kristala koji ima razliCitu Sirinu od ostalih slojeva i moze
omoguciti postojanje lokalizovanih moda sa frekvencijama u okviru procepa. Ukoliko
moda ima frekvenciju u okviru procepa onda ona mora eksponencijalno opadati.
Viseslojni filmovi sa obe strane defekta ponasaju se kao frekventna ogledala. Ukoliko su
takva dva filma orijentisana paralelno jedan drugome, svetlost biva zarobljena i propagira
izmedu njih. Usled lokalizovanja svetlosti unutar konacnog regiona mode su kvantovane.

Lokalizovane mode se mogu nac¢i i na povrsini viSeslojnog filma i tada se nazivaju
povrSinskim modama. U tom slucaju svetlost je vezana za povrSinu ukoliko je njena
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frekvencija ispod ta¢no odredene vrednosti koja predstavlja prag (kriticnu vrednost
parametra) za pojavu ovakvih moda [37].

2.3 Linearna svojstva resetki

U ovom poglavlju analizirane su osobine niza talasovoda, u odsustvu nelinearnih efekata.
Sistem od niza medusobno paralelnih talasovoda predstavlja 1D periodi¢nu resetku.
Standardni teoretski prilaz za proucavanje ovakvih struktura baziran je na analizi reSenja
diskretne nelinearne Sredingerove jedna¢ine (DNSJ). Glavna pretpostavka, koju je
potrebno uvesti, je da se evolucija sporo promenljivog polja moZe opisati sistemom
spregnutih jednaCina koji uradunava samo interakciju najblizih suseda (najbliZih
talasovoda) usled slabog preklapanja susednih moda (slika 2.5) [38].

n—1 mn n+1
. S e - e = -
Niz talasovoda - yy oy y»y
f,-" il = I..r'" o o _ﬁ_..-" _‘__.-r"-’
W g g gl g A
polja - " B, B2 B =

Sprezanje usled
preklapanja polja /

Slika 2.5 Niz optickih talasovoda. Opticka polja u talasovodima su spreguta preklapanjem moda.

Matematicki se prostiranje svetlosti kroz uniformni niz talasovoda moze opisati sistemom
medusobno spregnutih linearnih diferencijalnih jednacina, oblika [38, 39]:

i ‘i‘;‘" +PA +C(A_ +A,)=0, (2.6)
4

gde je A, amplituda mode u n-tom talasovodu, S je linearna propagaciona konstanta u z
pravcu dok je C koeficijent sprezanja dva susedna talasovoda.

Ukoliko je u datom trenutku samo jedan talasovod pobuden, tako da je A =0 za z=0,
reSenje za sve n# 0 je sledeceg oblika:

A,(z)=A)i)'7,(2C, Jexplifz), (2.7)
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gde je J, Beselova (Bessel) funkcija prve vrste n-tog reda. Fizicki, kontinualni zrak

propagira duz talasovoda i njegova energija se simetricno $iri na sve obliZnje talasovode
udaljavajuci se od centralnog talasovoda tako da svetlost biva sve viSe skoncentrisana duz
spoljaSnjih talasovoda, slika 2.6. Takvo ponaSanje je suprotno kontinualnom slucaju gde
je najve¢i deo energije bio koncentrisan u centralnom talasovodu. Ovakvo Sirenje
svetlosti kod talasovoda poznato je kao diskretna difrakcija.

Propagaciona koordinata

20 10 0 10 20
Broi talasovoda
Slika 2.6 Diskretna difrakcija duZ pravca prostiranja.

Pretpostavimo da se upadni snop moZze predstaviti kao beskonacni ravanski talas koji
pobuduje sve talasovode u reSetki. Tada se reSenje jednacine (2.6) moZe nac¢i u obliku
ravanskog talasa A, = A, exp(ink d +ik z), gde d predstavlja period reSetke, tj. rastojanje
centara dva susedna talasovoda u x pravcu, transverzalni talasni vektor k_opisuje fazu, a
k. predstavlja propagacionu konstantu u pojedinatnom talasovodu. Relativna fazna
razlika envelope polja izmedu susednih talasovoda je opisana proizvodom k d . Na taj

nacin se dobija sledeca disperziona relacija, tj. veza izmedu ki k_:
k.= pB+2Ccos(k.d). (2.8)

Konac¢ni snop svetlosti predstavlja superpoziciju viSe ravanskih talasa, pri cemu svaki od
talasa ima drugaciju vrednost transverzalnog vektora k . Tokom prostiranja faza svakog
od ovih talasa se menja nezavisno u odnosu na druge komponente snopa tako da ¢e nakon
rastojanja z odgovarajuca prostorna frekvencijska komponenta k_ imati drugaciju

relativnu promenu faze q)(kx,z):kz (k )z, [40]. Ove razli¢ite promene faze svake od
komponenti talasa uslovice pomeraj talasnog paketa centriranog na spektralnoj

99 _ 9k,

komponenti k u transverzalnom pravcu za Ax = YRREEY

X

11



12

O optickim reSetkama

Kao rezultat postojanja divergencije transverzalnih pomeraja izmedu spektralnih
komponenti talasa, poCetni profil snopa poc¢ece da se Siri tokom svog prostiranja. Veli¢ina
koja opisuje brzinu ovog Sirenja tj. difrakciju snopa naziva se difrakcioni koeficijent, i
definisan je na sledeci nacin:

2 2
p=l9_ok

ok 2.9
Lok K (29)

Primenom relacije (2.9) na relaciju (2.8) dolazi se do vrednosti koeficijenta difrakcije za
slu¢aj niza talasovoda:

D =-2Cd” cos(k,d) . (2.10)

Na slici 2.7 predstavljena je difrakciona kriva u slu¢aju periodi¢ne sredine.

Tpolubeskonacna

1 1 1unstaggered moda :
Jzabranjena zona

ﬁ0+2C
D=0

Anomalns \nomalmn; :
ol Anomalna Normalnha Anomalna | dozvoljena

difrakcija difrakcija difrakcija
Zzona
\ D<0 /

Bo-2C

KA Tt

staggered moda staggered moda
=2 Nulta &8

difrakcija procep

D=0

-1 0.5 0 0.5 1

ky[n/d]

Slika 2.7 Difrakciona kriva u slucaju periodi¢ne sredine.

VazZno svojstvo ove disperzione relacije je njena periodicnost po k_ . Ovde je pored
oblasti sa normalnom difrakcijom Qkxd|<ﬂ/ 2) u kojoj je koeficijent difrakcije
pozitivan, prisutna i oblast sa anomalnom difrakcijom (71'/2<|kxd| <7[) gde je ovaj

parameter negativan. Stavise, difrakcija potpuno nestaje za dve tatke |kxd| =x/2 itada
ne dolazi do promene u profilu polja tokom prostiranja snopa kroz reSetku. Na osnovu
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relacije (2.10) vidi se da oblik difrakcione krive zavisi od konstante sprezanja tj. od
parametara reSetke 1 od ugla pod kojim upada svetlost. To znaci da je znak difrakcije
moguce menjati ubacivanjem svetlosti u strukturu pod pogodnim uglom ili promenom
konstante sprezanja izmedu talasovoda.

Envelopa Blohovih moda odredena je transverzalnim vektorom k_ pa ¢e na taj nacin
Blohove mode pobudene u centru Briluenove zone (k d =0) imati amplitude koje ¢e od

talasovoda do talasovoda biti u fazi formiraju¢i na taj nacin tzv. unstaggered modu, dok
¢e u slucaju Blohovih talasa sa kraja Briluenove zone (k d = %7 ) faza amplitude menjati

znak od talasovoda do talasovoda obrazujuci tzv. staggered modu, §to je prikazano na
slici 2.7.

2.4 Nelinearnost i diskretni sistemi

Leta 1953. Erniko Fermi (Enrico Fermi), DZon Pasta (John Pasta) i Stanislav Ulam
(Stanislaw Ulam) rukovodili su serijom “numerickih eksperimenata” na tek stvorenom
kompjuteru MANIAC I u Los Alamosu. Cilj ovih numeric¢kih simulacija bio je da se
blize prouci dinamika talasa u diskretnom lancu koji se sastojao od Cestica (atoma) a koji
su bili pod uticajem nelinearne sile medusobnog sprezanja. Ova istrazivanja su delimi¢no
bila motivisana Fermijevom pretpostavkom da ¢e nelinearnost sama po sebi dovesti
eventualno do ergodicnosti ili “termalizacije” sistema. Na iznenadenje svih, takva
haoti¢na ponaSanja se nisu javila. Umesto oCekivanog ponasSanja diskretan dinamicki
model je pokazao kvazi-periodi¢nu evoluciju ili rekurentnost. Rezultat ove studije (danas
poznatije kao FPU problem) bio je publikovan 1955. u tehni¢kom izveStaju Los Alamosa,
ubrzo nakon Fermijeve smrti [41]. Neocekivani rezultati ovog eksperimenta bili su
enigma do Sezdesetih godina proSlog veka kada su Zabuski (Zabusky) i Kruskal
(Kruskal) [42] dosli do zakljucka da se u kontinulanom limitu FPU lanac moZe opisati uz
pomo¢ Korteveg-de Fris (Kortweg-de Vries) jednacina [43]. Znalo se da ove jednacine
opisuju plitke talase vode u uskom kanalu (slicne onima koje je posmatrao DZon Skot
Rasel (John Scott Russell) 1834. i koje je nazvao talasima translacije [44]) i da poseduju
“CestiCna” reSenja [45] zbog Cega su nazvani solitonima. Ova otkri¢a su se kasnije
proSirila na proucavanje nelinearnih fenomena u ostalim diskretnim sistemima poput
Boze-AjnStajnovih kondenzata [46], slojevitih anti-feromagnetskih struktura [47],
Dzozefsonovih (Josephson) spojeva [48], lanaca bioloskih molekula [49] i fotonskih
kristala [37].

Opticki zraci imaju prirodnu tendenciju da se Sire (difraktuju) pri prolazu kroz bilo koji
homogeni medijum. Ipak, ova difrakcija moze biti kompenzovana uz pomoc refrakcije t;j.
ako je indeks prelamanja materijala povecan transverzalno u odnosu na pravac prostiranja
talasa. Ovakva struktura postaje opticki talasovod i odvaja svetlost od regiona visokog
indeksa prelamanja omogucavaju¢i na taj nacin balans izmedu difrakcije i refrakcije.
Prostiranje svetlosti u optickom talasovodu mozZe se opisati linearnom nehomogenom

13
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talasnom jednacinom cije reSenje daje skup vodenih moda koje su prostorno lokalizovane
svojstvene mode optiCkog polja u talasovodu i zadrZavaju svoj oblik zadovoljavajuci pri
tom sve grani¢ne uslove.

Poznato je da se poniStavanje difrakcije uz pomoc¢ lokalne promene indeksa prelamanja
moZze posti¢i jedino uz pomo¢ nelinearnih efekata koji dovode do promene indeksa
prelamanja u medijumu na takav nacin da je indeks prelamanja ve¢i u regionu gde je
jacina zraka veca. U susStini, opticki puls moze kreirati svoj sopstveni talasovod 1 biti
zarobljen u tom sopstvenom talasovodu. Ulazni impuls se difraktuje kada je njegova
jacina mala. U sluCaju da jaCina impulsa postane dovoljno velika tako da je moguce
stvaranje samo-indukovanog talasovoda, promenom indeksa prelamanja, dolazi do
formiranja prostornog solitona. Ovakva promena indeksa prelamanja je veca u centru
zraka 1 gradijentno se smanjuje do nule, blizu granice impulsa. Fundamentalna moda
ovakvog talasovoda je prostorni soliton. Soliton je po definiciji lokalizovano reSenje
nelinearne disperzivne talasne jednacine koje ostaje invarijantno pri prostiranju i
predstavlja zapravo samolokalizovane talasne pakete koji svoju egzistenciju duguju
ravnotezi izmedu nelinearnosti i linearnih fenomena (disperzija, difrakcija, difuzija). U
potpuno integrabilnim sistemima ovi talasi ostaju “netaknuti” nakon sudara i u osnovi se
ponasaju kao Cesticni entiteti.

U cilju boljeg razumevanja uticaja nelinearnosti na formiranje prostornih solitona moze
se posmatrati njegova analogija sa so¢ivima. Naime, difrakcija kreira zakrivljeni talasni
front slicno onom koji stvaraju konkavna sociva i na taj nacin §iri zrak prilikom njegovog
kretanja. Sa druge strane, gradijent u indeksu prelamanja koji se javio usled efekta
samofokusiranja ima ulogu konveksnog socCiva koje pokuSava da sakupi zrak, slika 2.8.
Zrak moze postati samo-zarobljen i propagirati bez promene sopstvenog oblika ukoliko
efekti ovih soCiva poniStavaju jedni druge. Naravno, zrak mora imati odgovarajuci profil
za koji ¢e uspeti da se potpuno ponisti konkavno-konveksni uticaj. Ovaj specific¢ni profil
zraka kod prostornih solitona je nelinearna analogija modama u linearnom talasovodu
formiranih usled samo-indukovanog gradijenta indeksa prelamanja.
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,-% samofokusiranje
L]

(a)
b difrakcija
(b) s'
samo-zarobljeni soliton
(©)

Slika 2.8 Ilustracija analogije izmedu soCiva i prostornih solitona. Difrakcija ima ulogu konkavnih sociva dok
nelinearni medijum ima ulogu konveksnih soc¢iva. Soliton se formira kada se uticaj obe vrste so€iva ponisti tako da
fazni front (isprekidana linija) ostane nepromenjen.

2.5 Kerova nelinearnost

U cilju razumevanja Kerove nelinearnosti i njenog uticaja na prostiranje talasa bice
posmatrani kontinualni talasi koji se prostiru unutar nelinearne opticke sredine Kerovog
tj. kubnog tipa. Maksvelova jednacina za elektri¢no polje pridruZeno optickom talasu koji
propagira kroz datu sredinu je:

. 109 1 9°P
VZE—C—2 > =€C2 vk (2.11)
0

Pod dejstvom spoljaSnjeg optiCkog polja javlja se relativno pomeranje elektrona iz
osnovnog poloZaja u kristalnoj reSetki dielektrika. Rezultat takvog procesa je indukovani

dipolni moment koji se opisuje vektorom elektri€ne polarizacije P . Vektor polarizacije
se sastoji od dva dela:  P(F,t)= f’L(F,t)+ IBNL(F,I), gde su f’L(F,t) i IBNL(F,t) linearni i
nelinearni deo polarizacije i imaju sledece oblike:
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P, (F,1)=¢, ]:;((l)(t —1 )E(F, ¢ )ar
(2.12)

Py (Ft)=g,[[ [ 2V =1t =t,,0 = )E(F.1,)E(F,1, )E(F, 1, )t dr,dts,

gde su ;((1) 1 ;((3) tenzori susceptibilnosti prvog 1 treceg reda. Ove relacije vaze u
elektrinoj dipolnoj aproksimaciji pod pretpostavkom da je reakcija sredine lokalna i da
je materijal nemagnetski i izotropan. Takode je zanemarena nelinearnost drugog reda,
pretpostavljaju¢i da sredina ima inverznu simetriju. Kada je mali intenzitet upadne
svetlosti, relativni pomeraji elektrona u kristalnoj reSetki, a samim tim i vektor

polarizacije I3(F,t), linearno zavise od elektricnog polja upadne svetlosti. Indeks

prelamanja takode zavisi od osobina upadne svetlosti koja prolazi kroz strukturu. Kod
materijala koji poseduju inverznu simetriju kristalne strukture, ¢lanovi susceptibilnosti
parnog reda jednaki su nuli, ostavljajuci susceptibilnost tre¢eg reda kao glavni doprinos
nelinearnosti materijala. Ova klasa materijala se naziva Kerovim materijalima.

Materijali sa Kerovom nelinearno$¢u odlikuju se indeksom prelamanja ciji je nelinearni
deo funkcija intenziteta upadne svetlosti /1 mozZe se napisati u obliku:

Ny, =N, +n2|E|2 < n,+n,l , (2.13)

. . . . . . 2 v . .
gde je n, linearni deo indeksa prelamanja sredine, dok n2|E| oznacava nelinearni deo

indeksa prelamanja, a n, je Kerov koeficijent koji potiCe od susceptibilnosti tre¢eg reda.
Ova promena indeksa prelamanja, An,, oI, srazmerna je intenzitetu upadne svetlosti,

usled ¢ega dolazi do promene optickih svojstava sredine na mestu gde se prostire svetlost
dovoljno jakog intenziteta, a time se utiCe 1 na samo ponaSanje snopa svetlosti. Osim
intenziteta upadne svetlosti, bitna stavka je i znak promene indeksa prelamanja sredine
koji je posledica raspodele naelektrisanja unutar strukture materijala, pa samim tim i tipa
nelinearnosti. Ukoliko se pojavljuje lokalni rast indeksa prelamanja u pitanju je
samofokusiraju¢a sredina (An >0), dok se u sludaju lokalnog smanjenja indeksa

prelamanja javlja samodefokusirajuéa sredina (An < 0)[50]. Znadi, ove sredine ¢e za

upadni snop predstavljati sabirno, odnosno rasipno soc¢ivo, menjajuci time oblik snopa
prilikom prolaska, tj. suzavati ili Siriti zrak.
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IIT Nelinearne lokalizovane strukture

U okviru ove glave bice predstavljene jednaline Cija stacionarna reSenja predstavljaju
lokalizovane mode, a kojima se modeluju diskretni opticki sistemi. Takode, bice reci o
vrstama lokalizovanih moda i njihovim osnovim karakteristikama kao 1 metodama za
odredivanje njihove stabilnosti.

3.1 Matematicki model

Prostiranje talasnih moda kroz niz talasovoda obi¢no se modeluje sistemom spregnutih
diferencijalno-diferencnih jednacina od kojih svaka jednaina reprezentuje amplitudu
propagirajuc¢e talasne mode u konkretnom talasovodu koji je spregnut s najblizim
susednim talasovodima. U idealnom slucaju za niz talasovoda beskona¢ne duZine, kada
nema gubitaka 1 koji se odlikuju Kerovom nelinearno$¢u ovaj skup jednacina ima sledeci
oblik:

iy BA, +C(A_ +A,,)+7A A, =0, 3.1

dz

gde je A amplituda mode u n-tom talasovodu, S je linearna propagaciona konstanta, C
je koeficijent sprezanja, }/:(a)onz)/(cAeﬁ.) je nelinearni parameter, @, je opticka
frekvencija pridruzena modama, n, je Kerov koeficijent i A, je efektivna oblast

propagacije za mode u talasovodima. U jednacini nisu prisutni izvodi drugog reda jer su
svi disperzivni 1 difrakcioni efekti zanemareni u svakom talasovodu. Ovaj skup
beskonaénog broja jednacina je oznalen kao sistem diskretnih nelinearnih Sredingerovih
jednagina (DNLSJ). DNLSJ opisuje fizi¢ku situaciju koja prikazuje prostiranje
kontinualnog impulsa u dugackom nizu talasovoda u kojem svaki talasovod podrzava
jednu modu i ograni¢ava je u obe transverzalne dimenzije (nema difrakcije). Za konacan
broj talasovoda, indeks n varira u intervalu od 1 do N s periodi¢nim grani¢nim uslovima

A, =A 1A =A,. Kadaje N=2, jednacina (3.1) je potpuno integrabilna ali ve¢ za
N=3 ona nije integrabilna i poseduje sledeca dva integrala kretanja za sve vrednosti N:

2—ZA
2

2
)

e

Al‘l

An An - An—l

H=¥ (s n

4), (3.2)

N
p=>
n=1

gde je sa P oznacCena ukupna snaga a sa H Hamiltonijan ili ukupna energija sistema.
Jednacina (3.1) dobijena je diskretizacijom kontinualnog modela primenom
aproksimacije jakog sprezanja [28].
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Pored nelinerane optike, DNLSJ predstavlja neintegrabilni model koji je pogodan i za
opisivanje problema u molekularnoj fizici i drugim oblastima [S1].

3.2 Vrste solitona

U kontektsu nelinearne optike, solitoni se mogu podeliti na:

- Prostorne solitone koji se formiraju usled ravnoteZze izmedu samofokusiranja
optickog impulsa i difrakcije,

- Vremenske solitone koji se formiraju usled ravnoteze vremenske samo-fazne
modulacije 1 disperzije.

Solitoni se mogu podeliti i na osnovu izgleda profila amplitude, i to na svetle i tamne
solitone.

- Svetli solitoni mogu nastati i u kontinualnim sredinama i u diskretnim sredinama. U
kontinualnim se javljaju u samofokusiraju¢em medijumu usled poniStavanja normalne
difrakcije i samofokusiraju¢e nelinearnosti. Izgled svetlog solitona i njegove faze u
kontinualnoj sredini prikazan je na slici 3.1.

amplituda

Slika 3.1 Izgled amplitude svetlog solitona u kontinualnoj sredini. U levom uglu slike je predstavljena faza solitona.

U slucaju periodi¢nih sredina svetle solitone je moguce na¢i i u slu¢aju samo-
defokusirajuce nelinearnosti. Uslov za nastajanje svetlih solitona u periodi¢noj sredini je
D <0 , gde je D koeficijent difrakcije [39]. Ako se obrati paznja na solitone koji se

k.d
videti da su u oba slucaja difrakcioni koeficijenti isti ali imaju razlicit znak. Solitoni koji

se nalaze u okolini vrha disperzione krive zovu se unsteggered (nema promene faze
izmedu susednih elemenata reSetke) a oni koji se nalaze na dnu disperzione krive zovu se

nalaze u okolini vrha ( k. d =0 ) idna ( =) disperzione krive (slika 2.9) moze se
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staggered (postoji promena u znaku faze izmedu susednih elemenata). Na slici 3.2
predstavljeni su tipovi svetlih solitona. Svetli, unstaggered solitoni postoje ukoliko je
¥y>0 i D<0 ( normalna difrakcija) tj. kada se nalaze iznad prve dozvoljene zone u

polu-beskonacnoj zabranjenoj oblasti [S2, 53]. Nasuprot njima staggered solitoni
zahtevaju ¥ <0 1 D >0 (anomalna difrakcija) i leZe u procepu ispod prve dozvoljene
zone [54, 55].

Takode, treba pomenuti da diskretni solitoni [56] mogu imati maksimum envelope
centriran na dva susedna sajta (npr. talasovoda, atoma itd.) i onda se nazivaju inter-site
solitonima ili na jednom sajtu i tada se nazivaju on-site solitonima.

n2>0
D<0

n2>0
D<0 T D>0
. . 1 ) L £ -Li—ll“l—-l_ L

Slika 3.2 Tipovi svetlih solitona: a) inter-site unstaggered svetli soliton, b) inter-site staggered svetli soliton, c) on-
site unstaggered svetli soliton i d) on-site staggered svetli soliton.

n2<0

Tamne solitone, kao i svetle, moguce je naci i u kontinualnim i u diskretnim sredinama.
U neperiodi¢nim sredinama javljaju se samo u samodefokusiraju¢em medijumu, dok u
periodi¢nim sredinama moguce ih je naci i u samofokusiraju¢éem medijumu ukoliko je
zadovoljen uslov D > 0, gde je D koeficijent difrakcije. [zgled tamnog solitona dat je na
slici 3.3 1 predstavlja udubljenje na pozadini koja je razliCita od nule [57-59]. Kao i u
slucaju svetlih solitona, i kod tamnih diskretnih solitona mogu se razlikovati inter-site i
on-site tamni solitoni, koji mogu biti staggered ili unstaggered tipa.

amplituda

-4 -2 0 2 4

Slika 3.3 Izgled amplitude tamnog solitona u kontinualnoj sredini. Na slici je prikazana i faza solitona.
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U disertaciji su analizirane i lokalizovane mode tipa vrtloga, tako da ¢e biti kratko
pomenuta njihova osnovna svojstva. Opti¢ki vrtlozi predstavljaju reSenja 2D NLSJ koja
za integral kretanja ima orbitalni ugaoni moment [60, 61]. Eksperimentalno se mogu
videti kao tamni regioni koji zadrZzavaju svoj oblik na difrakcionoj pozadini i pokazuju
netrivijalno dinamicko ponaSanje. Postoje vrtlozi on i off-site: kod on-site vrtloga
srediSnja tacka (singularitet) je centrirana na elementu reSetke dok se kod off-site
srediSnja taCka nalazi izmedu dva susedna elementa reSetke, slika 3.5. Postoji vise
razli¢itih konfiguracija on i off-site vrtloga i pregled njihovih faza je dat u tabelama 11 2.
Na primer, konfiguracije a, ¢, d, e, f, g, i 1 j predstavljaju on-site vrtloge i njihov
singularitet se nalazi na jednom elementu resetke, dok b, h, k i [ predstavljaju off-site
vrtloge i njihov singularitet je centriran izmedu elemenata reSetke. Bitna karakteristika
vrtloga je topolosko naelektrisanje koje predstavlja ukupnu promenu faze oko srediSnje
taCke vrtloga podeljene sa 27 . U disertaciji su proucavani vrtlozi sa topoloSkim
naelektrisanjem S=1 i S=2. Strukture tipa vrtloga su osim u reSetkama nadene i u
superfluidima [61] i Boze-AjnStajn kondenzatima [62].

00
00

20 ‘ -
-20 0 20 -20 0 20

Slika 3.5 Izgled amplitude i faze za on i off — site vrtlog: a) amplitude on-site vrtloga, b) faza on-site vrtloga,
¢) amplitude off-site vrtloga i d) faza off-site vrtloga.
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Tabela 1. Sematski prikaz moguéih tipova vrtloga sa topoloskim naelektrisanjem S=1 i njihove fazne
konfiguracije. Stabilnost vrtloga je notirana u zadnjoj koloni tabele. Vrednost 7 (ili 0) prikazuje fazu
“ekscitovanog “ elementa reSetke. Simbol x oznacava unutrasnje sajtove sa nultom amplitudom.

Tip S Fazna konfiguracija Stabilnost
a 1 0 Da
wl2 x 37x/2
V4
b 1 0 37/2 Da
Tl2 &
c 1 nl4 0 Trxl4 Ne
wl2 x 37/2
3z/4 & Sxl4
d 1 0 Ne
wl4 x Irzl4
w/2 x x x 37m/2
3z/4 Sr/4

nl4
/2 X
3z /4

Trl4
X 37m/2
S5z/4

O X o™ OIN x

n/4 0 Inl/4
/2 #n/2 x 3x/2 37/2
/4 n  Sx/4
/4
g 1 0 Da
nld & Txl4
/2 3x/2 x #l2 3xn/2
3z/4 0 5Sx/4
7
h 1 0 7n/4 Ne
n/4 0 37/2 37/2
nl2 #nl2 & Sxl4
3nld &
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Tabela 2: Razliciti tipovi vrtloga sa topoloSkim naelektrisanjem S=2 i njihove fazne konfiguracije.
Komentarisana je i stabilnost vrtloga. Vrednost 7 (ili 0) prikazuje fazu pobudenog sajta reSetke. Simbol x
oznacava unutrasnje sajtove s nultom amplitudom.

w2

Tip Fazna konfiguracija Stabilnost
i 2 /2 0 37/2 Ne
T X 7
3z/2 0 #/2
J 2 0 Da
/2 x 37/2
T X X X /4
3z/2 x x/2
0
k 2 0z Da
z 0
l 2 0 37/2 Ne
7l2 0 n =«
T n 0 #/2
37/2 0

3.3 Stabilnost solitona

U cilju odredivanja stabilnosti solitona posmatrana je 1D DNSJ sa Kerovom
nelinearnoscu:

‘v =0, (3.3)

dy,
ld_li-i_ C(W}H—l + Wn—l - ZWnJ-i_ 7|Wn

gde je  y, normalizovana amplituda elektricnog polja n-tog elementa niza talasovoda
(n=1,...N), y je normalizovani nelinearni Kkoeficijent koji moze biti +1 u

samofokusiraju¢em medijumu ili -1 u samodefokusirajuéem medijumu, C=1 i
predstavlja normalizovanu konstantu sprezanja dok z predstavlja propagacionu
koordinatu. Ulogu propagacione koordinate u sistemima koji evoluiraju u vremenu (na
primer Boze-AjnStajnovi kondenzati u optickoj reSetki) igra vreme.

U cilju ispitivanja stabilnosti svetlih solitona neophodno je odrediti oblast njihovog
postojanja. Dobijeno je da ona korelira s pojavom nestabilnosti uniformnog reSenja.
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Uniformno reSenje ima oblik ravnog talasa,  y, =ue™"e™ ™, koji se prostorno (ili

vremenski) destabilizuje usled razvoja modulacione nestabilnosti. Upravo je proces
modulacione nestabilnosti odgovoran za lokalizaciju energije i formiranje solitona.
Ukoliko je k =0, posmatra se unstaggered uniformno resenje dok se za k =z posmatra
staggered uniformno resenje. Zamenom pretpostavljenog reSenja u jednacinu (3.3) dolazi
se do stacionarne jednacine uz pomo¢ koje se moZe odrediti oblast postojanja uniformnog
resenja:

a)—2+2COSk+7'u2 =0, (34)
gde je amplituda ravnog talasa:
u= -2 we (-7.0] -
4

Nakon utvrdivanja da postoji uniformno reSenje neophodno je odrediti njegovu
stabilnost. Razlog tome je Sto se svetli solitoni mogu naci u oblasti gde je uniformno
reSenje nestabilno, nasuprot tamnim solitonima koji se mogu naci u oblasti gde je
uniformno resenje stabilno. Stabilnost uniformnog reSenja se utvrduje uz pomoc teorije
malih perturbacija, gde je perturbovano resenje oblika:

v, = ue™ + e e (3.5)

du,
perturbacija moze biti staggered, & =0, ili unstaggered, & =1, tipa. Smenom resenja
(3.5) u jednacinu (3.3) dobija se izraz u kojem se posle odvajanja realnog i1 imaginarnog
dela po perturbacijama primenjuju Furije transformacije da bi se videlo ponaSanje
perturbacije tokom propagacije:

gde je du, mala perturbacija, <<u, i kompleksna veli¢ina du, =, +idb,. Mala

&l . pign [ Qz
" ~jd§z&’ c e
&9 &‘etqneﬂz

n

Na taj nacin se dolazi do disperzione jednacine:

Q= 4sin2(621j[— 2a)—4sin2(gﬂ : (3.6)

Perturbovano re$enje eksponencijalno raste ukoliko je Q* >0 (3to se vidi na osnovu
izraza za Furije trasformacije) i time se dobijaju nestabilna reSenja. U oblasti postojanja
nestabilnih reSenja @ < —2 mogu se ocekivati svetli solitoni, a u oblasti stabilnosti tamni
solitoni. Nakon dobijanja svetlih solitona njihova stabilnost se moZe ispitivati uz pomo¢
dva kriterijuma [63].

1. Vahitov-Kolokolov kriterijum. Prema ovom kriterijumu potreban ali ne i dovoljan
uslov za stabilnost solitona je dP/dw <0, tj. da soliton moZe biti stabilan samo
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ukoliko njegova snaga opada sa povecanjem vrednosti propagacione konstante
@ . No ovo nije i dovoljan uslov za odredivanje stabilnosti solitona. Ovaj uslov se
naziva i uslov nagiba. Strogo govore¢i VK kriterijum vazi za utvrdivanje
stabilnosti fundamentalnih svetlih solitona (solitona ¢iji profil ima samo jedan
maksimum — reSenje sa jednim ¢vorom) i ne moZe se Koristiti bez dodatnih
aproksimacija kao potreban uslov za odredivanje stabilnosti tamnih solitona.

2. Spektralni kriterijum. Ovaj kriterijum je zasnovan na linearnoj analizi stabilnosti.
Postupak se sastoji u tome da se pretpostavljeno solitonsko reSenje perturbuje
dodavanjem male perturbacije. Perturbovani soliton se uvrsti u odgovarajuc¢u 1D
DNLSJ i dobijena jednatina po malim perturbacijama linearizuje, odnosno
zadrZavaju se samo ¢lanovi do prvog reda po perturbacijama s obzirom da su
Clanovi viSeg reda po perturbacijama zanemarljivi. Linearne jednacine koje
opisuju evoluciju malih perturbacija se mogu interpretirati i reSavati kao
svojstveni problem za male perturbacije. Iz odgovarajuce svojstvene matrice se
izraCunavaju svojstvene vrednosti, koje su zapravo koeficijenti rasta malih
perturbacija u vremenu. U sluc¢aju hamiltonijanskih sistema svojstvene vrednosti
matrice malih perturbacija se javljaju u parovima ¢isto realnih vrednosti (+a, -a)
ili kvartetima kompleksnih vrednosti (a+ib,a-ib,-a+ib,-a-ib). Tada prisustvo
realnog dela razli¢itog od nule oznaCava eksponencijalni rast perturbacije i
nestabilnost solitonskog resenja. Ukoliko je imaginarni deo svojstvene vrednosti
nula nestabilnost je eksponencijalna, a ukoliko je razli¢it od nule nestabilnost je
oscilatorna. Svojstveni problem matrice se retko moZe odrediti analiticki, pa se
pribegava numerickom reSavanju. Ovaj kriterijum stabilnosti predstavlja i
potreban i dovoljan uslov za stabilnost solitona.

Pretpostavljeno, perturbovano, solitonsko resenje jednacine (3.3) je oblika:
v, =u,e™ + o e e, (3.7)

gde je du, mala perturbacija koja mozZe biti staggered tipa ukoliko je & =01 unstaggered
ukoliko je & =1, kao i soliton koji moze biti staggered za k=0 i unstaggered za k=1.

Smenom (3.7) u (3.3) dobija se sledeca jednacina:

ddu,

= —(w-2)6u, — (6, e +du,_e ) -y2u’du, +u’d’),  (3.8)
74

i
gde je u, kompleksno, u, =Re(u,)+iIm(u, ) i gde je du, = da, +idh, .

Razdvajanjem ¢lanova koji su realni od ¢lanova uz imaginarnu jedinicu u jednacini (3.8)
dobija se sistem jednacina za male perturbacije.

Iz realnog dela jednacine (3.8) dobija se:
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_di?n = [~ (0-2)-3m?]6, ~(u,, +&u_ )cosa. (3.9)
Za Clanove koji idu uz imaginarnu jedinicu dobija se:
dj‘;n _ [_ (0)—2)—7'”3]&7" (b, +b,_,)cosax . (3.10)

Posmatrajuéi jednacine (3.9) i (3.10) uocava se da one zapravo predstavljaju jednaine
svojstvenog problema matrice sistema M:

d & 0 H'|& &

ot It "l=M| ", 3.11

P I ol R ] e
gde su H;k = [_ (w_z)_:;?’”j]gj,k —COS a(gj,lﬁ—l +§j,k—l)’

H. =H +2m.0,,.

Funkcije &u,, ob, su komponente svojstvenog vektora linearnog svojstvenog problema

[16]:
d |, |_ M o, (3.12)
dz| b, ||, | ‘
Na osnovu jednacine (3.12) sledi da perturbacije po z zadovoljavaju:
o7 o, (z=0
A L (3.13)
ob, ob,(z=0)

gde su S svojstvene vrednosti matrice M.
Na osnovu relacije (3.13) se moZe odrediti da li perturbacija raste ili opada sa z i na
osnovu toga doneti zakljucak o stabilnosti solitona:

1. ukoliko su svojstvene vrednosti Cisto realne veli¢ine, u pitanju je eksponencijalna
nestabilnost tj. perturbacija raste sa porastom propagacione koordinate, z;

2. ukoliko su svojstvene vrednosti kompleksne veliCine sa realnim delom ve¢im od
nule u pitanju je oscilatorna nestabilnost solitona i javlja se pored
eksponencijalnog rasta i oscilovanje perturbacije sa porastom propagacione
koordinate, z;

3. ukoliko su svojstvene vrednosti €isto imaginarne u pitanju su stabilni solitoni i
male perturbacije ne rastu ve¢ samo osciluju sa porastom propagacione
koordinate, z.
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IV Prostiranje svetlosti u 1D i 2D reSetkama

U ovoj glavi bi¢e predstavljena analitiCka i numericka analiza svojstava i dinamike
povrsinskih moda koje se mogu formirati u sistemima reSetki razlicite geometrije, kao Sto
su: dve nelinearne polubeskonacne 1D reSetke linearno spregnute serijski i paralelno
preko jednog svog sajta, tri polubeskonac¢ne 1D nelinearne reSetke spregnute linearno na
jednom sajtu i dve 2D beskonacne nelinearne linearno spregnute reSetke na jednom sajtu.
Rezultat analize je odredivanje oblasti postojanja povrSinskih moda tipa solitonskih talasa
primenom varijacionog racuna (VR) i numericki. Takode je posmatrana i stabilnost
pomenutih moda primenom VK kriterjjuma 1 spektralne analize. Dobijeno je dobro
slaganje analitickih i numerickih rezultata.

4.1 Dve serijski spregnute polubeskonac¢ne 1D linearne reSetke

Sistem od dve serijski linearno vezane polubeskonacne reSetke je posmatran kao jedna
ekvavilentna 1D diskretna reSetka sacinjena od dva niza talasovoda izmedu kojih je, u
proizvodnom procesu, moguce menjati rastojanje. Lokalna promena rastojanja se moze
interpretirati kao defekat u homogenoj reSetki od identi¢nih talasovoda, slika 4.1.

C C C C c_c
Ty Ir‘"_'\l r"'_)_____-"‘\ If"_"\ F
WA L L L
-1 0 1

Slika 4.1 Serijski spregnute dve polubeskonacne resetke.

Pomenuti sistem se modeluje sa tri DNSJ-e koje opisuju prostiranje svetlosti kroz sistem
talasovoda sa obe strane defekta i kroz defekat, tj. kroz elemente reSetke sa obe strane
spoja i elemente koji su linearno spregnuti (nulti i prvi sajt), j-na (4.0):

i%+€¢n+l+c¢n_1=0, za n#0,1,
;0+8¢1+C¢1— za n=0, (4.0)

¢1+8¢0+C¢2—O za n=1.
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Propagaciona koordinata ili vreme je t , ¢ predstavlja elektricno polje u n-tom

n

talasovodu, a ¢, 1 ¢ u nultom 1 prvom talasovodu (slika 4.1) tj. elektricno polje u
sajtovima reSetke na kojima je lokalizovan defekt. Jednacine (4.0) opisuju evoluciju
pomenutih polja, C je konstanta sprezanja izmedu talasovoda koji nisu na defektu, tj.
konstanta sprezanja izmedu bilo kojih sajtova osim izmedu nultog i prvog, dok &
predstavlja konstantu sprezanja izmedu nultog i prvog sajta. Nelinearnost je zanemarena.

Kako su reSenja, oblika ravanskih talasa, nestabilna pri dejstvu malih perturbacija,
pretpostavljena stacionarna reSenja jednacina (4.0) su oblika ¢, =u, exp(i,ut), gde je u,
realno polje propagacionog talasa, x predstavlja propagacionu konstantu. Smenom

pretpostavljenog stacionarnog reSenja u jednaCine (4.0) dolazi se do stacionarnih
jednacina oblika:

—pu,+Cu, +Cu, =0, za n#0,1,
—pu,+éu, +Cu_ =0, za n=0, 4.1
—uu, +éuy+Cu, =0, za n=1.

U cilju proucavanja povrSinskih lokalizovanih moda posmatra se polje lokalizovano na
defektu a koje eksponencijalno opada s leve 1 desne strane udaljavanjem od defekta:

u, = Aexplan), za n<0,
4.2)
u, =Bexp(—a(n—1)), za nz21,

gde su A i B vrednosti amplitude, dok bezdimenzioni parametar a predstavlja inverznu
duZinu, dobijenu linearizovanjem stacionarnih jednacina (4.1) kada |n| — oo . Parametar

a= ln(/l/ 24+ 4—1), odakle sledi da propagaciona konstanta mora imati vrednosti
u>2.

Smenom pretpostavljenih reSenja (4.2) u stacionarne jednacine (4.1) dolazi se do
sledeceg sistema jednacina:

u=Ce™ +—,
e
A._£ “3)
B u-Ce™
A_pu-Ce"
B £
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Kombinacijom relacija (4.3) dobija se izraz:
(4.4)

Ova relacija pokazuje da lokalizacija polja na defektu zavisi od odnosa konstante
sprezanja izmedu talasovoda i na defektu. Na osnovu vrednosti parametra a moZe se

zakljuciti da je ‘e“’ <1, tako da, kada je sprezanje na defektu jaCe od sprezanja u resetki,

do¢i ¢e do lokalizacije polja na defektu. Nasuprot tome, za male vrednosti sprezanja na
defektu (veliko rastojanje izmedu resetki), reSetke nece uticati znacajno jedna na drugu
tj. javice se slucaj analogan slu€aju dve nezavisne polubeskonacne reSetke.
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4.2 Dve serijski linearno spregnute nelinearne polubeskonacne

1D resSetke

Posmatrana je 1D reSetka, predstavljena na slici 4.1 [64], u kojoj se pored defekta
pojavljuje 1 Kerova nelinearnost. Pretpostavka je da konstanta sprezanja unutar
komponentnih resetki, C, i konstanta sprezanja koja predstavlja defekt, &£, imaju isti
znak, t je vreme (propagaciona koordinata), normalizovani nelinearni koeficijent ¥ je

konstantan u sistemu 1 izabran tako da je kao 1 C skaliran na jedinicu,C =y =1.

Jednacine kojima se modeluje ovaj sistem imaju oblik analogan jednacinama (4.0) sa
dodatkom ¢lana koji opisuje nelinearnost, Kerovog tipa, u svakoj od jednacina.

idczn+¢n+l+¢n—l+¢n 2¢n:0’ Zza nio’l’
i%+g¢l+¢_l+|¢o|2¢0:0, za n=0, (4.5)
.do,

1.

2
i—L+ep +0, +|0[ ¢ =0, za n

dr
Velic¢ina ¢, predstavlja elektricno polje u n-tom talasovodu, a ¢, i ¢ u nultom i prvom

(slika 4.1) tj. elektricno polje u sajtovima na kojima je lokalizovan defekt. Jednacine
(4.5) opisuju evoluciju pomenutih polja.

Stacionarna reSenja, za solitone koji se formiraju na spoju dve reSetke, traze se na
standardan nacin, u obliku ¢, =u, exp(iur), gde u predstavlja propagacionu konstantu.

Smenom pretpostavljnog stacionarnog reSenja u jednacine (4.5), dobija se sledeci sistem
stacionarnih jednacina:

—gu, +u, +u,  +u =0, za n#0]1,

—fuy +eu, +u  +u, =0, za n=0, (4.6)

— i, +Eeuy+u, +u; =0, za n=1.
Za analiticko reSavanje jednacina (4.6) moZe se primeniti VR i na taj nafin se mogu
dobiti aproksimativna solitonska reSenja. Za posmatrani sistem formiran od dve
polubeskonacne nelinearne reSetke spojene defektom, Lagranzijan se moZe predstaviti u

vidu zbira LagranZijana za svaku od polubeskona¢nih komponentnih reSetki (L, i L,) i
¢lana koji potice od defekta na spoju dve resetke :

L=L +L,+2&eu,u,. 4.7)

Lagranzijani polubeskonacnih reSetki imaju slede¢i oblik:
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-1

L1 = _Z [_ﬂur% +%u: +2unun+lj+(_'uu§ +%u3}

o<

L,= Z(—,uuj +%u: + 2unun+1}

n=1

Profil pretpostavljene povrSinski lokalizovane mode je centriran na defektu i
eksponencijalno opada sa udaljavanjem, levo i desno, od defekta, tako da je oblik polja
povrsinske mode:

u, = Aexp(an), za n<o0, 4.8)
unzBexp(—a(n—l)), za n21,

gde bezdimenzioni parametar a predstavlja inverznu lokalizacionu duzinu koja se dobija
linearizacijom stacionarnih jednatina (4.6) kada |n| — oo, a:ln(,u/2+,/ﬂ2/4—1). Iz
izraza za a se moze zakljuciti da propagaciona konstanta mora imati vrednosti x> 2.
Inverzna duZina se moze predstaviti uvodenjem parametra s, na slede¢i nacin:

2
szet=Ho ’u——l,

2 4

,u=s+s_l.

Smenom pretpostavljenih resenja (4.8) u jednacinu (4.7) dolazi se do izraza za efektivni
Lagranzijan:

L, =(L),+(L,), +26AB,
(L), =—s"A"+ 5 lis4 A*, 4.9)
(L), =—s"'B*+ L g
& 21— s

Iz ukupnog efektivnog Lagranzijana se lokalizovana reSenja dobijaju kao lokalni
ekstremumi s obzirom na varijacione parametre, A i B, tacnije reSavanjem odgovarajucih
Ojler-LagranZevih (Euler-Lagrange) jednacina:

M+ 2eB=0
0A ’
a(LZ)eﬂ 2ed =0 (4.10)

oB
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Smenom izraza za efektivni Lagranzijan u jednaine (4.10), dobijaju se, nakon
sredivanja, jednacine iz kojih se mogu na¢i amplitude lokalizovanih moda:

—sTA+

A’ +eB =0,
1—s*
“4.11)
B> +eA=0.

-1
—s B+
1—s*

Na osnovu jednacina (4.11) moze se zakljuciti da postoje tri tipa lokalizovanih
povrsinskih moda:
1. simetri¢ni solitoni (SS), koji se karakteriSu jednakoS¢u amplituda sa obe strane

defekta, A=B;

2. antisimetri¢ni solitoni (AS), koji se karakteriSu jednakim po apsolutnoj vrednosti
ali suprotnog znaka amplitudama sa razliCitih strana defekta, A= - B;

3. nesimetri¢ni solitoni (NS) koji su okarakterisani nejednako$éu A* # B”.

Smenom uslova za SS, A=B, u jednacine (4.11) dolazi se do izraza za kvadrat amplitude
simetri¢nih moda:

A =(1-s*)s"—¢) . (4.12)
Iz jednacine (4.12) moze se zakljuciti da za SS postoji gornja granica postojanja, tj. da

pri fiksnoj vrednosti propagacione konstante 4, konstanta sprezanja izmedu reSetki, &,

ima konkretnu vrednost iznad koje se simetri¢na reSenja ne mogu naéi, tj. £<ég, =5,

Amplitude simetricnih moda predstavljene su na slici 4.2.

Smenom uslova za AS, A= - B, u jednalinu (4.11) dolazi se do izraza za kvadrat
amplitude antisimetri¢nih moda:

A =(1-s*)s" +&). (4.13)

Na osnovu jednacine (4.13) moZe se zakljuciti da varijacioni racun predvida da AS
postoje u celom parametarskom prostoru, slika 4.2.

Oblast postojanja NS, A’# B®, moZe se dobiti oduzimanjem jednacina (4.11) i
eliminisanjem zajedni¢kog ¢lana (A— B):

(s"+&)=A>+B>+AB. (4.14)
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Kada A—-B — 0, jednacina (4.14) dovodi do relacije:
A =1/3)1-s*)s" +e). (4.15)

Izjednacavanjem (4.13) i (4.15) moze se dobiti vrednost defekta za koji se javlja par
nesimetri¢nih reSenja i spontano narusenje simetrije:

e =(2s)". (4.16)

Nesimetricna reSenja se mogu dobiti uz pomo¢ jednacina (4.11), njihovim sabiranjem i
oduzimanjem i re§avanjem jednacina za A>+ B’ i AB:

A 8\/2si1—s4i
/ / I
1+41-4s"¢ (417)
4
B= =5 isi—ase

2s

Ovo reSenje postoji za £<é&., gde je & tacka spontanog naruSenja simetrije ili
bifurkaciona vrednost definisana relacijom (4.16).

Na slici 4.2 mogu se videti amplitude za sva tri tipa reSenja, dobijene uz pomo¢ VR 1
numericki. Numericki rezultati, koji ¢e biti detaljno razmatrani u daljem tekstu, se dobro
slaZu sa rezultatima varijacionog prilaza.

—t ) TR TP T T L L L
o=
2 (a) 3 (b) ._._._..--‘ -t
..-:“"."-_.
2 {
o
1 g e
: -
Hiare
0 - - i g
1 ge
2 o
Tm
-
3 -h‘_-""-_
o
T LI B S T T T
0 1 2 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8
& €

Slika 4.2 Amplitude za sva tri tipa solitona u funkciji od konstante sprezanja izmedu resSetki (defekta).
Amplitude A i B dobijene varijacionim ratunom za NS su prikazane crnom linijom, SS crvenom linijom i
AS plavom linijom za fiksne vrednosti propagacione konstante (a) y=3 1 (b) £ = 5. Numeri¢ki dobijene
vrednosti amplitude predstavljene su krugovima za NS, trouglovima za SS i kvadratima za AS. Tackaste
vertikalne linije oznacavaju granice regiona postojanja za NS (&_) i SS (88 ) Za y=3 AS nisu nadeni u
numerickoj formi. Neobojeni simboli predstavljaju nestabilne a obojeni stabilne solitone, Sto je odredeno
numericki sprovedenom linearnom analizom stabilnosti.
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Stabilnost sva tri tipa povrSinskih solitona proveravana je po VK kriterijumu. Ovaj
kriterijum postavlja potreban uslov za stabilnost solitona u formi dP/du >0, gde je

n=+oo
P= Zufl ukupna snaga solitona. U sluaju posmatranog modela u ovom delu, snaga

n=—oo

ima oblik:
P=(-s)"(aA>+B). (4.18)

Kako je propagaciona konstanta, 4, funkcija parametra s i a—s <0, VK kriterijum se s
17

. . oP
obzirom na parametar s svodi na izraz M, <0.
s

Snaga za SS reSenje se dobija smenom jednacine (4.12) u (4.18):
P=2(+s)s"-¢). (4.19)

Jednacina (4.19) zadovoljava VK kriterijum i predvida stabilnost simetricnog resenja u
celoj oblasti postojanja. Medutim, linearnom analizom stabilnosti je pokazano da SS
postaju nestabilni u tacki spontanog naruSenja simetrije, tj. za £<¢,, iako je VK

kriterijum zadovoljen.

Sto se tite NS reSenja, smenom jednacine (4.15) u jednacinu (4.18) dolazi se do izraza za
snagu u kojem ne figuriSe defekt:

P=(1+s)s. (4.20)

Jednacina (4.20), takode, zadovoljava VK u celom regionu postojanja nesimetri¢nih
povrSinskih moda, $to znaci da postoji uslov da su nesimetri¢na reSenja stabilna u celom
regionu svog postojanja.

Na isti na¢in, smenom (4.13) u (4.18) dolazi se do izraza za snagu AS:
P=2(+s)s"+e). 4.21)

Za ovakav oblik ukupne snage, VK kriterijum je zadovoljen samo u opsegu
E>€, = (1—sz)s_3, §to znac¢i da u tom intervalu mogu postojati stabilni antisimetri¢ni
solitoni, dok za oblast € <¢&, VK kriterijum nije zadovoljen i solitoni su sigurno

nestabilni.

Na slici 4.3 predstavljen je dijagram egzistencije 1 stabilnosti za fundamentalne
simetri¢ne, nesimetri¢ne i antisimetri¢ne solitone.

33



34

IV Prostiranje svetlosti u 1D 1 2D reSetkama
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Slika 4.3 Dijagram oblasti postojanja i dijagram stabilnosti za fundamentalne simetricne i nesimetri¢ne
solitone (a) i oblast postojanja i granica stabilnosti za antisimetri¢ne solitone (b), u parametarskom

prostoru (8, ,u). Radi preglednosti na dijagramima su simetri¢ni solitoni oznaceni kao SS, nesimetri¢ni

kao NS a antisimetri¢ni kao AS. Rezultati predstavljeni na slici (a) dobijeni su uz pomo¢ VR (prikazano
krivama) i numeri¢kim izraCunavanjima (prikazano simbolima). Rezultati dobijeni uz pomo¢ VR se
podudaraju sa numeri¢kim rezultatima. Rezultati predstavljeni na slici (b) nadeni su samo numericki posto
VR ne daje granicu postojanja za antisimetri¢ne solitone. Na istoj slici prikazan je i tip svojstvenih
vrednosti unutar oblasti nestabilnosti.

Ukratko, zaklju¢ci VR su da za simetriCna reSenja postoji gornja granica postojanja u
parametarskom prostoru, dok za antisimetri¢na takva granica nije nadena i predvida se
njihovo postojanje u celom parametarskom prostoru. U slucaju nesimetri¢nih reSenja
nadena je vrednost konstante sprezanja, izmedu reSetki, na kojoj se pojavljuje par
nesimetri¢nih reSenja. Potreban, ali ne i dovoljan uslov za stabilnost, prema VK
kriterijumu, ispunjen je za simetricna i nesimetricna reSenja u celoj oblasti postojanja,
dok je za antisimetricna reSenja zadovoljen samo za £>¢& , a u ostalom delu
parametarskog prostora ne.

Rezultati, dobijeni uz pomo¢ VR, proveravani su numericki. Stacionarne jednacine su
reSavane numeriCki koriS¢enjem relaksacione metode i algoritma baziranog na
modifikovanoj Pauel (Powell) metodi minimizacije. Stabilnost stacionarnog reSenja je
proveravana uz pomo¢ linearne analize stabilnosti tj. izraCunavanjem svojstvenih
vrednosti za mode sa malim perturbacijama. Kao definitivna provera svih rezultata
radene su direktne numericke simulacije pocetnih jednacina modela. Pri tom je koriS¢ena
numeriCka metoda bazirana na Runge-Kuta (Runge-Kutta) algoritmu Sestog reda.
Simulacije su startovane uzimanjem stacionarnog solitonskog profila kao pocetnog
uslova na koji je dodata perturbacija. Simulacije su radene sa razliitim tipovima
pertubacije (regularna i slucajna perturbacija).

Pocetni uslov za numeri¢ko dobijanje stacionarnih, solitonskih resenja centriranih na
defektu je da amplitude polja u susednim sajtovima na kojima je lokalizovan defekt
imaju istu vrednost, u, =u, = A >0 za simetricna reSenja. U slucaju nesimetricnih
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reSenja amplitude polja u susednim sajtovima, na kojima je lokalizovan defekt, su
razlicite uy,=A>0 1 u,=B>0, a suprotnog znaka za antisimetricna reSenja,

u,=A>0 1 u, =—A. U sva tri slucaja konkretne vrednosti za amplitude A i B su
generisane VR, dok su pocetne vrednosti za polja u reSetki na svim ostalim sajtovima
anulirane. Dobijeni rezultati se odnose na identi¢ne spregnute reSetke sa N, =N, =50

sajta tj. sa ukupnim brojem sajtova N =100. Uzeto je da se sprezanje izmedu reSetki
javlja izmedu sajtova sa indeksima n=0 1 n=1.

Na slici 4.4 mogu se videti numericki nadeni, tipicni profili simetri¢nih, nesimetri¢nih i
antisimetriénih solitona. Na istoj slici je, radi poredenja, predstavljen oblik reSenja
dobijen primenom VR, pri ¢emu se vidi dobro slaganje ovih rezultata.

2@ s SSpser || i NS P02 © # [AS P=dl
|1 |e=0,65 21 it £=0,65 P2 \ le=0,65
|1 L Ik
I| l \ |

; | | I |
= 1 | | L |1 0 peo-8-3-o-g | k"-n g
g I 1 1 .: 1 \I: |
| L]
F b | 1]
d \"n .f’ 8. 2 \
0 frsEeE e H-B-a 04k o oot L B B
5 0 5 5 0 5 5 0 5
n n n

Slika 4.4 Profili fundamentalnih povrSinskih solitona za (a) simetri¢ni, (b) nesimetri¢ni i (c) antisimetri¢ni
tip solitona. Vrednosti parametra sprezanja izmedu reSetki i ukupne snage prikazani su na slici. Crne, pune
linije sa kvadratima oznacavaju numericki generisane solitone, dok crvene isprekidane linije sa krugovima
oznacavaju solitone dobijene uz pomo¢ VR.

Zavisnost amplituda A i B, za sve tipove solitona, od parametra sprezanja izmedu resetki,
dobijene numericki, prikazane su zajedno sa rezultatima dobijenim uz pomo¢ VR na slici
4.2.

Numeri¢ki rezultati pokazuju da je u parametarskom prostoru (g, ) region postojanja
solitona svih tipova ogranicen. Ti zakljucci se slazu sa predvidanjima baziranim na VR
kada je re¢ o SS 1 NS reSenjima. Pak, za AS numericki rezultati ukazuju na ogranicenost
regiona postojanja, dok VR predvida postojanje istih u celom parametarskom prostoru.
Razlog neslaganja je najverovatnije posledica postojanja jake interakcije na spoju dve
reSetke usled razlike u znaku polja na spoju. To €ini neadekvatnim pretpostavljeni oblik
probnog solitonskog reSenja u varijacionom prilazu, a time i nerelevantnost dobijenih
rezultata.

Linearna analiza stabilnosti predvida da simetri¢no reSenje, koje je stabilno, postaje
nestabilno u bifurkacionoj tacki, €., 1 da se za &£<¢g, pojavljuju dve nove grane

nesimetri¢nih reSenja koje su stabilne. Na slici 4.2 moZe se lako uociti da pomenuta
situacija odgovara viljuskastoj bifurkaciji superkriticnog tipa (videti Dodatak) gde se u
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bifurkacionoj taCki destabilizuje simetri¢no reSenje i simultano pojavljuju dve grane
stabilnih nesimetri¢nih reSenja. VK kriterijum je predvidao da je simetri¢no reSenje
stabilno u celom parametarskom prostoru, dok je linearna analiza stabilnosti pokazala da
postoji bifurkaciona tacka na kojoj simetricni solitoni menjaju svoju stabilnost, tj. postaju
nestabilni. Sto se ti¢e stabilnosti nesimetri¢nih reenja, linearna analiza stabilnosti i VK
kriterijum su pokazali dobro slaganje dok u slucaju antisimetri¢nih reSenja VK kriterijum

predvida oblast stabilnosti reSenja za &€ < &, a linearna analiza stabilnosti predvida dva
puta izmenu stabilnosti antisimetri¢nih moda pri fiksnoj vrednosti parametra g, Sto

pokazuju 1 direktne simulacije. Prilikom opadanja vrednosti parametra € za fiksnu
vrednost parametra /, nestabilna antisimetri¢na grana resenja, koja se karakteriSe parom

Cisto realnih svojstvenih vrednosti, postaje stabilna. Daljim opadanjem vrednosti
parametra &, antisimetri¢ni soliton gubi svoju stabilnost i javljaju se dva para (kvartet)
kompleksnih svojstvenih vrednosti sa dominantnim realnim delom.

Direktnim simulacijama dobijeno je da se nestabilno simetricno reSenje koje pod
uticajem male perturbacije predaje deo svoje energije okolini transformiSe u
antisimetri¢ni brider sa niZom energijom, slika 4.5 (a). Pokazano je i da su stacionarne
nesimetricne mode stabilne u celom regionu postojanja, Sto je predvideno VK
kriterijumom 1 linearnom analizom stabilnosti. Direktna numeri¢ka simulacija koja je
startovala od antisimetricnog solitona na koji je superponirana mala perturbacija,
pokazala je kako se razvija nestabilnost. Na slici 4.5 (b) i (c) prikazane su evolucije
nestabilnog antisimetri¢nog reSenja ¢iji spektar svojstvenih vrednosti sadrzi par Cisto
realnih svojstvenih vrednosti 1 spektar svojstvenih vrednosti koji sadrzi kvartet
kompleksnih svojstvenih vrednosti, respektivno. Nestabilne antisimetri¢ne mode emituju
deo svoje energije 1 nastaje antisimetri¢ni brider manje energije, slika 4.5 (b) ili
nesimetri¢na povrSinska moda tipa bridera, slika 4.5 (c).
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Slika 4.5 Evolucija perturbovanih solitona koji bi po linearnoj analizi stabilnosti trebalo da budu
nestabilni: (a) simetri¢ni soliton sa €=0.65 i g =6.425, antisimetriCni solitoni sa ¢ =6, (b), €=9.11
(c) £€=1.15. Nestabilni simetricni soliton, nakon predaje dela svoje snage, postaje nesimetricni brider.
Nestabilni antisimetri¢ni solitoni se takode transformisu u bridere.
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Osnovna razlika 1D reSetke sa defektom i 1D reSetke bez defekta [65] je u tome da u
prisustvu defekta simetricna reSenja postaju nestabilna dok su nesimetricna i
antisimetri¢na reSenja stabilna. Simetricna reSenja u strukturi bez defekta predstavljaju
inter-site centrirane diskretne solitone koji su uvek nestabilni u DNLSJ [65]. Sa pojavom
defekta omogucava se stabilizacija inter-site solitona. Nesimetri¢no reSenje, u slucaju bez
defekta, odgovara on-site centriranom solitonu koji je tada stabilan, dok antisimetricni
soliton, pod pomenutim okolnostima, predstavljaju lokalizovane ‘uvrnute’ (twisted) mode
[66-70] koje su stabilne kada imaju male amplitude i nestabilne kada su im amplitude
vece. Poslednji slucaj je kvalitativno neizmenjen i kada je u reSetki prisutan defekt.
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4.3 Dve paralelne linearno spregnute na jednom sajtu 1D
nelinearne resetke

Posmatran je sistem koji se sastoji od dve paralelne 1D beskona¢ne uniformne identi¢ne
reSetke spregnute linearno preko jednog svog sajta, slika 4.6 [64]. Pretpostavka je da
konstanta sprezanja unutar komponentnih reSetki, C, 1 konstanta transverzalnog
sprezanja, £, imaju isti znak. Parametar ¢ je vreme (propagaciona koordinata) i } je
normalizovani nelinearni koeficijent, koji je konstantan u sistemu. Radi jednostavnosti
uzeto je skaliranje C =y =1. U sistemu je prisutna Kerova nelinearnost.
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Slika 4.6 Dve uniformne beskonac¢ne identi¢ne reSetke povezane na jednom sajtu, n=0. Longitudinalna
konstanta sprezanja je C a transverzalna ¢.

Pomenuti sistem se modeluje uz pomoé &etii DNSJ-e koje opisuju ponaSanje
propagacionog talasa kako na sajtovima na kojima se vrsi sprezanje izmedu resetki (nulti
sajtovi, slika 4.6) tako i na bilo kom drugom sajtu (n-ti sajt):

id€"+¢n+1+¢n_1+¢n2¢n=0, za n#0,

id7¢i0+¢1 +o., +ey, +]g,| 8 =0, (4.22)
i%+l//ﬂ+l+l//n_l+|l//nzl//n=0, za n#0,
idZO+1//1+1//_1+8¢0+|1//0|21//0=0.

Veli¢ina ¢, predstavlja elektri¢no polje u n-tom sajtu (n#0), tj. dalje od spoja, u jednoj
reSetki a i, predstavlja elektri¢no polje u n-tom sajtu u drugoj reSetki dok, su ¢, i ¥,

elektricna polja u nultim sajtovima tj. sajtovima na kojima su reSetke spojene, slika 4.6.
Jednacine (4.22) opisuju evoluciju pomenutih polja.
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Stacionarna reSenja, formirana na spoju dve reSetke, traze se u obliku ¢, =u, expliut) i
v, =V, exp(iu), gde je propagaciona konstanta , dok su u, 1 v, realna polja talasa.

Smenom pretpostavljenih stacionarnih reSenja u jednaCine (4.22) dolazi se do
stacionarnih jednacina, sledeceg oblika:

2
_ﬂ”n+”n+1+”n_1+|”n| u, =0, za n#0,
2
— Juy g U+ vy +u| u, =0, (4.23)
2
—,len+vn+1+vn_1+|vn| v, =0, za n#0,

2
— vy v+ v+ 8y + v vy =0.

Za analiticku procenu reSenja koriS¢en je, i ovde, VR. LagranZijan ovog sistema sastoji
se od LagranZijana jedne i druge reSetke kao i Clana koji uracunava sprezanje izmedu
reSetki, analogno jednacini (4.7) u slucaju serijski spregnutih resetki:

L=L +L,+2auu,, (4.24)

gde su L1 L,odgovaraju¢i LagranZijani dve uniformne reSetke. LagranZijani dve
beskonacne reSetke imaju sledeci oblik:

-1

-z 20, )

"j‘x . (4.25)
L,= Z[— w? +5v2 +2v.v, J

n=1

L

Ovde su od interesa povrSinski lokalizovane mode centrirane na sajtovima preko kojih su
reSetke transverzalno spregnute i njihovi profili amplituda eksponencijalno opadaju sa
udaljavanjem, levo i desno od pomenutih sajtova:

), (4.26)

)

gde bezdimenzioni parametar a predstavlja inverznu duZinu, koja se dobija

u, = Aexp(— a|n

n

v,=B exp(— a|n

linearizovanjem stacionarnih jednacina (4.23) kada |n| — oo 1 ima slede¢i oblik

a= ln(/l/ 24+ 4—1). Iz izraza za a sledi da propagaciona konstanta mora imati
vrednosti 4 > 2. Inverzna duZina se moZe predstaviti uvodenjem parametra s, na slede¢i
nacin:
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Smenom pretpostavljenih reSenja (4.26.) u jednaCinu (4.24.) dolazi se do izraza za
efektivni Lagranzijan:

L, =(L), +(L,), +26B,
_ 1_S2( 2 2) 11+S4( 4 4)
L,=- . A"+B)+— i A"+ B" )|+ 2€AB. 4.27)

Stacionarna lokalizovana reSenja se dobijaju reSavanjem odgovaraju¢ih Ojler-
LagranZevih jednacina (videti prethodni deo):

oL, ) .

% +2eB =0,
0A

oL,),; reh—0 (4.28)
oB '

Smenom izraza za efektivni Lagranzijan u jednacine (4.28), dobijaju se, nakon
matematickog sredivanja, jednaCine uz pomo¢ kojih je moguée dobiti amplitude
lokalizovanih moda:

2 4
B B )
1S2 1:‘4 (4.29)
=% B+ S4B3+&4=O.
Ky 1—=s

Na osnovu jednacina (4.29) moze se zakljuciti da postoje tri tipa lokalizovanih reSenja:

1. simetri¢na reSenja (SS), koja se dobijaju u slu€aju kada su amplitude povrSinskih
moda na obema reSetkama jednake, A=B;

2. antisimetricna reSenja (AS), koja se dobijaju u sluCaju kada su amplitude
povrsinskih moda na obema reSetkama jednake po intenzitetu ali suprotnog znaka
A= -B;

3. nesimetricna reSenja (NS) koja se dobijaju ukoliko su kvadrati amplituda na
dvema resetkama razli¢iti A*> # B”.

Smenom uslova za simetri¢na reSenja, A=B, u jednacine (4.29) dolazi se do kvadrata
amplitude za simetricne mode:

1+s* )

_ 4 _ 2
A=l (1 5 —e]. (4.30)
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Na osnovu relacije (4.30) moZe se zakljuciti da za simetriCna reSenja postoji gornja
granica oblasti postojanja, odnosno, da pri fiksiranoj vrednosti propagacione konstante u

konstanta sprezanja izmedu reSetki, £, ima konkretnu vrednost iznad koje se simetri¢na
reSenja ne mogu naci, £<¢, = (1 —s° )/s, slika 4.7.

Nesimetri¢no reSenje se dobija smenom uslova A®# B*u jednadine (4.29), njihovim
sabiranjem 1 oduzimanjem dobijaju se sledeci izrazi:

A= | 11: \/(1—5) Ji=s2) —as2e?,
S S
\/m | (4.31)
1+s* \/1 s +\/

—4s

Na osnovu jednacina (4.31) moZe se zakljuciti da i za nesimetri¢na reSenja postoji gornja
granica oblasti postojanja: £=¢€, = (1— s° )/(2s), tako da je oblast postojanja
nesimetricnih moda definisana za &€<¢€, = (1 -5’ )/ (25), slika 4.7. Vrednost &,

predstavljace bifurkacionu taCku analogno modelu sa serijskim sprezanjem dve
polubeskonacne resetke.

Antisimetricno reSenje dobija se smenom uslova, A= - B u jednaCinu (4.29) odakle
sledi:

_ o4 o2
A =178 (1 d +€j. (4.32)
I+s s

Iz jednacine (4.32) moze se zakljuciti da ovaj tip reSenja postoji u celom parametarskom
prostoru, $to je i prikazano na slici 4.7.

Na slici 4.7 mogu se videti amplitude za sva tri tipa reSenja, dobijene uz pomoc
varijacionog racuna i numericki. Numericki rezultati bi¢e detaljno razmatrani u daljem
tekstu. MoZe se videti da obe racunice pokazuju dobro slaganje.
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Slika 4.7 Amplitude A i B za simetri¢ne (prikazano crnom bojom), nesimetri¢ne (pikazano crvenom
bojom) i antisimetri€ne solitone (prikazano plavom bojom) dobijene uz pomo¢ VR i numericki, za fiksnu
vrednost propagacione konstante duz z ose, y = 5. Predvidanja VR su predstavljena linijama, a numericki

dobijene vrednosti su predstavljene: krugovima za nesimetricna reSenja, trouglovima za simetri¢na i
kvadratima za antisimetricna reSenja. Tackaste vertikalne linije oznacavaju grani¢ne vrednosti parametra
£ za nesimetricne i simetri¢ne solitone. Neobojeni simboli predstavljaju nestabilne, a obojeni stabilne

solitone, §to je zakljueno na osnovu linearne analize stabilnosti tj. spektralnog kriterijuma.

Stabilnost sva tri tipa povrSinskih solitona proveravana je upotrebom VK kriterijuma.
Prema ovom kriterijumu moda je stabilna ukoliko vazi uslov dP/du>0, gde je

n=+oo n=+oo
P= Zuf + z\/,f ukupna snaga solitona. Snaga, za model koji se posmatra ima sledeci

n=—oo n=—o0

oblik:

_1+s2

P
1—s?

(42+B2). (4.33)

Kako je propagaciona konstanta, 4, funkcija parametra s to VK kriterijum postavlja

uslov B_P(;)_s >(, S$to s obzirom na to da je g_s <0, znaci stabilnost mode ukoliko je
s du 2

aP<O.

s

Smenom dobijene amplitude za simetricno reSenje, jednacina (4.30.) u jednacinu za
ukupnu snagu (4.33), dolazi se do izraza za snagu simetri¢nog reSenja:

P=2(1+S2) (1_S2—5J. (4.34)

1+s* Ky
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Jednacina (4.34) zadovoljava VK kriterijum u celoj oblasti postojanja simetricnog
reSenja, ¢ime je zadovoljen potreban uslov za stabilnost simetri¢nih solitona u celoj
oblasti postojanja.

U sluc¢aju nesimetri¢nog reSenja, smenom jednacine za amplitudu nesimetricnog reSenja
(4.31) u jednacinu za ukupnu snagu (4.33) dolazi se do izraza za snagu nesimetri¢nog

reSenja:
(1 +5° )(1 —s* )

Jednacina (4.35) zadovoljava VK kriterijum u celom regionu postojanja nesimetricnog
resSenja.

U slucaju antisimetricnog reSenja, jednaCina za snagu dobija se smenom dobijene
jednacine za amplitudu antisimetri¢nog reSenja (4.32) u jednacinu za ukupnu snagu
(4.33), odakle sledi:

2V /2
P=2(1+S4) (1 il +8J. (4.36)
I+s s

Iz jednacine (4.36) moZe se zakljuciti da je VK kriterijum zadovoljen u slede¢em
regionu postojanja antisimetricne mode:

1+ 52 1—s?
g>€5:4s3(1—s2)_ . 4.37)

Ukoliko je vrednost konstante sprezanja izmedu reSetki £ > £, antisimetri¢na reSenja su,
prema VK kriterijumu, stabilna.

Na slici 4.8 moZze se videti dijagram oblasti postojanja i stabilnosti za sva tri tipa solitona
generisan uz pomo¢ VR i1 numericki.
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Slika 4.8 Dijagram oblasti postojanja i dijagram stabilnosti za fundamentalne simetriéne (SS) i
nesimetri¢ne solitone (NS) (a) i oblast postojanja i granica stabilnosti za antisimetri¢ne (AS) solitone (b), u

parametarskom prostoru (g, ;). Rezultati predstavljeni na slici (a) dobijeni su uz pomo¢ VR (prikazano

krivama) i numeri¢kim izra€unavanjima (prikazano simbolima). Rezultati dobijeni uz pomo¢ VR se
podudaraju sa numerickim rezultatima. Rezultati predstavljeni na slici (b) nadeni su samo numericki posto
VR ne daje granicu postojanja za antisimetri¢ne solitone. Na istoj slici prikazan je i tip svojstvenih
vrednosti unutar oblasti nestabilnosti.

Zaklju¢ci VR su da za simetriCna reSenja postoji gornja granica egzistencije u
parametarskom prostoru i da su reSenja stabilna u celoj oblasti njihovog postojanja. U
slucaju antisimetri¢nih reSenja VR predvida njihovo postojanje u celom parametarskom
prostoru, a VK kriterijum predvida njihovu stabilnost u konkretnom delu parametarskog

prostora, tj. za £ > &, . U slucaju nesimetricnih reSenja nadena je vrednost konstante
sprezanja izmedu reSetki na kojoj se pojavljuje par nesimetri¢nih reSenja za koja VK
kriterijum predvida da su stabilna.

Rezultati, dobijeni uz pomo¢ VR, proveravani su numericki. Stacionarne jednacine su
reSavane koriS¢enjem numericke relaksacione metode 1 algoritma baziranog na
modifikovanoj Pauelovoj metodi minimizacije. Stabilnost stacionarnog reSenja je
proveravana uz pomo¢ linearne analize stabilnosti, tj. izraCunavanjem svojstvenih
vrednosti za mode sa malim perturbacijama. Kao definitivna provera svih rezultata
radene su direktne numericke simulacije pocetnih jednacina modela, bazirane na
numeri¢kom kodu koji koristi Runge-Kuta algoritam Sestog reda. Simulacije su inicirane
uzimanjem stacionarnog solitonskog profila na koji je dodata perturbacija.

Numericka metoda i postupak koriS¢en za reSavanje stacionarnih jednacina i dobijanje
fundamentalnih solitona centriranih na spoju dve 1D beskonacne transverzalno spregnute
reSetke analogni su numeriCkoj proceduri koriS¢enoj u slucaju dve nelinearne
polubeskonacne 1D reSetke serijski linearno spregnute.
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Na slici 4.9 predstavljeni su, numericki nadeni, tipi¢ni oblici profila komponentnih
simetri¢nih, nesimetri¢nih i antisimetri¢nih solitona povrSinskih solitonskih kompleksa u
sistemu dve transverzalno spregnute reSetke. Na istoj slici je, poredenja radi, predstavljen
oblik resenja dobijen uz pomo¢ VR.

|@ § | SS p=1.09 (b) e INS p=6 © FIAS p=19.04
1 |e=5.15 5 [ |e=t.19 2 | le=3.65 L

0.5 1 Il

iheeed” N a/\“ ’ .

5 0 5 -5 0I S 5
n n n
Slika 4.9 Profili fundamentalnih solitona dobijenih za 4 =6. (a) Simetri¢ni solitoni (SS), (b) nesimetri¢ni

solitoni (NS) i (c) antisimetri¢ni solitoni (AS). Vrednosti parametra sprezanja izmedu resetki i ukupne
snage predstavljeni su na slici. Crna puna i crvena isprekidana linija pokazuju profile solitona, u jednoj i
drugoj reSetki, dobijene numericki dok plavi i zeleni kvadrati pokazuju profile solitona u jednoj i drugoj
reSetki dobijene uz pomo¢ VR.

Numericki rezultati pokazali su da je za sve tipove solitona oblast postojanja ogranic¢ena
Sto je suprotno predvidanju koje je dobijeno uz pomo¢ varijacionog racuna kojim se
predvidala granica postojanja za simetricne i nesimetricne solitone ali ne i za
antisimetri¢ne solitone. Razlog tome je kao 1 kod serijski spregnutih polubeskonacnih
reSetki postojanje jake interakcije na spoju izmedu reSetki, Sto s obzirom da su amplitude
polja reSetki na susednim sajtovima suprotnog znaka ne opravdava koriS¢enje probne
funkcije za solitonski profil tipa koriS¢enog u varijacionom prilazu.

Numericki rezultati su jako sli¢ni rezultatima koji su dobijeni za 1D nelinearne reSetke sa
serijskim sprezanjem. Linearna analiza stabilnosti predvida da simetri¢no reSenje gubi

stabilnost u bifurkacionoj tacki £, kada se radaju dve nove grane stabilnih nesimetri¢nih
reSenja - viljuskasta superkriti¢na bifurkacija (videti Dodatak), slika 4.7. Sto se tie

stabilnosti nesimetri¢nih reSenja, linearna analiza stabilnosti i VR su pokazali dobro
slaganje dok u slucaju antisimetri¢nih reSenja VR predvida oblast stabilnosti reSenja za

£>¢, dok linearna analiza stabilnosti predvida dva puta izmenu stabilnosti
antisimetri¢nih moda pri promeni parametra £ i fiksnoj vrednosti parametra & . Poslednje
je potvrdeno direktnim numerickim simulacijama. Prilikom opadanja vrednosti parametra
£ za fiksnu vrednost parametra 4, nestabilna antisimetri¢na grana, koja se karakteriSe
parom Cisto realnih svojstvenih vrednosti, postaje stabilna. Daljim opadanjem vrednosti
parametra £, antisimetri¢ni soliton gubi svoju stabilnost i javljaju se dva para (kvartet)
kompleksnih svojstvenih vrednosti sa dominantnim realnim delom.

Direktinim simulacijama potvrdeni su svi rezultati linearne analize stabilnosti. Nestabilno
simetri¢no reSenje predaje deo svoje energije reSetki i transformiSe se u antisimetrini
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brider sa manjom energijom. Za razliku od antisimetri¢nih solitona u serijski spregnutim
reSetkama, antisimetri¢ni solitoni u reSetkama koje su paralelno spojene su jako robusni
na male petrurbacije iako linearna analiza stabilnosti predvida razvoj eksponencijalne
nestabilnosti. Mogu¢ razlog za ovakvo ponasSanje je jako velika amplituda antisimetri¢nih

solitona u spoju dve reSetke 1 time koncentracija takorec¢i celokupne energije na samom
spoju.
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4.4 Tri polubeskonacne 1D nelinearne reSetke spregnute
linearno na jednom sajtu

Trouglastu resetku Cine tri identi¢ne polubeskonacne reSetke linearno povezane na
jednom sajtu. Konstanta sprezanja unutar komponentnih reSetki je C dok je konstanta
sprezanja izmedu reSetki £, i pretpostavljeno je da ima isti znak kao C, slika 4.10 [71].

Slika 4.10 Tri 1D polubeskonac¢ne identi¢ne resSetke linearno spojene preko jednog od svojih elemenata
formirajuéi na taj nacin trouglastu reSetku. Konstanta sprezanja unutar komponentnih reSetki je C, a

konstanta medusobnog sprezanja resetki je £ .

Propagacija talasa kroz trouglastu reSetku se opisuje modelom od 3(N+1) DNSJ:

dg,
l% + (¢”+1 + ¢n—1 )_ 5n,0¢n—1 + 8511,0 (Wn + en )+ ¢n ’ ¢n = O ’

Ay, 2

l dt + (Wn+1 + Wn—l )_ §n,0vjn—1 + 8511,0 (¢n + Hn )+ l//n l//n = O ’ (438)
.do, 2
l dt + (0n+1 + en—l ) - §n,09n—1 + 8511,0 (¢n + Wn )+ en en = O 4

gde je t vreme (propagaciona koordinata), n=0,1,...N je diskretna koordinata u
komponentnim reSetkama, N+ je ukupan broj sajtova na svakoj resetki koji je koris¢en u
numerickoj simulaciji, ¢,, ¥, 1 6, predstavljaju elektricna polja u komponentnim
reSetkama, koja su u opStem slucaju kompleksne veli€ine. Sprezanje reSetki je ostvareno
preko sajtova sa indeksom 0. Clan 0, je Kronekerova delta funkcija, uzeto je C=y=11i

posmatran je sistem sa kubnom nelinearnoscu.
Stacionarna reSenja jednacina (4.38) se traze u obliku:

¢ =u, expliut), v, =V, explir) i 0, =w, expliur), (4.39)
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gdesu u,, v, 1 w, realne diskretne funkcije, a &4 je propagaciona konstanta. Smenom

pretpostavljenih stacionarnih reSenja u polazne jednacine modela (4.38) dolazi se do
stacionarnih jednacina oblika:

—pu, +u, Fu, =0, o, + S(Vn +w, )5,1!0 + uj =0,

n+l

_ﬂvn + vVH—l + vn—l - 5 Ovn—l + g(un + Wn )5}1,0 + Vj = O 4 (440)

n,

— W, + W, W, =8, W, +E, +v,)5, ,+w =0.

n+l

Analiticka reSenja jednacina (4.40) se mogu se dobiti uz pomo¢ VR. LagranZijan, ovog
sistema, sastoji se od LagranZijana koje ¢ine LagranZijani sve tri reSetke kao i ¢lana koji
uracunava sprezanje izmedu njih:

L=L, +L +L,+2&(uyv, +vyw, +wyity). (4.41)

Lagranzijani tri polubeskonacne resetke su definisani na sledec¢i nacin:

EZ[ 1u2+2unun+1J,
20 2

_N L

=Z — +2vn+2vnvn+1 ,

dok poslednji ¢lan u jednacini (4.41) uraCunava lokalizaciju polja na spoju.

Pretpostavka pri varijacionom prilazu je da su povrSinski lokalizovane mode centrirane
na spoju reSetki i da im amplituda eksponencijalno opada sa udaljavanjem od spoja:

{u,,v.,w, }={A,B,Clexp(—an),za n>0, (4.42)

gde bezdimenzioni parametar a predstavlja inverznu duZinu, i dobija se linearizovanjem
stacionarnih jednacina (4.40) kada |n| — oo a= ln(/l/ 24+ 4—1). Iz prethodnog
sledidaje u>2.

Inverzna duZina se mozZe predstaviti uvodenjem parametra s, na slede¢i nacin:
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Amplitude A, B 1 C bice tretirane kao varijacioni parametri. Smenom pretpostavljenih
oblika lokalizovanih moda (4.42) u jednacinu (4.41) dolazi se do izraza za efektivni

Lagranzijan:

L=L+L,+L,+2¢(AB+AC+BC), (4.43)
L=t #F2s, 1
' 1-s>  20-s*)" "
[opgHr2s, 1 g
? 1-s>  2(-s') "’
L=c2THF2s, 1
’ 1-s>  2(1-s*)

Amplitude stacionarnih lokalizovanih moda se dobijaju iz Ojler-LagranZevih jednacina:

%+28(B+C)=0,

0A

oL,

—+2e(A+C)=0, 4.44
5+ e(A+C) (4.44)
oL,

—+2¢e(A+B)=0.

e e(A+B)

Smenom izraza za efektivni LagranZijan u jednacine (4.44) dobija se:

Ly 14A3+8(B+C)=0,

s 1-s

gy 14B3+€(A+C):O, (4.45)
s 1-s

1 |

——C+——C’+€&(A+B)=0.

s 1-s

Na osnovu jednacina (4.45) moze se zakljuciti da postoje tri tipa lokalizovanih reSenja:

1. simetri¢na reSenja (SS), koja se dobijaju u slu€aju kada su amplitude povrSinskih
moda u svim reSetkama jednake, A=B=C;

2. antisimetri¢na reSenja (AS), kod kojih je amplituda u jednoj resetki jednaka nuli a
druge dve amplitude su jednake ali suprotnog znaka tj. A=01 B=-C;

3. nesimetri¢na reSenja (NS), kod kojihje A=C # B.
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Smenom uslova za simetri¢na reSenja, A=B=C, u jednacine (4.45) dolazi se do amplitude
za simetri¢ne mode:

A=+ (1-s* s —2¢). (4.46)

Iz (4.46) sledi da se simetri¢no reSenje moze realizovati kroz dve mode sa amplitudama
suprotnog znaka A; =|Al 1 A, = -1Al (slika 4.11) koje postoje u oblasti:

E<eg. = (25)" = (/l—wl,uz —4)_1.

Na slici 4.11 prikazane su amplitude simetricnih solitona u funkciji od konstante
sprezanja izmedu reSetki &£, kao i njihova oblast postojanja u parametarskom prostoru
(e, ) dobijene uz pomo¢ VR.

a 4 1 | : b
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Slika 4.11 Rezultati VR za simetri¢ne solitone (SS): a) amplituda simetri¢nih solitona u funkciji od
konstante sprezanja izmedu reSetki £, za fiksnu propagacionu konstantu g =5; b) oblast postojanja

fundamentalnih simetri¢nih solitona u parametarskom prostoru, (z, ¢ ).

U slucaju kada su komponentne reSetke linearne moguca je pojava samo simetri¢nih
linearnih povrSinski lokalizovanih kompleksa sa proizvoljnom amplitudom. Ove linearne
mode postoje za £, =1/ (25) $to se poklapa sa kritiénom vredno$¢u parametra spoljasnjeg

sprezanja izmedu reSetki &£, za Ciju vrednost se pojavljuju simetri¢ne nelinearne mode.

Nesimetri¢ni solitoni se pojavljuju na vrednosti konstante sprezanja izmedu resetki, &,
Cija se vrednost procenjuje iz jednacine (4.45) pod pretpostavkom da je: B=A+ 0B,
C = A+ 0C . Nataj nacin dolazi se do vrednosti:

g,=2/(7s),
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koja predstavlja bifurkacionu tacku na kojoj se javlja spontano naruSenje simetrije i na
kojoj se pojavljuju nesimetri¢ni solitoni, slika 4.12. Nesimetri¢na reSenja postoje ako je
linearno sprezanje izmedu reSetki manje od bifurkacione tacke, £<¢,.

Antisimetricne mode se javljaju u sluaju kada je amplituda solitona u jednoj od
komponentnih reSetki jednaka nuli, a amplitude solitona u druge dve spregnute resetke
jednake i suprotnog znaka. Smenom uslova za antisimetricne mode, A=0 i B=-C, u
jednacine (4.45) dolazi se do sledeceg izraza za amplitude povrSinskih solitona u
komponentnim reSetkama:

A=01i B=—C=%Jll-s"s"+¢). 4. 47)

Nasuprot simetri¢nom resenju ovo resSenje postoji za sve vrednosti, £ tj. za antisimetri¢no
reSenje ne postoji ogranicenje oblasti postojanja.

Nesimetricno reSenje se dobija smenom uslova, A=C# B#0, u jednacine (4.45). Na
taj nacin dolazi se do sledeCeg izraza za amplitudu solitona u jednoj od vezanih reSetki:

Bao= A el e ). (448)

dok se amplitude A = C mogu naci numericki iz izraza:

A+ (-5t E —1}1 = i% (1—s*N-342+4(-5s*\s" +¢). (4.49)
S

S obzirom na ve¢ dobijeni rezultat da &, = 2/(7s) odreduje tadku spontanog naruenja
simetrije, sledi da postoji Sest razlicitih reSenja jednacine (4.49) (tri sa pozitivnim 1 tri sa
negativnim B) u oblasti £, <2/ (7s) parametarskog prostora (g, 1), dok dve grane resenja
(jedna sa pozitivnim i druga sa negativnim B) postoje u oblasti &, >2/ (7s), slika 4.12. za
u=5. U regionu, 0<e<g, (slika 4.12) sve nesimetrine grane koje su oznalene
brojevima 1,2 i 3 postoje istovremeno sa simetricnom granom i jednom antisimetricnom;
u regionu &, <E€<E, postoji samo grana A, sa svojim parom, dok u regionu £ <&
postoje samo grane A, i A=0.

ReSenje jednacine (4.45) u kojem bi sve tri amplitude bile razli¢ite A # B # C ne postoji,
Sto je pokazano i numericki.

U slucaju kada € — 0, sistem se razdvaja u tri nespregnute polubeskonacne resSetke. U
ovakvim okolnostima, za fiksnu propagacionu konstantu g moZe se dobiti jedno-

komponentni povrSinski soliton ili nula reSenja. U slucaju € — oo pomenuta analiza
jednacina (4.45) dovodi do sledeceg eksplicitnog reSenja za nesimetricne mode:

A=Fayleli-s') .,  B=xBJell-s"), gde je pS=1.138 koren jednacine

(8] —2(52f +4p>—4=0i a=12~0.737.
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Slika 4.12 Amplitude A=C i B razli¢itih grana nesimetricnih resenja (NS), predstavljene crnim, crvenim i
plavim simbolima a koje su dobijene varijacionim ra¢unom i numeri¢ki. Numericki i analiticki rezultati
pokazuju dobro slaganje. Zelena puna linija predstavlja antisimetricnu granu (AS) sa A =01
A # B # C . Isprekidana narandZasta linija predstavlja amplitude simetri¢nih solitona (SS). Na slici su
predstavljena reSenja sa amplitudama ve¢im od nule zbog preglednosti. Treba primetiti da svakom tipu
reSenja odgovaraju dve grane sa razli¢itim znakom amplitude. Kritine vrednosti konstanti sprezanja
oznacene su vertikalnim linijama.

Stabilnost sva tri tipa povrSinskih solitona proveravana je upotrebom VK kriterijuma. Po
ovom kriterijumu potreban uslov za stabilnost lokalizovane mode je dP/du >0, gde je

N=4oc0 N=oco0 n=-+oo

P= Y ul+ > v+ > w;, ukupna snaga solitona. Snaga za model koji se posmatra
n=0 n=0 n=0
ima oblik:
1 2 2 2
P=- (4> +B>+C?). (4.50)
—s

Kako je propagaciona konstanta, &, funkcija parametra s to VK kriterijum s obzirom na

to da je & <0, se moZe zapisati u obliku g—P <0.
17 s
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Slika 4.13 Snaga solitona u funkciji od propagacione konstante, za simetricne solitone (SS) (a),
nesimetri¢ne solitone (NS) (b), i antisimetrine solitone (AS) (c). Odgovarajuée vrednosti konstante
medusobnog sprezanja izmedu reSetki su ispisane na samoj slici. Krive oznacene brojevima 1,2 i 3 za
fiksnu vrednost konstante sprezanja odgovaraju reSenjima s istim oznakama na slici 4.12.

Za simetriéno re§enje, A=B=C, zavisnost P(u) predstavljena je na slici 4.13 (a) za
fiksne vrednosti £=0.5,1.5 i 3. Nagib P(u) krive je pozitivan u celom regionu

postojanja simetri¢nih reSenja, Sto prema VK kriterijumu znaci da su simetri¢ni solitoni
uslovno stabilni.

Za nesimetriéno reSenje, A=C # B #0, zavisnost P(u) predstavljena je na slici 4.13 (b)
za tri razlicite vrednosti €. Samo nesimetri¢na grana sa amplitudama {A,, B,} je po VK
kriterijumu nestabilna u uskom regionu svog postojanja na vrednosti x4 =2. Ostala
nesimetri¢na reSenja po VK kriterijumu su uslovno stabilna.

Za antisimetri¢na reSenja sa A=0 1 B=—C #0 kriva snage je predstavljena na slici 4.13
(c). Ova resenja takode mogu biti stabilna prema VK kriterijumu u ¢itavom regionu
postojanja za £ <1. Za vece vrednosti £ javlja se po VK kriterijumu oblast nestabilnosti
u blizini vrednosti # =2.

Zakljucci VR su da simetri¢ni solitoni imaju ograniCenu oblast postojanja za € <€, 1 pri
tom su stabilni po VK kriterijumu. Antisimetri¢ni solitoni, prema VR, nemaju ograni¢enu
oblast postojanja i prema VK kriterijumu stabilni su za male vrednosti konstante
sprezanja izmedu resSetki € <1, dok je za vece vrednosti moguca pojava nestabilnosti oko
vrednosti u =2 . Sto se ti¢e nesimetri¢nih reSenja postoji granica oblasti postojanja, i to
postoji Sest razlicitih grana reSenja za €, <2/ (7s) dok se dve grane nesimetri¢nog reSenja
(Jedna s pozitivnim a druga sa negativhim B) mogu naéi 1 van tog regiona tj. za
g >2/ (7s). Stabilnost nesimetri¢nih solitona, prema VK kriterijumu, se oéekuje za sve

grane osim za granu {A;, B;} u uskom intervalu parametara oko g =2.

Rezultati koji su dobijeni uz pomo¢ VR proveravani su numeri¢ki. ReSavane su
stacionarne jednaCine uz koriS¢enje relaksacione metode 1 algoritma baziranog na
modifikovanoj Pauelovoj metodi minimizacije. Stabilnost stacionarnog reSenja je
proveravana uz pomo¢ linearne analize stabilnosti. Kao definitivna provera svih rezultata
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radene su direktne numericke simulacije jednacina modela, bazirane na numerickom
kodu koji koristi Runge-Kuta algoritam Sestog reda. Simulacije su inicirane uzimanjem
stacionarnog solitonskog profila na koji je dodata perturbacija.

Pretpostavka koja je koriS€ena za numeric¢ko reSavanje stacionarnih jednacina i dobijanje
fundamentalnih solitona centriranih na spoju tri identi¢ne polubeskonacne reSetke, koje
formiraju trouglastu reSetku, je da amplitude polja na sajtovima na kojima su spregnute
reSetke imaju istu vrednost, u, =u, = A >0 za simetri¢na reSenja. U slu€aju asimetri¢nih
reSenja amplitude polja na sajtovima na kojima su spregnute reSetke, su u,=A, v,=B
i w, =C, a za nesimetricno reSenje je uzeto da je u, =0, v,=B i w, =—B. Uzeto je da
sve tri reSetke imaju po N=51 elemenata.

Na slici 4.14 prikazani su profili amplitude simetri¢nih i nesimetri¢nih solitona generisani
numericki 1 odgovarajuéi profili dobijeni varijacionom procedurom. MozZe se zakljuciti da
oba prilaza daju sli¢ne rezultate.
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Slika 4.14 Numericki dobijeni profili fundamentalnih povrSinskih solitona: simetri¢ni solitoni za £=1.5

(a), nesimetri¢ni solitoni tipa (1) za £=1.5 (b), nesimetri¢ni solitoni tipa 2 za € =0.7 (c), nesimetri¢ni

pomo¢ VR punim linijama.

solitoni tipa 3 za £=0.5 (d). Na slici (a) prikazan je numeri¢ki naden profil simetri¢nog resenja

(neprekidna linija sa simbolima), zajedno sa reSenjem dobijenim varijacionim rac¢unom (isprekidana linija
sa simbolom), dok su na slikama (b)—(d) numericki nadeni profili prikazani simbolima a profili nadeni uz

nesimetri¢ni tipa 1, 2 i 3 i antisimetric¢ni tip, slika 4.15.

Numericki su dobijene vrednosti snage za sve tipove solitona tj. za simetricni,
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Slika 4.15 Numericki generisana snaga za sve tipove solitona i to za simetri¢ne (SS) solitone (narandZasta
isprekidana linija), nesimetri¢ne (NS) grane 1, 2 i 3, redom, crveni trouglovi, plavi krugovi i crni kvadrati.
Puna zelena linija oznagava antisimetri¢nu granu (AS) sa A=01 B=—-C # 0. Tagkaste linije oznacavaju

kritiCne vrednosti €, i €,, dobijene numericki.

Numericki rezultati pokazuju da simetriCna i1 tri nesimetriCne grane reSenja postoje
istovremeno u istim delovima parametarskog prostora. Poredenjem numerickih i
varijacionih rezultata moZemo zakljuciti da se predvidanja VR za region postojanja
simetri¢nih i nesimetri¢nih solitona tipa 2 i 3 prilicno dobro poklapaju sa numeri¢kim
rezultatima. S druge strane, numericki naden region postojanja za nesimetricne solitone
tipa 3 je ogranicen §to je u suprotnosti sa predvidanjima VR. Na primer, VR predvida da
nesimetri¢ni kompleksi mogu postojati za proizvoljno & i u#>2 dok numericka

izraCunavanja pokazuju postojanje gornje granice € za fiksno u, slika 4.16. Gornja

granica regiona postojanja za antisimetri¢na reSenja pronadena je na izuzetno velikim
vrednostima konstante sprezanja izmedu reSetki, € ~100.

Na slici 4.16 su predstavljene, numericki dobijene gornje granice oblasti postojanja
antisimetri¢nih solitonskih kompleksa i nesimetri¢nih kompleksa tipa 1.
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Slika 4.16 Gornje granice oblasti postojanja za antisimetricne solitonske komplekse (AS) (crna linija sa
krugovima) i nesimetri€éne komplekse (NS) tipa 1 (crvena isprekidana linija sa kvadratima). Odgovarajuci
solitonski kompleksi postoje u oblastima ispod grani¢nih krivih.

Linearna analiza stabilnosti pokazuje da postoji prozor stabilnosti za simetricne
solitonske komplekse u regionu izmedu &, 1 €., slika 4.17, §to je u suprotnosti sa

c

predvidanjima VR da su simetri¢ni solitoni stabilni u celoj oblasti svog postojanja. Sli¢no
kao 1 u slu€aju resetki sa serijskim 1 paralelnim sprezanjem i ovde u bifurkacionoj tacki,
£, , stabilno simetri¢no reSenje gubi svoju stabilnost i postaje nestabilno.

Slika 4.17 Cisto realne svojstvene vrednosti (SV) u funkciji parametra sprezanja izmedu reetki, £ za
simetri¢ne komplekse i fiksiranu vrednost g =5. Vidi se da postoji prozor stabilnosti u intervalu

£,<E<E,.

Direktnim numerickim simulacijama dobijeno je dinamicko ponasSanje pomenutih
simetri¢nih kompleksa. Tipi¢an primer evolucije komponenata simetriénog kompleksa
predstavljen je na slici 4.18.
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Slika 4.18 Tipican primer evolucije komponenata perturbovanog tro-solitonskog kompleksa za slucaj
stabilnog simetri¢nog solitonasa €=1.69i u = 5.

U ostalom delu regiona postojanja simetri¢ni kompleksi su nestabilni (okarakterisani su
Cisto realnim parovima svojstvenih vrednosti). Pod uticajem male perturbacije nestabilni
simetri¢ni kompleks predaje deo svoje energije i relaksira se u zarobljeni povrSinski
briderski kompleks manje snage. Dinamika komponenata nestabilnog simetricnog
kompleksa, dobijena direktnim numerickim simulacijama, prikazana je na slici 4.19.

Al

Slika 4.19 Tipican primer evolucije komponenata perturbovanog tro-solitonskog kompleksa za slucaj
nestabilnog simetri¢nog kompleksa £ =1.09i 4 = 5 .

U trivijalnom slucaju kada je sprezanje izmedu resetki € =0, zapravo kada su reSetke
raspregnute (nezavisne jedna od druge) simetri¢ni solitonski kompleksi su formirani od
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standardnih povrSinskih solitona unutar svake od komponentnih resetki. Poznato je da su
takve povrSinske mode stabilne u skoro celom regionu postojanja [2]. Tada je
lokalizovana moda na povrsini rezultat ravnoteZze izmedu potencijala ostatka reSetke i
povrsinskog potencijala. Nestabilnost simetri¢nih kompleksa, koja se javlja u sistemu sa
spregnutim reSetkama, uzrokovana je naruSenjem pomenute ravnoteZe. Nestabilni
solitonski kompleks se oslobadanjem energije stabilizuje formiraju¢i stabilan
nesimetri¢ni briderski kompleks.

Efekat sprezanja, odnosno, uticaj povrSinskog i unutraSnjeg potencijala na stabilnost
simetri¢nih kompleksa moZze se jasno videti analizom stabilnosti simetricnih kompleksa
koji su centrirani dalje od sajta na kome se vr$i sprezanje izmedu reSetki. Dijagram
stabilnosti dobijen linearnom analizom stabilnosti, odnosno spektar svojstvenih vrednosti
u funkciji od konstante sprezanja izmedu reSetki, za simetri¢ne solitonske komplekse ¢ije
su komponente centrirane na sajtovima n, =1,2,3,4 raCunato od sajta na kojem se vr$i
sprezanje resSetki prikazan je na slici 4.20. Zakljucak je da su samo simetri¢ni kompleksi
koji su centrirani na n, >4 stabilni u ¢itavom regionu svog postojanja Sto znaci da su na

tom rastojanju potencijal na povrSini (na mestu sprezanja) i unutra$nji potencijal
izjednaceni. Pomerajuci centre solitona dalje od mesta sprezanja izmedu reSetki mogu se
naci samo solitonski kompleksi simetricnog tipa.

Slika 4.20 Realne svojstvene vrednosti u funkciji konstante sprezanja izmedu reSetki, za fiksirano g =35.
Fundamentalni solitoni su centrirani na n, =1,2,3,4 u svakoj od komponentnih reSetki. TacCkaste linije

oznacavaju granice regiona postojanja odgovarajuceg kompleksa. Ocigledno je da sa udaljavanjem solitona
od mesta sprezanja izmedu resetki region stabilnosti solitonskih kompleksa postaje Siri.

Linearna analiza stabilnosti radena je i za nesimetricne solitone. Spektar svojstvenih
vrednosti za nesimetricne solitone tipa 1 1 3 pokazuje eksponencijalnu nestabilnost u
celom regionu postojanja, slika 4.21. To je u suprotnosti sa predvidanjima VK
kriterijuma kojim je dobijeno da je samo nesimetri¢no reSenje tipa 1 nestabilno u uskom
regionu parametarskog prostora, a da je nesimetri¢no resenje tipa 3 stabilno.
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Slika 4.21 Realne svojstvene vrednosti u funkciji parametra sprezanja izmedu resetki, £, za nesimetri¢ne
komplekse tipa 11 3 za fiksno 1 = 5.

Direktnim simulacijama potvrdeni su zakljuci  linearne analize stabilnosti za
nesimetri¢ne solitone tipa 1 1 3. Naime, perturbovani nesimetri¢ni kompleksi predaju
znacajan deo svoje energije reSetki Sto za posledicu ima formiranje briderskog kompleksa
koji se krece kroz reSetku.

Nestabilnost nesimetri¢nih solitona (slika 4.22) moZe se objasniti teZnjom sistema da
prede u stanje sa manjom energijom u prisustvu dva gore pomenuta potencijala:
potencijala koji se javlja na mestu sprezanja izmedu reSetki i potencijala koji poti¢e od
ostalih elemenata komponentnih reSetki [72, 73].
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Slika 4.22 Tipican primer evolucije komponenata perturbovanog tro-solitonskog kompleksa nesimetricnog
tipalzae=1691i u =5.
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Linearna analiza stabilnosti za antisimetri¢ne solitone, A=0 i B=-C, pokazuje da su
oscilatorno nestabilni u regionu € < ¢, . U blizini gornje granice oblasti postojanja razvija

se eksponencijalna nestabilnost §to je u saglasnosti sa predvidanjima VK kriterijuma,
kojim je dobijeno da se za vece vrednosti £ javlja oblast nestabilnosti blizu gornje
granice postojanja. Spektar realnih delova kompleksnih svojstvenih vrednosti 1 Cisto
realnih svojstvenih vrednosti prikazan je na slici 4.23. Dinamicke simulacije potvrduju
zakljucke linearne analize stabilnosti.

Re(CSV)

‘e é

€

Slika 4.23 Realni delovi kompleksnih svojstvenih vrednosti (crveni kvadrati) i Cisto realne svojstvene
vrednosti (crni krugovi) u funkciji parametra sprezanja izmedu resetki, £, za antisimetri¢ne solitone za
fiksnu vrednost, £ =5.

Nesimetricna grana oznacena indeksom 2 je stabilna u celoj oblasti postojanja $to su
pokazale linearna analiza stabilnosti, numericke simulacije i Sto je u saglasnosti sa VK
kriterijumom.

Moze se zakljuciti da je naruSenje simetrije na £ =&, uslovljeno promenom stabilnosti

izmedu simetricnog kompleksa, koji postaje nestabilan, i dva nesimetricna kompleksa
koji se u toj tacki pojavljuju. Jedan od novoformiranih kompleksa je stabilan a drugi
eksponencijalno nestabilan. Takode, i antisimetricni kompleks menja svoju stabilnost u
blizini bifurkacione tacke (od oscilatorne nestabilnosti na £€<¢, do stabilnosti na

£ >¢,). Analizom grafika oblasti postojanja, primecuje se da su prisutne dve oblasti u

parametarskom prostoru u kojima postoje istovremeno simetri¢ni, nesimetriéni i
antisimetri¢ni solitoni. Jedna je oblast u kojoj su stabilni simetri¢ni, nestabilni
nesimetri¢ni 1 stabilni antisimetricni kompleksi, a druga oblast u kojoj su simetricni,
antisimetri¢ni i dva nesimetricna kompleksa nestabilni i jedna nesimetricna grana koja je
stabilna.

Ukoliko je sprezanje izmedu reSetki slabo tada su povrSinski kompleksi formirani od
simetri¢nih i nesimetricnih komponentnih fundamentalnih solitona, nestabilni. Izuzetak je
samo nesimetri¢ni kompleks tipa 2 koji je stabilan u celom regionu egzistencije. S
povecanjem vrednosti konstante sprezanja izmedu reSetki smanjuje se razlika izmedu
potencijala na mestu sprezanja i potencijala u unutrasnjosti reSetke i postoji mogucnost za
pojavu stabilnih lokalizovanih povrSinskih simetri¢nih i antisimetricnih kompleksa. S
daljim povecanjem vrednosti konstante sprezanja u odnosu na konstantu sprezanja unutar
reSetke, tacnije za €>2 1 fiksno u, javljaju se jedino jako nestabilan nesimetri¢an

kompleks i stabilan antisimetri¢an kompleks.
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4.5 Dve 2D beskona¢ne nelinearne resetke linearno spregnute
na jednom sajtu

Posmatran je sistem od dve 2D beskonacne uniformne i identicne reSetke spregnute
linearno na jednom sajtu, slika 4.24 [74]. Pretpostavka je da je konstanta sprezanja unutar
komponentnih reSetki C, i konstanta sprezanja izmedu reSetki (defekt), € . Pretpostavljeno
je da sistem ima on-site samofokusiraju¢u kubnu (Kerr) nelinearnost.

Slika 4.24 Dve 2D paralelne identicne reSetke linearno spregnute na jednom sajtu oznacenom
indeksima 7 = m = 0 . Konstanta sprezanja izmedu resetki je €.

Konstanta unutrasnjeg sprezanja u reSetkama je C >0 i konstanta sprezanja izmedu
resSetki je £>0.

Propagacija svetlosti kroz sistem od dve spregnute 2D reSetke se modeluje sistemom od
2(N+1)* DNSJ-a:

.dg,.. C
ld—t, + E (¢n+1,m + ¢n—l,m + ¢n,m+l + ¢n,m—1 - 4¢n,m )+ SWn,m5n,05m,0 + 7‘¢n,m

dy,, C :
: dt +3 (l//n+l,m + l/jn—l,m + l//n,m+l + l//n,m—l - 4l/jnm )+ €¢n,m§n,05ms0 + 7/‘1//"7" l//n,m

"9, =0, (451)

=0,

gde je t vireme i J,,, je Kronekerova delta funkcija. Pretpostavljeno je da je %: y=1.

Kompleksne u opStem slucaju veliCine, ¢,,, i ¥, predstavljaju elektricne komponente



Povrsinske lokalizovane mode u nelinearnim opti¢kim reSetkama

elektromagnetnog talasa koji propagira kroz reSetke spojene na sajtovima sa indeksima
n=m = (. Stacionarna reSenja jednacina (4.51) se traZe u obliku:

¢n,m = un,m eXp(— lﬂt) 1 l/jn,m = vn,m eXp(— lﬂt) H (452)

gde su u,, 1v,, realne diskretne funkcije, a g4 je propagaciona konstanta. Smenom

pretpostavljenih stacionarnih reSenja (4.52) u polazne jednacine (4.51) dolazi se do
stacionarnih jednacina oblika:

il =0, (4.53)

n,m

+u,,  —4u, )

n,m+l1 n,m—1

ﬂunm+( n+lm+u +M

n,m= n,0

=0.

n,m

ﬂvn,m + (vn+l,m + vn—l,m + vn,m+l + vn,m—l - 4 ) n,m=-n,0

Analiticka reSenja jednacina (4.53) mogu se dobiti uz pomo¢ VR. LagranZijan ovog
sistema se sastoji od Lagranzijana dve komponentne reSetke i ¢lana koji uracunava
sprezanje izmedu njih:

L=L +L +2eu,,v,, (4.54)

4o 4oo

L= 3 3 ((amab bt 20 )

N=—00 N=—00

L=> 753 [(,u—4)v,im + ;v +20, v +vn’m+1)J . (4.55)

Pretpostavlja se da su amplitudni profili povrSinski lokalizovanih moda centrirani na
sajtovima reSetki gde je spoj, a da eksponencijalno opadaju sa udaljavanjem od spoja.
Oblik polja ovih lokalizovanih moda na svakoj od komponentnih resetki je:

), (4.56)

{14, 1,V } = (A, BYexpl—aln|)exp(-

A 1 B, se tretiraju kao varijacioni parametri. Inverzna Sirina a, dobija se linearizovanjem
—> o0,

stacionarnih jednacina za

a= —1n((4—ﬂ)/4— V164 —u) - 1] , (4.57)

2
s=e @ = 4—#_ (4—#) _1,

4 16
p=4-2s+s"),

¢ime se dobija da je propagaciona konstanta negativna, 1 <0.

Smenom relacije (4.56) u jednacine (4.54) i (4.55) i upotrebom (4.57) dobija se
odgovaraju¢i efektivni Lagranzijan:
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L,=(L,), +(L,), +2€AB , (4.58)
2 4\

(L), =—2a2 s 1y (+5°) , (4.59)
e s 2 (1—54)2
(Z,),, =28 L+5° L 1+

s 2 (1—s4)2.

NalaZenjem lokalnih ekstremuma LagranZijana po varijacionim parametrima A i B dolazi
se do Ojler-LagranZevih jednacina:

oL, oL
( “)Eﬁ' +2eB=01 wJ,zm:o_ (4.60)
0A oB

Smenom jednacina (4.59) u Ojler-LagranZeve jednacine (4.60) dobijaju se izrazi:

[— 3 —
2 E A+(1_S4)2A +&B=0, (4.61)
—21+S2B+(1+S4)i B4 eA =0
S (1—54)

Na osnovu jednacina (4.61) moze se zakljuciti da postoje tri tipa solitonskih kompleksa
koje ¢ine fundamentalne lokalizovane mode na spoju spregnutih resetki:

1. Simetri¢ni kompleksi (SS), koji se dobijaju u slucaju kada su maksimalne
vrednosti amplitude povrSinskih moda na obema resetkama jednake A=B;

2. Antisimetricni kompleksi (AS), koji se dobijaju u slucaju kada su vrednosti
amplitude na spoju povrSinskih moda u spregnutim reSetkama jednake po
intenzitetu ali suprotnog znaka A= - B;

3. Nesimetri¢ni kompleksi (NS), koji se dobijaju ukoliko su kvadrati maksimalnih
amplituda komponentnih solitona na dvema reSetkama razliciti, A> # B”.

Simetri¢na reSenja dobijaju se smenom uslova A= B u jednacine (4.61), ¢ime se dolazi
do jednacine (4.62):

(1-5) F (1+5°)- g} _ (4.62)
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Iz jednaline (4.62) moZe se zakljuciti da je oblast postojanja simetri¢nih reSenja
ograni¢ena uslovom 8<8652(1+Sz)/ s. Na slici 4.25. su predstavljene vrednosti

amplituda svih tipova solitona, dobijene varijacionim racunom i numericki, dok su
njihove oblasti postojanja prikazane na slici 4.26.

Vrednosti amplituda povrSinskih solitona u slucaju nesimetricnog solitonskog kompleksa
dobijaju se nakon proste algebarske procedure iz sistema jednacina (4.61):

Azizl(_‘l_—_j%\/l+sz+\/(l+s2)z—82s2 : (4.63)
N N

1—s4)
(1+s4)

0

—

B=

| o

Na osnovu jednacina (4.63) moZe se zakljuciti da nesimetriCni solitonski kompleksi
postoje za €< €, = (1+ sz)/s . Nesimetri¢no reSenje sa A#0 i B=0je moguce naci kada
je €=0, Sto je analogno slucaju kada reSetke nisu kuplovane. Takode, sa opadanjem
vrednosti parametra &, javlja se spontano naruSenje simetrije u bifurkacionoj tacki,
£=¢_, u kojoj iz jedne simetriCne grane nastaju dve nesimetri¢ne, Sto je prikazano na
slici 4.25.

Kvadrat amplituda povrSinskih solitona koji formiraju antisimetri¢ni solitonski kompleks
dobija se smenom uslova A =—Bu jednacinu (4.61):

A’ = (1_S4)2 [2(1+s2)+ s] (4.64)
(1+s4) S

Na osnovu jednacine (4.64) moze se zakljuciti da antisimetricni solitoni postoje u celom
parametarskom prostoru (&, i).
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Slika 4.25 Amplitude A i B nesimetri¢nih (crvene oznake), simetricnih (crne oznake) i antisimetri¢nih
solitona (plave oznake) dobijene uz pomo¢ VR (linije) i numericki (trouglovi za nesimetri¢ne mode,
krugovi za simetri¢ne, kvadrati za antisimetricne mode) u funkciji od konstante spreznja izmedu resetki.
Propagaciona konstanta je ¢ =—5. Tackaste zelene vertikalne linije oznac¢avaju numericki nadene kriti¢ne

vrednosti konstante sprezanja izmedu reSetki koje ograniCavaju region postojanja za asimetri¢no (g,) i

simetri¢no reSenje (ge). Prazni simboli predstavljaju stabilne, a puni simboli nestabilne solitone, Sto je

dobijeno numerickim putem.

Stabilnost sva tri tipa povrSinskih solitona proveravana je s obzirom na VK kriterijum.
Prema ovom kriterijumu moda je uslovno stabilna ukoliko vazi uslov dP/du >0, gde je

n=-+oo m=+oco
P= z Z(ufm + v,f,m ), ukupna snaga solitona. Ukupna snaga posmatranog sistema ima

Nn=—oc0 M=—00

slede¢i oblik:

P=(a2 +Bz)(1“zj . (4.65)
- S

Kako je propagaciona konstanta, #, funkcija parametra s to se potreban uslov za

. . o . . Os 5 .
stabilnost solitona po VK kriterijumu, s obzirom na to da je 5 <0, moZe transformisati
17

u uslov a—P<O.
s

U slucaju simetri¢nog reSenja, A = B, zamenom (4.62) u (4.65) dolazi se do jednacine:

P= 2@[2 (1+ S2 )_ gj| . (466)
s
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Jednacina (4.66) pokazuje da je VK kriterijum ispunjen u regionu:

s 2(1+s2)_(1+S2)(£+S4) . (4.67)
Ky 4s

Na slici 4.26. prikazana je oblast postojanja i stabilnosti za fundamentalne simetri¢ne
solitone. Moze se zakljuciti da stabilna simetricna grana postoji u velikom delu
parametarskog prostora, osim u maloj oblasti ispod isprekidane narandZaste krive.

U cilju odredivanja stabilnosti nesimetricnog reSenja, smenom jednacine (4.63) u
jednacinu (4.65) dobija se izraz za snagu koji ne zavisi od vrednosti konstante sprezanja
izmedu resSetki, € :
5
(1 +s° )

P=2
s(1+s4)2

(4.68)

Izraz (4.68) zadovoljava VK kriterijum u celoj oblasti postojanja nesimetri¢nih
solitonskih kompleksa.

Izraz za snagu antisimetricnih moda, A=-B, dobija se zamenom jednacine (4.64) u
(4.65), ¢ime se dolazi do:

P=2MF(1+52)+5}. (4.69)
(1+ s4) §

Na osnovu jednacine (4.69) moze se zakljuciti da je VK kriterijum zadovoljen za:

€<(1+52(1+s4)_2(1152)' “70)

Na slici 4.26 su predstavljene oblasti postojanja u parametarskom prostoru (&, &) svih

tipova solitonskih kompleksa generisanih varijacionom procedurom. Oblasti stabilnosti
simetri¢nih 1 nesimetricnih moda predstavljeni na slici 4.26 dobijeni su numericki.

Varijacioni racun je doveo do zakljucka da je oblast postojanja simetri¢nih reSenja
ograni¢ena, dok je po VK kriterijumu predvideno da su simetricni kompleksi stabilni u
Sirokoj oblasti tog regiona. U slucaju antisimetricnih reSenja oblast postojanja nije
ograniCena, a stabilnost je po VK ocekivana u delu te oblasti. Konacno, u slucaju
nesimetri¢nih reSenja nadena je vrednost konstante sprezanja izmedu reSetki gde se rada
par nesimetricnih kompleksa. Ta vrednost je bifurkaciona tacka. NesimetriCna reSenja
zadovoljavaju potreban uslov za stabilnost po VK kriterijumu u celoj oblasti postojanja.
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Slika 4.26 Regioni postojanja i stabilnosti za solitonske komplekse simetri¢nog (SS), nesimetri¢nog (NS) i
antisimetri¢nog (AS) tipa formirane od fundamentalnih solitona u komponentnim reSetkama. Rezultati VA
su predstavljeni linijama, dok su numericki rezultati predstavljeni simbolima u parametarskom prostoru

(€, ). Crni kruzi¢i i odgovarajuca linija odgovaraju granici postojanja nesimetri¢nih kompleksa. Crveni
kvadrati i isprekidana linija oznaCavaju granicu postojanja za simetricne komplekse. Numericka
izracunavanja pokazuju da se spontano naruSenje simetrije javlja duZ krive g, (1). Antisimetricne mode

postoje u celom parametarskom prostoru. Predvidanja VK kriterijuma su da su nesimetri¢ni kompleksi
stabilni u Citavom regionu egzistencije, simetri¢ni iznad narandZaste isprekidane linije i antisimetri¢ni od
pocetka dijagrama do plave isprekidane linije. Stabilnost simetri¢nih i nesimetriénih moda prikazana na
dijagramu ustanovljena je numericki.

Rezultati, dobijeni varijacionim raCunom proveravani su numericki. Stacionarna reSenja
su dobijena primenom relaksacionog metoda i algoritma baziranog na modifikovanoj
Pauelovoj metodi minimizacije, dok je dinamicka jednacina reSavana numerickim kodom
baziranim na Runge-Kuta algoritmu Sestog reda. U dinamickim simulacijama polazni
profil solitona je generisan reSavanjem stacionarne jednacine.

Polazna pretpostavka koriS¢ena za numeriCko reSavanje stacionarnih jednacina i
dobijanje fundamentalnih solitona centriranih na spoju dve 2D beskonac¢ne reSetke je da
su samo na spoju amplitude polja nenulte 1 imaju istu vrednost, u, =u, =A>0 za

simetricna reSenja, u,=A>0, v,=B>0 za nesimetricCna reSenja 1 u,=A>0,

v, =—A za antisimetri¢ne mode gde su A 1 B razliciti.

Na slici 4.27 predstavljeni su tipi€ni profili amplituda komponentnih solitona za
simetri¢ne, nesimetri¢ne i antisimetri¢ne solitonske komplekse nadeni numericki.
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Slika 4.27 Tipicni izgled amplitudnih profila solitona u kompleksima razli¢itog tipa: (a) i (b) simetri¢ni,
(¢) i (d) nesimetricni i (e) i (f) antisimetricni. Snage prikazanih kompleksa su redom, za simetri¢ni

kompleks P, =8.63, za nesimetri¢ni kompleks P =7.11 i za antisimetri¢ni kompleks Py =19.91.

Numericki dobijena zavisnost amplituda, A i B, od konstante sprezanja izmedu resetki,
£, kao 1 regioni postojanja predstavljeni su na slikama 4.25 i 4.26. Sa tih slika se vidi
dobro slaganje numeric¢kih i analitickih rezultata za sve tipove solitona. Na primer,
granica oblasti postojanja simetricnog kompleksa dobijena uz pomo¢ VR je €,=9, a
numericki proracunata £, =8.63. Takode, rezultati dobijeni VR i numericki pokazuju da
postoji naruSenje simetrije u &, (,u) gde se dogada viljuskasta superkriticna bifurkacija u

sistemu.

Linearna analiza stabilnosti pokazuje da se simetri¢ni kompleksi pojavljuju kao stabilna
reSenja na £ = &,1 menjaju svoju stabilnost u tacki € =¢_, gde se javljuju nesimetricne
solitonske grane. Nestabilna simetriCna reSenja se karakteriSu ¢isto realnim parovima
svojstvenih vrednosti $to je predstavljeno na slici 4.28.
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Slika 4.28 Cisto realne svojstvene vrednosti u funkciji parametra sprezanja izmedu reSetki, &£, za

simetri¢ne solitonske komplekse pri fiksnoj vrednosti 4 = —5 . Tackasta linija, oznaCena sa &, predstavlja
bifurkacionu taCku na kojoj se pojavljuju nesimetriCni solitoni, dok druga tackasta linija, £,, predstavlja

gornju granicu regiona postojanja stabilnih simetri¢nih solitonskih kompleksa.

Ukoliko reSetke nisu spregnute postojaCe u njima samo stabilni diskretni solitoni,
odnosno, stabilan simetri¢ni solitonski kompleks formiran od njih. Pojava sprezanja
izmedu reSetki menja stabilnost simetricnog kompleksa formiranog od solitona u
komponentnim reSetkama centriranih na spoju reSetki. Numeri¢ki rezultati se ne
poklapaju sa predvidanjima VR u smislu da numeri¢ki dobijeni simetri¢ni solitonski
kompleksi menjaju stabilnost na vrednosti £ koja je odredena jedna¢inom (4.67).
Direktne simulacije potvrduju stabilnost simetricnog kompleksa u intervalu &€ <£<¢,. S

druge strane, simulacije evolucije nestabilnih simetri¢nih moda pokazuju da pod uticajem
male perturbacije ove nestabilne mode prelaze u nesimetri¢ne briderske komplekse koji
se sastoje od dve lokalizovane osciluju¢e komponente koje razmenjuju energiju u toku
evolucije, slika 4.29.

Wo,0(Doo)

Slika 4.29 Evolucija amplituda nestabilne simetri¢ne mode (4 =-5 i £=3.4) u odgovarajuéi nesimetri¢ni
kompleks. Amplitude komponentnih solitona pomenutog kompleksa su predstavljene razli¢itim linijama.

Dve grane nesimetricnih reSenja, koje se javljaju pri destabilizaciji simetriCne grane,
prema linearnoj analizi stabilnosti postaju stabilne i kao rezultat spektar svojstvenih
vrednosti sadrZzi samo ¢isto imaginarne svojstvene vrednosti. Dinamicka simulacija
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pokazuje da je slabo perturbovani nesimetricni solitonski kompleks samo neznatno
periodicno modulisan pri propagaciji, odnosno, formiran je dinamicki stabilan
nesimetri¢ni briderski kompleks, kao Sto je ilustrovano na slici 4.30.

Slika 4.30 Evolucija perturbovanog nesimetricnog kompleksa za vrednosti P=12.02, £=5 1 u=-8.

Evolucija profila obe solitonske komponente predstavljena je u dva reda na slikama specificiranim
vremenskim trenucima. Formiran je dinamicki stabilan briderski nesimetri¢an kompleks ¢ije oscilujuce
lokalizovane komponente medusobno razmenjuju energiju pri propagaciji.

U slucaju antisimetricnih moda, linearnom analizom stabilnosti dobijeni su parovi Cisto
realnih svojstvenih vrednosti koje postaju znacajne iznad neke kritine vrednosti
parametra sprezanja izmedu reSetki, £, koji zavisi od . Te kriti¢ne vrednosti &, za

M1 =-1.5,-2,-3 su prikazane na slici 4.31.

Slika 4.31 Cisto realne svojstvene vrednosti u funkciji parametra sprezanja izmedu refetki, £ za
antisimetri¢ne solitone. Crni (neobojeni krugovi), narandZasti (kvadrati) i crveni (obojeni krugovi) simboli

odgovaraju respektivno, fiksiranim g =—1.5,—2,—3. Tackaste linije oznacene sa € , ; oznaCavaju granice

regiona gde Cisto realne svojstvene vrednosti imaju znacajne vrednosti.
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Linearna analiza stabilnosti pokazala je da u slu¢aju antisimetri¢nih moda postoji i oblast
kompleksnih svojstvenih vrednosti za odredene vrednosti konstante sprezanja izmedu

reSetki, £ <& pri proizvoljnom g, §to je prikazano na slici 4.32.
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Slika 4.32 Realni delovi kompleksnih svojstvenih vrednosti u funkciji parametra sprezanja izmedu resetki,
£, za antisimetri¢ne solitone. Crni (prazni krugovi), narandZasti (kvadrati) i crveni (ispunjeni krugovi)

simboli odgovaraju respektivno, fiksiranim g =—1.5,—2,—3. Tackasta linija € " oznadava granicu gde su

realni delovi kompleksnih svojstvenih vrednosti Re(SV) > 0.001.

Za velike vrednosti konstante sprezanja, £ > €, ,, razvoj nestabilnosti je odreden Cisto

realnim svojstvenim vrednostima, a u regionu € < min(g',gl!m) realni deo kompleksnih

svojstvenih vrednosti dominira. Dakle numericki rezultati za antisimetricne komplekse se
ne slazu s analitiCkim predvidanjima dobijenim uz pomo¢ VR.

Dinamicke simulacije su pokazale da su antisimetricni kompleksi robusni, iako su u
spektrima svojstvenih vrednosti prisutne svojstvene vrednosti sa znaCajnim nenultim
realnim delom. Izuzetak je oblast malih vrednosti konstante sprezanja izmedu resetki gde
antisimetri¢ni, simetricni i nesimetricni kompleksi s bliskim vrednostima energije
koegzistiraju, € << &,. U opStem slucaju, robusnost antisimetricnih kompleksa se ogleda

u tome da tokom evolucije perturbovani antisimetricni kompleksi samo razmenjuju
neznatan deo energije sa sredinom, formirajuci slabo ‘diSuci’ briderski kompleks. Razlog
za to je koncentracija skoro celokupne energije komponentnih solitona na spoju reSetki
(snazno zarobljavanje) [75]. Opisana situacija vazi u skoro Citavoj oblasti egzistencije
antisimetriénih  solitona. Dinamika eksponencijalno nestabilnih antisimetri¢nih
kompleksa (sa znaCajnim cisto realnim svojstvenim vrednostima) prikazana je na slici
4.33. Pomenuta nesimetri¢na struktura ima dve komponente sa identi¢nim profilima

amplituda ‘l//n’m‘ = ¢n!m‘. Obe komponente ostaju sve vreme lokalizovane i razmenjuju

mali deo svoje energije sa okolnom sredinom. Tako se formiraju lokalizovani brideri 1
pobuduje se oscilovanje okolne sredine.
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Slika 4.33 Evolucija antisimetri¢nog kompleksa sa y=-1.5, £=7.2 i P=33.48. Cetiri slike predstavljaju

profile amplituda komponenata solitona “Illnm‘ =g, m‘ za t=0, 50, 100 i 200. Maksimalna amplituda

komponentnih solitona je velika i osciluje oko vrednosti 3.8, solitoni su jako uski. Proizvoljna perturbacija
moze dovesti do neznatnog oscilovanja vrednosti amplitude i formiranja jako lokalizovanog bridera.

Dinamicke simulacije su pokazale da antisimetri¢ne mode okarakterisane malim realnim
svojstvenim vrednostima prate isti scenario kao 1 antisimetricne mode sa kompleksnim
svojstvenim vrednostima. Na slici 4.34. prikazana je evolucija antisimetriénog kompleksa
s eksponencijalnom nestabilnoScu.
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Slika 4.34 Evolucija perturbovane antisimetricne mode koja je nestabilna prema oscilatornim
perturbacijama sa ¢ = -3, £ =1.51 P=17.46. Amplitudni profili komponentnih solitona su jako ‘oStri’ i

njihove amplitude blago osciluju, sli¢no kao u slu¢aju na slici 4.33.

Analizom regiona postojanja svih moda, prikazanom na slici 4.25, moze se zakljuciti da
postoje dve oblasti bistabilnosti. Jedna od njih je oblast u kojoj istovremeno postoje
stabilni simetri¢ni 1 kvazistabilni antisimetri¢ni solitoni a druga je oblast, sa druge strane
bifurkacione tacke, u kojoj istovremeno postoje stabilni nesimetri¢ni i antisimetri¢ni
solitonski kompleksi (male vrednostima & ). Sli¢ni rezultati su nadeni i u drugim linearno
spregnutim dvo-komponentnim sistemima sa samofokusiraju¢om nelinearno$cu [76-78].

U slucaju dve nespregnute uniformne 2D reSetke, simetricni kompleksi su formirani od
dva identi¢na on-site solitona, koji su stabilni. Sa pojavom sprezanja izmedu resetki
dolazi do pojave eksponencijalne nestabilnosti u kompleksima formiranim od dva
identi¢na on-site solitona. Simetri¢ni kompleksi postaju opet stabilni za € = €,. Tacka &€,

se moze identifikovati kao taCka superkriti¢ne viljuSkaste bifurkacije u kojoj stabilne
nesimetri¢ne grane nestaju i simetri¢na grana je opet stabilna.
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4.6 Kompleksi vrtloga formirani na spoju dve 2D beskonacne
nelinearne reSetke

U strukturi predstavljenoj na slici 4.24 [79], koju Cine dve identicne 2D beskonacne
reSetke medusobno linearno spregnute na jednom sajtu, moguce je formiranje kompleksa
vrtloga. Pod kompleksom vrtloga podrazumeva se kompleks koji se sastoji od dva
identi¢na vrtloga od kojih svaki pripada jednoj od komponentnih reSetki. Polazne
jednacine su jednacine (4.51). Stacionarna reSenja, jednacina (4.51) se traze, na uobicajan
nacin, u obliku:

By =, expl=ipt) i v, =v,, exp(-iut),

s tim Sto su u,, 1 v, kompleksne funkcije, za razliku od slucaja kada se posmatraju

kompleksi solitona a kada su ove funkcije realne, i je propagaciona konstanta i ¢ je
vreme (propagaciona koordinata). Dobijene stacionarne jednacine imaju oblik analogan
jednaCinama (4.53) uz Cinjenicu da su polja u, , 1 v, kompleksne veliCine:

n,m

2
ﬂun,m + (un+l,m + un—l,m + un,WH—l + un,m—l - 4un,m )+ gvn,mgn,oam,o + un,m un,m = O s
2
ﬂvn,m + (vn+l,m + vn—l,m + vn,m+l + vn,m—l - 4vn,m )+ gun,mén,oam,o + vn,m vn,m = O *

Lokalizovana stacionarna resSenja tipa vrtoga, odredivanje njihove stabilnosti i dinamicka
svojstva su dobijena numericki procedurama koje su pominjane u prethodnim delovima
ove disertacije. Jednacine (4.51) imaju dva integrala kretanja: snagu i hamiltonijan tako
da je kroz simulacije proveravano odrZzavanje ove dve veli¢ine. Numericki rezultati su
dobijeni za kvadratnu reSetku koja se sastoji od 11x11 elemenata za on-site vrtloge i
10x10 za off-site vrtloge.

Jedna od karakteristika vrtloznih struktura je topoloSko naelektrisanje S. TopoloSko
naelektrisanje predstavlja ukupnu promenu faze oko centra vrtloga podeljenu sa 27, tj.
broj obrtaja faze vrtloga pri jednom trigonometrijskom okretu oko centra vrtloga.
Posmatrani su kompleksi vrtloga koje ¢ine vrtlozi s topoloSkim naelektrisanjem S=1 1
S=2. Proucavano je osam razlicitih tipova vrtloga koji se razlikuju po faznoj
konfiguraciji, ali svi imaju topoloSko naelektrisanje S=1 1 Cetiri tipa sa razli¢itom faznom
konfiguracijom 1 topoloskim naelektrisanjem S=2 [80-84]. Razliciti tipovi vrtloga
zajedno sa svojim faznim konfiguracijama sa S=1 1 S=2, prikazani su u tabelama 1 1 2.

Tipovi vrtloga: a, ¢, d, e, f, g, i 1 j predstavljaju on-site vrtloge i njihova srediSnja tacka
(gde je singularitet faze) nalazi se na jednom sajtu reSetke. Tipovi: b, h, k 1 [
predstavljaju off-site vrtloge i njihova srediSnja tacka je centrirana izmedu sajtova. On-
site vrtlozi predstavljaju simetricne komplekse u odnosu na sajt na kome se vrsi sprezanje
izmedu reSetki, dok off-site vrtlozi predstavljaju nesimetricne komplekse u odnosu na sajt
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na kome se vr$i sprezanje izmedu resetki. Za obe vrste kompleksa vrtloga, formiranih od
bilo dva on ili dva off-site vortloga, vazi ogledalska simetrija u odnosu na ravan paralelnu
ravnima komponentnih resetki a koja bi razdvajala spregnute resetke, slika 4.35.

k tip

Slika 4.35 Sematski prikaz kompleksa vrtloga u sistemu sa dve paralelne 2D identiéne resetke, linearno
spregnute na jednom sajtu n=m=0 konstantom sprezanja €. Na slici (a) pored skice kompleksa vrtloga
formiranog od dva on-site vrtloga, predstavljene su projekcije u ravni, amplitude i faze on-site
komponentnog vrtloga tipa e, dok su na slici (b) prikazani kompleks dva off-site vrtloga i odgovarajuce
projekcije off-site komponentnog vrtloga tipa k. Drugi komponentni vrtlog je, u oba slucaja, identi¢an
prikazanim vrtlozima.

Numeric¢ka izraCunavanja su pokazala da se oblast postojanja kod nekih tipova
kompleksa suzava sa porastom &£/C . Koliko ¢e to suzavanje biti zavisi od energije na
spregnutim sajtovima. Za komplekse vrtloga koji se sastoje od dva vrtloga a, g, j ili k
tipa, koji su povezani ne-pobudenim centralnim sajtom, nema suZavanja oblasti
postojanja u posmatranom parametarskom domenu (C=2,&/C<200). Oblast
postojanja se znaCajno smanjuje u slucaju simetricnih kompleksa koji se sastoje od
vrtloga e-tipa 1 b-tipa. Sa pribliZzavanjem granici postojanja, ovi kompleksi vrtloga se
karakteriSu postepenom deekscitacijom centralnog sajta komponentnih vrtloga, dok je
centralna simetrija oCuvana.
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Slika 4.36 Oblasti postojanja (levo od tackaste linije) i regioni stabilnosti (siva oblast) za razlicite
komplekse vrtloga u parametarskom prostoru (g,e/C). Tip kompleksa je naznaten na svakom od

dijagrama. Konstanta sprezanja unutar svake od komponentnih resetki je ista i iznosi; (a) C=2 za a —tip, (b)
C=2 za b tip, (c) C=0.01 za e tip, (d) C=0.5 za g tip, (e) C=2 zaj tip i (e) C=0.5 za k tip.

Stabilnost kompleksa vrtloga je proveravana primenom linearne analize stabilnosti i
direktnim numerickim simulacijama. Obe procedure se zasnivaju na posmatranju
evolucije malih perturbacija. Kod linearne analize stabilnosti perturbovano stacionarno
reSenje se smenjuje u jednacinu (4.51), a zatim se nakon jednostavne algebarske
procedure dobija jednacina koja opisuje evoluciju malih perturbacija. Linearizacijom te
jednacine po malim perturbacijama dobija se jednaCina koja je ekvivalent jednacine
svojstvenog problema za perturbacije, odakle se moZe naci koeficijent rasta perturbacija,
odnosno odrediti stabilnost stacionarnog reSenja. Iz studija koje su proucavale vrtloge u
2D uniformnoj reSetki sa kubnom nelinearnoS¢u [84] poznato je da postoje regioni
stabilnosti za a, b, tipove vrtloga (osnovna stanja vrtloga), e i g konfiguracije vrtloga sa
topoloSkim naelektrisanjem S=11j i k tipove vrtloga sa topoloSkim naelektrisanjem S=2.

Numericki je pokazano da u sistemu od dve linearno spregnute u jednom sajtu 2D
nelinearne reSetke nije moguce dobiti stabilni kompleks vrtloga sastavljen od dva
identi¢na nestabilna komponentna vrtloga. Zbog toga je teZisSte istraZivanja pomereno na
komplekse vrtloga koji su formirani od stabilnih komponentnih vrtloga. Znacajan faktor,
koji uti¢e na stabilnost kompleksa vrtloga je relativna jacina sprezanja izmedu resetki, tj.
veli¢ina &/C. Za simetricni kompleks koji saCinjavaju dva vrtloga a tipa, oblast
stabilnosti se lagano zatvara sa povecanjem vrednosti linearnog sprezanja izmedu resetki,
slika 4.36 (a). S druge strane nesimetri¢ni kompleksi koji se sastoje od dva vrtloga b tipa
(off-site vrtlozi) naglo gube stabilnost sa pojavom sprezanja medu reSetkama. Isti
scenario je primecen i1 za kompleks vrtloga koji se sastoji od dva vrtloga e tipa (S=1) i u
kompleksima gde su komponentne reSetke povezane preko ekscitovanih sajtova. Iz ovih
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rezultata je zakljuCeno da u opStem slucaju zatvaranje prozora stabilnosti sa povecanjem
linearnog sprezanja izmedu reSetki je prisutno kod svih kompleksa, s tim $to se brzina
zatvaranja menja zavisno od toga da li je sajt preko koga je ostvarena veza reSetki bio
prazan ili pobuden, slika 4.36. (b)-(d).

Otvaranje novog prozora stabilnosti primeceno je za vrtloge sa topoloskim
naelektrisanjem S=2 na vrlo visokim vrednostima jacine sprezanja izmedu reSetki, £/C .
Kompleksi formirani od dva vrtloga g tipa su jedini sa topolo$kim naelektrisanjem S=/
koji se nakon naglog gubitka stabilnosti sa pojavom sprezanja izmedu resetki, karakterisu
otvaranjem novog prozora stabilnosti u regionu sa velikom ja¢inom sprezanja izmedu
reSetki, £/C, slika 4.36 (d). Uzrok tome je, pretpostavlja se, njihova fazna struktura koja
dovodi do oscilacija izmedu susednih sajtova koje nisu u fazi.

Dinamicke simulacije potvrduju zakljucke linearne analize stabilnosti. Generalno, svi
posmatrani kompleksi se karakteriSu ogledalskom simetrijom u odnosu na komponente
vrtloZzne strukture. NaruSenje simetrije je potvrdeno direktnim simulacijama u dugom
vremenskom intervalu i javlja se zajedno s gubitkom stabilnosti.

Na slici 4.37 prikazana je evolucija amplituda komponentnih vrtloga koji ¢ine kompleks
a tipa. Kako su amplitude vrtloga na obema reSetkama jednake, prikazana je evolucija
jednog od vrtloga u kompleksu. MoZe se videti da je ogledalska simetrija oCuvana u
sluCaju stabilnog kompleksa vrtloga, dok je za slucaj nestabilnog kompleksa ona
naruSena, slika 4.38. Kako vrtlozi a konfiguracije pripadaju grupi on-site vrtloga to znaci
da su simetri¢ni u odnosu na sajt na kome se vrsi sprezanje medu reSetkama. Ta simetrija
ostaje oCuvana u oblasti stabilnosti vrtloga, slika 4.37, dok se simetrija u odnosu na sajt
na kome se vrsi sprezanja gubi u oblasti nestabilnosti vrtloga, slika 4.38.

Slika 4.37 Evolucija amplitude komponentnog vrtloga za kompleks a tipa, koji ¢ine dva identi¢na vrtloga a
konfiguracije. Na slici (a) prikazana je amplituda vrtloga u pocetnom trenutku t=0 dok je pod (b) prikazana
amplituda vrtloga za t=101 za fiksirano 4 = -9.05, C=2 i € = 1 . Komponentni vrtlozi su stabilni i daju

stabilan kompleks vrtloga. OC¢uvana je ogledalska simetrija. Postoji i simetrija u odnosu na sajt na kome se
vrsi sprezanje medu reSetkama, a to je za slucaj vrtloga a konfiguracije sredisnji sajt.
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Slika 4.38 Evolucija amplituda komponentnih vrtloga za kompleks a tipa, koji ¢ine dva identi¢na vrtloga a
konfiguracije. Na slici (a) prikazana je amplituda vrtloga u pocetnom trenutku t=0 dok je na slici (b)
prikazana amplituda vrtloga za t=101. Na slici (c) prikazana je amplituda drugog komponentnog vrtloga u
poCetnom trenutku t=0, na slici (d) je prikazana njegova amplituda u t=101 za fiksirano 4 =-0,5Cc =2 i

£=1 . Komponentni vrtlozi su nestabilni. S pojavom nestabilnosti naruSava se kako ogledalska simetrija
tako i simetrija u odnosu na sajt na kome se vrsi sprezanje medu resetkama.

Dinamickim simulacijama pokazano je da u dugom vremenskom intervalu ogledalska
simetrija kao i simetrija u odnosu na sajt na kome se vrsi sprezanje bivaju naruSene u
slucaju gubitka stabilnosti. Numericka izraCunavanja su pokazala zatvaranje oblasti
postojanja sa povecanjem relativne jacCine sprezanja izmedu resetki za komplekse vrtloga
koji se sastoje od vrtloga povezanih ekscitovanim centralnim sajtom, kompleksi b i e tipa.
Numericka izraCunavanja su pokazala i zatvaranje prozora stabilnosti kod svih vrsta
vrtloZznih kompleksa s tim $to se u slucaju b i e kompleksa zatvaranje prozora stabilnosti
javlja naglo dok se u slucaju kompleksa g, j i k tipa, usled njihove fazne strukture, nakon
zatvaranja prozora stabilnosti otvara novi prozor stabilnosti sa povecanjem relativne
jacine sprezanja izmedu resetki.
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V Zakljucak

Interesovanje za prouCavanje prostiranja svetlosti u fotonskim reSetkama pojavilo se
1987. nakon objavljivanja publikacija Jablonovica i DZona. Vaznost ovakvih istraZzivanja
leZzi u Cinjenici da bi se na taj nacin ostvarila moguénost manipulisanja svetlo$¢u, u
smislu potpunog reflektovanja svetlosti u konkretnom intervalu frekvencija, propustanje
svetlosti u Zeljenom pravcu ili koncentracija svetlosti u odredenoj zapremini.
Razumevanje 1 objasSnjenje pojava u vezi sa manipulacijom svetlosti omogucavaju razvoj
efikasnijih sistema za prenos i1 upravljanje informacijama, razvoj senzora, kao 1
podrobnije istrazivanje samih fiziCkih fenomena koji se javljaju prilikom prostiranja
talasa kroz razliCite sredine i sisteme. Upravo jedan od osnovnih ciljeva istraZivanja
predstavljenog u ovoj disertaciji bio je i prouCavanje moda lokalizovanih na mestima
sprezanja nelinearnih 1D i 2D nelinearnih reSetki, a koji bi, pored samog fundamentalnog
razumevanja fenomena prostiranja svetlosti kroz razliCite sisteme fotonskih reSetki,
mogao da posluZzi i kao potka na kojoj bi bile zasnovane prakti¢ne realizacije buducih
prekidackih, logic¢kih, umnozavackih funkcija u delovima savremenih optoelektronskih
uredaja ili raCunara baziranih na opti¢kim elementima i fenomenima.

U okviru disertacije, koriste¢i analiticki 1 numericki pristup, proucavano je postojanje,
stabilnost 1 dinamika povrSinskih lokalizovanih moda tipa solitona 1 vrtloga na spojevima
reSetki razlicite strukture i dimenzionalnosti. Za analiti¢ko opisivanje sistema kori$¢en je
varijacioni racun u cilju predvidanja regiona postojanja povrSinskih moda u
parametarskom prostoru, dok je potvrda njihovog postojanja i stabilnosti utvrdivana
numericki, kako linearnom analizom stabilnosti tako 1 direktnim numerickim
simulacijama.

U slucaju dve nelinearne polubeskonacne 1D reSetke serijski linearno spregnute
pokazano je da postoje tri tipa povrSinskih moda centriranih na defektu i to: simetri¢ni
solitoni, antisimetricni solitoni i nesimetri¢ni solitoni. Variranjem koeficijenta sprezanja
izmedu dve polubeskonacne reSetke &, utvrdeno je da za simetricne solitone postoji
gornja granica njihove egzistencije, kao 1 taCka spontanog naruSenja simetrije (€ < &,)
nakon koje postaju nestabilni, a koje je praceno pojavom para stabilnih nesimetri¢nih
solitona, Sto predstavlja viljusSkastu bifurkaciju superkriti¢nog tipa. Rezultati dobijeni za
sluc¢aj antisimetricnih reSenja pokazali su ograniCenost oblasti postojanja ovih moda, dok
su direktne numericke simulacije pokazale da antisimetricne mode emituju deo svoje
energije dovodec¢i do pojave antisimetricnog bridera manje energije ili nesimetricnog
povrsinskog bridera.

Sli¢ni rezultati dobijeni su 1 za slucaj linearno spregnutih paralelnih 1D nelinearnih
reSetki. Utvrdeno je da i ovde postoje tri tipa osnovnih reSenja centriranih na defektu i to
simetri¢na, antisimetricna i nesimetricna reSenja. Pokazano je da variranjem koeficijenta
sprezanja izmedu reSetki i ovde dolazi do pojave superkriti¢ne viljuskaste bifurkacije, tj.
da je prestanak stabilnosti simetricnih solitona pracen pojavom novih stabilnih
nesimetricnih moda. Za antisimetricne mode utvrdeno je da postoji dvostruka izmena
stabilnosti, ali 1 da su, za razliku od onih u serijski spregnutim reSetkama, jako robusne na
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male perturbacije usled veoma velikih amplituda. U oba sistema pokazano je da postoje
oblasti bistabilnosti u vidu zajedniCke oblasti postojanja antisimetricne grane sa
simetri¢nom ili nesimetricnom granom.

Dobijeni rezultati za sistem od tri polubeskonac¢ne resetke sa samofokusirajuom on-site
Kerovom nelinearns¢éu, spregnute linearno na jednom sajtu radeni su za slucaj
povrSinskih moda centriranih na defektu i pokazuju da postoji tri tipa reSenja kao i u
prethodna dva sistema, 1 to su simetri¢na, nesimetri¢na i asimetri¢na reSenja. Primenom
varijacionog racuna i numerickih izraCunavanja dobijena je kriticna vrednost konstante
sprezanja izmedu reSetki koja ograniava oblast postojanja simetri¢nih povrSinskih
solitonskih kompleksa. Numeric¢ka izraCunavanja pokazuju da se simetricni solitonski
kompleksi, koji se kreiraju kao stabilna solitonska grana na kriti¢noj vrednosti konstante
sprezanja izmedu reSetki, destabilizuju u bifurkacionoj tacki, na kojoj se javljaju dve
antisimetri¢ne solitonske grane. Jedna od njih je stabilna a druga eksponencijalno
nestabilna. Bifurkacija koja se javlja je superkriticnog tipa. Tre¢a grana nesimetricnog
reSenja je stabilna u celom regionu svog postojanja. Takode je pokazano, linearnom
analizom stabilnosti i1 direktnim simulacijama, da se kod antisimetricnih kompleksa
stabilnost menja dva puta i to na bifurkacionoj tacki 1 blizu gornje granice njihovog
regiona postojanja. Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da postoji oblast u
parametarskom prostoru (nakon bifurkacione tacke) u kome istovremeno postoje
simetrina solitonska grana, tri nesimetricne 1 jedna antisimetricna grana. Direktne
simulacije su pokazale da se nestabilni simetri¢ni kompleksi transformiSu, predajuc¢i deo
svoje energije, u osciluju¢e mode oblika lokalizovanih povrSinskih briderskih kompleksa,
dok nestabilni nesimetricni kompleksi formiraju bridere koji se krecu kroz reSetku.
Objasnjen je i razlog ovakvog ponaSanja povrSinskih moda a ¢iji je uzrok ravnoteza
izmedu potencijala na spoju resetke i potencijala unutar resetke.

Dobijeni rezultati za sistem od dve 2D beskona¢ne nelinearne reSetke linearno spregnute
na jednom sajtu radeni su za simetriCne, nesimetricne i antisimetrine solitonske
komplekse 1 komplekse tipa vrtloga centrirane na sajtu na kome se vrSi sprezanje.
Varijacioni raun i numericka izraCunavanja pokazali su da su regioni postojanja za
simetricne 1 nesimetricne solitonske komplekse ograniCeni. Uoceno je i spontano
naruSenje simetrije, uz pojavu viljuskaste superkriti¢ne bifurkacije. Pokazano je da se pri
bifurkacji destabilizuju simetri¢ni i1 kreiraju stabilni nesimetri¢ni solitonski kompleksi.
Stabilnost antisimetri¢nih kompleksa se menja dva puta. Nadena je i oblast dvostruke
stabilnosti izmedu antisimetricnih moda i simetri¢nih ili nesimetri¢nih moda. Direktne
simulacije su pokazale da nestabilne simetricne mode prelaze u diSuce nesimetricne
komplekse, dok se antisimetricni kompleksi sa velikim amplitudama transformiSu u jako
lokalizovane bridere koji zadrZavaju antisimetri¢nu strukturu. U okviru ovog sistema od
interesa su bile 1 strukture tipa kompleksa vrtloga, koji se formiraju od dva identi¢na
vrtloga, sa topoloSkim naelektrisanjima S=1 i S=2. Pokazano je, linearnom analizom
stabilnosti 1 direktnim simulacijama, da se sa povecanjem vrednosti parametra sprezanja
izmedu 2D komponentnih reSetki, region postojanja suzava za vrtloge koji su povezani
medusobno ekscitovanim centralnim sajtom i da to suzavanje zavisi od energije sajta na
kome se vr$i sprezanje. U slu€aju vrtlog kompleksa koji se sastoje od dva vrtloga
medusobno povezana ne-ekscitovanim centralnim sajtom ne javlja se suzavanje oblasti
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postojanja. Primenom linearne analize stabilnosti i direktnih numerickih simulacija
dobijeno je da na stabilnost kompleksa vrtloga utie relativna jacCina sprezanja izmedu
reSetki. Moglo se zakljuciti da se kod svih kompleksa javlja zatvaranje prozora stabilnosti
sa povecanjem linearnog sprezanja izmedu reSetki a da ¢e brzina zatvaranja zavisiti od
toga da li je sajt preko koga je ostvarena veza izmedu reSetki bio prazan ili ekscitovan.
Kod tri tipa vrtloZnih kompleksa primeceno je, nakon zatvaranja prozora stabilnosti,
otvaranje novog prozora stabilnosti. Pretpostavlja se da je uzrok tome njihova fazna
struktura koja dovodi do oscilacija izmedu susednih sajtova koje nisu u fazi. NaruSenje
simetrije je potvrdeno direktnim simulacijama u dugom vremenskom intervalu i javlja se
zajedno sa gubitkom stabilnosti.

Glavni rezultati izloZeni u ovoj tezi daju doprinos boljem razumevanju osobina moda
lokalizovanih na defektima ili mestima sprezanja dve ili viSe nelineranih reSetki.
Mogucnost eksperimentalne realizacije ovakvih sistema, kako sa svetloS¢u u spregnutim
fotonskim reSetkama, tako i sa talasima materije u optickim reSetkama, realizovanim u
Boze-AjnStajn kondenzatima, doprinosi atraktivnosti razmatranih problema. Potencijalna
mogucnost prakti¢ne primene ovakvih sistema u delovima savremenih optoelektronskih
uredaja ili raCunara baziranih na optickim elementima Cini ih zanimljivim i1 sa
tehnoloskog stanoviSta. Originalan doprinos ove disertacije je dat kroz analizu
povrsinskih solitonskih kompleksa u sistemu tri spregnute polubeskonacne identi¢ne
reSetke 1 kompleksa vrtloga u sistemima dve spregnute dvodimenzione reSetke. Dobijeni
rezultati su objavljeni u referencama [71] 1 [79].
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Viljuskasta bifurkacija

U ovom poglavlju bice re€i o fenomenu bifurkacija. U tu svrhu posmatrano je dinamicko
ponaSanje jednog sistema. Ovde se reC sistem koristi u dinami¢kom smislu a ne u
klasicnom, gde sistem predstavlja skup dva ili viSe tela. Iz tog razloga i jedna jednacina
moze predstavljati sistem. Ukoliko u nekom sistemu figuriSe odreden broj parametara i
ukoliko se s promenom vrednosti tih parametara deSavaju i kvalitativne promene u
sistemu te kvalitativne promene nazivaju se bifurkacijama a vrednosti parametara na
kojima se one deSavaju bifurkacionim tackama.

Postoji viSe tipova bifurkacija, neke od njih su sedlasta, transkriticna i viljuSkasta
bifurkacija [85].

Posebna paznja bi¢e posvecena viljuskastim bifurkacijama s osvrtom na superkriticnu
viljuSkastu bifurkaciju i subkriti¢énu viljuSkastu bifurkaciju.

Dinamicko ponaSanje sistema predstavlja se diferencijalnim jednacinama i one opisuju
evoluciju sistema tokom vremena:

X = fl(xl,....xn),

(D.1)
x,=f (xl,....xn),

gde je x,=dx,/dt, dok varijable x,,...x,, mogu predstavljati koncentracije nekih
jedinjenja u reaktoru, populacije razliCitih vrsta u datom ekosistemu, poloZaj planeta u
Suncevom sistemu itd., dok su funkcije f,..., f, odredene konkretnim modelom sistema
koji se posmatra. Na primer, u slucaju matematickog klatna, kretanje klatna odredeno je

diferencijalnom jednacinom drugog reda, oblika
x+§sinx=0, (D.2)

(gde je x ugao otklona klatna u odnosu na ravnotezni poloZaj, g je intenzitet ubrzanja
Zemljine teZe, a L je duZina klatna), ova diferencijalna jednacina se smenama, x, =x i
X, =X tj. X, = x,, moZe predstaviti kao sistem dve obi¢ne diferencijalne jednacine prvog
reda

X, = X,,

(D.3)

X, = ~& sin X,
l

Ovakav prilaz omogucava opisivanje evolucije sistema bez reSavanja diferencijalnih
jednacina kroz analizu odgovaraju¢ih faznih trajektorija (linija i povrs$i u 4D faznom
prostoru ( x,,x,, X,, X, )).
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Postoji mnogo fizickih problema s prostornim simetrijama. U tim slucajevima
bifurkacione tacke teZze da se pojave ili da nestanu istovremeno tj. u paru. Pomenuti
sistemi se u sluCaju promene parametara sistema obi¢no karakteriSu viljuSkastim
bifurkacijama.

¢ Superkriti¢na viljuskasta bifurkacija

Ukoliko promenom parametra sistema, za jednu vrednost parametra dolazi do
istovremene pojave (ili obrnuto, nestajanja) dveju stabilnih fiksnih tacaka, kao i promene
stabilnosti jedne fiksne tacke iz stabilne u nestabilnu (ili obrnuto), tada u tom sistemu
dolazi do pojave superkriticne viljuskaste bifurkacije. Normalni oblik diferencijalne
jednacine koja modeluje ponasanje sistema u okolini bifurkacione tacke je:

X=rx—x (D.4)

gde je r parametar sistema koji se moze varirati.
Primecuje se da je jednacina invarijantna na promenu varijable x — —x . Ova ¢injenica je
posledica prostorne simetrije datog sistema.

Slike D.1-D.3 predstavljaju vektorsko polje za razliCite vrednosti parametara r. U cilju
slikovitog pojasnjenja vektorskog polja, moze se zamisliti fluid koji teCe ravnomerno duz
x ose brzinom koja se menja od mesta do mesta, prema jednacini (D.4). Parametar r u
jednacini (D.4) mozZe biti pozitivan, negativan ili nula. U zavisnosti od njegove vrednosti
sistem ¢e imati kvalitativno drugacije ponasanje, tj. fluid ¢e imati drugaciji tok. Jednacina
(D.4) ima tri nule (ravnoteze, fiksne tacke): x, =0 i x,; =*+/r . Ukoliko je parametar r

pozitivan, funkcija f(x)=x=rx—x’ima jedan maksimum i jedan minimum, i njen
grafik zajedno sa tokom fluida je predstavljen na slici D.1. Tok fluida ¢e i¢i na desno
kada je x>0, a na levo kada je x<0. U tacki x=0nema toka, tacke x, =0 i

x,, =XV r nazivaju se fiksne taCke i njihova stabilnost se odreduje na osnovu toga da li
tok uvire ili izvire iz fiksne tacke. U konkretnom slucaju, za pozitivne vrednosti
parametra r, moZe se videti da postoje dve stabilne fiksne tacke, x,, = +r (tok ide ka

njima), na slici D.1 oznaCene crnom bojom 1 jedna nestabilna fiksna tacka x, =0 (tok se
udaljava od nje) koja je oznacena crvenom bojom. Na slici D.2 predstavljen je grafik
funkcije zajedno s tokom fluida za negativne vrednosti parametara r. MoZe se videti da
postoji samo jedna fiksna taCka i ona je stabilna. Na slici D.3 predstavljen je grafik
funkcije zajedno s tokom vektorskog polja za vrednost parametra » =0 na kome se vidi
da postoji samo jedna stabilna fiksna tacka.

Za odredivanje stabilnosti fiksnih tacaka primenjuje se linearna analiza stabilnosti. Neka
je x, fiksna tacka Ciju stabilnost treba odrediti, u tu svrhu potrebno je fiksnoj tacki
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(ravnoteZznom reSenju posmatranog sistema) dodati malu perturbaciju i posmatrati kako
se sistem ponaSa tokom vremena u okolini fiksne tacke. Ukoliko perturbacija raste u
vremenu ravnoteZa (fiksna tacka) je nestabilna u suprotnom je stabilna.

Resenje kome je dodata perturbacija ima oblik:

xX=x,+0dx, (D.5)

gde je dx mala perturbacija. Smenom reSenja (D.5) u jednacinu (D.4) dobija se, nakon
linearizacije po malim perturbacijama (zadrZavaju se samo c¢lanovi linearni po
perturbacijama), sledeca diferencijalna jednacina:

S = (r—3x2)ox. (D.6)

Resavanjem diferencijalne jednacine (D.6) dolazi se do sledeCeg izraza za ponasSanje
perturbacije u vremenu:

S = G el D.7)

gde je ox, pocetna vrednost perturbacije (mala konstantna vrednost).

Na osnovu relacije (D.7) moZe se zakljuciti da je jedina fiksna tacka, x, =0, za vrednosti
parametara r =0, stabilna (poSto perturbacija ne raste u vremenu). Fiksna tacka, x, =0,
za vrednosti parametra r >0 je nestabilna (perturbacija raste u vremenu), dok su fiksne

tacke x, =*+/r stabilne. Jedina fiksna tacka, x, =0, za vrednosti parametra r <0 je
stabilna, slike D.1-D.3.

L J
F
L
-~

Slika D.1 Vektorsko polje za vrednosti parametra r>0.
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Slika D.2 Vektorsko polje za vrednosti parametra r<0.

Slika D.3 Vektorsko polje za vrednosti parametra r=0.

Rezultati dobijeni na osnovu predhodne analize sumirani su i predstavljeni u
parametarskom prostoru (x,r) na slici D.4. Sa slike se moZe videti da jedna stabilna
grana fiksnih ta¢aka na odredenoj vrednosti parametra r (bifurkaciona tacka) menja svoju
stabilnost i nastaju dve stabilne grane i jedna nestabilna grana.
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stabilna

Stabi]na e ——— ] T nestabilna

stabilna

Slika D.4 Bifurkacioni dijagram — superkriticna viljuSkasta bifurkacija.

e Subkriti¢na viljuSkasta bifurkacija

Ukoliko promenom parametra sistema, dolazi do istovremene pojave (ili nestajanja)
grana nestabilnih fiksnih ta¢aka kao i menjanje stabilnosti jedne fiksne tacke iz nestabilne
u stabilnu, tada u tom sistemu dolazi do pojave superkritine viljuskaste bifurkacije.
Normalni oblik diferencijalne jednacine koja modeluje pomenuti sistem u okolini fiksne
taCke je:

x=rx+x. (D.8)

U poredenju sa slikom D.4 u slucaju superkriticne bifurkacije, slika D.5, koja se odnosi
na subkriti¢nu viljuskastu bifurkacijiju je obrnuta.
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nestabilna

stabilna

nestabilna

-

nestabilna

Slika D.5 Bifurkacioni dijagram — subrkriti¢na viljuskasta bifurkacija.

Nenulte fiksne tacke x =++/—r su nestabilne i postoje tek ispod bifurkacione tacke
r<0 S$to i implicira naziv ‘’subkriticna’’ bifurkacija. Takode, postoji grana koja je
stabilna za r <0 1inestabilnaza r>0.
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