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i

Predgovor
Predmet izuqavaǌa ove doktorske disertacije su matrice

qiji su elementi linearni ograniqeni operatori na Banahovim
ili Hilbertovim prostorima. Takve matrice su zapravo opera-
tori koji se nazivaju matrice operatora.

Operatori koji se na ovaj naqin mogu predstaviti, deo su
raznih oblasti matematike i nalaze primenu u ǌima. Koriste se
u teoriji sistema, problemu sedla u nelinearnoj analizi, diskre-
tizaciji parcijalnih diferencijalnih jednaqina, itd.

U ovoj disertaciji izlo�eni su novi i originalni rezulta-
ti koji opisuju Fredholmova svojstva, invertibilnost i uopxtenu
invertibilnost matrica operatora. Prikazani su rezultati ob-
javǉeni u radovima [22], [23], [43], [44], [45], kao i rezultati iz jox
uvek neobjavǉenog rada [46].

Fredholmova teorija i teorija uopxtenih inverza nalazi
svoje korene u Fredholmovom radu [31] iz 1903. godine. Kasnije
Mur 1920. godine uvodi uopxteni inverz matrica za koji 1955.
godine Penrouz dokazuje da je jedinstven takav da zadovoǉava qe-
tiri matriqne jednaqine. U ǌihovu qast, ovaj inverz se naziva
Mur-Penrouzov inverz. Tada teorija uopxtenih inverza nalazi
xiru primenu, izme�u ostalog i u problemima vezanim za inte-
gralne i diferencijalne jednaqine. Primena i novodokazane os-
obine uopxtenih inverza dovode do ekspanzije istra�ivaǌa uop-
xtenih inverza u drugoj polovini dvadesetog veka.

Doktroska disertacija je podeǉena na pet glava, a svaka
glava na odeǉke.

U prvoj glavi se nalaze osnovni pojmovi koji se koriste u
disertaciji, kao i ǌihove osnovne osobine. Prva glava praktiqno
sadr�i najosnovnije stvari vezane za teoriju uopxtenih inverza i
Fredholmovu teoriju.

Druga glava se bavi problemom invertibilnosti matrica
operatora. Podeǉena je na dva odeǉka. Odeǉak 2.1 ispituje desnu
invertibilnost matrica operatora koji imaju zadatu prvu vrstu.
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U ovom odeǉku se nalaze uslovi pod kojima postoje operatori iz
druge vrste matrice, tako da matrica operatora ima desni in-
verz. Rezultati ovog odeǉka su objavǉeni u radu [43]. U odeǉku
2.2 istra�uje se invertibilnost gorǌe trougaone matrice opera-
tora. Ekvivalentne uslove pod kojima gorǌa trougaona matrica
operatora ima inverz dokazali su H. Du i J. Pan u radu [29]. U
ovom odeǉku ispitivano je da li deo tih uslova qini ekvivalentne
uslove za levu invertibilnost, a drugi deo ekvivalentne uslove za
desnu invertibilnost. Deo ovih rezultata objavǉen u radu [22].

Tre�a glava sadr�i rezultate o uopxtenim inverzima ma-
trica operatora. U odeǉku 3.1 izlo�eni su rezultati iz rada [22]
koji se bave uopxtenom invertibilnox�u gorǌe trougaone matrice
operatora. Ostali odeǉci ove glave bave se uopxtenim inverzima
u Banahovim algebrama. Naime, i elementi Banahove algebre se
mogu zapisati u obliku matrice elemenata odgovaraju�ih Bana-
hovih algebri u odnosu na neki idempotent. Predstavǉaǌe eleme-
nata Banahove algebre u matriqnom obliku je uopxteǌe predsta-
vǉaǌa operatora u obliku matrice jer skup linearnih ograniqenih
operatora qini svojevrsnu Banahovu algebru. U odeǉku 3.2 ispi-
tivane su dve vrste uopxtenih inverza i to u pododeǉku 3.2.1
spoǉaxǌi inverz sa fiksiranim idempotentima, a u pododeǉku
3.2.2 Drazinov i uopxteni Drazinov inverz. Pododeǉak 3.2.1 qine
rezultati iz rada [44], dok je pododeǉak 3.2.2 sadr�an od rezultata
iz objavǉenog rada [45] i poslatog rada [46].

Qetvrta glava bavi se Fredholmovim svojstvima matrica
operatora. Podeǉena je na dva odeǉka. Prvi odeǉak 4.1 ispituje
desna i leva Fredholmova svojstva matrica operatora sa zada-
tim operatorima u prvoj vrsti. Posebno se ispituju ekvivalentni
uslovi pod kojima ove matrice operatora qine desni, odnosno levi
Fredholmov operator. Rezultati ove glave su objavǉeni u radu
[23]. Drugi odeǉak 4.2 bavi se osobinama levog Brauderovog opera-
tora gorǌe trougaone matrice operatora kao specijalnog sluqaja
Fredholmovih operatora. Rezultati ovog odeǉka qine deo rada
[22].

Peta glava disertacije opisuje spektralna svojstva matrica
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operatora. Kao posledice teorema dokazanih u prethodnim glavama
opisani su razni spektri matrica operatora. Ova glava sadr�i i
odeǉak 5.1 koji se bavi uslovnim spektrom i pseudo-spektrom blok
matrica u Banahovim algebrama kao uopxteǌem standardnog spek-
tra. Rezultati ovog odeǉka su objavǉeni u radu [44].

∗
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dr. Draganu S. �or�evi�u kako na velikoj podrxci i nesebiqnoj pomo�i
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vaǌu koje je doprinelo kvalitetu ove disertacije.

�elim da se zahvalim i dr. Dijani Mosi� na podrxci i me-
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1 UVOD 1

1 Uvod

U ovoj disertaciji bi�e predstavǉeni rezultati u vezi sa
linearnim ograniqenim operatorima na Banahovim prostorima, spe-
cijalno Hilbertovim, i rezultati u Banahovim algebrama. Od
interesa �e biti matriqno predstavǉaǌe operatora, odnosno ele-
menata Banahove algebre. Bi�e izuqavana Fredholmova svojstva
i uopxtena invertibilnost takvih operatora, odnosno elemenata
Banahove algebre.

Uvedimo najpre pojmove i oznake koje �e biti od koristi za
izlagaǌe tih rezultata.

Pojmovi u Banahovim prostorima

Neka su X i Y proizvoǉni Banahovi prostori. Oznaqimo
sa L(X, Y ) skup svih linearnih ograniqenih operatora sa prostora
X u prostor Y . Skra�eno pixemo L(X) = L(X,X).

Sliku operatora A ∈ L(X,Y ) oznaqi�emo sa R(A) i to je
skup R(A) = {Ax | x ∈ X}. Jezgro operatora A oznaqimo sa N (A) i
ono je jednako N (A) = {x ∈ X | Ax = 0}.

Nulost operatora A, u oznaci α(A), je dimenzija jezgra tog
operatora i va�i α(A) = dimN (A) ako je N (A) konaqno dimenziona-
lan i α(A) = ∞ ako je N (A) beskonaqno dimenzionalan.

Defekt operatora A, u oznaci β(A), je kodimenzija slike tog
operatora i va�i β(A) = dimY/R(A) ako je Y/R(A) konaqno dimen-
zionalan i β(A) = ∞ ako je Y/R(A) beskonaqno dimenzionalan.

Neka je operator A ∈ L(X). Rast operatora A je najmaǌi
prirodan broj k za koji va�i N (Ak) = N (Ak+1), u oznaci asc(A).
Ukoliko takav prirodan broj ne postoji, tada je asc(A) = ∞.

1



1 UVOD 2

Pad operatora A je najmaǌi prirodan broj k za koji va�i
R(Ak) = R(Ak+1), u oznaci dsc(A). Ako takav broj ne postoji, za pad
uzimamo dsc(A) = ∞.

Skup svih operatora sa konaqnom slikom prostora X u pro-
stor Y oznaqimo sa F(X, Y ). Kra�e F(X) = F(X,X).

Kompaktan operator je onaj koji svaki ograniqen skup slika
u relativno kompaktan skup (relativno kompaktan skup je onaj qije
je zatvoreǌe kompaktan skup). Skup svih kompaktnih operatora iz
X u Y oznaqimo sa K(X,Y ). Jasno K(X) = K(X,X).

Skup K(X,Y ) jeste ideal u Banahovoj algebri L(X, Y ).
Svaki kompaktan operator je ograniqen, dok je operator sa

konaqnom slikom uvek kompaktan.
Va�i F(X, Y ) ⊂ K(X,Y ) ⊂ L(X, Y ).

Jediniqni operator na prostoru X oznaqava�emo sa IX.
Operator A ∈ L(X, Y ) je invertibilan ako postoji operator

B ∈ L(Y,X) tako da je AB = IY i BA = IX. Takav operator B naziva
se inverz operatora A.

Kada va�i samo jednakost BA = IX, tada je operator A levo
invertibilan i operator B je ǌegov levi inverz. Ako va�i jedna-
kost AB = IY tada je A desno invertibilan i operator B je ǌegov
desni inverz.

Koristimo oznake Gl(X, Y ) i Gr(X,Y ), redom, da oznaqimo sve
levo i desno invertibilne operatore iz L(X, Y ). Oznaka G(X, Y )
bi�e za sve invertibilne operatore. Skra�enice Gl(X), Gr(X) i
G(X) su jasne.

Podsetimo se da A ∈ Gl(X, Y ) ako i samo ako N (A) = {0} i
R(A) je zatvoren i komplementaran u Y . Tako�e, A ∈ Gr(X) ako i
samo ako je N (A) komplementaran u X i R(A) = Y .

Daǉe, σ(A) i r(A) predstavǉa�e redom spektar i spektralni
polupreqnik operatora A ∈ L(X, Y ) i to su

σ(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ G(X, Y )}, r(A) = sup{|λ| | λ ∈ σ(A)}.
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1 UVOD 3

Dva Hilbertova prostora, pored drugih stvari, mogu se
upore�ivati svojim ortogonalnim dimenzijama.

U sluqaju Banahovih prostora postojaǌe levo invertibi-
lnih operatora mo�e biti korisna zamena.

Definicija 1.1. [21] Neka su X i Y Banahovi prostori. Ako po-
stoji levo invertibilan operator J ∈ L(X,Y ), tada ka�emo da se
X mo�e utopiti u Y i oznaqavamo sa X ≼ Y .

Napomena 1. Tako�e, X ≼ Y ako i samo ako postoji desno inverti-
bilan operator J1 : Y → X.

Ako su X i Y Hilbertovi prostori, tada va�i X ≼ Y ako i
samo ako dimX ≤ dimY.

Pojmovi u Banahovim algebrama

Neka je A kompleksna Banahova algebra sa jedinicom 1 i
neka je a ∈ A. Kada imamo proizvod elementa λ ∈ C i 1 ∈ A, radi
lakxeg zapisa, pisa�emo λ · 1 = λ ∈ A.

Element a je invertibilan ako postoji element b ∈ A takav
da je ab = ba = 1. Kako je takav element b jedinstven, nazivamo ga
inverzom elementa a i oznaqavamo sa a−1. Skup svih invertibilnih
elemenata Banahove algebre A oznaqimo sa A−1.

Element a ∈ A je idempotent ako va�i a2 = a. Skup svih
idempotenata Banahove algebre A oznaqimo sa A•.

Spektar elementa a ∈ A je skup σ(a) = {λ ∈ C | λ − a /∈ A},
dok je spektralni polupreqnik elementa a ∈ A broj r(a) = sup{|λ| |
λ ∈ σ(a)}. Va�i 0 ≤ r(a) ≤ ||a||. Spektralni polupreqnik se mo�e
raqunati i kao r(a) = lim

n→∞
||an|| 1n .

Skup svih taqaka nagomilavaǌa spektra elementa a, ozna-
qi�emo sa acc σ(a).

3



1 UVOD 4

Nilpotentan element a ∈ A je onaj za koji postoji prirodan
broj n takav da je an = 0. Stepen nilpotentnosti elementa a je
najmaǌi takav prirodan broj.

Kvazinilpotentan element a ∈ A je onaj element za koji va�i
r(a) = 0, xto je ekvivalentno sa tim da spektar tog elementa sadr�i
samo 0, tj. σ(a) = {0}.

Skup svih nilpotentnih i kvazinilpotentnih elemenata ozna-
qimo redom sa Anil i Aqnil. Svaki nilpotentan element je i kvazi-
nilpotentan. Obrnuto u opxtem sluqaju ne va�i.

1.1 Matrice operatora i blok matrice

Matrice operatora

Neka je Z beskonaqno dimenzionalan Banahov prostor, takav
da je Z = X ⊕ Y za neke zatvorene potprostore X i Y . Ova suma

bi�e tako�e oznaqena sa
[
X
Y

]
. Ako je Z Hilbertov prostor, tada

uvek pretpostavǉamo da su X i Y zatvoreni i me�usobno ortogo-
nalni potprostori prostora Z, tako da u tom sluqaju Z = X ⊕ Y
oznaqava ortogonalnu (direktnu) sumu.

Ako je W konaqno dimenzionalan potprostor Banahovog pro-
stora, tada dimW oznaqava dimenziju prostora W . Ako je W besko-
naqno dimenzionalan, tada jednostavno pixemo dimW = ∞. Me�u-
tim, ako je X Hilbertov prostor i W zatvoren potprostor prosto-
ra X, tada je dimW ortogonalna dimenzija prostora W .

Ako je Z = X ⊕ Y , tada se svaki linearni ograniqeni ope-
rator M ∈ L(Z) mo�e predstaviti u slede�em matriqnom obliku:

M =

[
A B
C D

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
,

4



1 UVOD 5

za neke A ∈ L(X), B ∈ L(Y,X), C ∈ L(X, Y ) i D ∈ L(Y ). Sa druge
strane, proizvoǉni operatori A,B,C,D (linearni i ograniqeni
na odgovaraju�im potprostorima) daju linearan i ograniqen ope-
rator M na prostoru Z.

Od interesa izuqavaǌa ove disertacije bi�e operatori u
slede�im matriqnim oblicima:

• M(T,S) =

[
A C
T S

]
, gde su operatori A i C zadati, a operatori

T i S proizvoǉni. Oznaka M(T,S) je uzeta kako bi ukazivala na
to da taj operator zavisi od operatora T i S;

• MC =

[
A C
0 B

]
, gde su A i B zadati, a operator C proizvoǉan.

Tako�e, oznaka MC ukazuje na zavisnost od operatora C.

Specijalno, kada za operator C u matriqnom operatoru MC

uzmemo nula operator, dobijamo dijagonalnu matricu operatora
koju �emo oznaqavati sa M0. Dakle,

M0 =

[
A 0
0 B

]
.

Blok matrice u Banahovim algebrama.

U Banahovim algebrama mo�emo koristiti idempotente kako
bi predstavili elemente u matriqnom obliku.

Neka su p, q ∈ A• proizvoǉni idempotenti. Tada proizvoǉan
element a ∈ A mo�emo zapisati u obliku sume:

a = paq + pa(1− q) + (1− p)aq + (1− p)a(1− q)

i uvesti slede�e oznake:

a11 = paq, a12 = pa(1− q), a21 = (1− p)aq, a22 = (1− p)a(1− q).

5
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Odatle, idempotenti p, q ∈ A• odre�uju predstavǉaǌe pro-
izvoǉnog elementa a ∈ A u obliku sume elemenata

a11 ∈ pAq, a12 ∈ pA(1−q), a21 ∈ (1−p)Aq, a22 ∈ (1−p)A(1−q),

koju mo�emo zapisati u slede�em matriqnom obliku:

a =

[
paq pa(1− q)

(1− p)aq (1− p)a(1− q)

]
p,q

=

[
a11 a12
a21 a22

]
p,q

.

Od interesa istra�ivaǌa ove disertacije je predstavǉaǌe
proizvoǉnog elementa Banahove algebre u matriqnom obliku kada
su idempotenti p i q jednaki. U tom sluqaju, neka je p ∈ A• pro-
izvoǉan idempotent. Reprezentacija proizvoǉnog elementa a ∈ A
izgleda na slede�i naqin:

a =

[
pap pa(1− p)

(1− p)ap (1− p)a(1− p)

]
p

=

[
a11 a12
a21 a22

]
p

,

gde a11 ∈ pAp, a12 ∈ pA(1−p), a21 ∈ (1−p)Ap, a22 ∈ (1−p)A(1−p) i
tada ka�emo da je to matriqna reprezentacija elementa a u odnosu
na idempotent p.

Primetimo da su pAp i (1 − p)A(1 − p) Banahove algebre sa
jedinicom. Jedinica u Banahovoj algebri pAp je idempotent p, dok
je jedinica u (1− p)A(1− p) idempotent 1− p.

6
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1.2 Uopxteni inverzi

Posmatrajmo osnovni problem u rexavaǌu opxte linearne
jednaqine

Ax = b, (1)

gde je b ∈ Y , A ∈ L(X, Y ).

Ukoliko je operator A invertibilan, tada jednaqina (1) ima
jedinstveno rexeǌe x = A−1b. U opxtem sluqaju nije ovako. Ako
A nije invertibilan, data jednaqina mo�e imati vixe od jednog
rexeǌa ukoliko je b ∈ R(A) i N (A) ̸= 0 ili, pak, nula rexeǌa kada
b /∈ R(A).

Qak i kada ne postoji rexeǌe jednaqine (1), mo�emo posma-
trati uopxteni ili pseudo-inverz operatora A da bismo dobili
pseudo-rexeǌe jednaqine (1). Tra�imo odgovaraju�i operator T
tako da je x = Tb neka vrsta rexeǌa jednaqine (1). Taj uopxte-
ni inverz operatora A svodi se na obiqan inverz tog operatora u
sluqajevima kada je A invertibilan. Postoji vixe vrsta pseudo-
rexeǌa jednaqine (1).

Jedno od rexeǌa je i najboǉe aproksimativno rexeǌe je-
dnaqine.

Definicija 1.2. Element x0 ∈ X je najboǉe aproksimativno rexe-
ǌe jednaqine (1) ako va�i slede�e:

||Ax0 − b|| = min
x∈X

||Ax− b||.

Najrasprostraǌeniji primer jednaqine (1) je onaj za koji je
X = Cn, Y = Cm i A je matrica kompleksnih brojeva tipa m× n.

Oznaqimo sa Cm×n
r skup svih matrica kompleksnih brojeva

tipa m× n i ranga r.

7



1 UVOD 8

Neka je A ∈ Cm×n
r i neka A∗ oznaqava konjugovano transpono-

vanu matricu matrice A. Tada je A∗A invertibilna matrica reda
n i najmaǌe kvadratno rexeǌe jednaqine (1) mo�e da se dobije re-
xavaǌem jednaqine

A∗Ax = A∗b.

Imamo da je x = (A∗A)−1A∗b. Neka je B = (A∗A)−1A∗.
Mo�e se proveriti da matrica B zadovoǉava slede�e jedna-

kosti:
(1) ABA = A
(2) BAB = B
(3) (AB)∗ = AB
(4) (BA)∗ = BA

(P)

Ove qetiri jednakosti se obiqno nazivaju Penrouzovi uslovi.
Matrica B koja zadovoǉava te uslove naziva se Mur-Penrouzov
uopxteni inverz matrice A i oznaqava sa B = A†.

Dakle, najmaǌe kvadratno rexeǌe jednaqine (1) je x = A†b.

Specijalno, kada je m = n = r, imamo da je matrica A inver-
tibilna i va�i A† = (A∗A)−1A∗ = A−1(A∗)−1A∗ = A−1.

1.2.1 Uopxteni inverzi u Banahovim algebrama

Definicija 1.3. Element a ∈ A je regularan (ili unutraxǌe re-
gularan) ako postoji element b ∈ A takav da je aba = a. Element b
naziva se unutraxǌi inverz elementa a.

Primetimo da ukoliko je element Banahove algebre inver-
tibilan, tada je on i regularan. Tako da je skup svih invertibil-
nih elemenata podskup skupa svih regularnih elemenata Banahove
algebre.

8



1 UVOD 9

Definicija 1.4. Element a ∈ A ima spoǉaxǌi inverz ako postoji
element b ∈ A, b ̸= 0 takav da je bab = b. Za element a ka�emo da je
spoǉaxǌe regularan.

Skup svih spoǉaxǌe regularnih elemenata oznaqi�emo sa
A(2). Oznaka potiqe iz Penrouzovih jednaqina (P), od kojih spoǉa-
xǌi inverz zadovoǉava drugu jednaqinu.

Primetimo da ako je b ∈ A unutraxǌi ili spoǉaxǌi inverz
elementa a ∈ A, tada su elementi ba i 1− ab idempotenti. Mo�e se
posmatrati unutraxǌi ili spoǉaxǌi inverz takav da ovi idempo-
tenti budu fiksirani.

Definicija 1.5. [28] Neka je a ∈ A i p, q ∈ A•. Element b ∈ A koji
zadovoǉava jednakosti

aba = a, ba = p, 1− ab = q,

nazivamo (p, q)-unutraxǌi inverz elementa a.

Ukoliko postoji (p, q)-unutraxǌi inverz elementa a, on ne
mora biti jedinstven [57, 58].

�or�evi� i Vei (Wei) su u [28] uveli spoǉaxǌe inverze u
odnosu na date idempotente:

Definicija 1.6. [28] Neka je a ∈ A i p, q ∈ A•. Element b ∈ A koji
zadovoǉava jednakosti

bab = b, ba = p, 1− ab = q,

nazivamo (p, q)-spoǉaxǌi inverz elementa a.

Spoǉaxǌi inverz ne mora biti jedinstven, dok je (p, q)-
spoǉaxǌi inverz jedinstven. Oznaqimo ga sa a

(2)
p,q.

Jedinstvenost a
(2)
p,q je dokazana u slede�oj teoremi.

9
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Teorema 1.1. [28] Neka je a ∈ A i p, q ∈ A•. Tada su slede�a tvr�eǌa
ekvivalenta:

(1) Postoji a
(2)
p,q;

(2) (1− q)a = (1− q)ap i postoji neko b ∈ A takvo da je pb = b, bq = 0
i ab = 1− q.

Xtavixe, ako postoji a
(2)
p,q, tada je on i jedinstven.

Skup svih elemenata iz A koji imaju spoǉaxǌi uopxteni
inverz sa datim idempotentima p, q ∈ A• oznaqi�emo sa A(2)

p,q.

Proizvoǉni element a ∈ A ne mora da ima ni unutraxǌi ni
spoǉaxǌi inverz [9]. Specijalno, u Banahovoj algebri linearnih
ograniqenih operatora, uvek postoji spoǉaxǌi inverz linearnog
ograniqenog operatora.

Ukoliko je element a invertibilan, tada je on i spoǉaxǌe
i unutraxǌe regularan. Inverz elementa a je i spoǉaxǌi i unu-
traxǌi inverz tog elementa i va�i a−1 = a

(2)
1,0.

Definicija 1.7. Element b ∈ A koji je i spoǉaxǌi i unutraxǌi
inverz elementa a ∈ A naziva se refleksivni uopxteni inverz ele-
menta a. Za element a ka�emo da je refleksivno regularan.

Ako element a Banahove algebre ima unutraxǌi inverz b ∈
A, tada je element bab refleksivni uopxteni inverz elementa a.
Dakle, unutraxǌa regularnost u Banahovoj algebri povlaqi re-
fleksivnu regularnost.

Ako je a ∈ A(2)
p,q takav da je on i unutraxǌe regularan, tada a

ima refleksivni uopxteni inverz u odnosu na date idempotente p i
q i oznaqavamo ga sa a

(1,2)
p,q . Ukoliko postoji, jedinstvenost elementa

a
(1,2)
p,q je oqigledna.

10
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Definicija 1.8. [24] Neka je a ∈ A. Element b ∈ A je Drazinov
inverz elementa a ako va�e slede�e jednakosti:

bab = b, ab = ba i an+1b = an,

za neki nenegativan ceo broj n. Najmaǌi takav n naziva se Drazinov
indeks elementa a.

Ako Drazinov inverz elementa a ∈ A postoji, onda je on
jedinstven i oznaqavamo ga sa aD i za a ka�emo da je Drazin inve-
rtibilan. Skup svih Drazin invertibilnih elemenata oznaqimo
sa AD. Drazinov indeks oznaqavamo sa ind(a).

Element a je invertibilan ako i samo ako je ind(a) = 0.
Ukoliko tre�i uslov iz definicije Drazinovog inverza va�i

za n = 1, tj. ako va�i aba = a, takav inverz nazivamo grupni inverz
elementa a i oznaqavamo sa a#. Drazinov indeks takvog elementa
je ind(a) = 1. Skup svih elemenata Banahove algebre A koji imaju
grupni inverz oznaqimo sa A#. Va�i A# ⊂ AD.

Uslov iz definicije Drazinovog inverza an+1b = an, za n ≥
0, je ekvivalentan sa uslovom a(1 − ab) ∈ Anil. Drazinov indeks
elementa a je stepen nilpotentnosti elementa a(1− ab).

Kako je Anil ⊂ Aqnil, uopxteǌe Drazinovog inverza dobijamo
zameǌuju�i nilpotentnost elementa a(1−ax) sa ǌegovom kvazinilpo-
tentnox�u.

Definicija 1.9. Uopxteni Drazinov inverz elementa a ∈ A je ele-
ment b ∈ A koji zadovoǉava uslove:

bab = b, ab = ba, a(1− ab) ∈ Aqnil.

Ako uopxteni Drazinov inverz elementa a postoji, tada je
on jedinstven i oznaqavamo ga sa ad. Skup svih elemenata za koje
postoji uopxteni Drazinov inverz oznaqimo sa Ad. Ako element

11
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a ima Drazinov inverz, onda on ima i uopxteni Drazinov inverz.
Va�i AD ⊂ Ad.

Ako je a ∈ Ad\AD, tada Drazinov indeks elementa a defini-
xemo kao ind(a) = ∞.

Koliha [41] je izuqavao uopxteni Drazinov inverz u Ba-
nahovim algebrama. Iz tog razloga se ovaj inverz naziva jox i
Koliha-Drazinov inverz. Harte je dao alternativnu definiciju
uopxtenog Drazinovog inverza u prstenima [39].

Primetimo da je: A−1 ⊂ A# ⊂ AD ⊂ Ad.

Uslove za egzistenciju i jedinstvenost uopxtenog Drazi-
novog inverza daje slede�a teorema.

Teorema 1.2. [24] Neka je a ∈ A. Tada su slede�i uslovi ekviva-
lentni:

(i) a ima uopxteni Drazinov inverz

(ii) 0 /∈ accσ(a)

(iii) Postoji idempotent p ∈ A koji komutira sa a takav da je ele-
ment ap kvazinilpotentan i element a+ p invertibilan.

Ako va�i (i), (ii) ili (iii) tada je p = 1− aad i

ad = (a+ p)−1(1− p).

Dakle, ad je jedinstven.

Idempotent p ∈ A iz prethodne teoreme naziva se spek-
tralni idempotent elementa a. Ima osobinu da va�i ap = pa ∈
Aqnil, a+p ∈ A−1. Takav element je jedinstven, ako postoji, i ozna-
qavamo ga sa aπ [38, 37, 41, 42].

12
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Ako je element a ∈ A uopxteno Drazin invertibilan i aπ =
1− aad ǌegov spektralni idempotent, tada je ad spoǉaxǌi inverz u
odnosu na idempotente 1− aπ i aπ, tj. ad = a

(2)
1−aπ,aπ .

Neka je element a ∈ A uopxteno Drazin invertibilan. Po-
gledajmo ǌegovu matriqnu formu u odnosu na idempotent p = 1−aπ.

Kako je aπ = 1 − aad spektralni idempotent, onda je i ovako
uzeto p = aad idempotent pa mo�emo posmatrati matriqnu formu
elementa a u odnosu na ǌega. Imamo da je:

a =

[
pap pa(1− p)

(1− p)ap (1− p)a(1− p)

]
p

=

[
a2ad 0
0 a(1− aad)

]
aad

=

[
a2ad 0
0 aaπ

]
aad

.

Oznaqimo sa a1 = a2ad i a2 = aaπ i Banahove algebre sa
B = aadAaad i C = (1−aad)A(1−aad). Element a2 je kvazinilpotentan
u Banahovoj algebri A, pa je onda kvazinilpotentan i u Banahovoj
algebri C. Imamo da je ad = adaad = (aad)ad(aad) ∈ B i jox va�i
ada1 = a1a

d = a2adad = aad. Kako je aad jedinica u B, odatle sledi
da je element a1 invertibilan u B i ǌegov inverz je ad, tj. a1|−1

B .
Inaqe, a1 je grupno invertibilan u A i va�i (a2ad)# = ad.

Ovim dobijamo dekompoziciju uopxtenog Drazinovog inverza
elementa a:

ad =

[
ad 0
0 0

]
aad

=

[
a1|−1

B 0
0 0

]
aad

= (a2ad)#.

Specijalno, ako je a Drazin invertibilan, tada je element
a2 nilpotentan. Posebno, ako je a grupno invertibilan, tada je
a2 = 0.

13
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1.2.2 Uopxteni inverzi operatora

Definiximo unutraxǌi, spoǉaxǌi i refleksivni uopxte-
ni inverz ograniqenog linearnog operatora i opiximo ǌihove oso-
bine.

Definicija 1.10. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je A ∈
L(X,Y ).

• Ako postoji operator B ∈ L(Y,X) takav da va�i ABA = A ,
tada je B unutraxǌi inverz operatora A i operator A je
regularan (ili unutraxǌe invertibilan).

• Ako postoji operator C ∈ L(Y,X), C ̸= 0, takav da je CAC = C,
tada je operator C spoǉaxǌi inverz operatora A i operator
A je spoǉaxǌe invertibilan.

• Ako je operator D ∈ L(X,Y ) i unutraxǌi i spoǉaxǌi inve-
rz operatora A, tada je operator D refleksivan uopxteni
inverz operatora A.

Primetimo da su levo i desno invertibilni operatori uvek
regularni. Ako je A levo invertibilan i B ǌegov levi inverz,
tada je B ǌegov refleksivni generalisani inverz. Sliqno, ako je
operator A desno invertibilan i B ǌegov desni inverz, tada je B
refleksivni generalisani inverz operatora A.

Operator A ∈ L(X,Y ) je regularan ako i samo ako su mu je-
zgro N (A) i slika R(A) zatvoreni i komplementarni potprostori,
redom, u prostorima X i Y . Ova karakterizacija regularnih ope-
ratora dobijena je kao posledica slede�e dve teoreme.

Teorema 1.3. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka operator
A ∈ L(X, Y ) ima unutraxǌi inverz B ∈ L(Y,X). Tada va�i:

(i) R(AB) = R(A) i N (BA) = N (A).

14
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(ii) X = N (A)⊕R(BA), gde je I−BA projektor prostora X na N (A)
paralelno sa R(BA).

(iii) Y = R(A) ⊕ N (AB), gde je AB projektor prostora Y na R(A)
paralelno sa N (AB).

Teorema 1.4. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je opera-
tor A ∈ L(X, Y ). Ako su R(A) i N (A) zatvoreni i komplementarni
potprostori, redom, prostora Y i X, tada je operator A regularan.

Kao posledicu Teoreme 1.3 i Teoreme 1.4, dobijamo spomenutu
karakterizaciju unutraxǌeg inverza.

Posledica 1.1. Neka su X i Y Banahovi prostori. Operator
A ∈ L(X,Y ) je regularan ako i samo ako su prostori N (A) i R(A)
zatvoreni i komplementarni potprostori, redom, prostora X i Y .

U sluqaju kada su X i Y Hilbertovi prostori, Posledica
1.1 glasi:

Operator A ∈ L(X,Y ) je regularan ako i samo ako je R(A)
zatvoren.

Analogno tvr�eǌe Teoreme 1.3 za spoǉaxǌe inverze daje
slede�a teorema.

Teorema 1.5. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka operator
A ∈ L(X, Y ) ima spoǉaxǌi inverz B ∈ L(Y,X). Tada va�i:

(i) R(BA) = R(B) i N (AB) = N (B).

(ii) Y = N (B)⊕R(AB), gde je I−AB projektor prostora Y na N (B)
paralelno sa R(AB).

(iii) X = R(B) ⊕ N (BA), gde je BA projektor prostora X na R(B)
paralelno sa N (BA).

Svaki nenula operator A ∈ L(X, Y ) ima spoǉaxǌi inverz.
Primetimo da u Banahovim algebrama ovo ne va�i.

Slede�a teorema pokazuje postojaǌe spoǉaxǌeg inverza.

15
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Teorema 1.6. Neka je A ∈ L(X,Y ), X i Y Banahovi prostori. Tada
postoji spoǉaxǌi inverz B ∈ L(Y,X), B ̸= 0 operatora A ako i samo
ako je A ̸= 0.

Ako je A ∈ L(X, Y ) regularan sa unutraxǌim inverzom B ∈
L(Y,X), tada je operator BAB refleksivni uopxteni inverz oper-
atora A. Sliqno kao i u Banahovim algebrama, unutraxǌa regu-
larnost povlaqi refleksivnu regularnost.

Mo�emo posmatrati unutraxǌi i spoǉaxǌi inverz sa una-
pred zadatim jezgrom i slikom. Unutraxǌi inverz ni tada nije
jedinstven, dok spoǉaxǌi inverz sa fiksiranim jezgrom i slikom
jeste jedinstven. Iz tog razloga, interesantniji za posmatraǌe je
spoǉaxǌi inverz sa fiksiranim jezgrom i slikom.

Pogledajmo, najpre, unutraxǌi inverz sa unapred zadatim
jezgrom i slikom. Slede�a teorema pokazuje da takav unutraxǌi
inverz nije jedinstven.

Teorema 1.7. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka operator
A ∈ L(X, Y ) ima unutraxǌi inverz i neka su T i S zatvoreni po-
tprostori prostora X i Y , redom, takvi da je X = T ⊕ N (A) i
Y = R(A)⊕ S. Tada A ima slede�u matriqnu formu:

A =

[
A1 0
0 0

]
:

[
T

N (A)

]
7→
[
R(A)
S

]
, (2)

gde je A1 invertibilan operator.
Neka je operator B unutraxǌi inverz operatora A takav da je

R(BA) = T i N (AB) = S. Tada B ima matriqnu formu:

B =

[
A−1

1 0
0 W

]
:

[
R(A)
S

]
7→
[

T
N (A)

]
,

gde je W ∈ L(S,N (A)) proizvoǉan ograniqen operator.

Slede�a teorema govori o jedinstvenosti i matriqnoj formi
spoǉaxǌeg inverza.
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Teorema 1.8. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je A ∈ L(X, Y )
nenula operator. Neka je T potprostor prostora X i S potprostor
prostora Y . Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(a) Postoji nenula operator B ∈ L(Y,X) takav da va�i BAB = B,
R(B) = T i N (B) = S.

(b) T i S su zatvoreni i komplementarni potprostori, redom,
prostora X i Y , A(T )⊕ S = Y i restrikcija A|T : T 7→ A(T ) je
invertibilni operator.

Kada je zadovoǉeno jedno od tvr�eǌa (a) ili (b), tada je operator
B iz (a) jedinstven.

Na osnovu Teoreme 1.8 zakǉuqujemo da postoji jedinstven
spoǉaxǌi inverz operatora A koji ima unapred zadatu sliku T i
jezgro S. Oznaqimo ga sa A

(2)
T,S.

Posledica 1.2. Pretpostavimo da va�e uslovi Teoreme 1.8 i neka
je A

(2)
T,S spoǉaxǌi inverz operatora A sa unapred datom slikom i

jezgrom. Tada A ima slede�u matriqnu formu:

A =

[
A1 0
0 A2

]
:

[
T

N (BA)

]
→
[
A(T )
S

]
,

gde je A1 invertibilan. Xtavixe, A
(2)
T,S ima slede�u matriqnu

formu:

A
(2)
T,S =

[
A−1

1 0
0 0

]
:

[
A(T )
S

]
→
[

T
N (BA)

]
.

Mur-Penrouzov inverz

Kako je svaki zatvoren potprostor Hilbertovog prostora
uvek komplementaran, zanimǉivo je posmatrati uopxtene inverze
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na Hilbertovim prostorima.

Neka su H i K Hilbertovi prostori i A ∈ L(H,K). Opera-
tor A je regularan ako i samo ako mu je slika zatvorena.

Kako smo dokazali da je spoǉaxǌi inverz jedinstveno odre-
�en svojom slikom i jezgrom, tada je i refleksivni uopxteni inverz
jedinstveno odre�en svojom slikom i jezgrom.

Neka je B ∈ L(K,H) takav da va�i BAB = B i ABA = A.
Mo�emo zahtevati da su slika i jezgro operatora B odre�eni sa
R(B) = N (A)⊥ = R(A∗) i N (B) = R(A)⊥ = R(A∗). Ovako definisano
B je zato jedinstveno odre�eno i naziva se Mur-Penrouzov (Moore
- Penrose) inverz operatora A. Oznaka za Mur-Penrouzov inverz
operatora A je A†.

Operatori AB i BA su samo-konjugovani pa se Mur-Penrouzov
inverz mo�e opisati i Penrouzovim jednaqinama. Va�i slede�a
teorema.

Teorema 1.9. Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka A ∈
L(H,K) operator sa zatvorenom slikom. Tada postoji jedinstven
operator A† ∈ L(K,H) koji zadovoǉava slede�e jednakosti:

(1) ABA = A (2) BAB = B (3) (AB)∗ = AB (4) (BA)∗ = BA

Va�i slede�a teorema koja pokazuje zaxto je Mur-Penrouz
inverz bitan u rexavaǌu linearnih jednaqina.

Teorema 1.10. [21] Neka su H i K Hilbertovi prostori, A ∈
L(H,K) operator sa zatvorenom slikom i neka je b ∈ K. Tada
je x0 = A†b najboǉe aproksimativno rexeǌe linearne jednaqine
Ax = b. Xtavixe, ako je M skup svih najboǉe aproksimativnih
rexeǌa jednaqine Ax = b, tada je x0 = min{||x|| | x ∈ M}.

18
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1.3 Fredholmova svojstva

Definiximo Fredholmove operatore i opiximo ǌihove oso-
bine.

Definicija 1.11. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je A ∈
L(X,Y ). Operator A je:

(i) gorǌe semi-Fredholmov operator ako mu je jezgro konaqno
dimenzionalno i slika zatvorena,

(ii) doǌe semi-Fredholmov operator ako mu je kodimenzija slike
konaqna,

(iii) semi-Fredholmov operator ako je gorǌi ili doǌi semi-Fre-
dholmov,

(iv) Fredholmov operator ako je i gorǌi i doǌi semi-Fredholmov.

Skup svih operatora iz X u Y koji su gorǌe semi-Fredho-
lmovi, doǌe semi-Fredholmovi, semi-Fredholmovi i Fredholmovi
oznaqavamo, redom, sa Φ+(X, Y ), Φ−(X, Y ), Φ±(X,Y ), Φ(X,Y ). Dakle,

Φ+(X, Y ) = {A ∈ L(X, Y ) | α(A) < ∞ i R(A) je zatvoren}
Φ−(X, Y ) = {A ∈ L(X, Y ) | β(A) < ∞}
Φ±(X, Y ) = Φ+(X, Y ) ∪ Φ−(X, Y )
Φ(X,Y ) = Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X,Y ) = {A ∈ L(X, Y ) | α(A) < ∞∧ β(A) < ∞}.

Slika R(A) i jezgro N (A) operatora A ∈ L(X, Y ) na Bana-
hovim prostorima u opxtem sluqaju ne moraju biti komplementarni
potprostori u odgovaraju�im prostorima. Me�u semi-Fredholmo-
vim operatorima mo�emo razlikovati one za koje va�e ove osobine.
Definiximo levi i desni Fredholmov operator.

Definicija 1.12. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je A ∈
L(X,Y ). Operator A je:
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(i) levi Fredholmov operator ako je α(A) < ∞ i R(A) je zatvoren
i komplementaran u Y .

(ii) desni Fredholmov operator ako je β(A) < ∞ i N (A) komple-
mentaran u X.

Skup svih levih Fredholmovih operatora iz X u Y oznaqimo
sa Φl(X,Y ), a skup svih desnih Fredholmovih sa Φr(X, Y ). Oqigledno
va�i Φl(X, Y ) ⊂ Φ+(X,Y ), Φr(X, Y ) ⊂ Φ−(X,Y ) i Φ(X,Y ) = Φl(X, Y ) ∩
Φr(X,Y ).

Za operator A ∈ Φ±(X, Y ) definiximo indeks operatora A
kao

i(A) = α(A)− β(A).

Fredholmov operator indeksa 0 naziva se Vejlov operator.
Skup svih Vejlovih operatora iz prostora X u prostor Y oznaqavamo
sa

Φ0(X, Y ) = {A ∈ Φ(X, Y ) | i(A) = 0}.

Bitan rezultat u Fredholmovoj teoriji je slede�a teorema
o indeksu.

Teorema 1.11. (Teorema o indeksu) Neka su X, Y i Z Banahovi
prostori. Ako su operatori A ∈ Φ+(X, Y ) i B ∈ Φ+(Y, Z), tada je
BA ∈ Φ+(X,Z) i va�i

α(BA) ≤ α(A)+α(B), β(BA) ≤ β(A)+β(B), i(BA) = i(A)+i(B).

Isto tvr�eǌe va�i i za klase operatora Φ− i Φ.

Kako je skup svih kompaktnih operatora K(X) zatvoreni ideal
algebre L(X), mo�emo posmatrati kvocijent prostor L(X)/K(X).
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Oznaqimo ga sa C(X). Ovaj kvocijent prostor naziva se Kalkinova
algebra i qini Banahovu algebru u odnosu na normu

||A+K(X)|| = inf
K∈K(X)

||A+K||, A ∈ L(X).

Neka je π : L(X) → C(X) prirodni homomorfizam i kao takav
je surjekcija.

Teorema 1.12. (Atkinson) Neka su X i Y Banahovi prostori i neka
je A ∈ L(X,Y ). Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(i) A ∈ Φ(X,Y ),

(ii) Postoje operatori A1, A2 ∈ L(Y,X), K1 ∈ K(X) i K2 ∈ K(Y ) tako
da je

A1A = IX +K1, AA2 = IY +K2,

(iii) Postoje operatori A1, A2 ∈ L(Y,X), F1 ∈ F(X) i F2 ∈ F(Y ) tako
da je

A1A = IX + F1, AA2 = IY + F2.

Kao posledicu Atkinsonove teoreme dobijamo vezu izme�u
Fredholmovih operatora i invertibilnih elemenata Kalkinove alge-
bre.

Posledica 1.3. Operator A ∈ L(X) je Fredholmov ako i samo ako
je π(A) invertibilan element Kalkinove algebre C(X).

Kao posledice Atkinsonove teoreme imamo i slede�e leme.

Lema 1.1. Neka su X, Y i Z Banahovi prostori i neka su operatori
A ∈ L(X, Y ), B ∈ L(Y, Z). Ako je BA ∈ Φ(X,Z), tada va�i slede�e:

A ∈ Φ(X,Y ) ako i samo ako B ∈ Φ(Y, Z).

Lema 1.2. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka su dati operato-
ri A ∈ Φ(X, Y ) i K ∈ K(X,Y ). Tada A+K ∈ Φ(X, Y ) i i(A+K) = i(A).

Analogan rezultat va�i i za klase operatora Φ− i Φ+.
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Slede�e dve teoreme nam daju vezu izme�u levih i desnih
Fredholmovih operatora i levo i desno invertibilnih elemenata
Kalkinove algebre.

Teorema 1.13. Neka je operator A ∈ L(X,Y ). Tada postoje opera-
tori A1 ∈ L(Y,X) i K ∈ K(X) takvi da je A1A = IX +K ako i samo
ako je A ∈ Φl(X,Y ).

Teorema 1.14. Neka je operator A ∈ L(X,Y ). Tada postoje opera-
tori A1 ∈ L(Y,X) i K ∈ K(Y ) takvi da je AA1 = IY +K ako i samo
ako je A ∈ Φr(X, Y ).

Kao posledice posledǌe dve teoreme, dobijamo da je A levi
(desni) Fredholmov operator ako i samo ako je π(A) levo (desno)
invertibilan element Kalkinove algebre.

Zato, ako sa Gl i Gr, redom, oznaqimo sve levo i desno inve-
rtibilne elemente Kalkinove algebre C(X), tada imamo da va�i

Φl(X) = π−1(Gl) i Φr(X) = π−1(Gr).

Neka je X Banahov prostor. Operator A ∈ L(X) je levi
Brauderov ako je levi Fredholmov sa konaqnim rastom.

Analogno, operator A je desni Brauderov ako je desni Fre-
dholmov sa konaqnim padom.

Klasu ovih operatora oznaqimo, redom, sa Bl(X) i Br(X).
Skup svih Brauderovih operatora na X definiximo kao B(X) =
Bl(X) ∩ Br(X).

Dakle,

Bl(X) = {A ∈ Φl(X) | asc(A) < ∞}
Br(X) = {A ∈ Φr(X) | dsc(A) < ∞}
B(X) = {A ∈ Φ(X) | ascA < ∞ i dsc(A) < ∞}

Kako asc(A) < ∞ povlaqi α(A) ≤ β(A), a dsc(A) < ∞ povlaqi
β(A) ≤ α(A), imamo da za Brauderov operator A va�i α(A) = β(A) tj.
i(A) = 0. Dakle, svaki Brauderov operator je i Vejlov operator.
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Fredholmova teorija u Banahovim algebrama

Atkinsonova teorema daje karakterizaciju da je linearan
ograniqen operator Fredholmov ako i samo ako mu je slika inve-
rtibilna u Kalkinovoj algebri.

Inspirisan ovom qiǌenicom, Harte je uopxtio pojam Fre-
dholmovog elementa na Banahove algebre (videti [36]).

Neka su A i B kompleksne Banahove algebre sa jedinicom.
Neka je T : A → B homomorfizam Banahovih algebri takav da je
ograniqen i da va�i T (1) = 1.

Definicija 1.13. Element a Banahove algebre A je

(i) Fredholmov ako je T (a) invertibilan u Banahovoj algebri B,
tj. T (a) ∈ B−1,

(ii) Vejlov ako je jednak sumi invertibilnog elementa i elementa
jezgra homomorfizma T , tj. a ∈ A−1 +N (T ),

(iii) Brauderov ako je jednak sumi invertibilnog elementa i ele-
menta jezgra homomorfizma T koji komutiraju, tj. a ∈ {b+ c ∈
A−1 +N (T ) | bc = cb}.

Ukoliko za Banahovu algebru A uzmemo Banahovu algebru
linearnih ograniqenih operatora L(X), a za Banahovu algebru
uzmemo Kalkinovu algebru C(X) ≡ L(X)/K(X), dobijamo klasiqne
definicije Fredholmove teorije za linearne ograniqene operatore.

1.4 Xurov komplement

Oznaqimo sa Cm×n skup svih matrica formata m × n nad
poǉem kompleksnih brojeva.
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Definicija 1.14. Neka je M =

[
A B
C D

]
blok matrica, gde su A ∈

C
m×n, B ∈ C

m×k, C ∈ C
l×n i D ∈ C

l×k. Ako je A invertibilna
matrica, tada se Xurov komplement matrice A u matrici M defi-
nixe kao

S = D − CA−1B.

Ako je matrica M invertibilna, tada je i matrica S in-
vertibilna i M mo�e da se predstavi u slede�em obliku:

M =

[
Im 0

CA−1 Il

] [
A 0
0 S

] [
Im A−1B
0 Il

]
,

gde je It identiqna matrica reda t. U tom sluqaju, inverz matrice
M ima oblik

M−1 =

[
Im −A−1B
0 Il

] [
A−1 0
0 S−1

] [
Im 0

−CA−1 Il

]
=

[
A−1 + A−1BS−1CA−1 −A−1BS−1

−S−1CA−1 S−1

]
.

(3)

Rezultat (3) je poznat kao Banahieviq-Xurova forma ma-
trice M i ona se koristi u radu sa inverzima blok matrica.

Xurov komplement u Banahovim algebrama

Analogno, mo�emo posmatrati Xurov komplement i Bana-
hieviq-Xurovu formu u Banahovim algebrama.

Neka je

x =

[
a b
c d

]
p

matriqna reprezentacija elementa x ∈ A u odnosu na idempotent
p ∈ A.
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Ako je element a invertibilan u Banahovoj algebri pAp i
Xurov komplement s = d− ca−1b invertibilan u Banahovoj algebri
(1 − p)A(1 − p), tada inverz elementa x ima Banahieviq-Xurovu
formu

x−1 =

[
a−1 + a−1bs−1ca−1 −a−1bs−1

−s−1ca−1 s−1

]
p

.

Ako element a ∈ A nije invertibilan mo�emo posmatrati
uopxteni Xurov komplement.

U sluqaju da je a spoǉaxǌe regularan sa datim idempoten-
tima p, q ∈ A, mo�emo posmatrati uopxteni Xurov komplement
s = d − ca

(2)
p,qb elementa a u x. Primetimo da je ovo mogu�e zbog

jedinstvenosti inverza a
(2)
p,q.

Sliqno, ako je a uopxteno Drazin invertibilan, tada za
uopxteni Xurov komplement elementa a u x mo�emo uzeti s =
d− cadb .

Interesantno je videti pod kojim uslovima uopxteni inve-
rzi elementa x imaju Banahieviq-Xurovu formu u Banahovoj alge-
bri.
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2 Invertibilnost matrica operatora
Jedan od naqina prouqavaǌa operatora je ǌihovo razlagaǌe

na jednostavnije operatore. Izuqavaju�i jednostavnije operatore,
dolazimo do nekih osobina komplikovanijih operatora.

Kako se Hilbertovi prostori mogu zapisati kao dekompozi-
cija svojih zatvorenih potprostora, prirodno se dolazi do ma-
triqne dekompozicije ograniqenog linearnog operatora.

Neka je H Hilbertov prostor koji se mo�e razlo�iti na
ortogonalnu dekompoziciju svojih potprostora H1 i H2, tj. H =
H1⊕H2. Tada linearan ograniqen operator A na prostoru H mo�emo
zapisati u formi [

A1 A2

A3 A4

]
:

[
H1

H2

]
→
[
H1

H2

]
.

Matrice operatora prouqavane su u dosta radova od raznih
autora. Videti [21, 22, 29, 32, 35, 38, 43, 56, 69, 72].

Ciǉ rezultata ovog poglavǉa je uopxtavaǌe osobina inve-
rtibilnosti matrica operatora sa Hilbertovih prostora na Ba-
nahove prostore. U Banahovim prostorima razlagaǌe na direktnu
sumu potprostora je mogu�e pod stro�im uslovima xto qini ve�im
izazovom nala�eǌe uslova za invertibilnost matrica operatora.

U ovom poglavǉu bi�e izlo�eni rezultati o desnoj inverti-
bilnosti matrica operatora M(T,S) iz rada [43] i rezultati o in-
jektivnosti matrica operatora MC iz zajedniqkog rada sa D.S.�o-
r�evi�em [22], kao i neki jox neobjavǉeni rezultati.
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2 INVERTIBILNOST MATRICA OPERATORA 27

2.1 Desna invertibilnost matrica operatora obli-
ka M(T,S)

U ovom odeǉku su predstavǉeni rezultati iz samostalnog
rada [43].

Od interesa je da za date operatore A i C na�emo operatore
T i S takve da je M(T,S) desno invertibilan. Postoji vixe radova
koji ispituju invertibilnost ovakvih 2×2 matrica operatora ([21],
[32], [35], [48]).

Kao uopxteǌe Teoreme 1.1 u [32] dokazana je slede�a teo-
rema.

Teorema 2.1. Neka su A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X) dati operatori. Tada
su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(a) Postoje neki operatori T ∈ L(X, Y ) i S ∈ L(Y ) takvi da je
M(T,S) desno invertibilan;

(b) [A C] ∈ L(X ⊕ Y, Y ) je desno invertibilan i Y ≼ N ([A C]).

Dokaz: (a) =⇒ (b): Neka je M(T,S) desno invertibilan za neke opera-
tore T ∈ L(X,Y ) i S ∈ L(Y ). Tada postoji ograniqen linearan
operator [

E G
H F

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
takav da [

A C
T S

] [
E G
H F

]
=

[
IX 0
0 IY

]
.

Odatle sledi da [A C]

[
E
H

]
= IX, pa je operator [A C] desno

invertibilan.

S druge strane, imamo [T S]

[
G
F

]
= IY i [A C]

[
G
F

]
= 0, pa

postoji levo invertibilan operator
[
G
F

]
: Y →

[
X
Y

]
takav

da R
([

G
F

])
⊆ N ([A C]). Dakle, Y ≼ N ([A C]).

27



2 INVERTIBILNOST MATRICA OPERATORA 28

(b) =⇒ (a): Pretpostavimo da je operator [A C] :

[
X
Y

]
→ X

desno invertibilan i neka va�i Y ≼ N ([A C]).

Neka je K =

[
E
H

]
: X →

[
X
Y

]
ograniqen desni inverz opera-

tora [A C]. Tada
[
X
Y

]
= R(K)⊕ (N ([A C])) i

[A C]

[
E
H

]
= IX . (1)

Neka je L : Y →
[
X
Y

]
levo invertibilan operator takav da je

R(L) ⊂ N ([A C]). Tada L =

[
G
F

]
: Y →

[
X
Y

]
.

Kako je R(L) ⊂ N ([A C]), imamo da va�i

[A C]

[
G
F

]
= 0. (2)

N ([A C]) je komplementaran u X ⊕ Y i R(L) je komplemen-
taran u X ⊕ Y . Iz inkluzije R(L) ⊂ N ([A C]) sledi da je
R(L) komplementaran u N ([A C]). Odatle sledi da postoji
zatvoren potprostor W takav da N ([A C]) = R(L)⊕W . Sada
imamo razlagaǌe X ⊕ Y = R(K) ⊕ N ([A C]) = R(K) ⊕ W ⊕
R(L). Postoji ograniqen levi inverz N operatora L, takav
da N (N) = R(K)⊕W . Takav operator N ima matriqnu formu

N = [T S] :

[
X
Y

]
→ Y . Tada

[T S]

[
G
F

]
= IY . (3)

Inkluzija R(K) ⊂ N (N) daje

[T S]

[
E
H

]
= 0. (4)
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Na kraju, iz (1), (2), (3) i (4) sledi da[
A C
T S

] [
E G
H F

]
=

[
IX 0
0 IY

]
.

Time je dokaz kompletiran. �

Kao posledicu, dobijamo slede�i rezultat za operatore na
Hilbertovim prostorima, koji je dokazan u ([32], Teorema 1.1).

Posledica 2.1. Neka je Z = X ⊕ Y Hilbertov prostor, gde su X i
Y zatvoreni i uzajamno ortogonalni prostori. Neka su A ∈ L(X)
i C ∈ L(Y,X) dati operatori. Tada su slede�a tvr�eǌa ekviva-
lentna:

(a) Postoje operatori T ∈ L(X, Y ) i S ∈ L(Y ) takvi da je M(T,S)

desno invertibilan,

(b) R(A) +R(C) = Y i dimY ≤ N ([A C]),

(v) Operator [A C] je desno invertibilan i dimY ≤ N ([A C]).

Primetimo da je (b) ekvivalentno sa (v) iz slede�eg ra-
zloga:
[A C] je desno invertibilan ako i samo ako je R([A C]) = Y .
S druge strane, lako je videti da je R([A C]) = R(A) +R(C).

Daǉe, kao dopunu Teoreme 2.1 do invertibilnosti opera-
tora M(T,S), u radu [33], dokazan je slede�i rezultat.

Teorema 2.2. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka su dati
operatori A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X). Tada su slede�i uslovi ekviva-
lentni:

(i) M(T,S) je invertibilan operator za neke operatore T ∈ L(X, Y )
i S ∈ L(Y ),
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(ii) [A C] : X⊕Y → X je desno invertibilan operator i N ([A C]) ∼=
Y ,

(iii) R(A)+R(C) = Y , N ([A C]) je komplementaran u X i N ([A C]) ∼=
Y .

2.2 Invertibilnost matrica operatora oblika MC

U ovom delu ispitiva�emo invertibilnost matrica opera-

tora oblika MC =

[
A C
0 B

]
. Postoji dosta radova na temu inve-

rtibilnosti ovih matrica operatora, na primer [8], [21], [34], [35].

Invertibilnost operatora A i B povlaqi invertibilnost
operatora MC za proizvoǉan operator C. Va�i slede�a lema.

Lema 2.1. Neka su X i Y Banahovi prostori. Ako su operatori
A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) invertibilni, tada je operator MC ∈ L(X ⊕Y )
invertibilan za svaki operator C ∈ L(Y,X).

Dokaz: Doka�imo da je operator N =

[
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

]
inverz

operatora MC. Zaista, va�i

NMC = IX⊕Y , MCN = IX⊕Y .

Dakle, za svaki operator C ∈ L(Y,X) va�i

M−1
C =

[
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

]
.

�
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Specijalno, ako posmatramo operator M0 =

[
A 0
0 B

]
, dobi-

jamo za ǌegov inverz dijagonalnu matricu operatora M−1
0 =

[
A−1 0
0 B−1

]
.

Prirodno se name�e pitaǌe da li va�i i obrat. Taqnije da
li invertibilnost operatora M0 povlaqi invertibilnost nekog od
operatora A i B. U sluqaju invertibilnosti operatora M0 va�i
da je operator A invertibilan ako i samo ako je B invertibilan.
Ovu osobinu dokazuje slede�i poznat rezultat.

Lema 2.2. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka su dati opera-
tori A ∈ L(X), B ∈ L(Y ) i

M0 =

[
A 0
0 B

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
.

Ako su dva od data tri operatora invertibilna, tada je inverti-
bilan i tre�i.

Dokaz: Dokaz ove leme sledi direktno iz dekompozicija

N (M0) = N (A)⊕N (B) i R(M0) = R(A)⊕R(B)

�

Osnovna teorema na koju se oslaǌamo u ovom delu je glavni
rezultat u radu [35] i ona daje potrebne i dovoǉne uslove da ma-
triqni operator MC bude invertibilan. Sledi formulacija teo-
reme.

Teorema 2.3. Matrica operatora MC je invertibilna za neki op-
erator C ∈ L(Y,X) ako i samo ako operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y )
zadovoǉavaju slede�e uslove:
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(i) A je levo invertibilan,

(ii) B je desno invertibilan,

(iii) X/R(A) ∼= N (B).

Na osnovu ove teoreme, ispitiva�emo ekvivalentne uslove
pod kojima je operator MC injektivan, odnosno surjektivan. Kao
uopxteǌe, ispitiva�e se ekvivalentni uslovi pod kojima je MC

levo, odnosno desno invertibilan.

2.2.1 Leva invertibilnost matrica operatora obli-
ka MC

Deo zajedniqkog rada sa D.S.�or�evi�em [22] bavi se oso-
binom injektivnosti operatora MC. Dokazana je slede�a teorema
o dovoǉnim uslovima da bi operator MC imao osobinu ”1-1”.

Teorema 2.4. Neka su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) takvi da zado-
voǉavaju slede�e: A je levo invertibilan, N (B) je komplementaran
i N (B) ≼ X/R(A). Tada postoji neki operator C ∈ L(Y,X) takav da
je MC injektivno preslikavaǌe.

Dokaz: Kako je A levo invertibilan i N (B) komplementaran, pos-
toje zatvoreni potprostori V ⊂ Y i W ⊂ X takvi da je Y =
N (B)⊕ V i X = W ⊕R(A). Kako N (B) ≼ X/R(A), postoji levo
invertibilan operator C0 ∈ L(N (B),W ). Definiximo opera-
tor C ∈ L(Y,X) na slede�i naqin:

C =

[
C0 0
0 0

]
:

[
N (B)
V

]
→
[

W
R(A)

]
.

Doka�imo da je MC preslikavaǌe ,,1-1”. Neka je z =

[
x
y

]
∈

(X ⊕ Y ). Iz MCz = 0, imamo[
A C
0 B

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
.
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Tada Ax+Cy = 0 i By = 0. Iz prve jednakosti imamo da je Ax =
−Cy ∈ R(A)∩R(C) ⊆ R(A)∩W = {0}. Sada, sledi Ax = Cy = 0.
Kako je A injektivan, sledi x = 0. Iz jednakosti By = 0 sledi
da y ∈ N (B). Imamo da va�i Cy = C0y = 0. Kako je operator
C0 levo invertibilan, on je i injektivan. Jednakost C0y = 0

povlaqi y = 0. Zato
[
x
y

]
=

[
0
0

]
xto dokazuje da je operator

MC injektivan. Time je dokaz zavrxen. �

Kao xto se mo�e primetiti iz dokaza prethodne teoreme,
uslov N (B) ≼ X/R(A) se mo�e oslabiti. Taqnije, pretpostavka da
postoji levo invertibilan operator iz N (B) u X/R(A), mo�e se
oslabiti pretpostavkom postojaǌa injektivnog operatora.

Teorema tada glasi:

Teorema 2.5. Neka su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) takvi da
zadovoǉavaju slede�e uslove:

(i) A je levo invertibilan,

(ii) N (B) je komplementaran u Y ,

(iii) Postoji injektivan operator iz N (B) u X/R(A).

Tada je operator MC injektivan za neki operator C ∈ L(Y,X).

Sada se prirodno name�e pitaǌe da li va�i obrat u nekoj
od prethodnih teorema. Nije dokazan direktan obrat, ali se is-
postavǉa da su dva uslova iz Teoreme 2.4 zapravo ekvivalentni
uslovi za levu invertibilnost operatora MC. Ovo dokazuje slede�a
teorema.

Teorema 2.6. Operator MC je levo invertibilan za neki operator
C ∈ L(Y,X) ako i samo ako su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) takvi
da zadovoǉavaju slede�e uslove:
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(i) A je levo invertibilan,

(ii) N (B) ≼ X/R(A).

Dokaz: (⇐=:) Neka je kao i u dokazu Teoreme 2.4 operator C0 ∈
L(N (B),W ) levo invertibilan i neka va�i dekompozicija X =
W ⊕R(A). Operator C ∈ L(Y,X) definiximo kao

Cy =

{
C0y, y ∈ N (B)

0, y /∈ N (B)
.

Oznaqimo sa A1 levi inverz operatora A, a sa D0 levi inverz
operatora C0. Tada je D0 : W → N (B) surjektivan operator i
va�i D0C0 = IN (B). Definiximo operator D ∈ L(X,Y ) tako da
je

D =
[
D0 0

]
:

[
W

R(A)

]
→ Y.

Oznaqimo sa V = Y \N (B). Primetimo da je restrikcija oper-
atora B : V → R(B) invertibilna. Oznaqimo sa B0 : R(B) → V
inverz te restrikcije. Va�i B0B = IV . Definiximo operator
B1 ∈ L(Y ) na slede�i naqin:

B1y =

{
B0y, y ∈ R(B)

0, y /∈ R(B)
.

Neka je sada definisan matriqni operator

N =

[
A1 0
D B1

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
.

Va�i

NMC =

[
A1 0
D1 B1

] [
A C
0 B

]
=

[
A1A A1C
DA DC +B1B

]
.
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Kako je A1 levi inverz operatora A, va�i A1A = IX. Daǉe,
imamo da je R(C) ⊂ W ⊂ N (A1), pa je A1C = 0. Iz definicije
operatora D imamo da je R(A) ⊂ N (D1), xto povlaqi da je
D1A = 0.

Neka je y ∈ Y proizvoǉan. Tada va�i

(DC +B1B)y =

{
D0C0y, y ∈ N (B)

B0By, y /∈ N (B)
=

{
y, y ∈ N (B)

y, y /∈ N (B)
= y,

odakle sledi D1C +B1B = IY .

Sada imamo da va�i

NMC =

[
A1A A1C
D1A D1C +B1B

]
=

[
IX 0
0 IY

]
= IX⊕Y ,

odakle sledi da je MC levo invertibilan operator i N ǌegov
levi inverz.

(=⇒:) Neka je operator MC levo invertibilan za neko C ∈
L(Y,X). Ukoliko je C = 0, tvr�eǌe trivijalno va�i. Pretpo-
stavimo da C nije nula operator.

Oznaqimo sa

N =

[
A1 C1

D1 B1

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
levi inverz operatora MC. Va�i

NMC =

[
A1 C1

D1 B1

] [
A C
0 B

]
=

[
A1A A1C + C1B
D1A D1C +B1B

]
=

[
IX 0
0 IY

]
= IX⊕Y .

Jednakost A1A = IX dokazuje levu invertibilnost operatora
A, odakle daǉe imamo da postoji potprostor W ⊂ X tako da
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je X = W ⊕R(A). Time je uslov (i) dokazan.

Oznaqimo sa C0 : N (B) → X restrikciju operatora C na N (B).
Doka�imo da je R(C0) ⊂ W . Neka je x ∈ R(A)∩R(C0) proizvol-
jan. Tada postoje x0 ∈ X i y0 ∈ N (B) tako da je x = Ax0 =

C0y0 = Cy0. Posmatrajmo kako operator MC deluje na
[
−x0

y0

]
.

Va�i [
A C
0 B

] [
−x0

y0

]
=

[
−Ax0 + Cy0

By0

]
=

[
0
0

]
.

Kako je operator MC levo invertibilan, onda je i injektivan

pa iz prethodne jednakosti sledi da je
[
−x0

y0

]
=

[
0
0

]
, odakle

je x = 0. Dakle, imamo da je R(A)∩R(C0) = {0}, xto implicira
da je R(C0) ⊂ W .

Posmatrajmo sada jednakost D1C +B1B = IY . Neka je y ∈ N (B)
proizvoǉno, tada imamo da va�i y = IN (B)y = D1Cy + B1By =
D1Cy = D1C0y. Dakle, D1C0 = IN (B). Ve� je dokazano da je
R(C0) ⊂ W . Zato postoji levo invertibilan operator iz pot-
prostora N (B) u X/R(A) pa je i uslov (ii) ispuǌen.

Time je dokazana teorema. �

2.2.2 Desna invertibilnost matrica operatora ob-
lika MC

Ispitajmo dovoǉne uslove za osobinu surjektivnosti oper-
atora MC.

Teorema 2.7. Neka su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) takvi da
zadovoǉavaju slede�e uslove:
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(i) B je desno invertibilan,

(ii) R(A) je komplementaran u X,

(iii) Postoji surjektivan operator iz N (B) u X/R(A).

Tada je operator MC surjektivan za neki operator C ∈ L(Y,X).

Dokaz: Kako je B desno invertibilan i R(A) komplementaran, pos-
toje zatvoreni potprostori V ⊂ Y i W ⊂ X takvi da je Y =
N (B)⊕ V i X = W ⊕R(A).

Kako postoji surjektivan operator iz N (B) u X/R(A), oznaqimo
ga sa C0 ∈ L(N (B),W ). Za ǌega va�i C0(N (B)) = W . Defini-
ximo operator C ∈ L(Y,X) na slede�i naqin:

C =

[
C0 0
0 0

]
:

[
N (B)
V

]
→
[

W
R(A)

]
.

Doka�imo da je MC surjektivno preslikavaǌe. Tada va�i[
A C
0 B

] [
X
Y

]
=

[
A(X) + C(Y )

B(Y )

]
.

Kako je R(C) = C0(N (B)) = W , va�i da je A(X)+C(Y ) = R(A)⊕
W = X. S druge strane, operator B je desno invertibilan, pa
je onda i surjektivan i va�i R(B) = Y . Odatle imamo da je[

A C
0 B

] [
X
Y

]
=

[
X
Y

]
,

qime je dokazano da je operator MC surjektivan. �

Kao dopuna Teoreme 2.6 do Teoreme 2.3, mo�e se formulisati
slede�a teorema.

Teorema 2.8. Operator MC je desno invertibilan za neki operator
C ∈ L(Y,X) ako i samo ako su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) takvi
da zadovoǉavaju slede�e uslove:
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(i) B je desno invertibilan,

(ii) X/R(A) ≼ N (B).

Prethodna teorema ostaje otvoren problem.
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3 Uopxteni inverzi

U literaturi se prvi put spomiǌe pojam ½pseudoinverse" u
Fredholmovom radu [31]. U tom radu je dat uopxteni inverz in-
tegralnog operatora. Kasnije su i drugi izuqavali razliqita uo-
pxteǌa inverza operatora, kao npr. diferencijalnih operatora
xto je uradio Hilbert.

Prvi put je uopxtene inverze matrica uveo Mur 1920. go-
dine u radu [54]. Definisao je jedinstven uopxteni inverz preko
projektora matrica. Tek 1950-tih godina otkrivena je veza izme�u
uopxtenih inverza i rexeǌa linearnih sistema dokazivaǌem oso-
bine najmaǌih kvadrata odre�enih uopxtenih inverza.

Penrouz je 1955.godine dokazao da je Murov inverz jedi-
nstvena matrica koja zadovoǉava qetiri matriqne jednaqine (kao
u (P)). Posle ovih otkri�a, teorija uopxtenih inverza je o�ivela
i uopxteni inverzi se intenzivno izuqavaju.

3.1 Regularnost matrica operatora oblika MC

Rezultati ovog odeǉka su deo zajedniqkog rada sa D.S. �or�e-
vi�em [22] gde se istra�uje regularnost operatora MC.

Teorema 3.1. Neka su operatori A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) regularni.
Ako je N (B) ≼ X/R(A), tada postoji operator C ∈ L(Y,X) takav da
je operator MC regularan.

Dokaz: Neka su A1 ∈ L(X) i B1 ∈ L(Y ) refleksivni uopxteni in-
verzi operatora A i B, redom. Tada imamo razlagaǌa Y =
R(B1) ⊕ N (B) i X = N (A1) ⊕ R(A). Neka je J : N (B) → N (A1)
levo invertibilno preslikavaǌe i neka je J1 : N (A1) → N (B)
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levi inverz preslikavaǌa J. Definiximo C ∈ L(Y,X) i C1 ∈
L(X, Y ) na slede�i naqin:

C =

[
J 0
0 0

]
:

[
N (B)
R(B1)

]
→
[
N (A1)
R(A)

]
,

C1 =

[
J1 0
0 0

]
:

[
N (A1)
R(A)

]
→
[

N (B)
R(B1)

]
.

Posmatrajmo operator N =

[
A1 0
C1 B1

]
∈ L(X⊕Y ). Tada imamo

NMC =

[
A1A A1C
C1A C1C +B1B

]
.

Kako je R(C) ⊂ N (A1) i R(A) ⊂ N (C1), imamo da va�i A1C = 0
i C1A = 0, redom. Tako�e, B1B je projektor prostora Y na
R(B1) paralelno sa N (B) i C1C je projektor prostora Y na
N (B) paralelno sa R(B1). Dakle, C1C +B1B = I i

NMC =

[
A1A 0
0 I

]
.

Kako je AA1A = A i A1AA1 = A1, imamo da je

MCNMC =

[
A C
0 B

] [
A1A 0
0 I

]
=

[
AA1A C

0 B

]
= MC ,

i da je operator MC regularan. �

Formulisa�emo slede�i rezultat u vezi sa Mur-Penrouzovim
inverzom operatora MC na Hilbertovim prostorima.

Teorema 3.2. Neka su H i K me�usobno ortogonalni Hilbertovi
prostori i neka je Z = H ⊕ K. Ako operatori A ∈ L(H) i B ∈
L(K) imaju zatvorene slike i ako je α(B) = β(A), tada postoji neki
operator C ∈ L(K,H) takav da operator MC ima zatvorenu sliku i
va�i

M †
C =

[
A† 0
C† B†

]
.
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Dokaz: Podsetimo se oznaka iz dokaza Teoreme 3.1, sa dodatnom
pretpostavkom: J je invertibilan. Tada imamo slede�e:

NMCN =

[
A1A 0
0 I

] [
A1 0
C1 B1

]
=

[
A1AA1 0
C1 B1

]
= N,

i

MCN =

[
AA1 + CC1 CB1

BC1 BB1

]
.

Kako je R(B1) = N (C) i R(C1) = N (B), sledi da je CB1 = 0
i C1B = 0. Tako�e, AA1 je projektor na R(A) paralelno sa
N (A1). Kako je J invertibilan, imamo da je CC1 projektor na
N (A1) paralelno sa R(A). Dakle, AA1 +CC1 = I. Zakǉuqujemo
da je N refleksivni uopxteni inverz operatora MC.

Sada, uzmimo da je A1 = A† i B1 = B†. Tada svi prethodni
rezultati va�e, sa dodatnom lepom osobinom da imamo ortog-
onalnu dekompoziciju. Taqnije, X = N (A1) ⊕ R(A) = N (A∗) ⊕
R(A) i Y = N (B) ⊕R(B1) = N (B) ⊕R(B∗). Kako je operator J
invertibilan, va�i J1 = J−1 i zato C1 = C†. Operator NC je
jox uvek refleksivni uopxteni inverz operatora MC. Daǉe,
imamo da

NMC =

[
A†A 0
0 I

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
,

i

MCN =

[
I 0
0 BB†

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
.

Projektori NMC i MCN su oqigledno samokoǌugovani, pa je
N = M †

C. �
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3.2 Uopxtena invertibilnost u Banahovim algebrama

Koristi�emo slede�u lemu.

Lema 3.1. Neka su p i q idempotenti Banahove algebre A. Slede�a
tvr�eǌa su ekvivalenta:

(i) p+ q ∈ A•,

(ii) pq = qp = 0.

Dokaz: (i) ⇒ (ii): Neka je p+ q ∈ A•. Imamo da je

(p+ q)2 = p+ q ⇒ pq + qp = 0 ⇒ pq = −qp.

Kako slede�e jednakosti va�e

pq = p2q2 = p(pq)q = p(−qp)q = −pq(pq) = pqqp = pqp = −ppq = −pq,

dobijamo pq = 0. Analogno se dokazuje da va�i i qp = 0.

(ii) ⇒ (i): Neka su p, q ∈ A• takvi da je pq = qp = 0. Tada

(p+ q)2 = p2 + pq + qp+ q2 = p+ q,

pa je p+ q ∈ A•. �

Ako je u ∈ A•, tada je proizvod proizvoǉnih elemenata alge-
bri uAu i (1 − u)A(1 − u) jednak 0, tj. za svako a ∈ uAu i svako
b ∈ (1− u)A(1− u), va�i ab = 0.

Kao posledicu Leme 3.1, formulisa�emo slede�i rezultat.

Lema 3.2. Neka je u ∈ A•. Ako je p1 ∈ (uAu)• i p2 ∈ ((1− u)A(1− u))•,
tada je p = p1 + p2 ∈ A idempotent.

Za dokazivaǌe rezultata u ovom poglavǉu bi�e nam potrebni
i slede�i poznati rezultati za Banahove algebre.
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Lema 3.3. [59][63, Teorema 1.6.15] Neka je A kompleksna Banahova
algebra sa jedinicom 1 i neka je p idempotent algebre A. Ako je
x ∈ pAp, tada σpAp(x)∪{0} = σA(x), gde je σA(x) spektar elementa x u
algebri A i σpAp(x) spektar elementa x u algebri pAp.

Lema 3.4. [11, Lema 2.4] Neka su b, q ∈ Aqnil takvi da je qb = 0. Tada
q + b ∈ Aqnil.

Lema 3.5. Neka je b ∈ Ad i a ∈ Aqnil.

(i) [11, Posledica 3.4] Ako je ab = 0, tada a + b ∈ Ad i (a + b)d =
∞∑
n=0

(bd)n+1an.

(ii) Ako je ba = 0, tada a+ b ∈ Ad i (a+ b)d =
∞∑
n=0

an(bd)n+1.

Konkretizuju�i [11, Posledica 3.4] (sa obrnutim mno�e-
ǌem) na ograniqene linearne operatore, Kastro-Gonzales i Koliha
[11] izveli su [27, Teorema 2.2] koja je specijalni sluqaj Leme
3.5(ii).

3.2.1 (p, q)-spoǉaxǌi inverz blok matrica
Prvi rezultat opisuje aditivna svojstva (p, q)-spoǉaxǌeg

uopxtenog inverza.

Teorema 3.3. Neka su p, q ∈ A• i a, b ∈ A(2)
p,q. Ako va�i

a(2)p,qb+ b(2)p,qa+ 1 = 0 i ab(2)p,q + ba(2)p,q + 1 = 0, (1)

tada je a+ b ∈ A(2)
p,q i

(a+ b)(2)p,q = a(2)p,q + b(2)p,q.
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Dokaz: Koriste�i qiǌenicu da je a, b ∈ A(2)
p,q, Teoremu 1.1 i uslove

(1), imamo

(a
(2)
p,q + b

(2)
p,q)(a+ b)(a

(2)
p,q + b

(2)
p,q) =

= a
(2)
p,q + pb

(2)
p,q + a

(2)
p,qba

(2)
p,q + a

(2)
p,q(1− q) + b

(2)
p,q(1− q) + b

(2)
p,qab

(2)
p,q + pa

(2)
p,q + b

(2)
p,q

= a
(2)
p,q + b

(2)
p,q + a

(2)
p,qba

(2)
p,q + a

(2)
p,q + b

(2)
p,q + b

(2)
p,qab

(2)
p,q + a

(2)
p,q + b

(2)
p,q

= a
(2)
p,q + b

(2)
p,q + a

(2)
p,q(ba

(2)
p,q + 1) + b

(2)
p,q(1 + ab

(2)
p,q) + a

(2)
p,q + b

(2)
p,q

= a
(2)
p,q + b

(2)
p,q + a

(2)
p,q(−ab

(2)
p,q) + b

(2)
p,q(−ba

(2)
p,q) + a

(2)
p,q + b

(2)
p,q

= a
(2)
p,q + b

(2)
p,q − pb

(2)
p,q − pa

(2)
p,q + a

(2)
p,q + b

(2)
p,q

= a
(2)
p,q + b

(2)
p,q,

(a(2)p,q + b(2)p,q)(a+ b) = a(2)p,qa+ a(2)p,qb+ b(2)p,qa+ b(2)p,qb

= p+ pa(2)p,qb+ pb(2)p,qa+ p

= p+ p(a(2)p,qb+ b(2)p,qa+ 1)

= p,

i

(a+ b)(a(2)p,q + b(2)p,q) = aa(2)p,q + ba(2)p,q + ab(2)p,q + bb(2)p,q

= (1− q) + ba(2)p,q + ab(2)p,q + (1− q)

= (1− q) + ba(2)p,q(1− q) + ab(2)p,q(1− q) + (1− q)

= (1− q) + (ba(2)p,q + ab(2)p,q + 1)(1− q)

= (1− q).

Time je dokazano da je (a+ b)
(2)
p,q = a

(2)
p,q + b

(2)
p,q. �

Slede�a teorema daje ekvivalentne uslove pod kojima x
(2)
p,q

ima uopxtenu Banahieviq-Xurovu formu u Banahovoj algebri.

Teorema 3.4. Neka je x =

[
a b
c d

]
u

∈ A u odnosu na idempotent

u ∈ A, p1, q1 ∈ (uAu)• i p2, q2 ∈ ((1−u)A(1−u))• i neka je p = p1+p2 ∈ A
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i q = q1 + q2 ∈ A.
Neka je a ∈ (uAu)

(2)
p1,q1 i neka je s = d−ca

(2)
p1,q1b ∈ ((1−u)A(1−u))

(2)
p2,q2 uop-

xteni Xurov komplement elementa a u x. Tada su slede�i uslovi
ekvivalentni:

(i) x ∈ A(2)
p,q i x

(2)
p,q = r, gde je

r =

[
a
(2)
p1,q1 + a

(2)
p1,q1bs

(2)
p2,q2ca

(2)
p1,q1 −a

(2)
p1,q1bs

(2)
p2,q2

−s
(2)
p2,q2ca

(2)
p1,q1 s

(2)
p2,q2

]

(ii) ca
(2)
p1,q1a = ss

(2)
p2,q2c i aa

(2)
p1,q1b = bs

(2)
p2,q2s.

Dokaz: Iz Leme 3.2 imamo da su p i q idempotenti.
Koriste�i pretpostavke teoreme a ∈ (uAu)

(2)
p1,q1 i s ∈ ((1−u)A(1−

u))
(2)
p2,q2, lako proverimo da va�i rxr = r.

Jednakost rx = p je ekvivalentna sa jednakostima:

s(2)p2,q2
c = s(2)p2,q2

ca(2)p1,q1
a i a(2)p1,q1

b = a(2)p1,q1
bs(2)p2,q2

s.

S druge strane, 1− xr = q je ekvivalentno sa:

bs(2)p2,q2
= aa(2)p1,q1

bs(2)p2,q2
i ca(2)p1,q1

= ss(2)p2,q2
ca(2)p1,q1

.

Odatle, x ima (p, q)-spoǉaxǌi uopxteni inverz ako i samo ako

s(2)p2,q2
c = s(2)p2,q2

ca(2)p1,q1
a, a(2)p1,q1

b = a(2)p1,q1
bs(2)p2,q2

s,

bs(2)p2,q2
= aa(2)p1,q1

bs(2)p2,q2
, ca(2)p1,q1

= ss(2)p2,q2
ca(2)p1,q1

,

xto je ekvivalentno sa

ca(2)p1,q1
a = ss(2)p2,q2

c, bs(2)p2,q2
s = aa(2)p1,q1

b.

�

Kao posledicu, formuliximo slede�i rezultat.
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Posledica 3.1. Neka je x =

[
a b
c d

]
∈ A u odnosu na idempotent

u ∈ A, p1, q1 ∈ (uAu)• i p2, q2 ∈ ((1−u)A(1−u))• i neka je p = p1+p2 ∈ A
i q = q1 + q2 ∈ A.
Neka je a ∈ (uAu)

(2)
p1,q1 i neka je s = d − ca

(2)
p1,q1b ∈ ((1 − u)A(1 − u))

(2)
p2,q2.

Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(i) ca
(2)
p1,q1 = a

(2)
p1,q1b = bs

(2)
p2,q2 = s

(2)
p2,q2c = 0,

(ii) ca
(2)
p1,q1a = ss

(2)
p2,q2c, aa

(2)
p1,q1b = bs

(2)
p2,q2s,

a
(2)
p1,q1bs

(2)
p2,q2 = s

(2)
p2,q2ca

(2)
p1,q1 = 0.

Ako je jedno od ovih tvr�eǌa zadovoǉeno, tada je x ∈ A(2)
p,q i

x(2)
p,q =

[
a
(2)
p1,q1 + a

(2)
p1,q1bs

(2)
p2,q2ca

(2)
p1,q1 −a

(2)
p1,q1bs

(2)
p2,q2

−s
(2)
p2,q2ca

(2)
p1,q1 s

(2)
p2,q2

]
.

3.2.2 Drazinov inverz blok matrica

Drazinov inverz i uopxteni Drazinov inverz imaju xiroku
primenu i to u teoriji linearnih jednaqina, lancima Markova,
singularnim diferencijalnim i diferencnim jednaqinama, itera-
tivnim metodama numeriqke linearne algebre, kriptografiji, te-
oriji optimalne kontrole, itd.

Reprezentacija Drazinovog inverza blok matrica pod odre-
�enim uslovima javǉa se u literaturi u [4, 5, 10, 18, 19, 20, 14,
26, 40, 50, 70, 12, 13].

Deng [15] je ispitivao potrebne i dovoǉne uslove za matrice
operatora na Hilbertovim prostorima da imaju Drazinov inverz
sa uopxtenom Banahieviq-Xurovom formom.

U radu [17], dobijena je reprezentacija Drazinovog inverza
anti-trougaone blok matrice pod odre�enim uslovima uopxtavaju�i
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na vixe naqina rezultate iz radova [7, 40]. Blok anti-trougaone
matrice nalaze brojnu primenu poqevxi od ograniqenih optimiza-
cionih problema do rexavaǌa diferencijalnih jednaqina, itd. Deng
[16] je predstavio formule za uopxteni Drazinov inverz anti-trou-

gaone matrice operatora M =

[
A B
C 0

]
na Banahovim prostorima,

sa pretpostavkom da je CAdB invertibilan.

U ovom odeǉku bi�e prikazani rezultati iz zajedniqkog
rada sa D. Mosi� i D.S. �or�evi�em [46] u kome su izuqavani ek-
vivalentni uslovi pod kojima uopxteni Drazinov inverz ima uop-
xtenu Banahieviq-Xurovu formu u Banahovoj algebri. Tako�e,
dobijeno je i nekoliko reprezentacija pod razliqitim uslovima
za uopxteni Drazinov inverz anti-trougaone blok matrice x =[
a b
c 0

]
p

Banahove algebre A u odnosu na idempotent p. Time smo

uopxtili rezultate iz radova [15, 16, 17].

Hartvig, Li i Vei u [40] daju izraze Drazinovog inverza 2×
2 blok matrica u sluqajevima kada je uopxteni Xurov komplement
nesingularan i kada je jednak nuli. Ovi rezultati su uopxteni u
radu [52] pod drugaqijim uslovima i pretpostavkama da je Xurov
komplement nesingularan ili jednak nuli.

U radu [12], Kastro-Gonzales i Martinez-Serano razvili su
uslove pod kojima se Drazinov inverz blok matrice sa grupno in-
vertibilnim uopxtenim Xurovim komplementom, mo�e predstaviti
u terminima matrice u Banahieviq-Xurovoj formi i ǌihovih ste-
pena.

Deng i Vei [20] su predstavili eksplicitne reprezentacije
Drazinovog inverza matrice operatora sa Drazin invertibilnim
Xurovim komplementom pod raznim uslovima.

Tako�e, u ovom odeǉku bi�e prikazani rezultati iz zajed-
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niqkog rada sa D. Mosi� i D.S. �or�evi�em [45]. U tom radu
su predstavǉene eksplicitne formule za uopxteni Drazinov in-
verz elementa x u (2) u terminima uopxtenog Drazinovog inverza
elementa a i uopxtenog Drazinovog inverza elementa s.

Dokazani su potrebni i dovoǉni uslovi za egzistenicju i
predstavǉaǌe grupnog inverza. Na taj naqin smo prouqavali op-
xtiji sluqaj tako xto je s uopxteno Drazin invertibilan xto
pokriva sluqajeve kada je s Drazin invertibilan za sve linearne
ograniqene operatore u [20], kada je s grupno invertibilan za kom-
pleksne matrice u [12] ili kada je s jednak nuli za kompleksne ma-
trice [40].

Pogledajmo najpre rezultate iz rada [46].

Neka je

x =

[
a b
c d

]
∈ A (2)

u odnosu na idempotent p ∈ A, a ∈ (pAp)d i neka je s = d − cadb ∈
((1− p)A(1− p))d uopxteni Xurov komplement elementa a u x.

U ovom odeǉku, kada se ka�e da je x definisan kao u (2),
pretpostavi�emo da x ima matriqnu reprezentaciju kao u (2) u
odnosu na idempotent p ∈ A i da va�i a ∈ (pAp)d i s = d − cadb ∈
((1− p)A(1− p))d.

Slede pomo�ni rezultati.

Lema 3.6. Neka je x definisan kao u (2) i neka je w0 = p + adbsπcad

invertibilan. Tada w0a
2ad ima grupni inverz (w0a

2ad)# = adw−1
0 i

(wa2ad)π = aπ.

Dokaz: Doka�imo da je adw−1
0 grupni inverz w−1

0 a2ad. Zaista,

(w0a
2ad)(adw−1

0 ) = w0aa
dw−1

0 = (p+ adbsπcad)aadw−1
0

= (ada+ adaadbsπcad)w−1
0 = adaw0w

−1
0 = ada

= ada2ad = (adw−1
0 )(w0a

2ad),
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3 UOPXTENI INVERZI 49

(w0a
2ad)(adw−1

0 )(w0a
2ad) = w0a

2adada2ad = w0a
2ad,

(adw−1
0 )(w0a

2ad)(adw−1
0 ) = ada2adadw−1

0 = adw−1
0

dokazuje da je (w0a
2ad)# = adw−1

0 . Spektralni idempotent ele-
menta w0a

2ad jednak je (w0a
2ad)π = p− (w0a

2ad)(adw−1
0 ) = p− aad =

aπ. �

Lema 3.7. Neka je x ∈ Ad i u ∈ A proizvoǉan invertibilan element.
Tada u−1xu ∈ Ad i (u−1xu)d = u−1xdu.

Slede�a lema proxiruje dobro poznat rezultat u vezi sa
Drazinovim inverzom operatora na Hilbertovim prostorima na
uopxteni Drazinov inverz elemenata Banahove algebre (videti [15,
Teorema 1]). Primetimo da se uslov (ii) slede�e leme koja se po-
javǉuje u [15, Teorema 1] mo�e zameniti sa ekvivalentnim uslovom
(iii).

Lema 3.8. Neka je x definisan kao u (2). Tada su slede�a tvr�eǌa
ekvivalentna:

(i) x ∈ Ad i xd = r, gde je

r =

[
ad + adbsdcad −adbsd

−sdcad sd

]
; (3)

(ii) aπbsd = adbsπ, sπcad = sdcaπ i y =

[
aaπ aπb
sπcaπ ssπ

]
∈ Aqnil;

(iii) aπb = bsπ, sπc = caπ i y =

[
aaπ bsπ

caπ ssπ

]
∈ Aqnil.

Dokaz: (i) ⇔ (ii): Lako se proverava da je rxr = r. Kako aπbsd = adbsπ

i sπcad = sdcaπ implicira aπbsdcad = adbsdcaπ, elementarnim
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3 UOPXTENI INVERZI 50

raqunaǌem, dobijamo da va�i xr = rx ako i samo ako je aπbsd =
adbsπ i sπcad = sdcaπ. Sada, mo�emo dobiti

x− x2r =

[
p −adb
0 1− p

]
y

[
p adb
0 1− p

]
i

r(x− x2r) = r

([
p adb
0 1− p

] [
p −adb
0 1− p

]
y

)
= r(y).

Dakle, x− x2r ∈ Aqnil je ekvivalentno sa y ∈ Aqnil.

(ii) ⇔ (iii): Prvo, proverimo da je aπbsd = adbsπ ekvivalentno
sa aπb = bsπ. Ako pomno�imo jednakost aπbsd = adbsπ sa desne
strane sa s i sa leve strane sa a, redom, dobijamo da je aπbsds =
0 i aadbsπ = 0. Odatle, bsds = aadbsds = aadb i

aπb = b− aadb = b− bsds = bsπ.

Sa druge strane, aπb = bsπ implicira (aπb)sd = bsπsd = 0 i
ad(bsπ) = adaπb = 0. Dakle, aπbsd = adbsπ.

Sliqno, dokazujemo da je sπcad = sdcaπ ekvivalentno sa sπc =
caπ. Zakǉuqujemo da (ii) ⇔ (iii). �

Napomena 2. Koriste�i Lemu 3.8, ako je x definisano kao u (2) i r
definisano kao u (3), tada x ∈ A# i x# = r ako i samo ako a ∈ (pAp)#,
s ∈ ((1− p)A(1− p))#, aπb = 0 = bsπ i sπc = 0 = caπ. Ovi rezultati su
poznati za kompleksne matrice [3, Teorema 2] (videti tako�e [12,
Posledica 2.3]). Izraz (3) se naziva uopxtena Banahieviq-Xurova
forma elementa x. Za vixe detaǉa videti [1, 3, 12, 15, 40, 67].

Predstavimo sada formulu za uopxteni Drazinov inverz
blok matrice x u (2) u pogledu na uopxteni Drazinov inverz Xurovog
komplementa s. Proxirujemo [20, Teoremu 7] uopxtavaju�i Drazi-
nov inverz 2× 2 matrice operatora.
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3 UOPXTENI INVERZI 51

Teorema 3.5. Neka je element x definisan kao u (2). Ako je

caπbssd = 0, aaπbssd = 0, ssπc = 0, aπbsπc = bsπcaad = 0,
(4)

tada x ∈ Ad i

xd =

([
0 aπb
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 +

∞∑
n=0

rn+1

[
0 bsπ

caπ dsπ

] [
aaπ bsπ

caπ dsπ

]n)
,

(5)
gde je r definisan kao u (3).

Dokaz: Primetimo da, iz aπ + aad = p i sπ + ssd = 1− p,

x =

[
aaπ bsπ

caπ dsπ

]
+

[
a2ad bssd

caad dssd

]
:= y + z.

Iz adaπ = 0 = sπsd, d = s + cadb, bsπcad = (bsπcaad)ad = 0 i (4),
yz = 0.

Da bismo dokazali y ∈ Aqnil, posmatrajmo

y =

[
aaπ aπbsπ

0 ssπ

]
+

[
0 0

sπcaπ sπcadbsπ

]
+

[
0 aadbsπ

ssdcaπ ssddsπ

]
:= y1 + y2 + y3.

Podsetimo se da ako je u =

[
a1 0
c1 b1

]
, tada je

λ1− u =

[
λp− a1 0
−c1 λ(1− p)− b1

]
i

λ ∈ ρpAp(a1) ∩ ρ(1−p)A(1−p)(b1) ⇒ λ ∈ ρ(u),

tj.
σ(u) ⊆ σpAp(a1) ∪ σ(1−p)A(1−p)(b1).

Kako je aaπ ∈ (pAp)qnil i ssπ ∈ ((1 − p)A(1 − p))qnil, zakǉuqu-
jemo da je y1 ∈ Aqnil. Iz r(sπcadbsπ) = r(bsπcad) = r(0) = 0 i
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σA(s
πcadbsπ) = σ(1−p)A(1−p)(s

πcadbsπ) ∪ {0}(Lema 3.3), y2 ∈ Aqnil.
Mo�emo proveriti da je y1y2 = 0 xto daje y1 + y2 ∈ Aqnil, ko-
risti�i Lemu 3.4. Tako�e, iz Leme 3.4, y23 = 0 (tj. y3 ∈ Anil) i
(y1 + y2)y3 = 0 implicira y ∈ Aqnil.

U ciǉu dokazivaǌa da z ∈ Ad, zapiximo z u obliku

z =

[
a2ad aadbssd

ssdcaad ssddssd

]
+

[
0 aπbssd

sπcaad sπdssd

]
:= z1 + z2.

Proverom dobijamo z1z2 = 0 i z22 = 0. Ako je z1 =

[
Az1 Bz1

Cz1 Dz1

]
,

oznaqimo sa Az1 ≡ a2ad ∈ (pAp)#, (a2ad)# = ad, Sz1 ≡ Dz1 −
Cz1A

#
z1
Bz1 = s2sd ∈ ((1 − p)A(1 − p))# i (s2sd)# = sd. Koriste�i

Lemu 3.8, imamo z1 ∈ Ad i zd1 = r. Daǉe, iz Leme 3.5, z ∈ Ad i
zd = zd1 + z2(z

d
1)

2.

Primeǌuju�i opet Lemu 3.5, zakǉuqujemo da je x ∈ Ad i

xd =
∞∑
n=0

(zd)n+1yn = (1 + z2z
d
1)z

d
1

(
1 +

∞∑
n=0

(zd1)
n+1yn+1

)
.

Tada, primetimo da je zd1 = r = r

[
aad 0
0 ssd

]
=

[
aad 0
0 ssd

]
r,

z2z
d
1 =

[
0 aπb
sπc sπd

] [
aad 0
0 ssd

]
r =

[
0 aπb
sπc sπd

]
r

i

ry = r

[
aad 0
0 ssd

]
y = r

[
aad 0
0 ssd

] [
0 bsπ

caπ dsπ

]
= r

[
0 bsπ

caπ dsπ

]
pa va�i (5). �

Uslovi Teoreme 3.5 su glomazni i komplikovani ali sama
teorema ima dosta korisnih posledica.

Iz Teoreme 3.5, dobijamo slede�u posledicu koja je uopxt-
eǌe [12, Teorema 2.5] za Drazinov inverz kompleksnih matrica.
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Posledica 3.2. Neka je x definisan kao u (2), a ∈ (pAp)# i neka je
s ∈ ((1− p)A(1− p))#. Ako je caπ = 0 i bsπ = 0, tada x ∈ Ad i

xd =

[
p− aπbs#ca# aπbs#

sπca# 1− p

] [
a# + a#bs#ca# −a#bs#

−s#ca# s#

]
.

Ako u Teoremi 3.5 pretpostavimo da je uopxteni Xurov
komplement s invertibilan, tada je sπ = 0 i slede�a posledica
uopxtava [40, Teorema 3.1].

Posledica 3.3. Neka je x definisan kao u (2) i neka je s ∈ ((1 −
p)A(1− p))−1. Ako je caπb = 0 i aaπb = 0, tada x ∈ Ad i

xd =

([
0 aπb
0 0

]
r1 + 1

)
r1

(
1 +

∞∑
n=0

rn+1
1

[
0 0

canaπ 0

])
,

gde je r1 =

[
ad + adbs−1cad −adbs−1

−s−1cad s−1

]
.

U slede�em rezultatu uvodimo drugaqiji izraz za uopxteni
Drazinov inverz elementa x koji ukǉuquje invertibilan element
w0 = p+ adbsπcad.

Teorema 3.6. Neka je x definisan kao u (2). Ako je

aaπ − aπbsdcaπ = 0, sπcaπ = 0, caπb = 0, aπbsπ = 0, ssπc = 0 = bssπ

(6)
i w0 = p+ adbsπcad je invertibilan, tada x ∈ Ad i

xd =

([
0 aπb
sπc sπd

]
r + 1

)
wrw

(
1 + r

[
0 bsπ

caπ dsπ

])
, (7)

gde je r definisan kao u (3) i w =

[
w−1

0 0
0 1− p

]
.
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Dokaz: Prvo, primetimo da je u =

[
p adb
sdc (1− p) + sdcadb

]
invert-

ibilan u A i ǌegov inverz je u−1 =

[
p+ adbsdc −adb

−sdc 1− p

]
.

Oznaqimo sa X = uxu−1, pa imamo da je

X =

[
A B
C D

]
= uxu−1

=

[
p adb
sdc (1− p) + sdcadb

] [
a b
c d

] [
p+ adbsdc −adb

−sdc (1− p)

]
=

[
a− aπbsdc+ adbsπc aπb+ adbs

sπc+ sdc(a− aπbsdc+ adbsπc) s+ sdc(aπb+ adbs)

]
.

Prvi i tre�i uslov iz (6) daju nam jednakosti caaπ = 0 i
aaπb = 0. Drugi uslov implicira sπcaad = sπc.

Primeǌuju�i ove jednakosti zajedno sa a = aaπ + a2ad imamo

A = a− aπbsdc+ adbsπc = w0a
2ad + aaπ − aπbsdc,

B = aπb+ adbs,
C = sπc+ sdc(a− aπbsdc+ adbsπc) = sπc+ sdcw0a

2ad,
D = s+ sdc(aπb+ adbs) = s+ sdcadbs.

Iz Leme 3.6, imamo w0a
2ad ∈ (pAp)#, (w0a

2ad)# = adw−1
0 i (wa2ad)π =

aπ. Daǉe,

(aaπ − aπbsdc)2 = (aaπ − aπbsdcaπ)a− aaπbsdc+ aπbsdcaπbsdc = 0

implicira (aaπ − aπbsdc) ∈ (pAp)nil ⊆ (pAp)qnil i va�i

w0a
2ad(aaπ − aπbsdc) = 0.

Primeǌuju�i Lemu 3.5 (ii), zakǉuqujemo da je A ∈ (pAp)d i

Ad = (w0a
2ad)# + (aaπ − aπbsdc)((w0a

2ad)#)2

= (p− aπbsdcadw−1
0 )adw−1

0
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Kako iz w0aa
d = aadw0 sledi (w0a

2ad)(adw−1
0 ) = aad i va�i adw−1

0 aπ =
(w0a

2ad)#(w0a
2ad)π = 0, imamo

Aπ = p− AAd

= p− (w0a
2ad + aaπ − aπbsdc)(p− aπbsdcadw−1

0 )adw−1
0

= p− w0a
2adadw−1

0 − aaπadw−1
0 + aπbsdcadw−1

0

+ w0a
2adaπbsdcadw−1

0 adw−1
0 + aaπbsdcadw−1

0 adw−1
0

− aπbsdcaπbsdcadw−1
0 adw−1

0

= aπ + aπbsdcadw−1
0 .

Primetimo da je AAπ = 0. Dakle, Ad = A#.

Sada,

S = D − CA#B = s+ sdcadbs

− (sπc+ sdcw0a
2ad)(p− aπbsdcadw−1

0 )adw−1
0 (aπb+ adbs)

= s+ sdcadbs− (sπc+ sdcw0a
2ad)adw−1

0 adbs

= s+ sdcadbs− sπcadw−1
0 adbs− sdcw0a

2adadw−1
0 adbs

= s− sπcadw−1
0 adbs.

Kako je

s ∈ ((1− p)A(1− p))d, (sπcadw−1
0 adbs)2 = 0, s(sπcadw−1

0 adbs) = 0,

primeǌuju�i Lemu 3.5 (ii), imamo da je S ∈ ((1− p)A(1− p))d i

Sd = sd − sπcadw−1
0 adbsd.

Tada,
Sπ = (1− p)− SSd = sπ + sπcadw−1

0 adbssd.

Slede�e jednakosti va�e

CAπ = 0, BSπ = 0, AAπ = 0, SSπC = 0,
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xto implicira da X zadovoǉava uslove (4) Teoreme 3.5. Ko-
riste�i ovu teoremu, zakǉuqujemo da X ∈ Ad i

Xd =

([
0 AπB

SπC SπD

]
R + 1

)
R,

gde je

R =

[
A# + A#BSdCA# −A#BSd

−SdCA# Sd

]

Tada, primeǌuju�i Lemu 3.7 na x = u−1Xu, imamo

xd = u−1Xdu = u−1

([
0 AπB

SπC SπD

]
R + 1

)
Ru.

Primetimo da

Ru =

[
A# 0
0 Sd

] [
p+BSdCA# −BSd

−CA# (1− p)

] [
p adb
sdc (1− p) + sdcadb

]
.

Kako je[
p+BSdCA# −BSd

−CA# (1− p)

] [
p adb
sdc (1− p) + sdcadb

]
=

=

[
p+ aπb(sd)2caad + adbsdcaad −aπbsd − adbssd

−sπcadw−1
0 − sdcaad (1− p)

] [
p adb
sdc (1− p) + sdcadb

]
=

[
p− aπb(sd)2caπ − adbsdcaπ adbsπ − aπbsd

−sπcadw−1
0 + sdcaπ (1− p)− sπcadw−1

0 adb

]
,

imamo

Ru =

[
A# 0
0 Sd

] [
p− aπb(sd)2caπ − adbsdcaπ adbsπ − aπbsd

−sπcadw−1
0 + sdcaπ (1− p)− sπcadw−1

0 adb

]
=

[
A# 0
0 Sd

] [
p− adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ (1− p)

]
+

[
A# 0
0 Sd

] [
−aπb(sd)2caπ −aπbsd

−sπcadw−1
0 −sπcadw−1

0 adb

]
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=

[
A# 0
0 Sd

](
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])
+

[
(p− aπbsdcadw−1

0 )adw−1
0 0

0 ((1− p)− sπcadw−1
0 adb)sd

]
×

[
−aπb(sd)2caπ −aπbsd

−sπcadw−1
0 −sπcadw−1

0 adb

]
=

[
A# 0
0 Sd

](
1 +

[
ad + adbsdcad −adbsd

−sdcad sd

] [
0 bsπ

caπ dsπ

])
+

[
0 0
0 0

]
=

[
A# 0
0 Sd

](
1 + r

[
0 bsπ

caπ dsπ

])

Mo�emo zapisati[
A# 0
0 Sd

]
=

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

]
×

[
ad 0
0 sd

] [
w−1

0 0
0 (1− p)

]
=

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

] [
ad 0
0 sd

]
w.

Odatle,

Ru =

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

] [
ad 0
0 sd

]
w

×
(
1 + r

[
0 bsπ

caπ dsπ

])

Oznaqimo sa M = w

(
1 + r

[
0 bsπ

caπ dsπ

])
. Primetimo da je

r

[
a 0
0 s

] [
ad 0
0 sd

]
= r.

Koriste�i jednakost adw−1
0 (p+ adbsdcada) = adw−1

0 (ad + adbsdcad)a,
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imamo

xd = u−1

([
0 AπB

SπC SπD

]
R + 1

)
×

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

] [
ad 0
0 sd

]
M

= u−1

[
p− AπBSdCA# AπBSd

SπCA# (1− p)

]
×

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

] [
ad 0
0 sd

]
M

= u−1

×
[
p− aπb(sd)2caad − aπbsdcadw−1

0 adbsdcaad aπbsd + aπbsdcadw−1
0 adbssd

sπcadw−1
0 (ad + adbsdcad)a (1− p)

]
×

[
p− aπbsdcadw−1

0 0
0 (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

] [
ad 0
0 sd

]
M

= u−1

×
[
p− aπb(sd)2caad − aπbsdcadw−1

0 (ad + adbsdcad)a aπbsd + aπbsdcadw−1
0 adbssd

sπcadw−1
0 (ad + adbsdcad)a (1− p)− sπcadw−1

0 adbssd

]
×

[
ad 0
0 sd

]
M

= u−1

(
1 +

[
−aπbsdcadw−1

0 aπbsd

sπcadw−1
0 0

] [
(ad + adbsdcad)a −adbsds

−sdcada sds

])
×

[
ad 0
0 sd

]
M

= u−1

(
1 +

[
−aπbsdcad aπbsd

sπcad 0

] [
w−1

0 0
0 (1− p)

]
r

[
a 0
0 s

])
×

[
ad 0
0 sd

]
M
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=

([
p+ adbsdc −adb

−sdc (1− p)

] [
ad 0
0 sd

]
+ u−1

[
0 aπb
sπc sπd

]
r

[
w−1

0 0
0 (1− p)

]
r

[
a 0
0 s

] [
ad 0
0 sd

])
M

=

(
r +

[
p+ adbsdc −adb

−sdc (1− p)

] [
0 aπb
sπc sπd

]
rwr

)
M

=

([
w0 0
0 (1− p)

]
+

([
adbsdc −adb
−sdc 0

]
+ 1

)[
0 aπb
sπc sπd

]
r

)
wrM

=

([
w0 0
0 (1− p)

]
+

[
−adbsπc −adbsπd

0 0

]
r +

[
0 aπb
sπc sπd

]
r

)
wrM

=

([
p+ adbsπcad 0

0 (1− p)

]
+

[
−adbsπcad 0

0 0

]
+

[
0 aπb
sπc sπd

]
r

)
wrM

=

(
1 +

[
0 aπb
sπc sπd

]
r

)
wrM.

Zameǌuju�i M , dobijamo (7). �

Ako je s ∈ ((1− p)A(1− p))# u Teoremi 3.6, tada je ssπ = 0 i
dobijamo kao specijalan sluqaj [20, Teorema 9].

Ako je s ∈ ((1−p)A(1−p))−1 u Teoremi 3.6, dobijamo slede�u
posledicu.

Posledica 3.4. Neka je x definisano kao u (2) i neka je s ∈ ((1 −
p)A(1− p))−1. Ako aaπ − aπbs−1caπ = 0 i caπb = 0, tada x ∈ Ad i

xd =

([
0 aπb
0 0

]
r1 + 1

)
r1

(
1 + r1

[
0 0
caπ 0

])
,

gde je r1 definisano kao u Posledici 3.3.

U slede�oj teoremi, da�emo reprezentaciju xd pod uslovima
aπb = 0 i sπcaad = 0.
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Teorema 3.7. Neka je x definisano kao u (2). Ako je aπb = 0 i
sπcaad = 0, tada x ∈ Ad i

xd =
∞∑
n=0

rn+1

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])[
aaπ 0
sπc sπs

]n
, (8)

gde je r definisano kao u (3).

Dokaz: Iz pretpostavki aπb = 0 i sπcaad = 0, va�i sπcad = 0 i pixemo

x =

[
aaπ aπb
sπc sπd

]
+

[
a2ad aadb
ssdc ssdd

]
=

[
aaπ 0
sπc sπs

]
+

[
a2ad aadb
ssdc ssdd

]
:= y + z.

Sada, dobijamo da yz = 0 i y ∈ Aqnil, jer je aaπ ∈ (pAp)qnil i
ssπ ∈ ((1− p)A(1− p))qnil.

Da bismo dokazali z ∈ Ad, primetimo da je

z =

[
a2ad aadbssd

ssdcaad ssddssd

]
+

[
0 aadbsπ

ssdcaπ ssddsπ

]
:= z1 + z2.

Iz Leme 3.8, imamo da je z1 ∈ Ad i zd1 = r. Kako je z2z1 = 0 i
z22 = 0, iz Leme 3.5(i), z ∈ Ad i zd = zd1 + (zd1)

2z2 = r + r2z2.

Odatle, koriste�i Lemu 3.5(i), x ∈ Ad i xd =
∞∑
n=0

rn+1(1 + rz2)y
n

xto dokazuje (8). �

Tako�e, mo�emo izvesti slede�i izraz za uopxteni Drazi-
nov inverz blok matrice x.

Teorema 3.8. Neka je x definisano kao u (2). Ako je aπb = 0 = bsπ i
sπscaad = 0, tada je x ∈ Ad i

xd =

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 +

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])
, (9)

gde je r definisano kao u (3).
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Dokaz: Na sliqan naqin kao u dokazu Teoreme 3.5, koriste�i slede�u
dekompoziciju

x =

[
aaπ 0
caπ ssπ

]
+

[
a2ad bssd

caad dssd

]
:= y + z,

dobijamo tra�eno tvr�eǌe. �

Koriste�i Teoremu 3.7, dobijamo potrebne i dovoǉne uslove
za egzistenciju i izraz grupnog inverza elementa x. Slede�i re-
zultat uopxtava[20, Teorema 12] i [12, Teorema 2.2].

Teorema 3.9. Neka je x definisano kao u (2). Pretpostavimo da je
aπb = 0 i sπcaad = 0. Tada

x ∈ A# ako i samo ako a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1− p)A(1− p))# i sπcaπ = 0.

Daǉe, ako je a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1− p)A(1− p))#, aπb = 0 i sπc = 0, tada

x# =

[
a# + a#bs#ca# −a#bs#

−s#ca# s#

] [
p− a#bs#caπ a#bsπ

s#caπ 1− p

]
. (10)

Dokaz: Ako je x ∈ A#, iz Teoreme 3.7, x# je jednako desnoj strani

izraza (8). Kako je xr2 = (xr)r =

[
aad 0
0 ssd

]
r = r, tada je

x2x# = x2r

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])
+

[
aad 0
0 ssd

](
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])[
aaπ 0
sπc sπs

]
+

∞∑
n=2

rn−1

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])[
aaπ 0
sπc sπs

]n
:= I1 + I2 + I3.
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Iz jednakosti x − x2x# = 0 dobijamo I3 = x − I1 − I2. Sada
primetimo da je

x# = r

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])
+ r2

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])[
aaπ 0
sπc sπs

]
+ r2I3

= r

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])
+ r2(x− I1)

= r

(
1 +

[
−adbsdcaπ adbsπ

sdcaπ 0

])
.

Dakle,

x2x# =

[
a2ad + aπbsdcaπ aadbsπ + bssd

caad + ssdcaπ cadb+ s2sd

]
=

[
a2ad bsπ + bssd

ssdcaad + ssdcaπ d− s+ s2sd

]
=

[
a2ad b
ssdc d− s+ s2sd

]
i x2x# = x implicira a2ad = a, s2sd = s i ssdc = c. Odatle,
a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1− p)A(1− p))# i sπcaπ = caπ − caπ = 0.

Pretpostavimo da je a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1−p)A(1−p))# i sπcaπ = 0.
Tada je sπc = sπcaπ + sπcaa# = 0. Oznaqimo sa u desnu stranu u
izrazu (10). Koriste�i Teoremu 3.7, dobijamo da je x ∈ Ad i
xd = u. Mo�e se dokazati da je xxdx = xux = x xto implicira
da je x ∈ A# i x# = u. �

Primeǌuju�i Teoremu 3.8, dokazujemo slede�i rezultat na
grupni inverz x# koji je proxireǌe [20, Teorema 13].

Teorema 3.10. Neka je x definisano kao u (2). Ako je aπb = 0 = bsπ

i sπscaad = 0, tada je

x ∈ A# ako i samo ako a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1− p)A(1− p))# i sπcaπ = 0.
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Daǉe, ako je a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1−p)A(1−p))#, aπb = 0 = bsπ i sπcaπ = 0,
tada je

x# =

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 + r

[
0 0
caπ 0

])
, (11)

gde je r definisano kao u (3).

Dokaz: Neka je x ∈ A#. Koriste�i Teoremu 3.8 imamo da je x# jed-

nako desnoj strani u izrazu (9). Iz
[

0 0
canaπ 0

]
x =

[
0 0

can+1aπ 0

]
,

dobijamo

x#x =

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
x+

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

can+1aπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)(
rx+

∞∑
n=1

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)(
rx− r

[
0 0
caπ 0

]
+

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)(
r

[
a b

caad d

]
+

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)([
aad 0
0 ssd

]
+

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])
.

Primetimo da x

[
0 0
sπc sπd

]
r = x

[
0 0

sπcad 0

]
= 0 daje

x = x2x# = xx#x = x

[
aad 0
0 ssd

]
+ x

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

]
.

Dakle x
∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

]
= x − x

[
aad 0
0 ssd

]
= x

[
aπ 0
0 sπ

]
.
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Iz ove jednakosti i jednakosti rxr = r, dobijamo

x# =

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 +

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 + rx

∞∑
n=0

rn+1

[
0 0

canaπ 0

])

=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 + rx

[
aπ 0
0 sπ

])
=

([
0 0
sπc sπd

]
r + 1

)
r

(
1 + r

[
aaπ 0
caπ ssπ

])

impliciraju�i

x2x# = x2r

(
1 + r

[
aaπ 0
caπ ssπ

])
= x

[
aad 0
sπcad ssd

](
1 +

[
−adbsdcaπ 0

sdcaπ 0

])
=

[
a2ad bssd

caad dssd

](
1 +

[
−adbsdcaπ 0

sdcaπ 0

])
=

[
a2ad bssd

caad dssd

]
+

[
−aadbsdcaπ + bsdcaπ 0
−cadbsdcaπ + dsdcaπ 0

]
=

[
a2ad bssd

caad dssd

]
+

[
0 0

ssdcaπ 0

]
=

[
a2ad b

c− sπcaπ d− ssπ

]
.

Iz razloga xto je x2x# = x, zakǉuqujemo da je a2ad = a, ssπ = 0
i sπcaπ = 0 xto dokazuje a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1 − p)A(1 − p))# i
sπcaπ = 0.

Pretpostavimo da je a ∈ (pAp)#, s ∈ ((1−p)A(1−p))# i sπcaπ = 0.
Odatle va�i anaπ = 0 za svako n ≥ 1. Ako oznaqimo sa v desnu
stranu u jednakosti (11), iz Teoreme 3.8, va�i x ∈ Ad i xd = v.
Kako je xxdx = xrx = x, tada je x ∈ A# i x# = v. �
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U skorijoj proxlosti, prouqavani su EP elementi Banahove
algebre. Drugim reqima, elementi algebre takvi da komutiraju sa
svojim Mur-Penrozovim inverzom [55]. Deluje kao zanimǉiv prob-
lem na�i izraz za EP blok matrice.

Predstavimo sada rezultate iz jox uvek neobjavǉenog rada
[45].

U slede�oj lemi, predstavi�emo potrebne i dovoǉne uslove

za koje element x =

[
a b
c d

]
Banahove algebre ima uopxteni Drazi-

nov inverz sa uopxtenom Banahieviq-Xurovom formom. Odatle
dobijamo skoraxǌi rezultat u vezi sa Drazinovim inverzom ope-
ratora na Hilbertovim prostorima (videti [15, Posledica 3]).

Lema 3.9. Neka je x =

[
a b
c d

]
∈ A u odnosu na idempotent p ∈ A,

a ∈ (pAp)# i neka je s = d− ca#b ∈ ((1−p)A(1−p))# uopxteni Xurov
komplement elementa a u x. Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(i) x ∈ Ad i

xd =

[
a# + a#bs#ca# −a#bs#

−s#ca# s#

]
; (12)

(ii) aπbs# = a#bsπ, sπca# = s#caπ i z =

[
0 bsπ

caπ 0

]
∈ Aqnil;

(iii) aπb = bsπ, sπc = caπ i z =

[
0 aπb
sπc 0

]
∈ Aqnil.

Dokaz: (i) ⇔ (ii): Ako desnu stranu u jednakosti (12) oznaqimo sa
y, tada dobijamo

xy =

[
aa# − aπbs#ca# aπbs#

sπca# ss#

]
,

yx =

[
a#a− a#bs#caπ a#bsπ

s#caπ s#s

]
.
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Dakle, xy = yx ako i samo ako je aπbs# = a#bsπ i sπca# = s#caπ,
zato xto ove jednakosti povlaqe (aπbs#)ca# = a#b(sπca#) = a#bs#caπ.
Daǉe, mo�emo proveriti da je yxy = y. Koriste�i s = d−ca#b,
aπbs# = a#bsπ i sπca# = s#caπ, imamo

x− x2y =

[
−bs#caπ bsπ

caπ 0

]
.

Iz a#bsπ = aπbs# = (p − aa#)bs# = bs# − aa#bs#, dobijamo bs# =
a#bsπ + aa#bs# xto daje caπbs# = 0 = bs#caπbs# i

x− x2y =

[
p −bs#

0 1− p

]
z

[
p bs#

0 1− p

]
.

Kako je r(x − x2y) = r

([
p bs#

0 1− p

] [
p −bs#

0 1− p

]
z

)
= r(z), za-

kǉuqujemo da je x− x2y ∈ Aqnil ekvivalentno sa z ∈ Aqnil.

(ii) ⇔ (iii): Doka�imo da je aπbs# = a#bsπ ekvivalentno sa aπb =
bsπ. Zaista, mno�eǌem aπbs# = a#bsπ sa desne strane sa s i
sa leve strane sa a, redom, dobijamo aπbs#s = 0 i aa#bsπ = 0.
Odatle, bs#s = aa#bs#s = aa#b i

aπb = b− aa#b = b− bs#s = bsπ.

S druge strane, ako je aπb = bsπ, tada je (aπb)s# = bsπs# = 0 i
a#(bsπ) = a#aπb = 0, tj. aπbs# = a#bsπ.

Analogno, mo�emo proveriti da je sπca# = s#caπ ekvivalentno
sa sπc = caπ. Dakle, ekvivalencija (ii) ⇔ (iii) va�i. �

Iz Leme 3.9 sledi posledica koja dokazuje [3, Teorema 2].

Posledica 3.5. Neka je x =

[
a b
c d

]
∈ A u odnosu na idempotent

p ∈ A, a ∈ (pAp)# i neka je s = d− ca#b ∈ ((1− p)A(1− p))# uopxteni
Xurov komplement elementa a u x. Tada x ∈ A# i

x# =

[
a# + a#bs#ca# −a#bs#

−s#ca# s#

]
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ako i samo ako
aπb = 0 = bsπ, sπc = 0 = caπ.

Sada, proxirujemo dobro poznat rezultat u vezi sa Drazi-
novim inverzom kompleksnih matrica na uopxteni Drazinov inverz
elemenata Banahove algebre (videti [17, Teorema 3.5]).

Teorema 3.11. Neka je

x =

[
a b
c 0

]
∈ A (13)

u odnosu na idempotent p ∈ A, a ∈ (pAp)d i neka je s = −cadb ∈
((1− p)A(1− p))d. Ako je

ssdcaπb = 0, ssdcaπa = 0, aadbsπc = 0, bsπcaπ = 0, (14)

tada x ∈ Ad i

xd =

(
r +

+∞∑
n=0

[
aaπ aπbsπ

sπcaπ 0

]n [
0 aπbssd

sπcaad 0

]
rn+2

)

×
(
1 + r

[
0 aadbsπ

ssdcaπ 0

])
, (15)

gde je

r =

[
ad + adbsdcad −adbsd

−sdcad sd

]
. (16)

Dokaz: Primeǌuju�i jednakosti aad+aπ = p i ssd+sπ = 1−p, imamo

x =

[
a2ad aadb
ssdc 0

]
+

[
aaπ aπb
sπc 0

]
:= u+ v.

Jednakosti adaπ = 0 i (14) daju uv = 0.

Najpre doka�imo da je u ∈ Ad. Ako zapixemo

u =

[
a2ad aadbssd

ssdcaad 0

]
+

[
0 aadbsπ

ssdcaπ 0

]
:= u1 + u2,
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mo�emo dobiti u2u1 = 0 i u2
2 = 0.

Neka je Au1 ≡ a2ad, Bu1 ≡ aadbssd, Cu1 ≡ ssdcaad i Du1 ≡ 0. Tada

u1 =

[
Au1 Bu1

Cu1 Du1

]
i (a2ad)# = ad, Au1 ∈ (pAp)#. Tako�e, iz s =

−cadb sledi Su1 ≡ Du1 − Cu1A
#
u1
Bu1 = s2sd ∈ ((1 − p)A(1 − p))# i

(s2sd)# = sd. Zbog toga Aπ
u1
Bu1S

#
u1

= 0 = A#
u1
Bu1S

π
u1
, Sπ

u1
Cu1A

#
u1

=

0 = S#
u1
Cu1A

π
u1

i
[

0 Bu1S
π
u1

Cu1A
π
u1

0

]
= 0 ∈ Aqnil. Iz Leme 3.9

primetimo da u1 ∈ Ad i

ud
1 =

[
A#

u1
+ A#

u1
Bu1S

#
u1
Cu1A

#
u1

−A#
u1
Bu1S

#
u1

−S#
u1
Cu1A

#
u1

S#
u1

]
= r.

Koriste�i Lemu 3.5(i) va�i u ∈ Ad i ud = ud
1+(ud

1)
2u2 = r+ r2u2.

Da bismo dokazali da je v ∈ Aqnil posmatrajmo

v =

[
aaπ aπbsπ

0 0

]
+

[
0 0

sπcaπ 0

]
+

[
0 aπbssd

sπcaad 0

]
:= v1 + v2 + v3.

Ako je z =

[
m t
0 n

]
, tada λ1−z =

[
λp−m −t

0 λ(1− p)− n

]
. Oda-

tle
λ ∈ ρpAp(m) ∩ ρ(1−p)A(1−p)(n) ⇒ λ ∈ ρ(z),

tj.
σ(z) ⊆ σpAp(m) ∪ σ(1−p)A(1−p)(n).

Primetimo da iz aaπ ∈ (pAp)qnil sledi v1 ∈ Aqnil. Mo�e se
proveriti da je v1v2 = 0 i v22 = 0, tj. v2 ∈ Anil. Sada, iz
Leme 3.4 imamo v1 + v2 ∈ Aqnil. Koriste�i opet Lemu 3.4 iz
v23 = 0 i v3(v1 + v2) = 0 zakǉuqujemo da je v ∈ Aqnil.

Primeǌuju�i Lemu 3.5(ii) zakǉuqujemo da je x ∈ Ad i

xd =

(
1 +

+∞∑
n=0

vn+1(ud)n+2

)
ud =

(
1 +

+∞∑
n=0

vn+1(ud)n+2

)
r(1 + ru2).
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Kako je u2r = u2u
d
1 = (u2u1)(u

d
1)

2 = 0, tada (ud)n+2 = (r+ r2u2)
n+2 =

rn+2(1+ru2). Iz r =
[
aad 0
0 ssd

]
r, dobijamo vr = v

[
aad 0
0 ssd

]
r =[

0 aπbssd

sπcaad 0

]
. Iz vn+1 = (v1+ v2)

nv imamo vn+1(ud)n+2 = (v1+

v2)
n

[
0 aπbssd

sπcaad 0

]
rn+1(1 + ru2). Opet primeǌuju�i u2r = 0

dobijamo (15). �

Iz Teoreme 3.11, dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 3.6. Neka je x definisan kao u (13), a ∈ (pAp)d i neka je
r definisano kao u (16).

(1) Ako je caπ = 0 i uopxteni Xurov komplement s = −cadb je
invertibilan, tada je x ∈ Ad i

xd = r +
+∞∑
n=0

[
aaπ 0
0 0

]n [
0 aπb
0 0

]
rn+2.

(2) Ako je caπ = 0, aπb = 0 i uopxteni Xurov komplement s = −cadb
je invertibilan, tada je x ∈ Ad i

xd =

[
ad + adbs−1cad −adbs−1

−s−1cad s−1

]
.

(3) Ako je caπb = 0, caπa = 0 i uopxteni Xurov komplement s =
−cadb je invertibilan, tada je x ∈ Ad i

xd =

(
r +

+∞∑
n=0

[
0 anaπb
0 0

]
rn+2

)(
1 + r

[
0 0
caπ 0

])
.

U slede�im teoremama, pretpostavǉamo da je s = −cadb ima
uopxteni Drazinov inverz i dokazujemo reprezentacije uopxtenog
Drazinovog inverza anti-trougaone blok matrice.

Nekoliko rezultata iz [16] su proxireni.
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Teorema 3.12. Neka je x definisano kao u (13), a ∈ (pAp)d i neka je
s = −cadb ∈ ((1 − p)A(1 − p))d. Ako je bcaπ = 0 i aadbsπ = 0, tada je
x ∈ Ad i

xd =
+∞∑
n=0

[
aaπ aπb
caπ 0

]n(
1 +

[
0 0
sπc 0

]
r

)
rn+1, (17)

gde je r definisano kao u (16).

Dokaz: Mo�emo pisati

x =

[
a2ad aadb
caad 0

]
+

[
aaπ aπb
caπ 0

]
:= y + q.

Dobijamo yq = 0 pod pretpostavkom bcaπ = 0.

U ciǉu dokazivaǌa y ∈ Ad primetimo da

y =

[
a2ad aadbssd

ssdcaad 0

]
+

[
0 aadbsπ

sπcaad 0

]
=

[
a2ad aadbssd

ssdcaad 0

]
+

[
0 0

sπcaad 0

]
:= y1 + y2,

y1y2 = 0 i y22 = 0. Koriste�i Lemu 3.9, imamo da je y1 ∈ Ad i
yd1 = r. Iz Leme 3.5(ii), y ∈ Ad i yd = yd1 + y2(y

d
1)

2 = r + y2r
2.

Daǉe, proverimo da je q ∈ Aqnil. Neka je

q =

[
aaπ aπb
0 0

]
+

[
0 0
caπ 0

]
:= q1 + q2.

Odatle zakǉuqujemo da q1 ∈ Aqnil i q2 ∈ Anil, jer je aaπ ∈ (pAp)qnil

i q22 = 0. Kako je q1q2 = 0, iz Leme 3.4 imamo q ∈ Aqnil.

Primeǌuju�i Lemu 3.5(ii) imamo da je x ∈ Ad i

xd =
+∞∑
n=0

qn(yd)n+1 =
+∞∑
n=0

qn(1 + y2r)r
n+1.

Jednakost r =

[
aad 0
0 ssd

]
r daje y2r =

[
0 0
sπc 0

]
r xto povlaqi

(17). �
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Zameǌuju�i pretpostavku aadbsπ = 0 sa sπcaad = 0 u Teoremi
3.12, dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 3.13. Neka je x definisano kao u (13), a ∈ (pAp)d i neka je
s = −cadb ∈ ((1 − p)A(1 − p))d. Ako je bcaπ = 0 i sπcaad = 0, tada je
x ∈ Ad i

xd =
+∞∑
n=0

[
aaπ aπb
caπ 0

]n
rn+1

(
1 + r

[
0 bsπ

0 0

])
, (18)

gde je r definisano na isti naqin kao u (16).

Dokaz: Na sliqan naqin kao i u dokazu Teoreme 3.12, koriste�i

y =

[
a2ad aadbssd

ssdcaad 0

]
+

[
0 aadbsπ

0 0

]
:= y1 + y2

i y2y1 = 0 dokazujemo i ovu teoremu. �

Ako je s = −cadb ∈ ((1− p)A(1− p))−1 i s′ = −s, tada je sπ = 0
i (s′)−1 = −s−1. Kao specijalan sluqaj Teoreme 3.12 (ili Teoreme
3.13), dobijamo slede�i rezultat koji kao posledicu dokazuje i [16,
Teorema 3.1] za ograniqene linearne operatore na Banahovim pro-
storima.

Posledica 3.7. Neka je x definisan kao u (13), a ∈ (pAp)d i neka je
s′ = cadb ∈ ((1− p)A(1− p))−1. Ako je bcaπ = 0, tada je x ∈ Ad i

xd =
+∞∑
n=0

[
aaπ aπb
caπ 0

]n
tn+1,

gde je t =

[
ad − adb(s′)−1cad adb(s′)−1

(s′)−1cad −(s′)−1

]
.

U slede�em rezultatu su istra�ivani dovoǉni uslovi pod
kojima je uopxteni Drazinov inverz xd predstavǉen kao u (17) ili
(18).
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Teorema 3.14. Neka je x definisan kao u (2), a ∈ (pAp)d i neka je
s = −cadb ∈ ((1 − p)A(1 − p))d. Pretpostavimo da je aadbcaπ = 0 i
caπb = 0.

(1) Ako je aadbsπ = 0 i (aaπb = 0 ili caaπ = 0), tada je x ∈ Ad i
zadovoǉeno je (17),

(2) Ako je sπcaad = 0 i (aaπb = 0 ili caaπ = 0), tada je x ∈ Ad i
zadovoǉeno je (18).

Dokaz: Ovaj rezultat mo�e biti dokazan sliqno kao i Teorema 3.12
i Teorema 3.13, primeǌuju�i q2q1 = 0 kada je caaπ = 0 i dekom-
poziciju

q =

[
aaπ 0
caπ 0

]
+

[
0 aπb
0 0

]
kada aaπb = 0. �

Napomena 3. U prethodnoj teoremi, ako je cadb ∈ ((1 − p)A(1 − p))−1,
tada imamo kao specijalni sluqaj [16, Teorema 3.2] za operatore na
Banahovim prostorima

Slede�i rezultat je poznat za kompleksne matrice (videti
[53]).

Lema 3.10. Neka je x =

[
a b
c d

]
∈ A u odnosu na idempotent p ∈ A,

a ∈ (pAp)d i neka je w = aad + adbcad takav da je aw ∈ (pAp)d. Ako je
caπ = 0, aπb = 0 i uopxteni Xurov komplement s = d− cadb je jednak
nuli, tada je

xd =

[
p 0
cad 0

] [
[(aω)d]2a 0

0 0

] [
p adb
0 0

]
. (19)
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Dokaz: Oznaqimo sa y desnu stranu u jednakosti (19). Tada dobi-
jamo

xy =

[
(a+ bcad)[(aω)d]2a (a+ bcad)[(aω)d]2b
(c+ dcad)[(aω)d]2a (c+ dcad)[(aω)d]2b

]
,

yx =

[
[(aω)d]2(a2 + bc) [(aω)d]2(ab+ bd)

cad[(aω)d]2(a2 + bc) cad[(aω)d]2(ab+ bd)

]
.

Iz caπ = 0 i aπb = 0 zakǉuqujemo da a + bcad komutira sa aω.
Zaista,

(a+ bcad)(aω) = (a2 + bcada)(aad + adbcad) = (a2 + aadbc)ad(a+ bcad)

= (aω)(a+ bcad).

Kako a+ bcad komutira sa aω, on tako�e komutira i sa (aω)d i
imamo

(a+ bcad)[(aω)d]2a = [(aω)d]2(a+ bcad)a = [(aω)d]2(a2 + bc).

Iz s = 0 imamo c+ dcad = cada+ cadbcad = cad(a+ bcad). Zbog toga

(c+ dcad)[(aω)d]2a = cad(a+ bcad)[(aω)d]2a = cad[(aω)d]2(a2 + bc).

Tako�e, ab+ bd = ab+ bcadb = (a+ bcad)b i dobijamo

(a+ bcad)[(aω)d]2b = [(aω)d]2(ab+ bd)

(c+ dcad)[(aω)d]2b = cad[(aω)d]2(ab+ bd).

Dakle, dokazali smo da je

xy = yx =

[
[(aω)d]2(a+ bcad)a [(aω)d]2(a+ bcad)b

cad[(aω)d]2(a+ bcad)a cad[(aω)d]2(a+ bcad)b

]
.
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Slede�e, mo�emo proveriti da je yxy = y. Zaista, imamo

yxy =

[
[(aω)d]2a [(aω)d]2b

cad[(aω)d]2a cad[(aω)d]2b

]
×

[
[(aω)d]2(a+ bcad)a [(aω)d]2(a+ bcad)b

cad[(aω)d]2(a+ bcad)a cad[(aω)d]2(a+ bcad)b

]
=

[
[(aω)d]4(a+ bcad)2a [(aω)d]4(a+ bcad)2b

cad[(aω)d]4(a+ bcad)2a cad[(aω)d]4(a+ bcad)2b

]
.

Jednakosti a+bcad = a−a2ad+a2ad+bcad = aaπ+aω i aπω = 0 = ωaπ

daju (a+ bcad)2 = a2aπ + (aω)2. Odatle,

(aω)d(a+ bcad)2 = (aω)d(a2aπ + (aω)2)

= [(aω)d]2(aω)aπa2 + (aω)d(aω)2 = (aω)d(aω)2

i [(aω)d]4(a+ bcad)2 = [(aω)d]4(aω)2 = [(aω)d]2 povlaqi

yxy =

[
[(aω)d]2a [(aω)d]2b

cad[(aω)d]2a cad[(aω)d]2b

]
= y.

Dobijamo

x− x2y =

[
(aω)πa (aω)πb

cad(aω)πa cad(aω)πb

]
=

[
p 0
cad 0

] [
(aω)πa (aω)πb

0 0

]
.

Primetimo da iz a + bcad = aaπ + aω, (aω)π(a + bcad) = aaπ +
(aω)(aω)π. Kako je aaπ, (aω)(aω)π ∈ (pAp)qnil i aaπ(aω)(aω)π = 0
pomo�u Leme 3.4, imamo da je aaπ + (aω)(aω)π ∈ (pAp)qnil i
rpAp((aω)

π(a+ bcad)) = 0. Iz

r(x− x2y) = r

([
(aω)πa (aω)πb

0 0

] [
p 0
cad 0

])
= r

([
(aω)π(a+ bcad) 0

0 0

])
= rpAp((aω)

π(a+ bcad)) = 0,

zakǉuqujemo da je x−x2y ∈ Aqnil i time je dokazano da je xd = y.
�
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U slede�oj teoremi, proxirujemo [16, Teorema 3.3 i Teo-
rema 3.4] sa operatora na Banahovim prostorima na elemente Ba-
nahovih algebri.

Teorema 3.15. Neka je x definisan kao u (13), a ∈ (pAp)d i neka
je k = a2ad + aadbcad ∈ (pAp)d. Ako je cadb = 0 i ako va�e neki od
slede�ih uslova:

(1) bcaπ = 0;

(2) aadbcaπ = 0, aaπb = 0 i caπb = 0;

(3) aadbcaπ = 0, caaπ = 0 i caπb = 0;

tada je x ∈ Ad i

xd =
+∞∑
n=0

[
aaπ aπb
caπ 0

]n [
(kd)2a (kd)2b

cad(kd)2a cad(kd)2b

]n+1

. (20)

Dokaz: Da bismo dokazali deo (1) pretpostavimo da je x = y + q,
gde su s i y definisani kao u dokazu Teoreme 3.12. Sledi da
je yq = 0 i q ∈ Aqnil. Primeǌuju�i Lemu 3.10, zakǉuqujemo da
je y ∈ Ad i

yd =

[
p 0
cad 0

] [
(kd)2a2ad 0

0 0

] [
p adb
0 0

]
.

Kako je kaad = k, tada je kdaad = kd i

yd =

[
(kd)2a (kd)2b

cad(kd)2a cad(kd)2b

]
.

Koriste�i Lemu 3.5(ii), zakǉuqujemo da je x ∈ Ad i xd =
+∞∑
n=0

qn(yd)n+1.

Odatle va�i (20).

Delovi (2) i (3) mogu da se provere na sliqan naqin kao u
delu (1) i dokazu Teoreme 3.14. �
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Ako je c = 0 ili b = 0 u Teoremi 3.15, imamo da je k = a2ad ∈
(pAp)d i kd = ad. Kao posledicu Teoreme 3.15, dobijamo slede�i
rezultat.

Posledica 3.8. Neka je x definisan kao u (13) i neka je a ∈ (pAp)d.

(1) Ako je c = 0, tada je x ∈ Ad i

xd =

[
ad (ad)2b
0 0

]
.

(2) Ako je b = 0, tada je x ∈ Ad i

xd =

[
ad 0

c(ad)2 0

]
.
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4 Fredholmova svojstva matrica operatora

E. I. Fredholm je u svom radu [31] iz 1903. godine o klasama
funkcionalnih jednaqina rexavao integralnu jednaqinu, koja je u
ǌegovu qast nazvana Fredholmova integralna jednaqina. Rexavaǌe
ove integralne jednaqine razvilo je Fredholmovu teoriju. Fred-
holmovu integralnu jednaqinu mo�emo zapisati i u operatorskom
obliku:

(I + λK)f = g,

gde je g poznata neprekidna funkcija na [a, b], f nepoznata funkcija
neprekidna na [a, b] i K integralni operator koji je kompaktan na
prostoru C([a, b]). Tada je A = I + λK Fredholmov operator.

Time je Fredholmova teorija data i za operatore u termi-
nima spektralne teorije.

Rad [31] smatra se bitnom prekretnicom u stvaraǌu teorije
operatora. Izme�u ostalog, D. Hilbert je razvio koncept Hilber-
tovih prostora tokom istra�ivaǌa integralnih jednaqina koje je
predstavio Fredholm u svom radu.

4.1 Desni i levi Fredholmov operator M(T,S)

Ovaj odeǉak bavi�e se svojstvima desnih i levih Fredhol-
movih operatora tipa M(T,S). Taqnije, za date operatore A ∈ L(X)
i C ∈ L(Y,X) od interesa nam je da na�emo operatore T ∈ L(X,Y ) i
S ∈ L(Y ) takve da je operator

M(T,S) =

[
A C
T S

]
:

[
X
Y

]
→
[
X
Y

]
desni ili levi Fredholmov operator.
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U tom ciǉu, podsetimo se nekih osobina desnih i levih
Fredholmovih operatora [56].

Operator A ∈ L(X,Y ) je levi Fredholmov operator ako je
α(A) = dimN (A) < ∞ i R(A) je zatvoren i komplementaran u Y .
Skup svih levih Fredholmovih operatora iz prostora X u prostor
Y oznaqavali smo sa Φl(X, Y ). Kao posledicu Teoreme 1.13 poznato
je da va�i A ∈ Φl(X,Y ) ako i samo ako postoje operatori B ∈ L(Y,X)
i F ∈ F(X) takvi da BA = IX + F va�i.

Operator A ∈ L(X,Y ) je desni Fredhomov operator ako je
β(A) = dimY/R(A) < ∞ i N (A) je komplementaran u prostoru X.
Primetimo da ako je A desni Fredholmov operator, tada sledi da
R(A) mora da bude zatvoren i komplementaran potprostor prostora
Y . Skup svih desnih Fredholmovih operatora iz X u Y oznaqavali
smo sa Φr(X, Y ). Kao posledica Teoreme 1.14 poznato je da va�i
A ∈ Φr(X,Y ) ako i samo ako postoji B ∈ L(Y,X) i F ∈ F(Y ) takvi da
AB = IY + F va�i.

Ako je A ∈ Φr(X, Y ) i B ∈ Φr(Y, Z), tada je BA ∈ Φr(X,Z).
Sliqan rezultat va�i i za klasu Φl. Skup svih Fredholmovih ope-
ratora definisali smo kao Φ(X, Y ) = Φr(X, Y ) ∩ Φl(X,Y ).

Kako su operatori sa zatvorenom slikom uvek kompaktni,
kao posledicu Leme 1.2 dobijamo da va�i slede�a lema.

Lema 4.1. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka su dati opera-
tori A ∈ Φr(X, Y ) i P ∈ F(X, Y ). Tada A + P ∈ Φr(X, Y ). Analogan
rezultat va�i i za klase operatora Φl i Φ.

Slede�a lema nam je potrebna.

Lema 4.2. Neka su M1,M2 i N vektorski potprostori vektorskog
prostora X. Ako M1 ⊆ M2, tada dimM1/(M1 ∩N) ≤ dimM2/(M2 ∩N).
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Osobine desnih, odnosno levih, Fredholmovih operatora
mogu da se na�u u [38] i [56].

Va�nost i primena matrica operatora mo�e se videti u
radovima [21], [29], [30], [32], [35], [43], [48] i [69]. U ovom odeǉku
bi�e izlo�eni rezultati iz zajedniqkog rada sa D.S. �or�evi�em
[23] koji su povezani sa istra�ivaǌem u radovima [32] i [43], gde
su ispitivane leva i desna invertibilnost operatora M(T,S).

4.1.1 Desni Fredholmov operator
Posmatrajmo desna Fredholmova svojstva operatora M(T,S).

Teorema 4.1. Neka su dati operatori A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X).
Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

(a) [A C] ∈ Φr(X ⊕ Y,X) \ Φ(X ⊕ Y,X) i postoji operator J ∈
Φl(Y,N ([A C]) \ Φ(Y,N ([A C])).

(b) M(T,S) ∈ Φr(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ) za neke operatore T ∈ L(X,Y ) i
S ∈ L(Y ).

Dokaz: (a) =⇒ (b): Neka je [A C] ∈ Φr(X⊕Y,X)\Φ(X⊕Y,X). Odatle
sledi da je N ([A C]) beskonaqno dimenzionalan.

Po pretpostavci teoreme, postoji operator

J ∈ Φl(Y,N ([A C]) \ Φ(Y,N ([A C])),

pa je N (J) konaqno dimenzionalan i N ([A C])/R(J) beskonaqno
dimenzionalan. Operator J ima slede�i oblik

J =

[
E
G

]
: Y →

[
X
Y

]
.

Kako je R(J) zatvoren i komplementaran u N ([A C]) i N ([A C])
zatvoren i komplementaran u X ⊕ Y zakǉuqujemo da postoje
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zatvoreni potprostori V i W takvi da je N [A C]) = R(J)⊕V
i X ⊕ Y = N ([A C]) ⊕W = R(J) ⊕ V ⊕W . Primetimo da je V
beskonaqno dimenzionalan.

Postoji zatvoren potprostor Y1 takav da je Y = N (J) ⊕ Y1.
Restrikcija operatora J : Y1 → R(J) je invertibilna i neka
je operator K1 : R(J) → Y1 ǌen inverz. Definiximo operator
K ∈ L(X ⊕ Y, Y ) na slede�i naqin:

Kx =

{
K1x, x ∈ R(J),

0, x ∈ V ⊕W.

Tada je K ∈ L(X ⊕ Y, Y ) desni Fredholmov operator takav da
je N (K) = V ⊕W . Operator K ima matriqnu formu

K = [T S] :

[
X
Y

]
→ Y.

Tako�e, va�i

KJ = [T S]

[
E
G

]
= IY − P1, (1)

gde je P1 projektor prostora Y na konaqno dimenzionalan pot-
prostor N (J) paralelno sa Y1.

Iz R(J) ⊂ N ([A C]) dokazujemo da je

[A C]

[
E
G

]
= 0. (2)

Kako je [A C] ∈ Φr(X ⊕ Y,X), imamo slede�u dekompoziciju
prostora: X ⊕ Y = N ([A C]) ⊕ W i X = R([A C]) ⊕ U , gde
je U konaqno dimenzionalan. Kako je restrikcija operatora
[A C] : W → R([A C]) invertibilna, oznaqimo sa

80



4 FREDHOLMOVA SVOJSTVA MATRICA OPERATORA 81

L1 : R([A C]) → W ǌen inverz. Tada posmatrajmo operator
L ∈ L(X,X ⊕ Y ) koji je definisan na slede�i naqin:

Lx =

{
L1x, x ∈ R([A C])

0, x ∈ U.

Operator L ima slede�u matriqnu formu

L =

[
D
F

]
: X →

[
X
Y

]
.

Tada je L ∈ Φl(X,X ⊕ Y ), R(L) = W , i

[A C]L = [A C]

[
D
F

]
= IX − P2, (3)

gde je P2 projektor na konaqno dimenzionalan potprostor U
paralelno sa R([A C]). Kako je N ([T S]) = V ⊕W , zakǉuqu-
jemo da je

[T S]

[
D
F

]
= 0. (4)

Na kraju, iz (1), (2), (3) i (4), imamo da za M =

[
A C
T S

]
i

N =

[
D E
F G

]
va�i slede�e:

MN =

[
A C
T S

] [
D E
F G

]
=

[
IX 0
0 IY

]
+

[
−P2 0
0 −P1

]
. (5)

Kako
[
−P2 0
0 −P1

]
ima konaqnu sliku, dobijamo da je M desni

Fredholmov operator. Xtavixe, primetimo da je

N (M) = N ([A C]) ∩N ([T S]) = V,

R(N) = R
([

D
F

])
+R

([
E
G

])
= W ⊕R(J),
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X ⊕ Y = R(J)⊕ V ⊕W.

Kako je V beskonaqno dimenzionalan, zakǉuqujemo da opera-
tori M i N nisu Fredholmovi.

(b) =⇒ (a): Pretpostavimo da postoje neki operatori T ∈
L(X, Y ) i S ∈ L(Y ) takvi da je M(T,S) ∈ Φr(X⊕Y )\Φ(X, Y ). Tada
postoje operatori N ∈ L(X ⊕ Y ) i P ∈ F(X ⊕ Y ) takvi da va�i
MN = I + P . Posledǌa jednakost u matriqnoj formi izgleda
ovako: [

A C
T S

] [
D E
F G

]
=

[
IX 0
0 IY

]
+

[
P11 P12

P21 P22

]
,

gde su svi Pij operatori konaqne slike. Tako�e, sledi da je

N =

[
D E
F G

]
∈ Φl(X ⊕ Y ).

Posebno, zakǉuqujemo

[A C]

[
D
F

]
= IX + P11,

pa je [A C] desni Fredholmov operator. Operator IX +P11 je
Fredholmov. Ako pretpostavimo da je operator [A C] Fre-

dholmov, na osnovu Leme 1.1 sledi da je
[
D
F

]
tako�e Fredho-

lmov. Kako

R
([

D E
F G

])
= R

([
D
F

])
+R

([
E
G

])
⊃ R

([
D
F

])
,

sledi da
[
D E
F G

]
pripada Φr(X ⊕ Y ), pa je

[
D E
F G

]
Fre-

dholmov operator. Opet, prema Lemi 1.1, zakǉuqujemo da je[
A C
T S

]
Fredholmov operator (I+P je Fredholmov na osnovu

Leme 4.1). Posledǌe tvr�eǌe nije mogu�e, pa imamo da je
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[A C] ∈ Φr(X ⊕ Y,X) \ Φ(X ⊕ Y,X).

Oznaqimo sa L =

[
E
G

]
∈ L(Y,X ⊕ Y ). Imamo [T S]L = IY +

P22, pa je L ∈ Φl(Y,X ⊕ Y ) \ Φ(Y,X ⊕ Y ). Suprotno, ako je L

Fredholmov operator, tada je tako�e i
[
D E
F G

]
Fredholmov,

pa je i
[
A C
T S

]
Fredholmov.

Kako imamo slede�u dekompoziciju prostora X⊕Y = N ([A C])⊕
W , operator L ima slede�u matriqnu formu

L =

[
J
K

]
: Y →

[
N ([A C])

W

]
.

Iz qiǌenice da je

R(P12) = R([A C]L) = R
(
[A C]

[
J
K

])
= [A C](R(K))

konaqan prostor i restrikcija [A C] : W → R([A C]) je bi-
jekcija, zakǉuqujemo da je R(K) konaqno dimenzionalan pot-
prostor prostora W .

Kako je L ∈ Φl(Y,X ⊕ Y ) \ Φ(Y,X ⊕ Y ), imamo slede�u dekom-
poziciju prostora Y = N (L) ⊕ U i X ⊕ Y = R(L) ⊕ U1, gde
dimN (L) < ∞ i dimU1 = ∞. Restrikcija L : U → R(L) je
invertibilna i neka je L1 : R(L) → U ǌen inverz.

Kako je dokazano, R(K) je konaqno dimenzionalan potprostor,
pa Y1 = L1(R(K)) mora biti konaqno dimenzionalan potpro-
stor prostora U i postoji zatvoren potprostor Y2 takav da je
U = Y1 ⊕ Y2.

Sada, operator L ima slede�u matriqnu formu

L =

[
J 0 0
0 K 0

]
:

 Y2

Y1

N (L)

→
[
N ([A C])

W

]
,
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gde je Y1 konaqno dimenzionalan. Zakǉuqujemo da je N (J) =
Y1 ⊕N (L), pa je dimN (J) < ∞.

Iz qiǌenice da je [T S]L = IY + P22 sledi da

L1(N ([T S]) ∩R(L)) ⊆ N (IY + P22).

Kako je IY+P22 Fredholmov operator, imamo da je L1(N ([T S])∩
R(L)) konaqno dimenzionalan, pa je i N ([T S])∩R(L) konaqno
dimenzionalan potprostor.

Oznaqimo sa V = N ([A C]) ∩N ([T S]) ∩R(J). Daǉe,

V ⊆ N ([T S]) ∩R(J) ⊆ N ([T S]) ∩R(L),

pa sledi da je dimV < ∞. Tada, postoji zatvoren potprostor
V1 takav da je N (M(T,S)) = N ([A C])∩N ([T S]) = V ⊕V1. Kako
je N (M(T,S)) beskonaqno dimenzionalan, tada je i V1 beskonaqno
dimenzionalan potprostor.

Sada, primeǌuju�i Lemu 4.2 na prostore N ([A C])∩N ([T S]),
N ([A C]) i R(J), dobijamo

dimV1 = dim(N ([A C]) ∩N ([T S]))/V ≤ dimN ([A C])/R(J).

Zakǉuqujemo da je dimN ([A C])/R(J) = ∞.

Dokazali smo za operator J : Y → N ([A C]) da je dimN (J) <
∞ i dimN ([A C])/R(J) = ∞.
Dakle, postoji operator J ∈ Φl(Y,N ([A C]) \ Φ(Y,N ([A C])).
�

4.1.2 Levi Fredholmov operator

Sada ispitajmo leva Fredholmova svojstva operatora M(T,S).
Posmatrajmo dva zasebna sluqaja u zavisnosti od dimenzije prosto-
ra Y .
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Teorema 4.2. Neka je X beskonaqno dimenzionalan i neka je Y konaqno
dimenzionalan prostor. Za date operatore A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X),
slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

(a) M(T,S) ∈ Φl(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ) za svaki operator T ∈ L(X,Y ) i
svaki operator S ∈ L(Y );

(b) A ∈ Φl(X) \ Φ(X).

Dokaz: Pre dokaza ekvivalencije, primetimo da je

N
([

A 0
0 0

])
= N (A)⊕ Y, R

([
A 0
0 0

])
= R(A)⊕ {0}.

Kako je Y konaqno dimenzionalan, imamo da je A ∈ Φl(X)\Φ(X)

ako i samo ako je
[
A 0
0 0

]
∈ Φl(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ).

(a) =⇒ (b): Neka je M(T,S) levi Fredholmov ali nije Fredhol-
mov operator, za svaki T ∈ L(X, Y ) i svaki S ∈ L(Y ). Imamo

da je
[
A 0
0 0

]
=

[
A C
T S

]
+

[
0 −C
−T −S

]
gde je

[
0 −C
−T −S

]
ope-

rator sa konaqnom slikom. Primeǌuju�i Lemu 4.1, dobijamo

da je
[
A 0
0 0

]
levi Fredholmov operator.

Pretpostavimo da je
[
A 0
0 0

]
Fredholmov operator. Prime-

ǌuju�i Lemu 4.1 na operator
[
A 0
0 0

]
dobijamo da operator

M(T,S) mora da bude Fredholmov, xto ne va�i. Dakle,
[
A 0
0 0

]
je levi Fredholmov ali nije Fredholmov operator, pa imamo
da je A ∈ Φl(X) \ Φ(X).

(b) =⇒ (a): Neka je sada A levi Fredholmov ali nije Fred-

holmov operator. Tada je operator
[
A 0
0 0

]
tako�e levi Fre-

dholmov ali nije Fredholmov operator.
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Neka su T ∈ L(X,Y ) i S ∈ L(Y ) proizvoǉni operatori. Tada je
operator M(T,S) u klasi perturbacija operatora konaqne slike

operatora
[
A 0
0 0

]
. Zaista,

[
A C
T S

]
=

[
A 0
0 0

]
+

[
0 C
T S

]
,

gde je
[

0 C
T S

]
operator sa konaqnom slikom jer je Y konaqno

dimenzionalan prostor. Primeǌuju�i Lemu 4.1 na operator[
A 0
0 0

]
dobijamo da je M(T,S) levi Fredholmov operator. Ako

pretpostavimo da je M(T,S) Fredholmov operator, iz Leme 4.1,

zakǉuqujemo da operator
[
A 0
0 0

]
mora biti Fredholmov, xto

nije sluqaj. Time dokazujemo da je operator M(T,S) levi Fre-
dholmov ali nije Fredholmov operator. �

Teorema 4.3. Neka su X i Y beskonaqno dimenzionalni takvi da
je Y izomorfan sa Z = X ⊕ Y . Neka su A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X)
proizvoǉni. Tada M(T,S) ∈ Φl(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ) za neke T ∈ L(X, Y )
i S ∈ L(Y ).

Dokaz: Kako je Y izomorfan sa Z, tada Y = Y1 ⊕ Y2, gde je X izo-
morfan sa Y1 i Y izomorfan sa Y2. Neka su T ∈ L(X,Y1) i
S ∈ L(Y, Y2) odgovaraju�i izomorfizmi. Tada je T ∈ L(X, Y )
levo invertibilan sa levim inverzom K ∈ L(Y,X) i N (K) = Y2.
Tako�e, S ∈ L(Y, Y2) je levo invertibilan sa levim inverzom L
i N (L) = Y1. Tada[

0 K
0 L

] [
A C
T S

]
=

[
IX 0
0 IY

]
,

pa je M(T,S) levo invertibilan. Sledi da je operator M(T,S)

levi Fredholmov za odabrane operatore T i S. Pretpostavimo

da je M(T,S) Fredholmov operator. Kako je
[
IX 0
0 IY

]
Fredhol-

mov, iz Leme 1.1 sledi da je N tako�e Fredholmov. Me�utim,
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primetimo da je N (N) = X koji je beskonaqno dimenzionalan.
Dakle, N nije Fredholmov operator. Tada ni M(T,S) nije Fred-
holmov operator, tj. M(T,S) ∈ Φl(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ). �

Formuliximo posledicu za operatore na Hilbertovim pro-
storima.

Posledica 4.1. Neka su X i Y beskonaqno dimenzionalni i or-
togonalni potprostori Hilbertovog prostora Z = X ⊕ Y . Neka
je dimH Y = dimH Z i neka su operatori A ∈ L(X) i C ∈ L(Y,X)
proizvoǉni. Tada M(T,S) ∈ Φl(X ⊕ Y ) \ Φ(X ⊕ Y ) za neke operatore
T ∈ L(X, Y ) i S ∈ L(Y ).

4.2 Levi Brauderov operator MC

U sklopu Fredholmove teorije, izuqavaju se Brauderovi
operatori. Podsetimo se oznaka u vezi sa Brauderovim opera-
torima.

Levi Brauderovi operatori: Bl(X) = {A ∈ Φl(X) | asc(A) < ∞}
Desni Brauderovi operatori: Br(X) = {A ∈ Φr(X) | dsc(A) < ∞}
Brauderovi operatori: B(X) = Bl(X) ∩ Br(X)

Me�u levim Brauderovim operatorima, razlikova�emo novu
klasu operatora na slede�i naqin:

Blc(X) = {T ∈ Bl(X) : R(T ) +N (T asc(T )) je komplementaran uX}.

Analogno, me�u desnim Brauderovim operatorima razliko-
va�emo klasu operatora:

Brc(X) = {T ∈ Br(X) : R(T dsc(T )) +N (T ) je komplementaran u X}.

Kao deo rada [22], ispitivani su uslovi pod kojima postoji
operator C tako da matriqni operator MC pripada klasi opera-
tora Bl(Z)
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Teorema 4.4. Neka va�i slede�e: A ∈ Blc(X), B je regularan i
N (B) je izomorfan sa X/(R(A) +N (Aasc(A))). Tada postoji operator
C ∈ L(Y,X) takav da je MC ∈ Bl(Z).

Dokaz: Neka je A ∈ Blc(X), asc(A) = p i neka je W zatvoren potpro-
stor prostora X takav da je X = R(A) +N (Ap) ⊕ W . Kako
je N (B) komplementaran, tada je Y = N (B) ⊕ V za zatvoren
potprostor V . Kako postoji linearan ograniqen i invertibi-
lan operator T : N (B) → W , mo�emo definisati operator
C : Y → X sa

C =

[
T 0
0 0

]
:

[
N (B)
V

]
→
[

W

R(A) +N (Ap)

]
.

Doka�imo da je MC levi Fredholmov operator. Neka je
[
x
y

]
∈

N (MC), pa je Ax + Cy = 0 i By = 0. Imamo Ax = −Cy = −Ty ∈
R(A) ∩ W ⊆ R(A) +N (Ap) ∩ W = {0}. Kako je y ∈ N (B) to
va�i Cy = Ty, pa je x ∈ N (A) i Ty = 0. Invertibilnost

operatora T daje y = 0. To znaqi da je
[
x
y

]
∈ N (A) ⊕ {0}, pa

je N (MC) ⊆ N (A)⊕ {0}. Odatle sledi da α(MC) ≤ α(A) < ∞.

Primetimo da je oqigledno N (A) ⊂ N (MC), pa zaista imamo
α(MC) = α(A).

Neka je S refleksivni uopxteni inverz operatora A i K re-

fleksivni uopxteni inverz operatora B i neka je L =

[
T−1 0
0 0

]
.

Doka�imo da je N =

[
S 0
L K

]
unutraxǌi inverz operatora

MC. Imamo da va�i

MCNMC =

[
ASA+ CLA ASC + CLC + CKB

BLA BLC +BKB

]
.

Kako je R(A) ⊆ R(A) +N (Ap) = N (L), daǉe je LA = 0 xto
povlaqi da je BLA = 0 i CLA = 0. Iz qiǌenice da je S re-
fleksivni uopxteni inverz operatora A, imamo ASA = A i AS
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je projektor prostora X na prostor R(A). Kako je R(C) = W ,
W ∩ R(A) = {0} i AS projektor na R(A), sledi da je ASC = 0.
Analogno, iz qiǌenice da je K refleksivni uopxteni inverz
operatora B, imamo da je BKB = B i KB je projektor pros-
tora Y na prostor V . Kako je V = N (C) i R(KB) = V , va�i

CKB = 0. Imamo da je LC =

[
I 0
0 0

]
:

[
N (B)
V

]
→
[
N (B)
V

]
,

pa je R(LC) ⊆ N (B) i tada je BLC = 0. Oqigledno, CLC = C
va�i.

Sledi da je[
ASA+ CLA ASC + CLC + CKB

BLA BLC +BKB

]
=

[
A C
0 B

]
= MC .

Dakle, MC je regularan. Zakǉuqujemo da MC ∈ Φl.

Sada, doka�imo da je asc(MC) < ∞. Dovoǉno je pokazati da

N (Mp+1
C ) ⊆ N (Mp

C). Neka je
[
x
y

]
∈ N (Mp+1

C ), tada

{ Ap+1x+ ApCy + Ap−1CBy + · · ·+ ACBp−1y + CBpy = 0,
Bp+1y = 0.

Kako Bpy ∈ N (B), sledi da Ap+1x + ApCy + Ap−1CBy + · · · +
ACBp−1y = −CBpy ∈ R(A)∩W ⊆ R(A) +N (Ap)∩W = {0}. Dakle,{ Ap+1x+ ApCy + Ap−1CBy + · · ·+ ACBp−1y = 0,

CBpy = 0.

Iz definicije operatora C i iz Bp ∈ N (B), znamo da je CBpy =
TBpy = 0. Kako je T invertibilan operator, zakǉuqujemo da
je Bpy = 0.

Iz qiǌenice da je Ap+1x+ApCy +Ap−1CBy + · · ·+ACBp−1y = 0,
imamo da va�i x1 = Apx + Ap−1Cy + Ap−2CBy + · · · + ACBp−2y +
CBp−1y ∈ N (A). Tada{ Apx+ Ap−1Cy + Ap−2CBy + · · ·+ ACBp−2y − x1 + CBp−1y = 0,

Bpy = 0.
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Dakle, Bp−1y ∈ N (B). Odakle sledi da Apx+Ap−1Cy+Ap−2CBy+
· · ·+ACBp−2y−x1 = −CBp−1y ∈ (R(A)+N (A))∩W ⊆ R(A) +N (Ap)∩
W = {0}, pa tada Bp−1y = 0 i Apx + Ap−1Cy + Ap−2CBy + · · · +
ACBp−2y = x1. Kako je x1 ∈ N (A), sledi da Ap−1x + Ap−2Cy +
Ap−3CBy + · · · + CBp−2y ∈ N (A2). Neka je x2 = Ap−1x + Ap−2Cy +
Ap−3CBy + · · ·+ CBp−2y. Tada{ Ap−1x+ Ap−2Cy + Ap−3CBy + · · ·+ ACBp−3y − x2 + CBp−2y = 0

Bp−1y = 0.

Ako nastavimo ovaj postupak, dobi�emo{ A2x+ ACy − xp−1 + CBy = 0
B2y = 0,

gde je xp−1 ∈ N (Ap−1). Tada postoji xp ∈ N (Ap) takav da je{ Ax+ Cy − xp = 0
By = 0.

Otuda Ax − xp = −Cy ∈ R(A) +N (Ap) ∩W = {0}. Sledi da x ∈

N (Ap+1) = N (Ap) i y = 0, pa
[
x
y

]
∈ N (Mp

C). Kako je N (Mp+1
C ) ⊆

N (Mp
C), imamo asc(MC) ≤ p. �
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5 Spektralna svojstva matrica operatora

Spektralna teorija je bitan deo funkcionalne analize. Ima
veliku primenu u vixe grana matematike i fizike kao xto su ko-
mpleksna analiza, teorija funkcija, teorija matrica, diferenci-
jalne i integralne jednaqine, kvantna fizika, teorija upravǉaǌa,
itd. Bitan doprinos je i kǌiga [56].

Kroz istoriju su prouqavane razne vrste spektra. Osnovni
spektar se odnosi na invertibilne elemente. Za operator A ∈ L(X),
spektar je definisan na slede�i naqin:

σ(A) = {λ ∈ C | A− λI nije invertibilan}.

Spektar se mo�e definisati i u odnosu na neki drugi skup
elementa kao xto su regularni, Fredholmovi, levo i desno inve-
rtibilni elementi, itd. Izdvajamo neke od tih spektara za opera-
tor A ∈ L(X):

Levi spektar: σl(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Gl(X)}
Desni spektar: σr(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Gr(X)}
Regularni spektar: σg(A) = {λ ∈ C | A− λI nije regularan}
Esencijalni spektar: σe(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Φ(X)}
Levi Fredholmov spektar: σle(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Φl(X)}
Desni Fredholmov spektar: σre(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Φr(X)}
Taqkasti spektar: σp(A) = {λ ∈ C | A− λI nije ”1-1”}

Spektar matrica operatora izuqavan je u literaturi i to
u [21, 29, 32, 35, 44, 48]. Kada se radi o matricama operatora
tipa MC, interesantno je posmatrati kako se ponaxa spektar za
proizvoǉno C, odnosno na�i ∩

C∈L(Y,X)

στ ,
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gde je στ neki od navedenih spektara.
Ovo je predmet izuqavaǌa u radovima D.S. �or�evi�a [21]

i H. Dua i J. Pana [29].

U radu [22] navedena je posledica Teoreme 2.4 za taqkasti
spektar.

Posledica 5.1. Za date operatore A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ), imamo∩
C∈L(X,Y )

σp(MC) ⊆ σl(A)

∪{λ ∈ C : N (B − λI) ≼ X/R(A− λI) ne va�i}
∪{λ ∈ C : N (B − λI) nije komplementaran u Y }

Sliqno, kao posledica Teoreme 2.6 dobija se slede�a ocena
za presek levih spektara operatora MC.

Posledica 5.2. Za date operatore A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ), imamo∩
C∈L(X,Y )

σl(MC) = σl(A) ∪ {λ ∈ C : N (B − λI) ≼ X/R(A− λI) ne va�i}

Kao posledicu Teoreme 3.1, dobijamo slede�i rezultat za
regularni spektar.

Posledica 5.3. Neka su A ∈ L(X) i B ∈ L(Y ) dati operatori. Tada
va�i slede�a inkluzija:∩

C∈L(Y,X)

σg(MC) ⊆ σg(A) ∪ σg(B)

∪{λ ∈ C : N (B − λI) ≼ X/R(A− λI) ne va�i}.
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5.1 Uslovni i pseudo-spektar

Kroz istoriju spektralne teorije doxlo se i na ideju uo-
pxtenog spektra. Postoji vixe uopxteǌa i proxireǌa spektra.
Ransford je definisao jedan uopxten spektar u [62]. Kao speci-
jalni sluqaj Ransfordovog spektra, prouqavan je uslovni spektar,
a i pseudo-spektar i to u [47], [64] i [68].

Definiximo uslovni i pseudo-spektar u Banahovim alge-
brama. Neka je A Banahova algebra sa jedinicom.

Definicija 5.1. [68] (Pseudo-spektar)
Neka je ϵ > 0. ϵ-pseudo-spektar elementa a ∈ A je definisan kao

Λϵ(a) =
{
z ∈ C | a− z /∈ A−1 ∨ ||(a− z)−1|| ≥ ϵ

}
.

Definicija 5.2. [47] (Uslovni spektar)
Neka je 0 < ϵ < 1. ϵ-uslovni spektar elementa a ∈ A je definisan
kao

σϵ(a) =

{
z ∈ C | a− z /∈ A−1 ∨ ||(a− z)−1|| · ||a− z|| ≥ 1

ϵ

}
.

Pseudo-spektar ima primenu u numeriqkim izraqunavaǌima,
dok je uslovni spektar koristan u numeriqkom rexavaǌu opera-
torskih jednaqina.

Neka je A ∈ L(X) linearan ograniqen operator na Bana-
hovom prostoru X i x, y ∈ X. Posmatrajmo jednaqinu

Ax− λx = y. (1)

Va�i slede�e:

• λ /∈ σ(A) povlaqi da jednaqina (1) ima rexeǌa,

• λ /∈ σϵ(A) povlaqi da jednaqina (1) ima stabilno rexeǌe.
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U samostalnom radu [44], definisana su i ispitivana uop-
xteǌa pseudo-spektra i uslovnog spektra. Bi�e izlo�eni rezu-
ltati iz tog rada.

Definiximo (p, q)-pseudo-spektar i (p, q)-uslovni spektar na
slede�i naqin:

Definicija 5.3. ((p, q)-pseudo-spektar)
Neka je ϵ > 0. (p, q) − ϵ-pseudo-spektar elementa a ∈ A je definisan
kao

Λϵ(a) =
{
z ∈ C | a− z /∈ A(2)

p,q ili ||(a− z)(2)p,q|| ≥ ϵ
}
.

Definicija 5.4. ((p, q)-uslovni spektar)
Neka je 0 < ϵ < 1. (p, q) − ϵ-uslovni spektar elementa a ∈ A je
definisan kao

σ(p,q)−ϵ(a) =

{
z ∈ C | a− z /∈ A(2)

p,q ili ||(a− z)(2)p,q|| · ||a− z|| ≥ 1

ϵ

}
.

Primetimo da jedinstvenost a
(2)
p,q dozvoǉava razmatraǌe (p, q)-

pseudo-spektra i (p, q)-uslovnog spektra.

Ako je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na dati idempotent u ∈ A,

tada norma elementa x mo�e biti definisana sa

||x|| = max{||a||, ||b||}.

Sada �emo formulisati pomo�ni rezultat.

Lema 5.1. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent u ∈ A,

p1, q1 ∈ (uAu)• i p2, q2 ∈ ((1 − u)A(1 − u))• i neka je p = p1 + p2 ∈ A i
q = q1 + q2 ∈ A.
Tada je x ∈ A(2)

p,q ako i samo ako a ∈ (uAu)
(2)
p1,q1 i b ∈ ((1−u)A(1−u))

(2)
p2,q2.

Ako je x ∈ A(2)
p,q, tada je

x(2)
p,q =

[
a
(2)
p1,q1 0

0 b
(2)
p2,q2

]
u

.
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Dokaz: Iz Leme 3.2 dobijamo da su p i q idempotenti.
Ako je a ∈ (uAu)

(2)
p1,q1 i b ∈ ((1− u)A(1− u))

(2)
p2,q2, pomo�u Teoreme

3.4, imamo da je x ∈ A(2)
p,q.

Ako je x ∈ A(2)
p,q, onda postoji element y =

[
a1 c
d b1

]
u

∈ A takav

da je y = x
(2)
p,q. Jednakost yxy = y je ekvivalentna sa jednakosti-

ma:

a1aa1 + cbd = a1

a1ac+ cbb1 = c

daa1 + b1bd = d

dac+ b1bb1 = b1.

Tako�e, yx = p je ekvivalentna sa:

a1a = p1

cb = 0

da = 0

b1b = p2,

i 1− xy = q je ekvivalentna sa:

u− aa1 = q1

ac = 0

bd = 0

(1− u)− bb1 = q2.

Jednakosti a1ac + cbb1 = c, cb = 0 i ac = 0 povlaqe c = 0.
Analogno, daa1 + b1bd = d, da = 0 i bd = 0 povlaqi d = 0. Sada
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va�e jednakosti:

a1aa1 = a1

a1a = p1

u− aa1 = q1,

i

b1bb1 = b1

b1b = p2

(1− u)− bb1 = q2

dokazuju�i da je a1 = a
(2)
p1,q1 i b1 = b

(2)
p2,q2.

Daǉe, ako je x ∈ A(2)
p,q, onda je

x(2)
p,q =

[
a
(2)
p1,q1 0

0 b
(2)
p2,q2

]
u

.

�

Kao posledicu, imamo slede�i rezultat za invertibilnost

elementa x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent u ∈ A .

Lema 5.2. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent u ∈ A.

Tada je x ∈ A−1 ako i samo ako a ∈ (uAu)−1 i b ∈ ((1− u)A(1− u))−1.
Ako je x ∈ A−1, onda je

x−1 =

[
a−1 0
0 b−1

]
u

.
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Odatle za spektar elementa x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A va�i slede�e

σ(x) = σ(a) ∪ σ(b).

Kako je L(X) Banahova algebra linearnih ograniqenih ope-
ratora, ova osobina va�i i za matriqni operator M0. Taqnije

σ(M0) = σ(A) ∪ σ(B), gde je M0 =

[
A 0
0 B

]
.

Ispitajmo da li sliqna osobina va�i i za pseudo-spektar
i uslovni spektar. Formuliximo i doka�imo slede�e rezultate.

Najpre poka�imo osobinu (p, q)-pseudo-spektara.

Teorema 5.1. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent

u ∈ A, ϵ > 0, p1, q1 ∈ (uAu)• i p2, q2 ∈ ((1 − u)A(1 − u))• i neka je
p = p1 + p2 ∈ A i q = q1 + q2 ∈ A. Tada je

Λ(p,q)−ϵ(x) = Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ Λ(p2,q2)−ϵ(b).

Dokaz: Neka je z ∈ Λ(p,q)−ϵ(x) proizvoǉan. Tada je x − z /∈ A(2)
p,q ili

||(x− z)
(2)
p,q|| ≥ ϵ.

Ako je x − z =

[
a− zu 0

0 b− z(1− u)

]
u

/∈ A(2)
p,q, iz Leme 5.1 do-

bijamo da je a − zu /∈ (uAu)
(2)
p1,q1 ili b − z(1 − u) /∈ ((1 − u)A(1 −

u))
(2)
p2,q2. Ovo povlaqi z ∈ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ili z ∈ Λ(p2,q2)−ϵ(b), pa je

z ∈ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ Λ(p2,q2)−ϵ(b).

Ako je x− z =

[
a− zu 0

0 b− z(1− u)

]
u

∈ A(2)
p,q, imamo da je

(x− z)(2)p,q =

[
(a− zu)

(2)
p1,q1 0

0 (b− z(1− u))
(2)
p2,q2

]
u

i

||(x− z)(2)p,q|| = max{||(a− zu)(2)p1,q1
||, ||(b− z(1− u))(2)p2,q2

||} ≥ ϵ.
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Iz Leme 5.1 zakǉuqujemo da je

a− zu ∈ (uAu)(2)p1,q1
i b− z(1− u) ∈ ((1− u)A(1− u))(2)p2,q2

.

Pretpostavka max{||(a−zu)
(2)
p1,q1 ||, ||(b−z(1−u))

(2)
p2,q2 ||} ≥ ϵ povlaqi

da ili ||(a− zu)
(2)
p1,q1 || ≥ ϵ ili ||(b− z(1−u))

(2)
p2,q2 || ≥ ϵ va�i. Sledi

da je z ∈ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ili z ∈ Λ(p2,q2)−ϵ(b), pa je z ∈ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪
Λ(p2,q2)−ϵ(b).
Dokazali smo da je Λ(p,q)−ϵ(x) ⊂ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ Λ(p2,q2)−ϵ(b).

Pretpostavimo sada da je z ∈ Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ Λ(p2,q2)−ϵ(b) proizvo-
ǉan. Sledi

a− zu /∈ (uAu)(2)p1,q1
ili ||(a− zu)(2)p1,q1

|| ≥ ϵ

ili

b− z(1− u) /∈ ((1− u)A(1− u))(2)p2,q2
ili ||(b− z(1− u))(2)p2,q2

|| ≥ ϵ.

Ako je a − zu /∈ (uAu)
(2)
p1,q1 ili b − z(1 − u) /∈ ((1 − u)A(1 − u))

(2)
p2,q2,

iz Leme 5.1 sledi da je x− z /∈ A(2)
p,q. Dakle, z ∈ Λ(p,q)−ϵ(x).

S druge strane, ako je

a− zu ∈ (uAu)(2)p1,q1
i b− z(1− u) ∈ ((1− u)A(1− u))(2)p2,q2

,

va�i ili ||(a − zu)
(2)
p1,q1 || ≥ ϵ ili ||(b − z(1 − u))

(2)
p2,q2 || ≥ ϵ. Odatle

||(x− z)
(2)
p,q|| = max{||(a− zu)

(2)
p1,q1 ||, ||(b− z(1− u))

(2)
p2,q2 ||} ≥ ϵ. Ovim je

dokazano da je z ∈ Λ(p,q)−ϵ(x).
Inkluzija Λ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ Λ(p2,q2)−ϵ(b) ⊂ Λ(p,q)−ϵ(x) je dokazana. �

U nastavku sledi osobina (p, q)-uslovnog spektra.

Teorema 5.2. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent

u ∈ A, 0 < ϵ < 1, p1, q1 ∈ (uAu)• i p2, q2 ∈ ((1 − u)A(1 − u))• i neka je
p = p1 + p2 ∈ A i q = q1 + q2 ∈ A. Tada

σ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ σ(p2,q2)−ϵ(b) ⊂ σ(p,q)−ϵ(x).
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Dokaz: Neka je z ∈ σ(p1,q1)−ϵ(a) ∪ σ(p2,q2)−ϵ(b). Tada imamo da je

a− zu /∈ (uAu)(2)p1,q1
or ||(a− zu)(2)p1,q1

|| · ||a− zu|| ≥ 1

ϵ
ili

b−z(1−u) /∈ ((1−u)A(1−u))(2)p2,q2
ili ||(b−z(1−u))(2)p2,q2

||·||b−z(1−u)|| ≥ 1

ϵ
.

Ako je a − zu /∈ (uAu)
(2)
p1,q1 ili b − z(1 − u) /∈ ((1 − u)A(1 − u))

(2)
p2,q2,

iz Leme 5.1 sledi da je x− z /∈ A(2)
p,q. Tada je z ∈ σ(p,q)−ϵ(x).

Sa druge strane, ako je

a− zu ∈ (uAu)(2)p1,q1
i b− z(1− u) ∈ ((1− u)A(1− u))(2)p2,q2

,

va�i ili

||(a−zu)(2)p1,q1
||·||a−zu|| ≥ 1

ϵ
ili ||(b−z(1−u))(2)p2,q2

||·||b−z(1−u)|| ≥ 1

ϵ
.

Bez gubǉeǌa opxtosti, pretpostavimo da va�i ||(a− zu)
(2)
p1,q1 || ·

||a− zu|| ≥ 1

ϵ
. Odatle je

||(x− z)
(2)
p,q||||x− z|| =

= max{||(a− zu)
(2)
p1,q1 ||, ||(b− z(1− u))

(2)
p2,q2 ||} ·max{||a− zu||, ||b− z(1− u)||}

≥ ||(a− zu)
(2)
p1,q1 || · ||a− zu|| ≥ 1

ϵ
.

Ovim je dokazano da je z ∈ σ(p,q)−ϵ(x). �

Slede�i primer pokazuje da obrnuta inkluzija u prethodnoj
teoremi ne va�i.

Primer 5.1. Neka je 0 < ϵ < 1, z ∈ C i u ∈ A• takvo da je ||u|| < 1√
ϵ

i ||1− u|| < 1√
ϵ
. Neka je x =

[
(ϵ2 + z)u 0

0 (ϵ+ z)(1− u)

]
u

∈ A u odnosu

na idempotent u ∈ A. Tada je

z ∈ σ(1,0)−ϵ(x), ali z /∈ (σ(u,0)−ϵ((ϵ
2 + z)u) ∪ σ(1−u,0)−ϵ((ϵ+ z)(1− u))).
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Dokaz: Za idempotente u ∈ A i 1 − u ∈ A, imamo da je ||u|| ≥ 1 i
||1− u|| ≥ 1. Postoji inverz

(x− z)
(2)
1,0 =

 1

ϵ2
u 0

0
1

ϵ
(1− u)


u

kao i inverzi

((ϵ2 + z)u− zu)
(2)
u,0 = (ϵ2u)

(2)
u,0 =

1

ϵ2
u

i

((ϵ+ z)(1− u)− z(1− u))
(2)
1−u,0 = (ϵ(1− u))

(2)
1−u,0 =

1

ϵ
(1− u).

Daǉe imamo

||(x− z)
(2)
1,0||||x− z|| =

= max{|| 1
ϵ2
u||, ||1

ϵ
(1− u)||} ·max{||ϵ2u||, ||ϵ(1− u)||}

= || 1
ϵ2
u|| · ||ϵ(1− u)|| ≥

∣∣∣∣ 1ϵ2
∣∣∣∣ · |ϵ| ≥ 1

ϵ
,

ali tako�e

||(ϵ2u)(2)u,0|| · ||ϵ2u|| = || 1
ϵ2
u|| · ||ϵ2u|| = ||u||2 < 1

ϵ
,

i

||(ϵ(1− u))
(2)
1−u,0|| · ||ϵ(1− u)|| = ||1

ϵ
(1− u)|| · ||ϵ(1− u)|| = ||1− u||2 < 1

ϵ
.

Odakle,

z ∈ σ(1,0)−ϵ(x), ali z /∈ (σ(u,0)−ϵ((ϵ
2 + z)u) ∪ σ(1−u,0)−ϵ((ϵ+ z)(1− u))).

�

100



5 SPEKTRALNA SVOJSTVA MATRICA OPERATORA 101

Ako je x ∈ A invertibilan, p = 1 i q = 0, tada je x−1 = x
(2)
p,q.

Kao posledice Teorema 5.1 i 5.2, formuliximo slede�e re-
zultate za pseudo-spektar i uslovni spektar.

Teorema 5.3. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent u ∈ A

i ϵ > 0. Tada va�i
Λϵ(x) = Λϵ(a) ∪ Λϵ(b).

Teorema 5.4. Neka je x =

[
a 0
0 b

]
u

∈ A u odnosu na idempotent u ∈ A

i 0 < ϵ < 1. Tada va�i

σϵ(a) ∪ σϵ(b) ⊂ σϵ(x).
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