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Predgovor

U ovoj doktorskoj disertaciji izlozeni su novi i originalni rezultati
vezani za generalisane i hipergeneralisane projektore, koji su objavljeni
u radovima [115], [116], [117] i [118] i rezultati iz neobjavljenog rada
[119].

Kao prirodno uopstenje ortogonalnih projektora, pojam general-
isanog i hipergeneralisanog projektora definisali su 1997. godine Grof i
Trenkler [53]. Naime, generalisan projektor je normalna kvadripotentna
matrica, dok je hipergeneralisan projektor EP kvadripotentna matrica.
U navedenom radu izloZene su i osnovne osobine i rezultati vezani za
sumu, razliku i proizvod generalisanih i hipergeneralisanih projektora.
Nakon toga slede radovi [2], [12], [10], [110], [35] u kojima se detaljnije
izucavaju osobine generalisanih i hipergeneralisanih projektora.

Predmet proucavanja ove disertacije je invertibilnost linearne kom-
binacije generalisanih i hipergeneralisanih projektora, kao i oblik Moore-
Penrose-ovog inverza linearne kombinacije generalisanih i hipergeneral-
isanih projektora.

Generalisani inverzi proucavaju se u mnogim matematickim dis-
ciplinama, npr. u linearnoj algebri, teoriji operatora, teoriji semi-
grupa, prstena itd. i nalaze primenu u mnogim nau¢nim i prakticnim
disciplinama, kao Sto su: statistika, operaciona istrazivanja, fizika,
ekonomija i elektrotehnika. Jedan od najcesée koriséenih uopstenih in-
verza je Moore-Penrose-ov inverz. Osim Moore-Penrose-ovog inverza,
teorija uopstenih inverza prepoznaje razlicite tipove generalisanih in-
verza kao Sto su: Drazin-ov inverz, grupni inverz, tezinski Moore-
Penrose-ov inverz, {i, j, k}-inverzi, Bott-Duffin -ov inverz itd. Glavna
i najvaznija karakteristika svih navedenih inverza je to Sto su za datu
matricu oni jedinstveni i Sto poseduju sva svojstva tipicna za njih.
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Ova doktorska disertacija sastoji se iz pet glava, a svaka glava iz
vise poglavlja.

Prva glava je uvodnog tipa. U Poglavlju 1.1 uvode se uobicajene
oznake i pojmovi koji ¢e biti koriséeni. U Poglavljima 1.2i 1.3 navode se
definicije i osnovne osobine projektora i uopstenih inverza kompleksnih
matrica, redom, dok se u Poglavlju 1.4 mogu naci osnovne informacije
o EP matricama. Involutivne matrice i njihova linearna kombinacija su
predmet proucavanja u Poglavlju 1.5.

Druga glava sastoji se iz tri poglavlja. U Poglavlju 2.1 definisu se
pojmovi generalisanih i hipergeneralisanih projektora i izlazu kako nji-
hovi medusobni odnosi, tako i njihovi odnosi sa skupovima parcijalne
izometrije, normalnih, EP, WEP, WN i kvadripotentnih matrica, pro-
jektora i ortogonalnih projektora. Takode, predstavljeno je njihovo ra-
zlaganje uz pomo¢ singularnih vrednosti. Uopstenje generalisanih pro-
jektora, tzv. k-generalisani projektori proucavaju se u Poglavlju 2.2.
U ovom delu izlozeni su rezultati koji karakterisu k-generalisane pro-
jektore i razmatra se kada je linearna kombinacija dva komutativna k-
generalisana projektora k-generalisani projektor. Na kraju druge glave,
u Poglavlju 2.3, definiSe se nekoliko vrsta parcijalnih uredenja: zvezda,
levo-zvezda, desno-zvezda i minus (rang razlika) parcijalno uredenje,
grupno uredenje i zvezda ortogonalnost, posmatra se veza izmedu datih
binarnih relacija i navode rezultati vezani za projektore, ortogonalne
projektore, generalisane i hipergeneralisane projektore, EP matrice i
proizvoljne matrice povezane nekom od gore navedenih relacija.

Rezultati iz trece glave predstavljaju originalne rezultate radova
[115] i [117].

Osnovni motiv za rezultate iz Poglavlja 3.1 i 3.2 bio je rad Koliha-
e, Rakoceviéa i Straskraba-e [71] u kome su autori posmatrali invert-
ibilnost sume i razlike idempotentnih matrica P i ). Rezultati pred-
stavljeni u ovim poglavljima uopstavaju rezultate iz [71] na skup gen-
eralisanih i hipergeneralisanih projektora. Razmatraju se uslovi pod
kojima je linearna kombinacija ¢; A¥ + ¢, B! dva komutativna general-
isana, odnosno hipergeneralisana projektora A i B invertibilna. Takode
su dati i potrebni i dovoljni uslovi dobijeni pri reSavanju ovog prob-
lema kada generalisani ili hipergeneralisani projektori, koji ¢ine linearnu
kombinaciju, zadovoljavaju odredene uslove. Pokazuje se nezavisnost
invertibilnosti linearne kombinacije c¢; A¥ + ¢, B! od izbora konstanti
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c1,¢0 € C'\ {0} koje zadovoljavaju ¢ +c3 # 01 k,l € N, §to je prilicno
neocekivani rezultat.

U Poglavlju 3.3 proucava se invertibilnost linearne kombinacije dve
matrice koje su uredene nekim od parcijalnih uredenja. U slucaju
EP matrica koje su zvezda-ortogonalne ili povezane zvezda-parcijalnim
uredenjem dobijaju se rezultati koji uopstavaju rezultate iz Poglavlja
3.2. Takode se pokazuje da je linearna kombinacija dve matrice Ai B
povezane bilo kojom vrstom parcijalog uredenja invertibilna ako i samo
ako je matrica B invertibilna. Ovim je ujedno pokazana i nezavisnost
invertibilnosti linearne kombinacije takvih matrica od izbora konstanti.

Orginalni rezultati iz radova [116] i [118] ¢ine Cetvrtu glavu.

U Poglavlju 4.1 prikazan je oblik Moore-Penrose-ovog inverza lin-
earne kombinacije ¢; A™ + ¢, B¥ kao i, specijalno, linearnih kombinacija
LA+ B, et A™ + cp AF i A¥(ci A™ 4 ¢, B™), pri emu su A i B komuta-
tivni generalisani ili hipergeneralisani projektori, ¢;,co € Cin,m,k €
N. Jedan deo rezultata je dobijen proucavanjem invertibilnosti linearne
kombinacije c; A + co B + c3C, pri ¢emu su A, B i C' komutativni gener-
alisani ili hipergeneralisani projektori i BC' = 0. Specijalno, pokazuje
se da je matrica c11, + co [[1%, A" invertibilna, gde je I jedini¢na ma-
trica, A; € C™*" 4 = 1, m komutativni generalisani ili hipergeneralisani
projektori, m, ki, ..., kn € N, c1,c0 € C, c; 01 ¢ + 3 #0.

U Poglavlju 4.2 navode se osobine skupa hipergeneralisanih k-pro-
jektora, tj. matrica sa svojstvom A*¥ = AT k € N, k > 2, koje pred-
stavljaju prirodno uopstenje hipergeneralisanih projektora.

Rezultati iz Poglavlja 4.3 predstavljaju uopstenje rezultata iz Pogla-
vlja 4.1 sa skupa hipergeneralisanih projektora na skup hiperegeneral-
isanih k-projektora. Dat je oblik Moore-Penrose-ovog inverza linearne
kombinacije ¢; A + co B, razmatra se invertibilnost linearne kombinacije
1A + B + c3C i dokazuje invertibilnost matrice ¢11, + co [T, Afi
hipergeneralisanih k-projektora.

Rezultati iz pete glave predstavljaju originalne rezultate rada [119].

U Poglavlju 5.1 razmatra se kada je linearna kombinacija ¢; A +
co B komutativnih involutivnih matrica k-potent, pri cemu je k € N i
k > 2. Problem se razmatra u dva slucaja: kada je k neparan broj i
kada je k paran broj. Motiv za ove rezultate bio je rad [93], u kome
su autori okarakterisali sve slucajeve u kojima je linearna kombinacija
involutivnih matrica tripotentna, idempotentna ili involutivna matrica.



Takode, u radu [93] opisani su svi sluc¢ajevi u kojima je linearna
kombinacija ¢; A+co B involutivna matrica, kada su A i B idempotentne
ili tripotentne matrice. U Poglavlju 5.2 daje se reSenje problema kada je
linearna kombinacija oblika ¢; I, + ca A+ c3 B invertibilna ili involutivna
matrica, pri ¢emu idempotentne matrice A i B zadovoljavaju jedan od
slece¢ih uslova: A—B=01ili AB=BiBA=Aili(A-B)?=A-B
ili (A+ B)? = A+ B. Takode, posmatra se da li je mogic¢e da je
linearna kombinacija oblika ¢ I,, + co A + ¢3 B involutivna matrica, kada
idempotentne matrice A i B zadovoljavaju ABA = BAB ili AB = BA.

Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr Dragani S. Cvetko-
vi¢-1li¢, na posve¢enom vremenu, podrsci i savetima u mom naucnom
radu, kao i na izuzetnom strpljenju, korisnim sugestijama i nesebi¢noj
pomodi u pripremi ove disertacije.

Takode se zahvaljujem svojoj porodici na podrsci i razumevanju.

v



Glava 1

Uvod

1.1 Oznake i pojmovi

Neka je C™*™ skup svih matrica tipa m x n nad poljem kom-
pleksnih brojeva. Za podskup skupa C™*" kome pripadaju sve ma-
trice ranga r koristi se oznaka C™*". Takode se koriste oznake AT, A*
i r(A) za transponovanu, odnosno adjungovanu matricu matrice A i
rang matrice A, redom. Sa [ ili [, oznacavace se jedini¢na matrica
reda n. Takode koristi¢e se slede¢e oznake: za k € N i k > 1 skup
kompleksnih korena od 1 oznacavaée se sa oy, i ako je w, = e*™/k,
tada je oy, = {w, wi, ...,wy '}, Za proizvoljnu matricu A € C™*™ skup:
R(A) = {y € C™:y = Az, zanekox € C"} je slika (prostor kolona)
matrice A, dok sa N(A) = {z € C" : Az = 0} oznacavamo nula pros-
tor ili jezgro matrice A.

Kvadratna kompleksna matrica je hermitska ako vazi A = A*, nor-
malna ukoliko je AA* = A*A, unitarna ako je A* = A~!, a kvadripo-
tentna ako je A* = A. Sa C, CV i C9T oznacavamo podskupove skupa
C"*" koji se sastoje od normalnih, unitarnih i kvadripotentnih matrica,
redom. Matrica A € C™*" je involutivna ako vazi A? = I, k-potent ako
je A¥ = Azak e N, k>2 Ako je k = 3, onda je matrica A € C™*"
tripotent. Za matricu A kazemo da se moze dijagonalizovati ako pos-
toji invertibilna matrica P takva da je matrica P"'AP dijagonalna. Sa
tr(A) oznacavamo trag matrice A € C™*", tj. zbir elemenata matrice
A na glavnoj dijagonali.
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Broj A € C je sopstvena vrednost matrice A € C"*", ako vazi
Ax = Az, za neki nenula vektor x € C", koji se u tom slucaju naziva
sopstveni vektor matrice A. Spektar matrice A predstavlja skup svih
njenih sopstvenih vrednosti i oznacava se sa o(A). Indeks matrice A €
C™ ™ u oznaci ind(A), je najmanji k € N za koji r(AF) = r(A4%).

Neka su X i Y proizvoljni Banahovi prostori. L£(X,Y) je skup
svih ogranicenih linearnih operatora iz X u Y; u slucaju kada je X =
Y koristimo oznaku £(X). Poznato je da £(X) predstavlja Banahovu
algebru ogranicenih linearnih operatora.

Neka je A € L(X,Y). Nula-prostor (jezgro) operatora A, u oznaci
N (A), je skup N(A) = {z € X : Az = 0}. Slika operatora A, u oznaci
R(A), je skup R(A) = {Az : x € X}. Skupovi N(A) i R(A) su redom
potprostori prostora X i Y. Ako je N(A) = {0}, kazemo da je operator
A injektivan (71-17); ako je R(A) =Y, tada je operator A surjektivan
("na”). A je bijekcija ako je "1-17 i "na”. Svaki linearan operator sa
jednog konac¢nodimenzionalnog vektorskog prostora na drugi moze se
predstaviti matricom, jednozna¢no odredenom linearnim operatorom
i izborom baza u odgovarajué¢im prostorima. Ova jednoznac¢na kore-
spodencija dopusta da se koristi isti simbol za oznacavanje operatora i
njegove matrice.

1.2 Neka interesantna svojstva projektora

Neka su M i N potprostori vektorskog prostora X. Tada:

Z=M+N={z:z=zx+y,x € M,ye N}

oznacava sumu potprostora M i N. Ako je MNN = {0}, Z je direktna
suma potprostora M i N, u oznaci Z = M & N. Akoje X = M & N
kaze se da je potprostor N algebarski komplement potprostora M. U
vektorskom prostoru X svaki potprostor ima algebarski komplement.

Preslikavanje P : X — X za koje vazi P2 = P je idempotent. Lin-
earni idempotent je projektor. Sa C£ oznacavamo skup svih projektora
iz prostora C"*". Za svaki projektor P potprostori R(P) i N(P) su
algebarski komplementarni, odnosno X = R(P) & N (P).

Sa druge strane, ako je X = M & N, tada se svako x € X moze
jednoznac¢no prikazati kao © = 1 + x5, gde je 1 € M, x5 € N. Pres-
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likavanje P : X — X, definisano sa Px = x; je projektor, R(P) = M,
N(P) = N, i naziva se projektor iz prostora X na M paralelno sa N,
u oznaci Py .

Ako je X normirani prostor, M i N zatvoreni potprostori u X i
X = M@ N, tada kazemo da je X topoloska direktna suma potprostora
M i N. Potprostor N je topoloski komplement potprostora M.

Neka je X Hiblertov prostor i M zatvoren podprostor u X. Kako
je X = M @ M+, svako z € X moze se jednostavno prikazati kao
T = T + T9, gde je x; € M, x5 € M*. Preslikavanje P : X — X,
definisano sa Pz = x; je ortogonalni projektor na M, u oznaci Py;. Sa
C9F oznacavace se skup ortogonalnih projektora iz prostora C™ ™, t;j.

COP = {A e ™™ : A2 = A = A%},

U slede¢im teoremama date su osnovne osobine projektora:

Teorema 1.2.1 Neka je X wvektorski prostor i neka je operator P &
L(X) projektor. Tada vazi:

(i) I — P je projektor,
(i) P —-—P)=(I—-P)P =0,
(i) R(P)=N(Z —P).

Teorema 1.2.2 Neka je X Hilbertov prostor i P € B(X). Ako je P
projektor i P # 0, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) P je ortogonalan projektor,
(i)
(iii) P je hermitski operator,
(iv) P je normalan operator,

)

(v) P je pozitivan operator.

Osim projektora, predmet proucavanja predstavljaju i neke druge
klase operatora:
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Definicija 1.2.1 Neka su X i Y Hilbertovi prostori. Operator V &
B(X,Y) je parcijalna izometrija ako je:

V|| = ||z|| za svakox € N(V)*.
Potprostori N(V)* i R(V) nazivaju se, respektivno, pocetni i krajnji
prostor parcijalne izometrije V.
Ocigledno, ako je V parcijalna izometrija, tada je ||V|| < 11V je
izometrija ako i samo ako je N (V) = {0}. Neke od interesantnih osobina
parcijalne izometrije date su u narednim tvrdenjima:
Lema 1.2.1 Neka su X i Y Hilbertovi prostori. Ako je V € B(X,))

parcijalna izometrija, tada je njegova slika R(V') zatvoren potprostor u
Y.

Lema 1.2.2 Neka su X i Y Hilbertovi prostori. Ako je V € B(X,)Y)
parcyjalna izometrija, tada je V* parcijalna izometrya ¢ vazi: V¥V =
PN(V)J_, VV* = P’R(V)

Teorema 1.2.3 Neka su X i Y Hilbertovi prostori i V. € B(X,)).
Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) V je parcijalna izometrija,

(i1) V* je parcijalna izometrija,
(iii) V*V je ortogonalan projektor,
(iv) VV* je ortogonalan projektor,
)

(vi) V*VV*=V*

VvV =7V,

Od posebnog znacaja su idempotentne matrice, koje su bile predmet
proucavanja u mnogim radovima: [4], [5], [6], [7], [9], [19], [31], [51], [71],
[72], [110], [114] itd. U radu sa idempotentnim matricama od znacaja
je slededi rezultat: matrica A € C7"*" je idempotent ako i samo ako se
A moze predstaviti u obilku:
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L 0],
A:Ulo O]U. (1.1)

Naredni rezultati sadrzani su u radu Koliha-e, Rakocevic¢a i Straskra-
ba-e [71] u kome je izucavana invertibilnost sume i razlike idempotent-
nih matrica.

Potrebni i dovoljni uslovi za invertibilnost razlike dve invertibilne
matrice sadrzani su u sledeé¢em rezultatu:

Teorema 1.2.4 [71] Neka su P,Q € C™ ™ projektori. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(i) R(P) & R(Q) = C™ i R(P*) & R(Q) = ™,
(i) R(P) & R(Q) = ™ i N(P) & N(Q) = €™,
(iii) R(P)NR(Q) = {0} i N(P)NN(Q) = {0},

(iv) P — @ je invertibilna matrica,
)

(v) I — PQ i P+ Q — PQ su invertibilne matrice.

Kao posledica prethodnog rezultata dobijaju se potrebni i dovoljni
uslovi za invertibilnost matrice PQ — QP.

Posledica 1.2.1 [71] Neka su P,Q € C™*" projektori. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(i) g(i)@R(Q) = N(P)aN(Q) = N(P)aR(Q) = R(P)aN(Q) =

(ii) P—Q i I — P — @ su invertibilne matrice,
(iii) PQ — QP je invertibilna matrica.

Nova karakterizacija invertibilnosti razlike P — @) u zavisnosti od
invertibilnosti P + @ i I — P(@) data je u narednom rezultatu:

Teorema 1.2.5 [71] Neka su P,Q € C™ ™ projektori. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:
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(i) P —Q je invertibilna matrica,
(il) P+ Q i I — PQ su invertibilne matrice.

Naredna teorema je od izuzetnog znacaja jer osim egzistencije daje
i oblik inverza sume i razlike projektora.

Teorema 1.2.6 [71] Neka su P, Q € C™*" projektori tako da je P —Q
invertibilna i neka su F' = Pr(p), i G = Prg)n(p) projektori, cija
egzistencija je dokazana u Teoremz Z 2.4. Tada je:

(P-Q ' =F-(I-0G),
(P+Q)'=1-(I-G)F -G ~-F),
(P-Q) ' =(P+Q (P-QP+Q)"
(P+Q) ' =P-Q) (P+Q)(P-Q)"

1.3 Uopsteni inverzi kompleksnih matrica

Definicija 1.3.1 Kvadratna matrica A € C™*™ je reqularna ili invert-
ibilna matrica ako postoji matrica B € C™*" takva da je AB =BA =1.
Jedinstvena matrica B naziva se inverzna matrica matrice A i obeleZava
sa A=Y, Matrica koja nije reqularna naziva se singularna matrica.

Neke od osnovnih karakteristika inverzne matrice su:
(i) (AT =4y

(i) (AT~ = (AT
i) (A" = (A7)"
) (AB)"'=BtAL

(iv

Teorema 1.3.1 Matrica A € C™*" je regularna ako 1 samo ako je
det(A) # 0. U tom slucaju je: A~ |A1J| gde je |Ay| algebarski
komplement elementa a;;.

det
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Kako se u prakticnim problemima cesto javljaju nesingularne i pravougaone
matrice, bilo je neophodno nac¢i matricu, koja ima Sto viSe osobina
slicnih obi¢nom inverzu. Upravo iz tih razloga je i uveden pojam
uopstenog inverza. Pod uopstenim inverzom date matrice A podrazumeva
se matrica X koja je povezana sa A na slede¢i nacin:

a) postoji za klasu matrica opstiju od nesingularnih kvadratnih;
b) ima odredena svojstva obi¢nih inverza;
c) svodi se na A™! kad je A invertibilna.

Istorijski gledano, jos 1809. kod C. F. Gauss-a je implicitno sadrzana
ideja o uopstenim inverzima, i to u vezi sa uvodjenjem principa metoda
najmanjih kvadrata kod nekozinstentnih sistema. I. Fredholm je 1903.
godine u [46] definisao pseudoinverz linearnog integralnog operatora
koji nije invertibilan u obi¢nom smislu, dok je W. A. Hurwitz [65] 1912.
godine uveo pojam pseudorezolventnog operatora. E. H. Moore [87] je
prvi definisao i proucio jedinstveni generalisani inverz proizvoljne ma-
trice, nazvavsi ga "uopsStena reciprocnost matrice”. Moguce da je do
ovih rezultata dosao jos 1906. godine, mada su prvi put objavljeni
tek 1920. godine. Nazalost njegov rad nije bio poznat Siroj javnosti,
verovatno zbog nacina na koji je izlozen, kao i komlikovane i nes-
tandardne notacije. Tek fundamentalan rad R. Penrose-a [96], objavl-
jen 1955. godine, pobudio je pravi interes u ovoj oblasti. Penrouse je
pokazao da za svaku kona¢nu kompleksnu (kvadratnu ili pravougaonu)
matricu A € C™*" postoji jedinstvena kompleksna matrica X € C™*™
koja zadovoljava sledece cetiri jednacine, tzv. Penrouse-ove jednacine:

1) AXA = A
2) XAX = X;
3) (AX)* = AX;
4) (XA)" = XA.

Kako je Penrose do svojih rezultata dosao nezavisno od radova
Moore-a, danas se ovaj uopsteni inverz naziva Moore-Penrose-ov inverz
matrice A, i oznacava sa Af.
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Neka od osnovnih svojstava Moore-Penrose-ovog inverza data su u slede¢im
teoremama:

Teorema 1.3.2 Neka je A € C™" ¢ X\ € R. Tada vaZi:
(i) AT = A~! ako je A nesingularna matrica;
(ii) (A=A

(i) (A")"= (A"

AN #£0,
0, A=0;

(iv) (ZNA)T = XA, gde je \T = {
(v) (A"A)T = AT(AT)";

(vi) A* = ATAA* = A*AAT,

(vii) A= AA*(AT) (AN)*A* A,

(viii) AT = (A*A)TA* = A*(AA")T.

Teorema 1.3.3 Neka je A € C™". Tada vaZi:
A) = R(AAT) = R(AA*);

R(

R(AD) = R(A%) = R(ATA) = R(A*A);

R(I — AAT) = N(AAT) = N(A*) = N(AT) = R(A)*;
R(I — AtA) = N(ATA) = N(A) = R(A*)*

(vi) 7(A) = r(A*A) = r(A") = r(ATA).

U sledecoj definiciji dato je prirodno uopstenje Moore-Penrose-ovog
inverza.
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Definicija 1.3.2 Neka je A € C™" i neka su M i N pozitivno de-
finitne matrice reda m i n, respektivno. TezZinski Moore-Penrouse-ov
inverz matrice A je jedinstvena matrica AMN e C™™ takva da je

1) AXA= A;
2) XAX = X;
3M) (MAX) = MAX;

AN) (NXA)* = NXA.

Ako je M =1, i N = I, tada je AT,WI” = Al

Uopsteni inverzi koji zadovoljavaju samo neke od pomenute cetiri
Penrose-ove jednacine imaju svoju primenu kod raznih tipova resavanja
linearnih sistema.

Za matricu A € C™*" sa A{i, j, k} oznacava¢emo skup svih matrica
X € C™™ koje zadovoljavaju jednacine (i), (j), (k) iz skupa (1) — (4)
Penrouse-ovih jednacina. Matrica X € A{i, j, k} naziva se {i, j, k}—in-
verz od A, u oznaci A®*). Cesto se za {1}-inverz koristi termin un-
utrasnji inverz, za {2}—inverz spoljasnji, dok se {1,2}—inverz naziva
refleksivnim inverzom.

Glavna primena {1}—inverza je pri resavanju raznih linearnih siste-
ma, gde se oni koriste na slican nacin kao obi¢ni inverzi. Elementi klase
{1, 3} —inverza tesno su povezani sa najmanje kvadratnim resenjem lin-
earnog sistema Ar = b u smislu da je ||Az — b|| najmanje kada je
v = AL3p, gde je ALY € A{1,3}. Obrnuto, ako X € C™*™ poseduje
svojstvo da za svako b, ||Az — b|| je najmanja kada je x = Xb, tada je
X € A{1,3}. S druge strane, {1,4}— inverzi povezani su sa resenjima
sa minimalnom normom na sledeé¢i nacin: ako pomenuti sistem ima
refenja, ono resenje za koje je ||z|| najmanje dato je sa x = A1,
gde AWM € A{1,4}. Obrnuto, ako X € C™™ poseduje svojstvo da
kada jednaCina Az = b ima reSenja, x = Xb je reSenje sa minimalnom
normom, tada je X € A{1,4}.

Jedinstveno najmanje kvadratno resenje jednacine Axr = b sa mini-
malnom normom i Moore-Penrose-ov inverz A povezani su na slede¢i
nacin:
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Teorema 1.3.4 (Penrose [97]) Neka je A € C™™, b € C™. Medu
najmanje kvadratnim resenjima jednacine Az = b, A'b je resenje sa
minimalnom normom. Obrnuto, ako X € C™ ™ poseduje svojstvo da
za svako b, Xb je najmanje kvadratno reSenje jednacine Ax = b sa
manimalnom normom, tada je X = A,

Medu svim uopstenim inverzima poseban znacaj imaju oni Cija su
slika i jezgro unapred zadati:

Definicija 1.3.3 Neka je A € C™" ranga r, neka je T potprostor od

C" dimenzije s < r, i neka je S potprostor od C™ dimenzije m — s.
Ako matrica X € C™™ zadovoljava uslove

XAX =X, R(X)=T, N(X)=S§,

tada je X spoljasnji inverz matrice A sa unapred definisanom slikom T’
i jezgrom S, u oznaci X = Aé?’s

Na slican na¢in definisu se {1} i {1, 2} —inverzi sa zadatom slikom i
jezgrom:

Definicija 1.3.4 Neka je A € C™*" ranga r, R(A) = L, N(A) = M,
LeS=C"iMeT=C".

(a) Ako matrica X € C™™ zadovoljava uslove
AXA=A, N(AX)=S, R(XA) =T,

tada je X wunutrasnji inverz matrice A sa unapred definisanom
slikom T i jezgrom S, u oznaci X = Ag}g

(b) Ako matrica X € C™™ zadovoljava uslove
AXA=A, XAX =X, NAX)=S5, R(XA)=T,

tada je X refleksivni inverz matrice A sa unapred definisanom
slikom T i jezgrom S, u oznaci X = A%’SZ).
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Primetimo da je AT = A%a*),/\/(m)- Takode, ako uzmemo S =
L+ i T = Mt klasa {1}—inverza sa slikom T i jezgrom S je klasa
{1, 3,4} —inverza.

Naredni inverz definisao je Drazin [41] 1958, u asocijativnim prsten-

ima i polugrupama, bez posebnog pominjanja matrica. Definicija Drazin-
ovog inverza na skupu matrica je:

Definicija 1.3.5 Neka je A € C™*" matrica indeksa k. Drazin-ov in-
verz matrice A, u oznaci A%, je jedinstvena matrica koja zadovoljava
sledece uslove:

1k) AF+14d = Ak,
2) AlAAL = Al
5) AAL = AdA.

Primetimo da je A? = Angk) N(AF):

Specijalni slucaj Drazin-ovog inverza matrica je je grupni inverz:

Definicija 1.3.6 Neka je A € C™" matrica indeksa 1. Jedinstvena
matrica A* koja zadovoljava uslove:

1k) AAPA = A;
2) APAAL = Al
5) AA! = AfA

zove se grupni inverz matrice A.

Neke osobine Drazin-ovog inverza i, specijalno, grupnog inverza date
su u slede¢im tvrdenjima:

Teorema 1.3.5 Neka je A € C™" im,l € N. Tada vazi:
(i) Al(AY)™ = A= 2am > 0, | —m > ind(A);
(i) (A7)? = (A9)"
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(i) (AT)? = (ADT;
(i) (4" = (A7)

)
)
(v) ind(A%) =1 i (A%)f = A2 A%
(vi) (AY9 = A ako i samo ako je indA = 1;
(vii) ((A1)%)* = A%

i)

Posledica 1.3.1 Neka je A € C™" ¢indA = 1. Tada vazi:

(1) (A7)F = (497

(i) (AT)F = (49T
(iii) (A% = A;

(v) r(AF) = r(A), R(AF) = R(A) i N(AF) = N(A);
(vi) R(A) &N (A) =™

)

)

)
(iv) ind(A) =1 i (AY? = (A*)! za svako | € N;

)

)
(vii) AA* = AFA je projektor na R(A) duz N'(A).
Teorema 1.3.6 Neka je A € C™" 4 indA = k. Tada je za svako
[ >k l€eN:

Al = Al(AZHHD 4l

gde je (AW proizvoljan element iz A2F1{1}.
Posledica 1.3.2 Akoje A € C™*" jindA = 1, tada je A = A(A3)M A.

Generalisani inverzi definisani su i na razlic¢itim algebarskim i topoloskim
strukturama, npr. na skupu ogranic¢enih operatora, u prstenima s in-
volucijom, C*—algebrama, itd. Vise o uopstenim inverzima operatora
na Banahovim i Hilbertovim prostorima moze se naé¢i u knjigama [21],
[36] i [121].
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1.4 Osnovne osobine EP matrica

Za proizvoljnu matricu A € C™™ u opstem slucaju ne vazi AAT =
ATA. Specijalna klasa matrica za koje je AAT = ATA tj. R(A) =
R(A*) predstavlja EP (rang-hermitska) matrice. Ime EP-matrica je
od "Equal Projection” jer je AAT ortogonalni projektor na R(A), a
ATA ortogonalan projektor na R(A*). Skup svih EP-matrica iz C™*"
oznacavamo sa CFPP. Dakle,

CEP = {Aec 0™ R(A) =R(A*)} = {Ac O™ : AAT = ATA}.

Napomenimo da je za kompleksnu matricu A, uslov R(A) = R(A*)
ekvivalenan uslovu NV (A4) = N (A*).
S. L. Campbell i C. D. Meyer Jr. 28] dokazali su da se proizvoljna EP

matrica A € C*" moze prikazati kao

A:UVO( 8](] (1.2)

gde je U € C™™ unitarna i K € C™" invertibilna matrica.
Ocigledno vazi:

CU c ON ¢ PP, (13)

Neke od osobina EP matrica, koje se mogu naci u radovima [18, 24, 21,
29, 30, 56, 60, 79, 69, 84, 94, 95, 122], su:

Teorema 1.4.1 Nekaje A € C™*". Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
1. A je EP, tj. R(A*) = R(A).
2. A* je EP.
3. Aje EP, tj. R(A) = R(AT).
4. AT je EP.
5. AA*A je EP.
6. AT je EP.
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. r(A) =1r(A2) i A* je EP.
. N(A) = N(A%).
- R(A) @ N(A) = C™ (i/ili R(A*) @ N(A*) = C™*1).

UAU* je EP za svaku/neku unitarnu matricu U.

PAP* je EP za svaku/neku nesingularnu matricu P.

Postoji nesingularna matrica P tako da je PAP* = l [g 8 ] 7

gde je K nesingularna.

A se moze predstaviti kao PAP* = l K KX

XK XKX*Lg%j&P
permutaciona, a K nesingularna matrica.

Postoji matrica V' tako da je A* = AV (i/ili A* = V1A, A = A*Vs,
A= V3A%).

Postoji matrica V tako da je AT = AV (i/ili AT = V1A, A= ATV,
A=TVyAl).

r(A) = r(A%) i postoji matrica V tako da je A* = A*V (i/ili
A= VA,

AAT = ATA.

r(A) =r(A2%) i AT = A%

A komutira sa AAT (i/ili ATA).

AY komutira sa AAT (i/ili ATA).

r(A¥) i A* je EP za svaki/neki prirodni broj k > 2.

(A¥)
r(A?) i (A%)F = (AT)%.
r(A2) i A2(AT)2A2 = A2,
(A?)

r(A2) i A(AD2A = AAL.



1.4.

24.
25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.

OSNOVNE OSOBINE EP MATRICA 15

(AAT)? = A2(AN)? (i/ili (ATA)? = (A1)2A2).

r(A) =r(A?) i (AAT)(ATA) = (ATA)(AAT).
r(A) = r(A?) i (AAT)(A*A) = (A*A)(AAD) (i/ili (ATA)(AA*) =
(AA*)(ATA)).

r(A) = r(A?%) i AAT komutira sa AA* +NA*A (i/ili ATA komutira
sa AA* + NA*A) za svaki/neki kompleksan broj A # 0.

A2AT + ATA? = 24,

A*APA + AAA* = 2A*,

ATARA + AARAT = 2A1,

AAT 4 (A2AD) = A A" (ifili ATA? + (ATA%)" = A4 A").

Postogji polinom p(x) tako da je AT = p(A) (i/ili postoji polinom
q(z) tako da je A = q(AT).

Y. Tian i H. Wang u radu [113] navode jo$ neke osobine EP matrica.

Teorema 1.4.2 Neka je A € C™*". Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1.

A je EP.

A A

0 Ay
gde su Ayy 1 Agg kvadratne matrice, A1y i Agy su EP i R(Aj2) C
R(A12) i R(AT,) € R(A3,).

Za svaku unitarnu matricu U za koju je UAU* =

Ay A

0 A
gde su Ayy 1 Agg kvadratne matrice, A1y i Agy su EP i R(As2) C
R(A1z) i R(A3,) C R(A3y).

r(A) = r(AsH) i (ASTHT = (A5)T(ADT za sve/neke prirodne bro-

jeve s, t.

Za svaku nesingularnu matricu P za koju je PAP* =

ATB = BA' ako je AB = BA.
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CAAT(A + NAT) = (A + MNADAAT (i/ili ATA(A + NAT) = (A +

MNANATA) za svaki/neki kompleksan broj A # 0.

CAAT(A + MA%) = (A + MAAAT (i/ili ATA(A + NA*) = (A +

NA*)ATA) za svaki/neki kompleksan broj A # 0.
R(ANA+ A3 za svaki/neki kompleksan broj A # 0.

) =
- N(A+ AT = N(AA+ A3) za svaki/neki kompleksan broj A # 0.

A) =r(A%) i AA® je hermitska.
A) = 1(A2) § AAT = AAF (i/ili ATA = A*A).

r(
(
r(A) = r(A%) i AAPA" = A APA,
(A) = 1(A%) i AAPAT = ATAPA,
(

):( r( )2)) i (AA*)(AA*) = (AAN(AA") (i/ili (A*A)(AFA) =

r(A) = r(A?) i (AAY)(AA* + NA*A) = (AA* + NA*A)(AAY) za
svaki/neki kompleksan broj A # 0.

r(A) = r(A%) i (AAT)(A*A)T = (A*A)T(AAT) (i/ili (ATA)(AA*)T =
(AAX)T(ATA)).

r(A) = r(A*) i AKAT = ATA* za sve/neke prirodne brojeve k > 2.
r(A) = r(A¥) i AFFTLAT 4 ATARHL = 2AF 2q sve/neke prirodne

brojeve k.

r(A) = r(AF) @ AFPLAT 4 (ATARTY = AR + (AF)* za sve/neke

prirodne brojeve k.
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1.5 Linearna kombinacija involutivnih ma-
trica

M. Sarduvan i H. Ozdemir su u radu [93] okarakterisali sve situacije u
kojima je linearna kombinacija ¢ A 4+ coB tripotent ili idempotent ili
involutivna matrica, pri ¢emu su A, B involutivne matrice i ¢y, ¢ € C'\
{0}. Ovaj problem je interesantan ne samo sa algebarske tacke gledista
ve¢ i po ulozi koju ova vrsta matrica ima u primenjenim naukama,
posebno u statistickoj teoriji. Na primer, ako je A € R™*™ simetri¢na
matrica i  n X 1 realni proizvoljni vektor koji ima normalnu raspodelu
N,(0,1), tada su potrebni i dovoljni uslovi A = A% i A = A3 da se
kvadratna forma x’Ax predstavi kao hi-kvadratna promenljiva ili kao
razlika dve nezavisne hi-kvadratne promenljive, redom (videti [17, 48,
107, 109]).

Involutivne matrice nemaju primenu samo u statistickoj teoriji, vec i

) : . : . : 0 —
u mnogim oblastima primenjene nauke. Na primer matrica ; ,

0
koja je element klase matrica poznate kao Pauli spin matrice i Dirac

0

: . . 0 —i : . . .
spin matrice sa podmatricom ; su involutivne i one se Cesto

primenjuju u kvantnoj mexanici.

Napomenimo da je svaku involutivnu matricu moguée dijagonalizovati
(videti [64, Posledica 3.3.10]). Primenjujuci Spektralnu teoremu za di-
jagonalizovane matrice (videti [83]), zakljucujemo: ako je A involutivna
matrica, tada postoje dve idempotente matrice P, i P, tako da vazi:
A:P1—P2,I:P1+P21P1P2:0.

Neki od interesantnih rezultata iz rada [110] su slededi:

Teorema 1.5.1 [93] Neka su A, B € C™" komutativne involutivne
matrice takve da je A # +B i neka su c¢y,co € C\ {0}. Tada je
linearna kombinacija T = ¢y A+ co B tripotenta matrica ako i samo ako

Jje
1 1 11,1 1, .1 1)}

(c1,¢2) € {(—27 —5), (—57 5)7 (5’ _5)’ (5’ 5

Odgovor na pitanje kada je linearna kombinacija involutivnih ma-
trica idempotent sadrzan je u sledec¢oj teoremi:
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Teorema 1.5.2 [93] Neka sucy,co € C\{0} i A, B € C™™ involutivne
matrice za koje vazi A # +B. Neka je'T' = c; A+ coB.

(a) Ako je AB = BA, tada je matrica T idempotent ako i samo ako

(b) Ne postoji situacija u kojoj je matrica T idempotent ako je AB #
BA.

U sledecem rezultatu razmatra se kada je linearna kombinacija dve
idempotentne matrice involutivna matrica.

Teorema 1.5.3 [93] Za ¢1,co € C\ {0} i idempotente matrice A, B €
C™" neka je T njihova linearna kombinacija oblika

T = ClA+CzB. (14)

(a) Ako je AB = BA, tada je matrica T involutivna ako i samo ako
vazi jedan os sledecih uslova:

(a1) (c1,c0) = (£1,£1) i A+ B =1,
(ag) (c1,c0) = (1,=2) or (c1,¢9) = (—1,2) i A= I,
(a3) (c1,c2) = (2,—1) ili (c1,¢2) = (—2,1) i B = 1I,,.

(b) Pod pretpostavkom da je AB # BA, matrica T je involutivna ako
jeci+c;=0i %I, +AB+BA=A+B.
1



Glava 2

Generalisani i
hipergeneralisani projektori

2.1 Pojam i karakterizacija generalisanih
i hipergeneralisanih projektora

Pojam generalisanog i hipergeneralisanog projektora definisali su Grof3
i Trenkler u radu [53].

Definicija 2.1.1 [553] Matrica A € C™*" je:
(i) generalisani projektor ako vazi A? = A*,
(i) hipergeneralisani projektor ako vazi A* = AT,

Odgovarajuce skupove generalisanih i hipergeneralisanih projektora
definisanih u Definiciji 2.1.1 nadalje ¢emo oznacavati sa CS¥ i CHEP,
redom. Dalje, sa CTTi C°A oznacavamo podskup od C™™ sacinjen od
svih parcijalnih izometrija i kontakcija, to jest:

CPl={AcC™: AA*A= A} = {Aec Cv™ . AT = A%},

C = {A e C™™ . ||Az|| < ||7|| za svakox € C™'}.

19
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CSP oznacava podskup od C™*™ tzv. star-dagger matrica, to jest:

CSP = {A e Cm: AT At = AT A7)

U radu [53] pokazano je da se mnozenjem izraza A? = A* sa leve i
desne strane matricom A dobija AA* = A3 = A*A | tj. da je

cSP c oN. (2.1)
Takode se na osnovu jednakosti A2 = A* dobija da vazi:
AA*A = A' = (A*)? = (A")" = A,
Odavde sledi da
ciPcoy i cStcodr. (2.2)

Naredna tvrdenja daju interesantne karakterizacije skupa generalisanih
projektora.

Lema 2.1.1 [53] Neka je A € C**. Sledeca turdenja su ekvivalentna:
1. A je kvadripotentna normalna parcijalna izometrija,
2. A je kvadripotentna normalna matrica,
3. A* = A2,

Posledica 2.1.1 [53] Neka je A € C"*". A je generalisani projektor
ako i samo ako vazi A? = AT i AT = A"

Lema 2.1.2 [53] Neka je A € C**". A je generalisani projektor ako i
samo ako postoji U € CY tako da vaZi:

A—U(%S)Uﬁ (2.3)

gde je E dijagonalna matrica sa dijagonalnim elementima:

1 3 1 3
6]'7]'6{1,— \/_ \/_}7]

=1

2T bt t

Y
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Slicne karakterizacije dobijene su i u slu¢aju hipergeneralisanih projek-
tora.

Lema 2.1.3 [55] Neka je A € C2*". Sledeca turdenja su ekvivalentna:

1. A je kvadripotentna EP matrica,
2. A = (A1)
3. AT = A2

Lema 2.1.4 [53] Neka je A € C™". Tada je A € CHY ako i samo ako
postoji U € CY tako da vazi:

AzU(E 8>U (2.4)

pri cemu je T gornje trougaona matrica sa dijagonalnim elementima:

tig € {11 =i, — 1+ i}, j=Tx, 20 koju je T =1I,.

Uslov T3 =I}, je veoma vazan jer bez toga rezultat ne vazi, §to se moze

videti za U=1, 1 T = (1) 1 ) Tada je UTU*(=T) i matrica A je

oblika (2.4), ali je Af(= A1) #£A2%
Na osnovu Leme 2.1.1 dobija se jos jedna karakterizacija skupa gener-
alisnih projektora:

CEP =P NN =¥ NN =P 0Pl (2.5)
Primetimo da vazi i sledeée: ako je A2 = Af, tada je A* = A, odnosno:
CHEP C 0P, (2.6)

Kako je jo§ i AAT = A3 = ATA | sledi:
CHEP C PP, (2.7)

Zapravo, na osnovu dela (1) < (3) Leme 2.1.3 moze se zakljuciti da
inkluzije (2.6) i (2.7) impliciraju jednakost:

CHEP — CQP n OFP, (2.8)
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Na osnovu (2.6) i Posledice 2.1.1 dobija se restriktivnija karaterizacija
skupa generalisanih projektora:

CGP = CHOP (1 (2.9)

Treba ista¢i da, u opstem slucaju, skup svih projektora CP nije
sadrzan ni u CSY ni u CHEP § obratno. Detaljnija veza izmedu tih
skupova data je u narednoj teoremi.

Teorema 2.1.1 [11] Za matricu A € C™*" sledeca turdenja su ekviva-
lentna:

1. A je generalisan projektor i projektor,
2. A je hipergeneralisani projektor i projektor,

3. A je ortogonalni projektor.

Jedna od karakterizacija generalisanih i hipergeneralisanih projek-
tora moze se dobiti koriséenjem SVD dekompozicija (razlaganje korisée-
njem singularnih vrednosti):

Teorema 2.1.2 [11] Neka je A € C'*™ data sa:
A =UDV, (2.10)

gde su U,V € C™" takvi da vazi da je U*U =1, =V*V, a D je pozi-
tivno definisana dijagonalna matrica. Neka je:

W =V U. (2.11)
Tada vaZi:
1. AeCll D=,
2. AeCEP oW ey,
3. Ae CN & W e CY,WD? = D*°W & W € CY WD = DW,
4. AeC' D=1, WeCl/ W3=1,
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5. A €CHCP o W e CV (WD)’ =1,

Teorema 2.1.2 omogucava da se na jednostavan nacin dode do jos
nekih osobina generalisanih i hipergeneralisanih projektora. Na primer,
na osnovu prvog, ¢etvrtog i petog tvrdenja ove teoreme dobija se da
vazi:

AecCi" nClewWeC], (WDP?=I, D=1 &

D=L, WeC], W =1, & AcC,",

sto je potvrda formule (2.9). Stavise, posto A € C™™ u obliku 2.10
zadovoljava jednakost:

A* = A & UDWDWDWDV* = UDV* & (WD)? =1,  (2.12)

iz drugog i petog tvrdenja Teoreme 2.1.2 sledi da vazi:

AcC®NCEP o (WD) =1, We C} & A e CHOP,

Sto je zapravo jos jedna potvrda da vazi ekvivalencija prvog i treceg
dela Leme 2.1.3 data u ovom radu kao (2.8). Relacija (2.8) moze se
iskombinovati sa (2.9), sto vodi do:

GP P PI EP
AeCiP s AecPF ncy, ncChr,

§to je jos jedna karakterizacija skupa CSF. Sa druge strane, to se moze
uopstiti koristec¢i pojam slabih EP-matrica definisanih na slede¢i nacin:

Definicija 2.1.2 [11] Matrica A € C™" je slabo-EP matrica ako vaZi
sledeca jednakost: PAPpa« = Pp«Py.

Skup svih matrica koje zadovoljavaju Definiciju 2.1.2 oznacava se
sa CWEP Na osnovu A € CEP & Py = Py, ocigledno vazi:

CEP C OWEP, (2.13)

Dublji uvid u ovu relaciju omogucen je slede¢om lemom.
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Lema 2.1.5 [11] Matrica A € C™*™ je EP ako i samo ako je slabo-EP
1 indeksa ne veceg od 1, to jest:

r(A%) =1(A). (2.14)
Teorema 2.1.3 [11] Za svako A € C™*" vaZi:

A c CHOP o A € CRP N CIVEP,

Po analogiji sa Definicijom 2.1.2 uveden je pojam slabe normalnosti.

Definicija 2.1.3 [11] Matrica A € C™™ je slabo-normalna ako zado-
voljava uslov AA*A*A = A*AAA™.

Skup svih matrica koje zadovoljavaju Definiciju 2.1.3 oznacava se sa
CWN_ Ocigledno je CN C CWN,

Ako je A € C™*™ kvadripotentna i normalna, ona je generalisani
projektor. Naredna teorema pokazuje da se zamenom normalnosti u
ovom tvrdenju slabom-normalnoséu dolazi do novih osobina hipergen-
eralisanih projektora.

Teorema 2.1.4 [11] Za svako A € C™™ vazi:
AcC¥NCYN = A cclier,

Prema (A?)* = (A*)21i (AT)* = (A*)T, jasno je da iz treceg i cetvrtog
tvrdenja Definicije 2.1.1 vazi:

AecCSP o A*cCSF i AeClOP o Ax e ClICF,

Analogne ekvivalencije vaze i kad se A* zameni sa Moore-Penrose-ovim
inverzom Af.

Teorema 2.1.5 [11] Za svako A € C™™ vazi:

AcClP o ATeCl” i AcCIP o AT ISP (2.15)
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Naredne karakterizacije skupa generalisanih i hipergeneralisanih pro-
jektora sadrzane su u radu [12].

Prema Posledici 6 [57] svaka matrica A € C}*" moze biti predstavl-
jena u obliku:

YK YL .
A-U( 0 0 )U, (2.16)
pri ¢emu je U € C™*" unitarna matrica, 3 = diag(o1l,,, ..., ol,,) di-
jagonalna matrica singularnih vrednosti matrice A, o1 > 09 > -+ >

o0 >0,r1+ro+---+r,=riKeC" LeC"™" zadovoljavaju:

KK* + LL* =I.. (2.17)
Dalje je:
K*x71 0
T *
AT=1TU ( Ly g ) Uu*. (2.18)

Lema 2.1.6 [12] Neka je A € C}*" oblika (2.16). Tada vaZi:
1. AeCll X =1,
2. Ae CS?L & I, — 32 = CC*, zanekoC € C,y.,
3. AcCleyYK=1,
4. AeCP &L=0S=1K=L
5. Ae C¥® & (XK =1,
6. AcCN o L =0,KS =K,
7. Ae O & K'Y = YK,
8. AeCElP &1L =0,
9. A e CVEP & K = 0,

10 AeC' s L=0,2=L,K=1,
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11. Ae ClIP & L =0,(ZK)3 =1

re

Nekoliko interesantnih karakterizacija skupova CS* i CHEP dobija
se kao direktna posledica Leme 2.1.2. Na primer, lako se uocava da je:

CHEP — QP CEP — 0QF A OWEP, (2.19)
Jos jedno neposredno opazanje koje nastaje iz Leme 2.1.2 je:
CCP = Pl N N OWEP = CPL n CHEP (2.20)

sto je jos jedna potvrda jednakosti (2.9).

Na osnovu drugog tvrdenja Posledice 3 [43] dobija se da ako je
A € CSF onda je A? ortogonalni projektor na R(A). Sa druge strane,
Stewart je u svom radu [110] primetio da ako je A € CHEP onda je A3
ortogonalni projektor:

Teorema 2.1.6 [12] Neka je A € C™". Tada je A € CE°Y ako i samo
ako je A3 ortogonalni projektor na R(A).

Kao direktna posledica prethodnog tvrdenja sledi:

Posledica 2.1.2 [12] Neka je A € CHSP. Tada je r(A) = tr(A?).

Na osnovu Teoreme 2.1.5 dobija se da za svako A € C™*" vazi:
AcCSP o ATeClP 1 A e ClOP o AT ¢ CHCP, (2.21)

Pitanje koje se namece je: da li analogna ekvivalencija vazi kada se
Moore-Penrose-ov inverz matrice A zameni sa grupnim inverzom A#?
Odgovor na to pitanje dat je u narednoj teoremi:

Teorema 2.1.7 [12] Neka je A € C*™ matrica indeksa jedan. Tada
vVazi:

AeCP o A* e’ i AeCi® o a# el (222
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Druge dve karakterizacije skupa generalisanih projektora date su u
naredne dve teoreme.

Teorema 2.1.8 [12] Za svako A € CM™ vaZi:

AcCl & AcCPNC nCeVER, (2.23)

Teorema 2.1.9 [12] Za svako A € C™ wvazi:

AcCl o AcCnC nCeVER, (2.24)

Pitanje zatvorenosti operacije mnozenja na skupu generalisanih pro-
jektora proucavan je u radu [53]. Grof i Trenkler zapazili su da je ko-
mutativnost dva generalisana projektora dovoljan uslov da je i njihov
proizvod takode generalisani projektor. Kasnije je taj rezultat uopsten
u narednoj teoremi:

Teorema 2.1.10 [12] Neka su A,B € CSY i neka je jedan od njih
idempotent. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

1. AB € CSP,
2. ABe CY,

3. AB =BA.

Iz same definicije projektora dobija se da je A € CY ako i samo ako
je I, — A € CP i, sli¢no, iz definicije ortogonalnih projektora dobija
se da je A € COF ako i samo ako je I, — A € COF. Ova osobina ne
vazi za generalisane i hipergeneralisane projektore, sto pokazuje naredni
primer:

Primer 2.1.1
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a_(cO commiee— L Vi o1 V3
=lo o) pricemu jec = 5 2211(3— 5 7

i.(2.25)
Ova matrica zadovoljava uslov A2 = A* (time i A2 = AT) ali ne zadovol-
java (I, — A)? =T, — A, §to je, imajuéi u vidu (2.19) i (2.20), neopho-
dan uslov da je A € CIP (i time i A € C&F ).

GroB i Trenkler su u radu [53] zapazili da ako je A € CS¥| onda je
I,—A € CEP. Bitno ojacana verzija ovog razmatranja data je u slede¢oj
teoremi.

Teorema 2.1.11 [12] Ako je A € CSF) tada je 1, — A € CN. Ako je
A € CCF onda je I, — A € CSY ako i samo ako je A € COF. Sliéno,

ako je I, — A € CSY tada je A € CN. Ako je I, — A € CSY| tada je
A € CSY ako i samo ako je A € COF.

Posledica 2.1.3 [12] Ako je A € CSP, tada je 1, — A € CS¥ ako i

samo ako je 1, — A € C¥ i, analogno, ako je I, — A € CS¥ | tada je
A € CSF ako i samo ako je A € C¥.

Iz (2.20) zakljucuje se da je klasa matrica CFT jos jedna od klasa matrica
korisna u karakterizaciji CSY. Pitanje koje se prirodno nameée jeste,
slicno razmatranju u Teoremi 3.3.2, da li tvrdenje A € CSY povlaéi sa
sobom i tvrdenje I, — A € CPli da li tvrdenje I,, — A € CSY povlaéi za
sobom tvrdenje A € CF'!. Odgovor na oba pitanja je negativan. Matrica
A odredena u (2.25) je generalisani projektor, ali I, — A nije parcijalna
izometrija, dok sa druge strane I — A, kojoj je jedini nenula element
¢ jednak % + ?z’ ili % — ?i, jeste generalisani projektor, ali A nije
parcijalna izometrija.

Negativni odgovori se dobijaju kada se posmatraju analogna pitanja
za hipergeneralisani projektor, sto pokazuje slede¢i primer:

Primer 2.1.2

Matrica

1 x
A= , ic jex € C,
< \?1) pricemu je x
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koja zadovoljava uslov A%2 = A~!  je hipergeneralisani projektor. Ako

je x # 0, onda Iy — A, ¢iji je Moore-Penrose-ov inverz:

0 0
(12 - A)T = < z 3—/3i > )

T 3tzz  2(3+z3)

nije slaba EP-matrica. Obrnuto, za A izabrano tako davazi I — A = A,
analogni argumenti pokazuju da vazi da je I,—A e CHCGP ali A ¢ CWEP,

Iako je opsta formula za Moore-Penrose-ov inverz linearne kombi-
nacije dve matrice data od strane Hung-a i Markham-a [67], u praksi je
veoma tesko primenjivati je. Poslednji rezultat u ovoj oblasti pokazuje
da je reprezentacija (2.16) veoma korisna za nalazenje Moore-Penrose-
ovog inverza linearne kombinacije oblika oA 4+ BA*, gde je A € CEF
ia, € C. Glavnu ulogu u dokazivanju ovog rezultata igra naredna
lema:

Lema 2.1.7 Neka su «, B € C i neka je K € C™" takvo da zadovol-
java uslove K3 =1, i K* = K™, Neka je G linearna kombinacija oblika
G=aK+BK* ivy=a®+ 3 Ako je v # 0, tada je G nesingularna i
vazi:

1
G™!' = = (K + o’ K* — ofl,). (2.26)
g
Ako je matrica A data u obliku (2.16) generalisani projektor, tada
vazi:

« [ oK+ BK* 0
aA+ﬁA__< 0 0)

Na osnovu Leme 2.1.7 oéigledno je da, pod pretpostavkom da je o +
33 # 0, vazi:

—1
o= 8).

pri cemu je G™! oblika (2.26).
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2.2 Karaterizacija k-generalisanih projek-
tora

Pojam k-generalisanih projektora definisan je u radu [24] kao uopstenje
generalisanih projektora.

Definicija 2.2.1 [2/] Neka je A€ C"" k€ N ik > 1. Za matricu
A kaze se da je generalisani k-projektor ako je A¥ = A*.

Ocigledno ova klasa matrica generalizuje klasu generalisanih projek-
tora. Kako je matrica A normalna ako i samo ako postoji polinom p
tako da je A* = p(A) (videti [50]), oc¢igledno je k-generalisani projek-
tor normalna matrica. Medutim normalnost nije dovoljan uslov da bi
matrica bila k-generalisani projektor. Potrebni i dovoljni uslovi za to
dati su u sledec¢oj teoremi.

Teorema 2.2.1 [24] Neka je A € C"" ik € N, k > 1. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) A je k-generalisani projektor;
(ii) A je normalna matrica i 0(A) C ogqq U {0};
(iii) A je normalna matrica i A¥*? = A.

Posledica 2.2.1 [2/4] Neka je A € C™*™ hermitska matrica i k-generali-
sani projektor za k € N, k > 1. Ako je k paran broj, onda je A or-
togonalan projektor. Ako je k meparan broj, onda je A> = A i A je
normalna matrica.

Posledica 2.2.2 [2/] Neka je A € C!*". Tada su sledeéa turdenja
ekvivalentna:

(i) A*= A i A je normalna matrica;
(ii) A je oblika

Dol,.
A-U[O O]U, (2.27)

gde je U € C™" unitarna © D € C™" dijagonalna matrica sa
dijagonalnim elementima koji pripadaju skupu os;
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(iii) A2 = A*.

U narednoj teoremi izlozeni su potrebni i dovoljni uslovi da bi linearna
kombinacija dva komutativna k-generalisana projektora takode bila k-
generalisani projektor.

Teorema 2.2.2 [2/] Neka su Gy, Gy € C™™ komutativni k-generalisant
projektori i cy,co € C\{0}. Ako je ciG1+coGy k-generalisani projektor,
tada vazi jedan od sledecih uslova:

(i) c1,¢2 € Opy1;

(ii) ¢ € opq1 @ postoji t € {0,1, ..., k} tako da je wi ,c1 + o €
{0} Uogyr;

(ili) ¢ € opgr1 @ postoji s € {0,1, ..., k} tako da je c1 + wj, c2 €
{0} U op1;

(iv) Posoje t,s € {0,1, ..., k} tako da vazi jedan od sledeéih uslova:

(a) t+s€{0,k+1} iwp 01+ o € {0} Uopyq;
(b) t+ s nije veéi od k+ 1 i postoje p1,p2 € {0} Uoyi tako da

je o1pa #0 1
s t
1y — P2 _ Py — 1
I G e

U radu [35] pojam k-generalisanih projektora uopsten je na skup svih
ogranicenih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru: Neka je H
Hilbertov prostor i B(’H) skup ogranicenih linearnih operatora na Hilber-
tovom prostoru H. A € B(H) je generalisani k-projektor ako postoji
prirodan broj k > 1 za koji vazi A¥ = A*. Dalje su generalisani k-
projektori na Hilbertovom prostoru bili predmet izu¢avanja u radovima
[44] i [81].
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2.3 Rezultati vezani za parcijalna uredenja
matrica

U ovom poglavlju razmatrac¢emo neka parcijalna uredenja matrica koja
se u opStem slucaju definisu na skupu C™*"™. Drazin [42] je 1978. defin-
isao zvezda parcijalno uredenje: Za matrice A, B € C™*" kaze se da
je matrica A manja ili jednaka od B u odnosu na zvezda parcijalno

*
uredenje, i oznacava se sa A < B,

A<B&A'A=AB i AA*=BA" (2.28)
Modifikacijom uslova (2.28), Baksalary i Mitra uvode jos dva uredenja

u radu [13], takozvano levo-zvezda i desno-zvezda uredenje. Matrice
A, B € C™*" su levo-zvezda uredene, u oznaci Ax < B,

Ax < B A"A=A"B i R(A) CR(B) (2.29)

i desno-zvezda uredene, u oznaci A < xB,
A<xB& AA*=BA" i R(A") CR(B"). (2.30)
Cetvrto parcijalno uredenje definisano od strane Hartwig-a [55] i Nambo-
oripad-a [90], nezavisno, jeste takozvano minus (rang razlika) uredenje

definisano u C™*™. Ono moze biti definisano na nekoliko nac¢ina od
kojih mi, za dalji rad, koristimo slede¢a dva:

A< B&r(B—A)=r(B)—r(A) (2.31)

A< B BB'A=AB'B=AB'A = A. (2.32)

Grupno uredenje definisao je Mitra [86] na skupu grupno invertibilnih
matrica na sledeci nacin:

8
A< B« (APA= A'B i AA* = BAY). (2.33)
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Ocigledno vazi:
§
A< B& AB = A® = BA.
Pojam zvezda-ortogonalnosti definisao je Hestenes [63]. Za matrice
A, B € C™™ kaze se da su zvezda-ortogonalne, i oznacava sesa A 1 B,
ALBoAB*=0 i A*B=0. (2.34)

Opste je poznato da za A, B € CEF vazi:

AlB& AB=04 BA=0. (2.35)

Moze se pokazati da su levo-zvezda i desno-zvezda uredenja smestena
izmedu zvezda i minus uredenja:

A<Be Ax<B i A<=B, (2.36)

Ax<B=A<B i A<xB= A<B. (2.37)

Definicije 2.29 i 2.30 modifikovane su na skupu EP matrica, $to se moze
videti iz sledec¢ih tvrdenja.

Teorema 2.3.1 [12] Za svako A € CEP i B € C™™ za koje je A> = AB
vazi:

Ax<B& A?=AB i R(A) CR(B).
Analogno, ako je A% = BA, tada vaZi:

A<xB& A?=BA i R(AY) CR(BY).
Uslov A? = AB ekvivalentan je sa uslovom A = ATAB. Analogno, uslov
A? = BA ekvivalentan je sa uslovom A = BAAT. Primetimo da uslov

A = ATAB implicira R(A) C R(B), dok uslov A = BAAT implicira
R(A*) C R(B*).

Posledica 2.3.1 [12] Ako je A € C¥P) tada 2a B € C™" vaZi:

A< Be AB = A% = BA. (2.38)
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Slicno vazi: Ako su A, B € CEP tada je

AlB& AB=04 BA=0. (2.39)

Interesantno pitanje je kada su sva parcijalna uredenja, ili bar neka
od njih, ekvivalentna. Hartwig i Styan [61] su pokazali da su minus i
zvezda parcijalno uredenje ekvivalentna unutar skupa COF, tj. ako su
A, B € C9 tada vazi:

A<Bo Ax<B& A<+Be A< B. (2.40)

Pomenute ekvivalencije vaze i na Siroj klasi matrica. Naime, moze se
pokazati ([52], Lema 2) da ekvivalencije (2.40) vaze za svako A, B € CFL.
Kako je CSF C CPL ocigledno (2.40) vaZi za sve generalisane projek-
tore. Imajuéi u vidu inkluziju CS* C CHEP postavlja se pitanje da
li neke od ekvivalencija iz (2.40) vaze unutar klase hipergeneralisanih
projektora. Odgovor je negativan, sto pokazuje naredni primer.

Primer 2.3.1

Prvo zapazanje koje se tice odnosa ovih relacija na skupu hipergeneral-
isanih projektora je: za A, B € CHSP minus uredenje A < B ne povladi
ni uredenje Ax < B ni uredenje A < *B (a samim time ni uredenje

A % B ) sto pokazuje sledeéi primer:

c 0 . c 1
A‘(o 0) ' B‘(o c1>’

pri ¢emu je ¢ = —% — ?z ili je c = —% + ?z Lako se moze pokazati da
ove matrice zadovoljavaju uslove A2 = AT B2 =BTir(B - A) = r(B)—
r(A), ali ne zadovoljavaju uslov A*A = A*B, §to pokazuje da je A € CHEP
u relaciji minus sa B € CHCSP | ali da nije u relaciji levo zvezda sa B.

Analogno, kako je K € CHGP « K* € CHCP 0 su konjugovano transpo-

novane matrice hipergeneralisani projektori, ali A* < B* ne povlaci
A* < xB*.

U narednom rezultatu razmatramo uslove pod kojima je skup hiper-
generalisanih projektora ekvivalentan sa skupom EP matrica.
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Teorema 2.3.2 [55] Neka su A, B € C"*". Ako je B € CHGP j A < B,
tada je A € CHSY ako i samo ako je A € CEP.

Ovo zapazanje je ojacano u narednoj teoremi. Naime, pokazuje se

da rezultat vazi i kada se uslov A % B zameni uslovom A% = AB (ili
uslovom A% = BA).

Teorema 2.3.3 [12] Neka su A,B € C™* takvi da je B € CHGP 4
A% = AB ili A2 = BA. Tada je A € CHS ako i samo ako je A € CEP.

Neka je A € CHYF Ako je A oblika

A=TU ( E(F 8 ) U, gde je (XK)? =1,. (2.41)

i B € C"*" oblika

B=U ( 113 g ) U*, gdejeD e C™" G e Cnmx(n=n) " (2.42)
tada vazi: .
(1) ako je A < B, tada je:

SK 0.,
sou (% ),

HGP

n—r

i, kao posledica dobija se da je B € CISF ako i samo ako je G € C
(2) ako je B % A, tada je:

D 0 .
sou (2 0)e

i, kao posledica dobija se da je B € CI9F ako i samo ako je D € CHGP,

U narednom rezultatu dajemo potrebne i dovoljne uslove da je zbir
dva generalisana projektora generalisani projektor. Rezultat vazi i
slucaju projektora i ortogonalnih projektora.
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Teorema 2.3.4 [53] Neka je G podskup C™*" koji oznacava skup idem-
potenata, ortogonalnih projektora ili generalisanth projektora i neka
A,B € G. Tada je A+ B € G ako i samo ako je AB = BA = 0,

t. A1 B.
Ako su A i B hipergeneralisani projektorii AB = BA = 0, tada je A+ B

hipergeneralisani projektor. Zaista, uslov AB = BA = 0 implicira
(A+B) = A"+ B

U narednom rezultatu dajemo oblik matrice koja je povezana levo-
zvezda parcijalnim uredenjem sa EP matricom.

Lema 2.3.1 [23] Neka je A € CEF oblika (4.9) i B € C™". Tada je
Ax < B ako i samo ako postoje S € C=x(=n) 4 7 ¢ C(=1)xT tako
da je

K 01],.
B_le_SZ 5105 (2.43)

gde je U € C™™ unitarna + K € C™" invertibilna matrica.

Ako je A € CFP i B grupno invertibilna matrica, tada je A <B

#
ako 1 samo ako je A < B. Moglo bi se ocekivati da sledeée ekvivalencije
vaze:

(i) Akoje A€ C™"i B e CFF tadaje Ax < B A< xB.

(ii) Ako je A grupno invertibilna matrica i B € CEP| tada je Ax <
B« A<B.
(ii) Ako je A grupno invertibilna matrica i B € CFP| tada je A <
«B A< B.
Medutim slede¢i primer pokazuje da ni jedna od navedenih ekvivalen-
cija ne vazi.

Primer: Neka su
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gde su a,b,c € C'ia+#bc. A je grupno invertibilna matrica, B € CEP,
R(A) CR(B)iR(A*) C R(B*). Takode je:

(i) AA=A*B&a=b=1,
(i) AA*=BA* < a+b=21ic=—1,
(ili) AB=A?=BA&a=1,b=0,c=0,

sto pokazuje da su relacije Ax < B, A <xBiA % B nezavisne i pod
pretpostavkom da je B EP matrica.

Naredni rezultati odnose se na matrice povezane minus parcijalnim
uredenjem.

Lema 2.3.2 [57] Neka A,B € C"™" ia =r(A) <r(B)="b. Tada je
A i B ako i samo ako je matrica A oblika:

_ Dl 0 *
A_Ulo O]V (2.44)

1 matrica B oblika:

B D1+ RDyS RD, .
B—U[ DS Dy ]V , (2.45)
gde U € C™*b 'V € O™ zadovoljavaju U*U = I, = V*V, Dy, Dy su
pozitivno definitne dijagonalne matrice ranga a, b — a, respektivno, i

Re CaX(b—a)7 S e Cb-a)xa g proizvolyne matrice.

U narednom tvrdenju dajemo potrebne i dovoljne uslove da je raz-
lika dva generalisana projektora generalisani projektor. Rezultat vazi i
za skup projektora i ortogonalnih projektora.

Teorema 2.3.5 [53] Neka je G podskup C™ ™ koji oznacava skup idem-
potenata, ortogonalnih projektora ili generalisanith projektora i neka

A, BeqG. Tada je B— A € G ako i samo akojeAiB, tj. A%B.
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Ako su A i B hipergeneralisani projektori i A % B, tada je B — A

hipergeneralisani projektor. Zaista, uslov A % B implicira (B — A)T =
BT — AT, Sada je (B — A)T = B> — A> = (B — A)2.

Teorema 2.3.6 [53] Neka je H podskup C™*™ koji oznacava skup idem-
potenata, ortogonalnih projektora, generalisanih projektora ili hipergen-
eralisanih projektoria i neka A, B € H. Tada je AB € H ako je
AB = BA.

Ako su A, B i AB ortogonalani projektori, tada je AB = BA. Medutim,
analogno tvrdenje ne vazi za projektore, generalisane i hipergeneral-
isane projektore.



Glava 3

Invertibilnost linearne
kombinacije matrica

3.1 Invertibilnost generalisanih projektora

U ovom poglavlju izlozi¢emo orginalne rezultate iz rada [115], koji se
odnose na pitanje invertibilnosti linearne kombinacije dva komutativna
generalisana projektora.

U Lemi 2.1.2 dokazano je da je generalisani projektor A € C**" oblika

A:U00

K0 ] U, (3.1)

gde je U € C™ " unitarna i K € C™" matrica za koju vazi K3 = I, i
K* = K7 kao i da je matri¢na forma hipergeneralisanog projektora

A€ Crn

(3.2)

A:U[EK O]U*’

0 0
gde je U € C™" unitarna, ¥ = diag(o1l,,,...,0:l,) dijagonalna
matrica sopstvenih vrednosti matrice A, o1 > o9 > ... > o, > 0,
ri+re+...4+ry =r=r(A)i K € C™" matrica za koju vazi (LK)3 = I,
i KK* =1,.

Ove reprezentacije generalisanih i hipergeneralisanih projektora bile su
od znacaja prilikom dobijanja narednih rezultata. Takode je od interesa
i slede¢a lema:

39
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Lema 3.1.1 Neka su A, B € C™" generalisani ili hipergeneralisani
projektori. Ako je AB = BA, tada je oblik matrice B

B:U“)) g]U (3.3)

gde su D € C™" i G € CxX(=") generalisani ili hipergeneralisani
projektori 1 KD = DK.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti u slucaju kada su A i B komutativni gen-
eralisani projektori. Tvrdenje se analogno dokazuje i za komutativne
hipergeneralisane projektore.

Neka je A € CI*™ oblika (3.1). Pretpostavimo da je oblik matrice
BeCcmm

B:U“ﬁ g]U (3.4)

gdeje De C™"iG e C=)x(=)  Primenom AB = BA dobija se

KD KE1,, . [DK 0],.
Ulo O]U_UlFK O]U’

Sto implicirada je KD = DK i KE =0 = FK. Kako je K invertibilna
matrica, iz KE =0 = FK sledi da je E =0 = F. S obzirom na to da
je B generalisani projektor, vazi D* = D? i G* = G%. O

U narednom rezultatu dajemo potrebne i dovoljne uslove za istovre-
menu invertibilnost razlike A — B i linearne kombinacije A*+ AB + B*,
u slucaju kada su A i B komutativni generalisani projektori.

Teorema 3.1.1 Neka su A, B € C™*" generalisani projektori i AB =
BA. Tada su sledecéi uslovi ekvivalentni:

(i)
(i) M(A) @ N(B) =™,

) R(A)NR(B) = {0} 1 N(A) NN (B) = {0},
) A—

B, A* + AB + B* su invertibilne matrice.

R(A) & R(B) = C™,

(iii

(iv
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Dokaz: (i) = (i1) Koristedi da je N(A*) = N(A) i N(B*) = N(B) za
generalisane projektore, dobija se
(N(A) + N (B)): = (N(A) + N(B)): = N(AYE AN (BT =
R(A)NR(B) = {0}.
Dakle, N'(A) + N(B) = C™*1.
Sli¢no,
(N(A) NN (B): = (W(AT) N N(B)): = N (A + N (B =
R(A) +R(B) = C™.

Dakle, N'(A) N N(B) = {0}.

(i) = (i) Kako iz uslova N (A)®N (B) = C™*! direktno sledi N'(A)N
N (B) = {0}, dovoljno je dokazati da vazi R(A) N R(B) = {0}. Slicno
kao u dokazu (i) = (i7), koristeci da je R(A*) = R(A) i R(B*) = R(B)
za generalisane projektore, dobija se

(R(A) NR(B))* = (R(A") NR(B*))* = R(A*)" + R(B")* =
N(A) + N(B) = C™,

Dakle, R(A) N R(B) = {0}.

(7i1) = (iv) Dokazimo da je razlika A— B bijekcija. Dovoljno je dokazati
injektivnost A — B.

Neka je (A — B)xz = 0. Tada je Az = Bx € R(A) NR(B) = {0}, pa
sledi da je x € N(A) N N(B) = {0}. Time je dokazana injektivnost
A — B. Dakle, A — B je invertibilna matrica.

Dokaz invertibilnosti A* + AB + B* je slican.

Neka je (A* + AB + B*)z = 0. Kako je ABx = BAx =0, vazi (A" +
B*)x =0, pa A*x = —B*z € R(A*)NR(B*) = R(A)NR(B) = {0}. Iz
poslednje relacije sledi da je x € N (A*)NN(B*) = N(A)NN(B) = {0},
¢ime je pokazano da je A*+AB+ B* ”jedan-jedan”. Dakle, A*+AB+ B*
je invertibilna matrica.

(iv) = (i) Kako je AB = BA, vazi
A®— B = (A - B)(A*+ AB + B*) = (A — B)(A* + AB + B*).
Na osnovu (iv) sledi da je A3 — B?® invertibilna. Kako su A® i B3

ortogonalni projektori, na osnovu Teoreme 1.2.4 (iv) < (i) dobija se
da je R(A3) @ R(B?) = C™*! §to je ekvivalentno sa (7). O
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Posledica 3.1.1 Neka su A, B € CSY pri ¢cemu je AB € CS¥ (ili
AB € CN) i neka je A ili B idempotent. Tada su sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

(i) R(A) & R(B) = C™,
(i) N(A) @ N(B) =™,
)
)

(iii

R(A) NR(B) = {0} i N(A) N N(B) = {0},
A—

(iv B, A* + AB + B* su invertibilne.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.1.10 dobija se AB = BA. Sada dokaz
sledi na osnovu Teoreme 3.1.1. O

Naredni rezultat daje potrebne i dovoljne uslove za invertibilnost
linearne kombinacije ¢; A* + ¢, B! u slu¢aju kada su A i B komutativni
generalisani projektori.

Teorema 3.1.2 Neka su A, B € C™*" komutativni generalisani pro-
jektori i meka su c1,co € C\ {0}, & +¢3 # 0 ikl € N. Tada je
c1AF + ¢y B! invertibilna ako i samo ako je (I, — AAT)B + AAT invert-
wbilna.

Dokaz: Neka je A € CST oblika (3.1) i r(A) = r. Na osnovu Leme
3.1.1, uslov AB = BA je ekvivalentan sa c¢injenicom da je B oblika
(3.3). Sada je

aK*+ceDb 0

k [ _
cAb+ B =U A G

U*.
Kako je D?® ortogonalan projektor i (¢; K*)? + (coD')? = 31, + 3 D?,
dobija se da je (c; K*)3 + (coD')? invertibilna za sve konstante ¢y, cy €
C'\ {0} takve da je ¢} + 3 # 0. Iz invertibilnosti matrice (¢; K*)3 +
(coDY)? sledi invertibilnost matrice ¢; K* + ¢, D'. Dakle, c; A* + ¢, B! je
invertibilna ako i samo ako je G invertibilna, tj. ako je (I,,—A3)B+A3% =
(I, — AAT)B + AAT invertibilna matrica. O

Ocigledno da iz prethodnog rezultata dobijamo nezavisnost invert-

ibilnosti linearne kombinacije c¢; A¥ + ¢, B! od izbora konstanti ¢, ¢y €
C '\ {0} koje zadovoljavaju c¢; +c3 #01i k,l € N.
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Posledica 3.1.2 Neka su A, B € C™" komutativni generalisani pro-
jektori i neka su cy,co € C\{0}, 3 +c3#0ik,l € N. Tada je invert-
ibilnost linearne kombinacije c; AF + co B! nezavisna od izbora konstanti
C1, Co, k’, [.

U slede¢em tvrdenju dajemo potrebne i dovoljne uslove za invertibil-
nost linearne kombinacije ¢; A¥ + ¢, B!, u slucaju kada su A, B € CSP
i A+ B € CSP. Osim toga data je i forma inverza od ¢; A* + ¢, B! u
funkciji od A i B.

Teorema 3.1.3 Neka su A € C'*™ ¢ B € C™"*" generalisani projektori
i neka su k,l € N, ci,co € C'\ {0}. Ako je A+ B € CSF, tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) R(4) & R(B) = C™,

(i) N(A) @ N(B) =™,

(iii) R(A)NR(B) = {0} i N(A) NN(B) = {0},
(iv) c1AF + B! je invertibilna.

Ako jedan od uslova (i) — (iv) vaZi, tada je

)
)
)
v) ¢

(1A% + o B! = ¢ A% o' B (3.5)

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.3.4, imamo da za generalisane projektore
A, B vazi da je A+ B € C%? ako i samo ako je AB = BA =0 . Neka
su Ai B oblika (3.1) i (3. 3) respektivno. Koriste¢i AB = BA = 0,
dobija se da je B oblika

0 0 .
pou[0 0]

gde je G € C(=")x(=7) geperalisani projektor.

(1) & (ii) (m) Dokazuje se analogno kao u Teoremi 3.1.1.

(iii) = (iv) Da bi dokazali da je c;A* + coB! invertibilna matrica,
dovoljno je dokazati da je ¢; A* + c; B! ”jedan-jedan”.

Neka je (c;A* + c;BY)x = 0. Tada je A*z = c¢j'e;Blz € R(AF) N
R(B'Y) = R(A)NR(B) = {0}. Na osnovu poslednje relacije sledi da je
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x € N(A¥)NN(B!) = {0}. Dakle, linearna kombinacija c; A* + ¢, B! je
invertibilna matrica.

(iv) = (iii) Neka je 2 € R(A) NR(B). Tada je v = Ay = Bz za
neke y, z. Kako je A*zr = A¥Bz = 0i B'z = B'Ay = 0, sledi da je
(1 AF + coBYz = 0, tj. o € N(c1A* + uB'). Kako je c;A* + ¢, B!
invertibilna matrica, zaklju¢ujemo da je x = 0.

Ako je x € N(A)NN(B), tada je Az = Bxr = 01i (c;A* + Bz = 0
sto implicira da je o = 0. Dakle, (4i7) vazi.

Kako je

aKF 0 N
(AF + ¢,B) = U [ 10 e 1 U,

ako jedan od uslova (i) — (iv) vazi, tada je

(3.6)

_ LKk 0 .
(ClAk+CgBl) 1= U[ ! 0 CglG_l ‘| U y

gde je U € C™™ unitarna, K € C™" takva da je K® =I,, K* = K1,
Ln, k =3 0

KF*={ K* k=31 (3.7)
K, k =3 2

i G € C=)x(=") invertibilan generalisani projektor takav da je

[nfra [ =3 0
Gl=¢{ G 1=31 (3.8)
G, [ =3 2.

Ocigledno je (3.6) ekvivalentan sa (3.5). O

Ocigledno da iz prethodnog tvrdenja dobijamo da za dva general-
isana projektora za koji je zbir A + B takode generalisani projektor,
njihova razlika A — B je invertibilna matrica ako i samo ako je njihov
zbir A + B invertibilna matrica.

Posledica 3.1.3 Neka su A € C'*" 1 B € C™" generalisani projek-
tori. Ako je A+ B € CST | tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) R(A) @ R(B) =™,
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N(A) e N(B) =™,

(ii)
) R(A)NR(B) = {0} 1 N(A) N N(B) = {0},
)
)

(iii

(iv) A — B je invertibilna matrica,

(v

Ako jedan od uslova (i) — (iv) vaZi, tada je

A+ B je invertibilna matrica.

(A+£B) ' = A*+ B2

U slede¢em rezultatu su dobijeni uslovi pod kojima je invertibilnost
linearne kombinacije ¢; A* + ¢, B! ekvivalentna sa ivertibilnosu matrice
B, u sluéaju kada su A i B generalisani projektori i B — A € CYF.
Naredna lema je znacajna u dokazu ovog rezultata.

Lema 3.1.2 Neka je K € C™" takva da je K® = I, i neka su cy,cy €
C. Ako je &3 +c3 # 0, onda su o1 K + o1, i ¢ K? + col, invertibilne
matrice i njihov inverz je oblika:

- 1
(K +cl) !t = T d (AK? — c1c0K + c31,)
! 1
(el K* 4 cpl,) ™! = 3 (K — ciea K? 4 c31,).
c + o

Dokaz: Dokaz sledi na osnovu

(a1 K + o) (EK? — cieoK + cal,) = K3 + &1, = (& + eI,

(a1 K? 4 col,)(AK — cieoK? + A1) = EKS + 31, = (& + c3)I,.. O

Teorema 3.1.4 Neka su A € C'*" ¢ B € C™" generalisani projektori
takvi da je B — A € CSF i neka suci,co € C, ca 0, 3 +¢c3 #0
k.l € N. Tada je c;A* + coB' invertibilna matrica ako i samo ako je
B invertibilna matrica.
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Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.3.5 sledi da je B — A € CSF ako i samo
ako je AB = A? = BA. Pretpostavimo da je A oblika (3.1) i da je
B oblika (3.3). Primetimo da je AB = A? = BA ekvivalentno sa
uslovom KD = DK = K?. Kako je K invertibilna matrica, to je
KD = DK = K? ako je D = K, tj.

gde je G € CM=x(=7) generalisani projektor. Sada je c; AF + ¢, B!
oblika

k l
clAk—i—cQBl:U[ClK Fekt o 0 ]U*,

0 CQGZ

gde je

(1 +co)l,, k=30,1=30
al, +cK, k=30,1=51
cil, +coK*, k=30, =32
aK +cel, k=31, =30
o KF+ oK = (a+e)K, k=31, 1=31
aK 4+ cK* k=1, =32
aK*+cl,.,, k=32, 1=350
aK*+ 6K, k=32, =31
(c14+c)K*, k=32, =32

In77'7 ! =3 0
Gl = G, l =3 1
G*7 ) =3 2.

Na osnovu Leme 3.1.2 i Leme 2.1.7 sledi da je ¢; K* 4 ¢, K! nesingularna
matrica za svako [,k € N i da je
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(c1+ ) ', k=30, 1=30
L (BK* — cieoK +21), k=30, =51

m

c%}rcg (BK —cicoK* + 31, k=30, | =32

@(C%K* — K + 31, k=31, 1=30
(o K" 4+ c,KY™ = (1 + ) 'K*, k=31, I=31

m(ch +AK* —cie0ly), k=31, =32

C?}rcg (AK —cicoK* +c3l), k=32, 1=30

@(C%K + K —cieol,), k=32, =31
(c1+c) 'K, k=32, | =32.

Ocigledno je ¢; A* 4+ ¢, B! nesingularna ako i samo ako je G nesinularna,
tj. ako i samo ako je B nesingularna matrica. U tom slucaju je G3 =
I, G7' = G* i G7! je definisana sa (3.8). O

Primetimo da ako su 4, B € C¢F, A# 01 B— A € CY", tada je:

0 0 »
B—A:U[O G}U'

Ocigledno je B — A singularna.

Kao direktnu posledicu prethodnog tvrdenja dobijamo da za dva gener-
alisana projektora za koji je razlika B— A takode generalisani projektor,
invertibilnost njihovog zbira A + B zavisi samo od invertibilnosti ma-
trice B.

Posledica 3.1.4 Neka su A, B € C™*"C™ " generalisani projektori
i B— A € CYP. Tada je A+ B invertibilna ako i samo ako je B
wnvertibilna i

(A+B) ' = ;AQ + (I — AANB2.

Jos jedna posledica Teoreme 3.1.4 je nezavisnost invertibilnosti linearne
kombinacije c; A* + ¢, B! od izbora konstanti c;, ca, k, [ u slucaju kada je
razlika B— A dva generalisana projektora takode generalisani projektor.
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Posledica 3.1.5 Neka su A, B € C"*" generalisani projektori tako da
je B— A€ CSY ineka sucieo € C,ca #£0,c3+c3#0ikleN.
Tada je nesingularnost linearne kombinacije ci A* + co B! nezavisna od
1zbora konstanti cq,co, k, 1.

3.2 Invertibilnost hipergeneralisanih pro-
jektora

U ovom poglavlju izlozi¢emo orginalne rezultate iz rada [115], koji se
odnose na pitanje invertibilnosti linearne kombinacije dva komutativna
hipergeneralisana projektora.

Opste je poznato da za hipergeneralisani projektor A € C™*" vazi

R(A?) = R(AT) = R(A*) = R(A)

N(A%) = N(AT) = N(A%) = N(A).

Zato analogno dokazu Teoreme 3.1.1, moze se dokazati sledec¢a teorema
za hipergeneralisane projektore.

Teorema 3.2.1 Neka su A, B € C™*" hipergeneralisani projektori i
AB = BA. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

R(A)NR(B) = {0} i N(A) NN (B) = {0};
A

|
Sy

, AT+ AB + B' su invertibilne.

U narednom rezultatu su razmatrani hipergeneralisani projektori
uredeni relacijom zvezda-ortogonalnosti.

Teorema 3.2.2 Neka su A, B € CHSP j neka su c¢y,co € C\ {0} i
k,l € N. Ako je A L B, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
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(i) R(4) & R(B) = C™,
(i) N(A) @ N(B) =™,
(iii) R(A)NR(B) = {0} i N(A) NN (B) = {0},
(iv)

Ako jedan od uslova (i) — (iv) vaZi, tada je

c1 AF + co B! je invertibilna matrica.

(ClAk T CQBZ>71 — C;lAQk —FC;lB2k.

Dokaz: Kako su A, B € CEP | vazi:

AlB& AB=04 BA=0, (3.9)

Zato je dokaz (i) < (ii) < (iii) < (iv) analogan dokazu Teoreme 3.1.3.
Pretostavimo da je jedan od uslova (i) — (iv) ispunjen. Neka su Ai B
oblika (3.2) i (3.3), respektivno. Primenom (3.9) dobija se da je

[0 0

B:U_O G]U,

gde je G € C»="x("=7) hipergeneralisani projektor. Sada je

k I _ -Cl(EK)k 0 *
ClA +CQB —U- 0 CQGl U-.

Dakle,

(3.10)

-1 —k
(A" + B =U [ o (EK) y ] U,

0 cglG_l

gde je U € C™™ unitarna, ¥ = diag(AI,,,...,\I,,) dijagonalna
matrica sopstvenih vrednosti matrice A, Ay > Ay > ... > A\, > 0,
rm+ro+...+r =1r=r(4), K € C™ zadovoljava (XK)> = I, i
KK*=1 1

I, k=30
(SK) ™" ={ K*'S7' k=31 (3.11)
KY, k=32,
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i G € C=)x("=1) je hipergeneralisani projektor takav da je

ITL T [ =3 0
G'=¢{ Gf) 1=31 (3.12)
G, lE3 2.

Primetimo da ako vaze uslovi Teoreme 3.2.2, onda je zbir A + B
hipergeneralisani projektor. Zaista, ako su A,B hipergeneralisani pro-

jektori, tada je A J*_ B ili AB = BA = 0 dovoljan uslov da je A+ B
hipergeneralisani projektor (videti [53]).

Posledica 3.2.1 Neka su A, B € CHSY § A | B. Tada su sledeéi
uslovi ekvivalentni:

(1) R(A) ® R(B) = C™Y;
(i) N(A) e N(B) = C™
(iii) R(A)NR(B) = {0} i N(A) NN (B) = {0};
(iv) A — B je invertibilna,
)

(v

Ako jedan od uslova (i) — (iv) vaZi, tada je

A+ B je invertibilna;

(A£B) ' = A*+ B2

U narednom rezultatu smo posmatrali hipergeneralisane projektore
povezane zvezda parcijalnim uredenjem.

Teorema 3.2.3 Neka su A, B € C"" i neka c1,c0 € C, ¢35 # 0,
A+c3#£0ik 1€ N. Ako je jedan od sledeéih uslova ispunjen:

(1) Ae CHGP j A< B,

(2) A€ CEP, Be CHEP j A< B,
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tada je matrica c; A¥4-co B! invertibilna ako i samo ako je B invertibilna.

Dokaz: Najpre pretpostavimo da uslov (1) vazi. Tada je:
YK 0 .
T

i ¢ A* 4 ¢, B! je oblika
k 1
ClAk + CQBZ _ U Cl(EK) -+ CQ(ZK) 0 l U*7
0 CQG

gde je

(1 + )., k=30,1=30

cl, + XK, k=30,1=31
ol +(XK)?, k=30, =32
XK +cl,, k=31, 1=30
cl(SK)F 4 cp(BK) = (1 +)2K, k=31, l=451
YK +c(XK)?, k=31, =32
a(BK)? + e, k=32, 1=30
a(EK)? + YK, k=32 1=31
(1 + ) (ZK)?, k=32, [ =32.

Na osnovu Leme 3.1.2 i Leme 2.1.7, sledi da je ¢;(XK)F + (XK
invertibilna za svako [,k € N i vazi

(c1+c)7,, k=30,1=30
@(C%(ZK)Q — YK + 731, k=30, =31
T3 (GEK — (XK +cil,), k=30, =32
1 2
@(C%(EK)z — 1Y K + L), k=31, 1=30
(cl(BEK)F + (K™ = (c1 4+ c) TK*S™Y, k=31,1=51(3.13)
}r (AYK + A(BK)? — cieol,), k=31, 1 =32
}r (C%EK —(BK)* +3l), k=32, 1=30
A ( K+ A(EK)? —ceoly), k=32, =31
(c1+0) 'SK, k=32, =32

i+
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Ocigledno je ¢; A4 ¢, B! nesingularna ako i samo ako je G nesingularna,
tj. ako i samo ako je B nesingularna. Dakle,

(e (SKY + oo(SE))™ 0

k -1 _
(ClA + CQB ) =U 0 62_1G_l

U-,

gde je (c1(BK)* + cp(ZK)H) ™! dato sa (3.15).

Pretpostavimo da uslov (2) vazi. Pod pretpostavkom da je A € CEP,
B € CHGP i A < B, dobija se A € CHEP (Teorema 2.3.3). Kako
je B € CHGP {5 jei G € CHEP U slucaju invertibilnosti G~ je
definisana sa (3.12). Ostatak dokaza je isti kao u delu (1). O

Napomenimo sledeé¢e: (1) Ako A i B zadovoljavaju uslove Teoreme
3.3.2 1 ako je A # 0, tada je

0 G

Ocigledno razlika B — A je singularna.

(2) Ako A € CFP B € CHEP { A < B, moze se zakljuciti da
je B — A hipergeneralisani projektor (ako su A i B hipergeneralisani
projektori, tada je A < Bili AB = A% = BA dovoljan uslov da je
B — A hipergeneralisani projektor [53]).

B—A:Ulo O]U*.

Posledica 3.2.2 Neka su A, B € C™". Ako je jedan od sledecih
uslova ispungjen:

(1) Ac CHGP j A< B,

(2) A€ CFP, B e CHGP { A< B,

tada je matrica A+ B invertibilna ako i samo ako je B invertibilna. U
tom slucaju vazi:

(A+B)" = ;AQ +(I— AAD)B
Ako je B € CHYP tada je

(A+B) !t = ;AQ + (I — AANYB2.
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Naredni rezultat za hipergeneralisane projektore je analogan Teo-
remi 3.1.2 za generalisane projektore.

Teorema 3.2.4 Neka su A, B € C™" hipergeneralisani projektori i
AB = BA, ¢1,¢c0 € C\{0}, 3 +c3#0ik,l € N. Tada je c; A* + 3 B’
invertibilna ako i samo ako je (I, — AAT)B + P4 A" invertibilna.

Dokaz: Neka je A oblika (3.2). Primenom Leme 3.1.1, dobija se da je
B oblika (3.3). Sada je

CI(EK)k + ¢y D 0

0 CQGZ U

ClAk + CgBl =U

Kako je D? ortogonalan projektor i (c;(BK)*)? + (coD')? = 31, +
c3D3, dobija se da je (¢ (S K)*F)3 + (2 D')? invertibilna za sve konstante
c1,c2 € C\ {0} za koje vazi ¢ + ¢3 # 0. Iz invertibilnosti matrice
(c1(ZK)F)3+(cy D)3 sledi invertibilnost matrice ¢y (XK )*+c, D', Dakle,
c1 A¥ 4 ¢ B! je invertibilna ako i samo ako je G invertibilna, tj. ako je
(I, — A*)B + A3 = (I, — Pr(a)) B + Pg(a) invertibilna. O

Kao posledica prethodnog rezultata dobijaju se potrebni i dovoljni
uslovi za invertibilnost zbira dva komutativna hipergeneralisana pro-
jektora.

Posledica 3.2.3 Neka su A, B € C™" hipergeneralisani projektori i
AB = BA. Tada je A+ B invertibilna ako i samo ako je (I, — AAT) B+
AAT invertibilna.

Ocigledna je i nezavisnost invertibilnosi linearne kombinacije ¢; A* 4
co B! koju ¢ine dva komutativna hipergeneralisna projektora od izbora
konstanti ¢y, o, k, .

Posledica 3.2.4 Neka su A, B € C™" komutativni hipergeneralisani
projektori i neka ¢, € C\ {0}, ¢ +c3 # 04 k,l € N. Tada je
invertibilnost c; A*¥ + co B! nezavisna od izbora konstanti ci, ¢, k, 1.
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3.3 Invertibilnost dve matrice i parcijalna
uredenja

U ovoj sekciji izlozeni su rezultati rada [117], koji se odnose na in-
vertibilnost linearne kombinacije dve matrice povezane nekom vrstom
parcijalnog uredenja.

1. Zvezda ortogonalnost. U sledec¢em tvrdenju se daju potrebni
i dovoljni uslovi za invertibilnost linearne kombinacije ¢; A + ¢ B, kada
su A, B zvezda-ortogonalne EP-matrice. Ona predstavlja uopstenje
Teoreme 3.1.3.

Teorema 3.3.1 Neka A, B € CEP i neka su ci,co € C\ {0} . Ako je

A L B, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(i

) R(A) @ R(B) =C",
(i) N(A) @ N(B) =C",
)
v) ¢

(iii) R(A)NR(B) = {0} i N(A) NN (B) = {0},
(iv) c1 A+ 2B je invertibilna.
Ako jedan od uslova (i) — (iv) vazi, tada je:
(L A+ coB) ™ = ¢t AT + ¢ ' BT

Dokaz: Deo (i) < (it) < (i17) dokazuje se analogno kao u Teoremi
3.1.1.

(7i1) = (iv) Da bi se dokazala invertibilnost matrice ¢; A4c B, dovoljno
je pokazati da je c; A + o B injektivno preslikavanje.

Neka je (c; A+ caB)x = 0. Tada je Av = —c;'c;Bx € R(A)NR(B) =
{0}. Iz poslednje relacije zakljucujemo da je z € N(A) NN (B) = {0},
¢ime je dokazana injektivnost linearne kombinacije ¢; A + coB.

(iv) = (iii) Neka je 2 € R(A) N R(B). Tada je x = Ay = Bz,
za neke y,z, pa je Axr = ABz = 01 Bxr = BAy = 0, sto povlaci
(ctA4ceB)r = 0,tj. © € N(ci A+ B). Kako je ¢ A+co B invertibilna,
to je x = 0.
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Ako je x € N(A) NN (B), tada je Ax = Br =01i (A + c2B)x = 0
Invertibilnost linearne kombinacije ¢;A + ¢o B povlaci x = 0. Dakle,
(1i1) vazi.

Neka vazi jedan od uslova (i) — (iv). Neka je A i oblika (1.2). Kako
je AB = BA = 0, to koristeéi oblik (3.4) matrice B, dobijamo da je
D =F=F=0,tj. da je matrica B oblika

0 0 .
poof 0]

gde je G € C(»=)*("=7) EP matrica. Sada je matrica ¢; A + ¢o B oblika

A+ B =U [ CloK CQOG 1 U*. (3.14)
Dakle,
_ LK1 0 .
(1A + 2 B) 1:U[ 1 0 'G! v
tj.

(A+cB) ' = 'AT + ¢;'B.O

Interesantno je primetiti da je svaki od uslova (i) — (iv) ekvivalentan
sa invertibilnoséu zbira A+ B ili razlike A — B. U tom slucaju je inverz
obilka:

(A+B)™' = AT+ BT,

Kao i prethodno tvrdenje, i naredni rezultat daje potrebne i dovoljne
uslove za invertibilnost matrice ¢;A + B, pri ¢emu su A, B zvezda-
ortogonalne EP-matrice.

Posledica 3.3.1 Neka A, B € CEP i neka su ci,co € C\ {0} . Ako

je A L B, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(i) 1A+ coB je invertibilna,
(ii) A — B je invertibilna,

(i) A+ B je invertibilna.
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2. Zvezda parcijalno uredenje. U narednom rezultatu smo pos-
matrali invertibilnost linaerne kombinacije ¢; A™ 4+ ¢, B™, u slucaju kada
je A EP-matrica manja ili jednaka od matrice B u odnosu na zvezda
parcijalno uredenje. Sledeéi rezultat predstavlja uopstenje Teoreme
3.1.4.

Teorema 3.3.2 Neka su A, B € C™", c1,c0 € C, ca #0, ¢ +¢2#0

in €N. Akoje A€ CEF j A % B, tada je c; A" + coB™ invertibilna
ako i samo ako je B invertibilna. Tada je:

(1 A" 4+ c3B™) ™t = (¢ + o) Y AN + ¢, 1(I, — AANYB™.

Dokaz: Neka su A i B oblika (1.2) i (3.4), redom. Primenom uslova

A % B, dobijamo KD = DK = K?. Kako je K invertibilna, to relacija
KD = DK = K? vazi ako je D = K. U tom slucaju je:

K 0 .
B—UlO G]U.

(3.15)

A"+ coB" =U [ <Cl +C2)K 0 ] U*.

0 Co G"

Ocigledno, linearna kombinacija c¢; A" + co B™ je invertibilna ako i samo
ako je G invertibilna, tj. ¢; A" + coB™ je inveribilna ako i samo ako je
B invertibilna. Tada je inverz (c; A" + coB")~! oblika:

—lrr—n
(A" + ,B") ™ =U [ (ate)™K ; ] U,

0 ey 'GT™
t.

(1 A" 4+ coB™) ™t = (1 + o) Y AN + ¢, 1(I,, — AANB™. O
Posledica 3.3.2 Neka A € CEP B e 0™ A % B i neka su ci,cy €

C,c #0, 1+ #0,n € N. Tada je invertibilnost linearne kombi-
nacije ci A" + co B" nezavisna od izbora konstanti ¢y, co,n.
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Primetimo da se uslov ¢;+cy # 0 ne moze izostaviti iz Teoreme 3.3.2,
jer pod uslovima navedene teoreme i uslovom A # 0, oblik razlike B— A
je:

0 0 »
B—A—U[O G]U.

Ocigledno je B — A singularna.

3. Levo-zvezda i desno-zvezda uredenje. U narednom rezul-
tatu smo posmatrali invertibilnost linearne kombinacije ¢; A" + ¢ B",
pri ¢emu smo koristili Lemu 2.3.1 za levo-zvezda uredenje.

Teorema 3.3.3 Neka su A € CEP, B € C™™ jc1,c0 € C, ¢y # 0,
c1+c#0in e C. Ako je jedan od sledecih uslova ispunjen:

(i) Ax < B,
(i) A <xB,
tada je c; A"+ co B™ invertilna ako i samo ako je B invertibilna. Takode
Vazi:
(1 A"+ caB") P =(c; + ) ' BT+ (' — (e1 +e2)h)
(I — AANB™(I — AAY). (3.16)
Dokaz: Najpre pretpostavimo da uslov (i) vazi. Na osnovu Leme 2.3.1

mozemo pretpostaviti da A1 B imaju formu (1.2) i (2.43), respektivno
idajer(A)=r. Tada je

e o

(3.17)

G A"+ ¢, BY = U [ (@ + ek ; ] i

—C9 ZZ:I SkZKn_k CQS”
gde je K invertibilna. Ocigledno je ¢; A™ + co B™ invertibilna ako i samo
ako je B invertibilna. Dalje, ako je matrica B invertibilna, tada je

B K1 0 )
B IZU[ZK” S*}U
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(C1 +CQ>_1K_n 0

n n\y—1 __ *
(A" +eB")" =U l (14 c) ' SFnZK=F cts ] U

Kako je

s Skngz Kk gn

mozemo zakljuciti da vazi (3.16).
Pretpostavimo da uslov (77) vazi. Da bi dokazali ovaj deo, podseti¢emo
se sledecih ¢injenica:

1) A< *B & A*x < B*,

B‘":U[ K 0 ]U*

(

(2) A je EP ako i samo ako A* je EP,

(3) (A™)* = (A*)™ vazi za svaku matricu A,

(4) A je invertibilna ako i samo ako je A* invertibilna.

Primenom pretpostavke teoreme dobija se da je A*x < B* i da je A*
EP matrica. Sada, primenom prvog dela na matrice A* i B* dobija
se: G (AM)" + & (B*)" = ¢1(A")* + &(B™)* je invertibilna ako i samo
ako je B* invertibilna. Konac¢no primenom (4) sledi da je ¢; A™ + co B"
invertibilna ako i samo ako je B invertibilna. O

Posledica 3.3.3 Neka su A € CPP. B € C™" j¢i,ch € C, ¢y # 0,
c1+co#0ineN. Ako je jedan od sledecih uslova ispunjen:

(i) Ax < B,
(ii) A < xB,

tada je invertibilnost linearne kombinacije c; A™ + caB" nezavisna od
1zbora konstanti cq, co, n.

Primetimo da analogno kao u Teoremi 3.3.2, uslov ¢; + ¢ # 0 se ne
moze izostaviti iz Teoreme 4.2.2, jer pod uslovima navedene teoreme i
uslova A # 0, matricna forma B" — A" je:

0 0

B"—-A"=U . 2221 SkZKn—k’ qn

U-.
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Ocigledno je B™ — A" singularna.

4. Grupno uredenje. U narednoj teoremi dokazactemo da in-
vertibilnost linearne kombinacije grupno invertibilnih matrica A i B za

f
koje vazi A < B zavisi samo od invertibilnosti matrice B.

Teorema 3.3.4 Neka su A, B € C™" grupno invertibilne matrice,

f
1,60 € C, 0 #0, ¢c14+c0 #0in € N. Ako je A < B, tada je
c1A + co B invertibilna ako 1 samo ako je B invertibilna. Takode vaZi:

(ClA + CQB)il = B71(011414ﬁ -+ CQIn)il. (318)

Dokaz: Najpre primetimo da vazi:

#
A< B& AB = A? = BA.

Ako je B grupno invertibilna matrica, kor-nilpotenta dekompozicija
matrice B (Vezba 5.10.12 [83]) obezbeduje da postoji nesingularna ma-
trica W € C™" i K € C™*" tako da je

B K 0.,
B_W[O Olw.

Pretpostavimo da je matrica A oblika:

D FE

A:W[F G

Jv
gde su D € O™ i G € C(n=r)x(n=r),
Primenom AB = BA dobija se da je A oblika:

D 0

[

Jv
iKD=DK.
Iz uslova A2 = AB sledi D> = DK i G* = 0. Kako je A grupno

invertibilna matrica, to su D i G grupno invertibilne matrice. Mnoze¢i
jednakost D? = DK sa D' dobija se D = D!*DK. Takode, iz G?> = 0
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sledi da je 0 = r(G?) = r(G@). Poslednja jednakost implicira da je
G = 0. Sada je linearna kombinacija c¢; A + co B forme:

i
ClA—i—CQB - W ClD + CQK 0 Wil —W ClD DK + CQK 0 Wﬁl,
0 0 0 0
t].
i
QA+ eB=W [ (1 D*D o+ el K 8 ] WL

Kako je D!D projektor, to je ¢; D* D+c, 1, nesingularna za sve konstante
c1,62 € C,ca #0, ¢y + ¢y # 0. Dakle (c;D*D + c31,.) K je nesingularna.
Kako je 7((c1D*D + c31,)K) = 7, to c;A + ¢, B je nesingularna ako i
samo ako je r = n, tj. ¢c;A 4+ coB je nesingularna ako i samo ako je B
nesingularna . U tom slucaju je inverz oblika:

(A +cB) ' = WK (e, D*D + ¢ 1,) " 'WL,

Dakle, mozemo zakljuciti da (3.18) vazi. O
Prethodni rezultat vazi i kada se umesto grupno invertibilne matrice
B posmatra matrica B koja je EP.

Posledica 3.3.4 Neka je A € C™" grupno invertibilna matrica, B €

#
CEP 1,0 €C, ey #0,c1+ca#0in€N. Ako je A < B, tada je
c1 A+ co B invertibilna ako i samo ako je B invertibilna. U tom slucaju
je:
(ClA + CQB)_l = B_1(011414ﬁ + CQ]n)_l.

5. Minus uredenje. U narednom rezultatu posmatrali smo ma-
trice A 1 B povezane minus delimi¢nim uredenjem i dali smo potrebne i
dovoljne uslove za invertibilnost njihove linearne kombinacije, pri ¢emu
A i B ne moraju biti EP-matrice. Koristicemo Lemu 2.3.2, koja je
rezultat Hartwig-a i Styan-a iz rada [57].

Teorema 3.3.5 Neka A,B € C"", a=r(A) <r(B) =0, ¢1,co € C,
co 0 ici+co#0. Ako je A ; B, tada je c; A+ coB invertibilna ako
© samo ako je B invertibilna. U tom slucaju je:

(ctA+cB) P =(c1+ ) "B+ (' — (a1 + o))
0, o)BO® I, ,) T. (3.19)
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Dokaz: Kako vazi A < B, to na osnovu Leme 2.3.2 mozemo pret-
postaviti da su A i B oblika (2.44) i (2.45), respektivno, za neke U,V €
C™*b takve da je U*U = I, = V*V, za pozitivno definitne dijago-
nalne matrice Dy, Dy ranga a, b — a, respektivno, i proizvoljne matrice
R e 0(=a) | § ¢ 0b=a9)xa Gada je matrica ¢; A + ¢ B oblika:

(Cl + Cg)Dl + CQRDQS CQRDQ

CQDQS C2D2 ] V.

ClA+02B:U[

Jednostavno je proveriti da je

Dit -Di'R

D+ RD,S RDy ]
~ | =SD7' Dy'4+SD'R

D,S D,
1

| Dyt —tD'R

- [ —tSDT' 'Dy' +tSDT'R 1 ’

(Cl + 02)D1 + CQRDQS CQRDQ -
CQDQS CQDQ

gde je t = (c1 + ¢2)7 1. Ocigledno je ¢; A + ¢ B invertibilna ako i samo
ako je B invertibilna. Takode, moze se zakljué¢iti da (3.19) vazi. O
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Glava 4

Moore-Penrose-ov inverz
generalisanih i hipergeneralisanih
projektora

4.1 Moore-Penrose-ov inverz linearne kombinacije
komutativnih generalisanih i hipergeneralisanih
projektora

U ovom poglavlju izlozi¢emo rezultate sadrzane u radu [116], koji se

odnose na oblik Moore-Penrose-ovog inverza linearne kombinacije ko-

mutativnih generalisanih i hipergeneralisanih projektora.

Koristi¢emo drugu reprezentaciju generalisanih i hipergeneralisanih pro-

jektora u odnosu na rezultate izlozene do sada. Naime, koristeci ¢injenicu
da je svaki generalisani projektor A € C*" i normalna matrica, na

osnovu spektralne teoreme zakljucujemo da se A moze predstaviti u

obliku A = Udiag(Ai, Ag, ..., \,)U*, gde je U € C™™ unitarna i A,

j = 1,...,n sopstvene vrednosti matrice A. Na osnovu Teoreme 2.2.1

sledi \; € {0,1,w,@}, j =1,....n, gde je w = 2™/3. Dakle,

A€ C% o A=Udiag(M, N2, ..., \n)U, (4.1)

odeje U =U"'i Noe{0,l,ww}l j=1,.,nw= o2i/3
Slicno, za A € CfGP koristec¢i da je A EP matrica i koristeci oblik

63
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1.2 EP matrice, moze se zakljuciti da je
Aec CHP o A = Udiag(K @ 0)U, (4.2)

gde je U € C™" unitarna i K € C"™*" invertibilna matrica za koju vazi
K3 =1, gde je r = rank(A).

Na osnovu gornjih reprezentacija ocigledno je svaki generalisani pro-
jektor i hipergeneralisani projektor.

Teorema 4.1.1 Neka su A € C™*" ¢ B € C™" komutativni general-
isani ili hipergeneralisani projektori, ¢1,co € C\{0} i ¢l +c3 # 0. Tada
je

1
(1 A+ e, B) = = (FA’B? — c1,AB + 3 A*B?)
11t6
L 3 Lo 3 (4.3)
C1 (&)

Dalje, c1 A+ coB je invertibilna matrica ako i samo ako je n = r(A) +
r(B) — r(AB) i u tom sluéagu je inverz (c; A+ c2B)™" dat sa (4.3).

Dokaz: Kako su Ai B dve komutativne EP matrice, na osnovu Posledice
3.9 iz [22], moze se pretpostaviti da A i B imaju sledeéu formu:

A=UA10Ad0,00)U"B=U(B; ®0,® By & 0)U",

gde je U € O™ unitarna, A, B; € C™", Ay € C¥*%, By € O™ su
invertibilne, A; By = B1A;. S obzirom na to da su A i B hipergener-
alisani projektori (sledeée razmatranje vazi ako su A i B generalisani
projektori), onda je A} = B} = I, A3 = I, i B3 = I;. Primetimo da je

A=UIoL20,00U" B =UI20,oLo0)U*, (4.4)

ClA + CQB = U((ClAl + CzBl) S%) ClAQ S5, CQBQ ©® Onf(r+s+t))U*~ (45)

Na osnovu Leme 3.1.2, zakljucuje se da je ¢y A; 4 ¢ By invertibilna i da
je

1 2 12 2 2
m(clAl — ClCQAlBl + C2B1).

(ClAl + CQBl)_l =
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Koristeci da je
L —A=U0800 L&, (115U A’B*=U(,®00060)U"

i

In — B3 = U(O D [5 S5 0 © [n—(r-i-t-‘rs))U*’

dobija se
1 1
(ClA + CQB)T = U((ClAl + CQBl)_l S5 ;Ag 7] C*BS NP O)U*
1 2
1 2
= A? — cieyAB + c3B*)A*B?
E (01 C1Co + ¢ )

1 1
+ C—lA2 ([n - B3) + C—QBQ(IH — A3).

Kako je A* = Ai B* = B, moze se zakljuciti da vazi 4.3.

Takode, iz (4.5) moze se zakljuciti da je ¢; A + co B invertibilna ako je
n=r+t+s Kakojer(A) =r+s,r(B) =r+tir(AB) =r, dobija se
da je c; A+ ¢ B invertibilna ako i samo ako je n = r(A) 4+ 1r(B) —r(AB).
O

Kao posledicu dobijamo da u slucaju kada je A generalisani ili hiper-
generalisani projektor i ¢;,co € C\ {0}, ¢1 # 0, ¢} + 5 # 0, linearna
kombinacija ¢11,, + c2 A je uvek invertibilna.

Posledica 4.1.1 Neka je A € C™™" generalisani ili hipergeneralisani
projektor, c1,co € C, c1 #0ic3+c3 #0. Tada je c11,+co A invertibilna
7

(el + cpA) ™ = (c%A3 — 1A + chZ) + —(I, — A%).

1
A+a c1
Ako je {A;}™, kona¢na komutativna familja generalisanih ili hiper-
generalisanih projektora, tada je []%, Af takode generalisani ili hiper-
generalisani projektor, gde su m,ky,...,k, € N. Dakle, vazi sledec¢i
rezultat:

Tvrdenje 4.1.1 Neka su A; € C™", i = 1,m komutativni general-
wsani ili hipergeneralisani projektori, m,ky,.... k,, € N, c1,c0 € C,
a#0ic+#0. Tada je ci1, + ¢y [T, AF invertibilna.

7
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Uz dodatne uslove u Teoremi 4.1.1 moguce je dati precizniji oblik
Moore-Penrose-ovog, tj. grupnog inverza linearne kombinacije c; A +
CQB.

Posledica 4.1.2 Neka su c¢y,co € C\ {0}. Ako su A i B generalizani
ili hipergeneralisani projektori za koje vazi AB = 0, tada je
N T
(ClA —I— CQB) = *A + *B .
€1 C2
U slede¢em rezultatu dajemo oblik Moore-Penrose-ovog, tj. grupnog
inverza c; A™ 4 c, A*. gde su ¢1,¢o € C, m,k € N i A generalisani ili
hipergeneralisani projektor.

Posledica 4.1.3 Neka je A € CI'" generalisani ili hipergeneralisani
projektor i c1,co € C, ¢t +c3 #0, m,k € N. Tada je

1
m kNt __ 2 A2m m—+k 2 A2k
(1 A™ + 0 AP)' = T a (clA 1A 4+ ;A ),
AS, t =3 0,
gde je At = A, t=31, . Dalje, c;A™ + c, A je invertibilna ako i
A2, t =3 2

samo ako je A invertibilna i u tom sluéaju inverz (c; A™ + cu A¥)7t je
oblika:

1

3+ c

(1 A™ 4 cy AF) ™1 (C%Ap — 10 AT + c%Ar),

gde je2m =3 p, m+k =3 q 1 2k =3 r.
Dokaz: Sledi na osnovu Teoreme 4.1.1 i ¢injenice da je r(AP) =r(A) za
svaki p € N. O

Kao posledicu prethodnog rezultata dobijamo rezultat iz rada [12].

Posledica 4.1.4 [12] Neka je A € C™™™ generalisani ili hipergeneral-
isani projektor i c1,co € C, ¢ +c3 # 0. Tada je

1

Ad oA = ——
(14 + A7) 3+ c

(C%AQ —c1cA3 + c%A).
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U narednom tvrdenju predstavljen je oblik Moore-Penrose-ovog, tj.
grupnog inverza linearne kombinacije ¢; A™ + ¢, B* pod uslovom da
su A i B generalisani ili hipergeneralisani projektori i AB = BA = A2
Isti rezultat vazi pod pretpostavkom da su A i B generalisani projektori

iB—AecCSPili Ae CFP B e CHOP { A < B.

Teorema 4.1.2 Neka su ci,co € C, co # 0, &3 +c3 #0 im,k € N.
Ako su A, B € C™" hipergeneralisani projektori i AB = BA = A?,
tada je

(ClAm + CQB’C)-r =

(C%AQm . clcherk + C%A%) +

3+ 3
1
—B*(I, — A%), (4.6)
C2
A3, t =3 O, B3, S =3 O,
gde je A=< A, t=31, iB*={ B, s=31,.
AQ, tE32 BQ, 5532

Dokaz: Na osnovu Posledice 3.9 iz [22] i uslova AB = BA = A? dobija
se da A 1 B imaju slede¢i oblik:

A=U(A @0, ®0)U*, B=A=U(B & B,&0)U",

gde su A, By € C™ ", By, € C*! invertibilne i A|B; = BjA; = A%
Iz uslova A;B; = B1A; = A? i invertibilnosti datih matrica sledi da je
A; = By. Kako su A i B hipergeneralisani projektori, onda je A3 = I,
i By = I;. Sada je

ClAm + CQBk = U((ClAT + CQAIf) D CQB;C ) O) U*.

Na osnovu Leme 3.1.2 zakljucuje se da je c; AT + ¢, A} invertibilna i

1

AT + AT =
(11 21) C“;'—FC%

(cfA%m — e ATTR chfk).
Koristedi
A =ULa0a0)U" B -A=U0e,o0)U",

dobijamo da vazi (4.6). O
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Teorema 4.1.3 Neka su A € C7*" i« B € C™" komutativni hipergen-
eralisani projektori i cy,co € C'\ {0}, ¢ +¢3 # 0, m,k € N. Tada
je

f 1
A" (e AF + cQBl)] = (c§A2<m+k> — 1 AP Bl ch?’B?l)
]+ ¢y
+ lAQ(erk) ([n i BS),
C1
A3, t =3 0, B3, S =3 O,
gde je At =X A, t=31, 1BS={ B, s=31,.
AQ, tE32 B27 8532

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu Teoreme 4.1.2. O

Slededi rezultat daje potrebne i dovoljne uslovi za invertibilnost lin-
earne kombinacije ¢;A + coB 4+ ¢3C u slucaju kada su A, B, C' komu-
tativni hipergeneralisani projektori i BC' = 0, pri ¢emu za konstante
c1,02,c3 € C\ {0} vazi ¢ + ¢3 # 01 ¢} + 3 # 0. Isti rezultat vazi pod
pretpostavkom da su A, B i C generalisani projektori i B+C € C¢F ili

*
A, B,C € C™" hipergeneralisani projektorii B L C sa istim uslovima
za skalare.

Teorema 4.1.4 Neka su ¢y,co,c3 € C\{0}, S+ 3 #0icd+ 3 #
0. Ako su A,B,C € C™" komutativni hipergeneralisani projektori i
BC =0, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) c1A+ 2B+ ¢3C je invertibilna,

(ii) B3+ C®+ A(I, — B® — C?) je invertibilna,

(iii) T(A(L, — B? — C%)) = n — (x(B) + 1(C)).

Dokaz: Na osnovu Posledice 3.9 iz [22], mozZe se pretpostaviti da su B
i C oblika:

B=UB1®0,0)U",B=U0,®C,®0)U",
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gde je U € C™™ unitarna, B; € C™", C; € C*! su invertibilne.
Iz B2 =B'i(C? = (Clsledi B} =1, i C} = I,, Kako su A, B,C
komutativni hipergeneralisani projektori, sledi da je A oblika

A=U(A @ Ay @ A3)U™,

gde su Ay, Ay, A3 hipergeneralisani projektori i A; By = B1 Ay, AyCh =
C1A,. Sada je

ClA —+ CQB + 630 == U((ClAl + CQBl) D (ClAQ + 6301) D ClAg) U*

Ocigledno je c1A + coB 4 ¢3C invertibilna ako i samo ako su matrice
1Ay + 9B 1 1Ay 4+ ¢3C invertibilne. Na osnovu Teoreme 4.1.1 sledi
da je ¢; A1 B? + ¢»I invertibilna za sve konstante ¢, ¢, € C koje zado-
voljavaju ¢ # 01 3 +c3 # 0. Kako je c; Ay + By = (c1 A1 B2 +cy1) By,
zakljucuje se da je c; Ay + co By invertibilna. Analogno, moze se za-
kljuciti da je ¢ As 4+ c3Cy invertibilna za sve konstante c¢i,c3 € C
koje zadovoljavaju da je c3 # 01 ¢} + ¢3 # 0. Na osnovu gore nave-
denog razmatranja sledi da je ¢; A + co B + ¢3C' invertibilna ako i samo
ako je As invertibilna za sve konstante c1,ce,c5 € C\ {0} za koje
vazi da je ¢ +¢3 # 01+ ¢ # 0. Sada se moze dokazati da je
(1) < (ii) i (i) < (did). Zaista, Az je invertibilna ako i samo ako je
B3+ C?+ A(I,, — B® — C3) invertibilna, ¢ime je dokazano (i) < (i7). Sa
druge strane, Aj je invertibilna ako i samo ako je r(Az) = n— (r+t), tj.
r(A(Il, — B® — C?)) = n—(r(B) +1(C)). Ovim je dokazano i (i) < (ii).
O

Naredna dva rezultata govore o nezavisnosti invertibilnosti linearne
kombinacije ¢; A + ¢o B + ¢3C' od izbora konstanti u slucaju kada za B

i Cvazi BC=0,tj. B LC.

Posledica 4.1.5 Neka su ci,c0,c3 € C\ {0}, S+ #£0ic+c #
0. Ako su A,B,C € C™" komutativni hipergeneralisani projektori i
BC = 0, tada je invertibilnost linearne kombinacije c1A + co B + ¢3C
nezavisna od izbora konstanti c;, 1 = 1, 3.

Posledica 4.1.6 Neka su cy,co,c3 € C\{0}, ¢t +c3 #0ic+c3#0.
Ako su A, B,C € C™" generalisani projektori i B + C € CST ili
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A, B, C € C™" hipergeneralisani projektori i1 B L C, tada je invertibil-
nost linearne kombinacije ci A+co B+ c3C nezavisna od izbora konstanti
C;, 1= 1, 3.

Na osnovu Teoreme 4.1.1 i Teoreme 4.1.4, ako jedan od uslova (i) —
(7i1) vazi, dobija se formula za inverz linearne kombinacije ¢; A + co B +

CgOZ

B 1
@A+@B+@®120%%%ﬁﬁ3%ﬁmMB+gmBﬂ
1
+ —B*(I, — 4%
(&)
Fta (C%AQC’3 — c1c3AC + ch?’CQ)

+ iCZ(In — A?)
C3

1
+—(B*+ C*+ A(I, - B = C%)), (4.7)
&1
koja ¢e se koristiti u narednoj teoremi.
Teorema 4.1.5 Neka su ci,co,c3 € C,c; #0, c3+c3 #0ic3+c5 #0.

Ako su A, B € C™"™ komutativni hipergeneralisani projektori i AB = 0,
tada je c11, + co A + c3B invertibilna i

1
(cid, + oA+ c3B) ™! = o (cfA?’ — 1A+ c%AQ)
116
1
gy (a8 —awB+dB)
1+ ¢
1 3 3
—iﬂh—A—B)

Dokaz: Sledi na osnovu Teoreme 4.1.4 1 (4.7). O

Primetimo da Teorema 4.1.5 vazi i pod pretpostavkom da su A, B gen-
eralisani projektori i A+ B € C¢F ili A, B,€ C™ " hipergeneralisani

projektori i A L B sa istim uslovima za skalare.
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4.2 Karakterizacija hipergeneralisanih k-
projektora

U radu [35] autori su uveli pojam hypergeneralisanih k-projektora na
skupu ogranicenih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru:
Neka je H Hilbertov prostor i B(H) skup ogranic¢enih linearnih op-
eratora na Hilbertovom prostoru H. A € B(H) je hipergeneralisani
k-projektor ako postoji prirodan broj k > 1 za koji vazi A¥ = AT.
Takode, oni su dokazali da je skup svih generalisanih k-projektora
(videti Sekciju 2.4) podskup skupa svih hipergeneralisanih k-projektora.
Dakle, klasa generalisanih k-projektora moze se uopstiti posmatran-
jem klase hipergeneralisanih k-projektora. Zbog toga je interesantno
posmatrati klasu hipergeneralisanih k-projektora. U ovom poglavlju
dacemo karakterizaciju hipergeneralisanog k-projektora A sa svojstvom
A¥ = AT za k € N ik > 1. Primetimo da ako je k = 2, onda se dobija
klasa hipergeneralisanih projektora.

Najpre navodimo potrebne i dovoljne uslove da je matrica A hiper-
generalisani k-projektor.

Teorema 4.2.1 Neka je A€ C™" 1k € N, k > 1. Sledeci uslovi su
ekvivalentnai:

(i) A je hipergeneralisani k-projektor ( tj. Ak = AT);
(ii) A je EP matrica, 0(A) C ox11U{0} i A se moZe dijagonalizovati;

(iii) A je EP matrica i A¥*? = A.

Dokaz: Dokazimo da je (7) ekvivalentno sa (iii).

(i) = (ii1) Matrica A je EP jer je AAT = AAF = A*A = ATA. Takode,
matrica A je (k+2)-potent jer je A¥2 = AAFA = AATA = A.

(1i1) = (i) Kako je A EP matrica, to postoji unitarna matrica U €
C™™ i invertibilna matrica K € C™*" tako da vazi

A=U(K ®0)U*, (4.8)

Takode je
AT =U(K @ 0)U*. (4.9)
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Kako je A¥*2 = A, to vazi K¥ = K~!. Dakle, A je hipergeneralisani
k-projektor, tj. (7) vazi.

(i) < (i74) Sledi na osnovu dobro poznatog tvrdenja da je A*2? = A
ako 1 samo ako se A moze dijagonalizovati i ako je spektar matrice A
sadrzan u oy U {0} ( videti [25, Theorem 2.1 ]). O

Na osnovu Teoreme 5.1.3 dobija se da je A hipergeneralisani k-
projektor ako i samo ako je

A=U(K ®0)U*, (4.10)

gde je U € C™*™ unitarna i K € C"*" invertibilna matrica za koju vazi
KMt =1,.

Ako je A hipergeneralisani k-projektor, tada je Al = AAT tj.
AFHL je ortogonalni projektor na R(A). Obrnuta implikacija takode
vazi.

Teorema 4.2.2 Neka je A € C™". Tada je A hipergeneralisani k-

projektor ako i samo ako je A¥TL ortogonalan projektor na R(A).

Dokaz: (<) U Posledici 6 iz rada [57] dokazano je da se svaka matrica
A € C™" ranga r moze predstaviti u obliku:

(4.11)

DK DL ..,
A=u] 2K 2L

gde je U € C™™ unitarna, D = diag(\1,, ..., \I,,) je dijagonalna
matrica sopstvenih vrednosti matrice A, Ay > Ay > ... > A\, > 0,
r4rot. . 4+r=riKeC™", LeC™" ) koje zadovoljavaju

KK*+ LL* = I,.

Iz (4.11), sledi da je

k+1 k
AR = U[ (ng) (DKg bL ] U* (4.12)
i 1
K*D™' 0
T *
A _U[L*D_l O]U.
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Dakle,
AA" = Pray = U(I, ® 0)U*.

Sada je Py = A**1 ako i samo ako je (DK)**! = I.i L = 0. Ovim je
dokazano da je A forme (4.10), sto je ekvivalentno sa ¢injenicom da je
A hipergeneralisani k-projektor. O

Posledica 4.2.1 Neka je A € C™*"™ hipergeneralisani k-projektor. Tada
je t(A) = tr(AKF).

Dokaz: Na osnovu Teoreme 4.2.2; dobija se da je r(A) = r(AK!) =
tr(Ah). O

Obrnuta implikacija ne vazi, kao sto pokazuje sledeéi primer:
Primer 4.2.1

Matrica
11
Lot
je takva da je r(A) = tr(A¥) i AT = A~ #£ A¥ za k € N. Medutim, A
nije hipergeneralisani k-projektor.

Primetimo da su Teorema 2.1.6 i Posledica 2.1.2 posledice Teoreme
4.2.2.

Na osnovu definicija Moore-Penrose-ovog inverza, grupnog inverza
i Drazin-ovog inverza, lako je videti da ako je A hipergeneralisani k-
projektor, tada je

Al = Af = AY = AR = AmEEDTR e N,

U opstem slucaju A je hipergeneralisani k-projektor ako i samo ako
za njegov Moore-Penrose-ov inverz Al vazi:

Teorema 4.2.3 Neka je A € C™ ™. Sldeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) A je hipergeneralisani k-projektor;

(ii) A* je hipergeneralisani k-projektor;
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(iii) AT je hipergeneralisani k-projektor.

Dokaz: Neka su A i AT forme (4.8) i (4.9), respektivno.
(i) & (i) Sledi iz K* = K~! & (K*)F = (K*)7L.
(i1) & (iii) Sledi iz K* = K\ & K = (K1),

Pod odredenim uslovima skup hipergeneralisanih k-projektora je
ekvivalentan skupu EP matrica.

Teorema 4.2.4 Neka je A € C™*". Ako postoji matrica B € C™"
takva da je B hipergeneralisani k-projektor i A2 = AB ili A> = BA,
tada je A hipergeneralisani k-projektor ako i samo ako je A € CEF.

Dokaz: (=) Sledi na osnovu Teoreme 5.1.3.
(<) Koristeéi da je B hipergeneralisani k-projektor i A> = AB moze
se zakljuciti da je

A? = ABB'B = ABF2 = AF3,

Kako je AAT = ATA i mnozeéi A? = A*3 tri puta sa Af, dobija se
AT = A*. Dokaz u slu¢aju uslova A% = BA je analogan. O

Napomenimo da je Teorema 2.3.3 posledica Teoreme 4.2.4.
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4.3 Moore-Penrose-ov inverz linearne kombinacije
komutativnih hipergeneralisanih k-projektora

Naredni rezultati predstavljaju uopstenje rezultata iz Poglavlja 4.1.

Dobro je poznato da je svaki generalisani k-projektor i hipergeneralisani
k-projektor. Zato naredni rezultati vaze i za generalisane k-projektore.
Tokom dokaza glavnih rezultata koristi¢emo narednu lemu:

Lema 4.3.1 Neka su X,Y € C™" i ci,co € C. Ako je Xk =
Y =1, i XY =YX, tada je

k
(1 X + Y)Y (-1 XY = (T + (—1)Fe5 )L, (4.13)
1=0

Dokaz: Rezultat sledi na osnovu sledeceg razmatranja.

k

(ClX+CQY)Z(—1)Z k—1 ”LXk Zyz _ k+1Xk+1 + (_1)kcg+lyk+1
=0

= (4 (=)L, O

U narednom tvrdenju ¢emo predstaviti oblik Moore-Penrose-ovog
inverza i dati potrebne i dovoljne uslove za invertibilnost linearne kom-
binacije ¢1A + B, gde su A i B komutativni hipergeneralisani k-
projektori.

Teorema 4.3.1 Neka su A € C™" ¢ B € C™" komutativni hipergen-
eralisani k-projektori i ¢;,co € C\ {0}, &t + (=1)Fch™ £ 0. Tada
je

1 k

i k: i z k—i i
(1A +eB) = T (C1)RET <§(_1> AT B )
Ak+1Bk+1 T lAk([n _ Bk+1)
C1
1
+ —B*(1, — AF. (4.14)

C2

Takode, ¢y A+ coB je invertibilna ako i samo ako jen =r(A) +1(B) —
r(AB) i tom slucaju je (c; A+ coB)™! dat sa (4.14).
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Dokaz: Na osnovu Teoreme 5.1.3 i Posledice 3.9 iz [22], moze se pret-
postaviti da matrice A i B imaju slede¢u formu:

A=UA10Ad0,00)U"B=U(B; ®0,® By & 0)U",

gde je U € O™ unitarna, A, B; € C™", Ay € C%*¢, By € C"™! su
invertibilne, A;B; = ByA;, Ay = Bitt = [ AM — [ i BitT = .
Primetimo da je

A = U1, & I, 20, ©0)U", B¥' =U(I, 20, I, ® 0)U*, (4.15)

ClA + CQB = U((ClAl + CgBl) SY) C1A2 S5, CQBQ D On_(r+5+t))U*. (416)

Na osnovu Leme 4.3.1, zakljuc¢ujemo da je ¢y Ay + co By invertibilna i da
je

- 1 . i k—1 4 —i 1
(ClAl + CzBl) 1 Z(—l)lclf C2A]f Bl'
1=0

AT ()RS
Takode, c1 Ay i ¢y By su invertibilne matrice i njihovi inverzi su (c; Ay) ™! =
S A5 1 (eBy) ™" = - Bj. Sada je

2

(ClA + CQB)T == U(

1 k N |

—1)¢ k—i zAk—sz D 7Ak

le—&-l + (_1)kcl2c+1 ;( ) € Gy 1 1 2

1

—By & 0)U”".

© By @ )

Koristeéi (4.15), dobija se (4.14).

Takode, iz (4.16) moze se zakljuciti da je c; A + co B invertibilna ako je

n=r+t+s. Kakojer(A) =r+t,r(B) =r+sir(AB) =r, dobija se

da je ¢; A+ ¢ B invertibilna ako i samo ako je n = r(A) +r(B) —r(AB).

a

U slede¢im posledicama razmatrali smo kada su linearne kombi-
nacije ¢1 I, +co IT", Af" i c11,+co A invertibilne, gde je {A;}", konacna
komutativna familja hipergeneralisanih k-projektora i A hipergeneral-
isani k-projektor, respektivno. Najpre ¢emo navesti lemu:
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Lema 4.3.2 Neka su A € C™*" ¢ B € C™" komutativni hipergeneral-
isani k-projektori. Tada je AB hipergeneralisani k-projektor.

Dokaz: Kako su Ai B dva komutativna hipergeneralisana k-projektora,
vazi BBTA*AB = A*AB i ABB*ATA = ABB*. Sada je (AB)! = A'B1
(videti [49]) i

(AB) = ATB' = A*B* = (AB)".

Dakle, AB je hipergeneralisani k-projektor. O

Posledica 4.3.1 Neka su A; € C™", i = 1,m komutativni hiper-
generalisani k-projektori, m,ky,....kn, € N, c1,c0 € C, ¢1 # 0 i
A4 (=D)RET £ 0. Tada je matrica ey, + ¢ [T, A¥ invertibilna.
Dokaz: Na osnovu Leme 4.3.2 dobijamo: ako je {4;}", kona¢na komu-
tativna familja hipergeneralisanih k-projektora, tada je [T, Af takode
hipergeneralisani k-projektor, gde su m, ki, ..., k,, € N. Sada dokaz
sledi na osnovu Teoreme 4.3.1. O

Posledica 4.3.2 Neka je A € C™*™ hipergeneralisani k-projektor, ¢, co €
C,ci Z0ici™ 4+ (—=1)Fc™ #£0. Tada je 11, + c A invertibilna i

k
1 -1 ick—ici AZ Ak‘-i—l_‘_l In_Ak‘-i-l )
1 2

1,4 A)7 =
@ 24) CIfH + (_1)kC§+1 i=0 €1

U sledecoj posledici predstavljen je oblik Moore-Penrose-ovog in-
verza i dati su potrebni i dovoljni uslovi za invertibilnost linearne kom-
binacije ¢1A + B, gde su A i B komutativni hipergeneralisani k-
projektori za koje vazi AB = 0.

Posledica 4.3.3 Neka su ¢1,co € C\ {0}. Ako su A i B komutativni
hipergeneralisani k-projektori takvi da je AB =0, tada je

C1 Co
Takode, ci A + coB je invertibilna ako i samo ako je n =1(A) +r(B) i
tom slucagu je (1 A+ c2B)™! dat sa (4.17).
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U slede¢em rezultatu dati su potrebni i dovoljni uslovi za invertibil-
nost linearne kombinacije ¢c; A+coB+c3C, gde su A, B i C' komutativni
hipergeneralisani k-projektori za koje vazi BC' = 0.

Teorema 4.3.2 Neka su ci,cy,c3 € C\ {0}, ™ + (—=1)fcE™ # 0
i 5T (DR £ 0. Ako su A, B,C € C™™ komutativni hiper-
generalisani k-projektori takvi da je BC' = 0, tada su sledeci uslovi
ekvivalentna:

(i) 1A+ coB + c3C je invertiiblna,
(ii) B* 4 Ckt + A(I, — B — C*YY je invertiiblna,
(iii) r(A(L, — B — C¥ 1)) =n — (r(B) + r(C)).

Dokaz: Na osnovu Teoreme 5.1.3 i Posledice 3.9 iz [22], moze se pret-
postaviti da su B i C oblika:

B=UB &0,00)U",C=U0,oC,®0)U",

gde je U € C™™ unitarna, B; € C™", C; € C*! su invertibilne,
Bitl = 1. i O™ = I,. Kako su A, B,C komutativni hipergeneral-
isani k-projektori, sledi da je A oblika A = U(A; @ Ay & A3)U*, gde
su A, As, A3 hipergeneralisani k-projektori, A; komutira sa By i As
komutira sa ';. Sada je

ClA + C2B + Cgc = U((ClAl + CQBl) ) (C1A2 + C3Cl) ) ClAg) []>|<

Matrice 1Ay + 2By i ¢ As + ¢3C1 su invertibilne. Zaista, kako je
(e A (=1 (e B = AT (=1 H L, tadaje (e A))F
(—=1)*(coBy)**! invertibilna kao suma ortogonalnog projektora i je-
dinicne matrice za sve konstante ci,co € C takve da je ¢co # 0 i
T+ (—1)kcET £ 0. Na osnovu invertibilnosti matrice (c;A;)**! +
(—1)*(cyBy)**1 i Leme 4.3.1, sledi da je ¢y A; + ¢, B, invertibilna ma-
trica. Analogno, moze se zakljuciti da je ¢; Ay 4+ c3C invertibilna za sve
konstante ¢y, c3 € C, c5 # 01 cf™ 4+ (=1)Fck*! £ 0. Na osnovu gore
navedenog razmatranja sledi da je ¢;A 4+ co B + ¢3C invertibilna ako i

samo ako je As invertibilna za sve konstante ¢, ¢y, c3 € C\ {0} za koje
vazi da je fT 4+ (—=1)Fch™ £ 01 & 4 (—1)FcET! #£ 0. Sada se moze



4.3. MP INVERZ HG K-PROJEKTORA 79

dokazati da je (i) < (ii) i (i) < (iii). Zaista, Aj je invertibilna ako i
samo ako je B¥! + C* + A(I, — B*! — C**1) invertibilna, ¢ime je
dokazano (i) < (ii). Sa druge strane, Aj je invertibilna ako i samo ako
jer(Az) =n — (r +1t), tj. r(A(I, — B — C1)) =n — (x(B) +1(C)).
Ovim je dokazano (i) < (i7i). O

U sledec¢oj posledici proucava se invertibilnost linearne kombinacije
c11, + co A + c3B komutativnih hipergeneralisanih k-projektora A i B
za koje vazi AB = 0.

Posledica 4.3.4 Neka su ¢y, cy,c5 € C, c; # 0, i 4+ (=1)Fch™ £ 0
i i (=1)RET £ 0. Ako su A, B € C™™ komutativni hipergen-
eralisani k-projektori takvi da je AB = 0, tada je c1I, + coA + 3B
vertbilna matrica i

1 (i(_l)iclf—icéAi>Ak+l

11, + oA+ c3B) L =
il eadtab) = Ty &

1 k o
+ —1)¢ k—i ¢ Bt Bk+1
4+ <—1)kc’§“(§< yarar)
1
+ — (I, — AMt — BFh, (4.18)
C1

Dokaz: Invertibilnost linearne kombinacije ¢;1,, + co A 4+ ¢3B sledi na
osnovu Teoreme 4.3.2. Takode, iz dokaza Teoreme 4.3.2 sledi da je
11, + A + c3 B oblika:

Clln + CQA + CgB = U(C1[r + CQAl D Cllt + 63B1 D Cljn—r—t)U*a

gde je U € C™"™ unitarna, A; € C™", B; € C*! su invertibilne,
ABy = By Ay, A% = I, i B! = I,. Na osnovu Posledice 4.3.2 dobija
se

1 k S
-1 _ _1\i k=i i gl k+1
(e, + coAy) ™ = T (L) (;:O( 1)’} 02A1>A1

1 k o
o (D' G B B

(cr]; +c3By) ™t =
S O DL
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Sada je
. 1 k ki
cil, + oA+ c3B)" =U —1) e Al
1 k Y
k+1 i k—i i i
AT & (TR (;(_1) € c231)

1
Bit' & aln—r—t) U-,

sto je ekvivalentno sa (4.18). O



Glava 5

Linearna kombinacija komutativnih
involutivnih matrica i projektora

5.1 Linearna kombinacija komutativnih in-
volutivnih matrica

U ovoj sekciji razmatrace se kada je linearna kombinacija
ClA + CQB (51)

k-potent, pri ¢emu su A, B involutivne matrice koje komutiraju, k € N,
k>21ic,c € C\{0}. Problem Ce se razmatrati u dva slucaja: kada
je k neparan broj i kada je k paran broj.

Podsetimo da ako su A i B involutivne matrice i A = AB, tada je
A=DBili A=-B.

Takode, ako je A = B, tada je c;A 4+ 2B k-potent, gde je k neparan
ako i samo ako je ¢; = —cy ili ako postojit € o1 tako da je ¢y +co = t.
Ako je A = —B, tada je c;A + B k-potent, gde je k neparan ako i
samo ako je ¢; = ¢y ili ako postoji t € o, tako da je ¢y — o = t.
Ako je k paran broj i A = B, matrica ¢;A + B je k-potent ako i
samo ako je ¢; = —cy ili A = (¢; + ¢)* 1. Ako je A = —B, tada je
c1A + ¢ B k-potent, pri cemu je k paran ako i samo ako je ¢; = ¢o ili
A = (¢ — )" 1. Specijalno, ako je A = B = I, tada je c;A + B
k-potent ako i samo ako je ¢; = —c¢y ili ako postoji t € o, tako da je
c1 + ¢ = t. Takode, ako je A = —B = I, tada je ¢c;A + 2B k-potent

81
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ako i samo ako je ¢; = ¢ ili ako postoji t € 0,1 tako da je ¢c; —cy = 1.
Ako je A = B = —1I, tada je c;A + coB k-potent ako i samo ako je
c1 = —co ili ako postoji t € o1 tako da je ¢y + ¢ = —t.

Rezultati u ovom poglavlju sadrzani su u radu [119].

Sledec¢a teorema je od velikog znacaja u dokazu narednih rezultata
iz ove sekcije.

Teorema 5.1.1 Neka je {A;}", konacna komutativna nenula familija
involutivnih matrica 1 ky, ke, ...,k € N tako da je T, Af #+ 411
neka su ci,co € C\ {0}, k € N, k > 2. Tada je linearna kombinacija
el + e [T, AF k-potent ako i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova:

(1) Cl = Cy = %t, te Ok—1;

(11) Cl = —Cy = %t, te Ok—1,

(iil) postoje ty,ty € op_1, t1 # tty tako da je ¢; = BEH2 1 ¢y = B5E2,
Dokaz: Primetimo da za proizvoljnu kona¢nu komutativnu nenula famil-
iju involutivnih matrica {A4;}", i proizvoljne prirodne brojeve ky, ks, ...,
Ko, TI7™, A¥ je involutivna matrica. Dakle, [[™, A% moze se dijagonal-
izovati i predstaviti u obliku [T, A¥ = S(I®&—1)S~!, gde je S nesingu-
larna matrica. Oba sabirka moraju biti prisutna, jer, inace, AB = +1
dovodi do A = £B. Sada je ¢, + ¢, [T, A k-potent ako i samo ako
jeci(I &)+ co(I & —1I) k-potent. Kako je cx({ & I)+co(l & —1) =
(1 + )l ® (1 — )L, er] + o T, Af je k-potent ako i samo ako je
1+ € {0} Uog1ic —cy € {0} Uog_q1. S obzirom na to da je
c1,09 € C'\ {0}, odmah sledi da ¢; i ¢ zadovoljavaju jedan od uslova
(i) — (iid). O

U narednoj posledici razmatrali smo kada je linearna kombinacija
e I4co TI™, AF idempotent, gde je {A4;}7, konaéna komutativna nenula
familija involutivnih matrica.

Posledica 5.1.1 Neka je {A;}™, konacna komutativna nenula famil-
ija involutivnih matrica 1 ky, ko, ..., k,, € N tako da je T[;%, Af #+ 4+
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i neka je c1,co € C\ {0}, k € N, k > 2. Linearna kombinacija
el + o TI™, AY je idempotent ako i samo ako je

e e{G o) G-}

27977%2" 9

U slede¢im tvrdenjima dati su potrebni i dovoljni uslovi za k-pote-
ntnost linearne kombinacije (5.1), kada je k neparan broj i kada je k
paran broj. Prvo se navode potrebni i dovoljni uslovi za k-potentnost
linearne kombinacije (5.1) u slucaju kada je k € N, k >21ik =, 1.

Teorema 5.1.2 Neka su A, B € C™" komutativne involutivne ma-
trice takve da je A # £B i ¢1,00 € C\ {0}, k € N, k> 2 ik =5 1.
Tada je linearna kombinacija T = ¢y A + co B k-potent ako 1 samo ako
vazi jedan od sledecih uslova:

(i) i =co = %t, t € op_1,

(11) Cl = —Cy = %t, t e Ok—1,

(iil) postoje t1,ty € o1, by # £ty tako da je ¢y = B2 iy = B52,
Dokaz: Kako je A1 = i1 AB = BA, mnoze¢i TF = T nensingularnom
matricom A dobija se da je T k-potent ako i samo ako je ¢1I + coAB
k-potent. Primetimo da je (AB)? = I. Dakle, tvrdenje sledi na osnovu
Teoreme 5.1.1. O

Posledica prethodne teoreme je Teorema 1.5.1.

U narednom rezultatu dati su potrebni i dovoljni uslovi za k-pote-
ntnost linearne kombinacije (5.1) u slucaju kada je k € N, k > 2 i
k =9 0:

Teorema 5.1.3 Neka su A, B € C™" komutativne involutivne ma-
trice takve da je A# +B i A,B# +I icy,co € C\{0}, k€N, k>2
i k =5 0. Tada je linearna kombinacija T' = c1 A + co B k-potent ako 1
samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

(1) C1:—62:%t7 tEkaliA—B:[—AB,
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ii C]_:CQth7 teop,_1i1A+B=1+AB,
2
(iii) —c1 =y =13%t, t€oy1 i —A+B=1—AB,

(iv) ci =co=—3t, t €041 i —A—B=1+AB.

Dokaz: Kako su matrice A i B komutativne involutivne matrice, one
su simultano dijagonalizovane, tj. postoji nesingularna matrica S tako
da su S7'AS i S7'BS dijagonalne matrice. Neka su (A\;)™; i (u;)™,
elementi za koje vazi: \;, u; € {1,—1}, A = Sdiag(\i, .., \,)S™'1 B =
Sdiag(py, .., p1n)S™!. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da da je
Ni = lzasvako i € {1,...,r}, 0 <r <ni)\ = —1zasvako j €
{r+1,..,n}. Kako je A # +B, moguéi su sledeéi slucajevi: (ay)
Ni = i 1 Nip1 # i1 zaneke ¢ € {1, r}, Ay = 1 Ajp1 # pi za
neke j € {r+1,...,n}; (a2) \i = p; 1 Aip1 # piy1 za neke i € {1,...,r}
i =pjzasvaki j € {r+1,..,n}; (a3) \i = i 1 Niy1 # pip1 za
neke ¢ € {1,...,r} i \; # pj zasvaki j € {r+1,...,n}; (aq) \; = p; za
svaki ¢ € {1,...,r} 1 A\j = pj 1 A\jy1 # pjp1 zaneke j € {r+1,...,n};
(a5) Ni # i za svaki i € {1,..,r}, \j = p; 1 N\jy1 # pj41 za neke
je{r+1,..,n}

(a1) Kako je \; = pu; 1 A\ip1 # priy1 zaneke s € {1,...,r} 1 \; = p; i
Aj+1 # pjr1 zaneke j € {r+1,...,n}, matrica T je k-potent ako i samo
akoje (ci+e)f =ci+ey, (c1—c)f =ci—c, (—c1 + ) = —c1+co i
(—c1—c2)* = —c; —cy. S obzirom na to da je c1, co € C'\ {0}, nemoguée
je da je matrica T k-potent.

(az) Sada je A\; = p1; 1 Aip1 # piy1 zaneke i € {1,...,r} i \; = p; za
svaki j € {r+1,...,n}. Matrice A i B zadovoljavaju A— B =1—AB i
T je k-potent ako i samo ako je (c; +c2)* = c1 + o, (1 — ) =c1 — o
i(—c1— ) =—c1—co tj. e = —cp = %t, t € o_1. Dakle, (i) vazi.

(ag) Slicno, kako je \; = p; 1 A\ip1 # pir1 za neke i € {1,...,r} i
A\; # pjzasvaki j € {r+1,...,n}, za matrice Ai B vazi A+B = [+ AB
i T k-potent ako i smo ako je (c; + c2)* = c1 + o, (1 — ) =1 — o
and (—c; + ) = —c1+co, tj. ¢ = = %t, t € og_1. Dakle, (ii) vazi.

(a4) Iz N\; = p; zasvakic € {1,...,r} 1 A\j = pj 1 N\jp1 # pj41 za neke
je{r+1,..,n}sledi da Ai B zadovoljavaju —A+B =1—ABiT je
k-potent ako i samo ako je (c; + o) = ¢1 + ¢, (—c1 + &) = —c1 + ¢
i(—ci—c)f = —c1—co, tj. —c1 =cp = %t, t € og_1. Dakle, (iii) vazi.
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(CL5) Sada je i 7é Wi za svaki 1 € {1, ...,T}, )\j = [ i )\j—f—l 7é Hjt+1 Za
neke j € {r+1,...,n}. Zamatrice Ai Bvazi —A—B=1+ABiT je

k-potent ako i samo ako je (c; — co)¥ = c; — 9, (—e1 + @) = —c1 + ¢
i(—ci—c)f=—ci—co tj. cr =y = —%t, t € ox_1. Dakle, (iv) vazi.
O

Kao posledica Teoreme 5.1.3 1 Teoreme 5.1.1 dobija se deo (a) Teo-
reme 1.5.2.

Ako je A generalisani projektor ili hipergeneralisani projektor, tada
je A* = A. Dakle, vazi slede¢a posledica:

Posledica 5.1.2 Neka su A, B € C™*" komutativne involutivne ma-
trice takve da je A # +B i A, B # +1 i neka je c1,co € C'\ {0}. Ako
je linearna kombinacija c1A 4+ coB generalisani projektor ili hipergen-
eralisani projektor, tada vazi jedan od sledecih uslova:

(i) = —c = 1t, t€{1—7+£2—1— Y3i}iA—B=1- AB,

i) ¢ =co=14t, te 1,—l+£z S Y 1A+ B =1+ AB,
2 2 T 7

(iil) —c1 = o= Lt, t€ {1, -1+, %—%}z‘—AJrB:[—AB,

. 1 1. V3, 1 NER
v) ¢ — 1 S STV Ve —A— )
(iv) c1 = ¢ 5t te {1, —5+ %1, it i—-A-B=1+AB
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5.2 Linearna kombinacija idempotentnih
matrica

Rezultati u ovom poglavlju sadrzani su u radu [119].
Za konstante cq, ¢, c3 € C'\ {0} i idempotentne matrice A, B € C"*",
neka je P linearna kombinacija oblika

Cljn + CQA + C3B. (52)

U ovom poglavlju koristice se oblik 1.1 idempotente matrice A € C"™*".

Najpre razmatra¢emo slucaj kada je matrica P oblika (5.2) invertibilna i
involutivna, pri éemu su A, B € C"*" idempotenti, A # Bi(A—B)? =
0.

Teorema 5.2.1 Neka sucy,ca,c3 € C\{0} 1 A, B € C™ ™ idempotenti,
A+# B i(A—-B)?=0. Tada vaZi:
(1) P oblika (5.2) je invertibilna ako i samo ako je ¢; + co + ¢35 # 0,

(17) P oblika (5.2) je involutivna ako i samo ako je (ci,co + c3) =
(1,-2) ili (c1, 02 + ¢3) = (—1,2).

Dokaz: Neka je A € CF oblika (1.1) i r(A) = r. Neka je dekompozicija
matrice B oblika:

B B,
B—UlBg BJU , (5.3)

gde je B, € C™*" i B, € C»=)*("=")  Primenom B? = B, dobija se da
vazi:
B} + BaBy = By, BiBy + ByBy = By, BsB, + B,B3 = B,

Koristedi

I, — 2By + B} + ByBs —By+ BBy + By By

1
By + BBy + ByBs ByB, + B2 v

(A-B)?*=U
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i (5.4) sledi da je (A — B)? oblika:

(A—B)zzU[IT_OBl §4 ] Ut (5.5)

Kako je (A — B)? =0, sledi da je By = I, i By =0, tj.

- Ir B2 -1
B—U[B3 0 ]U .

Primetimo da je BoBs =0 = B3Bs i
P—U (c1 +ca+cs)l, 3By -l
c3Bs cily_r

S obzirom na to da je ¢; € C'\ {0}, matrica P je invertibilna ako i samo
ako je ¢; + ¢o + 3 # 0. Dakle, (i) vazi. Takode, vazi:

P2 _y (1 4+ et c3)? L (2c1 + ca + c3)esBy -1

(261 + co + Cg)Cng C%In_r '

Kako je A # B, nemoguée je da vazi By, = 0 = Bs. Sada je P? = I,
ako i samo ako je c; = +1, ¢ +¢co +c3 =F112¢; + o+ c3 =0, Sto je
ekvivalentno sa (¢, co + ¢3) = (1, —2) ili (¢1, 2 + ¢3) = (—1,2). Dakle,
(73) vazi. O

Primer 5.2.1
1 0 0 0 1 000
. 010 0. 0101
Idempotente matrice A = 000 o0lt B = 100 0 zado-
L0 0 0 0 0000
voljavaju uslove A # B i (A — B)? = 0. Matrica
[ C1+ Ccy+ 3 0 0 O
- 0 C1+ Co+C3 0 C3
01[4 + CQA + CgB = Cs 0 o 0
| 0 0 0 ¢
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je invertibilna ako i samo ako je ¢; + co + ¢35 # 0, gde je ¢1,c2,c3 €
C \ {0}. Takode, ¢11y + c2A + ¢3B je involutivna ako i samo ako je
(1,004 ¢3) = (1,=2) ili (c1,c0 + ¢3) = (—1,2).

Prirodno je zapitati se pod kojim uslovima je matrica P invertibilna
ili involutivna, kada su A, B € C™*" idempotenti, A # B, AB = B i
BA = A. Odgovor na to pitanje dat je u sledecoj posledici:

Posledica 5.2.1 Neka sucq,co,c5 € C\{0}, A, B € C™*™ idempotenti,
A+ B, AB=B i BA=A. Tada vazi:

(i) P oblika (5.2) je invertibilna ako i samo ako je ¢1 + ¢o + c3 # 0,

(i7) P oblika (5.2) je involutivna ako i samo ako je (c1,co + c3) =
(1,-2) dli (c1, 2+ c3) = (—1,2).

Dokaz: 1z A=A, B> =B, AB= BiBA= Asledidaje (A—B)* = 0.

Sada tvrdenje sledi na osnovu Teoreme 5.2.1. O

Primer 5.2.2

0o0|" 0 0
A+ B, AB=BiBA= A. Matrica

Idempotente matrice A = L0, B = [ L1 ] zadovoljavaju uslove

erly + oA+ csB — la+€2+03 631

0 C1

je invertibilna ako i samo ako je ¢; + co + c3 # 0, gde je ¢1,¢0,c3 €
C'\ {0}. Takode, ¢;I5 + c2A + ¢3B je involutivna ako i samo ako je
(Cl, Co + 03) = (1, —2) ili (Cl7 Co + 63) = (—1, 2)

Teorema 1.5.3 je korisna u dokazima narednih teorema.

Ako su matrice A i B u Teoremi 5.2.1 idempotenti za koje vazi

A# Bi(A- B)?=A— B, onda se dobija slede¢i rezultat:

Teorema 5.2.2 Neka su c1,cz,c3 € C\{0}, A, B € C"™*" idempotenti,
A# B i(A- B)>=A— B. Tada vaZi:
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(1) P oblika (5.2) je invertibilna ako i samo ako je ¢; + co # 0 i
C1+ Cy+C3 75 O,

(i) P oblika (5.2) je involutivna ako i samo ako je (ci,c2,c3) =
(1, —2,2> i (C17C2763> = (-1,2, —2>

Dokaz: Neka su A, B € C oblika (1.1) i (5.3), redom. Iz (A — B)? =
A—Bi(bb)sledidaje By=B3=B, =01

B o],
p=u[ % b

gde je By € C™*" projektor. Kako je P oblika

P—=U (Cl + CQ)IT + 3By 0 U_l
0 Cljnfr ’

sledi da je P invertibilna ako i samo ako je ¢;4cy # 01 c;+co+c3 # 0, tj.

2
(i) vazi. Takode je P> = U (e + CQ){; +esB) 0210 U~ Na

1in—r
osnovu Teoreme 1.5.3 zaklju¢ujemo da je (¢; + ¢2)1, 4+ ¢3 By involutivna
ako i samo ako je (c; + ¢, c3) = (1, —2) ili (¢1 + ¢9,¢3) = (—1,2). Kako
jecy =%11icy #0, (i) vazi. O

Primer 5.2.3
1 00 000
Idempotente matrice A= 0 1 0 |iB=|0 1 0 | zadovoljavaju
0 00 0 00
uslove A # B'i (A — B)?> = A — B. Matrica
Cc1 + C 0 0
cils + oA+ 3B = 0 c1+c+ceg 0
0 0 C1

je invertibilna ako i samo ako je ¢; + ¢o # 01 ¢1 + ¢o + ¢3 # 0, gde je
1,09, c3 € C'\ {0}. Takode, ¢;13 + oA+ c3B je involutivna ako i samo
ako je (Cla Co, C3) = (17 _27 2) ili (Cla Co, 03) = <_17 27 _2)

U narednom tvrdenju razmatra se kada je matrica P oblika (5.2)

invertibilna ili involutivna, pri ¢emu su A, B € C™*" projektori i (A +

B)?= A+ B.
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Teorema 5.2.3 Neka su ¢y, co,c5 € C\ {0}, A, B € C™™" idempotenti
i (A+ B)?>= A+ B. Tada vaZi:

(i) P oblika (5.2) je invertibilna ako i samo ako je ¢; + co # 0 i
c1+c3 7£ 07

(i3) P oblika (5.2) je involutivna ako i samo ako je (ci,c2,c3) =
(1, —2, —2) i (61,62,63) = (—1,2,2)

Dokaz: Nekasu A, B € C¥ oblika (1.1) i (5.3), redom. Uslov (A+B)? =
A + B ekvivalentan je sa B; = By = By = 0. Na osnovu B? = B sledi
da je B? = B,. Dakle, matrica P je oblika:

(c1+c2)l, 0 ] UL

P=U [ 0 Clln—r + CgB4

Ocigledno je P invertibilna ako i samo ako je ¢; +c¢o # 01 ¢; + ¢c3 #
0. Ovim je dokazano tvrdenje (7). Dokazimo (ii). Kako je P? =
2

U (e1 +062) I (], 3_ esB,)? ] U=, sledi da je (c; + )2, = I,
ako i samo ako je ¢; + ¢ = +1. Takode, na osnovu Teoreme 1.5.3
sledi da je matrica ¢y 1, + c3 B4 involutivna ako i smo ako je (¢q,c3) =
(1,—-2) ili (¢1,¢3) = (—1,2). Dakle, P je involutivna ako i samo ako je
(Cl, Co, Cg) = (1, —2, —2) ili (Cl, Co, Cg) = (—1, 2, 2) O

Primer 5.2.4

1
Idempotente matrice A = | 0

0 0
uslov (A + B)? = A+ B. Matrica

0 0 0
0|liB=1|0 0 | zadovoljavaju
0 0 1

o O O

Cc1 + Co 0 0
61[3 +CQA—|—C3B = 0 C1 0
0 0 c1 + C3

je invertibilna ako i samo ako je ¢; +¢o # 01 ¢; + c3 # 0, gde je
1,09, c3 € C'\ {0}. Takode, ¢;13 + oA+ c3B je involutivna ako i samo
ako je (c1, ¢, ¢3) = (1, -2, -2) ili (c1,¢2,¢3) = (—1,2,2).
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Tvrdenje 5.2.1 Ni za jedan izbor konstanti ¢;, ¢; € C'\ {0}, i = 1,3,
matrica P oblika (5.2) nije involutivna ako su A, B € C™™ idempotenti,
A+ B i ABA = BAB.

Dokaz: Neka su A, B € C¥ oblika (1.1) i (5.3), redom. Uslov ABA =
BAB ekvivalentan je sa BBy = BsB; = B3By = 01 B} = By. Pri-
menom uslova B2 = B sledi da je ByBs = 0, BoBy = By, ByBs = B3 i
B? = B,. Dakle, P? je oblika

((c1 + o)l + c3B1)? (2¢1 + ¢o + ¢3)c3Bs

-1
(201 + Co + 03)6333 (CIIn—r + C3B4)2 U

PP=U
Kako je A # B, nemoguce je da je B, = 0 = Bj, sto povlaci da je
2¢1 + ¢+ ¢35 = 0. Koristeéi 2¢q + ¢ + ¢3 = 0 1 na osnovu Teoreme 1.5.3,
dobija se da je matrica P involutivna ako i samo ako je (¢y,cq,c3) =
(1,0,—=2) ili (¢1, 2, ¢c3) = (—1,0,2). Kako je co # 0, ne postoji situacija
u kojoj je matrica P involutivna. O

Primer 5.2.5
1 000 1 000
. 01 00]. 0010
Idempotente matrice A = 000 o0lt B = 0010 zado-
0000 0001

voljavaju uslove A # B 1 ABA = BAB. Ne postoji izbor konstanti c¢;,
¢; € C'\ {0}, i = 1,3 za koji je matrica

C1+ Cy+C3 0 0 0
0 c1+c & 0
alited+eB= 0 0 ate 0
0 0 0 c1+ cs3
involutivna.

Posledica 5.2.2 Ni za jedan izbor konstanti ¢;, ¢; € C'\ {0}, i =1, 3,
matrica P oblika (5.2) nije involutivna ako su A, B € C™™ idempotenti,

A+ BiAB = BA.
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Dokaz: Ako je AB = BA, onda je ABA = BAB. Sada zakljucak sledi
na osnovu Teoreme 5.2.1. O

Primer 5.2.6
1 00 100

Idempotente matrice A= 0 1 0 [iB=|0 0 0 | zadovoljavaju
000 0 01

uslove A # B 1 AB = BA. Ne postoji izbor konstanti ¢;, ¢; € C'\ {0},

i = 1,3 za koji je matrica

C1+Cy+C3 0 0
c1ls + oA+ 3B = 0 1+ ¢y 0
0 0 C1 +C3

involutivna.
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