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Zavolela sam matematiku odavno, čini mi se od
kad znam za sebe. Još uvek se sećam nekih zanimljivih
problemčića koje mi je pokojni deda zadavao da rešavam.
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indeks i saopštila vest da sam upisala matematiku. Reči
nije bilo, jer se tad već gasio njegov život. Nije bio sa
nama da ga obradujem kad sam diplomirala, magistri-
rala, objavila svoj prvi rad, prezentovala po prvi put svoj
rad na konferenciji... Evo me, deda, na korak od toga
da shvatim šta znači biti ”doktor matematike”!
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ne samo njeni izvrsni poznavaoci, nego i njeni ve-
liki obožavaoci. Ne mogu a da ne pomenem učiteljicu
Stevanu Kovačević i prva mesta na takmičenjima iz
matematike koja sam postigla zahvaljujući njoj. Za-
tim, nastavnika i razrednog starešinu, velikog čoveka
sa još većom dušom, Radivoja Manojlovića-Divču, koga
doživljavam kao člana porodice. Tu je i profesor Lju-
bisav Stevović, bez čije stručne pomoći i velikog znanja
ne bih uspela ni da upǐsem fakultet.

Da se ostvarim u svojoj omiljenoj oblasti matema-
tike, oblasti diferencijalnih jednačina, zahvalnost dugu-
jem prof. dr Jeleni Manojlović. Pod njenim men-
torstvom i velikom pomoći sam postavila, a zatim i
dokazala svoju prvu, samostalnu teoremu, pa zatim i
drugu, treću... Na kraju i magistrirala. Još jednu
zahvalnost joj dugujem, a to je što me je upoznala i
predložila saradnju sa sadašnjim mentorom.

Veliku zahvalnost osećam i prema prof. dr Pre-
dragu Rajkoviću zbog nesebične pomoći, korisnih saveta,
inspirativnih ideja, ali i zbog motivacije i velikog opti-
mizma kojim zrači.

Linearna algebra nikad nije bila med̄u mojim omi-
ljenim predmetima. Do pre nešto vǐse od tri godine
kad sam upoznala prof. dr Marka D. Petkovića, mog
sadašnjeg mentora i dobrog prijatelja.



Zadivilo me je koliko znanja poseduje, koliko definicija,
pojmova, teorema, pa i čitavih teorija, koliko oblasti
matematike i nauke uopšte nosi u sebi. Uz tu ”živu en-
ciklopediju”, Rud̄era Boškovića našeg doba sam, ne samo
zavolela linearnu algebru, nego i upoznala lepotu pro-
gramskog paketa MATHEMATICA, naučila da mi bude sas-
tavni deo bilo kakvog rada u matematici, savladala La-
TeX i sve prednosti njegovog korǐsćenja, ovladala en-
gleskim jezikom i naučila da pǐsem radove, naučila
da istražujem, postavljam probleme, dokazujem nove
činjenice, potvrd̄ujem neke već dokazane. Zato ne pos-
toje dovoljno velike reči kojima bih mu na adekvatan
način iskazala zahvalnost za sve ovo.

Zahvalnost dugujem i rektoru Univerziteta u
Prǐstini, prof. dr Srećku Milačiću koji mi je ukazao ve-
liku čast i poverenje da me, tada kao dekan Ekonom-
skog fakulteta u Kosovskoj Mitrovici, primi za asistenta
i omogući moje napredovanje u matematici. Prof. dr
Milana Božinovića mogu da pominjem i da mu se za-
hvaljujem bez prestanka, a da opet ne iskažem sve što
želim. Nema tih reči koje bi oslikale svu podršku, svo
poverenje i sve pohvale koje sam dobila od njega.

Zahvalila bih se bih i svojoj porodici, koja je za
razliku od ove zahvalnice, na čijem je kraju, u mom
životu na vodećem mestu. Tati i mami što su istrpeli sve
promene u mom raspoloženju, od nerviranja kod mnogo-
brojnih pokušaja da neka teorema ili formula ”prod̄e”,
pa do euforije kad iz nekog eminentnog časopisa stigne
vest da je rad prihvaćen. Batu i Ljilji uz koje sam rasla
i odrasla, sazrela i postala bolji čovek zahvaljujući nji-
hovim vrlinama i plemenitim srcima. Zato što su se
radovali mojim uspesima, bili moj oslonac u životu i ne-
sebično mi pomagali uvek i u svemu. -Diki i Njaki, na
snazi, razumevanju, podršci koju su mi davale u ogrom-
nim količinama. Što me toliko vole i veruju u mene.
Što su pristajale da budu moji slušaoci i kad, verovatno,
ni reč nisu razumele. Što su morale i da ”ovladaju”
terminima poput težinske funkcije, Hankelovih determi-
nanti ili Motzkinovih brojeva, iako im je, kao vrsnim ter-
apeutima, kako nešto najmanje potrebno. Jovani, prosto
što je takvo dete, najbolje koje znam. Za nju jedno veee-
liko ”mmmmmmmm”. Vasiliju, što nas je toliko usrećio,
vratio nadu i uneo radost u naše živote.

Svim mojim prijateljima koje sam malo zapos-
tavila zbog izrade ovog rada, zahvaljujem na prijateljstvu,
podršci i razumevanju.
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Glava 1

Uvod

Sedamdesetih godina prošlog veka, kada se javljaju prva začeća simboličkog izračunavanja (kom-
pjuterske algebre), prvi implementirani algoritmi su bili komplikovani i prilično neefikasni. Zbog
toga je istraživanje u ovoj oblasti bilo usmereno ka izvod̄enju novih teorijskih rezultata, prven-
stveno u oblasti algebre, koji su kasnije iskorǐsćeni za pobolǰsanje algoritama u kompjuterskoj
algebri. Danas se kompjuterska algebra masovno koristi kao pomoćno sredstvo za izvod̄enje
i verifikaciju komplikovanih izraza. Takod̄e se koristi i za implementaciju numerički nestabil-
nih metoda, koji zahtevaju izračunavanja u aritmetici visoke preciznosti. Danas postoji vǐse
programskih paketa koji podržavaju simboličko računanje. Oni se nazivaju softveri za kom-
pjutersku algebru (CAS, Computer Algebra Software), npr. MATHEMATICA, MAPLE, MUPAD, itd.

Najpoznatiji i ujedno najmoćniji CAS softver kada je u pitanju simboličko računanje je
MATHEMATICA. Najvažnije svojstvo ovog programa je to da simbolički računa jednako dobro kao
i numerički.

Literatura vezana za programski jezik MATHEMATICA je veoma obimna. U tom bogatom opusu,
možemo izdvojiti oficijalne knjige autora Stephena Wolframa [115, 114, 116], pregledni rad [4],
kao i knjige objavljene na srpskom jeziku [103, 66].

Med̄utim, ono što se proteže dugi niz godina je, da je ostala potreba matematike, ali i nauke
uopšte, da se i dalje razvijaju metodi klasične, teorijske algebre, kako bi se, primenom njenih
rezultata, pobolǰsao kavalitet, ali i efikasnost ne samo kompjuterske algebre, nego i drugih,
srodnih grana matematike.

Hankelove determinante (persimetrične, Turanove determinante) kao determinante Han-
kelovih matrica se proučavaju već duže vreme. Med̄utim, pojam ”Hankelova transformacija”
uveo je prvi Layman 2001. godine u svom radu [68]. Do sada je otkriveno vǐse različitih metoda
za računanje Hankelovih determinanti. Možemo izdvojiti metod Dodgsonove kondenzacije, koji
je primenljiv i u slučaju proizvoljne determinante, metod LU dekompozicije [63], metod baziran
na rezultatima Radouxa i Junoda [91, 92, 93], koji su novijeg datuma, a koji koriste funkcije
generatrise polaznog niza momenata. Zanimljiv je i metod koji su postavili Eğecioğlu, Redmond
i Ryavec [41], a koji povezuje računanje Hankelovih determinanti sa rešavanjem diferencijalnih
konvolucionih jednačina i može se primeniti u nekim slučajevima gde drugi metodi ne mogu.
U poslednje vreme kod kombinatoričara često primenjivan metod, je Gessel-Viennot-Lindströv
(G-V-L) metod [52, 69, 109] koji nam daje vezu izmed̄u Hankelove transformacije i broja putanja
u (celobrojnoj) mreži.

Ipak, najčešće proučavan i primenjivan metod je metod zasnovan na ortogonalnim poli-
nomima, tj. metod baziran na verižnim razlomcima.
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Hankelove determinante imaju veliku primenu u teoriji ortogonalnih polinoma, numeričkoj
matematici a takod̄e i u drugim oblastima matematike i tehničkim naukama. Naročito je važno
izračunavanje ovih determinanti u zatvorenom obliku. U skorije vreme publikovan je veći broj
naučnih radova u kojima se računaju Hankelove determinante različitih nizova celih brojeva.
Objavljen je i veći broj preglednih radova na ovu temu (npr. radovi Krattentnhalera [62, 63]).

Osim što se publikovani radovi na ovu temu razlikuju po metodima koje autori koriste,
razlikuju se još po klasi nizova koje proučavaju. Napomeninimo da su mnogi poznati rezultati
formulisani za nizove celih brojeva, ali da u opštem slučaju važe za proizvoljne realne nizove.
Izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju je do sada nad̄en za veliki broj poznatih
celobrojnih nizova, kao što su nizovi: Fibonaccijevih brojeva [34], Catalanovih i isprekidanih
Catalanovih brojeva [34, 94], Motzkinovih brojeva [24], malih i velikih Schröderovih brojeva
[23], Jacobsthalovih brojeva [9], centralnih i generalizovanih centralnih trinomnih koeficijenata
[87], Narayana polinoma [88], itd. Pored toga, za neke od tih nizova, brojni rezultati iz ove
oblasi su potvrd̄eni na vǐse različitih načina.

Tako su, na primer, Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna Catalanova broja prvi
izračunali A. Cvetković, P. M. Rajković i M. Ivković [34] koristeći metod baziran na ortogo-
nalnim polinomima. Sa druge strane, Chamberland i French [25] dokazuju još opštiji rezultat
koristeći potpuno drugačiji metod (uglavnom baziran na LU faktorizaciji). Još jedna general-
izacija pomenutog rezultata iz [34] može se naći u radu [94] P. M. Rajkovića, M. D. Petkovića
i P. Barryja.

Hankelove determinante imaju veliku primenu u različitim oblastima matematike, fizike i
tehničkim naukama. Značajna je njihova primena u kombinatorici, odnosno u prebrojavanju
različitih kombinatornih objekata (Astečkih dijamanata, puteva u celobrojnim mrežama, itd.)
U fizici čvrstog stanja, Hankelove determinante se pojavljuju kao rešenje Toda jednačine kao
i kod još nekih jednačina koje imaju bitnu ulogu u povezivanju teorije kvantne gravitacije i
teorije solitona. Primenjuju se takod̄e i u numeričkoj matematici kao i u tehničkim naukama,
a naročito u automatici i sistemima automatskog upravljanja. Utvrd̄ena je i veza izmed̄u
Hankelovih determinanti i sistema kompjuterske algebre, a dat je i jedan algoritam za računanje
najvećeg zajedničkog delioca polinoma zasnovan baš na Hankelovim matricama.

Ova doktorska disertacija predstavlja dodatak velikoj teoriji Hankelovih transformacija na
polju simboličkog izračunavanja za odabrane celobrojne nizove. Ona sadrži rezultate iz ra-
zličitih oblasti linearne algebe kao što su teorije: ortogonalnih polinoma, specijalnih nizova,
determinanti, matrica, analitičkog izračunavanja i raznih transformacija redova, ali i elemente
kompleksne analize, rešavanja diferencnih jednačina, numeričke matematike, itd...

Disertacija je bazirana na originalnim rezultatima autora koji su publikovani u vodećim
med̄unarodnim časopisima iz oblasti linearne algebre i specijalnih funkcija [16, 15, 17]. Takod̄e,
sadrži i značajan broj rezultata koji se ovom prilikom prvi put pojavljuju [18, 19].

Rad je podeljen u 7 glava, svaka glava je podeljena na vǐse poglavlja, a neka poglavlja i na
odeljke.

Rezultati sadržani u drugoj glavi odnose se na simboličko izračunavanje Hankelovih deter-
minantni, odnosno Hankelovih transformacija nizova. U prvom poglavlju ove glave navedene
su osnovne definicije i pojmovi vezani za nizove celih brojeva, ali i primeri nekih poznatih ni-
zova zajedno sa nekim njihovim zanimljivim osobinama. Drugo poglavlje sadrži pregled važnih
transformacija nizova celih brojeva, uključujući binomnu, α-binomnu, invert kao i Hankelovu
transformaciju. Prikazana su i osnovna svojstva ovih transformacija i nabrojane neke primene
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Hankelove transformacije u nauci. Osnovni metodi za izračunavanje Hankelove transformacije
su predmet proučavanja narednog, trećeg poglavlja. To su metod Dodgsonove kondenzacije i
Radoux-Junodov metod. U četvrtom poglavlju je izložena teorija ortogonalnih polinoma, nave-
dena su njihova osnovna svojstva sa posebnim osvrtom na tročlanu rekurentnu relaciju. Peto
poglavlje je posvećeno upoznavanju metoda za računanje Hankelove transformacije pomoću
verižnih razlomaka i ortogonalnih polinoma. Takod̄e je prikazan metod za nalaženje težinske
funkcije primenom Stieltjesove inverzione formule, kao i metodi za transformaciju težinske
funkcije. Ovo poglavlje ujedno predstavlja i osnovu razvoja teorije u daljem radu ove dis-
ertacije.

Treća glava ovog rada posvećena je metodima za izračunavanje Hankelove transformacije
nizova zadatih inverznim redom. U prvom poglavlju ove glave definisan je inverzni red neke
racionalne funkcije i data njegova najvažnija svojstva. Posebna pažnja je posvećena nizu
(un)n∈N0 koji je zadat inverznim redom funkcije Q(x) = x

1+αx+βx2 , dok je traženje njegove
moment reprezentacije glavni cilj drugog poglavlja. U trećem poglavlju ove glave su izračunate
Hankelove transformacije h∗

n i h∗∗
n pomerenih nizova u∗

n i u∗∗
n definisanih sa u∗

n = (un+1)n∈N0

i u∗∗
n = (un+2)n∈N0 . Glavni cilj ove glave, pronalaženje izraza u zatvorenom obliku za Han-

kelovu transformaciju niza (un)n∈N0 , je ostvaren u četvrtom poglavlju, dok su u poslednjem,
petom, uspostavljene neke relacije koje, prethodno pomenute Hankelove transformacije zado-
voljavaju. Definisan je i novi problem koji bi trebalo da bude smernica u daljem proučavanju
ove problematike. Rezultati izloženi u ovoj glavi su originalni i zasnovani su na radu [16].

U narednoj, četvrtoj glavi su iznešeni rezultati vezani za Hankelovu transformaciju ispreki-
danih nizova. Prvo poglavlje je posvećeno definisanju isprekidanih nizova, ali i uvod̄enju
novih vrsta transformacija nizova: isprekidane, α-isprekidane i isprekidane-Hankelove trans-
formacije. Izračunavanje Hankelove determinante i determinante nalik-Hankelovoj koje su
bazirane na Catalanovim brojevima predstavljaju glavni zadatak drugog poglavlja, dok se
u trećem poglavlju bavimo Hankelovom transformacijom niza isprekidanih pomerenih Cata-
lanovih brojeva. U četvrtom poglavlju ove glave je obrad̄ena generalizacija rezultata datih u
trećoj glavi ovog rada, a koji se odnose na Hankelovu transformaciju inverznog reda funkcije
Q(x) = x

1+αx+βx2 , kao i odgovarajućih pomerenih nizova. Sledeće poglavlje nam donosi izraze
za Hankelove transformacije generalizacije niza un i odgovarajućih pomerenih nizova. Dokaz
ovih izraza je baziran na primeni opadajuće α-binomne transformacije i rezultatima dobi-
jenim u prethodnom poglavlju. Za razliku od prethodnih rezultata koji su dobijeni uglavnom
korǐsćenjem metoda baziranog na ortogonalnim polonomima, pristup koji je korǐsćen u ovoj
glavi zasnovan je na rezultatima Gessela i Viennota [49] i nekih novijih rezultata Krattenthalera
[64]. Rezultati izloženi u ovoj glavi su originalni i preuzeti iz rada [17].

Nastavak ideje iznešene u Glavi 3 je dat u petoj glavi ovog rada, u kojoj je glavni za-
datak traženje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju inverznog reda (vn)n∈N0

funkcije x(1−αx)
1−βx

, ali i odgovarajućih pomerenih nizova (v∗n)n∈N0 i (v∗∗n )n∈N0 . U prvom poglavlju
ove glave su iznešeni pojmovi i svojstva pomenutog reda, dok je traženje njegove moment
reprezentacije glavni zadatak narednog, drugog poglavlja. Treće poglavlje, ključno u ovoj glavi,
se sastoji od pronalaženja izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju kako niza
(vn)n∈N0 , tako i njegovih pomerenih nizova (v∗n)n∈N0 i (v

∗∗
n )n∈N0 , ali i niza ṽn koji se od početnog

niza (vn)n∈N0 razlikuje samo u početnom članu, tj. u članu sa indeksom 0. Hankelova transfor-
macija inverznog reda x(1 − αx) i LU -faktorizacija Hankelove matrice H∗

n je tema poslednjeg
poglavlja ove glave. Rezultati izloženi u ovoj glavi su originalni i objavljeni u radu [15].

Hankelova transformacija nizova baziranih na Motzkinovim brojevima je predmet proučava-
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nja šeste glave ove disertacije. Prvo poglavlje je posvećeno definiciji i uvodnom pojmovima
vezanim za Motzkinove brojeve. U drugom poglavlju je izvedena moment reprezentacija Motzki-
novih brojeva kao i izraz u zatvorenom obliku za njihovu Hankelovu transformaciju. Hankelova
transformacija linearne kombinacije (mn+1 − c ·mn)n∈N0 dva uzastopna Motzkinova broja, kao
i njeni specijalni slučajevi za različite vrednosti konstanti c, su detaljno proučeni u trećem
poglavlju ove glave. Hankelova transformacija linearne kombinacije mn+2 − a · mn+1 + b · mn

tri uzastopna Motzkinova broja je, kako se može videti u četvrtom poglavlju, znatno teži i
obimniji zadatak. U opštem slučaju, za proizvoljne vrednosti konstanti a i b nije nad̄en izraz u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju, ali je to urad̄eno za neke konkretne vrednosti
ovih parametara. Neki od tih rezultata predstavljaju novine u ovoj teoriji, dok su drugi potvrde
nekih dobro poznatih rezultata, ali dokazane na drugačiji način. U petom poglavlju je data još
jedna linearna kombinacija i Hankelova transformacija niza mn+3. Šesto, poslednje poglavlje
ove glave predstavlja rezime novih rezultata navedenih u celoj ovoj glavi.

Predmet proučavanja poslednje, sedme glave ove disertacije su (u, l, d)-Motzkinovi brojevi
i Hankelove transformacije nizova zasnovanih na njima. U prvom poglavlju je uvedena defini-
cija (u, l, d)-Motzkinovih brojeva kao i osnovni pojmovi vezani za njih, dok je njihova moment
reprezentacija i Hankelova transformacija predstavljena u narednom, drugom poglavlju. Treće
poglavlje nam donosi izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju zbira dva uza-
stopna (u, l, d)-Motzkinova broja, dok su naredna dva vezana za traženje odgovarajućih izraza
za Hankelovu transformaciju pomerenih (poglavlje 4) i zbira dva pomerena (poglavlje 5) (u, l, d)-
Motzkinova broja. Kao što se može videti u ostatku ove glave, u prvom slučaju je nad̄en traženi
izraz u zatvorenom obliku, dok je u drugom nad̄ena diferencna jednačina koju ta transforma-
cija zadovoljava. Treba napomenuti da su sve formule dobijene u ovoj glavi svedene na slučaj
t-Motzkinovih brojeva (kada je (u, l, d) = (1, t, 1)), odnosno na slučaj (klasičnih) Motzkinovih
brojeva (kada je (u, l, d) = (1, 1, 1)). Tamo gde je to bilo moguće izračunati su i koeficijenti
odgovarajuće tročlane rekurentne relacije.

Sve formule koje su dobijene tokom istraživanja na temu Hankelovih transformacija i iznešene
u ovoj disertaciji su proverene u programskom paketu MATHEMATICA. Ovaj programski paket je
intenzivno korǐsćen za manipulaciju izrazima, što je umnogome olakšalo izvod̄enje glomaznih
formula koje se javljaju kao med̄urezultati ili krajnji rezultati izračunavnaja.



Glava 2

Simboličko izračunavanje Hankelovih
determinanti

Hankelove determinante, kao posebna klasa determinanti, predstavlja, u suštini, jednu trans-
formaciju (Hankelovu transformaciju) definisanu na skupu nizova (celih brojeva ili u opštem
slučaju realnih, odnosno, kompleksnih brojeva). Njihovo simboličko izračunavanje je glavna
tema ove glave. Prvo su uvedeni osnovni pojmovi i glavne definicije, a zatim su opisani različiti
metodi za računanje Hankelovih determinanti koji će kasnije biti iskorǐsćeni za izračunavanje
Hankelove transformacije različitih klasa nizova.

2.1 Celobrojni nizovi i njihova svojstva

Svaka funkcija oblika
a : N0 → R

predstavlja niz realnih brojeva. Označimo sa an = a(n) opšti član niza a, a sam niz sa (an)n∈N0 .
Predmet našeg interesovanja u daljem radu najvǐse su nizovi celih brojeva tj. nizovi

a : N0 → Z,

a i mnogi poznati rezultati koji su navedeni, su u originalu formulisani samo za nizove celih
brojeva. Med̄utim, treba naglasiti da u opštem slučaju oni važe za proizvoljne realne nizove.

Nizovi se često zadaju pomoću funkcije generatrise (o.g.f, ordinary generating function).
Tako je za niz (an)n∈N0 funkcija generatrisa g(x) funkcija definisana sa

g(x) =
+∞
∑

n=0

anx
n.

Osim ovog postoji još jedan tip funkcije generatrise, tzv. eksponencijalna funkcija generatrisa
(e.g.f, exponential generating function). Za niz (an)n∈N0 eksponencijalna funkcija generatrisa
e(x) definisana je sa

e(x) =
+∞
∑

n=0

an
n!

xn.

Možemo da primetimo da je eksponencijalna funkcija generatrisa niza (an)n∈N0 ustvari jednaka
funkciji generatrisi niza (an/n!)n∈N0 .

7
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Za niz (an)n∈N0 kažemo da je niz momenata mere µ ako važi

an =

∫

R

xndµ(x).

Ovakve nizove ćemo vrlo često koristiti u daljem radu.
U daljim razmatranjima često ćemo se pozivati na Online enciklopediju celih brojeva (EIS)

[101]. Ova enciklopedija je najveća poznata arhiva nizova celih brojeva i sadrži mnoštvo in-
formacija i svojstava za svaki od nizova u njoj (opšti član, funkciju generatrisu, e.g.f, itd...).
Autor ove enciklopedije je Neil J. A. Sloane. Na primer, niz Catalanovih brojeva je u ovoj
enciklopediji označen sa (A000108).

Navešćemo nekoliko poznatih brojnih nizova, kao i njihove najpoznatije karakteristike i
zanimljiva svojstva.

Primer 2.1.1. Niz Catalanovih brojeva (A000108) (Cn)n∈N0 , definisan sa Cn =
(2n

n
)

n+1 ima funkciju
generatrisu

c(x) =
1−

√
1− 4x

2x
.

Ovo je jedan od najproučavanijih i ujedno i najbitnijih nizova celih brojeva. Catalanovi brojevi Cn

predstavljaju niz momenata težinske funkcije

ω(x) =
1

2π

√

x(4− x)

x
dx

na intervalu [0, 4]. Prema tome važi

Cn =
1

2π

∫ 4

0
xn
√

x(4− x)

x
dx.

Niz isprekidanih Catalanovih brojeva (C(⌊n/2⌋)(1 + (−1)n)/2)n∈N0 (prvih nekoliko članova ovog niza
su 1, 0, 1, 0, 2, 0, 5, 0, . . .) može biti predstavljen kao niz momenata na sledeći način.

C(⌊n/2⌋)1 + (−1)n

2
=

1

2π

∫ 2

−2
xn
√

4− x2dx.

Da bi dokazali poslednji izraz, dovoljno je da uočimo da je xn
√
4− x2 neparna funkcija za neparne

vrednosti broja n, pa je njen integral na segmentu [−2, 2] jednak nuli. Za parne vrednosti broja n,
n = 2k važi

1

2π

∫ 2

−2
x2k
√

4− x2dx = 2

∫ 4

0
yn
√

4− y
dy√
y
= Ck.

Primer 2.1.2. Pod generalisanim Fibonaccijevim brojevima podrazumevamo rešenje sledeće linearne
diferencne jednačine

x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = axn+1 + bxn (n ∈ N0; a, b ∈ R) . (2.1)

gde su a, b dati brojevi.
Niz generalisanih Fibonaccijevih brojeva predstavlja uopštenje sledećih nizova:

(1) Fibonaccijevi brojevi A000045 odgovaraju slučaju a = b = 1: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .;

(2) Jacobsthalovi brojevi A001045 odgovaraju slučaju a = 1 i b = 2: 0, 1, 1, 3, 5, 11, . . .;

(3) Pellovi brojevi A000129 odgovaraju slučaju a = 2 i b = 1: 0, 1, 2, 5, 12, 29, . . ..
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Rešenje jednačine (2.1) očigledno ima sledeću funkciju generatrisu

g(x) =
x

1− ax− bx2
(a, b ∈ R) . (2.2)

Dakle, možemo zaključiti da Fibonaccijevi brojevi F (n) imaju funkciju generatrisu

g(x) =
x

1− x− x2
=

∞
∑

n=0

F (n)xn.

Zanimljivo je primetiti još da niz F (2n+1) čiji su prvi članovi 1, 2, 5, 13, 34, . . . ima funkciju genera-
trisu g(x) = 1−x

1−3x+x2 , dok je funkcija generatrisa niza F (2n+2) čiji su prvi članovi 1, 3, 8, 21, 55, . . .

data sa g(x) = 1
1−3x+x2 .

Primer 2.1.3. Niz (mn)n∈N0 (A001006) Motzkinovih brojeva, čiji su prvi članovi 1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, . . .
ima veliku primenu u geometriji, kombinatorici i teoriji brojeva. Poznato je da zadovoljvaju rekurentnu
relaciju

mn+1 = mn +
n−1
∑

i=0

mi ·mn−1−i =
2n+ 3

n+ 3
·mn +

3n

n+ 3
·mn−1

i da im je funkcija generatrisa

M(x) =
∞
∑

k=0

mkx
k =

1− x−
√
1− 2x− 3x2

2x2
.

Osim toga, funkcija M(x) zadovoljava jednakost M(x) = 1 + xM(x) + x2M2(x).

Primer 2.1.4. Niz centralnih binomnih koeficijenata, 1, 2, 6, 20, 70, . . . (A000984) čiji je opšti član
(

2n
n

)

možemo da predstavimo kao momente težinske funkcije
(

2n

n

)

=
1

π

∫ 4

0

xn
√

x(4− x)
dx.

Niz isprekidanih centralnih binomnih koeficijenata, 1, 0, 2, 0, 6, 0, 20, 0, . . . čiji su članovi sa parnim
indeksom nula a neparni jednaki centralnim binomnim koeficijentima

(

2n
n

)

ima opšti oblik

en =

(

n

⌊n2 ⌋

)

1 + (−1)n

2
.

Eksponencijalna funkcija generatrisa ovog niza je jednaka J0(2x) gde je J0(x) Besselova funkcija prve
vrste, tj. važi

J0(2x) =
∞
∑

k=0

(

n

n/2

)

(1 + (−1)n)

2n!
xn.

Primer 2.1.5. Narayana brojevi (N(n, k))n,k∈N0 su definisani na sledeći način [70, 101, 104]:

N(0, k) = N(k, 0) = δk0 (k ∈ N0), N(n, k) =
1

n

(

n

k

)(

n

k − 1

)

(n, k ∈ N), (2.3)

gde je sa δij označena Kronecker-ova delta funkcija. Ovom nizu (A001263) odgovara niz Narayana

polinoma (a(n; r))n∈N0 koji je definisan sa

a(n; r) =
n
∑

k=0

N(n, k)rk. (2.4)

Narayana brojevi i polinomi zaokupljaju veliku pažnju mnogih kombinatoričara (na primer [6, 21,
104]). Vezu izmed̄u Narayana brojeva i broja putanja u celobrojnoj mreži (tzv. rešetkastih putanja)
je proučavao i R.A. Sulanke u [104]. Sulanke je posmatrao putanje u celobrojnoj rešetki Z × Z od
(0,−1) do (n, n) i dokazao da je broj tih putanja dužine k čija je dužina koraka iz N × N, takvih da
cela putanja ostaje strogo iznad linije y = x− 1, jednaka N(n, k).
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2.2 Najčešće transformacije nizova

U ovom poglavlju su izložene sledeće transformacije brojevnih nizova: binomna, α-binomna,
invert i Hankelova transformacija, kao i najvažnija njihova svojstva.

2.2.1 Binomna, α-binomna i invert transformacija

Definicija 2.2.1. Binomna transformacija datog niza a = (an)n∈N0 je niz b = (bn)n∈N0 definisan
sa

bn =
n
∑

k=0

(

n

k

)

ak

Binomnu transformaciju označavaćemo sa B i pisaćemo b = B(a).

Ova važna transformacija nizova realnih brojeva je invertibilna. Sledeća lema opisuje in-
verznu transformaciju B−1 binomnoj transformaciji.

Lema 2.2.1. Binomna transformacija je invertibilna. Ako važi b = B(a) onda je

an =
n
∑

k=0

(−1)n−k

(

n

k

)

bk.

Ukoliko koristimo funkciju generatrisu za opisivanje niza, tada je binomna transformacija
niza čija je funkcija generatrisa g(x), niz čija je funkcija generatrisa jednaka 1

1−x
g( x

1−x
). Slično,

ukoliko niz opisujemo eksponencijalnom funkcijom generatrisom e(x), tada je binomna trans-
formacija ovog niza niz čija je eksponencijalna funkcija generatrisa jednaka exp(x)e(x).

Primer 2.2.1. Ukoliko dvaput primenimo binomnu transformaciju na niz (en)n∈N0 isprekidanih
centralnih binomnih koeficijenata dobijamo niz centralnih binomnih koeficijenata (

(

2n
n

)

)n∈N0 . Polazni
niz (en)n∈N0 ima funkciju generatrisu 1√

1−4x2
. Primenjujući binomnu transformaciju na ovu funkciju

generatrisu dobijamo
1

1− x
· 1
√

1− 4( 1
1−x)

2
=

1√
1− 2x− 3x2

.

Ova funkcija predstavlja funkciju generatrisu niza centralnih trinomnih koeficijenata (A002426). Ako
još jednom primenimo binomnu transformaciju dobijamo sledeću funkciju generatrisu

1

1− x
· 1
√

1− 2 x
1−x − 3( x

1−x)
2
=

1√
1− 4x

.

Ovako dobijena funkcija je funkcija generatrisa niza centralnih binomnih koeficijenata. Posmatrajmo
sada eksponencijalne funkcije generatrise. Možemo zaključiti da niz

(

2n
n

)

ima eksponencijalnu funkciju
generatrisu jednaku exp(2x)J0(2x).

Rastuću i opadajuću α-binomnu transformaciju su definisali Spivey i Stail u radu [102].
Podsetimo se da je binomna transformacija niza (an)n∈N0 , niz (bn)n∈N0 = B(a) definisan sa

bn =
n
∑

i=0

(

n

i

)

ai. (2.5)



2.2 Najčešće transformacije nizova 11

Definicija 2.2.2. Rastuća i opadajuća α-binomna transformacija niza (an)n∈N0 su redom nizovi
(rn)n∈N0 = Br(a;α) i (fn)n∈N0 = Bf(a;α) definisani sa

rn =
n
∑

i=0

(

n

i

)

αiai; fn =
n
∑

i=0

(

n

i

)

αn−iai. (2.6)

Jasno je iz (2.6) da važi B(a) = Br(a; 1) = Bf(a; 1). Prema tome, rastuća i opadajuća
α-binomna transformacija predstavljaju uopštenja binomne transformacije.

Definicija 2.2.3. Neka je (an)n∈N0 niz koji zadovoljava uslove a0 = 0 i a1 = 1 i neka je
f(x) funkcija generatrisa ovog niza. Invert transformacija niza (an)n∈N0 je niz (bn)n∈N0 čija je
funkcija generatrisa g(x) definisana na sledeći način

g(x) =
f(x)

1− f(x)
.

Invert transformaciju označimo sa INV i zapǐsimo kao b = INV(a).

2.2.2 Hankelova transformacija

Definǐsimo Hankelovu transformaciju koju ćemo proučavati u nastavku ovog rada.

Definicija 2.2.4. Hankelova transformacija datog niza a = (an)n∈N0 je niz (hn)n∈N0 deter-
minanti Hankelovih matrica Hn = [ai+j−2]

n
i,j=1, tj.

a = {an}n∈N0 =⇒H h = {hn}n∈N0 : hn = det











a0 a1 · · · an
a1 a2 an+1
...

. . .

an an+1 a2n











(2.7)

Hankelovu transformaciju označavaćemo sa H i pisaćemo h = H(a).

Hankelove determinante se još nazivaju i persimetrične ili Turanove determinante. Iako se
determinante Hankelovih matrica proučavaju već duže vreme, smatra se da je termin Hankelova
transformacija uveo Layman 2001. godine u radu [68]. U istom radu, Layman je dokazao da je
Hankelova transformacija invarijantna u odnosu na binomnu i invert transformaciju.

Teorema 2.2.2. [68] (Layman 2001) Hankelova transformacija H je invarijantna u odnosu
na binomnu transformaciju B kao i invert transformaciju INV, tj. važi H(B(a)) = H(a) i
H(INV(a)) = H(a) za svaki niz a = (an)n∈N0.

Direktna posledica predhodne teoreme je važna činjenica da Hankelova transformacija H
nije invertibilna.

Ono što treba naglasiti je da su neke vrste Hankelovih determinanti bile predmet proučavanja
matematičara čak i vǐse od 20 godina pre Laymana. Tako su, na primer, još 1976. godine J.
W. Noonan i D. K. Thomas u [82] uveli pojam q-te Hankelove determinante, kao determinante
oblika

Hq(k) = det











ak ak+1 · · · ak+q+1

ak+1 ak+2 ak+q+2
...

. . .

ak+q−1 ak+q+2 ak+2q−2
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čiji su elementi ak, k > 1, koeficijenti razlaganja analitičke funkcije oblika

f(z) = z +
∞
∑

k=2

akz
k, z ∈ U = {z ∈ C,−1 < z < 1}.

Oni su naročito proučavali problem sekundarnih Hankelovih determinanti, tzv. Fekete-Szegöv
problem, odnosno ocenjivali vrednost determinante H2(2) = |a2a4 − a23| u zavisnosti od vrste
funkcije f(z). Taj problem je aktuelan i današnje vreme, na primer u radovima [57, 79] se
mogu pronaći jako interesantni rezultati na ovu temu.

Osim toga, godinu dana pre pomenutog Laymanovog rada, Pearth, Woan i Ehrenborg su
objavili radove [83, 84, 40] u kojima su izračunavali Hankelove determinante u smislu Definicije
2.2.4. Izračunavanje determinante Hankelove matrice bilo je predmet proučavanja i rada [12]
autora E. L. Basora, Y. Chena, H. Widoma, takod̄e nešto pre Laymana.

Postoji vǐse različitih metoda za računanje Hankelovih determinanti. Neki od nih su pri-
menljivi na izračunavanje bilo kojih determinanti. Veoma lep prikaz tih metoda kao i odgo-
varajućih primera, može se naći u radu Krattenthalera [62].

Najpoznatiji metodi za računanje Hankelovih determinanti su metod Dodgsonove konden-
zacije (može se direktno primeniti na računanje Hankelovih determinanti), metod LU dekom-
pozicije, metod koji su opisali Eğecioğlu, Redmond i Ryavec [41] (povezuje računanje Han-
kelovih determinanti sa rešavanjem diferencijalnih konvolucionih jednačina i može se primeniti
u nekim slučajevima gde drugi metodi ne mogu). Još jedan, u poslednje vreme kod kombi-
natoričara često primenjivan metod, je Gessel-Viennot-Lindströv (G-V-L) metod [52, 69, 109]
koji nam daje vezu izmed̄u Hankelove transformacije i broja putanja u (celobrojnoj) mreži.
Skorašnji primer primene G-V-L metoda za izračunavanje Hankelove transformacije dat je u
radu [24]. Još nešto vǐse i detaljnije o vezi izmed̄u Hankelove transformacije i pomenutih putanja
može se naći u [53, 105, 111]. Viennot [109] i Flajolet [45] su čak dali vezu izmed̄u ortogonalnih
polinoma, verižnih razlomaka i tih rešetkastih putanja.

Ipak, najpopularniji metod za računanje Hankelovih determinanti je metod baziran na
verižnim razlomcima, odnosno ortogonalnim polinomima. Ovaj metod je detaljno proučen
u naredna dva poglavlja.

Postoji priličan broj radova u kojima je na različite načine izračunata Hankelova transforma-
cija mnogobrojnih klasa nizova. Osim pomenutog rada [62], slična tematika može se pronaći i u
radovima [41, 63, 83, 91, 92, 93]. U narednom primeru razmotrićemo izračunavanje Hankelove
transformacije nekih različitih nizova brojeva.

Primer 2.2.2. Hankelova transformacija niza Catalanovih brojeva (Cn)n∈N0 je niz (1)n∈N0 , tj.

|1| = 1,

∣

∣

∣

∣

1 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= 1,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 2
1 2 5
2 5 14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1, . . .

Hankelova transformacija niza centralnih binomnih koeficijenata čiji je opšti član
(

2n
n

)

je niz
(2n)n∈N0 . Drugim rečima važi

|1| = 1,

∣

∣

∣

∣

1 2
2 6

∣

∣

∣

∣

= 2,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 6
2 6 20
6 20 70

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4, . . .
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Za mnoge nizove vrednosti Hankelove transformacije mogu se pronaći na EIS-u. Tako na
primer, na EIS-u se može pronaći oko dvadesetak različitih nizova koji, osim pomenutog niza
Catalanovih brojeva, imaju Hankelovu transformaciju (1)n∈N0 . M. Somos (videti niz A055209)
je pronašao, i na EIS-u objavio deset nezavisnih nizova čija Hankelova transformacija iznosi
(
∑n

i=1(i!)
2)n∈N0 .

2.2.3 Primena Hankelove transformacije

Postoji mnogo primena Hankelove transformacije (Hankelovih determinanti) u matematici, fizici
i tehničkim naukama uopšte. Brojni problemi u kombinatorici su rešeni zahvaljujući baš Han-
kelovim determinantama. Primene u prebrojavanju Astečkih dijamanata mogu da se nad̄u,
na primer u [23, 56]. Primena koja se tiče square-ice modela data je, na primer, u radu [31].
Veza izmed̄u Hankelovih determinanti i sistema kompjuterske algebre je uspostavljena u [100].
Takod̄e je dat jedan algoritam za računanje najvećeg zajedničkog delioca polinoma zasnovan
na Hankelovim matricama. Pre par meseci je objavljen rad u kome se Hankelove matrice
primenjuju u identifikacionim sistemima [80].

U fizici, na primer, postoje brojni slučajevi kada rešenje tzv. Toda jednačine može da
bude izraženo uz pomov́ Hankelovih determinanti [59]. U zadnje vreme, Toda jednačinama se
obraća posebna pažnja zbog njihove uloge u vezi izmedju teorija kvantne gravitacije i teorije
solitona. Osim toga, korǐsćenjem Hankelove transformacije u fizici, rešene su neke parcijalne
diferencijalne jednačine sa radijalnom i sfernom simetrijom [14].

Hankelove determinante ne gube na aktuenosti ni danas. Takod̄e interesantna primena
Hankelovih determinanti može se naći u radovima [27, 36, 20].

2.3 Neki metodi za izračunavanje Hankelove transfor-

macije

U ovom poglavlju su izložena dva osnovna metoda za računanje Hankelove transformacije. To
su metod Dodgsonove kondenzacije i Radoux-Junodov metod baziran na funkcijama gener-
atrisama. Treći metod, metod baziran na verižnim razlomcima, odnosno ortogonalnim poli-
nomima je detaljnije razmatran u naredna dva poglavlja.

2.3.1 Metod Dodgsonove kondenzacije

Ukoliko se odgovarajuće rešenje date deteminante intuitivno nasluti, onda ovaj metod omogućava
efikasan i kratak induktivni dokaz tog rešenja. Naravno, nedostatak metoda je činjenica da
rešenje mora najpre da se ”nasluti” a tek onda i dokaže. Iako identitet na koji se bazira ovaj
metod najverovatnije potiče od P. Desnanota, on se često vezuje za Charlesa Ludwiga Dodg-
sona, poznatijeg kao Lewis Carroll. Ipak, smatra se da je prvi strogi dokaz dao je Jacobi
[22, 61].

Teorema 2.3.1. [62] (Dodgsonova kondenzacija) Neka je A data matrica formata n× n.
Označimo sa A−j1,...,jk

−i1,...,ik
podmatricu matrice A koja se dobija izbacivanjem vrsta i1, . . . , ik i kolona

j1, . . . , jk iz matrice A. U tom slučaju važi

detA · detA−1,n
−1,n = detA−1

−1 · detA−n
−n − detA−n

−1 · detA−1
−n.
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Primetimo da ova teorema važi za proizvoljnu kvadratnu matricu, pa samim tim i za Han-
kelovu matricu. Nekoliko primena metoda Dodgsonove kondenzacije za izračunavanje različitih
determinanti dato je kako u samom radu [62], tako i u njegovoj bogatoj bibliografiji. Naredna
posledica nam daje primenu ovog metoda na Hankelove determinante.

Posledica 2.3.2. Neka je a = (an)n∈N0 proizvoljan niz i neka je a′ = (an+1)n∈N0 i a′′ =
(an+2)n∈N0. Sa h, h′ i h′′ označimo Hankelovu transformaciju nizova a, a′ i a′′. Tada važi

hnh
′′
n−2 = h′′

n−1hn−1 − (h′
n−1)

2.

2.3.2 Radoux-Junodov metod

Ovaj metod opisuje vezu izmed̄u funkcije generatrise (klasične i eksponencijalne) i izračunavanja
Hankelove transformacije. Osnove metoda postavili su Radoux 2000. godine i Junod 2003.
godine. Iz rezultata do kojih je došao C. Radoux u radovima [91, 92, 93] proizilazi sledeća
lema.

Lema 2.3.3. [58, 91] (Radoux 2000) Označimo sa F (z) =
∑

n∈N0
an

zn

n!
, e.g.f niza (an)n∈N0.

Ako postoji niz funkcija (Fn(z))n∈N0 i niz brojeva (dn)n∈N0 takvi da važi

(1) F
(n)
k (0) = 0 za svako n < k,

(2)
+∞
∑

k=0

dkFk(y)Fk(z) = F (y + z),

tada je Hankelova transformacija niza (an)n∈N0 jednaka hn =
∏n

k=0 dk(F
(k)
k (0))2.

Korǐsćenjem predhodne leme, možemo pokazati da važe naredne dve teoreme. Njih je
dokazao Junod u radu [58]. Obe teoreme nam daju izraze za računanje Hankelove trans-
formacije nizova. Prva za one nizove čija e.g.f. ima odred̄ena svojstva, a druga za one nizove
čija o.g.f. ima odred̄ena svojstva.

Teorema 2.3.4. [58] (Junod 2003) Neka je (µn)n∈N0 niz čija je e.g.f. jednaka F (x). Pret-
postavimo da važi F (z) = eG(z) gde je G(z) diferencijabilna funkcija takva da je G(0) = 0 i
g(z) = G′(z) − G′(0) zadovoljava g′(z) = α + βg(z) + γg(z)2 za neke vrednosti parametara
α, β, γ ∈ R, α 6= 0. Tada je

F (y + z) =
+∞
∑

k=0

(1 + γ)(1 + 2γ) · · · (1 + (k − 1)γ)

k!αk
g(y)kF (y)g(z)kF (z).

Hankelova transformacija niza (µn)n∈N0 jednaka je

hn = α(
n+1
2 )

n
∏

k=0

(k!(1 + γ)(1 + 2γ) · · · (1 + (k − 1)γ)) .

Pre nego što formulǐsemo narednu teoremu, uvešćemo operator ∇ na sledeći način

∇f(z) =
f(z)− f(0)

z
.
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Teorema 2.3.5. [58] (Junod 2003) Neka je dat niz (µn)n∈N0 čija je funkcija generatrisa F (x).
Pretpostavimo da važi F (z) = 1

1−G(z)
gde je G(z) funkcija tako da je G(0) = 0. Pretpostavimo

dalje da funkcija

g(z) = ∇G(z)−∇G(0) =
G(z)

z
−G′(0)

zadovoljava g(z) = z(α + βg(z) + γg(z)2) za neke vrednosti parametara α, β, γ ∈ R, α 6= 0.
Tada je Hankelova transformacija niza (µn)n∈N0 jednaka

hn = α(
n+1
2 )γ(

n

2).

Važnost ove dve teoreme se ogleda u mogućnosti njihovih primena za izračunavanje Han-
kelove transformacije različitih nizova. U radu [58] one su primenjene na računanje Hankelove
transformacije niza Hermiteovih polinoma, Bellovih polinoma, Ojlerovih brojeva, itd...

2.4 Ortogonalni polinomi

Teorija ortogonalnih polinoma je do sada bila predmet proučavanja mnogih matematičara.
Primeri nekih od radova na ovu temu su [28, 51, 106, 109, 110]. Naše interesovanje za ortog-
onalne polinome potiče od činjenice da su oni usko povezani sa Hankelovim determinantama.
Zbog toga je u ovom poglavlju izložena osnova teorije ortogonalnih polinoma.

2.4.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je λ : R → R neopadajuća funkcija i pretpostavimo da postoje konačne granične vrednosti
limt→±∞ λ(t). Ova funkcija indukuje pozitivnu meru dλ na skupu R. Osim toga, izrazom

L(f) =
∫

R

fdλ, f ∈ C(R) (2.8)

je definisan pozitivni linearni funkcional L na skupu svih neprekidnih realnih funkcija jedne
promenljive C(R). Napomenimo da, na osnovu Rieszove reprezentacione teoreme, za svaki
pozitivni funkcional L na C(R) postoji pozitivna mera dλ takva da jednačina (2.8) važi.

Pretpostavimo da su svi momenti mere dλ konačni, tj. da je

µn =

∫

R

xndλ ∈ R, (n ∈ N0).

Za svaki par polinoma (ali i bilo kojih neprekidnih funkcija) p, q ∈ R[x] skalarni proizvod (p, q)
možemo definisati na sledeći način

(p, q) =

∫

R

p(x)q(x)dλ.

Ovaj skalarni proizvod indukuje sledeću normu

‖p‖ = (p, p)1/2 =

(∫

R

p(x)2dλ

)1/2

.
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Izmed̄u ovako definisanog skalarnog proizvoda i Hankelove transformacije možemo uspostaviti
vezu na sledeći način. Neka je h = H(µ), i neka je (Hn)n∈N0 niz Hankelovih matrica Hn =
[µi+j]0≤i,j≤n−1. Za svaki polinom p(x) = pnx

n + pn−1x
n−1 + . . . + p1x + p0 označimo sa

p =
[

p0 p1 · · · pn
]T

vektor njegovih koeficijenata. Tada važi (p, q) = pTHnq za svaka
dva polinoma p, q ∈ R[x] stepena n. Relacija takod̄e važi i ako su stepeni polinoma p i q
različiti, ukoliko vektor p ili q na odgovarajući način dopunimo nulama.

Propozicija 2.4.1. Skalarni proizvod (·, ·) je pozitivno definitan na R[x] ako i samo ako važi
hn > 0 za svako n ∈ N0.

Tačka t0 je tačka rasta funkcije λ(t) ako važi λ(t0 − ǫ) < λ(t0 + ǫ) za svako ǫ > 0. Skup svih
tačaka rasta funkcije λ se naziva nosač mere dλ i označava sa supp(dλ).

Definicija 2.4.1. Monični polinomi πk(t) = tk + . . . ∈ R[x], k = 0, 1, . . . se nazivaju monični
ortogonalni polinomi u odnosu na meru dλ ako važi

(πk, πl) = 0, k 6= l, (k, l ∈ N0)

‖πk‖ > 0, (k ∈ N0).

Može se dokazati da je Propozicija 2.4.1 potreban i dovoljan uslov postojanja niza moničnih
ortogonalnih polinoma (πn)n∈N0 . Zbog toga, na dalje možemo pretpostaviti da je ovaj uslov
ispunjen. Trivijalno važi π0(x) = 1, pošto su svi polinomi πn monični.

Lema 2.4.2. Skup polinoma {π0, π1, . . . , πn} je linearno nezavisan. Štavǐse, svaki polinom
p ∈ R[x] stepena najvǐse n može se na jedinstven način predstaviti u obliku

p =
n
∑

k=0

ckπk (2.9)

za neke konstante ck.

Dakle, prethodna lema tvrdi da ortogonalni polinomi π0, π1, . . . , πn formiraju bazu podpros-
tora svih polinoma koji su stepena najvǐse n. Naravno, niz polinoma (πn)n∈N0 možemo dobiti
primenom Gram-Schmidtovog metoda ortogonalizacije na niz (xn)n∈N0 . Prema tome, polazimo
od pretpostavke da je π0 = 1 i rekurzivno računamo ostale članove niza moničnih ortogonalnih
polinoma

πk = xk −
k−1
∑

i=0

ciπi, ci =
(xk, πi)

(πi, πi)
.

Pošto je skalarni proizvod (·, ·) pozitivno definitan, polinom πk je jednoznačno definisan i or-
togonalan na sve ostale polinome πj, j 6= k.

Količnik svakog od polinoma πn i odgovarajuće norme ‖πn‖ daje niz ortonormiranih poli-
noma (πn(x)/‖πn‖)n∈N0 , a oni su ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (·, ·) i njihova norma
je jednaka 1.

Kažemo da je mera dλ apsolutno neprekidna ako je dλ = w(t)dt gde je w(x) nenegativna
integrabilna funkcija na R koju nazivamo težinska funkcija (težina). Drugim rečima, kažemo
da je mera dλ apsolutno neprekidna (u odnosu na Lebesgueovu meru) ako postoji Lebesgue
merljiva funkcija w(x), tako da važi dλ(S) =

∫

S
w(x)dx za svaki (Lebesgue) merljivi skup S.

Može se dokazati da je supp(dλ) = {x ∈ R | w(x) 6= 0}. Zato se pojam nosača može sasvim
prirodno proširiti i na težinske funkcije i pisati supp(w) = supp(dλ).
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Za odgovarajuće ortogonalne polinome (πn)n∈N0 kažemo da su ortogonalni u odnosu na
težinu w(x) (tj. da su pridruženi težini w(x)).

Naredna teorema nam daje vezu izmed̄u Hankelovih determianti i ortogonalnih polinoma
koja omogućava eksplicitno predstavljanje opšteg člana niza ortogonalnih polinoma u funkciji
niza momenata (µn)n∈N0 .

Teorema 2.4.3. Polinomi πn(x) mogu se predstaviti u sledećem obliku

πn(x) =
1

hn−1

det















µ0 µ1 · · · µn

µ1 µ2 µn+1
...

. . .

µn−1 µn · · · µ2n−1

1 x · · · xn















gde je h = H(µ) Hankelova transformacija niza momenata µ = (µn)n∈N0.

2.4.2 Tročlana rekurentna relacija

Jedno od najvažnijih svojstava niza ortogonalnih polinoma predstavlja tročlana rekurentna
relacija koju oni zadovoljavaju. Pomoću ove relacije možemo lako rekonstruisati ceo niz poli-
noma. Neka od najvažnijih svojstava tročlane rekurentne relacije su:

• Mogućnost računanja nula polinoma πn kao sopstvenih vrednosti prirdužene trodijago-
nalne matrice (poznate kao Jacobijeva matrica). Ove nule su veoma važne u konstrukciji
Gaussovih kvadratura.

• Direktno izračunavanje normi polinoma ‖πn‖ koje su potrebne da bi se prešlo sa moničnih
na ortonormirane polinome.

• Uspostavljanje veze izmed̄u ortogonalnih polinoma i verižnih razlomaka.

Ovo poslednje svojstvo je osnova za razvoj metoda za računanje Hankelovih determinanti bazi-
ranog na verižnim razlomcima odnosno ortogonalnim polinomima.

Teorema 2.4.4. Neka je (πn)n∈N0 niz moničnih ortogonalnih polinoma u odnosu na meru dλ.
Tada ovaj niz zadovoljava sledeću tročlanu rekurentnu relaciju

πn+1(x) = (x− αn)πn(x)− βnπn−1(x), (n ∈ N0), (2.10)

sa startnim vrednostima π−1(x) = 0 i π0(x) = 1. Koeficijenti αn i βn mogu da se odrede iz
sledećih relacija

αn =
(xπn, πn)

(πn, πn)
, (n ∈ N0),

βn =
(πn, πn)

(πn−1, πn−1)
, (n ∈ N).

Pošto je π−1(x) = 0 zaključujemo da koeficijent β0 možemo izabrati proizvoljno i da će
relacija (2.10) svakako važiti. Zbog proizvoljnosti se najčešće za ovaj koeficijent bira vrednost
β0 = ‖π0‖2. Za ovako izabranu vrednost koeficijenta β0 važi sledeća posledica:
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Posledica 2.4.5. Neka su β0, β1, . . . , βn koeficijenti tročlane rekurentne relacije (2.10). Tada
važi

‖πn‖2 = β0β1 · · · βn−1βn (n ∈ N0).

Napomenimo da, ukoliko niz polinoma zadovoljava ovu relaciju sa zadatim početnim vred-
nostima, onda je taj niz polinoma ortogonalan u odnosu na neku meru dλ. Dakle, tročlana
rekurentna relacija ima veliku primenu u karakterizaciji moničnih otogonalnih polinoma. Ovaj
rezultat je u literaturi sreće kao Favardova teorema, ali se smatra da je bio poznat još iz vremena
rada Stieltjesa.

Teorema 2.4.6. (Favard) Neka je (pn(x))n∈N0 niz moničnih ortogonalnih polinoma koji zado-
voljavaju deg pn(x) = n. Ovaj niz polinoma predstavlja niz ortogonalnih polinoma u odnosu
na neku meru dλ ako i samo ako postoje nizovi koeficijenata (αn)n∈N0 i (βn)n∈N0 takvi da je
zadovoljena tročlana rekurentna relacija (2.10) (uz pretpostavku da je p−1(x) = 0).

2.5 Metod baziran na ortogonalnim polinomima

Kao što smo već rekli, u ovom poglavlju je detaljno izložen metod za izračunavanje Hankelove
transformacije baziran na verižnim razlomcima, odnosno na ortogonalnim polinomima. Opisana
je veza izmed̄u Hankelove transformacije i verižnih razlomaka, tj. ortogonalnih polinoma, zatim
navedena Stieltjesova inverziona teorema i date neke transformacije težinske funkcije.

2.5.1 Veza Hankelove transformacije sa verižnim razlomcima i or-
togonalnim polinomima

Za naredni, veoma često korǐsćen rezultat, zaslužan je Heilermann, a daje nam vezu izmed̄u
Hankelovih determinanti i verižnih razlomaka. Ovaj rezultat je opisan sledećom teoremom,
koja se može naći u [32, 110] a takod̄e u radu Krattenthalera [62].

Teorema 2.5.1. [32, 62, 110] (Heilermann 1845) Neka je (µn)n∈N0 niz brojeva čija je
funkcija generatrisa jednaka G(x) =∑+∞

n=0 µnx
n i može da se napǐse u obliku

G(x) =
∞
∑

n=0

µnx
n =

µ0

1− α0x−
β1x

2

1− α1x−
β2x

2

1− α2x− · · ·

. (2.11)

Tada je Hankelova transformacija h = H(µ) odredjena sledećim izrazom

hn = µn
0β

n−1
1 βn−2

2 · · · β2
n−2βn−1. (2.12)

Važnost Teoreme 2.5.1 se ogleda u tome što nam omogućava da eksplicitno izračunamo Han-
kelove transformacije svakog niza (µn)n∈N0 čija funkcija generatrisa G(x) može da se predstavi
u obliku (2.11).
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Primer 2.5.1. Primer ovakvog izračunavanja Hankelove transformacije, dat u radu [23], je Han-
kelova transformacija niza velikih Schröderovih brojeva (rn)n∈N0 . Niz velikih Schröderovih brojeva
(A006318), čiji su prvih nekoliko članova 1, 2, 6, 22, 90, 394, 1806, . . . označavaju niz brojeva
(rešetkastih) putanja u ravni xOy koje počinju od (0, 0) a završavaju se u (n, n) i pri tome koriste
horizontalne (1, 0), vertikalne (0, 1) i dijagonalne (1, 1) korake, vodeći računa da nikad ne prelaze iznad
linije y = x. Funkcija generatrisa velikih Schröderovih brojeva je

+∞
∑

n=0

rnx
n =

1− x−
√
1− 6x+ x2

2x
.

Označimo sa ω = g(x) rešenje jednačine x2ω − (1 − 3x)ω + 2 = 0, odakle je ω(1 − 3x − x2ω) = 2.
Možemo zaključiti da je

ω =
2

1− 3x− x2ω
=

2

1− 3x− 2x2

1−3x−x2ω

=
2

1− 3x− 2x2

1−3x− 2x2

...

.

Iz poslednjeg razvoja sledi da je µ0 = β1 = β2 = . . . = 2. Dakle, korǐsćenjem relacije (2.12) možemo
dobiti sledeći izraz u zatvorenom obliku za h = H((rn)n∈N0)

hn = 2
∑

n

i=1 i = 2
n(n+1)

2 = 2(
n+1
2 ).

Još jedan primer izračunavanja Hankelove transformacije razvijanjem funkcije generatrise
u verižni razlomak (2.11) dato je od strane Krattenthalera u radu [62]. U tom radu, autor je
izračunao u zatvorenom obliku izraz za Hankelovu transformaciju niza pomerenih Bernoullijevih
brojeva B

′′

= (Bn+2)n∈N0 . Takod̄e, još neki primeri ovakvog izračunavanja dati su u [62, 63, 26].
Ono što predstavlja veliki problem u ovakvom izračunavanju je kako naći eksplicitan razvoj

funkcije generatrise u verižni razlomak. Čak i kada se naslute izrazi za koeficijente u razvoju,
ostaje poteškoća kako dokazati ispravnost tog razvoja. Jedan od načina da se reši ovaj problem
je uspostavljanje veze izmed̄u verižnih razlomaka oblika (2.11) sa jedne i ortogonalnih polinoma
sa druge strane. Ovu vezu daje sledeća teorema.

Teorema 2.5.2. [62, 109, 110] Neka je (pn(x))n∈N0 niz moničnih ortogonalnih polinoma u
odnosu na neki linearni funkcional L. Posmatrajmo tročlanu rekurentnu relaciju

pn+1(x) = (x− αn)pn(x)− βnpn−1(x).

Tada funkcija generatrisa momenata G(x) =
∑+∞

n=0 µnx
n, gde su µn = L(xn) momenti zadovo-

ljava (2.11) pri čemu su αn i βn iz (2.11) upravo koeficijenti tročlane rekurentne relacije.

Podsetimo se da smo koeficijent β0 u tročlanoj rekurentnoj relaciji izabrali tako da je β0 =
L(1) = µ0. Prema tome, relacija (2.12) može biti zapisana u obliku

hn = βn
0 β

n−1
1 · · · β2

n−2βn−1.

Dakle, kompletan metod za računanje Hankelove transformacije datog niza (µn)n∈N0 se sas-
toji od tri koraka:
1. Pronaći meru dλ, odnosno težinsku funkciju w(x), takvu da je µn njen n-ti moment;
2. Pronaći koeficijente αn i βn tročlane rekurentne relacije koji odgovaraju meri dλ (težini
w(x));
3. Primeniti formulu (2.12).

U naredna dva poglavlja je objašnjen jedan od načina kako doći do izraza za težinsku
funkciju i kako, njenom transformacijom, doći do koeficijenata za tročlanu rekurentnu relaciju.
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2.5.2 Težinska funkcija i Stieltjesova inverziona formula

Osnovni problem koji je ovde proučen je kako da se za dati niz (µn)n∈N0 utvrdi da li postoji
linearni funkcional L takav da je L(xn) = µn za svako n ∈ N0. Prema Rieszovoj reprezenta-
cionoj teoremi, postojanje funkcionala L je ekvivalentno postojanju mere dλ tako da važi
µn =

∫

R
xndλ. Ovaj problem je u literaturi poznat kao Hamburgerov momentni problem [29].

Sledeća teorema nam daje njegovo rešenje.

Teorema 2.5.3. Za dati niz (µn)n∈N0, postoji pozitivna mera dλ takva da važi
∫

R
xndλ = µn

za svako n ∈ N0, ako i samo ako je hn ≥ 0 za svako n ∈ N0 gde je h = (hn)n∈N0 = H(µ)
Hankelova transformacija niza µ = (µn)n∈N0.

Dakle, uslov nenegativnosti Hankelove transformacije posmatranih nizova, biće podrazumevan
u ostatku ove glave, ali i svuda na dalje gde se bude primenjivao metod baziran na ortogonalnim
polinomima.

Osim Hamburgerovog momentnog problema, u zavisnosti od intervala integracije, postoje
i drugi tipovi momentnih problema. Ako je interval (0,+∞), onda se radi o Stieltjesovom
momentnom problemu a ako je interval (0, 1) onda je to Hausdorffov momentni problem. Vǐse
o momentnim problemima može se naći recimo u [3, 13].

Sada ćemo razmotriti način za eksplicitno nalaženje rešenja Hamburgerovog momentnog
problema. Za svaku meru dλ, definǐsimo njenu Stieltjesovu transformaciju na sledeći način

S(z; dλ) =

∫

R

dλ(t)

z − t
.

Neka je (µn)n∈N0 niz momenata mere dλ i G(z) funkcija generatrisa ovog niza. Tada važi

S(z; dλ) =

∫

R

dλz−1

+∞
∑

n=0

z−ntn = z−1

+∞
∑

n=0

z−nµn = z−1G(z−1).

Poslednji izraz nam daje vezu izmedju Stieltjesove transformacije i funkcije generatrise mom-
enata. Naredna teorema, poznata kao Stieltjes-Perronova inverziona formula (ili Stieltjesova
inverziona formula) [28, 67], nam daje eksplicitno rešenje za meru dλ (tj. funkciju λ(t)).

Teorema 2.5.4. [28, 67] (Stieltjes-Perronova inverziona formula) Neka je (µn)n∈N0 niz
takav da su svi elementi njegove Hankelove transformacije nenegativni. Označimo sa G(z) =
∑n

n=0 µnz
n funkciju generatrisu ovog niza i neka je F (z) = z−1G(z−1). Takod̄e, neka je funkcija

λ(t) definisana sledećim izrazom

λ(t)− λ(0) = − 1

2πi
lim
y→0+

∫ t

0

[

F (x+ iy)− F (x− iy)
]

dx. (2.13)

Tada važi µn =
∫

R
xndλ, tj. λ(t) definǐse rešenje Hamburgerovog momentnog problema.

Od posebnog značaja za dalji rad će nam biti i naredna posledica.

Posledica 2.5.5. Neka su ispunjene pretpostavke predhodne teoreme i neka je još F (z̄) = F (z).
Tada je

λ(t)− λ(0) = − 1

π
lim
y→0+

∫ t

0

Im F (x+ iy)dx. (2.14)
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2.5.3 Transformacije težinske funkcije

Kao što smo već videli, za izračunavanje Hankelove transformacije nekog niza potrebno je
znati koeficijente α̃n i β̃n tročlane rekurentne relacije koju zadovoljavaju monični polinomi,
ortogonalni u odnosu na neku težinu w̃(x). Postoji vǐse metoda za numeričko računanje ovih
koeficijenata. Neki od njih su dati u radovima [50, 51]. Naš zadatak je izračunavanje ovih
koeficijenata u zatvorenom obliku. Jedan od načina za to je da se krene od neke druge težine
w(x) za koju znamo odgovarajuće koeficijente αn i βn i da primenom niza transformacija težinske
funkcije dod̄emo do tražene težine w̃(x). Prilikom izvod̄enja opisanih transformacija potrebno
je da znamo relacije koje povezuju originalne koeficijente αn i βn sa transformisanim α̃n i β̃n.

Za početak razmotrimo dve jednostavne transformacije.

Lema 2.5.6. Označimo sa w(x) originalnu, sa w̃(x) transformisanu težinsku funkciju a sa
(πn(x))n∈N0 i (π̃n(x))n∈N0 nizove moničnih ortogonalnih polinoma u odnosu na originalnu i
transformisanu težinsku funkciju respektivno. Takodje, označimo sa (αn)n∈N0 , (βn)n∈N0 i (α̃n)n∈N0 , (β̃n)n∈N
odgovarajuće koeficijente tročlane rekurentne relacije za originalnu i transformisanu težinsku
funkciju respektivno.

Važe sledeće transformacione formule:

(1) Ako je w̃(x) = Cw(x) gde je C > 0 onda važi α̃n = αn za n ∈ N0 i β̃0 = Cβ0, β̃n = βn za
n ∈ N. Dodatno važi π̃n(x) = πn(x) za svako n ∈ N0.

(2) Ako je w̃(x) = w(ax+ b) gde je a, b ∈ R i a 6= 0 onda važi α̃n = αn−b
a

za n ∈ N0 i β̃0 =
β0

|a|
i β̃n = βn

a2
za n ∈ N. Pored toga važi π̃n(x) =

1
an
πn(ax+ b).

Dokaz.
(1) Primetimo da

∫

R

π̃n(x)π̃k(x)w̃(x)dx = C

∫

R

πn(x)πk(x)w(x)dx = 0

važi za svako n, k ∈ N0 za koje je n 6= k. Ovim je dokazana ortogonalnost polinoma (πn)n∈N0 .
Prema tome zaključujemo da je α̃n = αn za n ∈ N0 i β̃n = βn za n ∈ N. Koeficijent β̃0 je jednak

β̃0 =

∫

R

w̃(x)dx = C

∫

R

w(x)dx = Cβ0.

Ovim je završen dokaz dela (1) leme.
(2) Neka je π̃n(x) =

1
an
πn(ax+ b). Onda je

∫

R

π̃n(x)π̃k(x)w̃(x)dx =
1

an+k

∫

R

πn(ax+ b)πk(ax+ b)w(ax+ b)dx

=
1

an+k+1

∫

R

πn(y)πk(y)w(y)dy = 0

za svako n, k ∈ N0 i n 6= k. Osim toga važi i

π̃n+1(x) =
1

an+1
πn+1(ax+ b) =

1

an+1
[(ax+ b− αn)πn(ax+ b)− βnπn−1(ax+ b)]

=

(

x− αn − b

a

)

π̃n(x)−
βn

a2
π̃n−1(x)
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odakle zaključujemo da je α̃n = αn−b
a

za n ∈ N0 i β̃n = βn

a2
za n ∈ N. Ponovo, direktnim

izračunavanjem dobijamo

β̃0 =

∫

R

w̃(x)dx =

∫

R

w(ax+ b)dx =
β0

|a| .

Ovim je i dokaz dela (2) ove leme završen. �

Posmatrajmo sada transformacije težinske funkcije oblika

w̃(x) =
u(x)

v(x)
w(x), u(x), v(x) ∈ R[x].

Naredni rezultati su uglavnom preuzeti iz [50], a njihova osnova je sledeća generalizacija poznate
Christoffelove teoreme.

Teorema 2.5.7. Neka su πn(x) i π̃n(x), n ∈ N0 monični ortogonalni polinomi u odnosu na
težine w(x) i w̃(x) = r(x)w(x) respektivno, gde je r(x) = u(x)/v(x) i u(x) =

∏l
i=1(x − ui),

v(x) =
∏m

j=1(x− vj). U slučaju m ≤ n, važi

u(x)π̃n(x) = C det





















πn−m(x) · · · πn−1(x) πn(x) · · · πn+l(x)
πn−m(u1) · · · πn−1(u1) πn(u1) · · · πn+l(u1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
πn−m(ul) · · · πn−1(ul) πn(ul) · · · πn+l(ul)
ρn−m(v1) · · · ρn−1(v1) ρn(v1) · · · ρn+l(v1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ρn−m(vm) · · · ρn−1(vm) ρn(vm) · · · ρn+l(vm)





















. (2.15)

U suprotnom, ako je m > n onda važi

u(x)π̃n(x) = C det





















0 0 · · · 0 π0(x) · · · πn+l(x)
0 0 · · · 0 π0(u1) · · · πn+l(u1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 π0(ul) · · · πn+l(ul)
1 v1 · · · vm−n−1

1 ρ0(v1) · · · ρn+l(v1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 vm · · · vm−n−1

m ρ0(vm) · · · ρn+l(vm)





















. (2.16)

gde je C normalizaciona konstanta (jednaka je recipročnoj vrednosti vodećeg koeficijenta poli-
noma sa desne strane). Sa ρn(z) označili smo Cauchyjeve integrale polinoma πn(x) definisane
sa

ρn(z) =

∫

R

πn(t)

z − t
w(t)dt, (n ∈ N0).

Originalna Cristoffelova teorema se dobija u slučaju v(x) = 1, odnosno m = 0. Transfor-
macione formule dobićemo primenom Teoreme 2.5.7 u specijalnim slučajevima.

Lema 2.5.8. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (rn)n∈N0 definisan sa

r0 = c− α0, rn = c− αn −
βn

rn−1

(n ∈ N). (2.17)

Razmotrimo dva slučaja:
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(1) Ako je w̃(x) = (x− c)w(x) gde je c < inf supp(w), tada važi

β̃0 =

∫

R

w̃(x)dx, β̃n = βn
rn
rn−1

, (n ∈ N),

α̃n = αn+1 + rn+1 − rn, (n ∈ N0)

(2) Ako je w̃(x) = (x− c)(x− c)w(x) gde je c ∈ C \ R, tada važi

β̃0 = β0(β1 + |r0|2), β̃n = βn

r′′n+1r
′′
n−1

(r′′n−1)
2

∣

∣

∣

∣

rn
rn−1

∣

∣

∣

∣

2

(n ∈ N),

α̃n = αn+2 + r′n+2 +
r′′n+2

r′′n+1

r′n+1 −
(

r′n+1 +
r′′n+1

r′′n
r′n

)

(n ∈ N0).

gde je r′n = Re rn i r′′n = Im rn.

Dokaz. Pretpostavimo da je w̃(x) = (x− c)w(x) gde je c < inf supp(w). Primenom Teoreme
2.5.7 dobijamo

(x− c)π̃n(x) = − 1

πn(c)
det

[

πn(x) πn+1(x)
πn(c) πn+1(c)

]

= πn+1(x)− rnπn(x),

gde smo sa rn označili rn = πn+1(c)/πn(c). Napǐsimo polinom (x − c)xπ̃n(x) na dva načina.
Najpre koristimo tročlanu rekurentnu relaciju za niz (πn(x))n∈N0 . Imamo da je

(x− c)xπ̃n(x) = xπn+1(x)− rnxπn(x)

= πn+2(x) + (αn+1 − rn)πn+1(x) + (βn+1 − rnαn)πn(x)− rnβnπn−1(x).
(2.18)

Zatim koristimo tročlanu rekurentnu relaciju za niz (π̃n(x))n∈N0 . Na taj način dobijamo

(x− c)xπ̃n(x) = (x− c)[π̃n+1(x) + α̃nπ̃n(x) + β̃nπ̃n−1(x)]

= πn+2(x) + (α̃n − rn+1)πn+1(x) + (β̃n − rnα̃n)πn(x)− rn−1β̃nπn−1(x).
(2.19)

Upored̄enjem koeficijenta u (2.18) kao i u (2.19) dobijamo sledeće relacije

α̃n − rn+1 = αn+1 − rn, rn−1β̃n = rnβn. (2.20)

Ovim smo dokazali deo (1) teoreme. Deo (2) se dokazuje analogno. �

U nekim slučajevima je veoma teško naći rešenje u zatvorenom obliku diferencne jednačine
(2.17). Uvod̄enjem pomoćnog niza, sledeća posledica uprošćava transformacione formule iz dela
(1) poslednje teoreme.

Posledica 2.5.9. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (λn)n∈N0 definisan
sa

λ−1 = 0, λ0 = 1, λn+1 = (c− αn)λn − βnλn−1 (n ∈ N0). (2.21)

gde je c < inf supp(w). Tada ako važi w̃(x) = (x− c)w(x) imamo da je

β̃0 =

∫

R

w̃(x)dx, β̃n = βn
λn+1λn−1

λ2
n

(n ∈ N),

α̃n = c− λn+1

λn

− βn+1
λn

λn+1

(n ∈ N0).

(2.22)
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Dokaz. Neka je λn = πn(c). Kako važi rn = λn+1/λn i niz (λn)n∈N0 zadovoljava rekurentnu
relaciju

λn+1 = (c− αn)λn − βnλn−1,

dobijamo traženi rezultat. �

Pretpostavimo da je transformacija zadata pomoću w̃(x) = w(x)
x−c

gde je c < inf supp(w). Na
osnovu Teoreme 2.5.7 važi

π̃n(x) = − 1

ρn−1(c)
det

[

πn−1(x) πn(x)
ρn−1(c) ρn(c)

]

= πn(x)− rn−1πn−1(x)

gde je sad rn = ρn+1(c)/ρn(c). Može se dokazati da Cauchyjevi integrali ρn(z) zadovoljavaju
istu rekurentnu relaciju kao i polinomi πn(x). Razlika je samo u početnim uslovima, pošto važi

ρ−1(x) = 1 i ρ0(x) =
∫

R

w(t)
x−t

dt. Sada ćemo dokazati ovu činjenicu. Imamo da je

ρn+1(x) =

∫

R

(t− αn)πn(t)− βnπn−1(t)

x− t
w(t)dt =

∫

R

(t− αn)πn(t)

x− t
w(t)dt− βnρn−1(x)

= −
∫

R

πn(t)w(t)dt+ (x− αn)ρn(x)− βnρn−1(x)

= (x− αn)ρn(x)− βnρn−1(x), (n ∈ N).

Za n = 0 takod̄e važi
ρ1(x) = (x− α0)ρ0(x)− β0ρ−1(x),

pošto je ρ−1(x) = 1. Prema tome niz (rn)n∈N0 zadovoljava istu rekurentnu relaciju kao u prvom
slučaju, samo što se razlikuju startne vrednosti

rn = c− αn −
βn

rn−1

(n ∈ N), r−1 = −
∫

R

w̃(t)dt.

Ponavljanjem iste procedure kao u predhodnom slučaju, predstavljajući na dva načina polinom
(t− x)πn(t), možemo dokazati deo (1) sledeće leme. Drugi deo se dokazuje analogno.

Lema 2.5.10. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (rn)n∈N0 definisan sa

r−1 = −
∫

R

w̃(x) dx, rn = c− αn −
βn

rn−1

(n ∈ N0). (2.23)

Razlikovaćemo dva slučaja.

(1) Ako je w̃(x) = w(x)
x−c

gde je c < inf supp(w) tada važi

α̃0 = α0 + r0, α̃n = αn + rn − rn−1,

β̃0 = −r−1, β̃n = βn−1
rn−1

rn−2

, (n ∈ N)
(2.24)

(2) Ako je w̃(x) = w(x)
c−x

gde je c > sup supp(w), tada važe važe relacije (2.23) i (2.24) pri

čemu je sad β̃0 = r−1 gde je

r−1 =

∫

R

w̃(x) dx.
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2.5.4 Hankelova i α-binomna transformacija

Naredna teorema nam daje vezu izmed̄u Hankelove u α-binomne transformacije. Nju su 2006.
godine dokazali Spivey i Stail u radu [102], koristeći kombinatorni način. Ovde je naveden dokaz
koji je izveden u radu [86], a koji koristi transformaciju težinske funkcije. Treba još napomenuti
da je ovaj dokaz takod̄e validan za proizvoljni realni broj α što nije slučaj sa dokazom datim u
pomenutom radu [102].

Teorema 2.5.11. Za zadati niz {an}n∈N0
, neka je {hn}n∈N0

= H(a). Opadajuća α-binomna
transformacija je invarijantna u odnosu na Hankelovu transformaciju, tj. važi

H(a) = H(Bf(a;α)) = {hn}n∈N0
.

Takodje važi i
H(Br(a;α)) = αn(n+1)hn.

Dokaz. Podsetimo se za početak da, ukoliko su svi elementi Hankelove transformacije niza
(an)n∈N0 nenegativni, tada postoji pozitivna mera dλ tako da je an vrednost n-tog momenta
mere dλ, za svako n ∈ N0. Ova činjenica važi na osnovu Teoreme 2.5.3 (Hamburgerov momentni
problem). Prema tome, dokaz ove teoreme je limitiran na slučaj kada su svi elementi Hankelove
transformacije polaznog niza nenegativni.
Neka je w(x) odgovarajuća težinska funkcija koja odgovara meri µ. Tada važi

an =

∫

R

xnw(x)dx.

Uvedimo sledeće oznake (fn)n∈N0 = Bf(a;α) i (rn)n∈N0 = Br(a;α). Niz (fn)n∈N0 je niz n-tih
momenata težinske funkcije w(x− α).

fn =
n
∑

i=0

(

n

i

)

αn−i

∫

R

xiw(x)dx =

∫

R

(

n
∑

i=0

(

n

i

)

αn−ixi

)

dx =

∫

R

(x+ α)nw(x)dx (2.25)

Uvod̄enjem smene promenljivih x → x− α u prethodnom integralu dobijamo traženi rezultat.

Posmatrajmo sada monične polinome Pn(x) i P
f
n (x) ortogonalne u odnosu na težine w(x) i

w(x − α) respektivno kao i odgovarajuće koeficijente tročlane rekurentne relacije βn i βf
n . Na

osnovu Leme 2.5.6 važi P f
n (x) = Pn(x − α) kao i βn = βf

n . Sada iz Heilermannove formule
(2.12) možemo zaključiti da su Hankelove transformacije nizova (fn)n∈N0 i (an)n∈N0 jednake,
pošto važi a0 = f0.

Slično kao u relaciji (2.25), možemo dokazati da je niz (rn)n∈N0 zapravo niz n-tih momenata
težine w

(

x−1
α

)

.

rn =
n
∑

i=0

(

n

i

)

αi

∫

R

xiw(x)dx =

∫

R

(

n
∑

i=0

(

n

i

)

αixi

)

dx

=

∫

R

(1 + αx)nw(x)dx =

∫

R

xnw

(

x− 1

α

)

dx

(2.26)

Primenom Leme 2.5.6 dobijamo βr
n = α2βn. Zamenom u Heilermannovu formulu (2.12) možemo

direktno zaključiti da važi H(r) = (αn(n+1)hn)n∈N0 .



Glava 3

Hankelova transformacija inverznog
reda funkcije x

1+αx+βx2

U ovoj glavi je proučavana Hankelova transformacija niza (un)n∈N0 zadatog inverznim redom
racionalne funkcije Q(x) = x

1+αx+βx2 . Koristeći metod baziran na ortogonalnim polinomima,

dobijen je izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza (un)n∈N0 ali i njegovih
pomerenih nizova. Pokazano je da Hankelove transformacije originalnog i pomerenog niza zado-
voljavaju odred̄en uslov, iskazan u formi razlomka, i pomoću kog je moguće da se rekonstruǐse
polazni niz (qn)n∈N0 . Samim tim, pokazano je i da odnos elemenata Hankelove transformacije
originalnog i pomerenog niza može biti značajan parametar u proučavanju Hankelove transfor-
macije. Takod̄e je utvrd̄eno i da ovaj niz generalǐse nekoliko dobro poznatih nizova brojeva.
Napomenimo da je do sličnih rezultata došao i Xin u svom radu [119].

U ovoj celoj glavi je korǐsćen metod izračunavanja Hankelove transformacije baziran na
ortogonalnim polinomima koji je korǐsćen u [34, 94] a sličan je i onom u [23]. Na početku je
definisan inverzni red, a zatim takav red za funkciju Q(x) = x

1+αx+βx2 . U sledećem poglavlju je

nad̄ena težinska funkcija niza (un)n∈N0 , ali i težinske funkcije jednom i dvaput pomerenog niza,
odnosno, težinske funkcije nizova (un+1)n∈N0 i (un+2)n∈N0 . Naravno, za svaki od ovih nizova je
izračunata Hankelova transformacija (Poglavlja 3.3 i 3.4).

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi su originalni i bazirani na radu [16].

3.1 Inverzni red funkcije x
1+αx+βx2

Uvedimo najpre definiciju inverznog reda za funkciju (generatrisu) f(x) koja zadovoljava uslov
f(0) = 0 (videti [6]).

Definicija 3.1.1. Inverzni red date funkcije (generatrise) v = f(u), koja je analitička u okolini
nule i koja zadovoljava uslov f(0) = 0, je niz (sn)n∈N0 definisan sa

u = f−1(v) = s1v + s2v
2 + · · ·+ snv

n + · · · ,

gde je u = f−1(v) inverzna funkcija funkciji v = f(u). Pri tome, zbog uslova da je f(0) = 0,
mora da važi s0 = f−1(0) = 0.

26
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Posmatrajmo niz (un)n∈N0 zadat inverznim redom funkcije

Q(x) =
x

1 + αx+ βx2
.

Ovaj niz je već proučavao Barry u radu [6] u kome je došao do nekoliko zanimljivih rezultata
vezanih za ovaj niz. Primenom Definicije 3.1.1, možemo naći da je funkcija generatrisa U(x)
niza (un)n∈N0 rešenje jednačine

Q(U(x)) =
U(x)

1 + αU(x) + βU(x)2
= x (3.1)

dato sa

U(x) =
1− αx−

√

1− 2αx+ (α2 − 4β)x2

2βx
. (3.2)

Prema Propoziciji 9 iz [6], opšti član niza (un)n∈N0 je

un =

[n−1
2

]
∑

k=0

(

n− 1

2k

)

Ckα
n−2k−1βk. (3.3)

Osim niza (un)n∈N0 , posmatrajmo još i pomerene nizove (u∗
n)n∈N0 i (u∗∗

n )n∈N0 definisane sa
u∗
n = un+1 i u∗∗

n = un+2. Označimo sa hn, h
∗
n i h∗∗

n , Hankelove transformacije nizova un, u
∗
n

i u∗∗
n respektivno. Videćemo da će nam Hankelove transformacije h∗

n i h∗∗
n biti potrebne za

izračunavanje Hankelove transformacije hn.

Ako u izrazu (3.2) stavimo da je α = 2 i β = 1 dobijamo funkciju generatrisu

1− 2x−
√
1− 4x

2x
= −1 +

+∞
∑

n=0

Cnx
n

niza (Cn − δn0)n∈N0 = {0, 1, 2, 5, 14, 42, . . .}, gde je sa (Cn)n∈N0 označen niz Catalanovih
brojeva.

Kao specijalan slučaj izraza (3.2) za α = z + 1 i β = z dobijamo funkciju generatrisu niza
((Nn(z) − δn0)/z)n∈N0 gde je sa Nn(z) označen n-ti Narayana polinom. Ova činjenica sledi
direktno iz izraza za funkciju generatrisu Narayana polinoma (videti recimo [70] ili [74]).

Osim toga, možemo primetiti da se za pojedine vrednosti parametara α i β, niz (u∗
n)n∈N0

svodi na sledeće dobro poznate nizove:

• Motzkinovi brojevi (A001006), za α = β = 1. Ovo sledi direktno iz činjenice da se U(x)
x

svodi na M(x) = 1−x−
√
1−2x−3x2

2x2 što je funkcija generatrisa Motzkinovih brojeva [24, 101].

• Isprekidani Catalanovi brojevi (A126120), za α = 0 i β = 1. I ovo, takod̄e, sledi iz

činjenice da se U(x)
x

svodi na 1−
√
1−4x2

2x2 što predstavlja funkciju generatrisu isprekidanih
Catalanovih brojeva [101].

U nastavku ove glave videćemo još da se i odgovarajući izrazi za hn i h∗
n takod̄e svode na

pomenute specijalne slučajeve.

Označimo sa Q(x) funkciju generatrisu niza (qn)n∈N0 koja zadovoljava linearnu diferencnu
jednačinu

qn+2 + αqn+1 + βqn = 0
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sa početnim uslovima q0 = 0 i q1 = 1. Dakle, u zatvorenom obliku izraz za qn dat je sa

qn =
(−1)n

2n
√

α2 − 4β

[

(α−
√

α2 − 4β)n − (α +
√

α2 − 4β)n
]

=
(−1)n−1

2n−1

⌊n−1
2

⌋
∑

k=0

(

n

2k + 1

)

(α2 − 4β)kαn−2k−1.

(3.4)

Primer 3.1.1. Prvih nekoliko članova pomenutih nizova su:

un =
(

0, 1, α, α2 + β, α3 + 3αβ, α4 + 6α2β + 2β2, α5 + 10α3β + 10αβ2, α6 + 15α4β + 3α2β2 + 5β3 . . .
)

qn =
(

0, 1,−α, α2 − β, 2αβ − α3, α4 − 3α2β + β2,−α5 + 4α3β − 3αβ2, . . .
)

u∗n =
(

1, α, α2 + β, α3 + 3αβ, α4 + 6α2β + 2β2, α5 + 10α3β + 10αβ2, α6 + 15α4β + 3α2β2 + 5β3, . . .
)

u∗∗n =
(

α, α2 + β, α3 + 3αβ, α4 + 6α2β + 2β2, α5 + 10α3β + 10αβ2, α6 + 15α4β + 3α2β2 + 5β3, . . .
)

hn =
(

0,−1,−αβ,−α2β3 + β4,−α3β6 + 2αβ7, . . .
)

h∗n =
(

1, β, β3, β6, β10, . . .
)

h∗∗n =
(

α, α2β − β2, α3β3 − 2αβ4, α4β6 − 3α2β7 + β8, . . .
)

Može se primetiti da ovih nekoliko prvih navedenih članova odgovarajućih nizova zadovolja-
vaju sledeće relacije:

(−1)n+1hn+1

h∗
n

= qn+1,
(−1)n+1h∗∗

n

h∗
n

= qn+2,

koje će biti dokazane za proizvoljno n u poslednjem poglavlju ove glave.

3.2 Moment reprezentacije

Naredna teorema nam daje eksplicitan izraz za težinsku funkciju čiji su momenti članovi niza
(un)n∈N0 . Dokaz je izveden direktnom primenom Stieltjes-Perron inverzione formule (Teorema
2.5.4).

Teorema 3.2.1. Niz (un)n∈N0 je niz momenata čija je težinska funkcija

w(x) = wac(x) +
α−

√

α2 − 4β

2β
δ(x) (3.5)

gde je

wac(x) =







√

4β − (x− α)2

2πβx
, x ∈ [α− 2

√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom
.

a sa δ(x) je označena Diracova delta funkcija.

Dokaz. Za početak definǐsimo funkciju

F (z) = z−1U(z−1) =
z − α−

√

z2 − 2αz + α2 − 4β

2βz
=

z − α−
√

(z − α)2 − 4β

2βz
,
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i označimo sa x1,2 = α± 2
√
β tačke grananja funkcije

ρ(z) =
√

(z − α)2 − 4β.

Izabraćemo regularnu granu korena ρ(z) takvu da je arg(z − x1) = arg(z − x2) = 0 za z ∈
(x2,+∞). Tako izabrana grana je definisana u C \ (x1, x2) i direktnom proverom možemo
utvrditi da važi F (z) = F (z). Eksplicitnim izračunavanjem1 možemo dobiti sledeći izraz za
primitivnu funkciju funkcije F (z):

F1(z) =

∫

F (z)dz =
1

2β

[

z − ρ(z)−
(

α−
√

α2 − 4β
)

L1(z) + αL2(z)−
√

α2 − 4βL3(z)
]

gde je
L1(z) = log z,

L2(z) = log (z − α + ρ(z)) ,

L3(z) = log
(

α2 − 4β − αz + ρ(z)
√

α2 − 4β
)

.

U prethodnom izrazu figurǐse regularna grana funkcije log na C\[0,+∞) takva da je limy→0+ log(x+
iy) = log x za x > 0. Tada sledi da je

Gρ(x) = lim
y→0

Im ρ(x+ iy) =

{ √

4β − (x− α)2, x ∈ (x1, x2)
0, u protivnom

. (3.6)

Neka je Gk(x) = limy→0+ Lk(x+ iy) gde je k = 1, 2, 3. Kao što već znamo, važi

G1(x) = lim
y→0+

Im log(x+ iy) =











π, x < 0
π
2
, x = 0

0, x > 0

. (3.7)

Slično tome, važi i

G2(x) = lim
y→0

Im L2(x+ iy) =































π, x < x1

π + arctan

√
4β−(x−α)2

x−α
, x ∈ [x1, α)

π
2
, x = α

arctan

√
4β−(x−α)2

x−α
, x ∈ (α, x2]

0, x > x2

(3.8)

i

G3(x) = lim
y→0

Im L3(x+ iy) =































π, x < x1

π + arctan

√
4β−(x−α)2

√
α2−4β

α2−4β−αx
, x ∈ [x1,

α2−4β
α

)
π
2
, x = α2−4β

α

arctan

√
4β−(x−α)2

√
α2−4β

α2−4β−αx
, x ∈ (α

2−4β
α

, x2]

0, x > x2

. (3.9)

1Kod ovako složenih izračunavanja, od velike pomoći može biti korǐsćenje, recimo, programskog paketa
MATHEMATICA.
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Sada, na osnovu Posledice 2.5.5 dobijamo da je λ(t) = − 1
π
(G(t)−G(0)), gde je funkcija G(x)

data sa

G(x) = lim
y→0+

Im F1(x+ iy)

=
1

2β

[

−Gρ(x)−
(

α−
√

α2 − 4β
)

G1(x) + αG2(x)−
√

α2 − 4βG3(x)
]

.

Diferenciranjem funkcije λ(t) u smislu distribucija dobićemo (3.5).
Napomenimo i to da su funkcije Gρ(x), G2(x) i G3(x) diferencijabilne za x ∈ (x1, x2) i

obrazuju apsolutno neprekidnu komponentu mere dλ(x) (koja daje težinu wac(x)) gde G1(x)
predstavlja izraz za delta funkciju. Ovim je dokaz teoreme završen.

Označimo sa ūn n-ti moment težinske funkcije wac(x), tj.

ūn =

∫

R

xnwac(x)dx,

za n ∈ N0. Na osnovu Teoreme 3.2.1 imamo da je

un =

∫

R

xnw(x)dx =

∫

R

xnwac(x)dx+
α−

√

α2 − 4β

2β

∫

R

xnδ(x)dx

= ūn +
α−

√

α2 − 4β

2β
δn0.

gde je δn0 Kroneckerov delta simbol. Drugim rečima, nizovi (un)n∈N0 i (ūn)n∈N0 se razlikuju
samo u elementu sa indeksom n = 0. Dakle, možemo zaključiti da važi

ūn =







−α +
√

α2 − 4β

2β
, n = 0

un , n ≥ 1
. (3.10)

Kao što ćemo videti u poglavlju 3.4, Hankelova transformacija niza (un)n∈N0 biće izračunata
baš korǐsćenjem Hankelovih transformacija nizova (ūn)n∈N0 i (u∗

n)n∈N0 .

Moment reprezentacije pomerenih nizova (u∗
n)n∈N0 i (u∗∗

n )n∈N0 se dobijaju direktnom pri-
menom Teoreme 3.2.1.

Posledica 3.2.2. Težinska funkcija niza (u∗
n)n∈N0 = (un+1)n∈N0 je

w∗(x) =







√

4β − (x− α)2

2πβ
, x ∈ [α− 2

√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom
(3.11)

Posledica 3.2.3. Težinska funkcija niza (u∗∗
n )n∈N0 = (un+2)n∈N0 je

w∗∗(x) =







x
√

4β − (x− α)2

2πβ
, x ∈ [α− 2

√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom
(3.12)
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3.3 Hankelova transformacija nizova u∗n i u∗∗n
U ovom poglavlju su izračunate Hankelove transformacije h∗

n i h∗∗
n nizova (u∗

n)n∈N0 = (un+1)n∈N0

i (u∗∗
n )n∈N0 = (un+2)n∈N0 korǐsćenjem Heilermannove formule (2.12). Za njenu primenu su nam

potrebni koeficijenti αn i βn tročlane rekurentne relacije. Ti koeficijenti su dobijeni primenom
transformacija težinske funkcije, koje su navedene u prethodnoj glavi (Leme 2.5.6, 2.5.8 i 2.5.10).

Teorema 3.3.1. Hankelova transformacija niza (u∗
n)n∈N0 je data sa

h∗
n = β(

n+1
2 ). (3.13)

Dokaz. U dokazu ove teoreme koristimo Heilermannovu formulu (2.12) i izraze za transforma-
ciju težinske funkcije date u Lemi 2.5.6. Pošto je težinska funkcija niza (u∗

n)n∈N0 data sa,

w∗(x) =







√

4β − (x− α)2

2πβ
, x ∈ [α− 2

√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom

,

posmatrajmo niz moničnih ortogonalnih polinoma (Q
(0)
n (x))n∈N0 u odnosu na težinsku funkciju

w(0)(x) =

{√
1− x2, x ∈ [−1, 1]

0, u protivnom
.

Primetimo da su ti polinomi zapravo monični Chebyshevljevi polinomi druge vrste definisani
sa

Q(0)
n (x) = Sn(x) =

sin
(

(n+ 1) arccos x
)

2n ·
√
1− x2

.

Oni zadovoljavaju sledeću tročlanu rekurentnu relaciju

Sn+1(x)− xSn(x) +
1

4
Sn−1(x) = 0, (n ≥ 1),

sa početnim vrednostima
S0(x) = 1, S1(x) = x.

Odgovarajući koeficijenti αn i βn tročlane rekurentne relacije su

β
(0)
0 =

π

2
, β(0)

n =
1

4
(n ≥ 1), α(0)

n = 0 (n ≥ 0) .

Posmatrajmo sada novu težinsku funkciju w(1)(x) definisanu sa

w(1)(x) = w(0)

(

x− α

2
√
β

)

=











√

4β − (x− α)2

2
√
β

, x ∈ [α− 2
√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom

,

i primenino deo (2) Leme 2.5.6 gde je a = 1/(2
√
β) i b = −α/(2

√
β). Tako dobijamo da su

koeficijenti
α(1)
n = α (n ∈ N0), β

(1)
0 = π

√

β, β(1)
n = β (n ∈ N). (3.14)
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Primetimo da je
w∗(x) = w(1)(x)/(π

√

β).

Zbog toga, na osnovu dela (1) Leme 2.5.6 dobijamo da je

α∗
n = α(1)

n = α za ∀n ∈ N0, β∗
0 = β

(1)
0 /(π

√

β) = 1, β∗
n = β(1)

n = β za ∀n ∈ N.

Dakle, koeficijenti odgovarajuće tročlane rekurentne relacije niza (u∗
n)n∈N0 u odnosu na težinu

w∗(x) su:
α∗
n = α (n ∈ N0), β∗

0 = 1, β∗
n = β (n ∈ N). (3.15)

Odavde direktnom primenom relacije (3.15) i Heilermannove formule (2.12) dobijamo da važi:

h∗
n = (u∗

0)
n+1(β∗

1)
n(β∗

2)
n−1 · · · β∗

n = β(
n+1
2 ) (3.16)

čime je dokaz teoreme završen.

Možemo primetiti da izraz za h∗
n ne zavisi od α, što znači da svi nizovi koji se dobijaju za

neku fiksiranu vrednost β imaju istu vrednost Hankelove transformacije. Zapazimo još i da
nizovi kod kojih je β = 1 imaju istu vrednost Hankelove transformacije koja iznosi h∗

n = 1.
Primer za to je recimo, Hankelova transformacija niza isprekidanih Catalanovih brojeva i niza
Motzkinovih brojeva.

Teorema 3.3.2. Hankelova transformacija niza (u∗∗
n )n∈N0 je data izrazom

h∗∗
n =

β(
n+1
2 )

2n+1
√

α2 − 4β

[

(α +
√

α2 − 4β)n+2 − (α−
√

α2 − 4β)n+2
]

. (3.17)

Dokaz. Primetimo da je w∗∗(x) = xw∗(x). Zbog toga je potrebno da primenimo odgovarajuću
tansformaciju težinske funkcije w∗(x), tj. Lemu 2.5.8. U tu svrhu definǐsimo pomoćni niz
(rn)n∈N0 na sledeći način:

r0 = −α∗
0 = −α, rn = −α∗

n −
β∗
n

rn−1

(n ∈ N).

Na osnovu Leme 2.5.8 koeficijenti β∗∗
n su dati sa

β∗∗
0 =

∫ +∞

−∞
w∗∗(x) dx = α,

β∗∗
n = β∗

n ·
rn
rn−1

(n ≥ 1).

Podsetimo se da su koeficijenti α∗
n i β∗

n dati relacijom (3.15). Pošto nismo u mogućnosti da
pogodimo ”lepo” rešenje ove rekurentne jednačine sa početnim uslovima β∗∗

0 = α, moramo da
koristimo drugačiju tehniku dokazivanja od one primenjene u dokazu prethodne teoreme.

Primenom Heilermannove formule 2.12 imamo da važi

h∗∗
n+1

h∗∗
n

=
(β∗∗

0 )n+1(β∗∗
1 )n · · · (β∗∗

n+1)

(β∗∗
0 )n(β∗∗

1 )n−1 · · · (β∗∗
n )

= β∗∗
0 β∗∗

1 β∗∗
2 · · · β∗∗

n+1

=α · β∗
1

r1
r0

· β∗
2

r2
r1

· · · β∗
n+1

rn+1

rn
= α · βn+1 rn+1

r0
=− βn+1rn+1,
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Odakle dobijamo da je

rn = − h∗∗
n

βnh∗∗
n−1

, (n ≥ 1).

Zamenom prethodnog izraza u

rn = −α− β

rn−1

,

dobijamo sledeću diferencnu jednačinu

− h∗∗

βnh∗∗
n−1

= −α− β

− h∗∗

n−1

βn−1h∗∗

n−2

, n ≥ 2

čijim sred̄ivanjem dobijamo jednačinu

h∗∗
n = αβnh∗∗

n−1 − β2nh∗∗
n−2, (n ≥ 2) (3.18)

sa startnim vrednostima
h∗∗
0 = α i h∗∗

1 = α2β − β2.

Da bi rešili jednačinu (3.18), uvedimo novi niz (yn)n∈N0 definisan sa

yn = h∗∗
n β−n

2

2 .

Zamenom u prethodnoj jednačini dobijamo da je

yn = α
√

βyn−1 − β2yn−2. (3.19)

Rešenje linearne diferencne jednačine (3.19) sa početnim uslovima

y0 = α i y1 = α2
√

β − β
√

β,

je

yn =
β

n

2

2n+1
√

α2 − 4β

[

(α +
√

α2 − 4β)n+2 − (α−
√

α2 − 4β)n+2
]

.

Na kraju, smenom h∗∗
n = ynβ

n
2

2 dobijamo da važi tvrd̄enje teoreme.

3.4 Hankelova transformacija nizova ūn i un

Podsetimo se da je niz (ūn)n∈N0 definisan sa

ūn =







−α +
√

α2 − 4β

2β
, n = 0

un , n ≥ 1

niz momenata koji obrazuju apsolutno neprekidnu komponentu mere wac(x), težine w(x), koja
je data sa

wac(x) =







√

4β − (x− α)2

2πβx
, x ∈ [α− 2

√
β, α + 2

√
β]

0, u protivnom
.
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Primetimo da je wac(x) = w∗(x)/x, pa prema tome, možemo izračunati koeficijente ᾱn i β̄n,
koji odgovaraju težini wac(x), primenjujući Lemu 2.5.10.

Naredna teorema nam daje izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza
(ūn)n∈N0 .

Teorema 3.4.1. Hankelova transformacija niza (ūn)n∈N0 je data sa

h̄n = β(
n+1
2 )

(

α−
√

α2 − 4β

2β

)n+1

. (3.20)

Dokaz. Da bi primenili Lemu 2.5.8 potrebno je da uvedemo novi niz

rn = −α∗
n −

β∗
n

rn−1

(n ∈ N0), r−1 = −
∫

R

wac(x)dx = −α−
√

α2 − 4β

2β
(3.21)

i izračunamo koeficijente β̄n na sledeći način:

β̄0 = −r−1 =
α−

√

α2 − 4β

2β
, β̄n = βn−1

rn−1

rn−2

(n ∈ N),

za startne vrednosti

α∗
n = α (n ∈ N0), β∗

0 = 1, β∗
n = β (n ∈ N).

Koristimo istu tehniku kao i za niz u∗∗
n u dokazu Teoreme 3.3.2. Primenom Heilermannove

formule (2.12), dobijamo da važi:

h̄n+1

h̄n

= β̄0β̄1β̄2 · · · β̄n+1

=(−r−1) · β∗
0

r0
r−1

· β∗
1

r1
r0

· · · β∗
n

rn
rn−1

=− βnrn,

odakle sledi da je

rn = − h̄n+1

βnh̄n

.

Rekurentna relacija (3.21) sada postaje

h̄n+1 = αβnh̄n − β2nh̄n−1. (3.22)

Uvedimo novi niz (vn)n∈N0 definisan sa vn = h̄nβ
−n

2

2 .Njegovom zamenom u prethodnoj jednačini
dobijamo da je:

vn+1 −
α√
β
vn + vn−1 = 0, (n ≥ 1). (3.23)

Prva dva elementa niza (vn)n∈N0 su

v0 =
α−

√

α2 − 4β

2β
i v1 =

α2 − 2β − α
√

α2 − 4β

2β
√
β

.
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Rešavanjem linearne diferencne jednačine (3.23) dobijamo

vn =
1

2n+1β
n+2
2

(

α−
√

α2 − 4β
)n+1

a samim tim i

h̄n = β(
n+1
2 )

(

α−
√

α2 − 4β

2β

)n+1

. (3.24)

Ovim je dokaz teoreme završen.

Naredna lema nam daje vezu izmed̄u Hankelovih transformacija nizova koji se razlikuju
jedino u početnom članu, odnosno u članu sa indeksom 0.

Lema 3.4.2. Neka se nizovi (un)n∈N0 i (ūn)n∈N0 razlikuju jedino u članu sa indeksom 0, tj.
neka je un = ūn za zvako n ≥ 1. Hankelove transformacije (hn)n∈N0 i (h̄n)n∈N0 tih nizova
respektivno zadovoljavaju izraz

hn = h̄n + (u0 − ū0)h
∗∗
n−1 (n ∈ N0),

gde je sa (h∗∗
n )n∈N0 označena Hankelova transformacija niza (u∗∗

n )n∈N0 koji je definisan sa u∗∗
n =

un+2 za svako n ≥ 0 i za koji još važi h∗∗
−1 = 1.

Dokaz. Za početak, primetimo da se determinanta hn = det[ui+j−2]1≤i,j≤n može zapisati na
sledeći način

hn =
n−1
∑

k=0

ukM1,k+1 (3.25)

gde je sa M1,k označen minor odgovarajuće matrice koji je pridružen njenom elementu (1, k).
Takod̄e primetimo da h̄n možemo zapisati u obliku

h̄n =
n−1
∑

k=0

ūkM̄1,k+1. (3.26)

Uočimo još da su minori M1,k+1 i M̄1,k+1 med̄usobno jednaki za svako k ≥ 0. Dakle, zadovoljena
je sledeća relacija:

hn − h̄n = (u0 − ū0)M1,1.

Na kraju, ako iskoristimo činjenicu da je

M1,1 = det[ui+j]1≤i,j≤n−1 = det[ui+j+2]0≤i,j≤n−2 = det[u∗∗
i+j ]0≤i,j≤n−2 = h∗∗

n−1.

dobijamo da važi tvrd̄enje teoreme.

Na osnovu Leme 3.4.2 i izraza (3.20) i (3.17) (Teorema 3.4.1 i Teorema 3.3.2) dobićemo
izraz u zatvorenom obliku za (hn)n∈N0 .

Posledica 3.4.3. Hankelova transformacija niza (un)n∈N0 je data sa

hn =
β(

n

2)

2n
√

α2 − 4β

[(

α−
√

α2 − 4β
)n

−
(

α +
√

α2 − 4β
)n]

. (3.27)
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Dokaz. Primenom Leme 3.4.2 i Teoreme 3.4.1, imamo da važi:

hn = β(
n+1
2 ) ·

[

α−
√

α2 − 4β

2β

]n+1

−
[

α−
√

α2 − 4β

2β

]

· h∗∗
n−1. (3.28)

Nakon sred̄ivanja poslednjeg izraza dobijamo formulu (3.27).

Smenom α = z + 1 i β = z u (3.27) dobijamo izraz

hn =

{

z(
n

2) · 1−zn

z−1
, z > 1

z(
n

2) · zn−1
z−1

, z < 1

koji predstavlja Hankelovu transformaciu niza (Nn(z)−δn0

z
)n∈N0 , gde saNn(z) označen n-ti Narayana

polinom.

Takod̄e je i slučaj kada je β = α2/4 vredan pažnje. Tada se izraz (3.27) ne može pri-
meniti, jer je imenilac

√

α2 − 4β jednak nuli. Med̄utim, zbog polinomijalnosti (a samim tim i
neprekidnosti) izraza hn = hn(α, β) možemo naći hn(α, α

2/4) na sledeći način:

hn(α, α
2/4) = lim

β→α2/4
hn(α, β).

Smenom t =
√

α2 − 4β imamo da je

lim
β→α2/4

hn(α, β) = lim
β→α2/4

β(
n

2)

2n−1
·

(

α−
√

α2 − 4β
)n

−
(

α +
√

α2 − 4β
)n

2
√

α2 − 4β

=
αn(n−1)

2n2−1
lim
t→0

(α− t)n − (α + t)n

2t
= −nαn2−1

2n2−1
.

Dakle, konačan izraz za hn(α, α
2/4) je

hn(α, α
2/4) = −n

(α

2

)n2−1

.

Smenom α = 2, dobijamo da važi sledeća teorema.

Posledica 3.4.4. Hankelova transformacija niza (Cn − δn0)n∈N0 je niz čiji je opšti član jednak
hn = −n.

3.5 Količnik Hankelovih transformacija (hn)n∈N0, (h
∗
n)n∈N0

i (h∗∗
n )n∈N0

Pošto smo našli izraze u zatvorenom obliku za Hankelove transformacije (hn)n∈N0 , (h
∗
n)n∈N0

i (h∗∗
n )n∈N0 , jednostavnim izračunavanjem (korǐsćenjem izraza (3.4), (3.13), (3.17) i (3.27))

možemo dokazati da važe sledeće relacije:

(−1)n+1hn+1

h∗
n

= qn+1,
(−1)n+1h∗∗

n

h∗
n

= qn+2 (n ∈ N0). (3.29)
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za koje smo u Poglavlju 3.1 utvrdili da važe na konkretnom primeru za prvih nekoliko članova
ovih nizova.

Primetimo da su ove relacije opšte, jer se koeficijenti α i β ne pojavljuju eksplicitno. Ovaj
rezultat se može uzeti kao motivacija za formulisanje narednog problema koji je ostavljen za
neka dalja istraživanja.

PROBLEM: Odrediti niz q = (qn)n∈N0 (tj. funkciju generatrisu Q(x)) takvu da Hankelove
transformacije h = H(u), h∗ = H(u∗) i h∗∗ = H(u∗∗) zadovoljavaju relaciju (3.29), gde je sa
u = (un)n∈N0 označen inverzni red funkcije Q(x), a nizovi (u∗

n)n∈N0 i (u∗∗
n )n∈N0 definisani kao

u∗ = (un+1)n∈N0 i u∗∗ = (un+2)n∈N0 .



Glava 4

Hankelova transformacija isprekidanih
nizova

Cilj ove glave je da se pronad̄e i opǐse veza izmed̄u Hankelove transformacije i dva različita tipa
isprekidanih transformacija. Takod̄e je proučavana i transformacija koja je mešavina ispreki-
dane i Hankelove transformacije (a koju ćemo zvati isprekidana-Hankelova transformacija). Svi
rezultati koji su navedeni su opšti i mogu se primeniti na različite tipove nizova. Kao jedna od
mnogobrojnih mogućnosti, data je primena tih rezultata na niz pomerenih Catalanovih brojeva
(Cn+t)n∈N0 , što je dalo uopštenje rezultata iz Glave 3.

Pristup koji je korǐsćen u ovoj glavi zasnovan je na rezultatima Gessela i Viennota [49] i nekih
novijih rezultata Krattenthalera [64]. Navedena su i izračunavanja Hankelove transformacije
nizova (α2Cn−βCn+1)n∈N0 i (α

2Cn+1−βCn+2)n∈N0 , kojima se omogućava direktna generalizacija
rezultata koji su dali Cvetković, Rajković i Ivković u radu [34].

Cela ova glava je bazirana na originalnim rezultatima sadržanim u prihvaćenom radu [17].

4.1 Isprekidana transformacija i veza sa Hankelovom trans-

formacijom

Pod pojmom isprekidani niz, podrazumevamo niz oblika (c0, 0, c1, 0, c2, 0, . . .), gde je (cn)n∈N0

neki dati niz. Na isti način definǐsemo i sledeću transformaciju:

Definicija 4.1.1. Neka je c = (cn)n∈N0 dati niz.Isprekidana transformacija p = A(c) ovog
niza definisana je sa

pn =

{

cn/2, n je parno

0, n je neparno
.

Drugim rečima, ako je p = A(c) tada je p = (c0, 0, c1, 0, c2, 0, c3, 0, . . .).

Sledeća teorema daje vezu izmed̄u Hankelove transformacije datog niza c i njegove ispreki-
dane transformacije p = A(c). Ona je bazirana na dobro poznatoj formuli za determinantu tzv.
”checkerboard” matrice.

Teorema 4.1.1. Neka su g = H(p) i h = H(c) Hankelove transformacije nizova p i c respek-
tivno, gde je p = A(c) isprekidani niz niza c. Tada je

det[pi+j]0≤i,j≤n = det[ci+j]0≤i,j≤⌊n

2
⌋ · det[ci+j+1]0≤i,j≤⌊n−1

2
⌋.

38
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Na osnovu definicije Hankelove transformacije, poslednju jednakost možemo zapisati u obliku

gn = h⌊n

2
⌋h

∗
⌊n−1

2
⌋,

gde je sa h∗ označena Hankelova transformacija pomerenog niza c∗ = (cn+1)n∈N0, tj. h∗ =
H(c∗).

Dokaz. Pretpostavimo da je n parno, tj. n = 2k. Ako u determinanti

det(ai+j)0≤i,j≤n−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c0 0 c1 0 c2 · · · ck−1

0 c1 0 c2 0 0
c1 0 c2 0 c3 ck
0 c2 0 c3 0 0
c2 0 c3 0 c4 ck+1
...

. . .
...

ck−1 0 ck 0 ck+1 · · · c2k−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

zamenimo vrste i kolone, dobijamo determinantu

det[pi+j]0≤i,j≤n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c0 0 c1 0 c2 · · ·
0 c1 0 c2 0
c1 0 c2 0 c3
0 c2 0 c3 0
c2 0 c3 0 c4
...

. . .

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= det

[

A
B

]

gde je A = [ci+j]0≤i,j≤⌊n

2
⌋−1 i B = [ci+j+1]0≤i,j≤⌊n−1

2
⌋−1.

Za slučaj da je n neparno dokaz se izvodi na analogno prethodnom.

Na sličan način, definǐsimo i drugi tip isprekidane transformacije, koju ćemo nazvati α-
isprekidana transformacija i označiti sa A(c;α).

Definicija 4.1.2. Neka je dat niz c = (cn)n∈N0. Njegova α-isprekidana transformacija
a = A(c;α) je definisana sa an = αpn + pn+1, gde je p = A(c). Drugim rečima, ako je
a = A(c;α) tada je a = (αc0, c1, αc1, c2, αc2, c3, αc3, . . .).

Neka je [A]m×m matrica formirana od prvih m vrsta i kolona (beskonačne) matrice A.
Pretpostavimo i da se vrste i kolone matrice indeksiraju počev od indeksa 0.

Sledeća teorema daje izraz za Hankelovu transformaciju α-isprekidanog niza a = A(c, α)
čiji je opšti član jednak:

gn = det[ai+j]0≤i,j≤n = det















αc0 c1 αc1 c2 · · ·
c1 αc1 c2 αc2
αc1 c2 αc2 c3
c2 αc2 c3 αc3
...

. . .















(n+1)×(n+1)
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Teorema 4.1.2. Neka je g = H(a) i a = A(c;α). Tada je

gn = det[ai+j ]0≤i,j≤n =

{

det[α2ci+j − ci+j+1]0≤i,j≤k−1 · det[ci+j+1]0≤i,j≤k−1, n = 2k − 1

α · det[α2ci+j+1 − ci+j+2]0≤i,j≤k−1 · det[ci+j]0≤i,j≤k, n = 2k
.

(4.1)

Dokaz. Razlikovaćemo dva slučaja u zavisnosti od parnosti broja n.
Slučaj 1. n = 2k − 1 je neparno.

Pomnožimo kolonu 2j+1 sa α−1, pa je oduzmimo od kolone 2j, za svako j = 0, 1, . . . , k−1.
Tako dobijamo determinantu

det[ai+j]0≤i,j≤n = det















αc0 − α−1c1 c1 αc1 − α−1c2 c2 · · ·
0 αc1 0 αc2

αc1 − α−1c2 c2 αc2 − α−1c3 c3
0 αc2 0 αc3
...

. . .















(n+1)×(n+1)

Razmeštanjem odgovarajućih redova i kolona, dobijamo blok-dijagonalnu formu

det[ai+j]0≤i,j≤n = det

[

A ∗
B

]

= detA · detB,

gde je zvezdicom (∗) označena odgovarajuća k×k matrica koja nema nikakav uticaj na računanje
determinante. Matrice A i B su date sa

A = [αci+j − α−1ci+j+1]0≤i,j≤k−1, B = [αci+j+1]0≤i,j≤k−1.

Sada iz

detA · detB = α−k det[α2ci+j − ci+j+1]0≤i,j≤k−1 · αk det[ci+j+1]0≤i,j≤k−1

= det[α2ci+j − ci+j+1]0≤i,j≤k−1 · det[ci+j+1]0≤i,j≤k−1

dobijamo prvi deo izraza (4.1).

Slučaj 2. n = 2k je parno.

Ako sa α−1 pomnožimo kolonu 2j i oduzmemo od kolone 2j − 1 (j = 1, 2, . . . , k), dobićemo

det[ai+j]0≤i,j≤n = det



















αc0 0 αc1 0 αc2 · · ·
c1 αc1 − α−1c2 c2 αc2 − α−1c3 c3
αc1 0 αc2 0 αc3
c2 αc2 − α−1c3 c3 αc3 − α−1c4 αc3
αc2 0 αc3 0 αc4
...

. . .



















(n+1)×(n+1)

.

Ponovnim razmeštanjem redova i kolona na odgovarajući način dobijamo blok-dijagonalnu
formu

det[ai+j]0≤i,j≤n = det

[

A′ ∗
B′

]

= detA′ · detB′,
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gde je
A′ = [αci+j ]0≤i,j≤k, B′ = [αci+j+1 − α−1ci+j+2]0≤i,j≤k−1.

Drugi deo izraza (4.1) sledi iz:

detA′ · detB′ = αk+1 det[ci+j]0≤i,j≤k · α−k det[α2ci+j+1 − ci+j+2]0≤i,j≤k−1

= α · det[ci+j]0≤i,j≤k · det[α2ci+j+1 − ci+j+2]0≤i,j≤k−1.

Posmatrajmo matricu H̃c, formiranu dodavanjem dodatnog reda i kolone u Hankelovu ma-
tricu Ha iz α-isprekidanog niza a = A(c, α):

H̃c =

[

0 pT

p Ha

]

=



















0 c0 0 c1 0 · · ·
c0 αc0 c1 αc1 c2
0 c1 αc1 c2 αc2
c1 αc1 c2 αc2 c3
0 c2 αc2 c3 αc3
...

. . .



















.

Ovde smo uzeli da je p = A(c), a niz tretiramo kao beskonačnu vektor kolonu.

Definicija 4.1.3. Isprekidana-Hankelova transformacija niza c = (cn)n∈N0 je niz (h̃n)n∈N0 defin-
isan sa

h̃n = det[H̃c](n+1)×(n+1).

Sledeća teorema se bavi izračunavanjem isprekidane-Hankelove transformacije. Pri tome
koristimo oznaku:

χ(P ) =

{

1, ako je P istinito
0, u protivnom

.

Teorema 4.1.3. Ako je p = A(c) i a = A(c;α), tada je

h̃n = det[H̃c](n+1)×(n+1) = P1 · P2

gde je

P1 =

{

det[ci+j ]0≤i,j≤k−1, n = 2k − 1

det[ci+j+1]0≤i,j≤k−1, n = 2k

P2 =























k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hcl−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)+1]0≤i,j≤k−2, n = 2k − 1

k
∑

l=1

(−1)k+l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1cl−1−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)]0≤i,j≤k−1, n = 2k

Dokaz. Opet razlikujemo dva slučaja u zavisnosti od parnosti broja n.

Slučaj 1. n = 2k − 1 je neparno.
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Ako sa α pomnožimo kolonu 2j i oduzmemo od kolone 2j+1 (j = 0, 1, . . . , k−1), dobijamo

h̃n = det



















0 c0 0 c1 0 · · ·
c0 0 c1 0 c2
0 c1 αc1 c2 − α2c1 αc2
c1 0 c2 0 c3
0 c2 αc2 c3 − α2c2 αc3
...

. . .



















(n+1)×(n+1)

.

Permutacijom redova i kolona u prethodnoj determinanti dobijamo

h̃n = (−1)k det

[

A ∗
B

]

= (−1)k detA · detB (4.2)

gde su matrice A i B jednake

A = det











c0 c1 · · · ck−1

c1 c2 − α2c1 ck−2 − α2ck−1
...

. . .

ck−1 ck−2 − α2ck−1 c2k−2 − α2c2k−3











i
B = [ci+j]0≤i,j≤k−1.

Sukcesivnim dodavanjem kolone j pomnožene sa α2 koloni j+1 matrice A (j = 0, 1, . . . , k− 2)
dobićemo sledeću determinantu

detA = det











c0 α2c0 + c1 α4c0 + α2c1 + c2 · · ·
c1 c2 c3
c2 c3 c4
...

. . .











k×k

.

Razvijanjem duž prve vrste sledi

detA =
k−1
∑

l=0

(−1)l
(

l
∑

h=0

α2hcl−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)+1]0≤i,j≤k−2. (4.3)

Sada, kombinovanjem (4.2) i (4.3), dobijamo da važi tvrd̄enje ove teoreme za n = 2k − 1.

Case 2. n = 2k je parno.
Pomnožimo sa α kolonu 2j − 1 i oduzmimo od kolone 2j (j = 1, 2, . . . , k). Dobićemo

hn = det



















0 c0 −αc0 c1 0 · · ·
c0 αc0 c1 − α2c0 αc1 c2 − α2c1
0 c1 0 c2 0
c1 αc1 c2 − α2c1 αc2 c3 − α2c2
0 c2 0 c3 0
...

. . .



















(n+1)×(n+1)

.
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Razmeštanjem redova i kolona na odgovarajući način, prethodnu determinantu prevodimo u
oblik

hn = (−1)k det

[

A′ ∗
B′

]

= (−1)k detA′ · detB′ (4.4)

gde su matrice A′ i B′ date sa

A′ = det











0 −αc0 · · · −αck−1

c0 c1 − α2c0 ck − α2ck−1
...

. . .

ck−1 ck − α2ck−1 c2k−1 − α2c2k−2











i
B′ = [ci+j+1]0≤i,j≤k−1.

Opet, sabirajući kolonu j pomnoženu sa α2 i kolonu j + 1 (j = 0, 1, . . . , k − 1), dobićemo
determinantu

detA′ = det















0 −αc0 −α3c0 − αc1 −α5c0 − α3c1 − αc2 · · ·
c0 c1 c2 c3
c1 c2 c3 c4
c2 c3 c4 c5
...

. . .















(k+1)×(k+1)

.

koju možemo razviti duž prve vrste na sledeći način:

detA′ =
k
∑

l=1

(−1)l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1cl−1−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)]0≤i,j≤k−1. (4.5)

Sada, kombinujući (4.4) i (4.5), dobijamo da važi tvrd̄enje ove teoreme za n = 2k.

4.2 Determinante nalik-Hankelovoj bazirane na Cata-

lanovim brojevima

U ovom poglavlju su izložena izračunavanja determinanti koje su bazirane na nizu Catalanovih
brojeva C = (Cn)n∈N0 , što je dalje korǐsćeno u ostatku ove glave. Naš glavni instrument u
daljem radu je sledeća teorema koju su Gessel i Viennot dokazali u radu [49], a koja je data i u
radu Krattenthalera [64] (Teorema 3). Pre toga uvedimo pojam determinante nalik-Hankelovoj.

Definicija 4.2.1. Za niz (an)n∈N0 determinanta nalik-Hankelovoj je determinanta oblika:

det[aαi+j],

gde je (αi)n∈N0 proizvoljan niz.

Teorema 4.2.1. [49, 64] Neka je n pozitivan broj i neka su α0, α1, . . . , αn−1 nenegativni brojevi.
Tada je

det[Cαi+j]0≤i,j≤n−1 =
∏

0≤i<j≤n−1

(αj − αi)
n−1
∏

i=0

(i+ n)!(2αi)!

(2i)!αi!(αi + n)!
. (4.6)
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Posledica 4.2.2. Za svako t ∈ N0, Hankelova transformacija niza (Cn+t)n∈N0 je data sa

det[Ci+j+t]0≤i,j≤n−1 =
t−1
∏

p=0

p!(2n+ 2p)!

(2p)!(2n+ p)!
.

Uzimajući u obzir već uvedenu oznaku

χ(P ) =

{

1, ako je P istinito
0, u protivnom

,

možemo pokazati da važe naredne dve posledice.

Posledica 4.2.3. Za svako l = 0, 1, . . . , n− 1 važi da je

det[Ci+j+χ(j≥l)]0≤i,j≤n−1 =

(

l + n

2l

)

.

Dokaz. Ako označimo sa αi = i+ χ(i ≥ l), dokaz se svodi na izračunavanje determinante

det[cαi+j]0≤i,j≤n−1.

Prema Teoremi 4.2.1, potrebno je da nad̄emo sledeće proizvode:

P1 =
∏

0≤i<j≤n−1

(αj − αi) i P2 =
n−1
∏

i=0

(i+ n)!(2αi)!

(2i)!αi!(αi + n)!
.

Direktnim izračunavanjem dobijamo da je:

P1 =

(

k

l − 1

) n−1
∏

j=0

j! i P2 =
n!l!

n+1
∏

j=0

j!

· (2n+ 2)(l + n)!

(2l + 1)!
. (4.7)

Prvi proizvod je dobijen u zavisnosti od tri različita slučaja (i < j < l, l ≤ i < j, i ≤ l < j),
dok je za drugi bilo potrebno razlikovati samo dve mogućnosti: i < l ili i ≥ l. Primenom (4.7)
i Teoreme 4.2.1 dobijamo da je

det[Cαi+j]0≤i,j≤n−1 = P1 · P2 =

(

l + n

2l

)

.

Ovim je tvrd̄enje Posledice dokazano.

Posledica 4.2.4. Za svako l = 0, 1, . . . , n− 1 i svako t ∈ N0 važi da je

det[Ci+j+χ(j≥l)+t]0≤i,j≤n−1 =

(

l + n

2l

) t−1
∏

p=0

p!(2n+ 2p+ 1)!(p+ n+ l + 1)

(2p)!(2n+ p+ 1)!(2p+ 2l + 1)
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Dokaz. Dokaz se izvodi analogno prethodnom, uzimajući da je αi = i+ χ(i ≥ l) + t.

Sledeća lema omogućava jednostavnu generalizaciju Leme 4 iz [64], koja predstavlja njen
specijalan slučaj za A = B = 1.

Lema 4.2.5. Ako je A = [ai,j]i,j∈N0 data matrica, tada je

det[Aai,j + Bai+1,j ]0≤i,j≤n−1 =
n
∑

s=0

AsBn−s det[ai+χ(i≥s),j ]0≤i,j≤n−1.

gde su A i B proizvoljne konstante.

Kombinujući Teoremu 4.2.1 i Lemu 4.2.5 dobijamo narednu generalizaciju Posledice 5 iz
[64].

Posledica 4.2.6. Neka je n pozitivan broj i neka su α0, α1, . . . , αn nenegativni brojevi. Tada
je

det[ACαi+j +BCαi+j+1]0≤i,j≤n−1 =
∏

0≤i<j≤n

(αj − αi)
n−1
∏

i=0

(i+ n)!

(2i)!

n
∏

i=0

(2αi)!

αi!(αi + n)!

×
n
∑

s=0

AsBn−sαs!(αs + n)!

(2αs)!
∏s−1

j=0(αs − αj)
∏n

j=s+1(αj − αs)

Sledeće dve posledice predstavljaju specijalne slučajeve Posledice 4.2.6, a biće nam potrebne
u daljim razmatranjima tokom ove glave. Druga posledica nam omogućava direktnu general-
izaciju rezultata dokazanog od strane Cvetkovića, Rajkovića i Ivkovića u radu [34], koji se
odnosi na izračunavanje Hankelove transformacije niza (Cn + Cn+1)n∈N0 .

Posledica 4.2.7. Za svako t ∈ N0 i proizvoljne konstante A i B, Hankelova transformacija
niza (ACn+t + BCn+t+1)n∈N0 je data sa

det[ACi+j+t+BCi+j+t+1]0≤i,j≤n−1 =
n!(2n+ 2t)!

(t+ n)!(t+ 2n)!

t−1
∏

p=0

p!(2n+ 2p)!

(2p)!(2n+ p)!

n
∑

s=0

(s+ t)!(n+ s+ t)!

s!(n− s)!(2s+ 2t)!
AsBn−s.

Posledica 4.2.8. Hankelove transformacije nizova (α2Cn−βCn+1)n∈N0 i (α
2Cn+1−βCn+2)n∈N0

su date sa

det[α2Ci+j − βCi+j+1]0≤i,j≤n =
1

22n+3
√

α2 − 4β

[

(α +
√

α2 − 4β)2n+3 − (α−
√

α2 − 4β)2n+3
]

det[α2Ci+j+1 − βCi+j+2]0≤i,j≤n =
1

22n+4α
√

α2 − 4β

[

(α +
√

α2 − 4β)2n+4 − (α−
√

α2 − 4β)2n+4
]

(4.8)



4.3 Hankelova transformacija niza isprekidanih pomerenih Catalanovih brojeva 46

Dokaz. Označimo sa (ĥn)n∈N0 i (h̆n)n∈N0 Hankelove transformacije redom nizova

(α2Cn − βCn+1)n∈N0 i (α2Cn+1 − βCn+2)n∈N0 .

Uzimajući da je t = 0, 1 u Posledici 4.2.2, dobijamo redom:

ĥn =
n+1
∑

s=0

(−1)n−s+1α2sβn−s+1

(

n+ s+ 1

n− s+ 1

)

h̆n =
n+1
∑

s=0

(−1)n−s+1α2sβn−s+1

(

n+ s+ 2

n− s+ 1

)

(4.9)

Neposrednom proverom možemo utvrditi da oba niza zadovoljavaju sledeću diferencnu jednačinu

zn − (α2 − 2β)zn−1 + β2zn−2 = 0, (n ≥ 2)

sa početnim uslovima

ĥ0 = α2 − β, ĥ1 = α4 − 3α2β + β2 i h̆0 = α2 − 2β, h̆1 = α4 − 4α2β + 3β2.

Izraze (4.8) dobijamo kao odgovarajuća rešenja prethodne diferencne jednačine.

4.3 Hankelova transformacija niza isprekidanih pomerenih

Catalanovih brojeva

Posmatrajmo niz pomerenih Catalanovih brojeva Ct = (Ct
n)n∈N0 = (Cn+t)n∈N0 , gde je t ∈ N0

proizvoljan broj. Rezultati dobijeni u Poglavlju 4.1 iskorǐsćeni su za izračunavanje Hankelove
transformacije isprekidanih nizova CA,t = A(Ct) i CA,α,t = A(Ct;α). Primetimo da je

CA,t = (Ct, 0, Ct+1, 0, . . .), CA,α,t = (αCt, Ct+1, αCt+1, Ct+2, . . .).

Direktnom primenom Teoreme 4.1.1, Teoreme 4.1.2, Posledice 4.2.2 i Posledice 4.2.7 dobijamo
da važe sledeći izrazi za Hankelovu transformaciju.

Posledica 4.3.1. Hankelova transformacija niza CA,t = A(Ct) je data sa:

det[CA,t
i+j]0≤i,j≤n =























(2t)!(2k + 1)!

t!(2k + t+ 1)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2
, n = 2k

(2t)!(2k + t)!

t!(2k + 2t)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2
, n = 2k − 1

Posledica 4.3.2. Hankelova transformacija niza CA,α,t = A(Ct;α) je data sa:

det[CA,α,t
i+j ]0≤i,j≤n =































































2(2k + 1)!k!(2t)!(2k + 2t+ 1)!

t!(k + t)!(2k + t+ 1)!2

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

×
k
∑

s=0

(s+ t+ 1)!(k + s+ t+ 1)!

s!(k − s)!(2s+ 2t+ 2)!
(−1)k−sα2s+1, n = 2k

k!(2t)!

t!(k + t)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

×
k
∑

s=0

(s+ t)!(k + s+ t)!

s!(k − s)!(2s+ 2t)!
(−1)k−sα2s, n = 2k − 1
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Posledica 4.3.3. Isprekidana-Hankelova transformacija niza Ct je data sa:

h̃n = det[H̃Ct ](n+1)×(n+1) =

=



































































t!

(2t)!

t−1
∏

p=0

p!2(2k + p+ t)!

(2p)!2(2k + p)!

×
k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hCl+t−h

)

(

l + k − 1

2l

) t
∏

p=0

p+ k + l

2p+ 2l + 1
, n = 2k − 1

t!

(2t)!

t−1
∏

p=0

p!2(2k + p+ t+ 1)!

(2p)!2(2k + p+ 1)!

×
k
∑

l=1

(−1)k+l−1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1Cl+t−h−1

)

(

l + k

2l

) t−1
∏

p=0

p+ k + l + 1

2p+ 2l + 1
, n = 2k

4.4 Generalizacija inverznog reda funkcije x
1+αx+βx2

U Glavi 3 izračunali smo Hankelovu transformaciju inverznog reda funkcije Q(x) = x
1+αx+βx2 ,

kao i odgovarajućih pomerenih nizova. Podsetimo se da je po Definiciji 3.1.1 za datu funkciju
(generatrisu) v = f(u) koja zadovoljava uslov f(0) = 0, inverzni red zapravo niz (sn)n∈N0 za
koji važi

u = f−1(v) = s1v + s2v
2 + · · ·+ snv

n + · · · ,
uz uslov da je u = f−1(v), inverzna funkcija funkcije v = f(u).

Opšti član niza dobijenog inverzijom Q(x) = x
1+αx+βx2 je dat sa (kao što je i izračunato u

[6, 16])
[n−1

2
]

∑

k=0

(

n− 1

2k

)

Ckα
n−2k−1βk. (4.10)

Posmatrajmo, sledeću generalizaciju (un(t))n∈N0 toga niza, datu sa:

un(t) =

[n−1
2

]
∑

k=0

(

n− 1

2k

)

Ck+tα
n−2k−1βk. (4.11)

Pri tome, napomenimo da se (4.11) svodi na (4.10) uzimajući da je t = 0.

Posmatrajmo pomerene nizove (u∗
n(t))n∈N0 i (u

∗∗
n (t))n∈N0 definisane redom sa u∗

n(t) = un+1(t)
i u∗∗

n (t) = un+2(t). U Glavi 3 izračunate su odgovarajuće Hankelove transformacije h∗
n(0), h

∗∗
n (0)

i hn(0) korǐsćenjem metoda baziranog na ortogonalnim polinomima [34, 94] (Teoreme 3.3.1 i
3.3.2 i Posledica 3.4.3).

Potpuno drugačiji pristup od onog korǐsćenog u dokazu Teorema 3.3.1 i 3.3.2, a takod̄e
baziran na ortogonalnim polinomima, dat je u skorašnjem radu [30].

U sledećem poglavlju, su izračunate Hankelove transformacije h∗
n(t), h∗∗

n (t) i hn(t) koje
omogućavaju generalizaciju Teorema 3.3.1, 3.3.2 i Posledice 3.4.3. Dokaz im je baziran na
primeni opadajuće α-binomne transformacije i rezultatima dobijenim u prethodnom poglavlju.



4.5 Opadajuća α-binomna transformacija 48

4.5 Opadajuća α-binomna transformacija

Podsetimo se da je, po Definiciji 2.6, opadajuća α-binomna transformacija b = Bf(a;α), za
dati niz a = (an)n∈N0 jednaka sa:

bn =
n
∑

k=0

(

n

k

)

αn−kak.

Takod̄e smo u Glavi 2 naveli i jednu generalizaciju (Teorema 2.5.11) dobro poznatog rezultata
Spiveya i Steila iz [102], a koji je naveden u Teoremi 2.5.11. Po toj teoremi važi da je

H(Bf(a;α)) = H(a).

Opadajuća α-binomna transformacija se može zapisati u obliku sledeće matrične forme:

b = Bαa, Bα =
[

(

n

k

)

αn−k
]

n,k∈N0

gde su nizovi a i b tretirani kao odgovarajuće vektor kolone. Ista notacija je korǐsćena i u
nastavku ove glave. Matrica Bα se naziva α-binomna matrica.

Naredna Lema nam daje vezu izmed̄u Hankelovih matrica

Ha = [ai+j ]i,j∈N0 , Hb = [bi+j]i,j∈N0

i matrice Bα.

Lema 4.5.1. Ako je b = Bf(a;α), tada važi da je

Hb = BαHa(B
α)T . (4.12)

Dokaz. Pod̄imo od opšteg člana bn+m matrice Hb:

bn+m =
n+m
∑

t=0

(

n+m

t

)

αn+m−tat.

Primenom dobro poznatog rezultata

(

n+m

t

)

=
n
∑

k=0

(

n

k

)(

m

t− k

)

dobićemo

bn+m =
n+m
∑

t=0

n
∑

k=0

(

n

k

)(

m

t− k

)

αn+m−tat =
m
∑

l=0

n
∑

k=0

(

n

k

)(

m

l

)

αn+m−k−lak+l

=
m
∑

l=0

n
∑

k=0

(

n

k

)

αn−k · ak+l ·
(

m

l

)

αm−l =
m
∑

l=0

n
∑

k=0

(

Bα
)

nk
· ak+l ·

(

Bα
)

ml
.

Time je dokaz leme kompletiran.
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4.6 Izračunavanje Hankelove transformacije nizova un(t),

u∗n(t) i u
∗∗
n (t)

U ovom poglavlju je pokazano da su nizovi u∗
n(t) i u

∗∗
n (t) zapravo, opadajuće α-binomne trans-

formacije A(c) i A(c;α), gde je c = (βnCt+n)n∈N0 . Takod̄e je pokazano da je H(u(t)) isto što i
isprekidana-Hankelova transformacija niza c.

Koristeći ovo, možemo primeniti rezultate iz Poglavlja 4.1, Poglavlja 4.2 i Poglavlja 4.3 da
bi izračunali Hankelove transformacije nizova (u∗

n(t))n∈N0 , (u
∗∗
n (t))n∈N0 i (un(t))n∈N0 .

Glavni rezultati ovog poglavlja su Teoreme 4.6.2-4.6.4. Kao poseban slučaj ovih izračunavanja
(za t = 0), je potvrd̄ivanje Teorema 3.3.1, 3.3.2, kao i Posledice 3.4.3, dokazane u [16].

4.6.1 Niz u∗n(t)

Neka je dat niz (cn)n∈N0 definisan sa cn = βnCn+t i neka je p = A(c), tj.

pn =

{

βkCk+t, n = 2k

0, n = 2k − 1
.

Podsetimo se da se niz u∗
n(t) može zapisati na sledeći način (direktno iz (4.11)):

u∗
n(t) = un+1(t) =

[n
2
]

∑

k=0

(

n

2k

)

αn−2kβkCk+t =
n
∑

l=0

(

n

l

)

αn−lpl

odakle sledi da je (u∗
n(t))n∈N0 = Bf

(

p;α
)

, a samim tim i h∗(t) = H(p) (Teorema 2.5.11). Za

dalji rad nam je potrebna još i naredna propozicija.

Propozicija 4.6.1. Neka je s = (sn)n∈N0 proizvoljan niz i neka je h = H(s) njegova Hankelova
transformacija. Tada je

H
(

(rnsn)n∈N0

)

= (rn(n+1)hn)n∈N0

gde je r proizvoljan broj.

Dokaz. Hankelova transformacija H
(

(rnsn)n∈N0

)

niza (rnsn)n∈N0 je niz (qn)n∈N0 , čiji je opšti
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član jednak sa:

qn =det











r0s0 r1s1 · · · rnsn
r1s1 r2s2 rn+1sn+1
...

. . .

rnsn rn+1sn+1 r2ns2n











=r0 · r1 · r2 · · · rn · det











s0 s1 · · · sn
r1s1 r1s2 r1sn+1
...

. . .

rnsn rnsn+1 rns2n











=(r0 · r1 · r2 · · · rn)2 · det











s0 s1 · · · sn
s1 s2 sn+1
...

. . .

sn sn+1 s2n











=rn(n+1)hn,

čime je tvrd̄enje Propozicije dokazano.

Primetimo i da se niz p = A(c) može zapisati i u obliku p = (βn/2CA,t
n )n∈N0 gde je CA,t =

A(Ct) (iz Poglavlja 4.3). Dakle, važi da je

h∗
n(t) = det[pi+j]0≤i,j≤n = β(

n+1
2 ) det[CA,t

i+j]0≤i,j≤n. (4.13)

Sledeća teorema se može dobiti neposredno iz (4.13) i Posledice 4.3.1.

Teorema 4.6.2. Hankelova transformacija (h∗
n(t))n∈N0 niza (u∗

n(t))n∈N0 je data sa:

h∗
2k(t) = β(

2k+1
2 ) (2t)!(2k + 1)!

t!(2k + t+ 1)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

h∗
2k−1(t) = β(

2k
2 ) (2t)!(2k + t)!

t!(2k + 2t)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

(4.14)

Napomenimo da se smenom t = 0 potvrd̄uje činjenica da je h∗
n(0) = β(

n+1
2 ) iz Teoreme 3.3.1.

4.6.2 Niz u∗∗n (t)

Neka je a = A
(

c;α
)

, tj. α-isprekidana transformacija niza cn = βnCn+t. Niz a = (an)n∈N0 se

može zapisati u sledećem obliku

an =

{

αβkCk+t, n = 2k

βkCk+t, n = 2k − 1
. (4.15)

Prema (4.11) imamo da je

u∗∗
n (t) =

[n+1
2

]
∑

k=0

(

n

2k − 1

)

αn−(2k−1)βkCk+t +

[n+1
2

]
∑

k=0

(

n

2k

)

αn−2k(αβkCk+t) =
n
∑

l=0

(

n

l

)

αn−lal.
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Dakle, na osnovu u∗∗(t) = Bf(a;α) i iz Leme 2.5.11 zaključujemo da je H(u∗∗(t)) = H(a).

Pretpostavimo da je n = 2k− 1. Na osnovu Teoreme 4.1.2 i Propozicije 4.6.1, dobijamo da
je

det[ai+j]0≤i,j≤n = det[α2βi+jCi+j+t − βi+j+1Ci+j+t+1]0≤i,j≤k−1 · det[βi+j+1Ci+j+t+1]0≤i,j≤k−1

= βk(2k−1) det[α2Ci+j+t − βCi+j+t+1]0≤i,j≤k−1 · det[Ci+j+t+1]0≤i,j≤k−1

(4.16)
Slično, za n = 2k imamo da je

det[ai+j]0≤i,j≤n = α det[α2βi+j+t+1Ci+j+t+1 − βi+j+2Ci+j+t+2]0≤i,j≤k−1 · det[βi+j+1Ci+j+t]0≤i,j≤k

= αβk(2k+1) det[α2Ci+j+t+1 − βCi+j+t+2]0≤i,j≤k−1 · det[Ci+j+t]0≤i,j≤k.
(4.17)

Ako sada iskoristimo Posledicu 4.2.2 i Posledicu 4.2.7 dobijamo da važi naredna teorema.

Teorema 4.6.3. Hankelova transformacija (h∗∗
n (t))n∈N0 niza (u∗∗

n (t))n∈N0 je data sa:

h∗∗
2k−1(t) = βk(2k−1) k!(2t)!

t!(k + t)!

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

×
k
∑

s=0

(s+ t)!(k + s+ t)!

s!(k − s)!(2s+ 2t)!
(−1)k−sβk−sα2s,

h∗∗
2k(t) = βk(2k+1)2(2k + 1)!k!(2t)!(2k + 2t+ 1)!

t!(k + t)!(2k + t+ 1)!2

t
∏

p=0

p!2(2k + 2p)!2

(2p)!2(2k + p)!2

×
k
∑

s=0

(s+ t+ 1)!(k + s+ t+ 1)!

s!(k − s)!(2s+ 2t+ 2)!
(−1)k−sβk−sα2s+1.

(4.18)

Smenom t = 0 u (4.16) i (4.17) dobijamo da važi

hn(0) =

{

βk(2k−1) det[α2Ci+j − βCi+j+1]0≤i,j≤k−1, n = 2k − 1

αβk(2k+1) det[α2Ci+j+1 − βCi+j+2]0≤i,j≤k−1, n = 2k

pa na osnovu Posledice 4.2.8 potvrd̄ujemo rezultate Teoreme 3.3.2.

4.6.3 Niz un(t)

Već smo dokazali da je u∗(t) = Bf
(

p;α
)

i u∗∗(t) = Bf(a;α). Prva jednakost može se zapisati,

u matričnoj formi, na sledeći način: u∗(t) = Bαp. Osim toga, prema Lemi 4.5.1 imamo da je

Hu∗∗(t) = BαHa(B
α)T

pa važi matrična jednakost:

[

1
Bα

] [

0 pT

p Ha

] [

1
(Bα)T

]

=

[

0 pT (Bα)T

Bαp BαHa(B
α)T

]

=

[

0 (u∗(t))T

u∗(t) Hu∗∗(t)

]

= Hu(t) (4.19)
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Dakle, determinanta (n+ 1)× (n+ 1) glavnog minora Hu(t), formiranog od redova i kolona sa
indeksima 1, 2, . . . , n+ 1, jednaka je istom minoru matrice

H̃c =

[

0 pT

p Ha

]

.

Drugim rečima, hn(t) je jednako n-tom članu isprekidane-Hankelove transformacije niza (cn)n∈N0 ,
pa se, može izračunati primenom Teoreme 4.1.3.

Teorema 4.6.4. Hankelova transformacija (hn(t))n∈N0 niza (un(t))n∈N0 je data sa:

h2k−1(t) = β(k−1)(2k−1) t!

(2t)!

t−1
∏

p=0

p!2(2k + p+ t)!

(2p)!2(2k + p)!

×
k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hβk−1−hCl+t−h

)

(

l + k − 1

2l

) t
∏

p=0

p+ k + l

2p+ 2l + 1

h2k(t) = βk(2k−1) t!

(2t)!

t−1
∏

p=0

p!2(2k + p+ t+ 1)!

(2p)!2(2k + p+ 1)!

×
k
∑

l=1

(−1)k+l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1βk−1−hCl+t−h−1

)

(

l + k

2l

) t−1
∏

p=0

p+ k + l + 1

2p+ 2l + 1

(4.20)

Dokaz. U zavisnosti od parnosti broja n, razlikujemo dva slučaja.

Slučaj 1. n = 2k − 1 je neparno.
Primenom Teoreme 4.1.3 imamo da važi h2k−1(t) = P1 · P2 gde je

P1 = det[ci+j]0≤i,j≤k−1 = det[βi+jCi+j+t]0≤i,j≤k−1 = βk(k−1) det[Ci+j+t]0≤i,j≤k−1 (4.21)

i

P2 =
k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hcl−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)+1]0≤i,j≤k−2

=
k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hβl−hCl+t−h

)

βk2−k−l det[Ci+j+χ(j≥l)+t+1]0≤i,j≤k−2.

(4.22)

Prema Posledici 4.2.2 i Posledici 4.2.4, uz formule (4.21) i (4.22), dobijamo izraz za h2k−1(t) u
(4.20).
Slučaj 2. n = 2k je parno.

Sada je h2k(t) = P1 · P2 gde je

P1 = det[βi+j+1Ci+j+t+1]0≤i,j≤k−1 = βk2 det[Ci+j+t+1]0≤i,j≤k−1 (4.23)

a prema Propoziciji 4.6.1 je

P2 =
k
∑

l=1

(−1)k+l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1cl−1−h

)

det[ci+j+χ(j≥l)]0≤i,j≤k−1

=
k
∑

l=1

(−1)k+l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1βl−1−hCl+t−1−h

)

βk2−l det[Ci+j+χ(j≥l)+t]0≤i,j≤k−1.

(4.24)
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Slično kao u prethodnom slučaju, prema Posledici 4.2.2 i Posledici 4.2.3, uz formule (4.23) i
(4.24), dobijamo izraz za h2k(t) u (4.20).

U specijalnom slučaju, kada je t = 0, izraz (4.20) se svodi na:

h2k−1(0) = β(k−1)(2k−1)

k−1
∑

l=0

(−1)k+l
(

l
∑

h=0

α2hβk−h−1Cl−h

)

(

l + k

2l + 1

)

h2k(0) = βk(2k−1)

k
∑

l=1

(−1)k+l+1
(

l−1
∑

h=0

α2h+1βk−h−1Cl−1−h

)

(

l + k

2l

)

(4.25)

Dokaz Teoreme 3.4.3. Izraz (4.25) se, zamenom poretka sumiranja, može transformisati u
sledeći oblik:

h2k−1(0) = β(k−1)(2k−1)

k−1
∑

h=0

α2hβk−1−h

k−1
∑

l=h

(−1)k+lCl−h

(

l + k

2l + 1

)

h2k(0) = βk(2k−1)

k−1
∑

h=0

α2h+1βk−1−h

k
∑

l=h+1

(−1)k+l+1Cl−1−h

(

l + k

2l

)

(4.26)

Neka je zn = β−(n2)hn(0) a u drugoj jednakosti iz (4.26) smanjene granice u l za 1. Izrazi za z2k
i z2k−1 su

z2k−1 =
k−1
∑

h=0

α2hβk−1−h

k−1
∑

l=h

(−1)k+lCl−h

(

l + k

2l + 1

)

,

z2k =
k−1
∑

h=0

α2h+1βk−1−h

k−1
∑

l=h

(−1)k+lCl−h

(

l + k + 1

2l + 2

)

.

(4.27)

Neposrednom proverom možemo zaključiti da zn zadovoljava tročlanu linearnu diferencnu jednačinu

zn+2 − αzn+1 + βzn = 0

za svako n ∈ N0, odakle direktno sledi izraz (3.27) u Teoremi 3.4.3:

hn(0) = β(
n

2)zn =
β(

n

2)

2n
√

α2 − 4β

[(

α−
√

α2 − 4β
)n

−
(

α +
√

α2 − 4β
)n]

.

Dakle, potvrdili smo tvrd̄enje Teoreme 3.4.3.



Glava 5

Hankelova transformacija inverznog

reda funkcije
x(1−αx)
1−βx

Traženje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju inverznog reda (vn)n∈N0

funkcije x(1−αx)
1−βx

, ali i odgovarajućih pomerenih nizova (v∗n)n∈N0 i (v∗∗n )n∈N0 je glavna tema
i ove glave. Osim toga, nad̄ena je i LU -faktorizacija Hankelove matrice H∗

n koja odgovara
nizu (v∗n)n∈N0 , koja potvrd̄uje tačnost dobijenog izraza za njegovu Hankelovu transformaciju.
Relaciju koja povezuje Hankelovu transformaciju ovih nizova pretpostavio je P. Barry u radu
[8] (Pretpostavka 6). Cilj ove glave je da potvrdi neke rezultate, da pruži dokaze pomenutim
pretpostavkama, ali i da doda neke nove rezultate i činjenice iz ove oblasti. Metodologija i
način rasud̄ivanja je sličan kao i u Glavi 3.

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi su originalni i preuzeti iz objavljenog rada [15].

5.1 Inverzni red funkcije B(x) = x(1−αx)
1−βx

Posmatrajmo niz (vn)n∈N0 zadat inverznim redom funkcije

B(x) =
x(1− αx)

1− βx

gde je β 6= 0. Funkcija generatrisa V (x) niza (vn)n∈N0 je rešenje jednačine

B(V (x)) =
V (x)(1− αV (x))

1− βV (x)
= x (5.1)

uz uslov V (0) = 0 i data je sa

V (x) =
1 + βx−

√

1− 2(2α− β)x+ β2x2

2α
. (5.2)

Opšti član niza (vn)n∈N0 je (videti Propoziciju 19 u [6]):

vn =

⌊n−1
2

⌋
∑

k=0

(

n+ k − 1

2k

)

Ckα
k(−β)n−k−1. (5.3)

54
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Glavni cilj ove glave je izračunavanje Hankelove transformacije niza (vn)n∈N0 , tj. inverznog reda
funkcije B(x), ali i njegovih pomerenih nizova (v∗n)n∈N0 i (v∗∗n )n∈N0 definisanih sa v∗n = vn+1 i
v∗∗n = vn+2. Označimo Hankelove transformacije nizova (vn)n∈N0 , (v

∗
n)n∈N0 i (v

∗∗
n )n∈N0 sa hn, h

∗
n i

h∗∗
n , respektivno. Direktnim izračunavanjem1 možemo dobiti proizvoljan broj početnih članova

svakog od navedenih nizova koji su dati u narednom primeru.

Primer 5.1.1. Prvih nekoliko članova pomenutih nizova je dato sa:

vn =
(

0, 1, α− β, 2α2 − 3αβ + β2, 5α3 − 10α2β + 6αβ2 − β3, 14α4 − 35α3β + 30α2β2 − 10αβ3 + β4, . . .
)

v∗n =
(

1, α− β, 2α2 − 3αβ + β2, 5α3 − 10α2β + 6αβ2 − β3, 14α4 − 35α3β + 30α2β2 − 10αβ3 + β4, . . .
)

v∗∗n =
(

α− β, 2α2 − 3αβ + β2, 5α3 − 10α2β + 6αβ2 − β3, 14α4 − 35α3β + 30α2β2 − 10αβ3 + β4, . . .
)

hn =
(

0,−1,−α(α− β)(2α− β),−α3(α− β)3(3α2 − 3αβ + β2),−α6(α− β)6(4α3 − 6α2β + 4αβ2 − β3), . . .
)

h∗n =
(

1, α(α− β), α3(α− β)3, α6(α− β)6, . . .
)

h∗∗n =
(

α− β, α(α− β)3, α3(α− β)6, α6(α− β)10, . . .
)

5.2 Moment reprezentacija

Moment reprezentaciju niza v∗∗n odred̄ujemo primenom Stieltjes-Perronove inverzione formule.

Teorema 5.2.1. Težinska funkcija čiji su momenti jednaki (v∗∗n )n∈N0 data je sa:

w∗∗(x) =

{ √
4α(α−β)−(x−2α+β)2

2πα
, x ∈ [x1, x2]

0 , u protivnom
(5.4)

gde su x1,2 = 2α− β ± 2
√

α2 − αβ.

Dokaz. Korǐsćenjem (5.3) i (5.2), imamo da je

v∗∗n = vn+2 =
n+1
∑

k=0

(

n− k + 1

2k

)

Ckα
k(−β)n−k+1 (5.5)

niz čija je funkcija generatrisa

V ∗∗(x) =
1 + βx−

√

1− 2(2α− β)x+ β2x2

2αx2
. (5.6)

Da bi primenili Stieltjes-Perronovu inverzionu formulu (tj. Teoremu 2.5.4), uvedimo novu
oznaku. Označimo sa F ∗∗(z) sledeći izraz:

F ∗∗(z) =
1

z
V ∗∗
(1

z

)

=
z + β −

√

(z − 2α + β)2 − 4α(α− β)

2α

Cilj nam je da pronad̄emo funkciju w∗∗(x) = µ′(t), gde je µ(t) is definisano sa

µ(t)− µ(0) = − 1

π
lim
y→0+

∫ t

0

Im F ∗∗(x+ iy) dx. (5.7)

1Opet je od velike pomoći bilo korǐsćenje programskog paketa MATHEMATICA
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Posmatrajmo funkciju F ∗∗(z) u gornjoj poluravni {z ∈ C : Im z > 0} kompleksne ravni.
Funkcija

σ(z) =
√

(z − 2α + β)2 − 4α(α− β)

ima dve tačke grananja. To su

x1 = 2α− β − 2
√

α2 − αβ i x2 = 2α− β + 2
√

α2 − αβ.

Izaberimo regularnu granu kvadratnog korena u prethodnom izrazu, tj. onu granu korena koji
ima pozitivnu vrednost kad je izraz pod korenom pozitivan.

Eksplicitnim izračunavanjem dobijamo da je integral funkcije F ∗∗(z) jednak

∫

F ∗∗(z) dz =
2zβ + z2 − (z − 2α + β)σ(z)− 4α(β − α) log 2(z − 2α + β + σ(z))

4α
. (5.8)

Ako uvedemo oznake:
M∗∗

σ (x) = lim
y→0+

Im σ(x+ iy),

l∗∗(z) = log (z − 2α + β + σ(z)),

M∗∗
l (x) = lim

y→0+
Im l∗∗(x+ iy),

(5.9)

onda sledeće izraze možemo dobiti direktnim izračunavanjem:

M∗∗
σ (x) =

{ √

4α(α− β)− (x− 2α + β)2, x ∈ [x1, x2]
0 , u protivnom

,

M∗∗
l (x) =































π , x < x1

π + arctan

√
4α(α−β)−(x−2α+β)2

x−2α−β
, x ∈ [x1, 2α− β)

π
2
, x = 2α− β

arctan

√
4α(α−β)−(x−2α+β)2

x−2α−β
, x ∈ (2α− β, x2]

0 , x > x2

.

(5.10)

Iz Stieltjes-Perronove inverzione formule sada zaključujemo da je µ(x) = − 1
π
M∗∗(x) gde je

M∗∗(x) = −x− 2α + β

4α
M∗∗

σ (x)− (β − α)M∗∗
l (x).

Dakle, imamo da je

w∗∗(x) = (µ(x))′ =

√

4α(α− β)− (x− 2α− β)2

2απ
, x ∈ [x1, x2] (5.11)

čime je završen dokaz teoreme.

Neposrednim izračunavanjem možemo naći da je

v∗0 = v1 = 1 =

∫ x2

x1

w∗∗(x)

x
dx.

Prethodni izraz i Teorema 5.2.1 nam daju narednu posledicu.
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Posledica 5.2.2. Težinska funkcija w∗(x) niza (v∗n)n∈N0 je data sa:

w∗(x) =

{ √
4α(α−β)−(x−2α+β)2

2παx
, x ∈ [x1, x2]

0 , u protivnom
(5.12)

Sledeći ovu ideju, posmatrajmo funkciju w̃(x) = w∗(x)
x

. Pošto je

∫ x2

x1

w̃(x) dx =
α− β

αβ
6= 0 = v0,

sledi da je w̃(x) težinska funkcija niza (ṽn)n∈N0 definisanog sa

ṽn =

{ α−β
αβ

, n = 0

vn , n ≥ 1
. (5.13)

Drugim rečima, važi sledeća posledica:

Posledica 5.2.3. Težinska funkcija w̃(x) niza (ṽn)n∈N0 je data sa:

w̃(x) =

{ √
4α(α−β)−(x−2α+β)2

2παx2 , x ∈ [x1, x2]
0 , u protivnom

(5.14)

5.3 Hankelova transformacija nizova vn, v
∗
n, v

∗∗
n i ṽn

Najpre racunamo Hankelovu transformaciju niza v∗∗n .

Teorema 5.3.1. Hankelova transformacija (h∗∗
n )n∈N0 niza (v∗∗n )n∈N0 je data sa

h∗∗
n = α(

n+1
2 )(α− β)(

n+2
2 ) (5.15)

Dokaz. U dokazu ove teoreme koristimo Heilermannovu formulu (2.12) i transformaciju težinske
funkcije navedene u Lemi 2.5.6. Pošto je

w∗∗(x) =

√

4α(α− β)− (x− 2α + β)2

2πα
=

√

α2 − αβ

πα

√

1−
( x

2
√

α2 − αβ
− 2α− β

2
√

α2 − αβ

)2

polazimo od moničnih Chebyshevljevih polinoma druge vrste, već pominjanih u prethodnoj
glavi. Njihova težinska funkcija w(0)(x) je, kao što smo već rekli, oblika

w(0)(x) =
√
1− x2

gde su koeficijenti α
(0)
n i β

(0)
n dati sa

α(0)
n = 0, (n ≥ 0) β

(0)
0 =

π

2
, β(0)

n =
1

4
, (n > 1). (5.16)

Sada, pošto je

w∗∗(x) =

√

α2 − αβ

πα
w(0)

( x

2
√

α2 − αβ
− 2α− β

2
√

α2 − αβ

)
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možemo primeniti Lemu 2.5.6 gde je a = 1

2
√

α2−αβ
, b = − 2α−β

2
√

α2−αβ
i C =

√
α2−αβ

πα
. Odavde

dobijamo da je

α∗∗
n =

α
(0)
n − b

a
= 2α− β (n ∈ N0),

β∗∗
0 = c

β
(0)
0

|a| = α− β,

β∗∗
n =

β
(0)
n

a2
= α(α− β) (n ∈ N).

(5.17)

Izraz u zatvorenom obliku za (h∗∗
n )n∈N0 sada dobijamo direktnom primenom Heilermannove

formule (2.12):

h∗∗
n = vn+1

0 βn
1 β

n−1
2 · · · βn

= (α− β)n+1αn(α− β)nαn−1(α− β)n−1 · · ·α(α− β)

= α(
n+1
2 )(α− β)(

n+2
2 ).

Ovim je teorema dokazana.

Sledeće dve teoreme se mogu dobiti daljim korǐsćenjem odgovarajućih transformacija težinske
funkcije w∗∗(x) i nastavljanjem tehnike slične onoj koja je korǐsćena u dokazu Teoreme 5.3.1.

Teorema 5.3.2. Hankelova transformacija niza (v∗n)n∈N0 je data sa

h∗
n = (α(α− β))(

n+1
2 ). (5.18)

Dokaz. Primenimo transformaciju w∗(x) = w∗∗(x)
x

. Da bi primenili Lemu 2.5.8 moramo uvesti
pomoćni niz (rn)n≥−1 na sledeći način

r−1 = −
∫

w∗∗(x) dx, rn = −α∗∗
n − β∗∗

n

rn−1

, n ≥ 0.

Pored toga, korǐsćenjem prethodnog izraza i matematičke indukcije, možemo utvrditi da je

r−1 = −1, rn = −α, n ≥ 0.

Sada su uslovi Leme 2.5.8 zadovoljeni, pa njenom primenom nalazimo da je

α∗
0 = α∗∗

0 + r0 = α− β, α∗
n = α∗∗

n + rn − rn−1 = 2α− β (n ≥ 1)

i
β∗
0 = −r−1 = 1, β∗

n = β∗∗
n−1

rn−1

rn−2

(n ≥ 1).

Primena Heilermannove formule (2.12) nam daje izraz u zatvorenom obliku za h∗
n:

h∗
n = (β∗

0)
n+1(β∗

1)
n(β∗

2)
n−1 · · · β∗

n =
[

α(α− β)
](n+1

2 )
,

čime je dokaz teoreme završen.
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Teorema 5.3.3. Hankelova transformacija niza (ṽn)n∈N0 je data sa:

h̃n =
[α(α− β)](

n

2)

β

[2α− β

α
(α− β)n − αn

]

. (5.19)

Dokaz. Primetimo da je transformacija w̃(x) = w∗(x)
x

istog tipa, kao ona u dokazu Teoreme
5.3.2. Niz (rn)n≥−1 definǐsimo sledećom rekurentnom relacijom:

r−1 = −α− β

αβ
, rn = −α∗

n −
β∗
n

rn−1

. (5.20)

Osim toga, za koeficijente β̃n važi

β̃0 = −r−1, β̃n = β∗
n−1

rn−1

rn−2

(n ≥ 1).

Primenom Heilermannove formule (2.12) imamo da je

h̃n+1

h̃n

= β̃0β̃1β̃2 · · · β̃n+1 =
α− β

αβ
β∗
0

r0
r−1

β∗
1

r1
r0

· · · β∗
n

rn
rn−1

= −β∗
0β

∗
1 · · · β∗

nrn

=− [α(α− β)]nrn,

(5.21)

odakle sledi

rn = − h̃n+1

[α(α− β)]nh̃n

. (5.22)

Ako iskoristimo rekurentnu relaciju (5.20) i relaciju (5.22), dobijamo

− h̃n+1

[α(α− β)]nh̃n

= −(2α− β)− α(α− β)

− h̃n

[α(α−β)]nh̃n−1

,

a samim tim i
h̃n+1 = (2α− β)[α(α− β)]nh̃n − [α(α− β)]2nh̃n−1.

Da bi rešili prethodnu rekurentnu jednačinu, uvedimo novi niz (sn)n∈N0 definisan sa

sn = [α(α− β)]−
n
2

2 h̃n.

Zamenom u prethodnoj jednačini dobijamo linearnu diferencnu jednačinu

sn+1 −
2α− β

√

α(α− β)
sn + sn−1 = 0 (5.23)

sa početnim uslovima

s0 = h̃0 =
α− β

αβ
, s1 = [α(α− β)]−

1
2 h̃1 =

α2 − 3αβ + β2

αβ
√

α(αβ)
.

Rešavanjem jednačine (5.23) dobijamo:

sn = − 1

β

[ α
√

α(α− β)

]n

+
2α− β

αβ

[ α− β
√

α(α− β)

]n

.

Na kraju, smenom h̃n = sn

[

α(α− β)
]n

2

2
, završavamo dokaz teoreme.
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Sada, ako primenimo Lemu 3.4.2 koja nam daje vezu izmed̄u Hankelovih transformacija
nizova koji se razlikuju samo u početnom članu, tj. samo u članu sa indeksom 0, možemo izvesti
glavni rezultat ovog poglavlja, odnosno izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju
niza (vn)n∈N0 .

Teorema 5.3.4. Hankelova transformacija niza (vn)n∈N0 je data sa

hn =
1

β

(

α(α− β)
)(n2)(

(α− β)n − αn
)

. (5.24)

Dokaz. Sledi neposredno, iz Leme 3.4.2 i Teoreme 5.3.3, nakon primene odgovarajućih alge-
barskih sred̄ivanja izraza.

Kao direktna posledica Teorema 5.3.1, 5.3.2 i 5.3.4, dobijamo Pretpostavku 6 iz [8].

Posledica 5.3.5. Važe sledeće relacije:

1)
hn

h∗
n−1

=
(α− β)n − αn

β
,

2)
h∗∗
n

h∗
n

= (α− β)n+1 .

5.4 Hankelova transformacija inverznog reda x(1 − αx) i

LU-faktorizacija Hankelove matrice H∗
n

Primetimo da je ovo u stvari slučaj x(1−αx)
1−βx

kada je β = 0. Inverzija reda x(1− αx), tj. rešenje

jednačine V (x)(1− αV (x)) = x, je dato sa

V (x) =
1−

√
1− 4αx

2α
.

Ova funkcija je funkcija generatrisa niza (vn)n∈N0 definisanog sa

vn =

{

0 , n = 0
Cn−1α

n−1 , n ≥ 1.

gde je (Cn)n∈N0 niz Catalanovih brojeva.
Na primer, slučaj kad je α = 1 ovaj niz se svodi na niz Catalanovih brojeva koji započinje

sa 0. Napomenimo da je Barry dao formulu za pomenutu LU -faktorizaciju za ovaj specijalan
slučaj u radu [8] (Primer 7), ali bez dokaza. U ovom poglavlju je u potpunosti izvedena formula
za LU faktorizaciju Hankelove matrice H∗

n. Kao direktna posledica toga dobijen je još jedan
način izračunavanja Hankelove transformacije h∗

n u ovom slučaju.

Primetimo da su izrazi za hn, h
∗
n i h∗∗

n , dobijeni u prethodnom poglavlju, polinomu po α i
β. Slučaj kada je β = 0 se rešava krajnje jednostavno, pustajući da β → 0 u svim prethodnim
izrazima. Dakle, dobijamo da važi naredna teorema.
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Teorema 5.4.1. Korǐsćenjem prethodno uvedene notacije, imamo da je:

1) hn = −nαn2−1,
hn+1

h∗
n

= −(n+ 1)αn ;

2) h∗
n = αn(n+1) ;

3) h∗∗
n = α(n+1)2 ,

h∗∗
n

h∗
n

= αn+1 .

Dokaz. Relacije 2) i 3) slede direktno iz Teorema 5.3.1 i 5.3.2 za slučaj da je β = 0. Ostaje
samo da se pokaže prva relacija. Kako za pomeren niz (q∗n)n∈N0 važi da je h∗

n = αn(n+1), imamo
da je:

hn = −nh∗
n−1α

n−1 ,

odnosno
hn = −nαn2−1.

Na kraju zaključujemo da važi:

hn+1

h∗
n

= −(n+ 1)αn(n+2)

αn(n+1)
= −(n+ 1)αn.

Označimo sada sa H∗
n = [v∗i+j]0≤i,j≤n Hankelovu matricu niza (v∗n)n∈N0 . Sledeća teorema

nam daje LU -faktorizaciju matrice H∗
n.

Teorema 5.4.2. Faktorizacija H∗
n = LnL

T
n važi, za Ln = [Li,k]0≤i,k≤n gde je

Li,k =

(

2i

i+ k

)

2k + 1

i+ k + 1
αi.

Dokaz. Koeficijent uz xi+j+1 u F (x) = (1− αx)2(1 + αx)2i+2j jednak je:

[xi+j+1]F (x) =
[

(

2i+ 2j

i+ j + 1

)

− 2

(

2i+ 2j

i+ j

)

+

(

2i+ 2j

i+ j − 1

)

]

αi+j+1 = −2Ci+jα
i+j+1. (5.25)

Sa druge strane, koeficient uz xk u Gi(x) = (1− αx)(1 + αx)2i jednak je:

ci,k = [xk]Gi(x) =
[

(

2i

k

)

−
(

2i

k − 1

)

]

αk =

(

2i

k

)

2i− 2k + 1

2i− k + 1
αk. (5.26)

Sada, s obzirom da je F (x) = Gi(x)Gj(x), pretpostavljajući da je i ≥ j imamo da važi:

[xi+j+1]F (x) =

i+j+1
∑

k=i−j

ci,kcj,i+j+1−k =

j
∑

k=−j−1

ci,i+k+1cj,j−k.

Neposrednom proverom možemo utvrditi da je cl,l+k+1 = −cl,l−kα
2k+1 i cl,l−k = Ll,kα

−k za svako
k = 0, 1, . . . , l i l ∈ N0. Na osnovu toga, prethodnu sumu možemo zapisati kao

[xi+j+1]F (x) = −2

j
∑

k=0

ci,i−kcj,j−kα
2k+1 = −2α

j
∑

k=0

Li,kLj,k. (5.27)



5.4 Hankelova transformacija inverznog reda x(1− αx) i LU -faktorizacija Hankelove matrice H∗
n 62

Ako iskoristimo sada (5.25), (5.27) i v∗i+j = αi+jCi+j, dobićemo

v∗i+j =

j
∑

k=0

Li,kLj,k

a samim tim i Hn = LnL
T
n .

Napomenimo da je matrica Ln formirana od prvih n+1 redova i kolona beskonačne matrice
L date sa

L = [Li,k]0≤i,k≤n =























1 0 0 0 0 0 · · ·
α α 0 0 0 0 · · ·

2α2 3α2 α2 0 0 0 · · ·
5α3 9α3 5α3 α3 0 0 · · ·
14α4 28α4 20α4 7α4 α4 0 · · ·
42α5 90α5 75α5 35α5 9α5 α5 · · ·

...
...

...
...

...
...

. . .























Dakle, pošto je

detLn =
n
∏

k=0

Lk,k =
n
∏

k=0

αk = α(
n

2)

zaključujemo da je

h∗
n = detHn =

(

detLn

)2

=
(

α(
n+1
2 )
)2

= αn(n+1).

Znači, kao direktnu posledicu Teoreme 5.4.2 dobijamo potpuno drugačiji dokaz dela 2) Teoreme
5.4.1.



Glava 6

Hankelova transformacija nizova
baziranih na Motzkinovim brojevima

U ovoj glavi se primenom metoda baziranim na ortogonalnim polinomima došlo do izraza u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju nizova vezanih za Motzkinove brojeve. Tu
su uključene i linearne kombinacije uzastopna dva, tri i četiri Motzkinova broja. U nekim
slučajevima su dobijeni izrazi u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju, dok je u
drugim slučajevima dokazano da Hankelova transformacija zadovoljava odred̄enu diferencnu
jednačinu. Pojedini, u literaturi već poznati rezultati, su ponovo dokazani korǐsćenjem drugačijeg
pristupa i metoda zaključivanja, ali su izvedeni i potpuno novi rezultati vezani za Hankelovu
transformaciju niza Motzkinovih i pomerenih Motzkinovih brojeva.

Tehnika koja je korǐsćena u tim izračunavanjima može da posluži kao ideja kako primeniti
metod baziran na ortogonalnim polinomima na nizove čije Hankelove transformacije sadrže
nulu kao svoj član.

Kao i prethodne dve, tako je i ova glava bazirana na originalnim rezultatima, sa tom razlikom
što ovi još uvek nisu objavljeni.

6.1 Osnovni pojmovi vezani za Motzkinove brojeve

Motzkinov broj mn je broj različitih skupova nepresecajućih tetiva cije su krajnje tačke neke
od zadatih n tačaka na krugu. Ovaj niz je odred̄en kao (A001006) na On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences [101] na kojoj se može naći i pregršt zanimljivosti vezanih za Motzkinove
brojeve u komentarima koji slede posle definicije. Prvih nekoliko njegovih članova je dato sa
1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, . . ..

Kao što se i može zaključiti iz same definicije, niz Motzkinovih brojeva je predmet proučavanja
i ima zamiljivu primenu u geometriji, kombinatorici i teoriji brojeva [1, 2].

Poznato je (na primer iz rada [75]) da niz Motzkinovih brojeva zadovoljava sledeću rekurentnu
relaciju:

mn+1 = mn +
n−1
∑

i=0

mi ·mn−1−i =
2n+ 3

n+ 3
·mn +

3n

n+ 3
·mn−1

Takod̄e se zna i da je

mn =

[n/2]
∑

k=0

n!

k!(k + 1)!(n− 2k)!
.
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Funkcija generatrisa niza Motzkinovih brojeva M(x) =
∑∞

k=0 mkx
k je data sa

M(x) =
1− x−

√
1− 2x− 3x2

2x2
(6.1)

i zadovoljava uslov M(x) = 1 + xM(x) + x2M2(x).

Motzkinovi brojevi predstavljaju broj puteva u (celobrojnoj) ravni koji se ne spuštaju ispod
Ox-ose, a koji počinju u (0, 0) i završavaju u (n, 0), pri čemu su dozvoljeni koraci (1, 0), (1, 1)
i (1,−1). Ako koraku (1, 0) pridružimo težinu t, a koracima (1, 1) i (1,−1) težinu 1, dobićemo
”težinsku” verziju Motzkinovih brojeva, koji su poznati kao t-Motzkinovi brojevi i u literaturi
označeni sa mt

n.
Izostavimo li uslov da se putevi ne spuštaju ispod x-ose, dobijamo da takvi putevi predstavl-

jaju niz centralnih trinomnih koeficienata cn. Podsetimo se da je cn koeficijent uz xn u razvoju
(1+x+x2)n. U literaturi ima dosta radova koji se bave (generalizovanim) centralnim trinomnim
koeficijentima i njihovim Hankelovim transformacijama [52, 96, 87]. Slično je i sa Motzkinovim
i t-Motzkinovim brojevima [38, 24, 63, 62]. U nedavno objavljenom radu [24], Cameron i Yip su
izračunavali Hankelovu transformaciju nizova mt

n+mt
n+1 i m

t
n+1+mt

n+2 koristeći kombinatorni
Gessel-Viennot-Lindstrom (GVL) metod [52]. Sa druge strane, metod baziran na ortogonalnim
polinomima se uspešno primenjuje na slične nizove uključujući i (generalizovane) Catalanove
brojeve [34, 94] i (generalizovane) centralne trinomne koeficiente [87].

U nastavku ove glave, biće reči i o pomerenim Motzkinovim brojevima (m∗
n)n∈N0 , (m

∗∗
n )n∈N0

i (m∗∗∗
n )n∈N0 definisanim sa m∗

n = mn+1, m
∗∗
n = mn+2 i m

∗∗∗
n = mn+3. Osim toga, ako sa hn, h

∗
n,

h∗∗
n i h∗∗∗

n označimo Hankelove transformacije nizova mn, m
∗
n, m

∗∗
n i m∗∗∗

n respektivno, direktnim
izračunavanjem možemo dobiti njihove početne članove, date u narednom primeru.

Primer 6.1.1. Prvih nekoliko članova gore pomenutih nizova je dato sa:

mn = {1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, ...},
m∗

n = {1, 2, 4, 9, 21, , 51, 127, 323, ...},
m∗∗

n = {2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, ...},
m∗∗∗

n = {4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, 2188, ...},
hn = {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, ...},
h∗
n = {1, 0,−1,−1, 0, 1, 1, 0, ...},

h∗∗
n = {2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, ...},

h∗∗∗
n = {4, 3,−6,−16,−10, 15, 36, 21, ...}

6.2 Moment reprezentacija, ortogonalni polinomi i Han-

kelova transformacija Motzkinovih brojeva

U ovom poglavlju je proučavana moment reprezentacija Motzkinovih brojeva i izračunata nji-
hova Hankelova transformacija, kao i koeficijenti odgovarajuće tročlane rekurentne relacije.
Naravno, opet je korǐsćena Stieltjes-Perronova inverziona formula za dobijanje odgovarajuće
moment reprezentacije kao, metod baziran na ortogonalnim polinomima za izračunavanje Han-
kelove transformacije i transformacija težinske funkcije za odred̄ivanje pomenutih koeficijenata.



6.2 Moment reprezentacija, ortogonalni polinomi i Hankelova transformacija Motzkinovih brojeva 65

Sledeća teorema nam daje eksplicitni izraz za težinsku funkciju čiji je niz momenata (mn)n∈N0 ,
koji se može naći u [101] ili u radu [5] gde je dat dokaz baziran na Stieltjes-Perronovoj inverzionoj
formuli (videti, na primer [28, 67]). Slična tehnika dokazivanja je data i ovde.

Teorema 6.2.1. Motzkinovi brojevi (mn)n∈N0 predstavljaju niz momenata težine

w(x) =







1

2π

√

4− (x− 1)2, x ∈ [−1, 3]

0, u protivnom
. (6.2)

Dokaz. Neka je F (z) definisana sa

F (z) = z−1M(z−1) =
z − 1−

√
z2 − 2z − 3

2

i neka su x1 = −1, x2 = 3 tačke grananja funkcije

ρ(z) =
√
z2 − 2z − 3.

Izaberimo regularnu granu funkcije ρ(z) takvu da je arg(z − x1) = arg(z − x2) = 0 za z ∈
(x2,+∞). Tako odabrana grana je definisana na C \ (x1, x2) i zadovoljava uslov F (z) = F (z).
Za primitivnu funkciju funkcije F (z) tada dobijamo:

F1(z) =

∫

F (z)dz =
1

2

[

−z +
z2

2
− z − 1

2
ρ(z) + 2L(z)

]

gde je
L(z) = log[2(z − 1 + ρ(z))].

Izaberimo takod̄e regularnu granu funkcije log definisanu na C\[0,+∞) za koju je limy→0+ log(x+
iy) = log x za x > 0. Zbog toga imamo da je

Gρ(x) = lim
y→0

Im ρ(x+ iy) =

{

√

4− (x− 1)2, x ∈ (x1, x2)

0, u protivnom

i

GL(x) = lim
y→0

Im L(x+ iy) =



































π, x < −1

π + arctan

√
4−(x−1)2

x−1
, x ∈ [−1, 1)

π/2, x = 1

arctan

√
4−(x−1)2

x−1
, x ∈ (1, 3]

0, x > 3

.

Primenom Posledice 2.5.5 dobijamo da je λ(t) = − 1
π
(G(t)−G(0)) gde je funkcija G(x) data sa

G(x) =
x− 1

4
Gρ(x) +GL(x).

Kako je dλ apsolutno neprekidna mera, izraz (6.2) se može dobiti jednostavnim nalaženjem
izvoda funkcije λ(t). Ovim je dokaz teoreme završen.
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Da bi izračunali Hankelovu transformaciju hn primenom Heilermannove formule (2.12), potrebno
je da nad̄emo koeficijente αn i βn tročlane rekurentne relacije, odgovarajuće težinske funkcije
w(x). Njih nalazimo primenom Leme 2.5.6 i 2.5.10.

U narednoj teoremi je dat novi dokaz poznatog rezultata vezanog za Hankelovu transforma-
ciju Motzkinovih brojeva (videti, recimo, [1, 24]). Dokaz je baziran na transformaciji težinske
funkcije date u Lemi 2.5.6. Izvedeni izrazi za koeficijente αn i βn su korǐsćeni u kasnijim
izračunavanjima ove glave.

Teorema 6.2.2. Hankelova transformacija niza Motzkinovih brojeva (mn)n∈N0 je niz čiji su svi
članovi jednaki 1. Koeficijenti αn i βn tročlane rekurentne relacije dati su sa:

αn = βn = 1, (n ∈ N0).

Dokaz. U prethodnim glavama već pominjani monični Chebyshevljevi polinomi druge vrste

Q(1)
n (x) = Sn(x) =

sin
(

(n+ 1) arccos x
)

2n ·
√
1− x2

su ortogonalni u odnosu na težinu w(0)(x) =
√
1− x2. Odgovarajući koeficijenti tročlane

rekurentne relacije su

β
(0)
0 =

π

2
, β(0)

n =
1

4
(n ≥ 1), α(1)

n = 0 (n ≥ 0) .

Posmatrajmo novu težinsku funkciju w(1)(x) =

√

1−
(

x−1
2

)2

. Za nju važi da je

w(1)(x) = w(0)(ax+ b),

gde su
a = 1/2 i b = −1/2.

Odavde zaključujemo (po Lemi 2.5.6) da je:

β
(1)
0 = π, β(1)

n = 1 (n ∈ N), α(1)
n = 1 (n ∈ N0) .

Kako je

w(x) =
1

π
w(1)(x),

prema Lemi 2.5.6 dobijamo

β0 =
1

π
β
(1)
0 = 1, βn = β(1)

n = 1 za n ≥ 1 i αn = α(1)
n = 1.

Sada izraz za Hankelovu transformaciju niza Motzkinovih brojeva sledi direktnom primenom
Heilermannove formule (2.12).
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6.3 Linearna kombinacija dva uzastopna Motzkinova broja

Prednost metoda baziranog na ortogonalnim polinomima je i ta što, znajući koeficijente αn i
βn koji odgovaraju nekom nizu, možemo uspešno da dobijemo i koeficijente Hankelove trans-
formacije linearne kombinacije uzastopnih članova datog niza. Ta ideja je u ovom poglavlju
sprovedena na niz Motzkinovih brojeva. Osim toga, na kraju poglavlja su navedeni i neki
zanimljivi specijalni slučajevi te linearne kombinacije.

Teorema 6.3.1. Hankelova transformacija h̄n(c) niza (mn+1− c ·mn)n∈N0, gde je (mn)n∈N0 niz
Motzkinovih brojeva i c ∈ R, je data sa:

h̄n(c) =
1√

c2 − 2c− 3
·
[(1− c+

√
c2 − 2c− 3

2

)n+2

−
(1− c−

√
c2 − 2c− 3

2

)n+2]

(6.3)

Dokaz. Dokaz započinjemo uvod̄enjem sledeće transformacije težinske funkcije:

w̄(x) = (x− c)w(x)

i primenom Leme 2.5.10. Koeficijenti ᾱn i β̄n su dati sa

ᾱn = αn+1 + r̄n+1 − r̄n = 1 + r̄n+1 − r̄n, n ≥ 0, (6.4)

β̄0 =

∫ 3

−1

w̄(x)dx = 1− c, β̄n = βn
r̄n
r̄n−1

=
r̄n
r̄n−1

, n ≥ 1, (6.5)

gde je niz (r̄n)n∈N0 odred̄en sledećom rekurentnom relacijom:

r̄0 = c− 1, r̄n = c− αn −
βn

r̄n−1

= c− 1− 1

r̄n−1

, n ≥ 1. (6.6)

Ako iskoristimo prethodni izraz možemo dobiti da je

r̄1 = c− 1− 1

c− 1
, r̄2 = c− 1− c− 1

c(c− 2)
=

(c− 1)(c2 − 3c+ 1)

c(c− 2)
.

Pošto nismo u mogućnosti da naslutimo rešenje rekurentne jednačine, upotrebićemo drugačiji
pristup. Primenom Heilermannove formule (2.12) dobijamo da je

h̄n+1(c)

h̄n(c)
= β̄0 · β̄1 · β̄2 · · · β̄n+1 = −r̄n+1

Iz rekurentne relacije (6.6) i prethodnog izraza, možemo dobiti narednu diferencnu jednačinu:

h̄n(c) + (c− 1)h̄n−1(c) + h̄n−2(c) = 0, n ≥ 2 (6.7)

koja zadovoljava početne uslove

h̄0(c) = 1− c, h̄1(c) = c2 − 2c.

Rešavanjem linearne diferencne jednačine (6.7), dobijamo (6.3).
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Direktnom primenom prethodne teoreme možemo potvrditi već poznat rezultat vezan za
Hankelovu transformaciju pomerenog niza m∗

n = mn+1. Taj rezultat je publikovan u radu [24],
dok su još neka dalja razmatranja i izračunavanja uz korǐsćenje G-V-L metoda data u [73].

Posledica 6.3.2. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m∗
n)n∈N0 je

data sa:

h∗
n =











1, n = 6k ili n = 6k + 5

0, n = 6k + 1 ili n = 6k + 4

−1, n = 6k + 2 ili n = 6k + 3

(k ∈ N0) (6.8)

Dokaz. Smenom c = 0 u izrazu (6.3) dobijamo:

h∗
n = h̄n(0) =

−1 + i
√
3

2i
√
3

(1 + i
√
3

2

)n

+
1 + i

√
3

2i
√
3

(1− i
√
3

2

)n

(6.9)

što je ekvivalentno sa (6.8).

Štavǐse, izraz (6.3) se može svesti na neke lepe specijalne slučajeve navedene u sledećem
primeru.

Primer 6.3.1. Za odred̄ene vrednosti konstante c u izrazu (6.3), dobijamo sledeće Hankelove
transformacije:

1. c = 1. Hankelova transformacija niza mn+1 −mn je h̄(1) = (0,−1, 0, 1, . . .).

2. c = 2. Hankelova transformacija niza mn+1 − 2mn je h̄(2) = (−1, 0, 1,−1, 0, 1, . . .).

3. Neposrednim proverom, koristeći izraz (6.3), možemo pokazati da važi relacija h̄n(−c) =
(−1)n+1h̄n(2 + c).

4. Računajući graničnu vrednost izraza (6.3) kada c → −1 možemo dobiti da je Hankelova
transformacija linearne kombinacije mn+1 + mn data sa h̄n(−1) = n + 2. Ovo, takod̄e
sledi i iz [24, Teorema 4.4].

5. Slično, kada c → 3, nalazimo da je Hankelova transformacija linearne kombinacije mn+1−
3mn data sa h̄n(−3) = (−1)n+1(n+ 2).

6.4 Linearna kombinacija tri uzastopna Motzkinova broja

Posmatrajmo sada linearnu kombinaciju tri uzastopna Motzkinova broja, tj. kombinaciju

mn+2 − a ·mn+1 + b ·mn,

gde su a i b proizvoljne konstante. Označimo sa ĥn(a, b) Hankelovu transformaciju ovog niza.
Za razliku od Hankelove transformacije linearne kombinacije dva uzastopna Motzkinova broja,
za koju je, u prethodnom poglavlju, bio nad̄en izraz u zatvorenom obliku, u narednj teoremi je
samo pokazano da ĥn(a, b) zadovoljava odred̄enu diferencnu jednačinu.

U ostatku ovog poglavlja su posmatrani specijalni slučajevi Hankelove transformacije nave-
dene linearne kombinacije tri uzastopna Motzkinova broja u zavisnosti od vrednosti konstanti
a i b. U većini slučajeva su nad̄eni izrazi u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju.
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Teorema 6.4.1. Za proizvoljno a, b ∈ R, Hankelova transformacija ĥn(a, b) niza

(mn+2 − a ·mn+1 + b ·mn)n∈N0

zadovoljava diferencnu jednačinu
(

h̄n−1(a, b)
)2

· ĥn(a, b)−
[√

a2 − 4b · h̄n−1(a, b) · h̄n(a, b)+
(

h̄n−1(a, b)
)2

+
(

h̄n(a, b)
)2]

· ĥn−1(a, b) +
(

h̄n(a, b)
)2

· ĥn−2(a, b) = 0
(6.10)

sa početnim uslovima: ĥ0(a, b) = 2−a+b, ĥ1(a, b) = 2−a+5b−2ab+b2 gde je h̄n(a, b) = h̄n(c)

data u (6.3) i c = a+
√
a2−4b
2

.

Dokaz. Težinska funkcija posmatranog niza mn+2 − a ·mn+1 + b ·mn je

ŵ(x) =
(

x− a−
√
a2 − 4b

2

)

·
(

x− a+
√
a2 − 4b

2

)

· w(x) =
(

x− a−
√
a2 − 4b

2

)

· w̄(x).

Kao i u dokazu prethodne teoreme, polazimo od transformacije

ŵ(x) = (x− d)w̄(x) gde je d =
a−

√
a2 − 4b

2

i primenjujemo Lemu 2.5.10. Podsetimo se da su w̄(x) = (x− c)w(x), kao i r̄n, ᾱn i β̄n, funkcije

koje zavise od c. Smenom c = a+
√
a2−4b
2

, ti izrazi postaju funkcije po a i b. Koeficijenti α̂n i β̂n

su dati sa
α̂n = ᾱn+1 + r̂n+1 − r̂n = 1 + r̄n+2 − r̄n+1 + r̂n+1 − r̂n, n ≥ 0, (6.11)

β̂0 =

∫ 3

−1

ŵ(x)dx = 2− a+ b, β̂n = β̄n ·
r̂n
r̂n−1

=
r̄n
r̄n−1

· r̂n
r̂n−1

, n ≥ 1, (6.12)

gre je niz (r̂n)n∈N0 odred̄en sledećom rekurentnom relacijom:

r̂0 = d− ᾱ0 =
4− 2a+ 2b

a− 2 +
√
a2 − 4b

,

r̂n = d− ᾱn −
β̄n

r̂n−1

, n ≥ 1.

(6.13)

Iz prethodnog izraza, primenom Heilermannove formule (2.12) imamo da je

ĥn+1(a, b)

ĥn(a, b)
= β̂0 · β̂1 · β̂2 · · · β̂n+1 = (2− a+ b) · r̄n+1

r̄0
· r̂n+1

r̂0
= − h̄n+1(a, b)

h̄n(a, b)
· r̂n+1

odakle sledi

r̂n+1 = − ĥn+1(a, b)

ĥn(a, b)
· h̄n(a, b)

h̄n+1(a, b)
.

Sada iz rekurentne relacije (6.13), dobijamo:

r̂n = d− ᾱn −
β̄n

r̂n−1

= d− (1 + r̄n+1 − r̄n)−
r̄n

r̄n−1

r̂n−1

= d− (1 + c− αn+1 −
βn

r̄n
− r̄n) +

r̄n
r̄n−1

· h̄n−1(a, b) · ĥn−2(a, b)

h̄n−2(a, b) · ĥn−1(a, b)

= −
√
a2 − 4b− h̄n−1(a, b)

h̄n(a, b)
− h̄n(a, b)

h̄n−1(a, b)
+

h̄n(a, b)

h̄n−1(a, b)
· ĥn−2(a, b)

ĥn−1(a, b)
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odakle zaključujemo da važi (6.10) uz početne uslove:

ĥ0(a, b) = 2− a+ b i ĥ1(a, b) = 2− a+ 5b− 2ab+ b2,

čime je dokaz završen.

Treba napomenuti da u ovom opštem slučaju nije nad̄en izraz u zatvorenom obliku koji je
rešenje jednačine (6.10). Zato možemo razmotriti naredna dva specijalna slučaja.

1. Smenom b = 0 i a = c, naš niz se svodi na linearnu kombinaciju dva pomerena Motzkinova
broja:

mn+2 − c ·mn+1 = m∗
n+1 − c ·m∗

n.

Ako sa h̄∗
n(c) označimo Hankelovu transformaciju tog niza, diferencna jednačina (6.10) postaje

[

h̄n−1(c)
]2

· h̄∗
n(c)−

[(

h̄n−1(c)
)2

+
(

h̄n(c)
)2

+ c · h̄n−1(c) · h̄n(c)
]

· h̄∗
n−1(c)+

[

h̄n(c)
]2

· h̄∗
n−2(c) = 0

(6.14)
sa početnim uslovima:

h̄∗
0(c) = h̄∗

1(c) = 2− c.

Nažalost, ni za ovu jednačinu ne možemo odrediti rešenje u zatvorenom obliku.

Med̄utim, u slučaju kada je c = −1, primenom matematičke indukcije se može utvrditi da
je Hankelova transformacija kombinacije mn+2 +mn+1 data sa

h̄∗
n(−1) =



















6k + 3, n = 6k ili n = 6k + 1

−1, n = 6k + 2

−6(k + 1) n = 6k + 3 ili n = 6k + 4

1, n = 6k + 5

(6.15)

Podsetimo se da smo u prethodnom poglavlju već pokazali da je h̄n(−1) = n+ 2.

2. Smenom b = c2 i a = 2c, naš niz se svodi na

mn+2 − 2c ·mn+1 + c2 ·mn.

Označimo sa ĥn(c) njegovu Hankelovu transformaciju, koja zadovoljava diferencnu jednačinu

[

h̄n−1(c)
]2

· ĥn(c)−
[(

h̄n−1(c)
)2

+
(

h̄n(c)
)2]

· ĥn−1(c) +
[

h̄n(c)
]2

· ĥn−2(c) = 0. (6.16)

sa početnim uslovima:

ĥ0(c) = c2 − 2c+ 2 i ĥ1(c) = c4 − 4c3 + 5c2 − 2c+ 2.

Za ovu jednačinu je moguće naći rešenje u zatvorenom obliku, kao što je dokazano u narednoj
teoremi.
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Teorema 6.4.2. Za proizvoljno c ∈ R, Hankelova transformacija ĥn(c) niza

(mn+2 − 2c ·mn+1 + c2 ·mn)n∈N0

je data sa

ĥn(c) =
1

(c2 − 2c− 3)3/2

[

H2n+5
1 −H2n+5

2

]

− 5 + 2n

c2 − 2c− 3
(6.17)

gde su

H1 =
1− c+

√
c2 − 2c− 3

2
, H2 =

1− c−
√
c2 − 2c− 3

2
.

Dokaz. Na početku dokaza ove teoreme, primetimo da se diferencna jednačina (6.16) može
zapisati u obliku

ĥn(c)− ĥn−1(c) =
(

ĥn−1(c)− ĥn−2(c)
)

·

(

h̄n(c)
)2

(

h̄n−1(c)
)2

=
(

ĥ1(c)− ĥ0(c)
)

·

(

h̄2(c)
)2

(

h̄1(c)
)2 ·

(

h̄3(c)
)2

(

h̄2(c)
)2 · · ·

(

h̄n(c)
)2

(

h̄n−1(c)
)2

=
(

ĥ1(c)− ĥ0(c)
)

·

(

h̄n(c)
)2

(

h̄1(c)
)2 =

(

h̄n(c)
)2

.

(6.18)

Osim toga, važi i da je

ĥn(c) = ĥn−1(c) +
(

h̄n(c)
)2

= ĥn−2(c) +
(

h̄n−1(c)
)2

+
(

h̄n(c)
)2

= ĥ0(c) +
(

h̄1(c)
)2

+
(

h̄2(c)
)2

+ . . .+
(

h̄n−1(c)
)2

+
(

h̄n(c)
)2

.

(6.19)

Kako je

h̄n(c) = D−1/2
[

Hn+2
1 −Hn+2

2

]

,

gde je D = c2 − 2c− 3 (Teorema 6.3.1), neposrednim izračunavanjem nalazimo da je:

H1H2 = 1 i h̄n(c)
2 = D−1

[

H2n+4
1 +H2n+4

2 − 2
]

.

Zamenom u (6.19) dobijamo da je:

ĥn(c) = ĥ0(c) +
1

D

[ H6
1

1−H2
1

(1−H2n
1 ) +

H6
2

1−H2
2

(1−H2n
2 )− 2n

]

Sledeća pojednostavljenja dobijamo, takod̄e, neposrednim izračunavanjem:

P =
H6

1

1−H2
1

+
H6

2

1−H2
2

= 1− 2c− 3c2 + 4c3 − c4,

H1

1−H2
1

= − 1√
D

i
H2

1−H2
2

=
1√
D
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Uz prethodno uvedene oznake i činjenicu da je ĥ0(c) = c2 − 2c− 2, na kraju dobijamo da je:

ĥn(c) = ĥ0(c) +
1

D

[

P +
1√
D

(

H2n+5
1 −H2n+5

2

)

− 2n
]

=
1

D3/2

[

H2n+5
1 −H2n+5

2

]

− 2n+ 5

D

čime je dokaz teoreme završen.

Primer 6.4.1. Ako za konstantu c u (6.17) uzmemo neke konkretne vrednosti, dobićemo sledeće
lepe izraze za Hankelovu transformaciju:

1. c = 1. Hankelova transformacija kombinacije mn+2−2mn+1+mn je: (1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . .).

2. c = 2, c = 0. Hankelova transformacija kombinacije mn+2 i mn+2 − 4mn+1 + 4mn je:
(2, 2, 3, 4, 4, 5, . . .).

3. Direktnom proverom uz korǐsćenje (6.17), možemo pokazati da važi ĥn(−c) = ĥn(2 + c).

4. Ako u izrazu (6.17) konstanta c → −1 dobijamo da je Hankelova transformacija linearne
kombinacije mn+2 +2mn+1 +mn jednaka ĥn(−1) = (30+ 37n+15n2 +2n3)/6. Isti takav
niz se dobija i u slučaju kada c → 3, tj. mn+2 − 6mn+1 + 9mn.

Specijalni slučaj za c = 0, odnosno Hankelova transformacija pomerenih Motzkinovih bro-
jeva m∗∗

n = mn+2, takod̄e sledi i iz [24, Posledica 4.2]. Radi kompletnosti, ovde je naveden kao
posebna posledica.

Posledica 6.4.3. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m∗∗
n )n∈N0 je

data sa:

h∗∗
n =



















4k + 2, n = 6k ili n = 6k + 1

4k + 3, n = 6k + 2

4k + 4, n = 6k + 3 ili n = 6k + 4

4k + 5, n = 6k + 5

(k ∈ N0) (6.20)

Dokaz. Rezultat ove posledice može se dobiti direktno, pustajući da u izrazu (6.17) konstanta
c → 0 i rešavanjem tako dobijene, odgovarajuće linearne diferencne jednačine. Na taj način
dobijamo:

(

h∗
n−1

)2

· h∗∗
n −

[(

h∗
n−1

)2

+
(

h∗
n

)2]

· h∗∗
n−1 +

(

h∗
n

)2

· h∗∗
n−2 = 0 (6.21)

uz početne uslove: h∗∗
0 = h∗∗

1 = 2. Ako uvedemo oznaku

h∗∗
i,k = h∗∗

6k+i, i ∈ {0, 1, ..., 5}, k ∈ N0, (6.22)

tada se jednačina (6.21) transformǐse u sistem:



















h∗∗
0,k = h∗∗

1,k

h∗∗
3,k − 2h∗∗

2,k + h∗∗
1,k = 0

h∗∗
3,k = h∗∗

4,k

h∗∗
0,k+1 − 2h∗∗

5,k + h∗∗
4,k = 0

(6.23)
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čije je rešenje oblika:


















h∗∗
0,k = h∗∗

1,k = 4k + 2

h∗∗
2,k = 4k + 3

h∗∗
3,k = h∗∗

4,k = 4k + 4

h∗∗
5,k = 4k + 5

(6.24)

što je i trebalo dokazati.

Sledeća posledica nam daje izraze za koeficijente α̂n i β̂n tročlane rekurentne relacije, odgo-
varajućeg niza mn+2 − 2c ·mn+1 + c2 ·mn. Ti koeficijenti su korǐsćeni u narednom poglavlju.

Posledica 6.4.4. Koeficijenti α̂n i β̂n su dati sa:

α̂n = 1 +
(h̄n+1(c))

2 − h̄n(c) · h̄n+2(c)

h̄n(c) · h̄n+1(c)

+
(ĥn(c))

2 · h̄n−1(c) · h̄n+1(c)− (h̄n(c))
2 · ĥn−1(c) · ĥn+1(c)

h̄n(c) · h̄n+1(c) · ĥn−1(c) · ĥn(c)
(6.25)

β̂n =
ĥn(c) · ĥn−2(c)
(

ĥn−1(c)
)2 (6.26)

Naredna posledica odgovara specijalnom slučaju kada je c = 0, a iskorǐsćena je u izračunavanju
izraza za Hankelovu transformaciju niza m∗∗∗

n = mn+3.

Posledica 6.4.5. Koeficijenti β∗∗
n = β̄∗

n(0) su dati sa:

β∗∗
n =















































































4k + 3

4k + 2
, n = 6k

8(k + 1) · (2k + 1)

(4k + 3)2
, n = 6k + 1

4k + 3

4k + 4
, n = 6k + 2

4k + 5

4k + 4
, n = 6k + 3

8(2k + 3) · (k + 1)

(4k + 5)2
, n = 6k + 4

4k + 5

4k + 6
, n = 6k + 5

(k ∈ N0) (6.27)

6.5 Linearna kombinacija četiri uzastopna Motzkinova

broja

Posmatrajmo sledeću linearnu kombinaciju četiri uzastopna Motzkinova broja

m̆n = mn+3 − 3c ·mn+2 + 3c2 ·mn+1 − c3 ·mn
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koja predstavlja niz momanata težine

w̆(x) = (x− c)3w(x) = (x− c)ŵ(x).

Neka je sa h̆n(c) označena Hankelova transformacija niza (m̆n)n∈N0 . Ponavljajući postupak
sličan onom iz prethodnog poglavlja, možemo dokazati da h̆n(c) zadovoljava odred̄enu dife-
rencnu jednačinu, što je i dato u narednoj teoremi.

Teorema 6.5.1. Hankelova transformacija h̆n(c) niza

(m̆n)n∈N0 = (mn+3 − 3c ·mn+2 + 3c2 ·mn+1 − c3 ·mn)n∈N0

zadovoljava diferencnu jednačinu
[(

ĥn−1(c)
)2

· h̄n(c)
]

· h̆n(c)−
[

h̄n+1(c) ·
(

ĥn−1(c)
)2

+ h̄n−1(c) ·
(

ĥn(c)
)2]

· h̆n−1(c)

+ h̄n(c) ·
(

ĥn(c)
)2

· h̆n−2(c) = 0.
(6.28)

sa početnim uslovima: h̆0(c) = 4−6c+3c2− c3 i h̆1(c) = 3−18c+21c2−20c3+15c4−6c5+ c6.

Dokaz. Dokaz opet počinjemo transformacijom težinske funkcije

w̆(x) = (x− c)3 · w(x) = (x− c) · ŵ(x)

i primenom Leme 2.5.10. U tom slučaju koeficienti ᾰn i β̆n su:

ᾰn = α̂n+1 + r̆n+1 − r̆n, n ≥ 0, (6.29)

β̆0 =

∫ 3

−1

w̆(x)dx = 4− 6c+ 3c2 − c3, β̆n = β̂n ·
r̆n
r̆n−1

=
r̄n
r̄n−1

· r̂n
r̂n−1

· r̆n
r̆n−1

, n ≥ 1, (6.30)

gde je sa (r̆n)n∈N0 označen niz definisan sa

r̆n = c− α̂n −
β̂n

r̆n−1

, n ≥ 1, (6.31)

i čija je početna vrednost jednaka

r̆0 = c− α̂0 = c− (ᾱ1 + r̂1(c)− r̂0(c))

=
β̄1

r̂0(c)
+ r̂0(c) =

r̄1(c)

r̄0(c)
· 1

r̂0(c)
+ r̂0(c)

=
1

c− 1
· c(c− 2)

c− 1
· c− 1

c2 − 2c+ 2
+

c2 − 2c+ 2

c− 1
=

c2 − 2c+ (c2 − 2c+ 2)2

(c− 1)(c2 − 2c+ 2)

Iz prethodnog izraza i Heilermannove formule (2.12) dobijamo da je:

h̆n(c)

h̆n−1(c)
= − ĥn(c)

ĥn−1(c)
· r̆n.

odakle zaključujemo da je

r̆n = − ĥn−1(c) · h̆n(c)

ĥn(c) · h̆n−1(c)
(6.32)

Sada, zamenom (6.32) i (6.25)-(6.26) (Posledica 6.4.4) u (6.31), dobijamo (6.28).
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Primenom formule (6.28) za odgovarajući specijalan slučaj, dobijamo izraz u zatvorenom
obliku za Hankelovu transformaciju niza (mn+3)n∈N0 , što je dato u sledećoj teoremi.

Teorema 6.5.2. Hankelova transformacija niza (mn+3)n∈N0 je data sa:

h∗∗∗
n =







































4(2k + 1)2, n = 6k

(2k + 1)(4k + 3), n = 6k + 1

−2(k + 1)(4k + 3), n = 6k + 2

−16(k + 1)2, n = 6k + 3

−2(k + 1)(4k + 5), n = 6k + 4

(4k + 5)(2k + 3), n = 6k + 5

(k ∈ N0) (6.33)

Dokaz. Smenom c = 0 u (6.28), imamo da je:

[(

h∗∗
n−1

)2

· h∗
n

]

· h∗∗∗
n −

[

h∗
n+1 ·

(

h∗∗
n−1

)2

+ h∗
n−1 ·

(

h∗∗
n

)2]

· h∗∗∗
n−1 + h∗

n ·
(

h∗∗
n

)2

· h∗∗∗
n−2 = 0. (6.34)

Uvod̄enjem oznake
h∗∗∗
i,k = h∗∗∗

6k+i, i ∈ {0, 1, . . . , 5}, k ∈ N0, (6.35)

jednačina (6.34) se svodi na sistem:







































(4k + 2)2 · h∗∗∗
2,k − (4k + 2)2 · h∗∗∗

1,k + (4k + 3)2 · h∗∗∗
0,k = 0

(4k + 3)2 · h∗∗∗
3,k − (4k + 4)2 · h∗∗∗

2,k + (4k + 4)2 · h∗∗∗
1,k = 0

h∗∗∗
4,k − h∗∗∗

3,k + h∗∗∗
2,k = 0

(4k + 4)2 · h∗∗∗
5,k − (4k + 4)2 · h∗∗∗

4,k + (4k + 45)2 · h∗∗∗
3,k = 0

(4k + 5)2 · h∗∗∗
0,k+1 − (4k + 6)2 · h∗∗∗

5,k + (4k + 6)2 · h∗∗∗
4,k = 0

h∗∗∗
1,k+1 − h∗∗∗

0,k+1 + h∗∗∗
5,k = 0

(6.36)

u kome su izrazi za h∗
n i h∗∗

n dati sa (6.8) i (6.20) respektivno. Rešenje prethodnog sistema je







































h∗∗∗
0,k = 4(2k + 1)2

h∗∗∗
1,k = (2k + 1)(4k + 3)

h∗∗∗
2,k = −2(k + 1)(4k + 3)

h∗∗∗
3,k = −16(k + 1)2

h∗∗∗
4,k = −2(k + 1)(4k + 5)

h∗∗∗
5,k = (2k + 3)(4k + 5).

što se može dokazati primenom metoda matematičke indukcije.

6.6 Rezime

Na kraju ove glave napravimo karatak rezime novih rezultata vezanih za izračunavanje Han-
kelovih transformacija linearnih kombinacija Motzkinovih brojeva koji je dat sledećom tabelom.
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Niz Diferencna jednačina Izraz u zatvorenom obliku
mn+1 − c ·mn (6.7) (6.3)

mn+2 − a ·mn+1 + b ·mn (6.10) (spec. slučajevi)
mn+2 − c ·mn+1 (6.14) (6.15), za c = −1

mn+2 − 2c ·mn+1 + c2 ·mn (6.16) (6.17)
mn+3 − 3c ·mn+2 + 3c2 ·mn+1 − c3 ·mn (6.28) (spec. slučajevi)

mn+3 (6.34) (6.33)



Glava 7

Hankelova transformacija nizova
vezanih za (u, l, d)-Motzkinove brojeve

Glavni cilj ove glave je pronalaženje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju ni-
zova vezanih za (u, l, d)-Motzkinove brojeve. U slučajevima gde takav izraz nije dobijen, nad̄ena
je diferencna jednačina koju ta transformacija zadovoljava. Osim Hankelove transformacije za
(u, l, d)-Motzkinove brojeve, korǐsćenjem metoda baziranog na ortogonalnim polinomima, u
ovoj glavi je proučavana i Hankelova transformacija pomerenih (u, l, d)-Motzkinovih brojeva,
ali i Hankelova transformacija zbira dva uzastopna kao i pomerena (u, l, d)-Motzkinova broja.

Značaj rezultata koji su izloženi u ovoj glavi se ogleda u njihovoj opštosti i mogućnosti
svod̄enja na t i klasične Motzkinove brojeve, koji imaju veliku primenu u drugim oblastima
matematike.

Svi rezultati navedeni u ostatku ove glave su originilani i još neobjavljeni.

7.1 Osnovni pojmovi vezani za (u, l, d)-Motzkinove bro-

jeve

Pojam klasičnih Motzkinovih brojeva uveden je u prethodoj glavi. U skladu sa njihovom
definicijom, uvedimo nove oznake. Označimo sa u = (1, 1) dijagonalni korak nagore (up diagonal
step), sa l = (1, 0) horizontalni korak (level-step), a sa d = (1,−1) diagonalni korak nadole
(down-step). Označimo još sa M(n, k) skup svih putanja koji počinju u (0, 0) i završavaju se
u (n, k), a koje ne presecaju Ox-osu. Putanje iz skupa M(n, 0) su u literaturi poznate, kao
što smo već rekli, pod imenom Motzkinove putanje, dok njihov broj predstavlja n-ti Motzkinov
broj.

Sa druge strane, napomenimo još i činjenicu da se (u, l, d)-Motzkinovi brojevi svode na t-
Motzkinove brojeve u slučaju kada je u = d = 0 i l = t, tj. kada se vrši prebrojavanje, jedino
dozvoljenih, horizontalnih putanja.

Zanimljivo je da postoje brojni radovi u kojima je data interpretacija svih navedenih Motzki-
novih putanja predstavljenih bojama. Tako t-obojene Motzkinove putanje imaju horizontalne
korake obojene t bojama, kao što je predstavljeno, na primer, u radovima [98, 99]. Woan je
2005. godine u radovima [112, 113] uveo boje za svaki tip putanja, pa samim tim i broj u, l i d
boja odgovarajućih putanja. Na taj način je definisao skup M (u,l,d)(n, 0) tzv. (u, l, d)-obojenih

Motzkinovih staza kao i odgovarajućih (u, l, d)-Motzkinovih brojeva m
(u,l,d)
n = |M (u,l,d)(n, 0)|.

Woan je u pomenutom radu [112] dokazao još i da (1, l, d)-Motzkinovi brojevi zadovoljavaju

77
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rekurentnu relaciju:

(n+ 2)m(1,l,d)
n = l(2n+ 1)m

(1,l,d)
n−1 + (4d− l2)(n− 1)m

(1,l,d)
n−2 . (7.1)

Ako u prethodnoj relaciji uvedemo smenu l = 1 i d = 1 dobićemo da važi

mn+1 = mn +
n−1
∑

i=0

mi ·mn−1−i =
2n+ 3

n+ 3
·mn +

3n

n+ 3
·mn−1

za klasične Motzkinove brojeve mn ≡ m
(1,1,1)
n .

Primetimo da se smenom u = 1, l = t i d = 1 dobijaju odgovarajući t-Motzkinovi brojevi
definisani sa m

(t)
n = |M (1,t,1)(n, 0)|, pa će za njih primenom (7.1) važiti relacija:

(n+ 2)mt,n = t(2n+ 1)mt,n−1 + (4− t2)(n− 1)mt,n−2 (7.2)

Koristeći poslednju relaciju u [98] je izveden izraz za funkciju generatrisu niza m
(t)
n :

M (t)(x) =
∞
∑

n=0

m(t)
n xn =

1− tx−
√

(1− tx)2 − 4x2

2x2
.

Možemo primetiti da se u slučaju kada je t = 1, prethodna funkcija generatrisa svodi na, dobro
poznatu, funkciju generatrisu klasičnih Motzkinovih brojeva, mn ≡ m

(1)
n .

Mansour, Schrok i Sun su otǐsli korak dalje. U svom radu [75] su dokazali da (u, l, d)-
Motzkinovi brojevi zadovoljavaju rekurentnu relaciju:

(n+ 2)m(u,l,d)
n = l(2n+ 1)m

(u,l,d)
n−1 + (4ud− l2)(n− 1)m

(u,l,d)
n−2 (7.3)

a da im je funkcija generatrisa data sa:

M (u,l,d)(x) =
∞
∑

n=0

m(u,l,d)
n xn =

1− lx−
√

(1− lx)2 − 4udx2

2udx2
. (7.4)

7.2 Moment reprezentacija i Hankelova transformacija

niza (u, l, d)-Motzkinovih brojeva

Ako sa h
(u,l,d)
n , h

(t)
n i hn označimo Hankelovu transformaciju redom nizova (m

(u,l,d)
n )n∈N0 , (m

(t)
n )n∈N0

i (mn)n∈N0 , možemo neposrednim izračunavanjem naći njihove početne članove.

Primer 7.2.1. Prvih nekoliko članova prethodno pomenutih nizova dato je sa:

m(u,l,d)
n = {1, l, l2 + du, l3 + 3ldu, l4 + 6l2du+ 2(du)2, l5 + 10l3du+ 10l(du)2, . . .};

m(t)
n = {1, t, 1 + t2, 3t+ t3, 2 + 6t2 + t4, 10t+ 10t3 + t5, 5 + 30t2 + 15t4 + t6, 35t+ 70t3 + 21t5 + t7, . . .};

mn = {1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, . . .};
h(u,l,d)n = {1, du, (du)3, (du)6, (du)10, . . .};
h(t)n = {1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .};
hn = {1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .}.
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Naredna teorema nam daje eksplicitan izraz za težinsku funkciju čiji je momentni niz
(m

(u,l,d)
n )n∈N0 .

Teorema 7.2.1. (u, l, d)-Motzkinovi brojevi (m
(u,l,d)
n )n∈N0 su momenti čija je težinska funkcija

w(u,l,d)(x) =

{
√

4du−(x−l)2

2πdu
, x ∈ [l − 2

√
ud, l + 2

√
ud]

0, u protivnom
. (7.5)

Dokaz. Kao i vǐse puta do sad, u dokazu teoreme koristićemo Stieltjes-Perronovu inverzionu
formulu, odnosno Teoremu 2.5.4. Pod̄imo od formule (7.4) i uvedimo oznaku

F (u,l,d)(z) = z−1M (u,l,d)(z−1) =
z − l −

√

(z − l)2 − 4ud

2ud

gde su x1 = l − 2
√
ud, x2 = l + 2

√
ud tačke prekida funkcije

Θ(u,l,d)(z) =
√

(z − l)2 − 4ud.

Izaberimo regularnu granu funkcije Θ(z) takvu da je arg(z − x1) = arg(z − x2) = 0 za z ∈
(x2,+∞). Odabrana grana je definisana na C \ (x1, x2) i zadovoljava uslov F (z) = F (z).
Primitivna funkcija funkcije F (z) je tada:

F
(u,l,d)
1 (z) =

∫

F (u,l,d)(z)dz =
1

4ud
[−z2 + 2lz + l ·Θ(u,l,d)(z)− z ·Θ(u,l,d)(z)− 4ud · L(u,l,d)(z)]

gde je
L(u,l,d)(z) = log[l − z +Θ(u,l,d)(z)]

Izaberimo regularnu granu i logaritamske funkcije definisane na C \ [0,+∞) takvu da je

lim
y→0+

log(x+ iy) = log x za x > 0.

Sada važi da je

GΘ(x) = lim
y→0

Im Θ(u,l,d)(x+ iy) =

{

√

4ud− (x− l)2, x ∈ (x1, x2)

0, u protivnom

i

GL(x) = lim
y→0

Im L(u,l,d)(x+ iy) =



































π, x < x1

π + arctan

√
4ud−(x−l)2

l−x
, x ∈ [x1, l)

π/2, x = l

arctan

√
4ud−(x−l)2

l−x
, x ∈ (l, x2]

0, x > x2

.

Na osnovu Posledice 2.5.5 dobijamo da je λ(t) = − 1
π
(G(t)−G(0)) gde je funkcija G(x) data sa

G(x) =
l − x

4ud
GΘ(x)−GL(x).

Zbog apsolutne neprekidnosti mere dλ, željeni izraz (7.5) dobijamo diferenciranjem funkcije
λ(t). Ovim je kompletiran dokaz teoreme.
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U narednoj teoremi je izveden izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza
(u, l, d)-Motzkinovih brojeva, opet primenom odgovarajuće transformacije težinske funkcije.

Teorema 7.2.2. Hankelova transformacija niza (u, l, d)-Motzkinovih brojeva (m
(u,l,d)
n )n∈N0 je

data sa:
h(u,l,d)
n = (du)(

n+1
2 ) (7.6)

Dokaz. Transformaciju težinske funkcije započinjemo od težine w(0)(x) =
√
1− x2 u odnosu

na koju su ortogonalni monični Chebyshevljevi polinomi druge vrste. Odgovarajući koeficijenti
tročlane rekurentne relacije su, kako smo videli vǐse puta do sad,

β
(1)
0 =

π

2
, β(1)

n =
1

4
(n ≥ 1), α(1)

n = 0 (n ≥ 0) .

Uvedimo novu težinsku funkciju

w(1)(x) =

√

1−
( x− l

2
√
ud

)2

.

Za nju važi da je w(1)(x) = w(0)(ax+ b), gde su a = 1/2
√
ud i b = −l/2

√
ud. Primenom Leme

2.5.6 imamo da je:

β
(1)
0 = π

√
ud, β(1)

n = du (n ∈ N), α(1)
n = l (n ∈ N0) .

Sledeća transformacija je oblika:

w(x) =
1

π
√
ud

· w(1)(x),

odakle, ponovo po Lemi 2.5.6, nalazimo da su koeficijenti

β0 = 1, βn = ud, n ≥ 1,

αn = α(1)
n = l.

(7.7)

Ostaje još da se primeni Heilermannova formula (2.12), odakle dobijamo da je:

h(u,l,d)
n = βn+1

0 · βn
1 · βn−1

2 . . . βn = 1 · (ud)n · (ud)n−1 . . . ud) = (ud)
n(n+1)

2 , n ≥ 0,

odnosno
h(u,l,d)
n = (du)(

n+1
2 ).

Posledica 7.2.3. Hankelova transformacija niza t-Motzkinovih brojeva (mt
n)n∈N0 je niz čiji su

svi članovi jednaki 1.

Dokaz. Kao što je već bilo napomenuto, za u = 1, l = t i d = 1, (u, l, d)-Motzkinovi brojevi
postaju t-Motzkinovi brojevi, zato ako u izrazu (7.6) zamenimo (u, l, d) sa (1, t, 1) dobićemo:

h(t)
n = 1 (7.8)

Sledeća posledica predstavlja potvrdu poznatog rezultata dokazanog u prethodnoj glavi
ovog rada. Dobija se direktno iz izraza (7.8).

Posledica 7.2.4. Hankelova transformacija (klasičnih) Motzkinovih brojeva (mn)n∈N0 je niz
čiji su svi člsnovi jednaki 1.
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7.3 Hankelova transformacija zbira dva uzastopna (u, l, d)-

Motzkinova broja

Označimo sa h̄
(u,l,d)
n , h̄

(t)
n i h̄n Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna (u, l, d), t i klasična

Motzkinova broja respektivno. Posmatrana je Hankelova transformacija ovog tipa delom i
zbog toga što je nad̄eno da ih povezuju zanimljivi rezultati sa Hankelovim transformacijama
generalizovanih Catalanovih brojeva u [25, 30, 34, 64, 94].

Primer 7.3.1. Neposrednim izračunavanjem možemo zadati početne članove pomenutih ni-
zova:

h̄(u,l,d)
n = {1 + l, du((1 + l)2 − du), (du)3(1 + l)((1 + l)2 − 2du), . . .},
h̄(t)
n = {1 + t, t(2 + t), t3 + 3t2 + t− 1, t4 + 4t3 + 3t2 − 2t− 1, . . .},
h̄n = {2, 3, 4, 5, 6, . . .}.

Navod̄enjem članova ovih nizova u prethodnom primeru, možemo zapaziti neke njihove
osobine. Recimo, u svim članovima niza h̄

(u,l,d)
n , parametri u i d se javljaju sa istim stepenom,

dok je u nizu h̄n svaki elemenat za 1 veći od svog prethodnika. Pitanje je može li se naći izraz u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju h̄

(u,l,d)
n zbira dva uzastopna (u, l, d)-Motzkinova

broja, koji bi za odgovarajuće vrednosti konstanti u, l i d bio primenljiv i za zbir dva uzastopna
t, odnosno klasična Motzkinova broja? Odgovor na ovo pitanje dat je u narednoj teoremi.

Teorema 7.3.1. Hankelova transformacija h̄
(u,l,d)
n zbira dva uzastopna (u, l, d)-Motzkinova broja

je data sa:

h̄(u,l,d)
n =

(du)(
n+1
2 )

2n+2 ·
√

(1 + l)2 − 4du
·
[(

1+l+
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

−
(

1+l−
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2]

Dokaz. Primetimo da se težinska funkcija zbira dva uzastopna (u, l, d)-Motzkinova broja w̄(u,l,d)(x)
može zapisati u obliku

w̄(u,l,d)(x) = (x+ 1)w(u,l,d)(x), (7.9)

zbog čega možemo primeniti Lemu 2.5.10 u kojoj je data odgovarajuća transformacija. Prema
tome, koeficijente ᾱn i β̄n izračunavamo na sledeći način:

ᾱn = αn+1 + rn+1 − rn = l + rn+1 − rn, n ≥ 0, (7.10)

β̄0 =

∫

(x+ 1)w(u,l,d)(x)dx = 1 + l, β̄n = βn
rn
rn−1

= du · rn
rn−1

, n ≥ 1, (7.11)

gde je pomoćni niz (rn)n∈N0 definisan rekurentnom relacijom:

r̄0 = −1− α0 = −1− l, r̄n = −1− αn −
βn

r̄n−1

, n ≥ 1. (7.12)

Neposrednom primenom prethodnog izraza nalazimo da je

r̄1 = −1− l − du

1 + l
=

du− (1 + l)2

1 + l
, r̄2 = −1− l − du(1 + l)

du− (1 + l)2
, . . .
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Kao što možemo videti, nemoguće je naslutiti rešenje rekurentne jednačine (6.5), pa je potrebno
primeniti drugačiji pristup da bi došli do željenih rezultata.

Zbog toga ćemo primeniti Heilermannovu formulu (2.12), po kojoj imamo da je:

h̄
(u,l,d)
n+1

h̄
(u,l,d)
n

= β̄0 · β̄1 · β̄2 . . . β̄n+1 = (1 + l) · β1 ·
r̄1
r̄0

· β2 ·
r̄2
r1

. . . βn+1 ·
r̄n+1

r̄n
= −(du)n+1 · r̄n+1,

odakle sledi:

r̄n = − h̄
(u,l,d)
n

h̄
(u,l,d)
n−1 · (du)n

.

Primenom rekurentne relacije (7.12) dobijamo da je

−1− l +
(du)n · h̄(u,l,d)

n−2

h̄
(u,l,d)
n−1

= − h̄
(u,l,d)
n

h̄
(u,l,d)
n−1 · (du)n

,

a samim tim i

h̄(u,l,d)
n − (1 + l) · (du)n · h̄(u,l,d)

n−1 + (du)2n · h̄(u,l,d)
n−2 = 0, (n ≥ 3), (7.13)

uz početne uslove:
h̄
(u,l,d)
0 = 1 + l, h̄

(u,l,d)
1 = du((1 + l)2 − du).

Da bi rešili ovu diferencnu jednačinu, uvedimo novi niz (Vn)n∈N0 definisan sa

Vn = h̄(u,l,d)
n · (du)− (n+1)2

2 .

Njegovom smenom u prethodnoj jednačini dobijamo novu diferencnu jednačinu:

Vn − (1 + l) · (du)− 1
2 · Vn−1 + Vn−2 = 0, (n ≥ 3), (7.14)

sa početnim uslovima V0 =
1+l√
du

i V1 =
(1+l)2−du

du
, čijim rešavanjem dobijamo:

Vn =
(1 + l)2 − 2du+ (1 + l) ·

√

(1 + l)2 − 4du

2
√
du ·

√

(1 + l)2 − 4du
·
(1 + l +

√

(1 + l)2 − 4du

2
√
du

)n

+

−(1 + l)2 + 2du+ (1 + l) ·
√

(1 + l)2 − 4du

2
√
du ·

√

(1 + l)2 − 4du
·
(1 + l −

√

(1 + l)2 − 4du

2
√
du

)n

.

Na kraju, smenom h̄
(u,l,d)
n = Vn · (du)

(n+1)2

2 završavamo dokaz teoreme.

Kao što se moglo primetiti u dosadašnjem radu, osim potrage za izrazom u zatvorenom
obliku Hankelove transformacije nekog od celobrojnih nizova, uvek nam je bio i cilj (ako je to
bilo moguće) da nad̄emo i koeficijente odgovarajuće tročlane rekurentne relacije. Za prethodno
izračunatu Hankelovu transformaciju, pomenuti koeficijenti su dati u sledećoj posledici.
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Posledica 7.3.2. Koeficijenti ᾱn(c) i β̄n(c) su dati sa:

ᾱn = l − 1

2
·
[

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+3

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+3

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

]

+
1

2
·
[

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1

]

,

β̄n = 4du·

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+2

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1 ·

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n

(

1 + l +
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1

−
(

1 + l −
√

(1 + l)2 − 4du
)n+1

Kako je izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna (u, l, d)-
Motzkinova broja nad̄en, ostaje da se vidi može li se on primeniti i u slučaju kada je (u, l, d) =
(1, t, 1), odnosno kada je (u, l, d) = (1, 1, 1)? Naredna posledica nam daje odgovor na prvi deo
pitanja.

Posledica 7.3.3. Hankelova transformacija h̄
(t)
n zbira dva uzastopna t-Motzkinova broja je data

sa:

h̄(t)
n =

1

2n+2 ·
√
t2 + 2t− 3

·
[(

1 + t+
√
t2 + 2t− 3

)n+2

−
(

1 + t−
√
t2 + 2t− 3

)n+2]

(7.15)

Med̄utim, izraz (7.15) se ne može primeniti za slučaj kada je t = 1, jer je tada imenilac
razlomka (7.9) jednak nuli. Dakle, izraz za zbir dva uzastopna Motzkinova broja se može dobiti
jedino direktnim izračunavanjem, što je i urad̄eno u [24, Teorema 4.4] ili kao specijalni slučaj
navedeno u Primeru 6.3.1 u prethodnoj glavi ovog rada. Zato ovde navodimo samo njenu
formulaciju.

Teorema 7.3.4. Hankelova transformacija h̄n zbira dva Motzkinova broja je data sa:

h̄n = 2 + n (7.16)

7.4 Hankelova transformacija pomerenih (u, l, d)-Motzkinovih

brojeva

U ovom poglavlju su posmatrani pomereni nizovi (m
∗(u,l,d)
n )n∈N0 , (m

∗(t)
n )n∈N0 i (m∗

n)n∈N0 defin-

isani sa m
∗(u,l,d)
n = m

(u,l,d)
n+1 , m

∗(t)
n = m

(t)
n+1 i m∗

n = mn+1, sa ciljem da se kao i u prethodnom

razmatranju, dod̄e do izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju h
∗(u,l,d)
n niza

(m
∗(u,l,d)
n )n∈N0 , a potom on primeni na odgovarajuće specijalne slučajeve, kako bi dobili izraze

za Hankelovu transformaciju h
∗(t)
n i h∗

n pomerenih t i klasičnih Motzkinovih brojeva, redom.
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Primer 7.4.1. Navedimo početne članove pomenutih nizova:

h∗
n = {1, 0,−1,−1, 0, 1, 1, . . .},

h∗(t)
n = {t, t2 − 1, t(t2 − 2), t4 − 3t+ 1, t(t4 − 4t2 + 3), . . .},

h∗(u,l,d)
n = {l, du(l2 − du), d3u3l(l2 − 2du), d6u6(l4 − 3dul2 + d2u2), . . .}.

Sledeća teorema nam daje izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju pomerenog
niza (u, l, d)-Motzkinovih brojeva. Dokaz je izveden primenom odgovarajuće transformacije
težinske funkcije i Heilermannove formule.

Teorema 7.4.1. Hankelova transformacija niza (m
∗(u,l,d)
n )n∈N0 je data sa:

h∗(u,l,d)
n =

(du)(
n+1
2 )

2n+2 ·
√
l2 − 4du

·
[(

l +
√
l2 − 4du

)n+2

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+2]

. (7.17)

Dokaz. Pošto je težinska funkcija w∗(u,l,d)(x) niza (m
∗(u,l,d)
n )n∈N0

w∗(u,l,d)(x) =

{

x
√

4du−(x−l)2

2πdu
, x ∈ [l − 2

√
ud, l + 2

√
ud]

0, u protivnom
, (7.18)

možemo je zapisati u obliku
w∗(u,l,d)(x) = x · w(u,l,d)(x),

i primeniti Lemu 2.5.10, odakle dobijamo

r∗0 = −α0 = −l, r∗0 = −αn −
βn

r∗n−1

= −l − du

r∗n−1

, (n ∈ N,

β∗
0 =

∫ +∞

−∞
w∗(x) dx = l,

β∗
n = β∗

n ·
r∗n
r∗n−1

(n ≥ 1).

Koeficijenti αn i βn su već poznati i dati formulom (7.7). Iz razloga što nismo u mogućnosti
da pogodimo ”lepo” rešenje ove rekurentne jednačine koja zadovoljava početni uslov β∗

0 = l,
koristićemo pristup kao i u dokazu Teoreme 7.3.1. Tako po Heilermannovoj formuli (2.12)
imamo da važi

h∗
n+1

h∗
n

=β∗
0β

∗
1β

∗
2 · · · β∗

n+1

=l · β1
r∗1
r∗0

· β2
r∗2
r∗1

· · · βn+1

r∗n+1

r∗n
= l · (du)n+1 r

∗
n+1

r∗0
=− (du)n+1 · r∗n+1,

odakle sledi

r∗n = − h∗
n

(du)n · h∗
n−1

, (n ≥ 1).

Smenom

r∗n = −l − du

r∗n−1

,
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u prethodnom izrazu, dobijamo diferencnu jednačinu

h∗
n − l(du)n · h∗

n−1 − (du)2n · h∗
n−2 = 0, (n ≥ 2), (7.19)

uz početne uslove
h∗
0 = l i h∗

1 = du(l2 − du).

Da bi rešili jednačinu (7.19), uvedimo novi niz (Hn)n∈N0 definisan sa

Hn = h∗
n · (du)−

(n+1)2

2 .

Njegovom zamenom u prethodnoj jednačini dobijamo novu linearnu diferencnu jednačinu oblika

Hn − l(du)−
1
2 ·Hn−1 +Hn−2 = 0, (7.20)

koja zadovoljava početne uslove

H0 = l(du)−
1
2 i H1 =

l2 − du

du
,

a čijim rešavanjem dobijamo da je

Hn =
1

2n+2 ·
√
l2 − 4du · (

√
du)n+1

·
[(

l +
√
l2 − 4du

)n+2

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+2]

Na kraju, smenom h∗
n = Hn · (du)

(n+1)2

2 završavamo dokaz teoreme.

Naravno, primenom odgovarajućih algebarskih operacija i izraza dobijenih u dokazu ove
teoreme, možemo doći do formula za koeficijente odgovarajuće tročlane rekurentne relacije, tj.
možemo pokazati da važi naredna posledica.

Posledica 7.4.2. Koeficijenti α∗
n i β∗

n tročlane rekurentne relacije, pominjani u prethodnoj
teoremi dati su sa:

α∗
n = l+

1

2
·
[

(

l +
√
l2 − 4du

)n+2

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+2

(

l +
√
l2 − 4du

)n+1

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+1

]

− 1

2
·
[

(

l +
√
l2 − 4du

)n+3

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+3

(

l +
√
l2 − 4du

)n+2

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+2

]

(7.21)

β∗
n = du·

[(

l +
√
l2 − 4du

)n+2

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+2]

·
[(

l +
√
l2 − 4du

)n

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n]

[(

l +
√
l2 − 4du

)n+1

−
(

l −
√
l2 − 4du

)n+1]2

(7.22)

Prethodna teorema može biti iskorǐsćena i da bi se dobili odgovarajući izrazi za Hankelovu
transformaciju nizova (m

∗(t)
n )n∈N0 i (m∗

n)n∈N0 , što je i navedeno u sledeće dve posledice.
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Posledica 7.4.3. Hankelova transformacija niza pomerenih t-Motzkinovih brojeva (m
∗(t)
n )n∈N0

jednaka je:

h∗(t)
n =

1

2n+2 ·
√
t2 − 4

·
[(

t+
√
t2 − 4

)n+2

−
(

t−
√
t2 − 4

)n+2]

. (7.23)

Posledica 7.4.4. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m∗
n)n∈N0 data

je sa:

h∗
n =











1, n = 6k ili n = 6k + 5

0, n = 6k + 1 ili n = 6k + 4

−1, n = 6k + 2 ili n = 6k + 3

(k ∈ N0) (7.24)

Ovaj poslednji rezultat se pojavljuje kao specijalan slučaj Teoreme 29 u [62], ali i i nekim
drugačijim razmatranjima, uz korǐsćenje, recimo, G-V-L metoda, kao što je dato u [73, 105].

7.5 Hankelova transformacija zbira dva uzastopna pome-

rena (u, l, d)-Motzkinova broja

Kao što smo videli u prethodnim poglavljima ove glave, za svaki od posmatranih nizova smo
našli izraz u zatvorenom obliku za njegovu Hankelovu transformaciju. Pokušaj da se dod̄e
do odgovarajućeg izraza za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna pomerena (u, l, d)-
Motzkinova broja, ostao je bezuspešan, kako se može videti u ostatku ove glave, zbog komp-
likovanog oblika same diferencne jednačine koju ta transformacija zadovoljava.

Označimo sa (h̄
∗(u,l,d)
n )n∈N0 Hankelovu transformaciju zbira dva pomerena (u, l, d)-Motzkinova

broja (m̄
∗(u,l,d)
n )n∈N0 .

Možemo zaključiti da je težinska funkcija w̄∗(u,l,d)(x) niza (m̄
∗(u,l,d)
n )n∈N0 jednaka

w̄∗(u,l,d)(x) = (x+ 1) · w∗(u,l,d)(x) =
x(x+ 1)

2πdu
·
√

4du− (x− l)2,

pri čemu su koeficijenti ᾱ∗
n i β̄∗

n tročlane rekurentne relacije koju zadovoljavaju polinomi koji su
ortogonalni u odnosu na težinu w̄∗(u,l,d)(x) dati sa:

β̄∗
0 =

∫ +∞

−∞
w̄∗(u,l,d)(x) dx = l2 + l + du, β̄∗

n = β∗
n ·

r̄∗n
r̄∗n−1

, (n ≥ 1),

ᾱ∗
n = α∗

n + r̄∗n+1 − r̄∗n, (n ≥ 0).

Odavde je, primenom Leme 2.5.10, pomoćni niz (r̄∗n)n∈N0 definisan rekurentnom relacijom:

r̄∗0 = −1− α∗
0 = − l2 + l + du

l
, r̄∗n = −1− α∗

n −
β∗
n

r̄∗n−1

, n ≥ 1, (7.25)

čijom primenom uz Heilermannovu formulu (2.12) dobijamo da važi:

h̄
∗(u,l,d)
n+1

h̄
∗(u,l,d)
n

= β̄∗
0 · β̄∗

1 · β̄∗
2 . . . β̄

∗
n+1 = (l2 + l + du) · (β∗

1 · β∗
2 . . . β

∗
n+1) ·

r̄∗n+1

r̄∗0
,
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odakle sledi da je

r̄∗n = − h̄
∗(u,l,d)
n · h∗(u,l,d)

n−1

h̄
∗(u,l,d)
n−1 · h∗(u,l,d)

n

.

Sa druge strane, iz (7.25), sledi da je:

r̄∗n = −1− α∗
n + β∗

n ·
h̄
∗(u,l,d)
n−2 · h∗(u,l,d)

n−1

h̄
∗(u,l,d)
n−1 · h∗(u,l,d)

n−2

,

a samim tim i

(h
∗(u,l,d)
n−1 ·h∗(u,l,d)

n−2 )·h̄∗(u,l,d)
n −(1+α∗

n)·h∗(u,l,d)
n ·h∗(u,l,d)

n−2 ·h̄∗(u,l,d)
n−1 +β∗

n·h∗(u,l,d)
n ·h∗(u,l,d)

n−1 ·h̄∗(u,l,d)
n−2 = 0 (7.26)

gde su koeficijenti α∗
n i β∗

n dati u (7.21) i (7.22).
Rešenje ovako dobijene diferencne jednačine koja zadovoljava početni uslov:

h̄
∗(u,l,d)
0 = l2 + l + du, h̄

∗(u,l,d)
1 = du(l4 + 2l3 − dul + l2(1− du) + du(2du− 1)),

predstavlja izraz za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna pomerena (u, l, d)-Motzkinova
broja.
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[65] V. Kučera, Diophantine Equations in Control - a survey, Automatica, 29 (1993), 1361–
1375.
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