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Predgovor

Ova teza ima za cilj da, koristepostoj&e pojmove i rezultate iz teorije
sumabilnosti, teorije BK prostora i teorije operatora,kpre nove rezultate
dobijene za odredjene BK prostore ali i da prezentuje nekiolpgane i
drugaije rezultate u odnosu na one koji su poznati. Takodje, ltatmna iz
pojedinih delova ove teze & zaokru eni, tj. kompletirani neki postdje
rezultati koji se odnose na klase kompaktnih operatora dguizabranih BK
prostora. Pored poznatih rezultata izlo eni su i neki naolpgni rezultati kao i
originalni rezultati objavljeni u medjunarodnim matens&tm casopisima:

Malkowsky E., Djolovt 1., Petkovc K., Two methods for the
characterization of compact operators between BK spa@snach J.
Math. Anal 8, 2015, 1-13;

Petkovt K., Some new results related to compact matrix operators in the
class(("p)t; 1 ), Acta Mathematica Sinica 31, 2015, 1339-1347;

Djolovic I., Malkowsky E., Petkow K., New approach to some results
related to mixed norm sequence spadammat, 30(1), 2016, 83-88;

Petkovt K., Some classes of operators related to the space of convergent
seriescs, (prihvaten za Stampu u Filomatu).

Pojedini rezultati iz disertacije prezentovani su na medjodnim skupovima:
13th Serbian Mathematical Congre$22.05.-25.05.2014., Vrngka Banja,
Serbia) i Analysis, Topology and Applications 201426.05.-29.05.2014.,
Vrnjacka Banja, Serbia).
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Teza se sastoji iz tri glave podeljene u sekcije.

Prva glava je uvodnog tipa i sadri tri sekcije. U prvoj sgkalo eni su
najva niji rezultati i pojmovi iz teorija FK i BK prostora. Eko su ovi rezultati
od veoma velike vanosti za imavanje matdnih transformacija izmedju
prostora nizova, a zatim i za izavanje odgovarafiih operatora, jasno da je
ovakav uvod bio neophodan za pemje daljeg rada. Posebno su interesantne
teoreme koje ukazuju na vezu izmedju matih transformacija i ogranenih
linearnih operatora izmedju odredjenih prostora nizova. ruga sekcija
posve&ena je klaginim prostorima nizové, ¢y, C, p, (1 p 1 ), cs bs bvi
bw. Navedene su njihove de nicije i poznata topoloSka sv@stwdnosno, sve
ono Stocemo koristiti prilikom nasSe konstrukcije novih prostorzava. U
trecoj sekciji dat je pregled opstih rezultata koji se odnosekai@kterizaciju
matricnih transformacija izmedju nekih BK prostora, ali su naam@d rezultati
koji se odnose na matme transformacije izmedju klasiih prostora nizova
opisanih u prethodnoj sekciji ove glave. U okviru ove glawi du samo
sustinski vani rezultati za oblikovanje ove disertacijeazivani na
[27, 35, 52, 55].

Druga glava se odnosi ha maine transformacije medju prostorima nizova
i ovde je samo prva sekcija uvodnog tipa, dok preostale tir saoriginalne
nawcne rezultate iz [33] i sa [13th Serbian Mathematical Cossgjre

U prvoj sekciji dajemo potrebne pojmove i tvrdjenja kajamo dalje
koristiti. Kako se iz@avani prostori n@e&e mogu predstaviti kao matni
domeni ili jaki matrcni domeni neke trougaone matrice, to ovde dajemo
pregled osnovnih osobina i rezultata vezanih za ovakvo spagtjenje
posmatranih prostora nizova.

U drugoj sekciji uvodimo nove prostore nizovg( ), 1 p 1 ,
izucavanih kasnije i u [46]. Neka je je strogo rastti niz pozitivnih realnih
brojeva koji te e ka beskor@osti,u je niz kompleksnih brojevaiji je svaki
clan razltit od nule a preslikavanjé x) = ( ",(x)) de nisano sa

A 11X
n(X)= —  (k k DUu(Xx Xk 1) ;K2 N:

N k=0



Novouvedeni prostor nizova, koji je ujedno i predmet nazegavanja je

RN
o )="fx21j]  jTax)jP<1lg ,1 p<1:

n=0
Medjutim, sustina izoavanja ovog prostora lei upravo u pronalaenju -
de nisanju odgovarajote trougaone matrice takve da se dalje problem svodi na
primenu rezultata iz prve sekcije ove glave. Ovaj zadatgkuek aigledan i
jednostavan ali je u ovom staju uspesno reSen. Dalje, nalazimo bazu,
odredjujemo -duale i dajemo karakterizaciju klasa matrih preslikavanja u
kojima je nalni prostor neki od klaginih prostora nizova. Ovo je iz rada
prezentovanog na konferenciji [13th Serbian Mathematiaigress] i do sada
nije nigde publikovano.

Sekcija 2.3 se odnosina prostagé) ,c() 1 1 () alisuzanjihnavedene
samo odredjene karakterizacije tj. one kég nam biti od interesa u daljem
radu. Naravno, da bi se to postiglo morali smo odrediti ioyd@ -duale kao |
odgovarajée norme.

U cetvrtoj sekciji polazimo od jak&; sumabilnih i ogrargenih prostora
nizovaw, Wo, w; . Pored ovih, dobro poznatih prostora, de niSemo kofiste
opet matrcne domene ali i mno itelje prostora nove prostore nizfola i v .
U Teoremi 2.20 data je karakterizacija matrdg preslikavanja iz prostora
u prostorew; ,v; i [c]y uz napomenu da se, zbog AK osobine prostara
ova karakterizacija odnosi i na ograani linearni operator. Rezultati iz fre
i cetvrte sekcije su delovi rada [33]. Teorema 2.21 je noya,mgde objavljena
i predstavlja deo rada u pripremi. Njome je prikazana veg&iju uopStenog
ograncenog linearnog operatora i beskona matricecak i kad paetni prostor
nije sa AK svojstvom i daje nam predstavljanje za operht@ B (c; v, ) preko
odgovaraj@e matrice.

Treca glava se sastoji od Sest sekcija i odnosi se na kompakkagst
matricnog tako i uopStenog ograinog linearnog operatora na prostorima
nizova, kao i na neke metode za njihovu karakterizaciju. Esiwovni "alati a
karakterizaciju kompaktnih operatora izmedju prostoraowa Kkoriste se



Hausdorfova mera nekompaktnosti ali i u skorije vreme eg&a primena
rezultata Sard enta. Zato se prva sekcija bavi pojmom i o&oha kompaktnog
operatora kao i osnovnim rezultatima vezanim za Hausdorfoweru
nekompaktnosti (uvedena je od strane Goldeinsteina, @abeviarkusa). Od
posebne je vanosti Teorema 3.3, koja daje rezultate kodstpra sa
Sauderovom bazom.

Naredne dve sekcije predstavljaju rezultate iz rada [38kcHa 3.2 ilustruje
primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti kod karaktejezd@mpaktnih
operatora na nekim konkretnim prostorima nizova ge nisanim u prethodnoj
glavi. Ona takodje, ukazuje i na potrebu da se nekcakvi tretiraju na
drugaiji nacin, Sto je i winjeno u Sekciji 3.3 primenom rezultata Sard enta
[51].

Zbog velikog broja radova u kojima dobijeni rezultati mogti poboljSani, u
smislu de nisanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompakthoperatora;etvrta
sekcija daje teoreme u formi uslova vezanih za proizvoljougaonu matricl .
U njenoj podsekciji navodimo nekoliko primera takve prirae@etvrta sekcija
je deo rada [46].

Prostor konvergentnih redovs je uveden u prvoj glavi a peta sekcija nam
daje rezultate vezane za kompaktnost operatora upravoivezacs. Ovde za
dobijanje potrebnih i dovoljnih uslova kompaktnosti ogera nismo u
mogLlEnosti da primenimo rezultat Sard enta,cvieoristimo specicne osobine
tog prostora tj. cinjenicu da se radi o AK prostoru ali i 0 prostoru dobijenom
kao matrcnom domenu trougaone matrice. Neke od iskazanih teorema se
odnose i ha uopsteni ograeini linearni operator. Ovo su rezultati iz rada [47].

Poslednja sekcija sadri originalne rezultate objavljang¢l10] vezane za
prostore mesSovite norme”? koje prvi put uvodi Kellogg. Ove prostore
izucavali su autori l.Jovanodii V.Rakacevic u [22] i u [23]. Pristup problemu
je nesto drugeiji od postoje€eg. Naime, u naSem radu koristimo teoriju BK
prostora i operatorT posmatramo kao odgovarajuoperator pridruen
beskonanoj trougaonoj matrici specijalnog oblika - dijagonaliNeki rezultati
su isti a u nekim situacijama pored procene o Hausdorfovej pgsmatranog



operatora dobijamo i tan izraz za ovu meru.
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Glava 1

Uvod

Teorija vezana za beskortree matrice i prostore nizova predstavija
veoma zanimljiv deo funkcionalne analize. U skorije vremaifadjeno dosta
radova na tu temu, dobijeno je mnogo novih prostora nizodeedjene su klase
ograncenih linearnih operatora medju radtim prostorima nizova kao i uslovi
njihove kompaktnosti, a sama teorija primenjena je na mnogéemaitke
probleme. Umesto metnog niza kompleksnih brojeva posmatra se neka
njegova transformacija, ali se postavljaju i odredjenousl posmatrani skup
nizova je nageXe linearni vektorski prostor koji sadri sve konvergentne
nizove, funkcija kojom je predstavljena transformacijaranbiti linearna i da
konvergentne nizove slika u njihovu granicu itd. Jedan odinmzda se ovo
uradi bi bilo kori€enje beskoraih matrica, a istorijskom greSkom je i za niz
ostao pojam "sumabilan"matricofk. Kako cemo se u okviru ove disertacije
baviti karakterizacijom ograoenih linearnih i kompaktnih operatora izmedju
BK prostora, u ovoj glavi dajemo uvodne pojmove vezane za@&¥iju. Pored
toga, navedemo i v& poznate rezultate u vezi osobina i meatih preslikavanja
na odredjenim prostorima nizova a koji su bas BK prostori. dédaljnije
izucavanje ovih prostoreitalac se upéuje na [55].



Glava 1. Uvod

Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

Da bismo stigli do pojma BK prostora, ldemo, najpre, od de nicije
FreSeovog prostora (Fréchet), preko FK i normiranog prasigri tomecemo
koristiti sled€i podsetnik.

De nicija 1.1. Neka jeX neprazan skup, a funkcigh: X X ! R takvada
zasvegyizizX vai:

1)d(x;y) =0 ako i samo akx = vy,

2)d(x;y) = d(y;x),

3)d(x;z) d(x;y)+ d(y;2)

Tada jed metrika, a par(X; d) metricki prostor.

Svaki neprazan skup mo e biti pretvoren u meitij a svaki meticki prostor
se dalje na prirodan @ mo e nadograditi u topoloski (de nicija okoline a
samim tim i otvorenog skupa zahteva samo rastojanje ).

Ako sa! oznaimo skup svih nizova kompleksnih brojexas (x,)1_,, tada
se metrika nd mo e zadati na sled® necin:

doayy= " 3 gl
n=0 n n
Na metrckom prostoru mo emo de nisati i konvergenciju, pa za (Xz) iz
(X;d) ka emo da konvergira ako i samo ako posto X takvo dad(xy;X) !
Okadn ! 1 . Prostor u kome je svaki KoSijev niz konvergentan naziva
se kompletan prostor. Kako matentatii nastoje da nadju Sto & analogiju
sa realnim i kompleksnim brojevima, za koje je poznato dgumalgebarsku
strukturu, to nas dovodi do pojma vektorski ili linearangim. Ako na skupti
sabiranje elemenata izi mno enje skalarom de niSemo sa :

X+ Y= (X + Yidi=o

X = ( X Ki=o
za svako = (X)i=o 1Y = (Yk)i=o iz! izasvako 2 C,tadate! predstavljati

2



1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

vektorski prostor.
Metricke i linearne osobine prostora povezane su zahtevom deaspbi
mno enje skalarom budu neprekidne operacije tj. da iz

Xn ! X;yn! yi p! =) Xnpt+tVYn! X+yi o Xp! X

Za kompletan linearni metki prostor kaemo da je FreSeov (Frechet)
prostor.

Prostor(!;d ) je FreSeov prostor u odnosu na gore de nisanu metriku . Jo$
mo emo videti i da se konvergencija U i konvergencija po koordinatama
poklapaju odnosno da

d(x™;x)! 0(n!1l )akoisamoakoX™! x(n!1l ) zasvakok:

Ukoliko na posmatranom prostoXu ! , konvergencija po metricly , u smislu
gore navedenom, powakoordinatnu konvergenciju, ka emo da je metriéta
jaca od metriked j X de nisane nd .

De nicija 1.2. Za FreSeov prostor nizovéX;dyx) ka emo da je FK prostor
ukoliko je uX metrikady jaca od metriked jx de nisane u! .

Takodje se za de nisanje FK prostora koristi i slédale nicija.

De nicija 1.3. FK prostor X je FreSeov prostor kod kog su za svako
neprekidna preslikavanjBy : X ! C de nisana sa:Px(x) = xx (X 2 X).

De nicija 1.4. Normirani FK prostor naziva se BK prostor.

Pojam uveden 1927. godine od strane J. Saudera (J.Schapdes u
nekim, ali ne svim, slcajevima moganost jedinstvenog prikazivanja elementa
iz vektorskog prostora ponga odredjenih baznih elemenata. Sleaele nicija
daje jasan prikaz.

De nicija 1.5. Za nizb = ()., u linearnom metrickom prostor¥ ka emo
da je Sauderova bazaXi ukoliko za svaka 2 X postoji jedinstveno odredjen
nizskalara =( ), takodajex =", nhn.
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Jedan od najva nijih primera baze je niz vektqe™)l_, de nisanih na
sled&i nacin: 8
o = io (k 6 n)
-1 (k = n):
Takodje, ovom skupgesto se dodaje i vekter= (&)i., de nisan sa:g = 1
(k =0;1;2;::2). Unarednim sekcijama videmo stvarni znegj ovih nizova.
Oznaimo sa skup svih konanih nizova. Sledea de nicija odnosi se na
jo$ jednu klasu prostora veoma va nu za nas dalji rad.

De nicija 1.6. Za FK prostorX , ka emo da ima AK osobinu, ili krace,
. . P

AK prostor, ako je ispunjeno sledece:fr, xxe® I x (m ! 1 ) za svako

X = (Xe)k=o 2 X.

U realizaciji zadatka ove teze potrebna nam je kako teoKjafestora, tako i
teorija matrcnih transformacija. Stoggemo uvesti neophodne oznake i pojmove
za dalji rad.

Neka jeA = (ank)ﬁ;kz0 beskonana matrica kompleksnih brojevaxi =
(Xk)i=o hiz kompleksnih brojeva. Pisamo sledee:

AX = (AnX)s=o

pri cemu je: .
ApX = Ank Xk
k=0

predpostavljajai da posledn;ji red konvergira.

Ukoliko su daljeX i Y podprostori , sa(X;Y ) €emo ozneaavati klasu svih
matrica koje slikaju prostoX u Y. Cinjenica da jeA 2 (X;Y ) zapravo znei
dajeAx 2 Y zasvakak 2 X aliidajeA,x konvergentan red za svako2 X
i svakon.

Mno itelj prostora (engl. multiplier spaceX i Y, u oznaciM (X;Y)
de nisan je na sled@ necin:

M(X;Y)=fa2! jax=(aXk)io 2 Y zasvakx 2 X g



1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

ili \
M(X;Y)= x 1y;
x2X
gde je
x 1 Y=fz2"! jxz=(XZ)ip 2 YO

De nicija 1.7. Za proizvoljnu beskonacnu matricd, metod sumabilnosti
matricomA je de nisan say = Ax, asa

IAa=fx2! j Ax je definisano g
oznacavamo domen matriée. Ako jeX podskup skupk, za skup
Xa=1fx2! jAx 2 Xg

ka emo da je matricni domeA u X .

Ako umestoX posmatramo skup svih konvergentnih nizavza matricuA
dobijamo takozvani konvergentni domen matiice.

ca=fx2! jAx2cg:

Ukoliko se vratimo na karakterizaciju klag&;Y ), upotrebljavajgi pojam
matricnih domena, mo emo @ da jeA 2 (X;Y ) akoisamo ako jX  Ya.

Sadacemo navesti veoma va ne rezultate iz teorije FK prostataglza nase
istra ivanje. Mnogobrojna literatura postoji na ovu tenali,se mo e ré&i da je
osnova svega [55].

Teorema 1.1.([35, Corollary 1.15], [55, Corollary 4.2.3]) Neka j&X FreSeov,
Y proizvoljan FK prostorf : X ! Y linearno preslikavanje P, : X ! C,
(n 2 Np), preslikavanje de nisano sB,(x) = X,. Ako je preslikavanj®, f :
X I C neprekidno za svako, tada je i preslikavanjé : X ! Y neprekidno.
Teorema 1.2.([35, Remark 1.16]) Neka j& proizvoljan BK prostor. Ako
. P, . . .
jered _, a,xn konvergentan za svako 2 X, tada je linearni funkcional

. P .
fa: X 1 Cdenisansaf,(x) = ﬁzo anXn za svakoa 2 X, neprekidan.
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Ove dve teoreme imaju kao posledicu teoremu kojom je pokezaaiznaaj
FK i BK prostora u iziwavanju mategnih transformacija.

Teorema 1.3.([35, Theorem 1.17], [55, Theorem 4.2.8]) Svako matricno
preslikavanje izmedju FK prostora je neprekidno.

Dokaz Neka jeA 2 (X;Y) pri cemu suX i Y proizvolini FK prostori.
Preslikavanjef  de niSemo saf 5 : X ! Y tako da jef o(X) = Ax za svako

x 2 X. Kako je na osnovu Teoreme 1.2 preslikavaRje fo : X ! C
neprekidno za svako, to je i preslikavanjd 5 : X ! Y neprekidno na osnovu
Teoreme 1.1.

Kako je predmet naSeg rada karakterizacija ogremih linearnih operatora
zaX i 'Y Banahove prostore, korisBmo standardnu oznalB(X;Y ) za skup
svih ograncenih linearnih operatora X u Y. Poznato je da je u tom siaju
B (X;Y ) takodje Banahov prostor i da je norma na njemu de nisana sa

KLk = supfk L(x)k j kxk =1g za svako L2 B(X;Y) :

SaX oznaavaemo prostor svih ogracenih linearnih funkcionalf, takvih da
f : X 1 C,gdejenormadata sa

kf k = supfjf(x)jj kxk=1gzasvako f2 X

Ovaj prostor seesto zove i neprekidni dual prostofa
Sledé&a teorema ima veoma va nu ulogu u teoriji matih transformacija
medju prostorima nizova.

Teorema 1.4.([35, Theorem 1.23], [21, Theorem 1.9.], [55, Theorem 4.8
(a) Neka s i Y FK prostori. Tada svaka matricA 2 (X;Y ) de niSe linearni
operatorL 2 B(X;Y ) tako da jeLa(X) = Ax zasvakx 2 X.

(b) Neka suX i Y BK prostori i prostorX je saAK svojstvom. Tada je
B(X;Y) (X;Y) tj. za svaki linearni operatot. 2 B(X;Y ) postojiA 2
(X;Y ) tako da jeL (x) = Ax za svakx 2 X.

6



1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

Na kraju ove sekcije navedimo joS jedan veoma bitan "alagihakterizaciji
klasa matrenih transformacija - -dual. Za dati skupX !, -dual se de niSe
na sledéi ncin:

*
X =fa2!j a Xk konvergira za svaka 2 X g:
k=0

Ukoliko sacs oznaimo prostor konvergentnih redova, tj.

*»
cs=fx21!] Xy konvergira g ;

k=0
jasno nam je da je
X = M(X;cs):
Pomenimo da pored -duala postoje joS i i -duali ali se ovde n&emo
zadr avati na njihovim osobinama. Za dalje cavanje mo e se koristiti

[27, 35, 55].
Primetimo jo$ da se, koristepojam - duala, karakterizacija klageX; Y )
mo e formulisati na sleda necin:

A2 (X;Y)akoisamoako j&, 2 X zasvakani Ax 2 Y zasvakax 2 X:

Za dati BK prostoiX , prostorX je takodje BK prostor u odnosu na normu:
kak =supfsup] axXyjjkxkx =19:
" k=0

Ukoliko saX oznaimo skup neprekidnih duala za prostér, odnosno
X = B(X; C), sledéom teoremom dat je odnos izmedu i X .

Teorema 1.5.([55, Theorem 7.2.9], [35, Theorem 1.34]) NekaXe BK
prostor. Tada postoji linearno "jedan-jedan"preslikayam : X ! X ,
odnosnoX X . Ako jeX AK prostor, onda je preslikavanjgi "na".

Poslednja teorema u kombinaciji sa Teoremom 1.4 imacklijuulogu u
pravljenju razlike izmedju uopsStenih linearnih ogmeemih operatora izmedju,

7
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na primer, FK prostorX i Y, u oznaciL 2 B(X;Y ) i matricnih operatord. o
pridru enih odgovarajaoj beskonanoj matriciA 2 (X;Y ). O tomece viSe biti
reci u narednoj glavi.

Neki va niji prostori nizova

Kako smo ranije napomenuli, raeiii prostori nizova bili su predmet
izucavanja mnogobrojnih radova. Medjutim, treba joS naglada najvei broj
njih potice iz koncepta teorije sumabilnosti i teorije bazirane naritram
domenima, Stocemo nesto kasnije i ilustrovati. Ovdeemo navesti neke
"osnovne"prostore nizova, od kojih zapravo sveckrécije osobine su va ne za
dalje konstrukcije "slo enijih" prostora nizova. Dajema@mso najva nije
pojmove i osobine neophodne za naSe istraivanje, a zasteani mogu
detaljne dokaze i opSirniji prikaz radi daljeg istra ivam&i u [35, 51, 52, 55].

U prethodnoj sekciji uveli smo najpre, skup svih kompleksnih nizova
X = (Xk)i= - Videli smo da je! FK prostor sa metrikom de nisanom u (1.1).
Takodje,! ima AK osobinu.

Posmatrajmo dalje skupove ogreanih, konvergentnih i konvergentnih ka
nuli (tzv. nula nizovi) nizova kompleksnih brojeva, u oznaom, ; , C, Co:

o= fx2! ] SlkJIOJ'XkJ'< 1g ;
c=fx2"! ] I(I!ilm Xk = zaneko 2 Cg;
C=Ffx2"! ] I(I!ilm Xk =0g:
Prostori’; , Ci ¢y su BK prostori u odnosu na normu de nisanu sa:
kxk = Sl,lipjxkji

Va i sledete:



1.2. Neki va niji prostori nizova

i jos je ¢y zatvoreni podskup g, ac zatvoren u'; . Prostor'; nema Sauderovu
bazu, ¢, je AK prostor, ac ima Sauderovu baz(e; €V e®@:::) ali nije AK
prostor. Svakx = (Xi)i-, 2 cima jedinstveno predstavljanje:

x= e+ (xx )e® pricemuje = lim x:
k=0 ’

Ukoliko posmatramo -duale za pomenute prostore, va i sléde

C=¢C :\1:‘1

- . . P -
gdeje’;denisanosa; = fx2 ! j i, jxj< 1g.
Poslednji prostor nizova, je prostor svih apsolutno konvergentnih redova i
predstavlja specijalni staj prostora, de nisanih na sledé necin:

R
p=fx21 ixcjP<1g zal p<1 ;
k=0

Zaprostore,,1<p< 1 ,odgovarajéa norma je data sa
oo
kxk=(  jxj°)? ;
k=0
odnosno za prostor odgovarajéa norma je data sa:
oo
kxk = IXk]:
k=0

Cesto se norma u ovim prostorima ozaga i se&k k.
Prostori,, 1 p<1 suAK prostoriivaisledée:

b= g I<p<1 ;g=pAp 1))

1= a
Prilikom de nisanja mno itelja prostora u prethodnoj sdékaiveli smo

9
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prostor konvergentnih redova.

*
cs=fx21!]j Xk konvergira g :
k=0

Zapravo mo emo Koristiti i ekvivalentan oblik:

X
cs=fx21! j lim Xk = zaneko 2 Cg:

n'l
k=0

Vet ovde mo emo uoiti povezanost ovog prostora i prostaza O ovomece
biti reci u narednim sekcijama. Pomenimo da se analogno ovakv@zamwosti
Mo e recimo uvesti i prostocs, ali to nece biti predmet nasSeg rada. Méemo
ovde navesti joS jedan prostor, pacsiom principu, samo ovog puta sa. To je
prostor ogrargenih redovds

.X] ~
bs=fx2!j Xk 21 0;
k=0
odnosno

X
bs=fx2! jsupj Xk j< 19 :
" k=0

Ovo su takodje BK prostorgs je zatvoren podprostor daspa su im norme

iste i date sa;:

X
kxKes = kXkps =SUpPj  Xgj:
N k=0

Prostorcsje AK prostor, dok prostobsnema Sauderovu bazu.

Pre nego Sto navedemeduale za prostoresi bs navegemo joS dva va na
prostora nizovabwy i bv.
Prostorbv predstavlja prostor nizova ograeine varijacije i de nisan je sa

*
bv=1fx21!] Xk Xk1J<1g:
k=0

10



1.3. Matrcne transformacije izmedju klasiih prostora nizova

Prostorby de nisan je na sled@ necin:
bw = bv\ c:

Oba prostora su BK prostori, pdemu jebw joS i AK prostor. Vai:
bv = bw e odnosno, prostobv nije AK prostor ali ima Sauderovu bazu
(e; €Y; €@ ). Norma na prostorbvde nisana je sa:

. R :
kxk = lim xyj + Xk Xks1] -
kil
k=0
. .P . . :
Lema 1.6.[55, Lemma 7.3.2] Ukoliko je - jXk Xks1) < 1, tada jex =
(Xk)&:o 2C.

Jasno da sada mo emo odredjene rezultate izvoditi za pe&wi bw
imajuci u vidu njihov skupovni odnos sa prostorirnac.
Na kraju navedimo joS i izgled-duala za prostores, bs bvi bw.

bv =cs; by =Dbs; cs =bv; bs = bw:

Kako za skupX ! kaemo da je -perfektan ukolikojeX = X, jasno
da su poslednje uvedeni skupoviperfektni. Takodje, kako je, = ", za
1 p 1 ,tosui,prostori -perfektni. Medjutimc 6 cic, & ¢y paovo
nisu -perfektni skupovi.

Matri cne transformacije izmedju klasicnih prostora
nizova

Ukoliko imamo zadate prostore nizova,qadni X 'inaniy !,
jedan od zadataka nam je da izvrSimo karakterizaciju klasarienih
transformacija(X;Y) i to u smislu nalaenja uslova za elementgy
beskonane matriceA = (an)i.- kako bi ova bila iz klasgX;Y), t.
A 2 (X;Y). U ovom delu podsetemo se nekih od karakterizacija matiih

11
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transformacija izmedju prostora nizova koje smo naveli ethprdnoj sekciji,
naravno u slaajevima kad je to modie. Onece biti osnova za neke od
karakterizacija izmedju prostora nizova slo enijeg oblikoje¢emo u narednoj
glavi uvesti. Pored gotovih karakterizacija, nad@®0 kroz teoreme i neke
korisne rezultate koji dovode do konkretnih uslova za ogeel karakterizacije
matricnih transformacija. Pomenute teoreméebdate bez dokazaditalac se
upLEuje za detaljnije istra ivanje ove problematike na [27, 53].

Teorema 1.7.[35, Theorem 1.23]
(a) Neka jeX BK prostor.A 2 (X; 1) ako i samo ako

KAKx., y = Sl;l]p KALKy = Sl;l]p(SUpfj AnXjjkxk=1g) < 1

ZaA 2 (X; 1) vaiidajeklak = kAky. | ).

(b) Ako je(H¥)i., Sauderova baza 24 i ako jeY; zatvoren FK podprostor
uY, tadajeA 2 (X;Y1) akoisamo ako j& 2 (X;Y ) iakojeA(¥) 2 Y, za
svakok.

Navedena teorema &8 nam od koristi za karakterizaciju klasa oblika
(X;7 1), gde jeX jedan od klasinih prostora nizovac, ¢, pzal p 1
(naravno od koristi je i za mnogo Siri izbor prostota ali cemo se u okviru ove
sekcije zadr ati samo na klasiim prostorima nizova). Kako je, zatvoren
podskup Lc a ovaj dalje zatvoren podskup u, to e nam nakon karakterizacije
klasa oblika(X; 1), biti omogltena i karakterizacija klasa oblik;c), a
zatim i (X; ¢co) ali samo za sloajeve kada prostot ima Sauderovu bazu.

Dakle, imajiti sve ovo u vidu, Teorema 1.7(a) bi "pokrila"karakterizaci
slede&ih klasa: ("1 ;71 ), (¢;71),(G; 1), C1571), Cps 1) zal <p < 1.
Primenom iste teoreme, ali dela (b), de nisali bismo i siegl&lase matadnih
transformacija:(c; 9, (Co;0), ("1:¢), (p;0) zal < p < 1, (¢; &), (Co;Co),
(1:G), (piCo) zal<p< 1.

Radi lep3eg i lakSeg pregleda rezultata, naj@mo de nisati sledee uslove:

»
sup  jawj<1 ; (1.1)
N k=0

12
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Sl-lj(pjankj< 1, (1.2)
n;
b
sup jawj<1l (I<p< 1l ;qg=pHp 1)); (1.3)
k=0
. R o
n|!l{n ~ an =0 (1.4)
nIlilm a =0 za svako k; (1.5)
. R o
k=0
lim a.x = « zasvako k : (1.7)

n'l

Sada mo emo de nisati teoremu koja jasno sledi na osnovgaa® sada datog.

Teorema 1.8.(a) [35, Theorem 1.36, Theorem 1.37]

(G 1)=(C1)=(1:1):

A2 (1;1)=(c; 1)=(c; 1) akoisamo ako je ispunjen uslov (1.1);
(c)A 2 ("1; 1) akoisamo ako va i uslov (1.2);

dA2(p 1) 1<p< 1 ;akoisamo ako vaiuslov (1.3);

(e)A 2 (c; @) ako i samo ako va e uslovi (1.1), (1.4) i (1.5);

() A 2 (c; 09 ako i samo ako va e uslovi (1.1), (1.6) i (1.7);

(9) A 2 (co; o) ako i samo ako va e uslovi (1.1) i (1.5);

(h) A 2 (co; c) ako i samo ako va e uslovi (1.1) i (1.7);

13
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(VA2 (;c); 1<r< 1, akoisamo ako va e uslovi(1.3)i(1.5).
MDA2(r;0; 1<r< 1 ,akoisamo ako va e uslovi(1.3)i(1.7);
(k) A 2 ("1;¢o) ako i samo ako va e uslovi (1.2) i (1.5);

() A 2 ("1;c) ako i samo ako va e uslovi (1.2) i (1.7).

Ukoliko je prvi prostor'; a nalni prostor jedan od prostoraili ¢, stvari
stoje drugaije. Naime,’; nema Sauderovu bazu te je nemoguwrimeniti
Teoremu 1.7 ali ni mnoge druge rezultate koji uspeSno r@dapeoblem
karakterizacije. Situacija je spedna i reSena je Surovom teoremom (Schur).

Teorema 1.9.(Schur) [27, Theorem 6., str.169 2 (1 ;c) ako i samo ako
va e uslovi:

*
0] jank] konvergira uniformno pon ;
k=0
[
(ii) postoji nIlilm an zasvakok : (1.8)

Posledica 1.10A 2 ("1 ; ¢) ako i samo ako va e uslovi:

(1 jank] konvergira uniformno pon ;
k=0

(i) nI!ilm ak =0 zasvakok : (1.9)

Napomena 1.Napomenimo da se poslednja karakterizacija mo e de nisa#
sledeci nacin [52]:

*
A 2 ("1 ;¢) akoisamo ako va inlli{n jankj = 0: (1.10)
' k=0

Pre nego Sto navedemo sléd&oristan rezultat, uv&®mo najpre jednu
oznaku.
Naime, neka j&= skup svih konanih podskupova prirodnih brojeva i neka je
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1.3. Matrcne transformacije izmedju klasiih prostora nizova

K 2 F . Ukoliko je A = (&)t beskonana matrica, oznakA(K ) znzice
. P '
sled€e: ( ok @nk)n=o -

Teorema 1.11.(a) [55, Theorem 8.4.3.] Neka )¢ FK prostor. TadaA 2 (co; Y)
ako i samo ako je skuipA(K) j K 2 Fg ogranicen uY'.
(b) [55, Theorem 8.3.7] Ako j¥; de nisansaX; = X g, tada

A2 (X1;Y) akoisamoakojA 2 (X;Y) i Ae 2 Y:

Primenom prethodne teoreme mogli bismo da odredimo kaia&tgje klasa
oblika(cy; Y)i(c;Y) imajuCiuvidudajec= ¢, e

Teorema 1.12.[52, (63.)]A 2 (c; y) =(¢Co; r)zal r< 1 akoisamo ako
vai uslov

XX r
sup ax <1 ;K F: (1.12)

K n=0 k2K
Naredna teorema pokaa joS jednom veliki zn@aj -duala u teoriji
matricnih transformacija. @ Kao $to je i udddjeno, saA! oznaicemo
transponovanu matricu matriée

Teorema 1.13.[55, Theorem 8.3.9] Neka sXi1 i Z BK prostori sa osobinom AK,
inekajeY = Z . Tadaje

(X;Y)=(X 1Y)

ivai
A2 (X;Y) akoisamo ako A 2 (Z;X ):
Imajuci u vidudasuygi r,1 r< 1,AK prostori, korist&i ovu teoremu
mogli bismo da de niSemo klasg; ;) zal r< 1 i(; 1)zal<r 1

KoriStenjem vé dobijenih karakterizacija i primenom upravo navedenstiee,
jednostavno se mogu pokazati sledezultati.
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Teorema 1.14.Neka jel <r < 1 . Tadaimamo sledece:
@A2 (1 ;)akoisamoakovai

%
sup  jaj <1 ; (1.12)
kK n=0

(b)A 2 ("1; 1) akoisamo akovai

%
sup  jamj< 1 ; (1.13)

kK n=0

(c)A 2 ('; 1) akoisamo akovai

XX s
sup ak <1 ;s=r=(r 1);K2F ; (1.14)
K k=0 n2k

(A2 (1; 1) akoisamoakovai

XX
sup akx <1 ; K2F : (1.15)

K k=0 n2K

Dokaz Zal<r < 1, prostor, je AKprostorivai = (,1<s< 1.
takodje vaiida jeco AK prostoridajec, = 1 ic = ;. Sada je jasno da
imamo sledée:

A2 (1), A'2(c 1)

A2(C:y), A'2(Cs’1),1<r< 1 ,s=r=(r 1)
A2(Cr"1), A'2(cy’s),1<r< 1 ,s=r=(r 1)
(Coi'1)=(C ;' )=(1:"0):

Sada primenom rezultata iz Teorema 1.8 i 1.12 na odgov@aiuatrice,
dobijamo uslove za karakterizaciju posmatranih klasaieratr transformacija.

Do sada smo posmatrali matne transformacije izmedju klasiih prostora
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1.3. Matrcne transformacije izmedju klasiih prostora nizova

nizova. Ono Sto mo emo primetiti je da nije data karaktetia matrcnih
transformacija za klas{i,; 1) za proizvolinepir (1<p ,r< 1 ). U literaturi
se mogu nai rezultati koji se odnose na klagiy; ;) [27] ili u nekim radovima
uslovi za specijalne oblike matrica, takozvane, faktarigae matrice, ali
generalnih rezultata nema.

Ukoliko posmatramo prostore iz prethodne sekag,bs bv, bw koji nisu
klasicni prostori nizova, ali su svakako od interesa za na$ raguggoje i ovde
de nisati klase odredjenih matmih transformacija koje se moguaia [52, 55].
Medjutim, ukoliko se ovi prostori posmatraju kao maiii domeni odredjenih
matrica u nekim od klasnih prostora nizova, Stotemo videti u narednoj glavi,
mogLEe je karakterizaciju dati i na drugi, naravno, ekvivalentacin kada su
uslovi u pitanju.

Ovu glavu zatvaramo samo nekim od primera, radi ilustracije
Karakterizacije matdnih preslikavanja koje slede mogu s&€na[55, Example
8.4.5B]. Na osnovu prethodno opisanih karakterizacgmjenice da jecs AK
prostor, jasno d&A 2 (cs;0 ako i samo ako jeA 2 (cs; 1) | postoji
lim,;  an za svakd, odnosnoA 2 (cs; g) ako i samo ako j& 2 (cs; 1) |
limn;  aw =0 za svakdk. Ostaje da u narednoj glavi damo pored uslova koji
c¢emo navesti i n@n za njihovo izvodjenje ali uz pongorezultata o mateinim
domenima. Tenije, dovoljnocte biti de nisati klasu(cs; *; ).

Naredni uslovi preuzeti su iz [55, Example 8.4.5B].

A 2 (cs; 1 ) ako i samo ako

X
sup Jank @k 1j<1: (1.16)
k

A 2 (cs; 9 ako i samo ako (1.16) vaii
n'.i{“ ank postoji za svakdk: (2.17)
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Glava 1. Uvod

A 2 (cs; @) akoisamo ako (1.16) vai i

nIli{n ank = 0 za svakok: (1.18)

18



Glava 2

Matri cne transformacije kod nekih
maitri cnih domena i jakih matricnih
domena

U ovoj glavi posmatraemo matrgne transformacije na nekim novim
prostorima nizova, matne operatore pridru ene odgovarajon beskonanim
matricama preslikavanja, ailemo pomenuti i uopStene ograene operatore na
novode nisanim prostorima nizova. Ovako uvedeni novi poos nizova
uglavhom potiu iz primene teorije sumabilnosti ili predstavljaju nekil o
specijalnih oblika matanih domena u klashim prostorima nizova koje smo
pomenuli u prethodnoj glavi.

Matri cni domeni trougaonih matrica - osnovni
pojmovi, osobine i rezultati

U prethodnoj glavi uveli smo pojam matnog domena matricé& u
prostoruX , u oznaciX o. Najveti deo prostora nizova kofie biti obradjeni u
ovoj tezi jesu zapravo specijalan oblik matih domena u klashim
prostorima nizova, ¢y, p,1 p 1 . Zapravo, radi se o specijalnom obliku
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

matrice A koja je trougaona, pa posmatrani prostori nizova u sustini
predstavljaju matdne domene trougaonih matrica u kiasm prostorima
nizova. Glavni rezultati u ovoj tezi usko su povezani sa yymmatrcnog
domena. Naime, mnogi prostori nizova dobijeni su primen@kerbeskonene
matrice na klagine prostore nizova. Nas zanimaju matrice specijalnogkabli
tzv. trougaone matrice i u ovoj sekciji dajemo pojmove i paenrezultate
vezane za matthe domene takvih matrica.

Za beskonenu matricu (engl. triangleY = (tn)iy-o kaemo da je
trougaona aka,x = 0 zan <k it,, 6 0, (n =0;1;::), tj. donja trougaona
matrica sa nenula elementima na glavnoj dijagonali. Overiogatsu od
posebnog interesa za rad zbog njihove osobine o postojavmguzine matrice.
Sledé&a teorema govori upravo o tome.

Lema 2.1. [55, Theorem 1.4.8] Svaka trougaona matri¢aima jedinstveni
inverz S = (Sw)nx= kOji je takodje trougaona matrica i vai da je
X = T(S(x)) = S(T(x)) za svako 2 !

Dakle, posebno interesantni za na$ racebprostori oblikaXt, gde jeT
trougaona matrica. Posmatrajmo na primer matrisu( nk)i.-o de nisanu
na sledéi nacin:

8
% 1 (k=n 1)

nk = E1 (k=n) (2.1)
-0 (k>n):

Jasno da je ovo primer jedna trougaone matrice a mo e se pticle je njena
inverzna matrica, ozmamo je sa = ( nk)ﬁ;kzl , takodje trougaona matrica sa
elementima de nisanim na sledenecin:

8
21 @1 k n)
nk = (2.2)
-0 (k>n):
Pored toga, imamo i slede: x = (( x)) = (( x)). Ovo su jako

interesantni, i sa velikom primenom, primeri trougaonihtnca. Tako, ako se
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2.1. Matrcni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobineziutati

vratimo na prethodnu glavu i prostobe, csi bs lako mo emo ueiti da va i
slede&e:

bv=("1) ,cs=(c¢) ,bs=("1) : (2.3)

Videtemo kasnije da umesto koténja gotovih karakterizacija [52, 55]
pojedinih klasa matcnih transformacija na ovim prostorima nizova, mo emo,
koristeti rezultate o matdnim domenima, samostalno izvesti ove uslove.

Sadatemo navesti joS poznatih rezultata o matim domenima trougaonih
matrica. Koristtemo oznakd za trougaonu matricls za njen inverz, a sR
¢emo oznaavati transponovanu matricu matriseodnosndR = St.

Teorema 2.2.([21, Theorem 2.2], [55, Theorem 4.2.12]) Neka{§eBK prostor.
Tada je i prostorX+ BK prostor sa normom de nisanom d&kr = KkTxK .
Dalje, ako je X zatvoren podprostor prostor&, onda je i Xt zatvoren
podprostor prostorar.

Teorema 2.3.[21, Theorem 2.3] Ako jb= (d™)%_, baza normiranog prostora
nizovaX , tada jec™ = (SHM)l_, baza zaX .

Teorema 2.4.[21, Corollary 2.5] Neka jeX BK prostor sa osobinom AK i niz
cd™ (n= 1;0;1;:::) de nisan sa

G = sg (k=0:1::);
j=0
izasvaken=0:1;:::,
8
m _ 20 O k n 1)
G >
Skn (k n)

Tada:
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

a) Svaki nizy = (yn)i, 2 Y = Xt ima jedinstvenu reprezentaciju

R
y= T,y cm:

n=0
b) Svaki niz = (z,)}., 2 Z = X1 eimajedinstvenu reprezentaciju

R
z= e+ Tz e cm
n=0

gde je jedinstveni kompleksan brojtakav dage y+ ezay 2 Xr.

c) Svaki niav = (wy)i_, 2 W = (X  €)t ima jedinstvenu reprezentaciju

*
w= P+ (T,w )
n=0
gde je jedinstveni kompleksan broj takav daTjev e2 X.

Pored baze, za nas rad, potrebno nam je i poznavadjgala prostora t,
stoga naredna teorema ima va nu ulogu.

Lema 2.5. [36, Lemma 2.6] Neka jX FK prostor sa AK svojstvom. Tada je
X7) (X )r.

Teorema 2.6.[18, Theorem 2.6] Nek& FK prostor sa AK svojstvom]
trougaona matricaS njen inverz iR = S'. Tada je:

a2 (X1) akoisamoakoj@2 (X )r i W® 2 (X;co)
gde je matricaW @ de nisana sa

j:ma,-sjk (0 k m)

: k>m)

(& —
ka -

(m=0;1;:::):

w /W00
e
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2.1. Matrcni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobineziutati

Dalje, ako jea 2 (X1) , tada imamo

* Az = ? (Rxa)(Tyz) zasvaka 2 X (2.4)
k=0 k=0

Napomena 2.[36, Remark 3.3] a) Prethodna teoremavaiiXa= ; .

b) U slucaju da jeX = ¢, odnosno kod nala enja duala prostoracr, imamo

dajea 2 (cr) akoisamo akoj@a 2 (C1)r i W® 2 (c;0; Takodje, ako je

a2 (cr) ,tadavai

R b
Az = (Rka)(Tk2) zasvaka 2 ¢
k=0 k=0

. T . _ . Xn (a)'
gdeje = L'.rln Tezi = rLI!I’P W o (2.5)
' k=0

Sled€a teorema koristi se za karakterizaciju natifn transformacija na
matricnim domenima trougaonih matrica u prostorima nizova sa Aébmom.

Teorema 2.7.[18, Theorem 2.13] Neka j8 BK prostor sa svojstvom AK, neka
je Y proizvoljan podskup odl, T proizvoljna trougaona matrica$ njen inverz

i R = S' (transponovana matrica matricg ). Tada,A 2 (X+;Y) ako i samo
akoA 2 (X;Y)iW®n) 2 (X;co) ;za svako n=0;1;::, gde jeA matrica sa
redovimalffn = RA, ;n=0;1;:::aW®n) trougaona matrica data sa

P 1 .
(An)  _ j=ma&iSk; 0 k m (2.6)

w
k Lo k>m

Stavide, ako j& 2 (X+;Y) imamo da je

Az = A(T2) ;zasvak@ 2 Z = X+

Napomena 3.[36, Remark 3.5] a) Prethodna teorema vai i u slucaju da je
X = \1
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

b) Neka jeY linearni podprostor prostord . Imamo da jeA 2 (cr;Y) ako i
samo ako va i
A 2 (co;Y); WA 2 (c; 0 za svakm (2.7)

xn

Re ( n)hso 2 Y pricemuje = lim wi zan=0;1;::1;  (2.8)

li
m!
k=0

Takodje, ukoliko jéA 2 (cr;Y), tadaje
Az=A(T2)  ( n)i, zasvaka 2 cr gdeje = lim Tz: (2.9)

Teorema 2.8.[36, Theorem 3.6] Neka s¥i i Y BK prostori, i neka je prostor
X sa osobinomAK . Ako jeA 2 (X+1;Y) tadava i

KLak = kL ¢k (2.10)
pricemu jeA matrica de nisana u Teoremi 2.7.

Teorema 2.9.[35, Theorem 3.8] Neka s¥ i Y proizvoljni podskupovi . Tada,
A 2 (X;Y1) akoisamo akdB = TA 2 (X;Y). VaijoS, ako suX i Y BK
prostorii A 2 (X;Yr), tada jekLak = kLgk.

Sada, kada smo naveli sve poznate rezultatedesjeo koristiti u naSem radu,
vratimo se na prostores, bsi by, imajuci u vidu njihovo predstavljanje kao
matricne domene trougaonih matrica datih u (2.3).

Dacemo, kao Sto smo pomenuli na kraju prethodne glave, karakégu
klase(cs; "1 ) koristeCi matricne domene. Primetimo da kakogeAK prostor i
'y = ",, moemo primeniti Teoremu 1.13, pa imamo sléde

A 2 (cs;’1) ako i samo ako A 2 ("1;cs)

odnosno
A2 (cs;’1) akoisamo ako A2 ("1;bV) :
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2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

Kako je daljebv=(";) , to dobijamo:
A'2 (C1;bV) ako i samo ako B2 (*1;71) gdejeB = Al

T . P P o
Uzimajuti dalje dajeby = o mal = oo ndg = @n & 1idaje
B 2 ("1;71) akoisamo ako jsup, 1., jbj < 1, jasno dobijamo da je:

s

A2 (cs;’;)akoisamoakojesup jaxk ank 1 <1:
N k=0

Svojstva prostora o( ,), (1 p 1 )i matricne
transformacije na njemu

U skorije vreme pojedini autori izavaju neke nove prostore nizova
zanemarujai slucajno ili namernocinjenicu da se oni mogu predstaviti kao
matricni domeni neke trougaone matrice u kéasm prostorima nizova.

Inspirisani prostorima nizovay( ,) i ¢ ,) uvedenim u [11], uvodimo
nove prostore prostore nizovg( ,);1 p 1 . Na osnovu vé poznatih
navedenih rezultata odrédimo topoloSka svojstva, bazu i-dual ovako
de nisanog prostora. Rezultati iz ove sekcije prezentovau na
medjunarodnom skupu u Vrrgkoj Banji [13th Serbian Mathematical
Congress, 2014, Vrngka Banja, Serbia).

Neka je = ( k)i, Strogo rastai niz pozitivnih realnih brojeva koji te e
beskonanosti, tj.

0< o< 1<:ii !l (k'1 ):

Neka jeu = (uy)i-, niz kompleksnih brojeva za koji jax 6 0 za svakd 2 N.
De niSimo sada nove prostore nizova na sleideecin:

. D N
o( W=1x21]j i nX)jP<1g ,1 p<1

n=0
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

1)) = Fx 21 jsupi”y (i < 1g

gde je

1 X
"0 = (k0 k DUk Xk 1)
N k=0

Ovi prostori, zapravo, jesu matni domeni

"= ( ")k date sa

n
N

nk

8
% (k kDU (ka1 K)Uket
:

1
n n U
n
0;

gden =0;1;:::, odnosno:

ol W)=Cp1 p 1

'k 2 N:

trougaone matrice

;o k<n;

k=n: (11)

k>n;

(2.12)

Sa druge strane, ozciano saN, Risovu (Riesz) matrictN, = (an)hi-o

de nisanu sa 8 ,
250 k n
Ank = Rn
-30 k>n n=0:1,2::
. P
gde jeR, = }_, rk . Ako uzmemo slede:

fo= o,
Nk = « k 1zasvakk > O;
dobicemo

k=0

Ukoliko sa D(u) oznaimo dijagonalnu matricu sa nizom = (Uuy)i,, ha
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2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

dijagonali tj.d,, = u,, mo emo videti da je

AN

= N, D(u)

Dakle, matrica”, koris&ena u [11] i u ovom radu, mo e biti de nisana i
kao proizvod tri dobro poznate trougaone matrice zasehmavane u mnogim
radovima.

Teorema 2.10.Prostor () je BK prostor sa normom
kxk () = KT x)k,:
Dokaz Direktna posledica (2.12) i Teoreme 2.2.

Kako svaka trougaona matrica ima jedinstvenu inverznugonu matricu,
nadjimo inverz nase matricg, koji éemo oznaiti uobicajeno s& = (Snk)mk=0

Imamo sledée:

A 11X
Vo= n(X)= — (k « )uk(Xk Xk 1),kK2N
N k=0

K 1

nYn n 1¥n 1= (k  k DU(Xk Xk 1) (k k DU(Xx Xk 1) =
k=0 k=0

=( n n DUn(Xn  Xn 1)

Odavde dobijamo da je:

nyn n 1yn 1
( n n 1)Un

kYk k 1Yk 1.
( « k DUk

Xn Xp 1= , 0dnosnox, Xk 1=

Imamo, dakle, da je

X0 X0
_ _ kYk k 1Yk 1 _
Xn = Xk Xk 1) = =
k=0 k=0 ( « k 1)Uk
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

_X kYk X k Yk 1 _
keo ( K k DUk o (k k 1)Uk

— X 1 kYk + nYn X 1 kYk _
k=0 ( k k 1)Uk ( n n 1)Un k=0 ( k+1 k)Uk+1
X 1 1 1 Y,

= k( )Yk + ital ;
o (ko ok DUk (ke K)Uksr (n n 1Un

Elementi sa negativnim indeksontkinule,tj. ;=0,x ;=0.
Polazé&i ody = "X, zapravo, dobijamo slede:

R
Xn = Snk Yk
k=0
pri cemu je:
8 !
1 1
0 k n 1
% “ ( « k DU (ke k) Uk+1
Snk = , k =n (213)
% ( n n 1)Un
- 0; k>n

Kao Sto nam je poznato, prostop, 1 p < 1 , suAK prostori i sviimaju
niz em i: kao Sauderovu bazu. Primenjgjifeoremu 2.4, imamo da je niz
cm i:o = S i:o baza za p( ) prostor, odnosno, u razvijenom obliku
dobijamo sledéi oblik baze za svaka 2 N :

8
%O, 0O k n 1
! ; k=n
C(kn) = (n n 1)un | (2'14)
: 1 1
- : k>n

" ( n n 1)Un ( n+1 n)un+1

De niSimo sve napred razmatrano kroz narednu teoremu.

Teorema 2.11.Prostor nizova p( ), 1 p < 1, ima Sauderovu bazu

28



2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

(c™)L_; isvakinizx = (xn)i, 2 “p( ) ima jedinstvenu reprezentaciju

X = * "a(x) ™
n=0
Predjimo sada na proces nala enjaduala naseg prethodno de nisanog
prostora o( ), zal p 1 . Na osnovu predstavljanja prostora
o( w) = (p)~ i primenom Teoreme 2.6 dai®mo eljene -duale.
Napomenimo da&emo u toku izvodjenja uslova koristiti oznake iz pomenute
teoreme. Stoga, za petak imamo sledee:

a2 o( ,) akoisamoaka2 (l,) Riw(a)2(|p;co); 1 p1

Zbog oblika -duala za prostorg,, 1 p 1 , razlikovacemo tri slcaja:
kadajel<p< 1 ,kadajep=1ip=1.
Najprecemo izreunatiRa = ( Rxa)~g -

R R
Ra= rgg = skg =
j=0 =k
_ k k k * 8 =
( k 1)Uk ( x k DUk (ke k) Uk+1 j=k+1
1 1 R [
= Kk ak + aJ
(e wduwe (ko kW (e UL g

Za ovako dobijendRa uslova 2 ("p) . ekvivalentan s&Ra 2 (") ,
postaje:

1) a2 () ,zal<p< 1 akoisamoakdka 2 (p) = q,q=
pp 1)

b
j.  jR@?<1;qg=pAp 1); (2.15)
k=0

2) a2 (1) ,akoisamoakRa2 (‘1) =1
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

. supjRek@ < 1 ; (2.16)
k
3) a2 (1) o akoisamoakd&a 2 (1)

*»
tj. JRkg <1 : (2.17)
k=0
Primenjujlci rezultate iz prve glave, tj karakterizacije matih

transformacija(’p; &), zal p 1 , dobicemo sledee uslove za matricu
w@:

() W® 2 (pic); L<p< 1 akoisamo akaup,  iojwdid< 1,
g=pAp 1)ilimms W zasvakd, pricemu je

b @:q _ xR A X R A
Wi J™ = g Sk = Sk =
k=0 k=0 j=m k=0 j=m
X 1R g R q
= &Sk + & Sjm =
k=0 j=m j=m
X% 1 .
= J K .JQ+
k=0 j=m ( k k 1)Uk ( k+1 k)uk+l
m8m + m m R a-] q
( m m 1)Um ( m m 1)Um ( m+1 m)um+1 j=m+1
Uslovsup, ~ Lo jw@j9< 1 postaje:
hx 1 K K q R
Su igi9 +
mp o (k k DUk (ke k) Uk+1 j:mjajj
» [
m8m + m m 31 q <1
( m m 1)Um ( m m 1)Um ( m+1 m)um+1 j=m+1
(2.18)

(i) W® 2 (*1; co) ako i samo ak@upy, jwihj < 1 ilimyy wi =0 za
svakok
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2.2. Svojstva prostorg,( ), (1

p 1 )imatricne transformacije na njemu

zak <m imamo

(a) %
Sup Wy = Sup aj Sik
m;k<m m;k<m j=m
R
— k k a <1
(k kDU (k1 WUk oy
zak = m imamo
(a) — An m
Sup wy, =
p ( m m 1)Um
R
+ m m a <1
(m mDUn (mer m)Umst j=m+1
(2.19)

(i) W® 2 (°1 ;co) ako i samo ako .
(@ =0 za svakd

IMpi W =

Mo emo primetiti da, kako redRya =

dobijamo da je

a)_

ka

pa je uslovim i,

k=0 jW j konvergira uniformno pon i

P .
-« & s konvergira za svakd,

0 suviSan u de niciji -duala za naSe prostore.

Najzad imamo rezultate za sve pomenutecajeve date kroz sledae

teoremu.

Teorema 2.12.

1. a2 p( ,) akoisamo ako va e uslovi(2.15)i(2.18).

2. a2 4( ,) akoisamo ako va e uslovi(2.16)i(2.19).

3.a2 ', ( ,) akoisamo ako
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

* * *
iw@® i = k k L
W = it
kzoj i o (ko kDU (ke1 k)Uker jzmjaij
mam + m m )4 a]
( m m 1)Um ( m m 1)Um ( m+1 m)um+1 j=m+1

uniformno konvergira pom (2.20)

i ispunjen je uslov (2.17).

Sadatemo posmatrati klase matnih transformacija oblikd p( ,);Y),
1 p 1 ,gdejeY nekiodKklastnih prostora nizova. Sve ovo nam je priprema
za narednu glavu gdmemo dati karakterizaciju odgovargjh klasa kompaktnih
operatora.

Za pomenuti zadatak primenji#amo Teoremu 2.7 i Napomenu 3. Pre nego
Sto damo konene rezultate, prokomentartsmo i dokazati sve uslove, Ste
nam posilu iti ujedno kao i dokaz. UzimajuzaY odgovaraj@i nalni prostor,
imamo sledée:

A2 (ol ,):Y)akoisamoakd 2 (p;Y)iWAD 2 Chig), 1 p 1

Dakle, bte nam potrebne karakterizacije matih transformacija izmedju
klasicnih prostora nizova iz prve glave, primenjene na matfidceWw ). Pre
nego pe@nemo sa sredjivanjem uslova, primetimo déje (’ank)ﬁ;kzo pri cemu
suclanovi matrice dati sa

ank
& = RkAp = ((—————+
“ Ko k(( k k 1)Uk

1 1 R

(kDU Crer Ukt oy

(

ay)  (221)

32



2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

Tako, primenom uslova (1.1) #imamo

o
sup  jayj<1

N k=0
odnosno
* Ank
su e
npkzo “ ( k 1)Uk
1 1 *
a, <1 2.22
( k DU (ke k) Uk+1 j=k+1 J ( )
Uslov (1.2) postaje u naSem shju uslov
supjénj < 1
n;k
odnosno
Ank
su —+
n;kp “ ( k 1)Uk
1 1 *
a, <1; 2.23
(k kDU (ko Ukt oy (2.23)

dok se transformacijom uslova (1.3) dobija novi uslov

. p
sup  jawj<1 ;1<p<1 ;9= —
n k=0 P 1
tj.
* ank
su ——+
npn:o “ ( « k 1)Uk
1 R

q
a, <1 2.24
( k DUk (ke k)Uk+1 j=k+1 J ( )
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

Uslovi (1.5) i (1.7) se redom transformiSu u naSentaju u sledée:

M 8ok =0
tj.
. Ank
lim ———+
nil “(v  « DUk
1 1 *x
a, =0 2.25
( k DU (ke k)Uk+1 j=k+1 J ( )
i
nI'i{n Ak = k. zasvakdk
tj.
. Ank
lim ———+
ntt “ ( k k1)U
1 1 R
+ an = ; za svakd :
( x k DU (ke k)Uk+1 i =k+1 J “

(2.26)

Uslov (i) iz Surove teoreme primenjen na nasu matAcoam daje da

*
ok
1 1 % _ |
(v« D ( « ) U a,  uniformno konvergira po n
1 +1 +1 =K+l

(2.27)
ZaK 2 F uslov (1.11) postaje

XX ) p
sup  j  auji< 1l ;1<p< 1 ;9= —

K2Non=0 k2k p 1
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2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

tj.
*
sup K | S
K 2No n=0 ( « k 1)Uk
! * 1 (2.28)
a <1: :
(k kU Cker KUkt oy J
Transformisani uslov (1.6) je
o
|'I{T] Ak = k. zasvakd
n: k=0
tj.
»
|'|1m ‘ . S
" k=0 ( k 1)Uk
1 1 *
an = za svak :
( x k DU (ke k) Uk+1 i =k+1 J “
(2.29)
a uslov (1.12) prelazi u
R Ank
Ssu L
kpn:O “ ( « k 1)Uk
1 R q
ani <1 2.30
(kDU (ot Uk gy (2.30)
Uslov (1.13) primenjen nA je
b Ank
su — 4+
kpn=0 “ ( « k 1)Uk
1 1 b
a; <1: 2.31
(kDU (ot Uk jogg (2.31)
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

ZaK 2 F uslovi(1.14) i (1.15) transformiSu se redom u:

X X
sup K S S
K2No k=0 n2K ( x k 1)Uk
1 1 *
a, <1 2.32
( k DUk ( ket k)Uk+1 j=k+1 J ( )
i
X X
sup N S
K2Nok=o n2k  ( k  k 1)Uk
1 1 *
an <1°: 2.33
(ke kW Crer UL oy J (2.:33)

Na ovaj nain "popisaliSmo sve uslove potrebne za karakterizaciju
beskonane matriceA iz odredjene klase oblikg ,;Y), za odgovarajce
Y2fc g 1:01 r 1

Predjimo sada na matridtv A za koju se zahteva da je iz klagg; ¢o) za
odgovarajée p. Imajuci u vidu pomenute mathe transformacije izmedju
klasicnih prostora nizova i njihove karakterizacije, primencanmatricuw A~
bilodaseradigp=1,p=1 ili 1<p < 1, uvekjejedan od zahtevanih
uslovalimn;  w" = 0 za svakd. Kao i kod -duala, ovaj uslov se u nasim
razmatranjima mo e izostaviti imafi u vidu cinjenicu da je redR¢A,

konvergentan. Stoga, naSe razmatranje ide u &&deravcu:
a) Uslwcajukad jel<p < 1 imatemo
W 2 (i) (L<p< 1 30= P)

ako i samo ako je ispunjeno:

X

hx 1
K K aX an
sup jag j9 + e
m oo (K kDU (ke WUk oy (m  m 1)Um
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2.2. Svojstva prostorg( ,),(1 p 1 )imatricne transformacije na njemu

pa i
m m ay | <1; (2.34)

j=m+1

( m m 1)Um ( m+1 m)um+1

b) Zap=1 imamo

WA 2 (15; ¢)
ako i samo ako va i sledm:
sup ! L * ay <1
mkam (K k DU (et k)Ukes i=m
i
Anm
Su
mp " ( m m 1)Um
1 1 R
+ an <1 : 2.35
( m m 1)Um ( m+1 m)um+l j=m+1 J ( )
c) Zap= 1 imamo
W (An) 2 (I1 ;o)
ako i samo ako va i:
X 1 k k oo
Jan; |+
ko (ko kDU (ker Uker jopy
manm + m m )4 anj
( m m 1)Um ( m m 1)Um ( m+1 m)um+l j=m+1

uniformno konvergira po: (2.36)

Na osnovu svega izlo enog dobijamo sléderezultate koji se odnose na
karakterizaciju klas€ p( ,);Y), (1 p 1 ).

37



Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

Teorema 2.13.Neka jeA = (@ )iy - Tada:

8
%(2:22); (2:26)i (2:35) (p=1)
DA2(p( ) 1) akoisamoakovai (2:22)i (2:36) p=1)
" (2:24)i1 (2:34) P2(11))
8

%(2:23); (2:25)i (2:35) (p=1)
2)A2(p( );cgakoisamoakovai (2:25);(2:27)i(2:36) (p=1)

©(2:24);(2:25)i(2:34) (p2(1;1))
8
%(2:26); (2:29)i(2:35) (p=1)

3)A2 (p( ,);9akoisamo akovai (2:27);(2:29)i(2:36) (p=1)
© (2:24),(2:26)i(2:34) (p2 (1,1))
8

WK/

§(2:31)i (2.35) (p=1)
4)A2 (p( ); »akoisamoakovai (2:33)i(2:36) (p=1)
©(2:32)i(2:34) (p2(1;1))
8
E (2:30)i(2:35) (p=1)
5A2(p( ,)ir)(r2(1;1))akoisamo ako vaiE (2:28)i(2:36) (p=1)
" nepoznato (P2(1;1))

Matri cni domeni matrice  u klasicnim prostorima
nizovac, Cyi 1

U ovoj sekciji de nise&cemo nove prostore nizovd) , co() 1 1 ()
koji predstavljaju zapravo matmi domen matrice , de nisane u (2.1) u
klasicnim prostorima nizova, ¢y i 1 , redom. Medjutim, umesto oznake za
X 2 fc;q; 10, koristicemoX () , te Cemo tako imati prostore() , () |
"1 () . Reazultati iz ove sekcije su deo rada [33]. Ostatak reailtate
prezentovan delom u narednoj sekciji a delom u narednoj gtga ima kljucnu
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2.3. Matricni domeni matrice u klascnim prostorima nizova, ¢y i "

ulogu u naSem celokupnom radu.
Pomenimo da matrica de niSe operator razlike prvog reda. Kao $to smo
veC ranije videli, ovo je trougaona matrica sa inverznom temgom matricom
, de nisanom u (2.2). NaSi prostori de nisani su na slédescin:

()= fx2!] x2cog:fx2!jnlj1rn nX=0g;
()= fx21!] x2c:g=fx2!jnlli{n nX = zaneko 2 Cg;
()= fx2!j x27; g=fx2! jsupj] nXj<1g:

n

Teorema 2.14.Prostori ¢() , c() i 1 () su BK prostori sa normom
de nisanom na sledeci nacin:

kxk =k xk
odnosno, zasvako2 X () ,gdejeX 2fcyc; 1 gvai:
kxk =supj nXj=supjXn Xp 1j:
n n

Dokaz Direktna posledica Teoreme 2.2 i norme de nisane na prost
C0;C; 1 -

Napomena 4.Prostoric() i c() imaju Sauderove baze koje se mogu lako
dobiti primenom Teoreme 2.4 i to zg() deo poda) a zac() deo podc)
uzimajuciT = iS= . Prostor’; () nema Sauderovu bazu.

Dalje cemo odrediti -duale za de nisane prostore. Kao Sto smo i napred
koristili, i ovde cemo saR oznaiti transponovanu matricu matri&=

Uvedimo joS jednu oznaku kojéemo koristiti tokom dokaza. Za niz =
(Xk)i-; 2 X, m-ta sekcija niza, u oznacix!™, de nise se na sledg nacin:
xtml = © m,xe,

Teorema 2.15.Neka jen = (n)l_, . Tada imamo sledece:
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

a)az2 (c()) akoisamo ako je

Ra2 ;iRa2n?t' | ; (2.37)

b)a2 ("1 ()) akoisamo ako je

Ra2 ;iRa2n?! o; (2.38)

Vaiidaje(c()) =(1())
c) Akojea2 (X()) ,gdejeX bilo koji od prostoracy, cili "1 ,imamo da je
»

*
Xk = (Rka)( kX) zasvakox 2 X: (2.39)
k=1 k=1

Dokaz a) i b) Uzimaji€idajeT = a odgovarajda inverzna matric® =
primenom [36, Theorem 3.2, Remark 3.3(a)P¢a= ¢ ili X = *; udelovima
a) i b) dobijamoa 2 (X ()) akoisamoakoj®a2 X = "4, Stoje zapravo
prvi uslov iz (2.37) 1 (2.38), W 2 (X; cg), pri cemu jeW matrica sa redovima
W, = Rna dM zam = 1;2;:::.. Za karakterizaciju klas€X; c,) koristicemo
rezultate iz prve glave (Teorema 1.8 (g) i Napomena 1), pa it@amo: W 2
(co; Co) ako i samo ako

*

Sup  jWmkj =sup(mjRpaj) < 1 ;
m -1 m

Sto predstavlja drugi uslov u (2.37) , i

Jin W = Jip Rna=0

Posledn;ji uslov je nepotreban imajw vidu konvergenciju redR ,, a.
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2.3. Matricni domeni matrice u klascnim prostorima nizova, ¢y i "

Dalje imamo da jaV 2 ("1 ;cy) ako i samo ako je ispunjen uslov

R
A W = Jim miRna =0
Sto je zapravo drugi uslov u (2.38).
Ostalo je dapokaemodavai(c()) =(1())

Znamo da jec() "1 () a odatle, na osnovu osobinaduala sledi da je
C1 () (c()) . Ostaje da se poka e iobrnuta inkluzija. Pretpostavimo da
jea2 (c()) . Kakoje(c()) (co()) , to imamo ispunjen prvi uslov u

(2.38). PoStm 2 c() iaZ2 (c()) ,tosledikonvergencija re(falizl kax. Na
osnovu [35, Corollary 3.16] dobijamo da je onda ispunjergduslov u (2.38)
cime smo dokazalidaj@2 ('()) .Dakle,vai(c()) =(1())

¢) Na osnovu [36, Theorem 3.2(3.4), Remark 3.3(a)] tvréjeug i zaX = cy
izaX = "1, akako smo pokazali da suduali za prostore() 1 1 () Iisti,
vaiiuslucajudajeX = c.

Na kraju ove sekcije da&mo karakterizaciju matnnih preslikavanja gde je
pocetni prostor naS novode nisani prostaf) , () ili "1 () a nalni
prostor je ; . Naravno, mogce je dati karakterizacije i za druge s@jeve
nalnog prostora. Postupak bi se sveo na primenu karaldeljg matrcnih
preslikavanja izmedju klasnih prostora nizova (obradjeno u prvoj glavi) kao i
primenu rezultata o matmim transformacijama na matriim domenima
(obradjeno u prvoj sekciji ove glave). Medjutim, ovdemo se zadr ati na
pomenutim klasama matnih transformacija koje dalje de niSu odgovarégu
pridru ene matrcne operatore a ovi dalje mogu biti dodatno ispitivani, &a
biti slucaj u narednoj glavi, a sve sa cillem nala enja uslova zaawih
kompaktnost. Finalni prostoY = "; je kod ove problematike specijalno
interesantan Stoe biti i pokazano u narednoj glavi.

Teorema 2.16.a) A 2 (co() ; 1) akoisamo ako je

®
supkA,k; < 1 gdeje A, = RA, = a i_l (2.40)
n ]=k -
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

supjmR,A,j < 1 zasvakon ; (2.41)
m

b)A2 ("1 () ; 1) akoisamo ako vai(2.40)iispunjeno je

iEn MRnLA, =0 zasvakon ; (2.42)

|
m!

VaijoSisledece(c() ;7 1)=(1() ;1).
c) AkojeA 2 (X() ; 1), tadaimamo daje

Ax = A( x) zasvakox 2 X() (2.43)
i
KLak = KL 2k (2.44)
gdejel 2 (X; 1).
Dokaz Sva tvrdjenja zaX = ¢ i X = ';, denisana ua) i b su direktna

posledica [36, Theorem 3.4, Remark 3.5(a), Theorem 3.6 ] kagjenice da je
(C1;1)=(co; 1). Ostajedadokaemodag)= "1 () .

Kako nam za ove prostore va e inkluzigg( ) o) "1 () ,tojejasnoda
vaii ((1() ;71) (c() ; 1). Potrebno je dokazati i obrnutu inkluziju.
Predpostavimo zato da je dafe 2 (c() ; 1). Odatle proizilazi da je i
A 2 (co() ;71), pa vai uslov (2.40). Takodje, iz pretpostavke da je
A 2 (c() ;1) ,Jjasno sledidavaiA, 2 c() za svakon. Kako smo u
prethodnoj teoremi pokazali, ispunjeno(je ()) =(c()) pa odatle uslov
(2.42) sledi iz drugog uslova u (2.38). Kako imamo da va eous(2.40) i
(2.42), to sledi da jeA 2 (1() ; 1), pa smo time pokazali da
(c() ;’1) (1 () :"1)Stojeibio nas cilj.

Jednakost u (2.44) je posledica jednakosti u (2.43finjenice da su
odgovarajége BK norme na prostorima() ic() iste. Dalje, (2.44) zay()
sledi iz [36, Theorem 3.6] a za prostar() iz [36, Remark 3.5] (koja takodje

42



2.4. Klase matdnih transformacija u kojima je nalni prostor jedaned ,[c]; iv;

daje i (2.43) za prostor; () ) i iz de nicije normi za operatoreL i L.
Najzad, iz (2.39) sledi uslov (2.43) z&) .

Uslov (2.44) je posledica de nicije normi operatdra i L 4.

Oznaimo najpre s@8x jedinicnu sferu uX, tj. Bx = fx 2 X jkxk =1g.
Imamo sledée:

KLak= sup kLazk, = sup KkLg( 2)k, =

ZZBC() ZZBC()

= sup kLx( 2z)k, = sup KkLgyk, = KL k:
y2B¢

z2B¢

Ovim je zavrSen dokaz.

Klase matricnih transformacija u kojima je nalni
prostor jedanodws , [c]; 1V,

Kao Sto smo vé i ranije pomenuli, mnogi izcavani prostori nizova
dobijeni su kao matcni domeni, odnosno paiu iz teorije sumabilnosti, bilo
obicne, jake ili apsolutne. Predmet naSegcawanja jesu metodi sumabilnosti
de nisani beskonenim matricama. Tako, zavisno od izgleda matrice, imamo
Hausdorfovu (Hausdorff), Norlandovu (Norlund), Ojlerofiuler), Holderovu
(Holder), Cesarovu (Cesaro). Za Siregananje teorije sumabilnosie se dalje
koristiti [16, 27, 48] a micemo se u okviru ove sekcije zadr ati na Cesarovom
metodu reda 1, de nisanim beskaraom Cesarovom matricor®; ciji su

elementi:

8
< 1.0 k n

C = n+l 2.45

(C1)nk o K>n ( )

za,n=0;1;::.

Uobicajena oznaka za niz dobijen ovakvom transformacijom je
— 1 H i — 1 I:)n

(x) =( n(X)p=o Pricemuje n(X) = =5 k=0 Xk-
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

NekajeX ! i B nenegativha matricB = (bnk)%;kzo. Tada sa
Xig) = fx 21 j Bjxj = (BnjXj)s=0 2 X9

oznaavamo jaki matani domen matricd u X (engl. strong matrix domain),
pri cemu jejxj = (jXj)kzo -

Neka je dalje0 < p < 1. Zanizx = (Xk)i,, kaemo da je jako
A-sumabilan sa indeksomp ka kompleksnom broju’, ukoliko red
P k=0 1 @nk )Xk P konvergira za svako n i vai
liMmnig k=0 1 anjXk jP =0,uoznacix ! "[A]°P. Broj~ nazv&emo jaka
A-granica nizax = (Xy)i-g -

U [26] Maddox je de nisao i izeavao sledee prostore nizova:

( ! )

. ix
wh = x2!jlim = jxj® =0 ;
n: k=1
wP=1fx21! jx e 2 wp za neki k)ompleksan brojg;
|
. ix
wh = x2!jsup = jx° <1
n Ny

To su, redom, jako sumabilni ka nuli (engl. strongly sumredabl zero), jako
sumabilni (engl. strongly summable) i jako ogreemi (engl. strongly bounded)
prostori Cesarovim metodom sumabilnostireda 1 i indgkgaO<p< 1 .

Ovdecemo se zadr ati na indekgu= 1, pa tako dobijamo slede prostore
nizova:
( ! )

. ix
Wp = x2!jI||1m —  jX¢j =0 ;
" N =1
w=fFfx2!jx e 2 Wy za neki kompleksni brojg;
( ! )
. ix
wy = x2!Djsup — X <1 ;
n nk=1
odnosno:
Wo = ( Co)icy]

44



2.4. Klase matdnih transformacija u kojima je nalni prostor jedaned ,[c]; iv;

w=fx2! :x e 2 Wy za neki kompleksni brojg

Wi = (1)

Dobili smo jakoC; sumabilne i ogramiene prostore nizova. Sleteezultati su
poznati i odnose se upravo na ove prostore nizova [26].

Tvrdjenje 2.17. (a) Za svakx 2 w, jaka granica za koju je
X e2 W (2.46)

je jedinstvena.
(b) Skupovivg, w andw; su BK prostori u odnosu na nornku k de nisanu sa
. 1e
kxk = k (jxj)k; =sup = jXd ;
n1 Ny

Wo je AK prostor; svaki niz = (Xx)i-, 2 wima jedinstvenu reprezentaciju

p 3
x= e+ (x¢ )e¥ (2.47)
k=0

gde je jaka granica nizax; prostorw; nema Sauderovu bazu.

Tvrdjenje 2.18. [26] Oznacimo samax =max, y >+« 1za =0;1;:::,i
neka je

*
W="fa2! :kaky = 2 maxjaj < 19 :
=0

Imamo sledece:

@wy=w =w; =W,;

(b) kak,,, = kakw zasvaka2 w; ;

(c) W je BK prostor sa osobinom AKivaw = w; ([19, Theorem 2.1]).

Pre nego izloimo neke od rezultata objavljenih u [33], ndweo neke
poznate karakterizacije matriih transformacija sa nalnim prostorom, wp ili
Wq .
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

Teorema 2.19.[31] Nekajeq=1 zap=1,q=pHp 1)zal<p< 1 i
g=1zap=1.
Oznacimo sa

KAK(pw, ) = SUp max Sy (A)

I
S 1P
%s p max sup (p=1)
M n2Ngy
P
P 1 p @ 1=
%s p@max - = Ank A (1<p 1)
N2Nm

Potrebni i dovoljni uslovi da bi bilcA 2 (X;Y ) kada jeX 2 f ;71 ;Co; 00 i
Y 2 f wp; w; w; gdati su u narednoj tabeli:

From b .
1 C | C
To 1 p<1l)
Wy 1. ([34, Remark 1 (a)])| 2. ([34, Remark 1 (a)])| 2.
Wo 3. 4. 5. :
w 7. 8. 9. | 10.
where
1. (11) kAk(p;Wl ) <1
2. (21) kAk(l wy ) < 1
| | T
3. (2:1) i(3:1) ; gdeje(3:1) rT!llrln -~ Jank) =0 zasvakdk
’ =1
0 0 n1 1
. 1% X
4. (4:1) |I'£n @max@— ax AA=0
m Nm k=0 n2Nm
5. (2:1) 1(3:1)
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2.4. Klase matdnih transformacija u kojima je nalni prostor jedaned ,[c]; iv;

: : : 1x R
6. (2:1) ; (3:1) i(6:1) ; gdeje(6:1) lim — ax =0
mil m n=1 k=0
7. (2:1) i(7:1) gdeje
8
2 zasvakdk pricemuje ¢ 2 Ctakodavai
(7:1) im 1m. CZ 0
: i mnzllank kKl =
8. (7:1) ; (8:2) 1(8:3); gdeje
(8:2) ( Wiy 2 11A, 271 zasvaka
0 o 11
. 12 X
(83) I|'£n @max @— (ank k) AA =0
m Nm M= n2Nm
9. (2:1) i (7:1)
10. (2:1) ; (7:1) 1(10:1) pricemu je
8
1 mp
2 li - H l_ i =0
(101) i o) k=0 Gk

zaneko 2 C

Polazé&i od gore uvedenih prostora, de nisamo sada nove prostore nizova:

[ch =n* (W) (2.48)

Vi =(wg)

Sled&a teorema daje karakterizacije za klase roathi transformacija iz
prostora ; u prostorew; , v, i[c]; ipredstavlja deo rada [33].

. P _ . . .
Teorema 2.20.0znacimo sa  sumu uzetu po svim indeksimaakvim da je
2 n 2% 1.Vaisledece:
a)A 2 ("1;w; ) ako i samo ako je

1x
sup >~ jamd <1 ] (2.49)
'k
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

b)A 2 ("1;v:1 ) ako i samo ako je

1 X
sup

> jak  an 1 <1 ; (2.50)
K

C)A 2 ("1;[c]1 ) ako i samo ako je

1X .
SUp o= jnan (N Day 14 <1 : (2.51)

Dokaz
a) Kako su prostorX = ;i Z = W BK prostori sa AK svojstvom [32,
Proposition 2.4(b)], mo emo primeniti [55, Theorem 8.318imajLti pri tom
dajeY = Z = w; . Tako dobijamo da j&\ 2 ("1;w; ) ako i samo ako je
B = A'2 (W; ;). Kako je prema [32, Proposition 2.4.(c)]
1x .
kak,, = kaky, =sup > Ja] u W
na osnovu [35, Theorem 1.23(b)] imamo sleetleB 2 (W; ;) ako i samo ako
je ispunjeno:
1 X 1 X 1 X

supkBnky =sup —- jbwj =sup - janj =sup - jaw] <1
n n; 2 n; 2 H 2

b) Na osnovu [35, Theorem 3.8(a)] imamo dae2 ("1;Vv: ) ako i samo ako
matricaC = (Cok)iy=1 = A2 (1w ). Kakojecy = a @y 1k za
svakon i k, to je (2.50) neposredna posledica (2.49).

c) Oznaimo najpre saD(n) dijagonalnu matricu sa nizom na glavnoj
dijagonali. Prema [35, Theorem 3.8(a)] imamo d&j& (" 1;[c]; ) ako i samo
ako je matricaD(n) A 2 ("1;vy1 ). Jasno da uslov (2.51) dobijamo kao
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2.4. Klase matdnih transformacija u kojima je nalni prostor jedaned ,[c]; iv;

direktnu posledicu uslova (2.50).

Na kraju ove glave vratemo se jos jednom na rezultate iz prve glave koji su
veoma va nhi za celo nase istra ivanje. Naime, radi se o Tenre 3.

Ukoliko su X i Y FK prostori, tada svaka matricd 2 (X;Y ) de niSe
linearni operatolL, 2 B(X;Y ) tako da jeLa(X) = Ax za svakox 2 X.
Medjutim, obrat uopsteno ne vai. samo u Gijevima kada je pmetni prostor
sa AK svojstvom, mo emo tvrditida j8(X;Y )  (X;Y) tj. za svaki linearni
operatorL 2 B(X;Y) postojiA 2 (X;Y) tako da jeL(x) = Ax za svako
X 2 X. Ovo upravo i jeste interesantan problem za istra ivanjelosadasnjoj
literaturi se mo e néi ne bas veliki broj "reSenih situacija”, za proizvoljan FK
prostorX .

Prevedeno na nase prostore u ovoj sekciji, jasno da svakaayata primer
A 2 (gpwvr) ili A 2 (covi) deniSe ogranceni linearni operator
La 2 B('1;v1 ), odnosnoLa 2 B(Co; vy ) tako da jeLa(X) = Ax za svako
x 2 X 2 fcy; 10, kao i da vai obrnuto, za svaki linearni operator
L2B(X;vy), X 2f 1;c0postojiA 2 (X;v, ), za odgovarajce X tako da
jeL(x) = Ax zasvakx 2 X.

Medjutim, postavlja se pitanje Sta bi se desilo kada bismpazatni prostor
uzeli na primetX = c. Potrebno je utvrditi odnos izmedju matniog operatora
L, pridru enog odgovarajtoj beskonanoj matriciA 2 (c;v ) i uopStenog
ograntenog linearnog operatota2 B(c;v; ). Sledé&a teorema da odgovor
na ovaj problem.

Teorema 2.21.Imamo da jeL 2 B(c; v, ) ako i samo ako postoji matrica 2
(co;v1 ) inizb2 v; tako da je ispunjeno sledece:

Lx)=Db I(Ililm Xk + AX za svakx 2 c: (2.52)

Dokaz Pretpostavimodaje 2 B(c;v; )inekajeL, = P, Lzan=1;2;:::
pri cemu jeP, n-ta projekcija. Kako je prostoc BK prostor, to jeL, 2 ¢
za svakon 2 N, i na osnovu reprezentacije linearnih funkcionalaciz([55,
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Glava 2. Matrcne transformacije i matthi domeni

Example 6.4.5]) imamo slede:

*
Ln(X) = by I(Illlm Xk + ank Xk Za svakox 2 c; (2.53)
’ k=0
pricemu je
R : :
b, = La(e) L. (e®)iaw = Ln(e®) za svakm i k, (2.54)
k=0
Sto daje (2.53). Takodje, jasno je davai
D
KLnk = jbhj+  jan: (2.55)
k=0
Ostaje da poka emo joS da 2 v; .
Najpreemo p@i od de nicije prostorav, , tj. vi = wy () inasve ovo
primeniti rezultate iz [31]. Na osnovu toga mo e se zagifuda je

C1svi)=(cvi)=(cw)

ako i samo ako je ispunjen slddeislov

sup max SN~( A) <1 (2.56)
m Nm 1
odnosno 0 0 11
X1 X
sup@max@ = (aw & 1) AA<1: (2.57)
m Nm k=1 m Nm

Dalje, zae 2 cimamo da jeL(e) 2 v, , odnosno L(e) 2 w; , pa je odavde
sup n (j( b+ Ae)j) < 1: (2.58)
m

Ukoliko sada stavim®= b, imamo sledée:

m(8)  w(B+ Ae)+ w( Ae)) m(B+ Ae)+4 k Akgw,):
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2.4. Klase matdnih transformacija u kojima je nalni prostor jedaned ,[c]; iv;

Na osnovu Teoreme 2.19, imamo d&kjeAK; .w, y < 1 anaosnovu (2.58) je
m(ip+ Ae))< 1 pajed2 w; ,odnosnd?2 v; .
Obrnuto, pretpostavimo da postoji matriéa2 (cp;v1 ) inizb2 v; tako da
je ispunjeno (2.58) idokaimo daje 2 B(c; v ).
Podsetimo se najpre sletb:

AZ(C;V]_), B = A2(C,W1)|kLAk:kLBk

i takodje [31]:
kE3|((1 Wi ) k Lg k 4 kE3|((1 wi )

Posto jekLk = sup KL(x)ky, , posmatréemo najpre samilL (x)ky, .

kxk=1
1 !
KL(X)ky, =sup — jh b)) +AX Ay 1X]
mo Moo [ !
11X . 11X .
sup —  jby by 4 kxks +sup —  JAX Ap 1X]
m m n=1 m m n=1

kkj(vl +4 |(E3|((1 w1 ) kxky :

Odavde sledida je 2 B(c;w ).
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Glava 3

Kompaktni operatori na prostorima
nizova I metode njihove
karakterizacije

Osnovni cilj u treoj glavi je da odredimo uslove pod kojima bi operatori
de nisani medju odredjenim prostorima nizova bili kompakt Medju
teoremama datim u uvodnom delu teze kao jedna od najva igjilvaja se
teorema koja povezuje matrie i neprekidne operatore na FK prostorima, pa bi
oVvo bio prirodni nastavak zapete prce.

U naSem radu, izdv@jemo dve glavhe metode za odredjivanje
kompaktnosti operatora. Prva se bazira na fundamentalnenultatu
Goldenstajna, Goberga i Markuda (S. Gol~denxte@n, 1. C. Gohberg,

A. S. Markus ) i odnosi se na primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti.
Predstavlja jednu od naje kasnijih metoda, pa je u skorijernve kori€ena u
mnogim radovima npr. [29, 31, 38, 39, 41, 42]. Jedina "manéatp u sleaju
kada drugi prostor nema Sauderovu bazu mo emo dobiti samoljde uslove.
Kako bi dali Sto kompletnije karakterizacije kompaktnileogtora u naSem radu
primeniemo i drugi metod baziran na Sard entovom rezultatu. Teodeeham
mo e reSiti pomenuti problem ali je do sada primenjivana ulama broju
radova. Ova glava sadri originalne rezultate objavljene radovima
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

[10, 33, 46]. Neke novodobijene i iskazane teoreme u ovora delodnose
samo na matcne operatore, a neke i na uopsStene ogreme linearne operatore
medju prostorima nizova.

Hausdorfova mera nekompaktnosti

Krenimo prvo sa de nicijama osnovnih, potrebnih, pojmovaoki sa
tvrdjenjima kojace biti kori¥ena u daljem radu a odnose se na kompaktnost
operatora i Hausdorfovu meru nekompaktnosti.

Ako sa(X;d) oznaimo metrcki prostor tad&emo za otvorenu kuglu i sferu
u X, sa centrom Xg i poluprecnikomr, koristiti uobicajene oznake:

B(xo;r) = fx2 X jd(x;xo) <r g -otvorena kugla

S(x;r)=fx2 X j d(x;xp) = rg -sfera:

De nicija 3.1. PodskupM metrickog prostoraX je kompaktan ako svaki niz
(Xn)i., iz M ima konvergentan podniz pri cemu granica tog podniza pilpa
skupuM .

De nicija 3.2. PodskupM metrickog prostora(X;d) je relativno kompaktan
ako je zatvorenje skupd , M , kompaktan skup.

De nicija 3.3. PodskupQ metrickog prostorg X; d) je ogranicen ako je njegov
dijametar,diam(Q) = supfd(x;y) j x;y 2 M g, konacan.

De nicija 3.4. Neka suM i S podskupovi metrickog prostor@; d) i neka je
> 0. Tada za sku® ka emo da je -mre a skupaV ako jeM [ s2sB(s; ),
a ukoliko je skugs konacan, predstavljace konacnemre u skupaM .

De nicija 3.5. SkupM je totalno ogranicen ako za svako> 0 ima konacnu
-mre u.

Prethodne de nicije su se odnosile na kompaktnost skupaka kas zanima
kompaktnost operatora, to dajemo i sledele niciju.
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3.1. Hausdorfova mera nekompaktnosti

De nicija 3.6. Neka suX i Y normirani prostori i L linearan operator iz
L(X;Y ). OperatorL je kompaktan ako j&(Q) relativno kompaktan skupYi
za svaki ograniceni podskup iz X . Skup svih kompaktnih operatora Xau Y
oznacavamo s& (X;Y ).

Teorema 3.1.[49, Teorema 2.12.5 ] Neka sM i Y normirani prostori i
L 2 L(X;Y). OperatorL je kompaktan ako i samo ako niz(x,))i-, ima
konvergentan podniz za svaki ograniceni (g)3_, iz X .

U naSem radu koristemo funkciju mere nekompaktnosti u cilju
odredjivanja odgovarafih klasa kompaktnih operatora. Postoji viSe vrsta mera
nekompaktnosti. Prva je uvedena jp830-te godine, mera nekompaktnosti
Kuratowskog- [25], ali je tek 1955 godine Darbo nastavio kofd&nje te
funkcije [4]( Darbuova teorema o ksnoj t&i koja je tek sedamdesetih godina
postala priméena i posluila za razvoj teorije povezane sa merama
nekompaktnosti). Godindl95%e, Goldenstajn, Goberg i Markus uvode
Hausdorfovu meru nekompaktnosti [12], potpuno nezavismb mda
Kuratovskog, zatim sledi Isitesky1972godine sa svojom merom [17] itd. Za
detaljnije  izicavanje mera nekompaktnosti moe se  Koristiti
[1, 2, 14, 15, 49, 53, 54], doke se naSs rad odnositi samo na Hausdorfovu meru
nekompaktnosti.

De nicija 3.7. Neka je(X;d) metricki prostor,Q ogranicen podskup oX i
B (x; r) otvorena kugla uX . Tada je Hausdorfova mera nekompaktnosti skupa
Q, oznacena sa (Q), de nisana kao
[n
(Q=inff >0jQ B(xi;ri);xi2X;ri< (i=1;::55n); n2Ng:
i=1
Iz ove de nicije jasno se vidi opravdanost i drugog naziveoza meru tzv.
"loptasta mera", a kako se za centre lopti ne postavlja usdopripadaju skupu
Q mo emo koristiti i ekvivalentnu de niciju

(Q)=inff > 0j) Q imakonznu -mreuuX g
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Naredni rezultati i jo§ mnogo osobina mere nekompaktnestisgu nai u [49]
i [35].

Ako su Q;Q; andQ, ograntceni podskupovi mettkog prostora(X;d),
vaice
(Q) = 0 ako i samo akd) totalno ograrten skug
Q= Q)
Q: Q:vaicedaje (Qy) (Q2);
(Qu[ Q2) =maxf (Qi); (Q2)g

(Q1\ Q2) minf (Q1); (Q2)g:

Ako suQ; Q1 i Q, ogranceni podskupovi normiranog prostoXa tada imamo

(Q1+ Q) Q)+ (Q2);

(Q+x)= (Q) (x2X)

(Q)=jj (Q)zasvako 2 C:

Pored razmatranja Hausdorfove mere nekompaktnosti skiipow emo
odredjivati i Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatora.

Neka suX i Y Banahovi prostorik; i k, Hausdorfove mere nekompaktnosti
naX iY,inekaM x i M y predstvljaju klase svih ogratenih podskupova u
X iY. Tada operatot. : X ! Y zovemo(ki; k) ograncenim ako je
L(Q) 2M y zasvakdQ 2 M y, i ukoliko postoji konstant&€ > 0takva da je

ko(L(Q)) C ki(Q) zasvakoQ 2 M
Ako je operatolL (kq; k;) ograncen, tada

KLKk ko) =INfFFC > 0:ka(L(Q)) C ki(Q) zasvakoQ 2 M xg
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3.1. Hausdorfova mera nekompaktnosti

zovemo(ky; k) mera nekompaktnosti operatdra Pis&emokLk u slucaju
kada jek; = k, = i taj broj zovemo Hausdorfova mera nekompaktnosti
operatord. [35, De nition 2.24].

U narednoj teoremi, nekByx predstavlja zatvorenu jedizniu loptu, aSy
jedinicnu sferu uX i L(X;Y ) skup linearnih operatorai u.

Teorema 3.2.[35, Theorem 2.25] Ako sK i Y Banahovi prostori, a operator
L 2 L(X;Y). Tada va i sledece:

kLk = (L(Sx))= (L(Bx)) :
Navedimo joS neke korisne osobine:
jiLii i Ljj; [35, Theorem 2.25] (3.1)
jLjl = (L(Sx)); [35, Theorem 2.25] (3.2
L je kompaktan ako i samo ako jg.jj =0: [35, Corollary 2.26] (3.3)

Teorema 3.3.(Gol~denxte@n, Gohberg, Markus) [35, Theorem 2.23] Neka
je X Banahov prostor sa Sauderovom bazioay e,; :::g, Q ogranicen podskup
odX,iP,: X ! X projektor nalineal skupde;; e;:::; e,g. Tada imamo

}Iimsup(supk(l Pn)xk) (Q) limsup(supk(l  Pn)xk);
a nnu x2Q n!l x2Q

gde jea=limsup,; kI Pyk.
Specijalno, ako j&X = c, tada jea = 2 u prethodnoj teoremi.

Teorema 3.4.[50, Theorem 2.8.] Neka j@ ogranicen podskup normiranog
prostoraX, gde jeX prostor , zal p <1 ili . AkojeP, : X I X

tada
(Q) = Ii'rln (supk(l  Pp)xk):
n! x2Q
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti kod
karakterizacije kompaktnih operatora

Predstavdemo na primerima odredjenih prostora nizovainana koji se
mo e iskoristiti Hausdorfova mera nekompaktnosti u odredjju odgovarajaih
klasa kompaktnih operatora. Rezultati iz ove glave objavieu u radovima
[33, 46].

Nadalje, kad ka emo da jg konjugovani broj brojgp, 1 p 1 ,tou
stvarizn@idazal<p < 1 jeq= pHp 1), dazap =1 imamo da je
g=1,azap=1 dajeqg=1. Odgovarajée norme na BK prostoru nizova
oznaxavaemo sk Ky .

Takodjecemo Koristiti i oznaké\<" i A= za matrice kod kojih je redom
prvihr redova, odnosno prvihkolona zamenjeno nula nizovima.

Tvrdjenje 3.5. Nekajel p<1 iY=ciliY=".AkojeL 2B(pY),
tada je operatorL zadat matricomA 2 ("p;Y), takvom da jeL(x) = AX za
svakox 2 . Sledece nejednakosti su ispunjene:

1) Ukoliko jeY = cza Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatora oznaci
KLk vai:

1 H <r> H <r> .

> rI!|1m (shjpan k) k Lk rI!|1m (shjpan k) ; (3.4)
gde jeB matrica sa redovimdB, = A, ( k)i, zan = 1;2:0 ¢ =
limyr an zak =12
2) Ukoliko jeY = "; za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatbrau

oznacikLk vai:
0 k Lk r||i1m (supkA:” Kg) : (3.5)
. n

Dokaz Kakosuzal p< 1 prostori’, BK prostori sa AK svojstvom to prvi
deo teoreme sledi na osnovu Teoreme 1.4(b).
1) Na osnovu [8, Theorem 3.4Jcinjenice da su prostori, i~ izomorfni po
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

normi imamo da je

1 limsup(supkB=" k) k Lk  limsup(supkB:™ k) :
2 ril n d ril n d

Kako je aiglednokB™ k-, k By" "k, 0,(r =1;2;::), zasvakn 2 N,

znai da obe granice postoje pa smo tako dobili (3.4).

2)NekajeP, : 1 ! "1 zar 2 Nde nisano saP, (x) = xI'l za svaka 2 °;

inekajeR, = I Py, pricemu jel identicki operator na; . Ozn&itemo sa

B = B:, zatvorenu jedirinu loptu. Sada na osnovu osobina i tvrdjenja datih u

uvodnom delu za meru, Teoreme 1.7(a) i izomorfnosti po normi prostoga

"4 dobijamo

0k Lk = (L(B)  (P(L(B)+ (R(L(B))= (R:(L(B))
SUPKR, (L(x))k = kR; Lk = KL< +1>k = supkAY "7k =

x2B

= sup kAT ">k, zasvakor 2 N

Ovo nas dovodi do nejednakosti (3.5)
Kao posledicu (3.3) i prethodnog tvrdjenja dobijamo stdeezultate.
Napomenimo d@&emo koristiti oznake iz prethodnog tvrdjenja.

Posledica3.6.Zal p< 1 imamo:
1) Ako jeL 2 B( p; 0), tada jeL kompaktan ako i samo ako va i

lim (Slr,llpkB;p k,)=0: (3.6)
2) AkojeL 2 B('p; 1)1

lim (SlﬁlpkA:D k,)=0; (3.7)
tada jeL kompaktan operator.

Napomena 5.Primetimo da je uslov (3.7) samo dovoljan, ali ne i neophodan
za operatorL 2 B('p; 1 ) da bude kompakta(l p < 1 ). llustrujmo ovo
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

i primerom. Neka je operatoc : ", ! °; datsalL(x) = x; e za svako
X 2 . Jasno da je ovako de nisan operator kompaktan. Sa druganstr
operatorL je zapravo zadat matricorh sa redovimad,, = e zan =1;2;::.

Medjutim, granica iz (3.7) je jednakbjer je sup, KAJ™ k-, =1 zasvaka 2 N.

"Problem"potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost @tera u ovoj situaciji
bice kasnije prevazidjen, uz pomoc¢ Sard entovih rezalta

Posmatrajmo, sada, matne transformacije klas@( p)~;Y), uvedenih u
prethodnoj glavi i odovarajte pridru ene matdne operatord.,, a sve sa
cillem odredjivanja uslova za kompaktnost pomenutih ojoesa Matrica” je
de nisana u sekciji 2.2 sa (2.11) a takodje je dat i oblik edsrata matricel
pridru enoj odgovarajdoj matrici A (2.21). Pre nego Sto predjemo na
konkretne sloajeve, déemo pregled poznatih rezultata kdje nam biti
potrebni za dalji rad.

Teorema 3.7.[7, Teorema 3.25] Neka jX = ,gdejel p 1 ,inekaje
g=1=1 p)zal<p< 1.AkojeA 2 (Xt;Y)imamodavai:
a) ZaY = ¢y ;c; 1 dobijamo

1

supkA 3 -sup( Jankm1=q; X

supk/ﬁk —suplankj; X
n;k

KAKx1:v)=

8
% supk/Q k- —sup Jankj; X
g ‘pzal<p< 1 ;

1,

Va i sledete:
kAk(XT;Y) = kLak:

b) zaY = ", dobijamo

P _ .
% sup T i x=ou
N NokO nl%N
KAKxrv) = SUp( B X =, zal<p< 1 ;
' § N No k= o n2N
SUD jank] X =4
k n=0
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

pricemu jeN konacan skup. Va i sledece:
kAk(XT;y) k LAk 4 kAk(XT;y):

Teorema 3.8.[7, Posledica 3.27] Neka j&@ p 1 iqkonjugovan broj broja

p.
a) Ako jeA 2 (("p)T; ), imamo da je

8
2 A st ); p=1
) nr

1

. P . oz
KLak = lim (supkAnk,) = _ im sup ~ i jawj® * ; 1<p< 1 (3.8)
) nr : nr

r
. P . .
§r|||1m sup  poojli 5 p=1
: nr
b) Ako jeA 2 (("p)7;c), imamo daje
1. .
> Jim (ﬁu'?kA” ki) k Lak  lim (ﬁquA‘n ki) (3.9)

gde je
A= (Mo Sa M= lim B za svakdk:
c)Ako jeA 2 ((p)r; 1) (@ <p 1 ), N (r 2 No) podskup skupdy sa

elementima koji su veci ili jednaki ad, tada imamo

X X
lim( sup k Aoky) k Lak 4lim( sup K Aokg)

N, No n2N¢ N: No n2N¢

N konacan N 1 konacan

%
kLak = lim (Slka( jani))
n=r

zap=1.
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Teorema 3.9.Ako jeA 2 (("1)7; p), (L<p< 1 )tadaje

R !
KLak = lim (sup(" jand)P); (3.10)

n>r

Dokaz Oznaimo saS = S ,), jedinicnu sferu u("1)r. Tada imamo da je
La(S)= AS ", paje

kKLak = (AS)= Iri,rln (supk(l  Pr)(Ax)k-)
: X2S

gdejeP, : ', ! " (r 2 N) operator de nisan s&(x) = ( Xo; X1; ::5; Xr; 0; 0::2)
za svakoX = (Xk)i=o 2 “p-

Neka je daljex = (Xk)io 2 (1)1 iy = (Yk)i takvodajeTx = y 2 ;. Na
osnovu Teoreme 2.7 vaAx = Ay pa dalje dobijamo:

k(' P)(AXk, = k(I P)(Ay)k, =

o 1 xR 1
= ( JRa ()PP = ( i AuyiP)?
n=r+1 n=r+1 k=0
I . D
( JancYi®)P = ki jankjP)?

k=0 n=r+1 k=0 n=r+1

o
K yk, (Stklp( janjP)P) =

n=r+1

x 1
= kxK(y). (Sll;lp( jAnkjP)?):

n=r+1
Na osnovu svega havedenog zakljjemo da je
oo
supk(l  Pr)(Ax)k-,  sup( janiP)® ;(r 2 N)
x2S K n=r+1
tj.
: ‘oo
KLak fim (sup( —j&a®)?):

n=r+1

OznaimosaE (")t skupf e(Tk)j k 2 Ngtakvih da je
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TE) = e (k2 N) :

Zapravo skufE cine vektori Sauderove baze ¢a)+. Na osnovu toga dobijamo
A = AEe®) = (B )i, zasvakk 2 N. KakoisE ~ SslediAE  AS,
na osnovu osobina Hausdorfove mergnamo:

(AE)  (AS) = KLak :

Dakle,
. R . (K)y: i
(AE)=lim sup = jA, ()P ° =
r'l K n=r+1
1
= lim sup jankjP P
rl K ner+l
Dakle, vai:

lim sup 2 jankjP g = kLak :
ril K nerel

Koristeti upravo navedene rezultate i de niciju matricéz prethodne glave,
mo emo de nisati kroz posledicu niz rezultata. Radi pocseja déemo joS
jednom izraze za elemente matriCede nisane u (2.11) kao i odgovaraje
elementéi, de nisane u (2.21).

8
% ( « k DU ( ket k)uk+1;

k<n;
A n
nk — % _ﬂ____ﬂ_i Up; k - :
n
0) k>n;
ank 1 1 s

an = + an
“ k(( k k 1)Uk (( k k DUk (ka1 k)uk+1)j:k+1 /)
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Posledica 3.10Nekajel p 1 inekajeqkonjugovani brojbrojg. Tada:
a)AkojeA 2 (('p)r;Co) ;1<p< 1 ,vaidajelLa kompaktan akoisamo ako
je

3 1
lim (sup( j8n?) =0;

nrg=o0

b) Ako jeA 2 (("1)~;co) , vaidajelL kompaktan ako i samo ako je
lim (supjawc)) = 0;
) nr

c) AkojeA 2 (('1 )~; ), vaidajeLa kompaktan ako i samo ako je

R
Jim (sup(jawc)) = 0;

I k=0

d)zaA 2 ((p)~;0),1 p 1 ,imamo da je s kompaktan ako i samo ako
je

: X .

limsup(  jaw "% =0;

n'l k=0

e)ZaA 2 (('p)~; 1):;1<p 1 imamo dajea kompaktan ako i samo ako
je

® 1
lim( sup ( (sup&wj?)e)=0 ;(r 2 N);
ril NN k=0 N2N;
r 0

N konacan

f) Ukoliko je A 2 (("1)~; p), pricemu jel p < 1 , dobijamo da jeLa
kompaktan ako i samo ako je

. oo
lim (sup( jaw?)'™) = 0:

Posmatrajmo sada situacije kada je nalni prostor "; .
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

Posledica3.11Nekajel p 1 iq= EPT) zal<p< 1. Tadaimamo:

a)AkojeA 2 (((p)~; 1) ;1<p< 1 ,tadajeLn kompaktan ako va i

oo
janjfa) =0
=0

lim (su
ril (n>J3(k

b) AkojeA 2 (("1 )~; 1) ,tadajeLn kompaktan ako va i

*
lim (sup” jawj) =0
: n>r k=0

c) AkojeA 2 (("1)~; 1), tadajeL, kompaktan ako va i

lim (sup jan) =0:
: n>r;k

Dokaz Podsetimo se najpre dafe;) = "1,(1) = 11 (p) = qza
l1<p< 1 ig=pHp 1). Dalje, naosnovu rezultata iz Teoreme 3.7 sledi da
je

SupkAnK(.,), = sup kAke,y <1 : (3.11)

Oznaicemosa, : 1 ! "1 ,zar 2 N, preslikavanje de nisano s@; (x) =
(Xo; X1 5 X 0,05 :21) za svakax iz ;. Ako saS oznaimo Sg- ., tada jasno
imamo da je

AS P, (AS)+ (1 P,)(AS)

idaje

0 kLak = (AS)  (P(AS)+ (I P)(AS)) = ((I Pr)(AS))
supk(l  P;)(Ax)k = sup kA, K¢y, =sup kA, Keoy 5 zasvaka:
x2S n>r n>r

Sada, ukoliko iskoristimo odgovardju normu icinjenicu da ako j@iLajj =0
vaidaje L, kompaktan, dokazali smo teoremu.
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

Primena rezultata Sard enta

Kao Sto smo ve napomenuli, u ovoj sekcijcemo "popraviti“uslove
dobijene u Posledici 3.6 pod (2) ali i ostale shjeve u kojima nismo mogli da
de niSemo potrebne i dovoljne uslove za kompaktnost odggjuaeg operatora.
Zapravo u situacijama kada je nalni prostor biq , Hausdorfova mera
nekompaktnosti nije nam bila bas od potpune koristi. Za weagituacije,
nedostatalce u velikom broju sloajeva biti otklonjen primenom rezultata iz
[51]. Rezultati Sard enta (Sargent) ilt&veliku va nost u naSem istra ivanju.

U okviru ove sekcije ke prezentovani i neki od rezultata objavljenih u [33,
46].

Lema 3.12.Nekajel<p < 1. AkojeL 2 B('p; 1), tada jeL kompaktan
ako isamo ako vai
rIlilm (SUpkA;™ k) =0 : (3.12)
: n

Dokaz Kako je prostor,, 1 < p < 1 sa AK svojstvom, to zd 2 B("p; 1)
postoji matricaA 2 ("p; 1 ) kojom je on predstavljen, odnoshdgx) = Ax za
svakox 2 "p, 1<p< 1 .Primenjuj&i Teoremu 1.13zX = ,iZ = "4, gde
su oba prostora sa AK svojstvonYi= Z = "; iuztoje', = "g,q= pHp 1)
dobicemo da jeA 2 ("p; 1) ako i samo ako je matric€ = A' 2 (T1; ).
Takodje, vaiida jekLk = kLck po [51, Lemma 2 ]. DalijeA 2 (Tp; 1)
implicira KLk = sup, kAnk- = sup, kAnk-;, kao Sto je kori§eno u dokazu
Leme 3.5. Ukoliko upotrebimo Teoremu 3.2, [35, Theorem 2il&njenicu da
jeC<” =(A>< )t imamo

KLck = (Le(B7) = lim (sup kR,(Le(X)k, = lim kR, Lck=

L [}
x2B-, r

lim KLc< k= lim KL< yk=lim kLa-< k=

lim (SUpKA;™ k) :

Kako jeL kompaktan ako i samo ako [ kompaktan prema [51, Theorem
3.], uslov (3.12) sada sledi @njenice da je operator kompaktan ako i samo ako
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3.3. Primena rezultata Sard enta

je njegova Hausdorfova mera nula.

Rezultat iz prethodnog tvrdjenja se istina mo ehiau [51, (b) p.85] ali
je izvedeno bez koré&nja Hausdorfove mere nekompaktnosti. cgjukad je
p = 1 nije obuhv&en ovom teoremom, zbagnjenice daje; = *; Sto nije AK
prostor. U tom slaaju, odgovarajta karakterizacija je data slexam teoremom.

Teorema 3.13.[51, Theorem 5.] Ako j& 2 B( 1; 1), tada jeL kompaktan
ako i samo ako je

Im sup jan, an;kzj:SL:pjan;kl Anik,)

|
mil 9 n'm
uniformnopok; i ky (1 ki ko< 1):
(3.13)

U narednim primerima ova teoremé&e obezbediti nalaenje vrlo
interesantnih rezultata.

Prva primena sede prostordw de nisanog u sekciji 1.2 i daje nam uslove
za kompaktnost uopstenog ogreemog linearnog operatora.

Teorema 3.14.Ako je operatoiL 2 B(bw; Y), gde jeY jedan od prostora ili
"1 , tada sel mo e zadati matricom\ takvom da je_(x) = Ax ivaiisledece:

1) ZaY = c Hausdorfova mera nekompaktnosti operatdrazadovoljava
nejednakost

1 H <r> H <r> .

> rI!|1m (Slﬁlkan k.,) k Lk rI!|1m (Slﬁlkan K, ) (3.14)

gde jeC = (Cu)}-; Matrica sa elementima de nisanim kao

X _ X
Chk = anj kza nnk=1;2:000 k:rllllrln anj za k=1;2::
j:l : ]:1

2) OperatorL 2 B (bw; c) je kompaktan ako i samo ako je
lim (supkC:” k-, )=0: (3.15)
: n
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

3) OperatorL. 2 B(bw; "1 ) je kompaktan ako i samo ako je

. X X2 K X
lim - sup j  ay anjj =supj ay anj |
! 1 nm j=1 j=1 n j=1 j=1
uniformno pok; i ko (1 Kkyjko<1):
(3.16)

Dokaz Vet smo ranije naveli da je prostdig sa AK svojstvom, pa postoji
matricaA kojom je operatot. predstavljen.

1) ZaL 2 B(bw;c) odgovarajga matricaA je iz (bw;c) a primenjuji
karakterizaciju matanih transformacija iz ove klase dobijamo:

X
A 2 (bw;c) | supj  agyj<1 i = rI]i,rln ank postoji za svakd :
n;k J=1 )

L . . P
Mo emo de nisati matricuC = ('€nk)%;k=1 ciji su elementie,, = }‘zl an za
n;k = 1;2;::. Ocigledno granice ¢ postoje ako i samo ako postoje granice
k = limny; &k za svakdk. Prema [55, Example 8.4.14 2 (bw;c) ako i

samo akdC 2 ("1;c). Ukoliko iskoristimo Abelovo sumiranje po delovima, za
svakom 2 N imamo

Xn X 1

Bnk Xk = 6k (X Xk+1) + € Xm

k=1 k=1
za svako ksiranon 2 N i za svakox 2 bw. Kako jeC, 2 "; za svakan 2 N
iX 2 bw ¢y dobijamo da jA,x = C,x za svakan 2 N i za svakox 2 bw,
imamo

La(X) = Lo(y) zasvakox 2 by ; gdejey =(Xk Xks1)iey ©  (3.17)

Takodje, prema [55, 7.3.4hw i "1 su ekvivalentni u odnosu na preslikavanje
X! y=(Xn Xps1),ilimamodavaix 2 S,, akoisamoaky 2 S, jerje
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3.3. Primena rezultata Sard enta

kxkpy, = kyk:, . Stoga iz Teoreme 3.2 (3.17) dobijamo
kLk = kLak = (La(Sow)) = (Lc(S,))= kLck

Konacno, uslov (3.4) sa matrico@ umesto matric8 zap=1,t.g= 1, nas
dovodi do (3.14).

2) Tvrdjenje je direktna posledica (3.14) i osobine Hauko@ mere
nekompaktnosti operatora.

3) Kao i u dokazu dela pod 1) dobijamo daAe2 (bw; 1 ) ako i samo ako je

C 2 ("1; 1) idajelL. kompaktan prema Teoremi (3.13) ako i samo ako uslov
(3.14) vai sa&, | 6.k, Umestoa,.x, | ank,, a toijeste uslov (3.17).

Drugi primer se odnosi na prostong , v; i[c]; , Sve su to prostori koje smo
de nisali u prethodnoj glavi. Ovdé€emo proSiriti istra ivanje na kompaktnost
odgovaraj@ih operatora.

o P P o :
Teorema 3.15.KoristeCi oznake | i, za sume uzete po svim indeksima

1

zakojeje2r n 2t 1j2mz2 pn 221 1 imamo:
1) Ako jeL 2 B( 1;w; ), tada jeL kompaktan ako i samo ako va i

i .1 X 1 X N .1 X 1X :
Jim (f’ﬁfpjjﬁ Ak 5o Bnk]) = SUP 5= G 5
uniformnopo ;i » (0 1, 2<1): (3.18)

2) AkojeL 2 B('1;Vv1 ), tada jeL kompaktan ako i samo ako je

. -1 1 o
jl!llm(lslkjpjjf(az ok @21 5 (@ 1k B2z ) =

1 1 .
Slklplz(az o1k A1 1k) z(az 21 1k 22 1kl

uniformnopo ;1 , (0 1, 2<1): (3.19)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

3) Ako jeL 2 B("1;[c]; ), tada jeL kompaktan ako i samo ako je

. 1,
lim(sup jo—((2*™ Dayin 10 (21 Dag: 1x)
1 .
5@ PoDapan g (22 Dage w)i)=
.1 +
= Slﬁplz((z T Dagin e 20 Dags 1x)

1., .
Z((Z 2 Dagm g (22 Dape 1x)i

uniformnopo ;i , (0 1, 2<1): (3.20)

Dokaz Prvi deo je datu [31, Corollary 3.14 7.(7.1)+].

Za deo pod 2) koristimo Teoremu 2.20 pod a) i pod b), imamo da 2
("1;v1 ) ako i samo ako j&& = A 2 ("1;wy) paje uslov (3.19) direktna
posledica uslova (3.18).

Po Teoremi 2.20 pod b) i ¢), znamo daAe2 ("1;[c]; ) ako i samo ako je
D(n) A2 ("1;v:1),izatouslov (3.20) dobijamoiz (3.19).

Napomena 6. Primetimo da tvrdjenja va e za uopSteni ogranicen lineiarn
operator imajuci u vidu osobiny, prostora - da je AK prostor.

Za prostoreX () , X je jedan od prostorag; cili "1, ciji su -duali dati
u Posledici 2.15 a odgovardje karakterizacije matnih preslikavanja u Lemi
2.16, takodje primenom rezultata Sargenta dobijamo bgsleve.

Teorema 3.16. Neka je X bilo koji od prostoracy, ci ;. Ako je
A 2 (X() ;1) tada je odgovarajuci matricni operatdr , kompaktan ako i
samo ako je

. . R
lim (supkA>™ k)= lim (sup j ayj)=0:
ril n ril N k=r j=k

Dokaz NekajeA 2 (X () ; 1 ). Tadaimamodaj& 2 (X; ;) idaje pritom
Ax = A( x) zasvakax 2 X () na osnovu Leme 2.16 (c) i (2.43). Kako je
(X; 1) =(co; 1), prema [55, Example 8.4.5A ], dobijamo dafe2 (X;" 1)
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3.4. Kompaktnost matnih operatora pridru enih klasanf@ ,)t; 1 ) i ((Co)t; 1)

ako i samo ako j@ = A' 2 ('1;"1), po Teoremi 1.13. Ako sada iskoristimo
Teoremu [35, Theorem 2.28 ] dobijamo daljg 2 ("1; 1) kompaktan ako i
samo ako

*
Y

. oo o
lim (sup B = lim (sup  j&j) =
S !

n=r K n=r

lim (supkA;™ k-.) = lim (supkA> k-,) =
ril K ril n

. X
lim(sup j ayj)=0:
' N k=r j=k
Konacno, kako iz [55, Theorem 3] znamo daljg kompaktan ako i samo ako je
L s kompaktan i kako j&, kompaktan ako i samo ako g, kompaktan prema
(2.43), pokazali smo naSe tvrdjenje.

Kompaktnost matricnih operatora pridru enih
klasama(("p)1; 1) i ((Co)1; 1)

Vetina naSih posmatranih prostora nizova je dobijena kao iomatr
domen neke trougaone matrice. vemo napomenuli da problem u potpunoj
karakterizaciji kompaktnih operatora medju njima nastajelucaju da drugi
prostor nema Sauderovu bazu i pokazali, na nekim primerkasp se taj
problem mo e resiti. Kako se gha situacija javlja u mnogim radovima
objavljenim u skorije vreme, na primer u [8] ili u [37], smalirsmo da je va no
da naSe rezultate formuliSemo i predstavimo za proizvdlougaonu matricd
(rezultati iz rada [46]). Koristiemo iste, vé ustaljene, oznake je pridru ena
matrica seclanovimad,x = R¢A, gde jeR transponovana matrica matri€e
koja predstavlja inverznu matricu 43 a kako su( p)r; 1), 1 p 1 ,sve
BK prostori, saL o 0znaavamo odgovarafti ograncen linearni operator kao u
[35, Theorem 1.23]. Nadaljeemo sax),, zax 2 !, oznaavati nizcijih se
prvih n-koordinata poklapa sa koordinatamaa, dok su mu sve ostale
koordinate nule. Polazimo od tvrdjenja datog u Posledidi73u formi
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

konkretne matricé', samo &to sada posmatramo proizvoljnu trougaonu matricu
T. Dobijeni rezultati su bili samo dovoljni za kompaktnostgoglarajiceg
operatora a ovdéemo ih "poboljSati"i dopuniti ono Sto je nedostajalo.

Teorema 3.17.Ako jeA 2 (("p)7; 1 ),0dejel<p< 1 andq= ﬁ tada je
Lo kompakt ako i samo ako

lim (sup( ? jAxj%d) =0 (3.21)
ril N k=re1
Dokaz Neka jeA 2 (("p)t; 1). Tada imamo da odgovardjuoperatorlL 5
pripada skup®B ((*p)7; "1 ) i imamo matricuh takvu dajef 2 (*p;"1 ) i Ax =
A(Tx) za svakox 2 ("p)r [36, Theorem 3.4, Remark 3.5] . Kako jg BK
prostor, imamo da j& o 2 B('p; 1) i Ax = L o(x) za svakox 2 ",. Ako
primenimo [51, (b), p.85] dobemo da jd. , kompakt ako i samo ako va i

supjiAnjic,y <1 0 lim supiAs (Ao, =0
odnosno ako je

)% 1 X' 1
sup( janwj® <1 i lim sup( janjha=0:
N k=0 r N k=r+1
Na osnovu karakterizacije matrih transformacija [55, Example 8.4.5D,
Example 8.4.6D], prvi uslov je zadovoljen pa imamo da jekompaktan ako |
samo ako je .
im sup( ~ jAwj9)i =0
ril n
k=r+1
Sada, prema [36, Lemma 4.1],5 je kompaktan ako i samo ako jex
kompaktan, pa je teorema dokazana.

Teorema 3.18.Neka jeA 2 (("1 )1; 1 ). Tada jeL o kompaktan ako i samo ako

*
lim (sup ~ jand) =0 (3.22)

k=r+1
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3.4. Kompaktnost matnih operatora pridru enih klasanf@ ,)t; 1 ) i ((Co)t; 1)

Dokaz Kako je"; BK prostor, prema [36, Theorem 3.4, Remark 3.5]], imamo
matricuA 2 ("1 ;"1 )i, prema[35, Theorem 1.23], pridru en ograen linearni
operatolL 4. Za prostor ; znamo da je njegov-dual prostor ; paiz uslova (b)

u [51] imamo da je , kompaktan ako i samo ako

supjjAnji, < 1 i im supjjAy  (An)iii, =0

o o x
;sup” jaw <10 limsup T jaj=0:
N k=0 | N k=r+1

Ponovo je prvi uslov zadovoljen [55, Example 8.4.5A], padslda je L 4
kompaktan ako i samo ako

R
Im(sup e =0
| N k=r+1

Kako je Lo kompaktan ako i samo ako jex kompaktan [36, Lemma 4.1,
Remark 3.5]] pokazali smo teoremu.

Napomena 7.Tvrdjenje u Teoremi 3.18 takodje vaii 282 ((co)t; 1), jer
zahvaljujucicinjenici da su -duali prostoracy i "1 isti, uslovi (b) i (f) iz [55, p.
85 ] se poklapaju.

Problem nastaje kada je prvi prostoy jer njegov -dual '; nije AK
prostor. U tom slaaju mo emo primeniti rezultat Sargenta i tako dobiti nove
karakterizacije kompaktnih operatora:

Teorema 3.19.Ako jeA 2 (("1)T; 1) ,tada jeLa kompakt ako i samo ako

irln sup jénk, an;kzj:Sl;l]pjan;kl Qnik ) (3.23)

|
m! 1 n m
uniformno konvergira p&; i ko, (1  Ky;ko< 1),

Dokaz Za matricuA 2 (('1)7; 1) imamo da je odgovaraja matrical 2
("1;71) 1 da jeLa kompaktan ako i samo ako je, kompaktan, prema [36,
Lemma 4.1, (ii)]. Primena Teoreme 3.13 na mattdaje tra eni rezultat.
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

Na ovaj n&in "upotpunili smo"postojee rezultate, odnosno u situacijama
kada su za kompaktnost operatora bili poznati samo dovedjlavi uspeli smo
to da dopunimo i de niSemo i potrebne uslove. Sada sa demiregdeoremama,
tj. dobijenim rezultatima mo emo pokriti sve slajeve u kojima je matrica 2
(Xt; 1) pricemujeX =¢cp; 1; p;;1 p 1 ,aT jeproizvoljnatrougaona
matrica. Va no je i spomenuti da za slaj gde je poetni prostor oblikacr za
sada nema sinih rezultata.

Primena

Primetimo da je sada jednostavno dobiti mnogobrojne ratailza
specijalne oblike prostora nizova primenj€ijuuopstene rezultate napred
izlo ene. Tako za prostore de nisane u drugoj glavi stau@ T = " mo emo
dobiti nove rezultate i na taj e poboljSati uslove za kompaknost u Posledici
3.11.

Slicno, za prostor de nisan u [11], koristeNapomenu (7), mo emo dobiti
slede&i rezultat:

Posledica 3.20Ako jeA 2 ((cp)~; 1) , tada jeL o kompaktan ako i samo ako
je
: L
Jm(sup  jawj) =0
: N k=r+1
Takodje, i neki od rezultata vezanih za kompaktnost opexatdatih u [8]
i u [37], mogu biti poboljSani. Ovde se naravno misli nacgligve u kojima je
nalni prostor '; .
U radu [8], autori su posmatrali prostore nizagf{) = ( Co)riaj () =
("1)r,ovde je0<r < 1,kod kojih je trougaona matricd = ( tn)f.-o data
sa

8
§n+1(r" rk*1y: 0 k<n
tk = r+1, k=n
g n+1 "’
0; k>n
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pa za&,x dobijamo

ok 1 1

R
1+ rk (1+I’k 1+I’k+1) ank)- (3.24)

j=k+1

ank = (k+1)(

Sada kao poboljSanje za [8, Corollary 4.3 (c)], navodimo:

Posledica 3.21Neka jeX = ap() ili X = aj () . AkojeA 2 (X; ;) tada
je Lo kompaktan ako i samo ako je

. oo
lim(sup  j&wj)=0
‘ N k=r+1
gde je&, de nisan u (3.24)
Mo emo dati i bolju verziju rezultata predstavljenih u [374de su autori

proucavali prostore de nisane u radovima [43] i u [44]. Posmatnarostori su
dobijeni kao matiini domeni trougaone matrices ()i =o Ciji SU elementi

8
) 2k k 1 © Kk on
nk — n
2 0; k>n
dok = ( k)i, predstavlja strogo rastiniz pozitivnih realnih brojeva koji

te e ka beskonenosti. Ovde mo emo primetiti i to da matricanije niSta drugo
do Riesz-ova matrichl, gde jery = k 1zasvako kiR, = , za svako
n. Konano, [37, Theorem 4.3 (c)] mo emo poboljSati sa:

Posledica 3.22.Neka jeA 2 (("p) ;’1), 1 < p < 1. Tada je
La 2 B(("p) ; 1) kompaktan ako i samo ako je

S 1
lim (sup(  jawj®)e) =0
ril N k=re1

Ank an;k+1
1 K K 1 k+1 K
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Prostor konvergentnih redovacs

Prostor kovergentnih redova je uveden u prvoj glavi kao neda
klasicnih prostora nizova. Data je njegova de nicija, neke odlbsa, njegov
-dual. Medjutim, mi smo napomenuli da se na taj prostor mdedati i
drugaije, kao na matdni domen trougaone matrice.  Naime, prostor
konvergentnih redova mo e biti de nisani ss=(c) .

Jos jedna bitna prednost prostesge ta Sto je to AK prostor, pa zahvaljuu
Teoremi (1.4)(b), za svaki linearni ograen operatol. 2 B(cs;Y) gde je
Y proizvoljan prostor nizova, postoji odgovaragubeskonena matricaA 2
(cs;Y) takva da jeL(x) = Ax za svakox 2 cs. Ovo nam dozvoljava da
u isto vreme govorimo o uopStenom ogregmom linearnom operatoru kao i o
matricnom operatorlL o pridru enom matriciA.

Primenom Hausdorfove mere nekompaktnosti i teorije roaitni domena,
mo emo odrediti uslove pod kojim&e operatori iz odgovarajih klasa biti
kompaktni, i ovo su rezultati iz rada [47].

Teorema 3.23.Neka jeL 2 B(cs;Y) gde jeY jedan od prostora, ¢y ili "1 .
Tada jeL zadata matriconA = (ank)ﬁ;kz0 takvom da jeL(x) = Ax za svako
X2 cs/ivai:

(i) Ako jeY = ctada

1. X o o
S5 lim(sup( j(ank ank+) “ki+ ] +1lim agms ) k Lk
211 o k=0 m!l k=0

R R
lim(sup( j(ak ank+1) "+ ] + M ayma " 1)
: nr k=0 ' k=0

gde je
Me=lim (B ank+1) za k=01

I!I;_n ( (ank an;k+1)+ rlr!'r:{] an;m+1) ;
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3.5. Prostor konvergentnih redoga

(i) Ako jeY = ¢y tada

R
KLk = lim Gup( | (@u @uken) i+ 1M 8umen )

nrg=o0

(i) Ako jeY = 7, tada

Ok Lk lim (iug(ioj(ank Bnk1) J + 1 JIM Bumea J))
Dokaz Slucajevi (i) i (ii) su direktne posledice teoreme [8, Theorent]3
Koristimo iste oznake kao Sto je i udaijeno pad, predstavljajuclanove
matriceA 2 (c;Y) kori&tene kod odredjivanja uslova zZa 2 (cs;Y). Posto
znamo elemente matride= , lako mo emo odrediti i matric& i R, a onda i
izracunaticlanove

8ok = @k @nk+r | 0= lIM Agmag

I
m

Kod dokazivanja dela (iii) posmatramo projekt®r : ; ! "1 denisan sa
Pr(X) = (Xo;Xq; 55 %5 0;0; ::1). Koristeti osobine mere , poznaji hormu u
prostoru ; i primenom [8, Theorem 2.9 a)] dobijamo:

0 (L(Be) (I P)L(Bes)) sup k(I Pr)(L(x)) k zasvakor

X2B¢s

Sto nas dovodi do

R
Ok Lk lim(sup( jawi+j nl):

n T k=0

Kao posledicu dol@iemo sledee:

Posledica 3.24 Koristec¢i oznake iz Teoreme 3.23, imamo:
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

1. L 2 B(cs; 9 je kompaktan ako i samo ako

R %
lm(sup( j(ak  anx+1) i+ + M aymsa ")) =0
' nr k=0 ' k=0

2. L 2 B(cs; @) je kompaktan ako i samo ako

R
lim (sup( j(ak anks1)j+ ] lim ayms1 ) =0

norok=o m!l

3. L 2 B(cs; 1) je kompaktan ako je

. X o .

lim(sup( j(aw ank+1)j* ] lIM aym+1 j)) =0 :

1 A !
Napomena 8.Mo emo primetiti da u trecem slucaju imamo samo "ako"wslo
ali za razliku od nekih drugih slucajeva gde takva situaamo e biti reSena
primenom rezultata iz [51], ovde to nije moguce bez obzioge nalni prostor
Y = ‘1 .

Naredna teorema nam pru a mdmgwst za dobijanje novih korisnih rezultata.

Teorema 3.25.[36, Corollary 4.3] Ako jeA 2 (X; Y1) tada imamo:

() kLak = KLt Lak

(ii) PreslikavanjeA 2 (X;Yt) je kompaktno ako i samo ako je reslikavanje
TA 2 (X;Y ) kompaktno.

Pre nego Sto nastavimo sa ispitivanjem kompaktnosti joShnékasa
operatora nas, uvedimo neke nove oznake.
Neka je matric&C = A = (an)%;kzo- Racunanjem dobijamo da je:
X

Chk = Ajk ;
j=0

X
€ = Rk(Cn) = | (A Ax+1);

i=0
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3.5. Prostor konvergentnih redoga

Dalje, uvedimo i sledee oznake:

Sada, mo emo de nisati naredni rezultat.

Teorema 3.26.0graniceni linearni operato 2 B(cs; c9 je kompaktan ako i
samo ako va i

lim supC e MO+] (€ W€ AL =0

) nr k=0 k=0
Dokaz Kompaktnost operatora iB(cs;c9, imajuci u vidu predstavljanje
prostoracs kao matrchog domena, odnosnes = c , bice svedena na
kompaktnost operatora iB(cs;9. Sada primenom Teorema 3.23 i 3.25 i
uvedenih oznaka, dokaz jasno sledi.

Teorema 3.27.Ako jeA 2 (bs; c9, tada jeL o kompaktan ako i samo ako va i

R
lim (sup( i+ o(C)i)=0 :

nr k=0
Dokaz Kako prostorbs mo emo predstaviti kao matni domen trougaone
matrice u prostoru ograrmenih nizova'; , tj. bs = (71 ) , probleméemo
primenom rezultata iz [7] i Teoreme 3.25 svesti na odredjw&ompaktnosti
opretora iz klas¢(" 1 )t;C).

Napomena 9.U prvoj glavi pa nju smo posvetili klasicnim prostorimazava,
pa i prostoru ogranicenih redovds Izmedju ostalog, naglasili smo da ovaj
prostor nema AK svojstvo pa se zbog toga ova teorema odnosi sa matricne
operatore a ne i na uopsStene ogranicene linearne operatore
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

Teorema 3.28.0graniceni linearni operatot. 2 B(cs; b9 je kompaktan ako i
samo ako za matricD = (dnk )} =0, Ciji U clanovidy, = ? };O (&n  &n 1),
va e sledeci uslovi:
supk (dy; Jnzo k1< 1
j

lim supk (dy )i kg =0:
' J

Dokaz Kako je prostorcs saAK svojstvom, operatoru 2 B(cs;b9 se mo e
pridru iti matrica A, tj. mo e se predstaviti matricorA 2 (cs; b9, tako da je
L(x) = Ax za svakoa 2 cs. Cinjenica da jéA 2 (cs; b9 je ekvivalentno uslovu
daje A2 (cs; ;). Kakojecs = bv,gdejebv=("1) , 1 = ' pricemuje
i ~1 prostor saAK svojstvom, to primenom rezultata iz Teorema 1.13 dobijamo:

A 2 (cs;b3 () A2(cs;1)0 (A2Cb0 ( A'2(C1 )

Jasno da je upravo matri€aiz de nicije naSe teoreme matricé A)'. Sada,
koristeti rezultat iz [35, Theorem 2.28] o kompaktnosti operato@a B (" 1; 1) i
primenjujLEi ga na operator pridru en matri€l cije smo elementd, de nisali
iznad, dokazali smo teoremu.

Mo emo primetiti da ukoliko upotrebimo isti princip raznjignja i rezultati
dati u Posledici 3.24 pod 3) mogu biti poboljSani.

Teorema 3.29.Neka jeL 2 B(cs;"; ). Tada jeL kompaktan ako i samo ako je

ps X _
j(ak ax 1) (@ an 1)j=0:

sup
i o k=0

jak &k <1 i lim sup
k=0 nll i 0

Dokaz Kako jecs AK prostor, za ogramien linearni operatot 2 B(cs; 1)
postoji matricaA 2 (cs; 1 ) takva da je_(x) = Ax za svaka 2 cs. Znamo da
jecs = bv,bv=("1) 1 = ;idaje ; prostor sa AK svojstvom, paimamo

A 2 (cs; 1) je kompaktan () A2 ("1;bV) je kompaktan ()
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3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

0 A'2 (C1;71) je kompaktan

Za poslednju klasu ako i samo ako uslovi su dati u [5, VI.B]ppanenjujLti ih
na matricu A! dolazimo do potrebnog tvrdjenja.

Novi rezultati o kompaktnosti operatora na
prostorima sa mesovitom normom

Predmet istra ivanja u ovom delu su prostori meSovite norRezultati
iz ove sekcije objavljeni su [10]. Prostore mesSovite normealje Kellogg [24]
a zatim su ih izagavali mnogi autori [3, 13, 20, 21, 22, 23]. Onaaamo ih sa
"PAjzal p;g<1 sude nisaninasleds nain:

xX
A= fx 21 | | jxnjP)¥P< 1g ; (3.25)

m=0 n21(m)

gdejel (0)= fOgil(m)=fn2 N j 2™ 1 n< 2Mgzasvakan > 0. Oni
su Banahovi prostori i norma na njima je data sa

AooX s
kxKpq = (- ( JXnjP) IR (3.26)
m=0 n2l(m)
Poznato je i da je prostoP BK prostor sa AK svojstvomzd p 1 i
1 g<1 prema[21, Example 3.4 (a) ], i da je prostdrd BK prostor za
1 g1
Mo emo uopstiti naSe istra ivanje ukoliko dijadke blokove zamenimo
proizvoljnim blokovima, skkno kao Sto je uradjeno i u [3]. U tom slaju bi
imalil(m)=fn2 N j k(m) n k(m+1) 1gzam=0;1;::pricemu
(k(m))L_, predstavlja strogo rastiiniz celih brojeva za koji j&k(0) = 0. U
slucaju da sup ili g beskonani, odgovarajge sume moraju biti zamenjene
supremumima odnosno dobijamo:
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

1l)zap=1 il q<1 imamo

»
A= fx 21§ (sup jxnj)?< 1g (3.27)
m=0 h2l(m)
sa normom %
kxkiq=(  (sup jxa)H*; (3.28)
m=0 n2l(m)

2)zal p<1ig=1 imamo

X
L= fx 21 j sup( xajP)'P < 1g ; (3.29)
m n21(m)
sa normom y
kxko1 = sup( XajP)P (3.30)
n2l(m)

3)zap=g=1 imamo

"1l = fx 21 j sup( sup jXaj) < 1g (3.31)
m  n2l(m)
sa normom
kxky .1 =sup( sup jxpj) : (3.32)
m  n21(m)

Mo emovidetidaje = Pzal p 1
Skup mno itelja prostora smo ¢ede nisali u prvoj glavi i sledéi rezultat
olakSava karakterizaciju mno iteljst (*"5; "“V).

Teorema 3.30.[24, Theorem 1.] Nekasli r;s;u;v 1 ,apiqgde niSemo
kao

l=p=1=u 1=r akojer>u; p =1 akojer u;

1=g=1=v 1=s akojes>v; =1 akojes v:
TadajeM (°©s; 4v) = A,
U nastavku, za 2 M(""%; %), posmatramo operatar : " I "4V

82



3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

de nisan sa
T (X)=( nXn)poo (X2 °7°)

Kellogg je u svom radu [24] pokazao d@la ovako de nisan predstavlja ograzgn
linearni operator sa normokil k = k k. gder;s;u;v;p i q zadovoljavaju
uslove prethodne teoreme. Preciznife,: " | "% je ograncen linearni
operator ako i samo je 2 P,

U radovima [22] i [23], autori su posmatrali Hausdorfovu mer
nekompaktnosti operatorh i zavisno od vrste skajeva nasli tenu meru ili
izvrSili njenu procenu. Medjutim, oni nisu iskoristili eginu relaciju izmedju
matricnih transformacija na prostorima nizova i ogi@mih linearnih operatora.
Mi zato problemu pristupamo na drugnacin, koristei teoriju BK prostora i
matricnih transformacija pa posmatramo matridu= A( ) = (aw)sk-o
pridru enu operatoruT tako da jeT (x) = Ax za svakox 2 " za
1 rrs 1 . Ociglednoce naSa matrica biti dijagonalna sa nizorma
dijagonali. Takodje je jasno dafex = ( nXp)i_, za svaka 2 °",

Pored teorema enavedenih u radu, od korigte biti i sled€a teorema:

Teorema 3.31.[22, Lemma 2.1 ] Neka j&® ogranicen skup u prostorif9 gde
jel p;qg 1 ,inekajeR,: Pa1 "PAdzan = 0;1;:: operator de nisan
saR,(x) = x x[" za svakox = (X))}, 2 “P9. Tadaimamo da je

(Q) = lim (supkRp(x)k) :
nil x2Q

Neka sum i n nenegativni celi brojevi. Koristemo oznaku (m;n) =
| (m)f0;1;2;::;ngioznaku ™M = R,( ) a operatorT(”) ce biti povezan sa
dijagonalnom matriconA(™( ) koja je dobijena iz dijagonalne matric¥( )
kad brojeve o; 1;:::; , zamenimo nulama.

Teorema 3.32.Neka su; s; u; v; pi gde nisani kao u Teoremi 3.30. Tadaimamo

Zza 2 ha

XX
(i) kT k =1lm ( ( i )P akoje v<l i v<s i r>u;
" m=0 k2I(m;n)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

b
(i) KTk =1lm ( ( sup j )99 akoje v<1 i v<s ir u;
ML =0 k21 (min)

(i) KT k = lim (sup( i PP akoje v<1l i v sir>u;
" M k21 (m;n)

(iv) KT k =limsupj nj akojev<1l v sir u;
nil

(VO kTk limk Mk,q akoje v=1

Dokaz Radi kra&eg zapisa ozmamo saB = B-rs, a saA dijagonalnu matricu

pridru enu operatord , tj. matricu kojaa reprezentuje. Posmatrajmo prveaju
kad jev < 1 , sa podslaajevimav<siv s.

Pretpostavimo da je < s

Ako jer > u tada po Teoremi 3.30 imamo

KT k = (La(B))= lim supkR,(Ax)k = lim supk x ( x)"k
nll 2B n'l x2K

i () T (n)
lim fzqukT (k= lim k "kpq

R X o
im (e

m=0 k21 (m;n)

Akojer u,tadajep= 1 pajosjednom primenimo Teoremu 3.30i na
isti nacin kao u prethodnom staju mo emo dobiti

KT k = lim k Mk, o= lim (X ( sup j )
= lin 1= i P :

m=0 k21 (m;n)

Pretpostavimo sada daye s.

lzv  sizvlacimo zakljwcak da jeq = 1 . Kako jev joS uvek manje od
beskonano mo emo koristiti Teoremu 3.30 i dobiti kao i u slaju kad je
v < s naredne podshkajeve i odgovarajte rezultate.
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3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

Zar > u imamo

X -
lim (sup( i W)

n'l
M k21 (m;n)

KT k = lim k Mky; =

n'l
Slicno, zar  u, zaista dobijam@ = gq= 1 , paimamo

KT k = lim k Mky;x =limsupj oj:
: n'l

Ovim smo obuhvatili sve skajeve u kojima je bilo mogte primeniti Teoremu
3.30, i dobili jednakosti za Hausdorfovu meru nekompakirmggeratoral . U
slucaju kada jer = 1 to nije mogue uraditi na ovaj nan i tu dobijamo samo
procenu za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatoraavNar to kasnije
povlaci nemog@nost davanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost
posmatranog operatora.

Pretpostavimo da je = 1 , i da je S jedinicna sfera u prostoru=®, r;s 2
[1;1 ]. De niS§imo operatoreP, ; R, : "Wt I “wl (n =0;1;2:) sa
Po(x) = xMiRy(x) = x xIMzax = (xk)i, 2 "9 . Kako jeLa(S)
Pn(LA(S))+ Ry(LA(S)) , naosnovu elementarnih osobina funkcijdobijamo
daje

(La(S))  (Pa(La(S)))*+ (Ra(La(S)) = (Rn(LA(S))
SUpKRA (L a(X))K :
k2S

Ako u obzir uzmemo specijalnu formu beskena matriceA pridru ene
operatorul , dobicemo

supkR(La())k =supk x ( x)Mk = supkT™M(x)k = kT™k = k Mk
X2S X2S

x2S

Jasno je dau ovom gtajuimamodajg=1 (lis=v=1ilis<v=1).
Podslicajevi koje mo emo razmatrati su>u ir u, i oni mogu biti tretirani
na isti n&in kao i ranije. Tako da dobijan® k T k  limp; k Wk,; ako
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitene karakterizacije

jev=1 t.

X
0 kTk lim sup( j (PP akojev=1 ir>u;
" M k21 (m;n)
0 kTk r]I'ilm sup j «j; akojev=1 ir u:
’ k21 (m;n)

Kao posledicu za sve razmatrane csljeve, prema [35, Corollary 2.26
(2.58)], dobijamo

Posledica 3.33.Neka sur;s;u;v;pi qkao u Teoremi 3.30. Tada za2 P4
imamo

R X
(i) T je kompaktan ako i samo ako jéim ( ( j (JP)TI=0
" m=0 k2| (m;n)

akoje v<1l i v<s i r>u;

R
(i) T jekompaktanakoisamoakojgm (  ( sup j J)HFEI=0

m=0 k2I(m;n)
akojev<1l i v<s ir u;

X
(i) T je kompaktan ako i samo ako j#m (sup( i WP =0
' M k21 (m:n)

akojev<1l i v sir>u;

(iv) T je kompaktan ako i samo ako]brnlsupj nj =0
akojev<1l v sir u;

(v) Akoje lim k Mkpq=0 iakoje v=1 ;

tadaje T kompaktan operator

U slucaju kad jev = 1 , prostor’“! nema Sauderovu bazu pa primena
teoreme Goldeinstein-Gohberg-Markus daje samo dovoljrsdova za
kompaktnost operatordd reprezentovanog matricom A. Miemo dati bolje
uslove za neke podgajeve.

Teorema 3.34.Neka su brojewvi; s; u; v; p; gde nisani kao u Teoremi 3.30, neka
jev=1,s6 1 inekasur®s®u®p®g njihovi konjugovani brojevi. Tada za
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3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

operatorT :°fs 1 “ul yaj

X
(i) T je kompaktan ako i samo ako jéim (sup( i () =0
’ k21 (m;n)

akoje 1<s®< 1 i r°<u?;

(i) T je kompaktan ako i samo ako ]'mnr}lsupj nj=0
akoje 1<s°<1 i u® r°;

(iii ) Akoje lim k Mkpgo=0 iakoje s=1;tadaje T

kompaktan operataor

Dokaz Posmatréemo sleaj kada jev = 1 . Tada je’u*'" = “u%1 BK prostor

sa AK svojstvom. Zato, z& < 1 mo emo primeniti Teoremu 1.13 i dobiti
sledée: A 2 (*7S; U1 ) ako i samo ako j\! 2 ("U*1; %), Kako jeA = A( )
dijagonalna matrica sa nizomna svojoj dijagonali, to j¢A( )! = A( ). Dalje,
koriscenjem [51, Theorem 3. ], dobijamo da je operdtokoji odgovara matrici

A 2 (°5s; w1 ) kompaktan ako i samo ako je kompaktan operatopridru en
transponovanoj matriék! 2 (*U*1; ") Kako jes 6 1 imamo daje s°6 1,

tj. dajel<s® 1 . Sada rezultati slede direktno iz Teoreme 3.32 i Posledice
3.33 imaj&i na umu de niciju matriceA = A( ) i sledee tabele:

Ranije | 7! | Sada
r 7! ue
S 7! 1
u 7! ro
v=1 | 7! s?

Jedini sleaj koji ne mo e biti poboljSan je skkaj u kome jev = s= 1 itu
za sada ostaju samo dovoljni uslovi.
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