UNIVERZITET U NISU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DEPARTMAN ZA MATEMATIKU

Ivana M. Radojevi¢

UOPSTENI INVERZI
| KVAZIHIPONORMALNE MATRICE
U PROSTORIMA SA NEDEFINITNIM
SKALARNIM PROIZVODOM

Doktorska disertacija

TekcT oBe JOKTOPCKE AucCepTalltje CTaB/ba CE Ha YBUJ JaBHOCTH,
y ckiiany ca ugaHoM 30., craB 8. 3akoHa O BUCOKOM 00pazoBamy
("Cn. rmacauk PC", 6p. 76/2005, 100/2007 — ayrenTnyHO TyMadewme, 97/2008, 44/2010,
93/2012, 89/2013 u 99/2014)

HAIIOMEHA O AYTOPCKHUM IITPABUMA:

OBaj TEKCT cMaTpa ce pyKOIHCOM M CaMO CE CAOMIITaBa jaBHOCTH (WiaH 7. 3aKOHa O
ayTOPCKUM U cpoaHuM mpasuma, "Ci. rmacauk PC", 6p. 104/2009, 99/2011 u 119/2012).

Hujenan 1eo oBe 10KTOpPCKe JUCEPTALMje HE CMe Ce KOPUCTUTH HU Y KAKBe CBpXe,
OCHM 32 YIIO3HABal-€ €a lbeHUM CaJp;KajeM Ipe oa0paHe aucepranmje.

Nis, 2016.




UNIVERSITY OF NIS
FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Ivana M. Radojevi¢

GENERALIZED INVERSES
AND QUASIHYPONORMAL MATRICES
IN SPACES WITH
INDEFINITE INNER PRODUCT

PhD thesis

Nis, 2016.



Komisija za odbranu doktorske disertacije

Mentor: dr Dragan S. Pordevi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta u Nisu

Clanovi komisije:

1. dr Vladimir Rakocevi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta u Nisu

2. dr SneZana Zivkovi¢ Zlatanovi¢, redovni profesor Prirodno-
matemati¢kog fakulteta Univerziteta u NiSu

3. dr Ivana DPolovi¢, vanredni profesor Tehnickog fakulteta u Boru
Univerziteta u Beogradu

4, dr Dijana Mosié¢, vanredni profesor Prirodno-matemati¢kog
fakulteta Univerziteta u Nisu

Datum odbrane:



Mojim roditeljima,

Miroslavu i Zivici



Mpwnor 4/1

o
s

NMPUPOOHO - MATEMATUYKU OAKYIITET

HWLL

2
iy o

KIbYYHA JOKYMEHTALUNJCKA UHO®OPMALILJA

Pennu 6poj, PBP:

WaeHTndpmkaumonmn 6poj, UBP:

Twn pokymeHTauuje, TO:

MOHorpadcka

Twn 3anuca, T3:

TEKCTyalTHU

Bpcta paga, BP:

AOKTOpCKa AucepTrauumja

AyTtop, AY:

MBaHa M. Papojesuh

MeHTop, MH:

Oparan C. hophesuh

Hacnos paga, HP:

YOMWTEHN NHBEP3U N KBASUXWUTNTOHOPMAITHE
MATPULE Y NMPOCTOPUMA CA HEAE®PNHNTHUM
CKAJTAPHAM NMPON3BOAOM

Jesuk nybnukaumje, JIM:

CPCKK
Jesnk nssopa, JU: €HrIecku
3emrba nybnvkosata, 3MM: Cpbuja
¥>e reorpadpcko nogpyuje, YI: Cpbuja
loguHa, IO: 2016.
M3paBauy, U3:

ayTOPCKW PENPUHT

MecTo n agpeca, MA:

Huw, Buwerpaacka 33.

dunanukm onuc paga, PO:
(nornaerba/ctpaHal uuTtataltabenal/cnvka/rpadpyka/npuriora)

5/v+98

HayuyHa obnacr, HO:

MaTtemaTuka

HayyHa ancumnnuna, HAO:

MaTeMaTn4Ka aHanm3a

MpegmeTtHa ogpeaHnLa/KrbyuHe peyn, MO:

dyHKUMOHaNHa aHanunsa

K 517.98 (043.3)
517.986.3 (043.3)
Hysa ce, 4Y: y 6ubnmoteum MpupoaHo-maTemaTuykor dpakynreTa y

Huwy

BaxxHa HanomeHa, BH:




M3Bog, U3:

Y 0BOj AncepTaumjn U3NOXEHN Cy OPUTMHANHN pesynTtaTu
13 Teopuje maTpuLa 1 yonwTeHNX NHBep3a Y KOHaYHO-
ANMEH3NOHaNHNUM NpocTopuMa ca HeaePUHUTHUM
ckanapHuM npoussogom. [Npunmkom 6pojHmnx
reHepanusauuja Ha gereHepaTtmBaH cryyaj KopuwheHe cy
NuHeapHe penauuje.

Y npBoM geny guceprtaunje n3BpLUEHO je yonwTene
nojMa HOpManHoCTN N XMNOHOPManHocTu. [leduHncaHe
CYy KBa3nxXuNoHopmarHe Matpuue u nuHeapHe penaumje y
npocTopuma ca HefereHepaTUBHUM U AereHepaTUBHUM
cKkanapHuMm npoussogom. [lata je kapaktepusauuja
KBa3UXMNOHOPMAITHUX U jaKo KBa3UXUNOHOPMAISTHUX
mMaTpuua y OBUM NpoCTopuMa.

Y opyrom geny guceptaumje gedovHucaH je Myp-
[MeHpoy30B MHBEP3 MaTpuLa 1 NIMHeapHUX penauuja y
npocTopuma ca gereHepaTMBHUM CKarapHUM
npoun3sogoM. [lokasaH je Benvku 6poj ocobuHa osor
WHBEp3a 3a KBagpaTHe MaTpuue y ereHepaTUBHUM
npocTopmma.

Pesyntatu y Tpehem geny ogHoce ce Ha ElN maTtpuue y
npocTopuma ca HegeUHUTHUM CKanapHMM NPOU3BOAOM
y 0QHOCY Ha HeePUHUTHU MaTpUYHK Npon3Bos. Takse
maTpuue ce Ha3smBajy J-ElN maTtpuue. lNokasaHa je
nosesaHocT El n J-ElN maTtpuua, kao n 3Hayaj Koju numajy
Kog 3akoHa obpHyTor pegocnena 3a Myp-lleHpoy3os
WMHBEP3 NpomnsBoga MaTpuua.

Oatym npuxsatana teme, AM:

12.01.2015.

Oartym onbpane, OO:

UnaHoswu komucuje, KO:

MpeacegHuk:

O6pasay Q4.09.13 - N3pare 1

Q4.16.01 - lzdawe 1



Mpwnor 4/2

¥
\\\\\\ %

¥

NMPUPOOHO - MATEMATUYKU ®AKYITET
HULL

SWHBEpy
17
&

.
Ty ox¥™”

V\\
npypo

’

KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number, ANO:

Identification number, INO:

Document type, DT:

monograph

Type of record, TR:

textual

Contents code, CC:

doctoral dissertation

Author, AU: Ivana M. Radojevi¢
Mentor, MN: Dragan S. Bordevi¢
Title, TI:

GENERALIZED INVERSES AND QUASIHYPONORMAL
MATRICES IN SPACES WITH INDEFINITE INNER PRODUCT

Language of text, LT: Serbian
Language of abstract, LA: English
Country of publication, CP: Serbia
Locality of publication, LP: Serbia
Publication year, PY: 2016.

Publisher, PB:

author’s reprint

Publication place, PP:

Ni§, Visegradska 33.

Physical description, PD: 5/v+98
(chapters/pagesiref./tables/pictures/graphs/appendixes)
Scientific field, SF: mMathematics

Scientific discipline, SD:

mathematical analysis

Subject/Key words, SIKW:

functional analysis

uc

517.98 (043.3)
517.986.3 (043.3)

Holding data, HD:

In the library of Faculty of sciences and mathematics, Nis

Note, N:




Abstract, AB: In this dissertation the original results in matrix theory and
general inverses theory in finite-dimensional indefinite inner
product spaces are presented. Linear relations are used for the
extension of some results in degenerate case.

In the first part a generalization of the notion of normality and
hyponormality is established.Quasihyponormal and strongly
guasihyponormal matrices and linear relations are defined in
nondegenerate and degenerate indefinite inner product
spaces. A characterization of quasihyponormal and strongly
guasihyponormal matrices in those spaces is given.

In the second part a Moore-Penrose inverse of matrices and
linear relations in degenerate indefinite inner product spaces is
defined. Some properties of this inverse for matrices in
degenerate case are shown.

Results in the third part concerns EP matrices in indefinite
inner product spaces with respect to indefinite matrix product.
These matrices are J-EP matrices. The connection among EP,
J-EP matrices and the reverse order law for the Moore-
Penrose inverse of the indefinite matrix product is studied.

Accepted by the Scientific Board on, ASB: 12.01.2015.

Defended on, DE:

Defended Board, DB:  President:

Member:

Member:

Member:

Member, Mentor:

O6pasay Q4.09.13 - Nspare 1

Q4.16.01 - lzdawe 1



Sadrzaj

Predgovor i
1 Uvod 1
1.1 Konac¢no - dimenzionalni vektorski prostori . . . . . .. ... ... ... 1
1.2 Prostori sa nedefinitnim skalarnim proizvodom . . . . . . . . ... . .. 2
1.3 Linearne relacije . . . . . . . . .. .. Lo 9
2 Kvazihipnormalne matrice i
linearne relacije 14
2.1 Klase linearnih transformacija . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 14
2.2 Definicija i karakterizacija H-kvazihiponormalnih matrica . . . . . . . . 17
2.3 Jako H-kvazihiponormalne matrice . . . . . . . .. ... ... .. ... 26
2.4 Invarijantni semidefinitni potprostori za
H-kvazihiponormalne matrice . . . . . . . . ... ... ... ...... 30
3 Mur-Penrouzov inverz 38
3.1 Uopsteni inverzi . . . . . . . . . . L 38
3.2 Mur-Penrouzov inverz u prostorima sa nedegenerativnim nedefinitnim
skalarnim proizvodom . . . .. . ... 44
3.3 Mur-Penrouzov inverz u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom 47
3.4 Mur-Penrouzov inverz H-normalnih matrica . . . . . ... .. ... .. 62
4 EP matrice 68
4.1 Nedefinitan matri¢ni proizvod . . . . . . . . ... ... ... 68
42 EPiJ—FEPmatrice . ... .. .. ... .. 70
4.3 Zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz . . . . . . . . . .. 82
4.4 Zvezda parcijalno uredenje . . . . ... ..o 87
Literatura 93

Biografija autora 99



Predgovor

Prostori sa nedefinitnim skalarnim proizvodom poceli su da se izuc¢avaju na teritoriji
bivSeg Sovjetskog Saveza. Prvi rad o linearnim operatorima u beskonacno - dimenzion-
alnim prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom delo je ruskog matematicara
Pontrjagina [82] iz 1944. godine. Problem protoka fluida u mehanici, koji je postavio
Soboljev, bio je motivacija za istrazivanja na ovu temu. Nezavisno od njega, anal-
izirajui stabilnost jednacine sa operatorskim koeficijentima Auy + Bu; + C = O,
Krein i Langer takode su koristili prostore sa nedefinitnom metrikom. Od tada pa do
danas linearni operatori u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom predstav-
ljaju jednu od vaznih grana u modernoj teoriji operatora.

Najvazniji i najizucavaniji primeri prostora sa nedefinitnim skalarnim proizvodom
su Kreinovi i Pontrjaginovi prostori. Vektorski prostor V' sa nedefinitnim skalarnim

proizvodom [.,.] je Kreinov prostor ako postoje potprostori V* i V™~ prostora V takvi
da je:
() V=ViHV,

pri ¢emu je sa [+] oznacena direktna ortogonalna suma potprostora Vi V.
(i) (V*,[.,.]) i (V~,—[.,.]) suHilbertovi prostori.

Dekompozicija prostora data sa (i) naziva se fundamentalna dekompozicija.

Istorijski gledano, prostori Kreina pojavili su se jos u XIX veku (u nesto drugacijem
kontekstu nego danas) i to tokom razvoja neeuklidske geometrije.

Ako je neki od potprostora V* i V'~ kona¢no - dimenzionalan, tada se Kreinov
prostor (V, [.,.]) naziva Pontrjaginov prostor. Jos jedan od poznatijih primera prostora
sa nedefinitnim skalarnim proizvodom je prostor Minkovskog. Ovaj prostor je speci-
jalan slucaj Kreinovih prostora, preciznije, to je 4 - dimenzionalni Kreinov prostor nad
poljem realnih brojeva gde je nedefinitni skalarni proizvod definisan sa [z,y| = (Jz,y),
pri ¢emu je J = diag(1,1,1,—1), a (.,.) predstavlja standardan skalarni proizvod.

Prouc¢avanje linearnih transformacija u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proiz-
vodom veoma je aktuelno poslednjih trideset godina. Nekoliko vaznih strukturnih
karakterizacija dato je u [13] i [91].

Primena prostora sa nedefinitnim skalarnim proizvodom je velika. Oni se koriste u
fizici, npr. [40], u teoriji faktorizacije za racionalne matricne funkcije, zatim u teoriji sis-
tema i upravljanja, itd. Degenerativni prostori sa nedefinitnim skalarnim proizvodom
vazni su teoriji operatorskih snopova.



SADRZAJ

U ovoj disertaciji govorimo o uopstenim inverzima matrica i nekim tipovima ma-
trica samo u slucaju kada je prostor sa nedefinitnim skalarnim proizvodom konacno-
dimenzionalan. Posmatra¢emo prostor C" na kome je definisan nedefinitan skalaran

proizvod sa:
[z,yl = (Hz,y), z,yeC” (1)

gde je sa (.,.) oznacen standardan skalarni proizvod na C", a matrica H € C"*" je
ermitska. Ako je matrica H jos i singularna, onda je ovaj prostor degenerativan. U tom
sluc¢aju, mnogi rezultati koje uopstavamo (koji, na primer, koriste rangove matrica),
ne mogu biti dobijeni po analogiji, pa u te svrhe koristimo linearne relacije.

[zucavanje linearnih relacija prvi je zapoceo americki matematicar R. Arens 1961.
godine u radu [1]. Sistematic¢an i detaljan prikaz rezultata vezanih za linearne relacije
moze se naéi u monografiji ¢iji je autor britanski matematicar R. Kros [19].

Relacija T' izmedu elemenata skupova X i Y predstavlja podskup od X x Y. Za
r € X vazi T(x) = {y : (z,y) € T}. Domen relacije T sadrzi sve elemente z € X za
koje skup T'(x) nije prazan. Kazemo da je relacija T jednovednosna ako za svako x iz
domena skup T'(x) sadrzi jednan element i tada je 7', u stvari, funkcija iz X u Y. Slika
relacije T' je unija svih T'(z).

Ako su X iY vektorski prostori nad poljem F' = R ili ' = C, tada je T linearna
relacija, ili visevrednosan linearan operator (multivalued linear operator), ako za sve
x,1y iz domena relacije T' i proizvoljni skalar A € F' imamo

(1) Te+TyCT(x+y)
(2) Nz C T(\z).

Domen linearne relacije je linearan potprostor u X.

U ovoj disertaciji izlozeni su originalni rezultati iz teorije matrica i uopstenih in-
verza u konacno-dimenzionalnim prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom.
Ovi rezultati objavljeni su u radovima [83], [84] i [85]. Takode su predstavljeni origi-
nalni rezultati iz neobjavljenih radova [92, 93]. Ova disertacija sadrzi i brojne primere
kojim se ilustruju vazne razlike pojmova kvazihiponormalnosti, Mur-Penrouzovog in-
verza i FP-matrica u euklidskim, nedegenerativnim i degenerativnim prostorima sa
nedefinitnim skalarnim proizvodom. Radi bolje ¢itljivosti, neke teoreme iz citiranih
radova date su sa dokazom.

Disertacija se sastoji iz cetiri glave. Prva glava je uvodnog karaktera. U sekciji
1.1 dati su osnovni pojmovi vezani za matrice i kona¢no-dimenzionalne prostore. U
sekciji 1.2 data je definicija prostora sa nedefinitnim skalarnim proizvodom na C".
Razmatrane su specificnosti nedegenerativnog i degenerativnog slucaja. Posebno su
tretirani semidefinitni potprostori, i to njihova maksimalna dimenzija i oblik. Sekcija
1.3 odnosi se na linearne relacije. Istaknut je njihov znacaj u samoj disertaciji i Sire.

i
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Naime, usled nepostojanja adjungovane matrice (ponekad i inverzne matrice) u de-
generativnom slucaju, veé¢i deo rezultata ¢emo izvesti koris¢enjem linearnih relacija.
Pored osobina linearnih relacija prikazana je i forma za linearne relacije AAM i A A,
pri cemu je A € C™*™ matrica. One ¢e biti znacajne u daljem radu.

Pre nego sto se prede na centralni deo druge glave gde ¢emo uvesti kvazihiponor-
malne matrice, u sekciji 2.1 predstavljene su neke klase matrica u nedegenerativnim
prostorima (H-samoadjungovane, H-unitarne i H-normalne matrice). Moguénosi nji-
hovog uopstenja na degenerativan slucaj bazirale su se na rezultatima Mela i Tranka iz
2007. godine [71]. Uopstenje je izvrseno na dva nacina, ¢ime su dobijene dve razlicite
klase, i to:

(i) Mur-Penrouz H-normalne matrice: HTHIT*H = T*HT
(ii) H-normalne matrice: TMT C TT,

Sekcije 2.2 1 2.3 sadrze originalne rezultate zajednickog rada sa D. S. Pordevi¢em
[85]. U [67] definisane su H-hiponormalne matrice, koje su potom bile uopstene i
na degenerativni slucaj u radu [44] iz 2010. godine. Definicija je ukljucivala i lin-
earne relacije. Ova klasa sadrzi i H-normalne i Mur-Penrouz H-normalne matrice.
Dalje predstavljamo originalne rezultate iz pomenutog rada [85]. Najpre smo izvrsili
uopstenje na H-kvazihiponormalne matrice u nedegenerativnim prostorima (Definicija
4.9). Posle detaljnog izvodenja potrebnog oblika odgovarajucée linearne relacije, defin-
isali smo H-kvazihiponormalne matrice i linearne relacije (Definicija 2.5) i pokazali
da ova klasa sadrzi sve H-hiponormalne matrice (Teorema 2.10), ali da se ove dve
klase ne poklpaju. Takode, dali smo potpunu karakterizaciju H-kvazihiponormalnih
matrica (Teorema 2.9). Na kraju ove sekcije, kao Posledicu 2.1 pokazali smo da H-
kvazihiponormalnost neke matrice 1" implicira H-hiponormalnost na nekom potpros-
toru slike date matrice 7.

Sekciju 2.3 poc¢injemo isticanjem vazne osobine H-normalnih matrica. Naime, jez-
gro matrice H, koja indukuje nedefinitan skalarni proizvod, je invarijantno za H-
normalne matrice. Za Mur-Penrouz H-normalne matrice ova osobina ne vazi. Ako
je T' Mur-Penrouz H-normalna matrica, tada je jezgro matrice H sadrzano u nekom
T-invarijantnom H-neutralnom potprostoru [68]. H-hiponormalne matrice nemaju ovu
osobinu, a kao opstija klasa, nemaju je ni H-kvazihiponormalne matrice koje smo defin-
isali u prethodnom delu. Razlog je to sto je ova klasa suvise siroka. PooStravajuci
uslov domena, tj. zahtevajuéi da linearna relacija (7)) ima potpun domen za svako
i € N, suzavamo ovu klasu i definisSemo jako H -kvazihiponormalne matrice i linearne
relacije (Definicija 2.7). Zatim dajemo karakterizaciju jako H-kvazihiponormalnih
matrica (Teorema 2.13). Posledicom 2.3 pokazujemo ekvivalenciju Mur-Penrouz H-
normalnih, A-hiponormalnih, jako H-hiponormalnih, H-kvazihiponormalnih i jako H-
kvazihiponormalnih matrica, pod specificnim uslovom H-normalnosti njihove podma-
trice.

il
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U delu 2.4 navodimo nekoliko teorema koje se odnose na ekstenziju semidefinit-
nih potprostora do maksimalnih za normalne i hiponormalne matrice. Ovi rezultati
se mogu naéi u [3, 44, 66, 67]. Jedna od njih je i Teorema 2.19 kojom se pokazuje
kako naci potprostor koji bi sadrzao jezgro matrice H i pritom bio invarijantan za jako
H-hiponormalne matrice. Zakljuc¢ujemo da je ovaj rezultat potpuno primenljiv i na
jako H-kvazihiponormalne matrice i dajemo Teoremu 2.22.

Glava 3 se odnosi na Mur-Penrouzov inverz matrica. Sekcije 3.1, 3.2 1 3.3 daju
pregled rezultata (osobina) ovog inverza u euklidskom prostoru, kao i u nedegenera-
tivnim i degenerativnim prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom. U sekciji
3.1 uvodimo pojam uopstenih inverza za matrice i dajemo istorijski osvrt na njihov
razvoj, sa akcentom na Mur-Penrouzov inverz. Za nekoliko tipova uopstenih inverza
(Mur-Penrouzov, grupni, Drazinov i unutrasnji inverz) navedene su osnovne osobine.
Veci deo ovih rezultata moze se naci u poznatoj knjizi Ben-Izraela i Grevila Generalized
Inverses: Theory and Applications iz 2003. godine.

Sekcija 3.2 daje uopstenje Mur-Penrouzovog inverza na prostore sa nedefinitnim
skalarnim proizvodom. U radu [54] ispitivan je samo nedegenerativan slucaj i ti rezul-
tati su predstavljeni ovde. Indijski matematicari Kamaraj i Sivakumar pokazali su
da gotovo sve poznate osnovne osobine Mur-Penrouzovog inverza vaze i u ovim pros-
torima. Bitna razlika jeste u tome sto Mur-Penrouzov inverz ne mora da postoji. On
postoji ako i samo ako je r(AMA) = r(AAM) = r(A) i u skoro svim rezultatima uslov
egzistencije se mora pretpostaviti.

U delu 3.3 dati su originalni rezultati zajednickog rada sa D. S. Pordevi¢em [84].
Pojam Mur-Penrouzovog inverza uopsten je na degenerativne prostore sa nedefinitnim
skalarnim proizvodom. Definicija se razlikuje od poznatih za Mur-Penrouzov inverz,
gira je i ukljucuje i linearne relacije. Glavni uzrok je taj sto A" neke matrice A € C™*"
nije matrica, vec¢ linearna relacija. Teoremom 3.22 pokazuje se da je ovako definisan
inverz kvadratnih matrica svojevrsno uopstenje Mur-Penrouzovih inverza u prostorima
sa nedegenerativnim nedefinitnim skalarnim proizvodom. U slucaju da je matrica H
invertibilna, ovaj inverz se svodi na All predstavljen u radu [54], dok se za pozitivno
definitnu matricu H svodi na tezinski inverz. Takode pokazujemo da, ako postoji, ovaj
inverz ne mora da bude jedinstven (Primer 3.2). Pod uslovom da u skupu matrica
Mur-Penrouzov inverz postoji (u oznaci Alfl), izvodimo sledeée osobine:

(1) (A C (AT (Teorema 3.24);
(2) A = A AAll 1 Al AAM C AF) (Teorema 3.25);

(3) Ako je u dekompoziciji A = A A iH= Hy 0 podmatrica Ay invert-
As Ay 0 0
ibilna, tada je AM = AFAA i AM = AN AAF (Posledica 3.2);

(4) Al(AhH e AMA{1,2,(3)} (Teorema 3.26);

iv
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(5) (A A e AAFL1 2 (4)} (Teorema 3.27);

(6) Dajemo potrebne i dovoljne uslove da vazi (AM A = AR(ATHE 5 (AAM)H] =
(A A (Teoreme 3.28 i 3.29)

(7) Ako linearne relacije A" i (Af)F imaju potpune domene, tada takode vazi

(A A = AH(AME § (AAFDE = (AF)H AN (Posledica 3.3);
(8) Al £ (AFA)IAM, kao i Al £ AF(AA (Primer 3.5).

Glava 4 sadrzi rezultate iz autorskog rada [83]. Ovi rezultati vezani su za EP
matrice u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom u kome je definisan nov
matricni proizvod - nedefinitan matriéni proizvod. Takve matrice se nazivaju J — EP
matrice. U sekciji 4.1 dati su uvodni pojmovi. Definisan je Mur-Penrouzov inverz, koji
je oznacen sa Al i istaknuta razlika u odnosu na Mur-Penrouzov inverz u nedefinitnim
prostorima sa standardnim matrié¢nim proizvodom (koji je ispitivan u prethodnoj glavi).

U sekciji 4.2 dajemo potrebne i dovoljne uslove da nedefinitan matri¢ni proizvod
dveju matrica bude J— EP (Teoreme 4.31 4.4). Pored toga, uslovi za ekvivalenciju E P
i J— E P matrica iz rezultata datih u [51], oslabljeni su (Teoreme 4.5 i 4.6). Pokazujemo
povezanost izmedu FP, J— EP matrica i ortogonalnosti (preciznije, J-ortogonalnosti)
potprostora Ra(A*) i Nu(A) (Teorema 4.14). Takode uopstavamo rezultat iz [64]
(istovremeno poboljsavamo rezultat iz [51]) definisuéi dovoljne uslove da zbir J — EP
matrica bude J — EP (Teoreme 4.18 i 4.19).

U sekciji 4.3 ispitujemo zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz nedefini-
tnog matri¢nog proizvoda dveju matrica. Neki od originalnih rezultata dati su Teore-
mama 4.23 i 4.24, kao i Teoremom 4.26 koja poboljsava rezultat iz [51].

U sekeiji 4.4 navodimo rezultat iz [73] kojim je predstavljena veza izmedu zvezda
parcijalnih uredenja matrica i P matrica. Teoremom 4.36 dajemo potpunu general-
izaciju ovog rezultata na matrice u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom
i sa nedefinitnim matri¢énim proizvodom. Ova teorema takode predstavlja poboljsanje
rezultata iz rada [51].

Ovom prilikom izraZavam zahvalnost svom mentoru profesoru Draganu Dordevicu
za usmeravanje mog naucnog rada i izrade ove disertacije, kao i na profesionalnom i
prijateljskom odnosu tokom ovih godina.

Zahvaljujem se i prof. dr Ivani Dolovi¢ na saradnji na Tehnickom fakultetu v Boru,
prijateljstou i podrsci. Zahvalnost dugujem i svim ¢lanovima komisije na interesantnim
predavangima © korisnim savetima tokom mog skolovanja.

Na kraju, posebnu zahvalnost dugujem suprugu Ivanu, svojim roditeljima Misi 1
Zivict 1 sestri Violeti.  Njihova podrska ¢ razumevanje za mene su od nemerljivog
Znacaja.
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U ovoj glavi predstavi¢emo osnovne pojmove i teoreme vezane za prostore sa nedefinit-
nim skalarnim proizvodom i za linearne relacije. Ovi rezultati dati su bez dokaza, a
mogu se na¢i u monografijama [8, 13, 33, 86], kao i u radovima [44, 71] i tamo navedenim
referencama.

1.1 Konac¢no - dimenzionalni vektorski prostori

U ovoj disertaciji koristi¢emo sledece oznake. Sa C" je oznacen n-dimenzionalan
vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva C na kome je definisan standardan

skalarni proizvod:
<Jf7 y> - Z xima
i=1

gdeje x = (w1, 22, ..., 1) vy = (yr,y2,. -, yn) i sy, €Crai=1,... n.

Vektori z,y € C™ su uzajamno ortogonalni, u oznaci x Ly, ako je (z,y) = 0. Or-
togonalnost vektora moze se jednostavno produziti na ortogonalnost skupova. Ako je
M C C" tadaje M+ ={y € C": yLlx, zasvako x € M}.

Podrazumevaéemo jos da je {ej, es,...,e,} baza prostora C", pri ¢emu je e¢; =
(0,0,...0,1,0,...0)" € C", gde se 1 nalazi na i — tom mestu. Sa Span{zy,...,z;}
¢emo oznacavati potprostor razapet vektorima x4, ..., zg.

Neka je C™" skup svih m x n kompleksnih matrica. Sa AT i A* oznacena je
transponovana, odnosno konjugovano - transponovana matrica matrice A € C™*". Sa
I,, je oznacena jedini¢na matrica reda n, a sa O nula matrica odgovarajuc¢ih dimenzija.
Za matricu A € C™*™ definisu se slika (postor kolona) sa R(A) = {Az : x € C"} i
jezgro sa N(A) = {z € C" : Az = 0} i oni su potprostori prostora C™ i C", redom.
Dimenzija slike matrice A predstavlja rang matrice i oznac¢avamo je sa r(A). Dimenzije
slike i jezgra matrice povezane su na slede¢i nacin.

Teorema 1.1 (Teorema o rangu i defektu) Za proizvoljnu matricu A € C™*™ vazi
dimR(A) + dimN(A) = n.

Osobine konjugovano-transponovanih matrica date su slede¢om lemom koja se moze
nadi npr. u [25].

Lema 1.1 Neka su A, B € C*™, C € C™*" { A\ € C. Tada vazi:
(1) (A+ B)* = A* + B*;
(ii) (VA)* = NA*;
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(111) A = A;
(iv) (AC)* = C*A*;
(v) I* =1, O* = Oy
(vi) ako je A invertibilna matrica, tj. | = m, onda je A* takode invertibilna matrica
ivazi (A7) = (A*)~L.
Teorema 1.2 Neka je A € C™*". Tada vazi:
(1) N(A) = R(A)*;
(2) R(A) = N(A)*;

)

(3) N(A"A) = N(4)
(4) R(A*A) = R(AY).

U konac¢no dimenzionalnim prostorima sa standardnim skalarnim proizvodom vazi
i slededi rezultat.

Lema 1.2 Za svaku matricu A € C™"™ paZi
r(AA*) =r(A) =r(A*A). (1.1)

Indeks kvadratne matrice A je najmanji nenegativan ceo broj k takav da vazi
r(A*) = r(A*1) i on se oznacava sa ind(A). Kvadratna matrica A € C™" je invert-
ibilna (regularna) ako je r(A) = n. U suprotnom, matrica A je singularna. Jasno, ako
je matrica A invertibilna, tada je ind(A) = 0. Vazi i da je indA < 1 ako i samo ako je
r(A) = r(A?). U opstem slucaju za proizvoljnu matricu A € C™" vazi 0 < ind(A) < n.

Poznato je da se svaka linearna transformacija iz jednog konac¢no-dimenzionalnog
vektorskog prostora u drugi moze prikazati matricom. Takva matrica je jedinstveno
odredena samom linearnom transformacijom i izborom baza u ovim prostorima. Tako
¢emo linearni operator A € L(C",C™) posmatrati kao matricu A € C"™*" i obrnuto.

1.2 Prostori sa nedefinitnim skalarnim proizvodom

Definicija 1.1 Funkcija [.,.] : C" x C* — C je nedefinitan skalarni proizvod na C"
ako su zadovoljene sledece tri aksiome:

(1) linearnost po prvom arqumentu:
[O[xl + BmQa y] - O([l'l, y] + 6[1‘2, y]

za sve x1,%2,y € C" i sve a, f € C;
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(2) antisimetriénost:

[z,y] = [y, 2]
za sve x,y € C";

(8) nedegenerativnost: ako je [x,y] = 0 za svakiy € C", tada je x = 0.

Drugim rec¢ima, razmatramo kompleksan vektorski prostor sa nedegenerativnom er-
mitskom seskvilinearnom formom [.,.]. Za razliku od standardnog skalarnog proizvoda,
kod nedefinitnog skalarnog proizvoda nije pretpostavljena aksioma pozitivnosti, tj.
mogu postojati vektori z,y € C", takvi da je [z,z] < 0 < [y,y].

Za svaki nedefinitan skalarni proizvod [.,.] na C" postoji n x n invertibilna ermitska
matrica H takva da vazi:

[z,y] = (Hz,y), z,yeC” (1.2)

gde je sa (.,.) oznacen standardan skalarni proizvod na C". Vazi i obrat, tj. for-
mulom (1.2) odreden je nedefinitan skalarni proizvod na C". Dakle, postoji bijekcija
izmedu skupa nedefinitnih skalarnih proizvoda na C™ i skupa svih invertibilnih ermit-
skih matrica dimenzije n x n. U ovoj disertaciji to ¢e biti koris¢eno u velikoj meri,
tj. pretpostavljacéemo da je nedefinitan skalarni proizvod definisan sa (1.2), ili (drugim
re¢ima) da matrica H indukuje ovaj skalarni proizvod [33].

Nedefinitnost skalarnog proizvoda povlaci specificnu geometriju prostora na kome
je definisan. Tako, na primer, ortogonalnost se definise na slede¢i nacin. Ortogonalni
komplement potprostora L u C" je potprostor

LW = {2z e C"[z,y] =0zasve yec L}.

Ako je nedefinitan skalarni proizvod zadan ermitskom matricom H, tj. sa (1.2), u
upotrebi je i: potprostor Lt je H-ortogonalan na L. Jedan od primera koji pokazuju
da ortogonalan komplement nekog potprostora nije obavezno i direktan komplement
moze se prona¢i u radu [33].

Primer 1.1 Neka je [x,y] = (Hzx,y), gde je H invertibilna ermitska matrica reda n
koja indukuje nedefinitan skalarni proizvod

(00 ... 0 1]
00 .. 10
H=|: @ @ ], (1.3)
01 ...00
(10 ... 00

Za potprostor M = Span{e,}, lako se dobija da je MM = Span{e;,es, ... en_1}.
Matrica H definisana sa (1.3) je takozvana sip matrica (the standard involutary

permutation matriz) i ona ima vainu ulogu kod kanonskih formi nekih klasa matrica u
ovim prostorima. Sip matricu reda p obicno oznacavamo sa Z,.

3
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Zmacajan pojam u ovim prostorima jeste i H-adjungovana matrica matrice A €
C™ ", koja je oznacena sa A, Naime, za svaku matricu A € C**" postoji jedinstvena
matrica Al € C™" koja zadovoljava

[AMz y] = [z, Ay], za sve x,y € C™. (1.4)
Nije tesko pokazati da postoji i eksplicitni oblik ove matrice, i to:
AM = g=tA |,

gde je sa A* obelezena konjugovano - transponovana matrica od A. Kako je A* jedin-
stvena matrica za proizvoljnu matricu A € C" ", iz ovog oblika slede egzistencija i
jedinstvenost i H-adjungovane matrice A", Matrica A" je sli¢na matrici A*.

Kvadratna matrica A je idempotent (projektor) ako je A% = A, a ako je jo$ i
AM = A onda je A H-ortogonalan projektor.

Vazi i opstiji slucaj. Neka su na C™ i C™ definisani nedefinitni skalarni proizvodi sa
(x, )y =y Mz, z,yeC™ i (z,y)n =y"Nz, z,yecC" (1.5)

redom, pri cemu su M € C™™ i N € C™" invertibilne ermitske matrice. M N-
adjungovana matrica matrice A € C™*™ je matrica

A = N7 A ML
Za H-adjungovane matrice, slede¢om teoremom date su neke osobine.

Teorema 1.3 Neka su A, B € C™*? § C € CP*". Tada vazi
(i) (AR = 4,
(ii) (AC)H = COF Al

(iii) (A+ B)¥ = AW 4 Bl

(iv) Ako je C™ prostor sa nedefinitnim skalarnim proizvodom koji je indukovan ermit-
skom matricom H € C"™", tada je H* = H.

Teoremom 1.2 dat je poznat rezultat koji povezuje sliku i jezgro matrice A i
njene konjugovano-transponovane matrice A*. Ista relacija vazi i za matricu A i H-
adjungovanu matricu A u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom.

Teorema 1.4 ([33]) Neka je A¥l H-adjungovana matrica matrice A € C™™. Tada
vazi:

R(AM) = N(AHH 5 N(AM) = R(A)H. (1.6)
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Potprostor L C C” je nedegenerativan ako ne postoji vektor x € L, x # 0, koji je H-
ortogonalan na sve vektore iz L. Drugim re¢ima, potprostor L C C" je nedegenerativan
ako i samo ako je L N L = {0}. U protivnom L je degenerativan. U opstem slucaju,

LY = LN LM

je izotropni deo od L. Karakterizaciju nedegenerativnih potprostora dali su Gohberg,
Lankaster i Rodman u monografiji [33] na slede¢i nacin:

Teorema 1.5 [33] Potprostor L je direktan komplement od L u C" ako i samo ako
je L nedegenerativan.

Ako su L i M potprostori u C" takvi da vazi
McLHiMnL=/{0},
tada je L[+]M direktna H-ortogonalna suma potprostora L i M.

Vazi i sledeéa teorema:

Teorema 1.6 [94] Neka je u C* nedefinitan skalarni proizvod definisan sa (1.2), i neka
je L potprostor od C". Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(i) L je nedegenerativan;
(ii) LY je nedegenerativan;

(iii) L™ je direktan komplement od L u C", tj. vazi L[+]LH = C".

Vektor x € C" je H-pozitivan (ili pozitivan u odnosu na nedefinitan skalarni
proizvod indukovan matricom H) ako je [x,z] > 0. Vektor z € C" je H-negativan
(H-neutralan) ako je [z, 2] < 0 ([z,z] = 0).

Potprostor L C C" je H-pozitivan (H-negativan, H-neutralan, H-nenegativan,
H-neporzitivan) ako je svaki vektor iz L\{0} H-pozitivan (respektivno, H-negativan,
H-neutralan, H-nenegativan, H-nepozitivan).

Potprostor je:
(i) H-definitan ako je H-pozitivan ili H-negativan;
(ii) H-semidefinitan ako je H-nenegativan ili H-nepozitivan;

(iii) H-nedefinitan ako nije H-definitan, H-semidefinitan ili H-neutralan.
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Treba napomenuti da su H-pozitivni i H-negativni potprostori uvek nedegenerativni.

Neka je invertibilna ermitska matrica H € C™"*" data sa

o= { 159 _3(] ] , (1.7)

gde je p broj pozitivnih, a ¢ broj negativnih sopstvenih vrednosti matrice H. Ovaj oblik
matrice H uvek se moze dobiti pomoc¢u transformacije H — P*H P, za odgovaraju¢u
invertibilnu matricu P [33]. Kada je matrica H data sa (1.7) mogu se opisati H-
definitni, H-semidefinitni i H-neutralni potprostori.

Teorema 1.7 ([/33]) Neka je matrica H data sa (1.7). Netrivijalan potprostor M C C™
dimenzije d je H-nenegativan ako i samo ako tma oblik

w-n(£])

gde je P € CP*4 matrica ¢ije su kolone ortonormirane, a K € C?¢ je kontrakcija (tj.
K]l <1).

Slican rezultat vazi i za H-pozitivne potprostore, pri cemu se u Teoremi 1.7 uslov
kontrakcije zamenjuje strogom kontrakcijom, tj. sa ||K|| < 1.

Za H-nepozitivne, odnosno H-negativne potprostore analogni rezultati mogu se
dobiti ako umesto matrice H posmatramo —H.

Teorema 1.8 ([33]) Neka je matrica H data sa (1.7). Netrivijalan potprostor M C C"
dimenzije d je H-nepozitivan (H-negativan) ako i samo ako ima oblik

wen([£])

gde je P € C9% matrica ¢ije su kolone ortonormirane, a K € CP*¢ je kontrakcija
(stroga kontrakcija).

Posebno su interesantni H-neutralni potprostori jer oni nemaju svoj analogon u
prostorima sa definitnim skalarnim proizvodom. Ovi potprostori se nazivaju jos i
1zotropni potprostori. Jasno je da su neutralni potprostori istvremeno nepozitivni i
nenegativni i obavezno degenerativni. U monografiji [33], koriséenjem identiteta

1 . . . . . .
[z,y] = Z{[w+y7:r+y]+2[$+2y7:r+@y] —r—y,x—y| —ilr —iy,x —iy]},

pokazano je da je potrprostor L H-neutralan ako i samo ako je [z, y] = 0 za sve vektore
x,y € L.



1 Uvod

Teorema 1.9 (/33]) Neka je matrica H data sa (1.7). Netrivijalan potprostor M C C™
dimenzije d je H-neutralan ako © samo ako ima oblik

wen(£])

gde su P € CP*? j K € C™*? matrice ¢ije su kolone ortonormirane.

H-semidefinitan (H-definitan, H-nutralan) potprostor je maksimalan ako nije sadrzan
ni u jednom Sirem H-semidefinitnom (H-definitnom, H-nutralnom) potprostoru.

Za matricu T' € C™™ (posmatranu kao linearnu transformaciju iz C* u C") pot-
prostor L C C™ je invarijantan (odnosno T-invarijantan) ako je TL C L.

Navodimo tri teoreme koje se odnose na maksimalnu dimenziju H-semidefinitnog,
odnosno H-neutralnog potprostora.

Teorema 1.10 Maksimalna dimenzija pozitivnog ili nenegativnog potprostora v odnosu
na nedefinitan skalarni proizvod (1.2) jednaka je broju pozitivnih sopstvenih vrednosti
(sa algebarskom visestrukoséu) od H.

Slican rezultat vazi i za H - nepozitivne i H - negativne potprostore.

Teorema 1.11 Maksimalna dimenzija negativnog ili nepozitivnog potprostora u odnosu
na nedefinitan skalarni proizvod (1.2) jednaka je broju negativnih sopstvenih vrednosti
(sa algebarskom visestrukoséu) od H.

Teorema 1.12 Maksimalna dimenzija H-neutralnog potprostora u odnosu na nedefini-
tan skalarni proizvod (1.2) je min(k,l), gde je k broj pozitivnih, a | broj negativnih
sopstvenih vrednosti (sa algebarskom visestrukoséu) od H .

Jasno, maksimalna dimenzija H-pozitivnog i H-nenegativnog (H-negativnog i H-
nepozitivnog, respektivno) potprostora su jednake.

Ermitske, unitarne i normalne matrice imaju svoje odgovarajué¢e analogne pojmove
u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom. H-samoadjungovane, H-unitarne
i H-normalne matrice definisane su, redom, sa:

A =4 A = A1 i AMA = A4, (1.11)

Klasa H-samoadjungovanih matrica je detaljno izucavana. Za razliku od H-normal-
nih matrica, za H-samoadjungovane matrice poznata je i kanonska forma za slucaj kada
je H invertibilna matrica. Do ovog bitnog rezultata dosli su Gohberg, Lankaster i Rod-
man [32].

U narednoj teoremi sa .J,(\) oznacen je Zordanov blok dimenzije p x p koji odgovara
broju A.
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Teorema 1.13 Neka je A € C™*™ H-samoadjungovana matrica. Tada postoji nesin-
gularna matrica P € C™*", takva da je

PlAP=A®---®4A, i PHP=H & - & H, (1.12)

gde su A; 1 H; blokovi istih dimenzija i svaki par (Aj, H;) ima jedan i samo jednan od

sledecih oblika:

(1) blokovi koji odgovaraju realnim sopstvenim vrednostima matrice A:
Aj = Jp()\) 1 Hj = EZp,
gleje \eR, peNi ee{l,—1};

(2) blokovi koji odgovaraju paru konjugovano-kompleksnih sopstvenih vrednosti:

w=[5 am] melg T

gde je A€ C\R ipeN.

Neka je H € C™™ invertibilna ermitska matrica. H-samoadjungovana matrica
A € C™™ je H-nenegativna ako je [Azx,z] > 0 za svako z € C". Matrica A je H-
pozitivna ako je [Az,z] > 0 za svako z € C"\{0}. Slicno se definisu H-nepozitivne i
H-negativne matrice. Kako vazi

[Az, 2| = (HAz, ), za svako z € C"

sledi da je A H-nenegativna matrica ako i samo ako je HA pozitivnho semidefinitna
matrica. Matrica A je H-pozitivna ako i samo ako je HA pozitivno definitna matrica.

Veci deo ove disertacije bi¢e posvecen prostorima u kojima je nedefinitan skalarni
proizvod definisan sa (1.2), pri ¢emu je H ermitska singularna matrica. Takav prostor je
degenerativan. Ovaj tip prostora je manje izucavan, mada ima Siroku primenu, kao Sto
je 1 izlozeno u Predgovoru. Singularnost matrice H, izmedu ostalog, implicira moguce
nepostojanje H-adjungovane matrice T koja bi zadovoljavala uslov (1.4). Ukoliko
ovakva matrica postoji, ona ne mora biti jedinstvena. Nije tesko pronaci primere kojim
bi se ovo ilustrovalo. Sledeéi primer preuzet je iz rada [71].

1

Primer 1.2 ([71]) Neka je H = { 00

]. Direktnom proverom zakljucujemo da za

matricu T = [ é } ] ne postoji matrica N € C**? takva da vaZi [z, Ty] = [Nz,y], 2a

sve z,y € C2. Takode, za matricu T = 10 sve matrice oblika N = Lo , gde
0 1 a b

su a,b € C, zadovoljavaju traZenu jednakost.

8
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Upravo problem egzistencije H-adjungovane matrice bio je glavni motivacioni faktor
da se potrazi novi pristup pri uopstenju nekih klasa matrica na prostore sa degenera-
tivnim nedefinitnim skalarnim proizvodom. Ovom problematikom bavi¢emo se u prvom
delu Glave 2. Novi koncept koji ¢e i ovde biti efikasno sredstvo jesu linearne relacije o
kojima ¢e biti vise re¢i u narednoj sekciji.

Kako singularna matrica obavezno ima i nule kao sopstvene vrednosti, to se odrazava
na maksimalnost potprostora. Analogno Teoremama 1.10, 1.11 i 1.12, vazi slededi
rezultat preuzet iz [68], koji se odnosi na maksimalne semidefinitne potprostore u de-
generativnom slucaju.

Teorema 1.14 Neka je M potprostor v C". Tada vazi:

1. Potprostor M je maksimalan H-nenegativan ako i samo ako je
dim M =i, (H)+io(H);

2. Potprostor M je maksimalan H -pozitivan ako i samo ako je dim M =i, (H);

3. Potprostor M je maksimalan H-nepozitivan ako i samo ako je
dim M =i _(H)+io(H);

4. Potprostor M je maksimalan H-negativan ako i samo ako je dim M =i_(H);

5. Potprostor M je maksimalan H-neutralan ako © samo ako je
dim M = min(iy(H),i—(H)) + io(H),

gde je sa iy (H),i_(H) iio(H) obelezen broj pozitivnih, negativnih i nula sopstvenih
vrednosti (sa algebarskom visestrukoséu) matrice H, redom.

Opis H-nenegativnih, H-nepozitivnih i H-neutralnih potprostora za

Ip 0 0
H=|0 —-Ig 0 |, (1.13)
0 0 o0

dali su Mel, Ran i Rodman i moze se naéi u [68].

1.3 Linearne relacije

Definicija 1.2 Linearna relacija (visevrednosan linearan operator) na C™ je linearan
potprostor od C*".

Definicija 1.3 Neka su T i S linearne relacije na C". Tada:

(i) dom(T) = {x e C"|(3y e C") < ;” ) € T} - domen od T



1 Uvod

(ii) ran(T {y € C"|(3z e C) ( z ) € T} - slika od T;

(111) mul T =

{
fiv) T-1 = {( )’( )eT}-inverzodT,-
(v) T+ S = {<y+z)‘(z)ET,(‘z)eS}-sumaT@'S;
(vi)TS:{<z)'(Elye(C”)<z>€Ti(i)ES}—pmz’zvodTiS.

Ako je dom T = C", tada linearna relacija T ima potpun domen.

yeCr

( ) € T} - misevrednosni deo od T';

Adjungovanu linearnu relaciju definisao je fon Nojman u [80].

Definicija 1.4 ([71]) Neka je H € C™*" ermitska matrica koja indukuje nedefinitan
skalarni proizvod [.,.] = (.,.)m, @ neka je T linearna relacija v C". Tada se linearna

relacija
THe — {( Z ) € C*™: [y,w]y = [z, 7] 2a sve ( f} ) € T} (1.14)

naziva H-adjungovana linearna relacija od T

Svaka matrica T € C™™ moze se predstaviti linearnom relacijom u C" tako sto se
T identifikuje sa svojim grafom I'(7T):

I(T) := {( ;m ) Lz € C"} c ¢, (1.15)

Radi jednostavnijeg zapisa, a po ugledu na koriséenu literaturu sa odgovarajuc¢om
tematikom, u (1.14) uglavnom ¢emo izostavljati indeks H. Tako ¢emo postupati kad
god nema opasnosti od zabune. Odgovarajuce indekse koristicemo kada je potrebno
naglasiti o kom nedefinitnom skalarnom proizvodu je re¢. Takode, i za matricu T kao
i za njenu linearnu relaciju I'(T') koristi¢emo istu oznaku: T.

Kao specijalan slucaj kada je T' € C™*™ matrica, iz (1.14) lako se dobija da je
ThH = {( z ) € C* . [y, Tz] = [2, 7] za svaki vektor = € C"} . (1.16)

Poslednji izraz kojim se opisuje T moze se pojednostaviti, §to je dato sledeéom
lemom.
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1 Uvod

Lema 1.3 ([71]) Neka je T' € C™*"™ matrica. Tada je
T = {( Z ) cC™ . T"Hy = Hz} : (1.17)

Pritom, T™ je matrica ako i samo ako je H invertibilna matrica.
Osnovne osobine linearnih relacija date su u slede¢oj teoremi.
Teorema 1.15 ([/4]) Neka suT i S linearne relacije na C". Tada vazi:
(i) T C S implicira S¥ C T,
(ii) TH + SH C (T + S)¥;
(i) THSH C (ST)F;
(iv) mul TH = (dom T)™; ako je T matrica, tada je mul TH = N(H);
(v) (THHYM =T + (N(H) x N(H)).

Kako se u ovoj disertaciji izucavaju linearne transformacije na C" (matrice u C*™*"),
za dalji rad od sustinskog je znacaja naci sto jednostavniji oblik za H i T. Promenom
baze prostora C™: x — Px, za neku invertibilnu matricu P € C™*", matrice H i T se
mogu predstaviti u sledec¢oj formi:

[H 0] .., [Th Ty
ne [ 0)iroB 2] 019

gde su Hy, T} € C™™ m < n,i H; je obavezno invertibilna matrica.
Kao direktna posledica Leme 1.3 i prethodnih ¢injenica dobija se sledec¢e tvrdenje.
Teorema 1.16 ([71]) Neka je T € C**". Tada je
TH = H'T*H,
gde je H™' inverzna linearna relacija. Ako su matrice H i T date u formi (1.18), tada
Y1

T = Tl[g;yl Ty Hiypp =0 . (1.19)

zZ2

Stavise, domT™ = C™ ako i samo ako je Ty = 0.

11



1 Uvod

U ovoj disertaciji ¢esto ¢emo koristiti linearne relacije 7T i THT. Stoga dajemo
njihov oblik za sluc¢aj kada su matrice H i T u obliku (1.18):

n
TT T1T1[*]y1 + Toz Iy "Hyyp =0
15T [*]?11 + Thzo
i
n
* y * *
TOT =V 19my, + niimy, | #7270+ T HiTage = 0
1
22

Jasno, domen od TT™ je potpun ako i samo ako je T, = 0 (kao i kod TM), dok
THT ima potpun domen ako i samo ako vazi

TQ*HlTl == 0 1 TQ*HlTQ - 0

U sledecoj glavi bice rec¢i o nekim klasama matrica u prostorima sa nedefinitnim
skalarnim proizvodom. Neke od njih bi¢e uopstene (normalne, a samim tim i samoad-
jungovane i unitarne) do kvazihiponormalnih matrica. Ukratko prikazujemo bitne
rezultate vezane za H-simetricne matrice i linearne relacije. Omne ¢e biti od kruci-
jalnog znacaja u Glavama 2 i 3.

H-simetricne i H-izometriéne matrice i linearne relacije u degenerativnim pros-
torima uveo je 1982. godine Ritsner u radu [90]. Omne predstavljaju uopstenje H-
samoadjungovanih, odnosno H-unitarnih matrica u nedegenerativnim prostorima i
definisu se na sledeci nacin:

Definicija 1.5 (/90]) Linearna relacija T na C* je H-simetricna ako vazi T C T,
Teorema 1.17 ([{4]) Neka je T' € C™™ matrica. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna.
(1) T je H-simetricna linearna relacija, tj. T C T,
(2) T*H = HT;
(3) Tk — (T[*])[*} ;
(4) TH =T+ (N(H) x N(H)).

Ako je neki od uslova zadovoljen, tada je N(H) T-invarijantan potprostor. Specijalno,
ako su H i T dati u formi (1.18), tada vazi:

T je H-simetricna linearna relacija ako © samo ako je

Ty  H; — samoadjungovana matrica i T = 0.

12



1 Uvod

Definicija 1.6 (/90]) Linearna relacija U na C" je H-izometriéna ako vazi U™' C
Ut

U ovoj definiciji U™ je inverzna linearna relacija od U. Za slucaj kada je U € C*™*"
matrica dobija se sledeci rezultat.

Teorema 1.18 (/71]) Neka je U € C**™ matrica. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) U je H-izometricna linearna relacija, tj. U~ C UM;
(2) U*HU = H.

Ako je neki od uslova zadovoljen, tada je N(H) U-invarijantan potprostor. Specijalno,
ako su U i H dati u formi (1.18), tada vazi:

U je H-izometricna linearna relacija ako v samo ako je
U, H; — unitarna matrica 1 Uy = 0.

H-nenegativnost linearnih relacija bazira se na H-simetri¢nosti i definisana je u
[44].

Definicija 1.7 Linearna relacija T na C" je H-nenegativna ako je I' H-simetricéna

linearna relacija i ako vazi [y, xz] > 0 za svako z eT.

Vise o linearnim relacijama moze se naci u [19, 20, 21, 32, 33, 34, 53, 58].
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2 Kvazihipnormalne matrice i
linearne relacije

2.1 Klase linearnih transformacija

Rezultati dobijeni na prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom imaju veliku
primenu u mehanici, statistici, a naroc¢ito u fizici. Razvoj ovih nauka zahtevao je pozna-
vanje specificne strukture nedefinitnih prostora i linearnih transformacija u njima. Tako
su razli¢ite klase matrica u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom postale
bitan i cest predmet proucavanja poslednjih godina. Osobine, kao i kanonska forma
za neke od ovih klasa potpuno su izucene. H-samoadjungovane, H-kosoadjungovane i
H-unitarne matrice na nedegenerativnim prostorima detaljno su opisane u monografiji
[33]. Takode, pogodan materijal predstavljaju i radovi [32, 69].

H-normalne matrice, koje predstavljaju Siru klasu od pomenutih, intenzivno su
izucavane i to sa razlicitih aspekata. Klasifikacija H-normalnih matrica tretirana je u
radovima [32, 34, 35, 36, 46, 47, 48, 65], dok se rezultati o numerickom rangu mogu
pronadi u [60, 61]. Izucavana je i polarna dekompozicija H-normalnih matrica [15, 62].

Uopstenje klase H-normalnih matrica na prostore sa degenerativnim nedefinitnim
skalarnim proizvodom izvrsili su Mel i Trank u [71]. Za ove matrice jezgro matrice
H je invarijantno. UopsStavajuc¢i pojam hiponormalnosti na degenerativne prostore,
Hen, Mel i Trank definisali su klasu matrica koja ¢e sadrzati H-normalne matrice i
imati svojstvo da je jezgro matrice H sadrzano u nekom invarijantnom H-neutralnom
potprostoru. Tako se u [44] dolazi do H-hiponormalnih i jako H-hiponormalnih ma-
trica. U sekcijama 2.2 i 2.3 predstavljeni su originalni rezultati iz zajednickog rada
sa D. S. DPordevi¢em [85]. Pokazano je da slicni rezultati vaze i za Siru klasu H-
kvazihiponormalnih matrica.

Neke od vaznih klasa matrica u nedegenerativnim slucaju su:

(i) H-samoadjungovane matrice: TP = T;
(ii

(iii

H-kosoadjungovane matrice: T = —T;

H-unitarne matrice: T = 71 kada je matrica T invertibilna;
(iv) H-disipativne matrice: Im[Tz,z] = (5;(HT — T*H)xz,z) > 0 za svako z € C™;
(v) H-ekspanzivne matrice: [Tz, Tx] > [z, z]| za svako z € C";

(vi

Ako je T matrica koja pripada nekom od pomenutih tipova, tada struktura para
(T, H) ostaje invarijantna pod transformacijom:

(T,H) — (P~'TP,P*HP),

)
)
)
)
)
)

H-normalne matrice: THT = 7T,
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2 Kvazihipnormalne matrice i
linearne relacije

za neku invertibilnu matricu P. Preciznije, vazi slede¢a teorema.

Teorema 2.1 ([33], Teorema 4.1.3) Neka ermitske invertibilne matrice Hy i Hy definsu
nedefinitne skalarne proizvode na C" i neka je Hy = P*H P za neku invertibilnu ma-
tricu P. Tada vazi: matrica Ty je Hy-samoadjungovana (Hiy-unitarna, Hy-normalna)
ako i samo ako je matrica Ty = P~ YT\ P Hy-samoadjungovana (Hy-unitarna, Ho-
normalna, respektivno).

Dokaz. Dokaz dajemo samo za H-samoadjungovane matrice, dok se za H-unitarne i
H-normalne matrice dokaz sli¢no izvodi.

(:=) Pretpostavimo da je T} Hj-samoadjungovana matrica. Iz (1.4) sledi da vazi
H1T1 = Tl*Hl- Sada je

H2T2 == (P*Hlp)(P_lTlp) - P*HlTlp
= P'IV'H\P = (P*Ty* P ') (P H P) = Ty*H,,

¢ime je pokazano da je matrica T, Hs-samoadjungovana.
Drugi smer dokazuje se analogno. [

Pre nego sto damo uopstenje klase H-normalnih matrica (i njenih potklasa H-
samoadjungovanih, H-kosoadjungovanih i H-unitarnih matrica) na prostore sa degener-
ativnim nedefinitnim skalarnim proizvodom, izne¢emo neka zapazanja do kojih su dosli
autori u radu [71]. U nedegenerativnom slucaju, koriséenjem zapisa T = H='T*H
klase (i), (ii) 1 (iii) mogu se predstaviti i kao:

T*H = HT, T*H=—HT 1 T*HT = H, respektivno.

Jasno, na ovaj nacin se lako izbegava upotreba inverzne matrice H~!. Upravo to
jeste i glavno sredstvo koje omogucava uopstenje na degenerativan slucaj. Pri defin-
isanju potrebnih i dovoljnih uslova za H-normalnost matrica ove matrice su imale
znacajno mesto u radu [69]. Unija ove tri klase nazvana je trivijalno H-normalnim
matricama.

Matrica T € C™" je H-normalna ako komutira sa T, tj. ako vazi TTF = THT.
Poslednja jednakost se moze zapisati i kao

TH'T*H = H'T*HT,

imajué¢i u vidu definiciju H-adjungovane matrice i invertibilnost matrice H koja in-
dukuje nedefinitan skalarni proizvod. Jasno je da nikakvim transformacijama ovog
izraza ne mozemo ukloniti H~!. Pokusaj uopstenja ove klase matrica isao je u dva
pravca.
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2 Kvazihipnormalne matrice i
linearne relacije

Prva ideja, koju su koristili autori u [14, 61, 68, 71], sastojala se u koris¢enju Mur-
Penrouzovog uopstenog inverza za singularnu matricu H, koji ozna¢avamo sa H'. Tako
je H-normalna matrica definisana u degenerativnom slucaju kao matrica T za koju vazi:

HTH'T*H = T*HT. (2.1)

Tek su 2006. u radu [71] ove matrice nazvane Mur-Penrouz H-normalnim matricama,
kako bi se naglasio tip inverza matrice H u ovoj definiciji. Taj termin ¢emo i ovde
koristiti.

U Uvodu je navedeno da H-samoadjungovane matrice imaju osobinu da je jezgro
N(H) uvek T-invarijantno (Teorema 1.17). Ovu osobinu takode imaju i H-kosoadjung-
ovane i H-unitarne matrice. Slede¢im primerom pokaza¢emo da za Mur-Penrouz H-
normalne matrice N(H) ne mora da bude T-invarijantan potprostor.

1 11 1 0 0
Primer 2.1 NekasuT= |1 1 1 | iH=|0 —1 0 |. Tadaje H = H i (2.1)
0 00 0 0 0
je zadovoljeno pa matrica T jeste Mur-Penrouz H-normalna. Lako se proverava da
0
jezgro N(H) = Span 0 niyje T'-invarijantan potprostor.
1

Ako su matrice T'i H date u formi (1.18), tada vazi sledeca teorema.

Teorema 2.2 ([71]) Neka su matrice T i H u formi (1.18). Tada je Mur-Penrouzov
inverz od H dat sa

t_
i = 0 0

Matrica T' je Mur-Penrouz H-normalna ako @ samo ako vazi

[ 7,7t 0}

nHT, TvVHT, | | H/TWH, 'V H, 0
THT, Ty'HT> | 0 0]

Jasno je da je matrica 7" Mur-Penrouz H-normalna ako i samo ako vazi
T;H\T, =0, Ty H{Ty =0 i T je Hi-normalna.

Mur-Penrouz H-normalne matrice izu¢avane su u radovima [61, 68, 71].
Kao $to je objasnjeno u [71], koriséenje Mur-Penrouzovog inverza moze biti manje
pogodno u teoriji degenerativnih nedefinitnih skalarnih proizvoda. Na primer, za neku

matricu 7' moze biti zadovoljeno T' = H'T*H, dok HT = T*H ne vazi ili obrnuto.
Tako bismo dosli do zabune da li matricu 7" treba smatrati H-samoadjungovanom ili ne.
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Drugi pristup kod uopstenja klase H-normalnih matrica (i njihovih potklasa H-
samoadjungovanih i H-unitarnih matrica) na prostore sa degenerativnim skalarnim
proizvodom zasniva se na teoriji linearnih relacija. H-normalne metrice i linearne
relacije definisane su na slede¢i nacin:

Definicija 2.1 (/71]) Linearna relacija T na C* je H-normalna ako vazi
T C THT.

Kod definicije H-normalnosti imamo bas ovu inkluziju jer bi, u protivnom, postojala
H-simetri¢na linearna relacija koja nije H-normalna.

Teorema 2.3 ([71]) Neka je T € C™" H-normalna matrica. Tada je N(H) T-
invarijantan potprostor. Specijalno, ako su matrice T i H date u formi (1.18), tada
vazi:

T je H-normalna matrica ako i samo ako je

T, Hi-normalna matrica + To = 0.

Sledi da je klasa H-normalnih matrica prava potklasa Mur-Penrouz H-normalnih
matrica za koju je jezgro od H invarijantan potprostor.

2.2 Definicija i karakterizacija H-kvazihiponormalnih
matrica

Po analogiji sa definicijom hiponormalnih operatora u Hilbertovim prostorima, u
radu [67] definisane su H-hiponormalne matrice u nedegenerativnim prostorima sa
nedefinitnim skalarnim proizvodom na sledeé¢i nacin.

Definicija 2.2 ([67]) Matrica T € C"*" je H-hiponormalna ako vazi
H(THT —TTM) > 0.

Ako je matrica H negativno semidefinitna, klasa H-hiponormalnih matrica poklapa
se sa klasom H-normalnih matrica. U slu¢aju da matrica H nedefintna, onda je klasa
H-hiponormalnih matrica prava natklasa klase H-normalnih matrica.

Generalizacija rezultata vezanih za H-hiponormalne matrice na degenerativne pro-
store iziskivala je da se H-nenegativnost od THT — TTH posmatra u smislu linearnih
relacija. Prema Definiciji 1.7, a vodeé¢i racuna da novodefinisana klasa obuhvati i
H-normalne kao i Mur-Penrouz H-normalne matrice, u radu [44] data je definicija
H-hiponormalnih matrica i linearnih relacija u prostorima sa (potencijalno degenera-
tivnim) nedefinitnim skalarnim proizvodom. Takode, data je teorema koja omoguéava
operativniji rad sa H-hiponormalnim matricama.
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Definicija 2.3 ([44]) Linearna relacija T na C" je H-hiponormalna ako THMT ima
potpuni domen i ako je THT — TTH H-nenegativna linearna relacija.

Teorema 2.4 ([44]) Neka su matrice T, H € C"" date u formi (1.18). Tada vaZi:
matrica T je H-hiponormalna ako i samo ako THT ima potpun domen i ako vazi

v Hy(TM T — Ty, > 0
za svaki vektor y; odgovarajuce dimenzije, koji zadovoljava uslov To*Hyy, = 0.
Ova teorema zapravo je direktna posledica opstijeg rezultata koji ovde navodimo
sa dokazom.

Teorema 2.5 ([44]) Neka su T, H € C™" date u formi (1.18). Tada je TYT — TT
H-nenegativna linearna relacija ako i samo ako vazi:

y1*H1(T1[*]T1 — T1T1[*])y1 >y " T5" Hi Ty

za sve vektore yy i yo odgovarajuéih dimenzija za koje vazi To*Hy(Tiyr + Toys) = 0 4
Ty Hyy, = 0.

Dokaz. Linearna relacija THT — TTH je H-simetriéna prema Lemi 3.2 iz [44] i ima
oblik:
hn
Y2 . T;Hlyl =0
(T — Ty + T oy — Toys | T3 Hi(Tiys + Togs) = 0
wy = T5T{ 'y — Ty

Prema tome, THT — TTH je H-nenegativna linearna relacija ako i samo ako je
yl*Hl(Tl[*]Tl - T1T1[*}>y1 + y1*H1T1[*]T23/2 —yi " HiThy, > 0, (2-2)
za sve yp 1 Yo koji zadovoljavaju uslov To"Hyyy = 01 To"Hi(Tvys + Tays) = 0.
Iz ovih uslova sledi:
pH Ty =0 i g KT Toys =y T HiToys = —1" Ty H Tays.
Sada se (2.2) redukuje na
yi " Hi (T = T )y > 4" 1o Hi Ty
O

Na slican nacin u radu [85] definisali smo H-kvazihiponormalne matrice na pros-
torima sa nedegenerativnim nedefinitnim skalarnim proizvodom:
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Definicija 2.4 Neka je H € C™*" wnwvertibilna ermitska matrica. Matrica T € C™"
je H-kvazihiponormalna ako vazi

HTW(THT — 7TMhT > 0,
tj. ako je matrica TY(THT — TTMNT H-nenegativna.

Ovako definisana klasa matrica obuhvata klasu H-hiponormalnih matrica, sto pokazu-
jemo slede¢om teoremom.

Teorema 2.6 Neka je H € C™" invertibilna ermitska matrica. Ako je T € C™*"
H-hiponormalna matrica, tada je T' © H-kvazihiponormalna matrica.

Dokaz. Kako je H(THT — TTM) > 0, dokaz sledi jednostavno iz:

HTY(THT — 7T = HH'T*H(TWT — TTHT
T*H(THT — 77T > 0.
O

Pri uopstenju ove klase matrica na degenerativan slucaj (matrica H je singularna),
takode ¢emo zahtevati H-nenegativnost datog izraza koji ¢emo posmatrati kao linearnu
relaciju. Koriséenjem drugacijeg zapisa ispitiva¢emo H-nenegativnost linearne relacije
(T2 —(THT)2. 1z Definicije 1.7 sledi da je pre svega neophodno dokazati tvrdenje
o H-simetricnosti ove linearne relacije.

Teorema 2.7 Neka je T linearna relacija na C". Tada je (T™)?*T? — (THMT)? H-
simetricna linearna relacija, tj. vazi

Dokaz. U radu [44] dokazano je da su THT i TTH H-simetriéne linearne relacije.
Stoga vazi:

(TWT)2 = TWTTHT C (THT)H(THT)H ¢ (THTTHT) X _ ((T[*]T)Q)M '

Kako je jos
T2 C (W) (1) < (1),
koriS¢enjem osobina linearnih relacija dobijamo konac¢no

tj. (TH)2T? — (THT)? je H-simetriéna linearna relacija.
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Pre nego §to okarakterisemo linearnu relaciju (7)1 — (T™T)? utvrdiéemo njen
oblik. Kao u najveé¢em delu ove disertaciije, podrazumeva¢emo da su matrice 7' i H
date u formi (1.18). U tom sluéaju forma linearne relacije (7772 je:

n
Y2

Tl[*]TlTl[*] (Thyr + Toys) + Tl[*} Tozy |’
)

gde su vektori y1, ys, 22 1 wy odgovarajuc¢ih dimenzija, za koje vazi:

Ty Hi(Tvy, + Toye) =0 i

T;HlTlTl[*]<T1y1 + T2y2> + T;H1T222 =0.

Kako bismo izbegli trivijani sluc¢aj pri ¢emu je domen ove linearne relacije prazan,
pretpostavi¢emo da vazi uslov T5*H;T5 = 0. Pod ovim dodatnim uslovom biée:

2
Yy TQ*Hllel = O

2
Tl[*]TlTl[*] (lel + szz) + Tl[*]TZZZ . T2*H1T1T1[*] (lel + T2y2) =0
)

(T7)? =

Sliéno, pod uslovom T3 H,T, = 0, dobijamo da je (T1)?7? linearna relacija:

Y1
Y2

(AT + BTy + (L) OT + BTy, |
zZ9

gde su
TQ*H1T1<T1y1 + T2y2) =01

T HyT\MT (Thyr + Toya) + T2*H1T1[*]T2(T3y1 + Tyys) = 0.
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Konaéno, linearna relacija (70)272 — (TMT)? ima oblik:

Y1
Y2
THTHT — T M) (T + Togn) + (D)2 To(Tays + Taye) — T Tz |7
%)
gde su yi, Yo, 22 1 wy vektori za koje vazi:
TQ*HlTIyl == 0,
Ty H T (Thys + Toya) = 0,
T [y VT M (Thys + Taye) =0,
Ty Hy VT (Thys + Toys) + To" HFi TV T (T + Tays) = 0.

Teorema 2.8 Neka je T € C"" matrica takva da su T i@ H u formi (1.18) i vazi
Ty*H\Ty = 0. Tada (TH)2T? — (THT)? je H-nenegativna linearna relacija ako i samo
ako je

(Tyyr + Toyz)" Hy (T1[*]T1 - T1T1[*]>(T1y1 + Toyz) > 0,

za sve vektore yy i yo koji zadovoljavaju sledece uslove:

(1) Ty HiTyy; =0,
(2) Ty HyTi (Thys + Taye) = 0,
(3) Ty HITYTP (Tyyy + Tays) = 0,
(4) Ty Hi YT (Toyy + Toye) + Ty HYT\ M To(Tays + Tuys) = 0.
Dokaz. Prema prethodnoj teoremi linearna relacija
(TH¥)272 — (T2
je H-simetricna. Na osnovu njenog oblika i Definicije 1.7 proizilazi da vazi:
(TH27? — (THT)? je H-nenegativna ako i samo ako je

yi" Hi'Th i (T T - TITI[*])(TNA + Toys)
uy Hy (T ) To(Tayn + Ta) — y1"Hy T T2 > 0,
pod uslovima (1) — (4).

Iz uslova (1) sledi da je y,* HiT\¥ Ty 2, = 0, dok uslov (2) implicira
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y1*T1*T1*H1T2 = —Z/2*T2*T1*H1T2~

Prema tome, vazi
1" Hi (T To(Tsyn + Taye) = —uo™ 1o Ty HiTo(Tsyn + Tays).

Iz poslednje jednakosti i uslova (4) dobijamo
y T Hy (T = D) (Togy + Tays) + 9" T T Hy Ty (Tyyy + Taye) > 0.

Nakon kraceg racunanja gornja jednakost postaje

(Tays + Toy) Hi T\ MT (Thyy + Toye) — (Thyn + Toge) Hi TV T M (Thyy + Toye)
+y2*T2*H1T1T1[*](T1?Jl + Thy) > 0.

Konaé¢no, imajuéi u vidu (3), sledi
(Tyys + Toyo)" Hy (T — TV (Tyyn + Toys) > 0.
U

Ukoliko je matrica H invertibilna, iz definicija hiponormalnosti i kvazihiponor-
malnosti lako je zakljuciti da H-kvazihiponormalnost neke matrice 1" implicira H-
hiponormalnost te matrice na R(T"). Upravo zahtev da vazi slican rezultat i u degen-
erativnom sluc¢aju (pod nesto ja¢im uslovom domena), pokazuje da H-nenegativnost
linearne relacije iz prethodne teoreme, cak i pod uslovom 75 H;,T, = 0, nije dovoljna
da definise H-kvazihiponormalne matrice, sto se lako pokazuje slede¢im primerom.

ol 11 1 1 0 0
Primer 2.2 Neka suT = [T T } = 00 —1 1 H = 0 -1 1] 0
’ 00/ 0 00 |0
Y1
Lako se proverava da je T3y HTy, = 0. Vektor y = | yi2 | pripada domenu linearne
Y2
Y11
relacije TU(THT — TTMNT ako i samo ako jey = | —yn
Y2

Za takav vektor y dobijamo da je
(Thyr + T2y2)*H1(T1[*]T1 - T1T1[*])(T1y1 + Thys) = 0,
odakle, prema prethodnoj teoremi, sledi da je (TU)2T? — (TMT)? H-nenegativna lin-

earna relacija.

S druge strane, jasno je da matrica T nije H-hiponormalna ni na jednom potpros-
toru od C™ jer uslov Ty H1Ty = 0 nije zadovoljen.
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U cilju definisanja H-kvazihiponormalnih matrica (i linearnih relacija), imajuéi u
vidu prethodni primer, zahtevaéemo da 77T ima potpuni domen. Konaéno dajemo

slede¢u definiciju H-kvazihiponormalnosti.

Definicija 2.5 Linearna relacija T na C* je H-kvazihiponormalna ako THT ima pot-

pun domen i ako je (TF)2T? — (TWT)? H-nenegativna linearna relacija.

Slede¢om teoremom dajemo karakterizaciju H-kvazihiponormalnih matrica.

Teorema 2.9 Neka su T, H € C**" date u formi (1.18). Tada je matrica T H -kvazi-

hiponormalna ako i samo ako THMT ima potpun domen i ako vazi
YTy Hy (T T — ™Y Ty > 3T T Hy Ty Tays
za sve vektore yy,yo odgovarajucih dimenzija koji zadovoljavaju uslov
5T H T (Tvyy + Toys) = 0.
Dokaz. Neka linearna relacija 77T ima potpun domen, tj. neka vazi
T;HTy =0 1 TyH,T, =0.
Prema Teoremi 2.8 sledi: (T0)272 — (T¥T)? je H-nenegativna ako i samo ako
(Tvys + Toye) Hy(TVT — TV T (Thys + Toys) > 0

za sve vektore 1, y» koji zadovoljavaju uslov T;HlTl[*]Tl(lel + Thys) = 0.

Poslednju nejednakost mozemo zapisati na slede¢i nacin:

yiTy Hy TV T T + i Ty HV T T Ty — i Ty YT Ty
—yi Ty HV VT Toys + 93 Ty VTV T (Toys + Toys)
— Ty TV T (Thyy + Toys) > 0.

Kako je Ty HyT, = 0 (samim tim i 7Ty = 0) sledi
yTTleTlTF}Tzw =0 1 y;TZ*HlTlTl[*] (Thyr + Toys) = 0.

Iz uslova T H 1T1M T1(Tyy1 + Toy2) = 0 proizilazi

YTy HVTT Ty + Toy) =0 1y Ty VTV T Toys = —y3 Ty HV T Ty Ty

Na taj nacin (2.4) se redukuje na

yTTl*Hl(Tl[*}Tl - TlTl[*])lel > yikT;TleﬂszQ-
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O

U nastavku pokazujemo da je ovako definisana klasa H-kvazihiponormalnih matrica
prava natklasa H-hiponormalnih matrica. Za invertibilnu ermitsku matricu H ovaj
rezultat dat je u vidu Teoreme 2.6. Slede¢om teoremom dokazujemo da je svaka H-
hiponormalna matrica ujedno i H-kvazihiponormalna i u degenerativnom slucaju, dok
Primer 2.3 ilustruje da se ove dve klase razlikuju.

Teorema 2.10 Svaka H-hiponormalna matrica je H-kvazihiponormalna matrica.

Dokaz. Neka je T' € C™*™ H-hiponormalna matrica. Bez gubljenja opstosti mozemo
pretpostaviti da su matrice T, H € C"*" date u formi (1.18). Prema Teoremi 2.4, vazi
da TMT ima potpun domen, kao i da je y,* H (T} My — TlTl[*])yl > 0, za svaki vektor
y1 za koji je To"Hyy, = 0.

Neka su vektori z1, 2o odgovarajucih dimenzija koji zadovoljavaju uslov
T Hy TP Ty (T2 + Toze) = 0.
Kako je Ty H\T1 = 0115 Hi'To = 0, za y; = T2z + Thzy vazi
Ty Hiyy = Ty Hi(Thz1 + Toze) = 0,
odnosno, vektor y = ( z; > pripada domenu H-hiponormalnih matrica, za proizvoljan

vektor y5. Stoga je:

(TIZI + TQZQ)*Hl (TI[*]Tl — TlTl[*])(Tl,Zl + TQZQ) Z 0

Prema Teoremi 2.9 sledi da je 7' H-kvazihiponormalna matrica.

O
Primer 2.3 Neka su

010013 1 0 0 0 0

010011 0 -1 0 0 0

T:[? E;?]: 01002 iH:[}élg}— 0 0 —1 0 0

3 0000/ 2 0 0 0 —-11,0

000010 0 0 0 0 |0

Domen za THT je potpun, $to se lako proverava. Neka je y = ( zl ) gde su y; =
2
(y11,y12,y13ay14)T7 Y1, y2 € C zai € {1,2,3,4}. Tada
y € dom (TH(THWT — TTH)T)

ako i samo ako je y = (y11, —Ya, y13,y14,yz)T-
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Nakon kraceq izracunavanja proizilazi
(Tvys + Toyo) Hy (TUT — Ty T (Thys + Toys) = Taye > 0.

Prema tome, T je H-kvazihiponormalna matrica.

S druge strane, vektor v = (y1,12)" = (1,3,0,0,1)" € dom (T[*]T—TT[*]), jer je
TyHyyp = 0. Medutim, za takvo y, bice

nyl(TF]Tl ~ Ty = -5<0
odakle sledi da T' nije H-hiponormalna matrica.

Sledec¢a posledica pokazuje da klasa matrica iz Teoreme 2.9 zaista ima zahtevanu
osobinu, tj. H-kvazihiponormalnost matrice 7" implicira H-hiponormalnost matrice na
nekom potprostoru slike matrice 7.

Posledica 2.1 Neka suT, H € C"". Ako je T H-kvazihiponormalna matrica tada je
T H-hiponormalna matrica na R(T) N dom (T™)?T.

Dokaz. Pretpostavimo da je T' € C"*" H-kvazihiponormalna matrica. Tada vazi da
je T;HITQ == O, T;HlTl =01

(Tyyr + Toye)"Hy (Tl[*]Tl - TlTl[*})(lel + Thys) > 0

za sve vektore y; 1 1o za koje je TQ*HlTl[*]Tl(lel + Trys) = 0.

Kako TMT ima potpun domen, sledi da z = ( 2 ) € R(T) N dom (T™)2T ako i
samo ako je TQ*HlTl[*}lel = 0, pri ¢emu je z; = Ty; + Toy.. Odavde sledi
T3 Hyz = T3 Hi (Tyys + Toys) = 0.
Za takav vektor z vazi:
A H(TVT = T2 = (T + Toys) Hy(TVT — TV (T + Tage) > 0.
Prema tome, T je H-hiponormalna matrica na R(T") N dom (7).
U]

Klasa H-kvazihiponormalnih matrica uopstava klase H-normalnih, Mur-Penrouz
H-normalnih i H-hiponormalnih matrica. U radu [44] pokazano je da su u slucaju
negativno semidefinitne matrice H, klase H-hiponormalnih i H-normalnih matrica ek-
vivalentne.

Posledica 2.2 ([44]) Neka je H € C™™ negativno semidefinitna matrica i neka je
T € C"™ H-hiponormalna matrica. Tada je matrica T H-normalna.
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Uslov da je matrica H-negativno semidefinitna ne obezbeduje ekvivalenciju klasa
H-normanih i H-kvazihiponormalnih matrica. To se moze prikazati slede¢im primerom.

Primer 2.4 Neka je

-1 0 0
0 -1 10
0

-2 1
00 |

T:[Tl TQ}: 0 0
0

15 | T} O‘ 010

0
0 iH:[Hl 0}:
0

Ocigledno je Ty = 0 pa je Ty Hyyy =0 i TQ*HlTl[*}Tl (Tyy1 + Toya) = 0 za sve vektore y,
1 Yo odgovarajucih dimenzija.

Takode HlTl[*] (Tl[*]T1 — TlTl[*])T1 = { _42 _12 } > 0, pa je T' H-kvazihiponormalna

matrica.

S druge strane, T\MT, £ TyT\"™ pa matrica T nije H-normalna. Treba napomenuti, a
lako se 1 pokazuje, da matrica T nije nt H-hiponormalna.

2.3 Jako H-kvazihiponormalne matrice

U Sekciji 2.1 receno je da je za H-normalnu matricu T jezgro od H T-invarijantan
potprostor. Mur-Penrouz H-normalne matrice nemaju ovu osobinu, sto je ilustrovano
Primerom 2.1. Medutim, za njih vazi da je jezgro matrice H uvek sadrzano u nekom
invarijantnom H-neutralnom potprostoru. Ovu znacajnu osobinu koristili su autori u
radu [68], dokazujuéi egzistenciju maksimalnog invarijantnog H-nenegativnog potpros-
tora za Mur-Penrouz H-normalne matrice.

Teorema 2.11 ([68], Teorema 6.6) Neka je T € C™™ Mur-Penrouz H-normalna ma-
trica. Tada postoji H-nenegativan invarijantan potprostor M takav da je dim M =
ir(H)+1i(H).

H-hiponormalne matrice definisane u degenerativnim prostorima nemaju ovu os-
obinu, Sto otezava dolazak do sli¢nih rezultata. Uzrok lezi u tome Sto je klasa H-
hiponormalnih matrica suvise Siroka. Zato je u radu [44] definisana nova klasa matrica
koja ¢e biti njihova prava potklasa, dovoljno velika da sadrzi i H-normalne i Mur-
Penrouz H-normalne matrice, ali istovremeno i dovoljno mala da zadrzi zeljenu osobinu
da je N(H) sadrzano u nekom invarijantnom H-neutralnom potprostoru. Definisane
su tzv. jako H-hiponormalne matrice. Definicija je opstija i odnosi se i na linearne
relacije.

Definicija 2.6 ([{4]) Neka je T linearna relacija na C".
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(1) T je jako H-hiponormalna linearna relacija stepena k € N ako je T H-hiponormalna
i ako (T")'T* ima potpun domen za svako i =1,2,...k.

(2) T je jako H-hiponormalna linearna relacija ako je T jako H-hiponormalna ste-
pena k za svako k € N.

Sada predstavljamo originalni rezultat kojim smo pokazali da postoji i sira klasa od
jako H-hiponormalnih matrica koja ¢e imati ovu osobinu. Takve matrice ¢emo nazivati
jako H -kvazihiponormalnim matricama.

Kao sto smo pokazali u prethodnoj sekciji, klasa H-kvazihiponormalnih matrica je
sira od klase H-hiponormalnih matrica, pa ocigledno da i za njih u opstem slucaju
jezgro matrice H nije sadrzano u invarijantnom H-neutralnom potprostoru. Na slican
nacin, suzavanjem domena H-kvazihiponormalnih matrica (linearnih relacija), dolaz-
imo do definicije jako H-kvazihiponormalnih matrica (linearnih relacija).

Definicija 2.7 Neka je T' linearna relacija na C".

(1) T je jako H-kvazihiponormalna linearna relacija stepena k € N ako je T H-
kvazihiponormalna 1 ako (T[*])iTi ima potpun domen za svako i =1,2,... k.

(2) T je jako H-kvazihiponormalna linearna relacija ako je T jako H -kvazihiponor-
malna stepena k za svako k € N .

Kao i kod jako H-hiponormalnih, i kod jako H-kvazihiponormalnih matrica nije
neophodno pokazati da (T)T* ima potpun domen za svako k € N, veé je dovoljno
to uciniti za k < r(H). Sledece tvrdenje je direktna posledica odgovarajuéeg tvrdenja
iz, rada [44], pa je i dokaz analogan. U njemu e biti iskoriséen rezultat da su sledeéa
tvrdenja ekvivalentna:

1) (THYT" ima potpun domen za 1 < i <k, i
(2.5)
2) TrH (T ' 'y =0 i TPH (T ' T ' Ty =0za 1 <i < k '

Teorema 2.12 Neka je T' € C™*™ kompleksna matrica. Ako je T jako H -kvazihiponor-
malna matrica stepena k = r(H), tada je T' jako H-kvazihiponormalna matrica.

Dokaz. Treba dokazati da (TU)*T* ima potpun domen za svako k € A. Dokaz
izvodimo svodenjem na kontradikciju.

Pretpostavimo da matrica T nije jako H-kvazihiponormalna. Tada postoji prirodan
broj k > r(H) takav da je matrica T jako H-kvazihiponormalna stepena k, ali ne i
stepena k + 1. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti i da su matrice T'i H u
formi (1.18). Kako je prema pretpostavci T jako H-kvazihiponormalna stepena k, tada
vazi:

TQ*Hl(Tl[*})iilTli_lTl =0 and TQ*Hl(Tl[*])iilTli_lTQ =0 za 1 S 7 S k.
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Cilj je da dokazemo da (70 1 T%+1 ima potpun domen, ¢ime dolazimo do kontradik-
cije sa pretpostavkom da T nije jako H-kvazihiponormalna stepena k+ 1. Pokaza¢emo
da je

Ty Hy(TMYTFT =0 and T3 Hy(TYYFTFT, = 0. (2.6)

Ocigledno je T} podmatrica dimenzije m x m, gde je m = r(H). Prema Teoremi
Kejli-Hamiltona postoje kompleksni brojevi «y, . . am 1 € C takvi da vazi (T; 1[*})7“ =

ST oy Sada vazi (TP = (T3 =, (7H):

Prema tome,

m—1
TQ*Hl (Tl[*})lele = Z OéiTQ*Hl (Tl[*])k_m+iT1kT1
1=0
m—1
= OéiTg*Hl (Tl[*])k—m+iT1k—m+iT1T1m—i -0
0

1=

TQ*Hl(Tl[*])lekTg _ Z *] k—mtiq k)
=0

fasy

_ Z aiTZ*Hl (Tl[*})k—m—l—ile—m—l—iTlTlm—i—l—lTQ _ O,

i=0
sto je kontradikcija sa pretpostavkom. Stoga je T' jako H-kvazihiponormalna matrica.

0

Slede¢om teoremom dajemo karakterizaciju jako H-kvazihiponormlalnih matrica.
Teorema 2.13 Matrica T je jako H-kvazihiponormalna ako i samo ako je
vy T H (T — M) Ty > 0
za sve Yy, pri cemu je
T H (T 'y =0 0 Ty H (TP ' T 'y =0
za svako 1 <i <k, gde je k =r(H).

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.9 o karakterizaciji H-kvazihiponormalnih matrica,
Teoreme 2.13 i ekvivalencije uslova (2.5).

U
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Klasa jako H-hiponormalnih matrica je potklasa jako H-kvazihiponormalnih ma-
trica. Ove dve klase se ne poklapaju, sto se moze pokazati slede¢im primerom.

Primer 2.5 Neka su

-2 1]0 1 0 |0
T:{? ;2]: 0 0]0 z‘H:{%H: 0 -1]0
Sl 00 [0 00 [0

Kako je Ty =0, sledi
Ty Hy(TFY 'y =0 6 T Hy(TEY ' TV Ty = 0 20 sve i = 1,2,
tako da (T¥)2T? ima potpun domen.
Takode, TQ*HlTl[*]Tl(lel +T5ys) = 0 vazi za sve vektore yy i ys odgovarajucih dimenzija.
Sada je

g [-207] . : 1 -2
Tl[]:[—l 0} ' Hl(TIHTl_TlTIH):(—z 1 )

Na osnovu Teoreme 2.13 vazi

(Tyys + Toye)* Hy(THT, — TyTH) (Tyys + Toys)
] =2 0 1 -2 -2 1 . 4 =2
=Y 1 O -9 1 0 0 Y1 =Y —9 1 U1

= ( Y11 Yo ) [ _9 1 } ( ?;1; ) = (2y11 — v12)" (2y11 — y12) > 0,

¢ime se pokazuje da je T jako H-kvazihiponormalna matrica.

S druge strane, Ty Hyyy = 0 za sve yy, ali Hl(Tl[*]Tl — TlTl[*]) = ( _12 _12 ) sto

nije nenegativno, tj. T nije jako H-hiponormalna matrica.

Takode, klasa jako H-kvazihiponormalnih matrica ne poklapa se sa klasom H-
kvazihiponormalnih matrica. Kao ilustraciju ove ¢injenice mozemo uzeti Primer 2.3.
U ovom primeru pokazano je da je data matrica T" H-kvazihiponormalna. Ova matrica
nije i jako H-kvazihiponormalna sto sledi iz 75 H 1T1[*]T1T1 # 0.

Slede¢om teoremom dajemo vezu izmedu Mur-Penrouz H-normalnih matrica, H-

kvazihiponormalnih i jako H-kvazihiponormalnih matrica. Slican rezultat za Mur-
Penrouz H-normalne matrice i (jake) hiponormalnosti moze se naéi u [44].
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Teorema 2.14 Neka suT, H € C™" date u formi (1.18). Sledeéa tvrdenja su ekviva-
lentna:

(i) T je Mur-Penrouz H-normalna matrica;
(ii) T je jako H-kvazihiponormalna matrica i Ty je Hi-normalna;
(i1i) T je H-kvazihiponormalna matrica i Ty je Hy-normalna.

Dokaz. (i) = (ii) Pokazano je da ako je 7" Mur-Penrouz H-normalna matrica tada
je Ty Hj-normalna matrica i T' je jako H-hiponormalna, pa samim tim i jako H-
kvazihiponormalna matrica.

(17) = (vii) Implikacija sledi iz definicije jako H-kvazihiponormalnih matrica.

(7i1) = (i) Neka je T' H-kvazihiponormalna matrica. Tada je To"H T, = 01 Ty H1T) =
0. Uz uslov da je T; Hy-normalna matrica i Leme 5.1. u [44], sledi (i).

l

Iz Teoreme 2.14 i prethodnog razmatranja sledi da u specijalnom slucaju kada je
T1 Hi-normalna matrica, vazi sledec¢a posledica.

Posledica 2.3 Neka su T, H € C*™™ date u formi (1.18), pri cemu je Ty Hy-normalna
matrica. Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(1) T je Mur-Penrouz H-normalna matrica;
(2) T je H-hiponormalna matrica;

(3) T je jako H-hiponormalna matrica;

(4) T je H-kvazihiponormalna matrica;

(5) T je jako H-kvazihiponormalna matrica.

2.4 Invarijantni semidefinitni potprostori za
H-kvazihiponormalne matrice

Poznata je teorema koji daje uslove kada se za neku H-normalnu matricu H-
nenegativan invarijantan potprostor moze prosiriti do maksimalnog. Ovaj rezultat
se moze naci u radu [3].

Teorema 2.15 (/3])Neka je T € C™*™ H-normalna matrica i My C C* T-invarijantan
H-nenegativan potprostor koji je invarijantan i za TH. Tada postoji T-invarijantan
maksimalan H-nenegativan potprostor M koji sadrzi M.
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U opstem slucaju za neku H-normalnu matricu 7', T-invarijantan potprostor ne
mora biti invarijantan i za T, Kao §to je pokazano slede¢om teoremom preuzetom
iz rada [67], ovo jeste slucaj ukoliko je H-nenegativan potprostor koji se posmatra i
maksimalan.

Teorema 2.16 ([67]) Neka je H € C"*" ermitska invertibilna i T € C"*" H-normalna
matrica. Ako je M C C™ T-invarijantan maksimalan H-nenegativan potprostor, tada
je M T invarijantan potprostor.

Dokaz. Koriséenjem transformacija 7' — P~'T'P, H — P*HP, bez gubljenja
opstosti, mozemo pretpostaviti da prvih m vektora razapinje potprostor M, kao i da
su matrice T'1 H date u obliku:

Ty Te Tz T I 00 O
| T Ty Toz oy . 1001 O
=10 0 | " 710710 0 (2.7)
0 0 Tys Tu 00 0 -1

Zaista, ovaj oblik sledi iz dekompozicije potprostora M = M, ® M, na H-neutralan
potprostor My i njegov ortogonalni komplement M, u M, kao i odabirom nekog H-
neutralnog potprostora My koji je koso povezan za M,. Tada je H-ortogonalan kom-
plement od M-+M,; obavezno i H-negativan potprostor, s obzirom na maksimalnost
potprostora M. Birajuéi pogodnu bazu ovih potprostora, dolazimo do odgovarajuce
dekompozicije. 1z (2.7) proizilazi

[+ —
S I A 2
T =T =T Ty

Stoga je
THT — TTH =

* * * *

* * * *

2.
x 119" Tho + TaaT54™ = * (2.9)
* * s Tuy" Ty — Th4"T1g — Tos ™ Tay — T§4T24 — TyaTys”

Posto je T H-normalna matrica, tj. vazi da je THT — TTH = 0, iz bloka na mestu
3.2 u matrici (2.9) lako se dobija da je Ti5 = 0, kao i da je T34 = 0. Sada ¢e blok 4.4
izgledati na slede¢i nacin:

Tuy™Tyy — TasTys™ = T14"Th4 > 0. (2.10)
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Na osnovu tragova matrica sa obe strane jednakosti (2.10), vazi Ty4 = 0, ¢ime se
konacno iz (2.8) dobija da je M invarijantan potprostor i za T,

O

Na slican nac¢in moze se pokazati da Teorema 2.16 vazi ako umesto maksimalnog
H-nenegativnog posmatramo maksimalan H-nepozitivan potprostor. U tom slucaju
ovaj rezultat vazice i za Siru klasu matrica - za H-hiponormalne matrice. Preciznije, u
radu [66] data je teorema koju navodimo u nastavku.

Teorema 2.17 ([66]) Neka je H € C**" ermitska invertibilna i T € C"*" H-hipo-
normalna matrica. Ako je M C C" T-invarijantan maksimalan H-nepozitivan pot-
prostor, tada je M TV -invarijantan potprostor.

Dokaz. Dokaz se izvodi slicno dokazu prethodne teoreme, s tim sto se pri transforma-
ciji matrica T'1 H i dekompoziciji potprostora M dobija

Ty Tie Tz Ty -7 0 0 0

| I T Tos T : 10 010
=109 o0 mm!| " =0 100/ (211)

0 0 Tys Ty 0 0 0 I

kao 1

11" 0 To™ 0

Tis* Tag™ Tyt Ty’

To* 0 Tao* 0
“T" =T34 —Ta"  Tug”

TH —

Imajuéi u vidu da je T H-hiponormalna matrica, iz uslova H(TMT — TTF) > 0
sledi da je T1o =0, T14y = 01 T34 = 0, ¢ime je tvrdenje dokazano.

O

U nastavku pokazujemo da ovaj rezultat ne vazi za H-kvazihiponormalne ma-
trice. To ilustrujemo originalnim rezultatom iz neobjavljenog rada [92], u vidu sledeéeg
primera.

-1 0 0 O 10 0 O
. . 0O 01 0 ) 00 0 O .
Primer 2.6 Neka su date matrice H = 0 10 0 1T = 00 -1 1 7
0O 0 0 1 00 1 0

potprostor M = Span . Matrica H je ermitska i invertibilna. Lako

o O O
O O = =
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1 0 0 0
. . 0 -1 0 1 .
: [x] —
se wzracunava da je T 0 0 -1 1 . Sada je
0 1 0 0
00 0 O
00 0 O
[ (plelp — prplyp —
HT"(THWT —TT"NT = 00 1 -1 >0,
00 —1 1

c¢ime se pokazuje da je T H-kvazihiponormalna matrica.
Napomenucéemo jos i da T nige H-hiponormalna matrica, $to se jednostavno dobija iz

0

-1

H(THT —TTH) = 20

o O O O
o= OO
o O OO

o O

Potprostor M je T-invaryantan. Zaista, iz x € M sledi x = ( a+b b 0 0 )T,
za proizvoljne a,b € C, dok je Tx = ( a+b 0 0 O )T eM, pajeTM C M.

Potprostor M je i H-nepozitivan (preciznije, u ovom slu¢aju on je H-negativan).
Lako je proveriti da zaz = (a+b b 0 0 )T € M vazi [z,z] = v*Hx = —|a + b]>.

Sopstvene vrednosti matrice H su Ay = 1 (sa videstrukoséu 2) i Ao = —1 (takode sa
visestruko$éu 2), pa je prema Teoremi 1.10 (1), potprostor M maksimalan.

Kako je T[*]( 1 100 )T = ( 1 -1 0 1 )T ¢ M, sledi da potprostor M nije
invarijantan za TH.

Pod kojim uslovima se za H-hiponormalne matrice (gde je H-invertibilna matrica)

H-nepozitivan invarijantan potprostor moze prosiriti do maksimalnog, odgovoreno je
u radu [66].

Teorema 2.18 ([66]) Neka je T H-hiponormalna matrica i M H-nepozitivan pot-
prostor koji je invarijantan za T. Oznacimo sa My izotropni deo od M i izvrsimo
dekompoziciju MM na sledeéi nacin:

MW = MM, (2.12)

za neki nedegenerativan potprostor M,q. Oznacimo sa Ty + Hy restrikciju od T i+ H na
M4, respektivno. Pretpostavimo da je My T -invarijantno i da vazi neki od sledeéih
uslova:

(Z) o <T44 + T44M) C R,’
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(ZZ) g <T44 — T44[*]) C ZR,
(111) Tyy je Hy-normalna matrica.

Tada se M moZe prosiriti do maksimalnog H-nepozitivnog potprostora M_ koji je in-
varijantan i za T i za TP, Uslovi (i) — (iii) ne zavise od izbora nedegenerativnog
potprostora Mg u (2.12).

U radu [44] autori su dali dovoljne uslove pod kojima se za jako H-hiponormalnu
matricu 7" moze na¢i T-invarijantan potprostor koji ¢e sadrzati jezgro matrice H, a
zatim i kako se takav potprostor moze prosiriti do maksimalnog H-nepozitivnhog pot-
prostora. Slede¢om teoremom pokazuje se da je za jako H-hiponormalnu matricu 7T,
jezgro od H uvek sadrzano u T-invarijantnom H-neutralnom potprostoru.

Teorema 2.19 ([/4]) Neka je T € C"*" jako H-hiponormalna matrica. Neka je M
nagmanygi T'-invarijantan potprostor koji sadrzi jezgro matrice H. Tada je potprostor
M H-neutralan. Specijalno, ako su T i H date u formi 1.18, tada vazi dekompozicja

M = Mol +]N(H)

gde je My (kanonicki identifikovan sa potprostorom od C™) Hy-neutralan i najmanygi
T -invarijantan potprostor koji sarzi sliku od T.

Dokaz. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da su matrice T'1 H date u formi
(1.18), gde su Ty € C™™ i T, € C™ (=™ Neka je

X=[Ty, 'l ... V™ 'y ] i My=ImX,

tj. My je kontrolisani potprostor za par (11, T3). My dobijen na taj nav cin predstavlja
najmanji 7j-invarijantni potprostor koji sadrzi sliku od 7. Odatle sledi da postoje
matrice B i C' odgovaraju¢ih dimenzija takve da vazi:

X=XB i 1Ty,=XC.
Sada identifikujemo M, sa potprostorom od C" i definisemo

X 0

M = Mg—i—kerH:[m{ 0 I

}gcn.
Tada M sadrzi kerH 1 iz
TXO_TlXTg_XO B C
0 I| |T3X Ty | 0 I T:X T,

sledi da je M T-invarijantan potprostor. Stavise, kako je
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M je najmanji T-invarijantan potprostor koji sadrzi N(H). Prema tome, svaki T-
invarijantan potprostor koji sadrzi N(H) mora da sadrzi i M,. Ostaje da se pokaze

da je M = M H-neutralan potprostor, ili (3to je ekvivalentno) da je My Hj-neutralan
potprostor. Neka je z € C"™ i o; € C, i =1,...,m takvi da je

m
T = E Oéile_ngl’i.

i=1
Koristeéi ¢injenicu da (T3 [*})iTli ima potpun domen za svako i, tj. da vazi

T Hy(T\MYy =y =0 10 Ty Hy (T M) 1Ty, = 0, za svako i, dobijamo

l'*Hl.Z' = Z OéiOé_jl'j*Tg*Hl(Tl[*})jilTli_lTQxi

ij=1
= Z aegr (T  Hy (T 1 hy) ey = 0,
ij=1
odakle sledi da je My Hi-neutralan potprostor.
O

Teorema 2.20 ([/4]) Neka je T jako H-hiponormalna matrica i neka je M najmangi
T-invarijsntan potprostor koji sadrzi N(H) (koji je H-neutralan prema Teoremi 2.19).
Neka je data dekompozicija potprostora M™ na sledeéi nacin:

MW = MM, (2.13)

za neki nedegenerativan potprostor My,q. Oznacimo sa Tg,g 7 _Elg restrikciju T 1 H na
M,q, respektivno. Tada je Hy invertibilna matrica. Pretpostavimo da je M invarijantan
potprostor za T i da vazi neki od sledeéih uslova:

(i) o (T +T4}) C R;
(i) o (Tys — Tay) C iR,
(1i1) ’fgg, je Hs-normalna matrica.

Tada se M moze prosiriti do maksimalnog H-nepozitivnog potprostora M, koji je
invarijantan za T. Uslovi (i) — (i1i) ne zavise od izbora nedegenerativnog potprostora
Mg u (2.13).

Da bismo izvrsili sliéna uopstenja i za jako H-kvazihiponormalne matrice, trebalo
bi dati odgovarajuce rezultate za H-kvazihiponormalne matrice u nedegenerativnom
slucaju. Neke od teorema koje su vazne za dokazivanje ovakvih rezultata zahtevaju
dodatne uslove kada su u pitanju H-kvazihiponormalne matrice. Jedna od takvih je i
sledeca teorema (preuzeta iz [67]), za koju Primerom 2.7 pokazujemo da ne vazi ako
H-hiponormalnost matrice zamenimo H-kvazihiponormalnoscéu.
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Teorema 2.21 ([67]) Neka je T H-hiponormalna matrica pri cemu je sa A = (T +
Ty ¢ S = %(T — TMY oznacen njen H-samoadjungovan i H-kosoadjungovan deo,
respektivno.

1. Ako spektralni potprostor od A, pridruzen realnom delu spektra od A nije H-
negativan (nije H-pozitivan, respektivno), tada postoji zajednicki sopstveni vektor
za A i S koji odgovara realnoj sopstvenoj vrednosti od A koji je H-nenegativan
(H -nepozitivan, respektiono).

2. Ako spektralni potprostor od S, pridruzen imaginarnom delu spektra (koji poten-
cijalno ukljucuje © nulu) od S nije H-negativan (nije H-pozitivan, respektivno),
tada postoji zajednicki sopstveni vektor za A i S koji odgovara imaginarnoj sop-
stvenoj vrednosti od S i koji je H-nenegativan (H-nepozitivan, respektiono).

0 1—dib 0
Primer 2.7 Neka je T = | —ib 0 1 —1b |, gde je b proizvoljni realan broj i
0 —1b 0
001
nekaje H= 10 1 0 |. Tada je
1 00
0 1+ 0
TH =14 0 1+ib
0 b 0
1 oc¢igledno vazi
0 0 0
HTH(THT —7TMhT =1 0 40 0 | >0,
0 0 0

pa je T H-kvazihiponormalna matrica. Njen H-samoadjungovani i H-kosoadjungovani
deo respektivno bice

010 0 —ib 0
A=10 0 1 i S=1|—ib 0 —ib
0 00 0 —ib 0

Spektralni potprostor od A koji odgovara realnom spektru je U = Span{ei} i on nije
H -negativan. Jedini sovstveni vektor od A je ey, koji je istovremeno i sopstveni vektor
od S samo u slucaju kada je b = 0.

Dakle, za b # 0, A i S nemaju zajednicki sopstveni vektor.

Za b = 0, matrica T je © H-hiponormalna i u tom slucaju A i S zaista imaju
zajednicki sopstveni vektor.
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Mozemo generalizovati rezultat dat Teoremom 2.19 i na jako H-kvazihiponormalne
matrice. Tehnika i uslovi koji su bili zadati za jako H-hiponormane matrice mogu se
i ovde primeniti. Bitan uslov pri dokazivanju ove teoreme jeste potpunost domena za
(Tl[*])iTli, za svako i € N. Jasno, kako je ovaj uslov isti i za jako H-hiponormalne
matrice i za jako H-kvazihiponormalne matrice, dokaz bi bio potpuno isti kao i dokaz
Teoreme 2.19, pa ga zato izostavljamo.

Teorema 2.22 Neka je T € C™™" jako H-kvazihiponormalna matrica. Neka je M
nagmanygi T'-invarijantan potprostor koji sadrzi jezgro matrice H. Tada je potprostor
M H-neutralan. Specijalno, ako suT i H date u formi (1.18), tada vazi dekompozicja

gde je My (kanonicki identifikovan sa potprostorom od C™) Hy-neutralan i najmanygi
T -invarijantan potprostor koji sarzi sliku od T.
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3.1 Uopsteni inverzi

Matrica A € C"*" je regularna ako je r(A) = n. Tada za nju postoji jedinstveno
odredena matrica B € C"*" takva da je AB = BA = I,,. U tom sluc¢aju matricu B
nazivamo inverzom matrice A i oznac¢avamo je sa A7!.

Osobine inverzne matrice dobro su poznate i date su u slede¢oj teoremi.

Teorema 3.1 Neka su A, B € C"*" regularne matrice. Tada vaZi:
(i) (A7)~ = A;
(ii) AT je regularna i vazi (A7)~ = (A~H7T;

(iii) A* je reqularna i vazi (A*)~' = (A71)*;

(iv) AB i BA su reqularne i vazi (AB)™' = B~1A~L.

Kod mnogih matematickih problema od interesa nam je da posmatramo samo neke
(a ne sve) osobine inverzne matrice. Tako mozemo doéi do neke vrste inverza za ma-
trice koje nisu kvadratne, a samim tim ni invertibilne.

Uopsteni (generalisani) inverz ili pseudoinverz neke matrice predstavlja matricu
koja zadovoljava neke bitne osobine, kao npr.

(1) postoji za klasu matrica koja je Sira od klase invertibilnih matrica,
(2) poseduje neka svojstva obi¢nog inverza,
(3) ako je matrica invertibilna, poklapa se sa obi¢nim inverzom.

Uopsteni inverzi su nastali iz potrebe da se rese prakti¢ni problemi vezani za inte-
gralne i diferencijalne jednacine. Pojam ”pseudoinverz” prvo se javio u teoriji opera-
tora, a tek kasnije je poceo da se izucava kod matrica, Sto je u matematici vrlo redak
slucaj. Prvi put se pominju pocetkom, dok ozbiljna teorija uopstenih inverza pocinje
ubrzano da se razvija od sredine dvadesetog veka. Svedski matematicar E. I. Fredholm
1903. godine u radu [31] uveo je pojam ”pseudoinverz” za integralne operatore. Godinu
dana kasnije, nemacki matematicar D. Hilbert pominje generalisani inverz diferencijal-
nih operatora [45]. U narednim godinama uopsteni inverzi bili su predmet proucavanja
manjeg broja matematicara, od kojih je znacajniji doprinos u ovoj oblasti dao Hurvic
(Hurwitz, 1912).

Americki matematicar E. H. Mur (E. H. Moore, 1862-1932) intenzivno je izucavao
uopstene inverze na matricama u drugoj deceniji dvadesetog veka. Godine 1920. na
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skupu Americkog matematickog drustva, Mur predstavlja rezultate vezane za ovaj in-
verz, koji je on nazvao ” general reciprocal”. U radovima [75, 76] pokazao je egzistenciju
i jedinstvenost, kao i osobine takvog inverza za singularne kvadratne matrice. Takode,
ukazao je i na moguénost primene istih kod resavanja linearnih jednacina. Ipak, njegov
rad dugo je ostao nezapazen. Smatra se da je uzrok tome vrlo komplikovana notacija
koju je pritom koristio. Vezom izmedu Murovog inerza i reSenja linearnih jednacina
uspesno se bavio A. Bjerhamar (A. Bjerhammar) u radovima [9, 10] iz 1951, kao i [11]
iz 1958. godine.

Konaéno je 1955. godine R. Penrouz (R. Penrose), engleski matematicar i fizicar, u
[81] nezavisno od Mura, dao novu definiciju i potpuno algebarsku karakterizaciju ovog
inverza. U modernoj teoriji uopstenih inverza ovaj inverz se naziva Mur-Penrouzov
muverz.

Mur-Penrouzov inverz kompleksne matrice dimenzije m x n uvodi se na sledeéi
nacin:

Definicija 3.1 Neka je A € C™*". Matrica X € C™™™ koja zadovoljava jednakosti

AXA=A, (1)
XAX = X, (2)
(AX)* = AX, (3)
(XA = XA, (4)

naziva se Mur-Penrouzov inverz matrice A i oznacava sa X = AT.

Jednacine (1)—(4) iz Definicije 3.1 nazivamo Penrouzovim jednacinama. Poznato je
da za svaku matricu A € C™*" postoji jedinstvena matrica X € C"*™ koja zadovoljava
ove Cetiri jednacine, tj. za svaku matricu postoji jedinstveni Mur-Penrouzov inverz, sto
je pokazao Penrouz u radu [81]. Jasno je da ukoliko je matrica A € C™*" invertibilna,
tada vazi da je AT = A=1.

Teorema 3.2 (/81]) Za proizvoljnu matricu A € C™*"™ Penrouzove jednacine (1) —(4)
mmaju jedinstveno zajednicko resenje.

Osobine Mur-Penrouzovog inverza se mogu nadéi u literaturi. Slede¢om teoremom
navedene su neke od njih.

Teorema 3.3 ([8]) Za proizvoljnu matricu A € C™*" i A € C vaze sledeée osobine:
(i) (AN} = A;

(i) (AT)" = (A1)}
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AN #£0,
0, A=0;

(i) (ZNA)T = XTAT, gde je \T = {
(iv) A* = A*AAT i A* = ATAA*;
(v) (AA)F = AT(AT)* i (AAT)T = (A7)TAT;
(vi) AT = (A*A)TA* = A*(AA*)T;
(vii) A= AA*(A*)T i A= (A")TA*A;
(viii) (UAV)T = V*ATU* ako i samo ako su U i V unitarne matrice.

Ako matricu A € C™*" posmatramo kao liearan operator iz C" u C™, na kojima
su definisani tezinski skalarni proizvodi sa:

(z,y) =y'Nz, z,yecC", (z,y)u =y Mz, z,yecC", (3.1)

pri ¢emu su matrice N € C**" i M € C™ ™ pozitivno definitne, kao prirodno uopstenje
dobija se tezinski Mur-Penrouzov inverz.

Definicija 3.2 (/8]) Neka je A € C™" i neka su M i N pozitivno definitne ma-
trice reda m i n, respektivno. TeZinski Mur-Penrouzov inverz matrice A je jedinstvena
matrica X = ATM,N € C™™ takva da je

(1) AXA = A:
(2) XAX = X;
(3M) (MAX)* = MAX;
(4N) (NXA)* = NXA.
Ako je M = I, i N = I,,, tada je ATy y = AT

Za matricu A € C™*" sa A{i,j,...,k} oznacavamo skup svih matrica X € C"*™
koje zadovoljavaju Penrouzove jednacine (i), (7), ..., (k). Matrica X € A{i,j,...,k} se
naziva {4, j, ..., k}-inverz od A i cesto se oznacava sa A7k Pored Mur-Penrouzovog
inverza matrice A € C™*" koji zadovoljava sve Cetiri jednacine, bitno je pomenuti i
sledece inverze. Matrica X € C"*™ je

e unutrasnji inverz (g-inverz) matrice A, ako X € A{1},
e spoljasni inverz matrice A, ako X € A{2},
e refleksivni inverz matrice A, ako X € A{1,2}.

Za matricu A € C™ " unutradnji inverz se oznacava sa A1), Ovaj inverz postoji za
svaku matricu, ali nije jedinstven. Osobine unutrasnjeg inverza iskazane su slede¢om
teoremom iz [§].
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Teorema 3.4 (/8]) Neka je A€ C™™ i A € C. Tada vaZi:
(1) (AV)" € A{1};
(2) Ako je A regularna matrica, tada je AV = A71;

-1
(9) NAO € Q1) gde e X = { X0 17D
(4) r(AW) = r(A),
(5) Ako su S i T regularne matrice, tada je T-'AMS™! € SAT{1};

(6) AAW § AW A sy idempotentne matrice koji imagu isti rang kao i matrica A. Vazi
jos i R(LAAW) = R(A) i N(AWA) = N(AW).

Egzistencija unutrasnjeg inverza povlaci egzistenciju i refleksivnog ({1,2})-inverza.
Ako su Y, Z dva unutrasnja inverza, tada je X = Y AZ refleksivan inverz.

Teorema 3.5 ([8]) Bilo koja dva od sledeca tri tvrdenja impliciraju trece:

X e A{1}
X € A{2}
r(X) = r(4).

Posledica 3.1 Za proizvoljnu matricu AN € A{1,2} vazi:
(1) matrica AAY?) je projektor na R(A), paralelno sa N(A1?);
(2) matrica AM? A je projektor na R(AM?)), paralelno sa N(A);
Dakle, za proizvoljnu matricu A € C™*" vazi
R(A) @ NAB)y=C™ i RAMD)g N(A) =C" (3.2)

To znaéi da su slika proizvoljne matrice A € C™*" i jezgro nekog {1, 2}-inverza te
matrice komplementarni potprostori. To takode vazi za jezgro matrice A i sliku nekog
{1, 2}-inverza. Sledeca teorema pokazuje da vazi i obrnuto, tj. ako je S potprostor koji
je direktni komplement od R(A) u C™, a T direktni komplement od N(A) u C", tada
postoji {1, 2}-inverz X matrice A takav da je R(X) =T 1 N(X) = S. Takav inverz je
jedinstven.

Teorema 3.6 (/§8]) Neka je A € C™ ™ i neka za potprostore S C C™ ¢ T C C" vazi

R(A)®S=C" i N(A)® T = C". Tada postoji jedinstveni {1,2}-inverz X matrice A
takav da je R(X) =T 1 N(X) = S.
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Konkretno, za T = R(A*) = N(A)t i S = N(A*) = R(A)*, dobijamo Mur-
Penrouzov inverz matrice A. To znaéi da je Mur-Penrouzov inverz neke matrice {1, 2}-

inverz ¢ija je slika R(AT) = R(A*) i jezgro N(AT) = N(A*), tj.

_ A12)
AT = Al nia:
Teorema 3.7 Za matricu A € C™" vazi AAT je ortogonalni projektor na R(A) i ATA

je ortogonalni projektor na R(A*). Pored toga, ako je X neki {1,2}-inverz matrice A,
tada je X = AT ako i samo ako je R(X) = R(A*) i N(X) = N(4*).

Pored Penrouzovih jednacina, bitne osobine koje generalisani (uopsteni) inverzi
mogu imati su:

Ak—i—lX — 141@‘7 (1k)
AX = XA, (5)

Definicija 3.3 Grupni inverz kvadratne matrice A € C™*™ je matrica X € C"*" koja
zadovoljava:

(1) AXA= A
(2) XAX = X;
(5) AX = XA.

Grupni inverz se obelezava sa A7 .

Teorema 3.8 ([8]) Za matricu A € C"™™ postoji grupni inverz ako i samo ako je
ind(A) =1, tj. ako i samo ako vazi

r(A) = r(A?).
Ako grupni inverz postoji, onda je on jedinstven.
Ocigledno je da za grupni inverz X matrice A vazi:
R(X)=R(A) kaoi N(X)= N(A), te je

(1,2)
A% = AR vy (3.3)

Neke od osobina grupnog inverza, pod uslovom da on postoji, date su sedec¢om
teoremom.

Teorema 3.9 Ako postoji grupni inverz A¥ matrice A € C™" tada vaZi:
(i) Ako je matrica A reqularna, tada je A% = A7L;
(ii) A%# = A;

(iii) A = A#*;
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3 Mur-Penrouzov inverz

(iv) AT# = A#T;
(v) (AY# = (A#)!, 2a svaki pozitivan celi broj I.

Definicija 3.4 Neka je A € C"*" i ind(A) = k. Ako matrica X € C"" zadovoljava
jednakosti

(1F) AFXA = A;
(2) XAX = X;
(5) AX = XA,

tada se X naziva Drazinov inverz matrice A i oznacava sa X = A%,
Kada je ind(A) = 1 tada se Drazinov i grupni inverz poklapaju.

Neka svojstva Drazinovog inverza data su u slede¢im teoremama.

Teorema 3.10 Neka je A € C" iind(A) = k. Tada vaZi:
(i) R(A%) = R(AY), 1 > k;
(ii) N(A) = N(AY, | > k;
(iii) AAT = APA = Ppyay oan;
(i) AT = — AA* = T — A*A = Py o) o,
Teorema 3.11 Neka su A, B € C"*". Tada vazi:
(i) Ako sul,m € N takvi da je | > m > 0, tada je A™(Ad)! = (Ad)l=m;
(ii) Ako sul,m € N takvi da je m >0 il —m > ind(A), tada je A (AY)™ = Al=™,
(iii) (A)' = (A")*;
fin) (A%) = (4)1;
(v) (A)T = (AT)%;
(vi) ((A%)")? = A?;
(vii) Ako je P regularna matrica, tada je A= PBP~' = AY = PBP~1;
(viii) AB = BA = A'B = BAY AB?= BA;
(i) AB = BA—s (AB)? = BiA? — AR,
(z) (AB)" = A((BA)!)’B = A((BA)*)'B

(zi) Ako je A idempotentna matrica, tada je A = A;
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3 Mur-Penrouzov inverz

(zii) Ako je A nilpotentna matrica, tada je A = O;
(wiii) (A)? = A2A4;
(ziv) Ad = (A2A%)d,
Drazinov inverz se naziva jos i spektralni inverz jer ima neke spektralne osobine

obi¢nog inverza. Ovde se ne¢emo detaljnije baviti grupnim i Drazinovim inverzom pa
navodimo reference u kojima se ispituju ovi inverzi: [8, 18, 38, 39], itd.

Vaznu klasu matrica ¢ine one kod kojih su Mur-Penrouzov inverz i grupni inverz
isti. Kao Sto smo primetili

_ (1,2) . o (1,2)
Al = Apiiy Ny 1 A* = ARiayN(a) (3.4)

pa je AT = A% ako i samo ako je R(A*) = R(A) i N(A*) = N(A).

Definicija 3.5 Matrica A € C™*" je ermitrkog ranga ako je R(A*) = R(A), ili ekvi-
valentno N(A*) = N(A).

Matrice ermitskog ranga nazivaju se i E'P matrice (equal projections).

Teorema 3.12 Matrica A € C**" je EP ako i samo ako je AAT = ATA,

3.2 Mur-Penrouzov inverz u prostorima sa nede-
generativnim nedefinitnim skalarnim proizvodom

Mur-Penrouzov inverz matrice A € C™*™ u prostorima sa nedegenerativnim nedefinit-
nim skalarnim proizvodom uveli su Kamaraj i Sivakumar u radu [54]. Veliki broj rezul-
tata naveden je u ovom delu. Ovo uopstenje bilo je i motivacija da se slicno uradi i u
degenerativnom slucaju, sto ¢e biti izlozeno u sledecoj sekciji. Mur-Penrouzov inverz
definise se analogno ovom inverzu u Euklidskom prostoru.

Definicija 3.6 ([54]) Neka je A € C™*". Matrica X € C"™™ koja zadovoljava
jednacine

AXA = A, (1)
XAX = X, (27)
(AX)M = AX, (3)
(XA = X A, (4)

naziva se Mur-Penrouzov inverz matrice A i oznacava sa X = Alfl.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Za razliku od Mur-Penrouzovog inverza u Euklidskim prostorima, u ovom slucaju
on ne mora da postoji. Ako ovaj inverz postoji, jedinstven je.

Primer 3.1 ([54]) Neka je nedefinitni skalarni proizvod indukovan matricom

1 0 ) 1
H = 0_1.ZamatmcuA—[11

jednacine (1') — (4').

} ne postoji matrica X koja zadovoljava

Potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju Mur-Penrouzovog inverza, kao i tvrdenje
o jedinstvenosti, isti autori dali su slede¢om teoremom.

Teorema 3.13 Neka je A € C™™. Tada Mur-Penrouzov inverz Al postoji ako i
samo ako vazi

r(A) = r(AMA) = r(AAM), (3.5)
Ako A postoji, onda je on jedinstven.

Ova teorema predstavlja samo specijalni slucaj Kalmanovog rezultata iz 1976. go-
dine koje je izlozio u radu [52]. On je dao uslov da za proizvoljnu matricu A dimenzije
m X n nad nekim poljem F, Mur-Penrouzov inverz postoji ako i samo ako je

r(A) =r(A*A) = r(AA"), (3.6)
gde je sa * obelezena proizvoljna involucija na F.

Napomena. Ovde sketemo paznju na poznatu ¢injenicu da u Euklidskom prostoru
Mur-Penrouzov inverz za matrice uvek postoji (na sta je ukazano i u prethodnoj sek-
ciji). Ovaj rezultat svakako je posledica Leme 1.2, po kojoj je Kalmanov uslov (3.6)
uvek zadovoljen.

Poznato je da su mnogi matematicari izuc¢avali tezinski inverz [89], ¢ija je definicija
data u prethodnom poglavlju (Definicija 3.2). Kamaraj i Sivakumar u [54] pokazuju da
Mur-penrouzov inverz uopstava pojam tezinskog inverza na prostore sa nedefinitnim
nedegenerativnim skalarnim proizvodom.

Teorema 3.14 Neka je A € C™*". Ako su M i N ermitske invertibilne matrice, tada
je Al = AMN, ukoliko ovaj inverz postoji. Takode, Aj\/[,N je jedinstven.

Postoji analogija u osnovnim osobinama sa osobinama Mur-Penrouzovog inverza u
Euklidskom prostoru.

Teorema 3.15 (/54/) Neka je A\ € C. Ako za matricu A € C™™ postoji Mur-
Penrouzov inverz Al € C"™ tada vaze sledeée osobine:

(i) (A = 4;
(i) (A = (AL
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3 Mur-Penrouzov inverz

AL ON#0,
0, A=0;

(iii) (ZNA)H = AHA - gde je AT = {
(iv) AM = AMAAM 4 AB = Al A AR,
(v) (A[*]A)W — A[H(A[ﬂ)[*] i (AA[*])[T] — (A[*})[T]A[ﬂ;
(vi) Al = (AM A AN = Al (AAN)

Teorema 3.16 ([54]) Neka je A € C™*™. Ako je r(AMA = r(A), tada je (AFA)D ¢
A{1,2,(3)} i ako je r(AAF) = r(A), tada je AM(AAMYD) € A{1,2,(4)}.

Jaka analogija sa inverzima u prostorima sa definitnim skalarnim proizvodom ogleda
se i u slede¢im rezultatima. Bitnu razliku predstavlja egzistencija samog inverza, koja
se u gotovo svim rezultatima mora pretpostaviti.

Teorema 3.17 ([54]) Neka je A € C™ " matrica takva da postoji AT, Tada je ATl =
ACDAADS - gde su A3 € A{1,(3)} i AGY € A{1,(4)}.

Za proizvoljnu matricu A € C™*™ potprostori R(A) i N(AM) jesu ortogonalni (pre-
ciznije, H-ortogonalni), ali ne moraju da budu komplementarni u C*. To se moze
ilustrovati matricom A iz Primera 3.2, za koju vazi da je R(A) = N(AM).

Egzistencija Mur-Penrouzovog inverza matrice A € C™*" je dovoljan uslov za kom-
plementarnost potprostora R(A) i N(AM).

Teorema 3.18 ([54]) Neka je A € C™ " takva da postoji AT, Tada su R(A) i N(AM)
ortogonalni i komplementarni potprostori u C".

Dokaz. Neka su z € R(A) iy € N(AM). Tada je za neki vektor z € C*
[2,y] = [Az,y] = [z, A"y = 0,

¢ime se dokazuje da su R(A) i N(AM) ortogonalni. Neka je sada z € R(A) N N(AM).
Tada je za neko y € C™

r=Ay = AA[ﬂAy — AAmy — (A[T])[*]A[*]x —0.

Prema tome, R(A) N N(AF) = {0}. Kako je r(A) = r(AM), dimenzije za N(AF) i
N(A) su jednake, pa je prema Teoremi 1.1 R(A) & N(AM) = C™.

O

Teorema 3.19 ([54]) Ako postoji Mur-Penrouzov inverz Alfl matrice A € C™™, tada

7 R(A[ﬂ) - R(A[*]) i N(Am) - N(A[*}).

Vazi jo0s 1
AAl — Priay.N(AW) i Al = Py am),rea)-
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Posebnu klasu ¢ine kvadratne matrice kod kojih se (ukoliko postoje) Mur-Penrouzov
inverz i grupni inverz poklapaju. Takve matrice nazivaju se matricama H - ermitskog
ranga ili H - EP matricama (skracenica od equal projection matriz).

Definicija 3.7 (/54]) Matrica A € C™*™ je H-ermitskog ranga ako je R(A) = R(AM).

Poznato je da u Euklidskom prostoru vazi da je AAT = ATA ako i samo ako je
R(A) = R(A*). Analogni rezultat vazi u prostorima sa nedegenerativnim nedefinitnim
skalarnim proizvodom.

Teorema 3.20 Neka je A € C™" matrica takva da Al postoji. Tada je R(A) =
R(AM) ako i samo ako je AAN = AlflA.

Dokaz. Neka je R(A) = R(AM). Mur-Penrouzov inverz matrice A postoji, te prema
Teoremi 3.6 vazi
AA[ﬂ - PR(A),N(A[*]) — PR(A[*]),N(A) - AH]A

S druge strane, ako vazi AAlT = Alfl A, bice
R(A) = R(AAM) = R(ATA) = R(AlT) = R(AM).
O

Teorema 3.21 ([5}]) Neka je A € C*™™ H-normalna matrica. Ako postoji Mur-
Penrouzov inverz Al tada je matrica A H-ermitskog ranga.

3.3 Mur-Penrouzov inverz u prostorima sa nedefinit-
nim skalarnim proizvodom

U prethodnom poglavlju predstavili smo poznate rezultate uopstenja Mur-Penrouzo-
vog inverza na prostore sa nedefinitnim skalarnim proizvodom. U svim rezultatima koji
su prikazani sam skalarni proizvod bio je nedegenerativan. U ovoj sekciji predstavl-
jamo originalne rezultate iz zajednickog rada sa D. S. Pordevié¢em [84]. Oni se odnose
na uopstenje Mur-Penrouziovog inverza na degenerativan slucaj, tj. definisa¢emo ovaj
inverz i pokazati neke bitne osobine za kvadratne matrice, pri ¢emu ¢e matrica H koja
indukuje nedefinitni skalarni proizvod biti potencijalno singularna. Vide¢emo da je u
ovom slucaju potrebno sagledati inverz u Sirem kontekstu od matrica. Kao i u drugoj
glavi ove disertacije, to ¢e biti uc¢injeno za linearne relacije. Ipak, osobine kojima ¢emo
se baviti odnosice se samo na kvadratne matrice.

Ako su A i X kompleksne matrice dimenzije n x n, prema Lemi 1.3, (AX)M i
(X AP su matrice ako i samo ako je matrica H invertibilna. To znaéi da u prostorima
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sa nedefinitnim skalarnim proizvodom koji je indukovan ermitskom singularnom ma-
tricom, uslovi (3') 1 (4’) u Definiciji 3.6 ne mogu biti zadovoljeni. Medutim, ovi uslovi
za invertibilnu matricu H mogu se zapisati kao (AX)*H = HAX i (XA)* = XA,
respektivno. Prema Teoremi 1.17 ovo su uslovi za H-simetri¢nost matrica AX i XA,
Sto pruza motivaciju za slede¢u definiciju koju dajemo i za linearne relacije.

Definicija 3.8 Neka je A linearna relacija na C". Linearna relacija X na C" je Mur-
Penrouzov inverz od A ako zadovoljava sledeca cetiri uslova:

(1) AXA = A,
(2) XAX = X,
(8) AX C (AX)M,
(4) XA C (XA,

Teorema 3.22 Neka je A € C"™" i neka je H € C"" ermitska matrica. Matrica
X € C™™ je Mur-Penrouzov inverz matrice A ako su zadovoljena sledeca cetiri uslova:

(1) AXA = A,
(2) XAX = X,
(3) (HAX)* = HAX,
(4) (HXA)* = HXA.

Dokaz. Ovaj rezultat sledi direktno iz Definicije 3.8 i razmatranja iz prethodnog
pasusa.

O

Ovom teoremom dolazimo do operativnijeg na¢ina za nalazenje Mur-Penrouzovog
inverza. Takode, primecujemo da postoji veza sa tezinskim Mur-Penrouzovim inverzom
datog Definicijom 3.2. U ovom slucaju "tezina” H nije pozitivno definitna matrica, dok
su ostali uslovi isti. Ukoliko je H invertibilna, ovaj inverz se svodi na Alfl iz Definicije
3.6, a ako je jos i pozitivno definitna matrica, onda se ovaj inverz poklapa sa tezinskim
iz Definicije 3.2.

Za razliku od Mur-Penrouzovog inverza u nedegenerativnim prostorima, u degen-
erativnom sluc¢aju (ako postoji) on ne mora biti jedinstven. Sledeéim primerom to i
ilustrujemo:

Primer 3.2 Neka su A = { 1 8 ] 1 H = { (1) 8 ] . Direktnim izracunavanjem iz

jednacina (1),(2), (3) and (4), dobijamo da je X = { i ], gde je ¢ proizvoljni kom-

0
pleksni broj.
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Proizvoljan Mur-Penrouzov inverz matrice A obelezava¢emo sa Alfl.

U nastavku ¢emo podrazumevati da su matrice date u formi (1.18), tj.

A A o [X X 1., [H o
A_[Ag A4]’ AT=X=1x x, "= 0 o

gde je matrica H; invertibilna.

Teorema 3.23 Neka je A € C**". Tada je X € C"™ Mur-Penrouzov inverz od A
ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i) A1 Xs+ Ay Xy =0,
(ii) A1 Xy + Ay X3 je Hy-samoadjungovana matrica ,
(iii) X1As+ XpA, =0,
(iv) X1A1 + XoAs3 je Hy-samoadjungovana matrica,
(v) A1 XA + As X34, = Ay,
(vi) A1 X 1Ay + Ay X545 = Ao,
(vii) A3X A1 + AgX3A; + A3 Xo Az + Ay X4 Az = As,
(viii) AyX3As + Ay XAy = Ay,
(it) X1 A1 Xy + XoA5X) = X,
(1) X1 A1 X5 + XoA3 Xy = X,
(w1) X3A1 X1 + Xy A3 Xy + X34, X3 + Xy Ay X3 = X3,

(IZZ) X4A3X2 + X4A4X4 == X4.

Dokaz. Neka je X € C"" Mur-Penrouzov inverz matrice A. Tada on zadovoljava
uslove Teoreme 3.22. 1z uslova (3) dobijamo

HAX = (HAX)* ako i samo ako je

(Hl(Ale + A2X3))* 0

Hl(Ale + A2X3> Hl(AlXQ + A2X4) _
(Hl(AlXQ + A2X4))* 01’

0 0
tj. ako vazi
(1) A1X2 + A2X4 = O,

(i1) A1 Xy + A2 X3 je Hi-samoadjungovano.
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Slicno, iz uslova (4) sledi
(111) X1A2 + X2A4 = 0,
(iv) X1A4; + X2A3 je Hi-samoadjungovano.

Koriséenjem ova Cetiri rezultata i uslova (1) i (2) iz Teoreme 3.22 dobija se:

A XG A+ A X3 A A1 XG Ay + Ay XAy ] _ { A A }
AsX 1AL + Ay XA + A3 XoAs + Ay Xy Ay Ay X3As + Ay X A, As Ay |’
tj.
(v) A1 Xq A+ A X34, = Ay,
(vi) A1 X 1A + Ay X3A5 = Ao,
(vil) AsX1A; + AXs3A1 + A3 XoAs + Ay Xy Ag = As,
(vill) AyX3A: + Ay X4 AL = Ay
I analogno,
X1A1 X1 X2A5X, X141 X + XoA3 X, } _ { X1 X, ]
X3A1 X1 + Xy As Xy + X34, X3 + XA X3 Xy A3 Xs + Xy AL Xy X Xy |

(i) X141 X1 + XoAs Xy = X1,
(x) X141 Xo + XoA3X, = Xo,
(xi) X3A1X1 + XA5X] + X345X5 + X3 A0 X5 = X3,
(xi) X4A35Xs + X141 Xy = X,
0

Uslovi prethodne teoreme se tesko proveravaju, pa ova teorema nije pogodna za
utvrdivanje egzistencije Mur-Penrouzovog inverza neke matrice. Medutim, ona ima
znacajnu ulogu u dokazivanju osobina ovog inverza. Njenom primenom u velikom
broju rezultata vrsi se redukcija linearnih relacija na jednostavnije oblike. U nastavku
ovog poglavlja pokazujemo neke od osobina Mur-Penrouzovog inverza.

Teorema 3.24 Ako je Al € C™™ Mur-Penrouzov inverz matrice A € C™", tada je
(Al C (AL,

20



3 Mur-Penrouzov inverz

Dokaz. Oznacimo sa X = Alfl = [ §1 §2 } Linearne relacije AM i XM su
3 4
Y1 Y1
X Y2 A _ < v Y2 L v _
A[ ] = Al[*]Hl n : A2H1y1 =0 1 X[ ] = Xl[*]Hlyl . X2H1y1 =0
29 22

Dokazujemo da ako je za matricu A proizvoljni Mur-Penrouzov inverz matrica X,
onda ¢e X biti Mur-Penrouzov inverz od AM. Proveri¢emo uslove Teoreme 3.22.

- A§H1y1 =0,
X;H AWy, =0,
A;Hle[*]Al[*]yl =0

¥y [ Al — Y2
(1) AHXHA Al[*]Xl[*]Al[*}yl
22

Pod ovim uslovima domena, a imaju¢i u vidu da matrica X kao Mur-Penrouzov
inverz od A zadovoljava jednacine iz Teoreme 3.23, mozemo uprostiti zapis.

Neka je ASHyy; = 0. Tada
Xy Hi AWy, = Xo*AyHyy = (A X)) Hyy
i (—AsXy)"Hiyn = —X,"As"Hyyy = 0.
Slicnom transformacijom dobijamo:

Ay H X WAy, = Ay X YA Hyg
(vi)

= (A1X1A2)*H1y1 = (A2 - A2X3A2)*H1y1
= ASHyy — (ApX3Ay) Hyyy = — A" X3" A" Hyyy = 0,

odnosno

Al[*]Xl [*}Al[*]yl _ (A1X1A1)[*]y1
(2 (A1 - A2X3A1)[*}y1 = Al[*]yl - (A2X3A1)[*}y1
= APy — Hy YA XS Ay Hyyy = APy

Prema tome,

n
A XM Al = Af{f]yl CAyHyy, =0 p = AP
22
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(2) Potpuno analogno dokazujemo da je

b Al B

(3) Pokazujemo da vazi AMXN C (A XE)H,

/

n
Myl — Yo . XgHiy =0,
ATX Al[*]Xl[*}yl ' A§H1X1[*]3/1 =0

22

n
c XoHyy =0

Y

Y2
(X1 41)Hy

Z9

\

Sto se opet dobija koris¢éenjem uslova Teoreme 3.22, tj.

Ay H X My = Ay X "Hyyy = (X1A2)" Hyyy () —Ay Xy "Hyy, = 0.

S druge strane,

(A[*]X[*])[*] = {( ‘Z > [y, w] = [#, 2] for all ( Z ) € A[*]X[*]},

odakle sledi da inkluzija AF XM C (A[*}X [*])[*] vazi ako i samo ako je

- r Y ] [+
[y, w] [z,x]zasve(w),(z>€A XM,
Pretpostavimo da je ( t >, ( Y ) e A X Kako r = ( 21 ) iy = ( h )

pripadaju domenu linearne relacije AM X imamo da je XsHyxy = X5 Hyy, = 0.

Ocigledno je da je

() () ()
) Wa 29 29
Sada imamo:
[y, w] = w'Hy = wi*Hiyy = (X1 A)Hy) Hyyy = 25 Hi X Ay,
kao i
[z2,2] = a*Hz=a'Hyz =2t H(X1A)y

= o1H (X34 4+ XA — (X2A3)[*])y1
= o X Ay + o7 Hi XoAgyr — 27 A3 XS Hoypy
= o H\ X: Ay,
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sto sledi iz X5 Hyzy = X3 Hiyr = 0. Kako je [y, w]| = [z, x] ispunjeno, sledi da vazi

AFIXE C (AM X[*])[*l .

(4) Na slican nacin kao pod (3) dokazuje se da je
XHAM ¢ (X[*]A[*])[*] _
U

Napomena. Ovde ¢emo napomenuti da u opstem slucaju ne vazi jednakost ve¢ samo
inkluzija (AXA)¥ O AFXM AN (Teorema 1.15). Iz prethodne teoreme sledi da u
slucaju kada je X € C™™ Mur-Penrouzov inverz vazi jednakost, tj. AFXMAF =
(AX AL

Kao §to je navedeno u predhodnoj sekciji u Teoremi 3.15(iv), za Mur-Penrouzov
inverz neke kvadratne matrice A u nedegenerativnim prostorima vazi A¥ = AMAAl =
AN AAF U degenerativnom slucaju vazi delimi¢na analogija sa ovim rezultatom.

Teorema 3.25 Ako je Alll € C™™ Mur-Penrouzov inverz matrice A € C™™, tada je
A = AHAAT o AT AAR C AR,
Dokaz. Koriste¢i Teoremu 3.22 (i), sledi da je

N

* Y2 . * —
A[ ]AA[H — Al[*](Ale 4 A2X3)y1 : A2H1(A1X1 + A2X3)y1 =0

)
Ovu linearnu relaciju mozemo pojednostaviti, pomocu ((ii),(vi),(v)) na sledeéi na¢in:

ASH (ALX) + Ao X3y, = 0 <= ASH (A1 X) + Ay X3)ly; =0
= A(AX + A X)) Hyyy =0
— (A1 X1 Ay + As X3A2)*Hiyy =0
<— AsHyyp = 0.

Takode,
A A + A Xg)yn = (A X1 Ar+ A X3 Ay = ATy,
Preme tome, bice

1
A 440 = Afﬁyl  ASHyy =0 5 = AV,

22
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3 Mur-Penrouzov inverz

¢ime je prvo tvdenje zadovoljeno.

Proverimo sada drugo tvrdenje.

W
Y2
(X14, + X2A3)A[1*]?J1
(X34, + X4A3)A[1*]yl + (X342 + Xy Ay) 20

Transformacijom dobijamo:

Al AAN = P AsHyyr =0

(X14; + X2A3)A[1*]y1 ) (A1 X A + A1X2A3)[*]y1
(VZ’I) (A1 — Ay X3A; — A2X4A3)[*]y1 = A[l*]yl,

za sve y; koji zadovoljavaju A5 Hyy, = 0.

Dakle,
n
* Y2 *
Al A A Ay, CAsHyy =0 5 (3.7)
<X3A1 -+ X4A3)A[1*]y1 + (X3A2 + X4A4)2'2

n

C B AgHy =0y =AM, (3.8)
A1 Y1
Z9

Ocigledno je da suprotna inkluzija vazi samo u slucaju kada je matrica X3A, + X4 A4
invertibilna.

O
Posledica 3.2 Ako je u prethodnoj teoremi Ay invertibilna matrica, tada vazi
A — A 4400 Alll44H — A4

Dokaz. Prvi deo sledi iz prethodne teoreme. Pokazujemo samo drugi deo. Ako je
podmatrica A4 invertibilna, tada se u Teoremi 3.22 uslov (viii)

Ay X3Ay + Ay Xy Ay = Ay

svodi na
X34, + X AL =1,

pa iz (3.10) sledi da su linearne relacije Af1AAM i AN jednake.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Sledeé¢im promerom pokazujemo da jednakost Al AAM = Al ne mora da vazi u opstem
slucaju.

. 1 0] . 10
Primer 3.3 NekasuA—{l 0 | zH—{O O].Tadasu
A
n U1
Al — Y2 i Al AAlK — Y2
U1 Y1 ’
z2 ) ) CY1

gde jey = ( ‘zl ), a zy i ¢ proizvolyni fiksirani kompleksni brojevi.
2
Ocigledno je da vazi ATAAM C A Da ne vazi i obrnuta inkluzija mzemo
primetiti ako uzmemo, na primer, y = ( 8 )
Definicija 3.9 Matrica X € C**" je

e {1,2,(3)}- inverz matrice A € C™™ ako vazi

AXA=A, XAX =X i AX C (AX)M;

o {1,2,(4)}- inverz matrice A € C™™ ako vaZi

AXA=A, XAX =X i XAC (XxA)M

Teorema 3.26 Ako je Al € C™"™ Mur-Penrouzov inverz od A € C™™, tada je
AW(ATYE £7.2 (3)}- inverz linearne relacije AMA.

Dokaz. Ovo tvrdenje se dokazuje jednostavno koriséenjem Teoreme 3.24 i Teoreme
3.25. Za X = Alfl proveravamo osobine {1,2, (3)} - inverza.
(1) AMAXXHAM A = AF X A A = AF AL
(2) XXMAMAX XM = X XA X = X XB
(3) AMAX XM = AM XM C (AFXE)E,
O

Slede¢om teoremom dajemo analogno tvrdenje. Medutim, sam dokaz je nesto
slozeniji.

Teorema 3.27 Ako je Al € C™" Mur-Penrouzov inverz od A € C™™, tada je
(AMEAE £7.2 (1)} - inverz linearne relacije AAP.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Dokaz.
(1) AA (A[T})[*]A[T]AA[*] — AAH X X A A

hn
Xl[*] (XIAI + X2A3)A[1*]y1 ' X;Hl(XlAl + X2A3)A[1*]y1 =0
Z2
n
= AAN 2 CALHyy, = 0
(Ale)Myl 241t
22
Y1
— A Y2 . AsHiyp =0
A[1*]<A1X1)[*]y1 CASH (A1 X))y =0
22
n n
_ Y2 . * _ o Y2 . * o o %
=A (AleAl)[*]yl . A2H1y1 =0 =A Ag-*] ) . A2H1y1 =0 — AA[ }
22 22

Jednakosti koje se javljaju u ovim linearnim relacijama slede iz Teoreme 3.22 i detaljno
su izvedene u nastavku.

Neka je ASHyy, = 0. Tada:

XoH (X1 A1 + XoA3)AV Yy = X3H (X1 A, + XoA5)H Ay,
= X3(X A+ XoAs) H Ay,
= (X141 Xo 4+ Xo A3 X0) H Ay
= X;HlA[l*]yl = Xy ATH1y
= (A1 Xo)"Hyyr = —(A2Xy)"Hyyy = 0.

Takode,
Xl[*] (XlAl + XQAg)A[l*]yl = Xl[*] (X1A1 + X2A3>[*]A[1*]y1
= (X141 X, + X2A3X1)[*]A[1*]y1
kao i

A;Hl(Alxl)[*]yl = A5(AXq)"Hiyn = (A XqA2) " Huy
= (Ay — A X3A45)"Hyyy = 0.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Konacno je (A1 X141y = (A — A, X3 A1)y = APy,

(2) Pokazujemo drugi uslov iz definicije Mur-Penrouzovog inverza:

XHEXxAAH X X =
Y
— xkxA Y2 o XSHi (Xay + Xoye) =0
A[l*]Xl[*] (lel + X2y2) ‘ A§H1X1[*] (X1y1 + ngQ) =0

)

n
AP XX g+ Xoun) 2 Hi (Xay1 + Xoys)
)
n
* Y2 «

AlA[l*]Xl[*}(lel + Xoya) + Asws
A3A[1*}X{*}(lel + Xoy2) + Ayw;

Y1
=X Tyl L X3 Hi(Xayy + Xogo) = 0
<X1A1 —FXZAB)A[l]X{ ](lel —|—X2y2) 2 1( 1Y1 2y2)
*
Y1
(XlAl)[*](X1y1 + X2y2) 2 1( 191 2y2)
*
Y1
= Y2 . Xng(lel + X2y2> =0
Xl[*] (X ADH (X + Xowe) | X HU( X ADP Xy + Xoye) =0
Z2
Y1
Y2
- * C XEH Xy 4 Xoye) =0 p = XX
X1[ ](lel + Xoy2) (X, 202)
22
Slicno kao u (1), neka je X5 H;(X1y1 + Xoyo) = 0.
Sada je

A§H1X1[*] (Xiy1 + Xoyo) = (X1 A2) Hi(Xqyr + Xoyo) =
—AJXSH ( Xy + Xoya) =0
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3 Mur-Penrouzov inverz

X§H1(X1A1)[*](X1y1 + X2?/2) = (X1A1X2)*H1(X13/1 + X2y2)
= (Xy — XpA3X5) Hi(Xayr + Xay0) = 0.

Takode, vazi:

X114, A[* *] (Xay1 + Xaya) + Xy Asws + X2A3A[* [*](X1y1 + Xoy2) + XoAgwo
(X141 + XpA3)AY *]XM (Xay1 + Xoya) + (X1 A + XoAy)wo

(X214 + X2A3)[*]A[*]X " (Xiy1 + Xoyp)

(X141 (Xa A + X2A3))[*] (X1y1 + Xoyp)

(X1 ALX AL+ (X — Xo A3 Xo) As) (X + Xoys)

(X1 A X ADH Xy + Xogn) = (X1 — XaA3X1) AP (Xiyn + Xoys)

(X1 ADH Xy + Xog),

X XA (X + Xoys) = (X AX)P Xy + Xos)
(X1 — X2 A320) (Xayr + Xoyo)
= Xl[*] (Xiy1 + Xoyo).

(3) Sada pokazujemo da vazi (AM)FAMAAF C (AT AT AAFNM tj. da je zadovol-
jeno XMXAAM C (XHXAAN)E,

Y1
* x| y2 . * —

Z2

Poznato je da je XX AANM C (XM XAAM M ako i samo ako vazi
((A1X1> 5(71) H1y1 == IlHl(Ale) (39)

za sve vektore y = < 51 ) ix = ( il > takve da je A3Hyy; = ASHyx1 = 0.
2 2

Leva strana jednakosti (3.9) ée biti: ((A; X)) Hyy, = o7 H A Xy,
dok je desna strana:

CTH (A XDy = 2TH (AKX + AsXs — (AX5) )y
= TH\ A Xy 4 2t Hi Ay Xy, — o0 X5 A Hyy,
= lelAleyl;

sto sledi iz AsHyxqy = A3Hq iy, = 0.

Kako su leva i desna strana jednakosti (3.9) jednake, jasno je da sledi da je

XHxAAM C (X[*]XAA[*])[*].
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3 Mur-Penrouzov inverz

O

Slede¢im primerom pokazujemo da u opstem slucaju cetvrti uslov u Teoremi 3.26
nije zadovoljen, tj. da AH](A[H)[*] nije Mur-Penrouzov inverz linearne relacije A" A.
Jasno je da se moze pokazati da i tre¢i uslov u Teoremi 3.27 ne mora biti zadovoljen.

Primer 3.4 Neka su A = [ 1 ; } 1 H = [ (1) 8 ] Lako se dobija da je Mur-

2 -1

Penrouzov inverz matrice A matrica X = { 11

Pokazujemo da cetvrti uslov iz Definicije 3.22 ne vazi:

hn
Af A AF A = x XA A = N

29

gde su yy 1 zo proizvoljni kompleksni brojeuvi.

Prema definiciji H - simetricénosti imamo da iz AM(AMFAM A C (AF(A)H A A)F
sledi (z2)*y1 = (y1)* 22, Sto, ocigledno, nije zadovoljeno za y; =1 i zo = i.

Teorema 3.28 Ako je X = All € C"™" Mur-Penrouzov inverz matrice A € C™™
tada je AU(AINM Mur-Penrouzov inverz linearne relacije A¥IA ako i samo dako je

Xo"Hyyr =0 za sve y = ( szl ) koji zadovoljavaju Ay™ Hy(Ay; + Asys) = 0.
2

Dokaz. Iz Teoreme 3.26, ve¢ sledi da je AM(AMM is {1,2,(3)} - inverz od AMA. Za
X = Al vazi

n
XX AMA = x X R C ALH, (Ayys + Agys) = 0
A1[ }(A1y1 i A2y2) 2 1( 141 2?/2)
Z2
n
_x o - ASH (Ayyn + Asyn) =0
XMAM Ay + Ays) | X Hi A Ay + Asys) = 0
22
n
y2 *
Ay + Asyo 21 (Aun 202)
)
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3 Mur-Penrouzov inverz

n
Y2 %
X1 (Aryr + Agys) + Xozo 2 (A 242)
Xs(Ajyr + Agyo) + Xy2o
I ovde éemo koristiti uslove Teoreme 3.25.
Kako je A5H (A1y1 + Asy2) = 0, imamo

XQ*HlAl[*](Alyl + Aoye) = X5 ATH (Aryr + Asyo)
= —XZA;Hl(Alyl —+ Ang) = 0

Takode je,

X MAM (A + Asyo) = (A X)) Ay + Asy) =

(A1 X + Aa X5 — (A X)) (Ayyr + Aays)
A XAy + A XAy + Ar X Agye + As X3 Aoys
= (A1 X A1 + Ao X541y + (A1 X1 As + Ay X5A5)ys = Avyn + Asyo.

Potreban i dovoljan uslov za postojanje {(4) }-inverza (tj. X XM AMA C (X X AN A)l)

je:

(X1 (Arzy + Aows) + Xows) Hyyr = o1 " Hy (X1 (A1 + Aoyo) + Xoza),
kada je
AZ*HI(Alyl + Azyg) = 0 i AQ*Hl(Al.CEl + A2x2> = O

za sve vektore 29 i wo odgovarajucih dimenzija.

Poslednji uslov je ekvivalentan sa
o) (X1 A1) Hyyi+o5 (X1 Az) " Hyy+wp™ Xy Hiyy = o7 Hy Xy Ay a7 Hy X Apyo+aT Hi X5 2,

za sve 23 1 wy odgovarajucih dimenzija.

Nije tesko primetiti da je poslednji uslov zadovoljen ako i samo ako je
Xo"Hyyy = XoH121 =0 i
(X141 Hiyy + x5(X1A2) " Hyyy = 27 Hi Xh Ayyy + 27 Hi X Asys.
Stavise, iz Teoreme 3.25 i Xo"Hyjy; = X5 Hixy = 0 sledi
(X1 A)) Hyyy = xTHl(XlAl)[*}yl = 21 H1 X1 Ay
Sada je,
x5 (X1 A9) Hyyy = —a5(XoAy) Hyyp = —25 A X5 Hiyp =0 i
1 H1 X1 Asys = —a7H1 X5 A4y0 = 0.

Dakle, pod uslovom X;Hyy; = 0 za sve y = ( Zl ), takve da je ASHy(Ayyp +
2

Asys) = 0 vazi da su leva i desna strana poslednje jednacine iste. Prema tome, dobijamo
da je to i potreban i dovoljan uslov da Alfl( A1)l bude Mur-Penrouzov inverz od A A.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Analogno, vazi i slede¢a simetri¢na teorema.

Teorema 3.29 Ako je X = Alfl € C™"* Mur-Penrouzov inverz od A € C™™ tada
je (A[ﬂ)[*]A[ﬂ Mur-Penrouzov inverz od AA¥ ako i samo ako je Ay*Hyyy = 0 za sve

Yy = ( Zl ) koji zadovoljavajuXy® Hy(X1y1 + Xaoyz) = 0.
2

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.28.

O
Posledica 3.3 Ako je X = Alfl € C™" Mur-Penrouzov inverz od A € C™" i Ay = 0
i Xo = 0 (5to je ekvivalentno uslovu da linearne relacije AP i XU imaju potpune
Dokaz. Kako je A, = X5 = 0 imamo da je
ASH (Aryr + Asyo) = 0, X5 Hi(Xayr + Xoye) =0,
A;Hlyl = O 1 X;Hlyl = O

za sve vektore y = < il ) Prema Teoremi 3.28 i Teoremi 3.29 sledi
2

(A[*]A)[ﬂ — A[T]<A[T])[*} i (AA[*])”] — (A[T])[*]A[T].
]

Slede¢im primerom ilustrujemo da za razliku od osobine (4) u Teoremi 3.15, jed-
nakosti Alfl = (AMA)MAN i Al = AM(AAF)E ne vaze u prostorima sa degenera-
tivnim nedefinitnim skalarnim proizvodom.

Primer 3.5 Uzmimo matrice H = {é 8] i A =1, Tada je A) = X = I,.
Y
Prema Posledici 3.3 vazi (AFA)TAM = AB(ATHH AN = X X AN = Zi
Z2
Y1
Takode, AM(AAM)IH = AM(AINH AN = A XX = zi . Prema tome, bice
22

(A[*]A)[T]A[*] £ A and A[*}(AA[*])[T] £ Alfl.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju Mur-Penrouzovog inverza matrice u nede-
generativnom slucaju r(AAM) = r(A) = r(AMA) ukljuéuje rangove matrica. Kako
su za matricu A u degenerativnom slucaju AAM i AM A linearne relacije, jasno je da
se ovaj uslov nikako ne moze primeniti. U dosadasnjem radu nismo uspeli da damo
odgovor na ovo pitanje, pa ga ostavljamo kao otvoren problem.

Otvoren problem. Odrediti potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju Mur-
Penrouzovog inverza matrice u degenerativnim prostorima sa nedefinitnim skalarnim
proizvodom.

3.4 Mur-Penrouzov inverz H-normalnih matrica

U nastavku ¢emo pod matricama A € C"*" podrazumevati matricu oblika

A:[Al A,

, gde je podmatrica A; € C™*™, za m < n.
Az Ay

U opstem slucaju, ako postoji Mur-Penrouzov inverz matrice A € C"*", ne mora
postojati i Mur-Penrouzov inverz podmatrice A;.

. o 1 0 0
Primer 3.6 Neka je H = [ 01 01 = 0 -1 | 0 |. Mur-Penrouzov inverz
0 0 ]
matrice _
A | Ay 1 110
A= A | = 11 1
° 10]0
postogi 1 to je matrica
X, | X, 00 1
X = Y. x| = 10 —
5 -1 1] 0

Kako je r(Ay) # r(A A", prema Teoremi 3.13 sledi da Mur-Penrouzov inverz
matrice A; ne postoji.

Ukoliko je data matrica A € C™*" H-normalna, tada ne samo da iz egzistencije
Mur-Penrouzovog inverza matrice A sledi i egzistencija Mur-Penrouzovog inverza pod-
matrice A;, ve¢ se moze zakljuciti da je ona jo$ i matrica ermitskog ranga. Definicija
H-normalnih matrica i linearnih relacija u prostorima sa degeneratvnim skalarnim
proizvodom ve¢ je data u prethodnom delu. Podsec¢anja radi, napomenuc¢emo da je
kvadratna matrica A € C"*" H-normalna ako i samo ako je Ay =01 A A = A AL

Teorema 3.30 Neka je A € C™" H-normalna matrica. Ako postoji Alfl € €™,
tada postogi i A\ i vazi da je Ay matrica ermitskog ranga.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Dokaz. Kako je matrica A H-normalna, sledi da je A; H;-normalna matrica.
Za matricu X € C"" koja je Mur-Penrouzov inverz matrice A imamo da vazi:

T(Al) = T(AleAl) = T((Ale)[*]Al) = T(Xl[*}Al[*]Al) S T’(AIMA1> S T(A1>.

Prema tome,

T(Al) = T(Al[*}Al) = T(AlAl[*}),

pa sledi da Mur-Pennrouzov inverz za A; postoji.

Drugi deo dokaza sledi iz Teoreme 3.21.
O

Interesantno je pitanje reprezentacije Mur-Penrouzovog inverza. Mi dajemo ovu
A 0
Az Ay
A, invertibilna matrica. Sa aspekta linearnih relacija ovo znaci da AAM i AMA imaju
potpun domen, a ako je A H-normalna linearna relacija (zbog uslova invertibilnosti za
A,) dobijamo da je AMA = AAF,

Za pokazivanje ovog reprezentacije bi¢e nam potreban poznati Penrouzov rezultat,
koji ima veliki znacaj u reSavanju linearnih sistema. Na osnovu njega je Bjerhamar
[11] dao je karakterizaciju skupa unutrasnjih inverza proizvoljne matrice A.

reprezentaciju za poseban slucaj 2 x 2 blok matrice A = [ } , pri cemu je blok

Teorema 3.31 (/81]) Neka su A € C™*", B € CP*1 i D € C™*1. Matri¢na jednacina
AXB=D (3.10)
ima resenje ako i samo ako postoje AY € A{1} i BV € B{1}, takvi da je
AAYDBYB = D. (3.11)
U tom slucaju opste resenje jednacine (3.10) je
X =AYDBY 1y - AW AY BBW, (3.12)
za proizvoljnu matricu Y € C"*P,
Posledica 3.4 ([11]) Neka je A € C™™ i AY € A{1}. Tada je
A{1} = {AY + 7 — AWAZBBY : Z € C™"}. (3.13)

Teorema 3.32 Neka je A € C™"™ H-normalna matrica takva da postoji Alfl € C™m.
Neka je jos i Ay € CC=™X(=") 4nyertibilna matrica. Tada Mur-Penrouzov inverz ima
sledecu reprezentaciju

All 0

X — 9
—A7 A AN A AW 1y —y A, AP A

(3.14)

gde je Y € C=m)>™ proizvolina matrica.
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3 Mur-Penrouzov inverz

Dokaz. Kako je prema pretpostavci A H-normalna matrica, sledi da je Ay = 0. Neka
je matrica X = X X
] X; X,
obliku (3.20).

Jednacine iz Teoreme 3.23 svode se na:

(i

} Mur-Penrouzov inverz matrice A. Pokaza¢emo da je on u

)
(i) A;X; je Hy-samoadjungovana matrica ,
(iii) XoAy =0,
(iv) X341 + XyA3 je Hy-samoadjungovana matrica,
(v) A1 X141 = Ay,
(vi) 0=0,
(vil) A3X1A; + AsX3A1 + A3 XoAs + Ay X A = As,
(vill) Ag XAy = Ay,
(ix) X1A4:X7 + XoA3X; = X;,
(x) X141 X5 + XoA3Xs = Xo,
(xi) X3A41X7 + XqA3 X7 + XA X5 = X,
(xii) XyA3Xo + Xy A4 X, = Xy,

Zbog invertibilnosti matrice Ay, iz (iii) se jednostavno dobija da je Xy = 0, a iz (8) da
je X4 = A;'. Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju Mur-Penrouzovog inverza sada
se redukuju na:

(2) (AX)Fm = A1 Xy, (4) (XGA)Hm = X4,
(5) AleAl = Al 1 (9) XlAle - Xl-

Zbog jedinstvenosti Mur-Penrouzovog inverza za matrice u nedegenerativnim pros-
torima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom, sledi

X, = Alt (3.15)

Ostaje jos da se pokaze da je matrica X3 = —AglAgAgﬂAlAgl) +Y — YAlAgl).
Iz (7) imamo
AgA[lﬂAl + A4X3A1 - O, (316)
dok se (11) svodi na:
XA A 4+ A7 4,4 = 0, (3.17)
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Primetimo prvo da je sistem jednacina (3.16) i (3.17) ekvivalentan sa
X3A; = —A; A5 A1 A (3.18)

Zaista, jednacina (3.18) se dobija lako iz jednacine (3.16), mnozenjem sa A;' sa leve
strane, odnosno iz jednacine (3.17) mnozenjem sa A; sa desne strane.

Obrnuto, ako (3.18) pomnozimo sa leve strane sa A4 dobija se (3.16), dok mnozenjem
iste jednakosti sa leve strane sa A[lﬂ, dobijamo (3.17).

Kako je
—ITWA A AT A, A A = — A AAT A (3.19)
uslov (4.27) je zadovoljen, pa je prema Teoremi 3.31 jednacina (3.18) resiva.
Njeno opste resenje prema (3.12) dato je sa
Xy = —A; A A4, A0 4y —yA,AD.

Obratno, direktnom proverom lako se pokazuje da je

All 0

X =
—A7 A AN A AW 1y —y A, AP A

Y

gde je Y € C»=™)*™ proizvoljna matrica, Mur-Penrouzov inverz zadate matrice A.

O

Teorema 3.33 Neka je A € C*" H-normalna matrica. Ako postoji A[lﬂ 1 vazi
N(A;1) C N(A3), tada postoji Mur-Penrouzov inverz matrice A za koji vazi

A[T] 0

Alfl — 1
A A Al 1y — A Ay AR

, (3.20)

gde je Y € C=m>X™ matrica za koju je PYQ = O, gde je P = I — Afll’Z)A4 i Q =
I— A A,

Dokaz. Pokazujemo prvo da je sa (4.3) definisan Mur-Penrouzov inverz matrice A.
Kako je N(A;) C N(A3) i postoji A[lﬂ imamo

A AN A, = A, (3.21)
Sada imamo:
ax - | A Al 0
= 1 _ g 412) 4 gl A A02) (1.2)
A AT — 4, A0 2,410 Ay — 24,402 Ay A,AL
| A, Al 0
| AsAl — 4, A0 4347 A4
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Sli¢no je
wa | Al 4, 0
= | 402 44l 40 (1,2) (1,2)
] Al A, 0
AP A+ YA - AN AY A+ A Ay AT A,

Proveriéemo uslove za Mur-Penrouzov inverz:

(1)

AXA 11421A[1T]A1 1,2 01 2
As AT A] — 4,402 4,40 4, + 4,407 4, 4,407 4,
= [ i; 124 } = A, (zbog uslova (3.21)).
(2)
XAX = A[lﬂAlA[lﬂ (1,2) V 12 | = A[lﬂ 8 2)
K Al 4,40 K AL
gde je

K = vAAN - A8 Ay A, AT - A% 44T
Y — AP Ay — (1= AMPA)Y (1 — A, AT — A 4541
= v - A4y — PyQ — AP 4,40
= v - APy — Al A4 = X,

(3) i (4) Jednostavno se pokazuje da vazi (HAX)* = HAX i (HXA)* = HXA.

Obrnuto, neka je X potencijalni Mur-Penrouzov inverz. 1z H - normalnosti ponovo
imamo da su potrebni i dovoljni uslovi kao u dokazu prethodne teoreme (i) — (zi7).
Kako je (3.21), mnozenjem jednacine (i) sa A;»)A[lﬂ sa leve strane, dobija se A3Xy = 0.
Zamenom u (x) sledi da je Xy = 0.

Iz uslova (i7), (iv), (v) i (ix), zbog jedinstvenosti Mur-Penrouzovog inverza sledi da
je
X, = All. (3.22)

Iz uslova (viii) i (zii) dobijamo da je Xy = AS’Q) i refleksivni inverz uvek postoji.

Sada se iz (vii) dobija
A4X3A1 + A4A51172)A3 == 0, t_] A4X3A1 - —A4A511’2)A3. (323)
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3 Mur-Penrouzov inverz

Uslov (4.27) iz Teoreme 3.31 je zadovoljen npr. za A[lﬂ e A {1} i Aff’g) e A {1}.
Zaista, uz uslov A3A[1HA1 = A imamo
—AAND A, AT A, A0 A = — 4,40 A, (3.24)
pa je

Xy = AP AANY 44T Ly - ATP Ay A, AT (3.25)
= AP A4 1y — AN Ay A AT

za proizvoljnu matricu Y € C™~™*™  OQva matrica X3 mora da zadovolji i uslov (i)

Zamenom (3.26) u uslov (xi) dobijamo da je X3 resenje za
XA Al 4 A A, A0 1 AT A, x5 = X
ako i samo ako je

—AP A, AN 1 v Al AP Ay A Al
+AM Azl A Al A Ay
—AM Ay AT = AT 4l 1y - AT Ay A, AT

Posle sredivanja dobija se da je

yaAl A A,y A, AT
+ AP Ay =,

tj.
(I - AP AYY (T — A AT =0,

¢ime smo pokazali da matrica Y mora da zadovoji uslov PY(Q = 0, gde su P =
(f - AS’2)A4) iQ=(I- AlA[1ﬂ>'

O
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4 EP matrice

Ova glava sadrzi rezultate vezane za E P matrice u prostorima sa nedefinitnim
skalarnim proizvodom u odnosu na nedefinitan matri¢ni proizvod. U svim sekcijama
koje slede predstavljeni su originalni rezultati iz [83]. Neki od njih predstavljaju
poboljsanje rezultata koje je dao indijski matematicar Jayaraman u [51].

4.1 Nedefinitan matri¢ni proizvod

Kao i u prvom delu disertacije, nedefinitan skalarni proizvod na C" je seskvilinearna
forma definisana sa
[z, y] = (Hz,y), z,y€C",

gde je H € C™*" ermitska invertibilna matrica.

Ovde ¢emo uvesti i izvesne promene koje se ticu notacije. Naime, umesto oznake
H u literaturi je cesce je u upotrebi J kojom je takode oznacena ermitska invertibilna
matrica. Shodno tome, i mi ¢emo koristiti takvu oznaku. Pored toga zahteva¢emo
da za ovu matricu J vazi i dodatni uslov J? = I. Ovaj uslov koristili su i autori u
radovima [51, 87, 88] i predstavlja svojevrsno uopstenje prostora Minkovskog. U nekim
slucajevima ovaj uslov nec¢e biti neophodan, dok ¢e u drugim biti od velikog znacaja.

Druga bitna razlika jeste u samoj definiciji proizvoda matrica (vektora). U radu
[88], definisan je novi proizvod matrica koji je nazvan nedefinitan matriéni proizvod.
Na taj nacin dobija se analogija sa nekim rezultatima u Euklidskom prostoru.

Moze se definisati i Mur-Penrouzov kao i grupni inverz matrice u odnosu na nedefini-
tan matricni proizvod, Sto ¢e u nastavku biti i u¢injeno.

Definicija 4.1 (/88]) Neka je J,, € C™ ™ matrica za koju je J, = J: = J'. Nedefini-

tan matricéni proizvod matrica A € C™*" i B € C™*! definisan je sa
AoB = AJ,B. (4.1)
Definicija 4.2 (/88]) Neka je A € C™*". Adjungovana matrica matrice A je matrica

AWM = g A* T .

Interesantno je da za ovako definisanu matricu A vazi

Aow,y) = [r,(ToAo D oy] i [Az,y] = [r, AVl
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4 EP matrice

alinei [Aox,y] = [z, A oy]. U nastavku éemo koristiti nedefinitan matriéni proizvod
bez posebnog naglasavanja matrice J i njene dimenzije. Za J, = I, nedefinitan ma-
triéni proizvod svodi se na obic¢an proizvod matrica, a J - adjungovanost na uobicajnu
adjungovanost matrica.

Definicija 4.3 (/88]) Matrica X € C"*™ je Mur-Penrouzov inverz matrice A € C™*™
ako zadovoljava sledece cetiri jednacine:

AoXoA=A, XoAoX =X, (AoX)M=A0X i (XoA) =Xo0A (42)

Definicija 4.4 (/88]) Matrica X € C™"je grupni inverz matrice A € C™", ako
zadovoljava sledece jednacine:

AoXoA=A XoAoX=X i AoX =XoA.

Kako bismo istakli razliku izmedu pojmova Mur-Penrouzovog inverza u prostorima
sa nedefinitnim skalarnim proizvodom u sucaju obi¢nog ili nedefinitnog matricnog
proizvoda, uvodimo novu notaciju. Mur-Penrouzov inverz pravougaone matrice A
oznacavaéemo sa Al a grupni inverz iz Definicije 4.4 sa A#,

Potreban i dovoljan uslov egzistencije Mur-Penrouzovog inverza u ovom slucaju je
r(AF o A) = (Ao AF) = r(A) i nije tesko primetiti da je on uvek zadovoljen. Stavise iz
samih Penrouzovih jednacina (4.2), kao iz osobina matrice J, sledi da Mur-Penrouzov
inverz matrice A ima oblik

Al = g At (4.3)

gde je sa AT oznacen obi¢an Mur-Penrouzov inverz. Iz ovog oblika takode sledi egzis-
tencija i jedinstvenost.

S druge strane, slicna analogija kod grupnog inverza ne vazi. Uslovi postojanja
grupnog inverza u Euklidskom slucaju i u prostoru sa nedefinitnim skalarnim proizvodom
i nedefinitnim matri¢nim proizvodom potpuno su nezavisni. Tako, na primer, za

11 . 1 0
A‘(11> 1J_(0-4>
AP ne postoji, dok je A# = %A. Za matrice
11 . 1 0
o(i1) (o h)
bi¢e B#l = %B, dok B# ne postoji.
Poznato je da grupni inverz matrice u Euklidskom prostoru postoji ako i samo ako

je ispunjen uslov r(A?) = r(A). Sli¢no, potreban i dovoljan uslov egzistencije grupnog
inverza u nasem slucaju biée r(A®) = r(A), tj. r(AJA) = r(A). Ukoliko postoji
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4 EP matrice

grupni inverz, on je jedinstven.

Moze se pokazati da vazi jos i A#l = (AJ)#J. Ukoliko matrice A i J komutiraju,
tada oba grupna inverza postoje i u tom sluc¢aju vazi A# = A#.

U nastavku dajemo definiciju slike i jezgra matrica u odnosu na nedefinitan matriéni
proizvod. Za proizvoljnu matricu A oni ¢e radi jasnijeg izlaganja biti oznaceni sa Ra(A),
odnosno sa Nu(A).

Definicija 4.5 Neka je A € C™*". Skup Ra(A) = {Aox :x € C"} je slika matrice
A i predstavlja potprostor u C™.
Skup Nu(A) = {x € C": Aox = 0} je jezgro matrice A i predstavlja potprostor u C".

Vazi:
Ra(A) = R(A) i Nu(A) = N(AJ), (4.4)

kao 1

Ra(AM) = R((AJ)") i Nu(AM) = N(A"). (4.5)

Indijski matrematicar Menaksi je u radu [64] dao dovoljne uslove pod kojima zbir
EP matrica ostaje EP. Ovaj rezultat je takode uopsten i na J — EP matrice u origi-
nalnom radu [83] i predstavljen je u slededj sekeiji.

Zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz proizvoda matrica izucavali
su brojni matematicari. U radu [83] ovaj problem je takode izuc¢avan i dato je neko-
liko rezultata pod pretpostavkom da je (neka od) matrica u proizvodu J — E P matrica.

Na kraju, u sekciji 4.4, dokazujemo generalizaciju zvezda parcijanog uredenja (star
partial ordering) na prostore sa nedefinitnim skalarnim proizvodom i sa nedefinitnim
matri¢nim proizvodom.

4.2 FEP i1 J— EP matrice

U Glavi 3 bilo je re¢i o EP-matricama. Veliki broj matematicara izucavao je EP
matrice i EP linearne operatore na Banahovim i Hilbertovim prostorima. Neki od bit-
nijih rezultata mogu se naéi u [6, 12, 16, 17, 26, 23, 30, 43, 55]. D. Mosi¢, D. Dordevié
i J. Koliha u [77, 78] ispitivali su EP elemente na prstenima sa involucijom, pri ¢emu
su do poznatih rezultata dosli ¢isto algebarski.

U radu [51] iz 2012. godine, autor je definisao EP matrice u prostoru sa nedefinit-
nim skalarnim proizvodom u odnosu na nedefinitni matric¢ni proizvod. Takve matrice
nazvane su J — FP matricama. U tom radu pokazane su osobine ovih matrica, kao i
veza sa obiénim EP matricama. U autorskom radu [83], veliki broj rezultata je uopsten,
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4 EP matrice

dok je vise njih dokazano pod oslabljenim uslovima od postoje¢ih. J — E'P matrice su
matrice koje komutiraju sa svojim Mur-Penrouzovim inverzom, pri ¢emu je nedefinitni
matriéni proizvod definisan sa (4.1).

Definicija 4.6 (/51]) Matrica A € C™" je J-EP ako vazi Ao AH = Alil o A.

Jasno je da se klase EP i J — E'P matrica ne poklapaju, tj. neka EP matrica ne
mora da bude i J — EP i obrnuto. Koriste¢i poznati rezultat da za kvadratnu matricu
J, = J* = J1i proizvoljnu matricu A € C™*" vazi (AJ)" = JAT, jednostavno se
moze dokazati sledeca lema koji daje finu vezu izmedu EP i J — E P matrica.

Lema 4.1 (/51]) Matrica A € C™*" je J-EP matrica ako i samo ako je AJ € C*"
EP matrica.

U radu [17] Ceng i Tian dali su karakterizaciju EP kompleksnih matrica, dok je D.
Dordevié¢ u [23] dosao do sliénih rezultata za EP operatore u Hilbertovim prostorima.
Moze se pokazati da mnoge osobine koje vaze za EP matrice vaze i za J — EP ma-
trice. Analogno, slede¢om teoremom, dajemo i karakterizaciju J — F'P matrica. Dokaz
izostavljamo, a sledi direktno iz Leme 4.1.

Teorema 4.1 Neka je A € C™*". Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) A je J-EP;
(2) Ao Al — A®@) 4 (A[i])(Z);
(3) Ao A = (AH)2) o AG).
(4) Ao Al o AM 0 A= A¥ 0 Ao Ao Al
(5) Ao Ao Ao A = Ao Al o Allo A;
(6) Ao Al o (Ao AM — AM o A) = (Ao AM — A o A) 0 Ao AW,
(7) Alo Ao (Ao AM — AM o A) = (Ao AM — AM o A) 0 Ao Alll;
(8) Ao Al o A+ Ao A o APl = 24,
(9) Ao Al o A4+ Ao Al o AW = 24H;

(10) Ao Ao Al - Alllo Ao A =24;

(11) Ao Ao AW 4+ (Ao Ao AF) = A + AN,

(12) Ao Ao A+ (Ao Ao A = A4 AV

Teorema 4.2 ([51]) Neka su A i B kvadratne matrice istih dimenzija. Tada vaZi
sledece:

(a) Ako je AJ = JA, tada je A EP matrica ako i samo ako je A J-EP matrica;
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(b) Ako je AJ = JA, tada AB je EP ako i samo ako Ao B je J-EP;
(c) A je J-EP ako i samo ako je Ra(A?) = Ra(AM).

Dokaz. (a): Neka je AJ = JA. Tada vazi i ATJ = JA!. Po definiciji je Ao AF =
AAtJ. S druge strane vazi A o A = JATA, pa je

Ao Al = A% o Aako i samo ako je AATJ = JATA,

Sto je ekvivalentno sa ATA = AAT tj. Aje J— EP matrica.

(b) Neka je Ao B J — EP matrica. Tada je (Ao B)#o(AoB) = (Ao B)o(AoB)H,
tj.
J(AJB)AJB = AJB(AJB)'J,
odakle, zbog komutativnosti matrica A i J sledi

(AB)'AB = AB(AB),

¢ime je pokazano da je AB EP-matrica.
Drugi smer se dokazuje analogno.

(¢) Za dokaz ovog tvrdenja koristimo Lemu 4.1. Sada imamo: A je J — EP ma-
trica ako i samo ako je AJ EP matrica, $to je ekvivalentno sa R(AJ) = R((AJ)*) =
R(JA*J). Dalje sledi

Ra(AP) = R((AJ)?) = R(AJ) = R(JA*J) = R(AM).
O

Slede¢ih nekoliko teorema i primera predstavljaju originalne rezultate objavljene
u radu [83] i odnose se na vezu izmedu EP i J — EP matrica. Narednom teoremom
dajemo potrebne i dovoljne uslove da nedefinitni matri¢ni proizvod matrica A i B bude
J—EP.

Teorema 4.3 Neka je A € C™" takva da je Al = A i B € C™*™. Matrica Ao B je
J-EP ako i samo ako je A*B EP matrica.

Dokaz. Ovo tvrdenje mozemo dokazati na dva nacina. Ovde ¢emo izloziti oba. Prvi

nacin je algebarski, uz koris¢enje poznate ¢injenice da je A = JATJ. Drugi nacin se
bazira na Lemi 4.1.

Dokaz 1. Neka je A¥ = A. Tada je JA*J = A, t.j.
A J=JA 1 JA*=AJ
Prema tome, imamo (Ao B)¥lo Ao B= Ao Bo (Ao B)¥ ako i samo ako je
J(AJB)'AJB = AJB(AJB)'J,
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tj. J(JA*B)'JA*B = JA*B(JA*B)1J, sto je dalje ekvivalentno sa
J(A*B) A*B = JA*B(A*B)".

Mnozeéi ovaj izraz sa leve strane matricom J dobijamo (A*B)'A*B = A*B(A*B)T,
¢ime je tvrdenje dokazano.

Dokaz 2. Drugi dokaz je nesto jednostavniji: Pod pretpostavkom da je A¥ = A,
imamo A o B je J-EP matrica ako i samo ako AJB je J-EP, §to je ekvivalentno sa

JA*B je J- EP. (4.6)
Na osnovu Leme 4.1 dobijamo da (4.6) vazi ako i samo ako je A*B EP - matrica.

O

Teorema 4.4 Neka su A i B kvadratne matrice istih dimenzija. Ako A komutira sa
JB ili ako B komutira sa AJ tada je proizvod Ao B J — EP matrica ako i samo ako
je BA EP matrica.

Dokaz. Neka matrica A komutira sa JB. Tada, prema Lemi 4.1 sledi da je Ao B
J — EP ako i samo ako je AJBJ EP matrica, sto je dalje ekvivalentno sa tvrdenjem
da je JBAJ EP matrica. Ako primenimo Lemu 4.1 dvaput, dobijamo da je BA takode
E P matrica. Ostatak dokaza izvodi se analogno.

O

Slede¢om teoremom dajemo uslov pod kojim je neka matrica A istovremeno EP i
J — EP. Ovaj uslov je slabiji od uslova datog Teoremom 4.2, (a).

Teorema 4.5 Neka je A € C™" takva da matrica J komutira sa ATA. Matrica A je
J-EP ako i samo ako je A EP-matrica.

Dokaz. Neka J komutira sa ATA i neka je A J-EP matrica. Tada imamo
ATA = ATATT = JATAT = JATJJAT = AH o AT = Ao AHJ = AAT,
Prema tome, A je EP-matrica.

Obrnuto, neka J komutira sa ATA pri é¢emu je A EP matrica. Tada vazi
Ao Al = AJJAN T = AATT = ATAJ = JATA = Al 6 A,

¢ime se dokazuje da je A J-EP matrica.

Analogni rezultat da¢emo slede¢om teoremom bez dokaza.
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Teorema 4.6 Neka je A € C™" takva da matrica J komutira sa AAT. Tada vazi da
je A J — EP matrica ako i samo ako je A EP matrica.

Da su uslovi Teoreme 4.2 zaista oslabljeni pokazujemo teoremom i primerom koji
slede.

Teorema 4.7 Neka je A € C™". Ako je AJ = JA tada je ATAJ = JATA § JAAT =
AATT.

Primer 4.1 Neka su A = ( 1 (1) ) 1 J = ( é _01 ) Kako je A invertibilna ma-

trica, vazi JATA = ATAJ = J. Medutim ni A ni A" ne komutiraju sa J.

U nastavku dajemo jos jedan rezultat o ekvivalenciji EP i J — FP matrica.

Teorema 4.8 Neka je A € C**" i N(AJ) = N(A). Matrica A je EP ako i samo ako
je A J-EP matrica.

Dokaz. Iz uslova N(AJ) = N(A), uzimajuéi direktne komplemente obeju strana,
dobijamo R((AJ)*) = R(A*).

Neka je A J-EP matrica. Prema Lemi 4.1 sledi da je AJ je EP matrica. Tada je
R((AJ)*) = R(AJ) i N((AJ)*) = N(AJ). Odavde je
R(A) = R(AJ) = R((AJ)") = R(A")

N(A*) = N(JA") = N((AJ)*) = N(AJ) = N(A).
Dakle, A je EP matrica. Drugi smer dokaza moze se pokazati analogno.

O

Jasno je da ukoliko vazi AJ = JA tada je i N(AJ) = N(A), kao i R((AJ)*) =
R(AJ). Obrat ne vazi, pa je ovaj rezultat takode jaci od rezultata datog Teoremom
4.2, (a), sto potvrduju primeri dati u nastavku. Njima je ilustrovana pomenuta ekviva-
lencija za matrice koje ne komutiraju sa matricom J, ali za koje vazi N(AJ) = N(A).

Primer 4.2 NekasuA:(i (1)) iJ:((l) (1)) Tada je

0 1 _ 11
= (1) caas (1),

Kako su A i1 AJ invertibilne matrice, imamo N(AJ) = N(A) = {0}. Takode je
At = A7Y pa je A EP-matrica, a takode i J-EP matrica.

te je AJ # JA.
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00 10
00 .
JA:(1 1>,paj6AJ7éJA.

Primer 4.3 NekasuA:(l 1)2’J:(0 1>. TadajeAJz(é é):Ai

Medutim, za ovakve matrice A i J vazi N(AJ) = N(A), kao i AT = 1/2( 1 8 )

Jednostavno se dobija da A nije ni EP, ni J-EP matrica.

U Primeru 4.2 matrica A je bila invertibilna. U tom sluc¢aju rezultat je gotovo
trivijalan posto za invertibilne matrice vazi da su i EP i J — E'P matrice, pri ¢emu
je jos i N(AJ) = N(A) = {0}. Medutim, moze se pokazati da ovaj rezultat vazi i za
singularne matrice.

111 1 0 0
Primer 4.4 Nekasu A= 1 0 0 | ¢J=| 0 —1 0 |. Imamo da je
1 00 0 0 -1
1 -1 -1 1 11
AJ=( 1 0 0 i1 JA=1 -1 0 0 |,
1 0 O -1 0 0
te je AJ # JA. Nije tesko videti da je N(AJ) = N(A) = Span{(0,1,-1)"}.
0 2 2
Takode imamo AT = i 2 -1 —1 |. Kako je
2 -1 —1
1 4 0 0
AATzAfAzZ 02 2|,
0 2 2
matrica A je EP.
4 0 0
Direktnim izracunavanjem dobija se Ao A = Ao Al = /41 0 =2 =2 |, céime
0 -2 -2

se dokazuje da je A takode i J-EP matrica.

Teorema 4.9 Neka je A € CY"™ J-idempotentna i J-EP matrica. Tada je A EP-
matrica ako i samo ako A komutira sa J.

Dokaz. Neka je A J-idempotentna J-EP matrica. Tada vazi,

AJA= A (4.7)
JATA = AATJ. (4.8)

Ako jednakost (4.8) pomnozimo sa J sa leve i sa desne strane dobijamo ATAJ =
JAAT.
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Sada, mnozenjem sa A dobija se ATAJA = JAATA. Kako vazi (4.8), to je ekvivalentno
sa ATA = JA.
S druge strane, ako (4.8) pomnozimo sleva sa AJ dobijamo

AJJATA = AJAAT,
ili A = AATJ, §to je ekvivalentno sa AJ = AAT.

Prema tome, sledi AAT = ATA ako i samo ako AJ = JA.
]

Uslov J-idempotentnosti matrice A (A2 = A) ne moze se izostaviti. To ilustrujemo
slede¢im primerom.

. 10 . 01 ‘ 11
Pr1mer4.5NekassuA—(1 1>1J—(1 0). TadajeAJA—(2 1)

i prema tome A £ A, Kako je At = _11 (1) i Al = < (1J _11 ), mozemo

primetiti da je A J-EP matrica 1 istovremeno i EP-matrica.

JasnojedajeAJ:((l) i) iJA:(i é) te je AJ # JA.

Sledeé¢im primerom pokazujemo da se u Teoremi 4.9 uslov da je matrica A J-EP
takode od krucijalnog znacaja.

. 2 V2 . 1 0 .
Primer 4.6 NekasussadaA—(\/§ 1 )zJ—(O _1>. Tada je

B (2 V2 1 0 2 V2
roamanm= (5 EY (10 ( 3 )
i AT = %A, pa sledi da je A EP- matrica.

S druge strane imamo da je

1 1 2 \/§ _ 1 1 2 —\/§
[ E—— E—— 3 = _

odakle ocigledno sledi da A nije J-EP matrica.
Jasno, vazi i AJ # JA.

Poznato je da za svaki linearni operator A € L(C",C™) (tj. matricu A € C™*")
vaze identiteti

R(A*) = N(A)* i R(A)* = N(A4").
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U prethodnoj glavi Teoremom 3.18 pokazano je da to vazi i u slu¢aju matrica u pros-
torima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom, sa standardnom operacijom mnozenja:

R(AM) = N(AH i R(AH = N(AH),

Ukoliko postoji Mur-Penrouzov inverz date matrice A, tada su ovi potprostori jos i
direktni komplementi.

Ako posmatramo matrice u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom i
nedefinitnim matricnim proizvodom, dobijamo identitete

Ra(AM) = Nu(A)* i Nu(AM) = Ra(A)*.

Zaista, iz (4.4) i (4.5), gornje jednakosti jednostavno slede. Ovde se ortogonalnost
posmatra u standardnom smislu. U opStem slucaju ne vazi

Ra(AM) = (Nu(A)H 1 Nu(A¥) = Ra(A)H.
U radu [87] Teoremom 2.5, pokazano je da za m X n realnu matricu A vazi
Ra(I o A) = Nu(AFHH,

Taj rezultat dobijen je kao posledica Farkasove i Fredholmove alternative, ¢ije uopstenje
navodimo u nastavku. U Euklidskom slucaju teorema o Farkasovoj alternativi glasi:

Teorema 4.10 [87] Neka je A m x n realna matrica i b € R™. Tada vazi ili
(i) za Az = b postoji resenje x > 0, ili
(ii) za A*y > 0,(b,y) < 0 postoji resenje y.

Teorema 4.11 ([87], Farkasova alternativa) Neka je A m X n realna matrica i b €
R™. Tada vazi ili

(i) za Aox =b postoji resenje x > 0, ili

(i) za (I o Aoy >0,[b,y] < 0 postoji resenje y.
Dokaz. Lako je primetiti da obe alternative ne mogu vaziti istovremeno. Pret-
postavimo da (7) ne vazi. Tada sistem AJ,z = b, > 0 nema resenja. Prema Teoremi
4.11 postoji vektor z € R™ takav da je J,A*z > 0 pri ¢emu je (b,z) < 0. Kako je
J,, invertiilna matrica, postoji y € R™ takav da je z = J,,y. Tada je J,A*J,,y > 01

(b, Jmy) < 0. Primetimo da je [b,y] = (b, Jny) i (Io Aoy = J,A*J,y. Prema tome,
vazi alternativa (ii).

l

Kao posledicu Farkasove alternative, izvodi se Fredholmova alternativa.

Teorema 4.12 ([87], Fredholmova alternativa) Neka je A m X n realna matrica i b €
R™. Tada vazi ili
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(i) za Aox =b postoji resenje x, ili
(i3) za (I o Aoy >0, [b,y] # 0 postoji resenje y.

Dokaz. Jasno je da (7) i (i7) ne mogu vaziti istovremeno. Pretpostavimo da ne vazi (7).
Stavljajuéi da je x = 2! — 22 pri ¢emu je x!, 2% > 0, dobijamo da za Aox! — Aoa? =b
ne postoji resenje z', x> > 0. Neka je sada B = (A, —A) i u = (2!, 2?), dobijamo
da Bou = b, v > 0 nema reSenja. Prema Teoremi 4.11 postoji y € R™, takav da
je(IoB)Moy >0il[by <0. Konatno, [ o B = (I o A,—(I o A)), te se dobija
(IoA)oy=01[by] #0. Prema tome, vazi alternativa (i7).

O

Konaéno dajemo teoremu o ortogonalnosti potprostora Ra(l o A) i Nu(AM).
Teorema 4.13 (/87]) Za m x n realnu matricu A vazi Ra(I o A) = Nu(AM)H,

Dokaz. Neka je b € Ra(I o A) i y € Nu(AM). Ako je [b,y] # 0, tada sistem
(I o B)Fly =0, [b,y] # 0 ima resenje y, gde je [ o B = A, i prema tome [ o A = B.
Prema Fredholmovoj alternativi ne postoji resenje za [ o Aoz = b, sto je kontradikcija.
Dakle, vazi da je [b,y] = 0, kao i Ra(l o A) C Nu(AM).

Obrnuto, pretpostavimo da je y € Nu(AM)H. Tada za svako u vazi A ou =
0 = [u,y] = 0. Stavljajuéi B = I o A, dobijamo da je (I o B) ou = 0, odakle
sledi [u,y] = 0. Prema tome, tvrdenje (ii) iz Fredholmove alternative ne vazi, pa stoga
alternativa (i) ima resenje. Dakle, postoji vektor = takav da je I o Ao x = u. Odavde

sledi da w € R(I o A), ¢ime je teorema dokazana.
O

U radu [83] pokazali smo da je ortogonalnost (preciznije, J-ortogonalnost) potpros-
tora Ra(AM) i Nu(A) u bliskoj vezi sa EP i J — EP matricama.

Teorema 4.14 Neka je A € C™*™. Bilo koja dva tvrdenja impliciraju trece:

(i) Ra(A™) = Nu(A)H,

(ii) A je EP-matrica,

(11i) A je J-EP matrica.
Dokaz. (1,2) = (3) ((1,3) = (2)):
Neka je Ra(AM) = Nu(A)H. Tada imamo da je R(JA*) = N(AJ)H. Prema [33],
(2.2.3), vazi da je R(JA*) = J(N(AJ))*. Imajuéi u vidu da je matrica J invertibilna,
dobijamo R(A*) = N(AJ)*+. Takode je poznatoi N(AJ)* = R((AJ)*) odakle kona¢no

sledi da je R(A*) = R((AJ)*) i, prema tome, N(A) = N(AJ). Sada, prema Teoremi
4.8, imamo da tvrdenje (iii) sledi (tvrdenje (ii), respektivno).
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(2,3) = (1): Neka je A € C™*" istovremeno i EP i J-EP matrica. Tada vazi
R(A) = R(A") 1 N(A) = N(A"), (4.9)
kao i
R(AJ) = R((AJ)") i N(AJ) = N((AJ)"). (4.10)
Sada c¢e biti:

Ra(A")) = R(JA") = JR(A") &
JR(A) = JN(A*)* "L
JN(AJ): = (N(AT)H = Nu(A)H.

Dakle, tvrdenje (i) je dokazano.

O

Teoreme 4.4 i 4.2 dale su odgovor na pitanje kada je nedefinitni matriéni proizvod
dveju matrica J — F'P matrica. Jednako interesantno jeste odrediti uslove pod kojima
je zbir J — E'P matrica opet J — E'P matrica. Slicnim problemom u prostorima sa
obi¢nim skalarnim proizvodom i £ P matricama bavili su se mnogi matematicari. Jedan
od takvih rezultata moze se naéi u [64] i navodimo ga u nastavku.

Teorema 4.15 ([64]) Neka su A;, i = 1,...,m, EP matrice. Tada je suma A =" A,
EP matrica ako vazi neki od sledeéih ekvivalentnih uslova:

(1) N(A) C N(4;), za svakoi=1,...,m;

Ay
As

2)r| = | =r4)
A,
Dokaz. Prvo dokazujemo ekvivalenciju uslova (1) i (2). Pretpostavimo da je N(A) C
N(A;) za svako i = 1,...,m. Odavde sledi da je N(A) C [ N(A;). Kako je N(A) =
N A) DN(A)NN(Ay) N---NN(A,) sledi da je N(A) D N(A;). Prema tome,
vazi
A
Ap

N(A)=(N(4) =N
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A
Ay
tejeir ' = r(A), pa tvrdenje (2) sledi.
Ap
A1 Al
AQ AZ
Obrnuto, kako je N ' = N(A;) CN(A), tj. r ' =7r(A)
A Am

sledi N(A) = N(A;). Prema tome, N(A) C N(A;) za svako i = 1,...,m pa tvrdenje
(1) vazi. Dokazujemo drugi deo tvrdenja. Kako je A; E P matrica za svakoi = 1, ..., m,
vazi da je N(A;) = N(Af) zasvakoi =1,....m. Iz N(A) C N(A;) zasvakoi=1,...,m
sledi

N(A) € (YN(A) = (\N(AD) € (\N(A) § r(4) = r(A°).
Odatle je N(A) = N(A*), pa je matrica A EP, ¢ime je tvrdenje dokazano.

O

Jos jednim rezultatom u istom radu autor je dao dovoljne uslove da suma EP
matrica bude FP matrica.

Teorema 4.16 ([64]) Neka su A; EP matrice za svako i = 1,...m, takve da vazi
> ArA; =0
i#]

Tada je A=Y A; EP matrica.

Dokaz. Kako je > ., . ATA; = 0, bice A*A = (D ANO_A;) = Y AMA; pa je

i#] 4
Ay Ay Ay
A Ay Ay
N(A) = N(A*A) = N(D_AfA) = N ' ' = N ' =
A A A,

N(A;)NN(Az)N---NN(A,,). Prema tome, N(A) C N(A;) zasvakoi = 1,...,m. Kako
je jos i A; EP matrica za svako 1 = 1,...,m, prema Teoremi 4.15 A je E'P matrica.

O

Kao generalizaciju ovog rezultata na prostore u kojima je definisan nedefinitni ma-
triéni proizvod, u radu [51] data je sledeca teorema.
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Teorema 4.17 Neka su Ai,...A,, J — EP matrice 1 neka je A == A+ --- + A,,.
Pretpostavimo da vazi Nu(A) € Nu(A;) za svakoi=1,...,miA;0A; =0, zai# j.
Tada je matrica A J — EP.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi Nu(A) C Nu(A;) za svako ¢ = 1,...,m. Matrice
A;J su EP, prema Teoremi 4.1. Kako je jos i A; 0 A; = 0, za i # j, sledi da je
R(J(A; + ... An)*) = R(((A1 + -+ + A)J)?). Leva strana je jednaka sa Ra((A; +
-4 AP, dok se ponovnim koriséenjem A; o Aj =0, za i # j dobija da je desna
strana Ra(A[lg] +-- 4 A,[?L]) = Ra(AP)). Prema Teoremi 4.2 (c), matrica A je J — EP.

O

U poslednjoj teoremi uslov A;0A4; = 0, za i # j moze se potpuno izbeci. To pokazu-
jemo slede¢om teoremom koja se dokazuje jednostavno prelaskom na £ P matrice.

Teorema 4.18 Neka su Ay, ..., A, J — EP matrice. Ako je Nu(A) C Nu(A4;) za
svakoi=1,...,m, tada je A=A, +---+ A, is J-EP.

Dokaz. Neka su A;,..., A,, J-EP matrice i neka je A := A; +---+ A,,. Tada su
prema Teoremi 4.1 A;J, ..., A, J EP matrice. Iz uslova Nu(A) C Nu(A;) sledi da je
N(AJ) C N(A;J) zasvako i = 1,...,m. Prema Teoremi 4.15 AJ := Ay JJ+---+ A, J
je E'P matrica, te je A zbog toga J — E P matrica.

O
Takode, imamo i sledec¢i rezultat koji se odnosi na sumu J — E P matrica.
Ay
Ay
Teorema 4.19 Neka su A,,...A,, J — EP matrice. Ako jer , =r(A), tada
A

jeA:=A+---+ A, J— EP matrica.

Dokaz. Neka su A,..., A,, J — EP matrice, tj. A;J je EP matrica za svako i =
Al AlJ
AQ AQJ

1,...,m. Kako je r = r(A), sledi da je i r(AJ) = r(A) =r

Am AnJ
Matrica AJ = AyJ + --- + A, J je prema Teoremi 4.15 E'P matrica, te je stoga A
J — E'P matrica.

O
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4.3 Zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov
inverz

Neka su A i B kvadratne kompleksne matrice istog reda. Ukoliko su one invertibilne,
poznato je da je invertibilan i njihov proizvod, kao i da vazi:

(AB) ' =B1tA™h (4.11)
Ova relacija se naziva zakon obrnutog redosleda, ili skra¢eno ROL.

Tokom 60-ih godina proslog veka, sa razvojem teorije uopstenih inverza, mmnogi
matematicari bavili su se i problemom uopstenih inverza proizvoda dveju matrica.
Prirodno, nametnulo se pitanje pod kojim uslovima vazi zakon obrnutog redosleda
u tom slucaju. Uopstenje (4.11) za Mur-Penrouzov inverz proizvoda dveju matrica
AeCri B e CY™™ glasi:

(AB) = BT AT, (4.12)

i on u opstem slucaju ne vazi.
Potrebne i dovoljne uslove pod kojima (4.12) vazi prvi je dao americki matematicar
Grevil 1966. godine u radu [37]:

(AB)' = BTA" & R(A*AB) C R(B) i R(BB*A*) C R(A"), tj.
(AB)' = B'A" & ATABB*A* = BB*A* i BB'A*AB = A*AB.

Rumunski matematicar Argirijade je dosao do novog rezultata koji je objavljen
1968. godine u radu [2]:

(AB)' = BTA" & A*ABB* je matrica ermitskog ranga. (4.13)

Zakon obrnutog redosleda za uopstene inverze bio je izucavan i za proizvod tri
kompleksne matrice.

(ABO)' = C'BTAT (4.14)

Znacajniji rezultat dao je Hartvig 1986. godine u [42], Tian u [96, 97] iz 1994. i 1992.
godine. Pored toga, neki rezultati dobijeni za proizvod dve i tri matrice uopsteni su na
proizvod n matrica:

(AjAy. . AT =Af . ALAT (4.15)

kao i na tezinski Mur-Penrouzov inverz:
(AB);r\/[,L - BJTV,LAR/[,N- (4~16)

Zakonom obrnutog redosleda za tezinski inverz bavili su se Sun i Vei [95], kao i Vang

[98].

Brojni su rezultati okoji se odnose na zakon obrnutog redosleda na skupu ogranic¢enih
linearnih operatora. Kako se matri¢ni rang ne moze upotrebiti u ovom slucaju, Pordevié¢
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i Dincic koristili su novi pristup svodenjem linearnog operatora na matri¢nu formu
koja je indukovana dekompozicijom Hilbertovog prostora. Ovi rezultati mogu se naci
u radovima: [22, 24, 27]. Poznata su i uopstenja na C*-algebre, kao i na prstenima sa
involucijom, itd.

Ovde ¢emo napomenuti da ima smisla izucavati zakon obrnutog redosleda za Mur-
Penrouzov inverz proizvoda matrica u prostorima sa nedefinitnim skalarnim proizvodom
(koji je definisan u Glavi 3). Problem egzistencije ovog inverza predstavlja glavnu
prepreku u tome. Kao i kod ogranicenih linearnih operatora, i u ovom sluc¢aju ne moze
se govoriti o matri¢nom rangu, te je ovaj problem jos uvek otvoren.

Ukoliko umesto obi¢nog posmatramo nedefinitni matri¢ni proizvod, uopstenje pos-
tojecih rezultata postaje jednostavnije. U radu [51] predstavljeno je nekoliko rezultata
koji se odnose na zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz proizvoda matrica
u ovom slucaju i istaknuta je njihova veza sa E'P matricama. To je bilo motivisano
poznatim rezultatom Dordeviéa i Rakoceviéa iz [28] koji je opstiji i odnosi se na linearne
operatore:

Teorema 4.20 (/28]) Ako su A, B € L(H) EP operatori sa zatvorenim slikama, pri
cemu vazi i R(A) = R(B), tada je (AB)" = BT A,

Analogno gornjoj teoremi, izvodi se rezultat za J— E P matrice i nedefinitni matri¢ni
proizvod.

Teorema 4.21 ([51]) Ako su A, B € C"*" J— EP matrice za koje je Ra(A) = Ra(B),
tada je (Ao B) = Blil o Alil,

Dokaz. Kako su A i B JEP matrice, prema Teoremi 4.1 AJ i BJ su EP matrice.
Takode, uslov Ra(A) = Ra(B) implicira R(AJ) = R(BJ). Teoremu 4.20 mozemo sada
primeniti na matrice AJ i BJ, tj. vazice

(AT)(BI)" = (BI)(AJ)".
Zbog osobina matrice .J, dobijamo (AJB)" = (B)".J(A)', odakle sledi
(Ao B — Bl o Al
¢ime je tvrdenje dokazano.
0

Napomena. Podsecamo da klase P i J — E'P matrica nisu jednake i pokazujemo
da zakon obrnutog redosleda vazi i ako je B E'P matrica, ako se slike matrica A i B
posmatraju u uobi¢ajenom smislu.

Teorema 4.22 Ako je A € C™" J — EP matrica 1 B € C™" EP matrica za koje
vazi R(A) = R(B), tada je (Ao B)H = Bl o Alil,
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Dokaz. Neka je A J — EP matrica. Tada je AJ EP matrica. Dalje imamo R(AJ) =
R(A) = R(B). Kako je B E'P matrica, iz Teoreme 4.20 za matrice AJ i B sledi

(AJB)' = B (AJ)".
Iz oblika Mur-Penrouzovog inverza (4.3) dobijamo

(AoB)H = (AJB) = J(ATB)'J = JBT(AJ)'J
JBYJATJ = B o AW,

O

U nastavku pokazujemo da se zahtev da matrica B bude J — EP, odnosno FP u
gornjim teoremama moze potpuno izbeéi. U dokazu koristimo poznati Grevilov uslov
o kome je bilo re¢i na pocetku ovog poglavlja.

Teorema 4.23 Ako je A € C"" J — EP matrica i« B € C™*™ matrica za koje vazi
R(A) = R(B), tada je (Ao B)l = BlHl o AN,

Dokaz. Neka je A € C™*" J — EP matrica. To znaci da je Ao AW = Al o A, odakle
sledi da je

JATA = AATJ.
Sada imamo
R((AJ)*AJB) C R(JA*) = R(JATAA")
C R(JATA) = R(AATJ)
= R(AA") = R(A) = R(B),
kao i
R(BB*(AJ)*) C R(B)= R(A)

R(J(ATA)) = R(JA*(AT))
R(JA®) = R((AJ)").

(

R(AATT) = R(JATA)
(J
(

N

Ovim je pokazano da je zadovoljen Grevilov uslov za matrice AJ i B. Prema tome,
vazl

(AJB)' = BT(AJ)T,

Sto je ekvivalentno sa
(Ao B)[ﬂ — Bl o Al

Ovo tvrdenje ilustrova¢emo primerom.
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. (11 (01 (10
Pr1mer4.7Nek‘asuA—(1 1),J—<1 O)LmdB—(l O)'

Lako se moZe proveriti da matrica B nije ni EP ni J — EP. Kako je AT = 1/4A,
dobijamo da je A J— EP matrica. Takode imamo da je R(A) = R(B). Time su uslovi
prethodne teoreme ispunjeni. S druge strane bice,

AoB:(g 8), (AoB)mzl/él((l) ?)

0 0

kao i B o Al :1/4( 00

) , te zaista vazi

(AoB)m — Bl o Al

Slede¢om teoremom dati su dovoljni uslovi za ROL, pri cemu nijedna od matrica
u proizvodu nije ni P ni J — EP.

Teorema 4.24 Neka su A, B € C™" matrice za koje vazi Ra(A*) = Ra(B). Tada
je (Ao B)Hl = Blil o Al

Dokaz. Kako je Ra(AM) = Ra(JA*J) = R(JA*)i Ra(B) = R(B.J), iz uslova teoreme
dobijamo da je R(JA*) = R(BJ). Sada imamo

R((AJ)*AJBJ) C R((AJ)") = R(JA") = R(BJ),
kao i
R((BJ(BJ)*(AJ)") C R(BJ) = R(JA") = R((AJ)").

Dakle vazi
(AJBJ)' = (BJ)(AJ)T.

Konaé¢no dobijamo

(AoB)H = (AJB)H = J(AJB)'J

J(AJB)'J = (AJBJ)'J

= (BN (AN =JB1JA"
Bl o Alll

0

Navodimo rezultat iz rada [51] koji daje potrebne i dovoljne uslove da za Mur-
Penrouzov inverz nedefinitnog matri¢nog proizvod vazi zakon obrnutog redosleda.

Teorema 4.25 (/51] ) Neka je matrica A € C*" takva da vazi AJ = JA. Tada
(Ao B)# = Bl o AW ako i samo ako je A*Ao BB* J — EP matrica.
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U dokazu ove teoreme, a i u nekoliko sledeéih, koristi¢emo rezultat (4.13), pri ¢emu
imamo na umu da ekvivalenciju E'P matrica i matrica ermitskog ranga. Dakle, vazi
(AB)" = BTAT ako i samo ako je A*ABB* EP matrica.

Pokazujemo da se uslov komutativnosti moze iskljuciti u Teoremi 4.25. Na taj
nacin, poboljsa¢emo predstavljeni rezultat.

Teorema 4.26 Neka su A, B € C™".Tada (Ao B)H = Bl o AW ako i samo ako je
A*Ao BB* J — EP matrica.

Dokaz. Ocigledno je da je (Ao B)H = Bl o AH ekvivalentno sa J(AJB)t = JBTJ AT,
tj. (AJBJ)' = (BJ)'(AJ)'. Prema (4.13) ovo je ekvivalentno sa tvrdnjom da je
(AJ)*AJBJ(BJ)* matrica ermitskog ranga, tj. JA*AJBB* je ermitskog ranga pa
samim tim i EFP matrica. Prema Lemi 4.1 imamo ekvivalenciju sa A*A o BB* je
J — EP matrica, ¢ime je tvrdenje dokazano.

O

Slede¢im primerom ilustrujemo ovaj rezultat.

. (10 (1 0
Primer 4.8 NekasuA—(l O),J—<0 ) ( 0)

Lako je primetiti da je AJ # JA. Takode, A*A o BB* = ( 2

0 > koja je ermitska

matrica, a samim tim 1 matrica ermitskog ranga.
Dalje je

AoB=A, (AoB)T:1/2((1) é) z'(AoB)m:l/2((1) _01)

10 11 1 -1
T T i (4 [ —
B (0 O),A 1/2(0 O) pa dobijamo B% o A 1/2(0 0 )

Ocigledno, (Ao B)# = Blil o Alil,

Na kraju ovog dela dajemo rezultat za zakon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov
inverz nedefinitnog matri¢nog proizvoda tri matrice.

Teorema 4.27 ([51]) Neka su A, B,C € C™™ matrice za koje vazi AJ = JA,
(AoB)J = J(AoB). Pretpostavimo jos da su A*ABB* i (AB)*(AB)CC* EP matrice.
Tada vazi (Ao Bo C)H = Clil o Blil o Al

Dokaz. Primetimo prvo da uslov (AoB).J = J(AoB) ipretpostavka da je (AB)*(AB)CC*
E'P matrica impliciraju

(AoBo )l = o (A0 B)H,

sto sledi iz Teoreme 4.25. S druge strane, iz uslova AJ = JA i pretpostavke da je
A*ABB* EP matrica dobija se (4 o B)# = Blil o A#l. Sada konatno tvrdenje lako
sledi.
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O

Teorema 4.28 ([51]) Neka su A, B,C € C"™ matrice za koje je BJ = JB. Tada
vazi (Ao Bo Ol = CH o Bl o AW ako i samo ako je (ABC)TCtBT A,

Dokaz. Pretpostavimo da je BJ = JB, kaoi (Ao Bo O)H = Ol o Blil o AH. Odatle
sledi da je

J(AJBJC)'J = JCTIBTJAT.
Posle malo sredivanja dobija se da je (ABC)T = CTBTAT.

Suprotan smer se dokazuje analogno.

4

Uslov (AoB)J = J(AoB) mozemo izostaviti u Teoremi 4.27 ako umesto (AB)*ABCC"*
je EP matrica pretpostavimo da je (ABJ)*ABJCC* EP.

Teorema 4.29 Neka su A, B,C € C"*" takve da vazi AJ = JA. Pretpostavimo jos i
da su A*ABB* i (ABJ)*ABJCC* EP matrice. Tada vazi (AoBoC)lH = Clilo BlHlo Al

Dokaz. Kako je A*ABB* EP matrica, prema (4.13) sledi da je (AB)! = BTAT.
Sliéno, pretpostavka da je (ABJ)*ABJCC* E P-matrica implicira (ABJC)' = CT(ABJ)T.
Sada, koriste¢i AJ = JA, dobijamo

(AoBoO)W = J(AJBJC)'J = J(JABJC)'J
= J(ABJC)' = JCT(ABJ)T
= JCOVJ(AB) = JC'JBTAJJ
— W Bl o Al

4.4 Zvezda parcijalno uredenje

Teorija matri¢nih parcijalnih uredenja vrlo je aktuelna poslednjih nekoliko decenija.
Jaka veza sa uopstenim inverzima doprinela je da se ove dve oblasti razvijaju paralelno.
Veliki broj rezultata moze se naéi u monografiji [73] u kojoj su ispitivana matri¢na par-
cijalna uredenja i to: minus parcijalno uredenje, ostro (sharp) parcijalno uredenje i
zvezda (star) parcijalno uredenje. U manjem delu ove sekcije to ¢e biti osnovni izvor.
Pored ovih matri¢nih uredenja bitno je napomenuti da je poslednjih nekoliko godina
objavljeno vise radova u kojima su izu¢avana i nova matricna uredenja - jezgarno (core)
i dualno jezgarno matri¢no uredenje [4, 63, 72].

Minus parcijalno uredenge, nezavisno jedan od drugog, definisali su Hartvig [41] i
Namburipad [79] 1980. godine. Za matrice ovo uredenje definiSe se na sledeéi nacin:
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Definicija 4.7 ([73]) Neka su A, B € C™*". KaZemo da je A manja od B u odnosu
na minus parcijalno uredenge, u oznaci A <~ B, ako postoji g - inverz AV € A{1}
takav da je

AAW = AW AW A = AWB, (4.17)

Ukoliko se u gornjoj definiciji g —inverz zameni grupnim inverzom dobija se takoz-
vano ostro matricno uredenje. Njega je prvi definisao Mitra u [74]. Kako u definiciji
imamo grupni inverz neke matrice A, jasno je da ta matrica mora biti kvadratna i
indeksa indA < 1. Ovaj uslov se ipak namece i za matricu B u cilju dobijanja brojnih
osobina ostrog matri¢cnog uredenja.

Definicija 4.8 ([7}]) Neka su A, B € C"*™ takve da je indA < 1 iindB < 1. KazZemo
da je A manja od B u odnosu na ostro parcijalno uredenje, u oznaci A <' B, ako vazi

AA* = BA* | A% A= A*DB. (4.18)
Ocigledno je da vazi A <#* B = A <~ B.

Od svih matriénih parcijalnih uredenja najvise je istpitivano zvezda parcijalno uredenje.
Ono je bilo i prvo definisano (Drazin 1977. godine u [29]).

Definicija 4.9 (/29]) Neka su A,B € C™*". KaZemo da je matrica A manja od
matrice B u odnosu na zvezda parcijalno uredenge, u oznaci A <* B, ako vazi

AA*=BA* 1 A"A=A"B. (4.19)
Pokazano da je ova definicija ekvivalentna sa slede¢om:
A<*B, akovazi AAT=BA" 1 ATA=A'B. (4.20)
Takode, gotovo trivijalno se pokazuje, a od velikog znacaja je i sledec¢i rezultat.
Teorema 4.30 ([73]) Za matrice A, B € C™*™ vazi:
(1) A<* B <= A* <* BY;
(2) Ako suU € C™™ ¢V € C™™ unitarne matrice, tada

A<* B+« UAV <* UBYV.

Poznata je teorema koja daje vezu zvezda parcijalnog uredenja i uopstenih inverza.
Ovaj i mnogi drugi rezultati iz oblasti parcijalnog uredenja mogu se nac¢i u monografiji

[73].
Teorema 4.31 ([73]) Za matrice A, B € C™*" sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) A<* B;
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(2) Neka je rank(A) = a i rank(B) = b. Postoje unitarne matrice U € C™*™ iV €
C™™ i pozitivno definitne deijagonalne matrice D, € C** i Dy,_, € C—@)x(-a)

takve da je
Dy 00 D, 0 0
A=U| 0 0 0|V" ¢« B=U| 0 Dy, 0 |V" (4.21)
0 00 0 0 0

(3) B{1,3,4} € A{1,3,4};
(4) Postoje ortogonalni idempotenti P € C™*™ § Q € C"*" takvi da je

A= PB = BQ. (4.22)

Teorema 4.32 ([73]) Neka su A, B € C"™*" sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) A<*B;

(ii) AT <* BT,

(iii) AA'B = A= BATA = BA'B;

(iv) ATAB' = At = Bt AAT = BIABT.

Posebno je interesano posmatrati matri¢na uredenja za posebne klase matrica, kao
npr. za ermitske, F P, normalne matrice, itd. Mi ¢emo ovde posmatrati samo zvezda
parcijalno uredenje za E P matrice, dok se slicni rezultati za druga uredenja mogu naci
u literaturi.

Teorema 4.33 (/73] ) Neka su A, B € C™*" takve da je A <* B. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) A je EP matrica;
(ii) A i B komutiraju;
(iii) A i BT komutiraju.

Kako bi ove rezultate preneo na prostore sa nedefinitnima skalarnim proizvodom (sa
nedefinitnim matriénim proizvodom), indijski matematicar Jajaraman uveo je nedefinitno
zvezda parcijalno uredenje na sledeci nacin:

A<M Bakovazi Ao AM =Bo A Ao A= Ao B. (4.23)

Pokazao je da je ovo matri¢no uredenje ekvivalentno sa A <* B. Osobine svakako
ima smisla ispitivati, Sto je on i uradio za J — E'P matrice. Motivisan Teoremama 4.32
i 4.33, u radu [51] dao je sledece rezultate.
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Teorema 4.34 ([51]) Neka su A i B kvadratne matrice istog reda takve da je A <* B.
Tada vazi: A je J — EP matrica ako i samo ako je A o B = Bo Alil

Dokaz. Pretpostavimo da je A J — EP matrica. Tada je AATJ = JATA. Kako vazi
A <* B, iz (4.20) bice AATJ = BATJ i JATA = JATB. Odavde se lako dobija da je
BA'J = JA'B, tj. vazi Al o B = B o AM. Sli¢no se dokazuje i obrnuti smer.

U

Teorema 4.35 ([51]) Neka su A i B kvadratne matrice istog reda. Ako vazi A <* B,
AJ=JA, JB=BJ i AB* = B*A, tada Alo B=Bo Al — Bl o A = Ao B,

Ekvivalencijom u Teoremi 4.34 dato je uopstenje Teoreme 4.33. Ovo uopstenje nije
potpuno jer nije razmatrano pitanje da li vazi i komutacija matrica A i BF. S druge
strane, veliki broj uslova u Teoremi 4.35 daje ne tako jak rezultat. U sledecoj teoremi
vr§imo potpunu generalizaciju Teoreme 4.33.

Teorema 4.36 Neka su A i B kvadratne matrice istog reda takve da je A <* B.
Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(i) A is J — EP matrica;
(ii) Alo B = Bo Alll;
(iii) Ao B = Blilo A,
Dokaz. Prvo ¢emo pokazati ekvivalenciju izmedu A <* Bi JA <* JB.
(JA*JA = (JA)'JB i1 JA(JA)" = JB(JA)"
ekvivalentno je sa A*A = A*Bi JAA*J = JBA*J, tj.
A*"A=A"Bi AA* = BA".
Primenom Teoreme 4.33 na matrice JA i JB dobija se:
(i) JA je matrica ermitskog ranga (tj. FP matrica);
(ii) (JA)"i JB komutiraju;
(iii) JA i (JB)T komutiraju.

Prema Teoremi 4.1 dobijamo da je A J — E'P matrica.
Iz (ii) sledi

(JAY'JB = JB(JA)! <= A'JJB = JBA'J
«— AMo B =PBo Al

i sliéno iz (i14):
JA(JB)' = (JB)'JA <= JAB'J=DB'JJA
«— AoBW =pBlioA

Ovim je tvrdenje dokazano.
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O

Ovom teoremom pokazali smo da su uslovi da matrica J komutira sa matricama
A1 B, kao i da vazi AB* = B*A potpuno suvisni, ali i da kao rezultat nemamo samo
implikaciju, ve¢ i ekvivalenciju.

Posledica 4.1 Neka su A i B kvadratne matrice istog reda takve da je A <* B i neka
A komutira sa matricom J. Sledec¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) A je J— EP matrica;
(i1) A je EP matrica;
(iii) Ao B = Bo AlH;
() A'B = BAY;

(v) Ao BH = B o A;
(vi) ABT = BTA.

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Teoreme 4.36 i ekvivalencije EP i J — EP matrica
pod uslovom AJ = JA.

O

Cak i pod uslovom da je matrica A EP i J— EP, bez pretpostavke poretka matrica
A i B, ne mora istovremeno da vazi A o B = Bo Al { ATB = BA'. To ilustrujemo
slede¢im primerom.

Primer 4.9 NekasuA:J:(é _01> z’B:((l) (1)) Tada imamo

Al =JA=1,
pa A i J komutiraju. Sada vazi Ao B =B i Bo Al = B, pa je

A o B = Bo Al

S druge strane je A'B = B i BAT = ( é _01 >, pa
A'B + BA'.
Primecujemo da je A £* B.
Da bismo pokazali da mozZemo naci matrice A i B takve da vazi

A'B = BA! i AW o B+ Bo Al

o . 1 0 11
dovolynoyeuzettA-],J-(O _1>andB—(O 0).
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Posledica 4.2 Neka su A i B kvadratne matrice istog reda. Sledeca tvrdenja su ekuvi-
valentna:

(1) A< B;

(2) Al < Bf;

(3) AA'B = BA'A = BA'B = A;
(4) AtAB' = Bt AAt = BfAB! = At;

(4]
(5) A< B:;
(6) Al g B
(7) AcAllo B=BoAl o A=BoAl o B = A;
(8) Al o Ao Bl — Bl 6 A0 Al — Bl 6 A 0 Bl — Al

Dokaz. Ekvivalencija uslova (1) — (4) sledi iz Teoreme 4.32. Ostatak dokaza posledica

je prethodno pokazanog rezultata da su A <* B, A < B, AJ <* BJi JA <* JB
ekvivalentni.

O
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