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1 Uvod

Radoznalost duha i Zelja da se upozna i opiSe priroda, ve¢ hiljadama godina su glavni
motivi gotovo svih istrazivaca. Kroz dugi period ljudske istorije taj opis je bio iskljucivo
mitoloski. Prve filozofske teorije o kosmosu (od starogréke re¢i koopos, koja u svom
izvornom znacenju imao smisao reda, lepote, harmonije), potekle su od Anaksimandera
i Ksenofana, grékih filozofa iz Sestog veka pre nove ere. Njihove teorije (u najopstijem
smislu te re¢i), mada neta¢ne, su prve napravile jasan otklon od do tada opsteprihvac¢enih
mitoloskih predstava o svetu. Nakon ovog, sledeé¢i vazan korak, orijentisan u pravcu
pokusSaja razumevanja polozaja ¢oveka u univerzumu, bila je hipoteza starih Grka o sfer-
nom obliku Zemlje. Na ovoj ideji bazirane dalje pretpostavke, posmatranja i merenja
(obima Zemlje i Meseca i uzajamnih rastojanja Zemlje, Meseca i Sunca) od strane Era-
tostena, Aristarha i Anaksagore bili su poceci nau¢nog razumevanja prirode zasnovani na
logici, posmatranju i merenju.

U sledec¢oj etapi, opet kod starih Grka, radaju se ideje o rasporedu i kretanju nebeskih
tela u prostoru. Vremenom su se izdvojila dva modela, heliocentri¢ni (Aristarhov) i geo-
centri¢ni (Ptolomejev) model. U bici za dominantno prihvatanje, iako neistinit, pobedu
je odneo Ptolomejev sistem sveta. Prevagnuli su razlozi njegove (prividne) o¢iglednosti
i nemoguc¢nosti daljih provera heliocentri¢cnog modela koje su u to vreme bile povezane
ne samo sa nedovoljno razvijenom tehnoloSkom komponentom, ve¢ i sa pogreSnim pred-
stavama o gravitaciji i polozajima zvezda u svemiru. Tek skoro dva milenijuma kasnije,
Aristarhov pogled na svet je oziveo Nikola Kopernik u svom delu De revolutionibus or-
bium coelestium (,O kruzenju nebeskih tela”) iz 1543. godine. Nakon toga, zahvaljuju¢i
posmatrackim podacima Tiho Brahea o kretanjima nebeskih tela i na osnovu tih podataka
izvedenih proracuna i zakona od strane Johana Keplera, daljim posmatranjima i merenji-
ma Galileo Galileja, i na kraju, Njutnovom matematic¢kom opisu gravitacije, heliocentri¢ni
model je dobio svoju definitivhu nau¢nu potvrdu. Pri tome je gravitacija, kao sila koja
izaziva padanje i kretanje nebeskih tela, matematicki opisana u cuvenom Njutnovom delu
Philosophiae naturalis principia mathematica (,Matematicki principi prirodne filozofije”)
iz 1687. godine.

Ispravnost heliocentricnog modela bazirana na posmatranjima, merenjima i mate-
matic¢ki formulisanim zakonima kretanja postavila je u narednim vekovima temelje tzv.
Njutnovom modelu svemira. Ovaj model se, medutim, vremenom suocavao sa nizom
nedostataka i paradoksa (Olbersov, gravitacioni,...), koji su ukazivali na manjkavosti

klasi¢nih (Njutnovih) predstava o prostoru, vremenu, kretanju, gravitaciji,... Nedostaci



su se umnozavali pojavom novih fizickih teorija (Meksvelove elektrodinamike,...) i sa sve
ve¢im brojem otkri¢a u fizici (kona¢nost i nezavisnost od kretanja brzine prostiranja e-
lektromagnetne interakcije, otkri¢a vezana za strukturu atoma, kvantne pojave,...) koja
su ukazivala da se u njihovom objasnjenju ne mogu, na do tada uobicajen nacin, pri-
meniti klasi¢ni koncepti. To, naravno, nije znacilo neispravnost Njutnove mehanike, vec¢
je ukazivalo da ona ima granice svoga vazenja iza kojih leze nove teorije koje, obuhvata-
juci i klasiénu mehaniku, na precizniji nacin opisuju prirodne pojave u svom domenu.
Tako su u prvoj polovini XX veka rodene dve velike fizicke teorije, dva stuba savremene
fizike, relativisticka i kvantna mehanika. Dok su razvoju i oblikovanju ove druge doprineli
mnogi naucnici, relativisticka fizika je gotovo iskljuc¢ivo proizvod uma jednog c¢oveka —
Alberta Ajnstajna. On je najpre 1905. godine formulisao relativisticku mehaniku iner-
cijalnih posmatraca koju danas zovemo Specijalna teorija relativnosti, a deset godina
kasnije, 1915. godine, i njenu ekstenziju na ubrzane posmatrace i, zahvaljuju¢i principu
ekvivalencije, na posmatrace u gravitacionom polju — Opstu teoriju relativnosti. Tako
se 228 godina posle Njutnovih Principa pojavila nova teorija gravitacije u okviru koje
su, izmedu ostalog, otklonjeni svi paradoksi sa kojima se prethodna Njutnova teorija
suocavala. Od 1915. godine, kada je 25. novembra pred Pruskom akademijom nauka
Albert Ajnstajn izlozio svoje jednadine gravitacionog polja, pa do danas izveden je veliki
broj posmatranja i eksperimenata koji su potvrdili izuzetno slaganje dobijenih rezultata
sa predikcijama ove teorije. U Opstoj teoriji relativnosti gravitacija nije sila u klasi¢nom
smislu ve¢ je u pitanju slozen prostorno-vremensko-materijalni fenomen koji podrazumeva
da materija svojim prisustvom zakrivljuje prostor-vreme, dok prostor-vreme svojom ge-
ometrijom odreduje kretanje materije. Ono §to je ostalo i dalje na snazi od Njutna jeste
da je gravitacija ta koja upravlja kretanjem nebeskih tela. U tom smislu, primena Opste
teorije relativnosti kao teorije gravitacije na kosmos kao celinu otvorila je put ka razvoju
nauke o njegovom nastanku i evoluciji — kosmologije, i u okviru nje, proucavanju razlicitih
kosmoloskih modela (u zavisnosti od opserviranih ili pretpostavljenih parametara vezanih
za geometriju prostor-vremena i prisustvo i oblik materije u njemu).

Paralelno sa ovim teorijskim tekla su posmatracka i astronomska istrazivanja. Najpre
su izmerena rastojanja do vidljivih zvezda podrzala shvatanje da su sve one deo jednog
zvezdanog sistema koji zovemo Mle¢ni put. Potom su merenja rastojanja do vidljivih
maglina i proucavanje njihove strukture ukazala da su one, zapravo, drugi zvezdani sistemi
(galaksije). Slika univerzuma u kome Zivimo polako se uobli¢avala. Predikcija i potvrda
Hablovog Sirenja svemira (za koje danas znamo da je ubrzano), zatim otkri¢e kosmickog
mikrotalasnog pozadinskog zracenja, a potom i uspesno objasnjenje geneze hemijskih ele-
menata u kosmosu definitivno je utvrdilo danasnju vazeéu nauc¢nu paradigmu o njegovom

nastanku i evoluciji. ReC je, naime, o teoriji Velikog praska prema kojoj je kosmos svoju



istoriju zapoc¢eo naglom ekspanzijom (,eksplozijom”) iz inicijalnog/kosmologkog singulari-
teta (Cije postojanje predvida Opsta teorija relativnosti) nakon ¢ega se Sirio i hladio.
Ovo je i8lo u prilog pretpostavljenoj ¢injenici da su sve interakcije u prirodi u ranoj fazi
evolucije univerzuma bile ujedinjene. Na bazi ove prepostavke fizicari danas formulisu
razlicite teorije ujedinjenja fundamentalnih sila pre svega kroz kvantnu teoriju s obzirom
na to da pretpostavljeni uslovi unifikacije podrazumevaju veoma male (kvantne) prostorne

i vremenske intervale reda veli¢ine Plankove duzine [, = /%% ~ 107 m i Plankovog

vremena t, = (/% ~ 107% s, respektivno (gde je G = 6,67-10~'" Nm? /kg? gravitaciona
konstanta, ¢ = 299792458 m /s brzina svetlosti u vakuumu, i = 1,05-1073* Js redukovana
Plankova konstanta). U tom smislu, od posebnog znacaja je zasnivanje teorije kvantne
gravitacije. Medutim, gravitacija se, pre svega zbog svoje geometrijske interpretacije u
Opstoj teoriji relativnosti, za sada uspesno ,,opire” konzistentnoj kvantnoj formulaciji.

Pored kosmoloskog singulariteta, Opsta teorija relativnosti predvida postojanje i tzv.
lokalnih singulariteta unutar crnih rupa. Pri tome se pokazuje da bolje razumevanje oso-
bina ovih objekata (posebno iza horizonta dogadaja), kao i njihove termodinamike nuzno,
opet, podrazumeva kvantni pristup. U odsustvu kompletne teorije kvantne gravitacije
ispostavlja se vaznim razmotriti klasicne kosmoloske modele i njihove kvantne verzije u
pristupu preko kanonske ili funkcionalne kvantizacije. Sem toga, kao Sto ¢e biti pokazano,
razmatranje osobina unutrasnjosti nerotirajuce i nenaelektrisane (Svarcéildove) crne rupe
moze se svesti na razmatranje osobina jednog minisuperprostornog, homogenog i ani-
zotropnog vakuumskog (Kantovski-Saks) kosmologkog modela, za koji ¢e se pokazati da
se moze opisati upravo kao jedan dvooscilatorni sistem.

U ovoj disretaciji ¢e se upravo razmatrati ova posebna grupa minisuperprostornih kos-
moloskih modela, ¢iji se lagranzijani mogu svesti na lagranzijan sistema dva oscilatora i
samo u jednom slucaju na lagranzijan slobodne relativisticke ¢estice. Dinamika ovih mo-
dela bi¢e posebno razmotrena u okviru klasi¢nog, p-adi¢nog i nekomutativnog pristupa.
Dodatni motiv za razmatranje p-adi¢ne dinamike je mogucéa nearhimedova i/ili nekomu-
tativna struktura prostor-vremena na Plankovoj skali [1], kao i njegova diskretizacija koju
predvidaju i p-adi¢ni i nekomutativni pristup. Ispostavlja se da je u p-adi¢nom slucaju
ova diskretnost prisutna implicitno [2|, a u nekomutativnom eksplicitno preko komuta-
cionih relacija nekomutiraju¢ih koordinata i/ili njima konjugovanih impulsa. Pri tome,
poslednji rezultati istrazivanja u okviru teorije loop kvantne gravitacije [3] impliciraju da
se upravo ova diskretnost prostor-vremena plankijanskih dimenzija moze dovesti u vezu sa
mehanizmom signaturne tranzicije u okviru Hartl-Hokingovog pristupa [4, 5]. Isto tako,
pitanje signaturne izmene pokazuje se posebno vaznim i u proucavanju ubrzane ekspan-
zije univerzuma [6], shvatanju pojma vremena [7] i uopste predstavlja izazov za teoriju

kvantne gravitacije [8].



Nakon uvoda, u drugoj glavi disertacije, bi¢e predstavljeni osnovi p-adi¢ne i adeli-
¢ne matematicke analize, a u tre¢oj p-adi¢ne i adeli¢ne kvantne mehanike. U narednom
delu, polazeéi od jednacina gravitacionog polja Opste teorije relativnosti, preko njene
Hamiltonove formulacije, pa do kanonske i funkcionalne kvantizacije, bi¢e prezentovani
elementi standardne klasi¢ne i kvantne kosmologije. U petoj glavi, posle uvodenja poj-
ma minisuperprostornog kosmoloskog modela, bi¢e najpre predstavljen klasican Milneov
model koji se svodi na model slobodne relativisticke cestice. Nakon toga, bic¢e izvrSena
jedinstvena klasifikacija svih minisuperprostornih dvooscilatornih kosmoloskih modela
prema obliku njihovih lagranzijana uz prezentovanje konkretnih primera. Dalje ¢e biti
odredena klasi¢na reSenja Ojler-Lagranzevih jednacina, dejstva i hamiltonijani ovih mo-
dela, zatim napravljen osvrt na Hamiltonov uslov i pitanje signaturne izmene u klasi¢cnom
regionu, a potom razmotrene i standardne kvantne forme modela. U sledec¢oj glavi di-
sertacije, nakon opsteg uvoda u zasnivanje p-adic¢ne i adeli¢ne kosmologije, bi¢e proucene
p-adi¢ne forme Milneovog i dvooscilatornih kosmologkih modela kroz prezentovanje nji-
hovih p-adi¢nih propagatora i odredivanje uslova za egzistenciju vakuumskih p-adi¢nih
stanja. Ispostavice se, pri tome, da su ovi uslovi isti za sve dvooscilatorne modele. Na
kraju ove glave bi¢e razmotreno i pitanje signaturne tranzicije u p-adicnom prostor-vre-
menu. U sedmoj glavi modeli su diskutovani u okviru nekomutativnog pristupa i pri tome
su u tri primera odredena nekomutativna klasi¢na dejstva i propagatori. Tema osme
glave disertacije je konkretna primena dobijenih rezultata na opis dinamike unutrasnjo-
sti Svarcsildove crne rupe kao jednog dvooscilatornog kosmoloskog modela. Posebno u
ovom slucaju nerotirajuce i nenaelektrisane crne rupe napisana je eksplicitna forma njene
adeli¢ne talasne funkcije. Potom su, polazeé¢i od moguénosti interpretacije oscilatora u
dvooscilatornom modelu unutrasnjosti Svarcgildove crne rupe kao dva gravitaciona ste-
pena slobode od kojih se jedan odnosi na unutraSnjost crne rupe a drugi na unutrasnjost
njoj odgovarajuce ,bele rupe”, primenom Fajnmen-Hibsove procedure na Viler-de Vitovu
jednacinu jednog oscilatora, odredeni Hokingova temperatura i entropija sa logaritamskom
kvantnom korekcijom. U zakljucku su istaknuti novi, originalni rezultati prezentovani u
ovoj disertaciji i ukazano je na dalje moguce pravce istrazivanja na ovom polju.

Na osnovu recenog jasno je da ¢e proucavanje ovih modela, pored boljeg razume-
vanja rane evolucije univerzuma i dinamike crnih rupa, pruziti i mogucénost izvodenja
vaznih zakljucaka u oblasti kvantne gravitacije. Dodatni podstrek za istrazivanja na ovom
polju pruzila je nedavna detekcija gravitacionih talasa emitovanih u procesu spajanja dve
crne rupe [9], $to je bila ne samo dugoocekivana potvrda predvidanja Ajnstajnove teorije
gravitacije o postojanju gravitacionih talasa, ve¢ ujedno do sada i najneposrednija potvrda

postojanja crnih rupa.



2 Elementi p-adiéne i adeli¢ne matematicke analize

U ovom delu bi¢e uveden pojam p-adi¢nog broja i bi¢e prezentovani elementi p-adi¢ne
i adelicne matematicke analize od interesa za razmatranje u narednim poglavljima di-

sertacije.

2.1 Polje p-adi¢nih brojeva i ultrametric¢ki prostor

p-Adicne brojeve u matematiku je uveo nemacki matemati¢ar Kurt Hensel jo§ krajem
XIX veka. Kakvi su to brojevi? Najpre, kao §to je poznato, aposolutna vrednost svaka

dva racionalna broja x,y € QQ, zadovoljava sledece tri osobine:

|z| > 0, pri ¢emu je x| =0< 2 =0, (2.1)
|yl = lxllyl, (2.2)
|z +yl < [z +yl, (2:3)

koje se redom nazivaju nenegativnost, homogenost i nejednakost trougla. UopSte, svaka
funkcija Q — Ry, sa osobinama (2.1), (2.2) i (2.3) naziva se norma nad poljem Q.
Pored apsolutne vrednosti, nad ovim poljem moze se definisati joS jedno netrivijalno i
neekvivalentno preslikavanje | - |, : Q — R{ koje zadovoljava osobine (2.1), (2.2) i (2.3).

Neka je p prost broj. Funkcija |- |, : Q — R] definisana na slede¢i nacin
0, =0, |z[,= p—v(v’v)’ (2.4)
pri ¢emu je y(x) ceo broj takav da je
=+p'— 2.5
z=+p’—, (2.5)

gde su m i n prirodni brojevi koji nisu deljivi sa p i koji nemaju zajednicki delitelj, takode
zadovoljava (2.1), (2.2) 1 (2.3) i naziva se p-adi¢na norma |z|, racionalnog broja z € Q
[1]. Stavie, p-aditna norma zadovoljava strozi oblik osobine (2.3) tzv. osobinu jake
nejednakosti trougla

|7+ ylp < max([zl,, |ylp)- (2.6)

Inace, za normu |- | definisanu nad poljem racionalnih brojeva se kaze da je trivijalna ako
jelr]=1zax#01i|x| =0zaxz =0, dok se za norme | -|, i |- |z kaze da su ekvivalentne

ako i samo ako postoji pozitivan broj ¢ takav da je |z, = |7|3, za svako x € Q.



Na ovom mestu vazno je navesti teoremu Ostrovskog [1, 10]:

U polju racionalnih brojeva Q standardna norma |- | ¢ p-adi¢na norma |- |,
su jedine dve netrivijalne 1 neekvivalentne norme.

Ova teorema je od klju¢nog znacaja jer ukazuje da se polje racionalnih brojeva moze
kompletirati, zapravo, samo na dva nacina. Naime, dopunjavanjem polja Q grani¢nim
vrednostima svih Kogijevih nizova iz Q definisanih u odnosu na standardnu normu | - |
(tj. apsolutnu vrednost broja koja se u p-adi¢noj analizi oznacava i sa | - |«) dobija se
polje realnih brojeva R, dok se kompletiranjem polja Q grani¢nim vrednostima Kosijevih
nizova u odnosu na p-adi¢nu normu | - |, dobija polje tzv. p-adi¢nih brojeva Q,. Pri tome

se svaki p-adi¢ni broj x # 0 moze jednoznano predstaviti u tzv. kanonskom obliku [1]
x = p'(zo + z1p + T2p” + ...), (2.7)

gde suy = (z) € Z i x; su celi brojevi takvidaje 0 <ax; <p—1i29>0(i=0,1,2,...).

Vazna osobina p-adi¢ne norme je njena nearhimedi¢nost, koja sledi iz jake nejednakosti
trougla (2.6) koju ova norma zadovoljava. Re¢ je o tome da u polju realnih brojeva R
vazi Arhimedov stav prema kome za svaka dva broja x i y iz R, takva da je x < y, postoji
prirodan broj n € N takav da je |nx| > y. Drugim re¢ima, u polju R uzimajuéi dovoljan
broj puta ma koji broj, moze se dobiti broj koji je veéi od bilo kog drugog realnog broja.
Ova ¢injenica je, zapravo, osnova svakog fizickog merenja. Zato se za standardnu normu
| - |o 1 za polje R kaze da su arhimedovski. Arhimedov stav ne zadovoljava p-adi¢na
norma. Konkretno za nju vazi da je |nz|, < |z|, za svaki prirodan broj n. Zbog toga se za
p-adi¢nu normu i za polje Q, kaZe da su nearhimedovski. Metricki prostor definisan nad
poljem Q, u odnosu na metriku d,(x,y) = | — y|, stoga spada u ultrametricke prostore.

Ovde je pravo mesto da se postavi pitanje fizicke relevantnosti razmatranja polja
Q. Naime, jedan od rezultata kvantne gravitacije je ¢injenica da je na plankijanskim
rastojanjima greSka merenja reda veli¢ine Plankove duzine [11, 12]. Ovo ukazuje da u
kvantnoj gravitaciji ne postoji dovoljno dobar etalon za merenje duzine, te da sam prostor
nema viSe uobicajenu klasi¢nu arhimedovsku strukturu. U vezi sa tim, znacajne su dve
hipoteze Volovi¢a koje je izneo u svojim radovima [13] i [14] iz 1987. godine. Prva je da
se nearhimedovska geometrija prostor-vremena na Plankovoj skali, upravo iz pomenutih
razloga, ne moZe zasnivati na polju realnih brojeva R ve¢ upravo na (nearhimedovskom)
polju p-adi¢nih brojeva Q,. Sa druge strane, imaju¢i u vidu moguce prisutne kvantne
fluktuacije na Plankovoj skali, te da se u tom smislu geometrija nad poljem R realizuje sa
odredenom verovatno¢om i na ovim rastojanjima (a svakako na nekvantnim tj. klasi¢nim),
Volovi¢ u drugoj hipotezi iznosi zahtev nepromenljivosti forme fizickih zakona u odnosu
na promenu polja brojeva R i Q,.

Sto se tice drugih matematickih osobina, prostor Q, je kompaktan, kompletan, sepa-

rabilan i totalno nepovezan [1, 15]. Geometrijski oblici u njemu imaju neobi¢ne osobine.
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Krug B, (a) i kruznica S, (a), polupre¢nika p? sa centrom u tacki a € Q,, u ovom prostoru

se definiSu respektivno sa
By(a)={z€Qy: [z—al,<p’, €L} (2.8)

S,@={reQ,: |e—a,=p", 7EZ}. (2.9)

U prostoru Q, za krug se moze pokazati da nema granicu (rub), zatim da je svaka
njegova tacka istovremeno i njegov centar, dok ako dva kruga imaju bar jednu zajednicku
tacku, tada je jedan krug podskup drugog itd. Primetimo da krug By predstavlja zapravo
skup svih p-adi¢nih brojeva ¢ija je p-adi¢na norma manja ili jednaka od 1. By se zove
skup celih p-adi¢nih brojeva Z, (analogon jedini¢nog intervala u realnom slucaju) i u Q,

ima algebarsku strukturu (pod)prstena.

2.2  Funkcije na polju p-adi¢nih brojeva

Analiticke funkcije na Q, definiSu se na sledec¢i nacin. Neka je O otvoren podskup
od Q,. Za preslikavanje f : O — Q, se kaze da je analiticka funkcija na skupu O ako za
svaku tacku a € O postoji v € Z tako da je na krugu B, (a) ova funkcija predstavljena

konvergentnim redom
f@) = bux—a)". (2.10)
n=0

Radijus konvergencije r = r(f) je tada

1 — /1
r=p’, gdeje o= o lim (— ln|fn|p> : (2.11)
n

I]p n—0o0

Red (2.10) ¢e konvergirati ako i samo ako konvergira i red

> [baly (2.12)
n=0

U tom slu¢aju red (2.10) ¢e biti moguce diferencirati ili integraliti ¢lan po ¢lan beskonacan

broj puta na skupu B, (a). Tako ¢e npr. k-ti izvod od f biti

f(k)(x) _ Z nn—1)---(n—k+1) (2 — a)”_kf(")(a). (2.13)

n!
n=~k

Osnovne p-adi¢ne funkcije predstavljene su preko brojnih stepenih redova analognih

onim u realnom slucaju. Npr. tako su:



n=0
> —1)nt1
In(1+ x) :Z( ) ",
n
n=1
- (_1)n 2n+1
sinz = ,
nZ:o (2n +1)!
. (_1)n 2n
CoOST = Z @) ",
n=0
o _1 n
arctan r = Z ux%“.
—~ (2n+1)

Ove funkcije ¢e biti analiticke u oblasti G, = {z € Q,: |z|, <|2p|,}

U p-adi¢noj analizi od posebnog interesa su kompleksnoznacne funkcije tj.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

komple-

ksne funkcije p-adi¢nog argumenta. One su od posebne vaznosti u zasnivanju p-adic¢ne

kvantne mehanike, jer se ocekuje da talasna funkcija kvantne p-adi¢ne Cestice bude u-

pravo kompleksna funkcija. Sa druge strane, s obzirom na to da se opis reprezentacija

komutativnih grupa svodi na opis njihovih karaktera, u slu¢aju Q, se pokazuje vaznim

razmotriti dve vrste karaktera — aditivni i multiplikativni karakter. Aditivni karakter

grupe Q. je neprekidna kompleksnoznacna funkcija x, : Q, — C definisana sa

Xp(x) = exp(2mi{z}y),

gde je {z,} razlomljeni deo p-adi¢nog broja = [1]

(2} 0, zay>0iixz =0,
T =
g P (w0 + 21p + 22p” + ---517|7|71PM_1)7 zay <0.

Na polju realnih brojeva aditivni karakter je
Xoo(T) = exp(—2miz), za svako x € R.
Osnovne osobine aditivnog karaktera su:
Xz +y) =x@)xl) i X@)le=1 2yeQ,.

Multiplikativni karakter je neprekidna kompleksnozna¢na funkcija na Q) =

m: Q; — C sa osobinom

m(zy) = m(2)7(y), z,y € Q).

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
Q@ \ {0},

(2.23)
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Najcesce se koristi u obliku
m(z) =z)7", aeC. (2.24)
Jos jedna vazna kompleksnoznacna funkcija je aritmeticka funkcija Ay(a) : Q5 — C.

DefiniSe se na slede¢i nacin. Neka je a € Q) p-adi¢ni broj razli¢it od nule i neka je dat u

kanonskom obliku (2.7), tada je za prost broj p # 2

ako je v(a) parno,
, ako je y(a) neparno i ako je p = 1(mod 4), (2.25)

>
3
—~
IS
SN—
Il
sE =g -

, ako je v(a) neparno i ako je p = 3(mod 4),

a u slucaju p = 2

L1+ (=), ako je arno,
Aala) = ?[ (=1)d] j (@) p (2.26)
75[1 + )i (—=1)*2, ako je y(a) neparno,
gde je (%) Lezandrov simbol. Neke od vaznih osobina ove funkcije su:
Ap(a@)]oo = 1, (2.27)
1 1
Ml@h(—a) = 1, (2.20)
Alac?) = Ay(a), (2.30)
za a,b,c,a+b € Q. U realnom sluc¢aju ova funkcija je definisana kao
Aoo(x) = exp(—im/4sgnz), =z € R\ {0}. (2.31)

Karakteristicna €2 funkcija na polju Q,, koja je analogon step funkcije u realnom

slucaju, se za svako x € Q, definiSe na sledeci nacin

1 <1 (4. akox €7Z
Q(x)z{ el =14 ako v € Z,) (2.32)

0, |z[,>1 (tj. akoz e Q,\Z,).

2.3 p-Adic¢na integracija

Kako je polje Q, lokalno kompaktna, komutativna i aditivna grupa, na njemu se moze
definisati pozitivna mera Hara dx koja je translaciono invarijantna tj. d(x + a) = dx
(a € Qp) i jedinstvena do na normirajuci faktor odnosno d(ar) = |af,dz (a € Q;). Ova
mera se normira na prstenu celih p-adi¢nih brojeva zahtevom da je pr dr = 1.

Za funkciju f(z) € L'(Q,) se kaZe da je integrabilna na Q, ako postoji grani¢na
vrednost

N
g [ J)de= 3

y=—00

/ f(z)dz, (2.33)
S’Y
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koja se u tom slucaju zove i integral funkcije f na Q, i oznacava sa

RS 3 /S ) (2.34)

y=—00

Formula za smenu promenljivih pri p-adi¢noj integraciji funkcije f € L*(D) glasi

[ e = [ sl du (2.35)

uz uslov da je z(y) analiticki difeomorfizam na otvoreno-zatvorenom skupu D' C Q, i
z(y) # 0 za svako y € D'.

Veliki broj resenih p-adi¢nih integrala, za razli¢ite oblike podintegralnih funkcija sa
postupkom reSavanja moze se nac¢i u [1] i [16].

Neki reseni, ¢esto kori$¢eni, p-adi¢ni integrali su:

/ de=p", ~€LZ, (2.36)
B"/

1
/ dx = p” (1 — —) , YEZ, (2.37)
S, p

integrali od karaktera x,(£x):

7, 1l <p7,
/ Xp(Ew) dx = ly . (2.38)
Bw 07 |£‘P Z p 7 ’

7 (1 - %) ) |€’p <p

[ wlende =3 T g, =, (2:39)
’ 0, €], > 7+,
/ Xp(€x)dx =0, & #0. (2.40)

p

Posebna vrsta p-adi¢nih integrala, koji za integrand imaju karakter oblika x,(az?* + Sx),

gde je a # 0, su Gausovi integrali:

za |dal, > p* iy €L

2o (<) &l ="
/ Xp(az? + Br)dx = {12 “ ; P (2.41)

Sy 07 |%|p 7& p77

zap#2,al,=p"iyeZ
2

2 Ap(am(—%)—ﬁ B, < L.

| olast + oo = oy < (2.42)
Sy

07 |B’p2 [%a
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zap#2iy€el

pPQpY[Blp), lalp® <1,
/ Xp(ax2 + fz) dr = Ap(a) _ B p 27 > 1 (243)
B, 20 ‘1/2Xp P | | ) |a|pp > 1,
zap=21iv€Z
[ 270(27]5]2), a2 <1,
2 e (—5) 6Bl —277), Jal2 =2,
Xp(o® + pz) de = (2.44)
v 200 (-£) 0@I8R), ek =4
Az2(a) B2 -
| ‘22‘1/2X2 ( _a> Q (2 K ‘Z‘z) ) |O‘|2227 2 87
po celom Q, za o # 0
Ap(@) 3
2 P
d — . 2.45
[ votaat oo = 2o (< 2.5
Delta funkcija §, koja se javlja u prethodnim izrazima, je data sa
LBl =p,
(181, — ") = o (2.46)
0, [Bly #p".

2.4 Adeli i adeli¢ni prostor

Kako sto je ve¢ receno, polje racionalnih brojeva nije kompletno jer u njemu nije
konvergentan svaki Kosijev niz bilo u odnosu na standardnu bilo u odnosu na p-adi¢nu
normu. Kompletiranjem ovog polja tako da sadrzi grani¢ne vrednosti svih svojih Kosijevih
nizova u odnosu na stadndardnu ili p-adi¢nu normu dobija se, respektivno, polje realnih
odnosno polje p-adi¢nih brojeva. Ova polja su, dakle, kompletna jer je u njima svaki
konvergentan niz Ko$ijev, i obrnuto — svaki Kosijev niz je konvergentan. S obzirom na
to da se kosmoloski modeli generalno mogu razmatrati nad oba polja moze se postaviti
pitanje kako da rezultate koji se dobijaju u p-adi¢nom slucaju interpretiramo u okviru
p-adi¢ne teorije i uopste kako da ih povezemo sa rezultatima dobijenim u standardnom,
realnom, pristupu. VaZnu ulogu u tom smislu ima tzv. adeli¢na analiza [17], odnosno
analiza zasnovana na adelima koje je u matematiku prvi uveo francuski matematicar

Sevalije. Naime, pod adelom a se podrazumeva beskonac¢ni niz brojeva oblika
a = (Goo, A2, A3, ..., Ay, ...), (2.47)

gde je as € R realan broj, dok je a, € Q, i pri ¢emu vazi da je a, € Z, za sve osim za
kona¢no mnogo prostih brojeva p. Skup svih adela A ima strukturu prstena u odnosu na

operacije sabiranja i mnozenja adela respektivno definisane sa

a+b = (A, A2,a3,...,0p,...) + (boo, ba, b3, ..., by, ...)
= (aoo+boo,a2+b2,a3+b3,...,ap+bp,...), (248)
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ab = (oo, A2, A3, ...y Ap, ...) (boos b2, b3, .. by, ..) = (Aooboos 2ba, asbs, ..., apby, ...).  (2.49)

Norma na A se mo7e uvesti na slede¢i na¢in

’CL| = |<(ZOO,CL2,(13, ...,G,p, )| = H ’CLU’U. (250)

v=00,2,3,...

Sli¢éno, aditivni karakter na A je

@)= [I o). (2.51)

v=00,2,3,...

Skup adela A moze se predstaviti i kao

A:U<R>< I @ x Hzp>, (2.52)

peEM pgM

gde je M konacCan skup prostih brojeva. Moze se pokazati da je A lokalno kompaktan
topoloski prostor ako se u njemu uvede tzv. adeli¢na topologija ¢iju bazu ¢ine otvoreni

skupovi tipa

O X H O, x H Z,, (2.53)

peM peM
pri ¢emu su Oy i O, otvoreni skupovi u R i Q,, respektivno.

Pri tome se pokazuje da vaze i sledeci izrazi:

el [T 12l =1, = €@, (2.54)
Xoo () pr(:c) =1, z€Q, (2.55)
Ao(@) [[Mo(@) =1, €@, (2.56)

koji se nazivaju adelicnim formulama.
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3 p-Adi¢na i adeli¢na kvantna mehanika

Prvi koraci u pokusaju formulacije p-adi¢ne kvantne mehanike su ucinjeni od strane
Beltrametija i Kasinelija jos 1972. godine [18|. Zaklju¢ili su da se na standardan nadin
ova teorija ne moze konstruisati. Nakon toga nisu vrSena dalja istrazivanja sve do 1984.
godine kada su Vladimirov i Volovié¢ pokusali da primene p-adi¢nu matematiku u teoriji
superpolja. Nakon toga, a posebno nakon rada Volovica [13] iz 1987. godine, pojavio se niz
radova o p-adi¢noj teoriji struna, i radi pokusaja izgradnje kvantne teorije na p-adicnim

strunama razmatrana je izgradnja p-adiéne kvantne mehanike [19, 20, 21, 22, 23|.

3.1 p-Adi¢na kvantna mehanika

U kanonskoj, Dirakovoj, (standardnoj) interpretaciji kvantne mehanike svako stanje
nekog kvantno-mehanickog sistema je opisano vektorom |¢) jedini¢ne norme u Hilberovom
prostoru stanja H i obrnuto (sa neodredenoséu do na fazni faktor). U koordinatnoj
(talasnoj) reprezentaciji u jednodimenzionalnom slu¢aju (koji se posle lako generalise) ovi
apstraktni vektori stanja postaju kompleksne funkcije realnog argumenta v : Q,, — C
(polje realnih brojeva R se u p-adi¢no/adelicnom pristupu uobi¢ajeno oznacava i sa Q)
date sa ¢ (z) = (x[1)). Na ovaj nacin se sa Hilbertovog prostora stanja #H prelazi na prostor
svih po modulu kvadratno integrabilnih funkcija (kona¢ne norme) ¢ (x) koji se oznac¢ava sa
Lgx) (R). Na putu ka formulaciji talasne reprezentacije p-adi¢ne kvantne mehanike moguca
su dva pristupa. U jednom je talasna funkcija preslikavanje tipa ¢ : Q, — C, a u drugom
Y+ Q, = Q,. Vecina istrazivaca smatra da prvi pristup vodi konzistentnijoj p-adi¢noj
generalizaciji standardne kvantne mehanike. Na ovom mestu se moze postaviti pitanje
da li ova generalizacija moze biti direktna, u smislu prostog ,preslikavanja” formula iz
standardne kvantne mehanike u p-adi¢nu. Pokazuje se da to nije moguce.

Razlika izmedu standardne i p-adi¢ne kvantne mehanike moze se uociti na primeru
delovanja operatora kanoni¢no konjugovanih opservabli. Naime, u standardnoj kvantnoj
mehanici za dve opservable A i B kaze se da su kanoni¢no konjugovane ako zadovoljavaju
komutacionu relaciju

[A, B] = ih. (3.1)

Npr. u sluc¢aju jednodimenzionalne cestice kanoni¢no konjugovane opservable su operato-

ri koordinate Z i impulsa p koji, prema prethodnom, zadovoljavaju komutacionu relaciju

[#,p] = ih. (3.2)
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Operator koordinate i operator impulsa (koji deluju u Hilbertovom prostoru stanja H.,),
se u koordinatnoj reprezentaciji, u prostoru kvadratno integrabilnih funkcija Lgx) (R), re-

alizuju kao operator mnozenja odnosno diferenciranja respektivno, tj.

ElY) = wi(x), (3-3)

pri ¢emu domen ¢ine sve po modulu kvadratno integrabilne funkcije ¢ (z) € Lgx) (R) za

koje su i funkcije z¢(z) kvadratno integrabilne, i sli¢no

Pl — —inp(a), (3.4

pri ¢emu u ovom slucaju domen ¢ine sve diferencijabilne i po modulu kvadratno integra-
bilne funkcije 1 (z) € Lgx) (R) ¢iji su izvodi takode po modulu kvadratno integrabilni.
Kada je u pitanju dinamika standardne kvantne mehanike, u Dirakovom formalizmu,
ona se realizuje preko unitarnog operatora evolucije sistema U(t — to, tog), odnosno ko-
respondentnog hermitskog operatora H (t) koji se zove hamiltonijan sistema. U sluc¢aju
konzervativnih sistema (kakvi u sustini i jesu svi mikro sistemi) hamiltonijan nije funkcija

vremena i sa operatorom evolucije je povezan na slede¢i nacin

N 7 A

Ut —ty) = eXp[—ﬁ(t —to)H]. (3.5)
Preko evolucionog operatora u kvantnoj mehanici se zadaje zakon kretanja. Njegov inte-

gralni oblik u Sredingerovoj slici ima slede¢u formu

U(t —to,to) [1(t0)) = [1(2)) - (3.6)
U jednodimenzionalnom slu¢aju mnozeéi skalarno ovaj izraz sa leve strane sa (x| dobija
se njegova koordinatna reprezentacija tj. integralni oblik zakona kretanja, ali ovaj put u

prostoru po modulu kvadratno integrabilnih funkcija Lgx) (R)
[ K tipto)oty.to) dy = v(t), (37)
R

gde je K(z,t;y,to) = (x|U(t —to, to)|y) = (x,t|y, to) kernel (jezgro) evolucionog operatora

U, tav. propagator. Zakon kretanja u diferencijalnoj formi je poznat kao Sredingerova
jednacina

i (1)) = H(E) (t) (3.9

Nakon ovog kratkog osvrta na neke pojmove iz standardne kvantne mehanike, treba

rec¢i da direktno uopstavanje prethodnih izraza na p-adi¢nu kvantnu mehaniku nije moguce

iz vise razloga. Najpre, §to se ti¢e desne strane od (3.3) uopStavanje na p-adi¢ni sluc¢aj bi

podrazumevalo realizaciju mnozenja

x-(x), (3.9)
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pri ¢emu je z € Q, i ¢(x) € C, §to nema smisla (i sli¢no u drugim izrazima). Drugo,
diferenciranje u polju @Q, na nac¢in kao sa desne strane od (3.4) nije mogucée. Treée,
u standardnoj kvantnoj mehanici skup {U(t) : —oo < t < 400} ¢ini, zapravo, jednu
jednoparametarsku Lijevu grupu sa hamiltonijanom H kao generatorom koja je home-
omorfna slika aditivne, Abelove, grupe {t : —oo < t < +oo} vremenskih translacija.
Drugim re¢ima, s obzirom na nacin delovanja evolucionog operatora na talasnu funkciju,
hamiltonijan moZzemo smatrati generatorom vremenskih translacija u standardnoj kvant-
noj mehanici. Na isti na¢in moze se pokazati da je operator impulsa cCestice generator
prostornih translacija. U p-adi¢noj kvantnoj mehanici ovo nije slucaj jer je polje Q, to-
talno nepovezano te uzastopna primena infinitezimalnih transformacija nikada nece dati
konac¢nu transformaciju. Jedna od posledica svega pomenutog jeste da u p-adi¢noj kvant-
noj mehanici ne postoji adekvatan analogon éredingerove jednacine. Pomenuti problemi
su generalno posledica zasnivanja p-adi¢ne kvantne mehanike na kompleksnim talasnim
funkcijama p-adi¢nog argumenta i, stoga, nemoguénosti njihovog diferenciranja na stan-
dardan nacin. U cilju prevazilaZzenja ovog problema i zasnivanja diferencijalne formulacije
p-adi¢ne kvantne mehanike uc¢injena su dva pokusaja bazirana na uvodenju pseudodife-
rencijalnih operatora od strane Vladimirova i Dragovica [24, 25|. Ovaj pristup je jo§ uvek
fazi razvoja te su za sada rezultati koji se dobijaju u okviru njega interesantniji vise sa
matematicke strane.

Sumirajuéi prethodno moze se re¢i da u zasnivanju p-adi¢ne kvantne mehanike je-
dnostavno prepisivanje formula iz kanonske standardne kvantne mehanike nije moguce.
U tom smislu i pitanje: da li postoji formulacija standardne kvantne mehanike koja
bi mogla posluziti kao osnov za formulisanje p-adi¢ne kvantne mehanike? Odgovor je
pozitivan. Rec je Fajnmenovoj formulaciji zasnovanoj na funkcionalnim integralima t;j.
integralima po trajektorijama. Prvi koraci ka ovoj formulaciji kvantne mehanike, pored
Sredingerove i Hajzenbergove formulacije koje su tada veé¢ postojale (i bile objedinjene
u apstraktnom kanonskom Dirakovom formalizmu), u¢injeni su 1933. godine. Te godine
Dirak je izveo izraz za amplitudu prelaza preko dejstva sistema .S duz klasi¢ne trajektorije
(na kojoj S ima ekstremalnu vrednost) [26].

Razraduju¢i ovu Dirakovu ideju Ricard Fajnmen je 1933. godine zasnovao kvantni
funkcionalni formalizam koji danas zovemo Fajnmenovom ili funkcionalnom formulacijom
kvantne mehanike ili formulacijom kvantne mehanike preko integrala po trajektorijama.
Centralni objekat u Fajnmenovom pristupu jeste amplituda prelaza (zy,t¢|x;,t;) iz inici-
jalnog |x;,t;) u finalno stanje |z, ty) kvantnog sistema, koja se naziva jo§ i Fajnmenov
kernel (propagator) i zapravo predstavlja jezgro evolucionog operatora koji sistem prevodi
iz poCetnog u finalno stanje. Fajnmen je pokazao da se ovaj propagator dobija sumacijom

doprinosa amplituda prelaza izmedu svih medustanja tj. sumacijom po svim trajektori-
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jama u faznom prostoru (tzv. path integral) izmedu inicijalnog i finalnog stanja kvantnog
sistema (a ne samo, kao kod Diraka, duz klasi¢ne putanje) [27, 28]. Fajnmenov propagator

za specijalan ali relevantan jednodimenzionalni sluc¢aj ima slede¢i oblik

(.T”,t”) 1
(" 2! ) = K" ;2 ) = / Xoo (——S(q)) Dq, (3.10)
(2’ 1) 27Th
gde je S(q) = ftf" L(q,q,t) dejstvo, a L(q, ¢,t) = mqu —V(q) lagranzijan jednodimenzional-

ne ¢estice mase m i potencijalne energije V' (q) koja prelazi iz stanja |2/, ') u stanje |2”,t").
Kao 8to se vidi u ovom slucaju, integracija se svodi samo na integraciju po trajektorijama
u konfiguracionom prostoru (konfiguracioni path integral). U sluc¢aju da klasi¢no dejstvo

Sl = S (" ", 2, t') ima kvadrati¢nu formu, izraz (3.10) se svodi na [29]

i 028\ 1
K" 2 ) = [ — ~ __Sd 3.11
(2", 1" 2", 1) (QWhal’”al‘/) X < orh ) ’ ( )

dok se u dvodimenzionalnom slu¢aju dobija

1 825«:[ BQSCI 1/ 1
K,y ¢y ) = g |det | 0707 070 xm(—%sd). (3.12)

y'' oz’ Ay By’

Vise detalja koji se odnose na algebarske osobine propagatora, koje su koriS¢ene u
dobijanju prethodnih izraza, moze se naci u [28], [30] i [31].

Ono §to treba napomenuti jeste da je Fajnmenova formulacija standardne kvantne
mehanike u potpunosti ekvivalentna kanonskoj (Dirakovoj). U tom smislu, rezultati koji
se dobijaju u oba pristupa za isti kvantni sistem su identi¢ni. Medutim, treba istaé¢i da
se u operatorskom pristupu rezultati dobijaju mnogo brze i jednostavnije. Pristup preko
integrala po trajektorijama (u faznom ili konfiguracionom prostoru) doprinosi mnogo bo-
ljem razumevanju i interpretaciji kvantnih pojava. Naime, ovaj pristup nam ukazuje da,
opisno rec¢eno, prelazu sistema iz jednog kvantnog stanja u drugo, i uopste nekoj kvantnoj
pojavi, doprinose sve mogué¢nosti nacina realizacije jednog takvog prelaza tj. pojave. U
klasi¢noj mehanici sistem evoluira iskljuc¢ivo duz klasi¢ne trajektorije na kojoj dejstvo ima
ekstremalnu vrednost. U kvantnoj mehanici, prema Fajnmenovoj interpretaciji, dozvo-
ljene su sve moguénosti da se neka pojava desi ali sa razli¢itim verovatno¢ama. Drugim
reC¢ima, za neki kvantni sistem ne moze se reéi ta¢no duz koje trajektorije u faznom pro-
storu evoluira. Sve o ¢emu se moze govoriti su samo verovatnoce, i, naravno, njihov
ukupan zbir tj. amplituda prelaza kojoj upravo najveé¢i doprinos dolazi od mogucénosti
tranzicije duz klasi¢ne trajektorije. Ova trajektorija je, dakle, u kvantnoj mehanici tra-
jektorija sa najve¢om verovatnoc¢om i samim tim najve¢im doprinosom kona¢nom ishodu
neke pojave, ali ne i jedina.

U zasnivanju p-adi¢ne kvantne mehanike bilo je vise pokusaja formulisanja p-adi¢nog

funkcionalnog formalizma [32, 33, 34, 35, 36]. Pristup Zelenova [37], u kome se kao

18



ravnopravne p-adi¢ne promenljive tretiraju prostorna i vremenska koordinata, pokazao
se najdoslednijim. U okviru ovog pristupa izraz (3.7) omogucéava da se na analogan i
konzistentan na¢in u p-adi¢noj kvantnoj mehanici zada operator evolucije U(t), tj. njegovo
delovanje na p-adi¢ne talasne funkcije v, (x), u integralnoj formi preko korespondentnog

p-adi¢nog propagatora KC;(z,y)

Uty (z) = / K, y) () dy, (3.13)

P

Sto zapravo predstavlja integralni oblik zakona kretanja u jednodimenzionalnom sluc¢aju
u p-adi¢noj kvantnoj mehanici. Pri tome su ¢,(z) sada iz prostora L(;)(@p) kompleksnih,
kvadratno integrabilnih u odnosu na meru Hara, funkcija p-adi¢nog argumenta. Inade,
umesto resavanja svojstvenog problema hamiltonijana, kako je to ubi¢ajeno u standardnoj

kvantnoj mehanici, u p-adi¢nom slucaju se resava svojstveni problem operatora evolucije

Uty (x) = . Ki(z, 9)0° (y) dy = xp(Ba (1)1 (2). (3.14)

U ovom izrazu su x,(E,(t)) p-adi¢ne svojstvene vrednosti koje odgovaraju p-adi¢nim svoj-
stvenim stanjima wz‘fﬁ () evolucionog operatora. E, su p-adi¢ne svojstvene energije, dok
indeksi o 1 § oznacavaju svojstvene energetske nivoe i njihovu degeneraciju, respektivno.

U svakom slucaju, moze se re¢i da su sve informacije o dinamickoj evoluciji nekog
p-adi¢nog sistema sadrzane u p-adi¢nom propagatoru K, koji predstavlja jezgro p-adicnog
evolucionog operatora U(t). Odatle i potreba njegovog odredivanja za dati sistem. Na
ovom mestu na scenu stupa primena metode integrala po trajektorijama. Prvi p-adi¢ni
funkcionalni integral za slucaj linearnog harmonijskog oscilatora odredio je Zelenov u
citiranom radu [37]. Ono §to se dalje pokazalo jeste da je njegov pristup bio validan ne
samo u ovom slucaju veé i za sve sisteme sa kvadrati¢nim oblikom klasi¢nog p-adi¢nog

dejstva. Staviée, Dragovi¢ i Pordevié¢ pokazuju [38, 39, 40| da je za sve jednodimenzionalne

sisteme sa kvadratinim klasitnim p-adiénim dejstvom S¢ = S¢(a”,t";2/,t") p-adi¢ni
propagator
/
1 aQScl 1 825d 1
Kp(a” " 2" )y =\, | — L L ——S84). 3.15
pla, 152 E) P\ “drhoror ) |2nhozor | P\ 2xRP (3.15)
P

Sa druge strane, kao §to je ve¢ receno, u realnom slucaju za sve jednodimenzionalne
sisteme sa kvadratiénim klasi¢nim dejstvom Fajnmenov propagator ima isti oblik (3.11).

Pri tome je vazno uociti da se izraz (3.11) moZe napisati u obliku analognom sa (3.15)

1/2 1
o[ —=—=5). 3.16
v ( . ) (3.16)

[e.9]

1 925
2wh 0x" 0z’

1 2 Qcl
)= [ 5

" 47h 02" 0z
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Za dekuplovani kvadrati¢ni sistem sa dva stepena slobode Nesi¢ dobija [41]

1 098¢ 1 0%8¢

" e — A\ . p A = p

ICp(I Y 5T, Y, ) p( 471'7"18(13”81‘/) P( 47rh6y”8y’
1/2 1/2

Xp(
p

1 0S¢
2wh 0x" 0z’

1 0%8¢
2mh 0y" dy’

1
21h

S, (3.17)

p

Dalje se, u jednodimenzionalnom slu¢aju, zamenom p-adi¢ne talasne funkcije ¢, (z) u

(3.13) funkcijama Q(|z|,), Q(p”|z|,) 1 0(p” — |z|,) dobija respektivno da je

Kp(x,t;y,t0)Q|ylp) dy = / Kp(x, t;y,t0) dy = Q(|xl,), (3.18)
Qp |y‘p§1
/ Kp(x, t;y,t0)Q2p" |ylp) dy = /|| Kp(x, t;y, to) dy = Qp”|z|p), (3.19)
p Ylp<p™”

/ Kp(z,t;y,t0)0(p" — |ylp) dy = / Kp(, t;y, to) dy = 6(p” — |xl,), (3.20)

» [ylp=p¥

gde je v € Z. Uporedujuéi (3.18)-(3.20) sa (3.14) moze se zakljuciti da su Q(|z|,), Q(p”|z|,)
i 6(p” — |z|,) svojstvena stanja evolucionog operatora za svojstvenu vrednost energije
E, = 0, tj. u pitanju su tzv. vakuumska p-adi¢na stanja. Pri tome je Q(|z|,) naj-
jednostavnije, osnovno, vakuumsko stanje. Dalje resavajuci (3.18)-(3.20) za konkretan
oblik p-adi¢nog propagatora KCp(z, t; v, to) razmatranog p-adi¢nog modela mogu se odredi-
ti i uslovi egzistencije njegovih vakuumskih p-adi¢nih stanja. Pitanje egzistencije stanja
Q(|z|,) je od presudne vaznosti za konstruisanje adeli¢nih talasnih funkcija modela.

Ono §to treba pomenuti na kraju ovog odeljka jeste da se u ovom pristupu p-adi¢noj
kvantnoj mehanici polazi od lagranzijana i odgovarajuc¢ih Ojler-Lagranzevih jednacina
koje u p-adi¢nom sluc¢aju imaju istu formu kao i u klasi¢nom ali sa promenljivima iz polja
Qp. U cilju dobijanja p-adi¢nih propagatora za neki sistem potrebno je resiti p-adic¢ne
Ojler-Lagranzeve jednacine i za date pocetne uslove odrediti njihova p-adi¢na partiku-
larna reSenja. Njihovom zamenom u p-adi¢ni lagranzijan i potom njegovom p-adi¢nom
integracijom po p-adi¢nom vremenu dobija se klasi¢no p-adi¢no dejstvo koje ima isti o-
blik kao i u klasi¢nom slu¢aju (uz uslov da vrednosti p-adi¢nih promenljivih pripadaju
domenu definicije i konvergencije p-adi¢nih funkcija koje se javljaju u izrazu za dejstvo).
éinjenica da lagranzijan, Ojler-Lagranzeve jednacine i dejstvo za neki kvantni sistem
imaju iste klasi¢ne i p-adi¢ne forme zapravo je odraz pomenute Volovi¢eve hipoteze o
invarijantnosti dinamike fizickih sistema u odnosu na promenu polja R <> Q, [13, 14]. Sa
druge strane, gotovo identi¢ni oblici formula za propagatore kvadrati¢nih sistema (sistema,
sa kvadrati¢nim oblikom dejstva) nad poljima R i Q, ukazuju na mogucnost adelizacije

odnosno uopstavanja rezultata dobijenih u p-adi¢noj kvantnoj mehanici.
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3.2 Adeli¢na kvantna mehanika

Ve¢ sama Cinjenica da vaze adeli¢ne formule (2.54)-(2.56), koje povezuju vrednosti
funkcija u dva polja R i QQ,, ukazuje na moguc¢nost objedinjavanja rezultata standardne i
p-adi¢ne kvantne mehanike. Signal u tom smeru su bili svakako i malopre pomenuti, po
formi, identi¢ni izrazi za propagatore kvadrati¢nih sistema dobijeni u okviru standardnog
i p-adi¢nog kvantnog pristupa. Sa druge strane, pitanje zavisnosti rezultata koje daje
p-adifna kvantna mehanika od prostog broja p (kao parametra), kao i pitanje njihove
interpretacije i povezanosti sa rezultatima standardne kvantne mehanike definitivno je
ukazalo na nuznost formulacije nove, opstije, tzv. adeli¢ne kvantne mehanike.

Centralni objekat adeli¢ne kvantne mehanike [42, 43| je adeli¢na talasna funkcija koja

je kompleksna funkcija adeli¢nog argumenta (@) . A — C definisana sa

o) () = W (o) TT ) TT (1), (3.21)
peM pgM
gde je U (z) talasna funkcija u standardnom sluc¢aju, ¥,(z) su p-adi¢ne talasne funkcije
koje predstavljaju p-adi¢na stanja modela razlicita od Q(|x|,). M je skup kona¢no mnogo
prostih brojeva (ako ne bi bio konacan, adeli¢na talasna funkcija W) (z) ne bi vige
pripadala Hilbertovom prostoru nad adelima). Argumenti funkcija u prethodnom izrazu,
mada pripadaju razli¢itim poljima, radi jednostavnosti formalno su oznaceni istim slovom
. Tako je u adeli¢noj talasnoj funkeiji (@) (x) argument x € A, u standardnoj talasnoj
funkciji ¥ () je x € R, dok su u ¥, (z) i Q(|z|,) argumenti iz polja p-adi¢nih brojeva tj.
z € Q,.
Adeli¢na kvantna dinamika je opisana adeli¢nim analogonom p-adi¢nog zakona kre-
tanja (3.13)

U, )W) (z) = H , Koy, ty; Yoy t) Vo (Yo) dy. (3.22)

v=00,2,3,...

Svojstveni problem evolucionog operatora u adelicnom sluc¢aju ima oblik

adel. adel.
U T = X (E) T (2), (3.23)
gde je E, = (Ew, Fa,...,Ep,...) svojstvena adeli¢na energija, wg;del')(x) su svojstvena
adelicna stanja i @ = (oo, 02y ..o, Ap,...) 1 B = (B, B2, .-, Bp, -..) adeli¢ni indeksi koji

oznacavaju svojstvene energetske nivoe i njihovu degeneraciju, respektivno.

Pri tome je najjednostavnije adelicno vakuumsko stanje oblika
adel.
e (@) = Voo (@) [ [ 2J2,). (3.24)
p

gde je WU, o(z) vakuumsko stanje u realnom slucaju.
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Na ovom mestu treba ukazati na mogucnost interpretacije rezultata p-adi¢ne kvantne
mehanike u okviru formalizma adeli¢ne koja kao op$tija obuhvata i p-adi¢nu i standardnu
kvantnu mehaniku. Naime, kao $to je poznato, rezultati svih merenja pripadaju skupu
racionalnih brojeva Q. To znaci da bi i teorijski rezultati trebali biti interpretirani u
ovom skupu brojeva. Sa druge strane, skup racionalnih brojeva je zajednicki za oba polja,
iza Q,1iza R. Zbog toga argumenti funkcija u realnom i p-adi¢nom slucaju (Sto ¢e u
razmatranju odredenih kosmoloskih modela u ovoj disertaciji biti tzv. minisuperprostorne
koordinate izrazene u jedinicama Plankove duzine ;) trebaju biti racionalni brojevi. Pri
tome, s obzirom na ¢injenicu da je Q = Z U (Q \ Z), argumenti funkcija mogu uzimati
vrednosti ili iz skupa Z ili iz skupa Q \ Z. Nize u tekstu bi¢e pokazano da ovaj zahtev
za racionalnim vrednostima argumenata realnih i p-adi¢nih funkcija ima za posledicu
diskretizaciju prostor-vremena na Plankovoj skali.

Usvajajucii u adelicnoj kvantnoj mehanici uobicajenu interpretaciju kvadrata modula

talasne funkcije kao gustine verovatnoce, konkretno za adeli¢nu talasnu funkciju (3.21) je

WD @) = W) 3 TT 1) TT ey, (3.25)

peEM pE€M

jer je Q(|z|,) =Q(|z],). Specijalno u slu¢aju vakuumskog adeli¢nog stanja (3.24) je

(adel.) 2 o ‘\1100,0(1;”207 YIS Z7
iz (:z:))w—{ 0 Oz (3.26)

Prema tome, gustina verovatnoce za osnovno adeli¢no vakuumsko stanje (za koje se
pretpostavlja da opisuje rani univerzum plankijanskih dimenzija) je nenulta i jednaka
onoj koju predvida standardna kvantna mehanika samo za celobrojne vrednosti koordi-
nate x (odnosno za celobrojne umnoske Plankove duzine [41]). Ova ¢injenica ukazuje na
postojanje diskretizacije moguc¢ih vrednosti koordinata koja je, izmedu ostalog, u uvodu
pomenuta kao zajedni¢ka osobina p-adi¢nog/adeli¢nog [2] i nekomutativnog pristupa u
kvantnoj kosmologiji. Imajuéi u vidu da su €) funkcije invarijantne u odnosu na Furijeove
transformacije ovaj zakljucak je takode validan i u impulsnom prostoru. Pri tome treba
uociti da ova vrsta diskretnosti zavisi od adeli¢nog kvantnog stanja univerzuma. Naime,
ako u adeli¢noj talasnoj funkciji (3.21) postoje i p-adi¢na stanja razli¢ita od Q(|z|,) (za

p € M), gore navedena adeli¢na diskretizacija postaje manje uocljiva.
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4 Standardna klasi¢na i kvantna kosmologija

Kosmologija kao nauc¢na disciplina pocela se razvijati u prvoj polovini XX veka
sa primenom Opste teorije relativnosti na kosmos kao celinu i formulisanjem razli¢itih
kosmoloskih modela. Preovladujué¢a nauc¢na paradigma o nastanku univerzuma velikim
praskom /Sirenjem iz inicijalnog kosmoloskog singulariteta, kao $to je veé¢ re¢eno, povukla
je za sobom potrebu unifikacije fundamentalnih interakcija i uopste potrebu za razumeva-
njem pojava na Plankovoj skali, a sa tim u vezi i prostorno-vremenskih singulariteta. Sve
su ovo razlozi koji ukazuju na nuznost kvantovanja gravitacije. U zasnivanju kvantne
teorije gravitacije, od pedesetih godina proslog veka, skoro paralelno se razvijaju dva
pristupa — kanonski i funkcionalni. Osnovu prvog ¢ini poznata Viler-de Vitova jednacina
koju je prvi zapravo izveo Brajs de Vit 1967. godine [44] i koja je po svojoj formi analogon
éredingerove jednacine. Funkcionalni formalizam u teoriji gravitacije je poceo sa Carlsom
Miznerom nakon objavljivanja rada [45] iz 1957. godine.

Kvantna teorija gravitacije na danasnjem nivou susrec¢e se sa problemom nerenorma-
lizabilnosti odnosno pojave beskonac¢nih veli¢ina koje se ne mogu na elegantan nacin
ukloniti iz teorije (kao $to se npr. mogu ukloniti u kvantnoj elektrodinamici). Zbog ove
¢injenice kvantna teorija gravitacije jos uvek nije konzistentno zasnovana.

Kvantna gravitacija primenjena na rani svemir kao celinu zapravo predstavlja kvantnu
kosmologiju. Pored pomenutog problema koji se odnosi na pojavu beskonac¢nih veli¢ina
pri pokusaju kvantovanja gravitacije, i jedna i druga teorija se susrec¢u i sa nekim kon-
ceptualnim pitanjima bez jasnih odgovora. To su pitanja tipa ko ¢ini kvantni ansambl a
ko posmatraca koji meri, zatim $ta bi uopste bilo merenje u kvantnoj kosmologiji i kako
ga ,sprovesti” u uslovima u kojima klasi¢an koncept prostor-vremena gubi smisao (gde je
greska merenja, kao §to je re¢eno, reda veli¢ine samog etalona tj. Plankove duzine [11, 12],
a Svarcsildov radijus Cestice reda veli¢ine njene Komptonove talasne duzine) itd.

I pored ovih otvorenih pitanja, iz gore pomenutih razloga, fomulisanje kvantne teorije
gravitacije je neizbezno. Pristupa u pravcu pokusSaja formulacije konzistentne teorije
ima vise: teorija superstruna, ekstra dimenzije, nekomutativna geometrija, loop kvantna
gravitacija,...

U ovom poglavlju, nakon opsteg prikaza klasi¢nih Ajnstajnovih jednacina gravita-
cionog polja, bi¢e prezentovani osnovni elementi kvantne teorije gravitacije u okviru kanon-

skog i funkcionalnog formalizma.
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4.1 Ajnstajnove jednacine gravitacionog polja

Opsta teorija relativnosti, formulisana 1915/16. godine od strane Alberta Ajnstajna, je
zapravo klasi¢na teorija. U njenoj osnovi leze ¢uvene AjnStajnove jednacine gravitacionog
polja koje je zapravo prvi izveo (iz varijacionog principa) nemacki matematicar Hilbert 20.
novembra 1915. godine na seminaru u Getingenu (predstavljajuéi ih tako nau¢noj javnosti
samo 5 dana pre AjnStajna). U analitickom (Lagranzevom) formalizmu ove jednacine se
izvode polazeéi od dejstava za gravitaciono polje i materiju koja su u savremenoj notaciji

respektivno data sa [46]

3
Sy =12 /QRwimﬁzk/mRvﬂM% (pri emu je k = —5&5),  (4.1)
167G M M
1
Sm:_/ Lon/—gdiz, (4.2)
CJIm

gde je R skalarna krivina (Ri¢ijev skalar), g determinanta metrickog tenzora g,, i L,
je gustina lagranzijana materije. Integracija se vr$i po ¢etvorodimenzionalnoj prostorno-
-vremenskoj mnogostrukosti M.

Iz varijacionog principa

58 = 5(S, + Sp) = 0, (4.3)

uz zahtev nulte vrednosti polja na granici 4-mnogostrukosti M
wu|(9./\/l = (gp)\(srfot)\ - gM)\(sFip) |8M = 07 P, )\7[’6 = 07 17 2a 37 (44)

gde su FﬁA Kristofelovi simboli, dobijaju se Ajnstajnove jednac¢ine gravitacionog polja

1 &G

R,uu - _guuR = ?T

2 |17 M?V = 07172737 (45)

gde je R, Ricijev tenzor i T}, tenzor energije-impulsa materije. Leva strana ove jednacine
Zesto se zove 1 Ajnstajnov tenzor G, = R, — 39, R (sa tragom G = Gh).

U slucaju da je u (4.4) wh|om # 0, da bi se iz varijacionog principa dobile jednacine
polja u obliku (4.5) mora se dejstvima gravitacionog polja i polja materije, u ukupnom
(Ajnstajn-Hilbertovom) dejstvu S, dodati jos jedan tzv. Jork-Gibons-Hokingov ¢lan [47,
48, 49|

Syen =2k | KvVhdz, (4.6)
oM

pri ¢emu su h determinanta metrickog tenzora h;, prostorne 3-geometrije (unutrasnje
metrike, ,prve fundamentalne forme”) i K trag tenzora K, ekstrinzi¢ne (spoljagnje) krivi-
ne 3-prostora (i i k su prostorni indeksi koji uzimaju vrednosti i,k = 1,2, 3). Jednacine
(4.5) dobijaju se sada iz varijacionog principa variranjem Ajnstajn-Hilbertovog dejstva u

obliku
S =54+ Sm+ Sycu. (4.7)
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S obzirom na to da su u (4.5) svi tenzori simetri¢ni, nezavisnih Ajnstajnovih jedna-

¢ina ima 10. Isto toliko ima i nezavisnih promenljivih i to: 3 nezavisne komponente

dm %
ds

6 nezavisnih komponenti metrickog tenzora g,,. Treba napomenuti da je broj nezavisnih

kvadrivektora brzine u* = (od 4, jer je utu, = 1), gustina energije ¢ (ili pritisak p) i
komponenti metrickog tenzora zapravo 10, no s obzirom na to da su u Opstoj teoriji
relativnosti dozvoljene proizvoljne transformacije 4 koordinate to pruza moguénost da se
fiksiraju 4 od 10 (nezavisnih) komponenti g,,,. Ovo ¢e (kasnije u tekstu) imati za posledicu
proizvoljnu moguénost izbora (fiksiranja gejdza) jedne laps funkcije N i tri komponente

N; gift vektora Sto ¢e zapravo znaciti postojanje 4 primarne Dirakove veze.

4.2 Hamiltonova formulacija Opste teorije relativnosti

Na pocetku treba odmah reé¢i da postoji nekoliko alternativnih formulacija OpSte
teorije relativnosti pri ¢emu je Hamiltonova samo jedna od njih (¢ak i za pristup ovoj
formulaciji ima viSe nac¢ina). Razvoj ovog formalizma poceo je Dirak kasnih pedesetih
godina XX veka [50, 51|. Skoro istovremeno sa njim na istoj formulaciji rade Arnovit,
Dezer i Mizner i 1959. godine objavljuju njihov prvi rad iz ove oblasti [52]. Od 1959.
godine do 1961. godine usledio je niz radova pomenuta tri autora koji su se odnosili
na Hamiltonovu formulaciju Opste teorije relativnosti. Sveobuhvatni pregled formalizma,
koji je po pocetnim slovima njihovih prezimena dobio naziv ADM formalizam, objavljen je
1962. godine [53] sa reprintom 2008. godine u ¢asopisu General relativity and gravitation
[54]. Rad na razvoju ove formulacije se nastavlja i sedamdesetih godina [55]. Ina¢e, ADM
formalizam se naziva jos i kanonski jer podrazumeva prelazak sa analitickog na kanonski
(Hamiltonov) formalizam u kome su centralni objekti konjugovani impulsi i hamiltonijan
sistema. Kao temelj Hamiltonovoj formulaciji Opste teorije relativnosti posluzio je 3-+1
formalizam koga, kao pristup Ajnstajnovoj teoriji gravitacije, u prvoj polovini i sredinom
XX veka razvijaju Darmoa [56], Lihnerovi¢ [57, 58, 59] i Soke-Brua (u to vreme Fure-
-Brua) (60, 61]. Sedamdesetih godina proslog veka 3+1 formalizam je postao osnovno
sredstvo novonastale numericke relativnosti ¢ijem naglom razvoju je doprinela teznja za
usavrSavanjem detektora gravitacionih talasa (koji su na kraju i detektovani [9]).

U okviru 3+1 formalizma cetvorodimenzionalna prostorno-vremenska mnogostrukost
M se izlistava na trodimenzionalne hiperpovrsi X; po t |62]. U geometrijskom smislu ovo
se realizuje tzv. 3+1 dekompozicijom kvadratne metri¢ke forme u obliku (na dalje, sem

ako nije posebno naglaseno, u prirodnom sistemu jedinica u kome je ¢ = h = 1)

ds® = g, da"dz” = —N?dt* + hy,(dx’ + N'dt)(dx® + N*dt), (4.8)
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gde se N = N(x*,t) zove laps funkcija i ona predstavlja meru razlike izmedu koordinatnog
vremena t i sopstvenog vremena 7, dok su N* = Ni(2* t) komponente tzv. §ift vektora

koji odreduje pomeranje hiperpovrsi ¥;,4 u odnosu na ¥; pri prelazu t — t + dt (Slika

1.).

Slika 1. 3+1 dekompozicija prostorno-vremenske mnogostrukosti M (preuzeto iz [62])

Pri tome se metricki tenzor g,, moZe napisati na sledec¢i nacin

—N? 4+ NyN* N,
) = : 4.9
(9. ( - (1.9)

a inverzni metricki tenzor g"” kao

1 N*
(g") = ( _N{\Z[_2 " _N_2NiNk ) : (4.10)
NZ N?
gde je N*N, = h*N;N;, = hy N'N*. 1z (4.9) se vidi da je g,, i u ovoj formi odreden
sa 10 nezavisnih komponenti (jedna N, tri N; i Sest nezavisnih komponenti iz metri¢kog
tenzora h;, 3-geometrije).
Uobicajeni oblik Ajnstajn-Hilbertovog dejstva, sa kosmoloskom konstantom A, od koga

se polazi je [62]

1
S = o G/((4)R—2A)\/—gd4az+ K\/ﬁd3x+/£m\/—gd4a:. (4.11)
T M

M 167TG OM

Kako je /=g = NVhi WR = R =OR + K* Ky, — K? — 2(n°K 4 a%).0, (PR je
Ric¢ijev skalar unutrasnje 3-geometrije, a® = nﬁn% in, =(—N,0,0,0) je Cetvorovektor

normale na hiperpovrs ¥;), prethodni izraz se svodi na sledeci oblik [62]

1 . G
S = / (IR + K*Ky, — K* — 20) NVhdtd*z + / LuNVhdtd'e,  (4.12)
167G M M
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pa je odgovarajuéi lagranzijan

1 )
/ (DR + K* Ky, — K* — 20) NVhd*z + / L NVhdz. (4.13)

L =
167G

Pri tome se za gustinu lagranzijana materije £,, obi¢no uzima da je sledeca funkcija

skalarnog polja ® i potencijala V(®)
1 4
Ly, = —ég“ 0,90, — V(®). (4.14)

Impulsi konjugovani novim promenljivima h;,, ®, N i N; dobijaju se variranjem la-

granzijana L po izvodima trazenih veli¢ina tj. respektivno

Y N .
= — = — K* — h*K 4.15
g Shix 167G ( ) (4.15)
5L Vhy. :

M= 2 = (@ ~N <1>,Z-> , (4.16)
0 = oL _ 0, (4.17)

6N
L (4.18)

O N;

Hamiltonijan sistema je tada

H = / <7r’khlk + 7Tq>(i) + 7N + 7TZNZ> dBr—L

— / (WON +7'N; + NH + NH) dr, (4.19)

gde su
H= %(Gg —87GTY) i H' = %(GO —87GT"Y), i=1,2,3. (4.20)
Iz 7% = 0in® = 0 sledi da je odgovaraju¢i hesijan sistema jednak nuli, tj. da je
det (6465(%/3) = 0. Za ovakav sistem (ili njegov lagranzijan) se kaze da je singularan

(degenerisan) Dirakov sistem sa vezama. Ovo ima za posledicu da hamiltonijan sistema
nije jednoznacan i da konacne jednacine nemaju jednoznac¢no reSenje za date pocetne
uslove. Naime, zbog nultog hesijana sistem dinamickih jednacina ne moze se jednoznac¢no
reSiti po najstarijim (drugim) izvodima traZenih funkcija, a $to je potreban i dovoljan
uslov za postojanje jedinstvenog partikularnog resenja.

7% = 017" = 0 se zovu primarni uslovi veza. Iz jednac¢ina kretanja u Poasonovim

zagradama za N i N;, uz primarne uslove, dobijaju se sekundarni (dinamicki) uslovi veza:

H
i’ ={r" H} = _g_N =—H=0=H=0 (Hamiltonov uslov), (4.21)
i i o i i : -
it ={r",H} = TN, -H' =0=H =0 (impulsni uslov). (4.22)

Pri tome su prema (4.20) ovi sekundarni uslovi ekvivalentni odgovarajuéim Ajn-

Stajnovim jednacinama, naime

H=0s G)=8rGTy), H =0&G”=8rGT". (4.23)
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4.3 Kanonska kvantizacija

Kanonska kvantizacija podrazumeva prelazak sa klasi¢nih varijabli impulsa na opera-
tore impulsa, odnosno u koordinatnoj reprezentaciji u odgovarajuce operatore diferenci-

ranja:

ik _ ~ik :
T B i (4.24)
R 0
Mo = fip = —ise, (4.25)
R L (4.26)
ON’
T 0 : (4.27)
IN;
Tada se iz primarnih Dirakovih veza (4.17) i (4.18) respektivno dobija da je
0 OV
7 |U) =0— iy = 0, (4.28)
Ty =0 — —i o _ 0. (4.29)

ON;
Prema tome, talasna funkcija (vasione) W ne zavisi od N i N;, tj. oblika je U = W(h, D).
Ovo sa druge strane obezbeduje pomenutu moguénost izbora (fiksiranja gejdza) lasp
funkcije i komponenti $ift vektora.

Beskonatno dimenzionalni konfiguracioni (super)prostor {h;x(z), ®(x) : Vo € X} Ri-
manovih 3-metrika h;; i polja materije ®, bez konfiguracija iste unutrasnje geometrije,
je prostor kvantne gravitacije. Talasna funkcija W = W(hy, ) je funkcional na ovom
superprostoru.

Sekundarne veze (4.21) i (4.22) respektivno daju
H W) =0, (4.30)

H W) = 0. (4.31)

Prva od ovih jednacina ima formu stacionarne éredingerove jednacine za osnovno
stanje nulte ukupne energije gravitacionog polja i polja materije. Brajs de Vit ju je
prvobitno nazvao Ajnétajn—éredingerova jednacina, da bi tek kasnije bila nazvana Viler-
-de Vitova jednacina. Ona je inace osnovna jednacina kanonskog formalizma u teoriji

kvantne gravitacije.
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4.4 Funkcionalna kvantizacija

Ovaj pristup kvantnoj gravitaciji razvijao se skoro paralelno sa kanonskom kvanti-
zacijom pocevsi od pomenutog Miznerovog rada iz 1957. godine [45]. Centralni objekat
funkcionalnog pristupa je amplituda prelaza izmedu pocetnog stanja vasione sa konfi-
guracijom |h},, @', ¥') i krajnjeg stanja sa konfiguracijom |hl,, ®”,¥"). Data je slede¢im

funkcionalnim integralom [62]
(Hl, ® 5|l 5y = / exp(iS (g ©)) Dy D, (1.32)

Ako je metrika g, lorencovskog tipa i ako su polja materije ® realna, dejstvo S =
S(guw, P) je takode realno. Tada je faktor exp(iS) oscilatoran, te je prethodni integral
divergentan. Zbog toga se pribegava jednom matematickom ,triku” koji se zove Vikova
rotacija vremenske ose. Naime vrsi se zamena t — —i7 i S — iS. Na ovaj naéin se
zapravo prelazi iz Lorencovog u Euklidov prostorno-vremenski region, drugim re¢ima vrsi
se signaturna tranzicija. U tom smislu S se naziva lorencovskim dejstvom ili dejstvom u
Lorencovom regionu, dok se S naziva euklidovskim dejstvom odnosno dejstvom u Eukli-

dovom regionu. Nakon signaturne izmene (4.32) postaje
(W, & SV |1, & ) = / exp(— (g ®))Dgpy DE. (4.33)

Na ovaj nacin uklonjen je oscilatorni karakter integranda u (4.32), no sam integral (4.33)
jos uvek ne mora da bude konvergentan s obzirom na to da Euklidovo dejstvo S u teoriji
gravitacije u opStem slucaju nije pozitivno definitno. Stoga se, da bi ovaj funkcionalni
integral konvergirao, pri integraciji moraju uzeti u obzir ne samo realne ve¢ i kompleksne
metrike. Treba napomenuti da i u tom slucaju rezultat nije jednoznacan veé zavisi od
izbora konture integracije.

U svakom slucaju i jedan i drugi pristup (kanonski i funkcionalni) podrazumeva odredi-
vanje talasne funkcije za neki kvantni kosmoloski model. U prvom sluc¢aju (kanonska
kvantizacija) talasna funkcija se dobija resavanjem Viler-de Vitove jednacine (4.30), a u
drugom sluc¢aju (kvantizacije preko integrala po trajektorijama) iz Fajnmenovog minisu-
perprostornog propagatora uz odgovarajuci grani¢ni uslov. Najpoznatiji su Vilenkinov
[63, 64, 65] i Hartl-Hokingov [66, 67, 68|. Prvi uslov podrazumeva da se talasna funkcija
konstruiSe tako da univerzum biva kreiran ni iz ¢ega u uobi¢ajenom kvantno-mehanickom
procesu tunelovanja kroz potencijalnu barijeru. Primenom Hartl-Hokingovog grani¢nog
uslova talasna funkcija je konstruisana koriséenjem integrala po trajektorijama po svim
kompaktnim Euklidovim ¢etvorodimenzionalnim mnogostrukostima sa granicama koje se

nalaze na hiperpovrsi signaturne izmene.
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9 Minisuperprostorni kosmoloski modeli

Kao §to je ve¢ receno, prostor kvantne gravitacije (superprostor) je beskona¢no
dimenzionalan. Rad u prostoru sa beskona¢no dimenzija je prakti¢no nemogué. Stoga se
pribegava svodenju broja dimenzija na konac¢an broj. Na taj nacin se dobijaju tzv. mini-
superprostor i odgovaraju¢i minisuperprostorni kosmoloski modeli. Ogranic¢avanje broja
dimenzija i dobijanje odgovarajuceg minisuperprostora vrsi se koris¢enjem specifi¢nih oso-
bina prostor-vremena u kosmologiji. Naime, kao §to je poznato, prostor je na kosmoloskim
skalama (> 100 Mpc) homogen. Dodatna pretpostavka o izotropiji ili anizotropiji se
koristi dalje u zavisnosti od modela.

U slucaju homogenog i izotropnog modela oblik metrike u 3+1 dekompoziciji, koja
odgovara ovim osobinama, podrazumeva da je laps funkcija samo funkcija vremena N =

N(t), a da su komponente $ift vektora nulte N* = 0, tj.
ds* = g, da'dz” = —N(t)*dt* + hydx'dz”, (5.1)

pri ¢emu su komponente 3-metrike h; = h;x(¢®(¢)) opisane kona¢nim brojem funkcija
vremena ¢* = ¢“(t), « = 1,2, ..., n, koje se zovu minisuperprostorne koordinate. Takva je

npr. Fridman-Lemetr-Robertson-Vokerova (FLRW) metri¢ka forma
ds® = —dt* + R*(t)(dr* + r*(d6* + sin® 0dp?)), (5.2)

pri ¢emu se R(t) uobi¢ajeno zove faktorom skale. Tako ¢e model sa skalarnim poljem ® i
FLRW metrikom biti opisan u minisuperprostoru od svega dva parametra {R, ®}.
Drugi primer koji ¢e biti razmatran u ovoj disertaciji je model sa Kantovski-Saks

metrickom formom sa dva faktora skale ¢;(t) i co(t)

N2
ds? — _Tgf))dtz +en(B)dr? + A(t)(d6® + sin? 0d?). (5.3)
1

Ova metricka forma opisuje prostor-vreme koje je homegeno i anizotropno. Ako se laps
funkcija uobi¢ajeno normira tako da je N(t) = 1, minisuperprostor modela sa Kantovski-
-Saks metrikom i skalarnim poljem ® bic¢e tada prostor tri parametra {c;, co, P}.

U slu¢aju homogene i izotropne metrike oblika (5.1) funkcionalna integracija u (4.33)
po mnogostrukosti svodi se na funkcionalnu integraciju po 3-metrici i jednu obi¢nu inte-
graciju po laps funkciji [69]. Tada uz grani¢ne uslove ¢*' = ¢*(t'), ¢*" = ¢*(") i kalibraciju

N =0 (4.33) postaje
(¢*"l¢*") = //C(qa",N; q*',0) dN, (5.4)
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i zove se minisuperprostorni propagator, u kome je
K (¢, N;¢™,0) = /exp(—g(qa,N))Dq“, (5.5)

kvantno-mehanic¢ki (euklidski) propagator izmedu vrednosti ¢* i ¢*”. U [70] je pokazano
da je prethodni funkcionalni integral za minisuperprostorne modele ¢ije dejstvo ima kva-

drati¢nu formu egzaktno resiv i dat izrazom

all .ol _ 1 82 Gel 2 acl all .ol
’C(C] , Niq ’O)_E [—det (W)] exp(—S (q ,Niq 70))7 (5.6)

gde je S (¢*, N; ¢*',0) klasi¢no dejstvo u euklidskom regionu dobijeno za reSenja klasi¢nih
jednac¢ina kretanja po minisuperprostornim koordinatama ¢* uz grani¢ne uslove ¢*(0) =
q* i ¢*(1) = ¢*". Daljom zamenom (5.6) u (5.4) dobija se izraz za minisuperprostorni
propagator za modele sa kvadrati¢nim dejstvom. Pri tome ¢e rezultat integracije u (5.4)

po laps funkciji zavisiti od izbora konture integracije.

5.1 Milneov model

Milneov model je kosmoloski model koji je bio predloZen od strane britanskog astrofi-
zicara i matematicara Edvarda Artura Milnea 1935. godine. U pitanju je, zapravo, speci-
jalan sluc¢aj praznog otvorenog Fridmanovog modela tj. Fridmanovog modela hiprebolicke
geometrije bez prisustva materije (nultih vrednosti gustine energije, pritiska i kosmologke
konstante).

Ako se u Fridmanovu jednac¢inu (u Medunarodnom sistemu jedinica) za otvoren model

|46]
c? , 8@

— —H2_2= .
72 5 (5.7)

(gde je H = % Hablov parametar i p gustina materije u kosmosu), zameni da je yp = 0
dobija se da je faktor skale a tada linearna funkcija vremena tj. R = ct. Ako se dalje u

metricku formu
ds® = *dt* — R*(t)*(dx?® + sinh® x(d6? + sin? §dp?), (5.8)

otvorenog Fridmanovog modela u signaturi (+, —, —, —) zameni da je R = ct, dobija se

metricka forma Milneovog modela (vrac¢ajuéi se u prirodni sistem jedinica)
ds? = dt* — t*(dx* + sinh? y(df? + sin? Odp?). (5.9)
Ova metrika se smenama r = ¢sinh x, 7 = ¢ cosh x svodi na oblik
ds® = dr? — dr® — r*(d6” + sin® 0dp?), (5.10)
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tj. na obi¢nu galilejevsku prostorno-vremensku metriku (metriku Minkovskog). Dalja
analiza pokazuje da Milneove koordinate ¢ i x pokrivaju samo jednu ¢etvrtinu prostor-
-vremena Minkovskog [71]. Takode, postoji relacija izmedu Milneovog prostor-vremena i
Rindlerovog prostor-vremena [72].

Dalje ¢e biti prouCena veza izmedu Milneovog modela i jednog 2+1 dimenzionalnog
minisuperprostornog kosmologkog modela toroidalne topologije 72 x R sa metri¢kom for-

mom, u signaturi (—, +, +), oblika [73|
ds® = —N(t)%dt* + hy;(t)dz'de?, 0<z' <1, i,j=1,2. (5.11)

Iz ovog oblika metrike se za razmatrani model dobija da su tenzor spoljasnje krivine i
njegov trag respektivno K, = —ﬁhij i K =hVK;; = —5-2logh (gde je h = det(hy;)).
Ajnstajn-Hilbertovo dejstvo sa kosmoloskom konstantom i bez polja materije, u ovom

2+1 dimenzionalnom sluc¢aju, je [73|

S = / (PR —2A) V=g d’z + 2/ EVhdx
May1

OMay1
_ / (K* Ky — K? — 20) NV dtd’s. (5.12)
Mo
Nakon uvodenja koordinata U? (i = 1,2) i invarijante metrike U'Gy,U* = —%hijhij, uz

p = RN i R = /h, prethodni izraz postaje

1 1 ) .
S = 5/ [— (—R2 + RQUlGikUk> — 4Ap} dt. (5.13)
p
Sa druge strane, kako se slobodna relativisticka Cestica moze tretirati kao sistem sa
vezom 1), k"kY + m? = k* + m* = 0 [74] koja vodi do kanonskog hamiltonijana (sa
LagranZevim mnoZiteljem N) H, = N(k? +m?) i lagranzijana L = i,k — H, = e fr —
H.= % — m?2N, njeno dejstvo moZe se tada pisati na sledeéi nacin

S—/m Kl ’N | d (5.14)
= v m T. .

Uporedujuéi (5.13) i (5.14) moze se zakljuciti da se dinamika ovog 2+1 kosmoloskog
modela moze opisati kao dinamika fiktivne slobodne relativisticke ¢estice mase v4A koja

se kre¢e u trodimenzionalnom lorencijanskom prostor-vremenu ¢ija je metrika
ds* = —dR* + R*dU'Gy,dU". (5.15)

Ako se ova metricka forma napiSe u nesto drugacijem obliku

dr? + dr2
ds? = —dr? + R (5.16)

)
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pri ¢emu je —oo < 71 <00, 0 <710 < R, odmah se vidi da je prostor u kome se krece
fiktivna Cestica zapravo Milneov prostor.

Uz transformacije R = V22 — X2 - Y2, 1 = % im = %, (5.16) postaje metrika

Minkovskog
ds* = —dZ* + dX* + dY>. (5.17)

Tada Ajnstajn-Hilbertovo dejstvo (5.13) modela dobija oblik

1 1 52 w2 V2
5_2/{/)( 7r 4+ X +Y> 4A,o] dt, (5.18)
odakle sledi da je lagranzijan
1 ) : .
L= (—22 L X2 4 Y2) —9Ap. (5.19)
p

Resavajué¢i Ojler-Lagranzeve jednacine za ovaj oblik lagranzijana, uz pocetne uslove
Z'=Z), 72" =Z{"), X' =X{), X" =X{t")Y =Y({')1Y" =Y(t"), dobijaju se

klasi¢ne jednacine kretanja

A X" X! YY" Y’
T (=), X =X+ (=), Y =Y+ (= 1), (5.20)

7 =7+

Njihovom zamenom u (5.19) dobija se klasi¢ni lagranzijan modela

1 g _ g 2 X" _ X! 2 Yy" _y! 2
cl
L= (‘ ( T ) + (ﬁ) + (ﬁ) — 2. (5:21)

Dalje integracijom L po vremenu u intervalu od ¢ do t” dobija se klasi¢no dejstvo

[75]
ga_ W=tV 1 (2'-Z 2+ X'—X' 2+ Y'Y (5.22)
- D) p ! ! H—t P ’

ili u obliku

(Z// _ Z/)2 (X// _ X/)2 (Y// _ Y/)2
+ +
2T 2T 2T

gde je T'= p(t" — t'). Pri tome se prethodni izraz moZe napisati i na slede¢i nacin

0 _(Z//_Z/)2 (X//_X/)Q_ (Y//_Y/)Q_
S¢ = < o +2AT ) + o7 2AT | + o7 2AT

= 8¢+ 8¢ 4 5S¢ (5.24)

S = — — 2AT, (5.23)

Sada ¢e biti razmotreno kako izgledaju ove dinamicke veli¢ine nakon transformacije

t — —it. Naime, tada lagranzijan (5.19) postaje
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1 . . .
L= (—22+ X2+ 72) + 240, (5.25)
P

gde tacka iznad slova sada oznacava diferenciranje po 7.
Uz pocetne uslove Z' = Z(1'), 2" = Z(7"), X' = X(7'), X" = X(7"), Y =Y (1) i
Y" =Y ("), klasi¢ne jednacine kretanja su sada

Z// _ Z/ X/l _ X/ Y// _ Y/

Z =7+ —(r—7"), X = X'+ —(1—=7'), Y =Y+

(t—7").  (5.26)

,7-// —T 7—// —T 7—// _ ,7-/

Njihovom zamenom u (5.25) dobija se klasi¢ni lagranzijan

_ 1 Z//_Z/ 2 X//_X/ 2 Y”—Y’ 2
cl __
L —%(_<7_//_7_/> +( R > +(—T//—T/) +2Ap (527)
Uobi¢ajenom procedurom integracije LY po 7 u intervalu od 7" do 7 dobija se i

klasi¢no dejstvo

T//

Ledr

/

Svcl —

—

1" __ 712 ~ X"+ X! 2 B Y!"_Yy! 2 B
= (—M—QAT) + (@%—QAT) + (quQAT)
2T 2T 2T
= S5+ 5%+ 57, (5.28)

pri ¢emu je ovde T = p(7" — 7).

Iz prethodnog se vidi da transformacija ¢ — —i7 direktno prevodi klasi¢na reSenja
(5.20) u (5.26) i da je S = —iS. Sem toga jasno je da je i nakon ove transforma-
cije, s obzirom na oblik lagranzijana (5.27) i dejstva (5.28), re¢ o modelu tipa slobodne
Cestice. Inace sama tansformacija ¢t — —i7 ovde nije sa namerom nazvana signaturnom
imajuci u vidu specificnosti Milneovog modela. Naime, model je 2+1 dimenzionalan t;.
trodimenzionalan sa polaznom metrikom (5.17) od koje su na dalje izvodene relevantne
dinamicke veli¢ine. Pri tome je receno da je (5.17) metrika tipa Minkovskog u trodimen-
zionalnom slucaju u kojoj bi ekvivalent vremenske koordinate bila Z koordinata. No u
daljem tretmanu ipak su odredivane veli¢ine koje zavise od uobicajene vremenske koor-
dinate ¢. U tom smislu nije sasvim jasno da li bi prava signaturna izmena za ovaj model
podrazumevala transformaciju ¢ na uobifajen nac¢in (t — —i7) ili transformaciju koor-
dinate Z koja u metrici (5.17) igra ulogu vremenske. Sa druge strane, kao Sto ¢e biti
prezentovano u poglavlju 5.2.5, standardna signaturna tranzicija u klasi¢nom prostor-vre-
menu podrazumeva i ispunjavanje nekih specifi¢nih uslova (npr. junction condition tj.
uslova zaSivanja reSenja), koje treba uzeti u obzir pri odredivanju resenja jednacina kre-
tanja po minisuperprostornim koordinatama za dati model u jednom odnosno u drugom
regionu signaturne izmene. No opet, sve se to odnosi na gravitaciju u 3+1 dimenzionalnom

slucaju, a ovde je re¢ o modelu u 2+1 dimenzionalnom prostoru gde vladaju drugacije
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okolnosti. Na primer u 2-+1 dimenziji svako reSenje vakuumskih Ajnstajnovih jednacina
polja je ravno, a prostor-vreme nema lokalnih stepeni slobode tj. nema gravitacionih
talasa u klasi¢noj teoriji i nema gravitona u kvantnoj teoriji [76]. U tom smislu pitanje
signaturne tranzicije u standardnom i p-adi¢nom sluc¢aju za Milneov model ¢e biti predmet
buduceg istrazivanja.

Inace, kao §to je poznato, za sistem ¢iji je lagranzijan L = L(qo, ¢»,t) impulsi konju-
govani generalisanim koordinatama ¢, se dobijaju iz

oL

= ¢ =123.. 5.29
6q~07 q ( )

Ps

Tako su za lagranzijan (5.19) impulsi konjugovani Z, X i Y respektivno
7 X Y
pPz=——, Px=—, DPyr=—. (5.30)
P P P

Klasi¢ni hamiltonijan sistema u opStem sluc¢aju se dobija iz
H=> psj, — L. (5.31)
Tako ¢e za Milneov model biti

H = S(=py +px +py) +2Ap. (5.32)

NI

Na pocetku ovog poglavlja je, dakle, re¢eno da je Milneov ¢etvorodimenzionalni kosmo-
loski model zapravo specijalan sluc¢aj vakuumskog otvorenog Fridmanovog modela. Potom
je u nastavku pokazano da se 2+1 dimenzionalni kosmoloski model toroidalne topologije sa
kosmoloskom konstantom svodi na trodimezionalni Milneov model koji je u dinamickom
smislu ekvivalentan slobodnoj relativistickoj ¢estici u trodimenzionalnom prostoru tipa
Minkovskog. Treba ista¢i da je ovo za sada jedini poznat kosmologki model ¢ije je dejstvo

ekvivalentno dejstvu slobodne cestice koja se krece u trodimenzionalnom prostor-vremenu.

5.2 Dvooscilatorni modeli u kosmologiji

Tema ovog poglavlja bi¢e dvooscilatorni minisuperprostorni kosmoloski modeli. Ge-
neralno, pod dvooscilatornim kosmologkim modelom u opstem smislu (na dalje samo:
dvooscilatorni kosmoloski model ili dvooscilatorni model) podrazumeva¢emo model ¢iji se
lagranzijan moze, pogodnim smenama (ako je potrebno), predstaviti kao algebarska suma
(zbir ili razlika) lagranzijana dva dekuplovana linearna harmonijska ili dva dekuplovana
linearna invertovana harmonijska oscilatora. Pri tome, kao Sto je poznato, linearni har-
monijski oscilator je sistem ¢iji je lagranzijan oblika L = &2 —w?z? i iz koga se za kona¢nu
jednacinu kretanja po x dobija trigonometrijska (harmonijska tj. sinusna ili kosinusna)

funkcija vremena. Linearni invertovani harmonijski oscilator (poznat i pod nazivima:
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upside-down oscilator, repulzivni oscilator, inverzni oscilator) je sistem sa lagranzijanom
L = #? +w?z? ¢ija je kona¢na jednacina kretanja po x hiperbolicka (sinh ili cosh) funkcija
vremena |77, 78, 79, 80, 81].

Ovom tipu kosmologkih modela pripadaju zapravo svi dvoparametarski modeli (¢iji je
minisuperprostor samim tim dvodimenzionalan) sa klasi¢cnom dinamikom opisanom ko-
na¢nim jedna¢inama kretanja (koje su ekvivalentne kona¢nim jednacinama kretanja za
harmonijski ili invertovani harmonijski oscilator) za dva parametra koji poti¢u iz metrike
i/ili Ajnstajn-Hilbertovog dejstva modela direktno, ili su sa njima posredno povezani
naknadno uvedenim smenama promenljivih. Treba pri tome ukazati da navedena definicija
dvooscilatornih modela iskljucuje modele kod kojih bi jedan oscilator bio harmonijski, a
drugi invertovani harmonijski. Naime, u dosadasnjem radu se nismo sreli sa takvim tipom

modela $to moze biti predmet buduceg istrazivanja.

5.2.1 Klasifikacija modela

Opsti oblik lagranzijana za dvooscilatorne kosmoloske modele u skladu gore navedenom

definicijom je

L = [i* + wla®] + sgn [y + wiy’l, (5.33)
pri cemu frekvence w, i w, mogu biti jednake ili razli¢ite i sgn { = + ili sgn { = — nezavisno
od znaka ispred w, .

Modeli ¢iji je lagranzijan oblika L = [i* — w22?] + [§* — wiy?] imaju trigonometrijska
opsta resenja Ojler-Lagranzevih jednacina po = i y tipa x = Ajcos(w,t + Ay) iy =
By cos(wyt + Bsy) respektivno (pri ¢emu su Ay, As, By i B, integracione konstante koje
zavise od pocetnih uslova). U zavisnosti od znaka sgn& = £ i od toga da li su frekvence
wy 1 wy iste ili razli¢ite ovakvih modela ima cetiri tipa. I potpuno isto i za modele sa
lagranzijanom L = [i? +w?2?] & [§* 4+ w_y’] sa hiperbolickim resenjima Ojler-Lagranzevih
jednacina za x i y respektivno z = A; cosh(w,t + As) i y = By cosh(w,t + Bs). Ukupno
dakle 8 razli¢itih tipova dvooscilatornih modela ¢iji je lagranzijan oblika (5.33) podeljenih
u dve grupe po 4 (sa reSenjima Ojler-Lagranzevih jednacina ekvivalentnim jednadinama
kretanja linearnih harmonijskih ili invertovanih harmonijskih oscilatora). Radi jasnijeg
prikaza navodimo i eksplicitno lagranzijane obe grupe.

Za grupu ,harmonijskih” dvooscilatornih kosmoloskih modela:

Lay = [#* — w?2®] — [§* — 'y’ (5.34)
L) = [i* — 2] + [§? — 7], (5.35)
L) = [#* — wiz®] — [ — wyy’], (5.36)
Ly = [#* — wiz®] + [ — wjy’]. (5.37)
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Za grupu invertovanih harmonijskih” dvooscilatornih kosmoloskih modela:

Ly = [2° + 2] = [9° + ?y’), (5.38)
Ly = [#° + 2] + [9° + w?y’], (5.39)
Ly = [#* + wia®] — [ + wiy’], (5.40)
Lgy = [#* + w32’ + [97 + wiy?]. (5.41)

Lagranzijani ove dve grupe su povezani sa (bar) dva tipa relevantnih transformacija.
Jedna je signaturna izmena t — —i7 (koja podrazumeva prelazak sa Lorencovog na
Euklidov region ¢etvorodimenzionalne prostorno-vremenske mnogostrukosti), a druga je
promena znaka ispred kvadrata frekvence oscilatora tj. transformacija wiy — —wg,y (8to
moze biti posledica promene znaka parametra preko koga u konkretnom modelu moze biti
definisan kvadrat frekvence oscilatora). Pri tome i jedna i druga transformacija proizvode
isto ,,dejstvo” u smislu prelaska na novi tip lagrazijana iz druge grupe. Npr. prisignaturnoj
izmeni t — —i7 lagranzijan (5.34) postaje

t——iT

Lgy = [#% = w*2®] = [* — Wy’ Ly = [-3% —w?2?) — [ —w¥?],  (5.42)

i dalje
Lay = [-3° = w2’ = [-9" — w’y’] = = ([2° + w?2’] = [§* + w’y7]). (5.43)
Sa druge strane, s obzirom na invarijantnost dinamike u odnosu na mnozenje lagranzijana
proizvoljnim multiplikativnim faktorom (pa samim tim i u odnosu na promenu znaka
ispred njega) umesto poslednjeg moZe se razmatrati lagranZijan D(1) = [22+w?2?] - [y* +
w?y?]. Stoga se moze pisati da
Lay = [2% — w?e?) = [i? — w*?] =5 Ly, = [ + w2?] — [57 + w?y?), (5.44)

uz napomenu da su, nakon signaturne izmene t — —i7, izvodi u E(l) i D(1) izvodi po
novoj promenljivoj 7. Dalje, uz trivijalnu smenu 7 = ¢, L’(l) postaje zapravno L) tj.
lagranzijan oblika (5.38), te se u kona¢nom ishodu moze reé¢i da pri signaturnoj tranziciji
lagranzijan L) prelazi u lagranzijan L). Lako se proverava da vaZzi i obrnuto. Naime,
ako je npr. L) lagranZijan modela u Lorencovom regionu, tada se signaturnim prelazom
u euklidski region (tj. transformacijom ¢t — —i7) on zapravo svodi na L(;y. Takode, lako
je uveriti se da ¢e do iste transformacije L) — Ls), ili njoj korespondentne inverzne,
doé¢i i pri w? — —w? Ove transformacije, na isti na¢in, prevode i lagranzijane (5.35),
(5.36) i (5.37) u lagranzijane (5.39), (5.40) i (5.41), respektivno (i obrnuto).

U daljem tekstu bi¢e razmotreni primeri nekih od modela iz obe grupe (,harmonijske” i
sinvertovane harmonijske”), i posebno primeri do sada najbolje proucenih dvooscilatornih

modela ¢iji su lagranzijani oblika (5.34).
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5.2.2 Primeri

a) Multidimenzionalni Fridmanov model sa ¢ i U(¢)

Dinamika ovog modela razmotrena je u radu [82] u kome se polazi od kosmologkog
modela koji ima FLRW metriku

R2(5) 2d$i ® di +a2(5)g(d), (5.45)

(1+)

sa d-dimenzionalnim unutragnjim prostorom, koja je definisana na mnogostrukosti

g=—pdp®@ds+

M = M3+1 X Md, (546)

sa D = 4 4+ d ukupnim brojem dimenzija. Pri tome je k = 1,0, —1 u zavisnosti od
tipa geometrije (za zatvoren model je k = 1, za otvoren k = —1 i za ravan je k = 0),
R(B) i a(B) predstavljaju faktor skale i radijus d-dimenzionalnog unutrainjeg prostora
respektivno, dok je g® metrika unutragnjeg prostora (pretpostavlja se da je ravan). U

radu se polazi od Ajnstajn-Hilbertovog dejstva oblika

~\ 2
_L /— o 4P _1 _ % 7 — D
S_zk% /MR gd’z Q/M <35> +2U(9) | vV—9d"z + Syan,  (5:47)

gde je kp D-dimenzionalna gravitaciona konstanta, ¢ minimalno kuplovano homogeno
skalarno polje sa potencijalom U(&) Pri tome je za § > 0 signatura u metrici (5.45)
Lorencova, a za § < 0 Euklidova. Model se razmatra u Lorencovom regionu, vrsi se
dimenzionalna redukcija modela, a potom i redefinicija skalarnog polja gz~5 — ¢ i odgo-
varajuceg potencijala U(¢) — V(¢), pri Cemu novouvedeni potencijal V(¢) ima takvu
formu da jednim svojim delom opisuje sajn-Gordonovu skalarnu interakciju, a drugim
delom sponatano narusenje simetrije koje je odgovorno za signaturnu tranziciju. Posle

niza transformacija promenljivih, prikazanih u [82], dobija se laganZijan modela
L=—-2(d] — a3 — wiai +w’a3), (5.48)

gde je ko 4-dimenzionalna gravitaciona konstanta, 7’ konstantna veli¢ina, oy 5 nove promen-
ljive i wy frekvence oscilatora (definicije i na¢in uvodenja ovih veli¢ina mogu se pronaci u
pomenutom radu [82]). O¢igledno je da je model koji se razmatra ,harmonijski” dvooscila-
torni kosmoloski model sa oscilatorima razli¢itih frekvenci sa lagranzijanom (5.48) koji je
zapravo oblika (5.36). Pri signaturnoj tranziciji iz Lorencovog u Euklidov deo prostor-
-vremena tj. pri ¢ — —it lagranzijan (5.48) prelazi u lagranzijan oblika (5.40), $to bi
inae takode bilo ekvivalentno promeni znaka ispred kvadrata frekvenci u (5.48) tj. pri

2 2
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b) Fridmanov model sa ¢ i A

Ovaj model je predstavljen u radu [83]. U pitanju je ravan Fridmanov model sa
metrikom

ds* = —dt* + R*(t)(dr* + r*dQ?), (5.49)

i Ajnstajn-Hilbertovim dejstvom

T 2k2 / RV=gd's +/ (‘% (Vo)’ ~ A) V=gd'z + Syau, (5.50)

sa minimalno kuplovanim skalarnim poljem ¢ i kosmoloskom konstantom A (pri tome je

ovde k = 87G). Koriséenjem (5.49) dejstvo (5.50) postaje

S = / [—3RR2 + 3kR + (%dﬁ - A)R3] dt. (5.51)

z = R3? cosh(\/ggb), (5.52)
Ty = R¥?sinh \/7<b (5.53)

gde je —c0 < g <0 i 0 < R < o0, iz izraza (5.51) dobija se lagranzijan

Ako se iskoriste smene

3
L=i?—i2+ ZA(@% — z2). (5.54)

Ocevidno je re¢ o lagranzijanu minisuperprostornog dvooscilatornog modela istih frekven-
ci oscilatora datih sa w? = %A > 0 ¢ije konacne jednacine kretanja po z; i xo imaju
hiperbolicka reSenja. Drugim re¢ima u pitanju je model ¢iji se lagranzijan svodi na oblik
(5.38). U slucaju da je 3A < 0, konacne jednagine kretanja ée biti harmonijske funkcije

vremena, a model dvooscilatorni sa lagranzijanom (5.34) (i potpuno isto pri t — —i7).

¢) Fridmanov model sa ¢ i U(¢)

Trec¢i primer je kosmologki model razmatran u radu Signature change in p-adic and
noncommutative FRW cosmology autora Pordevic¢a, Nesi¢a i Radovancevica [84]. Rec je

o minisuperprostornom kosmoloskom modelu sa ravnom FLRW metrikom
ds® = —dt* + R*(t)(dr* + r2dQ?), (5.55)

i Ajnstajn-Hilbertovim dejstvom sa skalarnim poljem ¢ i interakcionim potencijalom U(¢)

_ %/M R/ —gdiz + /M B@Ogbgogﬁ _ U(gzﬁ)] J=gd's + Syan. (5.56)
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Polazeéi od metrike (5.55) i dejstva (5.56), dobija se lagranzijan modela u Lorencovom
regionu [84]
L=-3RR*+ R? {iqﬁz — U((b)] : (5.57)

Uz transformacije 7; = R3?cosh(ag) i 7, = R¥?sinh(a¢), sa potencijalom U(¢) koji

zadovoljava uslov [85]
207 (22 — 23)U(¢) = ay27 + asxs + 2bx17y, (5.58)

gde su ay, ay 1 b konstantni parametri (parametri a; i a su povezani sa kosmologkom
konstantom A i masom skalarnog polja m na sledeé¢i nac¢in A = 25 i m? = ay 4 ay [85)]) i

stavljajuéi da je o? = %, lagranzijan (5.57) postaje
L =% — i35+ a127 + apx; + 207, 74. (5.59)

Ako se uvedu smene promenljivih [84]

s+
T = —7Q1 +
I

gde je sp = —1(a1+a2)£3/(a1 + a)? — 402, uz uslove (a;+az)* > 46* > 0i b? > s > 0,

Q2,  (5.60)

VN
@ o~
\“lw
SN—

Wl

nakon zamene (5.60) u (5.59), lagranzijan postaje dekuplovan
L= @3- wid] + @3 - wad], (5.61)

gde su frekvence

2 ag‘f—al% +2§ 1 1 2 2
wy = B2 = 5(62 —ay) F 5\/(611 + ag)? — 4b%. (5.62)

2
St

Dekuplovani lagranzijan (5.61) je oblika (5.37) za ,harmonijski” dvoocilatorni kosmoloski
model opisan u Lorencovom regionu sa dva oscilatora razli¢itih frekvenci ¢ije se energije
sabiraju u hamiltonijanu sistema. Vikova rotacija, tj. signaturni prelaz u Euklidov region
zamenom t — —i7, daje Euklidovu formu dvooscilatornog dekuplovanog lagranzijana
modela

L= |0 +u2Q3] + |3 +w203]. (5.63)
u kome su tacke iznad slova izvodi po 7. Ovaj lagranzijan je ekvivalentan lagranzijanu

(5.41).
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d) Modeli sa lagranZijanom oblika L)

U pitanju su kosmoloski minisuperprostorni modeli ¢iji se lagranzijan moze svesti na
lagranzijan (5.34) dva dekuplovana harmonijska oscilatora jednakih frekvenci ¢ije se e-
nergije oduzimaju u hamiltonijanu sistema. Oni ¢ine do sada najbolje proucenu klasu
dvooscilatornih modela u koju spada 6 tipova do sada otkrivenih kosmoloskih modela
[86]. Mogu se podeliti u dve grupe. Jednu grupu ¢ine modeli sa kosmologkom konstantom

u dejstvu, a drugu modeli bez kosmoloske konstante.
Modeli sa kosmoloskom konstantom:

i) Fridmanov model sa minimalno kuplovanim skalarnim poljem ¢ i kos-

moloSkom konstantom A

Metrika modela: ds? = —dt* + R?(t)(dr? + r?dQ?).

Dejstvo modela: S = # fM Ry/—gd'z + f/vt (—% (V¢)2 — A) V—gd*z + Sycn.

Ovo je, zapravo, malopre razmatrani model u primerima pod b) iz rada [83], ali ovaj
put za %A < 0. Lagranzijan modela, koji se dobija iz metrike i dejstva, se uz smene (5.52)
i (5.53) isa 2A <0 svodi na

3
L=~ = 1A (a2 - a3), (564)
Sto je lagranzijan oblika Lj).

ii) Fridmanov D = 4 4 d dimenzionalni model sa kosmolo§kom konstantom

A i untrasnjim d-dimenzionalnim prostorom

kr2 2
4

Dejstvo modela: S = ﬁ fM(’R —2A)y/=gdPx + Syay.
D
Lagranzijan koji se dobija iz metrike i dejstva modela smenama navedenim u radovima

[87], [88] i [89] postaje

d—+ 2 . . A/d+3
L= 4 (m) {x%—x%—i (m) (xg_xg)}. (5.65)

S obzirom na to da su jednacine kretanja invarijante u odnosu na mnozenje L proizvoljnim

Metrika modela: ds? = —dt? + —2O_(dr? + r2d02) + a2(t)g§j)dmidxj.
1+

multiplikativnim faktorom, lagranzijan sistema je i

A/d+3
L=t -if- (ﬁ) (22 —ad) = 2 — i — 2?40l (5.66)
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gde je w? = 4 (Z—ig) frekvenca oscilatora. L je dakle i ovde oblika (5.34).
iii) Vakuumski Kaluca-Klajn 4+1 dimenzionalni model sa kosmoloskom

konstantom A

Metrika modela: ds* = —dt* + % + a*(t)dp?.
T
Dejstvo modela: S = [, (R — A)y/=gdtd*rdp.
Model se, izmedu ostalog, razmatra u radovima [90], [91], [92] i [93]. Primetimo da

metrika sada ima dva faktora skale R(t) i a(t). Lagranzijan modela je [92]

1 . 1,5 1 1
L= -RaR®+ -R’Ra — —kRa + ~AR%a. (5.67)
2 2 2 6
Stavljajuci da je w? = —2% (A < 0) i uvodeci smene promenljivih [92]
1 3k 1 3k
u:——}¥+Rw——y v:——Pf—Ra——}, 5.68
7l Y ARG A 0%
lagranzijan (5.67) se svodi na oblik (5.34)
1
Lzzﬁ[@f-—w%ﬂ)—(vQ—aﬂv%}. (5.69)

Modeli bez kosmoloske konstante (razmatrani u radovima [94] i [95]):

iv) Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem ¢ koje je konformno

kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds? = 2% (—]\72th + a2(t)d§2§(t)>.
Gustina lagranzijana materije: L,, = —2= (¢"0,00,¢ + §R¢?).

Uz N = aN i smenu o= %, dejstvo materije je:

1 )2
Sﬁ:/ﬁmﬁw%:—/<i—ﬁ>Nﬁ (5.70)
" 2 ) \ N2

dok je Ajnstajn-Hilbertovo dejstvo bez kosmoloske konstante

g1 Jﬁ+§—N¥+N2 dt (5.71)
~ 2 NN o] '

Odavde je lagranzijan modela

JA az+b2 NV’ + Na® (5.72)
“2\TNTN “ ) '
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dakle oblika (5.34).

v) Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem ¢ koje je minimalno

kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds? = 2¢ (—]\726[215 + a2(t)dQ§(t)>.
Gustina lagranzijana materije: £,, = —%g“”@uqﬁ&qﬁ.

Ajnstajn-Hilbertovo dejstvo, uz A = 0, je

1 .
= / (DR + K* Ky, — K?) /—gd*z + / Lny/—gd'z, (5.73)
167G M M

i nakon zamene L,,, N = aN, integracije i uvodenja smena x = a cosh(¢), y = asinh(¢),
a®? = 22 — 2, svodi se na isti oblik kao i u prethodnom primeru
1 P2 P
S=-[(-%+5 Ny +N2* ) dt 5.74
2/(N+N y+x), (5.74)
i daje lagranzijan tipa (5.34)

I 2 2
L—é(—ﬁ'f—N—Ny +Nl’>. (575)

vi) Vakuumski Kantovski-Saks model

Lagranzijan i ovog minisuperprostornog kosmoloskog modela moze se pogodnim ko-
ordinatnim transformacijama svesti na lagranzijan tipa L(;). Ovaj model je pri tome od
posebnog interesa razmotriti jer je njegova dinamika difeomorfna dinamici unutra$njosti
Svarcgildove crne rupe. Analiza ove korespondencije, bazirana na radu Two-oscillator
Kantowski-Sachs model of the Schwarzschild black hole interior autora Pordevica, Nesica
i Radovancevic¢a [96], detaljno ¢e biti predstavljena u osmoj glavi disertacije.

Opsta forma metrike modela je veé data jednac¢inom (5.3), no moze se predstaviti i u
formi [41]

G ~
ds? = - (—N2(t)dt2 () dx2 + bg(t)dgzg(t)) .y e (0,2m). (5.76)
Uzimadi u obzir da je u ovom slu¢aju £, =01 A = 0, dejstvo (4.12) za ovaj model je
1 ) .
S = OR + K* Ky, — K?) /—gd* 5.77
167G /M ( * F ) gaE ( )

. .. . . _ =y _ (x+y)2 SN 2 7/
Nakon integracije u prethodnom izrazu, i smena by = 772, by = =5~ 1 N = (x 4+ y)*N',

dobija se isti oblik dejstva, a zatim i lagranzijana kao i u prethodna dva slucaja
1

Zi?2 yZ
L3 (-t -, ©7%)

43



5.2.3 Klasi¢na dejstva dvooscilatornih modela

Resavaju¢i Ojler-Lagranzeve jednacine za lagranzijane svih tipova dvooscilatornih

kosmoloskih modela (5.34)-(5.41), dobijaju se opsti oblici kona¢nih jednacina kretanja

po minisuperprostornim koordinatama x i y. Za ,harmonijske” modele sa lagranzijanima

(5.34) i
x = Aj cos(wt + By),

kao i za lagranzijane (5.36) i (5.37)

x = Aj cos(w,t + By),

Za lagranzijane (5.38) i

Ojler-Lagranzevih jednacina su hipreboli¢ka
x = Aj cosh(wt + By),

kao i za (5.40) i (5.41)

x = Aj cosh(w,t + By),

y = Ay cos(wt + Bsy),

y = Ay cos(wyt + By).

y = Ay cosh(wt + Bs),

y = Ay cosh(wyt + By).

(5.35) opsta reSenja Ojler-Lagranzevih jednac¢ina su harmonijska

(5.79)

(5.80)

(5.39) iz grupe ,invertovanih harmonijskih” modela opsta reSenja

(5.81)

(5.82)

Partikularna klasi¢na resenja dobijaju se odredivanjem integracionih konstanti A;, As,

By i By za date pocetne uslove. Npr. za z(t') = o/, x(t") = 2", y(t') =y 1 y(t") = ¢ iz

opstih resenja (5.79)-(5.82) dobijaju se sledec¢a partikularna, redom:

o sin(w(t” —t))
sin(w(t” —t))
,sm(w(t” —t))
sm(w(t” —t))

za modele sa lagranZijanima L) i L2),

" Sin(w(t B tl>>
sin(w(t” —t))’
, sin(w(t — 1))

sin(w(t” — ) (5.83)
" Sin(wx(t — ¢ )
sin(w, (1" — )’
, sin(w,(t — ¢)
sin(w, (" — 1))’ (5.84)
, sinh(w(t —t))
sinh(w(t” —t'))’
, sinh(w(t —t'))
sinh(w(t” — 1))’ (5.85)
rsinhes (= )
Sin(wm (t// . t')) )
y sinh(w, (t — 1)) (5.86)

sinh(w, (" — 1))’
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za modele sa kojima odgovaraju L7 i Lg).
Zamenom (583) u L(l) i L(g), (584) u L(3) i L(4), (585) u L(5) iL(G), (586) u L(7) i L(g)

dobijaju se odgovarajudi klasi¢ni lagranzijani Lfll),...,Lfé). Njihova integracija po vremenu

u intervalu od ¢’ do t” daje klasi¢na dejstva za dvooscilatorne modele u Lorencovom

regionu.

Tako se za ,harmonijske” modele dobija da su klasi¢na dejstva u Lorencovom regionu:

S(c]l-) (lj/’ y//’ t”; ZUI, y/’ t/) — /

-]
- |

cl
S(a)

2 2
" + !

"
cl

t/

20" 1! :| B |:y//2+y/2 2y//y/ :|

tan(wT)  sin(wT) tan(wl)  sin(wT)

t//

(.T” yl

Sg) (x",y”,t";x',y',t') _ / LEZQ) dt
t/

JZ”Q —I—ZE/Q 20 7! y//2 +y/2 2y//y/

tan(wT) sin(wT)} ltan(wT) a sin(wT)} ’
t”

/,t//;l’/,y/,t/> = / L&l’)) dt
t/

_ . x//2 +l’,2 B 20! ! B y//Q _'_y/Q B 2y//y/
“tan(w,T)  sin(w,T) Y tan(w,T)  sin(w,T) ]’

Scl

2 2
7" + o

(4) (x//7 y//’ t//; a:/’ y/’ t/) — /

t”

Ly dt
t/
21,//1,/

- Lan(me) ~ sin(w,T)

y//2 _I_y/2 B Qy//y/
Y tan(w,T)  sin(w,T) |’

a za ,invertovane harmonijske” modele:

S(Cé) (.T// ’ y/

t//
. cl
,7t”71"/>y,7t,) = / L(S) dt

t/

2 2
+ 7 22" 1

I//
- v {tanh(wT) ~ sinh(wT)

S(Cé) (x//, y/

y//2 + y/2 2y//y/
} B Lanh(wT) - sinh(wT)} ’

t//
. _ [
Lyt _/t, Lig dt

:L,//
- {tanh(wT)

S(Cé) (l’”,y”,t//; x/7 y/,t/) — /

2+$/2 B 20" 3! y//2+y/2 Qy//y/
tanh(wT) ’

sinh(wT")  sinh(wT)

n
cl

+ 2"

tanh(w,T)  sinh(w,T)

. ZE”Q B 20 ! B y//2+y/2 2y//y/
“|tanh(w,T)  sinh(w,T) Y ’

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)
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t//
S(Cé) (l’//, y”,t"; :L’/, y',t') _ /t, L%) dt

x//2 _'_l,/Q 20 4! y//2 +y/2 2y//y/
- e tanh(w,T) sinh(wiT)} Y [tanh(wyT) ~ sinh(w,T) |’

(5.94)

gde je T =1t"— 1.

5.2.4 Kanonski formalizam 1 Hamiltonov uslov

Impulsi konjugovani minisuperprostornim koordinatama x i y mogu se dobiti iz opSteg
izraza (5.29). Tako se za sve lagranzijane L),...,Ls), date sa (5.34)-(5.41), dobija da je
impuls konjugovan koordinati x istog oblika p, = 2z. Sto se tife impulsa konjugovanog
koordinati y, za lagranzijane L), L3, L)1 L(7) on je p, = —2y, a za lagranzijane L),
Ly, Loy 1 Ls) Je py = 29

Hamiltonijani se dobijaju iz (5.31), tako da su za dvooscilatorne modele sa lagranzi-

janima L(y,...,L) dati redom:

Hay = % +w2x2_ - % +w2y2_ : (5.95)
Hpgy = PZE; —i—w2x2- + %; + w2y2_ ) (5.96)
Hg) = %25 + wixQ- - %2 +w§y2- : (5.97)
Huy = _ng +w§x2- + %‘3 + w;yQ_ ) (5.98)
H = _pzi - w2x2— - —]%3 — w2y2_ ) (5.99)
Hey = %2” - w2$2_ + %2/ - w2y2_ : (5.100)
Hey = 2 _ wzxz_ — p_§ - w2y2_ : (5.101)
L 4 ; J L 4 Y i
Hg = :pzi — wixQ: + :%@2’ — wij: : (5.102)

Sa druge strane, iz Hamiltonove formulacije Opste teorije relativnosti (poglavlje 4.2)
sledi da za dati kosmoloski model mora biti zadovoljen Hamiltonov uslov (4.21). Ovaj
uslov, uz impulsni (4.22) i primarne uslove veza (4.17) i (4.18), prema (4.19), vodi zahtevu
da je H = 0 (Sto se u literaturi takode zove Hamiltonovim uslovom). Nulta vrednost
hamiltonijana, jasno, interpretira se kao zahtev da ukupna energija sistema bude jednaka

nuli (tzv. uslov nulte energije). Sasvim generalno, Ajnstajnova teorija gravitacije se moze
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tretirati kao Dirakova teorija sistema sa vezama u kojoj je H = 0 upravo jedan od uslova
veza [53, 97].

U ovom slucaju, dakle, ovaj uslov moraju da zadovoljavaju hamiltonijani svih osam
dvooscilatornih modela odnosno Hy; = 0 za 7 = 1,2,...,8. Odmah se vidi da ovo
ograniCenje zapravo ukazuje da izmedu integracionih konstanti Ay, As, By i By iz op$tih
reSenja (5.79)-(5.82) za posmatrani dvooscilatorni model mora postojati odredena veza.
Tako npr. za model iz rada [96] sa lagranZzijanom tipa L1y se vidi da iz Hyy = 0 sledi
da su integracione konstante A; i A, iz opsteg resenja (5.79) za ovaj model povezane na
slede¢i nac¢in: A; = +A,. Dakle, uslov nulte energije ogranicava moguce vrednosti inte-
gracionih konstanti u konac¢nim jednac¢inama kretanja za minisuperprostorne koordinate
posmatranog modela.

Sem toga, uslov nulte energije od svih dvooscilatornih modela izdvaja dve klase koje
¢ine jednu grupu modela sa posebnim nazivom. Naime, s obzirom na to da je hamil-
tonijanom oscilatora zapravo data njegova energija, to se onda moze reé¢i da uslovi nulte
energije Hqy = 01 H(z) = 0 za ,harmonijske” modele sa lagranzijanima L) i L3 re-
spektivno, zapravo ukazuju na ¢injenicu da su svaki od ova dva tipa modela predsta-
vljeni sistemom od dva linearna harmonijska oscilatora istih energija koje se oduzimaju
u hamiltonijanu sistema. Za dvooscilatorni sistem ovakvog tipa se kaze da ¢ini jedan
oscillator-ghost-oscillator sistem [98] ili indefinite oscillator sistem [99].

S obzirom na to da se unutrasnjost Svarcgildove crne rupe moze opisati jednim ovakvim
modelom (o ¢emu ¢e viSe biti reci u osmoj glavi disertacije) ispostavlja se vaznim prouca-
vanje dinamike oscillator-ghost-oscillator sistema. Za ove sisteme je, takode, karakteri-
stino veoma jednostavno reSavanje Viler-de Vitove jednacine prostom smenom koja raz-

dvaja promenljive (Sto ¢e biti prezentovano u poglavlju 5.3).

5.2.5 Signaturna izmena

Ogranicenja koja na integracione konstante u kona¢nim jednacinama kretanja za
minisuperprostorne koordinate namece uslov nulte energije nisu i jedina moguca. Razma-
tranje mogucénosti signaturne tranzicije iz, uobic¢ajeno, Lorencovog u Euklidov region (ili
obrnuto) prostor-vremena moze da nametne dodatne zahteve u zavisnosti od modela.

Inace, sama signaturna tranzicija podrazumeva, zapravo, promenu metrike tako da
ona, ako je bila lorencovskog tipa sa signaturom (—,+,+,+), nakon ove transforma-
cije postaje euklidska sa signaturom (4, +, +, +), 8to se o¢igledno za kvadratne metricke
forme realizuje Vikovom rotacijom vremenske ose tj. sa t — —i7. Kada su u pitanju
razmatrani dvooscilatorni kosmoloski modeli, kao §to je veé receno, sasvim formalno, pri
ovoj transformaciji lagranzijani ,harmonijskih” modela prelaze u lagranzijane ,inverto-

vanih harmonijskih” i obrnuto tj. Ly ¢=—% L), L) 4= Ligy, L) =5 L
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1 Ly Pmaiia L. Odmah je jasno da signaturna tranzicija, indirektno (nakon izracu-

navanja konkretnih izraza za dejstva za svaki lagranzijan u oba regiona), dovodi i do
prelaza izmedu odgovarajuc¢ih klasi¢nih dejstava tj. S(C{) YRS S(Cé), S(Cé) YRS S(Cé), S(Cé) > S(Cé) i
Sa) > Sfé) (ovaj poslednji slu¢aj je prezentovan u radu [84]).

U poglavlju 4.4 je ukazano da je ova transformacija nuzna kako bi se mogli resiti
odredeni funkcionalni integrali, pa ¢ak i tada tek uz odredene grani¢ne uslove kao $to je bio
npr. Hartl-Hokingov. Ovaj uslov je, inac¢e, formulisan upravo tako da prirodno odgovara
odredivanju talasne funkcije univerzuma u okviru formalizma integrala po trajektorijama
(8to naravno ne znadi da se on ne moZe nametnuti i na reSenja iz kanonskog pristupa tj.
Viler-de Vitove jednacine).

Pored ovih matematickih implikacija koje ukazuju na vaznost proucavanja signaturne
tranzicije postoje i fizi¢ki razlozi. Naime, kao $to re¢eno u poglavlju 2.1 i na pocetku glave
4, kvantna teorija gravitacije ukazuje da na Plankovoj skali klasican koncept merenja
i strukture prostor-vremena gubi simisao. Nasuprot tome, adeli¢na kvantna mehanika
(poglavlje 3.2), pored toga $to daje uspe$nu interpretaciju rezultata p-adi¢ne kvantne
mehanike, u fizickom smislu bazira se upravo na ideji nearhimedovske strukture prostor-
-vremena Plankove skale, dok opet sa druge strane predvida i njegovu diskretnu strukturu.
Pored toga u uvodu je pomenuto da istrazivanja u okviru loop kvantne gravitacije 3|
ukazuju da se ova diskretizacija (implicirana i u okviru nekomutativnog pristupa) moze
dovesti u vezu sa mehanizmom signaturne tranzicije u Hartl-Hokingovom pristupu [4, 5],
koja se takode pokazuje vaznom i za proucavanje ubrzane Hablove ekspanzije [6] i pojma
vremena [7].

Nakon prezentacije matematicke i fizicke relevantnosti razmatranja signaturne izmene
i njenog mehanizma, vracajuci se na pocetak, treba ponoviti da, kao Sto je ve¢ receno, ova
transformacija namece uslove koje moraju zadovoljavati resenja Ojler-Lagranzevih jedna-
¢ina po minisuperprostornim koordinatama i uopste odreduje moguée vrednosti i drugih
parametara pri kojima se ovaj prelaz moze desiti. Sami uslovi su odredeni konkretnim
tipom modela koji se razmatra.

U daljem tekstu bi¢e naveden primer u okviru koga ¢e biti prezentovano kako uslov
nulte energije, signaturna izmena i jos neki drugi zahtevi namecu ogranic¢enja na vrednosti
ili predznake parametara modela.

U pomenutom radu [84] Pordevica, Nesi¢a i Radovanc¢evic¢a razmotreni su uslovi signa-
turne izmene posebno u standardnom, a posebno u p-adi¢nom sluc¢aju za model razmatran
u delu 5.2.2 (pod c¢). Na ovom mestu bi¢e razmotren slucaj signaturne tranzicije za
klasi¢cnu formu ovog modela. Uslovi koji odreduju moguénost signaturne izmene u p-
-adi¢nom prostor-vremenu bi¢e predstavljeni u narednoj glavi disertacije. Koliko radi

podsec¢anja, model u 5.2.2 (pod ¢) je ravan Fridmanov model sa skalarnim poljem ¢ i
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interakcionim potecijalom U(¢). U [100] se pokazuje da se ovaj potencijal moze predstaviti
i u obliku

A 2 sinn? 1
U(p) = A+ 5™ sinh”(a¢) + 2a2bsmh(2a¢), (5.103)

odakle su kosmoloska konstanta A i masa m skalarnog polja, respektivno
A = Ul = a1/207, (5.104)

m? = 9°U/0¢*|y=0 = a1 + ag, (5.105)

pri ¢emu su «, ay, as i b parametri uvedeni sa (5.58).

Ono §to ovde treba reéi jeste da se u radu [100] na pocetku navodi da je moguénost
,—a?” iskljufena uslovom nulte energije, ¢ime se ve¢ namecée ogranifenje na jedan od
parametara teorije. Dodatna ograni¢enja pri tome mogu biti postavljena i na paramatre
ay i as u zavisnosti od o¢ekivanog znaka i/ili moguce vrednosti za A i m?.

Sa druge strane, lagranzijan modela (5.57) se odgovaraju¢im smenama promenljivih
(koje su date u delu 5.2.2 (pod ¢)) svodi na oblik (5.59), da bi se kona¢no smenama
(5.60) sveo na lagranzijan dva dekuplovana harmonijska oscilatora razli¢itih frekvenci:
L= [Q% - wiQﬂ + [Q% - w%Qg] . Pri tome, same transformacije promenljivih namecéu na
ai, as i b dva uslova da bi ovo dekuplovanje bilo moguce, naime da je: (a;+as)? > 4b* > 0i

b > s3> 0 (gde je sy = —3(ar+az)£3+/(a1 + az)? — 4b%) [84]. Za ovaj oblik lagranzijana

Ojler-Lagranzeve jednacine su
Q1+ wiQr =0, (5.106)

Q2+ wi Q2 =0, (5.107)

pri ¢emu su frekvence date sa (5.62).

Sada dolazi na red i uslov nametnut moguéno$éu realizacije signaturne tranzicije. U
radovima [100] i [84] se eksplicitno ukazuje da ¢e za ovaj model signaturni prelaz iz
Lorencovog regiona u Euklidov biti mogu¢ samo za trigonometrijsko resenje od (5.106) i

(5.107) tj. za w2 > 0, a §to prema prethodnom izrazu vodi novom zahtevu koga parametri

teorije moraju zadovoljavati: (as — a1) > /(a1 + az)? — 4b2.
U tom smislu, opSte resenje od (5.106) i (5.107), za koje ¢e biti moguca signaturna

tranzicija, je sledeceg oblika
Q1 = Crcos(wit + Dq), Q= Cycos(w_t+ Dy). (5.108)

Pri signaturnoj izmeni L prelazi u oblik (5.63), L = [Q% + wi@ﬂ + [Q% + w%Qg} , 72

koga ¢e opste resenje Ojler-Lagranzevih jednacina biti

Q1 = Cycosh(w T+ Dy), Q= Cycosh(w_7+ Dy). (5.109)
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Sa druge strane, u kontekstu kvantne kosmologije, pokazuje se da mehanizam signa-
turne tranzicije zahteva zadovoljavanje i uslova zaSivanja resenja prema kome su: impulsna
polja realna u Lorencovom, a imaginarna u Rimanovom (Euklidovom) regionu i moraju
i§¢eznuti/nestati na mestu spajanja tj. ¢voristu ovih oblasti [101, 102]. U konkretnom
slufaju to znac¢i da moraju biti zadovoljeni pocetni uslovi tipa Q1(0) = Q5(0) = 0 u
Lorencovom i Euklidovom regionu, odnosno i za resenja (5.108) i za reSenja (5.109) [100].
Ovo povlaéi da su integracione konstante D, = Dy = D; = Dy = 0. Dalje, s obzirom na
to da pocetni uslovi u Lorencovom regionu determinisu reSenja u oba regiona imamo da
je Cro = Ch [84].

Tako se na kraju dobija da se opste resenje u Lorencovom regionu moze predstaviti u
obliku

Q1.2 = Cy 5 cosh(iwst), (5.110)

i prilikom ¢ — —i7 prelazi u odgovarajuce resenje u Euklidovom regionu. To je, dakle, sa
matematickog aspekta posledica adekvatnih i sa druge strane fizi¢ki opravdanih zahteva
koji su morali biti ispunjeni u ovom mehanizmu, a opet izrazeni kroz uslove koje su morali
zadovoljiti parametri u teoriji ovog kosmoloskog modela.

Na sli¢an na¢in u standardnom (ne)komutativnom sluc¢aju se vrsi i analiza signaturne
tranzicije i opstih uslova koje zadovoljavaju parametri drugih kosmoloskih modela [90,
103, 104].

5.3 Standardna kvantizacija modela

U ovom delu bi¢e razmotrene standardne kvantne forme Milneovog i dvooscilatornih
kosmoloskih modela. Kao $to je ve¢ receno, u okviru kvantnog, talasnog, pristupa osno-
vni objekat je talasna funkcija koja sadrzi sve informacije kojima je opisano stanje po-
smatranog kvantnog sistema odnosno, u okviru kvantne kosmologije, kosmoloskog modela.
U kvantnoj teoriji do nje se moze do¢i na (najmanje) dva nacina — naime, ili u okviru
kanonskog ili funkcionalnog kvantnog pristupa. S obzirom na ekvivalentnost formalizama
ocekuje se da i dobijeni rezultati budu ekvivalentni. Stoga ¢e dalje razmatranje u ovom
delu biti ogranic¢eno samo na jedan pristup — kanonski.

U cilju odredivanja talasne funkcije nekog modela kanonski pristup podrazumeva resa-
vanje osnovne jednacine kanonske kvantne kosmologije, Viler-de Vitove jednacine (4.30),
koja se dobija kvantizacijom Hamiltonovog uslova (4.21) i po svojoj formi predstavlja
analogon éredingerove jednacine u standardnoj kvantnoj mehanici (poglavlje 4.3).

Tako se u postupku kvantizacije, polaze¢i od hamiltonijana (5.32), za Milneov model
dobija sledec¢a Viler-de Vitova jednacina

0? 0? 0?
072 IvY?  9X?

+AN| U(X,Y, Z) = 0. (5.111)
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Inicijalno prou¢avanje ove jednac¢ine Klajn-Gordonovog tipa sprovedeno je u radu [105].

Odsustvo egzaktne forme standardne talasne funkcije za Milneov model sa svojim speci-

ficnim topoloskim karakteristikama jedna je od poslednjih prepreka njegovoj adelizaciji.
Polazeéi od hamiltonijana (5.95)-(5.102), kvantizacijom Hamiltonovog uslova, dobijaju

se Viler-de Vitove jednacine dvooscilatornih modela sa lagranzijanima Ly),...,L(g) redom:

19 102

g o T e v =0 o412
_iaa_; - iaa—;z + wiz? + w2y2: U(z,y) =0, (5.113)
. i% uta? +wty? | W(ay) = 0 (5.115)
_iaa_; iaa—;z w?z? —|—w2y2: U(x,y) =0, (5.116)
_%188_;2 - 388_;2 w22 _w2y2: U(z,y) =0, (5.117)
_41188_; n iaa_; ke wng: W(z,y) =0, (5.118)
- - -y wew =0 (5119

Njihovim reSavanjem odreduju se talasne funkcije W 1,...,.Us g za svaki od modela u
realnom, standardnom, slucaju.

Za potrebe kvantizacije unutrasnjosti Svarcgildove crne rupe [96] od interesa su reSenja
Viler-de Vitove jednacine oscillator-ghost-oscillator sistema (inace, opsta reSenja ove jedna-
¢ine mogu se nadi u [106]). U pitanju su jednac¢ine (5.112) i (5.114) koje se mogu shvatiti
kao éredingerove jednacine dva dekuplovana kvantna linearna harmonijska oscilatora istih
energija koje se oduzimaju u hamiltonijanu sistema.

Jednacina (5.112) se moze, uz manje transformacije, napisati i na sledeé¢i na¢in

o +—82 + & (2? —y?) | U(2,y) =0 (5.120)
— w(z” — x,y) = .
ox?  Oy? Y Y ’

gde je @ = 2w. Metodom razdvajanja promenljivih, stavljajuéi da je ¥, ,,(z,y) =

fin, ()70, (y), dobijaju se svojstvena stanja [107, 108]
Uoyma (T,9) = iy (2) Ty (9)
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gde su ny,ns € Ny kvantni brojevi svojstvenih stanja dva dekuplovana oscilatora. Stanja

(5.121) zadovoljavaju normalizacioni uslov

// U0 (T, Y)Wy o (2, y) A dy = 0y iy Ong s (5.122)
koji, zapravo, sledi iz normalizacionog uslova Hermitovih polinoma
/ ¢ Hyy (@) Hyp () dz = 2°/7T0 6. (5.123)

Sa druge strane, sa V,,, ,,, = |n1,n2) iz (4.30) je
7’2 ]nl, Tl2> = (Tll — 712) |TL1, n2> = O, (5124)

odakle sledi da je: ny = ny = n.
Opste regenje Viler-de Vitove jednacine (5.120) ¢e biti superpozicija svojstvenih stanja
(5.121) za sve vrednosti kvantnog broja n; = ny =n € Ny [107, 108§]
- Nk Gy s
V()= CoWpu(z,y)= (f) N e O, (V) H,(Vay),  (5.125)
n=0 T

nml
n:02 n!

Sto se, kao $to ¢e biti pokazano u osmoj glavi disertacije, moze interpretirati, u okviru
standardnog kvantnog pristupa, kao talasna funkcija Svarcsildove crne rupe prezentovane
preko Kantovski-Saks minisuperprostornog kosmologkog modela [96].

Viler-de Vitova jednacina (5.114) odgovara oscillator-ghost-oscillator sistemu sa razli-
¢itim frekvencama. Ovaj model je prezentovan u 5.2.2 (pod a), a njegova dinamika i
reSenje Viler-de Vitove jednacine u radu [82]. Postupak je slican kao i u prethodnom

slucaju. Najpre, jednacina (5.114) se moZe napisati u sledecoj formi
——+ = twz —@zyz] U(z,y) =0, (5.126)

gde je @, = 2w, ,. I opet, uvodenjem smene W, ,,,(x,y) = fn, (¥)7,(y) koja razdvaja

promenljive svojstvena stanja su [82]

Wy na (T, 9) = iy (7) Ty (9)

N = ~ N\ ~ 5
_ (@0 [ Hu (Vo) | e (@) *| Hna (V@) 5 (5.127)
7r V27, m V2!

gde su ny,ny € Ny. Ova stanja, takode, zadovoljavaju normalizacioni uslov (5.122). Iz
(4.30) ovde se dobija da vazi

(TLl + 1/2)(;}3; = (TLQ + 1/2)(:}% ny,No € Np. (5128)
Opste resenje ¢e sada biti [82]

!
U(z,y) =Y Anyng Voo (2,7), (5.129)

ni,n2

02



pri ¢emu znak prim na sumi ukazuje da se sabiranje vrsi samo po onim vrednostima n; i
no koje zadovoljavaju uslov (5.128). Koeficijenti A, ,, su dati sa [109]
1/4
Drnos _ (~1 / <n2/2)!§ t (5.130)
Wy (_1)77,2/ TLQ!

vV 2n2 Tlg!

gde je
¢, = e~ Mol _X0_
V2'n!

Xo se zove parametar klasi¢no-kvantne korespondencije i ra¢una se na sledeé¢i nacin [82]
(5.132)

[6, .
XO = Tx(o)ele()’
Wy

pri ¢emu je z(0) vrednost za t = 0 klasi¢nog resenja po = Ojler-Lagranzevih jednacina

(5.131)

ovog sistema opisanog sa L(s). ReSenja u opstem obliku za ovaj model su data sa (5.80).
(5.133)

y(t) = y(0) sin(@, 1)

U radu [82] ova resenja su data kao

x(t) = x(0) cos(w,t — bp),
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6 p-Adic¢na i adeli¢na kosmologija

Kao §to je ve¢ receno, razmatranje kosmosa kao celine u okviru Opste teorije rela-
tivnosti dovelo je do zasnivanja kosmologije kao posebne nauc¢ne discipline. Sa druge
strane, njena predvidanja i opservabilni dokazi ukazali su na potrebu formulisanja kvantne
teorije gravitacije ¢ije su, pored ostalih, dve predikcije bile nearhimedova i diskretna
struktura prostor-vremena na Plankovoj skali. Ove ¢injenice pruzile su dobar fizi¢ki osnov
kako za zasnivanje p-adi¢ne i adelicne kvantne mehanike tako i za njihovu primenu na
razli¢ite kosmoloske modele. To je vodilo razvoju p-adi¢ne i adeli¢ne kvantne kosmologije
[110] kao generalizacije standardne kvantne kosmologije nastale iz primene kvantne teorije
gravitacije na opis ranih faza razvoja univerzuma.

p-Adicna i adeli¢na kosmologija, po analogiji i iz istih razloga kao i p-adi¢na i adeli¢na
kvantna mehanika, su se razvijale na bazi formalizma integrala po trajektorijama. U ovom
formalizmu je, prema rec¢enom u poglavlju 4.4, od interesa razmatrati amplitudu prelaza

vasione (4.32) jednog u drugo stanje. Njena p-adi¢na generalizacija ima oblik

(g, @, 5" iy, @ E) = /Xp(_Sp(g/wa@))D(gw)p D(D)y. (6.1)
I sli¢no, odgovarajuéi p-adi¢ni analogoni standardnog minisuperprostornog propagatora

(5.4) i njegovog jezgra (5.5) bice respektivno

(a*"a*"), = //Cp (¢*",N;¢*',0) dN, (6.2)

0 (" Nig™.0) = [ (=S,(a" V) D (6.3

Kvantno-p-adic¢ni i adeli¢ni opis kosmoloskih modela, zasnovan na funkcionalnom pri-
stupu, razvijao se u dva pravca. Prvi podrazumeva odredivanje p-adi¢ne talasne funkcije
vasione koja zadovoljava p-adi¢no uopstenje Hartl-Hokingovog grani¢nog uslova [111, 112,
113, 114]. U okviru ovog pristupa za razli¢ite kosmoloske modele dobijaju se tzv. p-adi¢ne

Hartl-Hokingove talasne funkcije kao resenja p-adi¢nih integrala oblika
0 (g) = / Ky(q*, N;0,0) dN. (6.4)
INlp<1

U slede¢em koraku za dati kosmoloski model potrebno je odrediti adeli¢nu talasnu funkciju

univerzuma [112]

\Ij(add')(hij) = oo z] XH/X;D g/u/v ))D<9MV)P D<(I))P
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gde je
Verlls) = [ =S 0 @) Dg) DID). (66)
talasna funkcija vasione u standardnoj kosmologiji, uz potreban uslov postojanja vaku-

umskih p-adi¢nih stanja Q(|¢%|,) koja zadovoljavaju zahtev
/ | Ky (¢ N; 4™, 0) dg™ = Q(|q™"],), (6.7)
qa/ <1

za sve osim mozda za konac¢no mnogo prostih brojeva p. Tretman kosmoloskih modela
u okviru ovog pristupa [41, 111, 112, 113, 114, 115, 116] dao je odgovarajuce rezultate
samo za neke modele, dok je za druge pokazano da se njihova p-adi¢na Hartl-Hokingova
talasna funkcija ne moze svesti na () funkciju. Prema prethodnom, to znadi da se za te
modele ne moze konstruisati adeli¢na talasna funkcija te se, stoga, na standardan nacin
ne moze izvrSiti njihovo uopstavanje odnosno adelizacija. Ovo navodi na pretpostavku
da Hartl-Hokingov grani¢ni uslov nije dovoljno ,dobar” za adeli¢nu generalizaciju. Ovde
treba pomenuti i ¢injenicu da Hartl-Hokingov grani¢ni uslov nije jedini koji se koristi u
kvantnoj kosmologiji za odredivanje talasne funkcije vasione (kao §to smo ve¢ rekli postoji
npr. i Vilenkinov), pa, prema tome, ne mora da zna¢i da pokusaj adelizacije nema smisla
ako se svi modeli ne mogu adelizirati na ovaj nacin.

Drugi pravac razvoja p-adi¢nog i adeli¢nog opisa kosmoloskih modela, koji je takode
zasnovan na funkcionalnom formalizmu, podrazumeva da se u okviru p-adi¢ne kvantne
mehanike, za posmatrane kosmoloske modele, odrede i ispitaju uslovi za egzistenciju vaku-
umskih p-adi¢nih stanja Q(|z|,), Q(p”|z],) 1 d(p” — |z|,), a pre svih osnovnog vakuumskog
stanja Q(|x|,) ¢ije je postojanje nuzno u smislu adelizacije.

U disertaciji ¢e biti predstavljen ovaj drugi pristup p-adi¢noj kosmologiji Milneovog

modela kao i dvooscilatornih kosmoloskih modela.

6.1 p-Adic¢ni i adeli¢ni Milneov model

U ovom poglavlju bi¢e odredeni uslovi egzistencije vakuumskih p-adi¢nih stanja
QX p), Qp”|X]|p) 1d(p” —|X|p) za Milneov kosmoloski model. p-Adi¢no dejstvo ovog
modela, prema recenom na kraju poglavlja 3.1, imac¢e formalno isti oblik kao i u klasi¢cnom
slu¢aju (5.24), ali sa promenljivima iz polja Q,. Sa druge strane, s obzirom na ociglednu
kvadrati¢nu formu dejstva (5.24), a samim tim i p-adi¢nog, odgovarajuéi oblik p-adi¢nog
propagatora ¢e biti dat izrazom (3.15). Konkretno za ovaj model (uz h = 1) [75]

, M ((—1)%27) u (X7 — X2 .
P T X0 = 25—l (= (C)¥2AT) . (68)
p
pri ¢emu p uzima vrednosti 0, 11 2, §to daje vrednosti p-adi¢nog propagatora lCé”) za Z,

X 1Y komponentu p-adi¢nog dejstva respektivno. Tada ¢e kompletan p-adi¢ni propagator
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biti ,
Kp(X",T; X',0) = [ [ KW (X", T; X", 0), (6.9)
p=0
gde su sa leve strane u zagradi sa X oznaceni 3-vektori Minkovskog ¢iji je kvadrat X? =
C(X0)? 4 (X2 4+ (X2)2.
Uslovi egzistencije osnovnog vakuumskog stanja Q(|X|,), prema (3.18), bi¢e odredeni
iz
[ K0 T X 01X X = (X, (6.0
Q
gde je za 3-vektor X € Q3 p-adi¢na norma |X|, = maxo<,<s {|X|,}. Zamenom (6.8) u
(6.9), a potom (6.9) u (6.10) se dobija

2T X/12 X/O 2 X//O
)\p( )Xp < —|—2AT> / Xp (( ) __X/O) dX/O
| X70[p<1

T2\ 2T 57 -
2 , '
(XI’L)2 X//z /') y §
% Yo [ ol — 2 X1} dXT = Q(X"],). 611
E/X”lpgl p( 2T T (1X"]p) (6.11)

Integrali u prethodnom izrazu su Gausovi p-adi¢ni integrali oblika (2.43) za p # 21~y = 0.

Koriste¢i donju granu resenja integrala (2.43) dobija se da je

w(2AT) [T QX™,) = (X", |T], < 1. (6.12)

n=0

Zahtev TT2_, Q(IX"],) = Q(/X"],). implicira
2AT|, <1, |T], <1, (6.13)

Sto za p # 2 povladi uslov |A|, < 1.

Koriste¢i gornju granu reSenja u (2.43) dobija se

2\ (27) X" o] xm
— 2AT Q

e\ T g T

Tako, model ima osnovno vakuumsko p-adi¢no stanje za p # 2

> =Q(X",), 27, > 1. (6.14)

p

(X, T) = IX). AL <1 [T], =1 (6.15)

Na sli¢an nacin moze se pokazati egzistencija i vakuumskih stanja oblika Q(p”|X]|,) i
d(p” — |X|p) za v € Z. Naime, prema (3.19) i (3.20) stanja ovog oblika u prostoru Q;

zadovoljavaju respektivno

i K, (X", T; X',0)Q(p"| X'],) dX' = Q(p"|X"],), (6.16)
Q
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/ K, (X", T; X',0)0(p" — | X'],)dX" = d(p” — |X"],). (6.17)
Q3
Zamenom (6.8) u (6.9), a potom (6.9) u (6.16) i (6.17) dobija se, nakon sli¢ne procedure

integracije, da je
(X, T) = Q(p"|X1]p), [Al, < P, T, = P, (6.18)

(X, T) =6(p" = 1X1p), |Alp, <p*™, |T|,=p™2 (6.19)

U nastavku ¢e biti odredeni uslovi egzistencije istih vakuumskih stanja za p = 2.
Zamenom (6.8) u (6.9) a potom i (6.9) u (6.10) dobija se da, za p = 2, osnovno vakuumsko
stanje Q(|X|2) zadovoljava

X2 (27) ( X, AT) / v ((X’O)2 X X/0> JX"
‘X’O‘le

T 2\ Tar 2T T
2 . .
X 2 X ) )
X / X2 (—( 2T) + TXIZ> dX" = Q(‘Xﬁb) (620)
i=1 7 IX"2<1

Integrali su i ovde Gausovog tipa, no za slu¢aj p = 2 (i v = 0) njihova resenja su data sa
(2.44) odakle se vidi da ¢e integrali ovog tipa imati Cetiri grane reSenja. Drugim re¢ima,
za stanje (| X|2) ¢e postojati Cetiri moguca reSenja prethodnog izraza. Poslednja grana
u (2.44) daje isti kona¢ni oblik kao i u (6.12) ali uz uslov (koji sledi iz uslova egzistencije
reSenja donje grane iz (2.44)) da je |T|, < 1. Sa druge strane, isti zahtev (kao i u slucaju
p # 2) da je Hi:o Q| X"9) = Q(|X"|2) implicira [A]3|T]y < 2 . Dalje pretpostavljajuéi
reSenja integrala u (6.20) kao u pretposlednjoj grani (2.44) dobija se da je

\o(2AT) f[ Q (' XTH“

u=0

> — X", |T] = % (6.21)

2

Zahtev da integrali u (6.20) imaju oblik kao integrali u drugoj grani reSenja (2.44) vodi
uslovu |T'|, = 1. Prva grana u (2.44) na egzistenciju osnovnog vakuumskog stanja Q(|X|z)
namece uslov |T'|y > 2.

Na slitan nac¢in zamenom (6.8) u (6.9), a potom (6.9) u (6.16) odnosno u (6.17), za
p = 2 se mogu odrediti uslovi egzistencije vakuumskih stanja (2" X15) 1 §(2" — | X]|2)
respektivno (pri ¢emu je i ovde v € Z). Tako se pokazuje da stanje 2(2”|X|2) moze
postojati za sledece vrednosti parametra T: |T|y < 27272 |T|y = 27271 |T|p = 272 i
za |T|y > 2721 a vakuumsko stanje tipa delta funkcije za [T, < 2273 [75].

Detalji prethodnog racuna i odredivanja uslova za egzistenciju p-adi¢nih vakuumskih
stanja Milneovog modela predstavljeni su u radu [75]. Sto se tide adelizacije modela,
opsti oblik adeli¢ne talasne funkcije dat je formulom (3.21). U prethodnom razmatranju
je pokazano da vakuumska p-adi¢na stanja oblika Q(|X|,) za ovaj model postoje, medu-

tim, kao Sto je receno u poglavlju 5.3, talasna funkcija Milneovog modela u standardnoj
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kvantnoj kosmologiji jo§ uvek nije egzaktno odredena S$to za sada predstavlja prepreku

njegovoj adelizaciji.

6.2 p-Adic¢ni i adeli¢ni dvooscilatorni kosmoloski modeli

U ovom delu bi¢e razmotrene p-adi¢ne forme dvooscilatornih kosmoloskih modela
i mogucénost njihove adelizacije. U tom cilju takode ¢e biti ispitani uslovi postojanja
vakuumskih p-adi¢nih stanja za ove modele. I ovde, a prema izlozenom na kraju poglavlja
3.1, moze se konstatovati da ¢e za ove kosmoloske modele lagranzijani (5.34)-(5.41), opste
jednacine kretanja (5.79)-(5.82) i klasi¢na dejstva (5.87)-(5.94) imati formalno isti oblik i u
p-adi¢nom slucaju ali sa promenljivima iz polja Q,, pri ¢emu su p-adi¢ne trigonometrijske i
hiperboli¢ke funkcije (sin z, tan z, sinh x i tanh x), koje se javljaju u p-adi¢nim dejstvima,
definisane redovima istog oblika kao i u realnom sluc¢aju i ¢iji je domen analiti¢nosti
Gp={re€Q,: |z, <|2p|p} [1]- S obzirom na kvadrati¢nost izraza za klasi¢na dejstva
(5.87)-(5.94), jasno je da Ce izrazi iste forme biti kvadrati¢ni i nad poljem Q,. To dalje
znaci da se p-adi¢ni propagator moZe odrediti kori¢enjem opsteg izraza (3.17) za p-adi-
¢no jezgro dvodimenzionalnih sistema sa kvadrati¢nim p-adi¢nim dejstvom. Konkretno i
pojedinacno, po tipovima dvooscilatornih modela ¢iji su klasi¢ni lagranzijani L),...,L(s),
p-adi¢ni propagatori imaju oblik, respektivno (uz h = 1):

za ,yharmonijske” dvooscilatorne modele:

2
/Cp(l)(x”,y",t”; 33/, y’,t’) _ 'T

Xp(—Sp)); (6.22)

p

Xp(_S;éz)% (6.23)

w w 2

e o' ) = A R B\ _— —
p(z)(ZU Y U1, Y, ) P (sin(wT)> P (sin(wT)) ‘T p

w w 2

KC " A ) = N — A - T
pe) (@Y 2y ) = A (sin(wa)) ”< sin(wyT)) ‘T p

2
KC "ol e ) = A _ We A e T N ek
p(4) (l’ Y, UL Y, ) P (Sln(wa)) p (Sil’l(u}yT> T

za nvertovane harmonijske” dvooscilatorne modele:

Xp(=Spz),  (6.24)

Xo(=Spay). (6.25)

p

Xp(—S5is)); (6.26)
p

Nl

Kp(5)($”,y”,t,,;$,,y,,t,) — '

>

2
K "noon t//' / /t/ = w W = _Scl 6.97
po @YY ) = A <sinh(wT)> p (sinh(wT)) ‘T'p Xo(=Spe)> - (6:27)

w w. 2
K "o t//' / /t/ =\ T A .y -
UL EESURY p(sinh(wIT)> p( Sinh(wyT)) ’T

w w 2
KC " ) =)\ i A Y T
w2y 12y ) p(sinh(me)> P(smh(wm) ‘T

Xp(_S;éU)a (6.28)

p

Xo(=Spe),  (6.29)
p
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gde su S;l(l),...,S;ég) klasi¢na p-adi¢na dejstva koja su po formi identi¢na sa realnim
klasi¢nim dejstvima S(C{),...,S(Cé) datim sa (5.87)-(5.94) respektivno.
Najpre, kada su u pitanju vakuumska p-adi¢na stanja oblika Q(|z|,)Q(]y|,), ona ovde

zadovoljavaju
/ / ]Cp(x//’ yllyt”; x/’y/7 t/) dI, dy/ — Q(|x//’p)9(|y//|p>’ (630)
lz/[p<1 J|y/[p<1

$to je uopStenje izraza (3.18) na dvodimenzionalni slu¢aj. U ovom izrazu potrebno je
zameniti ICp(2”,y" "2’y t') sa p-adi¢nim propagatorima (6.22)-(6.29). Prema obliku
(6.22)-(6.29) jasno je da ¢e integrali u (6.30) biti Gausovog tipa i da ¢e se reSavati sli¢no
kao i u slucaju kod Milneovog modela tj. prema formulama (2.43) ili (2.44) u zavisnosti
od toga da li je p # 2 ili je p = 2 respektivno.

Generalno, i za p # 2 i za p = 2, egzistencija osnovnog vakuumskog stanja bice
odredena sa, najmanje, dva uslova. Najpre, uslovom analiti¢nosti p-adi¢nih funkcija koje
se pojavljuju u propagatorima (6.22)-(6.29). Ovaj uslov podrazumeva da njihov argument,
u opStem obliku, w7 (Sto ¢e i konkretno biti argument za sve p-adi¢ne funkcije u propaga-
torima za modele sa oscilatorima, istih frekvenci, dok ¢e za modele sa oscilatorima razli¢itih
frekvenci on biti oblika w,T') pripada oblasti konvergencije p-adi¢nih trigonometrijskih ili
hiperboli¢kih funkcija, odnosno skupu G, = {x € Q, : |z|, < [2p|,}. U ovom slucaju
to znaci da je |wT|, < |2p|,, §to se za p # 2 svodi na |[wT'|, < % dok za p = 2 postaje
|wT']y < 4. Ovaj uslov je zajednitki za sve dvooscilatorne modele i razli¢it samo po
kona¢noj formi za slucajeve p £ 21 p = 2.

Drugi uslov je uslov egzistencije date grane reSenja u integralima (2.43) ili (2.44). Tako
za p # 2 iz (2.43) vidimo da imamo dve moguénosti |al,p?? < 11 |al,p?? > 1, dok za
p =2 iz (2.44) slede Cetiri moguénosti |a[22%7 < 1, |a|2% = 2, |a|22?7 =4 i |a]52% > 8.
Ovaj uslov, dakle, nameée ogranicenja na vrednosti parametra o koji se javlja u kara-
kteru x,(az? + fz), tj. integrandu Gausovih integrala, i zapravo je koeficijent uz kvadrat
promenljive po kojoj se vrii p-adi¢na integracija. Kako ¢e, prema (6.22)-(6.29), karakter
u integrandu imati formu Xp(—Sgl), lako se vidi da je za sve ,harmonijske” dvooscilatorne

modele parametar a u opstem slucaju oblika o = + odnosno oblika o = +

tan?}wT) ’ tanhuEwT)
za jinvertovane harmonijske” modele. Imajuéi u vidu osobine p-adi¢ne norme [1], za p # 2,
za oba tipa modela dobija se da je |a, = ﬁ

Pri tome se lako proverava da se za p # 2, uz |a|, = iy =0, uslovi |a|,p?’ <1

i
i |al,p?? > 1 respektivno svode na |T'|, > 11 |T|, < 1. Ovi uslovi, zajedno sa uslovom
analiti¢nosti (za p # 2) |wT|, < %, ogranicavaju moguce vrednosti frekvence oscilatora w.

Za p = 2 uslov analiti¢nosti glasi |wT|s < i, dok uslovi egzistencije grana reSenja
u (2.44) integrala u (6.30) tj. |a]22?7 < 1, |a]22% = 2, |afs2% = 4 i |a]42* > 8, za

|, = ﬁ iv=0,dajuredom [T|, > 1, [Ty =3, |T|]o = 7 i |T]2 < §. Ovo ¢ée opet, kao i
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u prethodnom slucaju, za svaku pojedina¢nu granu integracije nametnuti specifican uslov
tj. ogranicenje na w.

Dakle, i za p # 2 i za p = 2, op$ti uslov egzistenicije osnovnog vakuumskog stanja
Q(|z|,)2(y|p) za sve dvooscilatorne modele ¢e biti uslov analiti¢nosti p-adi¢nih funkcija, u
opStem obliku |wT'|, < |2pl,. Pri tome, u prethodnoj analizi razmatrani su samo slucajevi
u kojima se svi Gausovi integrali u (6.30) u svakom konkretnom slu¢aju resavaju duz iste
grane reSenja u (2.43) ili (2.44). Ovo je opravdano jer bi integracija u (6.30) pri kojoj bi
se vrednost jednog integrala (koji odgovara jednoj promenljivoj tj. oscilatoru) odredivala
po jednoj grani, a vrednost drugog integrala (koji odgovara drugom oscilatoru) po (nekoj)
drugoj grani u (2.43) ili (2.44) nametala kontradiktorna ogranic¢enja na 7.

Kada su u pitanju vakuumska stanja tipa Q(p”|z|,)Q(p*|y|,), ona zadovoljavaju sledeée

dvodimenzionalno uopstenje uslova (3.19)
/ / K" y" t" 2’y 1) da’ dy' = Qp” |2 [,) Q0" [y ,)- (6.31)
|z’ [p<p™ Jy'|p<p=#

Integrali u (6.31) nakon zamene KC, (2", y", t"; 2/, ¢/, t') sa (6.22)-(6.29) postaju Gausovi
integrali tipa (2.43) ili (2.44) ve¢ u zavisnosti od toga da li je p # 2 ili p = 2 respektivno,
sa tom razlikom u odnosu na prethodni slucaj $to je ovde v # 0.

Jasno je da i sada uslov analiti¢nosti |wT'|, < |2p|, funkcija u p-adi¢nim propagatorima
mora biti zadovoljen za sve modele. Sa druge strane, ostali uslovi se dobijaju ve¢ u
zavisnosti od toga da li je p # 2 ili nije i koja se grana integracije u (2.43) odnosno (2.44)
koristi. Imajué¢i u vidu da je i ovde a = im za ,harmonijske” modele, odnosno
a = £ —*— za ,invertovane harmonijske” modele, za p # 2, uslov integracije po drugoj

tanh (@l

grani u (2(.43)) |a|,p* > 1 se svodi na |T|, < p~2#, dok se uslov integracije po prvoj
grani |a|,p* < 1 svodi na |T|, > p~2"*. Za slucaj da je p = 2 integracija u (6.31) se vrsi
prema (2.44). Tada opet, s obzirom na postojanje ¢etiri moguce grane integracije, postoje
i cetiri uslova: |a]s2%7 < 1, |a|2?7 = 2, |a]22% = 41 |a]»2%7 > 8, koji se u ovom slucaju
respektivno svode na: [T|y > 2720 |T|y = 2720071 Ty = 272072 § [Ty < 2720073,
Kako je |wT'|, < |2pl|,, jasno je da ovi specifiéni uslovi za T (za p # 2 i za p = 2),
kao i u prethodnom sluc¢aju, nameéu odgovarajuc¢a ogranic¢enja na w. Uslov analiti¢nosti
lwT'|, < |2pl, je, dakle, i ovde opsti uslov egzistencije.

Prema tome, moze se konstatovati da svi dvooscilatorni kosmoloski modeli, uz opsti
uslov |wT'|, < |2pl, (tj. da su p-adi¢ne funkcije u propagatorima (6.22)-(6.29) analiticke),

imaju vakuumska p-adi¢na stanja oblika
\I/g”“)(x, y) = Q" |z[p) " |ylp), zav,p=0,£1,+£2, .. (6.32)

Vakuumsko stanje tipa delta funkcije d(p” —|x|,)d(p* —|y|,), prema (3.20), zadovoljava

J

/| Kp(", 9" t" 2!y 1) da’ dy’ = 6(p” — |2"],)0(p" = 1y"],)- (6.33)
=p” J|y'[p=pH

Ip
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Zamenom p-adi¢nih propagatora (6.22)-(6.29) u prethodnom izrazu dobijaju se inte-
grali tipa (2.41) koji ¢e imati nenulto reenje ako budu ispunjena dva uslova |4al, > p?~2"#
i o], =

Parametar o uzima i ovde iste vrednosti kao i u prethodna dva sluc¢aja. Dalje se, iz
oblika karaktera x,(cz? + Bz), vidi da je 8 koeficijent u linearnom delu argumenta ove

funkcije. Kako je x,(ca? 4 fz) = x,(—Sg) lako se vidi da je u opstem obliku 3 = 2w

sin(wT)
29w X 5 . _ 22" w _ 29" w . 99
(ii g = o) ) za  harmonijske” modele i § = ThT) (ili g = 5 wT)) za Jnvertovane
harmonijske modele. Nije tesko proveriti da je tada | } |z”|, (ili ‘ ‘ 1v"],)-
2c p 2 p

Iz prvog uslova, za p # 2, dobija se da je |T'|, < p***~2 dok je za p = 2, |T|y < 2%+,
Iz drugog uslova (bez obzira da li je p # 2 ili p = 2) je |2”|, = p¥ (ili |¥"|, = p"), §to je
identi¢no zahtevu nenulte vrednosti delta funkcije 6(p” — |2”|,) (odnosno d(p* — |y”|,))-
Prema tome, svi dvooscilatorni kosmoloski modeli imaju i stanja tipa delta funkcije za

iste uslove egzistencije

S(o¥ — lzl VS (pH — ’ T < 2V7,U,—2
\I,]()u,p)(%y) _ (p |z[,)0(p ylp), Ty p2 ) (6.34)
6(2" = [2[2)0(2" — |yla), |T|o < 2%~
za v = —1,—2,..., pr1 ¢cemu ¢e ujedno bit1 zadovoljen 1 opsti uslov analiti¢nosti
Y 0,—1,-2,..., pri ¢ ce ujedno biti zadovoljen i opsti usl liti¢nosti

WT'l, < [2pl, [41].

Adelizacija dvooscilatornih modela podrazumeva konstrukciju adeli¢ne talasne fun-
kcije oblika (3.21). Prvi uslov je da za modele postoje egzaktna resenja V.. (z,y) Viler-
-de Vitovih jednacina (5.112)-(5.119). Za dva tipa modela, sa lagranzijanima L i Ls)
tj. za slucajeve oscillator-ghost-oscillator sistema, u poglavlju 5.3 su takva reSenja i eks-
plicitno odredena. U ovom poglavlju takode je pokazano da je drugi uslov za adelizaciju,
a to je postojanje osnovnih vakuumskih p-adi¢nih Q(|z|,)2(|y|,) stanja, ispunjen za sve
dvooscilatorne kosmoloske modele i to sa istim uslovima za egzistenciju. étaviée, pokazano
je da ne samo ova vec i ostala vakuumska p-adi¢na stanja postoje za iste uslove i u istom

obliku za sve tipove minisuperprostornih dvooscilatornih kosmoloskih modela.

6.3 Signaturna izmena u p-adi¢nom prostor-vremenu

Pitanje signaturne izmene u p-adi¢cnom prostor-vremenu detaljno je razmatrano u
radu Dragovica [117]. U radu je pokazano da se u odnosu na promenu signature mogu
razlikovati dve klase p-adi¢nog prostor-vremena Q. Prvu klasu ¢ine svi Q) za koje je
p = 1(mod 4), a za drugu Q za koje je p #Z 1(mod 4). U drugoj klasi mogu se dalje
razlikovati Q) san > 21 p = 3(mod 4), i Q) za koje je p = 2 in > 4. Pri tome znak
signature moze biti proizvoljno promenjen samo u Q gde je p = 1(mod 4), dok za p #
1(mod 4) samo paran broj znakova moze biti promenjen neizometrijskim transformaci-

jama. Sam uslov p = 1(mod 4) za proizvoljnom promenom znaka je ocigledan, s obzirom
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na to da je tada i samo tada v/—1 € Q, [118, 15] ili, drugacije receno, ako su data dva
skupa A={2?:2€Q,} i B={-2%:2€Q,} tada je A= B samo za p = 1(mod 4).
Za slucaj dvooscilatornog kosmoloskog modela sa lagranzijanom L4 datim sa (5.37),
klasi¢no dejstvo Sy u Lorencovom regionu dato je sa (5.90). Nakon signaturne tranzi-
cije u standardnom slucaju, tj. transformacije ¢t — —i7, u skladu sa recenim u 5.2.1 i
5.2.5, lagranzijan i dejstvo modela postaju oblika L) 1 S(s) tj. dati izrazima (5.41) i
(5.94) respektivno (uslovi pri kojima se ovaj prelaz moze odigrati u klasi¢nom slucaju
razmotreni su detaljnije u 5.2.5, a prema radu [84]). Sa druge strane, u [110] pokazano je
da nakon signaturne izmene u Q; p-adi¢no dejstvo modela ima istu formu kao i klasi¢no
dejstvo u Euklidovom regionu. U ovom slucaju to znaci formu Sy jednog ,harmonijski
invertovanog” dvooscilatornog modela. Stoga, imajuci u vidu receno u prethodnom delu,
oc¢igledno je da se nakon signaturne tranzicije u Q;‘, vakuumska stanja modela i uslovi za
njihovu egzistenciju ne¢e promeniti. Imajué¢i u vidu da signaturna izmena u standardnom
slucaju zapravo samo menja tip dvooscilatornog modela, jasno je da se prethodni zakljucak

odnosi ne samo na ovaj slucaj ve¢ vazi generalno za sve dvooscilatorne kosmoloske modele.
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7 Nekomutativna kosmologija

Trazec¢i nacin za reSenje problema ultraljubicastih divergencija, jo§ tridesetih godina
proslog veka, Hajzenberg je izneo pretpostavku o nekomutiraju¢im koordinatama. Ideju
o njihovoj upotrebi u termodinamickom faznom prostoru prvi je predlozio Vigner [119], a
nezavisno od njega i Snajder razmatrajuéi jedan primer Lorenc-invarijantnog diskretnog
prostor-vremena u radu [120]. Ova ideja primenjena od strane Kona [121] i Voronovica
[122] u nekomutativnoj geometriji, omoguéila je razvoj nove formulacije kvantne gravi-
tacije preko nekomutativnog diferencijalnog rac¢una [123, 124, 125]. Sa druge strane,
veza izmedu nekomutativne geometrije i teorije struna postala je jasna zahvaljujuci radu
Sajberga i Vitena [126], §to je vodilo formulaciji nekomutativne kvantne teorije polja
preko nekomutativne algebre bazirane na Mojalovom proizvodu [127, 128, 129]|. Zapravo,
najkonkretniji dokazi postojanja prostorno-vremenske nekomutativnosti dolazi od teorije
struna, trenutno najboljeg kandidata za konzistentnu teoriju kvantne gravitacije. Naime,
na osnovu analize visokoenergetskih amplituda rasejanja u okviru teorije struna modifiko-

vana Hajzenbergova relacija neodredenosti ima oblik [130, 131, 132]

1,1
> (— 4+ 2 .
Av 2 S(5-+EA), (7.1)

gde su Az i Ap neodredenosti koordinate i impulsa respektivno, a [, predstavlja unutrasnju
karakteristiku strune — njenu duzinu (koja je reda veli¢ine upravo Plankove duzine 1,).
Pri tome se za [y = 0 (7.1) svodi na uobi¢ajenu standardnu Hajzenbergovu relaciju neo-
dredenosti koordinata-impuls. Takode, iz prethodnog izraza lako se moze odrediti da je
(Az)min = ls, odnosno da je dimenzija strune najmanje moguce rastojanje koje se jos
moze meriti. U opstijoj formi prostorno-vremenska relacija neodredenosti u okviru teorije
struna data je sa [133, 134, 135]

Az'Ax? > 12 (7.2)

Validnost ovih modifikovanih relacija neodredenosti u teoriji struna ukazuje na postojanje
nekomutativne prostorno-vremenske strukture na Plankovim dimenzijama. Pri tome je
jasno da ce se svaka izmena strukture prostor-vremena nacelno odraziti i na fiziku procesa
u njemu. Kosmologija koja polazi od pretpostavke postojanja nekomutirajuéih relacija
izmedu koordinata i/ili njima konjugovanih impulsa naziva se nekomutativnom kosmologi-
jom.

U ovom delu disertacije, nakon kratkog matematickog uvoda u pojam klasi¢ne neko-

mutatvnosti, bi¢e napravljen ops§ti osvrt na osobine dvooscilatornih modela na nekomu-
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tativnom konfiguracionom prostoru, a potom i posebno za neke od njih bi¢e odredene

relevantne dinamicke veli¢ine (nekomutativna dejstva i propagatori).

7.1 Klasi¢na nekomutativnost

Proucavanje nekomutativnosti funkcija na klasi¢énom faznom prostoru zasniva se na za-
meni njihovog uobi¢ajenog proizvoda takozvanim zvezda-proizvodom (,+”). Uopsteno go-
voreéi zvezda-proizvod je svaki asocijativni, kompleksno-bilinearni proizvod kompleksno-
znacnih glatkih funkcija definisanih na nekoj mnogostrukosti M predstavljen u formalnom
obliku kao red bilinearnih operatora koji po¢inje komutativnim proizvodom funkcija [136].
Na ravnoj euklidskoj mnogostrukosti M = R?" jedan takav proizvod je bio odavno po-
znat. Rec¢ je o Mojalovom zvezda-proizvodu. Zapravo, kao $to se pokazuje, na M =
R?" svi prihvatljivi zvezda-proizvodi su c-ekvivalentni Mojalovom proizvodu [137]. Ovaj
proizvod se definiSe na sledec¢i nacin. Neka su fi (21, ..., Zp; D1, ooy Pn) 1 fo(T1, ooy T D1, oovs D)

dve proizvoljne funkcije na faznom prostoru R?". Mojalov proizvod ovih funkcija je

S w7
fio fo= frez?" 00 fy, (7.3)
Sa
o = ( by Oty ) (7.4)
—0ij =0y by

gde su 0;; i 0;; antisimetri¢ne matrice i 0;; simetri¢na matrica tipa nxn. Deformisana Poa-
sonova zagrada funkcija f; 1 fo definisana preko Mojalovog proizvoda (zove se i Mojalova

zagrada) je tada
{f1>f2}M2f1 *um fa — faxur fu, (7-5)

odakle sledi da fazne promenljive tada zadovoljavaju
{zi,y;}y = 0is Az 03}y = 05 + 05y {Pispi}y = 0ij) (7.6)

¢ime je definisana tzv. deformisana Poasonova algebra. Iz (7.6) se vidi da je njen komu-
tativni limes odreden zahtevom da su vrednosti nekomutativnih parametara nulte tj. da
je 0 =0, = 0y = 0.

Sa druge strane, ako se uvedu transformacije koordinata u faznom prostoru [138, 139,
140]

T, =1z — %Hijpj, P =p; + %Oijacj, (7.7)

i ako se pretpostavi da promeljive x; i p; zadovoljavaju klasicne Poasonove zagrade u
obliku

{zi,y; =0, Awipi} =iy, A{pipi} =0, (7.8)
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lako se proverava da ¢e za nove promenljive z, i p! tada vaziti

Dobijeni izrazi imaju istu formu kao i u (7.6), ali ovaj put su dati preko uobi¢ajenih
Poasonovih zagrada.

Simetri¢na matrica o;; je npr. u trodimenzionalnom sluc¢aju (n = 3) data sa [141]
1 — _
0ij = =g (Oirlr; + Oikbrj)- (7.10)

Ovaj pristup nekomutativnosti naziva se nekomutativnost preko deformacije. Drugim
reC¢ima, uvodenje Mojalovog proizvoda izmedu funkcija na faznom prostoru ekvivalentno
je primeni transformacija (7.7) koordinata faznog prostora.

Standardni kvantni pristup bi podrazumevao kvantizaciju u kojoj u prethodnim jedna-
¢inama klasi¢ne varijable postaju hermitski operatori u Hilbertovom prostoru, a Poa-
sonove zagrade komutatori. U toj proceduri deformisana Poasonova algebra postaje de-
formisana Hajzenbergova algebra na kojoj se zasniva nekomutativna kvantna mehanika.
Sa druge strane, ¢injenica da je nekomutativni pristup moguce izraziti preko deforma-
cije govori nam da je nekomutativna kvantna mehanika ekvivalentna komutativnoj ali na

transformisanom kvantnom faznom prostoru stanja.

7.2 Dvooscilatorni modeli na nekomutativnom prostoru

U zavisnosti od izbora vrednosti parametara nekomutativnosti, moguce je proucavati
osobine kosmologkih modela na razli¢itim nekomutativnim prostorima. Minisuperprostor
svakog dvooscilatornog kosmoloskog modela je dvodimenzionalan. U tom, dvodimenzional-

nom, slu¢aju parametri nekomutativnosti 6, 6 i o imaju slede¢i opsti oblik [141]
_ _ 1 _
‘91']' = Qeij, eij = ‘9%'7 0;; = 0€35, O = 199, (7.11)

pri Cemu je €;; totalno antisimetri¢ni tenzor drugog reda.

Nadalje ¢e biti razmatrani dvooscilatorni modeli na nekomutativnom prostoru uz pret-
postavku postojanja nekomutativnosti Cisto prostornog tipa tj. uz pretpostavku da je
012 = 0 = const. # 0 (tada je Oy = —0 1 017 = 0y =0) i éij = 0,5 = 0. U ovom slucaju

transformacije (7.7) daju

/

1 1
' =1z —5bpy, Yy =y+ 50, Py =Day Dy = Dy- (7.12)

Odgovarajuc¢e Poasonove zagrade izmedu novih, primovanih koordinata u faznom pro-

storu su tada: {2',y'} =0#0, {2/, p,.}={v,p,} =1, {2/, p,} = {¥', 0.} = 0 i {p}, p, } =0.
Zamenjujuéi (7.12) u lagranzijane L(y),...,L(s) iz (5.34)-(5.41), vodeéi racuna o tome

kako su dati odgovarajuéi konjugovani impulsi u svakom slu¢aju ponaosob (na pocetku
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poglavlja 5.2.4), uz uklanjanje oznake prim sa novih koordinata radi jednostavnosti, do-
bijaju se tzv. nekomutativni lagranzijani dvooscilatornih modela pri transformacijama

(7.12) u konfiguracionom prostoru:

LYy = [(1+w?6*)i* —ws?] = [(1+w0?)) —w?y*] +2w?0 iy — ], (7.13)
Ly = [(1-w?6*)i* = a?|+[(1 -0y —w’y’] —2w*6[iy —ya], (7.14)
Lizy = [(14+wp6?)i® —wle®] = [(1+w20?)g* —wiy?]+20[iyw, —jaw?l],  (7.15)
Liy = [1—=wit®)i® —wlia?|+[(1-wi0?) —wiy®]| - 20[iyw, —jaw?],  (7.16)
Ll = [(1-0*0")i’+02®] —[(1-w*0")§" +0y’] —20°0[ay — ya], (7.17)
Ll = [(1+w?0*)i*+w*a?]+[(1+w’0)5’ 4w’y ]+ 2002y —ja], (7.18)
Lin = [1—wif®)i®+wia®|—[(1-wi6?) +wiy’] —20[iyw] —gawr],  (7.19)
Liy = [(14+w6®)i®+wia®]+[(1+wi6®)i* +wiy’|+20[iyw, —jaw?].  (7.20)

Ocigledno je pri tome da se ovi nekomutativni lagranzijani za § — 0 svode na odgo-
varajuce lagranzijane (5.34)-(5.41) u komutativnom sluc¢aju. Isti zakljucak ¢e vaziti i za
njima korespondentne Ojler-Lagranzeve jednacine.

Drugo, jasno je da prelaskom na nekomutativni konfiguracioni prostor prvobitna sime-
trija izmedu odredenih tipova lagranzijana, koja se odrazavala u tome da lagranzijan
jednog dvooscilatornog modela signaturnom tranzicijom ili promenom znaka ispred kvadra-
ta frekvenci dobije oblik lagranzijana drugog modela, biva naruSena kada je u pitanju
signaturna tranzicija. Formalan razlog su ¢lanovi u nekomutativnim lagranzijanima koji
su linearni po generalisanim brzinama. Zbog tih ¢lanova uobic¢ajena signaturna izmena
t — —i7 realne lagranzijane (7.13)-(7.20) prevodi u kompleksne. Transformacije izmedu
razlic¢itih tipova nekomutativnih lagranzijana L‘?l),...,L?S) su mogucée jo§ samo promenom

2

2 _
Wi,y = ~Wey

L9

2,2 W22
znaka ispred kvadrata frekvenci, tj. L?l) gy L?5), Lo, &=, 1 s)

(2) (6)°
UJ2

w2
L?ﬂ i L?4) AL L?S).

Lako se vidi da ¢e i Ojler-Lagranzeve jednacine po minisuperprostornim koordinatama
x iy, za parove nekomutativnih lagranzijana (L?I),L?5)), (L?2),L?6)), (L??)),L??)) i (L?4),L?8)),
biti povezane na slican nacin. Recimo, Ojler-Lagranzeve jednacine za L?l) nakon w? —
—w? postaju Ojler-Lagranzeve jednacine za L?E)) (i obrnuto) i tako redom.

Medutim, $to ti¢e samog reSavanja Ojler-Lagranzevih jednacina i, uop$te, njihovih
reSenja, gubi se pomenuta povezanost. Na primer, iz L?l) odgovarajuca jednacina po
minisuperprostornoj koordinati x glasi: (1 + w?6?)% + w?x + 2w?0y = 0, dok se za istu
promenljivu iz L?S) dobija: (1—w?#?)i—w?x—2w?*Ay = 0. Odmah se vidi da ove jednacine
prelaze jedna u drugu zamenom w? — —w?. Medutim, njihova reSenja nece biti ista do
na w? — —w?. To se vidi veé iz ¢injenice da koeficijent uz & u drugoj jednacini moze biti

jednak nuli (a 8to ¢e za tu jednacinu dati i odredeni tip resenja), dok je u prvoj jednadini
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ova moguénost ocigledno fizicki iskljucena. Naime, pri proucavanju datog kosmoloskog
modela uslovi moguénosti njegovog svodenja na dvooscilatorni, zatim mogucénosti reali-
zacije signaturne izmene i drugi uslovi mogu nametati ogranic¢enja na parametre teorije,
Sto ¢e potom odrediti i sam tip reSenja Ojler-Lagranzevih jednac¢ina u nekomutativnom
slucaju. U tom smislu, bar kada je nekomutativnost u pitanju, razmatranju kosmoloskih,
a samim tim i dvooscilatornih, modela se pristupa partikularno.

U narednom delu bi¢e prezentovana dva dvooscilatorna kosmoloska modela na neko-
mutativnom konfiguracionom prostoru i odgovarajuca klasi¢na nekomutativna dejstva i

propagatori za ove modele.

a) Nekomutativni Fridmanov model sa ¢ i U(¢)

Kao prvi primer bi¢e razmotren ravan FLRW model sa skalarnim poljem ¢ i interakci-
onim potencijalom U(¢), ¢ija je klasicna komutativna forma predstavljena u delu di-
sertacije 5.2.2 (pod c), dok su u poglavlju 5.2.5 razmotreni uslovi pri kojima se kod ovog
modela signaturna izmena moze realizovati. Sada ¢e biti prezentovana nekomutativna
forma modela, posebno nad Lorencovim, a posebno nad Euklidovim regionom.

U Lorencovom regionu dekuplovani lagranzijan (5.61) modela, koji po obliku odgovara
lagranzijanu L) iz (5.37), transformacijama koordinata (7.12) prevodi se u nekomutativni

lagranzijan oblika L?4) dat sa (7.16) ¢ije su korespondentne Ojler-Lagranzeve jednacine
(1 —w20?)@ — O(w? + w2)y + wiz = 0,
(1 —w26?)ij + 0w, + w2)i +wjy = 0. (7.21)
Ove jednacine za 6 = 0 prelaze u klasi¢ne jednacine koje se dobijaju za L) u komuta-
tivnom regionu.

Postoje dva tipa trigonometrijskih reSenja sistema jednacina (7.21) u zavisnosti od

toga da li je wi,y jednako 9% ili ne. U prvom slucaju je opSte resenje

x(t) = Ccos(wyt) + Cysin(wpt),

y(t) = Djcos(wst) + Dysin(wst), (7.22)
gde je
W Wy LQ — WQ
wp = 4 VEROEEREGERE T T (7.23)
-y za 35 = we,

VR 20+ P (B rer)?

pri Cemu je w, # wy, §to sledi iz uslova (a1 + a2)? > 4b* koji je pomenut u poglavlju 5.2.5
vezano za ovaj model.

Za pocetne uslove z(0) = 2/, x(T) = 2", y(0) = ¢ i y(T) = y" iz (7.22) dobija se

odgovarajuce klasi¢no partikularno reSenje sistema (7.21). Njegovom zamenom u L?4)
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dobija se klasi¢ni nekomutativni lagranzijan Lfi’)g . Tada je klasi¢no dejstvo za ovaj model

T
S @ Ty 0) = [ Lt = e ) 20 4 )
0
+ ,yszll,// + %’yy/y// + ’75(£B/y/ N x”y") + ’76(1'/:9// . y'x”), (7.24)

gejei=1j=2k=31l=4dzmgp=wlii=2j=1k=41=3z 5 =uw]
(koeficijenti ~; , 1 y;,, su datisa (A.1) u delu ,A Dodatak”) [84]. Opsta forma Fajnmenovog
propagatora za kvadrati¢no dejstvo u nekomutativnom dvodimenzionalnom prostoru je

142

1 aQSrl 6 aQScl 6 2
O 1 1 . _ T 920z’ 92"y’
IC (‘r ) y ) T7 x I y I 0) - 27TZ [det ( . 52g¢l,0 _625(;1,0 > ]
8y o’ By’ Oy’

1
X Xoo (—%Sd’e(x”,y”,T;x’,y’,O)> ) (7.25)

Zamena (7.24) u (7.25) daje

1 7/ 1
/Ce(xﬁ,y”,T§ xlay/70):% 'Yk,xyl,y"i_'ngoo (_%S(Cﬁllse(x”7y”7T; xlay,70)> ) (726)

gde je k=3, l—4za92—w ik=4,1=32a 5 =w.

Sa druge strane, za gz # w2, opsSte reSenje od (7.21) je

x(t) = Cy cos(t) + Cysin(Qt) + C5 cos(at) + Cy sin(Qat), (7.27)

OémCQQl Ay C Q
= — Q Q
y(t) 5, — 2 cos(t) + B, — sin(%)
Q$C4QQ ngﬂQ .
— Qot Ot 2
5, — 2 os(Qat) + 5,— 8 sin(Qot), (7.28)
UJ Wi 2
gde je ayy = 6(_0;_ 02 ) Bey = _w2 07 1

(635 + By + azay):t\/(ﬁzr + /By + amay)Q - 46:36;/

QI,Q = 9 )

uz uslov 3, # QF, > 0. U ovom slu¢aju, sa istim pocetnim uslovima x(0) = 2/, z(T') = 2",

y(0) =y i y(T) =y", klasi¢no dejstvo je

. 1 1 1 1
S(i)e ("', T;2',y,0) = 571196/2 + 572233"2 + 5’7333/2 + 57443//2
+ 722" + 132"y + 142"y sy’ 2" A yaun”y" A vaayy” (7.30)
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gde je

1 . _
'Yij = ﬁ[(a%(l/gj — Oéliaélj) SIH(QQlT) + (a%a/lj + QQlei)(COS(QQlT) — 1)]K1
1
1 . _
+ 2—92[(0441'&4]‘ — &3i043j) SIH(QQQT) + (O[4i013j 4+ 014]‘&31‘)((308(292,1—‘) — 1)]K2
1
+ m[(agia4j + 0423‘0441‘ — O[liO./gj — aljagi) sin((Ql + QQ)T)
+ (O[liOé4j + Oélj(l/4i + OéQZ‘Oégj + agj(lgi)(COS«Ql + QQ)T) — 1)]K3_
1
+ a0 [(vgi0uj + gy + sy + o) sin((€q — Q2)7)
1 — 942
+ (a0 + oqjou; — agias; — agjos;)(cos((§ — Q2)T7) — D] K5
+ T(OégiOéQj + Oéh‘Oélj>Kf_ + T(Oé4z‘064j + 0631‘043]').[(;_, 1 S j = 1, 2, 3, 47 (731)

sa koeficijentima a;; i K;° koji su dati sa (B.1) i (B.2), respektivno, u delu ,B Dodatak”
[84]. Zamenom (7.30) u (7.25), u ovom slu¢aju se dobija da je propagator

1 1.
K2 " Ty, 0)= 5 V12781~ 714728 X 00 (—%S(i’)e(ﬁﬁ, '\ T2y, O)) . (7.32)

Za isti model u Euklidovom regionu sa langranzijanom (5.63) smene (7.12) daju la-
granzijan oblika Lfg) (7.20) u nekomutativnom regionu. Iz oblika ovog lagranzijana jasno

je da je u ovom slucaju w? 6% # —1. Ojler-Lagranzeve jednacine su sada

i+ @,y — Br =0,

§—a,r— Py =0, (7.33)
de je a,, = Owites) B = ey i imaju samo resenje tipa
8A€ JE gy = 1+w? 02 Ty — 1twZ 02’ J je tp
(L’(T) = 61 COSh(ﬁﬂ') + 62 Sinh(ﬁlT) + 63 COSh(ggT) + 64 Sinh<§27>, (734)
ol - o
y(r)= — _Oé i2 Cycosh(71) — _a 12 C'1sinh(247)
/By - Ql /By - Ql
0,y — _ a8 —
— _a iQ Cy cosh(7) — _04—3203 sinh(§2,7), (7.35)
63/ - Q2 /By - QQ
gde je

1
2

, (7.36)

_ [@a,-F.-5,)%\/@a, -5, - 3, - 4.5,
2

uz uslov 3, # ﬁiQ > 0. Iz pocetnih uslova z(0) = 2/, z(T) = 2", y(0) = ' i y(T) = ¢",

sledi da klasi¢no dejstvo ima istu formu kao i dejstvo u (7.30)

—elf 1 o 1_ 0 1_ o 1_ 9
S(S) («",y", T;2',y,0) = 5711$, + 5722$” + 5733?// + 57449”
+ T2t + 757y Y+ Tasy' " 4+ VoY + T4y, (7.37)
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ali sada sa novim koeficijentima |84]

1 — — —_
T[(@Qia% -+ &ualj) Slnh(QQlT) + (@22-@1]- + agjali)(COSh<leT) — 1)]K1
1

Vz‘j =

1 — — S
+ ﬁ[(a@a@ + agiagj) smh(2QQT) + (642‘@3]' + a4ja3i)(COSh(292T) — 1)]K2
2

1
+  =——[(Qps; + Qoj0ly; + Q0035 + Qip;03;) sinh((Q + Q2)T)
0+ Qy
+ (0612'0(43' -+ oqjm,- + agiagj —+ agjagi)(cosh((ﬁl + QQ)T) — 1)]?;
1
+  =———[(QiQlyj + Qpjly; — Q10035 — O3 CV3;) Slnh((Ql QQ)T)
Q1 —Q
+ (alia4j + 041]'547; - @2i@3j - agja?ﬂ)(COSh((ﬁl — ﬁg)T) — 1)]?;

+ T(Qntny — o) K, + T(@uoiy — o) Ky, i<j=1,234,  (7.38)
pri Gemu su oy i Fli dati sa (C.1) and (C.2), respektivno, u delu ,C Dodatak”. Zamenom
(7.37) u (7.25) dobija se nekomutativni propagator u euklidskom slu¢aju za ovaj model

—0 1 —cl,0
K (x "y Ty 0)= \/'712'734 Y14Y23X 00 (—_S (z "y T 35,»9,70))- (7-39)

b) Nekomutativni vakuumski Kantovski-Saks model

Klasi¢an vakuumski Kantovski-Saks model je razmotren u poglavlju 5.2.2 (pod d/vi),
gde je pokazano da se lagranZijan modela moZe svesti na lagranZzijan L) oscillator-ghost-
-oscillator sistema. Transformacije (7.12) ¢e lagranZzijan Ly prevesti u oblik L?l) dat
sa (7.13) u nekomutativnom konfiguracionom prostoru. Odgovarajuc¢e Ojler-Lagranzeve

jednacine su tada

@+ 20wiy + wpr = 0,
ij + 20wpt + wiy = 0, (7.40)

gde je wy = ﬁ, sa prelaskom na komutativni sluc¢aj za 6 = 0. Ovaj sistem ¢e imati

trigonometrijsko resenje oblika [96, 143]

x(t) = Cycos(t) + Cysin(Qt) + Cs cos(Qat) + Cysin(Qat), (7.41)

26’w Q 20020

y(t) = 2 o Ql Cy cos(t) + 2 0 Ql C sin(Q4t)
7 9

2900992 28@0992
——=C Qot C Qot 7.42
QQ 1 cos(Qt) + -2 3 sin(Qat), ( )

pri Cemu je

0, — | (208 = 4Pwi) /(] — 46%w5)? — duy |© (7.43)

2
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uz uslov wi # Qf, > 0. Za pocetne uslove z(0) = 2/, z(T) = 2", y(0) = 3" i y(T) = y"
7z (7.41) i (7.42) dobija se klasi¢no partikularno resenje ¢ija zamena u L?l) daje klasi¢ni
nekomutativni lagranzijan. Na uobicajen nacin, integracijom L?l) po vremenu u intervalu

[0, T], dobija se odgovarajuc¢e nekomutativno klasi¢no dejstvo [96, 143]

S(i’)e (" ", T;2',y,0) = 571193/2 + 5’722$N2 + 57339/2 + 5744?//2

/.1

+ yx' 2" + Y32y a2y + vasy' 2" + ey 4+ vsay'y” (7.44)

gde je

1 , _

’Yij = 2—91[(0421'&2]‘ — Ozh‘O{lj) SIH(QQlT) + (O[Qialj + Olgj&li)(COS(QQlT) — 1)]K1

1 , _

ﬁ[(a@oqj — Ozgiaégj) SIH(QQQT) + (Oé47;013j + 014]‘0132‘)(COS(2Q2T) — 1)]K2
2

1
Q1+ Qs
(a1 + oqjou; + ooy + agjas;)(cos((Qy + Q9)T) — 1) Ky

1
0o 5l
(riouj + apjou; — agias; — agjas;)(cos((Qy — Q2)T) — 1)Ky

+

[(agia4j —|— Oézj(lé4i — 0417;013]‘ — (1/1]‘(1/32‘) sin((Ql —|— QQ)T)

OéQiOé4j -+ OégjOé4i -+ Oéliagj =+ CkleYgi) sin((Ql — QQ)T)

+ + + 4+ o+

T(OégiOéQj + 0411‘0[1]'>Kf_ + T(Oé4i064j + OégiOégj)K;_, 7 S j = 1, 2, 3, 47 (745)

sa koeficijentima ay; i K;* datim sa (D.1) i (D.2), respektivno, u ,D Dodatku”. Izrazi
(7.30) i (7.44) su pri tome formalno istog oblika. Zamenjujué¢i (7.44) u (7.25) dobija se

propagator u nekomutativnom slucaju za ovaj model
/Ca(l’”a y', T2’y O)ZL\/ V12734 — V14723 X0 —isd’e(ﬂﬂ//, y', T2’y 0)). (7.46)
211 or (1)
Sa druge strane, sistem jednacina (7.40) ima takode i reSenje sledeceg tipa [144]

2(t) = Ape®™sin(wpt +6.) + A_e *sin(wet +5_), (7.47)
y(t) = —A, ™ sin(wpt +6,) + A_e " sin(wet +5_), (7.48)

gde je wy = wv1 — 02w Zamenom pocetnih uslova z(0) = 2/, 2(T) = 2", y(0) = ¥ i
y(T) =y" u (7.47) i (7.48) dobijaju se konstante integracije

[ 2 :FZ/”)Z‘F .73 Fy )2612% T 2(.T":Fy")($':[3y/)€i9w2T COS(ng)]1/2

A A4
= 2e£09°T gin(wyT') ’ (7.49)
- (ZFY
d+ = arcsin , (7.50)
Ay

koje odreduju partikularno klasi¢no resenje, ¢ijom se zamenom u L?l), dobija klasi¢ni neko-

mutativni lagranzijan modela za drugi oblik resenja Ojler-Lagranzevih jednacina (7.40).
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Dalje se na standardan nacin dobija i klasi¢no dejstvo [96, 143|

1
S(C%)Q (l‘”, y/la T; $/7 y/v O) = (1 - 5&12(92 - w494)w9

Ouw?

x {A% [629‘“2T sin(2wpT +20,) —sin(264) + w—9(629“2T cos(2wpT +20) —cos(264))
+ A2 e sin (2w, T+26_) —sin(20.)
— 6;}i2(e2(’7”2Tcos(2ng—|—2(5) —cos(20)]} + 0w?(1 — w6?)

x {42 [— 2% T cos(2wpT +20 1) +cos(28,) + ——(e2* T sin 2wy T+26.,) —sin(26,)]

We
+ A2 [T cos(2wp T +20_) —cos(26.)

2

+ ei(e_Qeszsin(Qw@T+25_)—sin(26_))]}
we
2, .4
L A 5 46+ 2weT) — sin(s, + 0)]
We

2
+ 9%[143_<629sz . 1) . A2_(6—26w2T N 1)]
+ 4A, A _0PT[0w? cos(6y — 6_) + wpsin(d_ — &,)]. (7.51)

Primetimo da su ovde za vakuumski Kantovski-Saks model u nekomutativnom slucaju
za dva razli¢ita tipa reSenja Ojler-Lagranzevih jednacina (7.40) dobijena dva klasi¢na
dejstva data sa (7.44) i (7.51). Pri tome, kao $to je poznato, klasi¢na dejstva pred-
stavljaju centralne objekte za dalje proucavanje kvantnih formi modela sa stanovista
standardnog funkcionalnog formalizma i u okviru njega odredivanja talasnih funkcija.
Specijalno kada je u pitanju vakuumski Kantovski-Saks model, veé¢ je u uvodu i u delu
5.2.2 (pod d/vi) pomenuta vaznost razmatranja ovog modela zbog njegovog difeomor-
fizma sa Svarcgildovim reSenjem Ajnstajnovih jednacdina gravitacionog polja. Kvantna
(termo)dinamika razlicitih modela nekomutativne Svarcsildove crne rupe, zasnovana na
Miznerovoj reparametrizaciji Kantovski-Saks metrike, u okviru kanonskog kvantnog for-
malizma razmatrana je u radovima [145|, [146] i [147|. U njima su prezentovana reSenja
Viler-de Vitovih jednac¢ina, odnosno talasne funkcije koje opisuju (ne)komutativne Svarc-
Sildove crne rupe. U radu [145] ove funkcije su eksplicitno i odredene u komutativnom
i nekomutativnom sluc¢aju. S obzirom na to da oba pristupa kvantizaciji (funkcionalni
i kanonski) moraju da vode istim rezutatima, ispostavlja se da su rezultati dobijeni u
radovima [145|, [146] i [147] od interesa za buduce istrazivanje koje treba da ukaze koje
od dva dobijena dejstva (7.44) i (7.51) bolje opisuje kvantnu dinamiku ovog nekomuta-
tivnog modela (untrasnjosti Svarcgildove crne rupe). U daljem proucavanju na isti nacin
se moze pristupiti razmatranju kvantnih komutativnih i nekomutativnih formi i ostalih
dvooscilatornih kosmoloskih modela.

Na kraju ovog dela, vezano za Milneov model, treba re¢i da s obzirom da nekomu-
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tativnost prostornog tipa podrazumeva transformacije samo generalisanih koordinata ali
ne i njima konjugovanih impulsa, jasno je da se klasi¢ni lagranzijan Milneovog modela
(5.19), u kome se minisuperprostorne koordinate eksplicitno ne javljaju, a samim tim i

dinamika modela, ne¢e promeniti pri prelasku na nekomutativni konfiguracioni prostor.
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8 Svarcsildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

U decembru 1915. godine, svega nekoliko nedelja nakon $to je Ajnstajn prezentovao
jednacine Opste teorije relativnosti, nemacki astrofizicar Karl Svarcsild je odredio njihovo
egzaktno reSenje za slucaj centralno-simetri¢nog gravitacionog polja nerotiraju¢ih i ne-
naelektrisanih objekata. Nekoliko meseci posle évarcéilda, Lorencov student Drost takode
je dosao do istog reSenja za tackastu masu.

Metrika prostor-vremena Svarcgildovog resenja ima sledeci oblik |46]

ds* = —(1 — ﬁ)dzf2 +(1- ﬁ)_la’r2 + 72(d6? + sin® Odp?). (8.1)

r r
Odmah se vidi da ona divergira za r = 0 (Svarcgildov ili gravitacioni singularitet) i za
r=r, (gde je r, = 2Z gravitacioni ili Svarcsildov radijus tela mase m) na takozvanoj

Svarcsildovoj sferi (horizontu dogadaja). Singularitet » = 0 je pravi (fizicki ili esencijalni),
dok se singularnost na Svarcéildovoj sferi zove matematicka, koordinatna ili ,prividna”
singularnost jer moze biti ukonjena pogodnim transformacijama koordinata [46| (npr.
Lemetreovim, Edington-Finkel3tajnovim itd.).

Sa druge strane, iz (8.1) je jasno da za r < r,, tj. unutar horizonta dogadaja, Svarc-
Sildove metricke komponente gog = gy 1 g11 = g~ menjaju predznake. Ovo sugeriSe da
prostor i vreme menjaju uloge nakon prolaska kroz horizont dogadaja. Naime, vremenska
koordinata, za posmatraca izvan horizonta dogadaja, postaje prostornog tipa za posma-
traca unutar Svarcsildove sfere. U tom smislu, za oba pomatra¢a postoji samo jedan
mogudci smer kretanja, za spoljaSnjeg posmatraca u vremenu, a za unutraSnjeg u prostoru
(pravo ka singularnosti). Tmajuéi u vidu prethodno re¢eno, moze se razmotriti moguénost
da unutrasnjost Svarcsildove crne rupe bude opisana kvadratnom metrickom formom koja
se dobija zamenom ¢ <> r u njen standardni oblik (8.1) tj. formom

ds® = —(L2
s (t

1) 4 (7;—9 — 1)dr? + t2(d6? + sin? 0d?), (8.2)
u kojoj komponente metrike eksplicitno zavise od vremena.

Prethodni izraz ima oblik homogene i anizotropne Kantovski-Saks metrike ds* =
—%dﬂ + c1(t)dr? + cA(t)(d6? + sin? 0dp?) iz (5.3), sa dva faktora skale c¢; i ¢y (pri
¢emu ¢e ocigledno u ovom slucaju biti ¢1(t) = 2 — 1, co(t) =t i N(t) = 1).

Drugim re¢ima, unutar Svarcgildove sfere koordinatna transformacija t <> r prevodi
Svarcsildovu metriku u homogenu i anizotropnu Kantovski-Saks metriku. Ovo je, zapravo,

primer jedne interesantne osobine Opste teorije relativnosti da generiSe reSenja za kosmo-

logke modele iz statickih reSenja AjnStajnovih jednacina gravitacionog polja. Metode
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kojima se dobijaju ovakva resenja proucene su u radu [148], i u opstem slucaju zasnivaju
se na difeormorfizmu izmedu statickih resenja i odgovarajué¢ih kosmoloskih modela. Jedan
takav difeomorfizam je upravo uspostavljen transformacijom ¢ <+ r izmedu Svarcéildovog
reSenja i Kantovski-Saks modela.

Sa druge strane, kako se lagranzijan vakuumskog Kantovski-Saks modela moze svesti
na lagranzijan L oscillator-ghost-oscillator sistema, dinamiku unutraSnjosti Svarcsildove
crne rupe mozemo razmatrati kao dinamiku jednog dvooscilatornog kosmoloskog modela
pri ¢emu ¢e se u ovom slucaju pruziti interesantna moguénost fizicke interpretacije oscila-
torad (o ¢emu ¢e biti reci u poglavlju o entropiji Svarcsildove crne rupe).

U delu koji neposredno sledi donekle ¢e biti ponovljena (ovaj put uz vise detalja) pro-
cedura svodenja vakuumskog Kantovski-Saks modela na dvooscilatorni model iz poglavlja
5.2.2 (pod d/vi), no sa oblikom Kantovski-Saks metrike (5.3) direktno korespondentnim

metrici (8.2) koja sledi iz Svarcsildove (8.1) nakon zamene t > 7.

8.1 Klasi¢na dinamika

Polazeéi od Ajnstajn-Hilbertovog dejstva (4.12) bez polja materije (L£,, = 0) i kos-
moloske konstante (A = 0), i Kantovski-Saks metrike oblika (5.3), dobija se lagranzijan
vakuumskog Kantovski-Saks modela unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe [107]

G
&G

...
= |:N(02C261 +éey) — N} : (8.3)
gde je Vo = 4x [ dr zapremina (u jedinicama duzine) dela prostora u kome je dejstvo

konac¢no. Reskaliranjem laps funkcije

N =24/ce)N, (8.4)
i uz transformacije [149]
1 r+y ?
cy = 5(:1: —y)? o= [w — y] : (8.5)
lagranzijan (8.3) postaje dekuplovan
L = —MAVoN7Y(i® —§%) + MAVoN(2® — o)
M3V, ~ -
= [0 - W) - (7 - ) (8.6)
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gde je My = (/2% = 2,43-10" GeV /c? redukovana Plankova masa. Impulsi konjugovani

koordinatama z, y, N su, respektivno

oL 2Vo My,
oL  2VoM}
TT. = - = — .’ 88
oL
ON

Poslednja jednacina predstavlja primarnu Dirakovu vezu za ovaj sistem. Hamiltonijan je
tada

H = x'7rx+y7ry+N7rN—L
N 2 2 282 2
= ————(m, —m,) = VoM N(z"—y°). 8.10
4Mp21% ( y) pl ( ) ( )
Kako je, prema re¢enom u poglavlju 4.2, zbog postojanja primarne veze (8.9) ovaj sistem
singularan, tj. nema jedinstveno partikularno reSenje jednacina kretanja za zadate pocetne

uslove, uvodi se i tzv. totalni hamiltonijan

Hr =H+ \rryy = (w2 —m2) — VOZWI?ZN(a:2 — ) + Ay, (8.11)

AM2Vy

pri ¢emu je A = A(t) Lagranzev mnozitelj. Hamiltonov uslov je

. 0H
WN:{WN,HT}:{WN,H}:—a—N:7—[:0’ (812)
gde je )
H=———(n2 —72) = VoMZ(2* — %), 8.13
v, "~ ) VoM =y (8.13)

Sto ¢e dati Viler-de Vitovu jednac¢inu u proceduri kvantizacije.
Birajuci laps funkciju N (fiksirajuci gejdz) tako da je N = w, te imajuéi u vidu
invarijantnost dinamike sistema u odnosu na mnozenje lagranzijana proizvoljnim multipli-

kativnim faktorom, iz (8.6) je jasno da je i
L= (i* —w?z?) — (5° — w?y?), (8.14)

lagranzijan ovog modela. Iz (8.14) se vidi da je u pitanju jedan oscillator-ghost-oscillator

sistem Cije ¢e korespondentne Ojler-Lagranzeve jednacine biti
FP+wlr=0, j+wy=0. (8.15)

Opste resenje ovih jednacina je dato sa (5.79). Pri tome, za poletne uslove z(t') =
o, x(t") = 2", y(t') = ¢ i y(t") = y” klasiéno partikularno resenje je (5.83), dok je
odgovarajuce klasi¢no dejstvo oblika Sﬁ) iz (5.87).
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8.2 Standardna kvantna i adeli¢na forma modela

Prema recenom u poglavljima 4.3 i 5.3, Viler-de Vitovu jednacinu dobijamo kvanti-

zacijom Hamiltonovog uslova tj. u ovom slu¢aju iz izraza (8.13)

1
AM2Vy

H(z,y) = [— (72— 72) = Vo MA (@2 — ) | W(a,y) =0, (8.16)

U koordinatnoj reprezentaciji prethodna jednacina je identi¢na sa Viler-de Vitovom
jednacinom [—5)—; + &+ (a2 —gﬁ)] U(r,y) = 0 iz (5.120), s tim da je ovde @ =
2V0Mgl = 4‘7:_00' Kao 8to je pokazano u poglavlju 5.3 njeno opSte reSenje se odreduje
metodom razdvajanja promenljivih i dato je talasnom funkcijom (5.125).

Postojanje standardne talasne funkcije (5.125) je jedan od uslova za adeli¢nu genera-
lizaiju modela. Drugi uslov je postojanje osnovnih vakuumskih stanja tipa omega funkcija
Qz|,)2(Jy]p). U delu 6.2 pokazano je da ovakva stanja postoje za sve dvooscilatorne
kosmoloske modele pod istim uslovima i u op$toj formi su data sa (6.32). Prema tome,
adeli¢nu talasnu funkciju (3.21) za ovaj model je moguce konstruisati, i ona u ovom sluc¢aju

ima oblik

ladel) () = (E)i Cn.ezuy W (Vor) H, (V)

X
—
K

=
8
s
—
=
T

p)Q(|y‘p)7 (8.17)

Sto ¢e, dakle, biti adeli¢na talasna funkcija unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe. Osnovno

vakuumsko adeli¢no stanje je tada

adel. _ETQ
W (2, y) = Che 2@+ Hmm (19l,), (8.18)

gde je C| = C) (%)% normalizaciona konstanta. Prema (3.26) ova talasna funkcija ¢e imati
nenulti kvadrat modula (gustinu verovatnoce) samo za diskretne vrednosti koordinata x
iy, tj. zax,y € Z.

Na kraju ovog dela treba ukazati na to da se u prethodnim razmatranjima uvek
prelazilo sa opisivanja klasi¢nih kosmoloskih modela na opisivanje njihovih kvantnih stan-
dardnih komutativnih, p-adic¢nih, adeli¢nih i nekomutativnih formi u okviru kojih su
prezentovani nacini na koje je moguce odrediti, a u nekim slucajevima su i odredene,
njihove talasne funkcije. Sa druge strane, generalna interpretacija talasnih funkcija kos-
moloskih modela je direktno povezana sa nekim konceptualnim pitanjima bez adekvatnih
odgovora do danas, a koja su pomenuta u uvodu glave 4. No, imajuéi u vidu da je kvantna
kosmologija zapravo teorija kvantne gravitacije ranog univerzuma, sasvim je izvesno da se

pomenute talasne funkcije, kao i neke specifiéne osobine prostor-vremena (diskretizacija,
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nearhimedi¢nost, problemi merenja, nekomutativnost,...) svakako odnose na rane, planki-
janske faze evolucije svemira kada pojam ,kvantno” ima svoje pravo znacenje u prostornom
i vremenskom smislu.

Drugo pitanje koje se moze postaviti na ovom mestu jeste pitanje interpretacije bilo
standardne kvantne (5.125) bilo adeli¢ne (8.17) talasne funkcije unutragnjosti Svarcsildove
crne rupe kao jednog, gledano dimenzionalno, ne nuzno kvantnog objekta. Pravac u kome
treba traziti odgovor je u okviru termodinamike crnih rupa. Naime, Hoking je u radu
[150] iz 1975. godine pokazao da crne rupe mogu da emituju Cestice — §to je nazvano
isparavanjem crnih rupa ili Hokingovim efektom. Medutim, njegovo objasnjenje ovog
efekta se zasnivalo na tretmanu cestica kao kvantnih objekata, dok je gravitaciono polje
crne rupe posmatrao klasi¢no tj. opisano Ajn$tajnovim jednac¢inama. Drugim recima,
njegov pristup objasnjenju pojave isparavanja crnih rupa je bio semiklasi¢an. Pravo
razumevanje ovog kvantnog fenomena, posebno u finalnim fazama isparavanja, ocekuje
se u okviru teorije kvantne gravitacije. Upravo razmatrajuci termodinamiku Svarcsildove
crne rupe u narednom poglavlju bi¢e predlozena moguca fizicka interpretacija kvantnih
oscilatora iz Viler-de Vitove jednacine (8.16). Kao §to ¢e biti pokazano, ova interpretacija
¢e omoguciti da se za nerotirajucu i nenaelektrisanu crnu rupu odredi entropija sa kvant-
nom popravkom koja se inace dobija i u drugim pristupima. U svakom sluc¢aju, na osnovu
prethodnog, jasno je da proucavanje fizike crnih rupa, bile one po dimenzijama kvantni ili
makroskopski objekti, podrazumeva i kvantni pristup. Kao $to je poznato, ovo u fizici nije
izolovan primer da neke makroskopske pojave ili pak sustinske osobine nekih makroskop-
skih objekata zahtevaju kvantno objasnjenje (npr. feromagnetizam, superprovodljivost,

superfluidnost).

8.3 Entropija sa kvantnom popravkom

Mnozeci (8.16) sa N, Viler-de Vitova jednadina modela u Medunarodnom sistemu

jedinica postaje

N RPN Y 2/22 2 c?
- — 2 — NVMA(# — 1) | U(z,y) =0 8.19
oz e ~ M) g — VWM& = 97) 5| Wi ) =0, (8.19)
odnosno u koordinatnoj reprezentaciji
N 0? ? ho o c
"z M H gl e T NWeMale® =y ey =0 (8:20)
p

Sa Uy, 0y (2, y) = pin, ()7, (v), izraz (8.20) postaje dekuplovan po x iy

hlgN 82 N%CQMP% 2
- n = En1 s 8.21
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3N 2 V02 M2

B | ) = Bur) (5.22)

a §to su jednacine dva dekuplovana kvantna linearna harmonijska oscilatora (gde je imajuéi
u vidu (5.124) ny = ny = n i E,, = E,, = E,). Clan MIQ u (8.21), odnosno
MyQ u (8.22), predstavlja potencijalnu energiju E,(z) oscilatora po koordinati z,
odnosno potencijalnu energiju E,(y) oscilatora po koordinati y, respektivno. Tada ée

odgovarajuca frekvenca ovih oscilatora biti

1 0°E 1 0%E N 2Voe* M,
2= LB 1 E(y) _ N2V My (8.23)

m  0x? m  Oy? m h
gde je m masa oscilatora.

Na ovom mestu treba ukazati na moguénost interpretacije ovih oscilatora kao dva
gravitaciona stepena slobode, pri ¢emu se jedan stepen slobode odnosi na unutrasnjost
crne rupe energije F,, a drugi na unutrasnjost korespondentne, ponekad nazvane, ,bele
rupe” sa energijom —FE,, [96]. U pitanju je, inace, jedan hipoteticki region u prostor-vre-
menu, inverzan crnoj rupi u smislu da ,belu rupu” materija moze iskljuc¢ivo da napusti.
Ideja o mogucénosti postojanja ovakve oblasti u svemiru potice iz 60-ih godina proslog
veka. Naime, ve¢ 1960. godine Kruskal i Sekeres su, nezavisno jedan od drugog, predlozili
koordinatne transformacije koje su dale novi prostorno-vremenski dijagram Svarcgildove
crne rupe. Ovaj novi dijagram (kasnije poboljsan od strane Penrouza) ukazao je na
¢injenicu da crna rupa deli prostor-vreme na dva svemira [151]. Pri tome svaki ima svoju
singularnost i povezani su, bar neko vreme, onim §to zovemo ,crvotoc¢ina” ili Ajns$tajn-Ro-
zenov most (sa ¢ije jedne strane je crna a sa druge ,bela rupa”). Pomenuta interpretacija
oscilatora ide u prilog ovakve globalne strukture prostor-vremena Svarcgildove crne rupe.
Sem toga, kao §to ¢e biti pokazano, nudi i moguénost da se primenom Fajnmen-Hibsove
procedure [28] na deo Viler-de Vitove jednacine koji se odnosi na jedan od oscilatora,
odredi temperatura i entropija crne rupe sa kvantnom korekcijom.

Sloboda izbora laps funkcije N dopusta moguc¢nost da se fiksira gejdz % = % tako
da se dobije korektan izraz za Hokingovu temperaturu crne rupe (tzv. Barbero-Imirzi

parametar se fiksira na sli¢an naéin u teoriji loop kvantne gravitacije [152]). Tada se iz

(8.23) dobija
/3
hw = %Epl, (824)

gde je E, = /% =1,22-10 GeV Plankova energija.

Klasi¢na particiona funkcija za linearni harmonijski oscilator mase m i frekvence w je

1
Zc ass. — . 8.25
= (8.29
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gde je B = kBLT, T je temperatura sistema i kg = 1,38-1072 J/K Bolcmanova konstanta.

Korekcioni potencijal za slu¢aj kvantnog linearnog harmonijskog oscilatora 28]

mw? Bh?
V= 2 8.26
2 (x * 12m> ’ (8.26)
daje particionu funkciju
e*(ﬁZ‘Zﬂ
Zapprox. = 577:&) (827)
Zamenom (8.24) u (8.27) dobija se da je u kvantnom sluc¢aju za ovaj model
o e~
T e i6n
Lappros. = A — 8.28
pp 3 BEpl ( )
Tada je unutraSnja energija crne rupe
0 EY 1
Ei, = —%(m Zapproz) = 8—;5 - 5= mc, (8.29)

gde je m masa crne rupe. ReSavajudi (8.29) po 3, uz E, < mc?, dobija se da je [96]

8mmc? 1 (Ey\’
_ N (s 8.30
b Ef)l 8T (m02 ’ (8.30)
zapravo, u ¢lanovima Hokingove temperature Sy = 8%”51‘32 = ﬁ, temperatura crne rupe
sa kvantnom korekcijom
1
= 1— . 8.31
o=t |15 (8:31)
Entropija modela je tada
S
E =In Zapproa:. + BEm (832)

Zamenom (8.27) i (8.29), a potom i (8.30), u (8.32) dobija se [96]

2
1 (B ? 1 (B 2
&1 \ mc? &1 \ mc?

gde je A, = 4mr,? povrsina horizonta dogadaja crne rupe ¢iji je Svarcgildov radijus r, =

S A

1 A,
——=1In 5
2 4lpl

1
S _ A henst (833
[T o (2441, (8.33)

2?—{”. U ¢lanovima Bekenstajn-Hokingove entropije S,;’;Bf’ = 4?—5, sa B, < mc?, (8.33)
pl
postaje
S SBH 1 SBH 1
—=———In|— o(s 8.34
kB kB 2 n( kB + ( BH)’ ( )

Sto je izraz za entropiju crne rupe sa kvantnom korekcijom, koji je takode dobijen dru-
gafijim pristupima u radovima [153] i [154], 8to odgovara i rezultatima teorije struna
[155] i loop kvantne gravitacije [156, 157|. Izraz (8.34) odreden je i u radu [145] u kome
su polazne tacke proucavanja nekomutativnih crnih rupa Miznerova reparametrizacija
Kantovski-Saks metrike i ADM dejstvo. Ovo ukazuje na ¢injenicu opravdanosti najpre,
sasvim uopsteno, dvooscilatornog tretmana unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe, a potom

i na opravdanost fizicke interpretacije samih oscilatora u ovom sluc¢aju.
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9 Zakljucak

Centralna tema ove disertacije bili su minisuperprostorni kosmoloski modeli ¢ija
se klasi¢na dinamika mogla razmatrati kao dinamika modela tipa slobodne cestice ili
dvooscilatornih modela. Sto se tice jednocesti¢nih modela, za sada je poznat samo jedan
takav slu¢aj — naime, Milneov 241 dimenzionalni kosmoloski model ¢iji se klasi¢ni la-
granzijan odgovarajué¢im transformacijama mogao svesti na lagranzijan slobodne Cestice u
241 dimenzionalnom prostoru Minkovskog. Sa druge strane, postoji ¢itav niz kosmoloskih
modela ¢iji su minisuperprostori dvodimenzionalni i kod kojih, nakon smena, lagranzijan
postaje lagranzijan sistema od dva linearna harmonijska ili dva linearna invertovana har-
monijska oscilatora. Ovi modeli su nazvani, respektivno, ,harmonijski” odnosno ,inver-
tovani harmonijski” dvooscilatorni modeli (kojih u svakoj grupi ima po &etiri, odnosno
ukupno osam razli¢itih tipova minisuperprostornih dvooscilatornih kosmologkih modela).
Nakon razmatranja njihove klasifikacije u poglavlju 5.2.1, pokazano je da se odredenim
transformacijama (signaturnom izmenom, promenom znaka ispred kvadrata frekvenci u
lagranzijanima) moze menjati oblik lagranzijana pri éemu se na taj nacin prelazi sa jednog
tipa dvooscilatornog modela na drugi.

Generalno, klasi¢na i standardna kvantna komutativna forma ovih modela razmotrena
jeuglavi 5. U klasi¢cnom slucaju odredeni su klasi¢ni lagranzijani, klasicna dejstva i hamil-
tonijani modela, dok su u kvantnom delu prezentovane njihove Viler-de Vitove jednacine.
Eksplicitno reSavanje Viler-de Vitovih jednac¢ina predstavljeno je samo za oscillator-ghost-
-oscillator sisteme. U poglavlju 5.2.5 na jednom od ovih modela detaljno je razmotreno
pitanje klasi¢ne signaturne tranzicije resenja Ojler-Lagranzevih jednacina po minisuper-
prostornim koordinatama iz Lorencovog u Fuklidov region. Pri tome je posebno ukazano
na niz mogucih uslova koje na parametre teorije mogu nametati kako sama signaturna
izmena tako i neki drugi zahtevi (npr. uslov nulte energije).

U sledecoj glavi, u okviru p-adi¢nog pristupa, odredeni su uslovi egzistencije vakuum-
skih p-adi¢nih stanja za Milneov model i dvooscilatorne kosmoloske modele. Pokazano je
da ova stanja postoje za sve modele, i posebno, da su uslovi njihove egzistencije identi¢ni
(za svako pojedina¢no stanje) za sve dvooscilatorne modele. Konstatovano je da je kon-
strukcija adeli¢ne talasne funkcije, stoga, moguca za sve modele sem za Milneov kod koga
za sada prepreku adelizaciji predstavlja odsustvo standardne talasne funkcije modela. Na
kraju ovog dela razmotrena je i signaturna tranzicija u p-adi¢nom prostor-vremenu Qﬁ.
Ukazano je na ¢injenicu da je ona mogucéa samo za p = 1(mod 4) i da se pri ovoj trans-

formaciji u Qﬁ kod dvooscilatornih modela (sli¢no kao i u realnom slu¢aju) menja samo
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njihova forma odnosno oblik klasi¢nog dejstva dok uslovi egzistencije vakuumskih stanja
ostaju nepromenjeni i isti za sve modele ovog tipa.

Uz pretpostavljenu nekomutativnost samo prostornog tipa, nekomutativne forme mo-
dela bile su razmotrene u glavi 7. Za sve dvooscilatorne modele prezentovani su odgovara-
juci nekomutativni lagranzijani, a potom odredeni i originalni izrazi za dejstva i propaga-
tore za tri tipa modela u nekomutativnom konfiguracionom prostoru.

U poslednjoj glavi disertacije prethodno dobijeni rezultati su primenjeni na slu¢aj unu-
trasnjosti Svarcsildove crne rupe difeomorfne vakuumskom Kantovski-Saks minisuperpros-
tornom kosmoloskom modelu koji je dinamicki ekvivalentan jednom oscillator-ghost-osci-
llator sistemu. Pri tome je dinamika unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe posebno raz-
motrena u klasicnom, standardnom kvantnom i adeli¢nom pristupu. U poslednjem delu
ove glave, polazec¢i od originalne interpretacije oscilatora, primenom Fajnmen-Hibsove pro-
cedure, odredeni su izrazi za Hokingovu temperaturu i entropiju sa kvantnim popravkama,
za koje je ukazano da se poklapaju sa odgovaraju¢im izrazima koji su dobijeni i u drugim
pristupima proucavanju termodinamike crnih rupa.

Sa druge strane, videli smo da se pri proucavanju dinamike Milneovog modela i dvoosci-
latornih kosmoloskih modela otvaraju i nova pitanja koja zapravo ukazuju na dalje pravce
istrazivanja. To se pre svega odnosi na proucavanje klasi¢ne i p-adi¢ne signaturne izmene
za 2+1 dimenzionalni Milneov model i njegove adelizacije, zatim na razmatranje signa-
turne izmene i nekomutativne dinamike kod dvooscilatornih modela kod kojih one nisu
razmotrene, kao i na proucavanje dinamike unutrasnjosti nekomutativne Svarcgildove crne
rupe za razlic¢ite oblike dobijenih nekomutativnih klasi¢nih dejstava. U tom smislu jasna
je relevantnost dobijenih rezultata u ovoj disertaciji za buduca istrazivanja u oblastima

kvantne gravitacije, kvantne kosmologije i (termo)dinamike crnih rupa.
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Dodaci

A Dodatak
Ako je 55 = w} , tada:
1 .
Ve = W[(wi + (1 - 82w§)w3) sin(2wgT) — 2wy T (w2 — (1 — 92w§)w2)],
1 .
My = m[(wg + (1 = 0°wl)wp) sin(2weT) — 2wy (w) — (1 — B*w?2)wj)],
w2
, = —— [sin(2uwT) — 2wy T,
7, 4y sin?(wyT) [sin(2wT) woT]
0 fin(2uT) — 2T
Ty = 4ewg sin® (wyT) SH=te wolh
1 .
Yag = _wesmz—(wﬂ[(wi—k(l—GQwE)wz) 81n(w9T)—ng(wi—(l—Qsz)wg) cos(weT)],
1 .
Yoy = _wa (@) [(wi—i—(l—GZwi)wE) sin(wyT") —ng(wZ—(l—HQwi)wg) cos(weT)],
w? .
Vig = —wasm2—?weT)[s1n(w9T) — Twy cos(wyT)],
w2
Vay = _wesm2—?w9)[sin(cugT) — Twy cos(weT)],
V5= _0("‘}2 - w;)v
TOuwp(wz + w;)
— a . Al
6 sin(wyT) (A1)
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B Dodatak

Akojee%#w

0,sa A=

2 nekaje A = —2AB[1—cos(T) cos(QT)]+(A%+B?) sin(,T) sin(QT') #

x?y’

a3 B — % tada su:

By—0F By—3’

ap = %[—AB + B?sin(Q,7T) sin(Q,T) + AB cos(T) cos(Q1)],

= %[AB(COS(QQT) — cos(4 1)),

a3 = %[B sin(7) cos(QT") — Asin(Q2:T") cos(2,T)],

oy = %[A sin(Q,T) — Bsin(,T)],

S %[AB Sin(QT) cos(QT) — B cos( T) sin(QT)],

Qigg = %[B2 sin(Q7) — ABsin(41))],

03y = B~ Beos(OuT) cos(T) — Asin(4T) sin(@7)],

0m = L Bleos(T) — cos(@T))],

az; = %[—AB + AB cos(T) cos(QT) + A?sin( T) sin(QT)],

0w = L [AB(eos(T) — cos(T))],

— %[A sin(Q7T) cos(1T) — Bsin(T) cos(QT)],

azy = %[A sin(Q,T) — Bsin(2,7)],

oy = %[AB cos(T) sin(QT) — A%sin(,T) cos(2:T)],

ap = %[AQ sin(OT) — AB sin(Q,T)],

a3 = %[A — Bsin(7) sin(2T") — Acos(£,T) cos(Q2T)],

- %[A@OS(QQT) ~ cos(T))]. (B.1)

= Ki(Q)= W(Qx + ay, A*)QF £ 200 (W) £ wl)A F w2 — wiA?
YOl

= KF(Q) = W(% + o, B*)Q £ 200 (w2 + w)) B F w; — w;B?,
y Oy

= Kgc(Ql, ) = W(aw + ABay,)2:Q + G(Bwj + Aw?))

+ 0(Aw £+ Bw?)Q, :wag— ABw?. (B.2)
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C Dodatak

Neka je A = —2AB[1 — cosh(,T) cosh(Q,T)]

iB= a””—%? tada su:

— azgl
B, -0

Qoo
Qi3
Qigy
Q31
Q3o
Q33
Qi34
Qg1
Qg2
Qi3

Qigy

y~ ne2

[AB(cosh(QuT) — cosh(T))],

[Bsinh(Q,7T) cosh(Q,T) — Asinh(Q,T) cosh(Q,7T)],
[Asinh(Q,T) — Bsinh(, 7)),

[~ AB sinh(4T) cosh(QT) + B° cosh(Q,T) sinh(Qu 7)),

—B’sinh(Q,T) + ABsinh(Q,7T))],

—

[B — Bcosh(Q,T) cosh(Q,T) + Asinh(Q,T) sinh(Q,T)],

[B(cosh(,T) — cosh(Q,T))],

—

[AB(cosh(Q4T) — cosh(QT))],

[Asinh(QyT) cosh(Q,T) — Bsinh(Q,T) cosh(Q,7)],

[~ Asinh(Q.T) + Bsinh(Q,7)],

[—AB cosh(Q4T) sinh(QT) + A” sinh (4 T) cosh(Q,T)],
[~ A% sinh(Q4T) + AB sinh(9,T)],

[A+ Bsinh(Q,7T) sinh(Q,T) — A cosh(T) cosh(Q,T)],

D | el Bl | el Vg el el | el Bl | et g el | el g | el ol | Mt g Bl o [

[A(cosh(2T) — cosh(T))].

4 0(w? + w? o _ _ _
K (Qy) = M@ Fa, A0, + 200 (w? £ ) A F w? + WA
00y Ol
o O(w? + w? —9 _ _ _
K;t(Qg) = M(Em F asz)Qi + 200 (w2 + w))B F w2 + wsBQ,
00y Oy,
o O(ws +w _ _ L
Ky (0,0,) = (—a)(% + ABa,) Qs + 0(Bw? + Aw?)0
yUz

0(Aw; + Bw})Qy F w + ABw.

[~ AB — B’ sinh(Q,T) sinh (R T) + AB cosh(Q,T) cosh(QuT))],

—AB + AB cosh(,T) cosh(Q,T) — A sinh(Q,7) sinh(Q,7)],

— (ZZ + FQ) sinh(Q,7) sinh(Q,7T) # 0, sa

(C.1)

(C.2)
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D Dodatak

Neka je A = —2AB[1 — cos(T) cos(QT)] + (A% + B?)sin(Q,7) sin(QT) # 0, sa A =

i%“’fg% i B =2 322, tada su:
o = g [FAB+ Bsin(T) sin(T) + AB cos(4T) cos(25T)],
oy = L [AB(cos(T) — cos(@uT))],
a3 = %[B sin( 1) cos(QT) — Asin(QT) cos(2,T)],
ay = i[A sin(Q,T) — Bsin(2,7)],
) = Z[AB sin(T) cos(QT) — B? cos(T) sin(Q,T)],
- %[32 Sin(QT) — ABsin(T))],
g3 = %[B — Beos(T) cos(Q2T) — Asin(4T) sin(Q7T)],
- %[B(cos(gm ~ cos(QaT))].
az; = %[—AB + AB cos(T) cos(QT) + A% sin(T) sin(Q,T)],
gy = Z[AB(COS(Q 1\ T') — cos(2:7))],
gz = i[A sin(Q7T7) cos(21T) — Bsin( 1) cos(Q17)],
gy = K[A sin(Q,T) — Bsin(,7T)],
ay = %[AB cos( T) sin(QT) — A? sin(T) cos(Q:T)],
Qyp = %[A2 sin(T) — ABsin(Q7)],
Qg3 = Z[A Bsin(T) sin(Q1") — Acos(4T') cos(2:7)],
ayy = %[A(COS(QQT) —cos( 1)) (D.1)

K = KfQ)=01F4)[1 + 02HQLFw?]— 209, A(w? £ w?),
K = KFfQy)=01FBd[1 + 02w2)§22:|2w — 209, B(w? £ w?),
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