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1 Uvod

Radoznalost duha i ºelja da se upozna i opi²e priroda, ve¢ hiljadama godina su glavni

motivi gotovo svih istraºiva£a. Kroz dugi period ljudske istorije taj opis je bio isklju£ivo

mitolo²ki. Prve �lozofske teorije o kosmosu (od starogr£ke re£i κoσµoς, koja u svom

izvornom zna£enju imao smisao reda, lepote, harmonije), potekle su od Anaksimandera

i Ksenofana, gr£kih �lozofa iz ²estog veka pre nove ere. Njihove teorije (u najop²tijem

smislu te re£i), mada neta£ne, su prve napravile jasan otklon od do tada op²teprihva¢enih

mitolo²kih predstava o svetu. Nakon ovog, slede¢i vaºan korak, orijentisan u pravcu

poku²aja razumevanja poloºaja £oveka u univerzumu, bila je hipoteza starih Grka o sfer-

nom obliku Zemlje. Na ovoj ideji bazirane dalje pretpostavke, posmatranja i merenja

(obima Zemlje i Meseca i uzajamnih rastojanja Zemlje, Meseca i Sunca) od strane Era-

tostena, Aristarha i Anaksagore bili su po£eci nau£nog razumevanja prirode zasnovani na

logici, posmatranju i merenju.

U slede¢oj etapi, opet kod starih Grka, ra�aju se ideje o rasporedu i kretanju nebeskih

tela u prostoru. Vremenom su se izdvojila dva modela, heliocentri£ni (Aristarhov) i geo-

centri£ni (Ptolomejev) model. U bici za dominantno prihvatanje, iako neistinit, pobedu

je odneo Ptolomejev sistem sveta. Prevagnuli su razlozi njegove (prividne) o£iglednosti

i nemogu¢nosti daljih provera heliocentri£nog modela koje su u to vreme bile povezane

ne samo sa nedovoljno razvijenom tehnolo²kom komponentom, ve¢ i sa pogre²nim pred-

stavama o gravitaciji i poloºajima zvezda u svemiru. Tek skoro dva milenijuma kasnije,

Aristarhov pogled na svet je oºiveo Nikola Kopernik u svom delu De revolutionibus or-

bium coelestium (�O kruºenju nebeskih tela�) iz 1543. godine. Nakon toga, zahvaljuju¢i

posmatra£kim podacima Tiho Brahea o kretanjima nebeskih tela i na osnovu tih podataka

izvedenih prora£una i zakona od strane Johana Keplera, daljim posmatranjima i merenji-

ma Galileo Galileja, i na kraju, Njutnovom matemati£kom opisu gravitacije, heliocentri£ni

model je dobio svoju de�nitivnu nau£nu potvrdu. Pri tome je gravitacija, kao sila koja

izaziva padanje i kretanje nebeskih tela, matemati£ki opisana u £uvenom Njutnovom delu

Philosophiae naturalis principia mathematica (�Matemati£ki principi prirodne �lozo�je�)

iz 1687. godine.

Ispravnost heliocentri£nog modela bazirana na posmatranjima, merenjima i mate-

mati£ki formulisanim zakonima kretanja postavila je u narednim vekovima temelje tzv.

Njutnovom modelu svemira. Ovaj model se, me�utim, vremenom suo£avao sa nizom

nedostataka i paradoksa (Olbersov, gravitacioni,...), koji su ukazivali na manjkavosti

klasi£nih (Njutnovih) predstava o prostoru, vremenu, kretanju, gravitaciji,... Nedostaci
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su se umnoºavali pojavom novih �zi£kih teorija (Meksvelove elektrodinamike,...) i sa sve

ve¢im brojem otkri¢a u �zici (kona£nost i nezavisnost od kretanja brzine prostiranja e-

lektromagnetne interakcije, otkri¢a vezana za strukturu atoma, kvantne pojave,...) koja

su ukazivala da se u njihovom obja²njenju ne mogu, na do tada uobi£ajen na£in, pri-

meniti klasi£ni koncepti. To, naravno, nije zna£ilo neispravnost Njutnove mehanike, ve¢

je ukazivalo da ona ima granice svoga vaºenja iza kojih leºe nove teorije koje, obuhvata-

ju¢i i klasi£nu mehaniku, na precizniji na£in opisuju prirodne pojave u svom domenu.

Tako su u prvoj polovini XX veka ro�ene dve velike �zi£ke teorije, dva stuba savremene

�zike, relativisti£ka i kvantna mehanika. Dok su razvoju i oblikovanju ove druge doprineli

mnogi nau£nici, relativisti£ka �zika je gotovo isklju£ivo proizvod uma jednog £oveka �

Alberta Ajn²tajna. On je najpre 1905. godine formulisao relativisti£ku mehaniku iner-

cijalnih posmatra£a koju danas zovemo Specijalna teorija relativnosti, a deset godina

kasnije, 1915. godine, i njenu ekstenziju na ubrzane posmatra£e i, zahvaljuju¢i principu

ekvivalencije, na posmatra£e u gravitacionom polju � Op²tu teoriju relativnosti. Tako

se 228 godina posle Njutnovih Principa pojavila nova teorija gravitacije u okviru koje

su, izme�u ostalog, otklonjeni svi paradoksi sa kojima se prethodna Njutnova teorija

suo£avala. Od 1915. godine, kada je 25. novembra pred Pruskom akademijom nauka

Albert Ajn²tajn izloºio svoje jedna£ine gravitacionog polja, pa do danas izveden je veliki

broj posmatranja i eksperimenata koji su potvrdili izuzetno slaganje dobijenih rezultata

sa predikcijama ove teorije. U Op²toj teoriji relativnosti gravitacija nije sila u klasi£nom

smislu ve¢ je u pitanju sloºen prostorno-vremensko-materijalni fenomen koji podrazumeva

da materija svojim prisustvom zakrivljuje prostor-vreme, dok prostor-vreme svojom ge-

ometrijom odre�uje kretanje materije. Ono ²to je ostalo i dalje na snazi od Njutna jeste

da je gravitacija ta koja upravlja kretanjem nebeskih tela. U tom smislu, primena Op²te

teorije relativnosti kao teorije gravitacije na kosmos kao celinu otvorila je put ka razvoju

nauke o njegovom nastanku i evoluciji � kosmologije, i u okviru nje, prou£avanju razli£itih

kosmolo²kih modela (u zavisnosti od opserviranih ili pretpostavljenih parametara vezanih

za geometriju prostor-vremena i prisustvo i oblik materije u njemu).

Paralelno sa ovim teorijskim tekla su posmatra£ka i astronomska istraºivanja. Najpre

su izmerena rastojanja do vidljivih zvezda podrºala shvatanje da su sve one deo jednog

zvezdanog sistema koji zovemo Mle£ni put. Potom su merenja rastojanja do vidljivih

maglina i prou£avanje njihove strukture ukazala da su one, zapravo, drugi zvezdani sistemi

(galaksije). Slika univerzuma u kome ºivimo polako se uobli£avala. Predikcija i potvrda

Hablovog ²irenja svemira (za koje danas znamo da je ubrzano), zatim otkri¢e kosmi£kog

mikrotalasnog pozadinskog zra£enja, a potom i uspe²no obja²njenje geneze hemijskih ele-

menata u kosmosu de�nitivno je utvrdilo dana²nju vaºe¢u nau£nu paradigmu o njegovom

nastanku i evoluciji. Re£ je, naime, o teoriji Velikog praska prema kojoj je kosmos svoju
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istoriju zapo£eo naglom ekspanzijom (�eksplozijom�) iz inicijalnog/kosmolo²kog singulari-

teta (£ije postojanje predvi�a Op²ta teorija relativnosti) nakon £ega se ²irio i hladio.

Ovo je i²lo u prilog pretpostavljenoj £injenici da su sve interakcije u prirodi u ranoj fazi

evolucije univerzuma bile ujedinjene. Na bazi ove prepostavke �zi£ari danas formuli²u

razli£ite teorije ujedinjenja fundamentalnih sila pre svega kroz kvantnu teoriju s obzirom

na to da pretpostavljeni uslovi uni�kacije podrazumevaju veoma male (kvantne) prostorne

i vremenske intervale reda veli£ine Plankove duºine lpl =
√

~G
c3
≈ 10−35 m i Plankovog

vremena tpl =
√

~G
c5
≈ 10−44 s, respektivno (gde je G = 6, 67 ·10−11 Nm2/kg2 gravitaciona

konstanta, c = 299792458 m/s brzina svetlosti u vakuumu, ~ = 1, 05 ·10−34 Js redukovana

Plankova konstanta). U tom smislu, od posebnog zna£aja je zasnivanje teorije kvantne

gravitacije. Me�utim, gravitacija se, pre svega zbog svoje geometrijske interpretacije u

Op²toj teoriji relativnosti, za sada uspe²no �opire� konzistentnoj kvantnoj formulaciji.

Pored kosmolo²kog singulariteta, Op²ta teorija relativnosti predvi�a postojanje i tzv.

lokalnih singulariteta unutar crnih rupa. Pri tome se pokazuje da bolje razumevanje oso-

bina ovih objekata (posebno iza horizonta doga�aja), kao i njihove termodinamike nuºno,

opet, podrazumeva kvantni pristup. U odsustvu kompletne teorije kvantne gravitacije

ispostavlja se vaºnim razmotriti klasi£ne kosmolo²ke modele i njihove kvantne verzije u

pristupu preko kanonske ili funkcionalne kvantizacije. Sem toga, kao ²to ¢e biti pokazano,

razmatranje osobina unutra²njosti nerotiraju¢e i nenaelektrisane (�varc²ildove) crne rupe

moºe se svesti na razmatranje osobina jednog minisuperprostornog, homogenog i ani-

zotropnog vakuumskog (Kantovski-Saks) kosmolo²kog modela, za koji ¢e se pokazati da

se moºe opisati upravo kao jedan dvooscilatorni sistem.

U ovoj disretaciji ¢e se upravo razmatrati ova posebna grupa minisuperprostornih kos-

molo²kih modela, £iji se lagranºijani mogu svesti na lagranºijan sistema dva oscilatora i

samo u jednom slu£aju na lagranºijan slobodne relativisti£ke £estice. Dinamika ovih mo-

dela bi¢e posebno razmotrena u okviru klasi£nog, p-adi£nog i nekomutativnog pristupa.

Dodatni motiv za razmatranje p-adi£ne dinamike je mogu¢a nearhimedova i/ili nekomu-

tativna struktura prostor-vremena na Plankovoj skali [1], kao i njegova diskretizacija koju

predvi�aju i p-adi£ni i nekomutativni pristup. Ispostavlja se da je u p-adi£nom slu£aju

ova diskretnost prisutna implicitno [2], a u nekomutativnom eksplicitno preko komuta-

cionih relacija nekomutiraju¢ih koordinata i/ili njima konjugovanih impulsa. Pri tome,

poslednji rezultati istraºivanja u okviru teorije loop kvantne gravitacije [3] impliciraju da

se upravo ova diskretnost prostor-vremena plankijanskih dimenzija moºe dovesti u vezu sa

mehanizmom signaturne tranzicije u okviru Hartl-Hokingovog pristupa [4, 5]. Isto tako,

pitanje signaturne izmene pokazuje se posebno vaºnim i u prou£avanju ubrzane ekspan-

zije univerzuma [6], shvatanju pojma vremena [7] i uop²te predstavlja izazov za teoriju

kvantne gravitacije [8].

5



Nakon uvoda, u drugoj glavi disertacije, bi¢e predstavljeni osnovi p-adi£ne i adeli-

£ne matemati£ke analize, a u tre¢oj p-adi£ne i adeli£ne kvantne mehanike. U narednom

delu, polaze¢i od jedna£ina gravitacionog polja Op²te teorije relativnosti, preko njene

Hamiltonove formulacije, pa do kanonske i funkcionalne kvantizacije, bi¢e prezentovani

elementi standardne klasi£ne i kvantne kosmologije. U petoj glavi, posle uvo�enja poj-

ma minisuperprostornog kosmolo²kog modela, bi¢e najpre predstavljen klasi£an Milneov

model koji se svodi na model slobodne relativisti£ke £estice. Nakon toga, bi¢e izvr²ena

jedinstvena klasi�kacija svih minisuperprostornih dvooscilatornih kosmolo²kih modela

prema obliku njihovih lagranºijana uz prezentovanje konkretnih primera. Dalje ¢e biti

odre�ena klasi£na re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina, dejstva i hamiltonijani ovih mo-

dela, zatim napravljen osvrt na Hamiltonov uslov i pitanje signaturne izmene u klasi£nom

regionu, a potom razmotrene i standardne kvantne forme modela. U slede¢oj glavi di-

sertacije, nakon op²teg uvoda u zasnivanje p-adi£ne i adeli£ne kosmologije, bi¢e prou£ene

p-adi£ne forme Milneovog i dvooscilatornih kosmolo²kih modela kroz prezentovanje nji-

hovih p-adi£nih propagatora i odre�ivanje uslova za egzistenciju vakuumskih p-adi£nih

stanja. Ispostavi¢e se, pri tome, da su ovi uslovi isti za sve dvooscilatorne modele. Na

kraju ove glave bi¢e razmotreno i pitanje signaturne tranzicije u p-adi£nom prostor-vre-

menu. U sedmoj glavi modeli su diskutovani u okviru nekomutativnog pristupa i pri tome

su u tri primera odre�ena nekomutativna klasi£na dejstva i propagatori. Tema osme

glave disertacije je konkretna primena dobijenih rezultata na opis dinamike unutra²njo-

sti �varc²ildove crne rupe kao jednog dvooscilatornog kosmolo²kog modela. Posebno u

ovom slu£aju nerotiraju¢e i nenaelektrisane crne rupe napisana je eksplicitna forma njene

adeli£ne talasne funkcije. Potom su, polaze¢i od mogu¢nosti interpretacije oscilatora u

dvooscilatornom modelu unutra²njosti �varc²ildove crne rupe kao dva gravitaciona ste-

pena slobode od kojih se jedan odnosi na unutra²njost crne rupe a drugi na unutra²njost

njoj odgovaraju¢e �bele rupe�, primenom Fajnmen-Hibsove procedure na Viler-de Vitovu

jedna£inu jednog oscilatora, odre�eni Hokingova temperatura i entropija sa logaritamskom

kvantnom korekcijom. U zaklju£ku su istaknuti novi, originalni rezultati prezentovani u

ovoj disertaciji i ukazano je na dalje mogu¢e pravce istraºivanja na ovom polju.

Na osnovu re£enog jasno je da ¢e prou£avanje ovih modela, pored boljeg razume-

vanja rane evolucije univerzuma i dinamike crnih rupa, pruºiti i mogu¢nost izvo�enja

vaºnih zaklju£aka u oblasti kvantne gravitacije. Dodatni podstrek za istraºivanja na ovom

polju pruºila je nedavna detekcija gravitacionih talasa emitovanih u procesu spajanja dve

crne rupe [9], ²to je bila ne samo dugoo£ekivana potvrda predvi�anja Ajn²tajnove teorije

gravitacije o postojanju gravitacionih talasa, ve¢ ujedno do sada i najneposrednija potvrda

postojanja crnih rupa.
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2 Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

U ovom delu bi¢e uveden pojam p-adi£nog broja i bi¢e prezentovani elementi p-adi£ne

i adeli£ne matemati£ke analize od interesa za razmatranje u narednim poglavljima di-

sertacije.

2.1 Polje p-adi£nih brojeva i ultrametri£ki prostor

p-Adi£ne brojeve u matematiku je uveo nema£ki matemati£ar Kurt Hensel jo² krajem

XIX veka. Kakvi su to brojevi? Najpre, kao ²to je poznato, aposolutna vrednost svaka

dva racionalna broja x, y ∈ Q, zadovoljava slede¢e tri osobine:

|x| ≥ 0, pri £emu je |x| = 0⇔ x = 0, (2.1)

|xy| = |x||y|, (2.2)

|x+ y| ≤ |x|+ |y|, (2.3)

koje se redom nazivaju nenegativnost, homogenost i nejednakost trougla. Uop²te, svaka

funkcija Q → R+
0 , sa osobinama (2.1), (2.2) i (2.3) naziva se norma nad poljem Q.

Pored apsolutne vrednosti, nad ovim poljem moºe se de�nisati jo² jedno netrivijalno i

neekvivalentno preslikavanje | · |p : Q → R+
0 koje zadovoljava osobine (2.1), (2.2) i (2.3).

Neka je p prost broj. Funkcija | · |p : Q→ R+
0 de�nisana na slede¢i na£in

|0|p = 0, |x|p = p−γ(x), (2.4)

pri £emu je γ(x) ceo broj takav da je

x = ±pγm
n
, (2.5)

gde su m i n prirodni brojevi koji nisu deljivi sa p i koji nemaju zajedni£ki delitelj, tako�e

zadovoljava (2.1), (2.2) i (2.3) i naziva se p-adi£na norma |x|p racionalnog broja x ∈ Q
[1]. �tavi²e, p-adi£na norma zadovoljava stroºi oblik osobine (2.3) tzv. osobinu jake

nejednakosti trougla

|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p). (2.6)

Ina£e, za normu | · | de�nisanu nad poljem racionalnih brojeva se kaºe da je trivijalna ako

je |x| = 1 za x 6= 0 i |x| = 0 za x = 0, dok se za norme | · |α i | · |β kaºe da su ekvivalentne

ako i samo ako postoji pozitivan broj c takav da je |x|α = |x|cβ, za svako x ∈ Q.
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Na ovom mestu vaºno je navesti teoremu Ostrovskog [1, 10]:

U polju racionalnih brojeva Q standardna norma | · | i p-adi£na norma | · |p
su jedine dve netrivijalne i neekvivalentne norme.

Ova teorema je od klju£nog zna£aja jer ukazuje da se polje racionalnih brojeva moºe

kompletirati, zapravo, samo na dva na£ina. Naime, dopunjavanjem polja Q grani£nim

vrednostima svih Ko²ijevih nizova iz Q de�nisanih u odnosu na standardnu normu | · |
(tj. apsolutnu vrednost broja koja se u p-adi£noj analizi ozna£ava i sa | · |∞) dobija se

polje realnih brojeva R, dok se kompletiranjem polja Q grani£nim vrednostima Ko²ijevih

nizova u odnosu na p-adi£nu normu | · |p dobija polje tzv. p-adi£nih brojeva Qp. Pri tome

se svaki p-adi£ni broj x 6= 0 moºe jednozna£no predstaviti u tzv. kanonskom obliku [1]

x = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + ...), (2.7)

gde su γ = γ(x) ∈ Z i xi su celi brojevi takvi da je 0 ≤ xi ≤ p− 1 i x0 > 0 (i = 0, 1, 2, ...).

Vaºna osobina p-adi£ne norme je njena nearhimedi£nost, koja sledi iz jake nejednakosti

trougla (2.6) koju ova norma zadovoljava. Re£ je o tome da u polju realnih brojeva R
vaºi Arhimedov stav prema kome za svaka dva broja x i y iz R, takva da je x < y, postoji

prirodan broj n ∈ N takav da je |nx| > y. Drugim re£ima, u polju R uzimaju¢i dovoljan

broj puta ma koji broj, moºe se dobiti broj koji je ve¢i od bilo kog drugog realnog broja.

Ova £injenica je, zapravo, osnova svakog �zi£kog merenja. Zato se za standardnu normu

| · |∞ i za polje R kaºe da su arhimedovski. Arhimedov stav ne zadovoljava p-adi£na

norma. Konkretno za nju vaºi da je |nx|p ≤ |x|p za svaki prirodan broj n. Zbog toga se za

p-adi£nu normu i za polje Qp kaºe da su nearhimedovski. Metri£ki prostor de�nisan nad

poljem Qp u odnosu na metriku dp(x, y) = |x− y|p stoga spada u ultrametri£ke prostore.

Ovde je pravo mesto da se postavi pitanje �zi£ke relevantnosti razmatranja polja

Qp. Naime, jedan od rezultata kvantne gravitacije je £injenica da je na plankijanskim

rastojanjima gre²ka merenja reda veli£ine Plankove duºine [11, 12]. Ovo ukazuje da u

kvantnoj gravitaciji ne postoji dovoljno dobar etalon za merenje duºine, te da sam prostor

nema vi²e uobi£ajenu klasi£nu arhimedovsku strukturu. U vezi sa tim, zna£ajne su dve

hipoteze Volovi¢a koje je izneo u svojim radovima [13] i [14] iz 1987. godine. Prva je da

se nearhimedovska geometrija prostor-vremena na Plankovoj skali, upravo iz pomenutih

razloga, ne moºe zasnivati na polju realnih brojeva R ve¢ upravo na (nearhimedovskom)

polju p-adi£nih brojeva Qp. Sa druge strane, imaju¢i u vidu mogu¢e prisutne kvantne

�uktuacije na Plankovoj skali, te da se u tom smislu geometrija nad poljem R realizuje sa

odre�enom verovatno¢om i na ovim rastojanjima (a svakako na nekvantnim tj. klasi£nim),

Volovi¢ u drugoj hipotezi iznosi zahtev nepromenljivosti forme �zi£kih zakona u odnosu

na promenu polja brojeva R i Qp.

�to se ti£e drugih matemati£kih osobina, prostor Qp je kompaktan, kompletan, sepa-

rabilan i totalno nepovezan [1, 15]. Geometrijski oblici u njemu imaju neobi£ne osobine.
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Krug Bγ(a) i kruºnica Sγ(a), polupre£nika pγ sa centrom u ta£ki a ∈ Qp, u ovom prostoru

se de�ni²u respektivno sa

Bγ(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ pγ, γ ∈ Z}, (2.8)

Sγ(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p = pγ, γ ∈ Z}. (2.9)

U prostoru Qp za krug se moºe pokazati da nema granicu (rub), zatim da je svaka

njegova ta£ka istovremeno i njegov centar, dok ako dva kruga imaju bar jednu zajedni£ku

ta£ku, tada je jedan krug podskup drugog itd. Primetimo da krug B0 predstavlja zapravo

skup svih p-adi£nih brojeva £ija je p-adi£na norma manja ili jednaka od 1. B0 se zove

skup celih p-adi£nih brojeva Zp (analogon jedini£nog intervala u realnom slu£aju) i u Qp

ima algebarsku strukturu (pod)prstena.

2.2 Funkcije na polju p-adi£nih brojeva

Analiti£ke funkcije na Qp de�ni²u se na slede¢i na£in. Neka je O otvoren podskup

od Qp. Za preslikavanje f : O → Qp se kaºe da je analiti£ka funkcija na skupu O ako za

svaku ta£ku a ∈ O postoji γ ∈ Z tako da je na krugu Bγ(a) ova funkcija predstavljena

konvergentnim redom

f(x) =
∞∑
n=0

bn(x− a)n. (2.10)

Radijus konvergencije r = r(f) je tada

r = pσ, gde je σ = − 1

ln p
lim
n→∞

(
1

n
ln |fn|p

)
. (2.11)

Red (2.10) ¢e konvergirati ako i samo ako konvergira i red

∞∑
n=0

|bn|γnp . (2.12)

U tom slu£aju red (2.10) ¢e biti mogu¢e diferencirati ili integraliti £lan po £lan beskona£an

broj puta na skupu Bγ(a). Tako ¢e npr. k-ti izvod od f biti

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

n!
(x− a)n−kf (n)(a). (2.13)

Osnovne p-adi£ne funkcije predstavljene su preko brojnih stepenih redova analognih

onim u realnom slu£aju. Npr. tako su:
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exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
, (2.14)

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn, (2.15)

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, (2.16)

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, (2.17)

arctanx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)
x2n+1. (2.18)

Ove funkcije ¢e biti analiti£ke u oblasti Gp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ |2p|p}.
U p-adi£noj analizi od posebnog interesa su kompleksnozna£ne funkcije tj. komple-

ksne funkcije p-adi£nog argumenta. One su od posebne vaºnosti u zasnivanju p-adi£ne

kvantne mehanike, jer se o£ekuje da talasna funkcija kvantne p-adi£ne £estice bude u-

pravo kompleksna funkcija. Sa druge strane, s obzirom na to da se opis reprezentacija

komutativnih grupa svodi na opis njihovih karaktera, u slu£aju Qp se pokazuje vaºnim

razmotriti dve vrste karaktera � aditivni i multiplikativni karakter. Aditivni karakter

grupe Q+
p je neprekidna kompleksnozna£na funkcija χp : Qp → C de�nisana sa

χp(x) = exp(2πi{x}p), (2.19)

gde je {xp} razlomljeni deo p-adi£nog broja x [1]

{xp} =

{
0, za γ ≥ 0 ili x = 0,

pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + ...x|γ|−1p

|γ|−1), za γ < 0.
(2.20)

Na polju realnih brojeva aditivni karakter je

χ∞(x) = exp(−2πix), za svako x ∈ R. (2.21)

Osnovne osobine aditivnog karaktera su:

χ(x+ y) = χ(x)χ(y) i |χ(x)|∞ = 1, x, y ∈ Qp. (2.22)

Multiplikativni karakter je neprekidna kompleksnozna£na funkcija na Q∗p = Qp \ {0},
π : Q∗p → C sa osobinom

π(xy) = π(x)π(y), x, y ∈ Q∗p. (2.23)
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Naj£e²¢e se koristi u obliku

π(x) = |x|α−1
p , α ∈ C. (2.24)

Jo² jedna vaºna kompleksnozna£na funkcija je aritmeti£ka funkcija λp(a) : Q∗p → C.
De�ni²e se na slede¢i na£in. Neka je a ∈ Q∗p p-adi£ni broj razli£it od nule i neka je dat u

kanonskom obliku (2.7), tada je za prost broj p 6= 2

λp(a) =


1, ako je γ(a) parno,(
a0
p

)
, ako je γ(a) neparno i ako je p ≡ 1(mod 4),

i
(
a0
p

)
, ako je γ(a) neparno i ako je p ≡ 3(mod 4),

(2.25)

a u slu£aju p = 2

λ2(a) =

{
1√
2
[1 + (−1)a1i], ako je γ(a) parno,

1√
2
[1 + i]ia1(−1)a2 , ako je γ(a) neparno,

(2.26)

gde je
(
a0
p

)
Leºandrov simbol. Neke od vaºnih osobina ove funkcije su:

|λp(a)|∞ = 1, (2.27)

λp(a)λp(b) = λp(a+ b)λp

(
1

a
+

1

b

)
, (2.28)

λp(a)λp(−a) = 1, (2.29)

λp(ac
2) = λp(a), (2.30)

za a, b, c, a+ b ∈ Q∗p. U realnom slu£aju ova funkcija je de�nisana kao

λ∞(x) = exp(−iπ/4 sgnx), x ∈ R \ {0}. (2.31)

Karakteristi£na Ω funkcija na polju Qp, koja je analogon step funkcije u realnom

slu£aju, se za svako x ∈ Qp de�ni²e na slede¢i na£in

Ω(x) =

{
1, |x|p ≤ 1 (tj. ako x ∈ Zp),
0, |x|p > 1 (tj. ako x ∈ Qp \ Zp).

(2.32)

2.3 p-Adi£na integracija

Kako je polje Qp lokalno kompaktna, komutativna i aditivna grupa, na njemu se moºe

de�nisati pozitivna mera Hara dx koja je translaciono invarijantna tj. d(x + a) = dx

(a ∈ Qp) i jedinstvena do na normiraju¢i faktor odnosno d(ax) = |a|pdx (a ∈ Q∗p). Ova

mera se normira na prstenu celih p-adi£nih brojeva zahtevom da je
∫
Zp dx = 1.

Za funkciju f(x) ∈ L1(Qp) se kaºe da je integrabilna na Qp ako postoji grani£na

vrednost

lim
N→∞

∫
BN

f(x) dx = lim
N→∞

N∑
γ=−∞

∫
Sγ

f(x) dx, (2.33)
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koja se u tom slu£aju zove i integral funkcije f na Qp i ozna£ava sa∫
Qp
f(x) dx =

∞∑
γ=−∞

∫
Sγ

f(x) dx. (2.34)

Formula za smenu promenljivih pri p-adi£noj integraciji funkcije f ∈ L1(D) glasi∫
D

f(x) dx =

∫
D′
f(x(y))|x′(y)|p dy, (2.35)

uz uslov da je x(y) analiti£ki difeomor�zam na otvoreno-zatvorenom skupu D′ ⊂ Qp i

x(y) 6= 0 za svako y ∈ D′.
Veliki broj re²enih p-adi£nih integrala, za razli£ite oblike podintegralnih funkcija sa

postupkom re²avanja moºe se na¢i u [1] i [16].

Neki re²eni, £esto kori²¢eni, p-adi£ni integrali su:∫
Bγ

dx = pγ, γ ∈ Z, (2.36)

∫
Sγ

dx = pγ
(

1− 1

p

)
, γ ∈ Z, (2.37)

integrali od karaktera χp(ξx):∫
Bγ

χp(ξx) dx =

{
pγ, |ξ|p ≤ p−γ,

0, |ξ|p ≥ p−γ+1,
(2.38)

∫
Sγ

χp(ξx) dx =


pγ
(

1− 1
p

)
, |ξ|p ≤ p−γ,

−pγ−1, |ξ|p = p−γ+1,

0, |ξ|p ≥ p−γ+2,

(2.39)

∫
Qp
χp(ξx) dx = 0, ξ 6= 0. (2.40)

Posebna vrsta p-adi£nih integrala, koji za integrand imaju karakter oblika χp(αx2 + βx),

gde je α 6= 0, su Gausovi integrali:

za |4α|p ≥ p2−2γ i γ ∈ Z

∫
Sγ

χp(αx
2 + βx) dx =


λp(α)

|2α|1/2p

χp

(
−β2

4α

)
,
∣∣ β

2α

∣∣
p

= pγ,

0,
∣∣ β

2α

∣∣
p
6= pγ,

(2.41)

za p 6= 2, |α|p = p1−2γ i γ ∈ Z

∫
Sγ

χp(αx
2 + βx) dx =


λp(α)χp

(
−β

2

4α

)
− 1√

p

|α|1/2p

, |β|p ≤ 1
pγ−1 ,

0, |β|p ≥ 1
pγ−2 ,

(2.42)
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za p 6= 2 i γ ∈ Z∫
Bγ

χp(αx
2 + βx) dx =

 pγΩ(pγ|β|p), |α|pp2γ ≤ 1,
λp(α)

|2α|1/2p

χp

(
−β2

4α

)
Ω
(
p−γ

∣∣ β
2α

∣∣
p

)
, |α|pp2γ > 1,

(2.43)

za p = 2 i γ ∈ Z

∫
Bγ

χp(αx
2 + βx) dx =



2γΩ(2γ|β|2), |α|222γ ≤ 1,
λ2(α)

|2α|1/22

χ2

(
−β2

4α

)
δ(|β|2 − 21−γ), |α|222γ = 2,

λ2(α)

|2α|1/22

χ2

(
−β2

4α

)
Ω(2γ|β|2), |α|222γ = 4,

λ2(α)

|2α|1/22

χ2

(
−β2

4α

)
Ω
(
2−γ

∣∣ β
2α

∣∣
2

)
, |α|222γ ≥ 8,

(2.44)

po celom Qp za α 6= 0 ∫
Qp
χp(αx

2 + βx) dx =
λp(α)

|2α|1/2p

χp

(
−β

2

4α

)
. (2.45)

Delta funkcija δ, koja se javlja u prethodnim izrazima, je data sa

δ(|β|p − pγ) =

{
1, |β|p = pγ,

0, |β|p 6= pγ.
(2.46)

2.4 Adeli i adeli£ni prostor

Kako ²to je ve¢ re£eno, polje racionalnih brojeva nije kompletno jer u njemu nije

konvergentan svaki Ko²ijev niz bilo u odnosu na standardnu bilo u odnosu na p-adi£nu

normu. Kompletiranjem ovog polja tako da sadrºi grani£ne vrednosti svih svojih Ko²ijevih

nizova u odnosu na stadndardnu ili p-adi£nu normu dobija se, respektivno, polje realnih

odnosno polje p-adi£nih brojeva. Ova polja su, dakle, kompletna jer je u njima svaki

konvergentan niz Ko²ijev, i obrnuto � svaki Ko²ijev niz je konvergentan. S obzirom na

to da se kosmolo²ki modeli generalno mogu razmatrati nad oba polja moºe se postaviti

pitanje kako da rezultate koji se dobijaju u p-adi£nom slu£aju interpretiramo u okviru

p-adi£ne teorije i uop²te kako da ih poveºemo sa rezultatima dobijenim u standardnom,

realnom, pristupu. Vaºnu ulogu u tom smislu ima tzv. adeli£na analiza [17], odnosno

analiza zasnovana na adelima koje je u matematiku prvi uveo francuski matemati£ar

�evalije. Naime, pod adelom a se podrazumeva beskona£ni niz brojeva oblika

a = (a∞, a2, a3, ..., ap, ...), (2.47)

gde je a∞ ∈ R realan broj, dok je ap ∈ Qp i pri £emu vaºi da je ap ∈ Zp za sve osim za

kona£no mnogo prostih brojeva p. Skup svih adela A ima strukturu prstena u odnosu na

operacije sabiranja i mnoºenja adela respektivno de�nisane sa

a+ b = (a∞, a2, a3, ..., ap, ...) + (b∞, b2, b3, ..., bp, ...)

= (a∞ + b∞, a2 + b2, a3 + b3, ..., ap + bp, ...), (2.48)
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ab = (a∞, a2, a3, ..., ap, ...)(b∞, b2, b3, ..., bp, ...) = (a∞b∞, a2b2, a3b3, ..., apbp, ...). (2.49)

Norma na A se moºe uvesti na slede¢i na£in

|a| = |(a∞, a2, a3, ..., ap, ...)| =
∏

v=∞,2,3,...

|av|v. (2.50)

Sli£no, aditivni karakter na A je

χ(x) =
∏

v=∞,2,3,...

χv(xv). (2.51)

Skup adela A moºe se predstaviti i kao

A =
⋃
M

(
R×

∏
p∈M

Qp ×
∏
p 6∈M

Zp

)
, (2.52)

gde je M kona£an skup prostih brojeva. Moºe se pokazati da je A lokalno kompaktan

topolo²ki prostor ako se u njemu uvede tzv. adeli£na topologija £iju bazu £ine otvoreni

skupovi tipa

O∞ ×
∏
p∈M

Op ×
∏
p 6∈M

Zp, (2.53)

pri £emu su O∞ i Op otvoreni skupovi u R i Qp respektivno.

Pri tome se pokazuje da vaºe i slede¢i izrazi:

|x|∞
∏
p

|x|p = 1, x ∈ Q∗, (2.54)

χ∞(x)
∏
p

χp(x) = 1, x ∈ Q, (2.55)

λ∞(x)
∏
p

λp(x) = 1, x ∈ Q∗, (2.56)

koji se nazivaju adeli£nim formulama.
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3 p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

Prvi koraci u poku²aju formulacije p-adi£ne kvantne mehanike su u£injeni od strane

Beltrametija i Kasinelija jo² 1972. godine [18]. Zaklju£ili su da se na standardan na£in

ova teorija ne moºe konstruisati. Nakon toga nisu vr²ena dalja istraºivanja sve do 1984.

godine kada su Vladimirov i Volovi¢ poku²ali da primene p-adi£nu matematiku u teoriji

superpolja. Nakon toga, a posebno nakon rada Volovi¢a [13] iz 1987. godine, pojavio se niz

radova o p-adi£noj teoriji struna, i radi poku²aja izgradnje kvantne teorije na p-adi£nim

strunama razmatrana je izgradnja p-adi£ne kvantne mehanike [19, 20, 21, 22, 23].

3.1 p-Adi£na kvantna mehanika

U kanonskoj, Dirakovoj, (standardnoj) interpretaciji kvantne mehanike svako stanje

nekog kvantno-mehani£kog sistema je opisano vektorom |ψ〉 jedini£ne norme u Hilberovom

prostoru stanja H i obrnuto (sa neodre�eno²¢u do na fazni faktor). U koordinatnoj

(talasnoj) reprezentaciji u jednodimenzionalnom slu£aju (koji se posle lako generali²e) ovi

apstraktni vektori stanja postaju kompleksne funkcije realnog argumenta ψ : Q∞ → C
(polje realnih brojeva R se u p-adi£no/adeli£nom pristupu uobi£ajeno ozna£ava i sa Q∞)
date sa ψ(x) = 〈x|ψ〉. Na ovaj na£in se sa Hilbertovog prostora stanjaH prelazi na prostor

svih po modulu kvadratno integrabilnih funkcija (kona£ne norme) ψ(x) koji se ozna£ava sa

L
(x)
2 (R). Na putu ka formulaciji talasne reprezentacije p-adi£ne kvantne mehanike mogu¢a

su dva pristupa. U jednom je talasna funkcija preslikavanje tipa ψ : Qp → C, a u drugom

ψ : Qp → Qp. Ve¢ina istraºiva£a smatra da prvi pristup vodi konzistentnijoj p-adi£noj

generalizaciji standardne kvantne mehanike. Na ovom mestu se moºe postaviti pitanje

da li ova generalizacija moºe biti direktna, u smislu prostog �preslikavanja� formula iz

standardne kvantne mehanike u p-adi£nu. Pokazuje se da to nije mogu¢e.

Razlika izme�u standardne i p-adi£ne kvantne mehanike moºe se uo£iti na primeru

delovanja operatora kanoni£no konjugovanih opservabli. Naime, u standardnoj kvantnoj

mehanici za dve opservable Â i B̂ kaºe se da su kanoni£no konjugovane ako zadovoljavaju

komutacionu relaciju

[Â, B̂] = i~. (3.1)

Npr. u slu£aju jednodimenzionalne £estice kanoni£no konjugovane opservable su operato-

ri koordinate x̂ i impulsa p̂ koji, prema prethodnom, zadovoljavaju komutacionu relaciju

[x̂, p̂] = i~. (3.2)
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Operator koordinate i operator impulsa (koji deluju u Hilbertovom prostoru stanja Hx),

se u koordinatnoj reprezentaciji, u prostoru kvadratno integrabilnih funkcija L(x)
2 (R), re-

alizuju kao operator mnoºenja odnosno diferenciranja respektivno, tj.

x̂ |ψ〉 → xψ(x), (3.3)

pri £emu domen £ine sve po modulu kvadratno integrabilne funkcije ψ(x) ∈ L
(x)
2 (R) za

koje su i funkcije xψ(x) kvadratno integrabilne, i sli£no

p̂ |ψ〉 → −i~ ∂
∂x
ψ(x), (3.4)

pri £emu u ovom slu£aju domen £ine sve diferencijabilne i po modulu kvadratno integra-

bilne funkcije ψ(x) ∈ L(x)
2 (R) £iji su izvodi tako�e po modulu kvadratno integrabilni.

Kada je u pitanju dinamika standardne kvantne mehanike, u Dirakovom formalizmu,

ona se realizuje preko unitarnog operatora evolucije sistema Û(t − t0, t0), odnosno ko-

respondentnog hermitskog operatora Ĥ(t) koji se zove hamiltonijan sistema. U slu£aju

konzervativnih sistema (kakvi u su²tini i jesu svi mikro sistemi) hamiltonijan nije funkcija

vremena i sa operatorom evolucije je povezan na slede¢i na£in

Û(t− t0) = exp[− i
~

(t− t0)Ĥ]. (3.5)

Preko evolucionog operatora u kvantnoj mehanici se zadaje zakon kretanja. Njegov inte-

gralni oblik u �redingerovoj slici ima slede¢u formu

Û(t− t0, t0) |ψ(t0)〉 = |ψ(t)〉 . (3.6)

U jednodimenzionalnom slu£aju mnoºe¢i skalarno ovaj izraz sa leve strane sa 〈x| dobija
se njegova koordinatna reprezentacija tj. integralni oblik zakona kretanja, ali ovaj put u

prostoru po modulu kvadratno integrabilnih funkcija L(x)
2 (R)∫

R
K(x, t; y, t0)ψ(y, t0) dy = ψ(x, t), (3.7)

gde je K(x, t; y, t0) = 〈x|Û(t− t0, t0)|y〉 = 〈x, t|y, t0〉 kernel (jezgro) evolucionog operatora
Û , tzv. propagator. Zakon kretanja u diferencijalnoj formi je poznat kao �redingerova

jedna£ina

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ(t) |ψ(t)〉 . (3.8)

Nakon ovog kratkog osvrta na neke pojmove iz standardne kvantne mehanike, treba

re¢i da direktno uop²tavanje prethodnih izraza na p-adi£nu kvantnu mehaniku nije mogu¢e

iz vi²e razloga. Najpre, ²to se ti£e desne strane od (3.3) uop²tavanje na p-adi£ni slu£aj bi

podrazumevalo realizaciju mnoºenja

x · ψ(x), (3.9)
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pri £emu je x ∈ Qp i ψ(x) ∈ C, ²to nema smisla (i sli£no u drugim izrazima). Drugo,

diferenciranje u polju Qp na na£in kao sa desne strane od (3.4) nije mogu¢e. Tre¢e,

u standardnoj kvantnoj mehanici skup {U(t) : −∞ < t < +∞} £ini, zapravo, jednu

jednoparametarsku Lijevu grupu sa hamiltonijanom Ĥ kao generatorom koja je home-

omorfna slika aditivne, Abelove, grupe {t : −∞ < t < +∞} vremenskih translacija.

Drugim re£ima, s obzirom na na£in delovanja evolucionog operatora na talasnu funkciju,

hamiltonijan moºemo smatrati generatorom vremenskih translacija u standardnoj kvant-

noj mehanici. Na isti na£in moºe se pokazati da je operator impulsa £estice generator

prostornih translacija. U p-adi£noj kvantnoj mehanici ovo nije slu£aj jer je polje Qp to-

talno nepovezano te uzastopna primena in�nitezimalnih transformacija nikada ne¢e dati

kona£nu transformaciju. Jedna od posledica svega pomenutog jeste da u p-adi£noj kvant-

noj mehanici ne postoji adekvatan analogon �redingerove jedna£ine. Pomenuti problemi

su generalno posledica zasnivanja p-adi£ne kvantne mehanike na kompleksnim talasnim

funkcijama p-adi£nog argumenta i, stoga, nemogu¢nosti njihovog diferenciranja na stan-

dardan na£in. U cilju prevazilaºenja ovog problema i zasnivanja diferencijalne formulacije

p-adi£ne kvantne mehanike u£injena su dva poku²aja bazirana na uvo�enju pseudodife-

rencijalnih operatora od strane Vladimirova i Dragovi¢a [24, 25]. Ovaj pristup je jo² uvek

fazi razvoja te su za sada rezultati koji se dobijaju u okviru njega interesantniji vi²e sa

matemati£ke strane.

Sumiraju¢i prethodno moºe se re¢i da u zasnivanju p-adi£ne kvantne mehanike je-

dnostavno prepisivanje formula iz kanonske standardne kvantne mehanike nije mogu¢e.

U tom smislu i pitanje: da li postoji formulacija standardne kvantne mehanike koja

bi mogla posluºiti kao osnov za formulisanje p-adi£ne kvantne mehanike? Odgovor je

pozitivan. Re£ je Fajnmenovoj formulaciji zasnovanoj na funkcionalnim integralima tj.

integralima po trajektorijama. Prvi koraci ka ovoj formulaciji kvantne mehanike, pored

�redingerove i Hajzenbergove formulacije koje su tada ve¢ postojale (i bile objedinjene

u apstraktnom kanonskom Dirakovom formalizmu), u£injeni su 1933. godine. Te godine

Dirak je izveo izraz za amplitudu prelaza preko dejstva sistema S duº klasi£ne trajektorije

(na kojoj S ima ekstremalnu vrednost) [26].

Razra�uju¢i ovu Dirakovu ideju Ri£ard Fajnmen je 1933. godine zasnovao kvantni

funkcionalni formalizam koji danas zovemo Fajnmenovom ili funkcionalnom formulacijom

kvantne mehanike ili formulacijom kvantne mehanike preko integrala po trajektorijama.

Centralni objekat u Fajnmenovom pristupu jeste amplituda prelaza 〈xf , tf |xi, ti〉 iz inici-
jalnog |xi, ti〉 u �nalno stanje |xf , tf〉 kvantnog sistema, koja se naziva jo² i Fajnmenov

kernel (propagator) i zapravo predstavlja jezgro evolucionog operatora koji sistem prevodi

iz po£etnog u �nalno stanje. Fajnmen je pokazao da se ovaj propagator dobija sumacijom

doprinosa amplituda prelaza izme�u svih me�ustanja tj. sumacijom po svim trajektori-
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jama u faznom prostoru (tzv. path integral) izme�u inicijalnog i �nalnog stanja kvantnog

sistema (a ne samo, kao kod Diraka, duº klasi£ne putanje) [27, 28]. Fajnmenov propagator

za specijalan ali relevantan jednodimenzionalni slu£aj ima slede¢i oblik

〈x′′, t′′|x′, t′〉 = K(x′′, t′′;x′, t′) =

∫ (x′′,t′′)

(x′,t′)

χ∞

(
− 1

2π~
S(q)

)
Dq, (3.10)

gde je S(q) =
∫ t′′
t′
L(q, q̇, t) dejstvo, a L(q, q̇, t) = mq̇2

2
−V (q) lagranºijan jednodimenzional-

ne £estice masem i potencijalne energije V (q) koja prelazi iz stanja |x′, t′〉 u stanje |x′′, t′′〉.
Kao ²to se vidi u ovom slu£aju, integracija se svodi samo na integraciju po trajektorijama

u kon�guracionom prostoru (kon�guracioni path integral). U slu£aju da klasi£no dejstvo

Scl = Scl(x′′, t′′;x′, t′) ima kvadrati£nu formu, izraz (3.10) se svodi na [29]

K(x′′, t′′;x′, t′) =

(
i

2π~
∂2Scl

∂x′′∂x′

)1/2

χ∞

(
− 1

2π~
Scl
)
, (3.11)

dok se u dvodimenzionalnom slu£aju dobija

K(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′)=
1

2πi~

[
det

(
∂2Scl

∂x′′∂x′
∂2Scl

∂x′′∂y′

∂2Scl

∂y′′∂x′
∂2Scl

∂y′′∂y′

)]1/2

χ∞

(
− 1

2π~
Scl
)
. (3.12)

Vi²e detalja koji se odnose na algebarske osobine propagatora, koje su kori²¢ene u

dobijanju prethodnih izraza, moºe se na¢i u [28], [30] i [31].

Ono ²to treba napomenuti jeste da je Fajnmenova formulacija standardne kvantne

mehanike u potpunosti ekvivalentna kanonskoj (Dirakovoj). U tom smislu, rezultati koji

se dobijaju u oba pristupa za isti kvantni sistem su identi£ni. Me�utim, treba ista¢i da

se u operatorskom pristupu rezultati dobijaju mnogo brºe i jednostavnije. Pristup preko

integrala po trajektorijama (u faznom ili kon�guracionom prostoru) doprinosi mnogo bo-

ljem razumevanju i interpretaciji kvantnih pojava. Naime, ovaj pristup nam ukazuje da,

opisno re£eno, prelazu sistema iz jednog kvantnog stanja u drugo, i uop²te nekoj kvantnoj

pojavi, doprinose sve mogu¢nosti na£ina realizacije jednog takvog prelaza tj. pojave. U

klasi£noj mehanici sistem evoluira isklju£ivo duº klasi£ne trajektorije na kojoj dejstvo ima

ekstremalnu vrednost. U kvantnoj mehanici, prema Fajnmenovoj interpretaciji, dozvo-

ljene su sve mogu¢nosti da se neka pojava desi ali sa razli£itim verovatno¢ama. Drugim

re£ima, za neki kvantni sistem ne moºe se re¢i ta£no duº koje trajektorije u faznom pro-

storu evoluira. Sve o £emu se moºe govoriti su samo verovatno¢e, i, naravno, njihov

ukupan zbir tj. amplituda prelaza kojoj upravo najve¢i doprinos dolazi od mogu¢nosti

tranzicije duº klasi£ne trajektorije. Ova trajektorija je, dakle, u kvantnoj mehanici tra-

jektorija sa najve¢om verovatno¢om i samim tim najve¢im doprinosom kona£nom ishodu

neke pojave, ali ne i jedina.

U zasnivanju p-adi£ne kvantne mehanike bilo je vi²e poku²aja formulisanja p-adi£nog

funkcionalnog formalizma [32, 33, 34, 35, 36]. Pristup Zelenova [37], u kome se kao
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ravnopravne p-adi£ne promenljive tretiraju prostorna i vremenska koordinata, pokazao

se najdoslednijim. U okviru ovog pristupa izraz (3.7) omogu¢ava da se na analogan i

konzistentan na£in u p-adi£noj kvantnoj mehanici zada operator evolucije U(t), tj. njegovo

delovanje na p-adi£ne talasne funkcije ψp(x), u integralnoj formi preko korespondentnog

p-adi£nog propagatora Kt(x, y)

U(t)ψp(x) =

∫
Qp
Kt(x, y)ψp(y) dy, (3.13)

²to zapravo predstavlja integralni oblik zakona kretanja u jednodimenzionalnom slu£aju

u p-adi£noj kvantnoj mehanici. Pri tome su ψp(x) sada iz prostora L(x)
2 (Qp) kompleksnih,

kvadratno integrabilnih u odnosu na meru Hara, funkcija p-adi£nog argumenta. Ina£e,

umesto re²avanja svojstvenog problema hamiltonijana, kako je to ubi£ajeno u standardnoj

kvantnoj mehanici, u p-adi£nom slu£aju se re²ava svojstveni problem operatora evolucije

U(t)ψαβp (x) =

∫
Qp
Kt(x, y)ψαβp (y) dy = χp(Eα(t))ψαβp (x). (3.14)

U ovom izrazu su χp(Eα(t)) p-adi£ne svojstvene vrednosti koje odgovaraju p-adi£nim svoj-

stvenim stanjima ψαβp (x) evolucionog operatora. Eα su p-adi£ne svojstvene energije, dok

indeksi α i β ozna£avaju svojstvene energetske nivoe i njihovu degeneraciju, respektivno.

U svakom slu£aju, moºe se re¢i da su sve informacije o dinami£koj evoluciji nekog

p-adi£nog sistema sadrºane u p-adi£nom propagatoru Kp koji predstavlja jezgro p-adi£nog
evolucionog operatora U(t). Odatle i potreba njegovog odre�ivanja za dati sistem. Na

ovom mestu na scenu stupa primena metode integrala po trajektorijama. Prvi p-adi£ni

funkcionalni integral za slu£aj linearnog harmonijskog oscilatora odredio je Zelenov u

citiranom radu [37]. Ono ²to se dalje pokazalo jeste da je njegov pristup bio validan ne

samo u ovom slu£aju ve¢ i za sve sisteme sa kvadrati£nim oblikom klasi£nog p-adi£nog

dejstva. �tavi²e, Dragovi¢ i Ðor�evi¢ pokazuju [38, 39, 40] da je za sve jednodimenzionalne

sisteme sa kvadrati£nim klasi£nim p-adi£nim dejstvom Sclp = Sclp (x′′, t′′;x′, t′) p-adi£ni

propagator

Kp(x′′, t′′;x′, t′) = λp

(
− 1

4π~
∂2Sclp
∂x′′∂x′

)∣∣∣∣∣ 1

2π~
∂2Sclp
∂x′′∂x′

∣∣∣∣∣
1/2

p

χp

(
− 1

2π~
Sclp

)
. (3.15)

Sa druge strane, kao ²to je ve¢ re£eno, u realnom slu£aju za sve jednodimenzionalne

sisteme sa kvadrati£nim klasi£nim dejstvom Fajnmenov propagator ima isti oblik (3.11).

Pri tome je vaºno uo£iti da se izraz (3.11) moºe napisati u obliku analognom sa (3.15)

K∞(x′′, t′′;x′, t′) = λ∞

(
− 1

4π~
∂2Scl

∂x′′∂x′

) ∣∣∣∣ 1

2π~
∂2Scl

∂x′′∂x′

∣∣∣∣1/2
∞
χ∞

(
− 1

2π~
Scl
)
. (3.16)
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Za dekuplovani kvadrati£ni sistem sa dva stepena slobode Ne²i¢ dobija [41]

Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) = λp

(
− 1

4π~
∂2Sclp
∂x′′∂x′

)
λp

(
− 1

4π~
∂2Sclp
∂y′′∂y′

)

×

∣∣∣∣∣ 1

2π~
∂2Sclp
∂x′′∂x′

∣∣∣∣∣
1/2

p

∣∣∣∣∣ 1

2π~
∂2Sclp
∂y′′∂y′

∣∣∣∣∣
1/2

p

χp(−
1

2π~
Sclp ). (3.17)

Dalje se, u jednodimenzionalnom slu£aju, zamenom p-adi£ne talasne funkcije ψp(x) u

(3.13) funkcijama Ω(|x|p), Ω(pν |x|p) i δ(pν − |x|p) dobija respektivno da je∫
Qp
Kp(x, t; y, t0)Ω(|y|p) dy =

∫
|y|p≤1

Kp(x, t; y, t0) dy = Ω(|x|p), (3.18)

∫
Qp
Kp(x, t; y, t0)Ω(pν |y|p) dy =

∫
|y|p≤p−ν

Kp(x, t; y, t0) dy = Ω(pν |x|p), (3.19)∫
Qp
Kp(x, t; y, t0)δ(pν − |y|p) dy =

∫
|y|p=pν

Kp(x, t; y, t0) dy = δ(pν − |x|p), (3.20)

gde je ν ∈ Z. Upore�uju¢i (3.18)-(3.20) sa (3.14) moºe se zaklju£iti da su Ω(|x|p), Ω(pν |x|p)
i δ(pν − |x|p) svojstvena stanja evolucionog operatora za svojstvenu vrednost energije

Eα = 0, tj. u pitanju su tzv. vakuumska p-adi£na stanja. Pri tome je Ω(|x|p) naj-

jednostavnije, osnovno, vakuumsko stanje. Dalje re²avaju¢i (3.18)-(3.20) za konkretan

oblik p-adi£nog propagatora Kp(x, t; y, t0) razmatranog p-adi£nog modela mogu se odredi-

ti i uslovi egzistencije njegovih vakuumskih p-adi£nih stanja. Pitanje egzistencije stanja

Ω(|x|p) je od presudne vaºnosti za konstruisanje adeli£nih talasnih funkcija modela.

Ono ²to treba pomenuti na kraju ovog odeljka jeste da se u ovom pristupu p-adi£noj

kvantnoj mehanici polazi od lagranºijana i odgovaraju¢ih Ojler-Lagranºevih jedna£ina

koje u p-adi£nom slu£aju imaju istu formu kao i u klasi£nom ali sa promenljivima iz polja

Qp. U cilju dobijanja p-adi£nih propagatora za neki sistem potrebno je re²iti p-adi£ne

Ojler-Lagranºeve jedna£ine i za date po£etne uslove odrediti njihova p-adi£na partiku-

larna re²enja. Njihovom zamenom u p-adi£ni lagranºijan i potom njegovom p-adi£nom

integracijom po p-adi£nom vremenu dobija se klasi£no p-adi£no dejstvo koje ima isti o-

blik kao i u klasi£nom slu£aju (uz uslov da vrednosti p-adi£nih promenljivih pripadaju

domenu de�nicije i konvergencije p-adi£nih funkcija koje se javljaju u izrazu za dejstvo).

�injenica da lagranºijan, Ojler-Lagranºeve jedna£ine i dejstvo za neki kvantni sistem

imaju iste klasi£ne i p-adi£ne forme zapravo je odraz pomenute Volovi¢eve hipoteze o

invarijantnosti dinamike �zi£kih sistema u odnosu na promenu polja R↔ Qp [13, 14]. Sa

druge strane, gotovo identi£ni oblici formula za propagatore kvadrati£nih sistema (sistema

sa kvadrati£nim oblikom dejstva) nad poljima R i Qp ukazuju na mogu¢nost adelizacije

odnosno uop²tavanja rezultata dobijenih u p-adi£noj kvantnoj mehanici.
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3.2 Adeli£na kvantna mehanika

Ve¢ sama £injenica da vaºe adeli£ne formule (2.54)-(2.56), koje povezuju vrednosti

funkcija u dva polja R i Qp, ukazuje na mogu¢nost objedinjavanja rezultata standardne i

p-adi£ne kvantne mehanike. Signal u tom smeru su bili svakako i malopre pomenuti, po

formi, identi£ni izrazi za propagatore kvadrati£nih sistema dobijeni u okviru standardnog

i p-adi£nog kvantnog pristupa. Sa druge strane, pitanje zavisnosti rezultata koje daje

p-adi£na kvantna mehanika od prostog broja p (kao parametra), kao i pitanje njihove

interpretacije i povezanosti sa rezultatima standardne kvantne mehanike de�nitivno je

ukazalo na nuºnost formulacije nove, op²tije, tzv. adeli£ne kvantne mehanike.

Centralni objekat adeli£ne kvantne mehanike [42, 43] je adeli£na talasna funkcija koja

je kompleksna funkcija adeli£nog argumenta Ψ(adel.) : A → C de�nisana sa

Ψ(adel.)(x) = Ψ∞(x)
∏
p∈M

Ψp(x)
∏
p 6∈M

Ω(|x|p), (3.21)

gde je Ψ∞(x) talasna funkcija u standardnom slu£aju, Ψp(x) su p-adi£ne talasne funkcije

koje predstavljaju p-adi£na stanja modela razli£ita od Ω(|x|p). M je skup kona£no mnogo

prostih brojeva (ako ne bi bio kona£an, adeli£na talasna funkcija Ψ(adel.)(x) ne bi vi²e

pripadala Hilbertovom prostoru nad adelima). Argumenti funkcija u prethodnom izrazu,

mada pripadaju razli£itim poljima, radi jednostavnosti formalno su ozna£eni istim slovom

x. Tako je u adeli£noj talasnoj funkciji Ψ(adel.)(x) argument x ∈ A, u standardnoj talasnoj
funkciji Ψ∞(x) je x ∈ R, dok su u Ψp(x) i Ω(|x|p) argumenti iz polja p-adi£nih brojeva tj.

x ∈ Qp.

Adeli£na kvantna dinamika je opisana adeli£nim analogonom p-adi£nog zakona kre-

tanja (3.13)

U(t′′, t′)Ψ(adel.)(x) =
∏

v=∞,2,3,...

∫
Qv
Kv(xv, t′′v; yv, t′v)Ψv(yv) dyv. (3.22)

Svojstveni problem evolucionog operatora u adeli£nom slu£aju ima oblik

U(t)Ψ
(adel.)
αβ = χ(Eαt)Ψ

(adel.)
αβ (x), (3.23)

gde je Eα = (E∞, E2, ..., Ep, ...) svojstvena adeli£na energija, ψ(adel.)
αβ (x) su svojstvena

adeli£na stanja i α = (α∞, α2, ..., αp, ...) i β = (β∞, β2, ..., βp, ...) adeli£ni indeksi koji

ozna£avaju svojstvene energetske nivoe i njihovu degeneraciju, respektivno.

Pri tome je najjednostavnije adeli£no vakuumsko stanje oblika

Ψ
(adel.)
0 (x) = Ψ∞,0(x)

∏
p

Ω(|x|p), (3.24)

gde je Ψ∞,0(x) vakuumsko stanje u realnom slu£aju.
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Na ovom mestu treba ukazati na mogu¢nost interpretacije rezultata p-adi£ne kvantne

mehanike u okviru formalizma adeli£ne koja kao op²tija obuhvata i p-adi£nu i standardnu

kvantnu mehaniku. Naime, kao ²to je poznato, rezultati svih merenja pripadaju skupu

racionalnih brojeva Q. To zna£i da bi i teorijski rezultati trebali biti interpretirani u

ovom skupu brojeva. Sa druge strane, skup racionalnih brojeva je zajedni£ki za oba polja,

i za Qp i za R. Zbog toga argumenti funkcija u realnom i p-adi£nom slu£aju (²to ¢e u

razmatranju odre�enih kosmolo²kih modela u ovoj disertaciji biti tzv. minisuperprostorne

koordinate izraºene u jedinicama Plankove duºine lpl) trebaju biti racionalni brojevi. Pri

tome, s obzirom na £injenicu da je Q = Z ∪ (Q \ Z), argumenti funkcija mogu uzimati

vrednosti ili iz skupa Z ili iz skupa Q \ Z. Niºe u tekstu bi¢e pokazano da ovaj zahtev

za racionalnim vrednostima argumenata realnih i p-adi£nih funkcija ima za posledicu

diskretizaciju prostor-vremena na Plankovoj skali.

Usvajaju¢i i u adeli£noj kvantnoj mehanici uobi£ajenu interpretaciju kvadrata modula

talasne funkcije kao gustine verovatno¢e, konkretno za adeli£nu talasnu funkciju (3.21) je∣∣Ψ(adel.)(x)
∣∣2
∞ = |Ψ∞(x)|2∞

∏
p∈M

|Ψp(x)|2∞
∏
p 6∈M

Ω(|x|p), (3.25)

jer je Ω2(|x|p) =Ω(|x|p). Specijalno u slu£aju vakuumskog adeli£nog stanja (3.24) je

∣∣∣Ψ(adel.)
0 (x)

∣∣∣2
∞

=

{
|Ψ∞,0(x)|2∞ , x ∈ Z,
0, x ∈ Q \ Z.

(3.26)

Prema tome, gustina verovatno¢e za osnovno adeli£no vakuumsko stanje (za koje se

pretpostavlja da opisuje rani univerzum plankijanskih dimenzija) je nenulta i jednaka

onoj koju predvi�a standardna kvantna mehanika samo za celobrojne vrednosti koordi-

nate x (odnosno za celobrojne umno²ke Plankove duºine [41]). Ova £injenica ukazuje na

postojanje diskretizacije mogu¢ih vrednosti koordinata koja je, izme�u ostalog, u uvodu

pomenuta kao zajedni£ka osobina p-adi£nog/adeli£nog [2] i nekomutativnog pristupa u

kvantnoj kosmologiji. Imaju¢i u vidu da su Ω funkcije invarijantne u odnosu na Furijeove

transformacije ovaj zaklju£ak je tako�e validan i u impulsnom prostoru. Pri tome treba

uo£iti da ova vrsta diskretnosti zavisi od adeli£nog kvantnog stanja univerzuma. Naime,

ako u adeli£noj talasnoj funkciji (3.21) postoje i p-adi£na stanja razli£ita od Ω(|x|p) (za

p ∈M), gore navedena adeli£na diskretizacija postaje manje uo£ljiva.
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4 Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

Kosmologija kao nau£na disciplina po£ela se razvijati u prvoj polovini XX veka

sa primenom Op²te teorije relativnosti na kosmos kao celinu i formulisanjem razli£itih

kosmolo²kih modela. Preovla�uju¢a nau£na paradigma o nastanku univerzuma velikim

praskom/²irenjem iz inicijalnog kosmolo²kog singulariteta, kao ²to je ve¢ re£eno, povukla

je za sobom potrebu uni�kacije fundamentalnih interakcija i uop²te potrebu za razumeva-

njem pojava na Plankovoj skali, a sa tim u vezi i prostorno-vremenskih singulariteta. Sve

su ovo razlozi koji ukazuju na nuºnost kvantovanja gravitacije. U zasnivanju kvantne

teorije gravitacije, od pedesetih godina pro²log veka, skoro paralelno se razvijaju dva

pristupa � kanonski i funkcionalni. Osnovu prvog £ini poznata Viler-de Vitova jedna£ina

koju je prvi zapravo izveo Brajs de Vit 1967. godine [44] i koja je po svojoj formi analogon

�redingerove jedna£ine. Funkcionalni formalizam u teoriji gravitacije je po£eo sa �arlsom

Miznerom nakon objavljivanja rada [45] iz 1957. godine.

Kvantna teorija gravitacije na dana²njem nivou susre¢e se sa problemom nerenorma-

lizabilnosti odnosno pojave beskona£nih veli£ina koje se ne mogu na elegantan na£in

ukloniti iz teorije (kao ²to se npr. mogu ukloniti u kvantnoj elektrodinamici). Zbog ove

£injenice kvantna teorija gravitacije jo² uvek nije konzistentno zasnovana.

Kvantna gravitacija primenjena na rani svemir kao celinu zapravo predstavlja kvantnu

kosmologiju. Pored pomenutog problema koji se odnosi na pojavu beskona£nih veli£ina

pri poku²aju kvantovanja gravitacije, i jedna i druga teorija se susre¢u i sa nekim kon-

ceptualnim pitanjima bez jasnih odgovora. To su pitanja tipa ko £ini kvantni ansambl a

ko posmatra£a koji meri, zatim ²ta bi uop²te bilo merenje u kvantnoj kosmologiji i kako

ga �sprovesti� u uslovima u kojima klasi£an koncept prostor-vremena gubi smisao (gde je

gre²ka merenja, kao ²to je re£eno, reda veli£ine samog etalona tj. Plankove duºine [11, 12],

a �varc²ildov radijus £estice reda veli£ine njene Komptonove talasne duºine) itd.

I pored ovih otvorenih pitanja, iz gore pomenutih razloga, fomulisanje kvantne teorije

gravitacije je neizbeºno. Pristupa u pravcu poku²aja formulacije konzistentne teorije

ima vi²e: teorija superstruna, ekstra dimenzije, nekomutativna geometrija, loop kvantna

gravitacija,...

U ovom poglavlju, nakon op²teg prikaza klasi£nih Ajn²tajnovih jedna£ina gravita-

cionog polja, bi¢e prezentovani osnovni elementi kvantne teorije gravitacije u okviru kanon-

skog i funkcionalnog formalizma.
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4.1 Ajn²tajnove jedna£ine gravitacionog polja

Op²ta teorija relativnosti, formulisana 1915/16. godine od strane Alberta Ajn²tajna, je

zapravo klasi£na teorija. U njenoj osnovi leºe £uvene Ajn²tajnove jedna£ine gravitacionog

polja koje je zapravo prvi izveo (iz varijacionog principa) nema£ki matemati£ar Hilbert 20.

novembra 1915. godine na seminaru u Getingenu (predstavljaju¢i ih tako nau£noj javnosti

samo 5 dana pre Ajn²tajna). U analiti£kom (Lagranºevom) formalizmu ove jedna£ine se

izvode polaze¢i od dejstava za gravitaciono polje i materiju koja su u savremenoj notaciji

respektivno data sa [46]

Sg = − c3

16πG

∫
M
R
√
−g d4x = k

∫
M
R
√
−g d4x (pri £emu je k = − c3

16πG
), (4.1)

Sm =
1

c

∫
M
Lm
√
−g d4x, (4.2)

gde je R skalarna krivina (Ri£ijev skalar), g determinanta metri£kog tenzora gµν i Lm
je gustina lagranºijana materije. Integracija se vr²i po £etvorodimenzionalnoj prostorno-

-vremenskoj mnogostrukostiM.

Iz varijacionog principa

δS = δ(Sg + Sm) = 0, (4.3)

uz zahtev nulte vrednosti polja na granici 4-mnogostrukostiM

wµ|∂M =
(
gρλδΓµρλ − g

µλδΓρλρ
)
|∂M = 0, ρ, λ, µ = 0, 1, 2, 3, (4.4)

gde su Γµρλ Kristofelovi simboli, dobijaju se Ajn²tajnove jedna£ine gravitacionog polja

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, (4.5)

gde je Rµν Ri£ijev tenzor i Tµν tenzor energije-impulsa materije. Leva strana ove jedna£ine

£esto se zove i Ajn²tajnov tenzor Gµν = Rµν − 1
2
gµνR (sa tragom G = Gµ

µ).

U slu£aju da je u (4.4) wµ|∂M 6= 0, da bi se iz varijacionog principa dobile jedna£ine

polja u obliku (4.5) mora se dejstvima gravitacionog polja i polja materije, u ukupnom

(Ajn²tajn-Hilbertovom) dejstvu S, dodati jo² jedan tzv. Jork-Gibons-Hokingov £lan [47,

48, 49]

SY GH = 2k

∫
∂M

K
√
h d3x, (4.6)

pri £emu su h determinanta metri£kog tenzora hik prostorne 3-geometrije (unutra²nje

metrike, �prve fundamentalne forme�) i K trag tenzora Kik ekstrinzi£ne (spolja²nje) krivi-

ne 3-prostora (i i k su prostorni indeksi koji uzimaju vrednosti i, k = 1, 2, 3). Jedna£ine

(4.5) dobijaju se sada iz varijacionog principa variranjem Ajn²tajn-Hilbertovog dejstva u

obliku

S = Sg + Sm + SY GH . (4.7)
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S obzirom na to da su u (4.5) svi tenzori simetri£ni, nezavisnih Ajn²tajnovih jedna-

£ina ima 10. Isto toliko ima i nezavisnih promenljivih i to: 3 nezavisne komponente

kvadrivektora brzine uµ = dxµ

ds
(od 4, jer je uµuµ = 1), gustina energije ε (ili pritisak p) i

6 nezavisnih komponenti metri£kog tenzora gµν . Treba napomenuti da je broj nezavisnih

komponenti metri£kog tenzora zapravo 10, no s obzirom na to da su u Op²toj teoriji

relativnosti dozvoljene proizvoljne transformacije 4 koordinate to pruºa mogu¢nost da se

�ksiraju 4 od 10 (nezavisnih) komponenti gµν . Ovo ¢e (kasnije u tekstu) imati za posledicu

proizvoljnu mogu¢nost izbora (�ksiranja gejdºa) jedne laps funkcije N i tri komponente

Ni ²ift vektora ²to ¢e zapravo zna£iti postojanje 4 primarne Dirakove veze.

4.2 Hamiltonova formulacija Op²te teorije relativnosti

Na po£etku treba odmah re¢i da postoji nekoliko alternativnih formulacija Op²te

teorije relativnosti pri £emu je Hamiltonova samo jedna od njih (£ak i za pristup ovoj

formulaciji ima vi²e na£ina). Razvoj ovog formalizma po£eo je Dirak kasnih pedesetih

godina XX veka [50, 51]. Skoro istovremeno sa njim na istoj formulaciji rade Arnovit,

Dezer i Mizner i 1959. godine objavljuju njihov prvi rad iz ove oblasti [52]. Od 1959.

godine do 1961. godine usledio je niz radova pomenuta tri autora koji su se odnosili

na Hamiltonovu formulaciju Op²te teorije relativnosti. Sveobuhvatni pregled formalizma,

koji je po po£etnim slovima njihovih prezimena dobio naziv ADM formalizam, objavljen je

1962. godine [53] sa reprintom 2008. godine u £asopisu General relativity and gravitation

[54]. Rad na razvoju ove formulacije se nastavlja i sedamdesetih godina [55]. Ina£e, ADM

formalizam se naziva jo² i kanonski jer podrazumeva prelazak sa analiti£kog na kanonski

(Hamiltonov) formalizam u kome su centralni objekti konjugovani impulsi i hamiltonijan

sistema. Kao temelj Hamiltonovoj formulaciji Op²te teorije relativnosti posluºio je 3+1

formalizam koga, kao pristup Ajn²tajnovoj teoriji gravitacije, u prvoj polovini i sredinom

XX veka razvijaju Darmoa [56], Lihnerovi£ [57, 58, 59] i �oke-Brua (u to vreme Fure-

-Brua) [60, 61]. Sedamdesetih godina pro²log veka 3+1 formalizam je postao osnovno

sredstvo novonastale numeri£ke relativnosti £ijem naglom razvoju je doprinela teºnja za

usavr²avanjem detektora gravitacionih talasa (koji su na kraju i detektovani [9]).

U okviru 3+1 formalizma £etvorodimenzionalna prostorno-vremenska mnogostrukost

M se izlistava na trodimenzionalne hiperpovr²i Σt po t [62]. U geometrijskom smislu ovo

se realizuje tzv. 3+1 dekompozicijom kvadratne metri£ke forme u obliku (na dalje, sem

ako nije posebno nagla²eno, u prirodnom sistemu jedinica u kome je c = ~ = 1)

ds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + hik(dx

i +N idt)(dxk +Nkdt), (4.8)
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gde se N = N(xk, t) zove laps funkcija i ona predstavlja meru razlike izme�u koordinatnog

vremena t i sopstvenog vremena τ , dok su N i = N i(xk, t) komponente tzv. ²ift vektora

koji odre�uje pomeranje hiperpovr²i Σt+dt u odnosu na Σt pri prelazu t → t + dt (Slika

1.).

Slika 1. 3+1 dekompozicija prostorno-vremenske mnogostrukostiM (preuzeto iz [62])

Pri tome se metri£ki tenzor gµν moºe napisati na slede¢i na£in

(gµν) =

(
−N2 +NkN

k Nk

Ni hik

)
, (4.9)

a inverzni metri£ki tenzor gµν kao

(gµν) =

(
− 1
N2

Nk

N2

N i

N2 hik − N iNk

N2

)
, (4.10)

gde je NkNk = hikNiNk = hikN
iNk. Iz (4.9) se vidi da je gµν i u ovoj formi odre�en

sa 10 nezavisnih komponenti (jedna N , tri Ni i ²est nezavisnih komponenti iz metri£kog

tenzora hik 3-geometrije).

Uobi£ajeni oblik Ajn²tajn-Hilbertovog dejstva, sa kosmolo²kom konstantom Λ, od koga

se polazi je [62]

S =
1

16πG

∫
M

(
(4)R− 2Λ

)√
−g d4x+

2

16πG

∫
∂M
K
√
h d3x+

∫
M
Lm
√
−g d4x. (4.11)

Kako je
√
−g = N

√
h i (4)R ≡ R =(3)R + KikKik − K2 − 2(nαK + aα);α, ((3)R je

Ri£ijev skalar unutra²nje 3-geometrije, aα = nβnα;β i nα = (−N, 0, 0, 0) je £etvorovektor

normale na hiperpovr² Σt), prethodni izraz se svodi na slede¢i oblik [62]

S =
1

16πG

∫
M

(
(3)R+KikKik −K2 − 2Λ

)
N
√
h dtd3x+

∫
M
LmN

√
h dtd3x, (4.12)
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pa je odgovaraju¢i lagranºijan

L =
1

16πG

∫ (
(3)R+KikKik −K2 − 2Λ

)
N
√
h d3x+

∫
LmN

√
h d3x. (4.13)

Pri tome se za gustinu lagranºijana materije Lm obi£no uzima da je slede¢a funkcija

skalarnog polja Φ i potencijala V (Φ)

Lm = −1

2
gµν∂µΦ∂νΦ− V (Φ). (4.14)

Impulsi konjugovani novim promenljivima hik, Φ, N i Ni dobijaju se variranjem la-

granºijana L po izvodima traºenih veli£ina tj. respektivno

πik =
δL

δḣik
= −

√
h

16πG

(
Kik − hikK

)
, (4.15)

πΦ =
δL

δΦ̇
=

√
h

N

(
Φ̇−N iΦ,i

)
, (4.16)

π0 =
δL

δṄ
= 0, (4.17)

πi =
δL

δṄi

= 0. (4.18)

Hamiltonijan sistema je tada

H =

∫ (
πikḣik + πΦΦ̇ + π0Ṅ + πiṄi

)
d3x− L

=

∫ (
π0Ṅ + πiṄi +NH +NiHi

)
d3x, (4.19)

gde su

H =

√
h

8πG
(G0

0 − 8πGT 0
0 ) i Hi =

√
h

8πG
(G0i − 8πGT 0i), i = 1, 2, 3. (4.20)

Iz π0 = 0 i πi = 0 sledi da je odgovaraju¢i hesijan sistema jednak nuli, tj. da je

det
(

δ2L
δq̇αδq̇β

)
= 0. Za ovakav sistem (ili njegov lagranºijan) se kaºe da je singularan

(degenerisan) Dirakov sistem sa vezama. Ovo ima za posledicu da hamiltonijan sistema

nije jednozna£an i da kona£ne jedna£ine nemaju jednozna£no re²enje za date po£etne

uslove. Naime, zbog nultog hesijana sistem dinami£kih jedna£ina ne moºe se jednozna£no

re²iti po najstarijim (drugim) izvodima traºenih funkcija, a ²to je potreban i dovoljan

uslov za postojanje jedinstvenog partikularnog re²enja.

π0 = 0 i πi = 0 se zovu primarni uslovi veza. Iz jedna£ina kretanja u Poasonovim

zagradama za N i Ni, uz primarne uslove, dobijaju se sekundarni (dinami£ki) uslovi veza:

π̇0 =
{
π0, H

}
= −∂H

∂N
= −H = 0⇒ H = 0 (Hamiltonov uslov), (4.21)

π̇i =
{
πi, H

}
= − ∂H

∂Ni

= −Hi = 0⇒ Hi = 0 (impulsni uslov). (4.22)

Pri tome su prema (4.20) ovi sekundarni uslovi ekvivalentni odgovaraju¢im Ajn-

²tajnovim jedna£inama, naime

H = 0⇔ G0
0 = 8πGT 0

0 , Hi = 0⇔ G0i = 8πGT 0i. (4.23)
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4.3 Kanonska kvantizacija

Kanonska kvantizacija podrazumeva prelazak sa klasi£nih varijabli impulsa na opera-

tore impulsa, odnosno u koordinatnoj reprezentaciji u odgovaraju¢e operatore diferenci-

ranja:

πik → π̂ik → −i δ

δhik
, (4.24)

πΦ → π̂Φ → −i
δ

δΦ
, (4.25)

π0 → π̂0 → −i δ
δN

, (4.26)

πi → π̂i → −i δ

δNi

. (4.27)

Tada se iz primarnih Dirakovih veza (4.17) i (4.18) respektivno dobija da je

π̂0 |Ψ〉 = 0→ −i δΨ
δN

= 0, (4.28)

π̂i |Ψ〉 = 0→ −i δΨ
δNi

= 0. (4.29)

Prema tome, talasna funkcija (vasione) Ψ ne zavisi od N i Ni, tj. oblika je Ψ = Ψ(hik,Φ).

Ovo sa druge strane obezbe�uje pomenutu mogu¢nost izbora (�ksiranja gejdºa) lasp

funkcije i komponenti ²ift vektora.

Beskona£no dimenzionalni kon�guracioni (super)prostor {hik(x),Φ(x) : ∀x ∈ Σ} Ri-

manovih 3-metrika hik i polja materije Φ, bez kon�guracija iste unutra²nje geometrije,

je prostor kvantne gravitacije. Talasna funkcija Ψ = Ψ(hik,Φ) je funkcional na ovom

superprostoru.

Sekundarne veze (4.21) i (4.22) respektivno daju

Ĥ |Ψ〉 = 0, (4.30)

Ĥi |Ψ〉 = 0. (4.31)

Prva od ovih jedna£ina ima formu stacionarne �redingerove jedna£ine za osnovno

stanje nulte ukupne energije gravitacionog polja i polja materije. Brajs de Vit ju je

prvobitno nazvao Ajn²tajn-�redingerova jedna£ina, da bi tek kasnije bila nazvana Viler-

-de Vitova jedna£ina. Ona je ina£e osnovna jedna£ina kanonskog formalizma u teoriji

kvantne gravitacije.
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4.4 Funkcionalna kvantizacija

Ovaj pristup kvantnoj gravitaciji razvijao se skoro paralelno sa kanonskom kvanti-

zacijom po£ev²i od pomenutog Miznerovog rada iz 1957. godine [45]. Centralni objekat

funkcionalnog pristupa je amplituda prelaza izme�u po£etnog stanja vasione sa kon�-

guracijom |h′ik,Φ′,Σ′〉 i krajnjeg stanja sa kon�guracijom |h′′ik,Φ′′,Σ′′〉. Data je slede¢im

funkcionalnim integralom [62]

〈h′′ik,Φ′′,Σ′′|h′ik,Φ′,Σ′〉 =

∫
exp(iS(gµν ,Φ))Dgµν DΦ. (4.32)

Ako je metrika gµν lorencovskog tipa i ako su polja materije Φ realna, dejstvo S =

S(gµν ,Φ) je tako�e realno. Tada je faktor exp(iS) oscilatoran, te je prethodni integral

divergentan. Zbog toga se pribegava jednom matemati£kom �triku� koji se zove Vikova

rotacija vremenske ose. Naime vr²i se zamena t → −iτ i S → iS̄. Na ovaj na£in se

zapravo prelazi iz Lorencovog u Euklidov prostorno-vremenski region, drugim re£ima vr²i

se signaturna tranzicija. U tom smislu S se naziva lorencovskim dejstvom ili dejstvom u

Lorencovom regionu, dok se S̄ naziva euklidovskim dejstvom odnosno dejstvom u Eukli-

dovom regionu. Nakon signaturne izmene (4.32) postaje

〈h′′ik,Φ′′,Σ′′|h′ik,Φ′,Σ′〉 =

∫
exp(−S̄(gµν ,Φ))Dgµν DΦ. (4.33)

Na ovaj na£in uklonjen je oscilatorni karakter integranda u (4.32), no sam integral (4.33)

jo² uvek ne mora da bude konvergentan s obzirom na to da Euklidovo dejstvo S̄ u teoriji

gravitacije u op²tem slu£aju nije pozitivno de�nitno. Stoga se, da bi ovaj funkcionalni

integral konvergirao, pri integraciji moraju uzeti u obzir ne samo realne ve¢ i kompleksne

metrike. Treba napomenuti da i u tom slu£aju rezultat nije jednozna£an ve¢ zavisi od

izbora konture integracije.

U svakom slu£aju i jedan i drugi pristup (kanonski i funkcionalni) podrazumeva odre�i-

vanje talasne funkcije za neki kvantni kosmolo²ki model. U prvom slu£aju (kanonska

kvantizacija) talasna funkcija se dobija re²avanjem Viler-de Vitove jedna£ine (4.30), a u

drugom slu£aju (kvantizacije preko integrala po trajektorijama) iz Fajnmenovog minisu-

perprostornog propagatora uz odgovaraju¢i grani£ni uslov. Najpoznatiji su Vilenkinov

[63, 64, 65] i Hartl-Hokingov [66, 67, 68]. Prvi uslov podrazumeva da se talasna funkcija

konstrui²e tako da univerzum biva kreiran ni iz £ega u uobi£ajenom kvantno-mehani£kom

procesu tunelovanja kroz potencijalnu barijeru. Primenom Hartl-Hokingovog grani£nog

uslova talasna funkcija je konstruisana kori²¢enjem integrala po trajektorijama po svim

kompaktnim Euklidovim £etvorodimenzionalnim mnogostrukostima sa granicama koje se

nalaze na hiperpovr²i signaturne izmene.
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5 Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Kao ²to je ve¢ re£eno, prostor kvantne gravitacije (superprostor) je beskona£no

dimenzionalan. Rad u prostoru sa beskona£no dimenzija je prakti£no nemogu¢. Stoga se

pribegava svo�enju broja dimenzija na kona£an broj. Na taj na£in se dobijaju tzv. mini-

superprostor i odgovaraju¢i minisuperprostorni kosmolo²ki modeli. Ograni£avanje broja

dimenzija i dobijanje odgovaraju¢eg minisuperprostora vr²i se kori²¢enjem speci�£nih oso-

bina prostor-vremena u kosmologiji. Naime, kao ²to je poznato, prostor je na kosmolo²kim

skalama (≥ 100 Mpc) homogen. Dodatna pretpostavka o izotropiji ili anizotropiji se

koristi dalje u zavisnosti od modela.

U slu£aju homogenog i izotropnog modela oblik metrike u 3+1 dekompoziciji, koja

odgovara ovim osobinama, podrazumeva da je laps funkcija samo funkcija vremena N =

N(t), a da su komponente ²ift vektora nulte N i = 0, tj.

ds2 = gµνdx
µdxν = −N(t)2dt2 + hikdx

idxk, (5.1)

pri £emu su komponente 3-metrike hik = hik(q
α(t)) opisane kona£nim brojem funkcija

vremena qα = qα(t), α = 1, 2, ..., n, koje se zovu minisuperprostorne koordinate. Takva je

npr. Fridman-Lemetr-Robertson-Vokerova (FLRW) metri£ka forma

ds2 = −dt2 +R2(t)(dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)), (5.2)

pri £emu se R(t) uobi£ajeno zove faktorom skale. Tako ¢e model sa skalarnim poljem Φ i

FLRW metrikom biti opisan u minisuperprostoru od svega dva parametra {R,Φ}.
Drugi primer koji ¢e biti razmatran u ovoj disertaciji je model sa Kantovski-Saks

metri£kom formom sa dva faktora skale c1(t) i c2(t)

ds2 = −N
2(t)

c1(t)
dt2 + c1(t)dr2 + c2

2(t)(dθ2 + sin2 θdϕ2). (5.3)

Ova metri£ka forma opisuje prostor-vreme koje je homegeno i anizotropno. Ako se laps

funkcija uobi£ajeno normira tako da je N(t) = 1, minisuperprostor modela sa Kantovski-

-Saks metrikom i skalarnim poljem Φ bi¢e tada prostor tri parametra {c1, c2,Φ}.
U slu£aju homogene i izotropne metrike oblika (5.1) funkcionalna integracija u (4.33)

po mnogostrukosti svodi se na funkcionalnu integraciju po 3-metrici i jednu obi£nu inte-

graciju po laps funkciji [69]. Tada uz grani£ne uslove qα′ = qα(t′), qα′′ = qα(t′′) i kalibraciju

Ṅ = 0 (4.33) postaje 〈
qα′′|qα′

〉
=

∫
K
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
dN, (5.4)
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i zove se minisuperprostorni propagator, u kome je

K
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
=

∫
exp

(
−S̄(qα, N)

)
Dqα, (5.5)

kvantno-mehani£ki (euklidski) propagator izme�u vrednosti qα′ i qα′′. U [70] je pokazano

da je prethodni funkcionalni integral za minisuperprostorne modele £ije dejstvo ima kva-

drati£nu formu egzaktno re²iv i dat izrazom

K
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
=

1√
2π

[
− det

(
∂2S̄cl

∂qα′′∂qα′

)] 1
2

exp
(
−S̄cl

(
qα′′, N ; qα′, 0

))
, (5.6)

gde je S̄cl (qα′′, N ; qα′, 0) klasi£no dejstvo u euklidskom regionu dobijeno za re²enja klasi£nih

jedna£ina kretanja po minisuperprostornim koordinatama qα uz grani£ne uslove qα(0) =

qα′ i qα(1) = qα′′. Daljom zamenom (5.6) u (5.4) dobija se izraz za minisuperprostorni

propagator za modele sa kvadrati£nim dejstvom. Pri tome ¢e rezultat integracije u (5.4)

po laps funkciji zavisiti od izbora konture integracije.

5.1 Milneov model

Milneov model je kosmolo²ki model koji je bio predloºen od strane britanskog astro�-

zi£ara i matemati£ara Edvarda Artura Milnea 1935. godine. U pitanju je, zapravo, speci-

jalan slu£aj praznog otvorenog Fridmanovog modela tj. Fridmanovog modela hipreboli£ke

geometrije bez prisustva materije (nultih vrednosti gustine energije, pritiska i kosmolo²ke

konstante).

Ako se u Fridmanovu jedna£inu (u Me�unarodnom sistemu jedinica) za otvoren model

[46]
c2

R2
= H2 − 8πG

3
µ, (5.7)

(gde je H = Ṙ
R
Hablov parametar i µ gustina materije u kosmosu), zameni da je µ = 0

dobija se da je faktor skale a tada linearna funkcija vremena tj. R = ct. Ako se dalje u

metri£ku formu

ds2 = c2dt2 −R2(t)2(dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2), (5.8)

otvorenog Fridmanovog modela u signaturi (+,−,−,−) zameni da je R = ct, dobija se

metri£ka forma Milneovog modela (vra¢aju¢i se u prirodni sistem jedinica)

ds2 = dt2 − t2(dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2). (5.9)

Ova metrika se smenama r = t sinhχ, τ = t coshχ svodi na oblik

ds2 = dτ 2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (5.10)
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tj. na obi£nu galilejevsku prostorno-vremensku metriku (metriku Minkovskog). Dalja

analiza pokazuje da Milneove koordinate t i χ pokrivaju samo jednu £etvrtinu prostor-

-vremena Minkovskog [71]. Tako�e, postoji relacija izme�u Milneovog prostor-vremena i

Rindlerovog prostor-vremena [72].

Dalje ¢e biti prou£ena veza izme�u Milneovog modela i jednog 2+1 dimenzionalnog

minisuperprostornog kosmolo²kog modela toroidalne topologije T 2×R sa metri£kom for-

mom, u signaturi (−,+,+), oblika [73]

ds2 = −N(t)2dt2 + hij(t)dx
idxj, 0 ≤ xi < 1, i, j = 1, 2. (5.11)

Iz ovog oblika metrike se za razmatrani model dobija da su tenzor spolja²nje krivine i

njegov trag respektivno Kij = − 1
2N
ḣij i K = hijKij = − 1

2N
d
dt

log h (gde je h = det(hij)).

Ajn²tajn-Hilbertovo dejstvo sa kosmolo²kom konstantom i bez polja materije, u ovom

2+1 dimenzionalnom slu£aju, je [73]

S =

∫
M2+1

(
(3)R− 2Λ

)√
−g d3x+ 2

∫
∂M2+1

K
√
h d2x

=

∫
M2+1

(
KikKik −K2 − 2Λ

)
N
√
h dtd2x. (5.12)

Nakon uvo�enja koordinata U i (i = 1, 2) i invarijante metrike U̇ iGikU̇
k = −1

2
ḣijḣ

ij, uz

ρ = RN i R =
√
h, prethodni izraz postaje

S =
1

2

∫ [
1

ρ

(
−Ṙ2 +R2U̇ iGikU̇

k
)
− 4Λρ

]
dt. (5.13)

Sa druge strane, kako se slobodna relativisti£ka £estica moºe tretirati kao sistem sa

vezom ηµνk
µkν + m2 = k2 + m2 = 0 [74] koja vodi do kanonskog hamiltonijana (sa

Lagranºevim mnoºiteljem N) Hc = N(k2 +m2) i lagranºijana L = ẋµk
µ −Hc = ∂Hc

∂kµ
kµ −

Hc = ẋ2

4N
−m2N , njeno dejstvo moºe se tada pisati na slede¢i na£in

S =

∫ τ2

τ1

(
ẋ2

4N
−m2N

)
dτ. (5.14)

Upore�uju¢i (5.13) i (5.14) moºe se zaklju£iti da se dinamika ovog 2+1 kosmolo²kog

modela moºe opisati kao dinamika �ktivne slobodne relativisti£ke £estice mase
√

4Λ koja

se kre¢e u trodimenzionalnom lorencijanskom prostor-vremenu £ija je metrika

ds2 = −dR2 +R2dU iGikdU
k. (5.15)

Ako se ova metri£ka forma napi²e u ne²to druga£ijem obliku

ds2 = −dR2 +R2dτ
2
1 + dτ 2

2

τ 2
2

, (5.16)
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pri £emu je −∞ < τ1 < ∞, 0 < τ2 i 0 < R, odmah se vidi da je prostor u kome se kre¢e

�ktivna £estica zapravo Milneov prostor.

Uz transformacije R =
√
Z2 −X2 − Y 2, τ1 = Y

Z−X i τ2 = R
Z−X , (5.16) postaje metrika

Minkovskog

ds2 = −dZ2 + dX2 + dY 2. (5.17)

Tada Ajn²tajn-Hilbertovo dejstvo (5.13) modela dobija oblik

S =
1

2

∫ [
1

ρ

(
−Ż2 + Ẋ2 + Ẏ 2

)
− 4Λρ

]
dt, (5.18)

odakle sledi da je lagranºijan

L =
1

2ρ

(
−Ż2 + Ẋ2 + Ẏ 2

)
− 2Λρ. (5.19)

Re²avaju¢i Ojler-Lagranºeve jedna£ine za ovaj oblik lagranºijana, uz po£etne uslove

Z ′ = Z(t′), Z ′′ = Z(t′′), X ′ = X(t′), X ′′ = X(t′′) Y ′ = Y (t′) i Y ′′ = Y (t′′), dobijaju se

klasi£ne jedna£ine kretanja

Z = Z ′ +
Z ′′ − Z ′

t′′ − t′
(t− t′), X = X ′ +

X ′′ −X ′

t′′ − t′
(t− t′), Y = Y ′ +

Y ′′ − Y ′

t′′ − t′
(t− t′). (5.20)

Njihovom zamenom u (5.19) dobija se klasi£ni lagranºijan modela

Lcl =
1

2ρ

(
−
(
Z ′′ − Z ′

t′′ − t′

)2

+

(
X ′′ −X ′

t′′ − t′

)2

+

(
Y ′′ − Y ′

t′′ − t′

)2
)
− 2Λρ. (5.21)

Dalje integracijom Lcl po vremenu u intervalu od t′ do t′′ dobija se klasi£no dejstvo

[75]

Scl =
(t′′−t′)

2

{
1

ρ

(
−
(
Z ′′−Z ′

t′′−t′

)2

+

(
X ′′−X ′

t′′−t′

)2

+

(
Y ′′−Y ′

t′′−t′

)2
)
−4Λρ

}
, (5.22)

ili u obliku

Scl = −(Z ′′ − Z ′)2

2T
+

(X ′′ −X ′)2

2T
+

(Y ′′ − Y ′)2

2T
− 2ΛT, (5.23)

gde je T = ρ(t′′ − t′). Pri tome se prethodni izraz moºe napisati i na slede¢i na£in

Scl =

(
−(Z ′′−Z ′)2

2T
+2ΛT

)
+

(
(X ′′−X ′)2

2T
−2ΛT

)
+

(
(Y ′′−Y ′)2

2T
−2ΛT

)
= SclZ + SclX + SclY . (5.24)

Sada ¢e biti razmotreno kako izgledaju ove dinami£ke veli£ine nakon transformacije

t→ −iτ . Naime, tada lagranºijan (5.19) postaje
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L̄ =
1

2ρ

(
−Ż2 + Ẋ2 + Ẏ 2

)
+ 2Λρ, (5.25)

gde ta£ka iznad slova sada ozna£ava diferenciranje po τ .

Uz po£etne uslove Z ′ = Z(τ ′), Z ′′ = Z(τ ′′), X ′ = X(τ ′), X ′′ = X(τ ′′), Y ′ = Y (τ ′) i

Y ′′ = Y (τ ′′), klasi£ne jedna£ine kretanja su sada

Z = Z ′+
Z ′′−Z ′

τ ′′−τ ′
(τ−τ ′), X = X ′+

X ′′−X ′

τ ′′−τ ′
(τ−τ ′), Y = Y ′+

Y ′′−Y ′

τ ′′−τ ′
(τ−τ ′). (5.26)

Njihovom zamenom u (5.25) dobija se klasi£ni lagranºijan

L̄cl =
1

2ρ

(
−
(
Z ′′ − Z ′

τ ′′ − τ ′

)2

+

(
X ′′ −X ′

τ ′′ − τ ′

)2

+

(
Y ′′ − Y ′

τ ′′ − τ ′

)2
)

+ 2Λρ. (5.27)

Uobi£ajenom procedurom integracije L̄cl po τ u intervalu od τ ′ do τ ′′ dobija se i

klasi£no dejstvo

S̄cl =

∫ τ ′′

τ ′
L̄cl dτ

=

(
−(Z ′′−Z ′)2

2T̃
−2ΛT̃

)
+

(
(X ′′+X ′)2

2T̃
+2ΛT̃

)
+

(
(Y ′′−Y ′)2

2T̃
+2ΛT̃

)
= S̄clZ + S̄clX + S̄clY , (5.28)

pri £emu je ovde T̃ = ρ(τ ′′ − τ ′).
Iz prethodnog se vidi da transformacija t → −iτ direktno prevodi klasi£na re²enja

(5.20) u (5.26) i da je S̄cl = −iScl. Sem toga jasno je da je i nakon ove transforma-

cije, s obzirom na oblik lagranºijana (5.27) i dejstva (5.28), re£ o modelu tipa slobodne

£estice. Ina£e sama tansformacija t → −iτ ovde nije sa namerom nazvana signaturnom

imaju¢i u vidu speci�£nosti Milneovog modela. Naime, model je 2+1 dimenzionalan tj.

trodimenzionalan sa polaznom metrikom (5.17) od koje su na dalje izvo�ene relevantne

dinami£ke veli£ine. Pri tome je re£eno da je (5.17) metrika tipa Minkovskog u trodimen-

zionalnom slu£aju u kojoj bi ekvivalent vremenske koordinate bila Z koordinata. No u

daljem tretmanu ipak su odre�ivane veli£ine koje zavise od uobi£ajene vremenske koor-

dinate t. U tom smislu nije sasvim jasno da li bi prava signaturna izmena za ovaj model

podrazumevala transformaciju t na uobi£ajen na£in (t → −iτ) ili transformaciju koor-

dinate Z koja u metrici (5.17) igra ulogu vremenske. Sa druge strane, kao ²to ¢e biti

prezentovano u poglavlju 5.2.5, standardna signaturna tranzicija u klasi£nom prostor-vre-

menu podrazumeva i ispunjavanje nekih speci�£nih uslova (npr. junction condition tj.

uslova za²ivanja re²enja), koje treba uzeti u obzir pri odre�ivanju re²enja jedna£ina kre-

tanja po minisuperprostornim koordinatama za dati model u jednom odnosno u drugom

regionu signaturne izmene. No opet, sve se to odnosi na gravitaciju u 3+1 dimenzionalnom

slu£aju, a ovde je re£ o modelu u 2+1 dimenzionalnom prostoru gde vladaju druga£ije
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okolnosti. Na primer u 2+1 dimenziji svako re²enje vakuumskih Ajn²tajnovih jedna£ina

polja je ravno, a prostor-vreme nema lokalnih stepeni slobode tj. nema gravitacionih

talasa u klasi£noj teoriji i nema gravitona u kvantnoj teoriji [76]. U tom smislu pitanje

signaturne tranzicije u standardnom i p-adi£nom slu£aju za Milneov model ¢e biti predmet

budu¢eg istraºivanja.

Ina£e, kao ²to je poznato, za sistem £iji je lagranºijan L = L(qσ, q̇σ, t) impulsi konju-

govani generalisanim koordinatama qσ se dobijaju iz

pσ =
∂L

∂q̇σ
, qσ = 1, 2, 3, ... (5.29)

Tako su za lagranºijan (5.19) impulsi konjugovani Z, X i Y respektivno

pZ = −Ż
ρ
, pX =

Ẋ

ρ
, pY =

Ẏ

ρ
. (5.30)

Klasi£ni hamiltonijan sistema u op²tem slu£aju se dobija iz

H =
∑
σ

pσ q̇σ − L. (5.31)

Tako ¢e za Milneov model biti

H =
ρ

2
(−p2

Z + p2
X + p2

Y ) + 2Λρ. (5.32)

Na po£etku ovog poglavlja je, dakle, re£eno da je Milneov £etvorodimenzionalni kosmo-

lo²ki model zapravo specijalan slu£aj vakuumskog otvorenog Fridmanovog modela. Potom

je u nastavku pokazano da se 2+1 dimenzionalni kosmolo²ki model toroidalne topologije sa

kosmolo²kom konstantom svodi na trodimezionalni Milneov model koji je u dinami£kom

smislu ekvivalentan slobodnoj relativisti£koj £estici u trodimenzionalnom prostoru tipa

Minkovskog. Treba ista¢i da je ovo za sada jedini poznat kosmolo²ki model £ije je dejstvo

ekvivalentno dejstvu slobodne £estice koja se kre¢e u trodimenzionalnom prostor-vremenu.

5.2 Dvooscilatorni modeli u kosmologiji

Tema ovog poglavlja bi¢e dvooscilatorni minisuperprostorni kosmolo²ki modeli. Ge-

neralno, pod dvooscilatornim kosmolo²kim modelom u op²tem smislu (na dalje samo:

dvooscilatorni kosmolo²ki model ili dvooscilatorni model) podrazumeva¢emo model £iji se

lagranºijan moºe, pogodnim smenama (ako je potrebno), predstaviti kao algebarska suma

(zbir ili razlika) lagranºijana dva dekuplovana linearna harmonijska ili dva dekuplovana

linearna invertovana harmonijska oscilatora. Pri tome, kao ²to je poznato, linearni har-

monijski oscilator je sistem £iji je lagranºijan oblika L = ẋ2−ω2
xx

2 i iz koga se za kona£nu

jedna£inu kretanja po x dobija trigonometrijska (harmonijska tj. sinusna ili kosinusna)

funkcija vremena. Linearni invertovani harmonijski oscilator (poznat i pod nazivima:
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upside-down oscilator, repulzivni oscilator, inverzni oscilator) je sistem sa lagranºijanom

L = ẋ2 +ω2
xx

2 £ija je kona£na jedna£ina kretanja po x hiperboli£ka (sinh ili cosh) funkcija

vremena [77, 78, 79, 80, 81].

Ovom tipu kosmolo²kih modela pripadaju zapravo svi dvoparametarski modeli (£iji je

minisuperprostor samim tim dvodimenzionalan) sa klasi£nom dinamikom opisanom ko-

na£nim jedna£inama kretanja (koje su ekvivalentne kona£nim jedna£inama kretanja za

harmonijski ili invertovani harmonijski oscilator) za dva parametra koji poti£u iz metrike

i/ili Ajn²tajn-Hilbertovog dejstva modela direktno, ili su sa njima posredno povezani

naknadno uvedenim smenama promenljivih. Treba pri tome ukazati da navedena de�nicija

dvooscilatornih modela isklju£uje modele kod kojih bi jedan oscilator bio harmonijski, a

drugi invertovani harmonijski. Naime, u dosada²njem radu se nismo sreli sa takvim tipom

modela ²to moºe biti predmet budu¢eg istraºivanja.

5.2.1 Klasi�kacija modela

Op²ti oblik lagranºijana za dvooscilatorne kosmolo²ke modele u skladu gore navedenom

de�nicijom je

L = [ẋ2 ± ω2
xx

2] + sgn ξ[ẏ2 ± ω2
yy

2], (5.33)

pri £emu frekvence ωx i ωy mogu biti jednake ili razli£ite i sgn ξ = + ili sgn ξ = − nezavisno

od znaka ispred ωx,y.

Modeli £iji je lagranºijan oblika L = [ẋ2 − ω2
xx

2]± [ẏ2 − ω2
yy

2] imaju trigonometrijska

op²ta re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina po x i y tipa x = A1 cos(ωxt + A2) i y =

B1 cos(ωyt + B2) respektivno (pri £emu su A1, A2, B1 i B2 integracione konstante koje

zavise od po£etnih uslova). U zavisnosti od znaka sgn ξ = ± i od toga da li su frekvence

ωx i ωy iste ili razli£ite ovakvih modela ima £etiri tipa. I potpuno isto i za modele sa

lagranºijanom L = [ẋ2 +ω2
xx

2]± [ẏ2 +ω2
yy

2] sa hiperboli£kim re²enjima Ojler-Lagranºevih

jedna£ina za x i y respektivno x = A1 cosh(ωxt + A2) i y = B1 cosh(ωyt + B2). Ukupno

dakle 8 razli£itih tipova dvooscilatornih modela £iji je lagranºijan oblika (5.33) podeljenih

u dve grupe po 4 (sa re²enjima Ojler-Lagranºevih jedna£ina ekvivalentnim jedna£inama

kretanja linearnih harmonijskih ili invertovanih harmonijskih oscilatora). Radi jasnijeg

prikaza navodimo i eksplicitno lagranºijane obe grupe.

Za grupu �harmonijskih� dvooscilatornih kosmolo²kih modela:

L(1) = [ẋ2 − ω2x2]− [ẏ2 − ω2y2], (5.34)

L(2) = [ẋ2 − ω2x2] + [ẏ2 − ω2y2], (5.35)

L(3) = [ẋ2 − ω2
xx

2]− [ẏ2 − ω2
yy

2], (5.36)

L(4) = [ẋ2 − ω2
xx

2] + [ẏ2 − ω2
yy

2]. (5.37)
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Za grupu �invertovanih harmonijskih� dvooscilatornih kosmolo²kih modela:

L(5) = [ẋ2 + ω2x2]− [ẏ2 + ω2y2], (5.38)

L(6) = [ẋ2 + ω2x2] + [ẏ2 + ω2y2], (5.39)

L(7) = [ẋ2 + ω2
xx

2]− [ẏ2 + ω2
yy

2], (5.40)

L(8) = [ẋ2 + ω2
xx

2] + [ẏ2 + ω2
yy

2]. (5.41)

Lagranºijani ove dve grupe su povezani sa (bar) dva tipa relevantnih transformacija.

Jedna je signaturna izmena t → −iτ (koja podrazumeva prelazak sa Lorencovog na

Euklidov region £etvorodimenzionalne prostorno-vremenske mnogostrukosti), a druga je

promena znaka ispred kvadrata frekvence oscilatora tj. transformacija ω2
x,y → −ω2

x,y (²to

moºe biti posledica promene znaka parametra preko koga u konkretnom modelu moºe biti

de�nisan kvadrat frekvence oscilatora). Pri tome i jedna i druga transformacija proizvode

isto �dejstvo� u smislu prelaska na novi tip lagraºijana iz druge grupe. Npr. pri signaturnoj

izmeni t→ −iτ lagranºijan (5.34) postaje

L(1) = [ẋ2 − ω2x2]− [ẏ2 − ω2y2]
t→−iτ−−−−→ L̄(1) = [−ẋ2 − ω2x2]− [−ẏ2 − ω2y2], (5.42)

i dalje

L̄(1) = [−ẋ2 − ω2x2]− [−ẏ2 − ω2y2] = −([ẋ2 + ω2x2]− [ẏ2 + ω2y2]). (5.43)

Sa druge strane, s obzirom na invarijantnost dinamike u odnosu na mnoºenje lagranºijana

proizvoljnim multiplikativnim faktorom (pa samim tim i u odnosu na promenu znaka

ispred njega) umesto poslednjeg moºe se razmatrati lagranºijan L̄′(1) = [ẋ2 +ω2x2]− [ẏ2 +

ω2y2]. Stoga se moºe pisati da

L(1) = [ẋ2 − ω2x2]− [ẏ2 − ω2y2]
t→−iτ−−−−→ L̄′(1) = [ẋ2 + ω2x2]− [ẏ2 + ω2y2], (5.44)

uz napomenu da su, nakon signaturne izmene t → −iτ , izvodi u L̄(1) i L̄′(1) izvodi po

novoj promenljivoj τ . Dalje, uz trivijalnu smenu τ = t, L̄′(1) postaje zapravno L(5) tj.

lagranºijan oblika (5.38), te se u kona£nom ishodu moºe re¢i da pri signaturnoj tranziciji

lagranºijan L(1) prelazi u lagranºijan L(5). Lako se proverava da vaºi i obrnuto. Naime,

ako je npr. L(5) lagranºijan modela u Lorencovom regionu, tada se signaturnim prelazom

u euklidski region (tj. transformacijom t→ −iτ) on zapravo svodi na L(1). Tako�e, lako

je uveriti se da ¢e do iste transformacije L(1) → L(5), ili njoj korespondentne inverzne,

do¢i i pri ω2 → −ω2. Ove transformacije, na isti na£in, prevode i lagranºijane (5.35),

(5.36) i (5.37) u lagranºijane (5.39), (5.40) i (5.41), respektivno (i obrnuto).

U daljem tekstu bi¢e razmotreni primeri nekih od modela iz obe grupe (�harmonijske� i

�invertovane harmonijske�), i posebno primeri do sada najbolje prou£enih dvooscilatornih

modela £iji su lagranºijani oblika (5.34).
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5.2.2 Primeri

a) Multidimenzionalni Fridmanov model sa φ̃ i U(φ̃)

Dinamika ovog modela razmotrena je u radu [82] u kome se polazi od kosmolo²kog

modela koji ima FLRW metriku

g = −βdβ ⊗ dβ +
R̄2(β)(

1 + kr2

4

)2dx
i ⊗ dxi + ā2(β)g(d), (5.45)

sa d-dimenzionalnim unutra²njim prostorom, koja je de�nisana na mnogostrukosti

M =M3+1 ×Md, (5.46)

sa D = 4 + d ukupnim brojem dimenzija. Pri tome je k = 1, 0,−1 u zavisnosti od

tipa geometrije (za zatvoren model je k = 1, za otvoren k = −1 i za ravan je k = 0),

R̄(β) i ā(β) predstavljaju faktor skale i radijus d-dimenzionalnog unutra²njeg prostora

respektivno, dok je g(d) metrika unutra²njeg prostora (pretpostavlja se da je ravan). U

radu se polazi od Ajn²tajn-Hilbertovog dejstva oblika

S =
1

2k2
D

∫
M
R
√
−g dDx− 1

2

∫
M

−(∂φ̃
∂β

)2

+ 2U(φ̃)

√−gdDx+ SY GH , (5.47)

gde je kD D-dimenzionalna gravitaciona konstanta, φ̃ minimalno kuplovano homogeno

skalarno polje sa potencijalom U(φ̃). Pri tome je za β > 0 signatura u metrici (5.45)

Lorencova, a za β < 0 Euklidova. Model se razmatra u Lorencovom regionu, vr²i se

dimenzionalna redukcija modela, a potom i rede�nicija skalarnog polja φ̃ → φ i odgo-

varaju¢eg potencijala U(φ̃) → V (φ), pri £emu novouvedeni potencijal V (φ) ima takvu

formu da jednim svojim delom opisuje sajn-Gordonovu skalarnu interakciju, a drugim

delom sponatano naru²enje simetrije koje je odgovorno za signaturnu tranziciju. Posle

niza transformacija promenljivih, prikazanih u [82], dobija se laganºijan modela

L = − k
2
0

γ′2
(α̇2

1 − α̇2
2 − ω2

+α
2
1 + ω2

−α
2
2), (5.48)

gde je k0 4-dimenzionalna gravitaciona konstanta, γ′ konstantna veli£ina, α1,2 nove promen-

ljive i ω± frekvence oscilatora (de�nicije i na£in uvo�enja ovih veli£ina mogu se prona¢i u

pomenutom radu [82]). O£igledno je da je model koji se razmatra �harmonijski� dvooscila-

torni kosmolo²ki model sa oscilatorima razli£itih frekvenci sa lagranºijanom (5.48) koji je

zapravo oblika (5.36). Pri signaturnoj tranziciji iz Lorencovog u Euklidov deo prostor-

-vremena tj. pri t → −iτ lagranºijan (5.48) prelazi u lagranºijan oblika (5.40), ²to bi

ina£e tako�e bilo ekvivalentno promeni znaka ispred kvadrata frekvenci u (5.48) tj. pri

ω2
± → −ω2

±.
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b) Fridmanov model sa φ i Λ

Ovaj model je predstavljen u radu [83]. U pitanju je ravan Fridmanov model sa

metrikom

ds2 = −dt2 +R2(t)(dr2 + r2dΩ2), (5.49)

i Ajn²tajn-Hilbertovim dejstvom

S =
1

2k2

∫
M
R
√
−g d4x+

∫
M

(
−1

2
(∇φ)2 − Λ

)√
−g d4x+ SY GH , (5.50)

sa minimalno kuplovanim skalarnim poljem φ i kosmolo²kom konstantom Λ (pri tome je

ovde k = 8πG). Kori²¢enjem (5.49) dejstvo (5.50) postaje

S =

∫ [
−3RṘ2 + 3kR + (

1

2
φ̇2 − Λ)R3

]
dt. (5.51)

Ako se iskoriste smene

x1 = R3/2 cosh(

√
3

8
φ), (5.52)

x2 = R3/2 sinh(

√
3

8
φ), (5.53)

gde je −∞ < φ <∞ i 0 ≤ R <∞, iz izraza (5.51) dobija se lagranºijan

L = ẋ2
1 − ẋ2

2 +
3

4
Λ(x2

1 − x2
2). (5.54)

O£evidno je re£ o lagranºijanu minisuperprostornog dvooscilatornog modela istih frekven-

ci oscilatora datih sa ω2 = 3
4
Λ > 0 £ije kona£ne jedna£ine kretanja po x1 i x2 imaju

hiperboli£ka re²enja. Drugim re£ima u pitanju je model £iji se lagranºijan svodi na oblik

(5.38). U slu£aju da je 3
4
Λ < 0, kona£ne jedna£ine kretanja ¢e biti harmonijske funkcije

vremena, a model dvooscilatorni sa lagranºijanom (5.34) (i potpuno isto pri t→ −iτ).

c) Fridmanov model sa φ i U(φ)

Tre¢i primer je kosmolo²ki model razmatran u radu Signature change in p-adic and

noncommutative FRW cosmology autora Ðor�evi¢a, Ne²i¢a i Radovan£evi¢a [84]. Re£ je

o minisuperprostornom kosmolo²kom modelu sa ravnom FLRW metrikom

ds2 = −dt2 +R2(t)(dr2 + r2dΩ2), (5.55)

i Ajn²tajn-Hilbertovim dejstvom sa skalarnim poljem φ i interakcionim potencijalom U(φ)

S =
1

2k2

∫
M
R
√
−g d4x+

∫
M

[
1

2
∂0φ∂

0φ− U(φ)

]√
−g d4x+ SY GH . (5.56)
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Polaze¢i od metrike (5.55) i dejstva (5.56), dobija se lagranºijan modela u Lorencovom

regionu [84]

L = −3RṘ2 +R3

[
1

2
φ̇2 − U(φ)

]
. (5.57)

Uz transformacije x1 = R3/2 cosh(αφ) i x2 = R3/2 sinh(αφ), sa potencijalom U(φ) koji

zadovoljava uslov [85]

2α2(x2
1 − x2

2)U(φ) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + 2bx1x2, (5.58)

gde su a1, a2 i b konstantni parametri (parametri a1 i a2 su povezani sa kosmolo²kom

konstantom Λ i masom skalarnog polja m na slede¢i na£in Λ = a1
2α2 i m2 = a1 + a2 [85]) i

stavljaju¢i da je α2 = 3
8
, lagranºijan (5.57) postaje

L = ẋ2
1 − ẋ2

2 + a1x
2
1 + a2x

2
2 + 2bx1x2. (5.59)

Ako se uvedu smene promenljivih [84]

x1 =

b
s+(

b2

s2+
− 1
) 1

2

Q1 +

b
s−(

b2

s2−
− 1
) 1

2

Q2, x2 =
1(

b2

s2+
− 1
) 1

2

Q1 +
1(

b2

s2−
− 1
) 1

2

Q2, (5.60)

gde je s± = −1
2
(a1+a2)± 1

2

√
(a1 + a2)2 − 4b2, uz uslove (a1+a2)2 > 4b2 > 0 i b2 > s2

± > 0,

nakon zamene (5.60) u (5.59), lagranºijan postaje dekuplovan

L =
[
Q̇2

1 − ω2
+Q

2
1

]
+
[
Q̇2

2 − ω2
−Q

2
2

]
, (5.61)

gde su frekvence

ω2
± =

a2 + a1
b2

s2±
+ 2 b2

s±

1− b2

s2±

=
1

2
(a2 − a1)∓ 1

2

√
(a1 + a2)2 − 4b2. (5.62)

Dekuplovani lagranºijan (5.61) je oblika (5.37) za �harmonijski� dvoocilatorni kosmolo²ki

model opisan u Lorencovom regionu sa dva oscilatora razli£itih frekvenci £ije se energije

sabiraju u hamiltonijanu sistema. Vikova rotacija, tj. signaturni prelaz u Euklidov region

zamenom t → −iτ , daje Euklidovu formu dvooscilatornog dekuplovanog lagranºijana

modela

L =
[
Q̇2

1 + ω2
+Q

2
1

]
+
[
Q̇2

2 + ω2
−Q

2
2

]
, (5.63)

u kome su ta£ke iznad slova izvodi po τ . Ovaj lagranºijan je ekvivalentan lagranºijanu

(5.41).
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d) Modeli sa lagranºijanom oblika L(1)

U pitanju su kosmolo²ki minisuperprostorni modeli £iji se lagranºijan moºe svesti na

lagranºijan (5.34) dva dekuplovana harmonijska oscilatora jednakih frekvenci £ije se e-

nergije oduzimaju u hamiltonijanu sistema. Oni £ine do sada najbolje prou£enu klasu

dvooscilatornih modela u koju spada 6 tipova do sada otkrivenih kosmolo²kih modela

[86]. Mogu se podeliti u dve grupe. Jednu grupu £ine modeli sa kosmolo²kom konstantom

u dejstvu, a drugu modeli bez kosmolo²ke konstante.

Modeli sa kosmolo²kom konstantom:

i) Fridmanov model sa minimalno kuplovanim skalarnim poljem φ i kos-

molo²kom konstantom Λ

Metrika modela: ds2 = −dt2 +R2(t)(dr2 + r2dΩ2).

Dejstvo modela: S = 1
2k2

∫
MR
√
−g d4x+

∫
M

(
−1

2
(∇φ)2 − Λ

)√
−g d4x+ SY GH .

Ovo je, zapravo, malopre razmatrani model u primerima pod b) iz rada [83], ali ovaj

put za 3
4
Λ < 0. Lagranºijan modela, koji se dobija iz metrike i dejstva, se uz smene (5.52)

i (5.53) i sa 3
4
Λ < 0 svodi na

L = ẋ2
1 − ẋ2

2 −
3

4
|Λ| (x2

1 − x2
2), (5.64)

²to je lagranºijan oblika L(1).

ii) Fridmanov D = 4 + d dimenzionalni model sa kosmolo²kom konstantom

Λ i untra²njim d-dimenzionalnim prostorom

Metrika modela: ds2 = −dt2 + R2(t)(
1+ kr2

4

)2 (dr2 + r2dΩ2) + a2(t)g
(d)
ij dx

idxj.

Dejstvo modela: S = 1
2k2D

∫
M(R− 2Λ)

√
−g dDx+ SY GH .

Lagranºijan koji se dobija iz metrike i dejstva modela smenama navedenim u radovima

[87], [88] i [89] postaje

L = −4

(
d+ 2

d+ 3

){
ẋ2

1 − ẋ2
2 −

Λ

2

(
d+ 3

d+ 2

)(
x2

1 − x2
2

)}
. (5.65)

S obzirom na to da su jedna£ine kretanja invarijante u odnosu na mnoºenje L proizvoljnim

multiplikativnim faktorom, lagranºijan sistema je i

L = ẋ2
1 − ẋ2

2 −
Λ

2

(
d+ 3

d+ 2

)(
x2

1 − x2
2

)
= ẋ2

1 − ẋ2
2 − ω2x2

1 + ω2x2
2, (5.66)
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gde je ω2 = Λ
2

(
d+3
d+2

)
frekvenca oscilatorâ. L je dakle i ovde oblika (5.34).

iii) Vakuumski Kaluca-Klajn 4+1 dimenzionalni model sa kosmolo²kom

konstantom Λ

Metrika modela: ds2 = −dt2 + R2(t)dridri

(1+ kr2

4
)2

+ a2(t)dρ2.

Dejstvo modela: S =
∫
M(R− Λ)

√
−gdtd3rdρ.

Model se, izme�u ostalog, razmatra u radovima [90], [91], [92] i [93]. Primetimo da

metrika sada ima dva faktora skale R(t) i a(t). Lagranºijan modela je [92]

L =
1

2
RaṘ2 +

1

2
R2Ṙȧ− 1

2
kRa+

1

6
ΛR3a. (5.67)

Stavljaju¢i da je ω2 = −2Λ
3
(Λ < 0) i uvode¢i smene promenljivih [92]

u =
1√
8

[
R2 +Ra− 3k

Λ

]
, v =

1√
8

[
R2 −Ra− 3k

Λ

]
, (5.68)

lagranºijan (5.67) se svodi na oblik (5.34)

L =
1

2

[(
u̇2 − ω2u2

)
−
(
v̇2 − ω2v2

)]
. (5.69)

Modeli bez kosmolo²ke konstante (razmatrani u radovima [94] i [95]):

iv) Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem φ koje je konformno

kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds2 = 2G
3π

(
−Ñ2d2t+ a2(t)dΩ2

3(t)
)
.

Gustina lagranºijana materije: Lm = − 3
8πG

(
gµν∂µφ∂νφ+ 1

6
Rφ2

)
.

Uz Ñ = aN i smenu φ = b
a
, dejstvo materije je:

Sm =

∫
M
Lm
√
−gd4x =

1

2

∫ (
ḃ2

N2
− b2

)
N dt, (5.70)

dok je Ajn²tajn-Hilbertovo dejstvo bez kosmolo²ke konstante

S =
1

2

∫ (
− ȧ

2

N
+
ḃ2

N
−Nb2 +Na2

)
dt. (5.71)

Odavde je lagranºijan modela

L =
1

2

(
− ȧ

2

N
+
ḃ2

N
−Nb2 +Na2

)
, (5.72)
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dakle oblika (5.34).

v) Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem φ koje je minimalno

kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds2 = 2G
3π

(
−Ñ2d2t+ a2(t)dΩ2

3(t)
)
.

Gustina lagranºijana materije: Lm = − 3
8πG

gµν∂µφ∂νφ.

Ajn²tajn-Hilbertovo dejstvo, uz Λ = 0, je

S =
1

16πG

∫
M

(
(3)R+KikKik −K2

)√
−gd4x+

∫
M
Lm
√
−gd4x, (5.73)

i nakon zamene Lm, Ñ = aN , integracije i uvo�enja smena x = a cosh(φ), y = a sinh(φ),

a2 = x2 − y2, svodi se na isti oblik kao i u prethodnom primeru

S =
1

2

∫ (
− ẋ

2

N
+
ẏ2

N
−Ny2 +Nx2

)
dt, (5.74)

i daje lagranºijan tipa (5.34)

L =
1

2

(
− ẋ

2

N
+
ẏ2

N
−Ny2 +Nx2

)
. (5.75)

vi) Vakuumski Kantovski-Saks model

Lagranºijan i ovog minisuperprostornog kosmolo²kog modela moºe se pogodnim ko-

ordinatnim transformacijama svesti na lagranºijan tipa L(1). Ovaj model je pri tome od

posebnog interesa razmotriti jer je njegova dinamika difeomorfna dinamici unutra²njosti

�varc²ildove crne rupe. Analiza ove korespondencije, bazirana na radu Two-oscillator

Kantowski-Sachs model of the Schwarzschild black hole interior autora Ðor�evi¢a, Ne²i¢a

i Radovan£evi¢a [96], detaljno ¢e biti predstavljena u osmoj glavi disertacije.

Op²ta forma metrike modela je ve¢ data jedna£inom (5.3), no moºe se predstaviti i u

formi [41]

ds2 =
G

2π

(
−Ñ2(t)dt2 + b2

1(t)dχ2 + b2
2(t)dΩ2

2(t)
)
, χ ∈ (0, 2π). (5.76)

Uzima¢i u obzir da je u ovom slu£aju Lm = 0 i Λ = 0, dejstvo (4.12) za ovaj model je

S =
1

16πG

∫
M

(
(3)R+KikKik −K2

)√
−gd4x (5.77)

Nakon integracije u prethodnom izrazu, i smena b1 = x−y
x+y

, b2 = (x+y)2

2
i Ñ = (x + y)2N ′,

dobija se isti oblik dejstva, a zatim i lagranºijana kao i u prethodna dva slu£aja

L =
1

2

(
− ẋ

2

N ′
+
ẏ2

N ′
−N ′y2 +N ′x2

)
. (5.78)
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5.2.3 Klasi£na dejstva dvooscilatornih modela

Re²avaju¢i Ojler-Lagranºeve jedna£ine za lagranºijane svih tipova dvooscilatornih

kosmolo²kih modela (5.34)-(5.41), dobijaju se op²ti oblici kona£nih jedna£ina kretanja

po minisuperprostornim koordinatama x i y. Za �harmonijske� modele sa lagranºijanima

(5.34) i (5.35) op²ta re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina su harmonijska

x = A1 cos(ωt+B1), y = A2 cos(ωt+B2), (5.79)

kao i za lagranºijane (5.36) i (5.37)

x = A1 cos(ωxt+B1), y = A2 cos(ωyt+B2). (5.80)

Za lagranºijane (5.38) i (5.39) iz grupe �invertovanih harmonijskih� modela op²ta re²enja

Ojler-Lagranºevih jedna£ina su hipreboli£ka

x = A1 cosh(ωt+B1), y = A2 cosh(ωt+B2), (5.81)

kao i za (5.40) i (5.41)

x = A1 cosh(ωxt+B1), y = A2 cosh(ωyt+B2). (5.82)

Partikularna klasi£na re²enja dobijaju se odre�ivanjem integracionih konstanti A1, A2,

B1 i B2 za date po£etne uslove. Npr. za x(t′) = x′, x(t′′) = x′′, y(t′) = y′ i y(t′′) = y′′ iz

op²tih re²enja (5.79)-(5.82) dobijaju se slede¢a partikularna, redom:

x(t) = x′
sin(ω(t′′ − t))
sin(ω(t′′ − t′))

+ x′′
sin(ω(t− t′))
sin(ω(t′′ − t′))

,

y(t) = y′
sin(ω(t′′ − t))
sin(ω(t′′ − t′))

+ y′′
sin(ω(t− t′))
sin(ω(t′′ − t′))

, (5.83)

za modele sa lagranºijanima L(1) i L(2),

x(t) = x′
sin(ωx(t

′′ − t))
sin(ωx(t′′ − t′))

+ x′′
sin(ωx(t− t′))
sin(ωx(t′′ − t′))

,

y(t) = y′
sin(ωy(t

′′ − t))
sin(ωy(t′′ − t′))

+ y′′
sin(ωy(t− t′))
sin(ωy(t′′ − t′))

, (5.84)

za modele sa lagranºijanima L(3) i L(4),

x(t) = x′
sinh(ω(t′′ − t))
sinh(ω(t′′ − t′))

+ x′′
sinh(ω(t− t′))
sinh(ω(t′′ − t′))

,

y(t) = y′
sinh(ω(t′′ − t))
sinh(ω(t′′ − t′))

+ y′′
sinh(ω(t− t′))
sinh(ω(t′′ − t′))

, (5.85)

za modele sa L(5) i L(6),

x(t) = x′
sinh(ωx(t

′′ − t))
sinh(ωx(t′′ − t′))

+ x′′
sinh(ωx(t− t′))
sin(ωx(t′′ − t′))

,

y(t) = y′
sinh(ωy(t

′′ − t))
sinh(ωy(t′′ − t′))

+ y′′
sinh(ωy(t− t′))
sinh(ωy(t′′ − t′))

, (5.86)
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za modele sa kojima odgovaraju L(7) i L(8).

Zamenom (5.83) u L(1) i L(2), (5.84) u L(3) i L(4), (5.85) u L(5) i L(6), (5.86) u L(7) i L(8)

dobijaju se odgovaraju¢i klasi£ni lagranºijani Lcl(1),...,L
cl
(8). Njihova integracija po vremenu

u intervalu od t′ do t′′ daje klasi£na dejstva za dvooscilatorne modele u Lorencovom

regionu.

Tako se za �harmonijske� modele dobija da su klasi£na dejstva u Lorencovom regionu:

Scl(1) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(1) dt

= ω

[
x′′2 + x′2

tan(ωT )
− 2x′′x′

sin(ωT )

]
− ω

[
y′′2 + y′2

tan(ωT )
− 2y′′y′

sin(ωT )

]
, (5.87)

Scl(2) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(2) dt

= ω

[
x′′2 + x′2

tan(ωT )
− 2x′′x′

sin(ωT )

]
+ ω

[
y′′2 + y′2

tan(ωT )
− 2y′′y′

sin(ωT )

]
, (5.88)

Scl(3) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(3) dt

= ωx

[
x′′2 + x′2

tan(ωxT )
− 2x′′x′

sin(ωxT )

]
− ωy

[
y′′2 + y′2

tan(ωyT )
− 2y′′y′

sin(ωyT )

]
, (5.89)

Scl(4) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(4) dt

= ωx

[
x′′2 + x′2

tan(ωxT )
− 2x′′x′

sin(ωxT )

]
+ ωy

[
y′′2 + y′2

tan(ωyT )
− 2y′′y′

sin(ωyT )

]
, (5.90)

a za �invertovane harmonijske� modele:

Scl(5) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(5) dt

= ω

[
x′′2 + x′2

tanh(ωT )
− 2x′′x′

sinh(ωT )

]
− ω

[
y′′2 + y′2

tanh(ωT )
− 2y′′y′

sinh(ωT )

]
, (5.91)

Scl(6) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(6) dt

= ω

[
x′′2 + x′2

tanh(ωT )
− 2x′′x′

sinh(ωT )

]
+ ω

[
y′′2 + y′2

tanh(ωT )
− 2y′′y′

sinh(ωT )

]
, (5.92)

Scl(7) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(7) dt

= ωx

[
x′′2 + x′2

tanh(ωxT )
− 2x′′x′

sinh(ωxT )

]
−ωy

[
y′′2 + y′2

tanh(ωyT )
− 2y′′y′

sinh(ωyT )

]
, (5.93)
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Scl(8) (x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∫ t′′

t′
Lcl(8) dt

= ωx

[
x′′2 + x′2

tanh(ωxT )
− 2x′′x′

sinh(ωxT )

]
+ωy

[
y′′2 + y′2

tanh(ωyT )
− 2y′′y′

sinh(ωyT )

]
, (5.94)

gde je T = t′′ − t′.

5.2.4 Kanonski formalizam i Hamiltonov uslov

Impulsi konjugovani minisuperprostornim koordinatama x i y mogu se dobiti iz op²teg

izraza (5.29). Tako se za sve lagranºijane L(1),...,L(8), date sa (5.34)-(5.41), dobija da je

impuls konjugovan koordinati x istog oblika px = 2ẋ. �to se ti£e impulsa konjugovanog

koordinati y, za lagranºijane L(1), L(3), L(5) i L(7) on je py = −2ẏ, a za lagranºijane L(2),

L(4), L(6) i L(8) je py = 2ẏ.

Hamiltonijani se dobijaju iz (5.31), tako da su za dvooscilatorne modele sa lagranºi-

janima L(1),...,L(8) dati redom:

H(1) =

[
p2
x

4
+ ω2x2

]
−
[
p2
y

4
+ ω2y2

]
, (5.95)

H(2) =

[
p2
x

4
+ ω2x2

]
+

[
p2
y

4
+ ω2y2

]
, (5.96)

H(3) =

[
p2
x

4
+ ω2

xx
2

]
−
[
p2
y

4
+ ω2

yy
2

]
, (5.97)

H(4) =

[
p2
x

4
+ ω2

xx
2

]
+

[
p2
y

4
+ ω2

yy
2

]
, (5.98)

H(5) =

[
p2
x

4
− ω2x2

]
−
[
p2
y

4
− ω2y2

]
, (5.99)

H(6) =

[
p2
x

4
− ω2x2

]
+

[
p2
y

4
− ω2y2

]
, (5.100)

H(7) =

[
p2
x

4
− ω2

xx
2

]
−
[
p2
y

4
− ω2

yy
2

]
, (5.101)

H(8) =

[
p2
x

4
− ω2

xx
2

]
+

[
p2
y

4
− ω2

yy
2

]
. (5.102)

Sa druge strane, iz Hamiltonove formulacije Op²te teorije relativnosti (poglavlje 4.2)

sledi da za dati kosmolo²ki model mora biti zadovoljen Hamiltonov uslov (4.21). Ovaj

uslov, uz impulsni (4.22) i primarne uslove veza (4.17) i (4.18), prema (4.19), vodi zahtevu

da je H = 0 (²to se u literaturi tako�e zove Hamiltonovim uslovom). Nulta vrednost

hamiltonijana, jasno, interpretira se kao zahtev da ukupna energija sistema bude jednaka

nuli (tzv. uslov nulte energije). Sasvim generalno, Ajn²tajnova teorija gravitacije se moºe
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tretirati kao Dirakova teorija sistema sa vezama u kojoj je H = 0 upravo jedan od uslova

veza [53, 97].

U ovom slu£aju, dakle, ovaj uslov moraju da zadovoljavaju hamiltonijani svih osam

dvooscilatornih modela odnosno H(i) = 0 za i = 1, 2, ..., 8. Odmah se vidi da ovo

ograni£enje zapravo ukazuje da izme�u integracionih konstanti A1, A2, B1 i B2 iz op²tih

re²enja (5.79)-(5.82) za posmatrani dvooscilatorni model mora postojati odre�ena veza.

Tako npr. za model iz rada [96] sa lagranºijanom tipa L(1) se vidi da iz H(1) = 0 sledi

da su integracione konstante A1 i A2 iz op²teg re²enja (5.79) za ovaj model povezane na

slede¢i na£in: A1 = ±A2. Dakle, uslov nulte energije ograni£ava mogu¢e vrednosti inte-

gracionih konstanti u kona£nim jedna£inama kretanja za minisuperprostorne koordinate

posmatranog modela.

Sem toga, uslov nulte energije od svih dvooscilatornih modela izdvaja dve klase koje

£ine jednu grupu modela sa posebnim nazivom. Naime, s obzirom na to da je hamil-

tonijanom oscilatora zapravo data njegova energija, to se onda moºe re¢i da uslovi nulte

energije H(1) = 0 i H(3) = 0 za �harmonijske� modele sa lagranºijanima L(1) i L(3) re-

spektivno, zapravo ukazuju na £injenicu da su svaki od ova dva tipa modela predsta-

vljeni sistemom od dva linearna harmonijska oscilatora istih energija koje se oduzimaju

u hamiltonijanu sistema. Za dvooscilatorni sistem ovakvog tipa se kaºe da £ini jedan

oscillator-ghost-oscillator sistem [98] ili inde�nite oscillator sistem [99].

S obzirom na to da se unutra²njost �varc²ildove crne rupe moºe opisati jednim ovakvim

modelom (o £emu ¢e vi²e biti re£i u osmoj glavi disertacije) ispostavlja se vaºnim prou£a-

vanje dinamike oscillator-ghost-oscillator sistema. Za ove sisteme je, tako�e, karakteri-

sti£no veoma jednostavno re²avanje Viler-de Vitove jedna£ine prostom smenom koja raz-

dvaja promenljive (²to ¢e biti prezentovano u poglavlju 5.3).

5.2.5 Signaturna izmena

Ograni£enja koja na integracione konstante u kona£nim jedna£inama kretanja za

minisuperprostorne koordinate name¢e uslov nulte energije nisu i jedina mogu¢a. Razma-

tranje mogu¢nosti signaturne tranzicije iz, uobi£ajeno, Lorencovog u Euklidov region (ili

obrnuto) prostor-vremena moºe da nametne dodatne zahteve u zavisnosti od modela.

Ina£e, sama signaturna tranzicija podrazumeva, zapravo, promenu metrike tako da

ona, ako je bila lorencovskog tipa sa signaturom (−,+,+,+), nakon ove transforma-

cije postaje euklidska sa signaturom (+,+,+,+), ²to se o£igledno za kvadratne metri£ke

forme realizuje Vikovom rotacijom vremenske ose tj. sa t → −iτ . Kada su u pitanju

razmatrani dvooscilatorni kosmolo²ki modeli, kao ²to je ve¢ re£eno, sasvim formalno, pri

ovoj transformaciji lagranºijani �harmonijskih� modela prelaze u lagranºijane �inverto-

vanih harmonijskih� i obrnuto tj. L(1)
t→−iτ←−−→ L(5), L(2)

t→−iτ←−−→ L(6), L(3)
t→−iτ←−−→ L(7)
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i L(4)
t→−iτ←−−→ L(8). Odmah je jasno da signaturna tranzicija, indirektno (nakon izra£u-

navanja konkretnih izraza za dejstva za svaki lagranºijan u oba regiona), dovodi i do

prelaza izme�u odgovaraju¢ih klasi£nih dejstava tj. Scl(1) ↔ Scl(5), S
cl
(2) ↔ Scl(6), S

cl
(3) ↔ Scl(7) i

Scl(4) ↔ Scl(8) (ovaj poslednji slu£aj je prezentovan u radu [84]).

U poglavlju 4.4 je ukazano da je ova transformacija nuºna kako bi se mogli re²iti

odre�eni funkcionalni integrali, pa £ak i tada tek uz odre�ene grani£ne uslove kao ²to je bio

npr. Hartl-Hokingov. Ovaj uslov je, ina£e, formulisan upravo tako da prirodno odgovara

odre�ivanju talasne funkcije univerzuma u okviru formalizma integrala po trajektorijama

(²to naravno ne zna£i da se on ne moºe nametnuti i na re²enja iz kanonskog pristupa tj.

Viler-de Vitove jedna£ine).

Pored ovih matemati£kih implikacija koje ukazuju na vaºnost prou£avanja signaturne

tranzicije postoje i �zi£ki razlozi. Naime, kao ²to re£eno u poglavlju 2.1 i na po£etku glave

4, kvantna teorija gravitacije ukazuje da na Plankovoj skali klasi£an koncept merenja

i strukture prostor-vremena gubi simisao. Nasuprot tome, adeli£na kvantna mehanika

(poglavlje 3.2), pored toga ²to daje uspe²nu interpretaciju rezultata p-adi£ne kvantne

mehanike, u �zi£kom smislu bazira se upravo na ideji nearhimedovske strukture prostor-

-vremena Plankove skale, dok opet sa druge strane predvi�a i njegovu diskretnu strukturu.

Pored toga u uvodu je pomenuto da istraºivanja u okviru loop kvantne gravitacije [3]

ukazuju da se ova diskretizacija (implicirana i u okviru nekomutativnog pristupa) moºe

dovesti u vezu sa mehanizmom signaturne tranzicije u Hartl-Hokingovom pristupu [4, 5],

koja se tako�e pokazuje vaºnom i za prou£avanje ubrzane Hablove ekspanzije [6] i pojma

vremena [7].

Nakon prezentacije matemati£ke i �zi£ke relevantnosti razmatranja signaturne izmene

i njenog mehanizma, vra¢aju¢i se na po£etak, treba ponoviti da, kao ²to je ve¢ re£eno, ova

transformacija name¢e uslove koje moraju zadovoljavati re²enja Ojler-Lagranºevih jedna-

£ina po minisuperprostornim koordinatama i uop²te odre�uje mogu¢e vrednosti i drugih

parametara pri kojima se ovaj prelaz moºe desiti. Sami uslovi su odre�eni konkretnim

tipom modela koji se razmatra.

U daljem tekstu bi¢e naveden primer u okviru koga ¢e biti prezentovano kako uslov

nulte energije, signaturna izmena i jo² neki drugi zahtevi name¢u ograni£enja na vrednosti

ili predznake parametara modela.

U pomenutom radu [84] Ðor�evi¢a, Ne²i¢a i Radovan£evi¢a razmotreni su uslovi signa-

turne izmene posebno u standardnom, a posebno u p-adi£nom slu£aju za model razmatran

u delu 5.2.2 (pod c). Na ovom mestu bi¢e razmotren slu£aj signaturne tranzicije za

klasi£nu formu ovog modela. Uslovi koji odre�uju mogu¢nost signaturne izmene u p-

-adi£nom prostor-vremenu bi¢e predstavljeni u narednoj glavi disertacije. Koliko radi

podse¢anja, model u 5.2.2 (pod c) je ravan Fridmanov model sa skalarnim poljem φ i
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interakcionim potecijalom U(φ). U [100] se pokazuje da se ovaj potencijal moºe predstaviti

i u obliku

U(φ) = Λ +
1

2α2
m2 sinh2(αφ) +

1

2α2
b sinh(2αφ), (5.103)

odakle su kosmolo²ka konstanta Λ i masa m skalarnog polja, respektivno

Λ = U |φ=0 = a1/2α
2, (5.104)

m2 = ∂2U/∂φ2|φ=0 = a1 + a2, (5.105)

pri £emu su α, a1, a2 i b parametri uvedeni sa (5.58).

Ono ²to ovde treba re¢i jeste da se u radu [100] na po£etku navodi da je mogu¢nost

�−α2� isklju£ena uslovom nulte energije, £ime se ve¢ name¢e ograni£enje na jedan od

parametara teorije. Dodatna ograni£enja pri tome mogu biti postavljena i na paramatre

a1 i a2 u zavisnosti od o£ekivanog znaka i/ili mogu¢e vrednosti za Λ i m2.

Sa druge strane, lagranºijan modela (5.57) se odgovaraju¢im smenama promenljivih

(koje su date u delu 5.2.2 (pod c)) svodi na oblik (5.59), da bi se kona£no smenama

(5.60) sveo na lagranºijan dva dekuplovana harmonijska oscilatora razli£itih frekvenci:

L =
[
Q̇2

1 − ω2
+Q

2
1

]
+
[
Q̇2

2 − ω2
−Q

2
2

]
. Pri tome, same transformacije promenljivih name¢u na

a1, a2 i b dva uslova da bi ovo dekuplovanje bilo mogu¢e, naime da je: (a1+a2)2 > 4b2 > 0 i

b2 > s2
± > 0 (gde je s± = −1

2
(a1+a2)±1

2

√
(a1 + a2)2 − 4b2) [84]. Za ovaj oblik lagranºijana

Ojler-Lagranºeve jedna£ine su

Q̈1 + ω2
+Q1 = 0, (5.106)

Q̈2 + ω2
+Q2 = 0, (5.107)

pri £emu su frekvence date sa (5.62).

Sada dolazi na red i uslov nametnut mogu¢no²¢u realizacije signaturne tranzicije. U

radovima [100] i [84] se eksplicitno ukazuje da ¢e za ovaj model signaturni prelaz iz

Lorencovog regiona u Euklidov biti mogu¢ samo za trigonometrijsko re²enje od (5.106) i

(5.107) tj. za ω2
± > 0, a ²to prema prethodnom izrazu vodi novom zahtevu koga parametri

teorije moraju zadovoljavati: (a2 − a1) >
√

(a1 + a2)2 − 4b2.

U tom smislu, op²te re²enje od (5.106) i (5.107), za koje ¢e biti mogu¢a signaturna

tranzicija, je slede¢eg oblika

Q1 = C1 cos(ω+t+D1), Q2 = C2 cos(ω−t+D2). (5.108)

Pri signaturnoj izmeni L prelazi u oblik (5.63), L̄ =
[
Q̇2

1 + ω2
+Q

2
1

]
+
[
Q̇2

2 + ω2
−Q

2
2

]
, za

koga ¢e op²te re²enje Ojler-Lagranºevih jedna£ina biti

Q1 = C̄1 cosh(ω+τ + D̄1), Q2 = C̄2 cosh(ω−τ + D̄2). (5.109)
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Sa druge strane, u kontekstu kvantne kosmologije, pokazuje se da mehanizam signa-

turne tranzicije zahteva zadovoljavanje i uslova za²ivanja re²enja prema kome su: impulsna

polja realna u Lorencovom, a imaginarna u Rimanovom (Euklidovom) regionu i moraju

i²£eznuti/nestati na mestu spajanja tj. £vori²tu ovih oblasti [101, 102]. U konkretnom

slu£aju to zna£i da moraju biti zadovoljeni po£etni uslovi tipa Q̇1(0) = Q̇2(0) = 0 u

Lorencovom i Euklidovom regionu, odnosno i za re²enja (5.108) i za re²enja (5.109) [100].

Ovo povla£i da su integracione konstante D1 = D2 = D̄1 = D̄2 = 0. Dalje, s obzirom na

to da po£etni uslovi u Lorencovom regionu determini²u re²enja u oba regiona imamo da

je C1,2 = C̄1,2 [84].

Tako se na kraju dobija da se op²te re²enje u Lorencovom regionu moºe predstaviti u

obliku

Q1,2 = C1,2 cosh(iω±t), (5.110)

i prilikom t→ −iτ prelazi u odgovaraju¢e re²enje u Euklidovom regionu. To je, dakle, sa

matemati£kog aspekta posledica adekvatnih i sa druge strane �zi£ki opravdanih zahteva

koji su morali biti ispunjeni u ovom mehanizmu, a opet izraºeni kroz uslove koje su morali

zadovoljiti parametri u teoriji ovog kosmolo²kog modela.

Na sli£an na£in u standardnom (ne)komutativnom slu£aju se vr²i i analiza signaturne

tranzicije i op²tih uslova koje zadovoljavaju parametri drugih kosmolo²kih modela [90,

103, 104].

5.3 Standardna kvantizacija modelâ

U ovom delu bi¢e razmotrene standardne kvantne forme Milneovog i dvooscilatornih

kosmolo²kih modela. Kao ²to je ve¢ re£eno, u okviru kvantnog, talasnog, pristupa osno-

vni objekat je talasna funkcija koja sadrºi sve informacije kojima je opisano stanje po-

smatranog kvantnog sistema odnosno, u okviru kvantne kosmologije, kosmolo²kog modela.

U kvantnoj teoriji do nje se moºe do¢i na (najmanje) dva na£ina � naime, ili u okviru

kanonskog ili funkcionalnog kvantnog pristupa. S obzirom na ekvivalentnost formalizama

o£ekuje se da i dobijeni rezultati budu ekvivalentni. Stoga ¢e dalje razmatranje u ovom

delu biti ograni£eno samo na jedan pristup � kanonski.

U cilju odre�ivanja talasne funkcije nekog modela kanonski pristup podrazumeva re²a-

vanje osnovne jedna£ine kanonske kvantne kosmologije, Viler-de Vitove jedna£ine (4.30),

koja se dobija kvantizacijom Hamiltonovog uslova (4.21) i po svojoj formi predstavlja

analogon �redingerove jedna£ine u standardnoj kvantnoj mehanici (poglavlje 4.3).

Tako se u postupku kvantizacije, polaze¢i od hamiltonijana (5.32), za Milneov model

dobija slede¢a Viler-de Vitova jedna£ina[
∂2

∂Z2
− ∂2

∂Y 2
− ∂2

∂X2
+ 4Λ

]
Ψ(X, Y, Z) = 0. (5.111)
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Inicijalno prou£avanje ove jedna£ine Klajn-Gordonovog tipa sprovedeno je u radu [105].

Odsustvo egzaktne forme standardne talasne funkcije za Milneov model sa svojim speci-

�£nim topolo²kim karakteristikama jedna je od poslednjih prepreka njegovoj adelizaciji.

Polaze¢i od hamiltonijana (5.95)-(5.102), kvantizacijom Hamiltonovog uslova, dobijaju

se Viler-de Vitove jedna£ine dvooscilatornih modela sa lagranºijanima L(1),...,L(8) redom:[
−1

4

∂2

∂x2
+

1

4

∂2

∂y2
+ ω2x2 − ω2y2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.112)[

−1

4

∂2

∂x2
− 1

4

∂2

∂y2
+ ω2x2 + ω2y2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.113)[

−1

4

∂2

∂x2
+

1

4

∂2

∂y2
+ ω2

xx
2 − ω2

yy
2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.114)[

−1

4

∂2

∂x2
− 1

4

∂2

∂y2
+ ω2

xx
2 + ω2

yy
2

]
Ψ(x, y) = 0 (5.115)[

−1

4

∂2

∂x2
+

1

4

∂2

∂y2
− ω2x2 + ω2y2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.116)[

−1

4

∂2

∂x2
− 1

4

∂2

∂y2
− ω2x2 − ω2y2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.117)[

−1

4

∂2

∂x2
+

1

4

∂2

∂y2
− ω2

xx
2 + ω2

yy
2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.118)[

−1

4

∂2

∂x2
− 1

4

∂2

∂y2
− ω2

xx
2 − ω2

yy
2

]
Ψ(x, y) = 0. (5.119)

Njihovim re²avanjem odre�uju se talasne funkcije Ψ∞,1,...,Ψ∞,8 za svaki od modela u

realnom, standardnom, slu£aju.

Za potrebe kvantizacije unutra²njosti �varc²ildove crne rupe [96] od interesa su re²enja

Viler-de Vitove jedna£ine oscillator-ghost-oscillator sistemâ (ina£e, op²ta re²enja ove jedna-

£ine mogu se na¢i u [106]). U pitanju su jedna£ine (5.112) i (5.114) koje se mogu shvatiti

kao �redingerove jedna£ine dva dekuplovana kvantna linearna harmonijska oscilatora istih

energija koje se oduzimaju u hamiltonijanu sistema.

Jedna£ina (5.112) se moºe, uz manje transformacije, napisati i na slede¢i na£in[
− ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ ω̃2(x2 − y2)

]
Ψ(x, y) = 0, (5.120)

gde je ω̃ = 2ω. Metodom razdvajanja promenljivih, stavljaju¢i da je Ψn1,n2(x, y) =

µn1(x)τn2(y), dobijaju se svojstvena stanja [107, 108]

Ψn1,n2(x, y) = µn1(x)τn2(y)

=

(
ω̃

π

) 1
4

[
Hn1(

√
ω̃x)√

2n1n1!

]
e−

ω̃x2

2

(
ω̃

π

) 1
4

[
Hn2(

√
ω̃y)√

2n2n2!

]
e−

ω̃y2

2 , (5.121)
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gde su n1, n2 ∈ N0 kvantni brojevi svojstvenih stanja dva dekuplovana oscilatora. Stanja

(5.121) zadovoljavaju normalizacioni uslov∫∫
Ψn1,n2(x, y)Ψm1,m2(x, y) dx dy = δn1,m1δn2,m2 , (5.122)

koji, zapravo, sledi iz normalizacionog uslova Hermitovih polinoma∫ ∞
−∞

e−x
2

Hn(x)Hm(x) dx = 2n
√
πn!δnm. (5.123)

Sa druge strane, sa Ψn1,n2 = |n1, n2〉 iz (4.30) je

Ĥ |n1, n2〉 = (n1 − n2) |n1, n2〉 = 0, (5.124)

odakle sledi da je: n1 = n2 = n.

Op²te re²enje Viler-de Vitove jedna£ine (5.120) ¢e biti superpozicija svojstvenih stanja

(5.121) za sve vrednosti kvantnog broja n1 = n2 = n ∈ N0 [107, 108]

Ψ(x, y)=
∞∑
n=0

CnΨn,n(x, y)=

(
ω̃

π

) 1
2
∞∑
n=0

Cn
2nn!

e−
ω̃
2

(x2+y2)Hn(
√
ω̃x)Hn(

√
ω̃y), (5.125)

²to se, kao ²to ¢e biti pokazano u osmoj glavi disertacije, moºe interpretirati, u okviru

standardnog kvantnog pristupa, kao talasna funkcija �varc²ildove crne rupe prezentovane

preko Kantovski-Saks minisuperprostornog kosmolo²kog modela [96].

Viler-de Vitova jedna£ina (5.114) odgovara oscillator-ghost-oscillator sistemu sa razli-

£itim frekvencama. Ovaj model je prezentovan u 5.2.2 (pod a), a njegova dinamika i

re²enje Viler-de Vitove jedna£ine u radu [82]. Postupak je sli£an kao i u prethodnom

slu£aju. Najpre, jedna£ina (5.114) se moºe napisati u slede¢oj formi[
− ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ ω̃2

xx
2 − ω̃2

yy
2

]
Ψ(x, y) = 0, (5.126)

gde je ω̃x,y = 2ωx,y. I opet, uvo�enjem smene Ψn1,n2(x, y) = µn1(x)τn2(y) koja razdvaja

promenljive svojstvena stanja su [82]

Ψn1,n2(x, y) = µn1(x)τn2(y)

=

(
ω̃x
π

) 1
4
[
Hn1(

√
ω̃xx)√

2n1n1!

]
e−

ω̃xx
2

2

(
ω̃y
π

) 1
4

[
Hn2(

√
ω̃yy)

√
2n2n2!

]
e−

ω̃yy
2

2 , (5.127)

gde su n1, n2 ∈ N0. Ova stanja, tako�e, zadovoljavaju normalizacioni uslov (5.122). Iz

(4.30) ovde se dobija da vaºi

(n1 + 1/2)ω̃x = (n2 + 1/2)ω̃y, n1, n2 ∈ N0. (5.128)

Op²te re²enje ¢e sada biti [82]

Ψ(x, y) =
∑
n1,n2

′
An1,n2Ψn1,n2(x, y), (5.129)
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pri £emu znak prim na sumi ukazuje da se sabiranje vr²i samo po onim vrednostima n1 i

n2 koje zadovoljavaju uslov (5.128). Koe�cijenti An1,n2 su dati sa [109]

An1,n2√
2n2n2!

=

(
π

ω̃y

)1/4
(n2/2)!cn1

(−1)n2/2n2!
, (5.130)

gde je

cn = e−1/4|χ0|2 χn0√
2nn!

. (5.131)

χ0 se zove parametar klasi£no-kvantne korespondencije i ra£una se na slede¢i na£in [82]

χ0 =

√
ω̃x
ω̃y
x(0)eiθ0 , (5.132)

pri £emu je x(0) vrednost za t = 0 klasi£nog re²enja po x Ojler-Lagranºevih jedna£ina

ovog sistema opisanog sa L(3). Re²enja u op²tem obliku za ovaj model su data sa (5.80).

U radu [82] ova re²enja su data kao

x(t) = x(0) cos(ω̃xt− θ0), y(t) = y(0) sin(ω̃yt). (5.133)
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6 p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Kao ²to je ve¢ re£eno, razmatranje kosmosa kao celine u okviru Op²te teorije rela-

tivnosti dovelo je do zasnivanja kosmologije kao posebne nau£ne discipline. Sa druge

strane, njena predvi�anja i opservabilni dokazi ukazali su na potrebu formulisanja kvantne

teorije gravitacije £ije su, pored ostalih, dve predikcije bile nearhimedova i diskretna

struktura prostor-vremena na Plankovoj skali. Ove £injenice pruºile su dobar �zi£ki osnov

kako za zasnivanje p-adi£ne i adeli£ne kvantne mehanike tako i za njihovu primenu na

razli£ite kosmolo²ke modele. To je vodilo razvoju p-adi£ne i adeli£ne kvantne kosmologije

[110] kao generalizacije standardne kvantne kosmologije nastale iz primene kvantne teorije

gravitacije na opis ranih faza razvoja univerzuma.

p-Adi£na i adeli£na kosmologija, po analogiji i iz istih razloga kao i p-adi£na i adeli£na

kvantna mehanika, su se razvijale na bazi formalizma integrala po trajektorijama. U ovom

formalizmu je, prema re£enom u poglavlju 4.4, od interesa razmatrati amplitudu prelaza

vasione (4.32) jednog u drugo stanje. Njena p-adi£na generalizacija ima oblik

〈h′′ik,Φ′′,Σ′′|h′ik,Φ′,Σ′〉p =

∫
χp(−Sp(gµν ,Φ))D(gµν)p D(Φ)p. (6.1)

I sli£no, odgovaraju¢i p-adi£ni analogoni standardnog minisuperprostornog propagatora

(5.4) i njegovog jezgra (5.5) bi¢e respektivno〈
qα′′|qα′

〉
p

=

∫
Kp
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
dN, (6.2)

Kp
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
=

∫
χp (−Sp(qα, N))Dqα. (6.3)

Kvantno-p-adi£ni i adeli£ni opis kosmolo²kih modela, zasnovan na funkcionalnom pri-

stupu, razvijao se u dva pravca. Prvi podrazumeva odre�ivanje p-adi£ne talasne funkcije

vasione koja zadovoljava p-adi£no uop²tenje Hartl-Hokingovog grani£nog uslova [111, 112,

113, 114]. U okviru ovog pristupa za razli£ite kosmolo²ke modele dobijaju se tzv. p-adi£ne

Hartl-Hokingove talasne funkcije kao re²enja p-adi£nih integrala oblika

ΨHH
p (qα) =

∫
|N |p≤1

Kp(qα, N ; 0, 0) dN. (6.4)

U slede¢em koraku za dati kosmolo²ki model potrebno je odrediti adeli£nu talasnu funkciju

univerzuma [112]

Ψ(adel.)(hij) = Ψ∞(hij)×
∏
p

∫
χp(−Sp(gµν ,Φ))D(gµν)p D(Φ)p

=
∏
v

∫
χv(−Sv(gµν ,Φ))D(gµν)v D(Φ)v, (6.5)
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gde je

Ψ∞(hij) =

∫
χ∞(−S∞(gµν ,Φ))D(gµν)∞ D(Φ)∞, (6.6)

talasna funkcija vasione u standardnoj kosmologiji, uz potreban uslov postojanja vaku-

umskih p-adi£nih stanja Ω(|qα|p) koja zadovoljavaju zahtev∫
|qα′|≤1

Kp
(
qα′′, N ; qα′, 0

)
dqα′ = Ω(|qα′′|p), (6.7)

za sve osim moºda za kona£no mnogo prostih brojeva p. Tretman kosmolo²kih modela

u okviru ovog pristupa [41, 111, 112, 113, 114, 115, 116] dao je odgovaraju¢e rezultate

samo za neke modele, dok je za druge pokazano da se njihova p-adi£na Hartl-Hokingova

talasna funkcija ne moºe svesti na Ω funkciju. Prema prethodnom, to zna£i da se za te

modele ne moºe konstruisati adeli£na talasna funkcija te se, stoga, na standardan na£in

ne moºe izvr²iti njihovo uop²tavanje odnosno adelizacija. Ovo navodi na pretpostavku

da Hartl-Hokingov grani£ni uslov nije dovoljno �dobar� za adeli£nu generalizaciju. Ovde

treba pomenuti i £injenicu da Hartl-Hokingov grani£ni uslov nije jedini koji se koristi u

kvantnoj kosmologiji za odre�ivanje talasne funkcije vasione (kao ²to smo ve¢ rekli postoji

npr. i Vilenkinov), pa, prema tome, ne mora da zna£i da poku²aj adelizacije nema smisla

ako se svi modeli ne mogu adelizirati na ovaj na£in.

Drugi pravac razvoja p-adi£nog i adeli£nog opisa kosmolo²kih modela, koji je tako�e

zasnovan na funkcionalnom formalizmu, podrazumeva da se u okviru p-adi£ne kvantne

mehanike, za posmatrane kosmolo²ke modele, odrede i ispitaju uslovi za egzistenciju vaku-

umskih p-adi£nih stanja Ω(|x|p), Ω(pν |x|p) i δ(pν−|x|p), a pre svih osnovnog vakuumskog

stanja Ω(|x|p) £ije je postojanje nuºno u smislu adelizacije.

U disertaciji ¢e biti predstavljen ovaj drugi pristup p-adi£noj kosmologiji Milneovog

modela kao i dvooscilatornih kosmolo²kih modela.

6.1 p-Adi£ni i adeli£ni Milneov model

U ovom poglavlju bi¢e odre�eni uslovi egzistencije vakuumskih p-adi£nih stanja

Ω(|X|p), Ω(pν |X|p) i δ(pν − |X|p) za Milneov kosmolo²ki model. p-Adi£no dejstvo ovog

modela, prema re£enom na kraju poglavlja 3.1, ima¢e formalno isti oblik kao i u klasi£nom

slu£aju (5.24), ali sa promenljivima iz polja Qp. Sa druge strane, s obzirom na o£iglednu

kvadrati£nu formu dejstva (5.24), a samim tim i p-adi£nog, odgovaraju¢i oblik p-adi£nog

propagatora ¢e biti dat izrazom (3.15). Konkretno za ovaj model (uz h = 1) [75]

K(µ)
p (X ′′µ, T ;X ′µ, 0) =

λp((−1)δ
µ
0 2T )

|T |1/2p

χp

(
−(−1)δ

µ
0

(X ′′µ−X ′µ)2

2T
+(−1)δ

µ
0 2ΛT

)
, (6.8)

pri £emu µ uzima vrednosti 0, 1 i 2, ²to daje vrednosti p-adi£nog propagatora K(µ)
p za Z,

X i Y komponentu p-adi£nog dejstva respektivno. Tada ¢e kompletan p-adi£ni propagator
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biti

Kp(X ′′, T ;X ′, 0) =
2∏

µ=0

K(µ)
p (X ′′µ, T ;X ′µ, 0), (6.9)

gde su sa leve strane u zagradi sa X ozna£eni 3-vektori Minkovskog £iji je kvadrat X2 =

−(X0)2 + (X1)2 + (X2)2.

Uslovi egzistencije osnovnog vakuumskog stanja Ω(|X|p), prema (3.18), bi¢e odre�eni

iz ∫
Q3
p

Kp(X ′′, T ;X ′, 0)Ω(|X ′|p) dX ′ = Ω(|X ′′|p), (6.10)

gde je za 3-vektor X ∈ Q3
p p-adi£na norma |X|p = max0≤µ≤2 {|X|p}. Zamenom (6.8) u

(6.9), a potom (6.9) u (6.10) se dobija

λp(2T )

|T |3/2p

χp

(
−X

′′2

2T
+ 2ΛT

)∫
|X′0|p≤1

χp

(
(X ′0)2

2T
− X ′′0

T
X ′0
)
dX ′0

×
2∏
i=1

∫
|X′i|p≤1

χp

(
(X ′i)2

2T
− X ′′i

T
X ′i
)
dX ′i = Ω(|X ′′|p). (6.11)

Integrali u prethodnom izrazu su Gausovi p-adi£ni integrali oblika (2.43) za p 6= 2 i γ = 0.

Koriste¢i donju granu re²enja integrala (2.43) dobija se da je

χp(2ΛT )
2∏

µ=0

Ω(|X ′′µ|p) = Ω(|X ′′|p), |T |p < 1. (6.12)

Zahtev
∏2

µ=0 Ω(|X ′′µ|p) = Ω(|X ′′|p), implicira

|2ΛT |p ≤ 1, |T |p < 1, (6.13)

²to za p 6= 2 povla£i uslov |Λ|p ≤ 1.

Koriste¢i gornju granu re²enja u (2.43) dobija se

λp(2T )

|T |3/2p

χp

(
−X

′′2

2T
+ 2ΛT

) 2∏
µ=0

Ω

(∣∣∣∣X ′′µT
∣∣∣∣
p

)
= Ω(|X ′′|p), |2T |p ≥ 1. (6.14)

Tako, model ima osnovno vakuumsko p-adi£no stanje za p 6= 2

Ψp(X,T ) = Ω(|X|p), |Λ|p ≤ 1, |T |p = 1. (6.15)

Na sli£an na£in moºe se pokazati egzistencija i vakuumskih stanja oblika Ω(pν |X|p) i
δ(pν − |X|p) za ν ∈ Z. Naime, prema (3.19) i (3.20) stanja ovog oblika u prostoru Q3

p

zadovoljavaju respektivno∫
Q3
p

Kp(X ′′, T ;X ′, 0)Ω(pν |X ′|p) dX ′ = Ω(pν |X ′′|p), (6.16)
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∫
Q3
p

Kp(X ′′, T ;X ′, 0)δ(pν − |X ′|p) dX ′ = δ(pν − |X ′′|p). (6.17)

Zamenom (6.8) u (6.9), a potom (6.9) u (6.16) i (6.17) dobija se, nakon sli£ne procedure

integracije, da je

Ψp(X,T ) = Ω(pν |X|p), |Λ|p ≤ p2ν , |T |p = p−2ν , (6.18)

Ψp(X,T ) = δ(pν − |X|p), |Λ|p ≤ p2−2ν , |T |p = p2ν−2. (6.19)

U nastavku ¢e biti odre�eni uslovi egzistencije istih vakuumskih stanja za p = 2.

Zamenom (6.8) u (6.9) a potom i (6.9) u (6.10) dobija se da, za p = 2, osnovno vakuumsko

stanje Ω(|X|2) zadovoljava

λ2(2T )

|T |3/22

χ2

(
−X

′′2

2T
+ 2ΛT

)∫
|X′0|2≤1

χ2

(
(X ′0)2

2T
− X ′′0

T
X ′0
)
dX ′0

×
2∏
i=1

∫
|X′i|2≤1

χ2

(
−(X ′i)2

2T
+
X ′′i

T
X ′i
)
dX ′i = Ω(|X ′′|2). (6.20)

Integrali su i ovde Gausovog tipa, no za slu£aj p = 2 (i γ = 0) njihova re²enja su data sa

(2.44) odakle se vidi da ¢e integrali ovog tipa imati £etiri grane re²enja. Drugim re£ima,

za stanje Ω(|X|2) ¢e postojati £etiri mogu¢a re²enja prethodnog izraza. Poslednja grana

u (2.44) daje isti kona£ni oblik kao i u (6.12) ali uz uslov (koji sledi iz uslova egzistencije

re²enja donje grane iz (2.44)) da je |T |2 ≤ 1
4
. Sa druge strane, isti zahtev (kao i u slu£aju

p 6= 2) da je
∏2

µ=0 Ω(|X ′′µ|2) = Ω(|X ′′|2) implicira |Λ|2|T |2 ≤ 2 . Dalje pretpostavljaju¢i

re²enja integrala u (6.20) kao u pretposlednjoj grani (2.44) dobija se da je

χ2(2ΛT )
2∏

µ=0

Ω

(∣∣∣∣X ′′µT
∣∣∣∣
2

)
= Ω(|X ′′|2), |T |2 =

1

2
. (6.21)

Zahtev da integrali u (6.20) imaju oblik kao integrali u drugoj grani re²enja (2.44) vodi

uslovu |T |2 = 1. Prva grana u (2.44) na egzistenciju osnovnog vakuumskog stanja Ω(|X|2)

name¢e uslov |T |2 ≥ 2.

Na sli£an na£in zamenom (6.8) u (6.9), a potom (6.9) u (6.16) odnosno u (6.17), za

p = 2 se mogu odrediti uslovi egzistencije vakuumskih stanja Ω(2ν |X|2) i δ(2ν − |X|2)

respektivno (pri £emu je i ovde ν ∈ Z). Tako se pokazuje da stanje Ω(2ν |X|2) moºe

postojati za slede¢e vrednosti parametra T : |T |2 ≤ 2−2ν−2, |T |2 = 2−2ν−1, |T |2 = 2−2ν i

za |T |2 ≥ 2−2ν+1, a vakuumsko stanje tipa delta funkcije za |T |2 ≤ 22ν−3 [75].

Detalji prethodnog ra£una i odre�ivanja uslova za egzistenciju p-adi£nih vakuumskih

stanja Milneovog modela predstavljeni su u radu [75]. �to se ti£e adelizacije modela,

op²ti oblik adeli£ne talasne funkcije dat je formulom (3.21). U prethodnom razmatranju

je pokazano da vakuumska p-adi£na stanja oblika Ω(|X|p) za ovaj model postoje, me�u-

tim, kao ²to je re£eno u poglavlju 5.3, talasna funkcija Milneovog modela u standardnoj
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kvantnoj kosmologiji jo² uvek nije egzaktno odre�ena ²to za sada predstavlja prepreku

njegovoj adelizaciji.

6.2 p-Adi£ni i adeli£ni dvooscilatorni kosmolo²ki modeli

U ovom delu bi¢e razmotrene p-adi£ne forme dvooscilatornih kosmolo²kih modela

i mogu¢nost njihove adelizacije. U tom cilju tako�e ¢e biti ispitani uslovi postojanja

vakuumskih p-adi£nih stanja za ove modele. I ovde, a prema izloºenom na kraju poglavlja

3.1, moºe se konstatovati da ¢e za ove kosmolo²ke modele lagranºijani (5.34)-(5.41), op²te

jedna£ine kretanja (5.79)-(5.82) i klasi£na dejstva (5.87)-(5.94) imati formalno isti oblik i u

p-adi£nom slu£aju ali sa promenljivima iz polja Qp, pri £emu su p-adi£ne trigonometrijske i

hiperboli£ke funkcije (sinx, tanx, sinhx i tanhx), koje se javljaju u p-adi£nim dejstvima,

de�nisane redovima istog oblika kao i u realnom slu£aju i £iji je domen analiti£nosti

Gp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ |2p|p} [1]. S obzirom na kvadrati£nost izraza za klasi£na dejstva

(5.87)-(5.94), jasno je da ¢e izrazi iste forme biti kvadrati£ni i nad poljem Qp. To dalje

zna£i da se p-adi£ni propagator moºe odrediti kori²¢enjem op²teg izraza (3.17) za p-adi-

£no jezgro dvodimenzionalnih sistema sa kvadrati£nim p-adi£nim dejstvom. Konkretno i

pojedina£no, po tipovima dvooscilatornih modela £iji su klasi£ni lagranºijani L(1),...,L(8),

p-adi£ni propagatori imaju oblik, respektivno (uz h = 1):

za �harmonijske� dvooscilatorne modele:

Kp(1)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(1)), (6.22)

Kp(2)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) = λp

(
ω

sin(ωT )

)
λp

(
ω

sin(ωT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(2)), (6.23)

Kp(3)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) = λp

(
ωx

sin(ωxT )

)
λp

(
− ωy

sin(ωyT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(3)), (6.24)

Kp(4)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) = λp

(
ωx

sin(ωxT )

)
λp

(
ωy

sin(ωyT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(4)). (6.25)

za �invertovane harmonijske� dvooscilatorne modele:

Kp(5)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =

∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(5)), (6.26)

Kp(6)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) = λp

(
ω

sinh(ωT )

)
λp

(
ω

sinh(ωT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(6)), (6.27)

Kp(7)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =λp

(
ωx

sinh(ωxT )

)
λp

(
− ωy

sinh(ωyT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(7)), (6.28)

Kp(8)(x
′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) =λp

(
ωx

sinh(ωxT )

)
λp

(
ωy

sinh(ωyT )

) ∣∣∣∣ 2

T

∣∣∣∣
p

χp(−Sclp(8)), (6.29)
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gde su Sclp(1),...,S
cl
p(8) klasi£na p-adi£na dejstva koja su po formi identi£na sa realnim

klasi£nim dejstvima Scl(1),...,S
cl
(8) datim sa (5.87)-(5.94) respektivno.

Najpre, kada su u pitanju vakuumska p-adi£na stanja oblika Ω(|x|p)Ω(|y|p), ona ovde

zadovoljavaju∫
|x′|p≤1

∫
|y′|p≤1

Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) dx′ dy′ = Ω(|x′′|p)Ω(|y′′|p), (6.30)

²to je uop²tenje izraza (3.18) na dvodimenzionalni slu£aj. U ovom izrazu potrebno je

zameniti Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) sa p-adi£nim propagatorima (6.22)-(6.29). Prema obliku

(6.22)-(6.29) jasno je da ¢e integrali u (6.30) biti Gausovog tipa i da ¢e se re²avati sli£no

kao i u slu£aju kod Milneovog modela tj. prema formulama (2.43) ili (2.44) u zavisnosti

od toga da li je p 6= 2 ili je p = 2 respektivno.

Generalno, i za p 6= 2 i za p = 2, egzistencija osnovnog vakuumskog stanja bi¢e

odre�ena sa, najmanje, dva uslova. Najpre, uslovom analiti£nosti p-adi£nih funkcija koje

se pojavljuju u propagatorima (6.22)-(6.29). Ovaj uslov podrazumeva da njihov argument,

u op²tem obliku, ωT (²to ¢e i konkretno biti argument za sve p-adi£ne funkcije u propaga-

torima za modele sa oscilatorima istih frekvenci, dok ¢e za modele sa oscilatorima razli£itih

frekvenci on biti oblika ω±T ) pripada oblasti konvergencije p-adi£nih trigonometrijskih ili

hiperboli£kih funkcija, odnosno skupu Gp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ |2p|p}. U ovom slu£aju

to zna£i da je |ωT |p ≤ |2p|p, ²to se za p 6= 2 svodi na |ωT |p ≤ 1
p
dok za p = 2 postaje

|ωT |2 ≤ 1
4
. Ovaj uslov je zajedni£ki za sve dvooscilatorne modele i razli£it samo po

kona£noj formi za slu£ajeve p 6= 2 i p = 2.

Drugi uslov je uslov egzistencije date grane re²enja u integralima (2.43) ili (2.44). Tako

za p 6= 2 iz (2.43) vidimo da imamo dve mogu¢nosti |α|pp2γ ≤ 1 i |α|pp2γ > 1, dok za

p = 2 iz (2.44) slede £etiri mogu¢nosti |α|222γ ≤ 1, |α|222γ = 2, |α|222γ = 4 i |α|222γ ≥ 8.

Ovaj uslov, dakle, name¢e ograni£enja na vrednosti parametra α koji se javlja u kara-

kteru χp(αx2 +βx), tj. integrandu Gausovih integrala, i zapravo je koe�cijent uz kvadrat

promenljive po kojoj se vr²i p-adi£na integracija. Kako ¢e, prema (6.22)-(6.29), karakter

u integrandu imati formu χp(−Sclp ), lako se vidi da je za sve �harmonijske� dvooscilatorne

modele parametar α u op²tem slu£aju oblika α = ± ω
tan(ωT )

, odnosno oblika α = ± ω
tanh(ωT )

za �invertovane harmonijske� modele. Imaju¢i u vidu osobine p-adi£ne norme [1], za p 6= 2,

za oba tipa modela dobija se da je |α|p = 1
|T |p .

Pri tome se lako proverava da se za p 6= 2, uz |α|p = 1
|T |p i γ = 0, uslovi |α|pp2γ ≤ 1

i |α|pp2γ > 1 respektivno svode na |T |p ≥ 1 i |T |p < 1. Ovi uslovi, zajedno sa uslovom

analiti£nosti (za p 6= 2) |ωT |p ≤ 1
p
, ograni£avaju mogu¢e vrednosti frekvence oscilatora ω.

Za p = 2 uslov analiti£nosti glasi |ωT |2 ≤ 1
4
, dok uslovi egzistencije grana re²enja

u (2.44) integralâ u (6.30) tj. |α|222γ ≤ 1, |α|222γ = 2, |α|222γ = 4 i |α|222γ ≥ 8, za

|α|p = 1
|T |p i γ = 0, daju redom |T |2 ≥ 1, |T |2 = 1

2
, |T |2 = 1

4
i |T |2 ≤ 1

8
. Ovo ¢e opet, kao i
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u prethodnom slu£aju, za svaku pojedina£nu granu integracije nametnuti speci�£an uslov

tj. ograni£enje na ω.

Dakle, i za p 6= 2 i za p = 2, op²ti uslov egzistenicije osnovnog vakuumskog stanja

Ω(|x|p)Ω(|y|p) za sve dvooscilatorne modele ¢e biti uslov analiti£nosti p-adi£nih funkcija, u

op²tem obliku |ωT |p ≤ |2p|p. Pri tome, u prethodnoj analizi razmatrani su samo slu£ajevi

u kojima se svi Gausovi integrali u (6.30) u svakom konkretnom slu£aju re²avaju duº iste

grane re²enja u (2.43) ili (2.44). Ovo je opravdano jer bi integracija u (6.30) pri kojoj bi

se vrednost jednog integrala (koji odgovara jednoj promenljivoj tj. oscilatoru) odre�ivala

po jednoj grani, a vrednost drugog integrala (koji odgovara drugom oscilatoru) po (nekoj)

drugoj grani u (2.43) ili (2.44) nametala kontradiktorna ograni£enja na T .

Kada su u pitanju vakuumska stanja tipa Ω(pν |x|p)Ω(pµ|y|p), ona zadovoljavaju slede¢e
dvodimenzionalno uop²tenje uslova (3.19)∫

|x′|p≤p−ν

∫
|y′|p≤p−µ

Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) dx′ dy′ = Ω(pν |x′′|p)Ω(pµ|y′′|p). (6.31)

Integrali u (6.31) nakon zamene Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) sa (6.22)-(6.29) postaju Gausovi
integrali tipa (2.43) ili (2.44) ve¢ u zavisnosti od toga da li je p 6= 2 ili p = 2 respektivno,

sa tom razlikom u odnosu na prethodni slu£aj ²to je ovde γ 6= 0.

Jasno je da i sada uslov analiti£nosti |ωT |p ≤ |2p|p funkcija u p-adi£nim propagatorima

mora biti zadovoljen za sve modele. Sa druge strane, ostali uslovi se dobijaju ve¢ u

zavisnosti od toga da li je p 6= 2 ili nije i koja se grana integracije u (2.43) odnosno (2.44)

koristi. Imaju¢i u vidu da je i ovde α = ± ω
tan(ωT )

za �harmonijske� modele, odnosno

α = ± ω
tanh(ωT )

za �invertovane harmonijske� modele, za p 6= 2, uslov integracije po drugoj

grani u (2.43) |α|pp2γ > 1 se svodi na |T |p < p−2ν,µ, dok se uslov integracije po prvoj

grani |α|pp2γ ≤ 1 svodi na |T |p ≥ p−2ν,µ. Za slu£aj da je p = 2 integracija u (6.31) se vr²i

prema (2.44). Tada opet, s obzirom na postojanje £etiri mogu¢e grane integracije, postoje

i £etiri uslova: |α|222γ ≤ 1, |α|222γ = 2, |α|222γ = 4 i |α|222γ ≥ 8, koji se u ovom slu£aju

respektivno svode na: |T |2 ≥ 2−2ν,µ, |T |2 = 2−2ν,µ−1, |T |2 = 2−2ν,µ−2 i |T |2 ≤ 2−2ν,µ−3.

Kako je |ωT |p ≤ |2p|p, jasno je da ovi speci�£ni uslovi za T (za p 6= 2 i za p = 2),

kao i u prethodnom slu£aju, name¢u odgovaraju¢a ograni£enja na ω. Uslov analiti£nosti

|ωT |p ≤ |2p|p je, dakle, i ovde op²ti uslov egzistencije.

Prema tome, moºe se konstatovati da svi dvooscilatorni kosmolo²ki modeli, uz op²ti

uslov |ωT |p ≤ |2p|p (tj. da su p-adi£ne funkcije u propagatorima (6.22)-(6.29) analiti£ke),

imaju vakuumska p-adi£na stanja oblika

Ψ(ν,µ)
p (x, y) = Ω(pν |x|p)Ω(pµ|y|p), za ν, µ = 0,±1,±2, ... (6.32)

Vakuumsko stanje tipa delta funkcije δ(pν−|x|p)δ(pµ−|y|p), prema (3.20), zadovoljava∫
|x′|p=pν

∫
|y′|p=pµ

Kp(x′′, y′′, t′′;x′, y′, t′) dx′ dy′ = δ(pν − |x′′|p)δ(pµ − |y′′|p). (6.33)
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Zamenom p-adi£nih propagatora (6.22)-(6.29) u prethodnom izrazu dobijaju se inte-

grali tipa (2.41) koji ¢e imati nenulto re²enje ako budu ispunjena dva uslova |4α|p ≥ p2−2ν,µ

i
∣∣ β

2α

∣∣
p

= pν,µ.

Parametar α uzima i ovde iste vrednosti kao i u prethodna dva slu£aja. Dalje se, iz

oblika karaktera χp(αx2 + βx), vidi da je β koe�cijent u linearnom delu argumenta ove

funkcije. Kako je χp(αx2 + βx) = χp(−Sclp ) lako se vidi da je u op²tem obliku β = 2x′′ω
sin(ωT )

(ili β = 2y′′ω
sin(ωT )

) za �harmonijske� modele i β = 2x′′ω
sinh(ωT )

(ili β = 2y′′ω
sinh(ωT )

) za �invertovane�

harmonijske modele. Nije te²ko proveriti da je tada
∣∣ β

2α

∣∣
p

= |x′′|p (ili
∣∣ β

2α

∣∣
p

= |y′′|p).
Iz prvog uslova, za p 6= 2, dobija se da je |T |p ≤ p2ν,µ−2 dok je za p = 2, |T |2 ≤ 22ν,µ−4.

Iz drugog uslova (bez obzira da li je p 6= 2 ili p = 2) je |x′′|p = pν (ili |y′′|p = pµ), ²to je

identi£no zahtevu nenulte vrednosti delta funkcije δ(pν − |x′′|p) (odnosno δ(pµ − |y′′|p)).
Prema tome, svi dvooscilatorni kosmolo²ki modeli imaju i stanja tipa delta funkcije za

iste uslove egzistencije

Ψ(ν,µ)
p (x, y) =

{
δ(pν − |x|p)δ(pµ − |y|p), |T |p ≤ p2ν,µ−2,

δ(2ν − |x|2)δ(2µ − |y|2), |T |2 ≤ 22ν,µ−4,
(6.34)

za ν, µ = 0,−1,−2, ..., pri £emu ¢e ujedno biti zadovoljen i op²ti uslov analiti£nosti

|ωT |p ≤ |2p|p [41].
Adelizacija dvooscilatornih modela podrazumeva konstrukciju adeli£ne talasne fun-

kcije oblika (3.21). Prvi uslov je da za modele postoje egzaktna re²enja Ψ∞(x, y) Viler-

-de Vitovih jedna£ina (5.112)-(5.119). Za dva tipa modela, sa lagranºijanima L(1) i L(3)

tj. za slu£ajeve oscillator-ghost-oscillator sistemâ, u poglavlju 5.3 su takva re²enja i eks-

plicitno odre�ena. U ovom poglavlju tako�e je pokazano da je drugi uslov za adelizaciju,

a to je postojanje osnovnih vakuumskih p-adi£nih Ω(|x|p)Ω(|y|p) stanja, ispunjen za sve

dvooscilatorne kosmolo²ke modele i to sa istim uslovima za egzistenciju. �tavi²e, pokazano

je da ne samo ova ve¢ i ostala vakuumska p-adi£na stanja postoje za iste uslove i u istom

obliku za sve tipove minisuperprostornih dvooscilatornih kosmolo²kih modela.

6.3 Signaturna izmena u p-adi£nom prostor-vremenu

Pitanje signaturne izmene u p-adi£nom prostor-vremenu detaljno je razmatrano u

radu Dragovi¢a [117]. U radu je pokazano da se u odnosu na promenu signature mogu

razlikovati dve klase p-adi£nog prostor-vremena Qn
p . Prvu klasu £ine svi Qn

p za koje je

p ≡ 1( mod 4), a za drugu Qn
p za koje je p 6≡ 1( mod 4). U drugoj klasi mogu se dalje

razlikovati Qn
p sa n ≥ 2 i p ≡ 3( mod 4), i Qn

p za koje je p = 2 i n ≥ 4. Pri tome znak

signature moºe biti proizvoljno promenjen samo u Qn
p gde je p ≡ 1( mod 4), dok za p 6≡

1( mod 4) samo paran broj znakova moºe biti promenjen neizometrijskim transformaci-

jama. Sam uslov p ≡ 1( mod 4) za proizvoljnom promenom znaka je o£igledan, s obzirom
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na to da je tada i samo tada
√
−1 ∈ Qp [118, 15] ili, druga£ije re£eno, ako su data dva

skupa A = {x2 : x ∈ Qp} i B = {−x2 : x ∈ Qp} tada je A = B samo za p ≡ 1( mod 4).

Za slu£aj dvooscilatornog kosmolo²kog modela sa lagranºijanom L(4) datim sa (5.37),

klasi£no dejstvo S(4) u Lorencovom regionu dato je sa (5.90). Nakon signaturne tranzi-

cije u standardnom slu£aju, tj. transformacije t → −iτ , u skladu sa re£enim u 5.2.1 i

5.2.5, lagranºijan i dejstvo modela postaju oblika L(8) i S(8) tj. dati izrazima (5.41) i

(5.94) respektivno (uslovi pri kojima se ovaj prelaz moºe odigrati u klasi£nom slu£aju

razmotreni su detaljnije u 5.2.5, a prema radu [84]). Sa druge strane, u [110] pokazano je

da nakon signaturne izmene u Q4
p p-adi£no dejstvo modela ima istu formu kao i klasi£no

dejstvo u Euklidovom regionu. U ovom slu£aju to zna£i formu S(8) jednog �harmonijski

invertovanog� dvooscilatornog modela. Stoga, imaju¢i u vidu re£eno u prethodnom delu,

o£igledno je da se nakon signaturne tranzicije u Q4
p vakuumska stanja modela i uslovi za

njihovu egzistenciju ne¢e promeniti. Imaju¢i u vidu da signaturna izmena u standardnom

slu£aju zapravo samo menja tip dvooscilatornog modela, jasno je da se prethodni zaklju£ak

odnosi ne samo na ovaj slu£aj ve¢ vaºi generalno za sve dvooscilatorne kosmolo²ke modele.
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7 Nekomutativna kosmologija

Traºe¢i na£in za re²enje problema ultraljubi£astih divergencija, jo² tridesetih godina

pro²log veka, Hajzenberg je izneo pretpostavku o nekomutiraju¢im koordinatama. Ideju

o njihovoj upotrebi u termodinami£kom faznom prostoru prvi je predloºio Vigner [119], a

nezavisno od njega i Snajder razmatraju¢i jedan primer Lorenc-invarijantnog diskretnog

prostor-vremena u radu [120]. Ova ideja primenjena od strane Kona [121] i Voronovica

[122] u nekomutativnoj geometriji, omogu¢ila je razvoj nove formulacije kvantne gravi-

tacije preko nekomutativnog diferencijalnog ra£una [123, 124, 125]. Sa druge strane,

veza izme�u nekomutativne geometrije i teorije struna postala je jasna zahvaljuju¢i radu

Sajberga i Vitena [126], ²to je vodilo formulaciji nekomutativne kvantne teorije polja

preko nekomutativne algebre bazirane na Mojalovom proizvodu [127, 128, 129]. Zapravo,

najkonkretniji dokazi postojanja prostorno-vremenske nekomutativnosti dolazi od teorije

struna, trenutno najboljeg kandidata za konzistentnu teoriju kvantne gravitacije. Naime,

na osnovu analize visokoenergetskih amplituda rasejanja u okviru teorije struna modi�ko-

vana Hajzenbergova relacija neodre�enosti ima oblik [130, 131, 132]

∆x ≥ 1

2
(

1

∆p
+ l2s∆p), (7.1)

gde su ∆x i ∆p neodre�enosti koordinate i impulsa respektivno, a ls predstavlja unutra²nju

karakteristiku strune � njenu duºinu (koja je reda veli£ine upravo Plankove duºine lp).

Pri tome se za ls = 0 (7.1) svodi na uobi£ajenu standardnu Hajzenbergovu relaciju neo-

dre�enosti koordinata-impuls. Tako�e, iz prethodnog izraza lako se moºe odrediti da je

(∆x)min = ls, odnosno da je dimenzija strune najmanje mogu¢e rastojanje koje se jo²

moºe meriti. U op²tijoj formi prostorno-vremenska relacija neodre�enosti u okviru teorije

struna data je sa [133, 134, 135]

∆xi∆xj ≥ l2p. (7.2)

Validnost ovih modi�kovanih relacija neodre�enosti u teoriji struna ukazuje na postojanje

nekomutativne prostorno-vremenske strukture na Plankovim dimenzijama. Pri tome je

jasno da ¢e se svaka izmena strukture prostor-vremena na£elno odraziti i na �ziku procesa

u njemu. Kosmologija koja polazi od pretpostavke postojanja nekomutiraju¢ih relacija

izme�u koordinata i/ili njima konjugovanih impulsa naziva se nekomutativnom kosmologi-

jom.

U ovom delu disertacije, nakon kratkog matemati£kog uvoda u pojam klasi£ne neko-

mutatvnosti, bi¢e napravljen op²ti osvrt na osobine dvooscilatornih modela na nekomu-
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tativnom kon�guracionom prostoru, a potom i posebno za neke od njih bi¢e odre�ene

relevantne dinami£ke veli£ine (nekomutativna dejstva i propagatori).

7.1 Klasi£na nekomutativnost

Prou£avanje nekomutativnosti funkcija na klasi£nom faznom prostoru zasniva se na za-

meni njihovog uobi£ajenog proizvoda takozvanim zvezda-proizvodom (�?�). Uop²teno go-

vore¢i zvezda-proizvod je svaki asocijativni, kompleksno-bilinearni proizvod kompleksno-

zna£nih glatkih funkcija de�nisanih na nekoj mnogostrukostiM predstavljen u formalnom

obliku kao red bilinearnih operatora koji po£inje komutativnim proizvodom funkcija [136].

Na ravnoj euklidskoj mnogostrukosti M = R2n jedan takav proizvod je bio odavno po-

znat. Re£ je o Mojalovom zvezda-proizvodu. Zapravo, kao ²to se pokazuje, na M =

R2n svi prihvatljivi zvezda-proizvodi su c-ekvivalentni Mojalovom proizvodu [137]. Ovaj

proizvod se de�ni²e na slede¢i na£in. Neka su f1(x1, ..., xn; p1, ..., pn) i f2(x1, ..., xn; p1, ..., pn)

dve proizvoljne funkcije na faznom prostoru R2n. Mojalov proizvod ovih funkcija je

f1 ?M f2 = f1e
1
2

←−
∂ aαab

−→
∂ bf2, (7.3)

sa

αab =

(
θij δij + σij

−δij − σij θ̄ij

)
, (7.4)

gde su θij i θ̄ij antisimetri£ne matrice i σij simetri£na matrica tipa n×n. Deformisana Poa-

sonova zagrada funkcija f1 i f2 de�nisana preko Mojalovog proizvoda (zove se i Mojalova

zagrada) je tada

{f1, f2}M = f1 ?M f2 − f2 ?M f1, (7.5)

odakle sledi da fazne promenljive tada zadovoljavaju

{xi, yj}M = θij, {xi, pj}M = δij + σij, {pi, pj}M = θ̄ij, (7.6)

£ime je de�nisana tzv. deformisana Poasonova algebra. Iz (7.6) se vidi da je njen komu-

tativni limes odre�en zahtevom da su vrednosti nekomutativnih parametara nulte tj. da

je θij = θ̄ij = σij = 0.

Sa druge strane, ako se uvedu transformacije koordinata u faznom prostoru [138, 139,

140]

x′i = xi −
1

2
θijp

j, p′i = pi +
1

2
θ̄ijx

j, (7.7)

i ako se pretpostavi da promeljive xi i pi zadovoljavaju klasi£ne Poasonove zagrade u

obliku

{xi, yj} = 0, {xi, pj} = δij, {pi, pj} = 0, (7.8)
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lako se proverava da ¢e za nove promenljive x′i i p
′
i tada vaºiti{

x′i, x
′
j

}
= θij,

{
x′i, p

′
j

}
= δij + σij,

{
p′i, p

′
j

}
= θ̄ij. (7.9)

Dobijeni izrazi imaju istu formu kao i u (7.6), ali ovaj put su dati preko uobi£ajenih

Poasonovih zagrada.

Simetri£na matrica σij je npr. u trodimenzionalnom slu£aju (n = 3) data sa [141]

σij = −1

8
(θikθ̄kj + θ̄ikθkj). (7.10)

Ovaj pristup nekomutativnosti naziva se nekomutativnost preko deformacije. Drugim

re£ima, uvo�enje Mojalovog proizvoda izme�u funkcija na faznom prostoru ekvivalentno

je primeni transformacija (7.7) koordinata faznog prostora.

Standardni kvantni pristup bi podrazumevao kvantizaciju u kojoj u prethodnim jedna-

£inama klasi£ne varijable postaju hermitski operatori u Hilbertovom prostoru, a Poa-

sonove zagrade komutatori. U toj proceduri deformisana Poasonova algebra postaje de-

formisana Hajzenbergova algebra na kojoj se zasniva nekomutativna kvantna mehanika.

Sa druge strane, £injenica da je nekomutativni pristup mogu¢e izraziti preko deforma-

cije govori nam da je nekomutativna kvantna mehanika ekvivalentna komutativnoj ali na

transformisanom kvantnom faznom prostoru stanja.

7.2 Dvooscilatorni modeli na nekomutativnom prostoru

U zavisnosti od izbora vrednosti parametara nekomutativnosti, mogu¢e je prou£avati

osobine kosmolo²kih modela na razli£itim nekomutativnim prostorima. Minisuperprostor

svakog dvooscilatornog kosmolo²kog modela je dvodimenzionalan. U tom, dvodimenzional-

nom, slu£aju parametri nekomutativnosti θ, θ̄ i σ imaju slede¢i op²ti oblik [141]

θij = θεij, θ̄ij = θ̄εij, σij = σεij, σ =
1

4
θθ̄, (7.11)

pri £emu je εij totalno antisimetri£ni tenzor drugog reda.

Nadalje ¢e biti razmatrani dvooscilatorni modeli na nekomutativnom prostoru uz pret-

postavku postojanja nekomutativnosti £isto prostornog tipa tj. uz pretpostavku da je

θ12 = θ = const. 6= 0 (tada je θ21 = −θ i θ11 = θ22 = 0) i θ̄ij = σij = 0. U ovom slu£aju

transformacije (7.7) daju

x′ = x− 1

2
θpy, y′ = y +

1

2
θpx, p′x = px, p′y = py. (7.12)

Odgovaraju¢e Poasonove zagrade izme�u novih, primovanih koordinata u faznom pro-

storu su tada: {x′, y′}=θ 6=0, {x′, p′x}= {y′, p′y}= 1, {x′, p′y}= {y′, p′x}= 0 i {p′x, p′y}=0.

Zamenjuju¢i (7.12) u lagranºijane L(1),...,L(8) iz (5.34)-(5.41), vode¢i ra£una o tome

kako su dati odgovaraju¢i konjugovani impulsi u svakom slu£aju ponaosob (na po£etku

65



poglavlja 5.2.4), uz uklanjanje oznake prim sa novih koordinata radi jednostavnosti, do-

bijaju se tzv. nekomutativni lagranºijani dvooscilatornih modela pri transformacijama

(7.12) u kon�guracionom prostoru:

Lθ(1) = [(1+ω2θ2)ẋ2−ω2x2]−[(1+ω2θ2)ẏ2−ω2y2]+2ω2θ[ẋy−ẏx], (7.13)

Lθ(2) = [(1−ω2θ2)ẋ2−ω2x2]+[(1−ω2θ2)ẏ2−ω2y2]−2ω2θ[ẋy−ẏx], (7.14)

Lθ(3) = [(1+ω2
yθ

2)ẋ2−ω2
xx

2]−[(1+ω2
xθ

2)ẏ2−ω2
yy

2]+2θ[ẋyω2
y−ẏxω2

x], (7.15)

Lθ(4) = [(1−ω2
yθ

2)ẋ2−ω2
xx

2]+[(1−ω2
xθ

2)ẏ2−ω2
yy

2]−2θ[ẋyω2
y−ẏxω2

x], (7.16)

Lθ(5) = [(1−ω2θ2)ẋ2+ω2x2]−[(1−ω2θ2)ẏ2+ω2y2]−2ω2θ[ẋy − ẏx], (7.17)

Lθ(6) = [(1+ω2θ2)ẋ2+ω2x2]+[(1+ω2θ2)ẏ2+ω2y2]+2ω2θ[ẋy−ẏx], (7.18)

Lθ(7) = [(1−ω2
yθ

2)ẋ2+ω2
xx

2]−[(1−ω2
xθ

2)ẏ2+ω2
yy

2]−2θ[ẋyω2
y−ẏxω2

x], (7.19)

Lθ(8) = [(1+ω2
yθ

2)ẋ2+ω2
xx

2]+[(1+ω2
xθ

2)ẏ2+ω2
yy

2]+2θ[ẋyω2
y−ẏxω2

x]. (7.20)

O£igledno je pri tome da se ovi nekomutativni lagranºijani za θ → 0 svode na odgo-

varaju¢e lagranºijane (5.34)-(5.41) u komutativnom slu£aju. Isti zaklju£ak ¢e vaºiti i za

njima korespondentne Ojler-Lagranºeve jedna£ine.

Drugo, jasno je da prelaskom na nekomutativni kon�guracioni prostor prvobitna sime-

trija izme�u odre�enih tipova lagranºijana, koja se odraºavala u tome da lagranºijan

jednog dvooscilatornog modela signaturnom tranzicijom ili promenom znaka ispred kvadra-

ta frekvenci dobije oblik lagranºijana drugog modela, biva naru²ena kada je u pitanju

signaturna tranzicija. Formalan razlog su £lanovi u nekomutativnim lagranºijanima koji

su linearni po generalisanim brzinama. Zbog tih £lanova uobi£ajena signaturna izmena

t → −iτ realne lagranºijane (7.13)-(7.20) prevodi u kompleksne. Transformacije izme�u

razli£itih tipova nekomutativnih lagranºijana Lθ(1),...,L
θ
(8) su mogu¢e jo² samo promenom

znaka ispred kvadrata frekvenci, tj. Lθ(1)

ω2→−ω2

←−−−−→ Lθ(5), L
θ
(2)

ω2→−ω2

←−−−−→ Lθ(6), L
θ
(3)

ω2
x,y→−ω2

x,y←−−−−−−→

Lθ(7) i L
θ
(4)

ω2
x,y→−ω2

x,y←−−−−−−→ Lθ(8).

Lako se vidi da ¢e i Ojler-Lagranºeve jedna£ine po minisuperprostornim koordinatama

x i y, za parove nekomutativnih lagranºijana (Lθ(1),L
θ
(5)), (L

θ
(2),L

θ
(6)), (L

θ
(3),L

θ
(7)) i (L

θ
(4),L

θ
(8)),

biti povezane na sli£an na£in. Recimo, Ojler-Lagranºeve jedna£ine za Lθ(1) nakon ω
2 →

−ω2 postaju Ojler-Lagranºeve jedna£ine za Lθ(5) (i obrnuto) i tako redom.

Me�utim, ²to ti£e samog re²avanja Ojler-Lagranºevih jedna£ina i, uop²te, njihovih

re²enja, gubi se pomenuta povezanost. Na primer, iz Lθ(1) odgovaraju¢a jedna£ina po

minisuperprostornoj koordinati x glasi: (1 + ω2θ2)ẍ + ω2x + 2ω2θẏ = 0, dok se za istu

promenljivu iz Lθ(5) dobija: (1−ω2θ2)ẍ−ω2x−2ω2θẏ = 0. Odmah se vidi da ove jedna£ine

prelaze jedna u drugu zamenom ω2 → −ω2. Me�utim, njihova re²enja ne¢e biti ista do

na ω2 → −ω2. To se vidi ve¢ iz £injenice da koe�cijent uz ẍ u drugoj jedna£ini moºe biti

jednak nuli (a ²to ¢e za tu jedna£inu dati i odre�eni tip re²enja), dok je u prvoj jedna£ini
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ova mogu¢nost o£igledno �zi£ki isklju£ena. Naime, pri prou£avanju datog kosmolo²kog

modela uslovi mogu¢nosti njegovog svo�enja na dvooscilatorni, zatim mogu¢nosti reali-

zacije signaturne izmene i drugi uslovi mogu nametati ograni£enja na parametre teorije,

²to ¢e potom odrediti i sam tip re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina u nekomutativnom

slu£aju. U tom smislu, bar kada je nekomutativnost u pitanju, razmatranju kosmolo²kih,

a samim tim i dvooscilatornih, modela se pristupa partikularno.

U narednom delu bi¢e prezentovana dva dvooscilatorna kosmolo²ka modela na neko-

mutativnom kon�guracionom prostoru i odgovaraju¢a klasi£na nekomutativna dejstva i

propagatori za ove modele.

a) Nekomutativni Fridmanov model sa φ i U(φ)

Kao prvi primer bi¢e razmotren ravan FLRW model sa skalarnim poljem φ i interakci-

onim potencijalom U(φ), £ija je klasi£na komutativna forma predstavljena u delu di-

sertacije 5.2.2 (pod c), dok su u poglavlju 5.2.5 razmotreni uslovi pri kojima se kod ovog

modela signaturna izmena moºe realizovati. Sada ¢e biti prezentovana nekomutativna

forma modela, posebno nad Lorencovim, a posebno nad Euklidovim regionom.

U Lorencovom regionu dekuplovani lagranºijan (5.61) modela, koji po obliku odgovara

lagranºijanu L(4) iz (5.37), transformacijama koordinata (7.12) prevodi se u nekomutativni

lagranºijan oblika Lθ(4) dat sa (7.16) £ije su korespondentne Ojler-Lagranºeve jedna£ine

(1− ω2
yθ

2)ẍ− θ(ω2
y + ω2

x)ẏ + ω2
xx = 0,

(1− ω2
xθ

2)ÿ + θ(ω2
y + ω2

x)ẋ+ ω2
yy = 0. (7.21)

Ove jedna£ine za θ = 0 prelaze u klasi£ne jedna£ine koje se dobijaju za L(4) u komuta-

tivnom regionu.

Postoje dva tipa trigonometrijskih re²enja sistema jedna£ina (7.21) u zavisnosti od

toga da li je ω2
x,y jednako

1
θ2

ili ne. U prvom slu£aju je op²te re²enje

x(t) = C1 cos(ωθt) + C2 sin(ωθt),

y(t) = D1 cos(ωθt) +D2 sin(ωθt), (7.22)

gde je

ωθ =


ωxωy√

ω2
y(1−ω2

yθ
2)+θ2(ω2

x+ω2
y)2
, za 1

θ2
= ω2

x,

ωxωy√
ω2
x(1−ω2

xθ
2)+θ2(ω2

x+ω2
y)2
, za 1

θ2
= ω2

y,
(7.23)

pri £emu je ωx 6= ωy, ²to sledi iz uslova (a1 + a2)2 > 4b2 koji je pomenut u poglavlju 5.2.5

vezano za ovaj model.

Za po£etne uslove x(0) = x′, x(T ) = x′′, y(0) = y′ i y(T ) = y′′ iz (7.22) dobija se

odgovaraju¢e klasi£no partikularno re²enje sistema (7.21). Njegovom zamenom u Lθ(4)
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dobija se klasi£ni nekomutativni lagranºijan Lcl,θ(4) . Tada je klasi£no dejstvo za ovaj model

Scl,θ(4) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) =

∫ T

0

Lcl,θ(4) dt = γi,x(x
′2 + x′′

2
) + γj,y(y

′2 + y′′
2
)

+ γk,xx
′x′′ + γl,yy

′y′′ + γ5(x′y′ − x′′y′′) + γ6(x′y′′ − y′x′′), (7.24)

gde je i = 1, j = 2, k = 3 i l = 4 za 1
θ2

= ω2
x, i i = 2, j = 1, k = 4, l = 3 za 1

θ2
= ω2

y

(koe�cijenti γi,x i γi,y su dati sa (A.1) u delu �A Dodatak�) [84]. Op²ta forma Fajnmenovog

propagatora za kvadrati£no dejstvo u nekomutativnom dvodimenzionalnom prostoru je

[142]

Kθ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) =
1

2πi

[
det

(
−∂2Scl,θ

∂x′′∂x′
−∂2Scl,θ

∂x′′∂y′

−∂2Scl,θ

∂y′′∂x′
−∂2Scl,θ

∂y′′∂y′

)] 1
2

× χ∞

(
− 1

2π
Scl,θ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)

)
. (7.25)

Zamena (7.24) u (7.25) daje

Kθ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)=
1

2πi

√
γk,xγl,y+γ2

6χ∞

(
− 1

2π
Scl,θ(4) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)

)
, (7.26)

gde je k = 3, l = 4 za 1
θ2

= ω2
x, i k = 4, l = 3 za 1

θ2
= ω2

y .

Sa druge strane, za 1
θ2
6= ω2

x,y op²te re²enje od (7.21) je

x(t) = C1 cos(Ω1t) + C2 sin(Ω1t) + C3 cos(Ω2t) + C4 sin(Ω2t), (7.27)

y(t) = − αxC2Ω1

βy − Ω2
1

cos(Ω1t) +
αxC1Ω1

βy − Ω2
1

sin(Ω1t)

− αxC4Ω2

βy − Ω2
2

cos(Ω2t) +
αxC3Ω2

βy − Ω2
2

sin(Ω2t), (7.28)

gde je αx,y =
θ(ω2

y+ω2
x)

1−ω2
x,yθ

2 , βx,y =
ω2
x,y

1−ω2
y,xθ

2 i

Ω1,2 =

[
(βx + βy + αxαy)±

√
(βx + βy + αxαy)2 − 4βxβy

2

] 1
2

, (7.29)

uz uslov βy 6= Ω2
1,2 > 0. U ovom slu£aju, sa istim po£etnim uslovima x(0) = x′, x(T ) = x′′,

y(0) = y′ i y(T ) = y′′, klasi£no dejstvo je

Scl,θ(4) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) =
1

2
γ11x

′2 +
1

2
γ22x

′′2 +
1

2
γ33y

′2 +
1

2
γ44y

′′2

+ γ12x
′x′′ + γ13x

′y′ + γ14x
′y′′ + γ23y

′x′′ + γ24x
′′y′′ + γ34y

′y′′, (7.30)
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gde je

γij =
1

2Ω1

[(α2iα2j − α1iα1j) sin(2Ω1T ) + (α2iα1j + α2jα1i)(cos(2Ω1T )− 1)]K−1

+
1

2Ω2

[(α4iα4j − α3iα3j) sin(2Ω2T ) + (α4iα3j + α4jα3i)(cos(2Ω2T )− 1)]K−2

+
1

Ω1 + Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i − α1iα3j − α1jα3i) sin((Ω1 + Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i + α2iα3j + α2jα3i)(cos((Ω1 + Ω2)T )− 1)]K−3

+
1

Ω1 − Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i + α1iα3j + α1jα3i) sin((Ω1 − Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i − α2iα3j − α2jα3i)(cos((Ω1 − Ω2)T )− 1)]K+
3

+ T (α2iα2j + α1iα1j)K
+
1 + T (α4iα4j + α3iα3j)K

+
2 , i ≤ j = 1, 2, 3, 4, (7.31)

sa koe�cijentima αij i K±i koji su dati sa (B.1) i (B.2), respektivno, u delu �B Dodatak�

[84]. Zamenom (7.30) u (7.25), u ovom slu£aju se dobija da je propagator

Kθ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)=
1

2πi

√
γ12γ34−γ14γ23χ∞

(
− 1

2π
Scl,θ(4) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)

)
. (7.32)

Za isti model u Euklidovom regionu sa langranºijanom (5.63) smene (7.12) daju la-

granºijan oblika Lθ(8) (7.20) u nekomutativnom regionu. Iz oblika ovog lagranºijana jasno

je da je u ovom slu£aju ω2
x,yθ

2 6= −1. Ojler-Lagranºeve jedna£ine su sada

ẍ+ αyẏ − βxx = 0,

ÿ − αxẋ− βyy = 0, (7.33)

gde je αx,y =
θ(ω2

y+ω2
x)

1+ω2
x,yθ

2 i βx,y =
ω2
x,y

1+ω2
y,xθ

2 , i imaju samo re²enje tipa

x(τ) = C1 cosh(Ω1τ) + C2 sinh(Ω1τ) + C3 cosh(Ω2τ) + C4 sinh(Ω2τ), (7.34)

y(τ) = − αxΩ1

βy − Ω
2

1

C2 cosh(Ω1τ)− αxΩ1

βy − Ω
2

1

C1 sinh(Ω1τ)

− αxΩ2

βy − Ω
2

2

C4 cosh(Ω2τ)− αxΩ2

βy − Ω
2

2

C3 sinh(Ω2τ), (7.35)

gde je

Ω1,2 =

(αxαy − βx − βy)±
√

(αxαy − βx − βy)2 − 4βxβy

2


1
2

, (7.36)

uz uslov βy 6= Ω
2

1,2 > 0. Iz po£etnih uslova x(0) = x′, x(T ) = x′′, y(0) = y′ i y(T ) = y′′,

sledi da klasi£no dejstvo ima istu formu kao i dejstvo u (7.30)

S
cl,θ

(8) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) =
1

2
γ11x

′2 +
1

2
γ22x

′′2 +
1

2
γ33y

′2 +
1

2
γ44y

′′2

+ γ12x
′x′′ + γ13x

′y′ + γ14x
′y′′ + γ23y

′x′′ + γ24x
′′y′′ + γ34y

′y′′, (7.37)
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ali sada sa novim koe�cijentima [84]

γij =
1

2Ω1

[(α2iα2j + α1iα1j) sinh(2Ω1T ) + (α2iα1j + α2jα1i)(cosh(2Ω1T )− 1)]K
−
1

+
1

2Ω2

[(α4iα4j + α3iα3j) sinh(2Ω2T ) + (α4iα3j + α4jα3i)(cosh(2Ω2T )− 1)]K
−
2

+
1

Ω1 + Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i + α1iα3j + α1jα3i) sinh((Ω1 + Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i + α2iα3j + α2jα3i)(cosh((Ω1 + Ω2)T )− 1)]K
−
3

+
1

Ω1 − Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i − α1iα3j − α1jα3i) sinh((Ω1 − Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i − α2iα3j − α2jα3i)(cosh((Ω1 − Ω2)T )− 1)]K
+

3

+ T (α2iα2j − α1iα1j)K
+

1 + T (α4iα4j − α3iα3j)K
+

2 , i ≤ j = 1, 2, 3, 4, (7.38)

pri £emu su αij i K
±
i dati sa (C.1) and (C.2), respektivno, u delu �C Dodatak�. Zamenom

(7.37) u (7.25) dobija se nekomutativni propagator u euklidskom slu£aju za ovaj model

Kθ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)=
1

2πi

√
γ12γ34−γ14γ23χ∞

(
− 1

2π
S
cl,θ

(8) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)

)
. (7.39)

b) Nekomutativni vakuumski Kantovski-Saks model

Klasi£an vakuumski Kantovski-Saks model je razmotren u poglavlju 5.2.2 (pod d/vi),

gde je pokazano da se lagranºijan modela moºe svesti na lagranºijan L(1) oscillator-ghost-

-oscillator sistema. Transformacije (7.12) ¢e lagranºijan L(1) prevesti u oblik Lθ(1) dat

sa (7.13) u nekomutativnom kon�guracionom prostoru. Odgovaraju¢e Ojler-Lagranºeve

jedna£ine su tada

ẍ+ 2θω2
θ ẏ + ω2

θx = 0,

ÿ + 2θω2
θ ẋ+ ω2

θy = 0, (7.40)

gde je ωθ = ω√
1+θ2ω2 , sa prelaskom na komutativni slu£aj za θ = 0. Ovaj sistem ¢e imati

trigonometrijsko re²enje oblika [96, 143]

x(t) = C1 cos(Ω1t) + C2 sin(Ω1t) + C3 cos(Ω2t) + C4 sin(Ω2t), (7.41)

y(t) = − 2θω2
θΩ1

ω2
θ − Ω2

1

C2 cos(Ω1t) +
2θω2

θΩ1

ω2
θ − Ω2

1

C1 sin(Ω1t)

− 2θω2
θΩ2

ω2
θ − Ω2

2

C4 cos(Ω2t) +
2θω2

θΩ2

ω2
θ − Ω2

2

C3 sin(Ω2t), (7.42)

pri £emu je

Ω1,2 =

[
(2ω2

θ − 4θ2ω4
θ)±

√
(2ω2

θ − 4θ2ω4
θ)

2 − 4ω4
θ

2

] 1
2

, (7.43)
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uz uslov ω2
θ 6= Ω2

1,2 > 0. Za po£etne uslove x(0) = x′, x(T ) = x′′, y(0) = y′ i y(T ) = y′′

iz (7.41) i (7.42) dobija se klasi£no partikularno re²enje £ija zamena u Lθ(1) daje klasi£ni

nekomutativni lagranºijan. Na uobi£ajen na£in, integracijom Lθ(1) po vremenu u intervalu

[0, T ], dobija se odgovaraju¢e nekomutativno klasi£no dejstvo [96, 143]

Scl,θ(1) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) =
1

2
γ11x

′2 +
1

2
γ22x

′′2 +
1

2
γ33y

′2 +
1

2
γ44y

′′2

+ γ12x
′x′′ + γ13x

′y′ + γ14x
′y′′ + γ23y

′x′′ + γ24x
′′y′′ + γ34y

′y′′, (7.44)

gde je

γij =
1

2Ω1

[(α2iα2j − α1iα1j) sin(2Ω1T ) + (α2iα1j + α2jα1i)(cos(2Ω1T )− 1)]K−1

+
1

2Ω2

[(α4iα4j − α3iα3j) sin(2Ω2T ) + (α4iα3j + α4jα3i)(cos(2Ω2T )− 1)]K−2

+
1

Ω1 + Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i − α1iα3j − α1jα3i) sin((Ω1 + Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i + α2iα3j + α2jα3i)(cos((Ω1 + Ω2)T )− 1)]K−3

+
1

Ω1 − Ω2

[(α2iα4j + α2jα4i + α1iα3j + α1jα3i) sin((Ω1 − Ω2)T )

+ (α1iα4j + α1jα4i − α2iα3j − α2jα3i)(cos((Ω1 − Ω2)T )− 1)]K+
3

+ T (α2iα2j + α1iα1j)K
+
1 + T (α4iα4j + α3iα3j)K

+
2 , i ≤ j = 1, 2, 3, 4, (7.45)

sa koe�cijentima αij i K±i datim sa (D.1) i (D.2), respektivno, u �D Dodatku�. Izrazi

(7.30) i (7.44) su pri tome formalno istog oblika. Zamenjuju¢i (7.44) u (7.25) dobija se

propagator u nekomutativnom slu£aju za ovaj model

Kθ(x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)=
1

2πi

√
γ12γ34−γ14γ23χ∞

(
− 1

2π
Scl,θ(1) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0)

)
. (7.46)

Sa druge strane, sistem jedna£ina (7.40) ima tako�e i re²enje slede¢eg tipa [144]

x(t) = A+e
θω2t sin(ωθt+ δ+) + A−e

−θω2t sin(ωθt+ δ−), (7.47)

y(t) = −A+e
θω2t sin(ωθt+ δ+) + A−e

−θω2t sin(ωθt+ δ−), (7.48)

gde je ωθ = ω
√

1− θ2ω2. Zamenom po£etnih uslova x(0) = x′, x(T ) = x′′, y(0) = y′ i

y(T ) = y′′ u (7.47) i (7.48) dobijaju se konstante integracije

A±=
[(x′′∓y′′)2+(x′∓y′)2e±2θω2T−2(x′′∓y′′)(x′∓y′)e±θω2T cos(ωθT )]1/2

2e±θω2T sin(ωθT )
, (7.49)

δ± = arcsin

(
x′∓y′

A±

)
, (7.50)

koje odre�uju partikularno klasi£no re²enje, £ijom se zamenom u Lθ(1), dobija klasi£ni neko-

mutativni lagranºijan modela za drugi oblik re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina (7.40).
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Dalje se na standardan na£in dobija i klasi£no dejstvo [96, 143]

Scl,θ(1) (x′′, y′′, T ;x′, y′, 0) = (1− 1

2
ω2θ2 − ω4θ4)ωθ

× {A2
+[e2θω2T sin(2ωθT+2δ+)−sin(2δ+)+

θω2

ωθ
(e2θω2T cos(2ωθT+2δ+)−cos(2δ+))]

+ A2
−[e−2θω2T sin(2ωθT+2δ−)−sin(2δ−)

− θω2

ωθ
(e−2θω2T cos(2ωθT+2δ−)−cos(2δ−))]}+ θω2(1− ω4θ4)

× {A2
+[−e2θω2T cos(2ωθT+2δ+)+cos(2δ+)+

θω2

ωθ
(e2θω2T sin(2ωθT+2δ+)−sin(2δ+))]

+ A2
−[e−2θω2T cos(2ωθT+2δ−)−cos(2δ−)

+
θω2

ωθ
(e−2θω2T sin(2ωθT+2δ−)−sin(2δ−))]}

− 2A+A−θ
2ω4

ωθ
[sin(δ+ + δ− + 2ωθT )− sin(δ+ + δ−)]

+
θω2

2
[A2

+(e2θω2T − 1)− A2
−(e−2θω2T − 1)]

+ 4A+A−θω
2T [θω2 cos(δ+ − δ−) + ωθ sin(δ− − δ+)]. (7.51)

Primetimo da su ovde za vakuumski Kantovski-Saks model u nekomutativnom slu£aju

za dva razli£ita tipa re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina (7.40) dobijena dva klasi£na

dejstva data sa (7.44) i (7.51). Pri tome, kao ²to je poznato, klasi£na dejstva pred-

stavljaju centralne objekte za dalje prou£avanje kvantnih formi modelâ sa stanovi²ta

standardnog funkcionalnog formalizma i u okviru njega odre�ivanja talasnih funkcija.

Specijalno kada je u pitanju vakuumski Kantovski-Saks model, ve¢ je u uvodu i u delu

5.2.2 (pod d/vi) pomenuta vaºnost razmatranja ovog modela zbog njegovog difeomor-

�zma sa �varc²ildovim re²enjem Ajn²tajnovih jedna£ina gravitacionog polja. Kvantna

(termo)dinamika razli£itih modela nekomutativne �varc²ildove crne rupe, zasnovana na

Miznerovoj reparametrizaciji Kantovski-Saks metrike, u okviru kanonskog kvantnog for-

malizma razmatrana je u radovima [145], [146] i [147]. U njima su prezentovana re²enja

Viler-de Vitovih jedna£ina, odnosno talasne funkcije koje opisuju (ne)komutativne �varc-

²ildove crne rupe. U radu [145] ove funkcije su eksplicitno i odre�ene u komutativnom

i nekomutativnom slu£aju. S obzirom na to da oba pristupa kvantizaciji (funkcionalni

i kanonski) moraju da vode istim rezutatima, ispostavlja se da su rezultati dobijeni u

radovima [145], [146] i [147] od interesa za budu¢e istraºivanje koje treba da ukaºe koje

od dva dobijena dejstva (7.44) i (7.51) bolje opisuje kvantnu dinamiku ovog nekomuta-

tivnog modela (untra²njosti �varc²ildove crne rupe). U daljem prou£avanju na isti na£in

se moºe pristupiti razmatranju kvantnih komutativnih i nekomutativnih formi i ostalih

dvooscilatornih kosmolo²kih modela.

Na kraju ovog dela, vezano za Milneov model, treba re¢i da s obzirom da nekomu-
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tativnost prostornog tipa podrazumeva transformacije samo generalisanih koordinata ali

ne i njima konjugovanih impulsa, jasno je da se klasi£ni lagranºijan Milneovog modela

(5.19), u kome se minisuperprostorne koordinate eksplicitno ne javljaju, a samim tim i

dinamika modela, ne¢e promeniti pri prelasku na nekomutativni kon�guracioni prostor.
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8 �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

U decembru 1915. godine, svega nekoliko nedelja nakon ²to je Ajn²tajn prezentovao

jedna£ine Op²te teorije relativnosti, nema£ki astro�zi£ar Karl �varc²ild je odredio njihovo

egzaktno re²enje za slu£aj centralno-simetri£nog gravitacionog polja nerotiraju¢ih i ne-

naelektrisanih objekata. Nekoliko meseci posle �varc²ilda, Lorencov student Drost tako�e

je do²ao do istog re²enja za ta£kastu masu.

Metrika prostor-vremena �varc²ildovog re²enja ima slede¢i oblik [46]

ds2 = −(1− rg
r

)dt2 + (1− rg
r

)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (8.1)

Odmah se vidi da ona divergira za r = 0 (�varc²ildov ili gravitacioni singularitet) i za

r = rg (gde je rg = 2Gm
c2

gravitacioni ili �varc²ildov radijus tela mase m) na takozvanoj

�varc²ildovoj sferi (horizontu doga�aja). Singularitet r = 0 je pravi (�zi£ki ili esencijalni),

dok se singularnost na �varc²ildovoj sferi zove matemati£ka, koordinatna ili �prividna�

singularnost jer moºe biti ukonjena pogodnim transformacijama koordinata [46] (npr.

Lemetreovim, Edington-Finkel²tajnovim itd.).

Sa druge strane, iz (8.1) je jasno da za r < rg, tj. unutar horizonta doga�aja, �varc-

²ildove metri£ke komponente g00 = gtt i g11 = grr menjaju predznake. Ovo sugeri²e da

prostor i vreme menjaju uloge nakon prolaska kroz horizont doga�aja. Naime, vremenska

koordinata, za posmatra£a izvan horizonta doga�aja, postaje prostornog tipa za posma-

tra£a unutar �varc²ildove sfere. U tom smislu, za oba pomatra£a postoji samo jedan

mogu¢i smer kretanja, za spolja²njeg posmatra£a u vremenu, a za unutra²njeg u prostoru

(pravo ka singularnosti). Imaju¢i u vidu prethodno re£eno, moºe se razmotriti mogu¢nost

da unutra²njost �varc²ildove crne rupe bude opisana kvadratnom metri£kom formom koja

se dobija zamenom t↔ r u njen standardni oblik (8.1) tj. formom

ds2 = −(
rg
t
− 1)−1dt2 + (

rg
t
− 1)dr2 + t2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (8.2)

u kojoj komponente metrike eksplicitno zavise od vremena.

Prethodni izraz ima oblik homogene i anizotropne Kantovski-Saks metrike ds2 =

−N2(t)
c1(t)

dt2 + c1(t)dr2 + c2
2(t)(dθ2 + sin2 θdϕ2) iz (5.3), sa dva faktora skale c1 i c2 (pri

£emu ¢e o£igledno u ovom slu£aju biti c1(t) = rg
t
− 1, c2(t) = t i N(t) = 1).

Drugim re£ima, unutar �varc²ildove sfere koordinatna transformacija t ↔ r prevodi

�varc²ildovu metriku u homogenu i anizotropnu Kantovski-Saks metriku. Ovo je, zapravo,

primer jedne interesantne osobine Op²te teorije relativnosti da generi²e re²enja za kosmo-

lo²ke modele iz stati£kih re²enja Ajn²tajnovih jedna£ina gravitacionog polja. Metode
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kojima se dobijaju ovakva re²enja prou£ene su u radu [148], i u op²tem slu£aju zasnivaju

se na difeormor�zmu izme�u stati£kih re²enja i odgovaraju¢ih kosmolo²kih modela. Jedan

takav difeomor�zam je upravo uspostavljen transformacijom t↔ r izme�u �varc²ildovog

re²enja i Kantovski-Saks modela.

Sa druge strane, kako se lagranºijan vakuumskog Kantovski-Saks modela moºe svesti

na lagranºijan L(1) oscillator-ghost-oscillator sistema, dinamiku unutra²njosti �varc²ildove

crne rupe moºemo razmatrati kao dinamiku jednog dvooscilatornog kosmolo²kog modela

pri £emu ¢e se u ovom slu£aju pruºiti interesantna mogu¢nost �zi£ke interpretacije oscila-

torâ (o £emu ¢e biti re£i u poglavlju o entropiji �varc²ildove crne rupe).

U delu koji neposredno sledi donekle ¢e biti ponovljena (ovaj put uz vi²e detalja) pro-

cedura svo�enja vakuumskog Kantovski-Saks modela na dvooscilatorni model iz poglavlja

5.2.2 (pod d/vi), no sa oblikom Kantovski-Saks metrike (5.3) direktno korespondentnim

metrici (8.2) koja sledi iz �varc²ildove (8.1) nakon zamene t↔ r.

8.1 Klasi£na dinamika

Polaze¢i od Ajn²tajn-Hilbertovog dejstva (4.12) bez polja materije (Lm = 0) i kos-

molo²ke konstante (Λ = 0), i Kantovski-Saks metrike oblika (5.3), dobija se lagranºijan

vakuumskog Kantovski-Saks modela unutra²njosti �varc²ildove crne rupe [107]

L = − V0

8πG

[
1

N
(c2ċ2ċ1 + ċ2

2c1)−N
]
, (8.3)

gde je V0 = 4π
∫
dr zapremina (u jedinicama duºine) dela prostora u kome je dejstvo

kona£no. Reskaliranjem laps funkcije

N = 2
√
c2

2c1Ñ , (8.4)

i uz transformacije [149]

c2 =
1

2
(x− y)2, c1 =

[
x+ y

x− y

]2

, (8.5)

lagranºijan (8.3) postaje dekuplovan

L = −M2
plV0Ñ

−1(ẋ2 − ẏ2) +M2
plV0Ñ(x2 − y2)

= −
M2

plV0

Ñ

[
(ẋ2 − Ñ2x2)− (ẏ2 − Ñ2y2)

]
, (8.6)
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gde jeMpl =
√

~c
8πG

= 2, 43 ·1018 GeV/c2 redukovana Plankova masa. Impulsi konjugovani

koordinatama x, y, Ñ su, respektivno

πx =
∂L

∂ẋ
= −

2V0M
2
pl

Ñ
ẋ, (8.7)

πy =
∂L

∂ẏ
=

2V0M
2
pl

Ñ
ẏ, (8.8)

πÑ =
∂L

∂ ˙̃N
= 0. (8.9)

Poslednja jedna£ina predstavlja primarnu Dirakovu vezu za ovaj sistem. Hamiltonijan je

tada

H = ẋπx + ẏπy + ˙̃NπÑ − L

= − Ñ

4M2
plV0

(π2
x − π2

y)− V0M
2
plÑ(x2 − y2). (8.10)

Kako je, prema re£enom u poglavlju 4.2, zbog postojanja primarne veze (8.9) ovaj sistem

singularan, tj. nema jedinstveno partikularno re²enje jedna£ina kretanja za zadate po£etne

uslove, uvodi se i tzv. totalni hamiltonijan

HT = H + λπÑ = − Ñ

4M2
plV0

(π2
x − π2

y)− V0M
2
plÑ(x2 − y2) + λπÑ , (8.11)

pri £emu je λ = λ(t) Lagranºev mnoºitelj. Hamiltonov uslov je

π̇Ñ = {πÑ , HT} = {πÑ , H} = −∂H
∂Ñ

= H = 0, (8.12)

gde je

H = − 1

4M2
plV0

(π2
x − π2

y)− V0M
2
pl(x

2 − y2), (8.13)

²to ¢e dati Viler-de Vitovu jedna£inu u proceduri kvantizacije.

Biraju¢i laps funkciju Ñ (�ksiraju¢i gejdº) tako da je Ñ = ω, te imaju¢i u vidu

invarijantnost dinamike sistema u odnosu na mnoºenje lagranºijana proizvoljnim multipli-

kativnim faktorom, iz (8.6) je jasno da je i

L = (ẋ2 − ω2x2)− (ẏ2 − ω2y2), (8.14)

lagranºijan ovog modela. Iz (8.14) se vidi da je u pitanju jedan oscillator-ghost-oscillator

sistem £ije ¢e korespondentne Ojler-Lagranºeve jedna£ine biti

ẍ+ ω2x = 0, ÿ + ω2y = 0. (8.15)

Op²te re²enje ovih jedna£ina je dato sa (5.79). Pri tome, za po£etne uslove x(t′) =

x′, x(t′′) = x′′, y(t′) = y′ i y(t′′) = y′′ klasi£no partikularno re²enje je (5.83), dok je

odgovaraju¢e klasi£no dejstvo oblika Scl(1) iz (5.87).
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8.2 Standardna kvantna i adeli£na forma modela

Prema re£enom u poglavljima 4.3 i 5.3, Viler-de Vitovu jedna£inu dobijamo kvanti-

zacijom Hamiltonovog uslova tj. u ovom slu£aju iz izraza (8.13)

ĤΨ(x, y) =

[
− 1

4M2
plV0

(π̂2
x − π̂2

y)− V0M
2
pl(x̂

2 − ŷ2)

]
Ψ(x, y) = 0. (8.16)

U koordinatnoj reprezentaciji prethodna jedna£ina je identi£na sa Viler-de Vitovom

jedna£inom
[
− ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ω̃2(x2 − y2)

]
Ψ(x, y) = 0 iz (5.120), s tim da je ovde ω̃ =

2V0M
2
pl = V0

4πG
. Kao ²to je pokazano u poglavlju 5.3 njeno op²te re²enje se odre�uje

metodom razdvajanja promenljivih i dato je talasnom funkcijom (5.125).

Postojanje standardne talasne funkcije (5.125) je jedan od uslova za adeli£nu genera-

lizaiju modela. Drugi uslov je postojanje osnovnih vakuumskih stanja tipa omega funkcija

Ω(|x|p)Ω(|y|p). U delu 6.2 pokazano je da ovakva stanja postoje za sve dvooscilatorne

kosmolo²ke modele pod istim uslovima i u op²toj formi su data sa (6.32). Prema tome,

adeli£nu talasnu funkciju (3.21) za ovaj model je mogu¢e konstruisati, i ona u ovom slu£aju

ima oblik

Ψ(adel.)(x, y) =

(
ω̃

π

) 1
2
∞∑
n=0

Cn
2nn!

e−
ω̃
2

(x2+y2)Hn(
√
ω̃x)Hn(

√
ω̃y)

×
∏
p∈M

Ψp(x, y)
∏
p6∈M

Ω(|x|p)Ω(|y|p), (8.17)

²to ¢e, dakle, biti adeli£na talasna funkcija unutra²njosti �varc²ildove crne rupe. Osnovno

vakuumsko adeli£no stanje je tada

Ψ
(adel.)
0 (x, y) = C ′0e

− ω̃
2

(x2+y2)
∏
p

Ω(|x|p)Ω(|y|p), (8.18)

gde je C ′0 = C0

(
ω̃
π

) 1
2 normalizaciona konstanta. Prema (3.26) ova talasna funkcija ¢e imati

nenulti kvadrat modula (gustinu verovatno¢e) samo za diskretne vrednosti koordinata x

i y, tj. za x, y ∈ Z.
Na kraju ovog dela treba ukazati na to da se u prethodnim razmatranjima uvek

prelazilo sa opisivanja klasi£nih kosmolo²kih modela na opisivanje njihovih kvantnih stan-

dardnih komutativnih, p-adi£nih, adeli£nih i nekomutativnih formi u okviru kojih su

prezentovani na£ini na koje je mogu¢e odrediti, a u nekim slu£ajevima su i odre�ene,

njihove talasne funkcije. Sa druge strane, generalna interpretacija talasnih funkcija kos-

molo²kih modela je direktno povezana sa nekim konceptualnim pitanjima bez adekvatnih

odgovora do danas, a koja su pomenuta u uvodu glave 4. No, imaju¢i u vidu da je kvantna

kosmologija zapravo teorija kvantne gravitacije ranog univerzuma, sasvim je izvesno da se

pomenute talasne funkcije, kao i neke speci�£ne osobine prostor-vremena (diskretizacija,
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nearhimedi£nost, problemi merenja, nekomutativnost,...) svakako odnose na rane, planki-

janske faze evolucije svemira kada pojam �kvantno� ima svoje pravo zna£enje u prostornom

i vremenskom smislu.

Drugo pitanje koje se moºe postaviti na ovom mestu jeste pitanje interpretacije bilo

standardne kvantne (5.125) bilo adeli£ne (8.17) talasne funkcije unutra²njosti �varc²ildove

crne rupe kao jednog, gledano dimenzionalno, ne nuºno kvantnog objekta. Pravac u kome

treba traºiti odgovor je u okviru termodinamike crnih rupa. Naime, Hoking je u radu

[150] iz 1975. godine pokazao da crne rupe mogu da emituju £estice � ²to je nazvano

isparavanjem crnih rupa ili Hokingovim efektom. Me�utim, njegovo obja²njenje ovog

efekta se zasnivalo na tretmanu £estica kao kvantnih objekata, dok je gravitaciono polje

crne rupe posmatrao klasi£no tj. opisano Ajn²tajnovim jedna£inama. Drugim re£ima,

njegov pristup obja²njenju pojave isparavanja crnih rupa je bio semiklasi£an. Pravo

razumevanje ovog kvantnog fenomena, posebno u �nalnim fazama isparavanja, o£ekuje

se u okviru teorije kvantne gravitacije. Upravo razmatraju¢i termodinamiku �varc²ildove

crne rupe u narednom poglavlju bi¢e predloºena mogu¢a �zi£ka interpretacija kvantnih

oscilatora iz Viler-de Vitove jedna£ine (8.16). Kao ²to ¢e biti pokazano, ova interpretacija

¢e omogu¢iti da se za nerotiraju¢u i nenaelektrisanu crnu rupu odredi entropija sa kvant-

nom popravkom koja se ina£e dobija i u drugim pristupima. U svakom slu£aju, na osnovu

prethodnog, jasno je da prou£avanje �zike crnih rupa, bile one po dimenzijama kvantni ili

makroskopski objekti, podrazumeva i kvantni pristup. Kao ²to je poznato, ovo u �zici nije

izolovan primer da neke makroskopske pojave ili pak su²tinske osobine nekih makroskop-

skih objekata zahtevaju kvantno obja²njenje (npr. feromagnetizam, superprovodljivost,

super�uidnost).

8.3 Entropija sa kvantnom popravkom

Mnoºe¢i (8.16) sa Ñ , Viler-de Vitova jedna£ina modela u Me�unarodnom sistemu

jedinica postaje[
− Ñ

4V0M2
pl

(π̂2
x − π̂2

y)
~
c2
− ÑV0M

2
pl(x̂

2 − ŷ2)
c2

~

]
Ψ(x, y) = 0, (8.19)

odnosno u koordinatnoj reprezentaciji[
− Ñ

4V0M2
pl

(−~2 ∂
2

∂x2
+ ~2 ∂

2

∂y2
)
~
c2
− ÑV0M

2
pl(x

2 − y2)
c2

~

]
Ψ(x, y) = 0. (8.20)

Sa Ψn1,n2(x, y) = µn1(x)τn2(y), izraz (8.20) postaje dekuplovan po x i y[
− ~3Ñ

4V0c2M2
pl

∂2

∂x2
+
ÑV0c

2M2
pl

~
x2

]
µn1(x) = En1µ(x), (8.21)
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[
− ~3Ñ

4V0c2M2
pl

∂2

∂y2
+
ÑV0c

2M2
pl

~
y2

]
τn2(y) = En2τ(y), (8.22)

a ²to su jedna£ine dva dekuplovana kvantna linearna harmonijska oscilatora (gde je imaju¢i

u vidu (5.124) n1 = n2 = n i En1 = En2 = En). �lan
ÑV0c2M2

pl

~ x2 u (8.21), odnosno
ÑV0c2M2

pl

~ y2 u (8.22), predstavlja potencijalnu energiju Ep(x) oscilatora po koordinati x,

odnosno potencijalnu energiju Ep(y) oscilatora po koordinati y, respektivno. Tada ¢e

odgovaraju¢a frekvenca ovih oscilatora biti

ω2 =
1

m̃

∂2Ep(x)

∂x2
=

1

m̃

∂2Ep(y)

∂y2
=
Ñ

m̃

2V0c
2M2

pl

~
, (8.23)

gde je m̃ masa oscilatora.

Na ovom mestu treba ukazati na mogu¢nost interpretacije ovih oscilatora kao dva

gravitaciona stepena slobode, pri £emu se jedan stepen slobode odnosi na unutra²njost

crne rupe energije En, a drugi na unutra²njost korespondentne, ponekad nazvane, �bele

rupe� sa energijom −En [96]. U pitanju je, ina£e, jedan hipoteti£ki region u prostor-vre-

menu, inverzan crnoj rupi u smislu da �belu rupu� materija moºe isklju£ivo da napusti.

Ideja o mogu¢nosti postojanja ovakve oblasti u svemiru poti£e iz 60-ih godina pro²log

veka. Naime, ve¢ 1960. godine Kruskal i �ekeres su, nezavisno jedan od drugog, predloºili

koordinatne transformacije koje su dale novi prostorno-vremenski dijagram �varc²ildove

crne rupe. Ovaj novi dijagram (kasnije pobolj²an od strane Penrouza) ukazao je na

£injenicu da crna rupa deli prostor-vreme na dva svemira [151]. Pri tome svaki ima svoju

singularnost i povezani su, bar neko vreme, onim ²to zovemo �crvoto£ina� ili Ajn²tajn-Ro-

zenov most (sa £ije jedne strane je crna a sa druge �bela rupa�). Pomenuta interpretacija

oscilatora ide u prilog ovakve globalne strukture prostor-vremena �varc²ildove crne rupe.

Sem toga, kao ²to ¢e biti pokazano, nudi i mogu¢nost da se primenom Fajnmen-Hibsove

procedure [28] na deo Viler-de Vitove jedna£ine koji se odnosi na jedan od oscilatora,

odredi temperatura i entropija crne rupe sa kvantnom korekcijom.

Sloboda izbora laps funkcije Ñ dopu²ta mogu¢nost da se �ksira gejdº Ñ
m̃

= 6c2

V0~ tako

da se dobije korektan izraz za Hokingovu temperaturu crne rupe (tzv. Barbero-Imirzi

parametar se �ksira na sli£an na£in u teoriji loop kvantne gravitacije [152]). Tada se iz

(8.23) dobija

~ω =

√
3

2π
Epl, (8.24)

gde je Epl =
√

~c5
G

= 1, 22 · 1019 GeV Plankova energija.

Klasi£na particiona funkcija za linearni harmonijski oscilator mase m i frekvence ω je

Zclass. =
1

β~ω
. (8.25)
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gde je β = 1
kBT

, T je temperatura sistema i kB = 1, 38 · 10−23 J/K Bolcmanova konstanta.

Korekcioni potencijal za slu£aj kvantnog linearnog harmonijskog oscilatora [28]

V =
mω2

2

(
x2 +

β~2

12m

)
, (8.26)

daje particionu funkciju

Zapprox. =
e−

(β~ω)2
24

β~ω
. (8.27)

Zamenom (8.24) u (8.27) dobija se da je u kvantnom slu£aju za ovaj model

Zapprox. =

√
2π

3

e−
β2E2

pl
16π

βEpl
. (8.28)

Tada je unutra²nja energija crne rupe

Ein. = − ∂

∂β
(lnZapprox) =

E2
pl

8π
β +

1

β
= mc2, (8.29)

gde je m masa crne rupe. Re²avaju¢i (8.29) po β, uz Epl � mc2, dobija se da je [96]

β =
8πmc2

E2
pl

[
1− 1

8π

(
Epl
mc2

)2
]
, (8.30)

zapravo, u £lanovima Hokingove temperature βH = 8πmc2

E2
pl

= 1
kBTH

, temperatura crne rupe

sa kvantnom korekcijom

β = βH

[
1− 1

βHmc2

]
. (8.31)

Entropija modela je tada
S

kB
= lnZapprox. + βEin.. (8.32)

Zamenom (8.27) i (8.29), a potom i (8.30), u (8.32) dobija se [96]

S

kB
=

As
4l2pl

[
1− 1

8π

(
Epl
mc2

)2
]
− 1

2
ln

 As
4l2pl

[
1− 1

8π

(
Epl
mc2

)2
]2
− 1

2
ln(24)+1, (8.33)

gde je As = 4πrg
2 povr²ina horizonta doga�aja crne rupe £iji je �varc²ildov radijus rg =

2Gm
c2

. U £lanovima Beken²tajn-Hokingove entropije SBH
kB

= As
4l2pl

, sa Epl � mc2, (8.33)

postaje
S

kB
=
SBH
kB
− 1

2
ln

(
SBH
kB

)
+O(S−1

BH), (8.34)

²to je izraz za entropiju crne rupe sa kvantnom korekcijom, koji je tako�e dobijen dru-

ga£ijim pristupima u radovima [153] i [154], ²to odgovara i rezultatima teorije struna

[155] i loop kvantne gravitacije [156, 157]. Izraz (8.34) odre�en je i u radu [145] u kome

su polazne ta£ke prou£avanja nekomutativnih crnih rupa Miznerova reparametrizacija

Kantovski-Saks metrike i ADM dejstvo. Ovo ukazuje na £injenicu opravdanosti najpre,

sasvim uop²teno, dvooscilatornog tretmana unutra²njosti �varc²ildove crne rupe, a potom

i na opravdanost �zi£ke interpretacije samih oscilatora u ovom slu£aju.
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9 Zaklju£ak

Centralna tema ove disertacije bili su minisuperprostorni kosmolo²ki modeli £ija

se klasi£na dinamika mogla razmatrati kao dinamika modela tipa slobodne £estice ili

dvooscilatornih modela. �to se ti£e jedno£esti£nih modela, za sada je poznat samo jedan

takav slu£aj � naime, Milneov 2+1 dimenzionalni kosmolo²ki model £iji se klasi£ni la-

granºijan odgovaraju¢im transformacijama mogao svesti na lagranºijan slobodne £estice u

2+1 dimenzionalnom prostoru Minkovskog. Sa druge strane, postoji £itav niz kosmolo²kih

modela £iji su minisuperprostori dvodimenzionalni i kod kojih, nakon smena, lagranºijan

postaje lagranºijan sistema od dva linearna harmonijska ili dva linearna invertovana har-

monijska oscilatora. Ovi modeli su nazvani, respektivno, �harmonijski� odnosno �inver-

tovani harmonijski� dvooscilatorni modeli (kojih u svakoj grupi ima po £etiri, odnosno

ukupno osam razli£itih tipova minisuperprostornih dvooscilatornih kosmolo²kih modela).

Nakon razmatranja njihove klasi�kacije u poglavlju 5.2.1, pokazano je da se odre�enim

transformacijama (signaturnom izmenom, promenom znaka ispred kvadrata frekvenci u

lagranºijanima) moºe menjati oblik lagranºijana pri £emu se na taj na£in prelazi sa jednog

tipa dvooscilatornog modela na drugi.

Generalno, klasi£na i standardna kvantna komutativna forma ovih modela razmotrena

je u glavi 5. U klasi£nom slu£aju odre�eni su klasi£ni lagranºijani, klasi£na dejstva i hamil-

tonijani modela, dok su u kvantnom delu prezentovane njihove Viler-de Vitove jedna£ine.

Eksplicitno re²avanje Viler-de Vitovih jedna£ina predstavljeno je samo za oscillator-ghost-

-oscillator sisteme. U poglavlju 5.2.5 na jednom od ovih modela detaljno je razmotreno

pitanje klasi£ne signaturne tranzicije re²enja Ojler-Lagranºevih jedna£ina po minisuper-

prostornim koordinatama iz Lorencovog u Euklidov region. Pri tome je posebno ukazano

na niz mogu¢ih uslova koje na parametre teorije mogu nametati kako sama signaturna

izmena tako i neki drugi zahtevi (npr. uslov nulte energije).

U slede¢oj glavi, u okviru p-adi£nog pristupa, odre�eni su uslovi egzistencije vakuum-

skih p-adi£nih stanja za Milneov model i dvooscilatorne kosmolo²ke modele. Pokazano je

da ova stanja postoje za sve modele, i posebno, da su uslovi njihove egzistencije identi£ni

(za svako pojedina£no stanje) za sve dvooscilatorne modele. Konstatovano je da je kon-

strukcija adeli£ne talasne funkcije, stoga, mogu¢a za sve modele sem za Milneov kod koga

za sada prepreku adelizaciji predstavlja odsustvo standardne talasne funkcije modela. Na

kraju ovog dela razmotrena je i signaturna tranzicija u p-adi£nom prostor-vremenu Q4
p.

Ukazano je na £injenicu da je ona mogu¢a samo za p ≡ 1( mod 4) i da se pri ovoj trans-

formaciji u Q4
p kod dvooscilatornih modela (sli£no kao i u realnom slu£aju) menja samo

81



njihova forma odnosno oblik klasi£nog dejstva dok uslovi egzistencije vakuumskih stanja

ostaju nepromenjeni i isti za sve modele ovog tipa.

Uz pretpostavljenu nekomutativnost samo prostornog tipa, nekomutativne forme mo-

dela bile su razmotrene u glavi 7. Za sve dvooscilatorne modele prezentovani su odgovara-

ju¢i nekomutativni lagranºijani, a potom odre�eni i originalni izrazi za dejstva i propaga-

tore za tri tipa modela u nekomutativnom kon�guracionom prostoru.

U poslednjoj glavi disertacije prethodno dobijeni rezultati su primenjeni na slu£aj unu-

tra²njosti �varc²ildove crne rupe difeomorfne vakuumskom Kantovski-Saks minisuperpros-

tornom kosmolo²kom modelu koji je dinami£ki ekvivalentan jednom oscillator-ghost-osci-

llator sistemu. Pri tome je dinamika unutra²njosti �varc²ildove crne rupe posebno raz-

motrena u klasi£nom, standardnom kvantnom i adeli£nom pristupu. U poslednjem delu

ove glave, polaze¢i od originalne interpretacije oscilatora, primenom Fajnmen-Hibsove pro-

cedure, odre�eni su izrazi za Hokingovu temperaturu i entropiju sa kvantnim popravkama,

za koje je ukazano da se poklapaju sa odgovaraju¢im izrazima koji su dobijeni i u drugim

pristupima prou£avanju termodinamike crnih rupa.

Sa druge strane, videli smo da se pri prou£avanju dinamike Milneovog modela i dvoosci-

latornih kosmolo²kih modela otvaraju i nova pitanja koja zapravo ukazuju na dalje pravce

istraºivanja. To se pre svega odnosi na prou£avanje klasi£ne i p-adi£ne signaturne izmene

za 2+1 dimenzionalni Milneov model i njegove adelizacije, zatim na razmatranje signa-

turne izmene i nekomutativne dinamike kod dvooscilatornih modela kod kojih one nisu

razmotrene, kao i na prou£avanje dinamike unutra²njosti nekomutativne �varc²ildove crne

rupe za razli£ite oblike dobijenih nekomutativnih klasi£nih dejstava. U tom smislu jasna

je relevantnost dobijenih rezultata u ovoj disertaciji za budu¢a istraºivanja u oblastima

kvantne gravitacije, kvantne kosmologije i (termo)dinamike crnih rupa.
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Dodaci

A Dodatak

Ako je 1
θ2

= ω2
x,y, tada:

γ1,x =
1

4ωθ sin2(ωθT )
[(ω2

x + (1− θ2ω2
y)ω

2
θ) sin(2ωθT )− 2ωθT (ω2

x − (1− θ2ω2
y)ω

2
θ)],

γ1,y =
1

4ωθ sin2(ωθT )
[(ω2

y + (1− θ2ω2
x)ω

2
θ) sin(2ωθT )− 2ωθT (ω2

y − (1− θ2ω2
x)ω

2
θ)],

γ2,x =
ω2
x

4ωθ sin2(ωθT )
[sin(2ωθT )− 2ωθT ],

γ2,y =
ω2
y

4ωθ sin2(ωθT )
[sin(2ωθT )− 2ωθT ],

γ3,x = − 1

ωθ sin2(ωθT )
[(ω2

x+(1−θ2ω2
y)ω

2
θ) sin(ωθT )−ωθT (ω2

x−(1−θ2ω2
y)ω

2
θ) cos(ωθT )],

γ3,y = − 1

ωθ sin2(ωθT )
[(ω2

y+(1−θ2ω2
x)ω

2
θ) sin(ωθT )−ωθT (ω2

y−(1−θ2ω2
x)ω

2
θ) cos(ωθT )],

γ4,x = − ω2
x

ωθ sin2(ωθT )
[sin(ωθT )− Tωθ cos(ωθT )],

γ4,y = −
ω2
y

ωθ sin2(ωθT )
[sin(ωθT )− Tωθ cos(ωθT )],

γ5 = −θ(ω2
x − ω2

y),

γ6 =
Tθωθ(ω

2
x + ω2

y)

sin(ωθT )
. (A.1)
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B Dodatak

Ako je 1
θ2
6= ω2

x,y, neka je ∆ = −2AB[1−cos(Ω1T ) cos(Ω2T )]+(A2+B2) sin(Ω1T ) sin(Ω2T ) 6=
0, sa A = αxΩ1

βy−Ω2
1
i B = αxΩ2

βy−Ω2
2
, tada su:

α11 =
1

∆
[−AB +B2 sin(Ω1T ) sin(Ω2T ) + AB cos(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α12 =
1

∆
[AB(cos(Ω2T )− cos(Ω1T ))],

α13 =
1

∆
[B sin(Ω1T ) cos(Ω2T )− A sin(Ω2T ) cos(Ω1T )],

α14 =
1

∆
[A sin(Ω2T )−B sin(Ω1T )],

α21 =
1

∆
[AB sin(Ω1T ) cos(Ω2T )−B2 cos(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α22 =
1

∆
[B2 sin(Ω2T )− AB sin(Ω1T ))],

α23 =
1

∆
[B −B cos(Ω1T ) cos(Ω2T )− A sin(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α24 =
1

∆
[B(cos(Ω1T )− cos(Ω2T ))],

α31 =
1

∆
[−AB + AB cos(Ω1T ) cos(Ω2T ) + A2 sin(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α32 =
1

∆
[AB(cos(Ω1T )− cos(Ω2T ))],

α33 =
1

∆
[A sin(Ω2T ) cos(Ω1T )−B sin(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α34 =
1

∆
[A sin(Ω2T )−B sin(Ω1T )],

α41 =
1

∆
[AB cos(Ω1T ) sin(Ω2T )− A2 sin(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α42 =
1

∆
[A2 sin(Ω1T )− AB sin(Ω2T )],

α43 =
1

∆
[A−B sin(Ω1T ) sin(Ω2T )− A cos(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α44 =
1

∆
[A(cos(Ω2T )− cos(Ω1T ))]. (B.1)

K±1 = K±1 (Ω1) =
θ(ω2

x + ω2
y)

αyαx
(αx ± αyA2)Ω2

1 ± 2θΩ1(ω2
x ± ω2

y)A∓ ω2
x − ω2

yA
2,

K±2 = K±2 (Ω2) =
θ(ω2

x + ω2
y)

αyαx
(αx ± αyB2)Ω2

2 ± 2θΩ2(ω2
x ± ω2

y)B ∓ ω2
x − ω2

yB
2,

K±3 = K±3 (Ω1,Ω2) =
θ(ω2

x + ω2
y)

αyαx
(αx ± ABαy)Ω1Ω2 + θ(Bω2

y ± Aω2
x)Ω1

+ θ(Aω2
y ±Bω2

x)Ω2 ∓ ω2
x − ABω2

y. (B.2)
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C Dodatak

Neka je ∆ = −2AB[1 − cosh(Ω1T ) cosh(Ω2T )] − (A
2

+ B
2
) sinh(Ω1T ) sinh(Ω2T ) 6= 0, sa

A = αxΩ1

βy−Ω
2
1

i B = αxΩ2

βy−Ω
2
2

, tada su:

α11 =
1

∆
[−AB −B2

sinh(Ω1T ) sinh(Ω2T ) + AB cosh(Ω1T ) cosh(Ω2T )],

α12 =
1

∆
[AB(cosh(Ω2T )− cosh(Ω1T ))],

α13 =
1

∆
[B sinh(Ω1T ) cosh(Ω2T )− A sinh(Ω2T ) cosh(Ω1T )],

α14 =
1

∆
[A sinh(Ω2T )−B sinh(Ω1T )],

α21 =
1

∆
[−AB sinh(Ω1T ) cosh(Ω2T ) +B

2
cosh(Ω1T ) sinh(Ω2T )],

α22 =
1

∆
[−B2

sinh(Ω2T ) + AB sinh(Ω1T ))],

α23 =
1

∆
[B −B cosh(Ω1T ) cosh(Ω2T ) + A sinh(Ω1T ) sinh(Ω2T )],

α24 =
1

∆
[B(cosh(Ω1T )− cosh(Ω2T ))],

α31 =
1

∆
[−AB + AB cosh(Ω1T ) cosh(Ω2T )− A2

sinh(Ω1T ) sinh(Ω2T )],

α32 =
1

∆
[AB(cosh(Ω1T )− cosh(Ω2T ))],

α33 =
1

∆
[A sinh(Ω2T ) cosh(Ω1T )−B sinh(Ω1T ) cosh(Ω2T )],

α34 =
1

∆
[−A sinh(Ω2T ) +B sinh(Ω1T )],

α41 =
1

∆
[−AB cosh(Ω1T ) sinh(Ω2T ) + A

2
sinh(Ω1T ) cosh(Ω2T )],

α42 =
1

∆
[−A2

sinh(Ω1T ) + AB sinh(Ω2T )],

α43 =
1

∆
[A+B sinh(Ω1T ) sinh(Ω2T )− A cosh(Ω1T ) cosh(Ω2T )],

α44 =
1

∆
[A(cosh(Ω2T )− cosh(Ω1T ))]. (C.1)

K
±
1 = K

±
1 (Ω1) =

θ(ω2
x + ω2

y)

αyαx
(αx ∓ αyA

2
)Ω

2

1 ± 2θΩ1(ω2
x ± ω2

y)A∓ ω2
x + ω2

yA
2
,

K
±
2 = K

±
2 (Ω2) =

θ(ω2
x + ω2

y)

αyαx
(αx ∓ αyB

2
)Ω

2

2 ± 2θΩ2(ω2
x ± ω2

y)B ∓ ω2
x + ω2

yB
2
,

K
±
3 = K

±
3 (Ω1,Ω2) =

θ(ω2
x + ω2

y)

αyαx
(αx ∓ ABαy)Ω1Ω2 + θ(Bω2

y ± Aω2
x)Ω1

+ θ(Aω2
y ±Bω2

x)Ω2 ∓ ω2
x + ABω2

y. (C.2)
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D Dodatak

Neka je ∆ = −2AB[1 − cos(Ω1T ) cos(Ω2T )] + (A2 + B2) sin(Ω1T ) sin(Ω2T ) 6= 0, sa A =
2θω2Ω1

ω2
θ−Ω2

1
i B = 2θω2Ω2

ω2
θ−Ω2

2
, tada su:

α11 =
1

∆
[−AB +B2 sin(Ω1T ) sin(Ω2T ) + AB cos(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α12 =
1

∆
[AB(cos(Ω2T )− cos(Ω1T ))],

α13 =
1

∆
[B sin(Ω1T ) cos(Ω2T )− A sin(Ω2T ) cos(Ω1T )],

α14 =
1

∆
[A sin(Ω2T )−B sin(Ω1T )],

α21 =
1

∆
[AB sin(Ω1T ) cos(Ω2T )−B2 cos(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α22 =
1

∆
[B2 sin(Ω2T )− AB sin(Ω1T ))],

α23 =
1

∆
[B −B cos(Ω1T ) cos(Ω2T )− A sin(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α24 =
1

∆
[B(cos(Ω1T )− cos(Ω2T ))],

α31 =
1

∆
[−AB + AB cos(Ω1T ) cos(Ω2T ) + A2 sin(Ω1T ) sin(Ω2T )],

α32 =
1

∆
[AB(cos(Ω1T )− cos(Ω2T ))],

α33 =
1

∆
[A sin(Ω2T ) cos(Ω1T )−B sin(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α34 =
1

∆
[A sin(Ω2T )−B sin(Ω1T )],

α41 =
1

∆
[AB cos(Ω1T ) sin(Ω2T )− A2 sin(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α42 =
1

∆
[A2 sin(Ω1T )− AB sin(Ω2T )],

α43 =
1

∆
[A−B sin(Ω1T ) sin(Ω2T )− A cos(Ω1T ) cos(Ω2T )],

α44 =
1

∆
[A(cos(Ω2T )− cos(Ω1T ))]. (D.1)

K±1 = K±1 (Ω1)=(1∓A2)[(1 + θ2ω2)Ω2
1∓ω2]− 2θΩ1A(ω2 ± ω2),

K±2 = K±2 (Ω2)=(1∓B2)[(1 + θ2ω2)Ω2
2∓ω2]− 2θΩ2B(ω2 ± ω2),

K±3 = K±3 (Ω1,Ω2)=[(1 + θ2ω2)Ω1Ω2∓ω2](1∓AB)∓(A±B)θω2(Ω1±Ω2). (D.2)
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