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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Numeričke aproksimacije rešenja neutralnih stohastičkih
diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem proučavaju se aproksi-
macije rešenja neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavis-
nim kašnjenjem i neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Pritom se razmatraju numeričke metode
aproksimacije rešenja, i to: Euler-Maruyamina metoda, backward Eulerova metoda
i θ-Euler-Maruyamina metoda.

Poznato je da se pomoću stohastičkih diferencijalnih jednačina mogu modeli-
rati mnoge pojave koje zavise od slučajnih faktora. Često opisivanje takvih pojava
zahteva komplikovane modele zasnovane na neutralnim stohastičkim diferencijalnim
jednačinama, zbog čega su one predmet proučavanja velikog broja autora. U mnogim
situacijama iz realnog života, promene sistema su uslovljene kako trenutnim stanjem,
tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku i tada se stanje
sistema opisuje nekom funkcijom vremena. Takvi sistemi se matematički modeli-
raju pomoću neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim
kašnjenjem i imaju široku primenu, naročito u populacionoj dinamici, biologiji i
finansijama. Med̄utim, u većini slučajeva, stohastičke diferencijalne jednačine se
ne mogu rešiti eksplicitno, tako da je potrebno proučavati njihova aproksimativna
rešenja. Posebno je važno odrediti uslove pod kojima tačno i aproksimativno rešenje
imaju zajedničke osobine, kao što su stabilnost, neprekidnost i ograničenost mome-
nata. Postoje brojni radovi na temu numeričkih aproksimacija rešenja stohastičkih
diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem [20, 55, 56, 68, 69], neutralnih stohastičkih
diferencijalnih jednačina [54, 65, 66, 67, 91, 92] i stohastičkih diferencijalnih jednačina
sa prelazima Markova [21, 42, 53, 58, 59].

Osnovni cilj ove disertacije je proširivanje rezultata na druge tipove jednačina,
kao i korǐsćenje novih tehnika. Postoje implicitne i eksplicitne numeričke metode
aproksimacije rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina, a med̄u najvažnijim kri-
terijumima za njihovu primenu je da se metoda lako implementira i da aproksima-
tivna rešenja nasled̄uju svojstva tačnog rešenja. Med̄u radovima na temu numeričkih
metoda aproksimacije rešenja naročito se ističu radovi [18, 20, 42, 57, 65, 66, 67] i
knjiga [59], kao i literatura na koju se knjiga poziva.
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Ova disertacija jednim delom proširuje postojeće rezultate iz oblasti aproksi-
macija rešenja Euler-Maruyaminom metodom, backward Eulerovom metodom i θ-
Euler-Maruyaminom metodom na još neke klase jednačina. Drugim delom se odre-
d̄uju uslovi skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti tačnog i aproksimativnog reše-
nja, kao i konvergencije u verovatnoći niza aproksimativnih rešenja ka tačnom rešenju,
koji su uslovljeni pre svega prirodom samih jednačina.

Disertacija sadrži rezultate koji su izloženi u tri glave.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastičkih procesa i
teorije stohastičkih diferencijalnih jednačina, pre svega osnovne teoreme egzistencije
i jedinstvenosti rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina. Za-
tim su navedene neke numeričke metode aproksimacije rešenja običnih stohastičkih
diferencijalnih jednačina i običnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa prelazima
Markova.

U drugoj glavi se razmatraju egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tačnog rešenja
neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem
i prelazima Markova, pri čemu je funkcija kašnjenja neograničena. Na taj način su
prošireni rezultati iz rada [20], koji se odnose na odred̄ivanje dovoljnih uslova stabil-
nosti rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem
i prelazima Markova. Pored toga, uvod̄enjem pretpostavke o ograničenosti funkcije
kašnjenja, odred̄eni su dovoljni uslovi skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti i sta-
bilnosti u srednjem reda p rešenja neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Na taj način su prošireni rezul-
tati iz rada [66]. Osnovna razlika izmed̄u rada [66] i rezultata navedenih u disertaciji
je u drugačijoj verziji uslova Khasminskiiog, koje je potrebno da zadovoljavaju ko-
eficijenti jednačina i u opštem slučaju ti uslovi nisu uporedivi. Zatim se proučava
konvergencija u verovatnoći diskretnog i neprekidnog Euler-Maruyaminog rešenja
ka tačnom rešenju, kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost diskretnog Euler-
Maruyaminog rešenja za neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. S obzirom na to da neutralni član za-
visi od procesa Markova, način definisanja Euler-Maruyaminog rešenja se razlikuje
od onog koji je predstavljen u radu [65] i uslovljen je samom prirodom jednačine
koja se razmatra. Pomenuti rezultati su objavljeni u radu [73], M. Obradović, M.
Milošević, Stability of a class of neutral stochastic differential equations with un-
bounded delay and Markovian switching and the Euler–Maruyama method J. Com-
put. Appl. Math. (2017) 244–266. Takod̄e, za pomenuti tip jednačina je dokazana
i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost backward Eulerove metode. Ovi rezultati
su proširenje rezultata iz rada [67], u kome je dokazana skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem. Osim toga, neutralni član je hibridan, odnosno zavisi od
procesa Markova i zbog toga je aproksimativno rešenje definisano na drugačiji način
od onog iz rada [67]. Rezultati ovog dela disertacije su objavljeni u radu [77], M.
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Obradović, Implicit numerical methods for neutral stochastic differential equations
with unbounded delay and Markovian switching, Applied Mathematics and Compu-
tation 347 (2019) 664-687.

U trećoj glavi se razmatra θ-Euler-Maruyamina metoda za klasu neutralnih sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem. Razmatra se
skoro izvesna eksponencijalna stabilnost θ-Euler-Maruyamine metode posebno za
slučaj kada je θ ∈ (0, 1

2
] i za slučaj kada je θ ∈ (1

2
, 1). U radu [74], M. Obradović, M.

Milošević, Almost sure exonential stability of θ-EulerMaruyama method for neu-
tral stochastic differential equations with time-dependent delay when θ ∈ [0, 1

2
],

Filomat 31:18 (2017) 5629–5645, zbog prisustva vremenski-zavisnog kašnjenja u
koeficijentu prenosa i u neutralnom članu, tehnika koja se koristi u dokazivanju
skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti se razlikuje od onih koje su korǐsćene za
neke druge klase neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina. Kako bi ispiti-
vanje skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti bilo kompletno, posebno se razma-
tra slučaj kada je θ = 0, odnosno θ-Euler-Maruyamina metoda se svodi na Euler-
Maruyaminu metodu. Rezultati za slučaj kada je θ ∈ (1

2
, 1) su objavljeni u radu [75],

M. Obradović, M. Milošević, Almost sure exonential stability of θ-EulerMaruyama
method, when θ ∈ (1

2
, 1), for neutral stochastic differential equations with time-

dependent delay under nonlinear growth conditions, Calcolo 56:9 (2019), a glavna
motivacija potiče iz rada [42] u kome je razmatrana eksponencijalna stabilnost θ-
Euler-Maruyaminog rešenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa i koefi-
cijent difuzije. U radu [75], u aproksimativnoj jednačini, osim koeficijenta prenosa
i neutralni član je parametrizovan pomoću θ i zbog toga su rezultati stabilnosti
dati pod malo strožim uslovima u pored̄enju sa onim iz rada [42]. Za θ = 1, θ-
Euler-Maruyamina metoda se svodi na backward Eulerovu metodu. U ovoj glavi
se razmatra i skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost diskretnog θ-
Euler-Maruyaminog aproksimativnog rešenja neutralnih stohastičkih diferencijalnih
jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem za θ ∈ (1

2
, 1), pod uslovom linearnog

rasta, a ti rezultati su sadržani u radu [76], M. Obradović, M. Milošević, A note
on the almost sure exponential stability of the θ-Euler-Maruyama approximation for
neutral stochastic differential equations with time-dependent delay when θ ∈ (1

2
, 1),

koji je u pripremi.
Teorijski rezultati ove disertacije su ilustrovani primerima i numeričkim simu-

lacijama.
U Zaključku su izloženi neki od otvorenih problema i mogući pravci daljih is-

traživanja.
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3.6 Deterministički slučaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi su uvedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastičkih procesa
koji se eksplicitno koriste u nastavku. Neki od osnovnih pojmova koji se navode
u Poglavlju 1.1 su merljivost, separabilnost, neprekidnost, markovsko svojstvo. U
Poglavlju 1.2 dat je poseban osvrt na Brownovo kretanje i njegove najvažnije osobine,
tj. na njegov matematički model koji se naziva i Wienerov proces. Konstrukcija
integrala Itôa, tj. integrala slučajne funkcije po Wienerovom procesu, kao i osobine
tog integrala, navedene su u Poglavlju 1.3. Mnogi autori su se bavili egzistencijom,
jedinstvenošću, stabilnošću i aproksimacijama rešenja različitih klasa stohastičkih
diferencijalnih jednačina. U Poglavljima 1.4, 1.5, 1.6 se navode teoreme egzistencije
i jedinstvenosti rešenja običnih, neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem, neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova kao i osnovni tipovi stabilnosti
trivijalnog rešenja tih jednačina. Pored toga, u Poglavljima 1.7 i 1.8 su navedeni
rezultati koji se odnose na nekoliko numeričkih aproksimativnih metoda i koji su
relevantni u nastavku disertacije. Na kraju glave, u Poglavlju 1.9 navedene su neke
elementarne nejednakosti i integralna nejednakost Gronwall-Bellmana, koje se vǐse
puta primenjuju u dokazivanju glavnih rezultata.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

Pojam stohastičkih procesa je uveden početkom prošlog veka. U to vreme su se fizika
i tehnika bavile proučavanjem pojava koje se menjaju sa protokom vremena, dok
teorija verovatnoća još uvek nije imala razvijenu metodologiju za tretiranje takvih
pojava. Otuda se javila potreba za razvojem teorije stohastičkih procesa u okviru
koje bi se razmatrale slučajne promenljive koje su vremenski zavisne.

Zaslužni za razvoj ove teorije su pre svega Sluckii, Wiener, Kolmogorov, Cramer,
Doob i drugi matematičari. Sluckii je u radu [80] pokušao da slučajnost poveže
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sa konceptom realnih funkcija, a Wiener [82] je prvi matematički opisao haotično
kretanje čestica polena u tečnosti. Uvod̄enje pojmova uslovne verovatnoće i uslovnog
matematičkog očekivanja omogućilo je Kolmogorovu [40, 41] da postavi osnove za
razvoj teorije stohastičkih procesa markovskog tipa sa beskonačnim parametarskim
skupom, dok je Cramer [7] zasnovao teoriju Gaussovog procesa. Značajan pomak u
teoriji stohastičkih procesa predstavlja Doobova monografija [10]. Izmed̄u ostalog,
Doob je proučavao koncept vremena zaustavljanja, što je dovelo do razvoja teorije
martingala. Doobov rad u ovoj oblasti su nastavili Meyer [60, 61, 62], Dolean-Dade
[9] i Dellacherie [8]. Teorija stohastičkih procesa je doprinela razvoju mnogobrojnih
matematičkih teorija koje su od velikog značaja za ekonomiju, biologiju, mehaniku,
inžinjerstvo.

Neka je (Ω,F , P ) dati prostor verovatnoća i T ⊂ R parametarski skup. U daljim
razmatranjima, T je interval oblika [0,∞), interval oblika [0, T ] ili [t0, T ] ⊂ [0,∞),
pri čemu je uobičajeno da se parametar t ∈ T interpretira kao vreme.

Za dati prostor verovatnoća (Ω,F , P ), definǐse se σ-algebra

F = {A ⊂ Ω : ∃B,C ∈ F tako da je B ⊂ A ⊂ C, P (B) = P (C)}.

Ako je F = F , tada je prostor verovatnoća (Ω,F , P ) kompletan.

Definicija 1.1 Familija {x(t), t ∈ T} slučajnih merljivih funkcija x(ω, t) : (Ω,F) →
(Rd,B) se naziva stohastički proces sa faznim prostorom (Rd,B) i parametarskim
skupom T , gde je B Borelova σ-algebra nad Rd.

Na osnovu prethodne definicije se može zaključiti da se za svako fiksirano t ∈ T
dobija slučajna promenljiva, odnosno F -merljiva funkcija x(ω, t) : (Ω,F) 7→ (Rd,B).
Za svako fiksirano ω ∈ Ω , x(ω, t) ∈ Rd predstavlja funkciju realnog argumenta
t ∈ T , koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu ω ∈ Ω. Ako
je T = N , tj. ako je vremenski interval diskretan, tada se radi o stohastičkom nizu
{x(ω, n), n ∈ N}.

U daljem tekstu će biti korǐsćena oznaka x(t) umesto x(ω, t).
Stohastički proces odred̄uje familiju konačno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = P{x(t1) < x1, . . . , x(tn) < xn},

gde je xi ∈ R, ti ∈ T, i = 1, . . . , n, n ∈ N.
Zahteva se da ova familija zadovoljava sledeće uslove:

(1) (svojstvo simetrije)

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = Fti1 ,...,tin
(xi1 , . . . , xin), gde je (i1, . . . , in) proizvoljna per-

mutacija brojeva (1, . . . , n), n ∈ N,

(2) (svojstvo saglasnosti)

Ft1,...,tj ,tj+1,...,tn(x1, . . . , xj,∞, . . . ,∞) = Ft1,...,tj(x1, . . . , xj), za j < n.
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Teorema 1.1 (Teorema Kolmogorova) Za svaku familiju konačno-dimenzional-
nih funkcija raspodela koja zadovoljava uslove (1) i (2) postoji prostor verovatnoća
(Ω,F , P ) i na njemu definisan stohastički proces {x(t), t ∈ T} kome odgovara ta
familija konačno-dimenzionalnih funkcija raspodela.

Definicija 1.2 Stohastički procesi {x(t), t ∈ T} i {x̃(t), t ∈ T}, definisani na istom
prostoru verovatnoće i sa istim skupom stanja, su stohastički ekvivalentni ako je za
proizvoljno t ∈ T

P{ω ∈ Ω : x(ω, t) = x̃(ω, t)} = 1.

U tom slučaju se kaže da je proces {x̃(t), t ∈ T} stohastička modifikacija (verzija)
procesa {x(t), t ∈ T} i obrnuto.

U definiciji stohastičkog procesa nije naglašeno kakav je skup T , a problem nas-
taje kada treba posmatrati ponašanje nekog stohastičkog procesa na neprebrojivom
skupu parametra t. Da bi se ta teškoća otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.3 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je separabilan ako postoji prebrojiv
skup G ⊂ T i fiksiran dogad̄aj Λ ⊂ Ω verovatnoće nula, tako da se za proizvoljan
zatvoren skup K ⊂ Rd i proizvoljan otvoren interval I ⊂ T , skupovi

{ω : x(ω, t) ∈ K, t ∈ I} i {ω : x(ω, t) ∈ K, t ∈ I ∩G}

razlikuju na podskupu od Λ.

Skup G se naziva separant.

Definicija 1.4 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je merljiv ako je funkcija x(ω, t)
merljiva u odnosu na BT × F , gde je BT Borelova σ-algebra nad T, tj. za svaki
Borelov skup B, važi {(t, ω) : x(ω, t) ∈ B} ∈ BT ×F .

Sledeća teorema ukazuje na značaj merljivosti procesa.

Teorema 1.2 (Fubini, [30]) Neka je {x(t), t ∈ T} merljiv stohastički proces de-
dinisan na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F , P ). Tada:

(i) skoro sve trajektorije su merljive funkcije parametra t ∈ T ;

(ii) ako postoji matematičko očekivanje Ex(t) za svako t ∈ T , tada jem(t) = Ex(t)
merljiva funkcija parametra t ∈ T ;

(iii) za svaki merljiv podskup S intervala T = [0,∞), iz
∫
S E|x(t)| dt < ∞ sledi∫

S |x(t)| dt < ∞ sa verovatnoćom jedan, tj. skoro sve trajektorije su integra-
bilne na skupu S i ∫

S
Ex(t) dt = E

∫
S
x(t) dt.
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Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je stohastički neprekidan u tački t ∈ T , ako za
proizvoljno ε > 0 važi

P{|x(t+ h)− x(t)| > ε} → 0, h→ 0. (1.1.1)

Stohastički proces je stohastički neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.1.1) važi za
svako t ∈ S.

Teorema 1.3 (Doob, [10]) Za svaki stohastički neprekidan stohastički proces {x(t),
t ∈ T} postoji stohastički ekvivalentan, separabilan i merljiv stohastički proces
{x̃(t), t ∈ T}, definisan na istom prostoru verovatnoće i sa istim skupom vrednosti.

Stohastički proces {x̃(t), t ∈ T} iz prethodne teoreme se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastičkog procesa {x(t), t ∈ T}.

Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. Lp-
neprekidan, u tački t ∈ T , ako je E|x(t)|p <∞, za svako t ∈ T i

E|x(t+ h)− x(t)|p → 0, h→ 0. (1.1.2)

Stohastički proces je Lp-neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.1.2) važi za svako t ∈ S.
Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je skoro izvesno neprekidan na segmentu [a, b] ⊂

T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b], tj. ako važi

P{ω ∈ Ω : x(ω, t) ima prekid na [a, b]} = 0.

Ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti se često vrši primenom kriterijuma Kolmo-
gorova koji je iskazan sledećom teoremom.

Teorema 1.4 (Kriterijum Kolmogorova) Neka su p, q i k pozitivne konstante
takve da za svako T > 0 i 0 ≤ t, s ≤ T važi

E|x(t)− x(s)|p ≤ k|t− s|1+q.

Tada stohastički proces {x(t), t ∈ T} ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju.

Definicija 1.5 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je drugog reda (L2 − proces) ako je
E|x(t)|2 <∞, za svako t ∈ T .

Definicija 1.6 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je strogo stacionaran ako za pro-
izvoljni izbor parametara t1, . . . , tn ∈ T i h ∈ R, za koje je t1 + h, . . . , tn + h ∈ T ,
zajednička raspodela slučajnih promenljivih x(t1 + h), . . . , x(tn + h) ne zavisi od h.

Postoji šira klasa stacionarnih procesa, a to su slabo stacionarni procesi.
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Definicija 1.7 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je slabo stacionaran ako za svako
t ∈ T važi:

(i) E|x(t)|2 <∞,

(ii) Ex(t) = a = const.,

(iii) K(t, s) = E(x(t)−Ex(t))(x(s)−Ex(s)) = K(t− s), tj. korelaciona funkcija
K(t, s) zavisi samo od razlike argumenata t i s.

Definicija 1.8 Familija {Ft, t ∈ T} pod-σ-algebri σ-algebre F je filtracija (potok)
dogad̄aja iz Ω, ako je Fs ⊂ Ft ⊆ F za svako s ≤ t, s, t ∈ T .

Filtracija {Ft, t ≥ 0} je neprekidna s leva, s desna, neprekidna ako za svako t ≥ 0
važi

Ft = Ft− = σ

{∪
s<t

Fs

}
, Ft = Ft+ = σ

{∩
s>t

Fs

}
, Ft = Ft− = Ft+,

respektivno.
Filtracija {Ft, t ≥ 0} zadovoljava uobičajene uslove ako je neprekidna s desna i

F0 sadrži sve dogad̄aje iz F čija je verovatnoća nula. U nastavku će se podrazumevati
da filtracija zadovoljava uobičajene uslove.

Definicija 1.9 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Ft, t ∈ T} ako je, za svako t ∈ T , slučajna promenljiva x(t) Ft-merljiva.

Definicija 1.10 Stohastički proces {x(t), t ∈ [t0, T̃ ]} je proces sa nezavisnim pri-
raštajima ako su za svako k ∈ N i t0 < t1 < · · · < tk ≤ T̃ slučajne promenljive
x(t0), x(t1)− x(t0), . . . , x(tk)− x(tk−1) nezavisne.

Osnovni predstavnici procesa sa nezavisnim priraštajima su Wienerov i Poissonov
proces.

Ako za stohastički proces sa nezavisnim priraštajima funkcija raspodele priraštaja
x(t)−x(s) zavisi samo od razlike t−s, tada je to proces sa stacionarnim nezavisnim
priraštajima.

Definicija 1.11 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je proces Markova ako za proizvo-
ljne 0 ≤ t1 < . . . < tk i B ∈ Bd, važi

P{x(tk) ∈ B | x(t1), . . . , x(tk−1)} = P{x(tk) ∈ B | x(tk−1)},

skoro izvesno.
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Interpretirajući slučajne promenljive x(t1), · · · , x(tn−2) kao prošlost, x(tn−1) kao
sadašnjost i x(tn) kao budućnost, procesi Markova se mogu opisati kao procesi
u kojima predvid̄anje budućnosti zavisi samo od sadašnjosti, a ne i od prošlosti.
Procesima Markova se opisuju pojave u teoriji masovnog opsluživanja, na primer
stohastička svojstva redova čekanja, ili u ekonomiji cena akcija.

Važna klasa u teoriji stohastičkih procesa, koju je strogo matematički uveo Doob,
su martingali.

Definicija 1.12 Stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} za koji je E|x(t)| <∞, za svako
t ≥ 0 je:

(i) martingal, ako je E(x(t) | Fs) = x(s) s.i. za svako 0 ≤ s ≤ t;

(ii) submartingal, ako je E(x(t) | Fs) ≥ x(s) s.i. za svako 0 ≤ s ≤ t;

(iii) supermartingal, ako je E(x(t) | Fs) ≤ x(s) s.i. za svako 0 ≤ s ≤ t.

Submartingali i supermartingali zajedno, zovu se semi-martingali.
Definicija lokalnog martingala se zasniva na pojmu vremena zaustavljanja.

Definicija 1.13 Slučajna promenljiva τ : Ω → [0,∞] je vreme zaustavljanja filtra-
cije {Ft, t ≥ 0}, ako dogad̄aj {ω : τ(ω) ≤ t} pripada σ-algrebri Ft za svako t ≥ 0.

Ako je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan n-dimenzionalni stohastički proces i D ⊂ Rn

otvoren skup, tada je slučajna promenljiva,

τ =

{
inf{t ≥ 0 : x(t) /∈ D}, D ̸= ∅,
∞, inače,

vreme zaustavljanja u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}. To je prvo vreme napuštanja
skupa D.

Definicija 1.14 Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan progresivno merljiv proces i
τ vreme zaustavljanja. Tada je {x(τ ∧ t),Ft, t ≥ 0} proces zaustavljanja procesa
{x(t),Ft, t ≥ 0}.

Definicija 1.15 Neprekidan proces {x(t),Ft, t ≥ 0} takav da je x0 = 0 s.i. je
lokalni martingal ako postoji neopadajući niz {τk, k ≥ 1} vremena zaustavljanja
filtracije {Ft, t ≥ 0}, pri čemu je P{limk→∞ τk = ∞} = 1, tako da je {x(τk ∧
t),Ft, t ≥ 0} martingal za svako k ≥ 1.

Sledećom teoremom date su neke nejednakosti Dooba koje se često primenjuju u
teoriji stohastičkih procesa.
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Teorema 1.5 (Nejednakosti Dooba) Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan s desna
martingal i neka je E|x(t)|p < ∞ za svako t ∈ [0,∞). Ako je [a, b] ⊂ [0,∞)
ograničen interval, tada je

P{ sup
t∈[a,b]

|x(t)| ≥ c} ≤ E|x(b)|p

cp
, p ≥ 1, c > 0; (1.1.3)

E sup
t∈[a,b]

|x(t)|p ≤
(

p

p− 1

)p

E|x(b)|p, p > 1. (1.1.4)

Sledeća tvrd̄enja su od značaja za razmatranje stabilnosti tačnog i numeričkog
rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina. Pritom treba naglasiti da se nepre-
kidna verzija ovog tvrd̄enja primenjuje u kontekstu tačnog rešenja, dok se u kon-
tekstu numeričkih rešenja primenjuje odgovarajuća diskretna verzija. Neprekidna
verzija se može naći u [43, 52], a diskretna verzija u [79].

Teorema 1.6 (Teorema o konvergenciji semi-martingala) Neka su {A(t), t ≥
0} i {U(t), t ≥ 0} dva neprekidna rastuća procesa, pri čemu je A(0) = U(0) = 0 s.i.
Neka je {M(t), t ≥ 0} neprekidan lokalni martingal sa realnim vrednostima, gde je
M(0) = 0 s.i. Neka je ξ nenegativna F0-merljiva slučajna promenljiva tako da je
Eξ <∞. Definǐse se

X(t) = ξ + A(t)− U(t) +M(t), t ≥ 0.

Ako je slučajna promenljiva X(t) nenegativna, za svako t ≥ 0, tada je

{ lim
t→∞

A(t) <∞} ⊂ { lim
t→∞

X(t) <∞}
∩
{ lim
t→∞

U(t) <∞} s.i.

Specijalno, ako je limt→∞A(t) <∞ s.i., tada za skoro svako ω ∈ Ω važi

lim
t→∞

X(t, ω) <∞, lim
t→∞

U(t, ω) <∞ , −∞ < lim
t→∞

M(t, ω) <∞.

Teorema 1.7 (Diskretna verzija teoreme o konvergenciji semi-martingala)
Neka su {Ai} i {Ui} dva niza nenegativnih slučajnih promenljivih, pri čemu su Ai

i Ui Fi−1-merljive slučajne promenljive za i = 1, 2, ..., i A0 = U0 = 0 s.i. Neka
je {Mi} lokalni martingal sa realnim vrednostima, gde je M0 = 0 s.i. Neka je ξ
nenegativna F0-merljiva slučajna promenljiva. Definǐse se

Xi = ξ + Ai − Ui +Mi.

Ako je {Xi} nenegativni semimartingal, tada limi→∞Ai <∞ s.i. implicira

lim
i→∞

Xi <∞, lim
i→∞

Ui <∞,

za skoro svako ω ∈ Ω.
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Uvodni pojmovi i rezultati

Sledeća teorema je od značaja za dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti θ-Euler-
Maruyaminog rešenja u Glavi 3. Navedena je bez dokaza. Dokaz se može naći u
radovima [64] i [78].

Teorema 1.8 (Brouwerova teorema o fiksnoj tački) Neka je K ⊂ Rd kom-
paktan i konveksan skup i f : K → K neprekidna funkcija. Tada postoji fiksna
tačka funkcije f, tj. x ∈ K tako da je f(x) = x.

1.2 Wienerov proces

Engleski botaničar R. Brown je proučavao haotično kretanje polenovog praha u
tečnosti koje nastaje kao posledica sudara polena sa molekulima tečnosti, što je i
objavio 1828. godine. Po njemu je ovo kretanje dobilo naziv Brownovo kretanje. A.
Einstein je 1905. godine postavio fizičko-matematički model Brownovog kretanja.
Nešto ranije, 1900. godine, L. Bachelier je u svojoj desertaciji opisao statističko
ponašanje cena obveznica i to se smatra začetkom stohastičkog modeliranja cena
finansijskih instrumenata. Med̄utim, strogu matematičku teoriju Brownovog kre-
tanja dao je N. Wiener 1923. godine. Zahvaljujući njegovim rezultatima [82, 83],
Brownovo kretanje se smatra matematičkim pojmom, a ne samo fizičkom pojavom
i po njemu se ovo kretanje naziva i Wienerov proces.

Najpre treba spomenuti pojam Gaussovog procesa kojim se mogu modelirati
pojave koje se razmatraju u okviru tehničkih, fizičkih i ekonomskih nauka.

Definicija 1.16 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} se naziva Gaussov proces ako
proizvoljna konačna linearna kombinacija α1x(t1)+· · ·+αnx(tn), za t1, . . . ,tn ∈ T i
α1, . . . , αn ∈ R, ima normalnu raspodelu.

Definicija 1.17 Stohastički proces w = {w(t),Ft, t ≥ 0} je m-dimenzionalni proces
Brownovog kretanja (Wienerov proces), ako važi:

(i) w(0) = 0 s.i.;

(ii) ima nezavisne priraštaje, tj. za proizvoljne trenutke 0 ≤ t1 < · · · < tn, slučajne
promenljive w(t0), w(t1)− w(t0), . . . , w(tn)− w(tn − 1) su nezavisne;

(iii) w(t)− w(s) : N (0, σ2(t− s)I), 0 ≤ s < t, gde je I jedinična matrica reda m.

Za proizvoljne vrednosti 0 ≤ t1 < · · · < tn i x1, . . . , xn ∈ R, n-dimenzionalna
gustina raspodele je

g(t1,. . ., tn; x1,. . ., xn)=g(t1;x1) g(t2−t1; x2−x1) · · · g(tn−tn−1;xn−xn−1)

=
1

(
√
2π)n

n∏
k=1

1√
tk − tk−1

e
− (xn−xn−1)

2

2(tk−tk−1) , t0 = 0,

8



Brownovo kretanje

iz čega sledi da je ovo proces sa nezavisnim stacionarnim priraštajima. Kao proces sa
nezavisnim priraštajima i osobinom w(0) = 0 s.i., on je proces Markova, jer uslovne
gustine raspodela zavise samo od razlike vremenskih trenutaka. Takod̄e je i Gaussov
proces, što sledi iz oblika gustina raspodela.

Brownovo kretanje ima mnogo važnih osobina med̄u kojima su sledeće:

⋄ srednje kvadratno je neprekidan proces;

⋄ skoro izvesno je neprekidan proces;

⋄ skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tački;

⋄ proces je Markova;

⋄ proces Brownovog kretanja je martingal, tj. za svako 0 ≤ s < t važi
E(w(t) | Fs) = w(s) s.i.;

⋄ ima svojstva posebno važna u primenama, a to je da simetrijom, translacijom,
sažimanjem i inverzijom vremenskog argumenta, trajektorije zadržavaju svoje
osobine;

⋄ za trajektorije Brownovog kretanja važi

lim
t→∞

w(t)

t
= 0 s.i.

Prema tome, bez obzira na to što trajektorije Brownovog kretanja imaju ten-
denciju rasta kada t→ ∞, one skoro izvesno rastu sporije u odnosu na t;

⋄ trajektorije imaju osobinu da je skoro izvesno

lim inf
t→∞

w(t)√
2t ln ln t

= −1, lim sup
t→∞

w(t)√
2t ln ln t

= 1, (1.2.5)

što sledi iz zakona ponovljenog logaritma;

⋄ primenom svojstva inverzije na (1.2.5) sledi da je skoro izvesno

lim
t→0

|w(t)|√
2t ln ln 1

t

= 1,

što znači da skoro svaka trajektorija na proizvoljnom intervalu [0, ε), gde je
ε > 0 proizvoljno mali broj, ima beskonačno mnogo nula koje se ,,zgušnjavaju”
oko tačke t = 0.

9



Uvodni pojmovi i rezultati

Teorema 1.9 Skoro sve trajektorije Brownovog kretanja su neograničene varijacije
na svakom segmentu [a, b] ⊂ [0,∞), tj. za svaki ograničen skup A ∈ B i proizvoljnu
podelu a = t0 < t1 < . . . < tn = b na segmentu [a, b] važi

P

{
n∑

k=1

|ω(tk)− ω(tk−1)| > A

}
→ 1, max

1≤k≤n
(tk − tk−1) → 0.

Za detaljnija objašnjenja i dokaze videti na primer, [1, 11, 30, 44].
Kako su trajektorije Brownovog kretanja skoro izvesno nediferencijabilne, sto-

hastički integral se ne može definisati kao Riemannov integral, ali ni kao Lebesgue-
Stieltjesov integral, jer su skoro sve trajektorije neograničene varijacije na svakom
konačnom segmentu. Med̄utim, ovakav integral je moguće definisati kao nestandard-
ni stohastički integral – integral Itôa zbog martingalnih karakteristika Brownovog
kretanja.

1.3 Integral Itôa

Pojam stohastičkog integrala, stohastičkog procesa, kao i stohastičke diferencijalne
jednačine, razvili su nezavisno jedan od drugog ruski matematičar I. Gikhman [12,
13] i japanski matematičar K. Itô [22, 23, 24] pedesetih godina prošlog veka. Prihva-
ćen je pristup Itôa, tako da se po njemu stohastički integral i stohastička diferenci-
jalna jednačina po procesu Brownovog kretanja nazivaju stohastički integral Itôa i
stohastička diferencijalna jednačina Itôa. Od tada se ova teorija intenzivno razvija
i danas ima veliku primenu u tehnici, prirodnim naukama, medicini i posebno u
finansijama. U ovoj glavi će biti u kratkim crtama izložene osnove ove teorije.

1.3.1 Stohastički integral Itôa

Neka je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft, t ≥ 0} na kome
su definisani (n × m)-matrični stohastički proces φ = {φ(ω, t), t ∈ [t0, T ]} i m-
dimenzionalno Brownovo kretanje w = {w(t),Ft, t ≥ 0}.

Najpre će biti definisana klasa stohastičkih procesa za koje se može definisati
integral Itôa.

Definicija 1.18 Klasa M2([a, b];R
n×Rm) je prostor merljivih procesa, adaptiranih

u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}, tako da za svako φ ∈ M2([a, b];R
n ×Rm) važi

∥φ∥2 =
∫ b

a
E|φ(t)|2 dt <∞,

10



Integral Itôa

gde je

∥φ∥2 =
n∑

i=1

m∑
j=1

|φi,j|2 = trace(φφ′).

Prostor
(
M2([a, b];R

n ×Rm), ∥ · ∥
)
je Banachov prostor.

Dva stohastička procesa φ, φ̃ ∈ M2([a, b];R
n × Rm) su stohastički ekvivalentna

ako je
∥φ− φ̃∥ = 0.

Da bi se definisao integral Itôa, najpre se definǐse stohastički integral za stepe-
naste stohastičke procese, a zatim za složenije stohastičke procese metodom aproksi-
macije proizvoljnog procesa nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.19 Stohastički proces φ ∈ M2([a, b];R
n×Rm) je stohastički stepenasti

proces, ako postoji particija a = t0 < t1 < · · · < tk = b tako da važi

φ(ω, t) = φ(ω, tν) s.i., tν ≤ t < tν+1, ν = 0, . . . , k − 1.

Definicija 1.20 Stohastički integral Itôa stepenastog procesa φ ∈ M2([a, b];R
n ×

Rm) u odnosu na Brownovo kretanje w je slučajna promenljiva

I(φ) =
∫ b

a
φ(t) dw(t) :=

k−1∑
ν=0

φ(tν)[w(tν+1)− w(tν)].

Definisanje stohastičkog integrala Itôa za klasu M2([a, b];R
n × Rm) zasniva se

na narednoj teoremi.

Teorema 1.10 Neka je {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje i
neka je φ ∈ M2([a, b];R

n ×Rm). Tada:

(i) Postoji niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} za koje važi

lim
n→∞

∥φ− φn∥2 = lim
n→∞

∫ b

a
E|φ(t)− φn(t)|2 dt = 0.

(ii) Niz slučajnih promenljivih {I(φn), n ∈ N}, gde je I(φn) :=
∫ b

a
φn(t) dw(t),

konvergira u srednje kvadratnom smislu kada n→ ∞.

(iii) Za dva niza stepenastih procesa {φn, n ∈ N} i {φ′
n, n ∈ N} iz M2([a, b];R

n ×
Rm) za koje je

lim
n→∞

∥φ− φn∥ = lim
n→∞

∥φ− φ′
n∥ = 0,

važi
s.k. lim

n→∞
I(φn) = s.k. lim

n→∞
I(φ′

n).

11
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Prethodna teorema predstavlja motivaciju za uvod̄enje definicije stohastičkog inte-
grala Itôa za stohastičke procese iz prostora M2([a, b];R

n ×Rm).

Definicija 1.21 Stohastički integral Itôa procesa φ ∈ M2([a, b];R
n×Rm) u odnosu

na w je slučajna promenljiva

I(φ) =
∫ b

a
φ(t) dw(t) := s.k. lim

n→∞

∫ b

a
φn(t) dw(t).

Prema tome, I(φ) je granična vrednost u srednje kvadratnom smislu niza slučajnih
promenljivih {I(φn), n ∈ N}. Ova granična vrednost ne zavisi od izbora niza stepe-
nastih procesa {φn, n ∈ N}.

Najvažnije osobine stohastičkog integrala Itôa date su sledećom teoremom.

Teorema 1.11 Neka su φ, ψ ∈ M2([a, b], R
n × Rm) i α, β ∈ R proizvoljni brojevi.

Tada za stohastički integral Itôa važi:

(1)
∫ b

a
φ(t) dw(t) je Fb-merljiva slučajna promenljiva;

(2)
∫ b

a
φ(t) dw(t) =

∫ c

a
φ(t) dw(t) +

∫ b

c
φ(t) dw(t), a < c < b (aditivnost);

(3)
∫ b

a
(αφ(t) + βψ(t)) dw(t) = α

∫ b

a
φ(t) dw(t) + β

∫ b

a
ψ(t) dw(t) (linearnost);

(4) E
∫ b

a
φ(t) dw(t) = 0;

(5) E

∣∣∣∣∣
∫ b

a
φ(t) dw(t)

∣∣∣∣∣
2

= E
∫ b

a
|φ(t)|2 dt (stohastička integralna izometrija).

Stohastički integral Itôa se može definisati pod slabijim uslovima od prethodno
navedenih. Neka je L2([a, b], R

n × Rm) klasa stohastičkih procesa merljivih i adap-
tiranih u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}, za koje važi da je

P

{∫ b

a
|φ(t)|2 dt <∞

}
= 1.

Očigledno da je L2([a, b], R
n ×Rm) šira klasa nego M2([a, b], R

n ×Rm).
Može se dokazati da za svako φ ∈ L2([a, b], R

n ×Rm) postoji niz {φn(t), n ∈ N}
iz klase M2([a, b], R

n ×Rm), pri čemu je

φn(t) =

 φ(t),
∫ b

a
|φ(t)|2 dt ≤ n,

0, inače,

12
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tako da se integral Itôa procesa φ može definisati kao

I(φ) := lim
n→∞

∫ b

a
φn(t) dw(t) u verovatnoći.

Za ovako definisan integral važe osobine (1)− (4) Teoreme 1.11, ali u opštem slučaju
ne važi osobina (5).

1.3.2 Neodred̄eni stohastički integral Itôa

Neka je I{s<t}, a ≤ s < t < b indikator skupa [a, t]. Proizvod indikatorske funkcije i
procesa φ ∈ M2([a, b], R

n×Rm) je proces izM2([a, b], R
n×Rm), što daje mogućnost

definisanja neodred̄enog stohastičkog integrala Itôa stohastičkih procesa iz klase
M2([a, b], R

n ×Rm).

Definicija 1.22 Neodred̄eni stohastički integral Itôa stohastičkog procesa φ iz klase
M2([a, b], R

n ×Rm) je m-dimenzionalni stohastički proces x = {x(t), t ∈ [a, b]}, gde
je

x(t) :=
∫ b

a
I{s<t}φ(s) dw(s) =

∫ t

a
φ(s) dw(s), t ∈ [a, b].

Proces {x(t), t ∈ [a, b]} je adaptiran u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0} i za njega
važe osobine (2)-(5) Teoreme 1.11. Takod̄e, veoma bitne osobine neodred̄enog sto-
hastičkog integrala Itôa su martingalnost, skoro izvesna neprekidnost, kao i osobina
lokalnog martingala.

Teorema 1.12 Ako je φ ∈ M2([a, b], R
n × Rm), tada je proces {x(t), t ∈ [a, b]}

martingal.

Teorema 1.13 Ako je φ ∈ M2([a, b], R
n × Rm), tada je proces {x(t), t ∈ [a, b]}

skoro izvesno neprekidan.

Teorema 1.14 Ako je τ vreme zaustavljanja u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0}, tada
je za φ ∈ M2([a, b], R

n ×Rm), stohastički proces

x(t ∧ τ) =
∫ t∧τ

a
φ(s)dw(s), t ∈ [a, b]

martingal u odnosu na {Ft, t ≥ 0} i Ex(t ∧ τ) = 0.

Neodred̄eni integral Itôa se takod̄e može definisati i za stohastičke procese φ ∈
L2([a, b], R

n×Rm), analogno Definiciji 1.22. Tada je proces {x(t),Ft, t ≥ 0} merljiv
i s.i. neprekidan, dok u opštem slučaju, nije martingal. Med̄utim, jeste lokalni
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Uvodni pojmovi i rezultati

martingal, tj. {x(t ∧ τn),Ft, t ≥ 0} je martingal, pri čemu je {τn, n ∈ N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

τn = inf
a≤t≤b

{∫ t

a
|φ(s)|2ds ≥ n

}
.

Sledećom teoremom data je nejednakost koja se često primenjuje u ocenjivanju
stohastičkog integrala Itôa. Dokaz se može naći na primer, u [44, 52, 50].

Teorema 1.15 (Burkholder-Davis-Gandy, [6]) Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0}
m-dimenzionalni proces Brownovog kretanja i φ ∈ L2(R

+;Rn×Rm). Tada za svako
p > 0 postoje univerzalne konstante c̃p i cp, koje zavise samo od p, tako da za svako
t ≥ 0 važi

c̃pE

∣∣∣∣∫ t

0
|φ(u)|2du

∣∣∣∣p/2 ≤ E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

0
φ(u)dw(u)

∣∣∣∣p ≤ cpE

∣∣∣∣∫ t

0
|φ(u)|2du

∣∣∣∣p/2 , (1.3.6)

pri čemu je

c̃p = (p/2)2, cp = (32/p)p/2, 0 < p < 2;

c̃p = 1, cp = 4, p = 2;

c̃p = (2p)−p/2, cp = [pp+1/2(p− 1)p−1]p/2, p > 2.

Iz nejednakosti (1.3.6), za p = 2, dobija se Doobova nejednakost, odnosno

E sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∫ t

a
φ(s) dw(s)

∣∣∣∣2 ≤ 4
∫ b

a
E|φ(t)|2 dt. (1.3.7)

1.3.3 Formula Itôa

Formula Itôa za stohastičko diferenciranje ima veliki značaj, ne samo za efektivno
rešavanje stohastičkog integrala Itôa, već i za rešavanje nekih stohastičkih dife-
rencijalnih jednačina. Da bi se ova formula predstavila za klasu d-dimenzionalnih
slučajnih procesa, neophodno je najpre uvesti pojam stohastičkog diferencijala takvih
procesa. Ovu formulu je prvi uveo K. Itô u radovima [25, 26], a uopštio je Meyer
[63].

Definicija 1.23 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje
definisano na kompletnom prostoru verovatnoća (Ω,F ,P). Neka su f ∈ L1(R+, R

d)
i g ∈ L2(R+, R

d×Rm) merljivi procesi adaptirani u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0},
pri čemu je za svako T ≥ 0,∫ T

0
|f(t)| dt <∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t)|2 dt <∞ s.i.
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Stohastičke diferencijalne jednačine

Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalni stohastički proces {x(t), t ≥ 0}, pri čemu je
x(t) = (x1(t), . . . , xd(t))

T , definisan sa

x(t) = x(0) +
∫ t

0
f(u) du+

∫ t

0
g(u) dw(u), t ≥ 0 (1.3.8)

je proces Itôa sa stohastičkim diferencijalom

dx(t) = f(t) dt+ g(t) dw(t), t ≥ 0.

Oba integrala u izrazu (1.3.8), prvi koji je Lebesgueov i drugi koji je stohastički
integral Itôa, merljivi su, Ft-adaptirani i s.i. neprekidni, tako da je i proces Itôa
merljiv, adaptiran u odnosu na istu filtraciju i skoro izvesno neprekidan.

Neka je funkcija V (x, t) definisana na (Rd;R+) i dva puta diferencijabilna po x
i jednom po t i neka je

Vt =
∂V

∂t
, Vx =

(
∂V

∂x1
, · · · , ∂V

∂xd

)
,

Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
d×d

=


∂2V

∂x1∂x1
. . . ∂2V

∂x1∂xd
...

∂2V
∂xd∂x1

. . . ∂2V
∂xd∂xd

 .

Za efektivno rešavanje integrala Itôa, često je neophodno primeniti formulu Itôa
za stohastičko diferenciranje složene funkcije.

Teorema 1.16 (Formula Itôa) Neka je {x(t), t ≥ 0} d-dimenzionalni proces Itôa
sa stohastičkim diferencijalom dx(t) = f(t) dt + g(t) dw(t), t ≥ 0, gde je f ∈
L1(R+, R

d) i g ∈ L2(R+, R
d × Rm). Tada je {V (x(t), t), t ≥ 0} proces Itôa sa sto-

hastičkim diferencijalom

dV (x(t), t) =
[
Vt(x(t), t) + Vx(x(t), t)f(t) +

1

2
trace(gT (t)Vxx(x(t), t)g(t))

]
dt

+Vx(x(t), t)g(t)dw(t), t ≥ 0.

Specijalno, u jednodimenzionalnom slučaju, tj. kada je d = m = 1, važi

dV (x(t), t) =
[
Vt(x(t), t) + Vx(x(t), t)f(t) +

1

2
Vxx(x(t), t)|g(t)|2

]
dt

+Vx(x(t), t)g(t)dw(t), t ≥ 0.
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1.4 Stohastičke diferencijalne jednačine

Stohastička diferencijalna jednačina nepoznatog d-dimenzionalnog stohastičkog pro-
cesa {x(t), t ∈ [t0, T ]} je jednačina oblika

dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dw(t), t ∈ [t0, T ], x(t0) = x0, (1.4.9)

pri čemu je w = {w(t), t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, početni uslov
x0 je d-dimenzionalna slučajna promenljiva koja je stohastički nezavisna u odnosu
na Brownovo kretanje i funkcije f : Rd × [t0, T ] → Rd i g : Rd × [t0, T ] → Rd × Rm

su neslučajne Borel-merljive funkcije na svojim domenima.
Jednačina (1.4.9) se može predstaviti i u ekvivalentnom, integralnom obliku

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(x(s), s) ds+

∫ t

t0
g(x(s), s) dw(s), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ]. (1.4.10)

U nastavku će se podrazumevati da je Ft = σ{x0, ω(s), 0 ≤ s ≤ t}.

Definicija 1.24 Merljiv stohastički proces {x(t), t ∈ [t0, T ]} je strogo rešenje jedna-
čine (1.4.9) ako zadovoljava sledeće uslove:

(i) x(t) je Ft-merljivo za svako t ∈ [t0, T ];

(ii)
∫ T
t0
|f(x(t), t)| ds <∞ s.i.,

∫ T
t0
|g(x(t), t)|2 ds <∞ s.i.;

(iii) x(t0) = x0 s.i.;

(iv) jednačina (1.4.10) je zadovoljena s.i. za svako t ∈ [t0, T ].

Definicija 1.25 Jednačina (1.4.9) ima jedinstveno strogo rešenje ako za svaka dva
stroga rešenja x(t) i x̃(t) važi

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [t0, T ]} = 1.

Sledeća teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti rešenja jedna-
čine (1.4.9).

Teorema 1.17 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje
i x0 slučajna promenljiva nezavisna od w za koju važi da je E|x0|2 < ∞. Neka su
f : Rd × [t0, T ] → Rd, g : Rd × [t0, T ] → Rd × Rm Borel-merljive funkcije za koje
važi:

(i) (Lipschitzov uslov) Postoji konstanta L > 0 tako da je, za svako (x, t), (y, t) ∈
Rd × [t0, T ],

|f(x, t)− f(y, t)|+ |g(x, t)− g(y, t)| ≤ L|x− y|. (1.4.11)
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(ii) (uslov linearnog rasta) Postoji konstanta L > 0 tako da je, za svako (x, t) ∈
Rd × [t0, T ],

|f(x, t)|2 + |g(x, t)|2 ≤ L(1 + |x|2). (1.4.12)

Tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno strogo rešenje jednačine (1.4.9)
sa osobinom E sup

t∈[t0,T ]
|x(t)|2 <∞.

Dokaz se može naći na primer, u [1, 11, 28, 30, 44, 84].

Prethodna teorema važi i kada se Lipschitzov uslov zameni lokalnim Lipschit-
zovim uslovom: Za svako n ≥ 0, postoji konstanta Ln tako da za svako (x, t), (y, t) ∈
Rd × [t0, T ] za koje je |x| ∨ |y| ≤ n, važi da je

|f(x, t)− f(y, t)|+ |g(x, t)− g(y, t)| ≤ Ln|x− y|. (1.4.13)

Razmatra se stohastička diferencijalna jednačina na intervalu [t0,∞), tj.

dx(t) = f(x(t), t) dt+ g(x(t), t) dw(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0,∞). (1.4.14)

Ako važe pretpostavke Teoreme 1.17 za funkcije f i g na svakom konačnom podin-
tervalu [t0, T ] ⊂ [t0,∞), tada jednačina (1.4.14) ima jedinstveno rešenje na celom
intervalu [t0,∞). Takvo rešenje se naziva globalno rešenje.

Brojni autori su se bavili problemom odred̄ivanja različitih klasa stohastičkih
diferencijalnih jednačina koje imaju jedinstveno rešenje. Takvi rezultati predsta-
vljaju proširenja ili uopštenja Teoreme 1.17. Jedan od mogućih pravaca uopštenja se
ogleda u uvod̄enju uslova za koeficijente jednačine koji su slabiji od uslova linearnog
rasta. To, je izmed̄u ostalog, problem koji se razmatra i u ovoj disertaciji. Sledećom
teoremom iskazana je egzistencija i jedinstvenost rešenja, a pritom je uslov linearnog
rasta zamenjen uslovom monotonosti.

Teorema 1.18 (X. Mao, [52]) Neka je E|x0|2 <∞ i neka važi lokalni Lipschitzov
uslov (1.4.13), pri čemu je uslov linearnog rasta (1.4.12) zamenjen uslovom monotonosti,
tj. postoji konstanta K > 0 tako da za svako (x, t) ∈ Rd × [t0, T ] važi da je

xTf(x, t) +
1

2
|g(x, t)|2 ≤ K(1 + |x|2). (1.4.15)

Tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno strogo rešenje jednačine (1.4.9)
sa osobinom E sup

t∈[t0,T ]

|x(t)|2 <∞.
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1.5 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine

Prirodno uopštenje stohastičkih diferencijalnih jednačina koje imaju osobinu za-
visnosti od prošlosti, predstavljaju neutralne stohastičke diferencijalne jednačine
(NSDJ). U njima se pored nepoznatog procesa x, pod diferencijalom javlja i argu-
ment sa kašnjenjem. Mnoga poznata tvrd̄enja koja se odnose na funkcionalne sto-
hastičke diferencijalne jednačine i stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem,
uspešno su proširena na klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina, što
potvrd̄uju i radovi [32, 45, 52, 51]. U ovom poglavlju će biti navedeni osnovni poj-
movi koji se odnose na neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem i za neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova.

1.5.1 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa vre-
menski-zavisnim kašnjenjem

U mnogim situacijama, promene sistema koji se razmatra su uslovljene kako trenut-
nim stanjem, tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. Često
je priroda zavisnosti od prošlosti nekog sistema takva da se opisuje nekom funkci-
jom vremena. Takvi sistemi se matematički modeliraju stohastičkim diferencijalnim
jednačinama sa vremenski-zavisnim kašnjenjem. Prirodno uopštenje stohastičkih
diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem su one u kojima se pod
diferencijalom javlja argument sa kašnjenjem, odnosno neutralne stohastičke dife-
rencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem.

Neka je τ > 0 i C([−τ, 0];Rd) klasa neprekidnih funkcija sa vrednostima u Rd.
Dalje, neka je Cb

F0
([−τ, 0];Rd) klasa funkcija iz C([−τ, 0];Rd) za koje važi da su

ograničene i F0-merljive. U nastavku, od značaja je i funkcija kašnjenja δ : R+ →
[0, τ ], koja je Borel-merljiva, pri čemu je R+ = [0,∞).

Predmet razmatranja je sledeća neutralna stohastička diferencijalna jednačina
sa vremenski-zavisnim kašnjenjem

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), t)]

= f(x(t), x(t− δ(t)), t)dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), t)dw(t), t ≥ 0, (1.5.16)

sa početnim uslovom

x0 = φ = {φ(t) : t ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd), (1.5.17)

pri čemu su

f : Rd ×Rd ×R+ → Rd, g : Rd ×Rd ×R+ → Rd×m, u : Rd ×R+ → Rd

Borel-merljive funkcije i x(t) je d-dimenzionalni proces.
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Definicija 1.26 Za d-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ≥ −τ} se kaže da je
rešenje jednačine (1.5.16) ako je s.i. neprekidan, Ft-adaptiran, pri čemu važe uslovi∫∞
0 |f(x(t), x(t− δ(t)), t)|dt < ∞ s.i.,

∫∞
0 |g(x(t), x(t− δ(t)), t)|2dt < ∞ s.i, x0 = φ

s.i, i za svako t ≥ 0 integralni oblik jednačine (1.5.16) važi s.i.

Sledeća teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine
(1.5.16).

Teorema 1.19 (X. Mao, [52]) Ako je ispunjen globalni Lipschitzov uslov, tj. ako
postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako x1, x2, y1, y2 ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

|f(x1, y1, t)−f(x2, y2, t)|2∨|g(x1, y1, t)−g(x2, y2, t)|2≤K(|x2−x1|2+|y2−y1|2),(1.5.18)

ako važi uslov linearnog rasta, tj. postoji pozitivna konstanta K̄ tako da, za svako
x, y ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

|f(x, y, t)|2 ∨ |g(x, y, t)|2 ≤ K̄(1 + |x|2 + |y|2) (1.5.19)

i ako postoji konstanta β ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

|u(x, t)− u(y, t)| ≤ β|x− y|, (1.5.20)

tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rešenje x(t) jednačine (1.5.16).

Uobičajeno je da se, uz navedene uslove, uvede pretpostavka u(0, t) = 0, za svako
t ≥ 0, što je od značaja za dokazivanje ograničenosti momenata rešenja. Pored toga,
ako je E∥φ∥p < ∞ za p ≥ 2, tada je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p < ∞ (videti na primer,
[52]).

U Glavi 3 se razmatra egzistencija i jedinstvenost rešenja neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem, ali sa slabijim uslovima
od uslova linearnog rasta. Na taj način je uopštena prethodna teorema o egzistenciji
i jedinstvenosti rešenja.

Neka je C(Rd× [−τ,∞);R+) familija svih neprekidnih funkcija na Rd× [−τ,∞)
sa vrednostima u skupu R+. Oznaka C2,1(Rd × R+;R+) se odnosi na familiju svih
neprekidnih nenegativnih funkcija V (x, t) na Rd ×R+ sa vrednostima u skupu R+,
koje su dva puta neprekidno diferencijabilne po x i jednom po t.

Za funkciju V ∈ C2,1(Rd×R+;R+) se definǐse operator LV : Rd×Rd×R+ → R,
na sledeći način

LV (x, y, t) = Vt(x− u(y, t), t) + Vx(x− u(y, t), t)f(x, y, t)

+
1

2
trace[gT (x, y, t)Vxx(x− u(y, t), t)g(x, y, t)], (1.5.21)
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Uvodni pojmovi i rezultati

pri čemu je

Vt(x, t) =
∂V (x, t)

∂t
, Vx(x, t) =

(
∂V (x, t)

∂x1
, · · · , ∂V (x, t)

∂xd

)
,

Vxx(x, t) =

(
∂2V (x, t)

∂xi∂xj

)
d×d

.

Od značaja za dalji rad je i formula Itôa za neutralne stohastičke diferencijalne
jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem.

Teorema 1.20 (X. Mao, [52]) Neka je V ∈ C2,1(Rd × R+ × S;R+). Tada za
svako t ≥ 0 važi da je

V (x(t)− u(x(t− δ(t), t), t)

= V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0), 0) +
∫ t

0
LV (x(s), x(s− δ(s)), s)dt

+
∫ t

0
Vx(x(s)− u(x(s− δ(s)), s), s)g(x(s), x(s− δ(s)), s)dω(s). (1.5.22)

1.5.2 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

Uočeno je da se neki sistemi menjaju u skladu sa različitim zakonima u toku nekog
perioda i da u slučajnim momentima prelaze iz jednog režima u drugi. To je os-
novna motivacija za proučavanje stohastičkih diferencijalnih jednačina sa prelazima
Markova. U radovima [53, 57, 88, 89] su razmatrane obične stohastičke diferen-
cijalne jednačine, kao i stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim
kašnjenjem i prelazima Markova.

Pored ranije uvedenih oznaka, biće uvedeni još neki pojmovi i teoreme. U knjizi
[59], čiji su autori X. Mao i C. Yuan, kao i u literaturi na koju se ona poziva, može
se naći vǐse detalja o narednim pojmovima i rezultatima.

Neka je {r(t), t ≥ 0}, neprekidan s desna proces Markova, definisan nad datim
prostorom verovatnoća, sa konačnim skupom stanja S = {1, 2, . . . , N} i generatorom
Γ = (γij)N×N definisanim sa

P{r(t+∆) = j|r(t) = i} =

{
γij∆+ o(∆), i ̸= j,
1 + γij∆+ o(∆), i = j,

pri čemu je ∆ > 0. U prethodnom izrazu, γij ≥ 0 je intenzitet prelaza procesa
Markova iz stanja i u stanje j kada je i ̸= j, dok je γii = − ∑

i̸=j
γij.
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Pretpostavlja se da je proces Markova nezavisan u odnosu na Brownovo kretanje.
Proces Markova {r(t), t ≥ 0} se može predstaviti pomoću stohastičkog integrala u
odnosu na Poissonovu slučajnu meru, odnosno

dr(t) =
∫
R
h̃(r(t−), l)ν(dt, dl), t ≥ 0,

sa početnom vrednošću r(0) = i0 ∈ S. Pritom je ν(dt, dl) Poissonova slučajna mera
na dt× µ(dl), gde je µ Lebesgueova mera na R. Funkcija h̃ : S ×R → R se definǐse
sa

h̃(i, y) =

{
j − i, y ∈ ∆ij,
0, inače,

(1.5.23)

pri čemu su △ij uzastopni intervali definisani na sledeći način:

∆12 = [0, γ12),

∆13 = [γ12, γ12 + γ13),
...

∆1N =
[N−1∑

j=2

γ1j,
N∑
j=2

γ1j
)
,

∆21 =
[ N∑
j=2

γ1j,
N∑
j=2

γ1j + γ21
)
,

∆23 =
[ N∑
j=2

γ1j + γ21,
N∑
j=2

γ1j + γ21 + γ23
)
,

...

∆2N =
[ N∑
j=2

γ1j +
N−1∑

j=1,j ̸=2

γ1j,
N∑
j=2

γ1j +
N−1∑

j=1,j ̸=2

γ2j
)
.

U nastavku će biti reči o neutralnoj stohastičkoj diferencijalnoj jednačini sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova oblika

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t))]

= f(x(t), x(t− δ(t)), r(t), t)dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), r(t), t)dw(t), t ≥ 0,(1.5.24)

sa početnim uslovima

x0 = φ = {φ(θ) : θ ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd), (1.5.25)

r(0) = i0 ∈ S. (1.5.26)
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Pritom su

f :Rd ×Rd ×R+ × S→Rd, g :Rd ×Rd ×R+ × S→Rd×m, u :Rd ×R+ × S→Rd

Borel-merljive funkcije i {x(t), t ≥ −τ} je d-dimenzionalni stohastički proces koji
predstavlja stanje sistema čija je evolucija opisana jednačinom (1.5.24).

Definicija 1.27 Za d-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ≥ −τ} se kaže da je
rešenje jednačine (1.5.24) ako je s.i. neprekidan, Ft-adaptiran, pri čemu važe uslovi∫∞
0 |f(x(t), x(t−δ(t)), t, r(t))|dt <∞ s.i.,

∫∞
0 |g(x(t), x(t−δ(t)), t, r(t))|2dt <∞ s.i,

x0 = φ s.i, i za svako t ≥ 0 integralni oblik jednačine (1.5.24) važi s.i.

U nastavku je navedena teorema egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine (1.5.24).

Teorema 1.21 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Ako je ispunjen globalni Lipschitzov us-
lov, tj. ako postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako x1, x2, y1, y2 ∈ Rd, i ∈ S
i svako t ≥ 0, važi

|f(x1, y1, t, i)−f(x2, y2, t, i)|2 ∨ |g(x1, y1, t, i)−g(x2, y2, t, i)|2

≤K(|x2−x1|2+|y2−y1|2), (1.5.27)

ako važi uslov linearnog rasta, tj. postoji pozitivna konstanta K̄ tako da, za svako
x, y ∈ Rd, i ∈ S i svako t ≥ 0, važi

|f(x, y, t, i)|2 ∨ |g(x, y, t, i)|2 ≤ K̄(1 + |x|2 + |y|2) (1.5.28)

i ako postoji konstanta β ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd, i ∈ S i svako t ≥ 0,
važi

|u(x, t, i)− u(y, t, i)| ≤ β|x− y|, (1.5.29)

tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rešenje x(t) jednačine (1.5.24).

Uobičajeno je da se, uz navedene uslove, uvede pretpostavka u(0, t, i) = 0, za svako
t ≥ 0 i i ∈ S, što je od značaja za dokazivanje ograničenosti momenata rešenja.
Pored toga, ako je E∥φ∥p <∞ za p ≥ 2, tada je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p <∞.

Nadalje, u Glavi 2, razmatraće se egzistencija i jedinstvenost rešenja neutralne
stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima
Markova, pod pretpostavkom da važe slabiji uslovi od uslova linearnog rasta, tj.
uopšteni uslovi Khasminskiiog. Na taj način je uopštena prethodna teorema o
egzistenciji i jedinstvenosti rešenja. Treba još naglasiti da će se u Glavi 2 najpre
razmatrati slučaj sa neograničenom funkcijom kašnjenja δ, a zatim i sa ograničenom.

Neka je C(Rd× [−τ,∞);R+) familija svih neprekidnih funkcija na Rd× [−τ,∞)
sa vrednostima u skupu R+. Oznaka C2,1(Rd × R+ × S;R+) se odnosi na familiju
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svih neprekidnih nenegativnih funkcija V (x, t, i) na Rd × R+ × S sa vrednostima u
skupu R+, koje su za svako i ∈ S dva puta neprekidno diferencijabilne po x i jednom
po t.

Za funkciju V ∈ C2,1(Rd×R+×S;R+) se definǐse operator LV : Rd×Rd×R+×
S → R, na sledeći način

LV (x, y, t, i) = Vt(x− u(y, t, i), t, i) + Vx(x− u(y, t, i), t, i)f(x, y, t, i)

+
1

2
trace[gT (x, y, t, i)Vxx(x− u(y, t, i), t, i)g(x, y, t, i)]

+
N∑
j=1

γijV (x− u(y, t, i), t, j), (1.5.30)

pri čemu je

Vt(x, t, i) =
∂V (x, t, i)

∂t
, Vx(x, t, i) =

(
∂V (x, t, i)

∂x1
, · · · , ∂V (x, t, i)

∂xd

)
,

Vxx(x, t, i) =

(
∂2V (x, t, i)

∂xi∂xj

)
d×d

.

Od značaja za dalji rad je i formula Itôa za neutralne stohastičke diferencijalne
jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova.

Teorema 1.22 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Neka je V ∈ C2,1(Rd × R+ × S;R+).
Tada za svako t ≥ 0 važi da je

V (x(t)− u(x(t− δ(t), t, r(t)), t, r(t))

= V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0, r(0)) +
∫ t

0
LV (x(s), x(s− δ(s)), s, r(s))dt

+
∫ t

0
Vx(x(s)− u(x(s− δ(s)), s, r(s)), s, r(s))g(x(s), x(s− δ(s)), s, r(s))dω(s)

+
∫ t

0

∫
R

(
V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s)+h̃(r(s), l))

−V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s))
)
µ(ds, dl) (1.5.31)

pri čemu je funkcija h̃(r(s), l)) definisana sa (1.5.23), dok je µ(ds, dl) = ν(ds, dl)−
m(ds)ds martingalna mera, tj. kompenzovana Poissonova slučajna mera.
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1.6 Osnovni tipovi stabilnosti rešenja stohastičke

diferencijalne jednačine

Jedna od bitnih karakteristika diferencijalnih jednačina je stabilnost. U osnovi sta-
bilnosti rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina je ispitivanje stanja sistema
u odnosu na male promene početnog uslova ili nekih drugih parametara sistema.
Stohastička stabilnost je jedna od veoma istraživanih oblasti stohastičke analize i
mnogi matematičari su doprineli njenom razvoju, na primer Arnold [1, 2], Khasmin-
skii [16, 35, 36], Friedman [11], Mao [49, 50], Kolmanovskii [37, 40, 41] i drugi. S
obzirom na to da mnoge stohastičke diferencijalne jednačine nisu eksplicitno rešive,
neophodno je primeniti numeričke metode, a od značaja je i stabilnost numeričkih
rešenja. U tom smislu, jedan od ciljeva ove disertacije je odred̄ivanje uslova pod
kojima tačno i numeričko rešenje imaju osobinu stabilnosti. U ovom poglavlju biće
navedene neke osnovne definicije teorije stabilnosti rešenja stohastičkih diferencijal-
nih jednačina.

Definicija 1.28 Rešenje {x(t), t ≥ 0} stohastičke diferencijalne jednačine je sto-
hastički stabilno ili stabilno u verovatnoći ako za svako ε ∈ (0, 1) i r > 0, postoji
δ = δ(ε, r, t0) > 0 tako da, za |x0| < δ, važi

P{|x(t; t0, x0)| < r, t ≥ t0} ≥ 1− ε.

Definicija 1.29 Rešenje {x(t), t ≥ 0} stohastičke diferencijalne jednačine je sto-
hastički asimptotski stabilno ako za svako ε ∈ (0, 1) postoji δ = δ(ε, t0) > 0 tako da,
za |x0| < δ, važi

P{ lim
t→∞

x(t; t0, x0) = 0, t ≥ t0} ≥ 1− ε.

Definicija 1.30 Rešenje {x(t), t ≥ 0} stohastičke diferencijalne jednačine je ekspo-
nencijalno stabilno u srednjem reda p ako za svako x0 ∈ Rd, E|x0|p <∞ važi

lim sup
t→∞

1

t
logE(|x(t; t0, x0)|p) ≤ 0.

Definicija 1.31 Rešenje {x(t), t ≥ 0} stohastičke diferencijalne jednačine je skoro
izvesno eksponencijalno stabilno ako za svako x0 ∈ Rd važi

lim sup
t→∞

1

t
log |x(t; t0, x0)| < 0 s.i.

U disertaciji, od navedenih tipova stabilnosti, se razmatraju dva tipa. Naime, u
Glavi 2 se razmatraju eksponencijalna stabilnost u srednjem reda p i skoro izvesna
eksponencijalna stabilnost rešenja neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina
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sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Takod̄e se razmatra i skoro
izvesna eksponencijalna stabilnost odgovarajućih numeričkih rešenja. U Glavi 3
se ispituje skoro izvesna eksponencijalna stabilnost rešenja neutralnih stohastičkih
diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem.

1.7 Neke numeričke metode aproksimacije rešenja

običnih stohastičkih diferencijalnih jednačina

Sve veći broj realnih problema u svim oblastima života danas se rešava matematičkim
modelima, koji se sastoje od skupa jednačina kojima se opisuju sve važnije pojave
ili procesi značajni za postavljeni problem. U slučaju jednostavnijih modela, rešenje
se može odrediti analitički. Med̄utim, modeli su najčešće složeni i tada se za odre-
d̄ivanje aproksimativnih rešenja primenjuju numeričke metode. Postoji vǐse metoda
aproksimacije rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina, kao i
kriterijuma za njihovo upored̄ivanje. Med̄u najvažnijima je da se metoda lako im-
plementira i da aproksimativna rešenja nasled̄uju osobine tačnog rešenja.

U ovoj disertaciji najpre se razmatra pod kojim uslovima postoji jedinstveno
rešenje za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavis-
nim kašnjenjem i prelazima Markova i za klasu neutralnih stohastičkih diferencijal-
nih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem. Zatim se numeričkim metodama
odred̄uju aproksimativna rešenja datih jednačina i razmatra pod kojim uslovima
aproksimativno i tačno rešenje imaju iste osobine, kao što je stabilnost, koja se
takod̄e razmatra u ovoj disertaciji.

Postoje eksplicitne i implicitne numeričke metode. U ovom poglavlju, od eksplici-
tnih biće navedena Euler-Maruyamina metoda, a od implicitnih backward Eulerova
metoda i θ-Euler-Maruyamina metoda.

1.7.1 Euler-Maruyamina metoda

Euler-Maruyamina metoda je eksplicitna metoda za numeričko rešavanje kako obič-
nih, tako i stohastičkih diferencijalnih jednačina. Ova metoda daje eksplicitna
aproksimativna rešenja, a pritom se za dokazivanje srednje kvadratne konvergen-
cije odgovarajućih aproksimativnih rešenja najčešće zahtevaju standardni uslovi
egzistencije i jedinstvenosti rešenja, tj. Lipschitzov uslov, uslov linearnog rasta i
L2-ograničenost početnog uslova.

Neka je

dx(t) = f(x(t)) dt+ g(x(t)) dw(t), x(0) = x0, (1.7.32)
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gde je t ∈ [0, T ], stohastička diferencijalna jednačina. Pri tome je x(t) ∈ Rd za svako
t, f : Rd → Rd i g : Rd → Rd×m, dok je w(t) m-dimenzionalno Brownovo kretanje.
Takod̄e, pretpostavlja se da su svi momenti početnog uslova reda p, p > 0 konačni.

Rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.7.32) se aproksimira na proizvoljnoj par-
ticiji intervala [0, T ], 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Za izabranu veličinu koraka
∆ ∈ (0, 1), pri čemu je tk = k∆, za k ∈ 0, 1, 2, . . . , n− 1, Euler-Maruyamina metoda
se zasniva na izračunavanju diskretnih aproksimativnih rešenja Yk ≈ x(tk), tako da
je Y0 = x0, formiranjem niza

Yk+1 = Yk + f(Yk)∆ + g(Yk)∆wk, (1.7.33)

gde je ∆wk = w(tk+1)− w(tk).
Zatim se definǐse neprekidno aproksimativno rešenje Ȳ (t),

Ȳ (t) = Yk + (t− tk)f(Yk) + g(Yk) (w(t)− w(tk)), t ∈ [tk, tk+1). (1.7.34)

Često se koristi i ekvivalentan oblik

Ȳ (t) = Y0 +
∫ t

0
f(Y (s))ds+

∫ t

0
g(Y (s)) dw(s), (1.7.35)

pri čemu je Y (t) = Yk, za t ∈ [tk, tk+1).
Kako je Ȳ (tk) = Y (tk) = Yk, zaključuje se da se diskretno aproksimativno rešenje

i neprekidno aproksimativno rešenje poklapaju u tačkama particije vremenskog in-
tervala [0, T ].

Mnogi od postojećih rezultata o konvergenciji niza numeričkih rešenja ka tačnom
rešenju zahtevaju da funkcije f i g zadovoljavaju Lipschitzov uslov, što se može naći
na primer, u [34, 52]. U radu [17], Higham, Mao i Stuart su dokazali strogu sred-
nje kvadratnu konvergenciju neprekidnog Euler-Maruyaminog rešenja ka tačnom
rešenju pod manje restriktivnim uslovima, tj. za funkcije f i g se zahteva da zado-
voljavaju samo lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13) i da tačno i numeričko rešenje imaju
ograničene momente reda p, p > 2. Pod navedenim uslovima važi da je

lim
∆t→0

E
[
sup

0≤t≤T
|Ȳ (t)− x(t)|2

]
= 0.

U istom radu je takod̄e dokazano da je moguće izostaviti uslov da tačno i nu-
meričko rešenje imaju ograničene momente reda p, p > 2, s obzirom na to da je
teško utvrditi da li je taj uslov ispunjen. Zbog toga se uvodi jednostrani Lipschitzov
uslov, tj. postoji konstanta µ > 0, tako da je svako a, b ∈ Rd

⟨a− b, f(a)− f(b)⟩ ≤ µ|a− b|2, (1.7.36)

koji uz lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13) implicira ograničenost momenata reda
p, p > 2 tačnog rešenja.
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Mao i Rassias su u svom radu [56] dokazali egzistenciju i jedinstvenost rešenja
stohastičkih diferencijalnih jednačina sa konstantnim kašnjenjem oblika

dx(t) = f(x(t), x(t− τ), t) dt+ g(x(t), x(t− τ), t) dw(t), t ≥ 0, (1.7.37)

sa početnim uslovom {x(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} = ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd). Autori su

pretpostavili da za funkcije f i g važi lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13). Pored toga,
uslov linearnog rasta (1.4.12) je zamenjen opštijim uslovima, koji su poznati kao
uopšteni uslovi Khasminskiiog.

A1 : Postoje dve funkcije V ∈ C2,1(Rd× [−τ,∞);R+) i U ∈ C(Rd× [−τ,∞);R+)
i nenegativne konstante λ1, λ2, tako da je

lim
|x|→∞

(
inf
t≥0

V (x, t)
)
= ∞,

i za svako (x, y, t) ∈ Rd ×Rd ×R+ važi

LV (x, y, t) ≤ λ1[1 + V (x, t) + V (y, t− τ) + U(y, t− τ)]− λ2U(x, t).

U radu [55], Mao je predstavio Euler-Maruyaminu metodu za jednačine oblika
(1.7.37) pod prethodno navedenim uslovima, odnosno pod pretpostavkom da za f i
g važi lokalni Lipschitzov uslov i pretpostavke A1. Takodje je dokazao konvergenciju
u verovatnoći Euler-Maruyaminih aproksimativnih rešenja ka tačnom rešenju.

1.7.2 Backward Eulerova metoda

Backward Eulerova metoda je implicitna metoda za numeričko rešavanje stohastičkih
diferencijalnih jednačina. Često se u literaturi pojavljuje kao semi-implicitna Eu-
lerova metoda, (videti, na primer [34]). Backward Eulerova metoda je implicitna po
argumentu koeficijenta prenosa.

Preciznije, neka se rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.7.32) aproksimira na
proizvoljnoj particiji intervala [0, T ], 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Za izabranu
veličinu koraka ∆ ∈ (0, 1), pri čemu je tk = k∆, za k ∈ 0, 1, 2, . . . , n− 1, ova metoda
se zasniva na rešavanju sledeće jednačine

Yk+1 = Yk + f(Yk+1)∆ + g(Yk)∆wk, (1.7.38)

gde je Y0 = x0 i ∆wk = w(tk+1)− w(tk).
U radu [17], backward Eulerova metoda se primenjuje na jednačinu (1.7.32),

pod uslovima da funkcija f ∈ C1 zadovoljava jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36),
da je |f(a) − f(b)|2 ≤ D(1 + |a|q + |b|q)|a − b|2, D ∈ R+, q ∈ Z+, kao i da za
funkciju g ∈ C1 važi uslov |g(a)− g(b)|2 ≤ c|a− b|2, c > 0. Dokazano je da postoji
neprekidno aproksimativno rešenje Ȳ (t) tako da je Ȳ (tk) = Yk, odnosno diskretno
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aproksimativno rešenje i neprekidno aproksimativno rešenje se poklapaju u tačkama
particije vremenskog intervala. Takod̄e je dokazana konvergencija u L2-smislu niza
aproksimativnih rešenja ka tačnom rešenju jednačine (1.7.32). Pritom, važi da je

E
[
sup

0≤t≤T
|Ȳ (t)− x(t)|2

]
= O(∆).

1.7.3 θ-Euler-Maruyamina metoda

θ-Euler-Maruyamina metoda je takod̄e implicitna metoda za numeričko rešavanje
stohastičkih diferencijalnih jednačina i predstavlja uopštenje prethodno navedenih
metoda. Parametar θ ∈ [0, 1] se često naziva merom implicitnosti numeričke metode.
Specijalno, ako je θ = 0, dobija se Euler-Maruyamina metoda, dok se za θ = 1, dobija
backward Eulerova metoda.

Rešenje {x(t), t ≥ 0} jednačine (1.7.32) se aproksimira na proizvoljnoj particiji
intervala [0,∞). Za izabranu veličinu koraka ∆ ∈ (0, 1), pri čemu je tk = k∆, za
k ∈ 0, 1, 2, . . ., ova metoda se zasniva na rešavanju sledeće jednačine

Yk+1 = Yk + θf(Yk+1)∆ + (1− θ)f(Yk)∆ + g(Yk)∆wk, (1.7.39)

gde je Y0 = x0 i ∆wk = w(tk+1)− w(tk). U cilju uvod̄enja numeričke šeme (1.7.39),
definǐse se funkcija F : Rd → Rd na sledeći način

F (x) = x− θf(x)∆t.

Pod pretpostavkom da važi jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36), postoji inverzna
funkcija F−1 i rešenje Yk+1 se može predstaviti na sledeći način

Yk+1 = F−1(Yk + (1− θ)f(Yk)∆t+ g(Yk)∆wk),

pri čemu je slučajna promenljiva Yk Fk-merljiva.
U radu [57] je dokazana ograničenost momenata drugog reda rešenja jednačine

(1.7.39) koja odgovara jednačini (1.7.32). Rezultati dobijeni u tom radu važe pod
pretpostavkom da funkcije f i g zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, kao i uslov
monotonosti, odnosno postoje konstante α i β tako da je, za svako x ∈ Rd,

⟨x, f(x)⟩+ 1

2
|g(x)|2 ≤ α + β|x|2.

Pored toga, zahteva se da važi jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36) i da postoji par
konstanata h ≥ 1 i C(h) > 0 tako da je, za svako x ∈ Rd

|f(x)| ∨ |g(x)| ≤ C(h)(1 + |x|h).
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Dakle, pod navedenim uslovima, θ-Euler-Maruyamina metoda (1.7.39) ima osobinu
da za svako T > 0 postoji konstanta C(T ) > 0 tako da je

sup
∆t≤∆t∗

sup
0≤k≤T

E|Yk|2 < C(T ).

Takod̄e, pod navedenim uslovima je dokazana i stroga konvergencija θ-Euler-
Maruyaminih rešenja (1.7.39) ka tačnom rešenju jednačine (1.7.32) za θ ≥ 1

2
.

U Glavi 3 su predstavljeni rezultati koji se odnose na skoro izvesnu eksponen-
cijalnu stabilnost diskretnog θ-Euler-Maruyaminog rešenja za neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem, pri čemu se zahteva uslov
linearnog rasta za θ ∈ [0, 1

2
], dok se za θ ∈ (1

2
, 1] taj uslov ne zahteva, već se prime-

njuje jedna verzija uopštenih uslova Khasminskiiog.

Napomena 1.1 U odeljcima 1.7.1-1.7.3 su razmatrane Euler-Maruyamina metoda,
backward Eulerova metoda i θ-Euler-Maruyamina metoda za obične stohastičke dife-
rencijalne jednačine. Med̄utim, ove metode se mogu primeniti i na složenije tipove
stohastičkih diferencijalnih jednačina, što se može naći, na primer, u radovima [42,
65, 66, 67], kao i u literaturi na koju se oni pozivaju.

1.8 Neke numeričke metode aproksimacije rešenja

običnih stohastičkih diferencijalnih jednačina

sa prelazima Markova

U ovom poglavlju se razmatraju Euler-Maruyamina metoda, backward Eulerova me-
toda i θ-Euler-Maruyamina metoda za obične stohastičke diferencijalne jednačine sa
prelazima Markova. Da bi se definisanle ove numeričke metode za stohastičke dife-
rencijalne jednačine sa prelazima Markova, potrebno je definisati diskretan proces
Markova.

Za izabranu veličinu koraka ∆ ∈ (0, 1) i k ≥ 0, neka je r∆k = r(k∆). Tada
je {r∆k , k = 0, 1, 2, ...} diskretan proces Markova sa konačnim skupom stanja S =
{1, 2, ..., N} i matricom verovatnoća prelaza iz jednog stanja u drugo

P (∆) = (Pij(∆))N×N = e∆Γ.

Neka je r∆0 = r0. Generǐse se slučajan broj ξ1 sa uniformnom raspodelom na intervalu
[0, 1]. Ako je ξ1 = 1 tada je r∆1 = r1 = N . U suprotnom, jedinstveni prirodan broj
r1 ∈ S se odred̄uje na osnovu relacije

r1−1∑
j=1

Pr0,j(∆) ≤ ξ1 <
r1∑
j=1

Pr0,j(∆),
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pri čemu je
∑0

j=1 Pr0,j(∆) = 0.
Zatim se nezavisno generǐse novi slučajan broj ξ2 sa uniformnom raspodelom na

intervalu [0, 1]. Ako je ξ2 = 1 tada je r∆2 = r2 = N . U suprotnom, jedinstveni
prirodan broj r2 ∈ S se odred̄uje na osnovu relacije

r2−1∑
j=1

Pr1,j(∆) ≤ ξ2 <
r2∑
j=1

Pr1,j(∆)

i tada je r∆2 = r2. Ponavljajući ovaj postupak generǐse se trajektorija niza {r∆k , k =
0, 1, 2, ...}. Ovaj postupak se može sprovesti nezavisno proizvoljan broj puta da bi
se dobio veći broj trajektorija.

Sledećim primerom je grafički prikazan proces Markova.

Primer 1.1 Neka je S = {1, 2} skup stanja i

Γ =

(
−1 1
4 −4

)

generator sa početnim uslovom r0 = 1 za ∆ = 0.0002. Tada je matrica verovatnoća
prelaza iz jednog stanja u drugo

P =

(
4
5

1
5

4
5

1
5

)
.

Trajektorija procesa Markova je prikazana na Slici 1.1.
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t0.8
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Slika 1.1: Trajektorija procesa Markova za ∆ = 0.0002
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1.8.1 Euler-Maruyamina metoda

Neka je

dx(t) = f(x(t), r(t)) dt+ g(x(t), r(t)) dw(t), t ∈ [0, T ], (1.8.40)

stohastička diferencijalna jednačina sa prelazima Markova, sa početnim uslovima
x(0) = x0, r(0) = r0 ∈ S. Pritom su f : Rd × S → Rd i g : Rd × S → Rd×m Borel-
merljive funkcije, pri čemu je x(t) ∈ Rd i r(t) ∈ S, dok je w(t) m-dimenzionalno
Brownovo kretanje.

Nakon što je definisan diskretan proces Markova {r∆k , k = 0, 1, 2, ...}, moguće je
definisati Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje koje odgovara jednačini (1.8.40).

Rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.8.40) se aproksimira na proizvoljnoj par-
ticiji intervala [0, T ], 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Bira se veličina koraka ∆ ∈ (0, 1),
pri čemu je tk = k∆, za k ∈ 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Euler-Maruyamina metoda se zasniva na izračunavanju diskretnih aproksima-
tivnih rešenja Xk ≈ x(tk), tako da je X0 = x0 i r∆0 = r0, formiranjem niza

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k )∆ + g(Xk, r

∆
k )∆wk, (1.8.41)

gde je ∆wk = w(tk+1)− w(tk).
Neka je X̄(t) = Xk i r̄(t) = r∆k za t ∈ [tk, tk+1). Tada se definǐse neprekidno

Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje

X(t) = X0 +
∫ t

0
f(X̄(t), r̄(t))ds+

∫ t

0
g(X̄(t), r̄(t)) dw(s). (1.8.42)

Kako je X(tk) = X̄(tk) = Xk, zaključuje se da se diskretno aproksimativno
rešenje i neprekidno aproksimativno rešenje poklapaju u tačkama particije vremen-
skog intervala [0, T ].

U knjizi [59], autori X. Mao i C. Yuan su predstavili neke rezultate o konvergen-
ciji numeričkih rešenja ka tačnom rešenju. Dokazana je stroga srednje-kvadratna
konvergencija Euler-Maruyaminih aproksimativnih rešenja ka tačnom rešenju.

Najpre je dokazano da ako važi uslov linearnog rasta, tj. ako postoji pozitivna
konstanta K tako da, za svako (x, i) ∈ Rn × S važi

|f(x, i)|2 ∨ |g(x, i)|2 ≤ K(1 + |x|2), (1.8.43)

tada su momenti reda p, p > 2 tačnog i numeričkog rešenja jednačine (1.8.40)
ograničeni pozitivnom konstantom koja ne zavisi od ∆. Ovaj rezultat se može naći
u [59] (Lema 4.1).

Zatim je dokazano da važi globalni Lipschitzov uslov, tj. da postoji pozitivna
konstanta L tako da, za svako x, y ∈ Rn i i ∈ S,

|f(x, i)− f(y, i)| ∨ |g(x, i)− g(y, i)| ≤ L|x− y|, (1.8.44)
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implicira uslov linearnog rasta (1.8.43).
Pod pretpostavkom da važi (1.8.44), sledi da je

E
[
sup

0≤t≤T
|Ȳ (t)− x(t)|2

]
≤ C∆+ o(∆),

gde je C pozitivna konstanta koja ne zavisi od ∆, odnosno, dokazana je stroga
konvergencija Euler-Maruyaminog aproksimativnog rešenja ka tačnom rešenju pod
pretpostavkom da važi globalni Lipschitzov uslov.

U mnogim slučajevima funkcije f i g zadovoljavaju samo lokalni Lipschitzov
uslov, tj. za svaki prirodan broj R postoji konstanta KR > 0 takva da, za svako
x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ R i za svako i ∈ S, važi

|f(x, i)− f(y, i)| ∨ |g(x, i)− g(y, i)| ≤ KR|x− y|. (1.8.45)

U istoj knjizi dokazana je stroga konvergencija Euler-Maruyaminog aproksimativnog
rešenja, pod pretpostavkom da važi lokalni Lipschitzov uslov (1.8.45) i uslov lin-
earnog rasta (1.8.43). Pod tim uslovima Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje
konvergira ka tačnom rešenju tako da važi

lim
∆t→0

E
[
sup

0≤t≤T
|Ȳ (t)− x(t)|2

]
= 0.

Sledećom teoremom predstavljena je konvergencija u verovatnoći Euler-Maruya-
minih aproksimativnih rešenja ka tačnom rešenju, a da pritom važi samo lokalni
Lipschitzov uslov, ali ne i uslov linearnog rasta ili uslov ograničenih momenata.

Teorema 1.23 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Neka je ispunjen lokalni Lipschitzov us-
lov (1.8.45). Pretpostavlja se da postoji funkcija V ∈ C2(Rd × S;R+), tako da:

(i) za svako i ∈ S
lim

|x|→∞
V (x, i) = ∞; (1.8.46)

(ii) za svako (x, i) ∈ Rd × S važi

LV (x, i) ≤ h[1 + V (x, i)], (1.8.47)

gde je

LV (x, i) = Vx(x, i)f(x, i) +
1

2
trace[gT (x, i)Vxxg(x, i)] +

N∑
j=1

γijV (x, j); (1.8.48)

(iii) za svaki prirodan broj R postoji konstanta GR > 0 takva da, za svako x, y ∈
Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ R i za svako i ∈ S, važi

|V (x, i)−V (y, i)| ∨ |Vx(x, i)−Vx(y, i)| ∨ |Vxx(x, i)−Vxx(y, i)| ≤ GR|x− y|. (1.8.49)

Tada je
lim
∆→0

(
sup

0≤t≤T
|Ȳ (t)− x(t)|2

)
= 0 u verovatnoći. (1.8.50)
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Navedeni rezultati predstavljaju motivaciju za nastanak rezultata koji će biti
predstavljeni u Glavi 2. Oni se odnose na klasu neutralnih stohastičkih diferen-
cijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Pod
pretpostavkom da važi jedna verzija uopštenih uslova Khasminskiiog, razmatra se
egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tačnog rešenja. Predstavljeno je aproksima-
tivno rešenje koje je odred̄eno u skladu sa metodom Euler-Maruyame. Dokazana
je konvergencija u verovatnoći niza Euler-Maruyaminih aproksimativnih rešenja ka
tačnom rešenju na svakom konačnom intervalu. Pored toga, uz uslov linearnog rasta
za koeficijent prenosa, dokazana je skoro izvesna eksponencijalna stabilnost Euler-
Maruyaminog rešenja.

1.8.2 Backward Eulerova metoda

Backward Eulerova metoda za numeričko rešavanje stohastičkih diferencijalnih jedna-
čina sa prelazima Markova je implicitna metoda. Na osnovu postojećih rezultata
se može zaključiti da aproksimativna rešenja generisana implicitnim numeričkim
metodama u većoj meri nasled̄uju svojstva tačnog rešenja nego rešenja generisana
primenom eksplicitnih metoda.

Preciznije, neka se rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.8.40) aproksimira na
proizvoljnoj particiji intervala [0, T ], 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Za izabranu
veličinu koraka ∆ ∈ (0, 1), pri čemu je tk = k∆, za k ∈ 0, 1, 2, . . . , n− 1, ova metoda
se zasniva na rešavanju sledeće jednačine

Yk+1 = Yk + f(Yk+1, r
∆
k )∆ + g(Yk, r

∆
k )∆wk, (1.8.51)

gde je Y0 = x0, r
∆
0 = r0 i ∆wk = w(tk+1)− w(tk).

U knjizi [59], backward Eulerova metoda se primenjuje na jednačinu (1.8.40), pod
pretpostavkom da važi globalni Lipschitzov uslov (1.8.44). Pored toga, pretpostavlja
se da funkcija f zadovoljava uslov polinomijalnog rasta, tj. da za svako (x, i) ∈
Rn × S važi da je

|f(x, i)| ≤ D(1 + |x|q), D ∈ R+, q ∈ Z+.

Tada se dokazuje da postoji neprekidno aproksimativno rešenje Y (t) tako da je
Y (k∆) = Yk, za koje važi

lim
∆→0

E
[
sup

0≤t≤T
|Y (t)− x(t)|2

]
= 0.

U Glavi 2 se razmatra backward Eulerova metoda za neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova.
Dokazuje se konvergencija u verovatnoći niza backward Eulerovih rešenja ka tačnom
rešenju jednačine, kao i skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost back-
ward Eulerovog rešenja. Pritom se zahteva da koeficijent prenosa f zadovoljava
jednostrani Lipschitzov uslov.
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1.8.3 θ-Euler-Maruyamina metoda

θ-Euler-Maruyamina metoda je takod̄e implicitna metoda za numeričko rešavanje
stohastičkih diferencijalnih jednačina sa prelazima Markova, pri čemu je θ ∈ [0, 1].

Rešenje {x(t), t ≥ 0} jednačine (1.8.40) se aproksimira na proizvoljnoj particiji
intervala [0,∞). Za izabranu veličinu koraka ∆ ∈ (0, 1), pri čemu je tk = k∆, za
k ∈ 0, 1, 2, . . ., ova metoda se zasniva na rešavanju sledeće jednačine

Yk+1 = Yk + θf(Yk+1, r
∆
k )∆ + (1− θ)f(Yk, r

∆
k )∆ + g(Yk, r

∆
k )∆wk, (1.8.52)

gde je Y0 = x0, r
∆
0 = r0 i ∆wk = w(tk+1)− w(tk).

Neka je Y1(t) = Yk, Y2(t) = Yk+1 i r̄(t) = r∆k za t ∈ [tk, tk+1). Tada se definǐse
neprekidno θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje

Y (t) = x0 +
∫ t

0
[(1− θ)f(Y1(s), r̄(s)) + θf(Y2(s), r̄(s))]ds

+
∫ t

0
g(f(Y1(s), r̄(s))) dw(s). (1.8.53)

U knjizi [59] je dokazana ograničenost momenata drugog reda rešenja jednačine
(1.8.52) koja odgovara jednačini (1.8.40), pod pretpostavkom da funkcije f i g
zadovoljavaju uslov linearnog rasta (1.8.43), gde je K = L∨max{|f(0, i)|∨ |g(0, i)| :
i ∈ S}, pri čemu je L konstanta iz uslova (1.8.44). Dakle, pod navedenim uslovima,
θ-Euler-Maruyamina metoda (1.8.52) ima osobinu da za ∆ < min{1, 1/(6K)} pos-
toji konstanta C > 0, koja ne zavisi od ∆, tako da važi

sup
0≤k∆≤T

E|Yk|2 < C.

Takod̄e, dokazana je stroga konvergencija θ-Euler-Maruyaminog aproksimativnog
rešenja ka tačnom rešenju, tj. ako važi globalni Lipschitzov uslov (1.8.44), tada je

E
[
sup

0≤t≤T
|Y (t)− x(t)|2

]
≤ C∆+ o(∆),

gde je C pozitivna konstanta koja ne zavisi od ∆.
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1.9 Elementarne i integralne nejednakosti

U ovom poglavlju biće navedene neke elementarne nejednakosti, koje se mogu naći
u [70], i koje se primenjuju prilikom dokazivanja glavnih rezultata.

Elementarne nejednakosti koje će se koristiti su:

(a+ b)p ≤ (1 + ε)p−1(ap + ε1−pbp), ∀a, b ≥ 0, p > 1, ε > 0, (1.9.54)

(a+ b)2 ≤ a2

ε
+

b2

1− ε
, a, b > 0, ε ∈ (0, 1), (1.9.55)

(a+ b)p ≤ ap + bp, ∀a, b ≥ 0, 0 < p ≤ 1, (1.9.56)

aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b, a, b ≥ 0, 0 ≤ α ≤ 1. (1.9.57)

Za potrebe daljeg razmatranja biće navedena Gronwall-Bellmanova nejednakost u
obliku teoreme. Dokaz se može naći u [52].

Teorema 1.24 Neka je T > 0 i c ≥ 0. Neka je u(t) Borelova ograničena nenega-
tivna funkcija definisana na intervalu [0, T ] i neka je v(t) nenegativna integrabilna
funkcija na intervalu [0, T ]. Ako je

u(t) ≤ c+
∫ t

0
v(s)u(s) ds, t ∈ [0, T ],

tada je

u(t) ≤ ce
∫ t

0
v(s) ds, t ∈ [0, T ].
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Glava 2

Neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem i
prelazima Markova

Predmet razmatranja u ovoj glavi je klasa neutralnih stohastičkih diferencijalnih
jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Glavna moti-
vacija potiče iz rada [20], čiji su autori L. Hu, X. Mao i Y. Shen, gde su odred̄eni do-
voljni uslovi stabilnosti rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Navedeni rezultati se odnose na klasu
jednačina čiji koeficijenti zadovoljavaju jednu verziju uopštenih uslova Khasmin-
skiiog. Rezultati sadržani u Poglavljima 2.1-2.3 su objavljeni u radu [73]. U
Poglavlju 2.1 su navedeni osnovni pojmovi i rezultati. U Poglavlju 2.2 se razma-
traju egzistencija, jedinstvenost i stabilnost rešenja neutralnih stohastičkih dife-
rencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova, pri
čemu je funkcija kašnjenja neograničena. Uvod̄enjem pretpostavke o ograničenosti
funkcije kašnjenja, odred̄eni su dovoljni uslovi skoro izvesne eksponencijalne sta-
bilnosti i stabilnosti u srednjem reda p rešenja neutralnih stohastičkih diferenci-
jalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova. Na taj
način su prošireni rezultati iz rada [66], M. Milošević, pri čemu se rezultati u tom
radu dobijeni pod pretpostavkom da važi drugačija verzija uslova Khasminskiiog.
U Poglavlju 2.3 je predstavljeno aproksimativno rešenje neutralne stohastičke dife-
rencijalne jednačine sa neograničenim vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima
Markova koje je odred̄eno u skladu sa metodom Euler-Maruyame. Dokazana je
konvergencija u verovatnoći niza Euler-Maruyaminih aproksimativnih rešenja ka
tačnom rešenju na svakom konačnom intervalu. Pored toga, uz uslov linearnog
rasta za koeficijenat prenosa, dokazana je skoro izvesna eksponencijalna stabilnost
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Euler-Maruyaminog rešenja. Rezultati predstavljeni u Poglavljima 2.4 i 2.5 su ob-
javljeni u radu [77]. U Poglavlju 2.4 su razmatrane implicitne numeričke metode za
klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa neograničenim vremenski-
zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova, pod odred̄enim uslovima nelinearnog
rasta. Dokazana je konvergencija u verovatnoći niza backward Eulerovih aproksima-
tivnih rešenja ka tačnom rešenju na svakom konačnom intervalu, kao i konvergen-
cija u verovatnoći neprekidnog i diskretnog forward-backward Eulerovog rešenja ka
tačnom rešenju. Glavna motivacija potiče iz rada [67] u kome je autor M. Milošević
predstavlila rezultate koji se odnose na backward Eulerovu metodu za neutralne
stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem. U Poglavlju
2.5 je dokazana skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost backward Eu-
lerovog rešenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa. Kako bi backward
Eulerova metoda bila dobro definisana, zahteva se da koeficijent prenosa zadovoljava
jednostrani Lipschitzov uslov. Neutralni član je hibridan, odnosno zavisi od procesa
Markova i zbog toga je backward Eulerovo aproksimativno rešenje definisano na
drugačiji način u odnosu na ono u radu [67].

2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Sve slučajne promenljive i stohastički procesi koji se razmatraju, definisani su na ko-
mpletnom prostoru verovatnoća (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) sa filtracijom {Ft}t≥0 koja zadovo-
ljava uobičajene uslove (tj. rastuća je, neprekidna s desna i F0 sadrži sve dogad̄aje
verovatnoće nula). Neka je w = {w(t), t ≥ 0} m-dimenzionalno Braunovo kretanje
i neka je {r(t), t ≥ 0} neprekidan s desna proces Markova. Oznaka |x| se odnosi na
Euklidsku normu vektora x ∈ Rd, dok |A|2 = trace(ATA) označava normu matrice
A, gde je AT transponovana matrica ili vektor.

U skladu sa ranije navedenim oznakama, za dato τ > 0, C([−τ, 0];Rd) označava
familiju neprekidnih funkcija φ : [−τ, 0] → Rd sa supremum normom definisanom sa
∥φ∥ = sup−τ≤t≤0 |φ(t)|. Pored toga, Cb

F0
([−τ, 0];Rd) predstavlja familiju ograničenih,

F0-merljivih, slučajnih funkcija koje pripadaju klasi C([−τ, 0];Rd).
U nastavku će od značaja biti funkcija kašnjenja δ : R+ → R+, koja je Borel-

merljiva, pri čemu je R+ = [0,∞).
U ovoj glavi se razmatra sledeća neutralna stohastička diferencijalna jednačina

sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t))]

= f(x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))dw(t), t ≥ 0,(2.1.1)

sa početnim uslovima

x0 = φ = {φ(t) : t ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd), (2.1.2)

r(0) = i0 ∈ S. (2.1.3)
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Pritom su

f :Rd×Rd×R+×S → Rd, g :Rd×Rd×R+×S → Rd×m, u :Rd×R+×S → Rd

Borel-merljive funkcije i {x(t), t ≥ −τ} je d-dimenzionalni stohastički proces koji
predstavlja stanje sistema čija je evolucija opisana jednačinom (2.1.1).

Pored već navedenih oznaka i uslova, neophodno je uvesti sledeće pretpostavke:
A1 : (Lokalni Lipschitzov uslov) Za svaki ceo broj h, postoji konstanta Kh > 0,

tako da za svako x1, x2, y1, y2 ∈ Rd, gde je |x1| ∨ |x2| ∨ |y1| ∨ |y2| ≤ h i za svako
t ∈ R+, i ∈ S, važi

|f(x1, y1, t, i)− f(x2, y2, t, i)|2 ∨ |g(x1, y1, t, i)− g(x2, y2, t, i)|2

≤ Kh(|x1 − x2|2 + |y1 − y2|2).

A2 : Postoje tri funkcije V ∈ C2,1(Rd×R+×S;R+) i U1, U2 ∈ C(Rd×[−τ,∞);R+)
i nenegativne konstante c1, c2, c3, pri čemu je c2 > c3, tako da je

lim
|x|→∞

(
inf
t≥0

U1(x, t)
)
= ∞, (2.1.4)

i za svako x, y ∈ Rd, t ∈ R+ i i ∈ S važi

U1(x, t) ≤ V (x, t, i) ≤ U2(x, t), (2.1.5)

LV (x, y, t, i) ≤ c1 − c2U2(x, t) + c3(1− δ̄)U2(y, t− δ(t)). (2.1.6)

A3 : Funkcija kašnjenja δ : R+ → R+ je diferencijabilna i δ′(t) ≤ δ̄ < 1.
A4 : Postoji konstanta β ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd, t ≥ 0 i i ∈ S, važi

|u(x, t, i)− u(y, t, i)| ≤ β|x− y|. (2.1.7)

Pritom, ako je u(0, t, i) = 0 za svako t ≥ 0, i ∈ S, iz pretpostavke (2.1.7), sledi da je

|u(x, t, i)| ≤ β|x|. (2.1.8)

Ako je δ1(t) = t − δ(t), t ∈ R+, tada je δ′1(t) ≥ 1 − δ > 0, što znači da je δ1(t)
rastuća funkcija po t i t−δ(t) ≥ −δ(0), t ∈ R+. Imajući u vidu početni uslov (2.1.2),
može se zaključiti da φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd) i sve prethodno uvedene pretpostavke

važe za τ = δ(0).
Kao što je pomenuto u uvodu, u Poglavlju 2.2 su, izmed̄u ostalog, navedeni

rezultati koji se odnose na stabilnost tačnog rešenja jednačine 2.1.1 i oni jednim
delom predstavljaju proširenje rezultata iz rada [65], M. Milošević, pri čemu se
rezultati u tom radu odnose na neutralne stohastičke diferencijalne jednačine bez
prelaza Markova i sa ograničenim vremenski-zavisnim kašnjenjem. Još jedna bitna
razlika izmed̄u rezultata koji će biti navedeni u nastavku i onih iz rada [65] je u
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drugačijoj verziji uopštenih uslova Khasminskiiog. Preciznije, umesto pretpostavke
A2, u radu [65] se zahtevaju sledeći uslovi:

Postoje funkcije V ∈ C2,1(Rd × [−τ,+∞);R+) i U ∈ C(Rd × [−τ,+∞);R+) i
pozitivne konstante λ1, λ2, c1, c2 tako da je

λ2 >
λ1

1− δ̄
(2.1.9)

i za svako x, y ∈ Rd i t ≥ 0, važi

c1|x|p ≤ V (x, t) ≤ c2|x|p, (2.1.10)

LV (x, y, t) ≤ λ1[1 + V (x, t) + V (y, t− δ(t)) + U(y, t− δ(t))]− λ2U(x, t).(2.1.11)

Dakle, pretpostavka (2.1.10), koja je prisutna u radovima [65] i [66], prilikom
dokaza egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti tačnog rešenja, u ovoj glavi se za-
menjuje pretpostavkom (2.1.5).

2.2 Egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tačnog

rešenja

Kao što je pomenuto u uvodu, u radu [20], autori L. Hu, X. Mao, Y. Shen su
pod pretpostavkom da važe uopšteni uslovi Khasminskiiog, razmatrali stohastičku
diferencijalnu jednačinu sa kašnjenjem i prelazima Markova, odnosno jednačinu obli-
ka

dx(t) = f(x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))dw(t), t ≥ 0,(2.2.12)

sa početnim uslovima

x0 = φ = {φ(t) : t ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd),

r(0) = i0 ∈ S,

i pritom su dokazali egzistenciju i jedinstvenost rešenja sledećom teoremom.

Teorema 2.1 Ako su zadovoljeni uslovi A1–A3, tada za svaki zadati početni uslov
φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd) postoji jedinstveno globalno rešenje x = {x(t), t ∈ [−δ(0),∞)}

jednačine (2.1). Pored toga, rešenje x zadovoljava uslove

EU1(x(t), t) <∞, t ≥ 0,

39



NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0
EU2(x(s), s)ds ≤

c1
c2 − c3

.

Dalje, ako je c1 = 0, tada za rešenje x važi da je

∫ ∞

0
EU2(x(t), t)dt ≤

1

c2 − c3

(
U2(x(0), 0) + c3

∫ 0

−δ(0)
U2(x(s), s)ds

)
,∫ ∞

0
U2(x(t), t)dt <∞ s.i.

Navedeni rezultat je proširen na klasu jednačina oblika (2.1.1). Zbog toga je za
dokaz sledeće teoreme od važnosti pretpostavka A4.

Teorema 2.2 Ako su zadovoljeni uslovi A1–A4, tada za svaki zadati početni uslov
φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd) postoji jedinstveno globalno rešenje x = {x(t), t ∈ [−δ(0),∞)}

jednačine (2.1.1). Pored toga, rešenje x zadovoljava uslove

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t) <∞, t ≥ 0, (2.2.13)

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0
EU2(x(s), s)ds ≤

c1
c2 − c3

. (2.2.14)

Dalje, ako je c1 = 0, tada za rešenje x važi da je∫ ∞

0
EU2(x(t), t)dt

≤ 1

c2 − c3

(
U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0) + c3

∫ 0

−δ(0)
U2(x(s), s)ds

)

i ∫ ∞

0
U2(x(t), t)dt <∞ s.i.

Dokaz. Imajuči u vidu lokalni Lipschitzov uslov A1, sledi da za svaki početni
uslov φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd) postoji jedinstveno maksimalno lokalno rešenje x(t),

t ∈ [−δ(0), τe), gde je τe vreme eksplozije. Neka je k0 > 0 dovoljno veliki prirodan
broj, tako da je ∥φ∥ = sup[−δ(0),0] |φ(t)| ≤ k0. Za svaki prirodan broj k ≥ k0, definǐse
se vreme zaustavljanja

τk = inf{t ∈ [0, τe) : |x(t)| ≥ k}, inf ∅ = ∞.

Očigledno, niz {τk, k ≥ 0} je rastući. Neka je τ∞ = limk→∞ τk, gde je τ∞ ≤ τe
s.i. Ako se dokaže da je τ∞ = ∞ s.i, tada je τe = ∞ s.i, što znači da rešenje
{x(t), t ∈ [−δ(0),∞)} neće eksplodirati u konačnom vremenskom intervalu.
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Najpre će biti dokazano da je τ∞ = ∞ s.i. Primenjujući formulu Itôa na
jednačinu (2.1.1) i uslov (2.1.6), za svako t ≥ 0 važi

dV (x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t, r(t))

= LV (x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))dt+ dM1(t)

≤ c1 − c2U2(x(t), t) + c3(1− δ̄)U2(x(t− δ(t)), t− δ(t)) + dM1(t), (2.2.15)

pri čemu je

M1(t) =
∫ t

0
Vx(x(s)− u(x(s− δ(s)), s, r(s)), s, r(s))g(x(s), x(s− δ(s)), s, r(s))dω(s)

+
∫ t

0

∫
R

(
V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s)+h̃(r(s), l))

−V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s))
)
µ(ds, dl)

lokalni martingal i M1(0) = 0, dok je µ(ds, dl) = ν(ds, dl) −m(ds)ds martingalna
mera, tj. kompenzovana Poissonova slučajna mera.

Za svako k ≥ k0, integracijom obe strane nejednakosti (2.2.15) i primenom mate-
matičkog očekivanja, dobija se da je za svako t ≥ 0,

EV (x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t))
≤ V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0, r(0)) + c1t

−c2E
∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds+ c3(1− δ̄)E

∫ τk∧t

0
U2(x(s− δ(s)), s− δ(s))ds.(2.2.16)

Na osnovu uslova (2.1.5) sledi

V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0, r(0)) ≤ U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0),

dok se na osnovu pretpostavke A3 može zaključiti da je

E
∫ τk∧t

0
U2(x(s− δ(s)), s− δ(s))ds

≤ 1

1− δ̄
E
∫ τk∧t−δ(τk∧t)

−δ(0)
U2(x(s), s)ds

≤ 1

1− δ̄

(∫ 0

−δ(0)
U2(x(s), s)ds+ E

∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds

)
.

Zamenom prethodnog izraza u (2.2.16) i primenjujući (2.1.5), važi da je

EU1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t)

≤ K + c1t− (c2 − c3)E
∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds, (2.2.17)
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gde je

K = U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0) + c3

∫ 0

−δ(0)
U2(x(s), s)ds <∞.

Kako je c2 > c3, sledi da je

EU1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t) ≤ K + c1t.

Neka je µk = inf |y|≥(1−β)k,t≥0 U1(y, t). Na osnovu (2.1.8) se može zaključiti da je

|x(τk)− u(x(τk − δ(τk)), τk, r(τk))|I{τk≤t}

≥ (|x(τk)| − |u(x(τk − δ(τk)), τk, r(τk))|)I{τk≤t}

≥ (|x(τk)| − β|x(τk − δ(τk))|)I{τk≤t}

≥ k − βk = (1− β)k.

Pored toga,

EU1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t)
≥ E[U1(x(τk)− u(x(τk − δ(τk)), τk, r(τk)), τk)I{τk≤t}]

≥ E

[
inf

|y|≥(1−β)k,t≥0
U1(y, t)I{τk≤t}

]
= µkEI{τk ≤ t} = µkP{τk ≤ t},

tako da je µkP{τk ≤ t} ≤ K + c1t.
Pretpostavka (2.1.4) implicira limk→∞ µk = ∞. Tada, na osnovu poslednjeg

izraza, kada k → ∞, sledi da je P{τ∞ ≤ t} = 0, odnosno, P{τ∞ > t} = 1. Kako je
t ≥ 0 proizvoljno, važi da je P{τ∞ = ∞} = 1, što je i trebalo dokazati.

Iz relacije (2.2.17) sledi

(c2 − c3)E
∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds ≤ K + c1t. (2.2.18)

Kada k → ∞, primenom Fubinijeve teoreme (Teoreme 1.2), dobija se da je

(c2 − c3)
∫ t

0
EU2(x(s), s)ds ≤ K + c1t.

Deljenjem obe strane prethodne nejednakosti izrazom (c2 − c3)t, pri čemu t → ∞,
dokazuje se tvrd̄enje (2.2.14).

Sada se razmatra slučaj kada je c1 = 0. Tada relacija (2.2.17) implicira

(c2 − c3)E
∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds ≤ K.
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Deljenjem obe strane prethodne nejednakosti izrazom c2−c3, pri čemu t→ ∞, sledi∫ ∞

0
EU2(x(s), s)ds ≤

K

c2 − c3
,

što je i trebalo dokazati. Primenom Fubinijeve teoreme, dobija se

E
∫ ∞

0
U2(x(t), t)dt ≤

K

c2 − c3
,

što implicira ∫ ∞

0
U2(x(t), t)dt <∞ s.i.

♢
Specijalno, za u(x, t, i) = 0, x ∈ Rd, t ≥ 0, i ∈ S, Teorema 2.2 se svodi na

Teoremu 2.1.

Sledeće tvrd̄enje ukazuje na to da rešenje x jednačine (2.1.1) ostaje u kompakt-
nom skupu sa velikom verovatnoćom na svakom konačnom vremenskom intervalu.

Posledica 2.1 Neka su zadovoljeni uslovi A1–A4. Za proizvoljno ε ∈ (0, 1) i T > 0
postoji dovoljno veliki prirodan broj k∗ = k∗(ε, T ), tako da je

P{τk ≤ T} ≤ ε, k ≥ k∗,

gde je {τk, k ≥ k0} niz vremena zaustavljanja definisanih u Teoremi 2.2.

Dokaz. Na osnovu dokaza Teoreme 2.2, sledi

µkP{τk ≤ T} ≤ K + c1T.

Imajući u vidu da µk → ∞, kada k → ∞, može se zaključiti da za svako ε ∈ (0, 1),
postoji dovoljno veliki prirodan broj k∗, tako da je

µk ≥
K + c1T

ε
, k ≥ k∗.

Prema tome,

P{τk ≤ T} ≤ ε, k ≥ k∗,

čime je dokaz završen. ♢
Specijalno, ako je funkcija kašnjenja δ(t), t ∈ R+ ograničena u smislu da je

h := sup
t≥0

δ(t) <∞, (2.2.19)

tada se može dokazati sledeća teorema.
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Teorema 2.3 Neka važe pretpostavke A1–A4 i uslov (2.2.19). Tada, za dati početni
uslov φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd), jedinstveno rešenje x = {x(t), t ≥ δ(0)} jednačine

(2.1.1) zadovoljava nejednakost

lim sup
t→∞

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t) ≤ c1
ε
, (2.2.20)

gde je ε ∈ (0, ε0), pri čemu je ε0 jedinstveno pozitivno rešenje jednačine c2 = ε0 +

c3e
ε0h.

Pored toga, ako je c1 = 0, tada za rešenje x važi

lim sup
t→∞

1

t
log(EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)) ≤ −ε (2.2.21)

i

lim sup
t→∞

1

t
log(U1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)) ≤ −ε s.i. (2.2.22)

Dokaz. Pimenjujući formulu Itôa, za t ≥ 0, sledi

d
[
eεtV (x(t)− u(x(t− δ(t), t, r(t)), t, r(t))

]
= eεt [εV (x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t, r(t))

+LV (x(t), x(t− δ(t)), t, r(t))] dt+ dM2(t), (2.2.23)

gde je

M2(t)=
∫ t

0
eεs[Vx(x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s))g(x(s), x(s−δ(s)), s, r(s))dω(s)

+
∫
R

(
V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s)+h̃(r(s), l))

−V (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s))
)
µ(ds, dl)

]
(2.2.24)

lokalni martingal, pri čemu je M2(0) = 0.

Za svako k ≥ k0, integracijom obe strane jednakosti (2.2.23) i primenom matema-
tičkog očekivanja, dobija se da je za svako t ≥ 0,

E
(
eε(τk∧t)V (x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t))

)
= V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0, r(0))

+E
∫ τk∧t

0
eεs [εV (x(s)− u(x(s− δ(s)), s, r(s)), s, r(s))

+LV (x(s), x(s− δ(s)), s, r(s))] ds. (2.2.25)
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Na osnovu uslova (2.1.5) i (2.1.6) i prethodne relacije sledi

E
(
eε(τk∧t)U1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t)

)
≤ U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0)

+E
∫ τk∧t

0
eεs
[
c1 − (c2 − ε)U2(x(s), s) + c3(1− δ)U2(x(s− δ(s)), s− δ(s))

]
ds

≤ U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0) + c1
ε
eεt − (c2 − ε)E

∫ τk∧t

0
eεsU2(x(s), s)ds

+c3(1− δ)E
∫ τk∧t

0
eεsU2(x(s− δ(s)), s− δ(s))ds. (2.2.26)

Primenom pretpostavki A3 i (2.2.19) dolazi se do nejednakosti

E
∫ τk∧t

0
eεsU2(x(s− δ(s)), s− δ(s))ds

≤ eεhE
∫ τk∧t

0
eε(s−δ(s))U2(x(s− δ(s)), s− δ(s))ds

≤ eεh

1− δ̄
E
∫ τk∧t−δ(τk∧t)

−δ(0)
eεsU2(x(s), s)ds

≤ eεh

1− δ̄

(∫ 0

−δ(0)
U2(x(s), s)ds+ E

∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds

)
.(2.2.27)

Zamenom izraza (2.2.27) u (2.2.26) dobija se

E
(
eε(τk∧t)U1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t)

)
≤ K1 +

c1
ε
eεt + (c3e

εh − (c2 − ε))E
∫ τk∧t

0
U2(x(s), s)ds,

gde je K1 = U2(x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0) + c3e
εh
∫ 0
−δ(0) U2(x(s), s)ds.

Kako je ε0 jedinstveno pozitivno rešenje jednačine c2 = ε0+c3e
ε0h, tada za svako

ε ∈ (0, ε0) važi

E
(
eε(τk∧t)U1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), τk ∧ t, r(τk ∧ t)), τk ∧ t)

)
≤ K1 +

c1
ε
eεt.

Na osnovu prethodne ocene kada k → ∞, sledi

E
(
eεtU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)

)
≤ K1 +

c1
ε
eεt, (2.2.28)

što implicira

lim sup
t→∞

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t) ≤ c1
ε
.
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Ako je c1 = 0, tada iz nejednakosti (2.2.28) sledi

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t) ≤ K1

eεt
. (2.2.29)

Jasno, iz prethodne relacije direktno sledi tvrd̄enje (2.2.21).

Da bi se dokazalo tvrd̄enje (2.2.22), izraz (2.2.23) će biti predstavljen u ekviva-
lentnom integralnom obliku, tj.

eεtV (x(t)− u(x(t− δ(t), t, r(t)), t, r(t))− V (x(0)− u(x(−δ(0)), 0, r(0)), 0, r(0))

=
∫ t

0
eεs [εV (x(s)−u(x(s−δ(s)), s, r(s)), s, r(s))+LV (x(s), x(s−δ(s)), s, r(s))] ds

+M2(t), (2.2.30)

pri čemu je stohastički proces M2(t) definisan izrazom (2.2.24). Na osnovu pretpo-
stavki A2 i A3, kada je c1 = 0, na isti način kao u prethodnom delu dokaza, dobija
se

eεtU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t) ≤ K1 +M2(t). (2.2.31)

Primenjujući Teoremu o konvergenciji nenegativnih semi-martingala (Teoremu 1.6),
sledi

lim sup
t→∞

[
eεtU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)

]
<∞ s.i.

Prema tome, postoji konačna pozitivna slučajna promenljiva ξ takva da je

sup
0≤t<∞

[
eεtU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)

]
≤ ξ s.i. (2.2.32)

Odatle sledi da je

lim sup
t→∞

1

t
log(U1(x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t)), t)) ≤ −ε s.i.,

čime je tvrd̄enje dokazano. ♢
Kada funkcija U1(x, t) zadovoljava odred̄ene dodatne uslove, mogu se dokazati

eksponencijalna stabilnost u srednjem reda p i skoro izvesna eksponencijalna stabi-
lnost rešenja x = {x(t), t ∈ [−δ(0),∞)} jednačine (2.1.1). Navedena tvrd̄enja su
data u sledećoj teoremi.

Teorema 2.4 Neka su zadovoljeni uslovi A1–A4, pri čemu je c1 = 0 i neka su c i p
pozitivne konstante takve da je c|x|p ≤ U1(x, t), (x, t) ∈ Rd × R+. Ako je funkcija
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kašnjenja δ(t), t ∈ R+ ograničena u smislu (2.2.19), tada za svaki početni uslov
φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];Rd), jedinstveno rešenje x jednačine (2.1.1) ima osobine

lim sup
t→∞

1

t
log(E|x(t)|p) ≤ −ε, (2.2.33)

i

lim sup
t→∞

1

t
log |x(t)| ≤ −ε

p
s.i., (2.2.34)

pri čemu je ε ∈
(
0,−1∧p

h
ln β ∧ ε0

)
, dok je ε0 jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

c2 = ε0 + c3e
ε0h.

Dokaz. Na osnovu relacije (2.2.29) i pretpostavke c|x|p ≤ U1(x, t), za K2 = K1/c,
sledi

eεtE|x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t))|p ≤ K2, t ≥ 0. (2.2.35)

U nastavku dokaza se razmatraju dva slučaja.
Prvi slučaj se odnosi na 0 < p ≤ 1. Primenom elementarne nejednakosti (1.9.56)

i pretpostavke (2.1.8), ocena (2.2.35) implicira

eεtE|x(t)|p ≤ eεtE|x(t)− u(x(t− δ(t)), t, r(t))|p + eεtE|u(x(t− δ(t)), t, r(t))|p

≤ K2 + βpeεδ(t)eε(t−δ(t))E|x(t− δ(t))|p.

Dalje, za svako T > 0, na osnovu pretpostavke (2.2.19), dobija se

sup
0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2 + βpeεδ(t) sup

0≤t≤T

[
eε(t−δ(t))E|x(t− δ(t))|p

]
≤ K2 + βpeεhE∥φ∥p + βpeεh sup

0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
.

Kako je ε ∈
(
0,−1∧p

h
ln β∧ε0

)
, sledi da je βpeεh < 1, tako da se na osnovu prethodne

relacije može zaključiti da je

sup
0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2 + E∥φ∥p

1− βpeεh
.

Kada T → ∞ sledi da je

sup
0≤t<∞

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2 + E∥φ∥p

1− βpeεh
,

što implicira

lim sup
t→∞

1

t
log(E|x(t)|p) ≤ −ε.

47



NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

Sada se razmatra drugi slučaj, kada je p > 1. Primenom elementarne nejedna-
kosti (1.9.54), za θ = β/(1− β), i relacije (2.2.35), sledi

eεtE|x(t)|p

≤ (1− β)1−peεtE|x(t)−u(x(t− δ(t)), t, r(t))|p + β1−peεtE|u(x(t− δ(t)), t, r(t))|p

≤ K2(1− β)1−p + βeεδ(t)eε(t−δ(t))E|x(t− δ(t))|p.

Kako je K3 := βeεh < 1, tada za svako T > 0, na osnovu prethodne ocene sledi

sup
0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2(1− β)1−p +K3 sup

0≤t≤T

[
eε(t−δ(t))E|x(t− δ(t))|p

]
≤ K2(1− β)1−p +K3E∥φ∥p +K3 sup

0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
.

Na taj način se može zaključiti da je

sup
0≤t≤T

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2(1− β)1−p +K3E∥φ∥p

1−K3

.

Kada T → ∞, sledi da je

sup
0≤t<∞

[
eεtE|x(t)|p

]
≤ K2(1− β)1−p +K3E∥φ∥p

1−K3

,

odnosno

lim sup
t→∞

1

t
log(E|x(t)|p) ≤ −ε,

čime je dokazano tvrd̄enje (2.2.33).
Primenom postupka, analognog onom kojim je odred̄ena ocena (2.2.33), na os-

novu (2.2.32) sledi da je, za 0 < p ≤ 1,

sup
0≤t<∞

[
eεt|x(t)|p

]
≤ ξ/c+ ∥φ∥p

1− βpeεh
s.i,

dok je za p > 1,

sup
0≤t<∞

[
eεt|x(t)|p

]
≤ ξ/c(1− β)1−p +K3∥φ∥p

1−K3

s.i.

U oba slučaja se dobija

lim sup
t→∞

1

t
log(|x(t)|) ≤ −ε

p
s.i,

čime je tvrd̄enje dokazano. ♢
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Posledica 2.2 Neka važe pretpostavke A1, A3 i A4, zajedno sa pretpostavkom (2.2.19).
Pored toga, neka postoje pozitivne konstante βi, i = 1, 2, 3, 4, koje zadovoljavaju uslov

β1 − β3 −
β2 + β4
1− δ̄

> 0, (2.2.36)

tako da, za svako x, y ∈ Rd, i ∈ S i t ∈ R+, važi

2(x− u(y, t, i))Tf(x, y, t, i) ≤ −β1|x|2 + β2|y|2, (2.2.37)

|g(x, y, t, i)|2 ≤ β3|x|2 + β4|y|2. (2.2.38)

Tada, za svaki početni uslov φ ∈ Cb
F0
([−δ(0), 0];Rd), jedinstveno rešenje x jednačine

(2.1.1) ima osobine

lim sup
t→∞

1

t
log(E|x(t)|2) ≤ −ε, lim sup

t→∞

1

t
log |x(t)| ≤ −ε

2
s.i, (2.2.39)

gde je ε ∈
(
0,− lnβ

h
∧ ε0

)
, dok je ε0 jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

β1 − β3 = ε0 +
β2 + β4
1− δ̄

eε0h.

Dokaz. Neka je V (x, t, i) = U1(x, t) = U2(x, t) = |x|2, za x ∈ Rd, i ∈ S i t ∈ R+.
Tada, imajući u vidu definiciju (1.5.30) operatora LV , za svako x, y ∈ Rd, i ∈ S i
t ∈ R+, važi

LV (x, y, t, i) = 2(x− u(y, t, i))Tf(x, y, t, i) + |g(x, y, t, i)|2 +
N∑
j=1

γij|x− u(y, t, i)|2.

Primenjujući pretpostavke (2.2.37) i (2.2.38), dobija se

LV (x, y, t, i) ≤ −(β1 − β3)|x|2 + (β2 + β4)|y|2.

Na osnovu navedenog se može zaključiti da pretpostavka A2 važi za c1 = 0, c2 =
β1 − β3 i c3 = β2+β4

1−δ̄
. Kako su sve pretpostavke Teoreme 2.4 zadovoljene za p = 2 i

c ≤ 1, važi tvrd̄enje (2.2.39). ♢
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2.3 Euler-Maruyamina metoda

U ovom poglavlju je dokazana konvergencija u verovatnoći diskretnog i neprekidnog
Euler-Maruyaminog rešenja ka tačnom rešenju, kao i skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost diskretnog Euler-Maruyaminog rešenja za neutralne stohastičke diferen-
cijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova.

Predmet razmatranja biće autonomna verzija polazne jednačine (2.1.1), čiji je
integralni oblik

x(t) = φ(0) + u(x(t− δ(t)), r(t))− u(x(−δ(0)), r(0)) (2.3.40)

+
∫ t

0
f(x(s), x(s− δ(s)), r(s))ds+

∫ t

0
g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))dw(s), t ≥ 0,

sa početnim uslovima x(t) = φ(t), t ∈ [−δ(0), 0], r(0) = i0 ∈ S.
Pretpostavlja se da umesto hipoteza A1-A4, važe njihove autonomne verzije.
Prvo se razmatra slučaj kada je funkcija kašnjenja δ neograničena. Na osnovu

pretpostavke A3 važi t − δ(t) ≥ −δ(0). Neka je ∆ ∈ (0, 1) veličina koraka za koji
važi ∆ = δ(0)/n∗, za neki prirodan broj n∗ > δ(0). Definǐse se eksplicitno diskretno
Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje ȳ koje odgovara jednačini (2.3.40) na
ekvidistantnoj particiji k∆, k = −(n∗+1),−n∗, ...,−1, 0, 1, .... vremenskog intervala.
Ovo rešenje je dobro definisano ukoliko je

δ(−∆) = δ(0), ȳ(−(n∗ + 1)∆) = φ(−n∗∆), r∆−1 = r∆0 = r(0). (2.3.41)

Neka je [·] funkcija koja realnom broju pridružuje celobrojnu vrednost tog broja.
Diskretno Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje se definǐse kao

ȳ(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (2.3.42)

dok je za k ∈ {0, 1, 2, ...}

ȳ((k+1)∆) (2.3.43)

= ȳ(k∆)+u(ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )−u(ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+f(ȳ(k∆), ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆+g(ȳ(k∆), ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk,

gde je ∆wk = w((k + 1)∆)− w(k∆) i r∆k = r(k∆).
Za potrebe daljeg razmatranja neophodno je definisati neprekidno aproksima-

tivno Euler-Maruyamino rešenje. U tom smislu se, za t ≥ 0, uvode stepenasti
procesi

z1(t) =
∞∑
k=0

ȳ(k∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.3.44)
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z2(t) =
∞∑

k=−1

ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.3.45)

r̄(t) =
∞∑
k=0

r∆k I[k∆,(k+1)∆)(t). (2.3.46)

Imajući u vidu da neutralni član u zavisi od procesa Markova neophodno je
definisati linearnu kombinaciju izraza u(ȳ((k − 1)∆ − [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1) i
u(ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k ), tj.

ūk(t)=u(z2((k−1)∆), r∆k−1)+
t−k∆
∆

(u(z2(k∆), r∆k )−u(z2((k−1)∆), r∆k−1)),(2.3.47)

za svako t ∈ [k∆, (k + 1)∆], k = 0, 1, 2, .... Način na koji je definisan proces ūk(t)
se suštinski razlikuje od onog koji se primenjuje u radu [65] i uslovljen je samom
prirodom jednačine koja se razmatra.

Neka je

z3(t) =
∞∑
k=0

ūk(t)I[k∆,(k+1)∆)(t). (2.3.48)

Neprekidno Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje se definǐse tako da je y(t) =
φ(t), t ∈ [−δ(0), 0], dok je, za t ≥ 0,

y(t) = φ(0) + z3(t)− u(ȳ(−∆− [δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)

+
∫ t

0
f(z1(s), z2(s), r̄(s))ds+

∫ t

0
g(z1(s), z2(s), r̄(s))dw(s). (2.3.49)

Kada je t ∈ [k∆, (k + 1)∆], jednačina (2.3.49) se može predstaviti u obliku

y(t) = ȳ(k∆) + ūk(t)− u(ȳ((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+
∫ t

k∆
f(z1(s), z2(s), r̄(s))ds+

∫ t

k∆
g(z1(s), z2(s), r̄(s))dw(s). (2.3.50)

Na osnovu (2.3.44)-(2.3.47) i (2.3.50) može se zaključiti da je y(k∆) = ȳ(k∆), tj.
diskretno i neprekidno Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje se poklapaju u
tačkama particije.

Pored uslova A1–A4, navedenih u Poglavlju 2.1, neophodno je uvesti dodatne
pretpostavke bitne za dokazivanje glavnog rezultata, tj. bliskosti tačnog rešenja
jednačine (2.3.40) i Euler-Maruyaminog rešenja (2.3.49).

A5: Postoji pozitivna konstanta Cφ tako da važi

sup
t,s∈[−δ(0),0],|s−t|≤∆

E|φ(s)− φ(t)|2 ≤ Cφ∆.
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A6: Postoji konstanta η > 0 tako da se

|δ(t)− δ(s)| ≤ η|t− s|, t, s ≥ 0.

Kao u Teoremi 2.2, k0 je dovoljno veliki prirodan broj za koji važi

max
θ∈[−δ(0),0]

|φ(θ)| ≤ k0.

Takod̄e, definǐse se niz vremena zaustavljanja

ρh = inf{t ≥ 0 : |y(t)| ≥ h}, h ≥ k0, (2.3.51)

gde je inf ∅ = +∞.
Da bi se dokazala konvergencija u verovatnoći Euler-Maruyaminog rešenja ka

tačnom rešenju potrebno je najpre navesti dve leme i dokazati dve propozicije. U
tom smislu se uvodi još jedna pretpostavka.

A′
3: Funkcija δ je diferencijabilna, pri čemu je |δ′(t)| ≤ η, t ≥ 0, gde je η ∈ (0, 1).

Ova pretpostavka je uvedena da bi omogućila t − δ(t) ≥ −δ(0) = −n∗∆. Jasno
je da iz prepostavke A′

3 sledi A6, za η ∈ (0, 1).
Sledeće dve leme su navedene bez dokaza, a dokazi se mogu naći u [65] i [59],

respektivno.

Lema 2.1 Pod pretpostavkom A′
3, za diskretno Euler-Maruyamino rešenje (2.3.43)

važi

|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2

≤ (3 + [η])2 sup
−n∗≤j,j∆≤T∧ρh

|ȳ(j∆)− ȳ((j − 1)∆)|2,(2.3.52)

gde je ρh definisano sa (2.3.51).
Pored toga, ako se za svako t ∈ [0, T ∧ ρh] definǐse k = [t/∆], tako da je t ∈

[k∆, (k + 1)∆ ∧ T ∧ ρh) i ako kt ∈ {−n∗,−n∗ + 1, ...} zadovoljava uslov t − δ(t) ∈
[kt∆, (kt + 1)∆ ∧ T ∧ ρh), tada je

|kt − (k − 1− [δ((k − 1)∆)/∆])| ≤ 5 + [2η]. (2.3.53)

Lema 2.2 Postoji konstanta C > 0 tako da, za svako k ∈ {0, 1, 2, ...} i svako t ∈
[k∆, (k + 1)∆], važi

E
[
I{r(t) ̸=r∆

k
}

]
= C(∆ + o(∆)). (2.3.54)

Propozicija 2.1 Neka su zadovoljene pretpostavke A1, A′
3, A4 i A5. Neka je T > 0

proizvoljan broj i pretpostavlja se da je f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, za svako i ∈ S. Ako
je (3 + [η])β < 1, tada

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh)− z1(t ∧ ρh −∆)|2 ≤ A(h)∆ + o(∆), (2.3.55)

gde je A(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od ∆.
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Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ∧ ρh] proizvoljno i k = [t/∆]. Tada, t ∈ [k∆, (k + 1)∆ ∧
T ∧ ρh) i na osnovu definicije (2.3.44), sledi

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh)− z1(t ∧ ρh −∆)|2

= sup
−n∗≤k,k∆≤T

E|ȳ(k∆ ∧ ρh)− ȳ((k − 1)∆ ∧ ρh)|2

≤ sup
−n∗≤k≤0

E|ȳ(k∆)− ȳ((k − 1)∆)|2

+ sup
1≤k,k∆≤T

E|ȳ(k∆ ∧ ρh)− ȳ((k − 1)∆ ∧ ρh)|2. (2.3.56)

Imajući u vidu da je ȳ(−(n∗+1)∆) = φ(−n∗∆), primenom prepostavke A5 se dolazi
do ocene

sup
−n∗≤k≤0

E|ȳ(k∆)−ȳ((k−1)∆)|2= sup
−n∗+1≤k≤0

E|φ(k∆)−φ((k−1)∆)|2 ≤ Cφ∆.(2.3.57)

Kada je k = 1, 2, ..., iz (2.3.43) sledi

ȳ(k∆)−ȳ((k−1)∆)

=u(ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

+f(ȳ((k−1)∆), ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆

+g(ȳ((k−1)∆), ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆wk−1. (2.3.58)

Potrebno je uočiti da je

u(ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

= u(ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+
(
u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

)
×I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}. (2.3.59)

Tada, na osnovu (2.1.7), sledi

|u(ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)|
≤ β|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)− ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|
+2β|ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}. (2.3.60)

Imajući u vidu relaciju (2.3.60) i primenjujući elementarnu nejednakost (1.9.55) dva
puta, kao i pretpostavku A1 na (2.3.58), sledi

|ȳ(k∆)− ȳ((k−1)∆)|2

≤ β2

ε2
|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2
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+
1

ε(1− ε)

(
2β|ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|

)2
I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}

+
2

1− ε
|f(ȳ((k−1)∆), ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆, r∆k−1))|2∆2

+
2

1− ε
|g(ȳ((k−1)∆), ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆wk−1|2

≤ β2

ε2
|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2

+
4β2h2

ε(1− ε)
I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
} +Dh(∆

2 + |w(k∆)− w((k − 1)∆)|2),

gde je Dh = 4Khh
2

1−ε
. Odatle je

sup
1≤k,k∆≤T

E|ȳ(k∆ ∧ ρh)− ȳ((k−1)∆ ∧ ρh)|2

≤ β2

ε2
sup

1≤k,k∆≤T
E|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)

−ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2 +
4β2h2

ε(1− ε)
sup

1≤k,k∆≤T
E[I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}]

+Dh(∆
2 + sup

1≤k,k∆≤T
E|w(k∆)− w((k − 1)∆)|2). (2.3.61)

Na osnovu (2.3.52), prvi sabirak izraza (2.3.61) se može oceniti sa

β2

ε2
sup

1≤k,k∆≤T
E|ȳ((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆∧ρh)−ȳ((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆∧ρh)|2

≤ (3 + [η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|ȳ(k∆ ∧ ρh)−ȳ((k−1)∆ ∧ ρh)|2, (2.3.62)

dok je

sup
1≤k,k∆≤T

E|w(k∆)−w((k−1)∆))|2

= sup
1≤k,k∆≤T

m∑
j=1

E|wj(k∆)−wj((k−1)∆))|2 = m∆. (2.3.63)

Zamenom (2.3.62) i (2.3.63) u (2.3.61) i primenjući Lemu 2.2 dobija se

sup
1≤k,k∆≤T

E|ȳ(k∆ ∧ ρh)− ȳ((k−1)∆ ∧ ρh)|2

≤ (3+[η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|ȳ(k∆ ∧ ρh)−ȳ((k−1)∆ ∧ ρh)|2

+
4β2h2

ε(1− ε)
C(∆ + o(∆)) +Dh∆

2+Dhm∆. (2.3.64)
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Tada (2.3.57) i (2.3.64), zajedno sa (2.3.56), daju

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh)−z1(t ∧ ρh −∆)|2

< Cφ∆+
(3+[η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|ȳ(k∆ ∧ ρh)−ȳ((k−1)∆ ∧ ρh)|2

+
4β2h2

ε(1−ε)
C(∆+o(∆)) +Dh(1 +m)∆. (2.3.65)

Na osnovu pretpostavke a = (3 + [η])β < 1, može se izabrati ε = ε̄ ∈ (a, 1) tako da

je (3+[η])2β2

ε̄2
< 1. Tada ocena (2.3.65) postaje

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh)−z1(t ∧ ρh−∆)|2

<

(
Cφ+Dh(1 +m)

)
ε̄2

ε̄2−a2
∆+

4β2h2ε̄

(ε̄2−a2)(1−ε̄)
C(∆+o(∆))

≤ A(h)∆ + o(∆), (2.3.66)

gde je A(h) = 1
ε̄2−a2

(
(Cφ +Dh(1 +m))ε̄2 + 4β2h2ε̄C

1−ε̄

)
, čime je dokaz završen. ♢

Propozicija 2.2 Neka su ispunjeni uslovi Propozicije 2.1. Tada je

sup
t∈[0,T ]

E|u(y(t ∧ ρh − δ(t ∧ ρh)), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2 ≤ D(h)∆ + o(∆),

gde je D(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od ∆ i ρh je vreme zaustavljanja
definisano sa (2.3.51).

Dokaz. Neka su, za fiksirano t ∈ [0, T∧ρh] i k = [t/∆], tako da je t ∈ [k∆, (k+1)∆∧
T∧ρh), indeksi kt ∈ {−n∗,−n∗+1, ...} takvi da važi t−δ(t) ∈ [kt∆, (kt+1)∆∧T∧ρh).

Na osnovu definicije (2.3.48) stepenastog procesa z3, za t ∈ [k∆, (k + 1)∆), važi

|u(y(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|2

= |u(y(t− δ(t)), r(t))−u(z2((k − 1)∆), r∆k−1)

−t− k∆

∆
(u(z2(k∆), r∆k )−u(z2((k − 1)∆), r∆k−1))|2

≤ 2|u(y(t− δ(t)), r(t))−u(z2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

+2|u(z2(k∆), r∆k )−u(z2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

≤ 6|u(y(t− δ(t)), r(t))−u(z2((k − 1)∆), r(t))|2

+6|u(z2((k − 1)∆), r(t))− u(z2((k − 1)∆), r∆k )|2

+6|u(z2((k − 1)∆), r∆k )− u(z2((k − 1)∆), r∆k−1)|2
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+4|u(z2(k∆), r∆k )−u(z2((k − 1)∆), r∆k )|2

+4|u(z2((k − 1)∆), r∆k )−u(z2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

≤ 6β2|y(t− δ(t))− z2((k − 1)∆)|2 + 4β2h2(3I{r(t) ̸=r∆
k
} + 5I{r∆

k
̸=r∆

k−1
})

+4β2|z2(k∆)− z2((k − 1)∆|2.

Tada je primenom Leme 2.2 i Propozicije 2.1

sup
t∈[0,T ]

E|u(y(t ∧ ρh − δ(t ∧ ρh)), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2

≤ 12β2 sup
t∈[0,T ]

E|y(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−ȳ(kt∆ ∧ ρh)|2

+12β2 sup
t∈[0,T ]

E|ȳ(kt∆ ∧ ρh)−z2((k−1)∆ ∧ ρh)|2

+32β2Ch2∆+ 4β2A(h)∆ + o(∆). (2.3.67)

Prilikom ocenjivanja izraza supt∈[0,T ]E|y(t∧ρh−δ(t∧ρh))−ȳ(kt∆∧ρh)|2 se razmatraju
sledeća dva slučaja.

Slučaj 1: Ako je kt ≤ −1, tada je, na osnovu pretpostavke A5

sup
t∈[0,T ],kt≤−1

E|y(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−ȳ(kt∆ ∧ ρh)|2

= sup
t∈[0,T ],kt≤−1

E|φ(t−δ(t))−φ(kt∆)|2 ≤ Cφ∆. (2.3.68)

Slučaj 2: Ako je t ∈ [0, ρh] i kt ≥ 0, tada se, imajući u vidu (2.1.7) i (2.3.50),
dobija

|y(t−δ(t))−ȳ(kt∆)|2

≤ 3|ūkt(t−δ(t))−u(ȳ((kt−1)∆−[δ((kt−1)∆)/∆]∆), r∆kt−1)|2

+3∆2|f(z1(kt∆), z2(kt∆), r∆kt)|
2+3|g(z1(kt∆), z2(kt∆), r∆kt)|

2|w(t−δ(t))−w(kt∆)|2

≤ 3β2

∣∣∣∣∣t−δ(t)−kt∆∆

(
u(z2(kt∆), r∆kt)−u(z2((kt−1)∆), r∆kt−1)

)∣∣∣∣∣
2

+Qh(∆
2+|w(t−δ(t))−w(kt∆)|2)

≤ 6β2|z2(kt∆)−z2((kt−1)∆)|2 + 12β2h2I{r∆
kt
̸=r∆

kt−1
}

+Qh(∆
2 + |w(t− δ(t))− w(kt∆)|2), (2.3.69)

gde je Qh = 6Khh
2. Dalje, na osnovu ocene (2.3.62), Propozicije 2.1 i Leme 2.2, iz

(2.3.69) sledi

sup
t∈[0,T ],kt≥0

E|y(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−ȳ(kt∆ ∧ ρh)|2
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≤ 6β2 sup
t∈[0,T ],kt≥0

E|ȳ(kt∆−[δ(kt∆)/∆]∆∧ρh)−ȳ((kt−1)∆−[δ((kt − 1)∆)/∆]∆∧ρh)|2

+12β2h2C∆+ o(∆) +Qh

(
∆2 + sup

t∈[0,T ]
E|w(t− δ(t))− w(kt∆)|2

)
≤ 6β2((3 + [η])2A(h) + 2Ch2)∆ + o(∆) +Qh(∆

2 +m∆). (2.3.70)

Imajući u vidu ocene (2.3.68) i (2.3.70), dobija se

sup
t∈[0,T ]

E|y(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−ȳ(kt∆ ∧ ρh)|2 ≤M(h)∆ + o(∆), (2.3.71)

gde je M(h) = Cφ ∨
(
6β2((3 + [η])2A(h) + 2Ch2) +Qh(1 +m)

)
.

Prilikom ocenjivanja izraza supt∈[0,T ]E|ȳ(kt∆ ∧ ρh)− z2((k − 1)∆ ∧ ρh)|2 koji
figurǐse u (2.3.67), primenjuje se ocena (2.3.53) i Propozicija 2.1. Tada je

sup
t∈[0,T ]

E|ȳ(kt∆ ∧ ρh)−z2((k − 1)∆ ∧ ρh)|2 ≤ (5 + [2η])2A(h)∆ + o(∆). (2.3.72)

Konačno, (2.3.71) i (2.3.72), zajedno sa ocenom (2.3.67), impliciraju

sup
t∈[0,T ]

E|u(y(t− δ(t) ∧ ρh), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2 ≤ D(h)∆ + o(∆), (2.3.73)

gde je D(h) = 12β2M(h) + 4β2(3(5 + [2η])2 + 1)A(h) + 32Cβ2h2.♢
Analogno kao u Posledici 2.1, biće dokazano da Euler-Maruyamino rešenje, dato

sa (2.3.49), ostaje u kompaktu sa velikom verovatnoćom. Uvodi se sledeća dodatna
hipoteza.

A7: Pretpostavlja se da za svaki ceo broj h ≥ 1 postoji konstanta Gh > 0 takva
da, za svako x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ h i za svako i ∈ S, važi

|V (x, i)− V (y, i)| ∨ |Vx(x, i)− Vx(y, i)| ∨ |Vxx(x, i)− Vxx(y, i)| ≤ Gh|x− y|.

Teorema 2.5 Neka su ispunjene pretpostavke A1,A2,A′
3,A4,A5,A7 i neka važi

β(3 + [η]) < 1. Za proizvoljno ε ∈ (0, 1) i T > 0 postoji dovoljno veliki broj
h∗ = h∗(ε, T ) tako da je

P{ρh ≤ T} ≤ ε, h ≥ h∗,

gde je {ρh, h ≥ k0} niz vremena zaustavljanja definisanih sa (2.3.51).

Dokaz. Za h > 0, definǐse se niz vremena zaustavljanja

νh = inf{t ≥ 0 : V (y(t)− z3(t), r(t)) ≥ h}.
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Imajući u vidu (2.3.49), primenom Itôve formule za svako t ≥ 0, dobija se

dV (y(t)−z3(t), r(t))
= Vx(y(t)−z3(t), r(t))f(z1(t), z2(t), r̄(t))dt
+Vx(y(t)−z3(t), r(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))dw(t)

+
1

2
trace[gT (z1(t), z2(t), r̄(t))Vxx(y(t)−z3(t), r(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))]dt

+
N∑
j=1

γr(t)jV (y(t)− z3(t), j)dt

=
(
LV (y(t), y(t−δ(t)), r̄(t))+F (y(t)−z3(t), y(t), y(t−δ(t)), z1(t), z2(t), r(t), r̄(t))

)
dt

+
N∑
j=1

(
γr(t)jV (y(t)− z3(t), j)− γr̄(t)jV (y(t)− u(y(t− δ(t))), j)

)
dt

+Vx(y(t)−z3(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))dw(t), (2.3.74)

pri čemu je funkcija F : Rd ×Rd ×Rd ×Rd ×Rd × S × S → Rd odred̄ena sa

F (ā, y1, y2, z1, z2, i, ī)

= [Vx(ā, i)−Vx(y1 − u(y2, i), i)]f(z1, z2, ī)

+[Vx(y1−u(y2, i), i)−Vx(y1 − u(y2, i), ī)]f(z1, z2, ī)

+[Vx(y1−u(y2, i), ī)−Vx(y1 − u(y2, ī), ī)]f(z1, z2, ī)

+Vx(y1−u(y2, ī), ī)[f(z1, z2, ī)−f(y1, y2, ī)]

+
1

2
trace

(
[gT (z1, z2, ī)−gT (y1, y2, ī)]Vxx(ā, i)g(z1, z2, ī)

)
+
1

2
trace

(
gT (y1, y2, ī)[Vxx(ā, i)− Vxx(ā, ī)]g(z1, z2, ī)

)
+
1

2
trace

(
gT (y1, y2, ī)[Vxx(ā, ī)− Vxx(y1 − u(y2, i), ī)]g(z1, z2, ī))

+
1

2
trace

(
gT (y1, y2, ī)[Vxx(y1 − u(y2, i), ī)− Vxx(y1 − u(y2, ī), ī)]g(z1, z2, ī)

)
+
1

2
trace

(
[gT (y1, y2, ī)]Vxx(y1 − u(y2, ī), ī)[g(z1, z2, ī)− g(y1, y2, ī)]

)
. (2.3.75)

Neka je h dovoljno veliki broj. Ako je |y1|∨|y2|∨|z1|∨|z2| ≤ h za yl, zl ∈ Rd, l = 1, 2,
tada na osnovu pretpostavke (2.1.8) i definicije (2.3.48) sledi da je |ā| ≤ (1 + 3β)h i
y1 − u(y2, i) ≤ (1 + β)h. Dakle, na osnovu A7 sledi

|Vx(y(t)−z3(t), r(t))−Vx(y(t)−u(y(t−δ(t)), r(t)), r(t))|
≤G(1+3β)h|u(y(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|. (2.3.76)

Ako se uvede oznaka Sx
h = sup{Vx(x, i) : |x| ≤ h, i ∈ S}, tada je

|Vx(y(t)− u(y(t− δ(t)), r(t)), r(t))− Vx(y(t)− u(y(t− δ(t)), r(t)), r̄(t))|
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≤ 2Sx
(1+β)hI{r(t) ̸=r̄(t)},

Vx(y(t)− u(y(t− δ(t)), r̄(t)), r̄(t)) ≤ Sx
(1+β)h. (2.3.77)

Takod̄e se može zaključiti da je

|Vx(y(t)− u(y(t− δ(t)), r(t)), r̄(t))− Vx(y(t)− u(y(t− δ(t)), r̄(t)), r̄(t))|
≤ G(1+β)h|u(y(t− δ(t)), r(t))− u(y(t− δ(t)), r̄(t))|
≤ 2βG(1+β)hhI{r(t)̸=r̄(t)}. (2.3.78)

Analogno se ocenjuju i ostali sabirci na desnoj strani jednakosti (2.3.75) koji sadrže
Vxx, koristeći S

xx
h = sup{Vxx(x, i) : |x| ≤ h, i ∈ S}.

Tada na osnovu pretpostavke A1 sledi

F (y(t)− z3(t), y(t), y(t− δ(t)), z1(t), z2(t), r(t), r̄(t))

≤ B
(1)
h |u(y(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|+B

(2)
h I{r(t)̸=r̄(t)}

+B
(3)
h

(
|y(t)− z1(t)|+ |y(t− δ(t))− z2(t)|

)
,

gde su Bl
h, l = 1, 2, 3 pozitivne generičke konstante koje zavise od h, ali ne od ∆.

Zbog toga, i koristeći Vh = sup{V (x, i) : |x| ≤ h, i ∈ S}, kao i A7, za t ∈ [0, ρh ∧ νh],
izraz (2.3.74) se može oceniti na sledeći način

dV (y(t)− z3(t), r(t))

≤
(
LV (y(t), y(t− δ(t)), r̄(t)) +B

(1)
h |u(y(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|

)
dt

+B
(2)
h I{r(t) ̸=r̄(t)}dt+B

(3)
h

(
|y(t)− z1(t)|+ |y(t− δ(t))− z2(t)|

)
dt

+Vx(y(t)− u(z3(t)), r̄(t))g(z1(t), z2(t))dw(t).

Dalje, za t ∈ [0, T ] važi da je

EV (y(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))

≤ V (φ(0)−z3(0), r(0)) + E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (y(s), y(s−δ(s)), r̄(s))ds

+B
(1)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
|u(y(s− δ(s)), r(s))− z3(s)|ds+B

(2)
h

∫ t

0
EI{r(s)̸=r̄(s)}ds

+B
(3)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0

(
|y(s)− z1(s)|+ |y(s− δ(s))− z2(s)|

)
ds. (2.3.79)

Primenom Hölderove nejednakosti, a zatim i Propozicije 2.2, sledi

B
(1)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
|u(y(s− δ(s)), r(s))− z3(s)|ds

=B
(1)
h

∫ t

0
E|u(y(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh)), r(s ∧ ρh ∧ νh))−z3(s ∧ ρh ∧ νh)|ds

≤B(1)
h

∫ t

0

(
E|u(y(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh)), r(s ∧ ρh ∧ νh))−z3(s ∧ ρh ∧ νh)|2

) 1
2ds

≤ B
(1)
h T (D(h)∆ + o(∆))

1
2 , (2.3.80)
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dok se na osnovu Leme 2.2 dobija

B
(2)
h

∫ t

0
EI{r(s)̸=r̄(s)}ds ≤ B

(2)
h TC(∆ + o(∆)). (2.3.81)

Pored toga, važi da je

B
(3)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
(|y(s)−z1(s)|+ |y(s−δ(s))−z2(s)|)ds

≤ B
(3)
h

∫ t

0

(
E|y(s ∧ ρh ∧ νh)−z1(s ∧ ρh ∧ νh)|2

) 1
2ds

+B
(3)
h

∫ t

0
(E|y(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh))−z2(s ∧ ρh ∧ νh)|2)

1
2ds.(2.3.82)

Ako se sa k̃s označi broj za koji je s ∈ [k̃s∆, (k̃s + 1)∆ ∧ T ∧ ρh ∧ νh) tada se
primenom procedure kojom je odred̄ena ocena (2.3.71), dolazi do ocene

E|y(s ∧ ρh ∧ νh)−z1(s ∧ ρh ∧ νh)|2

≤ sup
t∈[0,T ],k̃t≥0

E|y(t ∧ ρh)−ȳ(kt∆ ∧ ρh)|2 ≤M(h)∆ + o(∆). (2.3.83)

Za ocenu drugog sabirka na desnoj strani nejednakosti (2.3.82), prateći oznake iz
dokaza Propozicije 2.2, neka je ks ∈ {−n∗,−n∗ + 1, ...,−1, 0, 1, ...} broj takav da je
s− δ(s) ∈ [ks∆, (ks + 1)∆ ∧ T ∧ ρh ∧ νh). Tada je, za svako u ∈ [0, s ∧ ρh ∧ νh],

E|y(u−δ(u))−z2(u)|2

≤ 2E|y(u− δ(u))− ȳ(ku∆)|2 + 2E|ȳ(ku∆)− ȳ(k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆)|2.

Ako je k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆ ≤ ku∆ ≤ u− δ(u), tada, na osnovu A′
3 sledi

ku∆− k̃u∆+ [δ(k̃u∆)/∆]∆

≤ u− δ(u)− k̃u∆+ δ(k̃u∆) ≤ ∆+ η|u− k̃u∆| ≤ (2 + [η])∆,

dok, za ku∆ ≤ u− δ(u) ≤ k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆, važi

|ku∆− k̃u∆+ [δ(k̃u∆)/∆]∆| = k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆− ku∆

≤ k̃u∆− δ(k̃u∆) +∆− ku∆

≤ k̃u∆− δ(k̃u∆) +∆− (u− δ(u)) + ∆

= ∆− (u− k̃u∆) + δ(u)− δ(k̃u∆) ≤ ∆+ η|u− k̃u|
≤ (2 + [η])∆.

Na taj način se zaključuje da je

|ku − k̃u + [δ(k̃u∆)/∆]| ≤ 2 + [η].
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Primenjujući prethodnu ocenu, (2.3.71) i Propoziciju 2.1, dobija se

E|y(u−δ(u))−z2(u)|2

≤ 2E|y(u−δ(u))−ȳ(ku∆)|2

+2(2+[η])2 sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh ∧ νh)−z1(t ∧ ρh ∧ νh−∆)|2

≤ α(h)∆ + o(∆), (2.3.84)

gde je α(h) = 2(M(h) + (2 + [η])2A(h)).
Zamenom (2.3.83) i (2.3.84) u (2.3.82), a zatim (2.3.80)-(2.3.82) u (2.3.79), sledi

EV (y(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))

≤ V (φ(0)−z3(0), r(0)) + E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (y(s), y(s−δ(s)), r̄(s))ds

+B
(1)
h T (D(h)∆ + o(∆))

1
2 +B

(2)
h TC(∆ + o(∆))

+B
(3)
h T (M(h)∆ + o(∆))

1
2 +B

(3)
h T (α(h)∆ + o(∆))

1
2 . (2.3.85)

Uvodeći oznaku G(h) = T (B
(1)
h (D(h))

1
2 +B

(2)
h C+B

(3)
h (M(h))

1
2 +B

(3)
h (α(h))

1
2 ), izraz

(2.3.79) se može zapisati kao

EV (y(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))
≤ G(h)∆

1
2 + (o(∆))

1
2 + V (φ(0)−z3(0), r(0))

+E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (y(s), y(s−δ(s)), r̄(s))ds. (2.3.86)

Primenom (2.1.5) i (2.1.6) iz pretpostavke A2 na prethodni izraz, sledi

EU1(y(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))≤G(h)∆
1
2 +(o(∆))

1
2 +K ′+c1t,

gde je K ′ = V (φ(0)−z3(0), r(0)) + c3
∫ 0
−δ(0) U2(y(s))ds.

Uvod̄enjem oznake vh = inf |y|≥(1−β)h U1(y), prethodna nejednakost implicira

P{ρh ∧ νh ≤ T} ≤ G(h)∆
1
2 + (o(∆))

1
2 +K ′ + c1T

vh
.

Dalje, za svako ε ∈ (0, 1), postoji dovoljno veliko h∗ tako da za svako h ≥ h∗, važi

K ′ + c1T

vh
≤ ε/2

i može se izabrati dovoljno malo ∆∗ tako da je za svako ∆ ∈ (0,∆∗),

G(h)∆
1
2 + (o(∆))

1
2

vh
≤ ε/2, h ≥ h∗.
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Tada je
P{ρh ∧ νh ≤ T} ≤ ε, ∆ ∈ (0,∆∗), h ≥ h∗.

tj.
P{ρh ≤ T} ≤ ε, ∆ ∈ (0,∆∗), h ≥ h∗.

♢
Sada je moguće oceniti bliskost izmed̄u rešenja x jednačine (2.3.40) i Euler-

Maruyaminog rešenja odred̄enog izrazom (2.3.49).

Teorema 2.6 Neka su ispunjene pretpostavke A1,A2,A′
3,A4,A5,A7, i neka je β(3+

[η]) < 1 i f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, i ∈ S. Tada je

sup
s∈[−δ(0),T ]

E|x(s ∧ τh ∧ ρh)−y(s ∧ τh ∧ ρh)|2 ≤ N(h)∆ + o(∆),

gde je N(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od ∆ i τh, ρh su vremena
zaustavljanja definisana u Teoremi 2.2 i izrazom (2.3.51), respektivno.

Dokaz. Za svako t ∈ [0, T ∧ τh ∧ ρh], na osnovu (2.3.40) i (2.3.49), važi da je

x(t)−y(t)
= u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)−u(φ(−δ(0)), r(0))+u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)

+
∫ t

0

(
f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))

)
ds

+
∫ t

0

(
g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s), r̄(s))

)
dw(s).

Tada, za svako ε ∈ (0, 1), primenom elementarne nejednakosti (1.9.55), sledi

|x(t)−y(t)|2

≤ 1

ε
|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)−u(φ(−δ(0)), r(0))+u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

+
2

1− ε

(
T
∫ t

0
|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+
∣∣∣∣∫ t

0

(
g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s)), r̄(s)

)
dw(s)

∣∣∣∣2
)
. (2.3.87)

Primenjujući dva puta (1.9.55), i na osnovu pretpostavke (2.1.8), dolazi se do ocene

|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)−u(φ(−δ(0)), r(0))+u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

≤ 1

ε
|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2
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≤ 1

ε2
|u(x(t−δ(t)), r(t))− u(y(t−δ(t)), r(t))|2+ 1

ε(1− ε)
|u(y(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

≤ β2

ε2
|x(t−δ(t))−y(t−δ(t))|2 + 1

ε(1− ε)
|u(y(t−δ(t)), r(t))− z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2. (2.3.88)

Zamenom (2.3.88) u (2.3.87) se dobija nejednakost

|x(t)−y(t)|2 ≤ β2

ε3
|x(t−δ(t))−y(t−δ(t))|2 + 1

ε2(1−ε)
|u(y(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

ε(1−ε)
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(ȳ(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1|2

+
2

1− ε

(
T
∫ t

0
|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+
∣∣∣∣∫ t

0
(g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s), r̄(s)))dw(s)

∣∣∣∣2
)
.(2.3.89)

Na osnovu definicije neprekidnog Euler-Maruyaminog rešenja y važi da je φ(−δ(0)) =
y(−δ(0)) i u(ȳ(−∆− [δ(0)/∆]∆, r∆−1) = z3(0). Kako x i y zadovoljavaju isti početni
uslov, na osnovu (2.3.89) se zaključuje da je

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−y(s)|2

≤ β2

ε3
sup

s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−y(s)|2

+
1 + ε

ε2(1−ε)
sup

s∈[0,T ]
E|u(y(s ∧ ρh−δ(s ∧ ρh)), r(s ∧ ρh))−z3(s ∧ ρh)|2

+
2

1− ε

(
T
∫ t

0
E|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+4
∫ t

0
E|g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

)
. (2.3.90)

Primenjujući Propoziciju 2.2, birajući ε = β
1
3 i primenjujući lokalni Lipschitzov

uslov A1, izraz (2.3.90) postaje

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−y(s)|2

≤ (1 + β
1
3 )D(h)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1−β)
∆ + o(∆)
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+
4(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
(E|x(s)−z1(s)|2+E|x(s−δ(s))−z2(s))|2)ds

+
4T

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
E(|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))|

+|f(x(s), x(s−δ(s)), r̄(s))|)2I{r(s)̸=r̄(s)}ds

+
16

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
E(|g(x(s), x(s−δ(s)), r(s))|

+|g(x(s), x(s−δ(s)), r̄(s))|)2I{r(s)̸=r̄(s)}ds. (2.3.91)

Imajući u vidu pretpostavku f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, Lemu 2.2 i hipotezu A1, sledi

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−y(s)|2

≤ 4(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0

(
E|x(s)−z1(s)|2+E|x(s−δ(s))−z2(s))|2

)
ds

+
(1 + β

1
3 )D(h)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1−β)
∆ + o(∆) +

32(T + 4)TCh2Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∆. (2.3.92)

Neka je u ∈ [0, t] proizvoljno fiksirano i neka je ku prirodan broj takav da je u ∈
[ku∆, (ku + 1)∆ ∧ T ∧ τh ∧ ρh). Na osnovu definicije (2.3.44) stepenastog procesa z1
i procedure kojom je odred̄ena ocena (2.3.70), za s ∈ [0, t] sledi

E|x(s)−z1(s)|2 ≤ 2E|x(s)−y(s)|2 + 2E|y(s)− z1(s)|2

≤ 2 sup
u∈[−δ(0),s]

E|x(u)−y(u)|2 + 2 sup
u∈[0,s]

E|y(u)−ȳ(ku∆)|2

≤ 2 sup
u∈[−δ(0),s]

E|x(u)−y(u)|2 + 2M(h)∆ + o(∆). (2.3.93)

Sa druge strane, primenom ocene (2.3.84) dobija se

E|x(s−δ(s))−z2(s)|2 ≤ 2E|x(s−δ(s))−y(s−δ(s))|2 + 2E|y(s−δ(s))−z2(s)|2

≤ 2E|x(s−δ(s))−y(s−δ(s))|2 + 2α(h)∆ + o(∆). (2.3.94)

Sada, ocene (2.3.93) i (2.3.94), zajedno sa (2.3.91), daju

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)− y(s)|2

≤ (1+β
1
3 )D(h) + 8β

2
3 (T+4)TKh(M(h) + α(h) + 4Ch2)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1− β)
∆ + o(∆)

+
16(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1− β)

∫ t

0
sup

u∈[−δ(0),s]
E|x(u)−y(u)|2ds.
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Primenom Gronwall-Bellmanove leme (Teoreme 1.24), zaključuje se da je

sup
s∈[−δ(0),T ]

E|x(s ∧ τh ∧ ρh)−y(s ∧ τh ∧ ρh)|2 ≤ N(h)∆ + o(∆),

gde je N(h) =
(1+β

1
3 )D(h)+8β

2
3 (T+4)TKh(M(h)+α(h)+4Ch2)
β

2
3 (1−β

1
3 )(1−β)

eM1T,M1 =
16(T+4)TKh

(1−β
1
3 )(1−β)

, čime je

dokaz završen. ♢
Sledeći rezultati se odnose na konvergenciju u verovatnoći neprekidnog Euler-

Maruyaminog aproksimativnog rešenja y jednačine (2.3.49), kao i odgovarajućeg
diskretnog rešenja ȳ, ka rešenju x jednačine (2.3.40), kada ∆ → 0.

Teorema 2.7 Neka važe pretpostavke A1,A2,A′
3,A4,A5,A7, kao i uslovi β(3 +

[η]) < 1 i f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, i ∈ S. Tada, za svako T > 0 i t ∈ [0, T ],
važi

lim
∆→0

|x(t)− y(t)| = 0 u verovatnoći,

lim
∆→0

|x(t)− z1(t)| = 0 u verovatnoći.

Dokaz prethodne teoreme je izostavljen zbog toga što se zasniva na ideji iz rada [65]
i na primeni Posledice 2.1 i Teorema 2.5 i 2.6.

Napomena 2.1 Potrebno je naglasiti da je u prethodnim rezultatima u Poglavlju
2.3 važila pretpostavka da je funkcija kašnjenja neograničena, pri čemu je Euler-
Maruyamina metoda definisana na particiji

k∆, k ∈ {−(n∗ + 1),−n∗, ...,−1, 0, 1, ...}, (2.3.95)

gde je n∗∆ = δ(0). Neka važi (2.2.19), tj. neka je funkcija kašnjenja ograničena
tako da je njena gornja granica h. Euler-Maruyamina metoda je tada definisana na
particiji (2.3.95), pri čemu je broj n∗ izabran tako da je n∗∆ = h. U tom slučaju je
t−δ(t) ≥ −h, t ≥ 0, zbog čega bi u Lemi 2.1 pretpostavku A′

3 trebalo zameniti sa A6.
Treba imati u vidu da Propozicije 2.1 i 2.2, kao i Teoreme 2.5,2.6 i 2.7 važe kada
se pretpostavka A′

3 zameni pretpostavkama A3 i A6, dok su rešenja x i y definisana
na intervalu [−h,∞) umesto na [−δ(0),∞).

Sledeći rezultati se odnose na skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost diskretnog
Euler-Maruyaminog rešenja koje je definisano relacijama (2.3.41)–(2.3.43), pod pre-
tpostavkom (2.2.19). U tom smislu, bira se ∆ ∈ (0, 1) tako da n∗ ∈ N zadovoljava
n∗∆ = h. Prethodni rezultati su dobijeni pod uslovima koji su slabiji od uslova
linearnog rasta. U sledećoj teoremi dodaje se uslov linearnog rasta za koeficijent
prenosa f.
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Teorema 2.8 Neka važe pretpostavke A4 i A6, kao i uslov (2.2.19). Neka postoje
pozitivne konstante βi, i = 1, 2, ..., 6, pri čemu je

β1 − β3 − β5 − (β2 + β4 + β6 + 12β2)([(1− η)−1] + 1) > 0, (2.3.96)

tako da, za svako x, y ∈ Rd, i ∈ S, važi

2(x− u(y, i))Tf(x, y, i) ≤ −β1|x|2 + β2|y|2. (2.3.97)

|g(x, y, i)|2 ≤ β3|x|2 + β4|y|2, (2.3.98)

|f(x, y, i)|2 ≤ β5|x|2 + β6|y|2. (2.3.99)

Neka je ε jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

−β1 + β3 + β5 + 2ε+ (β2 + β4 + β6 + 12β2 + 2β2ε)([(1− η)−1] + 1)eεh = 0.(2.3.100)

Tada, za svako δ ∈ (0, ε/2), postoji γ ∈ (0,− 1
h+1

logβ ∧ (ε − 2δ)) i ∆∗ tako da, za

svaki početni uslov φ ∈ Cb
F0
([−h, 0];Rd), Euler-Maruyamino rešenje ima osobinu

lim sup
t→∞

log |y(k∆)|
k∆

≤ −γ
2

s.i. (2.3.101)

Dokaz. Na osnovu (2.3.43) se može primetiti da je

|y((k+1)∆)−u(y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

−|y(k∆)−u(y((k−1)∆− [δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ |f(y(k∆), y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2∆2

+|g(y(k∆), y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2∆
+2(y(k∆)−u(y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k ))

Tf(y(k∆), y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆

+2(u(y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )−u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1))
T

×f(y(k∆), y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆ +mk,

gde je

mk = 2(y(k∆)−u(y((k−1)∆− [δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+f(y(k∆), y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆)Tg(y(k∆), y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆ωk

+|g(y(k∆), y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2(|∆ωk|2−∆)

lokalni martingal.
Primenjujući pretpostavke (2.3.97)-(2.3.99), kao i A4, sledi

|y((k+1)∆)−u(y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

−|y(k∆)−u(y((k−1)∆− [δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2
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≤ (β5|y(k∆)|2 + β6|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)∆2

+(β3|y(k∆)|2 + β4|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)∆
+(−β1|y(k∆)|2 + β2|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)∆
+|f(y(k∆), y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2∆
+|u(y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )−u(y((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2∆+mk

≤ (β5|y(k∆)|2 + β6|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)(∆2 +∆)

+(β3|y(k∆)|2 + β4|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)∆
+(−β1|y(k∆)|2 + β2|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)∆
+2|u(y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k )|2∆
+2|u(y((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k )−u(y((k − 1)∆

−[δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2∆+mk

≤ (−β1+β3+β5(1+∆))∆|y(k∆)|2+(β2+β4+β6(1+∆))∆|y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆)|2

+2β2|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)− y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2∆
+4β2|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2∆I{r∆

k
̸=r∆

k−1
} +mk

≤ (−β1+β3+β5(1+∆))∆|y(k∆)|2

+(β2+β4+β6(1+∆) + 4β2)∆|y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2

+8β2∆|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2 +mk. (2.3.102)

Tada se, primenom (2.1.8) i (2.3.102), za svaku konstantu C ≥ 1, dobija

C(k+1)∆|y((k + 1)∆)− u(y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

−Ck∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

= C(k+1)∆
[
|y((k + 1)∆)− u(y(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

−|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2
]

+(C(k+1)∆ − Ck∆)|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ C(k+1)∆[(−β1 + β3 + β5(1+∆))∆|y(k∆)|2

+(β2 + β4 + β6(1+∆) + 4β2)∆|y(k∆−[δ(k∆)/∆]∆)|2

+8β2∆|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2

+(1− C−∆)(2|y(k∆)|2 + 2β2|y(k∆− [δ(k − 1)∆)/∆]∆)|2) +mk].

Na osnovu prethodne relacije, sumiranjem po i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, sledi

Ck∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ |y(0)− u(y(−∆− [δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

+[(−β1 + β3 + β5(1 + ∆))∆ + 2(1− C−∆)]
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆)|2
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+(β2 + β4 + β6(1 + ∆) + 4β2)∆
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2

+2β2[4∆+1−C−∆]
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y((i− 1)∆−[δ((i− 1)∆)/∆]∆)|2+Mk,(2.3.103)

gde je

Mk =
k−1∑
i=0

mi

takod̄e lokalni martingal i M0 = 0.

Imajući u vidu (2.3.41), sledi

2β2[4∆ + 1− C−∆]
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y((i− 1)∆− [δ((i− 1)∆)/∆]∆)|2

≤ 2β2[4C∆∆+ C∆ − 1]
[
|y(−∆− [δ(−∆)/∆]∆)|2

+
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2
]
.

Tada (2.3.103) postaje

Ck∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ |y(0)− u(y(−∆− [δ(0)/∆]∆), r∆0 )|2

+2β2[4C∆∆+ C∆ − 1]|y(−∆− [δ(0)/∆]∆)|2

+[(−β1 + β3 + β5(1 + ∆))∆ + 2(1− C−∆)]
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆)|2

+[(β2+β4+β6(1+∆)+4β2+8β2C∆)∆

+2β2(C∆−1)]
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆−[δ(i∆)/∆]∆)|2 +Mk. (2.3.104)

Primenjujući uslov (2.2.19) i Lemu 3 iz rada [66] na drugu sumu na desnoj strani
nejednakosti (2.3.104), dobija se

k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2 ≤ Ch
k−1∑
i=0

C(i+1−[δ(i∆)/∆])∆|y(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)Ch
k−1∑

i=−n∗
C(i+1)∆|y(i∆)|2.
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Tada se izraz (2.3.104) može oceniti kao

Ck∆|y(k∆)−u(y((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ X + h(C,∆)
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|y(i∆)|2 +Mk, (2.3.105)

gde je

X = |y(0)− u(y(−∆− [δ(0)/∆]∆), r∆0 )|2 + 2β2[5C − 1]|y(−∆− [δ(0)/∆]∆)|2

+[β2 + β4 + 2β6 + 4β2 + 8β2C)

+2β2(C − 1)]([(1− η)−1] + 1)Ch
−1∑

i=−n∗
C(i+1)∆|φ(i∆)|2 <∞ (2.3.106)

i

h(C,∆) = (−β1 + β3 + β5(1 + ∆))∆ + 2(1− C−∆)

+[(β2 + β4 + β6(1 + ∆) + 4β2 + 8β2C∆)∆ + 2β2(C∆ − 1)]

×([(1− η)−1] + 1)Ch. (2.3.107)

Dalje, za svako ∆ ∈ (0, 1) i C ≥ 1, važi

d

dC
h(C,∆)

= 2∆C−∆−1 +([(1−η)−1]+1)Ch−1

×
[
2β2∆C∆(4∆+1)+[(β2+β4+β6(1+∆)+4β2+8β2C∆)∆+2β2(C∆−1)]h

]
> 0.

Najpre je potrebno uočiti da je

h(1,∆)

= (−β1 + β3 + β5(1 + ∆))∆ + (β2 + β4 + β6(1 + ∆) + 12β2)([(1− η)−1] + 1)∆.

Na osnovu pretpostavke (2.3.96) sledi da je h(1,∆) < 0, za svako ∆ ∈ (0,∆1), gde
je

∆1 =
β1 − β3 − β5 − (β2 + β4 + β6 + 12β2)([(1− η)−1] + 1)

β5 + β6([(1− η)−1] + 1)
.

Dakle, postoji jedinstveno C∗
∆ > 1, tako da je h(C∗

∆,∆) = 0.
Tada za (2.3.105) važi

C∗k∆
∆ |y(k∆)−u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2 ≤ X+Mk.(2.3.108)
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Na osnovu Leme 2 ([66]), sledi

lim sup
k→∞

C∗k∆
∆ |y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

≤ lim sup
k→∞

(X +Mk) <∞ s.i.

Neka je h1(µ,∆) = h(C,∆)/∆, gde je µ = logC. Tada je h1(µ
∗
∆,∆) = 0 i

lim
∆→0

h1(µ,∆)

= −β1 + β3 + β5 + 2µ+ (β2 + β4 + β6 + 12β2 + 2β2µ)([(1− η)−1] + 1)eµh.

Jednačina (2.3.100) ima jedinstveno pozitivno rešenje ε, tako da je

lim
∆→0

µ∗
∆ = ε.

Prema tome, za svako δ ∈ (0, ε/2), postoji ∆2, tako da je za svako ∆ ∈ (0,∆2),

µ∗
∆ > ε− 2δ.

Kako je

lim sup
k→∞

eµ
∗
∆k∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2 <∞ s.i,

sledi da je za svako ∆ ∈ (0,∆∗), gde je ∆∗ = ∆1 ∧∆2,

σ = lim sup
k→∞

e(ε−2δ)k∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2<∞ s.i.

Za svako γ ∈ (0,− 1
h+1

log β ∧ (ε− 2δ)), postoji prirodan broj k1 tako da je

eγk∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2 ≤ σ + γ, k ≥ k1.

Primenom elementarne nejednakosti (1.9.54), za p = 2 i ε = β/(1− β), kao i uslova
(2.1.8), može se zaključiti da je

eγk∆|y(k∆)|2 ≤ (1− β)−1eγk∆|y(k∆)− u(y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)|2

+βeγk∆|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2. (2.3.109)

Tada, za svaki prirodan broj k2 > k1, važi da je

sup
k1≤k≤k2

eγk∆|y(k∆)|2

≤ (1− β)−1(σ + γ) + β sup
k1≤k≤k2

eγk∆|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2

≤ (1− β)−1(σ + γ)

+βeγ(h+1) sup
k1≤k≤k2

eγ(k−1−[δ((k−1)∆)/∆])∆|y((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2

≤ (1− β)−1(σ + γ) + βeγ(h+1) sup
k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|y(k∆)|2

+βeγ(h+1) sup
k1≤k≤k2

eγk∆|y(k∆)|2.
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Na osnovu prethodne nejednakosti sledi

sup
k1≤k≤k2

eγk∆|y(k∆)|2

≤ (1−βeγ(h+1))−1

[
(1−β)−1(σ + γ) + eγ(h+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|y(k∆)|2
]
.

U prethodnom izrazu, kada k2 → +∞, važi

sup
k1≤k≤+∞

eγk∆|y(k∆)|2

≤ (1−βeγ(h+1))−1

[
(1−β)−1(σ + γ) + eγ(h+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|y(k∆)|2
]
<∞,

odakle je

lim sup
k→∞

eγk∆|y(k∆)|2 <∞.

Za ranije definisano γ, važi da je

sup
k→∞

eγk∆|y(k∆)|2 ≤ (1− βeγ(h+1))−1(1− β)−1σ.

Konačno, zaključuje se da je

lim sup
k→∞

log(eγk∆|y(k∆)|2)
k∆

= 0,

što implicira (2.3.101). ♢
Prethodna teorema predstavlja proširenje rezultata iz rada [66] (Teorema 4),

zbog prisustva procesa Markova u jednačini (2.1.1). Ako se izostavi proces Markova
u jednačini (2.1.1), tada se može primetiti da su uslovi Teoreme 2.8 malo slabiji u
odnosu na one iz navedene teoreme.

Sledećim primerom su ilustrovani teorijski rezultati vezani za egzistenciju i jedin-
stvenost tačnog rešenja, kao i konvergenciju niza Euler-Maruyaminih rešenja ka
tačnom rešenju.

Primer 2.1 Razmatra se jednačina (2.1.1), odnosno neutralna stochastička diferen-
cijalna jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova, sa počet-
nim uslovom φ(t) = 1, t ∈ [−δ(0), 0], pri čemu je funkcija kašnjenja δ(t) = 1

5
−

1
5
sin t, t ≥ 0, tako da je h̄ = δ(0) = 1

5
i φ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];R). Dalje, neka je ω(t)

skalarno Brownovo kretanje i r(t) neprekidan s desna proces Markova sa skupom
stanja S = {1, 2} i generatorom

Γ =

(
−1 1
4 −4

)
.
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NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

Proces Markova je nezavisan od Brownovog kretanja i r(0) = 1.
Neka je

u(y, 1) =
1

5
y, u(y, 2) =

1

10
y,

f(x, y, 1) = −3x3 − 3

5
x2y, f(x, y, 2) = −x− 1

30
y,

g(x, y, 1) = y2, g(x, y, 2) =
y√
6
.

Tada se za t ≥ 0, polazna jednačina (2.1.1) može predstaviti u obliku

d
[
x(t)− 1

5
x(t−δ(t))

]
=
(
−3x3(t)− 3

5
x2(t)x(t−δ(t))

)
dt+x2(t−δ(t))dw(t),(2.3.110)

d
[
x(t)− 1

10
x(t−δ(t))

]
=
(
−x(t)− 1

30
x(t−δ(t))

)
dt+

x(t−δ(t))√
6

dw(t), (2.3.111)

kada je r(1) = 1 i r(2) = 2, respektivno.
Koeficijenti jednačina (2.3.110) i (2.3.111) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov

A1, dok funkcije u(y, 1) =
1
5
y, u(y, 2) = 1

10
y zadovoljavaju pretpostavku A4 za β = 1

5
.

Kako je δ(t) = 1
5
− 1

5
sin t, t ≥ 0, sledi da je

δ′(t) = −1

5
cos t ≤ 1

5
= δ̄,

odnosno važi pretpostavka A3.
Neka je funkcija V : R× S → R+ definisana sa

V (x, 1) = 1 + x2, V (x, 2) = 1 + x4

Na osnovu (1.5.30) dobija se da je

LV (x, y, 1) = 2
(
x− 1

5
y
)(

− 3x3 − 3

5
x2y

)
+y4−

(
1 +

(
x− 1

5
y
)2)

+
(
1 +

(
x− 1

5
y
)4)

= −6x4 − 6

5
x3y +

6

5
yx3 +

6

25
x2y2 + y4 −

(
x− 1

5
y
)2

+
(
x− 1

5
y
)4
.

Tada se primenom elementarne nejednakosti 2ab ≤ a2 + b2 i nejednakosti (1.9.54),
za ε = 1 dobija

LV (x, y, 1) ≤ −6x4 +
3

25
x4 +

3

25
y4 + y4 +

(
x− 1

5
y
)2((

x− 1

5
y
)2

− 1
)

≤ −147

25
x4 +

28

25
y4 +

(
2x2 +

2

25
y2
)(
2x2 +

2

25
y2 − 1

)
≤ −43

25
x4 +

804

625
y4 − 2x2 − 2

25
y2

≤ −1, 72x4 + 1, 2864y4 − 2x2 − 0, 08y2

≤ −1, 72x4 + 1, 2864y4.
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Dalje, važi da je

LV (x, y, 2) = 4
(
x− 1

10
y
)3(

− x− 1

30
y
)
+
(
x− 1

10
y
)2
y2

+4
(
1 + (x− 1

10
y)2
)
− 4

(
1 + (x− 1

10
y
)4)

= 4
(
x3 − 3

10
x2y +

3

100
y2x− 1

1000
y3
)(

− x− 1

30
y
)
+
(
x− 1

10
y
)2
y2

+4
(
x− 1

10
y
)2

− 4
(
x− 1

10
y
)4

≤ −4x4 − 4

30
x3y +

12

10
x3y +

12

300
x2y2 − 12

100
x2y2 − 12

3000
xy3 +

4

1000
xy3

+
4

30000
y4 +

(
x− 1

10
y
)2
y2 + 4

(
x− 1

10
y
)2

≤ −4x4 +
16

15
x3y − 2

25
x2y2 +

1

7500
y4

+(y2 + 4)
(
2x2 +

1

50
y2
)
.

Primenom nejednakosti (1.9.57) dobija se da je x3y ≤ 3
4
x4+ 1

4
y4 i x2y2 ≤ 1

2
x4+ 1

2
y4.

Sledi da je

LV (x, y, 2) ≤ −4x4 +
4

5
x4 +

4

15
y4 +

48

25
x2y2 +

151

7500
y4 + 8x2 +

2

25
y2

≤ −56

25
x4 +

9351

7500
y4 + 8x2 +

2

25
y2

= −2, 24x4 + 1, 2468y4 + 8x2 + 0, 08y2

= −1, 72x4 + 1, 2864y4 + 8x2 − 0, 52x4 + 0, 08y2 − 0, 0396y4.

Tada je, za svako (x, y) ∈ R×R,

max{8x2 − 0, 52x4 + 0, 08y2 − 0, 0396y4} = 30, 738 < 5712, 0664

odnosno

LV (x, y, i) ≤ 5712, 0664− 1, 72x4 + 1, 2864y4, ∀(x, y, i) ∈ R×R× S.

Neka je U1(x) = x2 i U2(x) = 1 + x4. Tada je U1(x) ≤ V (x, i) ≤ U2(x), ∀(x, i) ∈
R× S i ∀(x, y, i) ∈ R×R× S,

LV (x, y, i) ≤ 5712, 5− 1, 72(1 + x4) + 1, 60575
(
1− 1

5

)
(1 + y4).

Ispunjene su sve pretpostavke Teoreme 2.2 za c1 = 5712, 5; c2 = 1, 72; c3 = 1, 60575.
Dakle, postoji jedinstveno rešenje jednačine (2.1.1) tako da je
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NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

Ex2(t) <∞, t ≥ 0

lim sup
t→∞

1

t

t∫
0

Ex4(s)ds ≤ 50000.

Nadalje, početni uslov φ(t) = 1, t ∈ [−δ(0), 0] zadovoljava pretpostavku A5, pri
čemu za funkciju kašnjenja važi da je

|δ′(t)| = | − 1

5
cos t| ≤ 1

5
= η,

čime je zadovoljen i uslov A′
3. Pored toga, zadovoljen je i uslov A7 za funkcije

V (x, 1) = 1 + x2, V (x, 2) = 1 + x4.

Kako je ispunjen i uslov β(3 + [η]) = 1
3
< 1, sledi da važe svi uslovi Teoreme 2.7,

odnosno niz odgovarajućih Euler-Maruyaminih rešenja konvergira u verovatnoći ka
tačnom rešenju. Euler-Maruyamino rešenje je definisano kao ȳ(k∆) = φ(k∆), k =
−n∗,−n∗ + 1, ..., 0, dok je za k = 0, 1, 2, ..., ako je r∆k = r∆k−1 = 1,

ȳ((k + 1)∆)= ȳ(k∆)+
1

5
ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

5
ȳ((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆)

+
(
− 3ȳ3(k∆)− 3

5
ȳ2(k∆)ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
∆

+ȳ2(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)∆wk, (2.3.112)

dok je za r∆k = r∆k−1 = 2,

ȳ((k + 1)∆)= ȳ(k∆)+
1

10
ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

10
ȳ((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆)

+
(
− ȳ(k∆)− 1

30
ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
∆

+
1√
6
ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)∆wk, (2.3.113)

za r∆k = 1, r∆k−1 = 2,

ȳ((k + 1)∆)= ȳ(k∆)+
1

5
ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

10
ȳ((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆)

+
(
− 3ȳ3(k∆)− 3

5
ȳ2(k∆)ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
∆

+ȳ2(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)∆wk, (2.3.114)
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1 2 3 4
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

Slika 2.1: Euler-Maruyamino rešenje za ∆ = 0.002

i za r∆k = 2, r∆k−1 = 1,

ȳ((k + 1)∆)= ȳ(k∆)+
1

10
ȳ(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

5
ȳ((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆)

+
(
− ȳ(k∆)− 1

30
ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
∆

+
1√
6
ȳ(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)∆wk. (2.3.115)

Na Slici 2.1 je prikazano Euler-Maruyamino rešenje za ∆ = 0.002.

2.4 Backward i forward-backward Eulerova

metoda

U ovom poglavlju su predstavljene implicitne metode za neutralne stohastičke dife-
rencijalne jednačine sa neograničenim vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima
Markova pod uslovima iz Poglavlja 2.2. Dokazana je konvergencija u verovatnoći
neprekidnog i diskretnog forward-backward Eulerovog rešenja ka tačnom rešenju,
kao i konvergencija u verovatnoći diskretnog backward Eulerovog rešenja. Neutralni
član je takod̄e hibridan tj. zavisi od procesa Markova. Kako bi backward Eulerova
metoda bila dobro definisana, zahteva se da koeficijent prenosa zadovoljava jednos-
trani Lipshitzov uslov.

Pretpostavkama A1-A6, biće dodata i sledeća pretpostavka.
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NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

C1: Neka je f ∈ C(Rd × Rd;Rd) i neka postoje konstante µ1, µ2 > 0 tako da za
svako x, y, z ∈ Rd, i ∈ S, t ≥ 0, važi da je

⟨x− y, f(x, z, t, i)− f(y, z, t, i)⟩ ≤ µ1|x− y|2, (2.4.116)

⟨x− y, f(z, x, t, i)− f(z, y, t, i)⟩ ≤ µ2|x− y|2. (2.4.117)

Ovi uslovi su poznati kao jednostrani Lipschitzovi uslovi po prvom i drugom
argumentu funkcije f , respektivno.

Predmet razmatranja biće autonomna verzija početne jednačine (2.1.1), čiji je
oblik

x(t) = φ(0) + u(x(t− δ(t)), r(t))− u(x(−δ(0)), r(0)) (2.4.118)

+
∫ t

0
f(x(s), x(s− δ(s)), r(s))ds+

∫ t

0
g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))dw(s), t ≥ 0,

sa početnim uslovom x(t) = φ(t), θ ∈ [−δ(0), 0], r(0) = i0 ∈ S.
Umesto hipoteza A1-A4, neka važe njihove autonomne verzije.
Prvo se razmatra slučaj kada je funkcija kašnjenja δ neograničena. Bira se

veličina koraka ∆ ∈ (0, 1) za koji važi ∆ = δ(0)/n∗, za neki prirodan broj n∗ > δ(0).
Definǐse se backward Eulerovo (BE) aproksimativno rešenje q(k∆) koje odgovara

jednačini (2.4.118) na ekvidistantnoj particiji k∆, k = −n∗, ...,−1, 0, 1, .... vremen-
skog intervala [0,∞). Diskretno BE aproksimativno rešenje se definǐse kao

q(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (2.4.119)

dok je, za k ∈ {1, 2, ...},

q(k∆) = q((k − 1)∆) + u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

−u(q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆

+g(q(k − 1)∆, q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆wk−1.(2.4.120)

Potrebno je naglasiti da odgovarajuće neprekidno BE rešenje nije Ft-merljivo jer
sadrži član ∫ t

(k−1)∆
f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )ds, (2.4.121)

kada je t ∈ [(k − 1)∆, k∆), k = 1, 2, . . . . Zbog toga se uvodi neprekidno forward-
backward Eulerovo (FBE) aproksimativno rešenje umesto neprekidnog BE rešenja.
Da bi diskretno FBE rešenje q̄(k∆), k = −(n∗ +1),−n∗, . . . ,−1, 0, 1, . . . bilo dobro
definisano, potrebno je uvesti oznake

q̄(−(n∗ + 1)∆) = q̄(−n∗∆) = φ(−n∗∆), δ(−∆) = δ(0), r∆−1 = r∆0 = r(0).
(2.4.122)
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Tada je

q̄(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, . . . , 0, (2.4.123)

dok je, za k ∈ {0, 1, 2, ...},

q̄((k + 1)∆) = q̄(k∆) + u(q̄(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

−u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆

+g(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk, (2.4.124)

gde je ∆wk = w((k + 1)∆)− w(k∆) i r∆k = r(k∆).
Treba odrediti uslove koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost diskretnog BE

rešenja jednačine (2.4.120), odnosno, treba dokazati egzistenciju i jedinstvenost
rešenja jednačine oblika

x = d+∆f(x, a, i)IAc +∆f(x, x, i)IA + u(x, i)IA, x ∈ Rd, (2.4.125)

za dato a, d ∈ Rd, i ∈ S, pri čemu je IA = 1 ako je [δ(k∆)/∆] = 0 i IA = 0 u
suprotnom.

Egzistencija i jedinstvenost rešenja jednačine (2.4.125) iskazana je sledećom lemom
koja je navedena bez dokaza, a dokaz se može naći u radu [67].

Lema 2.3 Pretpostavlja se da važi uslov (2.1.7) i hipoteza C1. Ako je (µ1+µ2)∆+
β < 1, tada postoji jedinstveno rešenje jednačine (2.4.125).

Za potrebe daljeg razmatranja koriste se neprekidne aproksimacije. U tom smislu
se uvode stepenasti procesi

z1(t) =
∞∑
k=0

q(k∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.4.126)

z2(t) =
∞∑
k=0

q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.4.127)

z̄1(t) =
∞∑
k=0

q̄(k∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.4.128)

z̄2(t) =
∞∑

k=−1

q̄(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)I[k∆,(k+1)∆)(t), (2.4.129)

r̄(t) =
∞∑
k=0

r∆k I[k∆,(k+1)∆)(t). (2.4.130)

Kako neutralni član zavisi od procesa Markova, definǐse se linearna kombinacija
izraza u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1) i u(q̄((k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k ), tj.

ūk(t)=u(z̄2((k−1)∆), r∆k−1)+
t−k∆
∆

(
u(z̄2(k∆), r∆k )−u(z̄2((k−1)∆), r∆k−1)

)
,(2.4.131)
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za svako t ∈ [k∆, (k + 1)∆), k = 0, 1, 2, ....

Neka je

z3(t) =
∞∑
k=0

ūk(t)I[k∆,(k+1)∆)(t). (2.4.132)

Neprekidno FBE aproksimativno rešenje se definǐse tako da je q̄(t) = φ(t), t ∈
[−δ(0), 0], dok je, za t ≥ 0,

q̄(t) = φ(0) + z3(t)− u(q̄(−∆− [δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)

+
∫ t

0
f(z1(s), z2(s), r̄(s))ds+

∫ t

0
g(z1(s), z2(s), r̄(s))dw(s). (2.4.133)

Kada je t ∈ [k∆, (k + 1)∆), jednačina (2.4.133) se može napisati u obliku

q̄(t) = q̄(k∆) + ūk(t)− u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+
∫ t

k∆
f(z1(s), z2(s), r̄(s))ds+

∫ t

k∆
g(z1(s), z2(s), r̄(s))dw(s). (2.4.134)

Na osnovu (2.4.124), (2.4.134) i definicija (2.4.126)-(2.4.131) može se zaključiti da se
diskretno i neprekidno FBE aproksimativno rešenje poklapaju u tačkama particije.

Napomena 2.2 Zbog prisustva lanca Markova u jednačinama (2.4.118) i (2.4.124),
neutralni član u je drugačije opisan od onog u radu [67], u kome se razmatraju BE i
FBE metoda za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem. Linearna interpolacija (2.4.131) čini da uk(t) zavisi od dva, u
opštem slučaju različita stanja r∆k−1 i r∆k procesa Markova, za razliku od pristupa u
radu [67], u kome se primenjuje linearna interpolacija članova z̄2((k−1)∆) i z̄2(k∆),
tj. po argumentima funkcije u u definiciji neprekidnog FBE rešenja.

Nadalje, pretpostavlja se da je k0 dovoljno veliki prirodan broj za koji važi

max
t∈[−δ(0),0]

|φ(t)| ≤ k0.

Takod̄e, definǐse se niz vremena zaustavljanja

ρh = inf{t ≥ 0 : |q̄(t)| ≥ h}, h ≥ k0, (2.4.135)

gde je inf ∅ = +∞.

U ovom delu se dokazuje konvergencija u verovatnoći diskretnog i neprekidnog
FBE rešenja definisanih redom sa (2.4.124) i (2.4.133) i takod̄e diskretnog BE rešenja
definisanog sa (2.4.120), ka tačnom rešenju x jednačine (2.1.1). Da bi se dokazao
glavni rezultat potrebno je nekoliko lema i propozicija.
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Lema 2.4 Pod pretpostavkom A′
3, za diskretno FBE rešenje q̄ važi

|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2

≤ (3 + [η])2 sup
−n∗≤j,j∆≤T∧ρh

|q̄(j∆)− q̄((j − 1)∆)|2, (2.4.136)

gde je ρh definisano sa (2.4.135).
Pored toga, ako za svako t ∈ [0, T ∧ ρh] za koje je k = [t/∆], tako da je t ∈

[k∆, (k + 1)∆ ∧ T ∧ ρh) i ako kt ∈ {−n∗,−n∗ + 1, ...} zadovoljava da je t − δ(t) ∈
[kt∆, (kt + 1)∆ ∧ T ∧ ρh), tada

|kt − (k − 1− [δ((k − 1)∆)/∆])| ≤ 5 + [2η]. (2.4.137)

Dokaz Leme 2.4 se može naći u radu [65] (videti dokaze Propozicija 1 i 2, re-
spektivno).

Sledeća lema biće eksplicitno primenjena u dokazivanju narednih rezultata. Dokaz
se može naći u radu [66] (Lema 3).

Lema 2.5 Neka je zadovoljena pretpostavka A6. Za proizvoljno ali fiksirano i ∈
{0, 1, 2, . . .}, neka je i − [δ(i∆)/∆] = a, gde je a ∈ {−n∗,−n∗ + 1, ..., 0, 1, ..., i}.
Tada,

#{j ∈ {0, 1, 2, . . .} : j − [δ(i∆)/∆] = a} ≤ [(1− η)−1] + 1,

pri čemu #S je broj elemenata skupa S.

Propozicija 2.3 Neka su zadovoljene pretpostavke A1, A′
3, A4, A5 i uslovi Leme

2.3. Neka je T > 0 proizvoljan broj i pretpostavlja se da je f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0,
za svako i ∈ S. Ako je (3 + [η])β < 1, tada

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)− z̄1(t ∧ ρh −∆)|2 ≤ A(h)∆ + o(∆), (2.4.138)

sup
t∈[−δ(0),T−∆]

E|z1(t ∧ ρh +∆)− z1(t ∧ ρh)|2 ≤ A1(h)∆ + o(∆), (2.4.139)

gde je ρh vreme zaustavljanja definisano sa (2.4.135), dok su A(h) i A1(h) konstante
koje zavise od h ali ne zavise od ∆.

Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ∧ ρh] proizvoljno i k = [t/∆]. Tada, t ∈ [k∆, (k + 1)∆ ∧
T ∧ ρh) i na osnovu definicije (2.4.128) sledi da je

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)− z̄1(t ∧ ρh −∆)|2

= sup
−n∗≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q̄((k − 1)∆ ∧ ρh)|2

≤ sup
−n∗≤k≤0

E|q̄(k∆)− q̄((k − 1)∆)|2

+ sup
1≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q̄((k − 1)∆ ∧ ρh)|2. (2.4.140)
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Imajući u vidu da je q̄(−(n∗+1)∆) = φ(−n∗∆) i primenjujući prepostavku A5, važi
da je

sup
−n∗≤k≤0

E|q̄(k∆)−q̄((k−1)∆)|2= sup
−n∗+1≤k≤0

E|φ(k∆)−φ((k−1)∆)|2≤Cφ∆.(2.4.141)

Kada je k = 1, 2, ..., iz (2.4.124) dobija se

q̄(k∆)−q̄((k−1)∆)=u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1) (2.4.142)

−u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

+f(q((k−1)∆), q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆

+g(q((k−1)∆), q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆wk−1.

Dalje je

u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

= u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+(u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−1)−u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2))

I{r∆
k−2

̸=r∆
k−1

}. (2.4.143)

Tada, na osnovu (2.1.7) i (2.1.8), sledi

|u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆), r∆k−2)|
≤ β|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)− q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|
+2β|q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}. (2.4.144)

Primenjujući (2.4.144), (1.9.55) i pretpostavku A1 na (2.4.142), dobija se da je

|q̄(k∆)− q̄((k−1)∆)|2

≤ β2

ε2
|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2

+
1

ε(1− ε)

(
2β|q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|

)2
I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}

+
2

1− ε
|f(q((k−1)∆), q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆, r∆k−1))|2∆2

+
2

1− ε
|g(q((k−1)∆), q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆wk−1|2

≤ β2

ε2
|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆)−q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆)|2

+
4β2h2

ε(1− ε)
I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
} +Dh(∆

2 + |w(k∆)− w((k − 1)∆)|2),
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gde je Dh = 4Khh
2

1−ε
. Odatle sledi da je

sup
1≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q̄((k−1)∆ ∧ ρh)|2

≤ β2

ε2
sup

1≤k,k∆≤T
E|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)

−q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2

+
4β2h2

ε(1− ε)
sup

1≤k,k∆≤T
E[I{r∆

k−2
̸=r∆

k−1
}]

+Dh(∆
2 + sup

1≤k,k∆≤T
E|w(k∆)− w((k − 1)∆)|2). (2.4.145)

Na osnovu (2.4.136), prvi sabirak na desnoj strani nejednakosti (2.4.145) se može
oceniti na sledeći način

β2

ε2
sup

1≤k,k∆≤T
E|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆∧ρh)−q̄((k−2)∆−[δ((k−2)∆)/∆]∆∧ρh)|2

≤ (3 + [η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆ ∧ ρh)−q̄((k−1)∆ ∧ ρh)|2, (2.4.146)

dok je

sup
1≤k,k∆≤T

E|w(k∆)−w((k−1)∆)|2

= sup
1≤k,k∆≤T

m∑
j=1

E|wj(k∆)−wj((k−1)∆)|2 = m∆. (2.4.147)

Zamenom (2.4.146) i (2.4.147) u (2.4.145) i primenjujući Lemu 2.2, dobija se da je

sup
1≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q̄((k−1)∆∧ρh)|2

≤ (3+[η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆ ∧ ρh)−q̄((k−1)∆∧ρh)|2+

4β2h2

ε(1− ε)
C(∆+o(∆))

+Dh∆
2+Dhm∆. (2.4.148)

Tada, (2.4.141) i (2.4.148), zajedno sa (2.4.140), daju

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)−z̄1(t ∧ ρh −∆)|2

< Cφ∆+
(3+[η])2β2

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆ ∧ ρh)−q̄((k−1)∆ ∧ ρh)|2

+
4β2h2

ε(1−ε)
C(∆+o(∆)) +Dh(1 +m)∆. (2.4.149)
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Na osnovu pretpostavke a = (3 + [η])β < 1, može se izabrati ε = ε̄ ∈ (a, 1) tako da

je (3+[η])2β2

ε̄2
< 1. Tada ocena (2.4.149) postaje

sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)−z̄1(t ∧ ρh−∆)|2

<

(
Cφ+Dh(1 +m)

)
ε̄2

ε̄2−a2
∆+

4β2h2ε̄

(ε̄2−a2)(1−ε̄)
C(∆+o(∆))

≤ A(h)∆ + o(∆), (2.4.150)

gde je A(h) = 1
ε̄2−a2

(
(Cφ +Dh(1 +m))ε̄2 + 4β2h2ε̄C

1−ε̄

)
.

Ocena (2.4.141) se dobija ponavljanjem prethodne procedure na osnovu jednačine
(2.4.120). ♢

Propozicija 2.4 Neka su ispunjeni uslovi Propozicije 2.3. Tada je

sup
t∈[0,T ]

E|u(q̄(t ∧ ρh − δ(t ∧ ρh)), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2 ≤ D(h)∆ + o(∆),

gde je D(h) konstanta koja zavisi od h ali ne zavisi od ∆ i ρh je vreme zaustavljanja
definisano sa (2.4.135).

Dokaz. Neka je, za fiksirano t ∈ [0, T ∧ ρh] i k = [t/∆], takvo da je t ∈ [k∆, (k +
1)∆∧T ∧ρh), kt ∈ {−n∗,−n∗+1, ...} tako da važi t−δ(t) ∈ [kt∆, (kt+1)∆∧T ∧ρh).

Na osnovu definicije (2.4.132) stepenastih procesa z3, za t ∈ [k∆, (k+1)∆), važi

|u(q̄(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|2

= |u(q̄(t− δ(t)), r(t))−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1)

−t− k∆

∆
(u(z̄2(k∆), r∆k )−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1))|2

≤ 2|u(q̄(t− δ(t)), r(t))−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

+2|u(z̄2(k∆), r∆k )−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

≤ 6|u(q̄(t− δ(t)), r(t))−u(z̄2((k − 1)∆), r(t))|2

+6|u(z̄2((k − 1)∆), r(t))− u(z̄2((k − 1)∆), r∆k )|2

+6|u(z̄2((k − 1)∆), r∆k )− u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

+4|u(z̄2(k∆), r∆k )−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k )|2

+4|u(z̄2((k − 1)∆), r∆k )−u(z̄2((k − 1)∆), r∆k−1)|2

≤ 6β2|q̄(t− δ(t))− z̄2((k − 1)∆)|2 + 4β2h2(3I{r(t)̸=r∆
k
} + 5I{r∆

k
̸=r∆

k−1
})

+4β2|z̄2(k∆)− z̄2((k − 1)∆)|2.
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Tada je, primenom Leme 2.2 i Propozicije 2.3,

sup
t∈[0,T ]

E|u(q̄(t ∧ ρh − δ(t ∧ ρh)), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2

≤ 12β2 sup
t∈[0,T ]

E|q̄(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−q̄(kt∆ ∧ ρh)|2

+12β2 sup
t∈[0,T ]

E|q̄(kt∆ ∧ ρh)−z̄2((k−1)∆ ∧ ρh)|2

+32β2Ch2∆+ 4β2A(h)∆ + o(∆). (2.4.151)

Prilikom ocenjivanja izraza supt∈[0,T ]E|q̄(t∧ρh−δ(t∧ρh))−q̄(kt∆∧ρh)|2 se razmatraju
sledeća dva slučaja.

Slučaj 1: Ako je kt ≤ −1, tada je, na osnovu pretpostavke A5,

sup
t∈[0,T ],kt≤−1

E|q̄(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−q̄(kt∆ ∧ ρh)|2

= sup
t∈[0,T ],kt≤−1

E|φ(t−δ(t))−φ(kt∆)|2 ≤ Cφ∆. (2.4.152)

Slučaj 2: Ako je t ∈ [0, ρh] i kt ≥ 0, tada se, imajući u vidu (2.1.7), (2.1.8) i
(2.4.134), dobija

|q̄(t−δ(t))−q̄(kt∆)|2

≤ 3|ūkt(t−δ(t))−u(q̄((kt−1)∆−[δ((kt−1)∆)/∆]∆), r∆kt−1)|2

+3∆2|f(z1(kt∆), z2(kt∆), r∆kt)|
2

+3|g(z1(kt∆), z2(kt∆), r∆kt)|
2|w(t− δ(t))− w(kt∆)|2

≤ 3

∣∣∣∣∣t−δ(t)−kt∆∆

(
u(z̄2(kt∆), r∆kt)−u(z̄2((kt−1)∆), r∆kt−1)

)∣∣∣∣∣
2

+Qh(∆
2+|w(t−δ(t))−w(kt∆)|2)

≤ 6β2|z̄2(kt∆)−z̄2((kt−1)∆)|2 + 12β2h2I{r∆
kt
̸=r∆

kt−1
}

+Qh(∆
2 + |w(t− δ(t))− w(kt∆)|2), (2.4.153)

gde je Qh = 6Khh
2. Dalje, primenjujući ocenu (2.4.146), Propoziciju 2.3 i Lemu 2.2,

na osnovu (2.4.153) sledi

sup
t∈[0,T ],kt≥0

E|q̄(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−q̄(kt∆ ∧ ρh)|2

≤ 6β2 sup
t∈[0,T ],kt≥0

E|q̄(kt∆−[δ(kt∆)/∆]∆∧ρh)−q̄((kt−1)∆−[δ((kt−1)∆)/∆]∆∧ρh)|2

+12β2h2C∆+ o(∆) +Qh

(
∆2 + sup

t∈[0,T ]
E|w(t− δ(t))− w(kt∆)|2

)
≤ 6β2((3 + [η])2A(h) + 2Ch2)∆ + o(∆) +Qh(∆

2 +m∆). (2.4.154)
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Imajući u vidu ocene (2.4.152) i (2.4.154), može se zaključiti

sup
t∈[0,T ]

E|q̄(t ∧ ρh−δ(t ∧ ρh))−q̄(kt∆ ∧ ρh)|2 ≤M(h)∆ + o(∆), (2.4.155)

gde je M(h) = Cφ ∨
(
6β2((3 + [η])2A(h) + 2Ch2) +Qh(1 +m)

)
.

Prilikom ocenjivanja izraza supt∈[0,T ]E|q̄(kt∆∧ ρh)−z̄2((k− 1)∆∧ ρh)|2 iz izraza
(2.4.151), primenjuju se ocena (2.4.137) i Propozicija 2.3. Tada je

sup
t∈[0,T ]

E|q̄(kt∆ ∧ ρh)−z̄2((k − 1)∆ ∧ ρh)|2 ≤ (5 + [2η])2A(h)∆ + o(∆). (2.4.156)

Konačno, (2.4.155) i (2.4.156) sa (2.4.151) daju

sup
t∈[0,T ]

E|u(q̄(t− δ(t) ∧ ρh), r(t ∧ ρh))− z3(t ∧ ρh)|2 ≤ D(h)∆ + o(∆), (2.4.157)

gde je D(h) = 12β2M(h) + 4β2(3(5 + [2η])2 + 1)A(h) + 32β2Ch2. ♢
Sada se može proceniti bliskost BE i FBE rešenja.

Propozicija 2.5 Neka su ispunjene pretpostavke Propozicije 2.3. Pretpostavimo da
je β ∈ (0, β̄), gde je β̄ = (3 + [η])−1 ∧ ([(1− η)−1] + 1)−

1
2 .

Tada je

sup
t∈[0,T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)− z1(t ∧ ρh)|2 ≤ Z(h)∆ + o(∆), (2.4.158)

sup
t∈[0,T ]

E|z̄2(t ∧ ρh)− z2(t ∧ ρh)|2 ≤ ([(1− η)−1] + 1)(Z(h)∆ + o(∆)), (2.4.159)

gde je Z(h) konstanta koja zavisi od h, ali je nezavisna od ∆ i ρh je vreme zaustav-
ljanja definisamo sa (2.4.135).

Dokaz. Za svako k = 1, 2, 3, . . ., na osnovu (2.4.120) i (2.4.124), dobija se

q̄(k∆)− q(k∆)

= q̄((k − 1)∆)− q((k − 1)∆) + u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

−u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )− u(q̄((k − 2)∆− [δ((k − 2)∆)/∆]∆), r∆k−2)

+u(q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

+f(q((k − 1)∆), q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)∆

−f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆.
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Ponavljajući ovaj korak, sledi da je

q̄(k∆)− q(k∆)

= q̄(0)−q(0)+u(q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )− u(q̄(−∆− [δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)

+u(q(−[δ(0)/∆]∆), r∆0 ) + [f(q(0), q(−[δ(0)/∆]∆), r∆0 )

−f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )]∆. (2.4.160)

Potrebno je uočiti da BE rešenje q i FBE rešenje q̄ zadovoljavaju isti početni uslov tj.
q̄(0) = q(0). Kako je q̄(−(n∗ + 1)∆) = q̄(−n∗∆) = φ(−n∗∆), δ(−∆) = δ(0), r∆−1 =
r∆0 = r(0), iz (2.4.160) sledi da je

q̄(k∆)− q(k∆) (2.4.161)

= u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

−[u(φ(−∆− [δ(0)/∆]∆), r(0))− u(φ(−[δ(0)/∆]∆), r(0))]I{[δ(0)/∆] ̸=n∗}

+[f(q(0), q(−[δ(0)/∆]∆), r(0))− f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )]∆.

Pored toga, važi da je

u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

= u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

−u(q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)

−[u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)]

−[u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

−u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k−1)]I{r∆k−1
̸=r∆

k
}. (2.4.162)

Na osnovu (2.1.7) i (2.1.8), važi

|u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|
≤ β|q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)− q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|
+β|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)− q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|
+2β|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|I{r∆

k−1
̸=r∆

k
}. (2.4.163)

Primenjujući elementarnu nejednakost (1.9.55) na (2.4.161), kao i (2.1.7), (2.4.163)
i A1, sledi

|q̄(k∆)− q(k∆)|2

≤ 1

ε
|u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

+
1

1− ε
|u(φ(−∆− [δ(0)/∆]∆), r(0))− u(φ(−[δ(0)/∆]∆), r(0))]I{[δ(0)/∆] ̸=n∗}
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+[f(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )− f(q(0), q(−[δ(0)/∆]∆), r(0))]∆|2

≤ 1

ε
|u(q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆), r∆k−1)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

+
2β2

1− ε
|φ(−∆− [δ(0)/∆]∆)− φ(−[δ(0)/∆]∆)|2

+
4

1−ε
(|f(q(k∆), q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2+|f(q(0), q(−[δ(0)/∆]∆), r(0))|2)∆2

≤ β2

ε2
|q̄((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)− q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2

+
2β2

ε(1− ε)
|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)− q((k − 1)∆− [δ((k − 1)∆)/∆]∆)|2

+
4β2

ε(1− ε)
|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2I{r∆

k−1
̸=r∆

k
}

+
2β2

1− ε
|φ(−∆− [δ(0)/∆]∆)− φ(−[δ(0)/∆]∆)|2 + 16Khh

2

1− ε
∆2. (2.4.164)

Zatim, primenjujući A5 dobija se

sup
0≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q(k∆ ∧ ρh)|2

≤ β2

ε2
sup

0≤k,k∆≤T
E|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)

−q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2

+
2β2

ε(1−ε)
sup

0≤k,k∆≤T
E|q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆∧ρh)−q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆∧ρh)|2

+
4β2h2

ε(1−ε)
sup

0≤k,k∆≤T
E[I{r∆

k−1
̸=r∆

k
}] +

2(β2Cφ + 8Khh
2∆)

1− ε
∆. (2.4.165)

Primenom Leme 2.5, prvi sabirak izraza (2.4.165) postaje

β2

ε2
sup

0≤k,k∆≤T
E|q̄((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)

−q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2

≤ β2([(1− η)−1] + 1)

ε2
sup

−n∗≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆∧ ρh)−q(k∆∧ ρh)|2

≤ β2([(1− η)−1] + 1)

ε2
sup

0≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆∧ ρh)−q(k∆∧ ρh)|2. (2.4.166)

Na osnovu (2.4.136) i (2.4.139), dolazi se do zaključka da se drugi sabirak na desnoj
strani nejednakosti (2.4.165) može oceniti na sledeći način:

2β2

ε(1− ε)
sup

0≤k,k∆≤T
E|q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆ ∧ ρh)−q((k−1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2
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≤ 2β2(3 + [η])2

ε(1− ε)
sup

−n∗≤k,(k+1)∆≤T
E|q((k + 1)∆ ∧ ρh)−q(k∆ ∧ ρh)|2

≤ 2β2(3 + [η])2

ε(1− ε)
sup

t∈[−δ(0),T−∆]

E|z1(t ∧ ρh +∆)− z1(t ∧ ρh)|2

≤ 2β2(3 + [η])2

ε(1− ε)
(A1(h)∆ + o(∆)). (2.4.167)

Zamenom (2.4.166) i (2.4.167) u (2.4.165) i primenom Leme 2.2 se dobija

sup
0≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q(k∆ ∧ ρh)|2

≤ β2([(1− η)−1] + 1)

ε2
sup

0≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆∧ ρh)−q(k∆∧ ρh)|2

+
2(3 + [η])2β2

ε(1− ε)
(A1(h)∆ + o(∆)) +

4β2h2

ε(1− ε)
C(∆+o(∆)) +

2(β2Cφ + 8Khh
2)

1− ε
∆

≤ β2([(1− η)−1] + 1)

ε2
sup

0≤k,k∆≤T
E|q̄(k∆∧ ρh)−q(k∆∧ ρh)|2 + S(h, ε), (2.4.168)

gde je S(h, ε) = 2β2[(3+[η])2(A(h)∆+o(∆))+2h2C(∆+o(∆))]
ε(1−ε)

+ 2(β2Cφ+8Khh
2)∆

1−ε
.

Birajući ε ∈ (β2([(1− η)−1]+1), 1), tako da je β2([(1−η)−1]+1)
ε2

= ε20 < 1, na osnovu
(2.4.168) se zaključuje da je

sup
t∈[0,T ]

E|z̄1(t ∧ ρh)− z1(t ∧ ρh)|2

= sup
0≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q(k∆ ∧ ρh)|2 ≤ Z(h)∆ + o(∆), (2.4.169)

pri čemu je Z(h) =
S(h,β2([(1−η)−1]+1)/ε20)

1−ε20
.

S obzirom na to da FBE rešenje q̄ i BE rešenje q zadovoljavaju isti početni uslov,
primenom Leme 2.5 i prethodne ocene, dobija se

sup
t∈[0,T ]

E|z̄2(t ∧ ρh)− z2(t ∧ ρh)|2

= sup
1≤k,k∆≤T

E|q̄((k − 1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)

−q((k − 1)∆−[δ((k−1)∆)/∆]∆ ∧ ρh)|2

≤ ([(1− η)−1] + 1) sup
0≤k,k∆≤T

E|q̄(k∆ ∧ ρh)− q(k∆ ∧ ρh)|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)(Z(h)∆ + o(∆)),

čime je dokaz završen. ♢
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Napomena 2.3 U prethodnoj propoziciji zahteva se uslov β ∈ (0, β̄), gde je β̄ =

(3 + [η])−1 ∧ ([(1 − η)−1] + 1)−
1
2 , iako se eksplicitno primenjuje pretpostavka β̄ <

([(1 − η)−1] + 1)−
1
2 . Treba naglasiti da je pretpostavka β̄ < (3 + [η])−1 uvedena sa

ciljem da omogući primenu Propozicije 2.3.

Analogno Teoremi 4 iz rada [73], koja se odnosi na neprekidno Euler-Maruyamino
rešenje, biće dokazano da neprekidno FBE rešenje, koje je odred̄eno jednačinom
(2.4.133), ostaje u kompaktnom skupu sa velikom verovatnoćom. Pre toga, uvodi
se sledeća hipoteza.

A7: Neka za svaki prirodan broj h ≥ 1 postoji konstanta Gh > 0 takva da, za
svako x, y ∈ Rd koje zadovoljava |x| ∨ |y| ≤ h i svako i ∈ S, važi

|V (x, i)− V (y, i)| ∨ |Vx(x, i)− Vx(y, i)| ∨ |Vxx(x, i)− Vxx(y, i)| ≤ Gh|x− y|.

Teorema 2.9 Neka su ispunjene pretpostavke A1, A2, A′
3, A4, A5, A7 i C1. Neka

je β ∈ (0, β̄), gde je β̄ = (3+ [η])−1 ∧ ([(1− η)−1] + 1)−
1
2 . Za proizvoljno ε ∈ (0, 1) i

T > 0 postoji dovoljno veliki ceo broj h∗ = h∗(ε, T ) tako da je

P{ρh ≤ T} ≤ ε, h ≥ h∗,

gde je ρh, h ≥ k0 niz vremena zaustavljanja definisanih sa (2.4.135).

Dokaz. Za h > 0, definǐse se niz vremena zaustavljanja

νh = inf{t ≥ 0 : V (q̄(t)− z3(t), r(t)) ≥ h}.

Imajući u vidu (2.4.133), koristeći Itôvu formulu, za svako t ≥ 0, sledi

dV (q̄(t)−z3(t), r(t))
= Vx(q̄(t)−z3(t), r(t))f(z1(t), z2(t), r̄(t))dt
+Vx(q̄(t)−z3(t), r(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))dw(t)

+
1

2
trace[gT (z1(t), z2(t), r̄(t))Vxx(q̄(t)−z3(t), r(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))]dt

+
N∑
j=1

γr(t)jV (q̄(t)− z3(t), j)dt

=
(
LV (q̄(t), q̄(t−δ(t)), r̄(t))+F (q̄(t)−z3(t), q̄(t), q̄(t−δ(t)), z1(t), z2(t), r(t), r̄(t))

)
dt

+
N∑
j=1

(
γr(t)jV (q̄(t)− z3(t), j)− γr̄(t)jV (q̄(t)− u(q̄(t− δ(t))), j)

)
dt

+Vx(q̄(t)−z3(t))g(z1(t), z2(t), r̄(t))dw(t), (2.4.170)
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pri čemu je funkcija F : Rd×Rd×Rd×Rd×Rd×S×S → Rd definisana na sledeći
način

F (ā, y1, y2, z1, z2, i, ī)

= [Vx(ā, i)−Vx(y1 − u(y2, i), i)]f(z1, z2, ī)

+[Vx(y1−u(y2, i), i)−Vx(y1 − u(y2, i), ī)]f(z1, z2, ī)

+[Vx(y1−u(y2, i), ī)−Vx(y1 − u(y2, ī), ī)]f(z1, z2, ī)

+Vx(y1−u(y2, ī), ī)[f(z1, z2, ī)−f(y1, y2, ī)]

+
1

2
trace([gT (z1, z2, ī)−gT (y1, y2, ī)]Vxx(ā, i)g(z1, z2, ī))

+
1

2
trace(gT (y1, y2, ī)[Vxx(ā, i)− Vxx(ā, ī)]g(z1, z2, ī))

+
1

2
trace(gT (y1, y2, ī)[Vxx(ā, ī)− Vxx(y1 − u(y2, i), ī)]g(z1, z2, ī))

+
1

2
trace(gT (y1, y2, ī)[Vxx(y1 − u(y2, i), ī)− Vxx(y1 − u(y2, ī), ī)]g(z1, z2, ī))

+
1

2
trace([gT (y1, y2, ī)]Vxx(y1 − u(y2, ī), ī)[g(z1, z2, ī)− g(y1, y2, ī)]). (2.4.171)

Neka je h dovoljno veliki prirodan broj. Ako je |y1| ∨ |y2| ∨ |z1| ∨ |z2| ≤ h za
yl, zl ∈ Rd, l = 1, 2, tada, na osnovu pretpostavke (2.1.8) i definicije (2.4.132), sledi
da je |ā| ≤ (1 + 3β)h i y1 − u(y2, i) ≤ (1 + β)h. Dakle, na osnovu A7 se zaključuje
da je

|Vx(q̄(t)−z3(t), r(t))−Vx(q̄(t)−u(q̄(t−δ(t)), r(t)), r(t))|
≤G(1+3β)h|u(q̄(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|. (2.4.172)

Ako se uvede oznaka Sx
h = sup{Vx(x, i) : |x| ≤ h, i ∈ S}, tada je

|Vx(q̄(t)− u(q̄(t− δ(t)), r(t)), r(t))− Vx(q̄(t)− u(q̄(t− δ(t)), r(t)), r̄(t))|
≤ 2Sx

(1+β)hI{r(t) ̸=r̄(t)},

Vx(q̄(t)− u(q̄(t− δ(t)), r̄(t)), r̄(t)) ≤ Sx
(1+β)h. (2.4.173)

Pored toga, važi da je

|Vx(q̄(t)− u(q̄(t− δ(t)), r(t)), r̄(t))− Vx(q̄(t)− u(q̄(t− δ(t)), r̄(t)), r̄(t))|
≤ G(1+β)h|u(q̄(t− δ(t)), r(t))− u(q̄(t− δ(t)), r̄(t))|
≤ 2βG(1+β)hhI{r(t)̸=r̄(t)}. (2.4.174)

Analogno se može oceniti član iz (2.4.171) koji sadrži Vxx, koristeći S
xx
h = sup{Vxx(x, i) :

|x| ≤ h, i ∈ S}.
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Na osnovu pretpostavke A1 sledi

F (q̄(t)−z3(t), q̄(t), q̄(t−δ(t)), z1(t), z2(t), r(t), r̄(t))
≤ B

(1)
h |u(q̄(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|+B

(2)
h I{r(t) ̸=r̄(t)}

+B
(3)
h (|q̄(t)− z1(t)|+ |q̄(t− δ(t))− z2(t)|),

gde su B
(l)
h , l = 1, 2, 3 pozitivne generičke konstante koje zavise od h, ali ne i od ∆.

Sada, koristeći Vh = sup{V (x, i) : |x| ≤ h, i ∈ S}, kao i A7, za t ∈ [0, ρh ∧ νh], izraz
(2.4.170) se može oceniti kao

dV (q̄(t)−z3(t), r(t))
≤ (LV (q̄(t), q̄(t−δ(t)), r̄(t))+B(1)

h |u(q̄(t− δ(t)), r(t))− z3(t)|)dt
+B

(2)
h I{r(t)̸=r̄(t)}dt+B

(3)
h (|q̄(t)− z1(t)|+ |q̄(t− δ(t))− z2(t)|)dt

+Vhγ̄dt+ Vx(q̄(t)−u(z3(t)), r̄(t))g(z1(t), z2(t))dw(t),

gde je γ̄ = sup
i,̄i∈S

N∑
j=1

(|γij|+ |γīj|).

Tada, za t ∈ [0, T ], sledi

EV (q̄(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))

≤ V (φ(0)−z3(0), r(0)) + Vhγ̄t+ E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (q̄(s), q̄(s−δ(s)), r̄(s))ds

+B
(1)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
|u(q̄(s− δ(s)), r(s))− z3(s)|ds+B

(2)
h

∫ t

0
EI{r(s)̸=r̄(s)}ds

+B
(3)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
(|q̄(s)− z1(s)|+ |q̄(s− δ(s))− z2(s)|)ds. (2.4.175)

Primenom Hölderove nejednakosti, a zatim i Propozicije 2.4, dobija se

B
(1)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
|u(q̄(s− δ(s)), r(s))− z3(s)|ds

= B
(1)
h

∫ t

0
E|u(q̄(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh)), r(s ∧ ρh ∧ νh))−z3(s ∧ ρh ∧ νh)|ds

≤ B
(1)
h

∫ t

0

(
E|u(q̄(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh)), r(s ∧ ρh ∧ νh))−z3(s ∧ ρh ∧ νh)|2)

1
2ds

≤ B
(1)
h T (D(h)∆ + o(∆))

1
2 , (2.4.176)

dok se, na osnovu Leme 2.2, zaključuje da je

B
(2)
h

∫ t

0
EI{r(s)̸=r̄(s)}ds ≤ B

(2)
h TC(∆ + o(∆)). (2.4.177)
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Dalje, važi da je

B
(3)
h E

∫ t∧ρh∧νh

0
(|q̄(s)−z1(s)|+ |q̄(s−δ(s))−z2(s)|)ds

≤ B
(3)
h

∫ t

0

(
E|q̄(s ∧ ρh ∧ νh)−z1(s ∧ ρh ∧ νh)|2

) 1
2ds

+B
(3)
h

∫ t

0
(E|q̄(s ∧ ρh ∧ νh−δ(s ∧ ρh ∧ νh))−z2(s ∧ ρh ∧ νh)|2)

1
2ds. (2.4.178)

Ako se sa k̃s označi ceo broj za koji je s ∈ [k̃s∆, (k̃s + 1)∆ ∧ T ∧ ρh ∧ νh), tada,
primenom procedure koja daje ocenu (2.4.155), sledi

E|q̄(s ∧ ρh ∧ νh)−z1(s ∧ ρh ∧ νh)|2 ≤ sup
t∈[0,T ],k̃t≥0

E|q̄(t ∧ ρh)−q̄(kt∆ ∧ ρh)|2

≤M(h)∆ + o(∆). (2.4.179)

Nadalje, za ocenu drugog sabirka na desnoj strani nejednakosti (2.4.178), prateći
oznake iz dokaza Propozicije 2.4, neka je ks ∈ {−n∗,−n∗+1, ...,−1, 0, 1, ...} ceo broj
takav da je s−δ(s) ∈ [ks∆, (ks+1)∆∧T ∧ρh∧νh). Tada, za svako u ∈ [0, s∧ρh∧νh],
važi da je

E|q̄(u−δ(u))−z2(u)|2

≤ 2E|q̄(u− δ(u))− q̄(ku∆)|2 + 2E|q̄(ku∆)− q̄(k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆)|2.

Sledeća ocena se može naći u [73] (Teorema 4).
Ako je k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆ ≤ ku∆ ≤ u− δ(u), tada, na osnovu propozicije A′

3,
sledi da je

ku∆− k̃u∆+ [δ(k̃u∆)/∆]∆)

≤ u− δ(u)− k̃u∆+ δ(k̃u∆ ≤ ∆+ η|u− k̃u∆| ≤ (2 + [η])∆,

dok, za ku∆ ≤ u− δ(u) ≤ k̃u∆− [δ(k̃u∆)/∆]∆, važi

|ku∆− k̃u∆+ [δ(k̃u∆)/∆]∆| ≤ (2 + [η])∆.

Dakle, zaključuje se da je

|ku − k̃u + [δ(k̃u∆)/∆]| ≤ 2 + [η].

Primenom prethodne nejednakosti, ocene (2.4.155) i Propozicije 2.3, sledi

E|q̄(u−δ(u))−z2(u)|2

≤ 2E|q̄(u−δ(u))− q̄(ku∆)|2

+2(2+[η])2 sup
t∈[−δ(0),T ]

E|z1(t ∧ ρh ∧νh)−z1(t ∧ ρh ∧νh−∆)|2

≤ α(h)∆ + o(∆), (2.4.180)
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gde je α(h) = 2(M(h) + (2 + [η])2A1(h)).
Zamenom (2.4.179) i (2.4.180) u (2.4.178), a zatim (2.4.176) – (2.4.178) u (2.4.175),

sledi

EV (q̄(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh))

≤ V (φ(0)−z3(0), r(0)) + E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (q̄(s), q̄(s−δ(s)), r̄(s))ds

+B
(1)
h T (D(h)∆ + o(∆))

1
2 +B

(2)
h TC(∆ + o(∆))

+B
(3)
h T (M(h)∆ + o(∆))

1
2 +B

(3)
h T (α(h)∆ + o(∆))

1
2 + VhT γ̄.(2.4.181)

Uvodeći oznaku G(h) = T (B
(1)
h (D(h))

1
2 +B

(2)
h C +B

(3)
h (M(h))

1
2 +B

(3)
h (α(h))

1
2 +

Vhγ̄), izraz (2.4.175) se može napisati u obliku

EV (q̄(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh)) (2.4.182)

≤ G(h)∆
1
2 + (o(∆))

1
2 + V (φ(0)−z3(0), r(0))

+E
∫ t∧ρh∧νh

0
LV (q̄(s), q̄(s−δ(s)), r̄(s))ds.

Primenom (2.1.5) i (2.1.6) iz hipoteze A2 na prethodni izraz, sledi

EU1(q̄(t ∧ ρh ∧ νh)−z3(t ∧ ρh ∧ νh), r(t ∧ ρh ∧ νh)))
≤ G(h)∆

1
2 + (o(∆))

1
2 +K ′ + c1t, (2.4.183)

pri čemu je K ′ = V (φ(0)−z3(0), r(0)) + c3
∫ 0
−δ(0) U2(y(s))ds.

Ako se uvede ozaka vh = inf |y|≥(1−β)h U1(y), tada iz prethodne nejednakosti sledi

P{ρh ∧ νh ≤ T} ≤ G(h)∆
1
2 + (o(∆))

1
2 +K ′ + c1T

vh
.

Dalje, za svako ε ∈ (0, 1), postoji dovoljno veliko h∗ takvo da, kad god je h ≥ h∗,
važi

K ′ + c1T

vh
≤ ε/2,

i može se izabati dovoljno malo ∆∗ takvo da, za svako ∆ ∈ (0,∆∗),

G(h)∆
1
2 + (o(∆))

1
2

vh
≤ ε/2, h ≥ h∗.

Zatim iz
P{ρh ∧ νh ≤ T} ≤ ε, ∆ ∈ (0,∆∗), h ≥ h∗.

sledi
P{ρh ≤ T} ≤ ε, ∆ ∈ (0,∆∗), h ≥ h∗.
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čime je dokaz završen. ♢
Imajući u vidu lokalni Lipschitzov uslov A1, sledi da za zadati početni uslov

φ ∈ Cb
F0
([−δ(0), 0];Rd), postoji jedinstveno lokalno maksimalno rešenje x(t) na

intervalu t ∈ [−δ(0), τe), gde je τe vreme eksplozije. Neka je k0 > 0 dovoljno veliko
tako da je ∥φ∥ = supt∈[−δ(0),0] |φ(t)| ≤ k0. Za svako h ≥ k0, definǐse se vreme
zaustavljanja

τh = inf{t ∈ [0, τe) : |x(t)| ≥ h}, inf ∅ = ∞. (2.4.184)

Sada se može proceniti bliskost izmed̄u rešenja x jednačine (2.4.118) i FBE
rešenja jednačine (2.4.133).

Teorema 2.10 Neka važe pretpostavke A1, A2, A′
3, A4, A5, A7 i C1. Dalje, neka je

β ∈ (0, β̄), gde je β̄ = (3+[η])−1∧([(1−η)−1]+1)−
1
2 i f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, i ∈ S.

Tada je

sup
s∈[−δ(0),T ]

E|x(s ∧ τh ∧ ρh)−q̄(s ∧ τh ∧ ρh)|2 ≤ N(h)∆ + o(∆),

gde je N(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od ∆ i pritom su ρh, τh vremena
zaustavljanja definisana redom sa (2.4.135) i (2.4.184).

Dokaz. Za svako t ∈ [0, T ∧ τh ∧ ρh], koristeći jednačine (2.4.118) i (2.4.133) i
primenjujući elementarnu nejednakost (1.9.55), za svako ε ∈ (0, 1), sledi

|x(t)−q̄(t)|2

≤ 1

ε
|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)−u(φ(−δ(0)), r(0))+u(q̄(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

+
2

1− ε

(
T
∫ t

0
|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+
∣∣∣∣∫ t

0

(
g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s)), r̄(s)

)
dw(s)

∣∣∣∣2
)
. (2.4.185)

Primenjujući nejednakost (1.9.55) dva puta, kao i pretpostavku (2.1.8), dobija se

|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)−u(φ(−δ(0)), r(0))+u(q̄(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

≤ 1

ε
|u(x(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(q̄(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

≤ 1

ε2
|u(x(t−δ(t)), r(t))−u(q̄(t−δ(t)), r(t))|2+ 1

ε(1−ε)
|u(q̄(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(q̄(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2
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≤ β2

ε2
|x(t−δ(t))−q̄(t−δ(t))|2 + 1

ε(1− ε)
|u(q̄(t−δ(t)), r(t))− z3(t)|2

+
1

1−ε
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(q̄(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2. (2.4.186)

Zamenom (2.4.186) u (2.4.185) sledi da je

|x(t)−q̄(t)|2≤ β2

ε3
|x(t−δ(t))−q̄(t−δ(t))|2+ 1

ε2(1−ε)
|u(q̄(t−δ(t)), r(t))−z3(t)|2

+
1

ε(1−ε)
|u(φ(−δ(0)), r(0))−u(q(−∆−[δ(−∆)/∆]∆), r∆−1)|2

+
2

1−ε

(
T
∫ t

0
|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+
∣∣∣∣∫ t

0
(g(x(s), x(s−δ(s)), r(s))−g(z1(s), z2(s), r̄(s)))dw(s)

∣∣∣∣2
)
.(2.4.187)

Na osnovu definicije neprekidnog FBE rešenja q̄ je φ(−δ(0)) = q̄(−δ(0)) i još je
u(q̄(−∆− [δ(0)/∆]∆, r∆−1) = z3(0). Dalje, kako x i q̄ zadovoljavaju isti početni uslov,
na osnovu (2.4.187) važi da je

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−q̄(s)|2

≤ β2

ε3
sup

s∈[−δ(0),t]
E|x(s)−q̄(s)|2

+
1 + ε

ε2(1−ε)
sup

s∈[0,T ]
E|u(q̄(s ∧ ρh−δ(s ∧ ρh)), r(s ∧ ρh))−z3(s ∧ ρh)|2

+
2

1− ε

(
T
∫ t

0
E|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))− f(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

+4
∫ t

0
E|g(x(s), x(s− δ(s)), r(s))− g(z1(s), z2(s), r̄(s))|2ds

)
. (2.4.188)

Primenjujući Propoziciju 2.4, birajući ε = β
1
3 i primenjujući lokalni Lipschitzov

uslov A1, izraz (2.4.188) postaje

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−q̄(s)|2

≤ (1 + β
1
3 )D(h)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1−β)
∆ + o(∆))

+
2(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
(E|x(s)−z1(s)|2+E|x(s−δ(s))−z2(s))|2)ds

+
4T

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
E(|f(x(s), x(s−δ(s)), r(s))|2
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+|f(x(s), x(s−δ(s)), r̄(s))|2)I{r(s)̸=r̄(s)}ds

+
16

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
E(|g(x(s), x(s−δ(s)), r(s))|2

+|g(x(s), x(s−δ(s)), r̄(s))|2)I{r(s) ̸=r̄(s)}ds. (2.4.189)

Na osnovu pretpostavke f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, Leme 2.2 i hipoteze A1, sledi da
je

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)−q̄(s)|2

≤ (1 + β
1
3 )D(h)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1−β)
∆ + o(∆)

+
2(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∫ t

0
(E|x(s)−z1(s)|2+E|x(s−δ(s))−z2(s))|2)ds

+
16(T + 4)TCh2Kh

(1−β 1
3 )(1−β)

∆. (2.4.190)

Fiksira se proizvoljno u ∈ [0, t] i neka je ku ceo broj takav da je u ∈ [ku∆, (ku+1)∆∧
T ∧ τh ∧ ρh). Pozivajući se na definiciju (2.4.126) stepenastog procesa z1 i koristeći
proceduru koja daje ocenu (2.4.154), za s ∈ [0, t], važi

E|x(s)−z1(s)|2 ≤ 2E|x(s)−q̄(s)|2 + 2E|q̄(s)− z1(s)|2

≤ 2 sup
u∈[−δ(0),s]

E|x(u)−q̄(u)|2 + 2 sup
u∈[0,s]

E|q̄(u)−q̄(ku∆)|2

≤ 2 sup
u∈[−δ(0),s]

E|x(u)−q̄(u)|2 + 2M(h)∆ + o(∆). (2.4.191)

Sa druge strane, primenjujući ocenu (2.4.180) sledi da je

E|x(s−δ(s))−z2(s)|2 ≤ 2E|x(s−δ(s))−q̄(s−δ(s))|2 + 2E|q̄(s−δ(s))−z2(s)|2

≤ 2E|x(s−δ(s))−q̄(s−δ(s))|2 + 2α(h)∆ + o(∆). (2.4.192)

Sada ocene (2.4.191) i (2.4.192) zajedno sa (2.4.189) daju

sup
s∈[−δ(0),t]

E|x(s)− q̄(s)|2 ≤ (1+β
1
3 )D(h) + 4β

2
3 (T+4)TKh(M(h) + α(h) + 4Ch2)

β
2
3 (1−β 1

3 )(1− β)
∆

+o(∆) +
8(T+4)Kh

(1−β 1
3 )(1− β)

∫ t

0
sup

u∈[−δ(0),s]
E|x(u)−q̄(u)|2ds.

Primenom Gronwall-Bellmanove leme sledi

sup
s∈[−δ(0),T ]

E|x(s ∧ τh ∧ ρh)−q̄(s ∧ τh ∧ ρh)|2 ≤ N(h)∆ + o(∆),
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gde je N(h) =
(1+β

1
3 )D(h)+4β

2
3 (T+4)TKh(M(h)+α(h)+4Ch2)
β

2
3 (1−β

1
3 )(1−β)

eM1T,M1 =
8(T+4)TKh

(1−β
1
3 )(1−β)

, što je i

trebalo dokazati.♢
Sledeći rezultat se odnosi na konvergenciju u verovatnoći neprekidnog FBE rešenja

q̄ jednačine (2.4.133) ka rešenju x jednačine (2.4.118).

Teorema 2.11 Neka važe pretpostavke A1, A2, A′
3, A4, A5, A7 i C1. Dalje, neka je

β ∈ (0, β̄), gde je β̄ = (3+[η])−1∧([(1−η)−1]+1)−
1
2 i f(0, 0, i) = g(0, 0, i) = 0, i ∈ S.

Tada, za svako T > 0 i t ∈ [0, T ], važi da je

lim
∆→0

|x(t)− q̄(t)| = 0 u verovatnoći.

Dokaz prethodne teoreme je izostavljen jer se zasniva na ideji iz rada [65](videti
Teoremu 4), odnosno na primeni Posledice 1 iz rada [73] i Teoreme 2.9.

Na osnovu definicije stepenastih procesa z1 i z̄1 i jednačine (2.4.133), važi da se
neprekidno FBE rešenje q̄(t), t ≥ 0 ne može odrediti, dok diskretno BE rešenje z1
i diskretno FBE rešenje z̄1 mogu. U tom smislu, biće dokazano da z1 i z̄1 takod̄e
konvergiraju u verovatnoći ka rešenju x jednačine (2.4.118).

Teorema 2.12 Neka važe pretpostavke A1, A2, A′
3, A4, A5, A7 i C1 . Dalje, neka

je β ∈ (0, β̄), gde je β̄ = (3 + [η])−1 ∧ ([(1 − η)−1] + 1)−
1
2 i f(0, 0, i) = g(0, 0, i) =

0, i ∈ S. Tada, za svako T > 0 i t ∈ [0, T ],

lim
∆→0

|x(t)− z1(t)| = 0 u verovatnoći, (2.4.193)

lim
∆→0

|x(t)− z̄1(t)| = 0 u verovatnoći, (2.4.194)

Primenjujući Teoremu 2.10, dokaz prethodne teoreme se zasniva na proceduri
koja se koristi u radu [67] (Teorema 5).

Napomena 2.4 Svi prethodni rezultati su prikazani za slučaj kada je funkcija kaš-
njenja neograničena, pri čemu je FBE metoda definisana na particiji

k∆, k ∈ {−(n∗ + 1),−n∗, ...,−1, 0, 1, ...}, (2.4.195)

za n∗∆ = δ(0).
Ako je funkcija kašnjenja δ(t) ograničena, u smislu

h := sup
t≥0

δ(t) <∞, (2.4.196)

tada je FBE metoda definisana na particiji (2.4.195), pri čemu je n∗ izabrano tako
da je n∗∆ = h. U tom slučaju je t − δ(t) ≥ −h, t ≥ 0. Zbog toga bi u Lemi 2.4
pretpostavku A′

3 trebalo zameniti pretpostavkom A6. Dalje, Propozicije 2.3, 2.4 i
2.5, kao i Teoreme 2.9-2.12 važe kada se zameni pretpostavka A′

3 pretpostavkama
A3 i A6, pri čemu su rešenja x i q̄ definisana na intervalu [−h,∞) umesto na
intervalu [−δ(0),∞).
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2.5. SKORO IZVESNA ASIMPTOTSKA EKSPONENCIJALNA
STABILNOST BACKWARD EULEROVE METODE

2.5 Skoro izvesna asimptotska eksponencijalna

stabilnost backward Eulerove metode

Glavni cilj u ovom poglavlju je dokazivanje skoro izvesne asimptotske eksponen-
cijalne stabilnosti backward Eulerovog aproksimativnog rešenja u slučaju kada je
funkcija kašnjenja ograničena. Rezultat je dokazan bez primene uslova linearnog
rasta za drift koeficijent. Zbog prisustva procesa Markova ovaj rezultat predstavlja
proširenje rezultata iz rada [67], u kome su dokazani rezultati koji se odnose na
BE metodu za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-
zavisnim kašnjenjem. Treba istaći da je u ovom poglavlju drugačiji pristup neutral-
nom članu prilikom definisanja aproksimativnog rešenja u odnosu na onaj u radu
[67].

U prethodnom poglavlju BE rešenje je definisano kao

q(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (2.5.197)

dok je, za k ∈ {0, 1, 2, ...},

q((k + 1)∆)

= q(k∆)+u(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆), r∆k+1)−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

+f(q((k + 1)∆), q((k + 1)∆− [δ((k + 1)∆)/∆]∆), r∆k+1)∆

+g(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk. (2.5.198)

U daljem razmatranju važiće pretpostavka u(0) = f(0, 0) = g(0, 0) = 0.

Teorema 2.13 Neka važe pretpostavke A4 i C1, zajedno sa (2.4.196). Pretpostavimo
da postoje pozitivne konstante βi, i = 1, 2, ..., 6, za koje je

β1 − β2 − β3 − (β2 + β4)([(1− η)−1] + 1) > 0, (2.5.199)

tako da, za svako x, y ∈ Rd, i ∈ S,

2(x− u(y, i))Tf(x, y, i) ≤ −β1|x|2 + β2|y|2. (2.5.200)

|g(x, y, i)|2 ≤ β3|x|2 + β4|y|2. (2.5.201)

Neka je ε jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

−β1 + β3 + 2ε̄+ ((β2 + β4 + 2β2ε̄)([(1− η)−1] + 1) + β2)e
ε̄h = 0.(2.5.202)

Tada, za svako δ ∈ (0, ε/2), postoji γ ∈ (0,− 1
h
logβ ∧ (ε − 2δ)) i ∆∗ <

1−β
µ1+µ2

tako

da, za svako φ ∈ Cb
F0
([−h, 0];Rd), BE rešenje ima osobinu

lim sup
k→∞

log |q(k∆)|
k∆

≤ −γ
2

s.i, (2.5.203)

kada je ∆ ∈ (0,∆∗).
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Dokaz. Uslovi Leme 2.3 su zadovoljeni, tako da je BE metoda (2.5.198) dobro
definisana kada je ∆ ∈ (0, 1−β

µ1+µ2
). Na osnovu (2.5.198) i pretpostavke (2.5.200),

sledi

|q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2

= (q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1))
T

f(q((k + 1)∆), q((k + 1)∆− [δ((k + 1)∆)/∆]∆), r∆k+1)∆

+(q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1))
T

q(k∆)−u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )+g(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk

≤ −β1
2
|q((k+1)∆)|2∆+

β2
2
|q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆)|2∆

+
1

2
|q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2

+
1

2
|q(k∆)−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )

+g(q(k∆), q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk|2

≤ −β1
2
|q((k+1)∆)|2∆+

β2
2
|q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆)|2∆

+
1

2
|q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2

+
1

2
|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

+
1

2
|g(q(k∆), q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2∆+mk (2.5.204)

gde je

mk =
1

2
|q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2[|∆wk|2 −∆]

+⟨q(k∆)−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k ), g(q(k∆), q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )∆wk⟩

lokalni martingal.
Na osnovu uslova (2.5.201) važi

|q((k+1)∆)− u(q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2

−|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ −β1|q((k+1)∆)|2∆+ β2|q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆)|2∆
+β3|q(k∆)|2∆+ β4|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2∆+ 2mk. (2.5.205)

Tada, primenom (2.1.8) i (2.5.205), za svako C ≥ 1, dobija se

C(k+1)∆|q((k+1)∆)−u(q((k+1)∆−[δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2
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−Ck∆|q(k∆)−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

= C(k+1)∆
[
|q((k+1)∆)−u(q((k+1)∆−[δ((k+1)∆)/∆]∆), r∆k+1)|2

−|q(k∆)−u(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2
]

+(C(k+1)∆ − Ck∆)|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ C(k+1)∆[− β1|q((k+1)∆)|2∆+ β2|q((k+1)∆− [δ((k+1)∆)/∆]∆)|2∆
+β3|q(k∆)|2∆+ β4|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2∆+ 2mk

+(1− C−∆)(2|q(k∆)|2 + 2β2|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2)].

Odatle sledi da je

Ck∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ |q(0)− u(q(−[δ(0)/∆]∆), r∆0 )|2 − β1∆
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q((i+ 1)∆)|2

+(β3∆+ 2(1− C−∆))
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆)|2

+β2∆
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q((i+ 1)∆− [δ((i+ 1)∆)/∆]∆)|2

+(β4∆+ 2β2(1− C−∆))
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2 +Mk,(2.5.206)

gde je

Mk = 2
k−1∑
i=0

C(i+1)∆mi

lokalni martingal i M0 = 0. Potrebno je uočiti da je

−β1∆
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q((i+ 1)∆)|2

= −β1∆C−∆
k∑

i=1

C(i+1)∆|q(i∆)|2

= β1∆|q(0)|2 − β1∆C
−∆

k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆)|2 − β1∆C
k∆|q(k∆)|2. (2.5.207)

Slično se može zaključiti da je

β2∆
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q((i+ 1)∆− [δ((i+ 1)∆)/∆]∆)|2
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= −β2∆|q(−[δ(0)/∆]∆)|2 + β2∆C
−∆

k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2

+β2∆C
k∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2. (2.5.208)

Primenjujući (2.5.207) i (2.5.208), ocena (2.5.206) postaje

Ck∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ |q(0)− u(q(−[δ(0)/∆]∆), r∆0 )|2 + β1∆|q(0)|2 − β2∆|q(−[δ(0)/∆]∆)|2

+(−β1∆C−∆ + β3∆+ 2(1− C−∆))
k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆)|2

+(β2∆C
−∆ + β4∆+ 2β2(1− C−∆))

k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2

−β1∆Ck∆|q(k∆)|2 + β2∆C
k∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2 +Mk. (2.5.209)

Primenom uslova (2.4.196) i Leme 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti
(2.5.209), sledi

k−1∑
i=0

C(i+1)∆|q(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2 ≤ Ch
k−1∑
i=0

C(i+1−[δ(i∆)/∆])∆|q(i∆− [δ(i∆)/∆]∆)|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)Ch
k−1∑

i=−n∗
C(i+1)∆|q(i∆)|2.

Pored toga važi da je

β2∆C
k∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2

≤ β2∆C
k∆|q(k∆)|2 + β2∆C

k∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2I{[δ(k∆)/∆]̸=0},

dok je

Ck∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2I{[δ(k∆)/∆] ̸=0}

≤ C(h̄−∆)C(k−[δ(k∆)/∆]+1)∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2

≤ C(h−∆)
k−1∑

i=−n∗
C(i+1)∆|q(i∆)|2.

Dakle, važi

β2∆C
k∆|q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)|2

≤ β2∆C
k∆|q(k∆)|2 + β2∆C

(h−∆)
k−1∑

i=−n∗
C(i+1)∆|q(i∆)|2. (2.5.210)
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Dalje, imajući u vidu da je n∗∆ = h̄, (2.5.209) se može oceniti kao

(β1 − β2)∆C
k∆|q(k∆)|2 + Ck∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ X + h(C,∆)
k−1∑
i=0

C i∆|q(i∆)|2 +Mk, (2.5.211)

gde je

X = |q(0)− u(q(−[δ(0)/∆]∆), r∆0 )|2 + β1∆|q(0)|2 − β2∆|q(−[δ(0)/∆]∆)|2

+[(β2∆C
−∆ + β4∆+ 2β2(1− C−∆))([(1− η)−1] + 1)

+β2∆C
−∆]Ch

−1∑
i=−n∗

C(i+1)∆|φ(i∆)|2 <∞

i

h(C,∆) = (−β1∆+ β3∆C
∆ + 2(C∆ − 1))

+[(β2∆+ β4∆C
∆ + 2β2(C∆ − 1))([(1− η)−1] + 1) + β2∆]Ch.(2.5.212)

Primenom pretpostavke (2.5.199), može se uočiti da iz (2.5.211) sledi

Ck∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2

≤ X + h(C,∆)
k−1∑
i=0

C i∆|q(i∆)|2+Mk. (2.5.213)

Za svako ∆ ∈ (0, 1−β
µ1+µ2

) i C ≥ 1,

d

dC
h(C,∆)

= β3∆
2C∆−1 + 2∆C∆−1 + (β4∆

2C∆−1 + 2β2∆C∆−1)([(1− η)−1] + 1)Ch

+[(β2∆+ β4∆C
∆ + 2β2(C∆ − 1))([(1− η)−1] + 1) + β2∆]hCh > 0.

Pritom, važi da je

h(1,∆) = −(β1 − β2 − β3 − (β2 + β4)([(1− η)−1] + 1)∆.

Na osnovu pretpostavke (2.5.199) sledi da je h(1,∆) < 0 za svako ∆ ∈ (0, 1−β
µ1+µ2

).

Dakle, postoji jedinstveno C∗
∆ > 1 tako da je h(C∗

∆,∆) = 0. Dalje, (2.5.213) postaje

C∗k∆
∆ |q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2 ≤ X +Mk. (2.5.214)

Na osnovu Leme 2 iz rada [66], važi da je

lim sup
k→∞

C∗k∆
∆ |q(k∆)−u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2 ≤ lim sup

k→∞
(X +Mk) <∞ s.i
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Neka je h1(µ,∆) = h(C,∆)/∆, pri čemu je µ = logC. Tada je h1(µ
∗
∆,∆) = 0 i

lim
∆→0

h1(µ,∆) = −β1 + β3 + 2µ+ ((β2 + β4 + 2β2µ)([(1− η)−1] + 1) + β2)e
µh.

Kako jednačina (2.5.202) ima jedinstveno pozitivno rešenje ε, može se zaključiti da
je

lim
∆→0

µ∗
∆ = ε.

Tada, za svako δ ∈ (0, ε/2), postoji ∆1 tako da je, za svako ∆ ∈ (0,∆1 ∧ 1−β
µ1+µ2

),

µ∗
∆ > ε− 2δ.

Kako je

lim sup
k→∞

eµ
∗
∆k∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2 <∞ s.i,

dobija se, za svako ∆ ∈ (0,∆∗) gde je ∆∗ = ∆1 ∧ 1−β
µ1+µ2

, da je

σ = lim sup
k→∞

e(ε−2δ)k∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2 <∞ s.i.

Za svako γ ∈ (0,− 1
h
log β ∧ (ε− 2δ)), postoji ceo broj k1 tako da je

eγk∆|q(k∆)− u(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆), r∆k )|2 ≤ σ + γ, k ≥ k1.

Nadalje, primenjujući proceduru iz dokaza Teoreme 6 iz rada [67], dobija se da je

lim sup
k→∞

log(eγk∆|q(k∆)|2)
k∆

= 0,

što daje (2.5.203). ♢
Sledeći primer ilustruje prethodni rezultat.

Primer 2.2 Razmatra se jednačina (2.1.1), odnosno skalarna neutralna stochastička
diferencijalna jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova,
sa poc̆etnim uslovom φ(t) = 1, t ∈ [−δ(0), 0], pri čemu je h̄ = δ(0) = 2

5
i φ ∈

Cb
F0
([−δ(0), 0];R). Dalje, neka je ω(t) skalarno Brownovo kretanje i r(t) nepreki-

dan s desna proces Markova sa skupom stanja S = {1, 2} i generatorom

Γ =

(
−1 1
4 −4

)
.

Proces Markova je nezavisan od Brownovog kretanja i r(0) = 1.
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Definǐse se funkcija kašnjenja δ(t) = 1
5
− 1

5
cos t, t ≥ 0, dok je

u(y, 1) =
1

30
sin y, u(y, 2) =

1

20
sin y,

f(x, y, 1) = −3x− 3x3 − y, f(x, y, 2) = −4x− 4x3 − sin y,

g(x, y, 1) =
1

5

x

1 + y4
cos y, g(x, y, 2) =

1√
10

x

1 + y2
sin y.

Tada se (2.1.1) može predstaviti kao

d
[
x(t)− 1

30
sinx(t− δ(t))

]
(2.5.215)

=
(
− 3x(t)−3x3(t)−x(t− δ(t))

)
dt+

1

5

x(t)

1 + x4(t− δ(t))
cos x(t− δ(t))dw(t), t ≥ 0,

d
[
x(t)− 1

20
sin x(t− δ(t))

]
(2.5.216)

=
(
−4x(t)− 4x3(t)−sinx(t− δ(t))

)
dt+

1√
10

x(t)

1 + x2(t− δ(t))
sin x(t− δ(t))dw(t),

t ≥ 0.

Koeficijenti jednačina (2.5.215) i (2.5.216) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov
A1, dok funkcije u(y, 1) = 1

30
sin y, u(y, 2) = 1

20
sin y zadovoljavaju pretpostavku A4

za β = 1
20
. Kako je δ(t) = 1

5
− 1

5
cos t, t ≥ 0, važi da je

|δ′(t)| =
∣∣∣1
5
sin t

∣∣∣ ≤ 1

5
= δ̄

i pritom važi pretpostavka A3.
Primenjujući elementarnu nejednakost (1.9.57) za x, y ∈ R, dobija se da je

2(x− u(y, 1))f(x, y, 1)

= −6x2 − 6x4 − 2xy +
1

5
x sin y +

1

5
x3 sin y +

2

30
y sin y

≤ −6x2 + x2 + y2 +
1

10
(x2 + y2) +

1

5
(x4)

3
4 +

1

5
(sin4 y)

1
4 +

1

15
y2

≤ −49

10
x2 +

73

60
y2

i

2(x− u(y, 2))f(x, y, 2)

= −8x2 − 8x4 − 2x sin y +
2

5
x sin y +

2

5
x3 sin y +

1

10
sin2 y

≤ −8x2 + x2 + y2 +
2

10
(x2 + y2) +

2

5
(x4)

3
4 +

2

5
(sin4 y)

1
4 +

1

10
y2

≤ −68

10
x2 +

14

10
y2.
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Tada je 2(x − u(y, i))f(x, y, i) ≤ −49
10
x2 + 14

10
y2 i |g(x, y, i)|2 ≤ 1

10
|x|2 + 1

10
|y|2,

i ∈ S.
Sledi da vaz̆i pretpostavka Posledice 2.2 za β1 = 49

10
, β2 = 14

10
, β3 = 1

10
, β4 = 1

10
.

Dakle, postoji jedinstveno rešenje jednačine (2.1.1) i ε tako da je

lim sup
t→∞

log |x(t)|
t

≤ −ε
2

s.i.

Diskretno BE rešenje definisano je sa q(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0,
dok je za k = 0, 1, 2, ..., ako je r∆k+1 = r∆k = 1,

q((k + 1)∆)

= q(k∆)+
1

30
sin(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆))− 1

30
sin(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))

+
(
− 3q((k + 1)∆)−3q3((k + 1)∆)−q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆)

)
∆

+
1

5

q(k∆)

1 + q4(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
cos(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk, (2.5.217)

ako je r∆k+1 = r∆k = 2,

q((k + 1)∆)

= q(k∆)+
1

20
sin(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆))− 1

20
sin(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))

+
(
− 4q((k + 1)∆)−4q3((k + 1)∆)− sin(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆))

)
∆

+
1√
10

q(k∆)

1 + q2(k∆−[δ(k∆)/∆]∆)
sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk, (2.5.218)

ako je r∆k+1 = 1, r∆k = 2,

q((k + 1)∆)

= q(k∆)+
1

30
sin(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆))− 1

20
sin(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))

+
(
− 3q((k + 1)∆)− 3q3((k + 1)∆)− q((k + 1)∆− [δ((k + 1)∆)/∆]∆)

)
∆

+
1√
10

q(k∆)

1 + q2(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk, (2.5.219)

i ako je r∆k+1 = 2, r∆k = 1,

q((k + 1)∆)

= q(k∆)+
1

20
sin(q((k + 1)∆−[δ((k + 1)∆)/∆]∆))− 1

30
sin(q(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))

+
(
−4q((k + 1)∆)−4q3((k + 1)∆)− sin(q((k + 1)∆− [δ((k + 1)∆)/∆]∆))

)
∆

+
1

5

q(k∆)

1 + q4(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
cos(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk. (2.5.220)
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Na Slici 2.2 predstavljena je trajektorija BE rešenja za ∆ = 0.002.

1 2 3 4
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

BE

Slika 2.2: Trajektorija BE rešenja za ∆ = 0.002

Nadalje, kako za svako x1, x2, y ∈ Rd, važi da je

⟨x1 − x2, f(x1, y, 1)− f(x2, y, 1)⟩
= −3⟨x1 − x2, (x1 − x2)(1 + x21 + x1x2 + x22)⟩ ≤ −3|x1 − x2|2,

⟨x1 − x2, f(y, x1, 1)− f(y, x2, 1)⟩
= −⟨x1 − x2, x1 − x2⟩ ≤ −|x1 − x2|2,

i

⟨x1 − x2, f(x1, y, 2)− f(x2, y, 2)⟩
= −4⟨x1 − x2, (x1 − x2)(1 + x21 + x1x2 + x22)⟩ ≤ −4|x1 − x2|2,

⟨x1 − x2, f(y, x1, 2)− f(y, x2, 2)⟩
= −⟨x1 − x2, sinx1 − sinx2⟩ ≤ −|x1 − x2|2,

sledi da C1 važi za svako pozitivno µ1 i µ2. Dakle, biraju se µ1 =
1
2
i µ2 =

1
3
, tako da

je (µ1+µ2)∆+β < 1 za svako ∆ ∈ (0, 1). Pritom se na osnovu Leme 2.3, zaključuje
da odgovarajuće BE aproksimativne jednačine imaju jedinstvena rešenja.

Može se uočiti

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

5
|t− s|, t, s ≥ 0.

Tada se može zaključiti da važe pretpostavke A6 i (2.5.199) za η = 1
5
. Sve pret-

postavke Teoreme 2.13 su ispunjene. Jedinstveno pozitivno rešenje jednačine (2.5.202)
je ε̄ = 0.105044. Tada, za svako δ ∈ (0, 0.052522), postoji γ ∈ (0, 7.48933∧ (ε̄− 2δ))
i ∆∗ ∈ (0, 1), tako da je za svako ∆ ∈ (0,∆∗)

lim sup
k→∞

log |q(k∆)|
k∆

≤ −γ
2
s.i. (2.5.221)

105



NSDJ sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima Markova

Birajući ∆ = 0.002, dobija se da je δ = 0.000027. Tada, (2.5.221) važi za svako
γ
2
∈ (0, 0.0524952).
U cilju ilistracije prethodne nejednakosti, na Slici 2.3 je prikazana trajektorija

količnika log |q(k∆)|
k∆

u odnosu na pravu z = −0.0524952.

1 2 3 4
t

-8

-6

-4

-2

z

log  q HkDL¤

kD

z=-0.0524952

Slika 2.3: Trajektorije količnika log |q(k∆)|
k∆

u pored̄enju sa pravom z = −0.0524952.

FBE rešenje je definisano sa q̄(k∆) = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, dok je za
k = 0, 1, 2, ..., ako je r∆k = r∆k−1 = 1,

q̄((k + 1)∆)

= q̄(k∆)+
1

30
sin(q̄(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

30
sin(q̄((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆))

+
(
−3q(k∆)−3q3(k∆)− q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
∆

+
1

5

q(k∆)

1 + q4(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
cos(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk, (2.5.222)

ako je r∆k = r∆k−1 = 2,

q̄((k + 1)∆)

= q̄(k∆)+
1

20
sin(q̄(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

20
sin(q̄((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆))

+
(
−4q(k∆)−4q3(k∆)− sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))

)
∆

+
1√
10

q(k∆)

1 + q2(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk, (2.5.223)

ako je r∆k = 1, r∆k−1 = 2,

q̄((k + 1)∆)

= q̄(k∆)+
1

30
sin(q̄(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

20
sin(q̄((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆))
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+
(
−3q(k∆)−3q3(k∆)− q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)

)
)∆

+
1

5

q(k∆)

1 + q4(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
cos(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk (2.5.224)

i ako je r∆k = 2, r∆k−1 = 1,

q̄((k + 1)∆)

= q̄(k∆)+
1

20
sin(q̄(k∆−[δ(k∆)/∆]∆))− 1

30
sin(q̄((k − 1)∆−[δ((k − 1)∆)/∆]∆))

+
(
−4q(k∆)−4q3(k∆)− sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))

)
∆

+
1√
10

q(k∆)

1 + q2(k∆− [δ(k∆)/∆]∆)
sin(q(k∆− [δ(k∆)/∆]∆))∆wk. (2.5.225)

1 2 3 4
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

FBE

BE

Slika 2.4: Trajektorije BE i FBE rešenja za ∆ = 0.002

Na Slici 2.4 je ilustrovana bliskost izmed̄u BE i FBE rešenja sa odgovarajućim
trajektorijama za ∆ = 0.002.
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Glava 3

Skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost θ-Euler-Maruyamine
metode za neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem

Predmet razmatranja u ovoj glavi je θ-Euler-Maruyamina metoda za klasu neutral-
nih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem. Ova
metoda se razmatra posebno za slučaj kada je θ ∈ (0, 1

2
] i za slučaj kada je θ ∈ (1

2
, 1).

Kada je θ = 0, θ-Euler-Maruyamina metoda se svodi na Euler-Maruyaminu metodu,
dok za θ = 1, θ-Euler-Maruyamina metoda se svodi na backward Eulerovu metodu.
U Poglavlju 3.1 su navedeni osnovni pojmovi, hipoteze i neki od postojećih rezul-
tata koji se primenjuju pri dokazivanju glavnih rezultata u ovoj glavi. Rezul-
tati sadržani u Poglavljima 3.2-3.4 su objavljeni u radu [74]. U Poglavlju 3.2 se
razmatra egzistencija i jedinstvenost θ-Euler-Maruyaminog rešenja neutralnih sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem za θ ∈ (0, 1],
kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost tog rešenja za θ ∈ (0, 1

2
]. Zbog pri-

sustva vremenski-zavisnog kašnjenja u koeficijentu prenosa i u neutralnom članu,
tehnika koja se koristi u dokazivanju skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti se
razlikuje od drugih koje su korǐsćene za neke druge klase neutralnih stohastičkih
diferencijalnih jednačina. Pored toga, izmed̄u ostalih uslova, prisutan je i uslov
linearnog rasta za koeficijent prenosa. Kako bi ispitivanje skoro izvesne eksponenci-
jalne stabilnosti bilo kompletno, u Poglavlju 3.3 se posebno razmatra slučaj kada je
θ = 0, odnosno Euler-Maruyamin slučaj. Nakon toga, u Poglavlju 3.4 je predstav-
ljen primer sa numeričkim simulacijama koji ilustruje teorijske rezultate iz Poglavlja
3.2. Rezultati predstavljeni u Poglavljima 3.5-3.7 su objavljeni u radu [75]. θ-Euler-
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Uvodni pojmovi i rezultati

Maruyamina metoda za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
vremenski-zavisnim kašnjenjem za slučaj kada je θ ∈ (1

2
, 1), pri čemu važe uslovi

nelinearnog rasta, razmatra se u Poglavlju 3.5, dok je u Poglavlju 3.6 predstavljen
deterministički slučaj. Glavna motivacija potiče iz rada [42], čiji su autori G. Lan
i C. Yuan, gde je razmatrana θ-metoda, pri čemu je θ ∈ (1

2
, 1], za klasu neutral-

nih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa konstantnim kašnjenjem i prelazima
Markova. U tom radu predstavljeni su rezultati eksponencijalne stabilnosti θ-Euler-
Maruyaminog rešenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa i koeficijent
difuzije. U radu [67], predstavljena je backward Eulerova metoda za klasu neutralnih
stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem, a rezultat
skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti je dokazan bez uslova linearnog rasta za
koeficijent prenosa. Tehnika koja je primenjena u ovom poglavlju je drugačija nego
u radu [67] i predstavlja proširenje rezultata skoro izvesne eksponencijalne stabil-
nosti iz tog rada. Imajuči u vidu da je backward Eulerova metoda specijalni slučaj
θ-metode, kada je θ = 1, rezultati stabilnosti u ovom poglavlju su dati pod malo
strožim uslovima u pored̄enju sa onim iz radova [42] i [67], jer je u aproksimativnoj
jednačini osim koeficijenta prenosa i neutralni član parametrizovan pomoću θ. U
Poglavlju 3.7 je naveden primer sa numeričkim simulacijama koji ilustruje teorijske
rezultate iz Poglavlja 3.5. Rezultati navedeni u Poglavlju 3.8 su sadržani u radu
[76] koji je u pripremi. U tom poglavlju se razmatra skoro izvesna asimptotska ek-
sponencijalna stabilnost diskretnog θ-Euler-Maruyaminog aproksimativnog rešenja
neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem
za θ ∈ (1

2
, 1), pod uslovom linearnog rasta.

3.1 Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi će biti korǐsćene oznake koje su uvedene u Glavi 2.
Od značaja je funkcija kašnjenja δ : R+ → [0, τ ], koja je Borel-merljiva, pri čemu

je R+ = [0,∞), gde je τ > 0.
Predmet razmatranja je sledeća neutralna stohastička diferencijalna jednačina

sa vremenski-zavisnim kašnjenjem

d[x(t)−u(x(t−δ(t)), t)]=f(x(t), x(t−δ(t)), t)dt+g(x(t), x(t−δ(t)), t)dw(t)(3.1.1)

za t≥0, sa početnim uslovom

x0 = φ = {φ(t) : t ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd). (3.1.2)

Pritom su

f : Rd ×Rd ×R+ → Rd, g : Rd ×Rd ×R+ → Rd×m, u : Rd ×R+ → Rd
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Borel-merljive funkcije i {x(t), t ≥ −τ} je d-dimenzionalni stohastički proces koji
predstavlja stanje sistema čija je evolucija opisana jednačinom (3.1.1).

U nastavku će biti uvedene pretpostavke koje se eksplicitno primenjuju u cilju
dokazivanja glavnih rezultata, odnosno skoro izvesne eksponencijalne stabilnost θ-
Euler-Maruyamine metode za različite vrednosti parametra θ i pod različitim uslovi-
ma.

A1 : Postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako x, y ∈ Rd i svako t ≥ 0,
važi

|f(x, y, t)|2 ≤ K(|x|2 + |y|2). (3.1.3)

A2 : Postoji konstanta β ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

|u(x, t)− u(y, t)| ≤ β|x− y|. (3.1.4)

Pritom, ako je u(0, t) = 0, t ≥ 0, tada iz pretpostavke (3.1.4) za svako x ∈ Rd, sledi
da je

|u(x, t)| ≤ β|x|. (3.1.5)

A3 : Funkcija kašnjenja δ : R+ → [0, τ ] je diferencijabilna i |δ′(t)| ≤ η, t ≥ 0, pri
čemu je η ∈ (0, 1).

Može se uočiti da pretpostavka A3 implicira da je

|δ(t)− δ(s)| ≤ η|t− s|, t, s ≥ 0. (3.1.6)

A4 : Neka postoje konstante α1 i α2, α1 >
α2

1−η
> 0, tako da za svako x, y ∈ Rd i

svako t ≥ 0, važi

2(x− u(y, t))Tf(x, y, t) + |g(x, y, t)|2 ≤ −α1|x|2 + α2|y|2. (3.1.7)

Pritom je

f(0, 0, t) = g(0, 0, t) = u(0, t) = 0, t ≥ 0. (3.1.8)

U radovima [65] i [66], čiji je autor M. Milošević, može se zaključiti da hipoteze
A2 − A4, zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za f i g i pretpostavkom
(3.1.8), garantuju egzistenciju u jedinstvenost globalnog rešenja jednačine (3.1.1),
koje je skoro izvesno eksponencijalno stabilno. Rezultati iz rada [66] zahtevaju uslov
A4, kao i uslov linearnog rasta A1 za koeficijent prenosa jednačine (3.1.1), u cilju
dokazivanja skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti Euler-Maruyaminog rešenja.

Rezultati predstavljeni u Poglavlju 3.2 su proširenje rezultata stabilnosti Euler-
Maruyaminog rešenja iz rada [66]. Potrebno je naglasiti da se tehnika koja se pri-
menjuje u Poglavlju 3.2 razlikuje u odnosu na tehniku iz rada [66], kao i da se
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2
]

zasniva na pretpostavci da je θ ∈ [0, 1
2
]. Slučaj kada je θ = 0 se razmatra posebno u

Poglavlju 3.3.

Jednačine koje odred̄uju θ-Euler-Maruyamino rešenje su implicitne i prvo treba
dokazati egzistenciju i jedinstvenost tog rešenja. Zbog toga se uvode jednostrani Lip-
schitzovi uslovi po prvom i drugom argumentu funkcije f, koji su dati pretpostavkom
C1.

C1: Neka je f ∈ C(Rd × Rd × R+;R
d) i neka postoje konstante µ1, µ2 > 0 tako

da, za svako x, y, z ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

⟨x− y, f(x, z, t)− f(y, z, t)⟩ ≤ µ1|x− y|2, (3.1.9)

⟨x− y, f(z, x, t)− f(z, y, t)⟩ ≤ µ2|x− y|2. (3.1.10)

Sledeća lema i Lema 2.5 se primenjuju u dokazima stabilnosti θ-Euler-Maruyami-
nog rešenja.

Lema 3.1 Na osnovu elementarne nejednakost (1.9.54) i pretpostavke (3.1.5), ako
je ε = β, tada je, za svako x, y ∈ Rd, t ≥ 0,

|x− u(y, t)|p ≤ (1 + β)p−1(|x|p + β−1|y|p). (3.1.11)

Neka je [·] funkcija koja realnom broju pridružuje ceo deo tog broja.

3.2 Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost

θ-Euler-Maruyaminog rešenja za θ ∈ (0, 12]

U ovom poglavlju se razmatra egzistencija i jedinstvenost θ-Euler-Maruyaminog
rešenja neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kaš-
njenjem za θ ∈ (0, 1], kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost tog rešenja za
θ ∈ (0, 1

2
].

Razmatra se autonomna verzija jednačine (3.1.1), čiji je integralni oblik

x(t) = φ(0) + u(x(t− δ(t)))− u(x(−δ(0))) +
∫ t

0
f(x(s), x(s− δ(s)))ds

+
∫ t

0
g(x(s), x(s− δ(s)))dw(s), t ≥ 0, (3.2.12)

sa početnim uslovom x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].
Pretpostavlja se da umesto uslova A1–A4, (3.1.8) i C1, važe njihove autonomne

verzije.
Bira se veličina koraka ∆ ∈ (0, 1), za koji važi ∆ = τ/n∗, za neki prirodan broj

n∗ > τ. Definǐse se diskretno θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje q koje
odgovara jednačini (3.2.12) na ekvidistantnoj particiji

k∆, k = −(n∗ + 1),−n∗, ...,−1, 0, 1, ....
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vremenskog intervala [0,∞). Da bi ovo rešenje bilo dobro definisano, potrebno je
uvesti oznake

δ(−∆) = δ(0), q−(n∗+1)∆ = φ(−n∗∆). (3.2.13)

Diskretno θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje se definǐse kao

qk = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (3.2.14)

dok je, za k ∈ {0, 1, 2, ...},

qk+1 = qk + θu(qk+1−[δ((k+1)∆)/∆]) + (1− θ)u(qk−[δ(k∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])

−(1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) + θf(qk+1, qk+1−[δ((k+1)∆)/∆])∆

+(1− θ)f(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆ + g(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆wk, (3.2.15)

gde je ∆wk = w((k + 1)∆)− w(k∆).
Motivacija za definisanje θ-Euler-Maruyamine metode je iz činjenice da za θ = 0,

izraz (3.2.15) postaje

qk+1 = qk + u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) (3.2.16)

+f(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆ + g(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆wk,

što je Euler-Maruyamina aproksimacija koja je razmatrana u radu [66].
Sa druge strane, za θ = 1, izraz (3.2.15) se svodi na

qk+1 = qk + u(qk+1−[δ((k+1)∆)/∆])− u(qk−[δ(k∆)/∆]) (3.2.17)

+f(qk+1, qk+1−[δ((k+1)∆)/∆])∆ + g(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆wk,

što predstavlja backward Eulerovu metodu iz rada [67].
Zbog pojednostavljenja, uvode se oznake

zk = qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])− θf(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆,

fk = f(qk, qk−[δ(k∆)/∆]),

gk = g(qk, qk−[δ(k∆)/∆]).

Tada se jednačina (3.2.15) može napisati u obliku

zk+1 = zk + fk∆+ gk∆wk, k ∈ {0, 1, 2, ...}. (3.2.18)

Kao što je pomenuto u uvodu, prvo treba odrediti dovoljne uslove egzistencije i jedin-
stvenosti θ-Euler-Maruyaminog aproksimativnog rešenja jednačine (3.2.15), odnosno
egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine oblika

x = d̃+ θ(∆f(x, a)IAc +∆f(x, x)IA + u(x)IA), x ∈ Rd, (3.2.19)

za dato a, d̃ ∈ Rd, gde je IA = 1 ako je [δ((k + 1)∆)/∆] = 0 i IA = 0, u suprotnom.
Sledećom lemom su predstavljene egzistencija i jedinstvenost rešenja jednačine

(3.2.19) za svako θ ∈ (0, 1]. Dokaz leme za slučaj kada je θ = 1 može se naći u radu
[67].
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2
]

Lema 3.2 Pretpostavlja se da važi uslov (3.1.4) i pretpostavka C1. Ako je θ((µ1 +
µ2)∆ + β) < 1, tada postoji jedinstveno rešenje jednačine (3.2.19).

Dokaz. Jedinstvenost rešenja jednačine (3.2.19) se dokazuje direktno. Dakle, ako
se pretpostavi da su x i y rešenja jednačine (3.2.19), tada na osnovu uslova (3.1.4),
(3.1.9) i (3.1.10), za svako a, d̃ ∈ Rd, važi da je

|x− y|2

= θ
[
∆IAc⟨x−y, f(x, a)−f(y, a)⟩+∆IA⟨x−y, f(x, x)−f(y, y)⟩

+IA⟨x− y, u(x)−u(y)⟩
]

≤ θ
[
∆µ1IAc |x− y|2+∆IA⟨x−y, f(x, x)−f(x, y)⟩

+∆IA⟨x−y, f(x, y)−f(y, y)⟩+ IAβ|x− y|2
]

≤ θ
[
∆µ1IAc |x− y|2 +∆µ2IA|x− y|2 +∆µ1IA|x− y|2 + IAβ|x− y|2

]
≤ θ((µ1 + µ2)∆ + β)|x− y|2.

Imajući u vidu pretpostavku θ((µ1 + µ2)∆ + β) < 1, zaključuje se da je x = y.
Da bi se dokazala egzistencija rešenja jednačine (3.2.19), uvodi se oznaka

R =
θ|∆f(d̃, a)IAc +∆f(d̃, d̃)IA + u(d̃)IA|

1− θ((µ1 + µ2)∆ + β)
.

Zatim se definǐsu sfera B = {x ∈ Rd : |x− d̃| ≤ R} i funkcije H : Rd → B, G : B →
B, tako da je

H(x) = d̃+R
x− d̃

R ∨ |x− d̃|
, x ∈ Rd, (3.2.20)

G(x) = H(d̃+ θ(∆f(x, a)IAc +∆f(x, x)IA + u(x)IA)), x ∈ B. (3.2.21)

Kako je B kompaktan i konveksan skup i G neprekidna funkcija na B, iz Teoreme
1.8 sledi da postoji fiksna tačka x∗ = G(x∗).

Ako se pretpostavi da je

θ|∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA| > R, (3.2.22)

tada

x∗ = G(x∗) = H
(
d̃+ θ(∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA)

)
= d̃+R

∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA
|∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA|

, (3.2.23)
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implicira da je |x∗ − d̃| = R.
Sa druge strane, na osnovu (3.2.23) važi da je

|∆f(x∗, a)IAc+∆f(x∗, x∗)IA+u(x
∗)IA|

R
(x∗−d̃)=∆f(x∗, a)IAc+∆f(x∗, x∗)IA+u(x

∗)IA.

Na osnovu postupka iz rada [67] (Lema 1), dobija se da je

|∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA| ≤ R,

što je kontradikcija u odnosu na pretpostavku (3.2.22), s obzirom na to da je θ ∈
(0, 1]. Tada se zaključuje da je θ|∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA)| ≤ R. Na
osnovu definicija (3.2.20) i (3.2.21) važi da je

x∗ = H
(
d̃+ θ(∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA)

)
= d̃+ θ(∆f(x∗, a)IAc +∆f(x∗, x∗)IA + u(x∗)IA),

odnosno, x∗ je jedinstveno rešenje jednačine (3.2.19). ♢
Cilj je ispitati pod kojim je uslovima θ-Euler-Maruyamino rešenje, definisano sa

(3.2.13)-(3.2.15), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno u smislu sledeće
definicije.

Definicija 3.1 Rešenje qk jednačine (3.2.15) je skoro izvesno asimptotski ekspo-
nencijalno stabilno ako postoji konstanta ε > 0 tako da

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −ε s.i.

za svaki ograničen početni uslov φ.

Sledećom teoremom je dokazana globalna skoro izvesna asimptotska eksponen-
cijalna stabilnost diskretnog θ-Euler-Maruyaminog rešenja kada je θ ∈ (0, 1

2
], za

dovoljno mali korak ∆.

Teorema 3.1 Pretpostavlja se da su zadovoljeni uslovi Leme 3.2, kao i hipoteze
A1–A4. Pored toga, neka je θ ∈ (0, 1

2
] i neka je

β ∈
(
0,

−1 +
√
3

2

)
, (3.2.24)

α1>max

{
K+

(
K+α2+4β2(1−θ)2

)
([(1−η)−1]+1), 2θK+α2+4β2(1−θ)2

θ

}
.(3.2.25)

Tada postoji ∆∗ ∈ (0, 1) tako da je θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje,
definisano sa (3.2.13)-(3.2.15), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno,
kada je ∆ ∈ (0,∆∗).
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Dokaz. Na osnovu (3.2.15) i (3.2.18) važi da je

|zk+1|2= |zk|2+ [2(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

+|gk|2+ (1− 2θ)|fk|2∆]∆ +mk,

= |zk|2 + [2(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk + |gk|2 + (1− 2θ)|fk|2∆]∆

+2(1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk∆+mk, (3.2.26)

gde je

mk = |gk∆wk|2 − |gk|2∆+ 2(zk + fk∆)Tgk∆wk. (3.2.27)

Primenom pretpostavki A4 i A2, kao i pretpostavke A1 u izrazu (3.2.26), za α1 >
α2

1−η
> 0 i θ ∈ (0, 1

2
], sledi da je

|zk+1|2 ≤ |zk|2 + (−α1|qk|2 + α2|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + (1− 2θ)|fk|2∆)∆

+2β(1− θ)|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]||fk|∆+mk

≤ |zk|2 + (−α1|qk|2 + α2|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + (1− 2θ)|fk|2∆)∆

+(β2(1− θ)2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + |fk|2)∆ +mk

≤ |zk|2 − α1|qk|2∆+ α2|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆+ (1− 2θ)K|qk|2∆2

+(1− 2θ)K|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆2 + 2β2(1− θ)2|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆
+2β2(1− θ)2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+K|qk|2∆+K|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆+mk.(3.2.28)

Ocena (3.2.28) se može eksplicitno predstaviti u obliku

|zk+1|2 ≤ |zk|2 +
(
α2 + (1− 2θ)K∆+ 2β2(1− θ)2 +K

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+2β2(1− θ)2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆
+
(
− α1 + (1− 2θ)K∆+K

)
|qk|2∆+mk. (3.2.29)

Tada, za prozvoljnu konstantu A > 1, važi da je

A(k+1)∆|zk+1|2 − Ak∆|zk|2

≤ A(k+1)∆|zk|2(1− A−∆) + [−α1 + (1− 2θ)K∆+K] ∆A(k+1)∆|qk|2

+
[
α2 + (1− 2θ)K∆+ 2β2(1− θ)2 +K

]
∆A(k+1)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2β2(1− θ)2∆A(k+1)∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + A(k+1)∆mk. (3.2.30)

Zbog pojednostavljenja, uvode se oznake

R1(∆) = 1− A−∆,

R2(∆) = −α1 + (1− 2θ)K∆+K,

R3(∆) = α2 + (1− 2θ)K∆+ 2β2(1− θ)2 +K.
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Na osnovu (3.2.30) sledi da je

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +R1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|zi|2 +R2(∆)∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2

+R3(∆)∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+2β2(1− θ)2∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +Mk, (3.2.31)

pri čemu je

Mk =
k−1∑
i=0

A(i+1)∆mi

lokalni martingal i M0 = 0.
Na osnovu definicije zk i elementarne nejednakosti (1.9.54) za ε = β, važi da je

|zk|2 ≤ (1 + β)|qk − (1−θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2 +
1 + β

β
|θfk∆|2.

Primenom pretpostavke A1, nejednakosti (1.9.54), Leme 3.1 i pretpostavke A2, sledi
da je

|zk|2 ≤ (1 + β)|qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]) + (1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])−u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))|2

+
1 + β

β
θ2K(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)∆2

≤ (1 + β)2|qk − u(qk−[δ(k∆)/∆])|2

+
(1 + β)2

β
(1− θ)2|u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))|2

+
1 + β

β
θ2K(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)∆2

≤ (1 + β)3
(
|qk|2 + β|qk−[δ(k∆)/∆]|2

)
+β(1 + β)2(1− θ)2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

+
1 + β

β
θ2K(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)∆2

≤ (1 + β)3
(
|qk|2 + β|qk−[δ(k∆)/∆]|2

)
+2β(1 + β)2(1− θ)2

(
|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + |qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

)
+
1 + β

β
θ2K(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)∆2
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=

(
(1 + β)3 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
|qk|2

+

(
β(1 + β)3 + 2β(1 + β)2(1− θ)2 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2β(1 + β)2(1− θ)2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. (3.2.32)

Tada se zamenom (3.2.32) u (3.2.31) dobija

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +K1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +K2(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K3(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +Mk, (3.2.33)

gde je

K1(∆) = R1(∆)

(
(1 + β)3 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+R2(∆)∆,

K2(∆) = R1(∆)

(
β(1 + β)3 + 2β(1 + β)2(1− θ)2 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+R3(∆)∆,

K3(∆) = 2R1(∆)β(1 + β)2(1− θ)2 + 2β2(1− θ)2∆.

Kako je K3(∆) > 0, imajući u vidu (3.2.13), zaključuje se da je

K3(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2

≤ K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +K3(∆)A∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2.

Tada (3.2.33) postaje

Ak∆|zk|2

≤ |z0|2 +K1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 + (K2(∆) +K3(∆)A∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +Mk. (3.2.34)

Primenom Leme 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti (3.2.34), sledi da
je

k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2 ≤ An∗∆
k−1∑
i=0

A(i−[δ(i∆)/∆]+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)An∗∆
k−1∑

i=−n∗

A(i+1)∆|qi|2. (3.2.35)
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Imajući u vidu da je n∗∆ = τ,K2(∆) > 0 i K3(∆) > 0, na osnovu ocene (3.2.35),
izraz (3.2.34) se može predstaviti u obliku

Ak∆|zk|2 ≤ X + h(A,∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +Mk, (3.2.36)

gde je za svako ∆ ∈ (0, 1),

X = |z0|2 +K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2

+(K2(∆) +K3(∆)A∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ
−1∑

i=−n∗

A(i+1)∆|φ(i∆)|2 <∞,(3.2.37)

i

h(A,∆) = K1(∆) + (K2(∆) +K3(∆)A∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ

= (1− A−∆)

(
(1 + β)3 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+ (−α1 + (1− 2θ)K∆+K)∆

+
[
(1− A−∆)

(
β(1 + β)3 + 2β(1 + β)2(1− θ)2 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+(α2 + (1− 2θ)K∆+ 2β2(1− θ)2 +K)∆

+(2(1−A−∆)β(1+β)2(1−θ)2+2β2(1−θ)2∆)A∆
]
([(1−η)−1] + 1)Aτ .

Može se primetiti da je

d

dA
h(A,∆)

= ∆A−∆−1

(
(1 + β)3 +

1 + β

β
θ2K∆2

)

+
[
(1− A−∆)

(
β(1 + β)3 + 2β(1 + β)2(1− θ)2 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+(α2 + (1− 2θ)K∆+ 2β2(1− θ)2 +K)∆

+(2(1− A−∆)β(1 + β)2(1− θ)2 + 2β2(1− θ)2∆)A∆
]
([(1− η)−1] + 1)τAτ−1

+([(1− η)−1] + 1)Aτ
[
∆A−∆−1

(
β(1 + β)3 + 2β(1 + β)2(1− θ)2 +

1 + β

β
θ2K∆2

)
+
(
2(1− A−∆)β(1 + β)2(1− θ)2 + 2β2(1− θ)2∆

)
∆A∆−1

+2∆A−1β(1 + β)2(1− θ)2
]
> 0.

Sa druge strane, važi da je

h(1,∆) = (−α1 + (1− 2θ)K∆+K)∆

+((1− 2θ)K∆+K + α2 + 4β2(1− θ)2)([(1− η)−1] + 1)∆.
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Primenom uslova (3.2.25) sledi da postoji

∆1 =
α1 −K −

(
K + α2 + 4β2(1− θ)2

)
([(1− η)−1] + 1)

(1− 2θ)K([(1− η)−1] + 2)
,

tako da, za svako ∆ ∈ (0,∆∗), gde je ∆∗ = ∆1 ∧ 1, važi da je h(1,∆) < 0. Pritom je
za svaki korak ∆ ∈ (0,∆∗), funkcija h(A,∆) neprekidna u odnosu na A ∈ (1,+∞)
i teži ka +∞ kada A → +∞. Dakle, postoji jedinstveno Ā = Ā(∆) > 1, za koje je
h(Ā,∆) = 0, pri čemu je h(A,∆) ≤ 0 kada je A ∈ (1, Ā].

Na osnovu ocene (3.2.36) zaključuje se da je, za svako ∆ ∈ (0,∆∗) i svako
A ∈ (1, Ā],

Ak∆|zk|2 ≤ X +Mk. (3.2.38)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
važi da je

lim sup
k→∞

Ak∆|zk|2 ≤ lim sup
k→∞

(X +Mk) <∞ s.i. (3.2.39)

Imajući u vidu definiciju zk, pretpostavku A4 i nejednakost (1.9.54) za ε = β, dobija
se

|zk|2 ≥ |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−2θ∆(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

= |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−2θ∆(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

−2θ(1− θ)∆(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk

≥ 1

1 + β
|qk|2 −

1

β
|(1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) + θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

+α1θ∆|qk|2 − α2θ∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−(1− θ)2∆|u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2 − θ2∆|fk|2.

Primenom uslova (3.1.4) i (3.1.5) sledi da je

|zk|2 ≥
1

1 + β
|qk|2 − 2(1− θ)2β|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 − 2θ2β|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+α1θ∆|qk|2 − α2θ∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2 − (1− θ)2β2∆(2|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2)− θ2K∆(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)

=

(
1

1 + β
+ α1θ∆− θ2K∆

)
|qk|2

+
(
−2θ2β − α2θ∆− 2(1− θ)2β2∆− θ2K∆

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+
(
−2(1− θ)2β − 2(1− θ)2β2∆

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. (3.2.40)
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Zamenom izraza (3.2.40) u (3.2.38), može se zaključiti da je( 1

1 + β
+ α1θ∆− θ2K∆

)
Ak∆|qk|2

≤
(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
Ak∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2(1− θ)2β (1 + β∆)Ak∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 +X +Mk,

za svako A ∈ (1, Ā]. Dakle, za svako γ ∈ (0, log Ā), postoji prirodan broj k1 takav
da za svaki prirodan broj k2 > k1, važi da je( 1

1 + β
+ α1θ∆− θ2K∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2

≤
(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2(1− θ)2β (1 + β∆) sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + sup
k1≤k≤k2

(X +Mk)

≤
(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1≤k≤k2

eγ(k−[δ(k∆)/∆])∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2(1− θ)2β (1 + β∆) eγ(τ+1) sup
k1≤k≤k2

eγ(k−1−[δ((k−1)∆)/∆])∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

+ sup
k1≤k≤k2

(X +Mk)

≤
(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
×
(
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1−1
eγk∆|qk|2 + eγτ sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2
)

+2(1− θ)2β (1 + β∆)

(
eγ(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1−1
eγk∆|qk|2 + eγ(τ+1) sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2
)

+ sup
k1≤k≤k2

(X +Mk),

što implicira

l(∆) sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2

≤
(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1−1
eγk∆|qk|2

+2(1− θ)2β (1 + β∆) eγ(τ+1) sup
k1−n∗−1≤k≤k1−1

eγk∆|qk|2+ sup
k1≤k≤k2

(X +Mk),(3.2.41)

gde je

l(∆) =
1

1 + β
+ α1θ∆− θ2K∆−

(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ

−2(1− θ)2β (1 + β∆) eγ(τ+1).
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Može se primetiti da je

l(∆) > ∆
[
α1θ − θ2K −

(
α2θ + 4(1− θ)2β2 + θ2K

)
eγ(τ+1)

]
+

1

1 + β
− 2β[θ2 + (1− θ)2]eγ(τ+1).

Za svako θ ∈ (0, 1
2
] i svako

γ ∈
(
0,− 1

τ + 1
log (2β(1 + β)(θ2 + (1− θ)2) ∧ log Ā

)
,

uslov (3.2.24), odnosno β ∈
(
0, −1+

√
3

2

)
, daje

1

1 + β
− 2β[θ2 + (1− θ)2]eγ(τ+1) > 0.

Na osnovu (3.2.25) može se pronaći γ iz intervala

(
0,− 1

τ+1
log (2β(1+β)(θ2+(1−θ)2))∧ 1

τ+1
log

α1θ−θ2K
α2θ+4(1−θ)2β2+θ2K

∧log Ā
)
(3.2.42)

tako da je

α1θ − θ2K −
(
α2θ + 4(1− θ)2β2 + θ2K

)
eγ(τ+1) > 0.

Dalje, ako γ zadovoljava uslov (3.2.42), tada je l(∆) > 0 za svako ∆ ∈ (0,∆∗). Zbog
toga, kada k2 → +∞, na osnovu (3.2.41) se zaključuje da je

sup
k1≤k<∞

eγk∆|qk|2

≤ 1

l(∆)

[(
2θ2β + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1−1
eγk∆|qk|2

+2(1− θ)2β (1 + β∆) eγ(τ+1) sup
k1−n∗−1≤k≤k1−1

eγk∆|qk|2 + sup
k1≤k<∞

(X +Mk)

]
.

Na osnovu prethodne nejednakosti i (3.2.39) sledi da je

lim sup
k→∞

eγk∆|qk|2 <∞,

pri čemu γ zadovoljava uslov (3.2.42) i ∆ ∈ (0,∆∗). Tada, na osnovu (3.2.40) važi
da je

lim sup
k→∞

eγk∆|qk|2 ≤
1

l(∆)
lim sup
k→∞

(X +Mk) <∞,
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odnosno

lim sup
k→∞

log(eγk∆|qk|2)
k∆

= 0.

Odatle je

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ
2

za svako ∆ ∈ (0,∆∗) i svako γ koje zadovoljava uslov (3.2.42), čime je tvrd̄enje
dokazano. ♢

3.3 Euler-Maruyamin slučaj

Kako bi ispitivanje skoro izvesne asimptotske stabilnosti bilo kompletno, posebno se
razmatra slučaj kada je θ = 0, odnosno, takozvani Euler-Maruyamin slučaj. Tada
(3.2.15) postaje

qk+1 = qk + u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])

+f(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆ + g(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆wk, k ∈ {0, 1, 2, ...}, (3.3.43)

tako da (3.2.13), (3.2.14) i (3.3.43) odred̄uju diskretno Euler-Maruyamino rešenje.
U tom slučaju je

zk = qk − u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]).

U ovom poglavlju će biti dokazani rezultati koji se odnose na rešenje jednačine
(3.3.43), analogno onima iz Teoreme 3.1. Dakle, data je samo skica dokaza, pri čemu
su istaknuti delovi koji se razlikuju od odgovarajućih delova iz dokaza Teoreme 3.1.

Teorema 3.2 Pretpostavlja se da važe hipoteze A1–A4 i neka je

β ∈
(
0,

−1 +
√
5

2

)
, (3.3.44)

α1 > K + (K + α2 + 4β2)([(1− η)−1] + 1). (3.3.45)

Tada postoji ∆̃∗ ∈ (0, 1), tako da je Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje, defi-
nisano sa (3.2.13), (3.2.14) i (3.3.43), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno
stabilno, kada je ∆ ∈ (0, ∆̃∗).
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Dokaz. Na osnovu (3.3.43) važi da je

|zk+1|2 = |zk|2 + [2(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk + |gk|2 + |fk|2∆]∆

+2(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk∆+mk, (3.3.46)

gde je

mk = |gk∆wk|2 − |gk|2∆+ 2(zk + fk∆)Tgk∆wk.

Primenjujući argumente koji se koriste u dobijanju ocene (3.2.29), sledi

|zk+1|2 ≤ |zk|2 + (α2 +K∆+ 2β2 +K)|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆+ 2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆
+(−α1 +K∆+K)|qk|2∆+mk.

Tada, za proizvoljnu konstantu A > 1, važi da je

A(k+1)∆|zk+1|2−Ak∆|zk|2 ≤ A(k+1)∆|zk|2(1−A−∆) + [−α1+K∆+K] ∆A(k+1)∆|qk|2

+
[
α2 +K∆+ 2β2 +K

]
∆A(k+1)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+2β2∆A(k+1)∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + A(k+1)∆mk.(3.3.47)

Kako je R1(∆) = 1− A−∆ i uvod̄enjem oznaka

R̃2(∆) = −α1 +K∆+K, R̃3(∆) = α2 +K∆+ 2β2 +K,

na osnovu (3.3.47) sledi da je

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +R1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|zi|2 + R̃2(∆)∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2

+R̃3(∆)∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+2β2∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +Mk, (3.3.48)

gde je

Mk =
k−1∑
i=0

A(i+1)∆mi

lokalni martingal i M0 = 0.
Na osnovu definicije zk i (3.1.11), sledi

|zk|2 = |qk−u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2≤ (1+β)|qk|2+β(1+β)|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2.(3.3.49)

123
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Tada se zamenom (3.3.49) u (3.3.48) dobija ocena

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 + K̃1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 + K̃2(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K̃3(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +Mk, (3.3.50)

gde je

K̃1(∆)=R1(∆)(1+β)+R̃2(∆)∆, K̃2(∆)=R̃3(∆)∆, K̃3(∆)=R1(∆)β(1+β)+2β2∆.

Koristeći ocenu (3.2.34) i činjenicu da je K̃3(∆) > 0, izraz (3.3.50) postaje

Ak∆|zk|2

≤ |z0|2+K̃1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2+(K̃2(∆)+K̃3(∆)A∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K̃3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +Mk. (3.3.51)

Primenjujući Lemu 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti (3.3.51) i
imajući u vidu da je n∗∆ = τ , izraz (3.3.51) se može napisati u obliku

Ak∆|zk|2 ≤ X̃ + h̃(A,∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +Mk. (3.3.52)

U prethodnom izrazu X̃ ima oblik (3.2.37), gde su K2(∆) i K3(∆) zamenjeni sa
K̃2(∆) i K̃3(∆), respektivno, dok je

h̃(A,∆) = K̃1(∆) + (K̃2(∆) + K̃3(∆)A∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ

= (1− A−∆)(1 + β) + (−α1 +K∆+K)∆

+
[
(α2 +K∆+ 2β2 +K)∆ + (A∆ − 1)β(1 + β) + 2β2∆A∆

]
×([(1− η)−1] + 1)Aτ .

Funkcija h̃ je rastuća u odnosu na A, odnosno

d

dA
h̃(A,∆)

= ∆A−∆−1(1 + β)

+
[
(α2+K∆+2β2+K)∆ + (A∆−1)β(1 + β) + 2β2∆A∆

]
([(1−η)−1]+1)τAτ−1

+([(1− η)−1] + 1)Aτ∆A∆−1β
(
(1 + β) + 2β∆

)
> 0.
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Na osnovu pretpostavke (3.3.45), važi da je

h̃(1,∆) = (−α1 +K∆+K)∆ +
(
K∆+K + α2 + 4β2

)
∆([(1− η)−1] + 1) < 0

za svako ∆ ∈ (0, ∆̃∗), gde je ∆̃∗ = ∆̃1 ∧ 1, dok je

∆̃1 =
α1 −K − (K + α2 + 4β2)([(1− η)−1] + 1)

K([(1− η)−1] + 2)
.

Dakle, za svako ∆ ∈ (0, ∆̃∗), postoji jedinstveno Ã = Ã(∆) > 1, za koje je h̃(Ã,∆) =
0, tako da je h̃(A,∆) ≤ 0 za A ∈ (1, Ã].

Na osnovu izraza (3.3.52) zaključuje se da je, za svako ∆ ∈ (0, ∆̃∗) i svako
A ∈ (1, Ã],

Ak∆|zk|2 ≤ X̃ +Mk. (3.3.53)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7)
sledi da je

lim sup
k→∞

Ak∆|zk|2 ≤ lim sup
k→∞

(X̃ +Mk) <∞ s.i.

Na osnovu definicije zk, nejednakosti (1.9.54) za ε = β, kao i uslova (3.1.5), sledi

|zk|2 ≥
1

1+β
|qk|2−

1

β
|u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2 ≥

1

1+β
|qk|2−β|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2.(3.3.54)

Zamenom izraza (3.3.54) u (3.3.53), dobija se

1

1 + β
Ak∆|qk|2 ≤ βAk∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + X̃ +Mk.

Dakle, za svako γ̃ ∈ (0, log Ã), postoji prirodan broj k1 tako da je, za svaki prirodan
broj k2 > k1,

sup
k1≤k≤k2

eγ̃k∆|qk|2

≤ β (1 + β) sup
k1≤k≤k2

eγ̃k∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + (1 + β) sup
k1≤k≤k2

(X̃ +Mk)

≤ β(1 + β)eγ̃(τ+1) sup
k1≤k≤k2

eγ̃(k−1−[δ((k−1)∆)/∆])∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

+(1 + β) sup
k1≤k≤k2

(X̃ +Mk)

≤ β(1 + β)

(
eγ̃(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1−1
eγ̃k∆|qk|2 + eγ̃(τ+1) sup

k1≤k≤k2

eγ̃k∆|qk|2
)

+(1 + β) sup
k1≤k≤k2

(X̃ +Mk).
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Na osnovu uslova (3.3.44), tj. β ∈
(
0, −1+

√
5

2

)
, za svako

γ̃ ∈
(
0,− 1

τ + 1
log(β(1 + β)) ∧ log Ã

)
,

važi da je

sup
k1≤k≤k2

eγ̃k∆|qk|2 ≤
(
1− β(1 + β)eγ̃(τ+1)

)−1

[
β(1 + β)

(
eγ̃(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1−1
eγ̃k∆|qk|2

)
+ (1 + β) sup

k1≤k≤k2

(X̃ +Mk)

]
.(3.3.55)

Na osnovu relacije (3.3.55), kada k2 → +∞, sledi

sup
k1≤k<∞

eγ̃k∆|qk|2 ≤
(
1− β(1 + β)eγ̃(τ+1)

)−1

[
β(1 + β)

(
eγ̃(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1−1
eγ̃k∆|qk|2

)
+ (1 + β) sup

k1≤k<∞
(X̃ +Mk)

]
,

što implicira

lim sup
k→∞

eγ̃k∆|qk|2 <∞.

Koristeći proceduru dokaza Teoreme 3.1, zaključuje se da je

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ − γ̃
2

za svako ∆ ∈ (0,∆∗) i svako γ̃ ∈
(
0,− 1

τ+1
log(β(1 + β)) ∧ log Ã

)
. ♢

3.4 Numeričke simulacije

Sledeći primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost θ-Euler-Maruyami-
nog rešenja jednačine koja je razmatrana u Poglavlju 3.2. Naime, simulirane su tra-
jektorije θ-Euler-Maruyaminog rešenja kada je θ ∈ (0, 1

2
], kao i trajektorije količnika

log |qk|
k∆

, k = 1, ..., 5 000, za korak ∆ = 0.01, pri čemu su dobijeni rezultati u skladu sa
prethodno navedenim teorijskim rezultatima.

Primer 3.1 Razmatra se sledeća skalarna neutralna stohastička diferencijalna jed-
načina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem

d
[
x(t)− 1

50
x(t− δ(t))

]
=
(
− 1

20
x(t)− 1

40
sinx(t−δ(t))

)
dt+

1

10
√
10

x(t−δ(t))
1 + x4(t−δ(t))

cos x(t)dw(t),(3.4.56)
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za t ∈ [0, 50], sa početnim uslovom φ(t) = −1, t ∈ [−τ, 0], gde je τ = 0.5 i
φ ∈ Cb

F0
([−τ, 0];R). Koeficijent prenosa f(x, y) = − 1

20
x− 1

40
sin y zadovoljava uslov

linearnog rasta A1 za K = 2
202
, dok funkcija u(x) = 1

50
x, x ∈ R zadovoljava pret-

postavku A2 za β = 1
50
. Kako je funkcija kašnjenja oblika δ(t) = 1

4
− 1

4
sin t, t ∈ [0, 50],

sledi da je

|δ′(t)| =
∣∣∣− 1

4
cos t

∣∣∣ ≤ 1

4
= η,

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ∈ [0, 50]

i ispunjen je uslov A3 za η = 1
4
. Primenjujući elementarnu nejednakost (1.9.57),

dobija se da je

2(x− u(y))f(x, y) + |g(x, y)|2

= − 2

20
x2 − 2

40
x sin y +

2

20 · 50
xy +

2

40 · 50
y sin y +

1

1 000

y2

(1 + y4)2
cos2 x

≤ − 2

20
x2 +

1

40
(x2 + y2) +

1

1 000
(x2 + y2) +

1

1 000
y2 +

1

1 000
y2

≤ − 37

500
x2 +

14

500
y2.

Dakle, α1 =
37
500

i α2 =
14
500

i pritom je

α2

1− η
=

14

375
<

37

500
= α1.

Uslov A4 važi, kao i (3.1.8), tj. f(0, 0) = g(0, 0) = u(0) = 0.
Kako za svako x1, x2, y ∈ Rd važi da je

⟨x1 − x2, f(x1, y)− f(x2, y)⟩ = − 1

20
⟨x1 − x2, x1 − x2⟩ = − 1

20
|x1 − x2|2,

⟨x1 − x2, f(y, x1)− f(y, x2)⟩ = − 1

40
⟨x1 − x2, sin x1 − sin x2⟩ ≤

1

40
|x1 − x2|2,

zaključuje se da C1 važi za svako µ1 > 0 i µ2 = 1
40
. Dakle, bira se µ1 = µ2 = 1

40
,

tako da je θ((µ1 + µ2)∆ + β) < 1 za svako ∆ ∈ (0, 1) i svako θ ∈ (0, 1
2
]. Tada,

na osnovu Leme 3.2, odgovarajuće θ-Euler-Maruyamine aproksimativne jednačine
imaju jedinstvena rešenja. Imajući u vidu (3.2.15), za θ = 1

4
i svako ∆ ∈ (0, 1),

sledi da je qk = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0 i za k = 0, 1, 2, ...,

qk+1 = qk +
1

200
qk+1−[δ((k+1)∆)/∆] +

1

100
qk−[δ(k∆)/∆] −

3

200
qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]

− 1

80
qk+1∆− 3

80
qk∆− 1

160
sin qk+1−[δ((k+1)∆)/∆]∆

− 3

160
sin qk−[δ(k∆)/∆]∆+

1

10
√
10

qk−[δ(k∆)/∆]

1 + q4k−[δ(k∆)/∆]

cos qk∆wk. (3.4.57)
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Na Slici 3.1, je predstavljeno nekoliko trajektorija θ-Euler-Maruyaminog rešenja koje
je dato jednačinom (3.4.57).

50
t

-1

q

Slika 3.1: Trajektorije θ-Euler-Maruyaminog rešenja za ∆ = 0.01

Pretpostavka (3.2.24) važi jer je 1
50

= β ∈
(
0, −1+

√
3

2

)
. Takod̄e,

37

500
=α1>max

{
K+

(
K+α2+4β2(1−θ)2

)
([(1−η)−1]+1), 2θK+α2+4β2 (1−θ)2

θ

}
= 0.0728,

odnosno, uslov (3.2.25) je ispunjen.
U cilju odred̄ivanja intervala kome pripada ∆ tako da je θ-Euler-Maruyamino

rešenje (3.4.57) s.i. eksponencijalno stabilno, izračunava se ∆1, definisano u (3.2.38).
Kako je ∆1 = 0.16, sledi da ∆ ∈ (0, 0.16). Dakle, može se izabrati ∆ = 0.01. Tada je
potrebno izračunati Ā = Ā(0.01), što je jedinstveno rešenje jednačine h(A, 0.01) = 0,
gde je h(A,∆) dato sa (3.2.38). Direktnim izračunavanjem se dobija da je Ā =
1.0009. Koristeći (3.2.42) iz Teoreme 3.1 zaključuje se da za svako

γ ∈
(
0, 1.0623 ∧ 0.2302 ∧ 0.0009

)
,

odnosno, za γ ∈ (0, 0.0009), za θ-Euler-Maruyamino rešenje važi

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ
2
s.i.

Kako bi se ilustrovalo da prethodna nejednakost važi, simulirane su trajektorije izraza
na levoj strani nejednakosti, koje odgovaraju trajektorijama prikazanim na Slici 3.1.
Trajektorije su prikazane u odnosu na pravu z = −0.00045. Rezultat te simulacije
je prikazan na Slici 3.2.
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3.5. SKORO IZVESNA EKSPONENCIJALNA STABILNOST
θ-EULER-MARUYAMINOG REŠENJA ZA θ ∈ (1

2
, 1) POD USLOVIMA

NELINEARNOG RASTA

50
t-0.00045

-0.15

0.035
z

Slika 3.2: Trajektorije količnika log |qk|
k∆

, k = 1, ..., 5 000, u odnosu na pravu z =
−0.00045, za ∆ = 0.01

3.5 Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost

θ-Euler-Maruyaminog rešenja za θ ∈ (12, 1) pod

uslovima nelinearnog rasta

U ovom poglavlju je pokazano da je diskretno θ-Euler-Maruyamino aproksimativno
rešenje (3.2.15) skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno za θ ∈ (1

2
, 1). U

radu [67] rezultat skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti je dokazan za backward
Eulerovu metodu (tj. za θ = 1) bez primene uslova linearnog rasta za koefici-
jent f. Pritom je korǐsćena drugačija tehnika od one koja se koristi u dokazivanju
rezultata koji su dati u ovom poglavlju. Treba naglasiti da je tehnika iz pomenutog
rada uspešno primenjena u radu [42], za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih
jednačina sa konstantnim kašnjenjem i prelazima Markova, gde je odgovarajuće θ-
Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje implicitno samo u odnosu na koeficijent
prenosa. Rezultati predstavljeni u ovom poglavlju su proširenje rezultata stabilnosti
iz rada [67] na klasu θ-Euler-Maruyaminih aproksimativnih rešenja za θ ∈ (1

2
, 1), pod

malo strožim uslovima nelinearnog rasta u pored̄enju sa onima iz radova [42] i [67],
jer je aproksimativno rešenje implicitno i u odnosu na koeficijent prenosa f i u
odnosu na neutralni član u, pri čemu je neutralni član parametrizovan sa θ.

Pored pretpostavki koje su uvedene u Poglavlju 3.1, uvode se sledeće dodatne
pretpostavke:

A5 : Funkcija kašnjenja δ : R+ → [0, τ ] je diferencijabilna i δ′(t) ≤ δ̄ < 1.
A6 : Postoji konstanta η > 0 tako da je

|δ(t)− δ(s)| ≤ η|t− s|, t, s ≥ 0. (3.5.58)
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A7 : Postoje pozitivne konstante β1, β2 i β3 tako da je β1 >
β2+β3

1−δ
> 0, i za svako

x, y, z ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

2(x− u(z, t))Tf(x, y, t) + |g(x, y, t)|2 ≤ −β1|x|2 + β2|y|2 + β3|z|2.(3.5.59)

Na osnovu rada [66], može se zaključiti da prethodni uslov i hipoteze A1,A2,
zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za f i g i pretpostavkom f(0, 0, t) =
g(0, 0, t) = 0, t ≥ 0 garantuju egzistenciju i jedinstvenost globalnog rešenja jednačine
(3.1.1), koje je s.i. eksponencijalno stabilno. Pod pretpostavkom da važe uvedene
hipoteze, biće dokazano da je θ-Euler-Maruyamino rešenje s.i. asimptotski ekspo-
nencijalno stabilno.

Treba imati u vidu da je diskretno θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje
q koje odgovara jednačini (3.2.12) na ekvidistantnoj particiji

k∆, k = −(n∗ + 1),−n∗, ...,−1, 0, 1, ....

vremenskog intervala [0,∞), definisano sa

qk = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (3.5.60)

dok je, za k ∈ {0, 1, 2, ...},

qk+1 = qk + θu(qk+1−[δ((k+1)∆)/∆]) + (1− θ)u(qk−[δ(k∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])

−(1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) + θf(qk+1, qk+1−[δ((k+1)∆)/∆])∆

+(1− θ)f(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆ + g(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆wk, (3.5.61)

gde je ∆wk = w((k + 1)∆)− w(k∆).
Pritom je

δ(−∆) = δ(0), q−(n∗+1)∆ = φ(−n∗∆). (3.5.62)

Sledećom teoremom je predstavljena skoro izvesna asimptotska eksponencijalna
stabilnost diskretnog θ-Euler-Maruyaminog rešenja definisanog sa (3.5.60)-(3.5.62).

Teorema 3.3 Neka su zadovoljeni uslovi Leme 3.2, kao i hopoteze A2, A5, A6, A7

i neka je

β2 ∈
(
0,

4

99([(1− η)−1] + 1)

)
, (3.5.63)

β1 >
9([(1− η)−1] + 1)

(
3β2 + 5β3

)
4− 99β2([(1− η)−1] + 1)

. (3.5.64)

Ako je ā jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

β1 −
(
β2 +

β3
2
(1 + eā)

)
([(1− η)−1] + 1)eāτ = 0, (3.5.65)
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tada postoji ∆1 = 2θ−1
C′θ2

(
1 − 2C′(1+c0)

β1

)
∧ 1

µ1+µ2

(
1
θ
− β

)
∧ 1, pri čemu su c0 i C ′

konstante takve da je c0 > 0, 0 < C ′ < β1

2(1+c0)
, tako da je za svako θ ∈ (1

2
, 1) i svako

∆ ∈ (0,∆1), θ-Euler-Maruyamino approksimativmo rešenje (3.5.61) skoro izvesno
asimptotski eksponencijalno stabilno.

Dokaz. Na osnovu (3.5.61) i (3.2.18) sledi

|zk+1|2 = |zk|2+ [2(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk+ |gk|2

+(1− 2θ)|fk|2∆]∆ +mk,

= |zk|2 + (ITk fk + |gk|2 + (1− 2θ)|fk|2∆)∆ +mk, (3.5.66)

gde je

Ik = 2(qk−u(qk−[δ(k∆)/∆])+(1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])−u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])))(3.5.67)

i

mk = |gk∆wk|2 − |gk|2∆+ 2(zk + fk∆)Tgk∆wk. (3.5.68)

Pretpostavka A7 implicira

ITk fk = 2θ
(
qk − u(qk−[δ(k∆)/∆])

)T
fk + 2(1− θ)(qk − u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))

Tfk

≤ θ
(
−β1|qk|2 + (β2 + β3)|qk−[δ(k∆)/∆]|2 − |gk|2

)
+(1− θ)

(
−β1|qk|2 + β2|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + β3|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 − |gk|2

)
= −β1|qk|2 + (β2 + θβ3)|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+(1− θ)β3|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 − |gk|2. (3.5.69)

Na osnovu (3.5.69), iz izraza (3.5.66) sledi da je

|zk+1|2 ≤ |zk|2 +
[
−β1|qk|2 + (β2 + θβ3)|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+(1− θ)β3|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2
]
∆+ (1− 2θ)|fk|2∆2 +mk. (3.5.70)

Dalje, potrebno je izraziti član (1−2θ)|fk|2 iz izraza (3.5.70) koristeći |zk|2, |qk|2,
|qk−[δ(k∆)/∆]|2 i |qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. Tada se, za svako c0 > 0, može izabrati C ′, tako

da je 0 < C ′ < β1

2(1+c0)
. Na osnovu definicije zk, važi da je

(2θ − 1)|fk|2∆− C ′|zk|2

= [(2θ − 1)∆− C ′θ2∆2]|fk|2

+2C ′θ∆(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

−C ′|qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2.
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Uvodeći oznake a′ = (2θ − 1)∆− C ′θ2∆2 i b′ = C′θ∆
a′

, prethodni izraz postaje

(2θ − 1)|fk|2∆− C ′|zk|2

= a′|fk + b′(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−(a′(b′)2 + C ′)|qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2.(3.5.71)

Za θ ∈ (1
2
, 1) se može naći dovojno malo ∆∗

1 tako da, za svako ∆ ∈ (0,∆∗
1), sledi

da je a′ > 0 i −(a′(b′)2 + C ′) ≥ − β1

2(1+c0)
, odnosno

∆∗
1 =

2θ − 1

C ′θ2

(
1− 2C ′(1 + c0)

β1

)
∧ 1.

Na osnovu prethodnog izraza i uslova za ∆ u Lemi 3.2, sledi da je

∆1 =
2θ − 1

C ′θ2

(
1− 2C ′(1 + c0)

β1

)
∧ 1

µ1 + µ2

(1
θ
− β

)
∧ 1. (3.5.72)

Imajući u vidu Lemu 3.1 i uslove (3.1.4) i (3.1.5) iz A2, za svako ∆ ∈ (0,∆1),
važi

(2θ − 1)|fk|2∆− C ′|zk|2

≥ − β1
2(1 + c0)

|qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

≥ − β1
1 + c0

|qk − u(qk−[δ(k∆)/∆])|2

− β1
1 + c0

|(1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

≥ −β1|qk|2 −
β1β

2

c0
|qk−[δ(k∆)/∆]|2 −

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−2β1β
2(1− θ)2

1 + c0
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2.

Na osnovu elementarnih transformacija prethodnog izraza sledi da je

(2θ − 1)|fk|2∆− C ′|zk|2

≥ −β1|qk|2 + (β2 + θβ3)|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + (1− θ)β3|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

−
(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−
(
(1− θ)β3 +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2. (3.5.73)
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Tada važi da je

−β1|qk|2 + (β2 + θβ3)|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + (1− θ)β3|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

+(1− 2θ)|fk|2∆

≤ −C ′|zk|2 +
(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
(1− θ)β3 +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2. (3.5.74)

Zamenom (3.5.74) u (3.5.70), sledi

|zk+1|2 ≤ |zk|2 − C ′|zk|2∆

+

(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+

(
(1− θ)β3 +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2∆+mk.

Tada je za proizvoljnu konstantu B > 1,

B(k+1)∆|zk+1|2 −Bk∆|zk|2

≤ B(k+1)∆
[
[|zk|2(1− C ′∆)

+

(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+

(
(1− θ)β3 +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+mk

]
−Bk∆|zk|2

= B(k+1)∆|zk|2(1− C ′∆−B−∆)

+B(k+1)∆

(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+B(k+1)∆

(
(1− θ)β3 +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+B(k+1)∆mk.

Zbog pojednostavljenja se uvode oznake

Q1(∆) = 1− C ′∆−B−∆,

Q2 = β2 + θβ3 +
β1β

2

c0
+

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0
,

Q3 = (1− θ)β3 +
2β1β

2(1− θ)2

1 + c0
.
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Tada se prethodna ocena može napisati na sledeći način:

B(k+1)∆|zk+1|2 −Bk∆|zk|2

≤ Q1(∆)B(k+1)∆|zk|2 +Q2∆B
(k+1)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+Q3∆B
(k+1)∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 +B(k+1)∆mk.

Na osnovu poslednje relacije sledi da je

Bk∆|zk|2 ≤ |z0|2 +Q1(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|zi|2 +Q2∆
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+Q3∆
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +M ′
k, (3.5.75)

gde je

M ′
k =

k−1∑
i=0

B(i+1)∆mi

lokalni martingal i M ′
0 = 0.

Na osnovu definicije zk i izraza (3.5.67) i (3.5.69) zaključuje se da je

|zk|2 ≥ |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2 − θ∆ITk fk

≥ |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

+θβ1∆|qk|2 − θ(β2 + θβ3)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−θ(1− θ)β3∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + θ∆|gk|2.

Tada, primenom elementarne nejednakosti (1.9.55) i uslova (3.1.5), prethodni izraz
postaje

|zk|2 ≥
1

1 + c0
|qk|2 −

1

c0
|(1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) + θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

+θβ1∆|qk|2 − θ(β2 + θβ3)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−θ(1− θ)β3∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

≥ 1

1 + c0
|qk|2 −

2(1− θ)2β2

c0
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 −

2θ2β2

c0
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+θβ1∆|qk|2 − θ(β2 + θβ3)∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−θ(1− θ)β3∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

=
(

1

1 + c0
+ θβ1∆

)
|qk|2 +

(
−2θ2β2

c0
− θ(β2 + θβ3)∆

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
−2(1− θ)2β2

c0
− θ(1− θ)β3∆

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. (3.5.76)
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Može se primetiti da je Q1(0) = 0 i Q
′
1(∆) = −C ′+B−∆ logB. Dakle, pretpostavlja

se da je 1 < B < eC
′
, tako da je Q

′
1(∆) < 0, ∆ ∈ (0,∆1), što implicira da je

Q1(∆) < 0, ∆ ∈ (0,∆1). Tada, zamenom (3.5.76) u (3.5.75) sledi da je, za svako
∆ ∈ (0,∆1),

Bk∆|zk|2 ≤ |z0|2 + L1(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi|2 + L2(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+L3(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +M ′
k, (3.5.77)

gde je

L1(∆) = Q1(∆)
(

1

1 + c0
+ θβ1∆

)
,

L2(∆) = Q1(∆)

(
−2θ2β2

c0
− θ(β2 + θβ3)∆

)
+Q2∆,

L3(∆) = Q1(∆)

(
−2(1− θ)2β2

c0
− θ(1− θ)β3∆

)
+Q3∆.

Kako je L3(∆) > 0, ∆ ∈ (0,∆1), imajući u vidu (3.2.13), važi da je

L3(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2

≤ L3(∆)B∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 + L3(∆)B∆
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2.

Tada (3.5.77) postaje

Bk∆|zk|2 ≤ |z0|2 + L1(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi|2

+(L2(∆) + L3(∆)B∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+L3(∆)B∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +M ′
k. (3.5.78)

Primenom Leme 2.5 na drugi sabirak sa desne strane nejednakosti (3.5.78), sledi

k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2 ≤ Bn∗∆
k−1∑
i=0

B(i−[δ(i∆)/∆]+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)Bn∗∆
k−1∑

i=−n∗

B(i+1)∆|qi|2. (3.5.79)
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Kako je n∗∆ = τ , (3.5.78) postaje

Bk∆|zk|2 ≤ X1 + s(∆)
k−1∑
i=0

B(i+1)∆|qi|2 +M ′
k, (3.5.80)

gde je

X1 = |z0|2 + L3(∆)B∆|q−1−[δ(0)/∆]|2

+(L2(∆) + L3(∆)B∆)([(1− η)−1] + 1)Bτ
−1∑

i=−n∗

B(i+1)∆|φ(i∆)|2 <∞,(3.5.81)

i

s(∆) = L1(∆) + (L2(∆) + L3(∆)B∆)([(1− η)−1] + 1)Bτ . (3.5.82)

Može se primetiti da je

s(∆) = Q1(∆)

(
1

1 + c0
−Bτ 2β

2((1− θ)2B∆ + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+
[
(Q2 +Q3B

∆)([(1− η)−1] + 1)Bτ

+Q1(∆)θ
(
β1 − (β2 + β3(θ + (1− θ)B∆))([(1− η)−1] + 1)Bτ

)]
∆

= ∆
{Q1(∆)

∆

(
1

1 + c0
−Bτ 2β

2((1− θ)2B∆ + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+(Q2 +Q3B

∆)([(1− η)−1] + 1)Bτ + Z(θ, B)
}
,

pri čemu je

Z(θ,B) = Q1(∆)θ
(
β1 − (β2 + β3(θ + (1− θ)B∆))([(1− η)−1] + 1)Bτ

)
.

Dalje, za svako ∆ ∈ (0,∆1) važi

Z(θ,B) < Q1(∆)θ
(
β1 − (β2 + β3(θ + (1− θ)B))([(1− η)−1] + 1)Bτ

)
.

Izraz θ + (1 − θ)B iz prethodne nejednakosti se posmatra kao funkcija od θ,
odnosno

d(θ) = θ + (1− θ)B, B > 1, θ ∈
(1
2
, 1
)
.

Ova funkcija je opadajuća za svako B > 1, pri čemu je d(θ) ≤ 1
2
(1 + B) za svako

θ ∈
(
1
2
, 1
)
. Tada je

Z(θ, B) ≤ Q1(∆)θs1(B),
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost θ-Euler-Maruyaminog rešenja za
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gde je

s1(B) = β1 −
[
β2 +

β3
2
(1 +B)

]
([(1− η)−1] + 1)Bτ .

Za svako ∆ ∈ (0,∆1) važi

s(∆) ≤ ∆
{Q1(∆)

∆

(
1

1 + c0
−Bτ 2β

2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+(Q2 +Q3B)([(1− η)−1] + 1)Bτ +Q1(∆)θs1(B)

}
.

Očigledno, važi da je

s
′

1(B) = −
(β3
2
Bτ +

(
β2 +

β3
2
(1 +B)

)
τBτ−1

)
([(1− η)−1] + 1) < 0.

Sa druge strane, može se zaključiti da je

s1(1) = β1 − (β2 + β3)([(1− η)−1] + 1).

Na osnovu pretpostavke (3.5.64) sledi da je

β1 > (β2 + β3)([(1− η)−1] + 1),

što implicira s1(1) > 0.
Imajući u vidu da jednačina (3.5.65) ima jedinstveno pozitivno rešenje ā = log B̄,

sledi

s1(e
a) = β1 −

(
β2 +

β3
2
(1 + ea)

)
([(1− η)−1] + 1)eaτ > 0,

pri čemu je a ∈ (0, ā) i B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
). U tom slučaju je

Q1(∆)θs1(B) < 0. (3.5.83)

Neka je r(∆) = Q1(∆)
∆

, ∆ ∈ (0,∆1). Tada je lim∆→0 r(∆) = logB −C ′ < 0 za svako

B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
) i r′(∆) = v(∆)

∆2 , gde je

v(∆) = −1 +B−∆(1 + ∆ logB).

Kako je v(0) = 0 i v′(∆) = −∆B−∆ log2B < 0, ∆ ∈ (0,∆1), B ∈ (1, B̄ ∧ eC
′
),

zaključuje se da je v(∆) < 0, ∆ ∈ (0,∆1), B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
), što implicira r′(∆) < 0,

odnosno, r(∆) je opadajuća funkcija na intervalu (0,∆1) za svako B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
).
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Jasno, kako je logB−C ′ > r(∆), ∆ ∈ (0,∆1), za svako B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
) i kako važi

(3.5.83), ako se pokaže da je

s2 := (logB − C ′)

(
1

1 + c0
−Bτ 2β

2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+(Q2 +Q3B)([(1− η)−1] + 1)Bτ ≤ 0,

tada je s(∆) < 0, za ∆ ∈ (0,∆1) i B ∈ (1, B̄ ∧ eC′
).

Dalje, s2 ≤ 0 ako i samo ako je

s2 − logB

(
1

1 + c0
−Bτ 2β

2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)

−
(
C ′2β

2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0
+ (Q2 +Q3B)([(1− η)−1] + 1)

)
×(Bτ − 1)

= (Q2 +Q3B)([(1− η)−1] + 1)

−C ′
(

1

1 + c0
− 2β2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
. (3.5.84)

Ako se pokaže da je izraz na desnoj strani nejednakosti (3.5.84) nepozitivan za neko
c0 > 0 i B ∈ (1, B̄ ∧ eC′

), tada s2 ≤ 0 važi za izabrano c0 i neko B blisko 1.
Prema tome tražena nejednakost važi ako i samo ako je

C ′
(

1

1 + c0
− 2β2((1− θ)2B + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)

>

(
β2 + θβ3 +

β1β
2

c0
+ (1− θ)β3B +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0
(B + 1)

)
([(1− η)−1] + 1)

⇔ C ′
(

1

(1 + c0)([(1− η)−1] + 1)
− 2β2((1− θ)2B + θ2)

c0

)

> β2 + θβ3 +
β1β

2

c0
+ (1− θ)β3B +

2β1β
2(1− θ)2

1 + c0
(B + 1). (3.5.85)

Iz izraza (3.5.85) može se primetiti da je za B ∈ (1, 4
3
),

(1− θ)2B + θ2 ≤ (1− θ)2
4

3
+ θ2 ≡ d̃(θ).

Maksimum prethodne funkcije se dostiže za θ = 1, odnosno d̃(1) = 1. Tada, za

θ ∈ (1
2
, 1) i B ∈

(
1, 4

3

)
, važi

d̃(θ) = (1− θ)2
4

3
+ θ2 ≤ 1,
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na osnovu c̆ega se može zaključiti da je za dokazivanje relacije (3.5.85) za svako
θ ∈ (1

2
, 1), dovoljno dokazati da je

C ′
(

1

(1 + c0)([(1− η)−1] + 1)
− 2β2

c0

)

> β2 + β3 +
β1β

2

c0
+
β3B

2
+

β1β
2

2(1 + c0)
(B + 1). (3.5.86)

Bira se c0 =
1
2
i C ′ = β1

3(1+c0)
= 2β1

9
. Tada (3.5.86) postaje

β1
27

(
4

[(1− η)−1] + 1
− β2(87 + 9B)

)
> β2 + β3

(B
2
+ 1

)
. (3.5.87)

Na osnovu uslova (3.5.63), odnosno

β2 ∈
(
0,

4

99([(1− η)−1] + 1)

)
,

sledi da je izraz pomnožen sa β1 u (3.5.87) pozitivan za svako B ∈
(
1, 4

3
∧ B̄ ∧ eC′

)
.

Konačno, pretpostavka (3.5.64), tj.

β1 >
9([(1− η)−1] + 1)

(
3β2 + 5β3

)
4− 99β2([(1− η)−1] + 1)

,

garantuje da (3.5.87) važi za svako B ∈
(
1, 4

3
∧ B̄ ∧ eC′

)
, odakle je s2 ≤ 0, kao što

se i zahteva.
Na osnovu (3.5.80) se zaključuje da, za svako ∆ ∈ (0,∆1), važi

Bk∆|zk|2 ≤ X1 +M ′
k. (3.5.88)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
sledi

lim sup
k→∞

Bk∆|zk|2 ≤ lim sup
k→∞

(X1 +M ′
k) <∞ s.i.

Zamenom (3.5.88) u (3.5.76), dobija se(
1

1 + c0
+ θβ1∆

)
Bk∆|qk|2

≤
(
2θ2β2

c0
+ θ(β2 + θβ3)∆

)
Bk∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ θ(1− θ)β3∆

)
Bk∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 +X1 +M ′

k,(3.5.89)
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gde je c0 = 1
2
. Dakle, za svako γ1 ∈

(
0, log

(
4
3
∧ B̄

)
∧ C ′

)
, postoji ceo broj k1, tako

da za svaki ceo broj k2 > k1, važi(
1

1 + c0
+ θβ1∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk|2

≤
(
2θ2β2

c0
+ θ(β2 + θβ3)∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ θ(1− θ)β3∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

+ sup
k1≤k≤k2

(X1 +M ′
k)

≤
(
2θ2β2

c0
+ θ(β2 + θβ3)∆

)
eγ1τ sup

k1≤k≤k2

eγ1(k−[δ(k∆)/∆])∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ θ(1− θ)β3∆

)
eγ1(τ+1)

× sup
k1≤k≤k2

eγ1(k−1−[δ((k−1)∆)/∆])∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 + sup
k1≤k≤k2

(X1 +M ′
k)

≤
(
2θ2β2

c0
+ θ(β2 + θβ3)∆

)

×
(
eγ1τ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2 + eγ1τ sup
k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk|2
)

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ θ(1− θ)β3∆

)

×
(
eγ1(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2 + eγ1(τ+1) sup
k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk|2
)

+ sup
k1≤k≤k2

(X1 +M ′
k),

tada je, za c0 =
1
2
,

H1 sup
k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk|2

≤
(
4θ2β2 + θ(β2 + θβ3)∆

)
eγ1τ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2

+
(
4(1− θ)2β2 + θ(1− θ)β3∆

)
eγ1(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2

+ sup
k1≤k≤k2

(X1 +M ′
k), (3.5.90)

gde je

H1 =
2

3
+ θβ1∆−

(
4θ2β2 + θ(β2 + θβ3)∆

)
eγ1τ
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−
(
4(1− θ)2β2 + θ(1− θ)β3∆

)
eγ1(τ+1)

>
2

3
− 4β2(θ2 + (1− θ)2)eγ1(τ+1) + θ∆

[
β1 − (β2 + β3) e

γ1(τ+1)
]

>
2

3
− β2eγ1(τ+1) + θ∆

[
β1 − (β2 + β3) e

γ1(τ+1)
]
.

Na osnovu (3.5.63) i (3.5.64), za svako

γ1 ∈
(
0,

1

τ + 1
log ([(1− η)−1] + 1) ∧ log(

4

3
∧ B̄) ∧ C ′

)
i svako ∆ ∈ (0,∆1), važi da je

H1 >
2

3
− β2([(1− η)−1] + 1) + θ∆

[
β1 − (β2 + β3) ([(1− η)−1] + 1)

]
> 0.

Dalje, iz (3.5.90) sledi

sup
k1≤k≤k2

eγ1k∆|qk|2 (3.5.91)

≤ 1

H1

[ (
4θ2β2 + θ(β2 + θβ3)∆

)
eγ1τ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2

+
(
4(1− θ)2β2 + θ(1− θ)β3∆

)
eγ1(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2 + sup
k1≤k≤k2

(X1+M
′
k)
]
.

Kada k2 → +∞ u (3.5.91), važi

sup
k1≤k≤∞

eγ1k∆|qk|2

≤ 1

H1

[(
4θ2β2 + θ(β2 + θβ3)∆

)
eγ1τ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2

+
(
4(1− θ)2β2 + θ(1− θ)β3∆

)
eγ1(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγ1k∆|qk|2 + sup
k1≤k≤k2

(X1+M
′
k)

]
<∞,

što implicira

lim sup
k→∞

eγ1k∆|qk|2 <∞,

za svako γ1 ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1− η)−1] + 1) ∧ log

(
4
3
∧ B̄

)
∧ C ′

)
i ∆ ∈ (0,∆1).

Tada na osnovu (3.5.89) sledi

lim sup
k→∞

eγ1k∆|qk|2 ≤
sup

k1≤k≤k2

(X1 +M ′
k)

H1

.
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Odatle je

lim sup
k→∞

log(eγ1k∆|qk|2)
k∆

= 0,

tako da je

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ1
2
,

za svako γ1 ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1− η)−1] + 1) ∧ log(4

3
∧ B̄) ∧ C ′

)
i svako ∆ ∈ (0,∆1). ♢

Napomena 3.1 U dokazu prethodne teoreme, uslovi Leme 3.2 nisu ekplicitno pri-
menjivani. Ti uslovi garantuju egzistenciju i jedinstvenost θ-Euler-Maruyaminog
aproksimativnog rešenja.

3.6 Deterministički slučaj

U ovom poglavlju su prikazani komentari i zaključci koji se zasnivaju na rezultatima
iz prethodnog poglavlja, a tiču se determinističkog slučaja. U tom smislu se razmatra
slučaj kada je koeficijent difuzije g identički jednak nuli.

Razmatra se sledeća neutralna diferencijalna jednačina sa vremenski-zavisnim
kašnjenjem

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), t)] = f(x(t), x(t− δ(t)), t)dt, t ≥ 0, (3.6.92)

koja zadovoljava početni uslov

x0 = φ = {φ(t) : t ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb([−τ, 0];Rd), (3.6.93)

pri čemu su funkcije

f : Rd ×Rd ×R+ → Rd, u : Rd ×R+ → Rd

Borel-merljive i x(t) = (x1(t), ..., xd(t))
T , t ≥ 0.

Neka važe pretpostavke A2,A5,A6. Umesto A7, uvodi se pretpostavka A′
7 koja

je prilagod̄ena determinističkom slučaju.
A′

7 : Neka su β1, β2 i β3 pozitivne konstante pri čemu je β1 >
β2+β3

1−δ
> 0, tako da

za svako x, y, z ∈ Rd i svako t ≥ 0, važi

2(x− u(z, t))Tf(x, y, t) ≤ −β1|x|2 + β2|y|2 + β3|z|2. (3.6.94)
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Na sličan način kao u prethodnom poglavlju, može se zaključiti da prethodni
uslov i pretpostavke A2,A5, zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za funkciju
f i pretpostavkom f(0, 0, t) = 0, t ≥ 0, garantuju egzistenciju i jedinstvenost rešenja
jednačine (3.6.92), koje je eksponencijano stabilno.

Kako bi θ-Eulerova metoda, θ ∈ (1
2
, 1), koja odgovara jednačini (3.6.92), bila

dobro definisana, koeficijent f bi trebalo da zadovoljava uslov C1.
Razmatra se autonomna verzija početne jednačine (3.6.92), tj.

x(t) = φ(0) + u(x(t− δ(t)))− u(x(−δ(0))) +
∫ t

0
f(x(s), x(s− δ(s)))ds, (3.6.95)

za t ≥ 0 i početnim uslovom x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].
Umesto pretpostavki A2,A5,A6, A′

7 i C1, važe njihove autonomne verzije.
Diskretno θ-Eulerovo aproksimativno rešenje q jednačine (3.6.95) definisano je

na sledeći način

qk = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, (3.6.96)

dok je, za k ∈ {0, 1, 2, ...},

qk+1 = qk + θu(qk+1−[δ((k+1)∆)/∆]) + (1− θ)u(qk−[δ(k∆)/∆])

−θu(qk−[δ(k∆)/∆])− (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])

+θf(qk+1, qk+1−[δ((k+1)∆)/∆])∆ + (1− θ)f(qk, qk−[δ(k∆)/∆])∆. (3.6.97)

Egzistencija i jedinstvenost θ-Eulerovog aproksimativnog rešenja jednačine (3.6.97)
sledi na osnovu Leme 3.2.

Sledećom teoremom je predstavljen glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorema 3.4 Neka važe pretpostavke Leme 3.2 i hipoteze A2,A5,A6 i A′
7. Pored

toga, neka je

β2 ∈
(
0,

4

99([(1− η)−1] + 1)

)
, (3.6.98)

β1 >
9([(1− η)−1] + 1)

(
3β2 + 5β3

)
4− 99β2([(1− η)−1] + 1)

. (3.6.99)

Ako je ā jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

β1 −
(
β2 +

β3
2
(1 + eā)

)
([(1− η)−1] + 1)eāτ = 0, (3.6.100)

tada, postoji ∆1 =
2θ−1
C′θ2

(
1− 2C′(1+c0)

β1

)
∧ 1

µ1+µ2

(
1
θ
− β

)
∧ 1, gde su c0 i C ′ konstante

za koje važi c0 > 0, 0 < C ′ < β1

2(1+c0)
i θ ∈ (1

2
, 1), tako da je, za svako ∆ ∈ (0,∆1),

θ-Eulerovo aproksimativno rešenje (3.6.97) asimptotski eksponencijalno stabilno.

Dokaz Teoreme 3.4 je izostavljen jer je analogan dokazu Teoreme 3.3 za g(x, y, t) ≡
0, za svako x, y ∈ Rd i svako t ≥ 0.
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3.7 Numeričke simulacije

Sledeći primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost θ-Euler-Maruyami-
nog rešenja jednačine koja je razmatrana u Poglavlju 3.5. Naime, simulirane su tra-
jektorije θ-Euler-Maruyaminog rešenja kada je θ ∈ (1

2
, 1), kao i trajektorije količnika

log |qk|
k∆

, k = 1, ..., 5 000, za korak ∆ = 0.01, pri čemu su dobijeni rezultati u skladu sa
prethodnim teorijskim rezultatima.

Primer 3.2 Posmatra se sledeća skalarna neutralna stohastička diferencijalna jed-
načina

d[x(t)− 1

50
sin x(t− δ(t))]

= (−x(t)− x3(t))dt+
1

5

x(t− δ(t))

1 + x2(t− δ(t))
cos x(t)dw(t), t ∈ [0, 50],

sa početnim uslovom φ(t) = 1, t ∈ [−τ, 0], gde je τ = 0.5 i φ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R).

Funkcija u(x) = 1
50
sin x, x ∈ R zadovoljava pretpostavku A2 za β = 1

50
. Neka je

funkcija kašnjenja oblika δ(t) = 1
4
− 1

4
sin t, t ∈ [0, 50]. Tada je

δ′(t) = −1

4
cos t ≤ 1

4
= δ̄

i

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ∈ [0, 50],

i zadovoljene su pretpostavke A5 i A6 za η = 1
4
. U cilju provere da li važi pretpostavka

A7, potrebno je uočiti da je

2(x− u(z))f(x, y) + |g(x, y)|2

= −2x4 +
1

25
x3 sin z − 2x2 +

1

25
x sin z +

1

25

y2

(1 + y2)2
cos2 x

≤ −2x4 +
1

50
x4 +

1

50
x2 − 2x2 +

1

50
x2 +

1

50
z2 +

1

25
y2

≤ −98

50
x2 +

1

25
y2 +

1

50
z2,

odnosno, β1 =
98
50
, β2 =

1
25

i β3 =
1
50
. Pored toga, važi da je

β2 + β3
1− δ̄

=
2

25
<

98

50
= β1.

Kako je, za svako x1, x2, y ∈ Rd,

⟨x1 − x2, f(x1, y)− f(x2, y)⟩ = −(x1 − x2)
2(1 + x21 + x1x2 + x22)

≤ µ1|x1 − x2|2,
⟨x1 − x2, f(y, x1)− f(y, x2)⟩ ≤ µ1|x1 − x2|2,
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zaključuje se da važi pretpostavka C1 za svako pozitivno µ1 i µ2. Bira se µ1 = µ2 =
1
5
,

tako da je θ((µ1 + µ2)∆+ β) < 1 za svako ∆ ∈ (0, 1) i svako θ ∈ (1
2
, 1). Tada se, na

osnovu Leme 3.2, zaključuje da odgovarajuće θ-Euler-Maruyamine aproksimativne
jednačine imaju jedinstvena rešenja. Imajući u vidu (3.2.15), za θ = 3

4
, sledi da je

qk = φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, dok je, za k = 0, 1, 2, ...,

qk+1 = qk +
3

200
sin qk+1−[δ((k+1)∆)/∆] −

1

100
sin qk−[δ(k∆)/∆]

− 1

200
sin qk−1−[δ((k−1)∆)/∆] −

3

4
q3k+1∆− 3

4
qk+1∆− 1

4
q3k∆− 1

4
qk∆

+
1

5

qk−[δ(k∆)/∆]

1 + q2k−[δ(k∆)/∆]

cos qk∆wk. (3.7.101)

Prateći dokaz Teoreme 3.3, primećuje se da iz (3.5.72), s obzirom na to da je
C ′ = 2β1

9
, sledi da je ∆1 = 100

147
. Dakle, biće pokazana skoro izvesna eksponencijalna

stabilnost rešenja jednačine (3.7.101) za svako ∆ ∈ (0,∆1).
Kako je

4

99([(1− η)−1] + 1)
=

2

99
,

važi pretpostavka (3.5.63).
Dalje, kako je

98

50
= β1 >

9([(1− η)−1] + 1)(3β2 + 5β3)

4− 99β2([(1− η)−1] + 1)
= 1.0099,

može se zaključiti da je uslov (3.5.64) zadovoljen.

Tada na osnovu Teoreme 3.3, za γ1 ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1−η)−1]+1)∧log(4

3
∧B̄)∧C ′

)
,

sledi

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ1
2
s.i,

gde je B̄ = log ā, dok ā je jedinstveno pozitivno rešenje jednačine (3.5.65). Direktnim
izračunavanjem se dobija da je

1

τ + 1
log ([(1− η)−1] + 1) = 0.2007, C ′ =

2β1
9

= 0.4355, B̄ = 18.0603,

pri čemu je log(4
3
∧ B̄) = 0.1249. Dakle, Teorema 3.3 važi za γ1 ∈ (0, 0.1249).

U cilju ilustracije skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti θ-Euler-Maruyaminog
rešenja, dato je nekoliko trajektorija količnika log |qk|

k∆
u odnosu na pravu z = −0.0625,

što se može videti na Slici 3.3.
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50
t

-0.0625

z

Slika 3.3: Trajektorije količnika log |qk|
k∆

u pored̄enju sa pravom z = −0.0625, za
∆ = 0.01

3.8 O skoro izvesnoj eksponencijalnoj stabilnosti

θ-Euler-Maruyaminog rešenja za θ ∈ (12, 1)

U ovom poglavlju se razmatra skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost
diskretnog θ-Euler-Maruyaminog aproksimativnog rešenja za neutralne stohastičke
diferencijalne jednačine sa vremenski-zavisnim kašnjenjem, za θ ∈ (1

2
, 1). Treba

naglasiti da se zahteva uslov linearnog rasta za koeficijent prenosa f . Predstavljen
je i primer koji ilustruje teoriju koja se razmatra u ovom poglavlju.

Sledećom teoremom dokazana je skoro izvesna asimptotska eksponencijalna sta-
bilnost diskretnog θ-Euler-Maruyaminog rešenja koje je definisano u (3.5.61).

Teorema 3.5 Neka su zadovoljeni uslovi Leme 3.2 kao i hipoteze A1,A2,A4–A6 i
neka je

β2 ∈
(
0,

1

4(9(1− θ)2 + θ2 + 3)([(1− η)−1] + 1)
∧ 1

)
, (3.8.102)

α1 >
12([(1− η)−1] + 1)

1− 4β2([(1− η)−1] + 1)(9(1− θ)2 + θ2 + 3)(
α2 +K

(
1

[(1− η)−1] + 1
+ 1

)
+ 5(1− θ)2β2

)
, (3.8.103)

α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 4β2(1− θ)2)([(1− η)−1] + 1) > 0. (3.8.104)
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Ako je ε̄ jedinstveno pozitivno rešenje jednačine

α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 2β2(1− θ)2(eε̄ + 1))([(1− η)−1] + 1)eε̄τ = 0,(3.8.105)

tada postoji ∆∗ ∈ (0, 1] tako da je za svako ∆ ∈ (0,∆∗) i svako θ ∈ (1
2
, 1), θ-Euler-

Maruyamino aproksimativno rešenje (3.5.61) skoro izvesno asimptotski eksponenci-
jalno stabilno.

Dokaz. Na osnovu (3.2.15) sledi da je

|zk+1|2 = |zk|2+ [2(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

+|gk|2+ (1− 2θ)|fk|2∆]∆ +mk,

= |zk|2 + [2(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk + |gk|2 + (1− 2θ)|fk|2∆]∆

+2(1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk∆+mk, (3.8.106)

pri čemu je

mk = |gk∆wk|2 − |gk|2∆+ 2(zk + fk∆)Tgk∆wk. (3.8.107)

Za c0 > 0 takvo da je 0 < C < α1

2(1+c0)
, važi

(2θ − 1)|fk|2∆− C|zk|2

= [(2θ − 1)∆− Cθ2∆2]|fk|2

+2Cθ∆(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

−C|qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

= a|fk + b(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−(ab2 + C)|qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2,(3.8.108)

pri čemu je a = (2θ − 1)∆− Cθ2∆2 i b = Cθ∆
a

.
Za θ ∈ (1

2
, 1) se može naći dovoljno malo ∆∗ tako da, za svako ∆ ∈ (0,∆∗), sledi

da je a > 0 i −(ab2 + C) ≥ − α1

2(1+c0)
, odnosno,

∆∗ =
2θ − 1

Cθ2

(
1− 2C(1 + c0)

α1

)
. (3.8.109)

Na osnovu nejednakosti (1.9.54), uslova (3.1.4) i (3.1.5) iz pretpostavke A2, za svako
∆ ∈ (0,∆∗), važi

(2θ − 1)|fk|2∆− C|zk|2

≥ − α1

2(1+c0)
|qk−(1−θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])−θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

= − α1

2(1+c0)
|qk−u(qk−[δ(k∆)/∆])−(1−θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])+(1−θ)u(qk−[δ(k∆)/∆])|2
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≥ − α1

1+c0
|qk−u(qk−[δ(k∆)/∆])|2−

α1

1+c0
|(1−θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])−u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2

≥ −α1|qk|2 + α2|qk−[δ(k∆)/∆]|2 −
(
α1

c0
β2 + α2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

− α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2. (3.8.110)

Primenom pretpostavke A4, ocena (3.8.110) postaje

(2θ − 1)|fk|2∆− C|zk|2

≥ 2(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk + |gk|2 −

(
α1

c0
β2 + α2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

− α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2. (3.8.111)

Tada važi da je

2(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk + |gk|2 + (1− 2θ)|fk|2∆

≤ −C|zk|2 +
(
α1

c0
β2 + α2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+
α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. (3.8.112)

Zamenom (3.8.112) u (3.8.106) i primenom pretpostavke A1, sledi

|zk+1|2 ≤ |zk|2 − C∆|zk|2 +
(
α1

c0
β2 + α2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆

+2(1− θ)(u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk∆+mk

≤ |zk|2 − C∆|zk|2 +
(
α1

c0
β2 + α2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
2α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆+

2α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆

+2(1− θ)β|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]||fk|∆+mk

≤ |zk|2 − C∆|zk|2 +
(
α1

c0
β2 + α2 +

2α1

1 + c0
(1− θ)2β2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
2α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆

+(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+ |fk|2∆+mk

≤ |zk|2 − C∆|zk|2 +
(
α1

c0
β2 + α2 +

2α1

1 + c0
(1− θ)2β2

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
2α1

1 + c0
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+ 2(1− θ)2β2|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆
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+2(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+K|qk|2∆+K|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆+mk

= |zk|2 − C∆|zk|2 +
[
α1

c0
β2 + α2 +K +

(
2α1

1+c0
+2
)
(1−θ)2β2

]
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
(

2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+K|qk|2∆+mk. (3.8.113)

Tada za proizvoljnu konstantu A > 1 važi da je

A(k+1)∆|zk+1|2 − Ak∆|zk|2

≤ A(k+1)∆
[
|zk|2(1−C∆)+

[
α1

c0
β2+α2+K+

(
2α1

1+c0
+2
)
(1−θ)2β2

]
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+
(

2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆+K|qk|2∆+mk

]
− Ak∆|zk|2

= A(k+1)∆|zk|2(1− C∆− A−∆)

+A(k+1)∆
[
α1

c0
β2 + α2 +K +

(
2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2

]
|qk−[δ(k∆)/∆]|2∆

+A(k+1)∆
(

2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2∆

+A(k+1)∆K|qk|2∆+ A(k+1)∆mk. (3.8.114)

Zbog pojednostavljenja se uvode oznake

R1(∆) = 1− C∆− A−∆,

R2 =
α1

c0
β2 + α2 +K +

(
2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2,

R3 =
(

2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2.

Tada je

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +R1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|zi|2 +R2∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+R3∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +K∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +Mk,(3.8.115)

gde je

Mk =
k−1∑
i=0

A(i+1)∆mi

lokalni martingal i M0 = 0.
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Na osnovu definicije zk, uslova (3.1.7) i nejednakosti (1.9.54), za svako c0 > 0,
sledi

|zk|2 ≥ |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−2θ∆(qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk

= |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2

−2θ∆(qk − u(qk−[δ(k∆)/∆]))
Tfk − 2θ(1− θ)∆(u(qk−[δ(k∆)/∆])

−u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]))
Tfk

≥ |qk − (1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])− θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2 + α1θ∆|qk|2

−α2θ∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−(1− θ)2∆|u(qk−[δ(k∆)/∆])− u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆])|2 − θ2∆|fk|2

≥ 1

1 + c0
|qk|2 −

1

c0
|(1− θ)u(qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]) + θu(qk−[δ(k∆)/∆])|2 + α1θ∆|qk|2

−α2θ∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2 − (1− θ)2β2∆|qk−[δ(k∆)/∆] − qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

−θ2K∆(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)

≥ 1

1 + c0
|qk|2 −

2(1− θ)2β2

c0
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 −

2θ2β2

c0
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+α1θ∆|qk|2 − α2θ∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

−(1− θ)2β2∆(2|qk−[δ(k∆)/∆]|2 + 2|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2)
−θ2K∆(|qk|2 + |qk−[δ(k∆)/∆]|2)

=
(

1

1 + c0
+ α1θ∆− θ2K∆

)
|qk|2

+

(
−2θ2β2

c0
− α2θ∆− 2(1− θ)2β2∆− θ2K∆

)
|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
−2(1− θ)2β2

c0
− 2(1− θ)2β2∆

)
|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2. (3.8.116)

Može se primetiti da je R1(0) = 0 i R
′
1(∆) = −C +A−∆ logA. Dakle, pretpostavlja

se da je 1 < A < eC , tako da je R
′
1(∆) < 0, ∆ ∈ (0,∆∗), što implicira R1(∆) < 0,

∆ ∈ (0,∆∗). Tada, zamenom (3.8.116) u (3.8.115), za svako ∆ ∈ (0,∆∗), sledi da je

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +K1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +K2(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K3(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2 +Mk, (3.8.117)

gde je

K1(∆) = R1(∆)
(

1

1 + c0
+ α1θ∆− θ2K∆

)
+K∆,
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K2(∆) = R1(∆)

(
−2θ2β2

c0
− α2θ∆− 2(1− θ)2β2∆− θ2K∆

)
+R2∆,

K3(∆) = R1(∆)

(
−2(1− θ)2β2

c0
− 2(1− θ)2β2∆

)
+R3∆.

Kako je K3(∆) > 0, ∆ ∈ (0,∆∗), imajući u vidu (3.2.13), dobija se

K3(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−1−[δ((i−1)∆)/∆]|2

≤ K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +K3(∆)A∆
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2. (3.8.118)

Tada (3.8.117) postaje

Ak∆|zk|2 ≤ |z0|2 +K1(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2

+(K2(∆) +K3(∆)A∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

+K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2 +Mk. (3.8.119)

Primenom Leme 2.5 na drugu sumu s desne strane nejednakosti (3.8.119), sledi

k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2 ≤ An∗∆
k−1∑
i=0

A(i−[δ(i∆)/∆]+1)∆|qi−[δ(i∆)/∆]|2

≤ ([(1− η)−1] + 1)An∗∆
k−1∑

i=−n∗

A(i+1)∆|qi|2. (3.8.120)

Kako je n∗∆ = τ , (3.8.119) postaje

Ak∆|zk|2 ≤ X + h(∆)
k−1∑
i=0

A(i+1)∆|qi|2 +Mk, (3.8.121)

gde je

X = |z0|2 +K3(∆)A∆|q−1−[δ(0)/∆]|2

+(K2(∆) +K3(∆)A∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ
−1∑

i=−n∗

A(i+1)∆|φ(i∆)|2 <∞,(3.8.122)

i

h(∆) = K1(∆) + (K2(∆) +K3(∆)A∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ . (3.8.123)
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Može se primetiti da je

h(∆)

= R1(∆)

(
1

1 + c0
− Aτ 2β

2((1− θ)2A∆ + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+
[
K + (R2 +R3A

∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ

+R1(∆)(α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 2β2(1− θ)2(A∆ + 1))([(1− η)−1] + 1)Aτ )
]
∆

= ∆
{R1(∆)

∆

(
1

1 + c0
− Aτ 2β

2((1− θ)2A∆ + θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+K + (R2 +R3A

∆)([(1− η)−1] + 1)Aτ +R1(∆)

×[α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 2β2(1− θ)2(A∆ + 1))([(1− η)−1] + 1)Aτ ]
}
.(3.8.124)

Tada, za svako ∆ ∈ (0,∆∗), važi

h(∆) ≤ ∆
{R1(∆)

∆

(
1

1 + c0
− Aτ 2β

2((1− θ)2A+ θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+K + (R2 +R3A)([(1− η)−1] + 1)Aτ +R1(∆)h1(A)

}
,

pri čemu je

h1(A) = α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 2β2(1−θ)2(A+ 1))([(1−η)−1] + 1)Aτ .(3.8.125)

Očigledno, važi da je

h
′

1(A)

= [−(α2θ + θ2K + 2β2(1−θ)2(A+ 1))τAτ−1−2β2(1−θ)2Aτ ]([(1−η)−1] + 1) < 0.

Sa druge strane, može se zaključiti da je

h1(1) = α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 4β2(1− θ)2)([(1− η)−1] + 1).

Na osnovu pretpostavke (3.8.104), sledi da je h1(1) > 0. Imajući u vidu da jednačina
(3.8.105) ima jedinstveno pozitivno rešenje ε̄ = log Ā, sledi

h1(e
ε) = α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 2β2(1− θ)2(eε + 1))([(1− η)−1] + 1)eετ > 0,

za svako ε ∈ (0, ε̄) i A ∈ (1, Ā ∧ eC).
Neka je a(∆) = R1(∆)

∆
, ∆ ∈ (0,∆∗). Tada je lim∆→0 a(∆) = logA − C < 0 za

svako A ∈ (1, Ā ∧ eC) i a′(∆) = b(∆)
∆2 , gde je

b(∆) = −1 + A−∆(1 + ∆ logA).
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Kako je b(0) = 0 i b′(∆) = −∆A−∆ log2A < 0, ∆ ∈ (0,∆∗), A ∈ (1, Ā ∧ eC),
zaključuje se da je b(∆) < 0, ∆ ∈ (0,∆∗), A ∈ (1, Ā ∧ eC), što implicira a′(∆) < 0,
odnosno, da je a(∆) opadajuća funkcija na intervalu (0,∆∗) za svako A ∈ (1, Ā∧eC).
Imajući u vidu da je logA− C > a(∆), ∆ ∈ (0,∆∗), za svako A ∈ (1, Ā ∧ eC), ako
se pokaže da je

h2 := (logA− C)

(
1

1 + c0
− Aτ 2β

2((1− θ)2A+ θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
+K + (R2 +R3A)([(1− η)−1] + 1)Aτ ≤ 0, (3.8.126)

tada je h(∆) < 0, za ∆ ∈ (0,∆∗) i A ∈ (1, Ā ∧ eC).
Dalje, ako je

h2 − logA

(
1

1+c0
−Aτ 2β

2((1−θ)2A+ θ2)([(1−η)−1] + 1)

c0

)

−
(
C
2β2((1−θ)2A+θ2)([(1−η)−1] + 1)

c0
+(R2 +R3A)([(1−η)−1] + 1)

)
(Aτ − 1)

= K + (R2 +R3A)([(1− η)−1] + 1)

−C
(

1

1 + c0
− 2β2((1− θ)2A+ θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)
< 0, (3.8.127)

za proizvoljno c0 > 0 i A ∈ (1, Ā∧ eC), tada je h2 ≤ 0 za izabrano c0 i neko A blisko
1.

Može se primetiti da je

C

(
1

1 + c0
− 2β2((1− θ)2A+ θ2)([(1− η)−1] + 1)

c0

)

> K +
(
α1

c0
β2 + α2 +K +

(
2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2(A+ 1)

)
([(1− η)−1] + 1)

⇔ C

(
1

(1 + c0)([(1− η)−1] + 1)
− 2β2((1− θ)2A+ θ2)

c0

)

>
K

[(1− η)−1] + 1
+
α1

c0
β2 + α2 +K +

(
2α1

1 + c0
+ 2

)
(1− θ)2β2(A+ 1)

⇔ C

(
1

(1 + c0)([(1− η)−1] + 1)
− 2β2((1− θ)2A+ θ2)

c0

)

−α1

c0
β2 − 2α1

1 + c0
(1− θ)2β2(A+ 1)

> α2 +K

(
1

[(1− η)−1] + 1
+ 1

)
+ 2(1− θ)2β2(A+ 1). (3.8.128)
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Neka je c0 = 1 i C = α1

3(1+c0)
= α1

6
. Na osnovu izraza (3.8.128), treba pokazati da

za odgovarajući izbor konstante A, važi da je

α1

(
1

12([(1− η)−1] + 1)
− 2β2((1− θ)2A+ θ2)

6
− β2 − (1− θ)2β2(A+ 1)

)

> α2 +K

(
1

[(1− η)−1] + 1
+ 1

)
+ 2(1− θ)2β2(A+ 1). (3.8.129)

Primenom uslova (3.8.102), odnosno,

β2 ∈
(
0,

1

4(9(1− θ)2 + θ2 + 3)([(1− η)−1] + 1)
∧ 1

)
,

može se zaključiti da je izraz pomnožen sa α1 u (3.8.129) pozitivan za svako A ∈(
1, 3

2
∧ Ā∧eC

)
. Nadalje, pretpostavka (3.8.103) garantuje da (3.8.129) važi za svako

A ∈
(
1, 3

2
∧ Ā ∧ eC

)
, što implicira h2 ≤ 0, kao što se i zahteva.

Na osnovu (3.8.121), za svako ∆ ∈ (0,∆∗), zaključuje se da je

Ak∆|zk|2 ≤ X +Mk. (3.8.130)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
sledi

lim sup
k→∞

Ak∆|zk|2 ≤ lim sup
k→∞

(X +Mk) <∞ s.i.

Zamenom (3.8.130) u (3.8.116), dobija se(
1

1 + c0
+ α1θ∆− θ2K∆

)
Ak∆|qk|2

≤
(
2θ2β2

c0
+ α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
Ak∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ 2(1− θ)2β2∆

)
Ak∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 +X +Mk.(3.8.131)

Dakle, za svako γ ∈
(
0, log

(
3
2
∧ Ā

)
∧ C

)
, postoji ceo broj k1, tako da za svaki ceo

broj k2 > k1, važi(
1

1 + c0
+ α1θ∆− θ2K∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2

≤
(
2θ2β2

c0
+ α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2
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+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ 2(1− θ)2β2∆

)
sup

k1≤k≤k2

eγk∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2 +X +Mk

≤
(
2θ2β2

c0
+α2θ∆+ 2(1−θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1≤k≤k2

eγ(k−[δ(k∆)/∆])∆|qk−[δ(k∆)/∆]|2

+

(
2(1−θ)2β2

c0
+2(1−θ)2β2∆

)
eγ(τ+1) sup

k1≤k≤k2

eγ(k−1−[δ((k−1)∆)/∆])∆|qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]|2

+X +Mk

≤
(
2θ2β2

c0
+ α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)

×
(
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγk∆|qk|2 + eγτ sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2
)

+

(
2(1− θ)2β2

c0
+ 2(1− θ)2β2∆

)

×
(
eγ(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|qk|2 + eγ(τ+1) sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2
)
+X +Mk,

tako da je, za c0 = 1,

H sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2 (3.8.132)

≤
(
2θ2β2 + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγk∆|qk|2

+
(
2(1−θ)2β2 + 2(1−θ)2β2∆

)
eγ(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|qk|2+X+Mk,(3.8.133)

pri čemu je

H =
1

2
+ α1θ∆− θ2K∆−

(
2θ2β2 + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ

−
(
2(1− θ)2β2 + 2(1− θ)2β2∆

)
eγ(τ+1)

>
1

2
− 2β2(θ2 + (1− θ)2)eγ(τ+1)

+∆
[
α1θ − θ2K −

(
α2θ + 4(1− θ)2β2 + θ2K

)
eγ(τ+1)

]
. (3.8.134)

Tada, za svako γ ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1−η)−1]+1)∧ log(3

2
∧ Ā)∧C

)
i svako ∆ ∈ (0,∆∗),

na osnovu (3.5.91) sledi da je

H >
1

2
− 2β2(θ2 + (1− θ)2)([(1− η)−1] + 1)

+∆
[
α1θ − θ2K −

(
α2θ + 4(1− θ)2β2 + θ2K

)
([(1− η)−1] + 1)

]
.
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Imajući u vidu prethodnu nejednakost, na osnovu (3.8.102) i (3.8.104) sledi da je
H > 0, tako da (3.8.133) implicira

sup
k1≤k≤k2

eγk∆|qk|2

≤ 1

H

[(
2θ2β2 + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγk∆|qk|2

+
(
2(1−θ)2β2 + 2(1−θ)2β2∆

)
eγ(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|qk|2+X+Mk

]
.(3.8.135)

Kada k2 → +∞ u (3.8.135), važi

sup
k1≤k≤∞

eγk∆|qk|2

≤ 1

H

[(
2θ2β2 + α2θ∆+ 2(1− θ)2β2∆+ θ2K∆

)
eγτ sup

k1−n∗≤k≤k1

eγk∆|qk|2

+
(
2(1− θ)2β2 + 2(1− θ)2β2∆

)
eγ(τ+1) sup

k1−n∗−1≤k≤k1

eγk∆|qk|2 +X +Mk

]
<∞,

što implicira

lim sup
k→∞

eγk∆|qk|2 <∞,

za svako γ ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1 − η)−1] + 1) ∧ log(3

2
∧ Ā) ∧ C

)
i ∆ ∈ (0,∆∗). Tada iz

(3.8.131) sledi

lim sup
k→∞

eγk∆|qk|2 ≤
X +Mk

H
.

Odatle je

lim sup
k→∞

log(eγk∆|qk|2)
k∆

= 0,

tako da je

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ
2
,

za svako γ ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1− η)−1] + 1) ∧ log(3

2
∧ Ā) ∧ C

)
i svako ∆ ∈ (0,∆∗). ♢

Napomena 3.2 U dokazu prethodne teoreme, uslovi Leme 3.2 nisu eksplicitno pri-
menjeni. Ti uslovi garantuju egzistenciju i jedinstvenost rešenja koje se razmatra.
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Sledeći primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost θ-Euler-Maru-
yaminog rešenja kada je θ ∈ (1

2
, 1).

Primer 3.3 Razmatra se sledeća skalarna neutralna stohastička diferencijalna jedna-
čina

d[x(t)− 1

50
sin x(t−δ(t))] = − 1

48
x(t)dt+

1

20
√
6

x(t−δ(t))
1 + x2(t−δ(t))

cos x(t)dw(t)(3.8.136)

za t ∈ [0, 50], sa početnim uslovom φ(t) = 1, t ∈ [−τ, 0], tako da je τ = 0.5 i φ ∈
Cb

F0
([−τ, 0];R). Koeficijent prenosa f(x, y) = − 1

48
x zadovoljava uslov linearnog rasta

A1 za K = 1
482
, pri čemu funkcija u(x) = 1

50
sinx, x ∈ R zadovoljava pretpostavku

A2 za β = 1
50
. Neka je funkcija kašnjenja oblika δ(t) = 1

4
− 1

4
sin t, t ∈ [0, 50]. Tada

je

δ′(t) = −1

4
cos t ≤ 1

4
= δ̄

i

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ∈ [0, 50],

pri čemu su pretpostavke A3 i A4 zadovoljene za η = 1
4
. U cilju provere da li važi

uslov A5, može se uočiti da je

2(x− u(y))f(x, y) + |g(x, y)|2 = − 1

24
x2 +

1

1 200
x sin y +

1

2 400

y2

(1 + y2)2
cos2 x

≤ − 1

24
x2 +

1

2 400
x2 +

1

2 400
y2 +

1

2 400
y2

≤ − 33

800
x2 +

1

1 200
y2,

odnosno, α1 =
33
800

i α2 =
1

1 200
. Pored toga, važi da je

α2

1− δ̄
=

1

900
<

33

800
= α1.

Kako važi pretpostavka C1 za svaki izbor pozitivnih konstanata µ1 i µ2, neka je µ1 =
µ2 = 1

5
, tako da je θ((µ1 + µ2)∆ + β) < 1 za svako ∆ ∈ (0, 1). Tada se, na osnovu

Leme 3.2, zaključuje da odgovarajuće θ-Euler-Maruyamine aproksimativne jednačine
imaju jedinstvena rešenja. Imajući u vidu (3.5.61), za θ = 3

4
, sledi da je qk =

φ(k∆), k = −n∗,−n∗ + 1, ..., 0, dok je, za k = 0, 1, 2, ...,

qk+1 = qk +
3

200
sin qk+1−[δ((k+1)∆)/∆]−

1

100
sin qk−[δ(k∆)/∆]

− 1

200
sin qk−1−[δ((k−1)∆)/∆]−

1

64
qk+1∆− 1

192
qk∆

+
1

20
√
6

qk−[δ(k∆)/∆]

1 + q2k−[δ(k∆)/∆]

cos qk∆wk. (3.8.137)
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Prateći dokaz Teoreme 3.5 na osnovu (3.8.109), s obzirom na to da je C = α1

6
, sledi

da je ∆∗ = 1. Dakle, za svako ∆ ∈ (0,∆∗) ispituju se uslovi stabilnosti jednačine
(3.8.137).

Na Slici 3.4 je predstavljeno nekoliko trajektorija rešenja jednačine (3.8.137) sa
korakom ∆ = 0.01.

0 10 20 30 40 50

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Slika 3.4: Trajektorije θ-Euler-Maruyaminog rešenja za ∆ = 0.01

Kako je
1

4(9(1− θ)2 + θ2 + 3)([(1− η)−1] + 1)
∧ 1 =

1

33
,

sledi da važi uslov (3.8.102). Pored toga važi da je

33

800
= α1 >

12([(1− η)−1] + 1)

1− 4β2(9(1− θ)2 + θ2 + 3)([(1− η)−1] + 1)

×
(
α2 +K

(
1

[(1− η)−1] + 1
+ 1

)
+ 5(1− θ)2β2

)
= 0.03914,

što znači da je uslov (3.8.103) ispunjen. Konačno,

α1θ − θ2K − (α2θ + θ2K + 4β2(1− θ)2)([(1− η)−1] + 1) = 0.0287,

odnosno, uslov (3.8.104) je ispunjen.

Na osnovu Teoreme 3.5, za γ ∈
(
0, 1

τ+1
log ([(1 − η)−1] + 1) ∧ log(3

2
∧ Ā) ∧ C

)
,

sledi da je

lim sup
k→∞

log |qk|
k∆

≤ −γ
2
s.i,
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pri čemu je Ā = log ε̄, dok je ε̄ jedinstveno rešenje jednačine (3.8.105). Direktnim
izračunavanjem se dobija

1

τ + 1
log ([(1− η)−1] + 1) = 0.4621 C =

α1

6
=

11

1 600
, Ā = 34.1444,

tako da Teorema 3.5 važi za γ ∈
(
0, 11

1 600

)
.

U cilju ilustracije skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti θ-Euler-Maruyaminog
rešenja, predstavljene su trajektorije količnika log |qk|

k∆
u odnosu na pravu z = − 11

1 600
,

što se može videti na Slici 3.5.

50
t

-

11

1600

z

Slika 3.5: Trajektorije količnika log |qk|
k∆

u odnosu na pravu z = − 11
1 600
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Zaključak

U ovoj disertaciji su razmatrane numeričke aproksimacije res̆enja neutralnih sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i neutralnih
stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem i prelazima
Markova. Pritom su proučavane Euler-Maruyamina metoda, backward Eulerova
metoda i θ-Euler-Maruyamina metoda. Odred̄eni su dovoljni uslovi konvergencije u
verovatnoći niza Euler-Maruyaminih i backward Eulerovih rešenja ka tačnom rešenju
neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski-zavisnim kašnjenjem
i prelazima Markova. Pored toga su odred̄eni i dovoljni uslovi pod kojima ova
rešenja nasled̄uju od tačnog rešenja osobinu skoro izvesne eksponencijalne stabil-
nosti. Takod̄e su, posebno za θ ∈ (0, 1

2
] i θ ∈ (1

2
, 1), razmatrani dovoljni uslovi pod

kojima tačno i θ-Euler-Maruyamino aproksimativno rešenje imaju osobinu skoro
izvesne eksponencijalne stabilnosti. U svrhu dobijanja navedenih rezultata su pri-
menjivani, u nekim situacijama, uslov linearnog rasta, dok su u drugim situacijama
primenjivani uslovi nelinearnog rasta i to dve verzije uopštenih uslova Khasminski-
iog.

Rezultati ovog rada bi se na odgovarajući način mogli proširiti na različite klase
stohastičkih diferencijalnih jednačina. Pored toga mogli bi se uvesti drugačiji uslovi
pod kojima aproksimativna rešenja konvergiraju ka tačnom rešenju i pritom imaju
osobinu stabilnosti odgovarajuće vrste. Takod̄e mogući pravci daljih istrazivanja bi
se mogli odnositi na proučavanje nekih drughih numeričkih metoda aproksimacije.
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Summary

In this dissertation numerical approximations of solutions to neutral stochastic differ-
ential equations with time-dependent delay and neutral stochastic differential equa-
tions with time-dependent delay and Markovian switching are considered. Euler-
Maruyama, backward Euler and θ- Euler-Maruyama methods are studied. Suffi-
cient conditions for convergence in probability of the sequences of Euler-Maruyama
and backward Euler solutions to the exact solution of neutral stochastic differen-
tial equations with time-dependent delay and Markovian switching are determined.
Moreover, conditions under which these solutions inherit from the exact solution
almost sure exponential stability property. Beside that, for θ ∈ (0, 1

2
] and θ ∈ (1

2
, 1),

the sufficient conditions under which both the exact and θ- Euler-Maruyama ap-
proximate solutions share the almost sure exponential stability property. In order
to obtain the previously mentioned results, in some situations, the linear growth
condition is applied, while in other situations certain nonlinear growth conditions,
precisely generalized Khasminskii-type conditions, are used.

The results of this dissertation could be extended appropriately to different
classes of stochastic differential equations. Moreover, some different conditions un-
der which the approximate solutions converge to the exact solution and have the
same stability property can be applied. Beside that, possible directions for further
research could be related to the studying of some other approximate methods.
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tion, Yokohama Mathematical Journal Vol. 34, 1986.

[72] M.G. Murge, B.G. Pachpatte, Successive approximations for solutions of second
order stochastic integrodifferential equations of Itô type, Indian J. pure appl.
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Prva četiri razreda osnovnog obrazovanja je završila u Skoplju. Nastavila je školova-
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• M. Obradović, M. Milošević, Stability of a class of neutral stochastic differe-
ntial equations with unbounded delay and Markovian switching and the Euler-
Maruyama method J. Comput. Appl. Math. 309 (2017) 244–266.

Deo doktorske disertacije je i jedan naučni rad koji je u pripremi.
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