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Predgovor

Rimanova geometrija (u xirem smislu) je teorija Rimanovog pro-

stora. Osnove Rimanove geometrije je postavio jox B. Riman u svom

radu ”O pretpostavkama, koje le�e u osnovama geometrije”, u kome su

izlo�ene samo ideje. Daǉe su Rimanovu geometriju razvili drugi

matematiqari, posebno Riqi, a zatim i Ajnxtajn u vezi sa teorijom

relativnosti. Ajnxtajn je 1916. godine objavio svoju Opxtu teoriju

relativnosti, u kojoj se kao prostor u kome se odvijaju fiziqke pojave

uzima jedinstveni prostorno-vremenski kontinuum, u kome je metrika

odre�ena sa

(ds)2 = gijdx
idxj, gij(x) = gji(x), i, j = 1, 2, 3, 4,

pri qemu gij zavise od rasporeda masa u prostoru. Dakle, sa mate-

matiqke taqke gledixta, prostor Opxte teorije relativnosti je Ri-

manov prostor R4. Taqka (x1, x2, x3, x4) u Opxtoj teoriji relativnosti

se zove doga�aj, jer je sa prve tri koordinate odre�eno mesto, a qetvr-

tom vreme.

Motivacija za prouqavaǌe prostora nesimetriqne afine koneksije

potiqe od Ajnxtajna. Naime, Ajnxtajn nije bio zadovoǉan Opxtom

teorijom relativnosti, pa je, poqev od 1923. godine, radio na pro-

nala�eǌu Jedinstvene teorije poǉa, koja bi obuhvatila gravitaciono

i elektromagnetno poǉe. U daǉim radovima je koristio kompleksan

osnovni tenzor gij, qiji je realni deo simetriqan, a imaginarni anti-

simetriqan po indeksima i, j. U Ajnxtajnovim radovima [14–17] se

simetriqni deo afine koneksije odnosi na gravitaciju, dok se ten-

zor torzije odnosi na elektomagnetizam. Nakon Ajnxtajna, doprinos

teoriji prostora nesimetriqne afine koneksije je dao i L. P. Ajzen-

hart, koji je uveo definiciju generalisanog Rimanovog prostora [18].

Generalisan Rimanov prostor u smislu Ajzenhartove definicije je

N-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost snabdevena nesimetri-



2

qnim osnovnim tenzorom gij. Takve prostore ovde nazivamo Ajzenhart-

Rimanovim prostorima. Teorijom prostora nesimetriqne afine konek-

sije su se daǉe bavili ili se i daǉe bave F. Graif [21], S. Bohner

[10], K. Nitesku [70], M. Prvanovi� [79–82], S. M. Minqi� [45,47–57],

M. S. Stankovi� [57, 59, 74, 75, 91, 93–98, 105], ǈ. S. Velimirovi�

[61, 65, 66, 100], M. ǈ. Zlatanovi� [98, 102, 120, 121, 124, 125] i mnogi

drugi.

Mnogi problemi koji se odnose na prostore nesimetriqne afine

koneksije i na generalisane Rimanove prostore, kao ǌihov specijalan

sluqaj, su i danas ostali nerazjaxǌeni, a otvorena su i mnoga nova

pitaǌa. Koriste�i poznate rezultate koji se odnose na prostore si-

metriqne i nesimetriqne afine koneksije, Rimanove i Ajzenhart-Ri-

manove prostore, ali i na preslikavaǌa ovih prostora, u ovoj diser-

taciji su uopxteni neki pojmovi i prona�eni neki novi rezultati.

Disertacija se sastoji iz pet glava:

1. Uvod,

2. Generalisani Ajnxtajnovi tenzori,

3. Uopxteǌa Kelerovih prostora,

4. Neke osnovne jednaqine skoro geodezijskih preslikavaǌa drugog tipa,

5. Biholomorfno projektivna preslikavaǌa.

Prva glava je uvodnog karaktera. U ǌoj su navedeni poznati pojmovi

i rezultati koji su nam potrebni za daǉi rad.

Druga glava se zasniva na rezultatima koji su dobijeni u radovima

[109,111]. Razmatrana su neka uopxteǌa Ajnxtajnovog tenzora

Ei
j = Ri

j −
1

2
δij R,

tj. definisani su Ajnxtajnovi tenzori prve, druge, tre�e i qetvrte

vrste u sluqaju Ajzenhart-Rimanovog prostora i dobijene su relacije

analogne relaciji Ei
j;i = 0, gde je sa (; ) oznaqeno kovarijantno difer-

enciraǌe u odnosu na Γi
jk. U ovoj glavi su posmatrani i generalisani

Ajnxtajnovi prostori prve i druge vrste i geodezijska preslikavaǌa

T -povezanih generalisanih Ajnxtajnovih prostora.

U tre�oj glavi, koja je zasnovana na radovima [126, 127], su raz-
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matrana uopxteǌa (eliptiqkih) Kelerovih prostora. Posmatrani su

Ajzenhart-Kelerovi prostori GKN , koji su definisani kao N-dimen-

zioni Ajzenhart-Rimanovi prostori sa nesimetriqnim metriqkim ten-

zorom gij i skoro kompleksnom strukturom F i
j , za koju va�e relacije [96]

F h
p F

p
i = −δhi ,

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q ,

F h
i|
θ
j = 0, (θ = 1, 2),

gde je sa |
θ

oznaqeno kovarijantno diferenciraǌe vrste θ = 1, 2, u

odnosu na metriqki tenzor gij, kao i Ajzenhart-Kelerovi prostori tre-

�e vrste GK
3
N , koji su N-dimenzioni Ajzenhart-Rimanovi prostori

sa nesimetriqnim metriqkim tenzorom gij i skoro kompleksnom struk-

turom F i
j , za koju va�e relacije [119]

F h
p F

p
i = −δhi ,

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q ,

F h
i|
3
j = 0,

F h
i;j = 0,

gde je |
3

kovarijantni izvod tre�e vrste u odnosu na nesimetriqnu

koneksiju Γi
jk. Dobijeni su potrebni i dovoǉni uslovi da preslikavaǌe

f : GRN → GK
3
N bude geodezijsko, kao i potrebni i dovoǉni uslovi da

preslikavaǌe f : GRN → GK
3
N bude ekvitorziono geodezijsko. Izuqa-

vana su holomorfno projektivna preslikavaǌa Ajzenhart-Kelerovih

prostora i prona�eni su invarijantni geometrijski objekti ekvitor-

zionog holomorfno projektivnog preslikavaǌa f : GKN → GKN .

Qetvrta glava se bazira na rezultatima koji su dobijeni u [110].

Razmatrana su skoro geodezijska preslikavaǌa drugog tipa prostora

GAN sa nesimetriqnom afinom koneksijom na prostor GAN sa nes-

imetriqnom afinom koneksijom. Definisani su Nijenhuisovi tenzori

prve i druge vrste u prostoru GAN , prona�ene su neke relacije koje

ovi tenzori zadovoǉavaju, kao i potrebni i dovoǉni uslovi da pros-
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tor nesimetriqne afine koneksije dopuxta preslikavaǌe π
1
2(e), e ̸= 0,

tj. preslikavaǌe π
2
2(e), e ̸= 0.

Peta glava je posve�ena biholomorfno projektivnim preslikava-

ǌima Ajzenhart-Rimanovih prostora. Uspostavǉene su biholomorfno

projektivne veze izme�u odgovaraju�ih tenzora krivine Ajzenhart-Ri-

manovih prostora GRN i GRN . Kao posledice ovih veza, dobijene su

i ekvitorzione biholomorfno projektivne veze izme�u odgovaraju�ih

tenzora krivine Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN . Na kraju,

odre�en je Tomasov ekvitorzioni biholomorfno projektivni parame-

tar, koji je invarijantan geometrijski objekat ekvitorzionog biholo-

morfno projektivnog preslikavaǌa.

Disertacija je ura�ena pod mentorstvom prof. dr Milana Zla-

tanovi�a. Ovom prilikom mu se zahvaǉujem na velikoj pomo�i koju mi

je pru�io u toku izrade disertacije, prate�i qitav tok izrade, kao
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GLAVA 1

Uvod

U ovom delu �emo izlo�ili ve� poznate osnovne rezultate vezane

za teoriju diferencijabilne mnogostrukosti. Detaǉnija objaxǌeǌa

se mogu na�i u kǌigama [2,11,12,18,39,43,62,63,87,88,117,118].

1.1 Diferencijabilne mnogostrukosti

Neka je MN proizvoǉan skup, qije elemente zovemo taqkama i neka

za svaku taqku P ∈ MN postoji podskup UP , P ∈ UP ⊂ MN , koji se

po zakonu φ preslikava uzajamno jednoznaqno i neprekidno na otvoren

podskup Euklidskog1 prostora EN . Tada je

φ(P ) = x = (x1 . . . , xN) ∈ EN . (1.1.1)

U ovom sluqaju su xi koordinate taqke P ∈ MN i oznaqavamo

P (x1, . . . , xN) = P (x).

Podskup UP je okolina taqke P , a par (UP , φ) nazivamo lokalnim ko-

ordinatnim sistemom. Pod pretpostavkom da su ispuǌeni odre�eni

uslovi, MN se na ovaj naqin mo�e prekriti okolinama i ako je (U ′
P , φ

′)

drugi lokalni koordinatni sistem za istu taqku P , tj. P ∈ UP ∩ U ′
P ,

bi�e xi
′
druge lokalne koordinate za taqku P , pri qemu pretpostavǉa-

1Eυκλειδης, Euklid iz Aleksandrije, antiqki matematiqar

7
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mo da u EN postoji preslikavaǌe

λ : φ(UP ∩ U ′
P ) → φ′(UP ∩ U ′

P ), (1.1.2)

takvo da je

λ : φ(P ) → φ′(P ), tj. λ : (x1, . . . , xN) → (x1
′
, . . . , xN

′
). (1.1.3)

Navedenom preslikavaǌu odgovara transformacija lokalnih koordi-

nata

xi
′
= xi

′
(x1, . . . , xN), i′ = 1′, . . . , N ′. (1.1.4)

Ako pretpostavimo da je preslikavaǌe λ uzajamno jednoznaqno i nepre-

kidno, tada postoji inverzno preslikavaǌe λ−1, pa iz (1.1.4) sledi

xi = xi(x1
′
, . . . , xN

′
), i = 1, . . . , N. (1.1.5)

Sada mo�emo dati definiciju diferencijabilne mnogostrukosti.

Definicija 1.1.1. [62,63] Skup MN , zajedno sa skupom {(UP , φ)} lokalnih

koordinatnih sistema, pri qemu funkcije (1.1.4), (1.1.5) za transforma-

ciju lokalnih koordinata imaju neprekidne parcijalne izvode svakoga reda

i

J =
∂(x1, . . . , xN)

∂(x1′ , . . . , xN ′)
̸= 0, (1.1.6)

zove se diferencijabilna mnogostrukost. Broj N je dimenzija difer-

encijabilne mnogostrukosti MN .

Analogno definiciji krive u EN , definixe se kriva na MN :

Definicija 1.1.2. [62, 63] Kriva na diferencijabilnoj mnogostruko-

sti MN je skup taqaka u MN , qije su koordinate funkcije jednog realnog

parametra t:

xi = xi(t), t ∈ (a, b) ⊂ R, (1.1.7)

pod uslovom da nisu svi dxi/dt istovremeno jednaki nuli.
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1.2 Tangentni prostor mnogostrukosti

Postoji vixe naqina da se definixe pojam tangentnog vektora na

mnogostrukosti. Najpre �emo navesti algebarsku definiciju tangentnog

vektora diferencijabilne mnogostrukosti MN u taqki P.

Definicija 1.2.1. [44, 63] Neka je F(MN) skup svih diferencijabilnih

funkcija na mnogostrukosti MN . Tangentni vektor diferencijabilne

mnogostrukosti, u taqki P te mnogostrukosti, je svako preslikavaǌe

XP : F(MN) → R, (1.2.1)

koje zadovoǉava relacije

XP (αf + βg) = αXP (f) + βXP (g), (1.2.2)

XP (fg) = XP (f)g(P ) + f(P )XP (g), (1.2.3)

gde je α, β ∈ R, a f, g ∈ F(MN). Taqka P je poqetak vektora XP .

Ukratko mo�emo da ka�emo da su tangentni vektori diferenciraǌa na

skalarnim funkcijama.

Tangentni vektor u taqki P ∈ MN je mogu�e definisati i na slede�i

naqin (fiziqka definicija):

Definicija 1.2.2. [44] Tangentni vektor u taqki P ∈ MN je N-torka

realnih brojeva (a1, ..., aN) u lokalnom koordinatnom sistemu x1, ..., xN ,

tako da je u bilo kom drugom koordinatnom sistemu x̃1, ..., x̃N , isti vek-

tor dat odgovaraju�om N-torkom (ã1, ..., ãN), pri qemu je

ãi =
∑
j

∂x̃i

∂xj
∣∣
P
aj.

Dakle, tangentni vektori su elementi prostora RN qije se koordinate

pri promeni koordinatnog sistema transformixu na specijalan naqin.

U literaturi se sre�emo i sa geomertijskom definicijom tangentnog

vektora u taqki P ∈ MN :
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Definicija 1.2.3. [63] Tangentni vektor na mnogostrukosti MN u

taqki P ∈ MN je klasa ekvivalencije diferencijabilnih krivih

c : (−ε, ε) → MN

koje ispuǌavaju uslov c(0) = P, gde je klasa ekvivalencije ∼ odre�ena sa

c ∼ c∗ ⇔ (φ ◦ c)(0) = (φ ◦ c∗)(0),

za svaki lokalni koordinatni sistem (U,φ) koji sadr�i taqku P .

Dakle, tangentni vektori su tangente krivih koje le�e na mnogostru-

kosti.

Definicija 1.2.4. [63] Vektorski prostor qiji su elementi svi tan-

gentni vektori sa poqetkom u taqki P ∈ MN naziva se tangentni pros-
tor mnogostrukosti MN i oznaqava�emo ga sa TP (MN).

Baza (∂i) =

(
∂

∂xi

)
prostora TP (MN) jeste koordinatna (prirodna)

baza. Proizvoǉan vektor v, u ovoj bazi, se mo�e zapisati u obliku

v = vα∂α, gde su vi komponente vektora v u odnosu na bazu (∂i) i gde smo

koristili Ajnxtajnovu2 konvenciju o sabiraǌu3.

Linearno preslikavaǌe

ω : TP (MN) → R,

u taqki P , jeste kovarijantni vektor (kovektor ili 1-forma).

Diferencijali (dxi) koordinatnih funkcija u taqki P qine bazu du-

alnog (kotangentnog) prostora T ∗
P (MN).

2Albert Einstein (1879-1955, teorijski fiziqar)
3Ajnxtajnova konvencija: Ako se jedan indeks u nekom qlanu (sabirku) javǉa

istovremeno kao doǌi i kao gorǌi, po tom indeksu se podrazumeva sabiraǌe i bez
znaka Σ.
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1.3 Tenzori

Tenzorski raqun, kao matematiqki aparat, ima veliku primenu u

Opxtoj teoriji relativnosti, mehanici, tehnici i diferencijalnoj

geometriji, tj. pojedine veliqine vezane za navedene discipline su

tenzori (tenzori deformacije, napona, trenutne ugaone brzine, vi-

skoznosti, Ajnxtajnov tenzor,...). Tenzorski raqun se qesto naziva i

Riqijev4 raqun5 u qast italijanskog matematiqara koji je u XIX veku

prvi uveo dva zakona transformacije i oznake sa gorǌim i doǌim in-

deksima. Sam pojam tenzor je prvi koristio Ajnxtajn 1916. godine. U

nastavku �emo najpre dati neke definicije tenzora.

Po svim argumentima linearno preslikavaǌe

trs : T
∗
P (MN)× . . .× T ∗

P (MN)︸ ︷︷ ︸
r puta

×TP (MN)× . . .× TP (MN)︸ ︷︷ ︸
s puta

→ R, (1.3.1)

gde su prostori TP (MN) i T ∗
P (MN) generisani bazama (∂i) i (dxi), zove

se tenzor tipa (r, s). Opxtije, va�i:

Definicija 1.3.1. [63] Ako je V vektorski prostor dimenzije N i V ∗

ǌemu dualni prostor tada je po svim argumentima linearno preslika-

vaǌe

trs : V
∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
r puta

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s puta

→ R (1.3.2)

tenzor tipa (r, s) nad vektorskim prostorom V kontravarijantnog ste-

pena r i kovarijantnog stepena s.

Skup svih tenzora tipa (r, s) nad vektorskim prostorom V oznaqa-

vamo sa T r
s(V ). Tenzori koji pripadaju skupu T r

0(V ) su kontravari-

jantni tenzori. Specijalan sluqaj kontravarijantnih tenzora qine

kontravarijantni vektori (1-forme) koji pripadaju skupu T 1
0(V ). Ten-

zori koji pripadaju skupu T 0
s(V ) su kovarijantni tenzori. Kao speci-

jalan sluqaj kovarijantnih tenzora posmatramo elemente skupa T 0
1(V ),

koje nazivamo kovarijantnim vektorima, tj. linearnim formama.

4Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925, italijanski matematiqar)
5Ricci-calculus
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Definicija 1.3.2. [63] Sistem T i1...ir
j1...js

je tenzor tipa (r, s) ako pri trans-

formaciji koordinata (1.1.4) va�i zakon trasformacije

T
i′1...i

′
r

j′1...j
′
s
= x

i′1
i1
. . . x

i′r
ir
xj1j′1

. . . xjsj′sT
i1...ir
j1...js

, (1.3.3)

gde smo oznaqili xi
′
i =

∂xi
′

∂xi
, xii′ =

∂xi

∂xi′
.

Skup tenzora istog tipa je linearan vektorski prostor nad poǉem

realnih brojeva, pri qemu je unutraxǌa operacija sabiraǌa tenzora,

a spoǉaxǌa operacija mno�eǌa tenzora skalarom. Osim operacija

sabiraǌa odnosno oduzimaǌa koje su definisane samo za tenzore istog

tipa, mogu�a je operacija mno�eǌa dva tenzora proizvoǉnog tipa, pri

qemu je proizvod tenzora tipa (r, s) i tenzora tipa (p, q) tenzor tipa

(r + p, s+ q).

Definicija 1.3.3. Neka je A tenzor tipa (1, 1), AP : TP (MN) → TP (MN).

Kontrakcija (trag) je odre�ena relacijom

CA
∣∣
P
= Tr(AP ) =

∑
i

⟨AP ei, ei⟩, (1.3.4)

gde je ⟨, ⟩ skalarni proizvod, e1, ..., eN ortonormirana baza za TP (MN). U

proizvoǉnoj bazi b1, ..., bN takvoj da je Abj =
∑
i

Ai
jbi, trag se mo�e izrazi-

ti formulom
∑
i

Ai
i.

Neka je A tenzor tipa (1, s). Tada je za svako i ∈ {1, ..., s} i fiksirane

Xj, j ̸= i, odre�ena kontrakcija CiA relacijom

CiA(X1, ..., Xi−1, Xi+1, ...Xs) =
N∑
j=1

⟨A(X1, ..., Xi−1, ej, Xi+1, ...Xs), ej⟩. (1.3.5)

Kontrakcija (trag) tenzora A tipa (1, s) je tenzor CiA tipa (0, s− 1).

Napomena 1.3.1. Uobiqajena upotreba traga matrice nema smisla u slu-

qaju tenzora tipa (0, 2). U tom sluqaju posmatramo trag ǌemu pridru-

�enog tenzora tipa (1, 1). Ako je A tenzor tipa (0, 2) i ǌemu pridru�eni
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tenzor A∗ tipa (1, 1), koji je definisan relacijom

A(X, Y ) = ⟨A∗X, Y ⟩ = g(A∗X, Y ),

onda definixemo Trg A = TrA∗.

Napomena 1.3.2. Ako koristimo Riqijevu notaciju, Tr(Ai
j) se oznaqava

sa Ai
i.

1.4 Afina koneksija i prostori afine
koneksije

Iako su svi tangentni prostori izomorfni me�u sobom, ne postoji

pravilo kojim se uspostavǉa veza izma�u vektora tangentnih prostora

razliqitih i bliskih taqaka. Takvo pravilo se mora dodatno uspo-

staviti i naziva se koneksija (povezanost).

Saglasno opxtoj ideji lokalnosti u diferencijalnoj geometriji,

pitaǌe koneksije svodimo na problem proglaxavaǌa parova vektora iz

susednih tangentnih prostora za me�usobno paralelne vektore. Dru-

gaqije reqeno, lokalno je koneksija preslikavaǌe vektora iz TP (MN) u

vektore susednih tangentnih prostora.

Definicija 1.4.1. [63] Afina koneksija na mnogostrukosti MN je

preslikavaǌe ∇, koje paru (X, Y ) vektorskih poǉa pridru�uje vektorsko

poǉe ∇YX tako da va�i:

A1 : ∇Y (X1 +X2) = ∇YX1 +∇YX2,

A2 : ∇Y (fX) = (Y f) ·X + f · ∇YX,

A3 : ∇Y1+Y2X = ∇Y1X +∇Y2X,

A4 : ∇fYX = f · ∇YX.

Vektorsko poǉe ∇∂k∂j, u lokalnim koordinatama (x1 . . . , xN), po baz-

nim vektorima ∂i mogu�e je razlo�iti kao

∇∂k∂j = Lα
jk∂α, (1.4.1)
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gde su Li
jk koeficijenti afine koneksije ∇, koji opisuju naqin na koji

se bazni vektori meǌaju od taqke do taqke. Primenom jednaqine (1.4.1)

na funkcije xi dobija se da je

(∇∂k∂j)(x
i) = Lα

jk

∂xi

∂xα
= Lα

jkδ
i
α = Li

jk. (1.4.2)

Definicija 1.4.2. [63] Diferencijabilna mnogostrukost MN , na kojoj

je definisana afina koneksija ∇, naziva se prostor afine koneksije.

U sluqaju da se u prostoru (MN ,∇) sa koordinata xi u lokalnoj

karti (U , φ) pre�e na koordinate xi
′
u lokalnoj karti (U ′, φ′), u taqkama

preseka U ∩ U ′ �e va�iti veza

Li′

j′k′ = xi
′

i x
j
j′x

k
k′L

i
jk + xi

′

i x
i
j′k′ , (1.4.3)

kao i inverzna veza

Li
jk = xii′x

j′

j x
k′

k L
i′

j′k′ + xii′x
i′

jk, (1.4.4)

gde smo oznaqili

xi
′

i =
∂xi

′

∂xi
i xij′k′ =

∂2xi

∂xj′∂xk′
. (1.4.5)

Definicija 1.4.3. Neka su X i Y dva diferencijabilna vektorska poǉa

na mnogostrukosti MN i neka je f : MN → R diferencijabilna funkcija,

tj. neka je f ∈ F(MN). Relacijom

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) (1.4.6)

se definixe vektorsko poǉe [X,Y ] koje nazivamo komutatorom vektorskih

poǉa X i Y .

Definicija 1.4.4. Geometijski objekat
0

∇YX, odre�en relacijom

0

∇YX =
1

2
(∇YX +∇XY − [X,Y ]), (1.4.7)

je simetriqni deo afine koneksije ∇.
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Koordinatna forma simetriqnog dela afine koneksije je

Li
jk =

1

2
(Li

jk + Li
kj) (1.4.8)

i naziva se simetriqni deo koeficijenta afine koneksije Li
jk.

Definicija 1.4.5. Geometijski objekat T (X,Y ), odre�en relacijom

T (X,Y ) =
1

2
(∇YX −∇XY + [X, Y ]), (1.4.9)

je antisimetriqni deo tj. tenzor torzije afine koneksije ∇.

Koordinatna forma antisimetriqnog dela afine koneksije je

Li
jk
∨
=

1

2
(Li

jk − Li
kj) (1.4.10)

i naziva se antisimetriqni deo koeficijenta afine koneksije Li
jk.

Za afinu koneksiju ∇ va�i

∇YX =
0

∇YX + T (X, Y ), (1.4.11)

tj. koeficijent afine koneksije Li
jk mo�e biti predstavǉen u obliku

Li
jk = Li

jk + Li
jk
∨
. (1.4.12)

U Ajnxtajnovim radovima [14–17] se simetriqni deo
0

∇YX afine

koneksije ∇ odnosi na gravitaciju, dok se tenzor torzije T (X,Y ) odnosi

na elektomagnetizam.

Afina koneksija ∇ je simetriqna ako za svaka dva vektorska poǉa

X i Y iz MN va�i

∇XY = ∇YX.

Tada, za koeficijente afine koneksije va�i Li
jk = Li

kj. Prostor snab-

deven simetriqnom afinom koneksijom oznaqavamo sa AN i nazivamo

prostorom simetriqne afine koneksije.
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Ako funkcije Li
jk nisu simetriqne po doǌim indeksima, osim ∇

mogu�a je i koneksija ∇̃, gde u (1.4.1) umesto Li
jk imamo Li

kj. Za koneksije

∇ i ∇̃ ka�emo da su jedna drugoj dualne, tj. da je ∇ (a samim tim i

∇̃) nesimetriqna afina koneksija. Prostor snabdeven nesimetriqnom

afinom koneksijom oznaqavamo sa GAN i nazivamo prostorom nesime-

triqne afine koneksije.

Doprinos teoriji prostora, kako simetriqne, tako i nesimetriqne,

afine koneksije su svojim radom dali i jox uvek daju mnogi matema-

tiqari. Izuqavaǌem prostora simetriqne afine koneksije bavili su

se N. S. Sinjukov [87], J. Mikex sa koautorima [3–9, 23, 33, 34, 38, 39,

41, 43, 44, 114], V. F. Kagan [30] kao i mnogi drugi, dok su prosto-

re nesimetriqne afine koneksije izuqavali L. P. Ajzenhart [18], F.

Graif [21], S. Bohner [10], K. Nitesku [70], M. Prvanovi� [79–82], S.

M. Minqi� [45, 47–57], M. S. Stankovi� [57, 59, 74, 75, 91, 93–98, 105],

ǈ. S. Velimirovi� [61, 65, 66, 100], M. ǈ. Zlatanovi� [98, 102, 120,

121,124,125] i mnogi drugi.

Na osnovu afine koneksije prostora GAN , imaju�i u vidu nesime-

triqnost koeficijenta afine koneksije Li
jk, definisane su qetiri vrste

kovarijantnog diferenciraǌa [48, 50, 53]. Na primer, za tenzor aij u

GAN imamo

∇
1
ka

i
j = aij |

1
k = aij,k + Li

pka
p
j − Lp

jka
i
p, (1.4.13)

∇
2
ka

i
j = aij |

2
k = aij,k + Li

kpa
p
j − Lp

kja
i
p, (1.4.14)

∇
3
ka

i
j = aij |

3
k = aij,k + Li

pka
p
j − Lp

kja
i
p, (1.4.15)

∇
4
ka

i
j = aij |

4
k = aij,k + Li

kpa
p
j − Lp

jka
i
p, (1.4.16)

pri qemu zapeta oznaqava parcijalno diferenciraǌe
∂

∂xk
. Ukoliko je

T (X,Y ) = 0, relacije (1.4.13), (1.4.14), (1.4.15) i (1.4.16) se svode na

∇ka
i
j = aij;k = aij,k + Li

pka
p
j − Lp

jka
i
p. (1.4.17)

Postoji jedan Riqijev identitet izveden na osnovu kovarijantnog

diferenciraǌa (1.4.17). Na osnovu tog Riqijevog identiteta dobijen
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je jedan tenzor krivine, koji je u prostoru GAN dat relacijom [39, 43,

44,87]

R(X;Y, Z) =
0

∇Z

0

∇YX −
0

∇Y

0

∇ZX −
0

∇[Y,Z]X. (1.4.18)

Koriste�i qetiri vrste kovarijantnog diferenciraǌa (1.4.13), (1.4.14),

(1.4.15) i (1.4.16), S. M. Minqi� je, na mnogostrukosi sa nesimetriqnom

afinom koneksijom, posmatrao razne identitete Riqijevog tipa i po-

kazao da je me�u dvanaest tenzora krivine, koji se javǉaju u ovim

identitetima, ǌih pet linearno nezavisnih [48–51,53,56]. Navex�emo

operatorski oblik pet linearno nezavisnih tenzora krivine na mno-

gostrukosti sa nesimetriqnom afinom koneksijom, koje �emo koristiti

u nastavku:

R
1
(X;Y, Z) = ∇

1
Y∇

1
ZX −∇

1
Z∇

1
YX −∇

1
[Y,Z]X,

R
2
(X;Y, Z) = ∇

2
Y∇

2
ZX −∇

2
Z∇

2
YX −∇

2
[Y,Z]X,

R
3
(X;Y, Z) = ∇

2
Y∇

1
ZX −∇

1
Z∇

2
YX +∇

2
∇
1
ZYX −∇

1
∇
2
Y ZX,

R
4
(X;Y, Z) = ∇

2
Y∇

1
ZX −∇

1
Z∇

2
YX +∇

2
∇
2
ZYX −∇

1
∇
1
Y ZX,

R
5
(X;Y, Z) =

1

2
(∇
1
Y∇

1
ZX −∇

2
Z∇

1
YX +∇

2
Y∇

2
ZX −∇

1
Z∇

2
YX

+∇
1
[Z,Y ]X +∇

2
[Z,Y ]X).

(1.4.19)

1.5 Ajzenhart-Rimanovi prostori

Navedimo najpre definiciju Rimanovog6 prostora:

Definicija 1.5.1. [62,63] Diferencijabilna mnogostrukost RN u qijim

taqkama su zadate funkcije

gij(x
1, . . . , xN) = gji(x

1, . . . , xN) (1.5.1)

tako da je du� krive u RN

(ds)2 = gijdx
idxj, (1.5.2)

6Georg Fredrich Bernahard Riemann (1826-1866, nemaqki matematiqar)
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gde je

det(gij) ≡ |gij| ̸= 0, (1.5.3)

zove se Rimanova mnogostrukost ili Rimanov prostor.

Rimanova geometrija (u xirem smislu) je teorija Rimanovog pros-

tora. Osnove Rimanove geometrije je postavio jox B. Riman u svom

radu ”O pretpostavkama, koje le�e u osnovama geometrije”, u kome su

izlo�ene samo ideje [86]. Daǉe su Rimanovu geometriju razvili drugi

matematiqari, posebno Riqi, a zatim i Ajnxtajn u vezi sa teorijom

relativnosti. Naime, Ajnxtajn je 1905. godine izlo�io svoju speci-

jalnu teoriju relativnosti, u kojoj se prostor i vreme posmatraju kao

jedinstven prostorno-vremenski kontinuum, tj. kao 4-dimenzioni pseu-

doeuklidski prostor u kome je I kvadratna forma

(ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 − (cdt)2, (1.5.4)

gde su xi prostorne koordinate, c-brzina svetlosti, t-vreme.

Ajnxtajn je 1916. godine objavio svoju Opxtu teoriju relativnosti,

u kojoj se kao prostor u kome se odvijaju fiziqke pojave uzima opet

jedinstveni prostorno-vremenski kontinuum, u kome je metrika odre-

�ena sa

(ds)2 = gijdx
idxj, gij(x) = gji(x), i, j = 1, 2, 3, 4, (1.5.5)

pri qemu sada gij nisu konstante kao u (1.5.4), ve� zavise od rasporeda

masa u prostoru. Dakle, sa matematiqke taqke gledixta, prostor

Opxte teorije relativnosti je Rimanov prostor R4. Taqka (x1, x2, x3,

x4) u Opxtoj teoriji relativnosti se zove doga�aj, jer je sa prve tri

koordinate odre�eno mesto, a qetvrtom vreme.

Do generalizacije Rimanovog prostora dolazimo izostavǉaǌem us-

lova simetriqnosti osnovnog tenzora gij. Naime, generalisan Rimanov

prostor GRN , u smislu Ajzenhartove7 definicije [19], je diferenci-

jabilna N-dimenziona mnogostrukost, snabdevena nesimetriqnim os-

novnim tenzorom gij. Osnovni tenzor mo�emo da predstavimo kao zbir

7Luther Pfahler Eisenhart (1876-1965, ameriqki matematiqar)
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simetriqnog dela gij i antisimetriqnog dela gij
∨
, gde je

gij =
1

2
(gij + gji) =

1

2
g(ij), gij

∨
=

1

2
(gij − gji) =

1

2
g<ij>, (1.5.6)

pri qemu ij i (ij) oznaqavaju, redom, simetrizaciju sa deǉeǌem i si-

metrizaciju bez deǉeǌa po indeksima i i j, dok ij
∨

i < ij > oznaqavaju,

redom, antisimetrizaciju sa deǉeǌem i antisimetrizaciju bez deǉeǌa

po indeksima i i j.

Teorijom generalisanih Rimanovih prostora bavili su se ili se

jox uvek bave mnogi autori [13, 19, 20, 58, 64, 65, 67, 68, 76–78, 89, 90,

99, 103, 113, 120, 123]. Nadaǉe �emo generalisane Rimanove prostore

nazivati Ajzenhart-Rimanovim prostorima.

Spuxtaǌe i dizaǌe indeksa je definisano tenzorima gij i gij, redom,

gde je gij odre�eno sa

gij gjk = δik, (1.5.7)

a δik je Kronekerov8 δ-simbol.

Generalisani Kristofelovi9 simboli prve vrste prostora GRN su

dati formulom

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j), (1.5.8)

gde je, na primer, gij,k =
∂gij
∂xk

. Koeficijenti koneksije prostora GRN su

generalisani Kristofelovi simboli druge vrste

Γi
jk = gipΓp.jk, (1.5.9)

gde je ||gij|| = ||gij||−1 i gij = 1
2
(gij+gji), uz pretpostavku da je det ||gij|| ̸= 0,

det ||gij|| ≠ 0. U opxtem sluqaju je Γi
jk ̸= Γi

kj. Simetriqan i anti-

simetriqan deo za Γi
jk su dati formulama

Γi
jk =

1

2
(Γi

jk + Γi
kj), Γi

jk
∨
=

1

2
(Γi

jk − Γi
kj). (1.5.10)

8Leopold Kronecker (1823-1891, nemaqki matematiqar)
9Elwin Bruno Cristoffel (1829-1900, nemaqki matematiqar)
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Veliqina Γi
jk, koja odgovara simertiqnom tenzoru gij, je koneksija Levi-

Qivita10. Veliqinu T i
jk = Γi

jk
∨

nazivamo tenzorom torzije prostora

GRN . Oqigledno,

Γi
jk = Γi

jk + T i
jk. (1.5.11)

Napomena 1.5.1. Ajzenhart-Rimanov prostor GRN predstavǉa specija-

lan sluqaj prostora GAN , u kome su koeficijenti koneksije generalisani

Kristofelovi simboli druge vrste.

Upotreba nesimetriqnog osnovnog tenzora i nesimetriqne koneksije

je postala naroqito aktuelna nakon objavǉivaǌa Ajnxtajnovih radova

[14–17]. Ovi radovi se vezuju za zaqetak Jedinstvene teorije poǉa, gde

je simetriqan deo gij osnovnog tenzora gij u vezi sa gravitacijom, a

antisimetriqan deo gij
∨
sa elektromagnetizmom.

Teorema 1.5.1. [29] Neka je GRN Ajzenhart-Rimanov prostor snabdeven

osnovnim tenzorom gij, Γi
jk koneksija Levi-Qivita koja odgovara tenzoru

gij. Neka je Γi
jk linearna koneksija sa torzijom T i

jk. Tada je Γi
jk jedinstveno

odre�eno formulom

Γi.jk = Γi.jk +
1

2

[
Ti.jk + Tk.ij − Tj.ki

]
− 1

2

[
gik;j + gij;k − gkj;i

]
, (1.5.12)

gde je Tk.ij := gkpT
p
ij.

Lako se uoqava da je jednaqinu (1.5.8) mogu�e zapisati u obliku

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j)

=
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j) +

1

2
(gji

∨
,k − gjk

∨
,i + gik

∨
,j)

= Γi.jk +
1

2
dgijk,

(1.5.13)

pri qemu je Γi.jk koneksija Levi-Qivita koja odgovara simetriqnom ten-

zoru gij, a dgijk je odre�eno relacijom dgijk = gji
∨
,k− gjk

∨
,i+ gik

∨
,j. Na osnovu

jednaqine (1.5.13), vidimo da je simetriqni deo metriqkog tenzora ko-

varijantno konstantan, kao i da je torzija Ti.jk odre�ena jednaqinom

Ti.jk =
1
2
dgijk.

10Tulio Levi-Civita (1873-1941, italijanski matematiqar)
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U Ajzenhart-Rimanovom prostoru postoje qetiri vrste kovarijan-

tnog diferenciraǌa [48,53]. Na primer, za tenzor ai1...iAj1...jB
u GRN imamo

ai1...iAj1...jB |
1
k = ai1...iAj1...jB ,k +

A∑
p=1

Γ
ip
αka

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Γα
jqka

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.5.14)

ai1...iAj1...jB |
2
k = ai1...iAj1...jB ,k +

A∑
p=1

Γ
ip
kαa

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Γα
kjqa

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.5.15)

ai1...iAj1...jB |
3
k = ai1...iAj1...jB ,k +

A∑
p=1

Γ
ip
αka

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Γα
kjqa

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.5.16)

ai1...iAj1...jB |
4
k = ai1...iAj1...jB ,k +

A∑
p=1

Γ
ip
kαa

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Γα
jqka

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.5.17)

pri qemu zapeta oznaqava parcijalno diferenciraǌe
∂

∂xk
. Ukoliko je

T i
jk = 0, relacije (1.5.14), (1.5.15), (1.5.16) i (1.5.17) se svode na

ai1...iAj1...jB |k = ai1...iAj1...jB ,k +
A∑

p=1

Γ
ip
kαa

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Γα
kjqa

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

. (1.5.18)

Dokazano je da u Ajzenhart-Rimanovom prostoru GRN va�e naredne

teoreme:

Teorema 1.5.2. [50] Neka je g = det(gij). Tada u Ajzenhart-Rimanovom

prostoru GRN va�i:

Γp
pi = Γp

ip =
∂

∂xk
ln
√
|g|. (1.5.19)

Teorema 1.5.3. [50] U Ajzenhart-Rimanovom prostoru GRN , tenzor gij
je kovarijantno konstantan u odnosu na sve qetiri vrste kovarijantnog

diferenciraǌa, tj. zadovoǉava jednaqinu

gij |
ν
k = 0, ν = 1, . . . , 4. (1.5.20)
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Teorema 1.5.4. [50] U Ajzenhart-Rimanovom prostoru GRN , tenzor gij

je kovarijantno konstantan u odnosu na prvu i drugu vrstu kovarijantnog

diferenciraǌa, tj. zadovoǉava jednaqinu

gij |
ν
m = 0, ν = 1, 2. (1.5.21)

Primetimo da, na osnovu Teoreme 1.5.2., za tenzor torzije va�i [50]

T p
pi = T p

ip = 0. (1.5.22)

S. Minqi� je razmatrao dvanaest tenzora krivine u Ajzenhart-Ri-

manovom prostoru GRN . Dokazao je da je pet od ǌih linearno nezavisno

[53] i uveo je slede�u notaciju:

A = Γi
jm
∨

;n, A′ = Γi
jn
∨
;m, B = Γα

jm
∨
Γi
αn
∨
, B′ = Γα

jn
∨
Γi
αm
∨
, C = Γα

mn
∨
Γi
αj
∨
, (1.5.23)

gde je sa (; ) oznaqen kovarijantni izvod u odnosu na simetriqnu me-

triqku koneksiju Γi
jm. U tom sluqaju, svaki od ovih dvanaest tenzora

krivine mo�e da bude predstavǉen u obliku

K = R + αA+ α′A′ + βB + β′B′ + γC, (1.5.24)

gde je

(α, β, α′, β′, γ) ∈ {(1, 1,−1,−1, 0), (−1, 1, 1,−1, 0), (1,−1, 1, 1,−2),

(1,−1, 1, 1, 2), (0,−1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 0), (0,−1, 0,−1, 0),(
−1

3
,−1

3
,
1

3
,
1

3
,−2

3

)
, (−1,−3, 1,−1, 0),

(−1, 1, 1, 3, 0), (1, 1,−1, 3, 0), (1,−3,−1,−1, 0)},

(1.5.25)

a R je odgovaraju�i tenzor krivine u odnosu na simetriqnu metriqku

koneksiju Γi
jm, tj.

Ri
jmn = Γi

jm;n − Γi
jn;m + Γp

jmΓ
i
pn − Γp

jnΓ
i
pm. (1.5.26)
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U ovom radu �emo razmatrati pet nezavisnih tenzora krivine [81],

R
1

i
jmn = Γi

jm,n − Γi
jn,m + Γp

jmΓ
i
pn − Γp

jnΓ
i
pm,

R
2

i
jmn = Γi

mj,n − Γi
nj,m + Γp

mjΓ
i
np − Γp

njΓ
i
mp,

R
3

i
jmn = Γi

jm,n − Γi
nj,m + Γp

jmΓ
i
np − Γp

njΓ
i
pm + Γp

mn(Γ
i
pj − Γi

jp),

R
4

i
jmn = Γi

jm,n − Γi
nj,m + Γp

jmΓ
i
np − Γp

njΓ
i
pm + Γp

nm(Γ
i
pj − Γi

jp),

R
5

i
jmn =

1

2
(Γi

jm,n + Γi
mj,n − Γi

jn,m − Γi
nj,m

+ Γp
jmΓ

i
pn − Γp

jnΓ
i
mp + Γp

mjΓ
i
pn − Γp

njΓ
i
pm).

(1.5.27)

Oznaqavaju�i kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na Γi
jm znakom ”;”,

za tenzore krivine imamo [45]:

R
1

i
jmn = Ri

jmn + T i
jm;n − T i

jn;m + T p
jmT

i
pn − T p

jnT
i
pm,

R
2

i
jmn = Ri

jmn + T i
jn;m − T i

jm;n + T p
jmT

i
pn − T p

jnT
i
pm,

R
3

i
jmn = Ri

jmn + T i
jm;n + T i

jn;m − T p
jmT

i
pn + T p

jnT
i
pm − 2T i

pjT
p
mn,

R
4

i
jmn = Ri

jmn + T i
jm;n + T i

jn;m − T p
jmT

i
pn + T p

jnT
i
pm + 2T i

pjT
p
mn,

R
5

i
jmn = Ri

jmn + T p
jmT

i
pn + T p

jnT
i
pm.

(1.5.28)

Kontrakcijom po indeksima i i n u tenzoru krivine prve vrste R
1

i
jmn

prostora GRN dobijamo Riqijev tenzor prve vrste

R
1

jm = R
1

p
jmp = Rjm + T p

jm;p + T p
jqT

q
mp, (1.5.29)

dok kontrakcijom po indeksima i i n u tenzorima krivine R
2

i
jmn, R

3

i
jmn,

R
4

i
jmn, R

5

i
jmn, redom, dobijamo Riqijeve tenzore druge, tre�e, qetvrte i

pete vrste [56]
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R
2

jm = R
2

p
jmp = Rjm − T p

jm;p + T p
jqT

q
mp,

R
3

jm = R
3

p
jmp = Rjm + T p

jm;p − T p
jqT

q
mp,

R
4

jm = R
4

p
jmp = Rjm + T p

jm;p + 3T p
jqT

q
mp,

R
5

jm = R
5

p
jmp = Rjm + T p

jqT
q
pm.

(1.5.30)

gde je Rjm = Rp
jmp Riqijev tenzor u odnosu na simetriqnu koneksiju Γi

jm.

S. M. Minqi� je u radu [54], na osnovu dvanaest tenzora kriv-

ine, definisao i dvanaest kovarijantnih tenzora krivine u Ajzenhart-

Rimanovom prostoru GRN . Saglasno prethodnoj notaciji, na osnovu

pet nezavisnih tenzora krivine R
θ

i
jmn, θ = 1, ..., 5, definisani su odgo-

varaju�i kovarijantni tenzori krivine

R
θ
ijmn = gipR

θ

p
jmn, θ = 1, ..., 5. (1.5.31)

U radu [54] je dokazano da su kovarijantni tenzori krivine R
1
ijmn i

R
2
ijmn antisimetriqni po indeksima i i j, kao i po indeksima m i n, tj.

dokazano je da va�e relacije

R
1
ijmn = −R

1
jimn = −R

1
ijnm, (1.5.32)

R
2
ijmn = −R

2
jimn = −R

2
ijnm. (1.5.33)

Kovarijantni tenzori krivine R
3
ijmn i R

4
ijmn su antisimetriqni samo po

indeksima i i j, tj. va�e relacije [54]

R
3
ijmn = −R

3
jimn, R

3
ijmn ̸= −R

3
ijnm, (1.5.34)

R
4
ijmn = −R

4
jimn, R

4
ijmn ̸= −R

4
ijnm, (1.5.35)

dok kovarijantni tenzor krivine R
5
ijmn nije antisimetriqan ni po in-

deksima i i j, ni po indeksima m i n, tj. [54]

R
5
ijmn ̸= −R

5
jimn, R

5
ijmn ̸= −R

5
ijnm. (1.5.36)
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1.6 Tenzor deformacije i osnovne relacije
izme�u tenzora krivine

Neka su dati Ajzenhart-Rimanovi prostori GRN i GRN i preslika-

vaǌe f : GRN → GRN . Ako taqka M u prostoru GRN ima lokalne

koordinate (xi), ǌoj odgovaraju�a taqka M po preslikavaǌu f ima

lokalne koordinate (xi) = (f i(x1, ..., xN)), i = 1, ..., N , pri qemu funkcije

f i(x1, ..., xN) pripadaju klasi Cr, r > 2, i det

(
∂f i

∂xi

)
̸= 0.

Prostore GRN i GRN �emo posmatrati u zajedniqkom, po preslika-

vaǌu f , koordinatnom sistemu. Neka su Γh
ij i Γ

h

ij koeficijenti koneksije

prostora GRN i GRN u odgovaraju�im taqkama M(x) i M(x), redom, i

neka je

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x) + P h

ij(x). (1.6.1)

Tada je P h
ij(x) tenzor koji nazivamo tenzorom deformacije koeficijenta

koneksije Γ prostora GRN pri preslikavaǌu f .

U Ajzenhart-Rimanovom prostoru GRN imamo pet linearno neza-

visnih tenzora krivine R
α

i
jmn, α = 1, ..., 5, koji su definisani relaci-

jama (1.5.27). Narednim teoremama �emo uspostaviti vezu izme�u odgo-

varaju�ih tenzora krivine prostora GRN i GRN .

Teorema 1.6.1. [96] Veza izme�u tenzora krivine prve vrste prostora

GRN i GRN data je relacijom

R
1

i
jmn = R

1

i
jmn + P i

jm|
1
n − P i

jn|
1
m + P p

jmP
i
pn − P p

jnP
i
pm + 2T p

mnP
i
jp, (1.6.2)

gde je P h
ij tenzor deformacije koeficijenta koneksije preslikavaǌa f , a

T h
ij tenzor torzije koneksije Γ.

Teorema 1.6.2. [96] Veza izme�u tenzora krivine druge vrste prostora

GRN i GRN data je relacijom

R
2

i
jmn = R

2

i
jmn + P i

mj |
2
n − P i

nj |
2
m + P p

mjP
i
np − P p

njP
i
mp + 2T p

nmP
i
pj, (1.6.3)
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gde je P h
ij tenzor deformacije koeficijenta koneksije preslikavaǌa f , a

T h
ij tenzor torzije koneksije Γ.

Teorema 1.6.3. [96] Veza izme�u tenzora krivine tre�e vrste prostora

GRN i GRN data je relacijom

R
3

i
jmn = R

3

i
jmn + P i

jm|
2
n − P i

nj |
1
m + P p

jmP
i
np − P p

njP
i
pm + 2P p

nm(T
i
pj + P i

pj
∨
), (1.6.4)

gde je P h
ij tenzor deformacije koeficijenta koneksije preslikavaǌa f , a

T h
ij tenzor torzije koneksije Γ.

Teorema 1.6.4. [96] Veza izme�u tenzora krivine qetvrte vrste pros-

tora GRN i GRN data je relacijom

R
4

i
jmn = R

4

i
jmn + P i

jm|
2
n − P i

nj |
1
m + P p

jmP
i
np − P p

njP
i
pm + 2P p

mn(T
i
pj + P i

pj
∨
), (1.6.5)

gde je P h
ij tenzor deformacije koeficijenta koneksije preslikavaǌa f , a

T h
ij tenzor torzije koneksije Γ.

Teorema 1.6.5. [96] Veza izme�u tenzora krivine pete vrste prostora

GRN i GRN data je relacijom

R
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

2
(P i

jm|
3
n − P i

jn|
4
m + P i

mj |
4
n − P i

nj |
3
m

+ P p
jmP

i
pn − P p

jnP
i
mp + P p

mjP
i
np − P p

njP
i
pm),

(1.6.6)

gde je P h
ij tenzor deformacije koeficijenta koneksije preslikavaǌa f .

1.7 Sistemi parcijalnih diferencijalnih
jednaqina Koxijevog tipa

Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednaqina imaju veliku pri-

menu u diferencijalnoj geometriji. Od posebnog znaqaja su sistemi

parcijalnih diferencijalnih jednaqina za kovarijantni izvod na mno-

gostrukostima [39,43,87,119].
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Neka je D konveksan podskup realnog n-dimenzionog prostora Rn i

neka su F p
i (x

1, . . . , xn, y1, . . . , yN), i = 1, . . . , n, p = 1, . . . , N , funkcije defi-

nisane na skupu D̃ ⊂ D × RN neprekidne po x i diferencijabilne po y

na D̃.

Definicija 1.7.1. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednaqina
∂yp(x)

∂xi
= F p

i (x, y(x)), p = 1, . . . , N, i = 1, . . . , n,

yp(x0) = yp0

(1.7.1)

je Koxijevog11 tipa, gde su y(x) = (y1(x), . . . , yN(x)) nepoznate funkcije i

x0 ∈ D. Uslov yp(x0) = yp0 je poqetni (Koxijev) uslov.

U sluqaju da je poqetna vrednost

yp(x0) = yp0, p = 1, . . . , N, (1.7.2)

gde je x0 ∈ D i (x0, y
p
0) ∈ D̃, sistem (1.7.1) ima najvixe jedno rexeǌe

yp = yp(x1, . . . , xn), (1.7.3)

klase C1 tako da je (x, y(x)) ∈ D̃. Odavde zakǉuqujemo da opxte rexeǌe

sistema (1.7.1) zavisi od r realnih parametara, gde je r ≤ N .

Neka je F p
i (x, y) ∈ C1(D̃) i neka se rexeǌe tra�i za yp ∈ C2(D).

Uslovi integrabilnosti sistema parcijalnih diferencijalnih jedna-

qina (1.7.1) su
∂2yp(x)

∂xj∂xk
− ∂2yp(x)

∂xk∂xj
= 0, (1.7.4)

tj.

∂F p
j (x, y)

∂xk
+
∂F p

j (x, y)

∂yq
∂yq

∂xk
− ∂F p

k (x, y)

∂xj
− ∂F p

k (x, y)

∂yq
∂yq

∂xj
= 0. (1.7.5)

Uslov (1.7.5) je zadovoǉen za svako rexeǌe sistema (1.7.1), pri qemu

je x ∈ D proizvoǉno. Dati uslov je ispuǌen i za poqetnu vrednost

(1.7.2).

11Augustin-Louis Cauchy (1789-1957, francuski matematiqar)
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U sistemu (1.7.1) je, umesto parcijalnog izvoda, mogu�e izabrati

kovarijantni izvod. Zbog toga mo�emo da posmatramo sistem parci-

jalnih diferencijalnih jednaqina u tenzorskom obliku.

Neka je D ⊂ RN koordinatni domen u GRN . Sistem parcijalnih

diferencijalnih jednaqina Koxijevog tipa za kovarijantni izvod vrste

ν, ν = 1, . . . , 4, od M nepoznatih tenzorskih poǉa T
σ

i1...ipσ
j1...jqσ

(x), σ = 1, . . . ,M

tipa (pσ, qσ) je sistem oblika

T
σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

ν
k(x) = F

i1...ipσ
j1...jqσk

(x, T
1
, . . . , T

M
), i1, . . . , ipσ , j1, . . . , jqσ , k = 1, . . . , N. (1.7.6)

Uopxteni identiteti Riqijevog tipa za tenzor T u Ajzenhart-Ri-

manovom prostoru GRN su:

T
σ

i1...ipσ
j1...jB |

1
mn − T

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

1
nm =

pσ∑
α=1

R
1

iα
pmn

(
p

iα

)
T
σ

...

... −
qσ∑
β=1

R
1

p
jβmn

(
jβ
p

)
T
σ

...

...

− 2T p
mnT

i1...ipσ
j1...jqσ |

1
p,

(1.7.7)

T
σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

2
mn − T

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

2
nm =

pσ∑
α=1

R
2

iα
pmn

(
p

iα

)
T
σ

...

... −
qσ∑
β=1

R
2

p
jβmn

(
jβ
p

)
T
σ

...

...

+ 2T p
mnT

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

2
p,

(1.7.8)

T
σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

3
mn − T

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

3
nm =

pσ∑
α=1

R
1

iα
pmn

(
p

iα

)
T
σ

...

... −
qσ∑
β=1

R
2

p
jβmn

(
jβ
p

)
T
σ

...

...

− 2T p
mnT

i1...ipσ
j1...jqσ |

3
p,

(1.7.9)

T
σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

4
mn − T

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

4
nm =

pσ∑
α=1

R
2

iα
pmn

(
p

iα

)
T
σ

...

... −
qσ∑
β=1

R
1

p
jβmn

(
jβ
p

)
T
σ

...

...

+ 2T p
mnT

σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

4
p,

(1.7.10)
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gde smo oznaqili (
p

iα

)
T
σ

...

... = T
σ

i1...iα−1piα+1...ipσ
j1...jqσ

,(
jβ
p

)
T
σ

...

... = T
σ

i1...ipσ
j1...jβ−1pjβ+1...jqσ

,

a tenzori R
1

i
jmn i R

2

i
jmn su odre�eni relacijom (1.5.27).

1.8 Geodezijske linije i geodezijska
preslikavaǌa prostora AN

Geodezijske linije spajaju, najkra�im putevima, razliqite taqke

prostora afine koneksije. Dakle, geodezijske linije prostora afine

koneksije predstavǉaju ekvivalent pravama u Euklidskom prostoru.

Definicija 1.8.1. [63] Vektorsko poǉe X(t) se paralelno pomera du�

krive l : (a, b) → MN ako zajedno sa tangentnim vektorskim poǉem λ =

λ(t) =
dl

dt
zadovoǉava jednaqinu ∇λX = 0.

Definicija 1.8.2. [44,63,87] Kriva l prostora simetriqne afine konek-

sije AN qiji tangentni vektor paralelnom pomeraǌu du� krive l ostaje

tangentni vektor je geodezijska linija.

Tangentni vektor λ zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu

dλi

dt
+ Li

pqλ
pλq = ρλi. (1.8.1)

Definicija 1.8.3. [44, 87] Difeomorfizam f : AN → AN je geodezijsko
preslikavaǌe ako svaku geodezijsku liniju prostora AN prevodi u geodez-

ijsku liniju prostora AN .

Ako su Li
jk i Li

jk koeficijenti afinih koneksija prostora AN i AN ,

redom, tada je

Li
jk = Li

jk + P i
jk,
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gde je P i
jk simetriqan tenzor koji nazivamo tenzorom deformacije geo-

dezijskog preslikavaǌa f. Odavde, na osnovu (1.8.1), va�i relacija

P i
pqλ

pλq = 2ψλi,

gde je ψ =
1

2
(ρ − ρ). Osnovna jednaqina geodezijskog preslikavaǌa

f : AN → AN je

Li
jk = Li

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j , (1.8.2)

gde je ψi kovarijantni vektor.

Tomasov12 projektivni parametar i Vejlov13 tenzor projektivne kri-

vine su invarijantni geometrijski objekti pri geodezijskom preslika-

vaǌu f : AN → AN [87].

Tomasov projektivni parametar je odre�en relacijom

Π(X,Y ) =
0

∇YX − 1

N + 1

(
Tr{U →

0

∇XUY }+ Tr{U →
0

∇YUX}
)
, (1.8.3)

tj. u koordinatama

Πh
ij = Lh

ij −
1

N + 1
(Lp

ipδ
h
j + Lp

jpδ
h
i ), (1.8.4)

dok je Vejlov tenzor projektivne krivine difinisan relacijom

W (X,Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
N Ric(X,Z) +Ric(Z,X)

)
Y

−
(
N Ric(X, Y ) +Ric(Y,X)

)
Z
)
,

(1.8.5)

gde su R(X;Y, Z) i Ric(X,Y ) = Tr{U → R(X;Y, U)} tenzor krivine i

Riqijev tenzor, redom, u odnosu na simetriqni deo afine koneksije.

U koordinatnom obliku, Vejlov tenzor projektivne krivine je odre�en

12Tracy Yerkes Thomas (1885-1955, nemaqki matematiqar i fiziqar)
13Hermann Klaus Hugo Weyl (1873-1941, italijanski matematiqar)
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relacijom [87]

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
R<mn> +

N

N2 − 1
δi<mRjn> +

1

N2 − 1
δi<mRn>j. (1.8.6)

U sluqaju Rimanovih prostora, jednaqine (1.8.5) i (1.8.6), se redukuju,

redom, na

W (X, Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N − 1

(
Ric(X,Z)Y −Ric(X,Y )Z

)
, (1.8.7)

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N − 1
δi<mRjn>. (1.8.8)

1.9 Geodezijske linije i geodezijska
preslikavaǌa prostora GAN

Posmatrajmo krivu l koja je, u prostoru nesimetriqne afine konek-

sije GAN , odre�ena jednaqinama [44,63,87]

xi = xi(t), (i = 1, ..., N). (1.9.1)

Ka�emo da je kriva l geodezijska linija prostora GAN ako za tangentno

vektorsko poǉe λh(t) te krive va�i

λh |
θ
p(t)λ

p(t) = ρ(t)λh(t), (θ = 1, 2;h = 1, ..., N). (1.9.2)

Tada se u odnosu na obe vrste kovarijantnog diferenciraǌa dobija

ista jednaqina

dλh(t)

dt
+ Lh

pq(x)λ
p(t)λq(t) = ρ(t)λh(t),

pri qemu je ρ(t) invarijanta, a λh(t) =
dxh

dt
, pa imamo

d2xh(t)

dt2
+ Lh

pq(x)λ
p(t)λq(t) = ρ(t)

dxh

dt
, (h, p, q = 1, ..., N), (1.9.3)
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tj. va�i:

Teorema 1.9.1. Potreban i dovoǉan uslov da kriva l prostora GAN bude

geodezijska linija jeste da funkcije (1.9.1) zadovoǉavaju sistem diferen-

cijalnih jednaqina (1.9.3).

Parametar τ za koji tangentni vektor λ̃h(τ) umesto jednaqina oblika

(1.9.2) zadovoǉava jednaqine oblika

λ̃h|
θ
p(τ)λ̃

p(τ) = 0, (θ = 1, 2;h = 1, ..., N),

nazivamo prirodnim parametrom geodezijske linije.

Teorema 1.9.2. Potreban i dovoǉan uslov da kriva l prostora GAN bude

geodezijska linija jeste da funkcije

x̃h = x̃h(τ), (h = 1, ..., N),

pri qemu je τ prirodni parametar, zadovoǉavaju sistem diferencijalnih

jednaqina
d2x̃h

dt2
+ Lh

pq(x̃)
dx̃p

dt

dx̃q

dt
= 0. (1.9.4)

Relacijom (1.9.4) je zadat sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina

drugog reda. Na osnovu poznatog stava iz teorije diferencijalnih

jednaqina, za date poqetne uslove

x̃h(τ0) = x̃h0 ,
dx̃h

dτ
(τ0) = λ̃h0

u prostoru GRN taj sistem ima jedinstveno rexeǌe, tj. va�i:

Teorema 1.9.3. Kroz datu taqku M0(x̃
h
0) prostora GAN , u datom pravcu

λ̃h0 , postoji taqno jedna geodezijska linija.

Preslikavaǌe f : GAN → GAN je geodezijsko preslikavaǌe ako svaku

geodezijsku liniju prostora GAN prevodi u geodezijsku liniju pros-

tora GAN .
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U [57,96] je dokazano da je preslikavaǌe f : GAN → GAN geodezijsko

ako i samo ako koeficijenti koneksije Lh
ij i Lh

ij prostora GAN i GAN ,

redom, zadovoǉavaju jednaqinu

Lh
ij = Lh

ij + ψiδ
h
j + ψjδ

h
i + ξhij, (1.9.5)

gde je ψi vektor, a ξhij antisimetriqan tenzor.

Ako su ∇ i ∇ afine koneksije prostora GAN i GAN , redom, jed-

naqina (1.9.5) se, pomo�u operatora, mo�e predstaviti na slede�i naqin

∇YX = ∇YX + ψ(X)Y + ψ(Y )X + ξ(X, Y ). (1.9.6)

Ako je Li
jk
∨

= 0, tj. T (X,Y ) = 0, jednaqine (1.9.5) i (1.9.6) postaju,

redom,

Lh
ij = Lh

ij + ψiδ
h
j + ψjδ

h
i , (1.9.7)

0

∇YX =
0

∇YX + ψ(X)Y + ψ(Y )X. (1.9.8)

1.10 Ekvitorziona geodezijska preslikavaǌa
prostora GAN

Ako pretpostavimo da su tenzori torzije prostora GAN i GAN je-

dnaki, u zajedniqkom po preslikavaǌu koordinatnom sistemu, takvo

preslikavaǌe nazivamo ekvitorzionim geodezijskim preslikavaǌem pro-

stora GAN na GAN . Osnovna jednaqina ekvitorzionog geodezijskog

preslikavaǌa f : GAN → GAN je [96]

Lh
ij = Lh

ij + ψiδ
h
j + ψjδ

h
i , (1.10.1)

tj. u operatorskom obliku

∇YX = ∇YX + ψ(X)Y + ψ(Y )X. (1.10.2)
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U radovima [59, 96, 102, 121] su dobijene invarijante ekvitorzionog

geodezijskog preslikavaǌa prostora GAN , koje su izvedene iz tenzora

krivine (1.5.27).



GLAVA 2

Generalisani Ajnxtajnovi tenzori

U Opxtoj Teoriji Relativnosti va�nu ulogu ima Ajnxtajnov tenzor

Ei
j, koji je u Rimanovom prostoru definisan u odnosu na tenzor krivine

Ri
jmn sa [62]

Ei
j = Ri

j −
1

2
δijR, (2.0.1)

gde je R = gijRij, R
i
j = gipRpj. Ajnxtajnov tenzor Ei

j zadovoǉava relaciju

Ei
j;i = 0. (2.0.2)

U ovoj glavi �e biti razmatrana neka uopxteǌa Ajnxtajnovog ten-

zora u sluqaju Ajzenhart-Rimanovog prostora, kao i relacije koje su

analogne relaciji (2.0.2).

2.1 Ajnxtajnov tenzor prve vrste

Polaze�i od identiteta Bjankijevog1 tipa [45]

Cicl
mnv

R
1

i
jmn|

1
v = 2Cicl

mnv
T p
mnR

1

i
jpv, (2.1.1)

tj.

R
1

i
jmn|

1
v +R

1

i
jnv |

1
m +R

1

i
jvm|

1
n = 2(T p

mnR
1

i
jpv + T p

nvR
1

i
jpm + T p

vmR
1

i
jpn), (2.1.2)

1Luighi Bianchi (1856-1928, italijanski matematiqar)

35
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kompozicijom sa gih u (2.1.2) i koriste�i osobine antisimetrije [47,54]

R
1
ijmn = −R

1
jimn, R

1
ijmn = −R

1
ijnm, (2.1.3)

dobijamo

R
1
hjmn|

1
v +R

1
hjnv |

1
m +R

1
hjvm|

1
n = 2(T p

mnR
1
hjpv + T p

nvR
1
hjpm + T p

vmR
1
hjpn). (2.1.4)

Odavde, kompozicijom sa ghngjm, jednaqina (2.1.4) postaje

(R
1

m
v − 1

2
δmv R

1
)|
1
m = gjm (2T p

vnR
1

n
jpm − T p

mnR
1

n
jpv), (2.1.5)

gde je R
1

m
v = gmpR

1
pv, a R

1
= gpqR

1
pq.

Definicija 2.1.1. Tenzor E
1

m
v = R

1

m
v − 1

2
δmv R

1
nazivamo Ajnxtajnovim

tenzorom prve vrste.

Na ovaj naqin je dokazana teorema koja sledi:

Teorema 2.1.1. [109] Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
1

m
v |
1
m = gjm (2T p

vnR
1

n
jpm − T p

mnR
1

n
jpv). (2.1.6)

Analogno, polaze�i od identiteta [45]

Cicl
mnv

R
1

i
jmn|

2
v = 2Cicl

mnv
(T p

jmR
1

i
pnv + T p

mnR
1

i
jvp + T i

mpR
1

p
jnv), (2.1.7)

dobijamo da va�i naredna teorema:

Teorema 2.1.2. [109] Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
1

m
v |
2
m = gjm(T p

njR
1

n
pvm + T p

nvR
1

n
jpm + T p

vjR
1

pm + T p
jmR

1
pv). (2.1.8)

Polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
1

i
jmn|

3
v = 2Cicl

mnv
(T p

jmR
1

i
pnv + T p

mnR
1

i
jvp), (2.1.9)

dobijamo teoremu:
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Teorema 2.1.3. [111] Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
1

m
v |
3
m = gjm (T p

njR
1

n
pvm + T p

mnR
1

n
jpv + 2T p

nvR
1

n
jpm + T p

jmR
1

pv + T p
vjR

1
pm). (2.1.10)

Analogno, polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
1

i
jmn|

4
v = 2Cicl

mnv
(T i

mpR
1

p
jnv + T p

mnR
1

i
jpv), (2.1.11)

dobijamo da va�i teorema:

Teorema 2.1.4. [111] Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
1

m
v |
4
m = gjm (3T p

vnR
1

n
jpm + 2T p

nmR
1

n
jpv). (2.1.12)

Kako u Ajzenhart-Rimanovom prostoru GRN , za priozvoǉan tenzor

aij tipa (1, 1), va�e relacije [45]

aij |
1
k = aij;k + T i

pka
p
j − T p

jka
i
p, (2.1.13)

aij |
2
k = aij;k + T i

kpa
p
j − T p

kja
i
p, (2.1.14)

aij |
3
k = aij;k + T i

pka
p
j − T p

kja
i
p, (2.1.15)

aij |
4
k = aij;k + T i

kpa
p
j − T p

jka
i
p. (2.1.16)

na osnovu Teorema 2.1.1.− 2.1.4., redom, dobijamo:

Posledica 2.1.1. Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
1

m
v;m = gjm (2T p

vnR
1

n
jpm − T p

mnR
1

n
jpv + T p

vm(R
1

jp −
1

2
gjpR

1
)).

Posledica 2.1.2. Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
1

m
v;m = gjm(T p

njR
1

n
pvm + T p

nvR
1

n
jpm + T p

vjR
1

pm + T p
jmR

1
pv + T p

mv(R
1

jp −
1

2
gjpR

1
)).
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Posledica 2.1.3. Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
1

m
v;m = gjm (T p

njR
1

n
pvm+T

p
mnR

1

n
jpv+2T p

nvR
1

n
jpm+T

p
jmR

1
pv+T

p
vjR

1
pm+T

p
mv(R

1
jp−

1

2
gjpR

1
)).

Posledica 2.1.4. Ajnxtajnov tenzor prve vrste E
1

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
1

m
v;m = gjm (3T p

vnR
1

n
jpm + 2T p

nmR
1

n
jpv + T p

vm(R
1

jp −
1

2
gjpR

1
)).

2.2 Ajnxtajnov tenzor druge vrste

Polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [45]

Cicl
mnv

R
2

i
jmn|

1
v = 2Cicl

mnv
(T p

mjR
2

i
pnv + T p

mnR
2

i
jpv + T i

mpR
2

p
jvn), (2.2.1)

na osnovu osobina antisimetrije [54]

R
2
ijmn = −R

2
jimn, R

2
ijmn = −R

2
ijnm,

dobijamo

(R
2

m
v − 1

2
δmv R

2
)|
1
m = gjm (T p

jnR
2

n
pvm + T p

vnR
2

n
jpm + T p

jvR
2

pm + T p
mjR

2
pv), (2.2.2)

gde je R
2

m
v = gmpR

2
pv, R

2
= gpqR

2
pq.

Definicija 2.2.1. Tenzor E
2

m
v = R

2

m
v − 1

2
δmv R

2
nazivamo Ajnxtajnovim

tenzorom druge vrste.

Na osnovu prethodnog razmatraǌa, mo�emo da formulixemo slede�u

teoremu:

Teorema 2.2.1. [109] Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
2

m
v |
1
m = gjm (T p

jnR
2

n
pvm + T p

vnR
2

n
jpm + T p

jvR
2

pm + T p
mjR

2
pv). (2.2.3)
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Teorema 2.2.2. [109] Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
2

m
v |
2
m = gjm(T p

mnR
2

n
jpv + 2T p

nvR
2

n
jpm). (2.2.4)

Dokaz. Na osnovu identiteta Bjankijevog tipa [45]

Cicl
mnv

R
2

i
jmn|

2
v = 2Cicl

mnv
T p
mnR

2

i
jvp, (2.2.5)

tj.

R
2

i
jmn|

2
v +R

2

i
jnv |

2
m +R

2

i
jvm|

2
n = 2(T p

mnR
2

i
jvp + T p

nvR
2

i
jmp + T p

vmR
2

i
jnp), (2.2.6)

nakon kompozicije relacije (2.2.6) sa gih i upotrebe osobina anti-

simetrije [47,54]

R
2
ijmn = −R

2
jimn, R

2
ijmn = −R

2
ijnm,

dobijamo

R
2
hjmn|

2
v +R

2
hjnv |

2
m +R

2
hjvm|

2
n = 2(T p

mnR
2
hjvp + T p

nvR
2
hjmp + T p

vmR
2
hjnp). (2.2.7)

Kompozicijom relacije (2.2.7) sa ghngjm dobijamo

(R
2

m
v − 1

2
δmv R

2
)|
2
m = gjm(T p

mnR
2

n
jpv + 2T p

nvR
2

n
jpm), (2.2.8)

tj.

E
2

m
v |
2
m = gjm(T p

mnR
2

n
jpv + 2T p

nvR
2

n
jpm). (2.2.9)

�
Analogno, polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
2

i
jmn|

3
v = 2Cicl

mnv
(T i

pmR
2

p
jnv + T p

mnR
2

i
jvp), (2.2.10)

Cicl
mnv

R
2

i
jmn|

4
v = 2Cicl

mnv
(T p

mjR
2

i
pnv + T p

mnR
2

i
jpv), (2.2.11)

dobijamo, redom, da va�e naredne teoreme:
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Teorema 2.2.3. [111] Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
2

m
v |
3
m = gjm(2T p

mnR
2

n
jpv + 3T p

nvR
2

n
jpm). (2.2.12)

Teorema 2.2.4. [111] Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
2

m
v |
4
m = gjm(T p

jnR
2

n
pvm + 2T p

nmR
2

n
jpv + 2T p

vnR
2

n
jpm + T p

jvR
2

pm + T p
mjR

2
pv). (2.2.13)

Imaju�i u vidu relacije (2.1.13), (2.1.14), (2.1.15), (2.1.16), na osnovu

Teorema 2.2.1.-2.2.4., redom, dobijamo:

Posledica 2.2.1. Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
2

m
v;m = gjm (T p

jnR
2

n
pvm + T p

vnR
2

n
jpm + T p

jvR
2

pm + T p
mjR

2
pv + T p

vm(R
2

jp −
1

2
gjpR

2
)).

Posledica 2.2.2. Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
2

m
v;m = gjm(T p

mnR
2

n
jpv + 2T p

nvR
2

n
jpm + T p

mv(R
2

jp −
1

2
gjpR

2
)).

Posledica 2.2.3. Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
2

m
v;m = gjm(2T p

mnR
2

n
jpv + 3T p

nvR
2

n
jpm + T p

mv(R
2

jp −
1

2
gjpR

2
)).

Posledica 2.2.4. Ajnxtajnov tenzor druge vrste E
2

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
2

m
v;m = gjm(T p

jnR
2

n
pvm+2T p

nmR
2

n
jpv+2T p

vnR
2

n
jpm+T

p
jvR

2
pm+T

p
mjR

2
pv+T

p
mv(R

2
jp−

1

2
gjpR

2
)).
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2.3 Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste

Nakon kompozicije sa gihg
hngjm identiteta Bjankijevog tipa za ten-

zor R
3

i
jmn [47]

Cicl
mnv

R
3

i
jmn|

1
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

jpT
p
mn;v + T i

pm(R
3

p
jnv − T p

jv;n)

+ T p
mj(R

3

i
pnv − T i

pv;n) + T p
mn(R

3

i
jpv − T i

jv;p − T s
jpT

i
sv + T s

jvT
i
sp)
)
,

(2.3.1)

uz poxtovaǌe osobine antisimetrije [54]

R
3
ijmn = −R

3
jimn, (2.3.2)

dobijamo

(R
3

m
v − 1

2
δmv R

3
)|
1
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T n
jp(R

3

p
nvm − T p

nv;m − T p
vm;n)

+ T n
vp(R

3

p
jmn + 2R

3

p
jnm − T p

jn;m − T p
jm;n − T s

jnT
p
sm + T s

jmT
p
sn)

+ T p
mj(R

3

n
pnv + T n

pv;n) + T p
jv(R

3
pm + T s

mn + T n
sp) + T p

mn(T
s
jpT

n
sv − T s

jvT
n
sp)
)
,

(2.3.3)

pri qemu je R
3

m
v = gmpR

3
pv, R

3
= gpqR

3
pq.

Definicija 2.3.1. Tenzor E
3

m
v = R

3

m
v − 1

2
δmv R

3
nazivamo Ajnxtajnovim

tenzorom tre�e vrste.

Na osnovu prethodnog izlagaǌa, va�i teorema:

Teorema 2.3.1. [111] Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
3

m
v |
1
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T n
jp(R

3

p
nvm − T p

nv;m − T p
vm;n)

+ T n
vp(R

3

p
jmn + 2R

3

p
jnm − T p

jn;m − T p
jm;n − T s

jnT
p
sm + T s

jmT
p
sn)

+ T p
mj(R

3

n
pnv + T n

pv;n) + T p
jv(R

3
pm + T s

mn + T n
sp) + T p

mn(T
s
jpT

n
sv − T s

jvT
n
sp)
)
.

(2.3.4)
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Analogno, polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
3

i
jmn|

2
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

jpT
p
mn;v

+ T i
mp(R

3

p
jnv −Rp

jnv − T p
jn;v + T p

sjT
s
nv)

+ T p
jm(R

3

i
pnv −Ri

pnv − T i
pn;v + T i

spT
s
nv) + T p

mn(R
3

i
jvp − T i

jv;p)
)
,

(2.3.5)

dobijamo da va�i:

Teorema 2.3.2. [111] Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
3

m
v |
2
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mj(R

3

n
pnv +R pv + T n

sp + T s
nv)

+ T n
pm(R

p
njv +R

3

p
jnv +R

3

p
nvj + 2T p

vj;n + T p
sjT

s
nv)

+ T n
pv(R

p
jnm −R

3

p
jmn + T p

sjT
s
mn)

+ T p
vj(R

3
pm +Rn

pnm −R
3

n
mnp + T n

spT
s
mn)
)
.

(2.3.6)

Polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
3

i
jmn|

3
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

jpT
p
mn;v

+ T i
pm(R

p
jnv + T p

jn;v) + T p
jm(R

i
pnv −R

1

i
pnv + T i

pn;v)

+ T p
mn(2R

i
jvp −R

1

i
jvp + T i

jv;p + T s
jpT

i
sv + T s

jvT
i
sp)
)
,

(2.3.7)

korix�eǌem osobina antisimetrije (2.1.3), (2.3.2) i [47,116],

Ri
jmn = −Ri

jnm, (2.3.8)

dolazimo do teoreme:

Teorema 2.3.3. [111] Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
3

m
v |
3
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
nm(3R

n
jvp −R

1

n
jvp + T s

jpT
n
sv + T s

jvT
n
sp)

+ T p
vn(3R

n
jmp + 2T n

jm;p + T s
jpT

n
sm + T s

jmT
n
sp) + T p

jmR pv

+ T p
mv(R pj − 2R jp +R

1
jp + T n

jp;n + T s
jnT

n
sp) + T p

nj(R
n
pvm + 2T n

pv;m)
)
.

(2.3.9)
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Analogno, na osnovu identiteta [47]

Cicl
mnv

R
3

i
jmn|

4
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

jpT
p
mn;v

+ T i
mp(R

p
jnv −R

1

p
jnv + T p

jn;v) + T p
jm(R

i
pnv + T i

pn;v)

+ T p
mn(2R

i
jpv −R

1

i
jpv + 2T i

jp;v − T i
jv;p − T s

jpT
i
sv − T s

jvT
i
sp)
)
,

(2.3.10)

dobijamo narednu teoremu:

Teorema 2.3.4. [111] Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
3

m
v |
4
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mjR pv

+ T n
pj(3R

p
mnv −Rp

nvm − 2R
1

p
mnv + 4T p

mn;v + 2T p
vm;n + T s

mnT
p
vs + T s

mnT
p
ns)

+ T n
pv(3R

p
jmn + 2R

1

p
jnm + 2T p

jm;n + T p
nj;m + T s

jnT
p
sm + T s

jmT
p
sn)

+ T p
mv(R pj + 2R jp −R

1
jp + T n

pj;m + 2T n
jp;n + T s

njT
n
sp)
)
.

(2.3.11)

Imaju�i u vidu relacije (2.1.13), (2.1.14), (2.1.15), (2.1.16), na osnovu

Teorema 2.3.1.-2.3.4., redom, dobijamo:

Posledica 2.3.1. Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava rela-

ciju
E
3

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T n
jp(R

3

p
nvm − T p

nv;m − T p
vm;n)

+ T n
vp(R

3

p
jmn + 2R

3

p
jnm − T p

jn;m − T p
jm;n − T s

jnT
p
sm + T s

jmT
p
sn)

+ T p
mj(R

3

n
pnv + T n

pv;n) + T p
jv(R

3
pm + T s

mn + T n
sp)

+ T p
mn(T

s
jpT

n
sv − T s

jvT
n
sp) + T p

vm(R
3

jp −
1

2
gjpR

3
)
)
.

Posledica 2.3.2. Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava rela-

ciju
E
3

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mj(R

3

n
pnv +R pv + T n

sp + T s
nv)

+ T n
pm(R

p
njv +R

3

p
jnv +R

3

p
nvj + 2T p

vj;n + T p
sjT

s
nv)

+ T n
pv(R

p
jnm −R

3

p
jmn + T p

sjT
s
mn) + T p

mv(R
3

jp −
1

2
gjpR

3
)

+ T p
vj(R

3
pm +Rn

pnm −R
3

n
mnp + T n

spT
s
mn)
)
.
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Posledica 2.3.3. Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
3

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
nm(3R

n
jvp −R

1

n
jvp + T s

jpT
n
sv + T s

jvT
n
sp)

+ T p
vn(3R

n
jmp + 2T n

jm;p + T s
jpT

n
sm + T s

jmT
n
sp) + T p

jmR pv + T p
mv(R

3
jp −

1

2
gjpR

3
)

+ T p
mv(R pj − 2R jp +R

1
jp + T n

jp;n + T s
jnT

n
sp) + T p

nj(R
n
pvm + 2T n

pv;m)
)
.

Posledica 2.3.4. Ajnxtajnov tenzor tre�e vrste E
3

m
v zadovoǉava rela-

ciju

E
3

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mjR pv + T p

vm(R
3

jp −
1

2
gjpR

3
)

+ T n
pj(3R

p
mnv −Rp

nvm − 2R
1

p
mnv + 4T p

mn;v + 2T p
vm;n + T s

mnT
p
vs + T s

mnT
p
ns)

+ T n
pv(3R

p
jmn + 2R

1

p
jnm + 2T p

jm;n + T p
nj;m + T s

jnT
p
sm + T s

jmT
p
sn)

+ T p
mv(R pj + 2R jp −R

1
jp + T n

pj;m + 2T n
jp;n + T s

njT
n
sp)
)
.

2.4 Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste

Polaze�i od identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
4

i
jmn|

1
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

pjT
p
mn;v

+ T i
pm(R

3

p
jnv − T p

jv;n) + T p
mj(R

3

i
pnv − T i

pv;n)

+ T p
mn(R

3

i
jvp − 2T i

jp;v − T i
jv;p − 3T s

jpT
i
sv + 3T s

jvT
i
sp + 4T s

pvT
i
sj)
)
,

(2.4.1)

nakon kompozicije sa gihghngjm i upotrebe osobina antisimetrije (2.3.2)

i [47,54]

R
4
ijmn = −R

4
jimn, (2.4.2)
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dobijamo

(R
4

m
v − 1

2
δmv R

4
)|
1
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
jm(R

3

n
pnv − T n

pv;n)

+ T n
jp(R

3

p
mnv −R

3

p
mvn −R

3

p
nvm + 4T p

mn;v + T p
vm;n + T p

nv;m

+ 3T s
mnT

p
sv − 3T s

mvT
p
sn − 4T s

nvT
p
sm)

+ T n
pv(3T

p
jn;m + T p

jm;n − 2R
3

p
jmn + 3T s

jnT
p
sm − 3T s

jmT
p
sn − 4T s

nmT
p
sj)

+ T p
jv(R

3
pm +R

3

n
mnp − 2T n

mp;n + 3T s
mnT

n
sp + 4T s

pnT
n
sm)
)
,

(2.4.3)

gde je R
4

m
v = gmpR

4
pv, R

4
= gpqR

4
pq.

Definicija 2.4.1. Tenzor E
4

m
v = R

4

m
v − 1

2
δmv R

4
nazivamo Ajnxtajnovim

tenzorom qetvrte vrste.

Na osnovu prethodnog izlagaǌa, va�i:

Teorema 2.4.1. [111] Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava

relaciju

E
4

m
v |
1
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
jm(R

3

n
pnv − T n

pv;n)

+ T n
jp(R

3

p
mnv −R

3

p
mvn −R

3

p
nvm + 4T p

mn;v + T p
vm;n + T p

nv;m

+ 3T s
mnT

p
sv − 3T s

mvT
p
sn − 4T s

nvT
p
sm)

+ T n
pv(3T

p
jn;m + T p

jm;n − 2R
3

p
jmn + 3T s

jnT
p
sm − 3T s

jmT
p
sn − 4T s

nmT
p
sj)

+ T p
jv(R

3
pm +R

3

n
mnp − 2T n

mp;n + 3T s
mnT

n
sp + 4T s

pnT
n
sm)
)
.

(2.4.4)

Analogno, iz identiteta [47]

Cicl
mnv

R
4

i
jmn|

2
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

pjT
p
mn;v

+ T i
mp(R

3

p
jnv −Rp

jnv − T p
jn;v) + T p

jm(R
3

i
pnv −Ri

pnv − T i
pn;v)

+ T p
mn(R

3

i
jvp − T i

jv;p − 2T i
jpv + 3T s

jpT
i
sv − 3T s

jvT
i
sp + 4T i

sjT
s
vp)
)
,

(2.4.5)

na osnovu (2.3.8), (2.3.2) i (2.4.2), dobijamo teoremu:
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Teorema 2.4.2. [111] Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava

relaciju

E
4

m
v |
2
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mj(R

3

n
pnv +R pv)

+ T n
jp(R

p
mnv +Rp

nvm −R
3

p
mnv −R

3

p
nvm −R

3

p
mvn

+ 4T p
mn;v + 2T p

nv;m − 3T s
mnT

p
sv + 3T s

mvT
p
sn − 4T p

smT
s
vn)

+ T n
vp(R

p
jmn − 2T p

jn;m + 3T s
mvT

p
sn − 4T p

smT
s
vn)

+ T p
vj(R

3
pm −R

3

n
mnp −R pm − T n

pm;n + 2T n
mp;n + 3T s

mnT
n
sp − 4T n

smT
s
np)
)
.

(2.4.6)

Na osnovu identiteta Bjankijevog tipa [47]

Cicl
mnv

R
4

i
jmn|

3
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

jpT
p
mn;v

+ T i
pm(R

p
jnv + T p

jn;v) + T p
jm(R

i
pnv −R

1

i
pnv + T i

pn;v)

+ T p
mn(2R

i
jvp −R

1

i
jvp + T i

jv;p − 2T i
jp;v − T s

jvT
i
sp − T s

jpT
i
sv)
)
,

(2.4.7)

i osobina antisimetrije (2.1.3), (2.3.8) i (2.4.2) [47,116], dobijamo da

va�i:

Teorema 2.4.3. [111] Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrse E
4

m
v zadovoǉava

relaciju

E
4

m
v |
3
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
jm(R

1
pv −R pv)

+ T n
jp(R

p
mnv −Rp

nvm − 2Rp
mvn +R

1

p
nvm +R

1

p
mvn

+ 4T p
mn;v + 2T p

vm;n + T s
mvT

p
sn + T s

mnT
p
sv)

+ T p
nv(R

1

n
jmp − 3Rn

jmp − 2T n
jm;p + T n

jp;m + T s
jmT

n
sp + T s

jpT
n
sm)

+ T p
vj(R pm + 2Rmp −R

1
pm −R

1
mp + T n

pm;n + 2T n
mp;n + T s

mnT
n
sp)
)
.

(2.4.8)
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Analogno, na osnovu identiteta [47]

Cicl
mnv

R
4

i
jmn|

4
v = 2Cicl

mnv

(
T i
jm;nv + T i

pjT
p
mn;v

+ T i
mp(R

p
jnv −R

1

p
jnv + T p

jn;v) + T p
mj(R

i
pnv + T i

pn;v)

+ T p
mn(2R

i
jvp −R

1

i
jvp − T i

jv;p + T s
jvT

i
sp + T s

jpT
i
sv)
)
,

(2.4.9)

dobijamo da va�i:

Teorema 2.4.4. [111] Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava

relaciju

E
4

m
v |
4
m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mjR

p
jmn

+ T n
jp(R

p
nvm −Rp

mnv − 2Rp
jvn +R

1

p
mvn +R

1

p
mnv

+ 2T p
nv;m − T s

mnT
p
sn − T s

mnT
p
sv) + T n

vp(R
p
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jm;n + T s
jnT

p
sm)

+ T p
jv(R pm − 2Rmp +R

1
mp + T n

pm;n + T s
mnT

n
sp)
)
.

(2.4.10)

Imaju�i u vidu relacije (2.1.13), (2.1.14), (2.1.15), (2.1.16), na osnovu

Teorema 2.4.1.-2.4.4., redom, dobijamo:

Posledica 2.4.1. Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
4

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
jm(R

3

n
pnv − T n

pv;n)

+ T n
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3

p
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3
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3

p
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mn;v + T p
vm;n + T p

nv;m
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p
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mvT
p
sn − 4T s
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p
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4
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4
)

+ T n
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p
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jm;n − 2R
3

p
jmn + 3T s

jnT
p
sm − 3T s

jmT
p
sn − 4T s

nmT
p
sj)

+ T p
jv(R

3
pm +R

3

n
mnp − 2T n

mp;n + 3T s
mnT

n
sp + 4T s

pnT
n
sm)
)
.

Posledica 2.4.2. Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava re-

laciju
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E
4
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v;m = gjm
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3
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+ 4T p
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mvT
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smT
s
vn)

+ T n
vp(R
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mvT

p
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smT
s
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1

2
gjpR
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)

+ T p
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3
pm −R

3

n
mnp −R pm − T n

pm;n + 2T n
mp;n + 3T s

mnT
n
sp − 4T n

smT
s
np)
)
.

Posledica 2.4.3. Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrse E
4

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
4

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
jm(R

1
pv −R pv)

+ T n
jp(R

p
mnv −Rp

nvm − 2Rp
mvn +R

1

p
nvm +R

1

p
mvn

+ 4T p
mn;v + 2T p

vm;n + T s
mvT

p
sn + T s

mnT
p
sv) + T p

mv(R
4

jp −
1

2
gjpR

4
)

+ T p
nv(R

1

n
jmp − 3Rn

jmp − 2T n
jm;p + T n

jp;m + T s
jmT

n
sp + T s

jpT
n
sm)

+ T p
vj(R pm + 2Rmp −R

1
pm −R

1
mp + T n

pm;n + 2T n
mp;n + T s

mnT
n
sp)
)
.

Posledica 2.4.4. Ajnxtajnov tenzor qetvrte vrste E
4

m
v zadovoǉava re-

laciju

E
4

m
v;m = gjm

(
T n
mj;nv + T n

vj;mn + T p
mjR

p
jmn + T p

vm(R
4

jp −
1

2
gjpR

4
)

+ T n
jp(R

p
nvm −Rp

mnv − 2Rp
jvn +R

1

p
mvn +R

1

p
mnv

+ 2T p
nv;m − T s

mnT
p
sn − T s

mnT
p
sv) + T n

vp(R
p
jmn − 2T p

jm;n + T s
jnT

p
sm)

+ T p
jv(R pm − 2Rmp +R

1
mp + T n

pm;n + T s
mnT

n
sp)
)
.

Napomena 2.4.1. U sluqaju Rimanovih prostora, tenzori krivine R
θ

i
jmn

(θ = 1, 2, 3, 4) se svode na tenzor Ri
jmn, dok se generalisani Ajnxtajnovi

tenzori E
θ

m
v (θ = 1, 2, 3, 4) svode na Ajnxtajnov tenzor Em

v . Tako�e, u tom

sluqaju, sve qetiri vrste kovarijantnog diferenciraǌa |
θ

(θ = 1, 2, 3, 4)

postaju kovarijantni izvod ( ; ) u odnaosu na Γi
jm, a jednaqine (2.1.6), (2.1.8),
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(2.1.10), (2.1.12), (2.2.3), (2.2.4), (2.2.12), (2.2.13), (2.3.4), (2.3.6), (2.3.9),

(2.3.11), (2.4.4), (2.4.6), (2.4.8), (2.4.10) se svode na poznatu jednaqinu (2.0.2).

2.5 Geodezijska preslikavaǌa T-povezanih
generalisanih Ajnxtajnovih prostora

Ajnxtajnov prostor VN je Rimanov prostor u kome je osnovni me-

triqki tenzor gjm simetriqan, a Riqijev tenzor Rjm zadovoǉava rela-

ciju [72,73]

Rjm = K · gjm, K = const. (2.5.1)

Nakon kontrancije, iz (2.5.1) dobijamo K =
R

N
.

Ajnxtajnovi prostori predstavǉaju simetriqne kosmoloxke modele.

U Opxtoj Teoriji Relativnosti, Ajnxtajnove jednaqine gravitacionog

poǉa povezuju zakrivǉenost prostor-vremena sa energijom i impulsom

sve materije na slede�i naqin

Rjm − 1

2
Rgjm + Λgjm = GTjm. (2.5.2)

U relaciji (2.5.2) prva dva sabirka predstavǉaju Ajnxtajnov ten-

zor, Λ je kosmoloxka konstanta, Tjm je tenzor energije-impulsa, a G je

gravitaciona konstanta.

U sluqaju generalisanih Rimanovih prostora �emo definisati gen-

eralisane Ajnxtajnove prostore vrste θ na slede�i naqin [109]:

Definicija 2.5.1. Generalisani Ajnxtajnov prostor vrste θ (θ =

1, 2) je generalisani Rimanov prostor u kome za Riqijev tenzor vrste θ

va�i

R
θ

jm = K
θ
· gjm (θ = 1, 2), (2.5.3)

gde su K
θ
konstante. Generalisani Ajnxtajnov prostor vrste θ (θ = 1, 2)

oznaqavamo sa GV
θ
N .

Iz (1.5.29), za simetriqan i antisimetriqan deo tenzora R
1
jm, do-

bijamo

R
1

jm = R jm + T p
jqT

q
mp i R

1
jm
∨

= T p
jm;p, (2.5.4)
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pa va�i naredna teorema:

Teorema 2.5.1. [109] U generalisanom Ajnxtajnovom prostoru prve vr-

ste GV
1
N va�i:

Rjm + T p
jqT

q
mp = K

1
gjm i T p

jm;p = K
1
gjm

∨
, (2.5.5)

gde je Rjm Riqijev tenzor u odnosu na simetriqni deo gjm tenzora gjm,

T i
jk je tenzor torzije, gjm

∨
je antisimetriqni deo tenzora gjm, a K

1
je

konstanta.

Analogno, za generalisani Ajnxtajnov tenzor druge vrste va�i:

Teorema 2.5.2. [109] U generalisanom Ajnxtajnovom prostoru druge vr-

ste GV
2
N va�i:

Rjm + T p
jqT

q
mp = K

2
gjm i T p

jm;p = −K
2
gjm

∨
, (2.5.6)

gde je Rjm Riqijev tenzor u odnosu na simetriqni deo gjm tenzora gjm,

T i
jk je tenzor torzije, gjm

∨
je antisimetriqni deo tenzora gjm, a K

2
je

konstanta.

Napomena 2.5.1. U sluqaju Rimanovog prostora, kada je osnovni metri-

qki tenzor simetriqan, tenzor torzije je jednak nuli i tada se uslovi

(2.5.5) i (2.5.6) svode na (2.5.1).

Definicija 2.5.2. Ajzenhart-Rimanov prostor GRN je T-povezan ako

tenzor torzije T i
jm zadovoǉava uslov

T p
jqT

q
mp = µgjm, µ = const. (2.5.7)

Nije texko zakǉuqiti da va�i tvr�eǌe:

Lema 2.5.1. [109] Ako je generalisan Ajnxtajnov prostor GV
θ
N , (θ = 1, 2)

T -povezan, tada va�i:

Rjm = µ
θ
gjm, (2.5.8)

gde je Rjm Riqijev tenzor u odnosu na gjm, a µ
θ
= K

θ
− µ su konstante.
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Zbog toga va�i i slede�a teorema:

Teorema 2.5.3. [109] Za generalisani Ajnxtajnov tenzor E
ν

m
v vrste ν

(ν = 1, 2) u generalisanom Ajnxtajnovom prostoru GV
θ
N vrste θ (θ = 1, 2)

va�e relacije:

E
ν

m
v =

(
K
θ
− 1

2

)
δmv +K

θ
gpmgpv

∨
, (θ = 1, 2; ν = 1, 2), (2.5.9)

gde su R
θ
skalarne krivine.

Ajnxtajnovi prostori su zatvorena klasa za geodezijska preslika-

vaǌa, tj. va�i

Teorema 2.5.4. [32, 43] Ako Ajnxtajnov prostor VN dopuxta netrivi-

jalno geodezijsko preslikavaǌe na RN , tada je RN Ajnxtajnov prostor.

U opxtem sluqaju, pridru�eni prostor, sa simetriqnim osnovnim

metriqkim tenzorom gjm, generalisanog Ajnxtajnovog prostora vrste

θ (θ = 1, 2), nije Ajnxtajnov prostor. U skladu sa Lemom 2.5.1., za-

kǉuqujemo da je pridru�eni prostor T -povezanog generalisanog Ajnx-

tajnovog prostora vrste (θ = 1, 2), Ajnxtajnov prostor, tj. va�i teo-

rema:

Teorema 2.5.5. [109] Ako T -povezan generalisani Ajnxtajnov prostor

GV
θ
N vrste θ (θ = 1, 2) dopuxta netrivijalno geodezijsko preslikavaǌe

na Rimanov prostor RN , onda je RN Ajnxtajnov prostor.



GLAVA 3

Uopxteǌa Kelerovih prostora

3.1 Kelerovi prostori

Kelerove1 prostore je najpre razmatrao ruski matematiqar P. A.

Xirokov pod nazivom A-prostori, a nezavisno od ǌega je iste prostore

razmatrao i nemaqki matematiqar E. Keler, u qiju qast su pomenuti

prostori dobili ime. Nakon toga, mnogi autori su se bavili Keler-

ovim prostorima i ǌihovim preslikavaǌima [1,22,31,37,42,71,82,84,

85,85,87,112,117,119].

Definicija 3.1.1. Kelerov prostor KN je N-dimenzionalni Rimanov

prostor sa metriqkim tenzorom gij, u kome postoji skoro kompleksna

struktura F h
i , tako da va�i

F h
p F

p
i = −δhi , (3.1.1)

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q , (3.1.2)

F h
i;j = 0, (3.1.3)

gde je (; ) kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na gij.

Prethodno definisan prostor KN se u literaturi sre�e i pod na-

zivom eliptiqki Kelerov prostor. Osim eliptiqkih definisani su i

hiperboliqki i paraboliqki Kelerovi prostori.

1Erich Kähler (1906-2000, nemaqki matematiqar)

52
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Definicija 3.1.2. Hiperboliqki Kelerov prostor je N-dimenziona-

lni Rimanov prostor sa metriqkim tenzorom gij, u kome postoji skoro

kompleksna struktura F h
i , tako da va�i

F h
p F

p
i = δhi , (3.1.4)

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q , (3.1.5)

F h
i;j = 0, (3.1.6)

gde je (; ) kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na gij.

Definicija 3.1.3. Paraboliqki Kelerov prostor je N-dimenzionalni

Rimanov prostor sa metriqkim tenzorom gij, u kome postoji skoro kom-

pleksna struktura F h
i , tako da va�i

F h
p F

p
i = 0, (3.1.7)

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q , (3.1.8)

F h
i;j = 0, (3.1.9)

gde je (; ) kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na gij.

Dimenzija N prethodno navedenih Kelerovih prostora je parna.

Ovde �emo prouqavati neka uopxteǌa (eliptiqkog) Kelerovog pros-

tora.

3.2 Ajzenhart-Kelerovi prostori

U sluqaju nesimetriqne koneksije imamo qetiri vrste kovarijantnog

diferenciraǌa tenzora i skoro kompleksna struktura mo�e da bude ko-

varijantno konstantna u odnosu na svaku vrstu kovarijantnog diferen-

ciraǌa, xto je omogu�ilo uopxtavǌe Kelerovih prostora [60, 92, 100,

101,104,106,107,119,122,128].

Posmatra�emo najpre generalisani Kelerov prostor koji je odre�en

narednom definicijom.
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Definicija 3.2.1. [96] Generalisani Kelerov prostor GKN je N-

dimenzioni Ajzenhart-Rimanov prostor sa nesimetriqnim metriqkim

tenzorom gij i skoro kompleksnom strukturom F i
j , za koju va�i

F h
p F

p
i = −δhi , (3.2.1)

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q , (3.2.2)

F h
i|
θ

j = 0, (θ = 1, 2), (3.2.3)

gde je sa |
θ

oznaqeno kovarijantno diferenciraǌe vrste θ = 1, 2, u odnosu

na metriqki tenzor gij.

Ovakve prostore �emo nadaǉe nazivati Ajzenhart-Kelerovim prostorima.

Na osnovu uslova (3.2.1) direktno sledi

F p
i T

h
pj − F h

p T
p
ij = 0, gipF p

j + gpjF
p
i = 0, gipF j

p + gpjF i
p = 0. (3.2.4)

Tada oqigledno va�e relacije

Fij = −Fji, F ij = −F ji, (3.2.5)

gde je Fji = F p
j gpi, F

ji = F j
p g

pi.

Lako se dokazuje da va�i naredno tvr�eǌe.

Lema 3.2.1. [127] Skoro kompleksna struktura F i
j Ajzenhart-Kelerovog

prostora GKN zadovoǉava relacije

F h
i;j = 0, F h

i|
3
j = 2F h

p T
p
ij, F h

i|
4
j = 2F p

i T
h
jp, (3.2.6)

pri qemu je T h
ij tenzor torzije prostora GKN , dok je ; kovarijantni izvod

u odnosu na Γi
jk.

Teorema 3.2.1. [127] Za Riqijev tenzor Rij, koji je dobijen na osnovu ten-

zora krivine (1.5.26), va�i

Rjk = F p
j F

q
kRpq. (3.2.7)
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Na osnovu Teoreme 3.2.1. dokazujemo da va�i naredna, veoma bitna

teorema:

Teorema 3.2.2. [119, 127] Uopxten Riqijev tenzor K(jm) prostora GKN

zadovoǉava relaciju

K(jm) = F p
j F

q
mR (pq) + 2(β′ + γ)(F p

j F
q
mT

r
psT

s
rq − T p

jqT
q
pm). (3.2.8)

Dokaz. Generalisani Rimanov tenzor krivine Ki
jmn mo�e da bude pred-

stavǉen u obliku (1.5.24), tj.

Ki
jmn = Ri

jmn+ αT i
jm;n+ α′T i

jn;m+βT p
jmT

i
pn+β

′T p
jnT

i
pm+γT p

mnT
i
pj,

α, α′, β, β′, γ ∈ R.

Kontrakcija po indeksima i i n u prethodnoj jednaqini, daje nam

Kjm = Rjm+ αT p
jm;p+(β′ + γ)T p

jqT
q
pm. (3.2.9)

Simetrizacijom po indeksima j, m, iz jednaqine (3.2.9), imamo

K(jm) = R(jm) − 2(β′ + γ)T p
jqT

q
pm = 2(Rjm − (β′ + γ)T p

jqT
q
pm). (3.2.10)

Odavde, na osnovu Teoreme 3.2.1. i uslova (3.2.7), dobijamo (3.2.8),

qime je teorema dokazana. �
Zamenom uslova (3.2.3) u Definiciji 3.2.1., dobijena je jox jedna

generalizacija Kelerovih prostora.

Definicija 3.2.2. [119] Ajzenhart-Rimanov N-dimenzioni prostor sa

nesimetriqnim metriqkim tenzorom gij nazivamo generalisanim Ke-
lerovim prostorom tre�e vrste GKN

3
ako u ǌemu postoji skoro kom-

pleksna struktura F i
j takva da va�i

F h
p F

p
i = −δhi , (3.2.11)

gpqF
p
i F

q
j = gij, gij = gpqF i

pF
j
q , (3.2.12)

F h
i|
3
j = 0, (3.2.13)

F h
i;j = 0, (3.2.14)



56 3. Uopxteǌa Kelerovih prostora

gde je |
3

kovarijantni izvod tre�e vrste u odnosu na nesimetriqnu konek-

siju Γi
jk, a sa (; ) je oznaqeno kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na Γi

jk.

Nadaǉe �emo ovakve prostore nazivati Ajzenhart-Kelerovim prostori-

ma tre�e vrste.

Na osnovu (3.2.11) i (3.2.12), dobijamo da va�i

Fij = −Fji, F
ij = −F ji,

gde je Fji = F p
j gpi, F

ji = F j
p g

pi. Na osnovu navedenih zapa�aǌa, dobijamo

narednu teoremu:

Teorema 3.2.3. [119, 127] Za skoro kompleksnu strukturu F i
j prostora

GKN
3

va�e relacije

F h
i|
1
j = 2F h

p T
p
ji, F h

i|
2
j = 2F p

i T
h
jp, F h

i|
4
j = 0, (3.2.15)

gde je T h
ij tenzor torzije.

3.3 Geodezijska preslikavaǌa

Teorija geodezijskih preslikavaǌa Rimanovih prostora, prostora

afine koneksije, kao i ǌihovih uopxteǌa, je veoma aktuelna posledǌih

decenija. U posledǌe vreme je naroqito aktuelno izuqavaǌe geodezi-

jskih preslikavaǌa u sluqaju specijalnih prostora [13, 24–26, 32, 33,

35,36,39,43,57–59,98,99,102,119,120,122,128]. Ovaj odeǉak je posve�en

geodezijskom preslikavaǌu f : GRN → GKN
3

.

Definicija 3.3.1. Difeomorfizam f : GRN → GK
3
N je geodezijsko pres-

likavaǌe ako geodezijske linije prostora GRN preslikava u geodezijske

linije prostora GK
3
N .

U odgovaraju�im taqkama M i M mo�emo da stavimo

Γi
jk = Γi

jk + P i
jk, (i, j, k = 1, ..., N), (3.3.1)
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gde je P i
jk tenzor deformacije koneksije Γ prostora GRN saglasno pres-

likavaǌu f : GRN → GK
3
N .

Teorema 3.3.1. [58] Potreban i dovoǉan uslov da preslikavaǌe

f : GRN → GK
3
N

bude geodezijsko jeste da tenzor deformacije P i
jk iz relacije (3.3.1) ima

oblik

P i
jk = δij ψk + δik ψj + ξijk, (3.3.2)

gde je

ψi =
1

N + 1
(Γ

α

iα − Γα
iα), ξijk = P i

jk
∨
=

1

2
(P i

jk − P i
kj). (3.3.3)

Primetimo da u prostoru GKN
3

va�e naredne jednaqine:

Tα
iα = 0, ξαiα(x) = 0, F α

α = 0. (3.3.4)

Primer 3.3.1. [126] Konstruisa�emo geodezijsko preslikavaǌe

f : GRN → GKN
3

. Neka je Ajzenhart-Rimanov prostor odre�en osnovnim

metriqkim tenzorom gij = gij + gij
∨
, gde je

(gij) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ex
1
x3 ex

1
x2

0 0 ex
1
x2 ex

1
(x2 + x3)

 (3.3.5)

(gij
∨
) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ex
1
x3 ex

1
x2

0 0 ex
1
x2 ex

1
(x2 + x3)

 (3.3.6)

Neka je

(gij) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 x3 x2

0 0 x2 1

 (3.3.7)
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simetriqni deo osnovnog metriqkog tenzora, a

(F
h

i ) =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 (3.3.8)

skoro kompleksna struktura prostora GK4
3

. Tada su ispuǌeni islovi

(3.2.11), (3.2.12) i (3.2.14). Ako T h
ij izaberemo tako da va�i

T
h

pjF
p

i − T
p

jiF
h

p = 0,

onda je ispuǌen i uslov (3.2.13), tj. GK4
3

je 4-dimenzioni Ajzenhart-

Kelerov prostor tre�e vrste. Ako je preslikavaǌe f : GRN → GKN
3

geodezijsko, tada je

ψk =
1

5
(Γ

p

kp − Γp
kp), k = 1, ..., 4, gde je

Γ
p

kp =
∂

∂xk
ln
√
det(gij) =

1

2

∂

∂xk
ln(x3 − (x2)2),

Γp
kp =

∂

∂xk
ln
√
det(gij) =

1

2

∂

∂xk
[x1 +

1

2
ln(x2x3 − (x2)2) + (x3)2].

(3.3.9)

�

J. Mikex je sa koautorima u radu [39] obezbedio potrebne i dovoǉne

uslove za postojaǌe geodezijskog preslikavaǌa Rimanovog prostora na

Kelerov prostor.

Teorema 3.3.2. [39] Rimanov prostor RN dopuxta netrivijalno geodez-

ijsko preslikavaǌe na prostor KN ako i samo ako, u zajedniqkom po koor-

dinatama sistemu x, u odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij;k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (3.3.10)

F
h

i;k = F
h

kψi − δhkF
α

i ψα, (3.3.11)
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gde je ψi ≠ 0, a za tenzore gij i F
h

i va�i:

det(gij) ̸= 0, F
h

αgαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.3.12)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

KN , redom.

Motivisani Teoremom 3.3.2., u nastavku �emo uspostaviti odgo-

varaju�e potrebne i dovoǉne uslove za postojaǌe geodezijskog pres-

likavaǌa prostora GRN na GKN
3

u odnosu na sve qetiri vrste kovari-

jantnog diferenciraǌa.

Teorema 3.3.3. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov prostor GK
3
N

ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x u odnosu na

preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
1
k = gij

∨
||
1
k + 2ψkgij + ψigjk + ψjgik + ξpikgpj + ξpjkgip, (3.3.13)

F
h

i|
1
k = F

h

i||
1
k + F

h

kψi − δhkF
p

iψp − ξhpkF
p

i + ξpikF
h

p , (3.3.14)

u odnosu na prvu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.3.15)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

Dokaz. Jednaqina (3.3.13) obezbe�uje postojaǌe geodezijskog preslika-

vaǌa Ajzenhart-Rimanovog prostora GRN na Ajzenhart-Rimanov pros-

tor GRN sa metriqkim tenzorom gij u odnosu na prvu vrstu kovari-

jantnog diferenciraǌa.

Formula (3.3.14) implicira kovarijantnu konstantnost strukture

F
h

i u GRN u odnosu na tre�u vrstu kovarijantnog diferenciraǌa. Uslo-

vi (3.3.15) garantuju da su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna

struktura prostora GK
3
N , redom.
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Tenzor deformacije je odre�en jednaqinom (3.3.2), tj.

Γ
h

ij − Γh
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i + ξhij. (3.3.16)

Za strukturu F , va�e naredne jednaqine:

F
h

i|
1
k = F

h

i,k + Γh
pkF

p

i − Γp
ikF

h

p , F
h

i|
2
k = F

h

i,k + Γh
kpF

p

i − Γp
kiF

h

p . (3.3.17)

Zamenom Γh
ij, na osnovu (3.3.16), u (3.3.17), dobijamo

F
h

i|
1
k = F

h

i,k + (Γ
h

pk − ψpδ
h
k − ψkδ

h
p − ξhpk)F

p

i − (Γ
p

ik − ψiδ
p
k − ψkδ

p
i − ξpik)F

h

p

= F
h

i,k + Γ
h

pkF
p

i − ψpδ
h
kF

p

i − ψkδ
h
pF

p

i − ξhpkF
p

i − Γ
p

ikF
h

p + ψiδ
p
kF

h

p + ψkδ
p
i F

h

p + ξpikF
h

p

= F
h

i||
1
k − ψpδ

h
kF

p

i − ψkδ
h
pF

p

i − ξhpkF
p

i + ψiδ
p
kF

h

p + ψkδ
p
i F

h

p + ξpikF
h

p

= F
h

i||
1
k − ψpδ

h
kF

p

i − ψkF
h

i − ξhpkF
p

i + ψiF
h

k + ψkF
h

i + ξpikF
h

p

= F
h

i||
1
k − ψpδ

h
kF

p

i + ψiF
h

k − ξhpkF
p

i + ξpikF
h

p ,

gde su | i || kovarijantni izvodi u GRN i GK
3
N , redom. �

Teorema 3.3.4. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov prostor tre�e

vrste GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x u

odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
2
k = gij

∨
||
2
k + 2ψkgij + ψigjk + ψjgik + ξpkigpj + ξpkjgip, (3.3.18)

F
h

i|
2
k = F

h

i||
2
k + F

h

kψi − δhkF
p

iψp − ξhkpF
p

i + ξpkiF
h

p , (3.3.19)

u odnosu na drugu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.3.20)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.
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Dokaz. U prostoru GRN za drugu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa

va�i:

F
h

i|
2
k = F

h

i,k + (Γ
h

kp − ψkδ
h
p − ψpδ

h
k − ξhkp)F

p

i − (Γ
p

ki − ψkδ
p
i − ψiδ

p
k − ξpki)F

h

p

= F
h

i,k + Γ
h

kpF
p

i − ψkδ
h
pF

p

i − ψpδ
h
kF

p

i − ξhkpF
p

i − Γ
p

kiF
h

p + ψkδ
p
i F

h

p + ψiδ
p
kF

h

p + ξpkiF
h

p

= F
h

i||
2
k − ψkδ

h
pF

p

i − ψpδ
h
kF

p

i − ξhkpF
p

i + ψkδ
p
i F

h

p + ψiδ
p
kF

h

p + ξpkiF
h

p

= F
h

i||
2
k − ψkF

h

i − ψpδ
h
kF

p

i − ξhkpF
p

i + ψkF
h

i + ψiF
h

k + ξpkiF
h

p

= F
h

i||
2
k + ψiF

h

k − ψpδ
h
kF

p

i − ξhkpF
p

i + ξpkiF
h

p .

�
Na sliqan naqin dobijamo odgovaraju�e rezultate za tre�u i qetvrtu

vrstu kovarijantnog diferenciraǌa:

Teorema 3.3.5. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov prostor tre�e

vrste GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x u

odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
3
k = gij

∨
||
3
k + 2ψkgij + ψigjk + ψjgik + ξpikgpj + ξpkjgip, (3.3.21)

F
h

i|
3
k = ψiF

h

k − ψpδ
h
kF

p

i − ξhpkF
p

i + ξpkiF
h

p , (3.3.22)

u odnosu na tre�u vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.3.23)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

Teorema 3.3.6. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov prostor GK
3
N

ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x u odnosu na
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preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
4
k = gij

∨
||
4
k + 2ψkgij + ψigjk + ψjgik + ξpkigpj + ξpjkgip, (3.3.24)

F
h

i|
4
k = ψiF

h

k − ψpδ
h
kF

p

i − ξhkpF
p

i + ξpikF
h

p , (3.3.25)

u odnosu na qetvrtu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸=
0, a tenzori gij i F

h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.3.26)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

3.4 Ekvitorziona geodezijska preslikavaǌa

Ekvitorziona preslikavaǌa imaju znaqajnu ulogu u teoriji geodezi-

jskih, konformnih i holomorfno projektivnih transformacija izme�u

dva prostora nesimetriqne afine koneksije [58,92,97,101–103,106,107,

119–121,123,128].

Definicija 3.4.1. [58] Preslikavaǌe f : GRN → GK
3
N je ekvitorziono

geodezijsko preslikavaǌe ako su tenzori torzija prostora GRN i GK
3
N

jednaki u zajedniqkom koordinatnom sistemu. Tada, na osnovu (3.3.1),

(3.3.2) i (3.3.16) va�i

T h
ij − T h

ij = ξhij = 0. (3.4.1)

U sluqaju ekvitorzionih preslikavaǌa Teoreme 3.3.3.-3.3.6. postaju:

Teorema 3.4.1. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov

prostor GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x

u odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
1
k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (3.4.2)
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F
h

i|
1
k = F

h

i||
1
k + F

h

kψi − δhkF
p

iψp, (3.4.3)

u odnosu na prvu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.4.4)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

Teorema 3.4.2. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov

prostor GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama sistemu x

u odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
2
k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (3.4.5)

F
h

i|
2
k = F

h

i||
2
k + F

h

kψi − δhkF
p

iψp, (3.4.6)

u odnosu na drugu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.4.7)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

Teorema 3.4.3. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov

prostor tre�e vrste GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama

sistemu x u odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
3
k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (3.4.8)

F
h

i|
3
k = ψiF

h

k − ψpδ
h
kF

p

i , (3.4.9)
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u odnosu na tre�u vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸= 0,

a tenzori gij i F
h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.4.10)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

Teorema 3.4.4. [119, 126] Ajzenhart-Rimanov prostor GRN dopuxta ne-

trivijalno ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe na Ajzenhart-Kelerov

prostor tre�e vrste GK
3
N ako i samo ako, u zajedniqkom po koordinatama

sistemu x u odnosu na preslikavaǌe, va�e uslovi

gij |
4
k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (3.4.11)

F
h

i|
4
k = ψiF

h

k − ψpδ
h
kF

p

i , (3.4.12)

u odnosu na qetvrtu vrstu kovarijantnog diferenciraǌa, pri qemu je ψi ̸=
0, a tenzori gij i F

h

i zadovoǉavaju uslove:

det(gij) ̸= 0, F
α

i gαj + F
α

j gαi = 0, F
h

αF
α

i = −δhi . (3.4.13)

Tada su gij i F
h

i metriqki tenzor i skoro kompleksna struktura prostora

GK
3
N , redom.

3.5 Holomorfno projektivna preslikavaǌa

Poznato je da ne postoji netrivijalno geodezijsko preslikavaǌe

izme�u dva Kelerova prostora koje oquvava strukturu F h
i . Zbog toga

su, kao uopxteǌe geodezijskih linija, uvedene analitiqki planarne

krive. Uopxtavaju�i notaciju analitiqki planarnih krivih Keler-

ovih prostora [71, 87, 117], dolazimo do analogne notacije u sluqaju

Ajzenhart-Kelerovih prostora GKN :



3.5. Holomorfno projektivna preslikavaǌa 65

Definicija 3.5.1. U Ajzenhart-Kelerovom prostoru GKN , kriva koja je

data u parametarskom obliku

xh = xh(t), (h = 1, 2, · · · , N) (3.5.1)

je analitiqki planarna ako zadovoǉava:

λh |
θ
pλ

p = a(t)λh + b(t)F h
p λ

p, (θ = 1, 2) (3.5.2)

gde je λh = dxh/dt, dok su a(t) i b(t) funkcije parametra t.

Kovarijantni izvodi prvog i drugog tipa u (3.5.2) zadovoǉavaju

jednaqinu

λh |
1
pλ

p =
dλh

dt
+ Γh

pqλ
pλq = λh |

2
pλ

p.

Dakle, analitiqki planarne krive Ajzenhart-Kelerovog prostora su

oblika

dλh

dt
+ Γh

pqλ
pλq = a(t)λh + b(t)F h

p λ
p. (3.5.3)

Neka su GKN i GKN dva N-dimenziona generalisana Kelerova pros-

tora sa skoro kompleksnim strukturama F h
i i F

h

i , redom, pri qemu je

F
h

i = F h
i (3.5.4)

u zajedniqkom koordinatnom sistemu odre�enom preslikavaǌem

f : GKN → GKN .

Definicija 3.5.2. Difeomorfizam f : GKN → GKN je analitiqki
planarno (holomorfno projektivno) preslikavaǌe, ako analitiqki

planarne krive prostora GKN slika u analitiqki planarne krive pros-

tora GKN .

Holomorfno projektivna preslikavaǌa Ajzenhart-Kelerovih pro-

stora su izuqavana u [100,101,104,106,107,119,124].
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Oznaqimo sa

P h
ij = Γ

h

ij − Γh
ij (3.5.5)

tenzor deformacije koneksije holomorfno projektivnog preslikavaǌa

f prostora GKN i GKN , pri qemu su Γh
ij i Γ

h

ij Kristofelovi simboli

navedenih prostora, redom. Analitiqki planarne krive prostora GKN

i GKN su, redom, date jednaqinama

dλh

dt
+ Γh

pqλ
pλq = a(t)λh + b(t)F h

p λ
p,
dλh

dt
+ Γ

h

pqλ
pλq = a(t)λh + b(t)F h

p λ
p.

Oduzimaǌem prethodnih jednaqina, dobijamo

(Γ
h

pq − Γh
pq)λ

pλq = ψ(t)λh + σ(t)F h
p λ

p,

gde je ψ(t) = a(t)− a(t), σ(t) = b(t)− b(t). Mo�emo da stavimo

ψ(t) = ψpλ
p, σ(t) = σqλ

q.

Sada je

(Γ
h

pq − Γh
pq − ψpδ

h
q − σpF

h
q )λ

pλq = 0,

odakle zakǉuqujemo da va�i naredna veza me�u koneksijama datih pro-

stora:

Γ
h

ij = Γh
ij + ψiδ

h
j + ψjδ

h
i + σiF

h
j + σjF

h
i + ξhij, (3.5.6)

gde je ξhij antisimetriqni tenzor. U jednaqini (3.5.6) biramo vektor σi,

tako da zadovoǉava σi = −ψpF
p
i . Na taj naqin, dobijamo

Γ
h

ij = Γh
ij + ψiδ

h
j + ψjδ

h
i − ψpF

p
i F

h
j − ψpF

p
j F

h
i + ξhij. (3.5.7)

Posledǌa jednaqina nam daje vezu izme�u koeficijenata koneksije Ajzen-

hart-Kelerovih prostora GKN i GKN za holomorfno projektivno pre-

slikavaǌe f : GKN → GKN .
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U prostoru GKN va�e relacije

gij |
1
k = gij,k − Γp

ikgpj − Γp
jkgip, gij |

2
k = gij,k − Γp

kigpj − Γp
kjgip. (3.5.8)

Na osnovu (3.5.7), imamo

gij |
1
k = gij,k − Γp

ikgpj − Γp
jkgip

= gij,k − (Γ
p

ik − ψ(iδ
p
k) + ψqF

q
(iF

p
k) − ξpik)gpj

− (Γ
p

jk − ψ(jδ
p
k) + ψqF

q
(jF

p
k) − ξpjk)gip

= gij,k − Γ
p

ikgpj + ψ(iδ
p
k) gpj − ψqF

q
(iF

p
k)gpj + ξpikgpj

− Γ
p

jkgip + ψ(jδ
p
k) gip − ψqF

q
(jF

p
k)gip + ξpjkgip

= gij||
1
k + ψ(iδ

p
k) gpj − ψqF

q
(iF

p
k)gpj + ξpikgpj + ψ(jδ

p
k) gip − ψqF

q
(jF

p
k)gip + ξpjkgip

= gij
∨
||
1
k + 2ψkgij + ψigkj + ψjgik − ψqF

q
(iF

p
k)gpj − ψqF

q
(jF

p
k)gip + ξpikgpj + ξpjkgip,

Na isti naqin, dobijamo da va�e relacije

gij |
2
k = gij

∨
||
2
k + 2ψkgij + ψigkj + ψjgik − ψqF

q
(kF

p
i)gpj − ψqF

q
(kF

p
j)gip + ξpkigpj + ξpkjgip.

Na osnovu prethodno dokazanih qiǌenica, mo�emo da formulixemo

narednu teoremu:

Teorema 3.5.1. [119,127] (a) Preslikavaǌe f : GKN → GKN je holomorfno

projektivno ako i samo ako u zajedniqkom po preslikavaǌu koordinat-

nom sistemu, Kristofelovi simboli druge vrste datih prostora zado-

voǉavaju relaciju (3.5.7). (b) Ako je preslikavaǌe f : GKN → GKN holo-

morfno projektivno, tada va�e jednaqine:

gij |
1
k = gij

∨
||
1
k + 2ψkgij + ψigkj + ψjgik − ψqF

q
(iF

p
k)gpj − ψqF

q
(jF

p
k)gip + ξpikgpj + ξpjkgip,

gij |
2
k = gij

∨
||
2
k + 2ψkgij + ψigkj + ψjgik − ψqF

q
(kF

p
i)gpj − ψqF

q
(kF

p
j)gip + ξpkigpj + ξpkjgip,

gde (|) i (||), oznaqavaju kovarijantne izvode prostora GKN i GKN , redom.

Tako�e, ako va�i jedna od prethodnih jednaqina, tada je f holomorfno

projektivno preslikavaǌe i va�i i druga jednaqina.
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3.6 Invarijantni geometrijski objekti
holomorfno projektivnih preslikavaǌa

U ovom odeǉku pronalazimo geometrijske objekte koji su invari-

jantni u odnosu na holomorfno projektivna preslikavaǌa dva Ajzenhart-

Kelerova prostora. Kako u opxtem sluqaju nije mogu�e generalizovati

holomorfno projektivni tenzor krivine, to �emo uraditi za speci-

jalan sluqaj holomorfno projektivnih preslikavaǌa dva generalisana

Kelerova prostora.

Definicija 3.6.1. Preslikavaǌe f : GKN → GKN je ekvitorziono holo-
morfno projektivno preslikavaǌe ako su tenzori torzije Ajzenhart-

Kelerovih prostora GKN i GKN jednaki u zajedniqkom po preslikavaǌu

f koordinatnom sistemu.

Tada, na osnovu (3.5.7), zakǉuqujemo da va�i

ξijk = 0. (3.6.9)

Veza izme�u glavnih tenzora krivine K i K prostora GKN i GKN ,

za holomorfno projektivno preslikavaǌe je data jednaqinom

K
i

jmn = Ki
jmn + P i

jm;n − P i
jn;m + P p

jmP
i
pn − P p

jnP
i
pm

+ α(P i
pnT

p
jm − P p

jnT
i
pm − P p

mnT
i
jp) + α′(P i

pmT
p
jn − P p

jmT
i
pn − P p

nmT
i
jp).

(3.6.10)



3.6. Invarijantni geometrijski objekti holomorfno projektivnih ... 69

Na osnovu (3.5.7), prethodna jednaqina postaje

Ki
jmn = Ki

jmn + ψj;nδ
i
m + ψm;nδ

i
j − ψp;nF

p
j F

i
m − ψp;nF

p
mF

i
j

− ψj;mδ
i
n − ψn;mδ

i
j − ψp;mF

p
j F

i
n − ψp;mF

p
nF

i
j

+ (ψjδ
p
m + ψmδ

p
j − ψqF

q
j F

p
m − ψqF

q
mF

p
j )(ψpδ

i
n + ψnδ

i
p − ψrF

r
pF

i
n − ψrF

r
nF

i
p)

− (ψjδ
p
n + ψnδ

p
j − ψqF

q
j F

p
n − ψqF

q
nF

p
j )(ψmδ

i
p + ψpδ

i
m − ψrF

r
pF

i
m − ψrF

r
mF

i
p)

+ α(ψnδ
i
p + ψpδ

i
n − ψqF

q
pF

i
n − ψqF

q
nF

i
p)T

p
jm

− α(ψjδ
p
n + ψnδ

p
j − ψqF

q
j F

p
n − ψqF

q
nF

p
j )T

i
pm

+ α′(ψmδ
i
p + ψpδ

i
m − ψqF

q
pF

i
m − ψqF

q
mF

i
p)T

p
jn

− α′(ψjδ
p
m + ψmδ

p
j − ψqF

q
j F

p
m − ψqF

q
mF

p
j )T

i
pn

− (α+ α′)(ψnδ
p
m + ψmδ

p
n − ψqF

q
mF

p
n − ψqF

q
nF

p
m)T

i
jp,

Uzimaju�i u obzir qiǌenicu da je ψi gradijent vektor, imamo da je

ψi;j = ψj;i. Tada, na osnovu jednaqine (3.2.4), va�i

Ki
jmn = Ki

jmn + δim ψjn − δin ψjm + F p
j (F

i
nψpm − F i

mψpn)

+ F i
j (F

p
nψpm − F p

mψpn)− (α+ α′)ψnT
i
jm + αψpδ

i
n T

p
jm

− (α− α′)ψjT
i
nm − (α′ + α)ψmT

i
jn + α′ψpδ

i
m T

p
jn

+ (α− α′)ψqF
q
j F

p
nT

p
nm − αψqF

q
pF

i
nT

p
jm − α′ψqF

q
pF

i
mT

p
jn

+ (α+ α′)(ψqF
q
mF

p
n + ψqF

q
nF

p
m)T

i
jp,

(3.6.11)

gde je oznaqeno

ψij = ψi;j − ψiψj + ψpψqF
p
i F

q
j . (3.6.12)

Kontrakcijom po indeksima i i n u jednaqini (3.6.11), na osnovu toga

xto u Ajzenhart-Kelerovom prostoru va�i F p
p = 0 i T p

ip = 0, dobijamo

Kjm = Kjm −Nψjm − 2F p
j F

q
mψpq +NαψpT

p
jm

+ αψqF
q
j F

p
r T

r
pm + αψqF

q
r F

p
j T

r
pm + αψqF

q
mF

p
r T

r
jp + αψqF

q
r F

p
mT

r
jp.

(3.6.13)

Simetrizacijom po indeksima j i m, na osnovu prethodne jednaqine

imamo

K(jm) = K(jm) − 2Nψjm − 4F p
j F

q
mψpq. (3.6.14)
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Koriste�i jednaqinu (3.2.8), koja va�i za tenzor K(jm), dolazimo do

K(jm) = F p
j F

q
m(R (pq) − 2Nψpq − 4F r

pF
s
qψrs)

+ 2(β′ + γ)(F p
j F

q
mT

r
psT

s
rq − T p

jqT
q
pm).

(3.6.15)

Uzimaju�i u obzir da je preslikavaǌe ekvitorziono, dobijamo

K(jm) = F p
j F

q
mK(pq) − 2NF p

j F
q
mψpq − 4ψjm

+ 2(β′ + γ)(F p
j F

q
mT

r
psT

s
rq − T p

jqT
q
pm).

(3.6.16)

Saglasno jednaqinama (3.2.8), (3.6.14) i (3.6.16), va�i

ψpqF
p
j F

q
m = ψjm. (3.6.17)

Zamenom (3.6.17) u (3.6.14), imamo

K(jm) −K(jm) = 2(N + 2)ψjm. (3.6.18)

Eliminacijom ψjm iz prethodne jednaqine, koriste�i jednaqinu

Γ
p

pj − Γp
pj = (N + 2)ψj,

gde je ψj odre�eno, dobijamo

HPW i
jmn = HPW i

jmn, (3.6.19)
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gde je

HPW i
jmn = Ki

jmn +
1

2(N + 2)

(
δimK(jn) − δinK(jm)

+ F p
j (F

i
nK(pm) − F i

mK(pn)) + F i
j (F

p
nK(pm) − F p

mK(pn))
)

+
1

N + 2

(
− (α+ α′)Γs

snT
i
jm + αΓs

spδ
i
n T

p
jm − (α− α′)Γs

sjT
i
nm

− (α′ + α)Γs
smT

i
jn + α′Γs

spδ
i
m T

p
jn

+ (α− α′)Γs
sqF

q
j F

p
nT

p
nm − αΓs

sqF
q
pF

i
nT

p
jm − α′Γs

sqF
q
pF

i
mT

p
jn

+ (α+ α′)(Γs
sqF

q
mF

p
n + Γs

sqF
q
nF

p
m)T

i
jp

)
(3.6.20)

geometrijski objekat prostora GKN . Naravno, HPW i
jmn je objekat pros-

tora GKN . Prema tome, zakǉuqujemo da va�i naredna teorema:

Teorema 3.6.1. [119, 127] Geometrijski objekat HPW i
jmn odre�en formu-

lom (3.6.20) je invarijanta ekvitorzionog holomorfno projektivnog pres-

likavaǌa f : GKN → GKN .

U opxtem sluqaju, geometrijski objekat HPW i
jmn prostora GKN nije

tenzor, pa ga zbog toga nazivamo ekvitorzioni holomorfno projektivni

parametar. Nije texko zakǉuqiti da va�i naredno tvr�eǌe:

Teorema 3.6.2. [119, 127] Ekvitorzioni holomorfno projektivni param-

etar

HPW i
jmn odre�en formulom (3.6.20) je tenzor ako i samo ako je α = α′ = 0.

Od dvanaest tenzora krivine (1.5.24), (1.5.25), ǌih pet je nezavisno

[53]. Dobijamo ih kada je

(α, β, α′, β′, γ) ∈{(1, 1,−1,−1, 0), (−1, 1, 1,−1, 0),

(1,−1, 1, 1,−2), (1,−1, 1, 1, 2), (0, 1, 0, 1, 0)}.
(3.6.21)

Ako je, na primer, (α, β, α′, β′, γ) = (1, 1,−1,−1, 0) dobijamo tenzor kriv-

ine

R
1
= R +A−A′ + B − B′,
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gde su A, A′, B i B′ odre�eni pomo�u (1.5.23). U tom sluqaju, za holo-

morfno projektivni parametar dobijamo

HPW
1

i
jmn = R

1

i
jmn +

1

2(N + 2)

(
δimR

1
(jn) − δinR

1
(jm)

+ F p
j (F

i
nR

1
(pm) − F i

mR
1
(pn)) + F i

j (F
p
nR

1
(pm) − F p

mR
1
(pn))

)
+

1

N + 2

(
Γs
spδ

i
n T

p
jm − 2Γs

sjT
i
nm + Γs

spδ
i
m T

p
jn + 2Γs

sqF
q
j F

p
nT

p
nm

− Γs
sqF

q
pF

i
nT

p
jm + Γs

sqF
q
pF

i
mT

p
jn

)
.

(3.6.22)

Od pet nezavisnih tenzora krivine R
θ

i
jmn, (θ = 1, ..., 5), jedino u sluqaju

tenzora

R
5
= R + B + B′

invarijantni geometrijski objekat

HPW
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

N + 2

(
δimR

5
jn − δinR

5
jm

+ F p
j (F

i
nR

5
pm − F i

mR
5
pn) + F i

j (F
p
nR

5
pm − F p

mR
5
pn)
) (3.6.23)

je tenzor. Napomenimo da su geometrjski objekti (3.6.20) tenzori u

sluqaju tri od dvanaest tenzora krivine.



GLAVA 4

Neke osnovne jednaqine skoro

geodezijskih preslikavaǌa drugog

tipa

4.1 Skoro geodezijska preslikavaǌa

Geodezijske i skoro geodezijske linije igraju veoma bitnu ulogu u

geometriji i fizici. Koncept geodezijskih preslikavaǌa me�u pros-

torima sa afinom koneksijom bez torzije uveo je N. S. Sinjukov [87].

Veliki doprinos teoriji geodezijskih i skoro geodezijskih preslika-

vaǌa dali su V. E. Berezovski [3–9], J. Mikex [24–28,35,36,40,89], S.

M. Minqi� [58, 59], ǈ. S. Velimirovi� [102, 115], M. S. Stankovi�

[13, 74, 91, 97–99, 105, 108], M. ǈ. Zlatanovi� [69, 120–122] i mnogi

drugi autori.

Generalizacijom koncepta geodezijskih preslikavaǌa u sluqaju Ri-

manovih i afinih prostora, Sinjukov je uveo slede�u notaciju [87]:

Definicija 4.1.1. Krivu l : xh = xh(t) nazivamo skoro geodezijskom
linijom ukoliko ǌen tangentni vektor λh(t) = dxh/dt ̸= 0 zadovoǉava

jednaqine

λ
h

(2) = a(t)λh + b(t)λ
h

(1), λ
h

(1) = λh||pλ
p , λ

h

(2) = λ
h

(1)||pλ
p ,

73
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gde su a(t) i b(t) funkcije parametra t, dok je sa || oznaqeno kovarijantno

diferenciraǌe u odnosu na koneksiju u AN .

Definicija 4.1.2. Preslikavaǌe f afinog prostora AN na prostor AN

je skoro geodezijsko preslikavaǌe ako svaku geodezijsku liniju pros-

tora AN prevodi u skoro geodezijsku liniju prostora AN .

N. S. Sinjukov [87] je u sluqaju prostora bez torzije razlikovao tri

tipa skoro geodezijskih preslikavaǌa π1, π2, π3, pri qemu je klasi-

fikaciju izvrxio u odnosu na tenzor deformacije koneksije. V. E.

Berezovski i J. Mikex su pokazali da su π1, π2 i π3 jedini tipovi skoro

geodezijskih preslikavaǌa u sluqaju afino povezanih mnogostrukosti

bez torzije qija je dimenzija ve�a od pet [4, 44].

Na diferencijabilnoj mnogostrukosti sa nesimetriqnom afinom ko-

neksijom Li
jk postoje dve vrste kovarijantnog diferenciraǌa za vektor:

λh|
1
m = λh,m + Lh

pmλ
p, λh|

2
m = λh,m + Lh

mpλ
p.

Iz tog razloga, u sluqaju prostora sa nesimetriqnom afinom konek-

sijom, je mogu�e definisati dve vrste skoro geodezijskih linija i dve

vrste skoro geodezijskih prelikavaǌa.

Definicija 4.1.3. Kriva l : xh = xh(t) je skoro geodezijska linija prve

vrste ako ǌen tangentni vektor λh(t) = dxh/dt ̸= 0 zadovoǉava jednaqine

λ
1

h
(2) = a

1
(t)λh + b

1
(t)λ

1

h
(1), λ

1

h
(1) = λh||

1
pλ

p , λ
1

h
(2) = λ

1

h
(1)||

1
pλ

p , (4.1.1)

gde su a
1
(t) i b

1
(t) funkcije parametra t.

Definicija 4.1.4. Kriva l : xh = xh(t) je skoro geodezijska linija druge

vrste ako ǌen tangentni vektor λh(t) = dxh/dt ̸= 0 zadovoǉava jednaqine

λ
2

h
(2) = a

2
(t)λh + b

2
(t)λ

2

h
(1), λ

2

h
(1) = λh||

2
αλ

α , λ
2

h
(2) = λ

2

h
(1)||

2
αλ

α , (4.1.2)

gde su a
2
(t) i b

2
(t) funkcije parametra t.
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Definicija 4.1.5. Preslikavaǌe f prostora GAN na prostor sa nes-

imetriqnom afinom koneksijom GAN je skoro geodezijsko preslikavaǌe

prve vrste ako svaku geodezijsku liniju prostora GAN prevodi u skoro

geodezijsku liniju prvog tipa prostora GAN .

Definicija 4.1.6. Preslikavaǌe f prostora GAN na prostor sa nes-

imetriqnom afinom koneksijom GAN je skoro geodezijsko preslikavaǌe

druge vrste ako svaku geodezijsku liniju prostora GAN prevodi u skoro

geodezijsku liniju drugog tipa prostora GAN .

Za koeficijente koneksije Lh
ij, L

h
ij prostora GAN , GAN , (N > 2), re-

dom, va�i

Lh
ij = Lh

ij + P h
ij, (4.1.3)

gde je P h
ij tenzor deformacije.

Sinjukov [87] je, za afine prostore bez torzije, predstavio skoro

geodezijska preslikavaǌa π2 pomo�u uslova

b =
bγδλ

γλδ

σαλα
,

gde je σαλα ̸= 0. Tada je tenzor deformacije

P h
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i + σiF

h
j + σjF

h
i , (4.1.4)

gde su ψi, σi vektori, a F h
i tenzor.

Analogno, skoro geodezijska preslikavaǌa prve vrste afinog pros-

tora su drugog tipa π
1
2, ako funkcija b

1
zadovoǉava uslov [61]:

b
1
=
b
1
γδλ

γλδ

σαλα
,

gde je σαλα ̸= 0. Tada je

P h
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i + σiF

h
j + σjF

h
i + ξhij, (4.1.5)
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F h
i|
1
j + F h

j |
1
i + F h

p F
p
i σj + F h

p F
p
j σi + ξhpiF

p
j + ξhpjF

p
i

= µiF
h
j + µjF

h
i + νiδ

h
j + νjδ

h
i ,

(4.1.6)

gde su ψi, σi vektori, F h
i je tenzor, P h

ij
∨
= ξhij je antisimetriqni tenzor,

a µi, νi su kovarijantni vektori.

Uslovi (4.1.5) i (4.1.6) predstavǉaju osnovne jednaqine preslika-

vaǌa π
1
2.

Skoro geodezijsko preslikavaǌe druge vrste je drugog tipa π
2
2, ako

funkcija b
2
zadovoǉava uslov

b
2
=
b
2
γδλ

γ λδ

σαλα
,

gde je σαλα ̸= 0. Analogno, dobijamo

F h
i|
2
j + F h

j |
2
i + F h

p F
p
i σj + F h

p F
p
j σi + ξhipF

p
j + ξhjpF

p
i

= µiF
h
j + µjF

h
i + νiδ

h
j + νjδ

h
i ,

(4.1.7)

gde su µi, νi kovarijantni vektori.

Uslovi (4.1.5) i (4.1.7) su osnovne jednaqine preslikavaǌa π
2
2.

Preslikavaǌe π
1
2 ima svojstvo reciprociteta ako je ǌegovo in-

verzno preslikavaǌe π
1

−1
2 tipa π

1
2 i π

1

−1
2 odgovara istom afinoru F h

i .

Kako za inverzno preslikavaǌe π
1

−1
2 : GAN → GAN va�i

P
h

ij = −P h
ij,

to u (4.1.5) mo�emo da stavimo

ψi = −ψi, σi = −σi, F
h

i = F h
i , ξ

h

ij = −ξhij.

Preslikavaǌe π
1
2 ima svojstvo reciprociteta ako i samo ako afinor F h

i

prostora GAN zadovoǉava jednaqinu oblika (4.1.6), tj.

F h
i||
1
j − F h

p F
p
(iσj) − ξhp(iF

p
j) = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j), (4.1.8)

gde (ij) oznaqava simetrizaciju bez deǉeǌa u odnosu na i i j, a ||
1

je
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kovarijantno diferenciraǌe prve vrste u GAN . Prelaze�i u (4.1.8)

na kovarijantno diferenciraǌe prve vrste u GAN , dolazimo do

F h
p F

p
(iσj) + ξhp(iF

α
j) =

=
µ(iF

h
j) +

=
ν(iδ

h
j), (4.1.9)

gde su vektori
=
µi,

=
νi izra�eni pomo�u µi, νi, µi, νi, ψi, σi, F h

i . Kako je

σ ̸= 0, dolazimo do

F h
s F

s
i = pδhi + qF h

i , (4.1.10)

gde su p i q invarijante.

Na osnovu prethodno navedenih qiǌenica, dobijena je teorema:

Teorema 4.1.1. [61] Relacijom (4.1.10) je izra�en potreban i dovoǉan

uslov da preslikavaǌe π
1
2 : GAN → GAN ima svojstvo reciprociteta.

Skoro geodezijsko preslikavaǌe π
1
2 : GAN → GAN koje ima svojstvo

reciprociteta je okarakterisano jednaqinama (4.1.5),

F h
p F

p
i = eδhi (e = ±1, 0) (4.1.11)

i

F h
(i|

1
j) + ξhp(iF

p
j) = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j). (4.1.12)

Ovo preslikavaǌe oznaqavamo [61]

π
1
2(e) : GAN → GAN .

Analogno, skoro geodezijsko preslikavaǌe π
2
2 : GAN → GAN koje ima

svojstvo reciprociteta je okarakterisano jednaqinama (4.1.5), (4.1.11)

i

F h
(i|

2
j) + ξhipF

p
j + ξhjpF

p
i = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j) (4.1.13)

i oznaqeno je [61]

π
2
2(e) : GAN → GAN .
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4.2 Tenzor Nijenhuisa i prostor simetriqne
afine koneksije

Na mnogostrukosti MN prostora AN sa simetriqnom afinom konek-

sijom Γi
jk mo�emo da definixemo novu afinu koneksiju Γi

jk bez torzije.

Neka je AN prostor sa afinom koneksijom Γi
jk. Neka je [87]

Γh
ij = Γh

ij +Θh
ij, (4.2.1)

gde je Θh
ij simetriqan tenzor. Iz (4.2.1), u prostoru AN , dobijamo

F h
i|j = F h

i,j +Θh
jpF

p
i −Θp

jiF
h
p , (4.2.2)

pri qemu | oznaqava kovarijantno diferenciraǌe u odnosu na koneksiju

u AN .

Skoro geodezijsko preslikavaǌe π2 : AN → AN koje ima svojstvo

reciprociteta je odre�eno jednaqinom analognom jednaqini (4.1.4) i

jednaqinama

F h
p F

p
i = eδhi (e = ±1, 0), (4.2.3)

F h
(i,j) = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j), (4.2.4)

gde su µi i νi vektori. Nakon sre�ivaǌa, iz (4.2.2) dobijamo

2F h
i,j =

1

2
eF h

p (F
q
i B

p
qj − F q

j B
p
qi) +Bh

ij +Nh
ji, (4.2.5)

gde je oznaqeno

Nh
ji = F h

j|i − F h
i|j −

1

2
eF h

p (F
k
i (F

p
k|j − F p

j|k)− F k
j (F

p
k|i − F p

i|k)), (4.2.6)

Bh
ij = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j). (4.2.7)

Tenzor torzije ili Nijenhuisov1 tenzor e-strukture je definisan

1Albert Nijenhuis (1926-2015, holandsko-ameriqki matematiqar)
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formulom [87]

Nh
kj =

(
∂F h

p

∂xj
−
∂F h

j

∂xp

)
F p
k −

(
∂F h

p

∂xk
− ∂F h

k

∂xp

)
F p
j . (4.2.8)

Upore�uju�i (4.2.8) sa (4.2.6), dolazimo do [87]

2Nh
ji = eNh

jpF
p
i . (4.2.9)

Kao rezultat diferenciraǌa uslova (4.2.3) u AN , dobijamo relaciju

F h
p,iF

p
j + F h

p F
p
j,i = 0. (4.2.10)

Zamenom (4.2.10) u (4.2.4), poxtuju�i relacije (4.2.6) i

Nh
piF

p
j + F h

pN
p
ji = 0, (4.2.11)

dobijamo

νi + µpF
p
i = 0. (4.2.12)

Na osnovu (4.2.6), (4.2.9), (4.2.12) i (4.2.4), konaqno dobijamo

F h
i,j = νiδ

h
j + µiF

h
j +

e

4
Nh

ipF
p
j , (4.2.13)

qime je dokazana teorema koja sledi.

Teorema 4.2.1. [87] Potreban i dovoǉan uslov da prostor simetriqne

afine koneksije AN dopuxta preslikavaǌe π2(e ̸= 0), jeste da postoji

struktura F h
i koja ispuǌava uslove (4.2.3) i (4.2.13), pri qemu su νi i µi

povezani relacijom (4.2.12), a Nh
ip tenzor Nijenhuisa.
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4.3 Tenzor Nijenhuisa i prostor nesimetriqne
afine koneksije

Tenzor Nijenhuisa Nh
kj je u prostoru GAN , sa nesimetriqnom afinom

koneksijom, definisan formulom (4.2.8), tj.

Nh
kj =

(
∂F h

p

∂xj
−
∂F h

j

∂xp

)
F p
k −

(
∂F h

p

∂xk
− ∂F h

k

∂xp

)
F p
j .

4.3.1 Nijenhuisov tenzor prve vrste

Na osnovu relacije (4.1.3), u prostoru GAN dobijamo

F h
i||
1
j = F h

i|
1
j + P h

pjF
p
i − P p

ijF
h
p . (4.3.1)

Jednaqinu (4.1.12) mo�emo da predstavimo u obliku

P h
pjF

p
i + P h

piF
p
j − P p

ijF
h
p − P p

jiF
h
p − ξhpiF

p
j − ξhpjF

p
i = B

1

h
ij, (4.3.2)

gde je

B
1

h
ij = F h

i||
1
j + F h

j||
1
i − µ(iF

h
j) − ν(iδ

h
j). (4.3.3)

Neka je e ̸= 0. Kompozicijom jednaqine (4.3.2) sa F i
k, poxtuju�i

(4.1.11), dobijamo

B
1

h
pjF

p
k = eP h

kj + P h
pqF

p
j F

q
k − P p

qjF
h
p F

q
k − P p

jqF
h
p F

q
k − ξhpqF

p
j F

q
k − eξhkj. (4.3.4)

Simetrizacijom po indeksima j, k, i zamenom izraza P p
qjF

q
k +P

p
qkF

q
j na

osnovu relacija (4.3.2) i (4.1.11), dolazimo do:

B
1

h
pjF

p
k +B

1

h
pkF

p
j +B

1

p
kjF

h
p = P h

pq(F
p
j F

q
k + F p

kF
q
j )− ξpqkF

q
j F

h
p − ξpqjF

q
kF

h
p

− P p
jqF

q
kF

h
p − P p

kqF
q
j F

h
p − ξhpq(F

p
j F

q
k + F p

kF
q
j ).

(4.3.5)

Kompozicijom relacije (4.3.5) sa F k
i , poxtuju�i (4.1.11), dobijamo
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eB
1

h
ij +B

1

h
pkF

p
j F

k
i +B

1

p
kjF

h
p F

k
i = e(P h

pi + P h
ip)F

p
j

− (ξpqk + P p
kq)F

q
j F

h
p F

k
i − e(ξpij + P p

ji)F
h
p ,

(4.3.6)

tj.

eB
1

h
ij + (B

1

h
pkF

p
j +B

1

p
kjF

h
p )F

k
i = 2eP h

ipF
p
j − P p

kqF
q
j F

h
p F

k
i − eP p

jiF
h
p . (4.3.7)

Alternacijom po indeksima i, j, na osnovu simetrije tenzora B
1

h
ij i

relacije (4.3.1), imamo:

F h
i|
1
j = F h

i||
1
j −B

1

h
ij + e((B

1

h
pkF

p
j +B

1

p
kjF

h
p )F

k
i − (B

1

h
pkF

p
i +B

1

p
kiF

h
p )F

k
j )

+ 2P h
jpF

p
i − P h

ipF
p
j − P p

ijF
h
p + ξhjpF

p
i + ξpijF

h
p + eP p

kqF
h
p (F

q
j F

k
i − F q

i F
k
j ).

(4.3.8)

Zamenom tenzora B
1

h
ij, na osnovu jednaqine (4.3.3), prethodna relacija

postaje
F h
i|
1
j = F h

i||
1
j − 2F h

j||
1
i +N

1

h
ji +B

1

h
ij + S

1

h
ij + P h

jpF
p
i − P p

jiF
h
p

+
1

2
eF h

p (F
k
i (3F

p
k||
1
j + F p

j||
1
k)− F k

j (3F
p
k||
1
i + F p

i||
1
k)),

(4.3.9)

gde je oznaqeno

N
1

h
ji = F h

j||
1
i − F h

i||
1
j −

1

2
eF h

p (F
k
i (F

p
k||
1
j − F p

j||
1
k)− F k

j (F
p
k||
1
i − F p

i||
1
k)), (4.3.10)

B
1

h
ij = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j), (4.3.11)

S
1

h
ij = µpδ

h
<iF

p
j> + µ<iF

h
j> − eνpF

p
<jF

h
i> + ν<iδ

h
j>

− P h
ipF

p
j + P h

jpF
p
i + eP p

kqF
h
p F

q
<jF

k
i>.

(4.3.12)

Definicija 4.3.1. Tenzor N
1

h
ji, koji je odre�en relacijom (4.3.10) u pros-

toru GAN , nazivamo Nijenhuisovim tenzorom prve vrste.

Nijenhuisov tenzor prve vrste mo�emo da predstavimo i u obliku
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N
1

h
ji =

1

2

(
∂F h

j

∂xi
− ∂F h

i

∂xj
+ e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F h

q

∂xp

)
F p
i F

q
j

)
+ F h

p L
p
ij
∨
+ F p

j L
h
ip − F p

i L
h
pj + eF h

s F
p
i F

q
j L

s
qp
∨
.

(4.3.13)

Upore�ivaǌem relacije (4.2.8) sa prethodnim vezama za tenzor N
1

h
ji,

dolazimo do naredne teoreme

Teorema 4.3.1. [110] U prostoru nesimetriqne afine koneksije, formu-

lom

N
1

h
ji =

1

2
eNh

jpF
p
i + e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F f

q

∂xp

)
F p
i F

q
j − F h

p L
p
ji
∨

− F p
i L

h
pj + F p

j L
h
pi − eF h

s F
p
i F

q
j L

s
pq
∨

(4.3.14)

je data veza izme�u Nijenhuisovog tenzora Nh
ji i Nijenhuisovog tenzora

prve vrste N
1

h
ji.

Na osnovu uslova (4.1.11), dobijamo relaciju

F h
p|
1
iF

p
j + F h

p F
p
j |
1
i = 0. (4.3.15)

Zamenom (4.3.15) u (4.1.12) poxtuju�i vezu (4.3.10), dobijamo

(4 +N)µpF
p
i + eµiF

p
p + (3N − 2)eνi + νpF

p
i − F q

i (2F
s
pF

p
s|
1
q + F p

s F
s
q |
1
p)

−e(F p
p|
1
i + F p

i|
1
p)− (1 + e)P h

jhF
j
i − eP h

ipF
p
h + eP p

hiF
h
p = 0.

(4.3.16)

Na osnovu (4.3.10), (4.3.14), (4.3.16) i (4.1.12), konaqno dolazimo do

F h
i|
1
j =

1

2
eNh

jpF
p
i − 1

2
e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F h

q

∂xp

)
F p
<jF

q
i> − F h

p L
p
ji
∨
− F p

i L
h
pj + F p

j L
h
pi

− eF h
s F

p
i F

q
j L

s
pq
∨
− 1

2
eF h

p

(
F k
i (3F

p
k |
1
j + F p

j |
1
k)− F k

j (3F
p
k |
1
i + F p

i|
1
k)

)
+ µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j) + µpδ

h
<iF

p
j> + µ<iF

h
j> − eνpF

p
<jF

h
i> + ν<iδ

h
j>

− P h
ipF

p
j + P h

jpF
p
i + P h

jpF
p
i − P p

jiF
h
p + eP p

kqF
h
p F

q
<jF

k
i>.

(4.3.17)
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Na osnovu prethodnog razmatraǌa, mo�emo da formulixemo slede�u

teoremu.

Teorema 4.3.2. [110] Potreban i dovoǉan uslov da prostor nesimetriqne

afine koneksije GAN dopuxta preslikavaǌe π
1
2(e), e ̸= 0 jeste da postoji

struktura F h
i koja zadovoǉava uslove (4.1.11) i (4.3.17), pri qemu su νi i µi

povezani relacijom (4.3.16).

4.3.2 Nijenhuisov tenzor druge vrste

Polaze�i od jednaqine (4.1.3), u prostoru GAN , dobijamo

F h
i||
2
j = F h

i|
2
j + P h

jpF
p
i − P p

jiF
h
p . (4.3.18)

Jednaqinu (4.1.13) mo�emo da zapixemo u obliku

P h
jpF

p
i + P h

ipF
p
j − P p

jiF
h
p − P p

ijF
h
p − ξhipF

p
j − ξhjpF

p
i = B

2

h
ij, (4.3.19)

gde je

B
2

h
ij = F h

i||
2
j + F h

j||
2
i − µ(iF

h
j) − ν(iδ

h
j). (4.3.20)

Neka je e ̸= 0. Kompozicijom jednaqine (4.3.19) sa F i
k, uzimaju�i u

obzir (4.1.11), imamo

B
2

h
pjF

p
k = eP h

jk + P h
qpF

p
j F

q
k − P p

jqF
h
p F

q
k − P p

qjF
h
p F

q
k − ξhqpF

p
j F

q
k − eξhkj. (4.3.21)

Simetrizacijom po indeksima j, k, zamenom izraza P p
jqF

q
k + P p

kqF
q
j na

osnovu jednaqina (4.3.19) i (4.1.11), dobijamo

B
2

h
pjF

p
k +B

2

h
pkF

p
j +B

2

p
kjF

h
p = P h

qp(F
p
j F

q
k + F p

kF
q
j )− ξpkqF

q
j F

h
p − ξpjqF

q
kF

h
p

− P p
qjF

q
kF

h
p − P p

qkF
q
j F

h
p − ξhqp(F

p
j F

q
k + F p

kF
q
j ).

(4.3.22)

Kompozicijom prethodne relacije sa F k
i , uzimaju�i u obzir relaciju

(4.1.11), dolazimo do
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eB
2

h
ij +B

2

h
pkF

p
j F

k
i +B

2

p
kjF

h
p F

k
i = e(P h

ip + P h
pi)F

p
j

− (ξpkq + P p
qk)F

q
j F

h
p F

k
i − e(ξpji + P p

ij)F
h
p ,

(4.3.23)

tj.

eB
2

h
ij + (B

2

h
pkF

p
j +B

2

p
kjF

h
p )F

k
i = 2eP h

ipF
p
j − P p

qkF
q
j F

h
p F

k
i − eP p

ijF
h
p . (4.3.24)

Alternacijom po indeksima i, j, na osnovu simetrije tenzora B
2

h
ij i

relacije (4.3.18), imamo:

F h
i|
2
j = F h

i||
2
j −B

2

h
ij + e((B

2

h
pkF

p
j +B

2

p
kjF

h
p )F

k
i − (B

2

h
pkF

p
i +B

2

p
kiF

h
p )F

k
j )

+ 2P h
pjF

p
i − P h

piF
p
j − P p

ijF
h
p + ξhpjF

p
i + eP p

qkF
h
p (F

q
j F

k
i − F q

i F
k
j ).

(4.3.25)

Zamenom tenzora B
2

h
ij na osnovu relacije (4.3.20), prethodna veza postaje

F h
i|
2
j = F h

i||
2
j − 2F h

j||
2
i +N

2

h
ji +B

2

h
ij + S

2

h
ij + P h

pjF
p
i − P p

ijF
h
p

+
1

2
eF h

p (F
k
i (3F

p
k||
2
j + F p

j||
2
k)− F k

j (3F
p
k||
2
i + F p

i||
2
k)),

(4.3.26)

pri qemu smo koristili slede�u notaciju:

N
2

h
ji = F h

j||
2
i − F h

i||
2
j −

1

2
eF h

p (F
k
i (F

p
k||
2
j − F p

j||
2
k)− F k

j (F
p
k||
2
i − F p

i||
2
k)), (4.3.27)

B
2

h
ij = µ(iF

h
j) + ν(iδ

h
j), (4.3.28)

S
2

h
ij = µpδ

h
<iF

p
j> + µ<iF

h
j> − eνpF

p
<jF

h
i> + ν<iδ

h
j>

− P h
ipF

p
j + P h

jpF
p
i + eP p

qkF
h
p F

q
<jF

k
i>.

(4.3.29)

Definicija 4.3.2. Tenzor N
2

h
ji, koji je odre�en relacijom (4.3.27) u pros-

toru GAN , nazivamo Nijenhuisovim tenzorom druge vrste.

Nijenhuisov tenzor druge vrste N
2

h
ji mo�emo da predstavimo u slede�em

obliku:
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N
2

h
ji =

1

2

(
∂F h

j

∂xi
− ∂F h

i

∂xj
+ e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F h

q

∂xp

)
F p
i F

q
j

)
+ F h

p L
p
ji
∨
+ F p

j L
h
ip − F p

i L
h
pj + eF h

s F
p
i F

q
j L

s
pq
∨
.

(4.3.30)

Upore�ivaǌem relacija (4.2.8) i (4.3.30), dobijamo teoremu:

Teorema 4.3.3. [110] Veza izme�u Nijenhuisovog tenzora Nh
ji i Nijenhuiso-

vog tenzora druge vrste N
2

h
ji je, u prostoru nesimetriqne afine koneksije,

odre�ena formulom

N
2

h
ji =

1

2
eNh

jpF
p
i + e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F f

q

∂xp

)
F p
i F

q
j − F h

p L
p
ij
∨

− F p
j L

h
pi + F p

i L
h
pj − eF h

s F
p
i F

q
j L

s
qp
∨
.

(4.3.31)

Na osnovu uslova (4.1.11), dobijamo relaciju

F h
p|
2
iF

p
j + F h

p F
p
j |
2
i = 0. (4.3.32)

Zamenom izraza (4.3.32) u (4.1.13), uzimaju�i u obzir (4.3.27), dobi-

jamo

(4 +N)µpF
p
i + eµiF

p
p + (3N − 2)eνi + νpF

p
i + F q

i (2F
s
pF

p
s|
2
q − F p

s F
s
q |
2
p)

+e(F p
p|
2
i + F p

i|
2
p)− (1 + e)P h

jhF
j
i − eP h

ipF
p
h + eP p

hiF
h
p = 0.

(4.3.33)

Na kraju, na osnovu (4.3.27), (4.3.31), (4.3.33) i (4.1.13), dolazimo do

F h
i|
2
j =

1

2
eNh

jpF
p
i − 1

2
e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F h

q

∂xp

)
F p
<iF

q
j> − F h

p L
p
ij
∨
− F p

i L
h
pj + F p

j L
h
pi

− eF h
s F

p
i F

q
j L

s
qp
∨
− 1

2
eF h

p (F
k
i (3F

p
k |
2
j + F p

j |
2
k)− F k

j (3F
p
k |
2
i + F p

i|
2
k))

+ µ(iF
h
j) + ν(iδ

h
j) + µpδ

h
<jF

p
i> + µ<jF

h
i> − eνpF

p
<iF

h
j> + ν<jδ

h
i>

− P h
ipF

p
j + P h

jpF
p
i + P h

jpF
p
i − P p

jiF
h
p + eP p

kqF
h
p F

q
<iF

k
j>.

(4.3.34)

Uzimaju�i u obzir prethodno razmatraǌe, mo�emo da formulixemo

slede�u teoremu.
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Teorema 4.3.4. [110] Potreban i dovoǉan uslov da prostor nesimetriqne

afine koneksije GAN dopuxta preslikavaǌe π
2
2(e), e ̸= 0 jeste da postoji

struktura F h
i koja zadovoǉava uslove (4.1.11) i (4.3.34), pri qemu je veza

izme�u νi i µi data relacijom (4.3.33).

Napomena 4.3.1. U sluqaju prostora simertiqne afine koneksije AN , sve

qetiri vrste kovarijantnog diferenciraǌa |
θ

(θ = 1, 2, 3, 4) se svode na ko-

varijantni izvod ( ; ) u odnosu na koneksiju prostora AN . U tom sluqaju se

Nijenhuisovi tenzori prve i druge vrste svode na tenzor Nh
kj, a jednaqine

(4.3.14) i (4.3.31) postaju (4.2.9).

4.3.3 Jox neke osobine Nijenhuisovih tenzora

Posmatraju�i definicije Nijenhuisovog tennzora prve vrste N
1

h
ji i

Nijenhuisovog tenzora druge vrste N
2

h
ji, prime�ujemo da su ovi tenzori

antisimetriqni, tj. va�e relacije

N
1

h
ji = −N

1

h
ij, (4.3.35)

N
2

h
ji = −N

2

h
ij. (4.3.36)

Teorema 4.3.5. Za Nijenhuisov tennzor prve vrste N
1

h
ji i Nijenhuisov ten-

zor druge vrste N
2

h
ji va�i:

N
1

h
ji +N

2

h
ji =

∂F h
j

∂xi
− ∂F h

i

∂xj
+ e

(
∂F h

p

∂xq
−
∂F h

q

∂xp

)
F p
i F

q
j

+ 2F p
j L

h
ip − 2F p

i L
h
pj + 2eF h

s F
p
i F

q
j L

s
pq
∨
.

(4.3.37)

Dokaz. Sabiraǌem relacija (4.3.13) i (4.3.30), dobijamo vezu izme�u

Nijenhuisovih tenzora prve i druge vrste (4.3.37). �

Teorema 4.3.6. Za Nijenhuisov tenzor prve vrste N
1

h
ji i Nijenhuisov ten-

zor druge vrste N
2

h
ji va�i:

N
1

h
ji −N

2

h
ji = 2F h

p L
p
ij
∨
. (4.3.38)
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Dokaz. Ako od relacije (4.3.13) oduzmemo (4.3.30), dolazimo do jed-

naqine (4.3.38). �



GLAVA 5

Biholomorfno projektivna

preslikavaǌa

Neka je GRN Ajzenhart-Rimanov prostor sa nesimetriqnim metri-

qkim tenzorom gij i strukturnim afinorom F h
i ̸= aδhi , pri qemu je a

skalarna invarijanta.

Definicija 5.0.3. Krivu l zadatu jednaqinama

xi = xi(t), (i = 1, ..., N), (5.0.1)

pri qemu je t realan parametar, nazivamo biholomorfno projektivnom
vrste θ (θ = 1, 2) ako je du� ǌe zadovoǉeno:

λh |
θ
p(t)λ

p(t) = a(t)λh(t) + b(t)F h
pλ

p(t) + c(t)
2

F h
pλ

p(t), (5.0.2)

gde su a(t), b(t), c(t) proizvoǉne funkcije parametra t, λi(t) =
dxi

dt
,

2

F h
p = F h

q F
q
p .

Neka su GRN i GRN Ajzenhart-Rimanovi prostori sa zadatim afi-

nornim strukturama F h
i i F h

i , redom, pri qemu je F h
i = F h

i u zajedniqkom

po preslikavaǌu f : GRN → GRN koordinatnom sistemu.

Definicija 5.0.4. Preslikavaǌe f : GRN → GRN nazivamo biholo-
morfno projektivnim vrste θ (θ = 1, 2) ako biholomorfno projektivne

88
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krive vrste θ (θ = 1, 2) prostora GRN prevodi u biholomorfno projek-

tivne krive vrste θ prostora GRN .

Kako je

λh |
1
pλ

p =
dλh

dt
+ Γh

pqλ
pλq = λh |

2
pλ

p,

zakǉuqujemo da se biholomorfno projektivne krive prve i druge vrste

poklapaju, pa �emo ih zvati samo biholomorfo projektivnim krivama.

Dakle, biholomorfno projektivne krive prostora GRN i GRN , redom,

definixemo jednaqinama

dλh

dt
+ Γh

pqλ
pλq = aλh + bF h

pλ
p + c

2

F h
pλ

p, (5.0.3)

dλh

dt
+ Γ

h

pqλ
pλq = aλh + bF h

pλ
p + c

2

F h
pλ

p, (5.0.4)

gde su a, b, c, a, b, c proizvoǉne funkcije parametra t, λi =
dxi

dt
, Γh

pq i Γ
h

pq

koeficijenti koneksije prostora GRN i GRN , redom,
2

F h
p = F h

q F
q
p .

Na osnovu jednaqina (5.0.3) i (5.0.4), dobijamo

(Γ
h

pq − Γh
pq)λ

pλq = ψλh + σF h
pλ

p + τ
2

F h
pλ

p, (5.0.5)

gde smo oznaqili ψ = a− a, σ = b− b, τ = c− c.

Neka je ψ = ψpλ
p, σ = σpλ

p, τ = τpλ
p. Sada imamo

(Γ
h

pq − Γh
pq − ψpδ

h
q − σpF

h
q − τp

2

F h
q )λ

pλq = 0. (5.0.6)

Odavde je

Γ
h

ij = Γh
ij + ψ(iδ

h
j) + σ(iF

h
j) + τ(i

2

F h
j) + ξhij, (5.0.7)

gde je (ij) simetrizacija bez deǉeǌa po indeksima i, j, a ξhij je pro-

izvoǉan antisimetriqan tenzor.
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5.1 Osnovne relacije izme�u tenzora krivine

Neka je

P h
ij = Γ

h

ij − Γh
ij (5.1.1)

tenzor deformacije koneksije pri biholomorfno projektivnom pres-

likavaǌu f : GRN → GRN . Tada je, na osnovu (5.0.7),

P h
ij = ψ(iδ

h
j) + σ(iF

h
j) + τ(i

2

F h
j) + ξhij. (5.1.2)

U ovom odeǉku �emo uspostaviti veze izme�u odgovaraju�ih tenzora

krivine prostora GRN i GRN .

Prema (1.5.27), (1.6.2), (5.1.1) i (5.1.2) za tenzor krivine prve vrste

va�i:

R
1

i
jmn = R
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i
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1
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n) − ψpτ(j

2

F p
n))δ

i
m

− (ψj |
1
m − ψjψm − ψpσ(jF

p
m) − ψpτ(j

2

F p
m))δ

i
n + (ψm|

1
n − ψn|

1
m)δ

i
j

− ψp(ξ
p
jnδ

i
m − ξpjmδ

i
n ) + ξijm|

1
n − ξijn|

1
m + σj(σ<n

2

F i
m> + τ<n

3

F i
m>)

+ τj(σ<n

3

F i
m> + τ<n

4

F i
m>) + τm

2

F i
j |
1
n − τn

2

F i
j |
1
m + τj |

1
nF

i
m − τj |

1
mF

i
n

+ σjF
i
<m|

1
n> + τj

2

F i
<m|

1
n> + σj |

1
nF

i
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1
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i
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1
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i
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i
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1
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i
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i
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p
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i
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+ τp(σjF
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p
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p
m) + τ(j

2

F p
m))ξ

i
pn − (σ(jF

p
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F p
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i
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i
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F i
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p
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i
mn

+ 2T p
mn(ψ(jδ

i
p) + σ(jF

i
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2

F i
p) + ξijp),

(5.1.3)

gde je (ij) simetizacija bez deǉeǌa, a < ij > antisimetrizacija bez
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deǉeǌa po indeksima i i j, i gde smo oznaqili

2

F h
j = F h

p F
p
j ,

3

F h
j = F h

p F
p
q F

g
j ,

4

F h
j = F h

p F
p
q F

q
r F

r
j . (5.1.4)

Dakle, va�i:

Teorema 5.1.1. Biholomorfno projektivna veza izme�u tenzora krivine

prve vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre�ena je re-

lacijom (5.1.3), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oznaqavali

saglasno sa (5.1.4).

Na osnovu (1.5.27), (1.6.3), (5.1.1) i (5.1.2) za tenzor krivine druge

vrste va�i:

R
2

i
jmn = R

2

i
jmn + (ψj |

2
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i
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2

F i
p) + ξipj),

(5.1.5)

gde je (ij) simetizacija bez deǉeǌa, a < ij > antisimetrizacija bez

deǉeǌa po indeksima i i j, i gde su
2

F h
j ,

3

F h
j i

4

F h
j odre�eni relacijom

(5.1.4).
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Dakle, va�i

Teorema 5.1.2. Biholomorfno projektivna veza izme�u tenzora krivine

druge vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre�ena je re-

lacijom (5.1.5), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oznaqavali

saglasno sa (5.1.4).

Uzimaju�i u obzir relacije (1.5.27), (1.6.4), (5.1.1) i (5.1.2), za tenzor

krivine tre�e vrste imamo:
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(5.1.6)

gde je (ij) simetizacija bez deǉeǌa, a < ij > antisimetrizacija bez

deǉeǌa po indeksima i i j, i gde su
2

F h
j ,

3

F h
j i

4

F h
j odre�eni relacijom

(5.1.4).

Dakle, va�i
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Teorema 5.1.3. Biholomorfno projektivna veza izme�u tenzora krivine

tre�e vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre�ena je re-

lacijom (5.1.6), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oznaqavali

saglasno sa (5.1.4).

Na osnovu relacija (1.5.27), (1.6.5), (5.1.1) i (5.1.2), za tenzor krivine

qetvrte vrste imamo:
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(5.1.7)

gde je (ij) simetizacija bez deǉeǌa, a < ij > antisimetrizacija bez

deǉeǌa po indeksima i i j, i gde su
2

F h
j ,

3

F h
j i

4

F h
j odre�eni relacijom

(5.1.4).

Dakle, va�i

Teorema 5.1.4. Biholomorfno projektivna veza izme�u tenzora krivine

qetvrte vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre�ena je

relacijom (5.1.7), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oznaqavali

saglasno sa (5.1.4).
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Na osnovu relacija (1.5.27), (1.6.6), (5.1.1) i (5.1.2), za tenzor krivine

pete vrste imamo:
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(5.1.8)

gde je (ij) simetizacija bez deǉeǌa, a < ij > antisimetrizacija bez

deǉeǌa po indeksima i i j, i gde su
2

F h
j ,

3

F h
j i

4

F h
j odre�eni relacijom

(5.1.4).

Dakle, va�i

Teorema 5.1.5. Biholomorfno projektivna veza izme�u tenzora krivine

pete vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre�ena je re-

lacijom (5.1.8), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oznaqavali

saglasno sa (5.1.4).
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5.2 Ekvitorziono biholomorfno projektivno
preslikavaǌe

Prelikavaǌe f : GRN → GRN je ekvitorziono biholomorfno projek-

tivno preslikavaǌe ako su tenzori torzije prostora GRN i GRN jed-

naki u zajedniqkom po preslikavaǌu f koordinatnom sistemu. Tada,

na osnovu (5.1.1) i (5.1.2), uoqavamo da je antisimetriqni deo tenzora

deformacije jednak nuli, tj. va�i

ξhij = 0. (5.2.1)

Tada relacija (5.1.2) postaje

P h
ij = ψ(iδ

h
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h
j) + τ(i

2
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j). (5.2.2)

Uzimaju�i u obzir relaciju (5.2.1), veza (5.1.3) izme�u tenzora kriv-

ine prve vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN postaje
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(5.2.3)

pa va�i naredna teorema:
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Teorema 5.2.1. Ekvitorziona biholomorfno projektivna veza izme�u ten-

zora krivine prve vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre-

�ena je relacijom (5.2.3), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oz-

naqavali saglasno sa (5.1.4).

Veza izme�u tenzora krivine druge vrste (5.1.5) Ajzenhart-Riman-

ovih prostora GRN i GRN , nakon primene relacije (5.2.1), postaje
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(5.2.4)

Dakle, va�i

Teorema 5.2.2. Ekvitorziona biholomorfno projektivna veza izme�u ten-

zora krivine druge vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odred-

jena je relacijom (5.2.4), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oz-

naqavali saglasno sa (5.1.4).

Veza izme�u tenzora krivine tre�e vrste (5.1.6) Ajzenhart-Riman-

ovih prostora GRN i GRN , na osnovu relacije (5.2.1), postaje
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(5.2.5)

pa mo�emo da formulixemo teoremu:

Teorema 5.2.3. Ekvitorziona biholomorfno projektivna veza izme�u ten-

zora krivine tre�e vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN

odre�ena je relacijom (5.2.5), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo

oznaqavali saglasno sa (5.1.4).

Uzimaju�i u obzir relaciju (5.2.1), veza (5.1.7) izme�u tenzora kriv-

ine qetvrte vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN postaje
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(5.2.6)

Dakle, va�i:

Teorema 5.2.4. Ekvitorziona biholomorfno projektivna veza izme�u ten-

zora krivine qetvrte vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN

odre�ena je relacijom (5.2.6), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo

oznaqavali saglasno sa (5.1.4).

Polaze�i od relacije (5.1.8), kojom je data veza izme�u tenzora

krivine pete vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN , nakon

primene relacije (5.2.1), dobijamo
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tj. va�i:

Teorema 5.2.5. Ekvitorziona biholomorfno projektivna veza izme�u ten-

zora krivine pete vrste Ajzenhart-Rimanovih prostora GRN i GRN odre-

�ena je relacijom (5.2.7), gde je T h
ij tenzor torzije koneksije i gde smo oz-

naqavali saglasno sa (5.1.4).
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5.3 Tomasov ekvitorzioni biholomorfno
projektivni parametar

U (5.2.2) vektore σi i τi mo�emo da izaberemo tako da je
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Kontrakcijom po indeksima h i i u (5.3.1), uz pretpostavku da va�i
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Ako oznaqimo

HT h
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(5.3.6)

relacija (5.3.5) mo�e da se predstavi u obliku

HT h
ij = HT h

ij, (5.3.7)
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pri qemu je HT h

ij objekat oblika (5.3.6) prostora GRN . Veliqina HT h
ij

nije tenzor i zva�emo je Tomasovim ekvitorzionim biholomorfno pro-

jektivnim parametrom.

Teorema 5.3.1. Veliqine (5.3.6) su invarijante ekvitorzionog biholomor-

fno projektivnog preslikavaǌa Ajzenhart-Rimanovih prostora sa jedna-

kim strukturnim afinorima pod uslovom da va�e relacije (5.3.2) i (5.3.3).
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